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Resumen

Skew braces: estructura y algunas aplicaciones

En esta tesis estudiamos propiedades de la estructura conocida como skew brace.
Espećıficamente, nos centramos en aquellas que tienen grupo aditivo nilpotente y
generalizamos algunas propiedades conocidas del caso abeliano. Las skew braces
han cobrado una gran relevancia en los últimos años gracias a la conexión existente
entre ellas y las soluciones de la ecuación conjuntista de Yang–Baxter (EYB). Toda
solución no degenerada de la EYB tiene asociada una estructura de braza sobre su
grupo de estructura.

Debido a esta conexión, hemos dirigido nuestros esfuerzos a la clasificación y
construcción de skew braces de ciertos órdenes. Espećıficamente, hemos construido
las skew braces de orden pq y p2q para números primos distintos p y q. Para ello
es necesario conocer todos los grupos del orden requerido y conseguir todos los
subgrupos regulares del holomorfo de cada uno de los grupos. A partir de la lista de
subgrupos regulares hemos contado clases de conjugación bajo la acción del grupo
de automorfismos del grupo dado.

Palabras clave: skew braces, ecuación de Yang–Baxter, soluciones conjuntistas,
grupo de Bieberbach, propiedad de producto único



Abstract

Skew braces: structure and some applications

In this thesis we study properties of the structure known as skew brace. Specifi-
cally, we focus on those with a nilpotent additive group and generalize some known
properties of the abelian case. Skew braces have gained great relevance in recent
years thanks to the connection between them and the solutions to the set-theoretic
Yang-Baxter equation. Every non-degenerate solution of the Yang–Baxter equation
has an associated skew brace structure on its structure group.

Due to this connection, we have directed our efforts to the classification and
construction of skew braces of certain orders. Specifically, we have constructed skew
braces of order pq and p2q for distinct prime numbers p and q. To do so, it is necessary
to know all the groups of the required order and to obtain all the regular subgroups
of the holomorph of each of the groups. From the list of regular subgroups we have
counted conjugacy classes under the action of the automorphism group of the given
group.

Keywords: skew braces, Yang–Baxter equation, set-theoretic solutions, Bieber-
bach groups, unique product property
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4.3. Orden p2q con p = −1 (mód q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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5.1. Orden p2q con p = 1 (mód q) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.1.1. Brazas torcidas de tipo Zp2 ⋊t Zq . . . . . . . . . . . . . . . . 73
5.1.2. Brazas torcidas de tipo Gk para k ̸= 0,±1 . . . . . . . . . . . 77
5.1.3. Brazas torcidas de tipo G0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
5.1.4. Brazas torcidas de tipo G−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.1.5. Brazas torcidas de tipo G1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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Introducción

A lo largo de los últimos años se ha despertado un fuerte interés en el estudio
de la llamada ecuación de Yang–Baxter, espećıficamente en la versión conjuntista
propuesta por Drinfel’d en [30] a comienzos de los años ′90. Se trata de pares (X, r)
donde X es un conjunto y r : X × X → X × X es una función de conjuntos que
satisface la relación

(r × id)(id× r)(r × id) = (id× r)(r × id)(id× r).

Sobre el fin del siglo pasado se comenzaron a estudiar en forma sistemática las
soluciones de la versión conjuntista. Cabe señalar aqúı los trabajos fundacionales
de [31, 39, 49, 64]. En su trabajo [55] de 2007, Rump presenta una estructura alge-
braica que permite construir soluciones involutivas de la ecuación de Yang–Baxter:
él la denomina brace. Se trata de una generalización de los anillos radicales en el
sentido de Jacobson, una estructura que Rump observó que permite construir solu-
ciones. Gracias a su aporte se consigue construir una enorme cantidad de ejemplos
de soluciones a partir de la construcción de braces y esta estructura consigue un
interés en śı misma.

En el año 2017, Guarnieri y Vendramin en [41], inspirados en el trabajo de Rump,
dan una generalización de la estructura de braces que denominan skew braces. Esta
estructura permite construir soluciones no involutivas llevando más lejos el estudio
realizado por Rump previamente.

Gracias a la estructura de skew brace se han observado conexiones entre la ecua-
ción de Yang–Baxter y la teoŕıa de anillos, variedades planas, ordenabilidad de
grupos, teoŕıa de Garside, entre otros (algunos ejemplos pueden verse en [12,25,26,
28,34,38,57]).

A lo largo de esta tesis iremos introduciendo distintas estructuras asociadas a
las soluciones de la ecuación de Yang–Baxter y a las skew braces (brazas torcidas).

Esta tesis es el resultado del trabajo de investigación que publiqué por partes en
cuatro papers, veánse [1–4]. El trabajo está organizado de la siguiente forma:

En la primera parte presentamos los conceptos básicos sobre brazas torcidas
que forman el objeto principal de estudio de esta tesis. También mencionamos
la conexión con las soluciones de la ecuación de Yang–Baxter.

En la segunda parte trabajamos con una familia espećıfica de soluciones de la
ecuación de Yang–Baxter: las soluciones retractables. Recordamos los concep-

xiii



xiv INTRODUCCIÓN

tos de nilpotencia a izquierda y a derecha de una braza torcida y demostra-
mos una representación lineal del grupo de estructura asociado a una solución
involutiva finita. Esta representación nos será especialmente útil para poder
demostar el Teorema 2.4.7 referido a la propiedad de producto único en grupos.

Además, definimos una noción de p-nilpotencia a izquierda y a derecha para
brazas torcidas de tipo nilpotente. Esto nos permitió mejorar algunos resulta-
dos de [50].

En la tercera parte nos enfocamos en la clasificación de brazas torcidas de
distintos órdenes.

• En el caṕıtulo 3 clasificamos las brazas torcidas de orden pq con p y
q números primos distintos. Para obtener la clasificación utilizamos la
conexión existente entre brazas torcidas de tipo A y subgrupos regulares
de Hol(A), el grupo holomorfo de A.

• En los caṕıtulos 4 y 5 nos enfocamos en la clasificación de brazas torcidas
de orden p2q donde p y q son dos números primos distintos. Para ello,
hemos dividido el análisis según el tipo de grupo aditivo de las brazas
torcidas. En el caṕıtulo 4 asumiremos que las brazas torcidas son de tipo
abeliano y en el caṕıtulo 5 asumiremos que son de tipo no abeliano. A lo
largo del análisis iremos incluyendo tablas que nos permitirán resumir el
trabajo realizado en cada una de las secciones.

Como aplicación de todos los resultados conseguidos damos una demos-
tración a una conjetura sobre la cantidad de brazas torcidas de orden
p2q.



Parte 1

Brazas torcidas y estructuras
asociadas





Caṕıtulo 1

Conceptos básicos

Este caṕıtulo tiene el doble propósito de presentar las definiciones y los concep-
tos básicos que serán utilizados a lo largo de esta tesis y el de fijar la notación que
utilizaremos en la mayor parte del trabajo. Cualquier notación adicional que nece-
sitemos en el futuro y no merezca ser incluida como hecho general en este caṕıtulo,
será oportunamente clarificada.

1.1. Ecuación conjuntista de Yang–Baxter

Comencemos con la versión conjuntista de la ecuación de Yang–Baxter (EYB).
Ésta fue formulada por Drinfeld en [30]. Diremos que un par (X, r) donde X es
un conjunto y r : X × X → X × X es una función biyectiva es una solución de la
ecuación de Yang–Baxter si se satisface la identidad:

(r × id)(id× r)(r × id) = (id× r)(r × id)(id× r). (EYB)

El problema de hallar soluciones para esta ecuación es demasiado grande para
poder atacarse en su generalidad. Para aproximarnos a este problema, utilizaremos
métodos combinatorios. Para ello, consideraremos una clase especial de soluciones
a lo largo de todo el trabajo: las soluciones no degeneradas . Se trata de soluciones
biyectivas que pueden escribirse de la forma:

r(x, y) = (σx(y), τy(x)), x, y ∈ X,

donde σx, τy son permutaciones del conjunto X; es decir, σx, τy ∈ SX cualesquiera
sean x, y ∈ X. De ahora en adelante, cuando nos refiramos a una solución, se tratará
siempre de una solución no degenerada.

Un ejemplo simple de solución no degenerada es el de Lyubashenko.

Ejemplo 1.1.1 (Lyubashenko). Si σ y τ son dos permutaciones de X que conmutan
entre śı, entonces r(x, y) = (σ(y), τ(x)) es una solución no degenerada de la EYB.

Los primeros trabajos relacionados al estudio de soluciones de la EYB fueron
los de Etingof, Schedler y Soloviev, [31], y Gateva-Ivanova y Van den Bergh, [39].

3



4 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS

Ambos trabajos consideran soluciones involutivas , es decir, aquellas que cumplen
r2 = idX×X .

En [55], Rump observó que un anillo radical R da lugar a una solución involutiva.
Aqúı, debe entenderse anillo radical en el sentido de Jacobson; es decir, R es un anillo
tal que el conjunto subyacente con la operación x ◦ y = x+ y + xy es un grupo.

A partir de esta observación, Rump introdujo una nueva estructura algebraica
que generaliza la estructura de anillo radical dando un marco algebraico para poder
estudiar soluciones involutivas: las brazas1.

Para construir soluciones involutivas, Etingof et al. introdujeron la noción de
solución retractable, [31]. Dada una solución involutiva (X, r), definimos una relación
sobre el conjunto X de la siguiente manera:

x ∼ y si y solo si σx = σy.

Esta relación resulta ser de equivalencia. Nos queda, entonces, una solución bien
definida sobre el conjunto de clases de equivalenciaX/∼. A esta solución se la conoce
como la retracción de la solución (X, r) y la notaremos por Ret(X, r). Dado que la
retracción sigue siendo una solución involutiva, podemos definir inductivamente la
n-ésima retracción de la siguiente manera: Ret1(X, r) = Ret(X, r) y Retn+1(X, r) =
Ret(Retn(X, r)) para todo n ≥ 1.

Diremos que una solución es irretractable si Ret(X, r) = (X, r) y diremos que es
una multipermutación si existe un n tal que Retn(X, r) tiene un solo elemento. Po-
demos decir que las multipermutaciones generalizan las soluciones de Lyubashenko
(Ejemplo 1.1.1). Las soluciones involutivas por multipermutaciones recibieron mucha
atención en los últimos años (podemos citar por ejemplo: [11,12,20,35,37,58,60,62]).

Muchas de las ideas utilizadas para estudiar las soluciones involutivas pueden
transportarse al contexto de las soluciones no involutivas. Las brazas definidas por
Rump y utilizadas para el estudio de soluciones involutivas fueron generalizadas a
skew braces y utilizadas para soluciones no involutivas.

De esta forma, es casi obligada la comprensión de la estructura de skew brace.

1.2. Brazas (torcidas)

Una braza torcida a izquierda2 es una terna (A,+, ◦) tal que (A,+) y (A, ◦)
son grupos (no necesariamente abelianos, la notación quedará clara en breve) que
satisfacen la compatibilidad dada por

a ◦ (b+ c) = a ◦ b− a+ a ◦ c

cualesquiera sean los elementos a, b, c ∈ A. La operación de suma + precede a la
operación de multiplicación ◦ como es usual.

Claramente, utilizamos la notación −a para referirnos al inverso de un elemento
a ∈ A con respecto a la operación +. Notaremos por a′ al inverso de ese mismo
elemento pero con respecto a la operación ◦.

1Braces en el original.
2Skew left brace en el original.



1.2. BRAZAS (TORCIDAS) 5

Observación 1.2.1. Si notamos por 1+ y 1◦ a los elementos neutros para las opera-
ciones + y ◦ respectivamente entonces podemos ver que 1+ = 1◦. En efecto, a partir
de la compatibilidad tenemos que

1◦ ◦ (1◦ + 1◦) = 1◦ ◦ 1◦ − 1◦ + 1◦ ◦ 1◦
1◦ + 1◦ = 1◦ − 1◦︸ ︷︷ ︸

=1+

+1◦

1◦ = 1+

Si bien concentraremos este trabajo en las brazas torcidas a izquierda, se pue-
de definir una noción de braza torcida a derecha de forma completamente análoga
modificando la compatibilidad anterior por

(b+ c) ◦ a = b ◦ a− a+ c ◦ a.

A lo largo de este trabajo surgirán una buena cantidad de ejemplos de brazas
torcidas a izquierda pero aqúı referimos algunos para familiarizarnos con la defini-
ción.

Ejemplo 1.2.2 (Braza trivial). Dado cualquier grupo (A,+), definimos la operación
◦ como a ◦ b := a+ b.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos el conjunto G = {gj : j ∈ Z/6Z} y definamos las
operaciones

gi + gj = gi+(−1)ij, gi ◦ gj = gi+j

donde 1+ = g0 = 1◦. Es fácil verificar que ambas operaciones le dan a G una
estructura de grupo y que −gi = g(−1)i+1i. Ahora bien

gi ◦ gj − gi + gi ◦ gk = gi+j − gi + gi+k

= gi+j + g(−1)i+1i + gi+k

= gi+j+(−1)i+j(−1)i+1i + gi+k

= gl

donde

l = i+ j + (−1)i+j(−1)i+1i+ (−1)i+j+(−1)i+j(−1)i+1i(i+ k)

= i+ j + (−1)j+1i+ (−1)i+j+(−1)j+1i(i+ k)

= i+ j + (−1)j+1i+ (−1)i(1+(−1)j+1)+j(i+ k)

= i+ j + (−1)j+1i+ (−1)j(i+ k)

= i+ j + (−1)jk.

Luego

gl = gi+j+(−1)jk = gi ◦ gj+(−1)jk = gi ◦ (gj + gk).



6 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS

Al igual que en el estudio de otras estructuras algebraicas (tales como grupos o
anillos), contamos con nociones de morfismos e ideales. A continuación resumimos
las ideas básicas que utilizaremos a lo largo de nuestro trabajo.

Definición 1.2.4. Si (B1,+1, ◦1) y (B2,+2, ◦2) son dos brazas torcidas y f : B1 →
B2 es una función de conjuntos, decimos que f es un morfismo de brazas torcidas si
se satisfacen las condiciones

f(a+1 b) = f(a) +2 f(b)

f(a ◦1 b) = f(a) ◦2 f(b)

cualesquiera sean a, b ∈ B1.

Como es usual, si un morfismo f es biyectivo, diremos que se trata de un iso-
morfismo y dos brazas torcidas serán isomorfas si existe un isomorfismo entre ellas.

El estudio de brazas torcidas en general es bastante amplio, razón por la cual
se suelen estudiar familias teniendo en cuenta alguna propiedad adicional sobre
la estructura aditiva, es decir sobre (A,+). Si denotamos por X a una propiedad
aplicable a un grupo (por ejemplo abeliano, nilpotente, resoluble, etc.), diremos que
una braza torcida es de tipo X si el grupo aditivo pertenece a la clase X .

Las brazas definidas por Rump que referimos anteriormente son las brazas tor-
cidas de tipo abeliano.

Para una braza torcida A podemos definir un morfismo de grupos

λ : (A, ◦) → Aut(A,+), a 7→ λa

donde λa(b) = −a+ a ◦ b. Denotaremos a su núcleo como kerλ, como es usual.
Por definición, tenemos que

a ◦ b = a+ λa(b), a+ b = a ◦ λ−1
a (b), λa(a

′) = −a.

Una operación muy útil a la hora de estudiar brazas torcidas es la siguiente:

a ∗ b = λa(b)− b.

Cualesquiera sean a, b, c ∈ A, se cumple que

a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ b+ a ∗ c− b,

(a ◦ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) + b ∗ c+ a ∗ c.

El siguiente ejemplo nos muestra de qué forma surgen las brazas como una ge-
neralización de la estructura de anillo.

Ejemplo 1.2.5. Sea (R,+, ∗) un anillo radical en el sentido de Jacobson, es decir
que la operación a◦b = a+a∗b+b define una estructura de grupo sobre el conjunto
R. Entonces (R,+, ◦) es una braza como se puede comprobar inmediatamente a
partir de la definición.

Notemos que a ∗ b resulta ser igual a −a+ a ◦ b− b que es lo que definimos como



1.3. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS ASOCIADAS A LA EYB 7

Definición 1.2.6. Una bi-braza torcida es una braza torcida (A,+, ◦) tal que
(A, ◦,+) también es una braza torcida (véase [23]). Equivalentemente,

x+ (y ◦ z) = (x+ y) ◦ x′ ◦ (x+ z) (1.1)

se satisface cualesquiera sean x, y, z ∈ A.

1.3. Estructuras algebraicas asociadas a

la ecuación de Yang–Baxter

En esta sección resumiremos las estructuras algebraicas básicas que se pueden
asociar a una solución de la ecuación de Yang–Baxter.

Dada una solución involutiva (X, r), se puede definir lo que se conoce como el
grupo de estructura G(X, r) de la solución. Este grupo fue definido en [31, 49, 64]
como el grupo generado por los elementos x ∈ X y las relaciones

x ◦ y = u ◦ v donde r(x, y) = (u, v).

El uso de ◦ para denotar la operación del grupo G(X, r) no es caprichoso, en
breve veremos que sobre este grupo puede definirse una estructura de braza torcida.

Para el caso de soluciones involutivas finitas, el grupo G(X, r) resulta ser libre
de torsión (véase por ejemplo [39]). En [24] se probó que G(X, r) es un grupo de
Garside.

Siguiendo con el caso involutivo, tenemos un segundo grupo que puede asociarse
a una solución dada: el grupo de permutaciones G(X, r) que es el subgrupo de SX

(el grupo simétrico sobre el conjunto X) generado por {σx : x ∈ X}. Claramente,
G(X, r) actúa sobre X y si X es finito, entonces G(X, r) es finito.

1.4. Relación entre brazas torcidas y soluciones

de la ecuación de Yang–Baxter

Si (A,+, ◦) es una braza torcida, entonces la función

rA : A× A→ A× A, rA(a, b) =
(
λa(b), λa(b)

′ ◦ a ◦ b
)

es una solución de la EYB.
Más aún, esta solución es involutiva (es decir r2A = idA×A) si y sólo si A es una

braza torcida de tipo abeliano (es decir, una braza como las definidas por Rump).
Rećıprocamente, si (X, r) es una solución entonces el grupo de estructura G(X, r)

admite una única estructura de braza torcida que satisface la identidad

rG(X,r)×G(X,r)(ι× ι) = (ι× ι)r
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donde ι : X → G(X, r) es la función canónica (recordemos que los generadores de
G(X, r) son los elementos de X). Cabe aclarar que, en general, esta inclusión no es
inyectiva.

Adicionalmente, la braza torcida G(X, r) satisface una propiedad universal. Si
A es cualquier braza torcida y f : X → A es una función que satisface la identidad
rA(f × f) = (f × f)r, entonces existe un único φ : G(X, r) → A morfismo de brazas
torcidas tal que φι = f y rA(φ× φ) = (φ× φ)rG(X,r). Resultados similares pueden
encontrarse en [31,49,64].

Notemos que el grupo multiplicativo de la braza torcida G(X, r) es el grupo de
estructura que definimos sobre la solución (X, r) en la Sección 1.3.

El grupo de permutaciones G(X, r) de una solución involutiva admite una es-
tructura de braza definiendo la operación

λa + λb = λaλλ−1
a (b)

cualesquiera sean a, b ∈ A. Este resultado puede consultarse en [10]. Para una versión
para el caso no involutivo, véase [9].

Un ideal a izquierda de una braza torcida es un subgrupo de la estructura aditiva
que es estable bajo la acción de λ. Se sigue que un ideal a izquierda resulta ser un
subgrupo de la estructura multiplicativa.

Un ideal es un ideal a izquierda que además es un subgrupo normal tanto del
grupo aditivo como del multiplicativo. Decimos que una braza torcida A no nula es
simple si tiene solamente dos ideales (los triviales {0} y A).

El zócalo de una braza torcida A es el ideal Soc(A) = kerλ ∩ Z(A,+), donde
denotamos al centro del grupo aditivo por Z(A,+).

El conjunto

Fix(A) = {a ∈ A : λx(a) = a para todo x ∈ A}

es claramente un ideal a izquierda.



Parte 2

Soluciones retractables de la EYB





Caṕıtulo 2

Retractabilidad de soluciones y
p-nilpotencia de brazas torcidas

Los resultados de este caṕıtulo están basados en el trabajo [4] en el que explora-
mos la relación entre las soluciones retractables y una cierta noción de nilpotencia
sobre las brazas torcidas. Recuperaremos algunos hechos conocidos sobre brazas
nilpotentes y los extenderemos a brazas torcidas. Definiremos además una versión
local: la p-nilpotencia a derecha e izquierda donde p es un primo que divide al orden
de la braza torcida.

Comencemos comentando algunos hechos generales.

Notación 2.0.1. Dado un conjunto finito X, π(X) denotará al conjunto de divisores
primos del cardinal de X.

Dados dos subconjuntos X e Y de una braza torcida A, escribiremos X ∗Y para
referirnos al subgrupo de (A,+) generado por los elementos de la forma x ∗ y con
x ∈ X e y ∈ Y .

Lema 2.0.2. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente y p ∈ π(A). Todos
los p-subgrupos de Sylow de (A,+) son ideales a izquierda de A.

Demostración. Véase, por ejemplo [22, Lemma 4.10].

El lema 2.0.2 deja de ser válido si quitamos la hipótesis de tipo nilpotente. En
el ejemplo 1.2.3, la braza torcida G tiene grupo multiplicativo isomorfo al grupo
ćıclico C6 y grupo aditivo isomorfo al grupo simétrico S3 que no es nilpotente. En
este caso, los 2-subgrupos de Sylow de (G,+) no son ideales de la braza torcida G.

Definición 2.0.3. Si G es un grupo finito y p ∈ π(G), escribimos |G| = pkm con m
no divisible por p. Un p′-subgrupo de Hall de G es un subgrupo de orden m.

Lema 2.0.4. Sea A una braza torcida de tipo nilpotente. Para cada p ∈ π(A) con-
sideramos

Ap′ =
∑

q∈π(A)\{p}

Aq,

11
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el p′-subgrupo de Hall de (A,+) que es la suma directa de los q-subgrupos de Sylow
de (A,+) denotados por Aq. Entonces, Ap′ es un subgrupo normal de (A,+) y es un
ideal a izquierda de A.

Demostración. Como (A,+) es nilpotente, Ap′ es un subgrupo normal de (A,+).
Más aún, Ap′ es un ideal a izquierda de A gracias al lema 2.0.2 y al hecho de que la
suma de ideales a izquierda es un ideal a izquierda.

2.1. Nilpotencia a derecha e izquierda

de una braza torcida

A continuación resumiremos dos tipos de nilpotencia que pueden definirse sobre
brazas torcidas. En lo que sigue exploraremos estas nociones y sus generalizaciones.

Una sucesión de ideales de una braza torcida que resulta ser de mucha utilidad
se define recursivamente como{

A(1) = A
A(n+1) = A(n) ∗ A, para cada n ≥ 1.

Decimos que una braza torcida A es nilpotente a derecha si A(n) = 0 para algún
n ≥ 1.

Para estudiar la nilpotencia a derecha de brazas torcidas de tipo abeliano y
la retractabilidad de soluciones involutivas, Rump definió, en [55], una sucesión
creciente de ideales:

0 = Soc0(A) ⊆ Soc1(A) ⊆ · · · ⊆ Socn(A) ⊆ . . . (2.1)

En el contexto de brazas torcidas, la sucesión (2.1) se define recursivamente de
la siguiente forma: Soc0(A) = 0 y para cada n ≥ 1, Socn+1(A) es el ideal de A que
contiene a Socn(A) que satisface que π(Socn+1(A))) = Soc(π(A)) donde denotamos
por π : A→ A/ Socn(A) a la proyección canónica. Es decir que Socn+1(A) es el ideal
de A que cumple la igualdad:

Socn+1(A)/ Socn(A) = Soc
(
A/ Socn(A)

)
Para una braza torcida A y dos elementos x, y ∈ A, escribimos

[x, y]+ = x+ y − x− y

para referirnos al conmutador aditivo de x e y. La demostración del siguiente lema
es directa.

Lema 2.1.1. Si A es una braza torcida, entonces

Socn+1(A) = {x ∈ A : x ∗ a ∈ Socn(A) y [x, a]+ ∈ Socn(A) para todo a ∈ A}.
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Lema 2.1.2. Si A es una braza torcida de tipo nilpotente. Entonces, A es nilpotente
a derecha si y solo si A = Socn(A) para algún n ∈ N.

Demostración. Se sigue de [22, Lemma 2.15, Lemma 2.16].

Para dar una noción de nilpotencia a izquierda de una braza torcida A necesita-
mos la siguiente sucesión de ideales a izquierda, definida recursivamente:{

A1 = A
An+1 = A ∗ An, para cada n ≥ 1.

Decimos que A es nilpotente a izquierda si An = 0 para algún n ≥ 1. Para distintos
resultados sobre brazas torcidas nilpotentes a izquierda, véanse [18,22,50,55,60,61,
63].

2.2. Grupos de Bieberbach

En esta sección utilizaremos nociones básicas sobre la teoŕıa de grupos de Bie-
berbach que hemos extráıdo de [65]. A continuación resumimos las nociones estric-
tamente necesarias para nuestro objetivo.

Un grupo G se dice que es un grupo de Bieberbach de dimensión n si se trata de
un grupo sin torsión que contiene una subgrupo normal abeliano A de ı́ndice finito,
isomorfo a Zn y tal que CG(A) = A donde CG(A) denota al centralizador de A, es
decir

CG(A) = {g ∈ G : ga = ag para todo a ∈ A}.
En consecuencia, tenemos una sucesión exacta corta

0 → A→ G
p−→ P → 1

donde P = G/A es un grupo finito y p : G → P es el epimorfismo canónico.
Construiremos a continuación una acción de P sobre A. Dado un elemento y ∈ P ,
elegimos x ∈ G tal que p(x) = y y definimos la acción h : P → Aut(A) dada
por h(y)(a) := xax−1. Esta acción resulta estar bien definida y ser fiel gracias a la
condición CG(A) = A. Cabe aclarar que h no es más que la acción inducida por la
acción de conjugación de G sobre A.

En la teoŕıa de grupos de Bieberbach, a P se le conoce como el grupo de holo-
nomı́a de G, la función h es la representación de holonomı́a de G y A es el subgrupo
de traslaciones de G.

Podemos pensar al grupo G como un subgrupo discreto del grupo de isometŕıas
de un espacio eucĺıdeo de dimensión n. Es decir, G ⊆ On(R) ⋉ Rn donde On(R)
denota al grupo de transformaciones ortogonales sobre Rn. Desde este punto de
vista, el subgrupo de traslaciones A es G ∩ Rn, véase [32, p. 533].

En [39, Theorem 1.6], Gateva-Ivanova y Van den Bergh demostraron que si (X, r)
es una solución involutiva finita entonces su grupo de estructura G(X, r) es un grupo
de Bieberbach de dimensión |X|.
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Apoyados en este resultado y siguiendo algunas ideas de [31] mostraremos expĺıci-
tamente una representación fiel del grupo de estructura de una solución involutiva
finita que nos permita pensar a estos grupos como subgrupos de On(R)⋉ Rn. Más
aún, daremos una representación para el grupo de holonomı́a.

Teorema 2.2.1. Sea (X, r) una solución involutiva finita de tamaño n. Entonces
existe un morfismo inyectivo de grupos G(X, r) → On(R) ⋉ Rn. En particular,
G(X, r) es isomorfo a un subgrupo de GL(n+ 1,Z).

Demostración. Denotemos por SX al grupo de permutaciones de los elementos de
X y por ZX al grupo abeliano libre generado por {tx : x ∈ X}.

Sea MX = SX ⋉ ZX el producto semidirecto asociado a la acción de SX sobre
ZX . Por las proposiciones 2.3 y 2.4 de [31], la función X → MX , x 7→ (σx, tx) se
extiende a un morfismo inyectivo de grupos G(X, r) →MX .

Si pensamos a SX como las matrices de permutaciones, podemos ver a SX como
un subgrupo de On(Z) ⊆ On(R). Luego, dado que ZX ≃ Zn ⊆ Rn, se sigue que MX

es isomorfo a un subgrupo del producto semidirecto On(R)⋉Rn.
La segunda parte del enunciado se deduce del hecho de que la multiplicación en

On(R)⋉Rn está dada por

(A, a)(B, b) = (AB, a+ Ab),

donde identificamos cada (A, a) ∈MX con la matriz ( A a
0 1 ) ∈ GL(n+ 1,Z).

Notemos que bajo esta identificación podemos pensar en el zócalo de G(X, r)
como el subgrupo de traslaciones, es decir el conjunto de elementos de On(R)⋉Rn

de la forma (I, a) ∈MX ⊆ GL(n+ 1,Z). Más aún, veamos que

CG(X,r)

(
Soc

(
G(X, r)

))
= Soc

(
G(X, r)

)
.

Como Soc(G(X, r)) es un subgrupo abeliano, claramente

Soc
(
G(X, r)

)
⊆ CG(X,r)

(
Soc

(
G(X, r)

))
.

Para cada (I, x) ∈ Soc(G(X, r)) y (A, a) ∈ CG(X,r)(Soc(G(X, r))) tenemos

(A, a)(I, x)(A−1,−A−1a) = (I, Ax) = (I, x),

luego Ax = x para todos los elementos de {x ∈ Rn : (I, x) ∈ Soc(G(X, r))}. Debido
al primer teorema de Bieberbach (véase [65, Theorem 2.1]) este conjunto genera Rn,
por lo cual (A, a) ∈ CG(X,r)(Soc(G(X, r))) si y solo si A = I. En consecuencia, los
únicos elementos del grupo que centralizan al zócalo son precisamente los elementos
del zócalo.

Por [39, Theorem 1.6] sabemos que el grupo de estructura de una solución invo-
lutiva finita es un grupo de Bieberbach. Como corolario directo del primer teorema
de Bieberbach, el zócalo es el subgrupo de traslaciones y es un subgrupo sin torsión
que además es maximal con la propiedad de ser normal y abeliano de ı́ndice finito.
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Luego, el grupo de holonomı́a se corresponde exactamente con el grupo de permuta-
ciones de la solución. La representación de holonomı́a h es la acción de conjugación
de G(X, r) sobre el zócalo que se puede factorizar mediante una representación fiel.
Resumimos este resultado en el siguiente teorema que utilizaremos más adelante.

Teorema 2.2.2. Sea (X, r) una solución involutiva finita. Entonces G(X, r) es un
grupo de Bieberbach con grupo de holonomı́a isomorfo a G(X, r).

2.2.1. Aplicaciones a la EYB

Las soluciones por multipermutaciones están estrechamente relacionadas a los
grupos ordenables a izquierda. Un grupo (G, ·) se dice ordenable a izquierda si se
puede definir una relación de orden total < en G tal que si a < b entonces c ·a < c · b
cualesquiera sean a, b, c ∈ G.

Jespers y Okniński demostraron en [43, Proposition 4.2] que el grupo de estruc-
tura de una multipermutación involutiva finita es poly-Z (es decir, que admite una
serie subnormal de subgrupos tales que los cocientes sucesivos son isomorfos a Z) y
entonces resulta ordenable a izquierda.

Independientemente, en [25, Theorem 2] Chouraqui, estudiando ordenabilidad
a izquierda de grupos de estructura de soluciones involutivas, demostró el mismo
resultado. En [12, Theorem 2.1] se demuestra que una solución involutiva finita es
multipermutación si y sólo si su grupo de estructura es ordenable a izquierda.

Decimos que un grupo G es difuso si para todo subconjunto finito A de G existe
un elemento a ∈ A tal que cualquiera sea g ∈ G, g ̸= 1 se cumple que ga ̸∈ A o
g−1a ̸∈ A.

En [48, Theorem 7.12] se demuestra que el grupo de estructura de una solución
involutiva finita y no degenerada es ordenable a izquierda si y sólo si es difuso.
Recopilamos estos hechos conocidos en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.3. Sea (X, r) una solución involutiva finita. Son equivalentes:

1. (X, r) es una solución por multipermutación;

2. G(X, r) es poly-Z;

3. G(X, r) es ordenable a izquierda;

4. G(X, r) es difuso.

Como aplicación del teorema 2.2.3 se puede demostrar el siguiente caso particular
de un teorema probado por Cedó, Jespers y Okniński en [20] y por Cameron y
Gateva–Ivanova en [37].

Corolario 2.2.4. Sea (X, r) una solución involutiva finita. Si G(X, r) es un grupo
ćıclico entonces (X, r) es una multipermutación.
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Demostración. Como X es finito, el grupo G(X, r) es finitamente generado. Resulta
ser libre de torsión y además Soc(G(X, r)) es un subgrupo abeliano normal tal que

G(X, r)/ Soc(G(X, r)) ≃ G(X, r)

es ćıclico. Esto implica que G(X, r) es ordenable a izquierda por [53, Lemma 13.3.1]
y entonces (X, r) es una multipermutación gracias al teorema 2.2.3.

Utilizando propiedades de grupos difusos podemos obtener una generalización
del corolario 2.2.4:

Teorema 2.2.5. Sea (X, r) una solución involutiva finita tal que todos los subgrupos
de Sylow de G(X, r) son ćıclicos. Entonces (X, r) es una multipermutación.

Demostración. Por el teorema 2.2.2, el grupo de estructura G(X, r) es un grupo de
Bieberbach con grupo de holonomı́a isomorfo a G(X, r). Como todos los p-subgrupos
de Sylow de G(X, r) son ćıclicos, todos los grupos de Bieberbach con grupo de
holonomı́a isomorfos a G(X, r) son difusos por [45, Theorem 3.5]. En particular,
G(X, r) es difuso y el resultado se sigue por el teorema 2.2.3.

El rećıproco del teorema 2.2.5 no es cierto como podemos ver en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.2.6. Sea X = {1, 2, 3, 4} y r(x, y) = (φx(y), φy(x)), donde

φ1 = φ2 = id, φ3 = (34), φ4 = (12)(34).

Entonces (X, r) es una multipermutación involutiva. Además, se puede comprobar
fácilmente que G(X, r) ≃ C2 × C2.

Veamos ahora lo que ocurre al aplicar el teorema 2.2.5 a brazas finitas. El si-
guiente resultado de Cedó, Jespers y Okniński se encuentra impĺıcito en [10].

Lema 2.2.7. Sea A una braza finita. Entonces (A, rA) es una solución involutiva
tal que G(A, rA) ≃ A/ Soc(A).

Demostración. Basta ver que A/ Soc(A) ≃ G(A, rA). El grupo de permutaciones
G(A, rA) = {λa : a ∈ A} es una braza tal que su grupo aditivo está dado por
λa + λb = λaλλ−1

a (b) para a, b ∈ A.
Esto implica que la función λ : (A, ◦) → Aut(A,+), a 7→ λa es un morfismo de

brazas y entonces

A/ Soc(A) ≃ λ(A) = {λa : a ∈ A} = G(A, rA)

por el primer teorema de isomorfismo.

Aplicamos ahora el teorema 2.2.5 para obtener un resultado sobre la estructura
de las brazas.
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Teorema 2.2.8. Sea A una braza finita. Si todos los subgrupos de Sylow del grupo
multiplicativo de A son ćıclicos entonces A es nilpotente a derecha.

Demostración. Si (A, ◦) tienen todos sus subgrupos de Sylow ćıclicos, entonces
(A/ Soc(A), ◦) tiene la misma propiedad. Por el lema 2.2.7, A/ Soc(A) y G(A, rA)
son brazas isomorfas. En particular, G(A, rA) tiene todos sus subgrupos de Sylow
ćıclicos. Luego, (A, rA) es una multipermutación por el teorema 2.2.5. La conclusión
se deduce de [18, Proposition 6].

El siguiente corolario del teorema 2.2.8 es inmediato.

Corolario 2.2.9. Sea A una braza finita no trivial. Si todos los subgrupos de Sylow
del grupo multiplicativo son ćıclicos, entonces A no es simple.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, es natural preguntarse si los teo-
remas 2.2.5 y 2.2.8 siguen siendo válidos bajo la hipótesis de que los subgrupos de
Sylow sean abelianos. El siguiente ejemplo nos muestra que la hipótesis no se puede
relajar.

Ejemplo 2.2.10. Existe una única braza simple de tamaño 72, véanse [21, Remark
4.5] y [47, Proposition 4.3]. El grupo multiplicativo de esta braza es isomorfo a A4×S3

(donde A4 denota al grupo alternado de 4 letras) y entonces todos sus subgrupos de
Sylow son abelianos. Como el zócalo de esta braza es trivial, la solución canónica
a la EYB asociada a esta braza no puede ser una multipermutación (más aún, es
irretractable).

El corolario 2.5.14 nos dará una generalización del teorema 2.2.8 para el caso
de soluciones no involutivas utilizando las técnicas de [50] y brazas torcidas de tipo
nilpotente.

Ejemplo 2.2.11. Sea G = {gj : j ∈ Z/8Z}. Las operaciones

gi + gj = gi+(−1)ij, gi ◦ gj = gi+j

le dan a G estructura de braza torcida con grupo multiplicativo isomorfo al grupo
ćıclico C8 de 8 elementos y grupo aditivo nilpotente (y no abeliano) isomorfo al grupo
diedral D8 de ocho elementos. Es fácil comprobar que G es nilpotente a derecha.

2.3. Grupos con la propiedad de producto único

Estudiaremos a continuación la propiedad del producto único en grupos de es-
tructura de soluciones involutivas. Para ello, primero recordemos la definición de la
propiedad. Decimos que un grupo G tiene la propiedad del producto único si dados
dos subconjuntos A y B de G no vaćıos cualesquiera, existe un elemento x ∈ G que
se escribe de forma única como x = ab con a ∈ A y b ∈ B. Para más detalles sobre
la propiedad de producto único, recomendamos consultar [53].



18 CAPÍTULO 2. RETRACTABILIDAD Y p-NILPOTENCIA

n 1 2 3 4 5 6 7 8
soluciones 1 2 5 23 88 595 3456 34530

no multipermutaciones 0 0 0 2 4 41 161 2375

Tabla 2.1: Cantidad de soluciones involutivas.

Resulta natural preguntarnos si el grupo de estructura G(X, r) tiene la propiedad
del producto único, véase por ejemplo [48, Section 8]. De hecho, si (X, r) es una
multipermutación, entonces G(X, r) tiene la propiedad del producto único puesto
que G(X, r) es ordenable a izquierda.

En [31], Etingof, Schedler y Soloviev construyeron todas las soluciones involutivas
de tamaño menor o igual a 8. Hay 38700 soluciones1 de las cuales solo 2583 resultan
no ser multipermutaciones, véase la Tabla 2.1.

Nuestro objetivo es determinar si los grupos de estructura de soluciones invo-
lutivas que no son multipermutaciones resultan no tener la propiedad de producto
único. Comenzamos con la siguiente observación hecha por Jespers y Okniński:

Proposición 2.3.1. Sea X = {1, 2, 3, 4} y r(x, y) = (σx(y), τy(x)) la solución irre-
tractable e involutiva dada por

σ1 = (34), σ2 = (1324), σ3 = (1423), σ4 = (12),

τ1 = (24), τ2 = (1432), τ3 = (1234), τ4 = (13).

El grupo de estructura G(X, r) con generadores x1, x2, x3, x4 y relaciones

x1x2 = x2x4, x1x3 = x4x2, x1x4 = x23,

x2x1 = x3x4, x22 = x4x1, x3x1 = x4x3.

no tiene la propiedad del producto único.

Demostración. Véase [44, Example 8.2.14].

En la demostración de la proposición 2.3.1, Jespers y Okniński encuentran un
subgrupo del grupo de estructura isomorfo a un subgrupo de Promislow. Esta idea
la explotaremos en la Sección 2.4.

Proposición 2.3.2. Sea X = {1, 2, 3, 4} y r(x, y) = (σx(y), τy(x)) la solución invo-
lutiva e irretractable dada por

σ1 = (12), σ2 = (1324), σ3 = (34), σ4 = (1423),

τ1 = (14), τ2 = (1243), τ3 = (23), τ4 = (1342).

Entonces, el grupo de estructura G(X, r) con generadores x1, x2, x3, x4 y relaciones

x21 = x2x4, x1x3 = x3x1, x1x4 = x4x3,

x2x1 = x3x2, x22 = x24, x23 = x4x2.

no tiene la propiedad del producto único.
1Este número incluye una pequeña corrección al conteo original hecha en [5].
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Demostración. Sean x = x1x
−1
2 y y = x1x

−1
3 . Consideremos el subconjunto

S = {x2y, y2x, xyx−1, (y2x)−1, (xy)−2, y, (xy)2x, (xy)2,

(xyx)−1, yxy, y−1, x, xyx, x−1}. (2.2)

Para demostrar que G(X, r) no tiene la propiedad del producto único alcanza con
probar que todos los elementos s ∈ S2 = {s1s2 : s1, s2 ∈ S} admiten al menos dos
escrituras diferentes de la forma s = ab = uv con a, b, u, v ∈ S. Para verificar este
hecho, utilizamos la representación fiel G→ GL(5,Z) que nos da el teorema 2.2.1,

x1 7→

(
0 1 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

)
, x2 7→

(
0 0 0 1 0
0 0 1 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

)
,

x3 7→

(
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

)
, x4 7→

(
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 1
0 0 0 0 1

)
.

Con la ayuda de esta representación, podemos calcular todos los productos de la
forma s1s2 para todo par de elementos s1, s2 ∈ S. Por simple inspección, verificamos
que cada elemento de S2 admiten al menos dos escrituras como las buscadas.

Sobre las últimas dos proposiciones, podemos sacar algunas observaciones y con-
clusiones.

Observación 2.3.3. Las soluciones de las proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 son las únicas
soluciones involutivas de tamaño 4 que no son multipermutaciones. Podemos afirmar
entonces que los grupos de estructura de soluciones involutivas de tamaño 4 que no
son multipermutaciones, no tienen la propiedad de producto único.

Observación 2.3.4. El conjunto (2.2) aparece en el trabajo de Promislow, véase [54].

Observación 2.3.5. La técnica que utilizamos para demostrar la proposición 2.3.2 se
puede utilizar para demostrar la proposición 2.3.1.

Proposición 2.3.6. Sea G(X, r) el grupo de estructura de una solución involutiva
de tamaño menor o igual a 7 que no es una multipermutación. Luego, G(X, r) no
tiene la propiedad de producto único.

Demostración. La demostración es un análisis caso por caso usando la misma técnica
que utilizamos en la demostración de la proposición 2.3.2 y la lista de soluciones de
tamaño ≤ 7 de [31]. En muchos casos, los elementos x e y que forman el subconjunto
(2.2) fueron encontrados mediante una búsqueda aleatoria utilizando el software
GAP.

En principio, el argumento utilizado para demostrar las proposiciones 2.3.2, 2.3.6
y 2.3.7 se puede utilizar para el caso de soluciones de tamaño ocho. La siguiente
solución aparece en [67] como un contraejemplo a una conjetura de Gateva–Ivanova
relacionada a la retractabilidad de soluciones libres de cuadrados, véase [36, 2.28(1)].
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Proposición 2.3.7. Sea X = {1, . . . , 8} y r(x, y) = (φx(y), φy(x)) la solución
involutiva e irretractable dada por

φ1 = (78), φ2 = (56), φ3 = (25)(46)(78), φ4 = (17)(38)(56),

φ5 = (24), φ6 = (17)(24)(38), φ7 = (13), φ8 = (13)(25)(46).

Entonces, G(X, r) no tiene la propiedad de producto único.

Demostración. Sean x = x4x
−1
2 x1x

−1
3 e y = x1x

−1
2 x3x

−1
1 x4x

−1
1 (estos elementos fue-

ron hallados mediante una búsqueda aleatoria).
La representación fiel G(X, r) → GL(9,Z) del teorema 2.2.1 nos permite utilizar

el conjunto (2.2) para probar que G(X, r) no tiene la propiedad del producto único.

Hay soluciones de tamaño ocho para las cuales nuestra técnica no parece funcio-
nar. Por ejemplo:

Ejemplo 2.3.8. Sea X = {1, . . . , 8} y r(x, y) = (σx(y), τy(x)), donde

σ1 = σ2 = (3745), τ1 = τ2 = (3648),

σ3 = σ4 = (1826), τ3 = τ4 = (1527),

σ5 = σ7 = (13872465), τ5 = τ7 = (16542873),

σ6 = σ8 = (17842563), τ6 = τ8 = (13562478).

Luego, (X, r) es una solución involutiva que se retrae a la solución de la proposición
2.3.1. En particular, (X, r) no es una multipermutación.

La Tabla 2.2 muestra cuatro soluciones involutivas cuyos retractos son la solución
de la proposición 2.3.1 y para las cuales no parece funcionar nuestra técnica; la
solución del ejemplo 2.3.8 es la primera entrada de la Tabla 2.2. Por otro lado, en
la Tabla 2.3 se exhiben cuatro soluciones involutivas cuyos retractos son la solución
de la proposición 2.3.2 y para las cuales no parece funcionar nuestra técnica. No
sabemos si los grupos de estructura de las soluciones de ambas tablas tienen o no la
propiedad de producto único.

2.4. Cómo hallar subgrupos de Promislow

En esta sección explicaremos la teoŕıa general que utilizaremos para encontrar
subgrupos isomorfos al grupo de Promislow en un cierto grupo de Bieberbach. El
grupo de Promislow fue el primer ejemplo de un grupo sin torsión que no posee la
propiedad de producto único, véase [54].

Lema 2.4.1. Sea P el grupo de Promislow

⟨x, y | x−1y2x = y−2, y−1x2y = x−2⟩.

Luego, A = ⟨x2, y2, (xy)2⟩ es un subgrupo normal abeliano libre de P de rango 3 con
P/A isomorfo al grupo de Klein de 4 elementos. Más aún, P es un grupo ordenable
a izquierda sin torsión.
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x σx τx σx τx
1 (3745) (3648) (3745)(68) (3648)(57)
2 (3745) (3648) (3745)(68) (3648)(57)
3 (1826) (1527) (1826)(57) (1527)(68)
4 (1826) (1527) (1826)(57) (1527)(68)
5 (13872465) (16542873) (1465)(2387) (1654)(2873)
6 (17842563) (13562478) (1784)(2563) (1478)(2356)
7 (13872465) (16542873) (1465)(2387) (1654)(2873)
8 (17842563) (13562478) (1784)(2563) (1478)(2356)
1 (12)(4675) (12)(3685) (12)(35)(4867) (12)(3857)(46)
2 (12)(4675) (12)(3685) (12)(35)(4867) (12)(3857)(46)
3 (1435)(2786) (1578)(2643) (16582437) (17652843)
4 (1587)(2634) (1345)(2876) (17562834) (15682347)
5 (1823)(56) (1724)(56) (16582437) (17652843)
6 (1823)(56) (1724)(56) (17562834) (15682347)
7 (1587)(2634) (1345)(2876) (1325)(46)(78) (1426)(35)(78)
8 (1435)(2786) (1578)(2643) (1325)(46)(78) (1426)(35)(78)

Tabla 2.2: Soluciones de tamaño ocho que se retraen a la solución de la proposición
2.3.1.

x σx τx σx τx
1 (12)(78) (14)(67) (12)(35)(46)(78) (14)(28)(35)(67)
2 (1584)(2673) (1265)(3784) (1324)(5867) (1243)(5786)
3 (34)(56) (23)(58) (17)(28)(34)(56) (17)(23)(46)(58)
4 (1485)(2376) (1562)(3487) (1423)(5768) (1342)(5687)
5 (34)(56) (23)(58) (17)(28)(34)(56) (17)(23)(46)(58)
6 (1485)(2376) (1562)(3487) (1423)(5768) (1342)(5687)
7 (12)(78) (14)(67) (12)(35)(46)(78) (14)(28)(35)(67)
8 (1584)(2673) (1265)(3784) (1324)(5867) (1243)(5786)
1 (13687542) (13867524) (1652) (1854)
2 (17)(2583)(46) (1278)(35)(46) (17645328) (12835647)
3 (18657243) (16857423) (3874) (2367)
4 (1476)(28)(35) (17)(28)(3456) (14635827) (17825346)
5 (18657243) (16857423) (1652) (1854)
6 (1476)(28)(35) (17)(28)(3456) (17645328) (12835647)
7 (13687542) (13867524) (3874) (2367)
8 (17)(2583)(46) (1278)(35)(46) (14635827) (17825346)

Tabla 2.3: Soluciones de tamaño ocho que se retraen a la solución de la proposición
2.3.2.
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Demostración. Véase por ejemplo [53, Lemma 13.3.3].

Sea Γ ⊆ GL(n,Z)⋉Zn un grupo de Bieberbach definido por la siguiente sucesión
exacta corta

0 −→ L −→ Γ
π−→ Γ/L −→ 0. (2.3)

Estamos tomando L ⊆ Zn de manera que {I} × L es el subgrupo abeliano normal
maximal de Γ, donde I representa la matriz identidad enGL(n,Z) y π es el morfismo
canónico, es decir π(A, a) = A.

Diremos que dos elementos x, y de un grupo G satisfacen (P) si y sólo si

x2y = yx−2 and y2x = xy−2 (P)

se cumple en G.

Lema 2.4.2. Sean α = (A, a) y β = (B, b) elementos de Γ que generan un subgrupo
isomorfo a P . Luego, se cumple que:

1. A ̸= I y B ̸= I;

2. A y B satisfacen (P).

Demostración. Tenemos la siguiente sucesión exacta corta:

0 −→ ⟨α2, β2, (αβ)2⟩ −→ P −→ C2
2 −→ 0.

Para ver que A ̸= I y B ̸= I, supongamos que A = I. Sea k ∈ N tal que
β2k = (I, b′); esto puede hacerse puesto que π(β) = B pertenece a un grupo finito.
Entonces

β−2k = α−1β2kα = (I,−a)(I, b′)(I, a) = (I, b′) = β2k,

que contradice el hecho de que Γ es un grupo sin torsión.
Para ver que A y B satisfacen (P) sólo debemos notar que π(α) = A y π(β) = B

y que α, β satisfacen (P).

Utilizaremos dos polinomios de Laurent:

P1(X, Y ) = 1 +X + Y X−1 + Y X−2, P2(X, Y ) = −1 +X2.

Lema 2.4.3. Sean G un grupo y A,B ∈ G dos elementos que satisfacen (P). Sean
(A, v) y (B,w) un par de elementos de Γ que se proyectan a A y B respectivamente
por el epimorfismo π : Γ → G. Si[

P1(A,B) P2(A,B)
P2(B,A) P1(B,A)

] [
x
y

]
= −

[
P1(A,B) P2(A,B)
P2(B,A) P1(B,A)

] [
v
w

]
tiene una solución entera x, y ∈ L, entonces

α = (A, x+ v) y β = (B, y + w)

satisfacen (P).
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Demostración. Veamos que α2β = βα−2. Por la hipótesis, A2B = BA−2. Luego,
identificando α y β como matrices, tenemos que α2β = βα−2 es equivalente a
P1(A,B)(x + v) + P2(A,B)(y + w) = 0, lo cual es cierto por hipótesis. De forma
análoga, β2α = αβ−2.

Proposición 2.4.4. Sea Γ un grupo definido por una sucesión exacta corta como
(2.3). Sean α, β ∈ Γ tales que π(α) ̸= I, π(β) ̸= I. Si α y β satisfacen (P), entonces
generan un subgrupo de Γ isomorfo a P .

Demostración. Sean P = ⟨α, β⟩, LP = ⟨a, b, c⟩ donde a = α2, b = β2, c = (αβ)2.
Entonces P es un grupo de Bieberbach con la siguiente sucesión exacta corta

0 −→ LP −→ P −→ C2
2 −→ 0.

LP es un subgrupo abeliano de Γ, por lo tanto es abeliano libre y es un subgrupo
abeliano maximal normal de P . Basta ver que LP tiene rango 3. Sean na, nb, nc

enteros tales que anabnbcnc = 1. Conjugando por α obtenemos anab−nbc−nc = 1 =
anabnbcnc y por lo tanto b2nbc2nc = 1. Conjugando nuevamente por β obtenemos
c4nc = 1. Como Γ es un grupo sin torsión, tenemos que na = nb = nc = 0.

Observación 2.4.5. Los cálculos propuestos en la proposición anterior se pueden
realizar fácilmente utilizando la representación de [33, Lemma 1] que incluimos aqúı
por completitud:〈

α =

(
1 0 0 1/2
0 −1 0 1/2
0 0 −1 0
0 0 0 1

)
, β =

(
−1 0 0 0
0 1 0 1/2
0 0 −1 1/2
0 0 0 1

)〉
⊆ GL(4,Q).

A continuación mostramos un algoritmo para encontrar subgrupos (de un grupo
de Bieberbach) que son isomorfos al grupo de Promislow:

Algoritmo 2.4.6. Sea Γ ⊆ GL(n,Z) ⋉ Zn un grupo de Bieberbach definido por la
siguiente sucesión exacta corta

0 −→ L −→ Γ
π−→ Γ/L −→ 0,

donde L ⊆ Zn fue elegido de forma que {I} × L es el subgrupo maximal normal
abeliano de Γ y π es el morfimo canónico. Por comodidad, llamaremos G al grupo
Γ/L.

1. Buscar entre todos los pares A,B ∈ G \ {1} aquellos que satisfacen (P).

2. Determinar preimágenes (A, v) ∈ π−1(A) y (B,w) ∈ π−1(B).

3. Verificar si el sistema lineal del lema 2.4.3 tiene soluciones enteras. Por la
proposición 2.4.4, la existencia de tales soluciones es equivalente a la existencia
de un subgrupo isomorfo a P .

Como aplicación, el siguiente teorema mejora el resultado de la proposición 2.3.6.
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Teorema 2.4.7. Sea G(X, r) el grupo de estructura de una solución involutiva que
no es una multipermutación de tamaño ≤ 8. Entonces G(X, r) contiene un subgrupo
isomorfo al subgrupo de Promislow si y sólo si (X, r) no es isomorfo a alguna de las
soluciones de las tablas 2.2 y 2.3.

Demostración. La demostración es un análisis caso por caso utilizando el Algorit-
mo 2.4.6 y la lista de soluciones involutivas de [31].

2.5. p-nilpotencia a derecha en brazas torcidas

Sea A una braza torcida a izquierda. Dados dos subconjuntos X e Y de A
definimos recursivamente R0(X, Y ) = X y Rn+1(X, Y ) como el subgrupo aditivo
generado por Rn(X, Y ) ∗ Y y [Rn(X, Y ), Y ]+ para n ≥ 0.

Lema 2.5.1. Sea I un ideal de una braza torcida A. Entonces Rn+1(I, A) ⊆ Rn(I, A)
para todo n ≥ 0.

Demostración. La demotración es por inducción en n. El caso base n = 0 es trivial
ya que I es un ideal de A. Supongamos que el enunciado es cierto para algún valor
n ≥ 0. Por hipótesis inductiva Rn(I, A) ∗ A ⊆ Rn−1(I, A) ∗ A ⊆ Rn(I, A) y

[Rn(I, A), A]+ ⊆ [Rn−1(I, A), A]+ ⊆ Rn(I, A),

por lo cual se sigue que Rn+1(I, A) ⊆ Rn(I, A).

Proposición 2.5.2. Sea I un ideal de una braza torcida A. Entonces cada uno de
los Rn+1(I, A) es un ideal de A.

Demostración. La demostración es por inducción en n. El caso n = 0 es consecuencia
de que I es un ideal de A. Supongamos que el resultado es cierto para algún n ≥ 0.
Primero, probemos que Rn+1(I, A) es un subgrupo normal de (A,+). Sean a, b ∈ A
y x ∈ Rn(I, A). Luego

a+ x ∗ b− a = −x ∗ a+ x ∗ (a+ b) ∈ Rn+1(I, A),

por definición. Además

a+(x+b−x−b)−a = (a+x−a)+(a+b−a)−(a+x−a)−(a+b−a) ∈ Rn+1(I, A)

por hipótesis inductiva, en consecuenciaRn+1(I, A) es un subgrupo normal de (A,+).
Veamos ahora que

λa(Rn+1(I, A)) ⊆ Rn+1(I, A) (2.4)

para todo a ∈ A. Usando la hipótesis inductiva y que cada λa ∈ Aut(A,+),

λa(x ∗ b) = (a ◦ x ◦ a′) ∗ λa(b) ∈ Rn+1(I, B)
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y

λa([Rn(I, A), A]+) ⊆ [λa(Rn(I, A)), λa(A)]+

⊆ [Rn(I, A), A]+ ⊆ Rn+1(I, A),

se sigue la igualdad (2.4).
Como Rn+1(I, A) ⊆ Rn(I, A) por lema 2.5.1,

Rn+1(I, A) ∗ A ⊆ Rn(I, A) ∗ A ⊆ Rn+1(I, A).

La afirmación se sigue de [22, Lemma 1.9].

Lema 2.5.3. Sea A una braza torcida, X un subconjunto de A y n,m ∈ N. Entonces
Rm(X,A) ⊆ Socn(A) si y solo si X ⊆ Socm+n(A).

Demostración. Procedamos por inducción enm. El casom = 0 es trivial. Asumamos
que el resultado es válido para algún m ≥ 0. Notemos que Rm+1(X,A) ⊆ Socn(A)
es equivalente a Rm(X,A) ∗ A ⊆ Socn(A) y [Rm(X,A), A]+ ⊆ Socn(A). Por lema
2.1.1, esto es equivalente a Rm(X,A) ⊆ Socn+1(A), que a su vez es equivalente a
X ⊆ Socm+n+1(A) por hipótesis inductiva.

Lema 2.5.4. Una braza torcida A de tipo nilpotente es nilpotente a derecha si y
sólo si Rn(A,A) = 0 para algún n ∈ N.
Demostración. Por lema 2.5.3, Rn(A,A) = 0 si y sólo si A = Socn(A). Por lema
2.1.2, esto último es equivalente a la nilpotencia a derecha de A.

Recordemos que un grupo finito G es p-nilpotente si existe un p′-subgrupo de Hall
normal de G. Se puede ver que un tal subgrupo es caracteŕıstico en G. Siguiendo las
ideas de [50], definimos la propiedad de p-nilpotencia a derecha para brazas torcidas
de tipo nilpotente:

Definición 2.5.5. Sea p un número primo. Una braza torcida finita A de tipo
nilpotente es p-nilpotente a derecha si existe n ≥ 1 tal que Rn(Ap, A) = 0, donde Ap

es el p-subgrupo de Sylow de (A,+).

Proposición 2.5.6. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente y p ∈ π(A).
Entonces Ap ⊆ Socn(A) para algún n ≥ 1 si y sólo si A es p-nilpotente a derecha.

Demostración. Por lema 2.5.3, Rn(Ap, A) = 0 si y sólo si Ap ⊆ Socn(A).

Proposición 2.5.7. Una braza torcida finita A de tipo nilpotente es nilpotente a
derecha si y sólo si A es p-nilpotente a derecha para todo p ∈ π(A).

Demostración. Supongamos que A es nilpotente a derecha. Por lema 2.1.2, existe
n ∈ N tal que Ap ⊆ A = Socn(A) para todo p ∈ π(A). Luego, la afirmación se sigue
de la proposición 2.5.6.

Supongamos que A es p-nilpotente a derecha para todo p ∈ π(A). En con-
secuencia para cada p ∈ π(A) existe n(p) ∈ N tal que Ap ⊆ Socn(p)(A). Sea
n = máx{n(p) : p ∈ π(A)}. Entonces Ap ⊆ Socn(A) para todo p ∈ π(A). Como
Socn(A) es un ideal de A y A es de tipo nilpotente, A = ⊕p∈π(A)Ap ⊆ Socn(A).
Luego A es nilpotente a derecha por lema 2.1.2.
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En [50], Meng, Ballester–Bolinches y Romero demostraron el siguiente teorema
para el caso de brazas torcidas de tipo abeliano que nosotros extendemos a brazas
torcidas de tipo nilpotente.

Teorema 2.5.8. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente. Si (A, ◦) tiene un
p-subgrupo de Sylow normal abeliano para algún p ∈ π(A), entonces A es p-nilpotente
a derecha.

Nuestra demostración es muy similar a la de [50]. Haremos uso de los siguientes
lemas:

Lema 2.5.9. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente. Si (A, ◦) tiene un
p-subgrupo de Sylow normal para algún p ∈ π(A) entonces Ap es un ideal de A.

Demostración. Como el grupo (A,+) es nilpotente, existe un único p-subgrupo de
Sylow normal Ap de (A,+). Por lema 2.0.2, Ap es un ideal a izquierda de A. Entonces
Ap es un p-subgrupo de Sylow de (A, ◦), normal por hipótesis y en consecuencia Ap

es un ideal de A.

Lema 2.5.10. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente. Si (A, ◦) tiene un
p-subgrupo de Sylow normal para algún p ∈ π(A) entonces Soc(Ap) = Soc(A) ∩ Ap.
En particular, Soc(Ap) es un ideal de A.

Demostración. Por lema 2.5.9, Ap es un ideal de A.
Claramente Soc(Ap) ⊇ Soc(A) ∩ Ap por lo que solo tenemos que probar que

Soc(Ap) ⊆ Soc(A)∩Ap. Si a ∈ Soc(Ap), entonces a ∈ Z(Ap,+) y a∗ b = 0 para todo
b ∈ Ap. Sea c ∈ A y escribamos c = x+ y, donde x ∈ Ap y y ∈ Ap′ . Como

a ∗ c = a ∗ (x+ y) = a ∗ x︸︷︷︸
=0

+x+ a ∗ y − x = x+ a ∗ y − x ∈ Ap ∩ Ap′ = 0

y a ∈ Z(A,+), el lema queda demostrado.

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema 2.5.8.

Demostración. Supongamos que el teorema no es válido y sea A un contraejemplo
de tamaño minimal. Podemos asumir que A no es trivial, es decir Soc(A) ̸= A. Por
lema 2.5.9, Ap es un ideal de A.

Como λa ∈ Aut(Ap,+) y λa(Z(Ap,+)) ⊆ Z(Ap,+) tenemos que Z(Ap,+) es un
ideal a izquierda de Ap.

Por lema 2.5.10, Soc(Ap) es un ideal de A. Más aún, como (Ap, ◦) es abeliano,

Soc(Ap) = {a ∈ Ap : a ∗ b = 0 para todo b ∈ Ap} ∩ Z(Ap,+)

= {a ∈ Ap : a ◦ b = a+ b para todo b ∈ Ap} ∩ Z(Ap,+)

= {a ∈ Ap : b ◦ a = b+ a para todo b ∈ Ap} ∩ Z(Ap,+)

= Fix(Ap) ∩ Z(Ap,+).
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Como |Ap| = pm para algún m ≥ 1, la braza torcida Ap es nilpotente a izquierda
por [22, Proposition 4.4] y ademaś Z(Ap,+) es un subgrupo no nulo de (Ap,+).
Entonces Soc(Ap) = Fix(Ap) ∩ Z(Ap,+) ̸= 0 por [22, Proposition 2.26].

En particular, 0 ̸= Soc(Ap) ⊆ Soc(A). Por lema 2.5.10, I = Soc(Ap) es un
ideal no trivial de A. Entonces A/I es una braza torcida de tipo nilpotente con
0 < |A/I| < |A|. La minimalidad de |A| implica que A/I es p-nilpotente a derecha.
Luego, Rn(Ap/I, A/I) = 0 para algún n. Es decir que Rn(Ap, A) ⊆ I ⊆ Soc(A).
Ahora, por lema 2.5.3, Rn+1(Ap, A) = 0. Luego A es p-nilpotente a derecha, lo que
contradice la hipótesis.

Recordemos que un grupo G tiene la propiedad de la torre de Sylow si existe
una serie normal 1 = G0 ⊆ G1 ⊆ · · · ⊆ Gn = G tal que cada cociente Gi/Gi−1 es
isomorfo a un subgrupo de Sylow de G. Recordemos también que un A–grupo es un
grupo finito cuyos subgrupos de Sylow son abelianos.

Corolario 2.5.11. Sea A una braza torcida de tipo nilpotente. Supongamos que
(A, ◦) tiene la propiedad de la torre de Sylow y que todos los subgrupos de Sylow de
(A, ◦) son abelianos. Entonces A es nilpotente a derecha.

Demostración. Supongamos que el resultado no es válido y sea A un contraejemplo
de tamaño mı́nimo. Como (A, ◦) tiene la propiedad de la torre de Sylow, existe un
p-subgrupo de Sylow normal Ap de (A, ◦). Entonces Ap es un ideal no nulo de A y
se puede ver que

0 ̸= Soc(Ap) = Soc(A) ∩ Ap ⊆ Soc(A).

El grupo (A/ Soc(A), ◦) tiene subgrupos de Sylow abelianos y tiene la propiedad de
la torre de Sylow. Como A es una braza torcida no trivial, 0 < |A/ Soc(A)| < |A|,
y entonces A/ Soc(A) es nilpotente a derecha por la minimalidad de |A|. Por [22,
Proposition 2.17], A es nilpotente a derecha, una contradicción.

Hay ejemplos de brazas torcidas de tipo abeliano que son nilpotentes a derecha
donde el grupo multiplicativo contiene un subgrupo de Sylow no abeliano o bien no
tiene la propiedad de la torre de Sylow:

Ejemplo 2.5.12. El grupo abeliano Z/8 con la operación a◦b = a+3ab es una braza
torcida de tipo abeliano nilpotente a derecha con grupo multiplicativo isomorfo al
grupo de cuaterniones. Este ejemplo aparece en [7].

Ejemplo 2.5.13. Sea G = A4 × S3. Cada subgrupo de Sylow de G es abeliano,
por lo cual se sigue de [21, Theorem 2.2] y [19, Theorem 2.1] que existe una braza
torcida de tipo abeliano con grupo multiplicativo isomorfo al grupo G. El grupo G
no tiene la propiedad de la torre de Sylow. Un rastreo por la base de datos de brazas
torcidas de tipo abeliano de [41] muestra que hay sólo 4 con grupo multiplicativo
isomorfo a G, todas ellas con grupo aditivo isomorfo a C6 × C6 × C2. Sin embargo,
sólo una de ellas no es nilpotente a derecha.

Como corolario, obtenemos una generalización del teorema 2.2.8:
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Corolario 2.5.14. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente. Si todos los
subgrupos de Sylow del grupo multiplicativo de A son ćıclicos entonces A es nilpotente
a derecha.

Demostración. Como todos los subgrupos de Sylow de (A, ◦) son ćıclicos, el grupo
(A, ◦) es superresoluble y entonces tiene la propiedad de la torre de Sylow. Luego,
la afirmación se sigue del corolario 2.5.11.

2.6. p-nilpotencia a izquierda de brazas torcidas

Sea A una braza torcida. Dados dos subconjuntos X e Y de A, definimos recur-
sivamente la sucesión L0(X, Y ) = Y y Ln+1(X, Y ) = X ∗ Ln(X, Y ) para n ≥ 0.

Definición 2.6.1. Sea p un número primo. Una braza torcida finita A de tipo nilpo-
tente se dice que es p-nilpotente a izquierda si existe n ≥ 1 para el cual Ln(A,Ap) = 0,
donde Ap es el p-subgrupo de Sylow de (A,+).

Lema 2.6.2. Sea A una braza torcida tal que su grupo aditivo es un producto directo
de ideales a izquierda B y C. Entonces A ∗ (B + C) = A ∗ B + A ∗ C. Más aún, si
A = ⊕n

i=1Bi donde los Bi son ideales a izquierda, entonces

A ∗
n∑

i=1

Bi =
n∑

i=1

A ∗Bi.

Demostración. Sean a ∈ A, b ∈ B y c ∈ C. Luego,

a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ b+ a ∗ c− b = a ∗ b+ a ∗ c

se satisface cualesquiera sean a ∈ A, b ∈ B y c ∈ C. La segunda parte se sigue por
inducción.

Proposición 2.6.3. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente. Entonces A
es nilpotente a izquierda si y sólo si A es p-nilpotente a izquierda para todo p ∈ π(A).

Demostración. Para cada p ∈ π(A) existe n(p) ∈ N tal que Ln(p)(A,Ap) = 0. Sea
n = máx{n(p) : p ∈ π(A)}. Luego, Ln(A,Ap) = 0 para todo p ∈ π(A). Como A es de
tipo nilpotente, el grupo (A,+) es isomorfo a la suma directa de Ap para p ∈ π(A).
Luego, por el lema 2.6.2 tenemos que

Ln(A,A) =
∑

p∈π(A)

Ln(A,Ap) = 0.

La otra implicación es trivial.

El siguiente teorema fue probado por Meng, Ballester–Bolinches y Romero para
brazas torcidas de tipo abeliano (véase [50]). Veamos que podemos extenderlo al
caso de brazas torcidas de tipo nilpotente.
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Teorema 2.6.4. Sea A una braza torcida finita de tipo nilpotente. Son equivalentes:

1. A es p-nilpotente a izquierda;

2. Ap′ ∗ Ap = 0;

3. El grupo (A, ◦) es p-nilpotente.

Demostración. Veamos primero que (1) implica (2). Como A es p-nilpotente a iz-
quierda, existe n ∈ N tal que Ln(Ap′ , Ap) ⊆ Ln(A,Ap) = 0. Como (A′

p, ◦) actúa por
automorfismos en (Ap,+) y la acción es coprima, se sigue por [42, Lemma 4.29] que

L1(Ap′ , Ap) = Ap′ ∗ Ap = Ap′ ∗ (Ap′ ∗ Ap) = L2(Ap′ , Ap).

Por inducción, vemos que Ap′ ∗ Ap = Ln(A
′
p, Ap) = 0.

Veamos ahora que (2) implica (3). Basta ver que (Ap′ , ◦) es un subgrupo normal
de (A, ◦). Por el lema 2.6.2,

Ap′ ∗ A = Ap′ ∗ (Ap + Ap′) = (Ap′ ∗ Ap) + (Ap′ ∗ Ap′) ⊆ Ap′ .

puesto que A′
p es un ideal a izquierda de A y Ap′ ∗Ap = 0. Luego, Ap′ es un ideal de

A por Lema 2.0.4 y [22, Lemma 1.9]. En particular, (Ap′ , ◦) es un subgrupo normal
de (A, ◦).

Por último, veamos que (3) implica (1). Debemos ver que Ln(Ap, Ap) = 0 para
algún n. Como (A, ◦) es p-nilpotente, existe un p-complemento normal que es un
subgrupo caracteŕıstico de (A, ◦). Este grupo es Ap′ y en consecuencia Ap′ resulta ser
un ideal de A. Luego Ap′ ∗Ap ⊆ Ap′ ∩Ap = 0. Veamos que Ln(A,Ap) = Ln(Ap, Ap)
para todo n ≥ 0. El caso n = 0 es trivial. Supongamos que es válido para algún
valor de n ≥ 0. Por hipótesis inductiva,

Ln+1(A,Ap) = A ∗ Ln(A,Ap) = A ∗ Ln(Ap, Ap).

Luego basta ver que A∗Ln(Ap, Ap) ⊆ Ap ∗Ln(Ap, Ap). Sean a ∈ A y b ∈ Ln(Ap, Ap).
Escribamos a = x ◦ y con x ∈ Ap e y ∈ Ap′ . Luego

a ∗ b = (x ◦ y) ∗ b = x ∗ (y ∗ b) + y ∗ b+ x ∗ b = x ∗ b ∈ Ap ∗ Ln(Ap, Ap)

puesto que Ap′ ∗ Ap = 0.
La braza torcida Ap es nilpotente a izquierda por [22, Proposition 4.4], por lo

cual existe n ∈ N tal que Ln(Ap, Ap) = 0.

El siguiente teorema fue probado por Smoktunowicz para brazas torcidas de
tipo abeliano, véase [61, Theorem 1.1]. Para brazas torcidas, hay una demostración
en [22, Theorem 4.8].

Teorema 2.6.5. Sea A una braza torcida de tipo nilpotente. Luego A es nilpotente
a izquierda si y sólo si el grupo multiplicativo de A es nilpotente.

Demostración. Como fue observado en [50], la proposición 2.6.3 y el teorema 2.6.4
prueban el teorema.
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Caṕıtulo 3

Brazas torcidas de orden pq

En principio, el problema de hallar soluciones no degeneradas de laEYB se puede
reducir al problema de clasificación de brazas torcidas. En efecto, dada una solución
involutiva no degenerada el grupo de permutaciones G(X, r) = {σx : x ∈ X} tiene
una estructura canónica de braza. En [10] Bachiller, Cedó y Jespers construyen
todas las soluciones involutivas no degeneradas de la EYB con una estructura de
braza prefijada sobre el grupo de permutaciones. En [9], Bachiller generaliza esta
construcción considerando un grupo de permutaciones asociado a una solución no
degenerada que resulta tener una estructura natural de braza torcida, [9, Theorem
3.11]. En consecuencia, con ese trabajo, el problema de clasificación de todas las
soluciones no degeneradas se reduce al problema de clasificación de todas las brazas
torcidas.

Recientemente, han habido muchos avances en el problema de clasificación de
brazas (torcidas). Las brazas con grupo aditivo ćıclico y las de tamaño p2q para p, q
números primos con q > p+1 fueron clasificadas en [56,59] y [29], respectivamente.
En [7], Bachiller resolvió el problema para brazas de orden p2 y p3 con p un número
primo y en [51], Nejabati Zenouz completó la clasificación de brazas torcidas de
orden p3 con p un número primo. En [52], Nejabati Zenouz incluye los grupos de
automorfismos de brazas torcidas de orden p3 de tipo Heisenberg. En [6], se enumeran
las brazas torcidas de orden libre de cuadrados. En el presente caṕıtulo resolveremos
el siguiente problema.

Problema. [68, Problem 2.15] Sean p y q números primos distintos. Construir
todas las brazas torcidas de orden pq salvo isomorfismos.

Nuestra clasificación se basa en el algoritmo de construcción de brazas torci-
das desarrollado en [41]. En efecto, el algoritmo permite construir todas las bra-
zas torcidas con grupo aditivo A a partir de subgrupos regulares del holomorfo
Hol(A) = A ⋊ Aut(A). Las clases de isomorfismo de brazas torcidas se obtienen
como las órbitas de la acción dada por conjugación inducida por el grupo de auto-
morfismos de A sobre Hol(A), [41, Section 4].

La conexión entre brazas torcidas, subgrupos regulares y extensiones Hopf–Galois
fue observada por primera vez por Bachiller en [8, Remark 2.8]. Para más detalles
acerca de esa conexión, recomendamos recurrir al Apéndice de [63].
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En [15], Byott señala un aproximación a las extensiones Hopf–Galois desde la
teoŕıa de grupos para poder enumerar las extensiones sobre un grupo dado. En
particular, las extensiones Hopf–Galois de grado pq donde p > q son números pri-
mos fueron investigadas en [16] a partir de una descripción expĺıcita de subgrupos
regulares.

Utilizaremos esa descripción como primer paso para clasificar brazas torcidas de
tamaño pq. La conclusión de este caṕıtulo se puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema. Sean p > q números primos. Si p ̸≡ 1 (mód q), existe una única braza
torcida de tamaño pq, la trivial. Si p ≡ 1 (mód q), la siguiente es una lista completa
de las 2q+2 brazas torcidas de orden pq, salvo isomorfismo, donde g es un elemento
fijo de Zp de orden multiplicativo q:

Grupo aditivo A = Zp × Zq:(
n
m

)
+

(
s
t

)
=

(
n+ s
m+ t

)
;

(i) la braza trivial sobre Zp × Zq;

(ii) la bi-braza torcida (A,+, ◦) donde(
n
m

)
◦
(
s
t

)
=

(
n+ gms
m+ t

)
.

Grupo aditivo A = Zp ⋊g Zq:(
n
m

)
+

(
s
t

)
=

(
n+ gms
m+ t

)
;

(i) la braza torcida trivial sobre Zp ⋊g Zq;

(ii) la braza torcida (A,+, ◦) con(
n
m

)
◦
(
s
t

)
=

(
gtn+ gms
m+ t

)
;

(iii) las bi-brazas torcidas Aγ = (A,+, ◦) para 1 < γ ≤ q donde(
n
m

)
◦
(
s
t

)
=

(
n+ (gγ)m s
m+ t

)
;

(iv) las brazas torcidas Aµ = (A,+, ◦) for 1 < µ ≤ q donde(
n
m

)
◦
(
s
t

)
=

(
gtn+ (gµ)m s

m+ t

)
.

Observación 3.0.1. Nuestros resultados coinciden con la fórmula hallada por Byott
y Alabdali en [6, Section 7.2] para enumerar brazas torcidas de tamaño libre de
cuadrados.
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3.1. Preliminares

A continuación mostramos una forma de construir bi-brazas torcidas sobre pro-
ductos semidirectos de grupos. La primera parte es un caso especial de [51, Propo-
sition 4.6.12] pero incluimos una demostración por completitud.

Proposición 3.1.1. Sean A un grupo cualquiera y B un grupo abeliano. Conside-
remos η, ρ : B −→ Aut(A) morfismos de grupos. Si [Im(ρ), Im(η)] = 1 entonces
Gη,ρ = (G,+, ◦) donde (G,+) = A⋊η B y (G, ◦) = A⋊ρ B es una bi-braza torcida
con A× {0} ≤ kerλ.

Demostración. Notemos por ρx y ηx las imágenes de ρ y η para cada x ∈ B. Luego

(x, s) ◦ ((y, t) + (z, u)) = (x, s) ◦ (yηt(z), t+ u)

= (xρs(y)ρs(ηt(z)), s+ t+ u)

y por otro lado

((x, s) ◦ (y, t))− (x, s)+ ((x, s) ◦ (z, u)) =
= (xρs(y), s+ t) + (η−s(x)

−1,−s) + (xρs(z), s+ u)

= (xρs(y)ηt(x)
−1, t) + (xρs(z), s+ u)

= (xρs(y)ηt(x)
−1ηt(x)ηt(ρs(z)), t+ s+ u)

= (xρs(y)ηt(ρs(z)), t+ s+ u)

cualesquiera sean x, y, z ∈ A y s, t, u ∈ B. Como ηt y ρs conmutan entonces (A,+, ◦)
es una braza torcida. El mismo argumento muestra que (A, ◦,+) es, a su vez, una
braza torcida. Más aún,

λ(x,s)(y, t) = −(x, s) + (x, s) ◦ (y, t) = (η−s(x)
−1,−s) + (xρs(y), t+ s)

= (η−s(x)
−1η−s(x)η−s(ρs(y)), t)

= (η−s(ρs(y)), t). (3.1)

para todos x, y ∈ A y s, t ∈ B. Entonces A× {0} ≤ kerλ.

La proposición 3.1.1 se puede aplicar a grupos ćıclicos ya que sus grupos de
automorfismos son abelianos.

Corolario 3.1.2. Sean A un grupo ćıclico y B un grupo abeliano, (G,+) = A⋊η B
y (G, ◦) = A⋊ρ B. Entonces Gη,ρ es una bi-braza torcida y A× {0} ≤ kerλ.

El holomorfo de un grupo (A,+) es el producto semidirecto A⋊ Aut(A) donde
la operación está dada por

(a, f)(b, g) = (a+ f(b), fg),

para todos a, b ∈ A y f, g ∈ Aut(A).
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Denotamos por π1 : Hol(A) → A y π2 : Hol(A) → Aut(A) las funciones canóni-
cas. Notemos que Hol(A) actúa sobre A mediante (a, f)(b) = a + f(b), para todos
(a, f) ∈ Hol(A) y b ∈ A. Luego Hol(A) es un grupo de permutaciones de A.

Recordemos que un grupo de permutaciones N de un conjunto X se dice regular
si, dados x, y ∈ X, existe un único g ∈ N tal que g(x) = y.

Gracias a [41], sabemos que dado un grupo (A,+) (no necesariamente abeliano)
tenemos una correspondencia biyectiva entre clases de isomorfismos de brazas torci-
das (A,+, ◦) y las órbitas de los subgrupos regulares de Hol(A,+) bajo la acción de
conjugación por Aut(A,+) (identificado con el subgrupo {1}×Aut(A) ≤ Hol(A,+)).
Si G es un subgrupo regular de Hol(A,+), entonces es fácil verificar que la función
π1|G : G→ A es biyectiva.

Teorema 3.1.3. [41, Theorem 4.2, Proposition 4.3] Sea (A,+) un grupo. Si ◦ es
una operación tal que (A,+, ◦) es una braza torcida, entonces {(a, λa) : a ∈ A} es
un subgrupo regular de Hol(A,+). Rećıprocamente, si G es un subgrupo regular de
Hol(A,+), entonces A es una braza torcida con

a ◦ b = a+ f(b)

donde (π1|G)−1(a) = (a, f) ∈ G y (A, ◦) ∼= G.

Más aún, las clases de isomorfismo de brazas torcidas sobre A están en corres-
pondencia biyectiva con las órbitas de subgrupos regulares de Hol(A) bajo la acción
de Aut(A) por conjugación.

En [16] aparece una descripción expĺıcita de todos los subgrupos regulares de
Hol(A) para grupos de orden pq, donde p, q son números primos distintos. En con-
secuencia, podemos construir todas las brazas torcidas con grupo aditivo isomorfo
a A buscando representantes de las órbitas de subgrupos regulares bajo la acción de
conjugación por Aut(A) en Hol(A) y además, podemos dar una fórmula expĺıcita
para las operaciones de tales brazas torcidas utilizando el teorema 3.1.3. Respetando
la notación de [16], denotamos por e′(G,A,m) la cantidad de subgrupos regulares
de Hol(A) isomorfos a un grupo dado G tal que su imagen por π2 tiene tamaño m.

Observación 3.1.4. Sean (A,+) un grupo y G un subgrupo regular de Hol(A). De
acuerdo con el teorema 3.1.3, (A,+, ◦) donde

a ◦ b = a+ π2((π1|G)−1(a))(b)

para todos a, b ∈ A es una braza torcida. En otras palabras, λa = π2(π1|−1
G (a)) y

entonces | kerλ| = |G|
|π2(G)| .

Dado que en este caṕıtulo utilizaremos la lista de representantes de subgrupos
regulares de Hol(A) provista por [16], no analizaremos en profundidad las técnicas
necesarias para llegar a una lista exhaustiva de subgrupos. En la sección 4.1.1 y
subsiguientes del caṕıtulo 4 retomaremos la construcción.
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3.2. Grupos de orden pq y sus grupos

de automorfismos

A continuación listaremos todos los grupos de orden pq salvo isomorfismos y
describiremos expĺıcitamente sus grupos de automorfismos. Consideraremos por co-
modidad, p > q dos números primos.

Si p ̸≡ 1 (mód q), el único grupo de orden pq es el grupo ćıclico; para referirnos
a él utilizaremos la siguiente presentación:

C = ⟨σ, τ |σp = τ q = 1, τσ = στ⟩. (3.2)

El grupo Aut(C) es isomorfo a Zp−1 ×Zq−1 y utilizaremos la siguiente presenta-
ción:

Aut(C) = ⟨ϕ, ψ | ϕp−1 = ψq−1 = 1, ϕψ = ψϕ⟩ (3.3)

donde los morfismos ϕ y ψ se definen como

ϕ(σ) = σn, ψ(σ) = σ,

ϕ(τ) = τ, ψ(τ) = τm,

considerando que n tiene orden multiplicativo p − 1 módulo p y m tiene orden
multiplicativo q − 1 módulo q.

Si p ≡ 1 (mód q), tenemos además un único grupo no abeliano que presentare-
mos como

M = ⟨σ, τ |σp = τ q = 1, τσ = σgτ⟩ ∼= Zp ⋊g Zq (3.4)

donde g tiene orden multiplicativo q módulo p. Respetando la notación de [16],
notaremos por a0 a un número entero fijo que satisfaga

(g − 1)a0 ≡ 1 (mód p). (3.5)

Utilizaremos la siguiente fórmula que es bien conocida:

r−1∑
i=0

gi ≡ gr − 1

g − 1
≡ a0(g

r − 1) (mód p) (3.6)

para todo r ∈ N.
Una descripción de los elementos de Aut(M) viene dada por el siguiente lema.

Lema 3.2.1. [40, Lemma 2.3] Los automorfismos de M son

{φi,j : 1 ≤ i ≤ p− 1, 0 ≤ j ≤ p− 1}

donde φi,j(σ) = σi y φi,j(τ) = σjτ .

3.3. Brazas torcidas de orden pq

Recordemos que p y q son números primos con p > q.
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3.3.1. Brazas torcidas triviales

Como ya mencionamos, una braza torcida (A,+, ◦) se dice trivial si a+ b = a ◦ b
cualesquiera sean a, b ∈ A. Para cualquier grupo G existe una única braza torcida
trivial A con G = (A,+) = (A, ◦). Luego, si p ≡ 1 (mód q), existen dos brazas
torcidas triviales de tamaño pq. Por otro lado, si p ̸≡ 1 (mód q) existe una única
braza torcida de tamaño pq y es trivial. Para ver esto, recordemos que un número
natural n se dice número de Burnside si n es coprimo con ϕ(n), la función de Euler.

Proposición 3.3.1. Sean p > q dos números primos tales que p ̸≡ 1 (mód q).
Existe una única braza torcida de tamaño pq (la trivial) con (A,+) = (A, ◦) ∼= Zpq.

Demostración. Si p ̸≡ 1 (mód q), entonces pq es un número de Burnside, luego
existe una única braza torcida de tamaño pq, [63, Theorem A.8].

3.3.2. Brazas torcidas de tipo ćıclico

Vamos a concentrarnos ahora en las brazas con grupo aditivo ćıclico de tamaño
pq. Este caso está contenido en la clasificación dada en [56, 59] y sólo la incluimos
por completitud. Por la proposición 3.3.1, podemos asumir que p ≡ 1 (mód q) a
partir de ahora.

Toda imagen no trivial de un grupo de orden pq por un morfismo a Aut(C) tiene
tamaño q ya que |Aut(C)| = (p− 1)(q− 1) y q divide a p− 1. Luego, sólo debemos
considerar subgrupos regulares tales que su imagen por π2 es de orden q.

Para lo que sigue, fijemos el automorfismo α en Aut(C) definido como:

α(σ) = σg, α(τ) = τ.

Lema 3.3.2. [16, Lemma 4.1] Los subgrupos regulares de Hol(C) tales que la imagen
por π2 tiene orden q son

Gb = ⟨σ, τ bα⟩ ∼= M, (3.7)

donde 1 ≤ b ≤ q − 1. En particular, e′(C,C, q) = 0 y e′(M,C, q) = q − 1.

La enumeración de brazas torcidas de tipo ćıclico se sigue de la enumeración de
órbitas de subgrupos regulares de Hol(C).

Proposición 3.3.3. Existe una única braza torcida de tipo abeliano de tamaño pq.

Demostración. Basta ver que todos los subgrupos de Hol(C) que aparecen en el
Lema 3.3.2 son conjugados entre śı por algún elemento de Aut(C). En efecto,

ψjGbψ
−j = ⟨ψjσψ−j, ψjτ bαψ−j⟩

= ⟨ψj(σ), ψj(τ)bα⟩
= ⟨σ, τmjbα⟩
= Gmjb.

Dado que m tiene orden multiplicativo q − 1 módulo q, todos los subgrupos Gb son
conjugados entre śı.
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Teorema 3.3.4. La única braza torcida no trivial de tipo ćıclico es (A,+, ◦) donde
(A, ◦) ∼= Zp ⋊g Zq, es decir(

n
m

)
+

(
s
t

)
=

(
n+ s
m+ t

)
,

(
n
m

)
◦
(
s
t

)
=

(
n+ gms
m+ t

)
con 0 ≤ n, s ≤ p − 1, 0 ≤ m, t ≤ q − 1. En particular, (A,+, ◦) es una bi-braza
torcida.

Demostración. Por el corolario 3.1.2, (A,+, ◦) es una bi-braza torcida que cumple
que | kerλ| = p. Por la proposición 3.3.3, (A,+, ◦) es la única braza torcida con esas
propiedades.

3.3.3. Brazas torcidas de tipo no abeliano

Seguimos suponiendo que p y q son números primos tales que p ≡ 1 (mód q).
Para enumerar brazas torcidas no triviales con grupo aditivo isomorfo aM debemos
hallar e′(G,M,m) para m ∈ {p, q, pq} y G ∈ {C,M}.

El único subgrupo de orden pq en Aut(M) es el subgrupo generado por

α = φ1,1, β = φg,0 (3.8)

con la notación del lema 3.2.1. Luego, la imagen por λ de cualquier braza torcida
de tamaño pq está contenida en este subgrupo.

Lema 3.3.5. [16, Lemma 5.1] Los subgrupos regulares de Hol(M) tales que la
imagen por π2 tiene orden p son

Gc = ⟨σa0α, σcτ⟩ ∼= C (3.9)

con 0 ≤ c ≤ p− 1. En particular, e′(M,M, p) = 0 y e′(C,M, p) = p.

Teorema 3.3.6. Existe una única braza torcida de orden pq con grupo aditivo M y
| kerλ| = q. Más aún, se trata de (A,+, ◦) donde(

n
m

)
+

(
s
t

)
=

(
n+ gms
m+ t

)
,

(
n
m

)
◦
(
s
t

)
=

(
gtn+ gms
m+ t

)
(3.10)

para todo 0 ≤ n, s ≤ p− 1, 0 ≤ m, t ≤ q − 1.

Demostración. Veamos primero que todos los subgrupos de (3.9) son conjugados de
G0 por algún elemento de Aut(M). Sea 0 ≤ c ≤ p − 1 y consideremos η = φ1,−c,
luego η−1 = φ1,c. Como η centraliza a σa0α, tenemos que

ηGcη
−1 = ⟨η(σa0)ηαη−1, η(σcτ)⟩ = ⟨σa0α, τ⟩ = G0.

Por ende, existe una única braza torcida con las propiedades deseadas. Es inmediato
ver que (A,+, ◦) definida como en (3.10) es una braza torcida y que | kerλ| = q.
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Lema 3.3.7. [16, Lemma 5.2] Los subgrupos regulares de Hol(M) cuyas imágenes
por π2 tienen orden q son

Ga,b = ⟨σ, τaαbβ⟩, (3.11)

donde 1 ≤ a ≤ q − 1 y 0 ≤ b ≤ p − 1. En particular, e′(M,M, q) = p(q − 2) y
e′(C,M, q) = p.

Proposición 3.3.8. Existen q−1 brazas torcidas con grupo aditivoM y | kerλ| = p.

Demostración. Veamos que los subgrupos Ga,0 con 1 ≤ a ≤ q− 1 definidos como en
(3.11) forman un conjunto de representantes de las órbitas. Si b ̸= 0,

φ1,−ba0Ga,0φ
−1
1,−ba0

= ⟨σ, (σ−ba0τ)aαbβ⟩ = ⟨σ, τaαbβ⟩ = Ga,b,

donde hemos multiplicado al segundo generador por alguna potencia de σ para
obtener la segunda igualdad. Además, usamos las identidades φi,jαφ

−1
i,j = αi y

φi,jβφ
−1
i,j = φg,(1−g)j = α(1−g)jβ.

El subgrupo generado por σ es invariante por la acción por conjugación de
Aut(M). Luego, Ga,0 y Gb,0 son conjugados entre śı si y sólo si

φi,jτ
aβφ−1

i,j = φi,j(τ)
aφg,(1−g)j = σj ga−1

g−1 τaφg,(1−g)j ∈ Gb,0 (3.12)

para algún φi,j ∈ Aut(M). Entonces τaφg,(1−g)j ∈ Gb,0 puesto que σ ∈ Gb,0 y
π2(τ

aφg,(1−g)j) = φg,(1−g)j = βk para algún k ∈ N. Por lo tanto j = 0, k = 1 y en
consecuencia τaβ ∈ Gb,0. Dado que τ bβ ∈ Gb,0, tenemos que τa−b ∈ ⟨σ⟩ y entonces
a = b.

Teorema 3.3.9. Las brazas torcidas de orden pq con grupo aditivo M y | kerλ| = p
son Aγ = (A,+, ◦) con 1 < γ ≤ q donde(

n
m

)
+

(
s
t

)
=

(
n+ gms
m+ t

)
,

(
n
m

)
◦
(
s
t

)
=

(
n+ (gγ)m s
m+ t

)
, (3.13)

para todos 0 ≤ n, s ≤ p− 1, 0 ≤ m, t ≤ q − 1. En particular, son bi-brazas torcidas.

Demostración. Consideremos un representante G = Ga,0 de los subgrupos regulares
de Hol(M) para algún 1 ≤ a ≤ q − 1 como en (3.11). Por la observación 3.1.4,
λσ = π2(σ) = 1 y λτa = π2(τ

aβ) = β. Como a ◦ b = a+ λa(b), tenemos que

τa ◦ τa ◦ . . . ◦ τa︸ ︷︷ ︸
n

= τna, σ ◦ σ ◦ . . . ◦ σ︸ ︷︷ ︸
n

= σn

para todo n ∈ N. Como λ : (A, ◦) −→ Aut(A,+) es un morfismo de grupos,

λσn◦τma = λσnτma = λnσλ
m
τa = βm

y entonces λσnτm = β
m
a para todo 0 ≤ n ≤ p − 1 y 0 ≤ m ≤ q − 1. Utilizando la

notación aditiva para M y la identificación σ 7→
(
1
0

)
y τ 7→

(
0
1

)
tenemos:(

n
m

)
◦
(
s
t

)
=

(
n
m

)
+ β

m
a

(
s
t

)
=

(
n+ gm

a+1
a s

m+ t

)
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para todo 0 ≤ n, s ≤ p − 1 y 0 ≤ m, t ≤ q − 1. Como 1 ≤ a ≤ q − 1 entonces
1 < a+1

a
≤ q. Dado que tanto el grupo aditivo como el multiplicativo de Aγ son

productos semidirectos de grupos ćıclicos, por el corolario 3.1.2, se trata de bi-brazas
torcidas.

Lema 3.3.10. [16, Lemma 5.4] Los subgrupos regulares de Hol(M) cuyas imágenes
por π2 son de orden pq son

Gc,d = ⟨σa0α, σcτ dβ⟩ (3.14)

donde d ̸= 0 y o bien d ̸= q − 1 con 0 ≤ c ≤ p − 1 o bien d = q − 1 y c = 0. En
particular, e′(M,M, pq) = p(q − 2) + 1.

Proposición 3.3.11. Existen q−1 brazas torcidas con grupo aditivo M y kerλ = 0.

Demostración. Veamos que los subgrupos G0,d con 1 ≤ d ≤ q − 1 como en (3.14)
forman un conjunto de representantes de las órbitas de subgrupos regulares cuyas
imágenes por π2 tienen orden pq.

Primero, conjugamos cualquier G0,d por un automorfismo arbitrario φi,j:

φi,jG0,dφ
−1
i,j = ⟨φi,j(σ

a0)αi, φi,j(τ
d)φg,(1−g)j⟩

= ⟨(σa0α)i, (σjτ)dφg,(1−g)j⟩

= ⟨σa0α, σj gd−1
g−1 τ dφg,(1−g)j⟩.

Multiplicando por (σa0α)(g−1)j al segundo generador, obtenemos

⟨σa0α, σj gd+1−1
g−1 τ dβ⟩ = G

j gd+1−1
g−1

,d
.

Ahora, como gd+1−1
g−1

≡ 0 (mód p) si y sólo si d = q − 1, tenemos que la órbita de

G0,q−1 es puntual y que la órbita de G0,d con d ̸= q−1 tiene p elementos pues j g
d+1−1
g−1

recorre todo el intervalo desde 0 hasta p.

Teorema 3.3.12. Las brazas torcidas de orden pq con grupo aditivo M y kerλ = 0
son Aµ = (A,+, ◦) para 1 < µ ≤ q donde(

n
m

)
+

(
s
t

)
=

(
n+ gms
m+ t

)
,

(
n
m

)
◦
(
s
t

)
=

(
gtn+ (gµ)m s

m+ t

)
(3.15)

para todos 0 ≤ n, s ≤ p− 1, 0 ≤ m, t ≤ q − 1.

Demostración. Sea G0,d un subgrupo regular de Hol(M) como en (3.14). Por la
observación 3.1.4 tenemos que λπ1(x) = π2(x) para todo x ∈ G0,d. En particular,

λσa0 = α, λτd = β.
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Como a ◦ b = a+ λa(b), es fácil ver que

τ d ◦ τ d ◦ . . . ◦ τ d︸ ︷︷ ︸
n

= τnd, σa0 ◦ σa0 ◦ . . . ◦ σa0︸ ︷︷ ︸
n

= σna0

para todo n ∈ N. Usando el hecho de que λ : (A, ◦) −→ Aut(A,+) es un morfismo
de grupos, entonces λσ = αg−1 y λτ = βd−1

. Por otro lado,

σn ◦ τm = σnαn(g−1)(τm)

= σn+(gm−1)nτm

= σgmnτm

y entonces
λσnτm = λσng−m◦τm = λσng−mλτm = α(g−1)ng−m

βmd−1

para todo 0 ≤ n ≤ p − 1, 0 ≤ m ≤ q − 1. Si utilizamos la notación aditiva para la

operación del grupo M y usamos la identificación σ 7→
(
1
0

)
and τ 7→

(
0
1

)
tenemos

que (
n
m

)
+

(
s
t

)
=

(
n+ gms
m+ t

)
,

(
n
m

)
◦
(
s
t

)
=

(
gtn+ gm

d+1
d s

m+ t

)
(3.16)

para todos 0 ≤ n, s ≤ p − 1, 0 ≤ m, t ≤ q − 1. Como 1 ≤ d ≤ q − 1 entonces
1 < µ = d+1

d
≤ q y entonces tenemos la fórmula (3.15) para la operación ◦.



Caṕıtulo 4

Brazas torcidas de orden p2q
Caso abeliano

En este caṕıtulo comenzaremos con la enumeración y clasificación de brazas
torcidas de orden p2q donde p y q son dos números primos distintos. Dado que
el objetivo es clasificar todas las brazas torcidas de este orden, comenzaremos con
las brazas torcidas de tipo abeliano (es decir, brazas a secas). Como parte de la
clasificación seremos capaces de mostrar las fórmulas que definen expĺıcitamente a
las brazas. En el próximo caṕıtulo discutiremos la clasificación de brazas torcidas
de tipo no abeliano.

La técnica básica es la que utilizamos para clasificar las brazas torcidas de orden
pq en el caṕıtulo 3 pero en esta oportunidad no contamos con una lista previa
de los subgrupos regulares de Hol(A). Por este motivo, nuestro trabajo es mucho
más extenso en este caso. El algoritmo completo de clasificación puede consultarse
en [41, Section 4].

La clasificación está dividida en varios casos de acuerdo a las relaciones que se
cumplen entre los números primos p y q. Comenzaremos resumiendo el método a
seguir y luego procederemos con la construcción de las brazas. Como gúıa, resumimos
en la tabla 4.1 sólo la enumeración de brazas de acuerdo con las relaciones entre p
y q aśı como la sección en la que se trata el caso correspondiente.

En cada sección, incluimos tablas que resumen el contenido discriminando las
brazas según sus grupos aditivo y multiplicativo.

Como consecuencia de este trabajo, damos una demostración alternativa de las
conjeturas 6.2-6.4 de [41], demostradas previamente en [60] y [29].

En [41, Table 5.3], podemos consultar la cantidad de brazas torcidas de orden
n ≤ 120 con algunas excepciones. Gracias a una mejora computacional en el algo-
ritmo de enumeración de brazas torcidas, en [13] podemos ver muchas tablas que
resumen la cantidad de brazas torcidas de orden n ≤ 868 con algunas excepciones.
Es importante destacar que ninguna de esas excepciones es de la forma p2q con p y
q números primos distintos. Toda esta información se encuentra disponible en [69] y
fue de una inestimable ayuda a lo largo de este trabajo. Todos nuestros resultados
coinciden con las tablas mencionadas.

43
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Relaciones Cantidad Sección

p = 1 (mód q), q > 2 q+15
2

§ 4.2

p = 1 (mód q), q = 2 8 § 4.2

p = −1 (mód q) 5 § 4.3

q = 1 (mód p), q ̸= 1 (mód p2) p+ 8 § 4.4

q = 1 (mód p2) 2p+ 8 § 4.5

p = 2, q ̸= 1 (mód 4) 9 § 4.6

p = 2, q = 1 (mód 4) 11 § 4.7

p y q aritméticamente independientes 4 § 4.8

Tabla 4.1: Enumeración de brazas de orden p2q.

En [13, Conjecture 4.1], los autores conjeturan la cantidad de brazas torcidas de
orden p2q a partir de los resultados obtenidos en sus tablas. Como aplicación, en el
teorema 5.5.1 daremos una respuesta positiva a dicha conjetura.

4.1. Preliminares

Lema 4.1.1. Sean p, q dos números primos distintos con p > 2 y sea (A,+, ◦) una
braza torcida finita de orden p2q.

(i) Si p = ±1 (mód q) entonces el único p-subgrupo de Sylow de (A,+) es un ideal.
En particular, los p-subgrupos de Sylow de (A,+) y (A, ◦) son isomorfos.

(ii) Si q = 1 (mód p) entonces el único q-subgrupo de Sylow de (A,+) es un ideal.

Demostración. Los grupos de orden p2q con p = ±1 (mód q) contienen un único
p-subgrupo de Sylow por lo cual es un subgrupo caracteŕıstico. Por lo tanto, si
denotamos por P al único p-subgrupo de Sylow de (A,+) tenemos que para todo
x ∈ A, λx(P ) = P . Al tener orden p2, P es el único p-subgrupo de Sylow de (A, ◦)
(ya que los ideales a izquierda son subgrupos de la estructura multiplicativa). Luego,
es normal en (A, ◦) y por lo tanto es un ideal. En particular (P,+, ◦) es una braza
torcida de orden p2 y de acuerdo a la clasificación de [7] tenemos que (P,+) ∼= (P, ◦).
El mismo argumento se utiliza para demostrar (ii).

Para hallar las fórmulas que definen la operación multiplicativa de las brazas
torcidas que clasificaremos, vamos a utilizar el siguiente lema con mucha frecuencia.
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Lema 4.1.2. Sea A una braza torcida.

(i) Si λb(b) = b entonces

b ◦ b ◦ . . . ◦ b︸ ︷︷ ︸
n

= nb y λnb = λnb

para todo n ∈ N donde nb = b+ b+ . . .+ b︸ ︷︷ ︸
n

.

(ii) Si a, c ∈ kerλ y b, d ∈ Fix(A) entonces

(a+ b) ◦ (c+ d) = a+ b+ λb(c) + d.

Demostración. (i) Se sigue por inducción en n, puesto que si λb(b) = b entonces
b ◦ b = b+ λb(b) = b+ b = 2b y λ2b = λb◦b = λ2b .

(ii) Sean a, c ∈ kerλ y b, d ∈ Fix(A). Entonces

(a+ b) ◦ (c+ d) = a+ b+ λa◦b(c+ d) = a+ b+ λb(c+ d) = a+ b+ λb(c) + d

donde estamos usando que λa+b = λa◦b = λb pues a ∈ kerλ.

4.1.1. Brazas torcidas y subgrupos regulares

Como mencionamos en la sección 3.2 del caṕıtulo 3, retomaremos a continuación
la construcción de subgrupos regulares que será la clave de todo lo que sigue. Algunas
observaciones fueron hechas en el caṕıtulo anterior pero preferimos recordarlas para
facilitar la lectura.

Recordemos que la acción de un grupo de permutaciones G sobre un conjunto
X se dice regular si, para cada par de elementos x, y ∈ X, existe un único elemento
g ∈ G tal que g(x) = y. El holomorfo Hol(A) = A ⋊ AutA de un grupo A se
identifica con un subgrupo del grupo de permutaciones de A. En efecto, la acción
de un elemento (a, f) ∈ Hol(A) sobre A está dada por

(a, f) · x = a+ f(x) (4.1)

para todo x ∈ A donde la operación del grupo A la escribimos en notación aditiva.
En consecuencia, diremos que un subgrupo G de Hol(A) es regular si la imagen de
G en el grupo de permutaciones de A mediante esta identificación es regular.

Podemos definir una acción de Aut(A,+) sobre Hol(A,+) dada por la conjuga-
ción donde identificamos Aut(A,+) con el subgrupo 1× AutA ≤ Hol(A,+).

En [41], se mostró que a partir de un grupo (A,+) existe una correspondencia
biuńıvoca entre clases de isomorfismo de brazas torcidas (A,+, ◦) y las órbitas de
los subgrupos regulares Hol(A,+) bajo la acción de conjugación por Aut(A,+) del
párrafo anterior.

Consideraremos
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π1 : Hol(A) −→ A

(a, f) 7→ a

π2 : Hol(A) −→ AutA

(a, f) 7→ f

las sobreyecciones canónicas.

4.1.2. Subgrupos regulares

En esta sección vamos a resumir la estrategia general que utilizamos para encon-
trar subgrupos regulares del holomorfo de un cierto grupo finito A. Además, fijamos
notación y terminoloǵıa que utilizaremos en lo que sigue. El método está inspirado
en [52, Section 2.2]. Consideramos π1 y π2 como antes. La función π1 nos ayuda a
verificar la regularidad de un subgrupo G ≤ Hol(A) con |G| = |A|.

Podemos identificar al elemento (a, f) ∈ Hol(A,+) con una permutación del
conjunto A actuando como (a, f) · x = a+ f(x) para todo x ∈ A.

Si (a, f), (b, g) ∈ G entonces

π1(a, f) = π1(b, g) si y sólo si (a, f)−1(b, g) ∈ H = G ∩ ({1} × AutA).

Luego la función π1 restingida a G se factoriza por la proyección canónica sobre
el conjunto de coclases con respecto al subgrupo H. Si G es finito, tenemos que
|G| = |H||π1(G)| y |π1(G)| divide al orden de G.

Lema 4.1.3. Sea A un grupo finito y G ≤ Hol(A). Son equivalentes:

(i) G es regular;

(ii) |A| = |G| y π1(G) = A;

(iii) |A| = |G| y G ∩ (1× AutA) = 1.

Demostración. Sea θ la acción canónica definida por (4.1). Como esta acción es fiel
y A es finito tenemos que son equivalentes:

(i) G es regular;

(ii) |A| = |G| y la órbita de 1 por θ es A;

(iii) |A| = |G| y el estabilizador de 1 bajo la acción de G es trivial.

El estabilizador de 1 bajo la acción θ es G∩(1×AutA) y la órbita de 1 es π1(G).
De esto, se sigue el enunciado.

Lema 4.1.4. Sean A un grupo y G = ⟨uiαi, i ∈ I⟩ ≤ Hol(A) donde ui ∈ A,
αi ∈ AutA para i ∈ I. Entonces:

(1) π1(G) ⊆ ⟨h(g) | g ∈ U, h ∈ π2(G)⟩, donde U = ⟨ui, i ∈ I⟩.

(2) Si αi(ui) = ui entonces ⟨ui⟩ ⊆ π1(G).
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Demostración. (1) Tenemos que

uiαixf = uiαi(x)αif y (uiαi)
−1 = α−1

i (ui)
−1α−1

i , (4.2)

para cualesquiera i ∈ I, x ∈ A y f ∈ AutA, de lo cual se deduce la afirmación por
inducción.

(2) Por (4.2) tenemos que
(uiαi)

n = uni α
n
i

y entonces π1((uiαi)
n) = uni para todo n ∈ Z.

Para mostrar que un subgrupo G del holomorfo de A es regular usaremos los
lemas 4.1.3 y 4.1.4 o bien verificaremos directamente que el estabilizador de la iden-
tidad es trivial.

Como estrategia general, mostraremos una lista de representantes de subgrupos
regulares y luego probaremos que todo subgrupo regular es conjugado de alguno
de los grupos de la lista. A continuación detallamos los dos grandes pasos de la
estrategia.

En primer lugar, buscamos una lista de subgrupos regulares del holomorfo que no
sean conjugados entre śı teniendo en cuenta ciertas propiedades que son invariantes
por la conjugación por elementos del subgrupo 1× AutA de Hol(A).

SeaG un subgrupo de Hol(A), entonces la clase de conjugación de π2(G) en AutA
y en particular |π2(G)| son invariantes. La función π2 es un morfismo de grupos y
el cardinal de la imagen por π2 divide tanto a |(A,+)| como a |Aut (A,+)|, por lo
tanto divide al máximo común divisor. Si la imagen por π2 es trivial, hay una única
skew brace asociada y es la trivial definida sobre A.

Si dos grupos G y H tienen la misma imagen por π2 y son conjugados por un
cierto h, entonces h normaliza su imagen por π2 y kerπ2|G = h(kerπ2|H)h−1. Luego
el núcleo con respecto a π2 se puede modificar actuando por el normalizador de la
imagen de π2. Por lo tanto, para el primer paso, necesitamos:

Hallar el máximo común divisor entre |A| y |AutA|.

Para cada k que divide al máximo común divisor, encontrar las clases de
conjugación de subgrupos de orden k de Aut (A,+). Si AutA es abeliano,
debemos calcular todos los subgrupos del orden dado.

El núcleo de π2 es un subgrupo de Hol(A) que está contenido en A×1. Luego,
debemos hallar una familia de representantes de las órbitas de los subgrupos
de orden |A|

k
de A, bajo la acción del normalizador de la imagen por π2 en A.

En algunos casos, los invariantes generales de antes no alcanzan para identificar
la clase de conjugación de subgrupos regulares en el sentido del teorema 3.1.3 y
debemos introducir argumentos ad hoc que dependen de la estructura particular
de A y sus automorfismos. Otros argumentos que nos resultarán de utilidad son
los siguientes. Supongamos que G y H son subgrupos regulares de Hol(A) que son
conjugados por un elemento h ∈ AutA, entonces:
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los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados por h a los p-subgrupos de
Sylow de H.

sea H un subgrupo normal de Hol(A). El siguiente diagrama conmuta:

Hol(A)

����

ĥ // Hol(A)

����
Hol(A)/H

ĥH // Hol(A)/H

(4.3)

donde ĥ, ĥH son los automorfismos interiores y las flechas hacia abajo son
los morfismos canónicos. Entonces sus imágenes en el cociente Hol(A)/H son
conjugadas por hH. Luego, la clase de conjugación de la imagen en el cociente
Hol(A)/H es invariante salvo conjugación.

Usando el lema 4.1.3 y diferentes invariantes podemos dar una lista de subgrupos
regulares para cada valor de k posible que no sean conjugados entre śı.

Las clases de isomorfismos de los subgrupos listados como representantes de las
clases de conjugación se pueden calcular fácilmente utilizando la lista de grupos de
orden p2q por lo cual omitimos la demostración de cada caso.

El segundo paso consiste en probar que todo subgrupo regular es conjugado a
uno de la lista hallada en el primer paso. En particular, debemos describir a los
subgrupos de Hol(A) de acuerdo a los invariantes mencionados anteriormente.

Denotaremos por {αi : 1 ≤ i ≤ n} a un conjunto de generadores de π2(G) y por
{kj : 1 ≤ j ≤ m} a un conjunto de generadores del núcleo de π2|G. Un subgrupo
regular G se puede dar de la siguiente manera:

G = ⟨k1, . . . , km, u1α1, . . . , unαn⟩,

para ciertos ui ∈ A. De acuerdo al lema 4.1.3, ui ̸= 1 puesto que G es regular. Nos
referiremos a esta presentación del grupo G como la presentación estándar de G.
Cabe destacar que podemos modificar al elemento ui por cualquier otro de su misma
coclase con respecto al núcleo sin que esto modifique al grupo G (dado que esto se
traduce en la multiplicación por la izquierda de los elementos uiαi por elementos
del núcleo). Más aún, aśı como ocurre en cualquier grupo, todo generador puede ser
multiplicado por cualquier elemento de G sin que ello modifique al propio grupo.
Utilizaremos estas operaciones cuando nos ayuden a simplificar los cálculos sin mayor
justificación.

El grupo regular G debe satisfacer las siguientes condiciones que nos darán res-
tricciones a la hora de elegir los elementos ui:

(K) El núcleo de π2|G es normal en G.

(R) Los generadores {uiαi : 1 ≤ i ≤ n} satisfacen las mismas relaciones que
{αi : 1 ≤ i ≤ n} modulo ker π2|G (por ejemplo, si αn

i = 1 entonces tenemos
que (uiαi)

n ∈ kerπ2|G).
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Dado un grupo regular, podemos conjugarlo por elementos del normalizador de
π2(G) en AutA que estabilizan al núcleo de π2|G para ver que G es conjugado a uno
de los representantes elegidos.

4.1.3. Notación

En lo que sigue, vamos a fijar p y q como dos números primos diferentes. Deno-
taremos, como es usual, mediante Z×

n al grupo de unidades de Zn con la operación
de multiplicación. Para los dos grupos abelianos de orden p2q utilizaremos las pre-
sentaciones:

(i) Zp2q = ⟨σ, τ | σp2 = τ q = 1, [σ, τ ] = 1⟩;

(ii) Z2
p × Zq = ⟨σ, τ, ϵ | σp = τ p = ϵq = 1, [σ, τ ] = [σ, ϵ] = [τ, ϵ] = 1⟩.

El grupo de automorfismos de Zp2q es isomorfo a Z×
p2 × Z×

q por lo cual su orden
es p(p− 1)(q − 1). Denotamos por φi,j el automorfismo dado por

σ 7→ σi y τ 7→ τ j

donde i ∈ Z×
p2 y j ∈ Z×

q .

El grupo de automorfismos de Z2
p ×Zq es isomorfo a GL2(p)×Z×

q cuyo orden es
p(p− 1)2(p+ 1)(q − 1). Podemos representar a los automorfismos de Z2

p × Zq como
Mα donde M es una matriz inversible en la base σ, τ y α ∈ Z×

q .
Notemos que en ambos casos los subgrupos de Sylow son caracteŕısticos y, por

lo tanto, normales en el holomorfo.
Si C es un grupo ćıclico actuando sobre un grupo G mediante ρ : C −→ AutG y

ρ(1) = f entonces G⋊f C denota el producto semidirecto determinado por la acción
ρ (que queda determinado por la imagen del generador de C por ρ).

4.2. Brazas de orden p2q con p = 1 (mód q)

A lo largo de esta sección asumiremos que p y q son números primos tales que
p = 1 (mód q), incluyendo el caso q = 2 salvo indicación contraria.

En [27, §5.1 y §5.3] Crespo clasifica las brazas de orden 2p2. Recuperaremos
sus resultados como un caso particular. Denotaremos por B al subconjunto de Zq

formado por 0, 1,−1 y un elemento de {k, k−1} para cada k ̸= 0, 1,−1. Para q = 2
tomaremos B = {0, 1}. Notar que si q > 2 entonces |B| = 3+ q−3

2
= q+3

2
. Fijaremos

un elemento g de orden q en Z×
p y un elemento t de orden q in Z×

p2 .

De acuerdo con [14, Proposition 21.17], los grupos no abelianos de orden p2q son
los siguientes:

(i) Zp2 ⋊t Zq
∼= ⟨σ, τ | σp2 = τ q = 1, τστ−1 = σt⟩;

(ii) Gk = ⟨σ, τ, ϵ |σp = τ p = ϵq = 1, ϵσϵ−1 = σg, ϵτϵ−1 = τ g
k⟩ ∼= Z2

p ⋊D1,k
Zq, donde

D1,k es la matriz diagonal con entradas g, gk para k ∈ B.
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Notemos que si q = 2, el grupo (i) es isomorfo al grupo diedral de orden 2p2 y pode-
mos asumir que t = −1. Los grupos del ı́tem (ii) se pueden parametrizar utilizando
al conjunto B puesto que Gk y Gk−1 son isomorfos si k ̸= 0, 1,−1. En particular,
tenemos q+3

2
clases de isomorfismos de grupos de orden p2q si q > 2 y sólo 2 clases

si q = 2.

En la siguiente tabla recopilamos la enumeración de las brazas de esta sección
de acuerdos a la clase de isomorfismo de sus grupos aditivos y multiplicativos.

+\◦ Zp2q Zp2 ⋊t Zq Z2
p × Zq Gk, k ∈ B \ {2} G2

Zp2q 2 1 - - -
Z2

p × Zq - - 2 1 2

Tabla 4.2: Enumeración de brazas de orden p2q con p = 1 (mód q).

Merece una mención especial el caso q = 3 ya que en ese caso B = {0, 1,−1},
2 = −1 y por lo tanto tenemos 2 brazas de tipo Z2

p × Zq con grupo multiplicativo
isomorfo a G−1. Por otro lado, para el caso q = 2 tenemos que 2 = 0 y entonces
B \ {2} = {1}.

4.2.1. Brazas de tipo ćıclico

En esta sección vamos a denotar por A al grupo ćıclico Zp2q y utilizaremos la
notación de la sección 4.1.3 para los generadores del grupo y sus automorfismos. Si
G es un subgrupo regular de Hol(A) entonces |π2(G)| pertenece a {1, q, p, pq} puesto
que divide a |AutA| = p(p−1)(q−1) y a p2q. Veamos primero que no hay subgrupos
regulares que cumplan la condición |π2(G)| = pq.

Proposición 4.2.1. Sea G un subgrupo regular de Hol(A). Entonces |π2(G)| ≠ pq.

Demostración. El único subgrupo de AutA de orden pq está generado por el auto-
morfismo α = φg(p+1),1 y el único subgrupo del orden p de A es ⟨σp⟩. Supongamos
que G es un subgrupo de orden p2q de Hol(A) con π2(G) = ⟨α⟩. Entonces, la pre-
sentación estándar de G es

G = ⟨σp, σaτ bα⟩

para ciertos a, b. Dado que (p+ 1)m = pm+ 1 (mód p2) tenemos

(σaτ bα)q = σa
gq(p+1)q−1
g(p+1)−1 τ bqαq = σa qp

g(p+1)−1αq ∈ G.

Ahora, como σp ∈ G entonces αq ∈ G ∩ (1 × AutA) y, por el lema 4.1.3, G no es
regular.

Los siguientes teoremas valen bajo la condición más general de que q ̸= 1 (mód p)
y serán aplicados más adelante por lo cual los enunciamos con toda generalidad.
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Teorema 4.2.2. Sean p, q números primos con q ̸= 1 (mód p). La única braza de
tipo ćıclico con | kerλ| = pq es (B,+, ◦) donde(

n
m

)
+

(
s
r

)
=

(
n+ s
m+ r

)
,

(
n
m

)
◦
(
s
r

)
=

(
n+ s+ pns
m+ r

)
(4.4)

para todos 0 ≤ n, s ≤ p2 − 1 y 0 ≤ m, r ≤ q − 1. En particular, (B, ◦) ∼= Zp2q.

Demostración. El único subgrupo de orden p de AutA es el subgrupo generado por
φp+1,1 y A tiene un único subgrupo de orden pq, digamos ⟨σp, τ⟩. Suponiendo que G
es un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = p tenemos la siguiente presentación
estándar:

G = ⟨σp, τ, σaτ bφp+1,1⟩ = ⟨σp, τ, σaφp+1,1⟩,

donde 1 ≤ a ≤ p− 1 y en particular G es abeliano. Por [22, Corollary 4.3], como las
estructuras aditiva y multiplicativa de la braza asociada a G son abelianas entonces
la braza se puede pensar como un producto directo de una braza de orden p2 y la
braza trivial de orden q. De acuerdo a la clasificación de brazas de orden p2 dada
en [7, Proposition 2.4], hay únicamente una braza no trivial de orden p2 con grupo
aditivo ćıclico y eso nos lleva a la fórmula (4.4). El grupo (B, ◦) es ćıclico pues de
acuerdo con el lema 4.1.1, su p-subgrupo de Sylow es ćıclico.

Teorema 4.2.3. Sean p, q números primos tales que q ̸= 1 (mód p). La única braza
de tipo ćıclico con | kerλ| = p2 es (B,+, ◦) donde(

n
m

)
+

(
s
r

)
=

(
n+ s
m+ r

)
,

(
n
m

)
◦
(
s
r

)
=

(
n+ tms
m+ r

)
. (4.5)

para todos 0 ≤ n, s ≤ p2 − 1 y 0 ≤ m, r ≤ q− 1. En particular, (B, ◦) ∼= Zp2 ⋊t Zq y
(B,+, ◦) es una bi-braza.

Demostración. Por el corolario 3.1.2, tenemos que (4.5) define una bi-braza con las
propiedades deseadas. Veamos que existe una única braza con las condiciones del
enunciado. El único subgrupo de orden q de AutA es el subgrupo generado por φt,1.
El único subgrupo de orden p2 de A está generado por σ. Sea G un subgrupo regular
con |π2(G)| = q, entonces G tiene la siguiente presentación estándar:

Gb = ⟨σ, τ bφt,1⟩,

con 1 ≤ b ≤ q − 1. El grupo Gb es conjugado del subgrupo

H = ⟨σ, τφt,1⟩ ∼= Zp2 ⋊t Zq

por φ−1
1,b . Por lo tanto existe una única braza bajo las condiciones del enunciado salvo

isomorfismo.

Resumimos a continuación los resultados parciales obtenidos en esta subsección.
Las columnas hacen referencia a la clase de isomorfismo del grupo multiplicativo.
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| kerλ| Zp2q Zp2 ⋊t Zq

pq 1 -
p2 - 1
p2q 1 -

Tabla 4.3: Enumeración de las brazas de tipo ćıclico
de orden p2q con p = 1 (mód q).

4.2.2. Brazas de tipo Z2
p × Zq

Notemos ahora por A al grupo abeliano Z2
p×Zq. Si G es un subgrupo regular de

Hol(A) entonces |π2(G)| divide tanto a p2q como a |AutA| = p(p−1)2(p+1)(q−1).
Por lo tanto |π2(G)| es un divisor de pq pues p = 1 (mód q).

Observación 4.2.4. Los automorfismos de A de orden p, q o pq actúan trivialmente
sobre sus q-subgrupos de Sylow puesto que p y q no dividen a q−1. Por lo tanto, si G
es un subgrupo regular de orden p2q entonces la acción de π2(G) sobre el q-subgrupo
de Sylow de A es trivial.

Observación 4.2.5. Supongamos que p y q son números primos tales que p = 1
(mód q) y g es un elemento de orden q en Z×

p . Si denotamos por Da,b a la matriz
diagonal que en la diagonal tiene a los elementos ga y gb, vamos a considerar las
matrices

C =

[
1 1
0 1

]
, D1,s =

[
g 0
0 gs

]
y D0,1 =

[
1 0
0 g

]
para 0 ≤ s ≤ q − 1. Es un hecho conocido que, salvo conjugación, los subgrupos
de orden q de GL2(p) están generados por una de las matrices D1,s con s ∈ B
(incluyendo el caso q = 2). Notemos además que D0,1 es conjugada de D1,0.

Los subgrupos de orden p de GL2(p) son sus p-subgrupos de Sylow y entonces
son todos conjugados del subgrupo generado por C.

Un conjunto de representantes de las clases de conjugación de los subgrupos
de orden pq de GL2(p) viene dado por Hs = ⟨C,D1,s⟩ y H̃ = ⟨C,D0,1⟩, donde
0 ≤ s ≤ q − 1. De hecho, salvo conjugación, podemos asumir que el p-subgrupo
de Sylow de un grupo H de orden pq está generado por C. Luego, el generador de
orden q es una matriz triangular superior pues pertenece al normalizador de C por
lo cual podemos suponer que H está generado por C y por una matriz diagonal de
orden q que puede ser o bien alguna de las D1,s para 0 ≤ s ≤ q−1 o bien D0,1. Estas
matrices no son conjugadas por elementos del normalizador de C y por lo tanto los
subgrupos correspondientes no son conjugados.

En el siguiente teorema asumimos nuevamente que q ̸= 1 (mód p) al igual que
hicimos en el teorema 4.2.2.

Teorema 4.2.6. Sean p, q números primos tales que q ̸= 1 (mód p). La única braza
de tipo A con | kerλ| = pq es (B,+, ◦) dondex1x2

x3

+

y1y2
y3

 =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

 ,

x1x2
x3

 ◦

y1y2
y3

 =

x1 + y1 + x2y2
x2 + y2
x3 + y3

 (4.6)
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para todos 0 ≤ x1, x2, y1, y2 ≤ p− 1, 0 ≤ x3, y3 ≤ q − 1.
En particular, (B, ◦) ∼= Z2

p × Zq.

Demostración. Sea G ≤ Hol(A) un subgrupo regular con |π2(G)| = p. De acuerdo
con las observaciones 4.2.4 y 4.2.5 y el hecho de que q ̸= 1 (mód p) podemos asu-
mir que π2(G) está generado por C, salvo conjugación. Luego, el grupo G tiene la
siguiente presentación estándar:

G = ⟨v, ϵ, σaτ bC⟩

para ciertos 0 ≤ a, b ≤ p − 1 y v ∈ ⟨σ, τ⟩. La condición (K) que definimos en
la página 48 implica que v ∈ ⟨σ⟩ y entonces G es abeliano. Por lo tanto, tanto
la estructura aditiva como la multiplicativa de la braza que se obtiene de G son
abelianas y entonces por [22, Corollary 4.3] se pueden escribir como un producto
directo de una braza de orden p2 y una braza trivial de orden q. De acuerdo con
la clasificación de brazas de orden p2 dada en [7, Proposition 2.4], existe una única
braza no trivial y tenemos entonces la fórmula (4.6). Por el lema 4.1.1, el grupo
(B, ◦) es isomorfo a A pues su p-subgrupo de Sylow es elemental abeliano.

Teorema 4.2.7. Sean p, q números primos tales que p = 1 (mód q). Las brazas de
tipo A con | kerλ| = p2 son de la forma Bs = (A,+, ◦) para s ∈ B dondex1x2

x3

+

y1y2
y3

 =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

 ,

x1x2
x3

 ◦

y1y2
y3

 =

 x1 + gx3y1
x2 + (gs)x3 y2

x3 + y3

 (4.7)

para todos 0 ≤ x1, x2, y1, y2 ≤ p − 1, 0 ≤ x3, y3 ≤ q − 1. En particular (Bs, ◦) ∼= Gs

y Bs es una bi-braza.

Demostración. Los grupos

Hs = ⟨σ, τ, ϵD1,s⟩ ∼= Gs, (4.8)

para s ∈ B no son conjugados dos a dos pues sus imágenes por π2 no lo son y
|π2(Hs)| = q.

Sean K = ⟨σ, τ⟩ y p : Hol(A) −→ Hol(A)/K ∼= Zq × AutA. Asumamos que
h ∈ (1×AutA) ∩Hs. Entonces p(h) ∈ (1×AutA) ∩ ⟨ϵD1,s⟩ = 1. En consecuencia,
h ∈ K ∩ (1× AutA) = 1. Por lo tanto, por el lema 4.1.3 Hs es regular.

Veamos ahora que todo subgrupo regular G con |π2(G)| = q es un conjugado de
alguno de los subgrupos de (4.8). El núcleo de π2|G es el p-subgrupo de Sylow de
A y la imagen de π2|G está generada por un automorfismo de orden q. Luego, de
acuerdo con las observaciones 4.2.4 y 4.2.5 podemos suponer que el automorfismo
está dado por D1,s para algún s ∈ B. Por lo tanto

G = ⟨σ, τ, ϵaD1,s⟩

para cierto a ̸= 0 pues G es regular. Entonces G es el conjugado de Hs por el
automorfismo de Zq que transforma ϵ en ϵa

−1
.
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Sea Bs la braza asociada a Hs. Entonces σ, τ ∈ kerλ y ϵ ∈ Fix(Bs), por lo que
podemos aplicar el lema 4.1.2(ii), es decir

σnτmϵl ◦ σxτ yϵz = σnτmϵlλσnτmϵl(σ
xτ yϵz)

= σnτmϵlλlϵ(σ
xτ yϵz)

= σnτmλlϵ(σ
xτ y)ϵl+z = σnτmDl

1,s(σ
xτ y)ϵl+z

para todos 0 ≤ n,m, x, y ≤ p − 1, 0 ≤ l, z ≤ q − 1. Entonces se sigue la fórmula
(4.7) y las brazas Bs son bi-brazas por [1, Proposition 1.1], pues (A,+) = Z2

p × Zq

y (A, ◦) = Z2
p ⋊Ds Zq.

Proposición 4.2.8. Sea q > 2. La única braza de tipo A con | kerλ| = p es (B,+, ◦)
dondex1x2
x3

+

y1y2
y3

 =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

 ,

x1x2
x3

 ◦

y1y2
y3

 =

x1 + gx3y1 + g2
−1x3x2y2

x2 + g2
−1x3y2

x3 + y3

(4.9)
para todos 0 ≤ x1, x2, y1, y2 ≤ p− 1, 0 ≤ x3, y3 ≤ q − 1. En particular, (B, ◦) ∼= G2.

Demostración. La imagen por π2 del grupo

H = ⟨σ, τC, ϵD1,2−1⟩ ∼= G2−1
∼= G2

tiene orden pq. Supongamos que h = σn(τC)m(ϵD1,2−1)l = σn+
m(m−1)

2 τmCmϵlDl
1,2−1

pertenece al estabilizador de 1, es decir σn+
m(m−1)

2 τmϵl = 1. Luego n = m = l = 1,
por lo cual h = 1 y entonces H es regular pues |H| = p2q.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = pq. Por las observaciones
4.2.4 y 4.2.5 podemos suponer que π2(G) = ⟨C,D1,s⟩ para cierto valor de s o bien
π2(G) = ⟨C,D0,1⟩. En el primer caso, el grupo G tiene la siguiente presentación
estándar

G = ⟨v, uϵaC, wϵbD1,s⟩,
donde v, u, w ∈ ⟨σ, τ⟩. Verificando la condición (R) (véase p.48) para la condición
(uϵaC)p ∈ kerπ2|G conseguimos a = 0 y por la condición (K) (véase p.48) tenemos
que v ∈ ⟨σ⟩. Por lo tanto

G = ⟨σ, τaC, τ dϵbD1,s⟩,

donde a ̸= 0 pues G es regular. Conjugando por el automorfismo a−1I de Z2
p podemos

suponer que a = 1. Luego

G = ⟨σ, τC, τ dϵbD1,s⟩ = ⟨σ, τC, ϵbC−dD1,s⟩

y por lo tanto b ̸= 0. Conjugando ahora por el automorfismo b−1 de Zq podemos
suponer también que b = 1. Como

(ϵC−dD1,s)τC(ϵC
−dD1,s)

−1 = ϵC−dD1,s(τ)D1,sCD−1
1,sC

dϵ−1

= τ g
s

Cg1−s

(mód ⟨σ⟩) (4.10)
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y C−dD1,sCD−1
1,sC

d = Cg1−s
, por la condición (R) tenemos

τ g
s

Cg1−s

= (τC)g
1−s

= τ g
1−s

Cg1−s

(mód ⟨σ⟩)

y entonces 1− s = s (mód q), es decir s = 2−1. Luego G es conjugado de H por Cn

donde n = d

1−g2−1 .

Sea B la braza asociada al subgrupo H. Entonces ϵ ∈ Fix(B) y σ ∈ kerλ, y
entonces

ϵ ◦ ϵ ◦ . . . ◦ ϵ︸ ︷︷ ︸
x3

= ϵx3 , τ ◦ τ ◦ . . . ◦ τ︸ ︷︷ ︸
x2

= σ
x2(x2−1)

2 τx2 = σ
x2(x2−1)

2 ◦ τx2

En consecuencia λσx1τx2ϵx3 = λσx1◦τx2◦ϵx3 = λτx2λϵx3 = Cx2Dx3

1,2−1 . De esto se sigue

la fórmula (4.9). Si π2(G) = H̃ podemos argumentar en forma análoga verificando
las condiciones (R) y (K). De (4.10), reemplazando D1,s por D0,1, obtenemos que
g2 = 1, una contradicción.

Para la siguiente proposición, recordemos que g es un elemento fijo de orden q
en Z×

p , por lo cual para el caso q = 2 podemos asumir g = −1.

Proposición 4.2.9. Sea q = 2. La única braza de tipo Z2
p × Z2 con | kerλ| = p es

(B,+, ◦) dondex1x2
x3

+

y1y2
y3

 =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

 ,

x1x2
x3

 ◦

y1y2
y3

 =

x1 + y1 + (−1)x3x2y2
x2 + (−1)x3y2

x3 + y3

(4.11)
para todos 0 ≤ x1, x2, y1, y2 ≤ p− 1, 0 ≤ x3, y3 ≤ 1. En particular, (B, ◦) ∼= G0.

Demostración. Podemos razonar de la misma forma que lo hicimos en la proposición
4.2.8. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con π2(G) = ⟨C,D1,s⟩. Luego, como en
la proposición 4.2.8 tenemos

G = ⟨σ, τC, τ dϵD1,s⟩ = ⟨σ, τC, ϵC−dD1,s⟩

y entonces

(ϵC−dD1,s)τC(ϵC
−dD1,s)

−1 = ϵC−dD1,s(τ)D1,sCD−1
1,sC

dϵ−1 = τ (−1)sC(−1)1−s

(mód ⟨σ⟩).

Por la condición (R), tenemos que

τ (−1)sC(−1)1−s

= (τC)(−1)1−s

= τ (−1)1−s

C(−1)1−s

(mód ⟨σ⟩).

Entonces (−1)1−s = (−1)s y se sigue que −1 = 1, por lo cual p = 2, una contra-

dicción. En consecuencia, π2(G) = H̃ necesariamente. Usando las condiciones (R) y
(K) tenemos que G es conjugado del siguiente grupo

K = ⟨σ, τC, ϵD0,1⟩.

Con la misma idea de la proposición 4.2.8 podemos ver que la braza asociada a G
está dada por (4.11).
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Resumimos en la siguiente tabla los resultados obtenidos en esta subsección.

| kerλ| Z2
p × Zq G2 Gk, k ∈ B \ {2}

p - 1 -
pq 1 - -
p2 - 1 1
p2q 1 - -

Tabla 4.4: Enumeración de las brazas de tipo Z2
p × Zq con p = 1 (mód q).

Para el caso q = 2, G2 = G0 y la última columna se corresponde con G1.
Notar que en el caso q = 3 tenemos que 2 = −1 (mód 3).

4.3. Brazas de orden p2q con p = −1 (mód q)

En esta sección supondremos que p y q son números primos impares tales que
p = −1 (mód q) y que además H = x2 + ξx + 1 es un polinomio irreducible sobre
Zp tal que su matriz compañera

F =

[
0 −1
1 −ξ

]
tiene orden q. Por [14, Proposition 21.17] existe un único grupo no abeliano de orden
p2q. Una presentación de este grupo aparece en [17]:

GF = ⟨σ, τ, ϵ |σp = τ p = ϵq = 1, ϵσϵ−1 = τ, ϵτϵ−1 = σ−1τ−ξ⟩ ∼= Z2
p ⋊F Zq.

En la siguiente tabla resumimos la enumeración de brazas de orden p2q según la
clase de isomorfismo de sus grupos aditivos y multiplicativos con p = −1 (mód q):

+\◦ Zp2q Z2
p × Zq GF

Zp2q 2 - -
Z2

p × Zq - 2 1

Tabla 4.5: Enumeración de brazas de orden p2q con p = −1 (mód q).

4.3.1. Brazas de tipo ćıclico

A continuación, consideremos al grupo ćıclico Zp2q. En este caso, el orden de
π2(G) para un subgrupo regular G de Hol(Zp2q) divide a p. Como en este caso q ̸= 1
(mód p) podemos aplicar el teorema 4.2.2 y por lo tanto la siguiente tabla resume
la enumeración de las brazas de tipo ćıclico.

| kerλ| Zp2q

pq 1
p2q 1

Tabla 4.6: Cantidad de brazas de tipo Zp2q de orden p2q con p = −1 (mód q).
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4.3.2. Brazas de tipo Z2
p × Zq

Sean A = Z2
p×Zq y G un subgrupo regular de Hol(A). Luego, el orden de π2(G)

divide a p2q y a |AutA|. Es decir, divide a pq pues p = −1 (mód q).

Proposición 4.3.1. Sea G un subgrupo regular de Hol(A). Entonces |π2(G)| ≠ pq.

Demostración. Sea G un tal grupo, entonces kerπ2 es un subgrupo normal de orden
p de G. Por lo tanto G no es isomorfo a GF pues este grupo no tiene subgrupos
normales de orden p. Por otro lado, G no es abeliano pues AutA no tiene subgrupos
abelianos de orden pq.

Lema 4.3.2. Existe una única braza de tipo A con | kerλ| = p2 que está dada por
(B,+, ◦) dondex1x2

x3

+

y1y2
y3

 =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

 ,

x1x2
x3

 ◦

y1y2
y3

 =

(x1x2
)
+ F x3

(
y1
y2

)
x3 + y3

(4.12)

para todos 0 ≤ x1, x2, y1, y2 ≤ p− 1, 0 ≤ x3, y3 ≤ q − 1. En particular, (B, ◦) ∼= GF

y B es una bi-braza.

Demostración. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = q. Cualquier
automorfismo de orden q de A actúa trivialmente sobre los q-subgrupos de Sylow
de A. Salvo conjugación, podemos suponer que π2(G) está generado por F . Por lo
tanto,

G = ⟨σ, τ, σnτmϵaF ⟩ = ⟨σ, τ, ϵaF ⟩

donde a ̸= 0 pues G es regular. Conjugando G por el automorfismo que transforma
ϵa en ϵ y que fija σ y τ podemos asumir que a = 1. Se verifica fácilmente que este
grupo es regular. Si B denota a la braza asociada a G, tenemos que σ, τ ∈ kerλ y
ϵ ∈ Fix(B) y entonces B = kerλ+ Fix(B). Luego, se sigue la fórmula (4.12) por el
lema 4.1.2. Por el corolario 3.1.2, tenemos que (4.12) define una bi-braza.

De acuerdo con el teorema 4.2.6 existe una única braza no trivial de orden p2q
con | kerλ| = pq. En consecuencia, tenemos la siguiente enumeración:

| kerλ| Z2
p × Zq GF

p2 - 1
pq 1 -
p2q 1 -

Tabla 4.7: Enumeración de brazas de tipo Z2
p × Zq para p = −1 (mód q).
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4.4. Brazas de orden p2q con q = 1 (mód p)

y q ̸= 1 (mód p2)

En esta sección supondremos que q = 1 (mód p) pero q ̸= 1 (mód p2). Además
tomaremos p > 2 y dejaremos el caso de p = 2 para la sección 4.6. Si notamos
por r a un elemento fijo de orden p en Z×

q , entonces los grupos no abelianos en las
condiciones de esta sección son los siguientes, [14, Proposition 21.17]:

(i) Zp × (Zq ⋊r Zp) = ⟨σ, τ, ϵ |σp = τ p = ϵq = 1, [ϵ, τ ] = [τ, σ] = 1, σϵσ−1 = ϵr⟩;

(ii) Zq ⋊r Zp2 = ⟨σ, τ |σp2 = τ q = 1, στσ−1 = τ r⟩.

Resumimos en la siguiente tabla la enumeración de brazas de acuerdo con la
clase de isomorfismo de sus estructuras multiplicativas y aditivas.

+\◦ Zp2q Zq ⋊r Zp2 Z2
p × Zq Zp × (Zq ⋊r Zp)

Zp2q 2 p - -
Z2

p × Zq - - 2 4

Tabla 4.8: Enumeración de brazas de orden p2q
con q = 1 (mód p) y q ̸= 1 (mód p2).

4.4.1. Brazas de tipo ćıclico

Denotemos por A al grupo ćıclico Zp2q. Si G es un subgrupo regular de Hol(A)
entonces |π2(G)| ∈ {1, p, p2}.

El grupo AutA tiene un único p-subgrupo de Sylow que está generado por los
automorfismos φp+1,1 y φ1,r y resulta ser elemental abeliano. Por lo tanto, los sub-
grupos de orden p de AutA son

⟨φp+1,1⟩ y ⟨φjp+1,r⟩ (4.13)

donde 0 ≤ j ≤ p− 1.

Proposición 4.4.1. Sea G un subgrupo regular de Hol(A). Entonces |π2(G)| ≠ p2.

Demostración. La imagen por π2 de G es el único p-subgrupo de Sylow ⟨φp+1,1, φ1,r⟩
de AutA. El único subgrupo de A de orden q es ⟨τ⟩, por lo cual G tiene la siguiente
presentación estándar:

G = ⟨τ, σaφp+1,1, σ
bφ1,r⟩.

El grupo π2(G) es elemental abeliano y por la condición (R) podemos ver que a =
b = 0 (mód p).

Por regularidad, a, b ̸= 0 (mód p2). Sean a = pa′ y b = pb′ para ciertos elementos

1 ≤ a′, b′ ≤ p− 1. Luego (σaφp+1,1)
−1(σbφ1,r)

a′
b′ = φ−1

p+1,1φ
a′
b′
1,r ∈ G y entonces G no es

regular, una contradicción.
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Proposición 4.4.2. Las brazas de tipo ćıclico de orden p2q con | kerλ| = pq son
B(j,k) = (A,+, ◦) para (j, k) ∈ {(1, 0)} ∪ {(j, 1) : 0 ≤ j ≤ p− 1} donde(

n
m

)
+

(
s
t

)
=

(
n+ s
m+ t

)
,

(
n
m

)
◦
(
s
t

)
=

(
n+ (jnp+ 1)s
m+ rknt

)
para todos 0 ≤ n, s ≤ p2 − 1 y 0 ≤ m, t ≤ q − 1. En particular,

(B(j,k), ◦) ∼=

{
Zp2q si (j, k) = (1, 0),

Zq ⋊r Zp2 , en caso contrario.

Demostración. Los grupos

H = ⟨σp, τ, σφp+1,1⟩ ∼= Zp2q, Gj = ⟨σp, τ, σφjp+1,r⟩ ∼= Zq ⋊r Zp2 ,

para 0 ≤ j ≤ p − 1 son subgrupos regulares y no son conjugados entre śı pues sus
imágenes por π2 no lo son.

Sea G un subgrupo regular con |π2(G)| = p, entonces π2(G) es uno de los grupos
de (4.13). Si π2(G) = ⟨φp+1,1⟩ entonces podemos repetir el argumento del teorema
4.2.2 y conseguimos la braza asociada B1,0.

Supongamos que π2(G) = ⟨φjp+1,r⟩ para cierto 0 ≤ j ≤ p−1. Luego, el núcleo de
π2 es el único subgrupo de orden pq, digamos ⟨σp, τ⟩ y entonces G tiene la siguiente
presentación estándar:

G = ⟨σp, τ, σaφjp+1,r⟩,

donde 1 ≤ a ≤ p− 1 pues G es regular. Entonces, G es conjugado a Gj por φa−1,1.
Sea Bj,1 la braza asociada a Gj.

Luego, como ⟨τ, σp⟩ ≤ kerπ2 y σ ◦ σ ◦ . . . ◦ σ︸ ︷︷ ︸
n

= σ
n(n−1)p

2
+n = σ

n(n−1)p
2 ◦σn se tiene

que
λσnτm = λτm◦σn = λσn = λnσ = φn

jp+1,r

de lo cual se deduce la fórmula del enunciado.

Resumiendo, los resultados de esta subsección aparecen en la siguiente tabla:

kerλ Zp2q Zq ⋊r Zp2

pq 1 p
p2q 1 -

Tabla 4.9: Enumeración de las brazas de tipo ćıclico de orden p2q
con q = 1 (mód p) y q ̸= 1 (mód p2).

4.4.2. Brazas de tipo Z2
p × Zq

En esta sección denotaremos por A al grupo Z2
p×Zq y por C a la matriz definida

en la observación 4.2.5.
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Proposición 4.4.3. Las brazas de tipo A con | kerλ| = pq son (Bi,j,+, ◦) para
0 ≤ i, j ≤ 1 y (i, j) ̸= (0, 0), donden

m
l

+

st
u

 =

n+ s
m+ t
l + u

 ,

n
m
l

 ◦

st
u

 =

n+ s+ jmt
m+ t
l + rimu

 ,

para todos 0 ≤ n,m, s, t ≤ p− 1 y 0 ≤ l, u ≤ q − 1. En particular,

(Bi,j, ◦) ∼=

{
Z2

p × Zq, si (i, j) = (0, 1),

Zp × (Zq ⋊r Zp), en caso contrario.

Demostración. Sea G ≤ Hol(A) un subgrupo regular con |π2(G)| = p. Luego, salvo
conjugación, la imagen π2(G) está generada por riCj, para ciertos i, j ∈ {0, 1} con
(i, j) ̸= (0, 0). El núcleo de π2|G tiene orden pq, por lo cual kerπ2|G = ⟨ϵ, v⟩ para
algún v ∈ ⟨σ, τ⟩. En consecuencia, tenemos la siguiente presentación estándar:

Gi,j = ⟨v, ϵ, uriCj⟩,

para algún u ∈ ⟨σ, τ⟩. Si (i, j) = (0, 1) podemos argumentar como en la demostración
del teorema 4.2.6 y conseguimos la fórmula correspondiente.

Si (i, j) = (1, 0) entonces, salvo conjugación por un elemento de GL2(p), podemos
suponer que v = σ y u = τ .

Si consideramos el caso (i, j) = (1, 1), por la condición (K) tenemos v ∈ ⟨σ⟩ y
entonces

G1,1 = ⟨σ, ϵ, τarC⟩,

con a ̸= 0. Podemos suponer que a = 1 conjugando por a−1I si fuera necesario.
Sea Bi,j la braza asociada a Gi,j. En los dos últimos casos, se cumple que

λσnτmϵl = λτm = λmτ pues σ, ϵ ∈ kerπ2 y λτ (τ) = τ (mód ⟨σ⟩). Y esto concluye
la prueba.

Proposición 4.4.4. Sea w un no-residuo cuadrático fijo módulo p. Las brazas de
tipo A con | kerλ| = q son (Bs,+, ◦) para s ∈ {1, w}, donden

m
l

+

xy
z

 =

n+ x
m+ y
l + z

 ,

n
m
l

 ◦

xy
z

 =

n+ x+ yms−1

m+ y

l + zrn−mm−s
2s

 ,

para todos 0 ≤ n,m, x, y ≤ p− 1 y 0 ≤ l, z ≤ q − 1.
En particular, (Bs, ◦) ∼= Zp × (Zq ⋊r Zp).

Demostración. Los grupos

Gs = ⟨ϵ, τ sC, σr⟩ ∼= Zp × (Zq ⋊r Zp)
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con s ∈ {1, w} son subgrupos regulares de Hol(A) con |π2(Gs)| = p2 y no son
conjugados entre śı. En efecto, si fueran conjugados por un cierto h, entonces h seŕıa
un elemento de NAutA(C), el normalizador de C en AutA, digamos que

h =

[
x y
0 z

]
ra.

Luego, tenemos que hτCh−1 = σyτ zC
x
z y hσrh−1 = σxr pertenece a Gw. Entonces

x = 1 y por lo tanto σyτ zC
1
z = (τwC)

1
z . Comparando las potencias de τ a ambos

lados, tenemos w = z2, una contradicción.
Sea G ≤ Hol(A) un subgrupo regular tal que |π2(G)| = p2. Entonces, salvo

conjugación, tenemos π2(G) = ⟨C, r⟩. Por lo tanto, G tiene la siguiente presentación
estándar:

G = ⟨ϵ, uC, vr⟩,

para ciertos u, v ∈ ⟨σ, τ⟩. Por la condición (R), los dos últimos generadores conmutan
módulo ⟨ϵ⟩ y esto implica que v ∈ ⟨σ⟩. Entonces G es de la forma

Gu = ⟨ϵ, uC, σmr⟩

donde m ̸= 0. Podemos asumir que m = 1 conjugando por m−1I si fuera necesario.
Supongamos que u = σs. Como Gu es regular, s ̸= 0 y entonces tenemos que

(σsC)−s−1
σr = C−s−1

r ∈ G. Por el lema 4.1.3, Gu no seŕıa regular, una contracción.
Si u = σsτ t para algún t ̸= 0, conjugando por C− s

t podemos asumir que u = τ t.
Si t = z2 para algún z entonces Gτz2 es conjugado de G1 por h que está dado por

h =

[
1 2−1(1− z−1)
0 z−1

]
.

En caso contrario, podemos escribir t = wz2 para cierto z donde w es un no-residuo
cuadrático módulo p. En consecuencia, hGτ th

−1 = Gw para el mismo h de arriba.
Sea Bs la braza asociada a Gs. Entonces λσ|⟨σ,τ⟩ =id|⟨σ,τ⟩ y por lo tanto λσn = λnσ

de acuerdo con el lema 4.1.2. Más aún, tenemos que

τ s ◦ · · · ◦ τ s︸ ︷︷ ︸
m

= σs
m(m−1)

2 τms = σs
m(m−1)

2 ◦ τms

⇐⇒ τm = τ
m
s
s =

(
σ

m(m−s)
2s

)′
◦ τ s ◦ · · · ◦ τ s︸ ︷︷ ︸

m
s

(4.14)

para todo m ∈ N. Luego, utilizando (4.14) y el hecho de que λσ(τ) = τ se sigue que

λϵlσnτm = λϵl◦σn◦τm = λnσλτm

= rnr−
m(m−s)

2s C
m
s = rn−

m(m−s)
2s C

m
s .

Finalmente, se deduce la fórmula para la operación ◦.
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Resumimos el contenido de esta subsección en la siguiente tabla:

| kerλ| Z2
p × Zq Zp × (Zq ⋊r Zp)

q - 2
pq 1 2
p2q 1 -

Tabla 4.10: Enumeración de las brazas de tipo Z2
p × Zq de orden p2q

para q = 1 (mód p) y q ̸= 1 (mód p2).

4.5. Brazas de orden p2q con q = 1 (mód p2)

En esta sección asumimos que q = 1 (mód p2) donde p es un primo impar.
Fijamos un elemento h de orden p2 en Z×

q . Bajo estas condiciones debemos considerar
los siguientes grupos de orden p2q, [14, Proposition 21.17]:

(i) Zp × (Zq ⋊hp Zp) = ⟨σ, τ, ϵ |σp = τ p = ϵq = 1, [ϵ, τ ] = [τ, σ] = 1, σϵσ−1 = ϵh
p⟩,

(ii) Zq ⋊hp Zp2 = ⟨σ, τ | τ q = σp2 = 1, στσ−1 = τh
p⟩,

(iii) Zq ⋊h Zp2 = ⟨σ, τ | τ q = σp2 = 1, στσ−1 = τh⟩.

La siguiente tabla resume la cantidad total de brazas según las clases de isomor-
fismo de sus grupos aditivos y multiplicativos bajo las condiciones de esta sección.

+\◦ Zp2q Zq ⋊hp Zp2 Zq ⋊h Zp2 Z2
p × Zq Zp × (Zq ⋊hp Zp)

Zp2q 2 p p - -
Z2

p × Zq - - - 2 4

Tabla 4.11: Enumeración de brazas de orden p2q con q = 1 (mód p2).

4.5.1. Brazas de tipo ćıclico

En esta sección consideraremos el grupo ćıclico Zp2q de orden p2q. El orden de
la imagen por π2 de un subgrupo regular de AutZp2q divide a p2.

Lema 4.5.1. Los subgrupos de orden p2 AutZp2q son

Hj = ⟨φjp+1,h⟩ y T = ⟨φp+1,1, φ1,hp⟩

para 0 ≤ j ≤ p− 1.

Demostración. Todo subgrupo de orden p2 en AutZp2q está incluido en el subgrupo
de los elementos de orden a lo sumo p2 de AutA, que está generado por φp+1,1 y
φ1,h y es isomorfo a Zp × Zp2 . Por [66, Theorem 3.3], el grupo Zp × Zp2 tiene p+ 1
subgrupos de orden p2. Los subgrupos ⟨φp+1,1, φ1,hp⟩ y ⟨φjp+1,h⟩ con 0 ≤ j ≤ p− 1
son en total p+ 1 subgrupos distintos de orden p2.
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Para la siguiente proposición necesitaremos de un lema.

Lema 4.5.2. La función

fj : Zp2 −→ Zp2 , m 7→ m(m− 1)

2
jp+m

es biyectiva para cualquier 0 ≤ j ≤ p− 1.

Demostración. Claramente fj(m) = m (mód p) y se puede probar por inducción
que fj(m + kp) = fj(m) + kp. Como todo elemento de Zp2 es de la forma m + kp
para m, k adecuados entonces fj es sobreyectiva.

Proposición 4.5.3. Las brazas de tipo ćıclico con | kerλ| = q son (Bj,+, ◦) con
0 ≤ j ≤ p− 1 donde(

n
m

)
+

(
x
y

)
=

(
n+ x
m+ y

)
,

(
n
m

)
◦
(
x
y

)
=

(
n+

(
f−1
j (n)pj + 1

)
x

m+ hf
−1
j (n)y

)
,

para todos 0 ≤ n, x ≤ p− 1 y 0 ≤ m, y ≤ q − 1. En particular, (Bj, ◦) ∼= Zq ⋊h Zp2.

Demostración. Los grupos

Gj = ⟨τ, σφjp+1,h⟩ ∼= Zq ⋊h Zp2 ,

con 0 ≤ j ≤ p− 1 son regulares y no son conjugados entre śı pues sus imágenes por
π2 no son conjugadas entre śı. Por el lema 4.5.1, tenemos los siguientes casos:

(i) π2(G) = T : de forma análoga a la proposición 4.4.1, podemos mostrar que no
hay subgrupos regulares que cumplan con esta condición.

(ii) π2(G) = Hj: en este caso, una presentación estándar de G es

G = ⟨τ, σaτ bφjp+1,h⟩ = ⟨τ, σaφjp+1,h⟩,

donde a ̸= 0 pues G es regular. Entonces G es conjugado de Gj por φa−1,1.

Sea (Bj,+, ◦) la braza asociada a Gj, entonces

σ ◦ . . . ◦ σ︸ ︷︷ ︸
n

= σfj(n),

con fj como en el lema 4.5.2. Luego λσnτm = λτm◦σn = λ
f−1
j (n)

σ y se sigue la fórmula.

Para el caso |π2(G)| = p, los subgrupos de orden p de AutA son los mismos de la
subsección 4.4.1 por lo cual podemos argumentar igual que en la proposición 4.4.2
y conseguimos p+ 1 brazas de tipo A con | kerλ| = pq.

Resumimos el contenido de esta subsección en la siguiente tabla:
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| kerλ| Zp2q Zq ⋊h Zp2 Zq ⋊hp Zp2

q - p -
pq 1 - p
p2q 1 - -

Tabla 4.12: Enumeración de brazas de tipo ćıclico de orden p2q
con q = 1 (mód p2).

4.5.2. Brazas de tipo Z2
p × Zq

En esta sección denotaremos por A al grupo Z2
p×Zq. El orden del núcleo de λ de

brazas no triviales de tipo A es o bien q o bien pq. Las clases de conjugación de los
subgrupos de orden p de AutA son los mismos del caso q = 1 (mód p) y entonces,
si | kerλ| = pq estamos en la misma situación de la proposición 4.4.3.

Salvo conjugación, los subgrupos de orden p2 de AutA son ⟨C, hp⟩ y ⟨C lh⟩ donde
l = 0, 1 y C como en la observación 4.2.5. Si G es un subgrupo regular de Hol(A)
con π2(G) = ⟨C lh⟩ entonces

G = ⟨ϵ, vC lh⟩
para cierto v = σaτ b. Entonces

(vC lh)p = vC l(v)C2l(v) · · ·C(p−1)l(v)Cplhp = hp ∈ G.

Luego, por el lema 4.1.3 G no es regular. Por otro lado, si π2(G) = ⟨C, hp⟩, podemos
argumentar como en la proposición 4.4.4 y por lo tanto tenemos una descripción
completa de las brazas de tipo A con | kerλ| = q.

En consecuencia, la enumeración de brazas de tipo A de orden p2q para el caso
q = 1 (mód p2) es la de la tabla 4.10.

4.6. Brazas de orden 4q con

q = 1 (mód 2) y q ̸= 1 (mód 4)

Consideramos aqúı el caso de los números primos q > 3.
Los resultados de esta sección y de la sección 4.7 están contenidos en el trabajo

de Dietzel (véase [29, Theorem 5]). Asumiremos que q = 1 (mód 2) (por ser un
número primo impar) pero q ̸= 1 (mód 4). De acuerdo con [46, Proposition 2.1], los
grupos no abelianos de orden 4q con q > 3 son:

(i) Z2 × (Zq ⋊−1 Z2), el grupo diedral de orden 4q; y

(ii) Zq ⋊−1 Z4 = ⟨σ, τ |σ4 = τ q = 1, στσ−1 = τ−1⟩.

Para q = 3, los grupos no abelianos de orden 12 son Z2×(Z3⋊−1Z2), Z3⋊−1Z4 y
A4, el grupo alternado en 4 letras. Las brazas torcidas correspondientes se encuentran
expĺıcitamente en el paquete YangBaxter de GAP, [69], por lo cual hemos decidido
dejar de lado este caso especial.
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La enumeración de brazas de esta sección se encuentra resumida en la siguiente
tabla.

+\◦ Z4q Z2
2 × Zq Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) Zq ⋊−1 Z4

Z4q 1 1 2 1
Z2

2 × Zq 1 1 1 1

Tabla 4.13: Enumeración de brazas de orden 4q
con q = 1 (mód 2) y q ̸= 1 (mód 4).

4.6.1. Brazas de tipo ćıclico

Denotemos por A al grupo ćıclico de orden 4q. Como AutA tiene orden 2(q−1),
si G es un subgrupo regular de Hol(A) entonces |π2(G)| divide a 4. Su grupo de
automorfismos contiene un único subgrupo de orden 4 que está generado por φ−1,1

y φ1,−1 y es isomorfo a Z2 × Z2. Luego, tiene tres subgrupos no conjugados entre śı
de orden 2, generados por φ(−1)i,(−1)j con (i, j) ∈ {(1, 0), (1, 1), (0, 1)}.

Proposición 4.6.1. Las brazas de orden 4q con | kerλ| = 2q son (Bi,j,+, ◦) para
(i, j) ∈ {(1, 0), (1, 1), (0, 1)} donde(

n
m

)
+

(
x
y

)
=

(
n+ x
m+ y

)
,

(
n
m

)
◦
(
x
y

)
=

(
n+ (−1)jmx
m+ (−1)imy

)
para todos 0 ≤ n, x ≤ q − 1 y 0 ≤ m, y ≤ 3. En particular,

(Bi,j, ◦) ∼=


Zq ⋊−1 Z4, si (i, j) = (0, 1),

Z2 × (Zq ⋊−1 Z2), si (i, j) = (1, 1),

Z2
2 × Zq, si (i, j) = (1, 0).

Demostración. Los grupos

Gi,j = ⟨τ, σ2, σφ(−1)i,(−1)j⟩ ∼=


Zq ⋊−1 Z4, si (i, j) = (0, 1),

Z2 × (Zq ⋊−1 Z2), si (i, j) = (1, 1),

Z2
2 × Zq, si (i, j) = (1, 0)

para (i, j) ∈ I = {(1, 0), (1, 1), (0, 1)} son regulares y no son conjugados entre śı
puesto que no son isomorfos entre śı.

Como mencionamos anteriormente, siG es un subgrupo regular entonces tenemos
que π2(G) = ⟨φ(−1)i,(−1)j⟩ para cierto (i, j) ∈ I. Supongamos que π2(G) está generado
por φ1,−1, luego G tiene la presentación estándar:

G = ⟨τ, σ2, σaφ1,−1⟩.

Dado que G es regular tenemos que a ̸= 0 por lo cual podemos asumir que a = 1
y entonces G = G0,1. Como τ ∈ kerπ2 y φ1,−1(σ) = σ, la braza B0,1 asociada a
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G0,1 se puede escribir como kerλ + Fix(B0,1). Gracias al lema 4.1.2, tenemos que
λτnσm = λτn◦σm = λσm = λmσ . De lo cual se sigue la fórmula para B0,1.

Los otros dos casos son completamente análogos por lo cual omitimos los cálculos.

Lema 4.6.2. La única braza de tipo ćıclico con | kerλ| = q es (B,+, ◦) con(
n
m

)
+

(
x
y

)
=

(
n+ x
m+ y

)
,

(
n
m

)
◦
(
x
y

)
=

(
n+ (−1)

m(m−1)
2 x

m+ (−1)my

)
para todos 0 ≤ n, x ≤ q−1 y 0 ≤ m, y ≤ 3. En particular, (B, ◦) ∼= Z2×(Zq⋊−1Z2).

Demostración. El grupo

H = ⟨τ, σ2φ1,−1, σφ−1,1⟩ ∼= Z2 × (Zq ⋊−1 Z2)

es regular. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = 4. Veamos que
necesarimente es un conjugado de H. Como el único subgrupo de orden q de A está
generado por τ tenemos que G tiene la siguiente presentación estándar

G = ⟨τ, σaφ1,−1, σ
bφ−1,1⟩

para ciertos 1 ≤ a, b ≤ 3. Por las condiciones (K) tenemos que a = 2. Si b = 2
entonces σ2φ1,−1σ

2φ−1,1 = φ1,−1φ−1,1 ∈ G y entonces G no es regular. Luego, salvo
conjugación por φ−1,1 podemos suponer que b = 1 y entonces G es un conjugado
de H. Las fórmulas del enunciado definen una braza con las propiedades deseadas
y por lo tanto es isomorfa a la braza asociada al único subgrupo regular G con
|π2(G)| = 4.

Tenemos la siguiente tabla resumiendo las brazas de tipo ćıclico:

kerλ Z4q Z2
2 × Zq Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) Zq ⋊−1 Z4

q - - 1 -
2q - 1 1 1
4q 1 - - -

Tabla 4.14: Enumeración de brazas de tipo ćıclico de orden 4q
con q = 1 (mód 2) y q ̸= 1 (mód 4).

4.6.2. Brazas de tipo Z2
2 × Zq

En esta subsección, A denotará al grupo abeliano Z2
2 × Zq. Salvo conjugación,

AutA tiene un único subgrupo de orden 4 que resulta isomorfo a Z2 × Z2 y está
generado por

C =

(
1 1
0 1

)
y η = −1. Luego, tenemos tres posibles subgrupos de orden 2 salvo conjugación.

Podemos decir que son los subgrupos generados por Ciηj para algún par de
ı́ndices (i, j) ∈ {(1, 0), (1, 1), (0, 1).
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Lema 4.6.3. Si G es un subgrupo regular de Hol(A) entonces |π2(G)| ≠ 4.

Demostración. Por la discusión previa y el hecho de que A tiene un único subgrupo
de orden q, digamos ⟨ϵ⟩, entonces G tiene la siguiente presentación estándar:

G = ⟨ϵ, σaτ bC, σcτ dη⟩

para ciertos 0 ≤ a, b, c, d ≤ 1. Por las condiciones (K) (σaτ bC)2, [σaτ bC, σcτ dη] ∈ ⟨ϵ⟩
entonces tenemos que b = d = 0 y por lo tanto a, c ̸= 0. Finalmente, tenemos que
(σC)−

c
aσcη = C− c

aη ∈ G por lo cual G no es regular.

Proposición 4.6.4. Las brazas de orden 4q con | kerλ| = 2q son (Bi,j,+, ◦) para
(i, j) ∈ {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}, donden

m
l

+

xy
z

 =

n+ x
m+ y
l + z

 ,

n
m
l

 ◦

xy
z

 =

n+ (−1)ilx
m+ y + jlz

l + z


para todos 0 ≤ n, x ≤ q − 1 y 0 ≤ m, l, y, z ≤ 1. En particular,

(Bi,j, ◦) ∼=


Z2 × (Zq ⋊−1 Z2), si (i, j) = (1, 0),

Zq ⋊−1 Z4, si (i, j) = (1, 1),

Z4q, si (i, j) = (0, 1).

Demostración. Los grupos

Gi,j = ⟨σ, ϵ, τηiCj⟩ ∼=


Z2 × (Zq ⋊−1 Z2), si (i, j) = (1, 0),

Zq ⋊−1 Z4, si (i, j) = (1, 1),

Z4q, si (i, j) = (0, 1)

para (i, j) ∈ {(1, 0), (0, 1), (1, 1)} son regulares y no son conjugados entre śı puesto
que ni siquiera son isomorfos.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = 2 y el núcleo de orden 2q.
En este caso, tendrá la forma ⟨ϵ, v⟩ para cierto v ∈ ⟨σ, τ⟩.

Supongamos que π2(G) = ⟨η⟩. Como todo elemento de GL2(2) centraliza a η
podemos asumir v = σ salvo conjugación. Luego G es un conjugado de G1,0. Sea
B1,0 la braza asociada a G1,0. Como ⟨σ, ϵ⟩ ⊆ kerλ y ⟨τ⟩ ⊆ Fix(B1,0), tenemos que
B1,0 = kerλ+ Fix(B1,0). Luego, la fórmula se sigue del lema 4.1.2.

Para el caso π2(G) = ⟨C⟩, conjugando por elementos de NGL2(p)(C) podemos
suponer que v = σ, τ . La primera opción nos lleva a G0,1 y la segunda nos da la
presentación estándar

G = ⟨τ, ϵ, σC⟩.

La condición (K) nos lleva a una contradicción.
Si π2(G) = ⟨C, η⟩ podemos argumentar igual y llegamos a las fórmulas por el

mismo argumento del primer caso.
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La siguiente tabla resume los resultados de esta subsección.

kerλ Z4q Z2
2 × Zq Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) Zq ⋊−1 Z4

2q 1 - 1 1
4q - 1 - -

Tabla 4.15: Enumeración de las brazas de orden 4q de tipo Z2
2 × Zq.

4.7. Brazas de orden 4q con q = 1 (mód 4)

En esta sección consideramos las brazas de orden 4q con q = 1 (mód 4). Los
grupos no abelianos de orden 4q son los mismos de la sección 4.6 pero se agrega uno
extra:

Zq ⋊ξ Z4 = ⟨σ, τ |σ4 = τ q = 1, στσ−1 = τ ξ⟩

donde ξ es un elemento de orden 4 en Z×
q , [46, Proposition 2.1].

La siguiente tabla resume las brazas que obtendremos en esta sección.

+\◦ Z4q Z2
2 × Zq Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) Zq ⋊−1 Z4 Zq ⋊ξ Z4

Z4q 1 1 2 1 1
Z2

2 × Zq 1 1 1 1 1

Tabla 4.16: Enumeración de brazas de orden 4q con q = 1 (mód 4).

4.7.1. Brazas de tipo ćıclico

En esta subsección denotaremos por A al grupo ćıclico de orden 4q. El grupo de
automorfismos de A tiene orden 2(q − 1), por lo tanto el orden de la imagen por π2
de cualquier subgrupo regular divide a 4. El grupo Z×

q contiene un elemento ξ de
orden 4 pues q = 1 (mód 4) y claramente ξ2 = −1.

El subgrupo de AutA ∼= Z2 × Z×
q que contiene a los elementos de orden a lo

sumo 4 está generado por φ−1,1 y φ1,ξ y resulta isomorfo a Z2 × Z4. El subgrupo
de los elementos de orden 2 de AutA está generado por φ−1,1 y φ1,−1, por lo cual
es el mismo que consideramos en la subsección 4.6.1, y entonces las brazas con
| kerλ| = 2q son como en el lema 4.6.1.

Por otro lado, tenemos tres subgrupos de AutA de orden 4: ⟨φ1,−1, φ−1,1⟩, ⟨φ1,ξ⟩
y ⟨φ−1,ξ⟩.

Lema 4.7.1. Las brazas de orden 4q con | kerλ| = q son (Bi,+, ◦) para i = 1, 2
donde

B1 :

(
n
m

)
+

(
x
y

)
=

(
n+ x
m+ y

)
,

(
n
m

)
◦
(
x
y

)
=

(
n+ (−1)

m(m−1)
2 x

m+ (−1)my

)
,

B2 :

(
n
m

)
+

(
x
y

)
=

(
n+ x
m+ y

)
,

(
n
m

)
◦
(
x
y

)
=

(
n+ ξmx
m+ y

)
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para todos 0 ≤ n, x ≤ q− 1 y 0 ≤ m, y ≤ 3. En particular (B2,+, ◦) es una bi-braza
y tenemos

(B1, ◦) ∼= Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) y (B2, ◦) ∼= Zq ⋊ξ Z4.

Demostración. Los grupos

G1 = ⟨τ, σ2φ1,−1, σφ−1,1⟩ ∼= Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) y G2 = ⟨τ, σφ1,ξ⟩ ∼= Zq ⋊ξ Z4

son regulares y no son sonjugados entre śı dado que no son isomorfos. Sea G un
subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = 4. El grupo A tiene un único subgrupo
de orden q que está generado por τ . Tenemos tres casos.

Si π2(G) = ⟨φ1,−1, φ−1,1⟩, entonces aplicamos el lema 4.6.2 y conseguimos la
braza B1. Si π2(G) = ⟨φ1,ξ⟩ entonces una presentación estándar para G es G2, la
braza asociada es B2 y además B2 es una bi-braza gracias a la proposición 3.1.1. Si
π2(G) = ⟨φ−1,ξ⟩ entonces una presentación estándar para G es

G = ⟨τ, σφ−1,ξ⟩.

Como (σφ−1,ξ)
2 = φ2

−1,ξ = φ1,−1 ∈ G, entonces G no es regular por el lema 4.1.3.

La siguiente tabla resume las brazas obtenidas en esta subsección.

kerλ Z4q Z2
2 × Zq Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) Zq ⋊−1 Z4 Zq ⋊ξ Z4

q - - 1 - 1
2q - 1 1 1 -
4q 1 - - - -

Tabla 4.17: Enumeración de brazas de tipo ćıclico
de orden 4q con q = 1 (mód 4).

4.7.2. Brazas de tipo Z2
2 × Zq

En estas sección A denotará al grupo Z2
2 × Zq. Como en la subsección 4.6.2

consideramos el subgrupo de AutA ∼= GL2(2)×Z×
q que contiene a los elementos de

orden a lo sumo 4, que está generado por C y ξ. Este subgrupo es isomorfo a Z2×Z4

y tiene tres subgrupos de orden 4.
Si G es un subgrupo regular con |π2(G)| = 2 entonces se puede aplicar el lema

4.6.4.

Lema 4.7.2. La única braza de orden 4q con | kerλ| = q es (B,+, ◦) donden
m
l

+

xy
z

 =

n+ x
m+ y
l + z

 ,

n
m
l

 ◦

xy
z

 =

n+ ξ2m+lx
m+ y + lz

l + z


para todos 0 ≤ n, x ≤ q − 1 y 0 ≤ m, l, y, z ≤ 1. En particular, (B, ◦) ∼= Zq ⋊ξ Z4.
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Demostración. Si G es un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = 4 entonces
el núcleo está generado por ϵ. Si π2(G) = ⟨C, ξ2⟩, entonces aplicamos el mismo
argumento del lema 4.6.3 para llegar a una contradicción. Si π2(G) = ⟨ξ⟩ entonces
G tiene la siguiente presentación estándar

G = ⟨ϵ, σaτ bξ⟩.
Entonces (σaτ bξ)2 = ξ2 ∈ G y por lo tanto G no es regular. Si π2(G) = ⟨Cξ⟩ entonces
una presentación estándar de G es

G = ⟨ϵ, σaτ bCξ⟩ ∼= Zq ⋊ξ Z4.

Si b = 0 entonces (σaCξ)2 = ξ2 ∈ G y luego G no es regular. Entonces b = 1 y salvo
conjugación por C podemos suponer que a = 0. El grupo G es regular. Por lo tanto,
en la braza asociada B tenemos τ ◦ τ = τC(τ) = σ y entonces λσ = λ2τ = ξ2. Luego

λϵnσmτ l = λϵn◦σm◦τ l = λmσ λ
l
τ

pues l = 0, 1 y se sigue la fórmula.

La siguiente tabla resume las brazas obtenidas en esta subsección.

kerλ Z4q Z2
2 × Zq Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) Zq ⋊−1 Z4 Zq ⋊ξ Z4

q - - - - 1
2q 1 - 1 1 -
4q - 1 - - -

Tabla 4.18: Enumeración de brazas de tipo Z2
2 × Zq

de orden 4q con q = 1 (mód 4).

4.8. Brazas de orden p2q con p, q aritméticamente

independientes

Sean p, q dos números primos. Si no se cumple ninguna de las siguientes con-
gruencias:

p = 1 (mód q), p = −1 (mód q), q = 1 (mód p),

decimos que p y q son aritméticamente independientes . En tal caso, los únicos grupos
de orden p2q son los abelianos: Zp2q y Z2

p × Zq, [14, Proposition 21.17]. En ambos
casos, el orden del núcleo de λ de cualquier braza no trivial es pq. Aplicando los
teoremas 4.2.2 y 4.2.6 tenemos la siguiente tabla:

+\◦ Zp2q Z2
p × Zq

Zp2q 2 -
Z2

p × Zq - 2

Tabla 4.19: Enumeración de brazas de orden p2q
con p y q aritméticamente independientes.



Caṕıtulo 5

Brazas torcidas de orden p2q
Caso no abeliano

Como resumen de este caṕıtulo enumeramos la cantidad de brazas torcidas de
acuerdo con su estructura de grupo aditivo. En la tabla incluimos la referencia a la
sección correspondiente en la que se trata cada familia de brazas torcidas.

La clasificación de los grupos de orden p2q se puede encontrar en [14] y sus grupos
de automorfismos en [17].

Grupos Secciones

p = 1 (mód q) Zp2 ⋊t Zq 5.1.1
Gk 5.1.2, 5.1.3, 5.1.4, 5.1.5

p = −1 (mód q) GF 5.2

q = 1 (mód p), Zq ⋊r Zp2 5.3.1
q ̸= 1 (mód p2) Zp × (Zq ⋊r Zp) 5.3.2

q = 1 (mód p2) Zq ⋊hp Zp2 5.4.1
Zp × (Zq ⋊hp Zp) 5.4.2

Zq ⋊h Zp2 5.4.3

En cada sección recopilaremos la cantidad de brazas torcidas dando más detalles
de cada una.

Las brazas torcidas de tipo no abeliano de orden 2p2 fueron enumeradas por
Crespo por lo cual no incluimos las tablas correspondientes a este caso y referimos
al lector a [27, Section 5]. Si q = 1 (mód p) y q ̸= 1 (mód p2) hay 2 grupos no
abelianos siempre y cuando p2q ̸= 12. Si p2q = 12 hay 3 grupos. Como mencio-
namos anteriormente, las brazas torcidas de orden 12 están incluidas en la libreŕıa
YangBaxter de GAP, [69], por lo que omitiremos este caso especial.

En [41, Table 5.3] se puede encontrar la cantidad de brazas torcidas de orden
n ≤ 120 con algunas excepciones. Gracias a una mejora en el algoritmo para calcular
brazas torcidas, en [13] se pueden consultar varias tablas que recolectan la cantidad
de brazas torcidas de orden n ≤ 868 con algunas excepciones. De todas formas,

71
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ninguna de esas excepciones es de la forma p2q para primos distintos p, q. Toda esta
información se encuentra disponible en [69] y fue de gran valor a la hora de enumerar
las brazas torcidas que nos atañen en este y el anterior caṕıtulo. Todos los resultados
aqúı presentados coinciden con las tablas anteriormente mencionadas.

5.1. Brazas torcidas de orden p2q con p = 1 (mód q)

Sean p, q números primos impares tales que p = 1 (mód q). Recordemos que
estamos omitiendo el caso q = 2 pues ya fue cubierto por Crespo en [27]. Como
fijamos anteriormente, denotamos por g a un elemento fijo de orden q en Z×

p y por
t a un elemento fijo de orden q en Z×

p2 . Los grupos no abelianos de orden p2q son:

(i) Zp2 ⋊t Zq = ⟨σ, τ | σp2 = τ q = 1, τστ−1 = σt⟩.

(ii) Gk = ⟨σ, τ, ϵ |σp = τ p = ϵq = 1, ϵσϵ−1 = σg, ϵτϵ−1 = τ g
k⟩ ∼= Z2

p ⋊D1,k
Zq, para

cada k ∈ B.

Las tablas 5.1 y 5.2 resumen la enumeración de brazas torcidas de acuerdo a la
clase de isomorfismo de las estructuras aditiva y multiplicativa teniendo en cuenta
que los grupos Gk y Gk−1 son isomorofos si k ̸= 0.

En particular, si q = 3 tenemos B = {0, 1,−1} y 2−1 = 2 = −1 en Z×
3 . La

enumeración de brazas torcidas sufre una pequeña modificación debido a este hecho
por lo cual utilizamos una tabla diferente para el caso de orden 3p2.

+\◦ Zp2q Zp2 ⋊t Zq Z2
p × Zq Gs, s ̸= 0,±1, 2 G0 G−1 G1 G2

Zp2 ⋊t Zq 4 2(q − 1) - - - - - -
Gk, k ̸= 0,±1 - - 4 8(q + 1) 8(q + 1) 4(q + 1) 4(q − 1) 8(q + 1)

G0 - - 2 4q 4q 2q 2(q − 1) 4q
G−1 - - 3 4q + p+ 2 4q + p+ 2 3q + p− 1 2(q − 1) 4q + p+ 2
G1 - - 5 3(q + 2) 4(q + 1) 2(q + 1) 3q − 1 6q

Tabla 5.1: Enumeración de brazas torcidas de orden p2q según la clase de
isomorfismo de las estructuras aditiva y multiplicativa

para el caso p = 1 (mód q) y q > 3.

+\◦ Z3p2 Zp2 ⋊t Z3 Z2
p × Z3 G0 G−1 G1

Zp2 ⋊t Z3 4 4 - - - -
G0 - - 2 12 6 4
G−1 - - 3 p+ 14 p+ 8 4
G1 - - 5 16 10 8

Tabla 5.2: Enumeración de brazas torcidas de orden 3p2 según la clase de
isomorfismo de las estructuras aditiva y multiplicativa

donde p = 1 (mód 3).
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5.1.1. Brazas torcidas de tipo Zp2 ⋊t Zq

En esta sección denotamos por A al grupo Zp2⋊tZq. De acuerdo con la descripción
del grupo de automorfismos de los grupos de orden p2q que podemos encontrar
en [17, Theorem 3.4], tenemos que

ϕ : Hol(Zp2) = Zp2 ⋊ Z×
p2 −→ AutA, (i, j) 7→ φi,j =

{
τ 7→ σiτ,

σ 7→ σj

es un isomorfismo de grupos. En particular |AutA| = p3(p − 1). Luego, si G es
un subgrupo regular de Hol(A) entonces |π2(G)| ∈ {p, q, p2, pq, p2q}. Veamos que
|π2(G)| no puede ser igual a p.

Lema 5.1.1. Sea G un subgrupo regular de Hol(A). Entonces |π2(G)| ≠ p.

Demostración. Supongamos que G es un subgrupo de orden p2q de Hol(A) y que
|π2(G)| = p. Salvo conjugación podemos elegir los generadores de kerπ2|G para que
sean τ y σp. Por lo tanto la presentación estándar de G es

G = ⟨τ, σp, σaα⟩

donde α ∈ AutA es un automorfismo de orden p que satisface que α(τ) = σpbτ para
cierto 0 ≤ b ≤ p− 1. Por la condición (K) tenemos que

σaατα−1σ−a = σa(1−t)+pbτ ∈ ⟨σp, τ⟩.

Entonces a = 0 (mód p), es decir a = a′p.
Luego, (σp)−a′σa′pα = α ∈ G ∩ ({1} × AutA) y entonces G no es regular por el

lema 4.1.3.

Lema 5.1.2. Existe una única clase de conjugación de subgrupos regulares G de
Hol(A) con |π2(G)| = pq. Un representante es

H = ⟨σp, σφ0,p+1, τ
−1φ0,t⟩ ∼= Zp2q.

Demostración. De acuerdo con el lema 4.1.4(2) tenemos que ⟨σp, τ⟩ ⊆ π1(H) y
claramente σ ∈ π1(H). Luego |π1(H)| > pq y entonces |π1(H)| = |H| = p2q. Por el
lema 4.1.3, H es regular.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) que cumple que |π2(G)| = pq. Entonces
K = ker π2|G = ⟨σp⟩. Salvo conjugación, los subgrupos de orden pq de AutA son
⟨φp,1, φ0,t⟩ y ⟨φ0,t, φ0,p+1⟩.

En el primer caso, tenemos

G = ⟨σp, σaτ bφp,1, σ
cτ dφ0,t⟩.

Debemos verificar las condiciones (R). Los generadores de π2(G) satisfacen las rela-
ciones (φp,1)

p = 1 y φ0,tφp,1φ
−1
0,t = φt

p,1. Por lo tanto, tenemos

(σaτ bφp,1)
pK = σa

∑p−1
j=0 tbjτ bpK

(R)
= K
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y entonces b = 0. En consecuencia d ̸= 0 porque de otra manera, por el lema 4.1.4(1)
tendŕıamos que π1(G) ⊆ ⟨σ⟩. Más aún

(σcτ dφ0,t)σ
aφp,1

(
σcτ dφ0,t

)−1
K = σtd+1aφt

p,1K
(R)
= (σaφp,1)

tK = σtaφt
p,1K

y entonces a = pa′. Consecuentemente, σ−a′pσa′pφp,1 = φp,1 ∈ G y entonces G no es
regular, lo cual es una contradicción.

Sea π2(G) = ⟨φ0,t, φ0,p+1⟩. Entonces

G = ⟨σp, σaτ bφ0,p+1, σ
cτ dφ0,t⟩.

Los generadores de π2(G) satisfacen las relaciones

φq
0,t = φp

0,p+1 = [φ0,t, φ0,p+1] = 1.

Por las condiciones (R) tenemos que σaτ bφ0,p+1 y σcτ dφ0,t satisfacen las mismas
relaciones módulo K. Por consiguiente, como

(σaτ bφ0,p+1)
pK = σa

∑p−1
j=0 tbjτ bpK

(R)
= K,

(σaφ0,p+1)σ
cτ dφ0,tK = σa+cτ dφ0,p+1φ0,tK

(R)
= (σcτ dφ0,t)σ

aφ0,p+1K

= σtd+1a+cτ dφ0,p+1φ0,tK

entonces b = 0 y d = −1. Finalmente,

(σcτ−1φ0,t)
qK = σqcK

(R)
= K

y entonces c = 0 (mód p).
Si a = 0 (mód p), por el lema 4.1.4(2), tenemos π1(G) ⊆ ⟨σp, τ⟩ y entonces a ̸= 0

(mód p). Luego, G es un conjugado de H por φ0,a−1 .

Lema 5.1.3. Un conjunto de representantes de subgrupos regulares G de Hol(A)
con |π2(G)| = p2 está dado por

Gs = ⟨τ, σ
1

t−1φ1,(p+1)s⟩ ∼= Zp2q

para s = 0, 1.

Demostración. Los grupos G0 y G1 no son conjudados entre śı puesto que sus
imágenes por π2 no lo son. Aplicando el lema 4.1.3 y el lema 4.1.4 como lo hi-
cimos en el lema 5.1.2, podemos ver que los grupos Gs son regulares. En efec-

to, (σ
1

t−1φ1,(p+1)s)
p = σ

p
t−1φp,1 y φp,1(σ

p
t−1 ) = σ

p
t−1 . Por lo tanto, tenemos que

⟨τ, σp⟩ ⊆ π1(Gs) y σ
1

t−1 ∈ π1(Gs). Luego |π1(H)| = p2q y entonces H es regular.
Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = p2. Por el lema 4.1.1, el

p-subgrupo de Sylow del grupo multiplicativo de la braza torcida asociada a G es
ćıclico y en consecuencia también lo es π2(G). Los únicos subgrupos ćıclicos de orden
p2 de AutA salvo conjugación son ⟨φ1,(p+1)s⟩ para s = 0, 1. El orden del núcleo de
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π2 es q y entonces, en ambos casos podemos asumir que ker π2|G está generado por τ
salvo conjugación por un automorfismo del normalizador de π2(G). En consecuencia

G = ⟨τ, σbφ1,(p+1)s⟩

para cierto b ̸= 0. El grupo G tiene un q-subgrupo de Sylow normal y entonces es
abeliano, por lo tanto b = 1

t−1
.

El grupo
H1 = ⟨σ, φ1,1⟩ (5.1)

es normal en Hol(A).
Sea u un generador de Z×

p2 , entonces Hol(A)/H1 = ⟨τ, φ0,u⟩ ∼= Zq × Z×
p2 y en

particular es abeliano.

Lema 5.1.4. Las brazas torcidas de tipo A con | kerλ| = p2 son Bs = (A,+, ◦)
donde (Bs,+) = Zp2 ⋊t Zq y (Bs, ◦) = Zp2 ⋊t

s+1
s

Zq con 1 ≤ s ≤ q − 1.
En particular, Bs es una bi-braza y

(Bs, ◦) ∼=

{
Zp2q, si s = q − 1,

A, en otro caso.

Demostración. Consideremos los grupos

Gs = ⟨σ, τ sφ0,t⟩ ∼=

{
Zp2q, si s = q − 1,

A, en otro caso

para 1 ≤ s ≤ q−1. El subconjunto π1(Gs) contiene a ⟨σ⟩ y τ s y entonces |π1(G)| > p2

y además divide a p2q. Luego, π1(G) = A y por el lema 4.1.3 tenemos que Gs es
regular. Sea H1 el grupo definido en (5.1). Si Gs y Gs′ son conjugados entre śı,
entonces sus imágenes en el cociente Hol(A)/H1, que es abeliano, también lo son.
Entonces ⟨τ sφ0,t⟩ = ⟨τ s′φ0,t⟩ y se sigue que s = s′.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = q. El único subgrupo de
orden p2 de A es el único p-subgrupo de Sylow generado por σ y, salvo conjugación,
el único subgrupo de orden q de AutA está generado por φ0,t. Entonces

G = ⟨σ, τ sφ0,t⟩ = Gs

para cierto s ̸= 0.
Si Bs es la braza torcida asociada a Gs tenemos que ⟨σ⟩ ≤ kerλ y τ ∈ Fix(Bs).

Luego, usando el lema 4.1.2 tenemos que λσnτm = λ
σnτ

sm
s

= λmτs y entonces la
estructura multiplicativa de Bs viene dada por la fórmula(

x1
x2

)
◦
(
y1
y2

)
=

(
x1 + t

s+1
s

x2y1
x2 + y2

)
para todos 0 ≤ x1, y1 ≤ p2 − 1, 0 ≤ x2, y2 ≤ q − 1.

Luego, (Bs,+) = Zp2 ⋊tZq y (Bs, ◦) = Zp2 ⋊t
s+1
s

Zq y de acuerdo con el corolario

3.1.2, Bs es una bi-braza. Para calcular la clase de isomorfismo de (Bs, ◦) notemos
que es abeliano si y sólo si s = q − 1.
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Lema 5.1.5. Un conjunto de representantes de las clases de conjugación de los
subgrupos regulares G de Hol(A) con |π2(G)| = p2q es

Gd = ⟨σ
1

t−1φ1,1, τ
dφ0,t⟩ ∼= A

donde 1 ≤ d ≤ q − 1.

Demostración. Por el lema 4.1.4(2), ⟨σ, τ⟩ ⊆ π1(Gd) y entonces π1(Gd) = A. Por el
mismo argumento que usamos en el lema 5.1.4 podemos ver que no son conjugados
entre śı.

Sea G un subgrupo regular con |π2(G)| = p2q. Por el lema 4.1.1, el p-subgrupo de
Sylow del grupo multiplicativo de la braza torcida asociada a G es ćıclico y entonces
también lo es el p-subgrupo de Sylow de π2(G). Salvo conjugación podemos asumir
que π2(G) es ⟨φ1,1, φ0,t⟩ ∼= A, es decir

G = ⟨σaτ bφ1,1, σ
cτ dφ0,t⟩.

Por las condiciones (R) tenemos

(σaτ bφ1,1)
p2 = 1, (5.2)

(σcτ dφ0,t)
q = 1, (5.3)

(σcτ dφ0,t)σ
aτ bφ1,1(σ

cτ dφ0,t)
−1 = (σaτ bφ1,1)

t. (5.4)

la igualdad (5.2) implica que la misma relación es válida módulo H1 y entonces
b = 0. Si d = 0 entonces G no es regular por el lema 4.1.4(1). Por consiguiente d ̸= 0
y por (5.4) tenemos que a = 1

t−1
y entonces la presentación estándar de G es

G = ⟨σ
1

t−1φ1,1, σ
cτ dφ0,t⟩.

Si d = −1 entonces deducimos que c = 0 a partir de (5.3). De otra forma, G es

un conjugado de Gd por φn
1,1 donde n = c(t−1)

1−td+1 .

La siguiente tabla resume el contenido de esta subsección:

| kerλ| Zp2q Zp2 ⋊t Zq

1 - q − 1
p 1 -
q 2 -
p2 1 q − 2
p2q - 1

Tabla 5.3: Enumeración de las brazas torcidas
de tipo Zp2 ⋊t Zq para p = 1 (mód q).



5.1. ORDEN p2q CON p = 1 (mód q) 77

5.1.2. Brazas torcidas de tipo Gk para k ̸= 0,±1

En esta sección asumiremos que k ∈ B\{0, 1,−1} y por consiguiente que q > 3.
Recordemos una presentación del grupo Gk:

Gk = ⟨σ, τ, ϵ
∣∣ σp = τ p = ϵq = [σ, τ ] = 1, ϵσϵ−1 = σg, ϵτϵ−1 = τ g

k⟩ (5.5)

donde g es un elemento fijo de orden q en Z×
p como antes. Un automorfismo de Gk

está determinado por la imagen de los generadores, es decir por la restricción a ⟨σ, τ⟩
dada por una matriz y por la imagen de ϵ. De acuerdo con [17, Subsections 4.1, 4.3],
la función

ϕ : Z2
p ⋊ρ

(
Z×

p × Z×
p

)
−→ AutGk,

[(n,m), (a, b)] 7→ h =

h|⟨σ,τ⟩ =
[
a 0

0 b

]
,

ϵ 7→ σnτmϵ,

es un isomorfismo de grupos (la acción ρ se define como ρ(a, b)(n,m) = (an, bm)).
En particular, |AutGk| = p2(p− 1)2 y el único p-subgrupo de Sylow de AutGk está
generado por α1 = [(1, 0), (1, 1)] y α2 = [(0, 1), (1, 1)].

Sea G un subgrupo regular de Hol(Gk). Como p2q divide a |AutGk| debemos
tener en cuenta todos los casos posibles para el orden de π2(G).

En Hol(Gk) se cumple que

(σaτ bα1)ϵ(σ
aτ bα1)

−1 = σ1+(1−g)aτ (1−gk)bϵ, (5.6)

(σcτ dα2)ϵ(σ
cτ dϵα2)

−1 = σ(1−g)cτ 1+(1−gk)dϵ, (5.7)

para todos 0 ≤ a, b, c, d ≤ p− 1.

Lema 5.1.6. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
regulares G de Hol(Gk) con |π2(G)| = p está dado por

Hi = ⟨ϵ, τ, σ
1

g−1α1α
i
2⟩ ∼= G0, Ki = ⟨ϵ, σ, τ

1

gk−1αi
1α2⟩ ∼= G0,

con i = 0, 1.

Demostración. Salvo conjugación, los subgrupos de orden p de AutGk son ⟨α1⟩, ⟨α2⟩
y ⟨α1α2⟩. Los grupos del enunciado no son conjugados entre śı pues o bien sus
imágenes o bien sus núcleos con respecto a π2 no lo son. Cualquiera de ellos tiene la
forma

G = ⟨ϵ, u, vθ⟩

con θ(v) = v y Gk = ⟨ϵ, u, v⟩. Por el lema 4.1.4(2), π1(G) = Gk, es decir G es regular.
Sea G un subgrupo regular de Hol(Gk) con |π2(G)| = p. El núcleo de π2 tiene

orden pq y entonces contiene un elemento de orden q que será de la forma uϵ donde
u ∈ ⟨σ, τ⟩. El subgrupo L = ⟨α1, α2⟩ normaliza a π2(G) por lo cual podemos conjugar
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aG por un elemento conveniente de L y por (5.6) y (5.7) podemos suponer que u = 0.
Luego, el núcleo tiene la forma ⟨ϵ, v⟩ para cierto v ∈ ⟨σ, τ⟩. El p-subgrupo de Sylow
de ker π2 es normal y entonces v = σ o τ . Por lo tanto, el grupo G tiene la forma

G = ⟨ϵ, v, wθ⟩

donde θ ∈ {α1, α2, α1α2} y, o bien v = σ y 1 ̸= w ∈ ⟨τ⟩ o bien v = τ y 1 ̸= w ∈ ⟨σ⟩.
Por la condición (K) debemos verificar que

wθϵθ−1w−1 = wθ(ϵ)w−1 ∈ kerπ2|G.

Por (5.6) y (5.7) se sigue que G es Hi o Ki para algún i = 0, 1.

Lema 5.1.7. La única braza torcida de tipo Gk con | kerλ| = q es (B,+, ◦) donde
(B,+) = Z2

p ⋊D1,k
Zq yx1x2

x3

 ◦

y1y2
y3

 =

 x1g
y3 + y1g

x3

x2g
ky3 + y2g

kx3

x3 + y3

 .

para todos 0 ≤ x1, x2, y1, y2 ≤ p− 1 y 0 ≤ x3, y3 ≤ q − 1.
En particular, (B, ◦) ∼= Z2

p × Zq.

Demostración. De acuerdo con (5.6) y (5.7), el subgrupo

H = ⟨ϵ, σ
1

g−1α1, τ
1

gk−1α2⟩

es isomorfo a Z2
p × Zq y |π2(G)| = p2. Por el lema 4.1.4(2), π1(H) = ⟨ϵ, σ, τ⟩ y

entonces H es regular.
Sea G un subgrupo regular con |π2(G)| = p2. Entonces la imagen de π2 es el

único p-subgrupo de Sylow de AutGk. El núcleo es un subgrupo de orden q de G
y, por (5.6) y (5.7), podemos suponer que está generado por ϵ. El grupo G tiene la
presentación estándar

G = ⟨ϵ, σaτ bα1, σ
cτ dα2⟩

y es abeliano pues tiene un q-subgrupo de Sylow normal. Por (5.6) y (5.7) nueva-
mente, tenemos que b = c = 0, a = 1

g−1
y d = 1

gk−1
, es decir G = H.

Sea B la braza torcida asociada a H. Como ϵ ∈ kerλ y σ, τ ∈ Fix(B), por el
lema 4.1.2 podemos hallar la fórmula del enunciado para la operación ◦ de B.

El subgrupo
H2 = ⟨σ, τ, α1, α2⟩ ∼= Z4

p (5.8)

es normal en Hol(Gk). Sea µ un generador de Z×
p , entonces

Hol(Gk)/H2 = ⟨ϵ, [(0, 0), (1, µ)], [(0, 0), (µ, 1)]⟩ ∼= Zq × Z×
p × Z×

p .

En particular, es abeliano.
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En el grupo Hol(Gk) se cumple que

αn
1α

m
2 uϵ

dθα−m
2 α−n

1 = uσxn gd−1
g−1 α

(1−x)n
1 τ

ym gkd−1

gk−1 α
(1−y)m
2 ϵdθ, (Fk)

para u ∈ ⟨σ, τ⟩ y θ = [(0, 0), (x, y)].

Fijemos los elementos βs = [(0, 0), (g, gs)] y β̃ = [(0, 0), (1, g)] para 0 ≤ s ≤ q−1.

Proposición 5.1.8. Las brazas torcidas de tipo Gk con | kerλ| = p2 son (Ba,b,+, ◦)
donde (Ba,b,+) = Z2

p ⋊D1,k
Zq y

(Ba,b, ◦) = Z2
p ⋊Da+1,b+k

Zq
∼=


Z2

p × Zq, si a = q − 1, b = −k (mód q),

G0, si a = q − 1, b ̸= −k (mód q),

G b+k
a+1
, en otro caso,

para todos 0 ≤ a, b ≤ q−1 y (a, b) ̸= (0, 0). En particular, hay q2−1 brazas torcidas
de esta forma y todas ellas son bi-brazas.

Demostración. Los subgrupos

Ga,b = ⟨σ, τ, ϵβa
0 β̃

b⟩

son regulares. Si Ga,b y Gc,d son conjugados entonces también lo son sus proyecciones

al cociente Hol(Gk)/H2 que es abeliano. Entonces ⟨ϵβa
0 β̃

b⟩ = ⟨ϵβc
0β̃

d⟩ y se sigue que
(a, b) = (c, d).

Sea G un subgrupo regular de Hol(Gk) tal que |π2(G)| = q. Entonces el núcleo de
π2 es el único p-subgrupo de Sylow de Gk. Los elementos de orden q de AutGk son
de la forma αs

1α
t
2β

a
0 β̃

b donde s = 0 (resp. t = 0) siempre que a = 0 (resp. b = 0). Por
(Fk) para u = 1 y d = 0, salvo conjugación por un elemento de ⟨α1, α2⟩, podemos

suponer que π2(G) está generado por βa
0 β̃

b donde (a, b) ̸= (0, 0). Luego,

G = ⟨σ, τ, ϵnβa
0 β̃

b⟩

y entonces n ̸= 0 pues G es regular. Usando que (ϵnβa
0 β̃

b)n
−1

= ϵβan−1

0 β̃bn−1
podemos

concluir que G = Gan−1,bn−1 .
Sea Ba,b la braza torcida asociada al subgrupo regular Ga,b. Notemos que se

cumple que ϵ ∈ Fix(Ba,b) y σ, τ ∈ kerλ. Por lo tanto, pordemos aplicar el lema 4.1.2
y se sigue que x1x2

x3

 ◦

y1y2
y3

 =

x1 + g(a+1)x3y1
x2 + g(b+k)x3y2

x3 + y3

 (5.9)

para todos 0 ≤ x1, x2, y1, y2 ≤ p− 1, 0 ≤ x3, y3 ≤ q − 1.
Por lo tanto, (Ba,b,+) = Z2

p ⋊D1,k
Zq, (Ba,b, ◦) = Z2

p ⋊Da+1,b+k
Zq y las imágenes

de las dos acciones conmutan. Por la proposición 3.1.1 es una bi-braza.
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Para calcular los subgrupos regulares de Hol(Gk) cuya imagen por π2 tienen orden
pq o p2q debemos calcular las clases de conjugación de subgrupos de orden pq y p2q
de AutGk.

Lema 5.1.9. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
de AutGk de orden pq y orden p2q está dado por la siguiente tabla

Orden G Parámetros Clase

pq H1,s = ⟨α1, βs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1 Zp ⋊t Zq

H2,s = ⟨α2, βs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1 Zpq, si s = 0,

Zp ⋊t Zq, en otro caso.

Ki = ⟨αi, β̃⟩ i = 1, 2 Zpq, si i = 1,

Zp ⋊t Zq, si i = 2.

W = ⟨α1α2, β1⟩ - Zp ⋊t Zq

p2q Ts = ⟨α1, α2, βs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1 Gs

U = ⟨α1, α2, β̃⟩ - G0

Demostración. Sea G un subgrupo de orden pq de AutGk. Entonces G está generado
por un elemento de orden p y un elemento de orden q. Los elementos de orden p
pertenecen al subgrupo generado por α1 y α2 y, salvo conjugación, hay tres elementos
de orden p, digamos α1, α2, α1α2. Los elementos de orden q se pueden elegir de la
forma αn

1α
m
2 βs para s ̸= 0, αn

1β0 o αm
2 β̃.

Si el p-subgrupo de Sylow de G está generado por αi, i = 1, 2, usando que

[(a, b), (x, y)]αn
1α

m
2 βs[(a, b), (x, y)]

−1 = α
xn+(1−g)a
1 α

ym+(1−gs)b
2 βs, (5.10)

[(a, b), (x, y)]αm
2 β̃[(a, b), (x, y)]

−1 = α
ym+(1−g)b
2 β̃,

tenemos que G es un conjugado de Hi,s o de Ki. Si el p-subgrupo de Sylow de G
está generado por α1α2 entonces necesariamente el elemento de orden q es de la
forma αn

1α
m
2 β1, pues el p-subgrupo de Sylow debe ser normal. En este caso, entonces

G = ⟨α1α2, α
n
1α

m
2 β1⟩ = ⟨α1α2, α

n−m
1 β1⟩ y de acuerdo con (5.10), G es un conjugado

de W por una potencia adecuada de α1.
Si G es un subgrupo de orden p2q entonces G está generado por α1, α2 y un

elemento de orden q que podemos pensar que es βs para algún 0 ≤ s ≤ q − 1 o
bien β̃. Tales grupos no son conjugados puesto que sus restricciones a ⟨σ, τ⟩ no lo
son.

En lo que sigue utilizaremos la misma notación del lema 5.1.9 y la siguiente
fórmula:

(σaτ bϵcθ)n = σa
∑n−1

i=0 gi(c+x)

τa
∑n−1

i=0 gi(ck+y)

ϵncθn (Pk)

donde θ = [(0, 0), (gx, gy)].

Lema 5.1.10. Un conjunto de representantes de las clases de equivalencia de sub-
grupos regulares G de Hol(Gk) con |π2(G)| = pq está dado por la tabla 5.4 de la
página 81.
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π2(G) Subgrupos Parámetros Clase de isomorfismo #

H1,s H̃1,s,d = ⟨τ, σ
1

g−1α1, ϵ
dβs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1, Gdk+s q(q − 1)

1 ≤ d ≤ q − 1

Ĥ1,s = ⟨σ, τα1, ϵ
1−s
k βs⟩ 2 ≤ s ≤ q G k−s+1

k
q − 1

H1,s = ⟨στ, σ
1

g−1α1, ϵ
s−1
1−kβs⟩ 2 ≤ s ≤ q G s−k

1−k
q − 1

H2,s H̃2,s,d = ⟨σ, τ
1

gk−1α2, ϵ
dβs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1, Z2

p × Zq, si s = 0, d = −1, q(q − 1)

1 ≤ d ≤ q − 1 G0, si s ̸= 0, d = −1,

G s
d+1

, en otro caso.

Ĥ2,s = ⟨τ, σα2, ϵ
s−1βs⟩ 2 ≤ s ≤ q G0, si s = 0, q − 1

G s(k+1)−k
s

, en otro caso.

H2,s = ⟨στ, τ
1

gk−1α2, ϵ
s−1
1−kβs⟩ 2 ≤ s ≤ q G0 si s = 0, q − 1

G s−k
s(1−k)

, en otro caso.

K1 K̃1,d = ⟨τ, σ
1

g−1α1, ϵ
dβ̃⟩ 1 ≤ d ≤ q − 1 Z2

p × Zq si d = −k−1, q − 1

G0, en otro caso.

K̂1 = ⟨σ, τα1, ϵ
−k−1

β̃⟩ - G0 1

K1 = ⟨στ, σ
1

g−1α1, ϵ
1

1−k β̃⟩ - G0 1

K2 K̃2,d = ⟨σ, τ
1

gk−1α2, ϵ
dβ̃⟩ 1 ≤ d ≤ q − 1 Gd q − 1

K̂2 = ⟨τ, σα2, ϵβ̃⟩ - Gk+1 1

K2 = ⟨στ, τ
1

gk−1α2, ϵ
1

1−k β̃⟩ - G 1
1−k

1

W W̃d = ⟨σ, τ
1

gk−1α1α2, ϵ
dβ1⟩ 1 ≤ d ≤ q − 1 Gd+1 q − 1

Ŵd = ⟨τ, σ
1

g−1α1α2, ϵ
dβ1⟩ 1 ≤ d ≤ q − 1 Gdk+1 q − 1

Tabla 5.4: Representantes de subgrupos regulares del lema 5.1.10
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Demostración. Todos los subgrupos G de la tabla son de la forma

G = ⟨u,wδ, ϵch⟩, (5.11)

donde ⟨u,w⟩ = ⟨σ, τ⟩, δ ∈ ⟨α1, α2⟩, c ̸= 0, δ(u) = u, δ(w) = w, h(ϵ) = ϵ. Por el lema
4.1.4(2), tenemos que ⟨σ, τ⟩ ⊆ π1(G). Dado que ϵ

c ∈ π1(G), se tiene que |π1(G)| > p2

y en consecuencia π1(G) = Gk.
Un conjunto de representantes de las órbitas de los elementos de ⟨σ, τ⟩ por la

acción de AutGk está dado por {σ, τ, στ}. Por lo tanto, los subgrupos con la misma
imagen por π2 y que pertenecen a distintas filas de la tabla no son conjugados entre
śı puesto que sus núcleos con respecto a π2 no lo son.

Supongamos que dos grupos de la misma fila son conjugados entre śı. Luego, sus
proyecciones al cociente abeliano Hol(Gk)/H2 coinciden. Por lo tanto, de acuerdo
con (5.11), sus imágenes están generadas por ϵch y ϵdh respectivamente y de esto se
sigue que c = d.

Desarrollaremos el caso en el que la imagen por π2 es H1,s. Para los demás casos
se aplica la misma idea por lo que omitimos los cálculos.

Sea G un subgrupo regular de Hol(Gk) con π2(G) = H1,s. El núcleo de π2 es un
subgrupo de orden p de Gk y podemos fijarlo salvo por la acción del normalizador
de H1,s sobre los subgrupos de ⟨σ, τ⟩.

Como {[(0, 0), (a, b)] : 1 ≤ a, b ≤ p − 1} ≤ NAutGk
(H1,s), podemos suponer que

el núcleo está generado por σ, por τ o por στ . El grupo G tiene la forma

G = ⟨u, vϵbα1, wϵ
dβs⟩

donde u ∈ {σ, τ, στ} y v, w ∈ ⟨σ, τ⟩. Por la condición (R): (vϵbα1)
p ∈ kerπ2 = ⟨u⟩

tenemos que (vϵbα1)
pH2 = ϵbpH2 = H2 y entonces b = 0. Si d = 0 entonces de

acuerdo con el lema 4.1.4(1), π1(G) ⊆ ⟨σ, τ⟩ y por lo tanto G no es regular. Luego,
d ̸= 0. Por la condición (R): βsα1β

−1
s = αg

1 tenemos que

(wϵdβs)vα1(wϵ
dβs)

−1 = (vα1)
g = vgαg

1 (mód ⟨u⟩). (5.12)

(i) Supongamos que kerπ2|G = ⟨σ⟩. Entonces G tiene la presentación estándar

G = ⟨σ, τaα1, τ
cϵdβs⟩

para ciertos a, d ̸= 0 y, salvo conjugación por [(0, 0), (1, a−1)], podemos asumir que
a = 1. En consecuencia, G tiene la forma

G = ⟨σ, τα1, τ
cϵdβs⟩.

Por (5.12) tenemos

(τ cϵdβs)τα1(τ
cϵdβs)

−1 = σg gc−1
g−1 τ g

dk+s

αg
1 = τ gαg

1 (mód ⟨σ⟩) (5.13)

y se sigue que d = 1−s
k

y por lo tanto s ̸= 1. Si existe h ∈ AutGk que normaliza a

⟨σ, τα1⟩ y tal que hτ cϵ
1−s
k βsh

−1 ∈ Ĥ1,s, el grupo G es un conjugado de Ĥ1,s. Luego,
de acuerdo con (Fk) podemos elegir h como una potencia conveniente de α1.
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(ii) Supongamos ahora que ker π2|G = ⟨τ⟩. Entonces

G = ⟨τ, σaα1, σ
cϵdβs⟩

donde a, d ̸= 0. En forma análoga al caso anterior, la ecuación (5.12) implica que
a = 1

g−1
. Se cumple la relación (βs)

q = 1 y entonces (σcϵ−1βs)
q ∈ ⟨τ⟩. Por (Pk), si

d = −1 entonces (σcϵdβs)
q = σqc y por lo tanto c = 0. En caso contrario, por (Fk),

el grupo G es un conjugado de H̃1,s,d mediante una potencia adecuada de α1.
(iii) Supongamos, por último, que kerπ2|G = ⟨στ⟩. Entonces

G = ⟨στ, σaα1, σ
cϵdβs⟩.

En forma análoga al caso (ii) tenemos que a = 1
g−1

, d = s−1
1−k

̸= 0, s ̸= 1 y si d = −1

entonces c = 0. Si d ̸= −1, por (Fk) tenemos que G es un conjugado de H1,s por
una potencia adecuada de α1.

Lema 5.1.11. Un conjunto de representantes de clases de equivalencia de subgrupos
regulares G de Hol(Gk) con |π2(G)| = p2q está dado por la siguiente tabla:

π2(G) Subgrupos Parámetros Clase #

Ts T̃c,s = ⟨σ
1

g−1α1, τ
1

gk−1α2, ϵ
cβs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1 Gs q(q − 1)

1 ≤ c ≤ q − 1

T̂s = ⟨σ
1

g−1α1, στ
1

gk−1α2, ϵ
s−1βs⟩ 2 ≤ s ≤ q Gs q − 1

T s = ⟨τσ
1

g−1α1, τ
1

gk−1α2, ϵ
1−s
k βs⟩ 2 ≤ s ≤ q Gs q − 1

U Ũc = ⟨σ
1

g−1α1, τ
1

gk−1α2, ϵ
cβ̃⟩ 1 ≤ c ≤ q − 1 G0 q − 1

Û = ⟨τσ
1

g−1α1, τ
1

gk−1α2, ϵ
−k−1

β̃⟩ - G0 1

U = ⟨σ
1

g−1α1, τ
1

gk−1σα2, ϵβ̃⟩ - G0 1

Demostración. Los grupos que aparecen en diferentes filas de la tabla no son con-
jugados entre śı puesto que sus p-subgrupos de Sylow no lo son. Podemos aplicar
el mismo argumento del lema 5.1.10 para mostrar que los grupos de la tabla son
regulares y que los que pertenecen a una misma fila y comparten la misma imagen
por π2 no son conjugados entre śı (por ejemplo, si T̃c,s y T̃d,s son conjugados entonces
c = d).

Sea G un subgrupo regular de Hol(Gk) con π2(G) = Ts. Entonces

G = ⟨uϵaα1, vϵ
bα2, wϵ

cβs⟩

para ciertos u, v, w ∈ ⟨σ, τ⟩ y 0 ≤ a, b, c ≤ q − 1. Debemos verificar las condiciones
(R) para los generadores de G. Como

(uϵaα1)
p = (vϵbα2)

p (R)
= 1,
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entonces tenemos (uϵaα1)
pH2 = ϵaH2 = (vϵbα2)

pH2 = ϵbH2 y por lo tanto a = b = 0.
Si c = 0, por el lema 4.1.4(1), π1(G) ⊆ ⟨σ, τ⟩ y entonces G no es regular. En
consecuencia c ̸= 0 y

(wϵcβs)uα1(wϵ
cβs)

−1 (R)
= (uα1)

g = ugαg
1, (5.14)

(wϵcβs)vα2(wϵ
cβs)

−1 (R)
= (vα2)

gs = vg
s

αgs

2 . (5.15)

La ecuación (5.14) implica que u = σ
1

g−1 τn donde o bien n = 0 o bien c = k−1(1−s)
y por la ecuación (5.15) tenemos que v = σmτ

1

gk−1 donde o bien m = 0 o bien
c = s− 1. De la igualdad c = k−1(1− s) = s− 1 se deduce que k = −1 o s = 1. En
ambos casos tenemos c = 0, una contradicción.

En consecuencia, debemos considerar los siguientes casos:

(i) n = m = 0.

(ii) m = 0, c = k−1(1− s), n ̸= 0 y s ̸= 1.

(iii) n = 0, c = 1− s, n ̸= 0 y s ̸= 1.

Comencemos con (i):
Si n = m = 0 entonces

G = ⟨σ
1

g−1α1, τ
1

gk−1α2, σ
aτ bϵcβs⟩

para ciertos a, b. Sea h = αr
1α

t
2. Para conseguir hGh−1 = T̃c,s para algún r, t, basta

ver que hσaτ bϵcβsh
−1 ∈ T̃c,s. Por (Fk), esto es equivalente a que (r, t) sea una solución

del sistema lineal: {
r(gc+1 − 1) = a(1− g)

t(1− gck+s) = b(1− gk).

Por (Pk) y la condición (R): (σaτ bϵcβs)
q = 1, si c + 1 = 0 entonces a = 0 y si

ck + s = 0 entonces b = 0. Por lo tanto, el sistema admite solución para todos a, b.
(ii) Sea m = 0 y c = 1 − s. Salvo conjugación por el automorfismo dado por

h = [(0, 0), (n−1, 1)] podemos suponer que n = 1. En consecuencia G tiene la forma

G = ⟨τσ
1

g−1α1, τ
1

gk−1α2, σ
aτ bϵ

1−s
k βs⟩

para ciertos a, b. Sea (r, t) una solución del siguiente sistema lineal:{
r(g

1−s+k
k − 1) = a(1− g)

t(1− g) = b(1− gk) + r(1− gk)(1− g).

Tenemos (σaτ bϵ
1−s
k βs)

q = 1. Gracias a (Pk), si
1−s
k

+ 1 = 1−s+k
k

= 0 entonces a = 0.

Luego, el sistema admite solución para todos a, b y entonces αr
1α

t
2G(α

r
1α

t
2)

−1 = T̂s.
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(iii) Sea n = 0 y c = s − 1. Salvo conjugación por [(0, 0), (1,m−1)] podemos
asumir que m = 1, es decir

G = ⟨σ
1

g−1α1, στ
1

gk−1α2, σ
aτ bϵs−1βs⟩

para ciertos a, b. Sea (r, t) una solución del siguiente sistema de ecuaciones:{
r(gs − 1) = (1− gs)t+ (1− g)a

t(gsk−k+s − 1) = (1− gk)b.

Por la condición (σaτ bϵs−1βs)
q = 1 y la ecuación (Pk) tenemos que si sk− k+ s = 0

entonces b = 0 y si s = 0 entonces a = 0. En consecuencia, el sistema tiene solución
y αr

1α
t
2G(α

r
1α

t
2)

−1 = T s.
En forma análoga, podemos tratar el caso π2(G) = U . En este caso, G es un

conjugado de Ũc, Û o U .

Resumiendo el contenido de la subsección, tenemos la siguiente tabla:

| kerλ| Z2
p × Zq Gk Gs, s ̸= 0,±1, k G0 G−1 G1

1 - 2(q + 1) 2(q + 1) 2(q + 1) q + 1 q − 1
p 2 4(q + 2) 4(q + 2) 4(q + 1) 2(q + 2) 2(q − 1)
q 1 - - - - -
pq - - - 4 - -
p2 1 2q − 3 2(q − 1) 2(q − 1) q − 1 q − 1
p2q - 1 - - - -

Tabla 5.5: Enumeración de brazas torcidas de tipo Gk para p = 1 (mód q).

5.1.3. Brazas torcidas de tipo G0

Consideremos el grupo G0 cuya presentación es

G0 = ⟨σ, τ, ϵ | σp = τ p = ϵq = [σ, τ ] = [τ, ϵ] = 1, ϵσϵ−1 = σg⟩.

De acuerdo con la descripción de los automorfismos de G0 dada en [17, Theorems
3.1, 3.4], la función

ϕ : Zp ⋊ρ

(
Z×

p × Z×
p

)
−→ AutG0, [n, (a, b)] 7→ h =

h|⟨σ,τ⟩ =
[
a 0

0 b

]
ϵ 7→ σnϵ

donde ρ(a, b)(n) = an, es un isomorfismo de grupos.
En particular, |AutG0| = p(p− 1)2 y su p-subgrupo de Sylow está generado por

α = [1, (1, 1)].
Si G es un subgrupo regular de Hol(G0) entonces |π2(G)| divide a p2q y a |AutG0|,

luego divide a pq.
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En esta sección utilizaremos los mismos cálculos de la subsección 5.1.2, teniendo
en cuenta que en este caso el p-subgrupo de Sylow subgroup de AutG0 es ćıclico y
está generado por α.

Lema 5.1.12. Un conjunto de representantes de clases de equivalencia de subgrupos
regulares G de Hol(G0) con |π2(G)| = p es

H = ⟨ϵ, τ, σ
1

g−1α⟩ ∼= Z2
p × Zq, K = ⟨ϵ, σ, τα⟩ ∼= G0.

Demostración. Podemos razonar de la misma forma que en el lema 5.1.6 teniendo
en cuenta que los subgrupos de orden q de G0 están generados por elementos de la
forma σnϵ.
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El subgrupo

H3 = ⟨σ, τ, α⟩ (5.16)

es un subgrupo normal de Hol(G0) con Hol(G0)/H3
∼= Zq × Z×

p × Z×
p , se cumple la

fórmula (Pk) en Hol(G0) tomando k = 0 y también la fórmula

αnuϵdθα−n = uσxn gd−1
g−1 α(1−x)nϵdθ, (F0)

donde u ∈ ⟨σ, τ⟩ y θ = [(0, 0), (x, y)]. Luego, por el mismo argumento de la proposi-
ción 5.1.8, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 5.1.13. Las brazas torcidas de tipo G0 con | kerλ| = p2 son (Ba,b,+, ◦),
donde (Ba,b,+) = Z2

p ⋊D1,0 Zq y

(Ba,b, ◦) = Z2
p ⋊Da+1,b

Zq
∼=


Z2

p × Zq, si a = q − 1, b = 0,

G0, si a = q − 1, b ̸= 0,

G b
a+1
, en otro caso,

para 0 ≤ a, b ≤ q − 1 y (a, b) ̸= (0, 0). En particular, hay q2 − 1 brazas torcidas bajo
estas condiciones y todas ellas son bi-brazas.

En forma análoga al lema 5.1.9 obtenemos el siguiente conjunto de representantes
de clases de conjugación de subgrupos de orden pq de AutG0:

Hs = ⟨α, βs⟩, K = ⟨α, β̃⟩

donde βs = [0, (g, gs)], 0 ≤ s ≤ q − 1 y β̃ = [0, (1, g)].

Lema 5.1.14. Un conjunto de representantes de subgrupos regulares G de Hol(G0)
con |π2(G)| = pq está dado por la siguiente tabla:

π2(G) Subgrupos Clase Parámetros #

Hs H̃s,c = ⟨τ, σ
1

g−1α, ϵcβs⟩ Gs 0 ≤ s ≤ q − 1, q(q − 1)

1 ≤ c ≤ q − 1

Ĥs = ⟨στ, σ
1

g−1α, ϵs−1βs⟩ Gs 2 ≤ s ≤ q q − 1

H1 H1,c = ⟨σ, τα, ϵcβ1⟩ Gc+1 1 ≤ c ≤ q − 1 q − 1

K K̃c = ⟨τ, σ
1

g−1α, ϵcβ̃⟩ G0 1 ≤ c ≤ q − 1 q − 1

K̂ = ⟨στ, σ
1

g−1α, ϵβ̃⟩ G0 - 1
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Demostración. Por el mismo argumento del lema 5.1.10 podemos mostrar que los
grupos de la tabla son regulares y que no son conjugados entre śı (en este caso,
utilizaremos al grupo H3 de (5.16)). Para ver que los grupos de la tabla forman un
conjunto de representantes, podemos utilizar los mismos cálculos del lema 5.1.10
para los grupos cuya imagen por π2 sea ⟨α, βs⟩ o ⟨α, β̃⟩.

Si suponemos que π2(G) = Hs y ker π2|G = ⟨σ⟩ la condición (R): (5.13) implica
que s = 1. Para los demás casos podemos tomar k = 0 y utilizar los mismos cálculos.

Si suponemos que π2(G) = K y ker π2|G = ⟨σ⟩ entonces

G = ⟨σ, τaα, τ bϵcβ̃⟩

y por la misma condición tenemos que a = 0, es decir G no es regular. Los demás
casos no sufren ninguna modificación.

Más aún, podemos usar (F0) en lugar de (Fk) para mostrar que cualquier sub-
grupo regular G es un conjugado de alguno de la tabla utilizando una potencia
adecuada de α.

Observación 5.1.15. Una braza torcida B es un producto directo si y sólo si existen
ideales I, J de B tales que I + J = B y I ∩ J = 0. El producto directo de una braza
torcida de orden p2 y de una de orden q es de tipo no abeliano. A continuación,
mostramos las brazas torcidas de tipo G0 que son productos directos de la braza
trivial de orden p y una braza torcida de orden pq. Como G0 es un producto directo
de Zp y Zp ⋊g Zq sólo debemos considerar las brazas torcidas de orden pq con
estructura aditiva no abeliana. Gracias a la clasificación del caṕıtulo 3, hay 2q − 1
brazas torcidas no triviales de las requeridas. Luego, debemos mostrar 2q−1 brazas
torcidas que sean productos directos:

(i) Las brazas torcidas Ba,0 con a ̸= 0 de la proposición 5.1.13 son productos
directos de la braza trivial de orden p y de una braza torcida de orden pq con
| kerλ| = p.

(ii) La braza torcida asociada al grupo H del lema 5.1.12 es un producto directo
de la braza trivial de orden p y de la única braza de orden pq con | kerλ| = q.

(iii) Las brazas torcidas asociadas a T̃0,c con c ̸= 0 del lema 5.1.14 son productos
directos de la braza trivial de orden p y de una braza torcida de orden pq con
| kerλ| = 1.

El contenido de esta subsección queda resumido en la siguiente tabla:

| kerλ| Z2
p × Zq Gk, k ∈ B \ {0,±1} G0 G−1 G1

p - 2(q + 1) 2q + 1 q + 1 q − 1
pq 1 - 1 - -
p2 1 2(q − 1) 2q − 3 q − 1 q − 1
p2q - - 1 - -

Tabla 5.6: Enumeración de brazas torcidas de tipo G0 para p = 1 (mód q).
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5.1.4. Brazas torcidas de tipo G−1

Consideremos el grupo G−1 cuya presentación es

G−1 = ⟨σ, τ, ϵ | σp = τ p = ϵq = [σ, τ ] = 1, ϵσϵ−1 = σg, ϵτϵ−1 = τ g
−1⟩.

Sea
G =

(
Z2
p ⋊ρ (Z×

p × Z×
p )
)
⋊ρ′ Z2

donde ρ(a, b)(n,m) = (an, bm), ρ′(1)[(n,m), (a, b)] = [(−gm,−g−1n), (b, a)] para
todos 0 ≤ a, b, n,m ≤ p− 1.

De acuerdo con [17, Subsections 4.1, 4.3], la función

ϕ : G −→ AutG−1, [(n,m), (a, b), i] 7→ h =

{
h|⟨σ,τ⟩ = Hi(a, b),

ϵ 7→ σnτmϵ(−1)i ,

donde

H0(a, b) =

[
a 0
0 b

]
, H1(a, b) =

[
0 a
b 0

]
,

es un isomorfismo. La función

ν : AutG−1 −→ Z2, [(n,m), (a, b), i] 7→ i

es un morfismo de grupos y el grupo AutG−1 está generado por AutG−1
+ = ker ν y

por la involución ψ = [(0, 0), (1, 1), 1], definida por

ψ =
{
σ 7→ τ, τ 7→ σ, ϵ 7→ ϵ−1. (5.17)

Notemos que AutG−1
+ ∼= AutGk para k ̸= 0,±1 y contiene al p-subgrupo de

Sylow de AutG−1, generado por α1 = [(1, 0), (1, 1), 0] y α2 = [(0, 1), (1, 1), 0], y los
elementos de orden impar de AutG−1. Como p > 2, entonces π2(G) ≤ AutG−1

+ y
G ≤ G−1 ⋊ AutG−1

+ ≤ Hol(G−1) para todo subgrupo regular G ≤ Hol(G−1). Sin
embargo, las clases de conjugación de subgrupos regulares pueden ser diferentes,
pues debemos tener en cuenta la conjugación por ψ.

En algunos casos, los cálculos para hallar las clases de conjugación se pueden
copiar de la subsección 5.1.2 tomando k = −1, como en el siguiente caso que se
sigue directamente del lema 5.1.7.

Lema 5.1.16. La única braza torcida de tipo G−1 con | kerλ| = q es (B,+, ◦) donde
(B,+) = Z2

p ⋊D1,−1 Zq yx1x2
x3

 ◦

y1y2
y3

 =

 x1g
y3 + y1g

x3

x2g
−y3 + y2g

−x3

x3 + y3


para todos 0 ≤ x1, x2, y1, y2 ≤ p− 1 y 0 ≤ x3, y3 ≤ q − 1.

En particular, (B, ◦) ∼= Z2
p × Zq.
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Las demostraciones del lema 5.1.6, la proposición 5.1.8, el lema 5.1.9 y el lema
5.1.10 sólo dependen de la condición k ̸= 0, 1 por lo cual podemos utilizar estos
resultados en las demostraciones siguientes. Notemos además que el subgrupo

H4 = ⟨σ, τ, α1, α2⟩

es un subgrupo normal de Hol(G−1) y tomando k = −1 en (Fk) obtenemos una
fórmula válida en Hol(G−1).

Lema 5.1.17. Un conjunto de representantes de subgrupos regulares G de Hol(G−1)
con |π2(G)| = p es

Hi = ⟨ϵ, τ, σ
1

g−1α1α
i
2⟩ ∼= G0

para i = 0, 1.

Demostración. Los grupos H0 y H1 no son conjugados entre śı pues sus imágenes
por π2 no lo son. Razonando como en el lema 5.1.6 podemos ver que todo subgrupo
regular de Hol(G−1) con |π2(G)| = p es un conjugado de los grupos Hi, Ki para
i = 0, 1 que se definen tomando k = −1 en los grupos del lema 5.1.6. Es fácil ver
que H0 es un conjugado de K0 por el automorfismo ψ y que H1 es un conjugado de
K1 por el automorfismo [(0, 0), (g2, 1), 0].

Fijemos los automorfismos β̃ = [(0, 0), (1, g), 0] y βs = [(0, 0), (g, gs), 0] para
0 ≤ s ≤ q − 1.

Proposición 5.1.18. Las brazas torcidas de tipo G−1 con | kerλ| = p2 están dadas
por (Ba,b,+, ◦) donde (Ba,b,+) = Z2

p ⋊D1,−1 Zq y

(Ba,b, ◦) = Z2
p ⋊Da+1,b−1

Zq
∼=


Z2

p × Zq, si a = q − 1, b = 1,

G0, si a = q − 1, b ̸= 1,

G b−1
a+1
, en caso contrario,

para 0 ≤ a, b ≤ q − 1 y (a, b) ̸= (0, 0). En particular, son bi-brazas y Ba,b
∼= Bc,d si

y sólo si (c, d) = (−b,−a) y entonces tenemos (q−1)(q+2)
2

brazas torcidas con estas
condiciones.

Demostración. Sea G un subgrupo regular de Hol(G−1) tal que |π2(G)| = q. Argu-
mentando como en la proposición 5.1.8 podemos mostrar que todo grupo G es un
conjugado de algún subgrupo

Ga,b = ⟨σ, τ, ϵβa
0 β̃

b⟩

por un elemento de AutG−1
+. Como ψGa,bψ = G−b,−a, los grupos de la forma Ga,−a

son normalizados por ψ y las demás órbitas son de tamaño 2. Por lo tanto, hay

q − 1 +
q(q − 1)

2
=

(q − 1)(q + 2)

2

órbitas bajo la acción de ψ. La afirmación acerca de la estructura de las brazas
torcidas asociadas se sigue del mismo argumento que utilizamos en la proposición
5.1.8.
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Lema 5.1.19. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
de AutG−1 de orden pq y p2q está dado en la siguiente tabla:

Orden G Parámetros Clase de isomorfismo

pq H1,s = ⟨α1, βs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1 Zp ⋊g Zq

H2,0 = ⟨α2, β0⟩ - Zpq

W = ⟨α1α2, β1⟩ - Zp ⋊g Zq

p2q Ts = ⟨α1, α2, βs⟩ ∼= Gs s ∈ B Gs

donde B es el conjunto de la observación 4.2.5.

Demostración. Los subgrupos de orden pq de AutG−1
+ salvo conjugación por ele-

mentos de AutG−1
+ son los del lema 5.1.9. Debemos calcular las órbitas de tales

grupos bajo la acción de conjugación por ψ. Es fácil ver que

ψH1,sψ = H2,s−1 y ψTsψ = Ts−1 para s ̸= 0;

ψH1,0ψ = K2, ψH2,0ψ = K1 y ψUψ = T0;

ψWψ = ⟨α−g
1 α−g−1

2 , β1⟩ no es conjugado de ningún otro grupo de la tabla pues
sus p-subgrupos de Sylow no son conjugados.

Lema 5.1.20. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
regulares G de Hol(G−1) con |π2(G)| = pq está dado por la siguiente tabla:

π2(G) Subgrupos Parámetros Clase #

H1,s H̃1,s,d = ⟨τ, σ
1

g−1α1, ϵ
dβs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1, Gs−d q(q − 1)

1 ≤ d ≤ q − 1

Ĥs = ⟨σ, τα1, ϵ
s−1βs⟩ 2 ≤ s ≤ q Gs q − 1

Hs = ⟨στ, σ
1

g−1α1, ϵ
s−1
2 βs⟩ 2 ≤ s ≤ q G s+1

2
q − 1

H2,0 H̃2,0,d = ⟨σ, τ
1

g−1−1α2, ϵ
dβ0⟩ 1 ≤ d ≤ q − 1 Z2

p × Zq, si d = −1 q − 1

G0, en otro caso

Ĥ2,0 = ⟨τ, σα2, ϵ
−1β0⟩ - G0 1

H2,0 = ⟨στ, τ
1

g−1−1α2, ϵ
− 1

2β0⟩ - G0 1

W W̃d = ⟨σ, τ
1

g−1−1α1α2, ϵ
dβ1⟩ 1 ≤ d ≤ q − 1 Gd+1 q − 1

Demostración. Sea G un subgrupo regular de Hol(G−1) con π2(G) = Hi,s con s, i
como en el lema 5.1.19. Por los mismos cálculos del lema 5.1.10 podemos mostrar
que G es un conjugado por algún elemento de AutG−1

+ de alguno de los grupos de
la tabla con la misma imagen por π2. Tales grupos no son conjugados. De hecho, si
π2(G) ̸= W , entonces su normalizador está contenido en AutG−1

+ ∼= AutGk para
k ̸= 0,±1 y entonces podemos probar que los grupos correspondientes de la tabla
no son conjugados como lo hicimos en el lema 5.1.10.
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Si π2(G) = W , los grupos con π2(G) = W son conjugados de W̃d para algún

d ̸= 0 mediante algún elemento de AutG−1
+. Si W̃c y Ŵd son conjugados en AutG−1

por hψ para algún h ∈ AutG−1
+ entonces sus imágenes módulo el subgrupo H4

también lo son. Por lo tanto, tenemos

hψϵcβ1ψh
−1H4 = ϵ−cβ1H4 ∈ ⟨ϵdβ1H4⟩,

y entonces c = −d. Se puede ver que los grupos W̃d y Ŵ−d son conjugados por
[(0, 0), (1, g2), 0].

En consecuencia, la tabla presenta un conjunto de representantes de subgrupos
regulares con las propiedades deseadas.

Lema 5.1.21. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
regulares G de Hol(G−1) con |π2(G)| = p2q está dado por la siguiente tabla:

π2(G) Subgrupos Clase Parámetros #

Ts T̃d,s = ⟨σ
1

g−1α1, τ
1

g−1−1α2, ϵ
dβs⟩ Gs s ∈ B \ {1}, q2−1

2

1 ≤ d ≤ q − 1

T̂m,s = ⟨τσ
1

g−1α1, σ
mτ

1
g−1−1α2, ϵ

s−1βs⟩ Gs s ∈ B \ {1,−1}, (p−1)(q−1)
2

0 ≤ m ≤ p− 1,

m ̸= − g
(g−1)2

(mód p)

T s = ⟨σ
1

g−1α1, στ
1

g−1−1α2, ϵ
s−1βs⟩ Gs s ∈ B \ {1,−1} q−1

2

T1 T̃d,1 = ⟨σ
1

g−1α1, τ
1

g−1−1α2, ϵ
dβ1⟩ G1 d ∈ A q−1

2

T−1 T̂c,−1 = ⟨τσ
1

g−1α1, σ
nτ

1
g−1−1α2, ϵ

−2β−1⟩ G−1 0 ≤ n ≤ p− 1 p− 1
n ̸= − g

(g−1)2
(mód p)

donde A ⊆ Z×
q contiene a un solo elemento de cada pareja d y −d para todo d ∈ Z×

q .

Demostración. Usando el mismo argumento del lema 5.1.10 podemos mostrar que
los grupos de la tabla son regulares. Veamos que los grupos con la misma imagen
por π2 en la tabla no son conjugados entre śı. Sea δ = hψ para h ∈ AutG−1

+.

Si π2(G) = Ts y s ̸= ±1 entonces NAutG1(Ts) = AutG−1
+. Luego, los grupos

de diferentes filas y los de la familia T̂m,s no son conjugados entre śı pues sus
p-subgrupos de Sylow no son conjugados por elementos de AutG−1

+.

Si s = 1 entonces T1 es normal en AutG−1 y

δϵcβ1δ
−1H4 = ψϵcβ1ψH4 = ϵ−cβ1H4.

Luego, si T̃d,1 y T̃c,1 son conjugados por δ entonces necesariamente c = −d.

Si s = −1 entonces T−1 es normal en AutG−1 y

δϵcβ−1δ
−1H4 = ψϵ−cβ−1ψH4 = ϵ−cβ−1

−1H4.

Si T̃c,−1 y T̃d,−1 son conjugados por δ entonces c = d. Los grupos T̃c,−1 y T̂n,−1

no son conjugados pues sus p-subgrupos de Sylow no lo son.
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Sea G un subgrupo regular de Hol(G−1). De acuerdo con el lema 5.1.19 podemos
asumir que π2(G) = Ts para s ∈ B. Gracias a los mismos cálculos que hicimos al
principio del lema 5.1.11, donde tomamos k = −1, tenemos que

G = ⟨σ
1

g−1 τnα1, σ
mτ

1
g−1−1α2, wϵ

cβs⟩

para c ̸= 0 y algún w ∈ ⟨σ, τ⟩. Debemos discutir dos casos:

n = m = 0;

(n,m) ̸= (0, 0), c = s− 1 y entonces s ̸= 1.

En el segundo caso, si n = 0 podemos fijar m = 1 utilizando la conjugación por
[(0, 0), (m−1,m−1), 0]; en otro caso podemos fijar n = 1 utilizando la conjugación
por [(0, 0), (n−1, n−1), 0]. Luego, redujimos los casos a (n,m) = (0, 1) o n = 1 y

0 ≤ m ≤ p − 1. Si n = 1 entonces los elementos τσ
1

g−1 y σmτ
1

g−1−1 deben ser
linealmente independientes, es decir

det

[ 1
g−1

m

1 1
g−1−1

]
= − g

(g − 1)2
−m ̸= 0 (mód p).

En ambos casos, salvo conjugación por un elemento de ⟨α1, α2⟩ (utilizando (Fk)
con k = −1) podemos suponer que w = 1 y entonces los subgrupos regulares se
identifican con los parámetros (s, c, n,m).

Los grupos identificados con (1, c, 0, 0) y (1,−c, 0, 0) son conjugados por ψ. Los
grupos identificados con (−1,−2, 0, 1) y (−1,−2, 1, 0) son conjugados entre śı por
[(0, 0), (1,−g), 0]ψ. En consecuencia, G es un conjugado de alguno de los grupos de
la tabla.

Resumimos el contenido de esta subsección en la siguiente tabla:

| kerλ| Z2
p × Zq Gk G0 G−1 G1

1 - p+ q − 1 p+ q − 1 p+ q − 2 q−1
2

p 1 2(q + 2) 2(q + 1) q + 2 q − 1
q 1 - - - -
pq - - 2 - -
p2 1 q − 1 q − 1 q − 2 q−1

2

p2q - - - 1 -

Tabla 5.7: Enumeración de las brazas torcidas de tipo G−1 para p = 1 (mód q).

5.1.5. Brazas torcidas de tipo G1

Una presentación del grupo G1 es la siguiente

G1 = ⟨σ, τ, ϵ | σp = τ p = ϵq = [σ, τ ] = 1, ϵσϵ−1 = σg, ϵτϵ−1 = τ g⟩.
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Por [17, Subsections 4.1, 4.2], la función

ϕ : Z2
p ⋊GL2(p) −→ AutG1, [(n,m), H] 7→ h =

{
h|⟨σ,τ⟩ = H,

ϵ 7→ σnτmϵ

es un isomorfismo de grupos.
En particular, |AutG1| = p3(p − 1)2(p + 1) y tenemos que un p-subgrupo de

Sylow de AutG1 está generado por α1 = [(1, 0), Id], α2 = [(0, 1), Id], γ = [(0, 0), C],
donde C es la matriz definida en la observación 4.2.5. Además, α1 y α2 generan un
subgrupo normal en AutG1.

Notemos que para k ̸= 0,−1 la función

ι : AutGk −→ AutG1, [(n,m), (a, b)] 7→
[
(n,m),

[
a 0
0 b

]]
es un monomorfismo de grupos. Más aún, la fórmula (Fk) con k = 1 es válida en
Hol(G1).

El procedimiento para verificar regularidad de un subgrupo es el mismo que
utilizamos hasta ahora por lo cual comenzaremos a omitir la estrategia a partir de
ahora salvo en los casos en que sea necesario.

Vamos a utilizar las fórmulas

α2γα
−1α−1

2 = α−1
1 γ, (5.18)

(τaαb
2γ)

n = σ
an(n−1)

2 τanα
bn(n−1)

2
1 αbn

2 γ
n (5.19)

para a, b, n ∈ Z.

Lema 5.1.22. Un conjunto de representantes de clases de equivalencia de subgrupos
regulares G de Hol(G1) con |π2(G)| = p es

H = ⟨ϵ, τ, σ
1

g−1α1⟩ ∼= G0, W = ⟨ϵ, σ, τ
1

g−1α2γ⟩ ∼= G0.

Demostración. Salvo conjugación, los subgrupos de orden p de AutG1 son ⟨α1⟩,
⟨αi

2γ⟩ para i = 1, 2. Por lo tanto, H y W no son conjugados.
Si π2(G) = ⟨α1⟩, por el mismo argumento del lema 5.1.6 podemos mostrar que

G es un conjugado de H.
Sea G un subgrupo regular de Hol(G1) con π2(G) = ⟨αi

2γ⟩ para i = 0, 1. Entonces
K = ker π2|G contiene un elemento de orden q y entonces, salvo conjugación por una
potencia de α1, podemos asumir que K está generado por un elemento de la forma
τnϵ y por algún v ∈ ⟨σ, τ⟩. Luego, G tiene la siguiente presentación estándar:

G = ⟨τnϵ, v, uαi
2γ⟩

donde u, v ∈ ⟨σ, τ⟩. Como el p-subgrupo de Sylow de K es caracteŕıstico en K y K
es normal en G entonces ⟨v⟩ es normal en G. Luego

wαi
2γ(u)w

−1 = γ(u) ∈ ⟨u⟩.
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En consecuencia, podemos asumir que u = σ y entonces u = τ c para c ̸= 0. Por la
condición (K), tenemos

τ cαi
2γτ

nϵγ−1α−i
2 τ

−c = σnτ (1−g)c+i+nϵ ∈ K.

Luego, (1−g)c+i = 0. Si i = 0 entonces c = 0 y en consecuencia G no es regular. Por
lo tanto, i = 1 y c = 1

g−1
. Por último, usando (5.18), tenemos que G es conjugado

de W por α−n
2 γ−n.

Lema 5.1.23. Un conjunto de representantes de clases de equivalencia de subgrupos
regulares G de Hol(G1) con |π2(G)| = p2 es

Hi = ⟨ϵ, σ
1

g−1α1, τ
1

g−1α2γ
i⟩ ∼= Z2

p × Zq

para i = 0, 1.

Demostración. Los subgrupos de AutG1 de orden p
2 son ⟨α1, α2⟩, ⟨α1, γ⟩ y ⟨α1, α2γ⟩,

salvo conjugación. Entonces, los grupos del enunciado no son conjugados entre śı
pues sus imágenes por π2 no lo son.

Sea G un subgrupo regular de Hol(G1) tal que |π2(G)| = p2. El núcleo de π2
es el único q-subgrupo de Sylow de G por lo cual G es abeliano. Más aún, salvo
conjugación por el normalizador de π2(G) podemos suponer que está generado por
ϵ.

Si π2(G) = ⟨α1, α2⟩ entonces G es un conjugado de H0 por un elemento de
ι(AutGk) ≤ AutG1 (véase el lema 5.1.7). En caso contrario, tenemos que

G = ⟨ϵ, uα1, vα
i
2γ⟩

para ciertos u, v ∈ ⟨σ, τ⟩. Dado que G es abeliano se sigue que u = σ
1

g−1 y v = τ
i

g−1

por (5.18). Como v ̸= 1 entonces i = 1 y por lo tanto G = H1.

Utilizando la misma notación de la observación 4.2.5 definimos β̃ = [(0, 0),D0,1]
y βs = [(0, 0),D1,s] para 1 ≤ s ≤ q − 1.

Proposición 5.1.24. Las brazas torcidas de tipo G1 con | kerλ| = p2 son (Ba,b,+, ◦)
donde (Ba,b,+) = Z2

p ⋊D1,1 Zq y

(Ba,b, ◦) = Z2
p ⋊Da+1,b+1

Zq
∼=


Z2

p × Zq, si a = b = q − 1,

G0, si a = q − 1, b ̸= q − 1,

G b+1
a+1
, caso contrario,

para 0 ≤ a, b ≤ q− 1 y (a, b) ̸= (0, 0). Más aún, son bi-brazas y Ba,b
∼= Bc,d si y sólo

si (c, d) = (b, a) y entonces hay (q−1)(q+2)
2

de tales brazas torcidas.

Demostración. Sea G un subgrupo regular de Hol(G1) tal que |π2(G)| = q. Por la
observación 4.2.5 tenemos que, salvo conjugación, un elemento de orden q de GL2(p)
es una matriz diagonal cuyas entradas son potencias de g. Argumentando como en
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la proposición 5.1.8, también en este caso podemos mostrar que G es un conjugado
de algún subgrupo de la forma

Ga,b = ⟨σ, τ, ϵβa
0 β̃

b⟩.

Luego Ga,b y Gc,d son conjugados por h ∈ AutG1 si y sólo si

h(ϵ)hβa
0 β̃

bh−1 = ϵhβa
0 β̃

bh−1 = ϵβc
0β̃

d (mód ⟨σ, τ⟩),

es decir, βa
0 β̃

b|⟨σ,τ⟩ = Da,b y β
c
0β̃

d|⟨σ,τ⟩ = Dc,d son conjugados.

Además, o bien (a, b) = (c, d) o bien (a, b) = (d, c). En particular hay (q−1)(q+2)
2

de tales clases. El resto se sigue al igual que en la proposición 5.1.8.

El siguiente lema resume las clases de conjugación de los subgrupos de orden pq
y p2q de AutG1.

Lema 5.1.25. Un conjunto de representantes de clases de equivalencia de subgrupos
de orden pq y p2q de AutG1 es

Orden G Parámetros Clase

pq Hs = ⟨α1, βs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1 Zp ⋊g Zq

U = ⟨α2, β0⟩ - Zpq

Ks = ⟨γ, βs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1 Zpq, si s = 1,
Zp ⋊g Zq, en otro caso

M = ⟨α1α
2
2γ, β2−1⟩ - Zp ⋊g Zq

V = ⟨γ, β̃⟩ - Zp ⋊g Zq

p2q Ts = ⟨α1, α2, βs⟩ s ∈ B Gs

Rs = ⟨α1, γ, βs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1 G1−s

N = ⟨α1, γ, β̃⟩ - G0

L = ⟨α1, α2γ, β2−1⟩ - G2

donde B es como en la sección 4.2.

Demostración. Los grupos de la tabla no son conjugados entre śı. En efecto, si
h = [(n,m),M ] conjuga a un par de grupos de la tabla entonces sus p-subgrupos de
Sylow son conjugados por h y sus restricciones a ⟨σ, τ⟩ son conjugados por M . Un
análisis caso por caso muestra que estas dos condiciones no pueden cumplirse para
ningún par de grupos de la tabla.

Sea H un subgrupo de orden pq o p2q de AutG1 y sea H|⟨σ,τ⟩ la restricción de
la acción de H a ⟨σ, τ⟩. Si H|⟨σ,τ⟩ tiene orden q entonces, por la observación 4.2.5
tenemos que H|⟨σ,τ⟩ está generado por D1,s para s ∈ B. Luego, salvo conjugación,
H ≤ ι(AutGk). Utilizando la misma notación del lema 5.1.9, tenemos que H es un
conjugado de alguno de los grupos {H1,s,H2,s,W , Ts : s ∈ B} por un elemento de
ι(AutGk). Más aún:
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Si s ̸= 0,±1, ψH1,sψ = H2,s−1 , donde ψ es el automorfismo que intercambia σ
con τ .

el grupo W es conjugado de H1,1 por un automorfismo de la forma [(0, 0),M ],
pues D1,1 es central en GL2(p).

Por lo tanto H es un conjugado de alguno de los grupos {Hs, U : 0 ≤ s ≤ q − 1}
si |H| = pq o de alguno de los grupos {Ts : 0 ≤ s ≤ q − 1} si |H| = p2q como
afirmamos en el enunciado.

Si H|⟨σ,τ⟩ tiene orden pq entonces, por la observación 4.2.5, salvo conjugación
tenemos que H|⟨σ,τ⟩ = ⟨C,D1,s⟩ o H|⟨σ,τ⟩ = ⟨C,D0,1⟩ para 0 ≤ s ≤ q − 1. Por lo
tanto

H = ⟨αn
1α

m
2 γ, α

r
1α

t
2θ⟩

para θ ∈ {βs, β̃ : 0 ≤ s ≤ q − 1}. Si θ = β0 entonces t = 0 y si θ = β̃ entonces
r = 0. Usando (Fk) para k = 1, salvo conjugación podemos asumir que r = t = 0.
El p-subgrupo de Sylow de H debe ser normal, es decir si θ = [(0, 0),Dt,s], usando
(5.19) tenemos que

θαn
1α

m
2 γθ

−1 = αngt

1 αmgs

2 γg
t−s

= (αn
1α

m
2 γ)

r = α
nr+mr r−1

2
1 αmr

2 γr

para cierto r ∈ Z. Luego, r = gs−t y n,m satisfacen las ecuaciones del siguiente
sistema lineal: {

2(gt−s − gt)n+ gt−s(gt−s − 1)m = 0

(gt−s − gs)m = 0.

En consecuencia:

si θ = βs, β̃ con s ̸= 0, 2−1 entonces n = m = 0, es decir H = Ks o H = V ;

si θ = β2−1 entonces m = 2n y por lo tanto, o bien n = m = 0 o bien, salvo
conjugación por [(0, 0), n−1Id], n = 1,m = 2, es decir H = K2−1 o H es un
conjugado de M;

si θ = β0 entonces o bien n = m = 0 o bien, salvo conjugación por el automor-
fismo [(0, 0), n−1Id], m = 0 y n = 1. Puesto que α2⟨α1γ, β0⟩α−1

2 = K0 entonces
H es un conjugado de K0.

Sea H un subgrupo de AutG1 de orden p2q y sea H|⟨σ,τ⟩ de orden pq. Entonces,
salvo conjugación,

H = ⟨αn
1α

m
2 , α

r
1α

t
2γ, θ⟩

donde θ es o bien βs o bien β̃. Usando (5.18) para verificar abelianidad del p-subgrupo
de Sylow de H se sigue que m = 0 y entonces podemos suponer que n = 1 y r = 0.
Dado que el p-subgrupo de Sylow es abeliano, se sigue que:

si θ = βs para s ̸= 2−1 entonces t(gs−g1−s) = 0 y luego t = 0, es decir H = Rs;

si θ = β̃ entonces (1− g)t = 0 y luego t = 0, es decir H = N ;
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si θ = β2−1 entonces salvo conjugación por un elemento de la forma [(0, 0), xId]
tenemos t ∈ {0, 1}, es decir H es un conjugado o bien de R2−1 o bien de L.

El grupo

H5 = ⟨σ, τ, α1, α2⟩ (5.20)

es un subgrupo normal de Hol(G1) y Hol(G1)/H5
∼= Zq ×GL2(p).

Lema 5.1.26. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
regulares G de Hol(G1) con |π2(G)| = pq es

π2(G) Subgrupos Parámetros Clase #

Hs H̃s,c = ⟨τ, σ
1

g−1α1, ϵ
cβs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1, Gc+s q(q − 1)

1 ≤ c ≤ q − 1

Ĥs = ⟨σ, τα1, ϵ
1−sβs⟩ 2 ≤ s ≤ q G2−s q − 1

Ks K̃s = ⟨σ, τγ, ϵ1−2sβs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1, Z2
p × Zq, si s = 1, q − 1

s ̸= 2−1 G2, en caso contrario.

U Ũc = ⟨σ, τ
1

g−1α2, ϵ
cβ0⟩ 1 ≤ c ≤ q − 1 Z2

p × Zq, si c = −1, q − 1

G0, en caso contrario.

Ũ = ⟨τ, σα2, ϵ
−1β0⟩ - G0 1

M M̃c = ⟨σ, τ
2

g−1α1α
2
2γ, ϵ

cβ2−1⟩ 1 ≤ c ≤ q − 1 G2(c+1) q − 1

V Ṽ = ⟨σ, τγ, ϵ−2β̃⟩ - G2 1

Demostración. Los grupos con la misma imagen por π2 pero de diferentes filas de
la tabla no son conjugados entre śı puesto que sus p-subgrupos de Sylow no son
conjugados por el normalizador de su imagen por π2. El mismo argumento del lema
5.1.10 nos dice que los grupos de la misma fila no son conjugados entre śı (utilizando
al grupo H5).

Sea G un subgrupo regular de Hol(G1) con π2(G) ∈ {Hs, U : 0 ≤ s ≤ q − 1}, es
decir con π2(G) ≤ ι(AutGk). Entonces G ≤ G1 ⋊ ι(AutGk) y podemos suponer que

G = ⟨u, vαi, wϵ
cβs⟩

para ciertos c ̸= 0 y u, v, w ∈ ⟨σ, τ⟩. Salvo conjugación por un elemento del norma-
lizador de π2(G) podemos suponer que u ∈ {σ, τ, στ}.

Si ker π2 = ⟨στ⟩, la condición (K) implica que s = 1 y i = 1. En tal caso, salvo
conjugación por h ∈ NAutG1(H1), podemos suponer que el núcleo está generado por
σ.

En consecuencia, reemplazando k = 1 en la demostración del lema 5.1.10, se
sigue que G es un conjugado de alguno de los grupos de la tabla con la misma
imagen por π2 salvo conjugación por un elemento de ι(AutGk) (estamos usando que
(Fk) y (Pk) son válidas para k = 1).
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En los demás casos podemos suponer que G tiene la forma

G = ⟨u, vαn
1α

m
2 γ, wϵ

cθ⟩

para ciertos c ̸= 0 y u, v, w ∈ ⟨σ, τ⟩. Por la condición (K) tenemos que ker π2|G = ⟨σ⟩
y luego v, w ∈ ⟨τ⟩.

Sea π2(G) = Ks. Entonces

G = ⟨σ, τaγ, τ bϵcβs⟩

para a ̸= 0 y entonces, salvo conjugación por h = [(0, 0), a−1Id] podemos asumir
que a = 1. En Ks se satisface la relación βsγβ

−1
s = γg

1−s
. Entonces la condición (R)

y la fórmula (5.19) implican que

(τ bϵcβs)τγ(τ
bϵcβs)

−1 = τ g
s+c

γg
1−s (R)

= (τγ)g
1−s

= τ g
1−s

γg
1−s

(mód ⟨σ⟩)

y luego c = 1 − 2s; en consecuencia, s ̸= 2−1. Como (τ bϵ1−2sβs)
q ∈ kerπ2, si s = 1

entonces b = 0 (ver (Pk)). En otro caso, G es un conjugado de K̃s por γn donde
n = b

1−g1−s .
Los otros casos son análogos por lo cual omitimos los cálculos.

Lema 5.1.27. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
regulares G de Hol(G1) con |π2(G)| = p2q es

π2(G) Subgrupos Parámetros Clase #

Ts T̃s,d = ⟨σ
1

g−1α1, τ
1

g−1α2, ϵ
dβs⟩ s ∈ B \ {−1}, Gs

(q−1)(q+1)
2

1 ≤ d ≤ q − 1

T̃−1,d = ⟨σ
1

g−1α1, τ
1

g−1α2, ϵ
dβ−1⟩ d ∈ A G−1

q−1
2

T̂s = ⟨σ
1

g−1α1, στ
1

g−1α2, ϵ
s−1βs⟩ s ∈ B \ {1} Gs

q+1
2

T s = ⟨τσ
1

g−1α1, τ
1

g−1α2, ϵ
1−sβs⟩ s ∈ B \ {1,−1} Gs

q−1
2

Rs R̃s = ⟨σ
1

g−1α1, τγ, τ
1−g1−s

2 ϵ1−2sβs⟩ 0 ≤ s ≤ q − 1, s ̸= 2−1 G1−s q − 1

N Ñ = ⟨σ
1

g−1α1, τγ, τ
1−g−1

2 ϵ−2β̃⟩ - G0 1

L L̃d = ⟨σ
1

g−1α1, τ
1

g−1α2γ, ϵ
dβ2−1⟩ 1 ≤ d ≤ q − 1 G2 q − 1

donde A es el conjunto del lema 5.1.21.

Demostración. Veamos primero que los grupos de la tabla no son conjugados entre
śı:

con s ̸= −1, si T̂s,d (resp. L̃d) y T̂s,c (resp. L̃c) son conjugados por algún
elemento del normalizador de sus imágenes por π2 entonces, comparando las
imágenes en el cociente Hol(G1)/H5 se sigue que c = d (el mismo argumento

muestra que los grupos T̂s y T s para s ̸= −1 y los grupos L̃d no son conjugados
entre śı). Si s = −1 el mismo argumento muestra que c = −d.
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si π2(G) = Ts para s ̸= ±1 entonces la acción de h ∈ NAutG1(π2(G)) restringida

a ⟨σ, τ⟩ es una matriz diagonal. Por lo tanto, los grupos T̃s,d, T̂s y T s no son
conjugados puesto que sus p-subgrupos de Sylow no lo son.

si s ̸= −1 y T̃s,d y T̃s,c son conjugados entonces, comparando sus imágenes en
el cociente Hol(G1)/H5 se sigue que c = d (el mismo argumento muestra que

los grupos T̂s y T s para s ̸= −1 y los grupos L̃d no son conjugados entre śı).

si π2(G) = T−1 entonces la acción de h ∈ NAutG1(π2(G)) restringida a ⟨σ, τ⟩ es
un matriz diagonal o bien tiene la forma

h|⟨σ,τ⟩ =
[
0 b
a 0

]
.

Los grupos T̂−1 y T−1 y los grupos T̃−1,c y T̃−1,−c son conjugados por el au-
tomorfismo ψ que intercambia σ con τ . Los otros grupos no son conjugados
puesto que sus p-subgrupos de Sylow no lo son.

Sea G un subgrupo regular y sea π2(G) = Ts ≤ ι(AutGk) para cierto s ∈ B.
Podemos repetir el argumento del lema 5.1.11 para mostrar que G es un conjugado
de alguno de los grupos de la tabla (las fórmulas (Fk) y (Pk) se cumplen para k = 1).

En otro caso, como en el lema 5.1.26 tenemos que G tiene la forma

G = ⟨σ
1

g−1α1, uα
i
2γ, wϵ

cθ⟩

para c ̸= 0, i = 0, 1 y θ ∈ {βs, β̃ : 0 ≤ s ≤ q − 1}.

Si π2(G) = Rs, salvo conjugación por una potencia de α1 podemos suponer que
w ∈ ⟨τ⟩ y que u ∈ ⟨τ⟩ salvo conjugación por una potencia de γ. Conjugando
nuevamente por un automorfismo de la forma [(0, 0), xId] podemos suponer
que u = τ . Como

βsγβ
−1
s = (γ)g

1−s

la condición (R) implica que los últimos dos generadores de G satisfacen la

misma relación. En consecuencia c = 1− 2s y w = τ
1−g1−s

2 . Por lo tanto G es
un conjugado de R̃s. Si π2(G) = N podemos concluir que G es un conjugado

de Ñ en forma análoga.

Si π2(G) = L, salvo conjugación por un elemento de la forma

h =

[
(0, 0),

[
x2 y
0 x

]]
podemos suponer que u ∈ ⟨τ⟩. Por (5.19) tenemos que

β2−1α2γ(β2−1)−1 = α
−g2

−1 g2
−1

−1
2

1 (α2γ)
g2

−1

.

Como en el caso anterior, la condición (R) implica que w ∈ ⟨τ⟩ y u = τ
1

g−1 .

Finalmente G es un conjugado de L̃c por una potencia adecuada de α1.
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En las siguientes tablas resumimos el contenido de esta subsección.

kerλ Z2
p × Zq Gk, k ̸= 0,±1, 2 G2 G0 G−1 G1

1 - q + 3 2q + 1 q + 3 q+3
2

q
p 2 2(q + 1) 3q 2q q + 1 q
q 2 - - - - -
pq - - - 2 - -
p2 1 q − 1 q − 1 q − 1 q−1

2
q − 2

p2q - - - - - 1

kerλ Z2
p × Z3 G0 G−1 G1

1 - 6 4 3
p 2 6 5 3
3 2 - - -
3p - 2 - -
p2 1 2 1 1
3p2 - - - 1

Tabla 5.8: Enumeración de brazas torcidas de tipo G1 con p = 1 (mód q)
para el caso q > 3 (arriba) y para el caso q = 3 (abajo).

5.2. Brazas torcidas de orden p2q

con p = −1 (mód q)

En esta sección, suponemos que p y q son primos impares con p = −1 (mód q)
(recordemos que estamos omitiendo el caso q = 2 y p2q = 12) y queH(x) = x2+ξx+1
es un polinomio irreducible sobre Zp tal que su matriz compañera

F =

[
0 −1
1 −ξ

]
(5.21)

tiene orden q (véase sección 4.3).
Como vimos en la sección 4.3, en estas condiciones tenemos un único grupo no

abeliano de orden p2q:

GF = ⟨σ, τ, ϵ |σp = τ p = ϵq = 1, ϵσϵ−1 = τ, ϵτϵ−1 = σ−1τ−ξ⟩ ∼= Z2
p ⋊F Zq.

Un automorfismo de GF está determinado por la imagen de los generadores, es decir
por la restricción a ⟨σ, τ⟩ dada por una matriz y por la imagen de ϵ. De acuerdo
con [17, Subsections 4.1, 4.4], la función

ϕ : Z2
p ⋊ρ (NGL2(p)(F )) −→ AutGF , [(n,m),M ] 7→ h± =

{
h|⟨σ,τ⟩ =M±

ϵ 7→ σnτmϵ±1
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donde ϕ([(n,m),M ]) = h+ si M ∈ CGL2(p)(F ) y h− en otro caso, es un isomorfismo
de grupos. La forma de M± = h±|⟨σ,τ⟩ es la siguiente:

M+ =

[
x −y
y x− ξy

]
, M− =

[
x y − ξx
y −x

]
(5.22)

donde x, y ∈ Zp y x
2+y2−ξxy ̸= 0. El p-subgrupo de Sylow de GF es caracteŕıstico,

por lo cual la función

ν : AutGF −→ AutGF/⟨σ, τ⟩, h± 7→ ±1

es un morfismo de grupos. El núcleo de ν es AutGF
+ = Z2

p ⋊ CGL2(p)(F ) y contiene
al p-subgrupo de Sylow de AutGF , generado por α1 = [(1, 0), Id] y α2 = [(0, 1), Id],
y a los elementos de orden impar de AutGF .

Proposición 5.2.1. Sea G un subgrupo regular de Hol(GF ). Luego |π2(G)| ≠ p, pq.

Demostración. Sea G un subgrupo regular de Hol(GF ). El grupo GF no tiene subgru-
pos de orden pq y entonces |π2(G)| ̸= p. El grupo GF es el único grupo no abeliano
de orden p2q y no tiene subgrupos normales de orden p. Si π2(G) = pq entonces G
tiene un subgrupo normal de orden p y entonces debe ser abeliano. En consecuenca,
π2(G) es un subgrupo abeliano de orden pq de AutGF . Por otro lado, AutGF no
tiene subgrupos con esas propiedades, lo que da lugar a una contradicción.

El subgrupo
HF = ⟨σ, τ, α1, α2⟩ (5.23)

es normal en Hol(GF ).

Lema 5.2.2. Las brazas torcidas de tipo GF con | kerλ| = p2 son (Ba,+, ◦) donde
(Ba,+) = Z2

p ⋊F Zq y

(Ba, ◦) = Z2
p ⋊F

a+1
a

Zq
∼=

{
Z2

p × Zq, si a = q − 1

GF , en otro caso

para 1 ≤ a ≤ q − 1. En particular son todas bi-brazas.

Demostración. Los grupos
Ga = ⟨σ, τ, ϵaf⟩

donde f = [(0, 0), F ] tienen orden p2q y son regulares. Sea HF el subgrupo de (5.23)
y supongamos que Ga y Gb son conjugados entre śı por h, entonces

h(ϵ)ahfh−1HF = ϵ±af±1HF = (ϵbf)nHF

para cierto n. Luego n = ±1 y a = b.
Sea G un subgrupo regular de Hol(GF ) tal que |π2(G)| = q. Salvo conjugación,

podemos suponer que π2(G) está generado por f . El núcleo de π2 es el p-subgrupo
de Sylow de GF y entonces podemos suponer que

G = ⟨σ, τ, ϵaf⟩

donde a ̸= 0. Argumentando igual que en la proposición 5.1.8 podemos exhibir la
estructura de la braza torcida asociada al grupo Ga.
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Lema 5.2.3. Existe una única clase de conjugación de subgrupos regulares G de
Hol(GF ) con |π2(G)| = p2. Un representante está dado por

H = ⟨ϵ, uα1, wα2⟩ ∼= Z2
p × Zq

donde u = (F − 1)−1(σ) y w = (F − 1)−1(τ).

Demostración. El grupo H tiene las propiedades deseadas. Supongamos que G es
un subgrupo regular de Hol(GF ) con |π2(G)| = p2. Entonces la imagen de π2 es
el p-subgrupo de Sylow normal de AutGF

+ generado por α1 y α2. Salvo conjuga-
ción, podemos suponer que el núcleo está generado por ϵ y entonces tenemos que
G = ⟨ϵ, uα1, wα2⟩. El núcleo de π2 es un subgrupo normal de orden q de G y en
consecuencia G es abeliano. Luego, por abelianidad, se sigue que u = (F − 1)−1(σ)
y w = (F − 1)−1(τ).

Observación 5.2.4. Vamos a enunciar algunas propiedades que satisface la transfor-
mación lineal definida por la matriz (5.21) y que utilizaremos en lo que sigue.

(i) Sea W un polinomio. Entonces

ker (W (F )) ̸= 0 si y sólo si W (F ) = 0. (5.24)

En efecto ker(W (F )) es un subgrupo F -invariante y entonces es igual a 0 o
bien a Z2

p. Por lo tanto, el álgebra de polinomios generada por F es un cuerpo
y, más aún, si W1 y W2 son polinomios, entonces W1(F ) = W2(F ) si y sólo si
W1(F )(x) = W2(F )(x) para cierto x ̸= 0.

(ii) Sea n ∈ N. Como

H(F n)−H(F ) = F 2n − ξF n + 1− (F 2 + ξF + 1)

= (F n − F )(F n + F + ξ︸ ︷︷ ︸
=−F−1

) = (F n − F )(F n − F−1)

y la matriz F satisface la ecuación H(F ) = F 2 + ξF + 1 = 0, tenemos que
H(F n) = 0 si y sólo si n = ±1 (mód q).

(iii) El automorfismo F actúa en forma irreducible sobre Z2
p y entonces

⟨x, F (x)⟩ = Z2
p (5.25)

para todo x ̸= 0.

Definamos la función Ψ como

Ψ : Z2
p −→ Zp, (x, y) 7→ x2 + y2 − x+ y − ξxy.

Es fácil ver que Ψ es sobreyectiva.
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Lema 5.2.5. Sea v ∈ ⟨σ, τ⟩, ṽ = F (v) − (1 + F )σ y Sv = ⟨ṽα1, vα2⟩ ≤ Hol(GF ).
Entonces

|NHol(GF )(Sv) ∩ AutGF | =

{
2p2(p2 − 1), si v = ( 1

ξ+2
,− 1

ξ+2
),

2p2(p− 1), en otro caso.

Más aún, si Sv y Sw son conjugados por un elemento de AutGF entonces se cumple
que Ψ(v) = Ψ(w).

Demostración. Sea h = [(n,m),M+] ∈ AutGF como definimos en (5.22), es decir
que M+ ∈ CGL2(p)(F ). Entonces

hSvh
−1 = ⟨M(ṽ)αx

1α
y
2, M(v)α−y

1 αx−ξy
2 ⟩.

La igualdad hSvh
−1 = Sw es equivalente al siguiente sistema lineal de ecuaciones:{

M(ṽ) = xw̃ + yw

M(v) = −yw̃ + (x− ξy)w.
(5.26)

Dados v = σnτm y w = σsτ t, podemos convertir al sistema (5.26) en un sistema lineal
en x e y. Este sistema que tiene originalmente 4 ecuaciones en x e y es equivalente
al siguiente sistema homogéneo:[

m− t −ξm+ s+ n− 1
n− s −m+ ξs− t− 1

] [
x
y

]
= L

[
x
y

]
= 0. (5.27)

Si el sistema admite solución no trivial, es decir Sv y Sw son conjguados, entonces
det(L) = ψ(n,m)− ψ(s, t) = 0.

Tomando v = w, es fácil deducir que si v = ( 1
ξ+2

,− 1
ξ+2

), todo (x, y) ∈ Z2
p es

una solución de (5.27), es decir AutG1 normaliza Sv. En otro caso, las soluciones de
(5.27) están dadas por y = 0.

Un argumento similar nos lleva a la misma condición para el caso en que conside-
ramos M− como en (5.22), con la propiedad M−F = F−1M−. En ese caso, llegamos
a que S( 1

ξ+2
,− 1

ξ+2
) es normalizado por cualquier h = [(n,m),M−], caso contrario los

coeficientes de M− satisfacen x = 0 e y ̸= 0.

Lema 5.2.6. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
regulares G de Hol(GF ) tal que |π2(G)| = p2q está dado por

Grupos Parámetros Clase #

Gc = ⟨ucα1, f(uc)α2, ϵ
cf⟩ 1 ≤ c ≤ q − 1, c ̸= −2 GF q − 2

Ha = ⟨ṽaα1, vaα2, ϵ
−2f⟩ 1 ≤ a ≤ p− 1 GF p− 1

donde f = [(0, 0), F ], uc = H(F c+1)−1(F − 1)−1(F c − 1)(F c+2 − 1)(σ) y el conjunto
{va ∈ Z2

p : a ∈ Zp} es un conjunto de representantes de los conjuntos de nivel de Ψ
con Ψ(va) = a y ṽa = F (va)− (1 + F )(σ) (como definimos en el lema 5.2.5).
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Demostración. Los subgrupos Gc del enunciado son regulares.
De hecho, tenemos ϵc ∈ π1(Gc) y, de acuerdo con el lema 4.1.4(2), también

tenemos que ⟨uc, f(uc)⟩ ⊆ π1(Gc) y por la observación 5.2.4(iii), {uc, F (uc)} es una
base de Z2

p. Entonces |π1(Gc)| > p2 y luego π1(Gc) = GF (análogamente para Ha).
Si Gc es un conjugado de Gd o de Ha, entonces podemos argumentar como en el

lema 5.2.2 y conseguimos que c = d o c = −2. Si Ha y Hb son conjugados entonces
sus correspondientes p-subgrupos de Sylow también lo son. En consecuencia, por el
lema 5.2.5 tenemos a = Ψ(va) = Ψ(vb) = b.

El único subgrupo de orden p2q de AutGF está generado por los elementos α1,
α2 y f = [(0, 0), F ] y es isomorfo a GF . Entonces la presentación estándar de un
subgrupo regular G de Hol(GF ) con |π2(G)| = p2q es

G = ⟨uϵaα1, vϵ
bα2, wϵ

cf⟩

donde u, v, w ∈ ⟨σ, τ⟩. Las condiciones (R) son:

(uϵaα1)
p = (vϵbα2)

p = (wϵcf)q = 1 (5.28)

(wϵcf)uϵaα1(wϵ
cf)−1 = vϵbα2 (5.29)

(wϵcf)vϵbα2(wϵ
cf)−1 = (uϵaα1)

−1(vϵbα2)
−ξ. (5.30)

Por (5.28) obtenemos a = b = 0. Si c = 0 entonces por el lema 4.1.4(1), se tiene que
π1(G) ⊆ ⟨σ, τ⟩ y en consecuencia G no seŕıa regular. Podemos suponer entonces que
c ̸= 0 y las ecuaciones (5.29) y (5.30) son equivalentes a{

v = F c+1(u)− (F − 1)−1(F c − 1)F (σ)

h(F c+1)(u) = (F − 1)−1(F c − 1)(F c+2 − 1)(σ).
(5.31)

De acuerdo con las observaciones 5.2.4(ii) y (i), si c ̸= −2 entonces H(F c+1) es un
automorfismo de Z2

p. Si c ̸= −2 entonces sustituyendo la segunda ecuación en la
primera en el sistema (5.31) y utilizando que F 2 = −ξF − 1 conseguimos que (5.31)
es equivalente a{

v = F (u)

u = h(F c+1)−1(F − 1)−1(F c − 1)(F c+2 − 1)(σ).
(5.32)

Por lo tanto u = uc queda uńıvocamente determinado por c y además

G = ⟨ucα1, f(uc)α2, wϵ
cf⟩

donde c ̸= −2. Si c + 1 = 0, la última condición en (5.28) implica que w = 0 y
entonces G = G−1.

En otro caso, veamos que G es un conjugado de Gc por algún elemento de la
forma h = αn

1α
m
2 para ciertos n,m. En efecto, h centraliza ⟨uα1, f(u)α2⟩ y luego

hGh−1 = Gc si y sólo si el conjugado del último generador pertenece a Gc, es decir

hwϵcfh−1 = w′αn+m
1 α

−n+(1+ξ)m
2 ϵcf

= (ucα1)
n+m(f(uc)α2)

−n+(1+ξ)mϵcf ∈ Gc. (5.33)
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La ecuación (5.33) es equivalente a que w = nx+mF (x) donde

x =
(F c − 1)(F c+1 − 1)(F c+2 − 1)

(F − 1)H(F c+1)
̸= 0.

De acuerdo con la observación (5.2.4)(iii), {x, F (x)} es una base de Z2
p y por lo tanto

w ∈ ⟨x, F (x)⟩.
Sea c = −2. En este caso, la segunda condición de (5.31) es trivial de acuerdo

con (5.24) y la primera es equivalente a

u = F (v)− (F + 1)(σ) = ṽ. (5.34)

Si v = (x, y) entonces ṽ = (−y − 1, x− ξy − 1). Como G es regular, entonces u y v
son linealmente independientes, es decir

det
[
v ṽ

]
= det

[
x −y − 1
y x− ξy − 1

]
= Ψ(x, y) ̸= 0. (5.35)

La cantidad de soluciones de la ecuación Ψ(x, y) = 0 es p + 1, por lo tanto hay
p2 − p− 1 elecciones para v.

El p-subgrupo de Sylow de G es el grupo Sv = ⟨ṽα1, vα2⟩. De acuerdo con el lema
5.2.5, si v = ( 1

ξ+2
,− 1

ξ+2
) entonces Sv es normalizado por AutGF , caso contrario su

normalizador tiene ı́ndice p+ 1 en AutGF . En consecuencia, hay

p2 − p− 2

p+ 1
+ 1 =

(p− 2)(p+ 1)

p+ 1
+ 1 = p− 1

elecciones para v salvo conjugación y los representantes se pueden elegir para que
sean {va : 0 ̸= a ∈ Zp}, pues el valor de Ψ(v) es un invariante. Por lo tanto, podemos
asumir que G es un conjugado de algún grupo de la forma

G = ⟨ṽaα1, vaα2, wϵ
−2f⟩

para cierto 1 ≤ a ≤ p − 1. Veamos que G es un conjugado de algún Ha por cierto
h ∈ ⟨α1, α2⟩. En efecto, esto es equivalente a que

hwϵ−2fh−1 = wσmF−2−1
F−1 τ (ξm−n)F

−2−1
F−1 αn+m

1 α
m(1+ξ)−n
2 = (ṽaα1)

n+m(vaα2)
(1+ξ)m−n.

Trabajando con esta condición, resulta ser equivalente a que w ∈ ⟨x, y⟩, donde

x = ṽ − v + z, y = ṽ + (1 + ξ)v + F (z)

con z = (F + ξ − 1)(σ). Es fácil verificar que

det
[
x y

]
= −(ξ + 2)Ψ(va) ̸= 0,

es decir que x, y es una base y luego G es un conjugado de Ha.
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Resumimos el contenido de esta sección en la siguiente tabla:

| kerλ| Z2
p × Zq GF

1 - p+ q − 3
q 1 -
p2 1 q − 2
p2q - 1

Tabla 5.9: Enumeración de brazas torcidas de tipo GF

para p = −1 (mód q).

5.3. Brazas torcidas de orden p2q

con q = 1 (mód p) y q ̸= 1 (mód p2)

En esta sección asumiremos que p y q son primos tales que q = 1 (mód p) y q ̸= 1
(mód p2) (incluyendo el caso p = 2 salvo indicación contraria). Sea r un elemento
fijo de orden p en Z×

q . Como p2q ̸= 12, los grupos no abelianos que nos interesan en
esta sección son los siguientes:

(i) Zq ⋊r Zp2 = ⟨σ, τ |σp2 = τ q = 1, στσ−1 = τ r⟩;

(ii) Zp × (Zq ⋊r Zp) = ⟨σ, τ, ϵ |σp = τ p = ϵq = 1, [ϵ, τ ] = [τ, σ] = 1, σϵσ−1 = ϵr⟩.

Las tablas 5.10 y 5.11 resumen la enumeración de brazas torcidas de acuerdo a
la clase de isomorfismo de sus estructuras aditivas y multiplicativas.

+\◦ Zp2q Zq ⋊r Zp2 Z2
p × Zq Zp × (Zq ⋊r Zp)

Zq ⋊r Zp2 2p 2p(p− 1) - -
Zp × (Zq ⋊r Zp) - - 4 6p− 4

Tabla 5.10: Enumeración de brazas torcidas de orden p2q
con q = 1 (mód p), q ̸= 1 (mód p2) y p > 2.

+\◦ Z4q Zq ⋊−1 Z4 Z2
2 × Zq Z2 × (Zq ⋊−1 Z2)

Zq ⋊−1 Z4 2 2 2 4
Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) 2 2 2 4

Tabla 5.11: Enumeración de brazas torcidas de orden 4q con q = 1 (mód 2) y
q ̸= 1 (mód 4). Notemos que en este caso podemos asumir que r = −1.

5.3.1. Brazas torcidas de tipo Zq ⋊r Zp2

En esta sección notaremos por A al grupo Zq ⋊r Zp2 . Utilizaremos la siguiente
presentación:

A = ⟨σ, τ | σp2 = τ q = 1, στσ−1 = τ r⟩.
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De acuerdo con [17, Subsection 4.5], la función

Zp × (Zq ⋊ Z×
q ) −→ AutA, (k, j, i) 7→ φk

i,j =

{
τ 7→ τ i

σ 7→ τ jσkp+1

es un isomorfismo. En particular, p2q divide a |AutA| = pq(q−1) y entonces tenemos
que verificar todos los posibles valores para el orden de la imagen de un subgrupo
regular bajo π2. Notemos que Z(A) = ⟨σp⟩ y luego ⟨τ, σp⟩ es un subgrupo abeliano
caracteŕıstico de A de orden pq.

Las clases de conjugación de los subgrupos de AutA están dadas por la tabla
5.12.

Orden Grupos Parámetros Clase

p ⟨φk
r,0⟩ 0 ≤ k ≤ p− 1 Zp

⟨φ1
1,0⟩ -

q ⟨φ0
1,1⟩ - Zq

p2 ⟨φ1
1,0, φ

0
r,0⟩ - Z2

p

pq ⟨φk
r,0, φ

0
1,1⟩ 0 ≤ k ≤ p− 1 Zq ⋊r Zp

⟨φ1
1,0, φ

0
1,1⟩ - Zpq

p2q ⟨φ1
1,0, φ

0
r,0, φ

0
1,1⟩ - Zp × (Zq ⋊r Zp)

Tabla 5.12: Clases de conjugación de subgrupos de AutA.

Lema 5.3.1. La única braza torcida de tipo A con | kerλ| = p2 es (B,+, ◦) donde(
x1
y1

)
+

(
x2
y2

)
=

(
x1 + ry1x2
y1 + y2

)
,

(
x1
y1

)
◦
(
x2
y2

)
=

(
ry2x1 + ry1x2

y1 + y2

)
para todos 0 ≤ x1, x2 ≤ q − 1 y para todos 0 ≤ y1, y2 ≤ p2 − 1. En particular,
(B, ◦) ∼= Zp2q.

Demostración. Consideremos el grupo

G = ⟨σ, τ
1

r−1φ0
1,1⟩ ∼= Zp2q.

El subconjunto π1(G) contiene a ⟨σ⟩ y a τ
1

r−1 y por lo tanto |π1(G)| > p2. Como
además divide a p2q, tenemos que π1(G) = A y de acuerdo con el lema 4.1.3 tenemos
que G es regular.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = q. Por la tabla 5.12, tenemos
que π2(G) = ⟨φ0

1,1⟩, que resulta ser un subgrupo normal de AutA. Los subgrupos
de orden p2 de A son todos conjugados de ⟨σ⟩, por lo cual G tiene la siguiente
presentación estándar:

G = ⟨σ, τaσbφ0
1,1⟩ = ⟨σ, τaφ0

1,1⟩.

Por la condición (K), tenemos que a = 1
r−1

. La fórmula del enunciado se sigue por
el mismo argumento del lema 5.1.4.
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Vamos a considerar el grupo G1 = ⟨σp, τ, φ0
1,1⟩⊴Hol(A) para el cual se cumple

que Hol(A)/G1
∼= Zp × Zp × Z×

q .

Lema 5.3.2. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
regulares G de Hol(A) con |π2(G)| = p está dado por

π2(G) Grupos Parámetros Clase #

⟨φ1
1,0⟩ Ga = ⟨τ, σp, σaφ1

1,0⟩ 1 ≤ a ≤ p− 1, A, si p > 2 p− 1

Z2 × (Zq ⋊−1 Z2), si p = 2

⟨φk
r,0⟩ Ha,k = ⟨τ, σp, σaφk

r,0⟩ 1 ≤ a ≤ p− 1, p > 2 :

{
Zp2q si a = p− 1
A en otro caso

p(p− 1)

0 ≤ k ≤ p− 1 p = 2 :

{
Z4p si k = 0

Z2
2 × Zp si k = 1

Demostración. Los grupos G de orden p2q en la tabla tienen la forma general:

⟨τ, σp, σaθ⟩

donde 1 ≤ a ≤ p− 1 y θ ∈ {φ1
1,0, φ

k
r,0}. Luego, ⟨τ, σp⟩ ⊆ π1(G) y σ

a ∈ π1(G). Por lo
tanto |π1(G)| > pq y además divide a p2q. Entonces, π1(G) = A y de acuerdo con el
lema 4.1.3 tenemos que G es regular.

Si Ga y Gb son conjugados entre śı entonces sus imágenes por el epimorfismo
canónico al cociente Hol(A)/G1 son iguales, es decir ⟨σaφ1

1,0⟩ = ⟨σbφ1
1,0⟩ y por lo

tanto a = b (la misma idea aplica para los grupos Ha,k). Más aún, Ga y Hb,k no son
conjugados puesto que sus imágenes por π2 no lo son.

El único subgrupo de orden pq en A es ⟨τ, σp⟩. Si G es un subgrupo regular de
Hol(A), debemos considerar dos casos de acuerdo con la tabla 5.12. Si π2(G) = ⟨φ1

1,0⟩
entonces G tiene la siguiente presentación estándar:

G = ⟨τ, σp, τ bσaφ1
1,0⟩ = ⟨τ, σp, σaφ1

1,0⟩

donde 1 ≤ a ≤ p− 1, es decir G = Ga.
Si π2(G) = ⟨φk

r,0⟩ para 0 ≤ k ≤ p− 1, una presentación estándar de G es

G = ⟨τ, σp, σaφk
r,0⟩

con 1 ≤ a ≤ p− 1, es decir G = Ha,k.

Lema 5.3.3. Un conjunto de representantes de las clases de conjugación de subgru-
pos regulares G de Hol(A) con |π2(G)| = pq es

π2(G) Grupos Parámetros Clase #

⟨φ1
1,0, φ

0
1,1⟩ Ga = ⟨σp, σaφ1

1,0, τ
1

r−1φ0
1,1⟩ 1 ≤ a ≤ p− 1 p > 2 : Zp2q p− 1

p = 2 : Z2 × (Zq ⋊−1 Z2)

⟨φk
r,0, φ

0
1,1⟩ Ha,k = ⟨σp, σaφk

r,0, τ
1

r−1φ0
1,1⟩ 1 ≤ a ≤ p− 1 p > 2 : A p(p− 1)

0 ≤ k ≤ p− 1 p = 2 :

{
Z4q si k = 0

Z2
2 × Zq si k = 1
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Demostración. El mismo argumento del lema 5.3.2 muestra que los grupos del enun-
ciado son regulares y que no son conjugados entre śı.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) tal que |π2(G)| = pq. De acuerdo con la
tabla 5.12 tenemos dos casos y en ambos la imagen de π2 es normal. Salvo con-
jugación, el único subgrupo de orden p de A es ⟨σp⟩ y entonces ker π2 = ⟨σp⟩. Si
π2(G) = ⟨φ1

1,0, φ
0
1,1⟩ entonces

G = ⟨σp, τ bσaφ1
1,0, τ

cσdφ0
1,1⟩.

Por las condiciones (R) tenemos que:

el tercer generador tiene orden q módulo ⟨σp⟩ y se sigue que d = 0 (mód p);

los últimos dos generadores conmutan módulo ⟨σp⟩ y por lo tanto c = 1
r−1

.

Si a = 0 (mód p) entonces por el lema 4.1.4(1) se tiene que π1(G) ⊆ ⟨σp, τ⟩,
lo cual es una contradicción por regularidad. Por lo tanto, podemos suponer que
1 ≤ a ≤ p− 1 y entonces

G = ⟨σp, τ bσaφ1
1,0, τ

1
r−1φ0

1,1⟩.

Ahora, el grupo G es un conjugado de Ga por h = φ0
1,n donde n = b 1−r

ra−1
.

Si π2(G) = ⟨φk
r,0, φ

0
1,1⟩ entonces, por los mismos cálculos del caso anterior, la

presentación estándar para G es

G = ⟨σp, τ bσaφk
r,0, τ

1
r−1φ0

1,1⟩.

Por el mismo argumento, podemos suponer que 1 ≤ a ≤ p− 1. Si a = p− 1, a partir
de (τ bσp−1φk

r,0)
p = τ bp(σp−1φk

r,0)
p ∈ ⟨σp⟩ se sigue que b = 0. En otro caso, G es un

conjugado de Ha,k por medio de alguna potencia de φ0
1,1. Para ver esto, notemos que

φ0
1,n = (φ0

1,1)
n centraliza al primer y al tercer generador de G y que se cumple que

(φ0
1,n)(τ

bσaφk
r,0)(φ

0
1,n)

−1 = τ b+n ra−1
r−1 σa(φ0

1,1)
(1−r)nφk

r,0

= τ b+n ra+1−1
r−1 (τ

1
r−1φ0

1,1)
(1−r)nσaφk

r,0.

Luego, n = b 1−r
ra+1−1

nos servirá.

Proposición 5.3.4. Sean p > 2 y G un subgrupo regular de Hol(A). Entonces
|π2(G)| ̸∈ {p2, p2q}.

Demostración. Si p > 2 entonces

(σaφ1
1,0)

n = σa(pn(n−1)
2

+n) (φ1
1,0

)n
(5.36)

para todo n ∈ N.
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Sea G un subgrupo de Hol(A) de orden p2q. Si |π2(G)| = p2 entonces de acuerdo
con la tabla 5.12 y el hecho de que el núcleo de π2 es el q-subgrupo de Sylow normal
de A, tenemos la siguiente presentación estándar para G:

G = ⟨τ, τ bσaφ1
1,0, τ

dσcφ0
r,0⟩ = ⟨τ, σaφ1

1,0, σ
cφ0

r,0⟩.

Por la condición (R), (σaφ1
1,0)

p = (σcφ0
r,0)

p ∈ ⟨τ⟩. Usando la ecuación (5.36) tenemos
que a = c = 0 (mód p).

Supongamos que |π2(G)| = p2q. De acuerdo con la tabla 5.12, G tiene la siguiente
presentación estándar:

G = ⟨τaσbφ1
1,0, τ

cσdφ0
r,0, τ

eσfφ0
1,1⟩

donde los primeros dos generadores tiene orden p y el tercero tiene orden q. Luego,
f = 0 y b = d = 0 (mód p) para lo cual estamos utilizando la fórmula (5.36)
nuevamente. El grupo ⟨σp, τ⟩ es caracteŕıstico en A.

Por lo tanto, en ambos casos, de acuerdo con el lema 4.1.4(1) tenemos que
π1(G) ⊆ ⟨σp, τ⟩ y entonces G no es regular.

El último resultado es bastante diferente cuando consideramos el caso p = 2.
Podemos verlo en los siguientes lemas.

Lema 5.3.5. Sea p = 2. Existe una única clase de conjugación de subgrupos regu-
lares de Hol(A) con |π2(G)| = 4. Un representante está dado por

H = ⟨τ, σφ1
1,0, σ

2φ0
−1,0⟩ ∼= Z2 × (Zq ⋊−1 Z2).

Demostración. Para el grupo H, tenemos que {τn, τnσ : 0 ≤ n ≤ q − 1} ⊆ π1(H) y
σ2 ∈ π1(H). Luego, |π1(H)| > 2q y debe dividir a 4q. Entonces, H es regular por el
lema 4.1.3.

Sea G un subgrupo regular con |π2(G)| = 4. De acuerdo con la tabla 5.12,
tenemos que G tiene la siguiente presentación estándar:

G = ⟨τ, σaφ1
1,0, σ

bφ0
−1,0⟩

donde 1 ≤ a, b ≤ 3. Por la condición (R) tenemos que (σbφ0
−1,0)

2 = σ2b ∈ ⟨τ⟩, por
lo tanto b = 2. En consecuencia, a = 1 o a = 3. Si a = 1, tenemos que G = H y si
a = 3, el grupo G es un conjugado de H por φ1

1,0.

Lema 5.3.6. Sea p = 2. Existe una única clase de conjugación de subgrupos regu-
lares con |π2(G)| = 4q. Un representante está dado por

H = ⟨σφ1
1,0, σ

2φ0
−1,0, τ

− 1
2φ0

1,1⟩ ∼= Z2 × (Zq ⋊−1 Z2).

Demostración. Análogamente al lema 5.3.5, se puede verificar inmediatamente que
el grupo del enunciado es un subgrupo regular de Hol(A). Un subgrupo regular con
|π2(G)| = 4q tiene la siguiente presentación estándar:

G = ⟨τaσbφ1
1,0, τ

cσdφ0
−1,0, τ

eσfφ0
1,1⟩.
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Por la condición (R) tenemos que (τaσbφ1
1,0)

2 = (τ cσdφ0
−1,0)

2 = (τ eσfφ0
1,1)

q = 1 y
entonces b ∈ {1, 3}, d ∈ {0, 2} y f = 0. Como φ1

1,0 es un elemento central en π2(G),
nuevamente por la condición (R), tenemos que τaσbφ1

1,0 es central en G, por lo tanto
a = c y e = −1

2
y luego

G = ⟨τaσbφ1
1,0, τ

cσdφ0
−1,0, τ

− 1
2φ0

1,1⟩

para cierto 1 ≤ a ≤ q − 1 y las condiciones sobre b y d de antes. Podemos suponer
que b = 1, en otro caso conjugamos por φ1

1,0. Si conjugamos por φ0
1,−a, obtenemos

G = ⟨σφ1
1,0, σ

dφ0
−1,0, τ

− 1
2φ0

1,1⟩.

Por último, por regularidad se sigue que d ̸= 0, y en consecuencia d = 2 y consegui-
mos el grupo H.

Resumimos el contenido de esta subsección en las siguientes tablas:

| kerλ| Zp2q Zq ⋊r Zp2

p p− 1 p(p− 1)
pq p p2 − p− 1
p2 1 -
p2q - 1

| kerλ| Z4q Z2
2 × Zq Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) Zq ⋊−1 Z4

1 - - 1 -
2 - 1 1 1
4 1 - - -
q - - 1 -
2q 1 1 1 -
4q - - - 1

Tabla 5.13: Enumeración de brazas torcidas de tipo A
para q = 1 (mód p), q ̸= 1 (mód p2) y p > 2 (arriba)
q = 1 (mód p), q ̸= 1 (mód p2) y p = 2 (abajo).

5.3.2. Brazas torcidas de tipo Zp × (Zq ⋊r Zp)

En esta sección notaremos por A al grupo Zp × (Zq ⋊r Zp). Una presentación de
este grupo es

A = ⟨σ, τ, ϵ |σp = τ p = ϵq = 1, [ϵ, τ ] = [τ, σ] = 1, σϵσ−1 = ϵr⟩.

De acuerdo con [17, Subsection 4.6] la función

ϕ : (Zp ⋊ Z×
p )× (Zq ⋊ Z×

q ) −→ AutA, [(l, i), (s, j)] 7→ αl,iβs,j
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donde

αl,i =


ϵ 7→ ϵ

τ 7→ τ i

σ 7→ τ lσ

y βs,j =


ϵ 7→ ϵj

τ 7→ τ

σ 7→ ϵsσ

es un isomorfismo de grupos. En particular, notemos que αl,i y βs,j conmutan. En
particular, p2q divide a |AutA| = pq(p−1)(q−1) y por lo tanto debemos considerar
todos los valores posibles para el orden de la imagen de un subgrupo regular por π2.
Las clases de conjugación de subgrupos de AutA aparecen en la tabla 5.14.

Orden Grupos Clase

p ⟨α1,1⟩ Zp

⟨β0,r⟩
⟨α1,1β0,r⟩

q ⟨β1,1⟩ Zq

pq ⟨α1,1, β1,1⟩ Zpq

⟨β0,r, β1,1⟩ Zq ⋊r Zp

⟨α1,1β0,r, β1,1⟩ Zq ⋊r Zp

p2 ⟨α1,1, β0,r⟩ Z2
p

p2q ⟨α1,1, β1,1, β0,r⟩ A

Tabla 5.14: Clases de conjugación de subgrupos de AutA.

El procedimiento para verificar la regularidad de un subgrupos ya lo realizamos
en suficientes ocasiones por lo que omitiremos esa parte en lo que resta de la sección
5.3.

Proposición 5.3.7. La única braza torcida de tipo A con | kerλ| = p2 está dada
por B = B1 × B2, donde B1 es la braza torcida trivial de orden p y B2 es la única
braza torcida de tipo no abeliano de orden pq con | kerλB2 | = p. En particular,
(B, ◦) ∼= Z2

p × Zq.

Demostración. El único subgrupo de orden q de AutA está generado por β1,1 y
el núcleo es un p-subgrupo de Sylow de A que podemos tomar como ⟨σ, τ⟩ salvo
conjugación. Por lo tanto I = ⟨τ⟩+ ≤ kerλ ∩ Fix(B) ∩ Z(B,+) y entonces I es un
ideal de B contenido en Z(B, ◦). El subgrupo J = ⟨ϵ, σ⟩+ ⊴ (B,+) es un ideal a
izquierda y como τ ∈ Z(B, ◦) entonces J es un ideal de B. Luego, B = I + J y
I∩J = 0 y entonces B es un producto directo de la braza torcida trivial de orden p y
una braza torcida B2 de orden pq con | kerλB2| = p. De acuerdo con el teorema 3.3.6,
existe una única braza torcida con esas condiciones y cumple que (B2, ◦) ∼= Zpq.

En lo que sigue vamos a considerar al subgrupo G2 = ⟨ϵ, τ, α1,1, β1,1⟩ ⊴ Hol(A).
Este subgrupo cumple que Hol(A)/G2

∼= Zp × Z×
p × Z×

q .
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Lema 5.3.8. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
regulares G de Hol(A) con |π2(G)| = p es

π2(G) Grupos Parámetros Clase #

⟨α1,1⟩ K = ⟨ϵ, τ, σα1,1⟩ - p > 2 : A 1
p = 2 : Zq ⋊−1 Z4

⟨β0,r⟩ L = ⟨ϵ, σ, τβ0,r⟩ - A 1

Gc = ⟨ϵ, τ, σcβ0,r⟩ 1 ≤ c ≤ p− 1 p > 2 :

{
Z2

p × Zq si c = −1
A si c ̸= −1

p− 1

p = 2 : Z2
2 × Zq

⟨α1,1β0,r⟩ Hc = ⟨ϵ, τ, σcα1,1β0,r⟩ 1 ≤ c ≤ p− 1 p > 2 :

{
Z2

p × Zq si c = −1
A si c ̸= −1

p− 1

p = 2 : Z4q

Demostración. Los grupos K,L, Gc y Hc no son conjugados entre śı ya que sus
imágenes por π2 o bien sus núcleos no lo son. Si Gc y Gd (resp. Hc y Hd) son
conjugados, entonces sus imágenes en el cociente Hol(A)/G2 coinciden, es decir
⟨σcβ0,rG2⟩ = ⟨σdβ0,rG2⟩. Luego, c = d.

Sea G un subgrupo regular de Hol(A) tal que |π2(G)| = p. De acuerdo con la
tabla 5.14 debemos discutir tres casos. Supongamos que π2(G) = ⟨α1,1⟩. Entonces
el núcleo tiene orden pq y entonces G tiene la forma

G = ⟨ϵ, σnτm, σaτ bα1,1⟩.

Por la condición (K) tenemos que n = 0. Por lo tanto, podemos suponer que b = 0
y G = ⟨ϵ, τ, σaα1,1⟩. Por regularidad, a ̸= 0 y entonces G es un conjugado de K
por α0,a.

Supongamos que π2(G) = ⟨β0,r⟩. Entonces G tiene la siguiente presentación
estándar:

G = ⟨ϵ, σnτm, σaτ bβ0,r⟩.

Si n = 0 entonces G = Ga. Si n ̸= 0, podemos suponer que m = 0, en caso contrario,

conjugamos por α
−m

n
1,1 . Por lo tanto, podemos suponer que a = 0 y n = 1. Por

regularidad, b ̸= 0 y entonces G es un conjugado de L por α0,b−1 .

Por último, supongamos que π2(G) = ⟨α1,1β0,r⟩. Entonces

G = ⟨ϵ, σnτm, σaτ bα1,1β0,r⟩.

La condición (K) implica que n = 0 y entonces G = ⟨ϵ, τ, σaα1,1β0,r⟩ = Ha.

Notemos que para el caso p = 2, los grupos K y H1 (que es el único Hc) tienen
elementos de orden 4 pues (σα1,1)

2 = (σα1,1β0,r)
2 = τ . Para p > 2, no hay elementos

de orden p2 y entonces tenemos diferentes clases de isomorfismo en la tabla.

Lema 5.3.9. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
regulares G de Hol(A) con |π2(G)| = pq está dado por la siguiente tabla
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π2(G) Grupos Parámetros Clase #

⟨α1,1, β1,1⟩ K1 = ⟨τ, σα1,1, ϵ
1

r−1β1,1⟩ - p > 2 : Z2
p × Zq 1

p = 2 : Z4q

⟨β1,1, β0,r⟩ K2 = ⟨σ, τβ0,r, ϵ
1

r−1β1,1⟩ - A 1

Ga = ⟨τ, σaβ0,r, ϵ
1

r−1β1,1⟩ 1 ≤ a ≤ p− 1 A p− 1

⟨β1,1, α1,1β0,r⟩ Ha = ⟨τ, σaα1,1β0,r, ϵ
1

r−1β1,1⟩ 1 ≤ a ≤ p− 1 p > 2 : A p− 1
p = 2 : Zq ⋊−1 Z4

Demostración. Por el mismo argumento del lema 5.3.8 podemos ver que los grupos
de la tabla no son conjugados entre śı. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con
|π2(G)| = pq. De acuerdo con la tabla 5.14 debemos considerar tres casos. En todos
ellos, actuando por el normalizador de π2(G) si fuera necesario, podemos suponer
que ker π2|G está generado por τ o por σ.

Sea π2(G) = ⟨α1,1, β1,1⟩. Por la condición (K) tenemos que ker π2|G = ⟨τ⟩. Luego,

G = ⟨τ, ϵaσbα1,1, ϵ
cσdβ1,1⟩.

La condición (R) implica que d = 0 y c = 1
r−1

. Si b = 0 entonces, por el lema
4.1.4(1), π1(G) ⊆ ⟨ϵ, τ⟩, una contradicción puesto que G es regular. Luego b ̸= 0 y
en consecuencia G es un conjugado de K1 por α0,bβ

n
1,1 donde n = a 1−r

rb−1
.

Sea π2(G) = ⟨β0,r, β1,1⟩. Si ker π2|G = ⟨σ⟩ entonces

G = ⟨σ, ϵaτ bβ0,r, ϵcτ dβ1,1⟩.

De acuerdo con la condición (K) tenemos c = 1
r−1

y a = 0 (luego, b ̸= 0 por
regularidad) y por (R) tenemos d = 0. Luego G es un conjugado de K2 por α0,b−1 .

Si ker π2|G está generado por τ entonces

G = ⟨τ, ϵaσbβ0,r, ϵ
cσdβ1,1⟩.

De las condiciones (R) tenemos que d = 0 y c = 1
r−1

. Entonces, b ̸= 0 pues en caso

contrario tendŕıamos π1(G) ⊆ ⟨τ, ϵ⟩. Si b + 1 = 0 entonces ϵ conmuta con σbβ0,r y
como (ϵaσbβ0,r)

p ∈ ⟨τ⟩ tenemos a = 0, y en consecuencia G = G−1. En otro caso, G
es un conjugado de Gb por β

n
1,1 donde n = a 1−r

rb+1−1
.

Sea π2(G) = ⟨α1,1β0,r, β1,1⟩. La condición (K) implica que ker π2|G = ⟨τ⟩. En-
tonces

G = ⟨τ, ϵaσbα1,1β0,r, ϵ
cσdβ1,1⟩.

Las condiciones (R) nos dicen que d = 0 y c = 1
r−1

. Además, tenemos que b ̸= 0
como antes. De la misma forma, si b + 1 = 0 entonces a = 0 y luego G = H−1. Si
no, G es un conjugado de Hb por β

n
1,1 donde n = a 1−r

rb+1−1
.

En forma análoga al lema 5.3.8, notemos que para el caso p = 2, los grupos
K1 y H1 (que resulta ser el único Hc) tienen elementos de orden 4 puesto que
(σα1,1)

2 = (σα1,1β0,r)
2 = τ . Luego, las clases de isomorfismo de estos grupos son

diferentes a las del caso p > 2 de la tabla del enunciado.
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Al igual que en la subsección anterior, para los siguientes resultados tendremos
diferentes consecuencias según si p = 2 o p > 2. Recordemos que si p = 2 podemos
suponer que r = −1.

Proposición 5.3.10. Sea p = 2. Si G es un subgrupo regular de Hol(A) entonces
|π2(G)| ̸∈ {4, 4q}.

Demostración. Supongamos que G es un subgrupo de orden p2q de Hol(A) tal que
|π2(G)| = 4. Por la tabla 5.14 y el hecho de que A tiene un único q-subgrupo de
Sylow, tenemos que G tiene la siguiente presentación estándar:

G = ⟨ϵ, σaτ bα1,1, σ
cτ dβ0,−1⟩

para ciertos 0 ≤ a, b, c, d ≤ 1. Por la condición (R), como (σaτ bα1,1)
2 ∈ ⟨ϵ⟩ tenemos

que a = 0. Además, tenemos que el segundo generador debe conmutar con el tercero
módulo el núcleo, luego c = 0.

Ahora, supongamos que |π2(G)| = 4q, luego G tiene la siguiente presentación
estándar:

G = ⟨ϵauα1,1, ϵ
bvβ0,−1, ϵ

cwβ1,1⟩

donde u, v, w ∈ ⟨σ, τ⟩. Por la condición (K), el primer generador tiene orden 2 y
tenemos que u ∈ ⟨τ⟩. Como α1,1β0,−1 = β0,−1α1,1, la condición (R) nos lleva a que
v ∈ ⟨τ⟩. Por el mismo motivo, α1,1β1,1 = β1,1α1,1 implica que w ∈ ⟨τ⟩.

En consecuencia, en ambos casos π1(G) ⊆ ⟨τ, ϵ⟩ por el lema 4.1.4(1) y entonces
G no es regular.

Los dos lemas siguientes sólo funcionan para primos impares. En las demostra-
ciones utilizaremos que si p > 2 entonces

(σaα1,1)
n = τa

n(n−1)
2 σnaαn

1,1 (5.37)

para todo n ∈ N.

Lema 5.3.11. Sea p > 2. Un conjunto de representantes de clases de conjugación
de subgrupos regulares G de Hol(A) con |π2(G)| = p2 es

Ga = ⟨ϵ, σaα1,1, τβ0,r⟩ ∼= A

para 1 ≤ a ≤ p− 1.

Demostración. Si Ga es un conjugado de Gb por algún automorfismo h ∈ AutA
entonces h ∈ N(π2(G)) y luego h = αl,iβ0,j. Entonces

hτβ0,rh
−1 = τ iβ0,r ∈ Gb

hσaα1,1h
−1 = τ laσaαi

1,1 ∈ Gb.

Luego i = 1 y l = 0 y tenemos que a = b.
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Sea G un subgrupo regular con |π2(G)| = p2. En consecuencia, salvo conjuga-
ción, π2(G) = ⟨α1,1, β0,r⟩ y el núcleo de π2|G es el subgrupo generado por ϵ. Luego,
podemos suponer que

G = ⟨ϵ, σaτ bα1,1, σ
cτ dβ0,r⟩.

Por la condición (R), el segundo generador debe conmutar con el tercer generador
módulo el núcleo, por lo cual tenemos que c = 0 y entonces d ̸= 0 por regularidad. Si
a = 0 entonces, por el lema 4.1.4(1), tenemos que π1(G) ⊆ ⟨τ, ϵ⟩, una contradicción.

En consecuencia a ̸= 0 y G es un conjugado de Ga por el automorfismo α0,d−1α
− b

a
1,1 .

Lema 5.3.12. Sea p > 2. Un conjunto de representantes de clases de conjugación
de subgrupos regulares G de Hol(A) con |π2(G)| = p2q es

Ga = ⟨σα1,1, τ
aβ0,r, ϵ

1
r−1β1,1⟩ ∼= A

para 1 ≤ a ≤ p− 1.

Demostración. Si Ga y Gb son conjugados entre śı por h entonces h normaliza
a ⟨σα1,1⟩, el centro de Ga y Gb, y entonces h = β0,j para cierto j. Entonces
hτaβ0,rh

−1 = τaβ0,r ∈ Gb. En consecuencia a = b.
Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = p2q. El único subgrupo

de orden p2q salvo conjugación es ⟨α1,1, β0,g, β1,1⟩ ∼= A. Luego, una presentación
estándar de G es la siguiente:

G = ⟨ϵauα1,1, ϵ
bvβ0,r, ϵ

cwβ1,1⟩

para ciertos u, v, w ∈ ⟨τ, σ⟩. Sea u = σxτ y. Como α1,1 es un elemento central en
π2(G), por la condición (R), tenemos que ϵauα1,1 ∈ Z(G) y luego v, w ∈ ⟨τ⟩ y

a = b
rx − 1

r − 1
y c(rx − 1) =

rx − 1

r − 1
.

Ahora, levantando la relación β0,rβ1,1 = βr
1,1β0,r tenemos que w = 1. Si x = 0, por

el lema 4.1.4(1) tenemos π1(G) ⊆ ⟨ϵ, τ⟩, una contradicción. Luego, supongamos que
x ̸= 0 y entonces c = 1

r−1
. Luego,

G = ⟨ϵb
rx−1
r−1 σxτ yα1,1, ϵ

bτ tβ0,r, ϵ
1

r−1β1,1⟩

para cierto 0 ≤ t ≤ p − 1. En consecuencia, usando (5.37) tenemos que G es un
conjugado de Gxt por h = αn,xβ−b,1 donde n = x−1

2
− y.

La siguiente observación es análoga a la observación 5.1.15.

Observación 5.3.13. Las brazas torcidas de tipo A que se descomponen como pro-
ducto directo son las siguientes:

(i) la braza torcida de la proposición 5.3.7.
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(ii) La braza torcida asociada al grupo Gc para 1 ≤ c ≤ p − 1 como la definimos
en el lema 5.3.8 es un producto directo de la braza torcida trivial de orden p
y una braza torcida de orden pq con | kerλ| = q, ver teorema 3.3.9.

(iii) La braza torcida asociada a Ga para 1 ≤ a ≤ p − 1 como la definimos en el
lema 5.3.9 es el producto directo de la braza torcida trivial de orden p y una
braza torcida de orden pq con | kerλ| = 1, ver teorema 3.3.12.

Gracias a la enumeración de brazas torcidas de orden pq que conseguimos en los
teoremas 3.3.6, 3.3.9 y 3.3.12, podemos decir que la observación anterior junto con
la observación 5.1.15 nos dan una lista completa de las brazas torcidas de tipo no
abeliano de orden p2q que se pueden descomponer como un producto directo.

Resumimos el contenido de esta sección en las siguientes tablas.

| kerλ| Z2
p × Zq Zp × (Zq ⋊g Zp)

1 - p− 1
p 1 2p− 1
q - p− 1
pq 2 2(p− 1)
p2 1 -
p2q - 1

| kerλ| Z4q Z2
2 × Zq Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) Zq ⋊−1 Z4

2 1 - 2 1
2q 1 1 1 1
4 - 1 - -
4q - - 1 -

Tabla 5.15: Enumeración de brazas torcidas de tipo A
con la condición q = 1 (mód p), q ̸= 1 (mód p2):
arriba asumimos que p > 2 y abajo, que p = 2.

5.4. Brazas torcidas de orden p2q

con q = 1 (mód p2)

En esta sección podemos suponer que q = 1 (mód p2) y denotaremos por h a un
elemento fijo de orden p2 en Z×

q . En consecuencia, tenemos los siguientes grupos no
abelianos de orden p2q:

(i) Zq ⋊hp Zp2 = ⟨σ, τ | τ q = σp2 = 1, στσ−1 = τh
p⟩;

(ii) Zp × (Zq ⋊hp Zp) = ⟨σ, τ, ϵ |σp = τ p = ϵq = 1, [ϵ, τ ] = [τ, σ] = 1, σϵσ−1 = ϵh
p⟩;

(iii) Zq ⋊h Zp2 = ⟨σ, τ | τ q = σp2 = 1, στσ−1 = τh⟩.
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En las tablas 5.16 y 5.17 resumimos la enumeración de brazas torcidas de acuerdo
con la clase de isomorfismo de sus estructuras aditivas y multiplicativas.

+\◦ Zp2q Zq ⋊hp Zp2 Zq ⋊h Zp2 Z2
p × Zq Zp × (Zq ⋊hp Zp)

Zq ⋊hp Zp2 2p 2p(p− 1) 2p(p− 1) - -
Zq ⋊h Zp2 2 2(p− 1) 2p(p− 1) - -

Zp × (Zq ⋊hp Zp) - - - 4 6p− 4

Tabla 5.16: Enumeración de brazas torcidas de orden p2q
con q = 1 (mód p2) para p > 2.

+\◦ Z4q Zq ⋊−1 Z4 Zq ⋊h Z4 Z2
2 × Zq Z2 × (Zq ⋊−1 Z2)

Zq ⋊−1 Z4 2 2 2 2 4
Zq ⋊h Z4 2 2 4 - -

Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) 2 2 2 2 4

Tabla 5.17: Enumeración de brazas torcidas de orden 4q
con q = 1 (mód 4).

Al igual que en la sección anterior, no seguiremos repitiendo la estrategia para
verificar la regularidad de los subgrupos por ser demasiado repetitiva y rutinaria.

5.4.1. Brazas torcidas de tipo Zq ⋊hp Zp2

En esta sección denotaremos por A al grupo Zq ⋊hp Zp2 . El grupo de automor-
fismos de A se puede describir como en la subsección 5.3.1 y utilizaremos la misma
notación. En particular, los subgrupos de orden p, q y pq de AutA coinciden con
los subgrupos de la tabla 5.12. En consecuencia, si G es un subgrupo regular con
|π2(G)| ∈ {q, p, pq} podemos aplicar los lemas 5.3.1, 5.3.2 y 5.3.3, respectivamente.

Salvo conjugación, los elementos de orden un divisor de p2 están contenidos
en el subgrupo de AutA dado por ⟨φ1

1,0, φ
0
h,0⟩ ∼= Zp × Z2

p. Entonces, de acuerdo
con [66, Theorem 3.3], tenemos p+ 1 subgrupos de orden p2, digamos

⟨φk
h,0⟩ ∼= Zp2 y ⟨φ1

1,0, φ
0
hp,0⟩ ∼= Zp × Zp (5.38)

para 0 ≤ k ≤ p− 1.

Por otro lado, como ⟨φ0
1,1⟩ es el único q-subgrupo de Sylow de AutA, tenemos

que los subgrupos de orden p2q de AutA son los siguientes p + 1 subgrupos salvo
conjugación:

⟨φk
h,0, φ

0
1,1⟩ y ⟨φ1

1,0, φ
0
hp,0, φ

0
1,1⟩ (5.39)

para 0 ≤ k ≤ p− 1.

Los siguientes lemas enumeran los subgrupos regulares de Hol(A) salvo conjuga-
ción con |π2(G)| ∈ {p2, p2q}. Para esto, separamos los casos p = 2 y p > 2.
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Lema 5.4.1. Sea p > 2. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de
subgrupos regulares G de Hol(A) con |π2(G)| = p2 es

Gb,k = ⟨τ, σbφk
h,0⟩ ∼= Zq ⋊h Zp2

para 0 ≤ k ≤ p− 1 y 1 ≤ b ≤ p− 1.

Demostración. Análogamente al lema 5.3.2 podemos mostrar que los grupos no son
conjugados entre śı. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = p2. El único
subgrupo de orden q de A es ⟨τ⟩. De acuerdo con (5.38) tenemos que considerar dos
casos.

(i) Si π2(G) = ⟨φk
h,0⟩ entonces una presentación estándar es la siguiente

G = ⟨τ, τaσbφk
h,0⟩ = ⟨τ, σbφk

h,0⟩

donde b ̸= 0 (mód p). Salvo conjugación por el normalizador de ⟨φk
h,0⟩ en

AutA, podemos suponer que 1 ≤ b ≤ p− 1, luego G = Gb,k.

(ii) Si π2(G) = ⟨φ1
1,0, φ

0
hp,0⟩, entonces podemos argumentar como en la proposición

5.3.4 y probar que no existen subgrupos regulares bajo estas condiciones.

Lema 5.4.2. Sea p > 2. Un cojunto de representantes de clases de conjugación de
subgrupos regulares G de Hol(A) con |π2(G)| = p2q es

Gb,k = ⟨σbφk
h,0, τ

1
hp−1φ0

1,1⟩ ∼= Zq ⋊h Zp2

para 1 ≤ b ≤ p− 1 y 0 ≤ k ≤ p− 1.

Demostración. Los grupos no son conjugados entre śı por el mismo argumento del
lema 5.3.2. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = p2q. De acuerdo
con (5.39) debemos considerar dos casos. En el primero, G tiene la presentación
estándar:

G = ⟨τaσbφk
h,0, τ

cσdφ0
1,1⟩.

Por la condición (R) (τaσbφk
h,0)

q = 1 tenemos que d = 0 y entonces b ̸= 0 (mód p)
(caso contrario, por el lema 4.1.4(1) se seguiŕıa que π1(G) ⊆ ⟨σp, τ⟩). Más aún,
podemos asumir también que 1 ≤ b ≤ p− 1, salvo conjugación por una potencia de
φ1
1,0. Por la condición (R), levantando la relación φk

h,0φ
0
1,1 = (φ0

1,1)
hφk

h,0 tenemos que

c = 1
hp−1

.
Ahora, si a = 0, tenemos uno de los representantes del enunciado. Si no, conju-

gamos por φ0
n,1 donde n = −hpb+1−1

a(hp−1)
.

En el segundo caso no tenemos subgrupos regulares por el mismo argumento de
la proposición 5.3.4.

Ahora, vamos a tratar el caso p = 2. Recordemos que como h es un elemento de
orden 4 en Z×

q , podemos suponer que h2 = −1.
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Lema 5.4.3. Sea p = 2. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de
subgrupos regulares G de Hol(A) con |π2(G)| = 4 está dado por

G1 = ⟨τ, σφ1
1,0, σ

2φ0
−1,0⟩ ∼= Z2 × (Zq ⋊−1 Z2), G2 = ⟨τ, σφ0

h,0⟩ ∼= Zq ⋊h Z4.

Demostración. Los grupos G1 y G2 no son conjugados entre śı pues sus imágenes por
π2 no lo son. Sea G un subgrupo regular de Hol(A). Si π2(G) = ⟨φ1

1,0, φ
0
−1,0⟩ podemos

argumentar igual que en el lema 5.3.5 para conseguir G1. Si π2(G) = ⟨φk
h,0⟩ para

k = 0, 1, argumentando como en el lema 5.4.1, tenemos

G = ⟨τ, σφk
h,0⟩.

Si k = 1 entonces (σφ1
h,0)

2 = (φ1
h,0)

2 = φ0
−1,1 ∈ G y luego G no es regular. En

consecuencia, k = 0 y resulta G = G2.

Lema 5.4.4. Sea p = 2. Existen dos subgrupos regulares de Hol(A) con |π2(G)| = 4q
salvo conjugación. Un conjunto de representantes está dado por

G1 = ⟨σφ1
1,0, σ

2φ0
−1,0, τ

− 1
2φ0

1,1⟩ ∼= Z2 × (Zq ⋊−1 Z2)

y G2 = ⟨σφ0
h,0, τ

− 1
2φ0

1,1⟩ ∼= Zq ⋊h Z4.

Demostración. Los grupos G1 y G2 no son conjugados pues sus imágenes por π2
no lo son. Sea G un subgrupo regular de Hol(A). Si π2(G) = ⟨φ1

1,0, φ
0
−1,0, φ

0
1,1⟩,

argumentando como en el lema 5.3.6 conseguimos G1. Si π2(G) = ⟨φk
h,0, φ

0
1,1⟩, por

el mismo argumento del lema 5.4.2, tenemos que G tiene la siguiente presentación
estándar:

G = ⟨σφk
h,0, τ

− 1
2φ0

1,1⟩.
Si k = 1 entonces (σφ1

h,0)
2 = (φ1

h,0)
2 = φ0

−1,0 ∈ G y luego G no es regular. Entonces
k = 0 y conseguimos G2.

Los resultados de esta sección se resumen en las siguientes tablas:

| kerλ| Zp2q Zq ⋊hp Zp2 Zq ⋊h Zp2

1 - - p(p− 1)
p p− 1 p(p− 1) -
q - - p(p− 1)
p2 1 - -
pq p p2 − p− 1 -
p2q - 1 -

| kerλ| Z4q Z2
2 × Zq Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) Zq ⋊−1 Z4 Zq ⋊h Z4

1 - - 1 - 1
2 - 1 1 1 -
q - - 1 - 1
4 1 - - - -
2q 1 1 1 - -
4q - - - 1 -

Tabla 5.18: Enumeración de brazas torcidas de tipo Zq ⋊hp Zp2 con la condición
q = 1 (mód p2): arriba con p > 2 y abajo con p = 2.
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5.4.2. Brazas torcidas de tipo Zp × (Zq ⋊hp Zp)

En esta sección denotamos por A al grupo Zp × (Zq ⋊hp Zp). Los subgrupos
regulares de Hol(A) con imágenes de órdenes q, p, pq por π2 son los mismos de
la proposición 5.3.7, el lema 5.3.8 y el lema 5.3.9, respetivamente, puesto que los
subgrupos del grupo de automorfismos de A de orden p, q y pq coinciden con los
del caso q = 1 (mód p) y q ̸= 1 (mód p2). Respetando la notación de la subsección
5.3.2, los subgrupos de orden p2 de AutA son

⟨α1,1, β0,hp⟩, ⟨αk
1,1β0,h⟩ (5.40)

para 0 ≤ k ≤ p − 1, salvo conjugación. Como hicimos antes, consideraremos los
casos p = 2 y p > 2 en forma separada. Primero, comenzamos con el caso p > 2.

Lema 5.4.5. Sea p > 2. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de
subgrupos regulares de Hol(A) con |π2(G)| = p2 es

Ga = ⟨ϵ, σaα1,1, τβ0,hp⟩ ∼= A

con 1 ≤ a ≤ p− 1.

Demostración. Si π2(G) = ⟨α1,1, β0,hp⟩ podemos argumentar como en el lema 5.3.11
para obtener a Ga. Mostraremos que si π2(G) = ⟨αk

1,1β0,h⟩ para 0 ≤ k ≤ p − 1
entonces G no es regular. Podemos suponer que

G = ⟨ϵ, σaτ bαk
1,1β0,h⟩.

Si k = 0 entonces (σaτ bβ0,h)
p = βp

0,h ∈ G. Caso contrario, como p > 2, tenemos que

(σaτ bαk
1,1β0,h)

p = τ bp+k
p(p−1)a

2 σapαpk
1,1β

p
0,h = βp

0,h ∈ G.

En ambos casos, G no es regular por el lema 4.1.3.

Ahora veamos el caso p = 2. En este caso, tenemos que h2 = −1.

Lema 5.4.6. Sea p = 2. Existe una única clase de conjugación de subgrupos regu-
lares de Hol(A) con |π2(G)| = 4. Un representante es

H = ⟨ϵ, σα1,1β0,h⟩ ∼= Zq ⋊h Z4.

Demostración. Si π2(G) está generado por α1,1 y β0,−1 entonces G no es regular por
los mismos cálculos de la proposición 5.3.10. Supongamos que π2(G) = ⟨αk

1,1β0,h⟩
para k = 0, 1, entonces G tiene la siguiente presentación estándar

G = ⟨ϵ, σaτ bαk
1,1β0,h⟩

para ciertos 0 ≤ a, b ≤ 1. Si k = 0 entonces (σaτ bβ0,h)
2 = β2

0,h = β0,−1 ∈ G y luego
G no es regular. Entonces k = 1 y a = 1, caso contrario tendŕıamos π1(G) ⊆ ⟨τ, ϵ⟩.
Por último, podemos suponer que b = 0 salvo conjugación por α1,1.
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Los subgrupos de orden p2q en AutA son

⟨α1,1, β0,hp , β1,1⟩, ⟨β1,1, αk
1,1β0,h⟩

para 0 ≤ k ≤ p−1, salvo conjugación. Consideramos además los casos p > 2 y p = 2
por separado. Comencemos con el caso p > 2.

Lema 5.4.7. Sea p > 2. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de
subgrupos regulares de Hol(A) con |π2(G)| = p2q es

Ga = ⟨σα1,1, τ
aβ0,hp , ϵ

1
hp−1β1,1⟩ ∼= A

para 1 ≤ a ≤ p− 1.

Demostración. Si el p-subgrupo de Sylow de la imagen π2(G) no es ćıclico podemos
concluir como en el lema 5.3.12. Veamos que si π2(G) = ⟨β1,1, αk

1,1β0,h⟩ entonces G
no es regular. En efecto, si

G = ⟨ϵauβ1,1, ϵbvαk
1,1β0,h⟩

para ciertos u, v ∈ ⟨σ, τ⟩ entonces, como (ϵauβ1,1)
q = 1 por la condición (R), tenemos

que u = 1, es decir G = ⟨ϵaβ1,1, ϵbvαk
1,1β0,h⟩ donde v = σcτ d. Más aún, podemos

suponer que a ̸= 0 por regularidad. Como p > 2, tenemos que

(ϵbσcτ dαk
1,1β0,h)

p = ϵsτ dp+ck
p(p−1)

2 σcpαkp
1,1β

p
0,h = ϵsβp

0,h ∈ G

para algún s. Luego,

(ϵaβ1,1)
− s

a (ϵsβp
0,h) = β

− s
a

1,1 β
p
0,h ∈ G

y entonces G no es regular.

Lema 5.4.8. Sea p = 2. Existe una única clase de conjugación de subgrupos regu-
lares de Hol(A) con |π2(G)| = 4q. Un representante es

H = ⟨σα1,1β0,h, ϵ
− 1

2β1,1⟩ ∼= Zq ⋊h Z4.

Demostración. Si π2(G) = ⟨α1,1, β0,−1, β1,1⟩ entoncesG no es regular por los mismos
cálculos de la proposición 5.3.10. Supongamos que π2(G) = ⟨αk

1,1β0,h, β1,1⟩ para
k = 0, 1, luego G tiene la siguiente presentación estándar

⟨τaϵbσcαk
1,1β0,h, τ

dϵeσfβ1,1⟩

para ciertos 0 ≤ a, c, d, f ≤ 1 y 0 ≤ b, e ≤ q − 1. Por la condición (R), como
(τ dϵeσfβ1,1)

q = 1 tenemos que f = d = 0. Por regularidad, e ̸= 0 (mód q). Si
c = 0 entonces π1(G) ⊆ ⟨τ, ϵ⟩. Luego, c = 1. Por la condición (R) y el hecho de
que β0,hβ1,1 = βh

1,1β0,h, tenemos que e = −1
2
. Salvo conjugación por α1,1 podemos

suponer que a = 0.
Si k = 0 entonces (ϵ−

1
2β1,1)

−2b(h−1)(ϵbσβ0,h)
2 = β

−2b(h−1)
1,1 β2

0,h ∈ G y en conse-
cuencia G no es regular. Luego, k = 1 y G es un conjugado de H por βn

1,1 donde

n = − 2b
h+1

.
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De acuerdo con los lemas 5.4.5 y 5.4.7, la tabla 5.15 recolecta la enumeración de
brazas torcidas de tipo Zp × (Zq ⋊hp Zp) con q = 1 (mód p2) y p > 2. En la tabla
5.19 se reúne la enumeración para el caso p = 2.

kerλ Z4q Z2
2 × Zq Z2 × (Zq ⋊−1 Z2) Zq ⋊−1 Z4 Zq ⋊h Z4

1 - - - - 1
2 1 - 2 1 -
4 - 1 - - -
q - - - - 1
2q 1 1 1 1 -
4q - - 1 - -

Tabla 5.19: Enumeración de brazas torcidas de tipo Z2 × (Zq ⋊−1 Z2)
con q = 1 (mód 4).

5.4.3. Brazas torcidas de tipo Zq ⋊h Zp2

En esta sección, denotaremos por A al grupo Zq⋊hZp2 . Una presentación de este
grupo es

G = ⟨σ, τ | σp2 = τ q = 1, στσ−1 = τh⟩.

De acuerdo con [17, Theorem 3.4], la función

ϕ : Zq ⋊ Z×
q −→ AutA, (i, j) 7→ φi,j =

{
τ 7→ τ j

σ 7→ τ iσ

es un isomorfismo de grupos.
Como q = 1 (mód p2) entonces p2q divide a |AutG| = q(q − 1) y debemos

discutir todos los posibles valores para |π2(G)|.
Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos de AutA

lo podemos ver en la tabla 5.20.

Orden Grupo Clase

p ⟨φ0,hp⟩ Zp

q ⟨φ1,1⟩ Zq

pq ⟨φ0,hp , φ1,1⟩ Zq ⋊hp Zp

p2 ⟨φ0,h⟩ Zp2

p2q ⟨φ1,1, φ0,h⟩ A

Tabla 5.20: Clases de conjugación de subgrupos de AutA.
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Lema 5.4.9. La única braza torcida de tipo A con | kerλ| = p2 es (B,+, ◦) donde(
x1
x2

)
+

(
y1
y2

)
=

(
x1 + hx2y1
x2 + y2

)
,

(
x1
x2

)
◦
(
y1
y2

)
=

(
hy2x1 + hx2y1

x2 + y2

)
para todos 0 ≤ x1, y1 ≤ q − 1 y 0 ≤ x2, y2 ≤ p2 − 1. En particular, (B, ◦) ∼= Zp2q.

Demostración. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = q. Entonces
podemos suponer que π2(G) = ⟨φ1,1⟩ que es normal en AutA.

Como todos los p-subgrupos de Sylow de A son conjugados entre śı y tienen
orden p2, podemos suponer que G tiene la presentación estándar

G = ⟨σ, τaσbφ1,1⟩ = ⟨σ, τaφ1,1⟩,

para cierto a ̸= 0. La condición (K) se satisface si y sólo si a = 1
h−1

.
La fórmula para la braza torcida asociada a G se puede obtener como en el lema

5.3.1.

El grupo G3 = ⟨τ, φ1,1⟩ es normal en Hol(A) y Hol(A)/G3
∼= Zp2 × Z×

q .

Lema 5.4.10. Las brazas torcida de tipo A con | kerλ| = pq son (Bc,+, ◦) donde
(Bc,+) = Zq ⋊h Zp2 y (Bc, ◦) = Zq ⋊h

p
c+1 Zp2

∼= A for 1 ≤ c ≤ p− 1. En particular,
Bc es una bi-braza.

Demostración. El subgrupo

Gc = ⟨τ, σp, σcφ0,hp⟩ ∼= A

es regular. Si Gc y Gd son conjugados entre śı entonces sus imágenes en Hol(A)/G3

coinciden y luego ⟨σp, σcφ0,hp⟩ = ⟨σp, σdφ0,hp⟩. En consecuencia, c = d.
El único subgrupo de A de orden pq es ⟨τ, σp⟩. Luego, si G es un subgrupo regular

de Hol(A), podemos suponer que G = Gc para algún 1 ≤ c ≤ p− 1.
Usando el mismo argumento del lema 5.1.4 podemos describir la estructura de la

braza torcida Bc asociada a Gc y de acuerdo con el corolario 3.1.2, la braza torcida
asociada es una bi-braza.

Lema 5.4.11. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
regulares de Hol(A) tal que |π2(G)| = pq es

Gc = ⟨σp, σcφ0,hp , τ
1

h−1φ1,1⟩ ∼= A

para 1 ≤ c ≤ p− 1.

Demostración. Al igual que en el lema 5.4.10 podemos mostrar que los grupos Gc no
son conjugados entre śı. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = pq. De
acuerdo con la tabla 5.20, podemos suponer que π2(G) = ⟨φ0,hp , φ1,1⟩. Los subgrupos
de orden p de A son ⟨τaσp⟩ para algún a. Como φ1,1 está en el normalizador de π2(G),
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salvo conjugación por una potencia de φ1,1 podemos suponer que a = 0. Luego, G
tiene la siguiente presentación estándar

G = ⟨σp, τ bσcφ0,hp , τ dσeφ1,1⟩

para ciertos 0 ≤ c, e ≤ p− 1 y 0 ≤ b, d ≤ q − 1. Por la condición (R) y el hecho de
que φ0,hpφ1,1 = φhp

1,1φ0,hp se sigue que e(1− hp) = 0 (mód p2), luego e = 0 (mód p),

y d(hc − 1) = hc−1
h−1

. Si c = 0 entonces π1(G) ⊆ ⟨τ, σp⟩ por el lema 4.1.4(1), por lo

cual tenemos que c ̸= 0 y entonces d = 1
h−1

. Por (τ bσcφ0,hp)p ∈ ⟨σp⟩ conseguimos
b = 0. En consecuencia, G = Gc.

Lema 5.4.12. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
regulares de Hol(A) con |π2(G)| = p2 es

Gb = ⟨τ, σbφ0,h⟩ ∼=


Zp2q, si b = −1 (mód p2),

Zq ⋊hp Zp2 , si b = −1 (mód p) y b ̸= −1 (mód p2),

Zq ⋊h Zp2 , en otro caso,

donde 1 ≤ b ≤ p2 − 1 y b ̸= 0 (mód p).

Demostración. Por el mismo argumento del lema 5.4.10, los grupos no son conju-
gados entre śı. Sea G un subgrupo regular de Hol(A) con |π2(G)| = p2. Como A
tiene un único subgrupo de orden q, de acuerdo con la tabla 5.20, tenemos que todo
subgrupo regular G tiene la presentación estándar

Gb = ⟨τ, σbφ0,h⟩

para b ̸= 0 (mód p) (en otro caso, tendŕıamos π1(G) ⊆ ⟨τ, σp⟩), es decir G = Gb.

Lema 5.4.13. Un conjunto de representantes de clases de conjugación de subgrupos
regulares G de Hol(A) con |π2(G)| = p2q es

Gd = ⟨τ
1

h−1φ1,1, σ
dφ0,h⟩ ∼= A

para 1 ≤ d ≤ p2 − 1 y d ̸= 0 (mód p).

Demostración. Sea G un subgrupo regular con |π2(G)| = p2q. De acuerdo con la
tabla 5.20, podemos suponer que una presentación estándar es

G = ⟨τaσbφ1,1, τ
cσdφ0,h⟩.

Gracias a las condiciones (R), de (τaσbφ1,1)
q = 1 obtenemos b = 0. Levantando la

relación φ0,hφ1,1 = φh
1,1φ0,h, conseguimos la ecuación a(hd − 1) = hd−1

h−1
.

Si d = 0 (mód p) entonces π1(G) ⊆ ⟨τ, σp⟩. Luego d ̸= 0 (mód p) y a = 1
h−1

.
Entonces,

G = ⟨τ
1

h−1φ1,1, τ
cσdφ0,h⟩

para d ̸= 0 (mód p). Si d = −1 entonces c = 0 puesto que τ cσdφ0,h tiene orden p2.
En otro caso, G es un conjugado de Gd por φ−c h−1

hd+1−1
,1.
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Resumimos el contenido de esta subsección en la siguiente tabla:

| kerλ| Zp2q Zq ⋊hp Zp2 Zq ⋊h Zp2

1 - - p(p− 1)
p - p− 1 -
q 1 p− 1 p(p− 2)
p2 1 - -
pq - - p− 1
p2q - - 1

Tabla 5.21: Enumeración de brazas torcidas de tipo Zq ⋊h Zp2

para q = 1 (mód p2).

5.5. Una demostración de una conjetura de

brazas torcidas de orden p2q

En esta sección, daremos una demostración positiva para la conjetura 4.1 de [13].
Para ello, necesitaremos todas las tablas que conseguimos al enumerar las brazas
torcidas de orden p2q en los caṕıtulos 4 y 5.

Dado un entero n, denotamos por A(n) la cantidad de brazas torcidas de tipo
abeliano de orden n no isomorfas entre śı. (es decir, las brazas clásicas) y por B(n)
a la cantidad de brazas torcidas de tipo no abeliano de orden n no isomorfas entre
śı. Luego, la cantidad total de brazas torcidas no isomorfas entre śı de orden n es:

s(n) = A(n) +B(n). (5.41)

Por [29], se conoce el valor de A(4q) para un primo q ≥ 5 y también el valor de
A(p2q) para primos p, q con la condición q > p + 1 > 3. Volveremos a probar estos
resultados como un caso particular.

Teorema 5.5.1. [13, Conjecture 4.1] Sean p y q números primos. Si q ≥ 5 entonces

s(4q) =

{
29, si q = 3 (mód 4)

43, si q = 1 (mód 4)

y si q > p+ 1 > 3, entonces

s(p2q) =


4, si q ̸= 1 (mód p)

2p2 + 7p+ 8, si q = 1 (mód p) y q ̸= 1 (mód p2)

6p2 + 6p+ 8, si q = 1 (mód p2).

Demostración. Para la primera parte, de acuerdo con la tabla 4.1 tenemos que

A(4q) =

{
9, si q = 3 (mód 4)

11, si q = 1 (mód 4)
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y sumando todas las entradas de las tablas 5.11 y 5.17, conseguimos:

B(4q) =

{
20, si q = 3 (mód 4)

32, si q = 1 (mód 4).

Luego, por (5.41) conseguimos el valor deseado de s(4q).
Para la segunda parte, de acuerdo con [14, p. 237], tenemos que las condiciones

q > p+ 1 > 3 y q ̸= 1 (mód p) sólo pueden cumplirse simultáneamente si p y q son
aritméticamente independientes (es decir p ̸= ±1 (mód q) y q ̸= 1 (mód p)). Luego,
por la tabla 4.1 tenemos:

A(p2q) =


4, si q ̸= 1 (mód p)

p+ 8, si q = 1 (mód p) y q ̸= 1 (mód p2)

2p+ 8, si q = 1 (mód p2).

Para B(n), el caso q = 1 (mód p) y q ̸= 1 (mód p2) proviene de la tabla 5.10 y la
condición q = 1 (mód p2) proviene de la tabla 5.16. Por último, como todo grupo de
orden p2q con p y q aritméticamente independientes debe ser abeliano, sólo tenemos
brazas torcidas de tipo abeliano. En resumen:

B(p2q) =


0, si q ̸= 1 (mód p)

2p2 + 6p, si q = 1 (mód p) y q ̸= 1 (mód p2)

6p2 + 4p, si q = 1 (mód p2)

y entonces se sigue la segunda parte de la conjetura. Notemos que los últimos núme-
ros de la enumeración los conseguimos sumando todas las entradas de las tablas 5.10
y 5.16.

En [41], los autores realizan una serie de conjeturas a partir de los resultados
que obtuvieron mediante cálculos computacionales. Todas ellas fueron probadas por
separado en [60] y [29]. Dado que se trata de brazas (de tipo abeliano) de orden p2q,
nuestro trabajo da una nueva demostración como aplicación del teorema anterior.
Adaptando los enunciados a nuestra notación tenemos que:

[41, Conjecture 6.2] trata sobre la cantidad de brazas de orden 4q que proba-
mos en el teorema 5.5.1 como A(4q);

[41, Conjecture 6.3] trata sobre la cantidad de brazas de orden 9q que también
vimos en el teorema 5.5.1. Tomando p = 3 conseguimos

A(9q) =


4, si q ̸= 1 (mód 3)

11, si q = 1 (mód 3) y q ̸= 1 (mód 9)

14, si q = 1 (mód 9).

[41, Conjecture 6.4] afirma que A(p2q) = 4 si p < q y q ̸= 1 (mód p), como se
deduce de la demostración del teorema 5.5.1.
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[12] D. Bachiller, F. Cedó, and L. Vendramin. A characterization of finite multiper-
mutation solutions of the Yang-Baxter equation. Publ. Mat., Barc., 62(2):641–
649, 2018.

133



134 BIBLIOGRAFÍA
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[18] F. Cedó, T. Gateva-Ivanova, and A. Smoktunowicz. On the Yang-Baxter equa-
tion and left nilpotent left braces. J. Pure Appl. Algebra, 221(4):751–756, 2017.
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[65] A. Szczepański. Geometry of crystallographic groups, volume 4 of Algebra and
Discrete Mathematics. World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., Hackensack,
NJ, 2012.
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