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Resumen

Caracterizacion de ciertos marcos en espacios de Hilbert via
subespacios invariantes por dos operadores shift y ciclicidad en espacios
tipo Dirichlet

En esta tesis se estudia el problema de encontrar condiciones sobre dos op-
eradores lineales y acotados 7'y L que conmutan entre si y actian en un espa-
cio de Hilbert separable H, y sobre un conjunto de vectores finito o numerable
{vi}ier € H para que el sistema de iteraciones {T*L/v;} forme un marco de H. Las
condiciones obtenidas se basan en establecer una correspondencia via un isomor-
fismo entre cada marco de la forma anterior y un marco “canénico” que resulta
ser un marco de Parseval de algtin subespacio cerrado N de L*(T, K), donde K
es un espacio de Hardy vectorial.

Motivados por lo anterior, el segundo problema que se estudia en este trabajo
es buscar una descripcién explicita de los subespacios de L*(T, K) que estdn gen-
erados por marcos candnicos. Esto se enmarca en el problema de caracterizar los
subespacios invariantes por operadores lineales y acotados actuando en espacios
de Hilbert. Para ello se estudian resultados clasicos de Beurling, Helson y Hal-
mos, sobre los subespacios del espacio de Hardy escalar H?, el espacio L*(T) y el
espacio de Hardy vectorial H*(T, K) que son invariantes por los operadores shift
unilateral, shift bilateral y el shift unilateral con multiplicidad, respectivamente.

Por tltimo, consideramos una familia de espacios de Hilbert de funciones
analiticas con nicleo reproductivo que incluyen al espacio de Hardy escalar H>
y damos respuesta a la pregunta de si la funcién limite de una sucesién con-
vergente de funciones ciclicas (no ciclicas) es ciclica (no ciclica). En particular,
demostramos que el conjunto de las funciones outer no es cerrado en la topologia
de la norma de H?. Por otro lado, damos una relacién cuantitativa entre los poli-
nomios aproximantes éptimos de una sucesién de funciones y los polinomios
aproximantes Optimos del limite de dicha sucesion en el caso que €sta sea con-
vergente.

Palabras clave: Espacio de Hardy, marcos, subespacios invariantes, operador shift, fun-
ciones ciclicas, polinomios aproximantes Optimos.



Abstract

Characterization of certain frames in Hilbert spaces via invariant
subspaces under two shift operators and cyclicity in Dirichlet-type spaces

In this thesis we study the problem of finding conditions on two linear and
bounded operators 7 and L that commute, acting on a separable Hilbert space
H and on an at most countable set of vectors {v;} in order that the system of
iterations {T*L/v;} forms a frame of . This characterization is based on a cor-
respondence via an isomorphism between the mentioned frame and a canonical
frame which is a Parseval frame of a closed subspace N of L*(T, K), where K is
a vectorial Hardy space.

Motivated by the previous problem, the second problem that we study in
this work is to give an explicit description of the subspaces of L*(T, K) that are
generated by canonical frames. This is related with the problem of characterizing
the invariant subspaces under a linear bounded operator acting on a Hilbert space.
To do this it was necessary revisited classical results due to Beurling, Helson and
Halmos about the subspaces of the scalar Hardy space H?, the space L*(T) and
the vectorial Hardy space H 2(T, %) that are invariant under the unilateral shift,
the bilateral shift and the bilateral shift with multiplicity, respectively.

Finally, we consider a family of Hilbert spaces of analytic functions with
reproducing kernel that includes the scalar Hardy space H”> and we answer the
question whether the limit of a sequence of cyclic (non-cyclic) functions must be
cyclic (non-cyclic). In particular, we prove that the set of outer functions in not
closed in the topology of the H* norm. Besides, we give a quantitative relation
between the optimal polynomials approximant of a sequence of functions and
the optimal polynomial approximant of the limit of that sequence, in the case it
converges.

Keywords: Hardy space, frames, invariant subspaces, shift operator, cyclic functions,
optimal polynomial approximant.
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Introduccion

El problema de muestreo en un espacio de Hilbert separable H se puede formular de la
siguiente manera: encontrar condiciones sobre una sucesion {x;};c; C H con I un conjunto a
lo sumo numerable, para que cualquier x € H se pueda recuperar de forma estable a partir
de las muestras {{x, x;)}ic;. Para que esto ocurra, es necesario y suficiente que {x;};c; forme un
marco del espacio H, es decir, que existan constantes A, B > 0 tales que

Al < 3 1 )P < BIdP, Y xeH.

iel

La condicién de estabilidad se refiere a que si Y ;.; |{x, x;)|> es chica, entonces ||x||> también
lo es, o equivalentemente, la distancia ||x — y|| entre dos vectores x,y € H no puede ser
arbitrariamente grande si la suma Y., [{x, x;) — (y, x;)|* es chica.

Un ejemplo clasico de muestreo en R es cuando se trata de reconstruir los elementos
del espacio de todas las funciones f € L*(R) cuya transformada de Fourier f satisface que
sop f € [-1/2,1/2]. Este conjunto se conoce como el espacio de Paley-Wiener y se suele
denotar por PW;,,. Recordar que la transformada de Fourier de una funcién f € L!(R) se
define por f(¢) = fR f(x) e dx y luego se extiende por densidad a L*>(R). La férmula
de reconstruccién en PW,, es un teorema que fue demostrado por Shannon en 1949 [56], y
antes en 1915 ya habia sido demostrado por Whittaker [60] y por Kotelnikov [44] en 1933.
El teorema establece que una funcion f € PW;, se puede reconstruir a partir de sus muestras
{f(n)},cz mediante la férmula de interpolacion:

m(x —n))

3 sin(
fO) = fn—

nez

b

(x—n)

donde la convergencia es uniforme y en la norma de L*(R). Cabe acotar que PW;), es un
espacio de Hilbert con nucleo reproductivo, es decir, para todo y € R existen funciones k,
llamadas nucleos tales f(y) = (f,k,) para f € PW,;, y se puede ver que k,(x) = %f;)y»
Mais aun, {k,},ez es una base ortonormal de PW,,. Este es un ejemplo de muestreo uniforme
(el conjunto de muestreo estd equiespaciado) y es un resultado fundamental en la ingenieria
y el procesamiento de sefiales e imagenes.

El muestreo dinamico es un caso especial del problema de muestreo que se aplica cuando

las muestras tomadas sobre un conjunto {x;};c; son insuficientes para recuperar los elementos

7
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de una clase de funciones V. Se refiere al proceso de recuperar una sefial f tomando muestras
espaciales a través de un conjunto {x;},c;, y muestras temporales haciendo evolucionar dicha
sefal aplicando un operador de evolucion A, obteniendo asi, nuevas funciones Af, A? Foeens
A" f,... . El problema consiste en encontrar condiciones sobre A, un conjunto de puntos {x;};c;
y un conjunto de indices J para que cualquier f € V se pueda recuperar de forma estable a
partir de las muestras {(A"f)(x;) :n € J, i € I}.

Mais en general, si H es un espacio de Hilbert separable, quisiéramos encontrar condi-
ciones sobre un operador lineal y acotado A : H — 9, un conjunto de vectores {x;};c; C H
y un conjunto de indices J para que cualquier x € H se pueda recuperar de forma estable a
partir de las muestras

(A", xy:nediel}={x,A"x;) :neJiel}.

Esto es equivalente a que el conjunto {A*"x; : n € J,i € I} forme un marco de H. El problema
del muestreo dinamico ha sido estudiado por diversos autores en diferentes contextos. Por
ejemplo, en [7], Aldroubi, et. al. estudiaron este problema en espacios de dimensién finita C¢,
d > 1y cualquier transformacion lineal A actuando en este espacio. También consideraron el
caso de tomar el espacio de dimensi6n infinita £2(N) y una clase particular de operadores de
evolucién que contiene a los operadores compactos autoadjuntos.

El muestreo dindmico ha motivado en los ultimos afios el problema de dar condiciones
sobre un operador L actuando en un espacio de Hilbert separable 9, un conjunto de vec-
tores {x;};c; € H y un conjunto de indices J de manera que el sistema de iteraciones de la
forma {foi cjediel } forme un marco de H. Para algunos resultados tedricos sobre este
problema se pueden ver por ejemplo [6, 7, 8, 9, 12, 13, 22, 25, 46], y por otra parte algunas
aplicaciones se pueden encontrar en [10, 11, 59].

En [2], se estudi6 una version del problema del muestreo dindmico en el contexto de
subespacios invariantes por traslaciones enteras de L?(R). Un subespacio cerrado V C L*(R)
se dice invariante por traslaciones enteras (o SIS, por las siglas en inglés de shift-invariant
space) si para todo k € Z, f € V implica T} f € V, donde T; : L*(R) — L*(R) es el operador
de traslacion por 1, es decir, T; f(x) = f(x — 1). Se encontraron condiciones necesarias y
suficientes sobre un operador L : V — V lineal, acotado, normal que conmuta con 74, y un
conjunto finito de funciones A C V para que el conjunto de iteraciones {ngp cjedpe &Zl}
forme un conjunto generador de un marco de V, es decir, que el sistema de traslaciones

{Tilig:keZ je e 0.1)

forme un marco de V. Para enunciar un teorema que da condiciones necesarias y suficientes
para que el sistema (0.1) forme un marco de V, se recurrié a un tipo especial de diagonali-
zacion de operadores que actiian en espacios invariantes por traslaciones [1]. Los resultados
obtenidos también son vilidos si se remplaza R por R? o por un grupo abeliano localmente
compacto G.

Motivados por el problema anterior, en esta tesis nos planteamos encontrar una caracteri-
zacion de los marcos de iteraciones por dos operadores que conmutan entre si y actian en un
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espacio de Hilbert separable /. Introducimos la notacién (H, T, L, {v;};c;) para indicar que
estamos considerando dos operadores lineales y acotados 7'y L en H que conmutan entre
si (asumimos que T es inversible), y un conjunto de vectores {v;};c; en H. Nos preguntamos
bajo qué condiciones necesarias y suficientes, el sistema de iteraciones

{T"Ljv,- keZ, jelic 1}
forma un marco, un marco de Parseval o una base de Riesz de H. El conjunto de indices J
considerado serd Ny = N U {0} 6 Z.

En [25], O. Christensen et. al. proveen caracterizaciones de los marcos de un espacio
de Hilbert separable H que son de la forma {L"vo},en Y {L"Vo}nez con L : H — H lineal
y acotado, y vy € H. Dicha caracterizacion estd dada en términos de la similaridad entre
Ly la compresion del operador shift definido por S f(z) = zf(z) con z € T, actuando en un
subespacio N, del espacio de Hardy H? de la forma Ny = H? © ¢H?, conocido en la bibli-
ografia como un espacio modelo [34]. Un espacio modelo N es el complemento ortogonal
de un subespacio invariante por S, es decir, N es invariante por S *. El término espacio mod-
elo surgi6 de la teoria de operadores modelo desarrollada por Sz. Nagy, Foias et. al. [45],
donde demuestran que cierta clase de operadores de contraccion en espacios de Hilbert son
unitariamente equivalentes a las compresiones del shift unilateral a un espacio modelo. Es
importante resaltar que todos los subespacios de H? invariantes por S fueron completamente
caracterizados por Beurling [17].

Mas tarde, en [24] los autores extendieron el caso anterior caracterizando los marcos de
la forma {L"v; : n € Ny, i € I} con #I > 1.

Usando la nocién de similaridad (ver Definicion 2.1) entre operadores, en este trabajo
damos una caracterizacion de todas las tuplas de la forma (H, T, L, {v;};c;) que generan marcos
de iteraciones de H, estableciendo un isomorfismo de espacios de Hilbert entre H y un
subespacio cerrado del espacio de funciones vectoriales L*(T, H?z (1)). Este subespacio posee

las propiedades de reducir al shift bilateral con multiplicidad U actuando en L*(T, H?z ( 1)) y al

mismo tiempo ser invariante por el adjunto del operador S el cual actia puntualmente como
el shift unilateral con multiplicidad en H?z o (ver Definicion 2.5).

Dado que existen caracterizaciones de los subespacios de H*(T) y L*(T) que son invari-
antes por el shift (unilateral y bilateral respectivamente), las cuales se deben principalmente
a Helson y Lowdenslager [40, 41], y Beurling [17], otro aporte de este trabajo es dar una
descripcién explicita de los subespacios de L*(T, H%) con K un espacio de Hilbert separable,
que reducen a U y son invariantes por S Tomando K = £2 (1), 1a descripcion anterior permite
caracterizar todos los vectores v € H que satisfacen que la tupla (H, T, L, v) genera un marco
de iteraciones de H. Mas atin, se puede ver que, en cierto sentido, todos los vectores v € H
que generan marcos de la forma

{r*Liv:kez, je )

fijando previamente H, T y L, estan en una misma clase de equivalencia. Sin embargo, esto
no ocurre cuando se itera mas de un vector.
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Por udltimo, incluimos en esta tesis un capitulo dedicado a estudiar una clase de espacios
de Hilbert de funciones analiticas definidas en el disco unitario abierto D, que denotamos por
D, para @ € Ry se conocen como espacios tipo Dirichlet. El producto interno en D,, estd
dado por

(fr8)a= ) ajb;(j+1)"
=0
para f,g € D, con f(z) = ¥ 7ga;2' y g(z) = X7ob;z/. Los espacios D_y, Dy y D se
corresponden con los espacios de Bergman, Hardy y Dirichlet, respectivamente, los cuales
han sido ampliamente estudiados, por ejemplo, en [29, 30, 31, 53].
Una funcién f € D, se dice ciclica si satisface que

D, = gen(S’f : j € No},

donde S f(z) = zf(z) paratodo z € D, es decir, f € D, es ciclica si es un vector ciclico para el
operador S. En general, caracterizar todas las funciones ciclicas en un espacio de funciones
analiticas no es un problema sencillo. Sin embargo, para el caso @ = 0 las funciones ciclicas
estdn completamente caracterizadas: una funcién f € H? es ciclica si y solo si es outer (ver
Corolario 1.27). Esto es consecuencia del teorema de Beurling que caracteriza todos los
subespacios de H? invariantes por S .

Las funciones ciclicas juegan un papel importante en el andlisis complejo ya que es posi-
ble reducir la prueba de que alguna propiedad P se satisface para todos los elementos de
un espacio de dimension infinita demostrando que P se preserva por convergencia, es lineal
y se verifica para funciones ciclicas. Diferentes autores, por ejemplo [16, 21], han comen-
zado estudiando polinomios ciclicos con el objetivo de extender las conclusiones obtenidas
a funciones mds generales. Recientemente, se han estudiado algunas applicaciones de las
funciones ciclicas en el procesamiento de sefiales [14, 55].

En este sentido, se podria pensar que la ciclicidad es una propiedad que se preserva por
convergencia. En [5], probamos que este no es el caso para la familia de espacios D, (@ € R).
En particular, probamos que el conjunto de las funciones ciclicas en D, no es cerrado respecto
a la topologia de la norma de D,. Mas atin, damos condiciones necesarias para que el limite
de una sucesion de funciones ciclicas sea ciclica.

Otro enfoque para el estudio de la ciclicidad de funciones en D, se basa en los llamados
polinomios aproximantes optimos (p.a.0) (ver Definicion 4.20), los cuales fueron desarro-
llados en [15]. En [21], L. Brown and A. L. Shields establecieron la siguiente condicién
equivalente para que una funcién f € D, sea ciclica: f es ciclica si y solo si existe una
sucesion de polinomios {p,} tal que

lim [lpaf = 1ll, = 0

Dada f € D, yd € N, sea p, el polinomio de grado a lo sumo d que realiza el siguiente
minimo:
€ = min [|paf — 1l
Pa€Pd
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donde #, denota el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a d. Por la
condicion de Brown y Shields, la funcion f resultard ciclica si y solo si lim ¢; = 0. Esto

d—oo

permite dar una caracterizacion de la ciclicidad de f € D, mediante sus p.a.o.

Aunque el limite f de una sucesion de funciones ciclicas {f,}, no hereda, en general, la
propiedad de ciclicidad, veremos que algunas propiedades de los polinomios aproximantes
Optimos si se preservan via convergencia. Se puede ver que los coeficientes del p.a.o de
grado d asociado a una funcion f € D, se pueden determinar a través de un sistema lineal.
En particular, si p; es el p.a.o asociado a f y denotamos por Mc = b al sistema lineal
correspondiente, donde M y b son conocidos y c es el vector de coeficientes de p,, y si para
cada n € N denotamos por p, 4 al p.a.ode f, y M,c, = b, es su correspondiente sistema lineal,
probamos que M, c,, b, y pnq convergen a M, ¢, b'y p, respectivamente, en las normas que
corresponden a cada objeto, y la tasa de convergencia depende de la norma ||f,, — fl|, y una
constante C dependiente de d, a y f.

El contenido de esta tesis estd organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 haremos un repaso de los resultados mads relevantes sobre bases y marcos
en espacios de Hilbert, incluimos una discusion sobre el problema de subespacios invariantes
y los resultados mas conocidos en L*(T) y H?. Luego, desarrollamos la teoria sobre los
espacios de funciones vectoriales L*(T, K) y Hg( con K es un espacio de Hilbert separable.

El Capitulo 2 estd dedicado a presentar los resultados obtenidos en relacidn a la caracte-
rizacién de las tuplas (H, T, L, {v;};c;) que generan marcos de iteraciones de /. Para ello se
define una relacion de similaridad entre tuplas y usamos muchos de los resultados incluidos
en la seccion de preliminares sobre marcos.

Dedicamos el Capitulo 3 al estudio y caracterizacién de los subespacios de L*(T, H§<) que
reducen al shift bilateral con multiplicidad U y son invariantes por S,

Finalmente, en el Capitulo 4 estudiamos los espacios de funciones analiticas D, con @ € R
y mostramos los resultados que obtuvimos en este contexto.

A lo largo de esta tesis, se incluiran los resultados obtenidos en los siguientes articulos:

o A. Aguilera, C. Cabrelli, D. Carbajal, and V. Paternostro, Frames by orbits of two
operators that commute, Appl. Comput. Harmon. Anal., 66 (2023), 46-61.

o A. Aguilera, C. Cabrelli, D. Carbajal, and V. Paternostro, Reducing and invariant sub-
spaces under two commuting shift operators, J. Math. Anal. Appl. (2023), 127481.

e A. Aguilera and D. Seco, Convergence and preservation of cyclicity, (2023), Aceptado
en J. Oper. Theory.
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Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es introducir notaciones, definiciones y resultados que utilizare-
mos a lo largo de esta tesis. Desarrollaremos en varias secciones los aspectos tedricos en los
que se basan los resultados obtenidos. En algunos casos se omitirdn las demostraciones y se
referird al lector a la bibliografia correspondiente.

Este capitulo de preliminares estard organizado de la siguiente manera: en la Seccién 1.1
repasaremos los conceptos de base ortonormal, marco, marco de Parseval y base de Riesz
en espacios de Hilbert separables, y resumiremos sus propiedades mas importantes, Ademads,
definiremos tres operadores claves en esta teoria: el operador de andlisis, el operador de
sintesis y el operador de marco.

Dedicamos la Seccion 1.2 a recordar algunas definiciones equivalentes, propiedades y
resultados mds relevantes sobre el espacio de Hardy H>. En la Seccién 1.3 mostraremos al-
gunos resultados cldsicos obtenidos por Beurling [17] y Helson [40] sobre el problema de
subespacios invariantes por el operador shift actuando en los espacios L*(T) y el espacio de
Hardy H?. Seguidamente, en la Seccién 1.4 introduciremos dos espacios de funciones cuyas
imagenes estdn en un espacio de Hilbert, y repasaremos algunas generalizaciones del resul-
tado de Beurling [17] a estos espacios, las cuales fueron obtenidas por Lax [47] y Halmos
[38]. Finalmente, en la Seccién 1.5 desarollamos la teoria basica sobre subespacios wander-
ing, los cuales fueron introducidos por Halmos en [38].

A lo largo de este trabajo, H y K denotaran espacios de Hilbert complejos separables.
Como es usual, se denotara al conjunto de los operadores lineales y acotados de H en K por
BH,K)y B(H) := B(H,H). Dado un operador T € B(H), denotaremos su norma por

1T Mlop-

Si M es un subespacio cerrado de H, la proyeccion ortogonal de H en M se denotara por
P, y escribiremos T'| ¢ para denotar la restriccion de un operador 7' € B(H) al subespacio

M.

La letra I denotard un conjunto de indices a lo sumo numerable cuyo cardinal serd expre-
sado con el simbolo #I.

13



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1 Bases y marcos en espacios de Hilbert

En esta seccion resumiremos la teoria basica sobre bases y marcos en espacios de Hilbert que
necesitaremos en los siguientes capitulos. Para un desarrollo mas amplio sobre estos temas
se pueden consultar las referencias [26, 37, 39].

Definicion 1.1. Sea {&;};c; una sucesion en un espacio de Hilbert . Se dice que:
1) {&i}ies €s ortonormal si {(g;, &) = 0 parai # jy|lgl|l =1 paratodoi € [.
1) {&;}ie; €s completo si (x, ;) = 0 para todo i € I implica x = 0.

Si {€;}ic; cumple las condiciones i) y ii) simultineamente se dice que {€;};,; es una base
ortonormal de H.

Teorema 1.2. Sea {¢;};c; una sucesion ortonormal en H. Entonces se cumplen las siguientes
condiciones:

i) Y Kx, &)? < |IxI1? para todo x € H (desigualdad de Bessel).
ii) Si Y aie; converge a x € H entonces a; = {(x, &).
iii) Y. aie; converge siy solo si Y. |ail* converge.

iv) Si x € H, entonces la proyeccion ortogonal de x sobre V = genle; : i € I} estd dada
por p = Yiei{X, E)E;.

La afirmacion iv) del teorema anterior permite probar que la completitud de una sucesion
ortonormal {&;};c; en H, es equivalente a que para cada x € HH exista una unica sucesion de
escalares {a;};c; tal que x = };;; a;&; con a; = (x, ;) para todo i € I. En particular, una base
ortonormal en un espacio de Hilbert provee una representacion unica para cada vector del
espacio H en términos de los vectores de la base como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Sea {&;};c; una sucesion ortonormal en H. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

i) {&;}ier es completo en H.

ii) Para cada x € H, existe una tinica sucesion de escalares {a;}ic; tal que x = Y,c; a;€;.
iii) Para cada x € H, x = Y;c;{x, &)&;.
iv) Igualdad de Plancherel: para cada x € H, ||x||> = ;s I(x, )%

v) Igualdad de Parseval: para cada x,y € H, {x,y) = X ;c;{x, XY, &).
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En muchas aplicaciones, la unicidad en la representacion de los vectores de H con res-
pecto a una sucesion dada no es un requerimiento esencial. Es decir, dada una sucesion
{€i}ie; podria ocurrir que para cada x € H existan dos sucesiones {a;}ic; Y {bi}ic; tales que
el 4i€i = X = Yie big;.

Con esta idea en mente, introduciremos un tipo de sucesiones en un espacio de Hilbert H,
que llamamos marcos y que generalizan el concepto de base, permitiendo reconstruir todos
los elementos de H con una representacion en serie cuyos coeficientes no son necesariamente
Unicos.

Definiciéon 1.4. Una sucesion {x;};c; en H es un marco de H si existen constantes positivas
Ay Btales que

Allxl? < Z G, x)I? < BIlXP, ¥ x € H. (L.1)

i€l
Las constantes A y B se conocen como las cotas de marco.
Si una sucesion {x;};c; en H verifica la desigualdad superior en (1.1) para todo x € ‘H,

decimos que es una sucesion de Bessel. En este caso, se define el operador de andlisis
R : H — ? asociado a la sucesion {x;};c; por

Rx = {{x, x)}ier

y es lineal y acotado. Ademads, veremos en el siguiente teorema que su adjunto R* estd bien
definido y es acotado. Llamamos operador de sintesis a C = R*.

Teorema 1.5. Sea {x;};c; una sucesion de Bessel en H con cota B. Si a = {a;}ie; € £*(]),
entonces ). ; a;x; converge incondicionalmente en la norma de H y

Ca = Z ax; (1.2)
i€l

define un operador acotado de €* en H. Mds aiin, C = R* y ||C|| = ||R|| < B"/?, es decir,

2
Dlax| <BY laf, Vi € £, (1.3)

iel iel

Demostracion. Para probar que ) ;.; a;x; converge incondicionalmente, veamos que la cola
de la serie tiende a cero para cualquier reordenamiento de /. Si consideramos I = {i,, : n € N}
y tomamos la norma en H tenemos que

N N N
Z a; x; || = sup < Z ainxi,l,y> = sup Z a; {xi,, |-

DT =1\, 57 =1 |, 557
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Luego, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

N N 1/2 N 1/2 N 1/2

2 2 1/2 2
D ax, S[Z |a,~n|) SuP[Z |<xl-,1,y>|] < B (Z |a,-,,|] .14
n=M+1 n=M+1 =1\ =141 n=M+1

Ahora, como {a;}ic; € €?(I), la serie Y, |a;|* converge incondicionalmente y por lo tanto
SN .1 la; | tiende a cero cuando M y N tienden a infinito. A partir de la desigualdad (1.4)
deducimos que la norma de Y, a; x; tiende a cero si M, N tienden a infinito y por lo
tanto la serie ) ,c; a;x; converge incondicionalmente en la norma de H.

Para ver que C es el adjunto de R es suficiente observar que para todo x € H y a € £*(I)
se cumple que

(Rx,a)p(y = Z(x, Xi)a; = <x, Z a,-xi> =(x,Cayy.
iel iel H
La desigualdad (1.3) se sigue inmediatamente de ||C|| = ||C*|| = ||R|| < B'/>.
|

Proposicion 1.6. Dada una sucesion {x;}ic; en H. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

i) {xi}ies €s un marco de H.
ii) El operador de andlisis R es acotado, inyectivo y tiene rango cerrado.
iii) El operador de sintesis C es acotado y sobreyectivo.

Demostracion. i) = ii) Supongamos que {x;},c; es un marco de H con cotas A y B. Sea
x € H tal que Rx = 0. Entonces por la desigualdad inferior de marco tenemos que

AP < 3" K, xi) P = IR = 0,

i€l

con lo cual x = 0. Esto prueba la inyectividad de R.
Para ver que rango(R) es cerrado, consideremos {Ry,},cn una sucesion en rango(R) que
converge a z € £*(I). Usando la desigualdad inferior de marco tenemos que

Allyn = yull* < Z KV = Y XD = IR = y)I> = IRY, = Ryl

i€l
lo que implica que la sucesion {y,},cn es de Cauchy. Como H es completo, existe y € H tal
que lim [y, —y|| = O y por lo tanto lim ||Ry, — Ry|| = O, ya que R es continuo. Por unicidad
del limite, z = Ry € rango(R) y en consecuencia rango(R) es cerrado.
ii) = iii) Como {0} = ker(R) = ker(C*) = rango(C)*, entonces rango(C) = H, es decir,
C tiene rango denso en H. El hecho de que rango(C) es cerrado es consecuencia de que si 7
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es un operador lineal y acotado en un espacio de Hilbert, entonces rango(7") es cerrado si y
solo si rango(T™) lo es (ver [27]). En conclusion, rango(C) = rango(C) = H, es decir, C es
sobreyectivo.

iii) = ii) Notemos que ker(R) = ker(C*) = rango(C)* = H* = {0} y por lo tanto R
es inyectivo. Ademas, como rango(C) = H es cerrado entonces tenemos que rango(C*) =
rango(R) es cerrado (ver [27]).

ii) = i) Supongamos que R es inyectivo y de rango cerrado. Como R es acotado, existe
una constante b > 0 tal que ||Rx]|| < bl|x]|| para todo x € H, es decir, se cumple la desigualdad

D K x)P < BIlP, V¥ xeH

iel

con B = b*. Esto prueba que {x;};c; es Bessel.

Para ver la desigualdad inferior de marco, definimos R:H— rango(R) por Rx = Rx para
todo x € H. Notemos que R es acotado y blyectlvo pues R 1o es. Luego, R™! : rango(R) — H
es acotado, es decir, existe ¢ > 0 tal que ||R 9 < cllyll, para todo y € rango(R) o equivalen-
temente

—||x|| <IRxP = > Kxx)P, ¥ xeH,

i€l

con lo cual, {x;};c; resulta ser un marco de H con cota inferior A = 1/c* y cota superior
B = b
|

Si {x;};c; es una sucesion de Bessel con correspondientes operadores de andlisis y sintesis
Ry C, se define el operador de marco M : H — H como M = CR. Por definicién vemos
que M satisface la férmula

Mx = Z(x, xiyx, YxeH.

iel

Como R y C son acotados, M también lo es. Ademds, M es semidefinido positivo y
autoadjunto. En efecto, M* = (CR)" = R*C* = CR = M y cumple

(Mx, x) = Z I(x, x))2 = 0.

iel

Teorema 1.7. ([37, Teorema 8.13]) Sea {x;};c; un marco en un espacio de Hilbert H con
cotas A 'y B. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) El operador de marco M € B(H) es un isomorfismoy A < M < BI.
ii) El inverso del operador de marco M~' € B(H) es un isomorfismoy B'I < M < A7'I.

iii) La sucesion {M~"x;}ic; es un marco con cotas B~ y A=,
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iv) Para cada x € H,
X = Z(x, M'x)x = Z(x, x) M x;
iel iel
donde las series convergen incondicionalmente en la norma de H.
Una consecuencia del teorema anterior es que cada marco {x;},c; tiene asociado un sistema
dual {M~'x;};c; que también es un marco y se le conoce como marco dual canénico. Cualquier
otra sucesion {y;};c; en H con la propiedad

X = Z(x,yi)x,- YxeH
iel
es llamado un dual alternativo de {x;};c;. Si {y;}ic; €s un marco (lo cual no ocurre en general),
entonces se llama marco dual alternativo o simplemente marco dual de {x;};c;.
Observamos que un marco {x;};,c; de un espacio de Hilbert H puede tener varios marcos

duales y en ese caso los coeficientes de la representacion de los vectores de H en términos
del marco no es unica.

Notemos que una base ortonormal es, en particular, un marco y su correspondiente ope-
rador de marco es M = Iy. Sin embargo, existen marcos que no son bases ortonormales y
cuyo operador de marco también es la identidad, éstos se conocen como marcos de Parseval.

Definicion 1.8. Sea {x;};c; un marco de un espacio de Hilbert H.
1) Se dice que {x;};c; €s un marco de Parseval si A = B = 1 son cotas de marco.

i1) Se dice que {x;}ic; es un marco exacto si deja de ser un marco cuando eliminamos
cualquier elemento de la sucesion.

iii) Se dice que {x;};c; es una Base de Riesz si existe una base ortonormal {g;};c; de H y un
isomorfismo 7 € B(H) tal que Te; = x; paratodo i € 1.

Observacion 1.9.

1) Se puede ver que {x;};c; €s un marco exacto si y solo si es una base de Riesz (ver [37]).
i1) {x;}ic; €s una base ortonormal si y solo si es un marco de Parseval exacto (ver [37]).

iii) Notemos que el operador de sintesis asociado a una base de Riesz es un isomorfismo.
En efecto, si {x;};c; es una base de Riesz de H, entonces x; = T'g; para todo i € I, donde
{€i}ie; €5 una base ortonormal de H. Luego, si C : £*(I) — H es su operador de sintesis
asociado tenemos que

Ca = E ax; = E aTe =T Za,-e,- ,
iel iel iel

de donde se deduce que C es inyectivo y sobreyectivo.
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Una condicién necesaria y suficiente para que el marco dual sea tnico es que {x;};; sea
exacto, como se enuncia en el siguiente lema y cuya demostracion se puede encontrar en
[37].

Lema 1.10. Si {x;};c; es un marco de un espacio de Hilbert H, entonces {x;}ic; tiene un vinico
marco dual si 'y solo si es un marco exacto. En este caso, el vinico marco dual es el canonico.

En el Capitulo 2 estaremos interesados en relacionar marcos entre dos espacios de Hilbert
a través de un operador acotado. Para ello tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.11. Sean {x;};c; una sucesion en H y T € B(H,K) un isomorfismo. Si {x;}ic; es
un marco de H con cotas A y B, entonces {Tx;}ie; es un marco de K con cotas A|T~!||7% y
BT

Demostracion. Supongamos que {x;};c; es un marco de H con cotas A y B. Usando el opera-
dor adjunto de T tenemos para todo y € K que

Z Ky, Tx)* = Z KTy, )l < BIT*yIP < BIT"IPIyli> = BITIPIIyI. (1.5)

iel iel

Por otro lado, [Iyll < IT*"IIT*yll = IT~|[IT*yll, con lo cual IT~"|™" [lyll < IT*yll para todo
y € K. Por lo tanto,
Z K, TP = AT xP > ANT™172 |11, (1.6)
i€l

Las dos cotas (1.5) y (1.6) demuestran el teorema. [ |

Un resultado conocido de la teoria de espacios de Hilbert es que todas las bases ortonor-
males de espacios de Hilbert de igual dimension son equivalentes, es decir, existe un operador
unitario que manda una base ortonormal en otra. Mds aun, la imagen de una base ortonormal
por un operador unitario es una base ortonormal del espacio imagen. A continuacién vere-
mos que las mismas propiedades valen para marcos de Parseval. Las demostraciones de los
siguientes resultados se pueden ver en [37] y [39].

Teorema 1.12. Sea {x;};c; un marco de Parseval de H y T € B(H,K) un isomorfismo.

i) SiT : H — K es unitario (es decir, T*T = I3y y TT* = Iy) entonces {T x;}ic; es un
marco de Parseval de K.

ii) Si{yi}ic; es un marco de Parseval de K tal que T x; = y; para todo i € I, entonces T es
unitario. En este caso se dice que {x;}ic; e {yi}ic; Son unitariamente equivalentes.

Los marcos también se pueden caracterizar como imagen de bases ortonormales por ope-
radores sobreyectivos.
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Teorema 1.13. Supongamos que H es de dimension infinita. Una sucesion {x;}ic; es un
marco de H si 'y solo si existe una base ortonormal {&;}ic; de H y un operador sobreyectivo
T € B(H) tal que Te; = x; para todo i € I.

El caso en que H es de dimension finita el resultado es ligeramente distinto.

Teorema 1.14. Supongamos que dim(H) = n y dim(K) = m. Una sucesion {xi, ..., x,,} es
un marco de H si y solo si existe una base ortonormal {&, ..., €,} de K y un operador lineal
sobreyectivo T : K — H tal que Te; = x; para todoi = 1,...,m.

Por ejemplo, las proyecciones ortogonales sobre subespacios cerrados de un espacio de
Hilbert son operadores sobreyectivos, €stos mandan bases ortonormales en marcos de Parse-
val. Mas atn se tiene el siguiente resultado (ver [40, Corolario 8.34]):

Teorema 1.15 (Dualidad de Naimark). Sea {x;};c; una sucesion en un espacio de Hilbert H.

i) {xi}icr es un marco de H si y solo si existe un espacio de Hilbert K 2 H y una base
de Riesz {&;}ic; de K tal que Pye; = x; para todo i € I, donde Py es la proyeccion
ortogonal de K en H.

ii) {x;}ic; es un marco de Parseval de H siy solo si existe un espacio de Hilbert K 2 H 'y
una base ortonormal {&;}ic; de K tal que Pye; = x; para todo i € I.

Para concluir esta seccion, enunciamos el siguiente teorema que afirma que dos marcos de
Parseval de un espacio de Hilbert H que se obtienen proyectando una misma base ortonormal
en subespacios cerrados M y N de H son unitariamente equivalentes si y solo si ambos
subespacios coinciden. Su demostracion se puede ver en [39, Proposicién 2.6].

Teorema 1.16. Sea H un espacio de Hilbert y {&;};c; una base ortonormal de H. Sean My
N dos subespacios cerrados de H 'y Py, Py las proyecciones ortogonales de H en My N
respectivamente. Entonces los marcos de Parseval {x;}ic; e {yi}ic; definidos por x; = Ppg; e
vi; = Pne&; para todo i € I son unitariamente equivalentes si'y solo si M = N.

1.2 El espacio de Hardy H>

En esta seccién recordaremos la definicion y propiedades generales del espacio de Hardy H>.
Esta teoria serd necesaria para los siguientes capitulos que incluirdn resultados novedosos
tanto en el contexto de los marcos en espacios de Hilbert como en la teoria sobre los espacios
de tipo Dirichlet que mencionamos en la introduccién de este trabajo.

Existen varias definiciones equivalentes del espacio de Hardy H?2. Incluimos algunas de
ellas en el Teorema 1.17 cuya demostracion se puede encontrar en [54, Teorema 17.10]. Mas
detalles sobre las distintas caracterizaciones de H* se pueden encontrar en la Seccién 3.1 de

[34].
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Como es usual denotaremos por T al circulo unitario en C. Sea o la medida de Lebesgue
normalizada en (-, 7] y dada f : T — C le asociamos la funcién f(¢) := f(e"), t € (—n, x].
Si llamamos z = ¢, tenemos que

T | Y A d
If(t)dv(t)=§£ f(e”)dt:j;f(z)?iz:fo(Z)dm(Z)

donde dm(z) := dz/2niz es la medida de Lebesgue normalizada en T.
El espacio de Hilbert L*(T) := L*(T, m) consiste de todas las funciones medibles f : T —
C tales que

WP = f QP dm(@) < co.
T

Identificando las funciones que son iguales en casi todo punto de T, se define el producto
interno en L*(T) por

(f.8):= fT f(2) g(2) dm(z).

Notar que existe un isomorfismo natural entre los espacios L*(T) y L*((—-m, x],o) los
cuales tienen bases ortonormales {y; }iez con yi(z) = 5, y {exhiez con e, (r) = €™, respectiva-
mente. Mds aun, los coeficientes de Fourier de f respecto a la base {y;}«cz se corresponden
con los coeficientes de Fourier usuales de f , es decir, para todo k € Z,

f f®O e ™ do(t) = f f@) 7% dm(2).
. .

Enunciamos en el siguiente teorema algunas propiedades y caracterizaciones del espacio
de Hardy H>.

Teorema 1.17.

i) Una funcion f analitica en D de la forma f(z) = Y7y a;2’ (z € D) estd en H* si'y solo
DI la;|* < co. En ese caso,

(o)
2. 2
AP = ) layP
j=0

ii) Si f(z) = Z;io a jz-’ (z € D) estd en H?, entonces existe el limite radial f* de f en casi
todo punto de T, es decir, f*(z) = lirf; f(rz) para casi todo z € T; f* € L*(T) y sus

coeficientes de Fourier son

TN a; Sl]ZO,
f(])_{o 5i j<0.
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Ademads, se cumple que
lim f ()P dm(z) = f F@Fdm@) = Y la;f = IfIP
=iJr T =0

y f es la integral de Poisson y la integral de Cauchy de f*, esto es, si z = re", entonces

1 QO
2ri Jr £ -z

1 7 .
Q=5 f PO-0 f@d vy fG)= d

donde P.(t) = Y.,z 1"e™ y T es el circulo unitario orientado positivamente.

iii) La correspondencia f w f* es un isomorfismo isométrico de H* en el subespacio
de L*(T) que consiste de todas las funciones g € L*(T) cuyos coeficientes de Fourier
negativos son cero, es decir, g(j) = 0 para todo j < 0.

Para los objetivos que nos planteamos en los Capitulos 2 y 3, resultard mas conveniente
usar la caracterizacién iii) de H*> dada en el Teorema 1.17. Sin embargo, en el Capitulo 4
usaremos la caracterizacion i) del Teorema 1.17. Las razones para ello se irdn entendiendo a
medida que avancemos en la discusion.

En los resultados y propiedades que resumiremos en el resto de esta seccion, usaremos
la notacién H? para referimos al conjunto de las funciones analiticas en el disco tales que
los coeficientes de su serie de Taylor estdn en £2(Nj), es decir, usamos la descripcién i) del
Teorema 1.17. Igualmente, aclaramos que la mayoria de las propiedades valen si se considera
H? como el subespacio de L*(T) de todas las funciones con coeficientes de Fourier negativos
iguales a cero.

Dadas f(z) = X7l a i ygl2) = 2iob ;z/ en H?, el producto interno entre f'y g se define
por

(f,8) =) a;b;.
=0

Observacion 1.18. Si identificamos H? con un subespacio de L*(T) como en el item iii) del
Teorema 1.17, el producto interno en H? es el que se hereda de L*(T), es decir,

(f.8) = fT f(2) g(z) dm(2).

para f, g € H”.

En la siguiente proposicién resumimos las propiedades mds importantes de H? cuyas
demostraciones se pueden encontrar en la Seccion 3.1 de [34].

Proposicion 1.19.
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i) H? es un espacio de Hilbert con niicleo reproductivo, es decir, para cada w € D existen
funciones k,, € H? tal que para f € H* se cumple que f(w) = {f, k). Mds aiin, k,, estd
dado por la formula explicita

1
kW(Z) P E——
1—-wz

ii) H* = gen {k, : w € D}.
iii) Los polinomios son densos en H>.

iv) Si denotamos por H* al conjunto de todas las funciones analiticas y acotadas en D,
entonces se cumple que H*® C H* y la inclusion es propia.

En la Seccion 1.3 veremos que uno de los operadores para los que se ha estudiado el
problema de encontrar subespacios invariantes no triviales, es el shift unilateral S : H> — H?,
el cual se define por

Sfz)=zf(2), VYzeD.

Se ve facilmente que S es una isometria ya que si f € H? con f(z) = P a;z, z € D,
tenemos que

ISAP = )" lajalP = >l = IIfIP, (1.7)
=1 =0
y ademds su operador adjunto S* : H> — H? esta dado por
5y = 1222

Los subespacios cerrados de H? que son invariantes por S fueron completamente carac-
terizados por Beurling en [17] quien demostro el resultado dado en el Teorema 1.23. Antes
de enunciar dicho teorema, vamos a definir un tipo de funcién que es clave para la caracteri-
zacion dada por Beurling.

Definicion 1.20. Una funcion ¢ € H® se dice inner si |¢(z)| = 1 para casi todo z € T.

Observacion 1.21. Desde el punto de vista de la descripcion iii) del Teorema 1.17 una funcién
en H? visto como subespacio de L*(T) es inner si ¢ € H? y |¢(z)| = 1 para casi todo z € T.

Ejemplo 1.22. A continuacién se dan algunos ejemplos de funciones inner (no inner) que
seran de utilidad mds adelante. Cabe acotar que como H* C H? (Proposicién 1.19), basta
verificar que las funciones dadas son acotadas en D y tienen mddulo 1 para casi todo z € T.

1. Las funciones y,(z) = z/, j € Ny son funciones inner ya que |y;(z)| = |z < 1 para todo
z€Dyly ()| =zl =1 paratodo z € T.
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2. Otro ejemplo de funcién inner es

g(z) = exp (—ﬂ)

1-z

Observamos que esta funcion estd definida en todo z € T salvo en 1. Usando la identi-
dad |e"| = eR*™ tenemos que

S _
:eXp{—Re(1+Z)}:exp(—l 'Zl2)s1 VzeD\ {1}
1-z 11—z

ool i)
lim exp —l—

r—1- 1 — r|2

Por lo tanto, |g(z)| < 1 para casi todo z € T. Este es un ejemplo particular de funcién
inner singular.

. Dada una medida de Borel finita y positiva 4 en T que es singular con respecto a la

medida de Lebesgue en T, se define la funcion inner singular correspondiente a u por

F(z) ::exp(—fxtid,u(w)), V zeD.
T

La funcién g del item 2. es la funcién inner singular correspondiente a la medida de
Dirac 5{1}.

. Mostramos ahora un ejemplo de una funcién que no es inner. Definamos

_ b (ltz
f@)= e —eXP(l _Z)-

En el ejemplo anterior vimos que |g(z)| = 1 para casi todo z € T, entonces f cumple la
misma propiedad. Sin embargo,

r—1-

) 1+r
lim exp = = +o00,

con lo cual tenemos que f no es acotada en D.

Teorema 1.23 (Beurling). Un subespacio cerrado M C H? es invariante por S si y solo si
existe una funcion inner ¢ € H* tal que

M=g¢H? = lof : f € H}.

Ademds, ¢ H?> = ¢, H, con ¢\, ¢, funciones inner si y solo si ¢1(z)/$»(z) es una constante de
modulo 1 para casi todo z € T.
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Observacion 1.24. Si ¢ es una funcién inner, entonces el subespacio invariante por S asociado
a ¢ se puede escribir de la siguiente manera:

M, = gH* =gen{S¢ : jeNy}.

Vale que {S/ @} jen, €s una base ortonormal de M,. En efecto, usando que |¢(z)| = 1 para casi
todo z € T tenemos que

(S, S¥) = f 6P dm(z) = f J*dm(z) = 655,
T T

Ademds, si f € My es tal que (f,S/¢) = 0 para todo j € Ny, entonces existe g € H” tal que
f=dgy

0={(f,S'¢) =(pg.S'¢) = fT p(2)I*g(2) 27/ dm(z) = fT 8@z dm(2),

es decir, todos los coeficientes de Fourier positivos de la funcién g son cero y dado que
g € H?, concluimos que g(z) = 0 para casi todo z € T y por lo tanto f(z) = ¢(z)g(z) = 0 a.e.
zeT.

Notemos que la funcién constantemente igual a 1 € H? es claramente inner, y nos da el

subespacio invariante _
M=H*=gen{s/1: jeNy}.

Aqui es claro que {S/1}ay, es una base ortonormal de H*. Una pregunta interesante que se
plantea en este contexto es:

¢cudles son todas las funciones f € H? tales que H> = ge_n{S ifije NO}?

Las funciones f que satisfacen [ f] := gen {S If:je No} = H? se les llama ciclicas, pues son
vectores ciclicos para el operador S. La respuesta a la pregunta anterior da lugar a otra clase
importante de funciones en el espacio H que se conocen como funciones outer.

Definicion 1.25. Una funcidn analitica F en D se dice outer si es una funcion de la forma

F(z) = C exp (f wrz log(p(w)) dm(w)) Y zeD,
TW—2Z
donde C€ Ty ¢ : T — [0, o) es una funcién tal que log(¢) € L'(T).

En H? vale el siguiente teorema de factorizacién en términos de funciones inner y outer
(ver [54, Teorema 17.17]).

Teorema 1.26. Si f € H? entonces f = f; f, donde f; es innery f, es outer con f, € H>.
Esta factorizacion es unica.
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Volviendo a la discusién sobre cudles son todas las funciones f € H? que cumplen que
H? = gen {S If:je No} tenemos el siguiente corolario del Teorema de Beurling.

Corolario 1.27. Una funcién f € H? es ciclica si y solo si f es una funcion outer.

Una demostracion del Corolario anterior se puede ver en [34, Corolario 4.5]. Igualmente,
incluimos a continuacion la idea de la prueba.

Idea de la demostracion del Corolario 1.27. Supongamos que f € H? es outer. Es claro que
[f] := ge_n{S If.je No} es un subespacio de H? invariante por S. Luego, por el Teorema
1.23, existe una funcién inner ¢ tal que [f] = ¢H?. Como f € ¢pH?, entonces f = ¢g para
alguna funcién g € H? y dado que f es outer, se tiene que ¢ debe ser una constante de médulo
1, con lo cual [f] = H>.

Reciprocamente, supongamos que f = f;f, donde f; es inner y f, € H? es outer. La clave
estd en ver que vale la inclusién [f] € f;H? y en consecuencia H> = [f] C f;H?, con lo
cual H?> = f;H?. Esto implica que la funcién £, es un elemento de f;H>. Por la unicidad de
la factorizacion de f (Teorema 1.26), f; debe ser una constante de médulo 1 y por lo tanto

f=fo [ ]

1.3 Subespacios invariantes

Existe un problema en la teoria de operadores que ha estado abierto por mas de medio siglo
captando la atencién de muchos matematicos y se conoce como el problema del subespacio
invariante que plantea lo siguiente: todo operador lineal y acotado T : X — X en un espacio
de Banach X con dim(X) > 1 tiene algin subespacio lineal cerrado invariante no trivial, es
decir, un subespacio lineal cerrado M C X distinto de {0} y X tal que T(M) € M. Enflo
[32] y Read [50, 51, 52] probaron que la afirmacidn anterior es falsa en algunos espacios
de Banach. Sin embargo, este problema continda abierto para el caso en que X = H es un
espacio de Hilbert separable.

Para los objetivos que nos planteamos en los siguientes capitulos de esta tesis, abordare-
mos a continuacién algunos resultados relevantes en este contexto.

Algunos de los operadores mas simples para los que se ha estudiado el problema del
subespacio invariante son ciertas isometrias que actdan en los espacios de sucesiones £?(Nj)
y €*(Z) que se conocen como el shift bilateral U y el shift unilateral S, y estan definidos de
la siguiente manera:

U: ZZ(Z) — KZ(Z), U{...,a_1,(ap),a1,...}) ={...,a_»,(a_1), ao,, ...},
S 2(Ny) — (N, S ({ao, ay, ...}) = {0, agp, ay, ...}.

En la seccién anterior vimos que ¢*(Z) es isométricamente isomorfo a L*(T). De hecho,
dada f € L*(T) y sus coeficientes de Fourier f(k) = fT f(z)z7*dm(z) con k € Z'y m 1a medida
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de Lebesgue normalizada en T, la correspondencia

e {f0)]

keZ

resulta un isomorfismo isométrico entre L>(T) y £*(Z). Anélogamente, vimos que £2(Ny) es
isométricamente isomorfo a H?, el cual se puede identificar con el subespacio de L*(T) que
consiste de todas las funciones f € L*(T) con coeficientes de Fourier negativos iguales a cero
(ver Teorema 1.17), es decir,

H® = {f € LX(T) : f(k) = 0 para todo k < 0}

Con esto en mente, los operadores U y S se pueden definir actuando en los espacios de
funciones L*(T) y H? respectivamente como

Uf@ =2f@ = ) fl 2 = 3" flk= D,

kezZ kezZ

Sf@) =zf(z2) = Zﬁk)z"“ = Zf(k— 1)z~
k=0 k=1

Se ve f4cilmente que U es un operador unitario y su operador adjunto U* : L*(T) — L*(T)
estd dado por U* f(z) = Zf(z) = 2" f(z). Por otro lado, S es una isometria (ver (1.7)) y su
adjunto es el operador S* : H> — H?, dado por

. - (0
S f(z) = $9 Zg( )

para casi todo z € T.

En la Seccién 1.2 vimos que los subespacios cerrados de H> que son invariantes por el
shift unilateral fueron completamente caracterizados por Beurling [17] en 1949 (Teorema
1.23) quien demostré que todo subespacio cerrado M C H? es invariante por S si y solo si
existe una funcién inner u tal que M = uH>.

Observacion 1.28. Aunque £*(Ny) es isométricamente isomorfo a H?, no existe una caracter-
izacion de los subespacios de ¢*(Ny) que son invariantes por S debido a que la descripcién
dada por Beurling depende de la definicion de funcidn inner las cuales no han sido caracteri-
zadas en términos de sus coeficientes.

También estaremos interesados en una clase especial de subespacios invariantes que son
los que reducen a un operador T que acttia en un espacio de Hilbert H.

Definicion 1.29. Sean M un subespacio cerrado de H'y T € B(H). Se dice que M reduce a
T si Mes invariante por 7'y T*. En este caso es posible descomponer

H=Me M

donde M y M* son invariantes por 7'y T* simultineamente.
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Observacion 1.30. Si denotamos por Py a la proyeccion ortogonal de H en M, se puede
ver que M es invariante por 7 siy solo TPy = PyT Py, y que M reduce a T si y solo si
TPp = PpT (ver [27, Capitulo II, Proposicion 3.7]).

Se sabe que no existen subespacios propios de H? que reduzcan al operador S (ver [49,
Teorema 3.5]), en este caso se dice que S es irreducible. Sin embargo, para el caso del shift
bilateral se tiene el siguiente resultado demostrado por T.P. Srinivasan [57] que caracteriza
completamente a los subespacios de L*(T) que reducen U.

Teorema 1.31. Un subespacio M C L*(T) reduce a U si y solo si existe un conjunto medible
E C T tal gue M = Xg L*(T).

El teorema anterior se puede generalizar a dos dimensiones, es decir, al espacio L*(T?)
considerando dos operadores shift, uno en cada coordenada. En el Capitulo 2 enunciaremos
ese caso ya que serd de utilidad para demostrar el Teorema 2.32.

La familia de todos los subespacios invariantes por U incluye a los que fueron caracter-
izados en el Teorema 1.31, pero es mas grande. En [49, Teorema 3.9] dieron la siguiente
descripcién de los subespacios de L>(T) que son invariantes por U y no lo reducen.

Teorema 1.32. Un subespacio M C L*(T) es invariante por U (y no reduce a U) si y solo si
existe una funcion medible ¢ : T — C con |¢(z)| = 1 para casi todo z € T, tal que

M=¢H? = lof : f € H}.

Ademds, ¢pH*> = ¢,H?* con |¢1(z)| = |$2(z)] = 1 para casi todo z € T, si y solo si
$1(2)/$(2) es igual a una constante para casi todo z € T.

Notar que el teorema anterior y el Teorema de Beurling (Teorema 1.23) se diferencian
en que la funcion ¢ que caracteriza el subespacio invariante por S en el teorema de Beurling
debe ser inner.

1.4 Espacios de funciones ) -valuadas

En esta seccién se introducirdn dos tipos de espacios de funciones vectoriales: L*(T, %)
y H* (T, %), donde K es un espacio de Hilbert complejo separable con producto interno
(:,)% y norma || - ||¢. También definiremos dos operadores que serdn fundamentales para
los resultados que se discutiran a lo largo de esta tesis: el shift bilateral con multiplicidad U
actuando en L*(T, K) que es un operador unitario, y el shift unilateral con multiplicidad S
que es una isometria en H*(T, K).

Primero recordaremos las nociones de medibilidad para funciones f : Q — %K donde
(Q, Z, u) es un espacio de medida finita y K es un espacio de Hilbert complejo (no necesaria-
mente separable). Para mas detalles sobre este tema se puede ver, por ejemplo [28, Capitulo
II] y [48].
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Definicion 1.33.

i) Una funcién f : Q — K se dice simple si existen conjuntos disjuntos Ey,....E, € Xy
vectores Xi, ..., X, € K tales que f(1) = >;_; xx X, () para todo A € Q.

i) Una funcién f : Q — K se dice fuertemente medible si existe una sucesion de fun-
ciones simples {f,}> | tal que lim [|f,(1) — f(Dllx = O para casi todo 1 € Q.

iii) Una funcién f : Q — K se dice débilmente medible si la funciéon x* o f : Q — Ces
medible Lebesgue para todo x* € K*, donde K* denota el espacio dual de K.

Observacion 1.34. Notar que la medibilidad fuerte implica la medibilidad débil. En efecto,
supongamos que f : Q — %K es una funcién fuertemente medible, es decir, existe una
sucesion de funciones simples {f,}>", tal que lim || f,(1) — f(ADllgc = O para casi todo A € Q.

Ahora, para todo x* € K™y 4 € Q, tenemos por la linealidad y continuidad de x* que

X (fu(D) = X" (F D) = X" (fu(D) = fO) < M| fu(D) = f(Dllxc

y por lo tanto, lim x*(f,(1)) = x*(f(1)). Dado que f, es simple para todon, x* o f, : Q —» C

es una funcién simple (compleja) y como x* o f es el limite de funciones simples, resulta
medible.

La medibilidad débil y la medibilidad fuerte no son equivalentes en general. El siguiente
teorema muestra la relacion que existe entre ambas (ver [28, Teorema 2, Capitulo II]).

Teorema 1.35 (Pettis). Una funcion f : Q — K es fuertemente medible si y solo si
i) Existe E € Z con u(E) =0y tal que f(Q\ E) es un subconjunto separable de K, y
ii) f es débilmente medible.

Observar que en el caso que K es separable, el item i) del teorema anterior se verifica
para cualquier funcién f : Q — %K tomando E como el conjunto vacio, pues f(2) € K
también es separable. Se deduce entonces del Teorema 1.35 que en este caso las nociones de
medibilidad fuerte y débil son equivalentes.

Dado que en este trabajo consideraremos espacios de Hilbert separables, en virtud del
Teorema de representacion de Riesz, adoptaremos la siguiente definicion de medibilidad para
funciones K-valuadas.

Definicion 1.36. Una funcién f : Q — K se dice medible si para cada x € K, la funcién
compleja A — (f(1), x)% es medible Lebesgue en .

Proposicion 1.37. Sea [ : Q — K una funcion medible. Entonces se cumple lo siguiente:

i) La funcion A — ||f()||lx es medible Lebesgue en €.
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ii) Sig:Q — K es medible, entonces A — {f(A), g(1))x es medible Lebesgue en Q.

Demostracion. i) Primero observamos que como f(1) € K para cada A € €, podemos es-
cribir
If(Dllx = sup  Kf(D, Xl

xe X, |Ixllge=1

Por otro lado, dado que K es separable, contiene un conjunto denso numerable {y,}" ,. Defi-
namos para cadan € N, x,, = y,/|[v.llx y veamos que

ILf(Dllx = sup KD, xn)xcl- (1.8)

Es claro que [|[f(Dllg = sup,qq [{f(A), x,)%|. Ademds, si fijamos x € K, dado € > 0 existe
Ny € N tal que [|x — xy,llx < €. Luego,

[, el = KFD, xng x| < IKFD, x = v x|
< e 1 = xvg [l
< I Dllx €

y por lo tanto [(f(A), X)x| < [{f (), Xy )| + [l f (Dl €. Mas atin,
(D, ) < sup [, Xl + 1 f (Dllge €

y como € es arbitrario tenemos que [{f(1), X)x| < sup,oq [{(f(1), X, )%|. Ahora, tomando
supremo sobre todos los x € K de norma uno, obtenemos que

If(Dllxe < sup [, Xl

lo cual demuestra (1.8).

Concluimos que la funcion 4 — |[|f(2)||x es medible Lebesgue por ser el supremo de una
sucesion de funciones medibles Lebesgue (pues f es medible por hip6tesis).
ii) Para demostrar la afirmacion, basta recordar la identidad de polarizacion:

1
(J, gDy = 7 (Ilf(/l) + gl = I1F D) = gDl = illF (D) + ig(Dlig + illf (D) - ig(/l)||3<)

y algunas propiedades de funciones medibles Lebesgue. [

1.4.1 El espacio L*(T,K) y el espacio de Hardy vectorial H*(T, K)

Antes de definir el espacio L*(T, %K), recordamos que el producto (o suma ortogonal) de
una sucesion de espacios de Hilbert {H},;, donde I es un conjunto de indices a lo sumo
numerable, es el espacio de Hilbert

@7‘(5 = {{gi}iel g EH; Viely Z ”g"lléﬁ < OO}

i€l i€l
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con el producto interno
Ak ey = D (i gidm.
i€l
En el caso que H; = H para todo i € I, denotaremos el producto por H’. Cuando todos los
H; son subespacios cerrados de un mismo espacio de Hilbert #, los elementos de @ie , Hise
suelen denotar por g = >, g&; ya que existe el isomorfismo natural H; = {{g,-cSl-, jYjer 1 8i € 7{,-}
y se cumple que Y. llgill* = llgll*.

Consideremos el conjunto £*(T, K) de todas funciones medibles f : T — K que satisfa-
cen fT Il.f (/l)||§( dm(A) < oo, donde m denota la medida de Lebesgue normalizada en T. Como
la funcién 4 — (f(4), g(1))« es Lebesgue medible si f y g son medibles (ver Proposicion
1.37), tiene sentido calcular la integral

(fog) = fT FOD, gD dmd), (1.9)

de hecho, esta integral es convergente, ya que aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
tenemos que | (f(4), (D) | < [If (Dllx llg(Dllxc y por lo tanto

1/2 1/2
fT [KFD, g(D)] dmu)s( fT Ilf(ﬂ)llédm(ﬂ)) ( fT ||gu)||$(dmu>) < oo

Se puede ver facilmente que la formula (1.9) es una forma sesquilineal semidefinida po-
sitiva. Con el objetivo de que (1.9) defina un producto interno, al igual que en el caso escalar
se considera la siguiente relacion de equivalencia en £*(T, K): se dice que dos funciones f
y g son equivalentes (o estdn en la misma clase) si f(1) = g(4) para casi todo A € T. Luego,
si denotamos por L*(T, K) al espacio cociente £*(T, K)/ ~ obtenemos que (L*(T, K), (-, -))
es un espacio con producto interno (observando que (-, -) estd bien definido en el espacio co-
ciente). Haciendo un abuso de notacién, siempre que trabajemos con elementos de L*(T, K)
utilizaremos una funcién representante de la clase correspondiente, con lo cual podremos
evaluar en todo A € T y las igualdades entre elementos de la misma clase valdran en casi todo
1eT.

A continuacién veremos que cualquier f € L*(T, %) tiene dos posibles expansiones en
serie que nos resultardn utiles mas adelante.

Teorema 1.38. Sea B = {g;}ie; una base ortonormal de K con #I = dim(K). Para cada
f € LX(T,K) se cumplen las siguientes condiciones:

i) Existe una sucesion { f;}ie; € L*(T) tal que
F=> fe vy M= IAR
iel iel

donde la primera serie converge en la norma de L*(T, K). En consecuencia, L*(T, K)
es isométricamente isomorfo al espacio de Hilbert L*(T), y por lo tanto es completo.
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Para cada i € I, la funcion f; : T — C se llama la i-ésima funcion coordenada de f
respecto a la base By estd definida por fi(1) = (f(d), &)y para casi todo A € T.

ii) Existe una sucesion {ci hez C K tal que

F= vy AP =Dl

kezZ kezZ

donde la primera serie converge en la norma de L*(T,K). Llamamos a c{ el k-ésimo
coeficiente de Fourier de f.

Demostracion.
i) Observamos que si f € L*(T, K) entonces f(1) € K para todo A € Ty por lo tanto tenemos
que

O =D (fD,exce Yy IFQI = > KA, &l (1.10)

i€l i€l

para casi todo 4 € T, donde la convergencia de la primera serie en (1.10) es en la norma
de K. Veamos que para cada i € I, la funcién f; : T — C definida por fi(1) = (f(1), &)k
pertenece a L>(T). Dado que f es medible, las funciones coordenadas f; también lo son, por la
Proposicién 1.37. Ademads, como | {f(1), &)g | < || f(Dllx paratodo A € T, por la desigualdad
de Cauchy-Schwarz tenemos que

f DR dm(a) = f P, sl dm() < f LFQOIR dm() =[£I,
T T T

con lo cual f; € L*(T) para todo i € 1. Por otro lado, la segunda igualdad en (1.10) implica
que

AP = f IF DI dm(2) = f SR dm() = f P dm) = 3 II£IP.
T T ier iel YT icl

Concluimos que cada funcién f € L*(T,K) estd en correspondencia con una sucesién
{fi}ier € L*(T)! que satisface lo deseado.

i) Como cada funcién coordenada f; asociada a f pertenece a L*(T), y dado que {yi}ez con
7«(2) = A* es una base ortonormal de L*(T), tenemos que vale lo siguiente:

fi= D hvdve y Il =) Kyl

keZ keZ

donde la primera serie converge en la norma de L*(T). Ahora, notemos que para cada k € Z
fijo, la suma ) ;.;{f;, yx)&; converge en norma a un elemento de K pues, por Cauchy- Schwarz
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St I ¥iOl? < s AP = 11F1I%. Por otro lado, la suma Y ,; 3 c7{fi, ¥&) A* & converge en K
para todo A € T ya que

2
= > AP = IF WD,

iel

2,

iel

Z(fia yi) A4

kezZ

y por lo tanto, para casi todo A € T tenemos que

f) = Z Z(fh%c) Ae= Z Z(ﬁ,yk) g Ak

iel kezZ kezZ iel

f= Zcb’k

keZ

en K, y en consecuencia

en L*(T,K) donde c{ = Yicrlfisvi) € € K. Veamos finalmente que también vale la igualdad
de Plancherel con los coeficientes {c{ bz

Dlielle = > D hwoe

keZ keZ || iel

2
= 3 Kby = D IAIR = 1P

iel kezZ iel

Como consecuencia del siguiente teorema obtenemos que los coeficientes de Fourier aso-
ciados a una funcién f € L*(T, K) son tinicos.

Teorema 1.39. Sea {d;}icz una sucesion en K tal que Yz ||dil|* es finita. Si Y ez diyr = 0,
entonces d,, = 0 para todo k € Z.

Demostracion. Basta probar que {d;y;}rez €s una sucesion ortogonal en L*(T, K), ya que en

€S€ Caso, s
Ddv| = DI

keZ kez

0=

con lo cual d; = 0 para todo k € Z.

Abhora, para cada k € Z, sea g, : T — K dada por gi(1) = dA*. La funcién g; es medible,
pues para cada x € K, 1 = (gi(A), x)x = (diA*, x)g = Ay, x)x es medible. Ademds, la
integral

fT llgr (D5 dm(2) = fT i A“ 5 dm(A) = lldill

es finita. Por lo tanto, g € L*(T, %) para todo k € Z. Por dltimo, vemos que {gi}iez €S
ortogonal:

(8k» 8k) = {di, di )% f A dm(Q) =

T

ldillze  sik =K
0 sik # k'
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Corolario 1.40. Sean f € LX(T,K), {di}wez v {di}rez sucesiones en K tales que Yo ldil? v
iz ldl? son finitas. Si ¥ ier dive = f = Yuez diyi en LA(T, K), entonces dy = dy para todo
k € Z. En particular, los coeficientes de Fourier de f son independientes de cualquier base
ortonormal de ‘K.

Notemos que una consecuencia de la discusién anterior y el Teorema 1.39 es que L*(T, K)
es isométricamente isomorfo a K%, es decir,

LA(T, K) = {f = > xyi: bahez Ky D Il < °°}~

keZ keZ

En consecuencia L*(T)! (donde #I = dim(K)) es isométricamente isomorfo a K*.
De forma andloga al caso escalar, se define el espacio de Hardy vectorial de la siguiente
manera:

Definicion 1.41. El espacio de Hardy vectorial Hj. := H*(T,K) es el subespacio de todas

las funciones f € L*(T,K) tales que sus coeficientes de Fourier c{ son iguales a cero para

todo k < 0, esto es,
Hj = {fe L*(T, %) : ¢/ = 0 para todo k < 0}.

Observacion 1.42. Equivalentemente, se puede ver que Hg( consiste de todas las funciones
f € L*T,%K) cuyas funciones coordenadas respecto a cualquier base ortonormal de K
pertenecen al espacio de Hardy (escalar) H>. En efecto, si f € L*(T,K) es tal que c{ =0
para todo k < 0 entonces, usando la escritura de los coeficientes de Fourier de f respecto a
una base ortonormal {&;};c; de K tenemos que

¢l =) (furdei=0 (L.11)

i€l

para todo k < 0, con lo cual los coeficientes de Fourier (f;, yx) = fr () A% dm(2) de f; son
nulos para todo k < 0y para todo i € I, y en consecuencia f; € H* paratodo i € I.
Reciprocamente, si todas las funciones coordenadas f; de f estdn en H?, entonces sus
coeficientes de Fourier dados por {f;, yx) en L*(T) son cero para todo k < 0. Luego, si {&;}ies
es cualquier base ortonormal de K tenemos que los coeficientes de Fourier c}: de f cumplen

(1.11) para todo k < 0.

Recordando la correspondencia que vimos entre una funcién f de L*(T,K) y sus coefi-
cientes de Fourier podemos deducir que el espacio de Hardy vectorial H% es isométricamente
isomorfo a K™, es decir,

Hi = {f = > e iy <Ky D Il < oo}.

k=0 k=0
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Por otro lado, a través del desarrollo de f en términos de las funciones coordenadas se
puede ver que Hg( es isométricamente isomorfo al producto (H?)' de #I copias de H?, donde
#1 = dim(‘K).

En este punto, conviene notar que si K = C, los espacios L*(T, K) y H§< coinciden con
los espacios L*(T) y H* de funciones escalares y los coeficientes de Fourier asociados serfan
los usuales para el caso de funciones definidas en T (ver Seccién 1.2).

A continuacién definiremos los operadores shift que actdan en los espacios L*(T,K) y
H2..

Definicién 1.43. El operador U : L*(T, K) — L*(T,K) dado por Uf(1) = Af(A) para todo
A€ Ty f e L¥T,K) se llama el shift bilateral con multiplicidad en L*(T, K).

Es fécil ver que, igual que en el caso escalar, U es un operador unitario y su adjunto esta
dado por U*f(1) = Af(1) = 71 f(A) para casi todo A € T y para toda f € L*(T, K).

Definicion 1.44. El operador S : Hg( — Hg( dado por la restriccion de U a Hg( se llama el
shift unilateral con multiplicidad en Hg(.

L . 2 . . . 2
Se puede ver facilmente que Hy. es invariante por U, ya que si f € Hy. entonces

[Se]

Uf(/l) = /lf(/l) = A(Z C{/lk) — ch/lkﬂ — Zci_l/lk
k=0 k=1

k=0

la cual es una funcién cuyos coeficientes de Fourier negativos son iguales a cero, es decir, U f
esta en Hg(. Ademads, S resulta una isometria, ya que

ISAIP = D lel_y 1 = Y el = IAIP.
k=1 k=0

Sin embargo, se puede ver que S no es sobreyectivo, pues, dado x € K, x # 0, no hay ninguna
funcién g € Hg( tal que Sg = xy € Hg(. Esto se prueba observando que la solucién de la
ecuacion Ug = xyg es g(4) = x4~ ¢ H;..

Ademas, como Sf(1) = Af(1) = X c{_]/lk, se puede ver que el operador adjunto
S* : H — Hj, viene dado por

S =) e 2= w. (1.12)
k=0

para casi todo A4 € T.

Observacion 1.45. Debido al isomorfismo isométrico que existe entre los espacios L*(T, K) y
LZ(T)I con #I = dim(‘K), el operador U dado en la Definicion 1.43 se pueden entender como
un operador actuando en LZ(T)I. Para ello recordamos que a cada funcién f € L*(T,K) le
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corresponde una sucesion de funciones coordenadas {f;}c; € LZ(T)I tales que para casi todo
A1eT
f =) fe;
iel

con {&;};c; una base ortonormal de K. Luego,

UF) = Af() = D AfiD & = ) UfiD &
i€l i€l

donde U : L*(T) — L*(T) es el shift bilateral que vimos en la Seccién 1.3. Por lo tanto U se
puede ver como el shift bilateral (sin multiplicidad) actuando en todas funciones coordenadas
{fi}ier € L*(T). Por esta razén, se le llama a U shift bilateral con multiplicidad, donde la
multiplicidad viene dada por la cantidad de funciones coordenadas, la cual coincide con la
dimensién del espacio de Hilbert K. Usando el mismo argumento, se le llama a S shift
unilateral con multiplicidad.

A partir de U y S es posible construir bases ortonormales canénicas de L*(T, K) y H% de
la siguiente manera:

Teorema 1.46. Sea B = {&;};c; una base ortonormal de K. Entonces
i) {Uksl- ckeZ, i€ I} es una base ortonormal de L*(T, K).

ii) {Sjs,- :JENy, i€ I} es una base ortonormal de H%

Antes de demostrar el Teorema 1.46 observamos que el espacio K se puede pensar como
el subespacio de L*(T,K) de todas las funciones constantes con valores en K mediante la
siguiente identificacién: si x € K se define ¥ : T — K por %(1) = xyy(1d) = x para casi todo
A € T. Haciendo un abuso de notacidn escribiremos x para denotar la funcién constantemente
igual a x € ‘K.

Demostracion del Teorema 1.46. Fijemos {&;},c; una base ortonormal de K. Sea {&;}ic; C
L*(T, %) la sucesién de funciones constantes cuyos valores coinciden con la base ortonormal
{€i}ic; de K. Luego, paracada k, k' € Ze i, i’ €1

(Ute;, U¥ey) = f (A, A ep)ge dm(A) = (&;, 80 ) f A7 dm(d) = 6,5 S
T T

con lo cual {Uksi ckeZ,iel } es un conjunto ortonormal. Para ver la completitud, notamos
que si f € L*(T, K) es ortogonal a cada elemento de la base, entonces

0=(f,Ug) = f (), A&y dm(A) = f (FQ), e A dm), VkeZ Viel.
T T

En consecuencia, las funciones coordenadas f;(1) = (f(A), &) de f respecto a la base B son
cero para casi todo 4 € T, y en consecuencia f = 0.
Andlogamente, se puede ver que el sistema {S’si :jE€Ny, i€l } es una base ortonormal

de Hj. n
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Una consecuencia directa del Teorema 1.46 es que si K es separable entonces L*(T, K) y
H, también lo son.

1.4.2 Subespacios que reducen al shift bilateral con multiplicidad

El objetivo de esta subseccién serd describir los subespacios de L2(T, K) que reducen al shift
bilateral U. Estos subespacios fueron estudiados y completamente caracterizados por Helson
en [40] en términos de funciones rango.

Definicion 1.47. Una funcioén rango 9 en K es una aplicacién
J : T — {subespacios cerrados de K} .

La funcién rango J se dice medible si para cada x € K la funcién K-valuada A — Pgyx es
medible en T, donde P4, denota la proyeccion ortogonal de K en J (1), es decir, para cada
x,y € K, 1 = (Pgx, )k es medible Lebesgue.

El teorema de caracterizacion de los subespacios de L*(T, K) que reducen al operador
U demostrado en [40] fue posteriormente extendido por Bownik y Ross en [20]. En esta
tesis enunciamos esta ultima version aclarando que en el contexto de [20], los subespa-
cios de L*(T, K) que reducen a U son llamados subespacios multiplicativamente invariantes
de L*(T, %) respecto al conjunto determinante (o determining set en inglés) {y;}wez, con
¥«(1) = A* para todo k € Z. Cabe mencionar que en [20], los autores consideran espa-
cios mds generales de la forma L*(Q, K), donde (L, ) es un espacio de medida o-finito tal
que L2(Q) := L*(Q, u) es separable. Para ver més detalles sobre estos conceptos de pueden
consultar las Definiciones 2.2 y 2.3 en [20] o la Seccion 3.3 del Capitulo 3 esta tesis.

Teorema 1.48. Un subespacio cerrado M < L*(T,K) reduce a U si y solo si existe una
funcion rango medible J s tal que

M={f € (T, %) : f(A) € Tm(A) para casi todo A € T}.

Identificando las funciones que son iguales en casi todo punto A € T, existe una correspon-
dencia uno a uno entre los subespacios que reducen a U y las funciones rango medibles.
Ademds, si existe A C L*(T,K) a lo sumo numerable tal que

M:ge_n{Uk<p:k€Z, goeﬂ}
entonces la funcion rango medible asociada a M satisface que para casi todo A € T,
Im) = gen{p(d) : ¢ € A}.

En [40], Helson demostré la siguiente propiedad en términos de proyecciones: Si M
reduce a U y Jp es su correspondiente funcién rango medible, entonces

Ppf() = Py (f(D) (1.13)
para casi todo A € Ty f € L*(T, K).
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Observacion 1.49. Como L*(T, k) es un espacio de Hilbert separable, todo subespacio ce-
rrado M C L*(T, %K) admite un conjunto de generadores A C L*(T, %) a lo sumo numerable
tal que

M:ﬁ{ngozkeZ,goeﬂ}.

Para ver esto, recordemos que si {€;};c; es una base ortonormal de %, entonces el con-
junto {ng,- ckeZ,iel } es una base ortonormal de L*(T, K). Luego, si Py, es la proyeccién

ortogonal de L*(T, %) en M, vale que {P MUksi ckeZ,iel } es un marco y por lo tanto un
conjunto de generadores de M a lo sumo numerable. Como M reduce a U, sabemos que
PyUrs; = UP e, paratodoi € I 'y k € Z. Por lo tanto, llamando ¢; = Pyg; paratodo i € I,
y teniendo en cuenta que algunos ¢; podrian ser cero, concluimos que

M:ﬁ{ngoi:keZ,ieI'}

donde I’ C I.

Notemos que si J es una funcion rango, podria ocurrir que J (1) = {0} para algunos
A € T. Mas atin, la dimension de J (1) como subespacio de K podria variar con A € T.

Definicién 1.50. Sea M C L*(T, K) un subespacio que reduce a U con funcién rango J u.
Se define:

i) El espectro de M es el conjunto medible

o(M)={1eT: Im) # {0}}.

ii) La funcion de dimension asociada a M es dimy, : T — {0, 1,2, ..., dim(K)},
dimy(1) = dim(J m()).

Veremos a continuacién una propiedad importante cuando un subespacio M que reduce
a U estd generado por una sola funcién ¢ € L*(T, K). Un resultado anélogo en el contexto de
subespacios invariantes por traslaciones fue demostrado por Bownik en [18].

Proposicion 1.51. Sea ¢ € L*(T,K) tal que M = gen {ngo 1k e Z}. Son equivalentes:
i) Paratoda f € M, |IfI* = Siez K, U@
ii) [le(Dllx = Xem(A) para casi todo A € T.

Demostracion. Primero observamos que por el Teorema 1.48 la funcién rango asociada a M
satisface S p(4) = gen{e(A)} para casi todo A € T. También, es claro que ¢(1) = 0 si y solo
sid e T\o(M). Ahora, si f € Mentonces f(1) € S p(A) para casi todo A € Ty por lo tanto,
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f() = cp¢(A), donde ¢, es una constante que depende de 4 € T. Notemos que ¢, cumple
que (f(), e(D))x = c, ||<,0(/l)||§< para todo 4 € o(M) y definamos la funcién g : T — C por

(f (/1),%0(/;»« side oM
g =1 lle(Dlig (1.14)
0 sideT\ oM.

Luego, g es medible Lebesgue pues f y ¢ son medibles (ver Proposicién 1.37). Ahora, usando
que f(1) = cy () = g(1) p(A) para todo A € T, tenemos que

AP = f ILF (I3 dm(2) = f lg( VP (Dl dm().
T o(M)

Asumiendo que vale i), la igualdad de Plancherel aplicada a la funcién A — (f(1), (1))« de
L*(T), implica que

AP = D KA TP = )

keZ keZ

- f P, @) dm()
T

2
f (FD, @(D))gc A7 dm(2)
T

_ f DR IOl dm().
a(M)

Por lo tanto,

f I5OP lle(DIP 1 = lle(DIP | dm(a) = 0
a(M)

con lo cual ¢ satisface ||¢(A)|lx = 1 para todo A € o(M), es decir, se cumple ii).
Para probar que ii) implica i) observamos que si [[@(d)|lx = 1 para todo 1 € (M)
entonces g dada por (1.14) estd en L*(T) ya que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

flg(/l)l2 dm(2) = f KD, e(D)x|> dm(2) < (IfIP < oo.
T a(M)

Ademds, tenemos por la igualdad de Plancherel en L*(T) que

2
YU = Y| [ et anc| = 3 [gwf = [ lep amy
T T

kezZ keZ keZ

y como f(1) = g(1)¢(d) para todo A € T, implica [g(DI* = |If(DI5 para todo A € T,
concluimos entonces que

D KLU = IfIP.

kez

Lo cual demuestra i). [ |
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Mis adelante, estaremos interesados en caracterizar la funcién rango de una suma orto-
gonal de subespacios cerrados para lo cual serd qtil el siguiente lema que demostraremos
a continuacion. Una version mds general del Lema 1.52 se puede ver en [20, Lema 2.5 y
Teorema 2.6] en el contexto de los subespacios multiplicativamente invariantes.

Lema 1.52.

i) Sea M C L*(T,K) un subespacio que reduce a U con funcién rango J. Entonces, M*
reduce a U y su correspondiente funcion rango estd dada por A — (I pm(2))*.

ii) Sea {M;}ic; una sucesion a lo sumo numerable de subespacios en L*(T, K) mutuamente
ortogonales que reducen a U, con funciones rango {J m,}iec1. Entonces @i o M reduce
a Uy su funcion rango es A — @iel Im;(A) para casi todo A € T.

Demostracion. i) Por definicion, si M reduce a U, M* también reduce a U. Ahora, para
probar que su funcién rango es A — (Jp(1))* debemos ver que f € M* siy solo si f(1) €
(I m(A)* para casi todo A € T. Sea A c L*(T, %K) un conjunto de generadores de M, es
decir, M=gen U 1 k€ Z, ¢ ¢ _7{}. Por el Teorema 1.48 sabemos que la funcién rango de
M esté dada, en términos del conjunto de generadores, por

Im) = genfp(d) : ¢ € A}

Veamos primero que si f € M™* entonces, f(1) € (T m(A))* para casi todo A € T. Para
ello, basta probar que (f(1), ¢(1))x« = 0 para casi todo A € T y para toda ¢ € A. Fijemos
¢ € Ay consideremos la funcién compleja g : T +— C dada por g(1) = (f(1), p(1))«-.

Entonces, g € L'(T) ya que |g(D)]| = Kf (D), e(D)x| < [If(Dllxc lp(Dllsc y luego

1/2 1/2
flg(/l)ldm(/l) < (fllf(/l)lli( dm(/l)) (fllso(/l)H%( dm(/l)) = A1l < co.
T T T

Ahora, para todo k € Z los coeficientes de Fourier de g satisfacen
f (S, (D) A dm(d) = f (f), Up( ) dm(d) = (f,Up) = 0 (1.15)
T T

pues f L Ufy para todo k € Z. Por lo tanto, g(1) = (f(1),o(1))x = 0 para casi todo 1 € T
como queriamos probar.

Por otro lado, si f € L*(T, K) cumple que f(1) € (Ja(4))* para casi todo A € T, entonces
f e M*+yaque

(f. Uy = f P @) T dm() = 0 (1.16)
T

para toda ¢ € A. Concluimos entonces que la funcién rango de M* es A — (J p())*.



1.4. ESPACIOS DE FUNCIONES K-VALUADAS 41

ii) Como cada M; reduce a U, es decir, es invariante por U y por U”, se ve facilmente que
si f=2fi € @ie, M, entonces Uf = Y., Uf; y U'f = ¥, U"f; también pertenecen a
@D, Mi. con lo cual D, , M; reduce a U.

Veamos que f = Y/ fi € B My si y solo si (1) = Ties i) € By Ty(A) para
casi todo A € T. Supongamos primero que f = >;.; fi € EBieI M,;. Como f; € M; para todo
i € I, sabemos que fi(1) € Jp,(A) para casi todo A € T y para todo i € I. Para ver que
fQ) = e i) € @iel Im(A) resta probar que fi(1) L f;(4) para todo i # jy casi todo
A € T. Sera suficiente ver que para cualquier f; € M, y cualquier generador ¢; de M, se
cumple que fi(1) L ¢;(1) para casi todo A € T, o equivalentemente que (fi(1), ¢;j(A))x = 0
para casi todo 4 € T. Esto se prueba, repitiendo la cuenta (1.15) reemplazando f por f; y ¢
por ¢;.

Reciprocamente si f € L*(T, K) cumple que f(1) € @i o Im;(A) para casi todo A € T,
f(A) tiene una descomposicion ortogonal de la forma f(1) = ;. fi(d) paracasitodo 4 € T
y por hipétesis vale que f; € M, para todo i € I. Luego, para ver que f = },;c; fi € @ie] M,
basta probar que f; L fj paratodoi # j. Para ello, procedemos como en (1.16) reemplazando
f por f; y ¢ por cualquier generador ¢; de M;. Esto concluye la demostracion.

[

Dado que los subespacios M de L*(T, K) que reducen a U pueden ser caracterizados via
su correspondiente funcidén rango J», muchas de las propiedades de estos subespacios se
pueden entender a través de las propiedades puntuales de la funcion rango, siempre que éstas
se verifiquen uniformemente. Para ello serd conveniente analizar por separado los subconjun-
tos de T en los cuales dim(J (1)) es constante. Siguiendo esta idea, el Lema 1.54 muestra
que existe una particién medible de T en conjuntos donde dim( 7 »((1)) es constante y exhibe
una base ortonormal medible de J,((A) para casi todo A € T.

Antes de demostrar el Lema 1.54, enunciamos el siguiente teorema de descomposicion
que fue demostrado por Bownik y Ross en [20, Teorema 2.6] en el contexto de subespacios
multiplicativamente invariantes y cuya demostracion se puede aplicar directamente a nuestro
caso.

Teorema 1.53. Sea M C L*(T, K) un subespacio que reduce a U. Entonces existen subes-
pacios {M;}ien que reducen a U tal que

i) M se puede descomponer como una suma ortogonal
M=EBM,
ieN
ii) Las funciones de dimension satisfacen dimy, < 1 para casi todo A € T 'y dimy, = 1 si

y solo si dimy, > i para i € N.

iii) Para cada i € N existe una funcion ¢; € L*(T,K) tal que |lg;(Dllx = Xem(A), y la
funcion rango J p, de M; estd dada por J p, (1) = gen{g;(1)}.
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Lema 1.54. Sea M C L*(T, K) un subespacio que reduce a U con funcién rango J s. Para
cada n € Ny se definen los conjuntos A, = {1 € T : dim(J p(1)) = n}y

Ay = {1 €T : diIm(JT pm(A)) = o0}

Entonces {A,}nen, Y A forman una familia de conjuntos medibles disjuntos tal que

T:(UAn)qu

neNy
y existen funciones {¢;}icy C L™ (T, K) que cumplen las siguientes propiedades:

i) {Ukcpi :ieN ke Z} es un marco de Parseval de M.
ii) Para cadan € Nyi> n, (1) =0 para casi todo A € A,.

iiit) Para cada n € N, {¢(A), ..., ,(1)} es una base ortonormal de J p(A) para casi todo
A €A,

Demostracion. Sea {g;}iar C L*(T, %) las funciones dadas en la descomposicién del Teorema
1.53. Por el item iii) del Teorema 1.53, tenemos que cada M; de la descomposicién de M
cumple que

M; =gen{Uty; : k e Z}.

Por lo tanto, si f = ) ;an fi € M, tenemos por la Proposicién 1.51 que

DU AU = DA = AP,

ieEN keZ ieN

es decir, se cumple i).

Para probar i7) fijamos n € N 'y tomamos A € A,. Recordando que la funcién rango admite
la descomposicion ortogonal Jp(Ad) = EB,- ar I m;(A) para casi todo A € T, donde Jp(,(4) =
gen{y;(A)}ies es la funcién rango asociada a M; para cadai € Ny [|p/(Dllx = Xoa(A) para
casi todo A € T, escribiendo J,((4) de la siguiente manera

Tmd) = (EB JM,(A)) s (@ :fM,.u)) ,
i=1

i=n+l1

tenemos que debe ocurrir que ¢;(1) = 0 para todo i > n, ya que de lo contrario dim(J p(1))
seria mayor que n, lo cual contradice que 4 € A,. Finalmente, iii) se deduce de ii) y del
hecho de que para 1 € A, {¢(A),...,¢,(1)} es un conjunto de generadores que satisfacen
llpi(Dllgx = 1 paratodoi =1,...,n. [ |

Observacion 1.55. Observar que si dim(J (1)) < m para casi todo A € T, entonces |A,| =0
para todo n > m y luego ¢; = 0 para todo i > m. Por lo tanto, en este caso, podemos asumir
que la particion {A,}, de T y las funciones {¢;}; son finitas (a lo sumo m).
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1.4.3 Funciones 8(K)-valuadas

El propésito de esta subseccion es estudiar las funciones medibles definidas en el circulo uni-
tario T y cuyas imédgenes son operadores lineales y acotados en K. Estas funciones inducen
operadores lineales y acotados en L*(T, K) que estdn intimamente relacionados con los shifts
unilateral y bilateral con multiplicidad S y U, como veremos en la Proposicién 1.62. Dichos
operadores son parte fundamental en los resultados obtenidos por Lax [47] y Halmos [38]
sobre la caracterizacion de los subespacios de Hg( que son invariantes por S.

Este tipo de funciones también fueron estudiadas por M. Bownik e J. W. Iverson en [19]
en el contexto de subespacios multiplicativamente invariantes y son llamados operadores
rango (ver [20, Definicion 3.6]).

Definicion 1.56. Sea K un espacio de Hilbert separable. Una funcién F : T — B(K) se
dice medible si para cada x € K, la funcién K-valuada A — F(A)x es medible en el sentido
de la Definicién 1.36. Esto es, para cada x,y € K, la funcién A — (F(Q)x,y)x es medible
Lebesgue.

Notemos que para cada A € T, F(1) € B(K), y por lo tanto estd definido ||F(4)|,, para
todo A € T. Definimos

IFlleo := supes [|F(D)lop-
AeT

Denotaremos por ¥ al conjunto de todas las clases de equivalencia (médulo conjuntos de
medida cero) de funciones medibles F : T — B(K) que cumplen ||F||., < oo.
Si se define la suma, la multiplicacién y el adjunto en # puntualmente, esto es,

(F +G)) = F(A4) + G, (FG)D) =FHGW) vy F@W=FW) (117

para casi todo A € T, se puede ver facilmente que # es un dlgebra normada con involucion,
con la norma || - ||o.

Definicién 1.57. Dada F € Fse define el operador F : LX(T, K) — L*(T, %) por
Ff() = F()f(A)

para casi todo A € Ty para toda f € L*(T,X). Denotamos por F al conjunto de todos los
operadores inducidos por los elementos de 7, es decir, ¥ = {F : F € F}.

Observaci/(zn 1.58. Notemos que si F(1) = G(A) para casi todo A € T, entonces F =G. El
operador F asociado a F' € F es lineal (pues F(A) es lineal para todo 4 € T) y es acotado ya
que para toda f € L*(T, K) se tiene que

III?fIIZ=LIIF(ﬂ)f(ﬂ)Ilidm(ﬂ)Sj;IIF(ﬂ)Ilﬁp||f(/1)||3(dm(/l)SIIFIIfoIIfIIz,
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es decir que ||F|| < ||F|l~. Ademads, las operaciones dadas en (1.17) inducen las siguientes
operaciones en la clase 7 : si F,G € ¥, entonces

F+G=F+G, FG=FG y F'=F-
Se deduce de lo anterior que 7’-: es una subalgebra de B(L*(T, K)).

Teorema 1.59. La correspondencia F +— F es un isomorfismo de dlgebras que preserva la
propiedad de tomar adjuntos. Ademds, se cumple que F es normal ( autoadjunto, unitario o
una proyeccion) si y solo si F(A) es normal, autoadjunto, unitario o una proyeccion) para
casitodo A € T.

Una demostracion del teorema anterior se puede encontrar en [49, Teorema 3.17].

Ejemplo 1.60. Sea F : T — B(K) dada por F(1) = Aly para todo 4 € T, donde Ik es el
operador identidad en K, entonces F € ¥ y Fe B(L*(T, K)) coincide con el shift bilateral
con multiplicidad U actuando en L*(T, K).

Para ver esto, observamos primero que para cada x,y € K, la funcién compleja 1 +—
(Ax,y) = A{x,y) es medible Lebesgue. Por otro lado,

IF(Dllop = sup [[F(Dxllgc = sup [lAxllg = 141,

[Ixllge=1 [Ixllge=1

con lo cual ||F|l = supes ;o [IF(Dll,, = 1 < ooy por lo tanto F € F. Ademds, para toda
f € LX(T,K) y para casi todo A € T tenemos que

FfQ) = FQ)f) = A (f() = Af() = UF(A)

con lo cual F = U. N
Andlogamente vemos que S : H;( — Hg( pertenece a la clase F .

Como vimos en la Seccién 1.4.2, Hg( es un subespacio cerrado de L*(T, K). A los ele-

mentos de la clase ¥ que dejan invariante a H§< se les conoce como analiticos.

Definicién 1.61. Se dice que una funcién F € F es analitica si F\ (H3) C Hj. Se denota por
Fo al conjunto de todos los elementos analiticos de 7.

En este punto, recordamos que el conmutante de un operador A € B(H) es el conjunto
{T € B(H) : TA = AT} de todos los operadores lineales y acotados en H que conmutan
con A. Tenemos entonces la siguiente proposicién que describe los conmutantes de U y S,
respectivamente

Proposicion 1.62. Dado un espacio de Hilbert K, sean U y S los shifts bilateral y unilateral
con multiplicidad actuando en L*(T,K) y H%, respectivamente. Entonces, se cumplen las
siguientes afirmaciones:
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i) El conmutante de U es 7":
ii) El conmutante de S es {I/':IH% :Fe 7:0}.

Para ver una demostracion de la proposicion anterior referimos a [49, Corolarios 3.19 y
3.20].

En el siguiente lema se resumen algunas propiedades de las funciones B(K)-valuadas y
la relacion entre algunos subespacios que reducen al operador U y sus respectivas funciones
rango. Las propiedades i)-v) fueron demostradas en [19] en el contexto de operadores multi-
plicativamente invariantes y operadores rango, y se pueden aplicar directamente para el caso
que estamos discutiendo en esta seccidn.

Recordamos que un operador A € B(H) es una isometria parcial con espacio inicial
M C H si Ay es una isometria y ker(A) = M*.

Lema 1.63. Sean F : T — B(K)enF, A = Fe BT, K)), y M, N C L(T, K) dos subes-
pacios cerrados que reducen a U con funciones rango medibles J s, S n respectivamente.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) El subespacio M N N reduce a U y su correspondiente funcion rango medible es
A = Im(D) N In(A) para casi todo A € T.

ii) El subespacio A(M) C L*(T,K) reduce a Uy su correspondiente funcién rango medi-
ble es 1 — F(A)(J m(A) para casi todo A € T.

iii) El subespacio ker(A) C L*(T,K) reduce a U y su correspondiente funcion rango med-
ible es A — ker(F(A)) para casi todo A € T.

iv) A es una isometria siy solo si F(A) es una isometria para casi todo A € T.

v) A es una isometria parcial con espacio inicial M si y solo si F(A) es una isometria
parcial con espacio inicial J () para casi todo A € T.

vi) El subespacio R = M 6 A(M) reduce a U y su correspondiente funcion rango es
A= I e F(Im(A) para casi todo A € T.

vii) Si Alyp = 0, entonces F(A)|g,,1 = 0 para casi todo A € T.

viii) Si Alp: M — N es un isomorfismo, entonces F()| g, 1 Im(A) = In(A) también
es un isomorfismo para casi todo A € T.

Demostracion. Haremos solo la demostracion de los items vii) y viii).

Para probar el item vii) observamos que como Ay, = 0, tenemos que A¢ = 0 para toda
¢ € A, donde A es un conjunto de generadores de M. Luego, 0 = Ap(l) = F()p(l)
para casi todo 4 € T y para toda ¢ € A. Como Jm(d) = gen{p(d) : ¢ € A}, entonces
F(A)| g, = 0 para casi todo A € T como queriamos ver.
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Ahora, para ver viii) primero observamos que si M = gﬁ{nga ckeZ,pe ﬂ} yN =
A(M), entonces
N =gen(UAp:keZpeAl.

Luego, F()(Im(A) = gen{F(D)p(d) : ¢ € A} = gen{Ap(d) : ¢ € A} = In(A), es decir,
F(A)|7,, es sobreyectivo para casi todo A € T.

Resta ver que que F(1)|q,,4) €s inyectivo para casi todo A € T, o equivalentemente, que
ker(F(A)|g,,) = O para casi todo A € T. Por el item ii), A — ker(F (1)) es una funcién
rango medible y por lo tanto, 4 — ker(F(4)|s,,) €s una funcion rango medible ya que
ker(F()|g,,) = ker(F (1)) N Im(A), y la interseccion de funciones rango medibles es me-
dible por el item i). Por el Teorema 1.48, existe un subespacio My € L*(T,K) que reduce
a U asociado a A = ker(F(A)|q,,). Como ker(F(A)|g,.1) S Im(4) para casi todo A € T,
entonces My € M. Ahora, para f € My, f(1) € ker(F(A)|y,) para casi todo 4 € Ty
entonces

Af() = F()f(4) =0

para casi todo A € T. Luego, como A|, es inyectivo, f debe ser cero y entonces My = 0y en
conclusion ker(F(A)|g,,1) = 0 para casi todo A € T como queriamos probar.
]

A través de las funciones B(K)-valuadas es posible dar una caracterizacién de los subes-
pacios de H% que son invariantes por el shift unilateral U. Estos fueron caracterizados por P.
Lax [47] en 1959 en el caso que dim(‘K) es finita y mayor que 1 y luego por P. Halmos [38]
en 1961 quien demostré un teorema equivalente cuando la dimension de K es infinita. Una
demostracién del siguiente teorema se puede ver en [49, Corollary 3.26].

Teorema 1.64 (Beurling-Lax-Halmos). Un subespacio cerrado M C Hg( es invariante por
S si y solo si existe un subespacio K, C K y una funcion F € Fy tal que

M= F(H},),

donde F(Q) es una isometria parcial con espacio inicial K para casi todo A € T.

1.5 Subespacios wandering

En esta seccion introduciremos una clase de subespacios de H que se conocen como subespa-
cios wandering (término en inglés) y fueron definidos por Halmos en [38]. Estos subespacios
estan relacionados con los subespacios invariantes por un operador y seran claves en la de-
mostracion del Teorema 3.10 del Capitulo 3.

Definicion 1.65. Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H). Un subespacio R C H se dice
wandering para A si satisface que R L A/(R) para todo j > 1.
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En la siguiente proposicion veremos que a cada subespacio invariante por un operador
A € B(H) se le puede asociar un subespacio wandering para A, y viceversa.

Proposicion 1.66. Sea H un espacio de Hilberty A € B(H).

i) Si R € H es un subespacio wandering para A, entonces el subespacio definido por
Mg :=gen{A'x : j > 0, x € R} es invariante por A.

ii) Si M C H es un subespacio invariante por A, entonces Ry := MOA(M) es wandering
para A.

Demostracion. i) Por la linealidad y continuidad de A tenemos que
AMg) =gen {A!x: j20, xe Rl =gen{A/x: j2 1, x € R} C M,

lo cual demuestra que Mg es un subespacio invariante por A.

i) Veamos que Ry L A/(Ry,) para todo j > 1. Sean x,y € Ry := M © A(M), entonces
x,y € My x,y L A(M). Luego, (x,Ay) = 0y (x,A’y) = (x, A(A’"'y)) = 0 para j > 2, pues
A(A’"'y) € A(M) por la invariancia de M por A.

[ ]

Observacion 1.67. Observar que si A € B(H) es una isometria y R es un subespacio de H,
son equivalentes:

i) R L A/(R) para todo j > 1.
ii) A/(R) L A7 (R) paratodo j # j.

En efecto, si se cumple i) y suponemos que j < j’ tenemos que para todo x € R, (A/x, A/ x) =
(x,A”~/xy = 0. Reciprocamente, si asumimos que se cumple ii) y tomamos j = 0, tenemos
que (x, A’ x) = O paratodo x e Ry j > 1.

Debido a la equivalencia anterior, siempre que A sea una isometria, el subespacio invari-
ante Mg asociado a R se puede escribir como la suma ortogonal

[Se]

Mg = EBAJ'(R).

J=0

El siguiente teorema permitirda descomponer el espacio de Hilbert  en una suma ortog-
onal, a través del subespacio invariante asociado a un wandering para un operador A € B(H),
y posteriormente estudiar como queda dicha descomposicion si A tiene otras propiedades
como por ejemplo ser unitario.

Teorema 1.68. Sean A € B(H) una isometria, R = (AH)* y Mg = EB;‘;O A/(R). Entonces
R es wandering para A 'y

[

Mg = (A, (1.18)

J=0
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Demostracion. Veamos primero que

M = [ @Ry

J=0

Si x € Mg, se cumple que x L A/(R) para todo j > 0 (por la definicion de Myg), es decir,
x € NZo(A/(R))*. Reciprocamente, si x € (V72((A/(R))*, entonces x L A/(R) para todo j > 0
y en consecuencia x € Mz.

Para obtener la igualdad (1.18) basta probar que 32,(A/(R))* = N3, A/(H). Suponga-
mos que x € ﬂ;‘;O(Aj (R))* y veamos por induccién que x € A/(H) para todo j > 0. Es claro
que se cumple para j = 0 pues x es un elemento de . Si asumimos que x € A/(H), existe
y € H tal que x = A’y. Como x € (A“(R))* para todo £ > 0, se satisface que A’y L A/(R), en
particular, y L R = (A(H))*. Por lo tanto, y € A(H) y x = A’y € A*!(H), como queriamos
ver.

Para probar la otra inclusion, usamos la siguiente propiedad: si 7 € B(H) es una
isometria y M es un subespacio de H entonces T (M) c (T (M))*. En efecto, si x € T(M™*),
entonces x = Ty para algin y € M*. Luego, usando que 7 es una isometria, se tiene que
para todo z € M,

(x,Tz) =Ty, Tz) = (y,2) = 0,

con lo cual x € (T(M))*. Ahora, por la propiedad anterior, tenemos que

AT (H) = AVA(H)) = A/(RY) € (A(R)*
para todo j > 0y por lo tanto (72, AI(H) C ﬂ;’;o(Aj (R))*, lo cual concluye la prueba. [
Observacion 1.69.

1) Como consecuencia del Teorema 1.68 tenemos la siguiente descomposicion ortogonal
para el espacio H:

W:MRGBﬂAj(?-{). (1.19)
Jj=0

con R = (A(H)* y Mg = P, A/(R).

ii) Si M C H es un subespacio cerrado invariante por A, entonces podemos aplicar
el Lema 1.68 a A|p : M — M (la restriccién de A a M) obteniendo que Mz, =
MNjZoA’(M) para R" = M6 A(M) (el complemento ortogonal de la imagen de A en
M) y por lo tanto M se puede descomponer en la suma ortogonal

M= Mgz @ ﬂAJ’(M). (1.20)

J=0
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Es importante resaltar que, en los términos del Teorema 1.68, si A € B(H) es un operador
unitario entonces R = (A(H))* = {0} y luego Mg = {0} y por lo tanto Mz = H. El otro caso
extremo es cuando (72, A/(H) = {0} lo cual implica que H = Mg con R = (A(H))*. A las
isometrias que cumplen esta tltima propiedad se les llama puras.

Definicion 1.70. Sea A € B(H) una isometria. Se dice que A es una isometria pura si

N AV(H) = {0}.

Ejemplo 1.71. EIl shift unilateral con multiplicidad S : Hg( — Hg( dado por la Definicién
1.44 es un ejemplo de una isometria pura. Para ver esto, recordemos que Hg( es el subespacio

H2 = {f = Zxkyk e, C Ky Z llxellze < 00}

k=0 k=0

(donde (1) = A* para todo A € Ty k € Z) y su imagen por el operador S es el conjunto

S(H3) = {f = > e A <Ky D Il < oo}.
k=1 k=1
Luego, su complemento ortogonal en H;( esR= (S(Hg())L ={f = x0y0 : X0 € K}.Mas atn,
para todo j > 0, .
S](R) = {f = XoYj: Xo € 7{} .
Por lo tanto, @;io S/(R) = Ha.. La ecuacién (1.19) implica que NiZo S/(H) = {0)}.
Observacion 1.72. Notemos que en ejemplo anterior el subespacio wandering R es isométri-

camente isomorfo a /K, son lo cual si vemos a K como el subespacio de Hg( que consiste de
todas las funciones constantes, podemos escribir

Hy = (P S/(50).
Jj=0

Teniendo en mente la descomposicion ortogonal (1.19), se deduce que cualquier isometria
A € B(H) es la suma de una isometria pura y un operador unitario. Estos dos operadores se
obtienen restringiendo A a cada componente de dicha descomposicion ortogonal.

Para las isometrias puras se cumple que fodo subespacio invariante se obtiene a partir de
un unico subespacio wandering, como se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.73. Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) una isometria pura. Entonces si
M C ‘H es un subespacio invariante por A, tenemos que

M= Mg =P AR), (1.21)

J=0

donde R = Mo A(M) es el iinico subespacio wandering para A que satisface (1.21).
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Demostracion. Observar que ﬂj‘;o A/M) C ﬁ;‘;o A/(H) = {0} (ya que A es una isometria
pura). Luego de (1.20) se deduce (1.21) [ |

El siguiente resultado serd necesario para demostrar el Teorema 3.13, que establece cierta
unicidad en la caracterizacion que se obtendrd en el Teorema 3.10 del Capitulo 3. Intro-
ducimos la notacion H; =~¢ H, para indicar que los espacios de Hilbert H; y H, son
isométricamente isomorfos via la isometria ®.

Teorema 1.74. Para i = 1,2, sea H; espacio de Hilbert, A; € B(H;) isometria pura y
M; C H; un subespacio invariante por A; con subespacio wandering asociado R;. Si ® €
B(H,, H,) es una isometria tal que PA; = A, ® entonces, My ~¢ M, si y solo si R; ~¢ R,.

Demostracion. Primero observamos que por hipétesis,

M; = éA{(Rg
Jj=0

parai = 1,2. Ademads, como ®A; = A, D, entonces d)A{ = Aéd) para todo j > 0. Luego,

P (7%1)] = (P alow,). (1.22)
=0 =0

Si ®(M,) = M,, por la unicidad del subespacio wandering para A, asociado a M,
obtenemos que ®(R;) = R,. Reciprocamente, si ®(R;) = Ry, se deduce de (1.22) que
OM;) = M,. n

OM) =D

Finalizamos esta seccion con el siguiente lema que da una cota para la dimensién de los
subespacios wandering del shift unilateral con multiplicidad S actuando en Hg(.

Lema 1.75. Sea K un espacio de Hilbert y sea M C Hg( un subespacio cerrado que es
invariante por S. Entonces, el subespacio wandering R = M e S(M) C Hg( satisface que
dim(R) < dim(%K).

Demostracion. Sea {g;};c; un conjunto ortonormal de R. Como Hﬁ( es separable, el conjunto
I debe ser numerable.

Dado que R es wandering para S, se cumple que R 1 S/(R) para todo j > 1. En particular,
(gi»S’g#) = O paratodo j > 1ei,i € I. Luego,

0=(g:,Sg:) = f (8D, g (D)xc dm(A) = f (gi( ), g (D)xc A~ dm(Q)
T T

es decir, todos los coeficientes de Fourier de la funcién compleja 4 — (g;(1), g+(1))% son
cero, excepto posiblemente el coeficiente j = 0. Por lo tanto, (g;(1), g+(1))% es constante
para casi todo A € T. Por otro lado, como

i = (&i» 81K = fT (8i(), gir () dm(),
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entonces (gi(1), g-())x = 0; para casi todo 4 € T. Como hay una cantidad numerable
de conjuntos de medida cero donde no se cumple lo anterior, podemos afirmar que existe al
menos un A € T tal que (g;(1), g(1))x = J; con lo cual hemos probado que K contiene un
conjunto ortonormal de la misma cardinalidad de {g;};c,. [ |
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Capitulo 2

Marcos de iteraciones de dos operadores
de conmutan

Dedicaremos este capitulo a estudiar y caracterizar todas las tuplas de la forma (H, T, L, {v;}icr)

donde H es un espacio de Hilbert separable, T, L € B(H) son dos operadores que conmutan

entre si, con T inversible, y {v;};c; s un conjunto de vectores a lo sumo numerable en H.
Para ello consideraremos dos casos:

e El caso unilateral que consistird en tomar tuplas (H, T, L, {v;};c;) que generen marcos
de la forma {T"Lf viikeZ,jeNyiel }, es decir, las iteraciones de L se toman en N.
Esto sera discutido en la Seccién 2.1.

e El caso bilateral se discutird en la Seccion 2.2 y consideraremos tuplas (H, T, L, {v;}ic;)
que generen marcos de la forma {TkL-’ viik,jezZiel } es decir, el operador L se itera
en Z. Notamos que para este caso serd necesario asumir que L también es inversible.

La idea serd demostrar que cualquier tupla de la forma (H, T, L, {v;};c;) (caso unilateral y
bilateral) se corresponde con una tnica tupla bdsica que consistird de un subespacio cerrado
N de un espacio de funciones L*(T, K) (ver Seccién 1.4) con K un espacio de Hilbert cono-
cido, dos operadores definidos en N que conmutan entre si y un conjunto de vectores {¢;};e;
que serd obtenido a partir de una base ortonormal de K. Dicha correspondencia se entendera
de acuerdo a siguiente Definicién 2.1.

Definicion 2.1. Para r = 1, 2, sean ‘H, espacios de Hilbert, T, L, € B(H,) con T, inversible y
T,L. = L,T,,ysean {vi};c; C H,, {wi}ics C H, conjuntos de vectores, donde / es un conjunto
de indices a lo sumo numerable.

Se dice que las tuplas (Hy, Ty, Ly, {vilicr) Y (Ha, T2, Ly, {w;}ic;) son similares si existe un
isomorfismo ¥ € B(H, H,) que satisface W(v;) = w; paratodo i € I, y cumple YT, = T,V y

53
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YL, = L,¥, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

H, —\p—>7’(2

TlaLll sz,Lz

H, L’ H,

Se dice que las tuplas (Hy, T, L, {vilic1) Y (Ha, T2, Ly, {w;}icr) son unitariamente equiva-
lentes si el operador ¥ que da la similaridad es unitario.

Es facil ver que la similaridad es una relacion de equivalencia.

Definicién 2.2. Se dice que la tupla (H, T, L,{v;};c;) genera un marco (marco de Parseval o
base de Riesz) del correspondiente espacio de Hilbert H si la coleccion

{T"Liviikez jeliell
forma un marco (un marco de Parseval o una base de Riesz, respectivamente).

Como se menciono al inicio del capitulo, el conjunto de indices J que consideraremos
serd Ny 6 Z. Cuando J = N diremos que (H, T, L, {v;};c;) es una tupla unilateral y si J = Z
diremos que (H, T, L,{v;}ic;) es una tupla bilateral. Los siguientes dos lemas se cumplen
tanto para tuplas unilaterales como para bilaterales.

Lema 2.3. La relacion de similaridad entre tuplas de la forma (H, T, L,{v;};c;) preserva la
propiedad de marco.

Demostracion. Supongamos que las tuplas (H;, Ty, L1, {vilic1) ¥ (Ha, Ta, Ly, {w;}icr) son sim-
ilares via el isomorfismo ¥ € B(H,,H,). Esto es, V¥ satisface que ¥(v;) = w; para todo
i€, YT, = T,¥Y y YL, = L,¥. En particular, tenemos que W7} = TA¥ paratodo k € Z'y
‘I’L{ = Lé‘I’ para todo j € J (aqui J = Ny 6 Z dependiendo del caso, unilateral o bilateral).
Por lo tanto,

W(TELIv;) = TSLw:.

Si asumimos que {T{‘L{v,- :keZ je Jie I} esun marco de H;, como ¥ es un
isomorfismo, se deduce del Teorema 1.11 que {Té‘Léwi :keZ,je J, i €I} es un marco
de H,. Anilogamente, dado que ¥~! también es un isomorfismo y ¥~'(TXLiw;) = T*L}v;,
tenemos por el mismo Teorema 1.11 que si {Té‘Léwi ckeZ, jeJ, iel}esun marco de H,,
entonces {T{‘L{vi ckeZ, jeJ, iel}esunmarco de H,. [ |

Lema 2.4. Si dos tuplas que generan marcos de Parseval son similares, entonces son uni-
tariamente equivalentes.

Demostracion. El resultado es consecuencia del item ii) del Teorema 1.12. [ |
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2.1 'Tuplas unilaterales que generan marcos de un espacio
de Hilbert

El objetivo principal de esta seccion es caracterizar las tuplas unilaterales que generan marcos
de un espacio de Hilbert separable H, es decir, aquellas tuplas (H, T, L, {v;}ic;) donde T, L €
B(H), T es inversible, TL = LT y {v;};c; C H son tales que el sistema

{T*Liv; 1k € Z, j e No,i € I 2.1)

forma un marco de H.

Para formular nuestro teorema de caracterizacion para el caso de las tuplas unilaterales,
la idea principal consiste en considerar el operador de sintesis dado por la ecuacién (1.2)
asociado al marco (2.1), es decir,

C:C@xNoxD)>H,  Clagh) = . a T L.

k. ji

con {ay ;;} € {*(Z x Ny x I), con el objetivo de definir un isomorfismo que permita establecer
una similaridad entre la tupla (H, T, L,{v;}ic;) y una tupla que llamaremos bdsica y cuya
primera componente serd un subespacio cerrado del espacio de funciones L*(T, H?z ( 1))’ donde
H?Z o €8 el espacio de Hardy vectorial dado en la Definicién 1.41, tomando K = ¢(I).

Con esta idea en mente, veremos primero que el dominio del operador de sintesis C, es
decir, el espacio de sucesiones £*(Z x Ny x I) es isométricamente isomorfo a L*(T, H?z (1)).
Para ver esto, dado un espacio de Hilbert separable K, consideremos el siguiente operador
definido en L*(T, Hg() que actiia puntualmente como el shift unilateral con multiplicidad S :
H§< - Hg( En los teoremas de caracterizacion estaremos interesados en el caso K = £2(1),

pero las definiciones y resultados que veremos a continuacion valen para K general.
Definicién 2.5. Sea S : L(T, H3) — L*(T, H}) el operador definido por

SF() = S(F),
para casi todo A € Ty f € L*(T, Hy).

Observacion 2.6. El operador S se puede ver como un levantamiento de S : Hg( - Hg( al
espacio L*(T, Hg() en el sentido de que el siguiente diagrama conmuta

[A(T, H2) —— I(T,HZ)

evll levﬂ

2 , 2
H?( H‘K
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donde ev, : L*(T, Hy,) — H; es el operador “evaluar en 17, es decir, evy(f) = f(4), con lo
cual la Definicién 2.5 se puede escribir como

eva(Sf) = S(evaf),

para casi todo 1 € T.

Otra manera de entender a S es como el operador G e 7/': c B(LX(T, H%)) asociado a la
funcion G : T — B(H72<) que verifica que G(1) = S para casi todo 4 € T (ver Subseccién
1.4.3), es decir,

(GHW) = GAf () = S(f(),

para casi todo 4 € T. De esta explicacion queda claro el uso de la notacioén S.
Proposicion 2.7. Se cumplen las siguientes propiedades:

i) El operador S es una isometria pura.

ii) El operador adjunto S : L*(T, H3) — LX(T,Hy) de S viene dado por S f(1) =
S*(f() para casi todo A € T.

iii) Los operadoresgy? conmutan con el shift bilateral con multiplicidad U actuando en
L* (T, H2).
» g

Demostracion. i) Dado que§ =G € ¥ con G(A) = S para casi todo 1 € T, y sabemos que S
es una isometria en Hg(, se obtiene del item iv) del Lema 1.63 que S es una isometria.

Veamos que Ses pura (ver Definicion 1.70). Supongamos que
fe (S @A B,
j=0

es decir, f € S'(L(T, H3)) para todo j > 0. Luego, f = S’g para alguna g € L(T, H3)
y f() = S(gA) € Hg( para casi todo 4 € T y para todo j > 0. Por lo tanto, f(1) €
Mo S/ (Hg(), y como S es una isometria pura (ver Ejemplo 1.71) tenemos que f(1) = 0 para
casi todo A € T, con lo cual f = 0, obteniendo asi que

(NS @1 1) = 10).
=0

ii) Recordemos que cualquier elemento F de la clase & cumple que F* = F*. En partic-
ular, como S = G € ¥ con G(1) = S para casi todo A € T, tenemos para toda f € L*(T, Hy)
y para casi todo A € T,

S f() =G f(A) = G f(1) = G(Df ) = G F(A) = S*(F(D),
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lo cual demuestra lo deseado. _
iii) Vemos a través del siguiente cdlculo que S conmuta con U:

SU/() = S(UF) = SAS) = AS(f() = ASFHA) = USF(A)
para toda f € L*(T, Hg() y para casi todo A € T, con lo cual SU = US. Como U es unitario se
deduce de lo anterior que SU-= (U§)* = (§U)* =US. [ |

En el siguiente teorema veremos a partir de una base ortonormal de K y de los operadores
Uy S se puede construir una base ortonormal de L*(T, H%).

Teorema 2.8. Si {;}ic; es una base ortonormal de K, entonces el sistema
{ngjsi keZ jeNy ic 1}
es una base ortonormal de L*(T, Hy.).

Demostracion. Por ii) del Teorema 1.46, el sistema {S’; : Jj € Ny, i € I} es una base ortonor-
mal de Hg( donde #I = dim(K). Ademas, si vemos a la base {g;};c; como un subconjunto de

L*(T, Hg() tenemos que {§18i : j € Ny, i € I} es un sistema cuyas imagenes para cada 1 € T
forma una base ortonormal de Hg(. Por lo tanto, por el item i) del Teorema 1.46 se obtiene el
resultado. [

Volvemos al caso particular K = ¢>(I). En vista del Teorema 2.8, si {d,}ic; s la base
candnica de €*(I), entonces

{U"§j5,- keZ jeN, ic 1} 2.2)

es una base ortonormal de L*(T, H>

£,2(1)). Luego, cualquier funcién f € L*(T, H?z (1)) cumple
que

f= YR USY USSP =Y KA USSP,
k.ji ki
es decir, la correspondencia f — {(f, Uk/S\J(Si)}k, ;i define un isomorfismo isométrico entre los

espacios L*(T, H}, ) y £*(Z x Ny x I). Ahora, el operador de sintesis asociado al marco (2.1)
se puede definir de la siguiente manera:

C:LXT.H:,) > H, Cf= Z fi Ty, (2.3)

k,ji

donde fk‘j = (f, ngjéi) para k € Z,j € Ny,i € I son los coeficientes de f en la base (2.2).
Recordar que si el sistema (2.1) es un marco, en particular es una sucesién de Bessel, con lo
cual la serie (2.3) converge incondicionalmente, como vimos en el Teorema 1.5. Ademas, C
es un operador sobreyectivo (ver Proposicion 1.6). En la siguiente proposicién demostramos
otras propiedades que satisface el operador C, las cuales seran muy importantes para estable-
cer los resultados principales de esta seccion.
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Proposicion 2.9. Sea (H, T, L,{v;}ic;) una tupla unilateral que genera un marco del corre-
spondiente espacio de Hilbert H y sea C el operador de sintesis como en (2.3) asociado al
sistema (2.1). Entonces:

i) Si{0;}ics es la base candnica de t*(I), se cumple que C(5;) = v; para todo i € I. Ademds,

CU=TC, CU"=T'C y CS=ILC. (2.4)
ii) El subespacio ker(C)* € L*(T, H?z (1)) reduce a U y es invariante por S

Demostracion. i) Notemos que (9, Uk§16i> = O paratodo k € Z, j € Ny, i € I excepto para
k= j=0yi=1i encuyocaso (ds,0,) = 1. Entonces,

C(6)) = Z<5i,,Uk§j5i>Tkavi _—

k. jii

para todo i’ € I.
Para ver que se cumplen las igualdades (2.4), consideremos f € L*(T, H?z(l)) y su ex-
pansion en serie con respecto a la base (2.2), esto es,

f=£,086,  fi,=(USs) VkezZjeNiel
k)i
Como U es un operador unitario, los coeficientes en la base (2.2) correspondientes a las
funciones Uf y U" f estan dados por
UfUSIs)y = (LUSIsy = £l y  (UAUSSTs) = (£, UMISTo) = £, 5

para todo k € Z, j € Ny, i € I. De forma analoga, como S es una isometria y conmuta con U
(ver Proposicion 2.7), los coeficientes en la base (2.2) de la funcién S f vienen dados por

S, US sy = S8 Usy = (1,5 Usy=f .,

paratodok € Z, je N,i e I;ysi j = 0, tenemos que <§f, U*s;) = (f,/§kUk6i> = (f, Uk§6i) =
OyaqueS 6;(1) = S*6:v0 = (6, — 9;)/ A = 0 (ver ecuacion (1.12)).
En consecuencia, se satisfacen las siguientes propiedades:

CUf = Z i, Ty = Zﬁj T Ly, = T[Z fi, T Vi] =TCf,
k,j,i k,j,i k,j,i
CUf = Z fi, T v = Z ST "Wy =T (Z 1 Tijv,-] =T7'Cf,

k.ji k.jii k.jii
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C§f = Z fki,j—l TijVi = Z fZ,J Tij+1Vl' = L[Z f/;J TijVi) = LCf

k., ji kji k.jii

Esto demuestra (2.4).
ii) Si f € ker(C) € L*(T, Ht%(l))’ entonces

CUf=TCf=0, CUf=T"'Cf=0 y CSf=LCf=0,

es decir, ker(C) reduce a U (es invariante por U y U”) y es invariante por S, 0 equivalente-

mente, ker(C)* reduce a U y es invariante por S como queriamos ver.
|

En resumen, a través del operador de sintesis dado en (2.3) asociado a (2.1), es posible
obtener un subespacio de L*(T, H?z ( 1)) que es isomorfo a H, reduce a U y es invariante por?.
Con base en esta discusion, definiremos a continuacion un tipo de tupla canénica que permi-
tird establecer la relacion de similaridad entre éstas y las tuplas unilaterales (H, T, L, {v;}ic;)
que generan marcos.

Si H un espacio de Hilbert separable, dado 7 € B(H) y un subespacio M de H, el
operador definido por

R: M—= M, R = PyT|m,

se llama una compresion de T al subespacio M, y T es una dilatacion de R a H.

Definicion 2.10. Para cada subespacio cerrado N' € L*(T, H?Z ( 1>) que reduce a U y es invari-

ante por ?, denotamos por A a la compresion de Sal subespacio N, es decir, A = P,{S} No
y definimos ¢; := Py, para todo i € I. Llamamos a (N, Uy, A, {¢;}ic;) una tupla unilateral
bdsica.

Observacion 2.11. Notemos que los operadores A y Uly considerados en la definicion de
tupla unilateral basica conmutan. En efecto, usando que U y S conmutan y que Py U = UPy,
ya que U reduce a N (ver Observacion 1.30), tenemos que para toda f € N se cumple

UAf = UPASf = PyUSS = PASUS = AUY.

Una propiedad importante de las tuplas unilaterales basicas es que siempre generan mar-
cos de Parseval del correspondiente subespacio N. Probaremos esto en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.12. Toda tupla unilateral bdsica genera un marco de Parseval.

Demostracion. Veamos que

(UAVg; ik eZ, jeN, iell (2.5)
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es un marco de Parseval de N. Para ello basta observar que el (2.5) es la proyeccidn ortogonal
a N de la base ortonormal (2'2\)* (ver item ii) (}g*l Teorema/\l*.15). Para ver esto, notemos
que como N es invariante por S tenemos que S Py = PnS Py (ver Observacion 1.30) y
por lo tanto para todo j € Ny, PN§] = PN§]PN. Ademads, como N reduce a U, vale que
PnU* = U*Py para todo k € Z. Luego, tenemos que

PNUS5, = U'P\S'6: = UPAS Pyo: = UAYg, (2.6)

paratodoke Z, je Nygyie€l.
|

Por la proposicién anterior y el item ii) del Teorema 1.12, tenemos que si dos tuplas
basicas son similares, ellas deben ser unitariamente equivalentes. Mds atn, tenemos el sigu-
iente resultado:

Teorema 2.13. Si dos tuplas bdsicas son similares, entonces son iguales.

Demostracion. Sean (N1, Uly,, A1, {Pn,0i}ic1) Y (N2, Uln,, Az, {Pn,0i}ier) dos tuplas unilate-
rales basicas similares. Entonces, existe un operador unitario ¥ € B(N;, N,) tal que YA, =
ALY, YU|n, = U\, Yy WPy, 0; = Pp,0; paratodo i € 1.

Ademads, por las propiedades de ¥ y (2.6) tenemos que

P(Py, (U"§j ) = W(U*A{ Py, 0:) = UFAJW(Py,6) = U*APy,0;
= Py, (U'S'5)

paratodo k € Z, j € Ny, i € I. Como {ngjéi ckeZ, jeNy, i€ I} es una base ortonormal

de LX(T, H’

2 (1>)’ entonces el Teorema 1.16 implica que N; = N;. [

Ahora, estamos listos para demostrar el teorema de la caracterizacion de las tuplas unila-
terales que generan marcos.

Teorema 2.14. Una tupla (H, T, L,{v;};c;) es una tupla unilateral que genera un marco si y
solo si es similar a una tupla unilateral bdsica. Mds atin, esta tupla bdsica es unica.

Demostracion. Supongamos primero que (H, T, L, {v;};c;) es una tupla unilateral que genera
un marco. Queremos encontrar una tupla unilateral basica que sea similar a (H, T, L, {v;}ic1).

Sea C el operador de sintesis definido en (2.3). Por ii) de la Proposicion 2.9, el subespacio
N := ker(C)* de L*(T, H?z (1)) reduce a U y es invariante por /S\*, lo cual sugiere que la tupla
basica (N, Uly, A, {Pn0;}icr) s la buscada. Para ver esto, consideremos el operador dado por
la restriccién del operador de sintesis al subespacio N, es decir,

TC:C|N1N—>7'{.
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Como el sistema (2.1) es un marco para H, sabemos que C es un operador sobreyectivo,
con lo cual ¥ es un isomorfismo. Veamos que ¥ es el operador que verifica la similaridad
entre ambas tuplas. Por un lado, observamos que C(Px:6;) = O para todo i € I, y por la
Proposicion 2.9 se cumple que

Y(Pn0O;) = C(Pn0O;) + C(Pn16;) = C(PnO; + Pnidy) = CO; = vy,

para todo i € I. Ademads, como C cumple las siguientes relaciones dadas en (2.4) tenemos
que las mismas se cumplen para ¥, es decir,

YUy =TY, YU, =T'¥Y y YA=LY.

Concluimos que (H, T, L, {v;}ic;) es similar a (N, U|n, A, {Pn0;}ic;) Via el isomorfismo ‘P.

El reciproco es consecuencia del Lema 2.3. La unicidad se deduce del Teorema 2.13. En
efecto, si existiese otra tupla basica similar a (H, T, L, {v;};c;), entonces por transitividad, ésta
también debe ser similar a (N, U|y, A, {Pn0:}ics), y por lo tanto son iguales. [ ]

Si #1 = 1 en el Teorema 2.14, entonces ¢*(I) = C y H?

_ 2
S Py = H-. Luego, tenemos el
siguiente:

Corolario 2.15. Una tupla (H, T, L,v) es una tupla unilateral que genera un marco siy solo

si existe un subespacio cerrado N C L*(T, H?) que reduce a U y es invariante por?k tal que
(H,T,L,v) es similar a (N,U|y,A, Py1), donde A es la compresion de S to N.

Otra consecuencia del Teorema 2.14 es la caracterizacion de las tuplas que generan mar-
cos de Parseval.

Corolario 2.16. Una tupla (H, T, L,{v;}ic;) es una tupla unilateral que genera un marco de
Parseval si y solo si es unitariamente equivalente a una tupla unilateral bdsica.

Demostracion. Supongamos que (H, T, L, {v;};c;) es una tupla unilateral que genera un marco
de Parseval. Entonces, del Teorema 2.14, (H, T, L,{v;};c;) es similar a una tupla bdasica, la
cual genera un marco de Parseval (ver Proposicion 2.12). Luego, por el Lema 2.4, ambas
tuplas deben ser unitariamente equivalentes. La otra implicacién es inmediata del item 1) del
Teorema 1.12. [

En el siguiente resultado veremos que cualquier tupla unilateral que genera una base de
Riesz debe ser similar a la tupla unilateral basica cuya primera componente es todo el espacio
L2(T’ H?Z(]))'

Proposicion 2.17. Una tupla (H, T, L,{v;}ic;) es una tupla unilateral que genera una base
de Riesz si y solo es similar a (LZ(T, H§2(1))’ U,S, {5,-}561), donde {6;}ic; es la base candnica de
().
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Demostracion. Si (H, T, L,{v;}ic;) es una tupla unilateral que genera una base de Riesz, en-
tonces el operador de sintesis C asociado al sistema (2.1) es un isomorfismo (ver Obser-

vacién 1.9) entre L*(T, H?z(l) y H. Ademas, C cumple que C(6;) = v; paratodoi € Iy

CU=TC,CU =T"'CyCS = LC (ver Proposicion 2.9). Es decir, C da la similaridad en-
tre las tuplas (H, T, L, {vi}ie) y (L*(T, H?z ( 1))’ U, S, {0;}ic1)- Reciprocamente, supongamos que

—_

(H,T,L,{v;}ic;) es similar a (L*(T, H?z(l)), U, S, {6}ic;) via el operador ¥ : L*(T, H?Z(n) - H

(ver Definicién 2.1). Como {ngjéi ke Z,je Ny i € I} es una base ortonormal de
L*(T,H, 1) Y se satisface que

WU'S's,) = T Lv,,

por la Definicién 1.8 tenemos que {T*L/v; : k € Z, j € Ny, i € I} es una base de Riesz de

H. ]

2.2 Tuplas bilaterales que generan marcos de un espacio de
Hilbert

En esta seccion consideramos tuplas de la forma (H, T, L, {v;};c;), con L inversible, y bus-
camos condiciones necesarias y suficientes para que el sistema

{TkL-’v,- k,jeZie 1} (2.7)

sea un marco (un marco de Parseval o una base de Riesz) de H.

Usando argumentos analogos a los de la seccion anterior, veremos que el conjunto de
iteraciones (2.7) forma un marco (un marco de Parseval o una base de Riesz) para H si
y solo si la tupla (H, T, L,{v;}ic;) es similar a una tupla bilateral bdsica que definiremos
mads adelante. Seguiremos ideas similares, reemplazando el operador de sintesis por el que
corresponde en este caso.

En principio, el operador de sintesis asociado al sistema (2.7) viene dado por

C: 8@ xD—H,  Cbe)= ) bi T'Lv,

k,j.i

con {by ;;} € €*(Z* x I) para todo k, j € Z,i € I. De forma andloga a la Seccién 2.1, se
puede probar que el espacio de sucesiones £?(Z* x I) es isométricamente isomorfo al espacio
de funciones L*(T, L*(T, £*(1))), considerag\do el operador shift bilateral con multiplicidad U
actuando en ese espacio y otro operador U que actda puntualmente como el shift bilateral
definido en L*(T, £2(I)). Luego, usando razonamientos similares se obtienen los andlogos de
los resultados de la seccién anterior.

Sin embargo, con el objetivo de demostrar algunos resultados de la siguiente Seccién 2.3,
veremos que también es posible establecer un isomorfismo isométrico entre £2(Z*> x I) y el
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espacio de Hilbert L?(T?, £2(I)) que consiste de todas las funciones medibles f : T? — £2(I)
(ver Definicién 1.36) tales que

2
f 1 (@1, 22l gy dma(21, 22) < 0,
T2

dotado con el producto interno

(s8¢ = f (f(z1,22), 8(z1, 22)) 2y dMa(21, 22),
T2

para f, g € L*(T?, £*(I)), donde m, = m X m es la medida producto en T?.
Para ello consideramos dos operadores shift con multiplicidad actuando en cada variable
dados en la siguiente definicion.

Definicion 2.18. Parai = 1,2, se define U; : L*(T?, £2(I)) — L*(T?, £*(I)) como el operador

Uif(z1,22) = 2 f(z1,22)
para casi todo (z1,2,) € T

Observacion 2.19. Se ve facilmente que U; y U, conmutan.

Mediante los operadores U, y U, es posible construir una base ortonormal de L*(T?, £2(I)).

Teorema 2.20. Si {6,}ic; es la base ortonormal canédnica de £*(I), entonces el sistema
(UlU}s; : k. jeZ iel (2.8)
es una base ortonormal de L*(T?, *(I)).

En vista del teorema anterior tenemos que cualquier f € L*(T2, £>(I)) se puede escribir
como

f= ) LUUSUUS  y AP = ) KA UTULS)P,

k,j,i k,j,i

es decir, la correspondencia f — {{f, U'{Ué&i)}k, ;i define un isomorfismo isométrico entre los
espacios L*(T?, £2(I)) y £*(Z* x I). Ahora, el operador de sintesis asociado al marco (2.7) se
puede definir de la siguiente manera:

C: LX(TCM) - H,  Cf=) fi, 'Ly,

k,j,i

donde fk"’/. = (f, U'l‘Uéé,-) parak, j € Z,i € I son los coeficientes de f en la base (2.8).
Tenemos entonces el andlogo de la Proposicién 2.9.
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Proposicion 2.21. Sea (H, T, L,{v:}ic;) una tupla bilateral que genera un marco del corre-
spondiente espacio de Hilbert H y sea C el operador de sintesis asociado al sistema (2.7).
Entonces:

i) Si{0}ic; es la base candnica de €*(I), entonces C(5;) = v; para todo i € I. Ademds,

CU =TC, CU,=T'C, CU,=LC, y CU,=L"'C

ii) El subespacio ker(C)* C L*(T?, *(I)) reduce a U, y U,.

Definicién 2.22. Para cada subespacio cerrado N' € L*(T, £*(I)) que reduce a U; y U, si-
multdneamente, y vectores ¢; := Px0; paratodo i € I, llamamos a (N, Uy |y, Uz|n, {¢i}icr) una
tupla bilateral bdsica.

La Proposicion 2.12 y el Teorema 2.13 también son validos para las tuplas bilaterales
bésicas.

A continuacion enunciaremos los resultados correspondientes a las tuplas bilaterales que
son andlogos al Teorema 2.14, los Corolarios 2.15 y 2.16 y la proposicion correspondiente al
resultado sobre las tuplas que generan bases de Riesz. Estos resultados seran enunciados sin
demostracion ya que las técnicas son bastante similares al caso unilateral desarrollado en la
Seccibn 2.1.

Teorema 2.23.

i) Una tupla (H, T, L,{v;}ic;) es una tupla bilateral que genera un marco siy solo si es
similar a una tupla bilateral bdsica. Esta tupla bdsica es tnica.

ii) Una tupla (H, T, L,{v;}ic;) es una tupla bilateral que genera un marco de Parseval siy
solo si es unitariamente equivalente a una tupla bilateral bdsica.

iii) Una tupla (H, T, L,{v;}ic;) es una tupla bilateral que genera una base de Riesz si 'y solo
si es similar a (Lz(TZ, (), U,, U, {6,-}l~e,), donde {0;}ic; es la base candnica de £*(I).

Aligual que en el caso unilateral, tenemos el siguiente caso particular del item /) Teorema
2.23 cuando #I = 1. Separamos este caso ya que serd clave para demostrar el Teorema 2.30
de la siguiente seccion.

Corolario 2.24. Una tupla (H, T, L, v) es una tupla bilateral que genera un marco siy solo si
existe un subespacio cerrado N C L*(T?) que reduce a U, y U, tal que (H, T, L,v) es similar
a (N, Uy, Usly, Px1), donde 1 € L*(T?) es la funcion constante 1.
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2.3 Marcos de iteraciones de un solo vector

Dado que el concepto de similaridad entre tuplas (ver Definicién 2.1) define una relacion
de equivalencia, en esta seccion analizaremos si existe alguna relacion entre #/, es decir, la
cantidad de vectores que se consideran en una tupla de la forma (H, T, L, {v:}ic;) que genera
un marco del correspondiente espacio H, y el niimero de clases de equivalencia determinadas
por la relacién de similaridad.

Veremos que en el caso #I = 1, existe una tnica clase de equivalencia. Esto permite a
su vez caracterizar todos los vectores w € H tales que la correspondiente tupla (H, T, L, w)
genera un marco de H. Demostraremos esto en el Teorema 2.31 para el caso unilateral y en
el Teorema 2.32 para el caso bilateral. Sin embargo, no es cierto que para #/ > 2 existan #/
clases de equivalencia, como veremos en el Ejemplo 2.25.

Supongamos que H, T, Ly el conjunto de indices I = {1,...,n} estan fijos y considere-
mos el conjunto

V= {{vitiet € H : (H, T, L, {vi}ic;) es una tupla unilateral (bilateral) que genera un marco} .

Definimos la siguiente relacion de equivalencia en V,:
Witier ~ wilier  ©  (H,T, L, {vi}iey) es similar a (H, T, L, {wi}ier). (2.9)

Ejemplo 2.25. Supongamos que V, no es vacio para algin n > 1. Sea {v;};c; € V,, es decir,
(H, T, L,{vi}ic;) es una tupla unilateral (bilateral) que genera un marco de H, y supongamos
que {vy,v,} es linealmente independiente. Entonces, es fécil ver que {v}ic; U {vi + v2} ¥y
{vitier U {vi — v} pertenecen a V,,;. Supongamos que las correspondientes tuplas

(H,T,L{viliet Vivi+vah) y  (H,T,LA{viliet U{vi — v2})
son similares via un isomorfismo ¥ € 8(H). Entonces, en particular, se debe cumplir que
YY) =vi, Ym) =vy, ..., ¥Y(ri+v) =vi— W
lo cual no es posible.

Para probar el Teorema 2.31, veremos primero que cuando #/ = 1 se requiere una
condicion més débil que la similaridad para concluir que dos tuplas unilaterales basicas que
generan marcos son iguales. Para demostrar el siguiente resultado usaremos la caracteri-
zacion de los subespacios de L*(T, H*) que reducen a U y son invariantes por /S\*, dada por
el Corolario 3.11. También requeriremos algunos resultados sobre contracciones Cy cuasi-
similares y funciones minimales que fueron desarrollados en [45, Chapter II1.2], los cuales
incluimos a continuacion.

Definicion 2.26. Un operador 7' € B(H) es una contraccion si ||T|,, < 1. Se dice que T es
una contraccion completamente no unitaria si no existe un subespacio no trivial M c H que
reduce a T tal que T'|( es un operador unitario.



66CAPITULO 2. MARCOS DE ITERACIONES DE DOS OPERADORES DE CONMUTAN

Recordemos que H*™ es el conjunto de todas las funciones analiticas y acotadas en el disco
abierto D.

Para una contraccién completamente no unitaria 7 € B(H) existe un cdlculo funcional
en H* que se define de la siguiente manera: a cada ¢ € H™ le asociamos el operador

#(T) = lim ¢,(T)

donde ¢,(z) := ¢(rz) para todo z € D, y la convergencia es en la norma de operadores.
Explicitamente, si ¢(z) = Y72 a;2/, entonces ¢,(T) = X3, a,;/T’, donde la convergencia es
en la norma de operador.

La aplicacion ¢ — ¢(T) define un homomorfismo de dlgebras entre H* y B(H).

Definicion 2.27. Una contraccién completamente no unitaria 7 € B(H) se dice que pertenece
a la clase Cy si existe alguna funcién no trivial ¢ € H™ tal que ¢ anule a 7', es decir, ¢(T) = 0.
Se dice que ¢ es la funcion minimal de T si no existen divisores de ¢ que anulen a 7T'.

Proposicion 2.28. [45, Proposition 4.3, Chapter Ill] Sea ¢ € H* una funcion inner no
constante, y consideremos el subespacio N = H* © ¢H* y la compresion del shift unilateral
(sin multiplicidad) S actuando en N dado por A := PxS|n. Entonces, A pertenece a las
clase Cy y su funcion minimal es ¢.

Enunciamos ahora un resultado mas general que establece condiciones para que las fun-
ciones minimales de dos contracciones completamente no unitarias coincidan.

Proposicion 2.29. [45, Proposition 4.6, Chapter IlI] Sean T, € B(H,) y T, € B(H>)
dos contracciones completamente no unitarias y supongamos que existe un isomorfismo
Y : H — H, tal que YT, = T,¥Y. Entonces las funciones minimales de Ty y T, coinci-
den.

Estamos listos para enunciar nuestro resultado.

Teorema 2.30. Parar = 1,2, sea N, C L*(T, H*) un subespacio cerrado que reduce a Uy
es invariante por S,y sea A, = Pn S|y.. Si existe un isomorfismo ® : Ny — N, tal que

QA =A, 0 y OUly, = Ulp, D, (2.10)
entonces N = N, yA| = A,.

Demostracion. Como N, C L*(T, H?) para r = 1,2 reduce a U y es invariante por ?, en-
tonces por el Corolario 3.11 existe ¢, € L*(T, H?) tal que ¢,(2) es una funcién inner para casi
todo 1 € o(N*) y N, = (¢,L*(T, H*))*. Luego, su funcién rango .7, estd dada por

Tr: A T = (6 OH?) .
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Para demostrar que N; = N>, y en consecuencia A; = A,, serd suficiente demostrar que

1 = ¢o.

Observamos primero que si extendemos ® como cero en N, a partir de la segunda
ecuacion en (2.10) tenemos que esta extension conmuta con U y por lo tanto, por i) de la
Proposicion 1.62, existe FeF tal que F=®en N, y F=0en N;. Ademds, como I/V\IN1 =
® : Ny — N, es un isomorfismo, viii) del Lema 1.63 implica que F'(1)|4,(1) : J1(4) = J2(D)
es un isomorfismo para casi todo 4 € T.

Por otro lado, la primera ecuacion en (2.10) se puede reescribir en términos de I::l N, COMO

Fix, A1 = Ay Fly,. (2.11)

Veamos ahora que A; y A, pertenecen a 7? . Para ver esto, definimos para r = 1,2 la
funcién G, : T — B(H?*) dada por G.(1) := P.»Slg.1y (la compresion de S a F,(4)) para
casi todo 4 € T. Entonces, 1 — G,(1) es medible, ya que 4 — Pgq, ) lo es, y ademds
IG/llo = sUp,er IG-(Dllop = sUper 1P 7,08l 7.nllop < 1 < 00. Esto prueba que G, € F para
r=1,2.

Luego, parar = 1,2 tenemos que G, y A, coinciden. Esto es consecuencia de la propiedad
(1.13). En efecto, para cada f € N, y para casi todo A € T tenemos que

G () = GAD(f) = Py, SF) = Py, (SH) = Pr,SHQ) = A, f(),
con lo cual, se deduce de (2.11) que para casitodo A € T
F(Dlg,w G1(D) = Go() F(D) 5,0 (2.12)

donde G (1) y G»(4) son dos compresiones del shift unilateral que actian en los subespacios
J1(D) = (cﬁl(/l)Hz)l y J>(A) = (cpz(/l)Hz)l, respectivamente.

Primero, observamos que por la Proposicion 2.28, para r = 1,2 y para casi todo 4 € T,
el operador G,(1) es una contraccion Cy cuya funciéon minimal es ¢,(1). Finalmente, como
G1(A) y G2(A) cumplen (2.12) para casi todo A € T, entonces por la Proposicion 2.29 tenemos
que las funciones minimales ¢;(1) y ¢,(4) coinciden para casi todo 4 € T y por lo tanto
¢1 = ¢,, con lo cual concluimos la prueba. [

A continuacién demostramos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.31. Sean H un espacio de Hilbert, T,L € B(H) con T inversible y LT = TLy
consideramos el conjunto

Vi=veH:(H,T,L,v)es una tupla unilateral que genera un marco de H} .

Supongamos que w € V. Entonces, v € V si y solo si (H, T, L,v) es similar a (H, T, L,w),
es decir, v € V si y solo si existe un isomorfismo B € B(H) que conmuta con T y L tal que
v = B(w).



68CAPITULO 2. MARCOS DE ITERACIONES DE DOS OPERADORES DE CONMUTAN

Demostracion. Notemos que si v € H es tal que (H, T, L,v) es similar a (H, T, L,w), en-
tonces por el Lema 2.3, la tupla unilateral (H, T, L, v) genera un marco de H, y por lo tanto
vewV.

Reciprocamente, veamos que si v € V, entonces se puede definir un isomorfismo B €
B(H) tal que BT =TB, BL= LBy B(w) = v.

Como w, v € V, entonces (H,T,L,w)y (H, T, L,v) son tuplas unilaterales que generan
marcos de H. Por lo tanto, por el Corolario 2.15, existen dos tuplas unilaterales basicas
(N1, Uln,s AL, Py 1) y (N2, Ulw,, A, Pa, 1) que son similares a (H, T, L,w)y (H, T, L,v) re-
spectivamente. Recordemos que los isomorfismos ¥, € B(N,, H) para r = 1,2 dados por la
relacion de similaridad satisfacen que

lPlUlNl = T\PI, \PIAI = L\PI, y lP](PNl 1) =W (213)

\IJZUINQ = T\Ilz, \PzAg = L‘PQ, y \PZ(PNZI) = V. (214)
Ahora, a partir de las ecuaciones (2.13) y (2.14) tenemos que
YUY =T =URWY, vy PIAY =L =PA%"
o equivalentemente,
(DUlN| = U|N2(D y q)Al = AQ(D,

donde @ = ¥, ", : Ni = N,. Como ® es un isomorfismo que cumple las hipétesis del
Teorema 2.30, tenemos que N, = N>, A; = A, y en consecuencia Py, 1 = Py, 1.
Definimos B : H — H por B := ¥,%¥;'. Notemos que B es acotado e inversible, y
ademas
B(w) = P, (W) = T2 ' W1 (Py, 1) = Pa(Pp, 1) = v.

Por otro lado, B también cumple que,
BL = V,¥,'L = ¥,A ;' = ¥,A,¥,' = LY, ¥;' = LB,

con lo cual By L conmutan. Andlogamente se puede ver que B conmuta con 7. Esto completa
la demostracion. u

La caracterizaciéon dada en el Teorema 2.31 también se puede obtener cuando consider-
amos tuplas bilaterales. Mds precisamente, tenemos lo siguiente:

Teorema 2.32. Sean H un espacio de Hilbert, T, L € B(H) tal que LT = TLy el conjunto
Vi.={veH:(H,T,L,v) es una tupla bilateral que genera un marco de H} .

Supongamos que w € V. Entonces, v € V si y solo si (H, T, L,v) es similar a (H, T, L,w),
es decir, v € V si y solo si existe un isomorfismo B € B(H) que conmuta con T y L tal que
v = B(w).
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La demostracion de este teorema se basa en el Corolario 2.24 y en la siguiente descripcion
de los subespacios de L*(T?) que reducen a los operadores U; y U, dados en la Definicién
2.18, simultdneamente (ver, por ejemplo, [36]). El siguiente teorema es una version mds
general del Teorema 1.31.

Teorema 2.33. Un subespacio M C L*(T?) reduce a U;, i = 1,2 (ver Defincion 2.18) si y
solo si existe un conjunto de Borel E C T? tal que M = Xg L*(T?).

Demostracion del Teorema 2.32. Seaw € V. Como (H,T,L,w)y (H,T,L,v) son tuplas
bilaterales que generan marcos de H, entonces por el Corolario 2.24 son similares a tuplas
bilaterales basicas (M, Uy|p, Ua|pis Pml) Yy (N, Uy, Usly, Py 1) respectivamente.
Andlogamente como en la demostracion del caso unilateral, la clave serd probar que los
subespacios My N son iguales.
A partir de los isomorfismos dados por las relaciones de similaridad, podemos definir un
isomorfismo V : M — N que satisface

VUM =UlvV 'y VUln=UsfyV. (2.15)

Como M 'y N reducen a U; y U, simultdneamente, por el Teorema 2.33 tenemos que
existen conjuntos de Borel Ey, E; C T? tales que M = X5, L*(T?) y N = X, L*(T?).

Para ver que M = N, bastara probar que las funciones caracteristicas X g, y X, coinciden
para casi todo punto (z;,7,) € T2. Definamos g = Xz,\z, € M C L*(T?) y consideremos su
expansion es serie respecto a la base (2.8):

g=),> B UiU

keZ jeZ

cuyos coeficientes satisfacen que {8} € ¢2(Z*). Aplicando el isomorfismo V a g y usando
las ecuaciones (2.15) tenemos que

Ve=V(Pug)=V| > > AU USPMD [ = >0 iy Ukl Usly V(Py ).

keZ jeZ keZ jeZ

Sea h = V(Pyn1) y notemos que supp (g) € E; \ E, y supp (h) C E,. Entonces,

Ve=>"> By Ul Usllh = gh =0.

keZ jeZ

Como V es un isomorfismo, en particular inyectivo, concluimos que g = 0. Haciendo un
célculo similar se puede demostrar que Xg,\g, = 0. Luego, |E, \ E;| =0 = |E; \ E5|, y por lo
tanto X g, (z1, z2) coincide con Xg,(z;,22) para casi todo punto (z;,22) € T?. En consecuencia,
M=N.

El resto de la demostracion es igual a la del Teorema 2.31. [
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Hasta ahora vimos que si fijamos un espacio de Hilbert H y dos operadores 7'y L en
B(H), los Teoremas 2.31 y 2.32 dicen que todas las tuplas (unilaterales o bilaterales) que
generan marcos de H iterando un solo vector son similares. En el Ejemplo 2.25 observamos
que esto no es cierto cuando se itera mas de un vector.

Con respecto a la pregunta que nos planteamos al inicio de la seccidn referente a si existe
alguna relacion entre #/ y el nimero de clases de equivalencia inducidas por la relacién (2.9)
definida al comienzo de esta seccidn, probamos que si #/ = 1y V; # 0, entonces existe
una unica clase de equivalencia. Sin embargo, una pequefia modificacion del Ejemplo 2.25
muestra que para #/ = n > 1 existen infinitas clases de equivalencia. De hecho, supongamos
quen > 1yque V, # 0. Consideremos {v;};c; € V, y supongamos sin pérdida de generalidad
que {vi, 2} es un conjunto linealmente independiente. Entonces, para a, b € C\ {0}, tenemos
que {vi}ies U {avy + bvo} € V,,1. Al igual que en el Ejemplo 2.25, se puede ver que cada
conjunto de vectores {v;};c;U{av, +bv,} pertenece a una clase de equivalencia distinta. Luego,
existen infinitas clases cuando iteramos conjuntos de tres 0 mds vectores. Esta misma idea se
aplica para dos generadores, ya que siv € Vy, {v,av} € V, paracadaa € C\ {0} y todos ellos
pertenecen a distintas clases de equivalencia.



Capitulo 3

Caracterizacion de subespacios
invariantes por dos shift con
multiplicidad

El objetivo de este capitulo es estudiar y dar una descripcion de los subespacios cerrados de
L*(T, Hg() que reducen al shift bilateral con multiplicidad U y son invariantes por el opera-

dor S dado en la Definicién 2.5. La necesidad se estudiar este tipo de subespacios surgio
a partir del problema de encontrar una caracterizacion de las tuplas unilaterales de la forma
(H, T, L,{vi}ic1) que generan un marco del correspondiente espacio de Hilbert #, que estudia-
mos en el Capitulo 2.

Recordemos que vimos en el Teorema 2.14 que cualquier tupla unilateral (H, T, L, {v;}ic;)
genera un marco del correspondiente espacio ‘H siy solo si es similar (ver Definicién 2.1)
a una unica tupla unilateral basica (N, Uly, A {go,}tel) siendo NV un subespac10 cerrado de
LX(T,H 2 1)) que reduce a U y es invariante por S A es la compresion de SaN y ¢; = PnO;
para todo i € I con {0;};c; la base canénica de £>(I) (ver Definicién 2.10)).

Por otro lado, vimos en el Teorema 2.23 que toda tupla bilateral (H, T, L, {v;}ic;) gen-
era un marco de /H si y solo si es similar a una unica tupla bésica bilateral de la forma
(N, Uilx, Usly, {@iier), donde N es un subespacio cerrado de L*(T?, £2(I)) que reduce a los
shift bilaterales U, y U, dados en la Definicion 2.18. Se sabe que para este tipo de subespa-
cios existe una caracterizacion en términos de funciones rango, la cual fue dada por Bownik
y Ross en [20] y es una generalizacion del Teorema 1.48 que enunciamos en la seccién de
preliminares de esta tesis.

Notemos que al encontrar una descripcién de los subespacios de L*(T, Hg() que reducen
a U y son invariantes por S, en particular, tendremos caracterizados los subespacios de
LXT,H 2 1)) que reducen a U y son invariantes por S.

La idea para demostrar nuestro resultado consistird en usar la descripcion de los subespa-
cios de L*(T, H§<) que reducen a U a través de funciones rango (ver Teorema 1.48) y luego

71
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usar el Teorema de Beurling-Lax-Halmos (Teorema 1.64) que caracteriza a los subespacios
de Hg( que son invariantes por S.

Para comenzar, recordemos que si M C L*(T, H%) es un subespacio que reduce a U,
entonces existe una funcion rango medible J,( en H§< asociada a M (ver Teorema 1.48). Por

otro lado, si asumimos que M es invariante por S, como S es una isometria pura, se puede
construir un subespacio wandering R para S a partir de M (ver Teorema 1.73). M4s aun,
tenemos el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea M C L*(T, H}.) un subespacio de reduce a U con funcion rango Ja en Hy,.
i) M es invariante p0r§si y solo si I m(A) es invariante por S para casi todo A € T.

ii) Si M es invariante por/S\, entonces M = Mg, donde R = M e§(M) es un subespacio
wandering para S que reduce a U. Ademds, la funcion rango correspondiente a R,
A= Jr(D) = Im(D) © S(Im(A) satisface que

In) = P STz, (3.1)
j=0

y dim(Jx(1)) < dim(K) para casi todo A € T.

Demostracion. i) Sea A c L*(T, qu() un conjunto de generadores de M a lo sumo numer-
able, es decir, M = ge_n{Uk<p ckeZ,pe fﬂ}. Por el Teorema 1.48, para casi todo 4 € T se
tiene que S p(A) = gen{p(d) : ¢ € A}.

—

Ahora, si M es invariante por S, entonces para toda ¢ € A tenemos que §go e M.
Luego, (Sp)(1) = S(e(1)) € Im(A) para casi todo 4 € T. Finalmente, por la linealidad y la
continuidad de S, tenemos que

SIm) < gen{S(p()) : ¢ € A} € Tm(A).

El reciproco es consecuencia inmediata del Teorema 1.48.
ii) Como S es una isometria pura (ver Proposicién 2.7), por el Teorema 1.73 tenemos que

M= Mg = (DS ®),
=0

donde R = M e§(/\/l) es un subespacio wandering para S. Por el item vi) del Lema 1.63
tenemos que R reduce a U y su correspondiente funcién rango 4 — Jx(1) viene dada por
Ir(AD) = Im(D) © S(Tm(d)). Dado que J p(A) es invariante por S para casitodo A € T,y S
es una isometria pura, tenemos que Jx(4) es un subespacio wandering para Sy

In) = P (I, (3.2)
j=0

para casi todo A € T. Finalmente, del Lema 1.75 se deduce que dim(Jx(1)) < dim(K) para
casitodo A € T. [ |
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Un primer intento para obtener una descripcion de los subespacios cerrados M C L*(T, H%)

que reducen a U y son invariantes por S es aplicar directamente el Teorema de Beurling-
Lax-Halmos (Teorema 1.64) a cada subespacio (1) € H2, A € T. Haciendo esto,
tendriamos que para todo A € T, existen subespacios K; € K y funciones B(K)-valuadas
F,: T B(K)con F, € F tales que para todo z € T, Fy(z) : K — K es una isometria
parcial con espacio inicial K, de forma tal que que se satisface

ImA) = Fa(H).

Sin embargo, para dar una caracterizacién de M requerimos que las funciones 4 — F,
y 4 — K, sean medibles, y ademas necesitamos cierta uniformidad en las propiedades que
ellas verifican. Con la finalidad de cumplir con estas condiciones vamos a construir estas
funciones sistematicamente usando las propiedades de U y S.

3.1 Subespacios full-Hardy

Con el objetivo de entender la estructura de todos los subespacios cerrados de L*(T, Hg() que

reducen a U y son invariantes por S, nos dedicaremos a estudiar en esta seccion una subclase
de ellos: aquellos subespacios que reducen a ambos operadores U y S simultdneamente, los
cuales llamaremos subespacios full-Hardy. Mas adelante quedara claro el término utilizado.
Para dar una definicién apropiada de los subespacios full-Hardy, necesitamos demostrar el
siguiente lema.

Lema 3.2. Sea J una funcion rango en K. Entonces, J es medible siy solo si A — H> Tw €

., . 2
una funcion rango medible en Hy.

Demostracion. Por la Observacion 1.72 sabemos que S : j( o H? 7y ©S una isometria
puray
H = @ ST W), (3.3)
para todo A € T, entendiendo a (1) como el subespacio de H> 71 dado por
JW) = H ) © S(H7 ). (3.4)

Si asumimos que A J(A) es medible, tenemos por el Teorema 1.48 y ii) del Lema 1.52
que A — EB;‘;O S/(J (1)) es medible, con lo cual A — H> T dada por (3.3) es medible.

Por otro lado, de i) y vi) del Lema 1.63 se deduce que (A1) dada por la ecuacién (3.4) es
medible.
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Definicion 3.3. Sea J una funcién rango medible en K. El subespacio full-Hardy con base
g es el tinico subespacio cerrado W C L*(T, Hg() que reduce a U y cuya funcion rango esti
dada por A — H?]( o baracasitodo 1 € T.

Esta definicion tiene sentido porque, dada una funcién rango medible J en K, por el
Lema 3.2, sabemos que la funcién A — Hé_( » ©s una funcion rango medible en Hg(.
A continuaciéon veremos que el complemento ortogonal de un subespacio full-Hardy

también es full-Hardy.

Proposicion 3.4. Si ‘W C L*(T, H%) es un subespacio full-Hardy, entonces ‘W= también es
un subespacio full-Hardy.

Demostracion. Supongamos que ‘W es full-Hardy con base J para J una funcién rango
medible en K. Por i) del Lema 1.52, la funcién rango medible de “W* estd dada por A +—
(Hfﬂ )" para casi todo 4 € T. Ahora, como (H?]( D= H?]( o (ver Observacién 3.5), si
denotamos por g+ a la funcién rango dada por J+(1) = (J(1))* para casi todo A € T (la

cual es medible por el Lema 3.2), tenemos que W+ es el subespacio full-Hardy con base

g+, ]

Observacion 3.5. Dado un subespacio cerrado K; € K, tenemos la descomposicion ortogo-
2 _ 2 2 \L _ 2 2 . 2 VL _ g2

nal Hy. = Hy & (Hy )" = Hy @ H?(ﬁ’ y en consecuencia (Hg, )™ = Hq(#. El hecho de que

ambas componentes sean invariantes por S implica que ng reduce a S. Mads atin, estos son

los tinicos subespacios de H§< que reducen a S (ver [49, Teorema 3.22]).

Como se menciond al comienzo de la seccidn, los subespacios full-Hardy, son aquellos
que reducen ambos operadores U y S. Demostramos esto en el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Sea W C L*(T, H,%() un subespacio cerrado. Entonces, ‘W reduce a Uy a S
simultdneamente si'y solo si ‘W es un subespacio full Hardy.

Demostracion. Supongamos que W reduce a Uy S simultdneamente y su correspondiente
funcién rango medible es Sy en Hg(. Por i) del Lema 3.1 y i) del Lema 1.52, tenemos que
Jwd) C Hg( reduce a S para casi todo A € T (como ‘W y W+ son invariantes por§, entonces
Jw) y Jwr(A) = (Jw(2))* son invariantes por S para casi todo A € T). Como se discutié
en la Observacion 3.5, esto implica que Jy(4) = Hgﬁ, donde K, es un subespacio cerrado
de K para casi todo 4 € T. Como Jqy : A — Hgﬁ es medible, por el Lema 3.2 7 : 1 — K
también es medible. Concluimos que ‘W es un full-Hardy con base 7.

Reciprocamente, si W es un subespacio full-Hardy con base J, para J una funcién
rango medible en K, por la Proposicién 3.4 y i) del Lema 3.1 tenemos que Wy W+ son
claramente invariantes por S. Por lo tanto, ‘W reduce a S.

[ |

Observacion 3.7.
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i) Sea J una funcién rango medible en K, sea W < L*(T, Hg() un subespacio full-

Hardy con base J y sea R el subespacio wandering para S asociado a ‘W, es decir,
R = W e S(W). Por ii) del Lema 3.1 sabemos que R reduce a U y que su funcién
rango esta dada por

IR = Tw(D) © S(Tw(D) = Hey ) ©S(HY ) = T () 3.5

para casitodo A € T, donde J (1) C K C H§< se entiende como un subespacio de Hg( de

funciones constantes. Esto implica que el subespacio wandering para S asociado a un
subespacio full-Hardy puede ser pensado como un subespacio de L*(T, K) < L*(T, Hg()
que reduce a U.

ii) Parai= 1,2, sea M; C L*(T, H%) un subespacio invariante por§y sea R; el subespacio
wandering para S asociado a M, es decir, R; = M; © §(M,~). Supongamos que existe
una isometria @ : L*(T, Hy.) — L*(T, H},) que conmuta con Sy U tal que M; ~p M,.
Entonces, por el Lema 1.74, tenemos que R; ~¢ R,. Ahora, como ® conmuta con U,
entonces ® = F € 9? (ver Proposicion 1.62). Ademds, por iv) y viii) del Lema 1.63
obtenemos que F'(1) es una isometria que satisface Jg, (1) ~p,) Jw,(4) para casi todo
A1eT.

En particular, sean ‘W, y ‘W, dos subespacios full-Hardy con funciones rango base
J1y 9>, respectivamente, que cumplen que ‘W, ~q W,, donde @ : L*(T, Hg() —
L*(T, qu() es una isometria que conmuta con S y U. Entonces si R; y R, son los

subespacios wandering para S asociados a ‘W, y ‘W, respectivamente, tenemos que
Ir, (D) = Jg,(1) isométricamente para casi todo A € T, pero esto implica (por (3.5))
que las funciones rango base satisfacen J(1) =~ J (1) isométricamente para casi todo
A1eT.

En la siguiente proposicién veremos los subespacios full-Hardy estdn intimamente rela-
cionados con las isometrias parciales actuando en L*(T, H(?() que conmutan con Uy S.

Proposicion 3.8. Si @ : L*(T, Hg() — L(T, H72<) es una isometria parcial que conmuta con
U y§, entonces el espacio inicial de ® es full Hardy.

Antes de la prueba, veamos que vale el siguiente lema.

Lema 3.9. Sea T € B(H) una isometria y V € B(H) una isometria parcial con espacio
inicial M que conmuta con T. Entonces M reduce a T.

Demostracion. Observamos que si f € M*, entonces 0 = T(Vf) = V(Tf) implica que
Tf € ker(V) = M*. Luego, M™* es invariante por 7. Por otro lado, si f € M entonces,

IV HOI=ITVHI = IVAI= A= IT A

Por lo tanto, V preserva la norma de 7'f con lo cual Tf estd en el espacio inicial de V.
Concluimos que M reduce a T. [
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Demostracién de la Proposicion 3.8. Sea W C L*(T, Hy,) el espacio inicial de ®. Vamos a
aplicar dos veces el Lema 3.9. Primero a Uy @, de donde concluimos que ‘W reduce a U,
y luego a S y @, con lo cual W reduce a S. En consecuencia, por el Teorema 3.6, ‘W es un
subespacio full-Hardy.

[

3.2 Subespacios que reducen a U y son invariantes por S

En la seccion anterior demostramos que los subespacios full-Hardy son los tinicos subespa-
cios de LX(T, Hg() que reducen a Uy a S simultdneamente. En el siguiente teorema mostramos
que cualquier otro subespacio que reduce a U y es invariante por S debe ser isométricamente
isomorfo a un subespacio full-Hardy.

Teorema 3.10. Sea M C L*(T, H%) un subespacio cerrado. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) Mreduce a Uy es invariante por:ST.

ii) Existe un subespacio full-Hardy W < L*(T, Hg() y una isometria parcial ® : L*(T, H%) —
LX(T, Hg() con espacio inicial W que conmuta con U y S tal que W ~4 M.

Demostracion.

i) = ii) Supongamos que M reduce a U y es invariante por S. La idea es encontrar un
subespacio full-Hardy ‘W C L*(T, Hy,) y una isometria parcial ® : L*(T, Hy.) — L*(T, Hy,)
con espacio inicial ‘W que conmuta con U y S tal que W =9 M. Notar que como @ debe

conmutar con U, por la Proposicién 1.62 tenemos que ® € 7—” es decir, ® = F para alguna
F:T - 8B 7() perteneciente a la clase F (ver Subseccion 1.4.3). Sea R el subespacio
wandering para S asociado a M, es decir, R = M 6 S(M). Como M y ‘W son invariantes
por S, por el item ii) de la Observacién 3.7, deducimos que la funcién rango base 9 de W
debe cumplir que S (1) =g Jr(A) para casi todo A € T.

El objetivo de la demostracién serd construir una funcién rango medible J en K tal que
dim(J (1)) = dim(J (1)) para casi todo A € T y una funcién medible F : T — B(H(f() con
||Flle < oo tal que para casi todo A € T, F(A1) sea una isometria parcial con espacio inicial
Hé( » que conmuta con S y satisface que

FOO(HY ) = Tm). (3.6)

Como la dimensiéon de Jx(A) podria variar con A4 € T, consideraremos los conjuntos me-
dibles {A,},enyuie} ¥ las funciones {¢;}ienw € L*(T, H§<) dadas por el Lema 1.54 aplicado al
subespacio R.
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Fijamos una base ortonormal {&;},c; de K donde I = {1, ..., k} en el caso que dim(K) = k €
N o I = N si dim()K) = co. Para todo n € I, definimos los subespacios K, = gen{ey, ...,&,} y
‘Ko = {0}. Construimos una funcién rango J en K de la siguiente manera:

K, sideA, nel,

I = {7( $i A € A

Es claro que J es medible ya que es constante en cada subconjunto medible A,, de la particion
de T. Ademas, tenemos que dim(J (1)) = dim(J (1)) para casi todo A € T por la definicion
de J, pues A, = {1 €T :dim(Jr(1) = n}. Sea W C L*(T, Hy,) el subespacio full-Hardy
con base 7.

Para construir F de manera que se cumpla (3.6), procedemos de la siguiente manera:
para casi todo 4 € Ay, definimos F(1) = 0. Fijamos n € N. Observamos que de (3.2)
podemos deducir que para casi todo 4 € A, el sistema (S’ 1i=1,..,n, j € Ny} esuna
base ortonormal de J4((1). Por otro lado, para casi todo 4 € A,, tenemos que (Se; 1 i =
1,...,n, j € Ny} es una base ortonormal de Hé_( 2" Luego, para casi todo A € A,, definimos
F(): Hy ) — T m(d) por

FQ)(S’g) =Sp(), i=1,..,njeN,, (3.7)

y lo extendemos por linealidad a todo Hé Para n = oo, procedemos de forma similar: para

@*
casi todo 4 € A, el sistema {Sjgo,-(/l) (i€N, je No} es una base ortonormal de S p(A4), y
{Sjs,- ieN, je NO} es una base ortonormal de H?I( I
para todo i € N.

Ahora, para casi todo A € T, definimos F(A1)f = 0 para toda f € H§< S Hé( 2
que el operador F(Q) : H% — H(?( es una isometria parcial con espacio inicial Hé.( p Y la
ecuacion (3.6) se verifica. Finalmente, es claro que F(4) conmuta con S para casi todo 4 € T.

Veamos que la funcién F : T — B(Hg() que hemos construido pertenece a la clase . En
efecto, F satisface que ||F|lo < oo ya que [|F(4)ll,, < 1 para casi todo A € T. Para probar que
es una funcién medible necesitamos ver que la funcién compleja

Luego, definimos F(1) como en (3.7)

obteniendo

A (FQf, 8 = (FOOPy f D, (33)

es medible para cada f,g € H(?( Vamos a probar la medibilidad en cada conjunto de la
particion medible {A,},en,ui0) de T. En el conjunto Ay es claro que F(1) = 0 es medible.
Luego, fijamos n € N. Para casitodo A € A, y para f € H§<, tenemos que

PHé(/l)f = Z Z(f,sjé‘i)[{g(sjgi-

j=0 ‘i=1
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Usando la linealidad y continuidad de F (1) se obtiene

(FOOPp fod = > > (. S/em (F()Se), &)

I
j=0 i=1

= S S e Sl 0

j=0 i=1

Entonces, (3.8) es medible para cada f, g € H;< ya que la funcioén

A (STpi(), 8) = (S, g)

es medible paracada je Nygyi=1,...,n.
Si n = oo, consideramos

PH?m)f = Z(; Z(f, Sj5i>H3(Sj8i
J:

i=1

y repetimos el calculo anterior.

Sea @ : LX(T, Hy,) — L*(T, H}.) 1a funcién definida por @ = F (y por lo tanto ® conmuta
con U). Como F(A) conmuta con S entonces ® conmuta con S. Finalmente, como F(1) es
una isometria con espacio inicial H? , y se cumple (3.6) para casi todo 4 € T, concluimos por

J@
v) y viii) del Lema 1.63 que ® es una isometria parcial con espacio inicial W'y ®(W) = M.

ii) = i) Supongamos que ‘W es un subespacio full-Hardy con funcién rango base J. Por el
Teorema 3.6, tenemos que W reduce a U y S simultdneamente. Entonces, como ® conmuta
con S y M = ®(‘W) obtenemos que

SM) = SO(W) = DS(W) C D(W) = M,

con lo cual M es invariante por S. Andlogamente, se puede ver que M reduce a U dado que
® también conmuta con U y U". [

Tomando K = C en el Teorema 3.10, podemos deducir una caracterizacion de los subes-
pacios cerrados de L*(T, H*) que reducen a U y son invariantes por S (notar que S es el shift
sin multiplicidad actuando en H?), la cual es similar a la caracterizacién dada por Beurling
para los subespacios de H* que son invariantes por S (ver Teorema 1.23).

Corolario 3.11. Sea M C L*(T, H?) un subespacio cerrado. Las siguientes son equivalentes:

i) Mreduce a Uy es invariante por S,
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ii) Existe ¢ € L*(T, H?) tal que ¢(A) es inner para casi todo A € (M) y
M= (T, H) = {of : f € (T, H)},
donde a(M) es el espectro de M (ver Definicion 1.50).

Demostracion.

i) = ii) Eligiendo K = C en el Teorema 3.10, tenemos que existe un subespacio full-Hardy
W C L*(T, H?) y una isometria parcial ® : L*(T, H*) — L*(T, H*) con espacio inicial ‘W
que conmuta con Uy S tal que M = O(W).

Observando que © = F. ,con F € ¥, dado que ® es una isometria con espacio inicial ‘W,
tenemos por el item v) del Lema 1.63 que F(A1) es una isometria parcial con espacio inicial
Jw(1). Como

FO)(Jw(D) = ImD)

(ver (3.6)), tenemos entonces que Jay(A) ~puy I m(A) para casi todo 4 € T. Esto implica
que o(‘W) = (M) =: E. Sea J la funcién rango en C para la cual J(1) = Hé( o Para casi
todo A € T. Notar que la funcién rango medible J en C es de la forma J (1) = Xg(4) Cy por
lo tanto, H§( o =Xe(DH 2 para casi todo A € T, con lo cual

W ={f € LX(T.H?) : f(1) € Xp(A) H*} = Xp LX(T, H).

Ahora, como F(A1) conmuta con §, para casi todo A € T, existe una funcién h, € H* tal
que F(1) = M,,,, donde M, (f) = h, f para f € H* (ver [49, Teorema 3.4]). Mds atin, como
F(A) es una isometria parcial con espacio inicial Xz(1) H? para casi todo A € T, entonces
h, = 0 para casi todo A € T \ E, y para casi todo 4 € E se cumple que |h,(z)| = 1 para casi
todo z € T (es decir, &, es una funcién inner). Usando la medibilidad de A — F(1) obtenemos
que A — hy, = F(A)1 es una funcion medible. Por lo tanto, si definimos ¢(1) = h, para casi
todo A € T, obtenemos que ¢ € L*(T, H?). Finalmente, veamos que ® = My, con My(f) = ¢f
para toda f € L*(T, H?). En efecto, para f € L*(T, H?) y para casi todo A € T,

(@)D = F(Of() = hyf(D) = D) f (D) = (@) = My(/)(D.
En consecuencia, M = ®(W) = ¢ Xy L*(T, H?) = ¢ L*(T, H?) como querfamos probar.

i) = i) Supongamos que M = ¢ L*(T, H*) con ¢ € L*(T, H?) tal que ¢(1) es una funcién
inner para casi todo A € o(M), entonces

SM) =S ¢ LT, H?) = ¢S LX(T, H*) C ¢ LX(T, H*) = M.
Andlogamente, se puede ver que UM) € My U'(M) € M. ]

El siguiente resultado que describe las funciones rango asociadas a los subespacios de
L*(T, H*) que son de la forma M = ¢ L*(T, H?) para alguna ¢ € L*(T, H?).
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Proposicion 3.12. Sea ¢ € L*(T, H?). Si M = ¢ L*(T, H?), entonces la funcion rango medi-
ble asociada a M estd dada por

Im) = ¢() H?

para casi todo A € T.

Demostracion. Por el Teorema 2.8 tenemos que {U kSil: ke Z, j € Ny} es una base ortonor-
mal de L*(T, H?). Por lo tanto,

M= ¢ LX(T,H?) = gen|{USTp 1 k € Z, j e Ny}.
Luego, por el Teorema 1.48, la funcién rango medible correspondiente a M viene dada por
Tm(A) = TR (STB(A) : j € Nof = EEM{$) 1 : j & NoJ = ¢() H*.
]

En los siguientes teoremas demostramos que las caracterizaciones dadas en el Teorema
3.10y el Corolario 3.11 son tinicas, moédulo una isometria parcial que cumple las propiedades
que se mencionan a continuacion.

Teorema 3.13. Sean ‘W, W, C L*(T, Hy,) dos subespacios full-Hardy y ®,, ®, : L*(T, H,) —
L*(T, Hg() dos isometrias parciales con espacios iniciales W,y W,, respectivamente. Su-
pongamos que ®, y ©®, conmutan con U y:STy que O (W) = O,(‘W,). Entonces, existe una
isometria parcial ¥ : L*(T, Hg() — L(T, Hg() con espacio inicial W, que conmuta con U y
con S tal que Y(W5) = W,y D, = OV.

Demostracion. Sea ¥ := (®y|y,)"'®,. El operador ¥ estd bien definido en L*(T, Hy.) y
satisface que Y(W,) = W, y ®, = @Y. Mds adn, ¥ es una isometria parcial con espacio
inicial ‘W5. En efecto, para f € ‘W, tenemos que || f]| = ||D(NIl = ID: (P = (Ol y
para f € Wi, ¥(f) =0.

Veamos ahora que ¥ conmuta con Uy S. Usando que @, = ®;¥Yy que @, y ®, conmutan
con U, tenemos para toda f € L*(T, H.) que

O,Uf =0, PUf y OUf=UD,f=UD¥f=0UYS

Luego, ®,YUf = &, UYf. Ahora, si f € W, entonces U¥Yf y YUf pertenecen a ‘W, y
como @, es inyectiva en ‘W, (por ser isometria parcial con espacio inicial ‘W) tenemos que
YUf = U¥f. Por otro lado, si f € W; entonces UYf = 0 = YU, ya que ‘W, es el espacio
inicial de ¥ y reduce a U. La conmutatividad de ¥ con S se demuestra de forma andloga,
reemplazando U por S. u

Teorema 3.14. Sean ¢, ¢, € L*(T, H?) dos funciones tales que ¢;(A) es una funcion inner
para casi todo A € E; := sop(¢;) parai = 1,2y ¢, L*(T,H?*) = ¢,L* (T, H*). Entonces
E\ = E, =: E y existe una funcion € L*(T, H?) tal que y(A) es una funcién inner para todo
A€ Eyd,=yg.
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Demostracion. Como ¢, L*(T, H*) = ¢,L*(T, H?), es claro que E; = E, = E. Ademds, sus
funciones rango vienen dadas por ¢, (A)H? y ¢>(A)H?, por la Proposicién 3.12, y por lo tanto,

o1 (DH? = ¢r(DH?

para casi todo 4 € E. Como ¢;(1) y ¢»(A) son funciones inner para casi todo A € E, obte-
nemos por el Teorema 1.23 que para casi todo A € E, ¢1(1)/$>(1) = ¢4, donde ¢, € C con
lc,] = 1. La funcién ¢ : T — C dada por

C) sileE,
Y() = .
0 sideT\E

es la funcién buscada, ya que es medible (pues ¢, y ¢, lo son), /(1) es inner para todo A € E
y satisface ¢, = yoh. [ |

3.3 Subespacios D-invariantes

A lo largo de esta seccidn discutiremos como los resultados presentados en las Seccién 3.2 se
pueden enunciar con mayor generalidad, reemplazando el circulo T por un espacio de medida
o-finito (Q, u) para el cual L*(Q) := L*(Q, u) es separable. Dado un espacio de Hilbert K, se
define L*(Q, K) de la misma manera como en la Seccién 1.4, donde las funciones K -valuadas
estan definidas en Q.

Definicion 3.15. Sea M un subespacio cerrado de L*(Q2, K). Se dice que M es multiplicati-
vamente invariante si para cada f € My ¢ € L*(Q) se tiene que ¢f € M.

Para ver que se cumple la propiedad dada en la definicién anterior, es suficiente ver que
la invariancia se satisface para un subconjunto de L*(Q) llamado conjunto determinante (o
determining set, en inglés).

Definicién 3.16. Un subconjunto O de L™(Q) se dice un conjunto determinante para L' (Q)
si para cada f € L'(Q),

fqﬁfduzo YoeD = f=0.
Q

Ejemplo 3.17. Si Q = Ty u = m es la medida de Lebesgue normalizada en T, el sistema
D = {Yi}rez, donde y (1) = A* para todo A € T, es un conjunto determinante para L'(T).
Esto es consecuencia de la unicidad de los coeficientes asociados a una funcién f € L'(T):

f(k)::ff(/l)/l‘kdm(/l):o VkeZ = f=0.
T
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Definicion 3.18. Sea M un subespacio cerrado de L*(Q, K). Se dice que M es D-invariante
con respecto a un conjunto determinante D para L'(Q) si para cada f € My ¢ € D se tiene

que ¢f € M.

Observacion 3.19. Notar que un subespacio M C L*(T,K) reduce al shift bilateral (con
multiplicidad) U si y solo si es D-invariante, con D := {y;}xcz. En efecto, como U f=wf
para todo k € Z, tenemos que si M reduce a U, entonces U*f € M para todo k € Z y por lo
tanto ¥, f € M para todo k € Z. Reciprocamente, si U*f = y,f € M para todo k € Z, en
particular, M reduce a U.

El siguiente teorema es una generalizacion del Teorema 1.48.

Teorema 3.20. (/20, 19]) Sea (Q, ) un espacio de medida o-finito tal que L*(Q) es separa-
ble. Sea M C L*(Q,K) un subespacio cerrado. Para cada conjunto determinante D para
LY(Q), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) M es multiplicativamente invariante.
ii) M es D-invariante.

iii) Existe una funcion rango J : Q > {subespacios cerrados de K} medible en el sentido
que la funcion compleja w v (P g,)x, y)x es medible para cualesquiera x,y € ‘K, tal
que

M= {f e LA(T, %) : f(w) € J(w) para casi todo w € Q} .

Identificando las funciones que son iguales en casi todo punto w € X, hay una correspon-
dencia uno a uno entre los subespacios D-invariantes y las funciones rango medibles en K.
Ademds, si existe A C L*(X,K) a lo sumo numerable tal que

M=gen{pp: ¢ € L™(Q), p € A}

entonces la funcion rango medible asociada a M satisface Jp(w) = gen{p(w) : ¢ € A}
para casi todo w € Q.

En la seccién anterior dimos una caracterizacién de los subespacios de L*(T, H%) que

reducen a U (es decir, son D-invariantes con D := {y;}iez) y SON invariantes por S (ver
Teorema 3.10). Un punto clave para dicha caracterizacion fue tener una descripcion de los
operadores @ : L*(T, Hy,) — L*(T, H}.) que conmutan con Uy S.

Con esto en mente, la idea seria dar una caracterizacién de los subespacios cerrados M
de L*(Q, Hy) (donde Hj, := H*(T,%) igual que antes) que son D-invariantes para algiin
conjunto determinante 9 de L!(Q) y que son invariantes por S, ya que este ultimo operador
se puede definir en L*(Q, H}.) de la misma manera que en el caso L*(T, Hy.), es decir,

Sf() = S(f(w),
para toda f € L*(Q, Hy,) y para casi todo w € Q.
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Definicién 3.21. Se dice que un operador @ : L*(Q, K) — L*(Q, K) es multiplicativamente
invariante si es lineal y acotado y para cada ¢ € L*(L2), ¢ conmuta con el operador de
multiplicacién M, : L*(Q, K) — L*(Q,K) definido por M,(f) = ¢f para f € L*(Q, K).

Como antes, si D es un conjunto determinante para L'(2), para ver que ® es multiplica-
tivamente invariante, es suficiente probar que ® conmuta con M, para toda ¢ € D, tal como
se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 3.22. ([19, Teorema 3.7]) Sean M y N dos subespacios cerrados de L*(Q, %)
multiplicativamente invariantes con funciones rango medibles Iy y S n respectivamente y
sea T : M — N un operador lineal y acotado. Para cada conjunto determinante D para
LY(Q), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) T es un operador multiplicativamente.
ii) Para cada ¢ € D, TMylp = My|nT.
iii) Existe una aplicacion llamado operador rango
R : Q — {operadores acotados definidos en subespacios cerrados de K},

la cual es medible en el sentido que la funcion w — (R(w)Pq, X, y) es medible para
todo x,y € K, que satisface T f(w) = R(w)f(w) para toda f € My para casi todo
w € Q.

Observacion 3.23. En el caso que Q = T, un operador acotado @ : L*(T, K) — L*(T,K)
conmuta con el shift bilateral U si y solo si ® conmuta con M,, para toda ¢ € D = {y}iez, 0
equivamentemente, ® es multiplicativamente invariante.

Recordemos que la demostracion del Teorema 3.10 se basé en dos conceptos principales.
Por un lado, la existencia de una funcién rango medible . que determina al subespacio
full-Hardy ‘W en el sentido que su funcién rango viene dada por 4 — Jy(d) = Hfﬂ "
La existencia de esta funcién rango estd asegurada por el Teorema 1.48, lo cual se puede
extender al caso general L*(Q, K) por el Teorema 3.20. Ademds, los resultados de la Seccién
1.4.2 también se extienden al caso L*(Q, K) (ver [20, 19]). Por otro lado, requerimos probar
la existencia de una funcién F : T — B(K) que define un operador F en B(LX(T, K)) que
conmuta con U (ver Proposicion 1.62). Este resultado se puede extender al caso general
usando el Teorema 3.22, que como vimos, muestra que un operador multiplicativamente
invariante @ : L*(T, K) — L*(T, X) admite un operador rango.

Ademas, el concepto de subespacio full-Hardy dado en la Definicién 3.3 también vale
en el caso LZ(Q,H%). Por lo tanto obtenemos la siguiente version del Teorema 3.10 en
LX(Q, H72<).

Teorema 3.24. Sea M C L*(Q, Hg() un subespacio cerrado. Para cada conjunto determi-
nante D, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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i) Mes D-invariante y es invariante por S.

ii) Existe un subespacio full-Hardy W C L*(Q, Hy.) y una isometria parcial ® : L*(Q, Hy,) —
LA(Q, Hg() con espacio inicial W que es multiplicativamente invariante y conmuta con
S tal que W =5 M.



Capitulo 4

Espacios tipo Dirichlet y ciclicidad

En este capitulo discutiremos las propiedades generales de una familia {D, : @ € R} de
espacios de Hilbert de funciones analiticas en D = {z € C : |z] < 1}, que contienen a los poli-
nomios como subconjunto denso y son llamados espacios tipo Dirichlet.

Los resultados principales que serdn expuestos en este capitulo se encuentran en [5] y
estan relacionados con el conjunto de las funciones ciclicas en D,. Mds especificamente, dis-
cutiremos distintas caracterizaciones de las funciones ciclicas y demostraremos que el con-
junto de funciones ciclicas no es un subespacio cerrado de D,, en la topologia inducida por la
norma. Sin embargo, es posible imponer algunas hipétesis adicionales para que el limite en
D, de una sucesion de funciones ciclicas resulte ciclica. Posteriormente, presentaremos al-
gunos resultados cuantitativos sobre los llamados polinomios aproximantes optimos, a través
de los cuales se puede dar una caracterizacién equivalente de ciclicidad y medir en cierto
sentido cudan cerca estd una funcioén de ser ciclica.

Algunas referencias donde se pueden encontrar las nociones bdsicas sobre estos tema son
[21, 31, 34].

4.1 Espacios D,

Dado «a € R, consideramos el espacio de Hilbert D, de todas las funciones analiticas f(z) =
2im0d 7/, z € D que satisfacen

A2 = > lajl? G+ 1D < oo,
j=0

El producto interno en D, esta definido por

(o)

(f8)a = ) asb;(j+1)"

=0

85
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[ee] ] [ee] 1
con f(z) = Zj:O a;z’y g(z) = Zj:O bjzj'
Lo primero que observamos es que existen tres valores de a para los cuales los espacios
D, correspondientes han sido ampliamente estudiados:

e D_,; se corresponde al espacio de Bergman B, que consiste de todas las funciones f(z) =
Yo a;7 analiticas en D tal que

(o)

2
= e o
j+1

J=0

e D, se corresponde con el espacio de Hardy H? que estudiamos en la Seccién 1.2.

e D, se corresponde con el espacio de Dirichlet D que consiste de todas las funciones
f(2) = Xy a;z’ analiticas en D tal que

A1 = ) laPG+ 1) < oo.
j=0

Para mas detalles sobre el estudio de estos espacios cldsicos se pueden consultar [35, 30,
31].

En el siguiente teorema se enuncian algunas propiedades que relacionan entre si los es-
pacios D, para @ € R (ver [21]).

Teorema 4.1. Sean o, € R.
i) Si @ > p, entonces D, € Dg. Mds aiin, ||fllg < ||fll, para toda f € D,.
ii) feD,siysolosif €D,,.

iii) D, es un espacio de Hilbert con niicleo reproductivo, es decir, para cadaw € D existen
funciones ki, € D, tal que para f € D, se cumple que f(w) = (f, k). Mds aun, k, estd
dado por la formula explicita

w7/

k%(2) = .
w(@) ;UH)&

iv) Los polinomios son densos en D,

Demostracion. Para ver i) basta observar que si a > 8 entonces (j + 1)* > (j + 1)# para todo
Jj € Ny. Luego, si f(z) = X7 a iz/, z € Destd en D, tenemos que

Dlaf G+ 1P < ) laf G+ D" = AR,
j=0 j=0
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lo cual demuestra que f € Dgy [|fllg < || flla-
Veamos ii). Si f(z) = Z‘]’.';O a jzj ,z € Destaen D,, su derivada es analitica en D y su serie
de Taylor se obtiene derivando término a término la serie de Taylor de f:

@)=Y ajd" =Y a G+ 7.
j=1 j=0

Luego, si llamamos b; a los coeficientes de la serie de Taylor de f, es decir, b; := aj. (j+1)
tenemos que

o0 . ~ [ee) . N (o) . + 1 (04 ) N
DR GH D= NapaP G+ 1= ) lagl? (’—2) (+2)
Jj=0 Jj=0 J=0 A

y haciendo un cambio de indices en la suma de la derecha
N 2/ -2 _ N 12 ] ¢ . a
;w G+1) —;w (—j+1) G+

Observando que % < Jﬁ < 1 para todo j € N podemos encontrar constantes A, y B, tales
que
2 2 2 2
Ao (ILFIZ = laoP) < IF12- < BalIfIR
con lo cual concluimos que f € D, siy solo si f' € D,_,.
Para ver iii), observamos primero que k;, € D, ya que la serie

[Se]

2
2 [wl
Ikl =

Zi(j+ 1

converge absolutamente para todo @ € Ry w € D. Veamos ademas que k, tiene la propiedad
reproductiva. Sea f(z) = Y72, a 7/ en D, entonces para todo w € D tenemos que

(9] (o)

Fka =) a G+ 1= a;wl = fow.

L Gee =

J

Para demostrar iv) es suficiente observar que las sumas parciales de la serie de Taylor de
[ € D, aproxima a f en la norma de D,. En efecto, si f(z) = Y72, a 7/ pertenece a D, y

pn() := T, a;z/, entonces
If=pall2 = ) laP G+ 1)°
Jj=N+1

y esta serie converge por ser la cola de una serie convergente. Esto concluye la demostracion.
|
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Observacion 4.2. El Teorema 4.1 implica, en particular, que D, € Dy = H* para todo a > 0,
y H* c H?> C D, para a < 0. Por otro lado, podemos observar que para w € D, el nicleo

se corresponde con el ndcleo reproductivo del espacio H? dado en la Proposicién 1.19.

Hasta el momento hemos visto diversas propiedades y caracteristicas que tienen en comun
todos los espacios D,, para todo @ € R. Sin embargo, uno de los aspectos en los cuales se
diferencian estos espacios es en el comportamiento de las funciones analiticas en la frontera
de D. Si denotamos por A(D) ¢ H* al conjunto de todas las funciones analiticas y acotadas
en D y continuas en D, con la norma del supremo, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 4.3.
i) Sia>1, D, es una subdlgebra cerrada de A(D).
ii) Para a <1, D, no es un dlgebra.

La proposicion anterior es vdlida para una clase mas general de espacios de Banach de
funciones analiticas. Para més detalles se puede ver [42, Teorema 2 y 3].

Demostracién de la Proposicion 4.3. Supongamos que @ > 1. Sea f € D,, f(z) = X7 a i,

z € D. Notemos que la serie que define a f converge absoluta y uniformemente en D, pues
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

Zla 2 < Zlafl = Z| j| 1)“/2 < (Z laj*(j + 1)0] [Z( - 1)“)

Por lo tanto, f es continua y acotada en D y analitica en D, es decir, f € A(D). Veamos ahora
que D, es cerrada con respecto al producto de funciones, es decir, si f,g € D,, entonces

fg € D,.
Sean f(z) = X ;-0a;2’ y g(z) = X ;-0 b;z’. El producto de Cauchy de fy g estd dado por

f2)g(@) = i (Z]: ab j—k] Z.

=0 \ k=0

La idea es ver que existe C > 0 tal que |[fgll. < ClIflle lglle:

. 2
IFgll = 2 abj i
Jj=0 k=0
i G+ 1D°

(J+ D"

2
a/2 . al2 g,
Z (k + 1)a/2(J K+ 1) (k+ D" lal (j — k + DY 1b 4]
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz podemos acotar la expresion anterior por

00 J 1
<j+1)“{ — .
; ;(k+1) (J—k+1)

J
[Z (k+ Dl G =k + 1) 1bjoi |

k=0

J
1
Llamando C; := (j + 1)* E — — y observando que
 (k+1D(j—k+1)

P+ 1\ G 1\ Lo
=L <27
€ (j+2) Z(k+1+j—k+1 = kz:(;(k+1)“

k=0

tenemos que C = sup ;4 C; es finito. Por lo tanto,

o J
Ifgll < € Y > (k+ D lal (= k+ D72 by = CIIFIZ gl
j=0 k=0
con lo cual fg € D, como queriamos ver.

Para ver ii) observamos que si D, fuese un dlgebra para @ < 1 entonces toda f € D,
cumple que fD, C D,, es decir, todo elemento de D, es un multiplicador (ver Definicion
4.8). En particular, por el Corolario 4.10 tenemos que D, € M(D,) C D, N H*, con lo cual
toda funcién en D, debe ser acotada en D.

Ahora, para demostrar que D, con @ < 1 no es un dlgebra basta encontrar alguna f € D,
tal que f ¢ H™.

Sea

1

f) = Z T

Entonces, f € D, para @ < 1, ya que usando el criterio de la integral se puede ver que que la
serie

il 1
2 _
IR = JZI G+ PG+ )P

converge para @ < 1. Ademds, f no es acotada en D pues si para r € (0, 1) escribimos

fr) =25, mﬂ' tenemos que para todo N € N

N
1 )
]Z:;(j+l)ln(j+l) < lim f(r)

con lo cual
1

+w:;(j+l)ln(j+l)

< lim f(1).
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4.2 Funciones ciclicas en D,

Con el objetivo de introducir el concepto de funcién ciclica en D, recordamos que una
funcién f € H? es ciclica si cumple la propiedad

[flo = gen{S/f : j € Nof = H,

donde S : H> — H? es el operador shift dado por S f(z) = z f(z), z € D, el cual es una
isometria en H>. A continuacién veremos que el operador S estd bien definido en D,, para
todo @ € Ry que paraa € R\{0},S : D, — D, es un operador lineal y acotado no isométrico.

Teorema 4.4. Dado a € R, el operador shift S : D, — D,, S f(z) = zf(z) para todo z € D
estd bien definido, es lineal y acotado y su norma estd dada por

1 sia <0,
151y = 2¢ sia>0

Demostracion. Sea f € D, tal que f(z) = Z‘;‘;O ajzf, z € D. Entonces, Sf(z) = zf(z) =
21 a2’y

IS I = D lajaP G+ D" = ) laff (i +2)"
J=1 j=0
Sia < 0, tenemos que (j + 2)* < (j+ 1)* para todo j € Ny, con lo cual

IS FIE = > la P G+ 27 <l G+ 1) = IfI2.

J=0 j=0

Esto prueba que S f € D, y ||Slop < 1 para @ < 0. Ademas, si consideramos para j € Ny las
funciones fj(z) = z/, entonces ||fj||(21 =+ 1)y ||Sfj||(zl = (j+ 2)* para todo j € Ny y por lo

tanto ) N
N IS fill . [(j+2
IS e > lim —sza = lim —] =1
feDar20 Wflle oo IfillE - oo\ j+ 1
Concluimos que [|S||,, = 1 sia < 0.
El caso @ = 0 se corresponde con el shift unilateral actuando en H?, el cual ya vimos que
es una isometria (Seccion 1.2).
Por dltimo, si @ > 0, entonces

”S”op =

o) . &8 ‘ N +2 3 N
ISAZ =l G+2)" = > laPGi+ 1) (;—1) <2°|IfI2,

J=0 J=0

con lo cual [ISl,, < 2%/2_ Para ver la igualdad es suficiente notar que si elegimos la funcién
constantemente igual a f(z) = 1 para todo z € D, tenemos que ||f]lo = 1 Y [IS fllo =2%%. =
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Definicion 4.5. Una funcién f € D, se dice ciclica si es un vector ciclico para el operador S
en D,, es decir,

[flo = Een (SIS : j €Ny} = D

Ejemplo 4.6. El ejemplo més sencillo de funcién ciclica en D, para todo @ € R es la funcién
constantemente 1. Esto es consecuencia del hecho de que el conjunto de todos los polinomios
se puede expresar como gen{S’1 : j € Ny} y como vimos que dicho conjunto es denso en D,
tenemos que

[1]o :=gen{S/1 : j € No} = D,

Mis aidn, cualquier funcién constante en D es ciclica en D,,.

En [21, Proposicién 4, 5 y 6], Brown y Shields demostraron las siguientes propiedades de
las funciones ciclicas.

Proposicion 4.7. Sean a € Ry f, g € D,. Entonces:
i) Si f es ciclica, entonces f(z) # 0 para todo 7 € D.

ii) Sia > 1, f € D, es ciclica si y solo si f no tiene ceros en D, o equivalentemente, si
existe una constante c tal que

If(2)>c>0, VzeD. (4.1)

iii) Si g € [flo y g es ciclica, entonces f es ciclica.

iv) f es ciclica en D, siy solo si existe una sucesion de polinomios {p,}" | tal que

lim [Ipf = 1l = 0.

v) Sip <ay fesciclica en D,, entonces f es ciclica en Dg.

A continuacién estudiaremos otra clase especial de funciones en D, que llamamos mul-
tiplicadores y que seran utilidad mas adelante cuando presentemos los resultados reciente-
mente obtenidos con respecto al conjunto de las funciones ciclicas en D,,.

Definicion 4.8. Una funcién ¢ € D, es llamada un multiplicador (en D,) si cumple que
¢D, C D,. Denotamos el conjunto de todos los multiplicadores en D, por M(D,).

Teorema 4.9. Sea ¢ € D, un multiplicador. Entonces el operador de multiplicacion
M¢:Da/_)Da/a M¢f:¢f

estd bien definido, es lineal y acotado, y |¢p(z)| < ||Myll, para todo z € D. En particular, ¢ es
una funcion acotada.

Observar que el operador shift S : D, — D, es un caso particular de operador de
multiplicacion, donde el multiplicador asociado es la funcion identidad ¢(z) = z, z € D.
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Demostracion. Para probar que M, es acotado vamos a usar el Teorema del grafico cerrado.
Sean {f,}>”,, fy g en D, tal que lim ||f, — fll, = Oy lim [[Myf, — gll, = 0. Queremos ver

que g = M, f. Para z € D, usando la propiedad reproductiva del nicleo k' y la desigualdad
de Cauchy-Schwarz tenemos que

18(2) = My f(2)| < 18(2) = My fu(2)] + [My f(2) = My f(2)]
< llg = My fullo WSl + Nl 1 for = Sl IKS1IZ

donde la suma de la derecha tiende a O cuando n tiende a co. Luego, g(z) = M, f(z) para todo
z € D. Lo anterior demuestra que M, es un operador cerrado, y por el Teorema del gréfico
cerrado concluimos que M, es acotado.

Ahora, como My es un operador acotado, tenemos para toda f € D, y z € D que

16(2) f(@) = KMy f, kZVal < 1M gllop I1flla 152 lo-

Tomando supremo sobre las funciones f € D, de norma 1 y teniendo en cuenta que

Ikille = sup  Kfokdol=  sup  [f(2) >0
S€Dg, | flle=1 fe€Dg, |Iflle=1

tenemos que
lp@I A Nle < 1M gllop 1K Nl
y en consecuencia |¢(2)| < [[Myll,p. [

Una consecuencia del teorema anterior es el siguiente corolario.

Corolario 4.10. Para a € R se cumple que M(D,) C D, N H®. En particular, si @ < 0,
entonces M(D,) = H*; y si « > 1, entonces M(D,) = D,.

El hecho de que M(D,) = H* para @ < 0, implica que la condicién (4.1) es suficiente
para que f € D, sea ciclica. M4s atn, se tiene el siguiente resultado (ver [21]).

Proposicion 4.11. Sea a < 0. Si f,g € D, con |f(2)| > |g(z)| para todo z € D y g es ciclica,
entonces f es ciclica.

un problema de mayor dificultad y requiere estudiar medidas de Carleson en D,, lo cual no
abordaremos en este trabajo. Una explicacion detallada sobre este caso se puede encontrar
en [58].

A cada multiplicador ¢ en M(D,) le asociamos la norma del correspondiente operador
de multiplicacion My, la cual denotaremos por [|@||(p,) := [[Myllop. El conjunto de todos los
multiplicadores M(D,,) de D, con la norma || - ||yp,) €s un espacio de Banach.

Antes de demostrar los resultados principales que obtuvimos acerca de la ciclicidad (no
ciclicidad) del limite de una sucesion de funciones ciclicas, necesitamos introducir algunos
conceptos de teoria geométrica de la medida que estdn fuertemente relacionados con los
espacios D,. Para mas detalles sobre estas definiciones y conexiones con los espacios D,
referimos a [31].

Observacion 4.12. Caracterizar el conjunto de multiplicadores M(D,) para 0 < @ < 1 es
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Definicion 4.13. sea E un subconjunto cerrado T. Se dice que E es un conjunto de Carleson

si cumple que |

Equivalentemente, £ C T es un conjunto de Carleson si |[E| =0y

Dl log(1/11D) < oo, (4.2)
k

donde {I;} son las componentes conexas de T \ E (siendo cada I; un intervalo).

Para la siguiente definicion introducimos para 0 < a < 1 los siguientes dos tipos de
nucleos:

e Para 0 < a < 1, consideramos el niicleo de Riesz dado por la funcién K, (¢) = 17!,
e Para @ = 1, consideramos el niicleo logaritmico definido por K;(f) = max {log(2/1), 0}.

Definicion 4.14. Dado un subconjunto compacto £ C Ty 0 < @ < 1, se define la @-capacidad
co (a-capacidad de Riesz o capacidad logaritmica segun sea el caso) de E como

colE) = 1/inf{ f f Ko(d(x, y)) du() dﬂ(y)},
TJT

donde el infimo se toma sobre el conjunto de todas las medidas de Borel de probabilidad en
E,y d(x,y) denota la longitud del arco de extremos x e y en T.

El concepto de capacidad satisface algunas propiedades basicas como por ejemplo ¢, (2) =
0, es monoétona y finitamente subaditiva, lo cual se demuestra en [31, Teorema 2.1.3]. Con
el objetivo de aplicar mas adelante algunos resultados sobre c,, cabe acotar que nuestra
definicion de los espacios D, se corresponde con los espacios D;_, en [31].

Por dltimo, incluiremos un resultado referente a a-capacidad de conjuntos de Cantor.

Definicion 4.15. Se dice que E es un conjunto de Cantor si es un subconjunto compacto de

T de la siguiente manera
o 2"
E=|JEl

n=0 j=1

donde {E{, 1<j<2ne NO} son subconjuntos compactos no vacios de T tal que para j =

1,...,2" los conjuntos E! son disjuntos dos a dos y cada conjunto Ejl _, contiene precisamente
dos conjuntos Ej.

A partir de la definicién anterior podemos escribir el resultado mostrado en [31, Teorema
2.3.5] de la siguiente manera:
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Teorema 4.16. Sea E el conjunto de cantor correspondiente a {E,’, 1<j<2ne NO}. En-
tonces,

3 Kl 1S Kalen

o+l T co(E) - £ o+l 7’

(4.3)

n=0

donde
d, = max {diam(Ei) 1<j< 2"}
e, = min {d(Ej Ef.):E/_E‘ CE paraj+ k}.

n+1’ n+1’

En particular, si el lado derecho en (4.3) converge, entonces c,(E) > 0.

4.2.1 Sobre el limite de una sucesion de funciones ciclicas

Recordemos que las funciones ciclicas en Dy = H? estdn completamente caracterizadas en
el Corolario 1.27, el cual se obtuvo como consecuencia del Teorema de Beurling sobre los
subespacios invariantes de H> (ver Teorema 1.23). Estas funciones son las que se conocen
como funciones outer.

Para otros valores de @ € R, la condiciéon de que una funcion sea outer no es suficiente
para que sea ciclica, en [21] se consideraron agregar algunas hipétesis adicionales de manera
que una funcién outer f resulte ciclica en D, para algunos @ # 0. Particularmente para a = 1,
en [31] demostraron que existe una funcién outer en f € D; N A(D) que no es ciclica en D;.

En general, caracterizar todas las funciones ciclicas en un espacio de Hilbert de funciones
analiticas es un problema dificil. En algunos casos, por ejemplo [16, 21], el primer intento
es estudiar los polinomios ciclicos con la intencién de extender las conclusiones obtenidas a
funciones més generales. Con esto en mente, una pregunta que surge es si la propiedad de
ciclicidad (o la no ciclicidad) se preserva via limites.

Dado a € Ry una sucesion de funciones ciclicas { f,,} >, C D, que converge a una funcion
f € D, \ {0} en la norma de D,, en el siguiente teorema damos condiciones necesarias para
que la funcion limite también sea ciclica en D,. En lo que sigue, denotaremos por Z(g) al
conjunto de ceros de g € D, en D.

Teorema 4.17. Sean a € Ry {f,}. | una sucesion de funciones ciclicas en D, que converge

a f en la norma de D,. Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones:

i) Existe C > 0 tal que ||f/ fulluwp,) < C para todon € N,
ii) Tim 11 = f/fylla = 0.

Entonces, f es ciclica en D,,.

Ademds, para cada a € R, existe una funcion no ciclica f € D, tal que Z(f) "D = 0
y una sucesion de funciones ciclicas {f,}, | que converge a f en D,, que satisface ii) siendo
f/fn un multiplicador para todo n € N.
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Demostracion. Para demostrar que f es ciclica, vamos a usar la caracterizacion iv) de la
Proposicion 4.7, es decir, queremos encontrar una sucesion de polinomios {p,,}>_, tal que
1im [[p,f = 1, = 0.

Sea € > 0. Como f, € D, es ciclica para todo n € N, por iv) de la Proposicioén 4.7
existe una sucesion de polinomios {p,,,},-_, y una constante M(n) dependiente de n tal que
lPmntfn — Ule < € sim > M(n). Veamos que es posible elegir ny € N tal que ||pyn, f — 1o < €
sim > M(np). Observamos que podemos descomponer p,, ,, f — 1 en una diferencia de forma
tal que:

WPmnof = Ulo = I1f 1 fuo P fro = 1) = (1 = [/ fu)lla-

Usando la definicién de la norma de multiplicador y la desigualdad triangular obtenemos que
la norma anterior se puede acotar por

W/ Fuolleony Pmno fro = Ula + 111 = £/ fglla- (4.4)

Ahora, por i), como f,, es ciclica podemos acotar el primer término de la suma (4.4) por €/2 si
m > M(ny). Por lo tanto, basta elegir n, suficientemente grande de manera que |1 — f/f, |l <
€/2, lo cual es posible por ii). Esto demuestra la conclusion principal del Teorema.

Para demostrar lo que resta del teorema, vamos a considerar los casos @ < 0,0 <a <1y
a> 1.

Para @ < 0, consideramos la funcion inner singular (ver Ejemplo 1.22)

1
g(2) = eXP(—l—J_ri)-

la cual verifica que |g(z)| < 1 paratodo z € D. Luego, g € H* = M(D,,) C D, paratodo a < 0.
Ademas, g no es ciclica en D, (ver por ejemplo [43]). Veamos que g se puede aproximar por
una sucesion {g,}>  de funciones ciclicas en la norma de D,.. Para ello consideramos para

n € N las funciones
@ 1+z
2(2) =exp|——————
88 = P\ ) — 2
y observamos que g, satisface la siguiente desigualdad

e <|g.(@l <1, zeD.
Luego, g, € H* C D, y esta acotada inferiormente por una constante positiva para cada
n € N, lo cual implica que g, es ciclica para todo n € N. Resta ver que lim ||g, — gll. = O.
n—oo

Como ||fll, < IIfllo para toda f € D, con a < 0, es suficiente probar la convergencia en H>.
Ahora, notemos que como g, es analitica en una regién que contiene a D, entonces existe el
limite radial g% de g, satisface g’(e") = g,(e") para todo 6 € (-, xr]. Por otro lado, si 6 # 0,
la funcién limite g tiene limite radial

i g(e?) = —ie™ 02 590,
g (") = .
0 sif=0.
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Por lo tanto, podemos escribir

1 (™ . .
lg. — gllg = o f lg: (") — g"(™)* d6 = (I) + (II),

donde (/) es la integra en el conjunto € < |[f] < 'y (/]) es la integral en la regiéon complemen-
taria |0] < €.
A partir de la definicion de g, y el hecho de que |g(z)| < 1 para todo z € D, se puede ver
que
lg5(e") — g"(e") < 4.

Para € < |0] < &, vemos ademads que
g5(e”) — g° (") = &R — 2Re(e) + 1 4.5)

donde ,
1 1 +e"
A=— —
n((1+1/n)-2)(1 —€?)
que converge a 0 cuando n tiende a co. Luego, (4.5) converge a 0 cuando n — oo. Por lo tanto,
por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue, (I) tiende a cero cuando n — co. La
integral (II) se puede acotar por 4e/x. Como esto se cumple para todo € > 0, concluimos que
,}ijﬁi llg. — &llo = 0.
Supongamos ahora que 0 < @ < 1. Sea E C T un conjunto de medida de Lebesgue cero
y a-capacidad positiva. Este conjunto existe y se puede construir de la siguiente manera:
fijamos @ y tomamos & = 1 — 2%/®=2_Observamos que entonces

a log(2)

2 log(+%)

Consideremos el conjunto de Cantor E que se obtiene removiendo en cada paso k un intervalo
abierto intermedio de longitud & veces la longitud de cada intervalo del nivel kK — 1. Medi-
ante un calculo estandar se demuestra que E tiene medida de Lebesgue cero y dimension de
Hausdorff log(2)/log(2/1 — &).

Por lo tanto, (como @ > 1 —1log(2)/1log(2/1—¢)) co(E) > 0 por el Teorema 4.16. Ademas,
usando la condicion (4.2) se ve facilmente que E es un conjunto de Carleson.

Ahora, por el (ver [31, Teorema 9.2.8]) existe una funcién outer, no ciclica la cual es un
multiplicador f € D; N C(ﬁ) (y en consecuencia f € D, N C(ﬁ) para 0 < @ < 1) tal que su
conjunto de ceros Z(f) coincide con E. Ademas, la restriccion de f a T define una funcion
real no negativa.

La idea es definir una sucesion de funciones ciclicas que convergen a f. Para ello, defin-
imos la sucesion {f, = f + 1/n}>, C D,. Como todas las funciones f, son outer y sus
restricciones a T estdn acotadas inferiormente por 1/n para el correspondiente n € N, todas
ellas son ciclicas en D,,.
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Finalmente, para @ > 1 y n € N, definimos f,(z) = 1 + ﬁ — z. Entonces, {f,}7, es una
sucesion de funciones ciclicas en D,, (por ii) de la Proposicion 4.7) que converge a f(z) = 1-z.
Sin embargo, como consecuencia de la misma Proposicion 4.7 es claro que f no es ciclica en
D, para a > 1. [

Como consecuencia del teorema anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.18. El conjunto de las funciones ciclicas en D, no es cerrado en la topologia de
la norma D,,. En particular, el conjunto de las funciones outer no es cerrado en la topologia
de la norma de H>.

Otra pregunta natural es si el limite de funciones no ciclicas debe ser no ciclica. Para
responder esta pregunta tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.19. Sea a € R. Entonces:

i) Si @ > 1, el limite de una sucesion convergente de funciones no ciclicas en D, es no
ciclica.

ii) Sia < 1, existe una sucesion de funciones no ciclicas en D, que converge a una funcion
ciclica.

[

Demostracion. i) Sean a > 1y {f,} 7, una sucesion de funciones no ciclicas en D, que
converge a f € D,. Como f, es no ciclica, ii) de la Proposicién 4.7 implica que existe z, € D
tal que f,(z,) = 0. Por compacidad, existe una subsucesién convergente {z,,};>, de {z.} 2,y
un punto z., € D al cual converge dicha subsucesién. Se puede ver que f(z.) = 0, y por lo
tanto f no es ciclica, aplicando nuevamente la Proposicion 4.7.

ii) Consideramos f,(z) = 1 — i -2y f(z) = 1 -z Entonces, f,, f € D, (ya que son
polinomios), {f,} >, converge a f, f, no es ciclica en D, paran € N ya que su tnico cero esta
en el interior de D, pero f es ciclica en D,. Esto tltimo se deduce del hecho de que 1 — z es
ciclica en Dy (ver [21, Lemma 8]) y que si una funcién g es ciclica en D; entonces es ciclica
en D, paraa < 1. [

4.2.2 Algunos resultados sobre polinomios aproximantes 6ptimos

Hasta ahora hemos estudiado distintas propiedades y caracterizaciones acerca de las fun-
ciones ciclicas en D,, @ € R. Una de las propiedades més importantes que hemos utilizado
en los resultados previos para demostrar la ciclicidad o la no ciclicidad de ciertas funciones
es la siguiente: una funcién f es ciclica en D, (@ € R) si y solo si existe una sucesion de
polinomios {p,}> , tal que

lim [|p, f = 1flo = 0. (4.0)

En [15], los autores se plantearon la pregunta de si es posible obtener explicitamente
una sucesion de polinomios que satisfagan la propiedad (4.6) y ademds se preguntaron si es
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posible dar una estimacién de la tasa de decaimiento de las normas ||p, f — 1||, cuando n —
co. Para responder estas interrogantes introdujeron el concepto de polinomio aproximante
optimo.

Denotamos por $, al espacio de todos los polinomios de grado a lo sumo d equipado con
la norma || - ||,. Observamos que para f € D,\{0} la proyeccién ortogonal de 1 en el espacio
de dimension finita fP; = {pf : p € P,} siempre existe y estd unicamente determinado, con
lo cual existe un unico elemento p),f € fP,; que minimiza la norma min,ep, [|pf — 1ll,.

Definicion 4.20. Sea f € D, \ {0}. Se dice que un polinomio p, € P, de grado a lo sumo d
es un polinomio aproximante optimo (p.a.o) de orden d de 1/ f si

min||pf = Ul = lIpgf — Ule-
pepd
En términos de la definicion anterior tenemos que f es ciclica si y solo si

Ip,f = 1lle = 0asd — co.

En [33, Theorem 2.1], se demostr6 que los coeficientes del p.a.o. de orden d de 1/f son
las entradas de la tinica solucién ¢ € C4*! del sistema lineal

Mc=0»b 4.7)
donde M € CUY*D*(@+D) eg 1a matriz con entradas
mir = {(S*f,87f) para jk=0,..,4d,
y b € CY"D es el vector con entradas
by = (1,5%F), para k=0,...4d,

donde S es el operador shift actuando en D,.

Nuestro objetivo es demostrar que dada f € D, \ {0} y {f,}}>, C D, que converge a f,
entonces el p.a.o. de orden d de 1/f se puede aproximar por los p.a.o. de orden d de 1/f,,.
En el siguiente resultado veremos una estimacion cuantitativa de la distancia entre los p.a.o.
de orden d correspondientes a f'y f,. Recordemos que la norma de Frobenius de una matriz
A = (ajx) € C™™, se define por

m 1/2
Al = (Z |a,,k|2] :

Jok=1

Teorema 4.21. Sea a € R, d € Ny {f,}}"| una sucesion en D, y f € D,. Consideramos
el p.a.o. p;de ordend de 1/f y los p.a.o. pa, de orden d de 1/f,, y sus correspondientes
sistemas lineales de la forma (4.7), los cuales denotamos por Mc = by M,c, = b,, n € N,
respectivamente. Entonces, existe una constante ¢(d, a) independiente de n tal que para todo
neN
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i) |1by = bllo < lfn = fllas
i) M, — Mllr < @(d, @) (lfulle + [1f1le) 1fa = flla-
Mads atin, existe Y(d, @) tal que
1Pan = Palle < ¥(d, @) IM; |1 (”bn = bllo + 1M~ ll7 1M — M,|IF IIbllo)-

Naturalmente, estamos interesados en el caso en el que la sucesion {f,}
en D,. En ese caso tenemos la siguiente consecuencia inmediata.

[ee)

>, converge a f

Corolario 4.22. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 4.21, si asumimos que {f,}>", con-
verge a f en la norma de D,, entonces

lim [[b, — blly = Tim M, = Mllr = lim [|psy = palla = 0
donde la tasa de decaimiento en todos los casos en de la forma C(d, a, f) ||fy — flla-

Observacion 4.23. Antes de demostrar el Teorema 4.21 queremos recordar algunos aspectos
sobre transformaciones lineales T : (Pull - llo) = Pall - llo). Sea B = {z"}i’:0 la base

) i d
ortonormal canénica de (P, || - llp). Entonces, si [T]g = (tj,k) o
Jok=

[pls = (ak)g=0 es el vector coordenado de p € $,, ambos en la misma base B, tenemos que
[Tpls = [T]slpls. Ademas, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

d 2 d ( d
Z firax| < Z( |fj,k|2] = |[[T plsll;-

k=0 j=0 \ik=0

es la matriz asociadaa Ty

d
ITI? := sup [T plsllf = sup >’
lipllo=1 llpllo=1 =0

Para nuestros propodsitos, queremos determinar una representacion de la matriz T ac-
tuando en el espacio $, equipado con la norma || - |l,. Sea 8 = {Z¥/(k + 1)**}¢_, 1a base
ortonormal de (P, || - llo)-

La matriz de cambio de base de 8 a B es

1 0 0
0 1/2¢2 ... 0
0 0 s 1/(d+ )2

y entonces, D[plg = [plg. Luego, tenemos que

[T1g [plg = [Tplg = D' [Tplg = D' [Tlslpls = D™'[TIsDlplg

es decir,
[Tlg = D~'[T]gD.

En consecuencia, tenemos que que

G+ D
(k+ 1)

[T = traza((TTy, [Tg) = ) It
jk=0
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Demostracion del Teorema 4.21. La condicion i) se obtiene facilmente, notando que |b, o —
bol = 1£,(0) = f(O)| y |b,x — bi| = 0 para todo k > 1. Por lo tanto,

d
b = BII§ = > 1bax = bil?® = 1£:0) = FOP < IIfu = fIR
k=0

Ahora, veamos que se cumple ii). Denotamos las entradas de M,, y M por my mig
respectivamente. A partir de las definiciones M,, y M tenemos que

|m.r;,k - mjlk| = |<Skfn’ Sjﬁz)a - <S kf, SJf>a|
Usando la desigualdad triangular obtenemos

iy = mixl S KS* fus S7(fu = el + KS“(for = 1), 87 Fal-

Luego, la desigualdad de Cauchy-Schwarz permite acotar la expresion anterior y obtener lo
siguiente:

j k
|m7,k - mj,kl < ”S]”op ”S ||()p ”fn - f”(k (”fn”(x + ”f”(z) .

Notar que ||S’|| es comparable con (¢ + 1)*/? cuando @ > 0 y es 1 en otro caso. Por lo
tanto,
,(j+ D"
(k+ 1)

d
2
1M, — M|z = § Iy = ml
=0

se puede acotar superiormente por

o(d, @) (I fulle + 1A 1)* W fo = £

donde,
IDIlF 1D Ir sia <0,
od,a) =<3d+1 sia =0, (4.8)
(d+1)|ID3p sia>0.

usando la notacion introducida en la Observacion 4.23. Esto concluye la prueba de ii).
Finalmente, usando i) y ii) podemos probar que ||p;, — pall. €s acotado y describir la cota
en términos de || f, — flo-
Expresando las cotas obtenidas anteriormente en términos de la Observacion 4.23, si
identificamos los vectores b, y b con las constantes b,(0) y b(0) como elementos de P,
podemos escribir la ecuacién (4.7) como

Mu[pnals = [bals Yy  Mlpals = [bls. (4.9)
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Observar que (4.9) se verifica con respecto a cualquier base de #,, en particular, con
respecto a la base 8' que definimos en la Observacién 4.23. Obtenemos entonces que

d

2
1pan = pall2 =)
=0

a/2 (1/2|2

A+ D2 =i+ 1)

lo cual es igual a

i (I ATRPE T TP

|[Panls — [Pl
Aplicando la desigualdad triangular, tenemos que ||p4., — pall. €std acotado superiormente por
1M, 1] = (M1 B ||, + (M1 (D) — (M1 (B, (4.10)

Recordando que [Mn]; = D'M;'D, [M];;,l = D'M™'D y [blg = D7 ![b]g tenemos la
siguiente estimacion para el primer término del lado derecho en (4.10)

[IM1 5 1bls — IM1 5 161 ||, < 11D 1l 1M, Nl 1B = bllo-

Para acotar el segundo sumando en (4.10) usamos la siguiente factorizacion: si A, B son dos
matrices inversibles, entonces

A'-B'=B1(B-A)A"",

y por lo tanto
1A~ = B! lr < IB7!l|F 1B = Allr lA7"|IF

Esta tltima desigualdad implica que
(M, 0]y = (M1 1) || < 11D 1l [|22;" = d27[ -l
lo cual esta acotado por
1D~ e 1M IE 1IM = Mollp 1M e 116 -
En resumen, obtuvimos que ||ps, — pall, €std acotado superiormente por
1D~ 1M, I (”bn —bllo + 1M~ l|7 |M — M,|IF IIbllo)-

Observando que ||D~!||» depende tinicamente de d y a, la conclusién del teorema se ob-
tiene tomando y(d, @) = ||D7!||5. ]

En el siguiente Corolario encontramos explicitamente las cotas del Teorema 4.21.
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Corolario 4.24. Las constantes ¢(d,a) y Y(d,a) halladas en el Teorema 4.21 se pueden
elegir de la forma ¢(d, @) = C(a) ¢'(d, @) donde

(d + 1)F /2 sia< -1,
(. a) < d+ D92 \Ind+2) sia=-1,
T ld+1 si—-l<a<0,
(d+ 1) sia >0,
y
d+1 sia<-—1,
U(d,a) <{In(d + 2) sia=-—1,

(@+1D)7'd+ D sia>—1.

Demostracion. Recordemos que ambas constantes ¢(d, @) y ¥(d, @) s6lo dependen de la
norma de Frobenius de D, D! y D72, Luego, estimando estas normas para los distintos
valores de @ obtenemos que

d
1
DI = <@d+ D a<0,
=0

(+ D~
y
d d+1 sia < -1,
ID!E = > G+ 1D < log(d +2) sia=—l,
J=0 (@+ DN d+ D) sia>-—1.

Ademads, para @ > 0 tenemos que
d
”D—Z”% — Z(_] + 1)2(1/ < (d + 1)2(l+1.
Jj=0
Por lo tanto, usando (4.8) obtenemos las cotas buscadas. [ |

Dado que las cotas que encontramos en el Teorema 4.21 para la norma ||p,, — pall. depen-
den de la norma de Frobenius ||[M~!||, nos preguntamos si existen cotas uniformes para los
valores de las normas de Frobenius de distintas matrices M~ asociadas a distintas funciones
f enel espacio D, (f de norma 1).

Proposicion 4.25. Sea « € R. Existe una sucesion de funciones de norma 1 {g,}", C D, \{0}
con p.a.o. de grado 1 de 1/g, dado por una sucesion de matrices {M,};" , C C>* tal que

||M;1||F—>oo Si n— oo.
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Demostracion. Para cada n € N, escribimos explicitamente la matriz M,, asociada al p.a.o.
de 1/g, dada en el sistema lineal (4.7), esto es,

1 (gn> S gn>a)
M, = .
((Sgn, e ISgall?

Notamos que M ' esta bien definida ya que la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos dice
que el determinante de M,, es estrictamente positivo. Luego, la matriz inversa M, ! estd dada
por

M—l — 1 ( ”Sgn”(zy _<gn, Sgn>a)
" ||Sgn||(2, - |<Sgn’ gn>a|2 _<Sgn,gn>a 1 ’
y su norma de Frobenius es
-1p2 1 4 2
1,117 = 5 (1S gall} + 21(S gu» gadal” + 1).

(”Sgn”g - |<gn, Sgn>a|2)

Para definir g,, fijamos una sucesion {a,}", C C\ D tal que lima, = 1.

n—oo

Veamos primero el caso @ < 0: para n € N, elegimos la sucesiéon g, € D, como los
nucleos reproductivos normalizados en D,

@
1/an

o Tl

Usando la propiedad reproductiva obtenemos que

8n =

> a, ™

I 1, 112 = <K KT Ve = KT, (1] ) = . :
1/ Vay X1/a, 1/a, L+

A partir de la definicion de los nicleos podemos calcular las normas de [|Sk{ 1a, || , en
efecto,

a | n
Sk g SK)g ) = Ianlzz J + 1) < lay Ik, 115

Luego, podemos acotar la entrada (1, 1) de la matriz M, de la siguiente manera

ISk, 2

< lanl™.

IS gal2 = (S g S guYa =
Ik I

En este punto, resta acotar [(S g,,g,)|>, sin embargo, es posible encontrar su valor exacto
usando una vez m4s la propiedad reproductiva de los niicleos. En efecto, |(S g,, gn)ol* estd
dado por
(kS ke ol 1 W, (HadP
Ik, 1la T el Ik 12 lanl?

1/a, 1/a,
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Por lo tanto, una cota interior para la norma de M, ! es,

13,117 2 (21 /1a,P) +1).

1
(lanlz - (l/lanlz))2

El lado derecho diverge si a, — 1. Luego, tomando a, = 1 + % se obtiene el resultado
deseado.
Analizamos ahora el caso @ > 0. Consideramos

1 I

W= Y ST

Notar que
A2 = >l G+ 1) =lanP > la ™ = lay Liza(la,| ™),
j=0 j=1

donde Lig(z) se llama el polilogaritmo de orden s y argumento z.

Haciendo un célculo sencillo se demuestra que |IS f,|12 = |a,*(If2 = 1) y (S fu fide =
a,(|lf.I1> = 1). Remplazando estas expresiones en la definicion de g, obtenemos directamente
que

1
”S n”(zy = |an|2 (1 - )a
§ 12

y de forma andloga tenemos que

1 2
|<S ns n>a|2 = |an|2 (1 - —) .
smé e

El numerador en la expresion de ||M'||% es mayor o igual que 1 para todo n € N y el denom-
inador se puede expresar en términos de || f,,ll(zl como

@l (1 1 ) 1 1 (1 1 )
a, - = T - . .
WlIZ ) fllz Lise(laal™) |an|*Li_o(Ja,|™)

Como j* > 1 paratodo j > 1y @ > 0 tenemos que

0N s N 2 ja*
. — =27 . =27 n n
Liso(a,l™) = > la 2 > >l = =

= j=1

L=la,l?  la -1

lo cual tiende a infinito si @, — 1. Esto implica que ||M; || diverge si n tiende a co. Esto
concluye la demostracion. [
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