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Ideales de operadores Lipschitz de Banach

Esta tesis esta dedicada al estudio sistematico de ciertas clases de operadores Lipschitz,
denominadas ideales de operadores Lipschitz de Banach, entre espacios de Banach.

Por un lado, dado un ideal de operadores lineales A en el sentido de Pietsch, se introducen
y estudian los ideales Lipschitz de la forma Ao Lip,, denominados ideales de composicion, y los
ideales Lipschitz de la forma Lip,o0.4oLip,. En particular, a partir de distintas propiedades que
posee A como ideal, se muestra cémo dichas propiedades se trasladan, en el contexto Lipschitz,
a Ao Lip, y a Lip, o A o Lip,.

Por otro lado, dado un ideal de operadores Lipschitz Z, se estudian distintos procedimientos
para generar otros ideales Lipschitz, tales como las capsulas maximales, inyectivas y Lipschitz
inyectivas, entre otras. Se analizan las propiedades de estos procedimientos y de los ideales
que generan, y se los compara entre si. A medida que se van introduciendo los distintos
procedimientos, se presentan ejemplos que muestran que gran parte de los ideales Lipschitz
estudiados por diversos autores encajan en este marco. Por lo tanto, todos estos ideales pueden
analizarse desde un punto de vista unificado.

A partir de las definiciones, se deduce que, dado un ideal de operadores Lipschitz Z, los
operadores lineales que pertenecen a Z, denotados por Z N £, forman un ideal de operadores
lineales. En este trabajo también se estudia qué propiedades de Z hereda Z N £ como ideal.

Entre otros resultados, se establecen condiciones sobre los ideales Z y J bajo las cuales, si
un operador lineal admite una factorizacién Lipschitz via funciones en Z y 7, entonces también
admite una factorizacién lineal via operadores lineales en ZN Ly J N L. Es decir, dado un
operador lineal T': E — F entre espacios de Banach, siT = fogconge Zy f € J, bajo que
condiciones se puede obtener que T'=RoScon SeZINLy Re JNL.






Banach operator ideals of Lipschitz functions

This thesis is devoted to the systematic study of certain classes of Lipschitz operators, called
Lipschitz operator ideals of Banach spaces, between Banach spaces.

On the one hand, given an ideal of linear operators A in the sense of Pietsch, we introduce
and study the Lipschitz ideals of the form A o Lip,,, called composition ideals, and those of the
form Lip,o.AoLip,. In particular, starting from various properties that 4 possesses as a linear
ideal, we show how these properties are transferred, in the Lipschitz setting, to A o Lip, and
to Lipy o A o Lip,.

On the other hand, given a Lipschitz operator ideal Z, we study different procedures to
generate new Lipschitz ideals, such as the maximal, injective, and Lipschitz-injective hulls,
among others. We analyze the properties of these procedures and of the ideals they generate,
and we compare them with each other. As the different constructions are introduced, several
examples are presented showing that many of the Lipschitz ideals studied by various authors
fit within this framework. Therefore, all these ideals can be analyzed from a unified point of
view.

From the definitions, it follows that, given a Lipschitz operator ideal Z, the linear operators
that belong to Z, denoted by Z N L, form a linear operator ideal. This work also studies which
properties of Z are inherited by Z N L as a linear ideal.

Among other results, we establish conditions on the ideals Z and J under which, if a linear
operator admits a Lipschitz factorization through functions in Z and J, then it also admits
a linear factorization through operators in ZN £ and J N L. In other words, given a linear
operator T': £ — F between Banach spaces, if T'= f o g with ¢ € Z and f € J, we determine
under which conditions one can obtain a linear factorization T'= R o S with S € ZN L and
ReJnNL.
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Introduccion

Los espacios de Banach son, en particular, espacios métricos. La teoria de la geometria no
lineal en espacios de Banach busca establecer hasta qué punto la estructura métrica de un
espacio de Banach influye en su estructura lineal. El primer resultado en esta linea surge con
el inicio de la teorfa de espacios de Banach. En 1932, Mazur y Ulam [41] muestran que si
existe una isometria suryectiva entre dos espacios de Banach reales, entonces dicha isometria es
necesariamente afin. Como consecuencia, dos espacios de Banach reales que son métricamente
isométricos son linealmente isométricos.

Varios problemas en este area se pueden enmarcar de la siguiente manera.

(P) Dados espacios de Banach E y F y una funcién no lineal f: E — F con una cierta
propiedad (por ejemplo que sea homeomorfismo, un embebimiento, una proyeccién, etc.),

. Existe un operador lineal entre E y I’ con la misma propiedad?

Antes de seguir, vale la pena mencionar el siguiente resultado de Kadets [34] y Toruticzyk [56].
Todo par de espacios de Banach de dimension infinita con el mismo cardinal son homeomorfos.
Es decir, entre dos espacios de Banach con igual cardinal hay una funcion biyectiva, continua
y con inversa continua. Es por eso que cuando uno habla de funciones no lineales en (P) se
tiene que ser mas especifico. En este trabajo solo consideraremos funciones Lipschitz.

De los primeros trabajos del tema se encuentra el de Lindenstrauss de 1964 [38]. Una
consecuencia de los resultados de este trabajo es que para espacios de Banach reales F y F',
donde F es un espacio dual y subespacio de F', si existe una proyeccién Lipschitz de F' sobre E,
entonces existe una proyeccion lineal de F' sobre E. Este resultado se puede expresar también

en términos de factorizaciones Lipschitz de operadores lineales de la siguiente manera.

Proposicién (Lindenstrauss). Sean E y F espacios de Banach, E un espacio dual y supong-
amos que existe un operador lineal T': E — F y un operador Lipschitz f: F — FE tal que la
identidad de E se factoriza a través de T y f (es decir, Idg = f o T). Entonces eziste un
operador lineal R: F — E tal que Idgp = RoT.

Es decir

E e, E E e, F
\ / == \ / ,
T f T R
F F
donde habia un operador Lipschitz f con una propiedad (ser un inverso a izquierda de un

operador lineal), existe un operador lineal R con la misma propiedad.



Siguiendo en esta linea, en el trabajo de Heinrich y Mankiewicz de 1982 [31] se muestra
que si un espacio de Banach £ es Lipschitz isomorfo a £, para 1 < p < 0o, entonces E es
linealmente isomorfo a un subespacio complementado de ¢,. Es decir

E Tdp s E

E ldp s I
I f1 R S
fp

ly

donde habia operadores Lipschitz f v f~!, existen operadores lineales Ry S. Como el diagrama
de la derecha implica que £ es linealmente isomorfo a un subespacio complementado de ¢, que
es un espacio primo (es decir, todos sus subespacios complementados de dimensién infinita son
isomorfos a él), E resulta ser linealmente isomorfo a ¢,,.

Este resultado obtenido por Heinrich y Mankiewicz era, de cierta, forma esperado. A partir
de distintos trabajos de la década del 60, se pensaba que cualesquiera espacios de Banach que
fueran Lipschitz isomorfos tendrian que ser linealmente isomorfos. No obstante, Aharoni y
Lindenstrauss [7] muestran la existencia de un espacio de Banach E que es Lipschitz isomorfo a
¢o(T"), con T no numerable, que no es linealmente isomorfo. Sin embargo, hoy en dia no se sabe
si dos espacios de Banach separables que son Lipschitz isomorfos son, en realidad, linealmente
isomorfos.

Otro resultado importante en relacién con lo anterior es el de Johnson, Maurey y Schechtman
de 2009 [33], en donde muestran que si un operador lineal de un espacio de Banach E al espacio
dual de F', F’, se puede factorizar Lipschitz a través de un espacio de Banach G y, ademés la
funcion que va de E a G es Gateaux diferenciable en un punto, entonces el operador se puede

factorizar linealmente a través de GG. Es decir

s F E T s F

RN

G

donde habia operadores Lipschitz f y ¢, bajo cierta hipotesis sobre f, se pueden obtener
operadores lineales R y S. Los autores aplican este resultado cuando el espacio G es L,
obteniendo como consecuencia que una factorizacién Lipschitz de T" a través de L, implica una
factorizacién lineal a través de L,,.

Los tres resultados que enunciamos anteriormente tienen una estructura en comun. Dado
un operador lineal con una factorizacién Lipschitz via un espacio, se obtiene una factorizacién
lineal via el mismo espacio. En términos generales, si un operador lineal tiene una propiedad
descripta a través de funciones Lipschitz, entonces tiene la misma propiedad descripta a través
de operadores lineales.

El principal objetivo de este trabajo cuando se concibié es el de desarrollar un estudio de
esta estructura en comun. Es decir, si un operador lineal tiene una propiedad descripta a partir
de funciones Lipschitz, jse puede describir la propiedad en términos de operadores lineales?

Esta pregunta asi formulada es bastante ambigiia. Debemos precisar qué queremos decir con



una propiedad descripta con funciones Lipschitz y con la propiedad en términos de operadores
lineales.

En el ano 2009, Farmer y Johnson [26] introducen la clase de operadores Lipschitz p-
sumantes y muestran que todo operador lineal que es Lipschitz p-sumante es, de hecho, lineal-
mente p-sumante. Este resultado tiene la misma estructura que los resultados previos. Concre-
tamente lo que muestran Farmer y Johnson es que si se tiene un operador lineal T': E' — {(I")
que se factoriza Lipschitz a través de la inclusion formal o1 Loo(pt) — Lp(p) para alguna

medida de probabilidad x, entonces se factoriza linealmente a través de 1o . Es decir

E—T 0T E—T 0 ()
f g = RJ/ S
Loo(p) ——— Lp(w) Loo(p) ——— Lp(n)

donde habia operadores Lipschitz f y ¢, se pueden obtener operadores lineales R y S.
Este trabajo se puede considerar que fue el primero de muchos en donde se introduce una
clase de funciones Lipschitz que, en cierto modo, generaliza una clase de operadores lineales
ya conocida. Este trabajo motivé a varios autores a introducir y estudiar distintas clases de
operadores Lipschitz que generalizan distintas clases de operadores lineales.

Producto de estos trabajos, con la necesidad de unificar el lenguaje utilizado, surge en
2016 la nocion de ideales de operadores Lipschitz, introducida de forma independiente en los
trabajos de Achour, Rueda, Sdnchez-Pérez y Yahi [1] y Cabrera-Padilla, Chédvez—Dominguez,
Jiménez-Vargas y Villegas-Vallecillos [13], este ultimo bajo el nombre de ideal de operadores
Lipschitz genéricos. Los ideales de operadores Lipschitz son una generalizacién de los ideales
de operadores lineales (en el sentido de Pietsch), al caso Lipschitz.

Los ideales de operadores Lipschitz es lo que utilizaremos para poder aclarar el objetivo
original de este trabajo. Describir operadores lineales que pertenecen a un cierto ideal de oper-
adores Lipschitz. Como primera aproximacion, veremos que directamente de las definiciones se
deduce que dado un ideal de operadores Lipschiz Z, los operadores lineales que pertenecen a Z,
que denotaremos Z N L, forman un ideal de operadores lineales. Luego, nuestro objetivo puede
ser abordado de dos maneras distintas. Por un lado, dado un ideal de operadores Lipschitz Z,
describir el ideal de operadores lineales Z N £, mientras que por el otro lado, dado un ideal de
operadores lineales A, describir los ideales de operadores Lipschitz Z tales que ZNL = A. Para
ello, es necesario comprender los distintos ideales de operadores Lipschitz y sus propiedades.
Es asi como surge el segundo objetivo de este trabajo: desarrollar un estudio de los ideales de
operadores Lipschitz y de distintos procedimientos para generar estos ideales, haciendo hincapié
en las distintas propiedades que puedan tener.

El trabajo esta dividido de la siguiente manera. Primero fijaremos la notacién que utilizare-
mos y daremos algunas definiciones y resultados preliminares. Daremos las nociones basicas
de funciones Lipschitz antes de dar la definicién de ideal de operadores Lipschitz. Para poder
ejemplificar los distintos resultados sobre ideales de operadores Lipschitz, utilizaremos ideales
de operadores lineales y distintos procedimientos para generarlos. Es por ello que recordare-

mos algunos de estos procedimientos. Asumimos que los lectores estan familiarizados con la



teoria de ideales de operadores lineales. De todas formas, incluimos el Apéndice A en donde se
exhiben algunas definiciones y resultados sobre ideales de operadores lineales que utilizaremos
a lo largo del manuscrito.

En el Capitulo 1 se tratara sobre ideales de operadores Lipschitz. Se expondra dos proced-
imientos para producir ideales Lipschitz a partir de un ideal de operadores lineales A. Estos
son el ideal Lipschitz de composicién A o Lip, introducido en [1] y el ideal Lip, o A o Lip,,.
Veremos que, por lo general, estos procedimientos difieren. Luego, se estudiardan distintos pro-
cedimientos para producir ideales de operadores Lipschitz a partir de otros ideales Lipschitz
que emulan a los ya conocidos para ideales de operadores lineales. Entre otros, estudiaremos las
capsula regular, inyectiva, Lipschitz inyectiva y maximal de un ideal de operadores Lipschitz y
compararemos distintas propiedades entre ellos. Veremos que muchos de los ejemplos de ideales
Lipschitz estudiados por distintos autores encuadran dentro de estos procedimientos aplicados
los ideales de composicién y los de la forma Lip, o A o Lip,,.

En particular, caracterizaremos a los ideales de operadores Lipschitz maximales (aquellos
que coinciden con su cdpsula maximal) en términos de la ultraestabilidad y regularidad. Este
resultado extiende a la caracterizacién de ideales lineales maximales obtenida por Pietsch [45,
Satz 4] y Kiirsten [36]. Esto nos permite mostrar que varios ideales de operadores Lipschitz
definidos por distintos autores son, de hecho, maximales. Finalmente, estudiaremos el ideal
de operadores Lipschitz (p, o, ¢, n)-dominados, introducidos por Saleh [52]. Ademads de mostrar
que este ideal es maximal y que posee una factorizacién Lipschitz, podremos ver que este ideal
no es de composiciéon, no es de la forma Lip,0.AoLip, y no se puede obtener a partir de ninguno
de los procedimientos Lipschitz aplicados a estos. Para poder ver esto ultimo, necesitaremos
esperar hasta el Capitulo 3.

En el Capitulo 2, estudiamos extensiones Lipschitz de operadores lineales. El resultado
obtenido por Lindenstrauss enunciado en la Pagina 1 se puede expresar en términos de exten-
siones. Si E, F' son espacios de Banach, F un dual con F subespacio de F', si existe una funcién
Lipschitz f: F — F tal que f|g = Idg, entonces existe un operador lineal R: F' — E tal que

R|g = Idg. Més aun, con similar demostracion, Lindenstrauss prueba lo siguiente

Proposicion. Sean E y F espacios de Banach, con Ey subespacio de E y F un dual. St
T: Ey — F es un operador lineal tal que existe una funcion Lipschitz f: E — F de manera

que flg, =T, entonces existe un operador lineal R: E— F tal que R|g, = T.

En simples términos, si T" es Lipschitz extendible a E, entonces es linealmente extendible
a E. El resultado principal de este capitulo es que si en la proposicion anterior la extension
Lipschitz de T pertenece a un ideal de operadores Lipschitz Z con ciertas propiedades, entonces
existe una extension lineal de T también perteneciente a Z. Para ello, usaremos técnicas
de diferenciabilidad de funciones Lipschitz. En particular, veremos que si f es una funcién
Lipschitz entre espacios de Banach, Gateaux diferenciable en algin punto xy y pertenece a
un ideal de operadores Lipschitz Z maximal, entonces el operador lineal diferencial D f(x)
pertenece a Z.

Finalmente, en el Capitulo 3, abordaremos el problema original de este trabajo. Dado un

ideal de operadores Lipschitz Z, describimos como son los operadores lineales que pertenecen



a Z. Notemos que dados un ideal de operadores lineales A y un ideal de operadores Lipschitz
Z, obtener la igualdad Z N £ = A implica que un operador lineal con una propiedad descripta
a partir de funciones Lipschitz (que pertenezca a Z), se puede describir con la propiedad en
términos de operadores lineales (que pertenezca a A). Para cada uno de los tipos de ideales
de operadores Lipschitz Z estudiados en el Capitulo 1, caracterizaremos el ideal de operadores
lineales Z N L.

Uno de los resultados principales de este capitulo es una versiéon més general del resultado
de Johnson, Maurey y Schechtman que citamos previamente. En concreto, el Teorema 3.14
muestra que bajo ciertas hipétesis de los ideales de operadores Lipschitz Z y J, si un operador
lineal T: E — I se factoriza a través de un espacio de Banach G como T' = f o g, con g un
operador en Z y f un operador en 7, entonces es posible obtener una factorizacién lineal de T’

a través de (G, de manera que los operadores lineales de la factorizacion pertenezcan a Z'y J.
Es decir

E T s F E T s F
geT feg SeZInL ReJNL
G G

donde habia operadores Lipschitz f y g con cierta propiedad, se pueden obtener operadores
lineales R y S con la misma propiedad.
Este trabajo estd basado en los articulos [ABBT, AT, AT2].






Notacion y Preliminares

A lo largo del manuscrito, F, F, G denotaran espacios de Banach, mientras que X,Y, Z es-
pacios métricos. Llamaremos espacio métrico punteado a un espacio métrico X junto con un
elemento distinguido de X, que denotaremos 0. En particular, todo espacio de Banach es un
espacio métrico punteado y su punto distinguido sera el 0. Si bien algunas de las nociones
que utilizaremos a lo largo de este trabajo tienen sentido para espacios métricos en general, a
fines practicos, de ahora en mas, todos los espacios métricos que utilizaremos seran punteados
con su punto distinguido 0. Como es usual, dado un espacio de Banach E, Bg serd su bola
unitaria cerrada y E’ su espacio dual. La inclusién canénica de E a su bidual se denotara con
kg: E — E". Con Jg: E — ls(Bg) denotaremos la isometria lineal canénica. Esto es el
operador definido por Jg(z) = (2/(7))wen,, vy con Qp: {1(Bg) — E denotaremos al operador
cociente definido por Qg((as)zeBy) = X ,ep, @2T- En cuanto a clases de subespacios de un
espacio normado, denotaremos con FIN a la clase de espacios normados de dimension finita.
En particular, FIN(E) denotara a la familia de subespacios de dimensién finita de £. Ademas,
COFIN(E) denota a la familia de subespacios de E de codimensién finita. En cuanto a es-
pacio métricos, MFIN sera la clase de espacios métricos finitos y, para un espacio métrico X,
MFIN(X) denotara la familia de subespacios métricos de X que contienen al 0.

Para E y F espacios de Banach L(F, F) es el espacio de Banach de operadores lineales
acotados de F a F', con la norma usual de operadores, F(E, F') es el subespacio de operadores
de rango finito de F a F. Dado T' € L(E, F), T' € L(F', E') denota el operador adjunto de T'.

Ideales de operadores lineales

A continuacién, introduciremos las notaciones de los distintos ideales de operadores lineales en
el sentido de Pietsch que utilizaremos en este trabajo. Al no ser este objetivo principal, solo
fijaremos la notacién y daremos algunas definiciones bésicas. En el Apéndice A se encuentran
las definiciones de los ideales y varias de sus propiedades.

Una subclase A de los operadores lineales acotados entre espacios de Banach £ se dice ideal
de operadores lineales si para todo espacio de Banach E' y F, sus componentes A(E, F): =
L(E,F)N A satisfacen

e A(E, F) es un subespacio lineal de L(E, F).

o [dr € A(R, R)



e La propiedad de ideal: dados espacios de Banach E, Ey,F.F, ,si T € A(E,F), S €
L(Ey,E)y Re€ L(F, Fy), se tiene que SoT o R € A(F1, F}).

Un ideal de operadores A se dice normado (de Banach) si hay una funcién || - || 4: A — Rx>q

tal que para espacios de Banach E, Ey, F, | cualesquiera, se tienen las siguientes propiedades
o (A(E,F),| -|la) es un espacio normado (de Banach).
o dglls=1.
e SiTe A(E,F),Se L(E\,E)y Re L(F,F,), entonces [|[SoT o R||4 < [|S|||T].4llR]-

Para dos ideales de operadores normados A y B, escribiremos A C B si para cualesquiera
espacios de Banach E y F, se tiene que A(E,F) C B(E,F) y ||[T|ls < ||T||4 para todo
f € A(E, F). Para simplificar la notacién y ganar claridad, a los ideales de operadores lineales
de Banach los denominaremos simplemente ideales de Banach y los denotaremos con las letras
A, B.

Con F, Iy W denotamos a los ideales de operadores aproximables, compactos y débilmente
compactos, respectivamente, mientras que X serd el ideal de operadores separables, es decir,
aquellos operadores cuya imagen es separable. Todos estos ideales, dotados con la norma usual
de operadores, son ideales de Banach y se los denominan cerrados. Otros ideales de Banach
que utilizaremos que no son cerrados son, para 1 < p < oo, los operadores p-nucleares N,
cuasi p-nucleares QN ,, p-compactos K, en el sentido de Sinha y Karn [55] y los operadores
p-sumantes I[,. Para 1 < p < oo, Z, seran los operadores p-integrales, PZ, los operadores
Pietsch p-integrales y £, los operadores p-factoreables.

Otros de los ideales lineales que consideramos en este trabajo son los denominados ideales
de factorizacion. Siguiendo la notacién usada por Pietsch [46], si A es una clase de espacios de
Banach, denotamos op(A) a los operadores que se factorizan linealmente a través de un espacio
de Banach perteneciente a A, esto es, para espacios de Banach E'y F, T € op(A)(E,F) siy
solo si existe G € A y operadores S € L(E,G), R € L(G, F) de manera que T'= Ro S. Para
T € op(A), se define

1T Nlopeay := LI RIIST}

donde el infimo se toma sobre todas las factorizaciones lineales T'= Ro S a través de un espacio
perteneciente a A. A lo largo del trabajo, solo consideraremos las clases A tal que op(A) dotado
con || - |lop(a) €s un ideal normado. Por ejemplo, tenemos que F = op(FIN). Es decir, un
operador lineal entre espacios de Banach es de rango finito si y sélo si se factoriza a través de
un espacio de dimensién finita. De la misma forma, X = op({E: E separable}). Por la versién
isométrica del teorema de factorizacién de Davis, Figiel, Johnson y Pelczyriski [22], obtenida
por Lima, Nygaard y Oja [37], se tiene que W = op({E: E reflexivo}). Finalmente, recordamos
que la clase de operadores que se factorizan a través de co, op(co), 0 £, op(¢,), para 1 < p < oo,
son ideales de Banach.

Dado un ideal de Banach A, existen distintos procedimientos sobre A que dan otros ideales

de Banach. Algunos de ellos son:



o A*¢ la capsula reqular de A, conformada por todos los operadores T: E — F tales que
kpoT € A(E,F"), con la norma dada por ||T|
Ares = A.

aree = ||kp o T||a. A se dice regular si

o A la cdpsula inyectiva de A, conformada por todos los operadores T': E — F tales que
JpoT € A(F,ls(Bgr)), con la norma dada por ||T|
si AN = A

i = || JpoT|| 4. A se dice inyectivo

o A% la cdpsula suryectiva de A, conformada por todos los operadores T: E — F' tales
que T o Qr € A(¢1(Bg), F), con la norma dada por ||T|| g = [|T 0 Qg||la. A se dice

suryectivo si A = A.

o Al o] jdeal dual de A conformado por todos los operadores T: E — F tales que su
adjunto, T": F' — E', pertenece a A(F’, E'), con la norma dada por ||T|| gauar := ||77]| 4

o A" a cdpsula maximal de Ay A™®, el nicleo minimal de A son respectivamente el
maximo y el minimo de la familia parcialmente ordenada de ideales de Banach B tales
que B(M,N) = A(M, N) para todo M, N € FIN. A se dice mazimal si A™ = Ay

minimal si A™" = A.

Para més de la teoria de ideales de Banach se recomienda el libro de Defant y Floret [23] y
el de Pietsch [46].

Funciones Lipschitz

Dados espacios métricos X e Y, una funcién f: X — Y se dice Lipschitz si existe C' > 0 tal que
d(f(x), fy)) < Cd(x,y) para todos z,y € X. En tal caso, se define la constante de Lipschitz

de f como

Lip(f) := sup M

z,yeX d(l’, y)
TFy

Al conjunto de funciones Lipschitz que apliquen 0 en 0 lo denotamos Lip,(X,Y), esto es,
Lipy(X,Y) :={f : X — Y Lipschitz con f(0) = 0}.

Cuando Y = E es un espacio de Banach, se tiene que (Lip,(X, E), Lip(-)) es un espacio de
Banach, por lo que a la funcién Lip(+) se la llama también la norma Lipschitz. A las funciones
Lipschitz de un espacio métrico en un espacio de Banach que apliquen el 0 en 0 los llamaremos

operadores Lipschitz. En el caso en que el codominio es £ = R, denotamos
X# .= Lipy(X,R)

y lo llamamos el dual Lipschitz de X. Si E'y F son espacios de Banach, se tiene que L(E, F) C
Lipy(F, F), y la norma Lipschitz restringida a L(E, F’) es la norma usual de operadores.
Para todo espacio métrico X, su dual Lipschitz X es, como espacio de Banach, un espacio

dual. A continuacién describiremos brevemente un predual X# y algunas propiedades que
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utilizaremos a lo largo del manuscrito. Siguiendo el libro de Weaver [58], a este espacio predual
lo denominaremos el espacio de Arens—Eells [5], pero también es conocido como el Lipschitz
free space (ver [29] por ejemplo), o transportation cost space. Dados x,y € X, el funcional
b2y € (X7) definido, para f € X#, como

{02y, f) = fx) = f(y)

se denomina molécula elemental.
A las combinaciénes lineales de moléculas elementales las llamaremos moléculas y al espacio

vectorial de moléculas de X lo denotaremos MOL(X), esto es,
MOL(X) :=span{d,, : 7,y € X} C (X*#).

Se define la norma de Arens-FEells de una molécula m en X como

n n
e = {3t = 3t
i=1 i=1
donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de m como combinacion lineal de
moléculas elementales. El espacio de Arens-Eells de X, denotado A(X), es la completacion de

MOL(X) con respecto a esta norma. El siguiente resultado se puede encontrar, por ejemplo,
en [58, Theorem 3.3].

Teorema. Sea X un espacio métrico. FEl espacio dual del espacio de Arens—Fells de X es
1sométricamente isomorfo al espacio dual Lipschitz de X. Mds aun, sobre conjuntos acotados

de X7, la topologia débil * inducida coincide con la topologia de convergencia puntual.

Dadas f € X#, m € MOL(X) y una representacién de m como combinacién lineal de

moléculas elementales, m = " | a;0,, ,,, la dualidad viene dada por

n

(m, ) = ai(f(w:) = f(u:)-

i=1
Notemos que

n

> ailf (i) — fw:))

=1

n

< Lip(f) Y laild(zs, yi)-

=1

[(m, f)| =

Siguiendo a Godefroy y Kalton [29], dados espacios métricos X e Yy f € Lip,(X,Y), existe
un tnico operador lineal acotado f: B(X) — A(Y) con ||f|| = Lip(f) tal que el siguiente

diagrama conmuta
x—1 4y
5X 6Y

E(X) T) EY)

10



Maés atn, tal operador esta definido, en una molécula elemental, como

~

f(6zy) = 05(2).10)-

Para X un espacio métrico y Xy un subconjunto de X con 0 € Xy, denotando ¢: Xg — X a
la inclusidn, se tiene que A (Xj) es un subespacio de A(X) e 72 A(Xy) — A(X) es la inclusién
(vedse [58, Theorem 3.7]). Ademas, si f: X — Y es un isomorfismo Lipschitz, es decir, una
funcién Lipschitz biyectiva con inversa Lipschitz, entonces f : E(X) — E(Y) es un isomorfismo
lineal entre espacios de Banach.

Para un espacio de Banach E, llamamos baricentro u operador baricéntrico de E al operador

lineal Bg: A(FE) — E definido en una molécula m = 37 | A;jd,; como

Be(m) =Y Az
j=1

y extendido por densidad. Se trata de un operador cociente (esto es, es suryectivo, ||Sg|| = 1
y |lz|| = inf{||ul|z : * = S(u)} para todo z € E). Si f € Lipy(X, E), al operador lineal
L;: E(X) — E definido por

Ly=Bgof
lo llamamos la linealizacién de f. Esta cumple que Liodx = fy | Ls|| = Lip(f). Para resumir,
Propiedad universal de A(X). Sea X espacio métrico. Se tiene que
(a) La funcion 6: x — 6, es una isometria de X en A(X).

(b) Si E es un espacio de Banach y f € Lipy(X, E), entonces Ly: £(X) — E es el dnico
operador lineal tal que Ly od = f y ||T|| = Lip(f). Es decir, el siguiente diagrama

conmuta.
x —1L . p
H(X)
En particular, Lipy(X, E) es isométricamente isomorfo a L(A(X), E).

Observemos que si T: E — F es un operador lineal acotado entre espacios de Banach,
puesto que el operador lineal T'o fg: A(FE) — F satisface que (T o fg) o dp = T', por unicidad

de la linealizacion se tiene que
Ly =To Bp.

Si f € Lipy(X,E) y T € L(E, F), por unicidad de la linealizaciéon de T o f, se tiene que
Lyoy =T o Ly.
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Ideales de operadores Lipschitz

Farmer y Johnson [26] extendieron la nocién de operador p-sumante para funciones entre espa-

cios métricos de la siguiente manera.

Definicién. Dados X,Y espacios métricos, una funcion f: X — Y se dice Lipschitz p-

sumante (1 < p < oo) si existe C > 0 tal que para toda coleccion finita de pares de elementos

T1, YLy -+ Ty Yn €N X, Se tiene que
n 1/p n 1/p
(Z d(f(x:), f(yi))p) < C sup (Z lg(@:) — g(ymp) .
i=1 9€Bx# \i=1

Al infimo de las constantes C' que satisfacen la condicion anterior se lo llama la norma Lipschitz

p-sumante de f.

A la clase de operadores Lipschitz p-sumantes la denotamos HZE. En su trabajo, entre otras
cosas, mostraron que esta definicién extiende la nocién de operador lineal p-sumante. Esto
es, si T € L(E, F) es Lipschitz p-sumante, entonces es p-sumante (en el sentido lineal), y la
norma p-sumante de 7' coincide con su norma Lipschitz p-sumante. Este resultado, siguiendo
la notacién que utilizamos, puede escribirse como Hzf NL =1L,

En otro trabajo publicado el mismo ano, Johnson, Maurey y Schechtman [33] introdujeron
la clase de operadores Lipschitz p-factoreables. Una funcién Lipschitz f € Lipy(X, E) se dice
Lipschitz p-factoreable, 1 < p < oo, si kgo f se factoriza a través de un Ly-espacio via funciones
Lipschitz. Entre otras cosas, demostraron que si T: & — F' es un operador lineal Lipschitz
p-factoreable, entonces es p-factoreable (en el sentido lineal).

A partir de los dos trabajos anteriores, varios autores comenzaron a investigar distintas clases
de funciones Lipschitz que extienden clases de operadores lineales. Extendiendo la nocién de
ideal de operadores lineales de Pietsch, en los trabajos de Achour, Rueda, Sanchez-Pérez y Yahi
[1] y Cabrera-Padilla, Chavez-Dominguez, Jiménez-Vargas y Villegas-Vallecillos [13] de forma
independiente se introdujo la nocién de ideal de operadores Lipschitz.

Una subclase Z de Lip, es un ideal Lipschitz si para todo espacio métrico X y espacio de
Banach FE, sus componentes Z(X, F): = Lip,(X, E) N Z satisfacen

e Z(X, E) es un subespacio lineal de Lip,(X, E).
o Idg € (R, R).

e La propiedad de ideal: si g € Lipy(Y, X), f € Z(X,E) y S € L(E, F), entonces So fog €
(Y, F).

Un ideal de operadores Lipschitz Z se dice normado (de Banach) si hay una funcion ||-||z: Z —
[0,4+00) tal que para espacios métricos X e Y y espacios de Banach F y F' cualesquiera, se

tienen las siguientes propiedades
o (Zrip(X, E);||-|lz) es un espacio normado (de Banach).
o |Idp: R — Rz = 1.
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e Sige Lipy(Y,X),feZ(X,E)y S € L(E,F), entonces ||S o fogl|lz <Lip(g)|lfllz]|S]-

En particular, si Z es un ideal normado, vale que Lip(-) <|| - ||z
Fijado 1 < p < o0, la clase de funciones Lipschitz p-sumantes y los operadores Lipschitz
p-factoreables de Johnson, Maurey y Schechtman son ideales Lipschitz de Banach.

En general, a los ideales Lipschitz de Banach los denotaremos con las letras Z, J. Si (Z, ||||z)

y (J,| - ||7) son dos ideales Lipschitz normados, decimos que Z C J si para todo espacio
métrico X y espacio de Banach E, se tiene que Z(X, E) C J(X, E) y || fll7 < |l fllz para todo
f e I(X,E).

Como dijimos en la Introduccion, nos interesaremos en los operadores lineales que pertenecen
a un cierto ideal Lipschitz. La demostracion de la siguiente proposicién se deduce directamente

de las definiciones y por ende la omitimos.

Proposicién. Si Z es un ideal Lipschitz (normado, de Banach), entonces T N L es un ideal

lineal (respectivamente, normado, de Banach).

En algunos casos, nos interesard comparar ideales Lipschitz con ideales lineales. En estos
casos, para abreviar, escribiremos A C Z en lugar de A CZ N L.

Si ;v Us son dos ideales, cada uno de los cuales es lineal o Lipschitz de Banach, denotamos
i oy a la clase de operadores ¢ que admiten una factorizacion ¢ = ¢ o ¢o, con ¢; € i; y
¢9 € Hy. La cuasi-norma de ¢ en iy oily se define como ||@||yqos, := inf{||d1]|g, || P2l ey, }, donde
el infimo se toma sobre todas las posibles factorizaciones. La composicién i o iy o 83 se define
como ik o (4 o ily), o equivalentemente, como (84 o ihy) o 4s. A modo de ejemplo, notar que
si Z es un ideal Lipschitz normado, la propiedad de ideal de Z se puede escribir de la forma
LoToLip, CT.
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Capitulo 1

Ideales Lipschitz de Banach

Este primer capitulo esta destinado a introducir y estudiar distintos ideales Lipschitz de Banach
de una forma sistematica. Mostraremos varios procedimientos que generan ideales Lipschitz y
sus distintas propiedades. Los dos primeros procedimientos que presentaremos generan ideales
Lipschitz a partir de ideales de operadores lineales, mientras que los siguientes generan ideales
Lipschitz a partir de otros ideales Lipschitz. A medida que vayamos introduciendo cada uno de
ellos, vamos a ir ejemplificandolos, obteniendo asi distintos ideales Lipschitz. Varios de estos

ideales fueron introducidos por distintos autores.

1.1 Ideales Lipschitz de composicién

Los ideales Lipschitz de composicién fueron introducidos por Achour, Rueda, Sanchez-Pérez y

Yahi [1] y fueron también estudiados por Saadi [51], Turco y Villafane [57], entre otros.

Definicién 1.1. Sea A un ideal de operadores (de Banach). El ideal Lipschitz (de Banach) de
composicion de A es
A o Lip,.

Una caracterizaciéon de los ideales de composicién se obtiene a partir de la linealizacion de
operadores Lipschitz a través del espacio de Arens—Eells. Si bien la demostracién de la siguiente

proposicion es estandar, la incluimos.

Proposicién 1.2. Sean A un ideal lineal normado, X un espacio métrico, E un espacio de
Banach y f € Lipy(X, E). Entonces f € Ao Lipy(X,E) si y solo si su linealizacion Ly €
A(A(X), E). En tal caso, || f||acrip, = || Lf|la. Como consecuencia, para todo espacio métrico
X y todo espacio de Banach E, Ao Lipy(X, E) es isométricamente isomorfo a A(HE(X), E).

Demostracion. Supongamos que f € A o Lipy(X, E), y sean G un espacio de Banach, g €
Lipy(X,G) y T € A(G, E) tales que f = T og. Tenemos que la linealizacién de f es Ly = ToL,.
Por lo tanto Ly € A(E(X),E) y |[Lslla < ||T]|aLip(g). Por arbitrariedad de la A o Lip,-
factorizacién de f, inferimos que ||Lf|l4 < || f|| AoLip,-

Reciprocamente, supongamos que Ly € A(E(X), E). Delaigualdad f = Lyodx, deducimos

que f € Ao Lipy(X, E) y [ fllacrip, < [ILlla- 0
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Comentarios 1.3.

1. Si consideramos F el ideal de operadores de rango finito, una funcién pertenece a F oLip,,
si y solo si el subespacio generado por su imagen es finito-dimensional. Siguiendo [1], a
los operadores en F o Lip, los llamamos Lipschitz de rango finito. Como consecuencia de
la Proposicién 1.2, se puede ver que un operador f pertenece a F o Lip,(X, E) si y solo

si existen gi1,...,9n € X* y v1,...,v, € E de manera que
n
flz) = Zgi(x)vi para todo x € X.
=1

Para 7 un ideal Lipschitz, de la condiciones de ideal Lipschitz se deduce que FoLip, C 7.
En el caso en que X es un espacio métrico finito o £ es un espacio normado finito-

dimensional, se tiene que Z(X, E) = F o Lip,(X, F) como conjuntos.

2. Para F, el ideal de operadores aproximables, de la Proposicién 1.2 se deduce la igualdad

F o Lip, = F o Lipg """,

Siguiendo [1], a los operadores en F o Lip, los llamamos Lipschitz aprozimables.

3. Los operadores lineales de rango finito (aproximables) son, en particular, operadores
Lipschitz de rango finito (respectivamente, Lipschitz aproximables). En general, dado un
ideal de Banach A, si 7 es un ideal Lipschitz de Banach tal que A C Z, de la propiedad
de ideal se tiene que

A C AoLip, CZ.

En otras palabras, A o Lip, es el ideal Lipschitz de Banach mas chico que contiene a A.

4. Jiménez-Vargas, Sepulcre y Villegas-Vallecillos en [32] introducen el ideal de operadores
Lipschitz (débilmente) compactos de la siguiente manera: Un operador f € Lip,(X, E) se
dice Lipschitz (débilmente) compacto si el conjunto {%ﬁy) cx,y € X,x # y} es pre-
compacto (resp., débilmente precompacto) en E. Este ideal Lipschitz es de composicién
[32, Proposition 2.1] y coincide con K o Lip, (resp., W o Lip,). Achour, Dahia y Turco en

[3] introducen la clase de operadores Lipschitz p-compactos, que coincide con K, o Lip,,.

5. Dado 1 < p < oo, Chen y Zheng [19] definen una clase de operadores Lipschitz que
denominan fuertemente Lipschitz p-nucleares. Dicha clase estd conformada [19, Theorem
2.2] por los operadores f € Lip,(X, E) tales que existen g € Lipy(X,l), T € L({,, E) y
A € £, de manera que el siguiente diagrama conmuta

X ! y E
‘C’l TT
s L > Ly
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donde M, es el operador de multiplicacion por A. De la Proposicién 1.2 se deduce que
esta clase coincide con el ideal de composiciéon N, o Lip,. En el caso p = 1, puesto que
N es el ideal de Banach més chico [46, Theorem 6.7.2], para todo ideal Lipschitz de
Banach Z se tiene que N7 CZN L C Z y por ende N o Lip, C Z, lo cual nos dice que
N o Lip, es el ideal Lipschitz de Banach mads chico, resultado que puede ser encontrado
en [57, Lemma 3.10]. Una generalizacién del ideal de operadores fuertemente Lipschitz
p-nucleares, que también es un ideal de composicion, es introducida por Belacel y Chen
(véase [10, Theorem 2.8]).

En analogia con el ejemplo anterior, Jiménez-Vargas, Sepulcre y Villegas Vallecillos [32]
introducen una clase de operadores Lipschitz que denominan fuertemente Lipschitz p-
integrales [32, Definition 2.4]. Acorde a su definicién, dado 1 < p < oo, un operador
f € Lipy(X, E) es fuertemente Lipschitz p-integral si existen un espacio de medida finita
(Q,2,n), T € L(L,(1n), E") v g € Lipy(X, Loo(pe)) tales que el siguiente diagrama con-

muta.

X f s E ke, gy
g T
Loo(p) o > Ly(p)

siendo to p €l operador inclusién. De la Proposiciéon 1.2 se deduce que esta clase es el ideal
Lipschitz de composicién Z,0Lip,. A los operadores en Z;oLip,,, Cabrera-Padilla y Jiménez
Vargas en [15] los llaman Lipschitz Grothendieck integrales. Una generalizacién del ideal
de operadores fuertemente Lipschitz p-integrales, que también es ideal de composicién, es
introducida por Belacel y Chen [10, Definition 4.2].

Otro ejemplo de ideal Lipschitz de composicién es introducido por Saadi en [50], quien

los denomina Lipschitz-Cohen fuertemente p-sumantes. Este coincide con ngal o Lip,.

Fijado un ideal Lipschitz de Banach Z, se tiene que (Z N L) o Lip, € Z. En particular, si

7 = Ao Lip, es un ideal de composicion,

((AoLipy) N L) o Lip, C A o Lip,.

Por otro lado, tenemos que A C (A o Lip,) N L y por lo tanto

Ao Lip, C ((Ao Lipy) N L) o Lip,.

Combinando ambas inclusiones, obtenemos un criterio que resultara 1til para establecer si un

ideal Lipschitz es de composicién o no. Este resultado puede encontrarse en [57, Proposition

3.16).

Proposicién 1.4. Un ideal Lipschitz T es de composicion si y solo si T = (Z N L) o Lip,,.
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1.2 1Ideales Lipschitz con la propiedad de ideal fuerte

Algunos ideales Lipschitz pueden ser definidos no solo entre un espacio métrico y un espacio
de Banach, sino también entre espacios métricos, como sucede con los operadores Lipschitz p-
sumantes. Para estos ideales, al no necesitar que los espacios involucrados para definirlos tengan
una estructura lineal, carece de sentido que la propiedad de ideal involucre a operadores lineales.
En virtud de esto, Cabrera-Padilla, Chavez-Dominguez, Jiménez-Vargas y Villegas-Vallecillos

[13, Definition 6.1] introdujeron la siguiente definicién.

Definicién 1.5. Un ideal Lipschitz de Banach 7 tiene la propiedad de ideal fuerte si Lip,oZ = 7.
Es decir, dados X un espacio métrico, E'y F espacios de Banach, f € Z(X, E) y g € Lipy(E, F),
se tiene que go f € Z(X, F) y [lg o fllz < Lip(9)|| f|lz-

Ejemplos 1.6.

1. Chen y Zheng [19] introdujeron la clase de operadores Lipschitz p-nucleares de la siguiente
forma. Dados X e Y dos espacios métricos, una funcién f € Lip,(X,Y’) es Lipschitz p-
nuclear si existen g € Lipy(X, ls), h € Lipy(£p, Y) v A € £, tales que el siguiente diagrama

conmuta
X ! .Y
f A >y Ly,

donde My: lo — £, es el operador de multiplicaciéon por A. Vale recordar que M) es
un operador p-nuclear. Luego, un operador Lipschitz f: X — Y es p-nuclear si y sélo si
existen espacios de Banach E y F', operadores Lipschitz g € Lip,(X, E) y h € Lipy(F,Y)
y un operador lineal T' € N,(E, F) tal que f = hoT og. En el caso de que el espacio de
llegada es un espacio de Banach, esta clase de operadores es un ideal Lipchitz de Banach
que se puede caracterizar como Lip, o N, o Lip,. De la definicién se deduce que este ideal

tiene la propiedad de ideal fuerte.

2. Anélogamente, Achour, Dahia y Turco en [3] introdujeron la clase de operadores Lipschitz
Pietsch p-integrales entre espacios métricos. Dados X e Y espacios métricosy 1 < p < o0,
una funcién f € Lipy(X,Y’) es Pietsch p-integral si existen un espacio de probabilidad
(2,3, ) y dos funciones Lipschitz f € Lipy(X, Leo(it)) v g € Lipy(L,(1),Y) tal que el

siguiente diagrama conmuta

> Y

X
Loo(1t) > Lp(p),

Loo,p

En el caso de que el espacio de llegada es un espacio de Banach, esta clase de operadores
es un ideal Lipchitz de Banach que se puede caracterizar como Lip, o PZ, o Lip,. Este

ideal Lipschitz también tiene la propiedad de ideal fuerte.
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Los ejemplos anteriores de ideales Lipschitz con la propiedad de ideal fuerte pueden ser

estudiados bajo un mismo marco. Para un ideal de Banach A, los ideales Lipschitz de la forma
Lipy o Ao Lip,

fueron estudiados en [AT]. Dado un espacio métrico X y un espacio de Banach F, se tiene
que f € Lip, o A o Lipy(X, E) si y solo si existen espacios de Banach G, y G5 y operadores
g1 € Lipg(X,G1), T € A(G1,G3) y g2 € Lipy(Gs, E) tales que f = gy 0T o g1, como se ilustra

en el siguiente diagrama

X ! s E
l ] (1.1)
Gl T > GQ.

Para f € Lip, oA o Lipy(X, E),

[/ lipgooripy = f{Lip(g2) | T aLip(g1)}-

De la misma forma como se vio para ideales Lipschitz de composicion, si Z es un ideal
Lipschitz de Banach con la propiedad de ideal fuerte y A es un ideal de Banach tal que A C Z,
se tiene que Lip, oA o Lip, C Z. El ideal Lip, o A o Lip, es el ideal Lipschitz con la propiedad
de ideal fuerte mas chico que contiene a A. En el caso particular en que Z sea de la forma

Lip, o A o Lip,, se tiene que
Lip, o ((Lipy o A o Lip,) N L) o Lip, C Lip, o A o Lip,,.

Por otro lado, si Z = Lip, o A o Lip, para algtin ideal de Banach A, como A C Z N L se tiene
que
Lip, o A o Lip, C Lip, o (Z N L) o Lip,.

Combinando estas dos inclusiones, obtenemos un criterio analogo al de la Proposicién 1.4 para

ideales de la forma Lip, o A o Lip,,.

Proposicion 1.7. Un ideal Lipschitz de Banach I es de la forma Lip, o A o Lip, para algin
ideal de Banach A si y solo si T = Lip, o (Z N L) o Lip,.

Para finalizar esta seccion, veremos en qué casos un ideal de composicion tiene la propiedad

de ideal fuerte. Comencemos con un ejemplo.

Ejemplo 1.8. Consideremos el ideal de Banach de operadores separables X y veamos que

X o Lip,, tiene la propiedad de ideal fuerte, es decir que
X o Lip, = Lip, o X o Lip,,.

Tomemos un espacio métrico X, espacios de Banach E'y F, f € XoLipy(X, FE)y g € Lipy(E, F).
Puesto que la imagen de f es separable, también lo es la imagen de g o f. Denotando G al
subespacio cerrado generado por la imagen de go f, h: X — G a la correstriccion de go f a G
e tf: G — F alainclusién, que es un operador lineal separable por ser G un espacio separable,

se tiene que g o f =15 o h, de modo que go f € X o Lipy(X, F).
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De los ideales Lipschitz de composicién que tengan la propiedad de ideal fuerte podemos

decir lo siguiente.

Proposicion 1.9. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach de composicion que tiene la propiedad de

ideal fuerte. Entonces para todo espacio normado finito-dimensional E, se tiene que Id g gy €

TN L(EE), BE)).

Demostracion. Tomemos E un espacio normado finito-dimensional. Como Idg € ZTNL(E, E) e
7 tiene la propiedad de ideal fuerte, tenemos que dp = dp o Idg € Z(E, E(E)). Como estamos
asumiendo que Z es un ideal de composicion, por la Proposicion 1.2 tenemos que Idgg), la

linealizacién de dg, pertenece a Z N L(&E(E), A(FE)), concluyendo asi la prueba. O

Tratemos de entender mejor la proposicién anterior. Supongamos que A es un ideal de Ba-
nach tal que Idgw) € A(E(R), E(R)). Como E(R) = L(R) (véase por ejemplo [58, Example
3.11]) y 4, es 1-complementado en L;(R) [8, Lemma 5.1.1], se tiene que Id,, € A(¢y,¢;). Por lo
tanto, como para todo espacio de Banach separable F| existe un operador cocientey q: ¢ — FE,

obtenemos que ¢ = Idg o ¢ € A({y, E) o, equivalentemente, Idg € A" (E, E). Asi, tenemos

Proposicién 1.10. Sea A un ideal de Banach tal que Idgr) € A(ER), ER)). Entonces
existe una constante C > 0 tal que para todo par de espacios de Banach E y F, se tiene que

X(E,F) C A™(E,F) como conjuntos y esta inclusion es continua de norma a lo sumo C.

Demostracion. Sea T' € X(F, F). Luego existe un espacio de Banach G separable y operadores
Re LIE,G)y S e L(G,F)talqueT = SoR=SolIdgoR. Por lo dicho anteriormente, al
ser G separable, Idg € A™™ (G, G) implicando que T € A (E, F). O

Combinando las dos proposiciones anteriores, obtenemos

Corolario 1.11. Si Z es un ideal Lipschitz de Banach de composicion y con la propiedad

de ideal fuerte, entonces para todo par de espacios de Banach separables E y F se tiene que

(INLyP™(B,F) = L(E,F).

De la definicién de operador Lipschitz p-sumante, se desprende que el ideal de operadores
Lipschitz p-sumantes tienen la propiedad de ideal fuerte. Ademads, como mencionamos en los
Preliminares se tiene que Hﬁ NL = 1II,. Estos resultados, en combinacién con el corolario previo
implica que Hﬁ no es de composicién ya que, si lo fuera, tendrfamos que 1L (E, F') = L(E, F)
para E y F' espacios de Banach separables cualesquiera, lo cual no es posible pues, como
IT, € W, se tiene que Hf,ur C WSy =W.

Por otro lado, dado que Lip, oIl, o Lip, es el ideal Lipschitz con la propiedad de ideal fuerte

més chico que contiene a II,, se tiene que Lip, o IT, o Lip, C HZE y por consiguiente
IT, C (IT, o Lipg) N £ C (Lipy o I, 0 Lipy) N £ C II; N £ =11,

con lo cual (Lip, o I, o Lipy) N £ = II,,, de donde también deducimos que Lip, o II, o Lip, no

es de composicion.
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Para un ideal de Banach A con la propiedad de que A" = L, no se tiene necesariamente
que A = L. Por ejemplo, el ideal de operadores 1-factoreables £; cumple que £i" = £ por la
Proposicién A.7 y £, # L aun entre espacios separables.

Por otro lado, si consideramos el ideal Lipschitz Lip, o £; o Lip,, que tiene la propiedad de
ideal fuerte y como £; C (Lip, o £; o Lip,) N £, tomando cépsulas suryectivas se obtiene que
((Lipg o £ o Lipy) N £)*™ = L. Sin embargo, el ideal Lip,0£;0Lip, no es de composicién, como
veremos en la Proposicion 3.22. Por consiguiente, no vale la reciproca del corolario anterior.

No conocemos un ejemplo de un ideal Lipschitz de Banach no cerrado de composicién que

tenga la propiedad de ideal fuerte.

1.3 Capsula regular y capsula inyectiva

Comenzamos ahora con distintos procedimientos para obtener ideales Lipschitz a partir de otros
ideales Lipschitz. Los primeros dos procedimientos que veremos son los de capsula regular y
capsula inyectiva y sus definiciones son analogas a las de capsula regular y capsula inyectiva de

ideales de Banach.
Definicién 1.12. Dado un ideal Lipschitz de Banach Z,

e Su capsula regular T'¢ esta formada por los operadores Lipschitz f € Lipy(X, E) tales
que kgo f € Z(X, E”). La norma de Z** viene dada por || f

reqular si Z = 175,

res: = ||kgo fllz. T se dice

e Su cdpsula inyectiva IT™ estd formada por los operadores Lipschitz f € Lipy(X, F) tales
que Jg o f € Z(X,ls(Bg)). La norma de Z™ estd dada por ||f||zmi: = ||Je o f|lz. T se

dice inyectivo si T = IT™.

La cépsula inyectiva de un ideal Lipschitz fue introducida por Achour, Rueda, Sanchez-
Pérez y Yahi en [1, Definition 2.2]. Analogamente al caso lineal, se puede ver que Z"¢ ¢ ™

son ideales Lipschitz de Banach.

Comentario 1.13. Notemos que en la definicién de cédpsula inyectiva de un ideal Lipschitz de
Banach, al igual que en el caso lineal, se puede tomar cualquier isometria lineal 7 de £ a un

espacio de Banach 1-inyectivo F' en lugar de la isometria Jg (ver, por ejemplo [46, 4.6.9]).

Con respecto a la capsula inyectiva de un ideal Lipschitz al considerar isometrias lineales

arbitrarias, tenemos
Proposicion 1.14. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach.

(a) Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach, f € Lipy(X,FE), y j: E — F una
isometria lineal de E en un espacio de Banach F. Si jo f € I(X,F), entonces f €
(X, E) con || fllzm < |lj o fllz.

(b) El ideal I es inyectivo si y solo si cualesquiera que sean el espacio métrico X, el espacio
de Banach E, f € Lipy(X, E) y la isometria lineal j: E — F tal que jo f € Z(X, F), se
tiene que [ € Z(X, E) con ||fllz = |ljo fllz-
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Demostracion.

(a) Dado que j: E — F es isometria lineal y (o (Bg) es 1-inyectivo, existe Jg € L(F, los(Bg))
tal que Jgoj = Jg y || Jg| = 1. Por lo tanto, si jo f € Z(X, E), se tiene que Jg o f €
T(X, tx(Bs)) con |[Jp o fllz < [l o fllz. equivalentemente, f € Z7 (X, E) con [|fllzm <
170 fllz.

(b) Si Z =7™, tomando fy j como en el enunciado, por el item (a) se tiene que f € Z(X, E)
con ||fllz < |ljo fllz < ||fllz. Para la implicacién reciproca, basta con tomar la isometria

lineal Jg.
O

Del {tem (a) de la proposicién anterior se deduce que Z*® C 7™ para todo ideal Lipschitz de
Banach Z. Debido a que la definicién de capsula regular e inyectiva solo involucra isometrias lin-
eales, es de esperar que estos procedimientos tengan un comportamiento razonable con respecto

a ideales de composicién. De hecho, se tiene

Proposicién 1.15. Sea A un ideal de Banach. Entonces
(Ao Lipy)® = A8 o Lip, y (Ao Lipy)™ =A™ o Lip,

Demostracion. Solo demostraremos el caso de la capsula regular. El de la capsula inyectiva es
andlogo. Fijemos un espacio métrico X, un espacio de Banach F y sea f € Lip,(X, E). Puesto

que kg es lineal, la linealizacién de kg o f es Ly,of = kg o Ly. Usando la Proposicién 1.2,

tenemos
f € (AolLipy)™8(X,E) <= kgofe AoLip,(X,E")
<= kgolL;e A(E(X),LE")
s L; c A5(A(X), E)
< [ e Ao lLip,
y de la misma cadena de equivalencias se ve que || f||(aoLipy)res = || f1].ArezoLip, u

Ejemplos 1.16.

1. Farmer y Johnson en [26] introdujeron los operadores Lipschitz p-integrales de la siguiente
forma. Dados espacios métricos X,Y y f € Lipy(X,Y), f se dice Lipschitz p-integral si
existen un espacio de medida finita (Q, %, i), g € Lipy(X, Loo(1)) y b € Lipy(Ly(p), (Y#)')

tales que el siguiente diagrama conmuta

X Ly & (y#y
d k
Loo(p) — > Ly(p)

La norma Lipschitz p-integral de f se define como inf{Lip(g)Lip(h)}, donde el infimo esta

tomado sobre todas las tripletas (g, h, i) que satisfacen la condicién del diagrama. Cuando
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Y = E es un espacio de Banach, puesto que E” es 1-complementado en (E#)" (véase [38,
Theorem 2]), podemos reemplazar la isometria métrica K por la lineal kg: E — E” en
la definicién. A partir de eso, vemos que la clase de operadores Lipschitz p-integrales de

espacios métricos a espacios de Banach es el ideal Lipschitz de Banach (Lip,0PZ,0Lip,) .

2. El ideal de operadores Lipschitz p-factoreables de Johnson, Maurey, Schechtman, men-
cionado en los Preliminares, coincide con (Lip, o op(LL,) o Lip,)*8, donde L, denota la

clase de espacios L.

Cerramos esta seccién con un resultado relativo a la composicion de ideales que se puede
comparar con uno de Oertel [43] para ideales lineales. Si bien, en general, la composicién de dos
ideales normados es cuasi-normada, eso no quita el hecho que podamos considerar su capsula

regular.

Proposicién 1.17. Sean A un ideal de Banach e T un ideal Lipschitz de Banach. Entonces
(Ao )8 C A o 7,

En particular, st T es inyectivo, se tiene que
(AoZ)®=A"®0oT.

Demostracion. Sea f € (AoZ)™8(X, E)ye > 0. Tomemos un espacio de Banach F'y operadores
g€ I(X,F), T € A(F, E") tales que kg o f = To gy |Tlallglr < (1 + )| fllcaozyes. Sea
Fy := T7Y(E), que es un subespacio lineal cerrado de F. Como T(F,) C E, podemos definir
el operador Ty: Fy — E tal que kg o Ty(xz) = T(x). Como T o tf; = kg o Ty, tenemos que
Ty € A™8(Fy, E) con ||To|| arez < ||T]] 4.

Sea gy € Lipy(X, Fp) definida como go(z) = g(x) para x € X. Como T o f(x) € E para
todo © € X, gy estd bien definida. Tenemos que tj 0 go = g € Z(X,F) C I™(X, F). Por el
item (b) de la Proposicién 1.14, go € Z™ (X, Fy) con ||go||lzmi = ||t © gollzmi = |9z < [lg]lz-
Notando que kg o f = kg o Tp o gy tenemos que f = Tyo go. Luego f € A oM (X, E) con
aregorini < (1 + )| f | (aozyres-

Esto demuestra la primera igualdad del enunciado. Ahora, supongamos que " = T.

1.f]

Por lo recientemente probado, tenemos que (A o Z)*¢ C A" o Z, y dado que la inclusién
A8 0T C (AoZ)"*8 se puede ver directamente a partir de las definiciones de los ideales

involucrados, se tiene que (Ao 7)™ = A8 o T. O

1.4 Capsula Lipschitz inyectiva

Para el caso lineal, la cdpsula inyectiva de un ideal de operadores se puede caracterizar a través
de una condicién de dominacién. Dado un ideal de operadores A, un operador T' € L(E, F)
pertenece a A™(FE, F) si y sélo si existe un operador R € A(FE, G) tal que | Tv|| < ||Rv|| para
todo v € F [46, Proposition 8.4.4]. Esta caracterizacion de la cédpsula inyectiva puede utilizarse
para llevarla al caso Lipschitz y no es necesario que el espacio de llegada tenga una estructura

lineal. La siguiente definicién fue introducida por Achour, Dahia y Turco en [3] para clases de
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funciones Lipschitz entre espacios métricos, pero nosotros la introduciremos sélo para ideales

Lipschitz. En lo que sigue, dadas f € Lipy(X, FE) y g € Lipy(X, F'), diremos que g domina a f
st |[f(z) = W)l < llg(x) — g(y)|| para todo z,y € X.

Definicién 1.18. Dado un ideal Lipschitz de Banach Z, su cdpsula Lipschitz inyectiva %™
estd conformada por los operadores Lipschitz f € Lipy(X, E) tales que existen un espacio de
Banach F'y g € Z(X, F)) de modo que g domina a f, y en tal caso, || f||zum» := inf{]|g||z}, donde
el infimo estd tomado sobre todas las g en Z que dominan a f. Z se dice Lipschitz inyectivo si
TV =T,

La prueba de que Z"% es un ideal Lipschitz de Banach es andloga al caso lineal partiendo
de la definicién de cdpsula inyectiva a partir de la condicién de dominacién (véase por ejemplo
[53, Theorem 4.1]).

Recordemos que un espacio de Banach FE se dice Lipschitz 1-inyectivo si siempre que teng-
amos un subconjunto métrico X de un espacio métrico Y que contiene al punto base de Y y
una funcién f € Lip,(X, E), existe fe Lipy (Y, E) que extiende a fy Lip(f) = Lip(f). Gracias
al teorema de extension de McShane (ver por ejemplo [58, Theorem 1.33]), se puede ver que
(oo (T") es Lipschitz 1-inyectivo para todo conjunto de indices I". Nos serd 1til la siguiente carac-
terizacién de la cdpsula Lipschitz inyectiva, basada en [3, Proposition 1.2}, que es una versidn

Lipschitz del Comentario 1.13.

Proposicion 1.19. Sea 7 ideal Lipschitz de Banach, X espacio métrico, E espacio de Banach,
j: E — F una isometria (no necesariamente lineal) de E en un espacio de Banach F' Lipschitz
1-inyectivo, y sea f € Lipy(X, E). Se tiene que f € T (X, E) si y solo si jof € LipyoZ(X, F),
y en tal caso, || flzumi = ||7 © f|Lipyoz-

Demostracién. Supongamos que f € IM%(X | E), y sean G espacio de Banach y g € Z(X, G)
tales que ¢ domina a f. Al ser j una isometria, g también domina a j o f y, por lo tanto,
la funcién h: g(X) € G — F dada por h(y) = jo f(z) si y = g(z) estd bien definida,
h € Lipy(g(X),F) y Lip(h) < 1. Como F es 1-Lipschitz inyectivo, existe h: G — F que
extiende a h'y Lip(ﬁ) = Lip(h). Tenemos asi que jo f = ﬁog, de modo que jo f € Lip,oZ(X, F)
¥ |7 © flltipgoz < |lgllz. Tomando infimo sobre las normas de las funciones g que dominan a f,

tenemos que [|j o f||Lipyoz < [ f]|zum-
Reciprocamente, supongamos que j o f € Lipy o Z(X, F) y sean G espacio de Banach,
g € L(X,G) y h € Lipy(G, F) tales que jo f = hog. Dados =,y € X, tenemos que

1f(x) = f@)l = ll7 o f(z) —jo fy)l <Lip(h)llg(x) — g(¥)l
= [I(Lip(h)g)(x) — (Lip(h)g)(y)ll-

De esto se deduce que f € ZM (X, E) y || f|lzm < Lip(h)||g|lz- O
A continuacién enunciamos algunas propiedades bésicas.
Proposicion 1.20. Sea 7 ideal Lipschitz de Banach. Se tiene que

(a) El ideal U™ tiene la propiedad de ideal fuerte.
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(b) (Lip, o Z)Un = Thini,

() (Z™)Lini — FLinj

(d) ZMY = (Lipy o Z)™. En particular, si T tiene la propiedad de ideal fuerte, T4 = 7.
Demostracion. Fijemos un espacio métrico X y un espacio de Banach FE.

(a) Sea f € TU(X E)y g € Lipy(E, F). Sean G un espacio de Banach y h € Z(X, G) tales
que h domina a f. Dados x,y € X, tenemos que

lg o f(x) = go fy)l < [I(Lip(g)h)(x) — (Lip(g)h)(y)]]-

Por ende go f € ZV(X  E) y ||go f|lzumi < Lip(g)||h]|z. Tomando infimo sobre las normas
de las funciones h en Z(X, ) que dominan a f, se sigue que ||g o f||zuini < Lip(g)||f ||zt

(b) De Z C Lip, o Z, se sigue que ZU% C (Lip, o Z)M. Para ver la otra inclusién, tomemos
f € (LipyoZ)¥™(X, E) y sean G espacio de Banach y g € Lip,oZ(X, G) tales que g domina,
a f. Sean F espacio de Banach, go € Z(X, F) y g1 € Lipy(F, G) tales que g = g1 0g2. Dados

x,y € X, tenemos que

£ (@)= fW)Il < llg(z) =gyl < Lip(g1)llg2(z) —g2(y)|| = [I(Lip(g1)g2)(z) — (Lip(g1)g2) (v) |-

Por consiguiente, f € ZM%(X, E) con || f||ztmi < Lip(g1)||g2|lz. Como esta desigualdad
no depende de la factorizacién de g, tenemos que || f||zuni < ||g[|Lipyoz- Tomando infimo

sobre las normas de las funciones g en Lip, 0 Z que dominan a f, se obtiene que || f||zrinj <

[l (LipgoZ)Lini -

(c) De Z C IM, se sigue que ZHM™ C (W)Ll Ahora, sea f € (Z™)M%( X, E) y sean G espacio
de Banach y g € 7™ (X, G) tales que g domina a f. Luego, Jgog € Z(X,{s(Bg)) domina
a f por ser Jg una isometria. Se sigue que f € Z™( X, E) y || fllzum < |[Jgogllz = |lg

Iinj .
Tomando fnfimo sobre las norma de las funciones g en Z™ que dominan a f, se obtiene que
||f||ILinj < ”fH(Iinj)Linj.

(d) Por la Proposicién 1.19 un operador Lipschitz f € ZM" (X, E) si y sélo si Jg o f € Lip, o
I(X, ls(Bg)) o, equivalentemente, f € (Lip, o Z)™(X, E).

Andlogamente al item (b) de la Proposicién 1.14, se tiene la siguiente caracterizacion.

Proposiciéon 1.21. Sea 7 ideal Lipschitz de Banach con la propiedad de ideal fuerte. Entonces
T = I"M iy solo si cualesquiera que sean el espacio métrico X, el espacio de Banach E,
f € Lipy(X, E) y la isometria (no necesariamente lineal) j: E — F tal que jo f € T(X, F), se
tiene que f € Z(X, E) con ||fllz = |l7 o fllz-
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Demostracion. Fijemos un espacio métrico X, un espacio de Banach E y supongamos que
7 = IUM. Tomemos f y j como en el enunciado. Como jo f € Z(X,F) domina a f por
ser j una isometrfa, se tiene que f € IV (X, F) = Z(X, E) con || f|lz < ||j o fliz, vy la otra
desigualdad vale por la propiedad de ideal.

Reciprocamente, tomemos f € Lipy(X,E). Si f € IMY(X, E), por la Proposicién 1.19
Jgo f € Lipy o Z(X, b (Bg)) = Z(X, loo(Bgr)) con || f||zumi = ||JE o f||z. Por hipétesis esto
implica que f € Z(X, E) con |f|lz = ||Je o f|lz. Concluimos que Z"™ C Z. La otra inclusién

es trivial. m

Como ejemplo de ideal Lipschitz inyectivo tenemos, como es de esperar, al ideal de op-
eradores Lipschitz p-sumantes. En efecto, sea f € Lipy(X, E) y supongamos que existe una
funcion g € HIE(X, F) tal que g domina a f. Luego, para x1,...,Zn, Y1,-.., Yy € X tenemos

que

p Y [h(x;) = hiy;)".

X# j=1

D ) = FEIP <> llgley) — g(w)llP < gl su
j=1 j=1 P heB
Luego, f € Hlf (X, E). Ademas, este ejemplo nos va a permitir mostrar que los procedimientos

de capsula inyectiva y capsula Lipschitz inyectiva generan distintos ideales.
Ejemplo 1.22. Para 1 < p < oo, se tiene que
I} = (PZ, o Lip,)"™.

Demostracion. Como PZ,oLip, C II} y II[ es Lipschitz inyectivo, se tiene que (PZ,oLip,)"™ C
Hﬁ. Ahora, dada f € Hé (X, E), por la versiéon Lipschitz del teorema de factorizacién de
Pietsch [26, Theorem 1], existen una medida de probabilidad u, g € Lipy(X, Leo(p)) v h €
Lipo(Ly (1), loo(Bgr)) tales que Jgo f = hoty pog, donde toop: Loo(pt) — Ly(u) es la inclusion.
Dado que top es un operador lineal Pietsch p-integral, se tiene que Jg o f € Lip, o PZ, o
Lipy(X, loo(Bg')) 0, equivalentemente, f € (Lip, o PZ, o Lip,)™(X, F). Por el item (d) de la
Proposicién 1.20, concluimos que f € (PZ, o Lipy)"™(X, E). O

Dado que II,, = Plijnj (ver Corolario A.3), de la Proposicién 1.15 vemos que (PZ,oLip,)™ =
I1, o Lip, y, en particular, es un ideal de composicién. Sin embargo, como comentamos debajo
del Corolario 1.11, Hﬁ no es un ideal de composicién y gracias al ejemplo anterior, podemos
deducir que los procedimientos de capsula inyectiva y capsula Lipschitz inyectiva son, en general,
distintos.

A continuacién daremos una caracterizacién del ideal (A o Lipy)“™ en términos de un
diagrama conmutativo. La siguiente proposicién se puede comparar con el diagrama (1.1)

donde se describe el ideal Lip, o A o Lip,,.

Proposiciéon 1.23. Sean A un ideal de Banach, X un espacio métrico, E un espacio de Banach

y una funcion f € Lipy(X, E). Son equivalentes:
(i) | € (AoLipy)"™(X, E).
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(ii) Existen espacios de Banach Gy y Ga, un operador T € A(G1,G2), subconjuntos Y1 e Yy
de Gy y Gy respectivamente que contienen a 0 y T'(Yy) C Ya, y funciones g1 € Lipy(X, Y))

y go € Lipy(Ya, E) tales que f = gy o Ty, o g1, como se ilustra en el siguiente diagrama

f
X > F
g g2
Y, > Yo
—\1 T|Y1 —\2
G1 T > G2

En tal caso,

1/ 1l (aoripgyrin = Inf{Lip(g2) | T[] Lip(g1)},
donde el infimo se toma sobre todas las factorizaciones de f como en el enunciado.

Demostracion. Denotemos C' al infimo del enunciado.

Supongamos que f € (AoLip,)“ (X, E). Entonces existen un espacio de Banach G y una
funcion h € Ao Lipy(X, G2) tales que h domina a f. Tomemos una factorizacion de h a través
de un espacio de Banach G; de la forma h = T o g, con g € Lipy(X,G1) y T € A(Gy,Gs).
Como h domina a f, la funcién go: h(X) — E, dada por g2(h(z)) = f(x) para x € X, estd bien
definida y vale que Lip(gz) < 1. Tomando Y} := g(X) C Gy, Yo :=h(X) C Gyyg1: X = Y la
funcién definida por ¢;(x) := g(z) para z € X, se tiene la factorizacién de f, f = g0 Ty, o g1,
y por lo tanto C' < Lip(g)||7||4. Como la A o Lip,-factorizacién de h era arbitraria, se sigue
que C' < [|h]| cLip,, ¥ al ser h cualquier funcién en A o Lip, que domina a f, concluimos que
C < || f Il aoLipg)Lini-

Reciprocamente, supongamos que f satisface la condicién (ii). Consideremos Jgo f = Jgo
g20 Ty, 0 g1 € Lipy(X, loo(Bgr)). Puesto que o (Bg/) es Lipschitz 1-inyectivo, existe g: Gy —
l(Bg) que extiende a Jg o gy v Lip(g) = Lip(g2). Asi, tenemos que Jpo f =goT o (L}C};1 °q1),
donde /,%1 Y1 — G es lainclusién. De aqui, se sigue que Jgo f € Lip,o.Ao Lipy(X, lo(Bg)),
equivalentemente, f € (Lipyo.AoLip,)™(X, E), y esto, en virtud del {tem (d) de la Proposicién
1.20, equivale a decir que f € (A o Lipy)"™(X, E), con || f||(acLipy)tini = [|[J5 © flLipyodoLip, <
Lip(g2)[| T[] aLip(g1). Se sigue que || f{|(aoLipyyrimi < C. O

Ahora vamos a poder ver las diferencias entre los procedimientos de la cdpsula inyectiva y la

cépsula Lipschitz inyectiva cuando se aplica a un ideal de composicién de la forma op(A) o Lip,.

Proposicion 1.24. Sean X un espacio métrico, E un espacio de Banach y A una clase de

espacios de Banach tal que op(A) es un ideal de operadores normado.

(a) Una funcion f € (op(A) o Lipy)™ (X, E) si y solo si existen F' € A, un subespacio G C F,
g € Lipy(X,G) y T € L(G,E) tal que f =T og. Es decir, el siguiente diagrama conmuta.
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(b)

\ /
G
F
En tal caso, || f|(opayoripyymi = nf{||T||Lip(g)}, donde el infimo se toma sobre todas las

factorizaciones de f como en el diagrama.

Una funcién f € (op(A) o Lipy)“™ (X, E) si y solo si existen F € A, un subconjunto Z C F
con0€ Z, yhy € Lipy(X,Z), hey € Lipy(Z, E) tal que f = hy o hy.

X > B
Z
F

En tal caso, || f||(op(ayoLipgytni = inf{Lip(h2)Lip(h1)}, donde el infimo se toma sobre todas las

factorizaciones de f como en el diagrama.

Demostracion.

()

Por la Proposicién 1.15, (op(A) o Lipy)™ = op(A)™ o Lip,. Asi, basta con usar que, para
un operador S € L(E, F), S € op(A)™(E,F) si y solo si S se factoriza linealmente a través
de un subespacio de un espacio en A. Esto se deduce de combinar [46, Theorem 4.6.5,

Proposition 4.6.6].

Supongamos que f tiene una factorizacion como en el diagrama. Entonces podemos escribir
f = hgoldr|z0hy, asi que por la Proposicién 1.23 se tiene que f € (op(A) o Lipy)“™ (X, E).
Reciprocamente, supongamos que f € (op(A)o Lipy)“™(X, E) y tomemos una factorizacién
de f como en el item (ii) de la Proposicién 1.23. Sean Gi, G5 espacios de Banach, Y;,Y;
subconjuntos de G; y Go respectivamente, funciones g; € Lipy(X, Y1), g2 € Lipy(Ys, E) y
un operador lineal T' € op(A)(G1, G3) tal que T'(Y1) C Ys, de manera que f = g0 T |y, 0 g1.
Dado que T' € op(A)(Gy,Gs), existen un espacio de Banach F' € A y operadores S €
L(G1,F), R € L(F,G,) tales que T'= RoS. Por consiguiente, notando con Z = S(Y;) C F,
obtenemos que T'|y, = (R|z)o(S]y,), conlo cual f = (g20R|z)o(S|y,091) es una factorizacién

de f como en el diagrama.

]

Ejemplo 1.25. Para 1 < p < oo, el ideal Lipschitz (op(L,) o Lipy)"“™ estd formado por los

operadores Lipschitz que se factorizan a través de un subconjunto de un espacio L,, via funciones

Lipschitz. Este ideal fue estudiado por Chavez-Dominguez [17] (véase también [14, Page 117]).
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Dado un espacio de Banach F y una clase de espacios de Banach A tal que op(A) es un
ideal normado, el operador identidad Idg € op(A) si y solo si E es isomorfo a un subespacio
complementado de algin espacio de Banach perteneciente a A (véase por ejemplo [54, Lemma
1.1]). Veremos ahora una caracterizaciéon andloga para el caso en que Idg € Lip, o op(A) o
Lipy(E,E) o Idg € (op(A) o Lipy)“™(E,E). Recordemos que para un espacio de Banach F
y un subespacio F' C E, F' se dice complementado en F si existe un operador lineal acotado
P: E — F tal que P(v) = v para todo v € F. En analogia con esto, dado un espacio métrico
X, un subconjunto Y de X se dice retracto Lipschitz de X si existe una funcion r: X — Y

Lipschitz tal que r(y) = y para todo y € Y.

Proposiciéon 1.26. Dado un espacio de Banach E y una clase de espacios de Banach A tal

que op(A) es un ideal normado, se tiene que

(a) Idg € (op(A)oLipy)"™(E, E) si y solo si E es Lipschitz isomorfo a un subconjunto de algin
espacio de Banach perteneciente a A.

(b) Idg € Lipyoop(A) o Lipy(E, E) si y solo si E es Lipschitz isomorfo a un retracto Lipschitz

de algun espacio de Banach perteneciente a A
Demostracion.

(a) Si E es Lipschitz isomorfo a un subconjunto ¥ de un espacio de Banach G' € A, llamando
f :Y — E a un Lipschitz isomorfismo entre F' e Y, como Idgy = f o f~!, por el ftem
(b) de la Proposicién 1.24, Idg € (op(A) o Lipy)“™(E,E). Reciprocamente, si Idp €
(op(A) o Lipy)“™(E, E), el ftem (b) de dicha Proposicién implica que existe G € A, un
subconjunto Y C G que contiene a 0, go € Lipy(Y, E) y g1 € Lipy(F,Y) de manera que
Idg = go 0 1. En particular, g; es inyectivo. Denotando Z = ¢1(F) C Y C G, se tiene
que g : E — Z es Lipschitz y biyectiva. Su inversa ¢g;': Z — E también es Lipschitz. En

efecto, dados z1, 2o € Z, existen 1,9 € E tales que z; = ¢1(x;), i = 1,2, con lo cual

d(gi (1), 91 H(22)) = d(z1,22) = d(g2 © g1 (1), g2 © g1(22)) < Lip(ga)d(z1, 22)

Luego, ¢g1: E — Z es un isomorfismo Lipschitz, como queriamos ver.

(b) Supongamos que f : E — Y es un Lipschitz isomorfismo sobre un subconjunto Y de algiin
espacio de Banach G € A tal que existe una retraccién Lipschitzr : G — Y. Sea1{: Y — G
la inclusién. Se puede ver que Idg = (f~Lor)oldgo (1§ o f) con lo cual se tiene que Idgp €
Lip, o op(A) o Lipy(E, E). Reciprocamente, si Idg € (Lip, o op(A) o Lip,)(E, E), entonces
existen un espacio de Banach G € A y funciones f € Lip,(F,G) v g € Lipy(G, E) tal que
Idg = go f. Sesigue que f: E — f(E) es un isomorfismo Lipschitzy r = fog: G — f(FE)

es una retraccién Lipschitz.

O

Un resultado importante en la teoria de la geometria no lineal de espacios de Banach es
el de Aharoni donde afirma que todo espacio métrico separable es Lipschitz isomorfo a un
subconjunto de ¢y [6]. Este resultado, utilizando la Proposicién 1.26, se puede expresar en

términos de ideales Lipschitz.

29



Proposicion 1.27. Si X es un espacio métrico y E es un espacio de Banach, uno de los cuales

es separable, entonces
(Op(Co) © LipO)Linj (X7 E) - LlpO(X7 E)
como conjuntos.

Corolario 1.28. Sea T ideal Lipschitz de Banach tal que Id., € Lip, o Z(co,cp). Si X es
un espacio métrico y E es un espacio de Banach, uno de los cuales es separable, entonces
TH (X, E) = Lipy(X, E) como conjuntos.

Demostracion. La hipétesis sobre Z implica que Lip, o op(cg) o Lip, C Lip, o Z. Tomando
cépsulas Lipschitz inyectivas en ambos miembros de esta inclusién, y usando el item (b) de la

Proposicién 1.20 y la Proposicién anterior, obtenemos la conclusién deseada. O

Finalizaremos esta seccion con un resultado y un ejemplo en relacién a los operadores lineales

que pertenecen a ideales Lipschitz inyectivos.

Proposicion 1.29. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach. Entonces
(a) Z™W N L= (ZNL)™.

(b) ZMi N L = ((Lipy o Z) N L)™.

En particular, ™ N L y T N L son ideales de Banach inyectivos.
Demostracion.

(a) Sean E y F espacios de Banach y T' € L(E, F). Tenemos que T € Z™ N L(E, F) si y solo
si JgoT € INL(E, l+(Bg)) v esto equivale a decir que T € (ZNL)M(E, F). La igualdad

de las normas se sigue de dichas equivalencias.

(b) Esta igualdad se obtiene combinando el item (d) de la Proposicién 1.20 y el item anterior.
[

Como consecuencia del Ejemplo 1.22, vimos que los procedimiento de capsula inyectiva y
capsula Lipschitz inyectiva pueden diferir. Mas ain, a continuacién veremos un ejemplo de
un ideal Lipschitz Z tal que los operadores lineales de Z™ e Z5W difieren, es decir Z% N L y
Z5M N L son distintos.

Ejemplo 1.30. Consideremos el ideal de Banach de operadores de Rosenthal conformado
por los operadores que mandan sucesiones acotadas en sucesiones que tienen subsucesiones
débilmente de Cauchy. Por [9], este ideal coincide con el ideal inyectivo op(N¢;), donde N/,
es la clase de espacios de Banach que no contienen una copia isomorfa de ¢;. Tomemos el
ideal Lipschitz de composicién op(N/¢;) o Lip,, que es inyectivo en virtud de la Proposicién
1.15. Dado que la sucesién de vectores canénicos (e,,), en £; no tiene subsucesiones débilmente
de Cauchy, como el operador baricentro f,, : A(¢;) — ¢; manda la sucesion (d., ), C AE(¢)

en la sucesién (e,),, este no es un operador de Rosenthal. Al ser (y, la linealizacién de Id,,
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concluimos que Idy, ¢ (op(Nf;) o Lipy)™ N L(¢y, ¢;). Por otro lado, como ¢y no tiene copias de
¢y, Id., € op(N¢y) C Lip, o op(N¢y) o Lip,. Aplicando el Corolario 1.28 tenemos en particular
que Idy, € (op(N£y) o Lipy)H(¢y, £1). Asi obtuvimos la inclusién estricta

(op(N£1) o Lipy)™ N L1, 1) & (op(N£y) 0 Lipg)“™ N L(61, £1).

1.5 Capsula maximal y nicleo minimal

La cépsula maximal de un ideal Lipschitz de Banach fue introducida y estudiada por Cabrera-
Padilla, Chévez-Dominguez, Jiménez-Vargas y Villegas-Vallecillos [13]. Aqui, a fines practicos,
para definir la capsula maximal y nticleo minimal de un ideal Lipschitz, seguiremos el enfoque
hecho en [57]. Andlogamente al caso lineal, dado un ideal Lipschitz de Banach Z, de [57,
Proposition 4.2] la familia de ideales Lipschitz de Banach

(T T(Xo, Ey) = I(Xo, Eo) ¥ Xo € MFIN, V E, € FIN},

considerada con el orden parcial de ideales Lipschitz de Banach, tiene un méximo y un minimo.
A éstos se los denotan Z™% e 7M1 y se los denominan la cdpsula mazimal v el nicleo minimal

de Z, respectivamente. De su definicion, se sigue que
° Imin g T g Jmax.
o TM( Xy, Ey) = Z( Xy, Ey) = I™*(X,, Ey) para cualesquiera X, € MFIN y E, € FIN.

e Si J es un ideal Lipschitz de Banach tal que J(Xo, Fo) = Z(Xo, Fo) para cualesquiera
Xy € MFIN y Ej € FIN, entonces Z%™* C J C I™max,

Un ideal Lipschitz se dice maximal o minimal si coincide con su capsula maximal o su ntcleo
minimal respectivamente. A continuacién damos una lista de propiedades béasicas, tomadas de
[13] y [57].

Proposicién 1.31. Sean Z y J ideales Lipschitz de Banach.

(a) (Zminymax — Fmax ¢ (Zmax)min _ Tmin

(b) SiZ C J, entonces IT™" C Jmin ¢ Tmax C gmax,

(c) Zre8 C I™**. En particular, si T es mazximal, entonces es reqular.

lI-llz

(d) Si T es minimal, entonces T = F o Lip, '~ y en particular T C F o Lip,.
El nticleo minimal de un ideal Lipschitz no puede tener la propiedad de ideal fuerte.

Proposicion 1.32. Sea T un ideal Lipschitz de Banach con la propiedad de ideal fuerte. En-

tonces Z no es minimal.
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Demostracion. Si Z es minimal y tiene la propiedad de ideal fuerte, utilizando el item (d) de

la proposicién anterior tenemos que
or = g o Idg € Z(R, E(R)) C F o Lipy(R, E(R)).

Esto implica que la linealizacién de dg, el operador identidad de A(R), es aproximable, lo

cual no puede ocurrir ya que £(R) no es de dimensién finita. O

La siguiente proposicion muestra que la definicién de capsula maximal de un ideal Lipschitz
de Banach dada por Cabrera-Padilla, Chavez-Dominguez, Jiménez-Vargas y Villegas-Vallecillos

en [13] y la utillizada aqui son equivalentes.

Proposicién 1.33. Sea X espacio métrico, E espacio de Banach y f € Lipy(X, E). Entonces
feI™(X,E) siy solo si

sup{||¢F o fo iy ||z : Y € MFIN(X), L € COFIN(E)} < oo

y en tal caso || f||zmex es igual a dicho supremo.

Demostracion. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach y definamos, para X un espacio métrico y

E un espacio de Banach, la clase de funciones Lipschitz J7 dada por

Jr(X,E) = ¢ f € Lipg(X,E): |fllzy =  sup lgf o fowgzr < oo
Y EMFIN(X)
LeCOFIN(E)
Es rutinario que Jz con la norma || - ||z es un ideal Lipschitz de Banach, Z C Jz y que si

Xo € MFIN y Ey € FIN entonces J7(Xo, Eo) = Z(Xo, Ey). Luego Jr C Z™**. Mas atin, como
la definicién de J7 depende de funciones con dominios restringidos a espacios métricos finitos
y codominios de dimension finita, entonces Jzmax = Jz. Por ende, Z7™* C J7 y concluimos la

demostracion. N

Es conocido que la bola unidad de un ideal lineal maximal es cerrada en la topologia de
convergencia puntual. Para el caso Lipschitz se tiene el resultado andlogo. Mas ain, se puede

comparar con [23, Proposition 17.21].

Proposicion 1.34. Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach e L un ideal Lipschitz de
Banach. Sea una red (f;)ier CZ(X, E) y f € Lipy(X, E) tal que (f;)icr converge puntualmente
a f ysup,es || fillz es finito. Entonces f € T"™(X, E) y || f

la bola unidad de T™*(X, E) es cerrada con respecto a la topologia de convergencia puntual.

max < liminf; || fi||z. En particular,

Demostracion. Fijemos Y € MFIN(X) y L € COFIN(E) y notemos que en Lip,(Y, E/L) las
topologias de convergencia puntual y la de la norma Lipschitz son equivalentes. Ademas, como
Lip,(Y, E/L) es un espacio de dimensién finita, es isomorfo a Z(Y, E/L). Luego, como (f;)ics
converge puntualmente a f, por lo dicho anteriormente, (¢¥ o f; o 13 )ic; converge en norma
| |lz a ¢f o f ossf. Por lo tanto

laF o f o fllz =lim [lgF o f, o |z < liminf | i

Aplicando la caracterizacién anterior, se tiene el resultado. O
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En relacion a los operadores lineales que estan en un ideal Lipschitz maximal, tenemos
Proposicion 1.35. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach. Entonces T™**NL es un ideal mazimal.

Demostracion. Supongamos que un operador lineal T € L(E, F) estd en (Z™**NL)™**. Esto im-
plica que existe una constante C' > 0 tal que para todo espacio M € FIN(FE) y L € COFIN(F),
gk o T o 15| zwax < C. Para ver que T € Z™(E, F), tomemos un espacio Xy, € MFIN(E) y
L € COFIN(F). Denotando con M = span{ Xy}, tenemos que

lg; 0T ot} llz = llaf o T o ik, |lzmx = |lqf 0 T 0 thy 0 ti [lzmax < |lgf o T o tfy||zmex < C.

Aplicando la Proposicion 1.33 tenemos el resultado. O

En el caso lineal, un célebre resultado de Pietsch [45, Satz 4] y Kiirsten [36], cuyo enunciado
puede ser encontrado en [30, Theorem 8.1], caracteriza a los ideales de Banach maximales en
términos de la ultraestabilidad y regularidad. El analogo para ideales Lipschitz fue obtenido en
[AT]. Este resultado nos serd de mucha utilidad a lo largo del trabajo y, en particular, para
dar distintos ejemplos y propiedades relacionados con ideales Lipschitz maximales. Es por ello
que nos permitimos introducir la wltraestabilidad de un ideal Lipschitz ahora y luego continuar

con el estudio de ideales Lipschitz maximales.

1.6 Maximalidad y ultraestabilidad

La teoria de ultraproductos de espacios de Banach fue introducida por Dacuhna-Castelle y
Krivine en [21]. En el trabajo de Heinrich [30] se encuentran las definiciones y resultados
basicos de esta teoria. Algunas de ellas se encuentran en el Apéndice B.

Dado un ultrafiltro ¢ en un conjunto I, para toda familia acotada de ntimeros reales (¢;);es
indexada por I, por Proposiciéon B.4 existe su limite a lo largo del ultrafiltro U, denotado limy, ¢;.
Una propiedad que usaremos en ocasiones es que si C' C R es un cerrado y existe I, € U tal
que ¢; € C para todo i € Iy, entonces limy, ¢; € C' (Proposicién B.5).

Sea (X;)ier una familia de espacios métricos con puntos bases 0; € X;. En el conjunto
{(1‘1)1 € [1X; :supd(z;,0;) < oo} se puede definir la relacién de equivalencia (x;); ~ (y;); si
y solo si ilebrllln d(x; ,leyj) = 0. A la clase de equivalencia de un elemento (z;); en dicho conjunto la
denotamos (z;)y. Denotamos con (X;)y al conjunto de clases de equivalencias (X;)y, dotado
de la métrica d((z;)u, (vi)u) = libr[n d(x;,y;) y con (0;)y como punto base. Este espacio métrico
se llama el wltralimite o ultraproducto de la familia (X;);e; con el ultrafiltro . Cuando todos
los espacio métricos X; con ¢ € I son espacios de Banach, su ultraproducto es un espacio de
Banach, con norma ||(z;)y|| = libr{n ||

Fijemos un conjunto de indices I y un ultrafiltro & de I. Dada una familia de funciones
Lipschitz f; € Lipy(X;, Y;) indexada por [ tales que sup Lip(f;) < oo, la funcién (f;)%: (X;)y —

(Y;)u dada por !
(fz)u((%)u) = (firi)u
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aplica el 0 en 0 y es Lipschitz con norma Lip((f;)¥) < liLr{n Lip(f;). Si las funciones f;, i € I, son

operadores lineales entre espacios de Banach, entonces (f;)¥ es un operador lineal. Imitando la
definicién de ideal de Banach ultraestable [46, Definition 8.8.5], introducimos la aniloga en el

caso Lipschitz.

Definicién 1.36. Un ideal Lipschitz de Banach Z se dice ultraestable si para toda familia

de operadores Lipschitz (f;)ie; € Z con sup || fi||z < oo y para todo ultrafiltro U de I, el
i€l

ultraproducto (f;)¥ pertenece a Z con ||(fi)4]|z < liLr{n | fillz-

Para producir distintos ideales Lipschitz de Banach ultraestables, notemos que dado un
ultrafiltro U en I, familias de espacios métricos (X;)ier, (Yi)ier, (Zi)ier v funciones Lipschitz
fi € Lipy(X;,Y;) y g; € Lipy(Yi, Z;), i € I, tales que sup,; Lip(fi) ¥ sup,c; Lip(g;) son finitos,
tenemos que

(gio fz')u = (gi)u © (fi)u-
Proposicion 1.37. Sea A ideal de Banach ultraestable. Entonces A o Lip, es ultraestable

Demostracion. Tomemos familias de espacios métricos (X;);es, espacios de Banach (E;)e,

operadores Lipschitz (f;)ier tal que f; € AoLipy(X;, ;) para cadai € Iy sup || fi|l 4orip, < 00,y
iel

sea U un ultrafiltro en I. Para cada ¢ € I, hay una factorizacion f; = T;og; a través de un espacio
de Banach Fj, donde g; € Lip,(X;, F;) con Lip(g;) = 1y T; € A(F}, E;) con || T[4 = || fill 4oLip, -
Tenemos que (f;)¥ = (T;)%o(g;)". Como A es ultraestable, tenemos que (T;)¥ € A((F})u, (E;)y)
con |[(T})4]|4 < liLr{n | 73] 4, implicando que (f;)¥ € Ao Lipo((Xi)u, (Ei)u), con

1 Letiny < T aLip((9)) < lon [T = ln £ Lacwi,
concluyendo la demostracion O

Mutatis mutandis, se puede demostrar lo siguiente [AT, Proposition 3.3].

Proposiciéon 1.38. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach ultraestable. Entonces Lip, o Z es

ultraestable.
Como consecuencia de las dos proposiciones anteriores, tenemos
Corolario 1.39. Sea A un ideal de Banach ultraestable. Entonces LipyoAoLip, es ultraestable.

Para familias de espacios métricos (X;)ier, (Yi)iesr € isometrias J;: X; — Y, i € I, tomando
un ultrafiltro U de I se tiene que (J;)%: (X;)u — (Yi)y es una isometria. En efecto, dados
(@)u, Wiu € (Xi)u,

d(()" (@), (J) (o)) = limd(Jos, Jiys) = lim d(i, i) = (@), (yi)oo)-
Esto lo usaremos en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.40. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach ultraestable. Entonces T™ e V™ son

ultraestables.
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Demostracion. Tomemos familias de espacios métricos (X;);er, espacios de Banach (E;);er v

operadores Lipschitz (f;: X; — E;)ic;. Supongamos que f; € I™(X;, E;) para cada i € I y

sup || fil|zmi < oo, equivalentemente, sup ||Jg, o fi|lz < co. Sea U un ultrafiltro en I. Como

il iel

en particular tenemos que sup Lip(f;) < oo, el ultraproducto (f;)“: (X;)y — (E;)u estd bien
icl

definido. Como Jg, es una isometria lineal para todo i € I, el ultraproducto (Jg,)¥: (E;)y —

(EOO(BE;.))M es una isometria lineal. Dado que por hipétesis Z es ultraestable, el operador
Lipschitz (Jg, o ;) = (Jg,) o (f;)¥ pertenece a Z((X;)y, (loo(BEr))u) con 1(Jg,) %o (fi)%|z <
limy || Jg, o fillz = limy || fi|zmi. Por el item (a) de la Proposicién 1.14, se tiene que (f;)¥ €
I ((Xou, (Bi)u) con [[(fi)|lzmi < [(T5)" o (fi)]lz < limy || fi

Ahora supongamos que f; € ZU(X;, E;) para cadai € I y SZIGI? || fil|zuimi < 0o. De la misma

Tinj .

forma que antes, el ultraproducto (f;)": (X;)y — (E;)y estd bien definido. Sea ¢ > 0. Para

cada i € I, sea g; € I(X;, F;) que domina a f; y ||gi||lz < || fil|zvmi + €. Entonces sup ||S;||lz <
iel

o0, asi que, como Z es ultraestable, (¢;,)" € Z((X;)u, (F;)y) con [[(g:)%|lz < liLI{ani”Z <e+

limyy || f; || zuimi. Dado que (g;)¥ domina a (f;)¥, esto demuestra que (f;)% € Z((X;)y, (Ei)u) v

(f) |z < € 4 limgg || fi]l e -

Para poder caracterizar los ideales Lipschitz maximales en términos de la ultraestabilidad
y regularidad, vamos a necesitar el siguiente resultado que se encuentra en [AT, Lemma 3.4] y
muestra como recuperar un operador Lipschitz a partir de sus partes finitas. La demostracién
sigue los pasos de un resultado andlogo de Pietsch para operadores lineales [46, Lemma 8.8.4].
Dado un espacio métrico X y un espacio de Banach E, en el conjunto I = MFIN(X) x
COFIN(E), consideramos el orden parcial dado por (X1, L;) < (Xa,Ls) siy solosi X; C Xy y
Ly C Ly. A las componentes del par ¢ € [ las denotamos X; € MFIN(X) y L; € COFIN(FE),
esto es, i = (X, L;). Para cada i € I, L§i: X; — X denota la inclusién y qﬁ: E — E/L; el
operador cociente. Sea U un ultrafiltro en I que contiene al filtro del orden, esto es, para todo
ip € I se tiene que {i € I : iy < i} € U. Con esta notacion y esta eleccién del ultrafiltro,

tenemos

Lema 1.41. Eziste una isometria métrica J: X — (X;)y y un operador lineal Q: (E/L;)y —
E" con ||Q|| <1 tales que para toda funcion f € Lipy(X, E), se tiene que

ko f=Qo(gf ofok ol
Demostracion. Sea J: X — (X;)y definida por J(z) = (z;)y, donde

r siz €X;

T; = .

Dados =,y € X, tenemos que
d(J(x), J(y)) = d((@a)u: (yi)u) = limd(zs, yi).

Tomando iy € I tal que z,y € X;,, por ejemploig = ({0, z,y}, E), se tiene que d(x;, y;) = d(z,y)
para todo ¢ > iy. Luego d(J(z), J(y)) = liLr{n d(z;,y;) = d(z,y), asi que J es una isometria.
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Para definir al operador @), vamos detallar lo hecho en la demostracién de [46, Lemma 8.8.4].
E/L; :sup |lw;]| < oo} a

i€l
E" de la siguiente manera. Dado un elemento (w;);c; € W tomemos un representante v; € E

Primero definamos un operador Qg del espacio W = {(w;)icr € [L.c;

de w; para cada i € I, tales que sup,c; ||v;|| es finito. Para v € E’, ponemos
Qo((w;)ier) (V') = 1ibrln v'(v;).

Veamos que Qg estd bien definido. Dada (w;);e; € W, sean v; e v; € E dos representantes de w;
para cada ¢ € I. En particular, v; — v; € L; para todo ¢ € I. Dado v' € E’, tomando el indice
io = (0, ker(v")), se tiene que v; — v; € ker(v') para todo i > ig, y por ende limy, v'(v; — v;) = 0.
Si, ademds, los representantes de w; elegidos cumplen que sup,c; ||vs|| v sup;e; ||0:]| son finitos,
llegamos a que los limites, limy v'(v;) y limy, v'(0;) existen y son iguales. Luego, Qy estd bien
definida y, de la definicién, se ve que es lineal y continuo.

Ahora veamos que el operador () respeta la relacion de equivalencia que define al ultrapro-
ducto (E/L;)y. Para ello, puesto que Qg es lineal, basta ver que si (w;);e; € W cumple que
sup [lw;l| < ooy limy |lw;]| = 0, entonces Qo((wi)ier) = 0. Dado v" € E' y € > 0, eligiendo
&ila familia acotada de representantes (v;);er en E tales que [Jv;|| < [lw;| + 5 y tomando limite,
tenemos que limy ||v;|| < § y en particular [Qo((wi)ier)(v)| = [limgy v'(v;)| < [[v'[|5. Como
e > 0 es arbitrario, se tiene que Qo((w;)er)(v') = 0.

Por lo tanto, tenemos definida una funcién Q: (E/L;)y — E". A partir de su definicién, se
puede ver que @ es lineal y ||Q] < 1.

Ahora, tomemos una funcién f € Lipy(X, F) y fijemos z € X. Tenemos que

Qo (qf, 0 foux)" o J(x) = Qar,(f(w:))u).

Si v € E’, entonces

QUar, (f (@) ) (V) = lim v (f(x,)).

Puesto que existe ig € I tal que f(z;) = f(x) para todo i > iy (por ejemplo, iy = ({z}, F)),
se tiene que liz/r[n V'(f(z;)) =0 (f(x)), y al ser z € X y o' € E arbitrarios, la demostracién esté

concluida. O]
Como consecuencia del resultado anterior, obtenemos

Corolario 1.42. Sea T un ideal Lipschitz de Banach ultraestable. Entonces I = 1™, FEn

particular, un ideal Lipschitz de Banach ultraestable y reqular es maximal.

Demostracion. Sea J un ideal Lipschitz de Banach tal que para todo Xy, € MFIN y E, € FIN,
se tiene que J (X, Fo) = Z(Xo, Ey) y veamos que que J C Z*™8. Sean X un espacio métrico, £
un espacio de Banach y una funcién f € J(X, E). Con la notacién del lema precedente, para
todo i € I, tenemos que |lgf. o foix |lz = [lqf o foix. |7 < ||fll7- Puesto que Z es ultraestable,
(@F o f 0 X ) € T((Xou, (B/Liu) con (g o f o %Mz < limylaf, o f o Xz < £l
Se sigue del lema anterior que kg o f € Z(X, E") con ||kg o f|lz < || f]l7, equivalentemente,
f eI (X, E) con [|f|lze < || flls- O
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La versién del corolario anterior para ideales de Banach puede ser encontrada en [46, The-
orem 8.8.6].

Saadi [51] mostr6 que para un ideal de Banach A, A™** o Lip, es un ideal Lipschitz max-
imal, basandose en la teoria de normas tensoriales Lipschitz. Aqui se darda una demostracién

alternativa.

Proposicion 1.43. Sea A un ideal de Banach. Entonces
Amax o) Llpo - (.A 0] Llpo)max

Demostracion. Para Xy € MFIN y Ey € FIN, como &(Xj) es finito-dimensional, tenemos
que A(E(Xy), Ey) = A™(&E(Xy), Ey). Aplicando la Proposicién 1.2 obtenemos que A o
Lipy(Xo, Fo) = A™* o Lipy(Xo, Fy) para todo X, € MFIN y E; € FIN. Por lo tanto basta
probar que A™** o Lip, es maximal. Por el Teorema de Kiirsten y Pietsch [30, Theorem 8.1],
A™M? es regular y ultraestable, que implica por las Proposiciones 1.15 y 1.38 que A™* o Lip,, es

regular y ultraestable. Por el Corolario anterior, concluimos que A™* o Lip, es maximal. [J
Combinando la Proposicion 1.38 con el Corolario 1.42, obtenemos
Proposicién 1.44. Sea T un ideal Lipschitz de Banach ultraestable. Entonces
(Lipy 0 Z)™** = (Lipy 0 Z)™®.
En particular, si A es un ideal de Banach ultraestable, entonces
(Lipy o A o Lip,)™** = (Lip, o A o Lip,)™®.
Ejemplo 1.45. Sea 1 < p < .

1. Por [46, 19.2.5] el ideal de Banach PZ, ultraestable. Por lo tanto, por la caracterizacién
dada en Ejemplo 1.16 y la proposicién anterior, tenemos que el ideal de operadores Lips-

chitz p-integrales de Farmer y Johnson es maximal.

2. Analogamente, como por [30, Theorem 3.3] el ideal de Banach op(L,) es ultraestable,
el ideal de operadores Lipschitz p-factoreables de Johnson, Maurey y Schechtman es

maximal.

Para un ideal de Banach A tal que A™** es accesible a derecha, también podemos describir
la capsula maximal de Lip, o A o Lip,. Recordemos que un ideal de Banach A es accesible a
derecha si para todo espacio finito-dimensional M y todo espacio de Banach F', se tiene que
Amn(MF) = A(M, F) [23, 25.2]. En particular, todo ideal de Banach inyectivo es accesible a
derecha.

Proposicion 1.46. Sea A ideal de Banach tal que A™* es accesible a derecha. Entonces
(Lipy o A o Lipy)™** = (Lip, o A™* o Lip,)"®.
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Demostracion. Por la Proposicion 1.44, (Lip, o A™* o Lip,)™® = (Lip, o A™** o Lip,)
Luego, para ver la igualdad del enunciado, basta con ver que para todo espacio métrico
finito Xy y espacio de dimensién finita Ey vale que Lip, o A o Lip,(Xy, Ey) = Lip, 0 A™** o
Lipy(Xo, Fo). Sea f € Lip, o A™* o Lipy(Xo, Ey) y tomemos una factorizaciéon f = go T o h,
con h € Lipy(Xo,G1), T € A™(G1,G3) v g € Lipy(Ga, Ey). Como X es finito, podemos
suponer que (1 es finito-dimensional. Puesto que A™** es accesible a derecha, tenemos que
AMN(G Gy) = A™(G,Gy) y como consecuencia que A(G1, Gy) = A™(Gy,Gy). Por lo
tanto || llppetorivy < Tip(@)|[TALD(R) = Lip(@)||T LesscLip(h). Se sigue que Lipy o A™ o
Lipy(Xo, Eo) C Lipy o A o Lipy(Xo, Ep). La otra inclusién se debe a que A C A, O

Ejemplo 1.47. Sea 1 < p < co. Dado que ./\f‘;naX = T, es accesible a derecha [24, Theorem 5.26],
por la Proposicion anterior deducimos que la capsula maximal del ideal de operadores Lipschitz
p-nucleares de Chen y Zheng, en virtud de la caracterizacién del Ejemplo 1.6, coincide con los
Lipschitz p-integrales de Farmer y Johnson. Esto mejora un resultado de Turco y Villafane [57,

Proposition 4.10].

Dado un ideal Lipschitz de Banach Z, dado que Z™ e Z"™ son regulares, en virtud de las

Proposiciones 1.40 y 1.42 obtenemos

Proposicién 1.48. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach ultraestable. Entonces T™ e %™ son

maximales.

Ejemplo 1.49. Sea 1 < p < co. En virtud de la proposicién anterior

1. Por el Ejemplo 1.22, el ideal de los operadores Lipschitz p-sumantes de Farmer y Johnson,

Hﬁ es maximal.

2. El ideal (op(LL,) o Lipy)“™ es maximal. Esto fue probado por Chdvez-Dominguez para
el caso p = 2 en [17, Theorem 4.5] y generalizado para 1 < p < oo por Cabrera-Padilla,
Chéavez-Dominguez, Jiménez-Vargas y Villegas-Vallecillos en [14, Theorem 2.8].

Para finalizar esta seccién, daremos el resultado analogo al de Kiirsten y Pietsch para
ideales Lispchitz. Esto es, un ideal Lipschitz de Banach es maximal si y sélo si es regular y
ultraestable. Para ello necesitaremos el siguiente lema, que se encuentra en [AT, Lemma 3.5],
cuya demostracion estd basada en un resultado de Kiirsten que puede ser encontrado en [27,

Proposition 1.5].

Lema 1.50. Sea (X;)ie; una familia de espacios métricos y U un ultrafiltro en I. Dado Y €
MFIN((X;)y), existe, para cada i € I, una funcion Lipschitz g; € Lipy(Y, X;) de manera que

a) sup Lip(g;) es finito.
iel

b) Para todo x €Y, x = (g;(2))u.
¢) limy Lip(g;) = 1.
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Demostracion. Pongamos Y = {0,z!,... 2"} y elijamos representaciones x* = (%), (1 < k <
n) y para el punto base 0 = (0;)y. Para cada ¢ € I, consideremos la funcién g; € LipO(Y X;)
definida por g;(z*) = z¥ para k = 1,...,n. Notemos que dados 1 < k, k' < n, supd(z¥, z¥) es

’L ) Z

el
sup d(af, )
finito. Denotando C': = sup ZEIT, tenemos
1<k,k’<n d(xk, 2¥')
kK

d(gi(a"), gi(a")) = d(af,z}') < supd(af,af’) < Cd(a*,2").
el
Por ende Lip(g;) < C para todo i € [ y 2 = (g;(2*))y. Esto demuestra a) y b).
Ahora, tomemos ¢ > 0. Dados 1 < k, k' < n, tenemos que

lim d(g; ("), g:(")) = limd(af, 27) = d(a", 2")

1771

lo cual implica que el conjunto
Liw = {i € 1:(14¢)7td(z", 2" < d(giz®, gix®') < (14 €)d(z*, 2*)}

pertenece a U y como éste es un filtro, se sigue que el conjunto Iy = (| Iy también
1<kk'<n

pertenece a U. Para todo i € Iy, se tiene que (1 + ¢)™' < Lip(g;) < 1+ ¢, y por ende
(1+¢)~! <limy Lip(g;) < 1+ ¢e. Como ¢ > 0 es arbitrario, esto demuestra c). O

También, necesitaremos usar [46, Remark 8.8.2] que afirma que si (E;);cs es una familia de

espacios de Banach y U es un ultrafiltro en [, existe una isometria J: (E!)y — (£;);, definida,

para (y))u € (ED)u y (z:i)u € (E;)u, como
T (@) = lim g ().

Teorema 1.51. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach. Entonces T es mazximal si y solo si es

reqular y ultraestable.

Demostracion. Que un ideal regular y ultraestable sea maximal se debe al Corolario 1.42.

Sea ahora Z un ideal Lipschitz de Banach maximal. Por el item (c) de la Proposicién 1.31,

T es regular, asi que solo debemos ver que es ultraestable. Sea [ un conjunto de indices y

tomemos familias de espacios métricos (X;);es, de espacios de Banach (E;);c; y de operadores

Lipschitz (f;)ier tal que para cada i € I, f; € T(X;, E;) v su? | fillz es finito y un ultrafiltro
ic

U de I. Esté bien definido el ultraproducto (f;)¥ € Lipo((Xi)u, (Ei)u) y queremos ver que
() € ZU(X)u, (Eu) con ||(f:) |z < limy || fillz- Basta con ver que dados Y € MFIN((X;)y)
y L € COFIN((E};)y) se tiene que Hq(LEi)“ o(f)Ho LY |z < Timy || filz-

Denotemos Y = {0,y%,...,y"}, 2* == (L) (W) € (E)u (1 < k < n). Puesto que
((E))u/L) € FIN((E;);,), por dualidad local del ultraproducto [27, Proposition 1.6] existe
T e LI((E)u/L), (E)u) con | T|| = 1 tal que para todo funcional ¢ € ((E;)y /L) y 1 <k <n,
se tiene que JT'(p)(2%) = p(2F).

Dado que T(((E;)y/L)) € FIN((E!)y), por [27, Proposition 1.5] existe, para cada i € I,
un operador R; € L(T(((Ei)u/L)),E!) con ||R;|| <1 de manera que w = (R;w)y para todo
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w € T(((E)u/L)"). Dado i € I, como R;(T(((E;)u/L)")) € FIN(E!), existe L, € COFIN(E;)
tal que R;(T(((Ei)u/L)")) = (Ei/L:)"
Por el Lema 1.50, como Y € MFIN((X;)y), existe, para cada ¢ € I, una funcién g¢; €

Lip, (Y, X;) tal que sup Lip(g;) es finito, y = (g;y)y para todo y € Y y limy, Lip(g;) = 1.
el

Siendo Y finito y (E;)¥ /L finito-dimensional, los espacios Z(Y, (E;)*/L) y Lip,(Y, (E;)¥/L)
son linealmente isomorfos, de modo que existe una constante positiva C', solo dependiente de
Y y L, tal que para toda funcién h € Lipy(Y, (E;)Y/L), se tiene que ||h]|z < CLip(h).

De aqui en adelante, para ¢ € I, consideramos T', g; y R; correstringidos a sus respectivas
imdgenes. Dado j € I, denotando S; := (R; 0 T) € L(E;/L;, (E:)u/L), tenemos que

g7 o (i) 04 M

< g™ (f» oy M = Sjoqr o fyou iy 0 gillz+1IS;odr) o fi 0y 0 gsllz
. i X; .

< CLip ( o (fift ol — S50q;7 o fj O Ly yy © 9j> + Lip(g;) |1 fillz

Tomando limite en j a lo largo del ultrafiltro U, vemos que

lai™" o (£ 0 13|z
; p B X; :
< C’hm Lip ( B o () o S0 —Sjoqy o fjot,ly)o gj> + lll/r{n I fillz-

Por lo tanto, basta con ver que
Ej X
hm Lip (qL o(fi)Ho LY —Sjoqp; 0 fjot, vy o© gj> = 0.

Para esto, dado que Y es finito y (E;)y/L es finito-dimensional, basta ver que fijado 1 < k <n
y un funcional ¢ € ((E;)y /L), se tiene que

lime (g 0 (F) 0 i (4F) = Sj0.012 0 fi 013y 0 5(41)) = 0.
Para j € I, tenemos que
@ (a7 0 (i 0 M (F) = Sy i o fro 10y 0 5(01))
= o(2*) = R; (T(¢)) (f;(9;(4"))) -
Utilizando que
p(24) = JT()(2") = J(RT () ((Fig:(y" ) = Tim RiT () (fig:(y")),

tenemos lo que queriamos probar. O

1.7 Representacion tensorial de ideales Lipschitz maxi-

males

Sabemos que los ideales de Banach maximales se pueden describir en términos de normas

tensoriales finitamente generadas. En el caso Lipschitz, la teoria de productos tensoriales y
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normas tensoriales Lipschitz fue introducida y estudiada en detalle por Cabrera-Padilla, Chévez-
Dominguez, Jiménez-Vargas y Villegas-Vallecillos en [12] y ellos mismos demuestran el teorema
de representacion tensorial de ideales Lipschitz maximales en [13]. Como nosotros necesitaremos
de este teorema de representacion tensorial, en esta seccién daremos las definiciones basicas y
lo enunciaremos. Dado un espacio métrico X y un espacio de Banach FE, el producto tensorial
Lipschitz de X con E, denotado X X F, es el subespacio lineal generado por los funcionales
02y X v definidos en Lip, (X, E') tal que (6, ,Xv)(f) = (f(z)— f(y))(v), paraz,y € X yv € E.
Como es habitual, denotamos X X, F al producto tensorial Lipschitz dotado de una norma «
y X @aE a su completacién. Una norma tensorial Lipschitz a es una norma sobre la clase de

productos tensoriales Lipschitz X X E que satisface las siguientes propiedades:
1. (crossnorm)V z,y € X yv € E, a(d,, Xv) =d(x,y)||v|.

2. (dualizable) V g € X# y o' € E', giv': X K E — R definido como g X v/(d,, Kov) =
(9(z) — g(u))0'(v) pertencce a (X B, B y lg® /|| < Lip(g) /]

3. (metric mapping property) ¥V f € Lipy(X,Y) y T € L(E,F), el operador lineal f X
T: XK, E— Y X, F definido como fXT(Q 7 0u;y; M) =30 0y p) X T ()
es continuo y || f X T'|| < Lip(f)||T|-

Dado v € X K E, la a-norma de v en X X F se denota a(u; X, E) o a(u, X X E). Una
norma tensorial Lipschitz a se dice finitamente generada si para todo espacio métrico X, todo
espacio de Banach F y u € X X E| se tiene que

a(u; X, E) = inf{a(u; Xo, Eo): Xo € MFIN(X), Ey € FIN(E),u € Xo X Ep}.

Si « es una norma tensorial Lipschitz y tenemos un funcional ¢ € (X K, E)’, éste induce
un operador Lipschitz f, € Lipy(X, E’) definido, para z € X y v € E, como f,(z)(v) =
(0, W v). La aplicacién f — f, de (X X, E) a Lipy(X, E’) es lineal y, correstringida a su
imagen, es un isomorfismo algebraico. En particular, poniendo E’ en lugar de FE, tenemos
un isomorfismo algebraico de (X X, E’)" a un subespacio de Lip,(X, E”). Por comodidad,
denotamos (X X, £') N Lipy(X, E) = {p € (XX, E') : f, € Lipy(X, E)}.

Teorema 1.52 (Representacion tensorial de ideales Lipschitz maximales). Un ideal Lipschitz de
Banach I es mazimal si y solo si existe una norma tensorial Lipschitz a finitamente generada
tal que Z(X, E) es isométricamente isomorfo a (X X, E') N Lipy(X, E) para todo espacio
métrico X y todo espacio de Banach E, y en tal caso, (X, E') es isométricamente isomorfo a
(XX, E).

Si Z es un ideal Lipschitz de Banach maximal, nos referiremos a la norma « del teorema
como la norma tensorial Lipschitz finitamente generada asociada por dualidad a Z. En [14] se

pueden encontrar ejemplos concretos de esta dualidad. A continuacion listamos algunos

Ejemplos 1.53.
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a)

Sea A un ideal de Banach, y sea « la norma tensorial finitamente generada asociada por
dualidad a A™**. Siguiendo a Saadi [51], dado un espacio métrico X y un espacio de Banach

E, parau € XKE con una representacién u = » 1 04, .8, (x;,y; € X, v; € E), definiendo

n
o (u; XK E) = a (Z Oz, @ vi; MOL(X) @ E) :
i=1
se tiene que o es la norma tensorial Lipschitz finitamente generada asociada por dualidad al
ideal Lipschitz A™* o Lip,. En particular, si consideramos las normas tensoriales proyectiva
7 e inyectiva e, se tiene que 7l es la asociada a Lip, y ¥ es la asociada a Z; o Lip,, donde
7, es el ideal de Banach de operadores integrales. Explicitamente, para u € X X F, se tiene

que

7t (u) = inf {Z d(zi,yi)||vi| - w = Z(saﬁi,yi X vz}
i=1 i=1
y en el caso de la norma inyectiva, si uw =Y. | 0z, X v;,

n

> (fla) = fly))v' (v)

i=1

e¥(u) = sup {

ZfGBx#,’UIE BE’}

Dado 1 < p < oo, Chévez-Dominguez en [16] describié la norma tensorial Lipschitz asociada
por dualidad al ideal de operadores Lipschitz p-sumantes. La misma se puede ver como una
version Lipschitz de la norma tensorial de Chevet-Saphar a derecha que estd asociada por
dualidad a IT,,. Para 1 < p < oo, como es usual, {,(E) denota el espacio de Banach de todas
las sucesiones (v,), C E tal que ||(vn)nlle,m): O,y anHp)% < 00. Concretamente, para
ue XX FE,

d, (u; X W E) := inf {fsgp I (S (i) = £ (wi))iza e, II(Ui)?zll\zpw)} :
EDL#

donde el infimo estd tomado sobre todas las representaciones u = > 1" | A0y, ., X v; con
A; > 0, es la norma tensorial Lipschitz finitamente generada asociada por dualidad a H]f,,
donde se adopta la convencién I1Z = Lip,. Con respecto a esta convencién, vale decir que

en virtud de [16, Proposition 4.2] se tiene que d¥ = 7%, la norma Lipschitz proyectiva.

Sea 1 < p < oo. Sea X un espacio métrico. Dadas secuencias finitas (A;, v, yi), vy
/

(Mivxhxg)znll en R x X X X7 se denota (Auywy;)?:l —<p (/J”hxiaxi)?;l s1 para toda f € X#
se tiene que

I (f (i) = f(i)))izalle, < N Cuaf (i) = fl2i)Zs e,
Para u € X X F, se define

wp(u) = inf {110l s, )22 ey }
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donde el infimo se toma sobre todas las representaciones u = Y " | Nidy,,» X v; y ternas
(per, x4, 20)™ ) tal que (g, yi, Y7y <y (1, ©4, 25) . Por [14, Theorem 2.8], wﬁ es la norma
tensorial Lipschitz finitamente generada asociada por dualidad a (op(IL,) o Lipy)™™, men-

cionado en el Ejemplo 1.25.

1.8 Ideal de operadores Lipschitz (p, o, ¢, n)-dominados

Aqui presentaremos al ideal de operadores Lipschitz (p, o, ¢, n)-dominados, introducido por
Saleh [52] e inspirado en el trabajo de Lopez Molina y Sanchez-Pérez en [39] donde se introducen
los operadores lineales (p, o, q,n)-dominados. Dados 1 < p,q < ooy 0 < o,n < 1 tales que
1’7" + 1—;71 < 1, un operador T' € L(E, F) se dice (p,o,q,n)-dominado si existen espacios de
Banach Gy y Gs y operadores S € I1,(E, Gy), R € II,(F', G3) de manera que

W' (T()] < [Joll7[1Svll= [l || B[ (1.2)
para cualesquiera v € F'y w' € F’. Para un operador (p, o, q,n)-dominado T, se define
1T (Ipy,.,. = E IS, 1R, "}

donde el infimo se toma sobre todos los operadores p-sumantes S y g-sumantes R que satisfacen

(1.2). Al ideal de Banach de los operadores (p, o, ¢, )-dominados se los denota D, s.q.)-

Definicién 1.54. Dados 1 < p,q < o0y 0 < 0,71 < 1 tales que 1_70—1—1;(1" <1, f € Lipy(X, E) se
dice Lipschitz (p, 0, ¢, n)-dominado si existen espacios de Banach F'y GG, un operador Lipschitz
g € IIL(X, F) y un operador lineal R € II,(E', G) de manera que

[0 (f(2) = F))| < d(z,y)7llg(x) — g~ 1v'||"[| R[]~ (1.3)

L

para cualesquiera x,y € X y v/ € E’. Se denota Dy oam

) al espacio de operadores Lipschitz

(p, 0, q,n)-dominados con la norma definida como

1o =it {lalli IR

a,m)

donde el infimo se toma sobre todos los operadores Lipschitz p-sumantes g y lineales ¢g-sumantes

R que satisfacen (1.3).

L

El caso 0 = 1 = 0 fue estudiado previamente por Chéavez-Dominguez en [16]. Que D(p@ )

es un ideal Lipschitz de Banach puede verse en [52, Proposition 3.6].

Lopez Molina y Sénchez-Pérez [39] mostraron que Dy, 5.4, €s un ideal de Banach maximal
exhibiendo la norma tensorial finitamente generada al que estd asociado por dualidad y que
también se puede describir como una composicién de dos ideales. Para el caso de los operadores
Lipschitz (p, o, ¢, n)-dominados, en [ABBT] se obtuvieron resultados anélogos a estos.

Dado un ideal de Banach Ay 0 < o < 1, se denota A, al ideal de Banach conformado por los
operadores T € L(FE, F) tales que existen un espacio de Banach G y un operador S € A(E,G)

tal que para todo v € E, se tiene que
17 ()]l < [l 1S
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con la norma [T 4, := inf{||S||';°}. Esta definicién se debe a Matter [40, Definition 3.1],
quien puso especial atencién a este procedimiento aplicado al ideal II,. Dados 1 < p,q < ooy

0 <o,n <1 tales que I’T" + 1_7" < 1, por [39, Teorema 2.4] se tiene que

Dpoqm = Hg};yal oll, .. (1.4)

dual
q7”7

se puede dar una demostracion de la maximalidad de Dy, 5.4.1)-

Vale aclarar que II3% se refiere a (I1;,,) ™ y no a (IIJ"!),. A partir de este resultado también

L

Ahora nos encaminaremos a dar el resultado andlogo a (1.4) para el ideal Lipschitz Dy oam)-

Definicién 1.55. Sean 0 < 0 < 1, Z un ideal Lipschitz de Banach, X un espacio métrico y £
un espacio de Banach. Se denota Z, (X, E) al conjunto de operadores Lipschitz f € Lipy(X, E)
tales que existen un espacio de Banach F'y un operador Lipschitz ¢ € Z(X, F') tal que para
todo z,y € X, se tiene que

1/ () = FWIl < d(z,9)7 lg(z) — g(y)II' =7
y para f € Z,(X, E), se define || f||z, := inf{HgH%“’}.

Que Z, es un ideal Lipschitz de Banach fue demostrado por Saleh [52, Definition 3.2, Propo-
sition 3.3]. Achour, Rueda y Yahi en [4] estudian este procedimiento aplicado ideal Lipschitz
Hﬁ . Dado un ideal de Banach A y un ideal Lipschitz de Banach Z, es inmediato de sus re-
spectivas definiciones que A, es inyectivo e Z, es Lipschitz inyectivo. Para o = 0, se tiene que
Ay = AW e Ty = IV y ademéds A, = (A™), e Z, = (Z"),. A partir de las definiciones,
también se puede ver que si A e Z son ultraestables, entonces A, e Z, son ultraestables, y como
consecuencia del teorema de Kiirsten y Pietsch y su versién Lipschitz, A, e Z, son maximales.

Siguiendo [39], dado un espacio de Banach E, sea 1 una medida de probabilidad boreliana
sobre Bp y consideremos el operador canénico Ji: E — Loo(Bgr, ). En Ji(E) se define la

norma

1—0c

P

T ot =inf Sl | [ 1o @oPdut) | o= w
i=1 =1
B

y se denota M, ,(F) a la completacién de J5(E) dotado de la norma || - ||,,. A partir de la
definicién de || - ||, » se puede ver que Jy; € 1L, ,(E, M, ,(E)) con || Jg|n,, < 1. En efecto, dado

v € E, considerando la inclusién formal tog 1 Loo(pt) = Ly(pt), tenemos que
175 lpo < 0117 lescp © TE(0)II7,°

Dado que (o, s p-sumante con norma p-sumante igual a 1, se sigue que Jy, € I, ,(E, M, ,(E))
con ||Jg|m,, <1.

Siguiendo [4], cuando E = A(X) para algiin espacio métrico X, en Ji  (AE(X)) podemos
definir, para u € span{d, . : x,z’ € X} con una representacién de la forma v = > | Aiz; z!

1-0o

P

b @lla: =inf 3 3 ldGery | [ 1) = sepdutr) | .
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donde el infimo esta tomado sobre tales representaciones de u. Notemos que

150 (Wllpe < 500 @pe < llullzx)-

Ademas, ||| - |||,» satisface la desigualdad triangular. Luego, ||| - |||, €s una norma definida
sobre Jg(x)(span{éxvx/: z,x' € X}), y denotando ]\/Zp,g(X) a su completacion, se tiene que la
inclusién formal ¢: My, (X) — M, -(AE(X)) es continua. Podemos extender el operador Jy
por densidad, obteniendo Jig xy: B(X) = M,(X).

Como en el caso lineal, a partir de las definiciones se puede ver que J [’é( X) 0d: X — M, ,(X)

pertenece a I} (X, Mp,U(X)) con || i) ©0llmz, < 1. En efecto, dados z,y € X, tenemos que

1T x) © 6(2) = Ty © W llpo = 15 0x) (2) | .o

< d(z,y) ||toop © Jfé(x) 00() — Loop © J}‘E(X) o 5(y)||1L;”

Como Lm,poJﬁE(X) 0§ € I, 0Lipy(X, L,(p)), se tiene Jgf:(X) 08 € (M, o Lipy)s (X, J\pr,g(X)) _
I} 5 (X, Myo (X)) con || Jg ) © Ofluz, < 1.

Teorema 1.56. Dados 1 < p,q<oo y0<o,n<1 tales que 1_7" + 17777 <1, se tiene que

L
Dy

_ 17dual L
p.oam) T Hq,n © Hp,o
Demostracion. Fijemos un espacio métrico X, un espacio de Banach £ y un operador Lipschitz
f € Lipy(X, E). Supongamos que f € Démqm
1A llog

< C. Por [52, Theorem 3.8], existen medidas de probabilidad borelianas p; y po
definidas sobre By# y Bgr respectivamente, tales que para cualesquiera z,y € X y v’ € E', se

)(X, E) y sea C constante positiva tal que

tiene que

V(f@) — f)] <
Cda,y) || (f;

1—n

l9(z) — g(y)lpdul(g))l'_’a ( s, |v”(v’)|qduz(v”)) "

X
Con las medidas p; y pe podemos considerar MP,U(X )y M,,(E') definidos previamente y
el conjunto X, = Jigxy 0 0(X) C M, (X).

Ahora, consideremos la funcién U: X, , — M, ,(E')" definida como

U (i 0 0(2)) (JE () = v/ (F(2)) (15)

para x € X y v’ € E’. Para ver que la funcién U estd bien definida primero recordemos que
{J@ (W) v € E'} es denso en M, ,(E’). Ahora, si Jg(X) od(x) = J}’El(x) od(y) para x,y € X,

entonces para cada v € E’ se tiene que

V(@) — f)]

< Cd(z,y)°|v||" (/B Ig(x)—g(y)!pdu1(9)> p (/B |””<U/)|qd“2(””)> (1.6)

1—-n
q

< OllTgx) 0 () = Jigx) © 09l M1'I1” (/B !v"(v’)\qduz(v”)>

B!
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Por consiguiente f(z) = f(y), asi que U estd bien definida. Para ver que es Lipschitz con
Lip(U) < C, tomemos z,y € X y v' € E' tal que ||J5 (v')||,, = 1. Dado £ > 0, tomemos una
representaciéon o' =Y " | v} tal que

1—n

ZHvH" / W) | <1

B g

Combinando (1.5) con (1.6) obtenemos

(VU5 2 8(2)) = Ul 2 0)) ()

—Z( Uiy 0 6(2) = Ul 0 6(s))) (5 ()

< Cllgx) © 0(x) = Ty 0 0I5z, Z V11" (/B

< Ol Tgxy 0 0(x) = Ty 0 0(y )||Mp,g(1 + €)-
Se sigue que HU(J//JS(X) 0d(z)) — U(J}lél(x) 0 0(y)) | azy,, ey < CHJE(X) od(z) — J}%I(X) © 5@)”1\7%07
asi que Lip(U) < C.

También de (1.5) se sigue que kp o f = (Jg/)' o U o Jyiy) 04, donde U o Jiy0d €
2, (X, My o(E'Y) con [Uo % g, 08 g < C'y (J22) € T80y, (E'Y, B”) con (72 g <
1, puesto que Ji € 11, (E', M, ,(E")) con II, ,-norma menor o igual a 1, como mencionamos
previo a la demostracién. Luego, kpo f € I o 7 (X, E”) con ||kg o f[|lnguons, < C. Dado
que IIWoIT) | es regular en virtud de la Proposmlon 1.17, concluimos que f € Hd“aloHL JX,E)
con ||f||ng,unalongﬂ <C.

Reciprocamente, supongamos que f € Hg;al o HﬁU(X ,E), y sean F' un espacio de Banach y
operadores h € II (X, F) y S € II%!(F, E) tales que f = S o h. Usando que h € I (X, F)
y 5" € Igyn(E', F'), tomemos espacios de Banach Gy y G y operadores g € IIM(X,G1) y
R € II,(E', G5) tales que para todo z,y € X,

1h(z) — h(y)|| < d(z,y)[lg(z) — g(y)]|"7 (1.7)

1-n

(v£)|"duz(v")> q

B!

y para todo v’ € E’
1SVl < [l "] R[] (1.8)
Dados z,y € X y v' € E', tenemos que

[0'(f(x) = f(W)| = [v'(S(h(x) = h(y)))]
= 5"(W)(h(x) = h(y))]
< S @)R(z) = h(y)ll
< IR 1"d(, )7 [lg(2) — g)]I' 7

Por consiguiente, f € D(Lpgqn) (X, E) con HfHDL < ”g”nLUHR”ll‘[ . Tomando nfimo sobre
7,q,m)
todas las g € IT% (X, ) que cumplen (1.7) y sobre todos los R € II «(E’,+) que cumplen (1.8), se
tiene que ||f||D(L < 1Pz 15"y, = ([l || Rl ngw:. Dado que la T35t oIT) -factorizacion
P,0,4,1M ’

de f de la que partlmos era arbitraria, se sigue que || f|lpz < || fllmguatonz - O
» splolly,
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Para ver que el ideal de operadores Lipschitz (p, o, ¢, n)-dominados no es de composicién

L
(p,o,q,m)

no tiene la propiedad de ideal fuerte, y en particular,

necesitamos caracterizar el ideal de operadores D N L. Eso lo veremos en el capitulo 3. Lo

que veremos a continuacion es que D(p o)

no es de la forma Lip, o A o Lip,. Notar antes que como todo operador lineal g-sumante es

débilmente compacto, tenemos que ngal C wdwal = W v por lo tanto

Dk =M% oI5, € Wo Lip, (1.9)

(p,o,qm) —

Proposicion 1.57. Sean 1 < p,qg < 0o y 0 < o, < 1 tales que 1’7" + 1—;” < 1. FEl ideal
DL

(noqm) 1O tiene la propiedad de ideal fuerte.

Demostracion. Suponiendo que tiene la propiedad de ideal fuerte, tenemos que g = dg o Idg €
D(Iz’m om (R ER)) € W o Lipy(R, £(R)). Esto implica que la linealizacién de dg, el operador
Idgw) es débilmente compacto, lo cual es falso ya que A(R) = L;(R) no es reflexivo. O

Usando el teorema de factorizacién también podemos mostrar lo siguiente.

Teorema 1.58. Sean 1 < p,qg < oo y0<o,n <1 tal que 1 "—1—1 "<1 ElzdealDLpaqn) es

maximal.

Demostracién. Por el Teorema 1.51, basta ver que D es regular y ultraestable. Como Hig

(p,0,9,m)
L

(p,oam
de esto es andloga a lo hecho en la Proposicién 1. 37) La regularidad se deduce de la Proposicién

L
(p,o,q,m

puede deducir dlrectamente de la deﬁm(:lon de operador Lipschitz (p, o, ¢, n)-dominado. O]

y II9%! son ultraestables, la composicién YW oII) = D , s ultraestable (la demostracion

1.17 ya que H » €s Lipschitz inyectivo y Hd“al es regular. Que D ) €s regular también se

Al ser D (o)

(Teorema 1.52) tiene una norma tensorial Lipschitz finitamente generada asociada por dualidad.

maximal, por el Teorema de Representaciéon de ideales Lipschitz maximales

Para finalizar veremos cudl es esa norma tensorial.

Dado un espacio métrico X, 1 <p<o0,0< o<1, Z1,...,Z0n, Y1, Yn €E XV A1,..., \p €
R, se define
1-o
n p P
S ((Ngvmyy)ia): = sup [ (Nl () = Fln)ld(zy,9;)7) :
feByy \o
y para vq,..., 0, en un espacio de Banach F, se define
1-0
. ! l1—0c o e ’
Opo((03)=): = sup (> ([/(w)[" " [lvyl|”) T
’U’GBE/ j=1

Para1<p,q<ooy0<an<1talesquel;f"+1;”<1 sea 1 < r < oo tal que

%+1_T”+1q”—1or—0081 - +1q"—1 Parau e X X E, sea

(g (W) =) e 60 ((a, 25, 15)7-1)8gm (a7 0)7-1) },

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones u = Z;'L:1 Ajbg;y, vy a; > 0. Esta

construccion en el caso 0 = ) = 0 fue hecha por Chévez-Dominguez [16].
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Proposicién 1.59. Sean 1 < p,g < 0o y 0 < o,n < 1 tales que 1— + 1% < 1. Entonces

L

X g €5 UNG NOTIG tensorial Lipschitz finitamente generada.

-, L
Demostracion. Xy am

a(Lp o) satisface la desigualdad triangular ya que dicha prueba sigue el mismo patrén que en

) €s finitamente generada por construccién. Omitimos la prueba de que

[39, Proposicién 2.7] con las modificaciones correspondientes.

Veamos la metric mapping property. Sea 1 < r < oo tal que % + I_TU + 177" = 1. Sean
X,Y espacios métricos, F, I espacios de Banach, f € Lipy(X,Y) y T € L(E, F). Tomemos
u € XXFE con una representacion u = 2?21 Aj0r; 4, Xvj v sea (a;)j—, una secuencia de niimeros
positivos. Tenemos que f X T'(u) = > 27| A\jdsa;) sy X T(v)) ¥

1—0o

Tpo (0 1 3). £w))j) = sup (Z (JaslI1(7 () — B ) o F ), f(yj))")l‘p“) p

By 4 j=1

(i) )~ (o) @

1—0o
P

1-0o 1—0o 4
d(xj’ yj)g>

<Lip(f) swp |3 (\ajl

EBY# j=1
< Lip(f) sup (Z (lasl[h(z;) — h(yj)|1_ad($j,yj)g)”>
hEBX# j=1

—Llp(f)5 (a5, 25,95)5-1)

y similarmente 64, ((a; ' T(v;))7—,) < [|T[|6q((a; 'v;)7—;). Se sigue que

g (f BT (u);Y BF) < Lip(HITIA)j=1 e, 0y (s, 5, 95) 5100 (a5 05)=1).

Por arbitrariedad de la representacién de u y secuencia de nimeros positivos (a;) con las que
(p,o,a:m) (flgT( ) Y F> S Llp( )HTHapaqn(U’;X X E)

Por [12, Proposition 6.5], para ver que oz(Lpan) es crossnorm y es dualizable, basta con ver

partimos, se sigue que a

que el < a( <7t en X X E. Para el caso de la norma inyectiva %, tomemos v € X X E

P0,41)
con una representacion u = Z;‘:l Ajbz; .y, Mwj. Dado p > 0, existen f € Bys y v' € Bp tal

que para toda secuencia (a;)j_, C R*

n

eh(u) = p < D (F(x5) = fly)w' (\u)| < Z INillas (f () = fluDIY' (a5 o)l

Jj=1

Aplicando la desigualdad de Holder generalizada, se obtiene
eh(u) = p < N lle I as (F(25) = Fun)Dimlle o 1005 05)5lle o -
Puesto que

s () — SIS < D (aslay) — Flu)l =7 ) ™

‘]:
(5L ((a]7x.77yj)j )7

y similarmente

10 (a5 v3))icalle o < Ban((a5 " 0s)j0)s
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obtenemos que el(u) — p < a(L u).

1 oqm(W)- Siendo p > 0 arbitrario, se tiene el(u) < of

p,oqn)(
Para el caso de la norma proyectiva 7”, dado p > 0 tomemos una representacién u =

> i1 Oayy; Moy tal que D77 d(wy,y;)[lv;]| < ml(u) 4+ p, con x; #y; yv; #0for 1 < j < n.

Entonces
n

w= 2 53) 0310, B () )~

Jj=1

y denotando a; = ij||1_70d(xj,yj)1_75_1, se obtiene que

1 n n - n
g (W) < (@ y) 05 1)7 )i e 0o (a7, 25, 53)71) g (a5 05)51) < w(w) + p.
Como p > 0 es arbitrario, concluimos que oz(Lp o (W) < 7l (u).

]

Teorema 1.60. Sean 1 < p,q < o0 and 0 < o, < 1 such that 1’7" + 1_7” < 1. Para todo
espacio métrico X y todo espacio de Banach E se tiene que

L /
(X& (paqu) Dpaqn(X,E).
Demostracion. Asumimos que 1= 4 1= 77 < 1 (el caso =2 4121 = 1 se sigue de la misma manera

q
con las modificaciones correspondlentes). Sea 1 <r < oo tal que ; + =2 4 1% — 1 Tomemos

fe D (noam (X: E') v consideremos el funcional lineal ¢y en X X E de%nido,qpara ue XXFE
con una representacion u = 7| A;d,; ,, Kvj, como ¢p(u) = >0, Ai(f(x5) — f(y;))(v;). Como
es habitual, ¢; estd bien definido.

Dado € > 0, existen espacios de Banach F' y GG, un operador Lipschitz g € HL(X F) y un
operador lineal R € II,(E”, G) que satisfacen (1.3) con ||g||HL‘T||R||11I "< (1+€)||f||DL . Sea

10,d5m)
(a;)j—, una secuencia de niimeros positivos. Entonces,

|05 (u)| = ZA (43))(v;)

< Z IAild(zs, 957 9 (x) — gy I o 17| Roy 17
j=1
= INlagd(zy, y;)Nlg(y) — gy llag  os |7 Ra o |7,
j=1
Como % + I;TU + 1an = 1, aplicando la desigualdad de Holder se tiene

1

(6] < I )i=alle, (e g, 9) 7= [lg(25) — () 1)j=alle, N lag Mol =7 1 Rag o5 )5 lle, ™
(1.10)
Dado que g € IT} (X, F) y R € II(E",G), tenemos que

1

(a7 d(aj y;) ™7 g (25) — 9(ui)D=ullg,

1
< llgll” ,Sup {II(a] " d(j, y;) = () — hly) )i N,

X#

= HgHHLU(ng; ((aj, 2, yj)?:1)
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_ N _ _
ICllas ol =7 1 R o) -allg,

< |||y, sup AliClas o | 7 o g o) N

v'€Bg

= ||R||%1qn5qn((a U])] 1)

Combinando esto con la desigualdad (1.10) se obtiene que

(o) < gl IRl 1)l 05 (g, 25, 95)51) 8 (a5 0 )5)

< L+ loe N alle by o (@, 25, 55)5-1) 80 (a5 v5)1).

a,m)

Dado que € > 0 y la representacion de u son arbitrarios, se tiene que ¢; € (X Xla E)" con

(p,o,a,m)

norma menor o igual a || f||pz
(p0.q, n)

Reciprocamente, sea ¢ € (XK, ok E)" y definamos f, € Lipy(X, E’) como fs(x)(v) =
(00 X v) para x € X y v € E. Argumentos rutinarios muestran que fy estd bien definido.
Por [13, Lemma 4.1] hay una manera canénica de extender ¢ a X@a(mem E" con la misma
norma. Denotando ¢" a tal extension, se tiene que ¢" (9,0 X v") = "(fy(z)) paraz € X y

v" € B". Ahora, dadas secuencias (7;)7_,, (y;)j=; en X, (v)i_, C E"y (a;)}—; C R,

llagvi ((Fo(z5) = Fo(yi))le,s

= sup i¢A (Z Ajj0g, . X v;’) ‘
=1

(Xj); €Bu,
< ||¢" sup a(}qu Z)\ 10z, R V]
(AJ)]EBZT ] 1
<ol sup {1 iz lle0p o (g, w5, 5)F-1)0qm (V)= }
()‘J)JGBET

< N @llogo((ag, 25, 55)5-1) 00 ((05)721)-
) (X, E) con || follpe

Aplicando [52, Theorem 3.8| se obtiene que fy € D(L o a § |lo|l. Es
IRl 5} ,0,q,M

rutinario mostrar que los operadores f — ¢y y ¢ — f, son lineales y son uno el inverso del

otro. O
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Capitulo 2

Extensiones Lipschitz de operadores

lineales

Uno de los teoremas pilares del Andlisis Funcional es el teorema de Hahn-Banach, que afirma
que todo operador lineal continuo a valores escalares puede extenderse a cualquier superespacio
sin cambiar la norma. Andalogamente, para funciones Lipschitz a valores reales, tenemos el
teorema de extension de McShane. Dado un espacio métrico X, un subconjunto Xy C X y una
funcién Lipschitz f: Xg — R, la funcién g: X — R definida por

g(x) = inf{f(zo) + Lip(f)d(z,z0): xo € Xo}

es Lipschitz, Lip(g) = Lip(f) v 9]x, = [-

Sin embargo, ciertos tipos de funciones a valores reales pueden no admitir una extension
deseada. Por ejemplo, no hay un analogo del teorema de Hahn-Banach para polinomios n-
homogéneos definidos sobre espacios de Banach [35].

En cuanto a operadores lineales entre espacios de Banach, sabemos que no siempre es posible
extender linealmente un operador T' € L(Ey, F') a un superespacio dado F de Ejy, a menos que
el espacio de llegada sea inyectivo. En el caso que no podamos extender 7' linealmente a F,
dado que un operador lineal es en particular Lipschitz, uno podria preguntarse ;puede ser que
T admita una extension Lipschitz a E7 Una respuesta parcial negativa se obtiene a partir del

siguiente teorema de Lindenstrauss [38], que también se puede encontrar en [11, Theorem 7.2].

Teorema 2.1. Sean E, F espacios de Banach y Ey un subespacio de E. Sea T € L(Ey, F)
y supongamos que existe [ € Lipy(E,F) tal que flg, = T. FEntonces existe un operador
R € L(E,F") tal que Rlg, = ke o T y | R|| < Lip(f).

En particular, si F' es un espacio dual, un operador lineal T': Ey — F' tiene una extension
Lipschitz a E siy solo si tiene una extension lineal a E.

Por otro lado, en las ocasiones en que un operador admita una extension, resulta intere-
sante saber si alguna extension del operador preserva alguna propiedad del operador extendido.
Por ejemplo, gracias al teorema de representacién tensorial de ideales maximales, si A es un
ideal de Banach y la norma tensorial « asociada por dualidad a A™* cumple que Ey®qF

es un subespacio de E®,F siempre que Ej sea un subespacio de F (esto es, « es inyectiva
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a izquierda), entonces como consecuencia del teorema de Hahn-Banach todo operador lineal
en A™(Ey, F') = (Ey®.F) tiene una extensién en A™(E, F') = (EQ.F)', con la misma
norma. En particular, el ideal de Banach de operadores integrales cumple con esta propiedad.
En ocasiones, si bien no es posible extender linealmente un operador de modo que se pre-
serve alguna propiedad deseada, se puede conseguir una extension Lipschitz con una propiedad
andloga. Para ilustrar esto, consideremos la inclusién k., : ¢y — ¢, que es un operador lineal
que se puede factorizar a través de cy. Esta se puede extender a un operador T": ¢, — (o, (por
ejemplo, la identidad de /., extiende a k). Sin embargo, esa extensién no se puede factorizar
a través de ¢y ya que todo operador de /., a £, que deje fijo todo elemento de ¢y tiene que tener
imagen no separable (véase [8, Theorem 2.5.4]). Si ahora buscamos extensiones Lipschitz, por
un ejemplo de Lindenstrauss [11, Example 1.5] existe f € Lipy(feo, co) tal que flo, = Idey, ¥
por ende k., o f es una extension Lipschitz de k., que se factoriza Lipschitz a través de c.
Ahora, bajo las hipdtesis del Teorema 2.1, si la extensién Lipschitz de un operador lineal
tiene una cierta propiedad, ;qué se puede decir de la extensién lineal? El resultado principal de
este capitulo es una versién mas refinada del Teorema 2.1 que nos mostrara varios casos en que,
dado un operador lineal que tiene una extensién Lipschitz que pertenezca a un ideal Lipschitz,
entonces la extension lineal del operador pertenece al mismo ideal. Para ello, vamos a necesitar
de dos herramientas que desarrollaremos previamente. Estas son la Gateaux diferenciabilidad
de funciones Lipschitz y la invarianza por traslaciones de ideales Lipschitz. Primero, daremos
un resultado preliminar asumiendo que las funciones involucradas son Gateaux diferenciable en
algin punto y luego veremos en qué casos esta hipétesis se puede eliminar. Los resultados de

este capitulo se encuentran en [AT?2].

2.1 Gateaux diferenciabilidad de funciones Lipschitz

Definicién 2.2. Sean F, F' espacios de Banach. Una funcién f definida en un abierto U de FE
y a valores en F' es Gateauz diferenciable en xy € U si existe un operador T' € L(E, F') tal que

para todo v € E| se tiene

T — lin% f(xo + tl;) — f(x0)

En tal caso, se denota T'= D f(x¢) y se lo llama la derivada de Gateaux de f en .

De la definicién, se puede ver que todo operador T' € L(FE, F) es Gateaux diferenciable
en todo xg € E'y DT (x¢) = T, y si f es Lipschitz y Gateaux diferenciable en xg, entonces
|Df(zo)]] < Lip(f). Por lo general, la composicién de dos funciones Gateaux diferenciables
puede no ser Gateaux diferenciable, pero para la composicion de funciones Lipschitz Gateaux
diferenciables, se tiene

Regla de la cadena. Sea f una funcion definida en un abierto de un espacio de Banach E y
a valores en un espacio de Banach F' que es Gateaux diferenciable en un punto xy, y sea g un
operador Lipschitz definido en un abierto que contiene a f(x¢) y que es Gateauz diferenciable
en f(xg). Entonces go f es Gateauz diferenciable en xo y D(go f)(xg) = Dg(f(x0)) o D f(zo).
En particular, si g =T es un operador lineal acotado, entonces D(T o f)(xo) =T o D f(xg).
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Demostracion. Fijemos v € E. Para cada t € R, denotemos w(t) € F al vector tal que

f(xo+tv) — f(wo) = tD f(zo)v + w(t).
Como f es Gateaux diferenciable en xq, lim;_,o @ = 0. Tenemos que

(g0 f)(wo+tv) = (g0 f)(wo) _ 9(f(xo+1tv)) = g(f(w0))

t t
_ 9(f (o) + (f (2o + tv) — f(20))) — 9(f (o))
t
_ 9(f (o) +tDf(wo)v + w(t)) — g(f (20))
t
_ 9(f (o) +tDf(wo)v) — g(f (o)) n g(f(wo) +tDf(xo)v +w(t)) — g(f(wo) + th(ﬂfo)U).
t t

Como g es Gateaux diferenciable en f(z¢), tenemos que

lim g(f(xo) +tD f(xo)v) — g(f(0))

t—0 t

= Dg(f(w0))Df(xo)v.

Por otro lado, con el segundo término, tenemos que

Hg(f(xo) +tDf(xo)v + w(t)) = g(f (wo) + tD [ (wo)v)
t

<o)

Por lo tanto, 15% (g0 f)lxo + tUt) — (g0 f)(zo)

= Dg(f(z0))Df(x¢)v, como querfamos ver. [

Volvamos al resultado de Lindenstrauss: si un operador lineal 7" admite una extension
Lipschitz, entonces admite una extensién lineal. En el caso de que la extension Lipschitz
sea Gateaux diferenciable en un punto del dominio de 7', la demostracién del resultado seria

inmediata.

Proposicion 2.3. Sean FE y F espacios de Banach, Ey subespacio de E y un operador T €
L(Ey, F) tal que eziste f € Lipy(E, F) con f|lg, = T y es Gateauz diferenciable en un punto
xo € Ey. Entonces Df(xo) € L(E,F) cumple que Df(xo)|g, =T

Demostracion. Puesto que T'= f o Lgo, aplicando la regla de la cadena y usando que 71" e Lgo

son operadores lineales, obtenemos que T' = D f(xg) o 1}, . [

Recordemos que por el Teorema de Rademacher, toda funcién Lipschitz entre espacios
normados de dimension finita es Gateaux diferenciable en casi todo punto. Sin embargo, cuando
consideramos espacios de dimensién infinita, existen funciones Lipschitz que no son Gateaux
diferenciables en ningiin punto, como muestra el siguiente ejemplo que se puede encontrar en
[29, Proposition 2.1].

Proposicion 2.4. Para cualquier espacio de Banach no nulo E, la isometria métrica 0: E —

A(E) no es Gateauz diferenciable en ningin punto.
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Demostracion. Supongamos que dg es Gateaux diferenciable en un punto zy € E. Entonces la
funcién 6*°: E — E(F) definida como §*°(x) = §(x + x¢) — 0(zo) es Gateaux diferenciable en
0. Por lo tanto, para toda funcién f € E#, se tiene que

f(+w0) = f(xo) = Ly o 5™

es Gateaux diferenciable en 0. Esto no ocurre pues, por ejemplo, la funcién f(x) = ||x — || —

Zo|| no es Gateaux diferenciable en 0. O
[0l

De aqui puede surgir la pregunta de cuando una funcién Lipschitz entre espacios de di-
mension infinita es Gateaux diferenciable en algtin punto. El capitulo 6 del libro de Benyamini
y Lindenstrauss [11] estd dedicado a mostrar como se puede generalizar la teoria de diferenciabil-
idad de Lebesgue a espacios de dimension infinita. Por el enfoque de esta tesis, no ahondaremos
en este tema. Lo que necesitaremos en lo que viene es la siguiente consecuencia de un resultado

de Mankiewicz [31, Theorem 1.3], que también se puede encontrar en [11, Theorem 6.42].

Teorema 2.5. Sea E un espacio de Banach separable y sea F un espacio de Banach con la
propiedad de Radon-Nikodym. St f es una funcion Lipschitz definida en un subconjunto abierto

U de E y a valores en F, entonces f es Gateaux diferenciable en al menos un punto de U.

En cuanto a la propiedad de Radon-Nikodym, recomendamos el libro de Diestel y Uhl donde,
ademads, se puede encontrar una lista de espacios que tienen y que no tienen esta propiedad
[25, Pag. 217 a 219]. En particular, todo espacio dual separable y todo espacio reflexivo tiene
la propiedad de Radon-Nikodym.

Fijemos ahora un ideal de Banach A, un espacio de Banach separable E y una funcion
Lipschitz f € A™" o Lip,(E, F). Como A™* = A™" o F y todo operador en F se factoriza
linealmente a través de un espacio reflexivo (véase, por ejemplo, [46, Proposition 3.1.7]), la

funcion f puede factorizarse como en el siguiente diagrama

E f y F
l TR
Gl T ? G27

donde g € Lipy(E,G,), T € F(G1,G3), R € A™"(Gy, F) y Gy es un espacio reflexivo. Por
ende, T' o g € Lipy(F, G2) es Gateaux diferenciable en algin punto xy € F por el Teorema 2.5
y, aplicando la regla de la cadena, obtenemos que f es Gateaux diferenciable en xo y D f(xq) €

Amn(EF). Con esta misma idea, se puede demostrar el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.6. Sea A un ideal de Banach tal que A = A o B isométricamente para algin
1deal de de Banach B cerrado tal que todo operador en B se factoriza linealmente a través de
un espacio de Banach con la propiedad de Radon-Nikodym. Sean E y F' espacios de Banach,
con E separable. Dados f € Ao Lipy(E,F) ye > 0, existe 9 € E tal que f es Gateaux
diferenciable en o y || D f(zo)|la < (14 €)|| f]|AoLip, -
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Como consecuencia de la version isométrica de la factorizacion de Davis, Figiel, Johnson
y Peleyniski [22], obtenida por Lima, Nygaard y Oja [37], los operadores compactos y débiles
compactos se factorizan isométricamente a través de un espacio con la propiedad de Radoén-
Nikodym. Luego, aparte de los ideales de Banach minimales, dos ejemplos de ideales que

cumplen las hipdtesis de la proposicién anterior son el de operadores p-compactos K, y cuasi
p-nucleares QN ,, ya que K, = IC, o K [28, Proposition 2.9] y ON, = QN o K [44, Lemma 5.

2.2 Invarianza por traslaciones

Sean E y F espacios de Banach. Si X es un subconjunto de E que contiene al cero y g € X,

entonces
X—zy:={x—z9:2€ X}

contiene al cero, y para f € Lip,(X, F'), denotamos f*: X — zq — F a la funcién Lipschitz

definida como
fr(x) = f(x + 20) — f(w0).
Definicién 2.7. Un ideal Lipschitz de Banach Z se dice invariante por traslaciones si dados

espacios de Banach E' y F, un subconjunto 0 € X C E, 2o € X y f € Z(X, F), la funcién f
pertenece a Z(X — xo, F) y ||f*llz < ||fllz-

Observar que si f : X C E — F es una funcién Lipschitz de un subconjunto X de E que
contiene al cero a valores en F'y o € X, entonces f = (%)~ Por ende, si f pertenece a
un ideal Z invariante por traslaciones, se tiene que ||f*|z = ||f||z para todo zo € X. En el
caso en que X = F, la invarianza por traslaciones nos garantiza que f* € Z(FE, F') para toda
fEeEZ(E,F)y xy € E, con igual norma.

Proposicién 2.8. Sea A es un ideal de Banach. Entonces Ao Lip, es invariante por trasla-

ciones.

Demostracion. Tomemos espacios de Banach E y F, un subconjunto 0 € X C F, x5 € X
y f € Ao Lipy(X, F). Consideremos una factorizacién f = T o g donde g € Lipy(X,G) y
T € A(G, F), para algin espacio de Banach G. Puesto que T es lineal, se tiene que f* = Tog™,

de donde obtenemos la conclusion deseada. O

Proposicion 2.9. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach invariante por traslaciones. Entonces

Lipy o Z es wnvariante por traslaciones.

Demostracion. Fijemos espacios de Banach E y F', un subconjunto 0 € X C FE, una funcién
f € LipgoZ(X, F) y zp € X. Tomemos una factorizacion f = gy 0ge donde g, € Z(X,G) y ¢1 €
Lipy(G, F'), para algtin espacio de Banach G. Como f% = g2 (o) 0g5°, con ng(xO) € Lipy(G, F)
y 95° € I(X — z9, G), obtenemos el resultado. O

En general, si Z y J son ideales Lipschitz de Banach invariantes por traslaciones, entonces
con idéntica demostracion se ve que la composicién ZoJ (que es ideal Lipschitz quasi-normado)
es invariante por traslaciones.

Combinando las dos proposiciones anteriores, tenemos
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Corolario 2.10. Si A es un ideal de Banach, entonces Lip, o A o Lip, es invariante por

traslaciones.

La propiedad de invarianza por traslaciones se mantiene al tomar capsula regular, inyectiva

o Lipschitz inyectiva.

Proposicion 2.11. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach invariante por traslaciones. Entonces

Ires T e TN son invariantes por traslaciones.

Demostracion. Sean E'y F espacios de Banach, 0 € X C E, zg € X y f € Z"8(X, F). Como
kpo f* = (kpo f)™ e T es invariante por traslaciones, se sigue que f* € Z'8(X — zy, F') con

L0 lzwee < ILf

de F en (o (By), se ve que I™ es invariante por traslaciones.

7res. De igual manera, cambiando la inclusion de F' en su bidual por la inclusién

Ahora, supongamos que f € IZMW(X F), y sea g € Z(X,G) que domina a f, esto es,
1) = F@)I < lg(z) — g()]| ¥ 2,y € X. Entonces [|f*(z) — fo(u)l < llg™(x) — g W)
Va,y € X —xyy como Z es invariante por traslaciones, g*° € Z(X — x¢, ) y domina a f*°,
deducimos que f* € ZU(X — xo, F) con || 20| zuimg < || f]]zums. O

La invarianza por traslaciones también se mantiene al tomar capsula maximal.

Proposicion 2.12. Si Z es un ideal Lipschitz de Banach invariante por traslaciones, entonces

I™M* es invariante por traslaciones.

Demostracion. Sean E y F' espacios de Banach, X un subconjunto de E que contiene al cero,
rg € Xy feI™(X,F). Para ver que f™ € I"(X — x4, F'), tomemos L € COFIN(F) e
Y € MFIN(X — ). Si —z0 ¢ Y, tomemos Y = {—z¢} UY. Puesto que Z es invariante por

traslaciones, tenemos que

lgf o f2 0™z < lgf o f% 057"z
I(gf o foik )™z

laf o forX Iz

[[f{lzma
ya que Y + z9 € MFIN(E). Esto demuestra que f* € Z™(X — zq, F') y || /% ||zmex < || f

VARVAN

Jmax.

]

Sean E y F espacios de Banach, o € E, Z un ideal Lipschitz de Banach y f € Z(E, F).
Denotemos 7, a la traslacion por zg, esto es, la funcién afin 7,,: £ — E definida por 7,,(z) =
T + x. Si asumimos que Z es invariante por traslaciones, tenemos que 7_y(z,) © f © 7,y también
pertenece a Z(E, F). Notemos que 7,, ¢ L(F,E) ya que no manda el cero en el cero. Por
consiguiente, la propiedad de ideal por si misma no garantiza que 7_ (g, 0 f o7, € Z(&, F). Sin
embargo, hasta donde sabemos, todo ideal Lipschitz de Banach es invariante por traslaciones.

En relacién a la diferenciabilidad de Gateaux, sean E y F' espacios de Banach y supongamos
que f: F — F es una funciéon Lipschitz Gateaux diferenciable en un punto xo € E y que
pertenece a un ideal Lipschitz Z invariante por traslaciones. Para ¢t € R — {0}, denotando
¢y € L(E, F) al operador ¢;(v) = tv tenemos que, para x € F

f(zo+tx) — f(xo)
- .

b1 0 [0 0 dn(x) =
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Luego la red (qb% o f% o ¢)¢ C Lipy(F, F) converge puntualmente a Df(zy). Como Z es
invariante por traslaciones y f € Z(FE, F'), para todo t # 0 se tiene que ¢% of™o¢, € I(E,F)
con H¢% o ff oz < ||f|lz- Dado que, por la Proposicién 1.34, los ideales Lipschitz maximales

son cerrados bajo convergencia puntual de redes acotadas, obtenemos

Teorema 2.13. Sea T ideal Lipschitz de Banach maximal e invariante por translaciones y sean
E,F espacios de Banach y f € Z(E,F). Supongamos que f es Gateauz diferenciable en un
punto xog € E. Entonces Df(xo) € INL(E,F) y |[|Df(xo)llz < || fllz-

Combinando el Teorema anterior con la Proposicién 2.3, podemos demostrar el siguiente

resultado.

Proposicion 2.14. Sean E, F espacios de Banach y sea Ey un subespacio de E. Sea T &
L(Ey, F) y supongamos que existe una funcion Lipschitz f: E — F tal que flg, = T. Si f
pertenece a un ideal Lipschitz de Banach mazimal T que es invariante por traslaciones y f

es Gateaur diferenciable en un punto xy € Ey, entonces Df(xg) € ZNL(E, F) y cumple que
Df(xo)le, =T y [[Df(xo)llz < || fllz.

Recordemos que el Teorema 2.1 de Lindenstrauss no necesita la hipétesis de Gateuax difer-
enciabilidad de la funcién Lipschitz que extiende al operador lineal. En la siguiente seccidn,
veremos un resultado similar a la Proposicién 2.14, pero sin la hipotesis de Gateaux diferen-
ciabiliadad. Previo a eso, necesitamos ver cémo se traduce la invarianza por traslaciones de un

ideal Lipschitz maximal a su normal tensorial Lipschitz asociada por dualidad.

Lema 2.15. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach maximal e invariante por traslaciones. Sea
a la norma tensorial Lipschitz finitamente generada asociada a T por dualidad. Dados E, F

espacios de Banach, elementos x1,y1,...,Tn,Yn en E yvi,...,v, en F', se tiene que

o (Zn: 5£E¢+I7yi+$ X Ui) =« <Zn: 6361',%' X Ui)
i=1 =1

para todo x € E.

Demostracion. Usando la dualidad de la norma y la invarianza por traslaciones de Z, tenemos

que

o (Z artgeia ) = sup |3 (Flait o) — g+ o) ()

f€Bze,ry |i=1

= sup Z (f"(xs) — [ (y:)) (v3)

f€B1p.Fy |i=1

= sup Z (f(xs) = f(ys)) (v)

fe€Brm.r) |iz1

=« (i Oy X vz-)
i=1
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2.3 Teorema de extensiones Lipschitz de operadores lin-

eales
Ya tenemos todo listo para mostrar el principal resultado de este capitulo.

Teorema 2.16. Sean E| F espacios de Banach y sea Ey un subespacio de E. Sea T' € L(Ey, F)
y supongamos que existe una funcion Lipschitz f: E — F tal que f|g, = T. Si f pertenece a
un tdeal Lipschitz de Banach maximal I que es invariante por traslaciones, entonces existe un
operador R € TN L(E, F") tal que R|g, = kroT y ||R|z < ||flz

Demostracion. Primero, asumamos que E es finito-dimensional y escribamos (algebraicamente)
E = FEy& F,. Sea ¢ > 0 una funcién C* con soporte compacto en Fj tal que on =1y
o(x) = p(—x) para todo x € Fy. Para z € E, se define

9(z) = | fz+2)p(z)dz.
Eg
Se tiene que g(0) = on f(z)p(x)de = on T(x)p(x)dx = 0 porque T(x)p(x) = =T(—z)p(—x).
Como f es Lipschitz, g también lo es.
Para ver que g € Z(E, F') con ||g|lz < ||f|lz, notemos que al ser Z maximal, es regular, asi
que basta con ver que kpog € Z(E, F") con ||kr o g||z < ||kr o f||z.

Al ser kr un operador lineal, para todo z € E se tiene que

(ke 0 g)(2) = /E (ko f)(z + 2)p(x)dz.

Por el Teorema de Representacién tensorial de ideales Lipschitz maximales, existe una
norma tensorial Lipschitz finitamente generada « tal que Z(E, F") = (EX,F'). Tomemos
w=y" 04, X0, en ERF', donde x;,y; € E 'y v, € F' parai=1,...,n. Tenemos

n

| (kpog,u)|= Z ((kp o g)(xi) = (kr o g)(y:)) (v7)

[E (b o P +2) — (ke o F)s +2)) (a >da:)<v;>

=1

- (Z (ki o )i+ 2) - <kFof><yi+x>><v;>> pla)da

=1

kF © f Z 69514-3: Yit+x X v; >
< |lkro fHI/E (Z Oz+a,y;+a & Uz/) p(z)dz

§ o(x)dx

=1

= ||kr o fllza(u),

donde la tltima igualdad se sigue del Lema 2.15 y del hecho de que [, ¢ Eo x)dzr = 1. Por ende
9 € Z(E, F) con [|gllz < |[flz.
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Ahora, dados z € E y una direccién y € Ey, denotando u = ty + x con = € Ej, obtenemos
gz +ty) = fz+ty+z)p(x)de = f(z+u)p(u —ty)du
E() EO
y por consiguiente

gz +ty) —g(z)
; = Eof(z+u

) (Setio—ete))

Siendo ¢ una funciéon C* con soporte compacto en Ejy, por el Teorema de Convergencia
Dominada para la Integral de Bochner (véase por ejemplo [25, Theorem I1.2.3]), existe la

derivada direccional de g en z en la direccion y, que denotaremos g—g(z), y satisface

g_z@ == | S+ 0D de, (21)

para todo z € F e y € Ey. Notemos que dicha expresion es continua en z € E y lineal en
Yy E Eo.

Ademas, para cada y € Ey, se tiene que

9(y) = : [y +z)p(r)dx

= /E T(y + z)p(x)dx

-7) [ gl + / T()p(r)ds

=T(y).
Resumiendo, g € Z(E, F) con |lgllz < [|fllz, gls, = T y satisface (2.1).
Ahora, sea ¢ > 0 una funcién C'*™ con soporte compacto en Ej tal que [ Y =LY

consideremos, para z € F, la funciéon dada por

£ = [ 9 (=4 2) vlwda
y para n € N,

ha(2): = ful2) — £a(0) = /E (o(=+5) = (2)) van= /E g% (2)p(u)du,

1

Dado que Z es invariante por traslaciones, gr» € Z(E, F) con ||g= ||z < |lg|lz para todo u € E;
y n € N. Como antes, se tiene que h, € Z(E, F) con ||h,|z < ||gz-
Mostraremos que h,, es Gateaux diferenciable en z = 0, para cada n € N. Sea y = yo + 1,

donde yo € Ep e y1 € Ey. Denotando w = ty; +  para u € Ej, se tiene que

Fultn) = [ attm -+t Dystdn=n [ gl g — tnp)do

que en el caso y = 0 da

fa(0) = /E g <—> Y(u)du = n/E g(w)yY (nw)dw.



En consecuencia,

ha(ty) _ fu(ty) = fa(0)
t t

-7 /E (gl tgo) o — tis) = g(u)o ()

B (Y CCET S\ PR Y T S Y

Nuevamente por el Teorema de Convergencia Dominada se obtiene que

P_r)% w =n . ¢(nu)g—yg0(u)du + n/E1 g(u) Dip(nu)(—ny; )du. (2.2)

El miembro derecho es lineal en (yo,41) € Fo @ E; = E, y dado que E es finito-dimensional,
define un operador lineal acotado de F a F'. Por ende, h, es Gateaux diferenciable en z = 0
para cada n € N. Ademads, como Z es maximal, por el Teorema 2.13 tenemos que Dh,(0) €
INL(E,F) con || Dhn(0)]lz < [[hnllz < [lglz-

Consideremos los operadores kr o Dh,(0) € ||g||zBznz(e,rry- Dado que, por la Proposicién
1.35, ZN L es un ideal de Banach maximal, por el Teorema de Representacién tensorial para
ideales de Banach maximales, ZNL(FE, F") es un espacio dual. Por ende, pasando a una subred
de ser necesario, podemos asumir que existe R € Z N L(E, F") con ||R||zne < |9z tal que
R = w*-lim,_, kr o Dh,(0). Equivalentemente, para cada x € E e vy € F', R(x)(y) =
lim (k:F 0 Dhn(O)(x)> ).

Mostraremos que R|g, = T. Dado yo € Ey, por (2.2) se tiene que

Dha () = | 29 (Y (updu,

Ey 0yo \n

0
Por otro lado, como g|g, = T, se tiene que a—g(O) = Tz, y entonces, para cada y € F”,
Yo

R)(6") = ¥ (T{)) = lim (Dh(0)(30) — Tyo)(y)
=t [ (32 (2) - 20 (/e

n—oo Ayo \n/  dyo

0
Por la continuidad de a—g() y el soporte compacto de v, se obtiene que

Yo
. 99 (u\ g / _
i [ (52 (%) - 520)) ()t =

Dado que 3y € F”’ era arbitrario, tenemos que kr o T'yg = Ryg. Esto completa la demostracién
para el caso en que E es finito-dimensional.

Para el caso general, para cada subespacio G € FIN(F), por el caso anterior, existe un
operador Rg € TN L(G, F") tal que Rglane, = kr o T|ene, ¥ |1 Rellzne < ||flallz < || fllz (en
particular ||Rg|| < ||f]|z). Consideremos la funcién hg: E — F” definida como

Rgx ifzed
0 ifré¢G.

hG:C =

60



Para cada = € E, tenemos que ||hgz|| < ||f]|z|lz||. Fijemos un ultrafiltro ¢« en FIN(E) que
contiene al filtro del orden, esto es, para todo G, € FIN(E), {G € FIN(E) : Gy € G} € U. Por

la w*-compacidad de la bola cerrada de F”, el limite
Rx: =w*- hbr{n hor

existe para cada x € E. Veamos que R: E — F" es lineal y extiende a T. Dados z,y € E,
para todo G € FIN(FE) que contiene a span{z,y},

hg(x + y) = Rg(lL‘ + y) = Rax + Rgy = hgx + hay,
que implica que R(x + y) = Rz + Ry. Dado x € Ey, para todo G € FIN(FE) que contiene a x,
hgr = Rgx = kpo Tz,

y por ende Rx = kp o Tx.

Resta ver que R € ZNL(E, F") con ||R||znz < || f]lz. Dado que ZN L es un ideal de Banach
maximal, existe una norma tensorial finitamente generada 3 tal que ZNL(E, F") = (E®4zF")'.
x; ® yi. Definimos, para G € FIN(FE),

Fijemos u € E ® F' con una representacién u =y .,
. Blu;G® F') if span{x;}, C G
G =

0 if span{z;}?, € G

En virtud de la metric mapping property de 3, se tiene que
Blu;G @ F') < Busspan{z; }, @ F').

Por ende, la red (t¢)cering) s acotada, asi que existe limy, tg. Dado € > 0, puesto que 3 es
finitamente generada, existe G. € FIN(E) tal que (u; G. ® F') < f(u; E® F') + . Para todo
G € FIN(E) que contiene a G, := span{G. U {z;}"_,}, se tiene que

Bu; E®F') <tg < Bu;Ge @ F') < B(u; G @ F') < B(u; E®@ F') +¢.
lo cual implica que
Blu; E@ F') <limtg < f(u; E@ F') +¢.

Siendo € > 0 arbitrario, se tiene que limy t¢ = f(u, EQ F’). Finalmente, para todo G € FIN(E)
que contiene a span{z;} |,

n

> (he)(y)

i=1

n

> (Rezi)(y))

=1

= [(Ra,u)| < |RellzncB(u; G & F') < || fllzte-

Tomando limite a lo largo del ultrafiltro i/, se obtiene que
(R, w)] < |[fllzB(u; E ® F').
Esto muestra que R € ZN L(E, F") con ||R||znz < ||f||z, finalizando la demostracién. O
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Vale la pena mencionar que bajo las hipotesis del teorema anterior, el operador 1" pertenece
al ideal ZN L. Como consecuencia del Teorema 2.16, tenemos el siguiente resultado de extensién
que afirma que un operador lineal en un ideal maximal A admite una extensién en el mismo

ideal si y solo si admite una extension Lipschitz en algin ideal Lipschitz maximal Z tal que
InL=A

Teorema 2.17. Sean E, F' espacios de Banach, Eq subespacio de EE. Sea A un ideal de Banach
mazimal y T € A(Ey, F'). Son equivalentes

a) Existe R € A(E,F') tal que Rlg, =T y ||R||la=||T] 4.

b) Para todo ideal Lipschitz de Banach mazimal I invariante por traslaciones tal que ZNL = A,
existe f € T(E, F') tal que flo, =T y | fllr = | Tl.a.

c) Existe un ideal Lipschitz de Banach maximal Z invariante por traslaciones tal que TNL = A
y una funcion Lipschitz f € T(E,F') con flg, =T y ||fllz = |1 4-

Demostracion. Que (a) implica (b) es inmediato, ya que toda extension lineal de 7" en A
automaticamente estd en todo ideal Lipschitz de Banach Z tal que ZN L = A.

Que (b) implica (c) se sigue de la existencia de un ideal Lipschitz con las propiedades en
(b). Por ejemplo, A o Lip, es maximal e invariante por traslaciones por las Proposiciones 1.43
y 2.8 y, como veremos en el Corolario 3.6, satisface que (A o Lip,) N L = A.

Finalmente, que (c) implica (a) es una consecuencia directa del Teorema 2.16, que nos da

la extensién lineal requerida. O

2.4 Operadores extendibles de un ideal Lipschitz

A partir de las extensiones de operadores Lipschitz en un ideal, se puede generar un proced-
imiento que da una nueva clase de operadores Lipschitz. Mas precisamente, Chavez-Dominguez

y Jiménez-Vargas en [18] introdujeron los operadores Z-extendibles de un ideal Lipschitz Z.

Definicién 2.18. Sean Z un ideal Lipschitz de Banach, X espacio métrico, E espacio de Banach
y f € Lipy(X, E). Al operador f se le dice Z-extendible si para todo superespacio métrico Y
de X, existe ]? € Z(Y, E) que extiende a f. Denotamos Z. a la clase de operadores Lipschitz
Z-extendibles, y para f € Z.(X, E), se define

I/

7, 1= Ssup {inf {HJ?HI . f € Z(Y, E) extiende a f} : 'Y superespacio de X} :

Que los operadores Z extendibles forman un ideal de Lipschitz fue mostrado en [18], nosotros

incluimos la demostracién por completitud.
Proposicion 2.19. Sea Z un ideal Lipschitz. Entonces L. es un ideal Lipschitz.

Demostracion. Es claro que para un espacio métrico X y un espacio de Banach E, Z.(X, E) es
un espacio vectorial. Ademas, Idg se puede extender a cualquier superespacio de R gracias al

teorema de extensién de McShane. Es decir Idg € Z.(R,R). Por ltimo, veamos la propiedad
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de ideal. Sea f € Z.(X,FE), h € Lipy(Y,X) y T € L(E,F) y sea Z un superespacio de Y.
Consideremos la inclusién canénica de X en (o (Bx#), Jx: X — ls(Bx#) vy, por lo tanto,
podemos extender a f. Es decir, existe f € T(los(Bx#), E) tal que f = foJx. Al ser fo(By#)
un espacio l-inyectivo, se puede extender al operador Jx oh € Lipy(Y, lo(Bx#)) a Z. Es decir,
existe h € Lipy(Z, lso(Bx#)) tal que hly = Jx o h. Luego, T o foh € I(Z,F) y vale que
TofoiNz|y:T0th,conloqueTOtheIe(Y,F). O

De la misma forma, para un ideal de Banach A, se define la clase A, de operadores lineales
A-extendibles, que es un ideal de Banach. Notar que A, C A e Z, C Z. Se tiene la siguiente
caracterizacién que nos dice que un operador es A-extendible (Z-extendible) si y solo si es posible
extenderlo a un espacio 1-inyectivo prefijado mediante un operador en A (respectivamente, en
7).

Proposicion 2.20.

a) Sea A un ideal de Banach, E, F espacios de Banach yT € L(E,F). Sea G un espacio de
Banach 1-inyectivo tal que existe una isometria lineal j: E — G. Entonces T € A.(E, F) si
y solo si existe R € A(G, F) tal que T = Roj. En este caso ||T|| 4, = inf{||R||4: T = Roj}.

b) Sea Z wun ideal Lipschitz de Banach, X espacio métrico, E espacio de Banach y f €
Lipy(X, E). Sea Y wun espacio métrico Lipschitz 1-inyectivo tal que existe una isometria
j: X =Y. Entonces f € I.(X, E) si y solo si existe g € Z(Y, E) tal que f = goj. En este
caso || fllz. = nf{|lgllz: f =goj}.

Demostracion. Veremos solo el caso Lipschitz. El caso lineal es andlogo.

Tomemos f € Z.(X, F) y una isometria j: X — Y, donde Y es 1-Lipschitz inyectivo. Como
7(X) es un subespacio métrico de Yy foj~t € Z,(j(X), F) por ser Z, un ideal Lipschitz, existe
g€ Z(Y,E) tal que g|jx) = foj . Esdecir, f = goj. Ahora tomemos Z un superespacio de
X vy, como Y es Lipschitz 1-inyectivo, existe j € Lipy(Z,Y") con Lip(}) = 1 tal que extiende a j.
Luego goj € Z(Z, E) es una extensién de f con |[go |z < |lg|lz . Luego, tomando infimo sobre
todas las extrensiones de f a Z, y luego supremo sobre todos los superespacios Z, tenemos que

I/

que |

7. < |lg/lz. Tomando infimo sobre las funciones g € Z(Y, E) tales que f = g o j, tenemos

fllz. < inf{flgllz: f=goj}.
Reciprocamente, si f admite una factorizacion como en el enunciado, como Y es 1-inyectivo,

al poder extender la isometria j, se sigue que f € Z.(X, E). Como hicimos al principio, podemos

ver a Y como un superespacio de X y a j como la inclusién. Luego, al ser el operador g una
7. > inf{llgllz: g € Z(G, F), f = g o j}. O

extensiéon de f, se sigue que || f
En el lenguaje de ideales, la proposicién anterior nos dice

Corolario 2.21. Sean A un ideal de Banach e T un ideal Lipschitz de Banach. Entonces

Z. =Zoop({leo(') : T conjunto de indices}) o Lip,
A, = Ao op({l(T) : I conjunto de indices})

Otra propiedad es la siguiente.
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Proposicion 2.22. Sean A un ideal de Banach e Z un ideal Lipschitz de Banach ultraestables.

Entonces A. e I. son ultraestables.

Demostracion. Escribiremos la prueba de la ultraestabilidad de Z.. Que A, es ultraestable

cuando A lo es se ve de forma similar. Sea I un conjunto de indices, y tomemos familias de

espacios de espacios métricos (X;);er, espacios de Banach (E;);cr, y operadores Lipschitz (f;)ies

tales que, para cada i € I, f; € Z.(X;, E;) y su? |l fillz, < oco. Sea U ultrafiltro en I e Y un
ic

superespacio métrico del ultraproducto (X;)y. Dado que para cada ¢ € I, Y es subespacio
métrico del espacio métrico producto Y x X; (donde tomamos como métrica la suma de las
distancias de Y y X;), se tiene que (Y); es subespacio métrico de (Y x X;)y, y como Y es
subespacio métrico de (Y')y, deducimos que Y es subespacio métrico de (Y x X;)y. Sea e > 0.
Dado i € I, usando que f; € Z.(X;, F;), tomemos f; € Z(Y x X, E;) que extiende a f;, con
Ifillz < Ifillz. + &. Como T es ultraestable, se tiene que (f;)¥ € Z((Y x Xi)u, (E;)u) con

I(F) Iz < limg [|fillz < limg || fillz. + 2. Se tiene que (f;)]y extiende a (f)¥ v [[(f:)¥|vllz <
limy, || fi||z. + €, implicando que

inf {{|gllz : g € Z(Y, (E)u), gly = (f:)"} < lim [ fillz. +e.

Como el superespacio Y de (X;)y y € > 0 son arbitrarios, se sigue que (fi)¥ € Z.((X;)u, (E:)u)
con || (fi)llz. < limy || fillz.. O

Para finalizar, mostraremos cémo son los operadores lineales de Z..

Teorema 2.23. Sea T un ideal Lipschitz de Banach mazimal, invariante por traslaciones.

Entonces
(ZNL).CZ.NLC((ZNL))" ™.

En particular, dados espacios de Banach E y F, se tiene que
I.NL(E,F')=(ZNL).(E,F).
Esto es, un operador T € L(E, F') es T-extendible si y solo si es (Z N L)-extendible.

Demostracion. La inclusién (ZN L), € Z. N L se deduce de la definicién de los ideales involu-
crados. Para ver la otra inclusién, tomemos un operador lineal T' € Z.(E, F'). En particular,
kpoT € T.(E,F"). Sea f € Z({so(Bg), F") que extiende a kr o T. Como Z es maximal
e invariante por traslaciones, por el Teorema 2.16 existe R € Z N L({o(Bg), F") tal que
Rlp =kroT y ||R|zne < ||fllz. Por la Proposicién 2.20, se sigue que kpoT € (ZNL)(E, F")
con |[kg o T||zng). < ||fllz, v tomando infimo sobre las f € Z({o(Bgr), F") que extienden
a kg o T, se obtiene ||kg o T||znz). < || T|lz.. Por lo tanto, T € ((ZN L)) ™ (E,F) con

1T (zncyeyres < |IT]|z..- O
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Capitulo 3

Extensiones Lipschitz de ideales de

Banach

En los preliminares mencionamos que, dado 1 < p < oo, los operadores lineales que pertenecen
al ideal de operadores Lipschitz p-sumantes de Farmer y Johnson son los operadores lineales

p-sumantes [26]. Esto expresado en el lenguaje de ideales se puede escribir como
L
;N L =1,

Un resultado analogo a este fue obtenido por Johnson, Maurey y Schechtman cuando intro-
dujeron el ideal de operadores Lipschitz p-factoreables, donde muestran que para 1 < p < oo,
todos los operadores lineales en este ideal son exactamente los operadores p-factorables, si es

que el espacio de llegada es un dual [33]. Esto es, para espacios de Banach F'y F,
(Lipg 0 op(Ly) o Lipg) N L(E, ) = op(Ly,)(E, F).

En este capitulo nos abocamos a dos tareas de forma simultanea. La primera es caracterizar
los ideales lineales Z N L, donde Z es cada uno de los ideales Lipschitz estudiados en el primer
capitulo. La segunda es, dado un ideal de Banach A, identificar distintos ideales Lipschitz Z
tales que ZN L = A. Antes de comenzar, para aclarar el lenguaje, introduciremos la siguiente

definicién.

Definicién 3.1. Sea A un ideal de Banach e Z un ideal Lipschitz de Banach. Decimos que Z
extiende a AsiZN L = A.

Primero, notemos que si un ideal Lipschitz Z extiende a A, como Z o Lip, = Z, tenemos que
AC (AoLip)NLC (ZoLip)NL=ZNL=A
con lo cual el ideal de composicion A o Lip, también extiende a A. Por lo tanto, tenemos

Proposiciéon 3.2. Sean A un ideal de Banach, E y F espacios de Banach. Eziste un ideal
Lipschitz T tal que INL(E,F) = A(E,F) siy sdlo si (Ao Lipy)(E, F)=A(E,F).

En virtud de la proposicién anterior, es natural comenzar por ver cuando un ideal de Banach

es extendido por su ideal de composicion.
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3.1 Extensiones de ideales de Banach a ideales Lipschitz
de composicion
Necesitaremos la siguiente definicién introducida por Godefroy y Kalton [29].

Definicién 3.3. Un espacio de Banach E tiene la Lipschitz lifting property, que abreviaremos
LLP, si existe T' € L(E, E(F)) tal que Idg = fgo T, donde fr: A(E) — E es el operador
baricentro. En caso que el operador 7' cumpla que ||T']| = 1 diremos que el espacio tiene la LLP

métrica.

Notemos que si E tiene la LLP métrica, entonces el operador lineal T" de la definicién es
necesariamente isométrico y E es un subespacio 1-complementado de A(F). En el trabajo de
Godefroy y Kalton [29] se muestran varios espacios con esta propiedad y otros sin ella. Todo
espacio de Banach separable, los espacios A (F), con E espacio de Banach y los subespacios
complementados de un espacio con la LLP métrica tienen la LLP métrica [29, Theorem 3.1,
Lemma 2.10, Lemma 2.11]. Mientras que los espacios . (N), ¢o(I") con I no numerable y todo
espacio de Banach reflexivo no separable carecen de la LLP [29, Proposition 4.6, Pag. 127,
Theorem 4.3].

Comencemos mostrando que cuando el dominio tiene la LLP métrica, entonces cualquier
ideal de Banach A es extendido por Ao Lip, [57, Proposition 3.2]. En particular, si el dominio

es separable.

Proposicion 3.4. Sea A un ideal de Banach, E un espacio de Banach con la LLP métrica, y

sea F' un espacio de Banach. Entonces
(AoLipy) NL(E,F)=A(E,F).

Demostracion. Sea T € (A o Lip,) N L(E, F). Por la Proposicién 1.2, su linealizacién Ly
pertenece a A(E(E), F) con |[Lr|l4 = ||T|| 40Lip,- Por otro lado, dado que 7" es un operador
lineal, su linealizacién viene dada por Ly = T o Sg. Dado que E tiene la LLP métrica, existe
S e L(E,E(E)) con ||S|| =1 tal que BgoS = Idg. Luego, T = Ly o S pertenece a A(E,F)y

|74 < ||T|| AcLip,- Dado que la otra inclusién es trivial, la prueba estd completa. O

Para ciertos ideales de Banach A, se tiene que (Ao Lip,) NL(E, F) = A(E, F) sin hipétesis
sobre los espacios de Banach E y F. Tal es el caso si A es suryectivo [57, Proposition 3.4] o es

el dual de algin ideal de Banach.

Proposicién 3.5. Sea A un ideal de Banach. Entonces
a) (A" o Lipy) N L = A%,

b) (A%l o Lipy) N £ = Adual,

Demostracion. Tomemos espacios de Banach E y F', un operador lineal T' € A% o Lip,(E, F)
y una factorizacién T'= S o f a través de algtin espacio de Banach G, donde S € A (G, F),
f € Lipy(E,G). Sea q: G — G/ker(S) el operador cociente y S : G /ker(S) — F el operador
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inducido por S. Dado que Soq =S y A% es suryectivo, tenemos que S € A (G /ker(S), F)
con ||S|| gsur = ||:S]| 4sur. Puesto que Ty S son lineales, S es inyectivo y T = S o (go f), se tiene
que g o f es lineal, con ||g o f|| < Lip(f). Por consiguiente, T' € A (E, F) y

g0 f| < IS ]LawLin(f).

Dado que la A% o Lip,-factorizacién de T era arbitraria, se tiene que || 7|

1T e < IS e

s | T (aswroLipg)ne-
Para el ftem b), tomemos un operador lineal T' € A%l o Lip,(E, F'). Como su linealizacién
Ly € AMNE(E), F) con || Ly || acua = || T[] gauatorip, , tenemos que L, € A(F', E#) con || L[| 4 =
|T|| aduatorsp,- Ademads, al ser T' lineal, su linealizacién es Ly = T o g y por ende L. = 01",
Dado que B5: E' — E* es la inclusién canénica, y, por [38, Theorem 2] existe una proyeccién
lineal P: E# — E’ de norma 1, tenemos que Po Sy = Idg, por lo que T = PofBLoT" = PolL}.
Deducimos que 7" € A(F', E') con ||T"|| 4 < ||T|| gavatorip, 0, equivalentemente, T' € A" (E, F)
con [T gawar < [ T[] gawstonip, -
O

Recordemos que para un ideal de Banach A se tiene que A™&* = Amaxdualdual 193 " (Corol-

Amax dual

lary 4]. Luego, aplicando el item b) de la proposicién anterior a recobramos [57,

Proposition 3.3 enunciado debajo, pero con una demostracién diferente.

Corolario 3.6. Sea A un ideal de Banach. Entonces
(Amax o Lipo) m E — Amax.

En la demostracion del item (a) de la proposicion anterior vimos que si un operador T se
puede factorizar como T = S o f con S lineal y f Lipschitz, entonces podemos obtener una

factorizacién lineal de T como T'= S o (¢ o f). Como consecuencia, obtenemos

Corolario 3.7. Sean A un ideal de Banach suryectivo e T un ideal Lipschitz de Banach.

Entonces

(AocZ)NL=Ao(INL).

Denotemos LLP a la clase de espacios de Banach con la propiedad LLP. Por [57, Theo-
rem 3.7], se tiene que op(LLP), la clase de operadores que se factorizan linealmente a través de
un espacio con la LLP, es un ideal de Banach. El siguiente ejemplo, que se puede encontrar en

[57, Theorem 3.8] muestra que op(LLP) no es extendido por op(LLP) o Lip,

Ejemplo 3.8. Fijemos un espacio de Banach E sin la LLP. Puesto que la linealizacién de la
identidad de E, Idg, es el operador baricéntrico g : BE(E) — E, que estd en op(LLP)(ZE(E), E)
ya que /AE(E) tiene la LLP, tenemos que Idg € (op(LLP) o Lip,) N L(E,E). Afirmamos que
Idg ¢ op(LLP)(E,E). Suponiendo lo contrario, existen G un espacio de Banach con la LLP
y operadores S € L(E,G), R € L(G, E) tales que Idg = Ro S, de donde se sigue que E es
isomorfo a un subespacio complementado de G, lo cual implica que F tiene la LLP, habiendo

llegado asi a una contradiccion.

El ejemplo anterior, junto con la Proposicion 3.2 nos que ningin ideal Lipschitz extiende a
op(LLP). Es decir

Proposicién 3.9. No eziste un ideal Lipschitz de Banach T tal que T N L = op(LLP).
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3.2 Extensiones de ideales de Banach a ideales Lipschitz

con la propiedad de ideal fuerte

Supongamos que un ideal Lipschitz Z con la propiedad de ideal fuerte extiende a un ideal A.

Luego, analogamente a la Proposicion 3.2, tenemos
A C (Lipy o Ao Lipy) N L C (LipjoZ o Lip,)) NLCZINL=A.
Luego, tenemos

Proposiciéon 3.10. Sea A un ideal de Banach, E y F espacios de Banach. Eziste un ideal
Lipschitz T con la propiedad de ideal fuerte tal que TN L(E, F) = A(E,F) si y solo si (Lip, o
AolLipy) NL(E,F) = A(E,F).

A diferencia de los ideales Lipschitz de composicion, hay ciertos ideales de Banach que
no son extendidos por ideales Lipschitz con la propiedad fuerte a pesar de que el dominio sea
separable. Este es el caso del ideal op(£,,), los operadores que se factorizan linealmente a través
de {. El siguiente ejemplo muestra que op(¢s)(co, co) # (Lipy 0 op(€s) © Lipy) N L(co, o) ¥,
aplicando la proposiciéon anterior, ningtin ideal Lipschitz con la propiedad de ideal fuerte lo

extiende.

Ejemplo 3.11. Dado que ¢y no estd complementado en £, tenemos que Id., & op(£s)(co,Co)-
Por otro lado, por [11, Example 1.5] ¢y es un retracto Lipschitz de /o, es decir existe una
funcién Lipschitz r: ¢, — ¢ Lipschitz tal que r|,, = Id.,. De modo que por el item (b) de
la Proposicién 1.26, Id., € Lip, o op(£s) o Lipy(co, co). Por lo tanto, (Lip, o op(¢s) © Lipy) N
L(co, co) 7 op(Lso)(co, Co)-

Proposicion 3.12. No ezxiste un ideal Lipschitz de Banach con la propiedad de ideal fuerte T
tal que TN L = op({oo).

El primer ejemplo que daremos de un ideal de Banach que es extendido por un ideal Lipschitz
con la propiedad de ideal fuerte no necesita resultados previos. Dados espacios de Banach F y
F', debido a que un operador Lipschitz aplica conjuntos compactos en compactos, es inmediato
que la imagen de Bp por toda funcién Lipschitz en Lip, o K o Lip,(E, F) es relativamente

compacta en F. En particular, obtenemos la igualdad
(Lipy o K o Lipy) N L = K.

Lamentablemente, este argumento no se puede utilizar en general con ideales suryectivos ya
que, por lo general, operadores Lipschitz no preservan ciertas propiedades de conjuntos. Como
muestra el siguiente ejemplo, operadores Lipschitz no necesariamente aplican conjuntos débiles

compactos en débiles compactos.
Ejemplo 3.13. Fijemos 1 < p < oo y consideremos la funcién f: ¢, — ¢y dada por

f((@r)ren) = ([@r)rz1llps | (@r)ezallps [[(@r)r=sllp, - ) -
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Dadas © = (z1) e y = (yx) en £, tenemos que

17) = F@)I = sup [l (@e)iznlly = [Wdeznllpl < supli(zr = gehizally = 2 =yl

neN

Luego f es Lipschitz, f(0) = 0 y como £, es reflexivo, tenemos que f = f o Id,, € LipjoWo
Lipy(¢,, co). Considerando la sucesién de vectores candnicos (e, )nen en £p, se tiene que f(e,) =
>, ei para cadan € N. Como el dual de ¢y es 1, que es separable, todo subconjunto acotado
de ¢ con la topologia débil es metrizable, y por ende, f(By,) no puede ser relativamente débil

compacto, ya que contiene a la sucesién (3., e;) que no tiene subsucesiones débilmente

neN?
convergentes.

El resultado [33, Theorem 1] de Johnson, Maurey y Schechtman muestra que si un operador
lineal de un espacio de Banach a un espacio dual tiene una factorizaciéon Lipschitz via un
tercer espacio de Banach, bajo ciertas condiciones se puede conseguir una factorizacion lineal
del operador via el mismo espacio. Aqui, con las herramientas de los capitulos anteriores,
probaremos una version refinada de este resultado. La demostracion es similar, pero con las

modificaciones necesarias.

Teorema 3.14. Sean T y J ideales Lipschitz de Banach invariantes por traslaciones con J
maximal y sean E y F espacios de Banach. Supongamos que T: E — F' es un operador
lineal que se puede factorizar a través de un espacio de Banach G en la forma T = f o g con
feJ(G, F) ygeI(E, Q) tal que g es Gateaur diferenciable en un punto xo € E, Dg(xg) €
INL(E,G) y||Dg(xo)llz < |lgllz- Entonces existe R € J N L(G, F") con |R|| 70z < || f]l7 tal
que T'= R o Dg(x).

Demostracion. Notemos primero que podemos suponer que zo = 0. En efecto, dado que
T es lineal, tenemos que T = f90) o0 ¢® y como Z y J son invariantes por traslaciones,
foel e J(GF) y g™ € I(E,G) con [[f*“]z = ||flz v llg™llz = llgllz. Al ser g es
Gateaux diferenciable en x, g™ Gateaux diferenciable en 0 con Dg™(0) = Dg(z). Es decir,
conseguimos una factorizacién de T' como en el enunciado con la funcién Lipschitz Gateaux
diferenciable en 0.

Para cada n € N, definamos f,(z) = nf(%) para x € G y g,(x) = ng(%) para v € E. Si
T, es el operador lineal multiplicar por n, entonces f,, = 7, 0 f o 71, con lo que f, € J(E,G)
v Ifollz < Ifll7. Andlogamente, g, € Z(G, F') v ||gallz < |9z Por linealidad de T, tenemos
que T = f, o g,. Por hipétesis, Dg(0) € Z(E,G) con ||[Dg(0)||z < ||g|lz. Sea U ultrafiltro
no trivial en N. Dado que la sucesién (f,), es acotada en J(G, F’), que es un espacio dual
en virtud del Teorema de Representacion Maximal 1.52, por el Teorema de Banach-Alaoglu
existe f € J(G,F') de norma || f|l; < |flls tal que f = w*-libr{nfn, con respecto a la w*-
topologia inducida por el predual tensorial de J (G, F’). En particular, para y € Gy z € F,
F(y)(z) = limy fo(x)(y). Luego, como para cada z € E, g,(x) converge a Dg(0)(x), tenemos
queparar € By z € F

‘(T fo Dg(0 ) ‘ ‘(fnogn— foDg(0 >(l’)(y’
<|(fnogn— fnng( ) (@) ()| + [(fn o Dg(0) — f o Dg(0)) (z)(v)|
<yl fall7 [[(gn — Dg(0)) (@)[| + |(fn — f) (Dg(0)(x))(y)] -
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Luego tomando limite por el ultrafiltro U, se obtiene que T' = fo Dg(0). Denotando Gy :=
Im(Dg(0)), tenemos que flg, es lineal. Por el Teorema 2.16 existe R € J N L(G, F') con
IRlzne < Ifl7 < Il ¥ Ro Dg(0) = T. En particular, T € (J N L) o (TN L)(E,F') y
IT[l(7reyo@ne) < Nl llgllz. O

Mirando el resultado anterior en el lenguaje de ideales, y relajando un poco las hipotesis,

tenemos

Teorema 3.15. Sean I y J ideales Lipschitz de Banach invariantes por traslaciones con [J
mazximal, E espacio de Banach tal que para todo operador Lipschitz f en Z(E,-) ye > 0 existe
un punto de Gateaur diferenciabilidad xo de f tal que D f(xq) € Z con ||Df(xo)|lz < (14¢)]|f]|z-

Para todo espacio de Banach F', se tiene que
(JoI)NL(E,FY=(INL)o(ZNL)E,F). (3.1)

Observacién 3.16. Vale la pena remarcar que en los Teoremas 3.14 y 3.15, el ideal Z puede
reemplazarse por una clase de operadores Lipschitz que no sea un ideal. En efecto, el tinico
requisito que se le pide a la funcén que este involucrada en la factorizacion del operador lineal
que pertenezca a Z que de conocer como es su operador diferencial. Sin embargo, preferimos
enunciar los teoremas de esa manera ya que, en todos los ejemplos que utilizaremos, vamos a
considerar ideales Lipschitz tal que si una funcion pertenece al ideal y es Gateaux diferenciable

en un punto, entonces el operador diferencial esta en el mismo ideal.

El resultado anterior, muestra que bajo ciertas hipotesis, si un operador lineal tiene una
factorizacion Lipschitz con funciones en ideales Z y J, entonces tiene una factorizacion lineal

con operadores en los mismos ideales.
Ejemplos 3.17.

1. Sea A un ideal de Banach y F un espacio de Banach separable. Como comentamos en
la Proposicién 2.6, todo operador Lipschitz en A™® o Lip,(E, -) satisface la hipdtesis de
diferenciabilidad del Teorema 3.15. Aplicdndolo al ideal Lip,o.4™" o Lip, = Lip,o (A™"o
Lip,), tenemos que para todo espacio de Banach separable E' y todo espacio de Banach
F,

(Lipy 0 A™™ o Lip,) N L(E, F') = A™™(E, F").

En particular, como A™" = F o Ao F, obtenemos que la siguiente factorizacién Lipschitz

de un operador implica la factorizacion lineal.

T
E > F E T > F
Lipg Lipg
Gl e > GQ ? F F
F F
G3 1 > G4 G3 " > G4
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El caso particular cuando el ideal A son los operadores p-nucleares fue obtenido en [19,
Theorem 2.1].

2. En el caso que A son los operadores aproximables se puede mejorar un poco el resultado
anterior. En efecto, si T € Lip, o F o Lipy(E, F), considerando la inclusién en el bidual,
tenemos que kpoT € Lip,oF oLipy(E, F"). Aplicando el ejemplo anterior, en el caso que
E es separable, obtenemos que kr o T € F(E, F") y, por ende, al ser F regular, tenemos
que T € F(E,F). Es decir, para espacios de Banach E y F con E separable se tiene
que (Lipy o F o Lipy) N L(E, F) = F(E, F). Ademés, por [30, Proposition 8.2], sabemos
que un operador T € F(E, F) si y sélo para todo subespacio Ey C E separable, T'|g, es

aproximable. Combinando esto con lo anterior, tenemos que

(Lipyo F o Lip,) N L = F.

3. Si A es cualquiera de los ideales W, K, K,, QN ,, como comentamos debajo de la
Proposicién 2.6, todo operador en A o Lipy(F,-), cuando E es separable, satisface la
hipétesis de diferenciabilidad del Teorema 3.15, y como A es regular, para todo espacio

de Banach F' se tiene que

(Lipy o Ao Lipy) N L(E, F) = A(E, F).

En particular, en el ejemplo anterior mostramos que (Lip, o W o Lip,) N £ = W. Este
resultado lo podemos comparar con el Ejemplo 3.13, donde exhibimos un operador Lipschitz
en el ideal Lip,o W o Lip, que no manda conjuntos acotados en conjuntos relativamente débiles
compactos. Pero, si la funcién en el ideal es lineal, entonces es un operador débil compacto vy,
por ende, manda conjuntos acotados en relativamente débiles compactos.

Para obtener resultados similares a los del Ejemplo 3.17 cuando consideramos un ideal de

Banach maximal, necesitaremos la siguiente consecuencia del Teorema 3.15.

Proposicion 3.18. Sea Z un ideal Lipschitz de Banach mazximal e invariante por traslaciones.
Supongamos que para todo espacio de dimension finita M, todo operador Lipschitz f en Z(M,-)

es Gateaux diferenciable en algin punto. Entonces

(LipgoZ)N L = (LipjoZ)**NL=ZNL.
Demostracion. Puesto que

INLC(LipjoZ)NL C (LipjoZ)enNL,

basta con probar que los ideales de Banach Z N L y (Lip, 0 7)™ N L coinciden. Notar que,
al ser Z maximal, por las Proposiciones 1.35 y 1.44 Z N L y (Lipy 0 Z)™8 N L son ideales de
Banach maximales. Asi es suficiente con demostrar que para espacios M y N de dimensién
finita, se tiene que ZNL(M, N) = (LipyoZ)NL(M, N). Por hipdtesis, todo operador Lipschitz
fen Z(M,-) es Gateaux diferenciable en algin punto xy € M, y, al ser Z maximal, por el
Teorema 2.13 se tiene que Df(zg) € Z con ||Df(zo)||lz < ||f|lz. Aplicando el Teorema 3.15
a la composicién Lip, o Z(M, N), obtenemos que (Lip, o Z) N L(M,N) =Z N L(M,N), como

requeriamos. O
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Corolario 3.19. Sea A un ideal de Banach tal que todo operador Lipschitz en A™* o Lip,

definido en un espacio de dimension finita es Gateauz diferenciable en algin punto. Entonces
(Lipy o A™ 0 Lipy) N £ = A™™ y (Lipy o A™ o Lipy)™ N £ = A™

Demostracion. A™ o Lip, es maximal e invariante por traslaciones por las Proposiciones 1.43
y 2.8. Ademsds, por el Corolario 3.6, (A™* o Lip,) N L = A™*. Aplicando la proposicién

anterior, se obtiene la conclusion deseada. O

Si A es un ideal de Banach tal que todo operador en A™** se factoriza linealmente través de
un espacio reflexivo (o més generalmente, a través de un espacio con la propiedad de Radon-
Nikodym), entonces A™** o Lip, satisface la hipdtesis del corolario anterior. En efecto, sean M
y F' espacios de Banach, con M de dimensién finita, y sea f € A™** o Lip,(M, F'). Entonces
existen G espacio de Banach, g € Lipy(M,G) y T € A™*(G, F) tales que f = T og. Por
hipétesis sobre A™#* existe un espacio de Banach G con la propiedad de Radon-Nikodym y
R e L(G,Gy), S € L(Gy,F) tales que T'= S o R,y por lo tanto f = So (Rog). Como Rog
es un operador Lipschitz de un espacio de dimension finita a un espacio con la propiedad de
Radon-Nikodym, por el Teorema 2.5 es Gateaux diferenciable en un punto xy € M, y como S

es lineal, f = S o (Rog) es también Gateaux diferenciable en x.

Ejemplos 3.20. Si consideramos los ideales de Banach maximales II,, y H;“al 0, mas en general
I, y M conl <p<ooy0<o <1 Dypogy conl<pg<ool<on<ly

p7o- )
1*7" + 177" <1,Z,conl <p<ooyk,conl<p< oo, como cada uno de estos estd contenido
en el ideal de operadores débiles compactos, W, todos satisfacen las hipotesis del Corolario 3.19,
por ende, todos estos ideales tienen una extension a ideal Lipschitz con la propiedad fuerte. En

particular

1. En el caso del ideal de operadores p-factoreables £, con 1 < p < oo, por la Proposicién
1.46 y el hecho de que op(L,) es ultraestable tenemos que (Lip, o £, o Lip,)"# = (Lip, o
op(LL,,) o Lip,)™® que, como vimos en el Ejemplo 1.16, es el ideal de operadores Lipschitz
p-factoreables introducido por Johnson, Maurey y Schechtman. Luego (Lip, o op(L,) o
Lipy)™& N L = £,, recobrando el resultado obtenido en [33].

2. Para el ideal de los operadores p-integrales, 1 < p < oo, recobramos el resultado de Farmer

y Johnson [26, Section 4] que todo operador lineal Lipschitz p-integral es p-integral.

Los ejemplos que vimos hasta ahora son en relacion al ideal Lip, o A o Lip,. Para otros

casos, tenemos

Proposicion 3.21. Sea E un espacio de Banach separable y F' un espacio de Banach. Sea T

un ideal Lipschitz maximal tnvariante por traslaciones. Entonces
(ZoKoLipy) NL(E,F) = (ZNL)oK(E,F) e (ZoWolip)NL(E,F)=(ZNL)oW(E,F).

Demostracion. Sea T € (Z o K o Lipy) N L(E, F'). Luego kpoT € (Zo Ko Lipy) N L(E,F") y
como los ideales KoLip, y Wo Lip, satisfacen la hipdtesis de diferenciabilidad del Teorema 3.15
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si el dominio es separable, son invariantes por traslaciones, y por la Proposicién 3.5 extienden
a IC y W respectivamente, al ser Z maximal e invariante por traslaciones, aplicando el Teorema
3.15, tenemos que kpoT € (ZN L) o K(E, F"). Por la Proposicién 1.35, ZN L es maximal y
por lo tanto es regular. Como K es inyectivo, por [43, Lemma 2.1] (Z N L) o K es regular, lo

que implica que T' € (ZN L) o (E, F). La otra igualdad se demuestra de forma andloga. [J

La proposicion anterior muestra que las siguientes factorizaciones Lipschitz de un operador

lineal implica la factorizacion lineal
E T » F E T y F
KoLipg T K InLt
G G
E T s F E T sy F
WolLip, 7 w nct
G G

Notemos que todos los operadores de los ideales de Banach A de los Ejemplos 3.17 y

Ejemplos 3.20 son débiles compactos. Esto implica que A o Lip, y Lip, o A o Lip, son ideales
distintos. En efecto, si ambos ideales coincidieran, por la Proposicién 1.9, Idgr) € (Lipyo Ao
Lipy)NL(E(R), A(R)) y por ende serfa un operador débil compacto. Luego, A(R) = L;(R) seria
reflexivo, lo cual no es verdadero. Por otro lado, cuando E' es separable, por la Proposicién 3.4,
(Ao Lipy) N L(E,F) = A(E,F). Por lo tanto, en estos casos, A o Lip, y Lip, o A o Lip,
son ideales distintos que extienden al mismo ideal de Banach, cuando el dominio es separable.
Lo mismo ocurre en el caso de los operadores 1-factoreables que, a pesar de no ser un ideal
contenido en W, Lip, o £; o Lip, no es de composicién. Esto lo habiamos mencionado debajo

del Corolario 1.11. Ahora estamos listos para demostrarlo.
Proposicién 3.22. Lip, o £, o Lip, no es de composicion.

Demostracion. Supongamos que fuera de composicion. Entonces, por la Proposicion 1.15,
(Lipg o £1 o Lip,)*® es de composiciéon. Como vimos en Ejemplos 3.20, este es el ideal de oper-
adores 1-factoreables de Johnson, Maurey y Schechtman. Como Idg2 € Lip, o £ o Lip,(R? R?)
al ser un operador de rango finito, por la propiedad de ideal fuerte dg2: R? — A (R?) pertenece
a (Lipy o £1 o Lip,)™®, y como éste es de composicion, tenemos que Id g2y (la linealizacién de
drz) pertenece a (Lipyo £ 0Lipy)*N L en virtud de la Proposicién 1.4, que coincide con £; por
33, Corollary 3]. Por lo tanto, la inclusién kgrz): £(R?) — A(R?)” se factoriza linealmente a
través de un espacio Ly, lo cual implica que &(R?) es isomorfo a un subespacio de un espacio
L1, que contradice un resultado de Naor y Schechtman [42], que también puede ser encontrado
en [20, Remark 4.2]. O

A lo largo de esta seccion, vimos varias instancias en las que, dada una factorizacion Lipschitz
de un operador lineal, bajo hipdtesis de diferenciabilidad, se puede obtener una factorizacién

lineal del operador. El siguiente resultado, que es otra forma de expresar parte del Teorema
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2.23, muestra que si un operador lineal T: E — F”’ se puede factorizar a través de (. (Bg)
via dos funciones Lipschitz, entonces, sin hipdtesis de diferenciabilidad, se puede factorizar

linealmente través de (o (Bg/). Es decir

E T s F E T s F

Lipg z L Int

goo(BEl) goo<BE’)

Proposicion 3.23. Sean E y F espacios de Banach, T: E — F' un operador lineal, T
ideal Lipschitz de Banach maximal e invariante por traslaciones. Supongamos que existen
f € Lipy(E, loo(Bg)) y g € Z(loo(Bpgr), F') tales que T = go f. Entonces ezisten operadores
Se€LEA(Bg)) yReEINL(so(Bgr), F') tales que T = Ro S y ||R||z||S|| < Lip(f)lgllz-

Demostracion. Sea un operador T' € L(FE, F’) como en el enunciado y consideremos Jg: E —
loo(Bg) lainclusion canénica. Asi, podemos considerar a £ como un subespacio de {o(Bg/) con
la inclusién Jg. Como (o (Bg/) es un espacio Lipschitz inyectivo, existe un operador Lipschitz
filo(Br) = loo(Bg) con Lip(f) = Lip(f) tal que f = foJg. Entonces gof € Z({oo(Bg), F')
es una extension de 7. Al ser Z maximal e invariante por traslaciones, aplicando el Teorema
2.16, existe un operador R € T N L(loo(Bg), F') con |R||lz < |lgo fllz < llgllzLip(f) tal que
RoJg=T. O

3.3 Extensiones de ideales de Banach inyectivos a ideales

Lipschitz inyectivos

Si Z es un ideal Lipschitz de Banach, entonces Z™ N £ y Z"" N £ son ideales de Banach
inyectivos por la Proposicion 1.29 y, en virtud del Ejemplo 1.30, pueden ser distintos. En el
caso de ™ se tiene la igualdad Z™ N L = (Z N L)™, de manera que si Z extiende a un ideal
de Banach A, entonces 7' extiende a A™.

Si A es un ideal de Banach inyectivo, entonces A o Lip, es inyectivo y extiende a A si el
dominio es separable. Con respecto a la cuestién de si (Ao Lipy)“™ extiende a A, nos apoyamos

en lo siguiente resultado.

Proposicién 3.24. Sean A un ideal de Banach y E, F espacios de Banach tales que (Lip, o
Ao Lipy) N L(E, loo(Br)) = A(E, loo(Brr)). Entonces (Ao Lipy)“ N L(E, F) = AN(E, F).

Demostracion. Como (A o Lipy)™™ N £ es un ideal de Banach inyectivo por la Proposicién
1.29 y contiene a A, se tiene que A™ C (A o Lip,) N £. Para la inclusién reversa, sea
T: E — F un operador lineal en (A o Lipy)“™(FE, F). Por la Proposicién 1.19, el operador
JpoT: E — ly(Bp) pertenece a (Lipy 0. Ao Lipy) N L(E, {o(Bgr)), que por hipétesis coincide
con A(E, s (Bg)). Luego, T € A™(E, F). O

Corolario 3.25. Sea A un ideal de Banach mazimal tal que todo operador en A se factoriza

linealmente a través de un espacio con la propiedad de Radon-Nikodym. Entonces
(Ao Lipy)“™n L =A™
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Demostracion. Por lo comentado debajo del Corolario 3.19, (Lipyo.AoLip,)NL = A. Aplicando

la proposicién anterior, obtenemos que (A o Lipy)"™ N L = A, O
Ejemplos 3.26.

1. Sea 1 < p < 0o y consideremos II,, el ideal de Banach de operadores p-sumantes. Por
el Ejemplo 1.22 en combinacién con el item (c) de la Proposicién 1.20 y la Proposicién
1.15, se tiene que I} = (II, o Lip,)"™. Ya que II, es maximal, inyectivo y todo operador
p-sumante se factoriza linealmente a través de un espacio reflexivo, aplicando el corolario

previo obtenemos el resultado de Farmer y Johnson [26, Theorem 2] de que H]f NL = 1I,.

2. Sea 1 < p < oo y consideremos £,, el ideal de Banach de operadores p-factoreables.
Por el corolario anterior, (£, o Lip,)“™ N £ = £M. En particular, con p = 2, como
Siznj = &5, obtenemos que el ideal de operadores Lipschitz que se factorizan a través de
un subconjunto de un espacio de Hilbert estudiado por Chavez-Dominguez y mencionado

en el Ejemplo 1.25, extiende a £s.

3. Sea E' y F espacios de Banach, con E separable. Como los ideales IC, W y QN son
inyectivos, aplicando la Proposicién 3.24 en combinacién con el item 3) de Ejemplos 3.17,
tenemos (K o Lipy)“ N L(E,F) = K(E,F), (W o Lip,))""W N L(E,F) = W(E,F) y
(QN, o Lipy)"™ N L(E,F) = QN ,(E, F).

Dado un ideal Lipschitz de Banach Z y 0 < o < 1, consideremos ahora el ideal Lipschitz
inyectivo Z,, de la Definicién 1.55. Recordemos que para o = 0, Z, = Z"%, por lo que, en vista
de los resultados anteriores, es natural preguntarse si Z, extiende a A, sabiendo que Z extiende
a un ideal de Banach A. Para estos casos, tenemos el siguiente resultado, que para el caso en

que Z es de composicién y o = 0, se puede comparar con el Corolario 3.25.

Proposicién 3.27. Sean 7 ideal Lipschitz de Banach y E espacio de Banach. Supongamos
que para toda funcion f € I(E,-) existe v € E tal que f es Gateauz diferenciable en o y
Df(xo) € Z con ||Df(xo)|z < ||fllz. Entonces para todo 0 < o < 1 y todo espacio de Banach
F', se tiene que

I, NL(E,F) = (INL),(E,F).

Demostracion. La inclusién (Z N L), C Z, N L es inmediata a partir de la definicién de los
ideales involucrados. Tomemos ahora un operador lineal T: £ — F en Z,(E, F'), y sean G un

espacio de Banach y f € Z(FE, G) tales que para todo vy, ve € E, se tiene que

ITo1 = Twa|| < Jlvr = wal|7[1f (w1) = f(w2) I

Tomemos vy = xg + hv, v9 = xg, con h real no nulo, v € E y xy punto de Gateaux diferen-

ciabilidad de f como en el enunciado. Con esta eleccién, y multiplicando a ambos lados de la

1

T S€ obtiene que

desigualdad por
fwo + hw) = flwo) |7

To|| < |jv||°
[Tv]l < vl T
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Por lo tanto, haciendo h — 0, tenemos que ||[Tv|| < ||[v||||Df(zo)v||*~7. Puesto que Df(zo) €
ZNL(E,G), concluimos que T' € (ZN L),(E, F) con

1Tl zne), < IDf(xo)lz" < IFII77
Tomando el infimo correspondiente, se tiene que ||T'znz), < |7z, - O

Ejemplo 3.28. Dado 1 <p < ooy 0 <o <1, se tiene que
I, NL=1,,.
En efecto, por lo comentado debajo de la Definicién 1.55, 11, , y Hzﬁ , Son maximales, y
Hia = (H;%)a = ((Hp © Lipo)Linj)o = (Hp o Lipg)o-

Por otro lado, por la Proposicién 1.35, Hﬁg N L es maximal. Asi que para probar la igualdad de-
seada basta ver que para M y N de dimension finita, se tiene que HZ’;UHE(M, N)=11,,(M,N).
Pues bien, tenemos que (II, o Lip,) N £ = II, por el Corolario 3.6 y II, o Lip,(M, N) cumple la

hipotesis de diferenciabilidad de la Proposicion 3.27. Por consiguiente, Hzﬁ s NL=1I,,.

3.4 Extensiones Lipschitz del ideal de operadores lin-

eales (p,0,q,n)-dominados a ideales Lipschitz

Para finalizar, exhibiremos diferentes ideales Lipschitz que extienden al ideal de Banach max-
imal de operadores (p, 0, q,n)-dominados. Recordemos que este ideal se puede describir como
la composicion

__ 11dual
D(p707q77]) - Hqﬂ? © HP7U'

7. . . . . . . d l
El espiritu del siguiente resultado es que conociendo distintas extensiones de II[}* y de I, ,

obtenemos distintas extensiones de Dy, 5.4.1)-

Proposicién 3.29. Sean 1 < p,g < oo y0<o,n <1 tales que 1_7" + l;qn < 1. Los siguientes

ideales Lipschitz son extensiones de Dy 5.1 -

1) Dpoqm © Lipg

2) Hg};val o Lip, o II,, » o Lip,

L
3) D

105451)

4) (Lipg o Dp.o,qm) © Lipg)*®

5) (Lip, o DX Jres

(p,0,9,m)
6) Lip, o D(p,0,9,m) © Lipg
7) Lip, o D(Lpﬂ’qm)

8) Lipg o IIJ% o Lipg o I, 5 o Lip,,
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Demostracion. Al ser Dy, o 4., maximal, una aplicacién del Corolario 3.6, da que Dy, 5 4. © Lip,
extiende a Dy g.q.n)-

dual L : . .
Para ver que DF =I5 olly . extiende a Dy 5 4 ), nOtemos que como 1l ;, es inyectivo,

(p,ogm) —
se tiene que IIJ%* es suryectivo [46, Theorem 8.5.9]. Por otro lado, por el Ejemplo 3.28, II] |
extiende a II, ,. Por consiguiente, aplicando el Corolario 3.7 tenemos que
o dual L _ t7dual L _ t1dual _
D(p, yN L= (g5 oIl ) N L =15 o (IL,, N L) =I5 o I, , = Dy

0,q, 7] Pvfquﬂ?) :

Ahora bien, si consideramos las inclusiones
I1,, , o Lip, € Lip, o I, , o Lipy € HL
y componiendo con Hd‘““1 a izquierda, obtenemos

Dpoqm © Lipy € )4 o Lipg o IT,,, o Lip, € D (3.2)

o,q,m) "

Hd%al o Lip, o II,, , o Lip, también extiende a D

en 1),2) y 3) extienden a D,
Como D(paqn) (p.osam)’

Dp,o,q.n © Lipy, tiene un punto de Gateaux diferenciabilidad si su dominio es finito-dimensional.

Por ende, Ya obtuvimos que los ideales

P,0,q4,m) -

P,0,4,m) "

C W o Lip,, todo operador en DE y en particular todo operador en

Por la Proposiciones 1.58 y 1.43, D(I;, o Y Dy o,qn°Lipy son maximales. Ademas D, 5.4, 0Lipg

es invariante por traslaciones por la Proposicién 2.8, y que D es invariante por traslaciones

(p,oa.m)
se puede ver directamente a partir de su Definicion 1.54. Aplicando la Proposicion 3.18 junto
con los ftems 1) y 3), tenemos que Lipy 0 Dy 5,4, © Lipy ¥ (Lipg © Dip,oq.m) © Lipg)™® por un lado

: L
poan) Y v (Lipg D(paqn)
Finalmente, componiendo con Lip, a izquierda en (3.2) y usando que Lipy 0 Dy, 5.4 © Lip,

y Lipg o D( )& por otro extienden a D, 5.1
y Lip, o D(Lp g extienden a Dy, 54, obtenemos que Lipg o T34 o Lip, o II,,, o Lip, también

lo extiende. O

Podemos mostrar que la mayoria de los ideales mencionados en la proposicion anterior son
diferentes. Como todo ideal Lipschitz con la propiedad de ideal fuerte contiene a la isometria
métrica og: R — A(R) (porque g = 0r © Idr), cuya linealizacién es Idy, (r), y los ideales 1),
2) y 3) de la proposicién anterior estén contenidos en W o Lip,,, deducimos que estos ideales no
tienen la propiedad de ideal fuerte. Como los ideales 4) a 8) de la proposicién anterior tienen
la propiedad de ideal fuerte, los ideales 1), 2) y 3) son diferentes de los ideales 4) a 8).

Ahora miremos los ideales 1), 2) y 3). Quisiéramos ver que IIJ%! o Lip, o II,,, o Lip, y

L
(p,o,q,m)

de D(p,0,q.n) 0Lipy. Para ello, en virtud de la cadena de inclusiones (3.2) usada en la demostracion

no son ideales de composicién, que por la Proposicién 1.4, equivale a decir que difieren

anterior, basta con ver que Hg““‘l o Lip, oIl , o Lip, es distinto de D o Lip,. Supongamos

(p,o,q.m)
que éstos dos ideales coinciden. Entonces la linealizacion de todo operador Lipschitz en ngal o
Lip, o II, , o Lip, es un operador (p,o,q,n)-dominada. Por otro lado, por la propiedad de
ideal fuerte, el operador d5,: M — (M) pertenece a Lip, o 11, , o Lip, para todo espacio de
dimension finita M, y por ende, para todo operador lineal T € Hg}%al(E(M ), F'), el operador
Lipschitz f = T o d,, cuya linealizacion es T', pertenece a Hg"jfl o Lip, o II,, , o Lip,, con lo

cual T es un operador (p, 0, ¢, n)-dominado. Por lo tanto, basta con ver que existe un operador
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ual

lineal en Hgm \ Dpogm (E(M), F) para algin espacio finito-dimensional A y un espacio de
Banach F. Para ello, puesto que ¢; es complementado en E(M) si M # {0} [20, Theorem 1],
es suficiente con ver que I (01, F') \ Dy 5.4, ({1, F) es no vacio para algiin espacio de Banach
F. Para el caso 0 =7 = 0, tenemos

Proposiciéon 3.30. Sean 1 < p,q < oo tales que % + % <1 con q > 2. Entonces los ideales

ngal o Lip, o IT, o Lip, ¥ Dﬁq no son de composicion.

Demostracion. Sea 2 < s < g. Por lo comentado anteriormente, basta con ver que D, ,(¢1, ()
esta estrictamente contenido en Hg“al. A tal fin, invocamos la nocién de limit order (véase por
ejemplo [46, 14.4]). El limit order de 17" se deduce aplicando [46, 14.4.7] a [46, 22.4.7]. Dado
que el limit order de Hg“al es %, para cualquier € > 0 el operador diagonal T": ¢; — /£, definido
como T((ap),) = (n_(%ﬁ)ozn) pertenece a 13" (£y, £,). Por otro lado, una aplicacién de [23,
26.1] (véase [23, Exercise 26.2]) muestra que D, ,(¢1,¢s) = I;({1,{s), los operadores integrales
de ¢, a l,. Entonces, usando [46, 22.4.6], tenemos que el limit order de D, ,(¢1,(;) es % Dado
1

que é < ¢, tomando € > 0 tal que é +e < %, deducimos que el operador T" no pertenece a

D, (01, L5). ]
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Apéndice A

Ideales de Banach

Este Apéndice recolecta varias definiciones y resultados sobre la teoria de ideales de operadores

lineales de Banach en el sentido de Pietsch que utilizamos en este trabajo.

Ideales cerrados

Comenzaremos con los ideales de Banach cerrados. El ideal de Banach de operadores aprox-
imables, F esta formado por los operadores que son limite de sucesiones de operadores de
rango finito, en la norma usual de operadores. Los otros ideales de operadores cerrados que
mencionaremos son los ideales de operadores compactos, IC, débiles compactos, W y separables,
X. Estos ideales estan conformados por aquellos operadores lineales T': E — F' tales que T'(Bg)
es relativamente compacto, es débilmente relativamente compacto y separable, respectivamente.

Los ideales IC, YW y X son inyectivos y suryectivos [46, Propositions 4.6.12, 4.7.12], mientras
que FU_F" -k [46, Remark 4.6.13, 4.7.13]. Ademds, se tiene que F = 7dual, K = Kcdual
y W = Wdual 46 Proposition 4.4.7]. Como todo ideal dual es regular [46, Proposition 4.5.6],

en particular se tiene que F es regular.

Ideales no cerrados

Para 1 < p < o0, el ideal de operadores p-nucleares N, esta formado por aquellos operadores
T: E — F tales que existen R € L(E, (), S € L({,,F) y X € {, donde el siguiente diagrama

conmuta

E T s I
Rl TS
loo A >y Ly,

siendo M) el operador de multiplicaciéon por A. Notemos que M) € K({x,¥,) vy, por lo tanto
N, C K para 1 < p < co. Lanorma p-nuclear de T" se define como ||T'||x;, = inf{||R|||| M.]|[|S]},
donde el infimo esta tomado sobre todas las factorizaciones de T' como en el diagrama anterior.

Equivalentemente [24, Proposition 5.23], T" es p-nuclear si existen (v),), € {,(E') y (w,), €

n
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weak : . /1 . 0
£3*(F') (el espacio de sucesiones débiles p'-sumantes de F'), tales que T'(-) = >~ | v, (-)w, con

n=1"n
convergencia en L(FE, F).
Para 1 < p < o0, el ideal de Banach de operadores p-integrales, 7, estd formado por los
operadores T: E — F tales que existen un espacio de medida finita (2,3, 1), R € L(E, Lo (1))

y S € L(L,(p), F") donde el siguiente diagrama conmuta

E T y F hr

|

Loo (1)

F//

S

Loo,p ? LP(M)

La norma p-integral de T se define como ||T||z, = inf ||R||||.S||, donde el infimo esta tomado

sobre todas las factorizaciones como en el diagrama.
También, el ideal de operadores Pietsch p-integrales PZ,, esta formado por los operadores
T: E — F tales que existen un espacio de medida finita (2,3, u), R € L(E, Lo(p)) y S €

L(L,(1), F) tales que el siguiente diagrama conmuta

E T s F

Loo(,u) © Loo,p ’ Lp(ﬂ’)a

La norma Pietsch p-integral de 1" se define como ||T'||z, = inf || R||||S]|, donde el infimo estd
tomado sobre todas las factorizaciones de T' como en el diagrama.

Para 1 < p < oo tenemos las inclusiones N, C PZ, C Z, y combinando [46, Propo-
sition 18.1.15] con [46, Proposition 19.1.8], si M y N son espacios de dimensién finita, en-
tonces N,(M,N) = PZ,(M,N) = Z,(M,N). Sin embargo, en general estos ideales difieren.
En efecto, todo operador p-nuclear es, en particular un operador compacto, mientras que
toop € PL,(Loo(pt), Ly(1)) ¥y no es compacto. Que los ideales PZ, e Z, difieren para p # 2
fue mostrado por Reinov [48]. De [46, Theorem 19.2.2] y [46, Theorem 19.2.1] se obtienen las

relaciones entre estos ideales.

Proposiciéon A.1. Sea 1 < p < oo. Entonces

1) Elideal de los operadores p-nucleares es minimal y vale que N, = I;nin = PI;““.
2) El ideal de los operadores p-integrales es mazimal y vale que T, = N;na" = PL,™.

Ademds, de las definiciones, se desprende que PZ® = T7,. Para 1 < p < ¢ < oo, tenemos
que PZ, C PZ,. Luego, como para p > 1 los operadores Pietsch p-integrales se factorizan
a través de L,(u), tenemos que para 1 < p < oo, PZ, C W. Ademsds, como W es regular,
también obtenemos que para 1 < p < oo, Z, C W.

Un operador T': E — F se dice p-sumante si existe una constante positiva C' tal que para

cualquier coleccién finita de elementos 1, o, ..., z, en E, se tiene que
n 1/p n 1/p
S T@)IP)  <Csup [ Y le@@)l ] .
i=1 $€Be \ i=1



Se define la norma p-sumante de T' como el infimo de tales constantes C'. El Teorema de
Factorizacién y Dominacién de Piestch puede encontrarse en [24, Theorem 2.12] y [24, Theorem

2.13] por ejemplo.

Teorema A.2 (Factorizacién y Dominacién de Pietsch). Sean E, F espacios de Banach, T €

L(E,F) y C una constante positiva. Son equivalentes,
i) T es p-sumante y ||T||n, < C.

ii) (Dominacion de Pietsch) Hay una medida de probabilidad pv definida sobre Bp: tal que para

1/p
||Tx||sc< /B |e'<x>|pdu<e'>> |

iii) (Factorizacion de Pietsch) Para alguna (o cualquiera) isometria lineal J: F — G tal

todo x € E, se tiene que

que G es l-inyectivo, hay una medida de probabilidad 11 y operadores R € L(F, Loo(p)),
S e L(L,(1n),G) tales ||R|||| S]] < C y el siguiente diagrama conmuta

E T s I J s (G
R S
Loo(p) — > Ly(p)

De la Factorizacion de Pietsch se deduce que un operador T: £ — F' es p-sumante si y solo
si JpoT € PZ,(E,lx(Bp). En otras palabras

Corolario A.3. Sea 1 < p < o0o. Entonces PI;nj = II,. Como consecuencia, Izi,nj =11, y I,

es un ideal inyectivo.

Ademds, como para 1 < p < oo se tiene Z, C W y W es inyectivo, tenemos que II, C W.
El ideal de los operadores cuasi p-nucleares QN , esta formado por los operadores T': E — F'
se tales que existe (v),), € (,(E") tal que para todo v € E, ||Tw||P < >>°,

cuasi p-nuclear se define como ||T||gn, = inf [|(v],)nll¢,(e). Este ideal fue introducido por

|v] (v)|P, ¥ la norma

Persson y Pietsch [44]. Si tomamos un operador T' € QN ,(E, F), tomando la sucesién (v),),, €
(,(E") de la definicién, podemos definir el operador R: E — ¢, dado por R(:) = > >7 v/ (-)e,

n=1"n
((en)n C £, la sucesién de vectores candnicos). Se sigue que R € N,(E,¢,) y, por ende tenemos
que ||[Tv|| < ||Rv|| para todo v € E. Por [46, Proposition 8.4.4] tenemos
Proposiciéon A.4. Sea 1 < p < oo. Entonces /\/'1;nj = ON,. En particular, QN es inyectivo.

Utilizando que, para un ideal de Banach A, A™ max = Amaxinj [46 Proposition 8.7.13],
juntando la proposicién anterior junto con la Proposicién A.1, tenemos

Proposicion A.5. Sea 1 < p < oo. Entonces Q./\/'glax = II,. En particular, 11, es mazimal.
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En 2002, Sinha y Karn [55] introducen el ideal de operadores p-compactos. Para 1 < p < oo,

un operador T': £ — F' se dice p-compacto si existe una sucesion (v,), € £,(F) tal que

T(Bg) C {Z AUy ()p € ng,} )
n=1

La norma p-compacta de un operador T' se define como |T'|x, = inf{|[(vn)nlle, ()}, siendo

tomado sobre todas las secuencias (v,,), € £,(F) que cumplen la condicién anterior. La relacién

entre los ideales cuasi p-nucleares y p-compactos queda establecida en [47, Theorem 6] y [47,

Theorem 7].

Proposicion A.6. Sea 1 < p < oo. FEntonces QNﬁual =K,y Kgual = QN,. En particular
’Cgual dual _ ’Cp y Q]\/’ﬁual dual — Q./\/p~

Al ser K, y QN ideales duales, por [46, Proposition 4.5.6] son regulares.

Finalmente, tenemos el ideal de operadores p-factoreables £,, 1 < p < co. Un operador
T: F — F se dice p-factoreable si existe un espacio de medida (2,3, u) y operadores R €
L(E,L,(p)) vy S € L(Ly,(1), F") de manera que el siguiente diagrama conmuta

kr

E—1—F » F"
N5
Ly (1)
La norma p-factoreable de 7' se define como ||T'|| = inf{||R||||S]|}, donde el infimo esta tomado

sobre tales factorizaciones. Notemos que para 1 < p < oo, £, C W. Siguiendo [46, 19.3.1],

max

el ideal de operadores p-factoreables es maximal. Mds aun, £, = op(¢,)™**. Parap = 1, lo

siguiente se infiere de la definicion de cédpsula suryectiva.
Proposiciéon A.7. £ = L.

Demostracion. Dados espacios de Banach E, F' y un operador T' € L(E, F), el operador T o
Qr: (1(Bg) — F es 1-factoreable ya que ¢;(Bg) = Li(p) con p la medida de conteo sobre el
conjunto Bg. Luego, T' € £ (E, F). O
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Apéndice B

Ultrafiltros

Si I es un conjunto no vacio, una coleccién § de subconjuntos de I se dice filtro de subconjuntos

de I si cumple las siguientes propiedades:
(i) IeFyoé¢s
(ii) Si AeFy AC B, entonces B € §
(iii) Si A,B € §, entonces AN B € §

En particular, los filtros tienen la propiedad de la interseccién finita (PIF): si A,..., A, € 3§,
entonces [ A; # @.
i=1
Un filtro U en I se dice ultrafiltro si para todo A C I, se tiene que A € U o bien I \ A € U.
Antes de enunciar y demostrar el resultado que dice que todo filtro estd contenido en un
ultrafiltro, mencionaremos, para el lector interesado, los ejemplos mas importantes de filtros, y

luego algunas propiedades basicas de ultrafiltros.

e El filtro generado por un elemento ¢ € I, es decir, § = {A C I : i € A}, llamado filtro

principal generado por el elemento 4.
e Si [ es infinito, se denomina filtro cofinito de [ a § ={A CI:1\ A es finito}
e Si [ es un espacio topoldgico e i € I, se denomina filtro de vecindades de i al filtro
{AC1I: existe V C I abierto tal quei € V C A}.

En este caso, decimos que un filtro § converge a i si el filtro de vecindades de 7 esta

contenido en §.

e Es rutinario verificar que la interseccion arbitraria de filtros de un conjunto I es un filtro.
Si C es una coleccién de subconjuntos de I con la PIF, se define el filtro generado por C
como la interseccion de todos los filtros de I que contienen a C, y se puede comprobar
que dicho filtro es

=1

{AQ[:existenGNyAl,...,AnECtalesque ﬂAigA}
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Si C ademas es cerrado por intersecciones finitas, entonces C se dice base para un filtro
(el filtro generado por C). En tal caso, el filtro generado por C tiene una descripcién mas

simple: es la coleccion

{ACI:3CeCtalque C C A}

e Si (/,<) es un conjunto con un orden parcial dirigido (esto es, para cada par de elementos
i,7 €I, existe k € I tal que i < ky j <k), se denomina filtro del orden de I al generado

por la familia
{jel:i<j}:iel}

La condicién de que el orden parcial en [ sea dirigido garantiza que esta familia tiene la

propiedad de la interseccion finita.

e Si f: I — J es una funcién entre conjuntos, y § es un filtro en I, f(§) denota el filtro
en J generado por los conjuntos f(A), con A € §, y se puede expresar de las siguientes

dos maneras

f(S):{BgJ:EInENyAl,...,AnEStalque ﬂf(Ai)gB}
i=1

={BCJ:f'(B)eg}

Ahora mencionamos algunas propiedades basicas sobre ultrafiltros.
e Todo filtro principal en un conjunto / es un ultrafiltro.

e Si U es un ultrafiltro en I, entonces es un elemento maximal de la coleccién de filtros de
I con el orden parcial de la inclusién (en efecto, si U C § para algun filtro § y existiera
A € F\ U, entonces, como U es ultrafiltro, tenemos que I\ A € U C §, con lo cual
AN(I\ A) =2 € 3§, lo cual es absurdo). La reciproca también es cierta, y se deduce de

la proposicién enunciada abajo.

e Si [ es un conjunto finito, todo ultrafiltro en I es principal. FEn efecto, si U es un

ultrafiltro en I, en particular es finito, digamos U = {A;,..., An}, y si tomamos un

m

elemento x € () A;, vemos que U esta contenido en el filtro principal generado por z, asi
i=1

que por maximalidad de U, éste resulta ser igual al filtro principal generado por x.

e Si [ es un conjunto infinito, todo ultrafiltro no principal U en I contiene al filtro cofinito,
y en particular, ningin subconjunto finito de I pertenece a U. En efecto, supongamos
que existiera A C I tal que A ¢ U e I\ A es finito, digamos, I \ A = {xy,...,2,}.
Entonces, por ser Y un ultrafiltro, tenemos que I \ A € U. Ahora, como U es filtro
maximal y no es principal, entonces no esta contenido en el filtro principal generado por

z;, de modo que para cada 1 < i < n, existe A; € U tal que x; ¢ A;. Tenemos asi que
U>s(I\A) N A =3, lo cual es absurdo.
i=1

84



e Si f: I — J es una funcién entre conjuntos y U es un ultrafiltro en I, entonces f(U) es
un ultrafiltro en J.

Proposicion B.1. Sea I un conjunto, y sea § un filtro en I. Entonces existe un ultrafiltro U
de I que contiene a §. En particular, cualquier coleccion de subconjuntos de I con la propiedad

de la interseccion finita estda contenida en algun ultrafiltro.

Demostracion. Sea ® la coleccién de todos los filtros que contienen a §, con el orden parcial

de la inclusién. Si € es una cadena en ®, entonces |J C es cerrado por intersecciones finitas,
cee
asi que es una base para un filtro. Dicho filtro es una cota superior de € en ®. Por el Lema de

Zorn, ¢ tiene un elemento maximal &. Naturalmente, i es un filtro que contiene a §.
Veamos que U es un ultrafiltro: sino lo fuera, existiria A C I tal que ni A ni su complemento
pertenecen ald, y si consideramos UU{ANU : U € U}, esta familia es cerrada por intersecciones
finitas, y no contiene a & (pues si existiera U € U tal que U N A = &, entonces U C I\ A,
que implica, por ser U un filtro, que I \ A € U, lo cual contradice nuestra asuncién). Por ende
UU{ANU :U € U} es una base para un filtro (que contiene a A, pues A= ANTel €el),y
el filtro que genera contiene estrictamente a U (pues A ¢ U), y esto contradice la maximalidad
de U como elemento de P. O

Como consecuencia de la proposicién anterior, si I es un conjunto infinito, existe un ultrafil-
tro no principal en I (En efecto, cualquier filtro que contenga al filtro cofinito es necesariamente
no principal).

El siguiente resultado, sobre filtros en espacios topolégicos, lo usaremos para dar la definicién
del limite a lo largo de un ultrafiltro de una familia indexada acotada de ntimeros reales.
Recordemos que un filtro § en un espacio topoldgico I se dice convergente a un elemento x € [

si el filtro de vecindades de x estd contenido en §.

Proposicion B.2. Sea I un espacio topologico. Entonces

a) I es Hausdorff si y solo si todo filtro convergente en I tiene un dnico limite.
b) I es compacto si y todo ultrafiltro en I es convergente.

Demostracion.

a) Asumamos que [ es Hausdorff. Si tuviéramos un filtro § en I que converge a dos puntos
distintos x,y € I, y tomamos U,V abiertos disjuntos de [ tales que x € U e y € V, se tiene
por definicién de convergencia de un filtro que U € §y V € §, y por lo tanto, @ =UNV € §,
lo cual es absurdo.

Para la otra implicacién, supongamos que I no es Hausdorff. Entonces, existen dos puntos
distintos x,y € I tales que para toda vecindad U de x y toda vecindad V' de y, se tiene que
UNV # &. Entonces, la familia

{UNV :U vecindad de z,V vecindad de y}

es una base para un filtro, y contiene al filtro de vecindades de z, y al filtro de vecindades de

y. El filtro § que genera converge tanto a x como a y.
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b) Asumamos que I es compacto, y supongamos que existe un ultrafiltro & sobre I que no
converge a ningin punto. Entonces, para cada x € (2, existe un abierto V, tal que z € V, y

V. ¢ U. Evidentemente, {V, },c; es un cubrimiento por abiertos de I, asi que por compacidad,
n

existen z1,...,x, € I tal que I = |J V,,. Como V,, ¢ U y éste es un ultrafiltro, tenemos que
i=1

n

I\V,, €U paratodo 1 <i <mn,yporlotantod > (I \V,,)=1\U Ve =9, locual es
i=1 i=1
absurdo.

Reciprocamente, asumamos que todo ultrafiltro en I es convergente, y supongamos que [
no fuera compacto, esto es, tiene un cubrimiento {U, },er de abiertos no vacios que no admite
un subcubrimiento finito. Entonces, para cada subconjunto finito IV C I, existe un elemento

zpr € I'\ |J U,. Denotemos J = {I" C I' : I es finito} con el orden de la inclusién, y sea
~yerv
la aplicacién f: J — I tal que IV — zp. Sea U un ultrafiltro en J que contiene al filtro

del orden. Entonces f(U) es un ultrafiltro en I, asi que por hipdtesis, converge a un punto
y, que pertenecerd a algin U,,. En particular, U,, € f(U), equivalentemente, f~*(U,,) € U.
Puesto que U contiene al filtro del orden de J, en particular {I" € J : {y} C I} € U, y por
consiguiente Y 5 {I" € J:y e "}nf YU, ={I"eJ:ypel'yar €U,} =9, locual es
absurdo. O]

Como consecuencia de la proposicion anterior, tenemos

Corolario B.3. Un espacio topologico I es Hausdorff compacto si y solo si todo ultrafiltro en

I converge a un unico limite.

Demostracion. Solo una implicacién requiere demostracién. Asumamos que todo ultrafiltro en
I tiene un unico limite. Por el item b) de la proposicién anterior, I es compacto. Para ver que
es Hausdorff, tomemos un filtro § convergente en I, y sean x,y € [ tales que § converge a x
y a y. Entonces, por definicién, el filtro de vecindades de x y el filtro de vecindades de y, que
denotaremos §, y §, respectivamente, estan contenidos en §. Por la Proposicion B. B.1, existe
un ultrafiltro U en I que contiene a §, y por ende §, CU y §, C U, esto es, U converge a x y a
y, asi que por hipdtesis se tiene que x = y. Asi, demostramos que todo filtro convergente en [

tiene un unico limite, de modo que por el item a) de la proposicién anterior, I es Hausdorff. [

Ya podemos demostrar la buena definicion de limite a lo largo de un ultrafiltro de una

familia indexada acotada de nimeros reales.

Proposiciéon B.4. Sea I un conjunto de indices, y (¢;)icr una familia acotada de nimeros
reales indexada por I (en otras palabras, una funcién c: I — R acotada), y sea U un ultrafiltro
en I. Entonces existe un unico z € R tal que para toda vecindad V de x, {i € [ : c; € V} € U.

Denotamos x = limy ¢;.

Demostracion. Como la funcién ¢: I — R es acotada, podemos correstringir su codominio a
un subconjunto compacto K de R (por ejemplo, la clausura de su imagen). Hecho esto, por el
corolario anterior, el ultrafiltro ¢(U) converge a un inico z € K, que significa que toda vecindad
V de x en K pertenece a c(U), esto es, {i € [ : ¢; € V} € U. Ahora, si V es una vecindad de
zen R, como VNK esunavecindaddezen Ky{icl:c;e VNK}C{iel:¢ eV}, al

86



ser U un filtro, se tiene que {i € I : ¢; € V} € Y. La unicidad de x en R se debe a que éste es
Hausdorft. []

La siguiente propiedad es usada en varias ocasiones en las que se toma limite a lo largo de

un ultrafiltro.

Proposiciéon B.5. Sea I un conjunto de indices, (¢;)ic;r € R acotada, U un ultrafiltro en I, y

F C R un cerrado. St existe Iy € U tal que ¢; € F para todo i € Iy, entonces limy, ¢; € F.

Demostracion. Supongamos que limy ¢; ¢ F. Entonces R\ F' es un entorno abierto de limy ¢;,
asi que por la proposicién anterior, el conjunto I; :={i € I : ¢; € R\ F'} pertenece a . Como
U es un filtro, se tiene que Iy N I; € U y en particular Iy N I; es no vacio. Tomando ¢ € Iy N I,

tenemos que ¢; € F'y ¢; ¢ F, lo cual es absurdo. O

Con respecto a la relacion entre redes convergentes y ultrafiltros, se tiene lo que uno es-

peraria.

Proposicién B.6. Sea I un conjunto dirigido y (¢;)ier una red acotada de nimeros reales que
converge a un x € R. St U es un ultrafiltro en I que contiene al filtro del orden, entonces

lime¢; = z.
u

Demostracion. Sea V una vecindad de z en R. Como la red (¢;);e; converge a x, existe iy € 1
tal que {1 € I : i > 4o} C {i € [ : ¢ € V}. Como por hipétesis sobre U se tiene que
{i € 1:i>1iy} € Uy éste es un filtro, obtenemos que {i € I : ¢; € V} € U. Luego,
libr{n c; = T. ]
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