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Analisis estocastico en modelos de redes neuronales biolégicas

Abstract

En esta tesis estudiamos modelos estocasticos que representan el comportamiento del po-
tencial de accién de una red neuronal bioldgica exitatoria. Estos modelos, que son variaciones
del modelo descrito en [RT16], evolucionan mediante procesos de Poisson inhomogéneos que
dan cuenta de la aleatoriedad intrinseca de las neuronas y tienen interacciones de caracter
sparse: cuando una neurona dada efecttia un spike, ésta incrementa el potencial de un ntimero
fijo de neuronas aleatoriamente elegidas.

En esta tesis mostraremos que esta clase estudiada de modelos para una red neuronal finita
siempre termina en la extinciéon de la actividad neuronal; mientras que, en el limite, la red
infinita de neuronas puede sostener la actividad indefinidamente, dependiendo de parametros
relacionados con la intensidad y la cantidad de interacciones en cada spike. Mostraremos
entonces una transicién de fase en términos de la distribucién estacionaria de la red infinita,
que puede ser no-trivial. De esta manera, modelamos el fenémeno biolégico de persistencia:
La red neuronal, si bien eventualmente muere, puede mostrar actividad para tiempos grandes
dependiendo de la poblacién de la red.

El desarrollo de esta tesis resulté en el siguiente trabajo [ACJL23|, realizado junto a
Matthieu Jonckheere, Roberto Cortez y Lasse Léskela, y existen varias lineas de trabajo
posibles que derivan de lo desarrollado aqui.

Palabras clave: Redes Neuronales, Procesos de McKean-Vlasov, Procesos estocdsticos, Limites hidrodi-

ndmicos, Propagacion del caos



Stochastic Analysis in biological neural network models

Abstract

In this thesis we study stochastic models representing the behaviour of the action potential
of an exitatory biological neural network. These models, inspired by the one defined in [RT16],
evolve through inhomogeneous Poisson processes accounting for the intrinsic randomness of
neurons and have sparse-tipe interactions: when a neuron fires, it gives an impulse to the
potential of a fixed number of randomly chosen neurons within the network. In this work,
we will show that these models always come to extintion when the neural network is finite,
whereas the infinite network can sustain activity forever, depending on parameters related to
the intensity and the amount of interactions in each spike. We will show a phase transition
in terms of the stationary distribution of the infinite network, which could be non-trivial.
Consequently, we model the biological phenomenon of persistence: Even though the activity
of the neural network eventually dies, it can remain active for a long time, depending on the
network population.

The development of this thesis resulted in the following work [ACJL23], in collaboration
with Matthieu Jonckheere, Roberto Cortez and Lasse Léskela, and several lines of work can
be derived from the results presented here.

Keywords: Neural Networks, McKean-Vlasov processes, Stochastic processes, Hydrodynamic limits, Propa-

gation of chaos
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Capitulo 1

Introduccion

El cerebro humano es un 6rgano de muy alta complejidad, y es el objeto central de estudio
multidisciplinar en la Neurociencia. A lo largo del siglo XX y hasta la actualidad, se han
realizado numerosos y prolificos avances que han permitido comenzar a comprender su funcio-
namiento, su fisiologia, sus mecanismos de interacciéon con otros sistemas del cuerpo humano,
entre otros. La importancia de estos avances no sélo radica en una mayor comprensiéon teérica,
sino que también abre las puertas a numerosas aplicaciones en muy variados campos, como la
neuroeducacién, o el tratamiento de diversas afecciones relacionadas con el sistema nervioso.
Por ejemplo, la Organizaciéon mundial de la Salud (OMS) ha destinado abundantes recursos
para la investigacién y manejo de desérdenes mentales.

Es sin embargo incipiente aun el desarrollo en esta area del conocimiento, y ello hace
todavia mas relevante el trabajo de las distintas disciplinas, las Matematicas incluidas, para
ir dando respuestas a los numerosos interrogantes en este campo.

La unidad funcional bésica del cerebro son las neuronas, que se interconectan de a millones
formando grandes redes neuronales. Se les suele anadir el término “bioldgicas” para distin-
guirlas de las redes neuronales artificiales, que son modelos computacionales que se organizan
emulando el comportamiento basico de las primeras y que han sido piedra angular del avance
en inteligencia artificial.

Esta tesis se centraré en el estudio de un modelo estocéstico de redes neuronales biolégicas,
es decir, un modelo que representa la alta complejidad de las interacciones entre neuronas
incorporando dindmicas aleatorias.

1.1. Contexto biolégico

La corteza cerebral -primordial en funciones como la memoria, la percepcién o la conscien-
cia, entre otras- posee entre quince y treinta y tres millones de neuronas [PPSP08]| distribuidas
en grandes redes de neuronas en un espesor de dos a cuatro milimetros. Estas redes, a su vez, se
organizan en una sucesiéon de “laminas” o capas, llamadas columnas corticales, cada una de las
cuales estd compuesta por poblaciones de neuronas estadisticamente idénticas y fuertemente
interconectadas.

Las neuronas (del griego néuron “nervio”, “cuerda”) son células eléctricamente excitables
que reciben y transmiten informacién a través de senales eléctricas y quimicas, comunicdndose
asi entre ellas y con otras células, como las células gliales.
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Existen diferentes clases de neuronas con fisiologias particulares, pero la estructura celular
bésica de la mayor parte se compone de dentritas, que reciben los impulsos eléctricos de otras
neuronas y los trasladan hacia el cuerpo celular; el axén, mediante el cual la neurona transmite
sus impulsos (llamados “potencial de accion” o “spike’ﬂ) hacia otras neuronas; y finalmente
de un cuerpo celular (soma), donde reside el nicleo celular, el ADN de la célula y donde se
producen las proteinas que se transportan por las dentritas y el axon. La figura representa
el esquema tipico de una neurona.

terminal de axén (de otra
neurona)

Dentritas

Nucleo " [terminales sinépticas

Cuerpo celular

Figura 1.1: Representaciéon esquematica de una neurona (Imagen: Alan Woodruff; De Roo et
al / CC BY-SA 3.0 via Commons)

La transmision de senales electroquimicas entre las neuronas se produce a través de la
sinapsis: Las neuronas poseen tipicamente una diferencia de potencial entre el interior y
el exterior de su membrana celular, que en estado de reposo se encuentra alrededor de los
—70mV. Los impulsos que recibe la neurona a través de las dentritas llegan a la membrana
a través de neurotransmisores que abren canales de iones (fundamentalmente de Potasio y de
Sodio) en ella, generando un crecimiento del potencial (impulso exitatorio) o un decrecimiento
(impulso inhibitorio). Si el impulso excitatorio es lo suficientemente grande, se genera una
descarga eléctrica - el potencial de accién - que viaja a través del axén hasta sus terminales;
conectadas en general a las dentritas de otras neuronas. Inmediatamente luego de producirse el
potencial de accién, la neurona que lo transmitié - neurona presindptica - decrece su potencial
hasta valores entre —80mV y —70mV (levemente por debajo de su potencial de reposo), pasa
por un breve periodo refractario, para luego volver al potencial de reposo.

A partir de las investigaciones de Henry Pickering Bowditch e investigaciones posteriores,
se sabe que estas dindmicas eléctricas acttian bajo el principio de todo-o-nada |[Adrld]. Esto
significa que no existen los que podrian llamarse “impulsos fuertes” o “impulsos débiles”; en
otras palabras, esto significa que la intensidad de la descarga de una neurona no depende de la
intensidad del estimulo que recibe: O bien se produce un potencial de accién, o directamente
no emite ningin impulso. Es por este fenémeno que en muchos modelos aparece el concepto de
umbral, valor para el potencial de membrana a partir del cudl se dispara el impulso sinaptico.

ltambién decimos que la neurona se “dispara” o produce un “firing”
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La intensidad del impulso recibido por una neurona post-sindptica, en cambio, si tiene efecto
sobre su frecuencia de “disparo”.

1.2. Modelos de redes neuronales

Desde el trabajo pionero de Lapicque [Lap07], la literatura matemédtica en redes neuro-
nales biolégicas ha ido extendiéndose prolificamente, buscando, entre otras cosas, describir el
complicado entramado de interacciones entre las neuronas de una red neuronal, y las inter-
acciones entre éstas ultimas. Sin embargo, existen todavia muchas preguntas fundamentales
que siguen abiertas, dada la extrema complejidad inherente a este sistema biolégico.

Entre estas preguntas se encuentra aquella que busca comprender el fenémeno de la per-
sistenciaﬂ dado un impulso moderado, la actividad de la red neuronal se sostiene por tiempos
sorprendentemente largos. Ha sido observado en diversas regiones del cerebro y en distintos
organismos, y se ha postulado como un mecanismo de almacenamiento de memoria de corto
plazo [GWLO08, MT04, [ZS17]. Este fenémeno es uno de nuestros principales intereses desde el
punto de vista biol6gico en esta tesis, y es interesante destacar que al dia de hoy no abundan
estudios cuantitativos de este fenémeno que ayuden a profundizar en las causas y mecanismos
inherentes al mismo.

Recorremos ahora brevemente el amplio espectro de los principales modelos relativos a
redes neuronales biolégicas: Por un lado, los modelos basados en conductancia trabajan en
detalle los intercambios quimicos entre las neuronas pre-sindptica y post-sindptica cuando se
produce la sindpsis. El modelo de Hodgkin-Huxley es paradigmético entre éstos[HH52|, y se
han realizado varios trabajos bajo este enfoque [BFFTT2, [Toul4l [T™14]. En general, estos
modelos implican ecuaciones complejas, que en ocasiones especificas pueden ser simplificadas
parcialmente [Toul2].

En el otro extremo del espectro estan los modelos de tipo “integrate-and-fire”. El modelo
de Lapicque pertenece a este gran grupo. Estos modelos se encuentran extensamente rese-
nados en [Bur06al, BurO6b]. Teniendo en cuenta la naturaleza inmediata y estereotipada de
los potenciales de accién, estos modelos investigan el problema de la distribucién temporal
de los impulsos sinapticos, que se modelan como eventos instantaneos. En estos modelos, la
magnitud de estudio es el potencial de membrana de cada neurona y se asume que la neurona
integra los impulsos recibidos de otras neuronas hasta alcanzar cierto umbral (en general, fijo)
que provoca a su vez que ésta emita un potencial de accién. Los modelos “leaky-integrate-and-
fire” (LIF) tienen adicionalmente en cuenta el decaimiento del potencial de membrana hacia
su valor de reposo, que se produce como consecuencia de la “filtracién” de iones a través de
la membrana celular cuando no hay interaccién entre neuronas.

Los primeros trabajos sobre esta familia de modelos han sido de caracter deterministico
y abocados al estudio de una neurona aislada. Dicho caracter deterministico no ha sido, sin
embargo, impedimento para lograr grandes avances para la época en que fueron publicados,
aportando entre otras cosas un primer andamiaje sobre el cual se fueron construyendo mo-
delos més complejos. Por otra parte, hay una aleatoriedad en el comportamiento neuronal
que requiere de modelos no-deterministicos para representar mejor al sistema bioldgico, por

2El término se distingue de la persistencia en el contexto de deep learning, que es una medida compleja que
caracteriza y da cuenta de propiedades estructurales de una red neuronal artificial, y permite un proceso mas
eficiente de entrenamiento de dicha red [RTB™ 18]
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ello gran parte de estos modelos introducen estocasticidad en su dindmica. Usualmente, dicha
estocasticidad se incorpora a través de procesos Gaussianos externos, que representan el efecto
que neuronas exteriores a la red tienen sobre la misma. Esta modelizaciéon permite el uso del
calculo de Itd para realizar computos y obtener resultados varios. Sin embargo, este enfoque
tiene algunas importantes limitaciones. Por ejemplo, estos modelos no tienen en cuenta en
general la aleatoriedad intrinseca de las neuronas, que es una caracteristica esencial que no
puede ser pasada por alto [RD10]. Algunos modelos recientes si incluyen algtn tipo de aleato-
riedad intrinseca introduciendo ruido blanco asociado a cada neurona de la red [DIRT15], lo
que representa una solucién parcial a este problema. Otro aspecto problemdtico importante
de estos modelos tiene que ver con el llamado efecto avalanche, provocado por la introduccién
de un umbral fijo para el potencial de membrana de cada neurona, a partir del cual éstas
-de manera deterministica- emiten un impulso. Mas precisamente, el potencial de membrana
explota (va a infinito) en el limite de campo-medio (ver por ejemplo [CCP11]), lo cual no
representa apropiadamente el comportamiento de grandes poblaciones neuronales.

En este sentido, los modelos de Poisson Lineales-no lineales (LNP por sus siglas en inglés)
abordan esos problemas de manera mas efectiva. El primer modelo LNP fue presentado por
Chichilnisky [ChiO1]. Estos modelos representan el comportamiento del potencial de mem-
brana utilizando procesos de Poisson no homogéneos de intensidad dependiente del mismo
potencial de membrana. Los modelos LNP parecen representar mas eficazmente las dindmi-
cas sinapticas de las redes neuronales, muestran un mejor ajuste a los datos experimentales
[PPUT05, [PSPT08|, y evitan el problema de la explosién del potencial de accién. El modelo de
Robert y Touboul [RT16] pertenece a esta familia de modelos, y es la principal inspiracién de
nuestro marco de trabajo. El modelo presentado en esta tesis es, en efecto, una modificacién
de [RT16] y pertenece también a esta familia; aunque posee caracteristicas distintivas que lo
separan del modelo de Robert y Touboul, ver la seccién

1.3. Comportamiento limite y teoria de campo-medio

Cuando se modela un sistema de particulas estadisticamente indistinguibles de grandes
dimensiones, un abordaje tipico es la aproximacién de dicho sistema por un modelo “limite”
que representa el comportamiento de una particula genérica del mismo. Este modelo se obtiene
mediante la suposicién de que el efecto de la interaccién de todas las particulas sobre la
particula de referencia puede ser reemplazado por un sélo efecto ponderado, que se aproxima,
arbitrariamente al comportamiento del sistema original a medida que la dimensién de éste
ultimo se acerca a infinito.

El concepto tiene su origen en la termodindmica, a partir de las investigaciones de Weiss y
Pierre Curie sobre transicion de fase [Wei07] [KPW13] para un sistema ferromagnético de par-
ticulas. Esta estrategia probd su efectividad en este sistema y otros sistemas anédlogos [Kad09),
y la idea fundamental luego se extrapol6 a otros sistemas no necesariamente termodinamicos,
como por ejemplo modelos epidémicos[LBMMOT] , teoria de colas [BKK™92] o modelos de
redes estocdsticas en general [BRVOI1], entre las que se encuentran varios modelos de redes
neuronales biolégicas, incluyendo el modelo presentado en esta tesis.

De esta manera, haciendo uso de este enfoque presentamos un modelo limite que toma la
forma de una ecuacién diferencial estocastica que podriamos llamar de tipo Mc-Kean Viasow,

4
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en cuanto a que la dinamica del proceso depende en algiin sentido de cantidades promedio del
proceso mismo.

Para formalizar la idea del modelo de campo-medio como aproximaciéon al modelo estocés-
tico de grandes cantidades de particulas, es necesario demostrar algin tipo de convergencia
de éste ultimo al primero, cuando la poblacién tiende a infinito, y tipicamente para lograr
esto es necesario mostrar que ocurre lo que se conoce como propagacion del caos. Este concep-
to esencialmente significa que, si bien hay interaccién entre las distintas particulas, y por lo
tanto no existe independencia entre ellas, asintoticamente si la hay (desde un punto de vista
probabilistico). Existen distintas estrategias para abordar este problema, ver Capitulo [3| La
eficacia de muchas de éstas se apoya en que las interacciones entre las particulas son binarias
(es decir, en cada interaccién se ven implicadas no més de dos particulas). Esta caracteristica
excluye a varios modelos con interacciones no binarias, como es el caso de nuestro modelo.

1.4. Contribuciones de la tesis

1.4.1. Aspectos originales del modelo de redes neuronales

Inspirado en el modelo propuesto por Robert y Touboul [RT16], proponemos en esta tesis
un sistema de particulas que describe el potencial de membrana de una red excitatoria de
neuronas y, adicionalmente, un proceso estocastico no lineal de tipo campo-medio modelando
el comportamiento de una neurona genérica en una poblacién grande de neuronas. En este
sentido el modelo presentado aqui describe, para una poblaciéon de N neuronas, el potencial de
accién de las mismas a lo largo del tiempo, que notaremos X; = (X}, ... ,XtN ). La dindmica
es la siguiente: a tiempo ¢, cada neurona con potencial X} se ve afectada por un decaimiento
de tipo exponencial hacia su potencial de reposo, que establecemos en cero. Ademaés, ocurren
interacciones aleatorias entre las neuronas. Estas interacciones ocurren cuando una neurona
emite un potencial de accién o spike, momento en el que se resetea de manera inmediata a su
potencial de reposo y, simultaneamente, elige de manera aleatoria un ntmero fijo k¥ de otras
neuronas, a las cuales da un impulso excitatorio. Estos eventos se producen con una tasa
dependiente del estado de la neurona presindptica.

Puede observarse que, en contraste con [RT16], la dindmica considerada en esta tesis es
de caracter sparse, en el sentido de que en cada evento de firing, la neurona presinaptica
se comunica s6lo con k otras neuronas y no con todas las de su red. Ademés, la magnitud
del impulso es de orden 1, y no 1/N. Como consecuencia, entre otras, en la ecuacién limite
de campo-medio el mecanismo de firing genera un término no-lineal de salto en lugar de
un término de drift, como en [RT16]. Esta ha sido una eleccién deliberada para el modelo
que aqui estudiamos. Por un lado, permite dindmicas posiblemente mas interesantes desde
un punto de vista bioldgico: ver, por ejemplo, [BRCT19], donde se plantean esquemas de
sparse-coding que implican interacciones “esparcidas” a nivel poblacional. En este sentido
nuestro modelo es una primera aproximacién a una dindmica de interacciones esparcidas
(en inglés se las conocen como sparse interactions) y una extensiéon natural para trabajos
futuros puede ser el considerar una estructura de grafo subyacente para las interacciones.
Por otro lado, este modelo exhibe una transicién de fase distinta (y quizds més significativa)
relacionada al comportamiento del sistema para tiempos grandes, con una interpretacién fisica
natural. Finalmente, difieren también las estrategias matematicas utilizadas para cuantificar la
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decorrelacién entre las neuronas (la propagacion del caos), que en este caso son probablemente
generalizables a una clase méas grande de modelos similares con interacciones entre particulas
no necesariamente binarias.

Para este modelo de sistema de particulas analizamos en primer lugar el comportamiento
a tiempos grandes, y mostramos que, para cualquier estado inicial y para cualquier set de
parametros del sistema, el potencial de accién de toda la poblacion tiende a cero. Es decir, la
actividad eventualmente se extingue siempre y, ahora si, dependiendo de ciertos parametros,
la velocidad de extincién puede incluso ser de tipo exponencial.

1.4.2. El proceso limite

En gran cantidad de trabajos derivados de perspectivas de fisica estadistica, los modelos de
sistemas de particulas suelen tener un proceso de campo-medio limite (cuando la poblacién N
tiende a infinito) asociado, llamado limite hidrodindmico. En estos trabajos es usual obtener
resultados de convergencia (en algin sentido) del sistema de particulas para tiempos fijos al
proceso limite, que incluyen la obtencién de la velocidad de convergencia.

Como fue mencionado antes, nuestro sistema de particulas tiene asociado a su vez un
proceso limite que sigue una dindmica de tipo McKean—Vlasov, en cuanto a que dichas di-
namicas dependen de cantidades promedio del proceso mismo. Este tipo de procesos ha sido
extensamente estudiado en las dltimas décadas cuando la dindamica de la que provienen es
de tipo difusiva, ver por ejemplo el paper seminal [BRTV9S8| y otros desarrollos posteriores
(IMal01l [Tugl4] y las referencias alli citadas).

Sin embargo, es necesario notar que en estas referencias los resultados més importantes de
velocidad de convergencia a los limites hidrodinamicos respectivos son usualmente obtenidos
en el caso de existencia y unicidad de distribucién estacionaria y/o se apoyan fuertemente
en propiedades de regularidad de la ecuacion diferencial limite. En este trabajo no contamos
con estas suposiciones y otras tipicamente presentes en esos otros mencionados en el parrafo
anterior. Por lo tanto, hay toda una familia de técnicas utilizadas alli que no podemos aplicar
a nuestro caso.

De la misma manera, es extensa la literatura abocada a sistemas de particulas con in-
teracciones binarias (de salto) con conservaciéon de la energia, junto a sus ecuaciones limite
respectivas. Ver por ejemplo el trabajo pionero [Kac56], o bien [MM13] y sus referencias para
trabajos posteriores. En el contexto descrito, muchos son los resultados obtenidos en cuanto a
convergencia al equilibio y propagaciéon del caos. En contraste, la dindmica de nuestro modelo
involucra en cada interaccién el salto simultaneo de tres o méas particulas (neuronas), sin con-
servacion de la energfa (nisiquiera en promedio). Es por eso que la ecuacién limite obtenida es
de naturaleza cualitativamente distinta. Esto tiene fuertes consecuencias para los resultados
de propagacién del caos o velocidad de convergencia, que se vuelven més dificiles de obtener
y fuertemente dependientes de los parametros del modelo. En efecto, muchas de las técnicas
clésicas utilizadas en modelos de sistemas de particulas que provienen del ambito fisico no
pueden ser aplicadas en este caso, al menos de manera directa. Nuestro estudio de propaga-
cion del caos, por otro lado, se apoya en técnicas recientes de acoplamiento para interacciones
binarias desarrolladas en [CEF16], que son adaptadas para este contexto y extendidas para su
aplicacién al modelo aqui presentado.

En este contexto entonces, analizamos el comportamiento de una neurona tipica de la red
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neuronal cuando la poblacién tiende a infinito (N — o) a tiempo fijo, y mostramos que éste
converge al proceso limite, que de igual manera llamaremos proceso no lineal. Para probar
la propagacién del caos utilizamos, como dijimos arriba, técnicas modernas de acoplamiento
inspiradas en [CEF16] y adaptadas correspondientemente.

También analizamos en detalle al proceso limite, mostrando que, ademas de estar bien
definido, experimenta una transicion de fase dependiente de los parametros del modelo: si la
transmision de potencial de accién es lo suficientemente fuerte (en términos de intensidad y
frecuencia), el proceso no lineal se mantiene activo por siempre; mientras que de otra manera,
decae al estado de reposo.

1.4.3. Fenémeno de persistencia

Finalmente, mostramos que en nuestro modelo se da un fénomeno de persistencia depen-
diente de los pardmetros del modelo: si la transmicién de potencial es lo suficientemente fuerte,
entonces aunque la red finita eventualmente se extingue para cualquier tamafio N de pobla-
cién, se mantiene activa por un tiempo de orden al menos log(IN). En otro caso, la actividad
se extingue a una velocidad independiente de V.

Es interesante observar la criticalidad del fenémeno de persistencia en este modelo: en
el capitulo [5| probaremos que en este fenémeno la dependencia de los pardmetros es indi-
recta y a través de un tnico pardmetro #, que determina si la actividad de la poblaciéon de
neuronas sobrevive (al menos por un tiempo logaritmico en la poblacién) o bien se extingue
exponencialmente. Vamos a explicar este fenémeno de criticalidad con un poco mas de deta-
lle: Existen cuatro pardmetros para nuestro modelo N —poblacional y su limite (ver : la
tasa de decaimiento p > 0, que determina la velocidad de decaimiento hacia el potencial de
reposo; la constante de proporcion de la tasa de firing v > 0, que regula la intensidad con
la que se produce un firing, en relaciéon al potencial de membrana de las neuronas; el rango
de alcance k € N, que representa la cantidad de neuronas excitadas al producirse un spike; y
la magnitud de impulso p > 0 que recibe cada neurona seleccionada en un evento de firing.
Heuristicamente, es razonable la expectativa de que todos y cada uno de estos parametros
debe jugar un rol condicionante en la fenomenologia general del sistema, al menos cuantita-
tivamente si no de manera cualitativa. Por ejemplo, fijados p, v, i, es razonable esperar que
a mayor rango de alcance x, encontremos mayor actividad a lo largo del tiempo en el modelo
finito, incluso quizés evitando la extincién. Los teoremas y nos confirman, por un
lado, que efectivamente k tiene (desde el punto de vista heuristico) el efecto esperado sobre
el sistema; pero este efecto sélo se hace efectivo a través de una funcidn de este pardametro y
del resto 6 = 0(k,~, p, ) (ver ), y mds aun, el comportamiento asintético en el tiempo
sélo experimenta un cambio cualitativo en funcién de x en el caso infinito, mientras que en
el caso finito el efecto es solo cuantitativo, mas precisamente, determina la cota superior para
la velocidad de extincién. Un anélisis andlogo podemos hacer para el resto de los parametros
con similares conclusiones.

Es interesante también sefialar el paralelismo existente con los procesos de contacto. Estos
son procesos que generalmente modelan la propagacién de un virus dentro de una poblacién
EL donde los individuos eventualmente pueden recuperarse y reinfectarse, y donde la dindmica

3otras aplicaciones incluyen por ejemplo, propagacién de informacién y en general, diversos modelos de
crecimiento de poblaciones.
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bésica consiste en que un individuo infectado puede infectar a sus “vecinos” y/o recuperase
con sendas tasas. En estos procesos el objetivo basico es estudiar si la “actividad” del virus
eventualmente se extingue o no, y a qué tasa. De manera andloga a nuestro caso, en los procesos
de contacto con poblacién infinita, la pregunta crucial es si existe o no probabilidad positiva
de supervivencia para la actividad del virus; mientras que en el caso finito generalmente se
observa extincién casi segura del virus, siendo la velocidad de extincién la pregunta principal,
cuya respuesta suele traducirse en una transicién de fase dependiente fundamentalmente de la
tasa de infeccién. Histéricamente, los primeros estudios trabajaron con poblaciones infinitas
(por ejemplo, [AL78] donde se prueba existencia de un parametro 7 critico en Z¢, o [BG90],
donde se obtiene extincién segura en el caso critico) para luego abordar modelos de contacto
con poblacién finita, como en |[CD09], donde se prueba que, en un modelo con nodos con
distibucién de grado polinomial, para toda tasa de infeccién positiva existe metaestabilidad.

Consecuentemenete, en ambos procesos (el que trabajamos aqui y el de contacto) la res-
puesta a la pregunta por la persistencia se infiere a partir de resultados de tipo transicion de
fase, que en nuestro caso se explicita en la dicotomia ya mencionada: o tarda un tiempo de
orden log(N) para extinguirse, o es independiente de N.

Estos elementos por tanto representan un aporte interesante y original al estudio del feno6-
meno biolégico de persistencia que presentamos en la seccién anterior [I.2} Como mencionamos
alli, los estudios cuantitativos sobre este fenémeno no abundan y creemos que lo aqui pre-
sentado puede tener impacto positivo en esta direccién de investigacién. Adicionalmente, el
paralelismo con los procesos de contacto genera como consecuencia vinculos que pueden ir
mas alla de la heuristica, sirviendo no sélo como fuente mutua de inspiraciéon sino también
estableciendo potenciales vinculos matematicos que den lugar a resultados en una familia de
modelos que sean provechosos en la otra.

1.5. Estructura de la tesis

La estructura de la tesis es la siguiente. En el Capitulo [2, proporcionamos una breve
introduccién a los procesos de Poisson y su célculo estocastico asociado. En el Capitulo
presentamos el concepto central de propagacion del caos y limite hidrodinamico. Luego, en el
Capitulo [d] presentamos el modelo estocéstico, aportando tres formas equivalentes. En el Capi-
tulo [5] analizamos el comportamiento asintético en el tiempo del sistema finito de particulas y
de su proceso no lineal asociado, el cual, mostramos, exhibe una transiciéon de fase. Asimismo,
mostramos el fenémeno de propagaciéon del caos, que nos indica que una neurona tipica del
sistema finito puede ser bien aproximada, en una poblaciéon grande, por el comportamiento
del proceso no lineal. Las pruebas a cada resultado se encuentran al final de este capitulo.
En el capitulo [6] realizamos varias simulaciones que ilustran y refuerzan los resultados obte-
nidos, as{ como también permiten realizar algunas conjeturas. Finalmente, en el capitulo [7]
compartimos algunas conclusiones y trazamos posibles lineas de trabajo futuro.



Capitulo 2

Preliminares

En los siguientes dos capitulos vamos a definir los principales objetos que vamos a utilizar
durante la tesis para trabajar con nuestro modelo de redes neuronales biol6gicas. Consecuen-
temente, comenzaremos dando en este capitulo una introduccién breve de los procesos de
Poisson y el célculo estocastico asociado, y también estableceremos la notaciéon que utilizare-
mos a lo largo de la tesis. El concepto de propagacion del caos merece un capitulo aparte y
consecuentemente serd tratado en el siguiente apartado.

Cuando queramos hacer explicita la distincién entre elementos vectoriales y escalares,
notaremos por ejemplo X en lugar de X. Notamos I al conjunto {1, ..., N}. También, como
es usual, dado x € E notaremos por P, a la medida de probabilidad dado que Xy = = c.s.
(casi seqguramente, es decir, con probabilidad 1) y E, a la esperanza respecto de P,. Si X es
una variable aleatoria, notamos por £(X) a la ley o distribucién de dicha variable. Dada una
medida p, notaremos en la forma dyp o bien pu(dx) para integrar respecto de dicha medida.
Asimismo, notaremos p(f) = [ f dp a la integral de f respecto a p. P, nota a [P, du
cuando esto sea posible. La convergencia en distribucion la notamos puy — p y significa que
[ o(z) pn(dz) — [¢(z) p(dz) (N — 4o0) para toda ¢ € Cy(E), es decir, ¢ continua y
acotada sobre E.

En la seccién realizaremos un breve repaso de los conceptos basicos de los procesos de
Poisson y algunas propiedades ttiles, asi como también definiremos los procesos de Markov
deterministicos a trozos. Luego en la secciéon definiremos la distancia Wasserstein, y
mostraremos su relacion con los acoplamientos. Finalmente en la seccién repasaremos
algunas ideas fundamentales del calculo estocéstico asociado a procesos puntuales de Poisson.

2.1. Procesos de Poisson

Los procesos de Poisson son una herramienta muy util para modelar fenémenos con una
fuerte componente aleatoria, sin un patrén claro, que a la vez poseen (entre otras cosas) una
propiedad de independencia estadistica como caracteristica distintiva que resulta altamente
provechosa desde el punto de vista matematico.

Recordemos que una variable aleatoria Z a valores en Ny tiene distribucion P(\) (es decir,
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Poisson de pardmetro A > 0) si P[Z = k| = )‘k—};e_’\, lo cual implica que E[Z] = A. Una de las

propiedades més distintivas de esta distribucién es su o —aditividad: dada una colecciéon (finita
o contable) de variables aleatorias independientes (X;);c; cada una con distribucién P()\;),
entonces S := Y ; X; tiene distribucién P(3°; A;) (con la convencién de que Z ~ P(+00) im-
plica P[Z = +o00] = 1). Esta propiedad se trasladara luego a los procesos puntuales de Poisson.

2.1.1. Procesos puntuales de Poisson

En esta seccién, nos basaremos principalmente en [Kin92] y en [KS12].

Procesos puntuales de Poisson

Informalmente, un proceso puntual de Poisson (PPP) puede pensarse como una coleccién
aleatoria de puntos en cierto espacio E. De esta manera, el proceso de Poisson homogéneo
seria sencillamente un PPP en el espacio S = R. Alternativamente, podemos pensar en estos
procesos como en medidas de contar aleatorias.

Nos limitaremos a definir estos procesos en subconjuntos de R%, que son los de interés
en el contexto de esta tesis, aunque esencialmente todos los resultados aqui mencionados son
generalizables a espacios medibles mas generales.

Definicién 2.1.1. Sea S C R%. Un proceso puntual de Poisson en S es una coleccién contable
aleatoria N de puntos en S que cumple:

i. Para toda coleccién Aj,...,A,, € B(S) disjuntos, las aplicaciones N'(4;) := #(N N 4;)
son variables aleatorias independientes y

ii. N(A) ~ P(u(A)) donde u(A) :=E [N(A)]

Por cémo fue definida, p resulta una medida sobre S, que llamamos la intensidad del
proceso, que muchas veces estd dada por una densidad A(x) (que también suele denominarse
intensidad), de manera tal que

u(A) = /A)\(x) dx (2.1)

Cuando d = 1 y S representa el tiempo, también suele denominarse la tasa del proceso.
Otro caso particular destacable es cuando A\(x) = A, lo cual implica u(A) = A A|, y decimos
que el proceso es homogéneo (observar que, definido de esta manera, incluye a nuestro primer
ejemplo, el proceso de Poisson homogéneo en R ).

Observar también que si N es un PPP en S, entonces la aplicaciéon w — N, (+) es una
medida de contar aleatoria. En la definicién, hemos adoptado la convencién adicional de que
Z~P0) = P[Z=0 =1

El PPP tiene muchas propiedades interesantes que hacen de varios de sus computos un
trabajo relativamente simple. El teorema de superposicion es una de las mas importantes, y es
una consecuencia casi inmediata de la o—aditividad de la distribucién de Poisson. La prueba
de este teorema puede encontrarse en [Kin92), Seccién 2.2].

10
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Teorema 2.1.1. (Teorema de superposicién, Seccion 2.2 en [Kin92|)

Sean N1,Na, ... una coleccién contable de PPP independientes en S y para cada k € N sea puy,
la intensidad del proceso Nj.

Entonces la superposicion N = >, Ny := U Nk resulta un PPP en S con intensidad p =

>k Mk

Un resultado relacionado, de prueba inmediata por definicion, es el siguiente:

Teorema 2.1.2. (Teorema de restriccion, Seccion 2.2 en [Kin92])
Sea N un PPP en S con intensidad ju, y sea A un subonjunto medible de S. Entonces la
restriccion N4 :== N'N A resulta un PPP en A con intensidad p* la restriccion sobre A.

La segunda gran propiedad de estos procesos es el Teorema de Mapeo, que permite generar
procesos de Poisson en espacios T C R! a partir de un PPP en S y una funcién medible
f S — T con escasas condiciones adicionales.

Teorema 2.1.3. (Teorema de Mapeo, Seccién 2.3 en [Kin92])

Sea N un PPP en S con intensidad o—finita i, y sea f: S — T una funcién medible tal que
la medida inducida p*(B) := p(f~1(B)) no posee dtomos. Entonces f(N') resulta un PPP en
T con intensidad p*.

Para ilustrar la utilidad de este teorema, extraemos el ejemplo dado en [Kin92, Seccién
2.3]: Sea N un PPP en R? con tasa A(x). Dado k < d, sea f = 73 la proyeccién sobre las
primeras k coordenadas. Entonces, definiendo

N (z1, ...xp) ::/ A(X) dxgyq...dzg (2.2)
Rd—k

se tiene
w'(B) = / A(x) dx = //\*(331, oy ) dxy...dxg (2.3)
BxRd—Fk B
En este caso, si la integral (2.2)) converge, estamos bajo las condiciones del teorema anterior

y T(N) es un PPP con tasa \* en Rk, Es decir, la proyeccién de un proceso de Poisson es
un proceso de Poisson.

Es natural preguntarse si efectivamente existen procesos de Poisson con medidas de inten-
sidad dadas. La respuesta a esa pregunta es afirmativa, con pocas restricciones para la medida
elegida.

Teorema 2.1.4. (Teorema de existencia de PPP, Seccién 2.5 en [Kin92| )
Sea p una medida o—finita, no atémica, en S. Entonces existe un Proceso Puntual de Poisson
con intensidad .

Teorema de Coloreo y Procesos de Poisson Marcados

Si una variable aleatoria Z tiene distribucién P(u), u > 0y se tiene una segunda variable
aleatoria Y con distribucién condicional a Z de tipo binomial B(Z, p), entonces se puede mos-
trar que Y y Z —Y son independientes, Poisson, de pardmetros pu y (1 —p)u respectivamente.
Este resultado tiene una importante consecuencia sobre los procesos de Poisson.

11
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Teorema 2.1.5. (Teorema de Coloreo, Seccién 5.1 en [Kin92|)

Sea N un PPP en S con medida de intensidad u. Supongamos que los puntos de N se co-
lorean con un color i € {1,...k} con probabilidad p; de manera independiente entre si. Si N;
es el conjunto de puntos coloreados con i, entonces (N;)i=1. .k forma una coleccion de PPP
independientes con intensidad p; ‘= p;jt.

Observar que este resultado es consistente con el teorema de superposicién, teniendo en

cuenta que N es la superposicién de los N;.

Este teorema, si bien es interesante, puede resultar muy acotado en su poder de aplicacion.
La teoria de procesos de Poisson marcados generaliza este resultado:

Supongamos que tenemos un proceso de Poisson A en S. La idea es que a cada punto X del
proceso queremos asociarle una marca: una variable aleatoria mx € M, donde M C R (més en
general, puede ser un espacio medible), y donde la distribucién sélo dependa -eventualmente-
de X, de tal manera que mx y my sean independientes. Definiendo el conjunto aleatorio
M :={(X,mx); X € N} CS x M. El teorema de Marcado dice que este conjunto aleatorio
es efectivamente un PPP en S x M.

Teorema 2.1.6. (Teorema de Marcado, Seccién 5.1 en [Kin92])

Sea N PPP sobre S con intensidad p y {p(z,-)}zes una coleccion de probabilidades sobre M
tal que p(-, A) resulta medible para todo A € B(M). Entonces el conjunto aleatorio M definido
arriba resulta un PPP sobre S x M con medida de intensidad

v(C):= // p(x,dm) p(dr) (2.4)
(z,m)eC

Observar que, por el teorema de Mapeo , si tomamos f = mg recuperamos exacta-
mente el proceso N original; mientras que si tomamos f = m); obtenemos un PPP sobre M
con medida de intensidad 7 = v(S x -). Observar también que si M = {1,...,k} y pi(z) = pi,
es decir, la coleccion de probabilidades en M es independiente de la posicién = € S, recupe-
ramos el teorema de Coloreo. Otro caso particular y frecuente es cuando tomamos S = Ry,
donde usualmente (de nuevo) interpretamos S como el tiempo, y donde a tiempos poissonia-
nos de intensidad p ocurren eventos en M guiados por la coleccion {p(t,-)}ies. En este caso,
el proceso N puede ser identificado con la sucesién (7, my) que representa los tiempos del

proceso y sus marcas asociadas.

2.1.2. Procesos de Markov deterministicos a trozos

Esta seccién se apoya principalmente en [ABG™14] y en [DaviS].

Los Procesos de Markov deterministicos a trozos o PDMP (Piecewise deterministic
Markov Processes), originalmente presentados por [Dav84], forman una familia de procesos
estocasticos cadlag que cubre una amplisima variedad de procesos de Markov no difusivos, con
aplicacién a una igualmente amplia cantidad de modelos: bioldgicos [RTK15], sistemas dina-
micos con control aleatoriamente perturbados [dVCD13], o teoria de colas [Dav84] entre otros.
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Como su nombre lo indica, un PDMP es un proceso que mantiene una dindmica deter-
ministica dada por un flujo ¢ hasta que se produce un salto con una tasa A (generalmente
dependiente del estado del proceso) de tipo Poisson, y pasa instantdneamente a un nuevo
estado elegido por un niucleo de transicion (@, para luego continuar evolucionando segin
la dindmica dada por el flujo hasta el siguiente salto. De esta manera, todo PDMP queda
determinado por estas tres caracteristicas locales: ¢, A\ y Q.

Més formalmente, sea E un subconjunto de R (que es suficiente en el contexto de esta
tesis). Definimos ahora:

= El flujo es una familia uniparamétrica de funciones continuas ¢ : F x Ry — FE que
cumplen la propiedad de semigrupo, es decir:

i) 6(-,0) = idg
ii) ¢(x7t + S) = (;5((;5(.%', 3)7t)

La interpretacién es que ¢(x,t) representa la posicién del proceso a tiempo ¢, habiendo
partido desde z € E a tiempo cero.

= La tasa de salto es una funcion medible X\ : £ — R, tal que
€
Ve e E, Je =¢(x) >0/ A(z,¢):= / AMop(s,z)) ds < 00 (2.5)
0

Esta condicién busca asegurar la no multiplicidad de saltos. Es decir, si {Tj}x es la
sucesion de tiempos de salto del proceso, P, [T}, < Ti4+1] = 1, sabiendo que (como se
verd en la construccién) la distribucién de T3 viene dada por

P, [T} > 1] = e~ @D (2.6)

Observar que esta condicién no asegura la no acumulacién de los tiempos de salto, i.e.
Ty — +o0 c.s.

» El nicleo de transicion Q : ExB(E) — [0,1] es un nicleo de Markov en el sentido de que
Q(-, A) es B(E)—medible para todo A € B(E) y Q(z,-) es una medida de probabilidad
sobre B(E).

() debe interpretarse como el mecanismo que le indica al proceso a donde saltar desde un
punto z dado, cuando la tasa de salto lo requiere. Pedimos ademés que Q(z, E\{z}) =1
para evitar saltos “triviales”.

Con estas caracteristicas locales, se puede asegurar la existencia (ver [Dav18]) de un espacio
filtrado (2, F,{F:},{P,}) donde puede construirse trayectorialmente el proceso (X;) desde
x € E de manera inductiva asi: Sea Ty = 0, Xy = z, luego

1. Definimos la variable aleatoria J; con distribucién dada por (2.6) y 71 := Ty + J1

2. Si Ty = oo, entonces el proceso sigue el flujo para t > Ty, i.e. Xy = ¢(x,t); t > Tp. Caso
contrario, definimos Z; con distribuciéon dada por Q(¢(z,T1),-).
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3. Definimos la trayectoria para ¢t € (0,71] como

4)  t<T
X, = P(.t) ! (2.7)
Z1 t="1,

4. Comenzando desde X7, = Z, repetimos el procedimiento

Observar que naturalmente queda definida una cadena de Markov (®,,), dada por
b, :=(Z,,J,) con @y := (x,0)

Una suposicién usual (que nuestro modelo cumple) serd que para todo punto inicial
x € E,y para todo t € Ry vale E; [N¢] < +o00, donde N; = >~ 1(T} < t) lo cual implica la
no acumulacion de saltos.

2.2. Couplings y distancia Wasserstein

En esta seccién nos basaremos principalmente en [Lin92] y [FG00]. Para la distancia
Wasserstein también usamos [Dud1§| entre otros.

En muchos contextos es necesario con frecuencia comparar medidas de probabilidad, y
el acoplamiento resulta una herramienta sumamente valiosa y eficiente para perseguir este
objetivo. Construir un acoplamiento o coupling entre dos medidas de probabildad significa
esencialmente construir variables aleatorias, siguiendo sendas distribuciones, mediante el
uso del mismo mecanismo aleatorio.

Este concepto fue introducido en 1938 por Doeblin con el objetivo de probar la conver-
gencia al equilibrio de una cadena de Markov. En los anos subsiguientes, este método fue
retomado por varios autores, y ha probado ser muy prolifico en la busqueda de tiempos de
convergencia (o mizing times), asi como también en la comparacién entre procesos donde hay
cierta relaciéon de monotonia, entre otras aplicaciones.

A modo de ejemplo, sea M un PPP en R? homogéneo de tasa p = 1 y sean
A1 < A2. Entonces si definimos N;(I) := M(I x [0,);]); ¢ = 1,2, es inmediato (por lo
expuesto en la seccién ver que son procesos de Poisson en R homogéneos de ta-
sa A\, y que Ni(I) < Na(I) c.s. para todo intervalo I € R. Analogamente, definiendo
NI := M(I % [0,M\1]) y Na(I) := M(I % [A1, A1 + Ag]), obtenemos nuevamente 2 procesos
de Poisson en R homogéneos de tasas A1 y Ao, pero esta vez independientes. Observe-
mos que usando esta misma idea, se puede probar (ver [FG00]) que dada una funcién
continua A : R — R, se puede construir un PPP A inhomogéneo de tasa A(t) en R a
partir de un proceso M en R? como el anterior, definiendo A (I) := M (Graph,(I)) donde
Graph, (1) := {(t,y) € R?/ t € I,y € [0, A\(t)]}. Estas construcciones son interesantes porque
ilustran lo “artesanales” que pueden ser las construcciones de acomplamientos, lejos de una
receta general, si bien algunas ideas se repiten en ciertos contextos.
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Existen diversas versiones de definiciéon formal de acoplamiento o coupling. Nosotros damos
la siguiente (ver [Lin92]):

Definicién 2.2.1. Sea (€2, F) un espacio medible y i, v dos medidas de probabilidad en dicho
espacio. Un acoplamiento de iy v es un par de variables aleatorias (X,Y) en (2xQ, FQF,T)
donde

NX e A) =pu(Ah) y Y € A) =v(A) (2.8)

es decir, (X,Y) tiene distribuciones marginales y1 y v respectivamente.

Una definicién alternativa, esencialmente igual que la anterior, es definir el coupling
directamente como la medida de probabilidad I' de la definicién anterior. Asimismo, se define
el coupling entre dos variables aleatorias X; y X5 simplemente como el coupling entre sus
distribuciones p1 y po respectivamente. Observar que la definicién no implica que distribucién
conjunta de (X,Y") sea p® v. Es decir, no tienen por qué ser independientes (y en general no
se busca que lo sean).

Como dijimos anteriormente, los acoplamientos buscan comparar el comportamiento de
dos -0 mas- variables aleatorias (o més generalmente, elementos aleatorios). Es por esto que
resulta natural la necesidad de medir de alguna manera la diferencia entre medidas de pro-
babilidad /variables aleatorias. De esta manera, hay mas de una definicién de distancia que se
utiliza con frecuencia en la literatura.

La distancia en variacion total entre dos distribuciones 4 y v se define como

I = vl := sup |u(A) —v(A)]. (2.9)
AeF

Existe una intima relacion entre la variacién total y el acoplamiento entre dos probabili-
dades, como ilustra la siguiente desigualdad. Sea (Z,, Z,) un acoplamiento arbitrario de p y
v. Entonces

I vl = sup [L(Z, € 4) ~T(Z, € A), (2.10)
AeF
pero dado A € F,
I'Z,eA)-T(Z, € A)<T(Z, € A, Z, ¢ A)
< F(Z,u 7& Zl/)7
y andlogamente I'(Z, € A) —I'(Z, € A) <T'(Z, # Z,), por lo tanto

I vl < if {T(Z, # 2,)} (2.11)
C(pv)

Donde C(u,v) denota el conjunto de todos los couplings entre p y v. Notar que para
que esto tenga sentido, necesitamos que {Z, = Z,} sea medible. Basta con que el espa-
cio de estados de las variables sea un espacio polaco E, de manera tal que la diagonal
A={(z,7)e ExE/ z=2}¢eB(E x E), entonces la condicién se cumple.

La desigualdad (2.11)) resulta de hecho una igualdad (ver [Lin92, Teorema 5.2]), y todo

acoplamiento que realiza la igualdad se llama acoplamiento maximal. Notemos que un aco-
plamiento maximal maximiza la probabilidad de que Z,, y Z, coincidan.
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La distancia Wasserstein

Existe otra métrica para las probabilidades estrechamente relacionada con los acopla-
mientos: La distancia Wasserstein ha sido denominada asi por primera vez por Dobrushin
en 1970 a partir del trabajo de Wasserstein [Vas69]. Esta métrica sin embargo fue definida
antes por Kantorovich [Kan39], motivo por la que a veces es denominada también “distancia
Kantorovich” o “métrica Kantorovich”.

Sea (E,d) un espacio Polaco con su o—élgebra B(E) y sea P(E) el conjunto de las pro-
babilidades en E. Dado 1 < p < 00, sea Pp(FE) el conjunto de las probabilidades en E tal que
gy = d(-,y) tiene p—momento finito para algin y € E (equivalentemente, para todo y).

Definicién 2.2.2. Dadas pu,v € P,(E) definimos la distancia p—Wasserstein entre pu y v

como
1/p

Wy(p,v) == C%E}Z) {/ d(z,y)? dI'(z,y) . (2.12)

Observar que podemos escribirla de manera equivalente como

Wy(u,v) = fnf [E[d(X,Y)"]]77. (2.13)
Y~v

Para p = 1, la distancia 1—Wasserstein (o directamente distancia Wasserstein) queda:

Wilnv)i= it [ dle,y) db(e,y) = fof E[dCXY)), (2.14)
’ Y ~v

Nosotros nos enfocaremos en esta tultima distancia, que es la que utilizaremos en este
trabajo. Notar que para nosotros F serd en general un subconjunto de R” con la distancia
. . . . . 1 n
usual, o bien con la distancia 1 normalizada, es decir, d(x,y) = =~ > i |r; — yi|, que es una
distancia usual en el contexto de propagacién del caos.

Que la ecuacién define una métrica no es trivial, ver [Dud18]. Si el espacio (F,d)
es Polaco (como en nuestro caso), se puede probar que (Pi(E), W;) es también Polaco (ver
por ejemplo [Bogl8, Teorema 3.2.2]). Ademads, existe un plan éptimo 'y que realiza el infimo,
ver [Bogl8, Teorema 3.2.7].

Una forma de entender esta métrica es viéndolo como un problema de transporte 6ptimo.
Informalmente, podemos explicarlo asi: supongamos que tenemos una “pila de arena” distri-
buida en el espacio F como u, es decir que podemos pensar que en torno al sitio  hay masa
“u(x) dz”; y queremos desplazarla para formar una pila distribuida como v. Observar que al
tener ambas la misma masa, no hay creacién ni destrucciéon de masa. Un plan de transporte
podria ser descripto mediante una funcién I'(x, y) que indica cudnta masa transportar de x a
y. Tiene sentido entonces pedir que [T'(z,y) dz =v(y) y [T(z,y) dy = p(z), es decir, que la
cantidad de arena desplazada hacia el sitio y debe ser v(y) y la cantidad desplazada desde x
debe ser p(x) respectivamente. Esto se corresponde con la idea intuitiva de que I' representa
la distribucion conjunta con marginales p y v. Finalmente, supongamos que el transporte de
masa de z a y tiene un costo c¢(z,y) que elegimos equivalente a la distancia d(x,y) entre los
puntos. Por lo tanto el costo total de transportar la pila u en la pila v via el plan I' equivale a
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[ d(z,y) T'(z,y)dz dy = [[ d(z,y) dT(z,y). Si nos interesa el plan éptimo, tomamos entonces
el infimo sobre los planes r que cumplen las condiciones que cumplia I', y esto coincide con
Wi(p,v).

Un ejemplo trivial que reafirma esta idea intuitiva es el caso de dos distribuciones dege-

neradas p1 = 0z, Y ¥ = 0y, En ese caso, el tunico acoplamiento posible es y por lo

T0,Y0)
tanto Wi (u,v) = ||zo — yol|,, es decir, el costo 6ptimo de transportar toda la masa de zo en

1o es exactamente la distancia entre ambos puntos. El valor para p > 1 es el mismo en este caso.

Esta métrica estd intimamente relacionada con la convergencia en distribucion.

Teorema 2.2.1. (Metrizacion de P;(E), Teorema 5.9 en [Vil09])
Dada una secuencia de distribuciones (un) en P1(E) y otra distribucion p € P1(E) entonces
son equivalentes

I. Wl(uN,,u) — 0

ILpN = ft Y pun (d(wo, ) — pld(zo, x)) Voo € E

2.3. Calculo estocastico

Esta seccion se basa principalmente en [Mie06], [Bic02] y en [Oks13].

Las ecuaciones diferenciales cldsicas son ecuaciones donde la solucién es una funcién (o
familia de funciones), y donde ésta se encuentra relacionada con derivadas de ella misma. Es
innecesario remarcar lo prolifica que ha sido esta herramienta dentro y fuera de las mate-
maticas, entre otras cosas, para modelar fenémenos de la realidad a partir de conocimientos
sobre su dinamica.

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden suele tener la forma general

dz
o = Fa(0)1)

para alguna funcién f adecuada. A veces una ecuacién diferencial de este tipo se expresa
mediante su versién integral, esto es

t
x(t) = xo —i—/ flx(t),t) dt (2.15)
0
que se suele notar de forma compacta como
de = f dt . (2.16)

Las ecuaciones diferenciales estocasticas (SDE por sus siglas en inglés) agregan a la diné-
mica un componente aleatorio, que permite agregar comportamientos complejos o “cadticos”
que agregan realismo a muchos modelos matematicos con ecuaciones diferenciales. En este
caso, las soluciones a SDE’s resultan procesos estocdsticos. Tomamos el siguiente ejemplo de
[Oks13] para ilustrar esto: Consideremos el modelo clasico simple de crecimiento poblacional
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CO% —a®z(t);  2(0) = m (2.17)
donde z(t) es el tamano de la poblacién a tiempo ¢, y a(t) es la tasa relativa de crecimiento a
tiempo t. En este caso la solucién, que tiene la forma z(t) = x. exp(fot a(s)ds), representa una
trayectoria deterministica. Sin embargo, no tenemos por qué tener informacién exacta sobre a,
que podria estar afectada por efectos ambientales complejos, de manera que en lugar de tener
en la ecuacion anterior una funcién a deterministica, tenemos A(t) = a(t) + “ruido”. De esta
manera, la solucién a la nueva ecuacién diferencial ya no serd una trayectoria deterministica
x(t) sino mas bien un proceso estocdstico Xy, que puede interpetarse como una probabilidad
sobre el espacio de trayectorias posibles.

De esta manera, vamos a dar un significado a ecuaciones diferenciales de la forma

t t
dX =fdt+gdM = Xt:XoJr/fdtJr/ng, (2.18)
0 0

donde la variacién estocéstica estd condensada en el ltimo término de cada expresion,
siendo M un proceso estocastico y consecuentemente la segunda integral resulta una integral
estocdstica. Daremos un sentido mas preciso a estos conceptos en breve.

La primer clase de ecuaciones diferenciales estocasticas, que es también la més estudiada
y desarrollada, es aquélla donde la componente aleatoria estd dada por Movimientos Brow-
nianos. La integral estocastica asociada fg g dB se denomina integral de Ito y el estudio de
esta clase de SDE’s se denomina cdlculo de It6. Kiyoshi It0, apoyandose en el trabajo de
Wiener, fue el primero en aportar una teoria sélida para estas integrales, y para el calculo
integro-diferencial asociado. Heuristicamente, el ruido dB busca modelar un gran nimero de
perturbaciones infinitesimales, aleatorias, e independientes, y el teorema central del limite
nos indica que la distribuciéon deberia ser la de una normal; busca también reflejar que la
aleatoriedad sea estacionaria en el tiempo, y mantenga independencia en intervalos de tiempo
disjuntos. Estas imposiciones sobre el componente aleatorio es consistente con la eleccién de
Movimientos Brownianos.

Procesos dados por este tipo de ruido son por tanto de tipo esencialmente difusivo y tienen
numerosas aplicaciones en fisica, ingenierfa, finanzas, y también dentro de las matematicas,
como por ejemplo en teoria de potencial, entre tantos otros. El célculo de It6 asociado es
robusto y estd ampliamente estudiado, y esto contribuye a su uso frecuente al momento de
modelar fenémenos.

Sin embargo, esto no agota todo el ecosistema de ecuaciones diferenciales con aleatoriedad.
Muchos fenémenos presentan un ruido que no se comporta como el dado por el Movimiento
Browniano. En particular, las soluciones de SDE’s dadas por el cdlculo de It6 pueden ser en
general utilizadas ellas mismas como el componente aleatorio que modifica a otro sistema
[Bic02].
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2.3.1. Integrales estocasticas respecto a medidas de Poisson

Otra fuente de aleatoriedad para integrales estocasticas estd dada por las medidas alea-
torias de Poisson. Estas permiten modelar sistemas donde la componente aleatoria provoca
cambios abruptos en el estado del sistema, “saltos”, como por ejemplo la sefial de un contador
Geiger, o un modelo de redes neuronales desribiendo la evolucién temporal del potencial
intermembrana, como es el caso de este trabajo.

Para una teoria de SDE’s con medidas de salto generales, ver [Bic02]. Nosotros nos en-
focaremos en el caso particular de los procesos puntuales de Poisson vistos anteriormente en
basdndonos sobre todo en [Mie06, Capitulo 7]. Definimos entonces la integral sobre la
medida aleatoria de Poisson trayectorialmente:

Definicién 2.3.1. Sea N un PPP sobre S con intensidad p. Sea f : S — Ry medible.
Entonces definimos la integral de f respecto a N’ como

N = ([ 1) Nde) ) @) (2.19)

La proposicién 7.2.1 de [Mie06] nos asegura que efectivamente N (f) resulta una variable
aleatoria y relaciona su valor esperado con la intensidad del proceso:

Proposicién 2.3.1. (Proposicién 7.2.1 en [Mie06])
Dados Ny f como en la definicion anterior, N'(f) resulta una variable aleatoria y

Blexp(~A' (/)] = exp (- |

(1 — e~ F@) ,u(da:)) . (2.20)
S

Mads ain, si f: S — R es medible y p—integrable entonces N(f) es una variable aleatoria, f
es N -integrable c.s. y vale

Elexp(iN ()] = exp ([

(e¥@) — 1) u(dw)) (2.21)
S

Observacion 2.3.1. Observar que a partir del resultado anterior, podemos obtener el momento
de N(f) para cualquier f > 0 o p—integrable: reemplazando f por af en la férmula ,
diferenciando, haciendo tender a — 0, y haciendo uso de convergencia mondtona (si f > 0) o
mayorada (si f es p—integrable); obteniendo de esta manera

EW(/)] = /S f(@)uldz) - (2.22)

Un proceso de Lévy X es un proceso estocastico a valores en R con incrementos indepen-
dientes y estacionarios. Por ejemplo, el Proceso de Poisson homogéneo es un proceso de Lévy.

Nos interesa aplicar este concepto de integral estocastica via procesos de Poisson en el
contexto de generar procesos estocasticos a partir de ecuaciones integro-diferenciales. Es por
eso pertinente el siguiente resultado previo: Dado (E, B(E)), sea G una medida o—finita sobre
E. Consideremos la medida producto v = dt @ G(dx) en Ry x E, con dt la medida usual de
Lebesgue en R
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Proposiciéon 2.3.2. (Proposicién 7.3.1 en [Mie06])
Dado un proceso de Poisson N con medida de intensidad p como la definida arriba, y dada
[+ E — R G—integrable, entonces el proceso

:/t/f(x) N(dz,ds), t>0 (2.23)
0 JE

resulta un proceso de Lévy. Mds atn, el proceso

:/ / f(z) N(dx,ds) —t/ f(z) G(dx), t>0 (2.24)
0o JE E

resulta una martingala respecto a la filtracion F; := o(N([0,s] x A); A € B(E)), t=>0.

Podemos generalizar un poco mas este resultado. En primer lugar, consideremos un proceso
marcado en Ry X E con medida v = p(dt) ® G(dx). Tomando la filtracion anterior, definimos
P(F;) como la o—4lgebra P(F;)@B(E). Dada una aplicacién H : R; xQx E — R, la llamamos
proceso Fy—predecible indexado por E si es ﬁ(ft)—medible. Claramente, esta o—algebra esta
generada por aplicaciones de la forma:

Ci(w)1(z € A)

donde A € B(E) y C es un proceso JFy—predecible. Finalmente, definamos q(dt,dz) :=
N(dt,dz) — v(dt,dz).

Teorema 2.3.1. (Teorema T3 y Corolario C4 en [Brég1])
Sean Ny H definidas arriba, H no-negativa, entonces

E [/OJFOO/EH N(ds,d:v)} =E [/OJFOO/EH V(ds,da;)] . (2.25)

Mds atin, para toda H tal que para todo t > 0 vale E [ 0+°O fE‘ H v(ds, daz)] < +00 entonces

//qusdac //H.N’dsdx //Hydsdx (2.26)

resulta una (F¢)—martingala.

2.3.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Con estos elementos, nos interesa definir procesos estocasticos que sean solucién de ecua-
ciones de la forma

t ¢
X = Xo +/ a(s, Xs) ds +/ / b(s, Xs,2) N(ds,dz). (2.27)
0 0o JE

Es comin en la literatura encontrar la notacién diferencial

dX; = a(t, Xy) dt +/ b(t, Xy, z) N(dt,dz); X (0) =X . (2.28)
E

Analicemos heuristicamente la ecuacién (2.28)): el diferencial dX; = X4 — X; denota el
crecimiento infinitesimal del proceso X en el intervalo [t,¢ + dt). Si durante este intervalo no
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ocurren eventos del proceso N entonces N (dt,dz) = 0 y el incremento para X es a(t, X;) dt.
Si ocurre un evento con marca Z, entonces el incremento es a(t, Xy) dt+b(t, Xy, z), y observar
que el primer término es despreciable respecto al segundo.

El estudio de estos objetos es vasto y abarca una gran riqueza de modelos. Algunas refe-

rencias para una revisiéon completa son [Bré81], [SM12] o en un contexto mas general [Bic02].
En esta tesis abordaremos la existencia y unicidad de una de estas ecuaciones.
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Capitulo 3

Campo medio y propagacion del
caos

Como explicamos en el capitulo introductorio, la teoria de campo medio surge a partir de
estudiar grandes sistemas de particulas estadisticamente indistinguibles que interactiian entre
si mediante mecanismos microscopicos que se asumen conocidos. Los modelos de grandes
sistemas de particulas son utilizados tanto para describir modelos fisicos como para aproximar
un modelo continuo.

Intrinsecamente asociados a este contexto estan aquellos conceptos referidos al limite de
campo medio (a veces denominado limite hidrodindmico) y la propagacion del caos, que guar-
dan entre si una intima relacién. El propésito de este capitulo es en primer lugar introducir
dichos conceptos, y luego realizar una breve revisiéon de diversas técnicas utilizadas para
abordar la propagacion del caos en modelos concretos, en particular introduciendo la técnica
que abordamos en este trabajo, que se apoya en las ideas de [CE16], inspirados a su vez en
[EM16] y [FGMOS].

Para el desarrollo de este capitulo, nos apoyamos principalmente en la resena [CD21].

En la seccién introducimos los conceptos de limite hidrodindmico y medida empirica
y su rol en la teoria de campo medio. Luego en la seccién definimos distintas nociones de
propagacion del caos y su relacién con el limite hidrodindmico. En la seccién realizamos
una breve resefia de las técnicas utilizadas en la literatura para probar propagacion del caos;
y finalmente en la secciéon describimos brevemente la estrategia utilizada en este trabajo.

3.1. Campo medio y distribuciones empiricas

Si un sistema de particulas de tamafio N est4 representado por un proceso X~ = (X});>o,
entonces la aproximacion de campo medio consiste “tomar limite” (en algtin sentido) en N de
la secuencia de procesos (XV)y para obtener informacién del comportamiento tipico de las
particulas, asi como también descubrir lo que ampliamente se denomina transicion de fase,
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es decir, grandes cambios cualitativos en el comportamiento del sistema.

La literatura a veces distingue entre limite hidrodindmico y limite de campo medio
[Spol2]. Esencialmente, en el segundo caso no existe localidad de interacciones: potencial-
mente cualquier particula puede interactuar con otra, y los pardmetros de interaccién se
escalan a medida que la poblacién crece, funcionando de esta manera como escalamiento
espacial. Por otro lado, es usual en todos los casos realizar eventualmente un escalamiento
temporal del proceso: lo fundamental es que el escalamiento espacio-temporal elegido resulte
en un desplazamiento promedio de orden 1 por unidad de tiempo de la escala temporal elegida.

Para ejemplificar, consideremos un sistema de N particulas en I' C R? con interacciones
binarias representadas por una aplicacién H y un componente estocastico representando otras
fuerzas azarosas actuando sobre cada particula, como por ejemplo, interacciones de cada
particula con el medio en que se encuentra. Una forma general para esta dindmica es

dy; = %ZH(W’,W’) dt +V20 dw;  ie{l,...,N} (3.1)
J#i

donde W* son movimientos Brownianos independientes. El factor 1/N es el escalamiento de
campo medio y es el que formalmente mantiene de orden 1 la dindmica total en el sistema.
La ecuacién de arriba abarca un amplio espectro de fenémenos, por ejemplo, tomemos Y}’ =
(X}, Vi) € E :=T x R? representando la posicién y velocidad de una particula a tiempo
t, consideremos W* = (0, B?) donde B’ son movimientos Brownianos en R? y H(Y? Y7) =
(Vi K(X? — X7)) donde el niicleo K representa las fuerzas de interaccién newtonianas entre
2 cuerpos (un nicleo usual es el nicleo de Poisson K(z) = Cy x|z, donde Cy es una
constante dependiente del fenémeno fisico y la dimension). En este caso, se trata del clésico
modelo newtoniano para N particulas indistinguibles y la ecuacién queda de la forma

dX} =V} dt ; dvi = %ZK(Xf—th) dt +v20 dB! iec{l,...,N} (3.2
J#
y lo que se espera, al menos formalmente, es que cuando la cantidad de particulas N va a
infinito, las ecuaciones que gobiernan la dindmica para el sistema de particulas “tienden” a
una ecuacion diferencial continua. En este caso, la candidata a limite de campo medio es la
ecuacién de McKean-Vlasov

Of+v-Vof +(Kxp) -Vof =0Ayf (3.3)

donde f = f(t,z,v) es la distribucién de particula y p = p(¢,x) es la densidad espacial de
particulas. Ver [JW17].

3.1.1. La medida empirica

Dijimos que esperamos cierta “convergencia” cuando la cantidad de particulas N va a
infinito, por lo que en particular, el espacio de estados del sistema crece con N ;En qué
sentido es esta convergencia entonces? Un objeto de interés que cuantifica esta convergencia
es la llamada medida empirica:
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Definicién 3.1.1. Sea x = (z1,x2,...,2N) € EN. Definimos la medida empirica asociada a
X COmo
1
x=pul = — Z(Sxi (3.4)
N =

La medida empirica entonces define, para cada x fijo, una distribucién sobre E tal que
para cada A € B(E), uY(A) representa la proporciéon de puntos z; que se encuentran en
E. De esta manera, asociada a la medida empirica tenemos una aplicacion llamada de igual
manera py = ,ué\f) : EN — P(FE). Notamos al conjunto de estas medidas (que coinciden

con la imagen de py) como Py(E) C P(E). Observar también que existe una identifica-
ci6n entre p y la clase x de todos los puntos en EV bajo el grupo de permutaciones sobre I.

Si XV es una variable aleatoria en EVV (que simplemente notaremos X)), entonces podemos
considerar la medida empirica X = ,u,)]\([ asociada a X, que resulta de componer py o X.
Suponemos aqui que X es intercambiable, en el sentido de que la distribuciéon conjunta X es
invariante bajo las permutaciones sobre Iy, lo cual va en linea con el estudio de un sistema
de particulas indistinguibles. Observar que de esta manera obtenemos una medida aleatoria
de probabilidad X € P(P(E)), cuya ley es el push-foward de la distribucién fV de X via la
aplicacién py. Observar también que fijado A € B(E), E {X(A)(w)} =E {% SN dx, (A)} =
P [X; € A], donde la tltima igualdad vale por intercambiabilidad. Més aun, para toda ¢ €
Cy(E), vale

E[X(9)] = £V(0) (3.5)

donde f*V € P(E¥) nota la k—ésima marginal de fV. De esto se ve que a partir de la medida
empirica X; se puede reconstruir la ley de una particula individual. Mas atin, se puede ver
que caracteriza la ley conjunta de X},

3.2. Propagacion del Caos y limite hidrodinadmico

En la busqueda de describir el limite de la dindmica de X{V cuando N — +o0, varias
nociones pueden surgir, pero generalmente todas convergen en torno a un objeto no lineal
que describe el comportamiento promedio del sistema.

Una idea natural es estudiar el limite en NV de las marginales ftk’N de X} para todo k € N.
En este sentido, el concepto central de propagacion del caos consiste en que para todo t € Ry,
existe f; € P(E) tal que

VEeN; [PV — 2k (N = +00) (3.6)

para la convergencia débil de medidas de probabilidad, siempre que valga para t = 0;
y donde p®* denota una medida en P(E¥) con marginales i.i.d. de distibucién pu. A f (y
por extensién, a X{¥) con esta propiedad a veces se la llama f;—caética. Por lo tanto, esta
definicién de propagacion del caos nos dice que si f) es fo—cadtica, entonces para todo
tiempo ¢ posterior f¥ es f;—cadtica.
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Puede probarse que (3.6) es equivalente a la convergencia en distribucion

Ver [Szn91) Proposicién 2.2].

La primera definicién nos indica que bajo propagacion del caos, tomando cualquier
cantidad k de particulas de entre las IV, su comportamiento se vuelve asintéticamente inde-
pendiente con N estadisticamente hablando. Esto condensa la idea proveniente de la fisica de
que para sistemas grandes de particulas, las correlaciones entre dos (o méas) particulas dadas
se vuelven despreciables. Si miramos entonces al sistema como un todo, lo que se observa
es un comportamiento ponderado, en lugar de las trayectorias correlacionadas especificas de
cada particula. Este nivel de descripcién es lo que en la fisica estadistica se denomina escala
mesoscopica.

Por lo expuesto cobra suma relevancia la descripcién del limite hidrodinamico, esto es, el
objeto limite f;, que serd tipicamente la solucién de una SDE no lineal. En muchos casos , el
programa consiste en

= Probar la propagacion del caos.
= Identificar el limite f; como la solucién de una ecuacién no lineal especifica.
= Probar la buena definiciéon y unicidad de solucién para la ecuacién no lineal.

Cabe mencionar que en cuanto a propagacion del caos se refiere, muchas veces probar
la mera convergencia es informativo aunque no lo suficiente, y por lo tanto se recurre a la
busqueda de estimaciones cuantitativas de la velocidad de convergencia, es decir, estimaciones
especificas que aporten cotas de convergencia dependiendo explicitamente de la cantidad N
de particulas y del tiempo . En este sentido es til estudiar la propiedad de ser f—cadtica

de una secuencia (f) en términos de la distancia Wasserstein, perspectiva introducida en
[HM14]:

= Caos p — Wasserstein marginal: Vk € N
Wy(fEN, fE) — 0 (N = +o0)
» Caos p — Wasserstein empirico:  Si XN ~ fN vy X = /LQN
E[Wp(X,f)] —0 (N +o0)

Cuando p = 1 y se tienen momentos acotados, estas nociones son equivalentes [CD21].
Ver también [MM13] para algunas definiciones de propagacién del caos cuantitativa.

Existe también una version trayectorial de la definicion de propagacion del caos, y bajo
esta perspectiva, el objeto limite fr; (I = [0,T];T < +00) es tipicamente la solucién de un
problema de martingala no-lineal. Es, como claramente se intuye, una nocién mas fuerte de
propagacion del caos.
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3.3. Algunas técnicas para demostrar propagacion del caos

Las primeras intuiciones en torno a las profundas interrelaciones entre la dindmica micro
y macroscopica en un gran sistema de particulas ya estaban presentes en tiempos de Maxwell,
fuertemente ligadas al contexto de la termodindmica. Boltzmann postuld, no sin cierta resis-
tencia de la comunidad cientifica de su época, que dada la miriada de particulas presentes
en un gas, seria ineficiente e ineficaz pretender dar cuenta de la dindmica de cada particula
individual, y que los esfuerzos deberian enfocarse en una descripcién estadistica del sistema.
La intuiciéon (el Stosszahlansatz, como es llamado con frecuencia) en la que Boltzmann se
apoyaba consistia esencialmente en la suposicién de que dos particulas del sistema tomadas
al azar deberian ser estadisticamente independientes, a pesar de multitud de interacciones.
Derivé la ahora llamada ecuacion de Boltzmann, que describe la evolucién temporal de la
distribucién de una particula tipica. El primer cimiento estaba colocado.

El desarrollo formal de una teoria de propagacion del caos se remonta a los trabajos
seminales de Kac con la ecuacién de Boltzmann: en su esfuerzo por responder el llamado
sexto problema de Hilbert (donde el trabajo de Boltzmann y el Stosszahlansatz toman rigor
matemético) propuso un modelo mas sencillo de sistema de particulas bajo la forma de un
proceso de Markov, del que pudo probar que se comportaba en el limite como la ecuacién de
Boltzmann espacialmente homogénea, siempre que la “propiedad de Boltzmann” (asi es como
él llamé a la convergencia en (3.6)) se “propague en el tiempo” [Kach6]. Mc Kean luego ex-
tendid este resultado a un modelo de colisién de particulas maés realista, el llamado modelo de
Maxwell con cutoff [MJGT], y mas tarde diversos resultados en la misma direccién se replicaron
en varios modelos incluso con tasas de colision no acotadas, como los modelos de Maxwell sin
cutoff o los modelos de esferas rigidas (ver por ejemplo, [MM13, MMW15, BGSR17, [CD21]).

Siguiendo los pasos de Kac, en todos estos trabajos han habido numerosos esfuerzos para
abordar el estudio de la propagacion del caos para diversas clases de modelos de particulas,
que exceden el ambito de la teoria cinética, buscando presentar estrategias que alberguen
cierto grado de generalidad. En esta seccién nos proponemos hacer un breve racconto de
algunas de técnicas “clasicas”. Es interesante mencionar que la eleccion de estrategia en cada
caso esta condicionada por varios aspectos del modelo estudiado.

En primer lugar, el conocimiento que se tiene del proceso no lineal limite puede ser
determinante. Muchas estrategias “histéricas” se apoyan en caracteristicas y propiedades del
proceso limite para llevar a cabo la propagacién del caos. Ejemplos de esto son [Kach6], donde
se explota una expansion en serie explicita de la solucién de la ecuaciéon de Liouville para el
problema de Bolztmann; [McK69] donde se utiliza una propiedad de “completitud”; o bien
[Oel84], donde se utiliza una formulacién via un problema de martingala y se aplican criterios
de compacidad. En todos estos casos, la clave para el trade-off entre el sistema de particulas
v el proceso no lineal es representarlos dentro de un marco comtn que permita comparar
ambos procesos.

Otro aspecto a tener en cuenta es la clase de nocién de propagacién de caos. De entre ellas,
la eleccién entre caos “puntual” y aquél “trayectorial” suele ser condicionante. La segunda es
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una nociéon més fuerte, mientras que es cualitativamente més accesible obtener estimaciones
cuantitativas para la primer clase.

Métodos de acoplamiento

En un primer grupo se encuentran los métodos de acoplamiento. Normalmente estos
métodos se apoyan en una representacion del sistema de particulas como una SDE. Por este
motivo, suelen requerir por un lado cierta regularidad a nivel microscépico, y por otro lado un
resultado de buena definicién para el sistema limite presentado también como SDE no lineal.
Conducen normalmente a resultados cuantitativos de propagacién del caos. Un ejemplo de
aplicacién de una estrategia de este tipo la encontramos en [DMGLP15].

En general, la estrategia consiste en conseguir una secuencia de procesos (Y}); con ley
N ¢ P(EN) que cumpla una desigualdad del estilo

i [supdE X[, Y| <e(N.T) (3.8)

—1 t<T

donde (N, T) tiende a cero con N y f; es la ley del proceso no lineal limite. En ese caso se
puede conseguir un resultado de propagacién del caos cuantitativo en distancia W, [CD21]
Lema 4.3].

En muchos contextos que lo permiten (procesos difusivos de McKean-Vlasov, procesos de
salto mean-field, ver |[CD21, Seccién 2.2]), la forma mads frecuente y simple de acoplamiento
es la que se conoce como acoplamiento sincronico, que consiste sencillamente en construir
N procesos no lineales utilizando, segin sea el caso, los mismos movimientos brownianos o
PPP’s que el N—sistema de particulas utiliza; y donde el proceso no lineal resulta de tomar
limite formal en la ecuacién para X/, reemplazando la dependencia en ,u%t por fi.

En algunos modelos de salto, o en los modelos de Boltzmann, para los cuales los saltos
se producen en tiempos discretos, las ideas de acoplamiento sincrénico son complementadas
con el concepto de saltos optimos, donde los saltos del proceso original de N particulas y el
acoplado estan vinculados por un plan de transferencia 6ptimo en el sentido de Wasserstein,
minimizando el error en los tiempos de salto, y utilizando ideas de sincronicidad (eventual-
mente) en los intervalos inter-salto. La existencia de tal plan de transferencia no siempre es
trivial ni garantizado, y requiere de cierto trabajo.

El método que adoptamos en este trabajo para probar propagacién del caos se encuentra
dentro de esta clase de metodologias de acoplamiento; y en particular, la estrategia desarrolla-
da comparte ideas con el ultimo tipo mencionado. En [CF16], de donde tomamos inspiracion,
se desarrolla una estrategia que hace un uso provechoso de acoplamiento(s) mediante saltos
6ptimos para obtener resultados cuantitativos. Tanto en [CE16] como en nuestro trabajo
se destaca la novedad de estos acoplamientos (que implican el paso por un acoplamiento
de particulas no independientes) y el uso de recientes estimaciones agudas para medidas
empiricas. Mas atn, en nuestro trabajo se agrega la novedad de lidiar con interacciones
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no-binarias, lo que agrega un grado de complejidad a lo realizado en |[CE16]. En la siguiente
seccién [3.4] ampliamos sobre esta estrategia.

Métodos de compacidad

Una segunda clase de estrategias consiste en métodos de compacidad: a grandes rasgos,
estos métodos consisten en probar tightness para la medida empirica, que implica relativa
compacidad gracias al teorema de Prokhorov; y algin resultado de unicidad de limite. Tienen
la ventaja de tener un amplio rango de aplicabilidad (modelos difusivos, de saltos, de Boltz-
mann, e incluso mixtos); como contracara, la naturaleza misma de éstos lleva a resultados no
cuantitativos de propagacién del caos. Histéricamente asociado al estudio de la ecuacién de
Boltzmann espacialmente homogénea [Tan83],[Szn84], [Wag96] o més recientemente [FMO1];
aplicaciones de esta estrategia en otros modelos incluyen dindmicas difusivas de McKean-
Vlasov [Szn86], |Gar88| y hasta modelos mixtos de salto/difusivos, como [GM97] o [MéI96].
Generalmente, se apoyan en propiedades del generador del proceso, aunque no siempre es el
caso, como por ejemplo en [RT16], donde representan el sistema de particulas y el proceso
limite como SDE’s.

Estos métodos reducen el problema a uno de compacidad para una secuencia de proba-
bilidades sobre un espacio que ya no depende de IV, pero que por otro lado es en si mismo
un espacio de probabilidad, lo cual implica procedimientos més intrincados para manejar
este espacio. El programa aqui consiste esencialmente en a) probar tightness para la medida
empirica, que implica relativa compacidad via el teorema de Prokhorov, es decir, podemos
extraer una subsucesién convergente; b) mostrar que todo “punto” limite sigue la dindmica
correspondiente al proceso no-lineal esperado y ¢) unicidad de solucién para dicha dindmica.

Existe un abordaje, relativamente reciente y algo distinto a lo descripto, que sin embargo
cae dentro de este paraguas para el caso de modelos de McKean-Vlasov llamados sistemas
de gradientes, en los que la ecuacién limite cumple una dindmica llamada ecuacion de medio
granular: Explota la teoria de flujos de gradiente, caracterizando como tales a la ley de ,ug N
y a su limite, vistos como curvas continuas a valores en P(P(E)), espacio donde se utiliza un
argumento de compacidad. Puede encontrarse en [CDP20).

La carencia de resultados cuantitativos por parte de esta clase de métodos es el principal
motivo por el cual elegimos abordar la propagacién del caos para este modelo con otros
métodos.

Método abstracto de calculo diferencial para probabilidades

Un tercer abordaje que podemos mencionar consiste en un enfoque mas bien abstracto,
que debemos a [MM13], [MMW15], inspirados en Griinbaum [Grii71]: El objetivo aqui es ob-
tener estimaciones cuantitativas de propagacién del caos para la ley de la medida empirica
del sistema de N particulas, vista como un proceso a valores en P(FE). Requiere de definir
nociones de semigrupo y de generador del proceso empirico del sistema de particulas y del
proceso limite, asi como un andamiaje de calculo diferencial para funciones actuando sobre
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P(E), tarea que abunda en dificultades técnicas ya que el espacio P(E) no resulta un espacio
vectorial sino tan sélo un espacio métrico. Estas nociones y estructuras proporcionan el marco
adecuado para probar propagacién del caos via estimaciones de consistencia, es decir, esti-
maciones funcionales entre el generador GV asociado al sistema de particulas y el asociado al
proceso limite, ); y por otro lado, a través de estimaciones de estabilidad del flujo del proceso
limite en funcién de la data inicial. El resultado es un método con gran nivel de abstraccién,
aplicable a varios modelos luego de encuadrarlos dentro de este marco y probar que se cum-
plen las estimaciones mencionadas. Un ejemplo de juguete donde se aplica este método puede
encontrarse en [CD21) Seccién 4.3.2].

Clan de ancestros

Queremos finalizar esta seccién haciendo breve menciéon a una estrategia conocida como
clan de ancestros, que intentamos aplicar a una version discretizada (en el espacio de estados)
de nuestro modelo, inspirdndonos en [AFGII] y [EMOT].

La técnica se apoya en primer lugar en una construcciéon explicita, para cada

i € {l1,...,N}, de dos procesos (w”,w?), que permiten construir de manera inductiva

la dindmica de no-interaccién (el Decaimiento en nuestro caso, que en la versién discretizada

estaba asociada a un proceso de nacimiento y muerte) y la dindmica de interaccién (los
S

eventos de Spike en nuestro modelo) respectivamente. Los procesos de interaccién (wy); son

procesos de Poisson Marcados, donde las marcas indican las posiciones “post-salto”.

El segundo elemento clave es la construcciéon de etiquetas (¢¥*(T))i—1..N que registran,
para cada neurona i, todas las posibles influencias de otras neuronas debido a un spike en el
intervalo [0, T]. La idea es mostrar que la probabilidad de que haya habido interaccién entre
2 particulas dadas sea de orden 1/N, mas precisamente, se busca una cota de la forma

P {wZ(T) NI (T) # @} < % et para algin K,C > 0 (3.9)

Ver por ejemplo [AFGI11, Lema 2.1]. Este resultado permite luego probar la decorrelacién
asintotica de las particulas.

Resulta interesante discutir qué caracteristicas inherentes a nuestro modelo hicieron intrin-
secamente inaplicable esta estrategia, al menos si se quiere mantener la esencia de lo aplicado
en [AFGI1I], o [EMO07]: Ambos trabajos estudian en primer lugar un modelo de Fleming-Viot
con tasa de absorcién acotada, algo que no sucede en nuestro modelo. Sin embargo esta tltima
caracteristica es redimible mediante un proceso de truncamiento. La caracteristica fundamen-
tal de estos modelos, que no poseia el nuestro y que resulta insalvable, es que son modelos de
tipo Nanbu, es decir, en cada interaccién s6lo una particula se ve afectada. Esto resulta ser
fundamental para poder afirmar que dado un subconjunto L de {1,..., N} puedo construir
las etiquetas (¢*(T));ez tan sélo con los procesos (wy)icr y que para subconjuntos disjuntos
L y L, hay independencia para {(Y{(T) = L, Xt =z} y {¢!(T) = IA/,X% = y}. Sin embargo,
cuando las interacciones involucran mas de una neurona ya no es posible demostrar de
esta manera ya que los procesos 9’ crecen cualitativamente més que en los otros modelos. Una
variante de esta estrategia fue construir 4*(T") como el conjunto de etiquetas de las neuronas
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que la neurona i eligié en cada spike de i (es decir, si la neurona i fue elegida por la neurona
j que emitié spike, no agrego j a 9’ sino i a 97), pero esta eleccién impide independencia de
los conjuntos {¢*(T) = L, X% = x}, ya que no se puede seguir afirmando que estos dependen
tan solo de (wP,w?)icr.

3.4. Propagacion del Caos en nuestro modelo

Para demostrar la propagacién del caos en el caso del modelo presentado en este trabajo,
llevamos a cabo una estrategia de acoplamiento 6ptimo, con caracteristicas anédlogas a las
expuestas en la secciéon anterior. Mas precisamente, nuestra técnica esta inspirada en el
programa propuesto en [CEF16], aunque algunas caracteristicas de nuestro modelo no hacen
posible una aplicacién directa de dicho programa y por lo tanto nuestra estrategia tiene
componentes originales que hacen posible aplicar este camino a nuestro caso.

Procedemos a explicar el esquema de esta estrategia. Como dijimos antes, la misma se
basa en realizar una serie de acoplamientos con optimalidad en los mecanismos de interaccion:
Comenzamos realizando un acoplamiento 6ptimo Z; = (Z}, ..., ZtN ) e Rf con marginales fi;
la optimalidad proviene de resultados de transporte éptimo de medidas entre la empirica de
Z,y f; (ver [CF106, Lema 3]) y de una escritura inteligente del proceso como SDE, eligiendo
los saltos de Z; para que queden cerca de X;. Sin embargo, lograr eso en procesos donde
las interacciones afectan a méas de una particula implican que Z; no tendra coordenadas
independientes. En consecuencia construimos un segundo acoplamiento auxiliar V; con ley
ft®N , desacoplando los saltos en cada coordenada, mediante una (re)construccién de los PPP
involucrados. Dicha construcciéon nos permite demostrar un desacoplamiento uniforme en el
tiempo para las k—marginales de Z;.

En la literatura, se suele hacer distincién entre modelos de tipo Nanbu, donde en cada
interaccién wuna sola particula cambia su estado; y modelos de tipo Bird, en donde cada
interacciéon cambia el estado de dos particulas del sistema, siendo el primer caso mas simple
que el segundo. La estrategia de [CF16] fue pensada para un modelo de particulas de Kac,
con interacciones de este segundo tipo. Nuestro modelo, por otra parte, sostiene interacciones
en las que intervienen k + 1 particulas, donde k es un parametro del modelo con valor mayor
(o igual) a uno, por lo que las interacciones no son (salvo cuando x = 1) binarias. Mds atn, en
cada interaccién, digamos entre las neuronas i y ji,. . ., jx, una de ellas (la neurona i que emite
el spike) sostiene un comportamiento distinguido al resto. Esto resulta en que no es posible
aplicar de manera directa la estrategia de [CE16], principalmente porque la construccion del
acoplamiento auxiliar estd apoyado fuertemente en la “binariedad” de las interacciones. Por
lo tanto, la construccién de V; para nuestro modelo es readaptada, tomando los aspectos
esenciales de la construccién original y aplicandolos a nuestro caso.

La construcciéon explicita de los acoplamientos (en especial V) en el cuerpo principal
de este trabajo fue realizada para x = 2, mientras que la construccién de los acoplamientos
para r general fue relegada al apéndice [A] El motivo es que en este caso, cada interaccién
involucra a tres neuronas y en consecuencia los PPP asociados se pueden representar dentro
de R? (ver , lo cual permite una visualizacion espacial que hace mas sencillo comprender
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la eleccién de los PPP de manera de hacer posible el desacople de las coordenadas. Una vez
comprendido el caso Kk = 2, es relativamente sencillo realizar la generalizaciéon a cualquier
valor del parametro x realizada en el apéndice. El calculo posterior que se realiza en el Lema
tampoco reviste dificultad mayor que el realizado para x = 2, y éste ultimo resulta
menos técnico y cargado de notacion.

Cabe destacar que los resultados de propagacion del caos que obtenemos siguiendo este

camino son cuantitativos (en N y en t) con una dependencia razonable en ¢, llegando a
obtenerse cotas uniformes en el tiempo para cierto subconjunto de los parametros del modelo.

32



Capitulo 4

Un modelo de redes neuronales con
interacciones sparse

Como explicamos en el capitulo introductorio es destacable en nuestro modelo (tan-
to finito como infinito) la forma en que se hace efectiva la criticalidad del sistema de manera
indirecta a través de una funcién de los pardmetros. A lo largo de las distintas secciones de
este capitulo se definen dichos pardmetros y se explicita su interpretaciéon y algunos calcu-
los que permiten profundizar heuristicamente en el rol que juega cada uno de ellos en el
comportamiento del sistema.

En la seccién [d.T]introducimos el modelo matemético que describe el sistema con poblacién
finita N. Presentamos tres descripciones equivalentes, cada una de las cuales posee caracte-
risticas y ventajas propias. Luego, en la seccion presentamos el modelo de aproximacion
de campo medio para grandes poblaciones de neuronas, a través de una ecuacion diferencial
de tipo McKean-Vlasov.

4.1. Descripcion del modelo

Describimos un modelo de red neuronal biolégica como un sistema de particulas donde
el potencial de cada neurona es representado como un proceso estocastico a valores en
R4 = [0,00). Presentamos tres descripciones de este sistema de particulas, cada uno de los
cuales aporta una perspectiva 1til y distintiva: como un PDMP (Seccién , como la
solucién a una ecuacién diferencial estocastica dada por procesos de Poisson (Seccién ,
y como un proceso construido a partir de una cadena de Markov a tiempo discreto, obtenida
al instanciar el sistema en los tiempos de spikes (Seccién [4.1.3).

Cuatro parametros caracterizan el modelo: la tasa de decaimiento p > 0, que determina
la velocidad de decaimiento hacia el potencial de reposo, que tomamos como 0; la constante
de proporcion de la tasa de firing v > 0, que regula la intensidad con la que se produce un
firing, en relacién al potencial de membrana de las neuronas; el rango de alcance k € N, que
representa la cantidad de neuronas excitadas al producirse un spike; y la magnitud de impulso
p > 0 que recibe cada neurona seleccionada en un evento de firing.

Asumiremos siempre que la condicién inicial Xg = (X{,...,X{) es una coleccién de
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copias i.i.d. de una variable aleatoria Zy € R, dada. Como consecuencia de esto y de la
dindmica del sistema, X; = (X}, ..., X}V) resultard intercambiable para todo t > 0.

Describimos entonces un sistema de N neuronas con potencial de membrana X}, ..., X7V >
0 a tiempo t. Cada neurona tiene tasa de decaimiento p y tasa de disparo . En ausencia de
spikes, el potencial de cada neurona decae al potencial de reposo de acuerdo con la ecuacién
%Xf = —puX}. Los spikes de una neurona i se producen de acuerdo a eventos de un proceso
de Poisson no homogéneo con intensidad yX;, es decir, dependiente del estado de dicha
neurona, independientemente de las demés neuronas. Cuando una neurona emite un spike,
salta instantdneamente a cero y elije k > 1 otras neuronas de manera aleatoria uniforme, y
éstas elevan su potencial en p > 0 unidades.

Observar que, a diferencia de [RT16], no hay escalamiento (en N) en ninguno de los
parametros del modelo &, p, u, 7.

4.1.1. Definiciéon como un PDMP

Tal como describimos el comportamiento de X; = (X}, ..., X}V) en los parrafos anteriores,
las trayectorias de X; resultan un PDMP con espacio de estados Rﬁ\_f , un flujo dado por
¢ (x,t) — xe M tasa de salto A : x — v ||x|| donde ||x|| = Y, |z;], y nticleo de transicién

: -1
zr (N -1
Q: (Xv A) = Z Z ||X||< K > 6x—miei+peK (A)
i i
donde la segunda suma se realiza sobre subconjuntos K C {1,...,N} con k elementos, e;
denota el i—ésimo vector unitario y ex = cx €;.

4.1.2. Descripcion como solucién de una SDE

Alternativamente, la trayectoria del sistema dada una condicién inicial puede representarse
como la tunica solucién casi segura de un sistema de ecuaciones diferenciales estocésticas
dirigidas por procesos de Poisson: Para cada i = 1,..., N, el comportamiento de X} puede
ser descripto por

dX| = —pXidt— X} > / 1(u < vXZf)NK(dt,du, (i —1,1])
K:K%i”/0

00 N
oy /0 /0 1 (u < 7 X[ N (dt du, de).

K:K>i

(4.1)

donde todas las sumas que involucran K son consideradas respecto a subconjuntos de tamano
K,y Ng(dt,du,d§), K C {1,..., N}, son medidas aleatorias de Poisson independientes entre
si sobre el espacio Ry x Ry x (0, N] con medida de intensidad comun

-1
(NH_ 1) dt dul([€] ¢ K)d¢.

Cada dtomo (T,U, =) de la medida aleatoria de Poisson N corresponde a un posible firing
donde las neuronas con etiqueta en K son exitadas: T' > 0 es el tiempo del spike, la marca
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U > 0 es el medio para modelar la no-homogeneidad correspondiente a la tasa de firing, y
= € (0, N] se utiliza para elegir uniformemente a la neurona i = [E] ¢ K que emite el spike.
Observar que las medidas Nk (dt, du, (i — 1,i]) del segundo término son una proyeccién sobre
R4 xR, de la restriccion de los atomos de N que caen en Ry X Ry x (i —1, ], con intensidad
(N1 dt du.

Notar que, en principio, se podria objetar que es posible una definicién de este sistema
mas simple, utilizando una colecciéon de procesos de Poisson i.i.d ./\/}'((dt, du) correspondientes
al evento de firing de la neurona i donde las neuronas del conjunto K Z i son excitadas por i.
El motivo para obtener ¢« mediante una variable aleatoria uniforme £ es que ésta serd utilizada
en la construcciéon mediante couplings durante la demostracién de propagacion del caos. Mas
precisamente, si f; es la ley del proceso no lineal a tiempo ¢, un punto clave de la construccién
consiste en samplear f; de manera tal de quedar “cerca” de Xtm de , y la manera de
lograrlo es utilizando £ como el input de una funcién cuidadosamente elegida, que requiere
que £ sea continua y no discreta. Ver seccién en particular ver ([5.20)).

4.1.3. Construccion a partir de una cadena de Markov a tiempo discreto

Damos ahora una tercera construccion del modelo usando una cadena de Markov para los
tiempos de spike, que resulta especialmente oportuna para simular el sistema.

Un sistema comenzado en el estado x = (x!,...,2") evoluciona de la siguiente manera:
Observemos que por la independencia de las medidas de Poisson, la tasa total de firing en
el estado X; equivale a 7 || X¢||, y mientras no ocurran spikes, la suma de los potenciales de
membrana decaen de acuerdo a ||X;|| = ||x||e™#t. Por lo tanto, la probabilidad de que no
ocurran spikes en el intervalo de tiempo [0,%] es la misma que la probabilidad de que un
proceso de Poisson no homogéneo de intensidad \; = 7 ||x|| e #* no tenga saltos durante|0, ¢].
Como ese niimero de saltos en el intervalo [0, ¢] estd distribuido de acuerdo a una distribucién
de Poisson con media fg Asds = (v/u) [|x]| (1—e~#t), deducimos que la distribucién del primer
tiempo de firing 7 estd caracterizado por

P(r>t) = e 0/mIxI0=e™) " g <t < 0. (4.2)

en particular, el sistema no emite spikes con probabilidad P(7 = o0) = e~ (/mIxll Otra
observacién importante es que la proporcion de los potenciales de las neuronas se mantiene
constante en ausencia de spikes, por lo tanto, dado 7 < 00, la etiqueta I de la primer neurona
en emitir un spike se distribuye de acuerdo a

7
P(I=i) = —, 1=1,...,N. (4.3)
x|
Usando (4.2))—(4.3)), podemos definir formalmente la trayectoria del sistema de N neuronas

comenzando en X € RJX .

Notamos por X, al estado del sistema inmediatamente después del k-ésimo spike, y por
T, € [0, 0] al tiempo de dicho spike, con T 1 = oo indicando que han habido menos de k spikes
en total. Las variables aleatorias (Xk,T k), Kk =0,1,..., pueden ser entonces recursivamente
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definidas de la siguiente manera: Definimos (Xg,Tp) = (Xo,0). Para cada k > 1, tomamos
x = X;_1 e instanciamos el k-ésimo tiempo de espera 7; hasta el k—ésimo spike segun la
distribucién ([4.2). Si 7, = oo, definimos (X, T) = (0,00). De lo contrario, instanciamos
la etiqueta I de la neurona que emite el k-ésimo spike segtun la distribucién , y luego
sorteamos un conjunto de neuronas exitadas Kj uniformemente de entre los subconjuntos de
{1,..., N} \ {Ix} de tamano . Luego establecemos

(X, T) = ((x = aer)e™™ + pex,, Tior + 1) (4.4)

por lo tanto la trayectoria continua a trozos del sistema se define por

Xy = Xke_“(t_fk) para Ty <t < Thpr. (4.5)

Las ecuaciones (4.4)—(4.5) nos proporcionan una forma sencilla de simular las trayecto-
rias del sistema. Sortear segin la distribucion (4.2]) puede realizarse mediante la eleccion
T = —i log(1 — ﬁf )+ donde & posee distribucién exponencial de media 1 y con la conven-

cién log0 := —oo, de manera que 7 = oo cuando & > w También podemos deducir que
lim; oo Xy = 0 si y sélo si la cantidad de spikes del sistema es finito, lo cual es lo que se
espera de este sistema.

En las figuras [£.1] y [£.2] se representan a modo ilustrativo las trayectorias del potencial de
membrana de 3 neuronas en una poblaciéon de 200 neuronas con y =p=p =1, Kk =2 y con
k = 3 respectivamente.

Potencial de membrana

Tiempo

Figura 4.1: Trayectoria de 3 neuronas en una poblacién de N = 200 neuronas, con vy = p =
p=1 k=2
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SPARSE

Z 3
R
24
= g
1 \\]
- J\N *] N %
0_ L
I I | | I I I
0 2 - 6 8 10 12
Tiempo

Figura 4.2: Trayectoria de 3 neuronas en una poblaciéon de N = 200 neuronas, con 7 = p =
p=1 k=3

En las figuras [£.3] y [4-4] también se ilustran las trayectorias de 3 neuronas en una po-
blacién de 200 neuronas. La distinta eleccién de pardmetros muestra un comportamiento
cualitativamente distinto de la actividad neuronal: en el primer caso (v = 0,5, p=pu =1,
Kk = 2, figura ) se advierte una extincion de la actividad, mientras que en el segundo caso
(v=1,5, p=p=1, k=2, figura ) la actividad parece sostenerse en el tiempo.

1.0

Potencial de membrana

0.0 =

Tiempo

Figura 4.3: Trayectoria de 3 neuronas en una poblacién de N = 200 neuronas, con v =
0,5, p=p=1K=2
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Potencial de membrana

R

Tiempo

Figura 4.4: Trayectoria de 3 neuronas en una poblacién de N = 200 neuronas, con v =
L5, p=p=1rk=2

4.2. Proceso limite de campo medio

Cuando la cantidad de neuronas N es muy grande, podemos derivar heuristicamente una
aproximacion de campo medio para el sistema de la siguiente manera: fijemos una neurona de
referencia i. Como dijimos, en ausencia de spikes, el potencial de membrana decae exponencial-

mente segin %Xti = —u X}, y la neurona emite un spike con tasa vX;. Cuando cualc}uier otra
. . . . .1 I\(N-2y(N-1\"* _ &k
neurona emite un spike, la neurona i es excitada con probabilidad (;)(,.7)(".") = 75

: : 2 1 J : £« »
Ahora, asumiendo que el promedio empirico 5 >_; X; de los potenciales estd “cerca” de la
esperanza E[X}], la tasa promedio bajo la cual la neurona i es exitada es aproximadamente

P . .

E )~ 7
J#i

Esto nos sugiere que la evolucién de una neurona referencia en un sistema grande de

neuronas puede ser aproximado por la solucion de la siguiente ecuacién diferencial estocéstica

de tipo McKean-Vlasov

dZt = —/LZt-dt — Zt- /OO l(u < ’YZt—)N(dt, dU)

- 0 (4.6)

tp / 1(u < vE[Z/))M(dt, du),
0

donde N (dt,du) y M(dt, du) son medidas aleatorias de Poisson independientes sobre R? con
medidas de intensidad dt du y k dt du, respectivamente.

Notar que el tercer término de , resultante del mecanismo de firing “local” de este
modelo, es de salto. Como mencionamos anteriormente, ésta es una diferencia clave respecto
al modelo en [RT16] y a otros similares, donde el mecanismo de firing es global y producen
en contraste un término continuo de deriva. Notar también que la tasa a la cual Z; salta
positivamente depende de su propia esperanza; y es en este sentido que el proceso es no lineal
de tipo Mckean Vlasov.
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Capitulo 5

Comportamiento limite y
persistencia

En este capitulo desarrollamos los principales resultados y sus demostraciones respectivas.
Como introdujimos en el capitulo[1} en estos resultados observaremos un conjunto de fenéme-
nos analogos a los del proceso de contacto: en el caso finito existe una extincién segura, cuyo
tiempo de extincién depende de un parametro ¢, mientras que en el caso infinito se observa
una transicién de fase, dada por el mismo pardmetro, que determina la supervivencia o no
del proceso. Estos dos fenémenos quedan ligados a través de los resultados de propagacién
del caos y persistencia.

En la seccion B.] desarrollamos los resultados relacionados a la red finita de neuronas.
En la siguiente seccion demostramos la transicién de fase de la poblacién infinita. En la
seccién probamos la propagacién del caos. Finalmente, en la seccién demostramos el
fenémeno de persistencia para este modelo.

5.1. Comportamiento a tiempos grandes de la red finita de
neuronas

En primer lugar analizamos el comportamiento a largo plazo del sistema finito. El teorema
5.1.1]més abajo nos dice que en un sistema finito de neuronas, el potencial de cada una de ellas
converge a cero, independientemente del estado inicial y de los parametros del modelo. Este
resultado implica que la tnica distribucién invariante del proceso de Markov Rﬁ -valuado
es la delta de Dirac en 0 € Rf . Sin embargo, la naturaleza de esta convergencia si varia
drasticamente dependiendo de los pardmetros del sistema.

Vamos a definir un pardmetro de reproduccion, que utilizaremos repetidamente en futuras

referencias:

0 = K(1—ePV/H (5.1)

Esta constante dependiente de los parametros del sistema juega un papel fundamental en
nuestro estudio. En la seccion [5.2] damos una interpretacion de esta magnitud.
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Teorema 5.1.1 (Comportamiento a largo plazo de la red finita de neuronas). Para todo
estado inicial, el proceso Xy converge casi sequramente a 0. Mds ain, cuando 6 < 1, la
convergencia de cualquier neurona i ocurre exponencialmente rdpido (e independiente de N ),
de acuerdo a

Elw(X;,0)] < Efw(Xj,0)]e (-0 (5.2)

para la métrica
w($7y) = 1 - e_(’Y/N)W_y‘. (53)

Es notoria esta propiedad de decaimiento global descripta en el teorema ya que
vale para valores arbitrariamente grandes de la tasa de disparo ~. Para apreciar mejor esta
caracteristica, notemos que en un sistema ligéramente modificado donde el potencial de la
neurona que emite el spike permanece constante en lugar de ir a cero, el proceso de Markov
asociado (Yy)i>o satisface SE[||Y,||] = (pry — p)E[|| Y]], por lo tanto el sistema modificado
permanece acotado en media sélo si v < p"—ﬁ. Observar también que si la neurona que emite el
spike sélo transmite impulso a una neurona (es decir, si k = 1) entonces, independientemente
de los demas parametros del sistema, se tiene § < 1; y en particular, segiin este teorema, se
encuentra en las condiciones donde ocurre .

5.2. Transicién de fase en el limite de campo medio

Cuando la cantidad N de neuronas tiende a infinito, se tiene la expectativa de que cada
neurona de la red converja un proceso limite no trivial, dado por (4.6)). El siguiente resultado
confirma la buena definicién de la SDE (4.6)), que representa la aproximacién de campo medio
del sistema.

Teorema 5.2.1 (Buena definicién del limite de campo medio). Para todo estado inicial
Zy € Ry, existe unica solucion fuerte (Zi)i>o para (4.6)).

Uno de los principales resultados en este trabajo es la descripcién de una transicién de fase
para el proceso no-lineal limite, caracterizado por el pardmetro de reproduccion 6 definido por

B-1).

Teorema 5.2.2 (Transicién de fase en el limite de campo medio). Supongamos E[Zp] > 0 y
E[Z3] < co. Entonces (Zt)i>0 es uniformemente integrable, y se da la siguiente transicion de
fase:

= Sif <1, entonces E[Z] —0 y [CE[Z]dt < oc.
= Sif =1, entonces E[Z] —0 y [CE[Z]dt = oc.
» Si60>1, entonces infi>oE[Z;] > 0.

Mads atn, para 0 < 1, se tiene Zy — 0 casi sequramente, y la convergencia en esperanza es
exponencial para la métrica w definida en (5.3), segun la desigualdad

Elw(Z;,0)] < Elw(Zo,0)]e” 101t (5.4)
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Observar que, como consecuencia de este teorema, si § > 1, el proceso limite exhibe
comportamiento no trivial a tiempos grandes (méis precisamente, ocurre si y solo si
6 > 1), lo cual es destacable, ya que, también bajo 6§ > 1, el sistema finito decae a cero
indefectiblemente con el tiempo.

Una explicacién heuristica para este fenémeno es la siguiente: con razonamiento andlogo
a , observamos que p = 1 — e~ P¥/# equivale a la probabilidad de que una neurona que fue
excitada desde su estado de reposo va a emitir un spike eventualmente. En un sistema grande
donde una gran proporcién de neuronas estd en reposo, el niimero de neuronas excitadas por
un spike que a su vez eventualmente emitird un spike se puede aproximar por una variable
aleatoria binomialmente distribuida con probabilidad de éxito p y media 6 = kp. Un proceso
de Galton—Watson asociado sobrevivird entonces si y sélo si 6 > 1. Por lo tanto:

= Cuando 6 > 1, los spikes tienen suficiente frecuencia e intensidad para autosostenerse
perpetuamente.

= Si 6 < 1, entonces la frecuencia de los spikes es cada vez menor a medida que avanza el
tiempo, y eventualmente el proceso se extingue, por el decaimiento exponencial o por
un reseteo final.

= En el caso critico # = 1, es sumamente interesante que, si bien E[Z;] — 0, el proceso Z;
nunca muere realmente: es cierto que los spikes si se vuelven cada vez mas infrecuentes,
oo ,
pero dado que [;* E[Z;]dt = oo, éstos nunca realmente acaban de sucederse.

Observacion 5.2.1. El modelo de Robert y Touboul exhibe también una transiciéon de fase
similar, pero la condiciéon donde esto ocurre es distinta a la nuestra. En efecto, en su modelo
para el caso de una funcién lineal b(x) para la tasa de disparo, la transiciéon de fase ocurre
cuando la cantidad 6. = kpy/p es mayor a 1, ver [RT16, Seccién 7.2.1] (hemos usado aqui
la notacién de este trabajo; notar que, dado que el pardmetro x no tiene equivalente en su
modelo, hemos interpretado xp como la magnitud del impulso exitatorio en su modelo, antes
de reescalar por 1/N). Como 6 < 6., vemos que el fenémeno de persistencia en nuestro
modelo requiere un mayor valor para py/u, es decir, la magnitud del impulso exitatorio por
la razén entre la tasa de disparo y la de decaimiento. Esta diferencia es una consecuencia de
la naturaleza sparse del mecanismo de interaccion considerado en este trabajo, en contraste
con |[RT16[; y es de las caracteristicas mds distintivas e interesantes de nuestro modelo. Por
otro lado, nuestras cotas superiores para la red finita de neuronas (Teoremas y
indican que 6. tiene relevancia también para nuestro caso.

Observacion 5.2.2. El Teorema [5.2.2)implica que si E[Zg] > 0y 6 > 1, entonces todo limite en
distribucion de Z; satisface E[Z] > 0. Nuestra conjetura es que para cada 6 > 1, el proceso
Z; admite exzactamente dos distribuciones estacionarias: la trivial (delta de Dirac en 0), que
solo se alcanza cuando la condicién inicial es cero, o sea Zg = 0 casi seguramente; y una
segunda distribucién no trivial, a la que Z; se acerca siempre que E[Zy] > 0. La construccién
en la seccién da una forma simple de simular aproximadamente esta distribucion.

Como consecuencia del Teorema [5.2.2] obtenemos el siguiente resultado, que da cuenta de
la proporcién limite de neuronas en el potencial de reposo para la red infinita.
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Corolario 5.2.1. FEl proceso Z; satisface para todo t > 0

P(Z=0) =+ (P(Zo —0) - 1) e v o ElZ:1ds, (5.5)

KR

Como consecuencia, limy_ oo P(Z; =0) = % cuando E[Zp) >0 y 0 > 1.

5.3. Propagacion del caos

El siguiente resultado confirma que el comportamiento de una neurona tipica del sistema
resulta bien aproximada por la SDE no lineal de campo medio , cuando el ntmero de
neuronas N — oo. Las cotas superiores sobre la velocidad de convergencia estin expresadas
en funcién de otra constante fundamental,

Oc = Kpy/ 1, (5.6)

que domina al pardmetro de reproduccién definido en (5.1) bajo la desigualdad 6 < 6.. Ver
también la observacion [5.2.1] El subindice ¢ en 6. es por “caos”.

Recordemos que, dadas las medidas de probabilidad v, 7 en R, su distancia 1- Wasserstein
puede ser definida en este contexto como

Wi(v,7) = inf E[|]Y — Y],

donde el infimo es tomado sobre todos los acoplamientos de v y 7, siendo esta métrica
completa en el espacio de probabilidades con primer momento finito, ver la seccién 2.2] Notar
que cualquier acoplamiento induce una cota superior inmediata para Wip; éste es un hecho
que utilizaremos seguido.

Teorema 5.3.1 (Propagacién del caos). Sea v = 2 y E[(X})?] < oo. Entonces existe una
constante C > 0 tal que para todo N y para todo t € Ry, la distancia 1-Wasserstein esperada
entre X; = £ SN, xi y fe = L(Z4) satisface

c 1, 0. <1,
e(fc—ut 0. > 1.

Observar que el Teorema prueba la propagacion del caos en términos de la distancia
W1 esperada, ya que la medida empirica es un medida en el espacio P(R), es decir una medida
aleatoria, y por lo tanto una forma equivalente de enunciar este resultado seria en términos
de la medida 1-Wasserstein W sobre el espacio de probabilidades en R con primer momen-
to finito tomando a W, como la distancia d para ese espacio. Nuevamente, nos remitimos a 2.2

El Teorema [5.3.1], por lo tanto, muestra la propagacion del caos via la convergencia de

1/3 en la cota

la medida empirica al proceso no lineal limite. La tasa de convergencia N~
superior parece razonable, teniendo en cuenta que la convergencia de la medida empirica de

una sucesién de variables i.i.d. (es decir el caso “ideal”) hacia su ley comin ocurre a tasa

42



CAPITULO 5. COMPORTAMIENTO LIMITE Y PERSISTENCIA

N~2 en términos de la distancia W; esperada, ver [FG15] y (5.25)). Observar que en el caso
0. < 1 la cota es ademas uniforme en el tiempo.

Probaremos el Teorema [5.3.1] en la Seccién [5.6| usando un argumento de acoplamiento
6ptimo inspirado en [CE16], siguiendo las ideas desarrolladas en la Seccién Vamos a
reescribir la SDE de una neurona en la red finita, y la SDE de campo medio , de
una manera ligeramente distinta que nos permita acoplar estos procesos de manera natural y
que éstos resulten méas accesibles para realizar calculos.

Observacion 5.3.1. Por simplicidad el resultado estd enunciado para k = 2, pero es extensible
a k general. Para un k € N fijo arbitrario, o incluso un s € {1,..., N — 1} aleatorio con espe-
ranza fija y varianza acotada, la idea principal de la prueba sigue funcionando. Sin embargo,
la prueba general requeriria de un aumento significativo de notacién y tratamiento técnico
cauteloso que sélo hace al desarrollo de la demostracion extremadamente técnico y dificil de
seguir. Mas ain, dicha incorporaciéon no agrega practicamente nada relevante al resultado del
teorema. Por eso trataremos explicitamente sélo el caso x = 2.

5.4. Persistencia

Combinando los resultados previos, podemos ahora enunciar el siguiente teorema, que
arroja luz sobre el fenémeno de persistencia, en términos del parametro de reproduccién 6

definido en (5.1)) y la constante 6. definida por ([5.6)).

Teorema 5.4.1 (Persistencia). Sea v = 2 y E[(X})?] < oo. Si E[X{] > 0, entonces la red
finita satistace la siguiente dicotomia:

» Si 0> 1, entonces existen constantes ¢ > 0, ¢ € R, y € > 0 (independientes de N ) tal
que para todo N > 1,

E[X}] > € para todo t <é+clogN.

» Si 60 <1, entonces para la métrica w definida por (5.3), tenemos
Elw(X},0)] < Elw(XE,0)]e 100t
Si, adicionalmente, asumimos que 0. < 1, entonces

E[X}] < E[X}] 0000,

El Teorema afirma que en el caso § > 1, la actividad de la red finita persiste por
un tiempo de orden (al menos) log N; pero si § < 1, entonces la actividad de la red finita se
extingue a una tasa independiente de N.

Observacion 5.4.1. Creemos que log N es una cruda estimacién por debajo del tiempo que
le lleva a la red para decaer. Algunas simulaciones sugieren que cuando 6 > 1, la actividad
de la red persiste bastante més tiempo. Méas atin, para N razonablemente grande y 6 > 1
suficientemente lejos de 1, la medida empirica de la red parece estabilizarse en torno a una
distribucién estacionaria no trivial; lo cual sugiere que el tiempo de decaimiento crece a gran
velocidad con N, quizés exponencialmente. Este comportamiento también se observa en [RT16),
Section 7.2.1], aunque la condicién en la que la transicién de fase ocurre es diferente, ver la

Observacién [5.2.11
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5.5. Pruebas de los resultados

En esta seccién proporcionamos pruebas detalladas de nuestros resultados.

Observar que, midiendo el potencial de membrana en unidades de la magnitud del im-
pulso, podemos establecer p = 1, y midiendo el tiempo en unidades de la vida media de la
neurona dividido log(2), podemos tomar @ = 1. En consecuencia, para simplificar notacion
frecuentemente asumiremos p = pu = 1 sin pérdida de generalidad.

En primer lugar, deducimos una férmula simple para la esperanza de una funcién del
proceso (X;);>0, que serd utilizado en varias ocasiones. Fijemos una ¢ : RY — R, y sea
F; = ¢(X}). En ausencia de spikes, F; evoluciona de acuerdo a

d
S F = Zc‘w (X4) dt uZXt 0i6(Xe).

Si, en cambio, la neurona ¢ se dispara y exita un conjunto K de neuronas en el instante ¢,
entonces F; cambia de acuerdo a

Fy = Fr = ¢(X¢ + pex — Xp-e;) — o(X-)
donde recordamos que e = ;- €. De estas afirmaciones se sigue que
dFy = —MZXZ 0;p(Xy)dt
+33 / u < XL ) (6(Xp + perc — Xies) — $(Xe ) )N e (dt, du)
i K#i Ry

donde N;  (dt, du) es notacién para Nk (dt,du, (i — 1,1]). Tomando esperanza, tenemos que

K (
IR = -0 3R X0

NN | | (5.7)
. ( ) S 3B [X) (6K + pexc — Kied) — (X))

K i K#i

5.5.1. Comportamiento a tiempos grandes para la red finita de neuronas
(Teorema [5.1.1)

Prueba del teorema[5. 1.1 La existencia de solucién fuerte a la ecuacién (4.1)) se obtiene
truncando la tasa de disparo y haciendo tender el pardmetro de truncamiento a infinito, como
en la prueba del Lema La unicidad es estandar.

Ahora procedemos a mostrar que || X;|| = SN, X/ — 0 casi seguramente. Veamos en
primer lugar que H; := e~ (/WX e una submartingala con respecto a la filtracion (F;)¢>0
generada por el proceso de Markov marcado (V)Y donde

> Nk(dt, du, (i — 1,]).

K:K#i
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En ausencia de spikes, cada neurona evoluciona de acuerdo a %Xti = —uX}, por lo tanto
% IX]| = —p | X ¥ %Ht = —('y/u)Ht% IIX¢]| = 7 [|X¢|| He. Si, en cambio, la neurona i se
dispara en el instante ¢, vemos que ||X¢|| — || X¢|| = pr — X}, y como consecuencia

H,— H, = (e—(v/u)(pfi—Xf-) _ 1) H,.

Se sigue que para todo 0 < s < t,

t
H,—H, = /fyHX,HHTdr
S

+2 /: /R+ 1(u < XL ) (e OMen=X0) 1) 1, N (dr, du),

de donde concluimos que
t t
H, - H, > / v |1X, || H, dr — Z/ / 1(u < Y X[ ) Hy- N (dr, du) (5.8)
s i Js JRy

casi seguramente. Notando que Y, fR+ 1(u < yX{)du = v || X, |, y recordando que la medida
de intensidad de N (dr,du) equivale a dr du, vemos que

E [Z / t /R 1(u < X1 ) H- N (dr, du) ]-"5] .

La esperanza condicional del lado derecho de ([5.8) entonces vale cero, y como consecuencia

t
.7:5] = E[/ v X.|| Hy dr

E[H; — Hs | Fs] > 0 casi seguramente. Por lo tanto H; es una submartingala acotada, y por

el teorema de convergencia de Doob, Hy — H, casi seguramente, donde Ho, € [0, 1] es una

variable aleatoria. Por lo tanto || X|| — —% log Hoo € [0, 00] casi seguramente.
Aniélogamente, vemos que

t
X = X = = [ ulX] ar
—1—2/ / 1<ungﬁ-)(pn—Xﬁ-)NZ(dr,du).
i /s JRy
y tomando esperanza, queda
t t A '
Ef[Xel] - E[lX]]] = —/ HE[[[ Xy || dr + E [2/ WXf«(PK—Xﬁ)dT],

por lo tanto

SR = (von — wE(IXel] - 1E

yeoal

)

Por la desigualdad de Jensen, E [Zi(Xti)2] > N-IE [thnz} > N-YE[|[X,|[])?, y se sigue que
yr = E[||Xy]|] satisface

d _
o < (ypR =y — YN 7.

La desigualdad de arriba muestra que %y, < 0 siempre que 3 > N(pk — p/7). Consecuente-
mente, sup;>q ¥ < 0o. El lema de Fatou implica que E[lim; o [|X¢||] < liminfy o E[[|[ X[} <
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oo. En particular, lim;_, || X¢|| < oo casi seguramente.

Ahora afirmamos que existen casi seguramente finitos saltos del sistema. En efecto, recorde-
mos que || Xy|| — —% log Hy € [0,00) casi seguramente y supongamos por absurdo que existe
un evento S de probabilidad positiva en el que hay infinitos saltos. Como el nimero de saltos
en todo intervalo acotado es finito casi seguramente, entonces || X|| no puede converger en S,
por lo tanto no podria converger casi seguramente.

Ahora, como los saltos eventualmente se terminan, el decaimiento exponencial implica que
lim; 0 || X¢|| = O casi seguramente.

Asumiendo 6 < 1, probaremos ahora (5.2]). Aplicando (5.7)) a ¢(x) = e~ (/Wi v obser-
N 71) -1 (N —2
K k—1

— K
vando que ( ) = &4, se ve que

%E {6_(7/,1))(}} = 1E {X}e_(v/u)Xf]

+AE {XZ (1 _ e—(“//u)Xf)}

N -1 ! . i _ i
+< > S Y qE [Xg(e W/ (Xi+p) _ (v/u)Xt)}

" j#i K20, K%j
8 ] -1 ) St
J#
> 1E {Xt’} — 7(1 _ e—m/u)ﬁ SE [X;Z]
JF#i

= y(1-)E[X{],

gracias a la intercambiabilidad. Dado que (y/u)X} > 1 —e~(V/ WX se sigue que

%E [6—(7/!0)(5] > u(l— 9)(1 —E {e—(v/#)XZ} )

Por lo tanto, g = 1 — E[e*(V/“)Xti] satisface %gt < —u(1—0)g;. La desigualdad buscada ([5.2)
se sigue entonces del lema de Gronwall. O

5.5.2. Buena definicién del proceso limite (Teorema [5.2.1))

El teorema se prueba siguiendo una estrategia andloga a |[RT16L Theorem 2|. Por
simplicidad, en esta secciéon asumimos p = p = 1. Comenzamos por linearizar la SDE fijando
una funcién para la tasa de disparos: dada una funcién continua r : Ry — R, consideremos
la siguiente SDE, con condicién inicial Y] = Zj:

dY] = =Y[Idt — Y;T/ 1(u < YN (dt, du) +/ 1(u < yry) M(dt, du), (5.9)
0 0

donde 'y M son como en ({.6). Notamos |[r[|7 := sup;e(o 1 [71-
Lema 5.5.1. Existe una unica solucion fuerte para (5.9)).

Prueba del Lema[5.5.1. La prueba de unicidad es clésica. Para probar existencia, fijamos un
horizonte temporal 7' > 0, una funcién continua r : [0,7] — Ry, un umbral M > 0, y
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consideramos la SDE truncada

dY;T’M _ _Yl:,Mdt _ Y?:’M/ ]_(u < min(nytT’M, M))N(dt, du)

~ 0 (5.10)

+/ 1(u < yre) M(dt, du),
0

con YOT’M = Zp. Como las tasas son ahora acotadas, hay existencia y unicidad para .
Consideremos ahora el evento By = {7Y;"™ < M : vt € [0,T]}, que crece con M, y ob-
servemos que para M > M tenemos Y™M = Y™M gobre Bjs. Por lo tanto, podemos definir
Y] = limp/00 YtT’M en el evento Bo = Ups-0 B Es facil ver que (Y") es solucién de (5.9) en
By Falta ver que P(By) = 1, para lo cual es suficiente con probar que limys_,o, P(B§,) = 0.
En efecto, como |77 < oo, no es dificil obtener una cota como P(B§,) < Cp/M para alguna
constante Cr > 0; por ejemplo, estudiar la solucién de sin “reseteos” ni decaimiento
exponencial y comparar con Yf’M. Esto prueba existencia y unicidad para on [0,T] para
todo T' > 0, que puede ser ficilmente extendido a [0, c0). O

Ahora consideremos el funcional A : C(Ry,R;) = C(R4,Ry) definido por
(Ar); =E[Y/] donde (Y;") resuelve (5.9). (5.11)
Lema 5.5.2. El funcional A tiene un dnico punto fijo.

Prueba del lema[5.5.2. Fijemos un horizonte temporal T > 0, y sean r,q € C([0,T], R ). Sean
(Y7, (Y1) soluciones fuertes para ((5.9)) con funciones de tasa de disparo r y ¢, respectivamente,
y con YJ =Y = Zy. Sea hy = E[|Y] — Y/!|], entonces para cada 0 < s < ¢, se tiene:

t t 00 t o]
hi — hs = —/ hydv + IE/ / AN (dv, du) + ]E/ / Ay M(dv, du), (5.12)
s s JO s JO

donde A, = |V —Y 4| — |V — Y| Definamos m,, := min(Y,",Y,9) y M, := max(Y,,Y).Tras
un evento de firing de Y” 6 Y7 (o de ambos), el proceso respectivo vuelve a 0. Por lo tanto,
para todo dtomo (v, u) de N, tenemos

—(My — my-) siu < ymy-,
Ay = dmy — (My —my)  siymy <u < yM,y,
0 siu > yM,-.
Consecuentemente, el segundo término de vale:

t 00
E/ / AN (dv, du)
s JO

_E / (e (My — 1) + 7(My — m0) (2 — M,)]do (5.13)

t
— o [ (v - YoPav <o
S

Por otro lado, tras un evento excitatorio de Y 6 Y? (o de ambos), el proceso respectivo
incrementa su valor en p = 1 unidad. Por lo tanto para todo dtomo (v,u) de M, tenemos:

=0 siu<ymin(r,q),
Ay <1 siymin(ry,q) < u < ymax(ry, ¢y),

=0 siu>ymax(ry,qy).
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Por lo tanto, el tercer término de (5.12)) vale:

t [e%s) t
IE/ / Ay M(dv, du) < H/ Y|re — quldv.
s JO s

De (5.12) y estas desigualdades, obtenemos:
Othy < —hy +yE[re — qil-

Por lo tanto,

¢ t
(Ar)e — (Aak] < b <7 [ = e s < [ = gl
0 0
Iterando esta desigualdad, obtenemos

v )™
arr — arglr < T e gy

para todo n € N. Por lo tanto, para n suficientemente grande, A™ es una contraccién en
(C([0,T),R4), | - [|7), entonces A tiene un unico punto fijo en C([0,7],R}). La extension a
C(R4,R,) es directa. O

Prueba del teorema[5.2.]]. Definimos Z; = Y/, donde (Y]") es la tnica solucién fuerte para
con funcién de tasa de disparo r € C(Ry,R;) elegida como el tinico punto fijo del
funcional A dado por (5.11). Por la definicién de A, tenemos E[Z;] = ¢, por lo tanto (Z;)
resuelve .

La unicidad es directa: sea Z y Z soluciones fuertes para con Zy = Zy. Si definimos
ry == E[Z;] y 7 := E[Zy], entonces Z = Y" y Z = Y son soluciones fuertes para (5.9) y es
inmediato probar que tanto r como 7 son puntos fijos para A, por lo tanto » = 7 por el Lema
y consecuentemente Z =YY" =Y" = Z por el Lema m O

5.5.3. Transicién de fase para el limite de campo medio (Teorema [5.2.2))

Prueba del Teorema[5.2.3. El Lema abajo implica que sup; E[Z?] < oo cuando asumimos
E[Z3] < oo, por lo tanto (Z;);>0 es uniformemente integrable.

Estudiamos ahora la transicién de fase. Analicemos la evolucién de h; = E {e_(w mZe |

Observemos que h; € [0,1]. En ausencia de spikes, e~(/#)%¢ evoluciona segiin %e_(w mar —
e_(V/“)Zt(—(v/,u)%Zt) = ~vZe~ (/W7 En un evento de reseteo, e~ (7/M% aumenta su va-
lor en 1 — e~ (/W2 v en el evento de exitacién de la neurona, crece una magnitud de

(e=P¥/# — 1)e~(1/MZ+ | Consecuentemente,
d(e—(v/u)Zz) _ ,YZte_("f/#)tht

b (1= e(/mZey / 1(u < 720 N (dt, du)
Ry

(e e [ < 9B 2] Mt du),
Ry

donde N (dt, du) y M(dt, du) son como en (4.6]). Tomando esperanza, vemos que los términos

E[yZ;e~("/M?%] se cancelan, obteniendo entonces

d
%ht = YTt —’79Ttht, (514)
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donde r; = E[Z;], y recordamos que 6 = x(1 — e”?/*). Esta ecuacién diferencial es resuelta por
1
_ —0R: _ —0R:\ L
hi=c¢e ho + (1 e ) 7

t . .
donde R; = fo rsds. Como R; es no decreciente, se sigue que h; converge a

hoo = e VB g + (1 — ewaoo) 1

5 (5.15)

donde Ry = [~ rsds € [0,00]. Observemos que hy € [0,1] para todo ¢ > 0, por lo que
también ho, € [0,1]. Probemos ahora que ho = min(1,%). Ante todo, realizamos algunas

observaciones:

1. ht y heo son combinaciones convexas de ho < 1 (ya que E[Zy] > 0) y 3.

2. Si Ry = o0, entonces hog = %. La afirmacién reciproca es también cierta cuando hg # %
(que es el caso cuando 0 < 1, porque hy < 1 < %)

3. Si Ry < 00, entonces ho, = 1. Eso sucede porque R < oo implica lim,, - E[Z;, ]
= 0 para alguna secuencia t,, — co. Por lo tanto, la desigualdad e™® > 1 — z implica
hoo = lim,, o0 E[e_(V/“)an] > limy, 00 E[1 — (v/1)Zt,,] = 1, por lo tanto heo = 1.

Consecuentemente,

= Cuando 0 < 1, se tiene necesariamente R,, < 0o, porque de otra manera la observacién
2 implicaria hoo = % > 1. Luego, la observacion 3 implica hoo = 1.

= Cuando 0 = 1, entonces ho = 1 independientemente del valor de R, gracias a las
observaciones 2 y 3. Pero usando la reciproca en la observacién 2, podemos deducir que
Ry = 0.

= Cuando 0 > 1, tenemos % < 1y la observacién 1 implica que hoo < 1. En consecuencia,
por la observacion 3, Ro, = 0o, que a su vez implica heo = % por la observacion 2.

Esto prueba que ho = min(1, %); y simultdneamente, que fooo E[Z;]dt < oo cuando 6 < 1
y fOOOIE[Zt]dt = oo cuando 6 = 1. Por lo tanto, lim;_,o E [e_(V/“)Zt} =1 para 0 < 1, lo que
implica que E [w(Z;,0)] — 0 para la métrica w(z,y) = 1 — e~ ("/#2=9l, De esto se deduce que
1 — e (/W2 5 0 en probabilidad, y por lo tanto Z; — 0 en probabilidad. Como (Zt)e>0 es
uniformemente integrable, se sigue que E [Z;] — 0.

Para el caso # < 1, probemos ahora que lim; Z; = 0 casi seguramente: como fooo rydt < 00,
podemos deducir que sélo finitos atomos (t,u) de M satisfacen u < 7, lo cual implica que
el instante del ultimo spike de Z; es finito casi seguramente; tras ese evento, Z; convergera a
cero debido al decaimiento exponencial o a un reseteo final.

Todavia en el caso # < 1, probemos ahora : observando que hy < 1y (y/pu)Z; >
1—e (/W2 ge obtenemos

d
%ht Z (1 — 9)")/7“15 Z (1 — Q)M(l — ht)
Por lo tanto, g; = 1— h; satisface %gt < —(1—6)uge, de lo que se deduce que g; < goe~ 10Kt

Esto confirma ([5.4) y concluye la prueba de las afirmaciones para los casos § < 1y 6 = 1.
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Finalmente, tratamos el caso 6 > 1: usando la observacién 1, vemos que

1
sup hy < max (ho, ) < 1.
>0 0

Como (v/p)E[Zs] > 1 — hy, se sigue que inf;> E[Z;] > 0. Esto completa la prueba. O

Prueba del Corolario 521 Sea py = P(Z; = 0) = E[1(Z; = 0)]. Claramente, en un reseteo la
indicadora 1(Z; = 0) se incrementa en 1 — 1(Z; = 0); en un evento de spike, se incrementa
en —1(Z = 0), mientras que el drift no afecta a p;. Por lo tanto,

d

%pt =E[(1 - 1(Z; = 0))vZ] — E[L(Z; = 0)ykry] = yre — YRy

donde r, = E[Z;]. Esta ecuacién diferencial la resuelve

pm L (o Dy erretina
K K

que es exactamente ([5.5). Mds atn, gracias al Teorema sabemos que fooo rsds = oo

cuando E[Zp] > 0 y # > 1. Tomando limite, obtenemos lim;_, p; = % en este caso. d

5.6. Prueba de propagacion del caos y persistencia (Teore-
ma [5.3.1))

Asumimos k = 2, y por simplicidad, en esta seccién asumimos 4 = 1y p = 1. Notamos
ft = L(Z;), donde Z; es la tinica solucién para (4.6). Sean N (dt, du) y M(dt, du, dz) medidas
aleatorias de Poisson independientes sobre R%_ y ]R‘j’_ con respectivas medidas de intensidad
dt du y 2dt du f;(dz), ambos independientes de Zj. Consideremos la SDE

dZy = —Zydt — Zy- / 1(u < yZp- )N (dt, du) +/ / 1(u < y2)M(dt, du,dz). (5.16)
0 0 0

Lema 5.6.1. La Ecuacion (5.16) admite una inica solucion fuerte que tiene la misma ley
que la solucion a (4.6)).

Demostracion. puede reducirse a en un sentido fuerte: definimos M como la
medida puntual sobre R con dtomos (¢,ur;/z) por cada dtomo (¢,u,z) de M con z > 0,
donde r; = fooo zfi(dz). Es directo verificar que M (dt, du) es una medida de Poisson aleatoria
con intensidad 2dt du y que es exactamente . La afirmacién entonces se deduce de
esta reduccién y del Teorema [5.2.1] O

Reescribamos ahora la dinamica (4.1) de la siguiente manera: Como el tamano de K es
k = 2, notamos a los procesos de Poisson (Ng) con una notacién més cémoda (Nij)i<i<j<n,
donde cada Nj; tiene medida de intensidad:

g €] ¢ .9)) de (517

y notemos Mj = /\/ﬂ siempre que ¢ > j. Como dijimos antes, observamos que Mj provee la
aleatoriedad para todos los saltos posibles donde son las neuronas ¢ y j las que son excitadas
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t 1 Nay(dt, du, (1,2])

Figura 5.1: Representacion del Proceso de Poisson N3y (dt, du, (1,2]) con N = 8.

simultdneamente en un evento de spike, y la particula responsable de este evento, que es la
reseteada, corresponde a [£] € {1,..., N}\{i,j}. Como fue adelantado en el capitulo Nij
admite una representacién geométrica en R? que resulta ttil para entender las ideas detras
de los argumentos que siguen. En la figura [5.1] realizamos una representacién heuristica en
R? del proceso de Poisson N34(dt,du, (1,2]), que codifica las interacciones donde la neurona
k = 2 se dispard, excitando a las neuronas ¢ = 3 y j = 4. La heuristica consiste en identificar
al proceso de Poisson Nj;(dt, du, (k —1,k]) con un cubo ij =[li—1,q x[j—1,7] x[k—1,k].

Con estos elementos béasicos, para i € {1,..., N} definimos las medidas aleatorias de
Poisson
Ni(dt,du) = > Njp(dt, du, (i —1,1)) (5.18)
k,j#1
]<k7
M (dt, du,d€) = > Nij(dt, du, d€). (5.19)
JFi

Observemos que AN codifica los instantes de spike de la neurona i, y M? codifica los instantes
en que la neurona ¢ es excitada. En las figuras y se encuentran a modo ilustrativo las
representaciones heuristicas de AN® y M* respectivamente, para N = 8. Observar que éstas
no son mas que la unién de los cubos ij correspondientes.

Claramente, la intensidad de N es

2
> dt du = dt du,
o (V-DIV -2)

k.j#i

mientras que la intensidad de M es

2w 1)2(N gyt udE (1€ ¢ {i.31) = 2UELZD ot uae,
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Figura 5.2: Representacion del Proceso de Poisson A® con N = 8.

M (dt, du, dg)

Figura 5.3: Representacion del Proceso de Poisson M* con N = 8
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pues 35;2; 1([€] & {i,j}) = (N — 2)1([€] # 0).
Por lo tanto, (4.1) puede expresarse como
dX; = —-X,dt — X / 1(u < vXZi)./\/'Z(dt,du)
0

. (5.20)
n / / 1(u < th[.ﬂ)Mi(dt,du,df),
0 0

que tiene un aspecto muy similar a . La tnica diferencia es que en el tercer término de
la variable z es una instancia de f; = £(Z;), mientras que en esto es reemplazado
por Xt.g , que elige aleatoriamente una neurona j # i; esto es, Xt.5 es una instancia sorteada
a partir de la medida empirica (aleatoria) X%. Aca, utilizamos las notaciones

1Y : 1
x= L3y 2= Y4
N - N -1+
i=1 j#i

Motivados por esto, para cada i introducimos un mapa medible (t,z,u) — Fj(z,u) de
Ry x RY x (0, N] en R} tal que
E(Fti(Z,U)) = ft

EHF;‘(Z,U)—JUWH = Wi(fe,2") (5.21)

para todo t € R,, para todo z € RY, y para cada variable aleatoria U uniformemente

distribuida en (0, N]\ (i —1,]. Observando que £(z/U1) = z*, vemos que el par (F{(z, U), z[V1)
. . Zois o . o |

constituye un acoplamiento éptimo entre f; = £(Z;) y la medida empirica z' = > j2i 0z

Ver [CE16l, Lema 3] para la prueba de existencia de un mapa asi. Més atin, ese mismo resultado

asegura que dicho mapa satisface

J .
B [ oy, = [ o)) (522

para todo j € {1,..., N}, j # i, para toda funcién medible ¢ : R — R, y para todo vector
intercambiable Y € RY.

Ahora, especificamos nuestro acoplamiento definiendo Z; = (Z}, ..., ng ) como la solucién
para
dzi = —Zidt - Z}. / 1(u < 721 )N (dt, du)
s 0 (5.23)
+/ / 1(u < YF(Ze,€) ) M (dt, du, dg),
o Jo,N]

comenzando en Z§ = X{ (recordar que X{¢,..., X} son copias i.i.d. de Zp). Acd N y M’
son las mismas medidas de Poisson que aparecen en . Gracias al Lema la ecuacién
admite una tnica solucién fuerte, y es un proceso no lineal. Sin embargo, estos procesos
no son independientes porque tienen saltos simultdneos. No obstante, su dependencia se
va disipando a medida que N crece, de acuerdo al siguiente resultado:
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Lema 5.6.2. FEuxiste una constante C' > 0 tal que

- C
E {Wl(ft,zt)} < NI
Lo mismo vale para Zi en lugar de Zq, para todo i € {1,...,N}.

Para demostrar este lema, precisemos algunas notaciones. En primer lugar, dadon € Ny
v € P(R), notamos
en(v) := E[Wi(Y,v)],

donde Y = (Y'!,...,Y") es una coleccién de variables independientes y v-distribuidas.

En segundo lugar, dadas p,v € P(R™), consideraremos la métrica 1-Wasserstein con la
distancia 1 normalizada en R" (ver [2.2)), es decir:

) LN | i i
Wi(u,v) = jnf E anX -Y !1
Y~u i=1

Finalmente, £"(Y) denota la ley de las primeras n coordenadas de un vector aleatorio inter-
cambiable Y de RY.

Prueba del Lema [5.6.4 Notemos m,(v) := [ |2|"v(dz) para cualquier v € P(R). Mediante
aplicacién directa de [CF16L Lemma 7], vale lo siguiente para todon < N y t > 0:

E(Wy(Ze, f1)] < T2 (WA(FE", £(Z0)) + ()
o (WP £ 2) + i) 5:29)

< WA(FE™ L7(2) + enlfi) + C g ()

donde ¢ € N y [ € N son respectivamente el cociente y el resto de dividir por n; y donde
hemos acotado Wi (f2', LY(Zy)) v ei1(f:) por 2mi(fz), L por 1, y I por n.

Basta entonces con encontrar cotas adecuadas para los tres términos. Observemos que:

El Lema [5.6.3] mds abajo afirma que existe una constante C' > 0 tal que
Wi(fE", L(Zy)) < C% paratodon € {2,...,N}

El Lema implica que mq(f;), ma(fi), m3(f) estan uniformemente acotados.

Haciendo uso de [FG15, Teorema 1] con p,d = 1, se tiene la siguiente cota para cualquier
v e PR):
r—1

enlv) = Cml () (2407 ) < C'(r)my/"(v)n 12 (5.25)

para cualquier r > 2.

En particular, usando r = 3 se sigue que &, (f;) < C n~1/2
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Por lo tanto, tomando n = [N?/3]. Es inmediato que n/N ~ N~/ y de igual manera
n~1/2 ~ N=1/3_ En consecuencia, de (5.24) se sigue que
C
N1/3

E[W(Z0. )] < WA(FE" £(Z0) + en(fe) + Opmi(fi) <

y se tiene el resultado para Z;. Para Zj la demostracion es andloga, trabajando con el vector
Z; sin la i—ésima coordenada.

O]

Procedemos ahora a demostrar los lemas y que completan la demostracién del
lema [£.6.21

Lema 5.6.3. Existe una constante C > 0 tal que para todon € {2,.... N}, y t >0,
Wi (f2", L(Zy)) < C%.

Prueba del Lema[5.6.3. Fijamos un entero 2 < n < N. La idea es definir un segundo acopla-
miento V, = (V,1, ..., V") tal que £(V;) = f2™ (es decir, V; es una coleccién independiente
de n procesos no lineales), y luego probar que la ley de este nuevo acoplamiento esté cerca,
en distancia Wasserstein, de £"(Z;).

Para lograr esto, la idea en la construccién de V; es que, siempre que més de un proceso

de (Z},...,Z) experimenta un salto simultdneamente (correspondiente a una interaccién
entre las primeras n neuronas), vamos a excluir parte de esa interaccién en la SDE que define
a V; de manera que s6lo uno de los procesos experimenta un salto y de esta forma asegurar
la independencia. Para compensar los saltos “borrados”, anadiremos otros saltos de fuentes
independientes.
Fijemos una neurona i € {1,...,n}. A partir de la expresién de Z} en , observemos que
su dindmica est4d determinada por los procesos N y M?, que codifican los eventos de firing y
de excitacién de la neurona i, respectivamente. Definiremos V;! a través de una SDE andloga
a la de Z}, utilizando el mismo A%, pero construyendo cuidadosamente un proceso R! para
los eventos de excitacién, de manera de asegurar la independencia entre los procesos de Vy.

Recordemos la expresién de M? en ([5.19):

M (dt, du, d€) =~ Nij(dt, du, dE)

JF#i
= > 1(€ > n)Nj(dt,du, dE) + > 1((€ < n) v (j < n)) Nij(dt, du, d€)
j>n J#i

(5.26)

donde (Mj;)i<; son procesos de Poisson independientes sobre R% x (0,N] y N;; = Nj; si
j < i. Observemos ademas que cada evento donde la neurona i € {1,...,n} es excitada estd
asociado a un proceso Nj; con marca { € (k — 1,k] donde k # i. Por lo tanto, para ase-
gurar la independencia en Vj, debemos reemplazar por fuentes independientes siempre
que 7 < n 6 k < n, condiciébn correspondiente al segundo término en .
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M (dt, du, df)

Figura 5.4: Representacién del proceso de Poisson M* con N = 8, n =4 y i = 4. El “bloque”
verde representa la restriccién de M* que no interactiia con otras neuronas de {1,...,n},
mientras que los “bloques” rojos representan las que si.

Figura 5.5: Representacién del proceso de Poisson M* con N =8, n =5y i = 4. El “bloque”
verde representa la restriccién de M* que no interactiia con otras neuronas de {1,...,n},
mientras que los “bloques” rojos representan las que si.
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Las figuras y ilustran esto (comparar con [5.3).

En consecuencia, definimos:

RI(dt, du,d€) = > 1(¢& > n)Ny;(dt, du, d€) + > 1((€ < n) V (j < n)) Nij(dt, du, d€) (5.27)
j>n j#i

donde (Njy(dt, du,d€)) 41, es una coleccién de copias de Mg independientes. Notar que en
este caso J\~/J;€ (dt,du,d§) y N ki (dt, du, d§) estan definidos como dos procesos independientes,
a diferencia de Nj; y N; que son iguales por definicién. Observar que de esta manera efec-
tivamente no hay proceso que implique saltos simultaneos entre las neuronas. Por ejemplo,
suponiendo n = 5, el evento donde la neurona k = 4 emite un firing y selecciona a las
neuronas ¢ = 2y j = 3 en Z; involucra un dtomo del proceso de Poisson Nas(dt,du, (3,4]),
presente en M2, M3 y N4, En cambio para el proceso V; dicho evento impica atomos en los
los procesos Naz(dt, du, (3,4]), Naa(dt, du, (3,4]) y Nas(dt,du, (3,4]), presentes en R?, R? y
N*? respectivamente.
Notar entonces que R* es un proceso de Poisson con la misma distribucién que M?, y més
aun, N1,...,N" y RL ..., R" son independientes, ya que ningtin bloque de (Njx) <k o de

(Njk)jk se repite.

De esta manera, definimos V§ = Z{ y (V}')¢>0 como

dVj = — Vidt — v;’/ 1(u < W;ﬁ)/\ﬂ(dt, du)

Ry

- /R . /( o 1(u < ’YFti-(Zt-,f)>Ri(dt,du, de) (5.28)

Observemos que la construccién de esta SDE es esencialmente la misma que define a Z;
, incluso con la variable Ff (Z;-, ) utilizada para samplear f;, pero con el proceso R' en
lugar de M°. Por lo tanto V;}, ..., V;® son procesos no lineales, y mas atin, son independientes.
Esta tltima afimacién no es trivial: si bien los procesos de Poisson que definen las SDEs son
efectivamente independientes, la variable F}(Z, &) podria a priori inducir correlaciones. Nos
referimos a [CF16, Lema 6] para una prueba de que éste no es el caso.

Observacion 5.6.1. La construccién de estos acoplamientos con x € {1,..., N} general son
analogos, dejamos las construcciones explicitas disponibles en el apéndice, ver [A]

Verifiquemos ahora que la ley de V; (que es f&™) permanece cerca de £"(Z;). Observemos
que

Wi(JE" LY(Zy) < E

1 & % %
~>o1zi-v |] = BZ} - V)=,
=1

donde hemos usado intercambiabilidad en la Ultima igualdad. Por lo tanto, basta con acotar

ht. Utilizando ((5.23]) y (5.28)), tenemos para 0 < s < ¢:
t
hths:/ hedr + F +E+EZ + EV, (5.29)
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donde F es el término asociado a los firing (es decir, a los 4tomos de N''), E corresponde
a excitaciones conjuntas (primer término de (5.26)), que es el mismo que el primer término
de ), EZ corresponde a las excitaciones exclusivas de Z' (segundo término de ),
y finalmente EV es el término correspondiente a las excitaciones exclusivas de V! (segundo
término de). La mayor parte de los saltos se encuentran en F y E, y la idea es mostrar
que estos términos son no positivos, mientras que los términos EZ y EV son de orden (¢ — 5) -
En consecuencia, de , obtendremos la desigualdad

n
Othy < —hy + CN7 (5.30)

donde C' es una constante que puede cambiar de linea en linea. El resultado quedara entonces
demostrado por el lema de Gronwall.

Procedemos entonces a escribir F, E, EZ y EV explicitamente y mostrar que satisfacen
las cotas correspondientes. Sea A, := |Z! — V.}| — |ZL — V,!|. Entonces:

= De (5.26) vy (5.27)), se implica inmediatamente que

t 00
F:E/ / A, N (dr, du).
s 0

Y con un argumento anédlogo al de (5.13)), se puede ver facilmente que

t
F = —ny/ (z} —vhHZir <o.

» También a partir de (5.26) y (5.27)), se deduce que
E = ZE// / Ay Nij(dr, du, d€).
>n

Como dijimos, este término codifica los saltos conjuntos, y por lo tanto deberiamos
tener E = 0. En efecto, como la misma indicadora 1(u < vF}(Z,-,&)) aparece tanto en
como en , vemos que en este caso Z' y V! reciben el impulso excitatorio de
manera conjunta o bien no reciben impulso. Por lo tanto A, = 0 en esta integral, y en
consecuencia E = 0.

= De nuevo, a partir de (5.26)) y (5.27)), deducimos que
/ | / ACL((G < n) V(€ < n) Noj(dr. du, d€)
J#1

En este caso, dado que s6lo Z! recibe el impulso excitatorio, tenemos:
A =1(u<VFHZr, ) [|ZF +1- V| - |2} = VY]
<1(u < yF!(Zr6)).

Recordemos que la intensidad de Ny;(dr, du, d§) es W(ZT du d€, ver (5.17)). Por

lo tanto, tenemos que:

. SV e < o2 1E € {15
B SJ;E//O PN OUG < )V (€ < ) S e dr.
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Ahora, reescribiendo la indicadora 1((j <n)V (£ <n)) como la suma de
1 <n,{>n), 1(j >n, & <n)y 1(j <n,& <n), obtenemos tres términos, que llama-
mos respectivamente EY, EJ and EZ. Por ejemplo, EZ est4 dada por

EZ = (N—lQ)ZN—Q Z Z / F1 (Z., €)dE dr.

J=2k=n+1

Pero gracias a (5.22), tenemos que Efkkil FNZ,,€)d¢ = mi(f.) , que estd acotado
uniformemente en el tiempo gracias al Lema més abajo. Observando que hay
(n —1)(IN — n) términos en la doble sumatoria, obtenemos que:

22}&”_11))(55_27;) / ma(f)dr < 2C(t ~ 5)

Ef =

Con el mismo argumento se prueba que EZ y Eg satisfacen la misma cota. Por lo tanto,
EZ < £C(t — s), como se habia afirmado.

= Para probar la cota para EV, podemos repetir el argumento anterior, donde ahora V!
es quien recibe los impulsos excitatorios en lugar de Z', y con el proceso de Poisson J\TU
en lugar de Ni;. De esta manera obtenemos también la cota EV < ZCO(t — s).

Estas cotas implican la desigualdad (5.30]), lo cual concluye la prueba. O

Lema 5.6.4. Notemos m,(fi) = [2"fi(dz) = EZ] para f; = L(Z;). Fijamos un entero
1 <r <3. 8im(fo) < oo, entonces supy>om.(fi) < oc.

Demostracion. Observemos que E((Zt +p)— Zf) = Z;[l) (Z)p’"_qEZf. La férmula de Dynkin
aplicada a (|4.6|) implica que

r—1
%mr(ft) = —prmy(fe) — yme1(fr) + ryma(fi) Y <2> p"Imq(fr). (5.31)

q=0

Para r = 1, (5.31) resulta en %ml(ft) = (kpy — w)ma(fr) — yma(fi). Consecuentemente,
ma(fr) < mq(fi)? implica que

%ml(ft) < (kpy — wyma(fi) = yma(fi)*.

Esta desigualdad muestra que %ml(ft) < 0 siempre que m1(f;) > kp — /7. Por lo tanto,

e = supmi(fi) < mix{mi(fo), 5p— p/7}.

t>0
Ahora, (5.31]) para r = 2 implica que
d
Zma(f) = —2uma(f) = yma(f) + wyma(f) (07 + 2pmi (1))

< —2ums(fy) + my(er + p)’,
que muestra que £ma(f;) < 0 siempre que ma(t) > (2u) Lry(c1 + p)3. Entonces,

ez = supmy(fy) < mix{ma(fo), (2p) " wy(er + p)*).
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Anélogamente, ((5.31]) para r = 3 implica que

Coms(f) = —3pms(F0) — yma(f) + wyma () (5 + 307 () + Bpma(£)

< =3umg(fi) + ry(er Ve + p)*.
El mismo argumento utilizado para r = 2 ahora muestra que

c3 = ig}gmg(ft) < max{ms(fo), (3p) Ley(c1 Vo + p)t}. O

Prueba del Teorema[5.3.1. Como % Zfil 5(Z§7Xti) constituye un acoplamiento entre Z; y X,
vemos que

_ _ _ _ 1 N 4
Wh(fe, Xe) < Walfe, Ze) + Wi(Ze, Xy) < Wl(ftazt)+NZ|ZZ_XZ|7
i=1

por lo que, por intercambiabilidad, vemos que
E [Wl(ftaxt)] <E [Wl(fta Zt)] + i,

donde h¢ := E [|Z} — X}|]. Por el Lema basta con estimar h;.
A partir de (5.20) y (5.23]) vemos que

N
d
Othy < —hy —AE {(Zt1 - th)ﬂ + 27E/ ‘F}(Zt,g) — Xtm’ Nigl
1 _

Simplemente descartamos el segundo término, mientras que en el tercer término sumamos y
restamos Ztm. Usando ([5.21)) e intercambiabilidad de las coordenadas, obtenemos

_ 1 N .
Othy < —hi +29E [Wl(ftv Z%):| + 27E [N—l 12 - Xﬂ]
i=2
C
< (96 — 1)ht + W,

gracias al Lema [5.6.2] Por lo tanto, usando el lema de Gronwall se obtiene el resultado. [

5.6.1. Persistencia (Teorema [5.4.1))

Nuevamente, recordamos la suposicion £ = 2. También asumimos p = p = 1.

Prueba del teorema[5.4.1. Primero tratamos el caso § > 1, que implica 6, > 1. Llamamos
€:= %inftzo E[Z;]; gracias al Teorema sabemos que € > 0. Entonces, para todo ¢ > 0,
tenemos

Cre(Gc—l)t

2¢ < E[Zy] = Wi(ft,60) < E[Wi(fr, Xy)] + E[W1(Xy, 6p)] < —NIB

+]E[Xt1]7

donde en el ultimo paso usamos el Teorema [5.3.1] e intercambiabilidad. Claramente,
Celle—DIN=1/3 < ¢ siy sélo si t < &+ clogN para ¢ = 1/[3(6. —1)] > 0y é =
[1/(6. — 1)]log(e/C) € R, de donde se deduce el resultado.
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Ahora, trabajamos el caso § < 1. La convergencia en la métrica w(-,-) es exactamente
, por lo tanto no hay nada que probar. En el caso 2v =6, < 1, de es facil mostrar
que

d

N
X = B B+ 7 3B < (1 0B

donde en el ltimo paso, simplemente hemos descartado el término —yE[(X})?] < 0, y hemos
usado intercambiabilidad. El resultado entonces se sigue del lema de Gronwall. O
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Capitulo 6

Simulaciones

En esta seccién desarrollamos algunas simulaciones que reflejan los resultados obtenidos
en la seccién anterior, asi como también aportan intuicién para conjeturar otras propiedades
del sistema.

En todas las simulaciones, salvo que se indique otra cosa, se realizaron experimentos para
una poblacion de N = 1000 neuronas, y con parametros de firing, decaimiento y magnitud
de impulso y =p=p=1.

En el teorema[5.1.1] vimos que, independientemente del estado inicial o de los pardmetros,
el proceso X; converge casi seguramente a 0. Sin embargo, en este mismo resultado vemos
cémo el pardametro de reproduccion 6 (ver ) resulta critico en la velocidad de convergencia
al nico estado absorbente (el trivial), dependiendo de si es mayor o menor a 1. Més atn, en los
subsiguientes resultados este mismo parametro cobra relevancia fundamental: en el teorema
establece una transicion de fase que determina si el proceso limite (Z;);>0 converge a
cero o bien pemanece (posiblemente bajo una ley estacionaria), mientras que el teorema m
es definitorio en el fenémeno de persistencia de una neurona tipica del sistema finito; ambos
bajo la misma condicién que en Por lo tanto, el parametro # tendré un rol central en la
construcciéon de las simulaciones.

6.1. El tiempo de extincién

Como dijimos en los parrafos previos, el teorema [5.1.1] indica que para una poblacién
finita de neuronas, el proceso indefectiblemente converge a 0. Por lo tanto, tiene sentido de
hablar de un tiempo de extincion del sistema. Para definirlo de manera formal, observar que
casi seguramente, existen finitos interacciones para el sistema (ver demostracién del teorema
, y por lo tanto podemos definir Text como el supremo (maximo) de los tiempos de
interaccion, es decir (con la notacién de :

Text 1= sup {Tk c T < oo} (6.1)
keNg

Notar que éste no es un tiempo de parada.
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6.1.1. Evoluciéon exponencial del tiempo de extincion:

En las siguientes simulaciones se plasma la evolucién del tiempo de extincién promedio
en funcién de 6, para k =2y v = v(0):

ext
[
=
=
=

|

I I I I I I
0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10

Figura 6.1: Tiempo de extincién promedio en funcién de 6

El crecimiento exponencial del tiempo de extincién para valores de # mayores a 1 es acorde
a lo esperado a partir del teorema correspondiente al proceso limite (Z;):>0 para estos
valores de 0. Notar que el grafico estd presentado en escala logaritmica en el eje de ordenadas,
por lo que se puede deducir que el tiempo de extincién explota rapidamente tras cruzar el
umbral de criticalidad de 6.

6.1.2. Distribucién del tiempo de extincién:

Para distintos valores de 8 y Kk = 2 con N = 500 neuronas, realizamos ademés simulaciones
para analizar la distribucién del tiempo de extincién, correspondientes a las figuras [6.2] a [6.8]
donde presentamos histogramas de frecuencia del tiempo de extincién para los distintos valores
de 6.

Como puede apreciarse en los casos subcriticos (figuras y con # =0,6 y60=0,8
respectivamente), el tiempo de extincién se mantiene acotado. Luego, las figuras a ,
correspondientes a los valores “criticos” 8 = 0,99, 8 = 1,01 y 8 = 1,03, ilustran cémo el
tiempo de extincién va creciendo conforme la constante de reproduccion aumenta y se vuelve
supercritico. Finalmente, las figuras y (correspondientes a los valores supercriticos
6 =1,05y 0 = 1,1 respectivamente), muestran valores del tiempo de extincién mucho mayor,
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010 015

0,05
I

0,00
I

Tiempo de extincion

Figura 6.2: Distribucién estimada del tiempo de extincién para 8 = 0,6. El tiempo promedio
estimado es de 11,2

0,08
i
e |
21
—
=

0,04
I

0,00
I

10 20 30 40 50

Tiempo de extincion

Figura 6.3: Distribucién estimada del tiempo de extincién para 8 = 0, 8. El tiempo promedio
estimado es de 18,9
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I

I [ [ |
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Figura 6.4: Distribucién estimada del tiempo de extincién para 8 = 0,99. El tiempo promedio
estimado es de 59,7

] —

= — Z\i

z 1 b

. _

g' _| [ | [ |
0 100 200 300 400

Tiempo de extincion

Figura 6.5: Distribucién estimada del tiempo de extincién para 8 = 1,01. El tiempo promedio
estimado es de 82,8
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= _
1 I
= ii
g’ - [ [ [ [ |
0 200 400 600 800

Tiempo de extincion

Figura 6.6: Distribucién estimada del tiempo de extincién para 8 = 1,03. El tiempo promedio
estimado es de 142, 2
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Figura 6.7: Distribucion estimada del tiempo de extinciéon para # = 1,05. El tiempo promedio
estimado es de 330, 2
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Figura 6.8: Distribucién estimada del tiempo de extincién para 6 = 1, 1. El tiempo promedio
estimado es de 56896, 6

que ademaés sugieren un fenémeno de persistencia acorde al teoremal[5.4.1] y méas atin, sugieren
una escala superior a la de orden log(N) obtenida en dicho teorema.

6.2. Comportamiento de la media empirica:

Aqui simulamos la trayectoria de la media empirica. Se puede observar (figura que
cuando 6 < 1, la actividad se extingue, mientras que en las figuras a donde 6 > 1,
la actividad neuronal persiste, de acuerdo a lo esperado segiin los teoremas y Pero
mas ain, de estos tltimos graficos también se puede intuir un fenémeno de metaestabilidad en
torno de cierto valor para cada 6 fijo, lo que podria sugerir la existencia de una distribucién
cuasiestacionaria, que capturaria este fenémeno de estabilidad que se observa, teniendo en
cuenta que eventualmente la actividad se extingue. Al respecto, cabe mencionar que estamos
en vias de probar tedricamente la existencia de cuasiestacionariedad, aunque atin no hemos
llegado a dicho resultado.

6.3. Actividad de una particula marcada:

Finalmente, En las figuras [6.13] a [6.15] simulamos el valor medio una particula marcada
en una poblacién de neuronas con 6 > 1|I| a tiempo log(N). Observamos que los resultados

1La eleccién de los 6 en esta seccién estd realizada para coincidir con los valores de 6 correspondientes a la
simulacién de la media empirica de la seccién anterior.
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Figura 6.9: Evolucién temporal de la media empirica para N = 1000,k = 2 y 6 ~ 0,9
(estableciendo v = 0,6) .

muestran actividad neuronal en el tiempo observado, con un potencial que coincide con el valor
en el que se estabiliza la media empirica para ese 6. Esto reafirma nuevamente el teorema[5.4.1]
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Figura 6.10: Evolucién temporal de la media empirica para N = 1000,x =3y 8 ~ 1,89. La
media empirica se estabiliza en torno a 1,02
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Figura 6.11: Evoluciéon temporal de la media empirica para N = 1000,x =2y 6 ~ 1,26. La
media empirica se estabiliza en torno a 0,33
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1.0
0.8
0.6

Potencial de membrana

I I I I I
0 100 200 300 400

Tiempo

Figura 6.12: Evolucién temporal de la media empirica para N = 1000,k = 2y 6§ ~ 1,11
(estableciendo v = 0, 8). La media empirica se estabiliza en torno a 0,15
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Figura 6.13: Histograma del potencial de una particula “tipica” a tiempo log(IN) para § = 1,89.
El valor medio es ~ 1,03
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Figura 6.14: Histograma del potencial de una particula “tipica” a tiempo log(N) para § = 1, 26.
El valor medio es ~ 0,34
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Figura 6.15: Histograma del potencial de una particula “tipica” a tiempo log(N) para 6 ~ 1,11
(estableciendo v = 0, 8). El valor medio es ~ 0, 18
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo hemos presentado un modelo estocédstico para una red neuronal que tiene
caracteristicas distintivas y que resulta relevante tanto para la investigacién bioldgica como
para la investigacién matematica, como argumentamos en Demostramos la convergencia
del sistema finito a un proceso no lineal, para el que mostramos una transicion de fase que
luego se traduce en un fenémeno de persistencia para la poblaciéon finita. Varias lineas de
investigacién pueden derivarse de estos resultados. En los siguientes parrafos, enumeramos
algunas de ellas.

Algunas generalizaciones y resultados naturales:

En primer lugar, como fue observado creemos fuertemente que el proceso no lineal
Zy tiene un tnico limite no trivial Z en el caso 6 > 1. Esta conjetura estd apoyada por las
simulaciones numéricas de la red finita para IV relativamente grande, como puede apreciarse
en el capitulo anterior [6} la medida empirica del proceso pareceria estabilizarse cuando el
proceso corre por un tiempo largo (incluso considerando el hecho de que el Teorema im-
plica que X; eventualmente decaerd, ver Observaciéon . Es posible que esta distribucién
no trivial pueda ser dilucidada mediante un procedimiento de punto fijo. Serfa muy deseable
tener una prueba rigurosa de este fendmeno y esto resulta una linea de trabajo interesante
para trabajo futuro.

En relacién a este fenémeno, pareceria natural investigar la emergencia de distribuciones
cuasi-estacionarias, que capturan precisamente fenémenos de metaestabilidad en procesos que
se extinguen casi seguramente. Hemos comenzado a trabajar en esta linea, con la esperanza
de obtener resultados relevantes al respecto.

Tal como se observé (5.4.1])

no es 6ptima. Por lo tanto, también resultaria interesante explorar métodos alternativos

, la estimacién de orden log(NN) en el teorema de persistencia

para obtener una estimacién més fina de la cota para el resultado de persistencia, ya que
tanto la intuicién como las simulaciones indicarian que una cota inferior 6ptima para el
tiempo de actividad del sistema es de orden mayor al obtenido. Sin embargo, no parece que
tal resultado pueda obtenerse de manera directa a partir de los resultados aqui expuestos, y
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por lo tanto, deben considerarse estrategias distintas a las presentadas.

Es pertinente mencionar también que una extensién natural seria considerar como mag-
nitudes aleatorias tanto el alcance local k asi como la magnitud del impulso excitatorio p.
Creemos que un modelo con estas caracteristicas deberia derivar en esencialmente los mismos
resultados (reemplazando x y p con E[k] y E[p], respectivamente) para x y p en condiciones
suficientemente “buenas”, ver Observacién [5.3.1

Un modelo generalizado sobre un grafo aleatorio:

Finalmente, una generalizacién importante seria la introduccién de una estructura espacial
en el modelo, lo cual se traduce esencialmente en establecer una estructura dindmica de grafo
aleatorio subyacente, representando la interconexién entre las neuronas de la poblacion.

El cardcter dindmico de la estructura de grafo representaria asi la escala de tiempo a la
que la poblacién neuronal ve modificadas sus interconexiones. Este es un fenémeno biolégico
real, pero que sucede a escala de tiempos significativamente menores que la escala de tiempo
correspondiente a las interacciones aqui estudiadas.

Esta es por lo tanto una generalizacién que anadiria verosimilitud al modelo acéd presen-
tado (que representa una primera aproximacién a este fendmeno), aunque resulta bastante
mas compleja de manipular matematicamente. En este contexto, en el otro extremo del
espectro se encontraria la consideracién de un grafo aleatorio fijado, es decir, uno donde las
conexiones sinapticas no se ven modificadas una vez establecidas. Este caso seria también
de gran interés como una buena aproximacién al fenémeno real, y en particular, seria muy
interesante obtener resultados analogos a los de este trabajo y observar si los parametros
criticos cambian de manera significativa o qué paralelismos podrian trazarse. Podria ser muy
informativo para poder establecer conjeturas sobre lo que se espera del caso “intermedio”, es
decir, con un grafo aleatorio dindmico pero “lento”.

En este sentido, las técnicas y los resultados en los trabajos [LRW19] y [ORS20] podrian
ser un buen punto de partida que permita obtener un sistema de ecuaciones diferenciales aso-
ciadas a un arbol de Galton-Watson, en lugar de un resultado de campo medio como en este
trabajo. Para ello, seria necesario encuadrar el modelo dentro del contexto de convergencia
débil local para grafos aleatorios sparse (es decir, de grado finito, al menos en esperan-
za), que es una modalidad de convergencia natural para este tipo de grafos, ver [LRW19,
Seccién 2.2]. La estructura espacial en este marco cobra suma importancia a la hora de ob-
tener resultados asintéticos, que ya no tienen que ver con el fenémeno de propagacion del caos.

En este caso, también seria de gran relevancia obtener resultados de persistencia y poder
compararlos con los obtenidos en esta tesis.
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Apéndice A

Construccion de los acoplamientos
para ~ general:

Fijamos nuevamente un entero 2 < n < N. El procedimiento para la construccién de Z;
serd idéntico, mientras que la construcciéon de V; serd ligeramente distinta pero aniloga a la
desarrollada en Aqui K siempre notara un subconjunto de {1,..., N} de x elementos
(al conjunto de todos los subconjuntos K lo notamos K) y dado i € K notamos K* := K \ 1.
Notamos también m(K?) al minimo del conjunto K*. De manera andloga a y (5.19),
dado i € {1,..., N}, definimos

Ni(dt,du) = > Ni(dt,du, (i — 1,i]) (A1)
K:K#%i

M (dt, du,d€) = Y Ng(dt,du, dE). (A.2)
K:K>i

Observar que en este caso obtenemos la misma expresion ((5.20) para la ecuacién (4.1) que
define a X}. Por lo tanto, en este caso la definicién de nuestro acoplamiento Z; = (Z},..., Z}N)
se define de manera idéntica a (5.23) como la solucién para

dzi = —ZLdt — 7} / 1(u§7Zti.)Ni(dt, du)
0
o ‘ ' (A.3)
T / / 1(u < 1 F{(Ze ) ) M (dt, du, de).
0o J(O,N]

i _ i
con Zj = X{.

Ahora especificamos la construccién de V;. Con exactamente los mismos argumentos que
en fijada i € {1,..., N} construimos V; mediante una SDE analoga, dirigida por el
proceso de poisson N de (A.1]) y por un proceso R’ cuidadosamente elegido a partir de M?*

de (A.2). Al igual que en (5.26)), y notando N = Nk (dt, du, d€) escribimos
Mi(dt dudg) = > 1E>n) N+ 3 1((€ <n) v (m(KY) < n) ) Nic (A.4)
K>i K>i
m(K*)>n
Observar que la condicién m(K*) < n representa que alguna neurona j € K' (o sea, aparte

de i) se encuentra entre las primeras n neuronas, evento que implica los saltos simultdneos que
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queremos desacoplar. Para lograr esto vamos a definir una coleccién de copias independientes
que reemplacen a los procesos de Poisson del segundo término, de manera analoga a los
procesos (/(/}k(dt,du, d€))zk de . Sea entonces Ky C {1,..., N} un subconjunto fijo
de k elementos, y definimos una coleccion (/\N/(J Ki ))K ek jek independiente de copias de N .
Consecuentemente, definimos R* = R*(dt, du, d§) como

Ri= Y 1E>n)Ng+ > 1((5 <n)V (m(K") < n)) N ki (A.5)
K>i K>t
m(K*)>n

Se puede ver con idénticos razonamientos a los expuestos en por qué esta definicién im-
plica que R’ es un proceso de Poisson con la misma distribuciéon que M?, y que N1, ... A"
y RY,...,R™ son independientes, ya que ningin “bloque” perteneciente a (Ny)xex 0 a
(/(/(j,KJ'))KeKJGK se repite y por lo tanto no hay saltos simultaneos. Por ejemplo, sin =5y
Kk = 3, sea el evento donde la neurona 1 emite un firing y excita a las neuronas 2,3 y 4. En-
tonces definiendo K := {1,2,3,4}, el evento implica para Z; un dtomo en N1 (dt, du, (0,1]),
presente en M2, M3, M?* y N!; mientras que para el proceso V; dicho evento impica
atomos en los procesos ./\~/'(27K2)(dt,du, (0,1]), M3’K3)(dt,du, (0,1]), j\~/’(47K4)(dt, du, (0,1]) y
Ny (dt, du, (0,1]), presentes en R?, R R* y N'! respectivamente.

Finalmente (V;);>¢ queda definida por V§ = Z{ vy

Ry

+ /R+ /(O,N]) 1(“ < ’YFti-(Zt-,f))Ri(dt, du, d§) (A.6)

que es la misma definicion que en ([5.28]), con los procesos de Poisson respectivos.
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