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Tres contribuciones matematicas a economia y
finanzas

Resumen

En esta tesis se presentan tres trabajos, en los que se desarrollaron herramientas
matematicas para aplicarlas al estudio de modelos financieros y macroeconémicos.

En el primer trabajo, se presenta una variante del famoso modelo binomial de
precios de activos. Esta variante incorpora una cota para las ventas cortas. Se de-
muestra una férmula para todos los momentos de los retornos logaritmicos y se
deriva una férmula para el caso con infinitos inversores. También se muestra como
calcular pardmetros para aproximar momentos dados.

En el segundo trabajo, se estudian modelos de mercados finitos bajo la teoria del
arbitraje. En base a una interpretacion geométrica, se dan condiciones necesarias
y suficientes para que un mercado sea libre de arbitraje y completo. También se
presenta un algoritmo para completar mercados libres de arbitraje de todas las
maneras posibles. Se aplican estos resultados al estudio de una versién a tiempo
discreto del modelo Korn-Kreer-Lenssen.

El tercer trabajo fue producido en colaboracién con un grupo de investigacion
del SEDLab del Departamento de Computacién. Se desarrollé un modelo macro-
econdémico de la economia Argentina. Se corrieron simulaciones del modelo y se
analiz6 su comportamiento, integrando herramientas numéricas y analiticas. La de-
rivacion de las ecuaciones del modelo también debe ser destacada, ya que se logré
bajo un innovador marco metodoldgico que garantiza caracteristicas realistas del
modelo y argumentacion rigurosa.

Palabras claves: sin ventas cortas, desviaciones de la normalidad, momentos bi-
nomiales, multinomial, viabilidad, completitud, mercado limite, economia argentina,

modelo de Goodwin, SFC



Three mathematical contributions to economics
and finance

Abstract

In this thesis three works are presented, in which mathematical tools were deve-
loped in order to apply them to the study of financial and macroeconomic models.

In the first work, a variation of the well-known binomial model of asset prices
is presented. This variation incorporates a bound to short-selling. A formula for all
the moments of the logarithmic returns is proven and a formula for the case with
infinitely many investors is derived. It is also shown, how to compute parameters in
order to approximate given moments.

In the second work, finite market models were studied under arbitrage pricing
theory. Based on a geometric interpretation, necessary and sufficient conditions for
a market to be arbitrage-free and complete were given. An algorithm for completing
arbitrage-free markets in every possible way is also presented. These results are
applied to the study of a discrete-time version of the Korn-Kreer-Lenssen model.

The third work was produced in collaboration with a research group of the SED-
Lab from the Department of Computer Sciences. A macroeconomic model of the
Argentinian economy was developed. Simulations of the model were run and its
behavior was analyzed, integrating numerical and analytical tools. The derivation
of the model equations must also be highlighted, as it was achieved under an inno-
vative methodological framework that guarantees realistic features of the model and
rigorous argumentation.

Keywords: no shorting, normality deviations, binomial moments, multinomial,
viability, completeness, limit market, Argentinian economy, Goodwin model, SFC
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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis presenta tres trabajos, en los que se utilizan herramientas matemati-
cas para desarrollar y estudiar modelos financieros y macroeconémicos. El primer
trabajo consiste en una alternativa sin ventas cortas (es decir, que los inversores no
pueden pedir prestadas acciones para venderlas) al modelo binomial de precios de
activos. El segundo trabajo es otra generalizacién del modelo binomial, pero gran
parte de los desarrollos tedricos aplican a todos los mercados discretos. El tercer tra-
bajo es un modelo macroeconémico de la Argentina, desarrollado en colaboraciéon
con un grupo de investigacién del SEDLab del Departamento de Computacion; como
matematico del grupo, me encargué de la fundamentacion rigurosa de las ecuaciones
del modelo y el analisis matemaético del mismo.

Si bien es cierto que los temas abordados son diversos, todos estos trabajos son
distintas manifestaciones de una misma metodologia. En la discusiéon que sigue,
cuando hable de “economia”, estoy incluyendo implicitamente el area de finanzas.

La matematica constituye, desde hace décadas, una herramienta indispensable
para el estudio riguroso de la economia. Los modelos econémicos han encontrado
en el lenguaje matemédtico una forma precisa de articular hipétesis, derivar conse-
cuencias y contrastar predicciones con datos reales. Sin embargo, los economistas
enfrentan siempre una dificil tarea: producir modelos que sean permeables al uso de
herramientas matematicas, pero que mantengan suficientes rasgos de la realidad.

Una corriente contemporanea de economistas, la corriente SFC (por Stock-Flow
Consistent), ha puesto énfasis en un aspecto de la realidad, que muchos modelos
macroeconomicos no preservan. En toda transferencia de dinero, el dinero va de un
agente a otro: no hay dinero que se acredite en la cuenta de un agente sin que se
debite de la cuenta de otro. Este es un principio que constituye la base fundamental
de la teoria contable. Los economistas de la corriente SFC, argumentan que todos
los modelos macroeconémicos debieran cumplir ese principio contable, porque no
cumplir ese principio suele llevar a contradicciones.

Inspirada en esta corriente, la metodologia aqui empleada plantea otros principios
que yo creo que todo modelo deberia cumplir, y propone un procedimiento para
producir modelos que los cumplan. El procedimiento consiste en partir de una posible
explicacién de un fenémeno a partir de ciertos rasgos observables, y hacerla pasar a
través de dos filtros:

= Disposicion secuencial de los eventos. Muchas explicaciones tienden a
enumerar diversos eventos sin disponerlos en una secuencia. Esto suele ocultar
que la explicacion encierra contradicciones causales como, por ejemplo, un
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efecto que antecede a una causa.

= Conservacién de cantidades fisicas. A menos que se explicite la forma
en la que una sustancia se crea o se destruye, se asume que esta permanece
constante. Esto generaliza la exigencia de la corriente SFC: no sélo el dinero
debe respetar una ley de conservacién, también cosas como la maquinaria o
los bienes de consumo. Ademads, este principio evita, por ejemplo, que stocks
de dinero se transformen espontaneamente en maquinarias.

De esta manera, se pretende mantener rasgos reales, al mismo tiempo que se consigue
una explicacién mas clara y rigurosa. Los trabajos aqui presentados son ejemplos en
los que fue posible analizar los modelos asi conseguidos mediante herramientas ma-
tematicas, que permitieron completar los huecos en las explicaciones, consiguiéndose
asi explicaciones rigurosas y realistas.

Adicionalmente, las explicaciones presentadas en este trabajo son en algun sen-
tido reduccionistas, puesto que pretenden explicar un todo a partir de sus partes.
A mi juicio, esto no refleja ninguna necesidad metodolégica, y es simplemente el
producto de gustos personales.

Presento a continuacién un breve resumen de los capitulos de la tesis, destacando
coOmo se expresan las cuestiones metodoldgicas recién senaladas.

1.1. Preliminares

El capitulo 2 presenta los preliminares matematicos y econémicos necesarios para
los capitulos siguientes, cubriendo resultados de combinatoria, teoria de la proba-
bilidad, mercados financieros, analisis convexo y macroeconomia. Para la seleccién
de temas a cubrir, asumi que el lector estarad familiarizado con los contenidos de
la Licenciatura en Ciencias Matematicas con orientacién pura. Si no lo esta, puede
consultar la siguiente bibliografia:

» Las publicaciones de grado del departamento de matemética: https://web.
dm.uba.ar/index.php/component/content/article/713-publicaciones
-cursos—grado

» Las notas de Probabilidad y Estadistica del profesor Pablo Ferrari: https:
//mate.dm.uba.ar/%7Epferrari/clases/TeoricasProbaM2016-Pablo.pdf

= Las notas de Anadlisis Real del profesor Pablo De Népoli: https://mate.dm.
uba.ar/~pdenapo/apuntes-analisis-real/notas_de_real.pdf

Traté de ser consistente con la terminologia y notacién de estas publicaciones, por
considerarlas representativas de la experiencia previa que espero de mis lectores.

Ademas, los textos citados a lo largo del capitulo de preliminares también pueden
servir como lectura alternativa a las publicaciones del departamento, para el lector
que asi lo prefiera.


https://web.dm.uba.ar/index.php/component/content/article/713-publicaciones-cursos-grado
https://web.dm.uba.ar/index.php/component/content/article/713-publicaciones-cursos-grado
https://web.dm.uba.ar/index.php/component/content/article/713-publicaciones-cursos-grado
https://mate.dm.uba.ar/%7Epferrari/clases/TeoricasProbaM2016-Pablo.pdf
https://mate.dm.uba.ar/%7Epferrari/clases/TeoricasProbaM2016-Pablo.pdf
https://mate.dm.uba.ar/~pdenapo/apuntes-analisis-real/notas_de_real.pdf
https://mate.dm.uba.ar/~pdenapo/apuntes-analisis-real/notas_de_real.pdf

1.2. Toros vs. osos: un modelo trinomial de un
activo financiero

El capitulo[3|presenta el modelo toros vs. 0sos, un modelo financiero alternativo al
clasico modelo binomial, que incorpora una restriccién sobre las ventas en corto. Esta
modificacién tiene consecuencias sobre la distribucién de los retornos logaritmicos,
permitiendo el modelado de desviaciones de la normalidad ausentes en los modelos
candnicos pero presentes en la realidad.

Se trata de un modelo de precio de una accién a tiempo discreto, en el que en
cada instante de tiempo se selecciona un inversor que compra (en cuyo caso es un
toro) o vende (en cuyo caso es un 0so) la accién a un hacedor de mercado. El hacedor
de mercado se encarga de subir (bajar) el precio de la accién si el ultimo inversor
compr6 (vendié). Se puede observar inmediatamente que los eventos se disponen en
forma secuencial. Por otro lado, la conservacién de cantidades fisicas se manifiesta
en que los inversores pueden quedarse sin acciones o dinero.

A lo largo del capitulo se estudia la distribucion del retorno logaritmico a largo
plazo, desarrollandose entre otras cosas una féormula de sus momentos y un procedi-
miento para ajustar sus parametros segin datos empiricos. El capitulo termina con
una generalizacién del modelo que permite incluir una cantidad arbitraria de grupos
de inversores, que pueden afectar el precio en menor o mayor medida.

Este trabajo fue enviado a publicar, y la versiéon preliminar puede encontrarse
en https://arxiv.org/abs/2505.18723

1.3. Viabilidad y completitud del mercado para
modelos multinomiales

El capitulo [4| se embarca en el estudio de una generalizacion del modelo binomial
de los mercados financieros: los modelos multinomiales. E1 modelo binomial es un
modelo a tiempo discreto del precio de una accién, en el que en cada instante de
tiempo el futuro se bifurca: o bien el precio de la acciéon sube al multiplicarse por
un factor u > 1, o bien el precio de la acciéon baja al multiplicarse por un factor
d < 1. En el modelo multinomial, en cada instante de tiempo el futuro se ramifica
en b posibilidades: se tienen coeficientes 0 < f; < ... < fp, y el precio puede
multiplicarse por cualquiera de estos factores f;. Claramente los eventos (cambios
de precios) se disponen secuencialmente.

En matematica financiera hay dos caracteristicas principales de los mercados que
suelen ser de interés: que sean viables y que sean completos. Ademads, como puede
leerse en el capitulo de preliminares, los mercados discretos pueden descomponerse
en mercados de un solo periodo. En el capitulo 4| se estudian estas propiedades para
modelos multinomiales, en base a las mismas propiedades de los mercados de un
solo periodo que los componen.

En general, los mercados discretos viables pueden completarse agregando activos.
Las formas en las que pueden completarse estéan relacionadas con el conjunto de sus
medidas de martingala equivalentes. El estudio de este conjunto en modelos de un
solo periodo arrojé una novedosa caracterizaciéon geométrica del conjunto en base
a finitos generadores. Se obtuvo un algoritmo para hallar dichos generadores, que
puede ser aplicado a otros problemas de geometria convexa.


https://arxiv.org/abs/2505.18723

Ademas, se utilizan estos resultados para estudiar una version discreta del modelo
Korn-Kreer-Lenssen, originalmente continuo. El modelo continuo puede pensarse
como el limite de versiones discretas. Sin embargo, el capitulo concluye con un
ejemplo de las limitaciones de este enfoque.

Este trabajo fue enviado a publicar, y la versién preliminar puede encontrarse
en https://arxiv.org/abs/2508.13966

1.4. TED&POP: Un modelo de la economia ar-
gentina

El capitulo 5| se aleja del mundo financiero para adentrarse en la macroeco-
nomia: en colaboracién con economistas y cientificos de la computaciéon del SED-
Lab de la UBA, se desarrollé TED&POP, un modelo macroeconémico de la eco-
nomia argentina basado en un marco metodoldgico original. Ese trabajo fue aceptado
para presentarse en el 2do. Simposio Argentino de Modelado y Simulacion. Tam-
bién fue enviado a publicar, y la versién preliminar puede encontrarse en https:
//papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=6486721

El marco metodolégico que desarrollé, consiste en plantear el modelo a través de
una serie de pasos:

1. Definicion de actores y activos.
2. Planteo del modelo discreto.

a) Definicién de stocks: qué actor los controla y de qué activos estdn com-
puestos.

b) Secuencia grosera de eventos, tablas contables (que garantizan la conser-
vacién de cantidades fisicas) y ecuaciones contables.

c¢) Secuencia fina de eventos y ecuaciones de comportamiento.
3. Deduccién del modelo continuo y tabla del modelo.

Un ejemplo simple de esta metodologia puede hallarse en el capitulo de preliminares.

Plantear inicialmente una version discreta permite la disposicion secuencial de
los eventos, ademas de hacer mas rigurosa la deduccion de las ecuaciones del mo-
delo continuo. La tabla del modelo es un formato de presentacion de las variables,
parametros y ecuaciones del modelo que permite chequear inmediatamente que haya
tantas ecuaciones como variables, y que haya homogeneidad dimensional.

Después de plantear el modelo, procedo a analizarlo. Primeramente se obtienen
ciertos resultados importantes sobre las tendencias a largo plazo del modelo. Para
continuar el andlisis, se desarrolla el concepto de “régimen de funcionamiento”. Se
presenta una simulacién del modelo y se descubren los regimenes de funcionamiento
predominantes en ella. Finalmente, se emplean herramientas analiticas para tratar
de entender la dindmica de cada uno de estos regimenes.
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1.5. Otros modelos dinamicos en el marco de
TED&POP

El capitulo [f] cierra la tesis proponiendo posibles lineas de investigacién futura.
Por esta razén, las secciones de ese capitulo no forman un todo y no constituyen
trabajos completos, son sélo los pasos iniciales de posibles trabajos futuros.

Todas las secciones corresponden a elaboraciones que se fueron dando mientras se
desarrollaba TED&POP y motivadas por éste. Las primeras dos secciones presentan
alternativas a dindmicas especificas dentro del modelo TED&POP, correspondien-
tes a la productividad y la poblacién en edad de trabajar. Las restantes secciones
tratan cuatro modelos macroeconémicos: una alternativa simple a TED&POP, una
alternativa a un modelo tratado en [I8] y dos modelos basados en el modelo de
Goodwin.

Nuevamente, todas las contribuciones de este capitulo pasan ambos filtros.

El capitulo termina con una seccién de conclusiones de toda la tesis que resume
posibles trabajos futuros, sugeridos por los desarrollos de los capitulos anteriores.

1.6. Cadigo

En los capitulos [3| y 4] se desarrollaron procedimientos que fueron expresados en
lenguaje natural. En el apéndice se presentan implementaciones en Python de dichos
procedimientos, que fueron utilizadas en la confeccién de dichos trabajos. Ademas,
en la seccién se presentaron los resultados de una serie de calculos; el cédigo
Python correspondiente a ellos también se puede encontrar en el apéndice.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Introduccion

El presente capitulo tiene por objetivo reunir los conceptos y resultados ma-
tematicos que seran utilizados en los capitulos sucesivos. Su propdsito no es ex-
positivo en sentido estricto, sino fundamentalmente utilitario: se establecen aqui
las notaciones, definiciones y proposiciones sobre las que se apoyan los desarrollos
originales de la tesis.

El lector familiarizado con las areas aqui expuestas puede avanzar directamente
a los capitulos de contribuciones originales y remitirse a este capitulo sélo cuando
sea necesario.

Siempre que pude encontrar un resultado en la literatura, expresado tal cual lo
necesitaba, me limité simplemente a citarlo. A veces no pude hallarlos en la forma
que deseaba, por lo que me dediqué a elaborar las demostraciones por mi cuenta.
Sin embargo, no creo que nada de lo que expongo en este capitulo sea original,
excepto cuando expreso lo contrario en referencia a la metodologia presentada en la

seccién 2.6l

2.2. Combinatoria

2.2.1. Sumatorias

Esta seccion se basa en el capitulo 2 de [24].
Todas las sumatorias finitas que uno encuentra son de la forma

> fk)

para algin conjunto K finito y alguna funciéon f : K — R. El codominio de f
podria ser cualquier grupo abeliano, pero para los fines de esta tesis es suficiente
con considerar el caso en el que el codominio es R.

. Qué representa esta notaciéon? Se puede definir recursivamente:

> fk)=0 ¥

ked
> Fk) = fko) + Y f(R) -
ke KU{ko} keK
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La sumatoria estd bien definida pues si ki, ky € K son dos elementos distintos, se

tiene que
+ > R =f)+ f)+ D fR)=fR)+ DY f(R)

ke K\{k1} ke K\{k1,k2} ke K\{k2}
Presentamos ahora un par de propiedades que nos seran ttiles.

Proposicién 2.1. Sean J y K dos conjuntos finitos, f:J — K yg: K — R. Se

tiene entonces que
> goflG)=>_gk)f!

jeJ keK

Demostracion. Procedemos por induccién sobre el cardinal de J. Si |J| = 0, tenemos

que
Y gofG) = _gofi)=0=> gk

Jje€J jED keK
pues f~1(k) = () para todo k € K.
Si |J| > 1, sea jy € J. Tenemos entonces que
Y gof()=goflo)+ Y. gof()
jed i€\ {jo}

FGo) + > gk (flngoy) ™ (k)]

keK

= g0 f(o) + g0 LU lagey) "GN+ D g lngey) ™ ®)]

ke K\{f(jo)}

= g0 f(jo) +go fU)IS T (fGaDI =D+ > gk (k)]

ke K\{f(jo)}

o fUFT(FGNI+ D gBIFT R =D gk

ke K\{f(jo)} kek
O]

Proposicién 2.2. Sean J y K dos conjuntos finitos disjuntos, y f : JU K — R.

Se tiene entonces que
IO+ fky = D> f()

jed keK 1€ JUK

Demostracion. Procedemos por induccién sobre el cardinal de J. Si |J| = 0, tenemos

que
S FG D FR)=0+> fk)=>_fk)= > fG)

jeJ keK keK keK i€ JUK
Si |J| > 1, sea jo € J. Se tiene entonces que

DO+ fR)y=FG)+ Y fO+D_fR=rfG)+ D>, f()

jeJ keK je\{jo} keK i€(J\{joHUK

= > f)

1€JUK
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Proposiciéon 2.3. Sean J y K dos conjuntos finitos, y f : J x K — R. Se tiene
entonces que

S FGR =D fG k)

(Gk)ETXK jeJ keK

Demostracion. Procedemos por induccién sobre el cardinal de J. Si |J| = 0, tenemos
que

DD Gk =0=">" [0k

jeJ kek (j,k)ETXK

Si|J| > 1, sea jg € J. Se tiene entonces que

SN FGR) =D fGe k) + D> D fUR)

jeJ keK keK j€I\{jo} kEK

= 3 rGR+ Y fGk= Y fGk)

(k) e{jo} x K (k) e(I\{do}) x K (Gk)eIxK

2.2.2. Numeros de Stirling de segunda especie

Los niimeros de Stirling de segunda especie se denotan {Z} y cuentan la cantidad

de particiones de un conjunto de n elementos en k conjuntos no vacios. Es inmediato

que
n
= >
{n} 1 Vn >0 y

n
{0}20 Vn >0 .

Con esas igualdades y el siguiente resultado [24, p. 259] se puede calcular cualquiera
de estos nimeros.

Proposicién 2.4. Para todo n > 0 y para todo 1 < k < n, se tiene que

S EUHE g
2.3. Probabilidad

2.3.1. Funciones medibles

Definicién 2.1 ([32] p. 8]). Sea (2, 7) un espacio topoldgico. La o-dlgebra B(S2) :=
B(Q,7) := o(r)se llama la o-dlgebra de Borel sobre Q. Los elementos A € B(2) se

{laman borelianos.

En el resto de esta seccién, (€2,.4) y (€, A") serdn espacios medibles.

14



Definiciéon 2.2 ([32] p. 32]). Una funcion X : Q — Q' se llama A — A’-medible (o,
simplemente, medible) si X 1(A") € A para todo A’ € A'.

Notacién. Sea X : Q) — E donde (E,T) es un espacio topoldgico. Se dice que X es
A-medible si es A — B(E)-medible.

Proposicién 2.5 ([32 p. 36]). Sea (22, A) un espacio medible y sean fi,..., fn :
Q — R funciones. Sea f = (f1,..., fa) : @ = R™. Entonces

f es medible < cada f; es medible.

Proposicién 2.6 ([32, p. 37]). Sea (2, A) un espacio medible. Sean h : Q — R y
frg: Q@ — R" funciones medibles. Entonces también las funciones f+gq, f —g vy
f - h son medibles.

2.3.2. Teorema de Hahn-Kolmogorov

Recordemos el teorema de Hahn-Kolmogorov:

Teorema 2.7 (Hahn-Kolmogorov). Toda medida sobre un dlgebra de conjuntos se
puede extender a una medida sobre la o-dlgebra generada. St la medida es o-finita
dicha extension es unica.

2.3.3. Funcion generadora de momentos

Recordemos que dada una variable aleatoria X, su funcién generadora de mo-
mentos es (como puede verse definida en [8, p. 62])

M () = E(exp(tX)) .

siempre que haya un entorno de 0 para el que exista esa esperanza. Algunas propie-
dades que usaremos:

L M (0) =E(X™) [8, p. 62];
2. Myx(t) = Mx(At) para todo A € R, en un entorno de ¢t = 0 [8 p. 67];
3. si X e Y son variables aleatorias independientes, entonces Mx 1y (t) = Mx (t) My (t)

en un entorno de 0 [6].

2.3.4. Esperanza condicional

Recordemos la definicién de esperanza condicional y algunas de sus propiedades
[3, p. 472 — 476].

Definicién 2.3 ([3|, p. 472]). Sea X una variable aleatoria integrable en un espacio
de probabilidad (2, F,P) y sea G C F una o-dlgebra en Q. Es fdcil ver (usando el
teorema de Radon-Nikodym) que existe una variable aleatoria E(X|G), llamada la
esperanza condicional de X dado G, que tiene las siguientes propiedades:

1. E(X|G) es G-medible e integrable y

15
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para todo G € G.

Proposicién 2.8 ([3, p. 473]). Si Y y Z son esperanzas condicionales de X dado
G, entonces Y = Z casi seqguramente (c.s.).

Observacién 2.1. Debido a la proposicion anterior, las identidades concernientes
a la esperanza condicional valdrdn con probabilidad 1.

Observacién 2.2. Si tomamos G = {0, Q}, tenemos que E(X|G) = E(X).

Proposicién 2.9 ([3| p. 475]). Sean X eY integrables, se tiene entonces que E(X +
Y|9) =E(X|G)+E(Y|G) c.s.

Proposicién 2.10 ([3, p. 475]). Sea X G-medible, y sea Y integrable tal que XY
también lo es. Se tiene entonces que E(XY|G) = XE(Y|G) c.s.

Proposicién 2.11 (Ley de esperanzas iteradas [3, p. 476]). Sea X wuna variable
aleatoria integrable en un espacio de probabilidad (Q2, F,P) y sean Gy C Gy C F dos
o-dlgebras en . Entonces E(E(X|G2)|G1) = E(X|G) c.s.

Proposicién 2.12. 57 X =Y c.s. y X es integrable, entonces Y es integrable y
E(X)=E(Y).

Este es un caso particular de la siguiente proposicion:

Proposicién 2.13 ([3, p. 218]). Sean f,g : Q@ — R funciones medibles tales que
f =g pp. yg esintegrable. Entonces f es integrable y

/fduzi/g@L

Definicién 2.4 ([3], p. 457]). Sea G una o-dlgebra y A € F. Se define la probabilidad
condicional de A dado G, dada por P(A|G) := E(14|G).

Proposicién 2.14 ([3, p. 457]). Sea By, ..., B, una particion de Q y sea G la o-
dalgebra generada por dichos conjuntos. Dado A € F, se tiene que

P(AIG) = Y  P(A|B)1g, .
P(B;)>0
2.3.5. Particiones y o-algebras

Motivados por esta iltima proposicion, observemos que dada la o-algebra G
generada de esta forma, se puede recuperar la particion P de la que proviene. Para
ello, necesitaremos la siguiente proposicion:

Proposicién 2.15 ([3| p. 456]). Sea P = {B;}ic; una particion de un conjunto )
con I a lo sumo numerable. Sea G la o-dlgebra generada por P. Se tiene entonces
que

g:{UBﬂch}.

ieJ
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Definicién 2.5. Sea G una o-dlgebra sobre un conjunto 2. En €2 se puede definir
la relacion de equivalencia

w~nsHAA€e G tal quew e Ayn ¢ A.

Sea P la particion inducida por esta relacion de equivalencia. Diremos que P es la
particién generada por G.

Es trivial chequear que ~ es una relacion de equivalencia, asi que lo dejo como
ejercicio para el lector.

Observaciéon 2.3. Observemos que

ntwesJAeGtalquewe Ayn¢g Asnd ﬂA,

A€eg:
w€EA

por lo que

{ne:n~w}l= ﬂA

A€g:
w€eA
y la particion generada por G es
ﬂ A:we
A€g:
w€eA

Proposicién 2.16. Sea P una particion a lo sumo numerable de un conjunto €2, sea
G la o-dlgebra generada a partir de dicha particion, y sea Py la particion generada
por G. Se tiene entonces que P = P;.

Demostracion. Queremos ver que las particiones P y P; son iguales. Para esto,
s6lo necesitamos ver que para todo w € €2, el conjunto de la particion en el que se
encuentra w es el mismo en ambas. Luego, sea w € 2.

El conjunto de P; en el que se encuentra w es

M A.

Aeg:
wEA

Por otro lado, sabemos que P = { B, };cs para algtin conjunto I a lo sumo numerable.
Se tiene entonces que

we€E By ePparaalgin k€ Iy

w e ﬂAEPl.
A€eg:

weA
Como By € Gy w € By, se tiene que

ﬂACBk.

A€eg:
w€eA
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Como consecuencia de esto, tenemos que

(NA=Bin[)A=[)(ANBy).

A€g: AcG: Acg:
wEA weA w€eA

Sea A € G tal que w € A. Como P genera a G, por la proposicion anterior sabemos
que existe J C I tal que

A=|_|Bj.
JjeJ

Ahora intersequemos ambos lados de esta igualdad por By. Para el lado derecho,
tengamos en cuenta que

By, sij=k
Bijk:{@ Sino .

Se tiene entonces que

ANBy=| |(B;nBy) =

i () sino

{Bk sikeJ

Pero w € AN By, porlo que AN B, =By y

ﬂA:Bk.

AEg:
wEA

O

Proposicién 2.17. Sea Q2 un conjunto finito, G una o-dlgebra sobre Q) y P la par-
ticion generada por G. Se tiene entonces que o(P) = G.

Demostracion. G C P(2) y este ultimo es un conjunto finito, por lo que G es finito.
Luego, las intersecciones

A

A€eg:
wEA

son finitas y, por lo tanto, estdn en G. Esto prueba que o(P) C G.
Sea B € G y sea w € B. Se tiene entonces que

por lo que

B={J A

wEB A€g:
wEA

Esta unién es finita porque P es finita. Por lo tanto, B € o(P). Esto prueba que
G Ca(P). O
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Proposicién 2.18. Q un conjunto finito, G una o-dlgebra sobre Q, P = {B;}icr la
particion generada por G y X : Q — R?. Se tiene entonces que X es G-medible si y
solo si existe {a;}ie; C RY tal que

X = ZCL,‘].BZ. .

Demostracion. =) Esencialmente tenemos que ver que X es constante en cada B;.
Supongamos que existe j € I, w,n € B; tales que X(w) # X(n). Sea B C R?
un boreliano tal que X(w) € By X(n) ¢ B; se puede tomar, por ejemplo, B un
semiespacio que los separe. Se tiene entonces que X '(B) € G, por lo que

X (B)=||B

para algin J C I. Si j € J, tenemos que B; C X }(B) = X(n) € B, lo que es
absurdo. Luego, j ¢ J. X(w) € B, por lo que existe k € J tal que w € By = w €
By N B; =0 lo cual es absurdo. Concluimos entonces que X es constante en cada
B;.

<) Como B; € G, se tiene entonces que 1p. es G-medible. X es G-medible por
ser combinacion lineal de funciones G-medibles. O

Definicién 2.6 ([32, p. 10]). Sea A C P(2) una clase arbitraria de subconjuntos
de Q y sea A € P(Q\{0}. La clase

Ala:={ANB:Be A} C P(4)
se llama la traza de A sobre A o la restriccién de A a A.

Proposicién 2.19 ([32, p. 10]). Sea A C Q un conjunto no vacio y sea A una
o-dlgebra sobre ). Entonces A|a es una o-dlgebra sobre A.

Observacion 2.4. Si A es una o-dlgebra y A € A, se tiene que A|l4 C A.

Observaciéon 2.5. Sea A C ) un conjunto no vacio y sea P una particion de €.
Se tiene entonces que P|4\{0} es una particion de A.

Notacién. Sea A C Q un conjunto (posiblemente vacio) y sea P una particion de
Q, notaremos P4 := P|,\{0}, donde relajamos la definicion[2.6 para incluir el caso
A=0.

Proposicién 2.20. Sea P una particion a lo sumo numerable de Q0 y sea A € o(P).
Se tiene entonces que

PA={BeP:BCA}. (2.1)

Demostracion. C) Tenemos que P = {B;}ic;. Sea B € P4, existe entonces j € [
tal que B = B; N A. Es obvio que B C A. Ademads, sabemos que existe J C I tal
que

A=||Bi=B=B;nA=
icJ
Pero () ¢ P4, por lo que B = B; € P.
D) Sea B € P tal que B C A. Se tiene entonces que BN A= By B # (. O

®  sino

{& sijed
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Por 1ltimo, necesitamos el siguiente resultado.

Proposicién 2.21. Sea P = {B;}icr una particion de un conjunto Q2 con I a lo
sumo numerable, y p : P — [0, +00) una funcion tal que

ZP(Bz’) =1.

el
Se puede extender p a una funcién de probabilidad P : o(P) — [0,1] de manera
unica.
Demostracion. Sea A € o(P), por la proposicion [2.15] existe J C I tal que

A=||B;.
ieJ

SiP:o(P) — [0,1] es una funcién de probabilidad que extiende a p, tiene que valer
entonces que

P(A) =) P(B) =Y p(Bi) .
icJ icJ
De aqui sale la unicidad y la forma en la que tendriamos que definir P para probar
la existencia. Veamos que P : 0(P) — [0, 1] estd bien definida. Para empezar,

0<Y p(B) <> p(Bi)=1.
icJ iel
Por otro lado, sean Jy, Jo C I tales que
ey 1€J2
Supongamos que J; ¢ Jp, tenemos entonces que existe j € Ji\Jao. Sea w € Bj, se
tiene entonces que
w e Bj C I_I Bz =A N
i€J1
w ¢ |—| Bz = A,
1€Jo
lo que es una contradicciéon. Por lo tanto, J; C Jy, y del mismo modo Jy C Jj.
Luego, J; = Jo, y P es una funcién bien definida.

Es trivial ver que P asi definida es una funciéon de probabilidad, por lo que lo
dejo como ejercicio al lector. O

2.3.6. La distribucion de Poisson

El siguiente resultado viene de [45].
Proposicién 2.22. Sea X ~ Pois()\). Se tiene entonces que
ny __ = n k
ELY)_Z;{k}A.

Recordemos ademas que si X ~ Pois(\) su funcién generadora de momentos es
(como puede verse en [6, p. 91])

Mx(t) = exp(\- (' — 1)) . (2.2)
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2.3.7. Procesos estocasticos

En esta seccion presentaremos definiciones necesarias para definir mercados fi-
nancieros. A lo largo de la seccién tendremos que I C R, (£2, F,P) es un espacio de
probabilidad y E es un espacio polaco (un espacio métrico separable y completo)
con o-algebra de Borel €.

Definicién 2.7 ([32, p. 189]). Una familia de variables aleatorias X = (X;,t € I)
(en (2, F,P)) con valores en (E,E) se llama un proceso estocastico indexado por I
y con rango E.

Ejemplo 2.1. Digamos que arrojamos una moneda equilibrada unas 5 veces. Sabe-
mos que el espacio muestral asociado a este experimento es Q@ = {H,T}>, donde H
representa cara (head) y T representa ceca (tails). El espacio de probabilidad es un
espacio equiprobable con o-dlgebra F = P (). Sea I = {0,1,2,...,5} y sea X; la
cantidad de caras hasta la t-ésima tirada inclusive. Se puede afirmar entonces que
X = (Xy,t € I) es un proceso estocdstico indexado por I y con rango R.

Definicién 2.8 ([32, p. 191]). Sea F = (F;,t € I) una familia de o-dlgebras con
F; C F para todo t € I. Decimos que F es una filtracién si F, C F; para todo
s,t €l cons<t.

Las filtraciones suelen representar la informacién que uno tiene en cada instante
de tiempo.

Ejemplo 2.2. Continuemos con el ejemplo[2.1. s Qué eventos sabemos si ocurrieron
0 no después de la t-ésima tirada? Después de dicha tirada conocemos las primeras
t coordenadas del resultado n € Q del experimento aleatorio. Por ejemplo, después
de la primera tirada sabemos a cudl de los siguientes conjuntos pertenece n:

{weQ:wy=H}y{fweQ:w =T} .

Luego, st Fi es la o-dlgebra generada por este par de conjuntos, Fi es la familia
de eventos que sabemos si ocurrieron o no después de la primera tirada. En ge-
neral, después de la t-ésima tirada la informacion de la que disponemos puede ser
representada por una particion de € en 2t subconjuntos o, equivalentemente, por la
o-algebra F; que dichos subconjuntos generan.

Observar ademds, que el hecho de que Fs C JF; para todo s,t € I con s < t,
representa que a medida que pasan las tiradas vamos acumulando mds informacion.

Definicién 2.9 ([32] p. 191]). Un proceso estocdastico X = (X, t € I) se llama
adaptado a la filtracion F = (F,,t € I) si Xy es Fy-medible para todo t € I.

Si F; representa la informacion a tiempo t, esto quiere decir que a tiempo t se
conoce el valor de X;, pues para todo v € E, a tiempo ¢ sabemos si w € X, '(v).

Ejemplo 2.3. Continuando con los ejemplos y X es adaptado a (F,t € 1).

Definicién 2.10 ([32, p. 194]). Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, I C R, y
sea F una filtracion. Sea X = (Xy,t € I) un proceso estocdstico con rango R, adap-
tado a la filtracion y con E(|X;|) < oo para todo t € 1. X se llama una martingala
(con respecto a F) si B(X{|Fs) = X, para cualesquiera s,t € I cont > s.
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Observaciéon 2.6 ([32, p. 195]). Si I C Ny, para chequear esta ltima igualdad,
basta chequear que para cada t € I\{0} wale la igualdad para s = t — 1. Esto es
gracias a la ley de esperanzas iteradas (proposicion .

Ejemplo 2.4. Continuemos con los ejemplos a. Observamos que E(|Xy|) <
oo para todo t € I, calculemos B(X;|Fi—1). Tenemos que

E(X¢|Fi—1) = E(Xilqw,=my + Xelw=13| Fi1)
=E((Xi—1 + 1)1{wt:H} + Xt—ll{wt:T}|ft—1)
= (X1 + DE(Q =y | Fi1) + Xet E(L =1y | Fi1)
= (Xim1 + DP({wr = H}|Fio1) + X P({wr = THFia) -

Ademas,

P({w = HY|Fio) = Y P({w = H}B)1p, ,

ne{H,T}t~1

donde B, = {w € Q : ws = n,, para todos < t—1}. Como B, y {w;, = H} son
independientes, se tiene que

P(fw = HYF )= Y é@nzl.

2
ne{H,T} !
Andlogamente se ve que P({w; = T}|F,—1) = 1/2, por lo que

X1 +1 0 X 1
t—1 T

]E(Xt‘ftfl) - 2 2 2

Por lo tanto, X no es una martingala. Sea Y; la cantidad de cecas después de la
t-ésima tirada. Andlogamente puede verse que

1
E(VilFi) =Y+ 5 -

Esto sugiere una posible martingala. Sea Z = X =Y = (X, =Y, t € I), tenemos
entonces que

E(Zi|Fio1) = E(Xe| Fimr) — E(Yy|Fim1) = Xeo1 = Yior = Z41

Es inmediato que Z es adaptado a la filtracion y que B(|Z;|) < oo por lo que, gracias
a la observacion [2.6, tenemos que Z es una martingala.

Definicién 2.11 ([30, p. 2]). Sea I = [0,T] y sea F = (Fy,t € I) una filtracion.
Decimos que F es continua a derecha si

Fo=[)F
s>t

para todo t € [0,T).

Definicién 2.12 (|32, p. 192]). Una variable aleatoria T con valores en I U{oc} se
llama un tiempo de parada (con respecto a F = (F,t € I)) si para todo t € I, se
tiene que {1 <t} € F;.
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Esto quiere decir que a tiempo t sabemos si ya hemos llegado o no al tiempo de
parada.

Notacién ([I7, p. 112]). Para Ty < T, dos tiempos de parada, denotamos
[T1,T5]) ={(t,w)t e [,Lwe QyTi(w) <t <Thw)} .

Definicién 2.13 ([I7, p. 115]). Un proceso S : I x Q — R% es localmente acotado
si existe una sucesion creciente de tiempos de parada {1}, tendiendo a 0o c.s. y
una sucesion {K, 122, en [0,+00) tales que |S1p1,1| < K.

2.4. Mercados financieros

2.4.1. Mercados a tiempo discreto

Para los propésitos de esta tesis, usaremos la siguiente definicién de mercado
discreto.

Definicién 2.14 ([I7, p. 12]). Un mercado discreto consiste en
1. un conjunto I = {0,1,2,...,T};

2. un espacio de probabilidad (2, F,P) donde Q es un conjunto finito, F = P(£2)
y P({w}) > 0 para todo w € Q2;

3. una filtracion F = (F,,t € I) en dicho espacio de probabilidad, con Fr = F;

4. un proceso estocdstico S = (S'\?, .. Sd)t o con rango R adaptado a dicha
filtracion, con SO > 0 para todot € I y SO =1.

Esto representa un mercado con d + 1 activos: St] representa el precio del activo
j-ésimo a tiempo t digamos en ddlares; S° representa un activo que se usa como
numerario, para medir los precios del resto de los activos respecto a él. Permite
comparar el valor presente de los activos con el valor futuro de ellos. Tipicamente,
se piensa que SY representa una cuenta bancaria; en esa interpretacién,

St+1 Sy
Sp
es la tasa de interés que el banco paga por mantener dinero en la cuenta en el periodo
(t,t+1). Los modelos econémicos tradicionales piensan que la tasa de interés indica
el precio relativo del dinero futuro respecto del dinero presente: esta tasa de interés,
estaria reflejando que SO dolares a tiempo t pueden comprar St ', ddlares a tiempo

t+ 1.
Consideremos fijo un mercado discreto como el de la definicién [2.14]

Definicién 2.15 ([I7, p. 12]). Una estrategia de trading H = (ﬁ?, . Hd) _, €S
un proceso estocdstico con rango R4 y predecible (H; es ]-"t_l-medible).

Si un inversor sigue la estrategia de trading H, en el intervalo (t —1,t) mantiene
flg unidades del activo j-ésimo. Observar que flg puede tomar valores negativos: en
la jerga financiera, esto se conoce como “tomar una posicién en corto en”, “vender
en corto” o “shortear” el activo j-ésimo.
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Definicién 2.16 ([I7, p. 12]). Una estrategia H se llama autofinanciada si
<-[:——\,t7 §t> = <]/—-\rt+17 §t>
para cada t € {1,2,...,T — 1}.

Una estrategia autofinanciada es una estrategia que no requiere retirar ni ingresar
dinero para llevarse a cabo. Para dichas estrategias, el valor del portfolio a tiempo
t esta bien definido.

Definicién 2.17 ([I7, p. 13)). Sea H una estrategia autofinanciada, el valor del
portfolio a tiempo t es

‘7t = <ﬁt7§t> = <ﬁ[t+1;§t>
parat € {1,2,...,T — 1}, YA/O = <ﬁ[1,§0> y I7T = <ﬁIT,§T>.

Observacién 2.7. Si H es una estrategia autofinanciada, se puede prescindir de
HO para caracterizarla si en su lugar se provee solo VO, puUeSs

d
:Vo—zHiSé y

<?It,§t> S B S
SO

770
Ht—H

Usando esto y midiendo los precios en términos relativos respecto del activo
0-ésimo, podemos simplificar la notacién.

Definicién 2.18 ([I7, p. 15]). Un mercado discreto en términos descontados con-
siste en

1. un conjunto I = {0,1,2,...,T};

2. un espacio de probabilidad (S, F,P) donde Q es un conjunto finito, F = P(2)
y P({w}) > 0 para todo w € €;

3. una filtracion F = (F;,t € I) en dicho espacio de probabilidad, con Fr = F;

4. un proceso estocdstico S = (S},...,SHL, con rango R?, adaptado a dicha
filtracion.
Una estrategia de trading H = (H},..., H})L, es un proceso estocdstico con

rango R y predecible (H; es Ft,l-medz’ble). Denotamos con H el conjunto de todas
las estrategias de trading.

Definimos H - S = ((H - S);)I_, como el proceso estocdstico con rango R, dado
por

t

(H-S)e =) (Hy,AS,)

u=1

donde AS, := S, — Syu_1.-
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Se habla de “términos descontados” porque, en la literatura financiera, el “precio
descontado” es la cantidad de délares que hay que entregar actualmente para com-
prar un bien futuro. Digamos que a tiempo ¢ queremos comprar un bien que sabemos
que costard F' délares. Tenemos una cuenta bancaria y sabemos que por cada délar
que tengamos actualmente, a tiempo ¢ tendremos r délares mas. ;Cuantos ddlares
necesitarfamos tener hoy en la cuenta bancaria para poder comprar dicho bien? Si
P es la cantidad de délares que tenemos hoy, a tiempo ¢ tendremos en total (1+17)P
délares, por lo que necesitamos (1+7r)P = F = P = F/(1+r). F/(1+r) es entonces
el precio descontado del bien futuro que queremos comprar.

Como mencionamos ar anterlormente la tasa de interés r de la cuenta bancaria
vendria a ser (5’0 S9)/ SO — 1, por lo que el precio descontado del activo j-
ésimo es S] / SO Por lo tanto, dado un mercado discreto como el de la definicién
el.mer(iadg\ discreto en términos descontados correspondiente se consigue tomando

= 5}/8Y.

En concordancia con lo mencionado en la observacién [2.7, dada una estrategia
de trading autofinanciada H en el mercado sin descontar precios, la estrategla de
trading correspondiente en el mercado en términos descontados esta dada por H; J .=

H).
Observacion 2.8 ([17, p. 14]). Dada una estrategia de trading autofinanciada PA[,
si V; es el valor del portfolio a tiempo t, el valor descontado serd V; :=V;/SP. Como

el valor descontado del activo 0-ésimo es siempre 1, los valores de HY no deberian
ser relevantes para determinar los valores de V;. En efecto,

(H,,S,) (Hy, S_1)

AV, =V, — Vi) = 5 @71‘ — H + (H,, S,) — H? — (H,, S,_1)
- <Ht, ASt>
t
=V, =Vo+ Y (Hy,AS,) =Vo+(H-S), . (2.3)
u=1

Aqui se observa la utilidad de definir el proceso H - S.
Proposicion 2.23. H - S es adaptado a la filtracion F.

Demostracion. Se puede ver que (H - S); es Fi-medible por induccién en t. El caso
t = 0 vale trivialmente. Supongamos que vale para t < T, veamos que vale para
t+ 1. Tenemos que

(H -8 = (H - S)e + (Hip1, ASiy1) Y

(Hy1, ASpy) = Z L (Sha = S1).

Como S, Stj Iy Hf +1 son F-medibles y las funciones F;,-medibles son cerradas
por restas, productos y sumas, tenemos que (H;i1, AS;11) es Fyp1-medible. Por
hipétesis inductiva, (H - S); es Fi-medible y, como F; C Fyiq, también es Fypq-
medible. Luego, (H - S)¢y1 es Fyyp-medible. O

Notacién. L°(Q, F,P) es el espacio de variables aleatorias en (S, F,P), identifica-
das por la relacion de ser iguales con probabilidad 1 (X ~Y & P(X =Y)=1).
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Dado p € [0,00], definimos
[F(Q,F,P) = {X € L’(Q, F,P) : P(X > 0) =1} .

Definicién 2.19 ([I7, p. 16]). Llamamos al subespacio K de L°(Q, F,P) definido
por

K={(H-S)r|HeH},
el conjunto de reclamos contingentes obtenibles a precio 0.

Como muestra la observacién 2.8) (H - S)7 es una variable aleatoria que puede
conseguirse como valor descontado de un portfolio con nula inversién inicial siguiendo
la estrategia de trading H.

Definicién 2.20 ([I7, p. 16]). Un mercado financiero S satisface la condicién de
no arbitraje (NA) si

KNI (Q,F,P) = {0} .

Una oportunidad de arbitraje seria una estrategia de trading H tal que (H-S)r €
L9 (92, F,P)\{0}, es decir, una estrategia que partiendo con una inversioén inicial nula
produce un portfolio cuyo valor final V; cumple

P(Vp>0)=1 vy
P(Vy>0)>0.

Un mercado financiero que satisface (NA) también se dice viable o libre de arbitrage.
El primer teorema fundamental de la valuacion de activos da una condicion

suficiente y necesaria para que un mercado sea libre de arbitraje. Para entender

dicho teorema necesitamos definir qué es una medida de martingala equivalente.

Definicién 2.21 ([I7, p. 17]). Una medida de probabilidad Py en (Q2, F) se llama
una medida de martingala para S si S es una martingala bajo Py, es decir, si S7 es
una martingala bajo Py para todo j € {1,2,...,d}.

Recordemos la siguiente notacion:

Notacién. Dadas dos medidas p y v en (2, F), si v es absolutamente continua con
respecto a p, lo notamos v < L.

Definicién 2.22 ([17, p. 17]). Dadas dos medidas p y v en (Q,F), si v < p y
u <L v, decimos que v y | son equivalentes, y lo notamos v ~ L.

Definicién 2.23 ([I7, p. 17]). Una medida de probabilidad Py en (Q, F) se llama
una medida de martingala equivalente para S si es una medida de martingala para

Notacién ([I7, p. 17]). Notamos M*(S) al conjunto de medidas de martingala abso-
lutamente continuas con respecto a P y M®(S) al conjunto de medidas de martingala
equivalentes.

Ahora podemos presentar el primer teorema fundamental de la valuacién de
activos:
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Teorema 2.24 ([I7, p. 18]). Sea S un mercado financiero, las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

1. S es libre de arbitrage.
2. M&(S) # 0.

Una de las principales funciones de los mercados financieros es posibilitar la
cobertura contra eventos futuros. Si X es una variable aleatoria que representa las
pérdidas ante posibles escenarios futuros a tiempo 7', para neutralizar ese riesgo
se requiere armar un portfolio cuyo valor sea Vr = —X, o equivalentemente Vi =
—X/S%. Un mercado que permite cubrirse contra cualquier tipo de riesgos es un
mercado completo.

Definicién 2.24 ([I7, p. 21]). Un mercado financiero S se dice completo si para
toda f € L*(Q, F,P) existen a € R y H € H tales que

fch—(HS)T

El segundo teorema fundamental de la valuacién de activos da una condicién
suficiente y necesaria para que un mercado libre de arbitraje sea completo.

Teorema 2.25 ([17, p. 21]). Para un mercado financiero S que satisface (NA), las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. S es completo.
2. Me(S) tiene un unico elemento.

Observemos que si tenemos un mercado discreto S = (S, ..., 5%) y un proceso
estocastico S : I x Q — R adaptado a la filtracién (F;)e;, podemos preguntarnos

sobre como se ve alterado el mercado al agregarle St 3 S. Es decir, si consideramos
el mercado S := (S1,...,S%1) cudl es la relacién entre M¢(S) y M¢(S).

Observacién 2.9. Observemos que si Q € M(S), entonces S7 es una martin-
gala bajo Q para todo 1 < j < d+ 1 y Q es equivalente a P; de aqui deducimos
inmediatamente que @ € M°(S). Por lo tanto,

ME(S) € M(S).

Luego, si S no es libre de arbitraje, S tampoco lo seré.

Si S es libre de arbitraje pero no completo, una posible forma de conseguir
un mercado completo a partir de S seria agregarle activos paulatinamente para ir
reduciendo M¢(S) teniendo cuidado de evitar en cada paso que M*(S) = ), hasta
alcanzar |M¢(S)| = 1. A este procedimiento lo llamaremos completar S.

Terminamos esta seccién con la siguiente proposicién, que nos sera 1util para

completar mercados.

Proposiciéon 2.26 ([I7, p. 22]). Asumamos que S satisface (NA) y sea H una
estrategia de trading fija. Fijemos a € R y definamos el proceso SHl . —aq+H-S.
Entonces el proceso S = (S1,...,S4Y) también satisface (NA) y los conjuntos

Me(S) y M?(S) (asi como M(S) y M(S)) coinciden.
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2.4.2. Descomposicion de mercados discretos

Pensemos en un mercado discreto. Si somos inversores a tiempo ¢, nuestra preo-
cupacién inmediata es la evolucion del mercado hasta el siguiente instante, el tiempo
t + 1. Ademas, a tiempo t ya podemos usar la informacién provista por JF; con lo
cual limitamos los posibles w € ) que representan nuestro mundo y las posibilida-
des futuras; es decir, podemos considerar un espacio muestral mas chico que el que
tenfamos originalmente.

Motivados por esto, en esta seccion presentamos resultados que permiten en-
tender un mercado discreto en términos de los mercados de un solo periodo que lo
componen. La siguiente definicién formaliza cudles serian esas componentes.

Definicién 2.25. Sea S un mercado discreto. Para todo r € {0,...,T}, sea P, la
particion de Q) generada por F,.. Seat € {0,...,T — 1} y A € Py, la componente
(t,A) de S serd el mercado con

1. conjunto J ={0,1};

2. espacio de probabilidad (P{iy, P(Pi,),Pu.a)) con

]P)(t,A)(B) =P ( U C A) ;

CceB
gO = {Q)prkl )
gl = P<P{i1) y

3. filtracion G = (Gs)s con

4. proceso estocdstico S ay : {0,1} x Pfy, — R? dado por
St.a)(s,B) =St +s,w)
para algin w € B.

Tenemos que chequear que esta definicién es correcta. Para ello, usaremos la
siguiente proposicion.

Proposicién 2.27. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sea Q C F una
particion a lo sumo numerable de Q. Si definimos @ : P(Q) — R dada por

Q(B) =P ( U 0) :
CeB
(Q,P(Q),Q) es un espacio de probabilidad.

Demostracion. Ver que Q(0) =0y Q(Q) = 1 es trivial. Probemos la o-aditividad.
Sea {B;}ien C P(Q) una familia de conjuntos disjuntos dos a dos. Observemos
que

re |J CedCizeCeBicNeozc|||]C,

Cell;en Bi ieN CEB;
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lo cual prueba que

U c-yuc

Cel ey Bi ieNCeB;

Ademas, la union del lado derecho sobre 7 € N es disjunta. En efecto, sean 7,7 € N

distintos, si
x € U cn U D,
CeB; DeB;
se tiene que existen C € B; C Qy D € B; C Q talesque x € CND y, como Q es

una particién, se tiene entonces que C' = D. Luego, C' € B; N Bj, lo cual es absurdo.
Se tiene entonces que

Q<|_|BZ->:P J ¢ :P(UUC>:ZP<UC>:ZQ(BZ-).

ieN Céell;en Bi ieN CeB; ieN  \CeB; ieN
O

Observacion 2.10. Tenemos que chequear que la definicion |2.25 es correcta.
Sabemos que (A, F|a,P(:|A)) es un espacio de probabilidad y que P{, C Fla
es una particion finita de A. Por la proposicion anterior, se tiene entonces que
(P, P(PAL). Puay) es un espacio de probabilidad.
Sea B € P{,, se tiene entonces que

Pu.a({B}) =P(B[A) > 0.

Veamos ahora que la funcion Sy a) estd bien definida. Sea B € me- Tanto Sy
como Syy1 son Fii1-medibles, por lo que ambas funciones son constantes en B, y la
definicion de S 4y no depende de qué w € B tomemos.

Falta ver que Sq, a) es adaptado a G. Recordando la observacion las parti-
ciones Q; generadas por G; son claramente

Qp = {,PtA+1} Y

O, ={{B}:BePA}.
Por la proposicion solo necesitamos ver que S ay(i,-) es constante en los
elementos de Q;. Cuando i = 1, eso se cumple trivialmente. Cuando i = 0, lo que hay
que ver es que S, 4)(0, ) es constante. Como S(t,-) es Fi-medible y A € Py, sabemos

que S(t,-) es constante en A; de esto se deduce inmediatamente que Sy 4)(0,-) es
constante.

Notacién. Sea 2 un conjunto no vacio. Notaremos

o ={Q :P(Q) — R tales que
Q es una funcién de probabilidad y Q({w}) > 0Vw € Q} .

Lema 2.28. Sea S un mercado discreto con I ={0,1,...,T}, y sea P, la particion
generada por Fy para todo t € 1. Dada @ € M$,, sea Q_1: P(Py) — R dada por

Q1(C)=Q (U B) ,

BeC
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y para cada t € {0,..., T —1} y A € Py, sean Q4 : P(P1) — R dadas por
A) |
T-1

©: Mg — M x [T ] Mpa

t=0 AeP; B
D(Q) = (Q-1, ((Qt,4)) aeP, )te0,... 7-1}) -

Se tiene entonces que ® es una biyeccion.

Q) (B) = Q ( Jc

CceB

Definimos

Demostracion. La demostracién es larga, por lo cual la dividi en partes. El inicio de
cada parte estd senalado mediante un titulo correspondiente.

1. ® estd bien definida

Gracias a la proposicién [2.27] sabemos que )_; es una funcién de probabilidad.
Sea B € Py, tenemos que

Q-1({B}) =Q(B) >0,

por lo que @y € M5, .
Sea t € {0,..., 7 — 1} y A € P,. El mismo argumento del comienzo de la
observacién anterior prueba que Q a) € M%, .
t+1
2. ® es inyectiva

Sea Q € M{, v sea B € F. Se tiene que

A = Y ) 4Zis

i Q(Ao)
_ Q(BN A)

=Y QA) Y QA Y QBN Ar|Ary)

ApEPy A1673f0 ATequ‘}Tﬂ

= > Qa({A}) Y. Quap{AD) - D Qu-2arn({Ara})
Ao €Po A1€’P?O AT71€'P?TI_2

> QBN {wHAr).

wEAT_1

Observar que

_ J{w} siweB
Bofwl = {@ si no
por lo que
QB = > Qa({A}) D Quag{A})--- > QU{w}Ar)
Ao€Py A1€771A° wEBNAT_4
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= 3 Qa4 3 Qoap{A) 3 QUrldr)

Ao€Po A167’1 ATEPBQAT 1
= > Q{4 Y Qua{Ad) - DY Quorar n({Ar}).
ApEPo ALEP; Ao ATGPBQAT 1

Vemos entonces que podemos reconstruir () a partir de ®(Q), por lo que ¢ es

inyectiva.
3. ® es sobreyectiva
Sea
T-1
(Q-1, ((Quay) acr)ieqo...7—1y) € My x [T 1] Mbpa
t=0 AcP;

Definimos P : ¥ — R dada por

= > Qa({4}) Z QOAO) A Y Qu-rarn({Ar})

Ao€Po A1E73' ATEPBQAT 1
Z Q-1({Ao}) Z Q0,40)({Ar}) -+ Z Qr—1,47_)({{w}}),
ApEPy A1€’P wEBNAT_1

queremos ver que P € Mg, vy que

O(P) = (Q-1, ((Qt,4)) acP, )tc{o,... -1} ) - (2.4)

3.1. P es una funciéon de probabilidad
Si B =), es inmediato que P(B) = 0. Si B = (), tenemos que

= ) Q1({Al) Z Quan({A}) - > Qurar »({Ar})

ApEPy A1€'P ATG,P;‘Tfl
= ) Q1({A}) Z Qoan({A}) -+ D Quzaro({Ar_1})
Ao€Po Aq EP Ar_q E’P,?T;Q

=1.

Sea {B'};cy C F una familia de conjuntos disjuntos dos a dos. Se tiene que

p<|_|3i>: S ) Y Qe Y Qs (el

ieN Ao€Po A16791 we| J;eny BiNAT 1
= Z Q {AO} Z Q OAO {Al s Z Z Q(T—l,AT_ﬂ({{w}})
Ao€Po Aepio ieN weB;NAr_;
=> > Qa({A}) Z Qoan({A) -+ > Quorary{{w}})
€N Ap€Po A1€7) weEB;NAT_1
=Y P(B
i€N
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Si B € F, se tiene obviamente que P(B) > 0. Ademads, por la o-aditividad tenemos
que

1= P(B)+ P(O\B) = P(B)=1— P(\B) < 1.

Esto termina de probar que P es una funcién de probabilidad.

3.2. P e Mg,

Sea n € (), se tiene entonces que n € Ap_1(n) para algin Ar_q1(n) € Pr_;. En
consecuencia,

Qur—r.ar_ ) ({{n}}) > 0. (2.5)

Observemos que

P({n}) = > Qa({A}) > Qoan({A})-— DY Qu-rar n{{w}}).

ApEPo Ay Epflo we{n}NAr_1

Supongamos que P({n}) = 0. Como todos los sumandos de la suma sobre A € P,
son no negativos, se tiene entonces que

Q-1({4}) Y Qoan(fAD) - > Qu-rarn({{w}}) =0

Aq 67){40 we{n}NAr_1

para todo Ay € Py. Pero Q_1 € M5, , por lo que Q_1({Ao}) > 0 para todo Ay € Py.
Se tiene entonces que

S QoAb Y Qurrary({{w}h) =0

Aq 673‘{40 we{ntNAr_1

para todo Ay € Py. Aplicando los mismos argumentos una vez mas, obtenemos que

S QuanA) D Quorar ) ({{w}}) =0

AgeP we{n}nAr_y

para todo Ay € Py y para todo A; € 73{40 0, equivalentemente, que vale la ultima
igualdad para todo A; € P;. Continuando de esta manera, llegamos eventualmente
a que

Z Qr-1,4r)({{w}}) =0

we{n}NAr_1

para todo Ar_1 € Pr_1, y luego a que

Q(T*LATA) ({{w}}) =0

para todo Ar_; € Pr_y y para todo w € {n} N Ar_;. Pero esto contradice la
expresion ([2.5)). Por lo tanto, P({n}) >0y P € M§,.

3.3. Vale la igualdad (2.4))

Sea

32



Sea B € P,, tenemos entonces que

P(B)= ) Qa({A}) D> Qoan{A}) - D Qu-rarn({Ar}).

Ao€Po A1€’P{40 ATEanAT_l

Si s > t, tenemos que B € P, C F; C Fg, por lo que para A, € Py, se tiene que

A i A B
BﬂAs:{s Ss1 Ag C

() sino
1 siA,C B
= > @<S,As><{As+1}>={O BT
As+1€’Pf_ﬂAs

Ademas, la proposicién nos dice que

A, e Py A, CB
SA,ePyy Ay,C BNA,
A, € PPN,

Aplicando esto, si t < T — 1 tenemos que

P(B)= Y Qa({4}) Y. Qouap{AD) - Y. Qu-aarp({Ari}),

A BNAp_
Ap€Po Ayepio Ap_ ePy 0T—2

y en general, por aplicacién sucesiva obtenemos que

P(B)= ) Qa({A}) D QuapA}) - D Quran{A}).

ApEPo Alefpfo AtepthAt—l

Sis<ty A, € P, tenemos que A, € F, C F;, por lo que

BﬂAs:{B S?ASDB‘
@ sino

Como B # () y P, es una particion, esto implica que existe un tnico A, € P, tal
que B C Aj; lo notaremos AZ. Se tiene entonces que

PB)= Y Qu1({ANQuan{A}) - Qu-1,4n({A})

pero los inicos conjuntos que cumplen la condicién del indice de la suma son A; = B
y Ay = AP para todo s < t. Luego,

P(B) = Q1({A7})Qq.am ({AT}) -+ Qo az ) ({B}).

Gracias a esta férmula, podemos ver directamente que vale la igualdad (2.4)). Sea
B € Py, se tiene que

PL({B}) = P(B) = Q1({B}),
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por lo que P_; = Q 1-
Seat € {0,.. — 1}, Ae P,y B € Pf;. Observar que A = AP, y consecuen-
temente A% = AB para todo s < t. Se tiene entonces que

P(B) = Q1({A7})Quo.az){AT}) - - Qu1.ap \({AZDQuar)({B}) = P(A) Q.4 ({B})
= Pua({B}) = P(B|A) = Qua({B}),
por lo que Py 4y = Q,4). Esto termina de probar la igualdad . O

Proposicién 2.29. Sea S un mercado discreto con I = {0,1,...,T}, y sea Py la
particion generada por F; para todo t € I. Se tiene entonces que

MS%EXHHM (t.4))

t=0 AcP;

Demostracion. Este resultado surge de restringir la biyeccion @ dada por el lema
anterior. Veamos que

ww(:EXHHM t4))

t=0 AcP;

Sea QQ € Mc(S) y
(Q-1, ((Qe,4)) aeP,)tcqo,..1-13) = P(Q) .

Veamos que Q¢ 4) es una medida de martingala para S 4). Sea j € {1,...,d}, hay
que ver que

EQ(t A)(S ( )’go) tA)(O )

Sabemos que Sgt’A)(O, ) es Go-medible e integrable (pues P7}; es finito). Sea C' € Gy,
queremos ver que

/S(tAla)thA /S(tA dQ(tA()

Recordemos que Gy = {0, PAA,}. Si C' = 0 la igualdad vale trivialmente. Si C' = P |,
tenemos que

/SJtA(s W) dQu.m(w) = > 8, 4 (5,B)Qu.1({B})

BeP{,
= > SaBRBIA = D > St +5,w)Qw}A)
BePA BePA | weB
1 )
=—— ) S(t+s,w w / SI (w)d
QW§< )Q{w}) = P4s(w) dQ(w

Sabemos que
Eq(S]1|F:) = S
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y, como A € P, C F;, tenemos entonces que

| Stat) Q) = [ siw daw),

Esto prueba que

BME(S)) C MS, x 1:[ IT Me(Seen)

t=0 A€P,
veamos ahora la otra inclusion.
Sea
T-1
(Q-1, ((Qt,4)) aeP, )tefo,...7-1}) € Mp(p,) X tll}:[) Moppa -
€Pe

Q= (I)_I(Q ((Q(tA )AePt)te{o ..... T— 1})

Queremos ver que () es una medida de martingala para S. Seat € {0,..., T — 1}y
j€{1,...,d}, queremos ver que

EQ(SgH |]:t) = St

Sabemos que S/ es F;-medible e integrable (pues €2 es finito). Sea C' € Fy, queremos

ver e
[ sttrda) = [ siw)da).

Gracias a la proposicién [2.15] basta ver que esto vale para C' € P;. Se tiene que

/ (@) dQw) =Y S = Y Y Sh@Q(w)

weC At+167’tc_;_1 wEAL 1
= Z Sgt7c)(57At+1) Z Q{w}) = Z S(jt,c)(saAtH)Q(AtH)
Av1€PE, wEA1 A1 €PG,
= Z Sgt,c)(svAt+1)Q(t,C)<{At+1})Q(O) = Q(C)/C ngc)(&w) dQu.cy(w) .
At+1€73tc+l t+1
Sabemos que
EQ(t,C)( (t,C) ( )|g0> )(07 ) )

por lo que

[ Sho(tw)d@uow) - / ey (0.0) dQuey () v

[ staw - [ s
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Corolario 2.30. Un mercado discreto es libre de arbitraje si y solo si cada una de
sus componentes es libre de arbitraje.

Demostracion. Antes que nada, observemos que dado un conjunto finito A, se tiene
que M # ): por ejemplo, se puede tomar la medida que lo hace equiprobable.
Sea S un mercado discreto. Por la proposicién tenemos que

ME(S) # 0 < M (Sya) #0Vt€{0,...,T —1}VA € Py,

ya que M% # ). De esto se desprende inmediatamente lo que querfamos probar,
usando el teorema [2.24] O

Corolario 2.31. Sea S un mercado discreto libre de arbitraje con Fo = {0,Q}. S
es completo si y solo si cada una de sus componentes es completa.

Demostracion. Gracias al resultado anterior, sabemos que todas las componentes
de S son libres de arbitraje. Por la proposicién tenemos que

IME(S)] = 1 & [M(Sin)| =19t € {0,.... T — 1WA € P,

ya que |[M% | = 1. De esto se desprende inmediatamente lo que queriamos probar,
usando el teorema [2.25] O

2.4.3. Mercados de un solo periodo

Ahora sabemos que el estudio de la viabilidad y completitud de un mercado
discreto puede reducirse al estudio de las mismas propiedades en sus componentes.
En esta seccion presentaremos caracterizacion 1til de dichas propiedades para este
ultimo tipo de mercados.

Empecemos explicando el tipo de mercados en los que estamos interesados.

Definicién 2.26. Sea S un mercado discreto con I = {0,1,...,T}. Se dice que S
es un mercado con T" periodos.

En esta seccién nos referiremos tunicamente a mercados discretos con un solo
periodo que ademés cumplan que Fy = {0, Q2}. Resulta inmediato que si S es un
mercado discreto cualquiera, todas sus componentes son mercados que satisfacen
estas dos condiciones.

Siguiendo [4] pero con diferente notacién, consideremos un mercado discreto sin

~

descontar precios S = (59, ..., 8%),c; con I ={0,1} y @ ={1,2,...,b}.

Notacién. Para conciliar las notaciones de [4] y [17], denotaremos

50(1,1) .-+ S9(1,b)

D= : : y
S541,1) -+ §1,b)
SO(1,1) -+ S9(1,b)

D? = : :

S41,1) -+ SU1,b)

Se tienen entonces las siguientes proposiciones:
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Proposicién 2.32 ([4, p. 30]). El mercado es libre de arbitraje si y sdlo si existe
q € RI;O tal que

D?q =5, . (2.6)

Proposicién 2.33 ([, p. 36]). Asumamos que el mercado es libre de arbitraje. El
mercado es completo si y solo si D tiene rango b.

Observaciéon 2.11. Esta ultima proposicion es intrigante, pues habiamos definido
la completitud de los mercados descontados, y la condicion senialada parece depender
de los valores de SY. Sin embargo, es inmediato que

~

S0(1,1)
D = D%
SO(1,b)

y esa matriz diagonal es inversible porque §0(1,w) > 0 para todo w € ). Se tiene
entonces que el rango de D coincide con el de D?, por lo que no depende de los
valores de SY.

Por lo visto en esta observacion, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 2.34. Asumamos que el mercado es libre de arbitraje. El mercado es
completo si y sélo si D? tiene rango b.

Observacion 2.12. Las medidas de probabilidad sobre 2 pueden identificarse con
A1 ::{qERl’zoqu—i—...qub:l}.
Observar que Q@ € M*(S) si y solo si
Eo(S7) = S

para todo 1 < j < d. Ademds, S? = 1, por lo que esta igualdad vale trivialmente para
j = 0. Luego, M?(S) se identifica con el conjunto de q € A*~! tales que D%q = Sy.
Como la primera fila de esta ultima igualdad es g1 + ...+ q, = 1, podemos también
afirmar que M®(S) se identifica con el conjunto de ¢ € RY, tales que D?q = Sy. En
consecuencia, M(S) se identifica con el conjunto de q E_]RZ;O tales que D%q = Sy:
de aqui que la proposicion|2.39 es en realidad un caso particular del primer teorema
fundamental.

2.4.4. El modelo binomial

El ejemplo clasico de mercado discreto en la literatura es el modelo binomial que
presento en esta seccién.

Definicién 2.27. El modelo binomial es el mercado discreto sin descontar precios
dado por:

1. El conjunto I ={0,1,...,T}.
2. El espacio de equiprobabilidad (Q, P(2),P) donde Q = {U, D}".
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3. Una filtracion F = (F;)er. Para definir Fy, empezaremos definiendo p; : ) —
{U, D} como

p(w) = (wi,...,w),

y a partir de esto la relacion de equivalencia ~y; en §):

W~y pw) = pe(n) -
Definimos entonces Py como la particion de  generada por ~y y Fy := o(Py).

4. El proceso estocastico ST xQ— R dado por

SO(t,w) = (1+ )t
S sit=20

S'tw) = uS(t—1,w) sit>1yw=U .
d§1(t—1,w) sit>1yw, =D

Los pardmetros del modelo son T,r,d,u,s € Rsg y cumplen que T' € N, 1 +r > 0,
0<d<uys>D0.

Observaciéon 2.13. Veamos que el modelo binomial es en efecto un mercado. Em-
pecemos viendo que F es una filtracion. Seat € {0,...,t —1} y B € P;. Sea w € B,
definimos

U ._
w” = (Wi, w Uy wig - wr) Y

w? = (w1,...,w, D,wy1 ..., wr).
Sean By, Bp € P,y tales que wY € By y w” € Bp. Se tiene entonces que
B=ByUBp.
Veamos que vale esta igualdad. Sea n € B, se tiene que

(1, m) = pe(n) = pe(w) = (Wi, ..., wy)

Si 1 = U, se tiene que n ~1 WY = n1 € By andlogamente, si 1 = D, se
tiene que n;41 € Bp. Esto prueba que B C By U Bp.
Sea n € By, se tiene entonces que

(nla v 777t+1) = (wla cee 7wt7U)

por lo que n ~; w = n € B. Esto prueba que By C B; andlogamente se prueba que
Bp C B, lo que termina de probar que B = By U Bp.

Como By,Bp € Pi1 C Fip1, se tiene entonces que B € Fiiq. Luego, Py C
Fii1 = Ft C Fraa. R R

Ahora falta ver que S es adaptado a F. SP es Fy-medible porque es constante.
Probemos por induccion que @1 es Fi-medible.

§é es Fo-medible porque es constante. Supongamos que §tl_1 es Fi_1-medible para
unt € {1,..., T} y veamos que S} es Fy-medible.
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Basta ver que S’\tl es constante en cada elemento de P,. Sea B € Py y sean
w,n € B. Se tiene entonces que

wwtni(wl,...,wt):(nl,...,nt).

Como @1_1 es Fi_1-medible y Fy_1 C F;, entonces es Fy-medible y, por lo tanto,
constante en B. Se tiene entonces que

.

t>1,w=mny5(w) =S (n) = SHw) =S} n).

2.4.5. Una teoria de mercados mas general

En esta seccion presentaremos una teoria de mercados méas general que cubre las
necesidades de esta tesis.

Definicién 2.28 ([I7, p. 71, 72, 112 y 113]). Un mercado consiste en
1. un conjunto I =[0,T];
2. un espacio de probabilidad (0, F,P);

3. una filtracion F = (F;,t € I) en dicho espacio de probabilidad con las siguien-
tes propiedades:

a) fT = JT",'
b) F es continua a derecha;

c) SiAC BeF yP(B)=0, entonces A € Fy.

4. un proceso estocdstico S = (S}, ..., SHL con rango R? y las siguientes pro-
piedades:

a) es adaptado a F;

b) es localmente acotado.

Observaciéon 2.14. Supongamos que tenemos un mercado discreto en el sentido de
la definicion con I ={0,1,2,...,T}. Podemos pensar este mercado como un
caso particular de esta nueva definicion mds general, tomando I = [0, T] y definiendo

Fi = Fuy Yy
St = SUJ 5

para todo t € [0,T]\{0,1,2,...,T}. Todas las propiedades que hay que chequear son
inmediatas, exceptuando que S es localmente acotado. Para chequear esto ltimo,
observamos que como {0,1,2,... T} X es finito, S como funcion con ese dominio
es acotada, por lo que existe K > 0 tal que |S| < K; basta entonces tomar las
sucesiones T, == oo y K, := K para todo n.

También observamos que esta definicion mas general permite considerar merca-
dos discretos mds generales, como aquellos que se obtienen si en la definicion
consideramos 0 < t1 < ... < t,, arbitrarios y tomamos I = {0,ty,ts,... t,}.
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Observacion 2.15. Las estrategias de trading serdn en este caso procesos estocdsti-
cos H: I xQ— R La version continua de la ecuacién ([2.3)) deberia ser

(0,¢]

Se pide que S sea localmente acotado para que esta integral esté bien definida. Fsa
misma razon limita las posibles elecciones de H. Para los fines de esta tesis basta
senalar que tomar H constante es admisible pues

d
(H,dS,) / ZHJdSJ ZHj/ dsi = ZHJ-SJ S9)
Ut] j=1 (0,

(H,S, — So) .

(0,¢]

Tal como en el caso discreto, dicha estrategia serd una oportunidad de arbitraje si
Vi = (H, St — Sp) cumple que

P(Vy>0)>0.

A aquellos interesados en la definicién general de estrategia de trading admisible
y en nociones mas generales de mercado financiero, les recomiendo la lectura de los
capitulos 5, 7y 8 de [17].

Para cerrar esta seccion, introduciré definiciones y resultados que nos ayudaran
en la construccion de mercados alrededor de un proceso estocastico dado.

Notacién. Sea X : [0,T] x Q — R?, notaremos o(X,;u < t) a la menor o-dlgebra
que contiene a todos los conjuntos de la forma X;Y(B) para u < t y B C R?
boreliano. Sean F,G C P(Q2), notaremos o(F,G) a la menor o-dlgebra que contiene
aF yg.

Es inmediato que tales o-dlgebras existen porque se consiguen intersecando a
todas las o-dlgebras que cumplen esas propiedades, y P(§2) cumple esas propiedades.

Definicién 2.29 ([I7, p. 113]). La filtracion natural (F;); generada por un proceso
X :[0,T] x Q — R? estd definida como sigue:

1. para todo t definimos Hy = o(Xy;u < t).

2. gt :ms>tH5'
3. N ={A3B € Gr, AC B yP(B)=0}.
4. ft:U(Gt,N).

Observaciéon 2.16. FEs inmediato que H es una filtracion, que G es una filtracion
y que F es una filtracion. También es inmediato que X es adaptado a H, que X es

adaptado a G (Hy C Gt) y que X es adaptado a F (G C F).
Proposicién 2.35 ([17, p. 113]). La filtracion natural es continua a derecha.

Definicién 2.30 ([32, p. 30]). Sea (2, A, ) un espacio de medida. Un conjunto
A € A se dice p-nulo si p(A) = 0. Por N, denotamos a la clase de todos los
subconjuntos de conjuntos p-nulos.
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Definicién 2.31 (|32, p. 30]). Un espacio de medida (2, A, p) se dice completo si
N, C A.

Observacion 2.17 ([32, p. 30]). Sea (2, A, u) un espacio de medida o-finito. Eziste
una unica minima o-dlgebra A* O A y una extension p* de p a A* tal que (Q, A*, u*)
es completo. (2, A*, u*) se llama la complecién de (2, A, ). Ademds,

A" =0(AN,) ={AUN:Ac A NeN,}.
Observaciéon 2.18. La condicién [3d de la definicion equivale a pedir que
1. (Q, F,P) sea completo (pues Fo C Fr=F) vy
2. P(A)=0= A e F.

2.5. Analisis convexo

Por todos conocida es la version finita de la siguiente proposicién. La demostra-
cién de esta version general es analoga a la del caso finito.

Proposicién 2.36. Sea V' un K-espacio vectorial y sea {M;}icr una familia de
variedades lineales en V. Entonces (\;,c; M; es 0 o una variedad lineal.

Definicién 2.32 (J46, p. 6]). Sea S C R™ no vacio. La variedad lineal generada por
S es la menor variedad lineal que contiene a S, y se denota aff(.S).

Teorema 2.37 ([40, p. 10]). La interseccion de una coleccion arbitraria de conjuntos
CONVETOS €5 CONVeTa.

Definicién 2.33 ([46) p. 12]). Sea S C R"™. La cdpsula convexa generada por S es
el menor conjunto convexo que contiene a S, y se denota conv(S).

Teorema 2.38 ([46, p. 12]). Para cualquier S C R", conv(S) consiste en todas las
combinaciones convexas de los elementos de S.

Definicién 2.34. Sea C' C R™ un conjunto convero, su dimensién es la dimension

de aff(C).

Definicién 2.35 ([46, p. 44]). Sea C C R"™ un conjunto convexo y no vacio. Su
interior relativo, denotado ri(C'), se define como el interior que resulta cuando C
es considerado un subconjunto de aff(C). El conjunto C\ri(C) se llama la frontera
relativa de C'.

Notacion. Si C' es un conjunto convezo, denotaremos su frontera relativa como 0C'.
Recordemos lo siguiente.

Definicién 2.36. Sea n > 0. Un n-simplex 0 en R™ (para algin m > n) es la
capsula convexa de n + 1 puntos de R™ afinmente independientes, que se llaman
vértices de o.

Observaciéon 2.19. Notar que los vértices vy, . .., v, de o lo determinan, pero tam-
bién quedan determinados por o.
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Observacién 2.20 ([46, p. 12]). Si o es un n-simplex, su dimension es n.
Notacién. Lo denotamos dimo = n.

Proposicién 2.39 ([40, p. 7]). Sean vy, ...,v, € R™ afinmente independientes y

M = aff({vo,...,vn}). Todo x € M se expresa de manera unica como
n n
35:2)\1% con Z)"'Zl‘
i=0 i=0
Se dice que (Mg, ..., \,) son las coordenadas baricéntricas de x.

Observaciéon 2.21. Esta proposicion define un homeomorfismo f : R™ — M, dado
por

f()\l,...,/\n> = (1 —i)\z> Uo‘i‘i)\iﬂi.
=1 =1

Ademas, como

Ay ) = (1—2&-) 0+> e,
las coordenadas baricéntricas de x con respecto a {vg,...,v,} coinciden con las

coordenadas baricéntricas de f~'(z) con respecto a {0,eq,...,en}.

Corolario 2.40 ([46l, p. 12]). Cada punto de un simplex se expresa de manera unica
como una combinacion convera de sus vértices.

Observacion 2.22. Sean vy, ..., v, los vértices del simplex o. Sea I C {0,...,n},
por la unicidad de las coordenadas baricéntricas, se tiene que v € conv({v;}icr)
sty solo si sus coordenadas baricéntricas (Ao, ..., A\n) con respecto a {vg,...,v,}

cumplen que \; > 0 para todo i € I y A\; =0 para todo j € {0,...,n}\I. Luego,
f(conv({vitier)) = conv({e;Yier)

donde eq := 0.

La siguiente proposicion caracteriza la frontera de un simplex en términos de sus
generadores.

Proposicién 2.41. Sean vy, ...,v, € R™ los vértices del simplex o. Se tiene enton-
ces que o es cerrado y

n

Jo = U conv({vo, ..., 04y ... U }) .

1=0

Demostracion. Por la observacion [2.22] basta probarlo para el caso v; = ¢; € R”
para todo 7. En tal caso, se tiene que

conv({0,e1...,e,}) = {/\ER":/\iZOparatodolgiSny Z/\Z-Sl} .

=1
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Con esta caracterizacion es facil ver que

conv({0,e;...,e,}) =conv({0,ey...,e,}) y
conv({0,€e;...,e,})° = {)\ eER": \;>0paratodo1 <i<ny Z)‘i < 1} .
i=1

Tenemos entonces que

dconv({0,e1...,e,}) = (conv({(), e1...,en}) N {/\ ; Z i = 1})

n

U (conv({0,e1..., e, ) N{X: X =0})

=1

pero

conv({0,e1...,e,}) N {)\ ; Z Ai = 1} =conv({e1...,en}) N
conv({0,ey...,e, 1) N{A: A\ =0} =conv({0,e1...,6&,...,e,}).
[

Definicién 2.37. Sivy, ..., v, son los vértices del simplex o, diremos que sus bordes
son

conv({vo, ..., 04 ..., s })

para cada i € {0,...,n}.

2.6. Macroeconomia

En esta seccién presentaré un famoso modelo macroeconémico que sirve como
base del trabajo presentado en el capitulo 5l Aprovecharé también para ilustrar la
naturaleza de los modelos Stock-Flujo.

Presentaré el modelo de Goodwin [23] empleando el mismo enfoque metodolégico
utilizado en el modelo TED&POP del capitulo bl Este enfoque en si es un desarro-
llo original, razén por la cual dudé en incluirlo en este capitulo, pero creo que su
inclusién aqui ayudard a su mejor entendimiento.

Los pasos de este enfoque serian los siguientes:

1. Definicién de actores y activos.
2. Planteo del modelo discreto.

a) Definicién de stocks: qué actor los controla y de qué activos estdn com-
puestos.

b) Secuencia grosera de eventos, tablas contables y ecuaciones contables.

c¢) Secuencia fina de eventos y ecuaciones de comportamiento.

3. Deduccién del modelo continuo y tabla del modelo.
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Actores, activos y unidades

Como primer paso en la fundamentacion del modelo, enumeramos sus actores y
sus activos. El modelo de Goodwin se puede pensar como un modelo con 2 actores,

1. Familias y
2. Firmas,

y 1 activo,
1. maiz.

Aprovechamos este momento para definir las unidades empleadas en el modelo. Se
utilizara la unidad kg para medir cantidades de maiz. También utilizaremos las
unidades basicas ano para medir el tiempo y trabajador para medir cantidad de
trabajadores; esta ltima sera abreviada tr.

El modelo discreto

El segundo paso en la fundamentacién es ver qué ocurre en el intervalo de tiempo
[t — At, t], para plantear el modelo a tiempo discreto.

..Con qué stocks de qué activos cuenta cada actor a tiempo t? A tiempo t, las
Firmas cuentan con K (t) kg de maiz que emplean como capital, mientras que las
Familias no tienen ningin stock de maiz.

A grandes rasgos, en el intervalo de tiempo (¢ — At, t) se da la siguiente secuencia
de eventos:

1. Las Firmas contratan trabajadores y producen Y (¢)At kg de maiz.

2. Las Firmas pagan WB(t)At kg de maiz en concepto de salarios y los restantes
P(t)At kg de maiz los pagan en concepto de ganancias.

3. Los salarios se consumen en su totalidad, mientras que las ganancias se invier-
ten en su totalidad: se invierten I(¢)At kg de maiz, donde I(t)At = P(t)At;
se consumen C(t)At kg de maiz, donde C(t)At = WB(t)At.

4. Se pierden § - K(t — At)At kg de maiz del stock de capital, ya sea por uso o
por paso del tiempo.

Todos estos eventos pueden resumirse en una tabla contable:

La ultima fila (columna) es el resultado de sumar todas las filas (columnas)
anteriores: la doble linea que la antecede puede interpretarse como un igual. La
primera fila corresponde al stock de maiz que tiene cada actor a tiempo t — At,
mientras que la ultima fila corresponde a los mismos stocks a tiempo t. La fila
“produccién” corresponde a la creacién de maiz mediante algiin proceso, en este
caso, la producciéon de maiz en las Firmas. La fila “consumo” corresponde a la
destruccion de maiz mediante algin proceso, en este caso, el consumo de maiz de
las Familias y la depreciacién de capital en las Firmas. Las tres filas del medio
corresponden a transferencias de maiz entre actores: puede observarse que la cuarta
columna tiene 0’s en tal caso. Por ultimo, las Firmas cuentan con dos columnas para
hacer mas clara la interpretacion.
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| Firmas

Familias Corriente Capital by
Inicial 0 0 K(t — At) K(t — At)
Produccién 0 +Y (t)At 0 +Y (t)At
Salarios +WB(t)At —WB(t)At 0 0
Ganancias +P(t)At —P(t)At 0 0
Inversién —I(t)At 0 +1(t)At 0
Consumo —C(t)At 0 —0-K(t—At)At || —C(t)At — 0 - K(t — At)At
Final \ 0 0 K(t) | K(t)

Cuadro 2.1: Contabilidad del maiz [kg]

Los modelos que cuentan con este tipo de tablas se conocen en la literatura
macroeconémica como modelos Stock-Flujo (SFC, Stock-Flow Consistent) [9, 22]
39, 42]. Tradicionalmente las entradas de la tabla tienen como unidad una divisa,
pero una de las innovaciones de TED&POP fue hacer una tabla contable por activo
y, para ser consistentes con eso, aca las entradas se miden en kg.

De la primera columna se obtiene la ecuacion

WB(t) + P(t) = C(t) + I(t).

En este modelo, esta ecuacién es redundante, pues resulta de la suma de dos ecua-
ciones que mencionamos anteriormente:

De la segunda columna se obtiene la ecuacion
Y(t) = WB(t) + P(t).

De la tercera columna se obtiene la ecuacién

K(t) — K(t — Ab)
At

= I(t) =6 - K(t—At).

La tultima columna siempre es redundante por tratarse de la suma de las otras
columnas. En este caso particular, la ecuacién que de ella se desprende tampoco
resulta interesante.

Para cerrar el modelo, es necesario agregarle ecuaciones. Para ello, repasaremos
los hechos del intervalo (¢t — At,t) con mayor detalle.

La producciéon Para producir Y kg de maiz por ano, las Firmas requieren tener
como capital al menos sY kg de maiz y contratar al menos Y/a trabajadores. s es
la relacion capital-producto y a es la productividad del trabajo. Al revés, se puede
pensar que con L trabajadores las Firmas pueden producir como mucho alL kg de
maiz por ano si disponen de suficiente capital, y con K kg de maiz como capital las
Firmas pueden producir como mucho K/s kg de maiz por ano si contratan suficien-
tes trabajadores: con K kg de maiz como capital y contratando L trabajadores, las
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Firmas producen min{K/s,a - L} kg de maiz por aflo.

En este modelo, las Firmas producen lo maximo que pueden de acuerdo al capital
del cual disponen:

V- K80,

Para producir esta cantidad, necesitan contratar al menos Y (¢)/a(t — At)ff| trabaja-
dores. Contratan exactamente esa cantidad, pues si contrataran més producirian lo
mismo y tendrian que pagar mas salarios:

Y
O

a(t) se asume que aumenta con el tiempo: gracias al descubrimiento de nuevas técni-
cas de produccién, cada trabajador puede producir cada vez més por ano. Su evo-
lucién esta dada por la ecuacion

a(t) = a(t — At) + ¢ - a(t — At)At,

donde 1) es un parametro.

Salarios El salario promedio pagado a un trabajador por ano de trabajo es w(t —
At), por lo que

WB(t)At = w(t — At) - L(t) At
= WB(t) = w(t — At) - L(t) .

El salario promedio se actualiza segiin la ecuacién
w(t) =w(t —At)+p-(e(t) — 1) w(t — At)At,

donde p y 7 son pardmetros, y e(t) = L(t)/N(t — At) es la tasa de empleo. N(t) es
la poblacion en edad de trabajar y se actualiza segin la ecuacién

N(t) = N(t — At) + ¢ N(t — ADAL,

donde ¢ es un parametro.
Juntando todas las ecuaciones, tenemos

I(t) = P(t), (2.7)
C(t) = WB(t), (2.8)
Y(t) = WB(t) + P(t), (2.9)
K = Z(t —AY _ I(t)—6- K(t—At), (2.10)
Y(t) = M , (2.11)
L(t) = a(%%, (2.12)

1Se puede pensar que a(t — At) es la productividad del trabajo en todo el intervalo [t — At, ).
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a(t) =a(t — At) + ¢ - a(t — At)At, 2.13
WB(t) = w(t — At) - L(t) , 2.14
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Fijado At > 0, esto nos da un modelo a tiempo discreto.

El modelo continuo

El tercer paso de la fundamentaciéon del modelo es pasar de la familia de mo-
delos a tiempo discreto (indexada por At > 0) al modelo a tiempo continuo. Para
escribir algunas ecuaciones resultantes en forma compacta, introducimos la siguiente
notacion.

Notacién. Dada una funcion f derivable y no nula en ty, denotaremos
f(to)
f(to)

Observacién 2.23. Observar que si definimos g(t) := log|f(t)|, tenemos g(to) =
f(to); por esta razdn, f(ty) se llama la derivada logaritmica de f en t.
Algunas propiedades inmediatas que resultan de esto son

f(to) =

fg(to) = f(to) + g(to) ,
A= 0,
y F(to) = A(to) |

para cualesquiera [ y g derivables y no nulas en ty, y cualquier A € R.

Cuando At — 0, y asumiendo que todas las funciones son suficientemente suaves,
obtenemos el modelo a tiempo continuo de la siguiente tabla.

Cuadro 2.2: Variables, parametros, unidades y ecuaciones del modelo de Goodwin

Variable ‘ Descripcion ‘ Unidad ‘ Ecuacién principal
Variables macro
p Intensidad de la lucha de | 1/afio | [pardmetro]
clases
T Tasa de empleo no acelera- - [pardmetro]
dora de los salarios
e(t) Tasa de empleo - e(t) = NL
w(t) Salario promedio por uni- | kg/tr-ano | w(t) = p- (e(t) — 7)

dad de tiempo
WB(t) | Masa salarial por unidad de | kg/ano | WB(t) = w(t)L(t)
tiempo

Variables de las Familias
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Variable | Descripcion Unidad | Ecuacion principal
@ Tasa de crecimiento de la | 1/afio | [pardmetro]
poblacion en edad de traba-
jar
N(t) | Poblacién en edad de traba- tr N(t) =
jar
C(t) | Consumo por unidad de | kg/ano | C(t)= WB(t)
tiempo
Variables de las Firmas
Y Tasa de crecimiento de la | 1/afio | [pardmetro]
productividad del trabajo
s Relacién capital-producto ano [pardmetro]
) Tasa de depreciacién del ca- | 1/ano | [parametro]
pital
a(t) Productividad del trabajo | kg/tr-afio | a(t) =
Y(t) Produccién por unidad de | kg/ano | Y(t) = Ks(t)
tiempo
L(t) Poblacién empleada tr L(t) = 3;((;))
P(t Ganancias por unidad de | kg/afo | P(t) =Y (t) — WB(t)
tiempo
I(t) Inversién bruta por unidad | kg/ano | I(t) = P(t)
de tiempo
K(t) | Capital kg K(t)=I(t)—6-K(t)

La tabla muestra todas las variables, sus descripciones y todas las ecuaciones del
modelo, y garantiza que la cantidad de variables sea igual a la cantidad de ecuaciones
(donde cuenta como ecuacién declarar a una variable como pardmetro). En general,
en lugar de escribir una ecuacién o declarar una variable como parametro, se puede
también declarar una variable como ezdgena.

En la literatura econdmica, las variables exégenas de un modelo son aquellas que
“se supone estan determinadas por fuerzas externas al modelo y cuyas magnitudes
se aceptan s6lo como datos” [I1], p. 5-6]. Para los efectos de esta tesis, una variable
exdgena sera una variable cuya dindmica se omite a la hora de presentar las ecuacio-
nes del modelo, pero estara dada explicitamente cuando se realicen simulaciones del
modelo. Por ejemplo, los parametros serian un caso particular de variables exdgenas:
son variables exdgenas constantes.

Anadlisis del modelo

Para analizar este modelo, observar que

A I P
K sY ’

w

P:Y—wL:(l——>Y
a

N 1—

L w/a_(s,
s
.7 - A - 1 —w/a
s



Definimos v := w/a, se tiene entonces que

~

ﬁ:w_&:p'(‘f—ﬂ—@ba

por lo que se obtiene el sistema de 2 ecuaciones diferenciales con 2 incognitas

v=p-(e—7)—% ¥y
1

—v
—0—Y—9p.

e =
s

Observar que esto es un caso particular de las famosas ecuaciones de Lotka-Volterra
para sistemas predador-presa, donde la variable v toma el rol de predador y la
variable e toma el rol de presa.

Es obvio que el sistema tiene un equilibrio en (v,e) = (1— (0 + v +)s, 7+v/p).
Es sabido también que todas las soluciones con condicién inicial v(0) > 0y e(0) > 0
son Orbitas cerradas [28), p. 240].

Observar que N y a se pueden integrar aparte:

N(t) = N(0)exp(pt) ¥
a(t) = a(0) exp(¢t) .

Las otras variables del modelo pueden calcularse en base a v, e, N y a:

L=e-N,
w=a-v,
Y=a-L y
K=s-Y.

Exploremos la dinamica del modelo en palabras. Para empezar, observemos que
lo producido por unidad de tiempo Y se distribuye en forma de salarios WB y
ganancias P:

Y=WB+P.

Al dividir ambos lados por Y obtenemos

1_WB+P
Y Y

=1= +P
= Y.

WB/Y se conoce como la participacion de los salarios, mientras que P/Y se conoce
como la participacion de las ganancias.

Cuando la participacién de los salarios (v) es baja, la participacién de las ganan-
cias (1—v) es alta, la tasa de crecimiento del capital es alta (K = (1—v)/s—4), la tasa
de crecimiento del producto es alta (V) y crece la tasa de empleo (¢ = Y —1)—p > 0).
Cuando la tasa de empleo es suficientemente alta, la tasa de crecimiento de los sala-
rios es alta (w = p- (e — 7)) y la participacién de los salarios crece (0 = w —1 > 0).
Pero cuando la participacion de los salarios es alta, el ciclo virtuoso anteriormente
mencionado se revierte: la participacion de las ganancias es baja, la tasa de creci-
miento del capital es baja, la tasa de crecimiento del producto es baja y cae la tasa

de empleo.
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Este modelo ilustra como el conflicto distributivo entre trabajadores y capitalis-
tas, representado por la ecuacion

ﬁzﬂ'(e_T)_ID,

produce ciclos de crecimiento y recesion en la economia capitalista.
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Capitulo 3

Toros vs. 0sos: un modelo
trinomial de un activo financiero

3.1. Introducciéon

Usualmente, el primer acercamiento de uno al mundo de la matematica financiera
es a través del modelo binomial [16] 44, 5T]. Dicho modelo puede entenderse como
una puja entre dos grupos de inversores: los toros y los osos. Los toros son aquellos
inversores que creen que el precio del activo va a subir, mientras que los osos son
aquellos que creen que el precio del activo va a bajar. Supongamos que la proporcion
de toros entre todos los inversores es p,, mientras que la proporcion de osos entre
todos los inversores es pg(= 1 — p,). En cada instante de tiempo, se elige al azar un
inversor:

= Si se eligié un toro, éste compra el activo, haciendo que el precio se multiplique
por un factor u > 1.

= Si se eligié un oso, éste vende el activo, haciendo que el precio se multiplique
por un factor d < 1.

De manera que si S(t) es el precio del activo a tiempo t, se tiene que
P(S(t) =uS(t—1)) = pu y  P(S(t)=dS({t—1)) =pqg.

Las probabilidades p, v pg estan fijas. Un modelo en sintonia con esta interpretacion
puede leerse en la seccién 4 de [15].

Bajo esta interpretacién, el modelo binomial asume implicitamente al menos una de
las siguientes hipotesis:

» La cantidad de inversores es suficientemente grande: si un toro se queda sin
dinero, o un oso se queda sin acciones, esto no altera significativamente los
valores de p, ¥ pa-

= La compra de acciones por parte de los toros, y la venta de acciones por parte

de los o0sos, se realiza en forma gradual: lleva tiempo que un toro se quede sin
dinero, o que un oso se quede sin acciones.
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= Todos los inversores pueden pedir préstamos y shortearﬂ sin limites: un to-
ro puede seguir comprando aunque no tenga dinero, y un oso puede seguir
vendiendo aunque no tenga acciones.

= Continuamente los inversores perciben ingresos de dinero y acciones por fuera
del mercado considerado: los toros siempre tienen dinero y los osos siempre
tienen acciones.

Por otro lado, un modelo que se basa en la finitud de los activos de los inversores,
es decir en la violacién de las hipdtesis recién mencionadas, es el presentado en [7]. Se
trata de un modelo a tiempo continuo, con distintos grupos de inversores. A tiempo
t, cada grupo tiene un parametro k(t) € (0,1) que determina la proporcién en la que
compran o venden el activo basados en consideraciones de factores fundamentales y
técnicos, y una magnitud B(t) € (0,1) que representa la proporcién de su riqueza
invertida en activos. Estas funciones determinan la oferta S(t) y la demanda D(t),
y el precio P(t) cambia segun la ecuacion

d D(t)
Elog P(t) = log <%> ,

lo que termina por cerrar un sistema de ecuaciones diferenciales deterministico.
Particularmente, k(t) estd dado por la ecuacién

_ 14 tanh ((t)

(e =

donde ((t) € R es un parametro que representa la preferencia del inversor sobre
comprar o no acciones, y la ecuacién garantiza que k(t) € (0, 1). B(t) varia segin la
ecuacion

B 1 dP
=k (1-B)—=(1—k)-B+B(l-B)5—,

lo que a su vez garantiza que empezando con B(0) € (0, 1), se tiene que B(t) € (0, 1)
para todo t, lo que significa que los inversores no shortean ni piden préstamos.
También, los cambios en B(t) se deben sélo a compra y venta de acciones, y
variaciones en el precio, lo que indica que no entran dinero ni acciones de afuera
del mercado considerado. Las otras dos hipdtesis tampoco son necesarias.

En este modelo, a medida que un grupo de inversores se va quedando sin dinero, no
pueden seguir subiendo el precio de la accién y, andlogamente, a medida que se van
quedando sin acciones, no pueden seguir bajando el precio de la acciéon. Cuando
dos grupos de inversores tienen dos valores fundamentales distintos, el primero
mayor y el segundo menor que el precio actual del activo, se produce una puja que
eventualmente agota el dinero del primer grupo o las acciones del segundo grupo,
y el precio termina convergiendo al valor fundamental del grupo vencedor. Este
fenémeno se usa en [7] para explicar algunos conocidos patrones de anélisis técnico.

En el presente trabajo, se desarrolla un modelo que combina aspectos de los dos
modelos previamente mencionados. En la seccion (3.2 se describe el modelo como
representacion de un escenario real. En tal escenario hay dos grupos de inversores,

IEste término estd definido inmediatamente después de la definicién m
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los toros y los osos. Los toros compran acciones, mientras que los osos las venden.
Mediando las transacciones entre los grupos, hay un hacedor de mercado que fija
los precios. Los detalles técnicos sobre la formalizacién se pueden encontrar en la
seccion 3.3

En el modelo binomial, la distribucién de los retornos logaritmicos puede aproxi-
marse mediante el teorema central del limite. Una forma de medir cuanto se desvian
tales distribuciones en este nuevo modelo es estudiar sus momentos|[1l, 34, 49, 52].
Con esto en mente, en la seccién probamos una féormula que permite calcular
todos estos momentos.

Si bien la distribucién de los retornos logaritmicos del modelo binomial puede
aproximarse apelando al teorema central del limite, sus momentos también pueden
calcularse de forma exacta. Esto es lo que hacemos en la seccién .5, tomando limite
en una férmula presentada en la seccién |3.4]

Como una aplicacion del modelo, en la seccion [3.6], muestro como tomar valores
de los parametros para aproximar momentos dados con precision arbitraria. Este
procedimiento es ejemplificado con el uso de datos financieros reales, que ademés
sugieren un patrén de convergencia claro.

En la seccién [3.7] generalizamos el marco presentado, para el caso en el que
hay varios grupos de toros con distintas cantidades de dinero y/o varios grupos de
osos con distintas cantidades de acciones. La generalizacién de la formula deducida
en la seccion y la generalizacion del algoritmo presentado en la seccién son
introducidos, observando que demostraciones analogas valen para este caso general.

3.2. El modelo en palabras

Considerar el siguiente modelo. Hay N inversores interactuando en un mercado.
Ademas de los inversores, hay un hacedor de mercado (HM) siempre dispuesto a
comprar y vender acciones. A tiempo ¢, se puede dividir a los inversores en 3 grupos:

1. Hay N,(t) toros: éstos son inversores con dinero que desean comprar acciones.
2. Hay N,(t) osos: éstos son inversores con acciones que desean venderlas.

3. Hay N —N,(t)— Ny(t) inactivos: se trata de inversores sin dinero que desearian
comprar acciones, e inversores sin acciones que desearian venderlasﬂ

A tiempo t se elige un inversor al azar, y todos los inversores cuentan con igual
probabilidad de ser elegidos.

Sea p(t) el precio de la accién a tiempo ¢t. El HM opera con dos constantes
0<d<1<u.Sia tiempo t

1. se elige un toro, éste gasta todo su dinero en comprarle acciones al HM, quien
se las vende a precio up(t), y éste pasa a ser el nuevo precio de la accién

(p(t+1) = up(?));

2. si se elige un 0so, éste le vende todas sus acciones al HM, quien se las compra
a precio dp(t), y éste pasa a ser el nuevo precio de la accién (p(t+1) = dp(t));

2Uno de los jurados me ha sefialado lo excéntrico de hablar de “inversores sin acciones”. Espero
que el lector me permita esta pequena transgresion.
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3. si se elige un inversor inactivo, no se venden ni se compran acciones, y el precio
se mantiene igual (p(t + 1) = p(t)).

El inversor elegido, sea cual sea su origen, pasa a estar inactivo:
1. si se trataba de un toro, N, (t +1) = N,(t) — 1y Ny(t + 1) = Ny(t);
2. si se trataba de un 0so, Ny(t + 1) = Ny(t) — 1y Ny(t + 1) = N,(¢);

3. si se trataba de un inversor inactivo, N, (t 4+ 1) = N, (t) y Na(t + 1) = Ngy(t).

3.3. Construccion del espacio de probabilidad

Todo esto puede modelarse mediante el siguiente espacio de probabilidad. Con-
sideramos el espacio muestral

Q={U,D,I}"

cuyos elementos w € ) representan estados del mundo [25] 26].
Para cada | € Ny y para cada @ € {U, D, I'}!, se tiene el conjunto

A@:{WGQI(UJo,...,wl_l):(jJ}

Sea JF; la o-algebra generada por la familia

{As}ocrupnyt
y
Fuo i= U Fi.
=0

Considerar ¢ : N2 x {U, D, I} — R dado por

Nu(0) — 1 Ny(0) —n

Q(nuand, U) = +’ q(nu’anD) = %
N — Ny (0) — Ng(0) +ny +n

¢ gt D) = YO N0 .

y P : {As}oequ,p,nt — R definida recursivamente por

Py(Ag) == Pro1(Awo,n) ¢ (#F#{i <t =20, =UL#{i <t —2:0; = D}, @)
y Py(2) :=1.

Proposicién 3.1. P, toma valores no negativos y

> P(Ay) =1,

we{U,D,I}t
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Demostracion. Hacemos induccién sobre t. Si ¢t = 0, vale trivialmente. Supongamos
que vale hasta t — 1.

Si P,(Az) <0, entonces Py1 (A, 0)) >0y

Siw;—1 = U, se tiene entonces que #{i < t—2:w; = U} > N,(0). Sea t’ el mayor
delos i < t—2 tales que w; = U, se tiene entonces que #{i < t'—1:w; = U} > N,(0),
pero

= Pu( Aoy ) (i <t~ 1:0i= Uy #{i <t —1:0; = D},U) <0,

.....

absurdo. Andlogamente, se llega a una contradiccién si @, 1 = D. No puede ser que

wi—1 = I, pues N > N, (0)+Ny4(0), porloque N+#{i <t—-2:w; = U}+#{i <t-2:

W =D} >N, (0)+Ng0)yq(#{i<t—-2:0;,=U},#{i<t—-2:0;,=D},I) >0.
Por dltimo, tenemos que

> Py(A)

we{U,D,I}t

= > Pi(Aggns) q#{i <t —2:0; = U} #{i <t —2:d; = D}, &y_y)
we{U,D,1}t

= > > P(Ay) q#{i<t—2:0=Ub#{i<t—2:0=D},dy)

we{U,D,I}t=1 &y 1€{U,D,I}

= > P(Ay) Y q@Hi<t—2:@;=U}#{i <t—2:d; =D} i)

we{U,D,I}t1 @r_1€{U,D,I}

— Z P,_1(A) =1.

we{U,D,I}t—1
[

Luego, por la proposicion [2.21 P, se extiende a una medida de probabilidad
definida en F;. Observar que si @ € {U, D, I'}!, se tiene que

]PS(AGJ) = ]P)s—l(AdJ) (31)

para todo s > t, y por lo tanto P,|z = P;. Considerar entonces P, : Foo — R, si
A€ F,

Esto esta bien definido por (3.1). F., es un algebra de conjuntos y P, : Foo — [0, 1]
es finitamente aditiva.

Proposicién 3.2. Sea {A,}en C Foo una familia de conjuntos disjuntos tales que
A=, en An € Fuo. Vale entonces que

Poo(A) =D Poo(An) .
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Demostracion. Como

N
A, c4,
n=1

tomando t suficientemente grande se tiene que

ZIP’t <UA><R A).

Por lo tanto

y tomando limite obtenemos que

oo

D Poo(An) S Py(A).

n=1
Para ver que

oo

Y Poo(An) > Poo(A),

n=1

basta ver que existe N € N tal que

N
AcC UAn,

n=1

y una demostracién de esto puede verse en [32, p. 27]. O]

Por el teorema de Hahn-Kolmogorov (teorema [2.7)), se puede extender entonces
P, a una tunica medida de probabilidad P : F — [0, 1], donde F es la o-algebra
generada por F.

Definicién 3.1. Se definen los procesos estocdsticos Ny, Ng : Ng — Z? y p : Ny —
Rgo, dados por

Nt =D(w) =1 siw =U
Nu(t)(w) - {Nu(t _ 1>(w) im0 ,
Nyt =1)(w) =1 siw1=D
Nalt)le) = {Nd(t —1)(w) $1 no
pt =1 (wu  siw1=U
y pt)(w) =< pt—1)(w)d siw1=D ,
p(t—1)(w) Stwig =1

con N,(0), Ng(0) € Ng y p(0) € R dados.
Proposicién 3.3. Se tiene que
N,(t)(w) =Ny(0) —#{i<t—1:w; =U},
y Ng(t)(w)=Ng(0)—#{i<t—1:w; =D} .

Demostracion. Por induccién en t. O
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3.4. Calculo de momentos de los retornos lo-
garitmicos

En este tipo de modelos, los practicantes estan usualmente interesados en la
distribucion de los retornos logaritmicos. En este caso, log(p(t)/p(0)) es una variable
aleatoria con soporte compacto (de hecho, su soporte es finito), por lo tanto sus
momentos determinan su distribucion: el famoso resultado de unicidad del problema
de los momentos de Hausdorff [19].

El principal objetivo de esta seccion es probar una férmula que nos permita
calcular facilmente los primeros momentos de los retornos logaritmicos. Esa férmula
es

. <10g (z% )) -2 nuﬁd!(bg s Y (Nu](%)((i)!ku)! {Z }

nuyndeNO kyw=0

Nyu+ng=n
ng ku+kq N
= (Na(0) = ka)! k| 2 J N

donde el simbolo {Z} representa un numero de Stirling de segundo tipo, como

vimos en la seccion 2.2.2] El lector puede encontrar codigo de Python para calcular
estos valores en la seccién [AT.1]
Para probar esta férmula, necesitamos algunos resultados previos.

Definicién 3.2. Sea i € N, definimos la variable aleatoria

_ p(i)
X; = logm .

Observacion 3.1. Sit € Ny, observar que

log @ = zt: X;
p(0) =
Proposicién 3.4. Se tiene que
logu siw;1=U

XZ(W) = logd S1 Wi—1 = D .

0 £ Wi—1 = 1
Demostracion. Sale inmediatamente de las definiciones de X; y p. ]

Proposicion 3.5. Dado i € Ny, las variables N, (i), Nq(i) y X; (en este ultimo
caso, i > 1) son F;-medibles.

Demostracién. Sea i € Ny. Sea @ € {U,D,I}*, por la proposicién sabemos
que N, (i) y Ng(i) son constantes en Ag. Luego, N, (i) y Ng(i) se escriben como
combinaciones lineales de {14, }Qe{u p,ry y por lo tanto son F;-medibles.

Si i € N, por la proposicién sabemos que X; es constante en Ag. Luego, X;
es F;-medible. O
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Lema 3.6. Seai € Ny y m; : {U, D, I} — {U, D, I} la proyeccion m;(w) = w;. Se
tiene que

E <1w:1<{U}> fi) = N}L\Ei) : (32)
E (150 op| Fi) = va(” (3.3)

y E (1@1({1}) E) - w . (3.4)

I
—

Demostracion. Probaremos la identidad (3.2)); las otras dos identidades se demues-
tran de forma andloga. Por la proposicién [2.14] se tiene que

E(Lop| 7i) =P (7 (UD|F) = Y PO ({UDIAa)La
“Eaned

Sea w € {U, D, I} tal que P(Ay) > 0y w € Ag, se tiene entonces

E (L] 71) () = B (Uplaa) = “peed - e

donde la dltima igualdad sale de la definicién de P;;; junto con la proposicién 3.3
Luego, con probabilidad 1,

E (17@-‘1({11})‘ Fi) P> NuT(i)lA@ _ @)

we{U,D, 1}

Proposicion 3.7. Sean 0 =1ip < iy < ... < i < ipy1 enteros, entonces
B N‘u(ik-i-l - 1! Ng(ig41 — 1)! Han
(Nu(tger — 1) = L) (Na(igtr — 1) — 1g)!
k+1 l + ld + k— ] + 1 ij—ij_1—1
=7 H ¥ (3.5)

N (0)! Ny(0) b .
2 (Nu(0) = Ly — #{s; = u})! (N4(0) — ld—#{sj—d} 1:[1 g55)

se{u,d}*

Demostracion. Damos una demostracion por induccion en k. Para k = 0, el lado
izquierdo es

Nu(iy — 1)! Naliz — 1)!
. ((Num T = 1) (Naliy = 1) — 1) )

Observar que

N, (i +1)! Ny(i+ 1)!
( (N (i + 1) — L)! (Ng(i + 1) = 1)!
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B N (i +1)!
‘E<<Nu<e’+1>—

! Ny(i)!
— L) (Na(i) —

).

Ny(i +1)!

luﬂ(Nd(;Er 1)_)ld)! <1w;1<{1}>+1w;1<{v}>+1w;1<w}>>‘ﬂ)
(1_Nu(’i)+Nd(i)) n (N (i) — 1)! Na(i)!  Nyu(d)

N (Nu(i) = 1 = L) (Na(@) — )t N

n N, (i)! (Na(i) — 1)1 Ng(2)

(Nu(@) = L) (Na(i) =1 = la)! N

Nu(z)‘ Na(i)! Lo + g

= ot S o )

Por aplicacién sucesiva de la ley de esperanzas iteradas (proposicién [2.11]), obtene-

mos que

No(iy — 1)!

Ny(ip — 1)!

N (0)! Nq(0)

dl

lo que prueba el caso k = 0.

(Nu(“ - 1) - lu)' (Nd(zl

g ! L, + 1\
—1>—zd>!)_<Nu<o> L)! (Na(0) — 1y)! (1_ N )

Supongamos que (3.5 vale para k. Usando sucesivamente la ley de esperanzas

iteradas, obtenemos que

N, (Zk+2 — 1)
. ((Nu(ikﬂ — 1) = L)! (Na(ik42 — 1)

k+1

|H ij

Ng(igqo —1)!

)

_ (1 - lu + ld>ik+2—ik+1—1E Nu(ik+1>! Nd Zk—i—l /ﬁ
N (Nu(ig41) = L) (Na(igs1) — a)!
Ademas,
E Ny (ig11)! Na(ips1)! IﬁXna
(Nu(ig41) = Lu)! (Na(igs1) — )"
Nulirg)! Na(ixr)! on ) o,
BB - . ! [ Fien—r ) [T X5
( (Tt T it 2 K | P I
y
]E < Nu(2k+1)‘ Nd(ik'i‘l)! ?’Lk-‘—l .F 1)
(Nu(irr1) = L)' (Na(igga) — L)t 0 |70
Zk+1 Nd(ikﬂ)!
=E 1 s P
( zkﬂ L) Naier) — L)1 08 Ll op| P
Zk+1 Nd(ikﬂ)!
E log d)™+11_- S
B (et S T (i 2008 0™ 1 o P
(N (lk+1 - 1) —1)! Na(ipt1 — 1)! ey Nuligpr — 1)
(log u)"™+t ———=
(N (Zk+1 - 1) —-1-1 ) (Nd(l'k+1 — 1) — ld)' N
Nu(zk—i-l — 1) (Nd<ik+1 — 1) — 1)' (10 d)nk+1 Nd(ik-',-l — 1)
(Nulivrr — 1) = 1) (Nalins — 1) — 1 — L)l N
_ (log u)nkJrl Nu(ik+1 — 1)' Nd(ik-i-l — 1)'
N (Nuligs1 — 1) — 1 — 1) (Ng(igs1 — 1) — 1p)!
(logd)™ 1 Ny(ig1 — 1)! Na(ik+1 — 1)!
N (Nu(iger — 1) = L) (Ngliger — 1) = 1 = 1)1
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Por lo tanto,

B Nu(ig41)! Na( Zkﬂ ﬁ
(Nu(ig41) = L)' (Na(igg1) — 1a)!
_ (log 'L[,)nk+1 Nu(’ik+1 — 1)' Nd Zk+1 — 1 HXn]
N (Nu(ZkJrl — 1) —-1-1 ) (Nd(ZkJrl — 1 ld !
+(log d)”kHE Ny(ikﬂ — 1! Na(ig41 — 1)! H n
N (Nu(ZkJrl — 1) [ ) (Nd(ZkJrl — 1 —1- ld !

:QEEEEJ;Hl1_M+1+m+k—g+1%’ﬂ4
N N+ N

J=1

NU(O)! Nd( k
Z (Nu(0) =1 =1, — #{s; = u})! (Na(0) — lg — #{s] —d))! ]1;[1 log s;)"

se{u,d}*
(logdy™st 1 %0 (1l lut Lk —j 4 1)
N Nk 1 N
J=1
N, (0)! N4(0)! k |
(log s;)™
se{zu;l}’C (Nu(()) — b~ #{Sj = u})' (Nd(()) —1-1;— #{Sj = d})l ]];[1 J
1T , b4 la+k+1—j74+1\5 9!
T ONk+L H - N
j=1
N, (0)! Ny(0)! k
| (logu)™+1 | | (log s;)"
(;z} (Nu(0) = b — 1 — #{s; = u})! (Na(0) — Ly — #{s; = d})! E :
il <0>! Na(0)! ; |
* (log d)"k+1 (logs .)”J
1 k+1 1 Lo+l k+1—j+1 ij—ij_1—1
T Nk+L H o N
j=1
2 = — lﬁ(log s5)"
et NL(0) = L= #{sy = D) (Na(0) —la — #{s; = P! 11
Finalmente,
o il =1L Ny — 1) fﬁ X
(Nalinrz — D) — L) (Nalinez — ) — L)
T At latk+1-5+1 gt
Nk+1 N
k+1
Z — i ﬁ (log s;)"
se{u,d}ph+1 (N (0) = 1, — #{s; = u})! (N4(0) — lg — #{s; = d})! j
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Corolario 3.8.

()" _ " (log d)™ N.(0)
E(log (ZT@) )— Z (log )™ (log d) Z NFu(N,(0) — ky)!

ny,nqg€Ng n' eN
Ny+ng=n ’T'L +.. +nﬁ“=nu

Nka(Ng(0) = ka)! Kylka! nll.. . pkal.pll...phdl

nyeEN

k
1 d__
ng+...+n, 4 =ng

> kﬁd (1 — %)m . (3.6)

m;ENg 7=0
m0+---+mku+kd:t_ku_kd

Demostracion. Tomando [, = I = 0 en (3.5]), obtenemos la férmula

k . i ij—ij—1—1
() (-5

Nu(O)! Nd k
Z (Nu(0) = #{sj = up)! (Na(0) — #{sj =d}) 1]1:[1 log ;)™

se{u,d}r

Usando esto, tenemos que

() ) -=((57))

SN SED —(Hx )

k=1 m;EN n;EN
mi+...4+mE<tni+...+n=n

I S S d /(e

k=1 m; EN n; €N
mi+..4+mE<t ni+...+np=n

N, (0)! N4(0)! b .
Z (NL(0) — #{s; = u})! (N4 (0) — #{s; = d})! H(IOg 55)

se{u,d}* Jj=1

zzzz—y

mEN se{u,d}F mZGN

3

3

k . mi—1 k
(ki) N(0) Nu(0) g5
H(l ) T e = o, = apy LL0oss)”
Sea

B, = {(k,ﬁ,s) :1<k<n, 7 eNFtal que |ﬁ>|1 =n,seE {u,d}k} ,
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obtenemos

LONN n! 1
() )= X X atw
..., | Nk
p(O) (k,7,5)€Bn m;EN ny ng! N
mi+...+mp<t

) : —M " N (0)! Nq(0)! : 0g §;)"™
H(l ) (210 — s, = ) (al0) — sy =t LL1o2)"
Sea

Cp = {(nu,nd,ﬁi,ﬁd) : Ny, ng € Ny tales que ny +ng = n, n, € U N* tal que ’”_Zh =n,,
kv>0

ny € U N* tal que |7TZI\1 = nd} )
kq>0

Hay una funcién sobreyectiva de B,, a C,,, donde
Ny ‘= E n;,
jisj=u

e es el vector 7 con sélo las componentes n; tales que s; = u, y dando definiciones
analogas para ng y 5. Los puntos en la preimagen de (n,, ng, n_)u, 775) estan asociados
con términos de la forma

n! 1
Z ' Nku-i-kd

mieN e Ntk
m1+"'+mku+kd§t
ku+kd . ma—1
ky+kg—j+1\" N, (0)! N(0)!
. 1— 1 nu(1og d) -
H ( N ) (Nu(0) —ku)!(Nd(o)_kd)!<Og“) (log d)™ ;

=1

observar que todos ellos son iguales. La preimagen de (nu,nd,rTZ,ﬁZ) tiene (k, +
ka)!/(ku'kq!) elementos, pues ese es el nimero de valores que s puede tomar si la
restringimos a tener u en k, componentes y d en k; componentes. Por lo tanto,
podemos reescribir la suma como

()T L

nu,ng€No nt,eN n4eN
Ny+ng=n k b
“ L A nl+. +n d=ng

> nl 1 ’“’ﬁ“d (1 k?u‘f‘k?d_j‘f'l)mj_l
ka) Nkutk -
N nll-nkal o pll. . pidl NFutha = N
m1+...+mku+kd§t
N, (0)! Ny(0)!

TNL(0) = Tl (Na(0) = Fogy1 (0B )™ (log )™

ez nq NU(O)' Nd(o)!
= ) (logu)™(logd) > NFu (N, (0) — ky)! 2 NFa(NZ(0) — kg)!

nudeNO nfLGN nfieN
Ny+ng=n 1 ku A
Nyt 0t =ny n}lJr...Jrndd:nd
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(ku + ka)! n! Z kﬁd o m;
k’u'kd' 1) kd! N

... nkul . Ce
nu. nuu . nd. nd mZGNO ]:0
m0+~-~+mku+kd:t—ku—kd

]
Lema 3.9. Dado k >0, y co,...,cr € R todos distintos entre si, se tiene que
k k otk
] ¢ — .
m;eNy  j=0 =0 Hi;ﬁj(cj ci)

Demostracion. Por induccion en k. Si k = 0, obviamente vale. Suponemos que vale
para k, entonces

k—‘rl l k—1
My my l—my m;
> le Z > arai]le
m;ENo m; €Ny mE=0 §=0
mo+...+mg+mg1=m m0+ Amp_1=m—l

mo 41 I+1

k—1

Ok v D DI | G

- j
C — C

'~ Ck+1 k mseNo <0

mo+...+mp_1=m—I

k-1 k—1
Gk ! m; Ck z m;
- Chrr )G — a1
J=0

Crt1 — Ck Ch41 — Ck

mj,lENo j:0 mJ‘,lENo
mo—+...+mg_1+l=m mo+...+mg_1+l=m
m+k k-1 m+k
Ck+1 Crt1 + Z ¢
Ck+1 — Ck H0<Z<k 1(Chyr — ]=o — Chy1) H0<z7<£k 1(cj — i)
av)
Ch m+k C7_n+k
Cx J
— —|— E
Chi1 — Ck H0<z<k (e, — = (c; — ¢ H0<z7<ék 1(e; —¢)
m+k+1 m+k+1
k+1 4 Cr
 Tlocick(Chpr — ) H0<z7<£+1( k= Ci)
k—1 m+k
n ( Ck+1 Gk ) C;
Ck+1 — Ck i — Ck+1 Cj — Cg Hogigkq(cj - Ci)
J= i#j
Cm+k+1 m+k+1
k+1 4

H0<z<k(ck+1 ci) H0<z7<ék+1( k= Ci)

+ 1 kzi ( (Ck+1 - Ck)cj ) C?Hk
Ck+1 — Ck = (Cj — Ck+1)(Cj — Ck> HOS?;k_l(Cj — Ci)

k+1 m+k+1

Z H0<z7<ék+1(cj )
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Teorema 3.10.

E(log (%)) -2 nuﬁd!(l‘)gu)nu(logdydi ) {Z}

n,mq€Np ky=0
Nu+ng=n
ng ku+kq Nt
2t (Na(0) = Fa)! (ke £ j N)

(3.7)
Demostracion. Aplicando el lema en (3.6]), obtenemos

() T pwerem £ (50)

nudeNo nt €N
n ng=—n
wid nl+. . 4+nii=n,

2. (NZEIO)) nll- - k] kﬁd(_l)j (kjkd> (1 B %)t |

ky | 1)
: b n .t n .t .
nfieN u d Jj=0

1 kq_
ng+...+n;"=nqg

(3.8)

Esta expresion puede simplificarse usando niimeros de Stirling de segunda espe-

cie. Recordemos que es el nimero de particiones de un conjunto de n elementos

n
k
en k conjuntos no vacios. Luego, el nimero de funciones sobreyectivas de un conjun-

to de n elementos a un conjunto de k elementos es k! . Llamando n; al cardinal

n
k
de la preimagen del i-ésimo elemento del codominio, obtenemos

|
(dny v
k’{k > T

n; EN
ni+..4+ng=n

Usando esta identidad en ([3.8]) obtenemos ({3.7)). O

3.5. Momentos del modelo con infinitos inverso-
res

Como un caso limite de nuestro modelo, el modelo binomial puede ser recuperado.
Tomando ventaja de esto, en esta seccién calculamos los retornos logaritmicos del
modelo binomial. Por lo que sabemos, estos resultados no aparecen en la literatura
actual.

En esta seccién usaremos la notacion de la seccion B.3]

Sean gy, qq > 0 tales que g, +qq < 1. Consideremos el modelo con N, (0) := | ¢, V]
y Ng(0) := [qaN |, y apliquemos el limite N — oo a los momentos de los retornos
logaritmicos. Por un lado, al aplicar el limite a la férmula tenemos que

N.u(0)
N
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LN
NEe(N,(0) — kg)! T

por lo que

E (log (%)3 = Y (logu)™(logd)™ > g

na,nq€Ng ni €N
n ng=n
wt d ni++nﬁit =Ny

> ok Fa) 2 !

.. pkul ol
nZEN n.,: nr: nd. nd m;eNo
m0+-~~+mku+kd:t7ku7kd

= Y (oguw)(logd)™ > gk

nudeNO n’ EN
n ng=n
wid nl4..4nku=n,

4k k! kit \ky + kg

Ll ..opkul o pll..
nll--.nkel.nll

k
1 d_
ng+...+n,4=ng

n! — n & k Ny t!
— Ny ng u u d
— E ] (logu)™(log d) E 0y {k‘u} kg_o qq {k’d} i
u=

nu:ndeNO ky=0
Ny+nqg=n

Por otro lado, tomemos Z := log(p(t)/p(0)). Por definicién de p(t), observemos
que Z es constante en A, para todo @ € {U, D, I}'. Sea Z(&) := Z(w) para cualquier
w € Ag. Bajo cualquier medida de probabilidad @ : F; — [0, 1], tenemos entonces
que

Eo(Z) = / () dQ(w) = 2} / 206) Q) = 2} 2(6)Q(As).
(3.9)

Para hacer énfasis en la dependencia respecto de N de las construcciones de la
seccion [3.3], notaremos

@& =q, ]P’iv::]P’t y PN .=P.
Ademdés, definimos ¢* : N2 x {U, D, I} — R dado por
¢, U)=q, ¢ ¢D)=q vy ¢ (0)=1-q —q;

definimos P5° y P> reemplazando ¢~ por ¢™ en las definiciones de PV y PV respec-
tivamente. Por tltimo, notaremos EV a la esperanza bajo PV y E* a la esperanza
bajo P°.

Tenemos entonces que ¢~V — ¢ puntualmente cuando N — oo. Por induccién
se prueba que PN (A,) — P®(Ay) para todo @ € {U, D, I'}t. Como

PY(Az) = P (As) — PP°(As) = P (Ag),
de la ecuacion 3.9 obtenemos entonces que

EN(Z) = E>(Z).
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La medida P> define al clasico modelo trinomial con probabilidades de transicion
constantes, por lo que

T o T S 3 2 R

nu,na€Np ky=0 kq=0
Ny+ng=n

es la formula de los momentos de sus retornos logaritmicos. En particular, en el
modelo binomial se tiene que ¢4 = 1 — g, por lo que el momento n-ésimo del retorno
logaritmico a tiempo ¢ es

n! o t!
| l "d 1— ka J T4 - .
Z Ny!ng! j(logu)™ (log d) un { u} Z( 2 {kd} (t — ky — kq)!

nu,nd€ENo ky=0 kq=0
Ny +Ng=n

3.6. Ajuste de momentos

Parte de la importancia de los modelos financieros para los practicantes yace en
entender mejor los fenémenos financieros y ajustar mejor los datos empiricos. En
esta seccién muestro como ajustar a datos empiricos, y espero que el resultado final
arroje algo de luz sobre una posible explicacién para conocidas desviaciones de la
normalidad, basada en caracteristicas del mundo real tales como la finitud de los
activos y las limitaciones a las ventas en corto.

Dados los primeros momentos de una distribucién, quisiéramos encontrar
parametros log u, log d, N, (0), Ng(0), N y t tales que los momentos de log(p(t)/p(0))
ajusten a los valores dados.

Como el marco tiene 6 parametros, sospecho que seria posible ajustar los primeros
6 momentos, pero no encontré una forma analitica de hacer eso. En vez de eso,
emplearé un limite, tomando t, N — oo de una forma particular y mostraré un
procedimiento para ajustar los primeros 4 momentos.

Asumimos dados los primeros 4 momentos muestrales de los retornos logaritmi-
cos: m,, para 1 <n < 4. Sean

Sea q(z) el polinomio

o= (2 2)2- (32 20)

y sean ry y T9 sus raices. Sean



Bajo las siguientes condiciones, podemos aproximar los momentos muestrales

dados:
71,79 € R\{O},

" FETY
L /\17A2>0.

Asumiendo que estas condiciones valen, mostraré como aproximar los momentos
dados. Asumimos s.p.d.g. que r; < 7.

Digamos que queremos aproximar los primeros 4 momentos con un error menor
que un € > 0 dado.

Procedimiento 3.1. 1. Fijar C' > 0.
2. Fijar Ng(0) = [\MC], Nu(0) = [X2C], d = expry y u = exprs.
3. Calcular los primeros 4 momentos usando la expresion
n! 2 N, (0)! {n } 2L Ng(0)! {nd} _
P u U O~ (kutka)
n%n%No nu!nd! b2 k:uzo (NU(O) - ku)' Ky ,;) (Nd(o) - kd)! ka
Ny+ng=n

Si los momentos calculados no aproximan a los momentos muestrales con un
error menor que €, volver al paso |1l y tomar un valor de C' mds grande.

4. Figar N > N,(0) + N4(0).
5. Figart=|—Nlog(1—C™1)].
6. Calcular los primeros 4 momentos usando la ecuacion (3.7). Si los momentos

calculados no aproximan a los momentos muestrales con un error menor que
g, volver al paso[f] y tomar un valor de N mds grande.

Para probar la correctitud de este procedimiento, primero observar que mante-
niendo C' fijo, E (log (p(t)/p(0))") converge a

Lz nd

no N,0)  (n, Na(0)!  [na| -
> gl 1 2_: (N, (0) — k,)! {k} 2 (Nd(Od) — ka)! {kd}c e

kq=0

cuando N — o0o. A su vez, esta ultima expresion converge a

n!nnnlnl kngnzk
S i {3y (e

ko=0

cuando C' — oco. Sean X7 y X5 variables aleatorias independientes con la distribu-
cion de Poisson con parametros A\; y s respectivamente. Entonces, de acuerdo a la
proposicion [2.22)]
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Luego, definiendo

obtenemos

E (log (%)n) - Y ! IE(XTE(X3?) = E(YV)

cuando N — oo.
Para completar la demostracién de correctitud del procedimiento [3.1] tenemos
el siguiente resultado:

Proposicién 3.11. Para 1 <n <4,
E(Y") =m, .

Demostracion. Usando las propiedades de la seccién y la ecuacién ((2.2)), tene-
mos que la funcién generadora de momentos de Y es

E (exp(sY)) = exp (A1 (exp(r1s) — 1) + Ao (exp(ras) — 1)) .
Sea

ua(s) == A1 (exp(ris) — 1) + Ag (exp(ras) — 1) y
v(s) = exp(ua(s)) ,

entonces queremos probar que

para 1 <n <4.
Por induccién, puede verse que

w(s) = o (s)ui(s) "+ Palwi(s), 0" (s),0i(s) e oals) ™)

donde P, es un polinomio en muchas variables, y usando esto, reducimos el problema
a probar que

us” (0) = u{”(0) .

Del lado izquierdo, observamos que

uén)(s) = Mriexp(r1s) + Aory exp(ras) y
ud”(0) = Mrf + Aot}
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por lo que

4
u3”(0)
En las ultimas dos filas de esta cuenta, observamos que

VIDA(VT) ™t = (VTD<VT)—1)2 '
-1
C‘_ K1 K9 K9 K3 o 0 —Cp
T (/{2 /4:3) (/@'3 /-4:4) o (1 —cl) ’

g(z) = det <“1 “2) det(zx—C) v

Ro K3

det(x = C) = (x —r)(x —19) .

Sea

entonces

Es sabido y trivial que

VC =DV,
por lo que
vIipwvh=t=c”
y
o) ()
u(4):(0) N A
Observamos que
Qo

OT . _ a1
’ —CpQp — C1a1 '

Por lo tanto

es el vector dado por

de la secuencia recursivamente definida por
Up42 = —Colp — C1Ap41
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y empezando en

De la ultima columna de la ecuacién (3.10), obtenemos

()= (=) (o)
(@)= ()

lo que completa la demostracién. O

y de esto concluimos que

3.6.1. Prueba con datos reales

En esta seccion, aplicaremos el procedimiento a un caso real. Como se senala
en [15], se pueden observar colas gruesas en los retornos intradiarios, pues intervalos
de tiempo mas largos parece mas probable que permitan el agregado de variables
independientes idénticamente distribuidas, llevando a retornos normalmente distri-
buidos. Por lo tanto, analizaremos datos de retornos diarios.

Analicé los datos de tres companias Big Tech y una compania argentina de
e-commerce. Primero, elegi la compania argentina, porque pensé que seria mas vul-
nerable a las limitaciones a las ventas en corto. En este caso, encontré que las raices
del polinomio ¢ no eran reales y decidi probar suerte con algunas companias famosas.

Probé el procedimiento con los tickers MELI, GOOG, AAPL y MSFT entre las
fechas 2023-09-01 y 2023-10-30. Para cada ticker, calculé los retornos logaritmicos
diarios, aquellos obtenidos empezando con el precio de apertura y terminando con el
precio de cierre. De eso, calculé los momentos muestrales. En el cuadro podemos
apreciar la asimetria y el exceso de curtosis de los retornos logaritmicos de los stocks
seleccionados. Los valores del cuadro son claramente no nulos, lo que subraya su
distribucién no normal.

Ticker | Asimetria | Exceso de curtosis
MELI 0.3837 -0.5337
GOOG | -0.1467 -0.3921
AAPL -0.6373 -0.2251
MSFT -0.2997 0.8309

Cuadro 3.1: Asimetria y exceso de curtosis de los retornos logaritmicos diarios entre
las fechas 2023-09-01 y 2023-10-30

Con los cuatro tickers, continué con el procedimiento. A excepcion de MSF'T, las
raices del polinomio ¢ resultaron no ser reales. Por lo tanto, le apliqué el procedi-
miento s6lo a MSF'T.

Querfa obtener un modelo con menos del 1% de error con respecto a los mo-
mentos muestrales calculados. Valores de C' = 103 y N = 10° fueron suficientes

70



Orden del momento Muestra Ajuste Diferencia relativa
1 —9,051-10"% | —9,064 - 1074 0,1494 %
2 1,837 -107* 1,835-10~* —0,06762 %
3 —1,238-107% | —1,236-10°6 —0,1564 %
4 1,316 -1077 | 1,312-107" —0,3255 %

Cuadro 3.2: Ajuste de parametros a los retornos logaritmicos diarios de MSFT entre
las fechas 2023-09-01 y 2023-10-30

para esto. Los parametros correspondientes del modelo son d = 0,986529, u =
1,01025, N4(0) = 596, N,(0) = 704 y t = 1001. En el cuadro presento los mo-
mentos de la muestra, del ajuste y su diferencia relativa.

Continuemos analizando la convergencia. El procedimiento [3.1| consiste de dos
partes: los pasos 1 a 3 consisten en hallar un valor de C' grande tal que

- n! nd Ny - Nu(O)' Ny, - Nd<0)' nq —(ky+kqg
W= 3 3 ) S U 2 ) 2w g €

Na,ngE€Ng w kvu=0 kq=0

difiera poco de m,, y los pasos 4 a 6 consisten en hallar un valor de N grande tal
que E(log(p(t)/p(0))™) difiere poco de u(C,n) (y correspondientemente de m,).
Definimos
C - n
d;(C) := max plCm) =

1<n<4 ’

my

el méximo de las diferencias relativas entre p(C,n) y m,. Tomando diferentes va-
lores de C' y calculando d;(C) para los datos de MSE'T, obtenemos el grafico de la
figura (3.1}

Los datos parecen ajustarse al modelo

log(di(C)) ~ —1,04410g(C) + 1,774

con R? = 0,952.
Fijando C' = 103, definimos

do(N) := i, E(log(p(t)f((g)Z)) — u(C,n) |

el maximo de las diferencias relativas entre E(log(p(t)/p(0))") y u(C,n). Haciendo
el mismo grafico para N y da(N), obtenemos la figura [3.2]
Los datos parecen ajustarse al modelo

log(da(N)) ~ —0,9946 log(N) + 6,594

con R? = 0,9336.
El c6digo usado en esta seccién puede hallarse en la seccién [AT]

3.7. Modelo multigrupos

En esta seccion, presentamos una generalizaciéon del marco.
Supongamos que hay varios grupos de osos y toros, g grupos en total, de manera
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Ajuste Lineal en Gréfico Log-Log de Cvs d_1(C)

o4 . ® Datos Log-Log Originales
. —— Ajuste Lineal

—4

log(d_1(C))

2 3 4 5 6 7 8 9
log(C)

Figura 3.1: log(dy(C)) ~ —1,044log(C) + 1,774

tal que dentro de cada grupo, cada uno de sus miembros tiene la misma cantidad
de dinero y la misma cantidad de acciones. De esta forma, se tienen cantidades
iniciales de inversores N1(0), N2(0),...,N,(0) € N de cada grupo, y al elegir un
inversor del grupo ¢-ésimo, el precio se multiplica por un nimero positivo f;, y
dicho inversor deja el grupo para convertirse en un inversor inactivo.

Los coeficientes 0 < f; < fa < ... < f, pueden representar que los inversores del
grupo 1 son los osos con mayor cantidad de acciones (por lo que al invertir ellos el
precio cae més), mientras que los inversores del grupo ¢ son los toros con mayor
cantidad de dinero (por lo que al invertir ellos el precio sube més). Un modelo
sin osos también puede ser representado: el grupo 1 serfan los toros con menor
cantidad de dinero, por lo que al invertir ellos el precio sube menos. Andlogamente,
un modelo sin toros puede ser representado.

En este modelo, la formula para los momentos del retorno logaritmico a tiempo
tes

E (log (%)n) - H;EN #;h' i[l(log o ; % {Zi} .

ni+...+ng=n

(3.11)

La demostracién es andloga a la de la seccién |3.4
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Ajuste Lineal en Grafico Log-Log de N vs d_2(N)
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Figura 3.2: log(dy(N)) ~ —0,9946 log(N) + 6,594
3.7.1. Ajuste de momentos
En esta seccion, generalizamos el procedimiento descrito en la seccion (3.6}

Asumimos dados los primeros 2¢g momentos muestrales de los retornos logaritmi-
cos: m, para 1 <n < 2¢g. Sean

29
Ul(I) =1+ E ﬂl’ 3
k=1
uy(z) :=logui(x) v
(n)
Kn :=1u;  (0)
Sea ¢(x) el polinomio
K1 Ko e K/g Ko K3 e H;ngl
Ko Rg =+ Kgg1 K3 Rga = Rgyo
q(z) := det , _ _ T — : : . ;
Kg Kg+1 -+ Kog-1 Kg+1 KRg+2 -+ Rag
y sean {ry}j_, sus raices. Sean
g—1
1 o 7’1
V=11 : ;
g—1
1 e
Tl
D := y
Ty
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R1
X:=D (V)™

Rg

Bajo las siguientes condiciones, podemos aproximar los momentos muestrales

dados:
» 7, € R\{0} paral < h <y,
;A rjparai £ jy
= A\, >0paral <h<g.

Asumiendo que estas condiciones valen, los momentos dados pueden ser aproxima-
dos mediante el siguiente procedimiento.

Asumimos s.p.d.g. que r < ... <7,.
Digamos que queremos aproximar los primeros 2g momentos con un error menor
que un € > 0 dado.

Procedimiento 3.2. 1. Fijar C' > 0.
2. Fijar N,(0) = | \C| y fr = expry.
3. Calcular los primeros 2g momentos usando la expresion

Y o0 h,H z o {k}Z%{k}cz

ni,...,ng€Ng =0 g
ni+...tng=n

Si los momentos calculados no aproximan a los momentos muestrales con un
error menor que €, volver al paso |1l y tomar un valor de C mds grande.

4. Figar N > %7 _ Nu(0).
5. Fijart = |—Nlog(1—C™1)].

6. Calcular los primeros 2g momentos usando la ecuacion (3.11)). Si los momen-
tos calculados no aproximan a los momentos muestrales con un error menor
que €, volver al paso[]] y tomar un valor de N mds grande.

La demostracion de correctitud de este procedimiento es analoga a la de la seccion
5.0l

3.8. Conclusiones

En este trabajo se desarrollé un modelo similar al cldsico modelo binomial, pero
sin la posibilidad de tomar posiciones en corto. Pienso que esto es relevante porque
hay muchos mercados financieros donde las ventas en corto estan restringidas de
una forma u otra.

Se describi6 al modelo como una representacién de un escenario real. En tal escenario
hay dos grupos de inversores, los toros y los osos. Los toros compran acciones,
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mientras que los osos las venden. Mediando las transacciones entre los grupos, hay
un hacedor de mercado que fija los precios.

Se provey6 una formalizacién: se construyo un espacio de probabilidad que per-
mite representar los eventos y la informaciéon del modelo.

Se prob6 una féormula que permite calcular todos los momentos de los retornos
logaritmicos. También se dedujo una férmula para el caso con infinitos inversores.
Una aplicacién importante de esta tltima féormula es que nos permitié calcular los
momentos del cldsico modelo binomial.

Como una aplicacién del modelo, se presenté un procedimiento para elegir los
parametros, para aproximar los primeros cuatro momentos muestrales con precision
arbitraria. Esto es relevante porque los datos muestran que los retornos se desvian
de la normalidad[13], 14 [35, [40} [43]. M4s evidencia de eso fue provista en la seccién
siguiente, donde también se aplicd el procedimiento a datos financieros reales y
se descubriéo un patrén de convergencia claro. Este patron, sin embargo, todavia
requiere una explicacion.

Se generalizé el modelo para el caso en el que hay varios grupos de toros y/o
varios grupos de osos. También se generalizé el algoritmo dado en la seccién [3.6] lo
que permite aproximar 2g momentos muestrales. Estas generalizaciones proveen un
marco para la integracién de fenémenos mas complejos.
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Capitulo 4

Viabilidad y completitud del
mercado para modelos
multinomiales

4.1. Introduccion

El punto de partida en el area de matematica financiera suele ser el modelo
binomial [16, 44] [51]. En dicho modelo, el tiempo es discreto y, en cada instante de
tiempo, el futuro se bifurca: o bien el precio de la accién sube al multiplicarse por
un factor u > 1, o bien el precio de la accién baja al multiplicarse por un factor
d < 1. Este modelo se muestra en la figura [4.1]

t=20 t=1 t=2
u?S(0)
uS(0)
S(0) udS(0)
ds(0) —_
d25(0)

Figura 4.1: Modelo binomial con 3 fechas de trading

Otra variante es el arbol trinomial [5, 12] 27, 29, 47, 48]. En este modelo, el
tiempo sigue siendo discreto pero, en cada instante de tiempo, el futuro se ramifica
en tres posibilidades: las dos del modelo binomial, y una tercera que consiste en que
el precio se mantenga constante. Una versién de este modelo con ud = 1 se muestra
en la figura [4.2]

La generalizacion natural de estos ejemplos es un modelo a tiempo discreto en el
cual, en cada instante de tiempo, el futuro se ramifica en b posibilidades: se tienen
coeficientes 0 < f; < ... < fp, v el precio puede multiplicarse por cualquiera de
estos factores f;. En el presente trabajo se estudian las condiciones de viabilidad y
completitud del mercado, para tales modelos.

En la seccion [£.2] se da una interpretacion geométrica del conjunto de medidas de
martingala equivalentes para el modelo de un solo periodo y se desarrollan resultados
tedricos que caracterizan tales medidas como combinaciones convexas de un nimero
finito de medidas de martingala. Ain mas importante, se provee un algoritmo para
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u?S(0)
—
uS(0) — uS(0)
— Bl
5(0) 5(0) 5(0)
™~ >
dS(0) — dS(0)
™~
d?5(0)

Figura 4.2: Modelo del arbol trinomial con 3 fechas de trading y ud =1

calcular estos generadores, y otro para completar mercados libres de arbitraje que
agota las posibles formas de hacerlo.

En la seccién se muestra como aplicar los resultados tedricos desarrollados
en la seccién [4.2] a casos concretos.

En la seccién [£.4], se utilizan los resultados de la seccién [4.2] para probar algunos
resultados de los modelos multinomiales. Se analiza un mercado con dos activos y
se encuentra una condicién necesaria y suficiente para que sea libre de arbitraje.
También se demuestra que el mercado es completo cuando b = 2. En el caso b = 3,
agregamos un activo y caracterizamos todos los activos que completan el mercado.
Aplicamos este 1ultimo caso al andlisis de una version a tiempo discreto del modelo
Korn-Kreer-Lenssen [33], v doy un ejemplo de mercados discretos completos que
convergen a un mercado con oportunidades de arbitraje.

4.2. Teoria

Consideremos un modelo de mercado con fechas de trading ¢t = 0,1, donde el
espacio muestral es Q = {1,2,...,b} con P({w}) > 0 para todo 1 < w < b, activos
financieros Sy, . .., Sy, v go(w,t) > 0 para todo (w,t) € 2 x {0, 1}.

Completar un mercado consiste en agregar activos S, 11, . . ., Sy, tales que el nuevo
mercado es completo. Debido a la proposiciéon [2.32], esto requiere que el mercado
original sea libre de arbitraje. Considerando la proposicién y el corolario [2.33
el siguiente procedimiento para completar un mercado se vuelve claro:

Procedimiento 4.1. 1. Fijar una medida de martingala equivalente (MME) p.

2. Anadir filas (Sg(w,1))ke para k > n a la matriz D? hasta que su rango fila
sea b.

3. Definir
Sk(0) == ((Sk(w, 1))w, )
para todas las nuevas filas de DZ.
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A

Figura 4.3: AN A es la cédpsula convexa de (0A) N A

En consecuencia, las formas en las que el mercado puede ser completado estan
restringidas por el conjunto M*(S). Teniendo en mente la observacion [2.12] se tiene
que

ME(S) = M“(S)NRY, , (4.1)

por lo que la caracterizacion del conjunto M?%(.S) lleva automaticamente a la carac-
terizacién del conjunto M¢(S). La siguiente subseccién es sobre la caracterizacién

de M*(S).

4.2.1. Clasificacién de medidas de martingala

Observar que una medida de martingala (MM) p es una solucién de

51(171) Sl(bvl) 51(0)
: : p=1 (4.2)
Sp(1,1) -+ Su(b,1) S (0)

en el b — l-sfmplex estandar A*~! C RP. Llamaremos A(S) a la variedad lineal
definida por las soluciones de este sistema (posibemente A(S) = )). En consecuencia,

M(S) = A(S)n AP (4.3)
Para caracterizar esta interseccion, desarrollaremos una serie de resultados.

Proposicién 4.1. Sea A un simplex y A una variedad lineal, ambos en R®. Si
(OA)N A # (), entonces AN A es la cdpsula convera de (OA) N A.

Esta proposicién es ilustrada por la figura [£.3} A es el tridngulo gris y A es la
linea punteada. Los puntos negros representan a (0A) N A, y la linea gruesa entre
ellos (incluyéndolos) es su cdpsula convexa, que coincide con A N A.

Demostracion de la proposicion[{.1. Sea B := aff(A). Como A C B = (0A) C B,

ANA=AN(ANDB) y
0 #(OA)NA=(0A)N(ANB),

por lo que podemos asumir s.p.d.g. que A C B y que estamos trabajando directa-
mente en B (por lo que OA es simplemente la frontera de A).

Como A y A son convexos, entonces AN A es convexo. Como (0A)NA C ANA,
la cédpsula convexa de (0A) N A estd incluida en AN A.
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Sea z € AN A, queremos ver que se encuentra en la cdpsula convexa de (0A) N A.
Sea y € (0A) N A. Para cada A € R, sea

=+ Nz —vy).

Los vy son combinaciones afines de x e y, y como z,y € A, se tiene entonces que
vy € A para todo A. Ademas, como A es acotado, existe \g > 0 suficientemente
grande que cumple que vy, ¢ A. Por otro lado, vg = x € A, por lo que existe

A i=sup{A € [0, \o] : vy € A}.

Est4 claro que vy, € A, porque si no habria una cota superior estrictamente menor
que A;. Como A es cerrado, tenemos entonces que vy, € A =\ < A\gy vy, € B\A,
pues si no A; no seria cota superior.

Luego, vy, € 0A = vy, € (0A)N Ay

vy, =2+ M(z —y)

A1
=T = Uy, + .
T+ 1Y
Es decir, z es una combinacién convexa entre y y vy,, v va,,y € (0A) N A. ]

OA es una unién de simplices de menor dimensién, por lo que para encontrar los
generadores de A’~1 N A(S) se puede proceder de la siguiente forma:

Procedimiento 4.2. 1. Empezamos viendo si e; € A(S) para todo 1 < i < b:
los que pertenecen a A(S), los ponemos en una lista de generadores; los que
no pertenecen, los ponemos en una lista de 0-simplices.

2. Formamos todos los posibles 1-simplices cuyos bordes estén todos en la lista
de 0-simplices. Para cada una de estos 1-simplices, vemos si se intersecan con
A(S): las intersecciones asi conseguidas las agregamos a la lista de generadores
y, con los 1-simplices que no se intersecan con A(S) formamos una lista de
1-simplices.

3. Formamos todos los posibles 2-simplices cuyos bordes estén todos en la lista
de 1-simplices. Para cada uno de estos 2-simplices, vemos si se intersecan con
A(S): las intersecciones asi consequidas las agregamos a la lista de generadores
y, con los 2-simplices que no se intersecan con A(S) formamos una lista de
2-simplices, etc.

Como A’"! no contiene b-simplices cuyos vértices pertenezcan a {e;}?_;, el proce-
so termina a lo sumo en el paso b. Una implementacién de este algoritmo en Python
puede encontrarse en la seccién [A.2]

Ejemplo 4.1. Para ilustrar el procedimiento, se lo aplicaremos a la figura[{.4], un
caso en el que b = 3. Tal figura representa el plano que contiene a A* ({x1+xo+x3 =
1}). En este caso particular, aplicando el algoritmo se tienen los siguientes pasos:

1. Vemos que e; ¢ A(S) para i =1,2,3. Ahora, la lista de generadores es {} y la
lista de 0-simplices es {{e1}, {ea}, {es}}.
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A(S) N {fﬂl + Ty +x3 = 1}

€2

Figura 4.4: Dibujo en el plano x; + x2 + 3 = 1. El algoritmo nos permite encontrar
los generadores p' y p?: su cdpsula convexa nos da A% N A(S).

2. Construimos todos los posibles 1-simplices cuyos bordes estén todos en la lista
de 0-simplices, es decir, las cdpsulas convexas de {e1,es}, {e1,e3} y {es, e3}.

conv({e1,ea}) N A(S) = {}, conv({e1,e3}) N A(S) = {p'} y conv({ea,e3}) N
A(S) = {p?}. Ahora, la lista de generadores es {p', p*} y la lista de 1-simplices

es {conv({ey,ex})}.

3. Construimos todos los posibles 2-simplices cuyos bordes estén todos en la lista
de 1-simplices: no hay ninguno. Por lo tanto, el algoritmo termina aqui y la
lista de generadores es {p',p?}.

Este proceso puede terminar incluso antes, con la ayuda de los siguientes resul-
tados.

Proposicién 4.2. Sea A un simplex y A una variedad lineal, ambos en R®, y sea B
la variedad lineal generada por A. Si ANA# DW= BNA#0) ydim(ANB)>1,
entonces (0A) N A # 0.

Demostracion. Sea x € AN A. Seay € AN B tal que y # x. Para cada \ € R, sea
=z + Ny — ).

Se tiene entonces que vy € AN B para todo A € R. Ademaés, como A es acotado,
existe \g > 0 suficientemente grande que cumple que vy, ¢ A. Como vy = z € A,
existe un A; € [0, Ag) tal que vy, € JA. Luego, vy, € (0A) N A. O

Corolario 4.3. Sea A un simplex y A una variedad lineal, ambos en R®. Si ANA # ()
ydimA > b+1—dim A, entonces (0A) N A # 0.

Demostracion. Sea B la variedad lineal generada por A,y sea x € AN A. Se tiene
entonces que A —x v B —  son subespacios lineales de R? y, por el teorema de la
dimensién

dim((A—z)+ (B—x))+dim((A—2)N (B —z)) = dim(A — z) + dim(B — x).
Por lo tanto,

dim((A—2z)+ (B—2))+dim((A—2z)N(B—2x)) =dimA+dimA >b+1
=dm((A—2)N(B—2z)) >b+1—-dim(A—2z)+(B—2x))>1
= dim(ANB)>1.
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De aqui se deduce que es innecesario ver si se intersecan con A(S) las cdpsulas
convexas de b+ 2 — dim A(S) o mds vértices.

Observaciéon 4.1. Observar que, al considerar un k-simplex A en el paso k + 1,
de existir una solucion en dicho k-simplex, tiene que ser unica. En efecto, de otra
manera dim(A(S)NB) > 1 lo que implica que (OA)NA(S) # 0, por lo que habria una
solucidon en alguno de los k — 1-simplices que forman 0A. Pero segin el algoritmo,
estos simplices fueron simplices considerados en el paso k que no tenian soluciones.

Proposicién 4.4. Sea g uno de los generadores obtenidos mediante el algoritmo
mencionado. Se tiene entonces que g no estd en la clausura convexa de (A(S) N

A™N\{g}.

Demostracion. Tenemos que

g = ZQ&j@j

jeJ

cona; >0y > . ;a; =1, para algin J C {1,...,b}. Consideremos el conjunto

jeJ
C:={xe A" :2; >0 paraalgin j ¢ J}.

Es facil ver por definicién que este conjunto es convexo.

Ahora, supongamos que x € (A(S) N A*")\C. Se tiene entonces que x; =
0 para todo j ¢ J. Es decir, z es combinacién convexa de los e; con j € J, y
también = € A(S). Por la observacion [4.1] sabemos que el tnico punto que cumple
ambas propiedades es g, por lo que x = g. De esta manera, obtenemos que (A(S) N
AN\ {g} € Cy, como C es convexo, C contiene a la clausura convexa de (A(S) N
AN\ {g}. Como g ¢ C, g no esta en la clausura convexa de (AN A" 1)\{g}. O

Concluimos asi, que los generadores obtenidos por este algoritmo son necesarios
y suficientes.

Ejemplo 4.2. Los generadores obtenidos por el algoritmo mno tienen porque ser
afinmente independientes. Consideremos el sistema

1 -1 -11 0 0 0
1 -3 =20 =2 0|p=1[-1
1 1 2 0 0 2 1

Los generadores en este caso resultan ser

(1/2 1/2 0 0 0 0),
(00 1/2 1/2 0 0
(0000 1/2 1/2
(1/3 0 1/3 0 1/3 0
(0 1/3 0 1/3 0 1/3).

)

) v
Estos generadores no son afinmente independientes, pues el promedio de los primeros
tres es iqual al promedio de los ultimos dos. Con el algoritmo senalado se puede

chequear fdacilmente que ninguno de estos generadores es combinacion convexa de
los otros.
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Una vez que se tienen los generadores p*, p?, ..., p", las MM’s son combinaciones
convexas de ellos, es decir, de la forma a;p' + ... + axp”, o en forma matricial

1 k

pl . pl al
1 k

Py Py (07>

Para que resulten equivalentes, hay que ver que cumplen a;p} + ...+ agp? # 0 para
todo 4, es decir, que (oq,..., %) € ((pi,--- ,p¥))t para todo i. Aprovechando que
los p] > 0, la condicién sobre los ay; se vuelve evidente: a; > 0 para algin j tal que

pi #0.

Cuando se quieren agregar activos para completar el mercado, digamos

Snit,---,9m, para mantenerlo libre de arbitraje se tiene la restriccion
Spi(L,1) oo Sp (b, 1)\ o1 o-- PE\ [ Sn+1(0)
donde los valores de (a, . . ., ay) tienen las restricciones mencionadas anteriormente.

Una vez elegidos los valores de Sj(w, 1) para completar el mercado, el rango de valores
para (S,+1(0),...,5,(0)) estd dado por

Sn+1<0) <Sn+1(1)7p1> T <Sn+1(1)7pk> a1
donde los valores de (s, . . ., ax) tienen las restricciones mencionadas anteriormente.

4.2.2. Mas fechas de trading

Como vimos en la seccién [2.4.2] los mercados discretos pueden descomponer-
se en componentes de un solo periodo con Fy triviales. Ahora disponemos de un
procedimiento para caracterizar los conjuntos M¢(S(; 4)) correspondientes a dichas
componentes.

Si queremos estudiar la viabilidad y completitud de un mercado discreto con Fy
trivial, podemos entonces empezar caracterizando los conjuntos M®(S, 4)) de cada
una de sus componentes.

Gracias al corolario 2.30 para chequear que el mercado total S es libre de arbi-
traje, podemos simplemente chequear que cada una de sus componentes es libre de
arbitraje, es decir, que M®(S( a)) # 0 para cada (¢, A).

Una vez que sabemos que el mercado total es libre de arbitraje, podemos chequear
que sea completo. Gracias al corolario [2.31] podemos chequear esto viendo que cada
una de las componentes sea completa, es decir, que | M®(S(; 4))| = 1 para cada (¢, A).

Si el mercado total es libre de arbitraje pero no completo, podemos completarlo
agregandole activos. Cada activo S’ que agregamos al mercado total es un activo
S{L ) que se agrega a cada componente (t, A). Reciprocamente, si podemos agregar
un activo R en la componente (¢, A) sin afectar su viabilidad, podemos agregar un
activo S7 en el mercado total, de manera tal que Sgt, A = R.
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Proposicién 4.5. Sea I = {0,...,T} y S = (S},...,5%)er un mercado discreto
libre de arbitraje con Fo = {0,Q}. Seat € IN{T} y A € P,. Sea R : P1x{0,1} - R
un proceso estocdstico tal que R(-,0) es constante y (S,a), R), el mercado S ) al
que le agregamos R, es libre de arbitraje. Se tiene entonces que existe ST : Qx I —
R adaptado a la filtracion (F,)er, tal que S = (S}, ..., S8 ) e es libre de arbitraje
y S =R.
(t,A)

Demostracion. Sea ST : Q) x I — R dado por

R(al)s—t) sise{tt+l}ywed
S w,s) =R Afﬁ,l) sis>t+lyweA
R(-,0) si no

donde w € Afﬁ € Py

Veamos que St es adaptado a la filtracion (F;)ier. Sea s € I\{T'}, B € P,
y w,n € B. Sis>t+41, se tiene que w,n € B C AEH € Pyi1, por lo A;{ﬁ =
AP = A;{Z}l y S (w, s) = S (n, s). Si s < t, se tiene que ST (w, s) = R(-,0) =
S4*1(n, s). En todos los casos vemos que S%+1(-, s) es constante en B, lo que prueba

que Sd“ es adaptado a la filtracién.

Veamos que Séﬁ R. Sea B € PA /11y sea w € B, se tiene entonces que

Stk (Bys) = 8T (w, t + 5) = R(AT], 5).

Perow € B € Pt+1, por lo que B = At+1 Luego, S(‘?’j) = R.

Veamos que S es libre de arbitraje. Para eso, veamos que cada una de sus
componentes es libre de arbitraje. Sean s € [ \{T} y B € Ps, observar que
S(s,p) = (5(5,3)75(53) Sis =1ty B = A, se tiene que Ss.5 = (S@,4), R) que
por hipétesis es libre de arbitraje. Sis > ¢+1y B C A, sean C € PE | yw € C; se
tiene que

SEL(Cor) = SM (w, 7+ 5) = R(AM 1) = R(AP 1),

Como Sd+é) es constante, se puede escribir como Sg:l) = Sd+1 + 0+ S(s,p), donde 0
representa la estrategia de trading nula. Por la proposicion , como S, ) es libre
de arbitraje, S(S p) también lo es. En cualquier otro caso, se tlene que SdJrl = R(-,0),
por lo que es constante y se aplica el mismo argumento. O

Gracias a este resultado, tenemos un procedimiento para completar el mercado
total: completamos cada componente y extendemos al mercado total los activos que
agregamos.

4.3. Ejemplos concretos

Ejemplo 4.3. Consideremos el sistema
8 -6 -6 75 (15
99 —33 —33 201)7 7 \123
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Aplicando el método no se obtiene ningin generador, lo que indica que no hay so-
luciones del sistema en el simplex. Sin embargo, es inmediato que cada fila por
separada tiene soluciones en el simplex, y (2,—1/3,—1/3,—1/3) es una solucién en
el hiperplano x1 4+ xo + 3 + x4 = 1.

Ejemplo 4.4. Consideremos el sistema

-3 1 =15 1\ (-3

31 -7 1)P7 (-3
Aplicando el método se obtiene como tunico generador el vector (1,0,0,0), lo que
indica que la solucion del sistema en el simplex es sélo ese vértice. Sin embar-
go, es inmediato que cada fila por separada tiene mds soluciones en el simplex, y

(1,1,0,—1) es otra solucion en el hiperplano x1 + xo + x3 + x4 = 1.
La tinica MM es entonces (1,0,0,0), pero no es equivalente.

Ejemplo 4.5. Consideremos el sistema

-1 -1 -3 3\ (-1
(1 1 -3 3)p—(1)
Aplicando el método se obtiene como generadores a los wvectores (1,0,0,0) y
(0,1,0,0), lo que indica que el conjunto solucion del sistema en el simplex es la
arista que conecta estos vértices. Sin embargo, es inmediato que cada fila por sepa-
rada tiene mds soluciones en el simplex.
Las MM’s son las combinaciones convezas de (1,0,0,0) y (0,1,0,0), pero ninguna

es equivalente porque en todas esas combinaciones, las componentes tercera y cuarta
son nulas.

Ejemplo 4.6. Consideremos el sistema
(2 00 0)p=1

Aplicando el método se obtiene como generadores a los vectores (1/2,1/2,0,0),
(1/2,0,1/2,0) y (1/2,0,0,1/2). Las MM’s son las combinaciones converas de es-
tos vectores, es decir,

a1(1/2,1/2,0,0) + a2(1/2,0,1/2,0) + (1 — a1 — a2)(1/2,0,0,1/2)
con 0 < ay, 0< ay yay +ay < 1. Para hallar las equivalentes, observamos que

1. De las primeras componentes de cada generador, ninguna se anula, por lo que
la primera componente de la combinacion no se anula si y solo si aq > 0,
as >0 0a; +ay < 1.

2. De las segundas componentes de cada generador, solo la del primero no se
anula, por lo que la sequnda componente de la combinacion no se anula si y
solo st ap > 0.

3. De las terceras componentes de cada generador, solo la del sequndo no se anula,
por lo que la tercera componente de la combinacion no se anula st y solo si
oy > 0.
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4. De las cuartas componentes de cada generador, solo la del tercero no se anula,
por lo que la cuarta componente de la combinacion no se anula si y solo st
a1+ ag < 1.

Luego, las medidas de martingala equivalentes son las combinaciones con 0 < ay,
0 < an ya1+a2<1.
Para completar el mercado podemos agregar dos activos, extendiendo la matriz a

O = O =

1
0
0
1

S O N
O OO =

Multiplicando las ltimas dos filas de esta matriz con la matriz de generadores

1/2 1/2 1/2
12 0 0
0 1/2 0
0 0 1/2

obtenemos la matriz

(0 e n)

Luego, el sistema extendido seria

con las restricciones ay > 0, ag > 0 y a1 + ay < 1. Por ejemplo, tomando oy =
as = 1/3, obtenemos el sistema

S O N

00 0
100|p=|[1/6
010

Usando el algoritmo podemos chequear facilmente que el tunico generador es
(1/2,1/6,1/6,1/6). En consecuencia, esa es la unica MM, y ninguna de sus com-
ponentes es nula, por lo que es equivalente. Por lo tanto, este mercado es libre de
arbitraje y completo.

4.4. Aplicacion

El modelo mas simple que podemos considerar es el caso en el que hay s6lo un
activo Sp. En ese caso, es inmediato que A(S) = R® = M?(S) = A1 y por lo
tanto:

= ¢l mercado es libre de arbitraje;

= ¢l mercado es completo si y sélo si b= 1.
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Asumamos que existe r € R tal que So(w t+ 1)/50 (w,t) = 147 para cualesqulera
w y t, y agreguemos otro activo 51 con las siguientes caracteristicas. Sl( ) > 0,
tenemos un conjunto de coeficientes 0 < f; < fo < ... < f, v en cada instante de
tiempo ¢, tenemos que

P(§1(t+1):fh§1(t))>o Vhoy ZP(&H fhsl()>:1.

Fijemos la variable ¢. Por lo visto anteriormente, el mercado es libre de arbitraje si
y sblo si S;(t) se puede escribir como combinacién convexa de {S1(w,t + 1)}, con
coeficientes positivos, es decir, si
min({S1(w,t +1)},) < S1(t) < méax({S1(w,t+ 1)},)
S hHh<l+r<fy.

Ademas, el mercado es completo si y solo si es libre de arbitraje y

(1 1)
fi o f

tiene rango fila b, lo cual sélo pasa si b < 2.
En el caso b = 3, necesitamos que el rango fila sea 3, por lo que se puede agregar un
activo para completar el mercado:

1 1 1
i fa fs
Ci Co C3

tiene que tener rango 3. Triangulando esta matriz nos queda

1 1 1
0 fo—hi fs—h ;
0 0 c3—c1— =7 (fs — f1)

por lo que la condicién para que el rango fila sea 3 es

C3 —C1 —

ﬁ f‘ﬁ—fﬂ%o
& alfs— fo) Faalfi = f3) +es(fo— f1) #0. (4.4)

Calculemos las MMFE’s.
En el caso b = 3, el mercado es libre de arbitraje si fi < 1+ < f3; asumiremos
estas desigualdades. El sistema queda

(fi fo f5)p=1+r.

En ese caso, ni (1,0,0) ni (0,0, 1) son soluciones, pero

(fg—(1+r) 0 1—|—7’—f1)
fs—f 77 fs—=h

si lo es.
Si fo = 14 r, entonces (0,1,0) es una solucién y todas las soluciones que son

86



medidas de probabilidad son combinaciones convexas de éstas. Entonces, las MM’s
se obtienen como

f3—(+r)

0
fa—h
0 1 (0‘1).
1+r—f1 0 03

fa—f1

De la primera y tercera fila sale que a; > 0, y de la segunda sale que as > 0. Luego,
las MME’s son

f3—(1+7”) 1‘|—T—f1
p—F—F 1l —p.p—F——
fs— fs—h
con 0 < p < 1. Para completar el mercado, se tiene que ¢y, el precio a tiempo ¢ del
activo agregado, es una combinacién convexa

fa—(14r) 0
(6% C C C (6 C C C
11+T 1 2 3 Lre fy 21—|—T 1 2 3 0
fa—f1
. Cl(fg—(l‘i‘r))‘i‘Cg(l‘i‘T—fl) Co
= (7 &%) )
(fg—fl)(l—i—’f’) 1—|—T

donde ar; > 0y ap > 0. Es decir, ¢y se encuentra en el intervalo abierto comprendido
entre
a(fs—(1+7)+es(l+r—fi)
(fs = f) (L +7)

C2
147"

Si fo < 14 r, entonces (0, 1,0) tampoco es solucién, pero
(O f3—<1+7’) 1+T—f2)
R OO CE O
si 1o es. No hay soluciones de la forma (p, 1 — p,0), por lo que las MM’s se obtienen
como

fz—(4r) 0

fa—f1 foe (L) oy
0 fa—fa o ’
1+7‘—f1 1+T—f2 2

fa—f1 fa—f2

De la primera fila sale que a; > 0 y de la segunda que ay > 0. La tercera fila no
impone ninguna restricciéon adicional. Luego, las MME’s son

fs—(1+7) fa—(+r) 1+r—fi >
(p B f h—h Phopn TUP T )

con 0 < p < 1. Para completar el mercado, se tiene que ¢y es una combinacion
convexa

1+T—f2

,(1=p)

alfs— () +eltr—fi) olf—0+r)+eal+r—f)
(fs — f)(L+7) ? (fs — f2)(1+7)

aq
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donde oy > 0y ap > 0. Es decir, ¢y se encuentra en el intervalo abierto comprendido
entre

alfs—(1+7r) +es(l+r—fi)
(fs = fl+r)

cofs =(A+7) +es(l+r—f)
(fs = fo)(1+7) ‘

Si fo > 1+ r, entonces (0,1,0) tampoco es solucién, pero
<f2—(1+7") 1+T—f1 0)
fo—fi 7 o= fi
si lo es. No hay soluciones de la forma (0, p, 1 — p), por lo que las MM’s se obtienen
€como

fza=(1+r)  fo—(14r)

f36f1 1]jffj}1 o%]
fa—h1 oo ’
1+r—f1 O

fs—h

De la segunda fila sale que ay > 0 y de la tercera que ay > 0. La primera fila no
impone ninguna restriccién adicional. Para completar el mercado, se tiene que ¢y es
una combinacién convexa

o alfsmUtr)reltr=»f)  alh=(0+r))+el+r=A)
T R e

donde a; > 0y as > 0. Es decir, ¢y se encuentra en el intervalo abierto comprendido
entre

alfs—0+r)+al+r—Ff)
(fs = fi)(1+r)

alfo—(0+r)+el+r—fi)
(fo—f)(L+7) '

4.4.1. El modelo Korn—Kreer—Lenssen

El modelo Korn-Kreer-Lenssen (KKL) [10, 33] es un modelo a tiempo continuo
caracterizado por un activo con un proceso de precios sin descontar dado por

P(dS =1)=\Sdt,
P(dS = —-1)=nSdt
y PdS=0)=1—(\+n)Sdt,
para algunos \,n > 0 fijos. El trading es continuo en [0,7], y §0(w,t) = " para

algin r € R. Para completarlo, se agrega una opcién put F* con strike 1 y venci-
miento 7T, es decir, un activo que cumple que

by 0SS =1
=14 si S(T)=0
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Particionando [0,7] en n intervalos iguales, obtenemos una versién finita del
modelo KKL:

P(S(t+ At) = S(t) + 1) = AS(t)At
P(S(t+ At) = S(t) — 1) =nS(t)At
y P(S{t+At)=5)=1—(A+n)S(t)At,

donde At :=T/n,y So(w, t+At)/So(w, t) = 14+rAt, siempre que t/At € {0, ..., n}.
Para que estas probabilidades tengan sentido cuando n — oo, se requiere la condicion
A+n)T < 1.

Si S(t) = 0, caemos en el caso b = 1, con una MME trivialmente tnica. Si no,
caemos en el caso b = 3 con

fi=1=85)"", fo=1 'y  fs=1+85@t)".
Por lo tanto, el mercado es libre de arbitraje si y solo si
1-SH) P <1+rAt<1+85@)"

1
S A< —— .
r[S(t)

Para que esto valga para todo t < T, es necesario y suficiente que valga en el caso
S(t) = S(0) +n — 1. En consecuencia, la condicién se convierte en
1
[7[(S(0) +n —1)
S Tlr|(S0)+n—-1)<n.

At <

Esto vale para n suficientemente grande si T'|r| < 1.

Para completar el mercado, se debe agregar otro activo. Si a tiempo ¢ el activo
original tiene precio S(t), entonces asumiremos que el nuevo activo tiene precio
F™(t,S(t)) para alguna funciéon F™. Sea I' C (T'/n){0,1,...,n} x Ny el menor con-
junto que satisface:

1. (0,5(0)) eT.
2. Si(t,k) eyt <T, entonces

» (t+At,0) €T sik=0.
w (t+Atk—1),(t+ALK),(t+ At,k+1) e sik#0.

Para cada (t,k) € " tal que t < T y k # 0, como vimos en esta seccién, tenemos
muchas MME’s para las transiciones

P(S(t+ At) = k +i|S(t) = k)

para i € {—1,0,1}. Elijamos cualquiera de estas MME’s para cada uno de estos
(t,k). La MME elegida determina los valores de F"(t,k) para t < T, dados los
valores de F™(T, k):

(L+7rA) S0 P(S(t+ At) =k +i|S(t) = k)F*(t + Atk +14) sik#0
(1+rAt)"LE™(t + At,0) sik=0
(4.5)

F(t k) = {
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Para que el mercado sea completo, para cada (t,k) € ' tal que t < T y k # 0, la
ecuacion (4.4) requiere que

Fr't+ Atk — Dk = 2F"(t+ At Rk + F*(t+ Atk + 1Dk #£0
& F't+Atk—1) = 2F"(t+ At k) + F*(t + At,k+1)#0.  (4.6)

En [33] se asume que el nuevo activo es una opcién put con strike 1 y vencimiento
T. Esto corresponde a

0 sik>1

FAT k) = {1 sik=0"

Si usamos estos valores en nuestra versién a tiempo discreto, entonces el mercado
no sera completo.

Proposicién 4.6. Dados valores cualesquiera de F*(T, k), los valores de F™(T\, k)
pueden tomarse arbitrariamente cercanos a F*(T, k) obteniendo ademds un mercado
completo.

Demostracién. Sea T el conjunto
D={(t,k)eT:t<Tk#0}.

Observar que cada F"(t, k) es una combinacion lineal de valores F™(T', k) a través
de la ya elegida MME. Para cada (¢, k) € I', sea H ) el conjunto

H gy = {(F™(T, 1) Pt 4+ Atk — 1) — 2F"(t + At k) + F"(t + At k+ 1) = 0}
C RSO+n+1

Estos conjuntos son, o bien hiperplanos, o bien R5®+"+1 Para un (¢, k) dado,
H ) = RSO+ i v 56lo si los coeficientes correspondientes a cada F™(T,1) en la
combinacion lineal

FM(t+ Atk — 1) — 2F™(t + At k) + F"(t + At k4 1)

son cada uno de ellos 0. Esto no es cierto, porque el coeficiente correspondiente a
FYT,k+ (T —t)/At) no es 0:

FU(t+ Atk +i) = (1+rA) T 500 S P(S(T) = jIS(t + At) = k + i) (T, )
J
y
P(S(T) = j|S(t + At) =k +1i) =0
para |k +i— j| > (T —t — At)/At. Luego, con j = k + (T —t)/At,

P(S(T) = j|S(t + At) =k +1i) =0
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para i € {—1,0}, pero
P(S(T) =j|S(t+At) =k +1)>0.

Por lo tanto, el coeficiente correspondiente a F"(T, k + (T —t)/At) es

_T—t—At

(14+rAt)" st P(S(T)=k+ (T —t)/At|S(t+At) =k+1)>0.

Entonces, los conjuntos H ;) son hiperplanos y por lo tanto son conjuntos de medida
nula.

Como I es un conjunto finito, I’ también es un conjunto finito. Sea e > 0y B el
conjunto

B:={z e RSO+ g — FX(T,i)| < e Vi} .
Como B no es un conjunto de medida nula,

B¢ U Hp -

(t,k)el’

Sea (F"(T,l))lsz(g)m € B tal que
n S n
(F™(T, 1)) 25" ¢ U Haw
(t,k)el’

entonces
|F™(T,1) — F*(T,])| < e
para todo 0 <[ < S(0)+n, y el mercado es completo debido a la ecuacion (4.6). O

Seria deseable tomar el limite n — oo, y deducir de estos resultados la viabilidad
y completitud del modelo KKL original con tiempo continuo. Sin embargo, este
paso no es tan simple y requiere mas investigacion. Para ilustrar esto, presento el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.7. En este ejemplo mostraré una secuencia de mercados completos que
converge a un mercado limite con oportunidades de arbitraje. Cada uno de estos
mercados se caracteriza por un proceso de precios sin descontar (B",S™) con B"
deterministico (el proceso correspondiente es (B, S) en el caso del mercado limite).
El concepto de convergencia que probaremos esta dado por:

1. B™ — B uniformemente;
2. .5™(0) — S(0);

3.y para cada t; < ty, log(S™(t2)/S™(t1)) converge en distribucion a
log(S(t2)/S(t1))-

Para los mercados de la secuencia, consideremos el modelo binomaial cldsico.
Dado n € N, fijamos las fechas de trading 0,1/n,2/n, ..., 1, con parametros r, =0,
up, =€, d, = exp(—1/n?) y p, = 1/n, con probabilidades

P(S™(t+ 1/n) = u,S"(t)) = pn
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y P(S"(t+1/n)=d,S"(t)) =1—p,,

y S™(0) = B™(0) = 1. Observar que todos estos mercados son completos, ya que d,, <
1+ r, < u,. Los procesos S™, B" : Q@ x {0,1/n,...,1} = R pueden ser extendidos
a tiempo continuo en el intervalo [0,1] pensando en ellos como funciones cadlag
constantes entre fechas de trading, tal como se muestra en la observacion [2.1/).
Luego, obtenemos

[ nt]

log S™(t Z

donde los X]' son independientes,

P(X] =logu,) = pn
y P(X!=logd,) =1—p, .

Para el mercado limite, sea Y (t) un proceso de Poisson con pardmetro 1, S(t) :=
exp(Y(t)) y B(t) = 1. El proceso de portfolio S(t) — B(t) es una oportunidad de
arbitraje en este mercado:
S(0) — B(0) =
P(S(1) = B(1) 2 0) =P(Y(1) > 0)
y P(S(1)—B(1)>0)=1-¢"'>

~—

-

[an}

Sean 0 < t; <ty < 1. Dado n > 2, se tiene que

o (00 = a3, + (L]~ oo,

donde Y;? ,, ~ B(|ntz] — |nt1],pn). La funcion caracteristica de log(S™(t2)/S™(t1))
es

©on(s) = exp (is(|nta] — |nt1])logd,) (1 — pp + pn exp(z’slog(un/dn)))L"t?J_W1J )

Observemos que cuando n — 0o, se tiene que

Wfﬂ [nts]
ta| < nt t 1 1-— - 1
|nte| < nty < |nts| +1= nt2 i :>nt2 —
Lnth 1
2

|exp(islog(u,/d,))| =1 = —p, + pnexp(islog(u,/d,)) =0 y
log(uy,/d,) = 1+ 1/n* = (—pp + pnexp(islog(u, /d,)))(|ntz] — |[nty])

= (~1 esplis(1+ 1)) P oy,
por lo que

pn(s) = exp ((ta —t1) (e = 1)) .

Por otro lado, se tiene que log(S(t2)/S(t1)) ~ Pois(ta—t1) y su funcidn caracteristica
es

©(s) = exp ((tQ —t1)(e” — 1)) )
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Como ¢, converge puntualmente a @, log(S™(t2)/S™(t1)) converge en distribucion
a log(S(ta)/S(t1)). También S™(0) = S(0) y B* = B, y todos estos hechos juntos
muestran que la secuencia de mercados converge al mercado limite.

Observacion 4.2. Para ser completamente formales, faltaria ver que el proceso S
puede definirse en el marco de un mercado como indica la definicion[2.28. Siguiendo
la construccion de la deﬁm’cz’én obtenemos (Fy)¢, la filtracion natural generada
por S. Restringiendo @), obtenemos el espacio de probabilidad (2, Gy, Qlg,), que segin
la observacion [2.17 podemos completar al espacio de probabilidad (Q, F1,P).

Por la observacidn tendriamos que probar que si A € F; es tal que P(A) =
0, entonces A € Fy. Sea A € Fy tal que P(A) = 0, por la observacion tenemos
que ezisten B € G, y N € N tales que A = BU N. Se tiene entonces que

Q(B)=P(B) <P(A)=0.
Sea C € Gy tal que N C C y Q(C)=0. Como AC (BUC)€ Gy
QBUC) <Q(B)+Q(C) =

tenemos entonces que A € N C Fp.
Sélo nos falta probar que S es localmente acotado. Para cada k € N, sean Ty, :
Q2 — [0,1] U {oo} definidas como

T (w) :=nf{t € [0,1] : Y(w,t) > k}
donde inf () := oco. Se tiene entonces que
Ti(w) <teY(wt)>k;

hay que senalar que Tp(w) =t = Y(w,t) > k pues Y(w,-) es continua a derecha.
De esto se deduce que, para a,b € (0,1) vale que

({o0}) = S(1) (o0, €h)) € A,
Til(( ]) = ( )" 1(( ))\T '({oc}) € A
7, ([o, O\ (T(( T ({o0})) € A1

= UT,;1<[0,b— 1/1) € Fy
=1
= T ((a,0)) = T,7((a, 1)) N T7H([0,0) € Fu,

y como los conjuntos de la forma {oo}, (a, 1], [0,b) y (a,b) cona,b € QN(0,1) consti-
tuyen una base numerable para la topologia de [0,1]U{oo}, se tiene que T, '(B) € JF,
para todo B C [0,1] U {oco} abierto. Eso prueba que Ty es una variable aleatoria.
Ademas, sit € [0,1], entonces

{Ti <t} ={Y(t) > k} = {S(t) > "} = S(t)7'([¢", +o0)) € F¢,

por lo que T}, es un tiempo de parada.
Sea w € Q y k €N, vale que

{t€0,1] : Y(w,t) > k+1} C{t€[0,1]: Y(w,t) > k} = Tp(w) < Tpi1(w).

93



Luego, {1}, es creciente.
Sea w € (), tenemos que

lim Ty(w) = 00 & ko € N: Tj (w) = o0,

k—o0

pero
Tro(w) =00 < Y(w,1) < ko,
por lo que
{T); = oo} ={Y(1) < o0}

Esto tiene probabilidad 1 porque Y (1) ~ Pois(1).
Sean k € N y (w,t) € Q x [0,1], observar que

(w, 1) € [0,Tx] < 0 <t < Ti(w) = Y(w,t) <k = S(w,t) <€,

por lo que |S1jo 1| < €* y podemos tomar K, := €.

4.5. Conclusiones

En el presente trabajo se estudié el conjunto de medidas de martingala equi-
valentes (MME’s), para mercados de un solo periodo. Hicimos esto para entender
bajo qué condiciones los modelos multinomiales son libres de arbitraje o completos,
y cémo pueden ser completados.

Se utilizé una interpretacién geométrica del conjunto de MME’s para reducir el
problema a uno de geometria convexa, y asi se observd que todas las medidas de
martingala se pueden escribir como combinaciones convexas de algunas pocas. Se
presenté un algoritmo que permite calcular estos generadores. También se observé
que dichos generadores resultan necesarios y suficientes.

Ademas, se presenté una caracterizacion simple de las MME’s en base a los gene-
radores obtenidos, y un algoritmo con todas las posibles formas de completar un
mercado libre de arbitraje. Se proveyeron ejemplos de aplicacién a casos concretos.

Estos resultados se utilizaron para probar resultados adicionales sobre los mode-
los multinomiales con dos activos. Se encontré una condicién necesaria y suficiente
para que el mercado sea libre de arbitraje para cualquier valor de b. Més ain, se
prob6 que el mercado es completo cuando b = 2. En el caso b = 3, se agregd un
activo y se caracterizaron todos los activos que completan el mercado. Se usaron
estos resultados para analizar una versién a tiempo discreto del modelo Korn-Kreer-
Lenssen, dando una condiciéon necesaria y suficiente para que el mercado sea libre
de arbitraje, y una forma de completar el mercado en el espiritu de [33].

Se requieren futuras investigaciones para cerrar la brecha entre estos modelos
a tiempo discreto y modelos a tiempo continuo. Ademds del ejemplo dado en este
trabajo, se pueden encontrar ejemplos particulares de tomar limites en sucesiones
de mercados en [37] y [41], pero parece que falta una teoria general.
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Capitulo 5

TED&POP: Un modelo de la
economia argentina

5.1. Introduccion

La economia argentina presenta una complejidad estructural que desafia los mo-
delos macroeconémicos convencionales: alta volatilidad cambiaria, restricciones en
la cuenta capital, ciclos recurrentes de expansion y contraccion, y una marcada de-
pendencia del sector externo. Modelar esta dindmica de manera rigurosa requiere un
marco que sea a la vez suficientemente detallado para capturar las especificidades
institucionales del pais y suficientemente general para admitir andlisis formal.

El presente capitulo expone TED&POP, un modelo macroeconémico de la eco-
nomia argentina desarrollado en colaboracién con un grupo interdisciplinario del
SEDLab del Departamento de Computacion, integrado por economistas y cientifi-
cos de la computacion. El nombre del modelo hace referencia a los cuatro activos
que se intercambian en la economia representada: bienes de capital (TElares), divisa
extranjera (Délares), bienes de consumo (POnchos) y divisa local (Pesos).

La metodologia de derivacién del modelo es en si misma una contribucién origi-
nal: las ecuaciones se obtienen mediante un procedimiento en etapas que combina
rigor matematico con realismo econémico. La base de dicha metodologia ya se ex-
puso en la seccién 2.6 A lo alli detallado se le agregd un paso final, que consiste en
suavizar algunas funciones no diferenciables para garantizar la existencia y unicidad
de la solucién.

El capitulo se organiza del siguiente modo.

En la seccién [5.2]se plantea el modelo discreto, que en la seccién [5.3]se utiliza para
deducir el modelo continuo. El paso final de esa deduccién, detalla el procedimiento
para suavizar las funciones.

La seccién resume el modelo en una tabla que contiene todas sus variables,
parametros y ecuaciones.

La seccién [5.5|analiza los supuestos implicitos en la dinamica de la productividad,
mientras que la seccion analiza algunas tendencias importantes de largo plazo
del modelo.

La seccién describe caracteristicas econémicamente significativas del mode-
lo, que nos permiten entender porqué sirve para modelar una economia como la
argentina.

El capitulo cierra con el andlisis de una simulacién numérica. La seccién
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detalla los valores que se usaron para correr la simulacién, introduce el concepto
de “régimen de funcionamiento” e identifica distintos regimenes de funcionamiento
predominantes en la simulacion. La seccion intenta explicar lo observado en la
simulaciéon numérica, mediante el empleo de herramientas analiticas.

A lo largo del capitulo, se asumira que el lector ha leido previamente la sec-
cién [2.6] y se emplearan las notaciones y definiciones en ella utilizadas, a menos que
se indique lo contrario.

5.2. El modelo discreto

Este es un modelo con 5 actores
1. Familias
2. Firmas
3. Gobierno
4. Banco Central
5. Resto del Mundo
y 4 activos
1. bien de consumo (los “ponchos”)
2. bien de capital (los “telares”)
3. divisa local (los “pesos”)
4. divisa extranjera (los “ddlares”)

Las unidades de estos activos seran abreviadas ubc, ubk, udl y ude, respectivamente.
También utilizaremos las unidades bésicas ano para medir el tiempo y trabajador
para medir cantidad de trabajadores; esta tltima serd abreviada tr.

Para deducir las ecuaciones, presentamos las acciones de los diferentes actores
como una secuencia que tiene lugar entre los instantes de tiempo t — At y t. Para
hacer mas clara la presentacion, introducimos la siguiente notacion:

m =1t — At
m b o=t —2At
.t =t 4 At
A tiempo t:

» Las Firmas tienen un stock in(t) de ubc’s (sus existencias), un stock k(t) de
ubk’s (su capital) y un stock H(t) de udl’s (su stock de dinero).

» El Banco Central tiene un stock R(t) de ude’s (sus reservas).

A grandes rasgos, en el intervalo de tiempo (¢_,t) la siguiente secuencia de eventos
tiene lugar:
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1. Las Firmas pagan WB(t)At udl’s a las Familias en concepto de salarios y
T'(t)At udl’s al Gobierno en concepto de impuestos.

2. El Gobierno paga S(t)At udl’s a las Familias en concepto de subsidios.
3. Las Firmas contratan trabajadores y producen y(t)At ubc’s.

4. Las Firmas venden c(¢)At ubc’s a las Familias, g(t)At ubc’s al Gobierno y
x(t)At ubc’s al Resto del Mundo. En esta tultima transaccién, el Resto del
Mundo paga X (t)At/zr(t-) ude’s al Banco Central (zr(t-) indica el precio
de una ude expresada en udl’s durante el periodo (f_,t)), que a su vez paga
X (t)At udl’s a las Firmas. Las restantes ubc’s son almacenadas como existen-
cias.

5. Las Familias y el Gobierno consumen la totalidad de las ubc’s vendidas a ellos.

6. Las Firmas importan m(t)At ubk’s. Para hacer esto, pagan M (t)At udl’s al
Banco Central, que a su vez paga M (t)At/zr(t_) ude’s al Resto del Mundo.

7. Las Firmas invierten todas las ubk’s que importaron: invierten i(t)At ubk’s,

donde i(t)At = m(t)At.

x

0 - k(t_)At ubk’s del stock de capital se pierden, debido a depreciacién del
capital.

Estos eventos pueden resumirse en las tablas de contabilidad [5.1], 5.2} 5.3 y [5.4}

‘ Firmas ‘
Familias Corriente  Capital Gobierno Banco Central || X
Inicial 0 0 H(to) 0 —H(t-) 0
Salarios +WB(t)At — WB(t) 0 0 0 0
Impuestos 0 T(t)At 0 +T'(t)At 0 0
Subsidios +S(t)At 0 0 —S(t)At 0 0
Familias —C(t)At +C(t)At 0 0 0 0
Gobierno 0 (t)At 0 —G(t)At 0 0
Exportaciones 0 X(t)At 0 0 —X(t)At 0
Importaciones 0 (t)At 0 0 +M(t)At 0
Stock de dinero 0 —AH(t) +AH(t) 0 0 0
Final \ 0 0 H(t) 0 —H(t) [

Cuadro 5.1: Contabilidad de las udl’s
De esas tablas, obtenemos las siguientes ecuaciones:
C(t) = WB(t) + S(t) ,
H(t)— H(t_
®) A7 ( =C{t)+G(t)+ X(t)— WB(t) = T(t) — M(t)



‘ Firmas ‘
Familias Corriente Capital Gobierno )y
Inicial 0 0 in(t-) 0 in(t-)
Produccién 0 +y(t)At 0 0 +y(t)At
Familias +e(t)At  —c(t)At 0 0 0
Gobierno 0 —g(t)At 0 +g(t)At 0
Exportaciones 0 —x(t)At 0 0 —x(t)At
Existencias 0 —Ain(t) +Ain(t) 0 0
Consumo —c(t)At 0 0 —g(t)At || —c(t)At — g(t)At
Final 0 0 in(t) 0 | in(t)
Cuadro 5.2: Contabilidad de las ubc’s
Banco Central by
Inicial R(t_) R(t-)

Exportaciones | +X (t)At/zr(t_) || +X(t)At/zr(t-)
Importaciones | —M (t)At/zr(t_) || —M(t)At/zr(t_)
Final ‘ R(t) | R(t)

Cuadro 5.3: Contabilidad de las ude’s

Firmas
Corriente Capital by
Inicial 0 k(t-) k(t-)
Importaciones | +m(t)At 0 +m(t)At
Inversion —i(t)At +i(t) At 0
Consumo 0 —0-k(t_)At || =6 - k(t-)At
Final \ 0 k(t) | k(1)

Cuadro 5.4: Contabilidad de las ubk’s

I
.
—~
~
~—
|

=%

5
—~

"
P

Sea pe(t_) (pr(t-)) el precio de una ubc (ubk) en udl’s durante el periodo (t_, ).
De las transacciones obtenemos las siguientes ecuaciones:

C(t) = c(t)pe(t-) ,
G(t) = g(t)pe(t-) ,
X(t) =2(t)pe(t-) v
M(t) = m(t)pu(t-)

Para cerrar el modelo, ecuaciones de comportamiento deben ser agregadas. Para
hacer esto, revisamos los eventos del periodo (¢_,t) con mayor detenimiento.
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5.2.1. Salarios e impuestos

Las Firmas pagan los salarios del trabajo realizado en el periodo (t_5,t_) y los
impuestos de la produccion llevada a cabo en ese periodo. La masa salarial es

WB(t)At = w(t_s)L{t_)At

donde w es el salario nominal por unidad de tiempo [udl/tr-afio] y L es la poblacién
empleada [tr].
La evolucion del salario por unidad de tiempo estd dada por

w(t) = w(t-) +p-(e(t) = Tw(t-)At,

donde

L(t)
U= N

es la tasa de empleo (adimensional), y la poblacién en edad de trabajar [tr] crece de
acuerdo a

N(t) = N(t_) + ¢ - N(t_)At ,

donde ¢ [1/ano| es un pardmetro.
Los impuestos son

T(t)AL = 0(t_o)Y (t_)At

donde 6 es la tasa impositiva (adimensional) e Y es la produccién nominal por
unidad de tiempo [udl/ano].
El Gobierno fija

0(t) = 0s(t) + ba(t) |
donde g es la tasa de subsidios (adimensional) y la tasa de gasto publico 05 (adi-

mensional) es una variable exdgena.

5.2.2. Subsidios
Los subsidios son
S(t)At = 0s(t_2)Y (t_)At .

El Gobierno actualiza la tasa de subsidios para el siguiente periodo. Su politica trata
de aproximar cierto objetivo de participacion de los salarios después de los subsidios:

Os(t) = 0s(t) + - 0s(t-) - (1 = Os(t-)) - (0= v(t)) AL,

donde la intensidad de la respuesta gubernamental 3 [1/ano] y el objetivo v (adi-
mensional) son parametros, y

~ WB(t) + S(t)
v(t) = T

es la participacién de los salarios (adimensional).
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5.2.3. Producciéon

Justo después de que el Gobierno paga subsidios a las Familias, las Familias
demandan c4(t)At ubc’s, el Gobierno demanda g4(t)At ubc’s y el Resto del Mundo
demanda x4(t)At ubc’s.

Las Familias demandan la totalidad de su ingreso en ubc’s:

Ca(t)At = WB(t)At + S(H)At
Cu(t) At
pe(t-) ’

Cd(t)At =

donde p.(t) [udl/ubc] es una variable exégena.
La demanda gubernamental de ubc’s es una porcién de los impuestos recaudados:

Ga(t)At = b (1—2)Y (t-)At y
 Gut)At
gd(t)At = m .

La demanda extranjera nominal por unidad de tiempo Xy(¢) [udl/ano] es una
variable exdgena.
La demanda agregada nominal esta dada por

Ya(t)At = Cy(t)At + Ga(t) At + Xq(t)At
y la demanda real estd dada por

Y(t)At

valt) At = pe(t-)

Las Firmas pueden producir como mucho
y () At = min{k(t_)/s,a(t_)N(t_)} At

ubc’s, donde la relacién capital-producto s [ubk-ano/ubc] es un pardmetro y a
[ubc/tr-ano] es la productividad del trabajo. En consecuencia, producen

y(t)At = min{y*(t)At, yqa(t) At}

ubc’s.
Para producir y(t) ubc’s por unidad de tiempo, deben contratar

trabajadores. La evolucién de a(t) estd dada por
a(t) = (1 + QoAt + Q(k(t) — k(t-))) al(t-)
donde Qg [1/ano] y €4 [1/ubk| son pardmetros.
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5.2.4. Ventas

Las ventas locales por unidad de tiempo de las Firmas y;, [ubc/ano] estdn dadas
por

c(t)At = min{cy(t)At, y(t) At}
g(t)At = min{gq(t)At, y(t) At — c(t) At} y
yL(t)At = c(t)At + g(t)At .

Por lo tanto, les quedan y(t)At — y.,(t)At ubc’s producidas en (¢_,t). De estas, las
Firmas quieren almacenar una porcién como existencias. La porcién se determina en
base a las reservas de ude’s del Banco Central: si las reservas del Banco Central son
bajas, las Firmas esperan una devaluacién préximamente, y en consecuencia desean
vender después de dicha devaluacion. Las ecuaciones correspondientes son

R(t_)-azr(t-)
Y(t.) ’
ot)=1—d- E(t) y

in(t)At = o(t) - (y(t) —yr(t)At

donde zr [udl/ude] es una variable exégena, d [1/afio] es un pardmetro e in [ubc/afiol
es la acumulacién de existencias deseada.

Como E(t) € [0,400), tenemos que o(t) € (—oo, 1]: un deseo de almacenar una
porcion negativa del producto corresponde a una reduccién de las existencias. Esto
es fisicamente posible si y sélo si hay existencias. Eso es representado por la ecuacién

E(t) =

in(t)At siin(t_) >0
méx{in(t)At,0}  sino

?

ing(t)At = {

donde iny [ubc/afio] es el objetivo de acumulacién de existencias. Luego, las Firmas
quieren exportar z4(t)At ubc’s, donde

2o (DAt = (y(t) — y(£)) At — ingp(t) At
y terminan exportando x(¢)At ubc’s, donde

X,(t) At

pe(t-)
z(t)At = min{xz(t)At, xq(t) At} .

T (t)At =

5.2.5. Importaciones

Como se vio en la contabilidad, las importaciones son iguales a la inversién, por
lo que la demanda de importaciones tiene su origen en el deseo de inversién de las
Firmas. Las Firmas desearian adquirir 7,,(¢)At ubk’s, donde

V()AL = y(t)pc(t-)At ,
P(t)At = Y ()AL — WB(t,)At — T(t,)At |
u(t) = y(t)At
(k(t_)/s)AL
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_ P(t)At
hlt) = Y(t)At '
iu(t) = T u(t) R E(EL) Y

Lo ()At = iy (H)pe(t_)At .

Aqui P [udl/ano] son las ganancias por unidad de tiempo, v (adimensional) es la
utilizacién de la capacidad instalada y h (adimensional) es la participacién de las
ganancias; 7 [1/ano|, 7, (adimensional) y 7, (adimensional) son pardmetros, y px
[udl/ubk] es una variable exdgena.

Como el bien de capital no es producido localmente, las Firmas necesitan ude’s
para importarlo. Pero las ude’s son retenidas como reservas en el Banco Central.
Luego, las Firmas necesitan usar las udl’s que tienen para comprar las ude’s del
Banco Central para importar. Las Firmas tienen la intencién de importar I;(t)At
ubk’s, donde

I(t)At = min{1,(t)At, H(t_) + C(t)At + G(t)At + X (t)At — WB(t)At — T'(t)At} .

Asumimos que el Banco Central autoriza importaciones por un valor de M (t)At
udl’s, donde

cb(t) = cbd - ( 1+ exp ( cbf La(?) cbt B
pr— . X —_—_—
P\ R - ar(t) Y
M (t)At = min{l;(t)At, ¢b(t) - R(t_) - zr(t_)At} .
Aqui ¢b [1/ano] es la disponibilidad de reservas del Banco Central por unidad de

tiempo; cbd [1/ano], cbf [ano] y cbt (adimensional) son parametros.

5.2.6. La secuencia completa de eventos

La secuencia completa de eventos puede ser ilustrada mediante la tabla[5.5 La
tabla tiene 3 columnas destinadas al tiempo:

= El primer nivel hace referencia a la escala temporal que usamos para plantear
las ecuaciones del modelo discreto.

= Kl segundo nivel es una escala temporal méas chica, que permite ordenar se-
cuencialmente los eventos que usamos para construir las tablas de contabilidad,
al principio de esta seccién. Si r es el nimero que aparece en dicha columna,
puede pensarse que la accién ocurre a tiempo t_ + rAt/9.

= El tercer nivel es una escala temporal aiin mas chica.

Cuadro 5.5: Secuencia completa de eventos en el modelo discreto.

Tiempo
ler nivel | 2do nivel | 3er nivel Actor Accion
t_o 8 0 Firmas Depreciacion del Capital
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Tiempo

ler nivel | 2do nivel | 3er nivel Actor Accién
t 0 0 — Actualizaciéon de  N(t-),
w<t—)7 pc(t_), pk(t—>7
ar(to), xq(to), Og(t-),
Os(t-) y 6(t-)
1 0 Firmas Pago de salarios e impuestos
2 0 Gobierno Pago de subsidios
3 0 Familias Demanda de bienes de con-
Sumo
1 Gobierno Demanda de bienes de con-
Sumo
2 Resto del Mundo | Demanda de bienes de con-
SUmo
3 Firmas Produccién de bienes de
CONsSuImo
4 0 Firmas Venta de bienes de consu-
mo y acumulacion de exis-
tencias netas
5 0 Familias Consumo de bienes de con-
Sumo
1 Gobierno Consumo de bienes de con-
Sumo
6 0 Firmas Importacion de bienes de
capital
7 0 Firmas Inversién de bienes de capi-
tal
8 0 Firmas Depreciacion del capital
t 0 0 — Actualizacién de N (t), w(t),
pelt), pa(t), (), Xalt),
Oc(t), 0s(t) y 0()
5.3. El modelo continuo

Tomando el limite At — 0 y asumiendo que las funciones son continuas, obte-

nemos las ecuaciones

a(t

a(t) Qo+Qk()
Ca(t) = WB(t) + 5(t) ,
Ga(t) = 0c()Y (1)
/() = min{k(t)/s, a(t)N
(t)

(t)

(t)

Ya(t) = Ca(t) + Ga(t) + Xa(t)
Yyalt) = Yd(t)
pe(t)

y(t) = min{ya(t),y" (1)} ,

@)}
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Cult)
calt) = pe(t)
Gyt
9a(t) = pe(t)
c(t) = min{ea(t), y(t)} ,
g(t) = min{ga(t), y(t) — c(t)}
C(t) = c(t)pe(t) ,
G(t) = g(t)p(t) ,
yr(t) = c(t) + g(t)
_R(t) - ar(t)
ot)=1—d-E(t),
in(t) = o(t) - (y(t) —yu(t)) ,
~ @) siin(t) >0
inr(t) = {méx{z'%(t),()} siin(t) <0 (5:1)
zo(t) = y(t) — yu(t) — inp(t)
~ Xa(t)
zalt) = pe(t)
x(t) = min{xz,(t), zq4(t)}
X(t) = x(t)pe(t) ,
in(t) = y(t) — c(t) — g(t) — (1)
L(t) = #g
a(t)’
WB(t) = w(t)L(t) ,
Y (t) = y(t)pe(t) ,
T(t)=0()Y(t) ,
P(t) =Y(t) — WB(t) — T(t)
oy
uh) = 5w /s
P(t)
() = Y
in(t) = 7w R E()
Ly(t) = iw(t)pi(t) ,
Lu(®) = I,(t) si H(t) >0
T Y min{ I, (t), —H @) + C(t) + G(t) + X(t) — WB({t) —T@®)} st H(t) <0’
(5.2)
= C . ex C Id(t) — C -
ch(t) = cbd (1 +exp ( b R - ar D bt)) :
M(t) = min{I,(t), cb(t) - R(t) - ar(t)} , (5.3)
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R(t) = zr(t) ’
_ M)
mif) = p(t)
i(t) = m(t)
k(t) = i(t) — 6 - k(t)
H(t) = C(t) + G(t) + X (t) — WB(t) = T(t) — M(t) , (5.4)
S(t) =0s)Y (1)
 WB(t) + S(t)
v(t) = %0 :
Os(t) = - 0s5(t) - (1= 0s(t)) - (v —0(t)) ,
0(t) = 0s(t) + 0a(t)
Nt =,
_ L)
e(t) = N y
w(t) =p-(e(t) —7)

Las ecuaciones (b.1)) y (5.2) tienen que ser corregidas para contemplar los casos
in(t) =0y H(t) = 0, respectivamente. Bajo el régimen z = z;, se tiene que

in(t) = inp(t)
y para garantizar que in(t) > 0 si in(t) = 0, redefinimos
elt) = z%gt) 3 s% in(t) >0
max{in(t),0} sino

En palabras, cuando las Firmas desean desacumular existencias, lo hacen siempre
que haya existencias; si no hay existencias, se limitan a no acumular.

Asumimos que el modelo opera bajo la condiciéon P(¢) > 0. En consecuencia,
tenemos

WB(t) + T(t) = Cd(t) + Gd(t)

Cuando H(t) = 0, las ecuaciones (5.2)),(5.3)) y (5.4) pueden ser reescritas como

M(t) = —H(t)+ X(t) ,
Iq(t) = mln{f (t), M)} v
M(t) = min{I,(t), cb(t) - R(¢) - ar(t)} .

Cualquier valor de [;(t) que satisface I4(t) < I,(t) y
cbd - R(t) - zr(t)
1+ exp (cbf Ré;‘.(;)(t) — cbt)

I4(t) <
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(se puede conseguir tomando [;(t) suficientemente cercano a 0), da lugar a una
solucion del sistema de ecuaciones. Para evitar esta indeterminacion y garantizar
que H(t) > 0 cuando H(t) = 0, redefinimos

1u(®) = I,(%) si H(t) >0
T Y min{Z,(t), X)) sino ‘

En palabras, las Firmas piden realizar importaciones por el valor de I, (¢) udl/ano
mientras tengan dinero en stock; si no, se limitan a la cantidad de dinero que les
ingresa por exportaciones.

Luego, las ecuaciones terminan siendo

a(t) = Qo + Qk(t) , (5.5)
C(t) = WB(t)+ S(t) , (5.6)
G(t) = 0c()Y (¢) , (5.7)
y*(t) = min{k(t)/s,a(t)N(t)} , (5.8)
Ya(t) = C(t) + G(t) + Xa(t) (5.9)
_ Yu(t)

ya(t) = D) (5.10)

y(t) = min{yq(t),y*(t)} , (5.11)
_ @

ct) = o) 5.12)
_G@)

g(t) = D) (5.13)
yr(t) = c(t) + g(t) (5.14)

_R(t) - ar(t)

E(t) = YO (5.15)
ot)=1—d-E(t), (5.16)
in(t) = o(t) - (y(t) — yu(1)) (5.17)

~ B in(t) siin(t) >0
inz(t) = {méx{m(t), 0} sino ’ (5.18)
zs(t) = y(t) — yo(t) —ing(t) , (5.19)
_ Xy(t)
zq(t) = o) (5.20)

x(t) = min{xz,(t), zq4(t)} (5.21)
X(t) = z(t)p(t) , (5.22)
in(t) = y(t) — c(t) — g(t) — =(t) (5.23)

_y()
L(t) = all) (5.24)
WB(t) = w(t)L(t) (5.25)

Y(t) = y(t)pe(t) , (5.26)
T(t)=0)Y(t), (5.27)
P(t)=Y(t)— WB(t) —T(t) (5.28)



k(t)/s
P(t)

h(t) = m , (5.30)
iw(t) = 7wt h(E) k() (5.31)
Ly(t) = iw(t)pe(t) , (5.32)

L) si H(t) > 0

Lalt) = {min{]w(t),X(t)} si 1o ’ (5.33)
cb(t) = cbd - (1 + exp (cbf% — cbt)) : (5.34)
M(t) = min{I4(t), cb(t) - R(t) - zr(t)} , (5.35)
R(t) = X(t) = M{t) : (5.36)

zr(t)
_ M)

m(t) = D) (5.37)
i(t) = m(t) (5.38)
f(t) = i(t) — 6 - k(t) | (5.39)

H(t) = X(t) — M(t), (5.40)
S(t) = (DY (1) , (5.41)

~ WB(t) + S(t)

‘v(t) - v : (5.42)
Os(t) = B-0s(t) - (1= 6s(t)) - (0—0(t)), (5.43)

9(75) = Qs(t -+ eg(t) , (544)
N(@t) =, (5.45)

e(t) = % v (5.46)
w(t)=p-(e(t) —7) (5.47)

5.3.1. Demanda extranjera

Como habiamos mencionado, X,4() es una variable exégena. Pero le hemos dados
una forma especifica para facilitar el ajuste a datos historicos. Se asume que el PBI
mundial en ude’s tiene la tasa de crecimiento

Viv(t) = Asin(wt) + B, (5.48)

donde A [1/ano], B [1/ano] y w [1/ano] son pardmetros. Si integramos esto, obtene-
mos

Y (t) = Yir (0) exp (—é cos(wt) + Bt)

de lo cual podemos apreciar que tiene ciclos encima de un crecimiento exponencial.
Asumimos que la demanda extranjera estd dada por las siguientes ecuaciones:

Xpit)=n-Yw(t) vy (5.49)
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Xa(t) = X(t) - ar(t) (5.50)

donde X% [ude/ano| es la demanda extranjera nominal por unidad de tiempo y 7
(adimensional) es un pardametro.

5.3.2. Suavizado de las funciones

Para garantizar la existencia y unicidad de la solucion del sistema de ecuaciones,
se usa tipicamente el teorema de la funcién implicita. Para aplicar dicho teorema
sin muchos problemas, las funciones involucradas deberian ser de clase C*. Dado
que el sistema de ecuaciones deducido tiene algunas funciones definidas a trozos, no
satisface inmediatamente este requerimiento. Por esa razon, se consideré reemplazar
las funciones definidas a trozos por aproximaciones suaves.

Observar que

lim (1 + e_w)_l = 1(07+Oo)(1‘) = 1[07+oo)(l‘)

a—+00

para todo x # 0. En consecuencia, si tomamos a > 0, esta funcién es una buena
aproximacién de 1(g 4o) (%) ¥ 1jo400)(x), ademds de ser de clase C'. Las funciones
definidas a trozos que tenemos, son de la forma

o) = fi(z) sifo(z) >0
fol@) {fg(m) si no '

Esto puede ser reescrito como

Jo(@) = f1(2)1(0,400) (f2(7)) + f3(2) 110, 400) (= fa(T)) -

Usando la aproximacién previamente mencionada, reemplazamos estas funciones por

Fo fl(x) f3($)
Jo(x) - <—af2(a:)> T 1+ exp (af2(x)>

Y

donde f;(x) es la aproximacién suave de f;(z).

Las funciones suavizadas dependen del parametro a > 0. En consecuencia, hay
un grado de arbitrariedad en las soluciones. Esto motiva la pregunta de si las solu-
ciones convergen cuando a — +00. No se pudo responder a esta pregunta, pero no se
apreciaron diferencias entre los resultados de la simulacién del sistema suavizado y
los del sistema sin suavizar, lo que pareceria indicar que dichas soluciones convergen.
Las preguntas sobre la existencia y unicidad de la solucion del modelo sin suavizar
tampoco han sido respondidas.

Si las funciones involucradas en el sistema sin suavizar fueran Lipschitz, deberia
ser posible aplicar el teorema del punto fijo de Banach para probar existencia y
unicidad de la solucion, tal como se hace en la demostracion del teorema de Picard-
Lindelof. Sin embargo, este enfoque falla debido a que la ecuacién involucra
una funcién discontinua. No he hallado en la literatura una forma metdédica de tratar
este tipo de sistemas.
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5.4. Tabla del modelo

Cuadro 5.6: Variables, pardametros, unidades y ecuaciones del modelo TED&POP.
Las funciones fueron suavizadas como se explicé en la seccién m

Variable ‘ Descripcion ‘ Unidad ‘ Ecuacion principal
Variables macro
p Intensidad de la lu- 1/ano [parametro]
cha de clases
T Tasa de empleo no - [pardmetro]
aceleradora de la
inflacién
pe(t) | Precio del bien de udl/ubc [exdgenal
consumo
pr(t) | Precio del bien de udl/ubk [exdgenal
capital
zr(t) | Tipo de cambio udl/ude [exdgenal

y*(t) | Limite fisico a la ubc/ano y*(t) = min{k(t)/s,a(t)N(t)}
produccién por uni-
dad de tiempo
Yy(t) | Demanda agregada udl/ano Ya(t) = C(t) + G(t) + Xa(t)
nominal por unidad
de tiempo

ya(t) Demanda real por ubc/ano ya(t) = X0
unidad de tiempo
y(t) Produccién  fisica ubc/afio y(t) = min{yy(t), y*(t)}
por unidad de

tiempo
e(t) Tasa de empleo - e(t) = %
w(t) Salario nominal por | udl/tr-afio | w(t) = p- (e(t) — 7)

unidad de tiempo
WB(t) | Masa salarial por udl/ano WB(t) = w(t)L(t)
unidad de tiempo

WB(t)+S(t)

v(t) Participacién de los - v(t) = Y

salarios

Variables de las Familias

® Tasa de crecimiento 1/afio [pardmetro]
de la poblacién en
edad de trabajar
N(t) | Poblacién en edad tr N(t) =
de trabajar
C(t) Consumo nominal udl/ano C(t) = WB(t) + S(¢)
por unidad de tiem-
po

c(t) Consumo real por ubc/afno c(t) = o)
unidad de tiempo

Variables de las Firmas
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Variable

Descripcion

Unidad

Ecuacion principal

Qo

Tu

Th

Tasa de crecimien-
to secular de la pro-
ductividad del tra-
bajo

Elasticidad de la
productividad del
trabajo con respec-
to al capital por
unidad de capital
Desconfianza en la
sostenibilidad  del
régimen cambiario
Relacién  capital-
producto

Tasa de deprecia-
cién del capital
Propension a la in-
version

Elasticidad de la in-
version bruta de-
seada con respecto
a la utilizacién de
la capacidad insta-
lada

Elasticidad de la in-
version bruta de-
seada con respecto
a la participacion
de las ganancias
Productividad del
trabajo (fisico)
Poblacion emplea-
da

Demanda domésti-
ca real por unidad
de tiempo
Propension a la
acumulacion de
existencias
Acumulacién de
existencias deseada
(fisico)

Objetivo de acumu-
lacion de existen-
cias (fisico)

1/ano

1/ubk

1/afio

ubk-ano/ubc
1/ano

1/ano

ubc/tr-ano
tr

ubc/ano

ubc/ano

ubc/ano
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Variable | Descripciéon Unidad Ecuacién principal

zs(t) | Oferta de exporta- ubc/ano zs(t) = y(t) —yr(t) — ing(t)
ciones por unidad
de tiempo (fisico)

x(t) Exportaciones por ubc/ano x(t) = min{xz,(t), zq4(t)}
unidad de tiempo
(fisico)

X(t) | Exportaciones no- udl/ano X(t) = z(t)p.(t)
minales por unidad
de tiempo

in(t) | Existencias (fisico) ubc in(t) = y(t) — c(t) — g(t) — x(t)

Y (t) Produccién nomi- udl/ano Y (t) = y(t)p(t)
nal por unidad de
tiempo

P(t) | Ganancias por uni- udl/ano P(t)=Y(t)— WB(t) —T(t)
dad de tiempo

u(t) Utilizacién de la ca- - u(t) = kl(’t()t;s
pacidad instalada

h(t) Participacion de las - h(t) = 58
ganancias

iw(t) | Inversién bruta de- ubk/ano Gw(t) = - u(t)™h(t)"k(t)
seada por unidad
de tiempo (fisico)

I,(t) | Inversién bruta de- udl/ano I, (t) = 1 (t)pr(t)
seada nominal por
unidad de tiempo

I;(t) | Demanda de inver- udl/ano Iy(t) = {Iw,<t) S% H(t) >0
sién bruta nominal min{Z,(t), X(t)} sino
por unidad de tiem-
po

M(t) | Importaciones no- udl/ano M (t) = min{I4(t), cb(t) - R(t) - zr(t)}
minales por unidad
de tiempo

m(t) | Importaciones ubk/ano m(t) = ﬁﬁg
reales por unidad
de tiempo

i(t) Inversién bruta real ubk/ano i(t) = m(t)
por unidad de tiem-
po

k(t) | Capital (fisico) ubk k(t) = i(t) — ok(t)

H(t) | Stock de dinero udl H(t) = X(t) — M(t)

Variables del Gobierno
g Intensidad de la 1/afio [pardmetro]

respuesta guberna-
mental
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Variable | Descripcion Unidad Ecuacion principal
v Objetivo de partici- - [pardmetro]
pacion de los sala-
rios
Oc(t) | Tasa de  gasto - [exdgenal
publico
0s(t) | Tasa de subsidios - Os(t) =P -0s(t) - (1 —0s(t)) - (T—0(t))
o(t) Tasa impositiva - 0(t) = Os(t) + 0 (1)
T(t) Impuestos por uni- udl/ano T(t)=0(t)Y(t)
dad de tiempo
S(t) Subsidios por uni- udl/ano S(t) =0s(t)Y (1)
dad de tiempo
G(t) | Gasto publico no- udl/afio G(t) =0c(t)Y (¢)
minal por unidad
de tiempo
g(t) Gasto ptblico real ubc/ano g(t) = f((?)
por unidad de tiem-
po
Variables del Banco Central
cbd Capacidad de en- 1/ano [pardmetro]
trega del banco
central
cbf Frugalidad del ban- ano [pardametro]
co central
cbt Umbral de acumu- - [pardmetro]
lacién de reservas
R(t) | Reservas extranje- ude R(t) = %@f(t)
ras del banco cen-
tral
cb(t) | Disponibilidad de 1/ano cb(t) = cbd - (1 + exp (cbf R(g_(;z(t) - cbt)) 1
reservas del banco
central por unidad
de tiempo
E(t) | Indice de acumula- ano E(t) = %
cién de reservas
Variables del Resto del Mundo
A Amplitud de la tasa 1/ano [pardmetro]
de crecimiento del
PBI mundial
B Media de la tasa de 1/afno [pardmetro]
crecimiento del PBI
mundial
w Frecuencia de la ta- 1/ano [pardmetro]

sa de crecimiento
del PBI mundial
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Variable | Descripcion Unidad Ecuacion principal

n Elasticidad de la - [pardmetro]
demanda de expor-
taciones (ude) con
respecto al PBI
mundial

Yiw(t) | PBI nominal del ude/ano Yy (t) = Asin(wt) + B
resto del mundo

Xud(t) | Importaciones ex- | ude/afio | X¥4(t) = nYiy (1)
tranjeras por uni-
dad de tiempo
X4(t) | Demanda extranje- udl/ano Xa(t) = X¥sd(t) - ar(t)
ra nominal por uni-
dad de tiempo
z4(t) | Demanda extranje- ubc/ano zq(t) = 40
ra real por unidad
de tiempo

5.5. Un comentario sobre la productividad del
trabajo

Observemos que la ecuacion (5.5)) se puede integrar inmediatamente, dando lugar
a la ecuacion

a(t) = a(0) exp(Qot + Q - (k(t) — k(0))) .

Esta seccion trata sobre como puede interpretarse esta relacion para que sus conse-
cuencias sean econémicamente sensatas.

Las firmas locales producen un bien de consumo, cuya produccién requiere tra-
bajo no calificado y un bien de capital. Para producir una ubc por unidad de tiempo,
se requieren s ubk’s.

La cantidad de capital utilizado determina la productividad del trabajo en cada
instante de tiempo; si k£ ubk’s son utilizadas a tiempo t, la productividad del trabajo
a(k,t) estd dada por

a(k,t) = agexp(Qot + Q1 - (k — ky)),

donde ay [ubc/tr-afio], ko [ubk], €y y @y son pardmetros positivos (observar que
a(ko,0) = agp).

A tiempo ¢, si una firma con k ubk’s desea producir (< k/s) ubc’s por unidad de
tiempo, emplear k& < k ubk’s dard una productividad del trabajo a(k,t) < a(k,t).
Como el salario w estd dado, los costos de trabajo serian minimos contratando
y/ a(k t) trabajadores; como funcién de k, esto es minimo cuando k = k. En con-
secuencia, se asume que la firma usa todo su capital en el proceso productivo y
contrata y/a(k,t) trabajadores: de ahi la ecuacién (5.24)).
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5.6. Tendencias a largo plazo
Si k(t) > 0 para t € [0,¢1), entonces se tiene que

(t) = i(t) — 6 - k(t) > =6 - k(t)
= k?(tl) > (0) exp(—étl) > 0.

Esto, sumado a la continuidad de k, garantiza que k(t) > 0 para todo t.
Integrando la ecuacion (5.45]), obtenemos

N(t) = N(0) exp(pt) .
Usando esto, tenemos que

L)yt 1 BT k(1)
= N@ 0@ ¥ P = LN ) e

exp (—(Q0 +9)t) .

La funcién ze=*% estd acotada superiormente en [0, +00), por ser continua y tender
a 0 cuando x — +o00. Esto garantiza que e(t) — 0 cuando t — +00. En consecuencia,
tenemos también que w(t) — 0. En efecto, para algin ty > 0 tenemos que e(t) < 7/2
para todo t > ty, por lo que
pT

w(t) < -5 = w(t) < w(ty) exp (

T

'02 (t—t0)> —0.

5.7. Caracteristicas econémicamente significati-
vas

El modelo presenta tres caracteristicas econémicamente importantes:
1. conflicto distributivo,

2. crisis de balanza de pagos, y

3. el rol del Estado regulando las dos caracteristicas previas.

El conflicto distributivo es la puja entre trabajadores y capitalistas por el reparto
de la produccion. Las distintas clases tienen distintas propensiones al consumo: en
el caso extremo se asume que los trabajadores consumen todos sus ingresos mientras
que los capitalistas ahorran todos sus ingresos. Como el crecimiento de la economia
esta dado por las inversiones, y estas no pueden exceder los ahorros, se deduce que
el conflicto distributivo impone limites al crecimiento de la economia. A su vez,
el crecimiento econémico es necesario para sostener el crecimiento poblacional sin
reducir los estandares de vida. Se trata entonces de un problema que atraviesa a
todas las economias capitalistas. Un modelo que ilustra claramente este problema
es el modelo de Goodwin que presenté en la seccién [2.6]

La crisis de balanza de pagos es un problema originado en la necesidad de impor-
tar bienes. Se da tipicamente en los paises periféricos: aquellos paises que producen
bienes de consumo pero no bienes de capital (a diferencia de los paises centrales, que
si producen bienes de capital). Los paises periféricos necesitan importar de los paises
centrales el capital necesario para producir, y para ello necesitan ofrecer a cambio
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los bienes de consumo que ellos producen. Asi, las crisis en la balanza de pagos se
dan naturalmente cuando el pais periférico exporta menos de lo que necesita, ya sea
por una caida en la oferta o en la demanda de exportaciones, o por un aumento en
la demanda de importaciones. La expresion tipica de este problema se encuentra en
la ley de Thirlwall [36, cap. 3].

El Estado ocupa un lugar tinico para lidiar con estos problemas, dado que se trata
de una organizacion dirigida y soberana a nivel nacional. Mediante la recaudacion
de impuestos y el pago de subsidios puede influir en la distribucién del ingreso, y
mediante controles en el tipo de cambio puede influir en la balanza comercial.

5.8. Simulaciones

Se realizaron simulaciones utilizando el lenguaje Modelica [20], 2], 38]. Proce-
demos a presentar una de ellas: aquella que consideramos el escenario base, por lo
tipico de sus valores y la multitud de escenas que presenta. En el cuadro se
registran los valores de los parametros, las funciones de las variables exdgenas y los
valores iniciales de las variables derivadas que caracterizan al escenario base.

Variables macro Variables de las Familias Variables de las Firmas
p 0,1 © 0,01 Qo 0
T 0,7 N(0) 10 0 2.107°
Pe(t) 1 Variables del Gobierno d 2
pr(t) 1 g 0,1 s 3
zr(t) 1 v 0,5 J 0,1
w(0) 35 Oc(t) 0,02 T 1
Variables del Resto del Mundo || 65(0) 0,1 VY 0,5
A 0,09 Variables del Banco Central Yh 0,5
B 0,01 cbd 1 a(0) 75
w 0,3 chf 5 in(0) 0
i 0,93 cbt 20 k(0) 1,713 - 108
Y (0) 5-107 R(0) 2-10° H(0) 2-10°
Xusd(0) 2,46 - 10°

Cuadro 5.7: Valores que caracterizan al escenario base.

5.8.1. Regimenes de funcionamiento

Para la comprensién analitica de los resultados de la simulacién, introducimos
ahora el concepto de regimenes de funcionamiento. Cada ecuacién que involucra una
funcion definida a trozos da lugar a dos posibles regimenes de funcionamiento de
esa componente del sistema. Por ejemplo, considerando la ecuacion

z(t) = min{xz,(t), zq(t)} , (5.21])
podemos estar bajo el régimen de funcionamiento

(t) = (1)
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si xs(t) < x4(t), o bajo el régimen de funcionamiento
(t) = a(t)

si xg(t) > z4(t).

Llamaremos a estos regimenes de funcionamiento, regimenes de funcionamiento
simples. Seleccionando un régimen de funcionamiento simple en cada ecuacién del
sistema, obtenemos un régimen de funcionamiento compuesto.

Las ecuaciones del modelo que definen los regimenes de funcionamiento son

y*(t) = min{k(t)/s, a(t) N (1)} ,
y(t) = min{ya(t),y"(t)} ,

S z%(t)N si in(t) >0
r(?) {méx{z’n(t),O} si no 7

x(t) = min{xz,(t), zq(t)} ,

() si H(t) >0
la®) = {min{]w(t),X(t)} si no

M (t) = min{I4(t), cb(t) - R(t) - zr(t)} .

o RO — I—‘ﬁ
& =2 @@ =2

o
w
se

Los regimenes de y

Las ecuaciones ([5.8)) y (5.11]) definen los regimenes de funcionamiento de la va-
riable y. En la figura se puede observar la evolucién de las variables u y e. El
grafico es significativo pues muestra multiples periodos de tiempo en los que

ut) =1 (eyt) =k@)/s)

un periodo en el que
et)=1  (ey(t) =alt)N(1)) ,

y los dos periodos restantes en los cuales vale que

y(t) = ya(t) .

Los regimenes de inr

La figura muestra la evolucion de la variable in. Se puede observar que
ZIL(t) > 0, excepto por un breve periodo. Durante ese periodo se puede observar que
in(t) < 0, como ilustra la ﬁgurah. Tenemos entonces que en casi todo momento

iny(t) = in(t)

excepto cuando in(t) = 0, en cuyo caso
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Figura 5.1: Valores de u (uci) y e (employmentRate) a lo largo de la simulacién.
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Figura 5.2: Valores de in (Inventory) a lo largo de la simulacion.
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—— Inventory —— InventoryAccumulation_desired2

2e+04
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Figura 5.3: Valores de in (Inventory) y in (InventoryAccumulation_desired2) en el
periodo durante el cual in(t) = 0.

—— Export_supply —— Export_demand
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Figura 5.4: Valores de x; (Export_supply) y z4 (Export_demand) a lo largo de la
simulacion.
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—— CashStock
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Figura 5.5: Valores de H (CashStock) a lo largo de la simulacién.

Los regimenes de =«

La figura [5.4) muestra que z4(t) < x4(t) en casi toda la simulacién, con notables
excepciones en los periodos en que y(t) = yq(t).
Los regimenes de I,

La figura muestra la evolucién de la variable H. Se puede observar que
H(t) > 0 en todo momento de la simulacién, por lo que

Li(t) = I(t) .

Los regimenes de M

En la figura se puede observar la evolucién de las variables I; y M. El
grafico es significativo pues muestra que en todo momento de la simulacién vale
I4(t) > M(t), lo cual implica que

M(t) = cb(t) - R(¢) - 2r(t) .

5.9. Soluciones de mediano plazo

En esta seccion trataremos de analizar los resultados de la simulacién utilizando
herramientas analiticas. Al no tratarse del comportamiento asintético de las solu-
ciones, hablamos de soluciones de mediano plazo.

Hay una serie de variables cuya dinamica no se ve alterada por los cambios de
régimen y pueden resolverse inmediatamente:

N(t) = N(0) exp(et) ,
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—— Imports —— GrossInvestmentDemand
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Figura 5.6: Valores de I, (GrossInvestmentDemand) y M (Imports) a lo largo de la
simulacién.

Recordemos también que la ecuacién diferencial ((5.5) puede integrarse inmediata-
mente, obteniéndose

a(t) = a(0) exp(Q - t+ D - (k(t) — k(to))) .

Por lo visto en la secciéon anterior, en la simulacién se pueden apreciar cuatro
regimenes de funcionamiento compuestos principales:

1.u=1,m >0, 2, < g
2. uzl,in:0,2%<0,xs<xd;
3. y=1yq, m >0, x; > x4
4. e=1,1m >0, rs < 4.

En todos los casos se tiene que H >0y M = cb- R - ar.

En los analisis que siguen, como la simulacién tiene valores 20 = 0 y €y = 0,
asumimos que ambos son exactamente cero, con lo cual a resulta constante.

Esta hipdtesis nos permite entender el comportamiento a mediano plazo visto
en las simulaciones, puesto que a largo plazo hemos visto que e y w tienden a 0,
fenémeno que no llega a observarse en la simulacion.
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Régimen restringido por el capital, con existencias

5.9.1.
Este régimen se caracteriza por las ecuaciones
y(t) = k(t)/s
in(t) >0 y
zs(t) < wq(t)

En consecuencia,
h_E_Y—WB—T_Y—(WB+S)—G
Y Y B Y
w
:1—90—1):1—(90—95—
Q- Pe

=05 =B0s-(1—03)(T—1+40g+h)

e g g weelemT)
* Pe G- Pe

:—505-(1—05)(6—1+0G+h)—(1—6’0—95—h)p-(e—7),
. k
~ saN
. / Dk cb-R-zr
=k — —0—p= -9

=€ 2 L Dr 2
X=p.-xs=p.-d-E-h-y=d-R-xr-h

— X M

caor=R = — =d-h—cb

= R-zr=R o R ch |

]d:pkﬂ'h%k

= li=nh+k=nh+é+o.

Definimos la variable
Iy

C::R-xr'

Tenemos entonces que
h=—B0s-(1—05)T—140g+h)—(1—0c—0s—h)p-(e—71),
R Thh
é
¢
C=mh+eée+p—d-h+cb y
s =B0s-(1—0s)T—1+6g+h),

ch—0—p,

lo cual es un sistema de EDO con 4 variables, pues cb es una funcién de ¢
c¢b(¢) = cbd - (14 exp (ebf - ¢ — cbt)) ™" .

Este sistema tiene un equilibrio (hg, 7, {y,0) dado por
_ mhy"

0= 2 ch(Go) —d—p ¥

121

(5.51)



0=p—d-ho+ cb((p) - (5.52)
Despejando ¢b((p) de la ecuacion (5.52)) y reemplazando en la ecuacién (5.51)), ob-

tenemos
o+ ¢ '

Observar que el lado derecho de ([5.53) es una funcién estrictamente creciente de hg
en [p/d, +00). Reemplazando (5.53)) en la ecuacién (5.52)), se obtiene

whi"(d - hg — )
—po—d-h b 0 . .54
0= o+ c ( o (5.54)

Para que ¢y > 0, nos indica que es necesario y suficiente que hg > ¢/d = 0,005.
Evaluando el lado derecho de en hg = ¢/d obtenemos ¢b(0) que es positivo;
evaluandolo en hg = 1 — 05 = 0,98 obtenemos —1,95 que es negativo. Tenemos
entonces que hay una solucién hg € (0,005;0,98).

Como ¢b(¢) es una funcién estrictamente decreciente, el lado derecho de
es una funcién estrictamente decreciente de hg en (0,005;0,98), lo que indica que la
solucién es unica en ese intervalo. Numéricamente podemos obtener el valor hy ~
0,3572. Reemplazando en obtenemos ¢, ~ 3,826.

Para estudiar las soluciones alrededor de (hg, 7, (o, 0), estudiamos los autovalores
de su matriz diferencial. Numéricamente se obtiene que los autovalores son aproxi-
madamente

(5.53)

—4,729 ,  6,042-107%+0,1383i,  6,042-107°—0,1383i vy —0,01228 .

Gracias al teorema de Hartman-Grobman, podemos linealizar el sistema alrededor
de (ho, T, {p,0). Las soluciones tendran entonces la forma aproximada

h(t) 0,3572 3,729 .10
ety | [ o7 - 0,02831
ct) | = ss26 | TEEPERTN G 9996
0s(t) 0 0
0,3497 exp(1,61417)
; 0,7771
m 3 -3 : )
+ e9e exp((6,042 - 107° + 0,13831)1) 0,5233 exp(—1,6617)
0
0,3497 exp(—1,6141)
; 0,7771
—ip . -3 _ : )
+ g9 exp((6,042 - 10 0,1383i)t) 0,5233 exp(1,661)
0
—0,01346
0,1909
ey exp(—0,01228) | 2
0,9815
0,3572 3,729 - 1074
0,7 0,02831
= | 3.82 + &1 exp(—4,729¢t) 0.9996
0 0
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0,3497 cos(0,1383¢ + 1,614 + 1)
0,7771 cos(0,1383t + )
0,5233 cos(0,1383t — 1,661 + p)
0

+ 225 exp(6,042 - 1073¢)

—0,01346
0,1909
6,675 - 1073
0,9815

+ e3 exp(—0,01228t)

Esto es suficiente para entender las soluciones que arroja la simulacion. En general,
estas soluciones pueden ser aproximadas mediante la forma funcional

ag + a1’ + age”t + age®’ cos(cst + ds)

A continuacion se presentan tres tablas correspondientes al ajuste a datos en el
periodo t € [6,535,100,3] (el més extenso periodo bajo este régimen). En la tabla
5.8| se muestra el ajuste basado en la aproximacion analitica haciendo coincidir los
valores iniciales: ésta seria nuestra estimacién de la solucién si no conociéramos la
solucion numérica. Conociendo los valores de la solucién numérica, se puede conse-
guir un mejor ajuste como el observado en la tabla 5.9, que preserva los exponentes
de las funciones exponenciales y la frecuencia del coseno obtenidos analiticamente.
La tabla [5.10| muestra el ajuste a datos cuando se permite que los exponentes sean
distintos para las distintas variables; se omitieron aquellas funciones que resultaron
redundantes (se tomo como indicacién de esto que presentaran alta correlacién entre
pardmetros y diferencias imperceptibles entre los graficos).

h e ¢ 0

ao 0,3572 0,7 3,826 0

a; | 1,015-107 | 7,704-10% | 2,72-10%° 0

by —4,729 —4,729 —4,729 —4,729
as | —1,423-107% | 0,02018 | 7,054-10~% | 0,1037
by |  —0,01228 | —0,01228 | —0,01228 | —0,01228
as 0,06173 0,1372 0,09237 0

by | 6,042-1073 |6,042-1073 | 6,042 1073 | 6,042 - 1073
c3 0,1383 0,1383 0,1383 0,1383
ds 0,04648 —1,568 3,054 0

R2 0,7507 0,6004 0,7695 0,989

Cuadro 5.8: Ajuste a datos basado en la aproximacion analitica haciendo coincidir
los valores iniciales.

Entendidos los comportamientos de estas variables, se puede entender el com-
portamiento del resto:

L(t) =e(t)N(t),
y(t) =a- L(t)
k(t) = sy(t) ,

iw(t) = Th(t)"k(t) ,
I4(t) = i (t)pr ,
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h € C 95
ao 0,3572 0,7 3,826 0
ar | —3,346-107" | —2,541-107" | —8,971 10718 0
by —4,729 —4,729 —4,729 —4,729
as | —1,451-107° 0,02058 7,195-107* 0,1058
by —0,01228 —0,01228 —0,01228 —0,01228
as 0,02624 0,05831 0,03926 0
by | 6,042-107° 6,042 -1073 6,042-107% | 6,042-107°
3 0,1383 0,1383 0,1383 0,1383
ds —0,387 —2,001 2,62 0
R? 0,9665 0,9544 0,9683 0,9887

Cuadro 5.9: Mejor ajuste a datos basado en la aproximacién analitica.

h e ¢ O
a | 0,3542 0,7121 3,826 0
a1 0 0 0 0
by — — — —
as 0 0 0 0,1008
by — — — —0,01185
as | 0,05812 0,1475 0,08445 | 3,598 1073
by | 4,081-1073 | 2,685- 1073 | 4,97 - 102 | —5,037 - 1073
c; | 0,1319 0,1316 0,1315 0,1309
dy | 0,0101 —1,605 3,044 —1,475
RZ[  0,9977 0,9933 0,9984 1

Cuadro 5.10: Mejores ajustes, eliminando redundancias.

14t

RO =20
cb(t) = cbd - (14 exp (cbf - C(t) — ¢bt)) ™",
M(t) = ¢b(t) - R(t) - ar ,
vol) = d R(tg‘” h(t) |
v(t) =1—0c —h(t),
w(t) = (v(t) — Os(t))a - pe

(t)

(t)

in(t) = inp(t) y

A priori, la tinica variable que no puede ser aproximada analiticamente resulta en-

tonces in(t).

5.9.2. Régimen sin existencias

Este régimen se caracteriza por las ecuaciones

y(t) = k(t)/s
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in(t) =0,
in(t) <0 y
zs(t) < xq(t) .

En consecuencia,

c'h
X:pc'h'y:p k
S
— C.hl—’Yh
:>R-xr:p— —cb .
SPET

Tenemos entonces que

h=—B0s-(1—05)T—140g+h)—(1—0c—0s—h)p-(e—71),

7Th’Yh

¢

. R C.hl—’Yh

C=mh+etp-Pt
SPET

0s = 0s- (1 —0g)(T—1+05+h) ,

ch—0—p,

é

(+ cb y

lo cual es un sistema de EDO con 4 variables. Este sistema tiene un equilibrio
(ho, T, Co,0) dado por

Th
_Thy

0= cb(p)—0—¢ y (5.55)
Co
B Do hé-’m
0= Y — —Spkﬂ' Co + Cb(C()) . (556)

Despejando ¢b({p) de la ecuacién (5.56) y reemplazando en la ecuacién (5.55)), ob-

tenemos

Thn .- hl—’Yh
0=—" (p ‘ CO—SD)—fS—SO

Co SPkT

pe-ho  whi

= 20 L, 5=
SPk Co 4 4
ﬂ.h')’h(p
:Coz—m_oé_@. (5.57)

SPk

Numéricamente, se obtiene hy ~ 0,3346 y (o ~ 3,807. Estudiamos la matriz diferen-
cial en (hg, T, (o, 0); los autovalores son aproximadamente

—5,235 , 49631072 +0,1137: , 49631072 —0,1137: y —0,01454 .

Gracias al teorema de Hartman-Grobman, podemos linealizar el sistema alrededor de
(ho, 7, (o, 0). Tal como en la seccién anterior, estas soluciones pueden ser aproximadas
mediante la forma funcional

ag + a1’ + age”™t + aze™’ cos(cst + ds) .
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A continuacién se presentan dos tablas correspondientes al ajuste a datos en el
perfodo ¢ € (3,168, 6,534] (el perfodo bajo este régimen). En la tabla [5.11] se muestra
el ajuste basado en la aproximacién analitica haciendo coincidir los valores iniciales.
Exceptuando ((t), las demés curvas en este régimen son tan simples que pueden
ajustarse perfectamente con una funcién cuadratica de la forma

Qo —|— alt —|— a2t2 .

La tabla muestra dicho ajuste. Por su parte, la variable ((t) tiene la siguiente
buena aproximacién (R? = 1):

C(t) ~ 4,755 — 5,155 - 10* exp(—4,728t) + cos(—2,265 - 1072t — 3,115) .

h (& C (95
ao 0,3346 0,7 3,807 0
ay —63,64 —5,162-10% | —2,137 - 10° 0
by —5,235 —5,235 —5,235 —5,235
as | —1,629-1073 0,02277 1,136 - 107° 0,1027
by —0,01454 —0,01454 —0,01454 —0,01454
as 0,08127 0,1433 0,05563 0
by | 4,963-107% | 4,963-107% | 4,963-1073 | 4,963 - 10~
c3 0,1137 0,1137 0,1137 0,1137
ds 0,0787 —1,536 3,017 0
R? 0,8617 0,9505 0,8256 —3,277

Cuadro 5.11: Ajuste a datos basado en la aproximacion analitica haciendo coincidir
los valores iniciales.

h € 05
ao 0,4133 0,7207 0,09988
a; | —5,254-10* 0,01901 —5,257-107*
as | —3,914-107* | —3.251-107* | —1,678-107°
R? 1 1 1

Cuadro 5.12: Mejor ajuste a datos con una funcién cuadrética.

Entendidos los comportamientos de estas variables, se puede entender el compor-
tamiento del resto haciendo los mismos despejes que en la seccién anterior, excepto:

5.9.3.

in(t)

(t)

Y
0

(£)-ht) e

Este régimen se caracteriza por las ecuaciones

y(t) = yalt)

in(t) >0
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xs(t) > zq(t) .

Tenemos entonces que

;‘y(t)zq;f((t?
:>ilz —ﬁ95-<1—95>(5—1+eg+h)— (1—t9g—(95—h)p- (jjt\if(ft))hl_T) ,

por lo que se obtiene el sistema

il:—605'(1—95)<U—1+Qg+h)—<1—9g—6)5—h)p- (l‘d(t) h_l—T> y
s = B0s- (1 —0g)(T—1+40g+h) . (5.58)

Consideremos el periodo t € [100,94, 108,04] (el primero bajo este régimen). Si bien
este sistema tiene equilibrios en (1 — 05 — v,7), (1 — 05,0) y (—0¢, 1), estos no
sirven para entender la dinamica del sistema en este periodo: se examinaron las
soluciones del sistema linealizado alrededor de estos puntos y se observé que difieren
significativamente de la solucién del sistema no linealizado.

Un buen ajuste se consiguié de la siguiente forma. Primero, se consideré la ecua-
cién de h asumiendo que 6 = 0:

h=—(1—0g—h)p- (;"’]‘\l[—((tt))h—l —r) . (5.59)

Esto puede reducirse a una EDO de primer orden cibica, planteando la ecuacion
diferencial de h~!:

—

hl=—h=(1-0c)h"" —1)p- (;ﬁ% ht - r) .

Desafortunadamente, desconozco métodos analiticos para resolver esta ecuacion.
Segundo, se linealizé la ecuacién ((5.59) alrededor de ho(t) := x4(t)/(aTN(t)):

i u—%—mmmﬁ%

(1= ) ho(t) ™ = L)p7 - (h— hof2)) - (5.61)

Q

ho(t)™ - (h — ho(t)) (5.60)

Dado que a(100,94) = 75,54, se consideré apropiado tomar dicho valor para la
asumida constante a. Con este valor de a, la solucién de haciendo coincidir los
valores iniciales consigui6 ajustar los resultados de la simulacién con un R? = 0,9518.

Tercero, se reemplazo esta solucion aproximada h en la ecuacién , obte-
niéndose

Os ~ B0g - (1 —0s)(T—1+ 0+ h(t)) . (5.62)

La solucién de esta ecuacion, haciendo coincidir los valores iniciales, consiguié ajus-
tar los resultados de la simulacién con un R? = 0,9989.
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El problema con este enfoque es que las soluciones analiticas asi conseguidas no
presentan una férmula cerrada: se consigue

h(t) = h(t) = c(t) exp(((1 — 06)G(t) — t + to)pr) |

donde

c(t) := h(ty) — pT/ exp(—((1 — 05)G(s) — s+ to)pT)(1 — g — ho(s)) ds .

to

En aras de la completitud, la ecuacion (5.62)) se integra de la siguiente forma:

B'@_HGGM@)):ﬁ:%*13595
;»ﬁ.((@—1+ec).(t—to)+/tB(s)ds)zloglfs_{g?@_log%
~ Os(t)~ — 1

——logess(t(])—l_1

= ((es(to)—l —1)exp (—5. ((a —146g)-(t—to) + /t: h(s) ds)) + 1)1 = 0s5(t) .

El mismo procedimiento aplicado al periodo t € [145,6,150,72] arroj6 un ajuste
de h con R? = 0,9741 y un ajuste de g con R? = 0,997.

Entendidos los comportamientos de h y g, se pueden entender también los
comportamientos de las siguientes variables:

i =S
L) = y(t) |
Lt
e(t) = N
o(t) = 1 — h(t) — b ,
w(t) = (v(t) — Os(t))pe(t)a e
in(t) = in(ty) .

Para entender el comportamiento del resto de las variables, tenemos que analizar
otro sistema de ecuaciones. Tenemos que
G = U Rk = sy e el — WSV“xg“ RV =Y
=1, = pkﬂs'yunguh’Yhi’yuklivu
2 A 2 z PcZq
:>C:'yua:d+(’yh—’yu)h+(1—7u)k—R +cb
- ar
1=vu

o ~ . 7 . 7 o DPe Id
= YuZd + (’7/1 ’Yu)h + (1 ’}/u)k p;ﬂrSW h’Yh—Wukjl—WuC + cb y
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1 ch-R-ar cb-Id_ chb

F=— —§= 5= § = e e e 5
g prk PrkC ¢
Usando los valores de la tabla[5.7] estas expresiones se simplifican a
N D O
Czéxd—i—gk—slﬂﬁf%—cb y
- b
k= %81/2%1[/2]{:—1/2 —9.
Definiendo j := (24/k)"/?/, obtenemos
k= cb Y2 -4,
S L —1/2, 2
C:§$d+§k_3 nC” + cb y
1 1.
1= —=2q9—=k—2C.
fi=35ta—5 ¢

Esto se reduce a un sistema de dos ecuaciones en dos variables, ¢ y u. Desafortu-
nadamente no se pudo encontrar una forma de aproximar bien la solucién de dicho

sistema.
Si se pudieran entender los comportamientos de estas variables, se podria enten-

der el comportamiento del resto:

_ za(t)
M= ey
_ ()
u(t) = Ok
jult) = 7wty (Y A(E)
Iq(t) = iw(t)pr |
_ L)
k() = (t) - ar’
eb(t) = cbd - (14 exp (ebf - ((t) — ¢bt)) ™",
M(t) = cb(t) - R(t) - ar
_, R(@)-ar
N:cs(t) =d 0 h(t) ,
ing(t) = za(t) —xs(t)
H(t) = (R(t) — R(0)) - zr + H(0) .

5.9.4. Régimen restringido por la poblacion

Este régimen se caracteriza por las ecuaciones

y(t) =a-N(t),
in(t) >0 y
xs(t) < zq(t) .

Tenemos entonces que

B(t) = p- (1=7) = wlt) = wit))exp (- A=)t —t5)
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bs = s - (1— 0s) <v— ;“_(20 _ es) |

Linealizando esta tltima ecuacién alrededor de 05(t) = 0, obtenemos

by =3 (@— “’(t))es

a - Pe

que puede integrarse, obteniéndose

B - w(to)
a'pc'p'(1_7—>

0s(t) = Os(to) exp (ﬂ@- (t —to) — (exp(p- (1 —71)(t —to)) — 1)) :
Con esta funcién, se consiguié un ajuste con R? = 0,9452 en el perfodo corres-
pondiente a este régimen (¢t € [157,86,164,04]), tomando el valor a(157,86) como
constante para a.

Después de esto, se pueden entender también los comportamientos de las siguien-
tes variables:

w(t)

—+0s(t) v
ht) =1 — oft) — 0 .

Para entender el comportamiento del resto de las variables, tenemos que analizar
otro sistema de ecuaciones. Tenemos que

by = TSV PRI = Mg NV = [ = s Teae N R
X=p.-xs=p.-d-E-h-y=d-R-xr-h
:>é:fyuN+7hiz+(1—fyu)l%—d-h+cb y

1 cb-R-aor cb -1y cb

_— = — 0= —msTa NI =T — §
k prk prkC ¢

L b
:>ﬁ:N—k:g0+5—%mﬂ"h%

=C(=p+mh—(1—7)i—d h+cb.
Nos queda asi planteado un sistema de dos ecuaciones en dos variables, ( y u:
(=¢+mh—(1—y)i—d-h+cb() vy (5.63)
U=p+9— %(Omﬂ“h% . (5.64)

Sean (y(t) y uo(t) funciones tales que al reemplazar ¢ y u por estas funciones, el lado
derecho de éstas 1ltimas dos ecuaciones se anula. Tenemos entonces que

O=¢+mh—d-h+cb() v

O=p+0— Mﬁuguh% .

Co

Por lo tanto
Go=cb ' (d-h—p—mh) v
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w — (o +6)Co 1
O \eb(¢o)mh '
(o esta bien definida donde
0<d-h(t)—¢—yh(t) < cbd . (5.65)

Observar que h y h estdn dadas por

w0 =1-0a- 20 o)y

A we0n) L () (1 - O(1)) (7 — 22 — () )

h(t) = — Sk
1—90—%—95(75)

I

correspondientemente. Se chequedé numéricamente que las aproximaciones de h y h
conseguidas reemplazando la aproximaciéon de g en estas igualdades, satisfacen las
desigualdades en todo el periodo de este régimen.

Linealizando el sistema dado por las ecuaciones y (5.64) alrededor de ¢,

y g, obtenemos el sistema
U UglUe  UUy U — Ug

b= —(1 —y)ic + cb'(Co)
éu = _(1 - '7u)au )

donde

!
fe = — ch (CO)Wug“h“/h N Cb(go)mg“mh
o o
Uy = —'yu—Cb(Co)ﬂug“_lh% )
o

El sistema ((5.66) puede integrarse:

) ol Lene)on ()
c(t) = — | exp|— G(r)dr | G(s ds .
*) (u(to) £ P o (r) (5) uo(s)
Nuevamente, no se consigue una férmula cerrada. Estas soluciones ajustan ¢ con
R? =0,9771 vy u con R? = 0,5963.

Una vez entendidos los comportamientos de estas variables, se puede entender el
comportamiento del resto:
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Id(t) = Zw(t)pk s
o Ig(t

R(t) = O

cb(t) = cbd - (1 + exp (cbf - ((t) — cbt))_1 ,
M(t) = cb(t) - R(t) - ar ,

vo(t) = d- W h(t)
() = y(Hh(t) — (t) |

in(t)

(t)

= (R(t) — R(0)) - 2r + H(0) .

Para encontrar el valor de in(t) hay que integrar nuevamente: no parece tener una
férmula cerrada, por las variables involucradas en la determinacién de iny(t).

5.10. Conclusiones

El desarrollo del modelo TED&POP representa una innovaciéon metodoldgica
sustancial en el modelado macroeconémico nacional, al introducir una consisten-
cia contable fisica estructurada por una tabla contable especifica para cada activo
tangible y financiero del sistema. En la simulacién numérica presentada, se logro
identificar de forma precisa la emergencia de regimenes de funcionamiento diferen-
ciados segun los cuellos de botella del sistema (restringido por capital, demanda o
poblacién).

Las ecuaciones del modelo se dedujeron en las secciones[5.2]y[5.3] En la seccién[5.2
se dedujo una versién discreta del modelo, dependiente de un parametro At. El
procedimiento en esta seccion consistio en:

1. Definicion de actores y activos.
2. Planteo del modelo discreto.

a) Definicién de stocks.
b) Secuencia grosera de eventos, tablas contables y ecuaciones contables.

c¢) Secuencia fina de eventos (que se puede ver en la seccién [5.2.6]) y ecua-
ciones de comportamiento.

En la seccion [5.3] se tomo el limite At — 0, obteniéndose asi el modelo continuo.
En algunos casos, las ecuaciones asi obtenidas presentaban problemas, como no estar
definidas en ciertas situaciones o admitir mas de una solucién. Esas ecuaciones se
modificaron manualmente para evitar esos problemas. Por ultimo, como muchas de
las ecuaciones del modelo continuo no eran diferenciales, en la seccién se planted
un procedimiento para suavizarlas. No esta claro que esto ultimo haya sido necesario,
porque no se hallaron diferencias entre las simulaciones del modelo suavizado y las
del modelo sin suavizar. Queda pendiente la resolucion rigurosa de las siguientes
preguntas:
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= ; Existe solucion unica para el sistema sin suavizar?
= ; Existe solucién tinica para el sistema suavizado?

= En caso de que las preguntas anteriores sean afirmativas, jconverge la solucién
del sistema suavizado a la del sistema sin suavizar cuando A — 07

En la seccion se presenté la tabla del modelo. Creo que esta es una innovacién
no menor, puesto que hace que la presentacion del modelo resulte amena y facilita
chequear cosas como que el nimero de variables sea igual al nimero de ecuaciones,
o las dimensiones de las variables y los parametros.

En la seccién 5.5 se dio una interpretacion rigurosa de la dindmica de la pro-
ductividad propuesta, y en la seccion [5.6|se probd que a largo plazo el empleo y los
salarios tienden a 0. Estas dos secciones pueden dar lugar a elaboraciones futuras
como se ilustra en la seccion [6.21

La seccién es una exposicion de las caracteristicas del modelo que les parecie-
ron significativas a mis colegas economistas del grupo, lo que sirve de justificacién de
la importancia practica del modelo y augura la posibilidad de desarrollar un modelo
mas simple con las mismas caracteristicas. Ese modelo se desarrolla en la seccién [6.4]

En la seccion 5.8 se presentd una simulacion y se introdujo el concepto de “régi-
men de funcionamiento”, 1til para entender los cambios abruptos observados en la
simulacion. La seccién termina con la identificacién de los distintos regimenes de
funcionamiento predominantes.

En la seccién 5.9 se traté de entender los resultados de la simulacién mediante
el empleo de herramientas analiticas. Para ello, se analizé cada régimen compuesto
por separado. En cada caso, se obtuvieron aproximaciones a las soluciones analiticas
mediante linealizaciones alrededor de equilibrios o funciones especificas. Muchos de
estos procedimientos probaron ser tutiles, pero queda pendiente darles justificaciones
rigurosas en el futuro.

Las aproximaciones fueron utilizadas para entender la forma de las soluciones,
y se realizaron ajustes de parametros para tratar de hacerlas coincidir con las so-
luciones numéricas. En general se obtuvieron buenos valores de R?, lo que muestra
que las aproximaciones capturan bien la forma, pero su rol ha sido explicativo y no
predictivo.

Las transiciones entre un régimen y otro es una posible linea de investigacién
futura, asi como una justificacion rigurosa de la hipotesis de que la productividad es
constante. Queda planteada también la discusion del rol de la matematica en este
tipo de modelos: ha demostrado ser 1til a la hora de plantear rigurosamente las ecua-
ciones, pero el tratamiento puramente analitico se muestra insuficiente para modelos
tan complejos. Sin embargo, mediante el uso de dichas herramientas analiticas, ha
sido posible sefialar dindmicas importantes (como las de la seccién y entender
lo que muestran las simulaciones.
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Capitulo 6

Otros modelos dinamicos en el
marco de TED&POP

6.1. Introducciéon

En este capitulo, expongo diversas ideas que surgieron trabajando en el modelo
TED&POP del capitulo anterior. Considerando esta estrecha relacion, se asumird
que el lector ha leido previamente ese capitulo, y se emplearan las notaciones y
definiciones en él utilizadas, a menos que se indique lo contrario.

Las ideas aqui presentadas no constituyen un todo, ni han sido completamente
desarrolladas. Mas bien, constituyen el punto de partida de posibles lineas futuras
de investigacion en distintas direcciones.

En la seccion se plantean dinamicas alternativas para la productividad. La
primera de estas alternativas se plantea para evitar las tendencia a largo plazo del
modelo TED&POP al desempleo generalizado, mientras que la segunda se plantea
como una alternativa para modelar la productividad por incorporaciéon de nuevos
capitales. Estas pequenas modificaciones al modelo TED&POP concluyen con la
seccion [6.3, donde se muestran los primeros pasos en plantear una alternativa més
sofisticada para la dindmica de la poblacion en edad de trabajar.

En la seccién se plantea una alternativa a todo el modelo TED&POP. La
idea de esta alternativa es mantener las caracteristicas econémicamente significa-
tivas del modelo original al mismo tiempo que se simplifica lo més posible. Asi se
logra eliminar uno de los actores (el Banco Central) y dos de los activos (las divi-
sas). También se reducen las cantidades de variables, parametros y ecuaciones, como
puede observarse en la tabla del modelo. Este modelo presenta otra particularidad,
que es que una de sus variables (la tasa impositiva) se declara como variable de con-
trol. A continuacion se procedié a analizar el modelo, asumiendo distintas politicas
gubernamentales respecto de la tasa impositiva.

En las ultimas dos secciones del capitulo se analizan modelos desarrollados que
no guardan relacién directa con TED&POP. Cuando me uni al grupo interdisci-
plinario de trabajo, TED&POP era un modelo en desarrollo que todavia no habia
incorporado un sector externo. Para anadir dicho sector, estuve estudiando distin-
tas alternativas. Uno de los papers que solian mencionar en el grupo era [I§], en
el que se propone un modelo de una economia compuesta por dos paises. Habia
ciertas caracteristicas de dicho modelo que no me convencian, por lo que desarrollé
la alternativa presentada en la seccién [6.5] En dicha seccién, después de deducir las
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ecuaciones del modelo, se encuentra una solucién analitica del mismo.

Otra alternativa que se puede pensar para incorporar el sector externo, es tratar
de armar un modelo con dos paises que interactien entre si, que se base en el
modelo de Goodwin. El capitulo cierra con la seccién en la cual se plantean
dos modelos que van en esa linea. En el primero de los modelos planteados, uno
de los paises evoluciona como un modelo de Goodwin, mientras que la evolucion
del otro pais estd subordinada a la evolucion del primero. En la seccién [6.6.1], se
resuelve el modelo analiticamente y se encuentran condiciones suficientes para que
las soluciones tengan sentido; la seccién termina demostrando que siempre que las
soluciones tengan sentido, el modelo a largo plazo tiende al desempleo generalizado
en el pais subordinado.

En la seccién [6.6.2] se plantea el segundo modelo. En este caso, ambos paises
evolucionan como modelos de Goodwin. Nuevamente se resuelve analiticamente el
modelo y se proveen condiciones suficientes para que la solucién tenga sentido.

6.2. Sobre la productividad del trabajo

6.2.1. Impacto de la productividad en la evolucion del mo-
delo a largo plazo

Como vimos en la seccién [5.6, en el modelo TED&POP tenemos que e(t) — 0
y w(t) — 0 cuando t — 4o00. Esta caracteristica del modelo puede ser considerada
inaceptable para algunos.

Una alternativa que evita esto surge de cambiar la dindmica de la productividad
en el modelo. Se puede preservar la idea de una correspondencia entre la producti-
vidad y el capital si se propone la relacién

0=+ Nk,
que al integrar da lugar a

a(t) = a(0) (%) 1 exp(Qot) .

La cuenta de la seccién [5.6] pasa a ser entonces

L(t) y(t) 1 k()
O N0 " aNw = sa0N )
k(0)S -0
< LsnE 0 e (<0 + 9

En este caso, no es inmediato que e(t) — 0. El argumento analogo al de la seccién
requeriria que €y > 1: en tal caso, si liminf; ,, . k(t) > 0, entonces e(t) — 0.
Otra alternativa es la ley de Verdoorn [36], p. 168]:

6=+ g
= a(t) = a(0) (%) 1 exp(Qot)
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=e(t) < y(0)™

- WWV‘“ exp (—(Q + 9)t)

y nuevamente el argumento andlogo al de la secciéon [5.6| requeriria que €2; > 1.
Esta alternativa tiene la ventaja adicional de que no es necesario asumir que la
firma emplea todo su capital en el proceso productivo, como se comentaba en la
seccion 6.5

6.2.2. Aumento de la productividad por adquisicién de nue-
vos capitales

En esta seccién presentamos una posible alternativa a la evolucion de la produc-
tividad utilizada en el modelo TED&POP.

Llamemos k(t,z)Ax a los telares instalados a tiempo ¢ que fueron adquiridos
en el intervalo de tiempo (x — Az, x). Si asumimos que los telares adquiridos en
el intervalo (r — Az, x) tienen productividad del trabajo a(z), y esta funcién es
creciente, los capitalistas tenderan a utilizar primero los capitales méas nuevos. Luego,
para producir y(¢) ponchos por unidad de tiempo, usaran los capitales adquiridos
en el intervalo [t — 7(t), t] donde

Pero los telares adquiridos en el intervalo (z—Ax, ) son i(x)Ax, por lo que tomando
h > 0 chico tenemos que

k(t + h,z)Az ~ k(t,z)Ax — 0hk(t, z) Az
Ky (t, z)
k(t,z)
= k(t,x) = k(x,x) exp(—0 - (t — x))

= k(t,z) =i(x)exp(—=d - (t —x)).
Luego,

y(t) = SR /t (t)i(x) exp(0z) da . (6.1)

S

A tiempo t y sin limitaciones de trabajadores, el capital instalado permite como
méximo producir yx(t) ubc/ano, donde

t
yr(t) = W/ i(z) exp(dz) dz .
Dada y(t) € [0,yx(t)], 7(t) € [0,+00] serd un valor que cumpla (§6.1]). Dicho valor
existe porque el lado derecho de (6.1)) es continuo respecto de 7(t), pero no tiene
que ser unico porque i(x) puede ser 0 en algtin subintervalo de (—oo, ).

7(t) indica qué capitales se utilizardn en el proceso productivo. Si dos valores
distintos 71 () < 72(¢) cumplen (6.1]), se tiene entonces que

¢ ¢ t—T1(t)
/t i(x)exp(0x) de = / i(x)exp(ox) dz = i(z)exp(dx)dr =0.

—71(t) t—m7a(t) t—1o(t)
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Como i(x) es siempre no negativa, se tiene entonces que i(xz) = 0 en el intervalo
(t — 7o(t),t — 11(t)), por lo que no hay capitales adquiridos en ese intervalo y tanto
71(t) como 75(t) hacen referencia a los mismos capitales.

Los capitales adquiridos en el intervalo (z — Az, z) producen

k(t, ) Az
s

ubc/ano y emplean

k(t, ) Az
s-a(x)

trabajadores. Por lo tanto, se tiene que

L(t) exp(—9 - t) /t i(z) exp(dx) .

8 —7(t) a(x)

Si 71(t) < 12(t) cumplen ambos (6.1)), vimos que i(z) = 0 en (t — 7»(t),t — 7(t)), por
lo que

/t de—/t i) ewn) 4y

—71(t) a(x) —7a(t) a(x)

la definicién de L(t) no depende de la eleccion de 7(t).

Si se desea simular este modelo, hay que senalar que esta formulacién integral
no es admitida en forma directa por Modelica (el lenguaje utilizado para simular
TED&POP). Nos podemos deshacer de las integrales definiendo una variable auxiliar

z(t) ::/ i(z) exp(dz) dz

—00

y esta formulacién equivale a

{z(t) =i(t) exp(dt)
2(0) = fi)ooz(x) exp(dx) dz

donde le podemos asignar el valor que querramos a z(0). Esta formulacién diferencial
si es admitida por Modelica. Sin embargo, cuando reescribimos (/6.1]) obtenemos

_exp(—6-1t)

(1) = TP D (o(0) — 2t - (1)),
y el problema es que Modelica no admite la composicién de funciones z(t—7(t)). Por
estas razones, otras herramientas deberian ser utilizadas para simular este modelo.

Esta alternativa puede compararse con el modelo de crecimiento de Solow con
capitales vintage [31], 53].
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6.3. Sobre la evoluciéon de la poblacion en edad
de trabajar

El modelado de la poblacién en TED&POP fue rudimentario. En esta seccion
indicamos como empezar a plantear una alternativa més elaborada.
Sean:

» P(t,s) la cantidad de personas menores de s afios a tiempo t.

» D(t,s) la cantidad de personas menores de s afios que mueren por unidad de
tiempo a tiempo t.

» F(t,s) la cantidad de personas menores de s anos que emigran por unidad de
tiempo a tiempo t.

» [(t,s) la cantidad de personas menores de s afos que inmigran por unidad de
tiempo a tiempo .

» b(t) la cantidad de personas que nacen por unidad de tiempo a tiempo t.

Se tiene entonces que

P(t,s) =~ P(t — At,s — At) — D(t — At, s — At)At — E(t — At, s — At)At
+ I(t — At,s — At)At + b(t — At)At
= Py(t,s) = —Py(t,s) — D(t,s) — E(t,s) + I(t,s) + b(t). (6.2)

Llamaremos a las derivadas respecto de s de estas funciones por la letra minuscula
correspondiente. Por ejemplo, observar que p(t, s) := Ps(t, s) resulta ser la pirdmide
poblacional a tiempo t.

Derivando respecto de s, obtenemos entonces que

pe(t, 8) = —ps(t, s) — d(t,s) —e(t,s) +i(t,s). (6.3)
Observemos que
P(t,0) = D(t,0) = E(t,0) = 1(t,0) =0,
por lo que al evaluar en s = 0, obtenemos

p(t,0) = b(t) . (6.4)

No es descabellado pensar que las funciones d, e, ¢ y b dependen de los valores de
p(t, s) para todo s. Uno de los casos particulares de esa dependencia es la ecuacién
de Sharpe-Lotka-McKendrick [2, p. 146].

y son las ecuaciones que gobiernan la evolucién de la piramide pobla-
cional. Para determinar p basta modelar las funciones d, e, ¢ y b, y dar una piramide
poblacional inicial p(0, s). Una vez modeladas estas funciones, si la edad de trabajar
estd delimitada por el intervalo [sq, ss], se tiene entonces que la poblacién en edad
de trabajar estaria dada por

N(t) := P(t,se) — P(t,s1) = /82 p(t, s)ds.

S1
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6.4. Un TED&POP mas simple

Teniendo en cuenta las caracteristicas mencionadas en la seccién pensé un
nuevo modelo mas simple que tenga dichas caracteristicas.
Se trata de un modelo con 4 actores

1. Famailias

2. Firmas

3. Gobierno

4. Resto del Mundo
y 2 activos

1. bien de consumo

2. bien de capital

A tiempo t, las Firmas tienen K (t) ubk’s que emplean como capital.
En lineas generales, en el intervalo de tiempo (¢ — At,t) tiene lugar la siguiente
secuencia de eventos:

1. Las Firmas pagan WB(t)At ubc’s a las Familias en concepto de salarios y
T'(t)At ubc’s al Gobierno en concepto de impuestos.

2. El Gobierno paga la totalidad de los impuestos recaudados a las Familias en
concepto de subsidios.

3. Las Firmas contratan trabajadores y producen y(t)At ubc’s.

4. Las Firmas venden z(¢)At ubc’s al Resto del Mundo. En esta dltima transac-
cién, el Resto del Mundo paga m(t)At ubk’s a las Firmas.

5. Las Familias consumen la totalidad de las ubc’s transferidas a ellas.

6. Las Firmas invierten todas las ubk’s que importaron: invierten i(t)At ubk’s,
donde i(t)At = m(t)At.

Estos eventos se resumen las tablas de contabilidad [6.1] y [6.2]

Familias Firmas Gobierno by
Inicial 0 0 0 0
Produccién 0 +y(t)At 0 +y(t)At
Salarios +WB(t)At — WB(t)At 0 0
Impuestos 0 —T(t)At  +T(t)At 0
Subsidios +T'(t)At 0 =T (t)At 0
Exportaciones 0 —x(t)At 0 —x(t)At
Consumo —(WB(t)+T(t)At 0 0 —(WB(t)+T(t))At
Final ‘ 0 0 0 [ 0

Cuadro 6.1: Contabilidad de las ubc’s
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Firmas
Corriente  Capital by
Inicial 0 k(t-) k(t-)
Importaciones | +m(t)At 0 +m(t)At
Inversion —i(t) At +i(t)At 0
Final \ 0 k) || k()

Cuadro 6.2: Contabilidad de las ubk’s

De las tablas de contabilidad obtenemos las siguientes ecuaciones:
y(t) = WB(t) + T(t) + z(t) ,
i(t) =mf(t) vy
k(t)—k(t_) .
—= =1(f).
Y i(t)

De las exportaciones/importaciones obtenemos la ecuacién

m(t) = p(t-)x(t),
donde p(t_) indica el precio de una ubc expresada en ubk’s durante el periodo
(t — At, ).
Para cerrar el modelo, se deben agregar ecuaciones de comportamiento. Para
hacer esto, revisamos los eventos del periodo (t — At,t) con mayor detenimiento.

6.4.1. Salarios e impuestos

La masa salarial esta determinada por las ecuaciones
WB(t) = w(t)L(t) y
t
L(t) = w )
a(t)
La determinacién de los salarios sigue lo propuesto por Shaikh en [50, p. 646-649]
combinado con hipédtesis del TED&POP:

w(t) =v(t)a(t),

o(t) =p-(e(t) — 1),
e(t) = j;—(?) y
N(t)=.

La productividad del trabajo evoluciona de acuerdo al modelo de Goodwin ori-
ginal:

a(t) = Q.
Y la evolucién de los impuestos estara dada por
T(t) = 0(t)y(t),

donde 6 es una variable de control que tiene el Gobierno. Observar que 6 podria
adquirir valores negativos, correspondiendo a recaudar impuestos de las Familias
para subsidiar a las Firmas.
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6.4.2. Produccién

La produccién estard determinada por

y(t) = min{y*(t),ya(t)}

y*(t) = Kt)

ya(t) = WB(t) + T(t) + x4(t),

donde x4 es una variable exdgena.

6.4.3. Exportaciones e importaciones

Las exportaciones estan dadas por la ecuacién contable ya deducida
x(t) =y(t) — WB(t) - T(t),

y se corresponden a las importaciones a través de la otra ecuacién contable ya

deducida

donde p(t) es una variable exdgena.

6.4.4. Tabla del modelo

Cuadro 6.3: Variables, parametros, unidades y ecuaciones del modelo TED&POP
simple

Variable ‘ Descripcion ‘ Unidad ‘ Ecuacion principal
Variables macro

p Intensidad de la lucha 1/ano [pardametro]
de clases

T Tasa de empleo no - [pardmetro]
aceleradora de la infla-
cién

p(t) Precio del bien de con- | ubk/ubc [exOgena]

sumo

y*(t) | Limite fisico a la pro- ubc/ano y*(t) = k(t)/s
duccién por unidad de
tiempo

ya(t) | Demanda  agregada ubc/afio ya(t) = WB(t) + T(t) + z4(t)
por unidad de tiempo
y(t) Produccién por uni- ubc/ano y(t) = min{yq(t), y*(t)}
dad de tiempo
e(t) Tasa de empleo - e(t) = O]
w(t) Salario por unidad de | ubc/tr-ano | w(t) =
tiempo
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Variable | Descripcion Unidad Ecuacion principal

v(t) Participaciéon de los - o(t) =p-(e(t) — 1)
salarios antes de los
subsidios

WB(t) | Masa salarial por uni- ubc/afo WB(t) = w(t)L(t)
dad de tiempo

Variables de las Familias

") Tasa de crecimiento de 1/ano [pardmetro]
la poblacion en edad
de trabajar

N(t) | Poblacién en edad de tr N(t)=¢
trabajar
Variables de las Firmas
Qo Tasa de crecimiento de 1/ano [pardmetro]
la productividad del
trabajo
s Relacién capital- | ubk-ano/ubc | [pardmetro]
producto
a(t) Productividad del tra- | ubc/tr-ano | a(t) = Qg
bajo
L(t) Poblacién empleada tr L(t) = y_g

x(t) Exportaciones por ubc/ano z(t) = yé
unidad de tiempo
m(t) | Importaciones por ubk/ano m(t) = p(t)z(t)
unidad de tiempo
i(t) Inversién por unidad ubk/ano i(t) =m(t)

de tiempo
k(t) | Capital ubk k(t) = i(t)
Variables de Gobierno
o(t) Tasa impositiva - [control]
T(t) Impuestos por unidad ubc/ano T(t) =0(t)y(t)
de tiempo

Variables del Resto del Mundo
x4(t) | Demanda extranjera ubc/ano [exdgenal
por unidad de tiempo

6.4.5. Soluciones de mediano plazo

En lo que sigue asumiremos que lim;_, o 24(t) = 00, y que 24(t) > 0y p(t) =1
para todo t.
En este modelo se tienen dos regimenes de funcionamiento:

y(t) € {yat),y™(1)} -

Sea h(t) :=1—wv(t) — 0(t), observar que

Ya(t) < y*(t) = valt) =



V(1) < walt) = o (8) < (1— RO (1) + zalt) = " <

Esto nos da condiciones faciles de chequear que caracterizan los distintos regimenes.
El Gobierno elige c6mo evoluciona la variable 0(t). Empezaremos analizando el
Gobierno ausente: 0(t) = 0.

Gobierno ausente, régimen restringido por el capital

En este caso se tiene

por lo que

A~

L-N=j-a-N==-Q-p=—-Q—¢ ¥
S

D>
I

v=p-(e—7).

Observar que este régimen se reduce al modelo de Goodwin. Ademas,

ya(t) = v()y(t) + za(t) = y(t)
& 24(t) > (1 —v(t))alt)e()N(t) .

Para que esto valga, es suficiente que valga para las condiciones iniciales y las tasas
de crecimiento en todo momento:

El equilibrio del sistema es

por lo que si

Ta>Q+e ¥
z4(0) > s7- (2o + ¢)a(0)N(0),

entonces el régimen se mantiene a largo plazo, si se empieza suficientemente cerca
del equilibrio.

Gobierno ausente, régimen restringido por la demanda

En este caso se tiene



Luego,

o) =p-(elt)=7) ¥y

— N . t_
é::id—l—v—d—Nzid%—M—Qo—go.
v(t)~! =

1

Supongamos que a partir de cierto ¢y tenemos que &4(t) > Qo+ v e(tg) > 7. En
tal caso, tenemos que tanto v como e crecen indefinidamente y para algin ¢, > tg, v
alcanza el valor 1, lo cual es absurdo pues tendriamos que x4(t1) = (1—v(t1))ya(t1) =
0. Esto quiere decir que antes de ¢; se cambia al régimen y*(t) < yu(t).

Supongamos ahora que a partir de cierto to tenemos que Z4(t) < Qo+ ¢ y
e(to) < 7. En tal caso, tenemos que tanto v como e decrecen indefinidamente y
v — 0. Este escenario podria sostenerse a largo plazo si x4(t)/k(t) < 1/s cuando
t — +o00. Para analizar esto, observemos que

¢
to
Como z4(t) — 400 cuando t — 400, se tiene que k(t) — +oo0 y

t Lq(t
Tall) e, B0 e s,
t——+o00 /{(t) t——+00 xd(t> t——+00

Luego, este escenario podria mantenerse a largo plazo si lim ., 24(t) existe y es
menor que 1/s.

Gobierno presente

Podemos ahora continuar con el caso del gobierno presente. Observar que la
participacion de las ganancias es

y(t) — WB(t) = T(t)
y(t)

por lo que la eleccién de 0 del gobierno impacta directamente sobre dicha participa-
cion. Analizaremos el caso méas extremo de esto, en el que el Gobierno tiene absoluto
control sobre h. Asumiremos que aun asi, el Gobierno debe garantizar que en todo
momento hpm, < h(t) < hpg donde 0 < Ay < hmax < 1 son pardmetros entre los
cuales se garantiza la paz social. A largo plazo, el Gobierno trataria de aumentar el
empleo.

Observar que

=1—w(t) = 6(t) = h(t),

y<k’

6:a_]\f_sa]\f’

por lo que el empleo siempre estd limitado por el capital de las Firmas. Ademés, si
Yy = Y4, tenemos que

| o

Ya = h _Sa
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por lo que el Gobierno puede acercarse tanto como desee a la cota, reduciendo h.
También debemos recordar que

k:x:hy.

En el régimen y = yq4, se tiene entonces que k= hyqs = x4, por lo que la acumulacion
de capital serd independiente del valor de la variable h. En el régimen y = k/s, se
tiene en cambio que k = hk/s, por lo que la acumulacién de capital serd mayor
cuanto mayor sea el valor de h.

Estas consideraciones sobre la acumulacién de capital y el empleo dan una idea
clara de cudl deberia ser la politica gubernamental. En el régimen y = yq4, se tiene
que

por lo que el Gobierno en este caso deberia tomar el menor valor que pueda de h,
pues este aumenta el empleo y no afecta la acumulacién de capital. En el régimen
y = k/s, se tiene en cambio que

e=——,
salN
por lo que el Gobierno en este caso deberia tomar el mayor valor que pueda de h,
pues este aumenta la acumulacion de capital y no afecta el empleo.

Como la disminucién de h en el régimen y = y, lleva al régimen y = k/s, el
Gobierno deberfa en la medida de lo posible tomar h(t) = h*(t), donde

en general, el Gobierno deberia tomar

hml’n si h* (t) < hml’n
h(t) = ¢ hmax st A () > hmax -
h*(t) sino

Estos son 3 regimenes simples. Observemos que

R (t) < b = B*(t) < h(t) = zall) @ = ya(t) <y (1),

W) > has = B (1) > h(t) = 240 5 @ Do) > gty

zat) @ = ya(t) = y*(t),

hml’n S h* (t) S hméx = h* (t) - h(t) =
por lo que los 3 regimenes simples de h definen exactamente 3 regimenes compuestos.
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Procedemos a analizar los regimenes. Para simplificar la presentacién, asumire-
mos que existe Z4(+00) 1= lim;_, o Z4(t), aunque los resultados que siguen pueden
generalizarse considerando liminf,, . Z4(t) y limsup,_, . Za(t).

h* (t) < hmin:

Se tiene que yq(t) < y*(t) = y(t) = ya(t) v k(t) = z4(t). Para ver si este régimen
es sostenible a largo plazo, hay que ver qué pasa con h*(t).

por lo que si Z4(400) > hpim/s el régimen no se mantiene a largo plazo.
Si el régimen se mantiene a largo plazo, sea € > 0, existe entonces t. tal que
R*(t) < hmim ¥ |Za(t) — Za(+00)| < € para todo ¢ > t.. En consecuencia,

Ta(+00) — e < 24(t) < g(+00) + € Vit > t.
= x4(te) exp((t — t.)(Zq(+00) — €)) < 2q(t) < zg(te) exp((t — to)(Tq(+00) +¢€)) .

Como

se tiene que

tlg-noo €<t> -

0 si .f?d(—l-OO) < Qo+
oo sidg(+00) >+

hmin S h*(t) S hméX:

Se tiene que yq(t) = y*(t) = y(t) y k(t) = z4(t). Con las mismas cuentas del caso
anterior vemos que si Zq(4+00) & [hmm/S, hmax/s), €l régimen no se mantiene a largo
plazo.

Si el régimen se mantiene a largo plazo, como

k(t)
t T e———————
‘O = SN
se tiene que
. o 0
lim e(t) = lim k(1) _ 0 sidultoo) <ot
t—+o0 t—+o00 Sa(t>N<t) . (QO + QO) +00 s1 gjd(_|_00) > QO +

hméX < h* (t)l
Se tiene que yg(t) > y*(t) = y(t) = y*(t) v k(t) = hmack(t)/s. En este caso
tenemos que

zqa(t)s 0 sl Zq(+00) < hmax/$
t—+o00 k(t) N +o00  si i’d(—i—OO) > hméx/s 7

por lo que si Z4(400) < hpax/s el régimen no se mantiene a largo plazo.
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Si el régimen se mantiene a largo plazo, como

k@)
‘)= S OND

se tiene que

tlgi-noo € (t) -

0 Sl hmax/s < Qo+ ¢
400 8i hmax/s > Qo+ ¢

En el caso particular en que 4 es un parametro, se ve facilmente que el com-
portamiento de hA* en cada régimen es monotono, y gracias a esto podemos afirmar
que:

» SiZy < hmm/s, alargo plazo se tiene que h*(t) < hppy.
" SiApm/s < Tq < hmax/$, a largo plazo se tiene que Ay < h*(t) < Amax.

» Si hmsx/s < &4, a largo plazo se tiene que Ay < h*(t).

6.5. Una alternativa al modelo de Davila-
Fernandez y Libanio

En [I8] se presenta un modelo de Goodwin con restriccién en la balanza de pagos.
Parte del trabajo que inicialmente hice en el desarrollo de TED&POP fue leer ese
paper. Ciertas caracteristicas del modelo no me resultaban convincentes, por lo que
desarrollé una alternativa que presento a continuacion.

En esta seccién, dada una variable x(t), notaremos Az = x(t) — z(t_).

El modelo tiene 2 paises:

1. Sur
2. Norte
Cada pais tiene a su vez 2 actores:
1. Familias
2. Firmas
Se tiene entonces un total de 4 actores. El modelo cuenta con 3 activos:
1. bien
2. peso
3. dolar

Las unidades de estos activos seran abreviadas ub, ars y usd, respectivamente. Tam-
bién se emplearan las unidades ano y trabajador previamente utilizadas.

Ambos paises funcionan segin la misma dindmica, la diferencia (si la hay) se
halla en los valores iniciales de sus variables y los valores de sus pardmetros. Por
esta razon notaremos a las variables del pais Norte de la misma manera que las del
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pais Sur, con la tnica diferencia siendo que las variables del pais Norte presentan
un superindice f (por foreign, extranjero en inglés). Procedemos entonces a elaborar
solo la dindamica del pais Sur.

A tiempo ¢ las Firmas del Sur tienen un stock M(t) [ars] de pesos (sus depdsitos)
y un stock k(t) [ub] de bienes (su capital). La suma de los stocks de pesos debe dar
0, por lo que las Firmas del Norte tienen un stock —M (t) de pesos que neutraliza al
stock de las Firmas del Sur. Por la misma razén, las Firmas del Sur tienen un stock
—M/(t) de délares.

A grandes rasgos, en el intervalo de tiempo (¢_, t) la siguiente secuencia de even-
tos tiene lugar en el pais Sur (a menos que se especifique lo contrario, se trata de
actores del Sur):

1. Las Firmas pagan WB(t)At pesos a las Familias en concepto de salarios y
PD(t)At pesos a las Familias en concepto de ganancias distribuidas.

2. Las Firmas contratan trabajadores y producen y(t)At bienes.
3. Las Firmas venden c(t)At bienes a las Familias.
4. Las Familias consumen la totalidad de los bienes vendidos a ellas.

5. Las Firmas del Sur les venden z(¢)At bienes a las Firmas del Norte y les
compran x/(t)At bienes. Las Firmas reciben los correspondientes pagos en
moneda local: las Firmas del Sur reciben X (¢)At pesos y las Firmas del Norte
reciben X/ (t)At délares.

6. Las Firmas invierten i(¢) At bienes, ademds de todos los bienes que importaron.

Estos eventos pueden resumirse en las tablas de contabilidad [6.4] y [6.5] Omiti la
tabla del flujo de ddlares por ser andloga a la del flujo de pesos.

Sur Norte
‘ Firmas
Familias Corriente  Capital Firmas by
Familias —C +C 0
Inversiones +1 -1 0
Norte +X —-X 0
Salarios +WB —WB 0
Ganancias +PD —P +PU 0
b 0 0 +AM/At —AM/At || 0

Cuadro 6.4: Flujo de pesos

Estas tablas son mas parecidas a las de la literatura tradicional que las que vi-
mos hasta ahora. Puede observarse que los At que aparecian en toda la tabla ahora
aparecen solo en la ultima fila: esto es porque las entradas en esta tabla represen-
tan flujos (volimenes por unidad de tiempo), mientras que en las tablas anteriores
representaban el volumen total transferido durante todo el intervalo (¢_,t). Como
los stocks divididos por At no representan nada, las filas “inicial” y “final” otrora
vistas han sido reemplazadas por la tltima fila que seria “final” menos “inicial” e
indica el cambio por unidad de tiempo en el stock correspondiente.
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Sur Norte
‘ Firmas ‘ Firmas

Familias Corriente Capital Familias Corriente Capital || X
Produccién Y y!
Familias +c —c +c/ —cf 0
Inversiones —i +i —if +if 0
Sur +f —zf 0
Norte —x +x 0
Consumo —c —cf
b 0 0 Ak/At 0 0 AkT/AL |

Cuadro 6.5: Flujo de bienes

Puede pensarse que en la ecuacion que teniamos con el viejo formato, simple-
mente pasamos restando la variable correspondiente a la fila “inicial” y dividimos
por At. Por ejemplo, en la columna “capital” de la tabla|6.4] con el antiguo formato
tendriamos la ecuacion

M(t)=M(t_) — I(t)At+ PU(t)At
AM
= —=—I(t)+ PU(t),
=10+ PU()
pero esta 1ltima es la ecuacion que conseguimos con el nuevo formato. Por ltimo, se
han omitido los ceros que no aparecen en las columnas y filas finales, y las entradas
de la columna final que no suman 0, por considerarse redundantes.
De estas tablas se obtienen las ecuaciones

P(t) = PD(t)+ PU(t),
C(t) = WB(t)+ PD(t),
WB(t)+ P(t) = C(t) + I(t) + X(¢),

AM
N PU(t) — 1(t),

y(t) = c(t) +i(t) + x(t)
Ak .

AL ol (t) +i(t)

y las correspondientes ecuaciones con superindice f.
Sea p(t_) [ars/ub] el precio en pesos de los bienes que venden las Firmas del Sur
en el intervalo (t — At,t). Las ecuaciones que conectan las tablas entre si son

~c(t)
)-i(t) Y

y las correspondientes ecuaciones con superindice f.
Repasemos ahora los hechos del intervalo (t — At, t), para plantear las ecuaciones
de comportamiento.
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6.5.1. Salarios y ganancias distribuidas

Las Firmas pagan los salarios del trabajo realizado en el periodo (t_5,t_) y
distribuyen parte de las ganancias conseguidas en el mismo periodo:

WB(t) = w(t_o)L(t_) v
PD(t) = cx P(t_) |

donde ¢ (adimensional) es un pardmetro.

6.5.2. Produccion

Las Firmas producen de acuerdo a la demanda del periodo anterior:
y(t) =c(t-) +i(to) +=(t-).

Para hacerlo, contratan a L(t) trabajadores, donde

y q(t_) [ub/tr-ano| es la productividad del trabajo. El salario w(t) se consigue a
través de un acuerdo entre las Firmas y las Familias, y responde a la ecuacion

A ) alt-) —alts) ., plt) —p(t-s)
(] = A (E)AE + Ao R et

donde A [1/afio], A\; [1/ano], A; (adimensional) y A3 (adimensional) son parametros.

6.5.3. Exportaciones e importaciones

Las Firmas del Sur desean invertir para aumentar su capital y parte de los bienes
destinados a esto se los compran a las Firmas del Norte. Las Firmas del Sur importan
2/ (t)At bienes. Se tiene que

2 (8) = (o + &l (1) + Gult)) k().
donde &, [1/ano], & [1/ano] y & [1/ano] son pardmetros.

_p(t) - ar(?)
(1) = p/(t)

son los términos de intercambio del Sur (adimensional) y zr(t_) [usd/ars| indica el
precio de un peso expresado en dolares durante el periodo (¢_,t).

6.5.4. Inversiones

Para invertir, ademés de usar las importaciones, las Firmas compran i(¢) At bie-
nes locales. Se tiene que

i(t) = (v(t) = mv(t-) +u(t-)) k(t-)
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donde v; [1/ano] y 2 [1/ano] son pardmetros,

Y(t)=pt)yt) v
WB(1)

Por tltimo, la dindmica de ~(¢) [1/ano] tiene que ver con el manejo de la deuda por
parte de las Firmas. La deuda D(t) [ars] de las Firmas estd dada por

D(t) = M7 (t) - arf (t) — M(¢).

En el caso en que D(t_) > 0, las Firmas buscan reducir su deuda en el intervalo
(t_,t), y para lograr esto recortan sus inversiones; mientras que si D(t_) < 0, sus
ahorros las incentivan a invertir mas. Esto se plantea mediante la ecuacion

Ay

= —~ - D(t_
At ’yo (t)’

donde 7y [1/ars-afio?] es un parametro.

6.5.5. Observaciones importantes

Es necesario prestar atencién a un par de puntos.
Primero, analizando las tablas contables habiamos planteado que

y(t) = cft) +it) + (t) ,
pero cuando introdujimos las ecuaciones de comportamiento, planteamos que
y(t) =c(t-) +i(to) +z(t).

Esto nos lleva a pensar que en realidad hay una diferencia entre lo producido y lo
demandado, y que dicha diferencia deberia expresarse en variaciones de un stock
de bienes en la cuenta corriente de las Firmas. Recordando al modelo TED&POP,
llamemos in(t) a dicho stock. Se tendria entonces que

Ain . -
Ry = Clt) +ilto) +a(to) = eft) —i(t) — a(t).

Asumiendo que todas estas funciones son suficientemente suaves, cuando At — 0
obtenemos

in=0,
lo que revela que el stock in(t) es innecesario en el modelo continuo, pues podemos
tomar in(0) = 0 = in(t) = 0.
Segundo, en las ecuaciones de comportamiento, se utilizaron los productos por

zr(t) y zrf(t) como una forma préctica de traducir valores en pesos a valores en
dolares y viceversa. Por ejemplo, pensemos en la ecuacién de las importaciones:

o (1) = (G + &gl (t2) + Gult_)) k(t_) .
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En esta ecuacién, e/(t_) = p(t_) - ar(t_)/p’/ (t_) representa la razén entre el precio
del bien importado y el precio del bien local. Pero, jcudl es realmente el precio del
bien importado? Para importar un bien, las Firmas del Sur tienen que hacerse con
p/(t) délares, y como el precio de un délar es zr/(t) pesos, esto requiere p/ (t) - zr/ (t)
pesos. Entonces tendria mas sentido definir

(0
) =

Observar que hemos asumido implicitamente que

En principio, esto no es cierto: los precios de compra y venta de dodlares difieren, y eso
permite que las casas de cambio produzcan ganancias. Sin embargo, si dicho mercado
es competitivo, esa diferencia es pequena y la iltima ecuacion es aproximadamente
cierta. Agregamos entonces esta tltima ecuacion al modelo.

6.5.6. Precios y productividad

Las Firmas fijan los precios de manera similar a como se determinan los salarios:

Ap y ~q(to) —q(t-) Aw
T R T TS

donde ( [1/ano], ¢; [1/ano], (> (adimensional) y (3 (adimensional) son pardmetros.
Ademads, asumiremos que zr(t) es un parametro.
La productividad del trabajo ¢(t) evoluciona segun la ecuacién

Aq
q(t-)

Ay
y(t-)

= QoAt +

6.5.7. Tabla del modelo

La tabla [6.6] muestra los pardmetros, variables, unidades y ecuaciones correspon-
dientes al Sur. Las correspondientes al Norte se han omitido por ser redundantes.
Para conseguir dichos pardmetros, variables y ecuaciones, basta con tomar la tabla
a partir de la fila que dice “Variables del Sur” y hacer los siguientes cambios:

= A todas las variables y parametros que no tengan superindice f, agregarselo;
a todas las variables y parametros que tengan superindice f, sacarselo.

» Efectuar los siguientes reemplazos: “Sur” por “Norte”, “pesos” por “ddlares”
y “ars” por “usd”.
Cuadro 6.6: Variables, parametros, unidades y ecuaciones del Sur

Variable ‘ Descripcion ‘ Unidad ‘ Ecuacién principal

Variables macro
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Variable

Descripciéon

Unidad

Ecuacion principal

zr(t)

arf (t)

Tipo de cambio del
Sur

Tipo de cambio del
Norte

usd/ars

ars/usd

[pardmetro]

zrf (t) = ar(t)~?

Variables del Sur

A2

Tasa de crecimiento
secular del salario
Propension al creci-
miento de los sala-
rios respecto de la
utilizacion de la ca-
pacidad instalada
Elasticidad de los
salarios respecto de
la productividad
Elasticidad de los
salarios respecto de
los precios
Términos de inter-
cambio
Produccién
por  unidad
tiempo
Produccién  nomi-
nal por unidad de
tiempo

Salario nominal por
unidad de tiempo
Masa salarial por
unidad de tiempo

fisica

de

Participacion de los
salarios

1/ano

1/ano

ub/ano

ars/ano

ars/tr-ano

ars/ano

[pardmetro]

[pardmetro]

[pardmetro]

[pardmetro]

Variables de las

Familias

Consumo nominal
por unidad de tiem-
po

Consumo real por
unidad de tiempo

ars/ano

ub/ano

C{t) = WB({) + PD(7)

Variables de las Firmas

Tasa de crecimien-
to secular de la pro-
ductividad del tra-
bajo

Elasticidad de la
productividad del
trabajo con respec-
to a la produccion

1/ano
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Variable

Descripcion

Unidad

Ecuacién principal

Co
G
G2

C3

€o

&1

&2

CK

Yo

84!

V2

Inflacién secular
Propension a la in-
flacion por deman-
da agregada
Elasticidad negati-
va de los precios
respecto de la pro-
ductividad
Elasticidad de los
precios respecto de
los salarios
Inversién secular a
través de importa-
ciones

Propension a inver-
tir a través de im-
portaciones respec-
to de los términos
de intercambio
Propension a inver-
tir a través de im-
portaciones respec-
to de la utilizacion
de la capacidad ins-
talada

Propension a distri-
buir ganancias
Relacién  capital-
producto

Fuerza de la deuda
sobre la inversion
Propension negati-
va a invertir in-
ternamente respec-
to de la participa-
cion de los salarios
Propension a  in-
vertir internamente
respecto de la utili-
zacién de la capaci-
dad instalada
Precio del bien
Productividad del
trabajo (fisico)
Poblacion emplea-
da

1/ano
1/ano

1/ano

1/ano

1/ano

ano
1/ars-ano?

1/ano

1/ano

ars/ub
ub/tr-ano

tr
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[pardmetro]

D= Co+ Gu— G + (w
q

() = Qo + Qy(t)



Variable | Descripcion Unidad | Ecuacién principal

2/(t) | Importaciones ub/ano | 2/ (t) = (& + &el (t) + &u(t)) k(t)
reales por unidad
de tiempo (fisico)
X(t) | Exportaciones mno- | ars/ano | X(t) = p(t)z(t)
minales por unidad
de tiempo

P(t) | Ganancias por uni- | ars/ano | P(t) =Y (t) — WB(t)
dad de tiempo
PD(t) | Ganancias distri- | ars/ano | PD(t) = cxP(t)
buidas por unidad
de tiempo

PU(t) | Ganancias no dis- | ars/ano | PU(t) = P(t) — PD(t)
tribuidas por uni-
dad de tiempo

u(t) Utilizacién de la ca- - u(t) = 2
pacidad instalada
i(t) Inversién bruta real | ub/afio | i(t) = (y(t) — nv(t) + yu(t)) k(t)
por unidad de tiem-
po

I(t) Inversién bruta no- | ars/ano | I(t) = p(t)i(t)
minal por unidad

de tiempo
v(t) Inversién  interna 1/ano F(t) = =0 - D(t)
autonoma
D(t) | Deuda ars D(t) = M/ (t) - arf(t) — M(t)
E(t) Capital (fisico) ub k(t) =i(t) + 27 (t)
M(t) | Depésitos en pesos ars M(t) = PU(t) — 1(t)

6.5.8. Solucion

Asumamos que u, v, v, € y sus pares del norte son constantes.
Primero, tenemos que

V= g g

p-q
O=D=d—p—4. (6.5)

WB w- L w
Y Py

4

Como

w

Ao+ A+ Ao + Asp y
D= Co+ Gu — (2q + (3w,

despejando obtenemos que

Ao+ A3Co + (A + AsG)u+ (A2 — A3(2)g

S
I
—~
o
D
~—

1T — A3@3 A
b= Co+ Ao+ (G + GA)u+ (G + (A2)q ‘ (6.7)
1 — A3(3
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Reemplazando estas expresiones en ([6.5)) y reescribiendo, tenemos que

Ao — Co + A3Co — (3A0 + (A1 — G+ A3 — G3A1)u .

j = 6.8
1 L— X — Qo+ A3C2 + (3A2 — A3(3 6.8)
Ademas, como ¢ = g + 7, tenemos que
j= Ao = Go+ A3C0 — GAo + (M1 — G+ MG — G3A)u D
(1= A2 — G2+ A3C2 + (3A2 — A3(3)$ Q-
Segundo, tenemos que
y=c+i1+x
Yy ¢ 1 x
L_Z 442 6.9
TE R TR (6.9)
Pero y/k =u/s, y
%zu—l—c;{-(l—y)
c cu Cu U
—=——=_—= (1—-v))—.
:>k: ys Ys (v exc- ( y))s
Usando esto y las ecuaciones de ¢ y x, podemos reescribir como
u T N
(I=cx)(l=v)= =7 —mv+nu+(§ +&e+&u’)— (6.10)

o

=
Observamos entonces que k/ /k es constante, lo que ocurre si y sélo si 4/ /y es cons-
tante < 9/ = . Luego, podemos reescribir (6.10) como

f
(= el =) =y =t + o)) )

Tercero, como € y zr son constantes, se tiene que

A

0=¢é=p —p.
Ademas, reemplazando en , obtenemos

(1= A2)Co + (€3 — C2)Ao + (1 — A2)C1 + (G — C2)M)u
I — Ao — G2+ A3G2 + C3A2 — A3(3 .

p=

~ A

Las ecuaciones § = 9/ y p = p/ nos dan un sistema lineal de 2 ecuaciones con 2
incégnitas del cual se pueden despejar v y u/. De esta manera, quedan determinadas
las constantes g, ¢, p, w, y sus pares del norte.

Cuarto, tenemos que

k=i+af
= kk = (v — v + You + & + &l + &u)k

Sg=7—nv+(e+&utb+&e!
Sy-—yrv=9— (2 +&u—E& — et (6.12)
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Por 1ultimo, como v es constante, tenemos que
4=0=>D=0=>M o/ =M= M of=M.
Observar que
M=PU—-I=P—PD—]=P+WB-C—-I=Y—-C—-1=X
= (& +&le+&ul)p- K
por lo que

(o + &l + &u)p’ k- arf = (& + e+ ul)p - K
k7 (0)

= (b + &ef + Gu)e = (6] + el + @{uf)w .

(6.13)

Reemplazando ((6.13) en (6.11]), obtenemos

u
(1 —ex)(1 - ’/)g =7 — v +u+ (& + &el + &u)e
u
=7—nv=(1-cx)(1l- V)g — you — (& + &gl + &u)e.
Igualando esta ecuacién con (6.12) nos da que

I = (et &u—& -6t = (=)l =v)7 = 70u— (G + &’ +&u)e

= = Gu—Ge' = (L—cx) (1 - )= — & — Gue

U—&u—E&e+&+ §2u58
(1 —ck)u '

y=1-— (6.14)

Para hallar una solucién, podemos entonces fijar valores de k(0), p(0), ¢(0), M(0),
P’ (0) y ¢/(0), y definir

(b0 + &u)e + &
(&l + &) +¢le’
§— &u—&e Tt + & + &ue

v(t):=1-— - ,
IE) 1= (1= )1 =)= + v = o = (& + 1T + e,
k(1) = k(0) exp(3t).
y(t) = ~ k().
p(t) == p(0) exp(pt) ,
w(t) = v(0)p(0)q(0) exp(at)
q() == q(0) exp(qt),
foele el
Moy = S 0y 1) = o) K 0) + 110,



M7 (0) := M(0)ar,

las mismas definiciones para las variables del Norte, y definir las demas variables
seguin las ecuaciones correspondientes de la tabla. Es facil chequear que esto define
una solucién del sistema:

NN .

PEEE TG e
o WBWO _wlw®/e) _ wl) _ w@©)
0= -p—i= POy e — p0)g0) 0=

=0 D(t) = =0 - (MI (t)ar! (t) — M(2))

P+
&+ e+’
St PO () — p(0)k(0) ~ M(0)

_ <§0 + &gl + &u
=" =~ p
Pty

=" (50 Lt S (00 k() - o (O)k(0)ar! + M (O)ar!

= —

§ +&le+ & k/(0) k/(0)
it (mwmwgmy—pmmw»;®)>
_ 0 ()~ p(O)KO)) K(0)
= - Pt ((§0+§1€f+f2u)€— §g+§{€+£2fuf> W)
=0=4(),

i)+ 20 (8) = (7= 0+ 0+ 6o+ Eu! + Eau)h(D) = h(E) = k().

WB(t) + CKP(t)

c(t) +i(t) + z(t) = +i(t) + z(t)

p(t)
— WE(t) + CK}(}(/;;) _ WB(t))y(t) +i(t) +x(t) = cx + (1 — ck) ng) +i(t) + x(t)
_ w(t)y(t)/q(t)
= (CK + (1 - CK)W) y(t) + (v — nv + wwk(t) + (& + e + ul)k (t)

f
=@%+G—WWM@+(%ﬂw+%wH$+ﬂ&%%UZg)Mﬂ

u

= (cx + (L=ex))y(t) + (L= cx)(L —v)2k(t) =y(t) ¥y

PU(t) = I(t) = X(t) = (& + &le + &ul)p(t) - K (8) = M.

6.6. Un modelo de Goodwin con restriccion ex-
terna

Tomando como base el modelo de Goodwin, este modelo surgié de pensar si se
podia plantear un modelo parecido para dos paises que comercian entre si.
Este modelo cuenta con 2 paises
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1. Sur
2. Norte

y 2 activos

1. bien de consumo

2. bien de capital

Los flujos de estos activos pueden observarse en las tablas[6.7 y

Sur Norte
‘ Firmas Firmas
Familias Corriente Familias || ¥
Produccién Y
Salarios +WB —WB 0
Exportaciones del Sur —x +x 0
Consumo —WB —x
by 0 0 0 |
Cuadro 6.7: Flujo de bienes de consumo
Sur Norte
Firmas ‘ Firmas
Corriente Capital Familias Corriente Capital || X
Produccién yl
Salarios +wB! - WB’ 0
Exportaciones del Norte +xf —x/ 0
Inversiones —1 +1 —if +if 0
Consumo —0-k —5- k7
D 0 k 0 0 Ko

Cuadro 6.8: Flujo de bienes de capital

Se puede observar que el pais Sur sélo produce bienes de consumo, y el pais Norte
so6lo produce bienes de capital. La dinamica del modelo es como la de dos modelos
de Goodwin, con las siguientes diferencias en el Sur:

» La produccién responde a la ecuacion

y= WB+x,

puesto que el excedente de produccién no puede utilizarse para invertir.

» La inversion requiere importacién de bienes de capital:

i=al.

Sélo las Familias del Norte exportan bienes de capital, porque necesitan bienes
de consumo que solo pueden obtener del Sur. Las Familias del Norte tampoco
tienen ninguna utilidad para los bienes de capital que reciben como salarios,
por lo que exportan la totalidad de éstos al Sur:

2/ = WB'.
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Todas las ecuaciones del modelo estan dadas en el cuadro [6.91

Cuadro 6.9: Variables, parametros, unidades y ecuaciones del modelo de Goodwin

Variable ‘ Descripcion ‘ Unidad ‘ Ecuacion principal
Variables macro
J Tasa de depreciacion del ca- 1/ano [pardmetro]
pital
xr Precio relativo del bien de ubk/ubc [pardmetro]
consumo respecto del bien
de capital
Variables del Sur
p Intensidad de la lucha de 1/afio [pardmetro]
clases
T Tasa de empleo no acelera- - [pardmetro]

dora de los salarios

e(t) Tasa de empleo - e(t) = NL
w(t) Salario promedio por uni- | ubc/tr-ano | w(t) =p-
dad de tiempo

WB(t) | Masa salarial por unidad de ubc/ano WB(t

N—
I
g
Yy
~
N—
=~
—
~
N—

tiempo
Variables de las Familias del Sur
@ Tasa de crecimiento de la 1/afo [pardametro]
poblacion en edad de traba-
jar
N(t) | Poblacién en edad de traba- tr N(t) =
jar

Variables de las Firmas del Sur

W Tasa de crecimiento de la 1/afio [pardmetro]
productividad del trabajo
s Relacién capital-producto | ubk-ano/ubc | [pardmetro]
a(t) Productividad del trabajo ubc/tr-ano | a(t) =
y(t) Produccién por unidad de ubc/ano y(
tiempo
L(t) Poblacién empleada tr L(t) = Z—)
x(t) Exportaciones del Sur por ubc/ano x(t) = af (t)ar™!
unidad de tiempo
i(t) Inversién bruta por unidad ubk/ano i(t) = 27/ (t)

de tiempo
k(t) | Capital ubk E(t) =i(t) — 6 - k(t)
Variables del Norte
o’ Intensidad de la lucha de 1/ano [pardmetro]
clases
7/ Tasa de empleo no acelera- - [pardmetro]
dora de los salarios
e/ (t) | Tasa de empleo - el (t) = Jffj;((tt))

w’(t) | Salario promedio por uni- | ubk/tr-afio | w/(t) = p/ - (e/(t) — 77)
dad de tiempo
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Variable | Descripcion Unidad Ecuaciéon principal
WB'(t) | Masa salarial por unidad de ubk/afio WB!(t) = w/ (t)L'(t)
tiempo
Variables de las Familias del Norte
! Tasa de crecimiento de la 1/ano [parametro|
poblacion en edad de traba-
jar
N/(t) | Poblacién en edad de traba- tr NI(t) = of
jar
Variables de las Firmas del Norte
Wl Tasa de crecimiento de la 1/ano [pardmetro]
productividad del trabajo
sf Relacién capital-producto ano [pardmetro]
a’(t) | Productividad del trabajo ubk/tr-afio | af(t) =/
y/(t) | Produccién por unidad de ubk/ano yl(t) = #
tiempo
L/ (t) | Poblacién empleada tr LI(t) = Z;Eg
x/(t) | Exportaciones del Norte por ubk/afnio 2/ (t) = WB'(t)
unidad de tiempo
i/(t) | Inversién bruta por unidad ubk/ano i’ (t) = y/(t) — WB(t)
de tiempo
kf(t) | Capital ubk Kf(t) =4/ (t) — - kI (¢)
6.6.1. Solucién

La economia del pais Norte es esencialmente un modelo de Goodwin. Por lo que
vimos en la seccién [2.6], definiendo la variable

v =

wBf
yl

tenemos que

_5_¢f_¢f y
sf

y casi todas las otras variables del pais Norte pueden despejarse tal como hicimos
en dicha seccién. Sélo nos queda despejar x/:

2/ = WB'.

Ahora que hemos despejado 2/, podemos analizar la economia argentina tomando
a 2/ como variable exégena. Tenemos entonces que

xf
r=—,
Tr
i =af
t
= k(t) = (k(O) —i—/ el (s) ds> e 0t
0
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Observar que

Como

xf x!
y=WB+zr=al=wlL+—=L=—"-—
xr (a —w)zr

Sw=p-(e-T)=p" (—N~(axiw)xr_T> :

esta dltima es una ecuacién diferencial cuya solucién nos da w(t). Se puede entonces
despejar

Si definimos las variables

_ sy
wl
vi=—

Y

[V

las condiciones que la solucién deberia cumplir para que el modelo tenga sentido
serian

i~

<

o]
—_ = =

D
~

<
<
A~ N /N A/~

IAN AN IA A A

Estudiemos estas condiciones para la solucion que se obtiene tomando

f
ef(t) =7+ qﬁ—f,
Lf(t) = <7’f + zﬁ—;) Nf(O)e“"ft,
wl(t) = (1—s' 6+ +¢))d (0",



k(t) = (k(O) + %(e(dwua)t _ 1>) ot

y despejando las otras variables.
Inmediatamente observamos que

O<vi<lesfG+v +¢)<1 v (6.15)
f

O<ef<1<:>7'f+¢—f<1. (6.16)
P

Por otro lado, tenemos que

Yy s a-xf s xf

u = _ — —_ —
k/ls k(a—w)-azr k(l—v)-ar Y
L x! xf

e:N:]\ﬂ(a—w)an:N~a-(1—y)~xr’

por lo que necesitamos pedir que v(t) < 1 para todo ¢. Ademés, (1 — v(¢))™' > 1
para todo t y, por lo tanto,

De la condicion sobre e, sacamos que
o+l <o 4. (6.17)
Para analizar la condicion sobre u, observemos que

k(t) _ (k(O) B 1 )6—(<pf+¢f+5)t+ 1 N 1
#f(0) ol +9f+0 o +pf+6  pf + Yl 407

por lo que obtenemos la condicién

(¢f + ¢/ +6)s
xr

<1. (6.18)

Volvamos a las condiciones sobre u y e. Necesitamos que

> s a-xf
U=—-———-
- k(a—w)-ar Y
!
x
1>e= ;
- N-(a—w)-ar
lo que equivale a pedir que
sa-xzf
w<a— - y
xr
< il
w<a— .
- N -ar
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Observar que estas desigualdades también implican que w < a = v < 1.
Para seguir estudiando estas condiciones, definimos

xf
wo(t) :=a(t) — W@xr

Como

f
. x
w>0&8 ——— >T7S5 w > W,
N -(a—w)zxr
w — wy y w siempre tienen el mismo signo. Si wy < w, se tiene que

T<e< k_/s
- T aN
lo que no es sustentable a largo plazo pues ¢/ + 1 < ¢ 4 1. Luego, eventualmente
se tiene que w < wy.
Notemos que si w(ty) < wp(t1), se tiene que w(t) < wy(t) para todo t > t;. En
efecto, si w(t2) = wy(t2) para algin ty > t; pero w(t) < wy(t) para todo t € [ty,1a),
se tiene que

(w(ta) —wo(t2)) — (w(t1) — wo(t1))
to — 1

0<

= w(t3) — wo(ts)

para algin t3 € (t1,t2). Pero w(t3) < wo(ts), por lo que w(t3) <0,y

a’ F_yt
wo(t) = a(t) (1 - Wme<¢+ww " )t)

siempre es creciente, por lo que
U)(tg) <0< U)O<t3) R

lo que es una contradiccién. Luego, w(t) < wy(t) para todo t > t;.
Por otro lado, se observa que

Tt Tt
at) = 2Dy (1- 2
N(t)zr a(t)N(t)zr
es siempre creciente, y acota superiormente a wy(t) pues 7 < 1. Por lo tanto, una
condicién suficiente para

es que

=/ (0)

0 < w(0) < we(0) = a(0) — NOyrar

(6.19)

Bajo este escenario se tiene que w(t) < wy(t) para todo t = w(t) es decreciente
= v(t) es decreciente, por lo que

O<v(t)<v0)e1>1—-v(t)>1-v(0).
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Recordemos que

por lo que u < 1 si y sélo si

(1—1/):m">a:_f‘
s ~k

Como k/x/ se mueve entre k(0)/z7(0) y 1/(¢/ +17 +§), una forma f4cil de cumplir
esta ultima condicién es pedir que

(1 —v(0))zr - s {@

. ) ,gof+¢f+6} . (6.20)

Recapitulando, condiciones suficientes para que la soluciéon propuesta tenga sen-
tido son

1
wf+g0f<m1’n{8—f—5,go—l—w},

wf
Tf + F <1,
zf
0 <w(0) < a(0)— —N(Og?xr y
(EIULIN CIONIR

Por 1ultimo, observar que siempre que la solucién tenga sentido, tendremos que

k(t)/s
0<e(t) < —————— —0
por lo que e(t) — 0. También obtendremos que w(t) — 0, aplicando el mismo
argumento del final de la seccién [5.6|

6.6.2. Una alternativa con empleo y participacién de sala-
rios

En el modelo expuesto recién, habia sélo dos paises. Esta es una forma tipica de
estudiar el comercio internacional en modelos SFC [22]. Sin embargo, si usamos ese
modelo para estudiar la economia del pais Sur, como se trata de un sistema cerrado
en el que no entran ni salen flujos desde afuera (las filas de pesos y délares suman 0),
implicitamente el pais Norte modela en realidad el resto del mundo. En ese caso, no
tiene sentido que la totalidad de los salarios del resto del mundo compren productos
del pais Sur. Basados en esto, planteamos aqui una alternativa mas sensata.

Reemplazamos el bien de capital por un bien universal que sirve tanto para
el consumo como para usarse como capital. Ya dimos un ejemplo de esto cuando
presentamos el modelo de Goodwin en la seccién [2.6]

Los flujos de los activos pueden observarse en las tablas v [6.11}
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Sur Norte
‘ Firmas ‘ Firmas

Familias Corriente Familias Corriente || X
Produccién Yy
Salarios +WB - WB +x — 0
Exportaciones del Sur —T +x 0
Consumo —WB —x
b 0 0 0 0 |

Cuadro 6.10: Flujo de bienes de consumo

Sur Norte
Firmas ‘ Firmas

Corriente Capital Familias Corriente  Capital
Produccién y!
Salarios +WB! —zf —WBT + a7
Exportaciones del Norte +af —x/ 0
Inversiones —1 +1 —if +if
Consumo —5-k —WB 4+ —6- k!
) 0 k 0 0 kS

Cuadro 6.11: Flujo de bienes universales

Las ecuaciones son las mismas que teniamos antes, reemplazando la ecuacién

af = WB’
por
k
y=—.
S

Para que la solucién del modelo tenga sentido, tiene que cumplir

v(t) <1,
VIt <1,

e(t) <1,
fty<1 y
o/ (t) < WBY(t)

Ahora ambas economias son modelos de Goodwin, por lo que se obtienen las
ecuaciones

~ 1 —pf
ef = — R —
s
v=p-(e=T)=¢
é\:<1_y)'mﬂ—(5—z/1—g0
s



Las soluciones a estos dos sistemas desacoplados seran orbitas peridédicas alrededor
de las soluciones

y
.
€(t)—T+p,
v(t) = 1= —(6+1+9)

st(d+yf +¢f) <1,

T+%<1 y

p
s
—(0+yY+¢) <l.
ar

Ademas, tenemos que

of=x-or=Hy—WBar=y-(1-v)ar=a-e-N-(1—v)ar vy
WBY =v .yl =4l el NS

Por lo tanto, z/(t) < WBf(t) se puede escribir como
(1 = U(E)e(a(O)N(O)e ¥ ar < o/ (t)ef (a! (O)N (0)e¥+")
y €s necesario que
b+ <yl 4ol

Si ademads pedimos que
s+ 64040 (r+ L) 0N < 1= G40+ o) (++ 5 ) 0N 0),

podemos garantizar la desigualdad tomando (v(0),e(0)) vy (v/(0),e/(0)) suficiente-
mente cerca de las ya mencionadas soluciones estacionarias.
6.7. Conclusiones (de toda la tesis)

A lo largo de esta tesis se han ido desarrollando distintos trabajos, pero cada
uno de ellos ha abierto mas interrogantes; esa es la naturaleza de la investigacion
en general. Hay muchas cosas para seguir estudiando, pero a modo de cierre de la
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tesis, me gustaria comentar algunas muy especificas que surgieron en los capitulos
anteriores.

Del capitulo [3] en el procedimiento [3.1] queda pendiente la pregunta de qué pasa
si las raices del polinomio ¢ no son reales o si alguna entrada de \ es negativa.

Del capitulo [l queda pendiente el desarrollo de una teorfa de la topologfa del
espacio de mercados financieros.

Del capitulo [5| quedan abiertos los siguientes temas:

= Existencia y unicidad de la solucion del sistema suavizado y sin suavizar, y
convergencia de las primeras en la ultima.

» Justificacion rigurosa del procedimiento de linealizacién alrededor de funcio-
nes.

= Justificacién rigurosa de la hipdtesis de productividad constante.
» Estudio de las transiciones entre regimenes.
= Solucioén a largo plazo.

Sobre la metodologia empleada en esta tesis y discutida en la introduccién, surge
la pregunta de qué otros filtros deberian ser requeridos.

En cuanto al reduccionismo, seria interesante llevar a cabo un analisis méas pro-
fundo de las dindmicas de las partes en relacién a la dinamica del todo. La realidad
puede estructurarse en distintos niveles, cada uno de los cuales manifiesta una forma
de esta relacién, por lo cual un mejor entendimiento de ella en términos abstractos
es un logro que beneficia a todas las ciencias.
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Apéndice A
Caodigo

En este apéndice presento codigo en Python desarrollado en el contexto de los
trabajos expuestos en los capitulos [3] y [

A.1. Toros vs. 0sos

A.1.1. Calculo de momentos

Presento a continuacién cédigo para calcular el resultado de la férmula (3.8)).

import numpy as np

def binomial(n):
2 )

Calcula coeficientes binomiales.

Parametros:
n (int): es un entero no negativo.

Devuelve:

res (list): res[i][j] es el coeficiente binomial i en j, con 0<=j<=i<=n.
1))

res = [[1]]
for i in range(1l,n+1):
sils = res[-1]
sis = [1]
for k in range(1,i):
sis.append(sils[k]+sils[k-1])
sis.append(1)
res.append(sis)
return res

def stirling(n):

)2

Calcula nimeros de Stirling de segunda especie.
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Parametros:
n (int): es un entero no negativo.

Devuelve:
res (list): res[i][j] es el nimero de Stirling de segunda especie S(i,j),
con 0<=j<=i<=n.

res = [[1]]
for i in range(1l,n+1):
sils = res[-1]
sis = [0]
for k in range(1,i):
sis.append(k*sils[k]+sils[k-1])
sis.append (1)
res.append(sis)
return res

nmax = 4 # Indica hasta que momento se desea calcular
1nu = np.log(1.01) # Indica el valor de log(u)

1nd = np.log(1/1.01) # Indica el valor de log(d)

t = 100

N = 1000

Nu = 500

Nd = 300

# Variando los pardmetros anteriores, el cdédigo siguiente imprime una
# lista con los momentos del retorno logaritmico, calculados usando la
# férmula deducida: moments[i] es el i-ésimo momento

s = stirling(nmax)
b = binomial (nmax)
js = []

for j in range(nmax+1):
js.append ((=1)**j*x(1-3/N)**t)

lnus = [1]
Inds = [1]
Nus = [1]
Nds = [1]

for j in range(nmax):
1nus.append (lnus[-1]*1nu)
1nds.append (1nds[-1]*1nd)
Nus.append (Nus [-1]* (Nu-j))
Nds.append (Nds [-1]*(Nd-j))

moments = [1]

for n in range(l,nmax+1):
sO =0
for nu in range(n+1):
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nd = n-nu
cl = b[n] [nu] *1nus [nu]*1nds [nd]
s1 =0
for ku in range(nu+1):
c2 = Nus [ku] *s [nu] [ku]
s2 =0
for kd in range(nd+1):
c3 = Nds[kd]*s [nd] [kd]
s3 =0
k = ku+kd
for j in range(k+1):
s3 += js[jl*blk] [j]
s2 += c3*s3
sl += c2%*s2
s0 += clxsl
moments . append (s0)

print (moments)

A.1.2. Calculo de asimetria y exceso de curtosis

El siguiente c6digo fue utilizado para armar el cuadro [3.1]

import yfinance as yf
import pandas as pd
import numpy as np

# Lista de tickers con los que se va a trabajar
ticker_list = [’MELI’, ’GOOG’, ’AAPL’, ’MSFT’]

# Fecha inicial y final del periodo a considerar
start_date = ’2023-09-01°
end_date = ’2023-10-31°

# Imprimo la asimetria y el exceso de curtosis de los retornos
# logaritmicos diarios de cada ticker
for ticker_symbol in ticker_list:
ticker_data = yf.download(ticker_symbol, start=start_date, end=end_date)
np.log(ticker_datal[’Close’] / ticker_datal[’Open’])

log_returns

skewness = log_returns.skew().iloc[0]
kurtosis = log_returns.kurt().iloc[0]
print ()

print(str(ticker_symbol)+’ & ’+str(skewness)+’ & ’+str(kurtosis))

A.1.3. Aplicacién del procedimiento

Presento en esta seccién el cédigo utilizado para aplicar el procedimiento (3.1 en
la seccion [3.6.1) El médulo bullsvsbears es un archivo .py que contiene el codigo
de la seccién [A Tl
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import yfinance as yf

import pandas as pd

import numpy as np

from bullsvsbears import stirling, binomial

# Muestro el ejemplo con MSFT
ticker_symbol = ’MSFT’

start_date = ’2023-09-01"

end_date = ’2023-10-31°

ticker_data = yf.download(ticker_symbol, start=start_date, end=end_date)
log_returns = np.log(ticker_datal[’Close’] / ticker_datal[’Open’])

# Calculo los primeros cuatro momentos (normalizados)
mean = log_returns.mean()

variance = log_returns.var()
skewness = log_returns.skew()
kurtosis = log_returns.kurt()
mean_val = mean.iloc[0]

variance_val = variance.iloc[0]
skewness_val = skewness.iloc[0]
kurtosis.iloc[0]

kurtosis_val

# Calculo los primeros cuatro cumulantes (kappa)
cumulantl = mean_val

cumulant? = variance_val

cumulant3 = skewness_val * (variance_val**(3/2))
cumulant4 = kurtosis_val * (variance_val**2)

# Defino el polinomio q como funcién
cumulant_matrix_1 = np.matrix([[cumulantl, cumulant?2],
[cumulant?2, cumulant3]])

cumulant_matrix_2 = np.matrix([[cumulant2, cumulant3],
[cumulant3, cumulant4]])

def q(x):
return np.linalg.det(x*np.eye(2)-np.linalg.inv(cumulant_matrix_1) \
Qcumulant_matrix_2)

# Calculo las raices del polinomio q

# Doy un rango para ajustar la funcién q

x_values = np.linspace(-10, 10, 100)

y_values = [q(x_val) for x_val in x_values]

# Ajusto a un polinomio de grado 2

poly_coefficients = np.polyfit(x_values, y_values, 2)
# q es de hecho un polinomio de grado 2, por lo que
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# poly_coefficients son sus coeficientes

# Calculo las raices de q

roots_polyl = np.roots(poly_coefficients)

print (f"Raices: {roots_polyl}")

# Para chequear que son reales, no nulas y diferentes
print ()

v

np.matrix([[1, roots_poly1[0]],
[1, roots_poly1[1]1]1)

()
I

np.matrix([[roots_poly1[0], 0],
[0, roots_poly1[1]]1])

# Calculo el vector lambda
1s = np.linalg.inv(D)@np.linalg.inv(np.transpose(V))@cumulant_matrix_1[:,0]

1nd = roots_polyl[0]
1lnu = roots_polyl[1]

# Calculo los primeros cuatro momentos (no normalizados)
momentl = mean_val

moment2 = variance_val+mean_val**2

moment3 = skewness_val*variance_val**(3/2)+3*moment2*mean_val \
-3*momentl*mean_val**2+mean_val**3

moment4 = (kurtosis_val+3)x*variance_val**2+4*moment3*mean_val \
-6*moment2*mean_val**2+4*momentl*mean_val**3-mean_val**x4
sample_moments = [1,momentl, moment2, moment3, moment4]

# Funcién que calcula la férmula de los momentos del paso 3 para 0<=n<=nmax
def moments_C(C,nmax,Nd,Nu):

s = stirling(nmax)

b = binomial (nmax)

lnus = [1]
Inds = [1]
Nus = [1]
Nds = [1]

for j in range(nmax):
lnus.append(lnus[-1]*1nu)
1nds.append(1lnds[-1]*1nd)
Nus.append (Nus [-1]*(Nu-j))
Nds.append (Nds[-1]*(Nd-j))

moments = [1]
for n in range(1,nmax+1):
s0O =0
for nu in range(n+1):
nd = n-nu
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cl = b[n] [nu] *1nus [nu] *1nds [nd]
sl =0
for ku in range(nu+1):
c2 = Nus[ku]*s[nu] [kul
s2 =0
for kd in range(nd+1):
c3 = Nds[kd]*s[nd] [kd]
k = kutkd
s3 = C*x(-k)
s2 += c3%s3
sl += c2x%s2
s0 += clx*sl
moments . append (s0)
return moments

# Calculo moments_C(C,4,Nd,Nu) para valores cada vez mids grandes de C
# hasta que la diferencia relativa sea menor que 0.01
eps_rel = 0.01

C = 10%%*3
print(°C=’,C)

print ()

Nd = round(1s[0,0]*C)

Nu = round(ls[1,0]*C)

nmax = 4

fit_moments_C = moments_C(C,nmax,Nd,Nu)

print(’Diferencias relativas de la férmula en el paso 3 respecto de \

los momentos que aproxima’)

for i in range(l,nmax+1):

print (’Momento de orden ’+str(i)+’:’,fit_moments_C[i]/ \

sample_moments[i]-1)

print ()

# Funcidén que calcula la férmula de los momentos (del paso 6) para
# 0<=n<=nmax
def moments_N(N,t,nmax,Nd,Nu):

s = stirling(nmax)

b = binomial (nmax)

js = [1

for j in range(nmax+1):

js.append (((=1)**3)*((1-3/N)**t))

lnus = [1]
Inds = [1]
Nus = [1]
Nds = [1]

for j in range(nmax):
1nus.append(lnus[-1]*1nu)
1nds.append(lnds[-1]*1nd)
Nus.append (Nus [-1]* (Nu-j))
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Nds.append (Nds [-1]*(Nd-3j))

moments = [1]
for n in range(1,nmax+1):
s0 =0
for nu in range(n+1):
nd = n-nu
cl = b[n] [nu] *1nus [nu] *1nds [nd]
s1 =0
for ku in range(nu+1):
c2 = Nus [ku] *s [nu] [ku]
s2 =0
for kd in range(nd+1):
c3 = Nds[kd]*s [nd] [kd]
k = ku+kd
s3 =0
for j in range(k+1):
s3 += js[jl*blk][j]
82 += c3%*s3
sl += c2%*s2
s0 += clx*sl
moments . append (s0)
return moments

# Para saber cudl es el minimo valor para N
print (’N>=’,Nu+Nd)

# Calculo moments_N(N,t,nmax,Nd,Nu) para valores cada vez mds grandes de N

# hasta que la diferencia relativa sea menor que 0.01

N = 10*x6

print (’N=",N)

print ()

t = round(-N*np.log(1-1/C))

fit_moments_N = moments_N(N,t,nmax,Nd,Nu)

print(’Diferencias relativas de la férmula en el paso 6 respecto de \

los momentos que aproxima’)

for i in range(1,nmax+1):

print (’Momento de orden ’+str(i)+’:’,fit_moments_N[i]/ \

sample_moments[i]-1)

print ()

# Imprimo valores de los momentos muestrales, ajuste a momentos y
# diferencias relativas
print (’Orden del momento & Muestra & Ajuste & Diferencia relativa’)
for i in range(1,nmax+1):
print(str(i)+’ & ’+str(sample_moments[i])+’ & ’+str(fit_moments_N[i]) \
+2 & ’+str(fit_moments_N[i]/sample_moments[i]-1))
print ()
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# Imprimo los parametros calculados
print(’d=’,np.exp(lnd))

print (’u=’,np.exp(lnu))
print(’N_d(0)=",Nd)

print (’N_u(0)=",Nu)

print(’t=’,t)

A.1.4. Analisis de la convergencia

Presento en esta seccion el codigo utilizado para analizar la convergencia en la
seccion [3.6.1 El moédulo real_data_fit_2 es un archivo .py que contiene el cédigo
de la seccién anterior.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from real_data_fit_2 import *

# Funcién que, dado un valor de C, calcula la maxima diferencia
# relativa del paso 3 del procedimiento
def dif_rel_C(C):
Nd = round(1s[0,0]*C)
Nu = round(1ls[1,0]*C)
max_dif_rel = 0
fit_moments = moments_C(C,nmax,Nd,Nu)
for i in range(nmax):
dif_rel = fit_moments[i+1]/sample_moments[i+1]-1
max_dif_rel = max(max_dif_rel,abs(dif_rel))
return max_dif_rel

# Hago un grafico log-log de C vs. la diferencia relativa y su ajuste
# lineal

C_values = np.logspace(l, 4, 100) # De 10°1 a 1074

dif_rel_C_values = [dif_rel_C(c) for c¢ in C_values]

log_C_values = np.log(C_values)

log_dif_rel_C_values = np.log(dif_rel_C_values)

# Ajuste lineal

linear_coefficients = np.polyfit(log_C_values, log_dif_rel_C_values, 1)
print("Coeficientes del ajuste lineal:")

print (f"Pendiente: {linear_coefficients[0]:.4f}")

print(f"Ordenada al origen: {linear_coefficients[1]:.4f}")

fitted_line = linear_coefficients[0] * log_C_values + linear_coefficients[1]
# Calculo R™2

y_true = log_dif_rel_C_values

y_predicted = fitted_line

ss_total = ((y_true - np.mean(y_true)) ** 2).sum()

ss_residual = ((y_true - y_predicted) ** 2).sum()

r_squared = 1 - (ss_residual / ss_total)

print (f"Valor de R"2: {r_squared:.4f}")
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# Grafico

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.plot(log_C_values, log_dif_rel_C_values, ’o’, \
label=’Datos Log-Log Originales’, markersize=4)

plt.plot(log_C_values, fitted_line, ’-’, color=’red’, label=’Ajuste Lineal’)

plt.xlabel(’log(C)’)

plt.ylabel(’log(d_1(C))?)

plt.title(’Ajuste Lineal en Grafico Log-Log de C vs d_1(C)’)

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()

# Funcién que, dado un valor de N, calcula la maxima diferencia
# relativa de la férmula en el paso 6 respecto de la férmula en el paso 3
# (con el valor fijo de C importado de real_data_fit_2)
def dif_rel N(N):
t = round(-N*np.log(1-1/C))
max_dif_rel = 0
fit_moments = moments_N(N,t,nmax,Nd,Nu)
for i in range(nmax):
dif_rel = fit_moments[i+1]/fit_moments_C[i+1]-1
max_dif_rel = max(max_dif_rel,abs(dif_rel))
return max_dif_rel

# Hago un grafico log-log de N vs. la diferencia relativa y su ajuste
# lineal
C_values = np.logspace(4, 7, 100) # De 1074 a 1077
dif_rel_C_values = [dif_rel_N(c) for c¢ in C_values]
log_C_values = np.log(C_values)
log_dif_rel_C_values = np.log(dif_rel_C_values)
# Ajuste Lineal
linear_coefficients = np.polyfit(log_C_values, log_dif_rel_C_values, 1)
print ("Coeficientes del ajuste lineal:")
print (f"Pendiente: {linear_coefficients[0]:.4f}")
print (f"Ordenada al origen: {linear_coefficients[1]:.4f}")
fitted_line = linear_coefficients[0] * log_C_values + linear_coefficients[1]
# Calculo R™2
y_true = log_dif_rel_C_values
y_predicted = fitted_line
ss_total = ((y_true - np.mean(y_true)) *x* 2).sum()
ss_residual = ((y_true - y_predicted) *x 2).sum()
r_squared = 1 - (ss_residual / ss_total)
print (f"Valor de R"2: {r_squared:.4f}")
# Grafico
plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(log_C_values, log_dif_rel_C_values, ’o’, \
label="Datos Log-Log Originales’, markersize=4)
plt.plot(log_C_values, fitted_line, ’-’, color=’red’, label=’Ajuste Lineal’)
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plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

A.2.

xlabel (’log(N)’)
ylabel(’log(d_2(N))’)
title(’Ajuste Lineal en Grafico Log-Log de N vs d_2(N)’)

legend ()
grid(True)
show ()

Modelos multinomiales

Presento a continuacién una implementacién del procedimiento 4.2}

import numpy as np

def consbloques(bloques,n):
) )

Calcula simplices que tienen como bordes a otros simplices dados y
una cantidad dada de posibles vértices.

Parametros:

bloques (list):

n (int):

Devuelve:
nuevos (list):

)

nuevos = []

for bloque in bloques:

for i in range(n):
candi = bloque | {i}
if candi in nuevos:

continue
else:

es una lista cuyos elementos son conjuntos que
representan simplices. Todos sus elementos tienen el
mismo cardinal.

es un entero no negativo que representa la cantidad
de vértices que se pueden usar.

es una lista cuyos elementos son conjuntos que
representan simplices. Los elementos de nuevos son
conjuntos con un elemento mas que cada elemento de
bloques. Los elementos de nuevos se caracterizan por
ser subconjuntos de {0,...,n-1} tales que al sacarles
un elemento cualquiera, el conjunto resultante es un
elemento de bloques. Es decir, los elementos de
nuevos representan simplices con vértices 0,...,n-1,
tales que todos sus bordes son elementos de bloques.

siguiente = False
for x in candi:
if not(candi-{x} in bloques):
siguiente = True
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break
if siguiente:
continue
else:

nuevos .append (candi)

return nuevos

def generadores(M,b,eps):

)2

Calcula los generadores de las medidas de martingala.

Parametros:

M (numpy.ndarray): es
b (numpy.ndarray): es
eps (float): es

la

la matriz de precios futuros descontados.

el vector de precios presentes.

un nimero positivo que indica una tolerancia. En
paso del algoritmo de esta funcién, se calcula
resultado de una minimizacién de cuadrados. Si
media cuadrdtica de dichos errores es menor que

eps, se considera que el ajuste es perfecto.

Devuelve:

gens (list): es una lista de arrays. Sus elementos son vectores tales

que toda

medida de martingala surge como combinacidn

convexa de ellos.

m,n = M.shape
gens = []

nuevos_bloques = [set()]

¢ = np.ones(m+1)
cl:-1] = b

k = np.linalg.matrix_rank(M)

for i in range(k+1):

bloques = nuevos_bloques

if bloques==[]:
break

bloques = consbloques(bloques,n)
nuevos_bloques = bloques.copy()
for bloque in bloques:
bloque_lista = list(bloque)
N = np.ones((m+1,i+1))
N[:-1,:] = M[:,bloque_listal

X
N@x-c
pos = True
for z in x:
if z<0:
pos = False

r

np.linalg.lstsq(N,c,rcond=None) [0]
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break
if (np.linalg.norm(r)<eps and pos):
y = np.zeros(n)
for j in range(i+1):
y[bloque_listaljl] = x[j]
gens . append (y)
nuevos_bloques.remove (bloque)
return gens
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