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K-TEORIA BIVARIANTE ALGEBRAICA Y PROBLEMAS DE CLASIFICACION DE
*-ALGEBRAS

RESUMEN

En esta tesis desarrollamos herramientas de K-teoria y algebra homoldgica para el estudio de
problemas de clasificacidn de x-algebras sobre un *-anillo conmutativo y unital. Nos concentramos
especialmente en las conjeturas de Hazrat sobre la clasificaciéon graduada de algebras de Leavitt.

Introducimos versiones homotdpicamente invariante y hermitiana de los grupos de K-teoria
graduada, y los calculamos para toda algebra de Leavitt de un grafo finito en términos de la K-
teoria (homotodpica, hermitiana) del anillo base y del llamado médulo de Bowen-Franks del grafo
subyacente.

Probamos que todo morfismo de mdédulos punteados preordenados entre mddulos de Bowen-
Franks de grafos finitos puede levantarse a un *-morfismo unital y graduado entre las dlgebras de
Leavitt asociadas, y mas atin que el morfismo puede tomarse de forma que preserve las subalgebras
diagonales.

Adaptamos al contexto graduado el teorema de clasificacion a menos de homotopia de Cortifias
y Montero: demostramos que dos dlgebras de Leavitt de grafos primitivos son homotépicamente
equivalentes de forma graduada si y sélo si sus modulos de Bowen-Franks son isomorfos como
modulos preordenados punteados. En el camino demostramos una serie de resultados estructurales
sobre la K-teoria bivariante algebraica graduada y su estructura de categoria triangulada.

Por ultimo, estudiamos la homologia de Hochschild del dlgebra de Steinberg asociada a un
grupoide amplio. Para grupoides Hausdorff obtenemos que la homologia de grupoides es un sumando
directo de la homologia de Hochschild. Obtenemos resultados similares para la homologia ciclica, asi
como para sus variantes negativa y periddica.

Palabras clave: K-teoria bivariante algebraica, K-teoria graduada, algebras de Leavitt, conjeturas de
Hazrat, dlgebras de Steinberg, homologia de grupoides.
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ALGEBRAIC BIVARIANT K-THEORY AND CLASSIFICATION PROBLEMS FOR
*-ALGEBRAS

ABSTRACT

In this thesis we develop tools from K-theory and homological algebra to study classification pro-
blems for x-algebras over a commutative unital x-ring. We focus especially on the graded classification
conjectures for Leavitt path algebras due to Hazrat.

We introduce homotopy invariant and hermitian versions of graded K-theory and compute them
for any Leavitt path algebra of a finite graph in terms of the (homotopy, hermitian) K-theory of the
ground ring and the so-called Bowen-Franks module of the underlying graph.

We prove that any morphism between Bowen-Franks modules of finite graphs can be lifted to a
unital, graded, diagonal preserving x-morphism between the associated Leavitt path algebras.

Adapting the homotopy classification theorem due to Cortifias and Montero, we show that two
Leavitt path algebras of primitive graphs are graded homotopy equivalent if and only if their Bowen-
Franks modules are isomorphic as pointed preordered modules. Along the way we prove several
structural results on graded bivariant algebraic K-theory and its triangulated structure.

Finally, we study the Hochschild homology of the Steinberg algebra of an ample groupoid. For
Hausdorff groupoids, we show that groupoid homology is a direct summand of Hochschild homology.
We also obtain similar results for cyclic homology as well as its negative and periodic variants.

Keywords: algebraic bivariant K-theory, graded K-theory, Leavitt path algebras, Hazrat’s conjectures,
Steinberg algebras, groupoid homology.
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Introduccion

En esta tesis estudiamos x-algebras que provienen de algebrizar la definicién de cierta dlgebra
de operadores. Uno de nuestros principales objetivos sera estudiar preguntas de clasificacién que
conciernen al algebra de Leavitt asociada a un grafo, definida independientemente por Ara, Moreno
y Pardo en [AMPO7] y por Abrams y Aranda Pino en [AAPO5] como contraparte algebraica de la
C*-algebra asociada a un grafo introducida por Cuntz y Krieger ([CK80]).

Fijemos un *-anillo conmutativo y unital £. El £-algebra de Leavitt L,(E) de un grafo E viene
equipada con una graduacién canénica sobre Z. En [Haz13b], Hazrat conjetura que es posible
clasificar a las dlgebras de Leavitt —como dlgebras graduadas— a partir de sus grupos de Grothendieck
graduados:

Conjetura A (Conjetura .6.1). Sea £ un cuerpo y sean E y F dos grafos finitos. Las algebras L,(E)
y L,(F) son graduadamente isomorfas si y sélo si hay un isomorfismo de médulos preordenados
K§ (Le(E)) = Kg (L¢(F)) que envia [L,(E)] a [L(F)].

Conjetura B (Conjetura .6.2). Sea £ un cuerpo y sean E y F dos grafos finitos.

(1) Todo morfismo Kgr(Lz (E)— Kgr(Lg (F)) que preserve el orden y envie [L(E)] a [L(F)] proviene
de aplicar Kgr a un morfismo de algebras graduadas L,(E) — L,(F).

() Sif,g:Ly(E) — Ly(F) son dos morfismos de algebras graduadas tales que Kgr(f) = Kgr(g),
entonces f y g difieren en un automorfismo interior.

En el mismo articulo, Hazrat prueba la Conjetura A para una familia de grafos llamados policefa-
licos ([Haz13b, Definition 3.6]). Posteriormente Ara y Pardo prueban en [AP14] una versién débil de
la Conjetura A para grafos sin pozos ni fuentes. Exhiben también un contraejemplo para la parte (II)
de la Conjetura B ([AP14, Example 6.7]).

Otro de los objetivos de esta tesis consiste en el estudio de invariantes asociados al algebra de
Steinberg .«/,(%¥) de un grupoide amplio ¥, definida independientemente por Steinberg [Ste10] y
Clark, Farthing, Sims y Tomforde [CFST14]. Esta familia de dlgebras incluye tanto a las dlgebras
de Leavitt como a las dlgebras de grupo; en particular, un calculo explicito y general de su K-teoria
esta lejos de nuestro alcance. Nos concentramos como primer paso en el cdlculo de la homologia de
Hochschild e invariantes relacionados, buscando generalizar la caracterizacién de Burghelea para
algebras de grupo [Bur85].

En el Capitulo I recopilamos los resultados preliminares que serdn necesarios a lo largo de la
tesis. A continuacion, en el Capitulo II nos concentramos en el cdlculo de los grupos de K-teoria
graduada de un dlgebra de Leavitt. Sean E un grafo y Ar su matriz de adyacencia reducida, es decir,
la que se obtiene de la matriz de adyacencia omitiendo las filas asociadas a pozos y emisores infinitos.
Llamemos C, = (o) al grupo ciclico infinito con notacién multiplicativa y Z[ o] a su anillo de grupo.
El médulo de Bowen-Franks de E es el Z[ o ]-mddulo

BFer(E) := coker(I — oAy).

Resulta isomorfo al grupo dimensional considerado por Krieger [Kri80], un invariante de la dindmica
simbdlica, y guarda una estrecha relacién con Kogr(L,Z(E )); Hazrat demuestra en [Haz13c, Lemma
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11] que, si £ es un cuerpo y E un grafo sin pozos, entonces
K5 (Ly(E)) = B3, (E).

En esta direccién obtenemos la siguiente generalizacidn:

Teorema A (Corolario I1.4.5). Si E es un grafo finito por filas y £ un anillo conmutativo y unital,
entonces
K¥(L(E)) = B3y (E) @z K, (0)  (VneZ).

Para demostrarlo utilizamos la relacién entre los médulos graduados de un édlgebra graduada Ry
médulos sobre su producto cruzado Z X R, estudiada por Ara, Hazrat, Li y Sims en [AHLS18]. En
particular, utilizamos fuertemente que cuando R es el dlgebra de Leavitt de un grafo E, entonces su
producto cruzado es el dlgebra de Leavitt del llamado revestimiento E de E (ver Definicién 11.4.1).

En este capitulo también introducimos una versién invariante por homotopias KH®" de K&,y
una variante hermitiana para *-algebras graduadas definida a partir de la K-teoria hermitiana de
categorias exactas con dualidad debida a Schlichting ([Sch10a]). Tanto el teorema anterior como sus
andlogos para estos invariantes pueden deducirse del siguiente resultado general.

Teorema B (Teorema 11.4.3). Sea E un grafo finito por filas. Si H: Alg — Ab es un funtor ma-
tricialmente estable y aditivo que preserva colimites filtrantes, entonces hay un isomorfismo de
Z[ o ]-mé6dulos

H(L(E)) = BFg(E) ®7 H(L).

La definicién de estabilidad matricial puede consultarse en la Seccién I.1.2.

En el Capitulo III estudiamos el problema de levantamiento de morfismos entre médulos de
Bowen-Franks a morfismos entre dlgebras de Leavitt. En la Seccién I1I.3 damos una interpretacion
combinatoria de los morfismos entre médulos de Bowen-Franks, lo cual da lugar al principal resultado
del capitulo:

Teorema C (Teorema I11.4.1). Sean E y F dos grafos finitos. Si ¢ : BT, (E) — BT (F) es un morfis-
mo de Z[ o ]-mdédulos preordenados punteados, entonces existe un *-morfismo unital Z-graduado
¢: L(E) — L(F) que preserva la diagonal y hace conmutar el siguiente diagrama.

KE(LE) B kL))

T T

BFr(E) ——> BF(F)

En particular probamos la parte (I) de la Conjetura B, simultdnea e independientemente demos-
trada también por Va$ en [Vas23]. Los levantamientos obtenidos en el anterior teorema son de una
especial rigidez (Definicion I11.5.1); el resto del capitulo esta dedicado a caracterizarlos (ver Teorema
11.5.4).

Los Capitulos IV y V conciernen a una versién de la Conjetura A en la que se reemplaza la nocién
de isomorfismo por la de homotopia graduada (ver Seccién 1.1.5 para la definicién precisa de este
término). Esta pregunta estd inspirada en el teorema de clasificaciéon a menos de homotopia debido
a Cortifias y Montero en el caso no graduado [CM20], y la versién hermitiana demostrada posterior-
mente por Cortifias en [Cor22]. La principal herramienta a la hora de probar estos teoremas es la
K -teoria bivariante algebraica [CT07], definida por Cortifias y Thom en analogia con la interpretacién
de Cuntz de la K-teoria bivariante de Kasparov ([Cun87]). En nuestro caso utilizaremos la version
graduada introducida por Ellis [Ell14]. Consiste de una categoria triangulada kk® junto con un
funtor j: Alg8" — kk8" que universal con una serie de propiedades de estabilidad; referimos a la
Seccién IV.1 para una breve introduccion a esta teoria. El funtor j es la identidad en objetos, por lo
que lo omitiremos de la notacion frecuentemente.
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En el Capitulo IV probamos una serie de propiedades formales que necesitaremos para adaptar
las técnicas desarrolladas en [CM21,CM20, Cor22]. En las Secciones IV.2 y Secciones IV.3 estudiamos
la estructura de categoria triangulada de kk®, y en la Seccién IV.4 representamos la clase de una
unidad en Klgr como un morfismo en kk&". Nuestra motivacién para estos resultados proviene de
adaptar la dualidad de Poincaré para algebras de Leavitt demostrada en [Cor22, Theorem 11.2]. Sea
Q =s(1—s){[s], con s homogéneo de grado cero. Dado un grafo E, notamos E, al grafo dual de E
con matriz de adyacencia A}. La dualidad de Poincaré relaciona a L;(E) con QL,(E;) := Q®; Ly(E,).

Teorema D (Teorema IV.5.2). Si E es un grafo finito sin pozos ni fuentes, entonces — ®; L,(E) es
adjunto a izquierda de —® QL,(E,) como endofuntores de kk®'.

El Capitulo V esta dedicado a demostrar que el grupo de Grothendieck graduado clasifica a las
algebras de Leavitt a menos de homotopia. Nos restringimos a una familia de grafos conocidos como
primitivos (ver Definicion V.2.2); esta es una hipétesis de simplicidad (ver Proposicion V.2.4) que
permite adaptar técnicas desarrolladas en el caso no graduado para algebras de Leavitt simples
puramente infinitas. La dualidad de Poincaré juega un papel esencial en este capitulo, pues permite
entender morfismos entre dlgebras de Leavitt en kk®' a través del isomorfismo kk8 (L,(E), L,(F)) =
KH fr(Le(F ) ® Ly(E,)). Otras herramientas técnicas necesarias en este capitulo refieren a algebras
ultramatriciales (Seccién V.2.2) y la estructura de Z[ o ]-mddulo de Klgr(R) cuando R es un algebra de
polinomios de Laurent torcida (Seccién V.2.3). El teorema principal implica en particular el siguiente
resultado:

Teorema E (Teorema V3.1, cf. Conjetura A). Sea £ un cuerpoy sean E y F dos grafos finitos y primitivos.
Las algebras Ly(E) y L,(F) son graduadamente unitalmente homotépicamente equivalentes si y sélo
si hay un isomorfismo de Z[ o ]-mddulos preordenados Kgr(Le(E ) — Kgr(Le(F )) que envia [L,(E)] a
[L(F)]

Finalmente, en el Capitulo VI nos concentramos en el cdlculo de la homologia de Hochschild y la
homologia ciclica de dlgebras de Steinberg. Usando resultados recientes de Miller [ Mil], probamos
que la resolucion bar de .« (%) guarda relacién con el complejo HY(¥) que resulta de tomar el
modulo 6,.(—) de funciones de soporte compacto sobre

Yoge = 1(80,---,8n) € 9" s(80) = r(8iv1)s s(8n) = 1(g0)}-

A partir de este hecho obtenemos una serie de consecuencias que comparan al médulo ciclico
CY(#,(%)) asociado al algebra de Steinberg con el mddulo ciclico asociado a la homologia de
grupoides. Pueden resumirse en el siguiente teorema:

Teorema F (Corolario VI.3.6, Teoremas VI.3.4 y VI.3.2). Sea ¢ un grupoide amplioy ¥™*° = {g€ ¥ :
s(g) = r(g)} su isotropia. Notamos H(%) al médulo ciclico asociado a la homologia de ¢ y HC, HN,
HP para sus complejos de homologia ciclica, ciclica negativa y ciclica periddica.

(1) El morfismo natural C%(.e7,(9)/£) » CY(.#,(%4)/.<%,(9°)) es un cuasi-isomorfismo.

(1) Hay inclusiones CV(.«7;(%)/.<,(¥4°)) - H(%) 5 HY(%9). Si ¢ es Hausdorff, entonces ¢ y t’
son secciones y existe una suryeccién u: CY(.«/(¥)/ ./, (9°)) — HY(¥) tal que ot =1’

(111) Se tienen cuasi-isomorfismos

HC(9) S PH(@)[—2n], HN(9) S [ [H(9)2n], HP(9) S [ [H(#)20].

n=>0 n>0 nez

(1v) Supongamos que ¥ es Hausdorff y ¢'°\ ¢ es discreto. Sea 2 un conjunto de representantes
de las 6rbitas de elementos x € ¥° con 9y # {x}. Para cada x € #, sea Z, un conjunto de
representantes de las clases de conjugacién no triviales de ¢; . Dado 1) € 95, notamos (¥; ), a
su centralizador. Se tiene un cuasi-isomorfismo de mddulos ciclicos

H(9) e P P H(¥4),) — HY(9).

XER NEZ,
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Los resultados del Capitulo II forman parte del articulo [AC23], el articulo [Arn23] comprende
los resultados del Capitulo I, los Capitulos IV y V forman parte del articulo [Arn25] y el Capitulo VI
forma parte de [ACM24].



Capitulo I

Preliminares

En este capitulo damos una breve introduccion a los conceptos preliminares que necesitaremos
en la tesis.

Alo largo del texto, fijamos un grupo abeliano G y un anillo conmutativo y unital £ equipado con
un automorfismo involutivo *: £ — £. A menos que se indique lo contrario, el adjetivo graduado
significara siempre G-graduado. Una {-dlgebra sera un £-bimédulo simétrico A equipado con una
multiplicacién asociativa A®, A — A. En esta tesis N :={1,2,3,...} yNy = {0} UN.

I.1. Algebras graduadas

Una G-graduacién en una (-dlgebra A es una descomposicién A = P, A, en {-médulos que
satisfacen AgA, C A,y para cada g,h € G. Un dlgebra graduada es un dlgebra equipada con una
graduacion. La proyeccién de x €A a A, se denotara x,; si x €Ay, decimos que x es homogéneo de
grado g y escribimos |x| = g.

El anillo de base ¢ es visto como algebra graduada a través de la graduacion trivial, es decir,
poniendo |A| = 1, para cada A € £. Un morfismo de algebras graduadas es un morfismo de algebras
f:A — B que satisface f(A,) C B, para todo g € G. Denotaremos a la categoria de dlgebras
graduadas por Alg®'.

Ejemplos I.1.1. Antes de seguir mencionamos brevemente algunos ejemplos bdsicos de dlgebras
graduadas.

= Toda {-dlgebra A puede verse como un algebra graduada a través de la graduacién trivial, en la
cual A=A, .

» El dlgebra de grupo {[G] viene equipada con una graduacién candnica dada por ¢[G] =

EB geG £- g
= SiAes un algebra graduada, entonces AP tiene una graduacion canoénica dada por Az,p =Ag.

= Toda funcién w: {1,...,n} — G induce una graduacién en el dlgebra

C{X1, e s X Y1reesYnt
<1 _2?21 XiYi» YiXi — 5ij>
definida originalmente por Leavitt en [Lea62]. La graduacién estd determinada por las igualda-

des |x;| = w(i), |y;| = w(i)~!. En el caso G = Z y w la funcién constantemente 1 € Z, esta se
conoce como la graduacion estdndar sobre L,,.

L,:=

En la Seccién 1.1.2 consideraremos graduaciones sobre anillos de matrices, y en la Seccién 1.4
generalizaremos este ultimo ejemplo a toda dlgebra de caminos de Leavitt.

5
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Observacion 1.1.2. Si A es una £-algebra graduada, entonces A; - es una subdlgebra de A.

Nuestra referencia principal sobre anillos graduados y sus grupos de Grothendieck es [Haz16].

I.1.1. Producto tensorial

Dadas dos algebras graduadas Ay B, su producto tensorial viene equipado con una graduacién

candnica dada por
(R®;S)a = EP R, ®; 5.
gh=d

Consideraremos siempre al anillo ¢[t] de polinomios con la graduacién trivial, y definimos
Alt] :=AQ®, ([t] para cada dlgebra graduada A. En otras palabras, definimos |t| = 1.

A menudo omitiremos el simbolo de producto tensorial y usaremos la yuxtaposiciéon en su lugar,
especialmente cuando alguna de las algebras involucradas venga equipada con la graduacion trivial.
Por ejemplo, definimos las dlgebras de caminos y de lazos respectivamente como

P=ker({[t]—> (), Q=ker(P —>1) (11.3)

y escribimos
PA=P®,A, QA=Q®/A

para cada dlgebra graduada A. Notamos Q" := Q%™ para cada n > 1.

I.1.2. Conjuntos graduados y estabilidad

Un conjunto graduado es un par (X, d) donde X es un conjuntoy d : X — G una funcién. Cuando
se sobreentienda del contexto, escribiremos | - | en vez de d. Un elemento x € X se dice de grado
d(x) € G, y la componente de grado g € G de X es X, := d~!(g). Un morfismo de conjuntos
graduados f: (X,d) — (Y,d’) es una funcién f: X — Y tal que d’ o f = d. Si X es un conjunto,
escribimos |X| para el conjunto graduado asociado a la funcién constante de constante 1.

Un conjunto graduado X da lugar a un algebra graduada de matrices indexadas por X, que
denotaremos My. Como £-médulo es libre con base {¢, , : x,y € X}, y el producto esté dado por
Ex.y  Ews = Oy wEx - La graduacién viene inducida por la asignacion |e, ,| = |x||y|™". Si A es un
dlgebra graduada, escribimos MyA := My ®, A.

Definicion 1.1.4. Notamos M, := M)y Y M, := M, para cadan € N.

Observemos que si tenemos un morfismo de conjuntos graduados f: X — Y cuya funcidon
subyacente es inyectiva, entonces da lugar a un morfismo de algebras graduadas

Mf: My — My, Exy 7 EF(OLf )

Definicion 1.1.5. Sea F: Alg®" — C un funtor. Decimos que F es matricialmente estable si para
cada par de conjuntos no vacios X, Y de cardinalidad menor o igual a J = max{X,, |G|} y cualquier
dlgebra graduada A, el funtor F envia la inclusién M|x|R — My ,y|R a un isomorfismo. Si mas atin
F envia las inclusiones MyR — My ,yR a isomorfismos para todo par de conjuntos graduados de
cardinal menor o igual a J, decimos que es G-estable.

Dados X un conjunto graduado y x € X, definimos para toda dlgebra graduada A el siguiente
morfismo de dlgebras graduadas:

L;‘:A—>MXA, a— e, da. (I1.1.6)

Cuando se desprenda del contexto, omitiremos el supraindice. A menos que se indique lo contrario,
veremos siempre a G como conjunto graduado a través de idg: G — Gy escribiremos t4 :=(; : A —
MgA.
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Proposicion 1.1.7 (cf. [Arn21, Proposicion 3.3.8]). Sean X un conjunto graduado, x € X de grado
g € G y A un élgebra graduada. Todo funtor G-estable F envia t, : A— M;A a un isomorfismo. Mas
aun, para todo otro y € X, se tiene que F(t,) = F(t,).

Demostracion. Sea F: Alg® — C un funtor G-estable. Bajo el isomorfismo graduado A= My,44A, es
posible identificar a t, con el morfismo inducido por la inclusién {x} c {x}UX \ {x} = X. Por lo
tanto F(t,) es un isomorfismo; veamos ahora que sélo depende del grado de x. Consideramos los
siguientes isomorfismos de dlgebras graduadas

T: MgMxA — MgMxA, Er®Eyr, ®A— &y ®Eq(x)rd(y) ® A € MxMgA, (1.1.8)

Ly MgA— MGA, Ex,y ®A = €4y oy Oa. (1.1.9)

que forman parte del siguiente diagrama conmutativo:

MgMxA ———— MxMGA
T‘MGA
LMy A MGA
i
L? LA
MyA < A > MgA

Por lo observado F envia todas estas flechas a isomorfismos. En consecuencia F(t, ) se puede expresar
.y MgA . S . .
en términos de F(t, ¢), donde x es visto en X con graduacion trivial, y de morfismos que sélo
dependen de Ay de g € G. Esto nos dice que basta probar el caso en el cual X tiene graduacién
trivial, lo cual se deduce de la estabilidad matricial de F aplicando [CV22, Lemma 2.4.1]. <

Corolario 1.1.10. Si F: Alg® — C es un funtor matricialmente estable, entonces F(Mg(—)) resulta
G-estable. Ademas, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El funtor F es G-estable.
(11) Para cada algebra graduada A, el funtor F envia la inclusién A RN MA a un isomorfismo.

(111) Los funtores F y F(Mg(—)) son naturalmente isomorfos.

Demostracién. Probamos primero que F(M;(—)) es G-estable. Sean X e Y conjuntos graduados no
vacios y x € X. Como el tridngulo

MyA

/

A

T

My ,yA

conmuta, basta ver que F M envia morfismos de la forma ¢, a isomorfismos, es decir, que F envia
Mg, a un isomorfismo. Si llamamos inc, a la inclusion inc, : MgA — My MgA en lugar x € X, por
estabilidad matricial F(inc,) es un isomorfismo. Resta observar que si 7 y L, los isomorfismos de
algebras graduadas (1.1.8) y (1.1.9), entonces t,, = T~ ! inc, Liyl-

Pasamos ahora a las equivalencias. Que (I) implica (II) se sigue de la Proposicién 1.1.7. Si (II)
es cierto, aplicar F a t; nos provee de un isomorfismo natural F = FM, probando (III). Como la
G-estabilidad se preserva por isomorfismos naturales, que (III) implica (I) es una consecuencia de
que F M es G-estable. <o

Observacion 1.1.11. Por [ART23, Theorem 5.3], dos anillos graduados y unitales S,R son graduada-
mente Morita equivalentes si y solo si existe una graduacién d: N — G tal que My 4yS = MjyR =
MoR. En particular, los funtores G-estables son Morita invariantes en el sentido graduado.
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I.1.3. Extensiones

Una extension de dlgebras graduadas es una sucesion exacta
kS5EDQ
tal que p = coker(i), i = ker(p), y p admite una seccién £-lineal s: Q — E.

Observacion 1.1.12. Si bien no requerimos que la seccidn s en la definicién de extensién preserve las
graduaciones, la existencia de s permite conseguir una seccion graduada definiendo

§m)=s(my)q.
deG

Ejemplo 1.1.13. La extension de lazos de un algebra graduada A es

evy
QA — PA— A. £
Ejemplo 1.1.14. Sea
I'={f:NxN—->/(:|imf|<ooy(dN = 1) tal que | Supp(x,—)|,|Supp(—, x)| < N(Vx €X)} (.1.15)

el cono de Karoubi, que resulta un anillo con la suma puntual y el producto de convolucién. Notemos
que M, es un ideal de I'; definimos el anillo suspension como ¥ =I'/M,. La extension

Mo A—TA— YA (8)

es la extension de cono de A ([CT07, Section 4.7]). Notamos X" := %",

La importancia de la extension del Ejemplo 1.1.14 yace en su relacién con la K-teoria bivariante
algebraica [CT07] y su estructura de categoria triangulada: tensorizar por ¥ representa el funtor
de suspensién ([CTO07, Corollary 6.4.2] y [CT07, Section 6.5]). Més adelante generalizaremos esta
extension para que cumpla propiedades formales analogas en el contexto de la K-teoria bivariante
algebraica graduada.

I.1.4. Anillos fuertemente graduados

Un anillo unital graduado R se dice fuertemente graduado si R;R; = R,, para cada g,h € G. El
teorema de Dade [Dad80, Theorem 2.8] dice que R es fuertemente graduado si y sélo si el funtor

_. gr
R ®R1G . MOdR]G i MOdR
es una equivalencia de categorias con inversa
(—)1.: Mod¥ — Mody. .
G R 1g

Ejemplo 1.1.16. Por [Haz16, Example 1.1.16], si A es un algebra fuertemente graduada entonces
también lo es B ®, A para toda dlgebra unital graduada B.

I.1.5. Invariancia homotdpica

Una homotopia elemental graduada entre morfismos de algebras graduadas f,g: A— B es un
morfismo graduado h: A — B[t] tal que evyoh = f, ev; oh = g. Decimos que f y g son graduada-
mente homotdpicas si hay una secuencia de homotopias elementales graduadas hy,...h,: A— B[t]
tales que evyoh; = f, evy oh, = g y evy oh; = evyoh;,; para cada j. Esta nocion forma una relacion
de equivalencia que denotaremos por ~.

Dos dlgebras graduadas (unitales) Ry S son (unitalmente) graduadamente homotdpicamente
equivalentes si existen morfismos graduados (unitales) f:R— Sy g:S — Rtalesque fg~ 15y

gf ~1p.
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Definicion 1.1.17. Decimos que un funtor F: Alg®" — C es homotdpicamente invariante si envia
cada inclusién A C A[t] a un isomorfismo. Equivalentemente F es homotépicamente invariante si

f ~ g implica F(f) = F(g).

Sera necesario considerar también dos variantes mas débiles de la nocién de homotopia gradua-
da. La primer variante involucra estabilizar matricialmente. Decimos que dos morfismos graduados
f,g:A— Bsongraduadamente M,-homotdpicos sit;of,1;0g: A— M,B son graduadamente homo-
tépicos. Como para la nociéon de homotopia previamente definida, esto induce una relacién de equiva-
lencia que denotaremos por ~,, . Similarmente, tenemos una nocién de equivalencia M,-homotdpica
graduada; decimos que dos dlgebras graduadas son graduadamente M,-homotdpicamente equi-
valentes si hay una equivalencia M,-homotdpica graduada entre ellas. La segunda variante de
homotopia graduada requiere una definicion.

Definicion 1.1.18. Sea C un algebra graduada unital yA, B C C dos subalgebras. Notamos inc,: A — C
e incg: B — C a las inclusiones. Dados u,v € C dos elementos homogéneos tales que |u|[v| =1y
avua’ = aa’ para todo a,a’ € Ay uAv C B, definimos el morfismo graduado

ad(u,v): A— B, a— uav.

Si u es una unidad, escribimos ad(u) := ad(u,u™!).

Diremos que dos morfismos unitales f, g: R — S entre algebras graduadas son graduadamente
ad-homotdpicos, y notaremos f ~,q g, si existe una unidad u € S, tal que (ad(u)o f) ~ g. Si
queremos hacer explicita la unidad en cuestién, escribiremos f ~, g. La demostracion del siguiente
lema es una consecuencia de la Proposicion 1.1.20.

Lema 1.1.19. Si dos morfismos unitales graduados son graduadamente ad-homotdpicos, entonces
son graduadamente M,-homotdpicos. %

Proposicion 1.1.20. Dadas A, B, C y u,v € C como en la Definicién 1.1.18, se tiene que:
(1) todo funtor G-estable F: Alg® — C satisface F(incg ad(u,v)) = F(inc,);
(1) siB=A, uA,Av CA,y |u| = 15, entonces ad(u, v) ~y, id,.

En particular (II) implica que todo funtor F: Alg® — C que sea matricialmente estable y homotdpi-
camente invariante cumple que F(ad(u, v)) = idp()-.

Demostracién. Para demostrar (I) adaptamos [Corl1, Proposition 2.2.6]. Sea d := |u| y notemos que
|v| = d~!. La asignacién 1 — 1;, 2 — d define una graduacién en {1, 2} y por lo tanto en M,; por el
resto de la demostracion consideraremos a M, con esta graduacion en particular.

Sean U = &1 ju+€551c y V = €11V +€5351¢. Una verificacién muestra que

¢: MyA— M,C, x — UxV

es un morfismo de dlgebras graduadas bien definido. Para cada k € {1, 2}, notemos Lllf: R— MyRa
la inclusién de esquina y observemos que

¢uf =1y incg ad(u, v), Py = My(incy)ih.

Al aplicar F se obtiene que F(¢)F (If;‘) = F(M,(incy))F (Lg‘). Como F (Lg‘) es un isomorfismo pues F es
G-estable, se sigue que F(¢) = F(M,(inc,)). En consecuencia

F(Lf)F(incB ad(u,v)) =F(¢ L‘f) = F(Mz(incA)L’f) = F(Llc)F(incA).

Una vez mds apelando a la G-estabilidad, sabemos que F (L1C ) es un isomorfismo y entonces F(incg ad(u, v)) =
F(inc,). Esto concluye la prueba de i).
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Ahora supongamos que A = B, uA,Av C Ay |u| = 1. Escribiendo t;, = Lﬁ, las hipétesis nos
dicen que ¢ puede ser correstringido a un morfismo v : M,A — M,A que cumple t; =¢; ad(u,v) y
Yy = L. También nos dicen que d = 1 y por lo tanto la graduacién considerada en M,A es la usual.
Mas aun, la homotopia entre ¢; y 1, dada en [CM21, Lemma 2.1] resulta graduada. Esto implica que
11 ad(u, v) = Yy ~ Py =1ty ~ 1y, lo cual prueba (ID). <

I.1.6. Unitalizacion y mdédulos unitales

La unitalizacién de una (-algebra graduada A es el £-médulo A, = A® £ con multiplicacién
(a,k)(b,1) :=(ab+al + bk, kl) y graduaciéon (Ke)lG =A,0ly (Zg)g = A, si g # 1. Por definicién A}
es unital con unidad (0, 1), la proyeccién 7: KZ — { es un morfismo de anillos unitales, y A = ker(7).
Si A es unital, entonces A, =g AxLyvia(a,n)— (a+n-1,n).

Sea Algffr la subcategoria de ¢-algebras graduadas que son unitales y A una categoria aditiva. Un
funtor F: Algfr — A es aditivo si para cada par de (-algebras graduadas unitales R, S el morfismo
canonico F(R x S) — F(R) & F(S) es un isomorfismo. Si F es aditivo, entonces

F(A) := ker(F(A,) 255 F(0))

extiende el dominio de F a Alg® a menos de isomorfismo natural.

Si A es un anillo, un A-médulo a izquierda (resp. a derecha) M se dice unital si AM = M (resp.
MA = M). Notaremos Mod, a la categoria de A-moddulos unitales, y mod, a la subcategoria plena
generada por los que son finitamente generados.

I.1.7. Unidades locales graduadas

Definicion 1.1.21 ([AHLS18, p. 134]). Una £-algebra graduada A tiene unidades locales graduadas
si para todo conjunto finito & C A existe un idempotente homogéneo e € A tal que F C eAe.

Si vemos a un algebra como algebra graduada con la graduacién trivial, recuperamos la nocién
usual de unidades locales. Recordemos que el conjunto idem®'(A) de idempotentes homogéneos de
un algebra graduada A viene equipado con un orden parcial; concretamente, decimos que e < f si
ef =ef = e. Un conjunto de unidades locales graduadas es un subconjunto cofinal de idem?"(A).

Observacion 1.1.22. Si A es un algebra graduada con unidades locales graduadas, entonces para
todo conjunto de unidades locales % C idem$”(A) tenemos isomorfismos graduados

A = colimjgemer(a)s. eAe = colimy, 5, eAe.

Como la unitalizacion preserva colimites filtrantes, y los niicleos conmutan con colimites filtrantes
en la categoria Ab de grupos abelianos, para todo funtor F: Algfr — Ab tenemos isomorfismos

F(A) = colim,c,, F(eAe) = colim,cq, F(eAe).

I.2. K-teoria graduada

Los grupos de K-teoria de un anillo unital R son una familia de grupos abelianos {K,(R)},>o que
se construyen a partir de la categoria proj; de R-médulos finitamente generados y proyectivos. En el
0-ésimo lugar tenemos al grupo de Grothendieck de R,

Z{[P]: P € projg}
([P1+[Q]l—-[PeQ])

Mas generalmente, hay una nocién de grupos de K-teoria asociada a una familia de categorias adi-
tivas con estructura adicional llamadas categorias exactas. Esta teoria fue desarrollada originalmente

Ko(R) =
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por Quillen en [Qui73], utilizando la denominada construccion Q de Quillen. En la Seccién 11.3.2
daremos las definiciones basicas de categorias exactas. Referimos a [Sch] para una breve introduccién
a la construccién Q y la definicién de K-teoria, y a [Bith10] para un tratamiento detallado de la teoria
de categorias exactas.

Observacion 1.2.1. Dado un morfismo unital de anillos f : R — S, la extension de escalares define
un funtor projp — projs y en consecuencia morfismos de grupos abelianos K,(R) — K,(S). Si bien
esta construccion es funtorial, no lo es a nivel de categorias exactas. Esto es porque la extensién de
escalares de una composicién no es estrictamente igual a componer dos funtores de extension de
escalares.

Una forma de rectificar este problema y definir una asignacién funtorial a nivel de categorias
exactas es reemplazar proj, por otra categoria exacta P(A) que resulta equivalente. Si F(A) es la cate-
goria con objetos N, y morfismos hom(n, m) = A™*", con la composicién dada por la multiplicacién
de matrices de matrices, entonces P(A) es su completacién por idempotentes. A continuacién damos
su descripcién explicita, aunque referimos a [Weil3, I1.7] y a [Weil3, IV, Elementary Properties 6.4]
para mas detalles al respecto. Los objetos de P(A) son matrices idempotentes p € M, (A) para algun
n > 1. Informalmente, pensamos en un moédulo proyectivo y finitamente generado como la imagen
de un proyector R" — R". Dados objetos p € M, (A), ¢ € M,,,(A) un morfismo x: p — g es una matriz
X € My, (A) tal que x = qxp. La composicion esta dada por la multiplicacion de matrices, e 1, = p
para toda matriz idempotente p. Notar que esta construcciéon da una categoria equivalente a proj,
cuando A tiene unidades locales. La extensidn de escalares a lo largo de un morfismo de anillos
f: A— B se identifica, a menos de isomorfismo natural, con el funtor P(A) — P(B) que aplica f a
una matriz lugar a lugar.

Observacion 1.2.2. La K-teoria se extiende a un funtor sobre todos los anillos, unitales o no, como
en la Seccién 1.1.6. Como conmuta con colimites filtrantes de anillos unitales por lo observado
en [Weil3, IV, Elementary Properties 6.4], su extensién también lo hace. Méas aun, en loc. cit. se
afirma que la K-teoria conmuta con colimites filtrantes de categorias exactas. En particular si A tiene
unidades locales, entonces P(A) = colim,¢jgem(a) P(eAe) y luego

K, (proj,) = K. (P(A)) = K, (colim,cjgem(a) P(eAe)) = colim,cigem(a) Ki(eAe) = K, (A).

A continuacién recordaremos la definicién de K-teoria graduada para un anillo graduado R. Un
R-médulo (unital) graduado (a izquierda) es un R-médulo M equipado con una descomposicion
en suma directa de {-médulos M = P, M, que satisfacen R,M;, C My, para todo g,h € G. El
shift (o desplazamiento) de M por g € G es el médulo M[g] := M equipado con la graduacién
M[g]y = Mgp. Un morfismo R-lineal f: M — N entre médulos graduados se dice homogéneo de
grado g € G si f(My) C Ngp, para cada h € G. Diremos que es graduado si es homogéneo de grado
1. Los R-mddulos graduados forman una categoria denominada Modgr. El shift por g € G define un
endofuntor S, : Modﬁr - Modﬁr que es un isomorfismo.

Un R-moédulo graduado se dice finitamente generado si lo es como R-moédulo, y proyectivo si es
un objeto proyectivo de Modj . Por [AHLS18, Lemma 4.1] (ver también [Haz16, Proposition 1.2.15]),
si R tiene unidades locales entonces los R-médulos (unitales) graduados proyectivos son exactamente
aquellos que son proyectivos como R-médulos. Tenemos subcategorias plenas

Mod? > mod O projy

dadas por los mddulos finitamente generados y los finitamente generados y proyectivos respectiva-
mente. En ambos casos, los endofuntores de shift se restringen a estas subcategorias. Observamos
que de igual modo que en el caso no-graduado, la categoria proj]ﬁr tiene una estructura candnica de
categoria exacta dada por las sucesiones exactas cortas.

Definicién 1.2.3. La K-teoria de un K-teoria graduada K2'(R) de un algebra graduada y unital R se
define como la K-teoria de la categoria exacta projﬁr. Extendemos esta construccién a Alg® como en
la Seccién 1.1.6.
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En lugar 0, obtenemos el grupo de Grothendieck graduado de R

Z{[P]:P e projﬁr}
((P1+[Ql-[PeQl)

Nuestra referencia principal sobre anillos graduados y sus grupos de Grothendieck es [Haz16].

KS'(R) =

Ejemplo I.2.4. Si R es un algebra unital fuertemente graduada, entonces las equivalencias definidas
en la Seccién 1.1.4 inducen isomorfismos candnicos

K.(R,,) = KE(R). (1.2.5)

Los grupos de K-teoria graduada tienen estructura adicional que proviene de los funtores de
desplazamiento. En efecto, para cada g € G el funtor S, es un endomorfismo de proj]f'ir que preserva
la estructura de categoria exacta, y por lo tanto desciende a un isomorfismo Z-lineal K5 (R) — K&'(R).
Esto nos dice que los grupos de K-teoria graduada tienen una estructura natural de Z[ G ]-mddulo.

Notacion 1.2.6. Escribiremos Co, = Z para referirnos al grupo ciclico infinito con notacién multipli-
cativa, y fijaremos de aqui en mdas un generador o de C,. Notamos Z[ 0] := Z[Cy, ] a su anillo de
grupo, que es isomorfo al anillo de polinomios de Laurent.

En términos de la Notacion 1.2.6, cuando G = Z la K-teoria graduada consiste de una familia de
Z[ o ]-mddulos.

I.3. Grafos

Un grafo (dirigido) es una tupla E = (E°, E', r,s) que consiste de dos conjuntos E° de vértices y
E! de aristas junto con funciones de salida y llegada s, r: E* — E°.

Un vértice v es un pozo si s~ !(v) = @, un emisor infinito si s~ (v) es infinito, y una fuente si
r~1(v) = 0. Notamos sink(E), inf(E) y sour(E) a estos conjuntos de vértices respectivamente. Un
vértice es singular si pertenece a sing(E) = sink(E)Uinf(E), y es regular en caso contrario. Escribimos
reg(E) = E°\ sing(E). Decimos que E es regular si E° = reg(E) y esencial si es regular y ademas
sour(E) = .

Decimos que E es finito si E° y E' son conjuntos finitos, y finito por filas si no tiene emisores
infinitos.

La matriz de adyacencia (reducida) de un grafo finito por filas E es la matriz Ay € N
cuyas entradas cuentan la cantidad de aristas entre cada par de vértices,

reg(E)xE°
0

(Ap)yw=#{e€ El:s(e)=v,r(e) =w}.

En ocasiones consideraremos también la matriz de adyacencia no-reducida A € NgOXEO. Sus filas
correspondientes a vértices regulares son iguales a las de Ag, y el resto son nulas. Un camino en E
es una sucesion finita de aristas a =e; ...e, tales que r(e;) = s(e;4;) paracadai € {1,...,n—1};
la salida de a es s(a) =s(e;) y su llegada r(a) = r(e,). La longitud de a es |a| = n; consideramos
a un vértice v € E° como un camino de longitud cero que comienza y termina en v. El conjunto
de caminos de E se denotard #(E). Para cada k > 0y v,w € E°, escribiremos Eﬁw ={aeP(E):
s(@)=v,r(a)=w,|la| =k} y Ef:, =,epo Ef’w ={aeP(E):r(a) =w,|a| =k}. Recordemos que,
como #Eff,w = (Ak)v’w,

#EK = > (AK),,. (1.3.1)

veEo

Necesitaremos también distinguir si un camino termina en un vértice regular o singular; dadon >0
— n — n i
notamos ‘%H(E) - Uwereg(E) Ew y %(E) - Uuesink(E) UizO Eu‘
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1.4. Algebras de Leavitt

A un grafo E le asociamos su £-dlgebra de Leavitt L(E), la cual se define como el dlgebra cociente
del 4lgebra libre en el conjunto {v,e,e* : v € E°, e € E'} por las siguientes relaciones:

Yw=20,,V, (v,weE?), W)

s(e)e=er(e)=e, (ecEY), (E1)

r(e)e* =e*s(e) = e¥, (ecEY), (E2)

fre=204,r(e), (f,e € EY, (CK1)

v= Z ee*, (v e reg(E)). (CK2)
ecs—1(v)

Las relaciones (CK1) y (CK2) se denominan relaciones de Cuntz-Krieger.

Ejemplo 1.4.1. Sea n > 1. El grafo #,, dado por un Unico vértice v y n lazos ey, ..., e, se denomina
la rosa de n pétalos. Un céalculo directo muestra que L(Z%,,) es isomorfa al dlgebra L, definida en la
lista de Ejemplos I.1.1 a través de la asignacién v — 1, ; — Xx;, e — y;.

El libro [AASM17] es la principal referencia sobre los fundamentos de la teoria de dlgebras de
caminos de Leavitt. Referimos también al articulo [Abr15] donde se detalla la motivacién histérica que
llevé a la definicién de estas dlgebras, asi como el desarrollo de los primeros resultados fundamentales
sobre ellas.

El dlgebra de Cohn de E es el dlgebra que se obtiene dividiendo por todas las relaciones anteriores
excepto por (CK2). Hay un morfismo canénico de algebras C(E) — L(E) que es suryectivo por
definicién. Si escribimos

g =v— Y. ee (14.2)

ecs~1(v)

para cada v € reg(E) y 4 (E) :=(q, : v € reg(E)), tenemos una sucesién exacta corta
H (E) — C(E) — L(E). (%)

Por [AASM17, Proposition 1.5.11], esta es una extensién en el sentido de la Seccién 1.1.3. La
denominamos la extension de Cohn de L(E).

Un peso en un grafo E es una funcién w: E' — G. Todo peso define una graduacién en C(E)
via la asignacién |v| = 1;, le|] = w(e), |e*| = w(e)™ que hace de .#(E) un ideal homogéneo.
Por lo tanto, se tiene inducida una graduacién en L(E). Escribiremos C(E, w), L(E, w) v X (E, w)
cuando queramos enfatizar que la graduacion esta dada por w. Si no hacemos referencia a un peso,
estaremos considerando la graduacion estdndar, que es la inducida por el peso w: E! — Z que vale
constantemente 1. Es decir, la graduacién esta dada por una extension de la regla |[v| =0, [e| =1y
le*| = —1 para cada v € E?, e € EL.

Observacion 1.4.3. Si E es un grafo finito, entonces L(E) equipada con la graduaciéon estandar es
fuertemente graduada si y sélo si E no tiene pozos ([Haz13a, Theorem 3.15]).

Los siguientes dos lemas nos serdn de utilidad a lo largo de la tesis.

Lema [.4.4. Sean a y 3 dos caminos en un grafo finito E. Se tienen las siguientes identidades en in
L(E):

(D) si|al =|p], entonces a*f = 6, pr(a).
(1) sir(a)ereg(E), r(p) e sink(E) y || < |al, entonces a*ff = *a = 0.

(1) sir(a),r(B) € sink(E), entonces a*ff = 6, gr(a).
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(1v) para cada N > 0, el conjunto {xx* : x € Zy(E) U S (E)} consiste de proyecciones ortogonales
y homogéneos.

Demostracién. Es una consecuencia directa de la regla de multiplicacién en L(E) ([AASM17, Lemma
1.2.12)). <

Lema I.4.5. Sea E un grafo finito. Para cada N € N,
1= D, ad'+ D, Bp’
a€Ry(E) BEA(E)

Demostracién. Si N = 0, esto es cierto por [AASM17, Lemma 1.2.12 (iv)] lo cual a su vez es
una consecuencia directa de la regla de multiplicacidon entre caminos. El caso general se sigue
inductivamente aplicando reiteradas veces la relacion (CK2). o

La diagonal de L(E) es una sub-x-dlgebra
D(E) =spany{aa*:a € P(E)} C L(E),.

Decimos que un morfismo de algebras ¢ : L(E) — L(F) preserva la diagonal si ¢(D(E)) C D(F).
Escribiendo
L(E)o,, = span,{af™: a,f € Z,(E)} @ span,{af™: a, € 7, (E)}

D(E), = span{aa* : a € Z,(E)Ll %4 (E)},

cada algebra L(E), , es matricial —esto es, un producto de dlgebras de matrices— y D(E), es su
subalgebra diagonal. Se tienen inclusiones crecientes L(E), = UnZO L(E)on, D(E) = UnZO D(E),.

I.5. Modulos de Bowen-Franks

0
Sea E un grafo finito y Ay su matriz de adyacencia reducida. Escribiremos I € Ngeg(E)XE para la

matriz definida por I, , = &, ,,. El grupo de Bowen-Franks de E es

ZE’
(v _Zeerl(v) r(e):v ereg(E))’

BF(E) := coker(I —A}) =

y el Z[ o ]-mddulo de Bowen-Franks de E se define como

Z[cE
(v—0o Zees,l(v) r(e):v ereg(E))

BT (E) := coker(l — oA}) =

Estos invariantes tienen una estrecha relacion con la K-teoria (graduada) de dlgebras de Lea-
vitt. Citamos dos resultados en esta direccién. En ambos casos las hipdtesis pueden ser relajadas;
profundizaremos sobre este punto en el Capitulo II.

Teorema 1.5.1 ([AMPO7, Theorem 3.5]). Si £ es un cuerpo y E un grafo finito por filas, entonces
Ko(L(E)) = BI(E). o
Teorema 1.5.2 ([Haz13b, Theorem 5]). Si £ es un cuerpo y E un grafo finito sin pozos, entonces
K5 (Ly(E)) = BF 4, (E). o

El médulo BF,,(E) cuenta con mds estructura que simplemente la de Z[c ]-médulo. A continua-
cién damos las definiciones necesarias para expresar precisamente a qué nos referimos con estructura
adicional, ya que serd necesario para enunciar las conjeturas de clasificacién en la seccion siguiente.
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Definicion 1.5.3. Un Z[ o ]-mdédulo preordenado es un Z[ o ]-médulo M junto con un submonoide
distinguido M, llamado el cono positivo de M, tal que Ny[o ]M, C M,. Esto define un orden en
M dado por x < y si y —x € M,, que es invariante por la acciéon de . Un mddulo preordenado
punteado es un moédulo preordenado junto con un elemento distinguido u € M que es una unidad
de orden, es decir, tal que para todo m € M existe x € Ny[o ] que satisface m < x -u. Un morfismo de
modulos punteados preordenados f : (M,u) — (N, v) es un morfismo Z[ o ]-lineal tal que f (M) C N,

yfw)=f).

Los dos ejemplos fundamentales de modulos preordenados punteados que consideraremos en la
presente tesis son los siguientes.

Ejemplo 1.5.4. Si R es un anillo graduado, entonces su grupo de Grothendieck graduado junto con el
submonoide Kgr(L(E )); de clases de médulos proyectivos es un médulo preordenado y la clase de R
es una unidad de orden.

Ejemplo 1.5.5. El médulo de Bowen-Franks de un grafo finito E es un médulo punteado preordenado
definiendo BT, (E); = (D ,cpo Xy -V : x, € No[o]) y tomando como unidad de orden a 1j :=

ZVEEO[V]'

Antes de seguir, mencionamos que el mddulo de Bowen-Franks de un grafo sin pozos resulta
isomorfo al llamado grupo dimensional de Krieger, un invariante de la teoria de subshifts de tipo
finito; ver por ejemplo [Haz16, 3.11]. Referimos a [LM95] para una introduccidn a este drea.

I.6. Las conjeturas de clasificacion graduada de Hazrat

En [Haz13b] Hazrat conjetura que la K-teoria graduada es un invariante completo para las
algebras de Leavitt como algebras graduadas.

Conjetura 1.6.1 ([Haz13b, Conjecture 1]). Sea £ un cuerpo y sean E y F dos grafos finitos. Las
algebras L,(E) y L,(F) son graduadamente isomorfas si y sdlo si hay un isomorfismo de médulos

preordenados Kgr(Lg(E)) =, Kgr(Lg(F)) que envia [L,(E)] a [L,(F)].

Conjetura 1.6.2 ([Haz13b, Conjecture 3]). Sea £ un cuerpo. El funtor Kgr(—) de la categoria de
{-algebras de Leavitt unitales es un funtor plenamente fiel de la categoria de algebras de Leavitt
unitales médulo automorfismos interiores hacia la categoria de médulos preordenados punteados.

Dicho de otro modo, la Conjetura 1.6.2 dice que todo morfismo K¢ (L(E)) — K (L(E)) proviene
de un morfismo de algebras graduadas, y que dos morfismos de dlgebras graduadas que inducen el
mismo morfismo en Kgr deben diferir en un automorfismo interior.

En el mismo articulo Hazrat prueba la Conjetura 1.6.1 para una familia de grafos llamados
policefdlicos ([Haz13b, Definition 3.6]). Posteriormente, una version débil de la Conjetura 1.6.1
fue probada por Ara y Pardo en [AP14] para grafos esenciales. En ese mismo trabajo, los autores
muestran que la fidelidad del funtor Kgr no es cierta en general ([AP14, Example 6.7]). La plenitud
de Kgr es el principal tema de estudio del Capitulo III.
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Capitulo II

K-teoria graduada y algebras de Leavitt

En este capitulo nos concentramos en el calculo de distintas variantes de la K-teoria graduada de
algebras de Leavitt. Para ello, primero utilizaremos resultados recientes de Ara, Hazrat, Li y Sims
[AHLS18] para describir la K-teoria graduada de un algebra graduada como la K-teoria de un cierto
producto cruzado asociado al dlgebra. Veremos que tanto estos resultados como sus consecuencias se
pueden extender a las variantes hermitiana y homotépicamente invariante de la K-teoria graduada
que definimos en este capitulo. Por ultimo aplicaremos estos resultados al caso particular de las
algebras de Leavitt.

I1.1. Mddulos graduados como mddulos sobre un producto cruzado

Comenzamos el capitulo estableciendo la relacién entre médulos graduados sobre un dlgebra
graduada A y médulos sobre el dlgebra G X A := (MgA);, que se denomina su producto cruzado.
e - o .7 . / 7
Escribiremos y, X a := Y}, €, .»a@;. Con esta notacion, si a,a’ € A son homogéneos entonces

(g X )(xp X @) =8 giq - xg X ad’.

Observacion I1.1.1. En [AHLS18, Definition 2.1], se considera el producto smash A#G de un dlgebra
graduada. Una verificacién directa muestra que para la graduacién opuesta (A%'~°P), := A, (g € G),
la siguiente asignacion es un isomorfismo de algebras:

A#G — (G X AF7P)P ap, = y,1 X a.

A continuacién observaremos que si bien los productos cruzados no son unitales cuando G es
infinito, pueden describirse como una union de anillos de este tipo.

Observacion I1.1.2. Sea A un anillo graduado con unidades locales graduadas y notemos % (G) al
conjunto de subconjuntos finitos de G. Para cada conjunto de unidades locales graduadas % C A se
tiene que {yr X e : F € Z(G), e € %} es un conjunto de unidades locales de G X A.

Observacion 11.1.3. El funtor G X — preserva extensiones, pues es exacto a nivel de £-médulos. Si A
es un algebra graduada y C un dlgebra con graduacion trivial, entonces

GX(C®A)=C® (GKA)
via y, X c®a—c®(y, X a).

En [AHLS18, Proposition 2.5] Ara, Hazrat, Li y Sims prueban que si A es un anillo graduado que
tiene unidades locales graduadas, entonces existe un isomorfismo entre la categoria de A-mddulos
a izquierda graduados y unitales y la categoria de mddulos a izquierda unitales sobre el producto
smash A#G mencionado en la Observacién I1.1.1. De esta ultima observacion se desprende inme-
diatamente que tenemos isomorfismos inversos Mod5 & Mody;  ,; a continuacién los describimos
explicitamente.

17
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Teorema I1.1.4. Sea A es un anillo graduado con unidades locales graduadas, y sea % C A un
conjunto de unidades locales graduadas. Entonces existen isomorfismos inversos de mddulos unitales
a derecha

o~

¥: Mod} 2 Modg 5 40 @ (I1.1.5)
definidas del siguiente modo:

(1) Dado un A-médulo graduado M, se define ¥(M) = M como grupo abeliano, con accién
m(y, X a) :=m,a para cada g €G, a €A, y m € ¥(M).

(11) Sif: M — M’ es un morfismo graduado, entonces ¥(f) es el morfismo dado por la funcién
subyacente a f, el cual resulta G X A-lineal para la accién definida en el punto anterior.

(1) SiN es un G X A-médulo, se define ¥(N) = N como grupo abeliano, con graduacién

B(N)y = Y N(y, X )

ueY
para cada g € G, y accién ma := m(y, X a) para cadam € ®(N),, a €A.
(1v) Sif:M — N es un morfismo G X A-lineal, definimos ®(f )(m,) = f (m),.
<

Observacion I1.1.6. Como el morfismo ¥ del Teorema II.1.4 no depende del conjunto de unidades
locales graduadas % elegido, se sigue que la definicién de ¢ no depende de % .

Dado un G X A-médulo N y g € G, definimos una nueva estructura de médulo en N via
x'g (Xs EZCI)IX-(XgS Ez Cl). (I.1.7)

Notamos S g/; (N) a N con esta nueva estructura de médulo. Un cédlculo muestra entonces que S g/; se
corresponde a través de los isomorfismos del Teorema 11.1.4 con el funtor de desplazamiento S,. En
otras palabras, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Mod¥" —¥- Modg; ; 4

sgl ls;
Mod}' <—— Modg ; 4
Tanto ¥ como ® son isomorfismos, en particular, preservan objetos proyectivos. Nuestro objetivo

es utilizar estos funtores para inducir isomorfismos a nivel de K-teoria, para lo cual necesitamos una
dltima proposicion debida a Preusser.

Proposicion I1.1.8. Si A es un anillo graduado con unidades locales graduadas, entonces los funtores
(I1.1.5) envian médulos finitamente generados a mddulos finitamente generados.

Demostracion. Es un célculo directo; puede verse en la demostracién de [Pre20, Proposition 66]. <

I1.2. K-teoria graduada y productos cruzados
Tenemos ahora si todos los ingredientes para probar que la K-teoria graduada puede describirse
en términos de la K-teorfa de productos cruzados.

Teorema II.2.1. Si A es un anillo graduado con unidades locales graduadas, entonces ¥ induce un
isomorfismo K5 (A) — K,(G X A) para todo n € N,.
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Demostracion. Los funtores (I1.1.5) definen isomorfismos de las categorias projf\r Y Projg x 4- Como
G X A tiene unidades locales, pues A tiene unidades locales graduadas, se sigue que K,(G X A) =
K, (proj¢ & 4) por la Observacién 1.2.2. Si A es unital, entonces K& (A) = K*(projir) y se sigue que &
induce un isomorfismo K& (A) = K,(G X A). En el caso general A es un colimite filtrante de anillos
unitales. Sea % un conjunto de unidades locales graduadas de A. Por el caso unital y la Observacion
1.1.22 aplicadaa £ =Z y F = K¥', tenemos un isomorfismo

K& (A) = colim,eq K, (G X eAe). (I1.2.2)
Como G X — = (Mg ®, —)1,, ¥ K, preservan colimites filtrantes, el lado derecho de (11.2.2) es isomorfo
aK,(G X A). o

Observacién I1.2.3. Sea A un algebra graduada. Su producto cruzado G X A es una G-dlgebra, es
decir, viene equipado con una accién a izquierda de G por automorfismos de algebras

ag(xn X @) = ygn X a.

El funtor Sé del Teorema I1.1.4 es naturalmente isomorfo a la extension de escalares a lo largo de
a4-1. Por lo tanto, la involucién g — ¢! de G identifica la accién a derecha de G en K¥'(A) con la

accién a izquierda de G en K, (G X A) inducida por la estructura de G-algebra de A.
I1.2.1. La sucesion de seis términos y la K-teoria graduada negativa

Comenzamos con una observacidn. Sea
i p
0—-I—A—B—0

una extension de algebras graduadas. Como el funtor G X — preserva extensiones, al menos en el
caso en que p es un morfismo unital usando la sucesién de seis términos para K, y K; (ver por
ejemplo [Cor11, Theorem 2.4.1]) se obtiene se tiene una sucesion exacta

KE(I) - K¥(A) - K¥'(B) 5 K&(1) - KE'(A) — K¥(B). (I1.2.4)

El caso general se sigue del caso unital y de las propiedades formales de la extensién de K& a anillos
no necesariamente unitales.

SiT es el cono de Karoubi, entonces como se observa en [Cor11, Example 2.3.2] tenemos que
K;(T') = Ky(T') = 0. La Observacion 11.1.3 nos asegura entonces que para toda algebra graduada A
tenemos que K§ (T'A) = K¥'(TA) = 0. Aplicando (I1.2.4) a la extensién (), obtenemos isomorfismos

8r ~ 8r
K7 (ZA) = K; (A).
Esto motiva la definicién de los grupos de K-teoria graduada negativa,
KE,(A):=K5(Z"4)  (neN).

Por definicidon un extensidon como la descrita mas arriba induce una sucesion exacta larga en grados
menores a 1,

K¥(1) - K¥(A) - K¥(B) 2, K¥(1) - K5'(A) - K& (B) - K¥ (1) > K¥ (A) - K¥/(B) > - - (11.2.5)

Usando una vez mas la Observacién I1.1.3, el Teorema II.1.4 se puede extender a los grados
negativos.

Corolario I1.2.6. Si A es un anillo graduado con unidades locales graduadas, entonces K5 (A) =
K,(G X A) para todo n € Z. o
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I1.2.2. K-teoria graduada homotdpica

En esta seccion definimos una version homotdépicamente invariante de la K-teoria graduada,
siguiendo la caracterizacion de la K-teoria homotdépica KH definida por Weibel ([Wei89]) dada en
[CTO7, Proposition 8.1.1].

La extension de lazos (£) de un algebra graduada A da lugar a un morfismo de conexién

9:K¥(A) > K% (4), r<o0. (11.2.7)

El algebra de caminos PA asociada a A es homotdpicamente equivalencia al algebra nula, pues
el morfismo p(t) € PA — p(ts) € P[s] es una homotopia entre la identidad y el morfismo nulo.
Heuristicamente, una versiéon homotdpicamente invariante de K(g)r deberia enviar PA al grupo trivial
y el morfismo de conexidén (I1.2.7) a un isomorfismo. Con esta premisa, se estabiliza este morfismo
definiendo los grupos de K-teoria homotdpica graduada como

KH#(A) := colim, o K¥,.(Q""A) = colim,»( K§ (2" £"A). (11.2.8)

y KH® (A) = KH®(X"A) para cada n € N,

Corolario I1.2.9. Si A es un anillo graduado con unidades locales graduadas, entonces KHE (A) =
KH,(G X A) para todo n € Z. o

I1.3. K-teoria hermitiana graduada

A continuacion consideraremos una versién graduada de la K-teoria hermitiana. Para llegar a su
definicidn necesitaremos primero algunas generalidades sobre x-algebras graduadas y sus médulos,
asi como la nocién de categoria exacta con dualidad introducida por Schlichting en ([Sch10a]).

I1.3.1. x-algebras graduadas, modulos y el dual hermitiano

Una *-dlgebra graduada es un algebra graduada A junto con un morfismo involutivo de anillos
graduados *: A — A°P compatible con la involucion de ¢, es decir, que satisface (Aa)* = A*a* para
todo A € £ y a € A. Un morfismo de x-dlgebras graduadas es un morfismo de algebras graduadas que
respeta las involuciones. Un elemento a de una *-algebra A se dice autoadjunto si a* = a, y una
proyeccion si es un idempotente autoadjunto. Diemos que A tiene unidades locales graduadas si
admite un conjunto de unidades locales graduadas que son autoadjuntas.

Si A es una x-algebra y M un A-médulo a derecha, su dual hermitiano es el médulo a derecha

M* = {f € homy(M,A): f(xa)=a*f(x) (Va€A,x € M)}.
Supongamos que A es una *-algebra graudada. Para cada d € G, consideramos el Z-submaodulo
My :={f eM": f(Mg) CAg1q (Vg €G)}.

Si bien la suma Y ;. M siempre es directa, la inclusién Py M; C M* puede ser estricta.

Definicién I1.3.1. Sea A es una x-dlgebra graduada con unidades locales graduadas. Decimos que
un A-médulo M es finitamente presentado si existen un idempotente homogéneoe €A, n,m>1y
g15-+->8&n> N1,...,hy, € G tales que

n m
PDeAlsi] > PeAlh] > M —0
i=1 i=1

es una sucesion exacta de médulos graduados. Como en el caso no-graduado, un mddulo proyectivo
y finitamente generado es finitamente presentado.
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Proposicion 11.3.2. Si A es un anillo con unidades locales y M un A-mddulo finitamente presentado,

entonces
* *
M* =P M.
deG
En particular M* tiene una estructura de médulo graduado.

Demostracion. El enunciado es cierto para moédulos de la forma eA[g] con g € G y e idempotente
autoadjunto. En efecto, un morfismo f € (eA[g])* es de la forma f(a) = a*x con x = f(e). En
particular, el dual hermitiano en cuestion esta generado por morfismos de la forma f (a) = a*x con
x homogéneo. Cada uno de ellos pertenece a algun submédulo (eA[g])}}, con d = g !|x|. Como
homy(—,A) es exacto a izquierda y preserva sumas directas finitas, si M es finitamente presentado
entonces tenemos una sucesion exacta corta

0 — M* — P(eAlh;])* - Plealg;])".
i=1 i=1

Luego M* es el nicleo de un morfismo entre médulos graduados y, como tal, tiene una graduacion
canodnica. Una verificacion directa muestra que coincide con la del enunciado de la proposiciéon. <
I1.3.2. Categorias exactas con dualidad

Una categoria exacta es una categoria aditiva & junto con una familia de sucesiones

xLyLz (IL.3.3)

que llamaremos sucesiones exactas, sujetas a una serie de axiomas de que detallamos a continuacion.
Los morfismos i y p que formen parte de alguna sucesion exacta se dicen monomorfismos admisibles
y epimorfismos admisibles respectivamente.

(1) toda sucesion exacta (11.3.3) es un par de nucleo-contcleo, es decir i = ker(p) y p = coker(i).

B ey

X—XeoY ——

(11) toda sucesion

es exacta.
(111) las sucesiones exactas son cerradas por isomorfismos.

(1v) los monomorfismos (resp. epimorfismos) admisibles son cerrados por composicion.

(v) todo diagrama X < Z — Y admite un pushout

con i un monomorfismo admisible.

(vi) todo diagrama X — Z L Y admite un pullback

con p un epimorfismo admisible.
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Un funtor entre categorias exactas se dice exacto si envia sucesiones exactas a sucesiones exactas.

Ejemplos I1.3.4. Toda categoria abeliana es exacta, pero hay muchos ejemplos de categorias exactas
que no son abelianas. Nuestro principal interés yace en projp y projf{, con las sucesiones exactas
usuales, que son exactas pero no abelianas. Si & es exacta, entonces &°P lo es con la misma familia
de sucesiones exactas ahora vistas en &°P.

Definicion I1.3.5 ([Sch10a, Definition 2.1, Definition 3.1]). Una categoria con dualidad es una
categoria & junto con un funtor *: &°° — & y una transformacién natural n,: A — A™* que satisface
14« = M} © Na. Decimos que es una categoria exacta con dualidad si & es exacta, el funtor de
dualidad * es exacto, y ademds 7) es un isomorfismo.

Dado un anillo unital R, la categoria proj, tiene una estructura canénica de categoria exacta con
dualidad. Lo mismo sucede en el caso graduado:

Ejemplo II1.3.6. Si A es un anillo graduado con unidades locales, entonces projfzr es una categoria
exacta con dualidad considerando * el funtor asociado al dual hermitiano y es isomorfismo natural

can: M — M™, can(x)(f) = f (x).

Ejemplo I1.3.7 ([Sch10a, Section 3.5]). La categoria hiperbdlica H(&) de una categoria exacta & es
la categoria exacta con dualidad dada por H(&) := & x &°P, el funtor

B =@P), (f,8)=(f)

y el morfismo natural identidad 1 — .

Definicién 11.3.8 ([Sch10a, Definition 3.2]). Un funtor de formas F: (., *,a) — (%,*,3) en-
tre categorias con dualidad es un par (F, p) donde F: .o/ — 9B es un funtory ¢: Fx — %F una
transformacion natural que hace conmutar el siguiente diagrama:

FA —>ﬁ 25 (FA)*™

F(aA)i l«p;';

Decimos que (F, ) es no-singular si ¢ es un isomorfismo. Si (F, ¢): .o/ — By (G,y): B — € son
funtores de formas, se definen (Y x ¢), = Y40 G(p,) ¥ la composicién de (F, ¢) con (G,)) como
(GoF 4 » ).

I1.3.3. Grupos de Grothendieck-Witt

En [Sch10a, 4] Schlichting asocia a cada categoria exacta con dualidad & una familia de grupos
(GW,(&))n>o denominados grupos de Grothendieck-Witt de &. Precisaremos aqui Unicamente
propiedades formales de estos grupos. De todos modos, antes de seguir damos una descripcion
informal de su construccién. Se construye una categoria Q"& similar a la construccién Q de Quillen,
teniendo en cuenta la estructura adicional de dualidad. Se tiene luego una fibracion candnica entre
espacios clasificantes |Q"&| — |Qé&|; el espacio de Grothendieck-Witt de & es la fibra homotépica
GW (&) :=hofib(|Q"&| — |Qé&]) y los grupos de Grothendieck-Witt son sus grupos de homotopia.

Observacion 11.3.9. En [Sch10a, Definition 4.12] se observa que un funtor de formas no-singular
(F, ¢): A — B induce un morfismo entre grupos de Grothendieck-Witt. Si ademads F es un isomorfismo,
entonces por la definicién de composicién entre funtores de formas ([Sch10a, Definition 3.2]) la
inversa (estricta) F~! se puede equipar con una transformacién natural de manera que resulte un
funtor de formas no-singular y tal que F y F~! induzcan isomorfismos inversos a nivel de grupos de
Grothendieck-Witt.
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Ejemplo I1.3.10. Sea R un *-anillo con unidades locales. Los grupos K,’:(R) := GW, (projg, *, can) se
conocen como los grupos de K-teoria hermitiana de R.

Definicion I1.3.11. Sea R un *-anillo unital graduado. Se definen los grupos de K-teoria hermitiana
graduada de R como

K:Il’gr (R) := GWn(projﬁr, *, can).

La definicién puede extenderse a todos los *-anillos graduados como en la Seccién 1.1.6. Al igual
que para la K-teoria, si A es un anillo graduado con unidades locales graduadas, es un colimite filtrante
de x-anillos graduados unitales, y Kf #(A) = GW*(projir, x, can). El principal objetivo de esta seccién
es comparar estos grupos con la K-teoria hermitiana de G X A. Observamos antes de seguir que bajo
las presentes hipétesis de unitalidad sobre A, el -anillo G X A tiene unidades locales autoadjuntas,
asi que de igual manera K f(G X A) = GW,(proj; x 4, * can). En consecuencia, nuestros esfuerzos se
concentrardn en ver que la equivalencia de categorias entre médulos graduados y médulos sobre el
producto cruzado es una equivalencia entre categorias exactas con dualidad.

Lema II.3.12. Si A un *-anillo graduado con unidades locales graduadas y ¥ el isomorfismo asociado
del Teorema (II.1.4), entonces existe un isomorfismo natural

N W) —> WM
para todo médulo graduado M proyectivo y finitamente generado, que hace de

(w,n): (projf‘r, *,can) — (projg x 4, %, can)
un funtor de formas no-singular.

Demostracién. Recordemos que G X A = (MgA),,, es un x-subanillo de MgA; sea 7, ;(x) € Ala
coordenada (g,h) de un elemento x € G X A. Dados a € ¥(M*) y 8 € ¥(M)*, definimos

dx)= D gewaplxy), B)= Y. meu(BOY)

g,heG g,heG

Una verificacién directa muestra que af € U(M)*y 8’ € ¥(M*), y que el morfismo (—)*: ¥(M*) —
U(M)* es G X A-lineal con inversa (—)’.

Notemos can’ al isomorfismo natural de dualidad e proj; i 4. Para terminar debemos ver que el
cuadrado

W) gy

lI/(canM)\L l/n;,

es conmutativo. Basta ver que dado un elemento m € ¥(M) que es homogéneo como elemento
de M, los morfismos (7}, canfl,( M))(m) vy (M« ¥ (can))(m) coinciden cuando los evaluamos en cada
elemento a € ¥(M*) que es homogéneo como elemento de M*. En efecto, dados m € M, y a € M}

tenemos que

(1} canlyyp))(m)(at) = canlyypy (M) (@) = (b (m))* = (7, K a(m))* = z, X a(m)*

(- ¥(can))(m)(a) = ¥(can)(m)!(a) = x, X ¥(can)(m)(a) = x, X a(m)".
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Teorema I1.3.13. Si A es un x-anillo graduado con unidades locales graduadas, entonces los isomor-
fismos (II.1.5) inducen isomorfismos de Z[ G]-médulos

K& (A) — K'(G K A). (11.3.14)
para todo n > 0.

Demostracién. Por la Observacion I1.3.9, basta ver que hay un funtor de formas no-singular entre
proj:‘f\r Y Projg x 4 qQue sea un isomorfismo. Esto es precisamente lo que nos dice el Lema I1.3.12. ¢

I11.3.4. Involuciones libres

En este seccion observamos que la K-teoria graduada es un caso particular de la K-teoria graduada
hermitiana. Usaremos el siguiente resutlado.

Proposicion I1.3.15 ([Sch10a, Proposition 4.7]). Si & es una categoria exacta, entonces una equia-
vlencia natural GW,(H(&)) = K,.(&). o

Si A es un anillo graduado, el anillo inv(A) = A ® A°P tiene una involucién (a, b)* = (b,a) y
graduacion inv(A), :=A, GBA(;P = A, ®Ag1 compatibles. Tenemos un isomorfismo dado por

G R inv(A) — inv(G RA), x4 K (6,5) = (xg K %, Zgly| X ¥)

para cada par de elementos homogéneos x,y € A.

~

Proposicién I1.3.16. SiR es un anillo unital graduado, entonces hay un isomorfismo natural K& (R)
K™ (inv(R)).

Demostracion. Hay un isomorfismo canénico projﬁfV(R) = projlg{r X projﬁl;p, que identifica el funtor
?;V(R) con el endofuntor de proj];ger X projf;,p dado por (BQ)" = (QY,PY). Aqui

MY =homg(M,R) es el médulo dual usual. Se tiene un morfismo natural

evy: M- MY, evy(x)(f)=f(x),

de dualidad de proj

y can: projs = —s proj®.
inv(R) inv(R)

En vista de la Proposicién I1.3.15, basta ver que hay un isomorfismo natural entre los grupos de
Grothendieck-Witt de H (projf{) y (projf{r X projg,p, T, ev x ev). Tenemos equivalencias inversas

se identifica con ev X ev.

F:=id x (—)": proj§ @ proja,, «<— projs ®(projs ) : id x ()Y =: G,s
que son funtores de forma no-singulares al equiparlos con las transformaciones naturales

@:Fof=x0F, ¢pg =(lgv,evp): (QV,PV)—(Q",P)
Y:Gox=>T0G, Ypg =(evg, 1pv): (Q,PY) = (Q"Y,PY).

Let = be as in [Sch10a, bottom of page 113]; the form functor compositions (F o G, ¢ x ) and
(GoFa * ) yield

FoG=idx(—)", (o * w)(p,Q) = (eVQ, evp),
GoF =id X(—)W: (Y = ‘P)(p,Q) = (eVQV:eVPv)-

Una verificacién directa muestra que {: F o G = id, {(pg) = (1p,evy) and £: id = G o F, §pq) =
(1p,evg) son isomorfismos naturales de funtores de forma no-singualres en el sentido de [Sch10a,
Section 3.3]. Por [Sch10b, Section 2.8, Lemma 2] y [Sch10b, Section 2.10, Proposition 2] esto implica
que F y G inducen isomorfismos inversos a nivel de grupos de Grothendieck-Witt, lo cual concluye la
demostracion. <

Observacién 11.3.17. En vista de la Proposicién 11.3.16, el isomorfismo K¥ (A) = K, (G X A) del
Teorema I1.2.1 se puede obtener aplicando 11.3.13 a inv(R).
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I1.3.5. Teorema de Dade hermitiano

En esta seccidn observamos que el teorema de Dade se extiende al contexto hermitiano. Si R un
. ’ r . Y]
x-anillo graudado, las las categorias (Mod%, %, can) y (Modec ,%, can) tienen estructuras candnicas
de categorias con dualidad. Los funtores

(—)1: Mod; >Modg, .y —®g, R: Modg, — Mody (I1.3.18)
son funtores de forma al equiparlos con las transformaciones naturales

o (M) = (ML), ou(F)=Fl; (IL.3.19)
Yy:N* ®r,, R— (N ®r,, R)*, Yy(fer)(n®s)=s"f(m)r.

Habiendo dado las definiciones anteriores, podemos enunciar la versiéon hermitiana del teorema
de Dade.

Teorema I1.3.20. Sea R un *-anillo graduado unital. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) El anillo R es fuertemente graduado.

(11) Los funtores de forma dados por (I1.3.18) y (I1.3.19) son equivalencias inversas de categorias
con dualidad.

Demostracion. La versién no hermitiana del teorema nos dice que (—); y —®g, R son equivalencias
G

inversas si y s6lo si R es fuertemente graduado; una posible demostracién puede consultarse en
[Haz16, proof of Theorem 1.5.1]. Un cédlculo muestra que si R es fuertemente graduado entonces
los isomorfismos naturales (N ®ry, R); =N and M; ®ry, R = M dados en loc. cit. son isomorfismos
naturales de funtores de forma. <

Observacion 11.3.21. Si R es como en el Teorema 11.3.20, entonces la composiciéon ¥ o (— ®g,,,
R): projRIG — Pprojg x g ©s naturalmente isomorfa al funtor inducido por el morfismo de anillos

r €Ry— y, X r € G X R a través del isomorfismo natural
nM:M®R1GR—>M®R1G(GE<\R), mer—mey, Xr.

Ejemplo I1.3.22. Si R es un x-algebra graduada y unital, entonces R[G] = R ®; {[G] es un x-
algebra unital fuertemente graduada, con involucién dada por (rg)* = r*g~!. Dado que R[G]; =
DgecRy g ! =R, por el Teorema I1.3.20 tenemos que

K™ (R[G]) = K'(R).

I1.4. K-teoria graduada de algebras de Leavitt

Para concluir, en esta seccién calculamos las distintas variantes de grupos de K-teoria graduada en
el caso del algebra de Leavitt de un grafo. Esencialmente, probarmos que s6lo dependen de la K-teoria
del anillo base y del médulo de Bowen-Franks del grafo. A lo largo de esta seccién supondremos que
G = Z, fijamos un grafo E y consideramos a L,(E) con su graduacién estandar.

Definicién I1.4.1. El revestimiento de E asociado es el grafo E con vértices y aristas definidas por
E' = E! x Z. Escribimos v, = (v,k) y e, = (e, k) para cada v € E°, e € E! y k € Z. Las funciones de
salida y llegada se definen como

s(er) =s(e), rlex) =r(e)rsr-
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Notar que L(E) es una Z-dlgebra pues Z actua en E a través de la accién de multiplicacién de Z
en si mismo. En particular L(E) es una Z-élgebra. Los revestimientos nos serdn de gran utilidad por
el siguiente resultado:

Proposici(')n 11.4.2 ([Pre20, Example 7], [Pre20, Proposition 74]). Hay un isomorfismo de Z-x-
algebras L(E) 7 X L(E) determinado por las asignaciones v, — yx X V, e, = yp X ey e, —
Xie1 X € <

Teorema I1.4.3. Sea E un grafo finito por filas. Si H: Alg — Ab es un funtor matricialmente estable
y aditivo que preserva colimites filtrantes, entonces hay un isomorfismo de Z[ o ]-médulos

H(L(E)) = BF4,(E) ®7 H(0).

Demostracién. Todo grafo finito por filas es un colimite de sus subgrafos completos finitos ([AMP07,
Lemma 3.1]), por lo que podemos asumir que E es finito.

La accién de Z en E e induce un x-automorfismo de 4lgebras s: L(E) — L(E) tal que s(vy) = = Vnt1s
s(e,) = e,s1 (v € E0 e € E1). Para cada n € Ny, consideremos el subgrafo completo E, de E con
conjunto de vértices

Eg ={v.:veE’ |k|<n}.

Notar que E = Uns1 En ¥ que s se restringe a un morfismo s, : L(E,) — L(E,) para todo n > 0. En
particular L(E) = colim,,»q L(E,) y

H(L(E)) £ colimso H(L(E,)).

La accion inducida por s del lado izquierdo se traslada al lado derecho a través de la familia de
morfismos {H(s,)},>o. Como cada grafo E, es aciclico, por [AASM17, Theorem 2.6.17] (ver también
[Cor, Proposicién 2.5.1]) tenemos un isomorfismo

LENE D Mo,

vesink(E,)

Recordemos que aqui &, (E,) indica el conjunto de caminos de E,, que terminan en v. La aditividad
y estabilidad matricial de H nos aseguran luego que H(L(E,)) = Z5k(Er) ®, H({). Para concluir,
observemos que

sink(E,) = (sink(E) x {i € Z : |i| < n}) U (reg(E) x {n}),

y que el morfismo de transicién H(¢) ® ZS™En) — H(¢) ® Z5"K(Er1) viene inducido por la inclusién

Zsink(E)x{ieZ:lilSn} c Zsink(E)x{ieZ:liISn+1} y por la regla
(v,n) — Z Ap(v,w)(w,n+1) (I1.4.4)
wer(s—1{v})
en 7'8(E){"} Esto termina de probar que colimy, Z5kED) @, H(L) = BT (E) ®7 H(L). <

Corolario I1.4.5. Sea E un grafo finito por filas. Para toda x-algebra R con unidades locales y
graduacién trivial se tienen isomorfismos

KE'(L(E) ® R) = BFy0(E) ®; K,(R), KM'(L(E) ®R) = BFy(E) @, KI(R)

Demostracion. La Proposicién 11.4.2 y los Teoremas 11.2.1 y 11.3.13 nos dan isomorfismos K& (L(E) ®
R) 2 K, (L(E)®R) y K" (L(E) ®R) = K"(L(E) ® R); el resultado se sigue entonces del Teorema
[1.4.3 aplicado a los funtores K,,(—®R) y Kfll (—®R). <



Capitulo III

Levantamiento de morfismos entre
modulos de Bowen-Franks

En este capitulo nos concentraremos en la pregunta de cuando es que un morfismo de Z[c ]-
mddulos ordenados punteados BT, (E) — BF4,(F) que envia 15 a 15 proviene de un morfismo de
algebras de Leavitt L(E) — L(F). Bajo leves hip6tesis sobre £, que se satisfacen por ejemplo cuando
es un cuerpo, veremos que siempre es posible conseguir un tal levantado. Esto responde por la
afirmativa a la pregunta sobre plenitud en la Conjetura 1.6.2. A lo largo del capitulo, todos los grafos
considerados se asumiran finitos.

II1.1. Idempotentes homogéneos y equivalencia Murray-von Neumann

En esta seccion damos una interpretacion de Kgr en términos de idempotentes homogéneos que
nos sera de utilidad mas adelante.

Sea R un anillo. Dos idempotentes e, f € idem(R) se dicen Murray-von Neumann equivalentes
si existen x,y € R tales que xy = e e yx = f. En tal caso, notamos e ~ f. Esto define una
relacién de equivalencia sobre idem(R), escribimos ¥ (R) = idem(R)/ ~ para su conjunto de clases
de equivalencia. Consideramos también ¥, (R) := idem(My,R)/ ~; recordamos que la suma en
bloque de matrices hace de ¥, (R) un monoide conmutativo. Por lo observado en la Seccién 1.2, si R
tiene unidades locales entonces ¥, (R) es isomorfo al monoide de clases de isomorfismo de médulos
proyectivos y unitales (ver también [AHLS18, Section 4A]). En particular su completacién a grupo
coincide entonces con Ky(R).

Observacion II1.1.1. Dado un anillo Z-graduado y unital S, por el Teorema II.1.4 tenemos un
isomorfismo entre el monoide ¥, (Z X S) y el monoide ¥#(S) de clases de isomorfismo de médulos
graduados proyectivos y finitamente generados. En particular Kgr(S ) es la completacién a grupo de
Vo (Z X S).

Lema I11.1.2. Sea R un anillo y ¢, f, g € idem(R) tales que e, f < g. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) Existen x,y € gRg talesque xy =e, yx=f.
(11) Los idempotentes e y f son Murray-von Neumann equivalentes.

Demostracién. Como gRg C R, se sigue que (i) implica (ii). Para probar la reciproca consideramos
x,y €Rtales que xy = e, yx = f y definimos x’ = exf, y' = fye. Luego x'y’ =e, y'x' =f y
x' € eRf = geRfg C gRg, y € gRg. o

Lema II1.1.3. Si R es un anillo y g € idem(R), entonces el morfismo ¥(gRg) — ¥ (R) inducido por
la inclusién resulta inyectivo.

27
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Demostracién. Llamaremos t: gRg — MR a la inclusién en la esquina superior izquierda. Sean
e, f € gRg dos idempotentes que son Murray-von Neumann equivalentes como elementos de M,R.
Existe entonces n > 1 tal que t,(e) ~ t,(f) en M,R. Como e, f < g, se sigue que t,(e), t,(f) < t,(g).
Luego, si aplicamos el Lema I11.1.2 deben existir entonces a, b € ,,(g)(M,R)t,(g) = t,(gRg) tales
que ab =,(e), ba =1,(f). Sean x, y € gRg tales que a = ,,(x), b = t,(y). Como ¢, es inyectivo, se
sigue xy =e, yx = f, probando asi que e ~ f. <o

Corolario III.1.4. Si S es un anillo unital Z-graduado, entonces el morfismo candnico ¥ (S,) —
Yoo (Z X S) es inyectivo.

Demostracion. Basta aplicar el Lema I11.1.3 a Z X S y el idempotente g = y, X 1, observando que
So~g(Z X S)g através de s — yq KX s. o

Corolario III.1.5 (cf. [Cor22, Lemma 9.7]). Supongamos que ¢ es un cuerpo. Sean E y F dos grafos
finitos y f,g: L(E) — L(F) dos morfismos de algebras Z-graduadas. Si Kgr( = Kgr(g), entonces
para cada L > 0 existe una unidad homogénea de grado cero u; € L(E) tal que ad(u;)of y g
coinciden en D(E); = span,{xx*: x € Z; U, }.

Demostracién. En [AHLS18, Corollary 5.8] se observa que ¥® (L(F)) es un monoide cancelativo
cuando £ es un cuerpo. Luego, por la Observacion I11.1.1 y el Corolario I11.1.4, se sigue que ¥ (L(F),) —
Kgr(L(F)) es inyectivo. Usando la hipotesis se obtiene que [ f (xx*)] = [g(xx*)] en Kgr(L(F)) para
cada x € X := %; U Y, asi que existen p, € f(xx*)L(F)og(xx*), ¢, € g(xx™)L(F)f (xx*) tales
que p,q, = f (xx*), ¢, px = g(xx*). Un calculo muestra que el elemento u; := », .y q, cumple lo
pedido. <

Para todo grafo finito E, se tiene un morfismo canénico de Z[ o ]-mddulos preordenados punteados
can: BF,(E) - K& (L(E)), v—[v]. (II1.1.6)

En vista del Corolario I1.4.5, resulta un isomorfismo cuando el grupo de Grothendieck de ¢ es isomorfo
a Z; por ejemplo, esto sucede si £ es un cuerpo o mds generalmente un dominio de ideales principales.

Lema III.1.7. Sea E un grafo finito y can el morfismo (I11.1.6). Si a es un camino de longitud N € N,
en E, entonces
can(oNr(a)) = [aa*].

Demostracion. A través de la identificacion K(g)r(L(E ) = Yo (Z X L(E))T, el elemento [L(E)aa*] €
Kgr(L(E)) se corresponde con la clase del idempotente y, X aa* € Z X L(E). Por el Teorema I1.4.3,
el elemento can(o™Nr(a)) se corresponde con la clase del idempotente y,, X v € Z X L(E). Para
concluir la demostracién notamos que los elementos y, X @y y, X a* € Z X L(E) implementan una
equivalencia Murray-von Neumann entre y, X vy yo X aa*. o

II1.2. Caracterizaciones de modulos de Bowen-Franks

Comenzamos estableciendo algunos resultados generales sobre modulos de Bowen-Franks. Sea
E un grafo finito. Para cada k € Z y v € E°, ponemos v; = (v,k). Dado x = >, 0 X,V € zE’
escribiremos
x®ok= Z X,V € ZE * K},
veED
Sea V, := {u; : u € sink(E), |i| < n}U{w, : w € reg(E)} para cada n > 0, consideremos los
morfismos Z-lineales t,,: Z"» — Z"+1 via

W) =, W) = ) (A Ve

yeEO
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Tenemos asi un sistema filtrante de grupos abelianos indexados por N,. Dados dos enteros no-
negativos i < j, escribiremos (; j =t;_; o --- o(; para el morfismo de transicion. Notaremos tambien
lii = idZVi .

Como observamos en el curso de la demostracién del Teorema I1.4.3, se tiene la siguiente
caracterizacion.

Proposicion II1.2.1. Sea E un grafo finito. Se tiene un isomorfismo de Z[ o ]-médulos

BT (E) = colim(z" 2 7% -0), ave [v,] (I11.2.2)
que envia BT, (E), a colim(NgO N Ngl - )ylgay cpolvol o

Observacién I11.2.3. Sea E un grafo finito y A; € NgOXEO su matriz de adyacencia no-reducida. Para
cacdan=>1lyv,we E°, la entrada (v,w) de la matriz A’}E coincide con la cantidad de caminos de
longitud n que comienzan en v y terminan en w.

Supongamos ahora que E es regular, de manera que Ay = Ag. Bajo esta suposicién todo camino
de longitud k € N puede extenderse a uno de longitud k + 1. Por lo tanto, en un grafo regular
existen caminos de toda longitud entera no-negativa posible. De aqui se deduce que las matrices de
adyacencia de grafos regulares no son nilpotentes.

Lema III.2.4. Si E es un grafo finito y no vacio, entonces:
(D BT (E) # 0.

(11) Se tiene una sucesion exacta corta
reg(E) I_GA% EO
0 — Zlo]*¥) — Z[o]" — %Sgr(E) —— 0.

En otras palabras, el morfismo I — oA}, es un monomorfismo, y no es un epimorfismo.

Demostracién. Usaremos fuertemente el hecho de que Z[c] es un dominio integro, por lo que una
matriz cuadrada B € M, Z[ o] es un monomorfismo si y sélo si det(B) # 0, y un epimorfismo si y sélo
si det(B) es una unidad.

Veamos primero que I — o - A} no es suryectiva; supongamos que lo es y veamos que esto es
absurdo. En tal caso, por consideraciones de rango

#reg(E) =1k Z[oTes®) > rk Z[G]EO = #F°

asi que E debe ser regular, y oI — A} es cuadrada. Sea y, (o) = det(ol —A}) € Z[o] su polinomio
caracteristico. Como estamos suponiendo que ol —A% es un epimorfismo, esto implica que

det(I —0AY) = ol 4 (™) (1I.2.5)

es una unidad de Z[c]. Se sigue entonces que y, (o) también es inversible, y por lo tanto debe ser

xa,(0) = olEl, Aplicando el teorema de Cayley-Hamilton se obtiene asi que A, es nilpotente, lo cual
contradice la regularidad de E por la Observacion II1.2.3. Como el absurdo provino de suponer que
I— c7A§5 era suryectiva, hemos probado (I).

. X . ~ 0, 70 .
Ahora veamos (1), es decir, que [ —OAfE es un monomorfismo. Consideremos A € Ng *E” 1a matriz
. . . .7 . .7 0
de adyacencia no-reducida de E. Como I—0 A}, es la composicién la inclusién Z[o]e8E) — 7[ o] con
I— O'A%, basta ver que este tltimo es un monomorfismo. La igualdad (II1.2.5) se sigue satisfaciendo

al reemplazar Ay por A, lo cual en particular muestra que det(I — oA}) # 0. Esto concluye la
demostracion. <o
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Corolario I11.2.6. Si E es un grafo finito y K = Q(o’) el cuerpo de fracciones de Z[ o ], entonces
1k BT, (E) := dimg K ®,1 BT (E) = # sink(E). (I11.2.7)

<

Observacion I11.2.8. Sea E un grafo finito. Como B, (E) es un colimite filtrante, se sigue que
six € Z e y € Z'» son tales que [x] = [y] en BF4(E), entonces existen k, > n,m tales que
U k(x) =tk (¥) para todo k > ky. Mds atin: si x; € VAGH s X5 € Zv“f,yl e zVm,, .Y € AL
son tales que [x;] = [y;] para todo i € {1,..., j}, entonces existe ky > ny,...,n;,my,...,m; tal que
tn, (X)) = Lnj’k(yi) paratodo 1 <i<jyk=>k,.

Lema III.2.9. Si E es un grafo finito y
0
: 2 - %Sgr(E): c(v) = [VO],
entonces ker(cl) N NE” = 0.

Demostracion. Sea x € NFo, Por la Observacién 111.2.8, si cl(x) = 0 entonces deberiamos tener que
to,x(x) = 0 para algin k > 0. Sin embargo, los morfismos de transicién ¢; ;,; estdn dados por matrices
con coeficientes no-negativos y sin columnas de ceros. Por lo tanto ¢;, j+1(NVi) C NYi*1 para todo j > 0,
y en particular Lo’k(NVO) C N'. Se sigue entonces que to,k(x) # 0 para todo k > 0, y en consecuencia
x ¢ ker(cl). <o

Corolario II1.2.10. Sea E un grafo finito y f : L(E) — R un morfismo de &lgebras Z-graduadas.
Supongamos que £ es un cuerpo. Si Kgr( f) es un monomorfismo, entonces f es un monomorfismo.

Demostracién. Seav € E°. Como BFer(E) > [v] # 0 porel Lema I11.2.9, el hecho de que Kgr(f) sea un
monomorfismo implica que [ f (v)] = Kgr( f)([v]) esno nulo. En particular, debe ser f (v) # 0 para todo
v € E°. Concluimos observando que un morfismo con esta propiedad siempre es un monomorfismo por
el Teorema de Unicidad para Algebras de Leavitt (ver por ejemplo [AASM17, Theorem 2.2.15]). <

Definicién I11.2.11. Dado un grafo finito E, escribiremos By € Z8(E)<1e8(E) y ¢ g 75nk(E)xreg(E) pary
las matrices que se obtienen proyectando a A}, sobre los submédulos 7re8(E) y 750K(E) respectivamente,

(BE)v,w = (AE)W,V’ (CE)v,u = (AE)u,v (u € Sil’lk(E), v,we reg(E)).

En particular A x = Byx +Cpx para todo x € Z"8E) ysis(N), | s(N) ¢ zsink(E) 1  7re8(E) entonces

N N N
iy ( Z sWeoi+reoN)= Z sWeoi+ALr@ o™l = Z sWeoi+CpreoV ™ +Byreoh*l.
i=—N i=—N i=—N
(II1.2.12)
De (I11.2.12) se desprenden las siguientes identidades.

Lema I11.2.13. Sea E un grafo finito y N € N. Consideremos s‘™), ..., sN) g zsnK(E) 1 ¢ 7reg(E)  gj

N . .
X= n sWe@ol+reo ez, entonces:

O o x]=Y1 5P @o 1+ [Asr ® o] in B (E).

i=
(1) Si M = 0, entonces

N M—1
i N+m () = Z sDeol + Z CEB}]Er ® oNti+l +B}5V1r ®gN*tM,
i=—N j=0
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(i) Si M = 0, entonces

M
LN’N+M(AtEr ® O'N) = Z CEBér ® O-N+j +B2~/I+1r ® O-N+M
j=0

<o

A continuacién caracterizamos representantes de la unidad de orden canénica en BF,,(E). Para
cadan >0, sea
n = lon(lp) € Z'. (I11.2.14)

Lema II1.2.15. Sea E un grafo finito. Para cada N € N,

> i#Eiu# > #ENwy. (111.2.16)

uesink(E) i=0 vereg(E)

Demostracion. El caso N = 0 es cierto por definicién de u, y de 1, asi que podemos suponer que
N > 1. Por el Lema I11.2.13 (ii), debemos ver que #E, = (CEB]‘E_llreg(E))u para cada u € sink(E),
ie{l,...,N}yque #EN (B Lreg(r))v Para cada v € reg(E)

. . T - 0 C
Vista como endomorfismo de Z5"KE) g 718(E) 13 matriz Al tiene la forma A} = ( E )

0 Bg
0 CpBL?
(AL = B (1<i<N).

Resta notar entonces que la Ecuacién (I.3.1) puede reinterpretarse como la igualdad #E;'V =
((A)'1p),, para cada vértices w € E°. o

Inductivamente,

Lema II1.2.17. Sea E un grafo finito y N € N. Sean sV, ... sV g zsinkB) 1 ¢ zreglE) y 5 =
Z?]:_N sO @ ot + Zvereg(E) r®ol. Si[lg] = [x] en BF,(E), entonces s = 0 para todo i €
{—N,...,—1}.

Demostracion. La Observacién I11.2.8 nos dice que debe existir M € N tal que vy p(x) = to y 4y (1) =
Uy in ZYW, Por lo tanto uyyy = ty (%) = Z?I:_N s ® ol + 1y 4 (r ® o). Escribiendo P =
Vnim \ (sink(E) x {—(N + M), ...,—1}), observamos que uy_p, by p (7 ® oMy NOR-You pertenecen
a Z! para cada i no-negativo. Consecuentemente,

- N
Z s ol =uy,y — iy (r® o) —Zs(i) ® ol ezZP nzwm\P =
i=—N i=0

Esto completa la prueba. <&

II1.3. Morfismos entre modulos de Bowen-Franks

El principal resultado de esta seccion es la siguiente caracterizacion de morfismos entre médulos
de Bowen-Franks.

Proposicion I11.3.1. Sean E y F dos grafos finitos, y ¢ : BF4(E) = BF4(F) un morfismo de Z[o |-
modulos preordenados tal que ¢(1z) = 15.

Para cada Ly € Ny existen L > L, y matrices sO s s e NE xsink(F) ,ReN,
que, para cada v € E°,

EOxreg(F) tales

o([v]) = Z ZS“)[u Z Ry, [w;]. (1I.3.2)

uesink(F) i=0 wereg(F)
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Mds aun, para cada v € reg(E),w € reg(F),u € sink(F) e i € {0,...,L} tenemos las siguientes
igualdades:

#FL=>"R,,, #Fi=> S0 (IIL.3.3)
z€EO z€EO

s@ =0, s0 =40, (1<i<L), (ASP),, = RAp),, (I1.3.4)

(AER)V,W = (RAF)v,w- (I11.3.5)

Demostracion. Como ¢ preserva el orden y E° es finito, por (I11.2.2) y la Observacién I11.2.8 existen

N = L, y una familia (x,),cpo con x, € NXN tal que ¢ ([v]) = [x,] para todo v € E°. Por lo tanto,

sink(F) ~

paracadav € E° ei € {—N,...,N} existen vectores sﬁ_N), csMe N 77, € Ngeg(F) de forma

que

N
(VD= > . [Weol+[Fed"].

i=—N
De esto se sigue que
N . .
[1:1= D (D= > [ D sPeo]+[ > F o]
v€EEO i=—N vyeE° v€EEO

Usando el Lema I11.2.17, debe ser ;o sgi) = 0 para cada v € E° e i negativo. Como los coeficientes
de cada vector s‘(f) son no-negativos, obtenemos que sff) = 0 paratodov € E°i € {—N,...,—1}.
Como consecuencia, las ecuaciones descritas anteriormente se simplifican a ¢ ([v]) = Zfle[sg) ®
o'l+[F,®c"]y

N
[iy]=[1:]= > oD =D > sPeci]+[ > F o] (I11.3.6)

y€EO i=0 yeE0 yEEO

Para cada v € reg(E), aplicar el Lema I11.2.13 (i) a la ecuacién o '¢([v]) = ¢ (o~} [v]) arroja
que

N N
YW oo +[ALF, @0V =D 1> (A, P oo+ > (Ap),FreoV]l.  (113.7)
i=0

i=0 xe€E° XxX€E°

Una vez mas teniendo en consideraciéon a la Observacion I11.2.8, debe existir M > 0 de forma
que los representantes involucrados en las Ecuaciones (II1.3.6) y (II1.3.7) coinciden una vez aplicado
iy nim- Ponemos L:=N+Myr,:=BY7, € N(r)eg(F), s = CFBIJ'D?V € N(S)ink(F)
y 0 < j £ M — 1. Definimos también 5511)4 = (ssi))u yR,, = (r,), paracadav € E° w € reg(F),
u € sink(F) ei €{0,...,L}. Habiendo fijado esta notacién, usando el Lema III.2.13 conseguimos la

siguiente igualdad en Z"::
L
up = Z Z 39) ®oi+ Z r,®ck. (I11.3.8)

i=0 yeE©? y€EO

para cada v € E°

Las identidades (II1.3.3) se desprenden de comparar (I11.3.8) con (II1.2.16) aplicado a F. De igual
modo, para cada v € reg(E) obtenemos

L L
ng) ®0 !+ Cpr,® 0l +Bpr, @0 = Z Z (Ap)y sV ® ot + Z (Ap)y Ty ® 0. (II13.9)

i=0 i=0 xeE0 x€E°

Las identidades (II1.3.4) y (II.3.5) se siguen de comparar los coeficientes que acompafian a o’ para
cadai=0,...,L en ambos lados de (II1.3.9) y tomar coordenadas. o
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Corolario II1.3.10. Sean E y F dos grafos finitos y ¢ : BFg(E) — BT, (F) un morfismo de Z[o ]-
modules preordenados tal que ¢(15) = 1. Si E es regular, entonces también lo es F.

Demostracién. Por la Proposicién I11.3.1, existe una matriz S© & Ngoxsmkm tal que para cada
v € reg(E) y u € sink(F) tenemos S‘(,?g =0yl= #ES = cpo Sg)u). Como E =reg(E), la existencia
de un elemento u € sink(F) implicaria que 1 = ), 5o Sg?u) = Zzereg(E) Sz(,?u) = 0, lo que es una
contradiccion. <

Concluimos esta seccion mostrando que isomorfismos entre mdédulos de Bowen-Franks se restrin-
gen a biyecciones entre pozos.

Un vértice v de un grafo finito E se dice un punto linea si o es un pozo o existen aristas ey, ..., e,
tales que s(e;) = v, #s *(s(e;)) =1 paracadai € {1,...,n} y r(e,) € sink(E). Remarcamos que esta
definicion es equivalente a la dada en [HL20].

Observacién I11.3.11. Si E es un grafo finito y v € E° un punto linea, entonces existen i € N, y
u € sink(E) tales que v = o'u en BF g, (E).

En [HL20], los puntos lineas se caracterizan en términos del cono positivo del médulo de
Bowen-Franks (denominado monoide talentoso en loc. cit.) . Un elemento x € ’BSgr(E)+ se dice
aperiddico si el conjunto {0 x};cy es infinito y minimal si y < x implica y = x para todo y # 0. En
[HL20, Section 2.2] se pruebe que un elemento x € BF4(E), es minimal si y sélo si es un dtomo, lo
cual significa que si x =z + y para ciertos z,y = 0 entonces y =0 0z =0.

Proposicion I11.3.12 ([HL20, Lemma 5.6 ii) ]). Sea E un grafo finito. Un vértice v € E% esun punto
linea si y sélo si es un elemento minimal y aperiddico de B4, (E),.. <

Antes de probar la siguiente proposicion, observamos que si E es un grafo finito, entonces el
Lema I11.2.13 implica que sink(E) — BFg(E), u— [u ® 1] es inyectiva.

Proposicion I11.3.13. Sean E y F dos grafos finitos. Si ¢ : BT, (E) — BT, (F) es un isomorfismo
de Z[o]-mdédulos preordenados tal que ¢(1z) = 1, entonces ¢ se restringe a una biyeccion

¢ : sink(E) —> sink(F).

Demostracion. Como ¢ es un isomorfismo, por (II1.2.7) debe ser # sink(E) = rk 854, (E) = rk BF 4 (F)
# sink(F). Como en particular ¢ es inyectiva, serd suficiente ver que se restringe a una funcién
sink(E) — sink(F).

Sea x € sink(E) y, usando la Proposicién I11.3.1, escribamos

N

p)=>. > sOuecl+ > R, lweo']

i=0 uesink(F) wereg(F)

Como x es un atomo aperidédico, por la Proposicién I11.3.12, el elemento ¢ (x) debe ser un 4tomo
aperi6dico de BF,,(F),. En particular, en la anterior igualdad el lado derecho debe consistir de
exactamente un tnico sumando. Es decir, debe ser ¢(x) = [z ® o'] para ciertos z € EC e i > 0.
Usando una vez mas que ¢(x) = [z ® o'] es aperiddico, sabemos que [z ® 1] cumple las mismas
propiedades; la Proposicién I11.3.12 nos dice entonces que z debe ser un punto linea. En vista de la
Observacién I11.3.11, esto implica que [z ® 1] = [u ® o/ ] para algin u € sink(F) y j > 0.

Hemos visto asf que existe k > 0 tal que ¢(x) = [u® o*]. El mismo argumento aplicado a ¢~ y
u dice que existen x’ € sink(E) y k' > 0 tales que ¢ ' (u) =[x’ ® ak/]. Componiendo,

[x®1]= ¢ Y (¢p(x)) =[x’ ® "],

lo cual implica x’ = x y k+ k’ = 0. Por tanto k =k’ =0y ¢(x) =[u® 1], como queriamos ver. <
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Observacion II1.3.14. La demostracién de la Proposicién 111.3.13 nos dice en particular que si
¢ BTy (E) = BT, (F) es un isomorfismo de Z[o ]-mddulos preordenados que envia 15 a 1p,
entonces en la descripcion de la Proposicion 111.3.1 tenemos que R, ,, = 0, Si’u, =0y SS’H, = 0u,¢)
para todo u € sink(E), w € reg(F), u’ € sink(F) yi € {1,...,L}.

II1.4. Construccion de levantamientos

Esta seccion esta dedicada a la prueba del siguiente teorema de levantamiento sobre médulos de
Bowen-Franks y sus dlgebras de Leavitt asociadas.

Teorema II1.4.1. Sean E y F dos grafos finitos. Si ¢ : BT, (E) — BF(F) es un morfismo de
Z[ o ]-mddulos preordenados tal que ¢ (1) = 15, entonces existe un x-morfismo unital Z-graduado
¢: L(E) — L(F) que preserva la diagonal y hace conmutar el siguiente diagrama.

k(L) 9 kE @)

canT Tcan

%ggr(E) L> %ggr(F)

Demostracién. Como Ly(E) ={ ®, L(E), L,(F) ={ ®,; L(F), y todo *-morfismo entre dlgebras de
Leavitt sobre Z preserva la diagonal ([Car18, Corollary 5]), sera suficiente ver que hay un *-morfismo
unital y Z-graduado ¢ : L;(E) — L;(F) que cumple Kgr(ap) can = can¢.

Por la Proposicién I11.3.1, existen L € N, y matrices $©@, ..., s() e Ngoxsmkm, Re Ngoxreg(F) que
cumplen las Ecuaciones (II1.3.2), (I11.3.3), (II1.3.4), y (II1.3.5). Esto implica, para cada w € reg(F) y
u e sink(F), i €{0,...,L}, la existencia de particiones

Fi=| L. F=|]=, (1I1.4.2)

z2€E0 2€E0

tales que #I, , =R, ,, ¥ #)Z}; =S gll)l Maés aun, si v € reg(E) entonces Z!(V)u = ) y existen biyecciones

O leB)eesM,pen, J—,  (0<i<Ll-1), (I11.4.3)
(huille,p):ees™i(v), e, ) —{af :f €FLr(f) =uw,a €T, ), (IIL.4.4)
Eywille,a):ee sTi(v),a e Lrte)w} =, {af :feFLr(f)=w,ac L)} (I11.4.5)

Identificaremos las imagenes de estas funciones con caminos en L(F). Omitiremos los indices cuando
se puedan deducir del elemento en el cual la funcién esta siendo evaluada, concretamente &£(e, a) =

gs(e),r(a)(e; a) y Z:i(e: /3) = C;(e),r(ﬁ)(e’ /5)

Para cada v € E® y e € E!, definimos

L
)= D, Dlaat+ Y. > > pp, (I11.4.6)

wereg(F) a€l,, ,, u€sink(F) i=0 [5625’“
L
pl)= D, D eaa+ Dy > > e, (111.4.7)
wereg(F) a€ly(e)w u&sink(F) i=0 ﬂeZi

r(e),u

Veremos que estas asignaciones definen un *-homomorphism graduado. Notemos que para cada
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v € E%ye € E! tenemos que ¢(e) € L(F);, ¢(v) € L(F)y y, por el Lema 1.4.5,

T Y Y S ¥ NS S

veED wereg(F) veE? a€l, ,, uesink(F) i=0 veE0 [562]{,’u
L
D ADICE DN IDI IS
wereg(F) a€FL uesink(F) i=0 f€F!

Por lo tanto, para ver que las asignaciones (I11.4.6) y (I11.4.7) definen un %-morfismo unital graduado
es suficiente verificar las siguientes relaciones:

p(v) =), (veE? (P)

e(Me(V)=6,,9(), (v,v' € E°) 4%)

e(s(e)e(e) = p(e)p(r(e)) = p(e), (ecEY) (B)

0(g) p(e) = 6,4,.(r(e)), (g.e€EY) (CK1)

e = D wle)p(e) (v € reg(E)) (CK2)
e€s~1(v)

Las relaciones (P) y (V) son consecuencias directas del Lema 1.4.4. Nos concentramos a continuacion
en (E). Primero calcularemos ¢ (e)p(r(e)). Por el Lema 1.4.4,

N
p@e(re)= > >, &le,a A+ > > > le,p)prrt

wereg(F) a, A€, (o) uesink(F) i=0 ﬁ,yez;i(e)’u
N
= > D eaa+ Y DT> e, )BT = (o).
wereg(F) A€l (o) uesink(F) i=0 ﬁegi(e) .

Usando el Lema 1.4.4 una vez mas, vemos que ¢ (s(e))y(e) coincide con lo siguiente:

L—-1
> > M+ YL > D> e ppt (II1.4.8)

W,W’EI'eg(F) aerr(e),w’lers(e),wl LlGSiI’lk(F) i=0 /jezi ,)/GZH'I

r(e)u s(e),u

+ > > axLie, BB

uesink(F),w’ereg(F) pexl = A€l

r(e),u s(e),w’

Para un w € reg(E) fijoy a € T;(,),,, sabemos que &(e,a) = f para algin f € Flyee Ty(e)s(f)- Por
lo tanto si A € Iy, debe ser

AL E(e,a)a” =06, Afa* =08, ef a* =05, &(e,a)a™.

Similarmente, fijemos u € sink(E)y 8 € Zi(e),u. Sii < L tenemos que yy* (e, B)B* = 5},,Ci(e,ﬂ)ci(e, pIp*
i+1

s(e)u S1 1= L, entonces hay un tnico A € I,y ,» tal que AA*Z"(e, B)B* es no-nulo,
en cuyo caso resulta igual a {%(e, 3)B*. En consecuencia la Ecuacién (II1.4.8) coincide con

L
1D Eeaart > > DT Ll pIF = wle)

wereg(F) A€l (o) w uesink(F) (=0 gex!

r(e)u

paracaday € X

como quen’amos Ver.
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A continuacién probamos (CK1). En vista de (P), (V) y (E), podemos asumir sin pérdida de
generalidad que s(g) = s(e). Usando que para cada w € reg(F), u € sink(F) las funciones &), y

;(6) , son biyecciones, obtenemos las siguientes igualdades:

g(g: A')*g(e; a) = 5§(g,l),§(e,a)r(€(e; a)) = 5e,g5a,lwa (A € Fr(g),w’: a € Fr(e),w)
Cl(g, Y)*gl(e: B)= 5§i(g,y),§i(e,ﬂ)r(§l(e: B)) = 5e,g5[5,yu- (Y € Elr(g)’u“[:} € Z;‘(e),u)
Consecuentemente,
L
p(@ple)= D D Seadt+ D > > 5, BB =5,,0(r(e)).
wereg(F) A€l (o) w uesink(F) i=0 gext

r(e),u

Por ultimo, probamos (CK2). Fijemos v € reg(E). Por hipdtesis, sabemos que ES . = ¥ para todo
u € sink(F) y por lo tanto

= Y S Y XS e

wereg(F) a€ly ,, u&sink(F) i=1 [jerw
L

P IRD DI RN WD NI

wereg(F) fes—1(w) a€T,,, uesink(F) i=1 fexi |

L

IR CO RN IO 1)

wereg(F) f €s—1(w) @€, (5) uesink(F) i=1 pexi |

L

=D D> af(afy+ > > > B (II1.4.9)

feF1 acT, 5) uesink(F) i=1 fexi |

Dado e € E!, un razonamiento similar al usado para probar (E) nos dice que

L
pleple) = D, D, Eeaileay+ >, > > L(e,B) (e, )

wereg(F) a€li o) w uesink(F) i=0 ﬁezi

r(e)u

Si sumamos esta ultima expresién para cada e € s~!(v), se obtiene:

L
Z Z Z E(e,a)é(e,a)* + Z Z Z Z Cite, B)Ci(e, ). (I11.4.10)

wereg(F) ees~1(v) A€l (o) w uesink(F) i=0 ees—1(v) /jez]ir(e) .

Notemos que dado w € reg(F) y u € sink(F), estamos sumando sobre los dominios de definicion
de las biyecciones {;, , y &, , respectivamente. De esto y de (111.4.10) se sigue que

L
DUoe@eleyr=> > > af(afy+ >, > > pp

ees~1(v) z2€F0 fer~1(z) aclhy sr) uesink(F) i=1 fexi |
L
P ADIICHESDNDIDI T4
feE! a€T, if) uesink(F) i=1 ﬂEZf,,u

Esta expresion es precisamente (I11.4.9), que coincide con ¢(v); completamos asi la prueba de (CK2).
Finalmente, veamos que Kgr(go) can = can¢. Sea v € E°. Aplicando el Lema 1.4.4 obtenemos

L
KE(@)ean() =[pM]= >, Dllaal+ D> > > [Pl

wereg(F) a<T, , uesink(F) i=0 /jeZiV’u



II.4. CONSTRUCCION DE LEVANTAMIENTOS 37

Siael,,ypBe Zi’u, por el Lema I11.1.7 tenemos que [aa*] = can([r(a) 4 ]) = can([w]) y de igual
modo [ B*] = can([u;]). Por lo tanto

L
Z Z can([w;]) + Z Z Z can([u;])

wereg(F)acl, ,, uesink(F) i=0 fexi |

KE () can(v)

L
= Z #Fv,wcan([WL])+ Z Z#Zi,ucan([ui])

wereg(F) u€sink(F) i=0
L
= > Ryyean(w D+ > > s can([y]).
wereg(F) uesink(F) i=0

El dltimo término de esta cadena de igualdades coincide con (cano¢ )(v) por la Ecuacién (I11.3.2). <

Ejemplo II1.4.11. Veamos la construccion de la prueba del Teorema I11.4.1 puesta en practica en un
ejemplo concreto. Consideremos los grafos:

i € ey f
E= (.} ,  Ag=(2), F= QC.{D AF=G D
O ;

Hay un morfismo de Z[ o ]-médulos preordenados ¢ : B, (E) =, BF4r(F) determinado por 15 =

[20] = 1p = [ug] +[vo]- Poniendo L = 0, la matriz R = (1 1) € ZExF° cumple las ecuaciones de la
Proposicion I11.3.1. Existen por lo tanto particiones de los caminos de longitud L = 0 que terminan
en cada vértice regular, en concreto I, , = {u}, I, , = {v}, y biyecciones

£yt 0 X} x {u} —> {u} x {e} U v} x (£},
£yt {0 X} x (v} —> {u} x {ex} U v} x {1}

Por ejemplo, podemos tomar

gz,u(xla u) = €1, gz,u(XZa u)= fas ‘Ez,v(xla V)= €2, ‘Sz,v(XZ: V)= fi-

Para esta eleccion de biyecciones obtenemos un levantado ¢ : L,(E) — Ly(F) de ¢ determinado por:

p(1)=1, w(x1)=ej;+ey, ¢(x3) = f1 + fo.

Observacion I11.4.12. Si ¢ : BF g, (E) — BT, (F) es un isomorfismo de Z[ o ]-médulos preordenados
tal que 1 — 15 v ¢ : L(E) — L(F) un morfismo construido como en la prueba del Teorema I11.4.1,

entonces por la Observacion I11.3.14 el morfismo ¢ se restringe a una biyeccién sink(E) —> sink(F).

Observacion I11.4.13. El Corolario II1.3.10 puede obtenerse también usando el Teorema I1I.4.1.
En efecto, sea ¢ : BT, (E) — BFg(F) es un morfismo de Z[o ]-médulos preordenados tal que
¢(1g) = 1p. Si E es regular, entonces L(E) es fuertemente graduado por [Haz13a, Theorem 3.15].
Ahora bien, el Teorema I11.4.1 implica la existencia de un *-morfismo Z-graduado ¢ : L(E) — L(F)y
luego L(F) también debe ser fuertemente graduada; ver [Haz16, Proposition 1.1.15 (4)]. Usando
[Haz13a, Theorem 3.15] una vez mas, concluimos que F es regular.

Ahora exploraremos la pregunta de si existen morfismos unitales graduados ¢ : Lc(E) — Le(F)
entre algebras de Leavitt de grafos finitos donde Kgr(go) es un isomorfismo pero ¢ no lo es.
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Para ello, recordamos sucintamente algunos hechos sobre C*-dlgebras de grafos; en [AASM17,
Section 5.2] y [AT11, Sections 1-4] pueden encontrarse mas detalles. Dado un grafo E, su C*-algebra
C*(E) esta dada por una completacion de Lq(E) en una norma adecuada ([AT11, Proposition 3.1]).
Un x-morfismo entre C-3lgebras de Leavitt se extiende, completando, a un morfismo entre las
C*-algebras de grafo correspondientes ([AT11, Proposition 4.4]).

La C*-4lgebra C*(E) viene equipada con una accién del circulo S ([AT11, Definition 2.13]). Pode-
mos ver el automorfismo asociado a multiplicar por z € S! como la completacién del x-automorfismo
dado por

Ug: Le(E) = Le(E), ve—v, e—ze (veE® ecEY).

Notemos que si x € Lc(E) es un elemento homogéneo de grado k entonces ,(x) = z*x. Por tanto, un
s-morfismo graduado Lg(E) — Lc(F) resulta S'-equivariante con respecto a la accién anteriormente
definida. En particular, su completacién es un morfismo S'-equivariante C*(E) — C*(F).

Recordemos que un grafo E se dice irreducible si para cada v,w € E° existe un camino de v a w,
y no-trivial si no consiste de un Unico ciclo.

Observacion I11.4.14. Si E es un grafo irreducible y no-trivial con al menos un arista, entonces
por [AASM17, Lemma 6.3.14] y [GCNI18, Proposition 4.5 and Theorem 4.13] se sigue que D(E)
es una subdlgebra conmutativa maximal de Lo(E). En particular, si E y F son grafos irreducibles y
no-triviales con al menos un arista, y ¢ : Lo(E) — Le(F) un isomorfismo que preserva la diagonal,
entonces ¢(D(E)) = D(F). Notemos @ a la clausura de D(E) en C*(E). Lo anterior nos dice en
particular que la completacién de ¢ es un isomorfismo S'-equivariante que envia D(E) a D(F) de
forma biyectiva.

Sea 0 la categoria de Z[ o ]-mddulos preordenados punteados, y Leavitt, la subcategoria plena
de la categoria de x-algebras Z-graduadas generada por las algebras de Leavitt. Podemos consi-
derar al grupo de Grothendieck graduado como un funtor Kgr: Leavitty, — @ que envia L(E) a
(K5 (L(E), K (L(E))y, [L(EYD).

Pregunta II1.4.15. ¢Existen dos grafos finitos E y F que sean irreducibles, no-triviales, tengan al
menos un arista y cumplan con las siguientes dos condiciones?

1R

() existe un isomorfismo de Z[c ]-mddulos preordenados ¢ : BF,(E) — BT, (F) tal que 15 —
13
(1I1) no existen isomorfismos S!-equivariantes : C*(E) — C*(F) tales que @(D(E)) = D(F).
La motivacién de la Pregunta I11.4.15 proviene del Teorema I11.4.18 enunciado a continuacidn.

Las condiciones (i) e (ii) estan relacionadas con las nociones de shift equivalence y strong shift
equivalence para matrices.

Definicion I11.4.16. Dos matrices A € N§™", B € Ng**™" se dicen:

» equivalentes (sobre Nj) con retardo [ si existen matrices R € N§*™,S € Ni**" tales que
AR =RB,SA=BS,RS =A, SR=Bl;

= elementalmente equivalentes si son equivalentes con retardo 1;

= fuertemente equivalentes si estan relacionadas a través de la clausura transitiva de la relaciéon
de equivalencias elementales; es decir, si hay una sucesion de equivalencias con retardo 1 que
relacionan A con B.

Una equivalencia fuerte siempre es una equivalencia. La reciproca de esta afirmacion fue la
llamada conjetura de Wiliams y no es cierta en general; ver por ejemplo [KR99]. La relacién entre
estas nociones y los espacios de corrimiento asociados a grafos puede consultarse en [LM95, 7.2 'y
7.3].
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Por [CDOE24, Theorem 7.3 and Remark 7.5], dos grafos finitos, irreducibles y no-triviales con al
menos un arista cuyas matrices de adyacencia son equivalentes pero no fuertemente equivalentes
cumplen todas las condiciones de la Pregunta II1.4.15 con la excepcién del requerimiento de que
el morfismo ¢ sea punteado. Un ejemplo de tales grafos son los asociados a las matrices Ay B del
contraejemplo de Kim y Roush al caso irreducible de la conjetura de Williams [KR99, Section 7], que
notaremos Exg v Fxr (en [CDOE24, demostracion de Theorem 7.4] se emplea la notaciéon G, y Gy
para Exp v Fxg respectivamente). En particular de aqui surge naturalmente la siguiente pregunta:

Pregunta II1.4.17. {Existe un isomorfismo de Z[c ]-médulos preordenados BF,(Exg) - BT g (Fxr)
tal que 15 to 1p?

Notemos que responder a la Pregunta I11.4.17 por la afirmativa implica una respuesta afirmativa
para la Pregunta I11.4.15.

Teorema I11.4.18. Sila respuesta de la Pregunta I11.4.15 es afirmativa, entonces el funtor K(g)r : Leavitte
0 no refleja isomorfismos.

Demostracion. Usaremos que, sobre C, el grupo de Grothendieck graduado de un algebra de Leavitt
puede identificarse como Z[o ]-médulo preordenado punteado con el médulo de Bowen-Franks
asociado. Supongamos que existen dos grafos finitos E y F que son irreducibles, no-triviales y
cumplen las condiciones (i) y (ii) de la Pregunta II1.4.15. Entonces, por el Teorema I11.4.1, existe
un #-morfismo Z-graduado ¢: Lo(E) — Lc(F) que preserva la diagonal y cumple Kgr(cp) =¢.Sip
fuese un isomorfismo, entonces la Observacién II1.4.14 implicaria la existencia de un isomorfismo
Sl-equivariante C*(E) — C*(F) que envia D(E) a D(F), contradiciendo la condicién (ii). <

Observacion 111.4.19. Considerando las matrices A y B de [KR99, Section 7], las matrices Ry S
que implementan su equivalencia sobre Z, y el argumento de [LM95, demostracién de Theorem
7.3.6], conseguimos matrices que implementan la equivalencia de Ay B sobre N,. Concretamente,
las matrices § := S - B® y R := R - A® tienen entradas no-negativas y son tales que A'® = SR, B13 = RS,
RA = BR, AS = 3B. Identificando {1,...,7} con EI?R y FI(()R, obtenemos morfismos de Z[ o ]-mddulos
preordenados

¢: %%’gr(EKR)_)%ggr(FKR)) x— S8 X,
P %Sgr(FKR) - %Sgr(EKR): x— R x.

Recordemos ademads que estos morfismos, inducidos por la equivalencia, son isomorfismos. Para verlo
resta observar que 1) ¢ coincide con la multiplicacién por (AY)'3, que se identifica con la multiplicacién
por 013 en BF(Exg), v la situacién andloga ocurre con ¢).

Ninguno de estos isomorfismos resulta punteado. Para verlo, primero observamos que A’ y Bf
son invertibles pues tienen determinante —1. En vista de la Observacion I11.2.8, que ni ¢ ni 1) son
punteados se sigue de que ni R’ ni St fijan al vector v :=(1,1,1,1,1,1,1)’. Esto es porque ambas
matrices tienen una columna con entradas todas mayores a 1. Mas todavia, un célculo muestra que
tanto u :=S%-(1,1,1,1,1,1,1)f como v :=R"-(1,1,1,1,1,1,1)" tienen coordenadas todas mayores
al.

Se podrian considerar también las equivalencias definidas por S-B®*/ y R-A®*J para cada j € N. Los
morfismos inducidos estan dados por (B/)!S! y (A7)'R! respectivamente. Para concluir la observacion,
veamos que estos tampoco resultaran punteados.

Como Eyg v Fyg son regulares, tanto (B/)’ como (A’)! son matrices de entradas no-negativas y
sin columnas nulas. Usando una vez mds que todas las coordenadas de u y v son mayores que 1, se
sigue que (B/){S8%-(1,1,1,1,1,1,1)" = (B/)'u tiene una coordenada mayor a 1; lo mismo ocurre con
(AH)R-(1,1,1,1,1,1,1) .
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III.5. Morfismos prolijos

Para concluir el capitulo, en esta seccidn caracterizamos el tipo de morfismos obtenido en la
demostracion del Teorema II1.4.1.

Definicion II1.5.1. Decimos que un morfismo de algebras ¢ : L(E) — L(F) es prolijo si existen L > 0
y, para cada w € reg(F), u € sink(F) y i € {0, ..., L}, particiones {I},,, },cgo de FVLV y {Zli’u}veEo de Flll
junto con biyecciones (I11.4.3), (I11.4.4), y (I11.4.5) tales que (II1.4.6) y (II.4.7) se satisfacen para
todov € E®ye € EL.

Relacionaremos la nocién de morfismo prolijo con la nociéon de morfismos que preservan orden
definida a continuacién.

Definicion II1.5.2. Sea E un grafo finito. El cono positivo de L;(E) se define como el sub-x-anillo de
L,(E) dado por

PC(E) = {Z Xiai[j;k . ai,ﬁi S W(E), r(ai) = r(ﬁi), A‘i S No,n S N} .

i=1
Decimos que un morfismo de algebras ¢ : L;(E) — L;(F) preserva el orden si ¢(PC(E)) C PC(F).
Lema I11.5.3. Si E es un grafo finito y D(E) la subalgebra diagonal de L,(E), entonces

D(E)ﬂPC(E)z{ > Aaaa*:xaeNO,neNo}.

ae®, (E)L,(E)

Demostracion. Sea x € D(E)NPC(E). Como x € PC(E), podemos escribir x = A1 a1 ]+ -+ A, a1 5
para a;, 3; € @ (E) tales que r(a;) = r(f;) y coeficientes A; € Ny. Sea M € N tal que x € D(E),,.
Aplicando (CK2) de ser necesario, podemos asumir que existe N > M para el cual ; € Zy(E)UH (E)
para todo i. En particular x € D(E)y, pues N > M. Si escribimos x como una combinacién Z-lineal
de elementos yy* con y € Z(E)y U (E)y, el coeficiente ¢, € Z que acompafia a cada proyeccion
Yy* cumple

k
Cyr(}’) =r'xy = (Z 5)/,(1[5}/,@-}'1') r(y).

i=1
Por lo tanto ¢, > 0; esto completa la prueba. <

Teorema II1.5.4. Sean E y F dos grafos finitos y ¢ : L(E) — L(F) un morfismo unital de £-algebras.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El morfismo ¢ es prolijo.

(1) El morfismo ¢ es la extension escalar a lo largo de £ de un x-morfismo unital y Z-graduado
L,(E) — L;(F) que preserva el orden.

Demostracién. Laimplicacion (i) = (ii) forma parte de la demostracion del Teorema I11.4.1, probemos
la reciproca. Recordemos que por [Car18, Corollary 5] todo *-morfismo entre algebras de Leavitt sobre
Z preserva las diagonales. Como ¢ es la extension escalar de un morfismo graduado L;(E) — L, (F)
que preserva el orden, para cada e € E! deben existir caminos Qe sesOen,s Peis--wsPen, ENFY
escalares A, 1,..., A, n, € N tales que r(a, ;) = r(fe;), |a. ;| =1+B, ;| and p(e) = Z?;l Ae’iae’iﬁ:,i.
Aplicando (CK2) iteradas veces, existe N € N, tal que para todo e € E! tenemos que Bei € Zy(F)U
S (F).

Como E° es finito y est4 contenido en D(E) N PC(E), incrementado N de ser necesario el Lema
I11.5.3 nos permite escribir

p(M)= Do Agaat+ D> ApBBYL  (AywAnp €Np)

acRy(F) BeA(F)
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para todo v € E°. Como ¢ (v) es un idempotente, usando el Lema I.4.4 obtenemos que los coeficientes
Ay Y Ay p deben pertenecer a Idem(Z) = {0, 1}.

Definimos T, = {a € E¥ : 1, , = 1} para cada w € reg(E) y Zf}’u ={f e Elll : Ay p = 1} para
cada u € sink(E), i € {1,...,N}. Con esta notacion,

N
pM)= D Dladt+ > > > (IIL5.5)

wereg(E) a<l, , uesink(E) i=0 fexi |

A continuacién veremos que los conjuntos I, y i) definen las particiones buscadas. Dados dos
vértices v £V,

N
0=¢Me(N= > > ad'+ > > > B

wereg(E) a€ly, Ny, uesink(E) i=0 gexi nxi
’ ’ vu v u

yentonces I, , N[,/ , =0y Zi,u N Z}i,’u = (). Ahora, por la unitalidad de o,

1= oM=> >, Diaa’+> > izﬁﬁ*

vEEO veEO wereg(E) a€ly, ,, v€EO uesink(E) i=0 [5623,’u
N
= > D> ad+ p > > B
wereg(E) a€l J,czo Lw uesink(E) i=0 pel J,z0 T,

En consecuencia Zy(F) = | J,epo weregtr) w ¥ I (F) = Uyero uesink(e).ico,..ny Ty Intersecando

.....

; : N i N _ i _ i
esas igualdades de conjuntos con EY y E! obtenemos que EY = | | cpoTw ¥V EL = | |yepo o
respectivamente.

Fijemos ahora e € E!. Por las observaciones precedentes, podemos escribir

N
ple)= D xa'+ > > yp*

acRy (F) e (F) i=0

con x, una suma finita de caminos de longitud N + 1 y rango r(a), e ys una suma finita de caminos
de longitud |B| + 1 y rango r(f). Més todavia, como ¢(e) = ¢(e)p(r(e)), por (I11.5.5) tenemos que

0= Y Y wat XYY w

wereg(E) A€l (o) w uesink(E) i=0 gext

r(e),u

. . 1l n
Para cada a, 3 como en la igualdad anterior, escribimos x, = Zjio CajTajbaran, =0,c,; €N,y

. . . . . n
caminos distintos dos a dos v, ; € EN'! De igual forma escribimos yp= Zjio Cp,jYp,j conng =0,

J r(a)
Yp,j € E'r/(ifl;l, ¢p,j € N. Entonces
X5 X = ( Z 57a,i,ra/,jca,ica’,j) r(a)y ygyﬁ, = Z 5Yﬁ,i:Y{5’,jC/5’iC/3/’j r(B).
i€[nyl,jelng] i€[ngl,j€lng]

Como

N
prEN=pleyple)= >, D axxgad*+ > > > Byiyph”,

wereg(E) a,a’ €l uesink(E) i=0 g, p/ext

r(e)u
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necesariamente n, =ng =1yc,; =cp, =1 para todo a, 8. Luego x,, ys € Z(E) y més todavia las
asignaciones a — x, y 8 — ypg deben ser inyectivas, dado que x}x, y yg Yp deben ser nulos para

aFd yp#Ep. . .
Definimos ahora (e, @) := x, para cada a € Ty, y {'(e, ) := yp para cada § € ! de

r(e),u’
N
pl)= >, D feaa+ D>, > > Liep)p"

wereg(E) a€l o) w uesink(E) i=0 gex!

r(e),u

forma que

Observemos que ¢(s(e))&(e, a)a* serd nulo si £(e, a) no comienza en un camino de longitud N que
pertenezca a |_|W€Eo Ty(e)w»> ¥ coincidira con £(e, a)a* en caso contrario. Puesto que ¢(s(e))p(e) =
@(e), esto establece que &(e,a) € |_|W€reg(F) Tie)w X Fur(ay ¥ de forma similar que ¢N(e,B) €
[ wereg(r Tterw X Fur(p) ¥ C'(e, B) € X5 | 4y cuando [B| < N.

Podremos dar por terminada la demostraciéon una vez que veamos que, dados vértices v €
reg(E),w € reg(F), u € sink(F), las funciones

gv,w: |_| Ev,x x 1—‘x,w - |_| Fv,z X Fz,w;

x€E° zereg(F)
N . N
O L B x 3, = || TaxFay
X€EE° zereg(F)
i . i i+1 .
i | B xml, -2 (0<isN-1).
X€EE°

son biyectivas.

Ya hemos observado que para un arista fijo e € E', las funciones a — Eser(ea) y B —
{L@),r(m(e, $3) son inyectivas. De la ecuacién ¢(f)*¢(e) = 0 se desprende que si e, f € E! son aristas
distintos comenzandoenvya €I, a’ €T, entonces £, (e, a) # &, ,,(f, ). El mismo argumento
aplica para probar la inyectividad de cada funcién ¢} .

Para concluir probamos la suryectividad. Usando CK2 y (II1.5.5), el elemento ¢(v) debe coincidir
con la suma de todas las expresiones yf(yf)* con vf € UZeEo,zereg(F) I, XF,, y58 conéd €
UY, Uesink(r) Zhu Al mismo tiempo ¢(v) = 35, 1—, ¢(e)p(e)* debe coincidir con la suma de las

expresiones £(e, a)E(e, a)* y {'(e, B)C (e, B)* para cada i, a € Z(F)y, p € (F)y. Restringir estas
observaciones a los codominios apropiados implica que cada funcién es sobreyectiva. <

Ejemplo I11.5.6. Si E = % es el grafo con un tnico vértice y un tinico lazo, entonces L(E) ~ £[t, t ]
con t de grado 1y t* = t~!. Para cada N > 0, hay un tinico camino de longitud N en E, que se
corresponde bajo el anterior isomorfismo con el monomio t~. Esto implica que el inico morfismo
prolijo f : L(E) — L(E) es la identidad. En particular vemos que existen x-morfismos Z-graduados y
unitales que preservan la diagonal pero no son prolijos; por ejemplo podemos considerar el morfismo
determinado por t — —t.

Corolario III.5.7. La composicién de dos morfismos prolijos es un morfismo prolijo.

Demostracion. Las condiciones (ii) del Teorema II1.5.4 se preservan por composicion. <o



Capitulo IV

Resultados estructurales sobre la
K-teoria bivariante graduada

Este capitulo estd dedicado a probar propiedades sobre la categoria kk&" de K-teoria bivariante
algebraica graduada [Ell14], los cuales nos seran de utilidad para estudiar problemas de clasificacion
graduada para algebras de Leavitt.

IV.1. Una breve introduccion a kk8"

Una teoria de homologia escisiva para dlgebras graduadas consiste de un funtor H: Alg® — F
cuyo codominio es una categoria triangulada & y, para cada extension

K—>EDQ, &)
una eleccion de triangulo distinguido

HQ11 5 5O 2D 1ee) 29 1)

de forma que para cada morfismo entre extensiones & y &’

conmute el cuadrado

HQ[+1] — H(K)

HOH| @

HQ)[+1] —5 H(K')

Denominaremos al morfismo 8(? como el morfismo de borde (a izquierda) de H asociado a &. Un
morfismo de teorias de homologia escisivas (F, ¢) de H a H': Alg®" — ' consiste de un funtor trian-
gulado F: 7 — 7’ tal que FH = H’ y una transformacién natural ¢ : F(H(—)[+1]) — H'(—)[+1]

43
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que hace conmutar el siguiente diagrama para toda extension &:

F(HQI+1D)

\F‘(@{f’)

%o H'(K) (IV1.1)

/ag/

H'(Q)[+1]
La K-teoria bivariante graduada
j: Alg® — kk8"

es la teoria de homologia escisiva inicial con la propiedad de ser G-estable, matricialmente estable
e invariante homotdpica ([Ell14, Theorem 4.2.1]). Los objetos de kk®" son los mismos que los de
Alg® v j es la identidad en objetos. Dada un dlgebra graduada A, escribiremos frecuentemente A
para referirnos a j(A) cuando esto se deduzca del contexto. La categoria kk&" se construye a partir de
una teorfa de homologia escisiva j’: Alg® — kkajger que es inicial entre las que son matricialmente
estables y homotdpicamente invariantes pero no necesariamente G-estables ([Ell14, Section 2]). Los
objetos de kkajge son, como los de kk®', todas las £-dlgebras graduadas. De igual manera el funtor j’
es la identidad en objetos. En morfismos tenemos las siguientes definiciones:

kk®'(A, B) = kkpigss(MgA, MgB),  j(f) =" (Mgf).

En el caso en el que G es el grupo trivial kk®" coincide con la K-teoria bivariante algebraica
[CTO7], que es la teoria de homologia escisiva ji: Alg — kk inicial con respecto a la estabilidad
matricial y al invarianza homotopica.

En la Seccién IV.2 trabajaremos con la definicion explicita de los morfismos de borde en kk&" y
kkager. Salvo por este punto, nos serd suficiente en casi todo momento trabajar con la propiedad
universal de kk®', por lo que no ahondaremos detalladamente en su construccién.

Para concluir la seccién recordaremos algunos resultados de [CT07], [Ell14] y [Arn21] que nos
seran de utilidad.

Teorema IV.1.2 ([CT07, Theorem 8.2.1]). Sea A una £-algebra. Se tiene un isomorfismo
kk(£,A) = KHy(A)
natural en A. <
Teorema IV.1.3. Sea A una {-algebra graduada. Se tienen isomorfismos
kk&(0,A) = kk(L, G X A) = KHy(A) = KHE' (A).
naturales en A.

Demostracién. El primer isomorfismo se obtiene concatenando [Ell14, Theorem 7.6] junto con
[Ell14, Corollary 6.17] aplicado al subgrupo trivial de G. El segundo proviene de aplicar el Teorema
IV.1.2, y el tercero del Corolario 11.2.9. %

Los grupos KH?' (A) pueden interpretarse como aplicar kkgr(ﬂ,—) aQ"'Asin>0,yax "Asi
n<0.
Teorema IV.1.4 ([Arn21, Seccién 3.7], [AC23, Section 9]). Se tiene un isomorfismo de anillos
Z[GP]1 @ kk(L,L) — kk®' (£, L)
que envia g ® jix(1,) a m, := jly)7t o j(tg). Esto define una accién
-1 G x kk&(L,A) — kk&'(L,A), g-&=&om,

que bajo el isomorfismo kk8'(¢,A) = kk(¢,G X A) se corresponde con la inducida por la estructura
de G-algebra en G X A. o
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IV.2. Morfismos de borde

En esta seccién vamos a estudiar los morfismos de borden J, := 8(5],, de kk®&". Recordamos para
esto como se definen en kkpjger los morfismos de borde.

Sea (&) una una extension, y sean TQ el dlgebra tensorial de Q y JQ :=ker(TQ — Q) el nticleo
del morfismo counidad. Una seccién s: Q — E de p define un morfismo de algebras TQ — E, que
se restringe a su vez a un morfismo cg: JQ — K. Decimos que c, es el mapa clasificante de c,. A
menos de homotopia polinomial graduada, no depende de la seccién elegida.

En particular tenemos un morfismo ¢ 2" JQ — Q asociado a la extensién de lazos

0Q — PQ =5 Q, ()

que resulta un isomorfismo en kkp gz ([Ell14, p. 209], [CT07, Lemma 6.3.10]). El morfismo de borde
9y 1= 381:/ de (&) viene dado por un zig zag de mapas clasificantes ([Ell14, 2.6.4]):

a/

-1 %o Ce
2 :=cgoc% =0Q «—JQ —K.

Observacion IV.2.1. Observemos que, por construccién, el morfismo de borde de %, es la identi-
dad de Q. Como observamos mads arriba, si H: Alg®" — J es una teoria de homologia escisiva
matricialmente estable y homotépicamente invariante, hay un tinico morfismo (X, ¢): j’ — H. Si
bien no entraremos en detalles sobre la construccién de X, notamos que como 85’% = idg entonces

$q = (5“51;,1Q )~! para todo Q.

El morfismo de borde de una extensién (&) en kk& es un elemento d, € kk8(QQ,K) =
kkpiger(MQ2Q, MgK). Para construirlo se considera la extension

Mgi Mgp
MGK — MGE — MGQ' (MG(E’)

Su morfismo de borde en kka|gsr s una flecha 81\/4@ &' QM;Q — MgK. Para definir 9z, precomponemos
a %Gé, con el morfismo de flip 74: MgQQ — QMgQ:

Op 1= 0Oy 5 ° Tq = CMys © C;’LGQ °Tq- (1v2.2)

Nuestro primer célculo concierne a la extension de lazos.

Lema IV.2.3. Si A es un dlgebra graduada, entonces dg, = idg,.

Demostracion. Sean & = Mg £,y 9 = Ly - Siguiendo al definicion de (IV.2.2), tenemos la siguiente
igualdad en kkpjger:

3323

/ _ -1
0 MGgAOTA_CgOC@ O Thy.

Consideremos ahora el morfismo de flip 7/, : MgPA — PMA, que forma parte de un morfismo de
extensiones de & a 7:
M;QA —— M;PA —— M:A

b
La versién graduada de [CTO7, Proposition 4.4.2] (ver [Ell14, p. 205-206]), en kkpge nos provee

de la igualdad 74 o ¢y = cg4. Por lo tanto c, es un isomorfismo y c;l = c;lfgl ; esto concluye la
demostracion. <o
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Observacion IV.2.4. Sea H: Alg®" — 7 una teoria de homologia escisiva que es matricialmente
estable, homotdpicamente invariante y G-estable. En particular, sabemos que existe un tinico morfismo
de teorias de homologia escisivas (X', ¢’): j/ — H. A continuacién recordamos como construir el
morfismo tnico (X, ¢): j — H a partir de (X’, ¢’), siguiendo [Ell14, Section 4.2].

Recordemos que tenemos una transformacién natural ¢: id = M; ® — dada por las inclusiones
en la esquina asociada a 1; € G. Construimos primero el funtor X : kk8 — 7. En objetos definimos
X(A) :=X'(A). Dado un morfismo a € kk& (A, B) = kkpger(MgA, MB), se define

X(a) =X"(15) "X ()X (1p)-

La transformacién natural ¢ induce, para cada extensién (&), un morfismo de extensiones & — M;§&.
. . /I _ A/ — A/
En particular, se sigue que g 0 9, = aMGé, oo = aMcé" © T 0 lgq en kkpjger y entonces

X(35) =X'() ™' X' (G © Q)X (t0g) =X(87)-

Definiendo ¢, := qb(’2 = (3§Q)_1 se obtiene que (X, ¢) es un morfismo de teorias de homologia

escisivas. Notemos ademds que, en vista del Lema IV.2.3, esta es la Unica posibilidad para ¢; cf.
Observacion IV.2.1.

IV2.1. Extensiones de dlgebras con graduacion trivial

Sea triv: Alg < Alg® el funtor que equipa a un dlgebra A con la graduacién trivial, es decir, tal
que triv(A) = Ay triv(A); , = A. Como j otriv resulta una teoria de homologia escisiva, tal composicién
se factoriza por j de forma unica a través de un funtor triangulado (triv, ¢ ): kk — kk&. En particular

_ -1 _ A-1 s / . ..
bq = (Buiv( gQ)) = agtriv(Q) =idgq para cada dlgebra Q. Se tiene entonces el siguiente teorema.

Teorema IV.2.5. Sea triv: kk — kk®& el funtor canénico inducido por el funtor de graduacién trivial
triv: Alg < Alg®. Si & es una extension de dlgebras no-graduadas y 8é’fk su morfismo de borde en
kk, entonces triv(B(g’fk) = Op. o

Antes de seguir, caracterizamos el borde de la extensiéon de cono de ¢,
My, —>T >3,

tanto en caso graduado como no graduado.

Definicion IV.2.6. Sea sp = Doy €i+1.i €I el shift a derecha y s := [s,] su clase como elemento de

%.. Como sisg = 1y sgs; = 1 — £ 1, se sigue que s es una unidad. Sea L = sThy

Er:l—- Q%
el morfismo en kk(£,23) asociado a [L] € KH;(Z%).
Lema IV.2.7. El siguiente diagrama conmuta en kk®':

triv(&;,

¢ QX

k‘ e

Meo

En particular triv(§;) es un isomorfismo.

Demostracién. Por el Teorema IV.2.5 el funtor triv: kk — kk& es compatible con los morfismos de
borde, por lo cual podemos asumir que G es el grupo trivial. El resultado se sigue entonces de
[Cor22, proof of Lemma 11.1], que en particular dice que el borde ¢ : KH;(%) — KHy(M,) envia
[s] a [1—s350] = [1—s055] = —[e1,1] y entonces 3([L]) =[e1,]. o
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IV.2.2. Compatibilidad con productos tensoriales

En esta subseccién probamos que los morfismos de borde son compatibles con productos tenso-
riales.

Teorema IV.2.8. Si
K—-E—-Q (&)

es una extensién y A un algebra graduada, entonces el borde de la extension
K®A—-E®A—-QQ®A (E®A)
es igual a el borde de & tensorizado por A. Es decir,
Open = Op ®A.

Demostracién. Recordemos que — ® A: kk& — kk® se define usando la propiedad universal de j
como el tnico morfismo de teorias de homologia escisivas de j a H := j(— ® A). Como vimos en
la Observacion IV2.4, esto implica en particular que 9y ® A= 9} o (82(2 )™! = 054 © dg,ea- Como
Lo ® A= Zyea, se desprende del Lema IV.2.3 que £, ® A es el morfismo identidad. Esto termina la
prueba. <o

IV.2.3. Equivalencias adjuntas entre lazos y suspensiones

Como consecuencia del Lema IV.2.7, la transformacién natural
A Q¥ =id, Ay =triv(E; ) 1 ®A (IV.2.9)

es un isomorfismo. Sea flip: QX = X la premutacion entre factores del producto tensorial. Como
flip ®— es una transformacién natural, también lo es y := (flip®—)oA™~!: id = £Q. Hemos construido
entonces explicitamente pseudoinversas que exhiben el hecho de que 2 ® — y ¥ ® — son equivalencias
inversas de categorias. En particular, esto nos permite ver a Q2 como adjunto a izquierda de X
considerando a A como la counidad de una adjuncién:

Teorema IV.2.10. La transformacion natural A de (IV.2.9) es la counidad de una adjuncién cuya
unidad es is © := y 120 0 A7 o y. Explicitamente,

©p :=0,®B, 0y = (triv(E;) Lo flip@Z ® Q) o (T @ triv(£;) ® Q) o (flipotriv(E;)). (IV.2.11)

Demostracion. Esto se sigue de la caracterizacion de adjunciones en términos de identidades triangula-
res ([Riel6, Remark 4.2.7]); la construccion dual de la counidad se puede ver en [Rie16, demostracién
de Proposition 4.4.5]. <o

Similarmente, podemos usar la equivalencia natural u := A~ = triv(£ ;) ® — con inversa y ! para
construir una adjuncién en la que Q es adjunto a derecha de X:

Teorema IV.2.12. La transformacién natural u, inversa a (IV.2.9), es la unidad de una adjuncién cuya
counidad es ¢ := y~! o ZAQ o ©Qy. Explicitamente,

(5=¢®B, ¢ =(5; oflip )o(Z®E ' ®N)o (TN flipos)). (IV.2.13)

A través de los Teoremas IV2.10 y IV.2.12 obtenemos, para cada par de algebras graduadas Ay B,
isomorfismos naturales de grupos abelianos

Ry KkE(QA, B) —> kk¥'(A, B), (> T{06,, (IV2.14)

%, 5 KkS(A, $B) —> kk¥(Q4,B), > Ay 00 (IV2.15)
y ~

Upp: kk¥(ZA,B) — kk&(A,QB), {— Qlouy, (IV.2.16)

V5t Kk (A, QB) —> kk&(ZA,B), { > czoXL. (IV2.17)
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IV.2.4. Bordes a derecha
Dada una extensién (&), su borde a derecha se define como
O =—Rqi(Fg) =—%0g 0 (0 ®Q).

Observacion IV.2.18. Por el teorema V2.8, los bordes a derecha son compatibles con tensorizar en
el sentido de que S ggq = 0 ® A.

Mads adelante nos serd de utilidad el siguiente lema.

Lema IV.2.19. Sea A un algebra graduada. El morfismo de borde a derecha de la extension de cono
(R) es 0 ggq = —2incy ®A.

Demostracién. En vista de la Observacion IV.2.18, podemos asumir que A = {. En este caso, la
extension consiste de dlgebras con graduacidn trivial; por el Teorema IV.2.5 podemos entonces probar
el resultado para kk (en otras palabras, podemos asumir que G es el grupo trivial). Llamemos ¢ y &
a los bordes a izquierda y derecha de () respectivamente. De la definicién de 6 y el Lema IV2.7, se
obtiene:

5§ =—-%000,=—xinc;o(Z® &, )0 (0® %) =—Xinc; 0%y (&)

Para concluir observamos que 521 = %5, (idy) = 25 1@ (idy). <

IV.3. Algebras de suma infinita, conos y suspensiones

Un dlgebra graduada de suma es una *-adlgebra graduada y unital R junto con elementos
homogéneos x,y € R, tales que

Xx=y*'y=xx"+yy*=1.

Si x,y € Ry, hacen de R un dlgebra de suma infinita, entonces y*x = 0. Esto se sigue de
multiplicar a la izquierda por y* y a la derecha por x en la igualdad xx* + yy* = 1. De forma similar
tenemos que x*y = 0. Como consecuencia, la funcion

H:RXR—>R, aBb:=xax*+yby*

es un morfismo de algebras graduadas. Dados dos morfismos de x-algebras graduadas f,g: S — R,
escribimos f B g para referirnos al morfismo de x-dlgebras b — f(b) @ g(b).

Una x-algebra graduada de suma se dice de suma infinita si viene equipada con un morfismo
graduado (—)®°: A — A tal que HBo (id x(—)*°) = (—)°, esto es, tal que

aBa®® =a* (Va € A).

Nuestra motivacion para considerar tales algebras proviene del rol que cumplen como objetos
en kk. Adaptamos ahora algunos resultados de [CT07] sobre anillos de suma infinita al contexto
graduado.

Proposicion IV.3.1. Si B es una *-algebra graduada de suma infinita y f, g: A — B dos morfismos de
algebras graduadas, entonces j(f )+ j(g) € kk®(A,B) es igual a j(f H g).

Demostracién. Como kk®&" es una categoria aditiva y j un funtor aditivo (en el sentido de que envia
productos finitos a biproductos), es suficiente ver que el morfismo codiagonal V € kk& (B x B,B)
coincide con j(H).

Por la Proposicion 1.1.7, las inclusiones t1,t5: B — M,B de B en las esquinas superior izquierda e
inferior derecha respectivamente son enviadas a la misma flecha en kk#". Por lo tanto, si consideramos
el morfismo graduado

GZ(bl,bz)eBxBl—)(bl O)GMzB,
0 b,
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tenemos que V = j(1;) " oj(€). En particular, para probar la proposicién bastara ver que j(t;8) = j(e).
Sean x, y € By los elementos homogéneos que definen la estructura de dlgebra de suma en B, y
sea

Q= *

*

o O ®
o ox

X
Y
la matriz considerada por Wagoner en [Wag72, p. 355]. Observemos que u = Q* = Q! es un

elemento unitario de M3B que es homogéneo de grado 1 € G. Por [CT07, Lemma 4.8.3], tenemos
que

bmb’ 0 O b 0 O
u 0 0 Ofu*=|0 b O (IV3.2)
0 0 0 0 0 O

En otras palabras, si llamamos j: M;B — M5B a la inclusion en la esquina superior izquierda, la
ecuacion (IV.3.2) nos dice que ad(u) o jot; oH = j o e. Aplicando j y usando la Proposicién 1.1.20
vemos que j(J) o j(1;8) = j(J) o j(e). Para concluir observamos que j(j) es un isomorfismo por
estabilidad matricial. <o

Proposicion IV.3.3. Si A es una *-algebra de suma infinita e I <A un ideal tal que I°° C I, entonces [
es kk&-equivalente a 0.

Demostracion. Por la Proposicién 1.1.20, la matriz u considerada en la Demostracién de la Proposicién
IV.3.1 determina un *-homomorfismo graduado ad(u): MsI — M;I que representa la identidad de
MsI. El mismo argumento que en loc. cit. muestra que la restriccion B': I x I —> I de@® al es
el morfismo codiagonal de I. Como I°° C I, también podemos restringir (—)°° a un morfismo
(=) I 1 que satisface (—) = 1,8 (=)' Se sigue entonces que j((—)°°/) =j(1, 8 (=) =
j(1;) +j((—)°°/); esto muestra que j(1;) =0y por lo tanto que j(I) = 0. <

En el caso no-graduado, un ejemplo de un anillo de suma infinita es el cono de Karoubi (I.1.15).
Queremos probar un resultado similar para su analogo graduado

Iy =span,{f €Ty : lx||f (x, ¥)||y|~* constante en el soporte de f}.

Este dlgebra tiene una graduacion canénica dada por (Ty), = span,{f € Ix : |x||f G, Iy =
g si f(x,y) # 0.}. Contiene a My como ideal homogéneo; el cociente Iy /My se denotara Xi5,.

Un conjunto graduado y no vacio (X, d) con funcion de grado d: X — G se dira graduadamente
infinito si para cada g € G la fibra X, := d~!(g) es vacia o infinita.

Proposicién IV.3.4. Si X es graduadamente infinito, entonces existe una biyeccién graduada X LUX —
X.

Demostracion. SiX es graduado infinito, cada componente X, es o vacio o infinita; en cualquier caso
existen inyecciones 0, To: Xy — X, tales-que OgUT,: .X ¢UX, — X, esuna blye-cc1on. Se s1.gue c.11,1e
0 =Ugeq0, ¥ T =UgeqT, son endomorfismos del conjunto graduado X que definen una biyeccion
graduada X UX — X. <

Proposicion IV.3.5 (cf. [CTO7, Lemma 4.8.2]). Si X es graduadamente infinito, entonces Iy es una
x-algebra graduada de suma infinita.

Demostracién. En vista de la Proposicién IV.3.4, tenemos una biyecciéon X LIX — X dada por inyec-
ciones o, 7: X — X, con imagen disjunta y tales que X = im(7) L im(c). Una verificacién directa

muestra que los elementos
u= Z €o(x),x> VE Z Er(x),x
xeX xeX
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hacen de Iy una x-dlgebra de suma.
A continuacién veremos que, para cada x,y € X,

T (o(x)=1"(c(y)) < n=m, x=y. (IV.3.6)
En efecto, supongamos sin pérdida de generalidad que n = m+k para algtin k > 0. Por la inyectividad
de ™, deberiamos tener que 7¥(c(x)) = o(y). Como las im4genes de T y o son disjuntas, debe ser

k = 0 y entonces n = m. Finalmente, de la inyectividad de o se deduce que x = y.
De (IV.3.6) vemos que, para cada z € I}, se tiene un elemento bien definido de Iy dado por

2% :=Zv”uzu*(v“)*= Z Exn(o(x)x "2 " Eymn(o(y)) = Z 2(X,¥) - €xn(o(x)),en(0(y)):
n>0 n>0,x,yeX n>0,x,yeX

Por definicién z — z°° es un morfismo de dlgebras y hace de I} un dlgebra graduada de suma

infinita. <o

Ahora aplicamos la definicién de dlgebra graduada de suma infinita al andlogo graduado del
cono de Karoubi, y al dlgebra de suspensién resultante.

Corolario IV.3.7. Si X es un conjunto graduadamente infinito, entonces Iy es kk®-equivalente a 0.
Demostracién. Basta aplicar la Proposicién IV3.3 al =A=Ty. <o

Observemos que si (X, d) es un conjunto graduado no vacio, entonces
X:=XxN, d(x,n)=d(x)

es un conjunto graduadamente infinito y hay una inclusién canénica x € X — (x,0) € X.

Definiciéon TV.3.8. Sea X es un conjunto graduado tal que X;_ # @. Se define

g ._ o gr._ yo g .y
rf=rg, I¥i=%, My =Mz
Corolario TV.3.9. Sea X un conjunto graduado tal que X; , # fyseaxeX; .- La inclusion graduada
i,: k € N (x,k) € X induce monomorfismos de algebras M, < M;r, - Z)g(r, yI— F)fr que
son kk8&"-isomorfismos.

Demostracion. Como Iy = Iy = T'y X = Xy = X, los morfismos inducidos por i, definen un
morfismo entre triangulos distinguidos asociads a las respectivas extensiones de cono:

Moo S T P>
My > T2 >

La flecha vertical izquierda es una equivalencia por G-estabilidad. La flecha vertical del medio es
una kk8"-equivalencia porque tanto dominio como codominio son kk8"-equivalentes a 0. Se sigue,
usando que kk&" es una categoria triangulada, que el morfismo vertical de la derecha debe ser una
kk® -equivalencia. <o
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IV.3.1. Suspensiones graduadas
Una familia de morfismos de borde que sera de nuestro interés proviene de las extensiones de
cono graduadas. Dado un conjunto graduado X, tenemos una extension
QrF % MEF T8 5
X X X X *
Usando que la inclusion i 1nc : My — My & es un kk8'-isomorfismo, tenemos un tridngulo:

(1ncgr) 1o

ox¥ 5 My - T8 - 58, (IV.3.10)

Como F)fr = 0 en kk®" por el Corolario IV.3.7, se sigue que el morfismo (incf(r)_1 ody es un isomorfismo.
En particular, por estabilidad matricial, para cualquier x € X; tenemos un isomorfismo

(in)Todk - jG)™

¥ =qx¥ My L. (IV3.11)

- . T , . . . . . .
Describimos ahora 3)5 de forma mas explicita, al igual que lo hicimos para la extensiéon de cono
clasica.

Proposicion IV.3.12. Sea X un conjunto graduadamente infinito tal que X; , # f,yseax €X 1,- Escri-
bimos L, para la clase de 2121 €(x,),(x,i+1) €N 2?; y &1, : £ — QX para el morfismo correspondiente
al[L,]€eKH fr(for). El siguiente diagrama conmuta en kk8":

i — an¥

er
inc(e,1) \La

ME

Demostracién. El morfismo de extensiones entre (£) y (IV.3.10) dada por inclusiones, como en el
Corolario IV.3.9, se extiende a un morfismo de tridngulos distinguidos expresando E/‘f en términos
de J. La conclusion se desprende luego del Lema 1V.2.7. <

Observacion IV.3.13. Si X = % con | x| = 1, entonces X es isomorfo a N con graduacion trivial. La
inclusién inc;g(r se corresponde con la inclusion t1: £ — My, y (IV.3.10) con el tridngulo { - T — %.
. ) 3 inc;! .
Por lo tanto, el morfismo de borde (IV.3.11) es el isomorfismo QX — M., —— £ y la Proposicién

IV.3.12 prueba el Lema IV.2.7 como caso particular.

IV4. Unidades como morfismos

El propésito de esta seccidn es representar elementos de KH; y KH fr que provienen de unidades
como ciertas flechas en la categoria de K-teoria bivariante correspondiente. Primero damos una
representacion para unidades de algebras sin graduacién como morfismos en kk. Acto seguido,
usamos estos resultados para deducir una representacién en kk8 de unidades homogéneas de grado
1. en anillos fuertemente graduados.

IV4.1. El caso sin graduacion

Definicion IVi4.1. Sea & := ker(£[t,t!] SN ¢). Observemos que un morfismo £[t,t7'] — A
corresponde con la eleccién de un idempotente p := ¢(1) € Ay una unidad en pAp, concretamente
u := ¢(t). Escribimos ¢, ,, para un tal morfismo y v, , para su restriccién a .. Si A es unital y u una
unidad en A, ponemos ¢, := ¢y, y Vy i= V.
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Definiciéon IV.4.2. Sea A un dlgebra unital. Una unidad u € A* determina una clase [u] € K;(A)
que, via en morfismo candnico de comparacién, determina un elemento en KH;(A) que también
llamaremos [u]. Definimos &,: £ — € como el morfismo asociado a [u] € KH;(A) a través del
isomorfismo KH (A) ~ kk(£, QA). Como kk(£,Q(—)) ~ KH,(—), se sigue que para cualquier morfismo
no necesariamente unital entre dlgebras unitales f : R — S se tiene que

QU e&u =81 r)rrw- (IV4.3)

En particular, si A es un 4lgebra unital entonces aplicando (IV4.3) a la unidad t € {[t,t ']y a
cualquier morfismo ¢, ,,: £[t, t~!1]— A tenemos

Q((¢pu))Ee = E14p—u- (IV4.4)

En [CTO7, Section 4.10 y demostracion de Theorem 7.3.1] se muestra que v; : & — X es un
isomorfismo. Tensorizar con v; produce entonces un isomorfismo natural & ® — = ¥ ® —. Esto
permite la siguiente definicion general en kk®" (y, en particular, en kk):

Definicion IV.4.5. Sean Ay B dos dlgebras graduadas y %, p el isomorfismo (IV.2.16). Definimos

—1 *

(vL ®A) Uy p
o i= kk¥(F A, B) —— kk(TA, B) — kk(B, QA). (IV4.6)
y
p = pro(idy) =Q(v;)E]. (IV4.7)

El morfismo (IV.4.6) nos permite representar clases de unidades en KH; como clases de morfismos
de algebras en kk.

Teorema IV.4.8. Sea A un dlgebra unital. La cadena de isomorfismos naturales

kk(7,A) 22 kk(€, QA) ~ KH;(A)
envia j(v,,) ala clase de la unidad 1 —p +u € A* en KH,(A).

Demostracion. Escribamos i: & — £[t,t'] para el morfismo de inclusién. Queremos ver que
€1—p+u = Q(¢p ) © &, coincide con

Qv ()71 EL = Qp,IADQG(V )T EL

Para esto, es suficiente ver que
QQG(v) e, =&,

Afirmamos que, para concluir, basta con ver que &, se factoriza a través de 2(i). En efecto, supongamos
que existe un morfismo {: £ — Q% tal que &, = Q(i)¢. Entonces

&1 = Q3 ())& = Q((¢)UNE = Q(j(v1))E,

y al componer con Q(i)Q(j(v;))™! al lado izquierdo en ambos lados de la ecuacién obtenemos la
igualdad buscada.

Por ultimo, debemos demostrar la existencia de un tal morfismo {: £ — Q., lo cual se reduce a
probar que [t] € KH;(£[t,t™']) estd en la imagen de KH,(i). Basta verlo para K; en vez de KH;.

Consideremos los elementos x = (t—1), y = (t"!—1) de . Un calculo muestra que x y +x+y = 0,
lo cual dice que en la unitalizacién U de % el elemento x + 1;; es una unidad con inversa y + 1.
El morfismo inducido por i en K; se restringe a un morfismo entre las unidades de U y las de la
unitalizacién U’ de £[t, t™1], que envia x + 1;; a x + 1. Para terminar notamos que la identificacién
de K;(£[t,t1]) con ker(K,(U’) — K, (£)) envia t a x + 1. o



IVi4. UNIDADES COMO MORFISMOS 53

IV4.2. Unidades graudadas en anillos fuertemente graduados

Vemos a & y {[t,t~'] como 4lgebras graduadas a través de la graduacién trivial. Un morfismo
graduado {[t,t™!] — & se corresponde con un idempotente homogéneo p € A; y una unidad
u € pA;p. Empleamos la misma notacién que en la Definicién V4.1 para estos morfismos y sus
restricciones a .

Proposicion IV.4.9. Sea C un algebra, vista como dlgebra graduada con la graduacién trivial, y sea A
un algebra fuertemente graduada. Hay un isomorfismo

Kk&(C,A) = kk(C,A;,)

que envia la clase de un morfismo de algebras graduadas f : C — A a la clase de su correstriccién
fl:C — Ay,

Demostracién. Esto se sigue directamente de la demostracion de [Ell14, Theorem 6.1.4] (ver también
[AC23, Remark 8.4]) y de la versién bivariante del teorema de Dade [AC23, Theorem 10.1]. <

Combinando el Teorema IV.4.8 con la proposicién anterior, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema IV4.10. Sea A un dlgebra fuertemente graduada y unital, p € A, un idempotente y u
una unidad en pA, p. Sea ¢ : & — A el morfismo definido por 1 — p, t — u. Bajo la cadena de
isomorfismos

kkgr(Y,A) = kk(y,AlG) >~ KHl(AlG))
la flecha j(¢) tiene por imagen a [1—p + u]. <o

Para el siguiente corolario recordamos que dadas dos flechas & € kk&'(A, B), { € kk8'(C, D), su
producto tensorial se define como £ ® { :=(B®{)o(§®C)=(£®D)o(A® Q).

Corolario IV4.11. Sean R y B dos élgebras unitales graduadas y p € Ry, q € B;, dos idempotentes.
Consideremos u una unidad de R, e inc,: £ — B el morfismo que envia 1 a q. Si R es fuertemente
graduada y u es una unidad de R, , entonces £1gq ,9q = &y ® INCy.

Demostracion. El morfismo inc, define una transformacion natural id = —®B y en particular tenemos
el siguiente diagrama conmutativo:

~ Qu
¢ s Q% BN P ?

> QR
inc, lﬂZ@incq l&’ ®inc, lﬂR@incq
B

~ B .
B—" s ones —*yaveB >y oreB

Por el Teorema 1V4.10, la composicién de la fila superior es &,. La composicién por QR ® inc,
se corresponde con el morfismo KHfr(R) - KHfr(R ® B) inducido por R ® inc,; por lo tanto, la
composicién de la fila superior, seguido de la flecha vertical del extremo derecho se corresponde con
3 (R®inc,)(1),(Reinc,)(u) = 1eq,ueq- COmo muestra el diagama, esto tiene que coincidir con inc; = £ ®inc,
compuesto con £, ® B, que por definicién es &, ® inc,. <

. .7 . r T
Concluimos la seccién con algunos resultados sobre morfismos de borde de Klg a Kg .

Proposicion IV.4.12. Sea : R — S un morfismo de x-algebras suryectivo, y sea I := ker(m). Supon-
gamos que R es fuertemente graduada. Sea u € S; una unidad. Si @i € R; es una isometria parcial tal
que 7t(@1) = u, entonces el morfismo de borde J: Klgr(R) — Kgr(l) envia [u] a[1—a*1]—[1—dada*].



54 CAPITULO IV, RESULTADOS ESTRUCTURALES SOBRE kk&

Demostracion. El el caso de la K-teoria (hermitiana) no graduada, un resultado més general se prueba
en [Cor22, prueba de Lemma 11.1]; aquel argumento implica en particular que 8" : K; (R1,) = Ko(I1,)
envia [u] a [1—0*0]—[1—14d*]. La conclusion de la proposicion se obtiene del cuadrado conmutativo

Ki(Ry,) 2 Ko(I1,)

! !

K¥R) —2— K&(D)
o

Lema IV4.13. Sea X un conjunto graduado tal que X1, # (). Para cada x € X;, el morfismo de
algebras graduadas
O: S ST, o D i (IV4.14)
i>1

es una kk®& -equivalencia.

Demostracion. Por el Corolario IV.3.9, el morfismo X — Zir inducido por la inclusion N € {x} x N
es una kk®& -equivalencia. El resulto es implicado entonces por el hecho de que v; : & — 3 es una
kk& -equivalencia. <o

IV.5. Dualidad de Poincaré para algebras de Leavitt

Esta seccion esta dedicada a la demostracidn del andlogo graduado de la dualidad de Poincaré
[Cor22, Theorem 11.2]. Este resultado y sos consecuencias serdn centrales para los resultados de
clasificacion que obtendremos més adelante.

Dado un grafo finito E y un peso w: E! — G, escribiremos L, (E) para enfatizar que L(E) se
considerara como un algebra graduada con la graduacion asociada a «w (ver Seccion 1.4). Necesitamos
también la siguiente definicion.

Definicion IV.5.1. El grafo dual E, de un grafo E tiene por vértices y aristas a
E?=E°  E!={e;:ecE'}
y sus funciones de llegada y salida son

rle)=s(e), s(e)=r(e) (e€E).

Si w es un peso en E!, define un peso en E, via w(e,) = w(e).
Ahora si, procedemos a enunciar y demostrar la dualidad de Poincaré.

Teorema IV.5.2. Si E es un grafo finito y esencial y w: E' - G un peso, entonces —®, L (E) es
adjunto a izquierda de — ® L, (E,) como endofuntores de kk8". Esto es, para cada R,S € Alg®" hay
isomorfismos

kk#(R®, L, (E),S) = kk®(R,S ®, QL (E,)).

naturales tanto en R como en S.

Demostracién. Adaptamos la demostracién de [Cor22, Theorem 11.2] a nuestra situacién.

Sean & = #(E) y &, el conjunto de caminos de E de longitud positiva, ambos equipados con la
graduacion e; - - - e, — w(e;) - w(e,). Omitiremos el peso de la notacién de aqui en adelante. Dado
v € E°, notamos @ es el conjunto de caminos que comienzan en v, y &, el conjunto de caminos
que terminan en v. Ambos son conjuntos graduados vistos como subconjuntos de .
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Sea X = . LI {e}, visto como conjunto graduado con | e| = 15. Veremos a L(E,)® L(E) y a
L(E) ® L(E;) como &lgebras graduadas con la graduacién usual del producto tensorial Tenemos
morfismos p;: L(E,) — X5, po: L(E) — X3 dados por

pl(et)z Z gae,a ) p2(6)= Z Eea,a ]

AEZy(e) a2 (@)

Componiendo con el morfismo canénico %5 — %%, obtenemos un morfismo graduado p: L(E,) ®
L(E) —» X¥. Sea

gr
aX

ki QLE)®L(E) > (,  x:=0L(E)® L(E) > axf 25 ¢.
Tensorizar por k a la derecha define un morfismo natural
kk®(R,S ® QL(E;)) — kk®'(R® L(E),S), E—(S®K)o(E®L(E)). (IvV.5.3)

En la otra direccidn, consideramos elementos u = ZeeEl e®e;yp= ZVGEO veven (L(E)®L(E)),-
Puesto que uu* = u*u = p, el elemento u; = u+ 1 —p define una unidad homogénea de grado 1;
en L(E) ® L(E,) y tenemos entonces un morfismo inducido v, : & — L(E) ® L(E,). Por el Lema
V4.8, el morfismo &, € kk®(£,QL(E) ® L(E,)) asociado a [u;] € KHfr(L(E) ® L(E,)) es igual a
P 1E)eLE) (Ve ) = v, )p. Consideramos luego la composicién
Qvy =

V=057 —508L(E)® L(E,) — L(E) ® QL(E,), (IV5.4)

que define un morfismo natural

kk¥(R® L(E),S) — kk®(R,S ® QL(E,)), &~ (E®QL(E,))o(R® V). (IV5.5)

Al igual que en el caso no-graduado, para ver que (IV.5.3) y (IV.5.5) son biyecciones es suficiente
probar que (x ® QL(E,)) o (QL(E,)® V) y (L(E) ® k) o (V ® L(E)) son isomorfismos en kk&. Ambos
casos se adaptan de forma similar; indicamos como se hace en el caso de la primera composicién.
Definimos ¢: & ® L(E,) — Z}g(r ® L(E,) como la restriccion de

[t t T I L(E) > E¥ @ L(E), s®1—(p®1)(w), 1®x—pi(x)®1
y consideramos las siguientes permutaciones de tensores:
(243): QL(E,) ® QS — Q®Q® & ® L(E,);
(23): 0@ Qe 8 L(E,) — Q5¥ @ QL(E,).
La composiciéon (k @ QL(E,)) o (QL(E,) ® V) coincide entonces con:

QL(E, 23)0(28087)o(243 25 ®QL(E,)
QL(E) %, o1(E,) @ Q. LR, 058 g QL(E,) S QL(E,).

Por lo tanto, para ver que (k ® QL(E,)) o (2L(E,;) ® V) es un kk®"-isomorfismo basta probar que ¢ lo
es. Para demostrar esto ultimo, definimos como en el caso no-graduado el *-homomorfismo

d:L(E;)— @ 2}g>rv; € — Z Eqe,a-

0
vEE aG.@S'(’e)
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Notar que J se extiende a un x-homomorfismo C(E,) — @, cpo Fg%\v, el cual a su vez se restringe al
isomorfismo candnico # (E;) ~ P, cpo Mp». Se tienen luego morfismo de tridngulos distinguidos

¢E° y ¢E > L(E,) ——— 5F’
Lo L
H(E,) — C(E,) —> L(E,) — XA (E,) (IV.5.6)

I ! I L

@veEO Mﬂv — @VEEO ng — @VEEO Zlgfv % Z@VEEO MQ’"

Consecuentemente, el morfismo de borde L(E,) — X% (E) se corresponde con la clase de & en
kk®& y tenemos un tridngulo

0 inc 2
(5 S LE)S P 5.

vEEY

. r . .7 o L. .
Tensorizando con & y Z§ respectivamente, obtenemos a su vez dos triangulos distinguidos en kk&".
Para concluir que ¢ es un isomorfismo, completaremos el siguiente diagrama a un morfismo de
triangulos distinguidos, donde todas las flechas punteadas sean isomorfismos:

y@:eEO Lo » @ L(E,) 222 & @ Pyepo T2,
- . 1, (IV5.7)
\V

|
'

gr . gr
%y ®inc Iy ®d

e t" X s¥L(E) —— =¥ @ Pyep =5

Primero construiremos el morfismo de la izquierda usando el morfismo 6 definido en (IV.4.14).
SeaT; = 6 ®£E0, que es un isomorfismo por el Lema IV4.13. Veremos ahora que {(S ® inc) = (Zir ®
inc) o Yy. Por aditividad, serd suficiente ver que estas composiciones coinciden en cada factor & ® v.
En vista del Lema IV4.8, esto se reduce a verificar que 1—0x(1)®v+60x(t)®@vy1—-{(1®v)+{(t®V)
representan la misma clase en KH fr(E}g{r ® L(E,)). Como en el caso no graduado, eso se sigue de un
calculo explicito, usando la Proposicion IV4.12 y el hecho de que, en este caso particular, el morfismo
de borde 7 : KH;"’r(Zl}f";r ® L(E,)) — Kng(L(Et)) es un isomorfismo.

Ahora construimos la flecha punteada de la derecha. Sea 7 := £{t,t* : t*t = 1}, con |t| = 1.
Recordemos que hay un isomorfismo Mo, = ker(t < £[t,t*]) que envia €11 to 1 —tt*. Al igual
que en el caso no graduado, la restriccién de ¢’ a £[t,t71]® 1 c {[t,t7 1] ® L(E,) se extiende a un
morfismo graduado Cir — Z§r ® L(E,). Sea 7 := ker(t SNy ). Consideremos luego el siguiente
morfismo de tridngulos distinguidos:

Moo L(E,) —> 74 ®L(E,) —— & ® L(E,) ———> M, L(E,)

| fouwr ]
Moo L(E;) — T® L(E,) — {[t,t ' ]® L(E,) — SML(E,) (IV5.8)
Je le e =

¥ H(E) — ¥C(E) — T¥L(E,) —— Tx¥ ¢(E,)

Como T estd equipada con la graduacién trivial, y por [CT07, Lemma 7.3.2] es isomorfa a 0 en
kk, se sigue que 7y = 0 in kk®. En particular, el borde a derecha d del tridngulo superior resulta
un isomorfismo. Junto con (IV.5.6), este ultimo diagrama nos dice en particular que tenemos un
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diagrama conmutativo de la siguiente forma:

S ®L(E,) —2— EMooL(E,)

l{ lzm)

Y¥L(E) — ¥ (E) ——— =¥ nH(E)

[ I

gr gr gr
ZX @VEEO Zgzv > EX X @VGEO ME"’

De esto se obtiene un isomorfismo u: Z}Z}f(r% (E))— Zlf(r D, cro fov tal que
25(3)o ¢ =pox(¢l)od (IV5.9)

Similarmente, por el mismo argumento que en el caso no-graduado obtenemos un diagrama conmu-
tativo

0 @v iIlCV
L(E,)) —— @VGEO Z:grv — @veEO Z?(r
inc, ®L(Et)\L~ NJ/ZVEEO Z)g(r®qV
q
Moo L(E,) > oy A (E,)

garantizando la existencia de un isomorfismo u’: @, cgo 2%, — Zlir% (E,) tal que
W' 0 %(8) o X(ine; ®L(E,)) ™ = (&)

M4s ain, como tenemos un isomorfismo v, : & — %, se sigue que

(r.e@P %) o (7 ®3)=5(3)0 (v, ®L(E,))

veEo
Por lo tanto, definiendo u” = v; ® @, cpo L5, obtenemos
Yol =pu'u’ o (¥ ®3)o (v, ® L(E,)) ' o(Tinc, ®L(E,)) ' od.

Para terminar, veremos que (v; ® L(E,))™! o (Zinc; ®L(E,)) ™ o d = —id. En efecto, por el Lema
IV.2.19 tenemos un diagrama conmutativo

MeoL(E;) — ToL(E) — FL(E,) —> SMsoL(E,)

H Lo e H

MeoL(E;) — TL(E;) — EL(E,) —— EMs,L(E,),
donde 6 = —(Xinc; ®L(E,)). En consecuencia d = —(Xinc; ®L(E,)) o (v; ® L(E,)) y
¥ ol =—uu'u" o (¥ ®9).
/.1

Podemos entonces completar (IV.5.7) con Ty = —uu’u”. Esto concluye la prueba. <

Corolario IV.5.10. Sean E y F dos grafos finitos, con E esencial. Si f : L(E) — L(F) es un morfismo
de algebras graduadas, entonces la cadena de isomorfismos

kK& (L(E), L(F)) =2 kk&'(¢, L(F) ® QL(E,)) 2 KH, (L(F) ® L(E))o)-

envia j(f) a la clase de la unidad

us :=1®1—Zf(v)®v+2f(e)®e:‘. (IV5.11)

vEEO e€El
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Demostracién. El morfismo en cuestién estd dado por tensorizar &£ € kk® (L(E), L(F)) con QL(E),
precomponer por

05 Q(L(E) ® L(E,)) —> L(E) ® QL(E,)

y luego postcomponer con la inversa del isomorfismo Q(L(E) ® L(E,)) — L(E) ® QL(E,). Esto
coincide con la composicién (Qf ® L(E,)) ou;; esto es, el morfismo correspondiente a la imagen de
[u;] € KH((L(E) ® L(E,)) a través de KH;(f ® L(E,)). Resta notar que uy = (f ® L(E;))(u;). ¢

IV.5.1. Eliminacion de fuentes

Para concluir la secciéon dejamos asentadas algunas observaciones sobre cémo extender la dualidad
de Poincaré a grafos no necesariamente esenciales. Para esto recordamos primero las nociones de
idempotentes plenos y eliminacién de fuentes ([ALPS11, Definition 1.2]).

Recordemos que un idempotente p de un anillo unital R se dice pleno si RpR = R, es decir, si
existenn € Ny xy,...,X,, Y1,---,Yn € R tales que

Zyipxi =1

ieN

Observemos que todo morfismo de anillos unital envia idempotentes plenos a idempotentes plenos.
Si E es un grafo y v € sour(E) \ sink(E), el grafo de eliminacidn de fuente E,, estd dado por

ESV =E%\ {v}, E\lv =E'\s7I(v), rE\w =T, Sp\y = S|po\(y}-

Por [Cor22, Lemma 8.3], el elemento p = 1 — v es un idempotente pleno de L(E). Ademas se
verifica que el morfismo inc, : L(E\,) — L(E) inducido por la inclusién de grafos es inyectivo, por
el teorema de unicidad para algebras de Leavitt, y su imagen es exactamente pL(E)p. Como se
observa en [Haz14, p. 230], si £ es un cuerpo entonces la eliminacién de fuentes preserva la clase de
equivalencia Morita graduada de de un dlgebra de Leavitt. En esta direccién veremos que inc, es un
kk® -isomorfismo, lo cual es una consecuencia del siguiente resultado.

Proposicion IV.5.12. Si R es un algebra gradauda unital y p € R un idempotente pleno y homogéneo,
entonces la inclusiéon pRp C R es un kk8&"-isomorfismo.

Demostracién. Adaptamos [Cor22, Lemma 8.12]. Sean X1, ..., X, ¥1,--., Yy, € Rtalesque 1 = y;px;+
-+ ¥,PX,. Tomando compontentes de grado cero a ambos lados de esta igualdad y agrandando n
de ser necesario, podemos asumir que los elementos x;, y; son homogéneos y que |x;| = | yiI L
Cambiando x; por px; e y; por y;p de ser necesario, también podemos asumir que x; € pR y que
¥; €Rp. Sea d; = |y;| para cada i € {1,...,n}. Por el resto de la demostracion, vamos a considerar la
graduacién en M,, dada por i — d;. Sean

n

n
c :ZEJ'JXJ' € M,pR, r =Z€1,jy]' € M,Rp.
j=1 j=1

Observemos que estos elementos son homogéneos y ademds |c||r| = 1y ce; M, Re; 17 C M,,pRp.
Més todavia, como rc = €, 3, se sigue que wrew’ = ww’ para todo w,w’ € &1 M,Re; ;. Se tiene
entonces un morfismo graduado bien definido

ad(c,r): £;1M,Re, ;1 — M,,pRp, w— cwr

que, por la Proposicién 1.1.20, al componer con la inclusién M, (inc,): M, pRp < M,R coincide en
kk8" con la inclusién £, ; M,,Re; ; — M,R. En consecuencia, si definimos

~ ad(c,r)
¢:R=¢gM,Re; ; —— M,,pRp,
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entonces se cumple que j(M,(inc,)¢) = j (Lf) y en particular M,,(inc,)¢ es un kk&'-isomorfismo. Un
argumento similar aplicado a cp, rp € M,,pRp nos dice que la composicién

] ~ ad(cp,pr)
¢ inc, = pRp = &1,;M,pRpe1,; ———— MpRp
coincide en kk® con Lfl’Rp ; por lo tanto ¢ inc, es también un kk#'-isomorfismo. Esto dice que ¢ es un

kk&-isomorfismo, lo cual finalmente implica que j(inc,) = j ()Y (Lpr ) también lo es. <o

Corolario IV.5.13. Si E es un grafo con al menos dos vértices y v € sour(E) \ sink(E), entonces la
inclusién L(E,,) — L(E) es un kk®-isomorfismo. <

Observacion IV.5.14. Dado un grafo finito y regular E, a partir de finitas eliminaciones de fuentes
conseguimos un grafo esencial F de forma que exista un kk®-isomorfismo L(F) — L(E). El Teorema
[V.5.2 implica que tensorizar por L(E) es adjunto a izquierda a tensorizar por QL(F,).
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CAPITULO IV, RESULTADOS ESTRUCTURALES SOBRE kk&



Capitulo V

Clasificacion de algebras de Leavitt a
menos de homotopia graduada

En el resto de la tesis supondremos que G = Z. En este capitulos utilizaremos las técnicas
previamente desarrolladas para dar una clasificacién a menos de homotopia graduada de dlgebras
de Leavitt. Veremos que para los llamados grafos primitivos (ver Definicién V.2.2) el médulo de
Bowen-Franks determina completamente el dlgebra de Leavitt asociada a menos de homotopia
polinomial graduada.

V.1. Algebras de Leavitt en kk&'

Comenzamos recordando en la siguiente seccién algunos resultados de clasificacion de algebras
de Leavitt como objetos en kk8" obtenidos en [Arn21].

A través del isomorfismo del Teorema IV.1.4, en particular tenemos un morfismo candnico
Z[ o] — kk&(L,£). En particular, como kk8" es una categoria aditiva, dado un grafo finito E la matriz
I1—0A} € Z[cr]reg(E)XE0 puede interpretarse como un morfismo £'8F) — ¢E en kk®. Unos de los
principales resultados de [Arn21] muestra que L(E) es el cono de este morfismo en kk8":

Teorema V1.1 ([Arn21, Corolario 3.4.27, Corolario 3.8.4]). Si E es un grafo finito, existe un tridngulo
distinguido en kk®" de la forma

(E) I_U'Ai" EO inc
o8 —— 5 — L(E). (V1.2)
<

La demostracion consiste en considerar la extensién de Cohn (%%) asociada a E, y probar que
las inclusiones candnicas £"8F) — % (E)y J2aNY, (E) son isomorfismos en kk&'. Sean d; y 6 los
morfismos de borde a izquierda y derecha de (%%). Dada un dlgebra graduada R, aplicando kk®'(—,R)
a (V1.2) obtenemos una sucesion exacta

(Z(I—0cAL))*

kk&(2E° R) kk& (zres®) R)

5
kk&(L(E),R)

inc* f w
—0A})

I
kk& (¢E° R) ot kk&(0res(E)_R).

Tomando ntcleos y conticleos apropiadamente en esta sucesidn, conseguimos una sucesion
exacta corta que describe a kk&(L(E),R); en el caso no-graduado se lo conoce como el Teorema
de Coeficientes universales (abreviado UCT, por sus siglas en inglés). A continuaciéon damos una
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version graduada del teorema. Recordemos que el mddulo dual de Bowen-Franks de un grafo E es
%S\g/r(E ) = coker(I* — 0Ag). Si E es esencial, entonces Ay es una matriz cuadrada y A, = Ag ; en tal

caso B, (E,) = coker(l — O'A%[) = coker(I' — oAg) = %&;’r(E).

Teorema V.1.3 (UCT). Sea E un grafo finito y R un algebra graduada. Sean ® = ®z,1 y hom =
homyy. Existe un diagrama cuya fila superior es exacta

0 — BFY(E)®KHY(R) — kk¥(L(E),R) —> hom(%B5,,(E),KH{ (R)) — 0

[L(E),R]

(1) El morfismo j es la factorizacién de j a través de la categorfa de dlgebras graduadas y morfismos
graduados a menos de homotopia polinomial;

tal que:

(1) El morfismo ev se corresponde con la asignacién en morfismos del funtor kk&(¢,—) = KH?',
seguido de la precomposicién por el mapa canénico can: BT, (E) — Kng(L(E ).

(111) El morfismo d se obtiene del borde a derecha 6 : L(E) — %8 considerando la composicién

2o 1B @) KHY (R) —> kk¥ (5545, L(F)) 2> kk¥ (L(E), L(F))
y observando que define un morfismo en el médulo cociente %S;’r(E ) ®z101KH fr(R).

(1v) SiE es un grafo esencial, entonces para todo v € E° y toda unidad z € R representada por un
morfismo &, : £ — QR, el isomorfismo kk®'(L(E),R) = kk®({,Q(R® L(E,)) = KHfr(R ® L(E,))
envind(v®z)a—[1®1—1®v+zQV].

Demostracion. Los items (I)-(III) se prueban tomando nucleos y contcleos en la sucesién exacta
que viene de aplicar kk®(—,R) a (V.1.2). La demostracién es similar al caso no-graduado, cuya
demostracion puede consultarse en [CM21, Corollary 7.20] o [Cor22, Theorem 12.1].

Probamos (IV). Supongamos que E es esencial, y recordemos que &, se corresponde con una
flecha ¥} z(&,): X — R via la asignacién (IV.2.17). Por lo tanto, si p,,: 0E" Sl esla proyeccion en la
coordenada asociada a v, entonces d(v ® &,) coincide con la composiciéon

L(E) 2> w0 By, 5 Y& p
Recordemos asimismo que, por el Teorema IV.5.2, esta flecha se corresponde con un elemento de
kk&® (£, (R ® L(E,)) del siguiente modo: primero, se tensoriza por L(E,); luego se aplica el funtor de
lazos Q y, por dltimo, se precompone por &, : £ — Q(L(E) ® L(E,)) dada por la unidad distinguida
u; € L(E)® L(E,) descrita en loc. cit. Llamamos a la flecha resultante ) := Q(d(v® &,) ® L(E;)) 0 £, -
Observemos que, en vista de la Observacion IV.2.18 y la definicion de (IV.2.17), tenemos 6y ®
L(E;) = d4merr,) Y Yer(E:) ® L(E) = Y rei(r,)(E: ® L(E;)). Omitimos los subindices debajo
de ¥ para aliviar la notacién, y escribimos 6 = S4pysr(g,) © = ¢ (E)eL(E,) Pv = Pv ® L(Ey), ¥

&, =&, ® L(E;). Consideramos ahora el siguiente diagrama conmutativo:

QL(E)® L(E,) —2 % anetE @ L(E,) —23 or o L(E,) —3 orRe L(E,)

5L®eE°®L(Et)T &mL(EJT ’

QL(E) ® L(E,)) —— (¥ ® L(E,) b L(E) " QR®L(E,)
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La composicion de la fila superior con &, coincide con —n. Al igual que el caso no graduado
([Cor22, demostracién de Lemma 12.3]) se verifica que el borde de u; es la clase de X czo ¥, ® v,y
por lo tanto

_T)=€z®L(Et)°pv°(Z XV®V)=€Z®inCV'

yEEO

Finalmente, el Lema IV.4.11 nos dice que &, ® inc, = &4, ,¢, Y €sto se corresponde con la clase en
KHfr(R Q® L(E,)) delaunidad 1®1—1® v + 2 ® v como buscabamos ver. <o

En [Arn21] se prueba que ev refleja isomorfismos.

Teorema V.1.4 ([Arn21, Lema 3.9.8]). Sean E y F dos grafos finitos. Si £: BT, (E) > BT, (F) es

un isomorfismo de Z[ o ]-médulos, entonces existe un isomorfismo £: L(E) — L(F) en kk® tal que
ev(&) =canoé. <o

Con ello se muestra que el médulo de Bowen-Franks —sin tener en cuenta su estructura adicional
de médulo preordenado— clasifica a las dlgebras de Leavitt como objetos en kk8".

Teorema V.1.5 ([Arn21, Teorema 3.9.9]). Supongamos que KH_;({) = 0 y que el morfismo candnico
Z — KHy(£) es un isomorfismo. Dados E y F dos grafos finitos, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) Las algebras L(E) y L(F) son kk®& -isomorfas.
(i) Los Z[o ]-médulos BT, (E) y BT, (F) son isomorfos.
<&

Nuestro objetivo en lo que resta del presente capitulo sera refinar esta clasificaciéon a una a nivel
de 4lgebras a menos de homotopia.

V.2. Larelacidon entre morfismos en kk® y morfismos de algebras gra-
duadas

Utilizaremos a continuacion el UCT para establecer una relacion entre morfismos entre dlgebras
de Leavitt en kk®" y el la categoria de dlgebras graduadas. Dados dos grafos E y F, definimos

kk8'(L(E),L(F)); := {& € kk8 (L(E), L(F)) : ev(&) es un morfismo de médulos preordenados punteados}

y escribimos [ L(E), L(F)]; para el conjunto de morfismos unitales de algebras graduadas L(E) — L(F)
a menos de homotopia polinomial. Nuestro siguiente objetivo es estudiar la funcién

j: [L(E),L(F)]; = kk&(L(E), L(F));. (V2.1)

Nos concentraremos en el caso en el que E y F son grafos primitivos, nociéon que describiremos
en la seccién siguiente. A continuacién, para entender kk® (L(E), L(F)),, necesitaremos entender el
primer grupo de K-teoria graduada de un dlgebra de Leavitt. Con este fin, estableceremos propiedades
sobre la K-teoria de dlgebras ultramatriciales, y de anillos de polinomios de Laurent torcidos por
automorfismos de esquina.

V.2.1. Grafos primitivos

Definicion V.2.2. Un grafo regular E es primitivo si su matriz de adyacencia es primitiva ([LM95,
Definition 4.5.7 y Theorem 4.5.8]), es decir, si existe N > 1 tal que (A’g)\,’w > 0 para todo v,w € E°.

Observacion V.2.3. Si E es un grafo primitivo, por definicién existe N > 1 tal que todo par de vértices
se conecta por un camino de longitud N. En particular los grafos primitivos son esenciales.
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Nuestro interés por los grafos primitivos yace del siguiente resultado de simplicidad, el cual nos
permitird adaptar del contexto no-graduado técnicas de clasificacidén para algebras de Leavitt simples
puramente infinitas.

Proposicion V.2.4. Supongamos que £ es un cuerpo. Si E es un grafo primitivo, entonces para cada
e € E! el idempotente ee* € L(E), es pleno como elemento de L(E),.

Demostracién. Recordemos que si ponemos

L(E)o, = spany{af”: r(a) =r(p),lal = |f| = n}

para cada n > 0, entonces L(E)y = | J,5¢ L(E)o . Ademds, si escribimos &, ,, para el conjunto de
caminos de longitud n que terminan en un vértice v, tenemos isomorfismos

L(E)O!n = @ M v,n’ aﬂ* - Easﬁ € M‘@r(a),n (Vz's)

VEEY

for each n > 0.

Como L(E) es una unién creciente de sus subdlgebras unitales L(E), ,, para ver que ee* € L(E),
es pleno es suficiente ver que lo es en algtin dlgebra L(E),,, n € N. Sea N > 1 tal que existe un
camino de longitud N entre cada par de vértices. Observemos que

ee* = Z ealea)* = Z Z ea(ea)”.

s(a)=r(e),|la|=N veE% s(a)=r(e),|a|=N,r(a)=v

Por tanto, bajo el isomorfismo (V2.5) aplicado a n = N + 1, el idempotente ee* tiene por imagen a la
suma de matrices diagonales
Eea,ea'
veE% s(a)=r(e),la|=N,r(a)=v

Como los anillos de matrices sobre un cuerpo son simples, para concluir la prueba es suficiente probar
que cada coordenada del anterior elemento correspondiente a cada dlgebra Mg es no nula. Esto
consiste en ver que {ea : r(a) =v,|al| = N} es no vacio, lo cual se sigue de que tomamos N de forma
que (AY), (., > 0 para todo v € E°. o

Convencion V.2.6. De ahora en mas asumiremos que £ es un cuerpo y que todos los grafos considera-
dos son primitivos.

V.2.2. K, de algebras ultramatriciales

Ya hemos observado que si E es un grafo regular, entonces podemos calcular la K-teoria graduada
(homotopica) de L(E) como la K-teoria (homotdpica) de L(E),. Cuando £ es un cuerpo, podemos
sustituir KH por K.

La ventaja de pasar al algebra L(E), es que esta ultima es ultramatricial, es decir, es una unién
contable y creciente de dlgebras matriciales. Por este motivo, probamos algunas generalidades sobre
el primer grupo de K-teoria de un algebra ultramatricial. En lo que sigue notamos G, para la
abelianizacion de un grupo; en particular, si R es un anillo unital entonces K;(R) = GL(R),. El
cuerpo de dos elementos se denotara por F,.

La siguiente observacién se desprende de la definicidn de algebra ultramatricial.

Lema V.2.7. Sean F, G: Alg — Grp dos funtores que preservan productos finitos y colimites filtrantes
y sea 1): F = G una transformacion natural. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Para cada dlgebra unital y ultramatricial R, el morfismo 71y es un isomorfismo.

(11) para cada n € N, el morfismo 7 M,(¢) €S un isomorfismo.
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<

Proposicion V.2.8. Sea { # [F, un cuerpo. Si R es una {-dlgebra unital y ultramatricial, entonces el
morfismo candnico R}, — K;(R) es un isomorfismo.

Demostracién. Por el Lema V.2.7, basta probar el enunciado para R = M, ({) para cada n € N. Notemos
que M,(£)* =GL,({) y[GL,(£),GL,(£)]=SL,(£), dado que £ # IF,.

La inclusién (no unital) £ en la esquina superior izquierda de M,,(¢) induce un isomorfismo en K,
que envia A € £* = K;({) ala clase de [I,,—¢&; ; +Ag; ;]. Para terminar, notamos que este isomorfismo
se factoriza a través de la inversa del morfismo inducido por el determinante det: GL,(¢)/SL,(£) — £*
seguido del morfismo de comparacién GL,(£)/SL,(£) = M,(€) — K;(M,(£)). <o

Sea F: Alg — Grp un funtor. Notemos que, como ev;: A[t] — A es una retraccién para toda
algebra A, el morfismo F(ev;) siempre es una retraccion; en particular es suryectivo y por lo tanto
envia al subgrupo normal ker(F(ev,)) de F(A[t]) a un subgrupo normal de F(A). Llamamos

FO(A) = F(ev;)(ker(F(ALt]) ——2 F(A))
a este subgrupo normal, y
noF(A) := F(A)/F°(A)

al grupo cociente. Por las propiedades universales de los nticleos e imagenes, tenemos definido un
funtor my: Alg — Grp.

En [CM20, Proposition 2.8] Cortifias y Montero muestran que el grupo K; de Karoubi-Villamayor
de un anillo simple puramente infinito R se puede calcular como yR* =R* /{u(1) : u € (R[t])*,u(0) =
1}. En nuestro contexto obtenemos una conclusién similar para dlgebras ultramatriciales, para lo
cual primero necesitamos el siguiente lema.

Lema V.2.9. Si £ es un cuerpo, entonces (M,(£)*)° = SL,(¢).

Demostracién. Probamos ambas inclusiones. Como SL,({) esta generado por matrices elementales,
basta ver que I,, + A¢; ; € (M,,(£)*)° para cada A € £*, y para esto es suficiente considerar las matrices
elementales

I+ Ate;j € GL,(£[t]) = M (L[t])* = (M (O)[t D

Para la reciproca, sea u € M,,(£)[t] = M, (£[t]) una matriz invertible tal que u(0) = I,,. Debemos ver
que u(1) € SL,(£). Como £[t] es un dominio integro, una matriz M,,(¢[t]) es una unidad si y sélo si
det(u) € (£[t])* = £*. En particular det(u) es constante y por lo tanto

det(u(1)) = det(u)(1) = det(1)(0) = det(u(0)) = det(I,) = 1.
<o

Proposicion V.2.10. Supongamos que ¢ es un cuerpo. Si £ # F,, entonces el morfismo de comparacion
R — meR™ — K;(R) es un isomorfismo para toda dlgebra unital y ultramatricial R. Si £ = Fy,
entonces K;(R) = myR* = 1.

Demostracion. Como (M,(£)*)° = SL,(¢) para cada n € N, tenemos que

ﬁO(Mn(Z)X) = GLTI(K)/SLH(Z) — {1GLn(e)ab ﬁ 7_é EZ
—+2

Esto junto con el Lema V2.7 prueban la primera parte del lema, asi como que 7yR* = 1 para cada
algebra unital y ultramatricial R sobre F,. Resta ver que K;(R) es trivial cuando £ = T,, lo cual se
sigue de la estabilidad matricial de K;:

Ky (M, (F,)) 2 K, (F,) = F = 1.
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Definicién V.2.11. Dado un grafo finito E y morfismo de dlgebras unitales graduadas ¢ : L(E) — R,
definimos
Ry = @ ¢ (ee*)Ryp(ee™).
ecE!
Lema V.2.12. Si { es un cuerpo y R un algera unital ultramatricial, entonces para todo idempotente
e € R el dlgebra unital eRe es ultramatricial.

Demostracion. Sea R = Un21 R,, una unidn creciente de subdlgebras matriciales y unitales. Como
la unioén es creciente, podemos sin pérdida de generalidad asumir que 1, e € R;; en consecuencia
eRe =51 eRye.

Basta ver que cada algebra eR,e es matricial, esto es, que una esquina de un alegbra matricial
es matricial. Sea A = My (£) X - -+ x My, () un élgebra matricial y (e;,...,ey) € Idem(A). Como

N . . . . .
eAe =] [._, e;A;e;, resta probar que toda esquina de un dlgebra de matrices es un dlgebra de matrices.

En otras palabras, podemos asumir que N = 1. Notamos k = k; y e = e;. Como £ es un cuerpo y una
matriz idempotente representa a un proyector lineal en ¥, existe una matriz invertible u tal que

uleu= é:l &5; =: pj para algun j € {0,...,k}. Resta observar que la conjugacién por u envia e a
p;j y eM(£)e a p;M({)p;, y esta tiltima es isomorfa a M;({). <

Proposicion V.2.13. Sea E un grafo primitivo y R un algebra ultramatricial fuertemente graduada tal
que R,. Cada morfismo unital de dlgebras graduadas ¢ : L(E) — R induce un isomorfismo

Rp) =] [(4(eeRop(ee), = Ki(Ro)® ZKF R, (zdecrs — ([1— dlee”) +2) Decrr-

e€E1
vV2.14)

Demostracién. Se sigue de Lema V.2.12 y la Proposiciéon V.2.8 que K;(¢(ee*)Ry¢p(ee*)) puede cal-
cularse como (¢ (ee*)Ry¢(ee*)), para todo e € E'. Por la Proposicién V.2.4, sabemos que cada
elemento ee* es un idempotente pleno de L(E), y, como ¢ es un morfismo graduado y unital, se
sigue que ¢(ee™) es un idempotente pleno de R,. Consecuentemente, cada inclusién de esquina
¢(ee”)Ryp(ee*) — Ry induce un isomorfismo al nivel de K;. Esto concluye la prueba. <

V.2.3. La accion de desplazamiento para algebras de polinomios de Laurent torcidas

Un dlgebra de polinomios de Laurent torcida es un anillo Z-graduado R junto con elementos
t, €Ry, t_e€R_; tales que t_t, =1 ([AGBGP04, Lemma 2.4]). Los ejemplo que seran de nuestro
interés provienen del algebra de Leavitt asociada a un grafo esencial, como se observa en [AP14, p.
210]. Si tomamos un arista e, que llega a v para cada v € E°, entonces los elementos

t+:ZeV, tl=Zej.

yEEO y€EO

definen una estructura de dlgebra de polinomios de Laurent torcida en L(E).

Hazrat prueba en [Haz16, Proposition 1.6.6] que, dada un dlgebra de polinomios de Laurent
torcida (R, t,, t_), el idempotente p := t t_ es pleno si y sélo si R es fuertemente graduado. En tal
caso, sabemos que K¢ (R) es naturalmente isomorfa a K, (R,). En esta seccién buscamos entender
como se traduce la accion de desplazamiento vista en K, (Ry).

En el caso de un algebra de Leavitt de un grafo esencial E, Ara y Pardo prueban en [AP14, Lemma
3.6] que la accién en Ky(L(E),) viene inducida por el endomorfismo (no-unital) de esquina

a: L(E)y — L(E), X = tyxt_.

La demostracién usa que el grupo de Grothendieck de L(E), estd generado por las matrices idempo-
tentes de tamafio 1 x 1, es decir, por los idempotentes del anillo en cuestion.
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Observacion V.2.15. En [AP14] la accién de desplazamiento estd dada por la inversa de a. Esto
se debe a que si uno construye Kgr utilizando mddulos a derecha en vez de mddulos a izquierda,

entonces el isomorfismo candnico envia la accién por o a la accién por o 2.

Extenderemos este resultado a K; para lo cual usaremos que, por lo demostrado sobre algebras
ultramatriciales, el grupo K;(L(E),) esta generado por unidades. Como hemos probado esto mas
generalmente para toda dlgebra ultramatricial, podemos de hecho extender el resultado a todo
algebra de polinomios de Laurent torcida que sea fuertemente graduada y cuya componente de grado
cero sea ultramatricial.

Teorema V.2.16. Sea (R, t,, t_) un algebra de polinomios de Laurent fuertemente graduada. Consi-
deremos el morfismo a: Ry — R, dado por x — t_xt_y p := a(1). Para cada x € R*, escribimos
(Ry, x) para la clase en K; dada por el modulo a izquierda R, junto con la multiplicaciéon por x.
Tenemos entonces la siguiente igualdad en K;(Ry):

[(R1,x)] = [(Ro, 1 +p — a(x)].

Demostracién. Notemos que Ry = Ryt y que la multiplicacién a derecha por t_ da un isomorfismo

R; — Ryp cuya inversa es la multiplicacién por t.. Se sigue que [(R;,x)] = [(Rop, a(x))]. Ahora,
el siguiente diagrama de filas exactas

—p

Ro(p—1) © > Ry > Rop
H l—‘(l—ﬁa(x}) la(X)
Ro(p—1) < > Ry ———— Rop

nos dice que

[(Ro, 1+p—a(x))]=[(Ro(p—1), D]+ [(Rop, a(x))] = [(Rop, a(x))].
o

El siguiente corolario aplica a toda dlgebra de Leavitt asociada a un grafo esencial, y es nuestro
principal interés en este resultado.

Corolario V.2.17. Sea (R, t,, t_) un algebra de polinomios de Laurent torcida que es fuertemente
graduada. Supongamos que £ es un cuerpo y R, es un algebra ultramatricial. Si escribimos a: Ry — Ry
para el morfismo x — t xt_y Dade: K;(Ry) — Klgr(R) para el isomorfismo de (I.2.5), el siguiente
diagrama es conmutativo:

K¥(R) —— K¥(R)

DadeT TDade

Ki(Ro) 4 K, (Ry)

Demostracién. La Proposicion V.2.8 aplicada a R nos dice que un elemento de K;(R,) se puede
representar por la clase del médulo a izquierda R junto con un automorfismo p,: Ry — Ry dado
por multiplicar a derecha por una unidad u; lo notamos (R, u).

Recordemos que el morfismo Dade estd inducido por tensorizar por R®g —. Aplicdndolo a (R, u)
obtenemos (R ®g, Ry, u), que coincide en Kfr(R) con la clase de (R,u), via el isomorfismo graduado
canénico R ®g Ry = R. El funtor de desplazamiento envia (R,u) a (R[+1],u). Por tltimo, la inversa
del morfismo Dade toma la componente de grado cero de este tltimo médulo, lo cual arroja el
elemento [(R,u)]. Esta es exactamente la accién inducida en las unidades por a, como se muestra
en el Teorema V.2.16. <o
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Observacion V.2.18. Si (R, t,, t_) es un algebra de polinomios de Laurent torciday f: R— S es un
morfismo unital de dlgebras graduadas, poniendo s_ := f(t_), s, := f(t_) se tiene (S,s,,s_) es un
algebra de polinomios de Laurent torcida. Mds todavia, si R es fuertemente graduada entonces S
también lo es ([Haz16, Proposition 1.1.15 (4)]).

V.2.4. Suryectividad de la funcion (V.2.1)

Veremos ahora que la funcién (V.2.1) es suryectiva, para lo cual debemos definir una cierta
modificacién de un morfismo de algebras graduadas L(E) — R dependiendo de un elemento K;(R),
siguiendo los pasos de [CM20, Equation 5.10] y [CV22, Equation 13.6].

Definicion V.2.19. Sea E un grafo primitivo. Dado ¢ : L(E) — R un morfismo de algebras graduadas,
definimos

V2.14) 1 S, 0
U: (Ry)s, —— K1(Rp)® = Ky (Ro)* — %ggvr(E) ®z101KHY (R) (V.2.20)

g — Zs(e)@ [1—¢(ee*)+2,]= Z V®[ l_[ (1—qb(ee*)+ze)}.

ecE! yEEO s(e)=v

Dado 2z = (2,).cp € (R¢)X, le asociamos un morfismo unital graduado ¢, : L(E) — R definido
por

¢.: L(E) > L(F), ¢u(e)=z.0(e), ¢.(e) =)z, ¢,(v)=0()(veE’ecE).
(V2.21)

Lema V.2.22. Si & € kk® (L(E), L(F));, entonces existe un morfismo unital graduado ¢ : L(E) — L(F)
yx € %Sgr(E) ®z101 KHY (L(F)) tal que

J(@)—d(x)=¢&.

Demostracion. Por el Teorema I11.4.1, existe un morfismo unital graduado ¢ : L(E) — L(F) tal que
Kgr(qﬁ) = ev(&). Como Kgr(qﬁ) = evj(¢) esto dice que j(¢p)— & € ker(ev) = imd, de lo cual se
desprende la conclusidn del lema. <o

Lema V.2.23. Sean E un grafo primitivo y R un 4lgebra graduada unital tal que R, es un algebra
ultramatricial. Si ¢ : L(E) — R es un morfismo unital graduado, entonces para cada z = (2,),cp € R;
se tiene que

J(¢)—j(¢.) =dU([=z]).
Demostracion. El elemento U([z]) es
Z we [ l_[ (1—¢(ee™) +ze)].
weE0 s(e)=w
Observemos que

l_[ (1—¢p(ee)+2,)=1— Z ¢(ee*) + Z Z,=1—¢pw)+ Z Ze.

s(e)=w s(e)=w s(e)=w s(e)=w

Notando y,, := Y. 2,, tenemos entonces que

s(e)=w

Uz = Y, we[l—pw)+y,]

weEO
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Si aplicamos —d(U[z]), en vista de la parte (IV) del Teorema V.1.3 el elemento —d(U[z]) =
Divepo —d(v ® [1—¢(w) + y,,]) se corresponde a través de la dualidad de Poincaré con la clase de la
unidad

v=[]ae1-1ew+(1—pw)+y,)ew)

weE?o
=[Jae1-¢wew+y,ew)
weE?0
=1®1— Z p(w)ew+ Zyw®w-

weE0 weEC

Por otro lado, los morfismos j(¢) y j(¢,) se corresponden con las clases de las unidades uy y uy_del
Corolario 1V5.10. Para concluir la demostracién es suficiente entonces probar que Yuy, = u,, . Sean

4= Dero $W)®W, X =3 1 §(e)® ¢ € ¥ = 3,50 ¥,y ® w. Con estanotacion Y =191—q+y
yug=1®1—q+x.Comogqx=x,q>=q,y =yq, e

yx= > y.ple)ewe = y(eple)®e > zple)ee;
e€El , weE0 e€El e€E!
tenemos que

Yu,=(1®1—q+y)(1®1—q+x)
=1®1—q+x—q+q¢>*—qx+y—yq+yx

=1®1—q+yx
=1®1— Z o(v)®v+ Z:zed)(e)@u:;k
veE° ecEl
=1®1— Z ¢, (v)®Vv+ Z ¢.(e)®e;.
veE° ecEl
Esta ultima expresion es la definicion ug_, como queriamos probar. <o

Corolario V.2.24. La funcién (V.2.1) es sobreyectiva.

Demostracidn. Sea & € kk® (L(E), L(F)),. Por el Lema V.2.22 existen un morfismo unital graduado
¢:L(E) > L(F)yx e %S‘g’r(E) ®z[0] KHfr(L(F)) tales que j(¢) —d(x) = £. Como en este caso
(V.2.20) es sobreyectiva, existe z € L(F)y tal que x = [U(z)], y entonces & = j(¢,) por el Lema
V2.23. °

V.2.5. Inyectividad de la funcién (V.2.1)

Ahora analizaremos la inyectividad de j. Consideraremos el conjunto [L(E), L(F )11 m, de morfis-
mos unitales graduados L(E) — L(F) a menos de M,-homotopia graduada. Veremos que al restringir
j a este cociente de [L(E), L(F)];, se vuelve inyectiva.

X

Lema V.2.25. Utilizando la notacién del Lema V.2.23, si v,u € qu

entonces ¢, ~ ¢,,.

son tales que [v] = [u] en (Ry)},

Demostracién. La Proposicion V.2.10 nos asegura la existencia de una unidad
(Zeers € [ [ (@(ee"Rodp(eeDIeD)* = [ [(dlee)RIDob(ee*)))”
ecE! ecE!

tal que Z,(0) = u, y Z,(1) = v,. Si componemos a ¢ con la inclusién i: R — R[t] y tomamos
h:=(io @)y, se sigue que ev; oh = ¢ 4;). <
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Lema V.2.26. Sea E un grafo primitivo y ¢ : L(E) — R un morfismo unital graudado. Supongamos
que R, es ultramatricial. Dados e, f € E! tales que r(f) =s(e) y u € ¢p(ee*)Ry¢ (ee*)*, tenemos que

o-[1—¢(ee’)tu]=[1—¢(fe(fe))+ ¢ (flud(f™)]
en K;(Ro). En particular, para todo otro g € E* tal que r(g) = s(e) se tiene
[1—¢(fe(fe) )+ (flup(f)]=[1—¢(ge(ge)) + p(gudp(gM)].

Demostracion. Para cada v € E°\ {s(e)}, consideramos un arista f, que termina en v; su existencia
esta garantizada por el hecho de que E es esencial. Sea f,) := f. Poniendo ¢, = ZVGEO fryto=t}
tenemos una estructura de dlgebra de Laurent torcida en L(E), de manera que R tiene una estructura
de algebra de Laurent torcida que viene de considerar los elementos ¢ (t,)y ¢ (t_).

El Teorema V.2.16, nos dice que la accién de o en K;(R,) es la inducida por el endomorfismo

a: Ry — Ry, x = p(t)xp(t).
En consecuencia
o-[1-¢(ee)+ul =[1—¢(t t )+ ()1 —p(ee”) +w)p(t )] =[1— (£, )(P(ee”) —u)Pp(t)].
Como ¢ (ee*),u € p(ee*)Ryp(ee*) y f,e =0 a menos que v = s(e), es decir, a menos que f, = f,
[1—¢(t)(P(ee”) —wp(t)]=[1—@(fe(fe)) + o (flup(f)].
o

Lema V.2.27. Sea E un grafo primitivo y R un algebra unital fuertemente graduada tal que R es
ultramatricial. Sea ¢ : L(E) — R un morfismo unital graduado. Si z € [ [,cz1(¢(ee*)Rop(ee*))™ es
tal que d(U([2])) = 0, entonces ¢ ~,q ¢,.

Demostracion. Consideremos, como en el caso no graduado, el morfismo

A:Ry >Ry, a— > le)ag(e)

e€E!

y la matriz By , = 6,(f) 5(c)- Por el Lema V.2.26, el siguiente cuadrado conmuta:

Ki(Ry) —2 Ki(Ry)
KR 25 Ky (R)F

Escribamos ahora E; para el grafo con matriz de adyacencia B, y consideremos el siguiente diagrama
conmutativo:

Ki(Ry) BB Ki(Ry)
K (R =25 Ky (Ro)® —— BFY(E,) @, KHY (R)

KiRo)™ 7% Ky (R)E —— BFY(E) @5 KHE(R) — KkkS(L(E),R)
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Observemos ademas que, por el Teorema V1.3, en la fila inferior el morfismo que esta en el extremo
derecho es inyectivo. Por otro lado el morfismo inducido por s, a nivel de morfismos duales de
Bowen-Franks es un isomorfismo y esta inducida por r*; las respectivas composiciones coinciden con
la accién por 0! correspondiente.

Ahora bien, como d(U([2z])) = 0 persiguiendo el diagrama obtenemos que debe existir [ v] €
K;(Ry) tal que [vA( v)"']1=[z]. El Lema V.2.25 nos asegura entonces que ¢, ~ ¢,(,)-1. Por tdltimo,
una verificacién muestra que ¢,,(,)-1 = ad(v) o ¢. <

Teorema V.2.28. Supongamos que £ es un cuerpo y sean E y F dos grafos primitivos. Dados dos
morfismos unitales graduados f, g: L(E) — L(F), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

M j(f)=j(g)s
(1) f ~ad &5
(1 f ~y, 8-

Demostracién. Ya sabemos que (II) implica (III) por el Lema 1.1.19. Como j es matricialmente
estable e homotdpicamente invariante, se sigue que (III) implica (I). Resta ver que (I) implica (II).
Supongamos que j(f) = j(g). En particular Kgr(f) = evoj(f) coincide con Kgr(g) y por lo tanto,
en vista del Corolario II1.1.5, existe una unidad homogénea de grado cero u € R tal que ad(u)o f y
g coinciden en D(E); = span,{ee* : e € E'} = span;{ee*,v : e € E',v € E°}. Como ad(u) o f ~,q f,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que f y g coinciden en D, (E).

Consideremos ahora z, = g(e)f(e*), para cada e € E'; cada uno de estos elementos es una
unidad de f(ee*)L(F)yf (ee*) con inversa f (e)g(e*). Usando la notacién del Lema V.2.23, se sigue
que g = f, yd(U([2])) =j(f)—Jj(f,) =j(f)—j(g) = 0. Aplicando el Lema V.2.27 obtenemos que
f ~a4 & como buscdbamos ver. <

Corolario V.2.29. Supongamos que { es un cuerpo. Si E 'y F son dos grafos primitivos, entonces la
funcién j: [L(E), L(F)]; y, — kk®(L(E), L(F)); es biyectiva. <o

Demostracion. Basta aplicar el Corolario V.2.24 junto con el Teorema V.2.28. <

V.3. El teorema de clasificacion

Concluimos el capitulo con un teorema de clasificacién a menos de homotopia graduada. Para
simplificar su enunciado, diremos que dos algebras graduadas son unitalmente graduadamente
homotdpicamente equivalentes si existe una equivalencia homotdpica graduada y unital entre ellas,
cuya inversa a menos de homotopia graduada es también unital.

Teorema V.3.1. Sea £ un cuerpo y sean E y F dos grafos primitivos. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

() Los Z[o ]-médulos preordenados punteados (BF g (E), BFgr(E)4, 15) ¥ (BFgr(F), BFgr(E)1, 15)
son isomorfos.

(1) Existe un isomorfismo & € kk&(L(E), L(F));.
(11) Las élgebras L(E) y L(F) son unitalmente graduadamente homotdépicamente equivalentes.

Demostracién. El Lema V.1.4 nos dice que es posible levantar isomorfismos a nivel de Kgr a kks'-
isomorfismos. Por definicién el levantado de un morfismos de que preserva el orden y la unidad de
orden yace en kk8 (L(E), L(F));; esto prueba que (I) implica (II).

Supongamos ahora que vale (II) y consideremos la inversa de £, observando en particular que
&1 € kk®(L(F), L(E));. Por el Corolario V.2.29, existen morfismos unitales graduados f : L(E) —
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L(F)y g: L(F) — L(E) tales que j(f) = £ y j(g) = . En particular j(f ¢) = id, ) y /(sf) = idy )
y entonces por el Teorema V.2.28 existen unidades u € L(F),, v € L(E), tales que fg ~ ad(u) y
gf ~ ad(v). En consecuencia f es una equivalencia homotédpica, lo que prueba que (II) implica (III).

Por tltimo observamos que (III) implica (II). Sea f : L(E) — L(F) un morfismo graduado y unital
que es una equivalencia homotdpica. El morfismo Kgr( f) es un morfismo punteado que preserva el
orden entre los médulos de Bowen-Franks de E y F. Basta ver que es un isomorfismo. Como ¢ es
un cuerpo se sigue que K, () = KH,({), y entonces en vista del Teorema 11.4.3 aplicar Kgr a L(E)
y L(F) coincide con aplicar Kng. Como este dltimo funtor es homotdpicamente invariante, envia
equivalencias homotdpicas a isomorfismos. Esto concluye la prueba. <

El Teorema V3.1 nos dice que para grafos primitivos la Conjetura 1.6.1 equivale a la siguiente:

Conjetura V.3.2. Sea £ un cuerpo. Si E y F son dos grafos primitivos, entonces L;(E) y L,(F) son
graduadamente isomorfas si y s6lo si son unitalmente graduadamente homotdpicamente equivalentes.



Capitulo VI

Homologia de algebras de Steinberg

En este capitulo nos concentraremos en las llamadas algebras de Steinberg asociadas a un
grupoide amplio. Muchas dlgebras pueden representarse como un dlgebra de Steinberg; nuestros
principales ejemplos de interés son las dlgebras de Leavitt (y mas generalmente, las algebras de
Exel-Pardo), las algebras de grupo y las algebras de funciones continuas de un espacio compacto
Hausdorff X con valores en el anillo discreto /.

Con el objetivo de comenzar a estudiar a estas dlgebras a través de invariantes homolégicos y
K-tedricos, en el presente capitulo estudiaremos la Homologia de Hochschild y sus variantes para
algebras de Steinberg. En casos favorables, veremos que es posible describir a estos invariantes en
términos de la homologia del grupoide subyacente.

VI.1. Generalidades

En este capitulo un espacio topoldgico se dird compacto si es Hausdorff y todo cubrimiento
por abiertos tiene un subcubrimiento finito. Un funcién continua f : X — Y se dira étale si es un
homeomorfismo local y propia si f ~*(K) es compacto para cada subespacio compacto K C Y. Si
0: E — X « F: 7 son funciones continuas, escribiremos E x F D E;x_F = {(e,f): o(e) = ©(f)}
para su pullback.

VI.1.1. Grupoides

Un grupoide (topoldgico) ¢ es un espacio topolédgico junto con un subespacio distinguido
% ¢ @ de unidades u objetos, funciones continuas de salida y llegada r,s: ¢ — 9© y de
composicion e inversion

0:9? =9y x99, (g,h) — gh,
L: (g_)(g, g'_)g_lj

que cumplen las condiciones esperables de compatibilidad que hacen de ¢ una categoria. Un morfismo
de grupoides es una funcién continua que sea compatible con salidas, llegadas, composiciones e
inversas. A lo largo del capitulo abreviaremos frecuentemente X := 4O y siempre asumiremos que
este subespacio es Hausdorff.

Antes de listar algunos ejemplos elementales de grupoides necesitamos algunas definiciones
mas. Un grupoide ¥ es étale si sus funciones de salida y llegada son étale. Una biseccion es un
abierto U C ¥ tal que s|y y |y son inyectivos. Si ¢ es étale, esto equivale a pedir que s|y; y r|y sean
homeomorfismos. Un grupoide étale es amplio si sus bisecciones compactas forman una base de su
topologia.

Ejemplos VI.1.1.

73
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= Si # es una relacion de equivalencia en un conjunto es un grupoide con identidades A =
{(x,x) : x € X}, funciones de salida y llegada r(x,y) = (x, x), s(x, y) = (¥, y), y composicién
(2, ¥)(y, x) = (2, x).

= Toda unién disjunta de grupos discretos forma un grupoide amplio. La composicién esta definida
Unicamente entre elementos de un mismo grupo, donde coincide con la multiplicacién.

= Si G es un grupo discreto que actdia en un espacio localmente compacto y Hausdorff X, entonces

GXXX:=GxX= |_|{g}><X
g€ei

es un grupoide con funciones de llegada y salida s(g, x) = x, r(g,x) = g - x y composicién
(h,g-x)(g,x)=(hg,x). Resulta amplio si X es totalmente disconexo. Esta construccién puede
generalizarse a semigrupos inversos actuando de forma parcial; ver Seccién VI.3.3.

En [Li, Secciones 2.1 y 2.2] puede encontrarse una sucinta introduccion a los grupoides topolégi-
cos; referimos también a [Ste10, Seccién 3] y [Exe08, Seccién 3].

Dado Z C X, escribimos 97 = s7'(Z) y 9, = r~}(Z); notamos ¥* = ¥, ¢, =9, y ¢* =
¢, N ¥*. Observemos que ¥ es un grupo con elemento neutro z; lo llamamos el grupo de isotropia
de z. Decimos que z tiene isotropia trivial si ¢ = {z}. La isotropia de ¢ es el subgrupoide

94>Is0(¥9)={ne9:s(n)=r(n)}= |_| 9.
xeX

Sea A un grupo abeliano (discreto). Un grupoide A-graduado es un grupoide ¢ junto con un
morfismo de grupoides topoldgicos |- |: ¢4 — A que llamaremos cociclo o funcién de graduacion.

VI.1.2. %-espacios

Sea ¢ un grupoide étale. Un ¥-espacio a izquierda es un espacio topoldgico Z junto con una
funcién continua 7: Z — X, denominada el ancla, y una funcién continua e: ¢,x.Z — Z tal que

1) 7(gez)=r(g)paracadazeZyge 9@,
11) T7(z)ez =g paratodoz € Z;
111) ge(hez)=ghexz paracadaz € Z y cada par componible (g,h) € ¥® tal que h € ¥*®).

La nocién de ¥-espacio se define analogamente.

Si ¢ viene equipado con una A-graduacion, definimos un ¥-espacio (a izquierda) graduado
como un ¥-espacio Z junto con un a funcién continua |- |: Z — A tal que |g ® 2| = |g| + |2| para cada
z€Zyget (2).

Ejemplo VI.1.2. Todo grupoide ¥ acttia sobre si mismo por composicién, i. e. g @ h = gh.

Ejemplo VI.1.3. Un grupoide ¥ acttia en Iso(%) por conjugacién: se define T =s: Iso(¥4) - X y
_ -1
gen=¢gng .

Dado un ¥-espacio Z, la relaciéon en Z dada por x ~ y si x = g e y para algin g € ¢4 es de

equivalencia. Escribiremos Z /% para el espacio cociente asociado. La drbita de x € Z es su clase de
equivalencia con respecto a esta relaciéon, denotada ¥ e x.
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VI.1.3. Funciones de soporte compacto

Convencion VI.1.4. A partir de ahora, todos los espacios que consideraremos serdn localmente
compactos.

Definicion VI.1.5. Un espacio localmente compacto se dice débilmente booleano si sus abiertos
compactos forman una base de su topologia y booleano generalizado si adicionalmente es Hausdorff.

Dado un espacio débilmente booleano X, se define
6.(X) = span,{yx: X D K compacto abierto} c £X.

Si X es booleano generalizado y equipamos a £ con la topologia discreta, entonces %,(X) coincide
con las funciones continuas X — ¢ de soporte compacto; en tal caso, con la suma y producto puntual
forma una £-subélgebra de £*.

La construccion %.(—) es funtorial para morfismos propios y étale, de forma contravariante y
covariante respectivamente. Si f : X — Y es propio, la precomposicion con f define un morfismo
{-lineal:

fr6.(Y) - 6.(X), XK = Xf1(K)- (VI.1.6)

Sif:X —Y esétale, entonces el siguiente es un morfismo £-lineal bien definido:
fi 6= 6(V), A= D, ¢G). (VL1.7)
zef~1(x)

Ejemplo VI.1.8. Si F C X es un subespacio cerrado entonces la inclusién i: F — X es propia. Si X es
débilmente booleano, el morfismo inducido se denotard resy p: 6.(X) — 6.(F), puesto que envia
Xk @ Xxnr para cada subespacio compacto abierto K C X. Los subindices en la expresion resy p se
omitirdn cuando se deduzcan del contexto.

Observacion VI.1.9. Si f: X — Y es étale y K € X un subespacio compacto abierto tal que f es
inyectiva en K, es decir, tal que f|g: K — f(K) es un homeomorfismo, entonces f,(yx) = ¥ x)-

El argumento de [Ste10, Proposition 4.3] prueba el siguiente Lema; lo incluimos por completitud.

Lema VI.1.10. Sea X un espacio débilmente booleano. Si 98 es una base de abiertos compactos para
su topologia, entonces:

O £€.X)= spanf{xmr;:lBi :B; € ByU_ B, CY CX conY Hausdorff}.

(1) SiparacadaB,,...,B, € 4 tal que U?=1 B, estan contenidos en un subespacio Hausdorff de
X su interseccién B; N --- N B, yace en %, entonces 6,.(X) = span,{yp : B € A}.

Demostracion. El item (II) se sigue directamente de (I); probamos este ultimo. Es suficiente ver que,
dado un abierto compacto O C X, el elemento y, € 6.(X) pertenece al médulo generado por los
elementos descritos en (I). Como O es abierto, es una unién de elementos de 98; como ademas es

compacto existen By, ..., B, tales que O =B; U---UB,,. Por el principio de inclusién-exclusién,
n
Xo = XByu-uB, = Z(—l)l Z XNjer Bj*
i=1 1c{1,...,n}, |I|=i

Dado que By, ...B, estan contenidos en O, que es Hausdorff, cada interseccion finita del lado derecho
es compacta. Por lo tanto XN B; € %.(X) para cada I C {1,...,n}; esto concluya la prueba. <

Observacion VI.1.11. Podemos aplicar el Lema VI.1.10 (II), por ejemplo, a la base que consiste
de todos los abiertos compactos de un espacio débilmente booleano. También aplica a todas las
bisecciones compactas de un grupoide amplio.
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Lema VI.1.12. Sea X un espacio booleano generalizado y F C X un subespacio cerrado. Sean
U=X\Fei:U — X lainclusién. Hay una sucesién exacta corta

i, resy r
0— %.(U)— 6.(X)—> 6.(F)— 0.
Demostracion. Tenemos las formulas

res r(9)=glp, L)) = {“’(") neeld o
0 en caso contrario

de lo cual se sigue que resy  oi, = 0y que i, es inyectiva. Sea ¢ € 6,.(X). Si ¢|r = 0, entonces el
soporte de ¢ estd contenidoen U y ¢ |y € 6.(U). Como X es Hausdorff, esto implica que ¢ =i, (¢|y),
probando la exactitud de la sucesién en el término del medio. Por tltimo veamos que resy  es
suryectiva. Sea 98 una base de compactos abiertos de X; luego S = {F NB : B € %8} es una base de
abiertos compactos de F. Como X es Hausdorff, también lo es F, luego S esta en las hipotesis del
Lema VI.1.10 (I) y 6.(F) = span,{ypnr : B € %} = im(resy p). <&

VI.1.4. Algebras de Steinberg y ¥-médulos

Dado un grupoide amplio ¥, su dlgebra de Steinberg ([Ste10], [CFST14]) es el £-mddulo
)(%9) := 6.(¥9) equipado con el producto

(A*f)Q)= D, Al@f(PB) (g€9).

g=af

Por [Stel0, Proposition 4.3] sabemos que /(%) esta generada como ¢-médulo por funciones
indicadoras de bisecciones compactas (ver Observacién VI.1.10). Si ¢4 es A-graduado, se tiene
inducida una graduacién en .«/,(¥) via

A (9) = 1{f € (%) :Supp(f) c|-[T' (D)} (e

Un 9-mddulo serd un .«/;(%)-moédulo unital. Una vasta familia de ejemplos proviene de ¥%-
espacios; para cada 9-espacio X con ancla 7: X — %© el £-médulo 6,(X) puede equiparse con una
estructura de ¢-mddulo via

Xu - Xk ‘= XUk UK={uek:keK,uc 9" ®ny}

para cada par de abiertos compactos U C ¢, K C X. Si¥ es A-graduado y X un ¥-espacio graduado,
entonces %.(X) es A-graduado poniendo 6.(X); = {f € %.(X) : Supp(l) c |- |7(D)}.

VI.1.5. Espacios débilmente booleanos simpliciales y ciclicos

Llamaremos WeakBool a la categoria de espacios débilmente booleanos y funciones étale.

Un espacio débilmente booleano simplicial es un funtor X : A* — WeakBool°?; es decir, un objeto
simplicial en WeakBool. Un tal objeto induce un £-médulo simplicial %.(X), y, en particular, un
complejo de £-modulos con diferenciales

n

8= > (—1)(dy)..

i=0

Consideramos a continuacién ejemplos de espacios débilmente booleanos simplicales asociados a
un grupoide ¢ que seran de nuestro interés en lo que sigue.
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Ejemplo VI.1.13 (Nervio de un grupoide). Para cada n > 1, escribimos
N (D) =9 ={(g1,...,8) €9": s(g) =r(gix)V1<i<n—1}. (VL.1.14)

para las n-tuplas de flechas componibles de ¥, equipadas con la topologia subespacio del producto
cartesiano ¥". Escribiremos A(%), = %) Como ¥ es Hausdorff, ¥ c ¢" es un subespacio
cerrado. En particular, si Aq,...,A, C ¥ son bisecciones compactas, el abierto

[A1]--|A] i= (A; x -+ x A) N gD (VI.1.15)

es compacto. Estos subespacios compacto-abiertos forman una base de ¢, lo cual muestra que este
ultimo es débilmente booleano. Para cadan>0yi € {0,...,n}, sean

(82,--->8n) sii=0
di: (g(n)_)(g(n—l)’ di(gli"'ign): (g1)-~->gn—1) sii=n
(g1,---,8i&i+15---»&n) €N caso contrario
(r(g1),&15--+>&n) sii=0
50 9™ 5 gD o e Y= (g 205(2,)) sii=n

(g1,-+>8i>7(8ix1)> i41r-+-» ) €N Caso contrario.

Con estas definiciones, tenemos las siguientes identidades:

dolAq]- 1A, ] = [s(A1)Ay] -+ |AL], (VI.1.16)
dp[Ar] -+ 1A ] = [Aq] - A (A,

dilAq] - 1A ] =[A1] - A A~ Al

solA1l - 1A ] = [r(A1)|Aq] - AL,

sn[Aol - -+ 1A ] = [Agl -~ 1A, 1s(A,)],

silAql- - 1A ] = [A1] - 1A (A )IA A |- Ag L

Ademas, al restringir d; y s; a [Ag|- - - |A,, ] resultan inyectivas, lo cual implica que las caras y degene-
raciones son funciones étale. En consecuencia .4 (%) es un espacio débilmente booleano simplicial.

Como conjunto simplicial A4 (%) es isomorfo al nervio N(¥) de ¥ visto como categoria. En la
convencion estandar (ver por ejemplo [GJ99]) los morfismos apuntan en la direccién opuesta a la
considerada aqui (donde estdn orientados como en [BK72]), el isomorfismo debe invertir las flechas.
Concretamente, esta dado por las biyecciones naturales

(81,--,8) EN(D) > (g7,..., 8. ) EN(¥9).

Como veremos més abajo, el complejo H(%) = H(%,(¢®)) calcula la homologia de ¢ con coeficienes
en /.

Ejemplo VI.1.17 (Nervio ciclico de un grupoide). Para cada n > 0, consideramos las flechas ciclica-
mente componibles
Gt > gl ={(80,---»8n) € 9"V 5(g,) = r(go)})-
equipadas con la topologia subespacio; notar una vez mas que como % es Hausdorff este subespacio
es cerrado. Cada espacio Eﬁc”yc tiene una base de compactos abiertos dada por los conjuntos de la
forma
Aol 1A) =(Ag x --- xAn)ﬂ(ggyc (VI.1.18)
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donde A, ...,A, C ¥ son bisecciones compactas. Para cadan >0y i € {0,...,n}, definimos

(81.80-81>--->8&n—1) sii=n

di: 9" > 9" di(ge,---r8n) =
1 cyc cyc l(go gn) {(go’ ceey glgl"rl’ ey gn) en caso COHtI'aI'iO

St (gCT;C - (gcl‘;jc-l, Si(gOJ .. ~,gn) = (g0> .. ~;gi>5(gi)7 8i+1s-- ~7gn)'

Los morfismos d; y s; interactian con los compacto-abiertos basicos (VI.1.18) de forma analoga a la
de las identidades (VI.1.16); por lo tanto resultan étale. Tenemos entonces un espacio débilmente
booleano simplicial ¥,.. Abusando notacién, escribimos HY(¥) = CC(%C'YC) para tanto el £-médulo
simplicial asociado como para el complejo de cadenas inducido. A partir del Ejemplo VI.1.43 también
identificaremos esta notacién con el modulo ciclico asociado a 4.

Observacion VI.1.19. Notamos que si ¢4 es A-graduado, entonces ‘gc’;c es A-graduado poniendo

1(g05--->&)| =180l + -+ 12| ¥, como A es abeliano, los morfismo de caras y degeneraciones del
nervio ciclico son compatibles con la graduacién. En consecuencia HY(%) es un £-médulo simplicial
A-graduado y sus morfismos de caras y degenraciones son homogéneos de grado nulo.

Lema VI.1.20. Sean Ay,Aq,...,A, C ¥ bisecciones compactas y U C «%© un abierto compacto.
Tenemos las siguientes igualdades:

(M [Al.  JAUA ] A ] = [Aq] . A UA 4] - 1AL T
(D (Aol... 1A UIA 1]+ 1An) = (Aol . . . |A;[UA 4| - - 1AL);
() (UAgl---1A,) = (Apl- -+ 1A, U).

Demostracién. Las tres identidades se prueban de forma similar, viendo ambas inclusiones. Lo ejem-

plificamos exhibiendo una de las inclusiones de (III). Sea x = (g, ---, &) € (UAg|---|4A,,), de forma
que g; €A;siie{l,...,n}y gy € UAy, es decir, gy €Ay y r(go) € U. Como s(g,) = r(gy) pertenece
a U, asique g, €A, U yluego x € (Ap|---1A,U). <

VI.1.6. Homologia de grupoides

En esta seccion seguimos la presentacién de [Mil, Section 2]; ver también [Li, 2.3]. Fijamos un
grupoide étale ¢. Dado n > 0, el n-ésimo grupo de homologia de ¢ con coeficientes en un ¢-mddulo
M se define como

H,(%,M) = Tor“ 9 (4,(4?),M).

Escribimos H,(%) := H,(¥, 6,(G)) y H,(¥,Z) = H,(9, 6,(Z)) para cada 9-espacio Z. Como se
observa en [Mil, Section 2], sera importante en lo que sigue recordar que el funtor derivado Tor
puede calcularse a través de resoluciones playas. Concretamente, si P, es una resolucién playa de
M, entonces H,(%, M) es la homologia de 4,(4?) ® () Pe; este proceso también coincide con
resolver a 6.(9®) por ¥-médulos playos y luego tensorizar por M. Esto permite el calculo de la
homologia de grupoides a partir de un complejo explicito que recordaremos a continuacién. Primero
recordamos algunos resultados de [ Mil] sobre platitud y productos tensoriales de ¢-mddulos. Un
%-espacio a izquierda Z se dice bdsico si

YXg0Z > Z%Xz/4Z, (g,x) > (gex,x).

es un homeomorfismo, y étale si su ancla es étale.
Los espacios 4™ son basicos y étale para todo n > 1. Nuestro interés por este tipo de espacios
proviene del siguente resultado.

Proposicion VI.1.21 ([Mil, Proposition 2.8]). Sea ¢ un grupoide amplio. Si Y es un ¥-espacio basico
y étale, entonces 6.(Y) es un ¢-mddulo playo. <o
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Abreviaremos ®y := ® 4,(¢)- Dado un ¥-espacio a izquierda Z y un ¥-espacio a derecha Y,
podemos formar su pullback Y x4 Z a lo largo de sus anclas; el cociente de este espacio por la
relacién (y ® g,z) ~ (y,g ®2) se denotard Y x4 Z.

Proposicion VI.1.22 ([Mil, Proposition 2.9]). Sea ¢ un grupoide amplio, y sean Y un ¥-espacio
a derecha bésico y étale con ancla o: Y — G©. Si Z es un Y-espacio a izquierda totalmente
disconexo, entonces Y x4 Z es totalmente disconexo, localmente compacto, y hay un isomorfismo

K:6.(Y)®y 6.(Z) =, 6.(Y x4 Z) dado por

kEenly.z)= D, E(yegng™" ez). (VL1.23)

gegv(y)
<

Observacion VI.1.24. Sea ¢ un grupoide amplio, Y ¥-espacio a derecha étale, y Z a totally discon-
nected left ¢-space. Como Y es bésico y étale como ¥°-espacio, la Proposicién VI.1.22 aplicada a
9 en lugar de ¢ nos dice que 6,(Y) ®yw 6,(Z2) = 6.(Y Xyo Z).

Observacion VI.1.25. En la Proposicién VI.1.22, si ¢4, Y y Z son A-graduados, entonces Y Xy Z
puede equiparse con una A-graduacion via |[y,z]| = |y| + |z|. Con esta graduacién x es homogéneo
de grado cero: si £ € 6.(Y); yn € 6.(Z); paraalgin [,1’ € A, entonces para que k(& ®n)([y,z]) sea
no nulo debe existir g € 970 tal que y @ g € Supp(&) y g~ ! 2 € Supp(n). Por lo tanto |y| +|g| = [,
—|g|+ |zl =1, yasi|[y,z]] =1 +1’. Se sigue que Supp(x(£ ® 1)) esta contenido en |- |1(I +1') y
k(Een)=1+1"=|&| +|n| =|& ® n| como afirmamos.

Corolario VI.1.26. Sea ¥ un grupoide amplio y Z un espacio topolédgico con estructuras de ¥-espacio
a derecha e izquierda. Si Z es totalmente disconexo, entonces

U i (9) ®yo 6.(Z2) ®yw) i (9) = 6.(Y Xy Z Xy 9),
ulpo ® Y ® $1)(g0,2,81) = Po(80)¥ (2)P1(81)-

es un isomorfismo de bimddulos. o

Ejemplo VI.1.27 (La resolucién estdndar). Sea B,(¢4) = ¥+1 para cada n > —1, y para cada n > 0
sean

di(g0>--->8n) = (80> +>&i—18i>++»8&n)> 0<i<n,
dO(gOJ-,,’gn):(gl""gn) n>0:
si(go;"'agn)z (gO)'";r(gi)Jgi)"'agn)'

En el lugar By(¥) definimos dy(g,) = s(gp). Un andlisis analogo al de (VI.1.13) muestra que estas
asignaciones son funciones étale ¥4-equivariantes. Tenemos asociado entonces un complejo de ca-
denas (6.(B.(%)), bs),>_1 con borde b, = Zo<i<n(—1)i(di)*. Consideremos h,,: B,(¥%) — B,41(¥9),
h.(go,--->&n) = (g0s--->&n»>5(g,)) junto con la inclusién abierta h_y:B_1(¥%) — By(¥). Como

dihn = hn_ldi, dn+1hn = ld, doh_]_ =id (O < i < n),

se sigue que {(—1)"*!(h,,),},>_1 s una homotopia de contraccién del complejo (6, (B.(%)), ba)p>—_1-
En particular este ultimo es (puramente) exacto. En vista de la Proposicién VI.1.21 tenemos una
resolucién playa B(¥) := 6.(B,(¥9))n>o de B(¥)_; := 6.(9O).

Por lo tanto la homologia de B(¥) ® 4 M calcula H (G, M). Si M = 6,.(Z) para algtin ¥-espacio
totalmente disconexo Z, entonces usando la Proposicion VI.1.22 se llega a que

B(9), ®y 6.(2) = 6.(9" x4 2) = 6.(9™ x40 Z).
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Més atin, los morfismos (d;), ®¢ 6,.(Z) vienen inducidos por los morfismos &;: 4™ x g Z —
41 x 40 Z dados por

50(g1,._‘,gn,2) :(gZ:-."ng,z)
6:(81,--,802) =(81,---,8i&i+1>---»8&n,2)i<n
5n(g1:~">gn:z) Z(gla"':gn—l’gn.z)'

Escribimos H(¥, Z) para el complejo resultante. Como observamos, su homologia calcula H,(¥, 6.(Z)).
Si Z = 9, entonces H(¥, 9©) puede identificarse con el complejo H(%) asociado al nervio de ¢
descrito en el Ejemplo VI.1.13.

VI.1.7. Homologia de Hochschild y sus variantes

Sea A una (-algebra con unidades locales. Consideremos el complejo N-graduado de £-mddulos
HH(A/£) dado por HH(A/£), = A% junto con los morfismos de borde

n—1
blay®---®a,) = Z(—l)iao ®---®a;a,; Q- ®a, +(—1)"a,qp®a; ® ---®a,. (VL.1.28)
i=0

Llamamos a HH(A/{) el complejo de Hochschild de Ay su homologia HH,(A/{) la homologia
de Hochschild de A (relativa a £).

Observaciéon VI.1.29. En [Lod98, Section 1.4.3] el complejo HH(A/¢) se denota C™V(A/{) y se
llama el complejo de Hochschild naive. Para un algebra A arbitraria, su homologia de Hochschild
puede diferir de la definida en [Lod98, Section 1.4.1]; sin embargo ambas definiciones coinciden
para algebras con unidades locales por [Lod98, Proposition 1.4.4 y Proposition 1.4.8].

Dado un A-bimédulo M, escribimos [M,A] para el £-médulo generado por los conmutadores
[m,al]=ma—amy
My =M/[M,A] (VI1.1.30)

para el £-mddulo cociente. Viendo a M como un médulo a izquierda sobre el dlgebra envolvente
A®; AP, tenemos un isomorfismo de £-médulos

My = A®ugp0 M.

Sea B otra {-algebra tal que A es una subdlgebra de B que contiene un sistema de unidades locales
de B (y por lo tanto también de A). Considerando el A-bimédulo B®4"*! para cada n > 0, definimos
HH(B/A), = By = A®ugu0 B2,

El morfismo de borde (VI.1.28) desciende a un morfismo b: HH(B/A),,; — HH(B/A), que hace de
HH(B/A) un complejo de cadenas.

Observacién VI.1.31. Si B es un 4lgebra A-graduada entonces B®"*! es un £-médulo graduado.
Si A C By, entonces B®"™! también es graduado. En ambos casos la graduacién esta dada por la
asignacién en tensores elementales |by® - ® b,,| = |bg|+ -+ |b,|. La graduacién B®4"*! induce una
en el cociente BiAnH. Se sigue que HH(B/A) y HH(B/{) son complejos de médulos graduados con
morfismos de borde homogéneos de grado cero, y tales que el morfismo candnico de comparaciéon

HH(B/{) — HH(B/A) es compatible con la graduacién.

Lema VI.1.32. Sea B una {-algebra y A C B una {-subdlgebra conmutativa. Sea & el conjunto de
todos los conjuntos finitos de idempotentes ortogonales de A. Supongamos que

) paracadaa,,---,a, €A, existe F € Z tal que {a;,---,a,} C span, F;



VI.1. GENERALIDADES 81

1) A contiene un sistema de unidades locales de B.

Entonces la proyeccién candnica
HH(B/() - HH(B/A)

es un cuasi-isomorfismo.

Demostracion. ParacadaF € &, (F :=span, F C Aes una subdlgebra unital con unidad pp = ZpeF p.
La hip6tesis I) implica que el sistema {{F } rc 5 es filtrante y que |z, {F = A. Por II), existe un sistema
de unidades locales & C A que es un sistema de unidades locales de B; en particular B = Upe ¢ DBD.
Por lo observado anteriormente, para cada p € & existe F € & tal que p € {F; por lo tanto p € pzBpg
y entonces pBp C ppBpg. Esto implica que B = UFE? PrBpr, lo cual implica que {py: F € Z} es un
sistema de unidades locales para B. En particular la inclusién A C B es el colimite sobre F € & de las
inclusiones unitales {F C By := prBpy, y el morfismo de la proposicion es el colimite sobre F € &
de las proyecciones HH(By /{) — HH(Br/{F). En consecuencia podemos asumir que A= {F es una
suma directa de copias de £, y que la inclusién A C B es un morfismo unital de £-dlgebras. Bajo estas
hipétesis el lema es un caso particular de [Lod98, Theorem 1.2.13]. <o

VI.1.8. Homologia ciclica

En esta secciéon damos una breve introduccion de la homologia ciclica de médulos (semi)ciclicos,
siguiendo la presentacion de [Lod98, Section 2.5].

Un £-mddulo ciclico es un £-médulo simplicial M, junto con una Z/(n + 1)Z-accién en M,, para
cada n > 0, dada por morfismos t,: M,, = M, sujetos a las siguientes relaciones de compatibilidad:

" =id, (VI1.1.33)
djt,=—t,_1d;_; paracadal <i<n, (VI.1.34)
dot, = (—1)"d,, (VI.1.35)
Sit, =—t 15,1 paracadal <i<n,

Soty = (—1)”ti+1sn.

Un £-mddulo semiciclico (llamado un médulo preciclico en [Lod98, pagina 77]) es un £-mddulo
semisimplicial M, con morfismos t,: M, — M, de orden n + 1 que satisfacen (VI.1.33), (VI.1.34)
y (VI.1.35). Por definicién todo mdédulo ciclico es semiciclico. Nuestra motivacion para considerar
modulos semiciclicos proviene del siguiente ejemplo.

Ejemplo VI.1.36. Sea R una £-algebra unital. El £-mddulo ciclico estdndar C?°(R) asociado a R
[Lod98, Proposition 2.5.4] es el médulo simplicial subyacente a HIHI(R) junto con la Z/(n+1)Z-accién
en HH(R),, = R®"! dada por la permutacién ciclica en tensores elementales. La definicién de los
operadores de degeneracién depende de que R sea unital. Para un algebra A no necesariamente
unital, podemos definir los morfismos de cara y los operadores ciclicos de igual manera, por lo que
se tiene definiido un moédulo semiciclico C¥¢(A).

Ejemplo VI.1.37. Sean A C B dos {-algebras como en el Lema VI1.1.32. En particular B = Upeg pBp
es una union filtrante, cada esquina pBp con p € & es unital, y CY“(pBp) es un médulo ciclico cuyas
degeneraciones estas definidas por la insercidon de p en el lugar apropiado. Si p,q € & y pBp C qBg,
entonces para cada ay,...,a, € pBp se tiene que

QWO ®A®I®A1®  ®d,=Ay® - ®APOI® A ® B a,
=q,® - ®q;®pq®a; 1 ® *®a,
=4y ® - ®q;®p®a ® - Ba,.

Por lo tanto, se tienen morfismos de degeneraciones bien definidos en C%“(B) = colim,c s C“(pBp),
por lo que CY¢(B) resulta un médulo ciclico.
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Dado un médulo semiciclico M, se definen operadores b,b’: M,, = M,_; y N: M,, —» M,, por
b= ,(-1d;, b = Z?:_é(—l)idi yN =Y, t', que satisfacen las relaciones b(1—t) = (1—t)b’
y b’N = Nb. En particular tenemos un bicomplejo CC(M) con diferenciales que anti-conmutan del
siguiente modo:

b Y b Ly

Y1t N 1t ¢ N

M, < M, < M, < My 4

bJ/ —b’\L b —b/\L (V1.1.38)
M, <1_f M, <N M, <1_t M, <N

N )

M, <1—t M, <N M, <1 t M, <N

La homologia de Hochschild H,(M) de M es la homologia de HH(M) = (M, b). La homologia
ciclica de M es la homologia de la totalizacién de CC(M),

HC(M) = Tot(CC(M)),  HC,(M) = H,(HC(M)). (VL.1.39)

Observemos que el bicomplejo definido anteriormente puede extenderse, repitiendo las columnas
infinitamente hacia la izquierda, para obtener un bicomplejo concentrado en el semiplano superior
CCP®'(M). El truncamiento al segundo cuadrante resulta un subcomplejo CC~(M). Los complejos pe-
riédico y ciclico negativo de M son las totalizaciones (tomando productos) HP(M) = Tot(CCP¢"(M))
y HN(M) = Tot(CC~(M)) respectivamente. Un morfismo ¢ : M — N de complejos semiciclicos es
un cuasi-isomorfismo si induce un isomorfismo en homologia de Hochschild. Esto implica que ¢
induce un isomorfismo en homologia ciclica y sus variantes.

Ejemplo VI.1.40. Como en la Observacion VI.1.29, si A es un anillo con unidades locales, entonces
HC(A) := HC(C%¢(A)) calcula la homologia ciclica de A; lo mismo es cierto para sus variantes
negativa y periddica.

Ejemplo VI.1.41. Sea ¢ un grupoide amplio y ¥,y el espacio débilmente booleano simplicial del

Ejemplo VI.1.17. Tenemos una Z/(n + 1)Z-accién en ‘ﬁc’;c dada por permutaciones ciclicas,

Th: (gcr;c - (gcr;@ Tn(gO; 815+ -)gn) = (gn) 805 ':gn—l)'

Luego cada médulo (gc(%cnyc) viene equipado con una accién de Z/(n+1)Z dada por t, = (—1)"(7,,),-
Estos operadores son compatibles con la estructura simplicial y hacen de HY(¥) = %C(%c'yc) un
madulo ciclico.

Ejemplo VI.1.42. Los médulos {B, (%)}, del Ejemplo VI.1.27 junto con operadores de caras y
degeneracién definidos alli forman un £-moédulo simplicial B(%). Sea

Tn: Bn(9) — B,(Y)

_ ((go,-~~;gn—1)_1;g07--~;gn—2;gn—1gn) n=1
Tn(gO’---:gn)—{ 20 n=0.

Los operadores t,, = (—1)"(7,,), hacen de B(%¢) un mdédulo ciclico.

Ejemplo VI.1.43. Sea

T, 4 - g
Tn(gl,._.,gn) = ((gl)-._:gn)_lsgl’-..agn—l)'

El médulo simplicial H(¥) equipado con los operadores t, = (—1)"(7,,), es un médulo ciclica.
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Observacion VI.1.44. Sea M un £-médulo ciclico y M_; = coker(b: M; — M,). Por [Lod98, 2.5.7],
el complejo (M,, b”) es siempre contrictil. Si ademés asumimos que (M,, b) es (puramente) exacto
en grados positivos, obtenemos un bicomplejo con columnas (puramente) exactas

b i
Yoo YN Y e YN
2 < MZ < 2 < M2 < ........

b b’ b _p

~ 1t ~ N < - 4 N
M] < M] < Ml < M1 < ........
b b’ b _p

~ 1t ~ N < - 4 .
MO < MO < MO < MO < ........
~ < 4 3
M_1 < 0 < M_1 —— 0 oo
v v g ~

0 0 0 0

Observacion VI.1.45. Sea C un complejo ciclico y s: C — C[1] una la llamada degeneracion extra
que satisface 1 = sb’ + b’s. Sea B: C — C[1], B = (1 —t)sN. La tupla M(C) = (C,b,B) es un
complejo mixto; esto quiere decir que b> = B> = bB + Bb = 0. Es posible definir bicomplejos ciclico,
ciclico negativa y ciclico periddico asociados a un complejo mixto [Kas87]. Sus totalizaciones son los
moédulos graduados que en grado n son HC(M) = P »¢ My—pj, HP(M),, = l—[jeZ M4p; D HN(M), =
I1 20 Mp+2j, con morfismos de borde inducidos por b +B. En el caso de M (C), la totalizacion de cada
uno de los bicomplejos es cuasi-isomorfa a la definida anteriormente para C. Una forma explicita para
el cuasi-isomorfismo HC(M(C)) — HC(C) puede encontrarse en [LQ84, Proposition 1.5]. La misma
férmula funciona en el caso de HN y HIP. Si M y N son complejos mixtos con b y B sus morfismos de
borde descendientes y ascendentes respectivamente, un S-morfismo G*: M — N es una sucesion de
morfismos lineales homogéneos G": M — N[2n], n > 0, tales que [G°,b] =0y [G""},b] = —[G", B]
para todo n > 0. Si G* es un S-morfismo, entonces G = Zn>0 G": HP(M) — HP(N) es un
morfismo de complejos, que envia HN(M) — HN(N) y por tanto induce un morfismo de complejos
HC(M) — HC(N). Cada uno de estos morfismos es un cuasi-isomorfismo si G° lo es.

VI.2. El complejo de Hochschild de un algebra de Steinberg

En esta seccion relacionamos la homologia de Hochschild de un algebra de Steinberg con el
complejo HYC del Ejemplo VI.1.17. A lo largo de la seccién fijamos un grupoide amplio % con espacio
de unidades X.

Lema VI.2.1. Sea Z el conjunto de todos los conjuntos finitos de idempotentes ortogonales de ./ (X)
y sean > 1. Para cada ay,...,a, € «,(X) existe F € & tal que a4,...,a, €(F.

Demostracién. Basta ver que la conclusion del lema es valida cuando cada elemento g; es la funcién
caracteristica de algiin abierto compacto de X, ya que estos elementos generan a .o/ (X). Sean
Aq,...,A, C X subespacios compacto-abiertos. Para cada I C [n], = {1,...,n} sean I = [n], \ I
VA =i/ A \Ujezc A;. Como X es Hausdorff, cada subconjunto A; es compacto-abierto, asi que
X4, € @ (X). Mds todavia, tenemos que A;NA; = 0 para cada I # J y también que para cadai € [n],,
A; = |;e;Ar. En consecuencia F = {y, : I C[n],} € F y ya, = Diies Xa, €LF. o

Corolario VI.2.2. La proyeccién candnica

HH(.</,(9)/k) — HH(.<7;(94)/ ./,(9?))
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es un cuasi-isomorfismo.

Demostracién. El Lema VI.2.1 implica que A = .o/;(X) cumple con la hipdtesis (I) del Lema VI.1.32.
Ademas, los yx con K C X compacto-abierto forman un sistema de unidades locales de B = .«7;(%),
por lo que la hipdtesis (II) del lema citado también se satisface. Basta aplicar entonces el Lema
VI.1.32. <o

Lema VI.2.3. Para cada n > 0 tenemos un epimorfismo de ./, (X)-bimddulos
Ay (X) ® )0, )0 C(GH) > C(Geye)s XU ® Alagl-1a,1 = X(UAg|-14,0)-

Demostracién. Como X es Hausdorff, se tiene que ‘ﬁgyc ={(g0,--.-,81) € 4"V : r(go) =s(g,)} esun

subespacio cerrado de ¢"*1). En consecuencia tenemos un morfismo de restriccién res: 6,(4"*1) —

%C(%g,c) que envia ypa |..ja,] @ X(a,-|a,)- Basta ver que esta aplicacién desciende al cociente por
+1 : —

copmutadores 6.(4" ))ﬁ' ]?‘.sto .equwale.a ver que res( Yy - X[a,)--1a,1) = res(X[a)--1a,1° ?(U) para cada

abierto compacto U C X y bisecciones abiertas y compactas A, ...,A, C ¥, lo cual se sigue del Lema

VI.1.20 iii). <

Teorema VI.2.4. Sean > 0. Si ¢ es un grupoide amplio, se tiene un morfismo suryectivo de médulos
semiciclicos

p: C¥( A (9)/ (X)) > HY(Y) = 6.(9,.), (VL.2.5)

M(‘Ibo ] ® ¢n)(g0> .- 'Jgn) = ¢’0(g0) T qbn(gn)

Ma4s aun, si ¢ es un grupoide A-graduado, entonces y es un morfismo homogéneo de grado cero
entre £-modulos (A x Ny)-graduados.

Demostracion. Empleando la notacién (VI.1.30) para .«/;(X)-bimddulos, y aplicando el Corolario
VI.1.26, tenemos isomorfismos

HH("Q{K(%)/'%(X))“ = ‘:gc((g)i‘df(x)n-’—l s (gc((g(n+l))#.

Aplicando el Lema VI.2.3 obtenemos los epimorfismos deseados, que definen un morfismo de médulos
semiciclicos pues vienen inducidos por una inclusién de espacios semiciclicos. <o

VI.3. Primeros calculos

En esta seccion nos concentramos en el calculo de la homologia ciclica del complejo HY(¥),
con la intencién de obtener informacién sobre HH(.<#;(%)) en casos favorables. Tomamos como
inspiracién el calculo de la homologia de Hochschild y la homologia ciclica (periddica, negativa) de
algebras de grupo debido a Burghelea ([Bur85]), como se presenta en [Lod98, Seccién 7.5].

VL.3.1. Subespacios invariantes de Iso(¥) y sumandos directos HH(.</,(¥))
Fijemos un grupoide amplio ¢. Decimos que W C Iso(¥) es invariante si
GeW ={gwg ':s(g)=r(w),weW}cWw.
Un tal subespacio define un subobjeto ciclico de ‘,ﬁc‘yc ; concretamente

F(%,W)n = {(gO:-H:gn) € (gcr;c 80" "&n € W}

Observemos también que cada espacio I'(¥4,W),, es abierto (resp. cerrado) si W es abierto (resp.
cerrado), dado que I'(4, W), es la preimagen de W bajo el morfismo producto %&C —Iso(¥).Si1 ¥
es A-graduado, la restriccién del morfismo de graduaciéon hace de W un ¥-espacio A-graduado. Una

verificacion directa relaciona a los espacios I'(¢4, W) con la homologia de grupoides.
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Lema VI.3.1. La asignacién

(g(n) xtg(O) W - F((g: W)n, ((gb . -’gn), W) e (W(gl . 'gn)_l’ 815--- >gn)

es un homeomorfismo con inversa (gg, ..., &) — ((g1,---,&n)>&0&1 " - &»)- Equipando a W con la
estructura de ¥-espacio a izquierda dada por la conjugacién, el homeomorfismo anterior es un
isomorfismo de espacios simpliciales entre I'(¢4, W) y el espacio simplicial ¥(*); x, W asociado a la
homologia de grupoides de ¥ con coeficientes en W. La estructura ciclica de I'(¢4, W) se corresponde
con en el lado izquierdo con la dada por

t((gl; .. ~:gn)> W) = ((W(gl Tt ’gn)—l’ 815+ gn—l): gnt;:l)

En particular, tenemos un isomorfismo de médulos ciclicos
H(¢.(T(¢,W))) = H(Y, W).

<
Corolario VI.3.2. Para todo grupoide amplio ¥ se tiene que HY°(%) = H(¥, ¥*°). <

Observacién VI.3.3. Si ¢ es un grupoide amplio A-graduado, y equipamos ¢™ con la graduacién
trivial y W con la graduacién canénica como subespacio de ¥, entonces el homeomorfismo del Lema
VI.3.1 es compatible con la graduacién de I'(¥¢, W) inducida por la de ¢"

cyc’
Recordemos que un grupoide se dice principal si Iso(¥) = 4.

Proposicion VI.3.4. Si ¢ es un grupoide principal, entonces HY(¥) = H(¥%) como mddulos ciclicos.

Demostracién. Como ¥ es principal, %C'yc =T(%,%?). Ahora resta aplicar el Lema VI.3.1. <
Lema VI.3.5. Si W es un subespacio abierto (resp. abierto y cerrado) de Iso(%), entonces H(%, W)
es un subcomplejo (resp. sumando directo) de H%°(¥). Mas atn, si W es abierto y cerrado en ¥,
entonces la inclusién I'(¢, W), € ¢**! induce una seccién H(¥, W) — HH(.«/,(¥)/ ./ (X)).

Demostracion. La primera afirmacién es una consecuencia inmediata del Lema VI.3.1 y de que si Z
es un subespacio abierto y cerrado de un espacio Y, entonces 6.(Y) = 6,.(Z) ® 6.(Y \ Z). Como
I'(¢4,W), es la preimagen de W a través de la funcién continua producto ¥+D — @, si W es
abierto y cerrado en ¢ entonces I'(¢4, W), es un subespacio abierto y cerrado de ¢*1. Por lo tanto
la inclusién define un morfismo 6.(I'(¢, W)) — 6,(¢™), que puede ser postcompuesto con la
proyeccién HH(.«/(9)/ . (X)), = %C(%(”“))u. Su inversa a derecha estd dada por la composicién
de (VI.2.5) con la proyeccién HY(¥¢) — 6.(['(¥4,W)).

<o

Corolario VI.3.6. Para cada grupoide amplio ¥, el médulo semiciclico H(%) es un submddulo
semiciclico de HY¢(¥). Si ¢ es Hausdorff, entonces H(%) es un sumando directo de tanto HY°(%)
como HH(.«/(%)/ .« (X)), y conmuta el siguiente diagrama:

HE(.,(9)/.,(X)) 23 HY(%)

)

H(9)
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VI.3.2. Homologia con coeficientes en Orbitas discretas de Iso(¥)

Sea 1 € Iso(¥) y supongamos que ¥ e 7 es discreto. Llamemos s(n) =r(n) = x y 5 := (%} ), al
subgrupo centralizador de 7).

Como s: 4 — 4O es étale, la fibra ¢ sobre x es discreta, y asi lo son entonces todos sus
subespacios como ¥ y todos los centralizadores de este ultimo grupo. En particular s hace de ¥*
un J¢-espacio étale.

Lema VI.3.1. El ##-mdédulo 4,.(4*) es playo.

Demostracién. Por la Proposicién VI.1.21, y el hecho de que ¥* es un #-espacio étale, es suficiente
ver que la accién ¥* ~ S es basica; es decir, basta ver que la funciéon

G X A > G Xyx 0 9", (a,h) = (a,ah)

es un homeomorfismo. Esto sucede porque la funcién en cuestién es una biyeccién entre espacios
discretos. <o

Lema VI.3.2. Se tiene un homeomorfismo

G| H—>Gen, [g]—gng "
Demostracion. La funcion es una biyeccion entre espacios discretos. <&
Proposicion VI.3.3. H, (¥, 9" /) = H (¢).

Demostracién. Adaptamos la demostracion del Lema de Schapiro para grupoides de [Mil, Lemma
2.19] a nuestro contexto. Consideramos la resolucién playa estandar de 6,(#°*) — 6.(#©) =
¢ como .of;(#)-mddulo, dual a la del Ejemplo VI.1.27. Por el Lema VI.3.1 tenemos que P, =
6.(97) ® 4,(#) 6:.(5°) es una resolucion playa de 6.(9”) ® 4, () 6.(#®). Aplicando ahora la
Proposicién VI.1.22, el médulo a que estamos resolviendo es 6.(94™) ® 4, () 6. (# D)= 6.(G" %,
#) = €.(4%/#). En consecuencia podemos calcular H,(¥,%*/#) como la homologia del
complejo 6,(4©) ® 4,(«) Po- Como ‘éc(%(o))®ﬁe(g) 6.(9%) = 6,(40 x4 9%) = 6.(#©), se sigue
que 6,(9®) ® 4,(9) Pe = 6.(#) ® o, (#) 6:(7°) cuya homologia es H, (). <

Teorema VI.3.4. Sean ¥ un grupoide amplio y Hausdorff y X = ¢(?). Supongamos que Iso(%) \ X
es discreto. Sea #Z C X tal que todo elemento de & tiene isotropia no trivial y cada elemento de
X con isotropia no trivial es isomorfo en ¢ a exactamente un elemento de %. Para cada x € £,
fijemos un conjunto de representantes Z, de las clases no triviales de conjugacién de ¥; . Tenemos
un cuasi-isomorfismo de médulos ciclicos

H(9) e P P H(4),) — HY(9).

XER NEZy

Ma4s todavia, si ¢ es A-graduado, entonces bajo el cuasi-isomorfismo anterior la componente
homogénea de grado m de HY(¥) se corresponde con

D D nen,)

XER NELZ,,
Inl=m

sime A\ {0} y con
H(9) e P P m((¥),).

XER NEZ,,
Inl=0

sim=0.
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Demostracién. Como se tiene una descomposicion en conjuntos abiertos, cerrados e invariantes de la
forma

so(9)=xu| | [ | 9en

XER NELZ,
entonces
HY(9) =2 H(Y,X)o P P H(Y, 4 o).
XER NEZ,
Aplicando el Lema VI.3.2 y la Propsosiciéon. VI.3.3 se concluye la prueba. <o

Observacion VI.3.5. El Teorema VI.3.4 aplica en particular a todo grupoide discreto, lo cual recupera
como caso particular el cdlculo de Burghelea de la homologia de Hochschild de las dlgebras de
grupo [Bur85, Theorem I’ 1)]. El andlogo para la homologia ciclica ([Bur85, Theorem I’ 2)]) serd
generalizado mas adelante en el Teorema VI.3.2.

VI.3.3. Acciones de semigrupos con puntos fijos esparcidos

Reformulamos ahora el Teorema VI.3.4 para el caso del grupoide de gérmenes de la accién de
un semigrupo. Sea . un semigrupo inverso, es decir, un semigrupo tal que para todo elemento
s € & existe un unico s* que es el inverso de s en el sentido de que ss*s = s* y s*ss* =s. El conjunto
& D &(F) de idempotentes forma un subsemigrupo conmutativo [Pat99, Proposition 2.1.1]. Sea X
un espacio localmente compacto y Hausdorff. El conjunto

FX)={f:U—>V:U,V CX abiertosy f es homeomorfismo}.

es un semigrupo inverso con las inversas parciales y la composicién parcial. Una accién & ~ X
es un morfismo de semigrupos ¢ : . — #(X). Escribiremos Dom(s) para el dominio de ¢(s) y
s-x = ¢(s)(x). La orbita de x € X es

Or(x)={s-x:s€.,Dom(s) 2 x}.

Estas son clases de equivalencias de la relacién inducida por la accién; escribimos X /& para el
espacio cociente. El estabilizador de x € X es

Stab(x)={s€ & :Dom(s)2 x,s-x =x}/ ~

donde sis,t € & y x € Dom(s) N Dom(t), entonces s ~ t si existe p € &() tal que x € Dom(p) y
sp =tp. La accién & n X da lugar a un grupoide & % X, el grupoide de gérmenes o grupoide de
transformacion de la accién [Exe08, Section 4]. Se define como el cociente de & x X por la relacion
de equivalencia (s, x) ~ (t,y) si x = y y existe p € §() tal que x € Dom(p) y sp = tp. Las unidades
son de la forma [p, x] con p € &(<) y x € Dom(p). Como los idempotentes en un semigrupo inverso
conmutan, dados e, f € & y x € Dom(e) N Dom(f) tenemos que [e,x]=[ef,x]=[fe,x]=[f,x];
por lo tanto (& % X)® puede identificarse con X viaa [p,x]+— x. Las funciones de salida y llegada
se definen como s([t,x]) = x, s([t,x]) = t - x, la composicién por [t’,t - x][t,x] = [t't,x] y las
inversas como [t,x]™' = [t*,x]. En [Ste10, Definition 5.2 and Proposition 5.13] y [Ste10, Theorem
5.17] se dan condiciones para que ¥ % X sea amplio o Hausdorff respectivamente.

Observacion VI.3.1. Se tiene una biyeccién (& x X)) = Stab(x), [s,x] — [s]; de esto se sigue que
el producto de & hace de Stab(x) un grupo.

Observacion VI.3.2. Todo grupoide amplio ¥ es un grupoide de gérmenes de la accién del semigrupo
%AB(%9) de bisecciones compactas en su espacio de unidades; si U es una biseccién compacta entonces
Dom(U) :=s(U)yU-x :=ysir(s }{(x)nU) = {y}.

Observacion VI.3.3. Si A es un grupo abeliano y ¢: S — A un morfismo de semigrupos, entonces
& x X es graduado poniendo |[s, x]| = c(s).
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Definiciéon VI.3.4. Decimos que una acciéon & m X tiene puntos fijos esparcidos si para cada
s €\ E(F) existe como maximo un punto x € Dom(s) tal que s - x = x.

Ejemplo VI.3.5. Sea E un grafo finito y regular, y sea Xy = {ejey--- : r(e;) = s(e;4q) Vi = 1} el
conjunto de caminos infinitos de E. Considerando a E® con la topologia discreta, equipamos a X
con la topologia subespacio de (E')Y; resulta asi compacto y Hausdorff. Asociado a E se tiene un
semigrupo

Sg ={(a,B): a, p caminos finitos tales que r(a) = r(B)} U {0}.

Notamos aff* := (a, ). La multiplicacién del semigrupo esta dada por

. _ex. J(@p)o* siy=pu
aff*-y6" = .
a(ou)* sif=ru
y@-x=x-0=0.Lainversa de aff* es fa*, y 0* = 0.
El semigrupo Sy actia en Xg; el dominio de aff* es Xy = {Bfifo- - : s(f1) =r(B), r(f;) =
s(fiy)}={P0O : r(B) =s(08), 8 € Xz} ylaaccién se define como aff*-($60) :=ab.Siaf*- 6 =06,
entonces a = f* y aa* es idempotente. En consecuencia, la accion tiene puntos fijos esparcidos.

Lema VI.3.6. Si & M X es una accion con puntos fijos esparcidos, entonces Iso(<” X X) \ X es
discreto.

Demostracién. Sea [s,x] € Iso(%# X X)\ X; in particular s ¢ &(<). Como la accién tiene puntos fijos
esparcidos, el conjunto

[s,Dom(s)]NIso(& xX)={[s,y]:y € Dom(s),s-y =y} ={[s,x]}.
es abierto en Iso(& % X). <

Teorema VI.3.7. Sea & un semigrupo inverso y X un espacio localmente compacto Hausdorff.
Supongamos que tenemos una accién & N X con puntos fijos esparcidos y que & x X es amplio y
Hausdorff. Fijamos una familia de representantes Z C X de X/ y para cada x € £ un conjunto
de representantes Z, de las clases de conjugacion no triviales de Stab(x). Existen entonces cuasi-
isomorfismos de mddulos ciclicos

H(¥ xX)® @D P H(Stab(x),) — HY(S x X).

XER NEZ,
La graduacion en & X X inducida por un morfismo de semigrupos c: & — A induce una descompo-
sicion
H(y el X) ® @xe% @nezx,c(n)zo H(Stab(x)n) m=0

HCyC y )4 X ~
mH( ) {@xex Dnez,, c(m=m mH(Stab(x),) en caso contrario.

Demostracién. En vista de la Observacion VI.3.1 basta indicar que, por el Lema VI.3.6, podemos
aplicar el Teorema VI1.3.4. <

VI.3.4. Homologia ciclica de grupoides

En esta seccidn calculamos la homologia ciclica del moédulo ciclico H(%) descrito en el Ejemplo
VI.1.43, asi como las variantes negativa y periddica. Necesitaremos algunas herramientas y termi-
nologia basica del algebra homoldgica relativa que recordamos a continuacion. Una extension de
;(%)-mddulos

i p
K — E > Q.
se dice semi-escindida si p tiene una seccién .« (X)-lineal. Un .«/;(%)-mddulo P es relativamente
proyectivo si hom 4, 4)(P,—) envia extensiones semi-escindidas a sucesiones exactas, y relativamente
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libre si P = .o/)(9)® . x)N para algin .«/ (X )-médulo N. Una resolucién (relativamente) proyectiva
de un .«¢;(%¢)-moédulo M es un complejo exacto de .« (%)-mddulos

v —>Py—>P; —>Pp—>M—0

que admite una homotopia de contraccion ./, (X )-lineal, y tal que cada mddulo P; es relativamente
proyectivo. Como en el contexto del dlgebra homoldgica clasica, los médulos relativamente proyectivos
son relativamente libres. Un morfismo entre dos .« (%)-modulos se extiende a un morfismos de
complejos entre resoluciones proyectivas, y una tal extension es tinica a menos de homotopia .« (%)-
lineal.

Lema VI.3.1. Sean ¢ un grupoide amplio con espacio de unidades X y n > 1. El .¢/;(%)-médulo unital
6.(4™) es relativamente libre con respecto a /,(X); en particular, es relativamente proyectivo.

Demostracién. En efecto, tenemos que 6.(9™) = 4,(4" V) ® Ax) i (9). <

Teorema VI.3.2. Sea ¢ un grupoide amplio. Tenemos cuasi-isomorfismos

HC(%) > D H(9)[—2n], EN(9) S [ [H(D)[2n], HP(9) S [ [H(Z)[2n].

n=>0 n>0 nez

de complejos de £-médulos. Consecuentemente tenemos isomorfismos

HC(9) = D H, (%), HN(9) = | [Hsni(9), HP(9) = | [Hogi(9).

i>0 i>0 i€z
para todo * € Nj,.

Demostracién. Sea B(%) el médulo ciclico del Ejemplo VI.1.42; notar que (B(%), b) es una resolucién
de B(9)_; = 6.(4©) por -, (%9)-moédulos relativamente libres. Por lo tanto, si n > 0, todo morfismo
de complejos B(¥4) — B(¥)[n] es . (%)-linealmente homotdpico a cero, dado que extiende al
morfismo nulo %C(fg(o)) — 0. Como en la Observacién VI.1.45, consideramos el complejo mixto
asociado M = (B(¥), b, B) y ponemos N = (B(%), b, 0). Definiremos un S-morfismo G*: M — N
recursivamente del siguiente modo: en primer lugar ponemos G° = idp(y). Como hemos observado
B es homotdpica a cero, de manera que existe una homotopia .«/(%)-lineal G! que cumple [G!,b] =
—B = —G°B = —[G°,B]. Sea n > 1 y supongamos definida G" tal que [G",b] = —G"'B. Luego
G"Bb = —G"bB = (—bG" + G"'B)B = —bG"B, asi que G"B es un morfismo de complejos .«/(¥)-
lineal B(¢) — B(¥)[2n+ 1]y por lo tanto es homotdpico a cero. Esto dice que existe G": B(¥) —
B(¥)[2(n+1)] tal que [G™",b] = —G"B = —[G", B]. Hemos construido entonces un S-morfismo

G* = 6.(9°) ® (4 G : M = (H(%),b,B) > N = (H(%), b,0)

tal que G = idg(g), lo cual implica que induce cuasi-isomorfismos a nivel de HC, HP y HN. <
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