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Foliaciones, estructuras de Poisson y residuos

Esta tesis se enmarca entre las teorias de foliaciones y de variedades Poisson en el
contexto de la geometria holomorfa. A toda variedad de Poisson se le corresponde su
foliaciéon simpléctica. En esta tesis estudiamos invariantes de las variedades Poisson
e invariantes de las foliaciones llamados residuos. Estudiaremos y presentaremos los
ya conocidos residuos de Baum-Bott para foliaciones singulares y los residuos que
Gualtieri y Pym le asociaron a médulos sobre variedades Poisson para luego establecer
ciertos resultados de comparacién entre algunos de ellos.

Palabras clave: foliaciones singulares, residuos de Baum-Bott, estructuras de Pois-
son, modulos Poisson.
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Foliations, Poisson structures and residues

This thesis is to be framed in between the theories of foliations and Poisson mani-
folds in the context of holomorphic geometry. Every Poisson manifold has its corres-
ponding symplectic foliation. In this thesis we study invariants of Poisson manifolds
and invariants of foliations called residues. We will study and present the already well
known Baum-Bott residues for singular foliations and the residues that Gualtieri and
Pym associated with modules over Poisson manifolds in order to establish certain re-
sults of comparison between some of them.

Keywords: singular foliations, Baum-Bott residues, Poisson structures, Poisson mo-
dules.
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1. Introduccion

Esta tesis estd dedicada al estudio de residuos de variedades de Poisson holomor-
tas y sus foliaciones simplécticas. Una variedad de Poisson holomorfa es una variedad
holomorfa X junto con un bivector global m € H°(X, A?Tx) que satisface la condicién
de integrabilidad [rt, 1] = 0. Las variedades de Poisson surgen de forma natural como
modelos matemaéticos para la mecénica clasica en fisica, y las variedades de Poisson ho-
lomorfas son sus contrapartes en el &mbito complejo. En el trabajo [GI’13], los autores
construyeron multivectores soportados en los lugares de degeneracion de una varie-
dad de Poisson dada, los cuales denominaron residuos. La motivacion principal detrds
de la introduccién de estos residuos fue una famosa conjetura de Bondal sobre las di-
mensiones de los lugares de degeneracion de una variedad de Poisson holomorfa. Por
otro lado, toda variedad de Poisson trae una foliacién natural del espacio subyacente,
conocida como la foliacién simplectica de la variedad de Poisson. En el trabajo [BB72],
los autores construyeron clases de homologia soportadas en el lugar singular de una
foliacién, que también fueron nombradas residuos. El objetivo principal de esta tesis
es estudiar y relacionar estas dos construcciones diferentes. La pregunta de si estos re-
siduos compartian algunas propiedades ya fue brindada por los autores de [GI’13] en
su trabajo original (ver la observacién 6.3). En esta tesis estudiaremos foliaciones ho-
lomorfas singulares y variedades de Poisson holomorfas, desarrollando ambas teorias
de residuos para abordar esta cuestion.

Un dato interesante a discutir es la naturaleza de las foliaciones simplécticas que
surgen de variedades de Poisson. En la literatura sobre teoria de foliaciones en varie-
dades holomorfas, suelen considerarse principalmente foliaciones saturadas: esas fo-
liaciones generalmente se estudian mediante formas diferenciales y sistemas de Pfaff
integrables. Un hecho interesante acerca de las foliaciones simplécticas asociadas a va-
riedades de Poisson es que generalmente son no saturadas. La saturaciéon de la folia-
cién simpléctica de una variedad de Poisson y la propia foliacion difieren habitual-
mente en informacion relevante, como es el caso del campo modular de una variedad
de Poisson. El campo modular siempre se encuentra en la saturacién de la foliaciéon
simplectica, pero usualmente no es un campo hamiltoniano y por ende no esta en la
foliacién simpléctica. Tras aclarar este punto, desarrollamos la teoria de residuos de
Baum-Bott para una foliacién holomorfa singular saturada. Ofrecemos una perspec-
tiva diferente sobre estos residuos, la cual también nos permite obtener el siguiente
resultado respecto a estos residuos.

Proposicién 1.0.1. Sea X una variedad compleja de dimension ny .# una foliacion holomorfa
singular saturada en X. Sea ¢ un polinomio simétrico homogéneo de grado L > n —k, tal que
@ = - &con ¢y & polinomios simétricos homogéneos, y s = deg(¢p) > n — k. Entonces:

Reso®(F) = Resy” (F) - £(N#)

0]

donde ResﬁB (Z) € HY(X, U, C), con U el conjunto regqular de F, y la accion de H*(X, C) en
H* (X, U, C) estd dada por

(w,n) v =(wAv,nA(V])



para w € Q*(X,C),n € Q* (U, C)

Por ltimo, pasamos al estudio de las variedades de Poisson holomorfas y desa-
rrollamos la teoria de residuos de Poisson de Gualtieri y Pym para compararla con los
residuos de la foliacién simpléctica de Baum y Bott. El principal resultado de esta tesis
es el siguiente teorema:

Teorema 1.0.2. Sea (X, ) una variedad de Poisson compleja de rango v que no es genérica-
mente simpléctica y sin contenido. Sea Z una componente irreducible y reducida de D ,_;(7t)
de dimension 2r-1. Entonces ResS", (wx)|z = 0 si y solo si <Res](?’s]?)n_27+1 (Fopmp)s Z) = 0.

La tesis estd organizada de la siguiente manera: el capitulo 2 incluye una intro-
duccién a las foliaciones holomorfas singulares y un analisis de la diferencia entre fo-
liaciones saturadas y no saturadas. El capitulo 3 trata los residuos de Baum-Bott de
foliaciones singulares. Proporcionamos un andlisis de algunas de sus propiedades, asi
como un apéndice que aborda la definicién de residuos de Baum-Bott en variedades
complejas no compactas. El cuarto capitulo introduce las variedades de Poisson ho-
lomorfas y los correspondientes residuos de Gualtieri-Pym. Finalmente, el capitulo 5
incluye los principales resultados de comparacién y ejemplos relacionados con resi-
duos en variedades de Poisson.



2. Foliaciones holomorfas

2.1. Preliminares sobre variedades complejas

En esta seccion recopilamos informacion sobre variedades complejas, campos vec-
toriales holomorfos, la diferencial de De Rham holomorfa, el corchete de Lie de cam-
pos vectoriales holomorfos, fibrados vectoriales complejos, espacios analiticos y haces
coherentes. Una referencia completa para los temas mencionados es [GH94] o [Voi07].

Una variedad compleja X de dimensién n es una variedad diferenciable de dimen-
siéon 2n que admite un cubrimiento por abiertos {U,} con funciones de coordenadas
@ @ Uy — C" tales que las composiciones @ o @' son holomorfas. Un morfismo
holomorfo entre dos variedades complejas X e Y es una funcién f : X — Y tal que la
composicién Ppgofo(¢@4)~" es holomorfa para cada par de funciones coordenadas de X
e Y.Dada f : X — Y una funcién holomorfa entre variedades holomorfas su jacobiano

en un punto p € X es la matriz
of; (0]
0z; P ij

donde (fi,...,f;) son las coordenadas que definen en los entornos de coordenadas de
p € Xy f(p) € Ydela funciéon Py o fo (@q)".

Dada X una variedad compleja una subvariedad analitica de X es un subconjunto
cerrado Y C X tal que para cada punto x € X existe un entorno abierto x € U C X
tal que Y N U es el conjunto de ceros de un ntmero finito de funciones holomorfas
{f1,...,fi} con valores en C. Decimos que un punto x € Y es un punto regular si las

funciones anteriores pueden tomarse de modo que su matriz jacobiana ( 2& ten-
alj i ]

ga rango k. Si cada punto de Y es regular, decimos que Y C X es una subvariedad
regular de X. Los puntos singulares de Y son los puntos no regulares. El teorema de
la funcién implicita holomorfa implica que si Y C X es una subvariedad regular holo-
morfa de X, entonces Y tiene la estructura de una variedad holomorfa. Una referencia
para este teorema es [GI94, page 19].

Ejemplo 2.1.1. El espacio proyectivo P¢ es una variedad compleja de dimensién n. En
cada subconjunto abierto afin U; C P¢ definido por la ecuacién x; # 0, tenemos la
funcién de coordenadas.

(pi:ui—>C“
X0 X1 X
(Xo:X1 1 - Xn) = (=, —, ..., =)
Xi Xi Xi

Y estas funciones proporcionan a P{ una estructura de variedad compleja. Los ceros de
familias de polinomios homogéneos definen subvariedades analiticas de P¢, denomi-
nadas variedades proyectivas. La mayor parte de esta tesis se centrard en variedades
proyectivas.



Ejemplo 2.1.2. El subconjunto de P2, definido por los ceros del polinomio homogéneo
(X0, X1,X2,X3) = X§ + XoX2 + X3 + x2x3 forma una variedad proyectiva de dimension
2 dentro de P%. Las variedades proyectivas definidas por los ceros de un polinomio
cuadrético como este se denominan cuddricas.

Decimos que una variedad analitica X es irreducible si no puede escribirse como
la unién de dos subvariedades analiticas propias. Cualquier subvariedad analitica X
puede descomponerse en sus componentes irreducibles que son sus subvariedades
analiticas irreducibles maximales.

Sea X una variedad holomorfa. Denotaremos por Ox su haz de funciones holomorfas
con valores en C. Un haz de x médulos es un haz & sobre X que asigna a cada con-
junto abierto U C X un médulo & (U) sobre el anillo Ox(U) de funciones holomorfas
en U. Un haz . de Ox—mo&dulos se llama de tipo finito si para cada p € X existe un
entorno abierto U de p y un epimorfismo Ox(U)" — /(U). Un haz de &x—modulos de
tipo finito es libre si es isomorfo a % para algtin ndmero natural r. Un haz . de tipo
finito es localmente libre si para cada punto p € X existe un entorno abierto p € U
tal que .|y es libre. Dado que solo trabajaremos con haces de tipo finito, nuestros ha-
ces localmente libres seran localmente isomorfos a £y para algtin nimero natural r, al
que llamamos su rango. Un haz de 0x médulos & es coherente si es localmente finita-
mente presentado lo que significa que para cada elemento x € X hay un subconjunto
abierto x € U C X y un morfismo de haces ¢ : 0}, — &7, tal que coker(¢) ~ &. Los
haces coherentes forman una categoria abeliana que incluye a todos los haces local-
mente libres de rango finito. Para una introduccién completa a los haces coherentes en
variedades analiticas, referimos al apéndice en [GR84].

Proposicién 2.1.3. Sea X un espacio analitico complejo. Los haces coherentes de Ox—mddulos
satisfacen las siguientes propiedades.

1. El haz O es coherente.

2. 510 = & — & — & — 0 es una sucesion exacta de haces de Ox—mddulos y dos de los
tres haces son coherentes, entonces los tres haces son coherentes.

3. Sif: X — Y es un morfismo de variedades analiticas y . es un haz coherente sobre X,
entonces el haz imagen directa f,(.%) definido por f.(.)(U) = #(f(U)) es un haz
coherente sobre Y.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos una variedad compleja X y sea Y C X una subvariedad
analitica. Sea U C X un subconjunto abierto. El ideal de funciones

Iy(U) ={f € Ox(U)[f(x) = 0 para todo x € Y}

define un haz coherente de Ox—modulos sobre X. En efecto, sii: Y — X esla inclusion,
tenemos que la sucesion
O—>Iy—) ﬁx-)l*(ﬁy) — 0

es una sucesion exacta de haces sobre X. Como dos de estos haces son coherentes, el
tercero debe serlo también.



Se dice que un fibrado vectorial complejo diferenciable 7t : E — X sobre una varie-
dad compleja X es un fibrado vectorial holomorfo si existen estructuras de variedades
complejas en X y E tales que 7 es holomorfo y existen trivializaciones

Ti . 7'[_] (Ul) — Ui x C'

tales que los T; son biholomorfismos. Considerando dos subconjuntos trivializantes
abiertos U, V obtenemos t;; = Tj0 (1) ' : UNV x C" — UNV x C"y esta funci6n sa-
tisface que Ty(x,y) = (x, Fuv(x)y) para alguna transformacién lineal Fyy(x) € GL.(C).
La coleccion (Fyy)y,v de funciones Fyy : UNV — GL,(C) se denomina cociclo del fi-
brado vectorial. Un fibrado vectorial complejo E — X sobre una variedad compleja X
es holomorfo si permite un cociclo de matrices de transicién con coeficientes holomor-
fos. De esta manera, un fibrado vectorial holomorfo estd representado por un cociclo
de funciones holomorfas (Fyy)uv donde Fyy : UNV — GL,(C). También es cierto que
cualquier cociclo de funciones holomorfas como el anterior es la matriz de transicién
de un fibrado vectorial holomorfo. Un morfismo de fibrados vectoriales holomorfos
entre los fibrados vectoriales E; — X; y E; — X, es un par de funciones holomorfas
f:E — Eyyg:x; — X, que satisfacen que 7, o f = g o 71y y que la restriccion de f a
cada fibra de 71; es C—lineal. Denotamos por Homyg (E+, E;) el conjunto de morfismos
de fibrados vectoriales entre E; y E,.

Sim: E — Xes un fibrado vectorial, un morfismo o : X — E tal que mo o = idx se
denomina seccién holomorfa de E. Denotamos por I'(U, E) el &x-moédulo de las seccio-
nes holomorfas de E sobre el subconjunto abierto U C X. Las secciones de un fibrado
vectorial holomorfo forman un haz de &x—maodulos que es localmente libre. Ademés,
cada haz localmente libre de &x médulos puede realizarse como el haz de secciones de
un fibrado vectorial holomorfo sobre X. Esto puede verse de la siguiente manera: dado
un haz localmente libre de Ox—moédulos . podemos elegir dos subconjuntos abiertos
diferentes U, V con interseccién no vacia de X, tales que . (U) y (V) sean libres con
base {si,...s:} y{s1,..., S;} respectivamente. Entonces los elementos si|y~y € .7 (UNV)
deben ser combinaciones lineales de los elementos base {si, ..., s:} y por lo tanto hay
elementos F;; € Ox(U N V) que satisfacen ) ., Fys; = s;. Las funciones (F;)i<ij<r for-
man una matriz Fyy con entradas en Ox(U N V) y por lo tanto una funcién holomorfa
Fuv : UNV — GL,(C). El conjunto de estas funciones (para U, V subconjuntos abiertos
de X que trivializan .#’) forma un cociclo de matrices de transicién holomorfas y, por lo
tanto, define un fibrado vectorial holomorfo. En este trabajo, identificaremos cualquier
tibrado vectorial holomorfo con su haz de secciones. Para una discusién detallada de
los resultados mencionados en este parrafo, véase [Vak25, Seccién 13.1].

Ejemplo 2.1.5. Si X es una variedad compleja, el fibrado vectorial C" x X — X se deno-
mina fibrado vectorial trivial sobre X de rango r. El haz de secciones de C" x X sobre X
se identifica con O7.

Ejemplo 2.1.6. Sobre P{. podemos considerar el fibrado lineal tautol6gico dado al con-
siderar como el espacio total

E ={(x,y) € P} x C"'|y € x donde x se ve como una linea en C""'}.

Este espacio tiene una proyecciéon natural E — P¢ dada al proyectar a la primera coor-
denada y es una subvariedad compleja de PE x C™*'. Usualmente denotaremos el haz
de secciones de este fibrado lineal sobre Pt como Opy (—1).
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Si X es una variedad compleja de dimensién n entonces podemos considerar a X
como variedad diferenciable de dimensién 2n. De esta manera producimos su fibra-
do tangente real Tz X. Denotaremos por T su complejizaciéon T = TgX ® C. El fibrado
vectorial complejo T tiene rango 2n y no es holomorfo. La funcion J, en Tg , X inducida
al multiplicar por i en Tz, X en cada punto p € X se extiende a una funcién C—lineal
Jo 1 T, — Tp que se pega en un morfismo global de fibrados vectoriales complejos
] : T — T que satisface la propiedad de que J* = —id,. Este morfismo descompone T en
la suma directa de los dos espacios propios de ] para cada valor propio iy —i,

T T o TR

y estos dos espacios se denominan fibrados tangentes holomorfos y antiholomorfos
de X respectivamente. Ty y T2' son fibrados vectoriales complejos diferenciables sobre
X, pero Ty® también es un fibrado vectorial holomorfo. Localmente, si (z1,zy,...,z,)
son coordenadas locales de Xy z; = x;+1y;, tenemos coordenadas locales (x1, Y1, X2, Yz, .
para X como variedad diferenciable. En este contexto, la funcién | estd dada por ](a%) =

- ¥ J(55;) = —5y- El fibrado tangente holomorfo se genera en cada punto p € X por
los elementos {32, - . ., 30|}, donde
0 0

=—h—i—k €1,

lp o,

aZi
El haz de secciones holomorfas de Ty° se denomina haz de campos vectoriales holo-
morfos en X. El corchete de Lie de campos vectoriales en una variedad diferenciable
X se extiende C—linealmente hasta la complejizaciéon T. Ademads, el corchete entre dos
campos vectoriales holomorfos es a su vez holomorfo y, por lo tanto, el fibrado tangen-
te holomorfo hereda este corchete.

Observacion 2.1.7. Si X es una variedad diferenciable de dimensién par, podemos exa-
minar cudndo admite una estructura de variedad compleja. Decimos que una variedad
diferenciable X tiene una estructura casi compleja si presenta un endomorfismo lineal
J : Tx — Tx tal que J* = —1d. La variedad diferenciable subyacente a una variedad com-
pleja X siempre presenta una estructura casi compleja J, inducida por la multiplicacién
por i, ya que los espacios tangentes reales admiten una estructura de espacio vectorial
complejo. Llamamos a una estructura casi compleja (X, ]) integrable si existe una es-
tructura de variedad compleja en X que induce J. El teorema de Newlander-Nirenberg
caracteriza cudndo X admite una estructura de variedad holomorfa mediante el cor-
chete de Lie en el fibrado tangente holomorfo. Mdas precisamente, el teorema establece
que (X, ]) es integrable si y solo si Ty esté cerrado bajo el corchete de Lie de los campos
vectoriales. Se puede encontrar una referencia a este teorema en [Voi07, pagina 50].

Escribiremos ] (C) para las 1-formas diferenciales en X con valores en C que es el
tibrado vectorial dual de T:

A (C) = Homyg (T, Cx)

donde Cx es el fibrado lineal trivial sobre X con fibra C y los morfismos anteriores son
R—morfismos lineales de fibrados vectoriales reales. Como de costumbre, también es-
cribiremos #}(C) = A(#4).. El producto wedge habitual y la diferencial convierten
¢ (C) en un élgebra diferencial graduada. La descomposicion t ~ Ty° & T induce

6
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una descomposicion similar en el espacio de formas diferenciales uno y en sus poten-
cias externas.
1(C) ~ o710 0,1
2 (C) ~ " B oy

C)~ Y e
p+q=i

Las secciones de 4% admiten como generadores en coordenadas locales holomorfas
Z1,22y .. ., Zn las formas diferenciales dz; A dzj = dz; A ...dz;, A dz; /\...dz;, donde

I ={i,...15,} yJ = {j1,...jq} son conjuntos de indices ordenados de cardinales p y
q respectivamente y dz; = dx; + idyj, dzj = dx; — idy; para las coordenadas locales
reales X1, Y1X,X2,Y2, ..., Xn, Yn correspondientes a las coordenadas locales holomorfas

anteriores. En particular, una secciéon de 2%’ tiene localmente la forma o« = }_ o jdzi A\

dz; para algunas funciones d1ferenc1ables a7 : X — C vy la diferencial de De Rham
] P g J o y

puede calcularse localmente como

da = Z dOCI)] A\ dZI AN dZJ
donde la diferencial de una funcién diferenciable f : X — C viene dada por la férmula

=1 of of 1 of of
df = S(z— —iz—)dzg + s (z— +i—)dz.
=2°0%; 0y 2°0x Oy

También existe la siguiente férmula que relaciona la diferencial de De Rham y el cor-
chete de Lie:

d(l)(X],. . ')Xk+1) = Z(_1)1+1X( (Xh -ﬁiV")XkJﬂ))

+Z DX, X, X1y .o, Ky oy Ky v Xie1)

donde X; son elementos de Ty w € @4 (C). Llamamos a las secciones holomorfas de
° formas holomorfas en X y denotamos Q}, el haz asociado, que se denominard haz
cotangente holomorfo. De igual manera, llamaremos QF al haz de secciones holomor-
fas de 47° y a sus secciones las llamaremos p—formas holomorfas. Si dim(X) = n, el
fibrado de linea Qf se denomina fibrado canénico de X. La diferencial de De Rham
descrita anteriormente cuando se aplica a una seccion « de @4 devuelve una sec-
cion da € &M @ P9 Las proyecciones a cada factor producen dos diferenciales

diferentes
CREARES AN

y
9Pt — DI

Estos dos diferenciales satisfacen las siguientes propiedades

1. Si o es una seccion holomorfa de QF, entonces 9(«) es una seccion holomorfa de
QFy, por lo tanto, existe un complejo

0-0Q% =0k —= 0% = - 5 0F =0

Llamamos a este complejo el complejo de De Rham holomorfo de X.
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2. Para «, una seccién diferenciable de 2%} 0 entonces d(«) = 0 si y solo si « es una
secci6n holomorfa del haz. «47°. Ademas, cualquier fibrado vectorial holomorfo
E — X tiene asociado un operador de Dolbeault d¢ : I'(E) — T'(E ® 42" (C)) que
también se extiende a un complejo

E-EAN(C)—...E® 4 ™(C)

y satisface que dg () = 0 si y solo si « es una seccién holomorfa de E.

2.2. Foliaciones regulares

En esta segunda seccion trabajaremos las foliaciones regulares. Estudiaremos dis-
tribuciones regulares tanto desde el punto de vista de las formas diferenciales como de
los campos vectoriales y concluiremos la seccién con el enunciado del teorema de Fro-
benius. A lo largo de la seccién, X es una variedad compleja, Tx es su fibrado tangente
holomorfo y Q es su fibrado cotangente holomorfo. Denotaremos por O el haz de
funciones holomorfas en X.

Una distribucién holomorfa regular en una variedad compleja X es un subfibrado
vectorial Z C Tx del fibrado tangente holomorfo. Una distribucién regular es equiva-
lente al dato de una sucesion exacta de fibrados vectoriales

0292 —>Tx— Tx/29 — 0.

Esta sucesion exacta puede ser dualizada para obtener una sucesién equivalente
que esta dada por un subfibrado vectorial del fibrado cotangente

0—-E—Qf— Q/E—0

donde E ~ (Tx/Z)* es el subfibrado vectorial del fibrado cotangente holomorfo dado
por el anulador de 2 dentro de Q). Nos interesara particularmente esta dualidad.
Esta observacion nos proporciona una correspondencia uno a uno como la descrita a
continuacion

Ideales I C Q% localmente generados
en grado 1 por n — r 1-formas

{ Distribuciones holomorfas regulares }
linealmente independientes

de rango r

Una distribucién holomorfa regular ¥ C Tx en una variedad compleja X es inte-
grable si Z es cerrada bajo el corchete de Lie de campos vectoriales. También llamamos
a esta condicion involutividad. Debido a que el diferencial de Rham holomorfo d sa-
tisface la férmula siguiente

dw(X1, .., X)) = ) (=1 XX, Xy X))

+ Y (DX, XL, Xy, Xy e, Xy X,
i



la condicién de que Z sea involutiva es equivalente a que E ~ (Tx/Z)* genere un ideal
en Q% cerrado bajo el diferencial de de Rham. Dado un ideal I C Qf, decimos que
I es un ideal diferencial de QO si dI C I. Estas consideraciones nos proporcionan la
siguiente correspondencia:

Proposicién 2.2.1. Existe una correspondencia uno a uno entre

generados localmente en grado uno

{distribuciones holomorfas integrables
por n — v 1-formas independientes

ideales diferenciales I C Q%
—
requlares de rango r }

Finalmente, el teorema de Frobenius identifica estas dos nociones equivalentes con
la de foliacion regular en X.

Definicién 2.2.2. Una foliacién holomorfa regular en X de dimensién k es una des-
composicién de X = |J ., L« en subvariedades conexas holomorfas disjointas llama-
das hojas, de modo que para cada punto p € X existe un entornop € U C Xy un
biholomorfismo ¢ : U — Vi x V,_x C C", donde Vi C C*y V,,_y C C™* son conjuntos
abiertos tales que para todo z € V,_y la preimagen ¢ ' (Vi x {z}) es un subconjunto
abierto de la hoja Ly, de modo que p € L,. Decimos que estos biholomorfismos son
cartas adaptadas a la foliaciéon .%.

Toda foliacién de dimensién k en X induce una distribucién integrable de rango
k en X considerando en cada punto x el espacio tangente a la hoja que pasa por x. El
siguiente teorema muestra que estos conceptos son en realidad equivalentes.

Teorema 2.2.3. (Frobenius) Sea X una variedad holomorfa y % C Tx una distribucién holo-
morfa reqular. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. La distribucion .# es integrable.

2. La distribucién .# es inducida por una foliacién holomorfa reqular en X.
Demostracion. Para una demostracion, véase [Mal72] capitulo II seccién 5. O

A la luz de la discusién previa, una foliacién regular en una variedad compleja puede
definirse ya sea mediante una distribucién integrable regular, un ideal diferencial de
Q% generado por un haz localmente libre en grado 1, o mediante una descomposicién
del espacio de hojas como en la definicién 2.2.2.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos la variedad compleja C* con coordenadas (z1,z;) y el
campo vectorial holomorfo X = 9. X define una foliacién por rectas L, = {z, = a} en
C?. El ideal diferencial asociado a esta foliacion es el ideal I = (dz;).

Observacién 2.2.5. Las foliaciones regulares de codimensién uno pueden representar-
se de cualquiera de las siguientes maneras:

1. Una descomposicion en hojas como en la definicién 2.2.2 dada por subvariedades
de codimensién 1.

2. Un subfibrado vectorial integrable . de Tx de codimensién 1.

3. Una forma diferencial de grado uno, w € H°(X, Q) ® L), nunca nula y tal que
w /A dw se anula identicamente.



La tnica equivalencia que no hemos discutido atin es la tltima. Segtin las equivalencias
ya establecidas, una foliacioén regular de codimensién uno es equivalente a un ideal di-
ferencial I C Q% generado por un subhaz de linea de Q). llamamos a ese haz linea L.
La inclusion 0 — L' — Q} puede identificarse con la eleccién de una seccién global
w € H(X, Q) ® L). Localmente, la eleccion de tal w equivale a dar 1-formas w; en un
cubrimiento (U;)ic; de X de modo que w; = giw; para algin cociclo de funciones no
nulas (gj)i que define al haz L. La distribucién estd, en este caso, dada por el anulador
de la forma w, y el hecho de que w no se anule corresponde a que el mapa L' — Q}
tenga rango constante (y, por tanto, que L™ sea un subfibrado vectorial). Dos secciones
globales w; y w; = fw;, con f € I'(0x), generan el mismo subfibrado en Q;, por lo que
en realidad buscamos una clase w € P(H(X, Q) ® L)). La condicién de integrabilidad
w /A dw = 0 equivale a que el ideal I esté cerrado bajo el diferencial de de Rham. En
efecto, dado que w nunca se anula, en cada punto p € X existe una base de Q} , co-
menzando con w,. Por ello, (dw A w), = 0 exactamente cuando (dw), = w, A, para
alguna otra forma diferencial holomorfa &. Por consiguiente, w /A dw = 0 si y solo si
localmente dw = w /\ & que es lo mismo que el que I = (w) sea un ideal diferencial en
Q3.

Observacién 2.2.6. Una foliacién de dimension 1 puede representarse mediante una
descomposicion de hojas por curvas, un ideal I C QF generado por un haz localmente
libre de rango n — 1 en grado 1 o una campo vectorial holomorfo torcido no nulo
X € H(X, Tx ® L).. En este caso, la condiciéon de integrabilidad es trivial.

Ejemplo 2.2.7. No existen foliaciones regulares de codimensién 1 en los espacios pro-
yectivos P¢, como se verd en 3.3.5. Este ejemplo ilustra que las foliaciones regulares en
la geometria compleja son escasas. Por ello, a menudo es necesario abordar la nocién
mas general de foliaciones singulares, que se estudiard en la seccién 2.4.

2.3. Subhaces de un haz localmente libre

Una amplia gama de variedades complejas interesantes no admiten foliaciones ho-
lomorfas regulares: por ejemplo, el espacio proyectivo complejo. Por lo tanto, cobra
importancia estudiar las foliaciones que admiten singularidades. Al definir y trabajar
las foliaciones singulares, la correspondencia de 2.2.1 no funciona tan bien como en
el caso regular. Antes de profundizar en las definiciones y ejemplos principales, en
esta seccion repasamos algunos aspectos técnicos sobre subhaces, singularidades y sa-
turaciones de subhaces que necesitaremos en el futuro. A lo largo de esta seccién, X
denotara una variedad compleja.

Dado un haz coherente .% sobre X, decimos que un punto p € X es singular si .7
no es localmente libre en nungdn entorno de x. Escribimos S(.%#) C X para el lugar
singular de .# que consiste de sus puntos singulares. Resulta que S(.#) no es solo un
subconjunto sino un subespacio analitico, pues podemos escribirlo localmente como el
conjunto de ceros de algunas funciones determinantales (véase [OS511, Lema 1.1.4]).
Si # C E es un subhaz de un haz localmente libre, definimos su lugar singular por
Sing (E,.#) = S(E/.#). Escribiremos Sing (.# ) siempre que se pueda dar por entendida
la inclusién .# C E aunque las nociones aqui definidas dependen de la inclusion.
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Proposicién 2.3.1. Sea E un haz localmente libre y % C E un subhaz coherente de E, entonces
S(F) C Sing(.F).

Demostracion. Consideremos un punto p que no esta en Sing(.#) y queremos compro-
bar que no estd en S(.#). Sea U el entorno abierto de p donde E/.# es libre. Tenemos
una sucesion exacta corta de haces coherentes

0— Flu—Eu— (E/F)u—0

y esta sucesion se parte, ya que el haz de la derecha es libre. Como esta sucesién se
parte, .# |y es un sumando directo de E y, por lo tanto, un médulo proyectivo de 0, lo
que implica que es localmente libre. ]

Observacién 2.3.2. Noétese que la inclusion inversa Sing(.#) C S(.#) puede no ser
valida, como se puede observar al considerar la inclusiéon 0 — ¢ — O¢ dada por
f — z - f. Mediante este morfismo, ¢ es un subhaz localmente libre de O, pero su
contcleo no es libre en ninguna vecindad de 0 € C.

Ejemplo 2.3.3. Dado un campo vectorial holomorfo torcido X € H°(X, Tx ® L), se de-
fine un subhaz L' — Tx. Como L' es localmente libre en cada punto, tenemos que
S(L7") = 0, pero Sing (L") consiste en los puntos donde el campo vectorial X se anula,
que en general no es vacio.

Sea E un haz localmente libre sobre X. Dado un subhaz coherente .% C E, defi-
nimos su saturacién .#%' C E como el haz dado por .Z#*'(U) = .Z (U \ Sing (%)), y
decimos que .# estd saturado si .# = .. Se puede observar que si un subhaz .# C E
estd saturado, entonces es un haz reflexivo. De hecho, dado que .# es un subhaz de un
haz localmente libre, estd libre de torsién y, por lo tanto, la funcién natural . — %**
es inyectiva. Por lo tanto, el cociente .#7**/.% es un subhaz de E/.# libre de torsion.
Como .#**/.Z siempre es torsion, tenemos que . ~ .F y .% es reflexivo.

Un haz coherente A sobre X es libre de torsién si, dados f € Ox(U) y s € A(U)
tales que fs = 0, entonces f = 0 0 s = 0. Resulta que si A es un haz libre de torsién,
entonces codim(S(A)) > 2., véase [OS511, Cor. 1.1.8]. Los haces saturados y libres de
torsién estan intimamente relacionados, como se describe en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.4. Sea .# C E una inclusion de haces con E localmente libre. .7 es un subhaz
saturado si y solo si el haz cociente E/.% es un haz libre de torsion.

Demostracién. Supongamos primero que .# es un subhaz saturado con el conjunto sin-
gular Sing(.# ) y tomemos una seccién s € I'(U, E/.#) tal que fs = 0 para una funcién
f € Ox(U) distinta de cero. Como E/.# es localmente libre fuera del lugar geométri-
co singular Sing(.#), y los haces localmente libres son libres de torsién, obtenemos
que fsly_sing(#) = 0 implica que s|y_sing(#) = 0y luego supp(s) C Sing(.#). Aho-
ra podemos tomar un punto p € Sing(.#) y un entorno abierto V de p dentro de
U tal que s = [v] € E(V)/F(V) conv € E(V). En este conjunto abierto tenemos
que Vlv_sing(7) € F(V — Sing(.#)) y como .# es un subhaz saturado obtenemos que
v € Z# (V). Como esto es valido para todo p € Sing(.#), tenemos que s = 0.

Supongamos ahora que tenemos E/.# libre de torsién y escogemos una seccién v
de E en un conjunto abierto U tal que v|y sing(#) € # (U — Sing(.#)). Sabemos que el
conjunto singular Sing(.#) de .# es de codimensién al menos 2. Debido a esto, existe
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una funcién holomorfa no nula en U tal que Sing(.#) C {f = 0} y luego tomando la
clase de v en E/.# vemos que fl[v] = 0 € E/.#(U). Como E/.Z(U) es libre de torsién
obtenemos que [v] = 0y por lo tanto que v € #(U),, lo que demuestra que .# esta
saturado. O

Corolario 2.3.5. Si .% C E es un subhaz saturado de un haz localmente libre E, entonces
Sing(.%) tiene codimension al menos 2 en X.

Observacioén 2.3.6. Fuera del lugar singular de un subhaz coherente .# tenemos que
# coincide por definicién con su saturacién y por lo tanto el lugar singular de .7
estd contenido en el lugar singular de .%. Sin embargo, la otra inclusiéon no es vélida en
general. Por ejemplo, considérese la variedad compleja C* y el subhaz .Z = (z;9,,) de
Tc2 donde 9, € T¢2 es el campo vectorial no nulo en C? obtenido como la derivacion
con respecto a la primera coordenada z;. En este caso, Sing(.#) = {z; = 0} es de codi-
mension 1y, por lo tanto, el lugar geométrico singular de .7%*" es estrictamente menor
que Sing(.%).

Ejemplo 2.3.7. Sea X € H°(Tx ® L) un campo vectorial twisteado en una variedad
compleja X y L' — Ty la inclusién de L™ como subhaz de Ty inducida por X como
en 2.3.3. En este caso, el subhaz estd saturado precisamente cuando X tiene ceros de
codimensién al menos 2 en X. De hecho, basta con observar que si X tiene ceros de
codimensién al menos 2, define un subhaz saturado de Tx. Sea S = Zeros(X) y U C X
un subconjunto abierto. Como X € H%(X, Tx ® L) podemos representar X por (Uy)ier
una cobertura abierta de X y una familia de campos vectoriales X; en cada U; tales que
Xi = Ay Xj en cada Uy; = U; N'Uj con Ay € Ox(Uy;)* funciones no nulas tales que (Ay;);;
es el ciclo que representa a L como un elemento en H°(X, %). En estas condiciones,
podemos elegir un i € I y un campo vectorial V € Tx(UNU; \ S) tal que V = fXilunu,\s
sea un multiplo de X; en UNU;\ S. Como Tx es un haz localmente libre, se satisface que
la restriccion Tx(U) — Tx(U \ Y) es biyectiva para cada subvariedad analitica cerrada
codimensionada 2 de U. En particular, solo hay una extensiéon de V a U N U; y esta
extension es fX;. Esto muestra que las secciones del subhaz generado por X en U\ S se
extienden tinicamente a secciones del subhaz generado por X en todo el subconjunto
abierto Uy, por lo tanto, X define un subhaz saturado de Tx.

Dado un subhaz . C E de un haz localmente libre, su anulador .#° C E* esta
dado por las secciones ¢ € E* tales que ¢p(s) = 0 para todo s € .#, y estd claramente
saturado por definicion: si ¢(s) = 0 fuera de Sing (.#) entonces ¢(s) = 0. Bajo la
identificacion canénica E = (E*)*, tenemos .#%" = (.%°)°, pues claramente concuerdan
fuera de Sing (.#) y ambos son haces saturados. Por lo tanto, la operacién de tomar el
anulador se limita a una correspondencia biunivoca entre subhaces saturados de E y
de E*. Los subhaces no saturados no pueden estar en la imagen de esta operacién de
dualizacion. Toda esta informacién se puede visualizar en el siguiente diagrama:

{ Subhaces de E } { Subhaces de E* }

o= 1

{ Subhaces saturados de E } — { Subhaces saturados de E* }

Nuestro objetivo en la siguiente seccion sera describir esta dualidad entre subhaces
saturados de E y E* en el contexto de las foliaciones.
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2.4. Foliaciones singulares

En esta seccién estudiaremos uno de los principales objetos de estudio de esta te-
sis: las foliaciones singulares. Bajo nuestra convencién, una foliacién singular estara
dada por un subhaz coherente de Ty involutivo. Explicaremos a continuacién las de-
finiciones basicas relacionadas con esto, algunos ejemplos y lo vincularemos con la
descomposicién usual en hojas. También haremos foco en la dualidad entre foliaciones
en este sentido y subhaces coherentes del haz cotangente Q.

Recordemos que X es una variedad compleja. Por una distribucién singular D C
Tx entendemos simplemente un subhaz coherente, que puede no ser saturado. Una
foliacién singular .%# C Tx es una distribucién singular que es cerrada bajo el corchete
de Lie de campos vectoriales. Se dice que una foliacién es saturada si lo es también
como subhaz, y su lugar singular Sing (.#) es en ese caso el de dicho subhaz. El haz
normal Nz es el cociente Tx/.%.

Ejemplo 2.4.1. Consideremos el subhaz del fibrado tangente holomorfo de C* genera-
do por los campos vectoriales holomorfos {x;(—2x,0,—x303), x2(2x;01+2x303), X3(x10;—
2x,0,)}. Este subhaz es involutivo y define una foliacién holomorfa de rango 2. Sus sin-
gularidades estdn dadas por la subvariedad analitica

SZ{X] :X2:O}U{X] :Xg,:O}U{Xz:Xg:O}.

Esta foliaciéon no estd saturada aunque su subvariedad singular tiene codimensién 2.
La saturaciéon esta dada por el subhaz

FFsat — <—2X262 —x303, 2%707 + 2x303, X707 — 2X262>.

Lema 2.4.2. Sea X una variedad complejay Z C X una subvariedad analitica de codimension al
menos 2. Sea .# una foliacion regular sobre X — Z. Entonces existe una tinica foliacion singular
saturada sobre X que se restringe a % en X — Z.

Demostracién. Sean X, Zy .# como en el enunciado. Entonces, i.(.#) es un subhaz cohe-
rente sobre X (2.1.3). Ademas, i.(.#)(U) = F(U\ Z) C Tx\z(U\ Z), pero dado que Z
tiene codimensién 2, cada campo vectorial en U \ Z se extiende de forma tnica a un
campo en U. Debido a esto, la restricciéon Tx(U) — Tx\z(U \ Z) es un isomorfismo y
i.(#) es isomorfo al subhaz de Tx que llamaremos ¢, definido por

Z(U) ={ve Tx(W|vluz € F(U\ Z)}

Dado que .# define una distribucién regular en X \ Z, tenemos que Sing (¢) C Z, por
lo que ¢ es un subhaz de Tx con singularidades en un conjunto S C Z. El subhaz ¢
es saturado como subhaz de Tx, ya que cualquier seccién de ¢ definida en U \ Z se
extiende de forma tnica a una seccién en toda U, para cada subconjunto abierto de U.
También, ¢ es integrable, pues para cualesquiera par de vectores v,w € §(U) tenemos
que v, wlluz = [zluwz, whnz € F(U\ Z) dado que F es integrable y entonces [v,w] €
G(U). Esto prueba que G define una foliacion singular saturada en X. Por dltimo, como
las secciones de Tx\z se extienden de manera tinica a secciones de Tx en cada abierto de
X no pueden haber dos extensiones saturadas de .# a subhaces de Tx. O
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Sea X una variedad compleja y consideremos ahora el conjunto de pares {(Z,.7)},
donde Z C X es una subvariedad analitica de codimensién al menos 2, y .% es una
foliacién regular en X\ Z. Podemos definir la siguiente relacién de equivalencia en este
conjunto:

(Z,7)~(2',7") < ‘g‘xwuz’) - ﬁl‘X\(ZUZ/)'
El siguiente lema proporciona una forma alternativa y equivalente de definir foliacio-
nes singulares saturadas como foliaciones regulares en un subconjunto abierto de X.

Lema 2.4.3. Sea X una variedad compleja. Existe una biyeccion entre las clases de equivalencia
de la relacién de equivalencia definida anteriormente y el conjunto de foliaciones singulares
saturadas en X.

Demostracién. Debido al lema 2.4.2, cada par (Z,.#), donde Z C X es una subvariedad
analitica de codimensién al menos 2, y .# es una foliacién regular en X'\ Z, induce una
foliacién singular saturada en X. Debemos demostrar que dos pares (Z,. %)y (Z',.%")
inducen la misma foliaciéon singular saturada siempre que

o _ or!
J}X\(ZUZ’) =7 |X\(ZUZ’)'

Sea ¢ la foliacién singular saturada en X inducida por .#, y ¢4’ la inducida por .%".
Dado que
g‘X\( ) = ‘gZ.|X\( ) g/}x\(

se concluye que ¢ y ¢’ restringen a la misma foliacién regular en X \ (Z U Z'). Sea
we¥(U) ={veTxU)|vixze Z(U\Z)}. Sabemos que

Whzoz) € F(U\ (ZUZ) = F'(U\ (ZU Z")).

= 7|
yASyAl yASyAY X\(zuz’ zuz'y

Dado que .#’ es un haz localmente libre sobre U\ Z’, también es normal, 1o que significa
que para cada subconjunto cerrado Y C U de codimensién > 2, la restriccién

F'(U) - Z'(uU\Y)

es biyectiva ([Har80, Prop. 1.6]). Por lo tanto, dado que Z tiene codimensién al menos
2, Wlx\(zuz/) se extiende de forma tinica a una secciéon de .7’ en U\ Z'. Esto implica que

Wz € F'(U\ Z'),

por lo que w € ¢’(U). En consecuencia, ¥ (U) = ¢'(U), y las foliaciones singulares
saturadas inducidas por (Z,.# )y (Z',.#") coinciden.

Por supuesto, cualquier foliacion singular saturada .# sobre X se restringe a una
foliacién regular en X \ Sing(.%#). . Nos queda nada mds mostrar que estos dos proce-
dimientos son inversos el uno del otro. Sea (Z,.%#) un par como en el enunciado. La
foliacién singular saturada inducida G se va a restringir a .% sobre X \ Z lo cual prue-
ba que es regular fuera de Z. Entonces S = Sing(9) C Z. Tenemos que mostrar que
(Z,#) ~ (S, Slxs) pero esto es claro porque ZU S = Zy G|x\z = -#. Esto termina la
demostracion. O

Observacion 2.4.4. Ellema anterior nos permite definir una foliacion singular saturada
como una foliacién regular .7 definida fuera de una subvariedad analitica de codimen-
sién 2 en X. Sin embargo, debe notarse que al definir una foliacién de esta forma, es
posible que la foliacién singular inducida en toda la variedad X tenga singularidades
que estén estrictamente contenidas en Z.
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En particular, si tenemos una foliacién singular .%, entonces existe una descompo-
sicién en hojas en X \ Sing (.# ), y viceversa: dado un subconjunto Z C X, una subva-
riedad analitica cerrada de codimensién 2, y una descomposicion en hojas en X \ Z,
se puede obtener una foliacion singular saturada en X. Ademads de las hojas de di-
mensiéon maxima, también es posible definir hojas en el lugar singular. Concretamente,
dado que .# C TX es una foliacién singular (no necesariamente saturada), X posee una
particiéon tnica .¥ = {L,} en subvariedades conexas e integrales de X, véase [Nag66,
Thm. 1].

Dado .# C TX una foliacién singular, su anulador es un ideal diferencial I C Qx
generado en grado 1 por I; = .Z°. El subhaz I; es un subhaz saturado de Q)}, aunque
puede que no sea localmente libre. Sea I C Qx el ideal generado por I;, que serd un
ideal diferencial ya que .# es involutiva. Sabemos que si I; es localmente libre, enton-
ces, por la seccién anterior, I proviene de una foliacién regular. En general, si I; es solo
un subhaz coherente, entonces .# = I es una foliacién singular saturada, y ademas,
I, = #°siysolosil; es saturado.

Notese que no toda foliacién singular puede recuperarse como el haz anulador de
un subhaz de Q;( ; solo las saturadas pueden obtenerse de este modo. Por lo tanto, al in-
corporar la integrabilidad en el diagrama de la seccién anterior, se tienen los siguientes
tres conceptos diferentes, pero estrechamente relacionados:

{ Foliaciones singulares . } {Ideales diferenciales generados por 1-formas }

||

{ Foliaciones singulares saturadas .7 }<—>% ideales diferenciales generados
por I; saturado y coherente

La mayor parte de la literatura en teoria de foliaciones trabaja con foliaciones satu-
radas, donde la dualidad previamente discutida permite que se trabaje indistintamente
con la foliaciéon definida por campos de vectores o por formas sin ninguna ambigue-
dad. En esta tesis, sin embargo, estaremos interesados en foliaciones no saturadas dado
que la foliacién simpléctica de una variedad de Poisson que serd nuestro principal ob-
jeto de estudio en los préximos capitulos es generalmente una foliacién no saturada.

2.5. Foliaciones y formas diferenciales

En la seccién anterior vimos que una foliacién singular saturada puede estar dada
por un subhaz de Ty o por un subhaz de Q). Aqui veremos que podemos considerar
las foliaciones saturadas como dadas por el anulador de una tinica forma p twisteada
y mostraremos cémo comprender el lugar singular de la foliacién a partir de dicha for-
ma. Comenzamos con un lema simple en el caso regular.

Lema 2.5.1. Sea % una foliacién regular en una variedad compleja X de codimension p.
Entonces existe un fibrado de linea L sobre X y una p-forma diferencial twisteada no nula
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w € H(X,Q} ® L) tal que F(U) = Ann(w)(U) ={Z € Tx(U)| iz(w) =0 € Qf{](U)}y
w es localmente descomponible.

Demostraciéon. Comenzamos considerando el morfismo 7 : Tx — Nz y el morfismo
inducido Am : APTx — APNg dados por Am(vy A - Avy) = 7t(vi) A - Am(vy).
Sea L = APNz que es un fibrado de linea sobre X y consideremos la transpuesta de
AT que define una funcién 0 — L* — QF que corresponde a una seccién global w €
HO(X, QF ®L). Por construccion, sil; = (N z)* C Q} y U es un subconjunto abierto de X
donde I; es libre con base {wy, ... w,} entonces w = w; Aw; A\ --- /A w, lo que muestra
que w es localmente descomponible. También tenemos que, Z € Ann(w)(U) <
w(ZNZyN\---/NZ,) = 0 para todos los campos vectoriales Z,,...Z, € Tx(U) lo

cual sucede si y solo si wi(Z) = wy(Z) = ...wy(Z) =0 & Z € Ann(];) = Z.
Finalmente, w no se anula ya que ker(wy) = F siempre es un subespacio de dimensién
n — p dentro de Tx,. O

La proposicién anterior muestra que una foliacion regular puede describirse como el
haz anulador de una p-forma diferencial twisteada. Llamaremos AP(N ) = L al grado
de la foliacién .7

Definicién 2.5.2. Sea w € H°(X, Qf®L) una forma diferencial twisteada y S = Zeros(w)
X. Decimos que w es localmente descomponible de su lugar singular (LDS) si para ca-
da x € X\ S existe un entorno abierto U C X y un conjunto de 1-formas ws,...,w, €
Q) (U) tales que wly = wi AwyA\- - -Aw,. Se dice que una p-forma LDS w es integrable
si para cada subconjunto abierto U como el anterior las formas ws, w;, ..., w, generan
un ideal diferencial de Q% (U).

Proposicién 2.5.3. Sea .% una foliacion singular saturada en una variedad compleja X de
codimension p. Entonces existen un fibrado de linea L y una p-forma diferencial twisteada
w € H(X, Q% @ L) tal que F (U) = Ann(w)(U) y w es LDS e integrable.

Demostracién. Procedemos de la misma forma que en el caso regular. Para esto, consi-
deramos la funcién de proyeccién 7 : Tx — Nz y el morfismo inducido Am : APTx —
APN z. Al dualizar este morfismo obtenemos una funcién (APNz)* — QF y por lo tan-
to una seccion w de Qf ® L donde L = ((APNz)*)*. Observe que como (APNz)* es el
dual de un haz coherente, es reflexivo y como los haces reflexivos de rango uno son
localmente libres, es un fibrado de linea ([OS511] capitulo 2, lema 1.1.15) y en particu-
lar L = ((APN#)*)* es un fibrado de linea. Observamos que w se anula exactamente
en los puntos donde Nz no es de rango p, que es el lugar singular de .%. Dado que
Z es regular fuera de su lugar singular, por el lema anterior obtenemos que w es una
forma LDS y, dado que .# es una distribucién singular saturada integrable, w es inte-
grable. Finalmente, dado que Ann(w) es un subhaz saturado de Tx que coincide con
Z fuera del lugar singular de .#, debe coincidir con la saturacién de .. Por lo tanto,
Ann(w) = Z. H

Observacién 2.5.4. La forma twisteada w que obtenemos mediante el proceso anterior

tendra localmente la forma w =m; /A --- /An, para algunas 1-formas twisteadas n; y la
condicién de integrabilidad en la forma es la siguiente:
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n—k
dm/\/\nj:O paratodoie{1,...,n—Xk}

j=1

Si la foliacién .# es de codimension 1, la condicién de integrabilidad en la forma w es
la siguiente:
wAdw =0.

Ademads de las condiciones de integrabilidad en la p-forma torcida w obtenida median-
te este proceso, existen algunas condiciones que se derivan de su descomponibilidad
local como producto de wedge de 1-formas, conocidas como condiciones de Pliicker.
Estas condiciones pueden usarse para describir cudndo una p-forma es una forma LDS.
Para més informacién sobre la integrabilidad y las condiciones de Pliicker, véase [MO),
Sec. 2]. Para mds detalles sobre las formas LDS y las formas integrables de LDS, véase
[dMOO].

Definicién 2.5.5. Sea X una variedad compleja. Decimos que una 1-forma holomorfa
twisteada no nula w € I'(X, Q) ® L) tiene contenido si existe otra 1-forma holomorfa
twisteada w’ € T'(X,Q) ® L) con L’ # L y una seccién global s del fibrado de linea
L® (L) tal que w = sw’.

Si w = sw’ es una forma con contenido, entonces los haces anuladores de w y w’ son
los mismos. Ademads, dada una foliacién saturada de codimension 1, descrita como el
haz anulador de una 1-forma holomorfa torcida w sin contenido, el conjunto de singu-
laridades S se da como el conjunto de ceros {w = 0}. Este conjunto de ceros también
puede usarse como criterio para detectar formas holomorfas torcidas con contenido,
como se observa en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.5.6. Sea X una variedad compleja compacta. Una 1-forma holomorfa twisteada
w tiene contenido si y solo si su conjunto de ceros es de codimension 1.

Demostracién. Si w = sw’ tiene contenido, entonces es evidente que zeros(w) contie-
ne zeros(s), que es una subvariedad analitica de codimensién uno, ya que X es una
variedad compleja compacta y s es una seccion de un fibrado de linea no trivial. Para
demostrar la otra implicacion, supongamos que w € I'(X, Q) ® L) tiene ceros de codi-
mension uno. Dado que w € T(X, Q) ® L), existe un cubrimiento {U;} por subconjuntos
abiertos de X tal que, en cada uno de estos subconjuntos abiertos, tenemos la forma w;
y en las intersecciones w; = g;;w; para g, el cociclo que define L. En cada uno de estos
subconjuntos abiertos, escribimos w; = wly, = aydx; + ... aindx, para coordenadas
holomorfas (x1,...x,) en U;. Como zeros(w) tiene codimension uno, existe una fun-
cién holomorfa h; en cada U; tal que zeros(h;) C zeros(w). En particular, cada ay; se
anula a lo largo de la subvariedad zeros(h;) y, por lo tanto, a;; = h;by;. Ahora considere
las 1-formas holomorfas n; = Z]. b;;dx; en cada subconjunto abierto U; y las funciones
h; que satisfacen que w; = hin;. Como w era una 1-forma global holomorfa torcida,
tenemos que w; = gywj en cada interseccion de los subconjuntos afines abiertos y que
(g4) € H'(X, 0%) es un cociclo de funciones que representan el fibrado de linea L. Por
lo tanto, tenemos que n; = 1%7‘11'”1' = fyn; y entonces (n;); son formas holomorfas en

cada subconjunto abierto {U;} tales que n; = fyn; para un cociclo (fj;) que representa
otro fibrado de linea L', lo que significa que (1); define una seccién global de Q) ® L.
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La igualdad w; = hin; se convierte globalmente en la igualdad w = sn y tenemos que
w tiene contenido. O

Ejemplo 2.5.7. Consideremos la foliacién descrita por el subhaz anulador de la 1-forma
integrable en C*

1 2
w = xdx +y*zZ*(1 +yz)dy + (—194 =+ 5295)dz-

Entonces, el lugar singular de w viene dado por el espacio analitico
S=x=y"=0ux=y"=z=0}

que es una recta no reducida con un punto embebido. El haz anulador de esta forma
nos proporciona un ejemplo de un subhaz saturado de Tx tal que su lugar singular es
un espacio analitico no reducido.

Ejemplo 2.5.8. En el espacio proyectivo, los posibles grados de una foliacién de co-
dimensién 1 dada estan indexados por niimeros enteros positivos. Se sabe que una 1-
forma integrable w € I'(P™, QL. (d)) puede levantarse a una 1-forma @ € I'(C**', Q<1cn+1 )
con coeficientes dados por polinomios homogéneos de grado d — 1. La 1-forma w es
invariante por el flujo del campo vectorial de Euler, ya que desciende a una 1-forma
en P" y satisface la misma condicién de integrabilidad que es la ecuacién w A dw = 0.
Bajo esta identificacién, las hojas de la foliacién inducida por w son las proyecciones
a P"™ de las hojas inducidas en C™*! por @. Debido a estas consideraciones, el espacio
de foliaciones de codimensién 1y grado d en P™ puede identificarse con la variedad
proyectiva dada por

F(n,d) ={w e P(H*(P", Qp.(d))) | wAdw =0}
Hay un morfismo

G: |J PH(PY, Qpn(d —K))) x P(H(P", Gen (K))) — P(H(P™, Q3. (d)))

1<k<d

definido por la asignacién G(w, s) = s- w. La imagen de este mapa esta dada por las 1-
formas con contenido. Como el dominio de G es compacto, las 1-formas con contenido

—~

forman un subconjunto cerrado de .# (n, d). Debido a esto, las foliaciones de grado d
saturado forman una variedad cuasiproyectiva .# (n, d) que se conoce como el espacio
de méduli de foliaciones de grado d y codimensién 1 en P™.

Z(n,d) ={w e P(H*(P",Q}.(d))) | wAdw=0 codim(Zeros(w)) > 2}

El espacio de méduli de foliaciones en P* de grado 4 y codimension 1 fue estudiado
por Cerveau y Lins Neto en [CLN96] y tiene 6 componentes irreducibles.

Ejemplo 2.5.9. (Foliaciones logaritmicas y racionales) Dados enteros positivos n, d y
una particién de d como d = A + A, + - - - + A para A; enteros positivos, las foliaciones
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logaritmicas de tipo L(A;,...Ay) sobre P" son las representadas por una 1-forma sin
contenido @ sobre C™ tal que

k
w = Zaif]fz...ﬂ...fkdﬂ
i=1

para algunos nimeros complejos (ay, . .. a;) tales que _£ | a;A; = 0 y para algunos po-
linomios homogéneos f;, cada uno de grado A;. Por ejemplo, una foliaciéon logaritmica
de grado 4 en P3 de tipo L(1,1,2) corresponde a una forma w = a;f,f3df; + a,f;f3df, +
asf;f,df; para algunos polinomios f;, f, de grado 1, f; de grado 2, y algunos nime-
ros complejos ay, ay, az tales que a; + a; + 2az = 0. Las foliaciones logaritmicas que
corresponden a una particiéon de d usando solo k = 2 enteros se llaman foliaciones
racionales
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3. Residuos de Baum-Bott para foliacio-
nes

En este capitulo describiremos la construccion de residuos de Baum y Bott en la homo-
logia singular del lugar singular de una foliacién saturada. Estos residuos se asocian
a las clases caracteristicas del haz normal de la foliacién, por lo que comenzamos con
una revisién de la teoria de clases caracteristicas de Chern-Weil.

3.1. Clases caracteristicas de fibrados vectoriales

En esta seccién discutiremos las clases de Chern de fibrados vectoriales complejos.
Sea X una variedad complejay E — X un fibrado vectorial complejo. Denotaremos por
L — X un fibrado de linea holomorfo sobre X. Recordemos que todo fibrado de linea
holomorfo define un elemento de H' (X, %) = Pic(X).

Definicién 3.1.1. La sucesion exacta larga en cohomologia asociada a la sucesion exacta
corta de haces sobre X
0=Z— Ox— 05 =0

nos proporciona una funcién ¢; : H' (X, 65) — H?*(X, Z). La imagen ¢;(L) € H*(X,Z) es
la primera clase de Chern de L.

Para explicar la construccién de clases Chern de grados mas altos primero recor-
damos que en cualquier variedad compleja X de dimensién n el fibrado tangente ho-
lomorfo tiene un fibrado vectorial subyacente 4° de dimensién 2n que denotamos
por TgX. Denotamos por T = TgX ® C la complexificacion de TgX y definimos <%
como el haz de ¢ i-formas diferenciales que toman valores en C, lo que significa
2yt = Homgye (x ¢ (T, €°°(X, C)). Una conexién en E es una funcién ¢

V:iT(E) = T(E® %)
que es C—lineal y satisface
V(fs) =df ® s + fVs.

Podemos extender las conexiones a las funciones dy : @4 ® I'(E) — %Xm ® I'(E) consi-
derando
dy(w®s) =dw @s+ (—1)*wVs

y de esta manera obtenemos que d3, es un mapa ¢ (X, C)—lineal que es inducido por
una seccién del haz #%? ® End(E). A esta seccion la llamamos la matriz de curvatura
de V. Una conexién es playa si su curvatura es nula.

En un subconjunto abierto de X que es una trivializacién de E la matriz de cur-
vatura de V tiene la siguiente presentacién: elija un marco {ej,...,e,} para E y sea
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V(e) = ) i, 65 @ e;. Entonces,

T

dzv(ei) = Z(de” — Z eik/\ ij) (059 € = ka] ® €j.
j

j=1 k=1

La matriz de curvatura esta representada en este subconjunto abierto por la matriz de
tamafio r x r de 2-formas (ky;)i;. Tras cambiar la trivializacion elegida, observamos que
la matriz de curvatura cambia su representante por conjugacién. Por ello, los coefi-
cientes del polinomio caracteristico de (k)i son 2i-formas bien definidas en todo X, ya
que son independientes de la trivializacion elegida, al ser invariantes por conjugacion.
Entonces escribimos

det(t(ky) +1d) = 1+ to(V) + t202(V) + ... t"0n (V)

donde (V) € I'(X, &%) son 2i-formas bien definidas que solo dependen de la eleccion
de conexién en E.

Teorema 3.1.2. Las formas oi(V) descriptas arriba son 2i—formas en X bien definidas y la
clase de cohomologia [0;(V)] € Hik (X, C) es independiente de la conexion V elegida.

Demostracién. Para una prueba detallada ver [GH94], pagina 403. O

Definiciéon 3.1.3. Definimos la i—ésima clase de Chern del fibrado vectorial E — X
como la clase de cohomologia

ci(B) = %[m(v)] € H*(X, C).

La clase
c(B)=1T+c1(E)+c2(E) +...cr(E)

se llama la clase total de Chern de E.

Al teorema de arriba nos referiremos como el teorema de Chern-Weil. Las clases
ci(E) € H¥(X, C) satisfacen las siguientes propiedades
1. ¢i(f*(E)) = f*(ci(E)) paratoda f: X = Y
2. ¢i(E) =0sii>rango(E).

3. c(E1)c(E3) = c(E;) siempre que
0O—-E —E,—E—=0

sea una sucesion exacta corta de fibrados vectoriales.

4. c;(L) coincide con la primera clase de Chern de fibrados de linea definida en 3.1.1.
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Debido al factor ﬁ: introducido en la definicién de las clases de Chern resulta
que las clases c;(E) en realidad se encuentran en la imagen de H*(X,Z) — H*(X,C).
Estas clases coinciden con muchas otras definiciones de clases de Chern y, de hecho,
existe una tnica secuencia de funciones ¢y, ¢, c3, ... que asigna a cada fibrado vectorial
complejo E — X sobre cualquier variedad compleja X una clase ¢i(E) € H*(X,Z) y
satisface las cuatro propiedades anteriores. Para mds informacién sobre este enfoque

axiomadtico de las clases de Chern basado en sus propiedades, véase [Gro68].

Dado E — X un fibrado vectorial complejo de rango r sobre una variedad comple-
ja X de dimensién n, podemos asignar un anillo caracteristico a E dentro de H*(X, C)
utilizando sus clases de Chern. Para cada polinomio homogéneo simétrico ¢ de grado
l < n en las variables X, X, ..., X;, expresamos ¢ = @(s1, s2,..., ) como un polino-
mio sobre los primeros | polinomios simétricos elementales {s;, ..., si} en las variables
{X1,Xa, ..., X;}. Luego, definimos la clase caracteristica ¢(E) € H*(X,Z) como

¢(E) = @(c1(E), ca(E), ..., cu(E)),

donde las clases ¢;(E) son las clases de Chern del fibrado E definidas arriba. El teorema
de Chern-Weil nos permite producir formas diferenciales que representan cada clase
caracteristica eligiendo una conexién en E. Para esto, si ¢ es un polinomio homogéneo
simétrico de grado ly ¢ = ¢(sy,..., s|) representamos ¢ (E) por la 2]-forma

ﬁ ?(01(V),...,0V)) € T()

para una conexién V en E. Esta es una 2l—forma cerrada tal que su clase de cohomo-
logia es la clase caracteristica ¢ (E) en H*(X, C).

—

o(V) =

La demostracién del teorema de Chern Weil también nos proporciona (2i—1)—formas
bien definidas o;(V, V) para cada par de conexiones V y V en E. Estas formas son tales
que

doy(V, V) = 6(V) — 0i(V).
Llamamos a estas formas las formas de diferencia entre el par de conexiones V y V
y ademés definimos formas de diferencia ¢(V, V) para cada polinomio homogéneo
simétrico que satisfacen la relacion

do(V,V) = @(V) — ¢(V)

. La definicién de estas formas de diferencia es la siguiente: consideremos la variedad
[0,1] x X con la proyeccién 7 : [0,1] x X — X, que manda (t,x) a x. Las conexiones
V y V proveen a 7*(E) de dos conexiones dadas por los pullbacks 7*(V) y 7* (V) que
simplemente denotaremos como V' y V. Debido a esto, podemos formar la conexién
tV + (1—t)V. La integracién a lo largo de la fibra define una transformacién lineal Jﬁ[o,n
que denotamos como

Tl ! 427[5,1]@( - ’Q{X.i1

. Para la definicién y las propiedades de esta funcién, consulte [BT89] pagina 61. La
forma de diferencia se define entonces como

©(V,V) = m@tV + (1 —t)V)
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y el hecho de que d¢(V, 6) = (V) — (p(%) se deduce de una aplicacién del teore-
ma de Stokes. Las formas de diferencia entre dos conexiones satisfacen la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.1.4. 1. Si V;,V,, V3 son conexiones en un fibrado vectorial E entonces las
formas de diferencia satisfacen

@(V1,V2) —@(V3,V2) = o(V1, V3).

2. Si V4, V, son conexiones en un fibrado vectorial € entonces la forma de diferencia entre
ellas satisface que
©(V1,V2) = —¢(V2, V1),

Demostracién. Comenzamos mostrando que

r

©(Vi,V2) —(V3,V3) = etV + (1 =1)V2) —@(tV3z + (1 —t)V2)

= do(tVi+ (1 —t)V,, tV3 + (1 —1)V,)dt
J[0,1]

= " dJ e(s(tVi+ (1 —t)V2) + (1 —=5s)(tVs+ (1 —t)V;))dsdt
[0,1] [0,1]

=@(V1,V3)

donde hemos usado el teorema de Stokes en el tltimo paso. Esto prueba la primera
afirmacion. Para probar la segunda tenemos que

o(V2, V1) =J O(tV, + (1 — )V )dt
[0,1]

y a través del cambio de variables t = 1 — s obtenemos

0(V2, V1) = —J o(sV1 + (1= $)V2)ds = —(V1, V)
[0,1]

3.2. Clases de Chern de haces coherentes

En esta seccién, desarrollaremos la definicién de clases de Chern para haces cohe-
rentes de Ox—moddulos. Sea X una variedad compleja y F(X) el grupo abeliano li-
bre generado por las clases de isomorfismo de haces coherentes en X. A cada suce-
sién exacta 0 — 1 — % — %3 — 0 de haces coherentes, asignamos el elemento
Q(A) = S — A — 7 € F(X). El grupo de clases de haces coherentes en X se define
como el cociente

K (X) ~ F ( X) / < Q (jﬂ L ) > .Ye secuencia corta exacta de haces coherentes

Una asignacién de un elemento de un grupo abeliano G a cada haz coherente sobre X
se llama aditiva si siempre que 0 — .7 — %2 — %3 — 0 es exacta, entonces y(.%3) =
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Y(#)+v(-#3). El grupo de clases K(X) es universal en el siguiente sentido: toda funcién
aditiva y a un grupo abeliano G se factoriza por una funcién y : K(X) — G. La clase de
Chern total es una funcién aditiva del conjunto de haces coherentes en X a H*(X,Z) y,
por lo tanto, se factoriza a través del grupo de clases.

Si X es una variedad cuasiproyectiva, entonces cualquier haz coherente .7 sobre X
admite una resolucién finita mediante haces localmente libres que pueden identificarse
con fibrados vectoriales sobre X [BS58, Lema 10 y su corolario]. Debido a esto, existe
una biyeccion entre el grupo de clases de haces coherentes sobre X y el grupo de clases
de fibrados vectoriales sobre X [BS58, Teorema 2]. Usando esta biyeccién, podemos
definir clases de Chern de haces coherentes de Ox—moddulos utilizando clases de Chern
de fibrados vectoriales. Tomemos una resolucién por haces localmente libres

0O—E& —E 31— - —EF —
y definamos la clase de Chern total del haz coherente . como
c(.) = c(Eq).c(Ez) ".c(E3).c(Eq) .. .. c(E)V"

donde las clases de Chern de los haces E; son sus clases de Chern como fibrados vec-
toriales, tal como se las defini6 en la secciéon anterior. El resultado de esta construccion
es independiente de la eleccion de la resolucion. De esta manera, obtenemos clases ca-
racteristicas @(.#’) para haces coherentes sobre X de la misma manera que en el caso
mencionado anteriormente de los fibrados vectoriales.

Observacién 3.2.1. Observamos que si la variedad compleja X no es proyectiva, puede
que no exista una resolucién mediante haces localmente libres de &x médulos de .
sobre X. Sin embargo, siempre existird dicha resolucién al considerar el haz . como un
haz de médulos sobre el haz Anx ¢ de funciones analiticas reales sobre X con valores
sobre C. Al considerar dicha resolucién, las clases de Chern de . pueden definirse de
la misma manera que antes. Para los detalles de las clases de Chern de haces coheren-
tes sobre una variedad compleja no cuasiproyectiva, el lector puede consultar [BB72,
Seccioén 6]. Durante el resto del texto asumiremos que nuestros haces coherentes admi-
ten una resolucién finita por haces localmente libres: el lector puede decidir asumir de
ahora en adelante que nuestras resoluciones utilizadas para construir clases de Chern
son resoluciones por haces de médulos sobre Any ¢ o que la variedad compleja X es
cuasiproyectiva.

A continuacién, explicamos la construccién de Chern-Weil de formas diferenciales
para haces coherentes. Si dotamos a todos los fibrados vectoriales de una resolucién
del haz . de conexiones, podemos obtener un representante de la clase Chern de
" en cohomologia de de Rham de la siguiente manera. Se dice que una familia de
conexiones en una sucesion de fibrados vectoriales es compatible con la sucesiéon

0—E, —Ei 31— — &

cuando los siguientes diagramas conmutan

| !

Vi 1
Ei 1 —— B @4

24



y en este caso resulta que dado un polinomio simétrico homogéneo ¢ de grado ly
al escribir @ como el polinomio que define ¢ sobre los polinomios simétricos elemen-
tales, entonces @ (.7’) se puede representar por la forma ¢(V,) donde, si establecemos
K; como la curvatura de la conexién V; y descomponemos

Hdet LK) =1 wy Wy

con cada w; € QF(X), entonces

VAT
(2n)

(p(vo) = ((U], (,Un).

Esta construccién de formas diferenciales es compatible con la descrita anteriormente
para haces localmente libres en el siguiente sentido.

Proposicién 3.2.2. Sea 0 — E4 — Eqy — --- — Eo — E_; — 0 una sucesion exacta de
haces localmente libres y (Dgq, Dg—1, ..., Do, D_1) una familia de conexiones compatibles con
la sucesion exacta. Entonces, si denotamos D, a la familia de conexiones D; con i € {1,...q},
tenemos que

para cualquier polinomio simétrico .
Demostracién. Para una prueba ver [BB72, Lema 4.22]. ]

Al igual que en el caso de los fibrados vectoriales, dados dos conjuntos diferen-
tes (Vn,..., Vi) y (Vm V ) de conexiones compatibles con una resolucién 0 —
E, — ETH —_— s — E1 — . por fibrados vectoriales se puede producir una
forma de diferencia ¢(V,, /VV.) de la misma manera que en el caso de un solo fibrado
vectorial. Es decir, consideramos la variedad [0, 1] x X y las conexiones dadas por las
combinaciones lineales D; = tV; + (1 —1t)V; en cada [0, 1] x E; — [0, 1] x X y definimos

—~

(p(V.,V.) = ﬂ*((p(Do))

Esta forma diferencial también satisface ¢(V,) — @(V,) = do(V,, %v.) y propiedades
analogas a las de la proposicién 3.1.4.

3.3. El teorema de anulacion de Bott

En esta seccién, desarrollaremos la herramienta méas importante para construir re-
siduos de foliaciones singulares: el teorema de anulacién de Bott. Comenzaremos con
algunos preliminares que involucran conexiones parciales. Recordamos de la seccién
anterior que todas las conexiones consideradas aqui son ¥ en el sentido de que son
aplicaciones C—lineales V : T(E) — T(E ® @4 ).
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Definicién 3.3.1. Sea E — X un fibrado vectorial y .# C 7 un subfibrado. Una conexién
parcial a lo largo de .# es una funcién C-lineal V : T'(E) — I'(E ® .#*) que satisface la
regla de Leibniz.

V(fs) = p(df) ® s + fV(s)

donde p : T — ™ es la proyeccion natural. Si .# C ¢ C 1 decimos que una conexion
parcial V alo largo de ¢ extiende una conexién parcial V' alo largode # siV' =10V
coni:E®¥* — E®.#"lainclusion natural.

Ejemplo 3.3.2. La complexificacion T del haz tangente ¢ tiene dos subhaces dentro de
Ty®y Tp! que son ambos fibrados vectoriales complejos > de rango n y se definen co-
mo los espacios de autovectores de los autovalores i y —i respectivamente del operador
J : T — 7t inducido por la multiplicacién compleja por i € C. Dado cualquier fibrado
vectorial holomorfo E — X existe un operador 9 : I'(E) — T(E ® (T9")*) = T(E @ ")
que es una conexion parcial a lo largo de TY'. Las secciones de E en el niicleo de 9 son
precisamente las secciones holomorfas de E.

En la definicién anterior, podemos considerar el caso especial de una foliacién ho-
lomorfa .# C Tx. Dado que el haz tangente holomorfo se encuentra dentro de T repre-
sentado como las secciones holomorfas del subhaz T}(O C T de campos de vectores de
tipo (1, 0), podemos considerar conexiones parciales a lo largo de .# o incluso a lo largo
de Z @ T Cr.

Sean .# C Tx una foliacién holomorfa en X y E un fibrado vectorial holomorfo en
X. Una conexi6n parcial a lo largo de .# @ T' en E que extiende la conexion parcial 0
alo largo de T' se denomina conexi6n de tipo (1, 0).

Definicién 3.3.3. Dada X una variedad compleja de dimensién n y .# una foliacion
regular en X de dimensién k denotamos por Nz = Tx/.# al fibrado normal de la folia-
cién. Nz viene equipado con una conexién parcial a lo largo de las hojas de .# llamada
conexién de Bott, que se define como el C-morfismo

Dpott : N — Nz @ F*

dado por
DBott(W) (V) = [V)W]

parav € .# yW € Nz. Una conexiéon V en Nz se llama bdsica si es una conexién de
tipo (1,0) que extiende la conexién de Bott.

La conexién de Bott no es solo una conexién parcial a lo largo de las hojas de .7,
sino que también es playa. Para una conexién parcial V, decimos que V es playa si la
composiciéon VoV se anula como una funcién VoV : T'(E) — MNE®A%Z). De la misma
manera que admitir una conexién playa implica que el fibrado vectorial tiene clases de
Chern que se anulan, admitir una conexién parcial playa implica que algunas de sus
clases de Chern se anulan. Este es el contenido del teorema de anulacién de Bott.

Teorema 3.3.4. Sea X una variedad compleja de dimension ny .% C Tx una foliacion reqular
holomorfa de dimension k. Si V es una conexion bdsica en N z entonces @ (V) = 0 para todos
los polinomios simétricos homogéneos tales que deg(@) > n — k.

Para més detalles sobre este teorema y una demostracion, véase [BB72, proposition
3.27] o la discusién original en [Bot70]. El teorema del anulacién y la existencia de co-
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nexiones basicas implican que, dada una foliacién regular .# en una variedad compleja
X, las clases caracteristicas (N ) se anulan siempre que deg(¢) > n — k.

Ejemplo 3.3.5. Podemos usar el teorema de anulacién de Bott para demostrar que los
espacios proyectivos no admiten foliaciones no triviales de codimensién 1, como se
menciona en 2.2.7. En efecto, sea .%# una tal foliacién. Debido al teorema de anulacién
de Bott, cualquier foliacion regular de este tipo deberia satisfacer que (c1)*(N#) = 0.
Sin embargo, dado que el anillo de cohomologia de P% es isomorfo a C[X]/(x™") y
c1(N#) es un elemento de grado 2 en H*(P¢, C), tenemos que c¢;(Nz) = 0. Al mismo
tiempo, la sucesién exacta

0= F =T =Nz —0

nos muestra que ¢, (Ton) = ¢1(Ng)cn1(F) debido a que Nz tiene clases de Chern
nulas en grado superior ya que es un fibrado de linea y .# tiene clase de Chern nula
n-ésima ya que es un fibrado vectorial de rango n — 1. Por lo tanto, Cn(T]pE) = 0 que se
sabe que es falso.

Terminamos esta seccién con una proposicién sobre conexiones bdsicas que serd
util durante el resto del capitulo.

Proposicién 3.3.6. Sea X una variedad compleja de dimension n y % una foliacion regular
de rango k. Si Vi y V, son dos conexiones bdsicas en Nz y ¢ es un polinomio simétrico
homogéneo de grado 1 > n — k, entonces ¢ (V4,V;) = 0.

Demostracion. El resultado se establece esencialmente en [BB72, Lema 5.3]. Alli se de-
muestra que @(tV; + (1 —t)V;) = 0 como forma diferencial en X x [0, 1], lo que clara-
mente implica nuestra afirmacién. O

3.4. Los residuos de Baum-Bott

En esta secciéon daremos una definicién de los residuos de Baum-Bott para folia-
ciones holomorfas construidos originalmente en [BB72]. Primero revisaremos algunos
resultados sobre cohomologia relativa que seran necesarios para la definicién. Tras esta
revision proveeremos la definicién y las principales propiedades de estos residuos y fi-
nalizaremos la seccién enunciando el teorema de los residuos y discutiendo el vinculo
entre esta y otras definiciones posibles del objeto de estudio.

Comenzamos esta seccion recordando que, dado un abierto U C X, existen grupos
de cohomologia de rham relativos que pueden calcularse mediante la cohomologia del

complejo de formas . .
(' (X) @& o/ (W),

con el diferencial d(w,n) = (dw,i*(w) — dn) (véase, por ejemplo, [BT89], pagina 78).
Estos grupos se encuentran en una sucesion exacta larga de cohomologia

o= HAY(X, U, C) — HY(X,C) — HY(U,C) — ...

Debido al teorema de anulacién de Bott, si X es una variedad compleja y .%# es una
foliacién singular, S su lugar singular, obtenemos que cada clase caracteristica de N »
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de grado mayor que la codimensién de .# se anula cuando se restringea U = X —S.
Por lo tanto, tenemos que en la sucesion exacta larga de cohomologia relativa

.. HY (U, C) —» H?Y(X,U,C) — H*(X,C) — H*(U,C) — H* (U, C)...

la restriccion 1*(¢(N#)) € H?(U,C) se anula y por lo tanto existe una clase & €
H? (X, U, C) cuya imagen en H?(X,C) es ¢(N#). Sin embargo, hay varias clases & €
H? (X, U,C) que se le asignan a ¢(N#) y los residuos de Baum-Bott se obtienen co-
mo la construccién de uno de dichos levantados utilizando la ayuda de una conexién
basica.

Definicién 3.4.1. Fijemos X como una variedad compleja de dimensién n y .# una
foliacién saturada en X de rango k. Sea ¢ € C[X;,...,X,] un polinomio simétrico ho-
mogéneo de gradon—k < L < ny Sellugar singular de .#, y U = X\ S. Consideremos
una resolucién

0—E, —E. 11— —EF — Nz

del haz normal N y elijamos conexiones compatibles V; en cada E;. Consideremos
también la sucesion exacta de fibrados vectoriales.

0 — Enlu — Ensilu — - — Eilu — Nzlu

y fijemos conexiones compatibles V; en cada Ei|y de modo que esta familia de conexio-

nes también sea compatible con una conexién basica V, en N z|y. Luego, definimos el
residuo de Baum-Bott como la clase

Rest®(F) = [(@(V.), @(Valu, Vo)) € H(X, U, C).

Proposicién 3.4.2. La clase ReszB(ﬁ ) € H2Y(X, U, C) es independiente de las elecciones to-
madas.

Demostracion. Primero veremos que Res.’ (%) define una clase de cohomologia relati-
va. En efecto, para ver esto realizamos el siguiente calculo

A(@(Va), @(Valu, Vo)) = (0, @(V)lu — d@(Valu, V)

= (0,0(Vo)lu—@(Vo)lu+ @(V,))

= (0,9(V.)) = (0,0)
donde la dltima igualdad se debe al teorema de anulacién de Bott.

También afirmamos que la clase ResiB (.#) es independiente de la eleccién de cone-
xiones. Para ello, primero elegimos dos familias diferentes de conexiones definidas glo-
balmente V; y D; en cada fibrado vectorial E; y consideramos las clases ResiB(ﬁ , Vo)

y Res:f,B (:#,D,), ambas definidas utilizando la misma conexién basica V, y la sucesion
de conexiones compatibles V, en U. Tenemos que

(@(Va) — @(D4), @(Valuy Vo) — @(Dalu, V)
= d(p(vo)Do))(P(vohbDohl))
d(¢(V.,D.),0)

ReszB(gf, V.) — ReszB(ﬁ, D.)
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lo que muestra que ResgB (F,V.) — ResiB (#,D,) es exacta.

De manera similar, podemos demostrar que la clase ReszB(ﬁ ) no depende de la
eleccién de la conexién béasica %vo ni de la sucesién de conexiones compatibles @V. en U.
Para ello, elegimos dos conexiones bésicas diferentes con sus conexiones asociadas v.
y D. y fijamos las elecciones globales de conexiones V, en cada E,. Luego, calculamos

ResP?(.#,V.) — ResP®(.#,D.) =(@(V.) — ©(V.), ¢(Ve, V) — ©(Ve,Dd))
:(O» @(6.)6.)) = (O’O)

donde hemos usado en la ultima igualdad la proposicién 3.3.6 para obtener que la
forma de diferencia entre dos familias de conexiones compatibles con dos conexiones
bésicas se anula.

A continuacién demostraremos que la clase Res'foB (.#) es independiente de la elec-
cién de la resoluciéon E, del haz normal N z. Sean E, y F, dos resoluciones localmente
libres de N ». Entonces, existe una resolucién localmente libre G, de Nz con epimor-
tismos Go — F. y Go — E, [BS58, Lema 14 y discusién previa]. Denotaremos por
ResiB (#, G) la clase calculada con la resolucién G, y por ResiB (.#, E) la clase calculada
con la resolucién E,, y demostraremos que estas dos clases coinciden. Para ello, consi-
dérese una familia V, de conexiones compatibles en E, y una familia V. de conexiones
compatibles en E, que también son compatibles con una conexién bdsica Vo en Ns.
Los haces L; = ker(G; — E;) son localmente libres ya que el morfismo G; — E; es un
epimorfismo. Podemos elegir una familia de conexiones compatibles V% en la sucesion
exacta de haces localmente libres L, — L,_y — --- — L; — 0. Ahora elegimos un com-
plemento H; a L; dentro de G; en la categoria €"°: esto significa ¢ *°—subfibrados vec-
toriales H; de G; tales que H; & L; ~ G;. Sea ¢; : H; — E; la restriccién del epimorfismo
Gi — E; que ahora es un isomorfismo de ¢ fibrados vectoriales. Definimos V' como
la familia de conexiones compatibles en la sucesiéon H, — H,—; — --- — H; — Nz ob-
tenida por VH(v) = @' (Vi(@i(v))). Ahora, al considerar las conexiones D; = VI 4 V1
en cada G;, obtenemos que la curvatura de las conexiones D; satisface

det(1 + K(D;)) = det(1 + K(V§))det(1 + K(VH)).

Lo que demuestra que ¢(V,) = ¢(V!!) = ¢(D.). Dado que este mismo argumento se
puede aplicar a las conexiones V; y tVily + (1 — 1)V}, obtenemos que también

©(Valu, Vo) = @(D.Ju, D.))

Para una familia de conexiones compatibles D, y Ii en G,. Dado que esto también
se puede realizar para la resolucién F,, se obtiene que el residuo no depende de la
resolucion elegida. Por lo tanto, la clase ResgB (#) solo depende del polinomio ¢ y la
foliacién .#, y la demostracion estd completa. O

La definicién brindada arriba de los residuos de Baum-Bott consiste en una clase
especifica de cohomologia relativa que puede obtenerse mediante una conexién bésica
en N z y conexiones compatibles en cualquier resolucién y serd con la que trabajaremos
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en esta tesis. La construccion original de Baum y Bott, aunque muy similar, consiste en
clases de homologia en cada una de las componentes conexas del lugar singular de la
foliaciéon .#. Ambas definiciones se relacionan como explicaremos ahora. Comenzamos
analizando cémo la dualidad de Poincaré en una variedad compleja compacta X de
dimensién n se traduce a la cohomologia relativa.

Definicién 3.4.3. Dado S C X, un subconjunto compacto que admite una entorno re-
gular, y U = X — S, existe un isomorfismo H?'(X, U, C) ~ H,, (S, C).. En particular,
siempre que S sea una subvariedad analitica compacta de X (posiblemente singular),
tenemos este isomorfismo (para una referencia sobre este resultado, véase [BSS09, sec-
tion 1.2]). Llamamos a este isomorfismo la dualidad de Alexander Lefschetz y lo de-

notamos
AL : H®(X,U,C) — Hyn_2(S,C).

Usando la dualidad anterior, si X es una variedad compleja compacta, podemos produ-
cir residuos en homologia que se obtienen de nuestra definicién de residuos de Baum-
Bott y la aplicacién del isomorfismo de Alexander-Lefschetz.

Definicién 3.4.4. Sean X una variedad compleja compacta de dimensién n y .# una
foliacién saturada en X de rango k. Sea ¢ € C[X;,...,X,] un polinomio simétrico ho-
mogéneo de gradon —k < 1l < ny S el lugar singular de .#. Llamaremos residuo de
Baum-Bott en homologia y lo denotaremos por HResiB (:#) alaclase

HReszB(ﬁ) = AL(ReszB(ﬁ)) € Hyn_n(Sing(#),C).

Ademads, descomponiendo el lugar singular en sus componentes conexas podemos de-
finir clases de homologia asociadas s6lo a cada componente conexa del lugar singular
como en el trabajo original de Baum y Bott. Para hacer eso, escribimos

Sing(7) = J Z:

i=1
con Zi,i € {1,...,r}las componentes conexas de Sing(.# ). Hay un isomorfismo H,_» (Sing(.# ), C) =
@B:_; Han-2(Zi, C) y denotamos por
iz, : Hon_n(Sing(.#), C) — Hyn-2(Z;, C)

las proyecciones.

Definicién 3.4.5. Sea X una variedad compleja compacta de dimensién n y .# una
foliacién saturada en X de rango k. Sea ¢ € C[X;,...,X,] un polinomio simétrico ho-
mogéneo de gradon —k <1 < ny S ellugar singular de .%. Sea Z; una componente
conexa de S. Luego, definimos la clase de homologia de Baum-Bott a lo largo de la
componente Z; como la clase

Rest®(.F,Z;) = 7z, (HResE? (7)) € Haopa(Z3)

paracadaie {1,...,7}

Las consideraciones anteriores pueden aplicarse en el caso no compacto, siempre que
estemos dispuestos a trabajar con homologia de Borel-Moore. Desarrollamos los deta-
lles de este caso en el apéndice de este capitulo.
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Terminamos esta seccién enunciando el teorema original de Baum y Bott en rela-
cién con su formulacién de estos residuos y los aspectos globales que estos satisfacen.
Mostraremos ejemplos de calculo de los residuos de Baum-Bott en las siguientes sec-
ciones.

Teorema 3.4.6. Dada X una variedad compleja compacta de dimension n, . una foliacion
saturada en X de rango k, @ € C[Xy,...,x,] un polinomio simétrico homogéneo de grado
n—k <1< nyZ C S una componente conexa del conjunto singular S de .7, la clase de
homologia Resy’ (F, Z) € Hyn-n(Z, C) depende solo de la eleccién de ¢ y del comportamiento
local de F cerca de Z y satisface la siquiente igualdad

> wlRest(7,2)) = 0(N5),
4

donde w : Hyn 2(Z,C) — H? (X, C) estd dada por la inclusién de Z en X seguida del isomor-
fismo de dualidad de Poincaré.

3.5. Un algoritmo para el calculo de residuos de grado mi-
nimo

Ahora procederemos a describir la situacién para residuos de grado minimo. Sea
(X,.#) como se indic6 anteriormente. En el caso de un polinomio ¢ de gradon—k+1, el
residuo puede calcularse concretamente. Si Z es una componente conexa compacta de
S =Sing(.#) de dimensién k-1y Z;,.. ., Z, son sus componentes irreducibles, entonces
Hy—1)(Z, C) es un espacio vectorial complejo de dimensién r y generado por las clases
fundamentales de Z;,...,Z,. De esta manera, si elegimos un polinomio ¢ de grado
l=mn—k+ 1, obtenemos que

HResE,B (F) = Z (RESzB (F), Zy)[Zi]

i=1

para algunos ntimeros complejos (ResiB(ﬁ ), Zi). Baum and Bott proveyeron un al-
goritmo para calcular <Res$)B (%), Z;) siempre que Z; sea una componente irreducible
compacta de S de tipo Kupka. El mismo algoritmo fue luego generalizado al caso en
que Z; fuera cualquier componente irreducible compacta de dimensiéon k — 1 del lugar
singular S en el articulo [CL19]. El algoritmo es el siguiente.

1. Primero elegimos un punto suave p € Z; que no esté en ninguna otra componente
irreducible de Z. Dado que dim(Z;) = k — 1 existe una variedad lineal (n — k +
1)—dimensional que interseca transversalmente a Z; en p y podemos considerar
el pullback de la foliaciéon a este espacio en una entorno de p, obteniendo una
foliacién de dimensién uno definida por un campo vectorial holomorfo

V=a101 + a0 + ... 0n k100 k41

con un cero aislado en p, que podemos asumir como el origen.
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2. Calculamos la matriz de derivadas

aCli
A= (_)i,j

an
y luego calculamos
@(A) = @(o1(A)...., On 1 (A))

donde @(s1,...8nx+1) = @ para {si,...sn_x11} los polinomios simétricos ele-
mentales y 0;(A) estdn definidos por la relacién det(AA + 1) = 1 4+ Aoy(A) +
AR On_is1(A).

3. Ahora, dado que v tiene un cero aislado en el origen, podemos encontrar fun-
. X .
ciones holomorfas b;; tales que X, = > byai. Buscamos esta matriz (by;) y los
numeros «;.

4. Finalmente expandimos en serie de Taylor la (n — k 4 1)—forma

@(A)det(by)dxs A ... dxn_xi

(x1)%1 oo (X r ) St

dX] /\...an,k+]

- BB . . .
y el nimero (Res* (%), Z;) serd igual al coeficiente correspondiente a ===

en dicha expansion.

De ahora en adelante escribiremos ResiB (%) para la clase en cohomologia relativa defi-
nida en 3.4.1, HResgB (:#) para su dual en homologia definidoen 3.4.4y (ResgB (7)), Z;)
para los ndmeros complejos obtenidos por el proceso anterior cuando deg(¢@) = n —
k 4+ 1y Z; es una componente irreducible del lugar singular de dimensién k — 1. Sin
embargo, cuando no surja ninguna confusién, llamaremos a cualquiera de estos obje-
tos residuos de Baum-Bott.

Ejemplo 3.5.1. Consideremos ahora la 1-forma torcida globalmente definida en P* da-
da en coordenadas homogéneas (x¢ : x; : X2 : X3) por

W = x1X2x3dxo — 2xox2Xx3dx — XoX1x3dX) + 2x0X1%X2dX3.

Esta formula define una seccién global de Q]‘P>3 (4) ~ Qgp,g ® Ops(4). La foliacion .% dada
por w tiene lugar singular S = (J; ;{xi = x; = 0} = |J;; Lyj que tiene una tnica compo-
nente conexa con 6 componentes irreducibles. En el entorno coordenado Uy = {xo # 0}
nos da la 1-forma

W = —2x;x3dx — x1x3dx; + 2x1%xdx3.
El lugar singular en este entorno coordenado tiene las siguientes tres componentes

irreducibles: L]z = {X] = X3 = O}, I_zg, = {X] = X3 = O} I_zg = {Xz = X3 = O} Calcu-

lamos (Resi‘?)z(ﬁ’,Z), Ly,) del siguiente modo: tomamos el punto p = (0,0,1) € L;, y

consideramos el pullback de w al plano transversal P = {x; = 1} arrojando la 1-forma
1" (w) = —2x2dx; — x1dx;
que representa la foliacién en C? generada por el campo

V= X]a1 — 2x262
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y entonces las matrices A y (by;) descriptas en el algoritmo quedan dadas por

1 0 1 0
(3 5) w-(43)

Los ntimeros «; and o, son ambos 1y el valor de
(s1)*(A) = (01(A))? = (tr(A))* =1
nos permite calcular

(—3)dxy A dx 1
<Resl(3s]?)2(ﬂ),l—1z> = Res(—2 ! 2) __L
X1X2 2

En las otras dos componentes del lugar singular que se encuentran dentro de U, obte-

nemos
9

= z .
Finalmente, los residuos de Baum-Bott asociados a las otras tres componentes irredu-
cibles del lugar singular pueden calcularse arrojando los valores

(ResC (F),Liz) =4 (Res(i 2 (F), Las)

9 1
(Res?s?)z(ﬁ), L01> - z, <R€S](351?)2(32), L02> = 4, (Res](gs?)z(ﬂ), L03> = —Z

usando otros abiertos afines. Entonces el residuo de Baum-Bott completo en homologia
da la clase

1 9 1 9
HRQSFS?]z(g) = —z[l_os] +4“_02] + Z“_ol] - 2“—12] +4[L13] + Z[LB] € HZ(S>(C)-

Como P es compacto, el teorema de los residuos dice que
(c1)?(0(4)) = 16[H*] = . (HRes(? . (F))

donde p. : H(S,C) — H*(P?, C) es la inclusién seguida de la dualidad de Poincaré y
[H] es el generador de la cohomologia de P2. Como las clases [L;;] son todas duales de
Poincare de [H?] dentro de P° el teorema puede verificarse con el calculo

16[H?] = —%[HZ] A+ gnﬂ - %[HZ] A+ gnﬂ.

3.6. Residuos de grado superior

En la seccién anterior, discutimos el comportamiento de los residuos de grado mi-
nimo y demostramos que existe un algoritmo para calcularlos en términos de residuos
de Grothendieck. En esta seccién, analizaremos brevemente el comportamiento de los
residuos que no son de grado minimo. También derivaremos una proposicién que per-
mite calcular los residuos asociados a polinomios de alto grado en términos de los
residuos asociados a los divisores de dicho polinomio.

Baum y Bott observaron que sus residuos se comportan de forma muy diferen-
te segtin el grado del polinomio simétrico ¢. De hecho, para ¢ de gradon —k + 1,
demostraron que los residuos varian continuamente con las deformaciones de la folia-
ciéon .#. Al mismo tiempo, conjeturaron lo siguiente para residuos de grado superior a
n—k+1.
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Conjetura. (Conjetura de racionalidad [BB72, 0.50]) Sea X una variedad compleja, .#
una foliacién singular saturada sobre X y Z una componente conexa del lugar singular
de Z#.5i ¢ € Q[Xj,...X,] es un polinomio simétrico homogéneo tal quen —k + 1 <
1l =deg(¢) < n entonces

HResﬁB(ﬁ, Z) € Hyn2(Z,Q).

La conjetura de racionalidad implica que si el grado de ¢ fuera estrictamente ma-
yor que n — k + 1, el residuo tendria coeficientes racionales y, por lo tanto, no variaria
al deformar la foliacién .7, a diferencia del caso de los residuos de gradon — k + 1.
En [Suw84], el autor demostré que la conjetura de racionalidad se cumple para poli-
nomios ¢ que satisfacen que todos los monomios en la expresién ¢ = @(cy,...,Cn)
tienen un factor del tipo ¢; para algtinj > n — k.

La conjetura de racionalidad retrata las diferencias entre los casos de deg(¢@) =
n—k+1ydeg(p) >n—k+ 1. Ahora mostraremos una proposicién que nos permitird
calcular algunos residuos de mayor grado utilizando residuos de menor grado.

Proposicion 3.6.1. Sean X una variedad compleja de dimension n y .# una foliacion singular

holomorfa saturada en X. Sea @ un polinomio homogéneo simétrico de grado L > n — k tal que

@ = §.& para  y & polinomios simétricos homogéneos con s = deg(¢d) > n — k. Entonces
ResP(F) = Rest () - £(N )

10)

donde ResiB (Z) € HR(X, U, C) para U el conjunto de puntos regulares de F donde la accion
de H* (X, C) sobre H* (X, U, C) estd dada por

(wym)-v=(wAv,n A (v)).
para w € Q*(X,C),n € Q*(U,C),i: U — Xlainclusiony v € Q5(X, C).
Demostracién. El miembro izquierdo de la igualdad esta dado por
Resy”(F) = [(@(V.), @(Ve, V.))]

mientras que el miembro derecho de la ecuacién estd dado por el producto

[(H(Va), d(Ve, Vo)) - [E(V.)]
[(D(Va) AE(VL), d(Ve, Vo) AE(VL))]

Resy®(F) - E(N#)

Como las primeras coordenadas de estas dos clases de cohomologia relativa coinciden
tenemos que demostrar tan solo que

$(Ve, V) AE(V) = @(Ve, Vo).

Para esto usamos que

—~

0(Vay V) zj o[tV + (1 —1)V.) :j O(LVa + (1 — OV)E(V. + (1 — OT)
[0,1] [0,1]
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pero como deg(¢$) > n — k también tenemos que la forma ¢(tV, + (1 — t)V,) es
exacta. En efecto, considerando la forma ¢(tV, + (1 — t)V,), V., podemos ver que

¢(tVe + (1 —1)V,.) = d($(tVe + (1 —t)V,), V,). Finalmente, usando el teorema de
Stokes probamos que

0(Va, V) :J APV, + (1 — 1)V, Va)E(Va + (1 — 1)T2)
[0,1]
~| a (cl)(tV. F (1 —t)Ve, VE(tV + (1 — t)VN.))
[0,1]
= $(V., V) AE(VL)
Esto prueba que

que es exactamente lo que queriamos probar. O

Observacion 3.6.2. A través de la dualidad de Alexander Lefschetz la accion mencio-
nada arriba se corresponde con el producto cap entre un elemento de Hy,_»(Z,C) y un
elemento de H?9(X, C) para obtener un elemento en Hy, 51-24(Z, C).

A continuacién usaremos la proposicién anterior para calcular todos los residuos de
Baum-Bott de un tipo particular de foliaciones.

Ejemplo 3.6.3. Sea .7 una foliaciéon de tipo L(1,1,1,1) en P, es decir, .Z es una foliacion

saturada dada como el haz anulador de una 1-forma del tipo

dXi
Xi

3
W = XoX1X2X3 E Ai
i=0

para ciertos nimeros complejos A; que satisfacen la condicion Z?:o Ai = 0. Para una
foliacién genérica de este tipo el lugar singular es la unién de 6 rectas

s= |J L

0<i<j<3
donde Lj; = {x; = x; = 0}. Podemos calcular que

Hé(P3,S,C) ~ Ho(S,C) ~ C, H*P3S,C) ~ H,(S,C) ~ C°.

Como se trata de una foliaciéon de codimensién 1 hay residuos de Baum-Bott de
grados 2 y 3. Tenemos que
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A —N)?

Ly
A Ly

0<i<j<3
Resl(gc'i](ﬂ)z Z [Ly]

0<i<j<3

Resl(scljﬁ(‘ga) - Z

0<i<j<3

)2
=4 3 %[Lﬁmnﬂ
L

0<i<j<3

(A —N)?

AN Ll Nei(Ng)

0<i<j<z 9
=4(12 + 4)[po]
=64 [Po]

Res(® . (F)= > [Ljln(ci(N#))

0<i<j<3

= Z 4[po]

0<i<j<3

—24

y el tltimo residuo puede calcularse como Res?cz) (%) = 4[po] usando el teorema de los
residuos y el hecho de que c3(N #) = 4[H3].

3.7. Apéndice.

En este apéndice, explicaremos como relacionar nuestra definicién de residuos de
Baum-Bott con clases de homologia, incluso en casos donde la variedad no es com-
pacta. Comenzamos con varias consideraciones sobre la dualidad de Poincaré para
variedades no compactas. Sea X un espacio topolégico que puede ser incluido como
subespacio cerrado de una variedad suave (por ejemplo, cualquier variedad compleja
o subvariedad compleja). Los grupos de homologia de Borel-Moore de X son los C-
espacios vectoriales H™ (X C), definidos considerando la homologia del complejo de
sumas formales de cadenas singulares con soporte localmente finito. Esto significa que
HEM(X, C) es el i-ésimo grupo de homologia del complejo

Ci—>Cif1%"'—)C1—>C0
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donde C; es el grupo abeliano de sumas formales ) a,0, donde o recorre el conjunto
de todas las funciones continuas de A' a X y a, es un niumero complejo, tal que para
cada subconjunto compacto S de X solo las cadenas finitas o cuya imagen coincide
con S tienen coeficientes distintos de cero. Los grupos de homologia de Borel-Moore
satisfacen las siguientes propiedades.

1. Si X es compacto, la homologia de Borel Moore coincide con la homologia singu-
lar.

2. SiY C X es una subvariedad cerrada de la variedad compleja X y U es su com-
plemento en X, tenemos una sucesién exacta larga.

- = HPM(Y,C) — HPM(X,C) — HPM(U,C) — HN(Y,C) — ...

3. Si X es una variedad compleja de dimension n, entonces H}SM(X, C) =0 paraj >
2ny Hyn (X, C) es el espacio vectorial generado libremente por las componentes
irreducibles de X.

4. Existen operaciones de producto cap N : H (X, C) ® HPM(X,C) — HM(X, C).

5. Existe una clase fundamental [X] € HEM (X, C) que satisface que el producto cap
— N [X] induce un isomorfismo H (X, C) ~ H3M (X, C) que generaliza la dualidad
de Poincaré habitual.

6. Ademds, para una subvariedad cerrada Y C X de X existen operaciones de pro-
ducto cap N : H(X,X = Y,C) @ HM(X,C) — HM(Y,C) que se restringen a las
anteriores cuando X = Yy tales que N[X] induce un isomorfismo

AL:H(X,X—Y,C) ~ HM (Y,C)

2n—j
que generaliza la dualidad de Alexander-Lefschetz.

7. H.(—,C) es un funtor covariante con respecto a morfismos propios y un funtor
contravariante con respecto a inclusiones abiertas.

8. Si f : X — Y es una funcién holomorfa entre variedades complejas, entonces se
satisface la siguiente ecuacion

f.(f*(c) Np) = cnfi(p).

Existen varias otras propiedades para la homologia de Borel Moore y se pueden en-
contrar mds detalles en [Ful98, chapter 19].

El residuo de Baum-Bott definido en 3.4.1 también puede dualizarse a una clase
de homologia cuando la variedad ambiente o la componente conexa del conjunto sin-
gular no son compactas. Para ello, los residuos duales deben considerarse como clases
de homologia de Borel-Moore. De hecho, la dualidad de Alexander-Lefschetz, utiliza-
da anteriormente para variedades complejas compactas, puede considerarse un caso
particular de esta dualidad para la homologia de Borel-Moore y, por lo tanto, la misma
construccién nos proporciona una clase de homologia en la homologia de Borel-Moore.
Sean X, .#, @ y Res,(.#) como en 3.4.1. Sea Z C S una componente conexa del lugar
singular S de .%. Definimos el residuo de Baum-Bott de .# a lo largo de Z como

Resl?(F,Z) = miz(AL(Resy,(#))) € H3M, (Z,C)
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donde H3M, (S,C) = @, H3M",1(Zi, C) para (Z;)ic las componentes conexas de Sy
7z, es la proyeccion correspondiente a cada sumando.

Ejemplo 3.7.1. Sea .7 la foliacion saturada en C* dada por el anulador de
w = —2X2X3dX1 — X1X3 dXz + 2X1X2dX3

que es la restriccion de la forma en 3.5.1 a C?. El lugar singular es conexo y tiene tres
componentes irreducibles Lj; = {x; =x; =0}, L3 = {x; =x3 =0} L3 = {x; = x3 =0}
Calculamos (Resq,)2(-#), L1,) de la siguiente manera: elegimos el punto p = (0,0,1) €
Lo1 y consideramos el pullback de w al plano transversal P = {x3 = 1} obteniendo la
forma

1*((1)) = —2X2dX1 — X1 dXz

que representa la foliacién en C? generada por el campo vectorial
V= X]a1 — 2XZaz

y por lo tanto las matrices A y (b;) estan dadas por

1 0 1 0
- (35) m-(3 %)

Los numeros o y &, son ambos iguales a 1 y el valor de (s1)*(A) = (09(A))? =
(tr(A))? = 1 nos permite calcular

(—2)dx; A dx 1
<Resi§)2(9)>L1z> — Res(— 2" 2y = 2,
X1X2 2

El residuo completo de Baum Bott en este caso resulta

1 9
Resfye(F) = —5(Lizl +4lLo] + 5 [Laal

Esto se puede interpretar como solo una parte del residuo calculado en el ejemplo 3.5.1.
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4. Variedades de Poisson complejas

4.1. Variedades de Poisson y la foliaciéon simpléctica

Una estructura de Poisson en una variedad compleja X es un bivector holomorfo
T € T(X,A?Tx) tal que [m,n1] = 0, donde [ , ] es el corchete de Schouten de campos
multivectoriales. Decimos que la ecuacién [, 1] = 0 es la condicién de integrabilidad
del bivector de Poisson. Siempre que (X, 7t) sea una variedad compleja de Poisson, O
hereda un corchete que lo convierte en un haz de dlgebras de Poisson. El corchete viene
dado por {f, g} = n(df A dg).
Decimos que una estructura de Poisson 7t tiene rango r si " # 0 pero "' = 0. Las
estructuras de Poisson holomorfas en una variedad holomorfa equivalen a dos estruc-
turas de Poisson usuales en la variedad diferenciable subyacente correspondientes a
la parte real e imaginaria del bivector 7t y una compatibilidad con la estructura com-
pleja en la variedad: es decir, si 717 y 7tz son las partes imaginarias y reales de my J la
estructura compleja en X, entonces (71, J) tienen que formar una estructura de Poisson
Nijenhuis y 7t = J o 7t [LGSXO08, proposition 2.6].

Ejemplo 4.1.1. Si g es un algebra de Lie compleja, el espacio dual g* es una variedad de
Poisson holomorfa y es tal que el corchete de funciones lineales también es una funcién
lineal. Para ver esto, considere la inclusién i : g C -, donde g se identifica con las
funciones lineales en g*. Dado que g genera &,- como algebra conmutativa, existe un
tnico corchete de Poisson { , } en O« tal que {i(x),i(y)} = i([x,yl), y esta estructura de
Poisson se denomina estructura de Poisson de Kostant-Soriau en g*. Dado que el haz
tangente a g* es libre y se genera mediante campos vectoriales 0,, donde {x;,x2,...,xn}
es una base de g, tenemos que el bivector que define la estructura de Poisson es de la
forma
=) fyd, Ay
i<j

y las funciones f;; que definen este bivector son funciones lineales f;; = 3 | ; cfi(x),
donde las constantes ci son las constantes de estructura del algebra de Lie g.

Ejemplo 4.1.2. Una estructura de Poisson holomorfa sobre una superficie es simple-
mente un campo bivector holomorfo 71, que es una seccién del fibrado anticanénico, ya
que la condicién de integrabilidad siempre se cumple. Por ejemplo, una estructura de
Poisson sobre P? viene dada por un bivector holomorfo 7t € A?Tp: ~ @p2(3) vy, por lo
tanto, se describe localmente como

7t = f(x,y)0x /\ 0y

para coordenadas locales (x,y) sobre P? y f, un polinomio ctibico en las variables x, y.

Ejemplo 4.1.3. Las variedades simplécticas holomorfas son, por naturaleza, varieda-
des de Poisson holomorfas. Si (X, 7t) es una variedad de Poisson holomorfa de dimen-
si6n 2n y la contraccion 7t : Q) — Ty es genéricamente un isomorfismo, decimos que
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(X, 7) es una variedad de Poisson genéricamente simpléctica. Si el divisor anticanéni-
co Zeros(m") es reducido como espacio analitico, la estructura de Poisson se denomina
log-simpléctica.

Como en el caso diferenciable, en una variedad compleja de Poisson existen cier-
tos haces de campos vectoriales que se distinguen: los campos vectoriales hamiltonia-
nos y los campos vectoriales de Poisson. Dada una funcién holomorfa f definida en
un abierto de una variedad compleja de Poisson (X, 7t),, definimos el campo vectorial
holomorfo en el mismo abierto X; = i4¢(7), y lo llamamos su campo vectorial hamilto-
niano. Denotamos por Xu.m el haz de campos vectoriales hamiltonianos. Llamamos a
una funcién holomorfa f definida en un abierto de una variedad Poisson una funcién
de Casimir si su campo vectorial hamiltoniano es cero. Denotamos por Casx el haz
de funciones de Casimir holomorfas en (X, 7t). Un campo vectorial de Poisson en una
variedad de Poisson compleja (X, ) es un campo vectorial holomorfo definido sobre
un abierto de la variedad Poisson X € I'(U, Tx(U)) tal que Lx(7t) = 0. Denotamos por
Xpoiss €l haz de campos vectoriales de Poisson. Los campos vectoriales hamiltonianos
son siempre campos vectoriales de Poisson, pero no necesariamente lo contrario.

Tanto los haces de los campos vectoriales de Poisson como de los campos vecto-
riales hamiltonianos no son haces de médulos sobre Ox: son haces de espacios vecto-
riales sobre C. Los campos vectoriales hamiltonianos forman un subhaz integrable de
Tx ya que [X¢, Xg] = X4 En una variedad de Poisson compleja (X, ), la imagen de
la funcion i : Q) — Tx dada por contraccién con el tensor de Poisson es un subhaz
coherente de Tx generado como moédulo sobre Ox por los campos vectoriales hamilto-
nianos y es, por lo tanto, una distribucién integrable. Se llamaré foliacién simpléctica
de (X,7) y se notard .#4n a esta foliacion. La foliaciéon simpléctica satisface que to-
das sus hojas son subvariedades simplécticas (posiblemente singulares) de X y por lo
tanto son de dimensién par: esto incluye las subvariedades integrales que pasan por
puntos singulares. Decimos que una estructura de Poisson 7t € TI'(X, A*Tx) de rango r
tiene contenido si existe una seccién global s de un fibrado de linea L y una seccién
& € T(X, A" Tx ® L*) tales que " = s&. Como en el caso de las formas diferenciales,
una estructura de Poisson tiene contenido si y solo si Zeros(n") = Sing (Fym) tiene
codimension 1 en X. El grado de la saturacién de la foliacién simpléctica de una varie-
dad de Poisson sin contenido es siempre el fibrado de linea anticanénico dado que esta
foliacion estd dada como el haz anulador de una seccién de Qx(A"Tx) = Qx ® w;].

A veces resulta interesante trabajar con estructuras de Poisson sobre espacios ana-
liticos complejos que pueden no ser suaves. Dado un espacio analitico complejo X,
definimos el haz de k-multiderivaciones en X como

x5 = Q)"

Cuando X es una variedad compleja suave, Q¥ es un haz localmente libre y (Q¥)* ~
A*(Q))* = A¥Tx pero este puede no ser el caso en general. El haz de multiderivaciones
en un espacio analitico complejo hereda un tinico corchete multilineal graduado que
extiende el corchete de Lie de derivaciones y lo llamamos corchete de Schouten. Una
estructura de Poisson en un espacio analitico complejo X es una biderivacién global
7t € I'(X, X%) que satisface [, ] = 0, donde [,] es el corchete de Schouten de multideri-
vaciones. Un bivector induce una biderivacién siempre pero, en general, una estructura
de Poisson en un espacio analitico complejo singular no sera inducida por un bivector
globalmente.
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A continuacién discutiremos el concepto de las subvariedades Poisson. Si (X, )
es una variedad de Poisson, un subespacio de Poisson de X es un subespacio ana-
litico Y C X junto con una estructura de Poisson o, tal que la inclusiéon i : Y — X
satisface nt(df,dg) = o(i*(df),i*(dg)).. En caso de que Y C X tenga la estructura de
un subespacio de Poisson, esta estructura es tinica y, por lo tanto, podemos afirmar
sin ambigiiedad que Y C X es un subespacio de Poisson sin necesidad de aclarar la
estructura en cuestion.

Proposicion 4.1.4. Sea (X, ) un espacio analitico de Poisson y sea Y C X un subespacio
analitico con haz de ideales 1 C Oy asociado. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» Y admite estructura de subespacio Poisson.
» [ es un haz de ideales Poisson, es decir, {1, Ox} C 1.

» Cada campo hamiltoniano es tangente a Y.
Demostracion. Una referencia para este resultado es [P’ym13] prop. 4.3.1. O

Dada (X, 7t) una variedad de Poisson, llamamos a un subespacio Y C X un subes-
pacio de Poisson fuerte si todo campo vectorial de Poisson es tangente a Y. Un subes-
pacio de Poisson fuerte siempre es un subespacio de Poisson, ya que los campos ha-
miltonianos son de Poisson. Definimos algunos subespacios de Poisson fuertes impor-
tantes que pueden considerarse dentro de cualquier variedad de Poisson. Dada una
variedad de Poisson compleja (X, ), definimos el 2k — ésimolugar de degeneracién
de 7t como:

Dy = Zeros(m*').

Los lugares de degeneracién son invariantes bajo las simetrias del bivector de Poisson
y, por lo tanto, son subespacios de Poisson fuertes de X. De esta manera, la variedad
de Poisson X estd dotada de una estratificaciéon por subespacios de Poisson fuertes
(posiblemente singulares).

DoCD,CDsC---C Dy =X

donde 2r es el rango del bivector 7. El lugar de degeneracién no trivial més alto, Dy,_,
a veces se denomina el conjunto singular de la variedad Poisson y coincide con el
conjunto singular de la foliacién simpléctica .%yp,,. El lugar de degeneracién D, admite
también la siguiente descripcion:

Dy = {x € X|la hoja simpléctica por el punto x tiene dimensién a lo sumo2k}.

Hay una conjetura importante en el campo de la geometria algebraica o analitica
Poisson que concierne a las dimensiones de los lugares de degeneracién Dy (7). La
conjetura fue propuesta por Bondal y es la siguiente.

Conjetura. ([Bon93]) Si (X, ) es una variedad de Poisson compleja Fano de rango r
entonces D, admite una componente irreducible de dimensién al menos 2k + 1 para
cadak € {0,1,...,71—1}

La conjetura de Bondal incluye los siguientes casos particulares:

= Si X es Fano entonces 7t se anula sobre una curva.
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= Si X es Fano y 7 de rango 2k entonces Dy, tiene una componente de dimensién
al menos 2k — 1. Este resultado fue probado en [Pol97] .

En dimensiones bajas la conjetura toma las siguientes formas

= En el caso de dimensién 3, donde el rango de 7t debe ser 2, la conjetura se reduce
para demostrar el enunciado de que D, contiene una curva. Este caso se resolvié
en [Pol97].

= En el caso de dimensioén 4, la conjetura es el par de enunciados D, contiene una
curva y D, contiene un subespacio de dimension 3. Este caso se demostré en
[GP13].

= En el caso de dimensioén 5, la conjetura estd conformada por el mismo par de
enunciados que en dimensién 4: D, contiene una curva y D, contiene un subes-
pacio de dimensién 3. Esto sigue abierto.

4.2. Ejemplos de estructuras Poisson en el espacio proyec-
tivo P3

En esta seccion vamos a estudiar las estructuras de Poisson en P3. Este es el ejemplo
de dimensién mas baja de un espacio proyectivo donde la condicién de integrabilidad
de la estructura de Poisson no es trivial. Resulta que las estructuras de Poisson en P?
se corresponden naturalmente con foliaciones de codimensién 1 de grado 4. El fibrado
candnico wps de P? es isomorfo al fibrado de linea @p:(—4). Una forma de verlo es
considerando la sucesion exacta de Euler ([OSS11] paginas 3 y 4)

0— Qps — Ops(—1)" = Ops — 0
que tomando determinantes nos arroja Q%S ® Ops ~ det(Ops (—1)*) ~ Ops(—4).

El wedge pairing
ATps @ Tps — wpd =~ AT

es no degenerado y, por lo tanto, induce un isomorfismo

ATps ~ QL (4)

y este isomorfismo induce uno entre los espacios de campos de bivectores holomor-
fos T(P?, A’Tps) y de 1-formas holomorfas twisteadas de grado 4. Este isomorfismo
se puede explicitar de la siguiente manera: dado un campo de bivectores holomorfo
7 € T'(P3, A*Tps), podemos considerar el morfismo

: .03 1
1t Qps — QOps
que a su vez puede verse como un morfismo

i Q2:(4) — Qps(4)
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y al elegir una trivializacién del fibrado trivial Q%s ® Op3 (4) ~ Ops el morfismo produce
una seccién global de Qj;(4). Es interesante que la condicién de integrabilidad del
corchete de Poisson sea igual a la condicion de integrabilidad de su 1-forma diferencial
torcida correspondiente como dice la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2.1. Bajo el isomorfismo
ATps =~ Qps (4)

una 1-forma holomorfa twisteada w de grado 4 en P satisface la identidad w /\ dw = 0siy
solo si su campo de bivectores correspondiente define una estructura de Poisson holomorfa en
P,

Demostracién. Sea s una seccién local del fibrado de linea canénico de P3. La contrac-
cién con esta seccion induce un isomorfismo A'Tps — Qﬁg‘ que denotamos i,. Defini-
mos el operador de divergencia

Ng i Al Tps — AV Tps
por la ecuacién A¢(X) = (is) 7' o d o i5(X). Escribimos Z = A(7t) y observamos que
doiy(s) =dois(m) =i A () = 1(Z) = iz(s)
y por lo tanto
WAAdw =0 & 1 (s) A dix(s) =0 & 1(s)ANiz(s) =0

pero este tltimo producto wedge se anula precisamente en los puntos donde 7 /\ Z se
anula y, por lo tanto,
wANAdw =0 & nNANZ=0.

Al mismo tiempo, la férmula [Lim, theorem 1.24] o [Pol97, proposition 3.4] nos dice
que
[, 71 = Ag(mAT) + 1T /N\DNg(0) + Ag(M) ANt=2n N\ Z

demostrando que [m,71] =0 = w A dw =0. O

El operador A utilizado en esta demostracién define lo que se conoce como una
estructura BV en A*Tps. Véase [P0197, proposition 3.2] para més informacién sobre este
tipo de estructuras, que es comun a todas las variedades de Poisson y no particular de
P3. El campo vectorial Z = /A(7) se conoce como el campo vectorial modular y lo
analizaremos con mds detalle en la siguiente seccién.

Debido a la proposicién anterior, un campo de bivectores holomorfo equivale a una 1-
forma twisteada integrable en P* y su haz anulador proporciona una foliacion saturada
de codimensién uno de grado 4, siempre que esta forma no tenga contenido. Bajo es-
ta equivalencia, en P3 una estructura de Poisson sin contenido equivale a una 1-forma
twisteada integrable en P sin contenido y por tanto, una foliacién de codimensién uno
saturada de grado 4. Podemos por tanto separar las estructuras de Poisson de P° sin
contenido segtn la clasificaciéon de Cerveau y Lins Neto de su foliacién correspondien-
te en 6 tipos diferentes.

43



La mayor parte de la equivalencia anterior se pierde al trabajar con otras varieda-
des mas alla de P?. Sin embargo, dada una estructura de Poisson de rango r en una
variedad compleja de dimensién n, todavia tenemos que mediante el isomorfismo

2 -2 1
ATTx >~ OF 7 ® wy
el elemento 7" puede realizarse mediante una funcién
s n—2r
et wx — QO

que a su vez puede verse como una seccién global del haz de formas twisteadas de
grado anticanoénico, i (Q) € T(X, QQ’zr(w; )). El anulador de esta seccién global es
la saturacién de la foliaciéon simpléctica, y esta forma tiene contenido si y solo si la
estructura de Poisson lo tenia. Por otro lado una foliacién de codimensiéon n — 2r y de
grado anticanénico saturada siempre estard dada por una forma de este tipo que dara
lugar a una seccién de A*" Ty pero esta seccién no serd, en general, de la forma 7" para
una estructura de Poisson 7t en X, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.2. En la proposicion 2.17 de [Lim] se muestra que una foliacién genérica
de tipo L(5, 1) en P° no surgira de una estructura de Poisson, lo que demuestra que, en
general, la multiderivacién inducida por una 1-forma de grado anticanénico podria no
ser una potencia de un bivector integrable.

4.3. Médulos Poisson y fibrados de linea Poisson

En una variedad de Poisson existen fibrados vectoriales distinguidos que acttian co-
mo los fibrados vectoriales con conexiones playas usuales pero dentro de la geometria
Poisson. Estos se denominan médulos de Poisson. Dada una variedad de Poisson com-
pleja (X, ), llamaremos a un fibrado vectorial E sobre X junto con una conexién playa
de Poisson V, un médulo de Poisson. Esto significa que un médulo Poisson consiste
de un par (E, V), como antes, tal que

VE—)T)(®E

satisface
V(fs) = —X;®s+ fV(s)

y tal que la composicién V o V = 0. Esta tltima condicion se conoce como la playitud
de la conexién de Poisson. Los médulos de Poisson inducen una accién de Q) sobre E
al considerar

Vals) = (V(s)) ().

Nos centraremos principalmente en los médulos de Poisson de rango uno, que llama-
mos fibrados de linea Poisson. El conjunto de fibrados de linea Poisson de una cierta
variedad de Poisson forma un grupo bajo el producto tensorial habitual. A este grupo
lo llamamos grupo de Picard-Poisson de (X, 7t) y lo denotamos como PicPoiss(X, 7)..
El grupo de Picard-Poisson de (X, 7t) se puede identificar con el primer grupo de hi-
percohomologia del complejo de haces

0— OF — Tx — A*Tx — ...
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donde la primera funcién estd dada por f — 2t yy X; es el campo hamiltoniano asocia-
doaf.

Dado un fibrado de linea Poisson (L, V) y una trivializacién local s de L, obtenemos
un campo vectorial definido por

V(S) = Zconn X S.

Este campo vectorial se denomina campo de conexion de (L, V) asociado a la triviali-
zacion s. Debido a la playitud de V, tenemos que Z,nn €s un campo vectorial Poisson.
Dadas dos trivializaciones locales diferentes s, s’, existe una funcién holomorfa f tal
que s = fs’ en la interseccién de ambos conjuntos abiertos trivializantes. El campo
de conexién asociado a s y el asociado a s’ difieren en X en la intersecciéon de ambos
conjuntos abiertos. Debido a esto, la colecciéon de todos los campos vectoriales de co-
nexion en cada trivializacion define una clase en H°(X, Xpoiss/Xtam), @ la que llamamos
el campo vectorial de conexién del fibrado de linea Poisson. En general, el campo vec-
torial de conexién no es un campo vectorial holomorfo global en X. De esta manera, la
asignacion del campo vectorial de conexién define una funcién

Oconn : PicPoiss(X, 1) — T'(X, Xpoiss/ XHam )-

Ejemplo 4.3.1. El fibrado candénico wx siempre es un médulo Poisson. La conexién
puede describirse via la férmula

Vals) = —a /A dix(s)

para una 1—forma o y s una secciéon de wx. El campo de conexién asociado con este
tibrado de linea Poisson se llama campo modular de (X, 7t) y lo denotamos usualmente
como Zpno4 (7). De esta definicion es claro que dix(s) =1z, ,(s).

Ejemplo 4.3.2. Describiremos brevemente algunos ejemplos de grupos de Picard-Poisson.

1. Si (X,0) es una variedad holomorfa con una estructura de Poisson trivial, en-
tonces cada fibrado lineal en X tendrd una estructura de moédulo de Poisson da-
da por la conexién trivial. Las demads estructuras de médulo de Poisson ven-

drén dadas por la eleccién de un campo vectorial holomorfo en X, de modo que
PicPoiss(X,0) ~ H°(X, Tx) x Pic(X).

2. Si (X, w) es una variedad simpléctica, entonces los fibrados lineales que admiten
una estructura de Poisson son aquellos con clase Chern nula. En este caso, una
estructura de Poisson en un fibrado de linea L corresponde a dotar a L de una
conexion playa holomorfa, y el grupo de Picard-Poisson es la componente conexa
de la identidad en el grupo de Picard.

3. Si (P, 7t) es una estructura de Poisson holomorfa en P", entonces todo fibrado de
linea admite una conexién playa de Poisson debido a que el grupo de Picard es
ciclico y el fibrado lineal canénico no es trivial y siempre admite una estructura
de moédulo de Poisson. Dos estructuras de médulo de Poisson en un fibrado lineal
dado difieren por la eleccién de un campo vectorial de Poisson global, 1o que da
como resultado

PicPoiss(P™, 1) =~ H®(Xpoiss) X Z.
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4. Si dotamos a P' x P' de una estructura de Poisson distinta de cero, entonces los
tibrados de linea de la forma &'(n,n) paran € Z llevan una estructura de médulo
de Poisson, ya que el médulo canénico pertenece a esta familia. En [Mat20, lem-
ma 4.2.2.] se muestra que ciertas estructuras de Poisson en P' x P! no admiten es-
tructuras de médulo de Poisson para &(0, 1). Para esas estructuras PicPoiss(P' x
IED])T[) = HO(xPoiss) X 2.

Dado un fibrado de linea Poisson L, los campos vectoriales hamiltonianos, junto con el
campo vectorial de conexién de este modulo, proporcionan una nueva foliaciéon en X
que contiene a la foliacién simpléctica. En el caso de que L sea el fibrado canénico con
la estructura canénica de médulo Poisson, obtenemos una foliaciéon denominada como
la foliacién modular de (X, 7).

Ejemplo 4.3.3. Sea X = C? con la estructura holomorfa de Poisson dada por el campo
de bivectores

T = C12X1X261 AN az + C13X1X3a1 A\ 63 + c23x2x362 AN 63.

Esta estructura de Poisson es la restriccién a un subconjunto abierto afin de P* de la
estructura de Poisson inducida por una foliacién de tipo L(1,1,1,1), como en el ejem-
plo 2.5.8. La foliacién simpléctica para esta estructura se genera mediante los campos
vectoriales hamiltonianos

Lg[sym — <:de1 (7-[)) idxz (ﬂ)v idX3 (7-[)>
= (x1(c12%202 + €13%303), X2(—C12X1071 + €23%303), X3(—C13%107 — €23X202)).

Para valores genéricos de {ci,, c13, 23}, €l lugar singular de 7t es la unién de los tres
ejes de coordenadas. El campo vectorial modular de esta estructura de Poisson es un
campo vectorial de Poisson global, ya que w¢s es trivial y puede calcularse como

Zmod = —(C12 + €13)%101 + (C12 — €23)%20; + (€13 + €23)x303.

Fuera del lugar singular, el campo modular es tangente a la foliacién simpléctica como

se puede ver por la identidad Zmoq = 7 idx;@, sin embargo, sobre el lugar singular

Znod NO se anula para valores genéricos de {c1,, ¢13, C23} aunque todos los campos vec-
toriales hamiltonianos si lo hacen.

Por ejemplo, si el campo bivectorial es
™ = —2X1X261 /\ az — x1><361 /\ 63 + 2xpc362 A\ 83.

La foliacion simpléctica para esta estructura se genera mediante los campos vectoriales
hamiltonianos.

Feym = (Lax, (T1)y Lax, (1) Laxs (711)) = (%1 (=2x20,—x303), X2(2x101+2%303), X3(x101—2%,0,))

que ya vimos que no es una foliacién saturada. Por otro lado, el campo modular es
Zimod = 3x107 —4x,0, +x303. En el lugar singular, Z,,,4 no se anula y la foliacién modu-

lar se ve como simplemente la saturacién 7.
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Si consideramos ahora la estructura holomorfa de Poisson dada por el campo de bi-
vectores
) = 2X1XZa1 /\ 62 + X1X3a1 AN 83 — Xngaz /\ 53

su foliacion simpléctica es
Foymp = (X1(2x202 +x303), X2 (—2%107 — x303), X3(—%101 + x20))
y la saturacién de su foliacién simpléctica es

fss;ﬁnp = <2X262 —+ X3a3, —2X1 61 — x3’c)3, —X1 61 + Xzaz>
Pero ahora el campo modular es Z,,,q = —3%10; + 3%,0,, que se anula a lo largo de
la recta {x; = x, = 0} C Dy vy, por lo tanto, la foliacién modular no esta saturada y

t
Cgssymp g <g\mod Q ﬁss;mp.

Los ejemplos anteriores muestran que la foliacién simpléctica de una variedad de Pois-
son es tipicamente no saturada. En todos los ejemplos anteriores, la foliacién simpléc-
tica presentaba singularidades de codimensién 2, pero esto no necesariamente ocurre,
ya que la estructura de Poisson puede anularse a lo largo de un divisor {f = 0} como
sucede tomando cualquier estructura de Poisson de la forma 7t = 9, /A9, en C?, donde
f es una funcién holomorfa.

4.4. Residuos de Gualtieri y Pym

En el trabajo [GP’13], los autores definieron una multiderivacién soportada en cada
lugar de degeneracion inducido por el campo vectorial de conexién de un fibrado de
linea Poisson, a la que denominaron residuo. Estos residuos surgieron como una bts-
queda para resolver la conjetura de Bondal. En efecto, si estos residuos fueran no nulos
para un médulo de Poisson amplio obtendriamos una explicacién para las dimensio-
nes que aparecen en la conjetura.

Definicién 4.4.1. Sea (L, V) un fibrado de linea Poisson. Para cada punto p € Dy, se
elige un subconjunto abierto trivializante p € U para L y se escribe Z ., para el campo
de conexién de L en este abierto U. El k-ésimo residuo de Gualtieri-Pym asociado a
(L, V) queda definido como:

ReSEP(L>V)(P) = (Zconn/\ﬂk) (p)

Los residuos asociados al fibrado de linea de Poisson canénico se denominan residuos
modulares de (X, 7).

Teorema 4.4.2. Para cada fibrado de linea Poisson (L, V), el elemento
R€SEP(L, v) - (Zconn 74\ Tck)|D2k

es un elemento bien definido de T'(Dy, A**'Tp,, ), independiente de la eleccién del campo vec-
torial de conexion.
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Demostracién. Primero debemos demostrar que la definicién de cada residuo es inde-
pendiente de la trivializacién elegida para proporcionar el campo vectorial de cone-
xioén. Pero si elegimos dos trivializaciones diferentes alrededor de un punto p que dan
lugar a los campos vectoriales de conexién Z; y Z, tenemos que

(Zy AT)p,, — (Za AT)b,, = ((Z1 — Z2) AT)|b,, = (Xs AT)|p,, =0

ya que el altimo producto wedge se anula en Dy para cada campo vectorial hamilto-
niano X;. Esto demuestra que la definicién es independiente de las elecciones realiza-
das. Finalmente, para demostrar que Resc" (L, V) es un elemento de I'(Dyy, AT, )
necesitamos demostrar que Z.nn y 7 son tangentes a D,y y esto es cierto porque Dy es
un subespacio fuerte de Poisson y Z.,n, €s un campo vectorial de Poisson. O

Los residuos de Gualtieri-Pym de un fibrado lineal de Poisson son entonces mul-
tiderivaciones globales en cada uno de los lugares de degeneracién. Este residuo se
anula en los puntos donde el campo vectorial de conexién es hamiltoniano. Ademas,
dado que los residuos de Gualtieri-Pym se construyen tinicamente utilizando el campo
vectorial de conexién del fibrado lineal, el k-ésimo residuo define una funcién:

F(X» %Poiss/:{Ham) — F(DZk» /\Zk+1TD2k)-

Ejemplo 4.4.3. Res$" (L, V) es la restriccién del campo de conexién de (L, V) a Dy.

Ejemplo 4.4.4. Sea X = C? con la estructura de Poisson holomorfa dada por el bivector
T = C12X%1X2071 /\ 02 4+ €13X1X307 /\ 03 + C23X2%30, /\ 03,

que ya estudiamos en el ejemplo 4.3.3. Para valores genéricos de c1;, c13 and c,3 el lugar
singular es la unién de siguientes tres rectas Dy = {x; =x; =0} U{x; =x3 =0} U {x; =
x3 =0} = L1, U L3 U Ly;. Usando los cdlculos del ejemplo 4.3.3 vemos que:

Resgp(wc3, vmod)“—]l - (C13 + C23)Xga3

ResS" (wWesy Vimod)|Lis = (12 — €23)%202
ReSgP(wc% Vmod)IL2z = —(c12 + €13)x101.
mientras que Res1GP (wesy Vimod) se anula en todos los puntos.

Ejemplo 4.4.5. Consideremos (X, 7t) una variedad de Poisson compleja log-simpléctica
de dimensién 2n y supongamos que el divisor de degeneracion Y = Zeros(7") es sua-
ve. En este caso, 7 corresponde a una w 2-forma simpléctica con polos, y entonces w™
es una forma de volumen con polos a lo largo de Y, que tiene un residuo de Poincaré

Respoin (w™) € HO(Y, wy).

Entonces tenemos la igualdad:

_ —1
ReSPoin(wn)( R = TRGSSE] (wX) vmod)'

El ejemplo anterior vincula los residuos modulares de Gualtieri-Pym con los residuos
de Poincaré de las formas logaritmicas.
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5. Los teoremas de comparacidn para re-
siduos

5.1. Singularidades de foliaciones de tipo Kupka

En esta seccién, analizaremos las propiedades de ciertos puntos en el lugar singu-
lar de una foliacién saturada, denominados puntos de Kupka. Finalmente, demostrare-
mos que los puntos de Kupka de la foliacion simpléctica de una estructura de Poisson
estan relacionados con la anulacién de algunos de los residuos de Gualtieri-Pym. Co-
menzaremos definiendo los puntos que consideraremos.

Definicién 5.1.1. Dada una 1-forma twisteada integrable w € I'(Q} ®L), sin contenido,
su conjunto de Kupka se define como

K(w) ={p € Xl w(p) =0, dw(p) # O}
Un punto p € X es un punto Kupka si w(p) = 0 pero dw(p) # 0.

Observacién 5.1.2. Una 1-forma diferencial twisteada integrable w € T'(X,Q} ® L)
define una foliacién holomorfa .# y su conjunto de Kupka es un invariante de la folia-
cién .# siempre que la variedad compleja X sea compacta. De hecho, si dos 1-formas
diferenciales twisteadas diferentes sin contenido w; y w, definen la misma foliacién
saturada .#, entonces se anulan localmente en los mismos campos vectoriales y, por lo
tanto, difieren localmente en multiplicar por una funcién. Por lo tanto, debe haber una
relacion de la forma w; = sw; para alguna seccién s de un fibrado de linea sobre X y
dado que ni w; ni w; tienen contenido, s debe ser una funcién global sobre X. Como X
es compacto, s es una funcion constante y tenemos que dw; se anula exactamente en
los mismos puntos que dw;.

Ejemplo 5.1.3. La saturacion de la foliacion del ejemplo 2.4.1 en C?,
F = ((—2x20; — x303), (2%1071 + 2x303), (X107 — 2%203))
puede describirse como el haz anulador de una 1-forma de la siguiente manera:
F5 = Ann(—2x,x3dx; — x1x3d% + 2x1%2dx3).

El tinico punto no Kupka en su lugar singular S esta dado por el origen.

El siguiente teorema refleja la estructura local de una foliacioén alrededor de una singu-
laridad de tipo Kupka.

Teorema 5.1.4. (Kupka) Sea X una variedad compleja y w € QX (U) una forma p— integrable
que define una foliacion saturada en un entorno U de un punto x € X. Supongamos que x
es un punto Kupka de esta foliacion, entonces existen un entorno analitico abierto U de x con

funciones coordenadas x1, . .., Xy tales que, en esas coordenadas, w puede escribirse
—_— —_— —_—
w =F(x1,%2, ...y Xn)dxy + Fa(X1, X2, ..oy X )dxa + - - - + FpH (x1y... ,xn)dxp+1
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donde &;i =dx; Adx; A...dxig A dxiq A\ pr+1 para ie {], cooyp+ ]}
En términos mds intrinsecos, wly es el pullback de una p-forma integrable en CP*!

Demostracién. Para una prueba completa ver [Qua] teorema 2.4.13. O

El teorema anterior establece lo siguiente: dado una componente de Kupka conexa K
de una foliacion de codimension 1 existe un germen en 0 € C* de una 1-forma holo-
morfa n = f;(x,y)dx + f,(x,y)dy con una singularidad aislada en 0, una cubrimiento
por abiertos {U,} de un entorno de K en X y una familia de sumersiones holomorfas
©o : Uy — C* tales que KN Uy = ¢,'(0) y @%(n) = wly,. En particular, la componente
de Kupka irreducible K tiene la estructura de una subvariedad compleja de X suave de
codimensién 2 y el conjunto de Kupka es un subespacio analitico de X de codimensién
2. Llamamos a una componente irreducible de K(w) una componente de Kupka del
lugar singular.

En esta seccién también analizaremos un resultado de linealizacién vinculado a las
componentes de Kupka compactas de una foliacién de codimensioén 1 que utilizaremos
mas adelante. El gérmen de una 1-forma holomorfa en C?, definida por una foliacién
de codimensién 1 alrededor de una componente de Kupka, se denomina su tipo trans-
versal asociado a dicha componente. Estd bien definido, salvo por biholomorfismos y
la multiplicacién por funciones holomorfas no nulas. Dada una foliacién de codimen-
sién 1 inducida por una 1-forma w y K un componente de Kupka de su lugar singular,
tenemos que su tipo transversal estd dado por una 1-forman = f;(x,y)dx + f2(x,y)dy
y esta 1-forma define un campo vectorial dual X, = f(x,y)0x — f1(x,y)9dy que genera
el anulador de w. La matriz

of ofy
A — DX(0) = ( 32(0,0) (0,0) )

)
30,00 ~31(0,0)
se denomina tipo transversal lineal de w a lo largo de K. Esté bien definida a menos
de multiplicacion por escalares y conjugacion de matrices y satisface que tr(A) # 0 ya
que esto equivale a la condicién de Kupka.

Observacién 5.1.5. Como tr(A) # 0 tenemos que el tipo transversal lineal tiene un au-
tovalor distinto de cero y al reescalar podemos asumir que sus autovalores son 1y A.
Llamamos al tipo transversal lineal de tipo Poincaré si A ¢ (—oo,0). Este nombre se de-
be a la teoria de Poincaré Dulac sobre la linealizacién de campos vectoriales. De hecho,
dado un campo vectorial en C? con una singularidad en el origen, se puede considerar
su matriz diferencial en el origen y sus autovalores {A;, A;}. Se dice que los autovalo-
res se encuentran en el dominio de Poincaré si 0 no pertenece a la cdpsula convexa
de {A1,Az}. Los campos vectoriales cuyos autovalores se encuentran en el dominio de
Poincaré pueden reducirse a una forma polinémica normal conocida como forma de
Poincaré-Dulac. Si el tipo transversal lineal es de tipo Poincaré, el campo vectorial dual
de la forma w puede reducirse a su forma normal de Poincaré-Dulac.

En [GMLN91], los autores demostraron que una foliacién de codimensién 1 con
una componente de Kupka compacta, cuyo tipo transversal lineal es de Poincaré y su
fibrado normal tiene una primera clase de Chern no nula, puede linealizarse. Ademas,
se demostré que el valor complejo A descrito en la observacién 5.1.5 era un nimero

50



racional. Posteriormente, en [CAS94], se demostré que cuando el fibrado normal de
la componente de Kupka es amplio, el tipo transversal lineal pertenece al dominio de
Poincaré, completando el siguiente resultado.

Teorema 5.1.6. (Teorema de linearizacién) Sea X una variedad proyectiva y sea .# una foliacion
de codimension 1 en X, dada como el anulador de una 1-forma twisteada w € H(X, Q) ® L)..
Supdngase que el fibrado de linea L es amplio y sea K una componente de Kupka compacta del
lugar singular de w. Entonces, el tipo transversal lineal en cualquier punto Kupka de XK es
de tipo Poincaré con autovalores racionales. Ademds, el tipo transversal viene dado por n =
pxdy — qydx con p, q enteros coprimos positivosop = q = 1.

Demostracion. Ver [CMLN91], Teorema 2.3 y Corolario 2.4 y Teorema 3.4 de [CAS94].
O

Finalizamos esta seccién estudiando la nocién de singularidades de Kupka de la folia-
cién simpléctica de una variedad de Poisson. Comenzamos con una breve observacion
sobre las foliaciones simplécticas.

Observacién 5.1.7. Dada una variedad de Poisson compleja (X, 7) sin contenido, la
saturacién de su foliacién simpléctica .7, viene dada por el anulador de la (n —
2r)—forma torcida dada por la contraccion w, = ir(s), donde s es una seccién del
fibrado de linea candnico y T es el rango de la estructura de Poisson. En efecto, la folia-
cién dada por el anulador de esta forma esta saturada, tiene el mismo lugar singular
que Fgm y coincide con Fn, fuera de sus singularidades; por lo tanto, debe ser la
saturacion de la foliaciéon simpléctica. Esto nos permite relacionar las nociones de la
teoria de foliaciones desarrolladas para formas diferenciales twisteadas con las de la

geometria de Poisson y la foliacién simpléctica.

Ahora estamos en condiciones de establecer un resultado que relaciona el residuo mas
alto de Gualtieri-Pym y las componentes de Kupka del lugar singular de la foliacién
simpléctica.

Teorema 5.1.8. Sea (X, 7t) una variedad de Poisson de rango r sin contenido y D, su locus
singular. Entonces un puntop € Dy, _; es un cero de ResS¥ (wyx) si y solo si p es un punto no
Kupka de Sing(.F5,).

sym
Demostracién. Ellema 7.1 de [GP13] nos dice lo siguiente:
do iﬂr(s) =T inr o d(s) —7T in(rq)és
donde & : QF — Q%' se conoce como el operador de homologia de Poisson y estd

dado por 8 =i,0d—doi,. Como ds = 0 tenemos que la férmula anterior nos dice que

doip(s) =1 imndins =T i-1iz, 48 = Tiz A1 (S).

Por lo tanto, d(wx) = d(i(s)) = 0siy solosii; .1 (s) =0, lo cual ocurre exac-

tamente cuando Z,.q /\ ™" = 0. Por lo tanto, un punto singular no Kupka de w,
es exactamente igual a un punto en D,_, en el que Zpoq A ™1 se anula, y ese es
exactamente un cero de Res®”, (wyx). O
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Existen varios resultados en la literatura que involucran singularidades Kupka de fo-
liaciones. La proposicién 5.1.8 nos permite traducir algunos de esos resultados al len-
guaje de la geometria y los residuos de Poisson.

5.2. Residuos de Baum-Bott y de Gualtieri-Pym

En esta seccion, obtendremos relaciones entre ciertos residuos de Gualtieri-Pym y los
residuos de Baum-Bott de la foliacién simpléctica. Enunciaremos a continuacién nues-
tro teorema principal, que es el siguiente:

Teorema 5.2.1. Sea (X, ) una variedad de Poisson compleja de rango , que no es genérica-
mente simpléctica y sin contenido Sea Z una componente irreducible y reducida de D, ()

de dimensién 2r-1. Entonces ResS", (wx)|z = 0 si y solo si (Res Jr-2ri (ﬁ’s%p), Z)=0.

Antes de demostrar nuestro teorema principal, lo ilustraremos con algunos ejem-

plos de estructuras de Poisson en el espacio proyectivo P? y los calculos de los residuos
involucrados en el teorema.

Ejemplo 5.2.2. Sea 7t una estructura de Poisson de tipo L(1, 1, 1, 1) en P* dada por un
bivector de la forma
T = Z CininaXi VAN axj

sin contenido. Estas estructuras de Poisson también se denominan diagonales (véase
[LP14]). Calcularemos los residuos modulares y de Baum-Bott en estas estructuras.
Para este ejemplo, el tnico lugar de degeneracion no trivial es

S =Dy(m U xi =% =0}
0<igi<3

que es la unién de 6 rectas. Llamemos Ly = {x; = x; = 0}, entonces en cada compo-
nente obtenemos que el residuo modular tiene la forma

Resg" (wx)liy, = (Coa + €23 — Co3 + €12 + €23 — €13) 220214,
Resg" (wx)liy, = (o1 + €13 — o3 — €12 — €23 + €13) 219114,
Resg" (wx)liy, = (ot + €12 — coa + 12 + €23 — €13) Z1 911y,
Resg P(wx)l,, =(—co2 — €23 + Co3 — o1 — €13 + Co3) ZoDolt,,
Resg" (wx)lt,, = (—Co1 — €12 + Co2 + Co2 + €23 — €03) Z0Dolt, 5
Resg" (wx)li,, = (Co1 + €12 — o2 + Co1 + €13 — C03) 2000l -

Por otra parte, si consideramos los residuos de Baum-Bott en cada una de las com-
ponentes irreducibles del lugar singular obtenemos que
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(Coz + €23 — Co3 + C12 + €23 — Cla)z
(Co2 + €23 — €o3) (C12 + €23 — €13)
(Cor + €13 —Co3 — C12 — €23 + C13)2
(cor + €13 — €o3) (—C12 — €23 + €13)
(Cor + €12 — Coz + C12 + €23 — 013)2
(cor + €12 — co2) (c12 + €23 — €13)
(—Co2 — €23+ €o3 — o1 — €13 + Coa)z
(—Co2 — €23 + €o3) (—cor — €13 + co3)
(—co1 — €12+ Co2 + Co2 + €23 — Coa)z
(—cor — €12 + coz) (o2 + €23 — €03)
(cor + €12 — Co2 + co1 + €13 — Cos)2
(cor 4+ c12 — coz) (cor + €13 — Co3)

(Res( 12 (Fammp)s Lot) =

BB
(Res())2 (Fmp), Loz) =

(Resiyyye (Foymp)y Los) =

(Resis;ya(Figmp), Liz) =

(Resig;)a(Figmp), Liz) =

(Resis;)a(Figmp), Las) =

Ejemplo 5.2.3. Sea 7 una estructura de Poisson tal que su foliacién simpléctica es de
tipo L(1, 1, 2) en IP3. Estas estructuras de Poisson estan dadas por un bivector sin con-
tenido de la forma

T = CoXoX200 /\ 02 — CoXoX300 /\ 03 + C1X1X307 /\ 03 — €¢1X1X207 /\ 07
+ [(Co — C])(Xé + 7\X0X1 + X% + Xng) + 2COXé — 2C1Xﬂ 62 AN 63.

ara algunos parametros A\, cy v ¢;. Sea g = X3 + AXoXq + X + X2X3, entonces tenemos
) 0 1 ’
que el tinico lugar de degeneracién no trivial de estas estructuras es

S=Do(m) =fxo=x1=0}Ufxo=g=0}U{xs =g =0 U{(T:A:0:0)JU{(1:A;:0:0)}

donde A; son las dos rafes de la ecuacién (co — 3¢1)x% + Alco — ¢1)x + (3co — ¢1). Let
Loy ={x0o =%x1 =0}, Ep ={xo =g=0}and E; ={x; = g =0}, asi que
Do(7) = Loy U Ep U E; U {puntos aislados}.

En este caso, el residuo modular de Gualtieri-Pym puede ser computado en cada com-
ponente como

Resg” (W)l = (—4(co = €1) 931,

Res§" (wx)le, = (4¢1)(x191 + 2%20,)e,

Resg” (wx)le, = (—4c0) (X000 + 2x202)

Por otro lado, los residuos de Baum-Bott asociados al polinomio (s;)? quedan da-
dos por

16(co —¢1)?
Res{’ 2 (Fsymp), L
(Resys, 2 (Fsymp), Lot) = (3co —c1)(co — 3cq)
—16(c;)?
Res{’ 2 (Foymp ), Eo) =
< eS(s])z(/y p)> 0> (co+c1)lco—3c)
16(co)?

<ReSF5]?)Z(gzsymp)>E1> =

(c1+¢co)(3co—c1)’
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También es interesante estudiar ejemplos de estructuras de Poisson con lugares
singulares no reducidos. El siguiente ejemplo muestra que es posible construir estruc-
turas de Poisson con residuo modular maximo de Gualtieri-Pym nulo a lo largo de
una componente irreducible de su conjunto singular pero con un residuo de Baum-
Bott correspondiente no nulo, lo que demuestra que las hip6tesis del teorema 5.2.1 son
necesarias.

Ejemplo 5.2.4. Consideremos la estructura de Poisson en C* dada por el siguiente bi-
vector.
m=(x—yo A Oy +x(x+y)ox N9, +y(x+y)oy N0,

Este bivector tiene rango 2 en C? y su lugar degenerado esté dado por
$ =Do(m) ={x’ —y* = 0,x(x +y) = 0,y(x +y) = 0}

Por lo tanto, S es el conjunto {x = y = 0} con una estructura no reducida de variedad
analitica. 7t es una estructura de Poisson sin contenido. La saturacion de la foliacién
simpléctica de 7 viene dada por el anulador de la 1-forma

Wy = i(dx Ady Adz) =y(x+y)dx —x(x +y)dy + (x* —y*)dz

, y dicho anulador estd generado por los campos vectoriales v = (x0, +ydy) y u =
Y20y + x*dy + (x + y)d,. Ambos campos son cero sobre S, por lo que la descompo-
sicion en hojas del lugar singular de la saturacién de la foliaciéon simpléctica viene
dada por puntos. En particular, la foliacién simpléctica estd saturada. Dado que dw, =
(—3x —3y)dx A dy + 3x*dx A\ dz — 3y*dy A dz, tenemos que todos los puntos de S son
singularidades no Kupka y, por lo tanto, el residuo de Gualtieri-Pym Resg" (w¢s)|s = 0.
Sin embargo, el residuo de Baum-Bott a lo largo de S asociado con el cuadrado del pri-
mer polinomio simétrico elemental (s;)? es distinto de cero. Para comprobarlo, utiliza-
remos el algoritmo de Hartshorne para calcularlo. Consideramos el plano P = {x = z}
transversal a S, la inclusién i: P — C® y la restriccion

U(wr) = (y(x +y) + (X —y?))dx — x(x +y)dy
de modo que la foliacién restringida a P estd dada por el campo
Xr=x(x +y)0x + (y(x +y) + (¢ —y*)dy = (* +xy)dx + (° +xy +y* — y*)dy.

Sean f = x* +xyy g = x> + xy + y* — y>. Tenemos que

1
(¢ +y —xy —y)f + 5xg =x*

Nl —

L
2(1—y)

Por otro lado, (tr(DX,))* = (3x + 3y — 3y?)? por lo que el residuo de Baum-Bott en
cuestion puede ser calculado como

4

(—x'y —x* —xy* +xy +y’ —2y> —y)f + (xy +x+2y*)g =y".

2(1—vy)

(3x + 3y — 3y?)2det(A)dx A dy
Xyt
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Donde la matriz A esta dada por

A—( ¢+ yr —xy —y) 7% )
T\ (Y = i xy Y - 29 - y) gy x o+ 2y7) )

Y tenemos que

det(A) = 1

57 _y(x3y + +xM Yyt =Xy —xy? Fxy? +yt — )

y ademas
(3x + 3y — 3y?)* = 9(x* — 2xy* + 2xy + y* — 2y’ + y?).

Por lo que el residuo en cuestion es el coeficiente correspondiente al monomio x*y® en
la expansion en Taylor de

9 1
506 =2y + 2xy +y' - 2y° +yz)m(x3y + Xy =Xty —xy’ +xy’ +yt -y

que arroja

2=9

N ~O

BB
<Res(s1)2(gsymp)>> =
Terminamos esta seccion proveyendo una prueba de 5.2.1.

Demostracién. Supongamos primero que el residuo de Gualtieri-Pym se anula a lo largo
de Z. Entonces, Z es una componente no Kupka del lugar singular de la saturaciéon de
la foliacién simpléctica. Como el grado del polinomio que define el residuo de Baum-
Bott esn — 2r + 1, tenemos que

HRGSFS}?]nfer (fss;;p) S H4r72(D2r72(7T)> (C)

y como D, ,(7) tiene dimensién 2r — 1, tenemos que este grupo de homologia esté ge-
nerado por las componentes irreducibles de D,,_,(7t), una de los cuales es Z. Entonces
escribimos
HRes{® 21 (Foon) = D (Res(l n vt (Foib ), Z)(Zi)
1

y usamos el algoritmo de la seccién 3.5 para calcular (Res]é]?)nfzm (Fgmp)s Z). Consi-
deremos la (n — 2r)—forma que define la saturacién de la foliaciéon simpléctica w =
i (s) para s una seccién del fibrado canénico y consideramos las coordenadas afines
(x1,X2y...,%n) alrededor de un punto p € Z. Podemos elegir estas coordenadas de
modo que Xn_7r+2 = Xn_2r43 = ...Xn = 0 sea una variedad lineal P que interseca a Z

transversalmente en el punto p. Sea i : P — Xla inclusion. Sea
1U"(w) = Frdxy Adxs A, .. dxnorr HFadxi Adxs Ao dxn i1+ Faorprdxy Ao dxn_or

entonces la foliacion estd generada en un entorno de p por la coleccién de campos de
vectores {0, 2142y ..,0n, X} CcON

X =F0x, —F0y, + F305-- -+ (-1 | i SHSSIRY, NP SN
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Sea A = DX(0). Tenemos que el residuo de Baum-Bott que estamos buscando puede
s . dxi Adxo A dxn 2y 2
ser calculado como el coeficiente correspondiente a =72~ ’;“+ 2= de laexpansion en
Xn_ar
serie de Taylor de

(tT’(A))n_ZH—]det( 1J)dX] Adxy...dxn 2r1

o], 00
X1 'X5% X

Kn—2r+1
n—2r+1

donde las funciones by; son funciones holomorfas tales que 3 byj(—1)*'F; = x;*. Co-
mo la componente Z es reducida, el ideal definido por Fy,F,,...Fy_»1 es radical y
tenemos que &) = &y = -+ = &,_2r+1 = 1 y estamos buscando el primer coeficiente en
la expansion en serie de Taylor de tr(A)"?"'det(b;;) en el cero. Como la componente
no es Kupka tenemos que

n—2r+1 OF

wr(A)0) = Y (1S, =0

- 0x4
i=1

y finalmente como det(b;;) es holomorfa tenemos que (Res( n2rit (Fggmp)y Z) = 0.

Para la otra implicacién, supongamos ahora que el residuo de Gualtieri-Pym no se
anula a lo largo de Z. Dado que Z es irreducible, esto implica que los puntos donde
el residuo no es cero forman un subconjunto denso y abierto de Z y, por lo tanto, Z es
una componente de Kupka del lugar geométrico singular de la foliacién simpléctica.
Sea p € Z un punto suave Kupka. Considérese la (n — 2r)-forma que define la satu-
racion de la foliacién simpléctica w = i (s) para s una seccion del fibrado canénico y
considérese también un sistema afin de coordenadas (x4, x,, ..., x,) alrededor del pun-
top € Z como en 5.1.4. Ahora procedemos con el algoritmo para calcular el residuo
de Baum Bott <Resl(38]?)nfzm (Fa ), Z). Una vez més, la foliacion se genera mediante la

symp
coleccion de campos vectoriales {0,212, ..., On, X} con

X =TF0y, —F20,, + F303--- + (=) 2 F 5,100 2011

Sea A = DX(0). En el sistema de coordenadas en el que trabajamos, la componente Z

se identifica con {x; = x; = -+ = xn_2r41 = 0}. Sean by las funciones holomorfas tales
que ) ; byj(—1 J*TF; = x;*. Como la componente Z es reducida, el ideal definido por
Fi, F2y ... Fa2ry1 es radical y tenemos que oy = & = -+ = xXn_z41 = 1 y buscamos

el primer coeficiente en la expansion de Taylor de tr(A)"*"det(b;;) en cero. Como el
punto es Kupka, tenemos que

n—2r+1

tr(A)0) = ) (=1)*' "y #0

i=1

Como Zj by (—1 )j+]F- = Xy, tenemos que

Zbk, 1)4F) = 6y

Z 0i(byg) (— FJ’ + bkj(_1)j+]ai(]:j) = dix
Z 3:(b15) (0) (—1V*TF;(0) + big(0) (—1)124(F;) (0) = 8
me 1+10:(F)(0) = 8
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lo que demuestra que el producto entre las matrices A y (by;(0)) es la identidad. Por

lo tanto, det(by;)(0) # O y obtenemos que <R€S?S]?)n72r+1 (F32 ), Z) # 0, ya que es el

symp
AdxpAverltn .
dafdof-dinaret on Ja expansion de Taylor de
X1X2:eXn—2r+1

coeficiente correspondiente a

(tr(A))" " det(by)dxs A dxz ... dXn_2r i1

X1X2 oo e Xn—2r+1

y el producto (tr(A))"*det(b;) no se anula en 0. O

Finalizamos esta seccién aplicando el teorema de Baum-Bott sobre residuos y uno
de los resultados de comparacién previos para obtener que el residuo mds alto de
Gualtieri-Pym no puede anularse de forma idéntica en todo el conjunto singular de
ciertos tipos de variedades de Poisson. Esto implica parte de la conjetura de Bondal,
ya demostrada en [’0197], pero también confirma que las dimensiones que aparecen
en la conjetura de Bondal pueden explicarse por la no anulacién de los residuos de
Gualtieri-Pym en ciertos casos.

Corolario 5.2.5. Si (X, ) es una variedad de Poisson compleja de Fano de rango v que no es
genéricamente simpléctica y sin contenido tal que D, () es reducido, entonces existe una
componente irreducible de D,,_,(m) de dimension al menos 2r — 1.

Demostracion. Si (X, ) es una variedad de Poisson con X Fano, entonces usando el
teorema 5.2.1 obtenemos que el residuo maés alto de Gualtieri-Pym no puede anular-
se idénticamente por lo siguiente: los residuos de Baum-Bott asociados al polinomio
(s1)"#*! de la foliacion simpléctica no pueden ser todos iguales a cero debido al teo-
rema 3.4.6 y al hecho de que la clase Chern del fibrado normal a la foliacién simpléctica
es ci(wx) # 0. Entonces, existe una componente irreducible de D,,_, que admite una
multiderivacién de (2r — 1) y, por lo tanto, de dimensién al menos 2r — 1. O

5.3. Algunos resultados parciales mas en el caso de folia-
ciones simplécticas de codimensién uno

En esta seccion, recopilaremos algunos resultados parciales mas pequefios que pueden
obtenerse al trabajar con variedades de Poisson que definen foliaciones simplécticas de
codimensién uno. Comenzamos definiendo dichas estructuras de Poisson.

Definicién 5.3.1. Llamamos a una variedad de Poisson compleja casi regular si dim(X) =
2r + 1, rk(m) = 2r y  no tiene contenido.

En el caso de estructuras de Poisson casi regulares, podemos estudiar ejemplos con-
cretos de estructuras de Poisson en los espacios proyectivos y obtener que el residuo
de Baum-Bott se anula precisamente cuando lo hacen los residuos de Gualtieri-Pym,
como en el siguiente resultado.

Proposicién 5.3.2. Si (P> 1) es una variedad de Poisson compleja casi reqular de rango v
sin contenido tal que su correspondiente foliacion simpléctica saturada es logaritmica o racional,
entonces el residuo de Gualtieri-Pym se anula a lo largo de una componente irreducible Z; de

Dar2(7) siy solo si (Res(q,jn2re1 (Fipp,), Zi) = 0.
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Demostracién. Demostraremos que dada dicha foliacién y una componente irreducible
Z; de su lugar geométrico singular, entonces (Res,,2(.% ), Z;) = 0 siy solo si Z; es una
componente no Kupka del lugar geométrico singular de .%. Si la foliaciéon es de tipo
racional o logaritmico, entonces existen fj, ... fy polinomios irreducibles tales que la
foliacién se describe como el anulador de la forma

k
w = f]fz Z df—

para algunos A; tales que ) ; Aideg(f;) = 0. Una vez establecida esta forma de la folia-
cién, podemos calcular que las componentes irreducibles de dimensién 2 del lugar sin-

gular son Z; = {f; = f; = 0} y el residuo de Baum Bott toma la forma (Res s, 2 (%), Zy;) =

A=Ay
(T)\L Por lo tanto, este nlimero se anula precisamente cuando A; = A; y ese es preci-
i

samente el caso en el que se ve que Is componente irreducible Z; no es Kupka. O

Otro resultado parcial relacionado con nuestro teorema principal en el caso de varie-
dades de Poisson casi regulares utiliza un teorema de [CACFP16] para demostrar una
version diferente de una de las implicaciones de 5.2.1.

Teorema 5.3.3. Sea (X, 7t) una variedad de Poisson compleja casi regular de rango v. Sea Z una
componente conexa de su lugar de degeneracion D,,_,(m). Si el residuo mds alto de Gualtieri-
Pym se anula a lo largo de una componente irreducible suave Z; de Z de codimension 2 y
j(wn) # 0 para todo p € Z;, entonces (Res(s, )2 (Fipmp)y Zi) = 0.
Demostracion. Debido a que el residuo mas alto de Gualtieri-Pym se anula a lo largo
de Z;, sabemos que Z; es una componente que no tiene puntos de Kupka debido al
teorema 5.1.8. Luego usamos el teorema 3.3 de [CACFP16] que establece que una com-
ponente compacta irreducible suave de dimension 2 del lugar singular de una foliacién
con un primer jet no nulo a lo largo de un punto debe tener un residuo de Baum-Bott
nulo y, por lo tanto, concluimos que (Ress, 2 (F ), Zi) = 0. O
En el resultado anterior, presentamos un enfoque diferente para demostrar que la
anulacién del residuo de Gualtieri-Pym a lo largo de una componente irreducible del
lugar singular implica la anulacién del residuo de Baum-Bott. Por otro lado, podemos
estudiar cudndo la anulacion del residuo de Baum-Bott implica la del de Gualtieri-Pym
utilizando técnicas de linealizacién para X una variedad de Poisson de Fano.

Teorema 5.3.4. Sea (X, ) una variedad de Poisson compleja proyectiva casi regular de dimen-
sion 2r + 1y Fy,., la saturacion de la foliacion simpléctica. Sea Z una componente compacta
irreducible de codimension 2 del conjunto singular S de esta foliacion. Supongamos que X es
Fano. Entonces, (Res(y 2 (F5m,), Z) = 0 implica que Res?"; (wx)|z(x) = 0 para algiin x € Z.
Demostracion. Supongamos que Res" (wx)|z no tiene ceros. En este caso tenemos que
Z es una componente de Kupka compacta del lugar geométrico singular de .73,
Como la foliacién simpléctica es de grado anticanénico y X es Fano podemos usar el
teorema 5.1.6 que nos da que el tipo transversal de 7, alrededor de Z es linealizable
y de la forma n = pxdy — qydx. Calculando su residuo de Baum Bott obtenemos que

2
(Rest? o[ F3ihp 2) = P20
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que no es cero porque la condicién de Kupka equivale a p + q # 0.
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