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Equivalencias de bases en aproximacion greedy

Resumen: En esta tesis consideramos sistemas de coordenadas con funcionales biorto-
gonales en espacios de Banach y p-Banach (que llamamos “bases”), y estudiamos distintas
propiedades tipo “greedy”, es decir, propiedades definidas en funcién del algoritmo greedy
(thresholding greedy algorithm, o TGA) - o algoritmos derivados del mismo o similares-, que
consiste esencialmente en aproximar cada vector f del espacio con proyecciones, tomando
primero los elementos de la base en los que f tiene coordenadas de mayor médulo.

En particular, mostramos caracterizaciones de y equivalencias entre algunas de estas propie-
dades tipo greedy, como asimismo algunas conexiones entre las mismas y algunos tipos de
incondicionalidad parcial, que ya habian sido estudiados antes de la introduccién del algorit-
mo greedy.

Primero nos enfocamos en bases almost greedy y semi-greedy en espacios de Banach. Para
ello, estudiamos propiedades generales de las sucesiones seminormalizadas en estos espacios,
y obtenemos resultados que nos permiten demostrar la implicacion

semi-greedy = almost greedy (1)

para bases de Markushevich. Puesto que la implicacion reciproca también es cierta - lo que
se conoce desde la introduccién de las bases semi-greedy -, esto completa la prueba de la
equivalencia entre ambas propiedades en el contexto mencionado. Por otra parte, mostramos
que la condicion de que la base sea de Markushevich es necesaria para la implicacién (I)), ya
que si no se pide tal condicién, podemos construir una base semi-greedy que no es almost
greedy.

Luego pasamos a estudiar propiedades de tipo greedy mds débiles y sus conexiones con for-
mas débiles de incondicionalidad en espacios de Banach o, mds generalmente, p-Banach.
En particular, mostramos que una base es quasi-greedy for largest coeflicients si y solo si
es nearly unconditional, mientras que es truncation quasi-greedy si y solo si es bounded-
oscillation unconditional. También probamos que las dos formas de incondicionalidad parcial
recién mencionadas no son equivalentes, construyendo bases quasi-greedy for largest coeffi-
cients que no son truncation quasi-greedy.

Finalmente, estudiamos bases quasi-greedy en espacios de Banach. Esta propiedad estric-
tamente mds fuerte que ser truncation quasi-greedy, y es la mas débil para la cual el TGA
converge. En este contexto, mostramos que para que una base sea quasi-greedy, es suficiente
que las proyecciones en conjuntos greedy de cardinal en alguna (o cualquier) sucesion estric-

tamente creciente n = (71 )y CON (”;‘l—:f)keN acotada estén uniformemente acotadas.

Palabras clave: Algoritmo greedy, algoritmo greedy de Chevyshev, bases semi-greedy, in-
condicionalidad parcial, bases quasi-greedy.



Equivalences of bases in greedy approximation

Abstract: In this thesis we consider coordinate systems with biorthogonal functionals in
Banach and p-Banach spaces (which we call “bases”), and study different greedy-type pro-
perties, that is, properties defined in terms of the Thresholding Greedy Algorithm (TGA) - or
algorithms that are similar to or derived from it -, which essentially consists in approximating
each vector f of the space by means of projections on finite sets containing elements of the
basis in which the coordinates of f have the largest moduli.

In particular, we show characterizations of and equivalences between some of these greedy-
type properties, as well as connections between them and some kinds of partial unconditio-
nality - which have been studied before the introduction of the TGA.

In this context, first we focus on almost greedy and semi-greedy bases in Banach spaces.
To this end, we study general properties of seminormalized sequences in such spaces, which
allow us to prove the implication

semi-greedy = almost greedy (1)

for Markushevich bases. Given that the reciprocal implication also holds - which is known
since the introduction of semi-greedy bases -, this completes the proof of the equivalen-
ce between both properties, in the aforementioned context. Additionally, we prove that the
Markushevich hypothesis is necessary for the implication (), given that without it, we can
construct a semi-greedy basis that is not almost greedy.
Then we study weaker greedy-like properties and their connections with weak forms of un-
conditionality in Banach or more generally p-Banach spaces. In particular, we show that a
basis is quasi-greedy for largest coeflicients if and only if it is nearly unconditional, whereas
it is truncation quasi-greedy if and only if it is bounded-oscillation unconditional. Additio-
nally, we prove that those two forms of parcial unconditionality are not equivalent to each
other, by constructing bases that are quasi-greedy for largest coefficients but not truncation
quasi-greedy.
Finally, we study quasi-greedy bases in Banach spaces. This property is strictly stronger than
truncation quasi-greediness, and it is the weakest condition under which the TGA converges.
In this context, we prove that a sufficient condition for a basis to be quasi-greedy is the uni-
form boundedness of projections on greedy sets whose cardinality lie some (or any) strictly
increasing sequence n = (1 ),y With ("k”) bounded.

Keywords: Thresholding greedy algorlthm Chebyshev thresholding greedy algorithm,
semi-greedy bases, partial unconditionality, quasi-greedy bases.
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Introduccion

En este trabajo, estudiamos el algoritmo greedy y algoritmos relacionados con el mismo,
con respecto a sistemas de coordenadas (que llamamos bases) en espacios de Banach (o, més
generalmente, p-Banach) separables: Sean 0 < p < 1 y X un espacio p-Banach de dimension
infinita separable sobre K (K = R o K = C). Decimos que una sucesion X = (X,),ay C X es
una base de X si se cumplen las siguientes condiciones:

1. X es fundamental, es decir que el subespacio lineal [X] que genera X es denso en X.

2. Existe una sucesién X* = (X)), en el espacio dual X* - que llamamos base dual de X
- tal que X, (Xx) = O, para todo k,n € N.

Si ademas
X, (/) =0VneN= f =0,

decimos que X* es total, y que X es una base de Markushevich, mientras que X es una base
de Schauder si

m

PRAGE

n=1

K;, :=sup
feSx

< 00,

donde S es la esfera unitaria de X; en este caso, K, se denomina constante de la base. Si
ademas

m

D anx ()%,

n=1

K,:= sup
feSx
eN

m
lan|<1 YneN

< 00,

decimos que X es incondicional con constante de incondicionalidad K,,.

En esta tesis, a menos que indiquemos lo contrario, supondremos que tanto X como X* son
sucesiones acotadas en norma (o p-norma en el caso de X).

Dada una base X, el algoritmo greedy (TGA, por Thresholding Greedy Algorithm) toma,
para cada f € X'y cadam € N, un conjunto A C N de cardinal |A| = m tal que

X, (f)] >

x; (f)| ¥ne A,Vk e N\ A.



1 INTRODUCCION

Tal conjunto se llama un conjunto greedy de f de m-elementos. Ese conjunto en general no es
unico, y notaremos G [X, X] (f,m, 1) (o G (f,m, 1) si no hay ambigiiedad) a la coleccién de
conjuntos con dichas propiedades (incluiremos el caso m = 0, en el que G [X,X] (f,0,1) =
{0}), y Ay, (f) al unico elemento de G (f, m, 1) tal que para todo A € G (f,m, 1), se tiene que
sine A, (f)\AykeA\A,(f),entonces n < k.

Las bases de Schauder greedy y quasi-greedy fueron introducidas por Konyagin y Temlyakov
en 1999 [27]. Una base X es quasi-greedy si para todo f € X,

F=) Prnin (D), @)
m=1

donde para cada A C N finito, P, denota la proyeccion

Pa(f) =) X, ()X

neA

Observacion. A lo largo de la tesis, mantendremos los nombres originales en inglés de las
propiedades centrales que estudiamos, para mejorar la integracion con la literatura del area.

Una condicién equivalente a ser quasi-greedy (ver [6]], [31]) y usada frecuentemente como
definicién de tales bases es que exista C > 0 tal que para todo f € Xy todom € N,

IPa (DI <CIIfIl YA€ G (f,m,1). 3)

A la minima constante C para la que vale (3) se la denomina constante quasi-greedy de la
base - que notaremos K.

Observacion. Notemos que en las bases quasi-greedy, los operadores f — P,y (f) no son
lineales, pero son acotados. Sin embargo, se puede ver que no son continuos.

Las bases greedy cumplen una condicion mas fuerte que las quasi-greedy: se pide que
exista C > 0 tal que para todo f € X'y todom € N,

I = Pa, (|| <Can ()
donde
on(f):= it IS - gll;

|sop(g)|§m

sop(g):={neN:x (g) # 0},

y |A| denota el cardinal de un conjunto A.
Poco tiempo después de la introduccion de las bases greedy y quasi-greedy, en 2003 [19]
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Dilworth et. al definieron las bases almost greedy como aquellas para las que para todo f € X
ytodom € N,

I£ = Pa, (|| <CT (),
donde

Gu(f)= inf If = Pa (P
N=":={A CN:|A| <m}.

Observacion. En las definciones anteriores de bases semi-greedy y almost greedy, un argu-
mento estindar de perturbaciones pequefias muestra que el conjunto A,, (f) puede reempla-
zarse por todo A € G (f,m, 1) en las definiciones, sin cambiar las propiedades ni las constan-
tes involucradas; este cambio es usual en la literatura, y lo haremos en lo que sigue.

Un argumento de este tipo muestra que también se puede reemplazar A,, (f) por la existencia
de al menos un A € G (f, m, 1) que cumpla lo pedido.

La condiciéon de ser base greedy es en cierto sentido la més exigente que se puede pe-

dir involucrando al algoritmo greedy, ya que la aproximacion por una proyeccion sobre un
conjunto greedy de m elementos es, salvo una constante, la mejor que puede obtenerse por
medio de combinaciones lineales de m elementos de la base. Por otra parte, la condicion de
ser quasi-greedy es la mds débil para la cual el algoritmo greedy converge (es decir, para
la que vale (2)); notemos que esto implica que X* es total). Finalmente, la condicién de ser
almost greedy es una propiedad intermedia natural. Estos tres tipos de bases no son equiva-
lentes entre si, y son centrales y probablemente las més estudiadas en el drea, pero también
se identificaron otras propiedades definidas en términos del TGA o variantes del mismo, y
que son de importancia para su estudio. Entre las mismas se encuentran ser truncation quasi-
greedy (cuyo nombre es reciente, pero que ha sido estudiada desde los primeros afios de la
teoria de aproximacion greedy, ver por ejemplo [4], [6], [19]), y quasi-greedy for largest coef-
ficients (ver por ejemplo [2]], [4]], [6]).
En conexion con esta teoria se estudiaron también propiedades que si bien no involucran en
su definicion al TGA o variantes del mismo (es decir, no son de “tipo greedy”), permiten
conectar y mostrar equivalencias entre distintas propiedades de tipo greedy. En este sentido,
algunas de las caracterizaciones mas conocidas y usadas involucran dos propiedades llamadas
democracia 'y superdemocracia: Una base X es superdemocrdtica si existe C > 0 tal que

neA neB

<C “)

para todo para de conjuntos finitos A,B C N con |A| < |Bl y todo & = (&,)es € $%k
¥ = (Vs € St En tal caso, decimos que X es C-superdemocritica. Por otra parte, X es
C-democrdtica si (@) vale cuando &, =y, = 1 paratodon € A y todo k € B.



v INTRODUCCION

Las caracterizaciones mencionadas dicen que una base es greedy si y solo si es incondicional
y democrdtica ([27]]) o superdemocrética (ver por ejemplo [6]]) , y es almost greedy si y solo
si es quasi-greedy y democratica ([[19]]) o superdemocritica (ver por ejemplo [6], [18]).

Si bien originalmente la teoria de aproximacion greedy se inici6 para bases de Schauder en
espacios de Banach, el desarrollo se ha extendido a espacios p-Banach (por ejemplo, [6] [31])
y a bases de Markushevich o incluso bases en general, en el sentido de la definicién que di-
mos anteriormente (ver por ejemplo [6]], [L3]], [[14], [29], [31]).

En el contexto del estudio del TGA, en [18] fue introducido un algoritmo que también consi-
dera conjuntos greedy, pero en lugar de proyecciones considera aproximaciones con vectores
arbitrarios, que se llama algoritmo greedy de Chebyshev. En base a este algoritmo, se definen
las bases semi-greedy, que son aquellas con la siguiente propiedad: paratodo f € X, m € N
yAeG(f,m,1),existe g € [Xx, : n € A] tal que

If =gl <Con (f),

donde C es una constante positiva. Se sigue de la definicién que las bases greedy son semi-
greedy, y se probo en [18] que las bases almost greedy también lo son.

En [18] también se estudiaron las relaciones entre el algoritmo greedy y otras areas dentro del
andlisis. En particular, se demostré que las bases quasi-greedy son nearly unconditional - una
propiedad introducida por Elton en 1978 ([23]]), en el contexto de la busqueda de subsucesio-
nes de sucesiones débiles nulas en espacios de Banach que tuvieran propiedades similares a
la incondicionalidad, aunque mds débiles que la misma.

Durante el desarrollo de la teoria sobre el TGA, se fueron introduciendo y estudiando distintas
variantes de las bases y los algoritmos mencionados. Entre los ultimos se estudian variantes
que consideran conjuntos #-greedy para algin 0 < ¢ < 1 (ver por ejemplo [20], [21], [29],
[30]): dada una base X de X, un conjunto A C N es un conjunto 7-greedy de f € X con
respecto a X si

X, ()] 2t

X; (f)| Vn € A, Yk e N\ A.

En este trabajo, notaremos por G [X,X] (f,m,t) a la coleccién de conjuntos t-greedy de f
de cardinal m con respecto a X; podremos dejar la base y/o el espacio implicitos cuando sea
claro.

Otra variante del algoritmo greedy estudiada consiste en la restriccion de dicho algoritmo a
conjuntos greedy (o ¢-greedy) cuyo cardinal estd en un subconjunto propio de los enteros po-
sitivos dado. En este sentido, dada una sucesion estrictamente creciente de enteros positivos
n = (1), S€ definen las bases n-quasi-greedy, que son aquellas en las que la condicién (3)
se cumple siempre que |A| = ny para algin k € N. Estas bases fueron introducidas por Oikh-
berg en [29]. En dicho trabajo, el autor demostré que las bases n-quasi-greedy no siempre
son quasi-greedy. Sin embargo, en todos los ejemplos que construyd, la sucesion de cocientes
(”k—“)keN es no acotada, quedando abierta hasta [[10] la pregunta de si n-quasi-greedy implica

ng.
quasi-greedy cuando tal sucesion es acotada.



En esta tesis, estudiamos algunas bases y propiedades tipo-greedy, enfocdndonos en las equi-
valencias entre varias de las propiedades estudiadas en la literatura, como asi también en las
equivalencias entre algunas de ellas y propiedades que se han estudiado en otros contextos,
sin referencia al algoritmo greedy.

El primer capitulo estd dedicado al estudio de la implicacién semi-greedy = almost greedy
en espacios de Banach; dado que la implicacion reciproca es verdadera, esto permite deter-
minar cuando ambas propiedades son equivalentes.

Veremos bajo qué condiciones vale la implicacién mencionada, como construir bases semi-
greedy que no sean de Markushevich (y por ende, no quasi-greedy), y también como construir
bases almost greedy a partir de tales bases. Estos resultados estdn principalmente basados en
[11] y [12].

El segundo capitulo de esta tesis estd dedicado al estudio de las conexiones entre el algoritmo
greedy y formas parciales de incondicionalidad, que aparecen en el estudio de subsucesiones
de sucesiones débiles nulas seminormalizadas, en espacios de Banach - aunque para obtener
resultados mds generales, extendemos nuestro estudio a espacios p-Banach.

En este trabajo, mostramos que dos formas conocidas de incondicionalidad parcial tienen
equivalencias simples en términos de propiedades de tipo greedy estudiadas en la literatura;
también mostramos que dichas dos propiedades no son equivalentes entre si. Estos resultados
estan basados en [2]], [3] y [4].

El tercer capitulo estd dedicado a las bases n-quasi-greedy en espacios de Banach, mds pre-
cisamente a probar que si ("fl—:') es una sucesion acotada, las bases n-quasi-greedy son
quasi-greedy. Los resultados estan basados en [[10] - cuyo resultado principal usa otros de [2]
y [9].
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Notacion y definiciones generales

En esta tesis, vamos a usar la siguiente notacion y definiciones generales - ademaés de las
ya introducidas y las que introduciremos en cada capitulo.

e A menos que se indique lo contrario, todos los espacios llamados X, Y, Z, F o V son
espacios p-Banach de sobre K (donde K puede ser R o C), para algin 0 < p < 1. En
estos casos, X, Y o Z son espacios de dimension infinita, F de dimension finita, y V
puede tener cualquier dimension. Usaremos la misma convencion para X, F;, V;, y en
general para espacios denotados con subindices.

e A menos que especifiquemos lo contrario, las demostraciones son vélidas tanto para
espacios sobre R como para espacios sobre C.

e En los Capitulos [1| y |3} en los espacios p-Banach asumimos que p = 1, es decir que
son espacios de Banach.

e SiV es un espacio p-Banach, llamamos V* a su espacio dual, By al conjunto de ele-
mentos de V cuya p-norma es menor o igual que uno, y Sy al conjunto de elementos
de V cuya p-norma es igual a uno.

e A menos que indiquemos una notacion distinta en casos particulares, notaremos ||-||y a
la p-norma del espacio V. En caso de que sea claro por el contexto cudl es la norma a
la que nos referimos y sea conveniente, podemos notarla |||

e Decimos que un subconjunto F' de un espacio p-Banach V es:

e Acotado si es acotado en p-norma.

e Acotado inferiormente si existe una constante C > 0 tal que para todo f € F, se
tiene que C < || f]ly.

e Seminormalizado si es acotado y acotado inferiormente (usamos esta notaciéon y
la siguiente atin cuando la p-norma no sea norma).

e Normalizado si ||f|ly = 1 paratodo f € F.

VII
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NOTACION Y DEFINICIONES GENERALES

Sean V; e V, espacios p-Banach. Decimos que un conjunto indexado {fp},ce C Vi
domina a un conjunto indexado {gy}yce C V2 si existe un operador lineal continuo
T:V, - V,tal que T (fy) = gy paratodo 6 € O.

A menos que indiquemos una notacion distinta, asumiremos que los simbolos X, V'y

Z respectivamente denotan bases (X,),ens (Vi)yerts (Zn)nen de espacios X, Y o Z, con
* * * :z

bases duales (X}), ., (V5),c0> (Z32),,c- También notamos

* *
X, Xl

C[X] := sup|Ix,l; [X] = sulg

neN

; " [X] = sup|Ix,||
neN

Usamos notaciones similar para V' y Z.

Si f es un elemento de V, f es el elemento de V** tal que f(f*) = f*(f) para todo
f* € V*. Lainclusion candnica de V en su bidual V** es la funcion Jy : V — V** dada

A

por Jy (f) = f, que es una isometria si p = 1. Notamos entonces V = Jy (V).
Si { fy}yer es una familia contenida en un espacio p-Banach V, notamos [f, : v € I'] al

subespacio vectorial de V generado por { fy}yer ¥ [ fHiye F] a su clausura. Si p = 1,

notamos [ Hiye F] a la clausura en la topologia débil.
Si A es un conjunto, notamos |A| a su cardinal.

Si g € (1, 00), llamamos ¢’ al Gnico ndmero real para el cual é + % =1.8Siqg=1,
definimos ¢’ = o0, ysig = o0, ¢ = 1.

Siq € [1, +00], x es un elemento de £, e y es un elemento de £, notamos x = (X, )nen €

t, ey = (Ynen € €. También identificamos y con un elemento de (fq)* de la manera

usual, de modo que y(x) = >, x,y,.

n=1

Dado m € Ny y un conjunto A, notamos A™ al conjunto de subconjuntos de m elemen-
tos de A, y A= al conjunto de subconjuntos de a lo sumo m elementos de A.

Dado un conjunto A, notamos A<* al conjunto de subconjuntos finitos de A.

Dado A ¢ Ry a € R, notamos A, al conjunto de elementos de A menores que a.
Usamos una notacién similar para >, <,y >.

Decimos que @ # A € N=* es un intervalo de nimeros naturales si existen a < b € R,
tales que A = [a,b] N N.

Dados A, B C N, notamos A < B si paratodo a € A, b € B, se tiene que a < b. Usamos
una notacion similar para >, <,y >.



IX

Dados un conjunto A, un conjunto B C Ry funciones f,g : A — B, notamos f < g si
existe C > 1 tal que f (a) < Cg(a) para todo a € A (si esto vale con C = 1, escribimos
f<g).Encasodeque f <gyg < f,escribimos f ~ g.

A menos que digamos lo contrario, la medida en cualquier subconjunto de R" es la de
Lebesgue.

Dado un escalar a € K, como es usual definimos

sen (@) IZ_I sia # 0;
a) =
5 1 sia=0.

Dados X una base de X, f € X,y A € N*®, definimos la proyeccién
PAIX,KI(f) = ) % (D%,

neA

con la convencidn de que la suma es cero si A = 0.
Dados X unabasede X,A e N** NDDDAye=(&)ep € Sg, definimos
1A[X,X] := anxn; 14[X, X] = an,

neA neA

como antes con la convencion de que la suma es cero si A = (.

Dadas X base de X, definimos la funcion fundamental superior ¢, = ¢,[X,X] : N —
(0, c0] de X como
(Pu[X’ X] (m) = Sup ls,A [X, X]

AeNi"’
ees K

Decimos que una sucesion (f,),oy C X es bdsica si es una base de Schauder del subes-
pacio [f, : n € N].

El simbolo n siempre denota una sucesion estrictamente creciente (7)o de enteros
positivos.

Dada una base X de X'y f € X, para 1 < g < oo definimos ||-||[q : X — [0, c0] como

X (f)|")71’ si 1 <q< oo
x,(NH|  sig=co.

171, =105 Py, = { (20

SuanN

Dada una base X de X, para cada f € X definimos & (f) := (sgn (x; (f))),ar € S%-

Vamos a usar la convencion O - co = 0.

En todos los casos anteriores en que sea aplicable, cuando no haya ambigiiedad, podemos
dejar la base y/o el espacio implicito(s).



NOTACION Y DEFINICIONES GENERALES



Capitulo 1

Bases semi-greedy y almost greedy

En este capitulo, estudiamos las relaciones entre las bases almost greedy y semi-greedy
en espacios de Banach. Las primeras fueron introducidas en [19], y son - junto con las bases
greedy y quasi-greedy - uno de los tipos de bases mas estudiadas en el area de aproximacion
greedy (ver por ejemplo [1], [6]], [13], [18]], entre otros).

Vamos a usar la siguiente definicion, que como mencionamos es equivalente a la dada en la
introduccion.

Definicion 1.0.1. Sean X una base de Xy C > 0. Decimos que X es C-almost greedy si

If = Pa (DIl <Ca (f)

para todo f € X, todom € N, y todo A € G(f,m,1). Llamaremos constante almost greedy
K, = K, [X,X] a la minima constante C para la que X es C-almost greedy.

Una caracterizacion central de las bases almost greedy es como bases quasi-greedy y
(super)-democréticas. Esta caracterizacion fue probada en [19, Teorema 3.3] usando bases
democraticas, aunque la equivalencia usando bases superdemocréticas también se sigue facil-
mente usando [19, Lema 2.1], a su vez basado en [31, Proposicion 2], y fue estudiada en la
literatura, con extensiones a espacios p-Banach o mejoras en las constantes involucradas (ver
por ejemplo, [6, Teorema 6.3], o [15, Teorema 1.3]). Mds precisamente, se conoce el siguiente
resultado:

Teorema 1.0.2. /6, /9] Sea X una base de X.

» Si X es almost greedy, existen constantes Cq4, Cy;'y K, que dependen solo de K, (con
Cys < K,) tales que X es K,-quasi-greedy (notemos que vale @B) con C = K, + 1),
Cy-democrdtica y C-superdemocrdtica.

» Si X es Cy-democrdtica y K,-quasi-greedy, existe C dependiendo solo de Cy y K, tal
que X es C-almost greedy.
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Por otra parte, las bases semi-greedy fueron introducidas en [[18]] y, a diferencia de las ba-
ses recién mencionadas, estan definidas en términos del algoritmo greedy de Chebyshev, en
lugar del algortimo greedy. En este trabajo, para obtener resultados de mayor generalidad tra-
bajaremos usando una version débil del algoritmo greedy de Chebyshev: Siguiendo las lineas
de la definicion de bases branch semi-greedy de [21]], definimos las bases 7-semi-greedy, para
cadaO<r < 1.

Definicion 1.0.3. /11| Definicion 1.7] Sean X una base de X, C > 0y 0 < t < 1. Decimos
que X es C-t-semi-greedy si para todo f € Xy todo m € N, existen A € G(f,m,t)y g €
[x, : n € A] tales que

If =&l <Com (f).

(enel casot = 1 diremos que X es semi-greedy). La constante t-semi greedy K, es la minima
constante C para la que X es C-t-semi-greedy.

Al introducir las bases de Schauder semi-greedy en [18]], los autores probaron que las
bases de Schauder almost greedy son semi-greedy ([18, Teorema 3.2], cuya demostracién
no require que la base sea de Schauder). Posteriormente, se probé que si una base es almost
greedy, la condicion de la Definicion se cumple no solo para algiin A € G (f, m, t), sino
para todos ellos. Mds precisamente, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.0.4. [2], Teorema 7.1] Sean X una base almost greedy de X, y 0 < t < 1. Existe
una constante C, > 0 que depende solo de K, y t tal que para todo f € X, todo m € Ny todo
A e G(f,m,t1), existe g € [X, : n € A] tal que

If =gl <Ciom (f).

En la direccidén opuesta, se prob6 primero que las bases de Schauder semi-greedy son
superdemocraticas ([[18], Proposicién 3.3]), y en espacios de cotipo finito son almost greedy
([18l, Teorema 3.6]). La condicién sobre el cotipo fue removida en [14, Teorema 1.10, Co-
rolario 1.12], y luego en [14, Teorema 5.3] se probo la implicacién de semi-greedy a almost
greedy para una clase de bases de Markushevich mas grande que las bases de Schauder.

En este capitulo, estudiamos las relaciones entre bases z-semi-greedy y almost greedy en ge-
neral, y probamos que la equivalencia se mantiene para cualquier base de Markushevich, o
equivalentemente, que toda base de Markushevich #-semi-greedy en un espacio de Banach es
almost greedy.

También estudiamos la existencia de bases semi-greedy que no son de Markushevich y por
lo tanto, no son almost greedy (ni quasi-greedy).

El capitulo se divide en dos secciones. En la primera de ellas, estudiamos algunas propiedades
generales de las sucesiones seminormalizadas en espacios de Banach, que serdn necesarias
para algunos de los resultados mencionados anteriormente. En la segunda seccion, vamos a
demostrar dichos resultados, y algunos otros estrechamente relacionados con los mismos.
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1.1. Propiedades de separacion finito-dimensional.

En esta seccion, vamos a probar que bajo condiciones bastante generales, las sucesiones
en espacios de Banach tienen subsucesiones que - en un sentido que precisaremos seguida-
mente - se “alejan” de cualquier subespacio de dimensidn finita. En particular, cualquier base
de Markushevich tiene dicha propiedad. Estas propiedades serdn claves para la demostracién
de la implicacién semi-greedy = almost greedy, que daremos en la seccion siguiente.

Para los resultados de esta seccion, no asumiremos que las bases o sus bases duales son aco-
tadas.
Comenzamos con una definicion central para los resultados de este capitulo.

Definicion 1.1.1. [[/]} Definicion 3.1] Sea (g,,),cn S X una sucesion en un espacio de Banach
X. Decimos que (gy),ey tiene la propiedad de separacion finito-dimensional (PSFD) si hay
una constante positiva M tal que para cada subespacio separable Z C X'y cada € > 0, existe
una subsucesion bdsica (g,,),o; con constante de la base no mayor que M + € que tiene la
siguiente propiedad: Para cada subespacio de dimension finita F C Z, existe jr € N tal que

1Al <M +e)llf +gll., (1.1)

para todo f € Fytoda g € [g, : k> jrl. Llamamos a tal sucesion una sucesion separadora
finito-dimensional para (Z, M, €, (g,),en ), ¥ llamamos al minimo M > 0 para el cual se tiene
esta propiedad la constante de separacion finito-dimensional My, de (g,),«y con respecto a
X, que notamos M ¢, ((8n)en » X)-

Como es usual, cuando sea claro por el contexto, podemos dejar implicita la sucesion y/o el
espacio.

Observacion 1.1.2. [11, Observacién 3.2] Notemos que (reescalando y por densidad) pa-
ra chequear que una subsucesion (g, ),o; de (g4),ay € separadora finito-dimensional para
(Z, M, €), es suficiente verificar que existe j € N tal que (I.1]) vale para f con ||f]| = | y para

g €lgn k> jl

Notemos que la PSFD no varia si cambiamos o quitamos finitos elementos de una suce-
sion. Tampoco varia si la reordenamos, porque cualquier subsucesion de una sucesion separa-

dora para (Z, M, €) también es separadora para (Z, M, €), y dado un reordenamiento (g,,”(k))keN

de una subsucesién (g, ),y €Xiste una subsucesioén de (gn”(k))keN que también es subsucesion
de (8x, )y - Por lo tanto, vale la siguiente caracterizacion:

Lema 1.1.3. [/1| Lema 3.3] Sean X un espacio de Banach sobre K, (g,),en € Xy (a@n),en C
K\ {0} sucesiones de vectores y escalares respectivamente, n: N — N una biyeccion, y | € N.
Entonces (g,),ey tiene la PSFD con constante My si'y solo si (an8xwn)),s,; la tiene.

n>l

Para nuestro resultado siguiente, nos hacen falta dos lemas técnicos; el segundo es una
variante de 7, Teorema 1.5.2].
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Lema 1.14. [7, Lema 1.5.1] Sea S C X* un subconjunto acotado inferiormente tal que

0 €S . Entonces, para todo € > 0y todo subespacio de dimension finita F C X, existe
f* €S tal que para todo g* € Fy todo b € K,

gl <A +elig"+bf Il

Lema 1.1.5. [lI1| Lema 3.5] Sea X un espacio de Banach, I' un conjunto no vacio con un
orden parcial <, y {gy}yer C X un conjunto con la siguiente propiedad: para todo € > 0, todo

subespacio de dimension finita F C X y todo y € I existe yy > 7y tal que para todo g € Fy
todo b € K,

lglh < (1 + ) [lg + by |-
Entonces, para cada subespacio separable Z. C X'y cada € > 0, existe una sucesion (yi)en C
I estrictamente creciente en el orden <y una sucesion bdsica (gn, )keN c X con constante de
la base no mayor que (1 + €) que satisface lo siguiente: Para cada subespacio de dimension
finitaF C Zy cada & > 0, existe jr; € N tal que para todo f € Fy g € [gyk: k> j]pyg], se
tiene que

IAI< A+ Nf +4ll.

En particular, siT' = Ny < es el orden usual de N, se obtiene una subsucesion (g,,),aq
con las propiedades del enunciado, y la sucesion (g,),y tiene la propiedad de separacion
finito-dimensional con constante 1. En caso de que (g,),ay Sea acotada inferiormente, estas

e 1%
condiciones se cumplen si X es un espacio dual y 0 € {g;}, ., 0 si X es cualquier espacio de
—_— W
Banach 'y 0 € {g,},a-
Demostracion. Elijamos una sucesion (v,),oy densa en Z, y una sucesion de ndmeros positi-
[s6]

VoS (€,)nen de manera que [[(1 +¢,) < (1 +¢€), y elijamos un elemento cualquieray; € I'. Por

n=1

hipdtesis, podemos elegir y, > y; de manera que para todo f € [vl, gyl] y todo b € K,

Il < (1 +e)||f + bgy| -

Por un argumento inductivo, obtenemos una sucesion (y;) estrictamente creciente en el orden
<tal que para todo k € N, toda f € [vs, 8y 1<s< k] y todo b € K, se tiene que

171l < (1 + &) ||f + gy,

Iterando, se deduce que para todo par de enteros positivos j < [, toda f € [vs, 8 1<s< ]]
y escalares cualesquiera (ay) j<k<i»

l

Z Aic8yy

k=j+1

l

Z A&yl -

k=j+1

-1
<] Ja+eollr +

k=j
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En particular, (gw) es una sucesion basica con constante de la base no mayor que H 1+
k=1

&) < 1 + €, y el resultado del enunciado vale si existe k € N tal que F C [v,: 1 <n <k].
Ahora un argumento estandar de densidad nos permite obtener el resultado para cualquier
subespacio de dimension finita de Z = [v,: n € N], y el resultado cuando I' = Ny < es el
orden usual de N se sigue del caso mds general recién probado.

Ahora supongamos que (g,),cy €S una sucesion acotada inferiormente. Si X es un espacio

dual,y O € {gn}neN, entonces como g, # 0 para todo n € N, se tiene que 0 € {gn}n>l para cada
[ € N. Luego, por el Lema|l.1.4] se cumplen las condiciones pedidas. Ahora bien, si X es
cualquier espacio de Banach y 0 € { gn}neN, entonces pasando al espacio bidual por medio de
la inyeccidn candnica X < X*™ vemos que también se cumplen dichas condiciones. O

Seguidamente, vamos a considerar el caso en el que 0 podria no ser un punto de acumu-
lacion débil o débil estrella de la sucesion. En este caso, vamos a modificar la prueba de [[11}
Lema 3.7], y mejorar la cota superior obtenida para M,. En la prueba usaremos la siguiente

notacion: Dada una sucesion acotada (g,),oy € X, definimos 5((g,)) := {ng}ZSN \ X.

Lema 1.1.6. Sea X es un espacio de Banach y (g,)nen € X una sucesion acotada. Si {g,}" e
no es débil compacto, entonces (g,),ey tiene la propiedad de separacion finito-dimensional
con My; < M, donde

=212+ tnf Il
fe etz dist ( =, X)

Demostracion. Puesto que {g,,} e 1O €8 débil compacto pero {g,,} oy ©s débil estrella com-

pacto, existe f** € £((g,) = {gn}neN \ X por lo que M estd bien definida. Dados € > 0 y un
subespacio separable Z C X, elegimos 0 <& < 1y fi* {g,,}”eN \ X de manera que

ok

1%

dist (f;*, X)

<M +e, (1.2)

(1+§)(2+§)[2+§+

definimos Z, := Z + | f*, g,: n € N|, y consideramos en Z; la sucesién seminormalizada
08
g, — [ . Sea (g, — una subsucesion basica con constante de la base no mayor
0 /neN k 0 Jken
n

que (1 +¢) obtenida por aplicacion del Lema- Como f;* ¢ X, existe una funcional lineal
acotada f"" en X @ [ ] tal que para todo f € Xy todo b € K,

***(f+bf )
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Supongamos que Hf+ bf;*|| = 1y que b # 0. Entonces

7
Hb f+f

1 1
bf S -
|

) =17+ |~ st (£ %)

=|b| = |b|

Fo (J’;Jr bfg*)

Por lo tanto, .
~dist(fX)

Por el teorema de Hahn-Banach, hay una extension de f;™* a X** que preserva la norma;
llamaremos a esta extension también f;".

ok ok

1

(1.3)

(~

Sea F; := [ fo *] Por la eleccion de (gnk —Jo *)keN, existe jg, ¢ € N tal que para todo g** €

[’g}k - for k> jFl,f] se tiene que

sk

foll=sA+H|fe" +¢ (1.4)

En particular, dado que f;* # 0, esto implica que f;* ¢ [§,,k - f3T k> jFl,g]. Luego, existe

una funcional lineal acotada f;** definida en [fg},,{ —for k> j]pl,,f] @ [ A *] dada por la férmula

BT +bf) = b,

para todo f** € ['g}k —fori k> jFl’g] y todo b € K.

Como antes, para cada f** € [§nk —for k> jFl,f] y b # 0 tales que ||/ + bf;*|| = 1, por
(L.4) tenemos que
; : 1 1+¢£
LT +bfe)| =1bl = < :
T T T
Por lo tanto,
L= 1re +§ (1.5)

0
ok

Nuevamente, por el Teorema de Hahn-Banach, podemos considerar que f;** esta definida en
todo X**. Ahora definimos, para f** € X**, los siguientes operadores lineales acotados:

T =f"+ (57 = F
LU =f" =B = i

Por (I.3) y (1.5) obtenemos que para todo f** € Sy,

f**
0

T (N <IN+ — 0
dlst( ()**,X)

L+ A G

<2+&+
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Sksksk

mientras que como f;"*| = 0, resulta que para todo f € Sx,

X
HT(J?)H <A+ A AN < 2+ £
Se sigue que
mi<aser
dist (f;". X)
7|l <2 +&.

Puesto que los mismos argumentos se aplican también a L, de esto y (I.2)) obtenemos

[
dist( 0 X)

M+ e
<

“T+e (1.6)

ITI|| L] <2+ &) [2 +E+

Notemos L es la inversa de T, es decir LT = TL = Idx-. Por lo tanto, como T (fg),k - 0**) =

8n, Paratodo k > jg ¢y (?nk - g*)k ., s una sucesion bdsica con constante no mayor que
’ €.
1 +¢, se sigue de (L.6) que (gy,)y ), , €s una sucesion bdsica con constante
IE:

M+ €

1+§):M+6.

Kb ((gnk)/ojﬂ\f) < (1 + f) (
Ahora sea F C Z un subespacio de dimension finita, y sea

jIF = méx {jLCﬁ)’f’ jFl,f} .

ksk

Para cualquier f € Fy escalares (ay) j.<k<m, por la eleccion de (§nk -1 )keN tenemos que

A =iri ()| < irna+ oL () + > a G- £

Jr<k<m
=TI (1 +¢) L[ﬂ > akzgnk] s||T||||L|X||(1+§>‘f+ D g,
j]F<kSm j]p<kﬁm
S(M+€) f+ Z Ar8n | »
Ja<k<m

donde aplicamos una vez mds (1.6]) para obtener la dltima desigualdad. Por un argumento de
densidad, concluimos que (g, ;, , tiene las propiedades buscadas. |
1+
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Observacion 1.1.7. (cf. Observacion [11, Observacion 3.8] Notemos que la cota su-
perior para M, dada por el Lema no es afectada si cambiamos (g,),c por (ang,,(n))neN,
para cualquier sucesion seminormalizada (a,),«y Y cualquier biyeccion 7 : N — N.

Corolario 1.1.8. /11| Corolario 3.9]Sea (g,),c Una sucesion seminormalizada. Los siguien-
tes enunciados son equivalentes.

1) (8n),en tiene una subsucesion bdsica.
—w —_—w
) O bien 0 € {g,},c 0 bien {g,},aq no es débil compacto.
) (8n),ay tiene la propiedad de separacion finito-dimensional.

Demostracion. La equivalencia |1)| & fue probada en [26] (ver también [/, Teorema
1.5.6)).

Por los Lemas y [I.1.6] se sigue que [n) = Por otra parte, es inmediato de las
definiciones que ) = i

Seguidamente, estudiamos la propiedad de separacion finito-dimensional en el contexto
de bases de Markushevich. Recordemos que para 0 < ¢ < 1, un subespacio Z C X* se dice
c-normante para X si

cllfll < sup [/ (Ol VfeX

Vamos a usar el siguiente resultado.

Lema 1.1.9. [7, Proposicion 3.2.3] Sea X una base de Schauder de X con constante K,,.
Entonces [X*] c X* is Kb_l—normante para X.

Recordemos también que una sucesion (v;),y €s una base de bloques de una base de
Markushevich X si hay sucesiones de enteros positivos (1), (1) cOn n; < my < ny,; para
todo [ € N y escalares (by)a tales que

donde para cada [ € N, al menos un escalar n; < b, < m; es no nulo. En particular, toda
subsucesion de una base de Markushevich es una base de bloques de la misma.

La siguiente demostracion es la de [11, Proposicién 3.11], modificada usando el resultado
mejorado del Lema

Proposicion 1.1.10. Sea (z,),en € X una base de bloques seminormalizada de una base de
Markushevich M de un subespacio Y C X. Entonces:
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(a) O bien @Z@I no es débil compacto, o bien (z;)ien es débil nula. Por ende, (z;)iey tiene
la PSFD.

(b) SiOe€ @LN o X es un espacio dual y 0 € @Z:N, entonces My, = 1.

(¢) Si (Zi)rex no es débil nula, entonces

Mfs < 212 + inf L”,\ .
17ep@) | dist ( £ X)

(d) Si Y =X y[Y*] es c-normante, entonces M, < c™.
(e) SiY =X e Y es una base de Schauder de X con constante K,,, entonces M < K.

Demostracion. Para probar supongamos que @Z@I es débil compacto. Como Y is débil
cerrado, dada una subred (z;,) existe una subred (Zk/lg) y &o € Y tales que

w
Zk/lg — &o-

Como (zx);ay €s una base de bloques de Y, se sigue que y; (go) = O para todon € N,y
entonces gy = 0 porque Y es base de Markushevich. Luego, (z;);ey €s débil nula. Se sigue
del Corolario [I.1.8 que (zi)iay tiene la PSFD.

El Lema(I.1.5]implica[(b)] y[(c)|se sigue de[(a)]y el Lema

Para demostrar notemos que por (zi)ew tiene una subsucesion basica (zg,),q- Sea
[F ¢ X un subespacio de dimension finita, y fijemos O < € < 1. Elijamos 0 < ¢ < 1 de manera
que

C_l(l _f)_l -1
< I—C_l(l—f)_lfsc + €.

Sea (g j)lstml C S una é-red en la esfera unidad de F.

Como [Y*] es c-normante, también lo es [Y*]. Por ende, existe m, € N y vectores unitarios
(gj.)lSjSm1 C [y,’;: 1<k< mz] tales que |g} (gj)' >c(l —¢)paratodo 1 < j < my.

Ahora fijemos f € Spy g € [z,: [ > my], y elijamos 1 < j < m; de modo que ||f - gj” <&

Notemos que g € [yi: k > my], asi que ¥; (¢) = O para todo 1 < k < my. Por lo tanto,

e (=97 g (g)| < =97 lg; + 4
<M A= If +el+ e A -7 g - /]
<" 1= Nf+gll+c -9 e
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Se sigue que

-9
IAl=1< If+gll < (¢! +e)llf +2all.
f ToasaTe M e (¢ +e)lif +g
Parar terminar la demostracién de la proposicion, notemos que se sigue de y el Le-
ma [T -

Observacion 1.1.11. [11, Observacion 3.12] Si (g,),y € X es cualquier base de bloques de
una base de Markushevich, podemos normalizarla y aplicar la Proposicién|(1.1.10]y luego el
Lemal|l.1.3} asi que (g,),y tiene la PSFD.

Recordemos que un espacio tiene la propiedad de Schur si la convergencia débil de su-
cesiones implica la convergencia en norma (y por lo tanto, es equivalente a la misma). Para
estos espacios - que llamamos espacios de Schur -, tenemos el siguiente lema:

Lema 1.1.12. Sea X una base seminormalizada de X. Si X es un espacio de Schur y X* es
seminormalizada, entonces X tiene la PSFD.

Demostracion. Supongamos que no la tiene. Por el Corolario {x,:n¢€ N}:EN es débil
compacto y no contiene al cero. Por el Teorema de Eberlein-Smullyan (ver por ejemplo [7,
Teorema 1.6.3]), existe una subsucesion (an)/'eN que es débil convergente. Como X es un
espacio de Schur, la convergencia es en norma. Pero esto es imposible porque si n # m,
entonces

X; (Xn - Xm)| = l

<

1
”Xn - Xm” ZZ

O

Las cota superiores para M, obtenidas en el Lema|[I.1.6]y la Proposicién mejo-
ran los resultados correspondientes de [[11, Lema 3.7, Proposicién 3.11 (c)]. Seguidamente,

probaremos que tanto estas nuevas cotas como las dadas en la Proposicién[I.1.10|(d)]y [(e)] son
Optimas salvo por constantes absolutas. A tal fin, usaremos la construccién de [11, Ejemplo
4.4], que también serd de utilidad mds adelante, en la Seccion

Ejemplo 1.1.13. Sea & = (e,),ay la base canonica de €. Dado a > 1, definimos para todo
n>?2

* *

X, :=¢e,+a(-1)e; X =e

n n

[x,:n>2]"

y definimos

Xi= (X223 X = [X].
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Entonces X es una base de Schauder de X equivalente a &, y valen las siguientes afirma-
ciones.

a+ 1=K, (1.7)
a+1

<M (X, X) < Kp; (1.8)

S P {LL

. . > My (X, X). (1.9)
X % dlst(f**,X)

Notemos que (I.7) implica que [X*] € X* es (« + 1)"'-normante.

Demostracion. Primero observemos que que ||X,|| = @ + 1 para todo n € Ns,.
Abhora fijemos m € N,, [ € Ny escalares (a,)2<p<m+- T€NEemMos que

S el < S+ Yl n jad
n=2 n=2

m

Z a,X,|| = a
n=2 n=2 n=2
m+l m+l
<(a+ 1)Z|an| <(@+1) Zanxn .
n=2 n=2

Esto prueba tanto la equivalencia de X con & como (1.7).
La desigualdad a la derecha de (I.8)) se sigue de la Proposicién Para demostrar
la desigualdad a la izquierda, fijemos € > 0, y sea (X,, ), Una sucesién separadora finito

dimensional para (X, My, €, X ) Fijemos F := [Xx;], y sea k > jr. Entonces

a+1 =[x < (Mfs + e) ||X2 + (_1)nk+lxnk

:2(Mfs+€),

y el resultado se sigue tomando limite para € — O.

Ahora probemos (I.9): Nuevamente la desigualdad de la derecha se sigue de la Proposi-
cion Para demostrar la desigualdad restante, primero tomemos f;* € X* y una
subred (X,,) ., que converge a f;* en la topologia débil estrella. Puesto que a > 1, se sigue
de (I.8) que My, > 1. Luego, por la Proposicién se deduce que 0 ¢ WZ;N, y
entonces f;* # 0. Ademds, se sigue de la convergencia débil estrella que f;* (x;) = O para
todo n € N;,. Como X es en particular una base de Markushevich, esto implica que f;* ¢ X.

Notemos que | o Il £ @+ 1. Ahora daremos una cota inferior para la distancia de f;* a X. A
tal fin, fijemos m € N, y escalares (a,)r<,<» ¥ S€2 f 1= X", a,X,. Para estimar ‘f— 5"
por debajo, consideramos dos casos: Si

- 1

D lal <3 (1.10)

n=2
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tomamos g, = (80.1),en € {w tal que
81 =0 y gon=1Yn>2.

Usando la identificacién canodnica de £, con el espacio dual de ¢, y restringiendo g a X,
vamos a considerar a g; como un elemento de X*. Notemos que g; (x,) = 1 para todo n € N.

Por la convergencia débil estrella, se deduce que f;™ (gz‘)) = 1. Puesto que

lgoll. <ol = 1.

se tiene que

v

7= 7l 2|7 ") ol = i gé(f)Izl—an;lanIZ%-

m

Por otra parte, si no vale (I.10), sea &, := sgn(a,)”' paratodo2 <n <m,y gl := Y, &,x
Como para todo n € Ns,, X; es la restriccion a X de e, € {, se deduce que

3k
ne
m

>

n=2

<
X =

g1 =1,

loo

y como f;* (g*l‘) = (0, se sigue que

= imnl 2 %

n=

|7- 57| = |7 57) e
Considerando ambos casos, concluimos que
dist (f;". X) 2%.

Por ende, tomando infimo obtenemos

212+ inf {—F= Iy ”A
f**eﬁw \% | dist ( f**,X)

O

La propiedad de separacion finito-dimensional es clave para la demostracién de la im-
plicaciéon semi-greedy = almost greedy de [11], pero es posible mejorar algunas de las
constantes que se obtienen por medio de una propiedad similar, que ha sido estudiada en
[12]]. Seguidamente, damos las demostraciones correspondientes, que son similares a algunas
dadas previamente en esta seccion. Usaremos la siguiente notacion:
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= Dado 6 > 0, diremos que un subconjunto @ € S c X es o-uniformemente discreto si
|lf — gl| = ¢ para todo par de elementos distintos f,g € S.

= En el caso de una sucesion (o de un conjunto indexado) (f,),oy C N, decimos que
(f) e €8 uniformemente discreta si || f, — fu|| = 6 siempre que n # m.

Lema 1.1.14. [I2 Lemma 2.5] Sea E C X un conjunto infinito, acotado, y uniformemente
discreto, y F C X un subespacio de dimension finita. Dado € > 0, existen f # g € E tales que
para todo b € Ky todo h € F,

Il <@ +e)llh+b(f =gl

Demostracion. Elijamos primero 6 > 0 de modo que E sea ¢-uniformemente discreto, y

luego 0 < € < e tal que
1

< —
1-46te -¢

Sea {hy,...,h,} una €-red en S, y sean {hT, ... ,hj‘l} C Sx- tales que hj. (hj) = 1 para todo
1 < j < n Como S es infinito y acotado, existe hy" € X™ un punto de acumulacion débil
estrella de E ¢ X**. Por lo tanto, existen f # g € E tales que paracada l < k < n,

hy' () =l ()]

0 <l+e (1.11)

mix { hy () - i, (9)|} < €.
Fijemos h € S, ysea 1l <k < ntal que
i = hll < €.

Abhora elijamos b € K. Si |b| < 267!, entonces

I+ b (f =l 2l + b (f = Il = € = |y (e +b(f —8)| - €

>1 - bl |y (f - 8)| - €
>1 - 267" |y () = I () + I (8) = by ()| — €
>] —45'¢ - €.

Luego, por (L.T1),
Ial =1 <A +ellh+d(f -2l
Por otra parte, si |b| > 26!, entonces
Wh+b(f =D =IblIf =gl = [lall = 1 = |lAll.

Esto completa la demostracion para & € S, y reescalando obtenemos el resultado para / €
F. O
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Lema 1.1.15. [lI2| Lema 2.6] Sea X un espacio de Banach y (g,),ey S X una sucesion

acotada y uniformemente discreta. Para cada subespacio separable 7. C X'y cada € > 0,

existe una subsucesion (gnj) - tal que la sucesion (gnzl._] - gnzl.) o S bdsica con constante
j : i )n

no mayor que (1 + €), y satisface lo siguiente: Para cada subespacio de dimension finita

FCZycada§ >0, existe rg; € N tal que para todo g € Fy todo f € [g,,zjfl —8my; 1 J> r]p’f],
gl < (T +&)lg + fII.
Demostracion. Seal :={(k, j) € NX N : k # j}, con el orden parcial < definido por
(k, j) < (K, j') & max {k, j} <min{k’, j'}.

Como (gn) ey, es uniformemente discreta para cada k € N, por Lema [1.1.14] se tiene que

el conjunto de diferencias {gk -8 j} cumple con las condiciones del Lemal|l.1.5| Luego,

(k, el
existe una sucesion (k,, j,),a C I estrictamente creciente en el orden < tal que (gk,, -8 jn) .
sz s . . . ne
es una sucesion bdasica con las propiedades de dicho lema. Reenumerando, obtenemos la
sucesion del enunciado (una prueba diferente puede verse en [12]). O

Corolario 1.1.16. [[I12| Corolario 2.7] Sea X una base de Markushevich seminormalizada
de Y c X, con constante de separacion finito-dimensional no mayor que M. Entonces para
cada subespacio separable Z. C X'y cada € > 0, existe una subsucesion bdsica (X, ),y que
satisface la siguiente condicion: para cada subespacio de dimension finita F C Z, existe

sz € N tal que para todo f € F, toda g € [X,, : k > spe| ytoda h € [Xp,_ | — Xn,, : k = S5e,

/1l < min{(M + e) [|f + gl (L + &) [If + All}.

Demostracion. La Proposicion|1.1.10{nos da una sucesion separadora (X,,),.; para (Z, M, €).
Por otra parte, como X* es acotada, X es uniformemente discreta, y entonces también lo es
(X,),c- Por lo tanto, existe una subsucesion (ank )keN con las propiedades del Lema|l.1.15

Tomando para cada subespacio de dimension finita F C Z, sg := 1 +max {rg,, jr.¢}, se deduce
que la subsucesion (ank)keN tiene las propiedades buscadas. O

1.2. De semi-greedy a almost greedy

En esta seccion, mostraremos que las bases de Markushevich semi-greedy en espacios
de Banach son almost greedy, y probaremos otros resultados sobre las relaciones entre los
algoritmos greedy y Chebyshev-greedy. La implicaciéon mencionada fue demostrada por pri-
mera vez por Dilworth et. al para bases de Schauder en espacios con cotipo finito en [18]],
mientras que Bernd mostré en [13]] que la condicién de cotipo finito no es necesaria. En [[11]],
la prueba de [13] fue modificada usando la PSFD para obtener el resultado para bases de
Markushevich; asimismo, se dio el resultado para una variante formalmente mas débil de las
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bases semi-greedy. Estas demostraciones usan la equivalencia entre quasi-greedy + (super)-
democratica y almost greedy (ver [19, Teorema 3.3 ]) para probar la implicacion. Una prueba
directa de la implicacion semi-greedy = almost greedy - como asimismo una mejora en la
constante quasi-greedy en la implicacion semi-greedy = quasi-greedy - fue dada en [12]].
En esta tesis, vamos a dar la prueba siguiendo en general [[12]], lo que también nos permite
obtener algunos resultados més generales sobre pardmetros definidos para cualquier base -
no necesariamente semi-greedy.

Definicion 1.2.1. Sea X una base de X, 0 <t <1yme N.

» El pardmetro t-quasi-greedy g(m, t) = g (m, t) [X, X] se define como

gim, 1) = (P4 (NI < CIfIl, Ve X VA€ G(f.m, 1)}

» El parametro de t-supression-quasi-greedy g (m, ) =g (m, 1) [X, X] se define como

gom,0) = Inf {lf = Pa (DI < CIAL Vf € X, VA € G(fim, D).

Para t = 1, el parametro g(m, 1) fue considerado en [4]], y el pardmetro quasi-greedy dado por
g, = max,<, g (n, 1) también fue estudiado, por ejemplo en [16].

Definicion 1.2.2. Sea X una base de X, 0 <t <1yme N.

» El parametro superior de Chebyshev-Lebesgue, LY, (m, 1) = L, (m, ) [X,X] se define
como

L., (m,t) = éﬁg{llf—gll < Cap (f) VfeX, YVAeG(f,m1), }

dgelx,:neA].

» El parametro inferior de Chevyshev-Lebesgue, Lih (m,t) = Li , (m, 1) [X, X] se define
como

Ly, (m, 1) ::ggg{uf—gn <Cop,(p): EXK G m D, }

dge[x,:neA].

Como es usual, podemos dejar la base y el espacio implicitos cuando no hay ambigiiedad.

Observacion 1.2.3. Bajo las hipétesis de la Definicién es claro que hay una minima
C > 0 en la definicion de L, (m, f). Lo mismo vale para LIC ,(m, 1) si X es una base de Mar-
kushevich, dado que para todo f € X con |s0p ( f)| > m, el conjunto G (f, m, t) es finito por
el Lema que demostramos seguidamente, mientras que si |sop f )| < m, entonces para
todo A € G(f,m,1t), se tiene que f € [X, : n € A].
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Observacion 1.2.4. El parametro superior de Chebyshev-Lebesgue es la constante de Chebyshev-
Lebesgue introducida en [20] y también estudiada en [16].

Nuestro siguiente teorema establece una relacién entre g, Mg,y LIC ,» 1a cual en particular

mejora la cota superior para la constante suppression-quasi-greedy para bases de Markushe-
vich semi-greedy en espacios de Banach. Esta constante se define como

Kygg := I {llf = Pa (DI < KIfIl VS €X,Vm e N,VA € G(f,m, D)} (1.12)

Observacion 1.2.5. Notemos que existe una constante K > 0 para la que vale (I.12) si y solo
si X es quasi-greedy.

Mais precisamente, el Teorema 4.2 de [11] muestra que si X es C-s-semi-greedy, enton-
ces es K ,-suppression quasi-greedy con Ky, < My, C(1 + (Mys, + 1)C s72). Seguidamente
probaremos (demostracion de [12, Proposicion 6.5]) que K, < My, C(1 +2C s72). A tal fin,
vamos a usar dos lemas auxiliares, el segundo de los cuales mejora [29, Lema 2.2] para bases
de Markushevich.

Lema 1.2.6. [/2| Lemma 3.13] Sea X una base de Xy 0 <t < 1. Si f € Xym € N son tales
que |sop (f)| > m, entonces G (f,m,t) es un conjunto finito y X, (f) # 0 para todo n € A con

AeG(f,m1).

Demostracion. Sean

B := U A y b= }llellf;
A€G(fom,)

2

X, (f)

y elijamos j € sop (f) de manera que

“nEN:

X, (f)] =

x; ()] = m.
Como X* es débil estrella nula, existe ny € N tal que
x, (f)] <1

Por lo tanto, B C {1,...,n0}, y G(f,m,1t) es finito, asi que b es un minimo. Ahora sean
A e G(f,mt)yn € A con x,”;(f)| = b.Si b =0, tomando / € sop(f) \ A tenemos que

0=>b2=1x( f)| > (0, una contradiccion. m|

X (f)| ¥ > ng.

Lema 1.2.7. [I2| Lema 3.14] Sean X una base de Markushevichde X, f € X, y € > 0. Valen
las siguientes afirmaciones:

(1) Dado D € N=%, existe g € [X] tal que ||g — fll < ey Pp(g— f) =0.

(m) Dadosmy e Ny 0 <t <1, existe g € [X] tal que ||g — f|| < €y, para cada 1 < m < my,
g(famvt) :g(gamvt)yPA(g_f) :Opara cada A Eg(f,m,l).
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Demostracion. Para probar elijamos / € [X] de maneraque || f — Pp (f) — hll < (1 + 1Pol) e,
y definamos g := h — Pp (h) + Pp (f). Tenemos que

If =&l <Ilf = Ppo (f) = All + |Pp (h = f + Pp (DI < (L + [IPplD) |If = Pp (f) = hll < e.

Para probar (i) podemos asumir que f tiene soporte infinito (de lo contrario, aproximamos f
por f), asi que las hipétesis del Lema|[I.2.6| valen para m = my. Sean

B:= [ ] 4 y b := min|x; ().

AeG(f.mo,t)

Primero notemos que simy > 1,1 <m <myy A € G(f,m,t), entonces AU A; € G (f, mg,1)
paracada A; € G(f — P4 (f),my —m,1). Por ende, A C B. Esto muestra que

B= U A (1.13)
1<m<my

AeG(f,m,t)

Dado que X* es débil estrella nulay b > 0 por el Lema , existe ny € N tal que
27!tb para todo n > ny. Sean

X (f)] <

tmin{e, 1, b}
D :={1,... ; =
{1,....n0}; €1 20+7)

y sea g obtenida por aplicacion de [(1)| a f, D y €. Para ver que g tiene las propiedades
buscadas, primero notemos que B C Dy paracadan € By cadak ¢ D,

X;(H|<Nf-gll+27 ' th<tb <t

i @] <|x; (f )] + x () =[x (0. (1.14)
Puesto que ny > my y |B| > myg, se sigue que A C D para todo A € G(g,m,t) y todo
1 < m < my. Afirmamos que también A C B paratodo A € G(g,m,t) ytodo 1 < m < my.
Para probarlo, supongamos que esto es falso, y sean 1 <m <myy A € G(g,m,1) tales que

A ¢ B. Como |B| > |A|, existe n; € B\ A. Puesto que A U B C D, tenemos que

X, (9)] > t]x;, (9)| = t|x;, (f)] = 1b Vn € A. (1.15)

X, (f)] =

Ahora bien, se sigue de (I.13)) y la eleccion de A que A ¢ G (f, m, ). Por ende, existen n, € A
y n3 ¢ A tales que

x, ()] < t]x;, ()] (1.16)

Dado que

X, (N =[x;, @] = 1[x, (2],
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esto implica que x;, (f) # X;_ (g), y entonces n3 ¢ D, lo que junto con (I.16)) y la eleccién de
D implica que

b
2 b

x;, ()] <

lo que contradice (1.15) porque n, € A. Queda probado que

U C B.

1<m<my

AeG(g,m,t)

Ahora fijemos 1 < m < mg y elijamos A € G(f,m,t). Para ver que A € G (g, m,1), fijemos
neAyk¢A.Sike D,entonces

X, (P > tixe (Ol = tIxi (),

X, (g)| por (I.14). Luego, A €

X, (g) =

mientras que si k ¢ D, entonces f |X; (g)| <t X (g)| <
G (g, m,1).

De manera similar, sean A € G(g,m,t),n € Ayk ¢ A.Dadoquen € A C B C D, el caso
k € D se prueba como antes pero intercambiando f y g, mientras que si k ¢ D, entonces

tx; (N < b < |x, ().

Se deduce que A € G (f, m, ), lo que completa la demostracion. O

Ahora podemos probar la cota mencionada anteriormente para la constante suppression
quasi-greedy de las bases de Markushevich t-semi-greedy, y también un resultado mds gene-
ral sobre las relaciones entre los pardmetros g y Li -

Teorema 1.2.8. [/2| Proposicion 6.5] Sea X una base de Markushevich de X. Para todo
0<s<1,0<t<1ymeN, tenemos la siguiente estimacion:

m+1 m+1
5 |,s)(l+2ijh(2{ 5

En particular, si X es C-s-semi-greedy, es M ;C(1 + 2Cs™%)-suppression quasi-greedy.

gm,t) < My L., (2

,s) t_ls_z). (1.17)

Demostracion. Elijamos 0 < € < 1y sea (X, ),y Una sucesién dada por una aplicacién del
Corolario(l.1.16|a X y (X My, e).

Fijemos f € X con soporte finito, y A € G (f, m,t). Podemos asumir que f # P4 (f) (si no,
no hay nada que probar). Luego,

X, ()] > 0.

a ;= max
ngA
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Elijamos ny > sop (f), y sean

m+ 1
2
F:=[x,:1<n<ngl;

b

my =

E1 = {l’lz(m#]’)_l 1< ] < ml};
E2 = {nZ(SF.E+j) 1< ] < ml};
h:=f+ats(1 —€)(1g, —1g,).

Notemos que sz, > ng (de otro modo, x,,. € Fy ||XSF < (M s+ e)| =0,
una contradiccion). Por ende, los conjuntos E;, E, y A son disjuntos dos a dos. Como A €
G (f,m, ), tenemos que

XSF,e - XSIF,&

HISnSno:

X () Zat}‘ >IAl+1=m+122m,.
Luego,
Dc{l,...,no}, VD € G(h,2my,s).
Se sigue que existe g; € F tal que
Ih = gill <L, 2my, 8) 0o, (h) < L, 2my, 5) (111
Por lo tanto, por el Corolario[I.1.16]

ats(1 - €) |1z, = 1g || <l —gill + If —gill < 2 + ©) lIh = gill
s(2+e)Lih(2m1,s)||f||. (1.18)

Ahora definamos

©=f-Pa(f)-s'U+ea(lg —1g).

Dado que

X, (f - Pa(f)| <a, YneN,

tenemos que G (g,,2my, s) = {E; U E,}. Por ende, existe g3 € X con sop(g3) C E; U E; tal
que

g2 — g3ll <L., @my, s) oo, (82)
<L!, @my, )+ L, @my, 5) s (1 + €)a|lg, — 1. (1.19)
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Nuevamente por el Corolario[I.1.16] combinando (I.18)) y (I.19) obtenemos

If = Pa (Ol < (M, + €)llg2 - sl
< (My, + €)LL, @my, 5) (1 + L, Qmy, ) r's 2 (1 + 2+ o) (1 -7 II£Il.

Como € es arbitrario, se sigue que
If = Pa (Ol < M LL, @my, ) (1+ 2L, @my, ) 7's72) [I£1]. (1.20)

Ahora bien, si sop (f) no es finito, dado 6 > 0 por el Lema existe f; con soporte finito
tal que

Ppy(fi) = Pa(f); If = All <6,

y para el cual vale (1.20]) reemplazando f por fi, asi que tomando limite se completa la prueba

de (1.17)).

Finalmente, si X es C-s-semi-greedy, entonces tomando supremo en (1.20) tenemos que

supg (m, 1) <M;, sup L., (n, s)[l +2 sup L, (n,5) s2]
meN neN neN

n es par n es par

<M C(1+2Cs™),
y por lo tanto X es quasi-greedy con constante como en el enunciado. O

Seguidamente, vamos a probar que las bases de Markushevich semi-greedy son almost
greedy, con una prueba directa, es decir sin usar que son quasi-greedy ni propiedades como
democracia o superdemocracia. También obtendremos un resultado més general que relacio-
na los algoritmos greedy y greedy de Chebyshev para bases de Markushevich en general; a
tal fin, definimos el parametro de Lebesgue disjunto.

Definicion 1.2.9. /2] Definicion 6.7] Sea X una base de X, 0 <t <1ymeN.

= El parametro de Lebesgue, L (m,t) = L (m, t) [X, X] se define como

L(m,1) = ggg{nf—PA(f)n <Cllf—gl: HeXVACG(Lm.D), }

Vg e [X]: |sop (g)| <m

» El pardmetro de Lebesgue disjunto, L, (m, t) = L, (m, t) [X, X] se define como

VieX, VAeG(f,m,1),

3
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El parametro de Lebesgue para t = 1 ha sido estudiado, por ejemplo, en [15], [16]], [24].
La variante disjunta es una extension natural que nos permitird mejorar algunos de nuestros
resultados. También vamos a usar el siguiente resultado auxiliar.

Lema 1.2.10. Sea X una base de X'y C > 0. Son equivalentes:
1) X es C-almost greedy.

) Paratodo f e X, meN,yA e G(f,m,1), setiene que

If = Pa(DII<C inf |If =P (/-
Be(N\A)™

m) Paratodo f e X, meN, Ae G(f,m, 1)y Be (N\ A)™ se tiene que
If = Pa (DI CIIf = P (NIl
) Paratodo f e X, meN, A€ G(f,m,1)y B e N=" se tiene que

If = Pa(OI<CIIf = Ps (NIl

Demostracion. Es claro que [1) implica mientras que la implicacion reciproca se obtie-
ne tomando infimo; el mismo argumento muestra que [i)| es equivalente a También es
inmediato que [1)] implica asi que solo hace falta ver que [ur)| implica Dados f € X,
AeG(f,m,1)y BeN"_fijemos € > 0. Como X* es débil estrella nula (cf. [I, Lema 2.4]),
existe D > B U A tal que

|BU D| = m; Vn e D.

. €
» 02 e

(notemos que D = () si y solo si |B| = m). Sea By := B U D. Puesto que A \ B, €
G(f = Pans, (f),JA\ Bi|, 1) y |B; \ Al = |A'\ By|, tenemos que

If = Pa (DIl =|f = Pacs, (F) = Pag, (f = Pans, (N))||
<C||f = Pans, (f) = Papa (f = Pans, (N)|| = ||f = P, (P

<|f =P (OI+ 1P (DI < [1f = P (PNl + Z X, ()] %]
neD
<|Ilf =Ps(Dll + e
Como € es arbitrario, hemos obtenido O

Ahora podemos dar la prueba directa mencionada anteriormente.

Teorema 1.2.11. Sea X una base de Markushevich de X y M = M, (X,X). Para todo
0<s<1,0<t<1ymeN, tenemos las siguientes cotas:
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(1) Lg(m,1) < ML!, 2m, 5)(1+2(M + DL, (m, 5)r"'572).
() Sim es par, ademds tenemos

L, (m. 1) < ML, 2m, s) (1 + 4L, (m, 5)t™'s7%).

() Sim es impar, m > 1, entonces

Ly (m.1) < MLL, 2m, ) (1 + (4L, (m = 1,5) + 2L, (2, 9) r's7?).

ch

En particular, si X es C-s-semi-greedy, es K-almost greedy con
K <min{MC(1+2C(M+1)57?), max{MC(1+6Cs?), 1+ + ")}

Demostracion. Notemos que por el Lema|[I.2.7] por los mismos argumentos que en la prueba
de la Proposicion [1.2.8| se sigue que para probar los resultados, podemos suponer que todos
los vectores involucrados tienen soporte finito.

Abhora elijamos 0 < € < 1, y sea (X,,),, una sucesiéon dada por el Corolario para
(X, M, €). Para probar [(1), elegimos f € X con soporte finito y A € G (f,m,t). Como antes,
podemos asumir que P, (f) # f, asi que |sop ( f)| > m. Fijemos g € X de manera que

|sop (g)| <m y sop(g)NA =0,

definimos a := min,,cy4

X ( f)|, y elegimos ny > sop (f) U sop (g). Ahora definimos

F:=[x,:1<n<ny;
Eri={nog apum 1< j < mj, V1€ (0,1}
hi=f—-Ps(f)+a(l+e)s 't (g +1g).

Tenemos que

x; (h)] =

X, (f=Ps(f)|<t'a, ¥n¢ E UE,. (1.21)
Por lo tanto,
G (h,2m,s) ={EyU E\}.
Se sigue que existe i, € X con sop (h;) C Ey U E; tal que
Ik = hill < L., (2m, s) 0o (h) .
Luego,

If = Pa(OIl < (M + € llh = hll < (M + ) L, @m, 5)lh + P4 (f) - gll

ch
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<M+eLL,Cm o) (If —gl+al+e st |1 + 1) (1.22)
Sean
gri=f-g—-a(l-e)slg, Yie{0,1}.
Como sop (g) N A = 0, tenemos que

|{1£n§n0:

X, (f-g)|2d|>1A1=m

Se sigue que para cada / € {0, 1}, cada elemento de G (g;, m, s) esta contenido en {1,...,ng},
asi que existe f; € F tal que

lig: = fill <L, (m, ) o (g1) .

Esto implica que para cada [ € {0, 1},

a(l-es|lgl| <llg—fll+If —g—fill <A+ M+e)llg - fill
<(1+M+eLL, (m,s)o, (g1)
<A +M+eLL, (ms)|f -ell. (1.23)

De (1.22) y (I.23)) obtenemos

If = Pa (DIl
<(M+eLl, (2m,s) (1 +2(1+M+eL, (ms)(1+e)(1-e)! s_zt_l) If - gll.

Como € es arbitrario, esto completa la prueba de

Para probar se usa el mismo argumento anterior, con las siguientes modificaciones: Sea
c = (sn = (—1)"+l)neN, y reemplacemos 1z, por 1., en las definiciones de # y de g;, para
1 €{0,1}.

Como |E|| = m es par, 1, g, es una suma que cumple con las condiciones del Corolario[I.1.16
y entonces en lugar de (I.23)) obtenemos

a(l —e)s

Log| <llgr = fill +1If =g = fil < (L + 1 + ©)llgs ~ fil
<@+ e L, (m, )0, (g) < 2+ )L, (m,5)|1f - gll Y1 €{0,1},
y la prueba se completa como en el caso anterior.
Finalmente, supongamos que m es impar y mayor que 1. La prueba es como la dada para m

par, con las siguientes modificaciones: Para [ € {0, 1}, sea

E, = {n2s1p,€+j+l(m—l) 1< _] <m-— 1} s
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ysea E; := {nst,E+2m—1, nzmdz,n}. Definimos

h:=f—Py(f)+a(l +e) st (Mep, + Lop, + 1op,);
g =f-g-all-esl,g, VI€{0,1,2},

con & como antes, es decir &, = (—=1)""!. Dado que |Eg| = |Ey| = m— 1, paral € {0, 1}
obtenemos
a(l - s|leg| <llg = Al +1If =g = fill < A+ 1+ llg ~ fil

<Q+eL,m-1,90,1)<Q+eLL,m-1,9If -zl

ch
mientras que |E;| = 2, asi que

Ll <llg. = All+1f-g- Al <A +1+0)llg - fi
<2+eLL2 50 (g) <2+eLL, 2 9If -4l

a(l —e)s

y la prueba se completa como en el caso par.
Finalmente, supongamos que X es C-s-semi-greedy. Combinando obtenemos que

L,(m, 1) < MC ml’n{l +2C(M+1)s31+ 6cs-2}
para todo m > 2, mientras que
L,(1,1) < Mc(1 +2C (M + 1)s-2).

Por ende, para completar la demostracion solo hace falta probar que si existe k € N tal
que A ={k} € G(f,1,1)y j # k, entonces

If = Pa(OIl < (1+ 28 + )| =% (Dx)]).
Esto se sigue de que A es un conjunto greedy de £ y la desigualdad triangular:
If = PaHI <|If = x5 (O] + 1PA (DIl + [[x; () x|
=7 =x; D+ |[Pa (=) + B 0
<1+ ) |IF =% Ol +[xi (£ - % (x))| ¢

<(L+"+)|fF = x5 (H x|

O

Observacién 1.2.12. Notemos que en la Proposicion[1.2.8]y en el Teorema[I.2.11] que X sea
una base de Markushevich solo se usa para garantizar que tenga la PSFD, es decir que esta
condicion es suficiente para demostrar que una base semi-greedy es almost greedy. Por otra
parte, las bases quasi-greedy - y en particular las bases almost greedy - siempre son de Mar-
kushevich, asi que ser base de Markushevich o tener la PSFD son condiciones equivalentes
para bases semi-greedy.
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Corolario 1.2.13. Toda base semi-greedy en un espacio de Schur es almost greedy.
Demostracion. Esto se sigue de combinar el Lemal|l.1.12|y la Observacién|l.2.12 O

El Teoremal[I.2.TT|muestra que las bases de Markushevich semi-greedy son almost greedy,
pero en la cota superior que obtenemos para la constante almost greedy, hay un factor My
(cuadrdtico, o lineal pero involucrando £, {’ y " para acotar las proyecciones en conjuntos
de cardinal 1). De manera similar, la Proposicion da una cota superior para la constante
suppression quasi-greedy que contiene un factor lineal M. Esto contrasta con las pruebas
de que las bases almost greedy son semi-greedy, las que solo involucran las constantes quasi-
greedy y democrdtica o superdemocratica, que a su vez pueden acotarse en términos de la
constante almost greedy ([18, Teorema 3.2], [19, Teorema 3.3]). En este contexto, podemos
preguntarnos si esta asimetria es una consecuencia de nuestra prueba, o es esencial. En otras
palabras, nos preguntamos si es posible obtener cotas superiores para la constante almost
greedy de las bases de Markushevich semi-greedy que no involucren el factor My, (o algin
factor M 2 M) en las cotas superiores obtenidas. La misma construccién del Ejemplo|[T.1.13]
permite demostrar que no es posible hacerlo.

Ejemplo 1.2.14. [I1, Ejemplo 4.4] Fijemos a > 1, y sean X y X el espacio y la base
del Ejemplo (I.1.13| respectivamente, y sean K,, Ky, y K, las constantes almost greedy,
suppression quasi-greedy y t-semi-greedy para 0 < t < 1 respectivamente. Entonces

(a+ 1)Mf§
K, > qu 2 T
8(a+2)

Demostracion. Como X es equivalente a la base candnica de ¢;, es incondicional y de-
mocriética. Luego, es greedy, y por lo tanto, almost greedy y semi-greedy. Por (I.9), tenemos
que

y Ky <47

||X2+X3—X3”:a’+1: a+1 (4(a+2))2(a+1)Mfs-
X2 + X3| 2 8(a+2) 8(a+12)

Para 0 < ¢t < 1, estimemos ahora la constante 7-semi-greedy. Fijemos f € X, m € N,y
B e G[X,X](f,m,t), y tomemos g € X con sop (g) C B de modo que

\f =gl <Ilf = hl| VheX :sop(h)CB.

K

sq —

Dado € > 0, sea A C N5, con |A| = m y escalares (a,),c, tales que

f=D ax,

neA

<o X, X](f) + e

Si A = B, elejimos b, = a, para cadan € A. Si no, sea w una bijecciéon de B\ A a A \ B. Para
cada n € B, definimos

boe a, sine€A;
(- ay,,  sin g A.
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Para estimar lanormade f— )’ b,X, en términos de lanormade f— | a,X,, consideramos
neB neA
las coordenadas con respecto a la base candnica de ¢;. Para la primera coordenada tenemos

que

¢ [f—anxn) =€} ()= D @€l (%)= D arn(=1)"""€] (x,)

neB neBNA neB\A
=e] ()= D €] (%)= > arua(=1)""(=1)"
neBNA neB\A
=ej ()= D, @€ ()= ) aa(=1)
neBNA neA\B
=e, (f - Zanxn].
neA

Ahora veamos las coordenadas para cada/ > 1. Paral € N\ A U B, se tiene que

e;(f_ anxn) = e}k(f) = e;(f_ Zanxn]-
neB neA
Sil € AN B, entonces
ez‘(f—anxn] =e(N-bi=¢(H-a= ez‘(f—Zanxn).
nenN neA

Por otra parte, si / € B\ A, estimemos las coordenadas [ y (/) simultdineamente. Dado que

n(l) ¢ B se deduce que |e; (f)| = X (f)| >t X:(l) (f)| =t e;(l) (f)|. Luego,
¢ (f - bnxn) +len) [f - bx) =&} () = bi| + [e; ()]
neB neB

e (f) = (=" ap| + |es, ()]
<21 e} ()] + [ax|

<2mx (27" |e] (f)
<2mix (267" |e] (f)
=4 max (|t e} (f)

an(l)”
2 ax| - 207" e (f)”
e (0l (.24

2

, |an(1)| =1
De manera similar,

€ (f - Z anxn]

neA

. e} ()] + les () = s

€ (f - Z a,,xn)

neA




1.2. DE SEMI-GREEDY A ALMOST GREEDY 27

> méx {|e}“ (N |an(z)| - |e;<1> (f)”
> max {[e] (1) [axo| = 17" |ef (1]}
2imix (1™ e ()] Jaxo| = e} (1]} (125)

Comparando (I.24)) y (I.25) obtenemos
e}k (f - Z bnxn)

neB
< 4171 (

*
€ [f - Z anxn)
Combinando las estimaciones anteriores concluimos que

+

€1 (f - Z bnxn)

neB

[ [f - Z anan

neA

+

|

neA

Hf - Z buX,|| <417 || f - Z anX| -
neB neA
Por lo tanto,
If =gl <47 |1f = aux|| < 4o, () + 4,
neA
y la prueba se completa tomando limite para e — O. O

El Ejemplo |1.2.14| muestra que la implicaciéon semi-greedy = almost greedy para ba-
ses de Markushevich depende de una manera esencial de la propiedad de separacion finito-
dimensional de las mismas. Esto sugiere la pregunta de si existen bases semi-greedy que no
sean de Markushevich, en contraste con las bases almost greedy que siempre lo son. El si-
guiente ejemplo muestra que tales bases semi-greedy existen, incluso en muchos espacios
clasicos. Para el mismo, recordemos que una base X de X es C-subsimétrica (C > 0) si para
toda sucesion estrictamente creciente de enteros positivos (7 ).ey, todo par de sucesiones de
escalares (&,),en0 C Sk Y (@) C K, y todo A € N=, se tiene que

Z a Xk Z Er i X, Z a Xk

keA keA keA

c! <

<C

Notemos que si X es 1-subsimétrica, entonces para todo par de sucesiones estrictamente
crecientes de enteros positivos (1)en Y (Ji)ien> todo par de sucesiones de escalares (&,,),aq C
Sk y(@),ar CK, ytodo A € N, tenemos la igualdad

Z Er i X, Z ai Xk

keA keA
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Observacion 1.2.15. Las bases subsimétricas son incondicionales y democraticas, y por lo
tanto greedy.

Ahora veremos que las bases subsimétricas no equivalentes a la base canodnica de ¢; pue-
den usarse para construir bases semi-greedy que no son almost greedy. La construccién es
una modificacién de la dada en [11, Ejemplo 4.5].

Ejemplo 1.2.16. Sea Y un espacio de Banach. Si Y tiene una base subsimétrica Y y no es
isomorfo a €y, entonces Y tiene una base semi-greedy X que no es de Markushevich.

Demostracion. Renormando podemos suponer que Y es normalizada y 1-subsimétrica.
Definimos

X, =y, +y;1 paratodon > 2;
X, :=y, paratodon > 2.

Afirmamos que X = (X,),s» no es base de Markushevich, pero es semi-greedy. Mds atin, para
todo0<t<1,feY,meNyAecgG(f,mi),existe g € [x,:n e A]tal que

If =gl < (1+ 126 ) o (). (1.26)

Probemos primero que [X] = Y, para lo que basta ver que y; € [X]. A tal fin, fijemos € > 0.
Como Y es incondicional y no equivalente a la base candnica de ¢, existen B € N33y
escalares positivos (b,),cp tales que

Z bnyn

neB

<e = ean.

neB

Tenemos que

yi— Z byx, <e.

neB

Z bnyn

neB

Por lo tanto, y; € [X), asi que X es una base de Y. Puesto que X, (y;) = 0 para todo n > 2,
esto también prueba que X no es una base de Markushevich.

Para probar (1.26)), damos un argumento similar al de la prueba del Ejemplo Dados
0<t<1, feY,meN,yunconjunto B € G[X,Y](f,m,t), elegimos g € [x, : n € B] de
manera que

If =gl <llf = hll Vhe[x,:neB].
Fijamos € > 0, y elegimos A € N(z”é) y (an),ea C K tales que

‘f—zanxn

neA

SouX,YT(f) + €.
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Sea g4 1= X,ea anXn. S1 A = B, entonces ||[f — g|| < |If —gall < oulX,Y](f) +€. Si A # B,
sea
7: B\A — A\ B

la biyeccion que preserva el orden natural heredado de N. Para cada n € B, definimos

b oo a, sin €A,
" \axw sineB\A.

Sea gp := 2.,cp buX,. Vamos a estimar la norma de f — gz en términos de la norma de f — g4.
A tal fin, primero notemos que si/ € (N5, \ (AU B)) ol € A N B, entonces

Y, (f—g8) =Yy, (f —84).

Esta igualdad también vale para / = 1, puesto que

Vi =g =¥i(D= D, a= D an=¥i(N= D, a= ) a

neBNA neB\A neBNA neA\B
=y, (f — 8a)-
Paracadal € B\ A, como B € G[X,Y](f, m,t) tenemos que |y; (f)| = |x; (f)l > 1%, (f)| =

t

Yray (f )|. Por lo tanto, tomando conjuntamente las coordenadas [ y m(/) tenemos que

Yo (f = g3)|} = max {|Y7 (f) = by, |Y:<r(z) (f)”
< max {|y; () = axo| 17 |y (D]

méx {|y; (f - g)]

< 7y} ()] + ||
< 3méx {t™ |y} ()] Jaxo| = " |y} ()]}
De manera similar,
méx {|y; (f = ga)|. Vi) (f = ga)l} =max {|y; (N)] [ip (F) = a0}
>tmax (™ |y (). |axo| - ' Jy; (P}
Combinando ambas desigualdades, obtenemos
max {|y; (f — 85)|. [V (f — g0} <3¢ mix{|y; (f = g0)|. [¥ip f o)} (1:27)

Ahora consideramos los conjuntos

BN:VEB\A:
B, :=(B\ A)\ By;

I

y; (f - gA)| 2 |y7i(1) (f —84)
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A :=n(By);
Ay :=(A\B)\ A =n(By).

Usando la acotacion (1.27), la 1-subsimetria de Y y la desigualdad triangular, y teniendo en
cuenta que & preserva el orden de N, deducimos que

|Poa [Y.Y1(f = gw)|| <||Ps, [V, Y1(f - gp)|| + || P, [Y. YT(f = g)|
<317 ||Po, [V, Y1 (f = gn)|| + 307" ||Pay [V, Y1 (f — g4
<617 |If — gall <617 (o (f) + €).

De manera similar,

[Pave [V, YT (f - g)|| <||Pay [V, YT (f = g)|| + ||Pae [V, Y1 (F - g5)||
<367 ||Py, [V, YT(f = g)|| + 307 ||Pa, [V, YT (f = g4
<6t |If —gall <6t (0 (f) +€).

Por otra parte,

||P(N\(AUB))U(AmB) [V, Y] (f - 83)” = ”P(N\(AUB))U(AnB) (Y. Y](f - gA)” <|If — gall
<o, (f)+e.

De las desigualdades anteriores se deduce que

If = gll <IIf = gsll < (1+ 1267 ) (0 (f) + €).

La demostracién se completa tomando limite para € — 0. O

Observacion 1.2.17. Las hipdtesis del Ejemplo son equivalentes a que Y tenga una
base subsimétrica Y no equivalente a la base candnica de €.

Corolario 1.2.18. Todo espacio de Schur con una base subsimétrica es isomorfo a €.
Demostracion. Esto se deduce combinando el Corolario|1.2.13|y el Ejemplo O

Observacion 1.2.19. En [25] Corolario 1], se demostré con técnicas diferentes que todo
espacio de Schur con una base simétrica es isomorfo a {,. El Corolario extiende el
resultado a bases subsimétricas.

En el Ejemplo se construye una base semi-greedy que no es almost greedy a partir
de una base subsimétrica. La construccion sugiere una manera de revertir el proceso. Segui-
damente, usamos estas ideas para obtener una base de Markushevich almost greedy partiendo
de una base t-semi-greedy que no es de Markushevich. Antes probamos un lema auxiliar.
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Lema 1.2.20. [/]} Lema 4.8] Sea X una base de X tal que {"[X] < oo, y sean f € Xy
m € N. Si o, (f) = 0, entonces [sop ()| <my f = Poopip) (f).

Demostracion. Supongamos que 0, (f) = 0, y tomemos una sucesion (fi)ey C [X, : 1 € N]
tal que para todo k € N,

1
|sop (fi)| < m y If = fill < £

Sea B := sop(f). Si |B] > m, tomemos A C B con A € NV Para cada k € N, existe
ng € A\ sop (fy). Pasando a una subsucesion de (fi);oy Y reenumerando, podemos suponer
que n; = n; para todo k € N. Luego,

*

X
X, (f = o) s% Vk € N,

0<

X, (f) =

una contradiccion. Concluimos que |B| < m. Ahora definimos para cada k € N, g, := Pg (fi).
Por la desigualdad triangular y la eleccion de f;, tenemos que

1 . 1
IF-g<z+ > [Goxl=z+ >
ne(sop(fi)\B) ne(sop(fi)\B)

1 1 "1 X
<z +me” (X1 = fill < w

X, (fe = ) X

Como g € [x, : n € B] paratodo k € Ny B es finito, se sigue que f € [X, : n € B], y entonces

f="Pp(f). o

Observacion 1.2.21. El Lema|1.2.20|no requiere que la base X o su base dual sean seminor-
malizadas.

Cerramos este capitulo mostrando que se puede obtener una base almost greedy a partir
de una base 7-semi-greedy que no es de Marskushevich. En la demostracién, vamos a usar
una estimacion de la constante almost greedy del Teorema con My, = 1 en lugar de
las estimaciones de las constantes que pueden obtenerse de [[11]].

Teorema 1.2.22. [/]| Proposicion 4.9] Sea X una base t-semi-greedy de X. Si X no es una
base de Markushevich, existen 'y, € Sx ey, € Sx- tales que si'y, = X, =y (X,) Yo para todo
n €N, entonces Y := (yu) e, €5 una base almost greedy de X, con base dual Y* = (y;)
donde 'y, = X, para todo n € N. Ademds, se tiene que

neNy

w

{Xnbwew € [¥o] U {Xnbpeiv s (1.28)
y para todo [ € X,

X (f) =0¥n e N & f € [yo]. (1.29)
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Demostracion. Puesto que X no es una base de Markushev1ch por Observacién[I.2.12] X no
tiene la PSFD. Por los Lemas - - {X,},,en €5 débil compacto y no contiene al cero.
Por lo tanto, existe g € X \ {0} y una subred (x,,),.o tales que

w

Xn, — 80- (1.30)
Por el teorema de Hahn-Banach, existe g, € X* - (go) = 1. Definimos
ahora
80 . 8o
Yo i= — e Y, =
llgoll 0

Notemos que X} (yo) = 0 para todo n € N por (I.30). Afirmamos que vale (1.29). Para
probarlo, supongamos que no vale, y tomemos g € Sx \ [yo] tal que X} (g) = O para todo
n € N. Por el Teorema de Hahn-Banach, existe g* € X* tal que g"(yp) = 0y g"(g) = 1.
Elijamos 0 # f € [Xx, : n € N] de manera que

1
T 2K [X XL+ XD+ gD

If = sl <

y sea A := sop (f). Como g* (go) = 0, por (1.30) existe 6, € O tal que

Y0 € ©,0 > 6.

”l9

(1 +|Al)

Elijamos B C {ng : 6 > 6y} con |B| = |A| > 1 Puesto que B € G[X,X] (g, |B|, t), por hipdtesis
existen escalares (a,),cp tales que

ben

neB

1
T2+ XD A +lgtlD

<ngt [X X] J|B| (g) < ngt [X X] ”g f”

Notemos también que para cada n € B,

X, [g - Z bnxn)

neB

1

A
_ b,X,
Tl ||| ( -2 X)

neB ]

B !
[ Z'g(”)l) ||( 2(1+|A|))>2||g*||’

|b,| = < 5/ [X]

Z b,x,|| <

y por lo tanto,

Z b,x,

neB

1
llg"l

(5

neB

(g (g) -
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una contradiccién. Queda probado (1.29), y entonces también (T228) porque si f € {Xu}ey \
{Xp},cr, €ntonces X, (f) = 0 para todo n € N.
Definimos ahora el operador lineal 7 : X — X como

T (f)=f =¥ (Yo

para todo f € X (notemos que T (f) = f — g; (f) &o)-

Es claro que T es un proyector, |T|| <2,y X = [yo] & T (X).

Sea Y como en el enunciado, y definamos z,, :=y, = T (x,) paratodon € N,y Z = (Z,),,en-

Como x; (yo) = 0 para todo n € N, se tiene que Z es una base de Z := T (X) con base dual
Z" tal que z, = x;|, para todo n € N. Mds adn, de (1.29) se deduce que Z es una base de
Markushevich de Z. Seguidamente, veremos que Z es t-semi-greedy.

Fijemos g € Z y m € N. Para aproximar g por medio de un vector con soporte en un conjunto
de G (g, m, 1), por el Lema podemos asumir que o, [Z,Z](g) # 0 (de lo contrario,
aproximamos g por g). Dado € > 0, sean A € N™ y escalares (a,),c4 tales que

e Sam

neA

<(+eonlZ.Z]1(g).

Seahy := g+2,ca any; (X,) Yo. Por hipétesis, existen B € G [X, X] (hy, m, 1) y escalares (b,),cp
tales que

h - Z b, X,

neB

<K [X,X] 0 [X, X] (h1) .

Se deduce que

8- Z bz,

neB

= < Il

hy — Z b,X,

neBb

T (hl -> bnxn)

neB

2K, [X, K] 0 [X, K] () < 2K, [X, X |[g = > a2,

neA

<2(1+€) K, [X,X] 0 [Z,Z] (8) -
Dado que
z,(g) =x,(g) =X, (h) Vn €N,

se tiene que B € G[Z,Z] (g, m, ). Esto prueba que Z es una base t-semi-greedy de Z con
constante K, [Z,Z] < 2(1 + €) K,, [X, X]. Se sigue de (1.30) que

w
Zy, = Xpy — 83 (Xne)go — 0,
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en donde la convergencia es en la topologia débil de Z.

Por el Lemal|l.1.5| se sigue que Z tiene la FDSP, con M, (Z,X) = 1. Por el Teorema|l1.2.11}
se deduce que Z es una base almost greedy de Z con constante almost greedy

K.1Z,Z] <K, [Z,Z](1 + 4K, [Z,Z]17)
<21+ K [X.X](1+8(1+6) K, [X.X]17),

y tomando limite para € — 0, concluimos que

K,[Z.Z] 2K, [X. X] (1 + 8K, [X. X] 7).

Como Z es una base de Markushevich de Z, se sigue por construccion que Y es una base
de Markushevich de X. Para ver que Y es almost greedy, usamos el Lema Fijemos
feXmeN Aec@G[V.X](f,m1),yBe Ny\A)™. Sea g := T (f). Primero consi-
deremos el casoen que 0 ¢ By 0 ¢ A. Como y, (f) = z,(g) para todo n € N, entonces
A € G|Z,Z](g,m, 1)y las proyecciones sobre A y sobre B de g y de f son las mismas con
respecto a Z y a Y. En otras palabras,

P Y, X[ (f) =Pa[Y,X](g) = PA[Z.ZI(f) = P41 Z.Z](8);
P Y. X[ (f) =Pp[Y,X](g) = Pg[Z.ZI(f) = PslZ.Z](g).

Luego,

|l = Pa Y. X1 (H)|| =||f - Pa[Y.X1(0)|| < lig = Pa[Z. Z1 (Il + ||y5 (F) ¥o|
<K,[Z.Z1llg - Pp[Z.Z1 (Il + ||yg (f = Ps [Y. X] () yo|
<K,1Z.Z]||g - Ps[Y. X1 (N + ||f - Ps [¥Y.X] (/)
<(K.[Z,Z1+ D ||f = Ps[Y.X](f)|| + Ko [Z.Z1 ||y () o|
=(K.[Z,Z1+ D ||f = Ps[Y. X] (f)|| + K [Z, Z1 ||y (f = P& [Y. X1 () yo
<QK,[Z.Z1+ D||f - Ps[Y.X] ()|

Si0 € A, entonces 0 ¢ B. Seanng € B, By := B\ {no} y Ap := A \ {0}. Puesto que

z,(8) =y, (f) VneN,

se tiene que Ay € G[Z,Z](g,m—1,1). Dado que ny ¢ A, considerando nuevamente las
proyecciones con respecto a Z y a Y obtenemos

I = PALY.X](P)|| =g = Pa [Z.2) (9)|| < K. [Z.21|g - PB, [Z.Z) (3)||
=K. [Z.Z1||g - Ps, [Y.X] (f)
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<K, [Z,Z||f - Py, [Y.X](P)|| + Ko [Z.Z1 ||y; (F) yo|
=K, [Z.Z1||f - Py, [Y. X] (P)|| + K. [Z. 21 ||y (f = P [Y.X] () yo|
<2K,[Z,Z1||f - Pp (Y. X] ()| + K [Z. Z1 ||y, (F) Yo

< 2K,J1Z.Z||f - Pe[Y. K] ()| + Ka L Z, Z1 ||y (F) ¥y
AeG[Y X](fm,1)

=2K,[Z.Z]|f - P5[Y.X] (f)|| + K. [Z.Z]
<K.[Z. 212+ [YD||f - Ps V. X1 (/)|
<K,[Z.Z13 + L [XD||f - Ps[Y.X] ().

Yool [¥5 (F = P3 [V, X] ()|

Finalmente, supongamos que 0 € B, 0 ¢ A. Sea By := B\ {0}, y elijamos n; € A . Como
Ae@GlZ,Z)(g,m,1),ydado que

Yol < v, (] =

Y, (F-Ps[Y.XDN| v g-PslZ.ZI(=f-PsY.X](f),

se tiene que

I = PALY.X](P)|| =IIf = PalZ.Z) (N < lIg = Pa[Z.Z1 (@Il + ||y5 (F) yo|
<K,[Z.Z1||g - P5, [Z.Z1 Q)| + |y, (f = Ps[Y.X] (1))
<K Z,Z1+ L [YD|f - Ps (Y. X1 ()|
= (K, [Z.Z]1+ ' (XD ||f - Ps [Y.X] ()|

Combinando las estimaciones anteriores y usando el Lema [1.2.10, concluimos que Y es
almost greedy, con

K, Y. X] <méx{K, [Z,Z] + {' [X], K, [Z,Z]1 B + ¢ [X]), 2K, [Z,Z] + 1}.
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Capitulo 2

Tipos de incondicionalidad parcial y el
algoritmo greedy.

En el estudio de la geometria de espacios de Banach, las bases de Schauder y sucesiones
basicas han jugado un papel importante. En este contexto, dada una sucesion en un espacio de
Banach, se han estudiado condiciones bajo las cuales se pueden extraer subsucesiones bésicas
incondicionales o con propiedades al menos similares a la incondicionalidad. Un resultado
de Bessaga y Petczyrisky [17] establece que en espacios de Banach con base incondicional,
toda sucesion normalizada débil nula admite una subsucesion incondicional. Este resultado
deja de ser valido en espacios de Banach generales, como mostraron mas tarde Maurey y
Rosenthal [28]]. Eso llevo a la bisqueda de subsucesiones con propiedades similares aunque
mas débiles que ser incondicional. En tal sentido, en su tesis [23]], Elton introdujo las bases
de Schauder nearly unconditional y probd que toda sucesion seminormalizada débil nula en
un espacio de Banach contiene una subsucesion basica con la propiedad mencionada, que se
define de la siguiente manera:

Definicion 2.0.1. Sea X una base de un espacio p-Banach X. Decimos que X es nearly
unconditional si para cada 0 < t < 1 existe C, > 0 tal que

IP4 (O <C: ISl (2.1)

siempre que se cumplan las siguientes condiciones:

feQ:={geX: gl <1f;
AcA(f.r):={neN:|x ()21 (2.2)

Bajo estas hipotesis, para cada 0 < t < 1 denotaremos ¢ (t) = ¢ [ X, X] (¢) al minimo niimero
positivo para el cual vale (2.1).

37
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Observacion 2.0.2. El nombre de bases nearly unconditional puede motivarse por la simi-
litud entre esta definicidn y la siguiente equivalencia, de uso muy frecuente en la literatura:
una base X es incondicional si y solo si existe una constante C > 0 tal que

1P4 (DI <CIIfIl Vf € X,VA € N7

Observacion 2.0.3. La definicion clasica de bases nearly unconditional es para bases de
Schauder y espacios de Banach, pero la extendemos naturalmente a bases en general y espa-
cios p-Banach; también haremos esta extension en las Definiciones y

El resultado de Elton fue extendido parcialmente en [[18], en donde se demostré que si se
agregan condiciones no muy restrictivas sobre la sucesion, es posible obtener una subsucesion
quasi-greedy - una propiedad estrictamente mds fuerte; ver [18, Proposicién 4.5, Ejemplo
4.8, Teorema 5.4]. Este es un resultado importante y que puede aplicarse en la mayoria de
los espacios que se estudian; sin embargo, el resultado de Elton no fue mejorado en el caso
general - es decir, para toda sucesion débil nula seminormalizada en un espacio de Banach -
hasta que en 2009, Dilworth et al probaron que dados d, D € R, es posible obtener obtener
una subsucesion bésica que es (D, d)-bounded-oscillation unconditional con constante C <
8d ([22, Teorema 2.1]), una propiedad que definimos seguidamente:

Definicion 2.0.4. Sea X una base de un espacio p-Banach X, y C, D,d > 1. Decimos que X
es (D, d)-bounded-oscillation unconditional con constante C (o C-(D,d)-BOU) si para todo
feXytodo A € N=%, se tiene que

IP4 (DI <CIIf

siempre que se cumplan las siguientes condiciones:

= La oscilacion de f en A, dada por

4 ol . '

ne AN :
o (£ Ay = ) M i o] STANSOP() #0
0 si A Nsop (f) = 0.

es menor que o igual a D.

» FExisten n € Ny una particion {Aj}1<j<n de Aconn <min(A) yA; < Aj, para cada

1 < j<n-1tales que o(f,Aj) <dparacadal < j<n.

En este capitulo, estudiamos las conexiones entre las formas de incondicionalidad par-
cial recién mencionadas y el algoritmo greedy. Demostramos que tanto las bases nearly un-
conditional como las bounded-oscillation unconditional tienen caracterizaciones simples en
términos de propiedades estudiadas en relacion con el algoritmo greedy. Ademads, mostramos
que ambas formas de incondicionalidad parcial no son equivalentes; mds precisamente, la
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propiedad de ser bounded-oscillation unconditional es estrictamente mas fuerte que la de ser
nearly unconditional.

La primera seccion estd dedicada al estudio de las bases nearly unconditional, mientras que
la segunda se enfoca en las bases bounded-oscillation unconditional y en la no equivalencia
entre ellas.

2.1. Bases nearly unconditional y el algoritmo greedy.

El estudio de las conexiones entre las bases nearly unconditional y el algoritmo greedy
comenz6 en [18]], en donde los autores descubrieron que si se pide A = A (f, ?) en la Defini-
cién[2.0.1] se obtiene una propiedad equivalente.

Definicion 2.1.1. Sea X una base de un espacio p-Banach X. Decimos que X es thresholding
bounded si para cada 0 < t < 1 existe C; > 0 tal que

1P (OII <C, Il (2.3)

siempre que f € Qy A = A (f,1).
Bajo estas hipotesis, para cada 0 < t < 1 denotaremos 0 (t) = 0 [X, X] (t) al minimo niimero
positivo C; para el cual vale (2.3).

Es inmediato que una base nearly unconditional es thresholding bounded, con 6 < ¢.
Como mencionamos, la implicacion reciproca también vale.

Proposicion 2.1.2. [[I8, Proposicion 4.1] Sea X una base de Schauder thresholding bounded
de un espacio de Banach X. Entonces X es nearly unconditional, con ¢ (t) < 40 (1) 716 (v).

Este resultado es en cierto sentido una sorpresa, porque la incondicionalidad es una pro-
piedad estrictamente mas fuerte que ser quasi-greedy (ver por ejemplo [5], [27], o [30]), y
las bases nearly unconditional parecen relacionarse con las bases incondicionales (via las
equivalencias de la Observacion y (3)) de la misma manera que las bases thresholding
bounded se relacionan con las bases quasi-greedy. Siguiendo esta linea de trabajo, en [4] se
introdujo una definicién similar, que resulta de relajar una propiedad estrictamente mas débil
que ser quasi-greedy, y que definimos a continuacion.

Definicion 2.1.3. Sea X una base de un espacio p-Banach X. Decimos que X es truncation
quasi-greedy (TQG) si existe C > 0 tal que

min |x;, ()| [Lepal| <CUfIl VF € X, Vm e N.VA € G (fom. 1). (2.4)
Bajo estas hipdtesis, decimos que X es C-TQG. La constante truncation quasi-greedy K,,, =
K4 [X, X] es minima constante C > 0 para la que vale (2.4).
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Aunque su nombre es reciente (ver [4]], [S]]), la propiedad de ser truncation quasi-greedy
se identific en los primeros afios de la teoria sobre el algoritmo greedy (ver por ejemplo [19,
Lema 2.2]). Se conoce que las bases quasi-greedy son truncation quasi-greedy ([6, Teorema
4.13] o [19, Lema 2.2]), y hay ejemplos que muestran que la implicacidn es estricta (ver por
ejemplo [19, Ejemplo 4.8]). Esto sugiere investigar si la propiedad que resulta de relajar la
Definicién[2.1.3]siguiendo las lineas generales de las Definiciones[2.0.1]y 2.1.T]es equivalente
a ser nearly unconditional, lo que lleva a considerar la siguiente definicion:

Definicion 2.1.4. Sea X una base de un espacio p-Banach X. Decimos que X es nearly
truncation quasi-greedy si para cada 0 < t < 1 existe C, > 0 tal que

X, (f)]

Lipago| <C Al Vfe@QVO<t<1. (2.5)

min
neA(f.0)

Bajo estas hipotesis, para cada 0 < t < 1 denotaremos A(t) = A[X, X] (¢) al minimo niimero
positivo C, para el cual vale (2.5)).

Veremos que esta propiedad es equivalente ser nearly unconditional. Antes de probarlo,
veamos una caracterizacion de la funcion A: Dada una base nearly truncation quasi-greedy,
definimos p : (0, 1] — R de la siguiente manera: (ver [2])

Lipaca| < CIAI VS € Q}.

PO :=mins

Es inmediato que p < A. Notemos que - al igual que ¢ y 6 ([18, Proposicion 4.1]) - p es no
creciente, pues dados 0 <a <b <1y f € Q, se tiene que

b

b[Lapaca| =_a

L(49)a(410)

b
<Zo@| s <o @i
a b

Usando este resultado, podemos ver que p = A: en efecto, dados 0 <t < 1y f € Q, tomamos

b = min,eqs,y |X;, (f)|, y obtenemos
min [ (A [[Lenavoll =b [Lenacall = 2 [Tanacnll < o @A < p @11

lo que implica, por la Definicién que A (1) < p (7). De ahora en adelante, para simplificar
nuestras demostraciones usaremos la definicion de p como definicion de A.

Observacion 2.1.5. (cf. [4, Lema 3.2]) La definicion original de A en [4] estd dada para 0 <
t < 1, pero si A existe para tales ¢, se puede definir en 1 y resulta finita. En efecto, si definimos
Ay p solo en el intervalo (0, 1), la prueba de la equivalencia entre ambas definiciones sigue
siendo vélida, asi que en particular A es no creciente. Por otra parte, si fijamos 0 < ¢ < 1,
dado f € Q, existe 0 < e < dtal que A(f,1) = A(f, 1 — €), y entonces

<A -ellfll<Aad =9I,

| Lecracen|| = [Leracsi-o

lo que prueba que A (1) es finita y es no mayor que A (17) (luego veremos que A es continua).
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Seguidamente, veremos que una base es nearly truncation quasi-greedy si y solo si es
nearly unconditional. A tal fin, vamos a usar un resultado auxiliar de [6]]. Para esto, introdu-
cimos la siguiente definicion.

Definicion 2.1.6. Una base X es suppression unconditional for constant coefficients (SUCC)
si existe C > 0 tal que para todo A C B € N y todo € € S &, se tiene que

| <c

Loa 1.5 (2.6)

Observacion 2.1.7. Las bases nearly truncation quasi-greedy son SUCC. En efecto, si fija-

mos 0 < € < 1, paratodo A C B € N*® y todo ¢ € S £ se tiene que

A(loa + (1 - €)1 p4,1) = A,
y entonces

[teall <2

Loa+ (1= Lopal.

Se sigue tomando limite para € — 0 que X es A (1)-SUCC. Esto también vale para las bases
thresholding bounded, por [18], Proposicién 4.2] o por el argumento recién dado.

Lema 2.1.8. /6| Corolario 2.3 y Lemas 3.2, 3.6] Sea X una base de un espacio p-Banach X,
0 < p < 1. 8iXes C-SUCC, existen constantes positivas ¢, > 1, s > 1 dependiendo solo de
C y p tales que

<

2o

neA

Z b,x,

neA

para todo A € N~y escalares (a,)nea, (by)nea tales que
la,| <1 <|b,| <5
para todo n € A.

Ahora podemos probar la equivalencia mencionada.

Teorema 2.1.9. /2, Proposicion 3.3][4, Teorema 3.4][18, Proposicion 4.5] Sea X una base
de un espacio p-Banach X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) X es nearly unconditional.
) X es thresholding bounded.

m) X es nearly truncation quasi-greedy.
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Mds aiin, tenemos
AN 50O <o) < A. (2.7)
1 +log (%)

Demostracion. Es inmediato por las definiciones que )| implica i)l como asi también que
0 < ¢. Ahora sean c;, s > 0 las constantes del Lema Para probar que )| implica i)
fijemos f € Qy 0 <t <1.Sit> 57!, entonces

t|Lenacn| <c1||Paco (P < ci0 @111

Sit < s7!, elegimos n € N de manera que s~ ! <t < s y definimos

A ::A(f,s‘l);
Api = ALDNA(S ™)
At =A(f s NA(fs ) VI <k<n-lsinz2.

Puesto que 6 es no creciente,

1Pa, (D] <6(s™) A1 < 0@ 1111

1Pan O =|Pacs () = Pagrsn (P
<0 () IfII” + 6 (s™) IFI” < 267 O Il ;

1P DI =[Pagrsty (D = Pagrny |
<07 (s ) IAP + 07 (s) AP <207 DI V1 <k<n—1sik>2.

Por lo tanto,

n+l n+1
P P _ p k p
[ Lepacral|” <t Z L] Sclztp || Pa, (P
k=1 k=1
n+l oo
k—n—1 p -pl
<s7cf Y PPy (N < 26fs70r 0 D s
k=1 =0
cls? s
= or (¢t = o° (¢ .
e vl > 1 O

Tomando raiz p-ésima y considerando que esto vale paratodo f € Qytodo0 <t < 1,y
dado que de las definiciones se obtiene A (1) = 6(1), concluimos que X es nearly truncation
quasi-greedy, con
1
2ic;s?
A0 <— g vo<r<1.
(s — 1)7
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Para ver que i) implica|p} fijamos f € Q 0 <t < 1yA c A(f,1). Sit > s~', entonces como
ACA (f, s71), se tiene que

I1PA (Ol <cyss™

L = st (s 1Al < eisa @ 1. 2.8)

Sit < s7!, elegimos n € Ny definimos {A;};<t<,+1 cOmMo en la prueba de que implica
Paracadal <k <n+ 1, sea By := AN A,. Puesto que

B, CA(f,S_l),
Bn+l CA(f,t)\A(f,S_n), y
By CA(f. s NA(fs™) VI<k<n-1sin>2,

tenemos que

[Pz, ()| <crsA@IIfIl por @-B):
||P3k+1 (f)” =5 ||skPBk+l (f)|| <cist la(f),A(f,s-k-l)H
<cisA(s*) Al S csA@ Al VI <k <n—1sik>2;
1Ps,... (O] <c15™ |Leinacol| < crst|[Lepaca|| < crsa @A

Luego, por p-convexidad,

1
n+l1

1P+ (I S[Z 1P, (f)ll”) < cisA (@) (n+ D7 £
k=1

log(%) ’

o8 (S)] DA

SC]S[I +

Como f € Q es arbitraria, concluimos que X es nearly unconditional, con

log (%)

log ()

¢(t)£cls[1+ ] A YO<r< 1.

O

El Teorema [2.1.9] muestra la equivalencia entre tres propiedades dadas en términos de
funciones de tipo “umbral” - ¢, A, 6 -, definidas en el intervalo (0, 1]. En [18}, Proposicion 4.1]
se demostré que es suficiente que 6 esté definida en un intervalo [a, 1] para algin 0 < a < 1
fijo para que esté definida en todo el intervalo (0, 1] y por lo tanto, para que la base sea
thresholding bounded.

Esto sugiere preguntarse si esto también es valido si solo pedimos que ¢, 6 o A esté definida
para t = 1. Esto es equivalente a que X tenga otra propiedad de tipo greedy introducida en
[6], que definimos seguidamente.
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Definicion 2.1.10. Sea X una base de X. Decimos que X es quasi-greedy for largest coeffi-
cients (QGLC) si existe C > 0 tal que

18,A

| <c

La+f] (2.9)

para todo A € N=*, ¢ € S% y f € Qconsop(f)NA = 0. Notamos K, = K;[X,X] a la
mimima constante C que verifica esta desigualdad.

1
Observacion 2.1.11. La constante C,; de [6, Definicién 4.6] verifica Ky < Cyy < (1 + K(I;z)p’
y por lo tanto las definiciones son equivalentes.

Observacion 2.1.12. [2 Lema 2.1] Notemos que si X es nearly unconditional, entonces es
QGLCy

0(1)=4(1)=¢() =K,
En efecto, se sigue inmediatamente de las definiciones que A(1) = 6(1) < ¢(1) = Ky.

Ademas, dados f € Qy A C A(f, 1), paracada0 < € < 1 se tiene que A (f — €Pyrina (), 1)
A. Entonces si g, := f — €Pacrina (f),

1P4 (OI” <N1Pa (f = 8N +11P4 (" < IPAI" IS = gell” + 8 (D7 llgell” —= 6 (DTN

de donde obtenemos que ¢ (1) < 6(1).

Observacion 2.1.13. Notemos también que toda base quasi-greedy for largest coefficients es
K ,-SUCC ([6, Proposicion 4.7], [31]).

Seguidamente, probaremos que las bases quasi-greedy for largest coeflicients son nearly
unconditional. En la demostracién, usamos la siguiente notacién: dado 0 < a < 1, decimos
que una base X es a-nearly unconditional si las condiciones de la Definicién[2.0.1]se cumplen
para todo a < t < 1; usamos la misma terminologia para las bases thresholding bounded, en
este caso teniendo en cuenta la Definicién 2.1.11

Teorema 2.1.14. [2| Teorema 2.6] Sea X una base de un espacio p-Banach X. Entonces X
es quasi-greedy for largest coefficients si y solo si es nearly unconditional.

Demostracion. Por la Observacion 2.1.12] solo tenemos que probar el “solo si”. A tal fin,

sean ¢, y s las constantes del Lema[2.1.8 y elijamos s' < a < 1 de manera que (1 + K;’l) dla'(1-a)

27!, Dados f € Qy A C A(f,a), tenemos que

p
IPACHIP = || > sen (%, (D) [x; (H)] %,
neA
p
<[> sen (s () (1 =[x A xal| + [ecall”
neA

<
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P
+K?
ql

p
<

D sen(x (N)(1 -

neA

X, ()]) %, D sen (X, (D)X + f = Pa(f)

neA

p
<K? |17+ (1 +K")

D sen(x (M) (1 -

neA

Dad-ax (H)x,

neA

X, (f)]) %

<K NI+ (1+KD) e

1
=K" |IFI7 + (1 + K5) cfa™ (1= a) IPA (HI” < KL NI + S IPACOIP

Luego,
1

1P (I <27 Ky Il

Tomando supremo sobre toda f € Qy A C A (f, a)y teniendo en cuenta que A (f,b) C A (f,a)
sia < b <1, se sigue que X es a-nearly unconditional, con

¢ (b) <p(a) < 27Ky Va<b<1.

Por lo tanto, X también es a-thresholding bounded, con 6 (b) < ¢ (b) paratodoa < b < 1.
Ahora fijemos a < by,b, < 1. Dados f € Qy A C A(f,b1b>), sea B := A(f,b;) N A. Como

by (f = Pagay () € QY A\ B € A(by" (f = Pagson) (f)) - b2), tenemos que
1PA O <l1Ps (DI +[|Pars ()]
<@ GO + 07 ||Pass (b7 (f = Pazan D))

<@ GO + big 0 ||b7" (f = Pacro )|
<@ B0 + @ B (L + @GO DI

Razonando como antes, deducimos que X es b;b,-nearly unconditional y thresholding boun-
ded, con

6 (b1b2) <6 (B1b2) < (S (b)Y + (@ (b)) (1 + (B (B))")7 . (2.10)

Tomando b, = b, = a, se sigue que X es a*-nearly unconditional y a*-thresholding bounded.
Iterando, esto en particular dice que X es a* -nearly unconditional para todo n € N, y entonces
es nearly unconditional (y thresholding bounded). O

En [18], Proposicion 4.1] se probd que si X es una base de Schauder thresholding boun-
ded de un espacio de Banach, existen constantes positivas ¢, d tales que 0 (f) < ct ¢ para todo
0 <t < 1. La demostracién dada no requiere que la base sea de Schauder; mas aun, el resul-
tado se extiende a espacios p-Banach, y vale también si reemplazamos thresholding bounded
por nearly unconditional, con algunas modificaciones menores en la prueba. A continuacién
veremos que ¢ y d solo dependen de ¢ (1) y de p.
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Lema 2.1.15. [2, Lema 2.4] Sea X una base nearly unconditional de un espacio p-Banach
X. Entonces existen constantes positivas dy, d, dependiendo solo de p y ¢ (1) tales que

¢ () <d,t™>  Vte(0,1]. (2.11)

Demostracion. Notemos que la estimacion (2.10) de la prueba del Teorema[2.1.14]se aplica
a0 < by, b, < 1 cualesquiera, y entonces
¢ (b1b2) < (@ (B)” + (6 (b)) (1 + @B <257 (B (1) + ¢ (b2) (1 + 0.(b)))
<2536 (b2) ¢ (b1) = C$ (b) § (b). (2.12)

Tomando ¢t = b; = b, e iterando, obtenemos
p(") <C o) VO <t<1,VneN.

Ahora fijemos 0 < a < 1 como en el Teorema [2.1.14, Notemos que por el Lema [2.1.8| a
depende solo de p y K, pues X es en particular K,;-SUCC. Luego, también la estimacion

¢(a) < 21]7qu depende solo de py K. Dado 0 <7 < 1, elegimos n € N tal que a” <t < @™,
Sin =1, entonces ¢ (1) < ¢ (a). Sin > 1, entonces

_los(Coa) _los(Cow)

¢ () <p(d) < C ' (CPp@) =C 't *(7) <ty )

log(Co(a) _2( log(Céa) ]

ot ) <Ct

tox(a”") (2.13)
Combinando las desigualdades para los casos n = 1 y n > 1, se obtiene que
_2( log(Cé(a)) ] _2( log(Co(a) ]
¢ @) <mix{p@a),C 't =D <p@r D)) vo<r<1.
O

Dado 0 < a < 1, la estimacién de ¢ dada por Lema nos da una constante d (a) > 0
tal que ¢ (¢) < ¢ (a) t¥® para cada 0 < ¢ < 1. Sin embargo, el valor de d (a) en el exponente
de (2.13)) es no acotado cuando a tiende a 1, incluso si p = 1. Las mismas consideraciones se
aplican a la estimacion para 6 dada en [[18, Proposicion 4.1] (que también se puede obtener
de (2.12) con p = 1y 0 en lugar de ¢). Como veremos seguidamente, un estudio de la
lipschitzianidad sobre intervalos cerrados contenidos en (0, 1] de la funcién ¢ permite, en
el caso de espacios de Banach, eliminar la dependencia de a en el exponente, y reemplazar
d(a) por K;; = ¢(1). También obtendremos algunos resultados sobre las funciones ¢, 8y 4
en espacios p-Banach que a nuestro criterio podrian ser de alguin interés en si mismas. Para
estudiar las propiedades mencionadas, primero vamos a dar una nueva cota para ¢ (ab), y
cotas similares para A (ab) y 6 (ab) cuando 0 <a < b < 1.
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Lema 2.1.16. [2, Lema 2.2] Sea X una base nearly unconditional de un espacio p-Banach
X. Para todo 0 < a < b < 1, valen las siguientes afirmaciones:

¢ (ab) <((1 = b) ¢ (B)" + (@) (1 + (1 = b)B(B)")? ; (2.14)
0(ab) (1= b)O(B)Y + (O(@)” (1 +((1 = b)A(B)Y))? ; (2.15)
Aab) <A (@) (1 + (1= b8 (D))" . (2.16)

Demostracion. (2.14): Si b = 1, el resultado es inmediato. Si b < 1, dados f € Qy A C
A(f.ab), sean B := ANA(f.b)y g := b™' (f = (1 = b) Pa(s (f)). Tenemos que

I1Pa (DI < (1 =D 1P (HIIF + 1P+ (f) = (1 = b) Pg (NI
<= @GN ISP + b7 11PN .

Notemos que g € Qy A C A (g, a). Por ende,

1P4 @I < (@ @) llgll” = (& @)” b7 ||f = (1 = b) Pagzr (N
<o (@ (@) IfIIF + (A =D b7 (¢ (a))” (O (L) |IfII7 -
Combinando las estimaciones anteriores y tomando supremo para f € Q obtenemos (2.14).
(2.13): Se prueba con el mismo argumento que (2.14), con A = A (f, ab).
(2.16): Como antes, asumimos que 0 < b < 1y, dada f € Q, definimos g := b~! (f — (1 = D) Pacrpy (f)).
Dadoque g € Q, A(f,ab) = A(g,a)y (g) = £(f), se tiene que
" <b” (@) llgll” = (@) || = (1 = b) Pazr (|
<@ @) A+ (1 =b)edN) I

Tomando supremo sobre todas las f € Q, obtenemos la cota superior para A (ab) del enuncia-
do. |

(ab)”

Le(r).act.ab)

Proposicion 2.1.17. [2| Proposicion 2.8, Corolario 2.9, Teorema 2.10] Sea X una base
nearly unconditional de un espacio p-Banach X. Valen las siguientes afirmaciones:

1) Las funciones ¢, 8y A son continuas en (0, 1] y localmente p-Lipschitz en (0, 1).

) Si p =1, las funciones ¢, 0 y A son derivables en casi todo punto del intervalo (0, 1),

con
05 (s KA +00),
K,(1+6(®))
0>6(y) > -——+—— 7,
» .
quﬂ()’)

020 =-

para todo 0 <y < 1 en el que la derivada respectiva existe.
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m) Si p =1, entonces ¢, 6 y A son Lipschitz en [a, 1] para cada 0 < a < 1, con constantes
Lipschitz L, g, Loy y L, acotadas como sigue:

. Ku(+oG)
ap S——————————,

a
Ku(1+6(@)
<—;

a
qu/l (Cl)

a

a,l

La,/l <

Demostracion. |1)| Primero probamos la continuidad por la izquierda en 1: Sean ¢; y s las
constantes del Lema Dado € > 0, tomemos 0 < €] < € y 27! < § < 1 de manera que

s +e)yr <gM+e y  1+220-8ca(27)) <1+e. (2.17)

Abhora fijemos f € Qy A C A(f,6),ysea g := f— Ps(f) + 1ypa. Como g € Qy A C
A(g, 1) C A(f,27), se sigue que
IPA (OIP <IIPA @I + ||Pa (F) = Lagpa|”
<@ W lIgl” + [|Pa () = Lopyal|”
<@ PP + (@ (D) + D ||Pa (f) = Logpyal|”

D sen(x (M)(1-

neA

<@ IAP + 27 (@ (1) (1 = 6§27 Lo
<@ () (1+27 (1 =6y ¢ (A7) )IAP < @) (L +e) I

p

<@ M7 +2(@ (1))

X, (f)]) %,

Luego, tomando supremo para f y A como antes, obtenemos

@) <(+e)rg(l)<p(l)+e.

Como ¢ es no creciente, esto prueba que ¢ es continua por la izquierda en 1. La continuidad
por la izquierda de 6 se prueba con el mismo argumento, tomando A = A(f, ¢). Para probar
la continuidad por la izquierda de A, tomamos 0 < €; < e y 27! < § < 1 de manera que valga
(2.17) reemplazando ¢ por A, y definimos

g:=f = Pags) () + Lepacro)

Argumentando como en la prueba para ¢, tenemos que

(6)”

Lipagol” < Mewacn]” < Q)7 lIgl?
<@ IAP + QMY |Pactey () = Leipaca|
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<@ AP + @MY e (1 =6 L aa|]
@Y AP +22 QY < (1 =6 (a2 ™)) 171
<MY A +e) .

La prueba de la continuidad por la izquierda de A en 1 se completa como en el caso de ¢.
Para ver que ¢ es localmente p-Lipschitz en (0, 1), primero fijemos 0 < 7 < 1 y consideremos
el intervalo [tz, t]. Dados x < y en dicho intervalo, tenemos que t < b := xy~! < 1. Como ¢ y
6 son no crecientes, usando (2.14) y Lagrange deducimos que

1 1 1 1
000 =60 =@ OB ~@ O = —87 D@ ()~ ()

1-p 1-p

¢ (%) ¢ (%)
p

<

(@" (b) + 6" (D) " (M (1 = b)F = ——— (" (b) + 6" (b) " (y)) (y — )" (2.18)

pyr
67 ()

prr

IA

(¢ @0+ 0" () 9" ()| & — x) .

Luego, ¢ es p-Lipschitz en [tz, t]. El mismo argumento cambiando ¢ por 8 nos da el resultado
para 6, mientras que para A, tenemos que

1 ) 1 1
021 =10) = W )} =W = 17 QW 65 = 1)

LD O o)1 -0 = 2 B0 6 2.19)
7 (#)
< [ O (rz)] (y—x)P. (2.20)

Notemos primero que como ¢ es no creciente (o porque es localmente Lipschitz), es de-
rivable en casi todo punto del intervalo (0, 1). Sea 0 < y < 1 un punto en que existe ¢’ (y),
y tomemos 0 < > <y <t < 1.Dado#* < x <y, tenemos que t < b := xy™' < 1,y por la
estimacién (2.18) para p = 1, la continuidad por izquierda de ¢ en 1 y la Observacion [2.1.12]
se sigue que

O<¢(X)—¢(y) <¢(b)+9(b)¢(y) ¢(1)+9(1)¢(y):qu(1+¢(y))
T oy-x T y Xy y y ’

lo que da el resultado para ¢. El resultado para 6 se prueba por el mismo argumento, y el caso
de A es similar, usando la cota (2.19).

Primero notemos que como ¢ es localmente Lipschitz en (0, 1), por compacidad es Lips-
chitz en cualquier intervalo cerrado [a,b], con 0 < a < b < 1. Ahora fijemos 0 < a < 1.



50 CAPITULO 2. INCONDICIONALIDAD PARCIAL Y EL ALGORITMO GREEDY

Para ver que ¢ es Lipschitz en [a, 1] con constante como en el enunciado, primero fijemos

a <b < 1. Dadosa < x <y < b, usando ) y teniendo en cuenta que t — @ es no

creciente en (0, 1], deducimos que

Y Y
|¢(y)—¢(X)|=¢(X)—¢(y)=—f¢'(l)dtﬁfqu(

1+¢(a)
NI
a

1+¢(t))dt
t

<K,

Esto muestra que la constante Lipschitz de ¢ en [a, b] estd acotada como en el enunciado.
Como b € (a, 1) es arbitrario y ¢ es continua en (a, 1], esto completa la demostracion de la
cota para L, 4. Las cotas para L,y y L, se prueban de la misma manera. O

Corolario 2.1.18. [2| Teorema 2.10] Sea X una base de un espacio de Banach X. Las fun-
ciones A(t)t%¢, (¢ (1) + 1) t5¢ y (6 (¢) + 1) X« son no decrecientes en (0, 1]. Por lo tanto, en
particular se tiene que

qu+1
P <=1 VO<i<l, 2.21)
q
y
K
A(z)stT’;’ VOo<r<l. (2.22)

Demostracion. Por la Proposicion para casi todo 0 < a < 1 tenemos que

(log (1 + ¢ (a))) > - %.

Como log (1 + ¢ (a)) es Lipschitz en [z, 1] para todo 0 < ¢ < 1, integrando la derivada entre
dos puntos 0 < #; < 1, < 1 obtenemos

(log (1 + ¢ (12))) — (log (1 + ¢ (1)) = — Ky (log (12) — log (1)),

asi que

(@) +1) tf"’ <(@()+1) tfq’. (2.23)

Hemos probado que (¢ (f) + 1) X« es no decreciente. La prueba es similar para 6y A.
Finalmente, para obtener (2.21]) tomamos 7, = 1 en (2.23)) y aplicamos la Observacién[2.1.12}
un argumento similar demuestra (2.22). o

Cerramos esta seccion con una caracterizacion de las bases quasi-greedy for largest coef-
ficients en términos de una propiedad formalmente mas débil, lo que podria en algunos casos
hacer mas sencillo determinar si una base es QGLC, y por lo tanto nearly unconditional. Mds
precisamente, probaremos que podemos relajar la Definicién [2.1.10] pidiendo solo que (2.9)
valga paraun € € § E fijo, y eso es suficiente para que la base sea quasi-greedy for largest
coeflicients.
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Lema 2.1.19. [2| Proposicion 2.11] Sea X una base de un espacio p-Banach space X, y
supongamos que existen K >0yg € S § tales que

La|| < K154 + £]

para todo A € N*® y toda f € Q tales que sop (f) N A = 0.
Entonces, X es quasi-greedy for largest coefficients.

Demostracion. Primero notemos que la propiedad de ser C-quasi-greedy for largest coeffi-
cients para alguna constante C > 0 se mantiene si multiplicamos cada elemento de la base
por un escalar de médulo 1. Por lo tanto, en las condiciones del enunciado, reemplazando x,,
por £,X, para cada n € N podemos suponer que g, = 1 para cadan € N.

Ahora fijemos A € N*°, ¢ € S¢ y f € Q tales que sop(f) N A = 0. Definimos B :=
(neA:g, =1}, 81 :=—f—-1py g = f — 14 5. Tenemos que

[1e8] = 1181l < K 1115 + gall = K |[Loa + f]

)

Loal = [Laa] < K[tz + &1 = K[[1oa + 7]
Como

p 2
[1oa]” < 2mix {

" teasll'}

se sigue que (2.9) vale para signos reales, con C = K, := 2 K. Luego si K = R, la prueba
esta completa. Si K = C, usamos una variante del argumento de [[10, Proposicion 2.16]: Sea

ls,B

Y:={feX:x(f)eR VYneN}.

Entonces Y es un espacio p-Banach sobre R con la p-norma restringida, y X es una base de
Z := [X] c Y. Luego, por el resultado para el caso de coeficientes reales, se sigue que X es
quasi-greedy for largest coeflicients, y por lo tanto, suppression uncondicional for constant
coeflicients. Afirmamos que existen K, > 1y 0 < ¢ < 1 tales que

Loall, < Ko ||Loa + £, (2.24)

para todo A € N**, toda f € Q tal que sop (f) N A =0, y todo & € S£ tal que

max |g, — 1| < 6.
neA

Para probar la afirmacion, sea c; la constante del Lema[2.1.8|para [X, Z], y definamos

1

0:= — .
4;CIK
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Dados A, € como en la afirmacion, tenemos que
I1AlG < K7 (114 + fI5 < K7 |14 = 15

! Zlm(l — &)X,

+ K?
VA neA

1
Loa+ ff = 5 Iall + K7

|§§+K"

Loa+ ]y
p

+ K |Loa + 1]
Z

Loa+ [}

<KP Z Re(l —&,)X,

neA

<2CPKPS 14118 + K”

Luego,
LAl <2K |[1n + 7|1

Dado que

p
< 27 1allf »

ls,A

; < Z Re (g,) x,

neA

D, mE)x,

neA

p
+

vA z

la afirmacion queda demostrada, con K, = 4%c1K .

Para completar la prueba del lema, elegimos ko € N y una particion {Ey}; <<, de Sk tales que

si &1,&, € E; para algin 1 < k < ky, entonces |g; — &| < 6. Dados A € N, ¢ € S%, yfeR
con A N sop (f) = 0, definimos

Ay ={neA: g, € E}

para cada 1 < k < ko, y elegimos 1 < k; < k tal que

[Loaly < lon,ll,  VI<k<kh.
Ahora tomamos n; € Ay,. Notemos que sin € Ay,, entonces

<o

|1 — g,jllsn
Por p-convexidad y la eleccion de k;, deducimos que

1
—_ P
ls’Akl ||X - kO

1
<k K>

1
P
|, <k

IS,A 8,711 £Ax

X

1
-1 —_ P
];‘,.:;]I&Ak1 + ];‘&\;ll“,_J,’A\Ak1 + 87[1 fHX — ko K2

ls,A + f||X )

lo que completa la demostracion. O
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2.2. Bases bounded-oscillation unconditional.

En esta seccidn, estudiamos las bases bounded-oscillation unconditional y su relacion
con el algoritmo greedy. Como veremos, esta propiedad no depende (salvo la constante) de
los pardmetros D y d de la Definicién y es equivalente a ser truncation quasi-greedy.
Con respecto a dichos parametros, notemos primero que si X es C-(D, d)-BOU para algunas
constantes D, d > 1, entonces es C-(1, 1)-BOU. Notemos también que X es C-(1, 1)-BOU si
y solo si

| <c

1£,A + f”

18,A

para todo A € N*°, ¢ € §2 y f € X tales que A N sop (f) = 0. Esta caracterizacién muestra
que ser (1, 1)-BOU es la propiedad que se obtiene si quitamos la condicion f € Q de la defini-
cion de bases quasi-greedy for largest coeflicients. En particular, por el Teorema|2.1.14} esto
implica que toda base (1, 1)-BOU es nearly unconditional. Pero ademads, la caracterizacion
sugiere adaptar los argumentos de la Seccion [2.1] a estas bases, y definir una funcién similar
a la funcién ¢ (Definicion que hemos estudiado en dicha seccion.

Definicion 2.2.1. Sea X una base de un espacio p-Banach X. Definimos @ : (0, 1] — [1, oo]
como

1
O(1):= inf {HPA (DI < MISIl Vf € K, VA €N 0(f,4) < ;}.

Notemos que:

= En esta definicion, se obtiene la misma M si para cada f € X, solo consideramos los
conjuntos A € N<* que intersequen a sop (f). Usaremos esta equivalencia de ahora en
mas.

= O es no creciente.
= ®(1) <ocosiysolosi Xes(l,1)-BOU.
= Si X es nearly unconditional, entonces ¢ < .

Observacion 2.2.2. Definimos la funcion tomando valores en [1, co] por conveniencia, pero
vamos a estudiar solo bases para las que es finita.

El siguiente lema muestra que @ tiene una propiedad ttil que permite acotar su valor en un
producto por una (p-)suma de su valor en los factores. En particular, esto implica que si @ es
finita para algin O < 7y < 1, entonces lo es para todo 0 < ¢ < 1y, en tal caso, estd acotada por
una funcién logaritmica.
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Lema 2.2.3. /3| Lemas 2.1, 2.2] Sea X una base de un espacio p-Banach X, y n € N. Dados
(tj)1<j<n C (0, 1), tenemos que

) {ﬂ t,-) < (2.25)

J=1

Luego, si existe O < ty < 1 para el cual @ (ty) es finita, entonces es finita para todo 0 < t < 1,
Y se tiene que

@ (1) < 27D (1)

VO<t<ty<l.

o)

Demostracion. Para probar (2.23), podemos asumir que @ (t j) es finita para todo 1 < j < n.
Seat:=[])_ t;,y fijemos f € Xy A € N** con ANsop (f) # () de manera que o (f,A) < 1.
Para estimar ||P4 (f)||, podemos suponer A C sop (f) (si no, cambiamos A por su interseccion
con el soporte de f). Sean b := mingey |X}: (f)| yt:=1.Paracadal < j <n, sea

Y ;:{keA:b [ t;ls|x;;(f)|<b]—[r;1},

O<i<j-1 0<i<j

13 2

con “<” reemplazado por “<” en el caso j = n. Entonces {A j}1< _es una particién de A tal
<j<n

que o(f, Aj) < tjfl para cada 1 < j < n. Por lo tanto,

1P O =[[Pag DI < D 1P, DI < D) @ (8) 1717,

I<j<n I<j<n
de donde obtenemos (2.25)). En particular, para cada 0 < 7 < 1,
O (") <nr @ (1). (2.26)

Dado que ® es no creciente, esto implica que si @ (¢) es finita por algin 0 < ¢t < 1, lo es para
todo0<r<1.

Ahora supongamos que @ es finita para algtn (y entonces para todo) 0 < ¢t < 1, y fijemos ¢
en dicho intervalo. Dado 0 < a < ¢, elegimos n € N de manera que ! < a < . Como ® es

no creciente y
1 1 1
nlog (—) = log (—) <log (—) ,
t I a
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usando (2.26) deducimos que

n+1

® (a) <@ () < ( ) @ (1) < 270 (1)

lo que completa la demostracion. O

El siguiente resultado se demuestra con una variante del argumento del Teorema [2.1.14]
En la demostraciéon vamos a usar el siguiente resultado.

Lema 2.2.4. |6, Corolario 2.3] Sean B € N=% y (f]) una sucesion finita de vectores en un

JjEB
espacio p-Banach X. Dados escalares (a j) 5 C [0, 1], existe A C B tal que

JjE

Z aifjl| <Ap Z Jill»
jeB JEA
donde
1
A, =—.
@ - 1y

Proposicion 2.2.5. [3| Teorema 1.5] Sea X una base de un espacio p-Banach X. Si ® (1) <
oo, entonces para todo 0 < t < 1, se tiene que ® (t) < co. Ademds, para todo 0 <t < 1,

I305) sil—m<t<l;
O(r) < 1 1
@ 2 (infl_q)(lummd %) logr (%) en cualquier otro caso.
P log? %
donde
A,0(1
&) = p@ (1) . (_@(I)A)<t<1.
(1- = nyprar (1) Ap)’ P

Demostracion. Fijemos 0 < t < 1 de manera que (1 -1)®(1)A, < 1, y elijamos f € Xy
A € N** tales que 0 < o (f,A) < t!. Reescalando, podemos asumir que ||P,4 (Allg, = 1. Sea
B c A tal que

[Lennl| <[ Lo

para todo D C A. Por el Lema y la eleccién de B,

1P (NIl <A,

L. -
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Puesto que

Lo < @7 (1)

laps+f—Ps (f)”p
P

<O” (DA + (1 -0 D (1)

> =" sen (x, (M) (1 - x; (H])

neB

<@” (D) IfIIP + (1 = 1) @7 (1) A |15,

P
’

se tiene que

[ L8] < o) N7
(1= -nror)Ap)

Combinando las estimaciones anteriores, obtenemos

A O(1
P4 (Pl < 20 A

(1= -nror)Ap)’

Como f es arbitraria, esto prueba que @ (1) < £ (¢). Por el Lema[2.2.3] obtenemos que @ (a) <
oo para todo 0 < a < 1. Finalmente, el Lema también da la cota superior en el caso
restante. O

Corolario 2.2.6. Sea X una base (1, 1)-BOU. Para cada d, D > 1, existe C > 0 tal que X es
C-(D,d)-BOU.

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.5, © (D‘l) < oo, y es inmediato por las definiciones
que X es ®(D1)-(D, d)-BOU. O

Seguidamente, probamos la equivalencia entre bases truncation quasi-greedy y bases
bounded-oscillation unconditional.

Teorema 2.2.7. [13, Teorema 1.5](cf. [16, Teoremas 4.8, 4.13(i)] Sea X una base de un espacio
p-Banach X. Valen las siguientes afirmaciones:

(1) Si X es truncation quasi-greedy, entonces es bounded-oscillation unconditional, con

@ (1) <K?

198*

(m) Si X es bounded-oscillation unconditional, entonces es truncation quasi-greedy, con

1

Kige <AZ® (1) inf <.
1= apom << (1 - tp)i (1 — (1 — t)PAL P (1))”
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Demostracion. La implicacion TQG = (1, 1)-BOU es conocida (ver [6, Proposicién 4.16,
Corolario 4.17]), pero por conveniencia damos una prueba corta que no depende de otros
resultados: Dados f € X, A € N* con sop(f)NA = 0y & € S4, definimos B :=
{neN:|x; ()] 2 1}. Puesto que A € G (1o + Ligp5. 141, 1) y AUB € G (Lo + £. 1Al + |BI. 1),
se deduce que

Loa|| <Kige |[Loa + Lops|| < K2 |[Loa + /] -
Fijemos feX meN,yA e G(f,m1). Podemos asumir que ||P5 (f)ll,. = 1y que
a := min,e4 |X; (f)| > (. Consideramos dos casos: si 1 — W < a < 1,elegimos B C A de
P

manera que
WPp (NI <IPs (NIl VD C A.
Por el Lema y la Proposicién tenemos que
Ligal| <A, 1P (DIl < A,@ @ 111l < Aé @ 111

. l .
Si1 ~ BA, > a, elegimos 1 —
0<j<n,sea

a

—1 n+1 n
sa, <1< 1 yn € N tales que """ < a < ¢". Para cada

A; ::{keA:tj” <

x; (O] <}
Para cada 0 < j < n, elegimos B; C A; de manera que

I1Po (O < ||Ps, (| YD C A;.
Aplicando nuevamente el Lema y la Proposicién [2.2.5] se deduce que

1 1

n n V4

1 " -
Lipall <5 [Z t'a” ||1s<f>,A,,~||p] =7 (Z PP [ |

J=0 J=0

1 - :
<t [Z 000 |p, <f>||”)
J=0

1

<-A t”k] D) Ifll < —L—£OIIfI.
t p[kzz(; l‘(l _ﬂ’)ﬁ

a

<=

—

Dado que la cota superior para el segundo caso que hemos considerado es siempre mayor
que la cota superior para el primero, tomando supremo y considerando la definicién de &
concluimos que X es truncation quasi-greedy con

1

Kige <AZ® (1) inf <.
1= gem <i<1 (1 - tﬂ)% (1 — (1 —t)PAL P (1))"
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Ahora que hemos establecido las caracterizaciones de bases nearly unconditional y bounded-
oscillation unconditional en términos de propiedades que no involucran funciones de tipo
“umbral” - Teoremas y Proposicién y Corolario -, podemos hacer
uso de las mismas para probar que estas propiedades no son equivalentes. En el contexto de
extraccion de sucesiones con alguin tipo de incondicionalidad débil, esto muestra que el resul-
tado de [22, Teorema 2.2] mejora el de Elton mds alld de la mejora en cotas superiores para
¢ en la subsucesion obtenida. Por otra parte, desde el punto de vista del drea de aproxima-
cion greedy, también es importante mostrar que ser truncation quasi-greedy es una propiedad
estrictamente mas fuerte que ser quasi-greedy for largest coefficients - o, equivalentemente,
que ser nearly truncation quasi-greedy. Mds ain, probaremos que ser truncation quasi-greedy
es una propiedad mucho mads fuerte, en el sentido que veremos seguidamente. A tal fin, con-
sideramos otra forma de incondicionalidad parcial, que fue identificada en conexién con el
algoritmo greedy desde el inicio de la teoria (ver por ejemplo, [19, Lema 2.2]), y estudiada
mas recientemente en [6]].

Definicion 2.2.8. [6| Definicion 3.3] Sean X una base de un espacio p-Banach X'y C > 1.
Decimos que X es C-lattice partially unconditional (C-LPU) si

Z a,Xx, Z b,x,

neA neA

<C

para todo A € N=%, y escalares (a,),cs » (by),ea tales que |a,| < |b,| para todo n € N. Denota-
remos K, a la minima constante C para la que vale la desigualdad de la definicion.

Observacion 2.2.9. Notemos que para el caso p = 1, por convexidad podemos solamente
considerar (a,),e4 C S% en la Definicién[2.2.8] y la constante K, obtenida no varfa.

Se sabe que las bases truncation quasi-greedy son lattice partially unconditional (esto pue-

de deducirse de las definiciones y el Lema [2.1.8} ver también [6, Proposicién 4.16]). Por otra
parte, hasta [3]] no conocemos ejemplos en la literatura de bases con la segunda propiedad pe-
ro sin la primera. Demostraremos que ser nearly unconditional no implica ser lattice partially
unconditional, mientras que estas dos propiedades juntas tampoco implican ser truncation
quasi-greedy, ni siquiera si agregamos la condicién de que la base sea (super)democratica
(una propiedad relevante en el contexto del estudio del TGA, que se usa frecuentemente para
“conectar” propiedades de tipo greedy; ver por ejemplo [6], [19] [27], entre otros).
Para hacer un estudio mas profundo de estos tipos de incondicionalidad parcial, demostra-
remos también que lattice partially unconditional no implica nearly unconditional. Antes de
enunciar los resultados, recordamos una definicién que seré util para simplificar la notacién
en algunas de nuestras demostraciones.

Definicion 2.2.10. [6l], [19] Sea X una base de un espacio p-Banach X. La funcién funda-
mental superior ¢, = ¢, [X,X] : N — R, estd dada por

0u [X,X](m) = sup |14
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Observacion 2.2.11. Notemos que una base X es C-superdemocrética si y solo si

@u [X, X] (m) <C

Lu| VA eN™, ve e s2.

Ahora podemos enunciar los resultados principales de lo que resta del capitulo.

Teorema 2.2.12. /3, Teorema 3.1] Existe un espacio de Banach X con una base de Schauder
mondtona normalizada X que es nearly unconditional y lattice partially unconditional, pero
que no es truncation quasi-greedy. Mds atin, para cada 1 < p < oo, podemos construir la
base de modo que sea superdemocrdtica con ¢, [X,X] (n) = no.

Teorema 2.2.13. /3| Teorema 4.4] Existe un espacio de Banach X con una base de Schauder
monotona normalizada X que es nearly unconditional pero no es lattice partially uncondi-
tional. Ademads, dado 1 < p < oo podemos construir la base de manera que sea superde-

1
mocrdtica con ¢, [X,X] (n) = nr.

Teorema 2.2.14. /3, Teorema 4.5] Existe un espacio de Banach X con una base de Schauder
mondtona normalizada X que es lattice partially unconditional pero no es nearly uncondi-
tional. Ademds, dado 1 < p < oo, podemos construir la base de manera que sea superde-

1
mocrdtica con ¢, [X,X] (n) = nr.

Para demostrar los tres resultados anteriores, nuestra estrategia es la siguiente: teniendo en
cuenta que las definiciones de las propiedades que estamos estudiando se extienden de manera
natural a espacios de dimension finita, y que toda base algebraica de uno de dichos espacios
tiene todas las propiedes mencionadas, vamos a construir primero sucesiones de espacios de
Banach de dimensién finita con bases cuyas constantes para las propiedades que queremos
preservar se mantienen uniformemente acotadas, mientras que las constantes asociadas a la
propiedad que buscamos no tener, se incrementan arbitrariamente. Luego, vamos a sumar
estos espacios en el sentido ¢,, para algun 1 < g < oo, y asi obtendremos una base con las
propiedades buscadas.

Comencemos con un lema que nos permitird concatenar bases y espacios de una manera
conveniente.

Lema 2.2.15. Sean 1 < g < oy, para cada m € N, sea dim) € N, y sea X,, un espacio
de Banach d(m)-dimensional con una norma |||lx, y una base X, = (Xum), <n<d(my- FPara
1 < g < oo, definimos X como el espacio

X :fq @nenXin) ,

esto es para x = (X,;)en COR X, € X, para cada m,

Il o= [ (sl

meN ‘[q ’
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siempre que la suma sea finita. Supongamos que las normas de las bases y sus respectivas
bases duales are uniformemente acotadas, es decir existe K > 0 tal que

| b

para todom € Ny todo 1 <n < d(m).
Sea X la base de X que resulta de concatenar las bases X,. Mds precisamente, para cada

m € N, sea J,, : X, = X la inclusion candnica. Entonces X = (J,, (Xnm)) _meld . Valen las
<n<d(m)

*

Xn,m

”Sméx{

*
. |} <K

Xu,m||

1
T < mm{ Xpm

siguientes afirmaciones:

1) Sea P una de las siguientes propiedades: Schauder, QGLC, TQG, LPU. Entonces X
tiene la propiedad P si y solo si las constantes asociadas con P de las bases (X,,) e
estdan uniformemente acotadas.

) X es superdemocrdtica si'y solo si existe C > 0 tal que para cada m € Ny cada A un
conjunto de indices de la base X,

CH[1on 1K Xl SIA < €

Loa [Xo X (2.27)

En tal caso, tenemos que (2.27) vale también para 1.4 [X,X] (con A un conjunto de
indices de X) en lugar de 1, 4 [ X, X,,].

Demostracion. Para P=Schauder, este es un resultado estdndar. Para las otras propiedades,
como X, es isométrico a un subespacio de X y la base de X, es isométricamente equivalente
a la del subespacio respectivo, la implicacion “solo si”’ es inmediata. Para la implicacion en
el otro sentido, asumimos P=QGLC, ya que las otras pruebas usan un argumento similar, con
ajustes menores. Sea C; una cota superior para las constantes QGLC de todas las bases X,,,.

Fijemos un conjunto finito de indices de X (es decir A C {(n, m)} m€§2 ),ee S zy fe€eXcon

sop(f)NA=0ylfll,, <1. Paracadam € N, sea A, := {(n, m) 1 < n < d (m)}. Tenemos
que

L tX X[ = [Meann, (X Xnllf},

meN

SC;I Z ||1£,A0Am [ X, K] + PAM’” (f)”?Xm

meN

=C1 [|1oa [X. X1 + £][3, -

Como en la prueba de 1), solo hace falta probar el “si”: Elegimos A, &, C; y A,, como en la
prueba defr)}, y entonces

ClIAI=) ClA, NAI< )

q q
Leana, (X Kl = [l

meN meN
q
=D Meann, 1 Zalll, < €1 ) 1Bl = ClBL
mel meN
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El siguiente lema auxiliar afirma la existencia de bases con propiedades convenientes, que
utilizaremos luego en nuestra construccion.

Lema 2.2.16. Sea 1 < p < oco. Existe un espacio de Banach Y, con una base Y, que tiene
las siguientes propiedades:

» Y, es una base de Schauder normalizada 1-incondicional.

L. .
» Y, es superdemocrdtica con ¢, [y ,Yp] (n) = nr. Si 1 < p < oo, tenemos ademds

|10.4]| = Al» para todo A € Ny todo ¢ € S4.
» Y, estd dominada por la base candnica de €,,.

» FEXxiste una sucesion decreciente de niimeros reales positivos (c,),en tal que

Cl’l
”(Cn)neNllfp = (_1) = 09;
nr /nenlle,
k
My :=1+ sup chyj < o0,
keN |[5Z
Jj=1 Y

Demostracion. Sil < p < oo, sea Y, la completacion de cqo con la norma

L
l@n)uenll := sup JAT7 > Ja

AeN<® neA

Se sigue inmediatamente de la definicién que la base candnica Y, = (y,),oy de Y es norma-
lizada y 1-incondicional. Ahora bien, para cada B € N*® y ¢ € § 2, se tiene que

1os|| = sup |AI'7 |AN Bl =Bl 7.
AeN<®

A#D

Para ver que Y, estd dominada por la base canénica de £, tomemos @ # A € N<* y escalares
(an)eq- Como

1
P
_1
Al E la,| < (g Ianl"] ;
Holder
neA

neA

tomando supremo se obtiene el resultado.
Finalmente, paracadam e Ny @ # A € N=%,
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asi que uno puede tomar ¢, = - para todo n € N. Alternativamente, se puede usar la base

canonica del espacio de Lorentznéiébil {p .~ (que es un espacio de Banach via un isomorfismo),
y la misma sucesion (c,),en-

Si p = 1, sea Y la base candnica del espacio de Tsirelson original, y (¢,),ay € €1 una sucesion
tal que ),y €,y converge. Por la incondicionalidad de X, podemos suponer que ¢, € Ry
para todo n € N. También podemos suponer que ¢, # 0 para todon € N (si ¢, = 0, lo
cambiamos por niz por ejemplo), y que ¢, # ¢, si n # m (por ejemplo, sumando a cada c,
algun escalar positivo menor o igual que ,%2 de manera que esta condicién se cumpla). Usando
nuevamente la incondicionalidad de Y/, podemos reordenar la sucesion y la base de manera

de obtener una sucesion decreciente. O

Ahora comenzaremos a construir los espacios de dimension finita que luego concatena-
remos para demostrar los Teoremas [2.2.12] [2.2.13] [2.2.14] (en todas estas construcciones, el
objectivo es solamente demostrar que las bases tienen o no tienen las propiedades buscadas,
segln el caso; no hemos intentado optimizar las constantes obtenidas).

Lema 2.2.17. Sea 1 < p < co. Existe una constante C,, > 0 tal que para todo M € N,
existen un conjunto finito 0 C Ey C N y un espacio de dimension finita X, con una base de
Schauder mondtona normalizada Xy = (Xyn) e, que tiene las siguientes propiedades:

1) La constante truncation quasi-greedy K,,, de Xy es mayor que M.
m) Xy es Cp-QGLC.
m) Xy es C,-LPU.

wv) Para cada D C Ey y cada € € S,

-1
CP

1
<|D|r <
Lo <c,

Leolly, -

L.p |X

Demostracion. Por el Lema existe un espacio de Banach Y con una base normalizada
Y =Y, que tiene las siguientes propiedades:

= Y es l-incondicional. Por lo tanto, en particular Y es 1-QGLC, 1-TQG y 1-LPU.

= Existe K; > 1 tal que

K [1eol||, <Dl < K,

(2.28)

L.p |Y

para cada D € N** y cadae € S2. Si 1 < p < o, podemos tomar K, = 1.

. . . 1
= Existe una sucesion decreciente (c,),cy C (0, 47;] tal que
1 = o0,
n? /nen

”(cn)neN”[p = )
A
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k
My :=1+sup chyj < 00, (2.29)
keN =1 v
Definimos C,, := 12pK;, y elegimos m; € N4 de manera que
my
e > (10M2M)" (2.30)
n=1
Sean M, := 56;1} y A :={1,...,my}. Elegimos intervalos de nimeros naturales (/,),.,<,, and
(B1)1<n<m, de modo que se cumpla lo siguiente:
A<Il,<B, <1, <B, Yi<n<m-1;
2Mac, < Y 5 < 3Mye, Vin € A; 2.31)
ke, k7
|Bn| 1 |B,1|+1
D <M, < Y —VneA (2.32)
=1 k7’ =1 k7

Sean I := J,en In, B:=Upen Bny Ey :=AUBU I

Paracadan € A, sea C, := {n}UI,UB,, y sea A el conjunto de sucesiones finitas A = (3,),cf,,

que tienen las siguientes propiedades:
1) Paracadan € Ey, |6, < 1.

2) Paracadane€ A,

My, 5, + Z Sicy + Z 5, = 0.

kel, keB,

3) Paracadak €, |6;] < k‘ﬁ.

4) Paracadane€ AycadaD C B,

|D|

Slil<y =

-
eD =1 kv

Le damos a E), el orden < definido como sigue:
» Sin,n €A, n <mykel, UB,,entonces n; <k < ny.

= Sing,ny € 1U B, entonces ny < n, sty solo siny < ny.
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|
11k, = max {I1fll. 1P (Dlly 1P (PDll AL

en donde computamos la norma ||g|l; mediante la identificacién g < 3}, g:.y» para cada
g € Kbu,

Sea Xy = (XM,,,)neEM la base canénica de X,; := (KEM, ||-||XM), ordenada por <. Por construc-
cién, X, es una base monotona (con respecto al orden <) y normalizada de X, con base
dual normalizada.

Vamos a hallar ahora una cota superior para la constante quasi-greedy for largest coeffi-
cients de Xy, K. A tal fin, fijamos D C Ey, € € S2y f € Q (= Q[Xy,Xy]) tales que
sop (f) N D = 0, y definimos

Ahora definimos para cada sucesion finita f = (f;),cz,, € K™ la seminorma

2. 0if

n<j<l

<=

p
IFIl. :=supsupsup| > |6;f;+ D Gefi+ Y 0k +

AeA neA [eC, 1<j<n kel; keB;

y la norma:

D, :=DnNA; D, =DnNlI, D;=:DnNBA.
Puesto que Y es 1-QGLC y vale (2.28)), tenemos que

KD < oo |l = [[Pa ool <[P Qo + A, <

ParacadaA e A,ne Ayl e C,, tenemos que

ls,D + f”XM .

1

p P\7»
D107y (Len) + D Xy (Lap) + ) 0xyyx (Lep))| + ]

I<j<n kel; keB;

D 8%, (en)

n=<j=<I

1

?
p 1
60Xy (Lop)|"| < IDil7.

= Z |5]X7\4,] (1£’D1)|P+

1<j<n

Tomando supremo y combinando las estimaciones anteriores se infiere que

1
K{'IDy|» <

18’D1||XM < Kl la,D + f”XM .

De manera similar, primero tenemos que

K1_1|D2|§ < 15,1)2”Y = ||PI (ls,D)”Y < ||P1 (1ep + f)”Y <

18,D + f”XM .

Para estimar L, fijemos A, n, [ como antes. Usando [3)|deducimos que

18,D2

p

D107y (Lep) + D Xy (Qepy) + )~ 0Xayx (Lep,)| +

1<j<n kel keB;

D 6%, (en,)

n<j<I

1
P]p
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1 1
P\» P

<

11;nD| 1 p
Z(Z k—I,] < pIDyl7.

jeA \ k=1 K?

fslz

JEA \kel;nD

Combinando las cotas obtenidas se deduce que

1
K{'IDy|? <

18,D2||Xm < PKl ||1£,D + f”XM . (233)

Si Dy # 0, sea A; := {n€A:DnNB,#0}. Para cada n € Aj, escribimos D N B, =
1

{kin <...<kpnp,na}; paracada 1 < j < |D N B,|, definimos &y, := j_Fs,;_In, y luego de-

finimos )

Para todo otro k € E);, definimos d; := 0. Entonces por construccion A = (6 j)
dado que M,c, > 5 > 2 para cada n € A, tenemos que

€ Ay,

JEEM

Lo+ f ||XM
Y
> 2160 Men + ) + )00 (Lep + f) + D 6% (Lo + f) ]
neA kel, keBy

|DNB,)| | P %
=1 > X L+ H+ Y. — )
neAs = kv
|DNB,| 1 PNDp 1 |DNB,)| 1 le) 1 1
2| D Flal+ ), — ) ZE[Z[Z —)] > 2IDsl7, (2.34)
neAs = kv neds \ k=1 k¢

en donde usamos para la dltima desigualdad que

)
1
ZTZEszl,VleN. (2.35)

1
P]P

Por otra parte, para cada A" = (6;)n€EM € A,cadan € Aycadal € C,, se tiene que

2

1<j<n

p
5%y (Lepy) + > 0Xayx (Lepy) + - 6iXiyx (Lepy)| +

kEIj kEBj

< [Z {Bj il)p]; < pIDJ7.

Jea =1 k7

D i, (Lepy)

n=j=<l

==

6/

(22

J
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Por ende,

Loo||, <plDsl7. (2.36)

(notemos que el mismo argumento muestra que también vale si reemplazamos D5 por
cualquier otro subconjunto de B).

Combinando (2.34) y (2.36) con nuestras estimaciones para
la desigualdad triangular, concluimos que

18’D1 ||XM ’ IS’DZ ||XM’ 18’D3 ||XM y

Lopll, <@p+(p+DK)|lp+ 1], -

y tomando supremo obtenemos la estimacion K; < 4p + (p + ) K; < C),.
Mis atin, tomando f = 0 en los célculos anteriores y considerando (2.28)) obtenemos

<[[ten I I
||18’D||XM - lg’Dl XM + 18’D2 XM + 18’D3 XM

<(2p +2K))D|» < C,ID|7,

1 1 1 1 1
Dy|» |Dy|?» |Ds|? Dl|» D|»
18’D|XMZméX{| 7 IDol7 D3| }>| o 1D

K KT o4 |12k C,°
Por lo tanto, [iv)| queda demostrado.
Estimemos ahora la constante de la propiedad lattice partially unconditional Kj,,. Elegimos

DcEy € S]g, y (@n)nep con la,| > 1 paracadan € D. Sea f := ),p a,Xu,,- Como antes,
definimos

D, =DnNA; D, :=DnNI, D;=DnNB.

Usando las estimaciones de la prueba de i), (2.28) y que Y es 1-LPU, obtenemos

Lo+ Lo,

l&DZHY ’

J=K
4} < pKi

Lo ||, < KillPA(Dlly < Kil1fllg,, ;
L.p, ||, < PKiIIPr (Dlly < K [1fll,, -

1.p, ”XM = max {

lg,Dz

18’DZ||XM :méx{
SiD;#0,sean A3 :={n€eA:B,ND#0}y

Ck |BH| 1

Asp:={ne€A;: Z —IZZ— ; Asp = A3\ Az
k=1

T T
kel\D k¥’ o1 kY

D3’1 = U DN B,; D3’2 = D; \D3’].

I’lEAg)]
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SiAs; # 0, fijemos ny € As,, y escribamos B,, N D := {kl,no <...< k|BnomD|,no}- Para cada
1 <j<|By,ND|sea
1

S -

]p sgn (ak,no) .

Dado que ny € As, existen escalares (6 j) con |6 j| < j_ﬁ para cada j € I, \ D tales que

jelng\D

)lO le

Z 5+ Z Sy = 0

110 \D

Procedemos de esta manera para todo n € Ajz;, y para cualquier otro j € Ej, definimos
0; := 0. Entonces A = ((5 j)jeEM € A por construccion, y
P],l,

5Xiz (f) + Z 5y () + Z 6%y (f)

11k, 2 1L > [Z

neA kel, keB,
|B,ND| |ak | |B,ND|
neAs j=1 Jpl neAs; j=1 ]p
1 1 1
=|D ’ > — 18 5
sulf = L

en donde usamos (2.36) con D5 en lugar de D; para la dltima desigualdad. Para estimar
1. p,,||,» podemos suponer que Az, # (. Fijemos entonces n € As . Puesto que |c jl < (4p)"!
para todo j € N, deducimos por (2.31) y (2.32) que

DAL 24 __4[20_11«_ 3 C—'f]

kel,np kK7’ ke, kK? ker\p k7’

>4 - = 242—@)2%7’-

1 1 1 ==
ker, k7 =1 kY =1 k7

Por lo tanto,

D32l = D IDNBI< Y IDOLI<ID,.

n€A3,2 n€A3,2

Tomando raices p-ésimas y combinando la desigualdad anterior con (2.28)) y (2.36)) (en este
ultimo caso, tomando D3, en lugar de D3), deducimos que

Lop,,||, < L.p|l, < pKilIP; (NIl < pKi IIfl,, -
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Combinando todas las estimaciones y usando la desigualdad triangular, obtenemos

Looll, <K\ +2p+(p+ DKDIIflx, < Cplifll,, -

Para completar la demostracion del lema, solo resta probar i)l A tal fin, consideramos f; :=

1z + Xea Mac,Xprn + Yker CXmi ¥ fi := 1p. Se sigue de la definicion de A, (2.31) y (2.32)
que

DX ()

n=<j<I

|By]
1
<sup [MQC,, + Z — + Z C—]l(] < 5M,c; < 5M,.

neA =1 kv ker, k¥

Il foll. = sup sup sup
A€eA neA [eC,

Ademas, [[PA(fo)lly < MaMy y [IPi(fo)lly < Mo por la definicion de My, asi que || folly, <

5M,M,. Ahora paracadan € A, escribimos B, = {k;, < ... < ki, 1n}, y paracada 1 < j < |B,|,
1
sea dy,, := j 7. Definimos

v

D16 )+ D ai () + D 6 ()

y 0k := 0 para todo otro k € E. Por construccion, A = (6y);ex,, € A. Teniendo en cuenta que
Mjc, > 2 paracadan € A, la eleccion de A y (2.32), deducimos que
P\p
neA kel, keB, ]
1 1

: P\ b >
- Z lii 11]) Z(Z ] ”) > SMyMoM*.

neA \ j=1 J? neA 2

I1fill,,

Como

2
Ifillx,, <KigelMausllx, < Kigellfollx,, »

combinando las estimaciones anteriores se sigue que K, > M, lo que completa la demostra-
cion. O
Demostracion del Teorema2.2.12] Fijamos 1 < p < oo, y aplicamos el Lema 2.2.17] para

todo M € N,,. Luego concatenamos los espacios de dimension finita (Xy/)yqy., por medio

1
del Lema|2.2.15| con g = p para obtener una base superdemocratica con ¢, (n) = n», o con
q # p para obtener una base que no es democratica. O
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Seguidamente, construiremos los espacios para las demostraciones de los Teoremas[2.2.13]

y Las construcciones son similares a la del Lema[2.2.17] pero mds cortas. Comenza-
mos con la construccién que usaremos para probar el Teorema[2.2.13

Lema 2.2.18. Sea 1 < p < oo. Existe una constante positiva C, tal que, para cada M € N,
existen un conjunto O # Ey € N<*° y un espacio normado de dimension finita X,; con una
base mondtona normalizada Xy = (Xp1),cp,, que tiene las siguientes propiedades:

1. Xy es C,-quasi-greedy for largest coefficients.

. Para cada D C Ey y cada & € S2,
C;' sl <D < €, ooy,

m. Xy tiene constante lattice partially unconditional K;,, > M.

Demostracion. Por medio del Lema [2.2.16] elegimos un espacio de Banach Y con una base
normalizada Y = Y, que tiene las siguientes propiedades:

= Y es l-incondicional. Por lo tanto, en particular Y es 1-QGLC, 1-TQG y 1-LPU.

= Existe K; > 1 tal que

1
K |1eo|l, <IDIF < K |10, (2.37)
para todo D € N** y todo & € S2.
= Existe una sucesion decreciente (c,),cny C (0, fp] tal que
ey, = oo
k
My :=1+sup chyj < oo.
keN =1 -
Definimos C, := 8pK y elegimos m; € N de manera que
mi
el > 8MoM)”.
n=1
Ahora elegimos M, > 2c;l}, definimos A := {1,...,m}, y elegimos intervalos de nimeros
naturales {B,},c4 de maneraque A < B, < B,y paracadal <n<m; -1,y
|Bn| 1 |Bp|+1 1
— <My, < ) — VneA (2.38)
=1 kv’ =1 k¥’

k
Sean B := e By, Ey := AU By A el conjunto de sucesiones finitas A = (5,),¢g,, que tiene
las siguientes propiedades:
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1) Paracadan € Ey, |6, < 1.

2) Paracadan € A,

Mye, 5, + Z S = 0.

keB,

3) Paracadan € Aycada D C B,

Z|5j|s§i.

jeD k=1 k

~|—

Le damos a E); el orden <, definido de la siguiente manera:
= Siny,n, € Aorng,n, € B, entonces n; < n, siy solo sin; < ny.
= Siny € Ayn, € B,,, entonces n; < n,.
= Sin,ny €A,n <myke€ B, entonces k < n.

Ahora definimos para cada sucesion finita f = (f,),cg, € K* la seminorma

N
Zéjf,- ] ;
11k, = max {ILflle, »1P4 (Pll > 1L}

n<j=<I
en donde computamos la norma ||g|l; mediante la identificacion g < 3}k, .Y, para cada
g € KEn,
Sea Xy = (Xp1n),,cp,, 12 base candnica de Xy, := (KEM, ||-||XM), ordenada por <. Por construc-
cion, Xy, es una base de Schauder monétona (para el orden <) normalizada, con base dual
normalizada.
Ahora vamos a encontrar una cota superior para la constante K, de X, A tal fin, fijamos
0 CDcCEy eeSyfeQtalesquesop(f)ND = 0,y definimos D; := ANDy
D, := BN D. Puesto que Y es 1-QGLC y vale (2.37), se tiene que

p
lfll. :=supsup sup Z 6jfj+Zc5kfk +

AEA neA le{n}UB, 1<j<n keB;

y la norma

KD < Lol = P4 Aeo)l, < [IPa(en + D], <

ParacadaA € A,ne€ Ayl € {n} U B,, tenemos que

Lo+ fl,, - (2.39)

1
P]p

p

Doy (o) + D 6y (ep)| +

1<j<n keB;

> 6%, (Lep,)

n<j<l
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1
<) |f5j|”]p < IDiJ7.

Jje€Dy

Tomando supremo y combinando las estimaciones anteriores inferimos que

1
K{'IDy|» <

Lop, ||XM =K

Lo+ fl,, - (2.40)

SiD, # 0, sea Ay, := {neN:DNB,#0} Para cada n € A,, escribimos D N B, =
1
{kin <...kpn,a} y» para cada 1 < j < |[D N B,|, definimos &y, := j_Va,;jln. Finalmente,
sea ’
1

5, = — Z 5.
Mse, keDNB,

Se sigue de (2.38) que |6,| < 1 para cada n € A,. Mds atn, para tales n, como M,c, > 2 se
tiene que

[a—

i<y 3 led=5 >,

keDNB, = kv

Para todo otro k € Ej;, definimos ¢; := 0. Por construccién, A = (6 j) g € A, y tenemos que
JELM

1
P\p
ls,D + f”XM 2 Z 5nXZ (ls,D + f) + Z 6kxl>: (ls,D + f) )
neA keB,
|DNB,| 1 1’%
= ZénXZ(ls,D+f)+Z 1 ]
neA, = k7
|DNB,| 1 P%
2 lal+ Y — )
neds =1 kv’
|DNB,| P ﬁ 1
1 1 |Ds|»
>— — > . 241
225 0] &5 2

Por otra parte, para cada A’ = (8)) € A, cadan € Ay cadal € {n} U B, se tiene que

R p);

1<j<n

p
+|>7 8xi; (Lo,)

n<j<l

8%y (Lep,) + ) 61Xy (L)

kGBj
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P\ |B;ND| 1 P\
’ 1
(5| 2] <58 S]] <ot
jeA \kéB,nD jea \ =1 k7
De esto y (2.41) se sigue que
1
Lo, <pIDal? < 4p||Lop + £, - (2.42)

18,D1 |

Combinando (2.42) con nuestras estimaciones para Py (1&@)”Y y la desigualdad

triangular, concluimos que

o <6+ KD 1, G+ A,

<’

ls,D

Como D C E) es arbitrario, la prueba de [1| estd completa. Notemos ademas que tomando
f =0en laprueba de] y considerando (2.3"7)), obtenemos

.||, < (p+KDIDIP < C,IDI?:

1 1 1 1

Dq|? |D,|? D|» D|»
”130” > méx | 1|”, |D; | > |D|» > | |”.
Xy K 4 8K1 Cp

1

Por lo tanto, [i1.|estd probado.

Para demostrar consideramos fy = 1z + X,ca M2ChXpn, ¥ fi = 1g,. Se sigue de la
definicién de Ay de (2.38) que
|By|
[foll. =supsup sup Z 6ij (fo)| < sup| Myc, + Z — | < 2Myc; < 2M,.
AEA neA le{n}UB, n=j<l neA =1 kv

Ademas, ||P4 (fo)lly < M,M,, asi que combinando las cotas obtenemos
follx,, < 2M2 M.

Para cada n € A, escribimos B, := {ki,,...,kp, .} ¥, para cada 1 < j < |B,|, definimos

Ok, = j_ﬁ; luego definimos

|Byl 1
6}1 = (MZCn)_l Z i
=1 J"

Por construccion, A = (6i)ieg,, € A. Teniendo en cuenta que Myc, > 2 para cadan € A, la
eleccion de A y (2.38)), se deduce que
p)

1fillz,, > [Z

neA

S =

5, () + D 6ix; (f1)

keB,
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1

My, |P)
2¢ ] > 2MyMoM.

4

LZ(Z

neA

1 B B r
NI
=rJr =L

neA =1 J =1 J?

Puesto que || fillx, < Kipu llfollx,,» combinando las cotas obtenidas concluimos que Kj,, > M,
lo que termina la demostracion. O

Demostracion del Teorema[2.2.13] El teorema se demuestra de la misma manera que el Teo-
rema|2.2.12} usando el Lema|2.2.18|en lugar del Lemma [2.2.17 O

Cerramos este capitulo demostrando el Teorema[2.2.14] Como en los dos casos anteriores,
primero construimos los espacios de dimension finita.

Lema 2.2.19. Sea 1 < p < co. Existe una constante positiva C, tal que, para cada M € N,
existen un conjunto O # Ey € N** y un espacio normado de dimension finita X,; con una
base mondtona de Schauder Xy = (Xp1) que tiene las siguientes propiedades:

neky

1. Xy es C,-lattice partially unconditional.

. Para cada D C Ey y cada & € S2,
C,H el DI < €, [, -

m. Xy tiene constante K, > M.

Demostracion. Por el Lema [2.2.16] podemos elegir un espacio de Banach Y con una base
normalizada Y = Y, que tiene las siguientes propiedades

= Y es l-incondicional. Por lo tanto, en particular Y es 1-QGLC, 1-TQG y 1-LPU.

= Existe K; > 1 tal que

K10l <IDI7 < K, (2.43)

Lo |Y

paratodo D € N*® y todo ¢ € S¢.

= Hay una sucesion decreciente (c;,),cn C (O, #] tal que

Cn
1
nr /npeN

My :=1+sup
keN

= 00;
4

k
Z Cjyj
J=1

< 00.

Y
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Elegimos C, := 3pK; y luego m; > (3MC,M,)"; definimos A := {1,...,m;}, y elegimos
intervalos de nimeros naturales {/,},.4, de manera que

A< In < In+1;
3
l<) =<3 VneA. (2.44)
kel, kv
Sean I := U,eal, Yy Ey := A U I; definimos A como el conjunto de sucesiones finitas

A = (0,)nek,, que tienen las siguientes propiedades:
1) Paracadan € Ey, |6,| < 1.

2) Paracadan € A,

3) Paracadak €1, |6 < k‘ﬁ.
Le damos a E), el orden <, que definimos del siguiente modo:
» Sin; € Ayn, €1,, entonces n; < ny.
= Si n,ny €A, n <n y k] S Inp entonces k1 < ns.
= Sing,ny, € Aong,ny €1, entonces ny < ny siy solo sing <ny.
Ahora definimos para cada sucesion finita f = (f,),cz, € K* la seminorma

1
P\
p

IfIl :=supsup sup | > loifi+ > 8ufi| +| D 0f| |

ACA neA leimVl | 1oy kel jetmu,

J<l
y la norma

11k, = max {lflle, 1P (H)lly > 11} -

Sea Xy, = (XM,n)neEM la base canodnica de X, := (KEM, ||-||XM), ordenada por <. Por cons-
truccién, X, es una base mondtona (para el orden <) normalizada de X,;, con base dual
normalizada.

Para probar@, fijamos primero ) # D C Ey, e € S g, y (a,),ep tales que |a,| > 1 para cada
n € D. Definimos

D, :=DNA D,:=DnNI; fi= Zaan,,,.

neD
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Dado que Y es 1-LPU por ser 1-incondicional, y como vale (2.43), tenemos que

1
K'Dol7 < Loyl = |IS7 )|l < US1 (O < 1fll,, - (2.45)
Paracada A €e A,n e Aycadal e {n}U I,, se tiene que

.
p
| D) 0, (L)

JenVI,
j<i

2

1<j<n

8% (Lep,) + D 6y (Lep,)

kElj

1
PNy

P
+1>07%i, (Lep,)

jEI)‘I
j<i

n (W00 P\p
S(Z(Z —1] ] SP|D2|%-

j=1 \ k=1 kv

=

1<j<n

D 0 (Lep,)

kEIj

Tomando supremo, combinando las estimaciones anteriores y considerando (2.43)), obtene-
mos

1
|Ds |7

<|[tenlly, < PKiIfl,,; (2.46)

1
L[|, < (p+KDIDal7. (2.47)

De manera similar, para cada A € A, n € Aycadal € {n} U I,, tenemos que

P\

+| D) 0%, (L))

Je(nUI,
J<l

p

2

1<j<n

8% (Lep) + ) 0Xyyi (Lep,)

kel;

1
* P ' 1
60Xy (Lep)| | < IDil7.

= { Z |6]X7l/l,] (18’D1)|P +

1<j<n
Por lo tanto,

Lo . <IDil7. (2.48)

Si Dy # 0, sean

c 1
Dy;:=3ne€D: Z —IfZ— ; D, :=D;\Dy,.
k kv 2

el,\D
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Si Dy, # 0, dado n € Dy definimos
1
0 ——.
2 sgn (a,)

1 .
Por la definicién de D, existen escalares (6 J-) e \p €0 loj| < j ¥ paratodo j € I, \ D tales
JEIn

que
o, + Z cj(Sj =0;

jeln\D

Sea ¢; = 0 para cualquier otro j € Ey. Entonces A = (6y)ieg,, € A,y

<=

p
||f||XMznf||<z[Z 8uXyy (F) + Y 6y () )
neDy kel,
_ @l\') 1Dl
_[;(2) > Pl (2.49)

Por otra parte, si D, # 0, para cada n € D, por (2.44) se tiene que

Ck>l
=5

1
kennt, k¥
lo que en particular implica que D N I, # 0. Luego,
1 1
D127 <IDsfr < Ky | flly,, (por (2.45)). (2.50)

Como (2.48) también vale si reemplazamos D; por cualquier otro subconjunto de A, (2.49) y
(2.50) implican que

15, < Killfll, ; 15, |, <21flk, -

Combinando las desigualdades anteriores con (2.46), deducimos que

|XM S 18’D1v1||XM + 18’D1f2||XM T ||18’D2||XM

<@+ K+ pK) Ifllg, < Cplifllx,, »

ls,D

lo que completa la demostracion de 1] Ademas, tomando f = 1, en los calculos anteriores

(es decir, tomando a, = g, para todo n € D), (2.43)), (2.46), 2.47), (2.49) y (2.50) implican

que

Lolly, <oy, + e, < Ki+p+ KIDIF < C,IDIF;
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1 1 1 1 1
. [ID11lP |Dslr IDyol? D> _|D|»
. 2mx{| A" Dol Dol | IDI7 D)
M

2 K, K, - C,’

asi que [i1.| queda demostrado.
Resta probar[ur] A tal fin, definimos

Jo =1y fii=fo+ Z CrXp k-

kel

Entonces, por|[i]y la eleccion de A, se tiene que
1
3MoMC, < |Al» < Cy lIfollg,, < CpKallfillx,, -

Notemos que [Ifillx,, = max {1, lIfill., IS (fDll}. Por definicién de Ay (2.44),

. C
I fill. =supsup sup Z 6;x; (f1) §1+max2—f§3.

neA o
A€ neA lelUB, | ol kel, k7'

J<i

Puesto que [|S; (fD)lly £ Mo, combinando las estimaciones se deduce que K,; > M, lo que
termina la demostracion. O

Demostracion del Teorema El teorema se demuestra de la misma manera que el Teo-

rema[2.2.12] usando el Lema[2.2.19)en lugar del Lemma O
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Capitulo 3

Bases quasi-greedy y n-quasi-greedy

Las bases de Markushevich n-¢-quasi-greedy fueron introducidas por T. Oikhberg en [29]],
como una versién mas débil de las bases quasi-greedy. Dados 0 <t < 1,C > Oy n =
(n;)ren UNA sucesion estrictamente creciente de enteros positivos, una base X de un espacio
de Banach X es n-t-quasi-greedy si para todo f € X'y toda sucesion de conjuntos (A;);e con
A € G(f,n,t) paratodo k € N, se tiene que

lim Py, (f) =f.

Parar = 1 y n # N fjjo, esta condicion relaja la definicion de bases quasi-greedy, pidiendo
solo que la convergencia del algoritmo greedy ocurra cuando aproximamos un vector por
medio de proyecciones sobre conjuntos greedy cuyos cardinales estdn en un subconjunto
propio fijo de N. Si 0 < ¢ < 1, las bases quasi-greedy son también N-¢-quasi-greedy por [20,
Lema 2.1, Lema 6.3], y por lo tanto n-r-quasi-greedy.

En su articulo introductorio, Oikhberg demostré ([29, Teorema 2.1]) la condicién de ser n-
t-quasi-greedy es equivalente a que exista C > 0 tal que paratodo f € X, k e Ny A €

G (fimi, 1),
1Pa DI < CIIA (3.1)

en cuyo caso, diremos que X es C-n-t-quasi-greedy. Esto es también equivalente (cf. prueba
de la Proposicion 4.1 de [29]) a que exista K > 0 tal que paratodo f € X, k e Ny A €

g(f’ ng, t)’
If = PaOI < KA (3.2)

en cuyo caso, diremos que X es K-n-f-suppression quasi-greedy.
De aqui en mas, podremos dejar ¢ o n implicitos cuando # = 1 o n = N respectivamente.

Observacion 3.0.1. La equivalencia de [29, Teorema 2.1] extiende el resultado correspon-
diente para bases quasi-greedy ([6, Teorema 4.1], [31, Teorema 1]).

79
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Observacion 3.0.2. Notemos que la definicion de base n-z-quasi-greedy implica que toda
base con esta propiedad es de Markushevich. También lo implica la condicion dada por (3.1)
(ver [8, Lema 3.4]), asi que la equivalencia entre ambas condiciones no requiere la hipotesis
de que la base sea de Markushevich.

El estudio de las bases n-quasi-greedy - o mas generalmente, n-¢-quasi-greedy - tiene, a
nuestro juicio, dos motivaciones principales:
La primera motivacion es investigar si existen bases de Schauder n-quasi-greedy (para al-
guna sucesion n) en espacios que no tengan bases de Schauder quasi-greedy, por ejemplo
CI0, 1] (ver [19], [29]); de hecho, algunas de las preguntas dejadas por Oikhberg en el articu-
lo mencionado (por ejemplo, [29, Preguntas 1, 2 y 3]) sugieren que esta fue tal vez una de las
motivaciones principales para la introduccion de las bases n-quasi-greedy.
La segunda motivacion es estudiar las condiciones sobre n bajo las cuales las bases n-quasi-
greedy son quasi-greedy - en otras palabras, las condiciones bajo las cuales ambas propieda-
des son equivalentes -, ya que este estudio permite avanzar la teoria general sobre el compor-
tamiento del TGA, y ademds puede proporcionar una manera mas eficiente de determinar si
una base es quasi-greedy, ya que puede ser mds sencillo probar que es n-quasi-greedy para
alguna sucesion n conveniente.
Nuestro estudio de las bases n-quasi-greedy y quasi-greedy en este trabajo esta enfocado en
la segunda motivacién mencionada. En este sentido, los primeros resultados se encuentran
en [29]], cuya Proposicion 3.1 muestra que existen bases n-quasi-greedy que no son quasi-
greedy para toda sucesion n que tiene saltos arbitrariamente grandes, 1o que significa que
la sucesion de cocientes (”2’—Z‘)k€N es no acotada. Como veremos, esta condicién resulta ser
también necesaria para que existan tales bases - lo que constituye el resultado principal de
este capitulo -, aunque esto solo fue demostrado recientemente en [10].

Observacion 3.0.3. Notemos que combinando el resultado principal mencionado con [20),
Lema 2.1, Lema 6.3], se sigue que si n tiene saltos acotados (es decir, no arbitrariamente
grandes), las bases n-quasi-greedy son #-quasi-greedy para todo 0 < ¢ < 1.

Previamente, en [29, Proposicion 4.1], se demostro que las bases n-quasi-greedy son
quasi-greedy si n cumple la siguiente condicion: existe / € N tal que la sucesion / * n consti-
tuida por todas las sumas de la forma ny, +...m;, para 1 < j <1y ky,...k; enteros positivos
cualesquiera (posiblemente repetidos) y ordenada de manera estrictamente creciente, tiene la
siguiente propiedad: existe m € N tal que para todo i € N, se tiene que [+xnN[im, im + m] # 0.
Notemos que esta condicion implica tener saltos acotados, pero no incluye por ejemplo a su-
cesiones como n = ( jk)keN para algun j € N, fijo, entre otras sucesiones con saltos acotados.
La prueba de la equivalencia entre ser n-quasi-greedy y ser quasi-greedy para cualquier su-
cesion n con saltos acotados se dio primero para bases de Schauder en [8, Teorema 5.2], pero
las técnicas usadas en dicha prueba usan de manera central la acotacion de las sumas parcia-
les en el orden en que la base es de Schauder, y a nuestro entender, no puede ser generalizada
a todas las bases de Markushevich. Por este motivo, para probar el caso general, usaremos
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argumentos diferentes. Primero vamos a demostrar que bajo tales condiciones, las bases n-
quasi-greedy son thresholding bounded. A tal fin, extendemos primero la definicidn de bases
quasi-greedy for largest coefficients al contexto de sucesiones n con saltos. En la prueba y
en lo que resta, n siempre denota una sucesion estrictamente creciente de niimeros naturales
(ni ke, y dado j € N, decimos que j € n si existe k € N tal que j = n,.

Definicion 3.0.4. /I8, Definicion 8] Sea X una base de X. Decimos que X es n-quasi-greedy
for largest coefficients (n-QGLC) si existe C > 0 tal que

para todo A C N con |A| e ny toda f € Q con sop (f) N A = 0. En caso de que valga (3.3)),
decimos que X es C-n-QGLC.

ls,A

|<c|

L+ f] (3.3)

Nuestro siguiente objectivo es mostrar que si n tiene saltos acotados y es X es n-quasi-
greedy for largest coeflicients, es quasi-greedy for largest coefficients. En la prueba, vamos a
usar un lema auxiliar; para simplificar la notacidn, de aqui en adelante diremos que n tiene
saltos [-acotados si ;41 < Iny para todo k € N.

Lema 3.0.5. /9, Lema 2] Sea X un espacio de Banach, n una sucesion con saltos l-acotados,
D#+AeNy (f]) L, C X. Entonces o bien

JE
Wi

JEE

max

EcA < (l’l1 B I)Il})EE:IAX ||f]||

o bien existe B C A con |B| € n tal que

max <]/
EcA

2.5 -

JEE

Wi

JEB

Demostracion. Sea

F:= {Zajfj :ajeRVjeA}.

JjeA

Entonces F es un espacio normado de dimension finita sobre R con la norma heredada de X;
por la igualdad de normas en X y F, alcanza con establecer el resultado en F. A tal fin, sea
D c A tal que

D5 VE C A

jeD

(1> £

JEE
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Si |D| < n;, entonces

W/

JEE

<> f

jeb

< (m - Dmix | f]| YE c A. (3.4)
JeA

Por otra parte, si |D| > ny, sea ko := méax;en {nx < |D|}, y elijamos f* € Sg- tal que

f*(ij]= 2.0

jeb jeD

Notemos que si @ € E C D, entonces

WAHE

JEE

2%

JEE

Wi

jeD

=) 1'(1).

jeD

Por lo tanto,

f(f)z0vjeD.

Elegimos ahora B C D con |B| = ny, de manera que

f(f)=f (f) VieBVieD\B.

Dado que |D| < ny,+1 < Iny, = I|B|, para cada E C A se tiene que

DI 07 BN EDWATHEY DIV E
JjeE jeD jeD JjeB jeB
La prueba de se completa combinando la desigualdad anterior con (3.4)). O

Corolario 3.0.6. /9, Proposicion 6] Supongamos que n tiene saltos l-acotados, y X es una
base n-K-quasi-greedy for largest coefficients de un espacio de Banach X. Entonces X es
C-quasi-greedy for largest coefficients, con

C <max{(n; — 1){[X]{ [X],IK}.

Por lo tanto, X es thresholding bounded.

A

Demostracion. Fijemos A € N con 0 < |A| ¢ n, y sean fy & € S como en la Defini-

ci6én2.1.10] Si | < (n; — 1) [X], entonces

18,A

| < (i = DCIX] <y - DZIXIL [X]

La+f]

18,A
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En caso contrario, por el Lema existe B C A con |B| € ntal que |[1.4 | <l|1.p | Por lo
tanto,
[Loa|| < 2| Les|| < 1K ||Lep + Loars + f]| = 1K |[Lea + £]|-

Como A y € son arbitrarios, esto prueba que X es [K-quasi-greedy for largest coefficients con
C acotada como en el enunciado, y la demostracion del corolario se completa aplicando los

Teoremas[2.1.9/y[2.1.14 ]

Para nuestro resultado principal, también vamos a usar un lema auxiliar probado en [29].

Lema 3.0.7. [10, Lema 2.8], [29, Proposicion 4.11] Sea X una base C-n-t-suppression
quasi-greedy de un espacio de Banach X. Para todo f € Xy A € G(f,|Al,t) con |A| € m = n,
se tiene que

llx = Pa (DI <C™ Il
Por lo tanto, m = n es C™-t-suppression quasi-greedy.
Demostracion. Esto es parte de la demostracion de [29, Proposition 4.1]. O

El Lema [3.0.7) muestra que una base X es n-f-quasi-greedy si y solo si es k * n-f-quasi-
greedy para todo k € N. En [29]], este lema es parte de la prueba de la Proposicion 4.1, y fue
usado para demostrar un resultado que mencionamos anteriormente: si existen m, k € N tales
que para todo i € N, se tiene que k = n N [im, im + m] # (), entonces toda base n-quasi-greedy
es quasi-greedy. En efecto, como se muestra en [29, Lema 2.4, Proposicion 4.1], bajo estas
condiciones, dados f € Xy A € G(f,|A|, 1), existe B € G(f,|B|,t) tal que |B| € k+ny, o bien
ACBy|B\Al<m,obien BC Ay |A\ Bl < m. Dado que m € N estd fijo y tanto X como
X" son acotadas, esto permite demostrar que la base es quasi-greedy aproximando P, (f) por
Pg (f) y usando la desigualdad triangular y la acotacién de X y X*. Sin embargo, en el caso
general de sucesiones n con saltos acotados, esa condicion sobre los conjuntos greedy no
tiene por qué cumplirse, lo que nos impide generalizar la prueba. Adn asi, podremos usar
el resultado del Lema con un propdsito diferente, mds precisamente para ver que si n
tiene saltos acotados, para nuestros propdsitos podemos asumir que son 2-acotados, lo que
permitird simplificar la demostracién del Teorema [3.0.13]

Lema 3.0.8. /10, Lema 2.8] Sean | € Ns, y n una sucesion con saltos l-acotados. Entonces

[ % n tiene saltos 2-acotados.

Demostracion. Dado 1 < [y < [, elijamos una sucesion finita de nimeros naturales (k ,-)1< o
<)<y

tal que o bien [y = 1, o bien k; < kj,; paratodo 1 < j<Ily—1.Seam = 259:1 ny;. Queremos

encontrar m’ € [ «ntal que m < m’ < 2m.

= Sily =1, entonces tomamos m’ := 2m = 2ny, € [ * n.
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s Sil <[y <, entonces

w Sily=1>1yk <k, entonces

! !

I !
2m :Zanj = 2m, +22nkj >m' = ny, + anj > anj = m.
=1 =2 =2 =1

» Sily=1>1Yyk, =k,entonces k; = k; para todo 1 < j < [. Por ende,

! !
2m :ZZ n, = 2lm, > m' = my,, + (1= Dy, > Z ng, = m.

j=1 J=1
Ya que hemos considerado todos los casos posibles, la demotracion estd completa.
O

Observacion 3.0.9. En [10, Lema 2.9], se considera separadamente el caso n = N. En esta
tesis, la definicion de tener saltos acotados es ligeramente diferente, para incluir precisamente
ese caso, por lo que no hace falta considerarlo por separado.

También serd conveniente poder tomar una sucesion n con n; = 1.

Corolario 3.0.10. /0, Corolario 2.10] Sea n una sucesion con saltos l-acotados, y X una ba-
se C-n-quasi-greedy de un espacio de Banach X. Existe una sucesion m = (my);cy conm; = 1
y saltos 2-acotados tal que that X es K-m-quasi-greedy con K < max {1 + " [X](n - 1), Cl}.

Demostracion. Por el Lema X es Ci-1 *n-QG con C; < C', y por el Lema
[ = n tiene saltos 2-acotados. Si n; = 1, no hay nada mds que probar. Si n; > 1, seam la
sucesion estrictamente creciente obtenida de / * n agregando todos los nimeros 1 < n < n;.
Es inmediato que m tiene saltos 2-acotados, y dado que

If =PaDI < (X + (= DT IXD NI Vf € X, YA € N™",
concluimos que m tiene las propiedades buscadas. O

Para la prueba del Teorema [3.0.13] es conveniente definir para cada base thresholding
bounded X de un espacio de Banach X la funcién 6, = 6. [X,X] : (0, 1] — [1, c0) dada por

6 (1) :=inf |[f = Para (N < CIIAI VS e Q

Notemos que paratodo 0 <t < 1,16, (1) — 6 (1) < 1.
También vamos a usar la siguiente caracterizacionde 0y 6. paraQ < ¢ < 1:
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Lema 3.0.11. Sea X una base thresholding bounded de un espacio de Banach X, y
Q :={x e Q: |x; (N)] # |x; (N Yk, j € sop (/) : k # j}..

Sean ¢ and 9. las funciones definidas en el intervalo (0, 1] que se obtienen reemplazando Q
por Qq en las definiciones de 6 y 6. respectivamente. Entonces para todo 0 < t < 1, se tiene

que 0 (1) = 3 (1) y 0. (1) = D ().

Demostracion. Se sigue de las definiciones que ¢ (1) < 6(r) y 9. () < 6. (¢t) paratodo 0 < ¢ <
1. Para probar las implicaciones reciprocas en el intervalo (0, 1), fijemos 0 <t < 1y f € Q.
Para ver que ||PA(f’t) (f)” < 9@ ||fll, podemos asumir que f ¢ Qyy que A (f,1) # 0. Sea

a 1= MaX jea(f |xj ( f)|. Puesto que a < t, existe una sucesion (a j)

) tal que
JEN\A(f,1)

- “(af )GN\A(fJ)

= Paracada j € N\ A(f,1), se tiene que a + |aj| <b:= “7“

4

» Paracada ji, j; € N\ A(f,1) tales que j; # j», Xj.l (f)+ajl| * xj.z (f)+aj2|.

Abhora elegimos (a j) con las siguientes propiedades:

JEA(S.1)

» Paracada je A(f,1),t < |aj+X;(f)| <L

= Paracada ji, j; € A (f,1t) tales que j; # j», se tiene que Xj.l )+ aj1| * xj.z (f) + aj2|.
. €
= Paracada j € A(f,1), |aj| < TTATONaXD
Ahora sea g := f + ) iy a;X;. Entonces por construccion, tenemos que

8 € Qo;
AfD=Ag0;
17 -l < (@) .|, <2

||PA(f,t) (f - g)|| < H(a-i)

. <e€
JjeA(flle,

Como
1P (@ <9 @) llgll,

se deduce que

|Pacro ()| <€+ ||Pan @ < €+ 9 @) ligll < € +2e8 @) 1I£1l + 9 @) I 11l

Tomando limite para € — 0, obtenemos ||PA( £ (f )H <3 @) |Ifl, lo que concluye la prueba de
que 8(t) < ¢ (¢). La prueba de que 6, (1) < ¥, (¢) es similar. |
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De aqui en adelante, vamos a usar las caracterizaciones recién dadas de 6 y 6. en el
intervalo (0, 1) cuando sea conveniente, considerando solamente vectores en Q.

Observacion 3.0.12. Notemos que si f € Q), A € G (f,m, 1) paraalginm € N, y existe j ¢ A
tal que X} (f) # 0, entonces existe 0 < 7 < 1 tal que A = A (f, 7). Esta propiedad - que no vale
en general para elementos de @ - nos permitira simplificar la prueba del Teorema (3.0.13

Teorema 3.0.13. [[I0| Teorema 2.12] Sea n una sucesion con saltos acotados. Si X es una
base de Markushevich n-quasi-greedy de un espacio de Banach X, entonces X es quasi-
greedy.

Demostracion. Por el Corolario podemos asumir que n tiene saltos 2-acotados y que
n; = 1. Por los Teoremas [2.1.9)y [2.1.14]y el Corolario [3.0.6, X es thresholding bounded.
Elijamos K; > 1 de manera que X sea K;-n-quasi-greedy, y supongamos, para llegar a un
absurdo, que X no es quasi-greedy. Entonces

Qc (l) — 0.
t—0

Tenemos la siguiente
Afirmacion: Existe d, > 0 tal que

dy
6.(t) < d, [1 + (log (%)) ) YVO<t<1. 3.5)

Para probar la Afirmacién, primero elegimos 0 < f, < e”! de manera que 6. (ty) > Klz.

Sea0 <t < 1y, elijamos f € Qp,yseaA := A ( f, tz). Para encontrar una cota superior para
Ilf — P4 (f)|| en términos de ||f||, podemos asumir que O # P4 (f) # f. Ahora hacemos un
analisis de casos:

Caso 1 : Si |A| € n, entonces por nuestra eleccion de 7y y porque 6. es no creciente, tenemos

que |lf = Pa (DIl < Ky lIfII < 6. @ I £1].

Caso 2 : Si existen kj, k, € N tales que |A| = ny, + ny,, entonces por las consideraciones del

caso anterior y el Lema[3.0.7]
2
If = Pa (DI <KTIIfII < 6 @ NIf1]-
Caso 3 : Si no estamos en ninguno de los casos anteriores, definimos

ko := max {n; < |A|},
keN

elegimos B C A tal que B € G(f,n, 1), y definimos m; := |A| — |B|. Notemos que
1 <my <ny. SeaD; C Btal que D;, € G(f,m;,1)yseaD, := A\ B. Notemos que
D, e G(f — Pg(f),my,1). Para j = 1,2, definimos

b'IZméX|X* | a~::m1’n|x* |
Jj kGDj k (f) ’ J kED_,- k (f)
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Se sigue por construccién que

£ <ay<b,= mix |Xk(f)|<m1n|xk(f)|<a1

keD,=A\B
=71l -

< b; = méx |Xk (f)| = max
keA keB

Luego,

mingea [x; (N mingea [x; (O] minges |%; (D] @y a4

 minyep [x; () mixge [x; ()] T D2 by

Por lo tanto, existe 1 < j, < 2 tal que

Caso 3 a.

Caso 3 b.

a.
L>t
bjo

Si jo = 1,sea f) := f — Pp, (f). Tenemos que
bi'f € Qo; Dy c A(by'f.1).

Por la Observacién|3.0.12) D; = A (bl‘lf, tl) paraalginz <t <1, asi que

il =1 | L~ (bil) < b0 )| L] < e
Ahora bien, A \ D, € G (fi,m,, 1), asf que
1f = PaOIl = [|fi = Pao (D] < K1 Ifill < Ki6e 0 IIA1]- (3.6)
Si jo =2, sea fi := f — Py (f). Tenemos que
1Al < KA b'fi € Qo; D, c A(by'fi.1).

Dado que D, € g(bglfl,ml, 1), como antes existe t < t; < 1 tal que D, =

A(b;lfl,tl), asi que
fi _PDZ(fl)

Puesto que f; — Pp, (fi) = f — P4 (f), combinando las desigualdades anteriores
se deduce que

1fi = Po, ()| =b2 <O (AN < 6O NI

Ilf = Pa (DIl < K6 DIl (3.7)

De las estimaciones de los casos [Caso 1|y |Caso 2| junto con y (3.7) para el
Caso 3| considerando que 0 < ¢ < £, es arbitrario concluimos que

0, (rz) <K\6.() YO0<t<t,. (3.8)
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Para completar la demostracion de la Afirmacién, usamos una variante del argumento de [2,
Proposition 3.4]. Primero notemos que para cada 0 < ¢ < 1,

0.(#) =, ((z2)2) < K6, () < K30, ).
Inductivamente, se sigue que
0. () <K10.(t) Y O<t<t¥neN. (3.9)
Como K; > 1 existe d > 0 tal que
K, =2¢. (3.10)

Ahora sea 0 < a < £, y elijamos 2 < t < fy y n € N de manera que a = *". De (3.9) y (3.10),
considerando que 0 < ¢ < fy < ¢! y que 6. es no creciente, se deduce que

lloogg ((i))] 6.(t) < 6, (tg) (1 +log? (é))

0. (@) =6, (") < K16 (1) = 26, (1) = (

1
<d, (1 + log™ (—)) ,
a

donde
dy :=mix {d. 6, ()}

Puesto que 6. es no creciente, se tiene que 6, (f) < d; para todo 75 < ¢ < 1, lo que completa la
prueba de la Afirmacion.

Ahora fijemos 0 < t < 1, f € Qy, y sea A := A(f,t). Como antes, podemos asumir que
0 # P4 (f) # f. Consideramos los siguientes casos:

Caso (1) Si|Al e nolA| € 2 = n, entonces por el Lema|3.0.7
If = Pa (NI KT IIAI-

Caso (1) De otro modo, como en la prueba del mds arriba, sea ko := méaxien {nx < |Al},
elijamos B C A de manera que B € G (x,n,, 1), y sea m; := |A| — |B|. Nuevamente,
1 <m; < ng,. Sean

a ;= min|x* : b := min |x* .
ninx; (/)| nin[x; (/)|

Notemos que ¢ < a < b. Hay dos posibilidades:



Caso (II) .1.

Caso (II) .2.
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Si

(3.11)

SR

0. (1)’

elegimos D C B tal que D € G (f,ny, —my, 1), y definimos

fii=f-Ps(f)+ gPD ).

Dado que

X; (F)] =3 [x; (D] = a = [x; ()] =
XD =[x (O] 2 a > [ (O] = [xi(f)] VjeA\B Yk ¢ A,

se sigue que (A \ B) U D € G (fi,n,, 1). Luego,

X;(f1)| Vj€D,Vk¢A;

If = Pa (DIl =i = Panson(H)| < KAl

Por la Observacion existe b < by < 1 tal que D = A(f,by). Por (3.T1)
tenemos que

0(b
A< = Pa (Ol 5 1Po (DI < K 171+ 5 2 17
0(r)
<Ki|Ifll + 0 [l St (K1 +2)|If1l.
Por lo tanto,
If = Pa (DI <K (K1 +2) 11f1l < 3KTIIf1l.- (3.12)
Si
a 1
— > s
b 0.()
sea fi := f — Pg(f). Tenemos que
A< KullAl b7 e Qu; A\BegG(b™ fim, 1),
y
1
xj.(b—lfl)‘zgz T VieA\B
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Por la Observacién [3.0.12} existe (6, ()™ <7, < 1 tal queA\B=A (b‘lfl, tl),
lo que implica que

I = Pavs (5| =b”ﬁ - PA\B(f ‘) <6.(t) Ifill <6, ( . (l))nfln
Como
fi—Pas(fi) =f—Pa(f),
combinando las desigualdades anteriores se sigue que
ILf = Pa (DIl <K 6, (0 (t))llfll (3.13)

Combinando (3.12) y (3.13) se sigue que en cualquier caso,

If = Pa (DIl <3K2(1+6’ (9 ()))Ilfll

Considerando que 0 < 7 < 1 es arbitrario, concluimos que

0, (t)<3K2(1+9( )) YO<t<l,

6. (1)

lo que junto con (3.5) nos da

Por ende,

0 (1) <3K7 (1 +dy (1 + (log (0 ()))")) YO <t < 1.

3K3 (1 +dy (1 + (log (6 (1))"))

1< 0,
- 6. () t—0

una contradiccion.
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