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Ciencias Matemáticas
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Equivalencias de bases en aproximación greedy

Resumen: En esta tesis consideramos sistemas de coordenadas con funcionales biorto-
gonales en espacios de Banach y p-Banach (que llamamos “bases”), y estudiamos distintas
propiedades tipo “greedy”, es decir, propiedades definidas en función del algoritmo greedy
(thresholding greedy algorithm, o TGA) - o algoritmos derivados del mismo o similares-, que
consiste esencialmente en aproximar cada vector f del espacio con proyecciones, tomando
primero los elementos de la base en los que f tiene coordenadas de mayor módulo.
En particular, mostramos caracterizaciones de y equivalencias entre algunas de estas propie-
dades tipo greedy, como asimismo algunas conexiones entre las mismas y algunos tipos de
incondicionalidad parcial, que ya habı́an sido estudiados antes de la introducción del algorit-
mo greedy.
Primero nos enfocamos en bases almost greedy y semi-greedy en espacios de Banach. Para
ello, estudiamos propiedades generales de las sucesiones seminormalizadas en estos espacios,
y obtenemos resultados que nos permiten demostrar la implicación

semi-greedy⇒ almost greedy (1)

para bases de Markushevich. Puesto que la implicación recı́proca también es cierta - lo que
se conoce desde la introducción de las bases semi-greedy -, esto completa la prueba de la
equivalencia entre ambas propiedades en el contexto mencionado. Por otra parte, mostramos
que la condición de que la base sea de Markushevich es necesaria para la implicación (1), ya
que si no se pide tal condición, podemos construir una base semi-greedy que no es almost
greedy.
Luego pasamos a estudiar propiedades de tipo greedy más débiles y sus conexiones con for-
mas débiles de incondicionalidad en espacios de Banach o, más generalmente, p-Banach.
En particular, mostramos que una base es quasi-greedy for largest coefficients si y solo sı́
es nearly unconditional, mientras que es truncation quasi-greedy si y solo si es bounded-
oscillation unconditional. También probamos que las dos formas de incondicionalidad parcial
recién mencionadas no son equivalentes, construyendo bases quasi-greedy for largest coeffi-
cients que no son truncation quasi-greedy.
Finalmente, estudiamos bases quasi-greedy en espacios de Banach. Esta propiedad estric-
tamente más fuerte que ser truncation quasi-greedy, y es la más débil para la cual el TGA
converge. En este contexto, mostramos que para que una base sea quasi-greedy, es suficiente
que las proyecciones en conjuntos greedy de cardinal en alguna (o cualquier) sucesión estric-
tamente creciente n = (nk)k∈N con

(
nk+1
nk

)
k∈N

acotada estén uniformemente acotadas.

Palabras clave: Algoritmo greedy, algoritmo greedy de Chevyshev, bases semi-greedy, in-
condicionalidad parcial, bases quasi-greedy.



Equivalences of bases in greedy approximation

Abstract: In this thesis we consider coordinate systems with biorthogonal functionals in
Banach and p-Banach spaces (which we call “bases”), and study different greedy-type pro-
perties, that is, properties defined in terms of the Thresholding Greedy Algorithm (TGA) - or
algorithms that are similar to or derived from it -, which essentially consists in approximating
each vector f of the space by means of projections on finite sets containing elements of the
basis in which the coordinates of f have the largest moduli.
In particular, we show characterizations of and equivalences between some of these greedy-
type properties, as well as connections between them and some kinds of partial unconditio-
nality - which have been studied before the introduction of the TGA.
In this context, first we focus on almost greedy and semi-greedy bases in Banach spaces.
To this end, we study general properties of seminormalized sequences in such spaces, which
allow us to prove the implication

semi-greedy⇒ almost greedy (1)

for Markushevich bases. Given that the reciprocal implication also holds - which is known
since the introduction of semi-greedy bases -, this completes the proof of the equivalen-
ce between both properties, in the aforementioned context. Additionally, we prove that the
Markushevich hypothesis is necessary for the implication (1), given that without it, we can
construct a semi-greedy basis that is not almost greedy.
Then we study weaker greedy-like properties and their connections with weak forms of un-
conditionality in Banach or more generally p-Banach spaces. In particular, we show that a
basis is quasi-greedy for largest coefficients if and only if it is nearly unconditional, whereas
it is truncation quasi-greedy if and only if it is bounded-oscillation unconditional. Additio-
nally, we prove that those two forms of parcial unconditionality are not equivalent to each
other, by constructing bases that are quasi-greedy for largest coefficients but not truncation
quasi-greedy.
Finally, we study quasi-greedy bases in Banach spaces. This property is strictly stronger than
truncation quasi-greediness, and it is the weakest condition under which the TGA converges.
In this context, we prove that a sufficient condition for a basis to be quasi-greedy is the uni-
form boundedness of projections on greedy sets whose cardinality lie some (or any) strictly
increasing sequence n = (nk)k∈N with

(
nk+1
nk

)
k∈N

bounded.
Keywords: Thresholding greedy algorithm, Chebyshev thresholding greedy algorithm,

semi-greedy bases, partial unconditionality, quasi-greedy bases.
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Introducción

En este trabajo, estudiamos el algoritmo greedy y algoritmos relacionados con el mismo,
con respecto a sistemas de coordenadas (que llamamos bases) en espacios de Banach (o, más
generalmente, p-Banach) separables: Sean 0 < p ≤ 1 y X un espacio p-Banach de dimensión
infinita separable sobre K (K = R o K = C). Decimos que una sucesión X = (xn)n∈N ⊂ X es
una base de X si se cumplen las siguientes condiciones:

1. X es fundamental, es decir que el subespacio lineal [X] que genera X es denso en X.

2. Existe una sucesión X∗ =
(
x∗n

)
n∈N en el espacio dual X∗ - que llamamos base dual de X

- tal que x∗n (xk) = δnk para todo k, n ∈ N.

Si además

x∗n ( f ) = 0 ∀n ∈ N =⇒ f = 0,

decimos que X∗ es total, y que X es una base de Markushevich, mientras que X es una base
de Schauder si

Kb := sup
f∈SX

∥∥∥∥∥∥∥
m∑

n=1

x∗n ( f ) xn

∥∥∥∥∥∥∥ < ∞,
donde S X es la esfera unitaria de X; en este caso, Kb se denomina constante de la base. Si
además

Ku := sup
f∈SX
m∈N

|an |≤1 ∀n∈N

∥∥∥∥∥∥∥
m∑

n=1

anx∗n ( f ) xn

∥∥∥∥∥∥∥ < ∞,
decimos que X es incondicional con constante de incondicionalidad Ku.
En esta tesis, a menos que indiquemos lo contrario, supondremos que tanto X como X∗ son
sucesiones acotadas en norma (o p-norma en el caso de X).
Dada una base X, el algoritmo greedy (TGA, por Thresholding Greedy Algorithm) toma,
para cada f ∈ X y cada m ∈ N, un conjunto A ⊂ N de cardinal |A| = m tal que∣∣∣x∗n ( f )

∣∣∣ ≥ ∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ ∀n ∈ A,∀k ∈ N \ A.

i



ii INTRODUCCIÓN

Tal conjunto se llama un conjunto greedy de f de m-elementos. Ese conjunto en general no es
único, y notaremos G [X,X] ( f ,m, 1) (o G ( f ,m, 1) si no hay ambigüedad) a la colección de
conjuntos con dichas propiedades (incluiremos el caso m = 0, en el que G [X,X] ( f , 0, 1) =
{∅}), y Λm ( f ) al único elemento de G ( f ,m, 1) tal que para todo A ∈ G ( f ,m, 1), se tiene que
si n ∈ Λm ( f ) \ A y k ∈ A \ Λm ( f ), entonces n < k.
Las bases de Schauder greedy y quasi-greedy fueron introducidas por Konyagin y Temlyakov
en 1999 [27]. Una base X es quasi-greedy si para todo f ∈ X,

f =
∞∑

m=1

PΛm( f ) ( f ) , (2)

donde para cada A ⊂ N finito, PA denota la proyección

PA ( f ) =
∑
n∈A

x∗n ( f ) xn.

Observación. A lo largo de la tesis, mantendremos los nombres originales en inglés de las
propiedades centrales que estudiamos, para mejorar la integración con la literatura del área.

Una condición equivalente a ser quasi-greedy (ver [6], [31]) y usada frecuentemente como
definición de tales bases es que exista C > 0 tal que para todo f ∈ X y todo m ∈ N,

∥PA ( f )∥ ≤C ∥ f ∥ ∀A ∈ G ( f ,m, 1) . (3)

A la mı́nima constante C para la que vale (3) se la denomina constante quasi-greedy de la
base - que notaremos Kqg.

Observación. Notemos que en las bases quasi-greedy, los operadores f → PΛm( f ) ( f ) no son
lineales, pero son acotados. Sin embargo, se puede ver que no son continuos.

Las bases greedy cumplen una condición más fuerte que las quasi-greedy: se pide que
exista C > 0 tal que para todo f ∈ X y todo m ∈ N,∥∥∥ f − PΛm ( f )

∥∥∥ ≤Cσm ( f ) ,

donde

σm ( f ) := ı́nf
g∈[X]
|sop(g)|≤m

∥ f − g∥ ;

sop (g) :=
{
n ∈ N : x∗n (g) , 0

}
,

y |A| denota el cardinal de un conjunto A.
Poco tiempo después de la introducción de las bases greedy y quasi-greedy, en 2003 [19]
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Dilworth et. al definieron las bases almost greedy como aquellas para las que para todo f ∈ X
y todo m ∈ N, ∥∥∥ f − PΛm ( f )

∥∥∥ ≤Cσ̃m ( f ) ,

donde

σ̃m ( f ) = ı́nf
A∈N≤m

∥ f − PA ( f )∥ ;

N≤m := {A ⊂ N : |A| ≤ m} .

Observación. En las definciones anteriores de bases semi-greedy y almost greedy, un argu-
mento estándar de perturbaciones pequeñas muestra que el conjunto Λm ( f ) puede reempla-
zarse por todo A ∈ G ( f ,m, 1) en las definiciones, sin cambiar las propiedades ni las constan-
tes involucradas; este cambio es usual en la literatura, y lo haremos en lo que sigue.
Un argumento de este tipo muestra que también se puede reemplazar Λm ( f ) por la existencia
de al menos un A ∈ G ( f ,m, 1) que cumpla lo pedido.

La condición de ser base greedy es en cierto sentido la más exigente que se puede pe-
dir involucrando al algoritmo greedy, ya que la aproximación por una proyección sobre un
conjunto greedy de m elementos es, salvo una constante, la mejor que puede obtenerse por
medio de combinaciones lineales de m elementos de la base. Por otra parte, la condición de
ser quasi-greedy es la más débil para la cual el algoritmo greedy converge (es decir, para
la que vale (2); notemos que esto implica que X∗ es total). Finalmente, la condición de ser
almost greedy es una propiedad intermedia natural. Estos tres tipos de bases no son equiva-
lentes entre sı́, y son centrales y probablemente las más estudiadas en el área, pero también
se identificaron otras propiedades definidas en términos del TGA o variantes del mismo, y
que son de importancia para su estudio. Entre las mismas se encuentran ser truncation quasi-
greedy (cuyo nombre es reciente, pero que ha sido estudiada desde los primeros años de la
teorı́a de aproximación greedy, ver por ejemplo [4], [6], [19]), y quasi-greedy for largest coef-
ficients (ver por ejemplo [2], [4], [6]).
En conexión con esta teorı́a se estudiaron también propiedades que si bien no involucran en
su definición al TGA o variantes del mismo (es decir, no son de “tipo greedy”), permiten
conectar y mostrar equivalencias entre distintas propiedades de tipo greedy. En este sentido,
algunas de las caracterizaciones más conocidas y usadas involucran dos propiedades llamadas
democracia y superdemocracia: Una base X es superdemocrática si existe C > 0 tal que∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A εnxn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤C

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈B

γnxn

∥∥∥∥∥∥∥ (4)

para todo para de conjuntos finitos A, B ⊂ N con |A| ≤ |B| y todo ε = (εn)n∈A ∈ §
A
KK ,

γ = (γn)n∈B ∈ S B
K. En tal caso, decimos que X es C-superdemocrática. Por otra parte, X es

C-democrática si (4) vale cuando εn = γk = 1 para todo n ∈ A y todo k ∈ B.
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Las caracterizaciones mencionadas dicen que una base es greedy si y solo si es incondicional
y democrática ([27]) o superdemocrática (ver por ejemplo [6]) , y es almost greedy si y solo
si es quasi-greedy y democrática ([19]) o superdemocrática (ver por ejemplo [6], [18]).
Si bien originalmente la teorı́a de aproximación greedy se inició para bases de Schauder en
espacios de Banach, el desarrollo se ha extendido a espacios p-Banach (por ejemplo, [6] [31])
y a bases de Markushevich o incluso bases en general, en el sentido de la definición que di-
mos anteriormente (ver por ejemplo [6], [13], [14], [29], [31]).
En el contexto del estudio del TGA, en [18] fue introducido un algoritmo que también consi-
dera conjuntos greedy, pero en lugar de proyecciones considera aproximaciones con vectores
arbitrarios, que se llama algoritmo greedy de Chebyshev. En base a este algoritmo, se definen
las bases semi-greedy, que son aquellas con la siguiente propiedad: para todo f ∈ X, m ∈ N
y A ∈ G ( f ,m, 1), existe g ∈ [xn : n ∈ A] tal que

∥ f − g∥ ≤Cσm ( f ) ,

donde C es una constante positiva. Se sigue de la definición que las bases greedy son semi-
greedy, y se probó en [18] que las bases almost greedy también lo son.
En [18] también se estudiaron las relaciones entre el algoritmo greedy y otras áreas dentro del
análisis. En particular, se demostró que las bases quasi-greedy son nearly unconditional - una
propiedad introducida por Elton en 1978 ([23]), en el contexto de la búsqueda de subsucesio-
nes de sucesiones débiles nulas en espacios de Banach que tuvieran propiedades similares a
la incondicionalidad, aunque más débiles que la misma.
Durante el desarrollo de la teorı́a sobre el TGA, se fueron introduciendo y estudiando distintas
variantes de las bases y los algoritmos mencionados. Entre los últimos se estudian variantes
que consideran conjuntos t-greedy para algún 0 < t ≤ 1 (ver por ejemplo [20], [21], [29],
[30]): dada una base X de X, un conjunto A ⊂ N es un conjunto t-greedy de f ∈ X con
respecto a X si ∣∣∣x∗n ( f )

∣∣∣ ≥t
∣∣∣x∗k ( f )

∣∣∣ ∀n ∈ A,∀k ∈ N \ A.

En este trabajo, notaremos por G [X,X] ( f ,m, t) a la colección de conjuntos t-greedy de f
de cardinal m con respecto a X; podremos dejar la base y/o el espacio implı́citos cuando sea
claro.
Otra variante del algoritmo greedy estudiada consiste en la restricción de dicho algoritmo a
conjuntos greedy (o t-greedy) cuyo cardinal está en un subconjunto propio de los enteros po-
sitivos dado. En este sentido, dada una sucesión estrictamente creciente de enteros positivos
n = (nk)k∈N, se definen las bases n-quasi-greedy, que son aquellas en las que la condición (3)
se cumple siempre que |A| = nk para algún k ∈ N. Estas bases fueron introducidas por Oikh-
berg en [29]. En dicho trabajo, el autor demostró que las bases n-quasi-greedy no siempre
son quasi-greedy. Sin embargo, en todos los ejemplos que construyó, la sucesión de cocientes(

nk+1
nk

)
k∈N

es no acotada, quedando abierta hasta [10] la pregunta de si n-quasi-greedy implica
quasi-greedy cuando tal sucesión es acotada.
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En esta tesis, estudiamos algunas bases y propiedades tipo-greedy, enfocándonos en las equi-
valencias entre varias de las propiedades estudiadas en la literatura, como ası́ también en las
equivalencias entre algunas de ellas y propiedades que se han estudiado en otros contextos,
sin referencia al algoritmo greedy.
El primer capı́tulo está dedicado al estudio de la implicación semi-greedy =⇒ almost greedy
en espacios de Banach; dado que la implicación recı́proca es verdadera, esto permite deter-
minar cuándo ambas propiedades son equivalentes.
Veremos bajo qué condiciones vale la implicación mencionada, cómo construir bases semi-
greedy que no sean de Markushevich (y por ende, no quasi-greedy), y también como construir
bases almost greedy a partir de tales bases. Estos resultados están principalmente basados en
[11] y [12].
El segundo capı́tulo de esta tesis está dedicado al estudio de las conexiones entre el algoritmo
greedy y formas parciales de incondicionalidad, que aparecen en el estudio de subsucesiones
de sucesiones débiles nulas seminormalizadas, en espacios de Banach - aunque para obtener
resultados más generales, extendemos nuestro estudio a espacios p-Banach.
En este trabajo, mostramos que dos formas conocidas de incondicionalidad parcial tienen
equivalencias simples en términos de propiedades de tipo greedy estudiadas en la literatura;
también mostramos que dichas dos propiedades no son equivalentes entre sı́. Estos resultados
están basados en [2], [3] y [4].
El tercer capı́tulo está dedicado a las bases n-quasi-greedy en espacios de Banach, más pre-
cisamente a probar que si

(
nk+1
nk

)
k∈N

es una sucesión acotada, las bases n-quasi-greedy son
quasi-greedy. Los resultados están basados en [10] - cuyo resultado principal usa otros de [2]
y [9].
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Notación y definiciones generales

En esta tesis, vamos a usar la siguiente notación y definiciones generales - además de las
ya introducidas y las que introduciremos en cada capı́tulo.

• A menos que se indique lo contrario, todos los espacios llamados X, Y, Z, F o V son
espacios p-Banach de sobre K (donde K puede ser R o C), para algún 0 < p ≤ 1. En
estos casos, X, Y o Z son espacios de dimensión infinita, F de dimensión finita, y V
puede tener cualquier dimensión. Usaremos la misma convención para X1, F1, V1, y en
general para espacios denotados con subı́ndices.

• A menos que especifiquemos lo contrario, las demostraciones son válidas tanto para
espacios sobre R como para espacios sobre C.

• En los Capı́tulos 1 y 3, en los espacios p-Banach asumimos que p = 1, es decir que
son espacios de Banach.

• Si V es un espacio p-Banach, llamamos V∗ a su espacio dual, BV al conjunto de ele-
mentos de V cuya p-norma es menor o igual que uno, y S V al conjunto de elementos
de V cuya p-norma es igual a uno.

• A menos que indiquemos una notación distinta en casos particulares, notaremos ||·||V a
la p-norma del espacio V. En caso de que sea claro por el contexto cuál es la norma a
la que nos referimos y sea conveniente, podemos notarla ||·||.

• Decimos que un subconjunto F de un espacio p-Banach V es:

• Acotado si es acotado en p-norma.

• Acotado inferiormente si existe una constante C > 0 tal que para todo f ∈ F, se
tiene que C ≤ ∥ f ∥V.

• Seminormalizado si es acotado y acotado inferiormente (usamos esta notación y
la siguiente aún cuando la p-norma no sea norma).

• Normalizado si ∥ f ∥V = 1 para todo f ∈ F.

vii
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• Sean V1 e V2 espacios p-Banach. Decimos que un conjunto indexado { fθ}θ∈Θ ⊂ V1

domina a un conjunto indexado {gθ}θ∈Θ ⊂ V2 si existe un operador lineal continuo
T : V1 → V2 tal que T ( fθ) = gθ para todo θ ∈ Θ.

• A menos que indiquemos una notación distinta, asumiremos que los sı́mbolos X, Y y
Z respectivamente denotan bases (xn)n∈N, (yn)n∈N, (zn)n∈N de espacios X, Y o Z, con
bases duales

(
x∗n

)
n∈N,

(
y∗n

)
n∈N,

(
z∗n

)
n∈N. También notamos

ζ [X] := sup
n∈N
∥xn∥ ; ζ′ [X] := sup

n∈N

∥∥∥x∗n
∥∥∥ ; ζ′′ [X] = sup

n∈N
∥xn∥

∥∥∥x∗n
∥∥∥ .

Usamos notaciones similar para Y yZ.

• Si f es un elemento de V, f̂ es el elemento de V∗∗ tal que f̂ ( f ∗) = f ∗ ( f ) para todo
f ∗ ∈ V∗. La inclusión canónica de V en su bidual V∗∗ es la función JV : V→ V∗∗ dada
por JV ( f ) = f̂ , que es una isometrı́a si p = 1. Notamos entonces V̂ = JV (V).

• Si
{
fγ
}
γ∈Γ

es una familia contenida en un espacio p-Banach V, notamos [ fγ : γ ∈ Γ] al

subespacio vectorial de V generado por
{
fγ
}
γ∈Γ

, y
[
fγ : γ ∈ Γ

]
a su clausura. Si p = 1,

notamos
[
fγ : γ ∈ Γ

]w

a la clausura en la topologı́a débil.

• Si A es un conjunto, notamos |A| a su cardinal.

• Si q ∈ (1,∞), llamamos q′ al único número real para el cual 1
q +

1
q′ = 1. Si q = 1,

definimos q′ = ∞, y si q = ∞, q′ = 1.

• Si q ∈ [1,+∞], x es un elemento de ℓq e y es un elemento de ℓq′ , notamos x = (xn)n∈N ∈

ℓq e y = (yn)n∈N ∈ ℓq′ . También identificamos y con un elemento de
(
ℓq

)∗
de la manera

usual, de modo que y (x) =
∞∑

n=1
xnyn.

• Dado m ∈ N0 y un conjunto A, notamos A(m) al conjunto de subconjuntos de m elemen-
tos de A, y A≤m al conjunto de subconjuntos de a lo sumo m elementos de A.

• Dado un conjunto A, notamos A<∞ al conjunto de subconjuntos finitos de A.

• Dado A ⊂ R y a ∈ R, notamos A<a al conjunto de elementos de A menores que a.
Usamos una notación similar para >, ≤, y ≥.

• Decimos que ∅ , A ∈ N<∞ es un intervalo de números naturales si existen a < b ∈ R>0

tales que A = [a, b] ∩ N.

• Dados A, B ⊂ N, notamos A < B si para todo a ∈ A, b ∈ B, se tiene que a < b. Usamos
una notación similar para >, ≤, y ≥.
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• Dados un conjunto A, un conjunto B ⊂ R y funciones f , g : A → B, notamos f ≲ g si
existe C ≥ 1 tal que f (a) ≤ Cg (a) para todo a ∈ A (si esto vale con C = 1, escribimos
f ≤ g). En caso de que f ≲ g y g ≲ f , escribimos f ≈ g.

• A menos que digamos lo contrario, la medida en cualquier subconjunto de Rn es la de
Lebesgue.

• Dado un escalar a ∈ K, como es usual definimos

sgn (a) :=

 a
|a| si a , 0;
1 si a = 0.

• Dados X una base de X, f ∈ X, y A ∈ N<∞, definimos la proyección

PA [X,X] ( f ) :=
∑
n∈A

x∗n ( f ) xn,

con la convención de que la suma es cero si A = ∅.

• Dados X una base de X, A ∈ N<∞, N ⊃ D ⊃ A y ε = (εn)n∈D ∈ S D
K, definimos

1ε,A[X,X] :=
∑
n∈A

εnxn; 1A[X,X] :=
∑
n∈A

xn,

como antes con la convención de que la suma es cero si A = ∅.

• Dadas X base de X, definimos la función fundamental superior φu = φu[X,X] : N →
(0,∞] de X como

φu[X,X] (m) := sup
A∈N≤m

ε∈S A
K

1ε,A[X,X].

• Decimos que una sucesión ( fn)n∈N ⊂ X es básica si es una base de Schauder del subes-
pacio

[
fn : n ∈ N

]
.

• El sı́mbolo n siempre denota una sucesión estrictamente creciente (nk)k∈N de enteros
positivos.

• Dada una base X de X y f ∈ X, para 1 ≤ q ≤ ∞ definimos ∥·∥ℓq : X→ [0,∞] como

∥ f ∥ℓq :=
∥∥∥(x∗n ( f )

)
n∈N

∥∥∥
ℓq
=


(∑

n∈N

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣q) 1

p si 1 ≤ q < ∞;
supn∈N

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ si q = ∞.

• Dada una base X de X, para cada f ∈ X definimos ε ( f ) :=
(
sgn

(
x∗n ( f )

))
n∈N ∈ S NX.

• Vamos a usar la convención 0 · ∞ = 0.

En todos los casos anteriores en que sea aplicable, cuando no haya ambigüedad, podemos
dejar la base y/o el espacio implı́cito(s).



x NOTACIÓN Y DEFINICIONES GENERALES



Capı́tulo 1

Bases semi-greedy y almost greedy

En este capı́tulo, estudiamos las relaciones entre las bases almost greedy y semi-greedy
en espacios de Banach. Las primeras fueron introducidas en [19], y son - junto con las bases
greedy y quasi-greedy - uno de los tipos de bases más estudiadas en el área de aproximación
greedy (ver por ejemplo [1], [6], [13], [18], entre otros).
Vamos a usar la siguiente definición, que como mencionamos es equivalente a la dada en la
introducción.

Definición 1.0.1. Sean X una base de X y C > 0. Decimos que X es C-almost greedy si

∥ f − PA ( f )∥ ≤Cσ̃m ( f )

para todo f ∈ X, todo m ∈ N, y todo A ∈ G ( f ,m, 1). Llamaremos constante almost greedy
Ka = Ka [X,X] a la mı́nima constante C para la que X es C-almost greedy.

Una caracterización central de las bases almost greedy es como bases quasi-greedy y
(super)-democráticas. Esta caracterización fue probada en [19, Teorema 3.3] usando bases
democráticas, aunque la equivalencia usando bases superdemocráticas también se sigue fácil-
mente usando [19, Lema 2.1], a su vez basado en [31, Proposición 2], y fue estudiada en la
literatura, con extensiones a espacios p-Banach o mejoras en las constantes involucradas (ver
por ejemplo, [6, Teorema 6.3], o [15, Teorema 1.3]). Más precisamente, se conoce el siguiente
resultado:

Teorema 1.0.2. [6, 19] Sea X una base de X.

Si X es almost greedy, existen constantes Cd, Cs y Kq que dependen solo de Ka (con
Cd ≤ Ka) tales que X es Kq-quasi-greedy (notemos que vale (3) con C = Ka + 1),
Cd-democrática y Cs-superdemocrática.

Si X es Cd-democrática y Kq-quasi-greedy, existe C dependiendo solo de Cd y Kq tal
que X es C-almost greedy.

1
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Por otra parte, las bases semi-greedy fueron introducidas en [18] y, a diferencia de las ba-
ses recién mencionadas, están definidas en términos del algoritmo greedy de Chebyshev, en
lugar del algortimo greedy. En este trabajo, para obtener resultados de mayor generalidad tra-
bajaremos usando una versión débil del algoritmo greedy de Chebyshev: Siguiendo las lı́neas
de la definición de bases branch semi-greedy de [21], definimos las bases t-semi-greedy, para
cada 0 < t ≤ 1.

Definición 1.0.3. [11, Definición 1.7] Sean X una base de X, C > 0 y 0 < t ≤ 1. Decimos
que X es C-t-semi-greedy si para todo f ∈ X y todo m ∈ N, existen A ∈ G ( f ,m, t) y g ∈
[xn : n ∈ A] tales que

∥ f − g∥ ≤Cσm ( f ) .

(en el caso t = 1 diremos queX es semi-greedy). La constante t-semi greedy Ks,t es la mı́nima
constante C para la que X es C-t-semi-greedy.

Al introducir las bases de Schauder semi-greedy en [18], los autores probaron que las
bases de Schauder almost greedy son semi-greedy ([18, Teorema 3.2], cuya demostración
no require que la base sea de Schauder). Posteriormente, se probó que si una base es almost
greedy, la condición de la Definición 1.0.3 se cumple no solo para algún A ∈ G ( f ,m, t), sino
para todos ellos. Más precisamente, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.0.4. [21, Teorema 7.1] Sean X una base almost greedy de X, y 0 < t ≤ 1. Existe
una constante Ct > 0 que depende solo de Ka y t tal que para todo f ∈ X, todo m ∈ N y todo
A ∈ G ( f ,m, t), existe g ∈ [xn : n ∈ A] tal que

∥ f − g∥ ≤Ctσm ( f ) .

En la dirección opuesta, se probó primero que las bases de Schauder semi-greedy son
superdemocráticas ([18, Proposición 3.3]), y en espacios de cotipo finito son almost greedy
([18, Teorema 3.6]). La condición sobre el cotipo fue removida en [14, Teorema 1.10, Co-
rolario 1.12], y luego en [14, Teorema 5.3] se probó la implicación de semi-greedy a almost
greedy para una clase de bases de Markushevich más grande que las bases de Schauder.
En este capı́tulo, estudiamos las relaciones entre bases t-semi-greedy y almost greedy en ge-
neral, y probamos que la equivalencia se mantiene para cualquier base de Markushevich, o
equivalentemente, que toda base de Markushevich t-semi-greedy en un espacio de Banach es
almost greedy.
También estudiamos la existencia de bases semi-greedy que no son de Markushevich y por
lo tanto, no son almost greedy (ni quasi-greedy).
El capı́tulo se divide en dos secciones. En la primera de ellas, estudiamos algunas propiedades
generales de las sucesiones seminormalizadas en espacios de Banach, que serán necesarias
para algunos de los resultados mencionados anteriormente. En la segunda sección, vamos a
demostrar dichos resultados, y algunos otros estrechamente relacionados con los mismos.
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1.1. Propiedades de separación finito-dimensional.
En esta sección, vamos a probar que bajo condiciones bastante generales, las sucesiones

en espacios de Banach tienen subsucesiones que - en un sentido que precisaremos seguida-
mente - se “alejan” de cualquier subespacio de dimensión finita. En particular, cualquier base
de Markushevich tiene dicha propiedad. Estas propiedades serán claves para la demostración
de la implicación semi-greedy =⇒ almost greedy, que daremos en la sección siguiente.
Para los resultados de esta sección, no asumiremos que las bases o sus bases duales son aco-
tadas.
Comenzamos con una definición central para los resultados de este capı́tulo.

Definición 1.1.1. [11, Definición 3.1] Sea (gn)n∈N ⊆ X una sucesión en un espacio de Banach
X. Decimos que (gn)n∈N tiene la propiedad de separación finito-dimensional (PSFD) si hay
una constante positiva M tal que para cada subespacio separable Z ⊂ X y cada ϵ > 0, existe
una subsucesión básica

(
gnk

)
k∈N con constante de la base no mayor que M + ϵ que tiene la

siguiente propiedad: Para cada subespacio de dimensión finita F ⊂ Z, existe jF ∈ N tal que

∥ f ∥ ≤ (M + ϵ) ∥ f + g∥ , (1.1)

para todo f ∈ F y toda g ∈ [gnk : k > jF]. Llamamos a tal sucesión una sucesión separadora
finito-dimensional para

(
Z,M, ϵ, (gn)n∈N

)
, y llamamos al mı́nimo M > 0 para el cual se tiene

esta propiedad la constante de separación finito-dimensional M f s de (gn)n∈N con respecto a
X, que notamos M f s

(
(gn)n∈N ,X

)
.

Como es usual, cuando sea claro por el contexto, podemos dejar implı́cita la sucesión y/o el
espacio.

Observación 1.1.2. [11, Observación 3.2] Notemos que (reescalando y por densidad) pa-
ra chequear que una subsucesión

(
gnk

)
k∈N de (gn)n∈N es separadora finito-dimensional para

(Z,M, ϵ), es suficiente verificar que existe j ∈ N tal que (1.1) vale para f con ∥ f ∥ = 1 y para
g ∈

[
gnk : k > j

]
.

Notemos que la PSFD no varı́a si cambiamos o quitamos finitos elementos de una suce-
sión. Tampoco varı́a si la reordenamos, porque cualquier subsucesión de una sucesión separa-
dora para (Z,M, ϵ) también es separadora para (Z,M, ϵ), y dado un reordenamiento

(
gnπ(k)

)
k∈N

de una subsucesión
(
gnk

)
k∈N existe una subsucesión de

(
gnπ(k)

)
k∈N

que también es subsucesión
de

(
gnk

)
k∈N . Por lo tanto, vale la siguiente caracterización:

Lema 1.1.3. [11, Lema 3.3] Sean X un espacio de Banach sobre K, (gn)n∈N ⊆ X y (an)n∈N ⊂

K\{0} sucesiones de vectores y escalares respectivamente, π : N→ N una biyección, y l ∈ N.
Entonces (gn)n∈N tiene la PSFD con constante M f s si y solo si

(
angπ(n)

)
n≥l la tiene.

Para nuestro resultado siguiente, nos hacen falta dos lemas técnicos; el segundo es una
variante de [7, Teorema 1.5.2].
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Lema 1.1.4. [7, Lema 1.5.1] Sea S ⊆ X∗ un subconjunto acotado inferiormente tal que
0 ∈ S

w∗
. Entonces, para todo ϵ > 0 y todo subespacio de dimensión finita F ⊆ X∗, existe

f ∗ ∈ S tal que para todo g∗ ∈ F y todo b ∈ K,

∥g∗∥ ≤ (1 + ϵ) ∥g∗ + b f ∗∥ .

Lema 1.1.5. [11, Lema 3.5] Sea X un espacio de Banach, Γ un conjunto no vacı́o con un
orden parcial ⪯, y

{
gγ

}
γ∈Γ
⊆ X un conjunto con la siguiente propiedad: para todo ϵ > 0, todo

subespacio de dimensión finita F ⊆ X y todo γ ∈ Γ existe γ0 ≻ γ tal que para todo g ∈ F y
todo b ∈ K,

∥g∥ ≤ (1 + ϵ)
∥∥∥g + bgγ0

∥∥∥ .
Entonces, para cada subespacio separable Z ⊂ X y cada ϵ > 0, existe una sucesión (γk)k∈N ⊂

Γ estrictamente creciente en el orden ⪯ y una sucesión básica
(
gγk

)
k∈N
⊂ X con constante de

la base no mayor que (1 + ϵ) que satisface lo siguiente: Para cada subespacio de dimensión

finita F ⊂ Z y cada ξ > 0, existe jF,ξ ∈ N tal que para todo f ∈ F y g ∈
[
gγk : k > jF,ξ

]
, se

tiene que
∥ f ∥ ≤ (1 + ξ) ∥ f + g∥ .

En particular, si Γ = N y ⪯ es el orden usual de N, se obtiene una subsucesión
(
gnk

)
k∈N

con las propiedades del enunciado, y la sucesión (gn)n∈N tiene la propiedad de separación
finito-dimensional con constante 1. En caso de que (gn)n∈N sea acotada inferiormente, estas

condiciones se cumplen si X es un espacio dual y 0 ∈
{
g∗n

}w∗

n∈N, o si X es cualquier espacio de
Banach y 0 ∈ {gn}

w
n∈N.

Demostración. Elijamos una sucesión (vn)n∈N densa en Z, y una sucesión de números positi-

vos (ϵn)n∈N de manera que
∞∏

n=1
(1+ ϵn) ≤ (1+ ϵ), y elijamos un elemento cualquiera γ1 ∈ Γ. Por

hipótesis, podemos elegir γ2 ≻ γ1 de manera que para todo f ∈
[
v1, gγ1

]
y todo b ∈ K,

∥ f ∥ ≤ (1 + ϵ1)
∥∥∥ f + bgγ2

∥∥∥ .
Por un argumento inductivo, obtenemos una sucesión (γk) estrictamente creciente en el orden
⪯ tal que para todo k ∈ N, toda f ∈

[
vs, gγs : 1 ≤ s ≤ k

]
y todo b ∈ K, se tiene que

∥ f ∥ ≤ (1 + ϵk)
∥∥∥ f + bgγk+1

∥∥∥ .
Iterando, se deduce que para todo par de enteros positivos j < l, toda f ∈

[
vs, gγs : 1 ≤ s ≤ j

]
y escalares cualesquiera (ak) j<k≤l,

∥ f ∥ ≤
l−1∏
k= j

(1 + ϵk)

∥∥∥∥∥∥∥ f +
l∑

k= j+1

akgγk

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
∞∏

k= j

(1 + ϵk)

∥∥∥∥∥∥∥ f +
l∑

k= j+1

akgγk

∥∥∥∥∥∥∥ .
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En particular,
(
gγk

)
k∈N

es una sucesión básica con constante de la base no mayor que
∞∏

k=1
(1 +

ϵk) ≤ 1 + ϵ, y el resultado del enunciado vale si existe k ∈ N tal que F ⊂ [vn : 1 ≤ n ≤ k].
Ahora un argumento estándar de densidad nos permite obtener el resultado para cualquier
subespacio de dimensión finita de Z = [vn : n ∈ N], y el resultado cuando Γ = N y ⪯ es el
orden usual de N se sigue del caso más general recién probado.
Ahora supongamos que (gn)n∈N es una sucesión acotada inferiormente. Si X es un espacio

dual, y 0 ∈
{
g∗n

}w∗

n∈N, entonces como gn , 0 para todo n ∈ N, se tiene que 0 ∈
{
g∗n

}w∗

n≥l para cada
l ∈ N. Luego, por el Lema 1.1.4, se cumplen las condiciones pedidas. Ahora bien, si X es
cualquier espacio de Banach y 0 ∈ {gn}

w
n∈N, entonces pasando al espacio bidual por medio de

la inyección canónica X ↪→ X∗∗ vemos que también se cumplen dichas condiciones. □

Seguidamente, vamos a considerar el caso en el que 0 podrı́a no ser un punto de acumu-
lación débil o débil estrella de la sucesión. En este caso, vamos a modificar la prueba de [11,
Lema 3.7], y mejorar la cota superior obtenida para M f s. En la prueba usaremos la siguiente
notación: Dada una sucesión acotada (gn)n∈N ⊆ X, definimos β ((gn)) :=

{̂
gn

}w∗

n∈N \ X̂.

Lema 1.1.6. Sea X es un espacio de Banach y (gn)n∈N ⊆ X una sucesión acotada. Si {gn}
w

n∈N
no es débil compacto, entonces (gn)n∈N tiene la propiedad de separación finito-dimensional
con M f s ≤ M, donde

M = 2

2 + ı́nf
f ∗∗∈β((gn))

 ∥ f ∗∗∥

dist
(

f ∗∗, X̂
)

 .

Demostración. Puesto que {gn}
w
n∈N no es débil compacto pero

{̂
gn

}w∗

n∈N es débil estrella com-
pacto, existe f ∗∗ ∈ β ((gn)) =

{̂
gn

}w∗

n∈N \ X̂, por lo que M está bien definida. Dados ϵ > 0 y un
subespacio separable Z ⊂ X, elegimos 0 < ξ < 1 y f ∗∗0 ∈

{̂
gn

}w∗

n∈N \ X̂ de manera que

(1 + ξ)(2 + ξ)

2 + ξ +
∥∥∥ f ∗∗0

∥∥∥
dist

(
f ∗∗0 , X̂

) ≤ M + ϵ, (1.2)

definimos Z1 := Ẑ +
[
f ∗∗0 , ĝn : n ∈ N

]
, y consideramos en Z1 la sucesión seminormalizada(̂

gn − f ∗∗0

)
n∈N

. Sea
(̂
gnk − f ∗∗0

)
k∈N

una subsucesión básica con constante de la base no mayor

que (1+ξ) obtenida por aplicación del Lema 1.1.5. Como f ∗∗0 < X̂, existe una funcional lineal
acotada f ∗∗∗1 en X̂ ⊕

[
f ∗∗0

]
tal que para todo f ∈ X y todo b ∈ K,

f ∗∗∗1

(
f̂ + b f ∗∗0

)
= b.
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Supongamos que
∥∥∥∥ f̂ + b f ∗∗0

∥∥∥∥ = 1 y que b , 0. Entonces

∣∣∣∣ f ∗∗∗1

(
f̂ + b f ∗∗0

)∣∣∣∣ =|b| = |b|
∥∥∥∥b−1 f̂ + f ∗∗0

∥∥∥∥∥∥∥∥b−1 f̂ + f ∗∗0

∥∥∥∥ = 1∥∥∥∥b−1 f̂ + f ∗∗0

∥∥∥∥ ≤ 1

dist
(

f ∗∗0 , X̂
) .

Por lo tanto, ∥∥∥ f ∗∗∗1

∥∥∥ ≤ 1

dist
(

f ∗∗0 , X̂
) . (1.3)

Por el teorema de Hahn-Banach, hay una extensión de f ∗∗∗1 a X∗∗ que preserva la norma;
llamaremos a esta extensión también f ∗∗∗1 .
Sea F1 :=

[
f ∗∗0

]
. Por la elección de

(̂
gnk − f ∗∗0

)
k∈N

, existe jF1,ξ ∈ N tal que para todo g∗∗ ∈[̂
gnk − f ∗∗0 : k > jF1,ξ

]
se tiene que∥∥∥ f ∗∗0

∥∥∥ ≤ (1 + ξ)
∥∥∥ f ∗∗0 + g∗∗

∥∥∥ . (1.4)

En particular, dado que f ∗∗0 , 0, esto implica que f ∗∗0 <
[̂
gnk − f ∗∗0 : k > jF1,ξ

]
. Luego, existe

una funcional lineal acotada f ∗∗∗2 definida en
[̂
gnk − f ∗∗0 : k > jF1,ξ

]
⊕

[
f ∗∗0

]
dada por la fórmula

f ∗∗∗2
(
f ∗∗ + b f ∗∗0

)
= b.

para todo f ∗∗ ∈
[̂
gnk − f ∗∗0 : k > jF1,ξ

]
y todo b ∈ K.

Como antes, para cada f ∗∗ ∈
[̂
gnk − f ∗∗0 : k > jF1,ξ

]
y b , 0 tales que

∥∥∥ f ∗∗ + b f ∗∗0

∥∥∥ = 1, por
(1.4) tenemos que ∣∣∣ f ∗∗∗2

(
f ∗∗ + b f ∗∗0

)∣∣∣ =|b| = 1∥∥∥b−1 f ∗∗ + f ∗∗0

∥∥∥ ≤ 1 + ξ∥∥∥ f ∗∗0

∥∥∥ .
Por lo tanto, ∥∥∥ f ∗∗∗2

∥∥∥ ≤ 1 + ξ∥∥∥ f ∗∗0

∥∥∥ . (1.5)

Nuevamente, por el Teorema de Hahn-Banach, podemos considerar que f ∗∗∗2 está definida en
todo X∗∗. Ahora definimos, para f ∗∗ ∈ X∗∗, los siguientes operadores lineales acotados:

T ( f ∗∗) = f ∗∗ +
(
f ∗∗∗2 − f ∗∗∗1

)
( f ∗∗) f ∗∗0 ;

L ( f ∗∗) = f ∗∗ −
(
f ∗∗∗2 − f ∗∗∗1

)
( f ∗∗) f ∗∗0 .

Por (1.3) y (1.5) obtenemos que para todo f ∗∗ ∈ S X∗∗ ,

∥T ( f ∗∗)∥ ≤ ∥ f ∗∗∥ +
∥∥∥ f ∗∗∗2

∥∥∥ ∥ f ∗∗∥ ∥∥∥ f ∗∗0

∥∥∥ + ∥∥∥ f ∗∗∗1

∥∥∥ ∥ f ∗∗∥ ∥∥∥ f ∗∗0

∥∥∥ ≤ 2 + ξ +

∥∥∥ f ∗∗0

∥∥∥
dist

(
f ∗∗0 , X̂

) ,
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mientras que como f ∗∗∗1

∣∣∣
X̂
= 0, resulta que para todo f ∈ S X,∥∥∥∥T

(
f̂
)∥∥∥∥ ≤ ∥ f ∥ + ∥∥∥ f ∗∗∗2

∥∥∥ ∥ f ∥ ∥∥∥ f ∗∗0

∥∥∥ ≤ 2 + ξ.

Se sigue que

∥T∥ ≤2 + ξ +

∥∥∥ f ∗∗0

∥∥∥
dist

(
f ∗∗0 , X̂

) ;∥∥∥T
∣∣∣
X̂

∥∥∥ ≤2 + ξ.

Puesto que los mismos argumentos se aplican también a L, de esto y (1.2) obtenemos

∥T∥
∥∥∥L

∣∣∣
X̂

∥∥∥ ≤(2 + ξ)

2 + ξ +
∥∥∥ f ∗∗0

∥∥∥
dist

(
f ∗∗0 , X̂

) ≤ M + ϵ
1 + ξ

. (1.6)

Notemos L es la inversa de T , es decir LT = T L = IdX∗∗ . Por lo tanto, como T
(̂
gnk − f ∗∗0

)
=

ĝnk para todo k > jF1,ξ y
(̂
gnk − f ∗∗0

)
k∈N

es una sucesión básica con constante no mayor que
1 + ξ, se sigue de (1.6) que

(
gnk

)
k> jF1 ,ξ

es una sucesión básica con constante

Kb

((
gnk

)
k> jF1 ,ξ

)
≤ (1 + ξ)

(
M + ϵ
1 + ξ

)
= M + ϵ.

Ahora sea F ⊂ Z un subespacio de dimensión finita, y sea

jF := máx
{

jL
(̂
F
)
,ξ, jF1,ξ

}
.

Para cualquier f ∈ F y escalares (ak) jF<k≤m, por la elección de
(̂
gnk − f ∗∗0

)
k∈N

tenemos que

∥ f ∥ ≤ ∥T∥
∥∥∥∥L

(
f̂
)∥∥∥∥ ≤ ∥T∥ (1 + ξ)

∥∥∥∥∥∥∥L
(

f̂
)
+

∑
jF<k≤m

ak
(̂
gnk − f ∗∗0

)∥∥∥∥∥∥∥
= ∥T∥ (1 + ξ)

∥∥∥∥∥∥∥L

 f̂ +
∑

jF<k≤m

akĝnk


∥∥∥∥∥∥∥ ≤ ∥T∥ ∥∥∥L

∣∣∣
X̂

∥∥∥ (1 + ξ)

∥∥∥∥∥∥∥ f̂ +
∑

jF<k≤m

akĝnk

∥∥∥∥∥∥∥
≤(M + ϵ)

∥∥∥∥∥∥∥ f +
∑

jF<k≤m

akgnk

∥∥∥∥∥∥∥ ,
donde aplicamos una vez más (1.6) para obtener la última desigualdad. Por un argumento de
densidad, concluimos que

(
gnk

)
k> jF1 ,ξ

tiene las propiedades buscadas. □
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Observación 1.1.7. (cf. Observación 1.1.2) [11, Observación 3.8] Notemos que la cota su-
perior para M f s dada por el Lema 1.1.6 no es afectada si cambiamos (gn)n∈N por

(
angπ(n)

)
n∈N,

para cualquier sucesión seminormalizada (an)n∈N y cualquier biyección π : N→ N.

Corolario 1.1.8. [11, Corolario 3.9]Sea (gn)n∈N una sucesión seminormalizada. Los siguien-
tes enunciados son equivalentes.

i) (gn)n∈N tiene una subsucesión básica.

ii) O bien 0 ∈ {gn}
w
n∈N, o bien {gn}

w
n∈N no es débil compacto.

iii) (gn)n∈N tiene la propiedad de separación finito-dimensional.

Demostración. La equivalencia i) ⇐⇒ ii) fue probada en [26] (ver también [7, Teorema
1.5.6]).
Por los Lemas 1.1.5 y 1.1.6, se sigue que ii) =⇒ iii). Por otra parte, es inmediato de las
definiciones que iii) =⇒ i). □

Seguidamente, estudiamos la propiedad de separación finito-dimensional en el contexto
de bases de Markushevich. Recordemos que para 0 < c ≤ 1, un subespacio Z ⊂ X∗ se dice
c-normante para X si

c ∥ f ∥ ≤ sup
f ∗∈Z
∥ f ∗∥=1

| f ∗ ( f )| ∀ f ∈ X.

Vamos a usar el siguiente resultado.

Lema 1.1.9. [7, Proposición 3.2.3] Sea X una base de Schauder de X con constante Kb.
Entonces [X∗] ⊂ X∗ is K−1

b -normante para X.

Recordemos también que una sucesión (vl)l∈N es una base de bloques de una base de
MarkushevichX si hay sucesiones de enteros positivos (nl)l∈N, (ml)l∈N con nl ≤ ml < nl+1 para
todo l ∈ N y escalares (bk)k∈N tales que

vl =

ml∑
k=nl

bkxk,

donde para cada l ∈ N, al menos un escalar nl ≤ bk ≤ ml es no nulo. En particular, toda
subsucesión de una base de Markushevich es una base de bloques de la misma.
La siguiente demostración es la de [11, Proposición 3.11], modificada usando el resultado
mejorado del Lema 1.1.6.

Proposición 1.1.10. Sea (zn)n∈N ⊂ X una base de bloques seminormalizada de una base de
Markushevich Y de un subespacio Y ⊂ X. Entonces:
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(a) O bien {zk}
w
k∈N no es débil compacto, o bien (zk)k∈N es débil nula. Por ende, (zk)k∈N tiene

la PSFD.

(b) Si 0 ∈ {zk}
w
k∈N o X es un espacio dual y 0 ∈ {zk}

w∗
k∈N, entonces M f s = 1.

(c) Si (zk)k∈N no es débil nula, entonces

M f s ≤ 2

2 + ı́nf
f ∗∗∈β((zk))

 ∥ f ∗∗∥

dist
(

f ∗∗, X̂
)

 .

(d) Si Y = X y
[
Y∗

]
es c-normante, entonces M f s ≤ c−1.

(e) Si Y = X e Y es una base de Schauder de X con constante Kb, entonces M f s ≤ Kb.

Demostración. Para probar (a), supongamos que {zk}
w
k∈N es débil compacto. Como Y is débil

cerrado, dada una subred
(
zkλ

)
existe una subred

(
zkλθ

)
y g0 ∈ Y tales que

zkλθ

w
−→ g0.

Como (zk)k∈N es una base de bloques de Y, se sigue que y∗n (g0) = 0 para todo n ∈ N, y
entonces g0 = 0 porque Y es base de Markushevich. Luego, (zk)k∈N es débil nula. Se sigue
del Corolario 1.1.8 que (zk)k∈N tiene la PSFD.
El Lema 1.1.5 implica (b), y (c) se sigue de (a) y el Lema 1.1.6.
Para demostrar (d), notemos que por (a), (zk)k∈N tiene una subsucesión básica

(
zkl

)
l∈N. Sea

F ⊂ X un subespacio de dimensión finita, y fijemos 0 < ϵ < 1. Elijamos 0 < ξ < 1 de manera
que

0 <
c−1(1 − ξ)−1

1 − c−1(1 − ξ)−1ξ
≤ c−1 + ϵ.

Sea
(
g j

)
1≤ j≤m1

⊂ S F una ξ-red en la esfera unidad de F.

Como
[
Y∗

]
es c-normante, también lo es

[
Y∗

]
. Por ende, existe m2 ∈ N y vectores unitarios(

g∗j
)

1≤ j≤m1
⊂

[
y∗k : 1 ≤ k ≤ m2

]
tales que

∣∣∣∣g∗j (g j

)∣∣∣∣ ≥ c(1 − ξ) para todo 1 ≤ j ≤ m1.

Ahora fijemos f ∈ S F y g ∈
[
zkl : l > m2

]
, y elijamos 1 ≤ j ≤ m1 de modo que

∥∥∥ f − g j

∥∥∥ ≤ ξ.
Notemos que g ∈

[
yk : k > m2

]
, ası́ que y∗k (g) = 0 para todo 1 ≤ k ≤ m2. Por lo tanto,

1 ≤c−1 (1 − ξ)−1
∣∣∣∣g∗j (g j

)∣∣∣∣ ≤ c−1(1 − ξ)−1
∥∥∥g j + g

∥∥∥
≤c−1 (1 − ξ)−1

∥ f + g∥ + c−1 (1 − ξ)−1
∥∥∥g j − f

∥∥∥
≤c−1 (1 − ξ)−1

∥ f + g∥ + c−1 (1 − ξ)−1 ξ.



10 CAPÍTULO 1. BASES SEMI-GREEDY Y ALMOST GREEDY

Se sigue que

∥ f ∥ = 1 ≤
c−1 (1 − ξ)−1

1 − c−1 (1 − ξ)−1 ξ
∥ f + g∥ ≤

(
c−1 + ϵ

)
∥ f + g∥ .

Parar terminar la demostración de la proposición, notemos que (e) se sigue de (d) y el Le-
ma 1.1.9. □

Observación 1.1.11. [11, Observación 3.12] Si (gn)n∈N ⊂ X es cualquier base de bloques de
una base de Markushevich, podemos normalizarla y aplicar la Proposición 1.1.10 y luego el
Lema 1.1.3, ası́ que (gn)n∈N tiene la PSFD.

Recordemos que un espacio tiene la propiedad de Schur si la convergencia débil de su-
cesiones implica la convergencia en norma (y por lo tanto, es equivalente a la misma). Para
estos espacios - que llamamos espacios de Schur -, tenemos el siguiente lema:

Lema 1.1.12. Sea X una base seminormalizada de X. Si X es un espacio de Schur y X∗ es
seminormalizada, entonces X tiene la PSFD.

Demostración. Supongamos que no la tiene. Por el Corolario 1.1.8, {xn : n ∈ N}
w
k∈N es débil

compacto y no contiene al cero. Por el Teorema de Eberlein-Šmullyan (ver por ejemplo [7,
Teorema 1.6.3]), existe una subsucesión

(
xn j

)
j∈N

que es débil convergente. Como X es un
espacio de Schur, la convergencia es en norma. Pero esto es imposible porque si n , m,
entonces

∥xn − xm∥ ≥
1
ζ′

∣∣∣x∗n (xn − xm)
∣∣∣ = 1
ζ′
.

□

Las cota superiores para M f s obtenidas en el Lema 1.1.6 y la Proposición 1.1.10(c) mejo-
ran los resultados correspondientes de [11, Lema 3.7, Proposición 3.11 (c)]. Seguidamente,
probaremos que tanto estas nuevas cotas como las dadas en la Proposición 1.1.10 (d) y (e) son
óptimas salvo por constantes absolutas. A tal fin, usaremos la construcción de [11, Ejemplo
4.4], que también será de utilidad más adelante, en la Sección 1.2.

Ejemplo 1.1.13. Sea E = (en)n∈N la base canónica de ℓ1. Dado α > 1, definimos para todo
n ≥ 2

xn := en + α(−1)ne1; x∗n := e∗n
∣∣∣
[xn:n≥2]

,

y definimos

X := (xn)n≥2 ; X := [X].
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Entonces X es una base de Schauder de X equivalente a E, y valen las siguientes afirma-
ciones.

α + 1 ≥Kb; (1.7)
α + 1

2
≤M f s (X,X) ≤ Kb; (1.8)

4 (α + 2) ≥2

2 + ı́nf
f ∗∗∈

{
X̂
}w∗

\X̂

 ∥ f ∗∗∥

dist
(

f ∗∗, X̂
)

 ≥ M f s (X,X) . (1.9)

Notemos que (1.7) implica que [X∗] ⊂ X∗ es (α + 1)−1-normante.

Demostración. Primero observemos que que ∥xn∥ = α + 1 para todo n ∈ N≥2.
Ahora fijemos m ∈ N≥2, l ∈ N y escalares (an)2≤n≤m+l. Tenemos que

m∑
n=2

|an| ≤

∥∥∥∥∥∥∥
m∑

n=2

anxn

∥∥∥∥∥∥∥ = α
∣∣∣∣∣∣∣

m∑
n=2

(−1)nan

∣∣∣∣∣∣∣ +
m∑

n=2

|an| ≤ (α + 1)
m∑

n=2

|an|

≤ (α + 1)
m+l∑
n=2

|an| ≤ (α + 1)

∥∥∥∥∥∥∥
m+l∑
n=2

anxn

∥∥∥∥∥∥∥ .
Esto prueba tanto la equivalencia de X con E como (1.7).
La desigualdad a la derecha de (1.8) se sigue de la Proposición 1.1.10 (e). Para demostrar
la desigualdad a la izquierda, fijemos ϵ > 0, y sea

(
xnk

)
k∈N una sucesión separadora finito

dimensional para
(
X,M f s, ϵ,X

)
. Fijemos F := [x2], y sea k > jF. Entonces

α + 1 = ∥x2∥ ≤
(
M f s + ϵ

) ∥∥∥x2 + (−1)nk+1xnk

∥∥∥ = 2
(
M f s + ϵ

)
,

y el resultado se sigue tomando lı́mite para ϵ → 0.
Ahora probemos (1.9): Nuevamente la desigualdad de la derecha se sigue de la Proposi-
ción 1.1.10(c). Para demostrar la desigualdad restante, primero tomemos f ∗∗0 ∈ X

∗∗ y una
subred

(̂
xnλ

)
λ∈Λ que converge a f ∗∗0 en la topologı́a débil estrella. Puesto que α > 1, se sigue

de (1.8) que M f s > 1. Luego, por la Proposición 1.1.10 (b) se deduce que 0 < {X}
w
k∈N, y

entonces f ∗∗0 , 0. Además, se sigue de la convergencia débil estrella que f ∗∗0
(
x∗n

)
= 0 para

todo n ∈ N≥2. Como X es en particular una base de Markushevich, esto implica que f ∗∗0 < X̂.
Notemos que

∥∥∥ f ∗∗0

∥∥∥ ≤ α + 1. Ahora daremos una cota inferior para la distancia de f ∗∗0 a X̂. A

tal fin, fijemos m ∈ N≥2 y escalares (an)2≤n≤m, y sea f :=
∑m

n=2 anxn. Para estimar
∥∥∥∥ f̂ − f ∗∗0

∥∥∥∥
por debajo, consideramos dos casos: Si

m∑
n=2

|an| ≤
1
2
, (1.10)
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tomamos g∗0 =
(
g0,n

)
n∈N ∈ ℓ∞ tal que

g∗0,1 = 0 y g0,n = 1 ∀n ≥ 2.

Usando la identificación canónica de ℓ∞ con el espacio dual de ℓ1, y restringiendo g∗0 a X,
vamos a considerar a g∗0 como un elemento de X∗. Notemos que g∗0 (xn) = 1 para todo n ∈ N.
Por la convergencia débil estrella, se deduce que f ∗∗0

(
g∗0

)
= 1. Puesto que∥∥∥g∗0

∥∥∥
X∗
≤

∥∥∥g∗0
∥∥∥ = 1,

se tiene que ∥∥∥∥ f̂ − f ∗∗0

∥∥∥∥ ≥ ∣∣∣∣( f̂ − f ∗∗0

) (
g∗0

)∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣ f ∗∗0
(
g∗0

)∣∣∣ − ∣∣∣g∗0 ( f )
∣∣∣ ≥ 1 −

m∑
n=2

|an| ≥
1
2
.

Por otra parte, si no vale (1.10), sea εn := sgn (an)−1 para todo 2 ≤ n ≤ m, y g∗1 :=
∑m

n=2 εnx∗n.
Como para todo n ∈ N≥2, x∗n es la restricción a X de e∗n ∈ ℓ∞, se deduce que

∥∥∥g∗1
∥∥∥
X∗
≤

∥∥∥∥∥∥∥
m∑

n=2

εne∗n

∥∥∥∥∥∥∥
ℓ∞

= 1,

y como f ∗∗0

(
g∗1

)
= 0, se sigue que

∥∥∥∥ f̂ − f ∗∗0

∥∥∥∥ ≥ ∣∣∣∣( f̂ − f ∗∗0

) (
g∗1

)∣∣∣∣ = m∑
n=2

|an| ≥
1
2
.

Considerando ambos casos, concluimos que

dist
(

f ∗∗0 , X̂
)
≥

1
2
.

Por ende, tomando ı́nfimo obtenemos

2

2 + ı́nf
f ∗∗∈

{
X̂
}w∗

\X̂

 ∥ f ∗∗∥

dist
(

f ∗∗, X̂
)

 ≤2

2 + α + 1
1
2

 = 4 (α + 2) .

□

La propiedad de separación finito-dimensional es clave para la demostración de la im-
plicación semi-greedy =⇒ almost greedy de [11], pero es posible mejorar algunas de las
constantes que se obtienen por medio de una propiedad similar, que ha sido estudiada en
[12]. Seguidamente, damos las demostraciones correspondientes, que son similares a algunas
dadas previamente en esta sección. Usaremos la siguiente notación:
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Dado δ > 0, diremos que un subconjunto ∅ ⊊ S ⊂ X es δ-uniformemente discreto si
∥ f − g∥ ≥ δ para todo par de elementos distintos f , g ∈ S .

En el caso de una sucesión (o de un conjunto indexado) ( fn)n∈N ⊂ N, decimos que
( fn)n∈N es uniformemente discreta si ∥ fn − fm∥ ≥ δ siempre que n , m.

Lema 1.1.14. [12, Lemma 2.5] Sea E ⊂ X un conjunto infinito, acotado, y uniformemente
discreto, y F ⊂ X un subespacio de dimensión finita. Dado ϵ > 0, existen f , g ∈ E tales que
para todo b ∈ K y todo h ∈ F,

∥h∥ ≤ (1 + ϵ) ∥h + b ( f − g)∥ .

Demostración. Elijamos primero δ > 0 de modo que E sea δ-uniformemente discreto, y
luego 0 < ϵ′ < ϵ tal que

0 <
1

1 − 4δ−1ϵ′ − ϵ′
< 1 + ϵ. (1.11)

Sea {h1, . . . , hn} una ϵ′-red en S F, y sean
{
h∗1, . . . , h

∗
n

}
⊂ S X∗ tales que h∗j

(
h j

)
= 1 para todo

1 ≤ j ≤ n. Como S es infinito y acotado, existe h∗∗0 ∈ X
∗∗ un punto de acumulación débil

estrella de Ê ⊂ X∗∗. Por lo tanto, existen f , g ∈ E tales que para cada 1 ≤ k ≤ n,

máx
{∣∣∣h∗∗0 (

h∗k
)
− h∗k ( f )

∣∣∣ , ∣∣∣h∗∗0 (
h∗k

)
− h∗k (g)

∣∣∣} ≤ ϵ′.
Fijemos h ∈ S F, y sea 1 ≤ k ≤ n tal que

∥hk − h∥ ≤ ϵ′.

Ahora elijamos b ∈ K. Si |b| ≤ 2δ−1, entonces

∥h + b ( f − g)∥ ≥ ∥hk + b ( f − g)∥ − ϵ′ ≥
∣∣∣h∗k (hk + b ( f − g))

∣∣∣ − ϵ′
≥1 − |b|

∣∣∣h∗k ( f − g)
∣∣∣ − ϵ′

≥1 − 2δ−1
∣∣∣h∗∗0 (hk) − h∗k ( f ) + h∗k (g) − h∗∗0 (hk)

∣∣∣ − ϵ′
≥1 − 4δ−1ϵ′ − ϵ′.

Luego, por (1.11),

∥h∥ =1 ≤ (1 + ϵ) ∥h + b ( f − g)∥ .

Por otra parte, si |b| > 2δ−1, entonces

∥h + b ( f − g)∥ ≥ |b| ∥ f − g∥ − ∥h∥ ≥ 1 = ∥h∥ .

Esto completa la demostración para h ∈ S F, y reescalando obtenemos el resultado para h ∈
F. □
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Lema 1.1.15. [12, Lema 2.6] Sea X un espacio de Banach y (gn)n∈N ⊆ X una sucesión
acotada y uniformemente discreta. Para cada subespacio separable Z ⊂ X y cada ϵ > 0,
existe una subsucesión

(
gn j

)
j∈N

tal que la sucesión
(
gn2 j−1 − gn2 j

)
n∈N

es básica con constante
no mayor que (1 + ϵ), y satisface lo siguiente: Para cada subespacio de dimensión finita

F ⊂ Z y cada ξ > 0, existe rF,ξ ∈ N tal que para todo g ∈ F y todo f ∈
[
gn2 j−1 − gn2 j : j > rF,ξ

]
,

∥g∥ ≤ (1 + ξ) ∥g + f ∥ .

Demostración. Sea Γ := {(k, j) ∈ N × N : k , j}, con el orden parcial ⪯ definido por

(k, j) ≺
(
k′, j′

)
⇐⇒ máx {k, j} < mı́n {k′, j′} .

Como (gn)n∈N≥k
es uniformemente discreta para cada k ∈ N, por Lema 1.1.14 se tiene que

el conjunto de diferencias
{
gk − g j

}
(k, j)∈Γ

cumple con las condiciones del Lema 1.1.5. Luego,

existe una sucesión (kn, jn)n∈N ⊂ Γ estrictamente creciente en el orden ⪯ tal que
(
gkn − g jn

)
n∈N

es una sucesión básica con las propiedades de dicho lema. Reenumerando, obtenemos la
sucesión del enunciado (una prueba diferente puede verse en [12]). □

Corolario 1.1.16. [12, Corolario 2.7] Sea X una base de Markushevich seminormalizada
de Y ⊂ X, con constante de separación finito-dimensional no mayor que M. Entonces para
cada subespacio separable Z ⊂ X y cada ϵ > 0, existe una subsucesión básica

(
xnk

)
k∈N que

satisface la siguiente condición: para cada subespacio de dimensión finita F ⊂ Z, existe
sF,ϵ ∈ N tal que para todo f ∈ F, toda g ∈

[
xnk : k ≥ sF,ϵ

]
y toda h ∈

[
xn2k−1 − xn2k : k ≥ sF,ϵ

]
,

∥ f ∥ ≤ mı́n {(M + ϵ) ∥ f + g∥ , (1 + ϵ) ∥ f + h∥} .

Demostración. La Proposición 1.1.10 nos da una sucesión separadora
(
xnl

)
l∈N para (Z,M, ϵ).

Por otra parte, como X∗ es acotada, X es uniformemente discreta, y entonces también lo es(
xnl

)
l∈N. Por lo tanto, existe una subsucesión

(
xnlk

)
k∈N

con las propiedades del Lema 1.1.15.
Tomando para cada subespacio de dimensión finita F ⊂ Z, sF,ϵ := 1+máx

{
rF,ϵ , jF,ϵ

}
, se deduce

que la subsucesión
(
xnlk

)
k∈N

tiene las propiedades buscadas. □

1.2. De semi-greedy a almost greedy
En esta sección, mostraremos que las bases de Markushevich semi-greedy en espacios

de Banach son almost greedy, y probaremos otros resultados sobre las relaciones entre los
algoritmos greedy y Chebyshev-greedy. La implicación mencionada fue demostrada por pri-
mera vez por Dilworth et. al para bases de Schauder en espacios con cotipo finito en [18],
mientras que Berná mostró en [13] que la condición de cotipo finito no es necesaria. En [11],
la prueba de [13] fue modificada usando la PSFD para obtener el resultado para bases de
Markushevich; asimismo, se dio el resultado para una variante formalmente más débil de las
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bases semi-greedy. Estas demostraciones usan la equivalencia entre quasi-greedy + (super)-
democrática y almost greedy (ver [19, Teorema 3.3 ]) para probar la implicación. Una prueba
directa de la implicación semi-greedy =⇒ almost greedy - como asimismo una mejora en la
constante quasi-greedy en la implicación semi-greedy =⇒ quasi-greedy - fue dada en [12].
En esta tesis, vamos a dar la prueba siguiendo en general [12], lo que también nos permite
obtener algunos resultados más generales sobre parámetros definidos para cualquier base -
no necesariamente semi-greedy.

Definición 1.2.1. Sea X una base de X, 0 < t ≤ 1 y m ∈ N.

El parámetro t-quasi-greedy g(m, t) = g (m, t) [X,X] se define como

g(m, t) := ı́nf
C>0
{∥PA ( f )∥ ≤ C ∥ f ∥ , ∀ f ∈ X,∀A ∈ G ( f ,m, t)} .

El parámetro de t-supression-quasi-greedy ĝ (m, t) = ĝ (m, t) [X,X] se define como

ĝ(m, t) := ı́nf
C>0
{∥ f − PA ( f )∥ ≤ C ∥ f ∥ , ∀ f ∈ X,∀A ∈ G ( f ,m, t)} .

Para t = 1, el parámetro g(m, 1) fue considerado en [4], y el parámetro quasi-greedy dado por
gm := máxn≤m g (n, 1) también fue estudiado, por ejemplo en [16].

Definición 1.2.2. Sea X una base de X, 0 < t ≤ 1 y m ∈ N.

El parámetro superior de Chebyshev-Lebesgue, Lu
ch (m, t) = Lu

ch (m, t) [X,X] se define
como

Lu
ch(m, t) := ı́nf

C>0

{
∥ f − g∥ ≤ Cσm ( f )

∀ f ∈ X, ∀A ∈ G ( f ,m, t) ,
∃g ∈ [xn : n ∈ A] .

}
.

El parámetro inferior de Chevyshev-Lebesgue, Ll
ch (m, t) = Ll

ch (m, t) [X,X] se define
como

Ll
ch (m, t) := ı́nf

C>0

{
∥ f − g∥ ≤ Cσm ( f ) :

∀ f ∈ X, ∃A ∈ G ( f ,m, t) ,
∃g ∈ [xn : n ∈ A] .

}
.

Como es usual, podemos dejar la base y el espacio implı́citos cuando no hay ambigüedad.

Observación 1.2.3. Bajo las hipótesis de la Definición 1.2.2, es claro que hay una mı́nima
C > 0 en la definición de Lu

ch(m, t). Lo mismo vale para Ll
ch(m, t) si X es una base de Mar-

kushevich, dado que para todo f ∈ X con
∣∣∣sop ( f )

∣∣∣ > m, el conjunto G ( f ,m, t) es finito por
el Lema 1.2.6 que demostramos seguidamente, mientras que si

∣∣∣sop ( f )
∣∣∣ ≤ m, entonces para

todo A ∈ G ( f ,m, t), se tiene que f ∈ [xn : n ∈ A].
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Observación 1.2.4. El parámetro superior de Chebyshev-Lebesgue es la constante de Chebyshev-
Lebesgue introducida en [20] y también estudiada en [16].

Nuestro siguiente teorema establece una relación entre ĝ, M f s y Ll
ch, la cual en particular

mejora la cota superior para la constante suppression-quasi-greedy para bases de Markushe-
vich semi-greedy en espacios de Banach. Esta constante se define como

Ksqg := ı́nf
K>0
{∥ f − PA ( f )∥ ≤ K ∥ f ∥ ∀ f ∈ X,∀m ∈ N,∀A ∈ G ( f ,m, 1)} (1.12)

Observación 1.2.5. Notemos que existe una constante K > 0 para la que vale (1.12) si y solo
si X es quasi-greedy.

Más precisamente, el Teorema 4.2 de [11] muestra que si X es C-s-semi-greedy, enton-
ces es Ksqg-suppression quasi-greedy con Ksqg ≤ M f sC(1 + (M f s + 1)Cs−2). Seguidamente
probaremos (demostración de [12, Proposición 6.5]) que Ksqg ≤ M f sC(1 + 2Cs−2). A tal fin,
vamos a usar dos lemas auxiliares, el segundo de los cuales mejora [29, Lema 2.2] para bases
de Markushevich.

Lema 1.2.6. [12, Lemma 3.13] Sea X una base de X y 0 < t ≤ 1. Si f ∈ X y m ∈ N son tales
que

∣∣∣sop ( f )
∣∣∣ ≥ m, entonces G ( f ,m, t) es un conjunto finito y x∗n ( f ) , 0 para todo n ∈ A con

A ∈ G ( f ,m, t).

Demostración. Sean

B :=
⋃

A∈G( f ,m,t)

A y b := ı́nf
n∈B

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ ,

y elijamos j ∈ sop ( f ) de manera que∣∣∣∣{n ∈ N :
∣∣∣x∗n ( f )

∣∣∣ ≥ ∣∣∣x∗j ( f )
∣∣∣}∣∣∣∣ ≥ m.

Como X∗ es débil estrella nula, existe n0 ∈ N tal que∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ < t

∣∣∣x∗j ( f )
∣∣∣∀n > n0.

Por lo tanto, B ⊂ {1, . . . , n0}, y G ( f ,m, t) es finito, ası́ que b es un mı́nimo. Ahora sean
A ∈ G ( f ,m, t) y n ∈ A con

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ = b. Si b = 0, tomando l ∈ sop ( f ) \ A tenemos que

0 = b ≥ t
∣∣∣x∗l ( f )

∣∣∣ > 0, una contradicción. □

Lema 1.2.7. [12, Lema 3.14] Sean X una base de Markushevich de X, f ∈ X, y ϵ > 0. Valen
las siguientes afirmaciones:

(i) Dado D ∈ N<∞, existe g ∈ [X] tal que ∥g − f ∥ < ϵ y PD (g − f ) = 0.

(ii) Dados m0 ∈ N y 0 < t ≤ 1, existe g ∈ [X] tal que ∥g − f ∥ < ϵ y, para cada 1 ≤ m ≤ m0,
G ( f ,m, t) = G (g,m, t) y PA (g − f ) = 0 para cada A ∈ G ( f ,m, t).
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Demostración. Para probar (i), elijamos h ∈ [X] de manera que ∥ f − PD ( f ) − h∥ < (1 + ∥PD∥)−1 ϵ,
y definamos g := h − PD (h) + PD ( f ). Tenemos que

∥ f − g∥ ≤ ∥ f − PD ( f ) − h∥ + ∥PD (h − f + PD ( f ))∥ ≤ (1 + ∥PD∥) ∥ f − PD ( f ) − h∥ < ϵ.

Para probar (ii) podemos asumir que f tiene soporte infinito (de lo contrario, aproximamos f
por f ), ası́ que las hipótesis del Lema 1.2.6 valen para m = m0. Sean

B :=
⋃

A∈G( f ,m0,t)

A y b := mı́n
n∈B

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ .

Primero notemos que si m0 > 1, 1 ≤ m < m0 y A ∈ G ( f ,m, t), entonces A ∪ A1 ∈ G ( f ,m0, t)
para cada A1 ∈ G ( f − PA ( f ) ,m0 − m, 1). Por ende, A ⊂ B. Esto muestra que

B =
⋃

1≤m≤m0
A∈G( f ,m,t)

A. (1.13)

Dado que X∗ es débil estrella nula y b > 0 por el Lema 1.2.6, existe n0 ∈ N tal que
∣∣∣x∗n ( f )

∣∣∣ <
2−1tb para todo n ≥ n0. Sean

D := {1, . . . , n0} ; ϵ1 :=
t mı́n {ϵ, 1, b}

2 (1 + ζ′)
,

y sea g obtenida por aplicación de (i) a f , D y ϵ1. Para ver que g tiene las propiedades
buscadas, primero notemos que B ⊂ D y para cada n ∈ B y cada k < D,∣∣∣x∗k (g)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣x∗k ( f − g)
∣∣∣ + ∣∣∣x∗k ( f )

∣∣∣ ≤ ζ′ ∥ f − g∥ + 2−1tb < tb ≤ t
∣∣∣x∗n ( f )

∣∣∣ = t
∣∣∣x∗n (g)

∣∣∣ . (1.14)

Puesto que n0 > m0 y |B| ≥ m0, se sigue que A ⊂ D para todo A ∈ G (g,m, t) y todo
1 ≤ m ≤ m0. Afirmamos que también A ⊂ B para todo A ∈ G (g,m, t) y todo 1 ≤ m ≤ m0.
Para probarlo, supongamos que esto es falso, y sean 1 ≤ m ≤ m0 y A ∈ G (g,m, t) tales que
A 1 B. Como |B| ≥ |A|, existe n1 ∈ B \ A. Puesto que A ∪ B ⊂ D, tenemos que∣∣∣x∗n ( f )

∣∣∣ = ∣∣∣x∗n (g)
∣∣∣ ≥ t

∣∣∣x∗n1
(g)

∣∣∣ = t
∣∣∣x∗n1

( f )
∣∣∣ ≥ tb ∀n ∈ A. (1.15)

Ahora bien, se sigue de (1.13) y la elección de A que A < G ( f ,m, t). Por ende, existen n2 ∈ A
y n3 < A tales que ∣∣∣x∗n2

( f )
∣∣∣ < t

∣∣∣x∗n3
( f )

∣∣∣ . (1.16)

Dado que ∣∣∣x∗n2
( f )

∣∣∣ = ∣∣∣x∗n2
(g)

∣∣∣ ≥ t
∣∣∣x∗n3

(g)
∣∣∣ ,
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esto implica que x∗n3
( f ) , x∗n3

(g), y entonces n3 < D, lo que junto con (1.16) y la elección de
D implica que

∣∣∣x∗n2
( f )

∣∣∣ < t2b
2
,

lo que contradice (1.15) porque n2 ∈ A. Queda probado que⋃
1≤m≤m0

A∈G(g,m,t)

⊂ B.

Ahora fijemos 1 ≤ m ≤ m0 y elijamos A ∈ G ( f ,m, t). Para ver que A ∈ G (g,m, t), fijemos
n ∈ A y k < A. Si k ∈ D, entonces∣∣∣x∗n (g)

∣∣∣ = ∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ ≥ t |xk ( f )| = t |xk (g)| ,

mientras que si k < D, entonces t
∣∣∣x∗k (g)

∣∣∣ ≤ t−1
∣∣∣x∗k (g)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣x∗n (g)
∣∣∣ por (1.14). Luego, A ∈

G (g,m, t).
De manera similar, sean A ∈ G (g,m, t), n ∈ A y k < A. Dado que n ∈ A ⊂ B ⊂ D, el caso
k ∈ D se prueba como antes pero intercambiando f y g, mientras que si k < D, entonces

t
∣∣∣x∗k ( f )

∣∣∣ < b ≤
∣∣∣x∗n ( f )

∣∣∣ .
Se deduce que A ∈ G ( f ,m, t), lo que completa la demostración. □

Ahora podemos probar la cota mencionada anteriormente para la constante suppression
quasi-greedy de las bases de Markushevich t-semi-greedy, y también un resultado más gene-
ral sobre las relaciones entre los parámetros ĝ y Ll

ch.

Teorema 1.2.8. [12, Proposición 6.5] Sea X una base de Markushevich de X. Para todo
0 < s ≤ 1, 0 < t ≤ 1 y m ∈ N, tenemos la siguiente estimación:

ĝ (m, t) ≤ M f sLl
ch

(
2
⌊
m + 1

2

⌋
, s

) (
1 + 2Ll

ch

(
2
⌊
m + 1

2

⌋
, s

)
t−1s−2

)
. (1.17)

En particular, si X es C-s-semi-greedy, es M f sC(1 + 2Cs−2)-suppression quasi-greedy.

Demostración. Elijamos 0 < ϵ < 1 y sea
(
xnk

)
k∈N una sucesión dada por una aplicación del

Corolario 1.1.16 a X y
(
X,M f s, ϵ

)
.

Fijemos f ∈ X con soporte finito, y A ∈ G ( f ,m, t). Podemos asumir que f , PA ( f ) (si no,
no hay nada que probar). Luego,

a :=máx
n<A

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ > 0.
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Elijamos n0 > sop ( f ), y sean

m1 :=
⌊
m + 1

2

⌋
;

F := [xn : 1 ≤ n ≤ n0] ;

E1 :=
{
n2(sF,ϵ+ j)−1 : 1 ≤ j ≤ m1

}
;

E2 :=
{
n2(sF,ϵ+ j) : 1 ≤ j ≤ m1

}
;

h := f + ats(1 − ϵ)
(
1E1 − 1E2

)
.

Notemos que sF,ϵ > n0 (de otro modo, xsF,ϵ ∈ F y
∥∥∥xsF,ϵ

∥∥∥ ≤ (
M f s + ϵ

) ∥∥∥xsF,ϵ − xsF,ϵ

∥∥∥ = 0,
una contradicción). Por ende, los conjuntos E1, E2 y A son disjuntos dos a dos. Como A ∈
G ( f ,m, t), tenemos que∣∣∣∣{1 ≤ n ≤ n0 :

∣∣∣x∗n (h)
∣∣∣ ≥ at

}∣∣∣∣ ≥ |A| + 1 = m + 1 ≥ 2m1.

Luego,

D ⊂ {1, . . . , n0} , ∀D ∈ G (h, 2m1, s) .

Se sigue que existe g1 ∈ F tal que

∥h − g1∥ ≤Ll
ch (2m1, s)σ2m1 (h) ≤ Ll

ch (2m1, s) ∥ f ∥ .

Por lo tanto, por el Corolario 1.1.16,

ats (1 − ϵ)
∥∥∥1E1 − 1E2

∥∥∥ ≤ ∥h − g1∥ + ∥ f − g1∥ ≤ (2 + ϵ) ∥h − g1∥

≤ (2 + ϵ) Ll
ch (2m1, s) ∥ f ∥ . (1.18)

Ahora definamos

g2 := f − PA ( f ) − s−1 (1 + ϵ) a
(
1E1 − 1E2

)
.

Dado que ∣∣∣x∗n ( f − PA ( f ))
∣∣∣ ≤ a, ∀n ∈ N,

tenemos que G (g2, 2m1, s) = {E1 ∪ E2}. Por ende, existe g3 ∈ X con sop (g3) ⊂ E1 ∪ E2 tal
que

∥g2 − g3∥ ≤Ll
ch (2m1, s)σ2m1 (g2)

≤Ll
ch (2m1, s) ∥ f ∥ + Ll

ch (2m1, s) s−1 (1 + ϵ) a
∥∥∥1E1 − 1E2

∥∥∥ . (1.19)
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Nuevamente por el Corolario 1.1.16, combinando (1.18) y (1.19) obtenemos

∥ f − PA ( f )∥ ≤
(
M f s + ϵ

)
∥g2 − g3∥

≤
(
M f s + ϵ

)
Ll

ch (2m1, s)
(
1 + Ll

ch (2m1, s) t−1s−2 (1 + ϵ) (2 + ϵ) (1 − ϵ)−1
)
∥ f ∥ .

Como ϵ es arbitrario, se sigue que

∥ f − PA ( f )∥ ≤ M f sLl
ch (2m1, s)

(
1 + 2Ll

ch (2m1, s) t−1s−2
)
∥ f ∥ . (1.20)

Ahora bien, si sop ( f ) no es finito, dado δ > 0 por el Lema 1.2.7 existe f1 con soporte finito
tal que

PA ( f1) = PA ( f ) ; ∥ f − f1∥ < δ,

y para el cual vale (1.20) reemplazando f por f1, ası́ que tomando lı́mite se completa la prueba
de (1.17).
Finalmente, si X es C-s-semi-greedy, entonces tomando supremo en (1.20) tenemos que

sup
m∈N

ĝ (m, 1) ≤M f s sup
n∈N

n es par

Ll
ch (n, s)

1 + 2 sup
n∈N

n es par

Ll
ch (n, s) s−2


≤M f sC

(
1 + 2Cs−2

)
,

y por lo tanto X es quasi-greedy con constante como en el enunciado. □

Seguidamente, vamos a probar que las bases de Markushevich semi-greedy son almost
greedy, con una prueba directa, es decir sin usar que son quasi-greedy ni propiedades como
democracia o superdemocracia. También obtendremos un resultado más general que relacio-
na los algoritmos greedy y greedy de Chebyshev para bases de Markushevich en general; a
tal fin, definimos el parámetro de Lebesgue disjunto.

Definición 1.2.9. [12, Definición 6.7] Sea X una base de X, 0 < t ≤ 1 y m ∈ N.

El parámetro de Lebesgue, L (m, t) = L (m, t) [X,X] se define como

L (m, t) := ı́nf
C>0

{
∥ f − PA ( f )∥ ≤ C ∥ f − g∥ :

∀ f ∈ X, ∀A ∈ G ( f ,m, t) ,
∀g ∈ [X] :

∣∣∣sop (g)
∣∣∣ ≤ m

}
.

El parámetro de Lebesgue disjunto, Ld (m, t) = Ld (m, t) [X,X] se define como

Ld (m, t) := ı́nf
C>0

{
∥ f − PA ( f )∥ ≤ C ∥ f − g∥ :

∀ f ∈ X, ∀A ∈ G ( f ,m, t) ,
∀g ∈ [X] :

∣∣∣sop (g)
∣∣∣ ≤ m, sop (g) ∩ A = ∅.

}
.
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El parámetro de Lebesgue para t = 1 ha sido estudiado, por ejemplo, en [15], [16], [24].
La variante disjunta es una extensión natural que nos permitirá mejorar algunos de nuestros
resultados. También vamos a usar el siguiente resultado auxiliar.

Lema 1.2.10. Sea X una base de X y C > 0. Son equivalentes:

i) X es C-almost greedy.

ii) Para todo f ∈ X, m ∈ N, y A ∈ G ( f ,m, 1), se tiene que

∥ f − PA ( f )∥ ≤C ı́nf
B∈(N\A)(m)

∥ f − PB ( f )∥ .

iii) Para todo f ∈ X, m ∈ N, A ∈ G ( f ,m, 1) y B ∈ (N \ A)(m), se tiene que

∥ f − PA ( f )∥ ≤C ∥ f − PB ( f )∥ .

iv) Para todo f ∈ X, m ∈ N, A ∈ G ( f ,m, 1) y B ∈ N≤m, se tiene que

∥ f − PA ( f )∥ ≤C ∥ f − PB ( f )∥ .

Demostración. Es claro que i) implica iv), mientras que la implicación recı́proca se obtie-
ne tomando ı́nfimo; el mismo argumento muestra que ii) es equivalente a iii). También es
inmediato que i) implica iii), ası́ que solo hace falta ver que iii) implica iv). Dados f ∈ X,
A ∈ G ( f ,m, 1) y B ∈ N≤m, fijemos ϵ > 0. Como X∗ es débil estrella nula (cf. [1, Lema 2.4]),
existe D > B ∪ A tal que

|B ∪ D| = m;
∣∣∣x∗n ( f )

∣∣∣ ≤ ϵ

(m + 1) (ζ + 1)
∀n ∈ D.

(notemos que D = ∅ si y solo si |B| = m). Sea B1 := B ∪ D. Puesto que A \ B1 ∈

G
(
f − PA∩B1 ( f ) , |A \ B1| , 1

)
y |B1 \ A| = |A \ B1|, tenemos que

∥ f − PA ( f )∥ =
∥∥∥ f − PA∩B1 ( f ) − PA\B1

(
f − PA∩B1 ( f )

)∥∥∥
≤C

∥∥∥ f − PA∩B1 ( f ) − PB1\A
(
f − PA∩B1 ( f )

)∥∥∥ = ∥∥∥ f − PB1 ( f )
∥∥∥

≤ ∥ f − PB ( f )∥ + ∥PD ( f )∥ ≤ ∥ f − PB ( f )∥ +
∑
n∈D

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ ∥xn∥

≤ ∥ f − PB ( f )∥ + ϵ.

Como ϵ es arbitrario, hemos obtenido iv). □

Ahora podemos dar la prueba directa mencionada anteriormente.

Teorema 1.2.11. Sea X una base de Markushevich de X y M := M f s (X,X). Para todo
0 < s ≤ 1, 0 < t ≤ 1 y m ∈ N, tenemos las siguientes cotas:



22 CAPÍTULO 1. BASES SEMI-GREEDY Y ALMOST GREEDY

(i) Ld (m, t) ≤ MLl
ch (2m, s)

(
1 + 2 (M + 1) Ll

ch (m, s) t−1s−2
)
.

(ii) Si m es par, además tenemos

Ld (m, t) ≤ MLl
ch (2m, s)

(
1 + 4Ll

ch (m, s) t−1s−2
)
.

(iii) Si m es impar, m > 1, entonces

Ld (m, t) ≤ MLl
ch (2m, s)

(
1 +

(
4Ll

ch (m − 1, s) + 2Ll
ch (2, s)

)
t−1s−2

)
.

En particular, si X es C-s-semi-greedy, es K-almost greedy con

K ≤mı́n
{
MC

(
1 + 2C (M + 1) s−2

)
,máx

{
MC

(
1 + 6Cs−2

)
, 1 + ζζ′ + ζ′′

}}
.

Demostración. Notemos que por el Lema 1.2.7, por los mismos argumentos que en la prueba
de la Proposición 1.2.8 se sigue que para probar los resultados, podemos suponer que todos
los vectores involucrados tienen soporte finito.
Ahora elijamos 0 < ϵ < 1, y sea

(
xnk

)
k∈N una sucesión dada por el Corolario 1.1.16 para

(X,M, ϵ). Para probar (i), elegimos f ∈ X con soporte finito y A ∈ G ( f ,m, t). Como antes,
podemos asumir que PA ( f ) , f , ası́ que

∣∣∣sop ( f )
∣∣∣ > m. Fijemos g ∈ X de manera que∣∣∣sop (g)

∣∣∣ ≤ m y sop (g) ∩ A = ∅,

definimos a := mı́nn∈A

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣, y elegimos n0 > sop ( f ) ∪ sop (g). Ahora definimos

F := [xn : 1 ≤ n ≤ n0] ;

El :=
{
n2sF,ϵ+ j+lm : 1 ≤ j ≤ m

}
, ∀l ∈ {0, 1} ;

h := f − PA ( f ) + a (1 + ϵ) s−1t−1 (
1E0 + 1E1

)
.

Tenemos que ∣∣∣x∗n (h)
∣∣∣ = ∣∣∣x∗n ( f − PA ( f ))

∣∣∣ ≤ t−1a, ∀n < E0 ∪ E1. (1.21)

Por lo tanto,

G (h, 2m, s) = {E0 ∪ E1} .

Se sigue que existe h1 ∈ X con sop (h1) ⊂ E0 ∪ E1 tal que

∥h − h1∥ ≤ Ll
ch (2m, s)σ2m (h) .

Luego,

∥ f − PA ( f )∥ ≤ (M + ϵ) ∥h − h1∥ ≤ (M + ϵ) Ll
ch (2m, s) ∥h + PA ( f ) − g∥
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≤ (M + ϵ) Ll
ch (2m, s)

(
∥ f − g∥ + a (1 + ϵ) s−1t−1

∥∥∥1E0 + 1E1

∥∥∥) . (1.22)

Sean

gl := f − g − a (1 − ϵ) s1El , ∀l ∈ {0, 1} .

Como sop (g) ∩ A = ∅, tenemos que∣∣∣∣{1 ≤ n ≤ n0 :
∣∣∣x∗n ( f − g)

∣∣∣ ≥ a
}∣∣∣∣ ≥ |A| = m.

Se sigue que para cada l ∈ {0, 1}, cada elemento de G (gl,m, s) está contenido en {1, . . . , n0},
ası́ que existe fl ∈ F tal que

∥gl − fl∥ ≤ Ll
ch (m, s)σm (gl) .

Esto implica que para cada l ∈ {0, 1},

a (1 − ϵ) s
∥∥∥1El

∥∥∥ ≤ ∥gl − fl∥ + ∥ f − g − fl∥ ≤ (1 + M + ϵ) ∥gl − fl∥

≤ (1 + M + ϵ) Ll
ch (m, s)σm (gl)

≤ (1 + M + ϵ) Ll
ch (m, s) ∥ f − g∥ . (1.23)

De (1.22) y (1.23) obtenemos

∥ f − PA ( f )∥

≤ (M + ϵ) Ll
ch (2m, s)

(
1 + 2 (1 + M + ϵ) Ll

ch (m, s) (1 + ϵ) (1 − ϵ)−1 s−2t−1
)
∥ f − g∥ .

Como ϵ es arbitrario, esto completa la prueba de (i).
Para probar (ii), se usa el mismo argumento anterior, con las siguientes modificaciones: Sea
ε =

(
εn := (−1)n+1

)
n∈N

, y reemplacemos 1El por 1ε,El en las definiciones de h y de gl, para
l ∈ {0, 1}.
Como |El| = m es par, 1ε,El es una suma que cumple con las condiciones del Corolario 1.1.16,
y entonces en lugar de (1.23) obtenemos

a(1 − ϵ)s
∥∥∥1ε,El

∥∥∥ ≤ ∥gl − fl∥ + ∥ f − g − fl∥ ≤ (1 + 1 + ϵ) ∥gl − fl∥

≤ (2 + ϵ) Ll
ch (m, s)σm (gl) ≤ (2 + ϵ) Ll

ch (m, s) ∥ f − g∥ ∀l ∈ {0, 1} ,

y la prueba se completa como en el caso anterior.
Finalmente, supongamos que m es impar y mayor que 1. La prueba es como la dada para m
par, con las siguientes modificaciones: Para l ∈ {0, 1}, sea

El :=
{
n2sF,ϵ+ j+l(m−1) : 1 ≤ j ≤ m − 1

}
,
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y sea E2 :=
{
n2sF,ϵ+2m−1, n2sF,ϵ+2m

}
. Definimos

h := f − PA ( f ) + a (1 + ϵ) s−1t−1 (
1ε,E0 + 1ε,E1 + 1ε,E2

)
;

gl := f − g − a (1 − ϵ) s1ε,El , ∀l ∈ {0, 1, 2} ,

con ε como antes, es decir εn = (−1)n+1. Dado que |E0| = |E1| = m − 1, para l ∈ {0, 1}
obtenemos

a (1 − ϵ) s
∥∥∥1ε,El

∥∥∥ ≤ ∥gl − fl∥ + ∥ f − g − fl∥ ≤ (1 + 1 + ϵ) ∥gl − fl∥

≤ (2 + ϵ) Ll
ch (m − 1, s)σm−1 (gl) ≤ (2 + ϵ) Ll

ch (m − 1, s) ∥ f − g∥ ,

mientras que |E2| = 2, ası́ que

a(1 − ϵ)s
∥∥∥1ε,E2

∥∥∥ ≤ ∥g2 − f2∥ + ∥ f − g − f2∥ ≤ (1 + 1 + ϵ) ∥g2 − f2∥

≤ (2 + ϵ) Ll
ch(2, s)σ2 (g2) ≤ (2 + ϵ) Ll

ch (2, s) ∥ f − g∥ ,

y la prueba se completa como en el caso par.
Finalmente, supongamos queX es C-s-semi-greedy. Combinando (i), (ii), (iii) obtenemos que

Ld (m, 1) ≤ MC mı́n
{
1 + 2C (M + 1) s−2, 1 + 6Cs−2

}
para todo m ≥ 2, mientras que

Ld (1, 1) ≤ MC
(
1 + 2C (M + 1) s−2

)
.

Por ende, para completar la demostración solo hace falta probar que si existe k ∈ N tal
que A = {k} ∈ G ( f , 1, 1) y j , k, entonces

∥ f − PA ( f )∥ ≤
(
1 + ζζ′ + ζ′′

) ∥∥∥ f − x∗j ( f ) x j

∥∥∥ .
Esto se sigue de que A es un conjunto greedy de f y la desigualdad triangular:

∥ f − PA ( f )∥ ≤
∥∥∥ f − x∗j ( f ) x j

∥∥∥ + ∥PA ( f )∥ +
∥∥∥x∗j ( f ) x j

∥∥∥
=

∥∥∥ f − x∗j ( f ) x j

∥∥∥ + ∥∥∥∥PA

(
f − x∗j ( f ) x j

)∥∥∥∥ + ∣∣∣x∗j ( f )
∣∣∣ ∥∥∥x j

∥∥∥
≤

(
1 + ζ′′

) ∥∥∥ f − x∗j ( f ) x j

∥∥∥ + ∣∣∣∣x∗k (
f − x∗j ( f ) x j

)∣∣∣∣ ζ
≤

(
1 + ζ′′ + ζζ′

) ∥∥∥ f − x∗j ( f ) x j

∥∥∥ .
□

Observación 1.2.12. Notemos que en la Proposición 1.2.8 y en el Teorema 1.2.11, que X sea
una base de Markushevich solo se usa para garantizar que tenga la PSFD, es decir que esta
condición es suficiente para demostrar que una base semi-greedy es almost greedy. Por otra
parte, las bases quasi-greedy - y en particular las bases almost greedy - siempre son de Mar-
kushevich, ası́ que ser base de Markushevich o tener la PSFD son condiciones equivalentes
para bases semi-greedy.
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Corolario 1.2.13. Toda base semi-greedy en un espacio de Schur es almost greedy.

Demostración. Esto se sigue de combinar el Lema 1.1.12 y la Observación 1.2.12. □

El Teorema 1.2.11 muestra que las bases de Markushevich semi-greedy son almost greedy,
pero en la cota superior que obtenemos para la constante almost greedy, hay un factor M f s

(cuadrático, o lineal pero involucrando ζ, ζ′ y ζ′′ para acotar las proyecciones en conjuntos
de cardinal 1). De manera similar, la Proposición 1.2.8 da una cota superior para la constante
suppression quasi-greedy que contiene un factor lineal M f s. Esto contrasta con las pruebas
de que las bases almost greedy son semi-greedy, las que solo involucran las constantes quasi-
greedy y democrática o superdemocrática, que a su vez pueden acotarse en términos de la
constante almost greedy ([18, Teorema 3.2], [19, Teorema 3.3]). En este contexto, podemos
preguntarnos si esta asimetrı́a es una consecuencia de nuestra prueba, o es esencial. En otras
palabras, nos preguntamos si es posible obtener cotas superiores para la constante almost
greedy de las bases de Markushevich semi-greedy que no involucren el factor M f s (o algún
factor M ≳ M f s) en las cotas superiores obtenidas. La misma construcción del Ejemplo 1.1.13
permite demostrar que no es posible hacerlo.

Ejemplo 1.2.14. [11, Ejemplo 4.4] Fijemos α > 1, y sean X y X el espacio y la base
del Ejemplo 1.1.13 respectivamente, y sean Ka, Ksq y Ksg,t las constantes almost greedy,
suppression quasi-greedy y t-semi-greedy para 0 < t ≤ 1 respectivamente. Entonces

Ka ≥ Ksq ≥
(α + 1) M f s

8 (α + 2)
y Ksg,t ≤ 4t−1.

Demostración. Como X es equivalente a la base canónica de ℓ1, es incondicional y de-
mocrática. Luego, es greedy, y por lo tanto, almost greedy y semi-greedy. Por (1.9), tenemos
que

Ksq ≥
∥x2 + x3 − x3∥

∥x2 + x3∥
=
α + 1

2
=
α + 1

8 (α + 2)
(4 (α + 2)) ≥

(α + 1) M f s

8 (α + 2)
.

Para 0 < t ≤ 1, estimemos ahora la constante t-semi-greedy. Fijemos f ∈ X, m ∈ N, y
B ∈ G [X,X] ( f ,m, t), y tomemos g ∈ X con sop (g) ⊂ B de modo que

∥ f − g∥ ≤ ∥ f − h∥ ∀h ∈ X : sop (h) ⊂ B.

Dado ϵ > 0, sea A ⊆ N≥2 con |A| = m y escalares (an)n∈A tales que∥∥∥∥∥∥∥ f −
∑
n∈A

anxn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ σm [X,X] ( f ) + ϵ.

Si A = B, elejimos bn = an para cada n ∈ A. Si no, sea π una bijección de B \ A a A \ B. Para
cada n ∈ B, definimos

bn :=

an si n ∈ A;
(−1)n+π(n)aπ(n) si n < A.
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Para estimar la norma de f−
∑
n∈B

bnxn en términos de la norma de f−
∑
n∈A

anxn, consideramos

las coordenadas con respecto a la base canónica de ℓ1. Para la primera coordenada tenemos
que

e∗1

 f −
∑
n∈B

bnxn

 =e∗1 ( f ) −
∑

n∈B∩A

ane∗1 (xn) −
∑

n∈B\A

aπ(n)(−1)n+π(n)e∗1 (xn)

=e∗1 ( f ) −
∑

n∈B∩A

ane∗1 (xn) −
∑

n∈B\A

aπ(n)α(−1)n+π(n)(−1)n

=e∗1 ( f ) −
∑

n∈B∩A

ane∗1 (xn) −
∑

n∈A\B

anα(−1)n

=e∗1

 f −
∑
n∈A

anxn

 .
Ahora veamos las coordenadas para cada l > 1. Para l ∈ N \ A ∪ B, se tiene que

e∗l

 f −
∑
n∈B

bnxn

 = e∗l ( f ) = e∗l

 f −
∑
n∈A

anxn

 .
Si l ∈ A ∩ B, entonces

e∗l

 f −
∑
n∈N

bnxn

 = e∗l ( f ) − bl = e∗l ( f ) − al = e∗l

 f −
∑
n∈A

anxn

 .
Por otra parte, si l ∈ B \ A, estimemos las coordenadas l y π(l) simultáneamente. Dado que
π(l) < B se deduce que

∣∣∣e∗l ( f )
∣∣∣ = ∣∣∣x∗l ( f )

∣∣∣ ≥ t
∣∣∣x∗π(l) ( f )

∣∣∣ = t
∣∣∣e∗π(l) ( f )

∣∣∣. Luego,∣∣∣∣∣∣∣e∗l
 f −

∑
n∈B

bnxn


∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣e∗π(l)
 f −

∑
n∈B

bnxn


∣∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣e∗l ( f ) − bl

∣∣∣ + ∣∣∣e∗π(l) ( f )
∣∣∣

=
∣∣∣e∗l ( f ) − (−1)l+π(l) aπ(l)

∣∣∣ + ∣∣∣e∗π(l) ( f )
∣∣∣

≤2t−1
∣∣∣e∗l ( f )

∣∣∣ + ∣∣∣aπ(l)∣∣∣
≤2 máx

{
2t−1

∣∣∣e∗l ( f )
∣∣∣ , ∣∣∣aπ(l)∣∣∣}

≤2 máx
{
2t−1

∣∣∣e∗l ( f )
∣∣∣ , 2 ∣∣∣aπ(l)∣∣∣ − 2t−1

∣∣∣e∗l ( f )
∣∣∣}

=4 máx
{∣∣∣t−1e∗l ( f )

∣∣∣ , ∣∣∣aπ(l)∣∣∣ − t−1
∣∣∣e∗l ( f )

∣∣∣} . (1.24)

De manera similar,∣∣∣∣∣∣∣e∗l
 f −

∑
n∈A

anxn


∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣e∗π(l)
 f −

∑
n∈A

anxn


∣∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣e∗l ( f )

∣∣∣ + ∣∣∣e∗π(l) ( f ) − aπ(l)
∣∣∣
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≥máx
{∣∣∣e∗l ( f )

∣∣∣ , ∣∣∣aπ(l)∣∣∣ − ∣∣∣e∗π(l) ( f )
∣∣∣}

≥máx
{∣∣∣e∗l ( f )

∣∣∣ , ∣∣∣aπ(l)∣∣∣ − t−1
∣∣∣e∗l ( f )

∣∣∣}
≥t máx

{
t−1

∣∣∣e∗l ( f )
∣∣∣ , ∣∣∣aπ(l)∣∣∣ − ∣∣∣e∗l ( f )

∣∣∣} . (1.25)

Comparando (1.24) y (1.25) obtenemos∣∣∣∣∣∣∣e∗l
 f −

∑
n∈B

bnxn


∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣e∗π(l)
 f −

∑
n∈B

bnxn


∣∣∣∣∣∣∣

≤ 4t−1


∣∣∣∣∣∣∣e∗l

 f −
∑
n∈A

anxn


∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣e∗π(l)
 f −

∑
n∈A

anxn


∣∣∣∣∣∣∣
 .

Combinando las estimaciones anteriores concluimos que∥∥∥∥∥∥∥ f −
∑
n∈B

bnxn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤4t−1

∥∥∥∥∥∥∥ f −
∑
n∈A

anxn

∥∥∥∥∥∥∥ .
Por lo tanto,

∥ f − g∥ ≤4t−1

∥∥∥∥∥∥∥ f −
∑
n∈A

anxn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ 4t−1σm ( f ) + 4t−1ϵ,

y la prueba se completa tomando lı́mite para ϵ → 0. □

El Ejemplo 1.2.14 muestra que la implicación semi-greedy ⇒ almost greedy para ba-
ses de Markushevich depende de una manera esencial de la propiedad de separación finito-
dimensional de las mismas. Esto sugiere la pregunta de si existen bases semi-greedy que no
sean de Markushevich, en contraste con las bases almost greedy que siempre lo son. El si-
guiente ejemplo muestra que tales bases semi-greedy existen, incluso en muchos espacios
clásicos. Para el mismo, recordemos que una base X de X es C-subsimétrica (C > 0) si para
toda sucesión estrictamente creciente de enteros positivos (nk)k∈N, todo par de sucesiones de
escalares (εn)n∈N ⊂ S K y (an)n∈N ⊂ K, y todo A ∈ N<∞, se tiene que

C−1

∥∥∥∥∥∥∥∑k∈A akxk

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∥∥∑k∈A εkakxnk

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ C

∥∥∥∥∥∥∥∑k∈A akxk

∥∥∥∥∥∥∥ .
Notemos que si X es 1-subsimétrica, entonces para todo par de sucesiones estrictamente
crecientes de enteros positivos (nk)k∈N y ( jk)k∈N, todo par de sucesiones de escalares (εn)n∈N ⊂

S K y (an)n∈N ⊂ K, y todo A ∈ N<∞, tenemos la igualdad∥∥∥∥∥∥∥∑k∈A εkakxnk

∥∥∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥∥∥∑k∈A akxk

∥∥∥∥∥∥∥ .
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Observación 1.2.15. Las bases subsimétricas son incondicionales y democráticas, y por lo
tanto greedy.

Ahora veremos que las bases subsimétricas no equivalentes a la base canónica de ℓ1 pue-
den usarse para construir bases semi-greedy que no son almost greedy. La construcción es
una modificación de la dada en [11, Ejemplo 4.5].

Ejemplo 1.2.16. Sea Y un espacio de Banach. Si Y tiene una base subsimétrica Y y no es
isomorfo a ℓ1, entonces Y tiene una base semi-greedy X que no es de Markushevich.

Demostración. Renormando podemos suponer que Y es normalizada y 1-subsimétrica.
Definimos

xn :=yn + y1 para todo n ≥ 2;
x∗n :=y∗n para todo n ≥ 2.

Afirmamos que X = (xn)n≥2 no es base de Markushevich, pero es semi-greedy. Más aún, para
todo 0 < t ≤ 1, f ∈ Y, m ∈ N y A ∈ G ( f ,m, t), existe g ∈ [xn : n ∈ A] tal que

∥ f − g∥ ≤
(
1 + 12t−1

)
σm ( f ) . (1.26)

Probemos primero que [X] = Y, para lo que basta ver que y1 ∈ [X]. A tal fin, fijemos ϵ > 0.
Como Y es incondicional y no equivalente a la base canónica de ℓ1, existen B ∈ N<∞

≥2 y
escalares positivos (bn)n∈B tales que∥∥∥∥∥∥∥∑n∈B

bnyn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ϵ = ϵ∑n∈B

bn.

Tenemos que ∥∥∥∥∥∥∥y1 −
∑
n∈B

bnxn

∥∥∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥∥∥∑n∈B

bnyn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ ϵ.
Por lo tanto, y1 ∈ [X], ası́ que X es una base de Y. Puesto que x∗n (y1) = 0 para todo n ≥ 2,
esto también prueba que X no es una base de Markushevich.
Para probar (1.26), damos un argumento similar al de la prueba del Ejemplo 1.2.14. Dados
0 < t ≤ 1, f ∈ Y, m ∈ N, y un conjunto B ∈ G [X,Y] ( f ,m, t), elegimos g ∈ [xn : n ∈ B] de
manera que

∥ f − g∥ ≤ ∥ f − h∥ ∀h ∈ [xn : n ∈ B] .

Fijamos ϵ > 0, y elegimos A ∈ N(m)
≥2 y (an)n∈A ⊂ K tales que∥∥∥∥∥∥∥ f −
∑
n∈A

anxn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤σm[X,Y] ( f ) + ϵ.
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Sea gA :=
∑

n∈A anxn. Si A = B, entonces ∥ f − g∥ ≤ ∥ f − gA∥ ≤ σm[X,Y] ( f ) + ϵ. Si A , B,
sea

π : B \ A→ A \ B

la biyección que preserva el orden natural heredado de N. Para cada n ∈ B, definimos

bn :=

an si n ∈ A;
aπ(n) si n ∈ B \ A.

Sea gB :=
∑

n∈B bnxn. Vamos a estimar la norma de f − gB en términos de la norma de f − gA.
A tal fin, primero notemos que si l ∈ (N≥2 \ (A ∪ B)) o l ∈ A ∩ B, entonces

y∗l ( f − gB) = y∗l ( f − gA) .

Esta igualdad también vale para l = 1, puesto que

y∗1 ( f − gB) =y∗1 ( f ) −
∑

n∈B∩A

an −
∑

n∈B\A

aπ(n) = y∗1 ( f ) −
∑

n∈B∩A

an −
∑

n∈A\B

an

=y∗1 ( f − gA) .

Para cada l ∈ B \ A, como B ∈ G [X,Y] ( f ,m, t) tenemos que
∣∣∣y∗l ( f )

∣∣∣ = ∣∣∣x∗l ( f )
∣∣∣ ≥ t

∣∣∣x∗π(l) ( f )
∣∣∣ =

t
∣∣∣y∗π(l) ( f )

∣∣∣. Por lo tanto, tomando conjuntamente las coordenadas l y π(l) tenemos que

máx
{∣∣∣y∗l ( f − gB)

∣∣∣ , ∣∣∣y∗π(l) ( f − gB)
∣∣∣} = máx

{∣∣∣y∗l ( f ) − bl

∣∣∣ , ∣∣∣y∗π(l) ( f )
∣∣∣}

≤ máx
{∣∣∣y∗l ( f ) − aπ(l)

∣∣∣ , t−1
∣∣∣y∗l ( f )

∣∣∣}
≤ t−1

∣∣∣y∗l ( f )
∣∣∣ + ∣∣∣aπ(l)∣∣∣

≤ 3 máx
{
t−1

∣∣∣y∗l ( f )
∣∣∣ , ∣∣∣aπ(l)∣∣∣ − t−1

∣∣∣y∗l ( f )
∣∣∣} .

De manera similar,

máx
{∣∣∣y∗l ( f − gA)

∣∣∣ , ∣∣∣y∗π(l) ( f − gA)
∣∣∣} =máx

{∣∣∣y∗l ( f )
∣∣∣ , ∣∣∣y∗π(l) ( f ) − aπ(l)

∣∣∣}
≥t máx

{
t−1

∣∣∣y∗l ( f )
∣∣∣ , ∣∣∣aπ(l)∣∣∣ − t−1

∣∣∣y∗l ( f )
∣∣∣} .

Combinando ambas desigualdades, obtenemos

máx
{∣∣∣y∗l ( f − gB)

∣∣∣ , ∣∣∣y∗π(l) ( f − gB)
∣∣∣} ≤3t−1 máx

{∣∣∣y∗l ( f − gA)
∣∣∣ , ∣∣∣y∗π(l) ( f − gA)

∣∣∣} . (1.27)

Ahora consideramos los conjuntos

B1 :=
{
l ∈ B \ A :

∣∣∣y∗l ( f − gA)
∣∣∣ ≥ ∣∣∣y∗π(l) ( f − gA)

∣∣∣} ;

B2 := (B \ A) \ B1;
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A1 := π (B1) ;
A2 := (A \ B) \ A1 = π (B2) .

Usando la acotación (1.27), la 1-subsimetrı́a de Y y la desigualdad triangular, y teniendo en
cuenta que π preserva el orden de N, deducimos que∥∥∥PB\A

[
Y,Y

]
( f − gB)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥PB1

[
Y,Y

]
( f − gB)

∥∥∥ + ∥∥∥PB2

[
Y,Y

]
( f − gB)

∥∥∥
≤3t−1

∥∥∥PB1

[
Y,Y

]
( f − gA)

∥∥∥ + 3t−1
∥∥∥PA2

[
Y,Y

]
( f − gA)

∥∥∥
≤6t−1 ∥ f − gA∥ ≤ 6t−1 (σm ( f ) + ϵ) .

De manera similar,∥∥∥PA\B
[
Y,Y

]
( f − gB)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥PA1

[
Y,Y

]
( f − gB)

∥∥∥ + ∥∥∥PA2

[
Y,Y

]
( f − gB)

∥∥∥
≤3t−1

∥∥∥PB1

[
Y,Y

]
( f − gA)

∥∥∥ + 3t−1
∥∥∥PA2

[
Y,Y

]
( f − gA)

∥∥∥
≤6t−1 ∥ f − gA∥ ≤ 6t−1 (σm ( f ) + ϵ) .

Por otra parte,∥∥∥P(N\(A∪B))∪(A∩B)
[
Y,Y

]
( f − gB)

∥∥∥ = ∥∥∥P(N\(A∪B))∪(A∩B)
[
Y,Y

]
( f − gA)

∥∥∥ ≤ ∥ f − gA∥

≤σm ( f ) + ϵ.

De las desigualdades anteriores se deduce que

∥ f − g∥ ≤ ∥ f − gB∥ ≤
(
1 + 12t−1

)
(σm ( f ) + ϵ) .

La demostración se completa tomando lı́mite para ϵ → 0. □

Observación 1.2.17. Las hipótesis del Ejemplo 1.2.16 son equivalentes a que Y tenga una
base subsimétrica Y no equivalente a la base canónica de ℓ1.

Corolario 1.2.18. Todo espacio de Schur con una base subsimétrica es isomorfo a ℓ1.

Demostración. Esto se deduce combinando el Corolario 1.2.13 y el Ejemplo 1.2.16. □

Observación 1.2.19. En [25, Corolario 1], se demostró con técnicas diferentes que todo
espacio de Schur con una base simétrica es isomorfo a ℓ1. El Corolario 1.2.18 extiende el
resultado a bases subsimétricas.

En el Ejemplo 1.27, se construye una base semi-greedy que no es almost greedy a partir
de una base subsimétrica. La construcción sugiere una manera de revertir el proceso. Segui-
damente, usamos estas ideas para obtener una base de Markushevich almost greedy partiendo
de una base t-semi-greedy que no es de Markushevich. Antes probamos un lema auxiliar.
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Lema 1.2.20. [11, Lema 4.8] Sea X una base de X tal que ζ′′ [X] < ∞, y sean f ∈ X y
m ∈ N. Si σm ( f ) = 0, entonces

∣∣∣sop ( f )
∣∣∣ ≤ m y f = Psop( f ) ( f ).

Demostración. Supongamos que σm ( f ) = 0, y tomemos una sucesión ( fk)k∈N ⊂ [xn : n ∈ N]
tal que para todo k ∈ N,∣∣∣sop ( fk)

∣∣∣ ≤ m y ∥ f − fk∥ ≤
1
k
.

Sea B := sop ( f ). Si |B| > m, tomemos A ⊂ B con A ∈ N(m+1). Para cada k ∈ N, existe
nk ∈ A \ sop ( fk). Pasando a una subsucesión de ( fk)k∈N y reenumerando, podemos suponer
que nk = n1 para todo k ∈ N. Luego,

0 <
∣∣∣x∗n1

( f )
∣∣∣ = ∣∣∣x∗n1

( f − fk)
∣∣∣ ≤∥∥∥x∗n1

∥∥∥
k
∀k ∈ N,

una contradicción. Concluimos que |B| ≤ m. Ahora definimos para cada k ∈ N, gk := PB ( fk).
Por la desigualdad triangular y la elección de fk, tenemos que

∥ f − gk∥ ≤
1
k
+

∑
n∈(sop( fk)\B)

∥∥∥x∗n ( fk) xn

∥∥∥ = 1
k
+

∑
n∈(sop( fk)\B)

∥∥∥x∗n ( fk − f ) xn

∥∥∥
≤

1
k
+ mζ′′ [X] ∥ f − fk∥ ≤

(1 + mζ′′ [X])
k

.

Como gk ∈ [xn : n ∈ B] para todo k ∈ N y B es finito, se sigue que f ∈ [xn : n ∈ B], y entonces
f = PB ( f ). □

Observación 1.2.21. El Lema 1.2.20 no requiere que la base X o su base dual sean seminor-
malizadas.

Cerramos este capı́tulo mostrando que se puede obtener una base almost greedy a partir
de una base t-semi-greedy que no es de Marskushevich. En la demostración, vamos a usar
una estimación de la constante almost greedy del Teorema 1.2.11 con M f s = 1 en lugar de
las estimaciones de las constantes que pueden obtenerse de [11].

Teorema 1.2.22. [11, Proposición 4.9] Sea X una base t-semi-greedy de X. Si X no es una
base de Markushevich, existen y0 ∈ S X e y∗0 ∈ S X∗ tales que si yn = xn − y∗0 (xn) y0 para todo
n ∈ N, entonces Y := (yn)n∈N0

es una base almost greedy de X, con base dual Y∗ =
(
y∗n

)
n∈N0

donde y∗n = x∗n para todo n ∈ N. Además, se tiene que

{xn}
w
n∈N ⊂

[
y0

]
∪ {xn}n∈N , (1.28)

y para todo f ∈ X,

x∗n ( f ) =0 ∀n ∈ N⇐⇒ f ∈
[
y0

]
. (1.29)
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Demostración. Puesto que X no es una base de Markushevich, por Observación 1.2.12 X no
tiene la PSFD. Por los Lemas 1.1.5 y 1.1.6, {xn}

w
n∈N es débil compacto y no contiene al cero.

Por lo tanto, existe g0 ∈ X \ {0} y una subred
(
xnθ

)
θ∈Θ tales que

xnθ
w
−→ g0. (1.30)

Por el teorema de Hahn-Banach, existe g∗0 ∈ X
∗ tal que ∥g0∥

∥∥∥g∗0
∥∥∥ = 1 y g∗0 (g0) = 1. Definimos

ahora

y0 :=
g0

∥g0∥
e y∗0 :=

g∗0∥∥∥g∗0
∥∥∥ .

Notemos que x∗n (y0) = 0 para todo n ∈ N por (1.30). Afirmamos que vale (1.29). Para
probarlo, supongamos que no vale, y tomemos g ∈ S X \

[
y0

]
tal que x∗n (g) = 0 para todo

n ∈ N. Por el Teorema de Hahn-Banach, existe g∗ ∈ X∗ tal que g∗ (y0) = 0 y g∗ (g) = 1.
Elijamos 0 , f ∈ [xn : n ∈ N] de manera que

∥ f − g∥ ≤
1

2Ksg,t [X,X] (1 + ζ′ [X]) (1 + ∥g∗∥)
,

y sea A := sop ( f ). Como g∗ (g0) = 0, por (1.30) existe θ0 ∈ Θ tal que∣∣∣g∗ (xnθ
)∣∣∣ ≤ 1

(1 + |A|)
∀θ ∈ Θ, θ ≥ θ0.

Elijamos B ⊂ {nθ : θ ≥ θ0} con |B| = |A| ≥ 1 Puesto que B ∈ G [X,X] (g, |B|, t), por hipótesis
existen escalares (an)n∈B tales que∥∥∥∥∥∥∥g −

∑
n∈B

bnxn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤Ksg,t [X,X]σ|B| (g) ≤ Ksg,t [X,X] ∥g − f ∥ ≤
1

2 (1 + ζ′ [X]) (1 + ∥g∗∥)
.

Notemos también que para cada n ∈ B,

|bn| =

∣∣∣∣∣∣∣x∗n
g −∑

n∈B

bnxn


∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ζ′ [X]

∥∥∥∥∥∥∥g −
∑
n∈B

bnxn

∥∥∥∥∥∥∥ < 1
2 (1 + ∥g∗∥)

<
1
2
,

y por lo tanto,∥∥∥∥∥∥∥g −
∑
n∈B

bnxn

∥∥∥∥∥∥∥ ≥ 1
∥g∗∥

∣∣∣∣∣∣∣g∗
g −∑

n∈B

bnxn


∣∣∣∣∣∣∣ ≥ 1
∥g∗∥

g∗ (g) −

∣∣∣∣∣∣∣g∗
∑

n∈B

bnxn


∣∣∣∣∣∣∣


≥
1
∥g∗∥

1 − 1
2

∑
n∈B

|g∗ (xn)|

 ≥ 1
∥g∗∥

(
1 −

|B|
2 (1 + |A|)

)
>

1
2 ∥g∗∥

,
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una contradicción. Queda probado (1.29), y entonces también (1.28) porque si f ∈ {xn}
w
n∈N \

{xn}n∈N, entonces x∗n ( f ) = 0 para todo n ∈ N.
Definimos ahora el operador lineal T : X→ X como

T ( f ) := f − y∗0 ( f ) y0

para todo f ∈ X (notemos que T ( f ) = f − g∗0 ( f ) g0).
Es claro que T es un proyector, ∥T∥ ≤ 2, y X =

[
y0

]
⊕ T (X).

Sea Y como en el enunciado, y definamos zn := yn = T (xn) para todo n ∈ N, yZ = (zn)n∈N.
Como x∗n (y0) = 0 para todo n ∈ N, se tiene que Z es una base de Z := T (X) con base dual
Z∗ tal que z∗n = x∗n

∣∣∣
Z

para todo n ∈ N. Más aún, de (1.29) se deduce que Z es una base de
Markushevich de Z. Seguidamente, veremos queZ es t-semi-greedy.
Fijemos g ∈ Z y m ∈ N. Para aproximar g por medio de un vector con soporte en un conjunto
de G (g,m, t), por el Lema 1.2.20 podemos asumir que σm [Z,Z] (g) , 0 (de lo contrario,
aproximamos g por g). Dado ϵ > 0, sean A ∈ N(m) y escalares (an)n∈A tales que∥∥∥∥∥∥∥g −

∑
n∈A

anzn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ (1 + ϵ)σm [Z,Z] (g) .

Sea h1 := g+
∑

n∈A any∗0 (xn) y0. Por hipótesis, existen B ∈ G [X,X] (h1,m, t) y escalares (bn)n∈B

tales que ∥∥∥∥∥∥∥h1 −
∑
n∈B

bnxn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤Ks,t [X,X]σm [X,X] (h1) .

Se deduce que∥∥∥∥∥∥∥g −
∑
n∈B

bnzn

∥∥∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥∥∥T

h1 −
∑
n∈B

bnxn


∥∥∥∥∥∥∥ ≤ ∥T∥

∥∥∥∥∥∥∥h1 −
∑
n∈B

bnxn

∥∥∥∥∥∥∥
≤2Ks,t [X,X]σm [X,X] (h1) ≤ 2Ks,t [X,X]

∥∥∥∥∥∥∥g −
∑
n∈A

anzn

∥∥∥∥∥∥∥
≤2 (1 + ϵ) Ks,t [X,X]σm [Z,Z] (g) .

Dado que

z∗n (g) =x∗n (g) = x∗n (h1) ∀n ∈ N,

se tiene que B ∈ G [Z,Z] (g,m, t). Esto prueba que Z es una base t-semi-greedy de Z con
constante Ks,t [Z,Z] ≤ 2 (1 + ϵ) Ks,t [X,X]. Se sigue de (1.30) que

znθ = xnθ − g∗0
(
xnθ

)
g0

w
−→ 0,
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en donde la convergencia es en la topologı́a débil de Z.
Por el Lema 1.1.5, se sigue queZ tiene la FDSP, con M f s (Z,X) = 1. Por el Teorema 1.2.11,
se deduce queZ es una base almost greedy de Z con constante almost greedy

Ka [Z,Z] ≤Ks,t [Z,Z]
(
1 + 4Ks,t [Z,Z] t−2

)
≤2 (1 + ϵ) Ks,t [X,X]

(
1 + 8 (1 + ϵ) Ks,t [X,X] t−2

)
,

y tomando lı́mite para ϵ → 0, concluimos que

Ka [Z,Z] ≤2Ks,t [X,X]
(
1 + 8Ks,t [X,X] t−2

)
.

Como Z es una base de Markushevich de Z, se sigue por construcción que Y es una base
de Markushevich de X. Para ver que Y es almost greedy, usamos el Lema 1.2.10. Fijemos
f ∈ X, m ∈ N, A ∈ G

[
Y,X

]
( f ,m, 1), y B ∈ (N0 \ A)(m). Sea g := T ( f ). Primero consi-

deremos el caso en que 0 < B y 0 < A. Como y∗n ( f ) = z∗n (g) para todo n ∈ N, entonces
A ∈ G [Z,Z] (g,m, 1) y las proyecciones sobre A y sobre B de g y de f son las mismas con
respecto aZ y a Y. En otras palabras,

PA
[
Y,X

]
( f ) =PA

[
Y,X

]
(g) = PA [Z,Z] ( f ) = PA [Z,Z] (g) ;

PB
[
Y,X

]
( f ) =PB

[
Y,X

]
(g) = PB [Z,Z] ( f ) = PB [Z,Z] (g) .

Luego,∥∥∥ f − PA
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ = ∥∥∥ f − PA
[
Y,X

]
(g)

∥∥∥ ≤ ∥g − PA [Z,Z] (g)∥ +
∥∥∥y∗0 ( f ) y0

∥∥∥
≤Ka [Z,Z] ∥g − PB [Z,Z] (g)∥ +

∥∥∥y∗0
(
f − PB

[
Y,X

]
( f )

)
y0

∥∥∥
≤Ka [Z,Z]

∥∥∥g − PB
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ + ∥∥∥ f − PB
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥
≤ (Ka [Z,Z] + 1)

∥∥∥ f − PB
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ + Ka [Z,Z]
∥∥∥y∗0 ( f ) y0

∥∥∥
= (Ka [Z,Z] + 1)

∥∥∥ f − PB
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ + Ka [Z,Z]
∥∥∥y∗0

(
f − PB

[
Y,X

]
( f )

)
y0

∥∥∥
≤ (2Ka [Z,Z] + 1)

∥∥∥ f − PB
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ .
Si 0 ∈ A, entonces 0 < B. Sean n0 ∈ B, B0 := B \ {n0} y A0 := A \ {0}. Puesto que

z∗n (g) =y∗n ( f ) ∀n ∈ N,

se tiene que A0 ∈ G [Z,Z] (g,m − 1, 1). Dado que n0 < A, considerando nuevamente las
proyecciones con respecto aZ y a Y obtenemos∥∥∥ f − PA

[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ = ∥∥∥g − PA0 [Z,Z] (g)
∥∥∥ ≤ Ka [Z,Z]

∥∥∥g − PB0 [Z,Z] (g)
∥∥∥

=Ka [Z,Z]
∥∥∥g − PB0

[
Y,X

]
( f )

∥∥∥
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≤Ka [Z,Z]
∥∥∥ f − PB0

[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ + Ka [Z,Z]
∥∥∥y∗0 ( f ) y0

∥∥∥
=Ka [Z,Z]

∥∥∥ f − PB0

[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ + Ka [Z,Z]
∥∥∥y∗0

(
f − PB

[
Y,X

]
( f )

)
y0

∥∥∥
≤2Ka [Z,Z]

∥∥∥ f − PB
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ + Ka [Z,Z]
∥∥∥y∗n0

( f ) yn0

∥∥∥
≤

A∈G[Y,X]( f ,m,1)
2Ka [Z,Z]

∥∥∥ f − PB
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ + Ka [Z,Z]
∥∥∥y∗0 ( f ) yn0

∥∥∥
=2Ka [Z,Z]

∥∥∥ f − PB
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ + Ka [Z,Z]
∥∥∥yn0

∥∥∥ ∣∣∣y∗0 (
f − PB

[
Y,X

]
( f )

)∣∣∣
≤Ka [Z,Z]

(
2 + ζ

[
Y

]) ∥∥∥ f − PB
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥
≤Ka [Z,Z] (3 + ζ [X])

∥∥∥ f − PB
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ .
Finalmente, supongamos que 0 ∈ B, 0 < A. Sea B1 := B \ {0}, y elijamos n1 ∈ A . Como

A ∈ G [Z,Z] (g,m, 1), y dado que∣∣∣y∗0 ( f )
∣∣∣ ≤ ∣∣∣y∗n1

( f )
∣∣∣ = ∣∣∣y∗n1

(
f − PB

[
Y,X

])
( f )

∣∣∣ y g − PB1 [Z,Z] (g) = f − PB
[
Y,X

]
( f ) ,

se tiene que

∥∥∥ f − PA
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ = ∥ f − PA [Z,Z] (g)∥ ≤ ∥g − PA [Z,Z] (g)∥ +
∥∥∥y∗0 ( f ) y0

∥∥∥
≤Ka [Z,Z]

∥∥∥g − PB1 [Z,Z] (g)
∥∥∥ + ∣∣∣y∗n1

(
f − PB

[
Y,X

]
( f )

)∣∣∣
≤

(
Ka [Z,Z] + ζ′

[
Y

]) ∥∥∥ f − PB
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥
=

(
Ka [Z,Z] + ζ′ [X]

) ∥∥∥ f − PB
[
Y,X

]
( f )

∥∥∥ .
Combinando las estimaciones anteriores y usando el Lema 1.2.10, concluimos que Y es
almost greedy, con

Ka
[
Y,X

]
≤máx {Ka [Z,Z] + ζ′ [X] ,Ka [Z,Z] (3 + ζ [X]) , 2Ka [Z,Z] + 1} .

□
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Capı́tulo 2

Tipos de incondicionalidad parcial y el
algoritmo greedy.

En el estudio de la geometrı́a de espacios de Banach, las bases de Schauder y sucesiones
básicas han jugado un papel importante. En este contexto, dada una sucesión en un espacio de
Banach, se han estudiado condiciones bajo las cuales se pueden extraer subsucesiones básicas
incondicionales o con propiedades al menos similares a la incondicionalidad. Un resultado
de Bessaga y Pełczyńsky [17] establece que en espacios de Banach con base incondicional,
toda sucesión normalizada débil nula admite una subsucesión incondicional. Este resultado
deja de ser válido en espacios de Banach generales, como mostraron más tarde Maurey y
Rosenthal [28]. Eso llevó a la búsqueda de subsucesiones con propiedades similares aunque
más débiles que ser incondicional. En tal sentido, en su tesis [23], Elton introdujo las bases
de Schauder nearly unconditional y probó que toda sucesión seminormalizada débil nula en
un espacio de Banach contiene una subsucesión básica con la propiedad mencionada, que se
define de la siguiente manera:

Definición 2.0.1. Sea X una base de un espacio p-Banach X. Decimos que X es nearly
unconditional si para cada 0 < t ≤ 1 existe Ct > 0 tal que

∥PA ( f )∥ ≤Ct ∥ f ∥ (2.1)

siempre que se cumplan las siguientes condiciones:

f ∈ Q :=
{
g ∈ X : ∥g∥ℓ∞ ≤ 1

}
;

A ⊂ A ( f , t) :=
{
n ∈ N :

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ ≥ t

}
. (2.2)

Bajo estas hipótesis, para cada 0 < t ≤ 1 denotaremos ϕ (t) = ϕ [X,X] (t) al mı́nimo número
positivo para el cual vale (2.1).

37
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Observación 2.0.2. El nombre de bases nearly unconditional puede motivarse por la simi-
litud entre esta definición y la siguiente equivalencia, de uso muy frecuente en la literatura:
una base X es incondicional si y solo si existe una constante C > 0 tal que

∥PA ( f )∥ ≤C ∥ f ∥ ∀ f ∈ X,∀A ∈ N<∞.

Observación 2.0.3. La definición clásica de bases nearly unconditional es para bases de
Schauder y espacios de Banach, pero la extendemos naturalmente a bases en general y espa-
cios p-Banach; también haremos esta extensión en las Definiciones 2.0.4 y 2.1.1.

El resultado de Elton fue extendido parcialmente en [18], en donde se demostró que si se
agregan condiciones no muy restrictivas sobre la sucesión, es posible obtener una subsucesión
quasi-greedy - una propiedad estrictamente más fuerte; ver [18, Proposición 4.5, Ejemplo
4.8, Teorema 5.4]. Este es un resultado importante y que puede aplicarse en la mayorı́a de
los espacios que se estudian; sin embargo, el resultado de Elton no fue mejorado en el caso
general - es decir, para toda sucesión débil nula seminormalizada en un espacio de Banach -
hasta que en 2009, Dilworth et al probaron que dados d,D ∈ R≥1, es posible obtener obtener
una subsucesión básica que es (D, d)-bounded-oscillation unconditional con constante C ≤
8d ([22, Teorema 2.1]), una propiedad que definimos seguidamente:

Definición 2.0.4. Sea X una base de un espacio p-Banach X, y C,D, d ≥ 1. Decimos que X
es (D, d)-bounded-oscillation unconditional con constante C (o C-(D, d)-BOU) si para todo
f ∈ X y todo A ∈ N<∞, se tiene que

∥PA ( f )∥ ≤C ∥ f ∥

siempre que se cumplan las siguientes condiciones:

La oscilación de f en A, dada por

o ( f , A) :=

máx n∈A
k∈A∩sop( f )

|x∗n( f )|
|x∗k( f )|

si A ∩ sop ( f ) , ∅;

0 si A ∩ sop ( f ) = ∅.

es menor que o igual a D.

Existen n ∈ N y una partición
{
A j

}
1≤ j≤n

de A con n ≤ mı́n (A1) y A j < A j+1 para cada

1 ≤ j ≤ n − 1 tales que o
(

f , A j

)
≤ d para cada 1 ≤ j ≤ n.

En este capı́tulo, estudiamos las conexiones entre las formas de incondicionalidad par-
cial recién mencionadas y el algoritmo greedy. Demostramos que tanto las bases nearly un-
conditional como las bounded-oscillation unconditional tienen caracterizaciones simples en
términos de propiedades estudiadas en relación con el algoritmo greedy. Además, mostramos
que ambas formas de incondicionalidad parcial no son equivalentes; más precisamente, la
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propiedad de ser bounded-oscillation unconditional es estrictamente más fuerte que la de ser
nearly unconditional.
La primera sección está dedicada al estudio de las bases nearly unconditional, mientras que
la segunda se enfoca en las bases bounded-oscillation unconditional y en la no equivalencia
entre ellas.

2.1. Bases nearly unconditional y el algoritmo greedy.
El estudio de las conexiones entre las bases nearly unconditional y el algoritmo greedy

comenzó en [18], en donde los autores descubrieron que si se pide A = A ( f , t) en la Defini-
ción 2.0.1, se obtiene una propiedad equivalente.

Definición 2.1.1. SeaX una base de un espacio p-Banach X. Decimos queX es thresholding
bounded si para cada 0 < t ≤ 1 existe Ct > 0 tal que

∥PA ( f )∥ ≤Ct ∥ f ∥ (2.3)

siempre que f ∈ Q y A = A ( f , t).
Bajo estas hipótesis, para cada 0 < t ≤ 1 denotaremos θ (t) = θ [X,X] (t) al mı́nimo número
positivo Ct para el cual vale (2.3).

Es inmediato que una base nearly unconditional es thresholding bounded, con θ ≤ ϕ.
Como mencionamos, la implicación recı́proca también vale.

Proposición 2.1.2. [18, Proposición 4.1] Sea X una base de Schauder thresholding bounded
de un espacio de Banach X. Entonces X es nearly unconditional, con ϕ (t) ≤ 4θ (1) t−1θ (t).

Este resultado es en cierto sentido una sorpresa, porque la incondicionalidad es una pro-
piedad estrictamente más fuerte que ser quasi-greedy (ver por ejemplo [5], [27], o [30]), y
las bases nearly unconditional parecen relacionarse con las bases incondicionales (vı́a las
equivalencias de la Observación 2.0.2 y (3)) de la misma manera que las bases thresholding
bounded se relacionan con las bases quasi-greedy. Siguiendo esta lı́nea de trabajo, en [4] se
introdujo una definición similar, que resulta de relajar una propiedad estrictamente más débil
que ser quasi-greedy, y que definimos a continuación.

Definición 2.1.3. Sea X una base de un espacio p-Banach X. Decimos que X es truncation
quasi-greedy (TQG) si existe C > 0 tal que

mı́n
n∈A

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ ∥∥∥1ε( f ),A

∥∥∥ ≤C ∥ f ∥ ∀ f ∈ X,∀m ∈ N,∀A ∈ G ( f ,m, 1) . (2.4)

Bajo estas hipótesis, decimos que X es C-TQG. La constante truncation quasi-greedy Ktqg =

Ktqg [X,X] es mı́nima constante C > 0 para la que vale (2.4).
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Aunque su nombre es reciente (ver [4], [5]), la propiedad de ser truncation quasi-greedy
se identificó en los primeros años de la teorı́a sobre el algoritmo greedy (ver por ejemplo [19,
Lema 2.2]). Se conoce que las bases quasi-greedy son truncation quasi-greedy ([6, Teorema
4.13] o [19, Lema 2.2]), y hay ejemplos que muestran que la implicación es estricta (ver por
ejemplo [19, Ejemplo 4.8]). Esto sugiere investigar si la propiedad que resulta de relajar la
Definición 2.1.3 siguiendo las lı́neas generales de las Definiciones 2.0.1 y 2.1.1 es equivalente
a ser nearly unconditional, lo que lleva a considerar la siguiente definición:

Definición 2.1.4. Sea X una base de un espacio p-Banach X. Decimos que X es nearly
truncation quasi-greedy si para cada 0 < t ≤ 1 existe Ct > 0 tal que

mı́n
n∈A( f ,t)

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ ∥∥∥1ε( f ),A( f ,t)

∥∥∥ ≤Ct ∥ f ∥ ∀ f ∈ Q,∀ 0 < t ≤ 1. (2.5)

Bajo estas hipótesis, para cada 0 < t ≤ 1 denotaremos λ (t) = λ [X,X] (t) al mı́nimo número
positivo Ct para el cual vale (2.5).

Veremos que esta propiedad es equivalente ser nearly unconditional. Antes de probarlo,
veamos una caracterización de la función λ: Dada una base nearly truncation quasi-greedy,
definimos ρ : (0, 1]→ R≥1 de la siguiente manera: (ver [2])

ρ (t) :=mı́n
C>0

{
t
∥∥∥1ε( f ),A( f ,t)

∥∥∥ ≤ C ∥ f ∥ ∀ f ∈ Q
}
.

Es inmediato que ρ ≤ λ. Notemos que - al igual que ϕ y θ ([18, Proposición 4.1]) - ρ es no
creciente, pues dados 0 < a < b ≤ 1 y f ∈ Q, se tiene que

b
∥∥∥1ε( f ),A( f ,b)

∥∥∥ =b
a

a
∥∥∥∥1ε( a

b f),A( a
b f ,a)

∥∥∥∥ ≤ b
a
ρ (a)

∥∥∥∥∥a
b

f
∥∥∥∥∥ = ρ (a) ∥ f ∥ .

Usando este resultado, podemos ver que ρ = λ: en efecto, dados 0 < t ≤ 1 y f ∈ Q, tomamos
b = mı́nn∈A( f ,t)

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣, y obtenemos

mı́n
n∈A( f ,t)

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ ∥∥∥1ε( f ),A( f ,t)

∥∥∥ =b
∥∥∥1ε( f ),A( f ,t)

∥∥∥ = b
∥∥∥1ε( f ),A( f ,b)

∥∥∥ ≤ ρ (b) ∥ f ∥ ≤ ρ (t) ∥ f ∥ ,

lo que implica, por la Definición 2.1.4, que λ (t) ≤ ρ (t). De ahora en adelante, para simplificar
nuestras demostraciones usaremos la definición de ρ como definición de λ.

Observación 2.1.5. (cf. [4, Lema 3.2]) La definición original de λ en [4] está dada para 0 <
t < 1, pero si λ existe para tales t, se puede definir en 1 y resulta finita. En efecto, si definimos
λ y ρ solo en el intervalo (0, 1), la prueba de la equivalencia entre ambas definiciones sigue
siendo válida, ası́ que en particular λ es no creciente. Por otra parte, si fijamos 0 < δ < 1,
dado f ∈ Q, existe 0 < ϵ < δ tal que A ( f , 1) = A ( f , 1 − ϵ), y entonces∥∥∥1ε( f ),A( f ,1)

∥∥∥ = ∥∥∥1ε( f ),A( f ,1−ϵ)

∥∥∥ ≤ λ (1 − ϵ) ∥ f ∥ ≤ λ (1 − δ) ∥ f ∥ ,

lo que prueba que λ (1) es finita y es no mayor que λ (1−) (luego veremos que λ es continua).



2.1. BASES NEARLY UNCONDITIONAL Y EL ALGORITMO GREEDY. 41

Seguidamente, veremos que una base es nearly truncation quasi-greedy si y solo si es
nearly unconditional. A tal fin, vamos a usar un resultado auxiliar de [6]. Para esto, introdu-
cimos la siguiente definición.

Definición 2.1.6. Una base X es suppression unconditional for constant coefficients (SUCC)
si existe C > 0 tal que para todo A ⊂ B ∈ N<∞ y todo ε ∈ S B

K, se tiene que∥∥∥1ε,A
∥∥∥ ≤C

∥∥∥1ε,B
∥∥∥ . (2.6)

Observación 2.1.7. Las bases nearly truncation quasi-greedy son SUCC. En efecto, si fija-
mos 0 < ϵ < 1, para todo A ⊂ B ∈ N<∞ y todo ε ∈ S B

K se tiene que

A
(
1ε,A + (1 − ϵ) 1ε,B\A, 1

)
= A,

y entonces ∥∥∥1ε,A
∥∥∥ ≤λ (1)

∥∥∥1ε,A + (1 − ϵ) 1ε,B\A
∥∥∥ .

Se sigue tomando lı́mite para ϵ → 0 que X es λ (1)-SUCC. Esto también vale para las bases
thresholding bounded, por [18, Proposición 4.2] o por el argumento recién dado.

Lema 2.1.8. [6, Corolario 2.3 y Lemas 3.2, 3.6] Sea X una base de un espacio p-Banach X,
0 < p ≤ 1. Si X es C-SUCC, existen constantes positivas c1 ≥ 1, s > 1 dependiendo solo de
C y p tales que ∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A anxn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ c1

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A bnxn

∥∥∥∥∥∥∥
para todo A ∈ N<∞ y escalares (an)n∈A, (bn)n∈A tales que

|an| ≤ 1 ≤ |bn| ≤ s

para todo n ∈ A.

Ahora podemos probar la equivalencia mencionada.

Teorema 2.1.9. [2, Proposición 3.3][4, Teorema 3.4][18, Proposición 4.5] Sea X una base
de un espacio p-Banach X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) X es nearly unconditional.

ii) X es thresholding bounded.

iii) X es nearly truncation quasi-greedy.
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Más aún, tenemos

λ (t) ≲ θ (t) ≤ ϕ (t) ≲
λ (t)

1 + log
(

1
t

) . (2.7)

Demostración. Es inmediato por las definiciones que i) implica ii), como ası́ también que
θ ≤ ϕ. Ahora sean c1, s > 0 las constantes del Lema 2.1.8. Para probar que ii) implica iii),
fijemos f ∈ Q y 0 < t ≤ 1. Si t ≥ s−1, entonces

t
∥∥∥1ε( f ),A( f ,t)

∥∥∥ ≤c1

∥∥∥PA( f ,t) ( f )
∥∥∥ ≤ c1θ (t) ∥ f ∥ .

Si t < s−1, elegimos n ∈ N de manera que s−n−1 ≤ t < s−n y definimos

A1 := A
(

f , s−1
)

;

An+1 := A ( f , t) \ A
(
f , s−n) ;

Ak+1 := A
(

f , s−k−1
)
\ A

(
f , s−k

)
∀1 ≤ k ≤ n − 1 si n ≥ 2.

Puesto que θ es no creciente,∥∥∥PA1 ( f )
∥∥∥ ≤θ (s−1

)
∥ f ∥ ≤ θ (t) ∥ f ∥ ;∥∥∥PAn+1 ( f )

∥∥∥p
=

∥∥∥PA( f ,t) ( f ) − PA( f ,s−n) ( f )
∥∥∥p

≤θp (t) ∥ f ∥p + θp (
s−n) ∥ f ∥p ≤ 2θp (t) ∥ f ∥p ;∥∥∥PAk+1 ( f )

∥∥∥p
=

∥∥∥∥PA( f ,s−k−1) ( f ) − PA( f ,s−k) ( f )
∥∥∥∥p

≤θp
(
s−k−1

)
∥ f ∥p + θp

(
s−k

)
∥ f ∥p ≤ 2θp (t) ∥ f ∥p ∀1 ≤ k ≤ n − 1 si k ≥ 2.

Por lo tanto,

tp
∥∥∥1ε( f ),A( f ,t)

∥∥∥p
≤tp

n+1∑
k=1

∥∥∥1ε( f ),Ak

∥∥∥p
≤ cp

1

n+1∑
k=1

tpspk
∥∥∥PAk ( f )

∥∥∥p

≤spcp
1

n+1∑
k=1

sp(k−n−1)
∥∥∥PAk ( f )

∥∥∥p
≤ 2cp

1 spθp (t)
∞∑

l=0

s−pl ∥ f ∥

=
2cp

1 sp

1 − s−p θ
p (t) ∥ f ∥ =

2cp
1 s2p

sp − 1
θp (t) ∥ f ∥ .

Tomando raı́z p-ésima y considerando que esto vale para todo f ∈ Q y todo 0 < t < 1, y
dado que de las definiciones se obtiene λ (1) = θ (1), concluimos que X es nearly truncation
quasi-greedy, con

λ (t) ≤
2

1
p c1s2

(sp − 1)
1
p

θ (t) ∀0 < t ≤ 1.
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Para ver que iii) implica i), fijamos f ∈ Q, 0 < t ≤ 1 y A ⊂ A ( f , t). Si t ≥ s−1, entonces como
A ⊂ A

(
f , s−1

)
, se tiene que

∥PA ( f )∥ ≤c1ss−1
∥∥∥∥1ε( f ),A( f ,s−1)

∥∥∥∥ ≤ c1sλ
(
s−1

)
∥ f ∥ ≤ c1sλ (t) ∥ f ∥ . (2.8)

Si t < s−1, elegimos n ∈ N y definimos {Ak}1≤k≤n+1 como en la prueba de que ii) implica iii).
Para cada 1 ≤ k ≤ n + 1, sea Bk := A ∩ Ak. Puesto que

B1 ⊂ A
(

f , s−1
)
,

Bn+1 ⊂ A ( f , t) \ A
(
f , s−n) , y

Bk+1 ⊂ A
(

f , s−k−1
)
\ A

(
f , s−k

)
∀1 ≤ k ≤ n − 1 si n ≥ 2,

tenemos que ∥∥∥PB1 ( f )
∥∥∥ ≤c1sλ (t) ∥ f ∥ por (2.8);∥∥∥PBk+1 ( f )
∥∥∥ =s−k

∥∥∥skPBk+1 ( f )
∥∥∥ ≤ c1s−k

∥∥∥∥1ε( f ),A( f ,s−k−1)
∥∥∥∥

≤c1sλ
(
s−k−1

)
∥ f ∥ ≤ c1sλ (t) ∥ f ∥ ∀1 ≤ k ≤ n − 1 si k ≥ 2;∥∥∥PBn+1 ( f )

∥∥∥ ≤c1s−n
∥∥∥1ε( f ),A( f ,t)

∥∥∥ ≤ c1st
∥∥∥1ε( f ),A( f ,t)

∥∥∥ ≤ c1sλ (t) ∥ f ∥ .

Luego, por p-convexidad,

∥PA ( f )∥ ≤

 n+1∑
k=1

∥∥∥PBk ( f )
∥∥∥p


1
p

≤ c1sλ (t) (n + 1)
1
p ∥ f ∥

≤c1s

1 + log
(

1
t

)
log (s)


1
p

λ (t) ∥ f ∥ .

Como f ∈ Q es arbitraria, concluimos que X es nearly unconditional, con

ϕ (t) ≤c1s

1 + log
(

1
t

)
log (s)


1
p

λ (t) ∀ 0 < t ≤ 1.

□

El Teorema 2.1.9 muestra la equivalencia entre tres propiedades dadas en términos de
funciones de tipo “umbral” - ϕ, λ, θ -, definidas en el intervalo (0, 1]. En [18, Proposición 4.1]
se demostró que es suficiente que θ esté definida en un intervalo [a, 1] para algún 0 < a < 1
fijo para que esté definida en todo el intervalo (0, 1] y por lo tanto, para que la base sea
thresholding bounded.
Esto sugiere preguntarse si esto también es válido si solo pedimos que ϕ, θ o λ esté definida
para t = 1. Esto es equivalente a que X tenga otra propiedad de tipo greedy introducida en
[6], que definimos seguidamente.



44 CAPÍTULO 2. INCONDICIONALIDAD PARCIAL Y EL ALGORITMO GREEDY

Definición 2.1.10. Sea X una base de X. Decimos que X es quasi-greedy for largest coeffi-
cients (QGLC) si existe C > 0 tal que∥∥∥1ε,A

∥∥∥ ≤C
∥∥∥1ε,A + f

∥∥∥ (2.9)

para todo A ∈ N<∞, ε ∈ S A
K y f ∈ Q con sop ( f ) ∩ A = ∅. Notamos Kql = Kql [X,X] a la

mı́mima constante C que verifica esta desigualdad.

Observación 2.1.11. La constante Cql de [6, Definición 4.6] verifica Kql ≤ Cql ≤
(
1 + K p

ql

) 1
p ,

y por lo tanto las definiciones son equivalentes.

Observación 2.1.12. [2, Lema 2.1] Notemos que si X es nearly unconditional, entonces es
QGLC y

θ (1) = λ (1) = ϕ (1) = Kql.

En efecto, se sigue inmediatamente de las definiciones que λ (1) = θ (1) ≤ ϕ (1) = Kql.
Además, dados f ∈ Q y A ⊂ A ( f , 1), para cada 0 < ϵ < 1 se tiene que A

(
f − ϵPA( f ,1)\A ( f ) , 1

)
=

A. Entonces si gϵ := f − ϵPA( f ,1)\A ( f ),

∥PA ( f )∥p ≤ ∥PA ( f − gϵ)∥p + ∥PA (gϵ)∥p ≤ ∥PA∥
p
∥ f − gϵ∥p + θ (1)p

∥gϵ∥p −−−→
ϵ→0
θ (1)p

∥ f ∥p ,

de donde obtenemos que ϕ (1) ≤ θ (1).

Observación 2.1.13. Notemos también que toda base quasi-greedy for largest coefficients es
Kql-SUCC ([6, Proposición 4.7], [31]).

Seguidamente, probaremos que las bases quasi-greedy for largest coefficients son nearly
unconditional. En la demostración, usamos la siguiente notación: dado 0 < a ≤ 1, decimos
que una baseX es a-nearly unconditional si las condiciones de la Definición 2.0.1 se cumplen
para todo a ≤ t ≤ 1; usamos la misma terminologı́a para las bases thresholding bounded, en
este caso teniendo en cuenta la Definición 2.1.1.

Teorema 2.1.14. [2, Teorema 2.6] Sea X una base de un espacio p-Banach X. Entonces X
es quasi-greedy for largest coefficients si y solo si es nearly unconditional.

Demostración. Por la Observación 2.1.12, solo tenemos que probar el “solo si”. A tal fin,
sean c1 y s las constantes del Lema 2.1.8, y elijamos s−1 < a < 1 de manera que

(
1 + K p

ql

)
cp

1a−1 (1 − a) ≤
2−1. Dados f ∈ Q y A ⊂ A ( f , a), tenemos que

∥PA ( f )∥p =

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A sgn
(
x∗n ( f )

) ∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ xn

∥∥∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A sgn
(
x∗n ( f )

) (
1 −

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣) xn

∥∥∥∥∥∥∥
p

+
∥∥∥1ε( f ),A

∥∥∥p
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≤

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A sgn
(
x∗n ( f )

) (
1 −

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣) xn

∥∥∥∥∥∥∥
p

+ K p
ql

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A sgn
(
x∗n ( f )

)
xn + f − PA ( f )

∥∥∥∥∥∥∥
p

≤K p
ql ∥ f ∥

p +
(
1 + K p

ql

) ∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A sgn
(
x∗n ( f )

) (
1 −

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣) xn

∥∥∥∥∥∥∥
p

≤K p
ql ∥ f ∥

p +
(
1 + K p

ql

)
cp

1

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A a−1 (1 − a) x∗n ( f ) xn

∥∥∥∥∥∥∥
=K p

ql ∥ f ∥
p +

(
1 + K p

ql

)
cp

1a−1 (1 − a) ∥PA ( f )∥p ≤ K p
ql ∥ f ∥

p +
1
2
∥PA ( f )∥p .

Luego,

∥PA ( f )∥ ≤2
1
p Kql ∥ f ∥ .

Tomando supremo sobre toda f ∈ Q y A ⊂ A ( f , a) y teniendo en cuenta que A ( f , b) ⊂ A ( f , a)
si a ≤ b ≤ 1, se sigue que X es a-nearly unconditional, con

ϕ (b) ≤ϕ (a) ≤ 2
1
p Kql ∀a ≤ b ≤ 1.

Por lo tanto, X también es a-thresholding bounded, con θ (b) ≤ ϕ (b) para todo a ≤ b ≤ 1.
Ahora fijemos a ≤ b1, b2 < 1. Dados f ∈ Q y A ⊂ A ( f , b1b2), sea B := A ( f , b1) ∩ A. Como
b−1

1

(
f − PA( f ,b1) ( f )

)
∈ Q y A \ B ⊂ A

(
b−1

1

(
f − PA( f ,b1) ( f )

)
, b2

)
, tenemos que

∥PA ( f )∥p ≤ ∥PB ( f )∥p +
∥∥∥PA\B ( f )

∥∥∥p

≤ (ϕ (b1) ∥ f ∥)p + bp
1

∥∥∥∥PA\B

(
b−1

1

(
f − PA( f ,b1) ( f )

))∥∥∥∥p

≤ (ϕ (b1) ∥ f ∥)p + (b1ϕ (b2))p
∥∥∥∥b−1

1

(
f − PA( f ,b1) ( f )

)∥∥∥∥p

≤ ((ϕ (b1))p + (ϕ (b2))p (1 + (θ (b1))p)) ∥ f ∥p .

Razonando como antes, deducimos que X es b1b2-nearly unconditional y thresholding boun-
ded, con

θ (b1b2) ≤ϕ (b1b2) ≤ ((ϕ (b1))p + (ϕ (b2))p (1 + (θ (b1))p))
1
p . (2.10)

Tomando b1 = b2 = a, se sigue que X es a2-nearly unconditional y a2-thresholding bounded.
Iterando, esto en particular dice queX es a2n

-nearly unconditional para todo n ∈ N, y entonces
es nearly unconditional (y thresholding bounded). □

En [18, Proposición 4.1] se probó que si X es una base de Schauder thresholding boun-
ded de un espacio de Banach, existen constantes positivas c, d tales que θ (t) ≤ ct−d para todo
0 < t ≤ 1. La demostración dada no requiere que la base sea de Schauder; más aún, el resul-
tado se extiende a espacios p-Banach, y vale también si reemplazamos thresholding bounded
por nearly unconditional, con algunas modificaciones menores en la prueba. A continuación
veremos que c y d solo dependen de ϕ (1) y de p.
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Lema 2.1.15. [2, Lema 2.4] Sea X una base nearly unconditional de un espacio p-Banach
X. Entonces existen constantes positivas d1, d2 dependiendo solo de p y ϕ (1) tales que

ϕ (t) ≤d1t−d2 ∀t ∈ (0, 1] . (2.11)

Demostración. Notemos que la estimación (2.10) de la prueba del Teorema 2.1.14 se aplica
a 0 < b1, b2 ≤ 1 cualesquiera, y entonces

ϕ (b1b2) ≤ ((ϕ (b1))p + (ϕ (b2))p (1 + (θ (b1))p))
1
p ≤ 2

1
p−1 (ϕ (b1) + ϕ (b2) (1 + θ (b1)))

≤2
1
p−13ϕ (b2) ϕ (b1) =: Cϕ (b2) ϕ (b1) . (2.12)

Tomando t = b1 = b2 e iterando, obtenemos

ϕ (tn) ≤Cn−1ϕ (t)n
∀ 0 < t < 1,∀n ∈ N.

Ahora fijemos 0 < a < 1 como en el Teorema 2.1.14. Notemos que por el Lema 2.1.8, a
depende solo de p y Kql, pues X es en particular Kql-SUCC. Luego, también la estimación
ϕ (a) ≤ 2

1
p Kql depende solo de p y Kql. Dado 0 < t ≤ 1, elegimos n ∈ N tal que an < t ≤ an−1.

Si n = 1, entonces ϕ (t) ≤ ϕ (a). Si n > 1, entonces

ϕ (t) ≤ϕ (an) ≤ C−1 (Cϕ (a))n = C−1t
−

log((Cϕ(a))n)
log(t−1) ≤ C−1t

−
log((Cϕ(a))n)
log(a1−n)

=C−1t
−( n

n−1 ) log(Cϕ(a))

log(a−1) ≤ C−1t
−2

 log(Cϕ(a))

log(a−1)


(2.13)

Combinando las desigualdades para los casos n = 1 y n > 1, se obtiene que

ϕ (t) ≤máx

ϕ (a) ,C−1t
−2

 log(Cϕ(a))

log(a−1)

 ≤ ϕ (a) t
−2

 log(Cϕ(a))

log(a−1)


∀ 0 < t ≤ 1.

□

Dado 0 < a < 1, la estimación de ϕ dada por Lema 2.1.15 nos da una constante d (a) > 0
tal que ϕ (t) ≤ ϕ (a) t−d(a) para cada 0 < t ≤ 1. Sin embargo, el valor de d (a) en el exponente
de (2.13) es no acotado cuando a tiende a 1, incluso si p = 1. Las mismas consideraciones se
aplican a la estimación para θ dada en [18, Proposición 4.1] (que también se puede obtener
de (2.12) con p = 1 y θ en lugar de ϕ). Como veremos seguidamente, un estudio de la
lipschitzianidad sobre intervalos cerrados contenidos en (0, 1] de la función ϕ permite, en
el caso de espacios de Banach, eliminar la dependencia de a en el exponente, y reemplazar
d (a) por Kql = ϕ (1). También obtendremos algunos resultados sobre las funciones ϕ, θ y λ
en espacios p-Banach que a nuestro criterio podrı́an ser de algún interés en sı́ mismas. Para
estudiar las propiedades mencionadas, primero vamos a dar una nueva cota para ϕ (ab), y
cotas similares para λ (ab) y θ (ab) cuando 0 < a ≤ b ≤ 1.
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Lema 2.1.16. [2, Lema 2.2] Sea X una base nearly unconditional de un espacio p-Banach
X. Para todo 0 < a ≤ b ≤ 1, valen las siguientes afirmaciones:

ϕ (ab) ≤ (((1 − b) ϕ (b))p + (ϕ (a))p (1 + ((1 − b) θ (b))p))
1
p ; (2.14)

θ (ab) ≤ (((1 − b) θ (b))p + (θ (a))p (1 + ((1 − b) θ (b))p))
1
p ; (2.15)

λ (ab) ≤λ (a) (1 + ((1 − b) θ (b))p)
1
p . (2.16)

Demostración. (2.14): Si b = 1, el resultado es inmediato. Si b < 1, dados f ∈ Q y A ⊂
A ( f , ab), sean B := A ∩ A ( f , b) y g := b−1

(
f − (1 − b) PA( f ,b) ( f )

)
. Tenemos que

∥PA ( f )∥p ≤ (1 − b)p
∥PB ( f )∥p + ∥PA ( f ) − (1 − b) PB ( f )∥p

≤ (1 − b)p (ϕ (b))p
∥ f ∥p + bp ∥PA (g)∥p .

Notemos que g ∈ Q y A ⊂ A (g, a). Por ende,

∥PA (g)∥p ≤ (ϕ (a))p
∥g∥p = (ϕ (a))p b−p

∥∥∥ f − (1 − b) PA( f ,b) ( f )
∥∥∥p

≤b−p (ϕ (a))p
∥ f ∥p + (1 − b)p b−p (ϕ (a)))p (θ (b))p

∥ f ∥p .

Combinando las estimaciones anteriores y tomando supremo para f ∈ Q obtenemos (2.14).
(2.15): Se prueba con el mismo argumento que (2.14), con A = A ( f , ab).
(2.16): Como antes, asumimos que 0 < b < 1 y, dada f ∈ Q, definimos g := b−1

(
f − (1 − b) PA( f ,b) ( f )

)
.

Dado que g ∈ Q, A ( f , ab) = A (g, a) y ε (g) = ε ( f ), se tiene que

(ab)p
∥∥∥1ε( f ),A( f ,ab)

∥∥∥p
≤bp (λ (a))p

∥g∥p = (λ (a))p
∥∥∥ f − (1 − b) PA( f ,b) ( f )

∥∥∥p

≤ (λ (a))p (1 + ((1 − b) θ (b))p) ∥ f ∥p .

Tomando supremo sobre todas las f ∈ Q, obtenemos la cota superior para λ (ab) del enuncia-
do. □

Proposición 2.1.17. [2, Proposición 2.8, Corolario 2.9, Teorema 2.10] Sea X una base
nearly unconditional de un espacio p-Banach X. Valen las siguientes afirmaciones:

i) Las funciones ϕ, θ y λ son continuas en (0, 1] y localmente p-Lipschitz en (0, 1).

ii) Si p = 1, las funciones ϕ, θ y λ son derivables en casi todo punto del intervalo (0, 1),
con

0 ≥ ϕ′ (y) ≥ −
Kql (1 + ϕ (y))

y
;

0 ≥ θ′ (y) ≥ −
Kql (1 + θ (y))

y
;

0 ≥ λ′ (y) ≥ −
Kqlλ (y)

y

para todo 0 < y < 1 en el que la derivada respectiva existe.
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iii) Si p = 1, entonces ϕ, θ y λ son Lipschitz en [a, 1] para cada 0 < a < 1, con constantes
Lipschitz La,ϕ, La,θ y La,λ acotadas como sigue:

La,ϕ ≤
Kql (1 + ϕ (a))

a
;

La,θ ≤
Kql (1 + θ (a))

a
;

La,λ ≤
Kqlλ (a)

a
.

Demostración. i) Primero probamos la continuidad por la izquierda en 1: Sean c1 y s las
constantes del Lema 2.1.8. Dado ϵ > 0, tomemos 0 < ϵ1 < ϵ y 2−1 < δ < 1 de manera que

ϕ (1) (1 + ϵ1)
1
p ≤ ϕ (1) + ϵ y 1 + 2

(
2 (1 − δ) c1λ

(
2−1

))p
≤ 1 + ϵ1. (2.17)

Ahora fijemos f ∈ Q y A ⊂ A ( f , δ), y sea g := f − PA ( f ) + 1ε( f ),A. Como g ∈ Q y A ⊂
A (g, 1) ⊂ A( f , 2−1), se sigue que

∥PA ( f )∥p ≤ ∥PA (g)∥p +
∥∥∥PA ( f ) − 1ε( f ),A

∥∥∥p

≤ (ϕ (1))p
∥g∥p +

∥∥∥PA ( f ) − 1ε( f ),A

∥∥∥p

≤ (ϕ (1))p
∥ f ∥p + ((ϕ (1))p + 1)

∥∥∥PA ( f ) − 1ε( f ),A

∥∥∥p

≤ (ϕ (1))p
∥ f ∥p + 2 (ϕ (1))p

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A sgn
(
x∗n ( f )

) (
1 −

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣) xn

∥∥∥∥∥∥∥
p

≤ (ϕ (1))p
∥ f ∥p + 2p+1 (ϕ (1))p (1 − δ)p cp

12−p
∥∥∥1ε( f ),A( f ,2−1)

∥∥∥p

≤ (ϕ (1))p
(
1 + 2p+1 (1 − δ)p cp

1

(
λ(2−1)

)p)
∥ f ∥p ≤ (ϕ (1))p (1 + ϵ1) ∥ f ∥p .

Luego, tomando supremo para f y A como antes, obtenemos

ϕ (δ) ≤ (1 + ϵ1)
1
p ϕ (1) ≤ ϕ (1) + ϵ.

Como ϕ es no creciente, esto prueba que ϕ es continua por la izquierda en 1. La continuidad
por la izquierda de θ se prueba con el mismo argumento, tomando A = A( f , δ). Para probar
la continuidad por la izquierda de λ, tomamos 0 < ϵ1 < ϵ y 2−1 < δ < 1 de manera que valga
(2.17) reemplazando ϕ por λ, y definimos

g := f − PA( f ,δ) ( f ) + 1ε( f ),A( f ,δ).

Argumentando como en la prueba para ϕ, tenemos que

(δ)p
∥∥∥1ε( f ),A( f ,δ)

∥∥∥p
≤

∥∥∥1ε(g),A(g,1)

∥∥∥p
≤ (λ (1))p

∥g∥p

≤ (λ (1))p
∥ f ∥p + (λ (1))p

∥∥∥PA( f ,δ) ( f ) − 1ε( f ),A( f ,δ)

∥∥∥p
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≤ (λ (1))p
∥ f ∥p + (λ (1))p cp

1 (1 − δ)p
∥∥∥1ε( f ),A( f ,2−1)

∥∥∥p

≤ (λ (1))p
∥ f ∥p + 2p (λ (1))p cp

1 (1 − δ)p
(
λ(2−1)

)p
∥ f ∥p

≤ (λ (1))p (1 + ϵ1) ∥ f ∥p .

La prueba de la continuidad por la izquierda de λ en 1 se completa como en el caso de ϕ.
Para ver que ϕ es localmente p-Lipschitz en (0, 1), primero fijemos 0 < t < 1 y consideremos
el intervalo

[
t2, t

]
. Dados x < y en dicho intervalo, tenemos que t ≤ b := xy−1 < 1. Como ϕ y

θ son no crecientes, usando (2.14) y Lagrange deducimos que

0 ≤ϕ (x) − ϕ (y) = (ϕp (yb))
1
p − (ϕp (y))

1
p =
∃x<z<y

1
p
ϕ

1−p
p (z) (ϕp (yb) − ϕp (y))

≤
ϕ

1−p
p (x)
p

(ϕp (b) + θp (b) ϕp (y)) (1 − b)p =
ϕ

1−p
p (x)
pyp

(ϕp (b) + θp (b) ϕp (y)) (y − x)p (2.18)

≤

ϕ
1−p

p
(
t2
)

ptp

(
ϕp (t) + θp (t) ϕp

(
t2
)) (y − x)p .

Luego, ϕ es p-Lipschitz en
[
t2, t

]
. El mismo argumento cambiando ϕ por θ nos da el resultado

para θ, mientras que para λ, tenemos que

0 ≤λ (x) − λ (y) = (λp (x))
1
p − (λp (y))

1
p =
∃x<z<y

1
p
λ

1−p
p (z) (λp (yb) − λp (y))

≤
λ

1−p
p (x)
p

(θp (b) λp (y)) (1 − b)p =
λ

1−p
p (x)
pyp θ

p (b) λp (y) (y − x)p (2.19)

≤

λ
1−p

p
(
t2
)

ptp θp (t) λp
(
t2
) (y − x)p . (2.20)

ii) Notemos primero que como ϕ es no creciente (o porque es localmente Lipschitz), es de-
rivable en casi todo punto del intervalo (0, 1). Sea 0 < y < 1 un punto en que existe ϕ′ (y),
y tomemos 0 < t2 < y < t < 1. Dado t2 < x < y, tenemos que t < b := xy−1 < 1, y por la
estimación (2.18) para p = 1, la continuidad por izquierda de ϕ en 1 y la Observación 2.1.12
se sigue que

0 ≤
ϕ (x) − ϕ (y)

y − x
≤
ϕ (b) + θ (b) ϕ (y)

y
−−−→
x→y

ϕ (1) + θ (1) ϕ (y)
y

=
Kql (1 + ϕ (y))

y
,

lo que da el resultado para ϕ. El resultado para θ se prueba por el mismo argumento, y el caso
de λ es similar, usando la cota (2.19).
iii) Primero notemos que como ϕ es localmente Lipschitz en (0, 1), por compacidad es Lips-
chitz en cualquier intervalo cerrado [a, b], con 0 < a < b < 1. Ahora fijemos 0 < a < 1.
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Para ver que ϕ es Lipschitz en [a, 1] con constante como en el enunciado, primero fijemos
a < b < 1. Dados a ≤ x < y ≤ b, usando ii) y teniendo en cuenta que t → 1+ϕ(t)

t es no
creciente en (0, 1], deducimos que

|ϕ (y) − ϕ (x)| = ϕ (x) − ϕ (y) = −
∫ y

x
ϕ′ (t) dt ≤

∫ y

x
Kql

(
1 + ϕ (t)

t

)
dt

≤Kql

(
1 + ϕ (a)

a

)
|y − x| .

Esto muestra que la constante Lipschitz de ϕ en [a, b] está acotada como en el enunciado.
Como b ∈ (a, 1) es arbitrario y ϕ es continua en (a, 1], esto completa la demostración de la
cota para La,ϕ. Las cotas para La,θ y La,λ se prueban de la misma manera. □

Corolario 2.1.18. [2, Teorema 2.10] Sea X una base de un espacio de Banach X. Las fun-
ciones λ (t) tKql , (ϕ (t) + 1) tKql y (θ (t) + 1) tKql son no decrecientes en (0, 1]. Por lo tanto, en
particular se tiene que

ϕ (t) ≤
Kql + 1

tKql
− 1 ∀ 0 < t ≤ 1, (2.21)

y

λ (t) ≤
Kql

tKql
∀ 0 < t ≤ 1. (2.22)

Demostración. Por la Proposición 2.1.17, para casi todo 0 < a < 1 tenemos que(
log (1 + ϕ (a))

)′
≥ −

Kql

a
.

Como log (1 + ϕ (a)) es Lipschitz en [t, 1] para todo 0 < t < 1, integrando la derivada entre
dos puntos 0 < t1 < t2 ≤ 1 obtenemos(

log (1 + ϕ (t2))
)
−

(
log (1 + ϕ (t1))

)
≥ − Kql

(
log (t2) − log (t1)

)
,

ası́ que

(ϕ (t1) + 1) tKql

1 ≤ (ϕ (t2) + 1) tKql

2 . (2.23)

Hemos probado que (ϕ (t) + 1) tKql es no decreciente. La prueba es similar para θ y λ.
Finalmente, para obtener (2.21) tomamos t2 = 1 en (2.23) y aplicamos la Observación 2.1.12;
un argumento similar demuestra (2.22). □

Cerramos esta sección con una caracterización de las bases quasi-greedy for largest coef-
ficients en términos de una propiedad formalmente más débil, lo que podrı́a en algunos casos
hacer más sencillo determinar si una base es QGLC, y por lo tanto nearly unconditional. Más
precisamente, probaremos que podemos relajar la Definición 2.1.10 pidiendo solo que (2.9)
valga para un ε ∈ S NK fijo, y eso es suficiente para que la base sea quasi-greedy for largest
coefficients.
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Lema 2.1.19. [2, Proposición 2.11] Sea X una base de un espacio p-Banach space X, y
supongamos que existen K > 0 y ε̃ ∈ S NK tales que∥∥∥1ε̃,A

∥∥∥ ≤ K
∥∥∥1ε̃,A + f

∥∥∥
para todo A ∈ N<∞ y toda f ∈ Q tales que sop ( f ) ∩ A = ∅.
Entonces, X es quasi-greedy for largest coefficients.

Demostración. Primero notemos que la propiedad de ser C-quasi-greedy for largest coeffi-
cients para alguna constante C > 0 se mantiene si multiplicamos cada elemento de la base
por un escalar de módulo 1. Por lo tanto, en las condiciones del enunciado, reemplazando xn

por ε̃nxn para cada n ∈ N podemos suponer que ε̃n = 1 para cada n ∈ N.
Ahora fijemos A ∈ N<∞, ε ∈ S A

K y f ∈ Q tales que sop ( f ) ∩ A = ∅. Definimos B :=
{n ∈ A : εn = 1}, g1 := − f − 1B y g2 = f − 1A\B. Tenemos que∥∥∥1ε,B

∥∥∥ = ∥1B∥ ≤ K ∥1B + g2∥ = K
∥∥∥1ε,A + f

∥∥∥ ,
y ∥∥∥1ε,A\B

∥∥∥ = ∥∥∥1A\B

∥∥∥ ≤ K
∥∥∥1A\B + g1

∥∥∥ = K
∥∥∥1ε,A + f

∥∥∥ .
Como ∥∥∥1ε,A

∥∥∥p
≤ 2 máx

{∥∥∥1ε,B
∥∥∥p
,
∥∥∥1ε,A\B

∥∥∥p}
,

se sigue que (2.9) vale para signos reales, con C = K1 := 2
1
p K. Luego si K = R, la prueba

está completa. Si K = C, usamos una variante del argumento de [10, Proposición 2.16]: Sea

Y :=
{
f ∈ X : x∗n ( f ) ∈ R ∀n ∈ N

}
.

Entonces Y es un espacio p-Banach sobre R con la p-norma restringida, y X es una base de
Z := [X] ⊂ Y. Luego, por el resultado para el caso de coeficientes reales, se sigue que X es
quasi-greedy for largest coefficients, y por lo tanto, suppression uncondicional for constant
coefficients. Afirmamos que existen K2 ≥ 1 y 0 < δ < 1 tales que∥∥∥1ε,A

∥∥∥
X
≤ K2

∥∥∥1ε,A + f
∥∥∥
X

(2.24)

para todo A ∈ N<∞, toda f ∈ Q tal que sop ( f ) ∩ A = ∅, y todo ε ∈ S A
K tal que

máx
n∈A
|εn − 1| ≤ δ.

Para probar la afirmación, sea c1 la constante del Lema 2.1.8 para [X,Z], y definamos

δ :=
1

4
1
p c1K

.
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Dados A, ε como en la afirmación, tenemos que

∥1A∥
p
X ≤ K p ∥1A + f ∥pX ≤ K p

∥∥∥1A − 1ε,A
∥∥∥p

X
+ K p

∥∥∥1ε,A + f
∥∥∥p

X

≤K p

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A Re (1 − εn) xn

∥∥∥∥∥∥∥
p

Z

+ K p

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A Im (1 − εn) xn

∥∥∥∥∥∥∥
p

Z

+ K p
∥∥∥1ε,A + f

∥∥∥p

X

≤2cp
1 K pδp ∥1A∥

p
X + K p

∥∥∥1ε,A + f
∥∥∥p

X
=

1
2
∥1A∥

p
X + K p

∥∥∥1ε,A + f
∥∥∥p

X
.

Luego,

∥1A∥
p
X ≤2K p

∥∥∥1ε,A + f
∥∥∥p

X
.

Dado que

∥∥∥1ε,A
∥∥∥p

X
≤

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A Re (εn) xn

∥∥∥∥∥∥∥
p

Z

+

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A Im (εn) xn

∥∥∥∥∥∥∥
p

Z

≤ 2cp
1 ∥1A∥

p
X ,

la afirmación queda demostrada, con K2 = 4
1
p c1K.

Para completar la prueba del lema, elegimos k0 ∈ N y una partición {Ek}1≤k≤k0 de S K tales que
si ε1, ε2 ∈ Ek para algún 1 ≤ k ≤ k0, entonces |ε1 − ε2| ≤ δ. Dados A ∈ N<∞, ε ∈ S A

K, y f ∈ Q
con A ∩ sop ( f ) = ∅, definimos

Ak := {n ∈ A : εn ∈ Ek}

para cada 1 ≤ k ≤ k0, y elegimos 1 ≤ k1 ≤ k0 tal que∥∥∥1ε,Ak

∥∥∥
X
≤

∥∥∥1ε,Ak1

∥∥∥
X

∀1 ≤ k ≤ k0.

Ahora tomamos n1 ∈ Ak1 . Notemos que si n ∈ Ak1 , entonces∣∣∣1 − ε−1
n1
εn

∣∣∣ ≤ δ.
Por p-convexidad y la elección de k1, deducimos que

∥∥∥1ε,A
∥∥∥
X
≤k

1
p

0

∥∥∥1ε,Ak1

∥∥∥
X
= k

1
p

0

∥∥∥∥1ε−1
n1 ε,Ak1

∥∥∥∥
X

≤k
1
p

0 K2

∥∥∥∥1ε−1
n1 ε,Ak1

+ 1ε−1
n1 ε,A\Ak1

+ ε−1
n1

f
∥∥∥∥
X
= k

1
p

0 K2

∥∥∥1ε,A + f
∥∥∥
X
,

lo que completa la demostración. □
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2.2. Bases bounded-oscillation unconditional.

En esta sección, estudiamos las bases bounded-oscillation unconditional y su relación
con el algoritmo greedy. Como veremos, esta propiedad no depende (salvo la constante) de
los parámetros D y d de la Definición 2.0.4, y es equivalente a ser truncation quasi-greedy.
Con respecto a dichos parámetros, notemos primero que si X es C-(D, d)-BOU para algunas
constantes D, d ≥ 1, entonces es C-(1, 1)-BOU. Notemos también que X es C-(1, 1)-BOU si
y solo si ∥∥∥1ε,A

∥∥∥ ≤C
∥∥∥1ε,A + f

∥∥∥
para todo A ∈ N<∞, ε ∈ S A

K y f ∈ X tales que A ∩ sop ( f ) = ∅. Esta caracterización muestra
que ser (1, 1)-BOU es la propiedad que se obtiene si quitamos la condición f ∈ Q de la defini-
ción de bases quasi-greedy for largest coefficients. En particular, por el Teorema 2.1.14, esto
implica que toda base (1, 1)-BOU es nearly unconditional. Pero además, la caracterización
sugiere adaptar los argumentos de la Sección 2.1 a estas bases, y definir una función similar
a la función ϕ (Definición 2.0.1) que hemos estudiado en dicha sección.

Definición 2.2.1. Sea X una base de un espacio p-Banach X. Definimos Φ : (0, 1] → [1,∞]
como

Φ (t) := ı́nf
M∈[1,∞]

{
∥PA ( f )∥ ≤ M ∥ f ∥ ∀ f ∈ X,∀A ∈ N<∞ : o ( f , A) ≤

1
t

}
.

Notemos que:

En esta definición, se obtiene la misma M si para cada f ∈ X, solo consideramos los
conjuntos A ∈ N<∞ que intersequen a sop ( f ). Usaremos esta equivalencia de ahora en
más.

Φ es no creciente.

Φ (1) < ∞ si y solo si X es (1, 1)-BOU.

Si X es nearly unconditional, entonces ϕ ≤ Φ.

Observación 2.2.2. Definimos la función tomando valores en [1,∞] por conveniencia, pero
vamos a estudiar solo bases para las que es finita.

El siguiente lema muestra que Φ tiene una propiedad útil que permite acotar su valor en un
producto por una (p-)suma de su valor en los factores. En particular, esto implica que si Φ es
finita para algún 0 < t0 < 1, entonces lo es para todo 0 < t < 1 y, en tal caso, está acotada por
una función logarı́tmica.
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Lema 2.2.3. [3, Lemas 2.1, 2.2] Sea X una base de un espacio p-Banach X, y n ∈ N. Dados(
t j

)
1≤ j≤n

⊂ (0, 1), tenemos que

Φ

 n∏
j=1

t j

 ≤
 n∑

j=1

Φp
(
t j

)
1
p

. (2.25)

Luego, si existe 0 < t0 < 1 para el cual Φ (t0) es finita, entonces es finita para todo 0 < t ≤ 1,
y se tiene que

Φ (t) ≤ 2
1
pΦ (t0)

 log
(

1
t

)
log

(
1
t0

)
1
p

∀ 0 < t ≤ t0 < 1.

Demostración. Para probar (2.25), podemos asumir que Φ
(
t j

)
es finita para todo 1 ≤ j ≤ n.

Sea t :=
∏n

j=1 t j, y fijemos f ∈ X y A ∈ N<∞ con A∩ sop ( f ) , ∅ de manera que o ( f , A) ≤ t−1.
Para estimar ∥PA ( f )∥, podemos suponer A ⊂ sop ( f ) (si no, cambiamos A por su intersección
con el soporte de f ). Sean b := mı́nk∈A

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ y t0 := 1. Para cada 1 ≤ j ≤ n, sea

A j :=

k ∈ A : b
∏

0≤i≤ j−1

t−1
i ≤ |x

∗
k ( f ) | < b

∏
0≤i≤ j

t−1
i

 ,
con “<” reemplazado por “≤” en el caso j = n. Entonces

{
A j

}
1≤ j≤n

es una partición de A tal

que o
(

f , A j

)
≤ t−1

j para cada 1 ≤ j ≤ n. Por lo tanto,

∥PA ( f )∥p =
∥∥∥PA0 ( f )

∥∥∥p
≤

∑
1≤ j≤n

∥∥∥PA j ( f )
∥∥∥p
≤

∑
1≤ j≤n

Φ
(
t j

)p
∥ f ∥p ,

de donde obtenemos (2.25). En particular, para cada 0 < t < 1,

Φ (tn) ≤n
1
pΦ (t) . (2.26)

Dado que Φ es no creciente, esto implica que si Φ (t) es finita por algún 0 < t < 1, lo es para
todo 0 < t < 1.
Ahora supongamos que Φ es finita para algún (y entonces para todo) 0 < t < 1, y fijemos t
en dicho intervalo. Dado 0 < a < t, elegimos n ∈ N de manera que tn+1 ≤ a < tn. Como Φ es
no creciente y

n log
(
1
t

)
= log

(
1
tn

)
≤ log

(
1
a

)
,
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usando (2.26) deducimos que

Φ (a) ≤Φ
(
tn+1

)
≤

(
n + 1

n

) 1
p

n
1
pΦ (t) ≤ 2

1
pΦ (t)

 log
(

1
a

)
log

(
1
t

)
1
p

,

lo que completa la demostración. □

El siguiente resultado se demuestra con una variante del argumento del Teorema 2.1.14.
En la demostración vamos a usar el siguiente resultado.

Lema 2.2.4. [6, Corolario 2.3] Sean B ∈ N<∞ y
(

f j

)
j∈B

una sucesión finita de vectores en un

espacio p-Banach X. Dados escalares
(
a j

)
j∈B
⊂ [0, 1], existe A ⊂ B tal que∥∥∥∥∥∥∥∑j∈B

a j f j

∥∥∥∥∥∥∥ ≤Ap

∥∥∥∥∥∥∥∑j∈A f j

∥∥∥∥∥∥∥ ,
donde

Ap =
1

(2p − 1)
1
p

.

Proposición 2.2.5. [3, Teorema 1.5] Sea X una base de un espacio p-Banach X. Si Φ (1) <
∞, entonces para todo 0 < t ≤ 1, se tiene que Φ (t) < ∞. Además, para todo 0 < t < 1,

Φ (t) ≤


ξ (t) si 1 − 1

Φ(1)Ap
< t < 1;

2
1
p

(
ı́nf1− 1

Φ(1)Ap
<a<1

ξ(a)

log
1
p ( 1

a )

)
log

1
p
(

1
t

)
en cualquier otro caso.

donde

ξ (t) =
ApΦ (1)(

1 − (1 − t)pΦp (1) Ap
p

) 1
p

∀

(
1 −

1
Φ (1) Ap

)
< t < 1.

Demostración. Fijemos 0 < t < 1 de manera que (1 − t)Φ (1) Ap < 1, y elijamos f ∈ X y
A ∈ N<∞ tales que 0 < o ( f , A) ≤ t−1. Reescalando, podemos asumir que ∥PA ( f )∥ℓ∞ = 1. Sea
B ⊂ A tal que ∥∥∥1ε( f ),D

∥∥∥ ≤ ∥∥∥1ε( f ),B

∥∥∥
para todo D ⊂ A. Por el Lema 2.2.4 y la elección de B,

∥PA ( f )∥ ≤Ap

∥∥∥1ε( f ),B

∥∥∥ .
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Puesto que ∥∥∥1ε( f ),B

∥∥∥p
≤ Φp (1)

∥∥∥1ε( f ),B + f − PB ( f )
∥∥∥p

≤Φp (1) ∥ f ∥p + (1 − t)pΦp (1)

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈B

(1 − t)−1 sgn
(
x∗n ( f )

) (
1 −

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣) xn

∥∥∥∥∥∥∥
p

≤Φp (1) ∥ f ∥p + (1 − t)pΦp (1) Ap
p

∥∥∥1ε( f ),B

∥∥∥p
,

se tiene que ∥∥∥1ε( f ),B

∥∥∥ ≤ Φ (1)(
1 − (1 − t)pΦp (1) Ap

p

) 1
p

∥ f ∥ .

Combinando las estimaciones anteriores, obtenemos

∥PA ( f )∥ ≤
ApΦ (1)(

1 − (1 − t)pΦp (1) Ap
p

) 1
p

∥ f ∥ .

Como f es arbitraria, esto prueba que Φ (t) ≤ ξ (t). Por el Lema 2.2.3, obtenemos que Φ (a) <
∞ para todo 0 < a ≤ 1. Finalmente, el Lema 2.2.3 también da la cota superior en el caso
restante. □

Corolario 2.2.6. Sea X una base (1, 1)-BOU. Para cada d,D ≥ 1, existe C > 0 tal que X es
C-(D, d)-BOU.

Demostración. Por la Proposición 2.2.5, Φ
(
D−1

)
< ∞, y es inmediato por las definiciones

que X es Φ(D−1)-(D, d)-BOU. □

Seguidamente, probamos la equivalencia entre bases truncation quasi-greedy y bases
bounded-oscillation unconditional.

Teorema 2.2.7. [3, Teorema 1.5](cf. [6, Teoremas 4.8, 4.13(i)] SeaX una base de un espacio
p-Banach X. Valen las siguientes afirmaciones:

(i) Si X es truncation quasi-greedy, entonces es bounded-oscillation unconditional, con

Φ (1) ≤K2
tqg.

(ii) Si X es bounded-oscillation unconditional, entonces es truncation quasi-greedy, con

Ktqg ≤A2
pΦ (1) ı́nf

1− 1
ApΦ(1)<t<1

1

t(1 − tp)
1
p
(
1 − (1 − t)pAp

pΦ
p (1)

) 1
p

.
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Demostración. La implicación TQG =⇒ (1, 1)-BOU es conocida (ver [6, Proposición 4.16,
Corolario 4.17]), pero por conveniencia damos una prueba corta que no depende de otros
resultados: Dados f ∈ X, A ∈ N<∞ con sop ( f ) ∩ A = ∅ y ε ∈ S A

K, definimos B :={
n ∈ N :

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ ≥ 1

}
. Puesto que A ∈ G

(
1ε,A + 1ε( f ),B, |A| , 1

)
y A∪B ∈ G

(
1ε,A + f , |A| + |B| , 1

)
,

se deduce que ∥∥∥1ε,A
∥∥∥ ≤Ktqg

∥∥∥1ε,A + 1ε( f ),B

∥∥∥ ≤ K2
tqg

∥∥∥1ε,A + f
∥∥∥ .

(ii) Fijemos f ∈ X, m ∈ N, y A ∈ G ( f ,m, 1). Podemos asumir que ∥PA ( f )∥ℓ∞ = 1 y que
a := mı́nn∈A

∣∣∣x∗n ( f )
∣∣∣ > 0. Consideramos dos casos: si 1 − 1

Φ(1)Ap
< a < 1, elegimos B ⊂ A de

manera que

∥PD ( f )∥ ≤ ∥PB ( f )∥ ∀D ⊂ A.

Por el Lema 2.2.4 y la Proposición 2.2.5, tenemos que

a
∥∥∥1ε( f ),A

∥∥∥ ≤Ap ∥PB ( f )∥ ≤ ApΦ (a) ∥ f ∥ ≤ Apξ (a) ∥ f ∥ .

Si 1 − 1
Φ(1)Ap

≥ a, elegimos 1 − 1
Φ(1)Ap

< t < 1 y n ∈ N tales que tn+1 < a ≤ tn. Para cada
0 ≤ j ≤ n, sea

A j :=
{
k ∈ A : t j+1 <

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ ≤ t j

}
.

Para cada 0 ≤ j ≤ n, elegimos B j ⊂ A j de manera que

∥PD ( f )∥ ≤
∥∥∥PB j ( f )

∥∥∥ ∀D ⊂ A j.

Aplicando nuevamente el Lema 2.2.4 y la Proposición 2.2.5, se deduce que

a
∥∥∥1ε( f ),A

∥∥∥ ≤1
t

 n∑
j=0

tpap
∥∥∥1ε( f ),A j

∥∥∥p


1
p

≤
1
t

 n∑
j=0

tp(n− j)tp( j+1)
∥∥∥1ε( f ),A j

∥∥∥p


1
p

≤
1
t

Ap

 n∑
j=0

tp(n− j)
∥∥∥PB j ( f )

∥∥∥p


1
p

≤
1
t

Ap

 ∞∑
k=0

tpk


1
p

Φ (t) ∥ f ∥ ≤
Ap

t (1 − tp)
1
p

ξ (t) ∥ f ∥ .

Dado que la cota superior para el segundo caso que hemos considerado es siempre mayor
que la cota superior para el primero, tomando supremo y considerando la definición de ξ
concluimos que X es truncation quasi-greedy con

Ktqg ≤A2
pΦ (1) ı́nf

1− 1
ApΦ(1)<t<1

1

t(1 − tp)
1
p
(
1 − (1 − t)pAp

pΦ
p (1)

) 1
p

.

□
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Ahora que hemos establecido las caracterizaciones de bases nearly unconditional y bounded-
oscillation unconditional en términos de propiedades que no involucran funciones de tipo
“umbral” - Teoremas 2.1.14 y 2.2.7, Proposición 2.2.5 y Corolario 2.2.6 -, podemos hacer
uso de las mismas para probar que estas propiedades no son equivalentes. En el contexto de
extracción de sucesiones con algún tipo de incondicionalidad débil, esto muestra que el resul-
tado de [22, Teorema 2.2] mejora el de Elton más allá de la mejora en cotas superiores para
ϕ en la subsucesión obtenida. Por otra parte, desde el punto de vista del área de aproxima-
ción greedy, también es importante mostrar que ser truncation quasi-greedy es una propiedad
estrictamente más fuerte que ser quasi-greedy for largest coefficients - o, equivalentemente,
que ser nearly truncation quasi-greedy. Más aún, probaremos que ser truncation quasi-greedy
es una propiedad mucho más fuerte, en el sentido que veremos seguidamente. A tal fin, con-
sideramos otra forma de incondicionalidad parcial, que fue identificada en conexión con el
algoritmo greedy desde el inicio de la teorı́a (ver por ejemplo, [19, Lema 2.2]), y estudiada
más recientemente en [6].

Definición 2.2.8. [6, Definición 3.3] Sean X una base de un espacio p-Banach X y C ≥ 1.
Decimos que X es C-lattice partially unconditional (C-LPU) si∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A anxn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ C

∥∥∥∥∥∥∥∑n∈A bnxn

∥∥∥∥∥∥∥
para todo A ∈ N<∞, y escalares (an)n∈A , (bn)n∈A tales que |an| ≤ |bn| para todo n ∈ N. Denota-
remos Klpu a la mı́nima constante C para la que vale la desigualdad de la definición.

Observación 2.2.9. Notemos que para el caso p = 1, por convexidad podemos solamente
considerar (an)n∈A ⊂ S A

K en la Definición 2.2.8, y la constante Klpu obtenida no varı́a.

Se sabe que las bases truncation quasi-greedy son lattice partially unconditional (esto pue-
de deducirse de las definiciones y el Lema 2.1.8; ver también [6, Proposición 4.16]). Por otra
parte, hasta [3] no conocemos ejemplos en la literatura de bases con la segunda propiedad pe-
ro sin la primera. Demostraremos que ser nearly unconditional no implica ser lattice partially
unconditional, mientras que estas dos propiedades juntas tampoco implican ser truncation
quasi-greedy, ni siquiera si agregamos la condición de que la base sea (super)democrática
(una propiedad relevante en el contexto del estudio del TGA, que se usa frecuentemente para
“conectar” propiedades de tipo greedy; ver por ejemplo [6], [19] [27], entre otros).
Para hacer un estudio más profundo de estos tipos de incondicionalidad parcial, demostra-
remos también que lattice partially unconditional no implica nearly unconditional. Antes de
enunciar los resultados, recordamos una definición que será útil para simplificar la notación
en algunas de nuestras demostraciones.

Definición 2.2.10. [6], [19] Sea X una base de un espacio p-Banach X. La función funda-
mental superior φu = φu [X,X] : N→ R>0 está dada por

φu [X,X] (m) = sup
A∈N≤m

ε∈S A
K

∥∥∥1ε,A
∥∥∥ .
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Observación 2.2.11. Notemos que una base X es C-superdemocrática si y solo si

φu [X,X] (m) ≤C
∥∥∥1ε,A

∥∥∥ ∀A ∈ N(m),∀ε ∈ S A
K.

Ahora podemos enunciar los resultados principales de lo que resta del capı́tulo.

Teorema 2.2.12. [3, Teorema 3.1] Existe un espacio de Banach X con una base de Schauder
monótona normalizada X que es nearly unconditional y lattice partially unconditional, pero
que no es truncation quasi-greedy. Más aún, para cada 1 ≤ p < ∞, podemos construir la
base de modo que sea superdemocrática con φu [X,X] (n) ≈ n

1
p .

Teorema 2.2.13. [3, Teorema 4.4] Existe un espacio de Banach X con una base de Schauder
monótona normalizada X que es nearly unconditional pero no es lattice partially uncondi-
tional. Además, dado 1 ≤ p < ∞ podemos construir la base de manera que sea superde-
mocrática con φu [X,X] (n) ≈ n

1
p .

Teorema 2.2.14. [3, Teorema 4.5] Existe un espacio de Banach X con una base de Schauder
monótona normalizada X que es lattice partially unconditional pero no es nearly uncondi-
tional. Además, dado 1 ≤ p < ∞, podemos construir la base de manera que sea superde-
mocrática con φu [X,X] (n) ≈ n

1
p .

Para demostrar los tres resultados anteriores, nuestra estrategia es la siguiente: teniendo en
cuenta que las definiciones de las propiedades que estamos estudiando se extienden de manera
natural a espacios de dimensión finita, y que toda base algebraica de uno de dichos espacios
tiene todas las propiedes mencionadas, vamos a construir primero sucesiones de espacios de
Banach de dimensión finita con bases cuyas constantes para las propiedades que queremos
preservar se mantienen uniformemente acotadas, mientras que las constantes asociadas a la
propiedad que buscamos no tener, se incrementan arbitrariamente. Luego, vamos a sumar
estos espacios en el sentido ℓq, para algún 1 ≤ q < ∞, y ası́ obtendremos una base con las
propiedades buscadas.
Comencemos con un lema que nos permitirá concatenar bases y espacios de una manera
conveniente.

Lema 2.2.15. Sean 1 ≤ q < ∞ y, para cada m ∈ N, sea d(m) ∈ N, y sea Xm un espacio
de Banach d(m)-dimensional con una norma ∥·∥Xm

y una base Xm :=
(
xn,m

)
1≤n≤d(m). Para

1 ≤ q < ∞, definimos X como el espacio

X =ℓq (⊕m∈NXm) ,

esto es para x = (xm)m∈N con xm ∈ Xm para cada m,

∥x∥X :=
∥∥∥∥(∥xm∥Xm

)
m∈N

∥∥∥∥
ℓq
,
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siempre que la suma sea finita. Supongamos que las normas de las bases y sus respectivas
bases duales are uniformemente acotadas, es decir existe K > 0 tal que

1
K
≤ mı́n

{∥∥∥xn,m

∥∥∥ , ∥∥∥x∗n,m
∥∥∥} ≤ máx

{∥∥∥xn,m

∥∥∥ , ∥∥∥x∗n,m
∥∥∥} ≤ K

para todo m ∈ N y todo 1 ≤ n ≤ d(m).
Sea X la base de X que resulta de concatenar las bases Xm. Más precisamente, para cada
m ∈ N, sea Jm : Xm → X la inclusión canónica. Entonces X =

(
Jm

(
xn,m

))
m∈N

1≤n≤d(m)
. Valen las

siguientes afirmaciones:

i) Sea P una de las siguientes propiedades: Schauder, QGLC, TQG, LPU. Entonces X
tiene la propiedad P si y solo si las constantes asociadas con P de las bases (Xm)m∈N

están uniformemente acotadas.

ii) X es superdemocrática si y solo si existe C > 0 tal que para cada m ∈ N y cada A un
conjunto de ı́ndices de la base Xm,

C−1
∥∥∥1ε,A [Xm,Xm]

∥∥∥ ≤|A| 1q ≤ C
∥∥∥1ε,A [Xm,Xm]

∥∥∥ . (2.27)

En tal caso, tenemos que (2.27) vale también para 1ε,A [X,X] (con A un conjunto de
ı́ndices de X) en lugar de 1ε,A [Xm,Xm].

Demostración. i) Para P=Schauder, este es un resultado estándar. Para las otras propiedades,
como Xm es isométrico a un subespacio de X y la base de Xm es isométricamente equivalente
a la del subespacio respectivo, la implicación “solo si” es inmediata. Para la implicación en
el otro sentido, asumimos P=QGLC, ya que las otras pruebas usan un argumento similar, con
ajustes menores. Sea C1 una cota superior para las constantes QGLC de todas las bases Xm.
Fijemos un conjunto finito de ı́ndices de X (es decir A ⊂ {(n,m)} m∈N

1≤n≤d(m)
), ε ∈ S A

K y f ∈ X con

sop ( f ) ∩ A = ∅ y ∥ f ∥ℓ∞ ≤ 1. Para cada m ∈ N, sea Am := {(n,m) : 1 ≤ n ≤ d (m)}. Tenemos
que ∥∥∥1ε,A [X,X]

∥∥∥q

X
=

∑
m∈N

∥∥∥1ε,A∩Am [Xm,Xm]
∥∥∥q

Xm

≤Cq
1

∑
m∈N

∥∥∥1ε,A∩Am [Xm,Xm] + PA∩Am ( f )
∥∥∥q

Xm

=Cq
1

∥∥∥1ε,A [X,X] + f
∥∥∥q

X
.

ii) Como en la prueba de i), solo hace falta probar el “si”: Elegimos A, ε, C1 y Am como en la
prueba de i), y entonces

C−q
1 |A| =

∑
m∈N

C−q
1 |Am ∩ A| ≤

∑
m∈N

∥∥∥1ε,A∩Am [Xm,Xm]
∥∥∥q

Xm
=

∥∥∥1ε,A
∥∥∥q

=
∑
m∈N

∥∥∥1ε,A∩Am [Xm,Xm]
∥∥∥q

Xm
≤ Cq

1

∑
m∈N

|Bm| = Cq
1 |B|.

□
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El siguiente lema auxiliar afirma la existencia de bases con propiedades convenientes, que
utilizaremos luego en nuestra construcción.

Lema 2.2.16. Sea 1 ≤ p < ∞. Existe un espacio de Banach Yp con una base Yp que tiene
las siguientes propiedades:

Yp es una base de Schauder normalizada 1-incondicional.

Yp es superdemocrática con φu

[
Yp,Yp

]
(n) ≈ n

1
p . Si 1 < p < ∞, tenemos además∥∥∥1ε,A

∥∥∥ = |A| 1p para todo A ∈ N<∞ y todo ε ∈ S A
K.

Yp está dominada por la base canónica de ℓp.

Existe una sucesión decreciente de números reales positivos (cn)n∈N tal que

∥(cn)n∈N∥ℓp =

∥∥∥∥∥∥
(

cn

n
1
p′

)
n∈N

∥∥∥∥∥∥
ℓ1

= ∞;

M0 := 1 + sup
k∈N

∥∥∥∥∥∥∥
k∑

j=1

c jy j

∥∥∥∥∥∥∥
Y

< ∞.

Demostración. Si 1 < p < ∞, sea Yp la completación de c00 con la norma

∥(an)n∈N∥ := sup
A∈N<∞

A,∅

|A|−
1
p′

∑
n∈A

|an| .

Se sigue inmediatamente de la definición que la base canónica Yp = (yn)n∈N de Y es norma-
lizada y 1-incondicional. Ahora bien, para cada B ∈ N<∞ y ε ∈ S B

K, se tiene que∥∥∥1ε,B
∥∥∥ = sup

A∈N<∞
A,∅

|A|−
1
p′ |A ∩ B| = |B|−

1
p .

Para ver queYp está dominada por la base canónica de ℓp, tomemos ∅ , A ∈ N<∞ y escalares
(an)n∈A. Como

|A|−
1
p′

∑
n∈A

|an| ≤
Hölder

∑
n∈A

|an|
p


1
p

,

tomando supremo se obtiene el resultado.
Finalmente, para cada m ∈ N y ∅ , A ∈ N<∞,

|A|−
1
p′

∑
n∈A∩{1,...,m}

1

n
1
p

≤ |A|−
1
p′

|A|∑
n=1

1

n
1
p

≲ 1,
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ası́ que uno puede tomar cn =
1

n
1
p

para todo n ∈ N. Alternativamente, se puede usar la base
canónica del espacio de Lorentz débil ℓp,∞ (que es un espacio de Banach vı́a un isomorfismo),
y la misma sucesión (cn)n∈N.
Si p = 1, seaY la base canónica del espacio de Tsirelson original, y (cn)n∈N < ℓ1 una sucesión
tal que

∑
n∈N cnyn converge. Por la incondicionalidad de X, podemos suponer que cn ∈ R≥0

para todo n ∈ N. También podemos suponer que cn , 0 para todo n ∈ N (si cn = 0, lo
cambiamos por 1

n2 por ejemplo), y que cn , cm si n , m (por ejemplo, sumando a cada cn

algún escalar positivo menor o igual que 1
n2 de manera que esta condición se cumpla). Usando

nuevamente la incondicionalidad de Y, podemos reordenar la sucesión y la base de manera
de obtener una sucesión decreciente. □

Ahora comenzaremos a construir los espacios de dimensión finita que luego concatena-
remos para demostrar los Teoremas 2.2.12, 2.2.13, 2.2.14 (en todas estas construcciones, el
objectivo es solamente demostrar que las bases tienen o no tienen las propiedades buscadas,
según el caso; no hemos intentado optimizar las constantes obtenidas).

Lema 2.2.17. Sea 1 ≤ p < ∞. Existe una constante Cp > 0 tal que para todo M ∈ N,
existen un conjunto finito ∅ ⊊ EM ⊂ N y un espacio de dimensión finita XM con una base de
Schauder monótona normalizada XM =

(
xM,n

)
n∈EM

que tiene las siguientes propiedades:

i) La constante truncation quasi-greedy Ktqg de XM es mayor que M.

ii) XM es Cp-QGLC.

iii) XM es Cp-LPU.

iv) Para cada D ⊂ EM y cada ε ∈ S D
K,

C−1
p

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
XM
≤|D|

1
p ≤ Cp

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
XM
.

Demostración. Por el Lema 2.2.16, existe un espacio de Banach Y con una base normalizada
Y = Yp que tiene las siguientes propiedades:

Y es 1-incondicional. Por lo tanto, en particular Y es 1-QGLC, 1-TQG y 1-LPU.

Existe K1 ≥ 1 tal que

K−1
1

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
Y
≤|D|

1
p ≤ K1

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
Y

(2.28)

para cada D ∈ N<∞ y cada ε ∈ S D
K. Si 1 < p < ∞, podemos tomar K1 = 1.

Existe una sucesión decreciente (cn)n∈N ⊂
(
0, 1

4p

]
tal que

∥(cn)n∈N∥ℓp =

∥∥∥∥∥∥
(

cn

n
1
p′

)
n∈N

∥∥∥∥∥∥
ℓ1

= ∞;
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M0 := 1 + sup
k∈N

∥∥∥∥∥∥∥
k∑

j=1

c jy j

∥∥∥∥∥∥∥
Y

< ∞. (2.29)

Definimos Cp := 12pK1, y elegimos m1 ∈ N≥4 de manera que

m1∑
n=1

cp
n >

(
10M2M0

)p
. (2.30)

Sean M2 := 5c−1
m1

y A := {1, . . . ,m1}. Elegimos intervalos de números naturales (In)1≤n≤m1 and
(Bn)1≤n≤m1 de modo que se cumpla lo siguiente:

A < In < Bn < In+1 < Bn+1 ∀1 ≤ n ≤ m1 − 1;

2M2cn ≤
∑
k∈In

ck

k
1
p′
≤ 3M2cn ∀n ∈ A; (2.31)

|Bn |∑
k=1

1

k
1
p′
≤ M2cn ≤

|Bn |+1∑
k=1

1

k
1
p′
∀n ∈ A. (2.32)

Sean I :=
⋃

n∈A In, B :=
⋃

n∈A Bn y EM := A ∪ B ∪ I.
Para cada n ∈ A, sea Cn := {n}∪ In∪Bn, y seaA el conjunto de sucesiones finitas ∆ = (δn)n∈EM

que tienen las siguientes propiedades:

1) Para cada n ∈ EM, |δn| ≤ 1.

2) Para cada n ∈ A,

M2cnδn +
∑
k∈In

δkck +
∑
k∈Bn

δk = 0.

3) Para cada k ∈ I, |δk| ≤ k−
1
p′ .

4) Para cada n ∈ A y cada D ⊂ Bn,

∑
j∈D

∣∣∣δ j

∣∣∣ ≤ |D|∑
k=1

1

k
1
p′
.

Le damos a EM el orden ⪯ definido como sigue:

Si n1, n2 ∈ A, n1 < n2 y k ∈ In1 ∪ Bn1 , entonces n1 ≺ k ≺ n2.

Si n1, n2 ∈ I ∪ B, entonces n1 ≺ n2 si y solo si n1 < n2.
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Ahora definimos para cada sucesión finita f = ( fn)n∈EM
∈ KEM la seminorma

∥ f ∥◁ := sup
∆∈A

sup
n∈A

sup
l∈Cn

 ∑
1≤ j<n

∣∣∣∣∣∣∣∣δ j f j +
∑
k∈I j

δk fk +
∑
k∈B j

δk fk

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣∣∣∑n⪯ j⪯l

δ j f j

∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

,

y la norma:

∥ f ∥XM
:=máx

{
∥ f ∥ℓ∞ , ∥PA ( f )∥Y , ∥PI ( f )∥Y , ∥ f ∥◁

}
,

en donde computamos la norma ∥g∥Y mediante la identificación g ↔
∑

n∈EM
gnyn para cada

g ∈ KEM .
Sea XM =

(
xM,n

)
n∈EM

la base canónica de XM :=
(
KEM , ∥·∥XM

)
, ordenada por ⪯. Por construc-

ción, XM es una base monótona (con respecto al orden ⪯) y normalizada de XM, con base
dual normalizada.
Vamos a hallar ahora una cota superior para la constante quasi-greedy for largest coeffi-
cients de XM, Kql. A tal fin, fijamos D ⊂ EM, ε ∈ S D

K y f ∈ Q (= Q [XM,XM]) tales que
sop ( f ) ∩ D = ∅, y definimos

D1 := D ∩ A; D2 := D ∩ I; D3 =: D ∩ B.

Puesto que Y es 1-QGLC y vale (2.28), tenemos que

K−1
1 |D1|

1
p ≤

∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
Y
=

∥∥∥PA
(
1ε,D

)∥∥∥
Y
≤

∥∥∥PA
(
1ε,D + f

)∥∥∥
Y
≤

∥∥∥1ε,D + f
∥∥∥
XM
.

Para cada ∆ ∈ A, n ∈ A y l ∈ Cn, tenemos que ∑
1≤ j<n

∣∣∣∣∣∣∣∣δ jx∗M, j
(
1ε,D1

)
+

∑
k∈I j

δkx∗M,k
(
1ε,D1

)
+

∑
k∈B j

δkx∗M,k
(
1ε,D1

)∣∣∣∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣∣∣∑n⪯ j⪯l

δ jx∗M, j
(
1ε,D1

)∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

=

 ∑
1≤ j<n

∣∣∣δ jx∗M, j
(
1ε,D1

)∣∣∣p + ∣∣∣δnx∗M,n
(
1ε,D1

)∣∣∣p
1
p

≤ |D1|
1
p .

Tomando supremo y combinando las estimaciones anteriores se infiere que

K−1
1 |D1|

1
p ≤

∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
XM
≤ K1

∥∥∥1ε,D + f
∥∥∥
XM
.

De manera similar, primero tenemos que

K−1
1 |D2|

1
p ≤

∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
Y
=

∥∥∥PI
(
1ε,D

)∥∥∥
Y
≤

∥∥∥PI
(
1ε,D + f

)∥∥∥
Y
≤

∥∥∥1ε,D + f
∥∥∥
XM
.

Para estimar
∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
◁
, fijemos ∆, n, l como antes. Usando 3) deducimos que ∑

1≤ j<n

∣∣∣∣∣∣∣∣δ jx∗M, j
(
1ε,D2

)
+

∑
k∈I j

δkx∗M,k
(
1ε,D2

)
+

∑
k∈B j

δkx∗M,k
(
1ε,D2

)∣∣∣∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣∣∣∑n⪯ j⪯l

δ jx∗M, j
(
1ε,D2

)∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p
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≤

∑
j∈A

 ∑
k∈I j∩D

|δk|


p

1
p

≤

∑
j∈A

|I j∩D|∑
k=1

1

k
1
p′


p

1
p

≤ p|D2|
1
p .

Combinando las cotas obtenidas se deduce que

K−1
1 |D2|

1
p ≤

∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
Xm
≤ pK1

∥∥∥1ε,D + f
∥∥∥
XM
. (2.33)

Si D3 , ∅, sea A3 := {n ∈ A : D ∩ Bn , ∅}. Para cada n ∈ A3, escribimos D ∩ Bn ={
k1,n < . . . < k|D∩Bn |,n

}
; para cada 1 ≤ j ≤ |D ∩ Bn|, definimos δk j,n := j−

1
p′ ε−1

k j,n
, y luego de-

finimos

δn := −
1

M2cn

|D∩Bn |∑
j=1

δk j,n .

Para todo otro k ∈ EM, definimos δk := 0. Entonces por construcción ∆ =
(
δ j

)
j∈EM
∈ A y,

dado que M2cn ≥ 5 > 2 para cada n ∈ A, tenemos que∥∥∥1ε,D + f
∥∥∥
XM

≥

∑
n∈A

∣∣∣∣∣∣∣δnx∗n
(
1ε,D + f

)
+

∑
k∈In

δkx∗k
(
1ε,D + f

)
+

∑
k∈Bn

δkx∗k
(
1ε,D + f

)∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

=

∑
n∈A3

∣∣∣∣∣∣∣δnx∗n
(
1ε,D + f

)
+

|D∩Bn |∑
k=1

1

k
1
p′

∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

≥

∑
n∈A3

∣∣∣∣∣∣∣− |δn| +

|D∩Bn |∑
k=1

1

k
1
p′

∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

≥
1
2

∑
n∈A3

|D∩Bn |∑
k=1

1

k
1
p′


p

1
p

≥
1
4
|D3|

1
p , (2.34)

en donde usamos para la última desigualdad que

l∑
k=1

1

k
1
p′
≥

l
1
p

2
∀p ≥ 1,∀l ∈ N. (2.35)

Por otra parte, para cada ∆′ =
(
δ′n

)
n∈EM
∈ A, cada n ∈ A y cada l ∈ Cn, se tiene que ∑

1≤ j<n

∣∣∣∣∣∣∣∣δ′jx∗M, j (1ε,D3

)
+

∑
k∈I j

δ′kx
∗
M,k

(
1ε,D3

)
+

∑
k∈B j

δ′kx
∗
M,k

(
1ε,D3

)∣∣∣∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣∣∣∑n⪯ j⪯l

δ′jx
∗
M, j

(
1ε,D3

)∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

≤

∑
j∈A

 ∑
k∈B j∩D

∣∣∣δ′j∣∣∣


p
1
p

≤

∑
j∈A

|B j∩D|∑
k=1

1

k
1
p′


p

1
p

≤ p|D3|
1
p .
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Por ende, ∥∥∥1ε,D3

∥∥∥
◁
≤p|D3|

1
p . (2.36)

(notemos que el mismo argumento muestra que (2.36) también vale si reemplazamos D3 por
cualquier otro subconjunto de B).
Combinando (2.34) y (2.36) con nuestras estimaciones para

∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
XM

,
∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
XM

,
∥∥∥1ε,D3

∥∥∥
XM

y
la desigualdad triangular, concluimos que∥∥∥1ε,D

∥∥∥
XM
≤ (4p + (p + 1) K1)

∥∥∥1ε,D + f
∥∥∥
XM
,

y tomando supremo obtenemos la estimación Kql ≤ 4p + (p + 1) K1 ≤ Cp.
Más aún, tomando f = 0 en los cálculos anteriores y considerando (2.28) obtenemos∥∥∥1ε,D

∥∥∥
XM
≤

∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
XM
+

∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
XM
+

∥∥∥1ε,D3

∥∥∥
XM

≤(2p + 2K1)|D|
1
p ≤ Cp|D|

1
p ,

y

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
XM
≥ máx

 |D1|
1
p

K1
,
|D2|

1
p

K1
,
|D3|

1
p

4

 ≥ |D|
1
p

12K1
≥
|D|

1
p

Cp
.

Por lo tanto, iv) queda demostrado.
Estimemos ahora la constante de la propiedad lattice partially unconditional Klpu. Elegimos
D ⊂ EM, ε ∈ S D

K, y (an)n∈D con |an| ≥ 1 para cada n ∈ D. Sea f :=
∑

n∈D anxM,n. Como antes,
definimos

D1 := D ∩ A; D2 := D ∩ I; D3 = D ∩ B.

Usando las estimaciones de la prueba de ii), (2.28) y que Y es 1-LPU, obtenemos∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
XM
=máx

{∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
Y
,
∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
◁

}
≤ K1

∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
Y
≤ K1 ∥PA ( f )∥Y ≤ K1 ∥ f ∥XM

;∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
XM
=máx

{∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
Y
,
∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
◁

}
≤ pK1

∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
Y
≤ pK1 ∥PI ( f )∥Y ≤ pK1 ∥ f ∥XM

.

Si D3 , ∅, sean A3 := {n ∈ A : Bn ∩ D , ∅} y

A3,1 :=

n ∈ A3 :
∑

k∈In\D

ck

k
1
p′
≥

|Bn |∑
k=1

1

k
1
p′

 ; A3,2 := A3 \ A3,1;

D3,1 :=
⋃

n∈A3,1

D ∩ Bn; D3,2 := D3 \ D3,1.
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Si A3,1 , ∅, fijemos n0 ∈ A3,1, y escribamos Bn0 ∩ D :=
{
k1,n0 < . . . < k|Bn0∩D|,n0

}
. Para cada

1 ≤ j ≤ |Bn0 ∩ D|, sea

δk j,n0
:=

1

j
1
p′ sgn

(
ak j,n0

) .
Dado que n0 ∈ A3,1, existen escalares

(
δ j

)
j∈In0\D

con
∣∣∣δ j

∣∣∣ ≤ j−
1
p′ para cada j ∈ In0 \ D tales que

∑
j∈In0\D

δ jc j +

|Bn0∩D|∑
j=1

δk j,n0
= 0.

Procedemos de esta manera para todo n ∈ A3,1, y para cualquier otro j ∈ EM, definimos
δ j := 0. Entonces ∆ =

(
δ j

)
j∈EM
∈ A por construcción, y

∥ f ∥XM
≥ ∥ f ∥◁ ≥

∑
n∈A

∣∣∣∣∣∣∣δnx∗M,n ( f ) +
∑
k∈In

δkx∗M,k ( f ) +
∑
k∈Bn

δkx∗M,k ( f )

∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

=

 ∑
n∈A3,1

|Bn∩D|∑
j=1

|ak j |

j
1
p′


p

1
p

≥


 ∑

n∈A3,1

|Bn∩D|∑
j=1

1

j
1
p′


p

1
p

≥
(2.35)

1
2

∣∣∣D3,1

∣∣∣ 1
p ≥

1
2p

∥∥∥1ε,D3,1

∥∥∥
◁
,

en donde usamos (2.36) con D3,1 en lugar de D3 para la última desigualdad. Para estimar∥∥∥1ε,D3,2

∥∥∥
◁
, podemos suponer que A3,2 , ∅. Fijemos entonces n ∈ A3,2. Puesto que

∣∣∣c j

∣∣∣ ≤ (4p)−1

para todo j ∈ N, deducimos por (2.31) y (2.32) que

|D ∩ In|
1
p ≥4

∑
k∈In∩D

ck

k
1
p′
= 4

∑
k∈In

ck

k
1
p′
−

∑
k∈In\D

ck

k
1
p′


≥4

∑
k∈In

ck

k
1
p′
−

|Bn |∑
k=1

1

k
1
p′

 ≥ 4
|Bn |∑
k=1

1

k
1
p′
≥

(2.35)
2|Bn|

1
p .

Por lo tanto,

|D3,2| =
∑

n∈A3,2

|D ∩ Bn| ≤
∑

n∈A3,2

|D ∩ In| ≤ |D2|.

Tomando raı́ces p-ésimas y combinando la desigualdad anterior con (2.28) y (2.36) (en este
último caso, tomando D3,2 en lugar de D3), deducimos que∥∥∥1ε,D3,2

∥∥∥
◁
≤p|D3,2|

1
p ≤ p|D2|

1
p ≤ pK1

∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
Y
≤ pK1 ∥PI ( f )∥Y ≤ pK1 ∥ f ∥XM

.
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Combinando todas las estimaciones y usando la desigualdad triangular, obtenemos∥∥∥1ε,D
∥∥∥
XM
≤ (pK1 + 2p + (p + 1) K1) ∥ f ∥XM

≤ Cp ∥ f ∥XM
.

Para completar la demostración del lema, solo resta probar i). A tal fin, consideramos f0 :=
1B +

∑
n∈A M2cnxM,n +

∑
k∈I ckxM,k y f1 := 1B. Se sigue de la definición de A, (2.31) y (2.32)

que

∥ f0∥◁ = sup
∆∈A

sup
n∈A

sup
l∈Cn

∣∣∣∣∣∣∣∑n⪯ j⪯l

δ jx∗j ( f0)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ sup

n∈A

M2cn +

|Bn |∑
k=1

1

k
1
p′
+

∑
k∈In

ck

k
1
p′

 ≤ 5M2c1 < 5M2.

Además, ∥PA( f0)∥Y ≤ M2M0 y ∥PI( f0)∥Y ≤ M0 por la definición de M0, ası́ que ∥ f0∥XM
≤

5M2M0.Ahora para cada n ∈ A, escribimos Bn =
{
k1,n < . . . < k|Bn |,n

}
, y para cada 1 ≤ j ≤ |Bn|,

sea δk j,n := j−
1
p′ . Definimos

δn := − (M2cn)−1
|Bn |∑
j=1

1

j
1
p′

∀n ∈ A,

y δk := 0 para todo otro k ∈ EM. Por construcción, ∆ = (δk)k∈XM
∈ A. Teniendo en cuenta que

M2cn > 2 para cada n ∈ A, la elección de A y (2.32), deducimos que

∥ f1∥XM
≥

∑
n∈A

∣∣∣∣∣∣∣δnx∗n ( f1) +
∑
k∈In

δkx∗k ( f1) +
∑
k∈Bn

δkx∗k ( f1)

∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

=

∑
n∈A

 |Bn |∑
j=1

1

j
1
p′


p

1
p

≥

∑
n∈A

∣∣∣∣∣M2cn

2

∣∣∣∣∣p


1
p

> 5M2M0M2.

Como

∥ f1∥XM
≤Ktqg ∥1A∪B∥XM

≤ K2
tqg ∥ f0∥XM

,

combinando las estimaciones anteriores se sigue que Ktqg > M, lo que completa la demostra-
ción. □

Demostración del Teorema 2.2.12. Fijamos 1 ≤ p < ∞, y aplicamos el Lema 2.2.17 para
todo M ∈ N≥4. Luego concatenamos los espacios de dimensión finita (XM)M∈N≥4 por medio
del Lema 2.2.15, con q = p para obtener una base superdemocrática con φu (n) ≈ n

1
p , o con

q , p para obtener una base que no es democrática. □
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Seguidamente, construiremos los espacios para las demostraciones de los Teoremas 2.2.13
y 2.2.14. Las construcciones son similares a la del Lema 2.2.17, pero más cortas. Comenza-
mos con la construcción que usaremos para probar el Teorema 2.2.13.

Lema 2.2.18. Sea 1 ≤ p < ∞. Existe una constante positiva Cp tal que, para cada M ∈ N,
existen un conjunto ∅ , EM ∈ N

<∞ y un espacio normado de dimensión finita XM con una
base monótona normalizada XM =

(
xM,n

)
n∈EM

que tiene las siguientes propiedades:

i. XM es Cp-quasi-greedy for largest coefficients.

ii. Para cada D ⊂ EM y cada ε ∈ S D
K,

C−1
p

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
XM
≤|D|

1
p ≤ Cp

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
XM
.

iii. XM tiene constante lattice partially unconditional Klpu > M.

Demostración. Por medio del Lema 2.2.16, elegimos un espacio de Banach Y con una base
normalizada Y = Yp que tiene las siguientes propiedades:

Y es 1-incondicional. Por lo tanto, en particular Y es 1-QGLC, 1-TQG y 1-LPU.

Existe K1 ≥ 1 tal que

K−1
1

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
Y
≤|D|

1
p ≤ K1

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
Y

(2.37)

para todo D ∈ N<∞ y todo ε ∈ S D
K.

Existe una sucesión decreciente (cn)n∈N ⊂
(
0, 1

4p

]
tal que

∥(cn)n∈N∥ℓp = ∞;

M0 := 1 + sup
k∈N

∥∥∥∥∥∥∥
k∑

j=1

c jy j

∥∥∥∥∥∥∥
Y

< ∞.

Definimos Cp := 8pK1 y elegimos m1 ∈ N de manera que
m1∑
n=1

cp
n > (8M0M)p.

Ahora elegimos M2 > 2c−1
m1

, definimos A := {1, . . . ,m1}, y elegimos intervalos de números
naturales {Bn}n∈A de manera que A < Bn < Bn+1 para cada 1 ≤ n ≤ m1 − 1, y

|Bn |∑
k=1

1

k
1
p′
≤ M2cn ≤

|Bn |+1∑
k=1

1

k
1
p′
∀n ∈ A. (2.38)

Sean B :=
⋃

n∈A Bn, EM := A∪ B yA el conjunto de sucesiones finitas ∆ = (δn)n∈EM
que tiene

las siguientes propiedades:
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1) Para cada n ∈ EM, |δn| ≤ 1.

2) Para cada n ∈ A,

M2cnδn +
∑
k∈Bn

δk = 0.

3) Para cada n ∈ A y cada D ⊂ Bn,

∑
j∈D

|δ j| ≤

|D|∑
k=1

1

k
1
p′
.

Le damos a EM el orden ⪯, definido de la siguiente manera:

Si n1, n2 ∈ A or n1, n2 ∈ B, entonces n1 ⪯ n2 si y solo si n1 ≤ n2.

Si n1 ∈ A y n2 ∈ Bn1 , entonces n1 ≺ n2.

Si n1, n2 ∈ A, n1 < n2 y k ∈ Bn1 , entonces k ≺ n2.

Ahora definimos para cada sucesión finita f = ( fn)n∈EM
∈ KEM la seminorma

∥ f ∥◁ := sup
∆∈A

sup
n∈A

sup
l∈{n}∪Bn

 ∑
1≤ j<n

∣∣∣∣∣∣∣∣δ j f j +
∑
k∈B j

δk fk

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣∣∣∑n⪯ j⪯l

δ j f j

∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

,

y la norma

∥ f ∥XM
:=máx

{
∥ f ∥ℓ∞ , ∥PA ( f )∥Y , ∥ f ∥◁

}
,

en donde computamos la norma ∥g∥Y mediante la identificación g ↔
∑

n∈EM
gnyn para cada

g ∈ KEM .
Sea XM =

(
xM,n

)
n∈EM

la base canónica de XM :=
(
KEM , ∥·∥XM

)
, ordenada por ⪯. Por construc-

ción, XM es una base de Schauder monótona (para el orden ⪯) normalizada, con base dual
normalizada.
Ahora vamos a encontrar una cota superior para la constante Kql de XM. A tal fin, fijamos
∅ ⊊ D ⊂ EM, ε ∈ S D

K, y f ∈ Q tales que sop ( f ) ∩ D = ∅, y definimos D1 := A ∩ D y
D2 := B ∩ D. Puesto que Y es 1-QGLC y vale (2.37), se tiene que

K−1
1 |D1|

1
p ≤

∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
Y
=

∥∥∥PA
(
1ε,D

)∥∥∥
Y
≤

∥∥∥PA
(
1ε,D + f

)∥∥∥
Y
≤

∥∥∥1ε,D + f
∥∥∥
XM
. (2.39)

Para cada ∆ ∈ A, n ∈ A y l ∈ {n} ∪ Bn, tenemos que ∑
1≤ j<n

∣∣∣∣∣∣∣∣δ jx∗M, j
(
1ε,D1

)
+

∑
k∈B j

δkx∗M,k
(
1ε,D1

)∣∣∣∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣∣∣∑n⪯ j⪯l

δ jx∗M, j
(
1ε,D1

)∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p



2.2. BASES BOUNDED-OSCILLATION UNCONDITIONAL. 71

≤

∑
j∈D1

∣∣∣δ j

∣∣∣p
1
p

≤ |D1|
1
p .

Tomando supremo y combinando las estimaciones anteriores inferimos que

K−1
1 |D1|

1
p ≤

∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
XM
≤ K1

∥∥∥1ε,D + f
∥∥∥
XM
. (2.40)

Si D2 , ∅, sea A2 := {n ∈ N : D ∩ Bn , ∅}. Para cada n ∈ A2, escribimos D ∩ Bn ={
k1,n < . . . k|D∩Bn |,n

}
y, para cada 1 ≤ j ≤ |D ∩ Bn|, definimos δk j,n := j−

1
p′ ε−1

k j,n
. Finalmente,

sea

δn := −
1

M2cn

∑
k∈D∩Bn

δk.

Se sigue de (2.38) que |δn| ≤ 1 para cada n ∈ A2. Más aún, para tales n, como M2cn > 2 se
tiene que

|δn| ≤
1
2

∑
k∈D∩Bn

|δk| =
1
2

|D∩Bn |∑
k=1

1

k
1
p′
.

Para todo otro k ∈ EM, definimos δk := 0. Por construcción, ∆ =
(
δ j

)
j∈EM
∈ A, y tenemos que

∥∥∥1ε,D + f
∥∥∥
XM
≥

∑
n∈A

∣∣∣∣∣∣∣δnx∗n
(
1ε,D + f

)
+

∑
k∈Bn

δkx∗k
(
1ε,D + f

)∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

=

∑
n∈A2

∣∣∣∣∣∣∣δnx∗n
(
1ε,D + f

)
+

|D∩Bn |∑
k=1

1

k
1
p′

∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

≥

∑
n∈A2

∣∣∣∣∣∣∣− |δn| +

|D∩Bn |∑
k=1

1

k
1
p′

∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

≥
1
2

∑
n∈A2

|D∩Bn |∑
k=1

1

k
1
p′


p

1
p

≥
(2.35)

|D2|
1
p

4
. (2.41)

Por otra parte, para cada ∆′ =
(
δ′n

)
∈ A, cada n ∈ A y cada l ∈ {n} ∪ Bn, se tiene que

 ∑
1≤ j<n

∣∣∣∣∣∣∣∣δ′jx∗M, j (1ε,D2

)
+

∑
k∈B j

δ′kx
∗
M,k

(
1ε,D2

)∣∣∣∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣∣∣∑n⪯ j⪯l

δ′jx
∗
M, j

(
1ε,D2

)∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p
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≤

∑
j∈A

 ∑
k∈B j∩D

∣∣∣δ′j∣∣∣


p
1
p

≤

∑
j∈A

|B j∩D|∑
k=1

1

k
1
p′


p

1
p

≤ p|D2|
1
p .

De esto y (2.41) se sigue que∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
◁
≤p|D2|

1
p ≤ 4p

∥∥∥1ε,D + f
∥∥∥
XM
. (2.42)

Combinando (2.42) con nuestras estimaciones para
∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
◁
,
∥∥∥PA

(
1ε,D

)∥∥∥
Y

y la desigualdad
triangular, concluimos que∥∥∥1ε,D

∥∥∥
XM
≤ (4p + K1)

∥∥∥1ε,D + f
∥∥∥
XM
≤ Cp

∥∥∥1ε,D + f
∥∥∥
XM
.

Como D ⊂ EM es arbitrario, la prueba de i. está completa. Notemos además que tomando
f = 0 en la prueba de i., y considerando (2.37), obtenemos∥∥∥1ε,D

∥∥∥
XM
≤ (p + K1)|D|

1
p ≤ Cp|D|

1
p ;∥∥∥1ε,D

∥∥∥
XM
≥ máx

 |D1|
1
p

K1
,
|D2|

1
p

4

 ≥ |D|
1
p

8K1
≥
|D|

1
p

Cp
.

Por lo tanto, ii. está probado.
Para demostrar iii., consideramos f0 := 1B +

∑
n∈A M2cnxM,n, y f1 := 1EM . Se sigue de la

definición deA y de (2.38) que

∥ f0∥◁ = sup
∆∈A

sup
n∈A

sup
l∈{n}∪Bn

∣∣∣∣∣∣∣∑n⪯ j⪯l

δ jx∗j ( f0)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
n∈A

M2cn +

|Bn |∑
k=1

1

k
1
p′

 ≤ 2M2c1 < 2M2.

Además, ∥PA ( f0)∥Y ≤ M2M0, ası́ que combinando las cotas obtenemos

∥ f0∥XM
≤ 2M2M0.

Para cada n ∈ A, escribimos Bn :=
{
k1,n, . . . , k|Bn |,n

}
y, para cada 1 ≤ j ≤ |Bn|, definimos

δk j,n := j−
1
p′ ; luego definimos

δn := − (M2cn)−1
|Bn |∑
j=1

1

j
1
p′
.

Por construcción, ∆ = (δk)k∈EM
∈ A. Teniendo en cuenta que M2cn > 2 para cada n ∈ A, la

elección de A y (2.38), se deduce que

∥ f1∥XM
≥

∑
n∈A

∣∣∣∣∣∣∣δnx∗n ( f1) +
∑
k∈Bn

δkx∗k ( f1)

∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p
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≥

∑
n∈A

−1
2

|Bn |∑
j=1

1

j
1
p′
+

|Bn |∑
j=1

1

j
1
p′


p

1
p

≥

∑
n∈A

∣∣∣∣∣M2cn

4

∣∣∣∣∣p


1
p

> 2M2M0M.

Puesto que ∥ f1∥XM
≤ Klpu ∥ f0∥XM

, combinando las cotas obtenidas concluimos que Klpu > M,
lo que termina la demostración. □

Demostración del Teorema 2.2.13. El teorema se demuestra de la misma manera que el Teo-
rema 2.2.12, usando el Lema 2.2.18 en lugar del Lemma 2.2.17. □

Cerramos este capı́tulo demostrando el Teorema 2.2.14. Como en los dos casos anteriores,
primero construimos los espacios de dimensión finita.

Lema 2.2.19. Sea 1 ≤ p < ∞. Existe una constante positiva Cp tal que, para cada M ∈ N,
existen un conjunto ∅ , EM ∈ N

<∞ y un espacio normado de dimensión finita XM con una
base monótona de Schauder XM =

(
xM,n

)
n∈EM

que tiene las siguientes propiedades:

i. XM es Cp-lattice partially unconditional.

ii. Para cada D ⊂ EM y cada ε ∈ S D
K,

C−1
p

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
XM
≤|D|

1
p ≤ Cp

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
XM
.

iii. XM tiene constante Kql > M.

Demostración. Por el Lema 2.2.16, podemos elegir un espacio de Banach Y con una base
normalizada Y = Yp que tiene las siguientes propiedades

Y es 1-incondicional. Por lo tanto, en particular Y es 1-QGLC, 1-TQG y 1-LPU.

Existe K1 ≥ 1 tal que

K−1
1

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
Y
≤|D|

1
p ≤ K1

∥∥∥1ε,D
∥∥∥
Y

(2.43)

para todo D ∈ N<∞ y todo ε ∈ S D
K.

Hay una sucesión decreciente (cn)n∈N ⊂
(
0, 1

4p

]
tal que∥∥∥∥∥∥

(
cn

n
1
p′

)
n∈N

∥∥∥∥∥∥
ℓ1

= ∞;

M0 := 1 + sup
k∈N

∥∥∥∥∥∥∥
k∑

j=1

c jy j

∥∥∥∥∥∥∥
Y

< ∞.
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Elegimos Cp := 3pK1 y luego m1 > (3MCpM0)p; definimos A := {1, . . . ,m1}, y elegimos
intervalos de números naturales {In}n∈A de manera que

A < In < In+1;

1 <
∑
k∈In

ck

k
1
p′
<

3
2

∀n ∈ A. (2.44)

Sean I :=
⋃

n∈A In y EM := A ∪ I; definimos A como el conjunto de sucesiones finitas
∆ = (δn)n∈EM

que tienen las siguientes propiedades:

1) Para cada n ∈ EM, |δn| ≤ 1.

2) Para cada n ∈ A,

δn +
∑
k∈In

δkck = 0.

3) Para cada k ∈ I, |δk| ≤ k−
1
p′ .

Le damos a EM el orden ⪯, que definimos del siguiente modo:

Si n1 ∈ A y n2 ∈ In1 , entonces n1 ≺ n2.

Si n1, n2 ∈ A, n1 < n2 y k1 ∈ In1 , entonces k1 ≺ n2.

Si n1, n2 ∈ A o n1, n2 ∈ I, entonces n1 ⪯ n2 si y solo si n1 ≤ n2.

Ahora definimos para cada sucesión finita f = ( fn)n∈EM
∈ KEM la seminorma

∥ f ∥◁ := sup
∆∈A

sup
n∈A

sup
l∈{n}∪In


∑

1≤ j<n

∣∣∣∣∣∣∣∣δ j f j +
∑
k∈I j

δk fk

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j∈{n}∪In
j≤l

δ j f j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

,

y la norma

∥ f ∥XM
:=máx

{
∥ f ∥ℓ∞ , ∥PI ( f )∥Y , ∥ f ∥◁

}
.

Sea XM =
(
xM,n

)
n∈EM

la base canónica de XM :=
(
KEM , ∥·∥XM

)
, ordenada por ⪯. Por cons-

trucción, XM es una base monótona (para el orden ⪯) normalizada de XM, con base dual
normalizada.
Para probar i., fijamos primero ∅ , D ⊂ EM, ε ∈ S D

K, y (an)n∈D tales que |an| ≥ 1 para cada
n ∈ D. Definimos

D1 := D ∩ A D2 := D ∩ I; f :=
∑
n∈D

anxM,n.
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Dado que Y es 1-LPU por ser 1-incondicional, y como vale (2.43), tenemos que

K−1
1 |D2|

1
p ≤

∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
Y
=

∥∥∥S I
(
1ε,D

)∥∥∥
Y
≤ ∥S I ( f )∥Y ≤ ∥ f ∥XM

. (2.45)

Para cada ∆ ∈ A, n ∈ A y cada l ∈ {n} ∪ In, se tiene que
∑

1≤ j<n

∣∣∣∣∣∣∣∣δ jx∗M, j
(
1ε,D2

)
+

∑
k∈I j

δkx∗M,k
(
1ε,D2

)∣∣∣∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j∈{n}∪In
j≤l

δ jx∗M, j
(
1ε,D2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

=


∑

1≤ j<n

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
k∈I j

δkx∗M,k
(
1ε,D2

)∣∣∣∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j∈In
j≤l

δ jx∗M, j
(
1ε,D2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

≤

 n∑
j=1

|I j∩D|∑
k=1

1

k
1
p′


p

1
p

≤ p|D2|
1
p .

Tomando supremo, combinando las estimaciones anteriores y considerando (2.43), obtene-
mos

|D2|
1
p

K1
≤

∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
XM
≤ pK1 ∥ f ∥XM

; (2.46)∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
XM
≤ (p + K1)|D2|

1
p . (2.47)

De manera similar, para cada ∆ ∈ A, n ∈ A y cada l ∈ {n} ∪ In, tenemos que
∑

1≤ j<n

∣∣∣∣∣∣∣∣δ jx∗M, j
(
1ε,D1

)
+

∑
k∈I j

δkx∗M,k
(
1ε,D1

)∣∣∣∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j∈{n}∪In
j≤l

δ jx∗M, j
(
1ε,D1

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

=

 ∑
1≤ j<n

∣∣∣δ jx∗M, j
(
1ε,D1

)∣∣∣p + ∣∣∣δnx∗M,n
(
1ε,D1

)∣∣∣p
1
p

≤ |D1|
1
p .

Por lo tanto, ∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
◁
≤|D1|

1
p . (2.48)

Si D1 , ∅, sean

D1,1 :=

n ∈ D1 :
∑

k∈In\D

ck

k
1
p′
≥

1
2

 ; D1,2 := D1 \ D1,1.
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Si D1,1 , ∅, dado n ∈ D1,1 definimos

δn :
1

2 sgn (an)
.

Por la definición de D1,1, existen escalares
(
δ j

)
j∈In\D

con |δ j| ≤ j−
1
p′ para todo j ∈ In \ D tales

que

δn +
∑

j∈In\D

c jδ j = 0;

Sea δ j = 0 para cualquier otro j ∈ EM. Entonces ∆ = (δk)k∈EM ∈ A, y

∥ f ∥XM
≥ ∥ f ∥◁ ≥

 ∑
n∈D1,1

∣∣∣∣∣∣∣δnx∗M,n ( f ) +
∑
k∈In

δkx∗M,k ( f )

∣∣∣∣∣∣∣
p

1
p

=

 ∑
n∈D1,1

(
|an|

2

)p


1
p

≥
|D1,1|

1
p

2
. (2.49)

Por otra parte, si D1,2 , ∅, para cada n ∈ D1,2 por (2.44) se tiene que∑
k∈D∩In

ck

k
1
p′
≥

1
2
,

lo que en particular implica que D ∩ In , ∅. Luego,

|D1,2|
1
p ≤|D2|

1
p ≤ K1 ∥ f ∥XM

(por (2.45)). (2.50)

Como (2.48) también vale si reemplazamos D1 por cualquier otro subconjunto de A, (2.49) y
(2.50) implican que∥∥∥1D1,2

∥∥∥
XM
≤ K1 ∥ f ∥XM

;
∥∥∥1D1,1

∥∥∥
XM
≤ 2 ∥ f ∥XM

.

Combinando las desigualdades anteriores con (2.46), deducimos que∥∥∥1ε,D
∥∥∥
XM
≤

∥∥∥1ε,D1,1

∥∥∥
XM
+

∥∥∥1ε,D1,2

∥∥∥
XM
+

∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
XM

≤ (2 + K1 + pK1) ∥ f ∥XM
≤ Cp ∥ f ∥XM

,

lo que completa la demostración de i.. Además, tomando f = 1ε,D en los cálculos anteriores
(es decir, tomando an = εn para todo n ∈ D), (2.45), (2.46), (2.47), (2.49) y (2.50) implican
que ∥∥∥1ε,D

∥∥∥
XM
≤

∥∥∥1ε,D1

∥∥∥
XM
+

∥∥∥1ε,D2

∥∥∥
XM
≤ (K1 + p + K1)|D|

1
p ≤ Cp|D|

1
p ;
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∥∥∥1ε,D
∥∥∥
XM
≥máx

 |D1,1|
1
p

2
,
|D2|

1
p

K1
,
|D1,2|

1
p

K1

 ≥ |D|
1
p

6K1
≥
|D|

1
p

Cp
,

ası́ que ii. queda demostrado.
Resta probar iii.. A tal fin, definimos

f0 := 1A; f1 := f0 +
∑
k∈I

ckxM,k.

Entonces, por ii. y la elección de A, se tiene que

3M0MCp < |A|
1
p ≤ Cp ∥ f0∥XM

≤ CpKql ∥ f1∥XM
.

Notemos que ∥ f1∥XM
= máx

{
1, ∥ f1∥◁ , ∥S I ( f1)∥Y

}
. Por definición deA y (2.44),

∥ f1∥◁ = sup
∆∈A

sup
n∈A

sup
l∈In∪Bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j∈{n}∪In
j≤l

δ jx∗j ( f1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1 +máx
n∈A

∑
k∈In

ck

k
1
p′
≤ 3.

Puesto que ∥S I ( f1)∥Y ≤ M0, combinando las estimaciones se deduce que Kql > M, lo que
termina la demostración. □

Demostración del Teorema 2.2.14. El teorema se demuestra de la misma manera que el Teo-
rema 2.2.12, usando el Lema 2.2.19 en lugar del Lemma 2.2.17. □
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Capı́tulo 3

Bases quasi-greedy y n-quasi-greedy

Las bases de Markushevich n-t-quasi-greedy fueron introducidas por T. Oikhberg en [29],
como una versión más débil de las bases quasi-greedy. Dados 0 < t ≤ 1, C > 0 y n =
(nk)k∈N una sucesión estrictamente creciente de enteros positivos, una base X de un espacio
de Banach X es n-t-quasi-greedy si para todo f ∈ X y toda sucesión de conjuntos (Ak)k∈N con
Ak ∈ G ( f , nk, t) para todo k ∈ N, se tiene que

lı́m
k→∞

PAk ( f ) = f .

Para t = 1 y n , N fijo, esta condición relaja la definición de bases quasi-greedy, pidiendo
solo que la convergencia del algoritmo greedy ocurra cuando aproximamos un vector por
medio de proyecciones sobre conjuntos greedy cuyos cardinales están en un subconjunto
propio fijo de N. Si 0 < t < 1, las bases quasi-greedy son también N-t-quasi-greedy por [20,
Lema 2.1, Lema 6.3], y por lo tanto n-t-quasi-greedy.
En su artı́culo introductorio, Oikhberg demostró ([29, Teorema 2.1]) la condición de ser n-
t-quasi-greedy es equivalente a que exista C > 0 tal que para todo f ∈ X, k ∈ N y A ∈
G ( f , nk, t),

∥PA ( f )∥ ≤ C ∥ f ∥ , (3.1)

en cuyo caso, diremos que X es C-n-t-quasi-greedy. Esto es también equivalente (cf. prueba
de la Proposición 4.1 de [29]) a que exista K > 0 tal que para todo f ∈ X, k ∈ N y A ∈
G ( f , nk, t),

∥ f − PA ( f )∥ ≤ K ∥ f ∥ , (3.2)

en cuyo caso, diremos que X es K-n-t-suppression quasi-greedy.
De aquı́ en más, podremos dejar t o n implı́citos cuando t = 1 o n = N respectivamente.

Observación 3.0.1. La equivalencia de [29, Teorema 2.1] extiende el resultado correspon-
diente para bases quasi-greedy ([6, Teorema 4.1], [31, Teorema 1]).

79
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Observación 3.0.2. Notemos que la definición de base n-t-quasi-greedy implica que toda
base con esta propiedad es de Markushevich. También lo implica la condición dada por (3.1)
(ver [8, Lema 3.4]), ası́ que la equivalencia entre ambas condiciones no requiere la hipótesis
de que la base sea de Markushevich.

El estudio de las bases n-quasi-greedy - o más generalmente, n-t-quasi-greedy - tiene, a
nuestro juicio, dos motivaciones principales:
La primera motivación es investigar si existen bases de Schauder n-quasi-greedy (para al-
guna sucesión n) en espacios que no tengan bases de Schauder quasi-greedy, por ejemplo
C[0, 1] (ver [19], [29]); de hecho, algunas de las preguntas dejadas por Oikhberg en el artı́cu-
lo mencionado (por ejemplo, [29, Preguntas 1, 2 y 3]) sugieren que esta fue tal vez una de las
motivaciones principales para la introducción de las bases n-quasi-greedy.
La segunda motivación es estudiar las condiciones sobre n bajo las cuales las bases n-quasi-
greedy son quasi-greedy - en otras palabras, las condiciones bajo las cuales ambas propieda-
des son equivalentes -, ya que este estudio permite avanzar la teorı́a general sobre el compor-
tamiento del TGA, y además puede proporcionar una manera más eficiente de determinar si
una base es quasi-greedy, ya que puede ser más sencillo probar que es n-quasi-greedy para
alguna sucesión n conveniente.
Nuestro estudio de las bases n-quasi-greedy y quasi-greedy en este trabajo está enfocado en
la segunda motivación mencionada. En este sentido, los primeros resultados se encuentran
en [29], cuya Proposición 3.1 muestra que existen bases n-quasi-greedy que no son quasi-
greedy para toda sucesión n que tiene saltos arbitrariamente grandes, lo que significa que
la sucesión de cocientes

(
nk+1
nk

)
k∈N

es no acotada. Como veremos, esta condición resulta ser
también necesaria para que existan tales bases - lo que constituye el resultado principal de
este capı́tulo -, aunque esto solo fue demostrado recientemente en [10].

Observación 3.0.3. Notemos que combinando el resultado principal mencionado con [20,
Lema 2.1, Lema 6.3], se sigue que si n tiene saltos acotados (es decir, no arbitrariamente
grandes), las bases n-quasi-greedy son t-quasi-greedy para todo 0 < t ≤ 1.

Previamente, en [29, Proposición 4.1], se demostró que las bases n-quasi-greedy son
quasi-greedy si n cumple la siguiente condición: existe l ∈ N tal que la sucesión l ∗ n consti-
tuida por todas las sumas de la forma nk1 + . . . nk j , para 1 ≤ j ≤ l y k1, . . . k j enteros positivos
cualesquiera (posiblemente repetidos) y ordenada de manera estrictamente creciente, tiene la
siguiente propiedad: existe m ∈ N tal que para todo i ∈ N, se tiene que l∗n∩[im, im + m] , ∅.
Notemos que esta condición implica tener saltos acotados, pero no incluye por ejemplo a su-
cesiones como n =

(
jk
)

k∈N
para algún j ∈ N≥2 fijo, entre otras sucesiones con saltos acotados.

La prueba de la equivalencia entre ser n-quasi-greedy y ser quasi-greedy para cualquier su-
cesión n con saltos acotados se dio primero para bases de Schauder en [8, Teorema 5.2], pero
las técnicas usadas en dicha prueba usan de manera central la acotación de las sumas parcia-
les en el orden en que la base es de Schauder, y a nuestro entender, no puede ser generalizada
a todas las bases de Markushevich. Por este motivo, para probar el caso general, usaremos
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argumentos diferentes. Primero vamos a demostrar que bajo tales condiciones, las bases n-
quasi-greedy son thresholding bounded. A tal fin, extendemos primero la definición de bases
quasi-greedy for largest coefficients al contexto de sucesiones n con saltos. En la prueba y
en lo que resta, n siempre denota una sucesión estrictamente creciente de números naturales
(nk)k∈N, y dado j ∈ N, decimos que j ∈ n si existe k ∈ N tal que j = nk.

Definición 3.0.4. [8, Definición 8] Sea X una base de X. Decimos que X es n-quasi-greedy
for largest coefficients (n-QGLC) si existe C > 0 tal que∥∥∥1ε,A

∥∥∥ ≤C
∥∥∥1ε,A + f

∥∥∥ (3.3)

para todo A ⊂ N con |A| ∈ n y toda f ∈ Q con sop ( f ) ∩ A = ∅. En caso de que valga (3.3),
decimos que X es C-n-QGLC.

Nuestro siguiente objectivo es mostrar que si n tiene saltos acotados y es X es n-quasi-
greedy for largest coefficients, es quasi-greedy for largest coefficients. En la prueba, vamos a
usar un lema auxiliar; para simplificar la notación, de aquı́ en adelante diremos que n tiene
saltos l-acotados si nk+1 ≤ lnk para todo k ∈ N.

Lema 3.0.5. [9, Lema 2] Sea X un espacio de Banach, n una sucesión con saltos l-acotados,
∅ , A ∈ N<∞, y

(
f j

)
j∈A
⊂ X. Entonces o bien

máx
E⊂A

∥∥∥∥∥∥∥∑j∈E f j

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ (n1 − 1) máx
j∈A

∥∥∥ f j

∥∥∥
o bien existe B ⊂ A con |B| ∈ n tal que

máx
E⊂A

∥∥∥∥∥∥∥∑j∈E f j

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ l

∥∥∥∥∥∥∥∑j∈B

f j

∥∥∥∥∥∥∥ .
Demostración. Sea

F :=

∑
j∈A

a j f j : a j ∈ R ∀ j ∈ A

 .
Entonces F es un espacio normado de dimensión finita sobre R con la norma heredada de X;
por la igualdad de normas en X y F, alcanza con establecer el resultado en F. A tal fin, sea
D ⊂ A tal que ∥∥∥∥∥∥∥∑j∈D f j

∥∥∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥∥∥∑j∈E f j

∥∥∥∥∥∥∥∀E ⊂ A.
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Si |D| < n1, entonces ∥∥∥∥∥∥∥∑j∈E f j

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∥∥∑j∈D f j

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ (n1 − 1) máx
j∈A

∥∥∥ f j

∥∥∥ ∀E ⊂ A. (3.4)

Por otra parte, si |D| ≥ n1, sea k0 := máxk∈N {nk ≤ |D|}, y elijamos f ∗ ∈ S F∗ tal que

f ∗
∑

j∈D

f j

 =
∥∥∥∥∥∥∥∑j∈D f j

∥∥∥∥∥∥∥ .
Notemos que si ∅ ⊊ E ⊂ D, entonces

∑
j∈E

f ∗
(

f j

)
≤

∥∥∥∥∥∥∥∑j∈E f j

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∥∥∑j∈D f j

∥∥∥∥∥∥∥ =∑
j∈D

f ∗
(

f j

)
.

Por lo tanto,

f ∗
(

f j

)
≥ 0 ∀ j ∈ D.

Elegimos ahora B ⊂ D con |B| = nk0 de manera que

f ∗
(

f j

)
≥ f ∗ ( fi) ∀ j ∈ B,∀i ∈ D \ B.

Dado que |D| < nk0+1 ≤ lnk0 = l|B|, para cada E ⊂ A se tiene que∥∥∥∥∥∥∥∑j∈E f j

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∥∥∑j∈D f j

∥∥∥∥∥∥∥ =∑
j∈D

f ∗
(

f j

)
≤ l

∑
j∈B

f ∗
(

f j

)
≤ l

∥∥∥∥∥∥∥∑j∈B

f j

∥∥∥∥∥∥∥ .
La prueba de se completa combinando la desigualdad anterior con (3.4). □

Corolario 3.0.6. [9, Proposición 6] Supongamos que n tiene saltos l-acotados, y X es una
base n-K-quasi-greedy for largest coefficients de un espacio de Banach X. Entonces X es
C-quasi-greedy for largest coefficients, con

C ≤máx {(n1 − 1) ζ [X] ζ′ [X] , lK} .

Por lo tanto, X es thresholding bounded.

Demostración. Fijemos A ∈ N<∞ con 0 < |A| < n, y sean f y ε ∈ S A
K como en la Defini-

ción 2.1.10. Si
∥∥∥1ε,A

∥∥∥ ≤ (n1 − 1) ζ [X], entonces∥∥∥1ε,A
∥∥∥ ≤ (n1 − 1) ζ [X] ≤ (n1 − 1) ζ [X] ζ′ [X]

∥∥∥1ε,A + f
∥∥∥ .
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En caso contrario, por el Lema 3.0.5, existe B ⊂ A con |B| ∈ n tal que
∥∥∥1ε,A

∥∥∥ ≤ l
∥∥∥1ε,B

∥∥∥. Por lo
tanto, ∥∥∥1ε,A

∥∥∥ ≤ l
∥∥∥1ε,B

∥∥∥ ≤ lK
∥∥∥1ε,B + 1ε,A\B + f

∥∥∥ = lK
∥∥∥1ε,A + f

∥∥∥ .
Como A y ε son arbitrarios, esto prueba que X es lK-quasi-greedy for largest coefficients con
C acotada como en el enunciado, y la demostración del corolario se completa aplicando los
Teoremas 2.1.9 y 2.1.14. □

Para nuestro resultado principal, también vamos a usar un lema auxiliar probado en [29].

Lema 3.0.7. [10, Lema 2.8], [29, Proposición 4.11] Sea X una base C-n-t-suppression
quasi-greedy de un espacio de Banach X. Para todo f ∈ X y A ∈ G ( f , |A|, t) con |A| ∈ m ∗ n,
se tiene que

∥x − PA ( f )∥ ≤Cm ∥ f ∥ .

Por lo tanto, m ∗ n es Cm-t-suppression quasi-greedy.

Demostración. Esto es parte de la demostración de [29, Proposition 4.1]. □

El Lema 3.0.7 muestra que una base X es n-t-quasi-greedy si y solo si es k ∗ n-t-quasi-
greedy para todo k ∈ N. En [29], este lema es parte de la prueba de la Proposición 4.1, y fue
usado para demostrar un resultado que mencionamos anteriormente: si existen m, k ∈ N tales
que para todo i ∈ N, se tiene que k ∗ n∩ [im, im + m] , ∅, entonces toda base n-quasi-greedy
es quasi-greedy. En efecto, como se muestra en [29, Lema 2.4, Proposición 4.1], bajo estas
condiciones, dados f ∈ X y A ∈ G ( f , |A|, t), existe B ∈ G ( f , |B|, t) tal que |B| ∈ k ∗ n y, o bien
A ⊂ B y |B \ A| ≤ m, o bien B ⊂ A y |A \ B| ≤ m. Dado que m ∈ N está fijo y tanto X como
X∗ son acotadas, esto permite demostrar que la base es quasi-greedy aproximando PA ( f ) por
PB ( f ) y usando la desigualdad triangular y la acotación de X y X∗. Sin embargo, en el caso
general de sucesiones n con saltos acotados, esa condición sobre los conjuntos greedy no
tiene por qué cumplirse, lo que nos impide generalizar la prueba. Aún ası́, podremos usar
el resultado del Lema 3.0.7 con un propósito diferente, más precisamente para ver que si n
tiene saltos acotados, para nuestros propósitos podemos asumir que son 2-acotados, lo que
permitirá simplificar la demostración del Teorema 3.0.13.

Lema 3.0.8. [10, Lema 2.8] Sean l ∈ N≥2 y n una sucesión con saltos l-acotados. Entonces
l ∗ n tiene saltos 2-acotados.

Demostración. Dado 1 ≤ l0 ≤ l, elijamos una sucesión finita de números naturales
(
k j

)
1≤ j≤l0

tal que o bien l0 = 1, o bien k j ≤ k j+1 para todo 1 ≤ j ≤ l0 − 1. Sea m =
∑l0

j=1 nk j . Queremos
encontrar m′ ∈ l ∗ n tal que m < m′ ≤ 2m.

Si l0 = 1, entonces tomamos m′ := 2m = 2nk1 ∈ l ∗ n.
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Si 1 < l0 < l, entonces

2m =2
l0∑

j=1

nk j > m′ := nk1 +

l0∑
j=1

nk j >

l0∑
j=1

nk j = m.

Si l0 = l > 1 y k1 < kl, entonces

2m =2
l∑

j=1

nk j = 2nk1 + 2
l∑

j=2

nk j > m′ := nkl +

l∑
j=2

nk j >

l∑
j=1

nk j = m.

Si l0 = l > 1 y k1 = kl, entonces k j = kl para todo 1 ≤ j ≤ l. Por ende,

2m =2
l∑

j=1

nk j = 2lnkl > m′ := nkl+1 + (l − 1)nkl >

l∑
j=1

nk j = m.

Ya que hemos considerado todos los casos posibles, la demotración está completa.

□

Observación 3.0.9. En [10, Lema 2.9], se considera separadamente el caso n = N. En esta
tesis, la definición de tener saltos acotados es ligeramente diferente, para incluir precisamente
ese caso, por lo que no hace falta considerarlo por separado.

También será conveniente poder tomar una sucesión n con n1 = 1.

Corolario 3.0.10. [10, Corolario 2.10] Sea n una sucesión con saltos l-acotados, yX una ba-
se C-n-quasi-greedy de un espacio de BanachX. Existe una sucesión m = (mk)k∈N con m1 = 1
y saltos 2-acotados tal que thatX es K-m-quasi-greedy con K ≤ máx

{
1 + ζ′′ [X] (n1 − 1) ,Cl

}
.

Demostración. Por el Lema 3.0.7, X es C1-l ∗ n-QG con C1 ≤ Cl, y por el Lema 3.0.8,
l ∗ n tiene saltos 2-acotados. Si n1 = 1, no hay nada más que probar. Si n1 > 1, sea m la
sucesión estrictamente creciente obtenida de l ∗ n agregando todos los números 1 ≤ n < n1.
Es inmediato que m tiene saltos 2-acotados, y dado que

∥ f − PA ( f )∥ ≤
(
1 + (n1 − 1) ζ′′ [X]

)
∥ f ∥ ∀ f ∈ X,∀A ∈ N<n1 ,

concluimos que m tiene las propiedades buscadas. □

Para la prueba del Teorema 3.0.13, es conveniente definir para cada base thresholding
bounded X de un espacio de Banach X la función θc = θc [X,X] : (0, 1]→ [1,∞) dada por

θc (t) := ı́nf
C>0

∥∥∥ f − PA( f ,t) ( f )
∥∥∥ ≤ C ∥ f ∥ ∀ f ∈ Q.

Notemos que para todo 0 < t ≤ 1, |θc (t) − θ (t)| ≤ 1.
También vamos a usar la siguiente caracterización de θ y θc para 0 < t < 1:
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Lema 3.0.11. Sea X una base thresholding bounded de un espacio de Banach X, y

Q0 :=
{
x ∈ Q :

∣∣∣x∗j ( f )
∣∣∣ , ∣∣∣x∗k ( f )

∣∣∣∀k, j ∈ sop ( f ) : k , j
}
.

Sean ϑ and ϑc las funciones definidas en el intervalo (0, 1] que se obtienen reemplazando Q
por Q0 en las definiciones de θ y θc respectivamente. Entonces para todo 0 < t < 1, se tiene
que θ (t) = ϑ (t) y θc (t) = ϑc (t).

Demostración. Se sigue de las definiciones que ϑ (t) ≤ θ (t) y ϑc (t) ≤ θc (t) para todo 0 < t ≤
1. Para probar las implicaciones recı́procas en el intervalo (0, 1), fijemos 0 < t < 1 y f ∈ Q.
Para ver que

∥∥∥PA( f ,t) ( f )
∥∥∥ ≤ ϑ (t) ∥ f ∥, podemos asumir que f < Q0 y que A ( f , t) , ∅. Sea

a := máx j<A( f ,t)

∣∣∣x∗j ( f )
∣∣∣. Puesto que a < t, existe una sucesión

(
a j

)
j∈N\A( f ,t)

tal que∥∥∥∥(a j

)
∈N\A( f ,t)

∥∥∥∥
ℓ1
< ϵ.

Para cada j ∈ N \ A ( f , t), se tiene que a +
∣∣∣a j

∣∣∣ < b := a+t
2 .

Para cada j1, j1 ∈ N \ A ( f , t) tales que j1 , j2,
∣∣∣x∗j1 ( f ) + a j1

∣∣∣ , ∣∣∣x∗j2 ( f ) + a j2

∣∣∣.
Ahora elegimos

(
a j

)
j∈A( f ,t)

con las siguientes propiedades:

Para cada j ∈ A ( f , t), t ≤
∣∣∣a j + x∗j ( f )

∣∣∣ ≤ 1.

Para cada j1, j1 ∈ A ( f , t) tales que j1 , j2, se tiene que
∣∣∣x∗j1 ( f ) + a j1

∣∣∣ , ∣∣∣x∗j2 ( f ) + a j2

∣∣∣.
Para cada j ∈ A ( f , t),

∣∣∣a j

∣∣∣ ≤ ϵ
(1+|A( f ,t)|)(1+ζ[X]) .

Ahora sea g := f +
∑

j∈N a jx j. Entonces por construcción, tenemos que

g ∈ Q0;
A ( f , t) = A (g, t) ;

∥ f − g∥ ≤
∥∥∥∥(a j

)
j∈N

∥∥∥∥
ℓ1
≤ 2ϵ;∥∥∥PA( f ,t) ( f − g)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥(a j

)
j∈A( f ,t)

∥∥∥∥
ℓ1
≤ ϵ.

Como ∥∥∥PA(g,t) (g)
∥∥∥ ≤ϑ (t) ∥g∥ ,

se deduce que∥∥∥PA( f ,t) ( f )
∥∥∥ ≤ϵ + ∥∥∥PA(g,t) (g)

∥∥∥ ≤ ϵ + ϑ (t) ∥g∥ ≤ ϵ + 2ϵϑ (t) ∥ f ∥ + ϑ (t) ∥ f ∥ .

Tomando lı́mite para ϵ → 0, obtenemos
∥∥∥PA( f ,t) ( f )

∥∥∥ ≤ ϑ (t) ∥ f ∥, lo que concluye la prueba de
que θ (t) ≤ ϑ (t). La prueba de que θc (t) ≤ ϑc (t) es similar. □
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De aquı́ en adelante, vamos a usar las caracterizaciones recién dadas de θ y θc en el
intervalo (0, 1) cuando sea conveniente, considerando solamente vectores en Q0.

Observación 3.0.12. Notemos que si f ∈ Q0, A ∈ G ( f ,m, 1) para algún m ∈ N, y existe j < A
tal que x∗j ( f ) , 0, entonces existe 0 < t ≤ 1 tal que A = A ( f , t). Esta propiedad - que no vale
en general para elementos de Q - nos permitirá simplificar la prueba del Teorema 3.0.13.

Teorema 3.0.13. [10, Teorema 2.12] Sea n una sucesión con saltos acotados. Si X es una
base de Markushevich n-quasi-greedy de un espacio de Banach X, entonces X es quasi-
greedy.

Demostración. Por el Corolario 3.0.10, podemos asumir que n tiene saltos 2-acotados y que
n1 = 1. Por los Teoremas 2.1.9 y 2.1.14 y el Corolario 3.0.6, X es thresholding bounded.
Elijamos K1 > 1 de manera que X sea K1-n-quasi-greedy, y supongamos, para llegar a un
absurdo, que X no es quasi-greedy. Entonces

θc (t) −−−→
t→0
∞.

Tenemos la siguiente
Afirmación: Existe d1 > 0 tal que

θc(t) ≤ d1

1 + (
log

(
1
t

))d1
 ∀ 0 < t ≤ 1. (3.5)

Para probar la Afirmación, primero elegimos 0 < t0 < e−1 de manera que θc (t0) ≥ K2
1 .

Sea 0 < t ≤ t0, elijamos f ∈ Q0, y sea A := A
(

f , t2
)
. Para encontrar una cota superior para

∥ f − PA ( f )∥ en términos de ∥ f ∥, podemos asumir que 0 , PA ( f ) , f . Ahora hacemos un
análisis de casos:

Caso 1 : Si |A| ∈ n, entonces por nuestra elección de t0 y porque θc es no creciente, tenemos
que ∥ f − PA ( f )∥ ≤ K1 ∥ f ∥ ≤ θc (t) ∥ f ∥.

Caso 2 : Si existen k1, k2 ∈ N tales que |A| = nk1 + nk2 , entonces por las consideraciones del
caso anterior y el Lema 3.0.7,

∥ f − PA ( f )∥ ≤K2
1 ∥ f ∥ ≤ θc (t) ∥ f ∥ .

Caso 3 : Si no estamos en ninguno de los casos anteriores, definimos

k0 := máx
k∈N
{nk < |A|} ,

elegimos B ⊂ A tal que B ∈ G
(
f , nk0 , 1

)
, y definimos m1 := |A| − |B|. Notemos que

1 ≤ m1 < nk0 . Sea D1 ⊂ B tal que D1 ∈ G ( f ,m1, 1) y sea D2 := A \ B. Notemos que
D2 ∈ G ( f − PB ( f ) ,m1, 1). Para j = 1, 2, definimos

b j := máx
k∈D j

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ ; a j := mı́n

k∈D j

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ .
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Se sigue por construcción que

t2 ≤ a2 ≤ b2 = máx
k∈D2=A\B

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ < mı́n

k∈B

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ ≤ a1

≤ b1 = máx
k∈A

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ = máx

k∈B

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ = ∥ f ∥ℓ∞ .

Luego,

t2 ≤mı́n
k∈A

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ ≤ mı́nk∈A

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣

máxk∈A

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ = mı́nk∈A

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣

mı́nk∈B

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ mı́nk∈B

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣

máxk∈B

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ ≤ a2

b2

a1

b1

Por lo tanto, existe 1 ≤ j0 ≤ 2 tal que
a j0

b j0
≥ t.

Caso 3 a. Si j0 = 1, sea f1 := f − PD1 ( f ). Tenemos que

b−1
1 f ∈ Q0; D1 ⊂ A

(
b−1

1 f , t
)
.

Por la Observación 3.0.12, D1 = A
(
b−1

1 f , t1

)
para algún t ≤ t1 ≤ 1, ası́ que

∥ f1∥ =b1

∥∥∥∥∥∥ f
b1
− PD1

(
f

b1

)∥∥∥∥∥∥ ≤ b1θc (t1)
∥∥∥∥∥ f

b1

∥∥∥∥∥ ≤ θc (t) ∥ f ∥ .

Ahora bien, A \ D1 ∈ G
(
f1, nk0 , 1

)
, ası́ que

∥ f − PA ( f )∥ =
∥∥∥ f1 − PA\D1( f1)

∥∥∥ ≤ K1 ∥ f1∥ ≤ K1θc (t) ∥ f ∥ . (3.6)

Caso 3 b. Si j0 = 2, sea f1 := f − PB ( f ). Tenemos que

∥ f1∥ ≤ K1 ∥ f ∥ ; b−1
2 f1 ∈ Q0; D2 ⊂ A

(
b−1

2 f1, t
)
.

Dado que D2 ∈ G
(
b−1

2 f1,m1, 1
)
, como antes existe t ≤ t1 ≤ 1 tal que D2 =

A
(
b−1

2 f1, t1

)
, ası́ que

∥∥∥ f1 − PD2( f1)
∥∥∥ =b2

∥∥∥∥∥∥ f1

b2
− PD2

(
f1

b2

)∥∥∥∥∥∥ ≤ θc (t1) ∥ f1∥ ≤ θc (t) ∥ f1∥ .

Puesto que f1 − PD2 ( f1) = f − PA ( f ), combinando las desigualdades anteriores
se deduce que

∥ f − PA ( f )∥ ≤ K1θc (t) ∥ f ∥ . (3.7)

De las estimaciones de los casos Caso 1 y Caso 2, junto con (3.6) y (3.7) para el
Caso 3, considerando que 0 < t ≤ t0 es arbitrario concluimos que

θc
(
t2
)
≤K1θc (t) ∀ 0 < t ≤ t0. (3.8)
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Para completar la demostración de la Afirmación, usamos una variante del argumento de [2,
Proposition 3.4]. Primero notemos que para cada 0 < t ≤ t0,

θc
(
t4
)
= θc

((
t2
)2
)
≤ K1θc

(
t2
)
≤ K2

1θc (t) .

Inductivamente, se sigue que

θc
(
t2n)
≤Kn

1θc (t) ∀ 0 < t ≤ t0∀n ∈ N. (3.9)

Como K1 > 1 existe d > 0 tal que

K1 =2d. (3.10)

Ahora sea 0 < a < t2
0, y elijamos t2

0 ≤ t ≤ t0 y n ∈ N de manera que a = t2n
. De (3.9) y (3.10),

considerando que 0 < t ≤ t0 < e−1 y que θc es no creciente, se deduce que

θc (a) =θc
(
t2n)
≤ Kn

1θc (t) = 2dnθc (t) =

 log
(

1
t2n

)
log

(
1
t

) 
d

θc(t) ≤ θc
(
t2
0

) (
1 + logd

(
1
a

))
≤d1

(
1 + logd1

(
1
a

))
,

donde

d1 :=máx
{
d, θc

(
t2
0

)}
.

Puesto que θc es no creciente, se tiene que θc (t) ≤ d1 para todo t2
0 ≤ t ≤ 1, lo que completa la

prueba de la Afirmación.
Ahora fijemos 0 < t < 1, f ∈ Q0, y sea A := A ( f , t). Como antes, podemos asumir que
0 , PA ( f ) , f . Consideramos los siguientes casos:

Caso (i) Si |A| ∈ n o |A| ∈ 2 ∗ n, entonces por el Lema 3.0.7

∥ f − PA ( f )∥ ≤K2
1 ∥ f ∥ .

Caso (ii) De otro modo, como en la prueba del Caso 3 más arriba, sea k0 := máxk∈N {nk < |A|},
elijamos B ⊂ A de manera que B ∈ G

(
x, nk0 , 1

)
, y sea m1 := |A| − |B|. Nuevamente,

1 ≤ m1 < nk0 . Sean

a := mı́n
j∈A
|x∗j ( f ) |; b := mı́n

j∈B
|x∗j ( f ) |.

Notemos que t ≤ a < b. Hay dos posibilidades:
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Caso (II) .1. Si

a
b
≤

1
θc (t)

, (3.11)

elegimos D ⊂ B tal que D ∈ G
(
f , nk0 − m1, 1

)
, y definimos

f1 := f − PB ( f ) +
a
b

PD ( f ) .

Dado que ∣∣∣x∗j ( f1)
∣∣∣ =a

b

∣∣∣x∗j ( f )
∣∣∣ ≥ a ≥

∣∣∣x∗k ( f )
∣∣∣ = ∣∣∣x∗k( f1)

∣∣∣ ∀ j ∈ D,∀k < A;∣∣∣x∗j( f1)
∣∣∣ = ∣∣∣x∗j ( f )

∣∣∣ ≥ a ≥
∣∣∣x∗k ( f )

∣∣∣ = ∣∣∣x∗k( f1)
∣∣∣ ∀ j ∈ A \ B,∀k < A,

se sigue que (A \ B) ∪ D ∈ G
(
f1, nk0 , 1

)
. Luego,

∥ f − PA ( f )∥ =
∥∥∥ f1 − P(A\B)∪D( f1)

∥∥∥ ≤ K1 ∥ f1∥ .

Por la Observación 3.0.12, existe b ≤ b1 ≤ 1 tal que D = A ( f , b1). Por (3.11)
tenemos que

∥ f1∥ ≤ ∥ f − PB ( f )∥ +
a
b
∥PD ( f )∥ ≤ K1 ∥ f ∥ +

θ (b1)
θc (t)

∥ f ∥

≤K1 ∥ f ∥ +
θ (t)
θc (t)

∥ f ∥ ≤
|θc(t)−θ(t)|≤1

(K1 + 2) ∥ f ∥ .

Por lo tanto,

∥ f − PA ( f )∥ ≤K1 (K1 + 2) ∥ f ∥ ≤ 3K2
1 ∥ f ∥ . (3.12)

Caso (II) .2. Si

a
b
>

1
θc (t)

,

sea f1 := f − PB ( f ). Tenemos que

∥ f1∥ ≤ K1 ∥ f ∥ ; b−1 f1 ∈ Q0; A \ B ∈ G
(
b−1 f1,m1, 1

)
,

y ∣∣∣∣x∗j (b−1 f1

)∣∣∣∣ ≥ a
b
≥

1
θc (t)

∀ j ∈ A \ B.
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Por la Observación 3.0.12, existe (θc (t))−1
≤ t1 ≤ 1 tal que A \ B = A

(
b−1 f1, t1

)
,

lo que implica que

∥∥∥ f1 − PA\B ( f1)
∥∥∥ =b

∥∥∥∥∥∥ f1

b
− PA\B

(
f1

b

)∥∥∥∥∥∥ ≤ θc (t1) ∥ f1∥ ≤ θc

(
1
θc (t)

)
∥ f1∥ .

Como

f1 − PA\B ( f1) = f − PA ( f ) ,

combinando las desigualdades anteriores se sigue que

∥ f − PA ( f )∥ ≤K1θc

(
1
θc (t)

)
∥ f ∥ . (3.13)

Combinando (3.12) y (3.13) se sigue que en cualquier caso,

∥ f − PA ( f )∥ ≤3K2
1

(
1 + θc

(
1
θc (t)

))
∥ f ∥ .

Considerando que 0 < t < 1 es arbitrario, concluimos que

θc (t) ≤3K2
1

(
1 + θc

(
1
θc (t)

))
∀ 0 < t < 1,

lo que junto con (3.5) nos da

θc (t) ≤3K2
1

(
1 + d1

(
1 +

(
log (θc (t))

)d1
))
∀ 0 < t < 1.

Por ende,

1 ≤
3K2

1

(
1 + d1

(
1 +

(
log (θc (t))

)d1
))

θc (t)
−−−→
t→0

0,

una contradicción.
□



Bibliografı́a

91
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and their connections with other greedy-type bases, Constr. Approx. 57 (2023), 125 -
160.
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[10] M. Berasategui, P. M. Berná, Greedy-like bases for sequences with gaps, Banach J.
Math. Anal. 18 14 (2024).

[11] M. Berasategui, S. Lassalle, Weak greedy algorithms and the equivalence between
semi-greedy and almost greedy Markushevich bases, J. Fourier Anal. Appl. 29 N. 20
(2023).

93



94 BIBLIOGRAFÍA
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