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A mis seres queridos






Un estudio poliedral del calculo de los niimeros #;-hull y de
2-dominacion de un grafo

Resumen

Dado un grafo G = (V, E) y un subconjunto S C V se define el conjunto Ps-intervalo de
Scomol(S):=SU{veV : |SNN()| > 2}. Cuando el conjunto S verificaque I(S) = S, se
dice que es P3-convexo. La clase formada por los conjuntos $;-convexos verifica los axiomas
que definen una convexidad discreta en V: el conjunto vacio y el conjunto V son $;-convexos,
y la interseccién de dos conjuntos $3-convexos también lo es. El nimero de 2-dominacion
de G es la menor cantidad de elementos de un conjunto S C V tal que I(S) = V, es decir,
tal que todo vértice que no pertenece a S tiene al menos dos vecinos en S. Este pardmetro es
andlogo al bien conocido nimero de dominacion de un grafo.

Si se define I°(S) = § e IX(S) = I(I*"!(S)) para k € N, se puede ver que si I¥(S) = I**1(S)
entonces I°(S) es la cdpsula P3-convexa de S . El niimero Ps-hull de G es la menor cantidad de
elementos que tiene un conjunto S cuya cdpsula Ps-convexa es V, es decir tal que I*(S) = V
para algun k € N.

En la presente tesis nos dedicamos al estudio del nimero de 2-dominacién y del nimero
#P5-hull de un grafo desde un punto de vista poliedral, ambos problemas NP-completos en su
version de decision. A pesar de que las técnicas poliedrales han mostrado su efectividad en la
resolucién de numerosos problemas de optimizacion combinatoria, hasta la fecha no se han
realizado estudios de este tipo aplicados al célculo de los pardmetros mencionados. Plantea-
mos modelos de programacion lineal entera para calcular el nimero de 2-dominacion y el
numero $s-hull de un grafo, y analizamos distintas propiedades de los poliedros formados
por las combinaciones convexas de las soluciones factibles de dichos modelos. Calculamos
la dimensién de ambos poliedros, estudiamos la relacién que existe entre ellos, presentamos
distintas familias de facetas y, por ultimo, brindamos descripciones minimales y completas
de los poliedros correspondientes a algunas familias de grafos.

Palabras Clave: optimizacién combinatoria, combinatoria poliedral, convexidad s, facetas






A polyhedral study of the computation of the #;-hull and the
2-domination numbers of a graph

Abstract

Let G = (V,E) be a graph and S C V be a subset of vertices. We define the P3-interval set of S as
I(S):=SuUfveV : ISNN(@W)| > 2}. If the subset S verifies that I(S) = S, we say that it is P3-convex.
The class of P3-convex sets verifies the axioms defining a discrete convexity in V: the empty set and V
are P3-convex, and the intersection of P3-convex sets is also a convex set. The 2-domination number
of G is the minimum cardinality of a set S € V such that /(S) = V, that is to say, such that every vertex
not in S has at least two neighbors in S. This parameter is analogous to the well-known domination
number of a graph.

If we define 1°(S) = S and 7%(S) = I(I*1(S)) for k € N, we can see that if I¥(S) = I**1(S) then
I%(S) is the P3-convex hull of S . The P3-hull number of G is the minimum cardinality of a set S, such
that its P3-convex hull is V, in other words, that I¥(S) = V for some k € N.

In this thesis we study the 2-domination and the #3-hull number of a graph from a polyhedral
point of view, both NP-complete problems in their decision version. Although polyhedral techniques
have been successfully applied to several combinatorial optimization problems, up to our knowledge
there are not studies of this type applied to the computation of the mentioned parameters. We pose
integer linear programming models for the calculation of the 2-domination and the $3-hull number
of a graph, and we analyze several properties of the polyhedra consisting of convex combinations of
feasible solutions. We compute the dimension of both polyhedra, we explore their relationships, we
present different families of facets, and, finally, we show complete and minimal descriptions of these
polyhedra for some families of graphs.

Keywords: combinatorial optimization, 3-convexity, polyhedral combinatorics, facets
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Convexidad y dominacion en grafos

A partir de la década del setenta la teoria axiomdtica de la convexidad ha sido estudiada por la
comunidad cientifica [17, 77]. Siguiendo este enfoque, dado un conjunto finito X, se dice que una
coleccién de subconjuntos C C 2% es una convexidad en X si los conjuntos @ y X pertenecen a C, y
ademads C es cerrada por intersecciones, es decir, si C; N C, € C cada vez que C; y C; pertenecen a
C. A los conjuntos que pertenecen a C se los llama conjuntos convexos y, como en el caso del espacio
euclideo, la cdpsula convexa de un subconjunto de X se define como el conjunto convexo minimal
que lo contiene.

Desde la teoria de grafos, se han aplicado estas ideas al caso en que el conjunto X estd formado
por los vértices de un grafo G = (V, E), y se han estudiado distintas convexidades definidas sobre este
conjunto (ver por ejemplo [2, 20, 21, 23, 24, 38, 39, 42,45, 46, 48, 54]).

Una idea simple que permite construir una convexidad discreta en un grafo G = (V,E) es la
siguiente: dados dos vértices u y v en V, se definen los caminos vdlidos entre u y v como aquellos
caminos que tienen sus extremos en u y v, y que ademds verifican cierta propiedad preestablecida
(por ejemplo, estar formados por tres vértices, o ser el camino mds corto entre esos dos vértices).
De este modo se puede definir el intervalo entre u y v, al que notaremos I[u, v], como la unién de
todos los vértices pertenecientes a estos caminos validos con extremos en u y v, y también el conjunto
intervalo de un subconjunto de vértices S C V, al que notaremos /(S ), como la unién de S con todos
los intervalos con ambos extremos en S. Con estas definiciones, y andlogamente a lo que ocurre en
el caso del espacio euclideo, un subconjunto C C V serd convexo si dados u y v en C el intervalo
I[u, v] esta contenido en C, es decir, si el conjunto intervalo verifica /(C) € C. Algunos ejemplos de
este tipo de convexidades son la convexidad geodésica (en la cual los caminos vélidos son los mas
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Capitulo 1. Introduccion

cortos entre dos vértices dados [40, 48, 54]), la convexidad monofonica (donde los caminos validos
son los caminos inducidos [42]), la convexidad P3 (en la cual los caminos vélidos son los que tienen
tres vértices [20, 21, 45]), la convexidad ¥ (si se consideran los caminos inducidos de tres vértices
[2]) y la convexidad de caminos triangulares (donde los caminos solo pueden tener cuerdas entre
vértices a distancia 2 [23, 39]). Para cada una de estas convexidades hay numerosos parametros de
interés asociados, por ejemplo su niimero de convexidad (el cardinal maximo de un conjunto convexo
propio), su nimero hull (el cardinal minimo de un conjunto tal que su cépsula convexa es V), y su
ntimero de intervalo (el cardinal minimo de un conjunto S tal que I(S) es V), entre otros. Muchos
de estos pardmetros son computacionalmente dificiles de calcular para grafos generales G, aunque
algunos se facilitan al considerar clases de grafos particulares como arboles o cografos.

En esta tesis nos dedicamos fundamentalmente al estudio del niimero P3-hull de un grafo G =
(V, E), que es el cardinal minimo de un conjunto S C V tal que su cdpsula convexa, con la convexidad
P53, es V. Un aspecto interesante de esta convexidad es que puede utilizarse para modelar procesos de
propagacion en tiempo discreto de una determinada propiedad por los vértices de un grafo. Podemos
considerar a los vértices (individuos) que poseen dicha propiedad inicialmente, y son capaces de pro-
pagarla, como los vértices de un conjunto S C V, y que pueden trasmitir la propiedad al resto de los
vértices del siguiente modo: un nuevo vértice adquiere la propiedad y puede comenzar a propagarla
si al menos dos de sus vecinos la tienen (y la propagan) previamente. Este proceso se repite hasta
que no queden mds individuos susceptibles de adquirir la propiedad, y esto ocurre cuando, después
de una cierta cantidad de pasos, el conjunto de los vértices activos (que poseen la propiedad y pueden
trasmitirla) es un conjunto $3-convexo. Es decir, cuando se obtiene la capsula P3-convexa del conjun-
to inicial S. Si nos preguntamos acerca de la cantidad minima de individuos que inicialmente deben
estar activos (poseer la propiedad y poder trasmitirla) para que la totalidad de los vértices adquiera
la propiedad al finalizar el proceso, la respuesta es el niimero $s3-hull de G. Una de las principales
aplicaciones de este proceso dindmico en tiempo discreto es modelar la propagacién de opiniones en
una red social o comunidad, que puede ser representada mediante un grafo, y donde la opinién de
cada individuo (vértice) se ve influenciada por la opinidn de sus contactos (vértices vecinos). Este tipo
de modelos puede verse en trabajos tempranos tales como [52, 74] y en otros como [25]. También
podemos encontrar en la literatura, aplicaciones al disefio de redes computacionales [8, 51, 71] as{
como a procesos de expresion génica [00].

A modo de ejemplo, calcularemos el nimero $3-hull del grafo grilla de n X n. Como muestra la
Figura 1.1 podemos representar al grafo grilla G, como una cuadricula, donde cada casillero representa
aun vértice de G y dos vértices son vecinos si y solo si sus correspondientes casilleros son adyacentes.
En la misma figura vemos en negro los casilleros que corresponden a vértices del conjunto S elegido
inicialmente para propagar la propiedad. En la Figura 1.2 podemos ver en distintos colores los vértices
que van adquiriendo la propiedad en cada paso del proceso de propagacion, hasta que finalmente
éste se estabiliza. Para la configuracion inicial de la Figura 1.1 vemos que la propiedad no llega a
propagarse a la totalidad de los vértices de G. Si en cambio se hubiese elegido el conjunto S como los
vértices de alguna diagonal principal de la grilla, el proceso si hubiera alcanzado a todos los vértices
del grafo, y por lo tanto, si G es una grilla de n X n, nimero $3-hull de G es menor o igual a n.
Utilizando el hecho de que el perimetro de la regién formada por los vértices que tienen la propiedad
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Capitulo 1. Introduccién

Figura 1.1: Propagadores iniciales.

Figura 1.2: Proceso de propagacion.

en el paso k decrece con k > 0, se puede probar la desigualdad contraria, y por lo tanto el nimero
P3-hull del grafo grillade n X nesn [13].

Este tipo de modelos dindmicos de k-conversion o propagacion aparece en la literatura bajo dis-
tintos nombres. En algunos trabajos se lo denomina bootstrap percolation, y el conjunto inicial es
seleccionado al azar [5, 22] (utilizado por ejemplo para modelar fenémenos magnéticos), aunque tam-
bién se ha estudiado el caso deterministico con la misma nomenclatura (por ejemplo en [75]). En [1]
se pueden encontrar distintas aplicaciones de este modelo. Otra nomenclatura presente en la literatura
es k-threshold process [41].

Como hemos visto, en un proceso dindmico de propagacion, el nimero $3-hull es el menor car-
dinal de un conjunto con la propiedad de convertir a la totalidad de los vértices del grafo en una cierta
cantidad de pasos. En algunas situaciones se requiere que dicha conversion se realice en un solo pa-
so, para lo cual es necesario que todos los vértices que no pertenecen al conjunto inicial S tengan al
menos dos vecinos en S. Al nimero minimo de elementos de un conjunto con esa propiedad se lo
llama P3-niimero de intervalo del grafo G, también conocido como niimero de 2-dominacion por su
analogia con el concepto usual de dominacién.

Recordemos que un conjunto S C V se dice dominante si todo v € V\S tiene al menos un vecino
en S,y que el niimero de dominacion de un grafo G es la menor cantidad de elementos que tiene un
conjunto dominante. Este concepto fue introducido por Berge [7], y hasta la actualidad continda siendo
estudiado debido a sus numerosas aplicaciones, sobre todo en el area de locacién de instalaciones
como escuelas, hospitales o depdsitos (ver por ejemplo [30, 59]).

Durante las dltimas décadas se han definido e investigado numerosas variantes del nimero de

dominacién de un grafo. En [59] se pueden encontrar alrededor de 75 variaciones de conjunto domi-
nante, y algunas mds se pueden encontrar en [40]. Muchas veces la definicién pide que el conjunto
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Capitulo 1. Introduccion

en cuestion sea una clique o un conjunto independiente. Otras definiciones piden que los vértices de
VAS tengan como minimo una cierta cantidad k de vecinos en S (conjunto k-dominante), o que todo
vértice en V cumpla esta condicién (conjunto k-dominante total o k-tuple dominante [66]), o que todo
vértice en V esté a una distancia menor o igual que k del conjunto S (conjunto distance k-dominante
o en algunos trabajos conjunto k-dominante también [67, 69]).

La nocién de conjunto k-dominante y nimero de k-dominacién que utilizaremos en este trabajo fue
introducida por Fink y Jacobson [50] y continué siendo estudiada por ejemplo en [12, 49, 61]. Dado
un grafo G = (V, E), diremos que un conjunto S C V es k-dominante si todo v € V\S tiene al menos k
vecinos en S, y el niimero de k-dominacion serd el minimo cardinal de un conjunto k-dominante. Este
pardmetro posee una aplicacion directa para la localizacién de instalaciones con tolerancia a (k — 1)-
fallas. Por ejemplo, en el disefio de una red de computadoras puede ser requerido elegir algunos nodos
como servidores, de modo tal de que el resto de los nodos estén conectados como minimo a k de estos
servidores, y asi, en caso de que k — 1 de los servidores fallen, la red podra seguir en funcionamiento.
Como en general se quiere minimizar el costo, serd necesario minimizar la cantidad de servidores y
para calcular ese nimero minimo de servidores deberemos hallar el nimero de k-dominacién. En esta
tesis nos enfocaremos en el caso particular k = 2.

En las siguientes secciones de este capitulo realizaremos una breve introduccién a los tépicos re-
lacionados con el presente trabajo: formalizaremos definiciones y propiedades concernientes a la con-
vexidad P53 (Seccién 1.2), enumeraremos los conceptos mas importantes sobre complejidad compu-
tacional (Seccién 1.3), sobre optimizacién combinatoria (Seccién 1.4), y por dtimo brindaremos las
definiciones basicas de la teoria de grafos y de la combinatoria poliedral (Seccién 1.5).

1.2. Convexidad P;

En esta seccion brindaremos las nociones basicas de convexidad definida de manera axiomadtica
para luego pasar al caso que nos concierne que es el de la convexidad 3. Comenzaremos con la
definicién de convexidad. Esta se define de manera que se verifiquen las propiedades més elementales
de los conjuntos convexos en R”. La siguiente definicion, si bien estd planteada para el caso del
conjunto de vértices de un grafo dado, puede utilizarse de forma andloga para un conjunto finito
cualquiera.

Definicion 1.2.1. Dado G = (V, E), diremos que la coleccion C C 2V de subconjuntos de V es una
convexidad en G si verifica

s 0eC y Ve C,
w 5i Cy y C) pertenecen a C entonces C N Cy también pertenece a C.

Definicion 1.2.2. Dado un grafo G = (V, E) y C una convexidad en G, diremos que un subconjunto
S C Ves C-convexo si S € C, y que es C-co-convexo si su complemento, S, es C-convexo. Si S C 'V,
se define hullg(S), la cdpsula C-convexa de S como el conjunto C-convexo minimal que lo contiene.
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Capitulo 1. Introduccién

En la siguiente definicion se intenta dar una versidon andloga al segmento entre dos puntos del
espacio euclideo para el caso de dos vértices de un grafo conexo G, utilizando caminos entre ellos.

Definicion 1.2.3. Dado P el conjunto de caminos en el grafo G y P’ C P, definimos el P’ -intervalo
entre u'y v como Ip[u,v] := {w € V(p) : pesuncaminoentreuy v,y p € P}, donde V(p) denota
al conjunto de vértices del grafo p. Si S es un subconjunto de V definimos el conjunto #’-intervalo de
S como el conjunto Ip/(S) :=S U U Ip[u,v].

u,vesS

Con esta idea de intervalo entre dos vértices del grafo, se puede definir un conjunto convexo de
manera andloga al caso del espacio euclideo, como mostramos a continuacion.

Definicion 1.2.4. Diremos que un conjunto S C V es convexo respecto de ' o £’-convexo (y omiti-
remos P’ cuando este claro por el contexto) si, para u, v € S, u # v, se verifica que el intervalo entre
uy v estd contenido en S. Dicho de otro modo, si el conjunto intervalo de S, Ip/(S), estd contenido en

S.

Es fécil ver que la coleccion de subconjuntos de V asi definida es una convexidad en G, es decir,
verifica la Definicién 1.2.1. Aunque cada convexidad tiene numerosos pardmetros asociados, definire-
mos solamente el niimero P3-hull y el de 2-dominacidn, que constituyen el objeto de estudio en esta
tesis.

Definicion 1.2.5. Si S € Vy P’ C P, definimos

= el P’-nimero de intervalo de G (o simplemente P’ -number) como el minimo cardinal de un
conjunto S C 'V tal que Ip/(S) =V,

= ¢l nimero P’-hull de G como el minimo cardinal de un subconjunto S tal que su cdpsula
convexa hull(S) es V.

En el presente trabajo nos concentraremos en la convexidad 3, en la cual el conjunto ’ es el
conjunto de los caminos 3, es decir caminos formados por tres vértices. En este caso un conjunto S
es convexo si no existe ninguin vértice fuera de S que tenga al menos dos vecinos en S, ya que si esto
sucede, existen u, ven S y w € V\S, tales que el camino de tres vértices uwv no esta contenido en §,
y por lo tanto el conjunto intervalo /(S ) no estd contenido en .

Definicion 1.2.6. Un conjunto S C V es P3-convexo si No(S) =S U{ieV : INGO)NS|>2}CS.

Para este caso particular de los caminos con tres vértices, hemos preferido la notaciéon N,(S) en
lugar de I(S), por analogia con la notacién de vecindad N(S ), ya que en ese conjunto estdn los vértices
con al menos dos vecinos en S.
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Capitulo 1. Introduccion

4 4

Figura 1.3: Convexidad P;.

Figura 1.4: Conjunto de 2-conversion y conjunto 2-dominante.

En el grafo de la Figura 1.3 podemos ver que el conjunto C; = {1,2,3} es P3-convexo ya que
IN(G)NCy| = 1 parai = 4,5, 6, mientras que C, = {2, 3,4,5, 6} no es P3-convexo ya que |[N(1)NCy| = 4.

La siguiente observacion nos permite hallar la capsula $3-convexa de un subconjunto S C V.

Observacion 1.2.1. Si definimos Ng(S) =S yNy(©S) = Nz(Ng_l(S )) parar > 1, entonces la cdpsula
convexa de S respecto a P3 es Ni(S), donde r € N es tal que N3(S) = Ng”(S ).

Demostracion. El conjunto N,(S) contiene a 'y es $3-convexo pues No(N,(S)) = N;” (§) = N3(S).
Ademads es minimal con esta propiedad ya que si § € C con C C V P3-convexo, entonces N3(S) C
N3(C) = C. O

Definicion 1.2.7. Dado G = (V,E), S C V y los conjuntos Ng(S) para j > 0 definidos como en
la observacion anterior, decimos que S es un conjunto 2-dominante (respectivamente, un conjunto
de 2-conversion) en G si No(S) = V (respectivamente, si NE(S ) = V para algiin r > 0, es decir, si
hull(S) = V).

En el grafo de la Figura 1.4 podemos ver que el conjunto S = {2,6,7} es un conjunto de 2-
conversion, ya que N»(S) = {2,6,7,3,5}, N3(S) = {2,6,7,3,5,4}, y N3(S) = V. También podemos
ver que el conjunto S| = {1,2, 6,7} es 2-dominante, ya que N,(S1) = V.
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Capitulo 1. Introduccién

La siguiente definicién corresponde a la Definicién 1.2.5 para el caso particular de la convexidad
Ps.

Definicion 1.2.8. Dado G = (V, E),

= ¢/ nimero de 2-dominacién de G es el cardinal minimo de un conjunto 2-dominante. A este
pardmetro lo notaremos y,(G).

= Elndmero P3-hull de G es el cardinal minimo de un conjunto de 2-conversion. A este pardmetro
lo notaremos hullp,(G) (o simplemente hull(G) cuando esté claro por el contexto).

Observacion 1.2.2. A cada conjunto S C V podemos asociarle el pardmetro §(S) := min{r > 0 :
N3(S) = N;H (8)}. Es decir, 6(S) es la cantidad de iteraciones necesarias, o tiempo, para alcanzar la

cdpsula convexa de S. Notemos que 6(S) < IS|.

Observacion 1.2.3. Un conjunto 2-dominante es un conjunto de 2-conversion con 5(S) < 1, y enton-
ces hull(G) < y2(G). Por otro lado, si S C V es un conjunto de 2-conversion entonces Ng(s)_l(S ) es
un conjunto 2-dominante.

En la siguiente proposicion mostramos una cota superior uniforme para el pardmetro ¢ de los
conjuntos de 2-conversién en un grafo G.

Proposicion 1.2.1. Si V = {1,...,n} U V] es el conjunto de vértices de G donde Vi = {n+ 1, ...,n+k}
es el conjunto de vértices de grado 1 de G, |V| > 2 ym := n+ k — max{2, k}, entonces 0 < 6(S) < m
para todo S C 'V conjunto de 2-conversion de G.

Demostracion. Si S es un conjunto de 2-conversion de G, entonces V; C S, ya que de otro modo
existe ] < j<ktalquen+ j¢ N’Z‘(S) para ningin k > 0. Entonces |S| > k. Por otro lado |S| > 2 ya
que de otro modo N»(S) =S # V. Luego

5(S) < |S| < |V| - max{2,k} = m.

Las siguientes propiedades referentes al pardmetro (S ) y a la cdpsula convexa hull(S) nos seran
de utilidad a lo largo de la tesis.

Proposicion 1.2.2. Sea G = (V, E) un grafo simple y conexoy S C V. Entonces,
a) 6(S)=0siysolosiS esun conjunto P3-convexo.
b) Si S| C S entonces hull(S ;) C hull(S).
¢) SiS| CS estal que hull(S 1) = hull(S), entonces 6(S1) = 6(S).

d) hull(N(S)) = hull(S) para todo t € No.
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e) 6(N§(S)) =0(S) —t para todo 0 < t < §(S).

Demostracién.  a) Se deduce del hecho de que 6(S) = 0siy solosi S = NI(S) = Ny (S) = Na(S).
b) Si S| C S entonces hull(S 1) = NS V(S 1) € NS V(S) C hull(S).

¢) Si S| C S entonces hull(S 1) = N3©V(S1) € N3°V(S), luego hull(S) € N;®(S) y entonces
8(S) < (S ).

d) Tenemos que S C NE(S ) para todo ¢ > 0, luego hull(S) € hull(Né(S )) para todo ¢ € Ny. Por
otro lado, hull(S) es P3-convexo y contiene a NE(S ) para todo ¢ > 0, por lo tanto hull(Né(S ) C

hull(S).
e) Como N3O (N(S)) = NJ®)(S) = hull(S) = hull(N4(S)) para todo 0 < 7 < §(S), entonces
S(NL(S)) < 6(S) - . Por otro lado N3 >*7(s) = NS (Nt () = hullVi($) = hull(S),

entonces 6(S) < 6(N5(S)) + ¢, lo cual demuestra la igualdad enunciada.

En este punto, podemos ver mds claramente el modo en que la convexidad P53 puede utilizarse
para modelar la propagacién de una propiedad por los vértices de un grafo. A modo de ejemplo,
supongamos que se modela la propagacion de un rumor sobre una red social representada mediante
un grafo cuyos vértices representan a los individuos y cuyas aristas indican si son contactos directos
en dicha red. Supongamos que el rumor comienza a ser divulgado por un grupo S de individuos de la
red, y que éste comienza a propagarse del siguiente modo: un individuo comienza a propagar el rumor
cuando al menos dos de sus contactos directos lo estaban propagando. Si observamos este fenémeno
en tiempo discreto, entonces claramente los individuos que estdn propagando el rumor en un instante
t son los que pertenecen a N}(S), y el rumor deja de propagarse cuando después de algunos pasos, se
obtiene la cdpsula P3-convexa de S. El cdlculo del nimero $3-hull responde entonces a la pregunta
de cudntos propagadores iniciales se necesitan, como minimo, para que el rumor llegue a la totalidad
de la red.

1.3. Complejidad computacional

La teoria de la complejidad computacional clasifica los problemas segin su dificultad para ser
resueltos por medio de algoritmos en modelos de computo clésicos [53]. Una medida de esta dificultad
es la cantidad de operaciones que realiza un algoritmo (maquina de Turing deterministica) que lo
resuelve. Se considera que un problema es tratable cuando puede ser resuelto en tiempo (a lo sumo)
polinomial en el tamafio de la instancia. Un problema de decision (cuya respuesta puede ser solamente
si 0 no) de este tipo se dice que pertenece a la clase P.
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También hay problemas de decisién que si bien no pertenecen a la clase P, tienen lo que se llama
verificacion polinomial, esto es, se puede chequear en tiempo polinomial si la respuesta es si para una
solucién dada. Estos problemas pueden ser resueltos en tiempo polinomial por una maquina de Turing
no deterministica y se dice que estos problemas pertenecen a la clase NP.

Si bien esté claro que P C NP, hasta el dia de la fecha no se ha podido demostrar que la inclusion
sea estricta, ni tampoco que ambas clases coincidan, siendo éste uno de los problemas abiertos mas
relevantes de la computacion.

En 1971, Cook sent6 las bases de la teoria de la NP-completitud [32], demostrando que un pro-
blema particular (el problema de satisfacibilidad o simplemente SAT) es el més dificil de todos los
problemas en NP, en el sentido de que, si éste pudiera ser resuelto en tiempo polinomial, entonces lo
mismo ocurriria para todos los problemas NP. También mostré que hay mds problemas con la misma
propiedad. Todos estos problemas, de algin modo equivalentes en su dificultad, pertenecen a la clase
de los problemas llamados NP-completos.

Desde esa fecha hasta la actualidad, la lista de problemas NP-completos ha ido creciendo ininte-
rrumpidamente. De més estd decir que para ninguno de ellos se ha encontrado una resolucién polino-
mial, ya que en ese caso quedaria probado que P=NP. Es por esto que el hecho de que un problema
pertenezca a esta clase, hace que debamos ser pesimistas en cuanto a la posibilidad de encontrar en el
corto plazo un algoritmo efectivo que lo resuelva.

Con respecto al célculo del nimero $3-hull, se ha establecido que su versién de decision es NP-
completo. Esto fue demostrado en forma independiente en [20] y en [25], respondiendo a la pregunta
abierta planteada en [4 1], donde este resultado fue probado para el caso de un k-threshold process con
k > 3. Sin embargo, para familias particulares de grafos, como 4rboles, ciertas grillas, y cografos, el
problema resulta polinomial [20, 25].

La complejidad computacional del cdlculo del nimero de k-dominacién también ha sido estudiada
y se ha demostrado que es un problema NP-completo en su version de decision para grafos generales
[61], lo mismo que para grafos bipartitos, cordales e incluso grafos split [6, 67]. Por otro lado, se ha
demostrado que este problema es polinomial para arboles, cactus, y grafos block [61, 67]. El caso
particular £ = 2 ha sido estudiado por ejemplo en [14, 21], demostrando que también es NP-completo
en su version de decision para grafos generales.
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1.4. Optimizacion combinatoria y programacion lineal en-
tera

Como veremos en el proximo capitulo, los niimeros $3-hull y de 2-dominacién de un grafo pueden
ser calculados minimizando una funcién lineal con variables enteras (mds precisamente, binarias),
restringida a un poliedro (interseccion de semiespacios lineales). Es decir, ambos problemas pueden
formularse como problemas de optimizacién lineal restringida a un conjunto discreto. A este tipo de
problemas se los denomina problemas de programacion lineal entera (PLE), o mixta si la restriccion
de integralidad no se aplica a todas las variables ([72]). Formalmente, un problema de PLE consiste
en

min z = f(xq,...,X,) (1.1)
con f : R" — R lineal, sujeta a
Ax<b
(1.2)
xeZi,

donde A € R™" y b € R™!. Cuando no aparecen las condiciones de integralidad y en cambio x € R”
se dice que es un problema de programacion lineal (PL) ([29]).

Resolver en forma efectiva problemas de optimizacién discreta es sumamente relevante, ya que
estos problemas poseen numerosas aplicaciones, fundamentalmente en dreas de logistica (disefio y
asignacién de rutas, distribucidén de mercaderia, diseiio de produccidn), planificacion (disefio de tor-
neos, asignacién de aulas), disefio de redes de telecomunicacidn, asignacion de recursos, disefio de
portafolios de inversion, solo por nombrar algunos ejemplos [72].

Quizés el mas representativo de los problemas de optimizacién combinatoria sea el travelling
salesman problem (TSP) [68], en el cual el objetivo es determinar un recorrido de costo minimo
por una cierta cantidad de ciudades, visitando cada una de ellas exactamente una vez, y finalizando
en la misma ciudad en la que comenzoé el tour. Pese a su formulacion sencilla, este problema es
extremadamente dificil de resolver en forma exacta cuando la cantidad de ciudades es grande, lo
mismo que sucede en numerosos problemas de optimizacién combinatoria. De hecho, tanto el TSP
como la programacidn lineal entera en el caso general, en sus versiones de decision, son NP-completos

[63].

El trabajo fundacional sobre el TSP fue escrito por Dantzig, Fulkerson y Johnson en el afio 1954
[34]. En este trabajo, ademas de resolver una instancia de este problema con 49 ciudades, se estable-
cieron los fundamentos tedricos para el desarrollo de las técnicas que, hasta la actualidad, han resul-
tado exitosas para resolver problemas de programacion lineal entera en forma exacta: la combinatoria
poliedral y los algoritmos de planos de corte [72].
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Un algoritmo de planos de corte consiste basicamente en realizar los pasos que describimos a
continuacion.

1. Desechar las restriciones de integralidad de las variables, obteniendo de este modo un problema
de programacion lineal al que llamaremos relajacion lineal del problema original.

2. Resolver la relajacion lineal. Si el 6ptimo x* tiene todas sus coordenadas enteras entonces es el
6ptimo del problema original. Si no, continuar al paso siguiente. Observemos que z* = f(x*) es
una cota inferior para el minimo buscado.

3. Buscar una desigualdad lineal que sea valida para todas las soluciones enteras de las restriccio-
nes originales, pero que sea violada por x*. Si puede encontrarse, esta desigualdad se agrega a
la formulacién y se repite el procedimiento.

Estos algoritmos se basan fuertemente en el hecho de que la programacion lineal (PL) se puede
resolver eficientemente en el caso general, ya sea mediante el método simplex [35], que en la préctica
resulta efectivo aunque no tiene garantia teérica de ejecucion en tiempo polinomial, o utilizando algin
algoritmo que si sea polinomial como el método del elipsoide [65] o los métodos de punto interior

({62D.

Al paso 3 se lo denomina problema de separacion y al hiperplano definido por la desigualdad
vélida buscada se lo denomina plano de corte. Las estrategias para hallar estos cortes pueden dividirse
en dos grandes grupos: buscar desigualdades propias del problema, o buscar desigualdades generadas
por algoritmos generales, como es el caso de los cortes de Gomory [55].

El uso de cortes propios del problema produce, en general, mejores resultados y mds aun si estos
cortes se ajustan a la regién factible, es decir, a las soluciones de (1.2). Una posible estrategia para
hallar estos cortes es estudiar el poliedro

P =conv{x € Z} : Ax < b} (1.3)

(donde conv indica cdpsula convexa usual), ya que nuestro problema original resulta equivalente a
minimizar z = f(x,....n) sujeta a que x = (x1,...,x,) € P. El estudio del poliedro P es lo que
habitualmente se denomina estudio poliedral del problema original. En la Figura 1.5 podemos ver
un diagrama de las soluciones factibles de (1.2), el poliedro asociado (1.3) y la regidn factible de la
relajacidn lineal.

En el mejor de los casos, un estudio poliedral nos permitird hallar una descripcién completa del
poliedro P mediante desigualdades lineales, cuyo problema de separacién asociado sea polinomial.
Cuando esto sea posible podremos hallar el 6ptimo buscado simplemente aplicando algin algoritmo
para el problema de programacién lineal. Esta situacién solo podria darse, eventualmente, en los casos
en que el problema considerado pueda ser resuelto mediante un algoritmo polinomial [57].

Ademas de lo expuesto en el parrafo anterior, encontrar la descripcién completa de un poliedro
asociado a un problema de PLE polinomial posee interés tedrico, ya que aporta evidencia a favor de
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Figura 1.5: Geometria de un PLE.

la conjetura generalizada de que si un problema de PLE es polinomial, entonces es posible hallar la
descripcion completa del poliedro asociado a alguna formulacién del problema. El resultado teérico
que sustenta esta conjetura es que, como probaron Grotschel, Lovasz y Schrijver en el afio 1981 en
[57], hay una equivalencia en cuanto a su posibilidad de ser resuelto en tiempo polinomial, entre
los problemas de optimizacion y separacién sobre un poliedro. En este caso, para los problemas que
sabemos que admiten una formulacién que puede ser resuelta en tiempo polinomial, el resultado nos
garantiza que el problema de separacién correspondiente es polinomial, aunque en principio esto no
garantiza una descripcién completa polinomial. Sin embargo, en la prictica esto si sucede, y de ahi
surge esa conjetura. Podemos citar algunos trabajos donde se muestran descripciones completas de
ciertos politopos asociados a distintos problemas de optimizacién combinatoria resolubles en tiempo
polinomial, como por ejemplo [3, 9, 28, 37, 43].

Si en cambio el problema no es polinomial, deberemos conformarnos con hallar familias de de-
sigualdades vélidas. Por lo expuesto anteriormente, es esperable que cuanto mds se ajusten las de-
sigualdades buscadas al poliedro P, mas rdpidamente nos acercaremos al dptimo buscado, por lo tanto
resulta ideal hallar desigualdades que definan facetas (caras propias maximales) del poliedro P. Es
por esto que la biisqueda de familias de facetas de P constituye uno de los principales objetivos de un
estudio poliedral.

Las técnicas poliedrales han sido aplicadas con €xito no solo al TSP y sus variantes ([4, 58]), sino

también a numerosos problemas NP-completos relevantes, como por ejemplo coloreo de grafos ([16,

, 31, 36, 70]), el linear ordering problem ([56]), el problema de conjunto independiente mdximo
([28, 73, 76]) por citar s6lo algunos ejemplos.

Con respecto al problema de dominacion en grafos, asi como a sus variantes, si bien han sido

ampliamente estudiados, hay pocos trabajos con un enfoque poliedral. Podemos mencionar algunos
como [3, 9, 15, 47], aunque ninguno se ocupa de los pardmetros de nuestro interés.
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Lo que nos proponemos en esta tesis, ya que hasta donde llega nuestro conocimiento no se ha
hecho hasta la actualidad, es realizar un estudio poliedral para el calculo del nimero $3-hull asi como
para el nimero de 2-dominacién de un grafo G.

1.5. Definiciones basicas

En esta seccién presentamos las notaciones y definiciones basicas que utilizaremos repetidamente
a lo largo de la tesis. Dado un conjunto X, notaremos 2% al conjunto de partes de X, |X| al cardinal de
Xy X al complemento de X.

Teoria de grafos

Un grafo G consiste en un conjunto de vértices V(G) y un conjunto E(G) (o simplemente V
y E cuando esté claro el contexto), formado por ciertos pares no ordenados de vértices a los que
llamaremos aristas de G. En este caso la notacién utilizada serd G = (V, E). A cada arista e € E la
notaremos uv (6 vu) cuando e = {u,v}. Consideraremos tnicamente grafos simples, es decir grafos
donde uu ¢ E para todo u € V. Diremos que u € V es vecino de v € V (o equivalentemente que u y v
son adyacentes), cuando uv € E. Definimos la vecindad (abierta) de v € V como el conjunto formado
por los vecinos de v, al que notaremos N(v), mientras que la vecindad cerrada serd notada N[v], y estd
definida como {v} U N(v). El grado de un vértice v, al que notaremos deg(v) es la cantidad de vecinos
de v, es decir [N(v)|.

Un camino es un grafo simple cuyos vértices pueden ser ordenados de modo tal que dos vértices
son adyacentes si y solo si son consecutivos. Al camino de n vértices lo notaremos %, es decir V(P,,) =
eV} y E®Py) = {vivier © 1 <i <n—1}. Diremos que P, tiene longitud n — 1. Notaremos C,, al
grafo ciclo de n vértices, es decir al grafo cuyos vértices admiten un orden tal que V(C,) = {vi,...,vn}
vy ECy) ={vivis1 : 1 <i<n—-1}U{vv},y K, al grafo completo de n vértices, es decir, al grafo
que verifica que para todo par de vértices v # u se tiene que uv € E. Un drbol es un grafo conexo que
no contiene ningun ciclo.

Diremos que un grafo H es un subgrafo del grafo G (o simplemente que H estd contenido en G,
y notaremos H C G), si V(H) € V(G) y E(H) € V(G). Dado un grafo G = (V, E) y un subconjunto
S C V, llamamos sub-grafo inducido por S al grafo Ggs tal que V(Gs) = S y E(Gs) = {uv € E
u, v € S}. Llamamos matriz de adyacencia de G ala matriz A = (a;;)1<;, j<|v| tal que a;; = 1 siy solo
sii € N(j),y a;j = 0 en caso contrario.

Un camino de longitud k en un grafo G = (V, E) es un camino contenido en G, con k aristas de
la forma {vgvi,..., vk—1v¢} al que notaremos simplemente vgv; ... vt. En ese caso, también diremos
que es un camino entre vo y vi. Un grafo G se dice conexo si todo par de vértices distintos pertenece
a un camino en G. En este trabajo sélo consideraremos grafos conexos. Para mas detalles sobre las
definiciones brindadas y propiedades de grafos se puede consultar [78].
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Teoria poliedral

Un conjunto {v; : 0 <i < r} ¢ R™ es afinmente independiente si el conjunto {v; —v; : 1 <i <
r, i # ip} es linealmente independiente o equivalentemente, si

r r
Z/liv,-=0 con A; €R, Z/l,-=0 =4,=0 for 0<i<r
i=0 i=0

Un conjunto 7 € R™ es un subespacio afin o una variedad lineal afin si existe un subespacio
vectorial S € R™ y un vector v tales que 7 = S + {v}. La dimension afin de T se define como
dimg¢(T) := dim(S), por lo tanto, es la cantidad médxima de vectores afinmente independientes en T’
menos 1.

Un poliedro P C R™ es la interseccién finita de semiespacios cerrados, es decir, es un subconjunto
de la forma
P={xeR":Ax < b}, (1.4)

donde A € R™™ y b € R™! Si P es acotado lo llamaremos politopo. Equivalentemente [79], un
politopo P € R™ es la cdpsula convexa (conjunto formado por todas las combinaciones convexas) de
un numero finito de vectores vy, ..., vy € R™, es decir

k k
P:{lefli"i : le/ll=1, /l;ZOparai=1,...,k}.
= =

La dimension de un poliedro P, dim(P), es la minima dimensiéon de un subespacio afin que lo
contiene. Dicho de otro modo, es la mdxima cantidad de puntos afinmente independientes en P menos
1. Diremos que P C R™ tiene dimension completa si dim(P) = m.

Dado un poliedro P en R"™, diremos que

m
X = Z mTix; < o
i=1

es una desigualdad vdlida para P si P C {x € R™ : nx < mp}, es decir, si todo punto de P la verifica.
Una cara de P es un poliedro de la forma F := PN {x € R : 7x = mp} C P, donde nx < my es una
desigualdad valida para Py F' # (. Llamamos faceta de P a una cara propia maximal de P y decimos
que una desigualdad vélida mx < 7 define faceta si

dim(P N {x € R™ : nx = mp}) = dim(P) — 1.

Las caras de dimensién 0 se denominan vértices o puntos extremos de P. Si P estd dado como solucién
de un sistema de desigualdades lineales (1.4) entonces xg € P es un punto extremo de P si y solo si
existe una submatriz inversible Ay € R tal que xo es la dnica solucién del sistema Agx = b.
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Equivalentemente, un punto extremo no puede ser combinacién convexa de dos puntos distintos de
Xp en P, y por lo tanto, todo punto extremo de P que pertenece a una cara F de P es también un
punto extremo del poliedro F. Diremos que un poliedro P C R es un poliedro entero si todos sus
vértices tienen todas sus coordenadas enteras. En [79] pueden encontrarse las demostraciones de las
propiedades mencionadas, asi como numerosas definiciones y propiedades de geometria poliedral.

1.6. Organizacion de la tesis

La tesis estd organizada como describimos a continuacién. En el Capitulo 2 iniciamos el estudio
poliedral. Dado que éste es el primer estudio de este tipo que se realiza para el célculo del nimero
#P3-hull, comenzamos brindando una formulacion del problema. En primer lugar, en la Seccién 2.1,
planteamos un modelo de optimizacidn lineal con variables binarias cuyo resultado es el nimero $3-
hull de un grafo dado. Un modelo andlogo puede aplicarse para calcular el nimero de 2-dominacién
de un grafo. En esta misma seccién analizamos exhaustivamente las restricciones propuestas para
demostrar que el modelo es correcto, y establecemos la terminologia bédsica que utilizaremos a lo
largo de todo el trabajo.

Enla Seccién 2.2 definimos los poliedros asociados a cada uno de los modelos, y demostramos sus
propiedades basicas: ambos tienen dimension completa y ademads el poliedro asociado al nimero de 2-
dominacidn, asi como sus facetas, resultan ser la proyeccién del poliedro asociado al nimero $3-hull
sobre sus dltimas coordenadas (Teorema 2.2.2). Este resultado justifica de algtin modo nuestro interés
en el poliedro de 2-dominacién. Ademds de ser un pardmetro ampliamente estudiado con anterioridad
al ndmero P3-hull, el estudio de su poliedro asociado nos proveerd parte de la estructura del poliedro
asociado al nimero hull.

En la Seccién 2.3 mostramos los resultados preliminares de algunos experimentos computacio-
nales. Utilizamos el software PORTA (Polyhedron Representation Transformation Algorithm) [27],
para encontrar la descripcién completa y minimal (es decir, la totalidad de las facetas) del poliedro
P3-hull para grafos con muy pocos vértices y con estructuras muy sencillas. Adn asi podemos ver
que los poliedros resultantes poseen una gran cantidad de facetas y vértices. En las Secciones 2.4, 2.5
realizamos un andlisis de las desigualdades del modelo para establecer condiciones bajo las cuales
éstas definan facetas de los respectivos poliedros. Algo interesante acerca de estos resultados es que
logramos establecer condiciones necesarias y suficientes para que esto ocurra, lo cual nos garantiza
que éstas condiciones no pueden ser relajadas para lograr facetitud (Teoremas 2.4.2 y 2.5.1). La gran
mayoria de los resultados obtenidos en este capitulo se encuentra en [10].

El Capitulo 3 estd dedicado exclusivamente al estudio de familias de desigualdades validas que no
aparecen como restricciones en el modelo original. En la Seccién 3.1 introducimos una primera fami-
lia que surge de manera natural al interpretar el proceso de propagacién de los vértices inicialmente
activos para ir activando a sus vecinos. También en este caso establecemos y demostramos condicio-
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nes necesarias y suficientes para que las desigualdades mencionadas definan facetas de los poliedros
correspondientes (Teorema 3.1.1). En las secciones subsiguientes, las desigualdades que estudiamos
poseen una interpretacion natural en términos de la convexidad $3, y pudimos establecer condiciones
necesarias y suficientes para que definan facetas de los correspondientes poliedros (Teorema 3.2.1). Al
generalizar estas desigualdades de manera natural, obtuvimos resultados un poco mas débiles para el
caso del poliedro P3-hull, en el sentido que pudimos establecer condiciones suficientes pero también
probar que estas podrian relajarse un poco (Teoremas 3.2.4 y 3.2.5) para que estas desigualdades de-
finan facetas del poliedro hull. En el caso del poliedro de 2-dominacién en cambio, pudimos obtener
condiciones necesarias y suficientes para que estas desigualdades definan facetas de su poliedro aso-
ciado (Teorema 3.2.3). En la Seccién 3.3, generalizamos nuevamente las desigualdades de la seccion
anterior, obteniendo de este modo una familia de desigualdades védlidas que no solo poseen interés
para el estudio de los problemas particulares tratados en este trabajo, sino que hemos observado que
su estructura puede replicarse en distintos problemas de optimizacién combinatoria.

En el Capitulo 4 nos abocamos a mostrar descripciones completas de los poliedros P3-hull y
de 2-dominacién para familias particulares de grafos. Estos resultados poseen interés desde el punto
de vista tedrico, ya que brindan la contraparte poliedral de resultados (algunos evidentes) sobre el
célculo efectivo de los pardmetros correspondientes, como ser el caso de grafos camino (Seccion 4.1),
ciclos (Seccion 4.2) y grafos completos (Seccion 4.3) (Teoremas 4.1.1, 4.2.1, 4.2.2 y 4.3.1). Para el
caso de grafos drbol (Seccidn 4.4) presentamos la descripcion completa del poliedro del 2-dominacién
(Teorema 4.4.1), que por resultados anteriores nos brinda parte de la descripcidén completa del poliedro
#P3-hull. Los resultados de los Capitulos 3 y 4 se encuentran mayoritariamente en [11].

Para finalizar, en el Capitulo 5 mencionamos algunas conclusiones del trabajo asi como posibles
lineas de trabajo futuro.
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Capitulo 2

Modelos de programacion lineal entera y
sus propiedades

En este capitulo comenzamos un estudio poliedral asociado al cdlculo de los nimeros P3-hull y
de 2-dominacién de un grafo. En primer lugar, es necesario formular los problemas en el lenguaje
de la programacion lineal entera, para luego definir los poliedros que estudiaremos. La relaciéon que
existe entre los conceptos de 2-dominacién y 2-conversion tiene su contraparte poliedral, exhibida
en el Teorema 2.2.2. En este teorema demostramos que el politopo de de 2-dominacién es una pro-
yeccion del de P3-hull, asi como cada una de sus facetas lo es. Este hecho nos permitird enfocarnos
simultdaneamente en el estudio de ambos poliedros.

En la Secién 2.3 mostramos los resultados de algunos experimentos computacionales utilizando el
software PORTA. Estos resultados permiten observar la enorme cantidad de facetas y puntos extremos
de los poliedros que estudiamos, atin para casos de grafos de naturaleza muy sencilla. Las Secciones
2.4y 2.5 se dedican a analizar la facetitud de las restricciones de los modelos propuestos.

2.1. Modelos de programacion lineal entera

En esta seccidn, discutiremos formulaciones de los problemas del cilculo de los nimeros $s-
hull y de 2-dominacién de un grafo, como problemas de programacién lineal entera. Mostraremos las
restricciones de los modelos y, por tltimo, el Teorema 2.1.1 demostrard que ambas formulaciones son
correctas.

SeaV ={1,...,n} U V] el conjunto de vértices de G, donde V| = {n + 1,...,n + k} es el conjunto
de vértices de grado 1. Para cada i € V\V|, sea C; := [N(i) N V|, es decir, la cantidad de vecinos del
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Capitulo 2. Modelos de PLE y sus propiedades

vértice i que tienen grado 1 para 1l <i < n.

Recordemos brevemente el proceso de propagacion (o 2-conversion) en tiempo discreto de una
propiedad a través de los vértices de un grafo que queremos modelar. Diremos que un vértice i estd
activo en t si verifica la propiedad en tiempo ¢, y por lo tanto tiene la capacidad de trasmitirla. Un
vértice estard activo ya sea porque inicialmente tenia la propiedad (y no la perdid) o porque la adquirié
en algin momento a través de dos de sus vecinos. Los vértices activos pueden influir a sus vecinos
de modo que si un vértice i tiene al menos dos vecinos en ¢ entonces i puede activarse en ¢ + 1. En
nuestro caso, es necesario que finalmente todos los vértices de G terminen activos, por lo tanto es
necesario que todos los vértices de grado 1 comiencen activos en tiempo inicial ¢+ = 0, y que nunca
dejen de estarlo. Asociaremos entonces, una variable binaria para cada vértice i en V\V|, que ademas
dependera del tiempo ¢ y que indicard si en tiempo 7 el vértice i estd activo. Como la cantidad de pasos
necesaria para que un conjunto S de vértices inicialmente activos, que contiene a Vi, se estabilice
en su capsula convexa es a lo sumo m := n + kK — max{2, k} (ver Observacion 1.2.1), consideraremos
0<t<m.

En resumen, definiremos un vector de estado en tiempo t € {0, ..., m} como un vector de coorde-
nadas binarias x; = (x;)1<i<n € {0, 1}" tal que x; = 1 si y solo si el vértice i se encuentra activo en
tiempo ¢.

Las siguientes desigualdades aseguran que sélo puedan estar activos en tiempo ¢ los vértices que
ya lo estaban en el tiempo ¢ — 1, o aquellos con al menos dos vecinos activos en el tiempo ¢ — 1,
incluyendo como vértices activos en todo momento a los vértices de grado 1.

2x,~(t+1) < 2xi + Z Xjr + Cipara 1<i<n, 0<t<m-1. (2.1)
JENMO\V)

Ademéds, para que el proceso de propagacién termine con todos los vértices de V activos, debemos
agregar las restricciones
Xim=1 para i=1,...,n. (2.2)

En lo que sigue, mostraremos que estas restricciones son suficientes para calcular el nimero $3-hull
de un grafo con una funcién objetivo adecuada. Para esto necesitamos la siguiente definicidn.

Definicion 2.1.1. Sea x = (x;)o<i<m € {0, 1)) yn vector binario tal que x; = (Xit)1<i<n. Definimos
el soporte de x en el tiempo ¢ como el subconjunto de vértices

St:={ieV:ix;=1}UV] para 0<t<m.

Dicho de otro modo, el soporte es el conjunto de vértices activos en el tiempo . El siguiente lema
tiene una demostracidon inmediata y muestra que las desigualdades (2.1) modelan la propagacién segin
la regla que estamos considerando. Es decir, los vértices activos en ¢ ya lo estaban en 7 — 1 o0 al menos
dos de sus vecinos lo estaban en ¢ — 1.
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Lema 2.1.1. Sea G = (V, E) un grafo simple conexo con V\V| = {1,...,n}. Sea x = (x)o<t<m uUn
vector binario tal que x; € {0, 1} para 0 < t < m. Entonces x verifica las desigualdades (2.1) si y solo
Si

S} CNxS;_,) paratodo 1<t<m. (2.3)

Demostracion. Sea x = (x;)o<i<m un vector binario solucion de (2.1), si S € Na(S;_ ) para algin
1 <t < m, entonces existe algiin [ € S; (es decir, x; = 1 0/ € V) tal que I ¢ N»(S,_,) (es decir,
Xie-1) = 0y IN(D) NS, | < 1), pero entonces x no verifica

2x; < Z Xi(t—1) + Z)C[(;_l) +
ieN(DH\V,

yaque [IN()N S| < 1 implica que X ieny\v, Xi¢—1) + C1 < 1. Con el mismo argumento se demuestra
la implicacién reciproca. O

Estamos en condiciones de demostrar el siguiente teorema, que asegura que todo conjunto de 2-
conversion es el soporte, en + = 0, de alguna solucidn factible de las restricciones consideradas, y
viceversa.

Teorema 2.1.1. Sea G = (V, E) un grafo simple y conexo con V\V| = {1, ...,n}, ysea S C V. Entonces
S es un conjunto de 2-conversion (es decir hull(S) = V) si y solo si existe x = (x)o<i<m € {0, 1}20"+D
solucion factible de (2.1) y (2.2) tal que Sy = S .

Demostracion. Sea S C V tal que hull(S) = V. Sabemos que 6(S) < m (ver Observacién 1.2.1).
Definimos el vector x = (x,)o<i<m € {0, 1}V tal que x;; = 1 siy solosii € Né(S)\Vl parat=0,...,m
ei=1,...,n. En particular, Sf)‘ = NS(S) =S, Ng"(S) = V y entonces x;, = 1 parai = 1,...,n. Adem4s,
Ni(S) Né“(S) y entonces S; = N»(S7 ). Luego, por el Lema 2.1.1, x verifica (2.1) y (2.2).

Por otro lado, si x es una solucion factible de (2.1) y (2.2) tal que S = S entonces S € Na(S ;).
En particular, S € N2(S), §5 € Na(S7) € Na(N2(S) = N%(Sg) y finalmente, V = §; € NJ'(S{),
entonces hull(S) = V. O

Como corolario inmediato obtenemos una formulacién del problema del calculo del nimero $3-
hull como un problema de programacién lineal entera.

Corolario 2.1.1. El niimero P3-hull de G se puede calcular como

n
hull(G) = k + min Z X0,
i=1

donde x = (x;)o<i<m € {0, 1YV verifica (2.1) y (2.2).
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Observemos que el tiempo, es decir, la cantidad de pasos, necesario para propagar la propiedad a
todos los vértices de V no es relevante para nuestros propdsitos, por lo tanto no incluimos en el modelo
las restricciones

Xit < Xjg+1y paral <i<ny0<t<m-1,

ni tampoco
Xige1) 2 Xjp+ X —1 paral <i<n, ke Ni)yO<r<m-1.

Dicho de otro modo, el hecho de que el vértice i tenga al menos dos vecinos que propagan la
propiedad en el tiempo ¢ no implicard necesariamente que i se active en ¢ + 1, y ademds no pediremos
que el proceso sea irreversible. En resumen, para calcular el nimero $3-hull de G, solo serd necesario
considerar las restricciones (2.1) y (2.2), permitiendo soluciones en las cuales x;; = 0 aunque x;;—1) = 1
Y Xie+1) = 0 aunque xj; = x;, = 1 parai,ty j,k € N(i). Como veremos mds adelante, el hecho de no
considerar estas restricciones simplifica el estudio del poliedro asociado al modelo correspondiente,
sin modificar el problema de optimizacidn.

Reescribiremos ahora el modelo en forma matricial, reemplazando ademas las igualdades (2.2) en
el resto de las restricciones (2.1). Sea A = (a;;)1<i,j<n € {0, 1} la matriz de adyacencia del subgrafo
de G inducido por los vértices de grado al menos 2, Vi, y sean I, € {0, 1)™" la matriz identidad y
C = (C))1<i<n € R™! el vector columna donde C; := [N(i) N V;|. Si x; = (i) 1<i<n para0 <t < m,
podemos expresar las restricciones (2.1) como

2x41 <(A+2L)x,+C para 0<t<m-—1. 2.4)

Ademds, reemplazando x;,, = 1, en las restricciones correspondientes a t = m — 1 obtenemos

n

—
2,.... 27 <(A+2L)(xp-1) + C.

En resumen, una formulacién del problema del célculo del nimero $3-hull como un problema de

programacion lineal entera es:
n

min z := |Vi| + Xi0
i=1
sujeto a
2x141 S (A+2Dx,+ C para 0 <t <m-2, (2.5)
—— T
2,..,2) <A+2Dxy-1 +C, (2.6)
x €{0,1}" para 0 <t<m-1, 2.7

donde x = (xp)o<t<m—-1 € R = R" X ... xXR", x; = (x14, ..., Xny) € R" paracada 0 < t <m -1 (el vector
de estado del grafo G en tiempo ¢), y m = n + k — max{2, k}.
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Por la Observacion 1.2.2, una formulacion para calcular el nimero de 2-dominacién de G es
n
min z := |Vq| + Zx,-
i=1

sujeto a:
n

—
2,.. 2T <(A+2Dx+C, (2.8)
x €10, 1} 2.9

El siguiente teorema es una consecuencia directa del Lema 2.1.1, y establece condiciones necesa-
rias y suficientes para que el vector x = (x;)o</<m—1 S€a una solucién factible de (2.5), (2.6) y (2.7).

Teorema 2.1.2. Sea G = (V, E) un grafo simple y conexo, V = {1,...,n} U V| con deg(i) > 2 para
1<i<nyVi={n+1,...,n+k}). Sea x = (x)o<t<m-1 € R un vector tal que x, € {0, 1}". Entonces
x es una solucion factible de (2.5), (2.6) y (2.7) si y solo si

No(S;,_ )=V y S;CNxS,,) paracada 1<t<m-1.

Los siguientes dos corolarios son muy sencillos de demostrar y los utilizaremos repetidamente a
lo largo de este trabajo.

Corolario 2.1.2. Sea x = (x;)o<t<m—1 un vector tal que x; € {0, 1}". Si x es una solucion factible de
(2.5), (2.6) y (2.7) entonces

hull(SH) =V y 6S;{)<m-t para 0<tr<m-1.

Demostracion. Como consecuencia del teorema anterior tenemos que
V = Na(S5,_1) € Na(Na(S),5)) = N3(S ) € -+ € NS H(ST)
para todo 0 <t < m — 1y entonces N} /(S7) = V. O

Corolario 2.1.3. Sea G = (V,E) un grafo simple y conexo y sea S C V tal que hull(S) = V. Sea
0 <ty <m-—1tal que 6(S) < m — ty. Entonces, existe x = (X)o<r<m—1 € R™, solucion factible de
(2.5), (2.6), (2.7), tal que

S;=V para0<r<tp y S;=S5.

Demostracion. Sea e; el i-ésimo vector canénico de R"” para 1 < i < n. Definimos x € R*" del
siguiente modo:

X = Z e; para 0<tr<t,

1<i<n
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xt() = Z €,

ieS\V,

Xipak = Z e; para k=1,..m—-1-1,.
iENK(S)\V;

Resulta claro que S7 = V para0 <t <1, S; =S ij:)+k :le‘(S)parak: 1,...,m—1-t,, luego

NaSE) = NaS 7 mo1ayy) = N2V T0(S)) = NITO(S) =
(la dltima igualdad se debe a la hipétesis de que 6(S) < m — fy). Entonces, por el Teorema 2.1.1
podemos deducir que x es factible. m|

El corolario anterior nos permite construir una solucién factible cuyo soporte en un determinado
t coincide con un conjunto dado, cuya capsula convexa es V, utilizando la cota sobre su paraimetro &
para que la conversion se complete en los pasos que quedan, es decir en m — t pasos. En el siguiente
corolario también establecemos la existencia de una solucién factible cuyo soporte en ¢ es un conjunto
de 2-conversion dado, pero en lugar de tener una cota sobre su pardmetro 6, utilizaremos datos sobre
su cardinal. Esto nos permitird que la solucién construida tenga una forma particular, que nos resultara
conveniente para muchas de las demostraciones que realizaremos a lo largo de la tesis.

Corolario 2.1.4. Sean G = (V, E) un grafo simple y conexoy C C V\Vy, C # 0, tal que hull(C) = V.
Si |C| = s < m — t entonces la sucesion de subconjuntos de V dada por

S[:VSiOSt<t0,

n Sl‘o:C,

u St0+r = Sto+r—l U {/,} donde I, € N2(5t0+r—1)\5t0+r—19 sir=1,...,s—-1,

S;=Vparatg+s<t<m-1

estd bien definida y, ademds, existe una solucion factible x = (x;)o<t<m-1 € R"" de (2.5), (2.6) y (2.7)
tal que S; = S;parat=0,...,m— 1.

Demostracion. Para ver que la sucesion estd bien definida, tenemos que ver que Na(S 1y +r—1)\S tg+r—1 #

0,parar =1,...,s—1. Supongamos que esto no sucede y sea r el menor natural tal que N2(S /y+,-1) =
S p+r—1. En este caso, hull(S4,+,-1) = S+r—1, como ademds V = hull(S4,) € hull(S+,—1), tenemos
que S4,+r-1 = V, pero esto no es posible ya que S ;-1 = |V|=s+r—1 <|V|sir < s— 1. Por lo tanto

los conjuntos S, estan bien definidos. Ademads verifican las condiciones del Teorema 2.1.2, ya que
claramente ;.1 € No(S) y V = No(S 1y+5-1) € Na(S —1), por lo tanto existe una solucion factible de
las restricciones (2.5), (2.6) y (2.7) cuyo soporte en ¢, S 7, coincide con S, para0 <t <m — 1. ]
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2.2. Politopos de 2-dominacion y #3-hull. Algunas propie-
dades.

En esta seccién definimos los politopos que constituyen el objeto de estudio de esta tesis. Calcu-
lamos la dimensién de cada uno y estudiamos la relacion entre ambos, asi como entre sus facetas.

Sea A = (ajj)i<i,j<n € {0, 1" la matriz de adyacencia del subgrafo de G inducido por los vértices
de grado al menos 2, es decir Vi, y sean I,, € {0, 1> la matriz identidad y C = (C})1<i<n € R™! el
vector columna donde C; := |[N(i) N Vy|. En las siguientes definiciones consideramos x; = (xj)1<i<n
para0 <t < m.

Definicion 2.2.1. Llamamos politopo de 2-dominacién de G a

n

: Na
P24om(G) := conv{x € {0, 1}" : (2,...,2)" < (A+2Dx+ C}, (2.10)
donde conv indica cdpsula convexa en el sentido usual.

Definicion 2.2.2. Llamamos politopo P3-hull de G a

n

’ Ni
Pnui(G) := conv{x € {0, 1} : 2x;41 < (A+2Dx; + Cy (2,...,2)" <(A+2Dx,-1 +C}, (2.11)

donde conv indica cdpsula convexa en el sentido usual.

En el siguiente lema mostramos un conjunto de soluciones factibles en Pj,;(G), formado por el
vector cuyas coordenadas valen todas 1, y los vectores binarios que tienen una tnica coordenada nula.
Luego, en el teorema que sigue demostraremos que dicho conjunto es afinmente independiente. Esto
nos permitird deducir propiedades importantes de los politopos previamente definidos.

Lema 2.2.1. Sean Z = {1, ...,n} x{0, ...,m—1} y Ej;; el it-ésimo vector canonico de R"™ paral <i<n
y0 <t <m— 1. Entonces los vectores

K= Z E;, y x0:.= Z Ei,

(i.neZ (i,n€Z\(il0)

verifican las restricciones del modelo (2.5), (2.6) y (2.7) para 1 < ip <ny0 <ty < m— 1, es decir,
pertenecen a Pp,;(G).

Demostracion. Para x° tenemos que S ;‘0 = V paratodo 0 < r < m — 1. Entonces, es trivial que
XY satisface las hipétesis del Teorema 2.1.2 y luego, es una solucion factible de (2.5), (2.6) y (2.7).
Andlogamente, para el vector x°, tenemos que S ;‘10[0 = Vparatodo 0 <t <m-1,t# 1ty
Sjg 00— V\{ip}. Claramente, N>(V\{ip}) = V ya que deg(iy) > 2, y entonces estos vectores también
verifican las condiciones del Teorema 2.1.2. ]
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Estamos en condiciones de demostrar el siguiente teorema, que establece que tanto el poliedro
#P3-hull como el de 2-dominacién tienen dimension completa.

Teorema 2.2.1. Los politopos Py (G) y Prgom(G) definidos en (2.11) y (2.10) respectivamente, tienen
dimension completa para todo grafo simple y conexo G = (V, E).

Demostracion. Es facil ver que el conjunto de nm + 1 vectores definidos en el Lema 2.2.1, {x%, x0% :
(io, t0) € Z} € Prui(G) € R™, es afinmente independiente, ya que {0 — X0t (o, t9) € Z}esel
conjunto de vectores candnicos de R™ y entonces dim(Pp,;(G)) = nm. Del mismo modo, se puede

ver que el conjunto
n n
{Zei,Zei—ej o1 San}

=1 =l
estd incluido en Py4,,(G) y es afinmente independiente. O

El préximo teorema brinda la contraparte poliedral de la relacidn entre los nimeros $3-hull y
de 2-dominacién de un grafo (ver Observacién 1.2.3), mostrando que el poliedro de 2-dominacién y
sus facetas resultan de proyectar el poliedro $3-hull y sus facetas sobre las dltimas n coordenadas,
correspondientes a t = m — 1. Para su demostracién haremos uso del resultado enunciado en siguiente
lema, que utilizaremos en repetidas oportunidades a lo largo de la tesis.

Lema 2.2.2. Sea P C R* un poliedro de dimension completay F C P una cara de P tal que
F:Pﬂ{xeRk DX = ;o)

donde m € R¥, ny € Ry mx < ng es una desigualdad vdlida para P. Entonces F es una faceta de P si
v solo si se verifica que

FC{xeRr : Ax =20} = (4 ) = a(r, my) para algiin « € R. (2.12)

Demostracion. Si la faceta F no cumple la propiedad (2.12), entonces dim(F) < k — 2 ya que esta
contenida en el subespacio afin definido por las ecuaciones mx = my y Ax = Ao, para algtin vector (4, Ag)
que no es multiplo de (7, mg). Por otro lado, una cara que verifica la propiedad (2.12) necesariamente
es una faceta, ya que de otro modo existe un subespacio afin de dimensién menor o igual que k — 2
que la contiene. Este subespacio estd definido por al menos dos ecuaciones, alguna de las cuales
necesariamente no es multiplo de la ecuacion nx = . m|

Teorema 2.2.2. Sea p : R — R”" la proyeccion sobre las iiltimas n coordenadas, es decir

P((X)o<r<m—1) = Xm—1-

Entonces p(Ppui(G)) = Pagom(G). Ademds, la desigualdad

n
D Aixin1y < A (2.13)
i=1
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define una faceta (resp. es una desigualdad vdlida) de Pp,;(G) si 'y solo si la desigualdad
Z Axi <A (2.14)
i=1

define una faceta (resp. es una desigualdad vdlida) de P20, (G).

Demostracion. La inclusion p(Pp,;(G)) € Pauom(G) es directa, ya que es vélida para las soluciones
factibles de las desigualdades (2.5) y (2.6), ¥ P24om(G) es convexo. Por otro lado, si x,-; € {0, 1}"
verifica (2.6), es fécil ver que x = (x;)o<;<m-1 tal que x;; = 1 paral <i <n,0 <t < m— 2 verifica
(2.5) y (2.6). Por lo tanto P45, (G) € p(Pr.u(G)) y luego los politopos son iguales.

Supongamos ahora que (2.13) es una desigualdad valida para Pj,;(G). Si x € P24,,(G) entonces
existe un punto (xy)o<;<m-1 € Pri(G) tal que x,,—; = x 'y entonces x verifica la desigualdad (2.13) que
en consecuencia también es valida para Pyg,,(G). De manera anédloga se puede ver que si (2.14) es
una desigualdad vélida para P4,,(G), entonces (2.13) es valida para Pj,;(G).

Sean
Fiut = Pruar(G) 0 (x € R™ 2 > Aixign-1y = A)

1<i<n

Fadom = Paaon(G) N {x € R" = 3" iy = A).

1<i<n

Supongamos que Fp,; es una faceta de Pp,;(G) y que Fagom €s una cara de Py, (G) de dimension
menor que n — 1, es decir dim(F240m) < n — 2. Entonces, por el Lema 2.2.2,

Fogom C{xeR": Z aix; = a)

1<i<n

para algin (a1, ..., @y, @) que no es mdltiplo de (44, ..., 4,, 4). Esto implica que

Frou C{xeR"™: Z /l,'x,'(m_l) =AN{xeR"™: Z AiXim—1) = al,

1<i<n 1<i<n

lo cual no es posible ya que Fp,; es una faceta del politopo de dimensién completa Py, ;(G).

Supongamos ahora que Fyy,, s una faceta de Ppy,,(G). Para cada x € Fpy,, podemos definir
P71 (x) = (X)o<i<m—1 tal que X1 = xyxiy =1para0 <t <m-2y1 <i<n.Esdecir, todas las
coordenadas de p~!(x) valen 1 excepto las correspondientes a t = m — 1 que coinciden con las de x.
Es fécil ver que estos todos estos puntos p~!(x) con x € Fag,, pertenecen a P,,;(G) ya que verifican
las restricciones (2.5) y (2.6), y ademds verifican que ) ;<;<, diXisn—1) = 4 ya que los x lo hacen. Por
lo tanto, estos puntos pertenecen a Fi,;.

Para cada x € Fag,, consideremos el conjunto A* := {p~ ' (x)}U{p~ ' (x)=Ejys, : 0 < tg <m—2, 1 <
igp < n}. Se puede ver que A* C Fp, para todo x € Fogom ya que
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= todos los puntos de A* verifican <<, AiXim-1) = A, pues las coordenadas correspondientes
at = m— 1 coinciden con las de x y estas verifican dicha ecuacién al pertenecer a Fogopm, ¥
ademads

= todos los puntos de A* verifican las restricciones (2.6), ya que las coordenadas correspondientes
at =m— 1 coinciden con las de x y estas verifican (2.8) pues pertenecen a Pyg,,,,(G). Ademads,
todas las coordenadas correspondientes a ¢ < m—2 valen 1 excepto una correspondiente a algtin
1 <iyp<n, 0<1t <m-—2. Como el grado del vértice iy es al menos 2, es facil ver que se
verifican las condiciones del Teorema 2.1.2, y entonces A* C Fy,;.

Para concluir la demostracion veamos que Fp,;; cumple la condicién enunciada en el Lema 2.2.2,
y por lo tanto es una faceta de Pp,(G). Supongamos que Fryy C {x € R™ : Y pez @iXis = a}y
tomemos x' € Fagom. Tenemos que p‘1 (xh y p‘1 (x! )—Eiy1, deben verificar la ecuacion Y ; ez @irXir =
aparal <iy<ny0 <1y <m-—2, entonces

Z i + Z a'i(m—l)xil =a (2.15)

(i,HeZ, t#m—1 1<i<n
’ 1
@it ), i-x = (2.16)
(i,HeZ\{(i,to)}, t#m—1 1<i<n

Restando (2.15) y (2.16) tenemos que aj,,, = Oparal <ip<ny0 <t <m-2.

Entonces, p~!(x) debe verificar 3, Ai(m-1)Xim—1) = @ para todo x € Fag,m, y luego todo x € Fagop
verifica esta igualdad también. Necesariamente entonces, por el Lema 2.2.2, la ecuacidén tiene que
ser multiplo de )} <<, AiXizm-1) = A, por lo tanto (0,...,0,@1(m-1), - - Xnem-1), @) €s miltiplo de
O,...,0, A1gn=1)s - - - » Anm—1)> A) y €so completa la demostracion. O

Tanto el nimero de 2-dominacién como el nimero P3-hull poseen interés en si mismos, mas alla
de la evidente relacion entre ellos, la cual muestra el Teorema 2.2.2 desde el punto de vista poliedral.
En lo que sigue, definiremos nuevos pardmetros que generalizaran en algin sentido a los pardmetros
que estudiamos. El nimero de 2-dominacién es el menor cardinal de un subconjunto S C V que
propaga una determinada propiedad al resto de los vértices en (a lo sumo) un paso, es decir, que
verifica N>(S) = V, mientras que para calcular el nimero $3-hull pedimos que el conjunto S active
a la totalidad de los vértices en (a lo sumo) m pasos. Es natural entonces preguntarnos por la menor
cantidad de elementos de un subconjunto S que convierta al resto de los vértices en (a lo sumo) k
pasos, donde 1 < k < m, es decir N’z‘(S ) = V. Estos nuevos parametros, a los cuales notaremos y(G),
ademds de tener interés tedrico, pueden servir para aproximar, en algiin sentido al nimero $3-hull,
como veremos a continuacion.

Definicion 2.2.3. Sea k € {1,...,m}. Definimos y’é := min{|S| : hull(S) = Vy é(S) < k} = min{|S]| :
le‘(S ) = V}. Este pardmetro puede ser calculado como

n

Y5(G) = [Vi] + min Z Xi(m—k)
P
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O I  J

1 3
Figura 2.1: Grafo G.

(]
~nO

sujeto a las restricciones (2.5) parat = m — k,...,m — 2, la restriccion (2.6), y x; € {0, 1} para
i=1,..nt=m—k,.. m— 1. Definimos el poliedro asociado

PG) = conv{(X))m-ksrsm-1 € {0, 1} :

x; verifica (2,5) parat =m —k,....m — 1, y x,,_1 verifica (2,6)}.

El siguiente teorema generaliza al Teorema 2.2.2 y su demostracién es completamente aniloga.

Teorema 2.2.3. Sea p; : R"" — R |q proyeccion definida como p((x)o<i<m—1) = (X)m-k<t<m—1 para
1 < k < m. Entonces,

1. Pi(G) = pr(Pnu(G)) es un politopo de dimension completa en R7* paral <k <m,

2. Zm_l "1 dixiy < A define una faceta (resp. es una desigualdad vdlida) de Py, (G) si 'y solo

t=m—k Hi= =

si define una faceta (resp. es una desigualdad vdlida) de P(G).

A continuacién mostraremos dos ejemplos de cdmo puede ser utilizado este dltimo teorema. En
ambos ejemplos el cilculo del niimero $3-hull es inmediato, sin embargo nuestro propdsito es mostrar
la parte poliedral de estos problemas y como podriamos utilizar estos resultados en otros casos no
triviales.

Ejemplo 1: En la Figura 2.2 podemos observar la salida luego de utilizar el software PORTA para
hallar la descripcién completa del poliedro de $3-hull para el grafo G de la Figura 2.1. Observemos
que en este caso V\V; ={1,2,3},C; =0,C> =1, C3 = 2, m = 3, y las restricciones del modelo (2.5),
(2.6) que definen al poliedro $3-hull son:

2x10 + X30 + X0 = 2x11, 2Xp0+ X100+ 1 > 2x01, 2x30 + X130 + 2 = 2x31, 2.17)
2X11 + X31 + X21 = 2X12, 2x01 + X101+ 1> 2x00, 2x31 + X171 + 2 > 2x37, (2.18)
2X12+ X3+ X0 =2, 2xpp+xi2+1>2, 2x30+x120+2>2, (2.19)

junto con x;; € {0, 1} parai =1,2,3yt =0, 1, 2. Por otro lado, las restricciones (2.19) definen a P(G),
el poliedro de 2-dominacién de G y las restricciones (2.18)-(2.19) definen a P»(G), siempre junto a la
condicion de que todas las variables sean binarias.

Sobre la base de la descripcién completa que nos brinda PORTA (Figura 2.2) y del Teorema 2.2.3
podemos realizar las siguientes afirmaciones.
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DIM =

VALID

9

111111111

INEQUALITIES_SECTION

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)

AN AN AN AN AN AN AN A AN AN AN AN AN AN A

END

-x1,0 -x2,0 <= -1
-x1,1 -x2,1 <= -1
-x1,2-x3,2 <= -1
-x1,2 -x2,2 <= -1
-X3,0 <= 0

-X3,1 <= 0

-x1,0-x3,0 +x1,1 <= 0
-x1,1-x3,1 +x1,2 <= 0
+x3,2 <=1
+X2,2 <=
+x1,2 <=
+x3,1 <=
+x2,1 <=
+x1,1 <=
+x3,0 <=
+X2,0 <=
+x1,0 <=

RPRRRRRRR

Figura 2.2: Salida de PORTA para P;,;;(G), donde G es el grafo de la Figura 2.1.
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@ O I I I Oo—0
2 3 4 5

1

Figura 2.3: Grafo G’ utilizado en el Ejemplo 2.

1. Una descripcién completa y minimal del poliedro de 2-dominacién de G, P24,,(G) = P1(G) C
R3, est4 dada por las restricciones

x12 +x32 21, (2.20)
Xpp+x0n =21y 2.21)
xp <1 para i=1,2,3. (2.22)

2. Una descripcién completa y minimal del poliedro P>(G) C RS, estd dada por las restricciones
(2.20)-(2.22) junto con
X1 +x1 21,

X11 + X31 2 X12,
x31 20y

xip <1 para i=1,2,3.

Ejemplo 2: Dado el grafo G’ de 1a Figura 2.3 utilizamos el software PORTA para intentar hallar una
descripciéon completa y minimal del poliedro $3-hull de G’. En este caso n = m = 5. Observamos que
lIuego de 12 horas el programa no pudo encontrar la descripcién completa de Pj,;;(G’) y que la cantidad
de soluciones factibles es 2.756.097. Lo mismo ocurri6 al buscar la descripcion completa de P4(G”).
En este caso hay 136.161 soluciones factibles. En cambio, el programa encuentra en pocos minutos
la descripcion completa de P3(G’), formada por 76 facetas. Aunque no pudimos hallar la descripcién
completa de Py,;;(G”), el Teorema 2.2.3 nos asegura que las 76 desigualdades que describen totalmente
a P3(G”) definen facetas también de Pj,;;(G’), y entonces estardn presentes en la descripcion buscada.

2.3. Algunos experimentos computacionales

En esta seccion mostraremos algunos resultados obtenidos utilizando el software PORTA, con el
objetivo de hallar la descripcién completa de los politopos Pi(G) para k = 1...m (ver Definicién
2.2.3). En todos los casos, la estructura del grafo G es sencilla y ademds consideramos un nimero
pequeiio de vértices, pese a lo cual podemos observar la gran cantidad tanto de facetas como de puntos
extremos de los politopos estudiados, a medida que n 6 k se incrementan. Todos los experimentos
fueron realizados con procesador Intel(R) Core(TM) 15-6200U 230GHz 240GHz, con un tiempo limite
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Figura 2.4: Grafo 4-rueda.

de uso de CPU de 10 horas. Representamos con un signo de interrogacion los casos en los que se
excedio ese limite de tiempo sin hallar la descripcién buscada.

En la Tabla 2.1 podemos observar los resultados obtenidos para grillas de s X r a las que notaremos
Grx,. Notemos que para la grilla de 2 X 3, la cantidad de variables es 6, 12, 18 y 24 parak = 1,2,3,4
respectivamente. Ademas P1(G) = Pyom(G) y P4(G) = Ppu(G) ya que m = 4. Para la grillade 3 X 3,
las variables son 9, 18,27 y 36, ademas P1(G) = Pyom(G) y P7(G) = Ppu(G) yaque m = 7.

sxr|k=1] k=2 | k=3 | k=4
2x3 | 12/18 | 36/364 | 903/7432 | ?7/151816
3x31|27/89 | 2/10495 | ?/1291591 2/?

Tabla 2.1: Cantidad de facetas/extremos de Pi(Gryx,).

En la Tabla 2.2 mostramos los resultados obtenidos para grafos rueda (ver Figura 2.4) a los que
notaremos W;. Para s = 4 la cantidad de variables es 5, 10, 15 y 20 para k = 1, 2, 3, 4 respectivamente,
ademds P3(W4) = Pp,(Wa) ya que m = 3. Para s = 5 la cantidad de variables es 6,12,18 y 24
respectivamente y P4(Ws) = Pp,(Ws).

| k=1] k=2 | k=3
18/19 | 125/352 | 1027/6972
33/32 | 1197/1109 | ?/39018
6 | 44/57 | 4466/3588 | /229530

N K| »

Tabla 2.2: Cantidad de facetas/extremos de Pi(Wy).

En la Tabla 2.3 mostramos los resultados obtenidos para una familia particular de drboles llamados
grafos caterpillar. Estos grafos estan formados por un camino de n vértices, donde cada vértice i puede
tener una cantidad c; de vecinos de grado 1 parai = 1,...,n. En este caso trabajamos el caso ¢; = 1
paratodoi =1,...,n, alos que notaremos como C,, 1. En la Figura 2.3 se puede ver representado Cs ;.

Observemos que Pi(Ck1) = Ppu(Cr1) € R¥ y que al igual que en los ejemplos anteriores, la
cantidad de facetas y puntos extremos crece marcadamente a medida que aumenta k. Estos ejemplos
muestran la dificultad de nuestro estudio poliedral, si bien fueron realizados sobre grafos con estruc-
turas muy simples y con pocos vértices, los politopos obtenidos tienen una gran cantidad de caras, e
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4 102/10665 -
5| 87/6468 7/130248 | ?/2639182

6 | 274/43887 | ?/1677801 | 7/64205655

Tabla 2.3: Cantidad de facetas/extremos de Pr(Cp,1).

incluso en la mayoria de los casos PORTA no puede hallar en un tiempo razonable el poliedro $s-
hull de G. De todos modos, utilizando el Teorema 2.2.3, sabemos que las desigualdades halladas que
definen facetas de Py(G) también definen facetas de Py, (G).

2.4. Facetas asociadas a las cotas de las variables

claramente son validas para Pp,;(G), asi como ocurre para 0 < x; < 1,con 1 < i < n, y el poliedro

P24om(G). En los siguientes teoremas mostraremos que las desigualdes x; < 1 siempre definen facetas,
mientras que para x;; > 0 son necesarias hipdtesis adicionales sobre i y ¢.

En esta seccién analizaremos las desigualdades 0 < x;; < 1paral <i<ny0<t<m-1, que

Teorema 2.4.1. Si1 <i<ny0<t<m-1, entonces Fi; := Ppy(G) N {x € R"™ : x;; = 1} es una
faceta de Pp,(G), es decir, la desigualdad xi; < 1 define una faceta de Pp,;(G).

Demostracion. Fijemos 1 < i < ny0 <t < m— 1. Sabemos que dim(F;;) < nm — 1 ya que
Fi; C {x € R"™ : x;; = 1}. Consideremos ahora las soluciones factibles x° y xloto, paral <ip<ny
0 < 19 £ m — 1, definidas en el Lema 2.2.1. Tenemos que e Fy y x00 ¢ F; para (ig, to) # (i,1)
y ademds forman un conjunto afinmente independiente, ya que el conjunto {x* — x : (i, 1) €
2\, 0} = A{Eiy, : (o, t0) € Z\{(i,1)}} donde E;;, denota al iptp-ésimo vector candnico de R, es
un conjunto linealmente independiente. Entonces nm — 1 < dim(F;), con lo cual hemos demostrado
que dim(F;) = nm — 1. O

De este ultimo teorema y del Teorema 2.2.2 se desprende en forma inmediata el siguiente corola-
rio.

Corolario 2.4.1. La cara F; := Pyom(G) N{x € R" : x; = 1} es una faceta de P4,,(G), es decir, la

desigualdad x; < 1 define una faceta de P240,,(G), para todo 1 <i < n.

En el siguiente teorema analizamos condiciones para que las desigualdades vélidas x;; > 0 definan
facetas de Py (G)paral <i<nyO0<t<m-—-1.
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Teorema 2.4.2. Si0 <t<m-1y1<i<n Hy:= Ppy(G)N{x e R" : x;; = 0} es una faceta de
Pyu(G) si 'y solo si hull(V\{i, j}) = V para todo j # i, 1 < j < n. La desigualdad xj;u—1y > 0 define
una faceta de Pp,(G) si y solo si hull(V\{i, j}) = V y ademds 6(V\{i, j}) = 1 para todo 1 < j < n,
Jj#i

Demostracion. Fijemos 1 <ip <ny0 <ty < m—1y supongamos que existe un vértice 1 < j < n,
J # ip tal que hull(V\{ip, j}) # V (6 6(V\{ip, j}) > 1 parael caso o = m—1). Entonces, por el Corolario
2.1.2, todas las soluciones factibles x de (2.5), (2.6) y (2.7) en H,y, verifican que xj;,, = 1, ya que de
otro modo hull(S;)) € hull(V\{io, j}) # V. Entonces,

Hiy, C{x e R™ : xj, = 1}.
En este caso, por el Lema 2.2.2, H;,, no es una faceta de Pp,;(G).

Por otro lado, veremos que si hull(V\{ip, j}) = V para todo j # ip, 1 < j < n, entonces H;,
verifica la condicién del Lema 2.2.2 y entonces es una faceta de Pj,;(G). Sea A € R™" un hiperplano
afin tal que

Higy CA={x eR™: " ipxiy = A) (2.23)
@i.neZ

conZ = {1,..,n}x{0, ...,m—1}. Sea xloto la solucién factible que verifica (2.5), (2.6) y (2.7) definida de
modo que § f’oto = Vparatodot £ty S ;goto = V\{ip}. Claramente, x0% ¢ Hjy;, ya que su coordenada
ioto-ésima vale 0. También se puede ver que los vectores x°0 — E;, parat # toy 1 < i < n, tienen su
coordenada ipfp-ésima nula y ademds verifican las restricciones (2.5), (2.6) y (2.7), ya que todos los
vértices considerados tienen grado al menos 2, y como ¢ # fy hay una dnica variable que vale O entre
las que corresponden al mismo tiempo ¢, lo cual garantiza que se cumplan las hipétesis del Teorema
2.1.2. Hemos visto entonces que los vectores x0% y x — E; parat # toy 1 < i < n pertenecen a
H;y;,, y luego deben verificar la ecuacion que define a A. En consecuencia tenemos que A; = 0 para

todot #1,0<t<m-1lyl<i<n.

Ademds, por el Corolario 2.1.3, la hipdtesis de que hull(V\{ip, j}) = V para cada j # ip y
o(V\{io, j}) = 1 ity = m — 1, garantiza que existe una solucion factible X = (xf )o<r<m—1 que ve-
rifica (2.5), (2.6) y (2.7), tal que S;f)’ = V\{io, j}. En particular, todas estas soluciones pertenecen a
H;,;,» y entonces verifican la ecuacién que define a A. Evaluando x y x/ en dicha ecuacién y res-
tando, podemos ver que 4, = 0 para todo j # iy. Podemos concluir entonces que A estd definido por
la ecuacion Ay, xiy, = 0. Por el Lema 2.2.2, H;,, es una faceta de Pp,;(G). O

Corolario 2.4.2. Sean 1 <i<ny0 <t <m-2. Entonces Hy; = Pp,j(G) N {x € R" : x;; = 0} es una
faceta de Pp,;(G) siy solo si el vértice i verifica alguna de las siguientes condiciones,

= deg(i) > 3,

» deg(i) = 2 y deg(j) > 3 para todo j € N(i))\V;.
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Demostracion. Seani € V\V| tal que deg(i) > 3y j e V\Vy, j # i, se puede ver que hull(V\{i, j}) = V
pues,

= si j € N(i), como i tiene grado al menos 3, existen al menos dos vecinos de i en V\{i, j}, luego
VAL} € Na(V\{Q, j}). Ademads No(V\{j}) = V pues j no tiene grado 1, entonces hull(V\{i, j}) =
NA(V\(i, j) = V.

= Si j ¢ N(i), tanto i como j tienen al menos 2 vecinos en V\{i, j} y entonces hull(V\{i, j}) =
No(V\{i, jH = V.

Supongamos ahora que deg(i) =2yseal < j<n, j+i.

= Si j ¢ N(i), entonces Nr(V\{i, j}) = V ya que tanto i como j tienen al menos dos vecinos en
V\{i, j}, pues ambos tienen grado al menos 2.

= Si j € N(i), para que j € N>(V\{i, j}) es necesario que deg(j) > 3, ya quede otro modo V\{i, j}
es P3-convexo. En este caso hull(V\{i, j}) = N22(V\{i, jhHh=V.

Hemos visto que todo vértice i que cumpla alguna de las condiciones del enunciado también
cumple que hull(V\{i, j}) = V y entonces, por el Teorema 2.4.2, H;; es una faceta de Py,,;(G). También
quedd demostrado que si el vértice no cumple ninguna de estas condiciones, es decir si tiene grado 2
y alguno de sus vecinos también, por el Teorema 2.4.2, H;; no es una faceta de Pp,;;(G). O

Corolario 2.4.3. Sea 1 <i < n, entonces Hiy-1) = Prui(G) N {x € R : xjon-1y = O} es una faceta de
Prui(G) siy solo si deg(j) > 3 para todo j € N[i]\V].

Demostracion. Consideremos 1 < i < n. Por el Teorema 2.4.2, H;(,_1) es faceta de Pj,;(G) si'y solo
si Np(V\{i, j}) = V paratodo 1 < j < n, j # i. Si consideramos un vértice j € N(i)\V; podemos ver
que es necesario que tanto i como j tengan, al menos, 2 vecinos mas en V' y por lo tanto su grado debe
ser mayor o igual que 3. Esta condicién es también suficiente para que N>(V\{i, j}) = V para todo
1<j<n,j+#i yaquesij¢ N(i tiene, al menos, 2 vecinos en V\{i, j}. O

De este ultimo corolario, por el Teorema 2.2.2, se obtiene el siguiente resultado para Prgom,(G).
Corolario 2.4.4. Sea G = (V, E) un grafo simple y conexoy seai €V, 1 <i < n. Son equivalentes,

» H; = Pryom(G) N {x € R" : x; = 0} es una faceta de P24,m(G),

s No(V\{i, j}) = V para todo j € V\Vj,

s deg(j) > 3 para todo j € N[i]\V].
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@ O O @ @
[ J
Figura 2.5: hull(V\{i, j}) # V.

7
i1 @2
Figura 2.6: hull(V\{i,i;}) = V.

A modo de ejemplo, en la Figura 2.5 podemos observar que hull(V\{i, j}) # V. Por lo tanto, si
xjo = 0 (el vértice i no estd activo en ¢t = 0), necesariamente xjo = 1 (el vértice j tiene que estarlo), y
entonces x;o = 0 no define una faceta de Py,;;(G), tal como nos asegura el teorema anterior. En cambio,
en la Figura 2.6 podemos ver que hull(V\{i, i;}) = V, y entonces, tanto xjo = 0 como x;,0 = 0 definen
facetas de P, (G).

Por otro lado, si observamos la Figura 2.2 correspondiente a la descripciéon completa de Py,;(G),
donde G es el grafo representado en la Figura 2.1, podemos hacer las siguientes observaciones.

= Todas las desigualdades x;; < 1 estdn presentes en la descripcién, tal como asegura el Teorema
24.1.

= El vértice i = 3 tiene grado 3, por lo tanto x39 > 0 y x3; > O definen facetas de Pp,;(G). Sin
embargo j = 1 es un vecino de grado 2, por lo tanto x3; > 0 no define una faceta del poliedro
mencionado (ni de Py, (G)).

= En cambio, los vértices i = 1 e i = 2 tienen grado 2 y también tienen vecinos de grado 2, por lo
tanto las correspondientes desigualdades x;; > 0 no definen facetas de Pp,;(G).

2.5. Facetas definidas por las restricciones del modelo

En esta seccion estudiaremos cada una de las restricciones (2.5), (2.6) y (2.8), estableciendo con-
diciones sobre i y t para que dichas desigualdades definan facetas de Pp,;(G) o de P2y,m(G). En la
siguiente observacién mostramos una condicion necesaria muy facil de verificar, para que las desigual-
dades estudiadas definan facetas.

Proposicion 2.5.1. Sean G = (V, E) un grafo simple y conexo e i € V\V|. Si i tiene algiin vecino de
grado 1, entonces las desigualdades (2.5) y (2.6) correspondientes a i no definen facetas de Pp,;(G)
paraningint=0,...,m— 1.
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Demostracion. Seaty € {0, ...,m—2}. La cara definida por la desigualdad (2.5) correspondiente a i y
atyes
Lity := Ppuy N {x e R" . 2x,~to + Z Xijty + C; = 2X,'(,0+1)}.
JENMO\V)

Si i tiene algin vecino de grado 1, i.e., C; > 1, entonces toda solucién factible de (2.5), (2.6) y (2.7) que
también verifique 2x;s, + X jeniinv, Xjro + Ci = 2Xi(y+1), necesariamente debe cumplir que x;iy+1) = 1,
por lo tanto L;;, € {x € R™ : Xx4y+1) = 1}. Por el Lema 2.2.2 eso no es posible si L;;, es una faceta de
Prui(G). Para t = m — 1, la cara definida por la desigualdad (2.6) correspondiente a i es

Li(m_l) = Phull N {-x € an : le'(m_l) + Z xj(m—l) —+ Ci = 2}
JEND\V)

En este caso, si C; > 1, necesariamente x;;,,—1) = 0, y entonces, nuevamente por el Lema 2.2.2, L;(,1)
no es una faceta de Py, ;;(G). O

En el siguiente teorema, establecemos condiciones necesarias y suficientes para que la desigualdad
(2.5)paraalgin 1 <i<ny0 <t<m- 2 defina una faceta de Pp,;;(G).

Teorema 2.5.1. Dados 1 <i<ny0<t<m-—1tales que N(i) C V| (i.e., C; = 0), sea

Lis = Pra(G) 0 {x € R™ : 20+ " xjy = 21}
JEN()

Si |N[i]| = s < m — t entonces Ly es una faceta de Pp,;(G) siy solo si
1. deg(i) = 3,
2. hull(N[i) = Vy

3. para cada k € N[i\V; existen j’{ y jé en N(i) tales que hull(N[i]\{k} U {j’f, j’;}) =V.

Demostracion. En primer lugar, observemos que una solucién factible x de las restricciones (2.5),
(2.6) y (2.7) pertenece a L;; si 'y solo si las coordenadas de x verifican alguna de las siguientes condi-
ciones,

(@) xit = xi+1) = Xj; = 0 para todo j € N(i),
(b) xjs = xjt+1) = L'y xj = O para todo j € N(i), o

(©) xii = 0y Xig+1) = Xj;r = Xjy = 1 para jiy jpin N(i), j1 # joy xjy = 0 para todo j €
NO\{Jj1, j2}

Notemos también que si deg(i) = 2, entonces N(i) = {ji, j»}, y luego todas las soluciones factibles

en L;; deben verificar la ecuacién xj,; = x,;. Por otro lado, si hull(N[i]) # V, tenemos que L; C {x :
R™ : xjt+1) = 1}, ya que de otro modo, si alguna solucién factible x en L;; verifica que xjs1) = 0
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su soporte verifica que S C N[i] y eso no puede suceder si hull(N[i]) # V. Andlogamente, si existe
k € N[i]\V; tal que hull(N[i]]\{k} U {1, j»}) # V para todo j, y j» en N(i), entonces L; C {x : R"" :
X = 1}, ya que de otro modo debe existir una solucion factible x en L;, tal que su soporte verifica
hull(S7) C hull(N_[i]\{k} U {j1, j2}) # V, lo cual no es posible por el Teorema 2.1.2. En ninguno de
estos casos, por el Lema 2.2.2, L; es una faceta de Pp,;(G). Hemos demostrado entonces que las

condiciones (1)-(3) son necesarias

Para probar que son suficientes, tomemos iy, fy que cumplan las hipétesis del teorema, y supon-
gamos que
Ly CB={xeR™: > Ay = A}, (2.24)
(i,neZ
donde Z = {1,...,n} x {0, ...,m — 1}. Veremos que la ecuacién que define a 8 es un miiltiplo de la
ecuacion que define a L; ;. Para esto, consideramos los vectores definidos a continuacion.

= E] vector que representa un proceso tal que todos los vértices estdn activos antes del instante
fg, en fy solo se encuentran activos los vértices en N[ip], y en cada paso que sigue se activa
exactamente un vértice, es decir,

io  N(o) io N(ip)
0 nr— a1
x =(1,1,...,1,...,(,1,...,1),(0,0,...,0,1,1,...,1),(0,0,1,0...,0,1,1,...,1),...,

t=0 t=tp—1 t=ty (s ceros) t=to+1 (s—1 ceros)

Nlio]
....(1,1,0,1,...,1,1,1,...,1),...).

t=ty+s—1 (1 cero)

Formalmente,

0 ) 0 ;
Sy =Vsit<totxto+s+1,S; =Nligly

Sj;ow = Nlip] U {i1, ..., iy} para 1 <r <,

x()

to+1-1
que x¥ estd bien definido y resulta una solucién factible de (2.5), (2.6) y (2.7) en virtud del
Corolario 2.1.4, yaque #p < m—s. Ademds, WOe Ly, ya que Xy, = xj;, = 0 para todo j € N(ip)

donde {i1, ..., i5} se eligen de modo tal que i; € NZ(S;E)OH_])\S paral=1,..., s. Observemos

por definicién de X0, Y Xipo+1) = O yaque ip ¢ S ;OH C Na(N[ip]). Por lo tanto x° verifica la
ecuacion que define a L;,.

= El vector que representa un proceso en el que todos los vértices estdn activos antes de f, en fy
los vecinos de iy no estdn activos mientras que i y el resto de los vértices si lo estdn, y en cada
paso que sigue se activa exactamente un vértice. Es decir, x' = (x;O)OSISm—l € Ly, tal que

S =Vsit<tyot>ty+s, S5 =N(op)y

Sif:i, = N(ip) U {iy,...,i,} para 1 <r<s-—1,
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donde {iy, ...,is_1} se eligen de manera que i; € N2(S£il—1)\sjgiz—1 paral = 1,...,s — 1. Del
mismo modo que en el caso anterior, por el Corolario 2.1.4, se puede ver que x estd bien
definido, que es una solucién factible de (2.5), (2.6) y (2.7) (pues tp < m — (s — 1)) y que

pertenece a L;y, .

= El vector que representa un proceso en el cual todos los vértices estdn activos antes de g, en fy
el vértice iy y sus vecinos, excepto dos de ellos, no estdn activos mientras que el resto de los
vértices en V) si lo estan, y en cada paso que sigue se activa exactamente un vértice. Es decir,
para algun par de vértices ji, ja € N(io), j1 # jo, X172 = (x]"")o<rem-1 € Liy, tal que

ST =Vsit<totztg+s—1, ST = {j1, 2} UNTiol y
SE = {j1. j2) UNTio] U ig, s i1} para 1 <r<s—2,

donde i; € N»(S j;jjréz)\S j;jfl-z paral = 1,...,s — 3. Nuevamente, el Corolario 2.1.4 garantiza que
todos estos vectores estdn bien definidos y son soluciones factibles de (2.5), (2.6) y (2.5) (ya
que fo < m— (s —2)). Ademads todos ellos pertenecen a L;;, ya que verifican la ecuacion que la

define.

Consideremos un par de vértices j; # j», ambos en N(ip). Es facil probar que x/12 — E;, (donde Ej,
es el it-€simo vector candnico de R™") también pertenece a L, paral <i <n,0<t <ty 6t > fo+s-2.
Esto se debe a que Sf“]z =VparatodoO <t <196t >1ty+s—2,luego N»(S ;sz \{i}) = V y entonces
x/172 — E;, verifica las condiciones del Teorema 2.1.2. Como tanto x/'/2 — E;; como x/1/2 deben verificar
la ecuacion que define a B (2.24), podemos evaluar ambas soluciones en dicha ecuacién y luego, al
restar, obtenemos que A4; =Oparal <i<n, 0<t<tydét>to+s—2.

Ahora veremos que A;,+s—3) = 0 para todo i = 1,...,n, considerando tres casos: i € N[ig]\V1,
i=1Ip 0ie€ N(ip).

= Llamaremos k al vértice en N[ip]\V,. La hipétesis 3 del teorema nos asegura que existen
7. /& € Ni) tales que hull(N[ig]\{k} U {j*, A}) = V. Entonces, hull(N[ip]\{k} U {j*, A} U
{io, ... in+s—4a}) = V con S(N[ig]\{k} U {j%, A} U io, ..., ity+s-a}) < 2. Ademds, podemos asegu-
rar que 2 <m-— (to+s—3), yaque s < m—to. En consecuencia, es Epsible deﬁnir.u.na solucién
factible ¥1% en L, tal que Gc\fm), = (xflffé), parat < fog+s—4y @11/5),0%‘,_3 = (lelezc),OJrS_g —ey
(donde ¢, es el k-ésimo vector candnico de R"). Reemplazando ambas soluciones en la ecuacion
que define a 8y restando, obtenemos que Ai,+5-3) = 0. Es importante recalcar en este punto,
que ya hemos demostrado que 4;; = 0 sit > #p + s — 2, es decir que aunque las dos soluciones
que evaluamos no coincidan para esos valores de ¢, al restar obtenemos Ay sy+s-3) = 0.

= Sii = iy, éste pertenece a hull(N[ip] U {ji, j2}) para cualquier par de vértices ji, j» € N(iy), por
lo tanto podemos proceder como en el item anterior y definir una solucién factible en L;,,, que
coincida con x/!1/2 para todo t < to + s —4, y tal que en o+ s — 3 coincidan todas las coordenadas
excepto la correspondiente a ig, que vale 0. Aqui es importante que #y + s — 3 >ty + 1 (es decir
que s > 4 ya que de otro modo, la nueva solucién definida no pertenecerd a L;,). De este modo
podemos demostrar que Ay (;)+s-3) = 0.
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= Llamaremos j a un vértice en N(ip). Sabemos que j tiene (al menos) un vecino distinto de .

Si tiene un vecino en m, entonces j € hull(S ;;jfrls_s\{ j}) donde x//! es la solucién definida
anteriormente con j; € N(ip)\{/j}. Si en cambio j tiene sus vecinos en N(ip) debemos elegir a
Jj1 € N(ip) N N(j). En ambos casos podemos definir una solucién factible en L;,,, que coincida
con x//! paratodo t < g + s — 4, y tal que en #y + s — 3 coincidan todas las coordenadas excepto

la correspondiente a j, que vale 0. De este modo podemos demostrar que A, +5-3) = 0.

Utilizando los mismos argumentos demostraremos que A;; = Oparai = 1,...,nyt > o + 1.
Supongamos que hemos mostrado que A;; = O parai = 1,...,ny t >ty + r con r > 2, veremos que
Aiggg+ry = O parai = 1,...,n. En los tres casos analizados analizados vimos que i € hull(S {Olfr\{i})

eligiendo convenientemente j; y j» en N(ip). Por lo tanto hull(S ,’01 fr {i}) = V, ademas

ST < ISIE\@B = (s =2 =P+ 1=s—r—1<m—(ig+7)

to+r
yaque s < m — fy + 1 por hipétesis. Esta observacion nos permite construir la solucién x/172 que
coincide con x/1/2 hasta t = #p + r — 1 y de ese modo obtenemos que que A; = Oparai =1,...,ny
t =ty+r.Enelcasot = ty+ 1 podemos razonar en forma andloga para i # iy y lo mismo parat =1fye

i € N[ig]\ V.

En resumen, hemos mostrado que B = {x € R"™" : Ay Xigry + 2 jeNio) Ajto X jto T Aig(tg+1) Xig(tg+1) = A}
Reemplazando x° y x en la ecuacién de B, se obtiene que A = 0y Ay, = —digro+1)- Por tltimo,
reemplazando x/'/2 en la mencionada ecuacién para cualquier par ji, j» € N(ig), y también x/1/, x//2
para j # ji, jo (recordemos que deg(ip) > 3), se deduce que A, + Ajyry + Aigro+1) = 0y Ajiy = Ajose-

Por todo lo expuesto, B = {x € R™ : 24,4 Xipty + 2 jeNdio) AjitoXjto — 2110 Xioro+1) = 0}, €s decir,
la ecuacién que define a 8 es un miiltiplo de la ecuacién que define a L;,, y entonces, por el Lema
2.2.2, hemos demostrado que L;,, es una faceta of Pp,;(G). m]

El siguiente teorema brinda condiciones necesarias y suficientes sobre un vértice i € V\V; para
que la restriccion (2.6) correspondiente defina una faceta de Py,;;(G). Luego, gracias al Teorema 2.2.2,
podremos deducir un resultado andlogo para las restricciones (2.8) y Pagom(G).

Teorema 2.5.2. Sea 1 <i < ntal que N(i) C V| y

L; := Pry(G)Nnix e R . 2xl~(m_1) + Z Xjm-1) = 2}.
JEN(D)

Entonces, L; es una faceta de Pp,;(G) siy solo si
1. Na(N@) =V,

2. paracadak € NI\ Vi, No(NI\{KYU{}) = V o bien existen j’f, jé € N(i) tales que No(N[\{k}U
Uhish=V.y
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3. siINQ)| = s, existen iy # ji,...,is # js € N(i) tales que Nry(N[i] U {iy, j,}) = Vparar =1,...,s
y el conjunto {e;, +ej,,...,e;, + e} C R* es linealmente independiente.

Demostracion. Observemos que una solucién factible de las restricciones (2.5), (2.6) y (2.7) x e R™
pertenece a L; si y solo si sus coordenadas verifican que

a. Xim-1) = 1'y Xjou-1) = 0 para todo j € N(i) o

b. existen ji y j> en N(i) tal que x;,u-1) = Xj,(u-1) = 1 Y Xjom—1) = 0 para todo j € N[i]\{;1, j2}.

Si el vértice iy € V\V| no cumple la condicién 1 del enunciado, entonces toda solucion factible
x € R™ que verifica las restricciones (2.5), (2.6) y (2.7) y que pertenece a L;,, debe verificar que
Xipim—1) = 0, entonces L;, € {x € R™ : xjyum-1) = 0} y luego, por el Lema 2.2.2, L;; no es una faceta
de Pj,;;(G). Ademas, si existe k € W\Vl que no cumple ninguna de las condiciones del item 2 del
enunciado, tenemos que L;, C {x € R"™ : xym-1) = 0} y nuevamente por el Lema 2.2.2, ;) no es una
faceta de Pp,,;;(G). Por otro lado, si no se cumple la condicién 3, podemos hallar una ecuacién no trivial
2 jenG) @jxj = 0 con a; € R paratodo j € N(i), ya que en este caso la dimension del subespacio de R*
generado por los vectores e, + ej, con ji, j» € N(i) y NZ(N_[i] U {j1, j2}) = V es estrictamente menor
que s. Esta ecuacién también es verificada por las soluciones factibles que cumplen la condicién a., y
por lo tanto es verificada por todos los puntos de L;,, contradiciendo una vez mas su facetitud, por el
Lema 2.2.2.

Consideremos ahora iy € V que cumple las condiciones del enunciado. Veremos que L;, es una
faceta de Pp,(G). Para demostrarlo definimos las siguientes soluciones factibles en L.

= La solucién x cuyas coordenadas son todas 1 excepto en ¢t = m — 1 donde S g; 0 | = N(o),

= la soluciones x'/r parar = 1,...,s, donde i, j. son los pares de vértices que verifican la
condicién 3 del enunciado. Definidas de modo que todas las coordenadas valen 1 parat < m—1
irjr xIrc 1 . .
y S;—l = Nlio] U {iy, ji}-

Las hipétesis del teorema y el Teorema 2.1.2 garantizan que tanto x° como x/r sean soluciones
factibles de (2.5), (2.6) y (2.7) en L;,. Supongamos ahora que

Ly CB={xeR"™: > xy=A). (2.25)
(i.neZ

Como x' y x' — E;; (donde Ej; es el it-ésimo vector canénico de R’"™) son factibles y pertenecen a L;,
paral <i <nyt < m-—1 deben verificar la ecuacién que define a B. Al evaluarlas y luego restar
obtenemos que A; = O para 1 <i<nyt<m— 1. Andlogamente, para cada k € N[ig]\V; la hipétesis
2 del teorema garantiza que A1) = 0. Entonces

B={xeR"™: > dign-1yXim1) = Al. (2.26)
ieNlip]
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Figura 2.7: Hipdtesis del Teorema 2.5.1 (a).

Como la solucién x© € L;, debe verificar la ecuacion que define a B, tenemos que djyom-1) = A.
Por otro lado, al evaluar las soluciones x'r/r € L;, definidas anteriormente en dicha ecuacion tenemos
que todos los vectores e;, + ¢, deben verificar que Y’ cn(iy) dign-1)Xim-1) = 4, como ademads verifican
que Xien(y) Xign-1) = 2y son linealmente independientes, entonces estas dos ecuaciones deben ser
multiplos, y entonces la ecuacion que define a 8 es un multiplo de la que define a la cara L;,. Aplicando
el resultado del Lema 2.2.2, L, es una faceta de Pp,;i(G). O

Del teorema anterior obtenemos el siguiente resultado para Pg,,,(G), cuya demostracion es inme-
diata gracias al Teorema 2.2.2.

Corolario 2.5.1. Sea 1 <i < ntal que N(i) C V, y

Li = Praon(G) N {x €R" : 2x;+ > x;=2).
jEN()

Entonces, L; es una faceta de Pq0,(G) siy solo si

1. Na(NGi)) =V,

2. paracadak € N_[i]\Vl, NZ(N_[i]\{k}U{i}) = V o bien existen jll‘, j’; € N(i) tales que NZ(N_M\{]C}U
Uhish=Vv.y

3. si|NQG)| = s, existen iy # ji,...,is # js € N(i) tales que Np(N[i] U {i;, j,})) = Vparar =1,...,s
y el conjunto {e;, +ej,, ...,e;, + e; } es linealmente independiente.

En la Figura 2.7 podemos observar un ejemplo para el cual se verifican todas las hipétesis del
Teorema 2.5.1 parael vértice i = 1 ent = 0, y por lo tanto la desigualdad 2xg + x20 + X309 + x40 > 2x1
define una faceta de Py,;;(G). En cambio, en la Figura 2.8 observamos un ejemplo para el cual, si bien
la misma desigualdad es vélida para el politopo correspondiente, no define una faceta, ya que no se
verifica la hipétesis 2 del Teorema 2.5.1 pues hull(N[1]) # V.

También podemos observar en la descripcion completa del grafo G de la Figura 2.1 (ver salida
de PORTA en la Figura 2.2) que ninguna de las restricciones del modelo (2.5), (2.6) estd presente en
dicha descripcién. Esto de debe a que los vértices i = 1 e i = 2 tienen grado 2, mientras que el vértice
i = 3, si bien verifica que tiene grado 3 y N(3) = V (hipétesis 1 y 2 del Teorema 2.5.1), tiene vecinos
en V).
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Figura 2.8: Hipétesis del Teorema 2.5.1 (b).

Concluimos esta seccidon con una observacion acerca de la hipétesis |N[i]| < m — t presente en el
Teorema 2.5.1. En la demostracién de dicho teorema hemos utilizado la hipétesis de que |[N(i)| < m—¢
para asegurar la existencia de soluciones factibles que tengan una estructura adecuada, que nos permita
modificar una sola de sus coordenadas sin perder la factibilidad (ver Corolario 2.1.4). Esa hipoétesis
por lo tanto, no es necesaria para que L; sea una faceta de Py,;;(G). Por ejemplo, para el grafo G de la
Figura 2.7, si consideramos i = 1 y ¢t = 2, podemos ver que [N[1]| = 4 esmayorque m—¢t =4 -2 = 2.
Sin embargo, la desigualdad 2x12 + xp + X33 + X420 > 2x13 define una faceta de Py,;;(G). A pesar de
ser una hipdtesis técnica, siempre se verifica para t+ = 0, y también para casos de r mas grandes y
vecindades relativamente chicas, o viceversa.

En este capitulo hemos planteado modelos de PLE para calcular el nimero $3-hull y el de 2-
dominacién de un grafo. Comenzamos los correspondientes estudios poliedrales y analizamos las
restricciones de los modelos planteados (2.5), (2.6) y (2.7), estableciendo condiciones necesarias y
suficientes para que estas desigualdades definan facetas del poliedro Pj,;(G) o de P24um(G). En el
capitulo que sigue continuamos el estudio de estos poliedros, presentando y estudiando familias de
desigualdades validas que no estan presentes como restricciones de nuestros modelos.
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Capitulo 3

Algunas familias de facetas

En este capitulo continuamos el estudio poliedral iniciado en el capitulo anterior. En lugar de
analizar las restricciones del modelo, analizamos desigualdades vélidas para los poliedros $3-hull y
de 2-dominacién de un grafo que se pueden derivar de aquellas restricciones, o bien que surgen de
distintas propiedades de la convexidad Ps.

3.1. Desigualdades de vecindad

Una forma alternativa de garantizar que un vértice necesite al menos dos vecinos activos en tiempo
t—1 para activarse en tiempo ¢ (si es que no lo estaba), es pedir que al dejar de lado a uno de sus vecinos,
al menos uno de los restantes esté activo en # — 1. Esto puede ser descripto mediante las desigualdades
que definiremos a continuacion, a las que llamaremos desigualdades de vecindad de i en t.

Deﬁnicﬁn 3.1.1. Sea i un vértice en Vi tal que deg(j) > 2 para todo j € N(i), es decir, tal que
N[i] € V. Sije N(i)y0 <t <m-2, llamamos desigualdad de vecindad de i respectoa jent a

Xig+1) < Xip + Z Xkt 3.1
keN(@\{j}

y desigualdad de vecindad de i respectoa jenm —1a

I < Xign-1y + Z Xle(m—1)- (3.2)
keN@\{J}

Si en cambio existe un tinico jo € N(i) N Vi, la desigualdad de vecindad de i en t se define como

Yoy S Xt DL X (3.3)
keN(D\{jo}
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v la desigualdad de vecindad de i en m — 1 como

1< Xi(m-1) + Z Xi(m—1)- (3.4)
keN(\{jo}

En primer lugar probaremos que estas desigualdades son vélidas para Pj,;;(G).

Lema 3.1.1. Si x € Ppy(G) e i € V; es tal que N(i)_ng entonces x verifica (3.1) para todo j € N(i)
yt=0,...m-2,y(3.2)para todo j € N(i). Sii € Vi es tal que existe un tinico jy € N(i) N Vi, todo
x € Pu(G) verifica (3.3) para todot = 0, ...,m — 2y (3.4).

Demostracion. Fijemos ij tal que N[ip] C Vi, Jjo € N(ip) y 0 < #p < m — 2. Supongamos que existe
x € R™ solucidn factible de las restricciones (2.5), (2.6) y (2.7) que no verifica (3.1), es decir, cuyas
coordenadas verifican que Xy +1) > Xigry + 2k jy Xkt - ED €StE €as0, ig € S ;; VS, yke S_j; para todo
k € N(@@)\{jo}, entonces ISj; N N(ip)| < 1 pero esto no puede ocurrir ya que ip € S7,; € Na(S7). Por
otro lado, si x no verifica (3.2), tenemos que 1 > Xjyon-1) + Xz jy Xkon-1) Y 10€go ig ¢ Na(S ). Esto

tampoco puede ocurrir si x es una solucién factible.

De modo completamente andlogo se demuestra la validez de las desigualdades (3.3) para 0 <7 <
m—2y(3.4)parael casoenel cuali € Vi y {jo} = N(@Q) N V. ]

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y suficientes sobre un vértice i € V' y alguno
de sus vecinos j € N(i), para que la desigualdad de vecindad correspondiente (3.1) defina una faceta
de Ppui(G).

Teorema 3.1.1. Sean i € V tal que N[i] C Vly 0<t<m-2talque |N(Gi)| =s<m—t Para j € N(i)
definimos
Fij = {x € R™ : Xja1) = Xir + Z X} N Prui(G).
keN@\{j}

Entonces F l?j es una faceta de Pp,;(G) siy solo si
1. hull(N() =V,
2. hullN[iJu{jh=Vy

3. para todo | € N[i]\V] existe k; € N[i]\{j} tal que hull(N[i]\{l} U {k;} U {j}) = V.

Demostracion. Observemos que un vector x en F' l?j que verifica (2.5), (2.6) y (2.7) necesariamente
debe cumplir alguna de las siguientes condiciones,

(@ xir =xje+1y =1y Z Xk =0,
keN(@\{j}
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D) xit =0y xigr1) = Z X =16
keN(D\{/}

(©) Xit = Xig+1) = Z X = 0.
keN()\{j}

En primer lugar, notemos que la condicién (b) implica que x;; = 1. Supongamos entonces que
hull(N(i)) # V, en este caso también se cumple que hull(N[i]) # V, y entonces cualquier solucién
factible x € F fj que verifique (a) o (c) también debe verificar que xj; = 1. Entonces, en este caso
tenemos que

Ffj C{xeR"™:x; =1}

Andlogamente, si hull(N[i] U {j}) # V entonces N[i]\{j} N S} # 0 para todo x € Pp,;(G), entonces
xeF l?j no puede verificar la condicién (c), y luego

F;j C{xeR"™: Xie+1) = 1}

Tomemos ahora [ € N[i]\V}, y supongamos que para todo k € N(i), k # j vale que
hull(NIID U k) U ) # V.

En este caso, por el Teorema 2.1.1, ninguna solucion factible puede tener su soporte incluido en dicho
conjunto. Dicho de otro modo, las soluciones factibles que verifiquen que x;; = 0 deben valer 1 en las
coordenadas correspondientes a, por lo menos, 2 vértices de N (i) distintos de j. Por lo tanto todas las
soluciones factibles x € Py,;;(G) que verifican (a), (b) 6 (¢) deben verificar también x; = 1, y entonces

Flfj C{xeR":x; =1}

En todos los casos, por el Lema 2.2.2, F fj no es una faceta de Py, ;;(G).

Para demostrar la implicacién reciproca, tomemos ¢ = ty y supongamos que
FOCH :={xeR™: > dyxy =),
(rneZ
donde Z = {1,...,n} x {0,...,m — 1}. Utilizando las hipétesis del teorema, vamos a definir algunas
soluciones factibles en F fj que nos permitiran demostrar que la ecuacion que define a H es un miiltiplo

de la que define a F 1’3

= En primer lugar, consideramos K= (.X'?)Ogtg,n_l € R definido de modo que

S =Vparat<tgot>tg+s, S5 =NDySi =55 UL,
donde [y =iyl € Nz(Sj:)0+r_1)\ij)0+r_1 para 2 < r < s. Este vector verifica las hipétesis del
Corolario 2.1.4, pues cumple la condicién 1 del enunciado y ademds fy < m — s, por lo tanto
esta bien definido y verifica las restricciones (2.5), (2.6) y (2.7). Ademas, X0 pertenece a F' f‘]’
pues verifica la ecuacion que la define.
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= Andlogamente, por la condicién 2, existe 3= (X?)Ogtsm_] solucion factible en F' l’j tal que
K 30
SY =Vparar<tyot>ty+s, S, —N[l]U{]}yS,0+r:St0+r_1U{lr},

donde [, € Nz(Sx+r 1)\S paral <r <s.

to+r—1
» Finalmente, definimos yk = (yf)()s,sm_l para k € N(i)\{j}, solucién factible en F l’j de modo que

k

s =Vparar<torzip+s, S, = NAU UK y S, =57, Uil

to+r—1

conll—zyleNz(S 1)\St+rlpara2§rSs—1.

to+r—

Es fécil ver que y* — E,; € Fltg para0 <t <ty t >ty +s—1y 1 <r < n, yaque tnicamente
una coordenada vale O en estas soluciones, y corresponde al vértice r (que tiene grado al menos 2) en
t. Entonces, tanto y* como y* — E,, deben verificar la ecuacién que define a . Al evaluar estas dos
soluciones en dicha ecuacion y restar, obtenemos que 4,; = OparaQ <t <y, t > fp+s—1yl <r<n.
Es decir, hemos visto que

H={xeR": Z X = A,
(nHeZ,
donde Z1 = {1, ....,n} X {tg, ... 1o + s — 2}.

En lo que sigue veremos que A,,+s—2) = O paratodor=1,...,n

= Consideremos en primer lugar r € N[i]\V;. Por la condicién 3, sabemos que existe k, € N(i)\{}
tal que hull(N[i]\{r} U {k,} U {j}) = V. Entonces, podemos definir una solucién factible y" € F f‘}

que coincide con y* sir < 1y + s — 3 y ademds St hsn = Sy ot s— ,\{r}. Esto es posible ya que
V = hull NI\ U (k) U () € hull(SY \ir) y

5(SY LMD <ISTL A <2 <m0 + 5 - 2),

pues s < m — to. Evaluando y* e 3" en la ecuacién de H y restando podemos concluir que
Ar(to+s—2) =0sire N[i]\V].

= Si en cambio r € N(i)\{j}, consideramos la solucién y" definida anteriormente. Sea ;7 una

solucion factible en F; 10 ; que coincide con y" parat < fo + s — 3 y tal que s fots—2 = =S for A
La existencia de esta solu01on estd garantizada por el hecho de que s < m — fy y ademds, por
la condicién 2, hull(S” o +S_2\{r}) = V. Razonando como en el caso anterior concluimos que
Artp+s— 2 = 0 si r € N(i)\{j}. Para el vértice j podemos proceder exactamente igual ya que

hull(S” ,\{J}) =V, en este caso por la condicion 1 del enunciado.

fo+s—

= Para el vértice i, podemos considerar las soluciones y* para cualquier k € N(i)\{j} y una so-
lucion que coincida con ella hasta fy + s — 3 y tal que en #p + s — 2 su soporte coincida con

Sf 5o \li} (siempre que 79 + 5 =2 # £y + 1).
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Una vez que probamos que A,, = Oparar = 1,...,nyt > ty + [, con los mismos argumentos
de los tres casos analizados con anterioridad, podemos concluir que A,y+;) = Oparai = 1,...,n.

P

Esto es asi, ya que para todo r = 1,...,n hemos visto que hull(SfOH\{r}) =V, eligiendo k € N(@)\{}
k

convenientemente, y ademas 6(Sf0+l\{r}) <s—-1-2<m-(tg+]),yaques<m—ty <m-—1tg+2.De

este modo podemos concluir que 4, = 0sil <r < n,t+#tg,tp+ 1ylomismoparar #i,t =1+ 1,

r € N(i))\V1, t = to. Para ver que 4, = 0 notemos que X0 y N+E i1, (donde Ej;, es el jty-€simo vector

canodnico de R™") son factibles y pertenecen a Li(]) En resumen, tenemos que

H={xeR": Aitg Xity + Z Aty Xty + Aicto+1) Xito+1) = A}

keN\{J}
Reemplazando X0, X0 y yk definidos con anterioridad, tenemos que 4 = 0, Ay, = —Ajg+1) ¥
Aiviy = —Aigy+1) para k # j respectivamente. Entonces, la ecuacién que define a H es un miltiplo de la
que define a F' f‘;, que resulta por lo tanto una faceta de Py,;;(G). m|

El siguiente resultado establece condiciones necesarias y suficientes para que la desigualdad (3.2)
correspondiente a algiin i = 1,...,n, j € N(i) defina una faceta de Pj,;(G). Luego, por el Teorema
2.2.2, obtendremos un resultado anédlogo para P2, (G).

Teorema 3.1.2. Para cada i € V tal que N[i] C V,, j € N(i) sea

F?}-_l ={xe€ R : 1= Xigm—1) + Z xk(m—l)} N Ppu(G).
keN(@\{j}

Entonces, F ;’}_1 es una faceta de Pp,;(G) si y solo si se cumple que

1. Ny(N[iJU{i}) =V,

2. No(N[i] U {j, k}) = V para todo k € N()\{j},

3. sir e N[i]\Vy, existe k, € N[i] tal que No(N[i]\{r} U {}, k}) = V.

Demostracion. Observemos que un vector x en F ;1}—1 que verifica (2.5), (2.6) y (2.7) necesariamente
debe cumplir alguna de las siguientes condiciones,

(@ Xim-1)=1y Z Xkm-1) = 0, 6
keN(@)\{j}

(b) Xign-1) =0y Z Xim—1) = 1.
keN(@)\{j}

En primer lugar, podemos ver que todas las soluciones x que verifican (b) necesariamente cumplen

que xjm-1) = 1, pues de otro modo i ¢ Na(S7 ) € N2(N[i] U {k}) donde k es algin vecino de
i. Entonces, alguna solucion x que verifique la condicién (a) debe cumplir que xj,,—1) = 0, ya que
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de otro modo F ;1}—1 C {x € R"™ : Xxjm-1) = 1} y no seria una faceta. para que esto ocurra, debe
valer que No({i} U N[i]) = V. Ademads, todo k € N(i)\{j} debe cumplir que N»({j,k} U N[i]) = V,
ya que de otro modo, todas las soluciones factibles en F ;’;’.‘1 verifican la condicién xipu-1) = 0y
entonces Ff’;_l C {x € R"™ : xxum-1y = 0}. En ese caso, F:’;‘l no es una faceta de Py,;(G). Por
dtimo, si no vale la condicién 3, existe r € N[i]\Vy, tal que No(N[i]\{r} U {j, k}) # V para todo
k € NIi], y por lo tanto, ninguna solucién factible en F ?}—1 puede verificar que x,(,-1) = 0, en ese caso

F ?}_1 C{xe€R™ : X;um-1) = 1}. En conclusion, hemos visto que las tres condiciones son necesarias.

Para ver que las condiciones son suficientes fijemos i = iy, y consideremos las siguientes solucio-
nes factibles.

= X" e Pl que 7 = Vsit <m—2y 83| = lio} UNIil,

= para k € N()\(j}, ¥ € F"" tal que SY =Vsit<m-2yS*_ =1{jk}UNIil.
La existencia de estas soluciones estd garantizada por las condiciones 1 y 2 del enunciado y el Coro-
lario 2.1.2. Supongamos que la cara F' l’:)’]‘l esta contenida en algun hiperplano, es decir

FlcH = {xeR™ : Z Aigxie = A}

J

@i,neZ
Donde Z = {1,...,n} x{0,...,m — 1}. Como x° y N —E;, pertenecen a F;gjfl, evaluando y restando
tenemos que 4; = O0parai=1,...,ny0 <t <m—-2. Lo mismo sucede con xkr y xhr — E,(u-1) (donde

r € N[ig]\V1 y k. € Nlip] verifica la condicion 3 del enunciado), y con 10 y O+ E j(m—1) obteniendo
de este modo que A1) = Aym-1) = 0 para todo r € m\ V. Evaluando las soluciones x° y Xk para
k € N(ip)\{j} obtenemos finalmente que la ecuaciéon que define a H debe ser un miiltiplo de la que
define a F Z?]Tl, la cual resulta ser entonces una faceta de Py,;(G). ]

Por el Teorema 2.2.2 obtenemos el siguiente corolario inmediato.
Corolario 3.1.1. Para cada i € V tal que N[i] C Vi, j € N(i) sea
Fiy=(xeR':1=xi+ > 50 PumG).
keN(O\{j}

Entonces, F;j es una faceta de P24on(G) si'y solo si se cumple que

1. Na(N[ U (i) =V,

2. No(N[iJ U {j, k}) = V para todo k € N(i)\{j},
3. sire N[i]\V, existe k. € N[i] tal que No(N[/]\{r} U {j,k,}) = V.

Los siguientes teoremas analizan la facetitud de las desigualdades (3.3) y (3.4) para el caso en que
el vértice i tiene un tnico vecino de grado 1. Omitiremos sus demostraciones por ser andlogas a las de
los teoremas previos de esta misma seccion.
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Teorema 3.1.3. Sean i € V; tal que {jo} = NNV y0<t<m-2tal que IN[i]\{jo}| =s <m—1t.
Definimos

Fi = {x € R™ : Xig1) = Xir + Z Xkr} O Prui(G).
keN(@\{jo}

Entonces F l’ es una faceta de Pp,;(G) si 'y solo si

1.

hull(N[i] U {jo}) = V,

2. paratodo | € N[i]\V] existe k; € N[i]\{jo} tal que hull(N[{]\{l} U {k;} U {jo}) = V.
Teorema 3.1.4. Sea i€V, tal que {jo} = N(i) N V. Definimos

Fli= (x € R™ 0 1 = Xypnoty + Z Xim-1)} 0O Pru(G).
keN@\{jo}

Entonces F ;"’1 es una faceta de Pp,;(G) siy solo si

1.

N> (NI[i] U {jo, k}) = V para todo k € N[i]\{jo}

2. para todo | € N[i]\V, existe k; € N[iI\{jo} tal que hull(N[i]\{I} U {k;} U {jo}) = V.

Podemos observar que las desigualdades de vecindad proveen, junto con la integralidad de las
variables, una descripcidn alternativa de las soluciones factibles de los modelos originales. A pesar de
ser mds numerosas, en muchos casos definen facetas de los poliedros que consideramos.

A continuacién mostraremos un ejemplo para ilustrar cuando se verifican o no las condiciones de
los Teoremas 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3 y 3.1.4. Sea G el grafo representado en la Figura 2.1, cuya salida de
PORTA correspondiente a la descripcidon completa de Pp,;(G) se observa en la Figura 2.2, podemos
verificar las siguientes afirmaciones.

La desigualdad (7) es la desigualdad de vecindad de i = 1 respectoa j = 2ent = Oy la
desigualdad (8) la misma pero en ¢ = 1. Ambas definen facetas del poliedro #3-hull, ya que
verifican las hipétesis del Teorema 3.1.1, pues N(1) = {2, 3} c Vi, hull(N(1)) = hull{1}u V) =

Vy hull(N[1]U {2}) = hull({2} U V;) = V.

La desigualdad de vecindad de i = 1 respecto a j = 3 en ¢ = 0 no define una faceta de Pp,;(G)

pues no se verifica la hipétesis hull(N[1] U {3}) = V. Lo mismo ocurre para ¢ = 1.

La desigualdad (3) es la desigualdad de vecindad de i = 1 respectoa j = 2 ent = 2, la cual
define una faceta de Pj,;(G) ya que se verifican las hipétesis del Teorema 3.1.2. Lo mismo
ocurre para i = 1 respecto a j = 3 en t = 2 (desigualdad (4)).

El vértice i = 2 tiene un Unico vecino de grado 1, sin embargo las desigualdades vdlidas de
vecindadenr = 0y ¢ = 1 (3.3) no definen facetas de Pj,;;(G), ya que hull(N[2]U V}) # V, y por
lo tanto no se verifican las hipétesis del Teorema 3.1.3. En cambio, para ¢ = 2, se verifican las
hipétesis del Teorema 3.1.4 ya que No(N[2] U V; U{2}) = Na(N[2]U Vi U{1}) = No(N[2]\{3} U

V1 U{1}) = V. La desigualdad (4) corresponde a esta faceta.

No hay desigualdades validas de vecindad correspondientes al vértice i = 3 ya que dicho vértice
tiene dos vecinos en V.
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3.2. Desigualdades co-convexas y k-cuasi co-convexas

En esta seccion presentaremos familias de desigualdades validas que, si bien seran generalizadas
en la seccion siguiente, poseen una interpretacion interesante en términos de la convexidad $5.

Recordemos que un conjunto C se dice P3-co-convexo si su complemento es P3-convexo. Estos
conjuntos pueden interpretarse como conjuntos cuyos vértices nunca se activaran si los vértices activos
pertenecen a su complemento, ya que N»>(C) = C. En particular, si C € V\V; es un conjunto P3-co-
convexo no vacio entonces, para todo 0 < ¢t < m — 1, cada solucién factible de (2.5), (2.6) y (2.7) tiene
que verificar x; = 1 para al menos un vértice i € C, lo cual conduce a la siguiente desigualdad vélida
que llamaremos desigualdad co-convexa en tiempo t asociada a C:

Z x> 1. (3.5)

ieC

Por otro lado, existen conjuntos C C V para los cuales puede ocurrir que se produzca la activacion
de algunos o de todos sus vértices, atin cuando el proceso comience en C, pero es posible que este
proceso necesite mds tiempo del que se dispone. Por ejemplo, en t = m—1 es necesario que los vértices
activos conviertan a todo V en un solo paso, por lo tanto si N>(C) # V, no importa cual sea hull(0),
necesitamos algun vértice activo dentro de C. Esta es la idea que motiva la definicién de conjunto
k-cuasi-co-convexo 'y de sus correspondientes desigualdades validas.

Definicion 3.2.1. Si 1 < k < m, diremos que el conjunto C C V\V] es k-cuasi-co-convexo en G
si Né‘(C) # V. Para un conjunto k-cuasi-co-convexo C llamamos desigualdad k-cuasi-co-convexa
asociada a C a la desigualdad

D Xinwy = 1. (3.6)

ieC

Observacion 3.2.1. Observemos que los conjuntos co-convexos son, en particular, k-cuasi co-convexos
paratodo k = 1,...,m, y que si un conjunto es k-cuasi co-conexo para algiin k en {1, ..., m}, enton-
ces también es ki-cuasi co-convexo para todo ki < k. Aunque los conjuntos co-convexos son m-cuasi
co-convexos, no necesariamente vale la condicion reciproca, ya que puede ocurrir que hull(C) # V
aunque N»(C) # C.

En el siguiente lema mostraremos que (3.6) es una desigualdad valida para Py,,;(G) si C es k-cuasi
co-convexo, y por lo tanto las desigualdades (3.5) también lo son si C es co-convexo.

Lema 3.2.1. SiC C V\V; y NIZC(E) # V para algiin k = 1,...,m, entonces la desigualdad (3.6) es
vdlida para Pp,;(G). Ademds, la desigualdad

inZI

ieC

es vdlida para Pyiom(G) si N»(C) # V.
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Demostracion. Si (3.6) no es valida para Pp,;;(G) entonces existe x € R™" que verifica las restricciones
(2.5),(2.6) y (2.7), y tal que X icc Xign—k) = 0, luego xju-) = O paratodoi € Cyporlotanto§S; , C C.
Como x es factible, por el Coro_lario 2.1.2, hull(S7 ) = Vyd(S, _,) < k, entonces N’Z‘(S;_k) =Vy
entonces lo mismo ocurre para C, lo que contradice nuestra hipétesis de que C es k-cuasi-co-convexo.
La demostracién es andloga para Pa4,,(G) y la desigualdad 1-cuasi-co-convexa correspondiente. O

El siguiente lema muestra una condicién necesaria para que la desigualdad k-cuasi co-convexa
asociada a C defina una faceta de Py,;;(G).

Lema 3.2.2. Sea Fci := Ppui(G) N {x € R"™ @ }icc Xign-k) = 1} donde C es un conjunto k-cuasi-co-
convexo contenido en Vl para 1l < k < m. Si Fcy es una faceta de Py,;;(G) entonces C es un conjunto
k-cuasi co-convexo minimal, es decir, no contiene estrictamente a ningtin conjunto k-cuasi co-convexo
no vacio. La misma condicion es necesaria para que Fc := Pygom(G) N{x € R" : Y\;cc xi = 1}, donde
C es un conjunto 1-cuasi-co-convexo contenido en Vi, sea una faceta de P20, (G).

Demostracion. Sea Cp un conjunto k-cuasi-co-convexo minimal incluido estrictamente en C. Si C;
es no vacio, entonces cada solucién factible de (2.5), (2.5) y (2.5) x € F¢y, debe verificar la ecuacién
Yiec, Xim—k) = 1 ya que x verifica

Z Xiim—k) = Z Xi(m—k) + Z Xigm-k) = 1

ieC ieCy ieC\Cy

y ademas 3 ico\¢, Xigm—k) = 0y Xiec, Xign-k) = 1 por ser desigualdades validas para Py,;(G). Entonces

Fore Sl eR™ = xigns = 1), 3.7)

ieC
lo cual no es posible, por el Lema 2.2.2, si F¢y es una faceta de Py,;(G). Por el Teorema 2.2.2 se
obtiene el mismo resultado para F¢ ¥ Paiom(G). O

La condicién de minimalidad establecida en el lema anterior no es suficiente para asegurar que la
desigualdad correspondiente defina una faceta de $3(G), como muestra el ejemplo de la Figura 3.1.
En ésta, podemos observar que C = {1, 2,3} es un conjunto co-convexo (y por lo tanto es k-cuasi
co-convexo para k = 1,...,4). También se puede ver que es co-convexo minimal. Sin embargo la
desigualdad vélida xjg9 + x20 + x30 > 1 no define una faceta de Pp,;;(G) ya que la ecuacién x49 = 1
debe verificarse para todo punto de F¢. Esto se debe a que si un tnico vértice de C estd activo, es
necesario que el vértice 4 también lo esté. También podemos observar que el conjunto C no es 1-cuasi
co-conexo minimal, ya que C = {1,2} c C también es 1-cuasi co-convexo, y entonces la desigualdad
valida x13 + xp3 + x33 > 1 no define una faceta de Py,;;(G) ya que estd dominada por la desigualdad
x13+x23 > 1, en el sentido en que vale la inclusion (3.7). Este ejemplo muestra que es necesario agregar
mads hipétesis sobre el conjunto C para garantizar que la ecuacién (3.6) defina una faceta. El siguiente
lema muestra condiciones equivalentes a la minimalidad para un conjunto k-cuasi co-convexo.
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Aco
3

1 2

Figura 3.1: C = {1, 2, 3} es un conjunto co-convexo minimal.

Lema 3.2.3. Sea C un conjunto k-cuasi co-convexo en G, entonces C es minimal si y solo si N’Z‘(G v
{i}) = V paratodoi € C.

Demostracion. Si existe i € C tal que N’z‘(f U {i}) # V entonces el conjunto C\{i} es un subconjunto
propio de C y es k-cuasi co-convexo, ya que m = C U {i}. Entonces C no es minimal. Reciproca-
mente, si existe C; C C tal que N’z‘(C_l) # V, tenemos que C U {i} C C; para algin i € C\C; y luego
V= N’Z‘(E U {i}) C N§(C_1), entonces C es minimal. O

Observacion 3.2.2. Del lema anterior no puede desprenderse que la misma condicion sea vdlida para
conjuntos co-convexos. Esto es asi ya que si C es un conjunto co-convexo minimal, sabemos que no
contiene a otro co-convexo, pero si podria contener a un m-cuasi co-convexo.

Lema 3.2.4. Sea C C V un conjunto Psz-co-convexo. Entonces C es P3-co-convexo minimal si y solo
si para todo i € C, se cumple que hull(C U {i}) = V.

Demostracién. Supongamos que C es co-convexo minimal y que existe i € C tal que hull(CU{i}) # V.
Como C U {i} € hull(C U {i}) entonces hull(C U {i}) € C U {i} = C\{i} y luego

0 # hull(C U {i}) C C\{i} c C.
Esto no puede ocurrir si C es co-convexo minimal, ya que hull(E U {i}) es co-convexo.

Por otro lado, si hull(C U {i})) = V para todoi € C y C; C C es un subconjunto no vacio,
supongamos que la inclusion es estricta, es decir, que existe ip € C\C|. En este caso tenemos que
V = hull(C U {ip}) € hull(C;) = C; ya que C; es P3-convexo. Esto contradice el supuesto de que
C, #0. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar el siguiente teorema, que establece condiciones ne-
cesarias y suficientes sobre un conjunto co-convexo C C V para que la correspondiente desigualdad
(3.5) defina una faceta de Py,;(G).

Teorema 3.2.1. Sea C C V; un conjunto P3-co-convexo no vacio tal que |C| = r < m —t. Si F¢y :=

Pra(G)N{x e R"™ : ¥.cc xi; = 1}, entonces F¢; es una faceta de Pp,;;(G) siy solo si C es un conjunto
co-convexo minimal y ademds, para todo j € C\Vy existe ij € C tal que hull(C\{j} U {i;}) = V.
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Demostracion. Como vimos en el Lema 3.2.%, si F¢, es una faceta entonces C deije ser minimal.
Supongamos ahora que para algin vértice j € C\V; y todo i € C se cumple que hull(C\{j} U {i}) # V.
Si x € F¢y es un vector que verifica (2.5), (2.6) y (2.7), por el Corolario 2.1.2 sabemos que N;”‘t(Sf) =
V., y entonces es necesario que j € S7, ya que de otro modo existird i € C tal que N}'7'(Sy) <
NE"_I(f\{j} U {i}) # V. Entonces, si j € S’ debe valer que Xj; = 1 y en este caso

FCt Q {xEan N .x]'t = 1},

lo cual no es posible si F¢; es una faceta de Pp,;;(G) por el Lema 2.2.2. Hemos demostrado entonces
que las condiciones del enunciado son necesarias para que F¢; sea una faceta de Pp,;(G).

Para demostrar la implicacién reciproca, fijemos ¢ = fy y supongamos que existe un hiperplano
afin H tal que

Fciy CH == {xeR"™: Z Aixip = A},
(ineZ

donde Z ={1,...,n} x{0,...,m —l}. Probaremos que H = {x € R™ : Y ;cc xit, = 1}. Por simplicidad,
supondremos que C = {1,...,r} y C\Vy = {r+1,...,n}. Para cada 1 < j < r, podemos definir un vector
x = (x))o<r<m-1 € R™ tal que

s SY =VsiO<i<igor>r+i,

=S¥ ={jjuCy

-S;f)jJrk={j}UEU{ll,...,lk},conlkENZ(SX O\S? yparal <k<r-1

to+k— to+k—

Es decir, x/ tiene la siguiente forma

c C
J J
xj:((1,1,...,1),...,(1,1,...,1),(0,...,0,?,0,...,0,1,1,...,1),(0,...,0,?,0,0,1,0...,0,1,1,...,1)
t=0 t=ty—1 t=ty (r—1 ceros) t=ty+1 (r—2 ceros)
c
... (1,1,0,1,...,1,1,1,...,1),...).

t=to+r—2 (1 cero)

Por el Corolario 2.1.4, cada x/ estd bien definido y verifica las restricciones (2.5), (2.6) y (2.7).
Ademds, x/ pertenece a Fc;, ya que cumple la ecuacién que la define.

Consideremos ahora el vector y' := x! —E;;donde | <i<ny0<t<ty—-lot>r+1t—1I.
Es ficil ver que y también es una solucién factible que pertenece a Fy,, entonces x' y y verifican
la ecuacién que define a #, lo cual implica que A; = Oparal <i<n,0 <t <1y — 1y también para
t>r+1— 1.
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Hasta ahora hemos visto que

H = {x e R™ : Z i = A, (3.8)
((Hve

donde Z1 = {1, ...,n} X {tg, ... r + to — 2}.

Ahora consideremos ¢t = r+ty) — 2y 1 <i < r, vamos a mostrar que 4; = 0. Sea x' 1a solucién en

F¢y, definida més arriba y y’ una solucién factible tal que y! = x! para0 <t < r+1t -3y yr io-

xr+l‘()—2

pues CuUf{i) C r+t0 _,\{i} para algin i; € C\{i}, y ademds 6(Sr+t LMD =2 <m=(r+1-2).
Reemplazando X y ¥ en (3.8), deducimos que Ajy44y-2) = O parai=1,...,r

e;. La ex1sten01a de ésta solucidn se puede garantizar debido a que hull(S R S\ =

Para j € C\V}, es decir r + 1 < j < n, las hipétesis nos aseguran que existe ijeC, 1<ij<r,
tal que hull(C \{j} U {i;}) = V. Consideremos x'i 1a solucién factible definida anteriormente e y/ una
solucién factible en F¢y, que verifica que

Jo_

y; = paraO<t<r+to—3 yy :xij

r+to— r+tg—2 - e/

Reemplazando ambas soluciones en (3.8), podemos concluir que A 44-2) = Opara j=r+1,...,n

Una vez que demostramos que A; = O paratodoi = 1,...,nyt > fy + scon s > 1, es facil ver
que Ajg+s) = O paratodoi = 1,...,n. Esto se debe a que en todos los casos podemos asegurar la
existencia de una solucién factible x en F¢;, que coincida sit <ty + s — 1 con alguna de solucién x*
para algtn i; conveniente en C, y que en ¢t = fy + s su soporte sea S . .\{i}. Este conjunto verifica que
hull(S7 , \{i}) = V'y ademads 6(S; , \i}) <r—s <m— (1 + 9).

fo+s

En suma, hemos visto que

H={xeR™: > iy, = A).

1<i<n

Reemplazando ahora x’ para 1 < i < ry )’/ para j = r + 1,...,n definidas antes, vemos que A;;, =

=y =AYy Adjsy = 0parar+ 1< j < n. Porultimo, al evaluar las soluciones x/paraj=1,...,r
obtenemos que la ecuacién que define a H es un miltiplo de la que define a F, la cual resulta una
faceta de Pp,;(G) en virtud del Lema 2.2.2. ]

El siguiente corolario es consecuencia directa del teorema anterior, ya que es el caso particular
t = 0. En este caso se puede obviar la hipétesis sobre el cardinal de C, ya que siempre se verifica.

Corolario 3.2.1. Si C C V es un conjunto P3-co-convexo, la desigualdad Y ,;cc xj0 > 1 define una

faceta de Ppui(G) si'y solo si C es minimal y, para todo j € C, existe ij € C tal que la cdpsula
P3-convexa de C\{j} U {i;} es V.
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El siguiente teorema es la version del Teorema 3.2.1 parat = m — 1.

Teorema 3.2.2. Si C C V es un conjunto P3-co-convexo, la desigualdad Y icc Xim-1) > 1 define una
faceta de Ppu(G) si y solo si No(C U {i}) = V para todo i € C y, para todo j € C, existe i ; € Ctal que
NAC\(jHU i) =

Omitimos la demostracion de este teorema ya que es andloga a la de Teorema 3.2.1. Se consideran
las soluciones factibles x/ € F¢,-1) para j € C, que verifican que Sf" =Vpara0<t<m-2y
S;‘:_l =CU {j}. Se puede ver que x! — E;; también son soluciones factibles en Fem-1ysi0<t<m-2,
1 <i < n. Lo mismo para cada j € C\ V1, ya que la hipétesis garatiza que tanto x'/ como x'/ — E i(m=1)
son soluciones factibles en Fc(-1).

Observemos que en el teorema anterior, la hipdtesis de minimalidad fue reemplazada por la con-
dicién N»(C U {i}) = V para todo i € C. Esto es asi ya que la minimalidad asegura que para todo i € C
existe algtin k£ > 1 tal que N’z‘(f U {i}) = V, pero la demostracion necesita la hipétesis pedida que es
mads fuerte. Entonces, podemos formular el teorema anterior como mostramos a continuacioén.

Teorema 3.2.3. Sea C C V\V| un conjunto 1-cuasi-co-convexo. La desigualdad (3.6) define una
faceta de Puu(G) si 'y solo si C es minimal y ademds, para cada j € C\Vy existe ij € C tal que
M(C\{jHulih =V

El Teorema 2.2.2 asegura el siguiente resultado para el poliedro de 2-dominacidn.

Corolario 3.2.2. Si C C V es un conjunto $3-co-convexo (respectivamente, 1-cuasi co-convexo), la
desigualdad Y;cc x; > 1 define una faceta de P2d[,m(G) si y solo si No(CU (i) =V para todoi € C
(respectivamente, C es minimal) y, para todo j € C, existe ij € Ctal que NZ(C\{ yulih) =V

Observacion 3.2.3. Podemos ver que para i € vy yjeNQGC vy, el conjunto N;; := N[i]\{j} es
1-cuasi-co-convexo en G, pues i ¢ No(N[i]\{j}). Entonces la desigualdad de vecindad de i respecto a
J

Xi(t+1) < Xjg + Z Xiet
k#j

para t = m — 1 coincide con la desigualdad 1-cuasi-co-convexa asociada a N;;.

En lo que sigue, estudiaremos las desigualdades k-cuasi co-conexas. El proximo teorema establece
condiciones necesarias sobre un conjunto C C V para que la desigualdad valida (3.6) defina una faceta
de Py,;(G). Lamentablemente, estas condiciones no son suficientes.

Teorema 3.2.4. Sea C C V\V| un conjunto k-cuasi-co-convexo. Si la desigualdad correspondiente
(3.6) define una faceta de Py,;;(G) entonces

1. C es un conjunto k-cuasi co-convexo minimal en G,

2. para cada j € C\V] existe algun i; € C tal que N’z‘(g\{j} utijh =V
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3. paracada j € V\Vyycadal < r < k—1, existe algiini;, € C tal que N’z‘"(N;(fU{ijr})\{j}) =V.

Demostracion. Sea

Fei={x€ Ppu(G) : ) Xignsy = 1}, (3.9)

ieC

ya hemos visto que la condicién 1 es necesaria para que F¢ sea una faceta del poliedro hull. Ademas,
si existe algtn j € C\V; tal que NS(E\{ JjluU{i}) # V paratodo i € C, entonces para toda solucién
factible x de (2.5), (2.6) y (2.7) debe valer que xiu-x) = 1 ya que de otro modo S7 , C 6\{j} U {i} para
algin i € C, y esto no es posible, ya que por el Corolario 2.1.2 tenemos que N§(S i) = V. Hemos
demostrado que si N’z‘(E\{ Jjlu{i}) # V paratodo i € C, entonces

Fc C {x eR™ : Xjm—k) = 1}.

Esto contradice el hecho de que F¢ es una faceta de Pp,;(G), por el Lema 2.2.2. Por ultimo, si existe
jeWV\Viyref{l,...,k—1}tal que N’g"(N;(EU {iD\{j}) # V paratodo i € C, entonces un argumento
similar muestra que

Fc c{x € Pru(G) : Xjm—k+r) = 1}, (3.10)

ya que si Xjp-k+r) = O para alguna solucion factible x entonces § ;"‘k” C N;(f U {iD\{J} y luego
N5(S m=(k=n)y N’g"(Ng(f U {iD\{j}) # V. La inclusién (3.10) contradice una vez mas la facetitud
de (3.6). Por lo tanto, las tres condiciones enunciadas son necesarias. O

Teorema 3.2.5. Si C C V es un conjunto k-cuasi co-convexo tal que C verifica las condiciones 1y 2
del Teorema 3.2.4 y, ademds, para cada j € V\V1y 1 < r < k-1 existe ij- € C tal que j € Ny(CU{i;})
y N’Z‘_’ (N;(f U{i;D\{j}) = V, entonces la desigualdad asociada (3.6) define una faceta de P, (G).

Demostracion. Como C es minimal, por el Lema 3.2.3, podemos definir xi € R" para cadai € C,

una solucién factible en F¢ (ver (3.9) tal que Sa" =... = Sfri_k_l =V, Sfr;_k = CuUl{i}, S;Z_k“ =

No(C U {i),.. ., Sfrz_] = N’Z“I(E U {i}). Supongamos ahora que

FeCH={xeR™ : > Ajx; =4, (3.11)
(j9)eZ
donde Z = {1,...,n} x {0,...,m — 1}. Supongamos que el vértice 1 € C y sea x' la solucién factible

definida anteriormente. Es facil ver que x' — E js también es una solucion factible si 1 < j < ny
0 < s <m—k - 1, entonces evaluando ambas soluciones en la ecuacién que define a H y restando,
tenemos que A g = 0 para dichos valores de j y s.

Paral < j < nyr = k-1, la hipétesis del teorema nos asegura que existe i;x-1) € C tal
que j € N§_1(6 U {ij(k_1)}) y Nz(lec_l(z U {ij(k_1)})\{j}) =V, entonces xlit=1 y xlit=1 — E jon-1) son
soluciones factibles en F¢ y entonces A,-1) = 0. Una vez que probamos que 4, =Oparal < j<n
yt=m-—k+s,...,m—1paraalgin2 < s < k—1sepuede verque 4, = Oparal < j<ny
t=m—-k+s—1.Estosedebeaqueparal < j<nyr=s-1,las hipdtesis nos aseguran que existe
un ij(s—l) € Ctal que
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" j€ Ng‘l(f U {i;-}) (por lo tanto, si Xl es la solucién factible definida anteriormente su
coordenada j(m —k+s—1)valel)y

= Né“”l(N‘z‘_l(E U {i;;)\{j}) = V. Esto nos permite definir una nueva solucién factible que
coincida con xit-) para 0 < t < m—(k—s+2)=m—-k+s—-2ytalqueent=m—-k+s-1=
m — (k — s+ 1) su soporte sea N;‘l(C U {irD\{JD.

Evaluando estas dos soluciones factibles y restando obtenemos el resultado buscado. De este modo
podemos probar que 4;; = Oparal < j<nyt>m—k+ 1. Finalmente, la hipétesis de que para cada
J € C\V existe algun i; € C tal que N’z‘(C \{J} U {i;}) = V, nos permite definir una solucion factible
yitalque S = Vparar=0,....m—k—1y an'/_k = C\{,j} U {i,}). Evaluando x/ e y/ en la ecuacién
que define a H y restando, tenemos que Aj—x) = 0si j € C\V;. Al evaluar todas las soluciones x’

para i € C comprobamos que Aj;,—k) = Ay luego, la ecuacién que define a H es un multiplo de la que
define a F¢, siendo entonces esta una faceta de Py, ;(G). ]

Concluiremos la presente seccion con algunos ejemplos. En primer lugar, observemos la descrip-
cién completa del politopo $3-hull del grafo G representado en la Figura 2.1, que hemos obtenido
utilizando el software PORTA (Figura 2.2). Podemos realizar las siguientes observaciones.

= El conjunto C = {1, 2} es P3-co-convexo (ya que No(V1U{3}) = V;U{3}), ademds hull(CU{1}) =
hull(C U {2}) = V, luego por el Lema 3.2.4 es minimal. También se cumple que hull(C\{3} U
{1}) = V. Es decir, se verifican las hipétesis del Teorema 3.2.1 y del Teorema 3.2.2, por lo tanto
X0+ x0 =1, x11 +x21 =2 1y x;p + xpp > 1 estdn presentes en la descripciéon completa del

poliedro Pj,;;(G) (desigualdades (1), (2) y (4) de la Figura 2.2).

= El conjunto C = {1, 3} es 1-cuasi co-convexo, ya que N>(C) = CU{3} # V. Ademds, se verifican
las hipétesis del Teorema 3.2.3, ya que N2(C U {1}) = No(C U {3}) = V y No(C\{2} U {1}) = V,
por lo tanto la correspondiente desigualdad cuasi co-convexa xj; + x3p > 1 define una faceta de
Prui(G) y de P240m(G), como puede verse en la Figura 2.2 (desigualdad (3)). Para este ejemplo
en particular, hemos podido identificar a todas las facetas presentes en la descripcion completa
del politopo $3-hull.

Por otro lado, la Figura 3.2 ilustra el caso de un arbol 7 y un conjunto 2-cuasi co-convexo C =
{1,2, 3} que verifica las condiciones del Teorema 3.2.5, ya que es minimal (pues Ng(m) =Vylo
mismo ocurre para {1,3} y {2,3}), y ademds No(N»({1,2,3} U {2DH\{j}) = V para j = 1,2, 3. Dicho
teorema nos asegura que xjj + xp; + x31 = 1 define una faceta de Py,;(7). Notemos qlﬂ mismo

conjunto es 1-cuasi co-convexo, ya que Ny({1,2,3}) # V pero no es minimal pues N»({1,2}) # V,
luego la desigualdad xj; + xp3 + x33 > 1 no define una faceta de Pp,; (7).

Por ultimo, la Figura 3.3 muestra la descripcién completa del politopo de 2-dominacién para el
grafo G representado en la Figura 3.4. Podemos realizar las siguientes observaciones.
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Figura 3.2: Conjunto 2-cuasi co-convexo.

= El conjunto C; = {I,2} es co-convexo y verifica las condiciones del Teorema 3.2.2, ya que es
minimal y para cualquier j € C; existe algin i € C tal que Np(C\{j} U {i}) = V, por lo tanto
X1 + X2 > 1 define una faceta de Pagom(G) como puede verse en la Figura 3.3 (desigualdad (4)).

= Los conjuntos C; = {1,6}, C3 = {2,3,4}, C4 = {3,4,5}, Cs = {5,6,7}, Cs = {3,4}, C7 =
{4,5,6}y Cg = {4,5, 8} son 1-cuasi co-convexos y verifican las condiciones del Teorema 3.2.3,
por lo tanto las correspondientes desigualdades cuasi co-convexas forman parte de la descrip-
cién completa de P2aom(G), como podemos ver en la Figura 3.3 (desigualdades (5) a (11)).

» Lasdesigualdades (12) a (17) de la descripcién completa de Paom(G) (Figura 3.3) corresponden
a las desigualdades x; > O parai = 3,4, 5,7, 8, ya que se verifican las condiciones del Teorema
2.4.2.

= Lasdesigualdades (18) a (24) de la descripcién completa de Poaom(G) (Figura 3.3) corresponden
a las restricciones x; < 1, que siempre estdn presentes en la descripcién completa de pagom(G),
como lo asegura el Teorema 2.4.1.

= La desigualdad (3) de la descripcién completa de Pogom(G) (Figura 3.3) corresponde a la res-
triccion original del modelo (2.6) para i = 4. Como se verifican las hip6tesis del Teorema 2.5.1,
sabemos que define una faceta del poliedro estudiado.

= Con lo visto hasta el momento no podemos identificar a las desigualdades (1) y (2) de la des-
cripcién completa de Pzdom(é).

3.3. Desigualdades de rango local

En las secciones anteriores estudiamos distintas familias de desigualdades vélidas, entre ellas las
desigualdades co-convexas y las cuasi co-convexas. Presentaremos ahora una generalizacion de las
desigualdades mencionadas. La idea para construir estas desigualdades es similar a la idea utilizada
en los trabajos [18, 33], donde se estudian los poliedros asociados al problema de coloreo y al de
clasificacion, respectivamente.

Definicion 3.3.1. Sea S C V\V| un conjunto k-cuasi co-convexo, es decir N’z‘(g) # V para algiin
k e {1,...,m}. Definimos

hs :=min{|H| : HCS y N5(SUH)=V).
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Figura 3.3: Salida de PORTA con la descripcién completa de Pgd,,m(é), siendo G el grafo represen-
tado en la Figura 3.4.

Figura 3.4: Grafo G para el ejemplo analizado en la Seccién 3.2.
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Figura 3.6: El conjunto H = {1, 4} verifica que No(C, UH) = V.

Notemos que para k = m, el parametro ig puede interpretarse como el numero $3-hull restrin-
gido al subconjunto S§. Andlogamente, si k = 1 el pardmetro hs puede verse como el nimero de
2-dominacién del conjunto S. En ambos casos estamos considerando como vértices inicialmente ac-
tivos a todos los vértices que no pertenecen a S. Por ejemplo en el grafo G representado en la Figura
3.4 podemos observar que

= el conjunto C; ={1,2,3,4,5,6,7} es 1-cuasi co-convexo. Si consideramos a los vértices de su
complemento como vértices activos, podemos ver que el conjunto H = {1, 3,5} verifica que
N>(C; U H) = V (Figura 3.5) y que no hay otro conjunto con menos de 3 vértices que verifique
esa condicion. Por lo tanto A¢, = 3.

= El conjunto C, = {1,2,3, 4,_5, 6, 8} también es 1-cuasi co-convexo, en este caso hc, = 2, ya que
H = {1, 4} verifica que N»(C, U H) = V (Figura 3.6).

Proposicion 3.3.1. Si x es una solucion factible en Ppy(G) y S C V\V| es un conjunto k-cuasi
co-convexo, entonces x verifica
Xi(m—k)
> > 1.
hs

ieS

Es decir, la desigualdad anterior es vdlida para Pp,;(G).

Demostracion. Si x es una solucion factible en Py, (G), entonces por el Corolario_ 2.1.2 tenemos que
Nzk(Sj;_k) = V. Esto implica que N§(an_k NSuUS’ ,NS)=Vy entonces N’Zf(S UT)=VparaT
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definido como T :=§7 , NS, pero entonces, por la definicion de hg, |T| > hg, y luego la desigualdad
es valida. |

Continuando con el ejemplo del grafo representado en la Figura 3.4, las desigualdades x| + x» +
X3+X4+X5+X6+X7 = 3y X1 +X2+X3+X4+X5+Xx6+Xg > 2 son validas para Praom(G). Sin embargo solo
la primera desigualdad forma parte de la descripcién completa de Pag,,(G), como se puede observar
en la Figura 3.3 (desigualdad (1)). Esto esta justificado por las siguientes observaciones.

u Pgdom(é) Ni{x e RS DXt Xt X3 Xy X5+ Xg+ Xxg =2} = (1,0,0, 1,0,0,1,0) Ya que no
hay otra combinacién de dos vértices en C» distintos de i = 1, j = 4 tal que No(C> U {i, j}) = V.
Entonces la desigualdad define un punto extremo de Piom(G)).

m Lacara F := P2d0m(é) N{x eR® : X +Xx2+ X3+ X4+ x5+ x5 +x7 =3}n0 puede estar
incluida en otro hiperplano afin distinto de x; + xp + x3 + x4 + x5 + X6 + x7 = 3. Supongamos
que F C {x € R® Z?Zla,»xi = a}. Como N,({2,4,6} = N»({2,4,6,8}) = V, tenemos que
ag =0y ay +as + ag = a. También N>({2,5,6}) = N>({2,3,6}) = V, y entonces as = a4 = as.
Por otro lado, N>({1,4,7}) = N.({1,4,6}) = N>({1,4,5}) = V y entonces as = ag = ay,
y como No({1,3,6}) = N>({1,3,5}) = N»({1,2,5}) = V, tenemos que a; = a» = a3. Es
decir, probamos que el Unico hiperplano que contiene a F es de la forma Z?Zl ayx; = 3ay,
es decir, un multiplo de la desigualdad que estamos estudiando. Por lo tanto la desigualdad
X1 + X + X3 + x4 + x5 + xg + x7 > 3 define una faceta de P2d0m(é).

A continuacion mostraremos cémo estas desigualdades pueden reforzarse todavia mas, utilizando,
ya no un ndmero hull restringido a un subconjunto, como es el caso de Ag, sino un nimero hull al que
notaremos /s (i), y que puede tomar distintos valores para cada vértice i € S.

Definicion 3.3.2. Sean S C V\V, yT C S, diremos que T es un Hi-conjunto para S si N’2‘(§U T)=V.
Para cada i € S definimos

hlg (@) :==min{|T| : T esun Hy — conjunto para § ei e T}.

Si k = m, el pardmetro k¢ (i) puede interpretarse como un nimero #3-hull local, en el sentido en

que estd restringido a S y depende de cada vértice i, ya que cada H,,-conjunto T verifica que hull(S U
T) = V. Este parametro dependerd también del conjunto de referencia S que estemos considerando.
Para el grafo representado en la Figura 3.7, si consideramos S = {1, 2, 3,4} se puede ver que hé =1

ya que {1} es un H;-conjunto para S (N2(§ U {1}) = V), en tanto que hé (2) = 2 ya que {2,3} es un
H-conjunto para S de cardinal minimo. Andlogamente, h; 3) = h; 4)=2.

Proposicion 3.3.2. Si x € R™ es una solucion factible en Py, (G)y S C V\V| es un subconjunto tal
que N§(§) # V, entonces x verifica
Xi(m—k)
Z o = L (3.12)
‘e N5

Es decir, la anterior es una desigualdad vdlida para Pp,;(G).
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Capitulo 3. Algunas familias de facetas

Figura 3.7: El conjunto {1, 2, 3,4} es 1-quasi co-convexo
Demostracion. Si x es una solucién factible en Py,;;(G) y S € V\V; es un subconjunto tal que N§(§) *
V, por el Corolario 2.1.2 tenemos que
NA(SE ) =NA(S:_, NnSHUSE , NS)) CNA(SE ,NSHIUS).
Entonces, el conjunto 7' = §; , NS es un Hg-conjunto en S. Ademas,
Xi(m—k) _ 1
Z hs (i) Z hs (i)’

i€S ieSNS*

m—k

Como ademas hg (i) < |T| para todo i € T tenemos que

1 1
2ise > 2m ="

y entonces la desigualdad es valida. m|

Para concluir, se puede ver que las desigualdades k-cuasi co-convexas (3.5) son un caso particular
de esta ultima familia de desigualdades (3.12) donde h’é(i) = 1 para todo i € C. Continuando con
el ejemplo de la Figura 3.7 podemos ver que el conjunto S = {1,2,3,4} verifica que No(S) # V,
es decir es un conjunto 1-cuasi co-convexo. Su correspondiente desigualdad 1-cuasi-co-convexa es
X13 + X3 + X33 + x43 > 1, que no define una faceta ya que no verifica las hipétesis del Teorema 3.2.4,
pues No(S U {2}) # V. También hemos visto que hl(1) = 1y que hL(2) = hi(3) = hl(4) = 2,y
entonces la desigualdad (3.12) correspondiente es

X13 X23 X33 X43
MR T Y

1 2 2 2

que resulta ser una de las restricciones originales del modelo, (2.6), y que en este caso define una
faceta del poliedro correspondiente.
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Capitulo 4

Descripciones completas

En los capitulos previos comenzamos el estudio de los poliedros $3-hull y de 2-dominacién de un
grafo. El propésito de dicho estudio es proveer los fundamentos teéricos que contribuyan al cdlculo
efectivo de los pardmetros estudiados, por ejemplo, utilizando las facetas encontradas para el disefio
y la implementacién de un algoritmo de planos de corte (ver Seccidn 1.4). Estos resultados son re-
levantes ya que las técnicas poliedrales han mostrado ser muy efectivas para resolver problemas de
programacion lineal que en su version de decisién son NP-completos, y que por lo tanto no se conoce
hasta la fecha ningtin algoritmo exacto que los resuelva en forma efectiva. Como el cdlculo de ambos
pardmetros es NP-completo en su versién de decisién para un grafo general, creemos que nuestros
resultados pueden contribuir a su cémputo.

En este capitulo cambiamos el enfoque de nuestro trabajo y nos dedicamos a estudiar los poliedros
asociados a familias de grafos para los cuales el problema del célculo de los pardmetros es polinomial.
Esto ocurre de manera trivial para caminos, ciclos y grafos completos y, como fue demostrado por
ejemplo en [20], para drboles. Nuestro objetivo no es ya encontrar algunas familias de facetas, sino
hallar la descripcion completa de los politopos, es decir, todas sus facetas para las familias de grafos
mencionadas. Esto es lo que hacemos en las Secciones 4.1, 4.2 y 4.3, donde mostramos la descripcién
completa del poliedro #3-hull (y por lo tanto del poliedro de 2-dominacién) para caminos, ciclos y
grafos completos respectivamente, mientras que para el caso de drboles mostramos la descripcion
completa del poliedro de 2-dominacion (Seccién 4.4).

A continuacién describimos brevemente la estrategia que utilizaremos para hallar las descripcio-
nes completas de los politopos. Sea P el poliedro que queremos describir mediante desigualdades,
dado como combinacién convexa de ciertos vectores binarios. En primer lugar encontramos desigual-
dades que definen facetas de P, por ejemplo aplicando los resultados de los Capitulos 2 y 3 a las
familias de grafos que estemos analizando. Ademads, la utilizacién del software PORTA, puede ser
de utilidad para hallar mas familias de facetas o bien sospechar que hemos encontrado la descripcién
completa. Si llamamos P al poliedro dado por todas las desigualdades que hemos encontrado, para ver
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Capitulo 4. Descripciones completas

que P = P basta probar que

= P estd incluido en el poliedro correspondiente a la relajacién lineal del problema y

= los puntos extremos o vértices de P tienen todas sus coordenadas enteras (binarias).

La parte mds dificil en general es demostrar el segundo item, excepto en los casos en los cuales
la matriz de los coeficientes de las desigualdades que definen a P tiene alguna propiedad particular.
Uno de estos casos estd dado por las matrices fotalmente unimodulares, que son aquellas que verifican
que todas sus submatrices cuadradas inversibles tienen determinante igual a 1 6 —1. En estos casos,
gracias a la Regla de Cramer, es ficil ver que los vértices de P tienen coordenadas enteras. Cuando
esto no ocurra deberemos utilizar argumentos ad-hoc.

En el caso de arboles, es facil ver que en general hay facetas definidas por desigualdades con
coeficientes distintos de =1 (como es el caso de las restricciones del modelo, las desigualdades (2.6)), y
por lo tanto la matriz correspondiente no es totalmente unimodular. De ahi que la descripciéon completa
del poliedro de 2-dominacién para arboles (Teorema 4.4.1) sea el resultado mas importante de esta
tesis, no solo por la dificultad de su demostracién, sino porque ademads esta descripcién completa de
Pordom(T) provee un algoritmo polinomial para el cdlculo del nimero de 2-dominacién de un arbol, que
consiste en aplicar alguno de los algoritmos que resuelven PL (el método del elipsoide, por ejemplo),
utilizando la descripcién de la region factible mediante las desigualdades que hemos hallado.

4.1. Caminos

En esta seccién mostramos que para un camino de n + 2 vértices, al que notaremos #,.2, las
desigualdades co-convexas asociadas a los conjuntos C; = {i,i + 1} parai = 1,...,n — 1, y las cotas
de las variables x;; < 1 parai = 1....,n son suficientes para describir en forma completa y minimal
al poliedro correspondiente. Para probar este resultado utilizaremos las siguientes propiedades, cuyas
demostraciones pueden encontrarse en [72].

Lema 4.1.1. (Corolario 2.10, pdgina 544 [72]) Si A € {0, 1}"* es una matriz de intervalo, es decir
una matriz donde los coeficientes no nulos de una fila estdn en columnas consecutivas de dicha fila,
entonces A es totalmente unimodular .

Lema 4.1.2. (Proposicion 2.1, pdgina 540 [72]) Si A € R™, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

» A es totalmente unimodular.
n A’ € R™ es totalmente unimodular.

n (A, D) € R*6* donde I € R™ es la matriz identidad, es totalmente unimodular.
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= La matriz que se obtiene al multiplicar una fila o una columna de A por —1 es totalmente
unimodular.

Lema 4.1.3. (Proposicion 2.2, pdgina 541 [72]) Si A € R™* es totalmente unimodular, entonces
P(b) ={xeR} : Ax < b}

es un poliedro entero (es decir, sus puntos extremos tienen coordenadas enteras) para todo b € 7.

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente teorema, que brinda la descripcién completa
del politopo hull, y por lo tanto del de 2-dominacién, para caminos.

Teorema 4.1.1. Sea P12 el grafo camino con V\V| = {1, ..., n}. Entonces las desigualdades

Xip + X1y = 1 para0<t<n-1,1<i<n-1, “4.1)

xip < 1 para0<t<n-1,1<i<n. “4.2)

describen al poliedro Py (Pn+2) C R™ en forma completa y minimal.

Demostracion. Sea P CR" el poliedro definido por las desigualdades del enunciado, es decir

2
P:={xeR" :xy+xgs1y=1para0<t<n-1,1<i<n-1,

xi<lparaO<t<n-1,1<i<n}.

Parai =1,...,n — 1, los conjuntos C; = {i,i + 1} € V\V| son P3-co-convexos y ademads verifican las
condiciones del Teorema 3.2.1, ya que No(Ciu i) =V y lo mismo ocurre para i + 1 y al extraer
j € C;\V,. Esto implica que las desigualdades (4.1) son vélidas y definen facetas de Pp,;(Pn+2) para
0 <t < n-2ylomismo ocurre para t = n — 1 por el Teorema 3.2.2. Ademds, por el Teorema 2.4.1,
las desigualdades x;; < 1 también definen facetas de Py,;;(P,+2) para todo i y ¢, entonces tenemos que
Ppuif(Pns2) C P.

Veremos que los puntos extremos de P tienen coordenadas binarias y que, ademads, verifican las
restricciones del modelo, que en este caso son

2x10+1) < 2xp+x+1para0<tr<n-2, 4.3)
2Xp41) < 2Xp + X1y + 1 para0 <t <n-2, “4.4)
2Xig+1y < 2Xi + X(—1yp + Xge1y para0 <t <n-2,2<i<n-1, 4.5)
2 < 2X1p-1) + X2m-1) + 1, (4.6)
2 < 2xp-1) + X—D-1) + 1, 4.7)
2 < 2Xip-1) + Xi=D)(n=1) + XisDn-y para2 <i<n-—1, (4.8)
0 < xp <lpara0<t<n—-1,1<i<n. 4.9)
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Si x € Pentonces xj; > 1 — X451 20y Xy 2 1 = Xx(4-1)y 2 0paral <i<n-1,0<r<n-1,

entonces x verifica las cotas para las variables del modelo. Ademds, para2 <i<n—-1,0<t<n-1,

2 < (X + X)) + (Xir + X=1)r) = 2Xir + X1y + X(i-1)y-

En particular, para t = n — 1 tenemos que x verifica las desigualdades (4.8) y, como 2 > 2x;(41),
entonces también se verifican (4.5) para0 <t < n — 1. Ademads,

2< (xyp+x0)+(xp+ D) =2x,+x,+ 1y

2< (xnt + x(n—l)t) + (xnt + 1) = 2xp + X(n-1) + 1,
entonces x verifica (4.3), (4.4), (4.6),y (4.7).

Probaremos que el poliedro P es entero. Sea A € {0, 1}”("‘””’2 la matriz cuyas filas son los
coeficientes de las desigualdades (4.1). Es facil ver que A es una matriz de intervalo (es decir, los
coeficientes no nulos de cada fila son consecutivos) ya que los tnicos coeficientes no nulos de la i-
ésima fila estdn en las columnas i e i + 1. Entonces, por el Lema 4.1.1, A es totalmente unimodular.
Mis adn, por el Lema 4.1.2, (AT, —I)T también lo es y entonces, por el Lema 4.1.3, el politopo P =
{x e R’f tAx > b, —Ix > Z} donde b = (1,..., DT y?; = (=1,...,— 1T es entero, y luego coincide con
P(Pn+2)- O

En virtud del Teorema 2.2.2 tenemos el siguiente corolario directo para el politopo de 2-dominacién.
Corolario 4.1.1. Las desigualdades

Xi+xiyp = lpara 1<i<n-1,

A

Xi lpara 1 <i<n.

proveen una descripcion completa y minimal del poliedro P2qum(Pri2) € R™

4.2. Ciclos

En esta seccién mostraremos una descripcién completa del politopo Pp,;(C,) para C, un ciclo de
n vértices. En este caso serd necesario distinguir entre valores pares e impares de n. Utilizaremos el
siguiente resultado cuya demostracién se puede encontrar en [72].

Lema 4.2.1. (Corolario 2.8, Seccion I1l.1, pdgina 544 [72]) Sea A una matriz con coeficientes 0, 1
0 —1, con no mds de dos elementos distintos de cero en cada columna. Entonces A es totalmente
unimodular si y solo si las filas de A se pueden particionar en dos subconjuntos Q1 y Q- tales que, si
una columna contiene dos elementos no nulos, entonces se verifica que
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a. si ambos elementos tienen el mismo signo, entonces uno de ellos pertenece a una fila en Q1 y
el otro estd en una fila contenida en Q; o

b. si los signos de ambos elementos son opuestos, entonces ambos pertenecen a filas contenidas
en el mismo subconjunto.

Teorema 4.2.1. Sea C,, un ciclo con n vértices. Entonces, las desigualdades

Xip+ Xy = lpara0<t<n-3,1<i<n-1, (4.10)

Xpe+x1; = 1 para0<t<n-3, “4.11)
son vdlidas para Py, (C,). Ademds, si n es par, n > 4, estas desigualdades junto con
xi < lpara0<r<n-3,1<i<n (4.12)

proveen una descripcion completa y minimal del poliedro Pp,;(C,) € R""2).

Demostracion. Consideremos los conjuntos C; = {i,i+ 1} parai=1,...,n -1y C, = {1,n}, es fécil
ver que son $3-co-convexos y que cumplen las hipdtesis del Teorema 3.2.1 parat = 0,...,n— 4y
del Teorema 3.2.2 para t = n — 3, por lo tanto las desigualdades asociadas (4.10), (4.11) son vélidas y
definen facetas de Pj,;;(C,,).

Supongamos ahora que n es par. Sea P c R ¢ politopo definido como

F::{xER"(”_Z):x,-t+x(,-+1),21para0§t$n—3, 1<i<n-1,
Xpr+x1p 2 1para0 <t <n-3,

xp<lparaQ<tr<n-3,1<i<n}

Todas las de,s\igualdades que definen a este poliedro son vdlidas para Py,;(C,), entonces tenemos que
Pruu(Cy) € P.

Probaremos que Pesun poliedro entero. Como 7 es par, es fcil ver que la matriz A € RM"=2>xn(1=2)
cuyas filas estdn formadas por los coeficientes de las desigualdades co-convexas que definen a P,
verifica las condiciones del Lema 4.2.1 ya que

m Ac {0’ l}n(n—2)><n(n—2)’
= cada columna de A tiene exactamente 2 elementos no nulos,

= sus filas se pueden separar en dos subconjuntos: Q; (filas if con i impar, t = 0,...,n—3)y O»
(filas it con i par, t = 0,...,n — 3). Se verifica la propiedad de que los dos elementos no nulos
de una misma columna no se encuentran en filas en el mismo Q;, ya que las filas 17 estdn en QO
y las filas nt estdn en 05, dado que n es par.
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Por lo tanto la matriz A es totalmente unimodular y entonces P es entero. También es facil ver que
los puntos de P verifican las desigualdades del modelo (omitimos estos detalles de la demostracién
por ser andlogos a los de la demostracion del teorema anterior). Hemos probado entonces que P =
Pruit(Cr). mi

Notemos que el argumento para demostrar la unimodularidad de la matriz de coeficientes que
utilizamos en la anterior demostracién no es valido si n es impar. De hecho, para ciclos impares es
necesario agregar desigualdades para obtener una descripcién completa del poliedro.

Lema 4.2.2. Si C, es un ciclo, entonces las desigualdades de rango en ¢
n
Z Xip = [ﬂ para0 <t <n-3, 4.13)
1<i<n

son vdlidas para Pp,(C,). Ademds, la desigualdad (4.13) define una faceta de Pp,;;(Cy) siy solo sin
es impar.

Demostracion. Comenzaremos probando que las desigualdades son validas. Si x es un vector binario
en Py, (C,) entonces

(x17 + Xx20) + oo + (Xu—1)r + Xr) + (X + X11) = 2 Z Xip = n

1<i<n

yaque xi; + xge1y = lparai=1,...,n-1,t=0,...,n =3y xy +x; > 1 parat =0,...,n—3 son
desigualdades vélidas para Pp,;(C,). Entonces

n
2,53
I<i<n

y luego, como el lado izquierdo de la desigualdad es entero para toda solucién factible de (2.5), (2.6)
y (2.7), la desigualdad }} <<, Xir = [%] es valida para Pp,;(Cy).

Sinesimpary ty € {0,...,n— 3}, supongamos que la cara I, estd contenida en un hiperplano 8,
es decir
n(n=2) n+1 n(n=2)
Fy = P(Cy) N{xeR : intoz—}gB:{xeR : Z Ainxiy = AJ.
- 2 ‘
1<i<n (i,neZ

Paracadai=1,...,n, seax = (x))o<n-2 € R™? la solucién factible de (2.5), (2.6) y (2.7) definida
del siguiente modo, x/ := ¥, ex para t # fy, donde e es el k-ésimo vector canénico R”, y para
t =1,

2

Zisks% ek+1 + leksé ek siies par.

; Duitl gonsl € + D4 icl €yl S1Iesimpar,

X, = SK=T3 =k=73

0
2
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1 1 1
5 2 5 2 5 2
4 ) 3 4 , 3 4 e
T " x”
Sﬂ: 1 an 1 S t.zn
5 2 5 2
4 3 4 3
.2 .4
to St

Figura 4.1: Soluciones factibles en Pj,;;(Cs).

Es decir, si i es impar los vértices activos en £y de la solucién x' son los impares desde 1 hasta i y
los pares desde i + 1 hasta n — 1, mientras que si i es par son los pares desde 2 hasta i y los impares
desde i + 1 hasta n. En la Figura 4.1 podemos ver representadas dichas soluciones en #y para Cs.

Utilizando el Teorema 2.1.2, es ficil ver que estas n soluciones pertenecen a Fy,, y que todos los
vectores de la forma {x' —E; : 0<t<n-3,1t#ty, | <i < n}, donde Ej, es el it-ésimo vector

canénico de R""=2) también pertenecen a dicha cara. Evaluando las soluciones x' y x' — E;; en la
ecuacién que define a B podemos concluir que 4; = Oparal <i<n,0<t<n-2,t+# ty. Es decir

B = {x (S Rn(n—l) : Z Aitoxito = /l}

1<i<n
Si ahora evaluamos las soluciones x', x>, ..., x* obtenemos que Ay = Azgys Adagg = Asigs ooy An=1yry =
Angy- Si en cambio evaluamos X%, x*, ..., ¥ obtenemos que A3z = Aagy, Asy = Aprys - - > A=)ty =

A(n=1),- Por tltimo, evaluando x'y x"~! tenemos que Algy = Angy- En conclusion

B (n+1)
B = {x S Rn(n 2) : Z /lltoxito = /IUOT}.

1<i<n

Por lo tanto, por el Lema 2.2.2, concluimos que Fy, es una faceta de Pp,;;(C,) si n es impar. En
cambio, si n es par se puede ver que

Fip=PC)NIx e R ¥ i = 21 {x e R"™P 2 xyyy + xoy = 1),

1<i<n

n
2
ya que si

2 Z Xity = X1gy + Xngy + Z (X(+1yey + Xiry) = 1,

1<i<n 1<i<n-1
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como cada término X4+ 1y, + Xizy» X1z, + Xnz, €5 Mayor o igual que 1, es necesario que cada uno de ellos
sea igual 1. Entonces, por el Lema 2.2.2, F;, no es una faceta de Py,;(C,) cuando n es par. O

Estamos en condiciones de mostrar una descripcién completa y minimal del poliedro hull para
ciclos impares.

Teorema 4.2.2. Sea C, el grafo ciclo de n vértices, con n impary n > 5. Entonces, las desigualdades

+1
I ”2 para0 <7 <n-—3, (4.14)
1<i<n
Xip+ X1y = 1l para0<r<n-3,1<i<n-1, 4.15)
Xy +x1; = 1 paraO0<t<n-3, (4.16)
Xp < lpara0<t<n-3,1<i<n, 4.17)

proveen una descripcion completa y minimal de Pp,;(C,) C RM=2),

Demostracién. Sea P € RM=2 ¢] poliedro definido por las desigualdades (4.14) a (4.17). Ya hemos
visto > que todas las desigualdades que lo definen son validas y definen facetas de Pp,,;;(C,). Probaremos
que P es entero y que sus puntos verifican las restricciones (2.5), (2.6) y (2.7) que definen a Pj,;(C,).

Notemos que P = Pyx---xP,_3,donde cada P, C R" es el politopo definido por las desigualdades
23 0<icnXie 2 n+ 1, xip + Xy > lparal <i<n@m+1:=1)yx; <1paral <i < n. Estoes
asi ya que (xy)o<s<n-3 € Psi y solo si x; verifica las desigualdades mencionadas que definen a P, para
t=0,...,n—3. Podemos ver que dim(P,) = n, y ademas si x = (x;)p<;<n—3 €S Un punto extremo de F,
cada x; es un punto extremo de P; para 0 < ¢ < n — 3. Probaremos que cada x; € R" punto extremo de
P; tiene coordenadas enteras. En primer lugar, demostraremos una propiedad mas débil.

Afirmacion: Si x; es un punto extremo de P; entonces existe algin i, 1 <i < n, tal que x; = 1.

Demostracion de la afirmacion. Si x; es extremo entonces es solucion de un sistema Ax = b, donde
A es una submatriz no singular de n X n cuyas filas son los coeficientes de n de las desigualdades que
definen a P;. Supongamos que x;; # 1 paratodo 1 < i < n, entonces las n filas de A deben corresponder
a n de las desigualdades (4.14), (4.15), (4.16). Luego, tenemos las siguientes posibilidades,

= las n desigualdades son (4.15) y (4.16) para el # que estamos considerando. Es decir, xj;+xX(+1), =

1 paral < i < n, en este caso xj; = % para todo i = 1,...,n, pero este punto (%,...,%) no
pertenece a P; ya que Z Xip = % < %, 0
1<i<n

= una fila de A corresponde a la desigualdad (4.14) y las demds n — 1 corresponden a algunas
de (4.15) o (4.16). Es decir, x;; + x4+1) = 1 paral < i < n, i # j para algin j, por ejemplo

82



Capitulo 4. Descripciones completas

. _ _ n=1 — n+l
podemos suponer que j = n, entonces x; = (X1, 1 — X14, X175 .., X11) ¥ Z Xig = 5+ X = 5

1<i<n
y luego xi; = 1.

Acabamos de demostrar que todo punto extremo x; estd contenido en alguna faceta de P; de la
forma
Fi:Ptm{xeRn:xl't: 1}<>

Finalmente, probaremos que los puntos extremos de F; son enteros. Supongamos que x;, € Fj.
Tenemos que

F1={xeR":x1t=1,ij, > n—l,
2<j<n 2
Xig + XGr1y = lpara2<i<n-1,

xy = 0,

X = 0,

xi < lpara2<i<n}=
={xeR" 1 x;y=Lxp+ X341y = lpara2<i<n-—1,

Xxiy < lpara2<i<n}.

Como F| € R’} y la matriz formada por los coeficientes de las desigualdades que lo definen es una
matriz de intervalo (por lo tanto totalmente unimodular), entonces x; tiene coordenadas enteras. Una
vez mas, omitimos la prueba de que los puntos de P verifican las restricciones del modelo que definen
a Pp,;(Cy) por ser completamente andloga a las realizadas en las demostraciones anteriores. O

Nuevamente, gracias al Teorema 2.2.2, tenemos el siguiente corolario inmediato.
Corolario 4.2.1. Sea C, el ciclo de n vértices, para n > 4. Entonces, si n es par, las desigualdades
Xi+x41 = 1 paral<i<n-1,
Xp+x1 = 1,

xi < lparal<i<n-2,

proveen una descripcion completa y minimal de P4,,(C,) C R". Mientras que si n es impar hay que
considerar también la desigualdad
Z > n+1
[ ) .

1<i<n

4.3. Grafos completos

Para el caso del grafo completo K, las desigualdades de rango y las cotas de las variables alcanzan
para describir en forma completa y minimal el poliedro asociado, como muestra el siguiente teorema.
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Teorema 4.3.1. Sea K, el grafo completo de n vértices, para n > 4. Entonces, las desigualdades

Z Xy = 2para0<t<n-3, (4.18)
1<i<n
0<xy < lpara0<t<n-3,1<i<n. 4.19)

proveen una descripcion completa y minimal del poliedro P, (%) € R""=2),

Demostracion. Las desigualdades (4.18) son vélidas para Py,;(%,) ya que no hay vértices de grado
1 en K. Ademas definen facetas de dicho poliedro pues N>({i, j}) = V para todo par i # j € V. Esto
permite asegurar la existencia de soluciones x/0 tales que S = V paratodo 0 <t <n—2,1# 1
y S;‘IOJOIO = {iy, jo}, de modo que si

Fiy = Pr(®) 0 (x e R™ 0 Y i =2} B=(x e R 0 Y Qg = )

1<i<n LneZ

tanto x0/0% como x™/0" — E; deben verificar la ecuacién que define a B'y por lo tanto A; = 0 para
todo1<i<n 0<t<n-3,t# ty. Evaluando x{0/0% y x/1jo'o y restando, obtenemos que A;,;, = Aiyo
y entonces 24;;,, = A para todo 1 < i < n. En otras palabras, la ecuacién que define a 8 es multiplo de
la que define a F;, y entonces, por el Lema 2.2.2, esta resulta una faceta de Pp,;(%,).

Lo mismo ocurre para (4.19), en virtud del Teorema 2.4.1 y del Teorema 2.4.2. Luego Pp,;;(%,)
estd incluido en el poliedro

P::{xeR"("_z):in, > 2para0<t<n-3,
1<i<n
0<x; < lpara0<t<n-3,1<i<n}

Probaremos ahora que P es entero y que sus puntos verifican las restricciones del modelo, que en este
caso son,

2Xjes1) < 2xi,+2xﬁ paral <i<ny0<t<n-3,
Jj#i
2 < 2xp-3) + Z Xjn-3) para 1<i<n.
Jj#i

Tomemos x € Py fijemos 1 <i <ny0 <t <n-—3.Por las desigualdades (4.18) y (4.19) tenemos
que,

n
2xi + Z Xit = Xijp + Z Xjr 2 Xit + 222> 2xi(;+1),
i =1

luego x verifica las desigualdades del modelo.
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Para ver que P es entero, consideremos la matriz A € {0, 1}""2*""2) ta] que @y, = 0 para7 # ¢
yari; = 1 paral <i < n(es decir, A es la matriz de coeficientes de las primeras n — 2 desigualdades
que definen a P). Esta matriz es una matriz de intervalo y entonces, por el Lema 4.1.1, es totalmente
unimodular. Mds adn, por el Lema 4.1.2, AT, 1,-nT tamhién es totalmente unimodular, y entonces

el politopo P = {x € R™™ ™ : Ax > b,Ix > b,—Ix > b} donde b = (2,..,2)7, b = (0,..,0)7 y

b= (~1,..,—1T, es entero y coincide con Pj,;(%;,). m]

Nuevamente, tenemos el siguiente corolario, cuya demostracién es inmediata por el Teorema
2.2.2.
Corolario 4.3.1. Sea K, el grafo completo de n vértices, para n > 4. Entonces, las desigualdades

ZX,’ > 2,

lpara 1 <i<n.

o~
AN

&
A

proveen una descripcion completa y minimal del poliedro Pg4,,(%K,) € R”™.

4.4. El politopo de 2-dominacion para arboles

En esta seccidén mostraremos el resultado mas importante de esta tesis, la descripcion completa
del politopo de 2-dominacién, P24,,(7), cuando 7 es un arbol. El Teorema 4.4.1 establece que las
desigualdades de rango local definidas en la Seccidon 3.3, junto con las cotas de las variables son
suficientes para describir dicho poliedro. En virtud del Teorema 2.2.2, estas desigualdades también
formaran parte de la descripcion completa minimal del politopo asociado al nimero $3-hull.

En primer lugar debemos identificar aquellos conjuntos de vértices que hacen que la correspon-
diente desigualdad de rango local defina una faceta de Py4,,,(7). Esto depende no sélo del grado de
cada vértice, sino también del de todos sus vecinos, por lo tanto clasificaremos a los vértices de 7~ en
cuatro grupos segun estas caracteristicas. Si 7 es un arbol, con V\V; = {1,...,n} y V; el conjunto de
hojas, llamamos

= A C V\Vj al conjunto de vértices de grado 2 de 7. Notaremos A; C A a los vértices de grado 2
que ademas tienen algtin vecino de grado 1.

= El conjunto B C V\V; estd formado por los vértices i € V tales que deg(i) > 3 y que ademads
tienen al menos dos vecinos ji, jo € N(i) tales que deg(ji) < 2 parak = 1,2. Notaremos B; C B
al conjunto de vértices i € B tales que N(i) N A = (. Es decir, los vecinos de i € B} son hojas o
tienen al menos grado 3.
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1 7
ie A ie By
) 7 l
J
ieC e ie D

Figura 4.2: Clasificacion de los vértices de un arbol.

= El conjunto C C V\V] esta formado por los vértices i € V tales que deg(i) > 3 y que ademads
tienen un unico vecino j € N(i) tal que deg(j) < 2. Notaremos C; € C al subconjunto de
vértices i € C tales que N(i) N A = 0. Es decir, los vecinos de i € C; tienen grado al menos 3
excepto uno que es hoja.

= Por tdltimo, llamamos D C V\V; al conjunto de vértices i € V con deg(i) > 3 y tales que
deg(j) > 3 para todo j € N[i]. Es decir, tanto i € D como sus vecinos tienen grado al menos 3.

En la Figura 4.2 podemos ver representados los distintos tipos de vértices internos de un 4rbol
segun la clasificacién anterior.

El siguiente lema muestra distintas facetas del poliedro de 2-dominacién de un arbol 7, asociadas
a sus distintas clases de vértices.

Lema 4.4.1. Sea 7 un drbol, con V\V| = {1, ...,n}.

1. Para cada i € A, i.e., deg(i) = 2, los conjuntos R;; := {i, j} son 1-quasi-co-convexos para todo
J € N()\Vy. Ademadas, las desigualdades vdlidas x; + x; > 1 definen facetas de Pqom(T).

2. Para cada i € D, i.e., deg(i) > 3 y deg(j) > 3 para todo j € N(i), los conjuntos Q;; :=
NI[i]\{j} son 1-quasi-co-convexos en V. Ademds, las correspondientes desigualdades vdlidas
2keN(i\j} Xk = 1 definen facetas de Pagom(T ). Para estos vértices i, las desigualdades del
modelo, 2x; + Y jeniy Xj = 2y Xi = 0 también definen facetas de Pgom(T).

3. Para cada i € C, i.e., deg(i) > 3 e i tiene exactamente un vecino j de grado a lo sumo 2, el
conjunto S; := N[i]\{j} es 1-quasi-co-convexo en V. Ademds, la desigualdad vdlida correspon-
diente Y renyip\(jy Xk = 1 define una faceta de Pagom(T). Si deg(j) = 1 (i.e., j es una hoja, i € Cy)
la desigualdad x; > 0 también define una faceta de P2gop (7).

Demostracion. La demostracion es consecuencia inmediata del Teorema 3.2.3 en virtud de las si-
guientes observaciones.
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m SiieAy]j e_N(i)\Vl, el conjuntiRij verifica que NZ(R_ij) # V (es de&ir, R;; es 1-cuasi co-
COD\E(O), No(R;j U {i}) = V, No(R;; U {j}) = V, y por tltimo, si k € R;;\V; se verifica que
Nr(Rij\{k} U {j}) = V.

= Siie€ Dy je€ N(i, el conjunto Q;; verifica que NZ(Q_ij) # V ya que el vértice i tiene un tnico
vecino, j, en Q_,J (es decir, Q;; es 1-cuasi co-convexo), ademas NZ(Q_,-]- U {k}) = V para todo
k € Q;j, ya que en este caso, si k = i el resto de los vecinos de i tiene al menos dos vecinos mas
en Q_,] (ya que tienen grado al menos 3), y si k # i, entonces i € NZ(Q_,-j U {k}) y lo mismo le
ocurre al resto de los vecinos de i. Por ultimo, N2(Q_[-J-\{k} Ufi}) =Vsike Q_U\Vl.

= Sii € C entonces NZ(S_L) # V, por lo tanto S; es l—cuasi_co—convexo. Ademés N»(S; U {k}) =V
paratodo k € S;y No(S; —{k} U {i}) = V paratodo k € S;\V;.

Cuando esté claro por el contexto y con el objetivo de no introducir notacién adicional, llama-
remos indistintamente R;; a la desigualdad x; + x; > 1 o al conjunto {i, j} parai € Ay j € N@)\Vi.
Anélogamente, sii € Dy j € N(i), Q;; denotard también a la desigualdad definida en el Lema 4.4.1, M;
a la desigualdad asociada a N[i], y lo mismo para i € C y su desigualdad asociada a la que notaremos
S;. Llamaremos E; a la desigualdad x; > 0.

El siguiente teorema muestra que las desigualdades definidas en el Lema 4.4.1 junto con las cotas
superiores de las variables proveen una descripcién completa y minimal del politopo de 2-dominacion
para un arbol, P2gom(7).

Teorema 4.4.1. Sea T un drbol. Entonces, su politopo de 2-dominacion Py, (T") estd dado por las
siguientes desigualdades,

Rij: xi+x;>1 parai€A, je N@)oie BUC,je N(@i)NA, (4.20)

S oxi+ Z xj>1 parai € C, “4.21)
JEND\(V1VA)

M;: 2x; + Z xj>2 parai e D, 4.22)
JEN()

Ot xi+ Z xj>1 parai € D, k € N(i), (4.23)
JEN\{k}

E;: x>0 parai € By UC; U D, (4.24)

xi <1 parai e V\V|. (4.25)

Mds aiin, la anterior es una descripcion minimal de dicho politopo.

Para la demostracién del teorema anterior necesitamos algunos resultados previos, que mostrare-
mos en los siguientes dos lemas.
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Lema 4.4.2. Para todo vértice s € V\V| la desigualdad E : x; > 0 es vdlida para el poliedro Py
definido por las desigualdades (4.20).

Demostracion. Sis € BjUC;UD el resultado es trivial ya que la correspondiente desigualdad aparece
explicitamente en la descripcién de Py. Para s € A U (B\B;) U (C\C}), cada x € P+ debe verificar
Xs+Xj > 1 para algtin j € N(s), y luego X; > 0, ya que x; < 1 es valida. O

Para la demostracion del Teorema 4.4.1 necesitaremos mostrar que los puntos extremos de P son
enteros, es decir, tienen coordenadas binarias. El siguiente lema postula un resultado mas débil pero
que nos permitird aplicar un razonamiento inductivo y obtener de ese modo el resultado buscado. Los
parrafos de la demostracién que comiencen con el simbolo f corresponden a ejemplos, introducidos
con el objetivo de ilustrar las construcciones realizadas.

Lema 4.4.3. Si x € R" es un punto extremo no nulo de Py, existe algiin vértice i, 1 < i < n, tal que
xi = 1.

Demostracion. Supongamos que X; < 1 para todo 1 < i < n. Consideremos una raiz arbitraria de 7,
que no sea una hoja, a la cual llamaremos vértice 1. De este modo, para cada vértice i # 1 se puede
definir el conjunto de vértices predecesores de i, al que notaremos #(i), como el conjunto formado
por los vértices que pertenecen al camino entre i y la raiz 1, y también el vértice padre de i, al cual
notaremos p(i), como el Unico vecino y predecesor de i, un hijo de i, que es un vecino de i que no es
su padre y por ultimo, un vértice hermano de i, que es un vértice j tal que p(j) = p(i). Ordenaremos
los vértices de V\V; de modo que i < j cuando i, j € V\V| verifican que dist(i, 1) < dist(j, 1).

Sea P el conjunto formado por todas las desigualdades R;;, S ;, M; y Qi definidas en el enunciado
del Teorema 4.4.1, es decir las desigualdades que definen a Py y que no son cotas de las variables.
Llamemos P; C P al subconjunto de dichas desigualdades que corresponden a un vértice i, esto es

Pi = {Rj:jeN@®\Viei< jlparai€A, (4.26)
Pi = {Rjj:jeN(), jeAei<jlparai€ B, 4.27)
Pi = S;U{R;;j: jeN(@), jeAei< jiparaieCy (4.28)
Pi = M;U{Qj:je N(@)}paraie D. 4.29)

1En la Figura 4.3 podemos ver un ejemplo de un posible orden para los vértices de
un arbol 7. En el mismo ejemplo podemos ver que A = {6,8,11}, B = {2,3,4,9,10},
By =1{2,3,9,10}, C = {5,7} y D = {1}. Ademas

5

Pi = x4+ ) x22x+ Y xj>lconk=2345),
i=2 JEN(D\{k}

Py = P3=P¢=Pg=Pyg=Py=P1;1 =0,

Py = {x4+x>1}

Ps = {xs+x1+x7+x0>1, x5+x3>1}

P; = {x7+xs+x10=>1, x7+x11 =1}
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Figura 4.3: Arbol 7.

Sea P= (resp. P~) el subconjunto de desigualdades presentes en la descripcién de Py que son
verificadas con igualdad (resp. con desigualdad estricta) por el punto x. Llamemos P; C P~ a las
desigualdades de la forma E; : x; > 0,y P; € P7\P; a P, = P; N P~. Como estamos suponiendo
quex; < lparatodo 1 <i<n,P~=P;UPTU---UP,.

Definimos el soporte de cada subconjunto de desigualdades P;, o;, como el subconjunto de vérti-
ces en V\ V| que verifican que la variable correspondiente aparece con un coeficiente no nulo en alguna
de las desigualdades de P;, es decir,

msiieA:o;={i}U{je N@O\V, : j>i}60;,=0sij<iparatodo je Ni\Vy,
msiieB:o;={i}U{je NG :j>i}NA),60o; =0sitodo vecino de grado 2 de i verifica j < i,

m siieC:o0;=Nl[i], 6 0; = N[i] N {j = i} si el predecesor de i, p(i), pertenece a A,
m sii€ D:o; = NI[i].
Si definimos op(1) = 0, se puede ver que la siguiente es una particion de V\Vq,
VAV) = U i\ Ujep(i) 0j.

1<i<n

tPor ejemplo, para el arbol representado en la Figura 4.3 los soportes son

s oy ={1,2,3.4,5),
. 0’4—{ 6},

s 05 ={1,5,7,8,9},
= 07={5,7,10,11}.

La particién del conjunto V\V| = {1,...,11}es
o1 Uloa\o1] VU [os\o1] U [o7\(01 U o5)] =

=1{1,2,3,4,5) U {6} U {7,8,9} U {10,11}.
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Sea F el subconjunto de vértices i en V\V; tal que su coordenada correspondiente X; es frac-
cionaria, si llamamos F; = F N 0\ Ujep;) 0; entonces |F| = 3 1<;<, [Fil. Recordemos que estamos
suponiendo que si x; # 0 entonces i € F.

Como x es un punto extremo de Pz, el rango de la matriz cuyas filas estdn formadas por los
coeficientes de las ecuaciones en P~ es n, y luego existe una base 8 de R" formada por n de esas filas
y que contiene a P, es decir Py C By si B; := BN P;, entonces |Pj| + X 1<i<, |Bil = n.

La siguiente afirmacién es muy sencilla de demostrar y nos permitird relacionar el cardinal de F
(la cantidad de coordenadas fraccionarias, o no nulas) con la cantidad de desigualdades en P~\P;.

Afirmacion 1. Si j € V es tal que deg(j) = 2 6 deg(k) = 2 para algiin k € N(j) entonces X; es
fraccionaria (es decir, x; # 0 o equivalentemente j € F).

Demostracion de la Afirmacion 1. Dado que x; + x; > 1 para algin k € N(j) y x; < 1, entonces
0<x;<1.¢

Como consecuencia de la Afirmacién 1, si un vértice i € F (es decir, si X; = 0) entonces i €
By UCyUD,yluego x; > 0 es una desigualdad que define una faceta, presente en la descripcion de
Py, y entonces E; € Pj. Como estamos suponiendo que n = [{s € V\V; : x; = O}| + |F| = |P| + |F|
entonces, Si X es un punto extremo, tenemos que

Fl= > 18 (4.30)

1<i<n
En las siguientes afirmaciones, mostramos algunas cotas para el cardinal de F; y el de B;.

Afirmacion 2. Si j € C (es decir, si deg(j) > 3 y deg(k) < 2 para un Unico k € N(j)) entonces
existen al menos dos coordenadas fraccionarias X; y X para [, s € N[j]\{k}, es decir, [, s € F.

Demostracion de la Afirmacion 2. Dado que X; + X jenijpi % = 1, al menos dos términos deben
ser distintos de cero y por lo tanto fraccionarias. ¢

Afirmacion 3. Si j € D (i.e., deg(/) > 3 para [ € N[j]) entonces

1. six; = 0, existen al menos tres coordenadas fraccionarias X; con [ € N(j). Ademds, Qjx € P<
para todo k € N(j). En particular, |B;| < 1 ya que Pl:. C{M;}.

2. SiX;j es fraccionaria entonces j tiene al menos dos vecinos con coordenadas fraccionarias. Mds
aun, si Qj y Qj pertenecen a P~ entonces E; € P para todo s € N(j)\{k,[}. En particular
Qjs € P= paratodo s € N(j)\{k,l} y M; es una combinacion lineal de las desigualdades Q jz,
Qj1y xg 2 01in P~, que definen facetas, y entonces tenemos que |8;| < 2.
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Demostracion de la Afirmacion 3.

1. Como x debe verificar M, entonces Y en(j)Xs = 2, y esto solo es posible si al menos tres
términos son distintos de cero, pues X; < 1 paratodo i = 1,...,n. Ademds, si Qjx € P~ para
algin k € N(j), entonces X’ en(jjk Xs = 1 y, reemplazando en M, x; = 1 lo cual estamos
suponiendo que no es posible.

2. Como Qi : Xj+ Xencj\iky Xt = 1 es valida, existe al menos un / # k tal que x; # 0, pero x debe
verificar también Qj;, y entonces alguna otra coordenada debe ser fraccionaria. Supongamos
ahora que Qjx y Qj pertenecen a P~ i.e

Xj+ Z Xg = Xj+ Z Xg = 1.

seN(H\{k seN(H\{

Sumando estas ecuaciones tenemos que

W42 D M+ Xe+®m =28+ Y X+ ). H=2
SEN(H\{L.k} SEN()) SEN(H\{Lk}
lo cual solo es posible si M; € P~y Y eniiniig Xs = 0. Por la Afirmacion 1, los vértices
s € N(j)\{k, [} no tienen vecinos de grado 2, y entonces x; > 0 definen facetas. Ademaés, hemos
vistoque Qi + Qi = M; + Z‘YGN(j)\{kJ} E;. ¢

La idea a partir de ahora es, utilizando las afirmaciones anteriores y separando los vértices del
arbol adecuadamente, mostrar que |F| > <<, |Bil, contradiciendo de este modo (4.30), y por lo
tanto x no puede ser un punto extremo. Comenzamos analizando |F;|y |B;| parai = 1, laraiz de 7 por
un lado, y para i > 1 por otro lado, separando en casos seginsii € A,i € B,ie C6i€ D.

= Sil € A\Ay, entonces |B)| < 2 ya que |Py| = 2 (ver (4.26)) y B; C P{ C P;. En este caso
|F1| = 3 por la Afirmacién 1, ya que tanto la coordenada correspondiente al vértice 1 como las
correspondientes a sus dos hijos deben ser fraccionarias. En cambio, si algtn hijo de 1 es una
hoja (i.e., 1 € Ay) tenemos que |B1| < 1 (pues |P1| = 1) y |F| = 2. Para los vértices i € A\A;
distintos de la raiz (i > 1), tenemos que |B;| < 1 = |F;| = 1. Esto ocurre ya que en este caso
|P;| = 1 entonces |P7| < 1,y o = {i, c(i)} (donde c(i) es el hijo de i), e i € 07(;) (donde p(i) es el
padre de i) entonces 0\ ;) = c(i) el cual pertenece a F por la Afirmacién 1. Sii > lei€ Ay
entonces |B;| = |F;| =0

= Si 1 € B, entonces |B;| < |[N(1) N A| (ya que este es el nimero de desigualdades en P, es decir,
que corresponden al vértice i = 1 si este pertenece a B, ver (4.27)), y ademds [N(1)NA[|+1 < |Fy]
(pues el vértice 1 y todos sus vecinos de grado 2 corresponden a coordenadas fraccionarias por
la Afirmacioén 1, ademas, todos ellos estdn en el soporte de i = 1 y por lo tantoen F'). Si 1 € By,
81| =0 < |F1|yaque N(1)N A = 0. Consideremos ahorai € By i > 1, en este caso deberemos
considerar distintas situaciones dependiendo de qué tipo de vértice sea el padre de i, p(i). En
la Figura 4.4 podemos ver representadas las distintas posibilidades, los vértices coloreados son
los que pertenecen al soporte de i y no al de sus predecesores, y las lineas representan al soporte
de las distintas desigualdades correspondientes a i. Se puede ver que
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i€ B, pli)e A i,p(i)e B i€ B,p(i)eCoD

Figura 4.4: Vértice i € B.

e si p(i) € A, entonces |B;| < [IN() NA| -1 < |Fy,
e si p(i) € B, entonces |B;| < IN(I)NA| < IN(i)NA|+1 < |F;| (pues en este caso p(i) & o)),
e si p(i) e C U D, entonces |B;| < [N(i) N A| < |Fjl.

= Sil e Cy, entonces |By| < 1 (pues |P;| = 1, ver (4.28)) y ademds, por la Afirmacién 2, [F| > 2.
Siie Cyyi>1,entonces |F;| > 1.

Hasta aqui hemos visto que si todos los vértices de 7~ pertenecen a AU BUC| entonces Y, |F;| >
2.1 1Bil, ya que la desigualdad es estricta en la raiz i = 1 y se mantiene en el resto de los vértices.
Lamentablemente, para i € C\C; o i € D no es cierto que |B;| < |F;|, sin embargo la siguiente
observacidn serd de utilidad para poder agrupar los vértices en forma adecuada y obtener un resultado
similar.

Afirmacion 4. Sea iy € CU D tal que |8B;,| =2y |F;,| = 1, entonces
1. i > 1,
2. p(iy) e CUD,

3. |Bp(,‘1)| <1,

4. |Bpipl + Zi<k<r 1Birl < |Fpipl + Zi<k<r [Fil para {iz, ..., i;} el conjunto de hermanos (vértices
con el mismo padre) de i1, que pertenecen a C U Dy verifican |B; | =2y |F; | = 1. Si p(i) = 1,
la desigualdad anterior es estricta.

Demostracion de la Afirmacion 4. Sii; = 1 € (C\C1) U D entonces, por las Afirmaciones 2 y
3 tenemos que |F;| > 2, luego i1 > 1 ya que estamos asumiendo que |F;| = 1. Por otro lado, si
p(i}) € A entonces i € C\C; (ya que es la Unica posibilidad para tener un vecino de grado 2) y
entonces |B;,| < 1, lo cual tampoco es posible ya que estamos suponiendo que |B;,| = 2. Si p(iy) € B,
entonces |F;,| > 2, luego p(i;) € C U D. Notemos que, por la Afirmacién 2 y la Afirmacién 3, |B;] < 2
y |Fij| > 1 paratodoi e C U D.
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Figura 4.5: i}, p(i;) € C.

Veamos que vale el punto 3. En primer lugar, analizaremos el caso i; y p(i;) € C. En la Figura
4.5 podemos observar esta situacion representada, tanto i; como p(i;) estidn en el soporte de algin
predecesor de i, y por lo tanto no pertenecen a F;,. Como x debe verificar S;, con igualdad (pues,
por hipotesis, |B; | = 2 y ademés P; = {S;,R;,;}) y hay una unica variable distinta de cero en Fj,
(ya que, por hipdtesis, este conjunto tiene cardinal 1) que corresponde al vecino de i} de grado 2 (por
la Afirmacion 1 sabemos que debe ser fraccionaria), entonces x verifica x,;,) + x; = 1. Luego, si
S i) € By las variables correspondientes a los demds vecinos de p(iy) con grado al menos tres
deben valer 0, y entonces S ;) €s una combinacion lineal de S;, y de las facetas E; € Py, lo cual no
es posible ya que B es una base. Entonces |8,;,)| < 1. Las demostraciones del resto de los casos son
analogas.

Por dltimo, veamos que vale el punto 4. Supongamos que existe i; € C U D, hermano de i, tal que
|B;,| = 2y |Fi,| = 1. Notemos que, en este caso, X;, y X;, son fraccionarios, ya que de otro modo, por
el item 1 de la Afirmacién 3, |F;,| > 1. Vamos a analizar las distintas posibilidades para i; e i>.

= Supongamos que i, iz € D. En este caso, existe un unico hijo de ij, llamémoslo c(i;) € F;,, y un
hijo de i, llamémoslo c(iy) € F;,, tales que las variables correspondientes en X son no nulas. En
la Figura 4.6 (a) podemos ver representada esta situacion, los vértices coloreados corresponden
a coordenadas fraccionarias. En este caso X debe verificar que X;, + Xpi) = 1, X, + X)) = 1,
Xiy + Xpiy) = 1y Xiy + Xeip) = 1. Por el item 2 de la Afirmacion 3, sabemos que M;; es una
combinacion lineal de Q;;pi), Qijei) ¥ algunas Eg para j = 1y j = 2. Analicemos ahora las
posibilidades para 8,,).

e sip(iy) € D, Byi = 0, yaque My, Qpinyis Y Qpiir)i» Son combinaciones lineales de
las 4 ecuaciones en B;, U B;, (cualesquiera que estas sean), y de las facetas E5 € Py .
Ademas, Q,; ¢ P~ para k # iy,ip. Por otro lado, |Fpi)| > 2 pues las coordenadas
correspondientes a i; e i son fraccionarias y estos vértices pertenecen al soporte de p(iy).
Mas atn, si p(i;) = 1, entonces p(i;) también pertenece a su propio soporte y entonces
en este caso |F | > 3. Hemos visto que |8, + 18, | + |Bi,| = 4 < [Fppl + |Fi |+ |Fiyl.
Si existen mas hermanos de i1, i; € CUD, j = 3,...,r, tal que |B,-j| =2y |F[~j| =1
entonces |F i)l > 7 (0 |[Fpipl = 1+ rsi p(iy) = 1), y entonces |B,ipl + Xi<k<r 1Bil =
2r < |Fpipl + X1<k<r 1Fi| y 1a desigualdad es estricta si p(iy) = 1.

o Sip(i1) €C,Spip ¢ P, Y entonces tenemos las siguientes posibilidades.
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Figura 4.6: Vértices hermanos ij,i; € Deij,i; € C.

o |Bp(i1)| =1 y |Fp(,'1)| >3 (Si Rp(il)j € P;(il)) y entonces |Bp(i1)| + |B,’1| + |Bl’2| =5<
[Fpiin| + [Fiy| + |Fiyl, 6
o |Buinl =0y [Fpipl = 2, luego Byl +1Bi| + 1B, | = 4 < |Fpipl + [Fiy| + |Fiyl.

Si p(iy) = 1, entonces |B,i)l < 1y |[Fpipl = 3. Argumentando como en el item anterior
podemos ver que estas desigualdades pueden generalizarse si hay mas hermanos de i} que
verifiquen que |B;| =2y |F;)| = 1.

= Supongamos ahora que i, i € C\C;. Podemos ver representada esta configuracién en la Figura
4.6 (b). En este caso x debe verificar X;, + X,i,) = 1y X, + X,,) = 1, ya que el tinico hijo cuya
variable correspondiente es no nula debe ser el de el de grado 2 (por la Afirmacién 1), y también
X, + Xeiy) = 1y Xiy + Xeip) = 1 (yaque |B;,| = |B;,] = 2), entonces podemos seguir el mismo
razonamiento que en el {tem previo.

= La demostracién es andloga para i} € D, i, € C\Cy. ¢

Ya estamos en condiciones de agrupar los vértices de 7~ de una manera adecuada que nos permita
demostrar que |F| > <<, |Bil. Consideremos para esto la particién de V\V; definida a continuacion.

= Paratodoi; € CUD tal que |B;| =2y |F};| =1, notemos i = p(i1), definimos A; := {i, i1, ...i,}
donde {is, ..., i;} es conjunto de hermanos de i; incluidos en C U D que verifican que |B; | =2y
|Fi | = 1.

= Para cada vértice i € V\V| tal que j ¢ A; para todos los conjuntos definidos en el item previo,
definimos A; = {i}.

Llamemos s a la cantidad de conjuntos ‘A; distintos. Por los resultados previos, tenemos que

ZIB,-|< ZlFil y ZIBiIS ZlFinaraj=2,...,s.

€A, €A, IEA; I€EA;
Entonces
N
Bl=> > 1Bl< D IFiI=IF
j=1 ieA; I<i<n
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contradiciendo de este modo la igualdad (4.30) que debe valer si x es un punto extremo. Hemos
probado entones, que un punto extremo no nulo de Ps necesariamente tiene alguna coordenada igual
al. O

Abhora estamos en condiciones de demostrar el resultado principal.

Demostracion. Demostracion del Teorema 4.4.1.

Por el Lema 4.4.1, las desigualdades R;;, S;, M;, Oy, E; y x; < 1 definidas en el enunciado del
teorema definen facetas de Py, (7") para los vértices i, j, k en los conjuntos indicados. Para demostrar
que la descripcién brindada es completa, es suficiente mostrar que los puntos extremos del poliedro
P4 definido por estas desigualdades tienen todas sus coordenadas enteras y que ademds satisfacen las
restricciones del modelo original (2.6).

Afirmacion I Los puntos de Py verifican las restricciones (2.6).

Demostracion de la Afirmacion 1. Sea x = (x1,...,X;) € Pgq. Para un vértice i € {1,...,n},
supongamos que C; < 1 ya que de otro modo la restriccién (2.6) para i es redundante. Tenemos
entonces las siguientes posibilidades,

Caso 1 deg(i) =2y C; =0 (i.e., i € Ay no tiene vecinos que sean hojas): en este caso, N(i) = {j, k} C
V\V) y entonces x verifica x; + x; > 1 y x; + x; > 1. Sumando estas desigualdades tenemos que
2x;i + xj+ x> 2.

Caso?2 deg(i) =2y C; =1 (i.e, i € Ay tiene un unico vecino hoja): en este caso, si N(@)\V| = {;}
entonces x verifica x; + x; > 1. Entonces, como x; > 0, 2x; + x; > 1.

Caso 3 deg(i) > 3y deg(j) > 3 paratodo j € N(i) (i.e., i € D): en este caso la desigualdad (2.6) aparece
en la descripcién de Py

Caso 4 deg(i) > 3 y deg(j) > 3 para j € N(i)\{k} y deg(k) = 2 (i.e., i € C): en este caso tenemos que x
verifica x; + ZjEN(i)\{k} x; > 1yx;+ x> 1, entonces 2x; + ZjEN(i) x;>2.

Caso 5 deg(i) > 3y deg(j) > 3 para j € N()\{k} y deg(k) = 1 (i.e., i € C}): en este caso tenemos que
X; + ZjEN(i)\{k} Xj >1 Yy, COMO Xx; > 0, 2x,~ + ZjeN(i)\{k} Xj > 1.

Caso 6 deg(i) > 3, C; = 0 e i tiene al menos dos vecinos de grado 2 (i.e., i € B): en este caso
xi+x; > 1, x; + x; > 1, entonces 2x; + x; + x; > 2. Luego, como x; > 0 para todo I € N(i)\V;
y deg(D) > 3, 2x; + Xj + Xk + Xienn v, : degn=3 X1 = 2. S1Cy = 1, x; + x; > 1y entonces
2Xi + Xj + DN\, : deg=3 X1 2 1. O
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Afirmacion 2 El politopo P+ es entero, es decir, sus puntos extremos tienen coordenadas enteras.

Demostracion de la Afirmacion 2. Por induccién en n = [V(T)\V (7).

1. Sin =1, entonces 7 es grafo estrella y entonces Py es el segmento 0 < x < 1 cuyos extremos
son x = 0y x = 1, ambos enteros.

2. Sea x € Pg un punto extremo. Por el lema anterior, existe (al menos) un vértice iy tal que
Xj, = 1. Para {iy,..., ik} = N(ip)\V), sea 7 la componente conexa de V(7 )\{io} que contie-
ne a i, agregando a ip como una hoja. Claramente 7 es un arbol, y |[V(7)\V1(7 )| < n para
j = 1,..., k. Entonces, por hipétesis inductiva, los puntos extremos de Pfrj son enteros. Para
finalizar la demostracién mostraremos que 7 ;(X) es un punto extremo de 7 para j = 1,...,k,
donde 7; es la proyeccion de R” sobre las coordenadas correspondientes a V(7 )\ V(7). Su-
pongamos por ejemplo que m1(X) € R® no es un punto extremo de Pg,, en este caso existe
0 < @ < 1y dos puntos y,z € Py, tales que m1(x) = @y + (1 — a)z. Definimos y € R” tal que
yi =yiparai € V(T)\Vi(T1), y;, = 1y y; = X; para el resto de los vértices en V(7T)\Vi(T), y
definimos z € R" de modo andlogo. Veremos que y y z son soluciones factibles en Pz, es decir,
que verifican las desigualdades que definen a Py

En primer lugar, podemos observar que, si I es alguna de las desigualdades presentes en la
descripcion de Py dada en el enunciado, y el soporte de / (es decir los vértices cuya variable
correspondiente tiene coeficiente no nulo en la desigualdad /) estd incluido en V(77), entonces
y verifica I ya que estas variables coinciden con las de X, siendo ésta una solucién factible en
Py

Por otro lado, toda desigualdad de la forma R, ;, S;,, M;, 6 Q. es verificada por y, dado que
Vi, = L, y algunas de ellas forman parte de la descripcion de Py, dependiendo de siip € A, B,C
oD.

Finalmente, observemos que degy-(i) = degy, (i) para todo i € V(71) —{io}, y que C; (el nimero
de vecinos de grado 1 de i) es el mismo en 7 y en 7 excepto para i = i;. Luego, una desigual-
dad de la forma R;;, S;, M; 6 Qj correspondiente a un vértice i € V(7)\V1(71) — {i1} estd
presente en la descripcion de Py si 'y solo si estd presente en la descripcion de Pz, y entonces
y las verifica.

Como las cotas de las variables son desigualdades validas, por las observaciones previas, sola-
mente deberemos demostrar que y y 7 verifican las desigualdades R;, j, S, M;, y Q.

a) Sii; € Aen7 entonces R; j, es vélida paray, y ademas R;, ; estd presente en la descripcion
de Pz, (y entonces es valida para y) pues i; € A en 7. Lo mismo ocurre sii; € Ben 7.

b) Sii; € Cen 7 hay dos casos para analizar.

= Siip ¢ A, entonces i € Ben 7. Las desigualdades correspondientes a i; en Py son
Si, y R;,j y ambas son verificadas por y pues iy pertenece al soporte de S;, (entonces
se cumple para y) y, mds atin, R;, ; estd presente en la descripcion de P, .
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Figura 4.7: Arbol T utilizado en el ejemplo de la Seccién 4.4.

= Siip € A, entonces i; € C en 7. Las correspondientes desigualdades en Py son §;,,
también presente en P, y R; ;, que es trivialmente vélida para y.

¢) Sii; € Den 7 entonces i1 € C en 7. Las desigualdades correspondientes a i; en Py
son M;,, Qj,i, y Qi;j para j # i vecino de i1. Notemos que §;, = Q;;, estd presente en la
descripcién de Py, entonces S ;, +x;, +x;, = M;, es valida si x;, = 1, y entonces es vélida
para y, ademads iy pertenece al soporte de Q;,; para j # ip, y entonces son validas para y.

Hemos visto que 7;(X) es un punto extremo de Pr; para todo j = 1,...,k, y entonces todas sus
coordenadas son enteras. Lo mismo ocurre entonces para x, con lo cual nuestra demostracion estd
completa. |

En la Figura 4.8 podemos ver la descripcién completa del drbol T representado en la Figura 4.7.
La particion de los vértices que no son no hojas de T es: A} = {5, 8,10}, By ={2,3,9,11}, B\B; = {4},
C\Cy = {6,7} y D = {1}. El Teorema 4.4.1 garantiza que las siguientes desigualdades conforman la
descripcion completa de Ppgon(T):

= x; < 1paral <i< 11 (desigualdades (16)-(26) en la Figura 4.8),
m x;>0paraie BfUC; UD ={1,2,3,9,11} (desigualdades (11)-(15) en la Figura 4.8),

m My o 2x1 4+ x4+ a3+ xg+x622,016 2 X1 +x0+x3+x42>2,014 ¢ X1+ X0+ X3+ X6 > 2,
O13 : X1+x20+x4+x622,0120 : X1 +x3+ x4+ x6 >2,yaque D = {1} (desigualdades (1) y
(6)-(9) en la Figura 4.8),

m Rsq @ xs+x4>1,Rg6 : xg+x62>1,Ri07 : x10+ x7 > 1 (desigualdades (2)-(4) en la Figura
4.8),

m Se i Xg+X1+x7+x921,87 1 x7+x6+x1 21, yaque C = {6,7} (desigualdades (5)-(10)
en la Figura 4.8).

Como hemos mencionado anteriormente, la descripcién del politopo de 2-dominacién brindada
en este Ultimo teorema no sélo es interesante desde un punto de vista tedrico, sino que provee un
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DIM = 11

VALID
11111111111

INEQUALITIES_SECTION

( 1) -2x1-x2-x3-x4 -x6 <= -2
( 2) -X4-Xx5 <= -1
( 3) -x6  -x8 <= -1
( 4) -X7 -x10 <= -1
( 5) -X6-Xx7 -x11 <= -1
( 6) - x1-x2-x3-x4 <= -1
( 7) - x1-x2-x3 -X6 <= -1
( 8) - x1-x2 -x4  -x6 <= -1
( 9) -x1 -X3-X4  -X6 <= -1
( 10) - x1 -X6-Xx7 -x9 <= -1
( 11) - x1 <= @
( 12) -x2 <= @
( 13) -x3 <= 0
( 14) -x9 <= @
( 15) -x11 <= ©
( 16) +x11 <= 1
(17) +x10 <= 1
( 18) +x9 <= 1
( 19) +x8 <= 1
( 20) +X7 <= 1
( 21) +X6 <= 1
( 22) +X5 <= 1
( 23) +x4 <= 1
( 24) +x3 <= 1
( 25) +x2 <= 1
( 26) + x1 <= 1
END

Figura 4.8: P4,,(T) para T arbol de la Figura 4.3.
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algoritmo polinomial para el calculo del nimero de 2-dominacién de un arbol, que consiste en aplicar
alguno de los algoritmos conocidos de PL, como el método del elipsoide. Ademds, por el Teorema
2.2.2, sabemos que todas las desigualdades presentes en la descripcion brindada forman parte también
de una descripcién completa minimal del poliedro $3-hull para un 4rbol 7, y entonces podran ser
utilizadas en un algoritmo de planos de corte que calcule dicho parametro.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

Los nimeros $3-hull y de 2-dominacién de un grafo han recibido la atencién de la comunidad
cientifica tanto desde el campo de los problemas de dominacién en grafos, como asi también desde la
teoria de las convexidades discretas. Ambos pardmetros son dificiles de calcular en el caso general y
poseen numerosas aplicaciones. Pese a esto, hasta la fecha de la publicacion de este trabajo, no se han
realizado estudios poliedrales que contribuyan a su cdlculo o al estudio de sus propiedades.

En los Capitulos 2 y 3 de esta tesis hemos mostrado distintas familias de facetas de los poliedros
P3-hull y de 2-dominacién de un grafo. Creemos que estos resultados contribuiran a la implementacion
de un algoritmo que calcule ambos pardmetros. En este sentido, y como linea de trabajo futuro, serd
necesario estudiar los problemas de separacion asociados a cada una de las familias de desigualdades
vélidas encontradas. Asimismo es posible continuar la buqueda de familias de desigualdades vélidas
y facetas.

En el Capitulo 4 brindamos descripciones completas de los poliedros $3-hull y de 2-dominacién
para algunas familias de grafos. Como comentamos tanto en la introduccién como al inicio de dicho
capitulo, en principio el aporte de estos resultados es tedrico, ya que algunos de estos pardmetros
se calculan de manera trivial (caminos, ciclos, grafos completos), y para drboles existen algoritmos
polinomiales que calculan su nimero de 2-dominacién (ver por ejemplo [21]). El interés de estos re-
sultados es mostrar la contraparte poliedral de los resultados algoritmicos existentes, es decir sumar
evidencia a favor de la conjetura que afirma que si un problema de optimizacién lineal sobre un polie-
dro K pertenece a la clase P (es decir, si se sabe que existe un algoritmo que lo resuelve en tiempo a
lo sumo polinomial en el tamaiio de la entrada), entonces K puede ser descripto mediante un sistema
con una cantidad (a lo sumo) polinomial de desigualdades lineales. Como ya hemos mencionado, el
origen de esta conjetura es la equivalencia entre los problemas de optimizacién y separacién mostrada
en [57]. Por otro lado, la descripcién completa de Py, (7) donde 7 es un arbol, brinda un algoritmo
alternativo para el nimero de 2-dominacién en drboles, que consiste en aplicar algin método polino-
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mial para PL sobre el modelo dado por las desigualdades de la caracterizacién completa obtenidas.
Seria interesante obtener la descripcion completa de P, (7), asi como de dicho poliedro para otras
familias de grafos, esto nos permitiria seguir abonando la conjetura mencionada mas arriba, e incluso
podria sernos ttil para demostrar la polinomialidad de alguno de los problemas que no hayan sido
clasificados atin por su complejidad.

Mas all4 de los resultados obtenidos, creemos que la formulacién que utilizamos, asi como las
técnicas para hallar familias de desigualdades validas, condiciones de facetitud y descripciones com-
pletas de algunos poliedros asociados, podrian intentar ser aplicados al estudio de otros problemas de
optimizacién combinatoria, por ejemplo a algunos problemas relacionados a los estudiados en este
trabajo, tales como:

» el célculo del niimero de k-dominacion de un grafo [50]. Esto es, el cardinal minimo de un
conjunto S C V que sea k-dominante, es decir, tal que todo vértice fuera de S tiene al menos
k-vecinos en S,

= ¢l calculo del niimero de k-conversion de un grafo. Esto es, el cardinal minimo de un conjunto §
tal que, agregandole los vértices que tengan al menos k vecinos en S y repitiendo este proceso
una cierta cantidad de veces, llegan a activar a la totalidad de V. Es decir, este problema es la
versién dindmica del problema citado en el item anterior,

» ¢] célculo del cardinal minimo de un target set S, donde un target set es un conjunto que
verifica que, dada una funcién 7 : V — N, si definimos N (S) =S U{ie V : ING)NS| = 1)},
NO(S) = S y N'(S) = N(N'~'(S)) para r > 1, entonces para algiin > 0 se cumple que
NI(S) = V. Este problema generaliza al anterior, ya que modela un proceso de propagacién en
tiempo discreto por los vértices de un grafo, pero permite que cada vértice tenga una cantidad
minima de vecinos activos en el paso anterior para activarse, esta cantidad minima estd dada
por 7(i). En un proceso de k-conversion, tenemos que 7(i) = k para todo i € V. Este problema

fue formulado inicialmente por Chen [25] y estudiado por ejemplo en [26, 44, 64].

Como hemos visto, desde que fueron introducidas hasta la actualidad, las diferentes variantes del
nimero de dominacién asi como diversos pardmetros asociados a convexidades discretas en grafos,
contindan siendo ampliamente estudiados por la comunidad cientifica. Creemos que los resultados
obtenidos en esta tesis colaboran en el estudio de los niimeros $3-hull y de 2-dominacién, brindan-
do un enfoque poliedral que puede ser profundizado o bien trasladado a otros pardimetros como los
mencionados anteriormente.
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