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Una caracterizaciéon de marcos de L?(R) mediante
procesos aleatorios estacionarios Gaussianos y
aplicaciones

Resumen

Es sabido que, en general, un marco AP de Gabor o afin es un marco de L?(R) y
a la inversa. Aqui, en parte como una consecuencia del Teorema Ergodico y empleando
técnicas del analisis Gramiano dual, probamos una condicién necesaria y suficiente para
que un sistema de Gabor (Weyl-Heisenberg)

G={glt—k)e""M EecK=1tZ, | € L=wZ},
asi como para que un sistema afin (Wavelet)
A={a*Y(a 7t —k):j€Z, ke K:=bZ},

sea un marco AP de Gabor o afin respectivamente, en términos de procesos aleatorios
estacionarios Gaussianos.

Mediante unas aplicaciones mostramos que las técnicas utilizadas en las demostra-
ciones de los resultados principales son relevantes en si mismas. En el caso de sistemas
de Gabor primero obtenemos la completitud de G en L*(R, ), donde p es la medida
espectral asociada a un proceso aleatorio estacionario Gaussiano, y segundo, obtenemos
una férmula de reconstruccion para procesos aleatorios estacionarios Gaussianos. En el
caso de sistemas afines relacionamos una propiedad de suavidad de procesos aleatorios
estacionarios con la finitud de ciertas integrales singulares.

Ademas, como una aplicacién del Teorema principal para sistemas afines, si X =
(X (t)):er es un proceso aleatorio estacionario Gaussiano, estudiamos una conexion entre
el decaimiento de las sucesiones estacionarias afines asociadas ((X,;))kek, para cada
J € Z, y una condiciéon de suavidad en X.

Palabras Clave: Marcos. AP-Marcos. Funciones Casi Periodicas. Sistemas
de Gabor. Sistemas Afines. Analisis Gramiano Dual. Procesos Aleatorios Es-
tacionarios. Procesos Aleatorios Estacionarios Gaussianos.
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A characterization of frames for L*(R) by means of
Gaussian stationary random processes and applications

Abstract

It is known that, in general, a Gabor or affine AP-frame is a frame for L?(R) and con-
versely. Here, in part as a consequence of the Ergodic Theorem and employing techniques
of the dual Gramian analysis, we prove a necessary and sufficient condition for a Gabor
(Weyl-Heisenberg) system

G={glt—k)e"M ke K=1tZ, | € L=wZ},
as well as for an affine (Wavelet) system
A={a*Y(at —k):j€Z, ke K:=bZ},

to be a Gabor or affine AP-frame respectively, in terms of Gaussian stationary random
processes.

We show by some applications that the techniques employed in the proofs of the main
results are relevant on their own. In the case of Gabor systems we obtain first the comple-
teness of G in L?(R, i), where 1 is the spectral measure associated to a stationary random
process, and second, a frame-type reconstruction formulas for Gaussian stationary ran-
dom processes. In the case of affine systems we relate a smoothness property of stationary
random processes with the finiteness of certain singular integrals.

Also, as an application of the main Theorem for affine systems, if X = (X (t))er is
a Gaussian stationary random process, we study a connection between the decay of the
associated affine stationary sequences ((X,vy,))kek, for each j € Z, and a smoothness
condition on X.

Keywords: Frames. AP-Frames. Almost Periodic Functions. Gabor Sys-
tems. Affine Systems. Dual Gramian Analysis. Stationary Random Processes.
Gaussian Stationary Random Processes.
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Introduccion

La transformada de Gabor o transformada de Fourier de corta duracion (STEFT), con
respecto a una funcion ventana (no nula) g € L*(R), es el operador lineal V, : L*(R) —
L*(R x R) dado por

o~

(Va)(t,A) = /Rf(l‘)ﬁ(w —t)e”dy,  feL*(R), (t,A) € (RxR).

Aqui R es el grupo de caracteres de R, el cual es identificado con R.

Anélogamente, la transformada wavelet continua con respecto a una funcion ondita
(no nula) ¢ € L*(R), es el operador lineal W, : L*(R) — L*(R x R\ {0}) dado por

(Wyf)(b,a) = |a|1/2/Rf(x)E(a1(fU —b))dz, fe€L*R), (ba)€ERxRNA{0}.

Tanto el rango de V,; como el de W,, pueden equiparse con un producto interno que los
hace un espacio de Hilbert con nicleo reproductivo [SS16], los cuales estan intimamente
relacionados con los procesos aleatorios de segundo orden (particularmente los estaciona-
rios Gaussianos) [BTA04] y son especialmente ttiles para la teoria de muestreo (sampling)
|Galb|, entre otros.

Los problemas concernientes a V, y a Wy, forman parte del andlisis de Gabor y del
andlisis wavelet respectivamente. Un problema importante en ambos casos es el problema
de la discretizacion: en el caso Gabor, se buscan g € L?(R) y I' un subconjunto a lo sumo
numerable de R x R tales que las desigualdades

ANy < DIV < Bllf 7o (1)

vyer

sean vélidas para toda f € L*(R), para ciertas constantes 0 < A < B. En el caso wavelet
es completamente andlogo salvo que ahora I' C R x R~ {0}.
Las desigualdades (1) junto con la identidad

(Vuf)(2) = (f, M B'g)ioey, (1A) = €T
donde M* es el operador de “modulacién por X’ (1.14) y E es el operador de “traslacion

por t” (1.13), dicen que el sistema {M*E'g : (t,\) = € I'} es un marco de L*(R) (o un
marco fundamental). Por lo tanto, también lo es el sistema de Gabor

G(9.T) == {gea(z) = (E'M*g)(2) : (t,\) =y € T'}.

1



2 Introducciéon

De suma importancia es cuando I posee una cierta estructura, por ejemplo el caso
particular con el que trabajaremos en la tesis es cuando I' := K x L, donde K := {yZ y
L = woZ, con tyg >0y wy > 0.

En el caso wavelet, ademas del operador de traslacion, también se utiliza el operador
de “dilatacion por a” (1.15), siendo el razonamiento similar y llegando a las mismas
conclusiones. Una diferencia a remarcar es que trabajaremos ahora con I' := K x L,
donde K:=0Z yL={a’: j €Z}, cona>1yb>0,y el correspondiente sistema afin

A, a,b) = {4 (t) = a2 p(at —k): jEZ, k€ K}.

Las caracterizaciones de marcos de L?(R), particularmente cuando tenemos sistemas
de Gabor o sistemas afines, constituyen un tema largamente estudiado en la literatura
[Ch16, CSS98, Gr01, Hell, Mey92, Pi09, RS95, RS97a, RS97b|.

Los resultados principales de esta tesis estidn motivados en gran parte por una
caracterizacion de marcos de L?(R), tanto para sistemas de Gabor como para sistemas
afines, obtenida recientemente por Yeon Hyang Kim & Amos Ron en [KR09| la cual
involucra técnicas de funciones casi periddicas y de andlisis Gramiano dual.

Las funciones casi periodicas (en el sentido de Bohr) son una generalizacion de las
funciones periddicas habituales. Los primeros resultados acerca de las mismas fueron ob-
tenidos por Herald Bohr entre 1924 y 1926. Dichas funciones encontraron aplicaciones en
varias areas del Anélisis Matematico. En particular, estan relacionadas con la teoria de
procesos aleatorios estacionarios, ya que cualquiera de estos procesos es el limite en me-
dia cuadratica de polinomios trigonométricos generalizados. Ademaés, el producto interno
del espacio de Hilbert no separable B?(R), compuesto por funciones casi periédicas en el
sentido de Besicovitch, es definido comtinmente mediante el promedio

1 T
{f.9)pem = im o /_T ft)g(t)dt.

Algunos resultados cléasicos de la Teoria Ergodica, en el contexto de procesos aleatorios
estacionarios, aseguran que estos promedios son estimadores naturales de varios valores
estadisticos, como por ejemplo la media y la covarianza. Las investigaciones recientes
estan relacionadas con la Teoria de Marcos y es esto lo que principalmente nos interesa.

Los espacios méas importantes de funciones casi periédicas son no separables y por
lo tanto no pueden admitir marcos a lo sumo numerables (recientemente en [BIM18| se
trata la nocion de “marcos no numerables” para espacios de Hilbert no separables pero no
seguiremos este camino). Sin embargo, varios autores [Gal04, KR09, Par01] introdujeron el
concepto relacionado de marco AP para sistemas de Gabor y sistemas afines, demostrando
condiciones bajo las cuales las desigualdades de tipo marco (1) atn son posibles como
estimadores de la norma en estos espacios.

Por el contrario, como consecuencia de que los espacios de Besicovitch son espacios de
Hilbert no separables, algunas cuestiones relacionadas con la posible aproximaciénn de
funciones utilizando estos coeficientes de marco (a lo sumo numerables) siguen abiertas
o tienen a primera vista una respuesta negativa. Desde un punto de vista alternativo a
la estadistica de procesos aleatorios estacionarios, veremos en la Seccién 4.3 que estos
coeficientes de marco, o similares, dados por un sistema de Gabor més o menos general,
siguen siendo relevantes y contienen la misma informacién estadistica que todo el pro-
ceso muestreado original. S. P. Lloyd [Llo59] fue el primero en estudiar una formulacion
estadistica més débil para el Teorema de Muestreo de Shannon.
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Bajo ciertas condiciones no tan restrictivas resulta que, tanto para los sistemas de
Gabor como para los sistemas afines, ser un marco AP de L?(R) y ser un marco de
L*(R) son nociones equivalentes [KR09|. En esta tesis veremos como estas nociones estén
naturalmente conectadas o, mas atn, son equivalentes a otra nociéon que involucra a
procesos aleatorios estacionarios Gaussianos. Més especificamente, en el caso Gabor, a las
desigualdades siguientes de tipo marco (véase (5.16) para sistemas afines)

Al X |52y < Z 1((X, gk kel oy < Bl X [ Bemy  ass.,
=D

donde g (t) := e*Fg(t — k), con K y L como antes.

La caracterizacion dada aqui en términos de procesos aleatorios estacionarios Gaus-
sianos, hasta donde sabemos, es una de las pocas existentes a esta fecha.

Debido a la diferente naturaleza entre los sistemas de Gabor y los sistemas afines (por
ejemplo, si un sistema de Gabor G es transformado por Fourier, el sistema transformado
g es otra vez esencialmente un sistema de Gabor, pero generalmente esto no sucede para
un sistema afin A) algunos resultados obtenidos aqui para sistemas afines han requerido
procedimientos alternativos a los utilizados para los sistemas de Gabor (mas directos),
algunos de ellos fueron adaptados e inspirados por aquellos en [KR09], los cuales a su vez
se relacionan en mayor medida con el analisis Gramiano dual desarrollado por Amos Ron
& Zuowei Shen [RS95, RS97a, RS97h].

El analisis Gramiano dual aqui utilizado (en [RS05] fué extendido satisfactoriamente a
sistemas més generales y abarcativos como lo son los sistemas invariantes por traslaciones
generalizados) nos brinda informacion, por ejemplo, acerca de si un sistema invariante
por traslaciones (un sistema de Gabor entra en esta categoria pero no asi un sistema afin)
tiene la propiedad de ser una sucesion de Bessel, un marco o una base de Riesz de L?(R)
por medio del estudio de propiedades espectrales de una familia de matrices infinitas (u
operadores). En el caso Gabor, esta familia esta dada a.e. A € R por

. -~ -~ 4
GO = (FO+ DG+ d) )(d’d/)GDxm ,
donde D = %—ZZ (véase (5.8) para el caso afin).

El Teorema 4.2.8 y el Teorema 5.2.6 son los resultados principales de la tesis y dan
el nombre a la misma. Utilizando las técnicas empleadas y desarrolladas en sus demos-
traciones obtenemos nuevos resultados relacionados con procesos aleatorios estacionarios
(Gaussianos) y con diversos temas del Anélisis Armoénico.

En el caso Gabor, dado un proceso aleatorio estacionario X = (X(t));er daremos
algunas condiciones generales bajo las cuales la sucesion de coeficientes aleatorios de
Gabor asociada a X, dada por

{{(X,g1) ke K:=1Z, |l € L :=wyZ},
resulte densa en el espacio de Hilbert generado por X:
H(X):=gen{X(t):t € R} C L*(Q, F,P),

donde (2, F,P) es el espacio de probabilidad subyacente al proceso X. Este es un pro-
blema clésico de la teoria de procesos aleatorios (véase [Do53, Roz67]). En particular,
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veremos que cualquier sistema de Gabor que sea un marco AP (o equivalentemente un
marco de L*(R)) tiene esta propiedad de densidad. Ademaés, bajo algunas condiciones no
tan restrictivas, daremos una férmula de reconstruccion de tipo marco para X.

En el caso afin los resultados obtenidos estan relacionados a diferentes conceptos de
suavidad. Para un proceso aleatorio estacionario Gaussiano X, su a-ésimo proceso deri-
vado asociado D*X = (D*X(t))ser, con a > 0, es definido formalmente por medio de
una integral estocastica como

(D°X)(¢) = / A[PE dB ()

Este es significativo si puede verse como un filtrado lineal invariante en el tiempo
de X (véase (2.7)) con un filtro (en este caso la funcion A +— |A|*) perteneciente a
L*(R,B(R), 1), donde u es la medida espectral asociada al proceso original X. En es-
te caso, DX también es un proceso aleatorio estacionario Gaussiano.

En la Seccion 5.3 se muestra que esta condicion de filtro es equivalente a dos condiciones
esencialmente diferentes entre si.

En primer lugar, para 0 < a < 1, la condiciéon de filtro es equivalente a un cierto
decaimiento de los coeficientes aleatorios afines asociados a X, dados por

{X,¢jk) €L, ke K:=bL}.

Esto se logra aplicando, tanto el Teorema 5.2.6, bajo las hipdtesis de que un sistema afin
A y el sistema %A (el sistema A transformado por el potencial de Riesz 1*) sean marcos
de L*(R), como asi también las técnicas de procesos aleatorios estacionarios Gaussianos
[Dob3, DMcKO08, GS04, Roz67|, destacandose entre ellas el isomorfismo de Kolmogorov
(2.4), junto con las técnicas del analisis Gramiano dual mencionadas anteriormente.

En segundo lugar, la condicion de filtro es equivalente a una cierta condicion de in-
tegrabilidad de tipo Sobolev, que involucra una integral singular cuyo integrando cambia
dependiendo del rango de valores de a considerado:

= El integrando es la funciéon de covarianza asociada a X, para 0 < a < 1.

» Kl integrando es una diferencia centrada del proceso original X, para 0 < o < 2.

También, para @ = 1, recuperamos el resultado ya conocido de que esta condicion de
filtro es equivalente a la existencia de la derivada usual del proceso X como limite del
cociente incremental en el sentido de L*(§), F,P) para cada t € R. En las demostraciones
intervienen técnicas de procesos aleatorios estacionarios junto con aquellas de integrales
singulares adaptadas en parte de [Mal95, Sa02, St87|.

La Tesis esta organizada de la siguiente manera: En el Capitulo 1 estdn todos los resul-
tados preliminares necesarios para la comprension y el desarrollo de los demas capitulos.
En el Capitulo 2 no s6lo estan los preliminares concernientes a procesos aleatorios (esta-
cionarios Gaussianos) sino también algunos resultados propios que, conjuntamente, son
utilizados en los Capitulos 4 y 5 (capitulos principales). En el Capitulo 3 se encuentran
los resultados destacados de las técnicas del analisis Gramiano Dual empleadas posterior-
mente también en los capitulos principales. En el Capitulo 4 estdn desarrollados todos
los resultados obtenidos con respecto a los sitemas de Gabor, mencionados anteriormente
mas arriba, y que forman parte de la publicacién:
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“AP-frames and Stationary Random Processes” [CeMe22).

Finalmente, en el Capitulo 5, estan todos los resultados obtenidos con respecto a los
sitemas afines, mencionados anteriormente, y que estan contenidos en:

“Affine AP-frames and Stationary Random Processes” [CeMe25|.

Por otra parte, algunas de las técnicas propuestas en la Seccion 5.3 de esta tesis, fueron
también adaptadas y utilizadas en el contexto de funciones casi periddicas en la reciente
publicacion:

“Smoothness and time-frequency analysis in Sobolev-Besicovitch spaces of almost
periodic functions” [MCEFM26].






Capitulo 1

Preliminares

En este Capitulo se enuncian algunos resultados que seran necesarios a lo largo de esta tesis.
Esto se hace de manera no exhaustiva, centrandonos principalmente en aquellos resultados
requeridos para el desarrollo de los Capitulos 4 y 5 y dejando de lado aquellos que se consideran
mas o menos conocidos a la fecha actual o que solo son utilizados ocasionalmente en este
trabajo. No obstante, el objetivo de una exposicién auto-contenida esta siempre presente.
De la misma manera, si bien la mayoria de los resultados son enunciados sin demostracion, se
referencian uno o varios escritos donde las mismas estan desarrolladas. También aprovechamos
este capitulo para fijar notaciones y/o convenciones para los demas capitulos.

1.1. Algunos Conceptos sobre Teoria de la Medida

Un espacio medible (X, A) consta de un conjunto X' y una o-algebra A de subconjuntos
de X. A los elementos A € A se los llama conjuntos medibles. Cuando X es un espacio
topologico, consideraremos siempre el espacio medible (X', B(X)), donde B(X) es la o-
algebra de Borel de X’ (generada por los abiertos de X’), con la tnica excepciéon de R,
donde también consideraremos la o-algebra de conjuntos medibles Lebesque.

Una funcién entre espacios medibles f : (X, A) — (X', A’) se dice medible si f~1(A") €
A para todo A" € A'. Si f: (X,B(X)) = (R,B(R)) es medible, diremos que f es medible
Borel o boreliana.

Una medida sobre (X, A) es una funcion p : A — [0,00] tal que pu(@) = 0y u es
o-aditiva, es decir

,u( U An> = Zu(An), V(Ay)nen C Acon A, NA, =0sin#m. (1.1)

neN neN

Una medida p sobre (X, B(X)) se dirda boreliana o de Borel. Toda medida cumple la
propiedad de monotonia: u(A;) < pu(Az) si Ay C Ay y Ay, Ay € A. Decimos que p es:
finita si p(X') < 0o, y o-finita, si existe una sucesion (A, ),en C A tal que

X:UAn y (A, <oco VneN.

neN

A la terna (X, A, 1) la llamaremos espacio de medida (finito o o-finito si p lo es).

7
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Ejemplo 1.1.1 ([Fo99, p. 25]). Sean (X, P(X))y f: X — [0, 00]. Definimos p : P(X) —
[0, 00] como p(A) =3 ., f(z). Cuando f(x) =1Vax € X, p es la medida de conteo que

notaremos por “c”, mientras que si f(xg) =1y f(z) =0Vx € X ~ {xp}, pu es la medida
de masa puntual o medida de Dirac en xy y la notaremos por “d,,”. ¢

Decimos que una propiedad (P) wale para casi todo x € X con respecto a p sobre
(X, A, 1) (escribiremos “p-a.e en X7 o “p-a.e para x € X” para abreviar) si el conjunto
N C X donde no vale (P) esta contenido en un conjunto Z € A tal que pu(Z) = 0. Un
espacio de medida (X, A, 1) se dice completo si la o-algebra A es u-completa, es decir, si
NcCZeAy pu(Z) =0 implica que N € A (y por monotonia ;(/N) = 0). Todo espacio
de medida se puede completar (véase [Fo99, p. 26] o [Mal95, p. 17]). Las completaciones
de medidas de Borel se denominan medidas de Lebesque-Stieltjes. La medida de Lebesque
mg : R — [0,00] y la o-4lgebra de conjuntos medibles Lebesqgue M(R) D B(R) es un caso
particular (véase [Fo99, pags. 33-37|).

Dos funciones medibles f,g : (X, A) — (X', A") son iguales p-a.e., si difieren en un
conjunto de medida nula. Esto define una relaciéon de equivalencia en el conjunto de
funciones medibles. Para (), d) un espacio métrico separable () posee un subconjunto
denso y numerable), también decimos que una sucesion de funciones medibles (f,)nen,
con f, : (X, A) — (V,B())), converge u-a.e. a f en X si el conjunto de puntos en donde
no converge tiene medida nula. En tal caso la funcion limite f resulta medible (véase
[Mal95, p. 19]).

Para definir el concepto de funcién p-integrable sobre X, se puede transitar el camino
siguiente: primero se define la integral de una funcién simple no negativa, digamos ¢ =
> icily, conn €N, ¢; > 0y 1a, la funcion indicadora del conjunto A; € A para

o
/ () dp(x Z cip(A

1 < 5 < n, mediante
En segundo lugar se extiende la definiciéon a funciones medibles no negativas mediante

/Xf(x) du(z) ;= sup { /ng(x) du(z) :0< o< f, & Simple} .

Resulta que toda funcién f medible no negativa es limite puntual de una sucesion creciente
(¢n)nen de funciones simples no negativas [Fo99, p. 47|, y ademas, por el Teorema de
Beppo-Levi (Teorema de convergencia monotona [Fo99, p. 50]) resulta que

[ @ duta) =t [ o, duto),

Otro resultado de vital importancia, y que utilizaremos repetidas veces en la Subseccién
5.3.1, es el siguiente.

Lema 1.1.2 (Lema de Fatou [Fo99, p. 52|). Sea (fy)nen una sucesion de funciones me-
dibles no negativas en (X, A, u). Entonces

/X (h’minf fn(x)> du(z) < lim inf / Fule) du(z

n—0o0 n—oo
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En tercer lugar, para f : X — R medible, uno puede escribir f = f* + f~, donde
fH(x) = méx(f(2),0) y f~(x) = méx(—f(x),0) para 2 € X, y entonces definir

/f ) dyu(a /f+ ) dyu(a /f ) dpu(a

siempre y cuando al menos una de las dos integrales de la derecha sea finita.
Finalmente, para f : X — C medible escribimos f = Rf + i3 f, y entonces definimos:

[ @) in) = [ R duta) +i [ S5 duta).

Se define el espacio (de Banach) de (clases de equivalencia de) funciones p-integrables
por

LY X, A p) = LYX, p) = {f X = Co || fllo e == /X |f(z)] du(z) < oo} (1.2)

El siguiente teorema célebre se usa para justificar el intercambio de limites e integrales.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue [Fo99, p. 54]). Sean
f:X — C medible y (fo)nen C LY(X, 1) tales que:

1. (fu)nen converge a f p-a.e. en X.

2. Eziste g € L*(X, u) no negatz'va tal que |f| < g p-a.e. en X para todo n € N.

Entonces f € LNX, p) y [, f(x)du(x) = lim [, fo.(x) du(zx).

Si (X,.A) e (Y, B) son espacios medibles, podemos considerar el espacio medible pro-
ducto (X x Y, A® B), donde A ® B denota la o-dlgebra producto generada por los rec-
tangulos medibles de X x ), es decir

A@B=gen{AxB:Ac A, BeB}.

Si (X, A, p) e (Y, B,v) son espacios de medida (o-finitos) la medida producto de py v, no-
tada por ux v, es la tinica medida en A® B que satisface uxv(Ax B) = p(A)v(B)VAx B
rectangulo medible. Cuando sea necesario intercambiar el orden de integracion en inte-
grales sobre X' x ) utilizaremos el teorema clasico siguiente.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Fubini-Tonelli [F099, p. 67]). Sean (X, A,pn) e (V,B,v)
espacios de medida o-finitos. Entonces:
a) (Tonelli) Si f X X y —> C es .A ® B-medible no negativa, entonces las funciones

g(x fy x,y) dv(y) = [, f(z,y)du(x) (definidas p-a.e. v € X yv-a.e.y €Y
respectwamente) son A- medzble y B-medible no negativas respectivamente, y

s = [ ([ renam)

_ / / ) d()) dv(y). (1.3)
y Jx

b) (Fubini) Si f € LY(X x Y, x v) entonces: f,(-) = f(z,-) € LY(Y,v) ae. x € X y
fUC) = f(y) e LNX,p) ae.ye Y, ge LNX,u) yh € LY(Y,v), y vale (1.3).

XxY
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Por lo general (X x Y, A® B, i X v) no es completo, sin embargo el Teorema 1.1.4, y
la ecuacion (1.3), siguen valiendo reemplazando p x v por su completacion.

Si py v son dos medidas sobre (X, .A), decimos que v es absolutamente continua con
respecto a f, notamos v < pu, si V(A) = 0 para todo A € A tal que u(A) = 0. También,
decimos que v y pu son mutuamente singulares, notamos p L v, si existen C, D € A tales
que CND =0, CUD =X, un(C) =0y v(D)=0. En tal caso, u(A) = pf(AN D)y
v(A) = v(ANC) para todo A € A. Si 1 es una medida de Borel en R, decimos que p
es discreta, si existen sucesiones (¢, )neny € LY(N,dc) := (*(N) y (tp)nen C R tales que
[ =D ,enCnlt,. También, decimos que p es continua si pu({t}) = 0 para todo ¢t € R.
Cualquier medida boreliana p en R se puede descomponer como p = g + fte, donde g
es discreta y p. es continua (véase [Fo99, p. 90]).

En analogfa con (1.2), tenemos toda una clase de espacios (de Banach) de (clases de
equivalencia de) funciones medibles para 1 < p < oo, denominados espacios de Lebesque:

D)= {52 5 €l = ([ 1f@Pdut@) " <o} (1<p<o0).

L>®(X, p) = {f X = Co || fllreap = esssup|f(x)\}.

zeX

De especial importancia es el caso p = 2, el cual veremos con mas detalle a continuacion
en la proxima seccion. Utilizaremos la notacion reducida LP(R) (1 < p < oo) cuando la
medida subyacente sea la medida de Lebesgue mg.

1.2. Algunos Conceptos sobre Espacios de Hilbert

En esta seccion, (H, (-, —)#) denota un espacio de Hilbert complejo, donde el producto
interno (-, —)3 es lineal en el primer argumento y anti-lineal en el segundo. La desigualdad
de Cauchy-Schwarz es una herramienta de uso inagotable en la teoria de espacios de
Hilbert. Esta establece que para cualquier f,g € H vale que

(s @hul < A fllallgllae (1.4)

con igualdad en (1.4) si y solo si f = Ag para algin A € C. Como es habitual, || - || =
(- >%2 denota la norma en H inducida por el producto interno. Recordemos que una
norma || - || sobre un espacio normado £ viene inducida por un producto interno si y solo
si se verifica la ley del paralelogramo

1f + gl +11f =gl =201 + llgl*), VfgeE. (1.5)
Asi pues, un espacio de Banach (B, || - ||) (espacio vectorial normado y completo) sera
un espacio de Hilbert si || - || satisface (1.5). En tal caso la norma y el producto interno

ademas satisfacen la identidad de polarizacion

Aqfg)=IIf +9l*=If = gll> +illf+igl]> =il f —igll>, V/f,g€B.

Esta identidad se utiliza a menudo para calcular un producto interno de dos elementos f
y g con el conocimiento del resultado de esas normas.
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Decimos que f,g € H son ortogonales si (f,g)x = 0. En tal caso el Teorema de
Pitdgoras establece que ||f + g||3, = ||fII3 + |lg|l3. Dado un subconjunto S de H, su
ortogonal S+ == {f € H : {f,g)u = 0 Vg € S}, siempre es un subespacio cerrado de
‘H. Cuando S es un subespacio cerrado de H, obtenemos una descomposiciéon de H como
suma directa ortogonal: H = S © S+.

La siguiente caracterizacion de convergencia de series de vectores ortogonales es muy
util (véase por ejemplo la demostracion del Lema 1.3.20).

Proposicion 1.2.1. Sea (f,)nen una sucesion ortogonal en H. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

i) D Ifnll3, es convergente.

) Y ,en fn €s convergente en H.

i) Y en{fn, 9)n €s convergente para cada g € H.

Definimos ahora algunas propiedades importantes de sucesiones de vectores.

Definiciéon 1.2.2. Decimos que una sucesion de vectores (e;)jer C H es:
e ortonormal, si (e;, ex)y = 0 para todos j,k € L.
e base de H, si todo f € H se escribe de manera tinica como

f= chej con ¢; € C paratodo jel
jel

e completa en H, si gen{e; : j € I} = H.
o total en H, if (f, fj)» =0V € I implica que f = 0.

Observacion 1.2.3. (e;)jer es total in H si y solo si es completa en H. O

Las siguientes caracterizaciones definen una base ortonormal (BON) de H, estas son
bien conocidas y muy ttiles a la vez.

Proposicion 1.2.4. Sea (e;)jer C H una sucesion ortonormal. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

i) (ej)jer es completa en H.

ii) Todo f € H se escribe de manera tinica como f =73 ([, ej)ne; .

i) Para todos f,g € H se satisface (f, g)u = >l fs€i)nles, )u- (Parseval)
iv) Para todo f € H se satisface || f|1F, = 32,0 (S, e5)nl*. (Plancherel)

La dimension de H (dim H) se obtiene mediante el cardinal de una (BON) de H. Como
una aplicaciéon del Lema de Zorn, todo espacio de Hilbert posee una BON y cualesquiera
dos de ellas tienen el mismo cardinal. H es un espacio de Hilbert separable si y solo si
dim H < V. Usaremos el término “a lo sumo numerable” para indicar que el cardinal de
un conjunto cualquiera X es finito o es infinito numerable, y lo notaremos por # X < N,.
Cuando H posee una BON no numerable se dice que es un espacio de Hilbert no separable.
Por ejemplo, H = B?*(K), el espacio de funciones casi periédicas de Besicovitch (véase
Subseccion 1.5.3 y Observacion 4.2.3) es no separable.

A continuaciéon damos un ejemplo de espacio de Hilbert cuyas variantes abarcan gran
parte de los espacios de Hilbert que aparecen en este trabajo.
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Ejemplo 1.2.5. Sean I un conjunto (de indices) arbitrario, x una medida (positiva) en I
y ‘H un espacio de Hilbert. El siguiente espacio dotado con la respectiva norma

L3I p) :== {f : T = H (fuertemente) medibles  : “f”iit(ll,u) < oo}.
1= [ 156 ).

es un espacio de Hilbert (la demostracion es idéntica al caso 1. mas abajo).

Los siguientes casos particulares aparecen en este trabajo:
1. Sil =R, pt = mg la medida de Lebesgue y H = C, obtenemos el bien conocido espacio
de Lebesgue de (clases de) funciones de cuadrado integrable notado por L*(R).
2. 51 #I < Ny, 1 = c la medida de contar y ‘H = C, obtenemos el bien conocido espacio
de sucesiones de cuadrado sumable que notaremos por £2(I).
3. Mas general, si #I < Ny, p = ¢ la medida de contar y H cualquiera, obtenemos el
espacio de Hilbert de sucesiones de cuadrado sumable a valores en H. Equipado con su
norma usual, lo notamos por:

CLH) = {f = (fjer: i €HY M gag <o} con N flEam =D Il

jel

También trabajaremos con H = L*(T) (véase Seccion 3.2) el cual es un ejemplo de espacio
separable. ¢

Usaremos (°(I, 1) para denotar el subespacio de ¢*(I,H) que comprende sucesiones
con un nimero finito de entradas no nulas. Este resulta un subespacio denso.

1.3. Operadores en Espacios de Hilbert

En esta seccion fijaremos ideas acerca de qué hablamos cuando usamos el término
operadores como asi también cuando diremos que son acotados o que son no acotados.
Enunciamos también distintos tipos importantes de operadores acotados entre espacios de
Hilbert. Muchos de los conceptos son vélidos sobre espacios de Banach pero como no los
necesitaremos con tal generalidad los tratamos sobre espacios de Hilbert. En esta seccion
(H, (-, —)#n) v (K, (-, —)x) seran dos espacios de Hilbert.

1.3.1. Operadores acotados

A toda funcién lineal T : ‘H — K la llamaremos operador, salvo en el caso K = C
donde usaremos el término funcional. Diremos que es acotado si ||T|| < oo, donde este
valor se puede obtener de diversas maneras equivalentes como

, T
17 = e (0 < [Tl < MU} = sup I8 o ITfle = sup (1770
Iflzo Iflle et 1fll2=1

El espacio de operadores acotados de H en K, notado por B(H, K), dotado con la norma
|| - || resulta un espacio de Banach.

Decimos que T es continuo si (T'f;)jer converge a T'f en || - || para cualquier sucesion
(fj)jer que converge a f en || - ||3. Resulta que T es acotado si y solo si T" es continuo si
y solo si T" es continuo en 0. Algunos ejemplos:
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Ejemplo 1.3.1. Si T : H — K es un operador y dim H < oo, entonces T es acotado. ¢

Ejemplo 1.3.2. Si T : H — K es un operador que preserva productos internos, es decir,
cumple que (T'f,Tg)x = (f,g9)n ¥V f € H, entonces T es acotado (||T|| = 1) e inyectivo

(Nu(T) = {0}). ¢
Ejemplo 1.3.3. Si T : H — K es un operador compacto, es decir, cumple que T (By),
con By = {f 1| fllx <1}, es un conjunto compacto en K, entonces 1" es acotado. ¢

De suma importancia es la siguiente caracterizaciéon de los funcionales acotados.

Teorema 1.3.4 (Teorema de representacion de Riesz). Sea ¢ : H — C un funcional
acotado. Entonces existe un tunico g € H tal que ¢(f) = (f,9)n = g*(f), para todo
f € H. Ademds, la aplicacion H > g — g* € H* es un isomorfismo isométrico anti-lineal.

El término isomorfismo lo emplearemos para significar que el operador es biyectivo,
acotado y con operador inverso acotado. Con anti-lineal nos referimos a que es aditiva y
saca escalares conjugados. Que ‘H 2 g — g* € H* sea isométrica nos permite calcular la
norma de cualquier elemento g € H (sin recurrir al Teorema de Hahn-Banach) como

gl = llg™Il = sup |(f, 9)nl-
S

Usando el Teorema de Riesz se puede probar el siguiente [Pou01, Theorem 9.13|.

Teorema 1.3.5. Sea q : H x H — C una forma sesqui-lineal, es decir, q es lineal en
la primer variable y anti-lineal en la sequnda. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) q es acotada, es decir, existe una constante B > 0 tal que

la(f; 91 < Bl fllxllgll,  Vfiget.

i) Existe un unico T € B(H) tal que q¢(f,g9) = (T f,9)n, Y f, g€ H.
Ademds vale que |T|| = [[q == sap  |q(f, 9)l-
£l <1, llglln<t
Dado un operador acotado T : H — KC, su adjunto T : K — H, es el tnico operador
acotado (siempre se cumple que |[|T|| = ||T*||) que satisface

(Tf,z)c = (f,T"x)y, VfEH, YVrek.

Las relaciones: (T*)* = T, (A\T)* = XT™* y (S+T)* = S*+T*, dicen que la aplicacién T +
T* es una involucion anti-lineal en B(H,H) := B(#). También vale que (ST)* = T*S5*,
por lo que si T es un isomorfismo, entonces T* también lo es y vale que (T%)~! = (T~1)*.
Ademas, de las siguientes formulas de ortogonalidad:

Nu(T) = R(T*)*, Nu(T*) =R(T)* vy Nu(T)t=R(T*), Nu(T*)* =R(T), (1.6)

se deduce que T es inyectivo si y solo si R(T*) es denso en H. Més abajo, en los Teoremas
1.3.27 y 1.3.28, enunciamos mas resultados en esta linea. Ahora algunas definiciones de
operadores destacados en B(H).
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Definicién 1.3.6. Sea T € B(H). Decimos que T es:
e Normal, si T'T* =T*T.

o Autoadjunto, si T = T™.

e Unitario, si TT* = Iy =TT.

e Proyeccion, si T = T?.

e Proyeccion ortogonal, si es proyeccion y autoadjunto.
e Positivo, si (T'f, f)# > 0 para todo f € H.

Observacion 1.3.7. T € B(#H) es unitario si y solo si 7" es una isometria sobreyectiva. Por
esto mismo usaremos los términos isomosfismo isométrico y operador unitario indistinta-
mente, incluso cuando 7' € B(H, K). O

Observacion 1.3.8. Como es usual, en vez de T, emplearemos P para una proyeccion y
Ps para la proyeccion ortogonal sobre S (subespacio cerrado de H). Psf = fVf e Sy
Nu(Ps) = St. Ademas, para S # {0}, se tiene que || Ps|| = 1. O

Del hecho de que todo operador acotado y biyectivo sea un isomorfismo (por el Teo-
rema de la Aplicacion Inversa), junto con los Teoremas 1.3.27 y 1.3.28 para un operador
acotado, obtenemos el siguiente resultado (véase [Hell, Theorem 2.33]).

Teorema 1.3.9. Sea T € B(H,K) con R(T) cerrado en K y consideremos el operador
S Nu(T)*t — R(T) definido por Sf =TfV f € Nu(T)*. Entonces S es un isomorfismo
y el operador T := S~'Pr(r) € B(K,H) satisface las siguientes:

i) TT'x =2 VaeR(T).

i) TTV = Prr).

i) T'T = Prr+).

El (tinico) operador T (léase “te daga”) del Teorema 1.3.9 se denomina el pseudo-
inverso de Moore-Penrose de T. El operador T'' actiia como un inverso a derecha de T
y en esta situacion diremos que T es parcialmente inversible sobre R(T'). Por supuesto,
cuando 7' es un isomorfismo entonces 77 = T,

Para T € B(H) tenemos asociados los conjuntos: p(7T'), conjunto resolvente de T, y
o(T), espectro de T, dados por

p(T) :={A € C: A — T es inversible con inverso continuo} y o(T)=C~ p(T).

Para A € p(T), el operador Ry = (A — T)~! se llama resolvente de T en \. El espectro
de T es un subconjunto compacto y no vacio de C. Si f € H ~ {0} es tal que T'f = \f
para algin A € C, decimos que f es un autovector de T con autovalor asociado A. Todo
autovalor de T pertenece al espectro de T" y al conjunto de todos los autovalores se lo
denomina el espectro puntual de T. Al subconjunto de aquellos A’s en o(T") que no son
autovalores de Ty tales que R(AI —T') no es denso en H se denomina el espectro residual
de T'. El Teorema de Phillips establece que o(7T) = o(T™*) (véase [ReSi80, pag. 182]).

En la Subsecciéon 1.3.2 presentamos el teorema espectral para operadores unitarios. A

continuacion, enunciamos el teorema de descomposicion espectral para operadores compac-
tos autoadjuntos (véase |Brll, Theorem 6.11] o [ReSi80, Theorem VI.16]).

Teorema 1.3.10. Sean H un espacio de Hilbert separable y T € B(H) compacto y autoad-
junto. Entonces existe una B.O.N. de H formada por autovectores de T'. Concretamente:

Tf=> Mlfen)nen, fEH,

neN
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donde (An)neny C R y (en)nen B.O.N. de H son tales que Te, = \e, ¥Yn € N.

Consideremos para cada n € N los subespacios S,, = gen{ey, - -+ ,e,} y notemos por
P, las correspondientes proyecciones ortogonales sobre §,,. Es inmediato que

|P.f ~flu—> 0 YieH y [|T—PT|— 0.

Supongamos que tenemos una sucesion de operadores (compactos y autoadjuntos) (7}, ),en,
T, € B(S,) (obien T, € B(H) y T,,f =0V f € 8) para cada n € N, tales que

T, — P,T|| — 0 <equivalentemente T, —T| — 0) :
n—oo n—oo

Los items a) y b) del siguiente teorema, son un caso particular de los Teoremas 18.1 y
18.2 en [KVZRS72, pags. 269-274|.

Teorema 1.3.11. Bajo las hipotesis anteriores valen:

a) Para todo autovalor A de T', existe una sucesion (Ap)nen, con A, autovalor de T,, para
cadan € N, que converge a \. Reciprocamente, todo punto limite de cualquier sucesion
(An)nen, con N, autovalor de T, para cada n € N, es un autovalor de T

b) Toda sucesion (vy)nen, con v, autovector de T,, con correspondiente autovalor N\, para
cada n € N, contiene una subsucesion convergente: cualquier subsucesion (v, )ren de
(Un)nen que sea convergente, tiene como limite un autovector v de T con correspon-
diente autovalor X, con A el limite de (A, )ken-

Observacion 1.3.12. El Teorema 1.3.11 es valido para operadores compactos en espacios
de Banach. Este es una aplicacion de una teoria general de métodos de aproximacion. El
aqui utilizado corresponde a una familia de métodos denominados métodos de proyeccion
(projection methods). Para un estudio detallado véase por ejemplo [AK82, Chapter XIV]
o [KVZRST72, Chapter 4]. O

Para la teoria desarrollada en el Capitulo 3 (y también para el Lema 4.3.3), es impor-
tante considerar operadores (o matrices finitas y/o infinitas) que dependan de una variable
y cuyas entradas resulten (al menos) funciones medibles. En [RS95, Lemma 2.3.5, p. 20]
se demuestra el siguiente resultado para matrices.

Proposicion 1.3.13. Dada una matriz hermitiana A = A(w) € CV*N (o un operador
de rango finito), cuyas entradas son funciones medibles definidas para w € 2, existen una
matriz unitaria U = U(w) y una matriz diagonal A = A(w), cuyas entradas son funciones
medibles para todo w €  y tales que U*AU = A.

Vale resaltar que tanto la base de autovectores {u;(w), - -+ ,un(w)} como los corres-
pondientes autovalores A;(w), - -+, A\, (w) son funciones medibles en ().

1.3.2. Teorema Espectral para Operadores Unitarios

En esta subseccién seguimos mayormente el libro de Mousen Pourahmadi [Pou01].
También, algunos resultados se pueden encontrar en [Kat04, Mal95, Marl8, ReSi80,
Roz67]. El camino elegido aqui sirve para mostrar que la construccion hecha para procesos
aleatorios estacionarios en la Secciéon 2.2 se obtiene como una aplicaciéon de este teorema.
Ademas, sirve para comprender que la terminologia alli empleada proviene de la expuesta
a continuacion.
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Lema 1.3.14 (|Pou0l, Lemma 9.15|). Sea N' C H. Si U preserva productos internos
sobre N, entonces U se extiende a gen N de manera tal que preserva productos internos.

Lema 1.3.15 (|Pou0l, Lemma 9.16]). Sea (f;);ez una sucesion en H. Entonces los si-
guientes enunciados son equivalentes:

i) (fj)jez es estacionaria, es decir, para todos j,k € 7Z el producto (fjik, fj)u = v(k)
solo depende de k.

i) Existe U : gen{f; : j € Z} — gen{f; : j € Z} isometria sobreyectiva tal que f; = U7 fy
para todo j € 7.

Demostracion. i) = i) Por el Lema 1.3.14, la isometria U dada por Uf; = f;_1, para
J € Z, se extiende a una isometria sobre gen{ f; : j € Z}. Resta ver que U es sobreyectiva.
Para g € gen{f; : j € Z} existe h € gen{f; : j € Z} tal que Uh = g, digamos

9= 77,1£>I£logn’ con In = chvmfjm7 Cnvm < C

m
h= lim h,, con h,= E Chmfim+1,  Cam € C.
m

n—oo
it1) = i) Para j, k € Z tenemos
(fisnr [1)2 = (U U fo, U7 fo)ay = (U* fo, UU fo)r = (U" fo, fo)n »
que solo depende de k € Z, de donde (f;);ez es estacionaria. [ |

El siguiente se conoce en la literatura como Teorema de Herglotz (véase por ejemplo
[Mar18, pags. 133-136], [Pou01, Theorem 6.22] o [Kat04, p. 39]).

Teorema 1.3.16. Sea a : Z — C. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
i) a es una sucesion definida positiva, es decir,

N
Z Encma(]n_]m) Z 07 NGN, jla"'?.jN < Z7 C1, " CN E(C-

n,m=1
i1) Existe una inica medida positiva p sobre T := (—m, 71| tal que
o= [ ) =7k,
donde ji(k) denota la transformada de Fourier de la medida v en k € 7 (véase (1.17)).

Definicion 1.3.17. Decimos que una funcion F : B(T) — B(H) es una medida espectral
(o medida a valores en proyecciones ortogonales) si:
a) F(A) es una proyeccion ortogonal sobre un subespacio de H para todo A € B(T).
b) E(T) = Py = I.
c) E es o-aditiva (véase ecuacion (1.1)).
Si E es una medida espectral sobre B(T), entonces E(0)) = Og) vy ademés E es:
e Mondtona y subtractiva, es decir, para A, B € B(T) con A C B, vale que
E(A)<E(B) y EBNA) =EDB)-EA).
e Modular y multiplicativa, es decir, para A, B € B(T), vale que

E(AUB) = E(A)+ E(B)— E(ANB) y E(ANB)=E(A)E®B).
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Observacion 1.3.18. Notamos por Ps, < Ps, si (Ps, f, f)u < (Ps,f, f)x para todo f € H.
“<” es una relacion de orden parcial sobre el conjunto de operadores positivos. O

Ejemplo 1.3.19. El ejemplo clasico de medida espectral es con el espacio de Hilbert
H = L*(T,B(T), ), siendo E(A) = 14, para A € B(T). ¢

Lema 1.3.20 ([Pou0l, Theorem 9.25|). Sea E una funcion sobre B(T) a wvalores en
proyecciones ortogonales. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) E es una medida espectral.

i) E(T) =1 y para cada f,g € H, la funcion puy, : B(T) — C dada por

ppg(A) = (E(A)f, 9y, A€B(T), (1.7)
es o-aditiva. Notaremos dyiss(X) = d(E(XN)f, ).

Demostracion. i) = i) Si F es una medida espectral, ciertamente vale que E(T) = I,y
la o-aditividad de jif 4, definida por (1.7), se desprende de la de E junto con la propiedad
de continuidad del producto interno.

it) = 1) Falta ver la o-aditividad de E (igualdad de operadores). Sea A = J, .y An con
(An)nen € B(T) disjuntos dos a dos. Por la multiplicatividad de E, para cada f € H,
resulta que (E(A,)f)nen C H es ortogonal. Recurriendo dos veces a la Proposicion 1.2.1,
junto a la o-aditividad de pf s obtenemos

D IBANFIB =Y (BADF P =Y s r(An) = g (A) < [If[I5 < o0,
neN neN neN

conlo cual }°  [|E(A,)f|3 es finita, de donde )~ E(A,) [ es convergente en H y por
lo tanto también lo es ) _(E(An)f, g)n para cualquier g € H. Ahora bien, por un lado

(B(UAn)f.9), = (B g = nrg(A) = 3 prg(An)
neN neN
y por otro lado

<<Z E(An)>f7g>7-[ - <Z E(An)f,g>H - Z<E(An)f7 9)n = Zﬂfyg(An) .

neN neN neN neN
Asi, E( Unen An> = > nen £(Ay), probando la o-aditividad de E. |

Observacion 1.3.21. En el lema anterior hemos obtenido que para cada f € H, tenemos
una medida positiva de Borel finita py := py s sobre T, la cual es de probabilidad si y
solo si || f|| = 1. Se las denomina medidas espectrales escalares asociadas a (H, F).

También tenemos una familia de medidas espectrales vectoriales asociadas a (H, E).
Estas son de vital importancia para la teoria de sucesiones estacionarias. Para f € H,
estas medidas o-aditivas a valores en H vienen dadas por

O;(A) = B(A)f, AecB(T). (1.8)

Las mismas satisfacen una propiedad de ortogonalidad (implicito en el Lema 1.3.20), esta
es, V f € H vale que

®;(A) L&;B), & ABeB(T) con ANB=0. (1.9)

La formula pp(A) = (E(A)f, E(A) /)y = ||®;(A)]3, para f € H, muestra la relacion
entre las medidas espectrales escalares y las vectoriales. O
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Finalmente llegamos al resultado principal de la subseccién. Para una demostracion
rigurosa véase por ejemplo [Pou01, Theorem 9.26] o [Marl8, pags 180-186].

Teorema 1.3.22 (Teorema Espectral para Operadores Unitarios). Sea U € B(H) unita-
rio. Entonces eziste una inica medida espectral E sobre B(T) tal que

™

<Uﬁgm=i/<ﬁdﬁﬂﬂﬁg% fget. (1.10)

—T

La dependencia de U en E se expresa simbolicamente por
U :/ e*dE(N).  (representacion espectral de U) (1.11)

Demostracion. Haremos un esbozo de demostracion.

o Para f € H, se define ay, := (U*f, f)3 para k € Z. a : Z — C es definida positiva y por
el Teorema 1.3.16 (Herglotz), existe una tunica medida finita p sobre T tal que

(mﬁﬁaz/é“wﬂﬁ ez
T

e Usando la identidad de polarizacion, para cada k € Z se concluye que

<kaag>?-£:/eik)\dﬂf,g(>\), f,geH.

T

e La asignacion H x H 2 (f,g) — pir4(N) es una forma sesquilineal acotada contractiva.
Por el Teorema 1.3.5, existe una tnica familia de operadores { E()A) : A € T} tal que

trg(N) =(ENf,9)n, AeT, f,ge M.

e F:B(T) — B(H) resulta una medida espectral a valores en proyecciones ortogonales.
Entonces para cada k € Z tenemos

<W%maz/é“ﬂﬂMﬂ% fge.

T
La ecuacion (1.10) se obtiene tomando k = 1. |

Observacion 1.3.23. Siguiendo [Pou01, pags. 339-340|, la representacion espectral de U*:

Uk f = / FNAEN S, fEH, (1.12)
T
es valida como un operador acotado, para cada k € Z, en el sentido de que la integral

espectral del lado derecho de (1.12), para cada f € H, puede aproximarse por sumas
“trigonométricas” finitas de proyecciones ortogonales de la forma

Anf = Zeik)\jE(Aj)f, con — T = )\0 <A< <A\, =T y A]’ = ()\jfl, )\]] .
=1

Esto mismo motivé en parte los resultados principales de este trabajo. Notese la similitud
con el espacio de funciones casi periodicas (Subseccion 1.5.3). O
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Una generalizacion posible del Teorema 1.3.22 es el Teorema de Stone. Antes, unas
definiciones. Decimos que una familia (U;)ier € B(H) es un grupo uni-paramétrico, si
Usye = UUy Vs,t € Ry Uy = 1. Un grupo uni-paramétrico (U;)er C B(H) es de clase
Co (o fuertemente continuo) si para cada ty € R

m U f = U, f, feH.
t—to

Teorema 1.3.24 ([Marl8, pags. 187-191]). Sea (U;)ier un grupo uni-paramétrico de clase
Co formado por operadores unitarios. Entonces, para cada A € B(R), existe un inico
operador autoadjunto E(A) € B(H) tal que

(Uif,9)u = / e A(ENf.9), f.geH.
R
Observacion 1.3.25. Asi como la prueba del Teorema 1.3.22 se basa en el Teorema de
Herglotz (incluso son equivalentes), una posible prueba del Teorema de Stone se basa en
el Teorema de Bochner, y también ambos son equivalentes [Marl8, Chapter 7. O

Observacion 1.3.26. En [ReSi80, Chapters VII y VIII| se puede ver mucho méas acerca de
los “Teoremas espectrales”, incluso para operadores autoadjuntos no acotados. O

1.3.3. Operadores No Acotados

Esta subseccion esta dedicada a los operadores no acotados y esta adaptada parcial-
mente del libro de Haim Brézis [Br1l1]. En la préctica, estos operadores se presentan con
mas frecuencia que los acotados, vistos en la Subsecciéon 1.3.1. Nuestro principal interés
radica en que los principales operadores utilizados en este trabajo: operador de sintesis,
de andlisis, pre-Gramiano, pre-Gramiano dual, Gramiano y Gramiano dual, en un prin-
cipio sin utilizar hipotesis adicionales entran en esta categoria (véase Seccion 1.6 y 3.2).
Debido a esto, enunciaremos las definiciones y los resultados basicos para dar un marco
més general que nos permita lidiar con estos operadores de una manera mas organizada.

Decimos que T : D(T) C ‘H — K es un operador no acotado con dominio D(T') si
simplemente es un operador (a priori no sabemos si es acotado) y que es cerrado si su
grifico Gr(T) .= {(f,Tf) : f € D(T)} es cerrado en H x K (dotado con la norma producto
por ejemplo). En la mayoria de los casos (y el que nos interesa también) un operador no
acotado T' es cerrado y su dominio D(T") es denso en H (diremos que T' esta densamente
definido). Para T' : D(T') C H — K no acotado y densamente definido su adjunto es el
operador T : D(T*) C K — H con dominio

D(T*):={x € K: de>0tal que |(T'f,x)| <c|fllxVfeDT)}
que satisface (por ser densamente definido y apelando al Teorema de Riesz 1.3.4)
(Tf,x)c =(f, T x)y, YfeDT), YexecDT".

T* siempre es cerrado y si ademés, T' es cerrado, entonces por reflexividad de K, T™
también es densamente definido. Por supuesto, debido al Teorema del grdfico cerrado,
si T es cerrado y D(T') = H, entonces T es acotado. Decimos ahora que un operador
densamente definido T' es autoadjunto (T = T*), si T es simétrico (T C T™), es decir,
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D(TYCcDT*)yTf=TfVfeDT)),yademas D(T) = D(T*). Es positivo (T > 0),
si (T'f,f)u > 0V f € D(T). Para T cerrado y densamente definido, las formulas de
ortogonalidad (1.6) siguen valiendo. Los teoremas siguientes también seran tutiles tanto
cuando el operador sea acotado como asi también cuando este esté definido entre espacios
de Banach.

Teorema 1.3.27 ([Brll, Theorem 2.19]). Sea T : D(T') C H — K un operador cerrado
y densamente definido. Entonces los siquientes enunciados son equivalentes:

i) R(T) es cerrado.

i) R(T*) es cerrado.

iii) R(T) = Nu(T*)*.

iw) R(T*) = Nu(T)*.

Teorema 1.3.28 (|Brll, Theorem 2.20]). Sea T': D(T') C H — K un operador cerrado
y densamente definido. Entonces los siquientes enunciados son equivalentes:

i) T es sobreyectivo, es decir, R(T) = K.

ii) T* es acotado inferiormente, es decir, existe una constante A > 0 tal que

Allzllic < 17zl Vo e D(T™).
iti) Nu(T*) = {0} y R(T™) es cerrado
Observacion 1.3.29. Existe un resultado dual al anterior con las mismas hipoétesis y en las

tres equivalencias intercambiando 7" por T* y K por H (véase [Brll, Theorem 2.21]). ¢

1.3.4. Operadores de Traslaciéon, Modulacién y Dilataciéon

Definicién 1.3.30. Definimos los siguientes operadores destacados sobre L?*(R). Para
f € L*(R) yt € R, definimos los operadores de traslacion en k € R, modulacion en X € R
y dilatacion en a > 0, respectivamente por:

(B*F)(t) = f(t —F). (1.13)
(M f)(t) = e f(1). (1.14)
(Daf)(t) = a'?f(at). (1.15)

Estos son operadores invertibles cuyos respectivos inversos son del mismo tipo.
(BN Y =EF* (MM '=M> vy (D)l =Dy.
Ademés, estos son operadores unitarios. Las relaciones
E*EF = EVEF = EMF O MAMY = MY M = MYy D,Dy = DyD, = Dy, ,
ponen de manifiesto que (E*)gew+) ¥y (M*)rer,4) constituyen grupos uni-paramétricos,

mientras que (Dg)qc(r, ) constituye un semi-grupo uni-paramétrico. Ademas, tenemos las
siguientes relaciones de conmutacion:

EFM* = e ®NPEY, MAD, =DMy D,E*=E"D,.



CAPITULO 1. Preliminares 21

La relacion de conmutacion entre la transformada de Fourier F (véase Seccion 1.4) y cada
uno de estos operadores seran de suma importancia. Estas son:

FEN=M"*F, FM =EF y FD,=D,F. (1.16)

Si bien hemos considerado aquf a L*(R) como dominio de definicién de los operadores,
estos pueden considerarse en varios espacios de diversa naturaleza, como por ejemplo los
espacios de Lebesgue LP(R), para 1 < p < 00, y la clase de Schwartz S(R) (véase también
las Subsecciones 1.5.2 y 1.5.3 para espacios de funciones casi periddicas).

1.3.5. Operadores de Hilbert-Schmidt
Sea T : H — K un operador.

Definicion 1.3.31. Decimos que T es un operador de Hilbert-Schmidt si

Il = D I Te;l% < o0,
jel
donde (e;);er es una BON de H.

Observacion 1.3.32. T es un operador de Hilbert-Schmidt de H en K si existe una BON
(e;);er de H tal que (Te;);e1 € £*(I, K). Se puede probar que el nimero ||T|%5 no depende
de la BON elegida y que ||T'|| < ||T||us, de donde T" es un operador acotado. Ademas, T
es también un operador compacto. O

Se puede encontrar mas informacién sobre los operadores de Hilbert-Schmidt, por
ejemplo, en [GV64, Hell, ReSi80].
1.4. Transformada de Fourier

La Transformada de Fourier de f € L'(R) viene dada por:

~

FfA)=f(\) = / f(z)e ™ da .
R
Es sabido que f € Co(R) (continua en R y “se anula en c0”), donde
Co(R) :={f € C(R) : Dado ¢ > 0 3 K. compacto, tal que |f(t)] <eVte R\ K.}.

De forma andaloga, si f es integrable, f puede recuperarse mediante la Transformada de
Fourier inversa o anti transformada:

(@) = 57 [ Foean.

La transformada de Fourier es un isomorfismo topolégico sobre la clase de Schwartz S(R)
(véase por ejemplo [Mal95, p. 150] o [ReSi80, Theorem IX.1]), la cual esté definida por

S(R) = {gp € C®(R) : pmalp) :=sup|(1 + )" DY(t)| < 0o, Vm €N, Va € NO}.

teR



22 1.5. Algunos Espacios de Funciones

Mediante un argumento de densidad (por ejemplo que L'(R) N L*(R) es denso en L*(R)),
la transformada de Fourier se puede definir para f € L*(R). De hecho, en este caso, se
tiene la identidad de Plancherel:

If H%Q(R) = 27THfH%2(R)

lo que expresa que la transformada de Fourier, sobre L*(R), es (miltiplo de) un operador
unitario. Ademas de las formulas (1.16) vale resaltar la formula de la convolucion

F(fxg)=FfFg.

La transformada de Fourier se define también para otras clases de funciones e incluso para
medidas. Por ejemplo, es un isomorfismo topolégico (véase por ejemplo [ReSi80, Theorem
IX.2]) sobre las distribuciones temperadas S'(R) (dual topologico de S(R)), donde es
definida por

~

a(¢) = u(¢)7 u € S/(R)v NS S(R) :

También, si p es una medida de Borel finita en R entonces se define por
A0\ = / M du(y), A€ER. (1.17)
R

Para mas detalles, véase, por ejemplo, [BeOl, Fo99, Hell, Kat04, Mal95, Marl8, Pi09].
Si G denota cualquier familia o subconjunto de funciones para las que esta definida su
transformada de Fourier, denotaremos su imagen como G = F(G) = {f : f € G}.

1.5. Algunos Espacios de Funciones

1.5.1. Espacios de Wiener

Necesitaremos la siguiente clase de funciones en la Seccidon 4.4 (véase [BeOl, Chl6,
Gr01, Kat04] para un estudio méas profundo). El espacio de funciones de Wiener aparece
en el tratamiento de las funciones periodicas y la formula de suma de Poisson [Gr01,
pags. 14-16|.

Definicién 1.5.1. Una funcion f € L>(R) pertenece al espacio de Wiener W (R) si
[ fllw = Z 1 =)l ooy < 00
neZ

El subespacio de funciones continuas se denota por Wy(R).

En cierto sentido, W(R) N /W(R) es el espacio funcional mas grande donde la férmula
de suma de Poisson se cumple puntualmente. La siguiente estimaciéon serd muy ttil en
algunas acotaciones (véase |Gr01, Lemma 6.1.2]).

Lema 1.5.2. Para f € W(R) y v > 0 vale la siguiente desigualdad:

|1 =], = G+ 1)l
ne”Z

v
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1.5.2. Espacios de Sobolev

Estos espacios estéan relacionados con algunas aplicaciones desarrolladas en la Subsec-
cion 5.3. Por esto mismo solo consideramos aquellos que poseen estructura de espacio de
Hilbert (caso p = 2). Para un estudio mas general véase por ejemplo [Brll, Mal95, St87].

Denotamos por C2°(R) al espacio de funciones de R en C de soporte compacto que
son derivables con continuidad tantas veces como se quiera. C2°(R) es un subconjunto

denso de S(R).
Estamos interesados en nociones mas débiles de suavidad como las siguientes.

Definicion 1.5.3. Para f € L*(R) decimos que existe la derivada de f en el sentido de
L*(R) y la notamos por f’, si vale el limite siguiente

B f -
HL + ~0.
€ L2(R)

fl

lim
e—0

Definicion 1.5.4. Para f € L] _(R), es decir, f € L'(K) para todo K C R compacto,

loc
decimos que existe la derivada de f en sentido débil (o en el sentido de distribuciones), si

existe g € Li.(R) tal que

/R F(t)g(t) dt = — / gDty dt, Ve CX(R).

Notamos en tal caso ' = g.
Estas dos nociones de suavidad no resultan ser muy distintas entre si.

Proposicion 1.5.5 ([Mal95, Theorem 3.3.2|). Sea f € L*(R). Entonces los siquientes
enunciados son equivalentes:

i) Euziste la derivada de [ en el sentido de L*(R).

ii) Existe la derivada de f en sentido débil y f' € L*(R).

Consideremos el espacio
W(R) := {f € L*(R) : f’ existe en el sentido de L*(R)},
y definimos inductivamente para m € N con m > 1
W™3R) := {f € WH(R) : f' € W™ 2(R)}.

Al equiparlos con el producto interno (-, -)ym2®) dado por

m

(f. gy wmem = > (D f,D/g)ram),

J=0

donde D°f = f. los mismos resultan espacios de Hilbert separables, denominados espacios
de Sobolev de orden m. Notaremos por H™(R) al espacio (W™?(R), || - |lwm2w))-

Como los espacios de Sobolev de orden m son subespacios de L?(R) se obtiene la
siguiente caracterizaciéon por medio de la transformada de Fourier.
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Teorema 1.5.6 ([Mal95, Theorem 3.5.1|). Sean f € L*(R) y m € N. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:
i) fe H™(R).

i) | i) = / FOVPA+ AP)™ d < oo

Este resultado permite definir (H*(R), || - ||g®)) para cualquier o > 0, obteniendo
asi los espacios de Hilbert denominados “espacios de Sobolev de orden fraccionario .
En la Seccion 1.7 veremos mas caracterizaciones en términos de integrales singulares, que
relacionan potenciales con derivadas.

1.5.3. [Espacios de Funciones Casi Peri6dicas

El contenido de esta subseccion seré necesario en los Capitulos 2, 4 y 5.

Una funcién casi periddica es una generalizacion natural de una funciéon periddica.
Aunque su definicién tiene sentido en grupos arbitrarios y a valores en un espacio de
Banach, nos centraremos en el caso del grupo (aditivo) R a valores en C.

Definiciéon 1.5.7. Decimos que una funciéon continua f : R — C es cast periddica si posee
la propiedad de que para cada € > 0, existe L > 0, tal que todo intervalo de la recta real
de longitud mayor que L contiene un valor 7 que satisface

sup [f(t —7) = f(H)] <e.

teR

Denotamos por AP(R) al conjunto de funciones casi perioédicas en R. Se puede com-
probar sin dificultad que AP(R) C Cy(R) [Kat04, p. 171], donde C,(R) es el espacio (de
Banach) de funciones continuas y acotadas en R a valores en C equipado con la norma
supremo (o uniforme) || f|loo := sup|f(¢)|-

teR

Observacion 1.5.8. Para otras definiciones equivalentes, e incluso susceptibles a una ge-
neralizacién para funciones con grupos como dominios y a valores en espacios de Banach,
véase por ejemplo [Kat04, Pan90|. O

AP(R) tiene estructura de sub-algebra cerrada de L>*°(R) (véase [Kat04, p. 173]). El
resultado siguiente, conocido por el nombre de Teorema de aprozimacion (véase [Pan90,
Proposition 1.3]), muestra que (AP(R), | - ||o) es un espacio de Banach.

Teorema 1.5.9. El espacio AP(R) es la clausura en norma uniforme del espacio Trig(R)

de polinomios trigonométricos p(t) = > cxe™ con o C R finito, cy € C yt € R.
A€o

Observacion 1.5.10. En [Kat04, pags. 180-181]) se demuestra que, dada f € AP(R), la
sucesion aproximante de polinomios (p,)nen (polinomios de Bochner) puede elegirse de
tal manera que satisfaga o(p,) = {1, -, \,} para cada n € N, donde {Ay, -+, Ay, -}
es una enumeracion ordenada del espectro de f. Este resultado, hasta donde sabemos,
no tiene su correlato en cualquier otro grupo (abeliano) localmente compacto que no sea

R, y el mismo tiene un rol preponderante en las demostraciones de caracterizaciones de
marcos AP en [KR09, Theorem 1.11 & Theorem 1.13]. O
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En AP(R) se puede introducir el producto interno:

1 [T
= lim — t)g(t)d(t).
(f,9)apm) = lm - /Tf( )g(t) d(t)
La norma || - [[ap) inducida por este producto interno convierte a AP(R) en un espacio

normado incompleto y no separable. La completacion del espacio de polinomios trigo-
nométricos Trig(R) (o de AP(R)) con respecto a esta norma es el espacio de Hilbert
(B*(R), (-, —) p2(r)) de funciones casi periddicas de Besicovitch. En la literatura aplicada,
estas funciones se denominan senales de potencia finita, en contraste con el espacio habi-
tual L2(R) de sefiales de energia finita. De hecho, los caracteres (ey(-) := (")) \cg forman
una base ortonormal y el siguiente analogo, debido a Bohr (véase [Kat04, p. 179]), de la
identidad de Plancherel se cumple:

I fllB2y = [IC(F) || 2w de)s (1.18)

donde C(f)(A) = (f, ex) 2wy denota la Transformada de Bohr de f 'y c denota la medida
de conteo. Obviamente, C'(f)(\) = 0 para todos los A excepto para un subconjunto a
lo sumo numerable de ellos [Kat04, p. 174]. El conjunto de estos elementos no nulos
(frecuencias de f) se denomina espectro normante (norm spectrum) de f.

Observacion 1.5.11. El espacio de Marcinkiewicz M?*(R) dado por

T

M*(R) := {f c L (R):||f]l3:= h’msmpi |f()]2dt < oo},

T—00 2T -T

resulta un espacio topologico seminormado completo y, la relacion de equivalencia “~”
sobre M?(R) dada por f ~¢g < ||f —gl|lz = 0, hace de M*(R) := M?*(R)/ ~ un
espacio de Hilbert. Se define B%(R) como la clausura en M?(R) de Trig(R), de donde
B?(R) resulta un espacio de Hilbert. El espacio B?(R) es isométricamente isomorfo al
espacio de Besicovitch B%(R) (véase por ejemplo [Pan90, pags. 11-13]). O

Observacion 1.5.12. La definiciéon de B?(R) como una completacion, solo nos dice que los
elementos del espacio son limites de sucesiones de Cauchy de polinomios trigonométricos
y dificulta entender el significado de tales elementos. En cambio, el estudio en B?(R) es
més accesible (véase [ABGO6, pags. 33-56] y las referencias ahi citadas). O

Si K es un subgrupo discreto de R, digamos K = t(Z para algin t, > 0, con anulador
discreto K+, de forma anéloga, se puede introducir el espacio de sucesiones casi periddicas
AP(K). De hecho, una sucesion casi periddica (z(k))rex puede caracterizarse como la
restriccion sobre K de funciones en AP(R). Este espacio puede dotarse con el producto
interno

1 .
= i k
<$ay>AP(]K) Nl_{lgo 2N+1keKZ(N)$( )3/( ),

donde K(N) = {tgn : =N < n < N} para N € N. De nuevo, estos espacios admiten
una completacion y (ex(+))rer s una base ortonormal no numerable de este, donde T :=
[0, 3—;;) Aqui, (1.18) toma la forma

2]l 52) = 1C (@) 2 (w.a0)

con C(x)(\) = (z,ex) p2k)-
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Observamos que algunos elementos de estos espacios de Hilbert no siempre se identi-
fican como funciones escalares ordinarias. Sin embargo, con cierto abuso de notaciéon (al
igual que hacemos con el producto interno y/o la norma usual de L?(R)), cuando la norma
de un determinado elemento esté bien definida como uno de estos promedios, escribiremos
|l 52(r)- Lo mismo ocurre con B?(K).

Finalmente, resumimos algunos datos destacados sobre B*(R) (resultados anélogos se
aplican también para B?(K)):

1. (Propiedad de Riesz-Fischer) Sea C': R — C. Entonces existe una tnica f € B%(R)
(como clase de equivalencia) tal que C'(A) = (f, €20 ) pag) siy solo si ||C|| r2wae) <
)

oo. En este caso f = Y. C(\)e**) | donde la convergencia es en la norma de B2(R
AER

2. Para f € AP(R) y 7 € Rresultaque E7f = f(-—7) € AP(R) y ademas || f| p2r) =
|E7 f|| B2(r), por lo tanto, E™ se extiende univocamente a una isometria en B*(R).
Aqui, con cierto abuso, también denotaremos esta extension como E7. Ademés, se
puede definir la autocorrelacion determinista de f € B*(R) en 7 € R mediante

pr(1) = (f, E"f)p2wr)- Si f € B*(R) entonces py € AP(R), con

Z |C |2 —z)vr

AER

y, por lo tanto, py es la transformada de Fourier de la medida discreta v = >~ |C'(\) [,
)

1.6. Teoria de Marcos

En esta seccién revisamos algunos conceptos de la teoria de marcos en espacios de
Hilbert separables. Para las demostraciones, véase por ejemplo [Ch16, Hell].

1.6.1. Generalidades

Sean (H, (-, —)%) un espacio de Hilbert separable e I un conjunto de indices numerable.
Dada una sucesion (f;);er C H, podemos asociar, en principio, dos operadores: el operador
de sintesis T : (°(T) C (*(T) — H y el operador de andlisis T : H — C' definidos por

Td= d;f; d = (d;)jer € £°(T),

jel
Tf=(f, f)n)jer, fEH.

Sin hipotesis adicionales, el operador de sintesis solo estd densamente definido y el
operador de anélisis es su adjunto (no acotado).

Definicion 1.6.1. Decimos que (f;)jer C H es una sucesidn de Bessel para H si existe
una constante B > 0 tal que

I(F, fdsalleg < BIfIs Ve, (1.19)

El nimero B se denomina una cota Bessel para (f;);er.
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Proposicion 1.6.2. Para (f;);er C H los siguientes enunciados son equivalentes:

i) (fj)jer es una sucesion de Bessel para H.

i) T es un operador acotado de H en ¢3(I).

iii) T es un operador acotado de (*(1) en H. Ademds, la serie > ic1difj converge incon-

dicionalmente en H para todo d = (d;);er € (*(1).

En el caso de la Proposicion 1.6.2, el operador de anélisis y el operador de sintesis son
operadores acotados adjuntos entre si en el sentido de Hilbert, y por lo tanto utilizare-
mos de aqui en adelante la notacion 1" = T™, principalmente para conservar la notaciéon
empleada por Ron & Shen en [RS95], que utilizaremos en el Capitulo 3. Ademas, la cota
Bessel optima se obtiene mediante B = ||T'||? = || 7.

Definicién 1.6.3. Un marco (frame) de H es una sucesion (f;);er C H tal que V f € H
es ({f, fj)u)je1 € £*(I) y para la cual existen constantes 0 < A < B < oo tales que

AllfI5 < KL fidwdialleg < BllfI, YfeH. (1.20)

Las constantes A y B se denominan cota inferior y cota superior de marco para (f;);er,
respectivamente.

Cuando A = B, (f;)je1 C H se denomina marco ajustado de H y, si ademas A = B = 1,
se denomina marco de Parseval.

Siempre usaremos el término “marco de H” sin importar quién sea H (en [RS95, RS97a,
RS97b| se usa el término marco fundamental cuando H = L?(R?)).

Observacion 1.6.4. Por la ecuacion (1.20), ||f]] == ||({f, fj>H)jeH||§2(H) define una norma
en ‘H que resulta equivalente a la original || - ||3. O

Esta claro que cualquier marco de H es una sucesion de Bessel de H.

Proposicion 1.6.5. Para (f;)je1 C H los siguientes enunciados son equivalentes:
i) (fj)jer es un marco de H.

i) T* : H — (*(I) es un operador acotado y acotado inferiormente.

ii) T : 0*(I) — H es un operador acotado y sobreyectivo.

Cabe mencionar que, en este caso, R(7T) (imagen de T') y R(T*) son subespacios
cerrados de H y ¢(I) respectivamente (véase los Teoremas 1.3.28 y 1.3.27). Ademas, la
cota inferior de marco 6ptima se obtiene mediante A = ||T||72 = ||T*1|| =2, donde T y
T*" denotan el seudo-inverso de Moore-Penrose de T' y T, respectivamente.

Definicién 1.6.6. Una base de Riesz de H es una sucesion (f;)jer C H que es completa,
cumple que la serie Y~ c;f; converge incondicionalmente en H para todo ¢ € £*(I) y
para la cual existen constantes 0 < A < B < oo tales que

> et

jel

A||C||§2(]I) = = BHC”??(]I) Vee (3(I). (1.21)

H

La siguiente Proposicion muestra que cualquier base de Riesz de ‘H es un marco de H.

Proposicion 1.6.7. Para (f;)jer C H los siguientes enunciados son equivalentes:
i) (fj)jer es una base de Riesz de H.



28 1.6. Teoria de Marcos

it) (fj);er es una sucesion minimal en H, es decir, fi, ¢ gen{f; : j € IN{k}} para todo
kel, y es un marco de H.

ii) T* : H — (*(T) es un isomorfismo.

w) T :02(T) — H es un isomorfismo.

Observacion 1.6.8. Para que (f;);er sea una sucesion de Bessel/ marco/ base de Riesz, es
suficiente comprobar que valen las desigualdades (1.19)/ (1.20)/ (1.21) en un subconjunto

denso de H. O
Observacion 1.6.9. Las propiedades de Bessel/ marco/ base de Riesz, se preservan me-
diante la aplicacion de isomorfismos isométricos. O

1.6.2. Reconstruccion

Sea (f;)jer un marco de H con cotas de marco 0 < A < B < oo. El operador marco
asociado a (f;),er es el operador S : H — H dado por

Sf=> (. fiufs, feM.
jel
Tenemos que S =TT* y S es un operador positivo e invertible satisfaciendo

Al flFe = (ALuf, fu < (SF, Fyu < (BIuf, fyu=Bllfll YfeH.

La sucesion (S7'f;);er también es un marco de H llamado marco dual candnico asociado
a (fj);jer. Cualquier f € H puede reconstruirse (o representarse) como

F=Y S udi =D fwS™

jel jel

1.6.3. Marcos de Gabor de L?(R)

En esta subseccién enunciamos algunos resultados concernientes a la propiedad de
marco de L?(R) de sistemas de Gabor G = G(g,ty,wy). Nombrados asf en honor a Dennis
Gabor. Los resultados principales de la Seccién 4.2 estén en parte inspirados por algunos
de ellos.

Definicion 1.6.10. Sea g : R — C una funcion medible de Borel (ventana) y ¢y, wo cons-
tantes positivas. El sistema de Gabor (Weyl-Heisenberg) generado por los desplazamientos
en tiempo-frecuencia de g es el conjunto:

G =G(g,to,wo) = {gru(t) = g(t — k)eltR ke K:=tyZ, | € L := wyZ}.
El siguiente es conocido en la literatura como “Painless Nonorthogonal Expansions”.

Teorema 1.6.11 ([Hell, Theorem 11.4],|Gr01, Theorem 6.4.1]). Sean to > 0 y wy > 0
fijos tales que 0 < towy < 1 y sea g € L*(R) tal que sop(g) C [0,wy']. Entonces G(g,to, wo)
es un marco de L*(R) si y solo si existen constantes 0 < A < B < oo tales que

woAd < gt —nty)]” SweB  ae tER. (1.22)

neL
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En tal caso tenemos que A y B son las cotas de marco para G(g,to,wo). Ademds el operador
de marco toma la forma de un operador de multiplicacion

(S0 = (X lat —ton) ) £(t)  f € LA(R).

neL

La condicién (1.22) es necesaria para que un sistema de Gabor arbitrario G(g, ¢y, wo)
sea un marco de L*(R) (véase [Hell, Theorem 11.6]). Otras condiciones necesarias para
que un sistema de Gabor arbitrario G(g, to,wp) sea un marco de Gabor de L*(R) con cotas
de marco 0 < A < B < oo (véase |Hell, Corollary 11.7]), por ejemplo son:

e G(S™1g, tg,wp) es su marco dual canénico.

o towoA < [|g/72m) < towoB.

o ) <towy < 1.

Si nos corremos a la izquierda del valor critico towy = 1, podemos entonces considerar una
ventana ¢ no necesariamente de soporte compacto, concretamente el resultado siguiente
(probado independientemente por Yurii Lyubarski y por Kristian Seip & R. Wallsten)
muestra que para la Gaussiana ¢(t) := 21/ 46_”2, cont € R, esta es una condicién necesaria
y suficiente (véase [Gr01, Theorem 7.5.3]).

Teorema 1.6.12. G(ip, tg,wy) es un marco de L*(R) si y solo si towy < 1.

Otra condicién suficiente para la existencia de marcos de Gabor de L?*(R) con ventanas
més generales fué dada por David Walnut, quien prob6 que para ty y wy “suficientemente
chicos” y g € W(R), G(g, to,wp) es un marco de Gabor de L*(R) (véase [Gr01, Theorem
6.5.1]).

También se obtienen otras condiciones mediante el uso de la transformada de Zak
(véase por ejemplo [Ch16, Gr01, Hell]).

1.6.4. Marcos Afines de L*(R)

En esta subseccion enunciamos algunos resultados concernientes a la propiedad de
marco de L*(R) de sistemas afines A = A(1), a, b). Los resultados principales de la Seccién
5.2 estan en parte inspirados por algunos de ellos.

Definicion 1.6.13. Sea ¥ un subconjunto a lo sumo numerable de L?(R) tal que cada
Y € WU, Y : R — C, sea una funcion medible de Borel (conjunto wavelet madre) y a > 1,
b > 0 sean constantes fijas. Definimos

Vixt) =a (et —k), eV, jeZ keK:=VZ, (1.23)
y el sistema afin (wavelet) generado por desplazamientos en tiempo-escala de ¥ como
A= AT, a,b) = {aPji(t): v €T, j€Z, keK}.

Observacion 1.6.14. El término a™/ que aparece en la definicion de ¢, ; en (1.23) se elige
como un factor de normalizacion en L'(R) (no en L*(R)), es decir ||¢; 4]/ ®) = |[¥0.0ll 22 r)
para todos j € Zy k € K. O

Una condicién necesaria para que A(1), a, b) sea un marco de L*(R), debida a Charles
Chui & Xianliang Shi, es la siguiente.
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Proposicion 1.6.15 (|Chl6, Proposition 15.2.2],[Hell, Theorem 12.6]). Sean a > 1,
b>0ye L*(R) fijos. Si A, a,b) es un marco de L*(R) con cotas de marco 0 < A <
B < o0, entonces

bA<D [(@N]P <bB  ae AER. (1.24)

JET

De (1.24) se desprende que b e L>*(R).
Una condicion suficiente (véase [Chl6, Theorem 15.2.3|) para que A(¢,a,b) sea un
marco de L*(R), es que sus cotas de marco 0 < A < B < oo se puedan obtener mediante

B =3 sup { 3 \J(aj)\)ﬁ(aj)\%—k/b)]} < 00,

IAl€[1,a]

pkez T (1.25)
A =1 swp { S B@NE = X T D@V @A+ k/b)] } > 0.
[Al€[l,a] ~ jEZ k#0 jEZ

Pasando por las cotas (1.25) en [Ch16, Proposition 15.2.6] se obtiene otra condicion su-
ficiente. También pueden obtenerse otras condiciones suficientes mediante el “Anélisis de
Multirresolucion de marco” (véase por ejemplo [Ch16, Capitulo 17]).

1.7. Algunos Conceptos sobre Integrales Singulares

Lo expuesto en esta secciéon fué una fuente de inspiracion para los resultados obteni-
dos en la Seccién 5.3. En la Subseccion 5.3.1, junto con técnicas de procesos aleatorios
estacionarios, obtenemos resultados anélogos a los aqui expuestos para operadores de de-
rivacion fraccionaria, mientras que en la Subsecciéon 5.3.2, obtenemos algunos resultados
como aplicacion del Resultado Principal del Capitulo 5 (Teorema 5.2.6), que involucran
directa o indirectamente a ciertos operadores de integraciéon fraccionaria, que definimos
mas abajo.

Un operador integral singular es un operador de convolucion T : LP(R) — LP(R)
(1 <p < o0) con niicleo singular K : R~ {0} — C dado por

T00) = (7 K)0) = [ £t = w)Kw)du,
R
mientras que un operador integral singular truncado es de la forma

(T.f)(t) = flt —u)K(u)du, €>0.
|u[>e
Estamos interesados exclusivamente en los casos donde las singularidades de K se presen-
tan en t =0y t = +00, como asi también cuando p = 2.

Observacion 1.7.1. Imponiendo algunas condiciones sobre K, en [St87, Theorem 1, p.
29|, se obtiene la acotacion en LP(R) del correspondiente operador integral singular 7'
con nucleo K, mientras que en [St87, Theorem 2, p. 35|, se obtienen las acotaciones en
LP(R) de los correspondientes operadores integrales singulares 7'y 7. como asi también
que ll_I}(l) T.f =Tf en la norma de LP(R). O

Una familia de operadores integrales (débilmente) singulares (o también operadores
integrales fraccionarias) que utilizaremos en la Subseccion 5.3.2 son los siguientes.
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Definiciéon 1.7.2. Dado 0 < a < 1 el potencial de Riesz de f de orden o en t € R [Sa02,
p. 37| es el operador de convoluciéon

O S
([ f)<t> T ,y(a) (Ra f) (t) ) (1'26>
v(a) = 7r52“rr(‘g) vy Ro(t)=[t|*, teR~{0}. (1.27)

Observacion 1.7.3. La constante () en (1.27) se elige de modo tal que la transformada
de Fourier de %7, en el sentido de distribuciones, resulte

-~

IFO) = A F), A e R {0},
véase por ejemplo [St87, Lemma 1, p. 117] o [Sa02, pags. 37-38|) para f € S(R). O
El “Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev de integracion fraccionaria” establece, en
parte, que (I*f)(t) converge absolutamente a.e. t € Rpara 0 < a < 1y 1 < p < o0
(véase [St87, Theorem 1, p. 119)]).
En el Teorema 1.5.6 se relacionan dos propiedades que caracterizan a las funciones que

pertenecen a los espacios de Sobolev de orden m € N. Otras caracterizaciones posibles
son en términos de los llamados potenciales de Bessel 7.

Definicién 1.7.4. Para 1 < p < ooy a > 0 definimos los espacios potenciales £P(R)
como

ZIR) = /Q(LP(R)), con noria ||/af po = ||f||LP(R) 5
con Z,: LP(R) — LP(R) el operador de convolucion (inyectivo) dado por Z,f = G * f,
donde Gy € LY(R), [, Go(t)dt =1y Ga(A) = (1 +|A[2)/2.
De hecho, para m € N vale que f € H™(R) si y solo si f € Z2(R), con normas
equivalentes (véase [St87, Theorem 3, p. 135]) y, més aun, lo mismo vale para a > 0 en
vez de m € N (véase mas abajo).

Como afirmamos mas arriba, los siguientes tres resultados inspiraron aquellos analogos
obtenidos en [CeMe25] y que estan desarrollados en la Subseccion 5.3.1.

Proposicion 1.7.5 ([Mal95, p. 144]). Para 0 < o < 1 los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) fe H*(R). "
i) f € I2(R) y / 7+ = POl iz <o

Proposicion 1.7.6 ([St87, Proposition 4, p. 139]). Para 0 < a < 1 los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

i) feZLAR). "
ii) f € I’(R) y / I+ = POl iz <o

Proposicion 1.7.7 ([St87, Proposition 5, p. 140]). Para 0 < o < 2 los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

i) f€ Zf(R) ”
i) f € L’(R) y / £+ B+ £ = ) = 2 C)gmy i < o0
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Consideramos ahora unos operadores de derivacion fraccionaria. La a-ésima derivada
fraccionaria de Riesz de una funcion f en ¢t € R (una posible generalizacion de la derivada
fraccionaria de Marchaud, véase por ejemplo [Sa02, p. 17]) esta dada por

1 dh
D)) = g [ 1) = P (1.29)
mientras que la derivada fraccionaria de Riesz truncada es
N 1 B dh
N0 = gy [ R Ol <> 0 (1.29)

donde d(«) funcionan como constantes de normalizacion y vienen dadas por

d )—/1_—€_ihdh (1.30)
TR |

De hecho d(«) son funciones analiticas sobre el semi-plano R(«) > 0 [Sa02, Theorem 3.4].
Vale resaltar la siguiente féormula para la transformada de Fourier de la derivada frac-
cionaria de f, valida por ejemplo para f € C°(R) (véase [Sa02, Lemma 3.1, p. 57]):

Def(X) = [AF(A).
También enunciamos a continuaciéon algunas propiedades relacionadas con los operadores
de derivacion fraccionaria que serén utilizadas en la demostraciéon del Teorema 5.3.3, todas
ellas se pueden ver por ejemplo en [Sa02, pags. 65-70].

Para 0 < a < 2, mediante operaciones sobre los niicleos de Riesz R, se obtienen los
nucleos K, = K,(|t|) dados por

1
K, (t]) = R,(h) — Ro(h — 1)] dh,
(1) = Gyl ., [ = a1
los cuales satisfacen:
e K,cL'R). (Corollary Lemma 3.16) (1.31)
. / K, (t)dt=1. (Remark 3.20) (1.32)
R
l/(\a()\) = ;/ w dh . (Corollary Theorem 3.19) (1.33)
d(a) | A |h|>1 |h[tte

Estos nucleos estan relacionados por ejemplo [Sa02, Remark 3.18], con la derivada frac-
cionaria de Riesz truncada mediante
o 1l
DOR,(t) = 5[@( - ) .
Terminamos con la siguiente proposicién que involucra a los operadores de deriva-
cion fraccionaria (y sus truncados), la cual inspir6 un resultado analogo para un proceso
aleatorio estacionario X, desarrollado también en la Subsecciéon 5.3.1.

Proposicion 1.7.8 (|St87, pags. 161-162|). Para 0 < «a < 2 los siguientes enunciados
son equivalentes:

i) e ZL2R).

i) f € L*(R) y lim D2 f existe en el sentido de L*(R).



Capitulo 2

Procesos Aleatorios Estacionarios

En este capitulo enunciamos algunas definiciones y resultados concernientes a procesos
aleatorios estacionarios. En la Seccién 2.1 recordamos algunos conceptos sobre procesos alea-
torios de segundo orden en general, para luego en la Seccién 2.2 ocuparnos por completo
de los estacionarios: en sentido amplio, en sentido estricto y Gaussianos. Para las técnicas
empleadas aqui es de suma importancia el isomorfismo de Kolmogorov (2.4). En la Seccién
2.3 enunciamos los teoremas ergédicos que utilizaremos como enlace entre los procesos alea-
torios estacionarios y las funciones casi peridédicas. En estas tres secciones hemos seguido
parcialmente [BTA04, Do53, DMcK08, GS04, KW92, Marl8, Ro85, Roz67]. Si bien los resul-
tados en mayor medida son conocidos, algunos de ellos son originados en nuestros trabajos
[CeMe22, CeMe25]. Los mismos son presentados y demostrados en la Seccién 2.4, la cual esta
dedicada a mostrar algunas relaciones entre los procesos aleatorios estacionarios y el espacio
B?(R) de funciones casi periédicas en el sentido de Besicovitch. Estos resultados originales
seran utilizados en los Capitulos 4 y 5 (nicleo de esta tesis) para las demostraciones de los
resultados principales.

2.1. Algunos Conceptos sobre Procesos Aleatorios

En esta seccion utilizamos principalmente los libros [BTA04, GS04].

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad (un espacio de medida tal que P(2) = 1)
y sea L*(Q) := L*(Q, F,P) el espacio de Hilbert de variables aleatorias (funciones JF-
medibles) de segundo orden en €2 equipado con el producto interno

(X, Y) o = B(XY) = /Q X()V () dPw), X,Y € L2(Q),

donde E(-) denota el operador de esperanza matemdtica. Como es usual, si P(X =Y) =1,
diremos que X =Y a.s., en vez de decir que X =Y P-a.e. en (2.

Sea (X (t)):er un proceso aleatorio (o estocastico) de segundo orden con valores en C
definido en (2, F, P), es decir, una funcion X : RxQ — C tal que X (¢,-) := X (t) € L*(Q)
para todo t € R. El proceso tiene asociadas las siguientes funciones:

e La funcion de media m : R — C dada por m(t) = E(X(t)).

e La funcién de covarianza K : R x R — C dada por

K(s,t) = E(X(s) —m(s))(X(t) —m(t)) = Cov(X(s), X (1))

33
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e La funciéon de correlacion o de momento sequndo R : R x R — C dada por

R(s,t) = E(X(s)X(t)) = m(s)m(t) + K(s,t).

Si X = (X(¢))ter es un proceso aleatorio de segundo orden con valores en C definido
en (€2, F,P) entonces el proceso Y = (Y(t))ier dado por Y (t,w) = X(t,w) — E(X(?))
tiene funciéon de media nula y las funciones de covarianza de X e Y coinciden. Debido a
esto, podemos suponer, cuando sea necesario, que un proceso dado tiene una funcion de
media asociada nula y, por lo tanto, su funcién de covarianza coincide con su funciéon de
correlacion. En tal caso utilizaremos “R”, o bien Rx para destacar el proceso asociado.

Es sencillo comprobar que la funciéon de covarianza asociada a un proceso aleatorio de
segundo orden es una funcion (o nucleo) definida positiva en R, es decir, R satisface

N
> GeR(ty k) >0, NEN, -ty €R, ¢, en€C.
4 k=1

El reciproco también es cierto y fué demostrado por Michel Loéve en 1948 (véase [BTA04,
Theorem 27]). Mas atn, dada R, el proceso aleatorio con covarianza R se puede elegir con
la propiedad adicional de ser Gaussiano (véase Definicion 2.2.2).

Otra caracterizacion posible de funciones definidas positivas (o de covarianza) es que

son precisamente los nicleos reproductivos de un espacio de Hilbert con nicleo reproductivo
(RKHS), véase por ejemplo [BTA04, p. 13] o [SS16, p. 68|.

Definicién 2.1.1. Decimos que un espacio de Hilbert (Hz(X), (-, —)) de funciones sobre
X es un RKHS con ntcleo reproductivo R : X x X — C si:

e Para cada z € X, R(x,-) € Hr(X).

e Se satisface la propiedad reproductiva: f(z) = (f, R(z,-)) Vf € Hr(X), z € X.

Debido a lo anterior, si H(X) := gen{X(¢) : t € R} es el subespacio de Hilbert de
L?(Q) asociado a X, el isomorfismo isométrico L : H(X) — Hr(R), dado por

(LY)(t) = E(YX(), Y eH(X), teR,

se denomina isometria de Loéve y permite identificar H(X) con el RKHS Hg(R). Cabe
destacar que (LX(t))(-) = R(t,-) para cada t € Ry que Hg(R) esta comprendido por
funciones de la forma

fr(t) = / Y(@XB(w) dPw), Y eH(X), teR.

En la Secciéon 2.2 presentamos varios ejemplos de procesos aleatorios estacionarios, los
procesos principales de este trabajo. Para dichos procesos X tendremos otro isomorfismo
isométrico asociado a H (X ') aun mas importante en este contexto, el llamado isomorfismo
de Kolmogorov (véase (2.4)).
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2.2. Algunos Conceptos sobre Procesos Aleatorios Es-
tacionarios

Sea (92, F,P) un espacio de probabilidad y sea X = (X(t));er C L*(2) un proceso
aleatorio complejo de media cero (E(X(t)) = 0 V¢ € R). Decimos que X es continuo en
media cuadrdtica si

IImE|X(t) - X(s)?=0, VseR. (2.1)

t—s

La continuidad en media cuadratica implica la existencia de un proceso aleatorio equi-
valente X* (es decir, un proceso tal que P(X(t) # X*(t)) = 0 para todo t € R), que es
medible con respecto a la completacion de la o-algebra producto F @ B(R) (véase por
ejemplo [Dob3, Theorem 2.6] o [GS04, Theorem 1, pag. 171]). A partir de esto, general-
mente asumiremos, sin mayor mencion, que trabajamos con dicho proceso equivalente al
considerar algunas operaciones sobre X en funciéon de t. Para simplificar y sin pérdida de
generalidad (para nuestros propositos), hemos establecido que X tenga media nula.

Definiciéon 2.2.1. Decimos que X es:

e Fstacionario en sentido amplio, si se verifica

E(X(s)X(t)) = Rx(s—t), Vt,seR. (2.2)

e Fstacionario en sentido estricto o estrictamente estacionario, si las familias de despla-
zamientos X7 = (X (¢t +T))cr tienen las mismas distribuciones finitas que X VT € R.

Un proceso estrictamente estacionario es estacionario en sentido amplio, pero la inversa
no siempre es cierta. Si X es Gaussiano, ambos conceptos coinciden (véase [Ro85|).

Definicion 2.2.2. Decimos que X es Gaussiano si para cualquier n € N y para cada
ty < --- <t, €R, el vector aleatorio (X (1), ---, X(¢,)) tiene distribucién normal.

Observacion 2.2.3. En general, si X es un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio
complejo, asumimos que X (t) = X;(t) + iXo(t) para todo t € R, donde X;, i = 1,2
son dos procesos aleatorios estacionarios en sentido amplio reales y correlacionados de
forma cruzada. Si X es Gaussiano y complejo, impondremos, ademés de (2.1) y (2.2), la
condicion:

E(X(t)X(s)) =0, Vt,seR. (2.3)

Los procesos aleatorios Gaussianos complejos o vectores aleatorios que verifican la con-
dicion (2.3) se denominan circulares. Este requisito es habitual en la teoria de senales vy,
ademas, hace que X conserve la mayoria de las propiedades habituales de los procesos
Gaussianos reales (véase por ejemplo [Med24, Pap02, Roz67]). En consecuencia, y dicho
de otro modo, no distinguiremos entre procesos complejos y reales. O

Algunos ejemplos bien conocidos de procesos estacionarios, tanto con parametro dis-
creto (t € Z por ejemplo) como continuo (¢ € R por ejemplo), entre otros son: cadenas
de Markov, procesos con incrementos independientes, promedios moviles y procesos con
incrementos ortogonales (véase por ejemplo [Dob3, Pap02]).

Ahora presentamos algunas nociones sobre el analisis armoénico de procesos aleatorios
estacionarios en sentido amplio. Si X = (X(¢))er es un proceso aleatorio estacionario en
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sentido amplio, segun el teorema de Bochner [Marl8, Theorem 6.9] (Teorema de Herglotz
si t € Z), existe una medida de Borel simétrica no negativa py, la medida espectral de
X, tal que jix = Rx. Reciprocamente, si i es una medida de Borel finita, existe X, un
proceso aleatorio estacionario en sentido amplio con p como su medida espectral (véase
[GS04, pags. 205-218] o [Marl8, pags. 213-214]). Ademas, X puede definirse como un
proceso Gaussiano. El soporte de px se denomina el espectro de X.

El Isomorfismo de Kolmogorov T : L*(R,B(R), ux) — H(X) (véase [Roz67, pags. 28-
33] o [Marl8, Theorem 8.11]), es el isomorfismo isométrico dado por la integral estocdstica:

7(6) = [ o) dox(N), ¢ € L(RB®).px), (2.4
R
donde ®x es la medida aleatoria espectral (ortogonal) asociada a X [Roz67, pags. 14-17].

Las medidas pux y ®x estan relacionadas por

E|Z(14)" = E[®x(4)]" = ux(4), A€ B(R)

B / O dux (), & € LR, B(R), ux)

E‘ / 6(\) dDx (M)

Ademas, recurriendo al Teorema de Stone 1.3.24 (por ejemplo), el proceso X admite la
representacion espectral [Roz67, p. 18]

X(t)=T(e)) = / e ddx (N, (2.5)

donde ¢; : R — S' denota la funcién exponencial e;(\) = e'* y S' = {2z € C: |z| = 1}. El
sistema (ey)ier C L*(R, B(R), 1x) se denomina una representacion de X.

Ejemplo 2.2.4. Siguiendo [Pou0l, pags 340-341| detallamos a continuacién, como se
obtiene el isomorfismo de Kolmogorov en el caso discreto.

Sea. X = (X(k))rez una sucesion estacionaria en sentido amplio. Para cada k € Z
es X(k) € H = H(X) C L*). Por el Lema 1.3.15, tenemos definido el operador
unitario (shift) U : H(X) — H(X) tal que X(k) = U*X(0) para todo k € Z. Por
el Teorema espectral 1.3.22 tenemos definidas: la medida espectral E, {E(\) : A € T},
la medida espectral escalar jux()(-) = (E(-)X(0), X(0))r2(q) ¥ la correspondiente medida
espectral vectorial ®xo)(-) = E(-)X(0) (véase (1.8) y (1.9)), tales que es vélida la siguiente
representacion espectral de X

X(k) = (/Te“”dE()\)>X(O) :/Te’“dE(A)X(O) :/ei“dCDX(o)(A), keZ. (2.6)

T

La ecuacion (2.6) también se puede ver como la transformada de Fourier de ® x(q).
SeaY € H(X) yseag € L*(uy). Teniendo en cuenta la Observacion 1.3.23 y utilizando
un argumento de aproximacion, se define la integral estocdstica

/ g(N) dBy (),

T
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de tal manera que la siguiente identidad, valida para combinaciones lineales del proceso
y para polinomios trigonométricos, siga valiendo para sus correspondientes limites:

< Z a; X (j), zk: ka(k)>H(X) _ < Z a;e0), Ek: bkei’f<'>>L2(m .

J J

Asi, la asignacion L*(u) 3 g — [, 9d® € H(X), es precisamente el isomorfismo de
Kolmogorov entre el dominio espectral L*(u) y el dominio temporal H(X). ¢

Observacion 2.2.5. Una descripcion detallada acerca de medidas aleatorias e integrales
estocasticas, en general, se puede encontrar por ejemplo en [GS04, pags. 230-241], [Roz67,
péags. 4-14] y [Raoll] (siendo esta tltima una exposicion més profunda). O

Ejemplo 2.2.6. Un ejemplo de una medida aleatoria Gaussiana es el siguiente. Dado
p € M(R), elegimos cualquier base ortonormal (¢,,),en de L2(R, i) y (C'(n))nen cualquier
sucesion de variables aleatorias independientes tal que C(n) ~ N (0,1) (normal de media
cero y varianza uno) para todo n € N. Luego definimos:

= Cn){pn 1a)12my. AEBR).

neN
En particular, cuando p es la medida de Haar mg, ® es la llamada medida de Wiener. ¢

Las operaciones de filtrado lineal invariante en el tiempo sobre X se definen mediante:

B /f()\)e“’\ ddx(\), fe€ L*(R,B(R),dux). (2.7)

Por consiguiente, el proceso aleatorio estacionario resultante Y = (Y'(¢));cr puede consi-
derarse como la salida (output) de un sistema lineal con una respuesta en frecuencia dada
por f (filtro) y una entrada (input) aleatoria X. En este caso, la covarianza de Y viene
dada por:

Ry(t—s) =E(Y()Y(s)) = /R [FOVPeA dpux (X)) (2:8)

Para una exposicion mas detallada recomendamos [Roz67, Chapter 1, Section §].

Por lo enunciado en la Secciéon 1.1, la medida espectral px puede descomponerse en
una parte continua py . y otra discreta px 4, y existen subconjuntos medibles C, D de R
tales que px o(A) = pux(ANC) y pxa(A) = ux(AND). A partir de esto, podemos obtener
una descomposicion ortogonal (independiente en el caso Gaussiano) de X:

X(t) = / e ddx (N) + / APy (M) = X (1) + X4(t)  as..

C D

Esto corresponde al caso en el que se reemplaza f = 1¢ o f = 1p en (2.7). Los procesos
X. y Xy se llaman respectivamente la parte continua y discreta de X. Si pux es discreta
entonces esta concentrada en un subconjunto (a lo sumo numerable) Dx de R con lo cual
la ecuacion (2.5) toma la forma de una serie aleatoria:

=) Po({N}) as.. (2.9)

AeDx
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Para abreviar, escribiremos C'(A) = ®({\}) a estos coeficientes aleatorios. En tal caso,
diremos que el proceso X tiene espectro discreto, y en contraste, si ux = pix., diremos
que X tiene espectro continuo.

Hasta ahora hemos considerado un proceso X a valores en C, es decir X : Rx Q2 — C.
Antes de enunciar algunos resultados acerca de la convergencia a.s. de series aleatorias que
seran necesarios més adelante, es pertinente aclarar que si cambiamos C por un espacio de
Hilbert H (como hacemos en II. y III. a continuacion), la familia { X (t,w) : t € R, w € Q}
se puede interpretar, dependiendo el contexto, basicamente de las siguientes tres formas
(al igual que se hace cuando H = C o R):

. {X(,w):we Q}, una familia de trayectorias en C (o funciones) que pertenecen a H.
II. {X(t,-):t € R}, una familia de variables aleatorias a valores en H.
III. Como una funcion X : R x Q@ — H, la cual es (B(R) ® F, B(#))-medible.

Si X es una variable aleatoria a valores en un espacio de Hilbert H, la notacién
X € L3,(Q) significa que || X|| € L*(2). También, si existe f € H tal que (X, g) € L*(Q)
vy E((X,9)) = (f,9) Vg € H, escribimos X € L3,(Q) y definimos la esperanza de X por
E(X) := [, X(w)dP(w) = f € H, y la varianza de X como V(X) :=E(| X — E(X)|?).

Proposicion 2.2.7 (|[Ka93, Theorem 2, p. 30]). Sea (X, )nen C L3,(Q) una sucesion
de variables aleatorias independientes. Si (Xp)nen es tal que E(X,) = 0 ¥Vn € N y
Y nen V(Xy) < 00, entonces Y, .y X, converge a.s. en H.

Las siguientes Proposiciones 2.2.8 y 2.2.9 se obtienen como corolarios de [KW92, Theo-
rem 2.2.1, p. 32|

Proposicion 2.2.8 ([KW92, Teorema de las tres series de Kolmogorov, p. 35]). Sea
(Xn)nen una sucesion de variables aleatorias independientes a valores en un espacio de
Hilbert H. La serie aleatoria ), X, converge a.s. si y solo si para a > 0 convergen.:

ZP(HXnHZa), ZE(an{HXnHSa}> y ZV(an{annga})-
neN neN neN

Proposicion 2.2.9 ([KW92, Seccion 2.2, p. 36]). Sean p > 0 y &, variables aleatorias
independientes a valores reales para cada n € N. Si para o, 3,6 > 0 tenemos que

P(‘§n| > a) >B y E<|§n|1{|§n|>t}) < 5tpP(|§n| > t) Vt>a, VneN,

entonces para cada (Ty)neny C H, la serie Y &y converge a.s. si y solo si converge
en media p.
En particular, si la serie Y .\ ¥n&, es Gaussiana, la convergencia vale para todo p < oo.

Finalmente, enunciamos un resultado sobre el intercambio de una integral estocastica
con una integral ordinaria con respecto a la medida de Lebesgue. Este lema simple es una
adaptacion de uno presentado en [GS04, Lemma 4, p. 237].

Lema 2.2.10. Sea X un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio y sean g(\,x)
y h(z) dos funciones de Borel medibles en R x R y R respectivamente tales que:

/R/R\g()\,x)\2d/,cx()\) dr<oo y hel(R). (2.10)
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Entonces:

/R h(z) ( / g, ) d(I)X(A)> dz = / ( /R h(z)g(A z) d:zc) dBx(\)  as..

Terminamos esta seccién con varios ejemplos acerca de lo expuesto mas arriba.

Ejemplo 2.2.11. Sea X un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio con una
representacion espectral dada por la ecuacion (2.5). Si f € L'(R), es posible escribir
una expresion alternativa para el producto interno (X, f), que ahora define una variable
aleatoria. De hecho,

(X, f) = /R X(O)F(t) dt = /R < / it d@X(A))m) it

Dado que podemos hallar fi, fo € L*(R) tal que f = fify a.e., entonces, si escribimos en
la ecuacion (2.10) con g(\,t) = e fi(t) y h = f,, obtenemos

/R / 9O dux (V) dt = Ry (O)]|fo2age) < o0

Por lo tanto, es posible intercambiar ambas integrales para obtener que

(X, f) = / ( /R ST (8) dt) d®x(\) = / T APy () as.. (2.11)

¢

Ejemplo 2.2.12. Bajo condiciones adicionales, a partir del Ejemplo 2.2.11, podemos dar
una interpretacion mas intuitiva de la operacion de filtrado de la ecuacion (2.7) como una
convolucion. Supongamos que f = @, con ¢ € L'(R). Entonces

Y(t) = (X *p)(t /X t—sds_/@(A)ercbx(A), teR.
R

¢

Ejemplo 2.2.13. La integral estocastica del Ejemplo 2.2.11, en el caso general, debe
interpretarse como un limite en media cuadratica. Sin embargo, si ademéas X es un proceso
Gaussiano con espectro discreto, es decir,

Z C z)\t

XEA
con C'(\) variables aleatorias Gaussianas no correlacionadas, entonces

STIFNPEICO)P < I Boem Y ux({A}) < oo,

AEA AEA

y un argumento similar a la Proposicion 2.4.1 da que
() = [T aexy =3 Foven
2 AeA

donde la serie de la parte derecha converge a.s. . ¢
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2.3. Los Teoremas Ergoédicos

Los estimadores naturales de la media, la varianza y otros estadisticos de un proceso
aleatorio estacionario X son promedios temporales apropiados. Decimos que el proceso
estrictamente estacionario X es métricamente transitivo si los tnicos conjuntos medibles
que son invariantes bajo la traslacion X —— XT = (X(t + T))er tienen probabilidad
cero o uno. Si consideramos el espacio medible (R®,¥), donde ¥ es la o-algebra generada
por los conjuntos cilindricos, entonces el Teorema Ergddico de Birkhoff establece (véase,
por ejemplo, [DMcKO08, p. 76| o [Roz67, Theorem 5.1, p. 157|):

Teorema 2.3.1. Sea X wun proceso aleatorio estrictamente estacionario. Si [ es una
funcion (RR, X)-medible y E|f(X)| < oo entonces:

T—oo 1’

lim + /0 FX() dt = B(F(X)]S)  as.

y en la p-media para 1 < p < oo, donde S es la o-dlgebra de conjuntos invariantes por
traslaciones.

Se puede deducir que X es métricamente transitivo si y solo si en el limite anterior vale
que E(f(X)|S) = E(f(X)) para cada f. La transitividad métrica, si X es Gaussiano, se
puede describir elegantemente en términos de su medida espectral ¢ mediante el teorema
de Maruyama (véase, por ejemplo, [DMcKO8, p. 76] o [Roz67, pags. 163-166]):

Teorema 2.3.2. Un proceso aleatorio estacionario Gaussiano X es métricamente tran-
sitivo st y solo si su medida espectral pu es continua.

Si X es so6lo estacionario en sentido amplio, el teorema ergddico en media de Von
Neumann también proporciona una respuesta (véase [Roz67, Theorem 6.2, p. 25]):

Teorema 2.3.3. Si X es un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio, entonces
la igualdad

11520%/0 X(t)dt = B(X(0))

se cumple si y solo si u({0}) = 0. El limite se toma en el sentido de media cuadrdtica.

Téngase en cuenta que estos resultados se pueden adaptar a los promedios bilaterales,
ya que

T T T
| sxnae= [ raxanars [ rox-oa.
-T 0 0
Aplicaremos directamente este recurso sin mencionarlo. En particular, consideraremos los

promedios, realizando un abuso de notacién por ahora (véase Proposicion 2.4.1 més abajo
para su justificacion), dados por las normas AP

1 T
X\ %em = lim — Xt dt
Xl = Jim 5 [ 1)

o || X HQBQ (x) en el caso discreto, ya que los mismos resultados se cumplen para sucesiones
aleatorias estacionarias reemplazando las integrales por sumas.
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2.4. Relacion con el Espacio B*(R)

A esta altura, podemos describir con mas detalle como se relacionan el espacio B?(R)
y los procesos aleatorios estacionarios. En general, un elemento de B?(R) puede no ser
definible como una funcién en R (véase, por ejemplo, [JLZ98|). Pero, al menos, podemos
obtener una ventaja aparente si X es un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio
continuo en media cuadratica, ya que podemos considerar un proceso medible y equivalen-
te [GS04]. Si, ademas, X es estrictamente estacionario, notese que, por el Teorema 2.3.1,
el valor de || X||g2(m) (0 || X||p2(z) en el caso de una sucesion aleatoria) siempre existe y es
finito a.s.. Los procesos aleatorios estacionarios en sentido amplio son siempre el limite
en media cuadratica de polinomios trigonométricos aleatorios. Sin embargo, observamos
que X no siempre puede describirse como un elemento de B?(R) o, equivalentemente, no
siempre es el limite en la norma B?(R) de polinomios trigonométricos. Seria conveninte
describir brevemente y con mas detalle la estructura de X. Los resultados de esta sec-
cion seran utiles en los Capitulos 4 y 5. Los resultados de esta seccion son originados en
nuestras publicaciones [CeMe22, CeMe25|.

Comprobemos primero que si X es un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con
espectro discreto entonces es el limite (la suma) a.s. de una serie de Fourier no armonica
convergente para cada t € R.

Proposicion 2.4.1. Sea X un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con espectro
discreto, entonces la serie (2.9) converge a.s. para todo t € R.

Demostracion. Este hecho se deduce de la Proposicion 2.2.8. Siendo a > 0, entonces, por
la desigualdad de Chevichev, tenemos

SR 2 ) < 5 STEICO)P < oo
AEA AEA

Notese que cada C'(A) es simétrica, de donde
E(e™ C(M)1gepiza) = € BCN)1gep<a) = 0.

Por lo tanto '
> EME(C(M)1em<ay) = 0.

AEA

Finalmente, se puede comprobar facilmente que

D E(CO)PLgemi<ay) < 00
AEA

Entonces, para todo ¢ € R tenemos la convergencia a.s. de la serie dada por (2.9). [ |
Proposicion 2.4.2. Sea X = (X (t))ier un proceso aleatorio estacionario Gaussiano.

a) Si X tiene espectro discreto, entonces X € B*(R) a.s..
Ademds, si (2.9) es la representacion espectral de X, entonces:

ZC’()\)em converge a.s. Vt € Ry HXH2BQ(R) = Z ICV)?  as..
AEA AeA
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b) Si X tiene espectro continuo y X € B*(R) a.s., entonces X es el proceso trivial nulo,
es decir, para todot € R es X(t) =0 a.s. .

Lo mismo se aplica a X, una sucesion aleatoria estacionaria en sentido amplio con res-
pecto a B*(K).

Demostracion. (Haremos un esbozo de demostracion para el caso de R)
a) Si X tiene espectro discreto, existe A C R a lo sumo numerable tal que vale (2.9):

X(t) = / eMdD(\) =D C(N)e™  as.,

R AEA

donde la serie converge en el sentido de media cuadrética. Dado que las C'(\) son variables
aleatorias no correlacionadas y tales que

STEICOP = 3 u({A}) < o,

AEA AEA

entonces, para cada t € R (2.9) converge a.s. (véase la Proposicion 2.4.1). Ademas, una
aplicacion directa de la Proposicién 2.2.7, con el espacio de Hilbert H = B?(R), da que
> vea C(A)e™ converge en la norma de B*(R) a.s..

b) Recordando la Propiedad 2. al final de la Subseccion 1.5.3 y puesto que X € B*(R)
a.s., resulta que P (Q4p) = 1, donde

Qup = {w €0 px(',W) € AP(R)} .
Para D un subconjunto denso y numerable de R definimos, para cada d € D,
Qi ={weQup: px(d,w)=Rx(d)} y Q= m Q.
de D

Adaptamos la prueba dada en [Med24, Proposition 2, p. 15] para concluir que P(g) = 1.
Para cada 7 € R definimos Y, = (X (¢) X (t + 7) — Rx(7))wer. Supongamos que X es
real (después, el caso complejo, se procede como en [Med24|). Entonces

Ry, (t) = E(Y-(t)Y>(0))
E(X()X(0)X(t +7)X(7)) — RX(7)
R%(t) -+ Rx(t - T)Rx(t + 7') y

donde en la tltima igualdad hemos usado la siguiente férmula, valida para distribuciones
Gaussianas multivariadas que ademaés satisfacen E(X;) =0 V1 < j <4 [Pap02, p. 258|:

E(X1X2X5X,) = BE(X1X)E(X3X)) + E(X1.X3)E(X2 X)) + E(X1X)E(X2X3) .

Definimos du% (A) = €™ dux (\). Entonces

R%(t) e d(px * px)(N)

—

Rx(t —7)Rx(t+7) " d(p * py)(N),
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de donde
Rug(t) = [ s s i + k1) V).
R

Ya que px es continua, también lo es la medida espectral de Y, al ser suma de dos
convoluciones. Asi, por el Teorema 2.3.3, para cada 7 € R, tenemos que

en norma de L*(Q). Equivalentemente, tenemos que px (1) = Rx(7) a.s..
Sin embargo, ya que X € B*(R) a.s. y por la Propiedad 2. de la Subseccion 1.5.3, el
siguiente limite existe a.s.:

1T
Tlgi;oﬁ/_TX(t)X(thT)dt—pX(T).

Pasando a una subsucesion (Ty)yen si fuera necesario, también existe a.s. el limite

, I
]\}gnoo T . Xt)X(t+7)dt = Rx(7).
Asi, notemos que px(d,w) = Rx(d) Vd € Dy w € Qq, y que para cada w € ) es
px(-,w) — Rx € C(R), entonces px(t,w) = Rx(t) Vt e Ry w € Q.
Supongamos ahora que

0% = E|X(0)" = Rx(0) = ux(R) > 0.

Entonces apelando nuevamente a la Propiedad 2. de la Subseccién 1.5.3, para cualquier
w € Q, px(-,w) es la Transformada de Fourier de una medida aleatoria discreta no nula.
Pero, ya que por otro lado Rx es la transformada de Fourier de una medida continua, y
por la unicidad de la transformada de Fourier, llegamos a una contradiccion. [ |

El resultado siguiente muestra la relacion de ortogonalidad entre la parte continua y
la parte discreta de un proceso (o sucesion) aleatorio estacionario Gaussiano. Esta serd
importante para la demostracion de los resultados principales de este trabajo.

Lema 2.4.3. a) Sea (Z(k))rex una sucesion aleatoria estacionaria Gaussiana de media
cero. Entonces:

b) Sea (Z(t))ier un proceso aleatorio estacionario Gaussiano de media cero. Entonces:
HZ”2B2(R) = ”ZCHQB2(R) + HZdH2BQ(R) a.s..

Demostracion. Probaremos ahora el caso discreto a), el argumento para el caso de para-
metro continuo b) es casi el mismo.

Por el Teorema 2.3.1, dado que las sucesiones (Z(k))rex, (Zo(k))rex v (Za(k))rex son
estrictamente estacionarias, los limites

1
fm 3 |z(k),
N—o0 (2N + 1) k@%(:N)
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, 1 5 . 1 5
]\}l_lgom S 1Zk)? oy ]}I_Igom > 1Za(k)|
KEK(N) KEK(N)

existen con probabilidad uno. Observando que la sucesion (Z.(k)Z4(k))rex también es
estrictamente estacionaria, de manera similar se deduce que el siguiente limite existe a.s. .

1 [
lim ——— Za(k)Z.(k 2.12
i vty X, A7 212

Por lo tanto, sera suficiente comprobar que este limite es igual a 0. Por otro lado, dado
que Zy(k) y Z.(k) son ortogonales, de hecho independientes por ser Gaussianas, entonces

E(Zu(k)Z.(k)) = E(Z4(0))E(Z.(0)) = 0.

Definamos la sucesion estacionaria Y (k) = Z;(k)Z.(k) para k € K. Comprobemos que
su medida espectral es continua. De la independencia de Z,(k) y Z.(k), su covarianza
viene dada por

Ry (k) = E(Y (k)Y (0)) = E(Z4(k) Za(0))E(Z(k) Z(0)) = /Te“'“ d(pe * pa)(A) -

Ahora bien, como . es continua, pu. * j1g también es una medida continua. Por lo tanto,
segin el teorema ergddico en media de Von Neumann (Teorema 2.3.3), la varianza de

Gy L ZAPZK)

kEK(N)

tiende a 0 cuando N tiende a 0o y entonces la ecuacion (2.12) es igual a cero. [
El lema siguiente es inocente pero no por eso menos util.

Lema 2.4.4. Sean f € C(RY), X : Q — RY un vector aleatorio con una densidad de
probabilidad conjunta px tal que supp(px) = RY y C C R un subconjunto cerrado tal que
P(f(X) € C) =1. Entonces f(x) € C para todo x € RY.

Demostracion. Si existe z € RY tal que f(z) € C° por la continuidad de f existe un
entorno abierto de z, digamos U(z), tal que U(z) C f~(C*) y por tanto:

PUWKCWZHXewmzlmm@@>m

ya que px > 0 sobre un conjunto de medida positiva. [

Terminamos comentando que la mayoria de lo descrito en este capitulo puede desarro-
llarse, con un poco de cuidado, en grupos abelianos localmente compactos (LCA groups),
imponiéndose algunas condiciones adicionales no tan restrictivas (véase [Med24]).



Capitulo 3

Analisis Gramiano y Gramiano Dual

En este capitulo enunciamos los resultados mas importantes de la teoria de marcos con
respecto a los sistemas invariantes por traslaciones (shift-invariant systems), desarrollada por
Amos Ron & Zuowei Shen en [RS95] y por Carl de Boor, Ronald DeVore & Amos Ron
en [BDR94]. Estamos interesados principalmente en los sistemas invariantes por traslaciones
S(®,to), donde el conjunto generador ® C L?(R) es infinito numerable, y queremos saber
condiciones necesarias y suficientes por las cuales estos sistemas forman una sucesién de Bessel
o un marco de L*(R). Para el estudio de marcos ajustados (tight frames), marcos duales, bases
de Riesz y otros, nos remitimos a [BDR94, RS95] y las referencias alli incluidas. La principal
referencia del capitulo sera [RS95], donde estan demostrados la mayoria de los resultados
presentados aqui (decidimos incluir algunas pequefias demostraciones propias de aquellos que
no lo estan o que solo estan indicadas). Como alternativa, se pueden consultar los libros [Hell,
Capitulo 10] y [Ch16, Capitulos 9, 10], donde en las demostraciones son utilizadas técnicas
mas sofisticadas del analisis funcional. Los resultados enunciados aqui, como asi también las
técnicas empleadas (las cuales no son exactamente las mismas ya que nosotros trabajaremos
con una medida finita en el dominio de frecuencias cuando involucremos un proceso aleatorio
estacionario, en contrapartida de la medida de Lebesgue aqui utilizada), son una piedra angular
de las Secciones 4.1, 4.2, 5.1 y 5.2. Por estos motivos, decidimos dedicar un capitulo entero a
este tema. Al final, enumeramos en el Cuadro 3.1 algunas notaciones que difieren con aquellas
en [RS95]. Estos cambios se deben a solapamientos con otras notaciones empleadas en este
trabajo.

3.1. Sistemas Invariantes por Traslaciones

Un subconjunto X de L?(R) se dice invariante por traslaciones (SI para abreviar) si
es invariante bajo todos los posibles desplazamientos de ntimeros tg-enteros (para algin
to > 0), es decir: f € X implica que E*f € X para todo k € K := t;Z, donde E* :
L*(R) — L*(R) es el operador de traslacion definido por (1.13). Un subespacio cerrado V
de L*(R) el cual también es un conjunto SI lo llamaremos un subespacio invariante por
traslaciones de L*(R). Dado ® C L?*(R), denotaremos por

S(®,ty) = {E*¢: ¢ c ®, ke K},

45
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al conjunto de trasladados de ®, mientras que al espacio SI cerrado mas pequenio que
contiene a ® lo notaremos por

V(®7t0) = ge_nS(<I>,t0) :

Para f,g € L*(R) su producto de corchetes (bracket product) esta definido por

=> fC+dg(-+d) = Ef()E(),
deD deD
donde D es el reticulado adjunto de K, es decir, D := {d € R : d.ty € 272} = i—:Z. Notese

que [f, g] es la Z-periodizacion de f.g.

Siempre tenemos que el producto de las densidades de un reticulado y su reticulado
adjunto es igual a 27, en nuestro caso esto se obtiene mediante un célculo simple |K|.|D| =
to-% =2m. Sea T := [0, i—g) un dominio fundamental (o conjunto transversal) asociado a
D, es decir, un sistema de representantes de R/ID que satisface

R=|J(T+d) y T+dNT+d =0 Vd#decD.
deD

Tenemos que [f,g] € L'(T) (con la medida subyacente mg restringida a T) para
cualquier f,g € L*(R) y, méas atn, tenemos que

I P = [ |32 150+

deD

= / NN = ([ 22(s -

deD

3.2. Técnicas de Fibraciéon en Sistemas Invariantes por
Traslaciones

Sea ® C L?(R) a lo sumo numerable y consideremos el sistema SI S(®, ¢,). El operador

de anélisis T} : L?(R) — C¥*? y el operador de sintesis Tg : (°(K x ®) — L?(R) asociados
a §(®,ty) toman la forma

Ty f = ((f, E* B) L2(R)) (k,0) €K x® y Tec = Z ck@,Ekqﬁ.
(k,)EKx ®

Recordamos el espacio de Hilbert de sucesiones de cuadrado sumables a valores en L?(T),
indexadas por ® y equipado con la norma usual:

(@, L3(T)) 1= { (ra)oce : 7o : T = €, ||(ra)seo o sy = D Irallfary < o0}

ped

Si T € (?(®, L*(T)) entonces (A ) (7% ()\))¢e (*(®) a.e. A € T. En este espacio, la
transformada de Fourier F : (K x ®) — (*(®, L ( )) viene dada por

Fe=0:=(G)sew, con &)=Y co(k)e™), ¢ecd. (3.1)

keK
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O sea, para cada ¢ € @, ¢, es la transformada de Fourier usual de ¢*(K) en L*(T), que
le asigna a (cs(k) := cgo)rex su serie de Fourier. Asi pues, F dada por (3.1) también
resulta un operador unitario. De esta forma, podemos identificar (y asi lo haremos sin
mencionarlo) los espacios /?(K x @) y ¢(®, L*(T)) cuando sea necesario. De nuevo, si
c € (K x ®) entonces ¢ (N) = (¢3(N))peca € £*(P) a.e. A € T.

Por un lado podemos aplicar la transformada de Fourier a Tgc para obtener

Tpc = Z Ck,¢@ _ Z Cwe—ik(.)q@: ZZC¢(k)e—ik(')$: Z@()g

(k,p)eKx P (k,p)EK X P ped keK Pped

Asi, tenemos un operador bien definido, asociado a Tg, llamado pre-Gramiano:
Jo @(K x ®) — L*(R) dado por JgC = Toc.

Maés importante atn, con abuso de notacién, podemos considerar Jp como una funcion
definida a.e. A € T (ya que ® es un subconjunto de L*(R)) dada por la matriz

~

Jo(A) = (B(A + d)) @¢)epxe - (3.2)

y entonces a.e. A € T tenemos (f;ﬁ (A +d) )aep = Ja(A)C(N).

Jp(A) se denomina la fibra de Ty en A € T. De aqui el nombre de “técnicas de fi-
bracion” (fibrization techniques). De manera natural, Jg(\) puede considerarse como un
operador densamente definido de £2(®) en ¢*(D). Lo trataremos como una matriz o como
un operador segiin conveniencia.

Como es senialado en [RS95], el objetivo es estudiar el operador de sintesis Ty a través
del comportamiento de las fibras {Jp(\) : A € T}.

Por otra parte, podemos aplicar (formalmente) la transformada de Fourier al operador
de analisis T3. Al utilizar las propiedades de los adjuntos junto con la propiedad isométrica
de la transformada de Fourier, obtenemos

(Taf,m) = (Tgf,@) = (f, Tac) = (F, Twc) = ([, Jor) = (Jof.7),

donde cada producto interno pertenece al espacio de Hilbert correcto en consideracion.
Por lo tanto tenemos que T*f = Jj f para cualquier f € L*(R).
El operador J} : L?(R) — L?*(T)* dado por

Jof = ([f:0))oca = (Y SC+d)o(+a))

@
deD e

se denomina el operador pre-Gramiano asociado a Tj.
Para a.e. A € T la matriz J3(\) (o el operador de multiplicacién por una matriz
densamente definido de /(D) en ¢*(®)) esta dada por

~

J3(A) = (¢(A +d) ) (g.aycaoxn - (3.3)

J3(A) se denomina la fibra de T en A € T.
Comparando las ecuaciones (3.2) y (3.3) obtenemos la relacion de conmutatividad
deseada entre la evaluacion en A € T y la toma de adjunto en la fibra, es decir:

(Jo(\)* = Ji()), ae AeT.
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El objetivo es el mismo que en el caso del operador de sintesis: queremos estudiar las
propiedades del operador de anélisis T a través del comportamiento de las fibras {J3()\) :
A e T}

Finalmente llegamos a las definiciones mas importantes (aunque formalmente y posi-
blemente no bien definidas por el momento) de este capitulo.

Definicion 3.2.1. El Operador Gramiano construido a partir del operador pre-Gramiano
Jo es el operador autoadjunto

G=Go:=J5Jy: O(K x &) = (K x D) (3.4)
Llamamos matrices Gramianas a los valores del Gramiano G en A € T, es decir:

G = Jo(N) Jo(N) = ([6,6'J(N) )s.0caxa - (3.5)

Al igual que en el caso de las fibras, las matrices Gramianas pueden considerarse a.e.
A € T como operadores densamente definidos de £*(®) en (con suerte) si mismo.

Definicion 3.2.2. El Operador Gramiano dual construido a partir del operador pre-
Gramiano Jj es el operador autoadjunto

G=Go = Jp Jg : L*(R) — L*(R) -éf = I/, <$]||§?(<1>,L2(1r)) : (3.6)

Llamamos matrices Gramianas duales a los valores del Gramiano dual G en \ € T, es
decir:

G\ = Jy(\ (Zgb A+d$A+d’)> . (3.7)

pyerd (d,d’)EDXD

Al igual que en el caso de las fibras, las matrices Gramianas duales pueden considerarse
a.e. A € T como operadores densamente definidos de £2(ID) en (con suerte) si mismo.

Observacion 3.2.3. Las ecuaciones (3.4), (3.5), (3.6) y (3.7) no siempre estéan bien defini-
das. Veremos que si el sistema SI S(®, %) es una sucesion de Bessel entonces tendremos
operadores acotados bien definidos en los respectivos espacios de Hilbert. O

El espectro del espacio SI V(®,ty) generado por ® (no confundir con o(7") el espectro
de un operador T') es el conjunto soporte (salvo conjuntos de medida nula) de la funcion
Jo : T — (°(D x @) y lo denotamos por

aV(®,ty) =supp(Jo) ={A€T: Js(N\) #0} ={A € T:G(\) #0}.
Equivalentemente,
oV(®,t9) ={NeT: ¢¢]()#0paraalg1’1n¢€®}.
De hecho, la equivalencia se deduce inmediatamente de la siguiente ecuacion
D 16,010 =D > 16O+ P = [1Ja(N) Ly [
pe® $ed deD

donde 1(g4)(d',¢') = 644044 (producto de deltas de Kronecker).
De manera analoga al espectro del espacio SI V(®, ty) generado por ®, podemos definir
su espectro dual como

FV(D,t0) =supp(Ji) ={A e T: JE(\) £ 0t ={ e T:G\) £0}.
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3.3. Analisis Gramiano

Comenzamos relacionando propiedades de Ty y de S(®,ty) con propiedades de G.
Para cada 7 =¢ € (O(K x ®) tenemos que
Gr = JaJol = J5Tye = TyTye.

Recordemos que por la Proposicion 1.6.2 tenemos que S(®,ty) resulta una sucesion de
Bessel para L%(R) si y solo si

Ty € B(F*(K x ®),L*(R)) o, equivalentemente Ty € B(L*(R),*(K x ®)).
Asi, Ty € B(2(K x @), L*(R)) si y solo si
Jo € B((*(®, L*(T)), L*(R)) o, equivalentemente J3 € B(L*(R), ¢*(®, L*(T))),
si y solo si
G € B(*(®, LA(T))) .
Debido a esto, queda demostrada la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.1. Sean Ty y G los operadores densamente definidos asociados al sis-
tema SI S(®,ty) introducido en la Seccion 3.2. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) S(®,to) es una sucesion de Bessel para L*(R).

i) Te es un operador bien definido y acotado en (*(K x ®).

i) G es un operador bien definido y acotado de (*(®,L*(T)) en si mismo.

En tal caso la cota Bessel B de S coincide con B = ||Ts|]* = ||G]|.

Razonando como en la proposiciéon anterior se prueba la siguiente.

Proposicion 3.3.2. Supongamos que Ty es acotado (por lo tanto G lo es). Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

i) S(®,ty) es un marco de L*(R) con cotas de marco 0 < A < B < oo.

ii) T es un operador sobreyectivo.

iWi) G es un operador sobreyectivo.

En tal caso tenemos que A = || Ty ||> = ||GT].

Ahora, relacionamos las matrices Gramianas G(\) para a.e. A € T. Primero, algunos
tecnicismos. Damos una prueba del siguiente lema la cual solo esté indicada en [RS95].

Lema 3.3.3. La evaluacion conmuta con la aplicacion de G, es decir:
(GT)(N) =GN T(N), 1€ (®,L*T)), ae AcT.
Demostracion. Se trata de un calculo sencillo. Por un lado,
G = (19, 0](N) )i rexat (M)

= (XX d0rapnrdg M)

D deD

(Z% Ggﬂ; )(b,e@-

ocd
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Por otro lado

_ ((]:Ik) 5()5)(/\)
PP
= (D a0)5ad)™)
PP
_ ((% AOIIRD )WEJ N
_ % SB.FIM)

Esto prueba la igualdad a.e. A € T. [ |

Observacion 3.3.4. En el Lema anterior hemos obtenido que
(T§Tpc (A) )pea = G(A)E(A) (3.8)

para cualquier ¢ € (°(K x ®) y a.e. A € T. Si ademas, S(®, ;) es una sucesiéon de Bessel,
entonces (3.8) es valida para cualquier ¢ € /2(K x ®) y a.e. A € T. O

Ahora, fijamos algunas notaciones y convenciones relativas a tres funciones (medibles a
posteriori (3.10)) destacadas asociadas a los operadores Gramianos G(\) para a.e. A € T:

G:T — [0,00], dadapor G(A):=|GWN)],

G 1T —=1[0,00, dadapor G T\ =GN,
G :T—[0,00], dadapor G (\):=|GN).

Si los operadores involucrados G(A), G(A\)" o G(A\)™! no estan bien definidos o son no
acotados, consideramos que el valor de G()\), G™T(\) o0 G™()) es co respectivamente.

Para la conexion entre las matrices Gramianas G()\), las funciones G()\), G7T(\) y
G~ (\), y las propiedades de Bessel, de marco y de base de Riesz de un sistema SI S(®, ¢y),
en [RS95] los autores estudian en primer lugar el caso de sistemas SI principales (PSI),
es decir ® = {¢}, luego siguen con el caso de sistemas SI finitamente generados (FSI),
es decir & = {¢1, -+, ¢,} con n € N, y terminan con el caso general de un sistema SI
cuyo conjunto generador ® es infinito numerable. Nos interesa el caso general porque
nuestro estudio de sistemas de Gabor y sistemas afines (afines truncados y cuasi afines)
lo requerira. Enunciamos (casi) sin pruebas los casos de sistemas PSI y FSI e invitamos
al lector a ver [BDR94, RS95| para una presentacion detallada.

Como se dijo en el parrafo anterior, comenzamos considerando un conjunto generador
puntual ® = {¢}. Escribimos S(¢,t) v V(¢,to) para el sistema PSI y el espacio PSI
asociados respectivamente. Los operadores de analisis y sintesis toman la forma mas simple

T, f = ({f, E*®)12r) Jrex y Tye = Z%Ekéﬁ‘
keK

Ademas, el espectro del espacio SI oV (®, 1) es simplemente el soporte (salvo conjuntos
de medida nula) de ¢ (véase Definicion 3.3.7 méas abajo).
La prueba de la proposicion siguiente esta repartida en varias partes en [RS95].
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Proposicién 3.3.5. Dadas ¢, f € L*(R),

* 1 N
IT5 ) = 5L @1 22y - (3:9)

Demostracion. La igualdad
([ E* @) = (F, E*6) 2wy = ([, 0er) 12y = ([f, 1, ex) 2y

implica que T7 f es la sucesion de coeficientes de Fourier de la funcion [f g/b\ ] € LY(T), esto
es, fdﬁ = [f, &5\] En particular vale (3.9). [

Observacion 3.3.6. Se sigue de la proposicion previa que (f, Ek¢>L2(R) = 0 para todo
ke Ksiysolosi[f,¢] =0a.e. XA€T, yaque

> ER) ampen()

keK

es la serie de Fourier de [f, ¢]. Esto implica que dos espacios PSI V(¢,t) v V(¢/, to) son
ortogonales si y solo si [p,¢'] =0 a.e. A € T. O

La siguiente funcién tiene un rol preponderante en lo que sigue (a falta de mejor
notacion empleamos la utilizada en [RS95]).

Definicion 3.3.7. Para ® C L*(R) definimos ® : T — [0, oo] mediante
~ -~ 1/2
500 = (26.810)
ped

El resultado siguiente se demuestra en [RS95, Theorem 2.2.14| mientras que el caso
particular de ® = {¢} es demostrado previamente en [RS95, Theorem 2.2.7].

Teorema 3.3.8. Sea V un espacio PSI y ® CV a lo sumo numerable.
a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) S(®,to) es una sucesion de Bessel para V con cota de Bessel B.
i) ® € L>(T).

En tal caso tenemos que B = ||Tg||* = ||(I>||LOO(Tr ”(I)HLoo(av

b) Entonces los siquientes enunciados son equivalentes:
i) S(®,ty) es un marco para ¥V con cotas de marco 0 < A < B < 0.
i) ®, 1/® € L®(0)).

En tal caso tenemos que A = ||Tp!||> = Hl/(TDHZOO(JV).

A continuacién, enunciamos algunos resultados sobre sistemas y espacios FSI. Segui-
mos el enfoque elegido en [RS95] que incorpora los resultados anteriores sobre sistemas y
espacios PSI. Para un conjunto generador finito ®, se estudia primero el caso donde

V(,10) = P V(9.
peP

para luego reducir el caso general a este caso particular.
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Lema 3.3.9 (JRS95, Result 2.3.1]). Sea ® C L*(R) finito y sea f € L*(R). Entonces los
siquientes enunciados son equivalentes:
CL) f € V((I),to)

b) Existe T = (Ty)pea, con cada T, una funcion 2w-periddica, tal que f: > T¢$.
ped

Por la Observacion 3.3.6 la suma »_ V(¢,1y) es ortogonal si y solo si las matrices

ped
Gramianas G(\) asociadas a S(®, 1) son diagonales a.e. A € T.

Proposicién 3.3.10 (|[RS95, Proposition 2.3.3|). Sea ® C L*(R) finito y supongamos que
las matrices Gramianas G(\) son diagonales a.e. X\ € T.
a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) S(P,to) es una sucesion de Bessel con cota Bessel B.

ii) Para cada ¢ € @, b€ L>®(aV(o,10)).

En tal t B = ||Ts||? = max || Tp||> = méx ||@]|2 e .-
n tal caso tenemos que 1T |* = méxe | T4 [| = max | $l|7 )

b) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) S(P,tg) es un marco para V(®,ty) con cotas de marco 0 < A < B < 0.
ii) Para cada ¢ € ®, ¢, 1/5 € L*(aV(op,t0)).

— 2 — m4 2 — m4 12
En tal caso tenemos que A = ||T'||* = Igg£<||T¢ |I* = Igggnl/quL“(oV((ﬁ,to))‘

Notamos por fimax(A), fmm(N) ¥ - (A) (funciones medibles en T, véase Proposicion
1.3.13) a los autovalores maximo, minimo y minimo no nulo de G(\) respectivamente.

Teorema 3.3.11 (J[RS95, Theorem 2.3.6]). Sea ® C L*(R) finito con correspondiente
matriz Gramiana G(\) y funciones de autovalores fimax Y pi7.. .
a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) S(P,to) es una sucesion de Bessel con cota Bessel B.

i) Jimax € L2(0V(6110)).
En tal caso tenemos que B = ||Ts||* = ||Mméx||Loo(UV(¢7tO)).

b) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
i) S(P,tg) es un marco para V(®,ty) con cotas de marco 0 < A < B < 0.
i) Pomases 1/ i € L (0V(8,%0))-

En tal caso tenemos que A = || To'||> = |1/ 1550 || 2o (0v(6.10)) -

Observacion 3.3.12. Cuando el conjunto generador ® es finito, digamos #® = N, la matriz
Gramiana G(\) es una matriz hermitica de N x N. En este caso, las funciones de norma
y las funciones de autovalores asociadas estan relacionadas por pimsx = G, 1/pftmm = G~ y

1//’Lill’n = G_T' <>
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Ahora, la idea es aproximar un espacio SI general mediante espacios FSI. De esta
manera se obtienen caracterizaciones satisfactorias de sucesiones de Bessel y de bases
estables. Lamentablemente, la propiedad de marco de L?(IR) es esquiva para este enfoque.
Esto se debe al hecho conocido de que todo espacio FSI es un subespacio propio de L?(R).
Sin embargo, existe un enfoque alternativo que consiste en el estudio del espectro de los
operadores de fibras G(\) [RS95, Section 3.4|. En la Seccién 3.4 nos ocuparemos de ello
mediante el analisis Gramiano dual.

Sea X' un conjunto arbitrario. Una sucesion (AX),).en se dice una filtracion de X' si

ch...CanchnCXnHC“' y X:UXn

neN

Sean ® C L*(R) infinito numerable y (®,),en una filtracion de ® por conjuntos
finitos. Para cada n € N notamos S,, = S(®,,,t0) v T, = To,. Se deduce que (S,)nen €8
una filtracion de S(®,ty) por sistemas FSI.

Sean G, () la matriz Gramiana asociada al conjunto generador ®,, y u . () la funcion
de autovalor méximo asociada a la matriz G\,(\). Aplicando los Teoremas 2.3.6 y 3.2.1 en
[RS95] se prueba el siguiente.

Teorema 3.3.13 (JRS95, Corollary 3.2.2]). Sean ® C L*(R) infinito numerable, (®,,)nen
una filtracion de ® por conjuntos finitos y (s (X))nen como arriba. Entonces los si-
guientes enunciados son equivalentes:

i) S(P,to) es una sucesion de Bessel con cota Bessel B.

i) (U ax)nen €s una sucesion acotada en L>(T).

En tal caso tenemos que B = ||Tp||* = sup || sl oo (-

neN

No es dificil comprobar que, de manera monoétona, para a.e. A € T vale

s (A) — G(N). (3.10)

n—oo
Por lo tanto G resulta una funciéon medible y
Ianlli=cry = 6lsecry

Finalmente llegamos a la caracterizacion de la propiedad de Bessel deseada en términos
de la funcién norma G.

Teorema 3.3.14 (|RS95, Theorem 3.2.3]). Sea ® C L*(R) infinito numerable con matriz
Gramiana G(X) y funcion norma G(X) = ||G(A||. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) S(P,ty) es una sucesion de Bessel con cota Bessel B.
ii) G € L>(T).

En tal caso tenemos que B = ||Ts||* = ||G| oot
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3.4. Analisis Gramiano Dual

En palabras de Ron & Shen: el enfoque Gramiano (Seccion 3.3) es eficiente para el
estudio de aquellas propiedades de S(®,%;) que son “visibles” a través del operador de
sintesis Tg, principalmente las propiedades de ortogonalidad y estabilidad (base estable).
En contraste, otras propiedades de S(®,t) como ser un marco de L*(R) (marco funda-
mental o un marco fundamental ajustado) se analizan mejor con la ayuda del operador de
andlisis T5. Estos enfoques se complementan entre si y en el estudio de sistemas SI gene-
rales, el caso en el que estamos interesados principalmente, el uso simultaneo del anélisis
Gramiano y del analisis Gramiano dual resulta el mas adecuado. Empleamos el analisis
Gramiano dual desarrollado en [RS95, Subsection 3.3].

Al igual que en el caso de las matrices Gramianas, podemos definir a.e. A € T tres
funciones (medibles a posteriori, por razones analogas que para las funciones asociadas a
las matrices Gramianas) asociadas a las matrices Gramianas duales: G*,G*~T,G*~ : T —
[0, 0o] dadas por

¢\ =GN eI =GNy @ () =[G (3.11)

Si el operador involucrado G(A), G(A)T o G(A)™! no esté bien definido o es no acotado,
asumimos que el valor de G*(\), G*~T(\) o G*~()\) es co respectivamente.

En el estudio de los operadores Gramianos duales o las matrices Gramianas duales,
debemos abordar previamente algunas cuestiones técnicas. Comenzaremos con el opera-
dor Gramiano dual. Como se senala en la Observacion 3.2.3 la definicion del operador
Gramiano dual G := JzJj puede no tener sentido en absoluto si S(®, ) no es una suce-
sion de Bessel. Una alternativa para evitar desde un principio este problema es considerar
a G como el operador asociado a una forma cuadrética ¢ de la siguiente manera

(3.12)

a(f, f) = (G, Pre@ = (Taf, T fe@izmy) = H Z |1f, 0] |2’ ,
L1(T)
ped
la cual estd densamente definida en L?(R) (por ejemplo en el subespacio S de L*(R)
formado por las funciones de banda limitada en R).

Observacion 3.4.1. Técnicamente, la ecuacion (3.12), es la formula de una forma cua-
drética ¢ : Dom(q) = Q(¢) x Q(¢) — C (con Q(q) denso en H) sobre los elementos de
la diagonal A(q) := {(f,f) : f € Q(q)}. Sin embargo, es bien sabido que una forma
cuadratica queda completamente definida sobre la diagonal. Para mas detalles acerca de
la definicion y algunos resultados importantes acerca de formas cuadraticas no acotadas
(cerradas), véase por ejemplo [ReSi80, pags. 276-283]. O

Una situacién peor ocurre en el caso de las matrices Gramianas duales é()\), donde
alguna entrada (d,d’) en (3.7) podria no converger absolutamente. Comencemos por re-
solver esta cuestion. En la proposicion siguiente hemos agregado algunas cuentas omitidas
en la demostracion original en [RS95, Proposition 3.3.1].

Proposicién 3.4.2. Sea ® C L*(R) infinito numerable y supongamos que S(®,ty) es una
sucesion de Bessel con cota Bessel B. Entonces, para cada d,d" € D, la entrada (d,d’) de
G()\) converge absolutamente a.e. a un elemento de L'(T).
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Demostracion. En primer lugar, para cualquier d,d’ € D la desigualdad de Cauchy-
Schwarz conduce a

G (d, d)? < (ZW) (A +d)| )(Z@Hd’ )

Pped
= G\)(d, d)GN)(d, d’) .

Por lo tanto, alcanza con probar el resultado para d = d’ € D.
Para cada f € L*(R) por (3.9) tenemos que

* 1 N
1T fll72 ) = %H fs 01122y »

de donde R
D eNem =27 > 1T5 f ) < 20BI Il 2m) (3.13)
PED ped®
donde en la tdltima desigualdad se utiliza la propiedad de Bessel (para Tj). Ahora, al
elegir J?:: 11,4, es inmediato que [f, gg] = (Ed(/b\)h‘ para cada ¢ € @, y entonces

ST e = D IED) 32,

ped PED

_Z/|¢ (A +d)|?d)

Pped

=3 162122 (r-a)

PpeP

= G(\)(d.d),

con lo cual la suma correspondiente a é()\)(d, d) es convergente en L'(T) y por lo tanto
también es puntualmente convergente en T. |

Como ocurre usualmente, la propiedad de Bessel es el punto de partida para estudiar
la propiedad de marco. En adelante, en esta subseccion, a menos que se especifique lo
contrario, suponemos que la serie correspondiente a G(\)(d,d") converge absolutamente
para todo d,d € Dy a.e. A € T.

Volvemos al operador Gramiano dual tratado como la forma cuadrética (3.12). Que-
remos justificar la evaluacion de las matrices Gramianas duales. Para f € L?(R) y a.e.
A € T, buscamos validar la siguiente igualdad

(GFHN) =GN, . (3.14)

donde utilizaremos las notaciones /f\| N ]Aﬂ an Y (/f\| W)= ﬁ Y
En la segunda parte de la siguiente proposiciéon efectivamente se logra justificar la
validez de (3.14).

Proposicion 3.4.3 (J[RS95, Lemma 3.3.2]). Sea ® C L*(R) infinito numerable.

a) Si para algunos d,d" € D, la suma ), q \5( + d)a( + d')| resulta infinita en un
subconjunto de medida positiva, entonces S(P,ty) no es una sucesion de Bessel.
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b) Si para todos d,d" € D, la suma ), q 6 (A + d)g()\ + d')| resulta finita a.e. X € T,
entonces, para cualquier funcion f de banda limitada, se cumple

T3 F = 5 / (P GO dr = o (G Temdr. (3.15)

Demostracion. a) Suponiendo que S(®,ty) es una sucesion de Bessel llegamos a una
contradiccion en (3.13).

b) Sea f una funcion de banda limitada, es decir, supp(f) es un conjunto compacto (salvo
conjuntos de medida nula). Por un lado tenemos que

~

27|\ T 22 kxay = 1(Ta /) @ 12y = 1 e 22 r2emy) = (G5 )2

y, por otro lado

(GF. e —HZU?GE

—~ A 2 N
L1(T) / Z ’ f |
Ahora bien, Ccomo

ST =3"3 FTO+doA+d) ] (A +d)d (A +d)

Pped ¢e® d,d'eD

=Y FO+T 0+ D) 30+ G (A +d)

d,d’eD ped

=3 T+ GO )T (A +d)

d,d'eD

:(fl)\) ( )fl,\7

juntando todas las identidades, obtenemos el resultado deseado. [ |

Continuamos con una condicién bajo la cual S (P, t9) es una sucesion de Bessel y por
lo tanto la suma 4 6 (A +d)é (A + d')| es finita a.c. A € T para todos d,d’ € D.

Proposicion 3.4.4 ([RS95, Proposition 2.1.4]). Sea ® C L*(R) a lo sumo numerable
y supongamos que & € L>(T). Entonces S(P,ty) es una sucesion de Bessel y ||Tg| <
1| 2o~ ()

Demostracion. Mediante un calculo directo, para cualquier ¢, f € L*(R) tenemos

o~ ~

[[7,0]1” <[, [116.9] ¥ ||f||iz<R):ngf,f]HLl(m

Utilizando estas féormulas junto con la igualdad

||T£f”?2(u<xq>) = Z HTJJC”??(K)

PP
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en la ecuacion (3.9), obtenemos
* 1 PR TN
ITaf Paenay < 5= D N IF, P16 ] ey

1 o~ ~
< %H 1> Fl e 1917 oy
= 1122y @ oo -
Esto concluye la demostracion. [

Ahora seguimos el mismo camino que en el contexto del analisis Gramiano. Para d € D
sea Sy el subespacio de L*(R) dado por

Si={f€e€L*R): supp(f) CT+d}.

Sq es un sistema PSI con generador ¢ = 1y, ,. De hecho, una adaptacion de [RS95,

Result 2.2.9| prueba que f € Sy siy solo si f = 71144 con 7 una funciéon i—g—peri(’)dica.

Consideremos Tg ; = T . Para A € Ty f € 84 la forma cuadrética (EA)*é(A)ﬁA se
’ d
reduce a

~

o~

FO+ OGN (A d)f (A +d) = GA)(d.d)| f (A + ).

Por lo tanto, la ecuacion (3.15) se convierte en

T34 I? = 5 IGOY DIFC+ )Pl

Ya que, para f € Sy, también tenemos que

~

1~ 1
171z = 5 1 ey = g HFC+ P s
las cotas inferior y superior para ||Ty || v aquellas para la norma L'(T) de la funcion
LYT) > 7 — G(-)(d, d)7 coinciden.

Proposicion 3.4.5 ([RS95, Proposition 3.3.3]). Sean ® C L*(R) infinito numerable y
d € D. Supongamos que la suma g |p(N)|? converge a.e. A € T.
a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) Tg 4 s un operador acotado en Sq.
i) G(-)(d,d) € L=(T).

En tal caso tenemos que || Ty 4> = IG(-)(d, d)|| oo () -
b) Supongamos que Ty ; es un operador acotado en Sy. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

i) Ty 4 es un operador parcialmente invertible en Sg.
i) 1/G(-)(d,d) € L=(58,).

En tal caso tenemos que ||T; ' ||* = [|1/G(-)(d, )| L= (zs,)-
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El siguiente paso es obtener el resultado para Gramianos duales, andlogo al Teorema
3.3.11 para Gramianos de sistemas FSI. Esto lleva a reemplazar los espacios PSI S, con
d € D, por espacios FSI. Por lo tanto, consideramos un conjunto finito F C I y, notando
por Ty := T + IF,. consideramos el espacio de funciones de banda limitada

Sp = {f € L*(R) : Supp(]?) C ']T]F}.

Como antes, invocando el Lema 3.3.9 junto con S; siendo un espacio PSI, se obtiene que
Sr es un espacio FSI con conjunto generador {1y, : d € F}.

Para cualquier g : Tg — C y A € T le asociamos el vector gr(A) := (g(A + d))ger-
Ademés, notamos por Gg()) a la matriz Gramiana dual que se obtiene a partir de G()\)
eliminando todas las filas y columnas indexadas por D \ F y notamos por Ty p = T 3;'3]17 al
operador de anélisis restringido a Sp. En este contexto tenemos

* T\~ 1 1 N
1Te e fI? = =1 (fe) Cefellovry vy 172w = %H | fel? Il ery -

1
ol
En la misma linea que para las matrices Gramianas consideramos ahora las funciones de

. . . =~ o~ ~ ~+F
autovalores asociadas a las matrices Gramianas duales Gy: il , it v fir; denotan el

autovalor mayor, menor y menor no nulo de Gy respectivamente.

Proposicion 3.4.6 (|[RS95, Proposition 3.3.4]). Sea ® C L*(R) infinito numerable y sean
F, Gp, [if oo, Tt Sk y Tgx como arriba. Supongamos que -, 4 |6 |* es finita a.e. en T.
a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) Tgp es un operador acotado en Sg.
i1) i g € L(T),

* 2 __ |57
En tal caso tenemos que ||Tg pl|* = ||max | oo (T)-
b) Supongamos que Tj 5 es un operador acotado en Sp. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

i) Tgp es un operador parcialmente invertible en Sy.

ii) 1/l € L (GSp).
En tal caso tenemos que || Ty '||* = 11/ 5 | e 30 -

Para la deseada caracterizacion final, empleamos el mismo dispositivo que utilizamos
en el contexto del analisis Gramiano. Queremos extender la Proposicion 3.4.6 de Sp a
L*(R). Sea (F,)neny una filtracion de D y (Tg, := T + F,,)en la filtracion inducida de
R. Esto conduce a una sucesion creciente de espacios FSI (Sp, )nen cuya union (limite)
S es un subespacio denso de L?(R). Més precisamente, S es el espacio bien conocido de
funciones de banda limitada en R.

Teorema 3.4.7 ([RS95, Theorem 3.3.5|). Sean ® C L2(R) infinito numerable, G()\) la
matriz Gramiana dual asociada a S(P,ty) y G*, G*~ como en (3.11). Entonces:

a) Sila suma g |$|2 diverge en un conjunto de medida positiva entonces S(®,tg) no
es una sucesion de Bessel.
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b) Supongamos que Y ;g |g/£|2 es finita a.e. en T. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) S(®,to) es una sucesion de Bessel para L*(R) con cota Bessel B.
ii) G* € L=(T).

En tal caso tenemos que B = ||T4||* = [|G*|| oo (-

c¢) supongamos que S(P,ty) es una sucesion de Bessel. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

i) S(®,to) es un marco de L*(R) con cotas de marco 0 < A < B < 0.
i) G(\) posee inverso acotado a.e. X € T y1/G*~ € L>(T).

En tal caso tenemos que A = ||T3 7 |> = ||1/G* || poo(ry-

Observacion 3.4.8. Vale decir que en [Ch16, Section 10.1] se obtienen los mismos resultados
con un enfoque similar, siguiendo mayormente la publicacion [CSS98§]. O
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Nombre Ron & Shen Este Trabajo
Dominio de funciones R¢ d €N R
Espacio de funciones de cua- | Ly(R?), d € N L*(R)
drado integrable
Reticulado 7 K :=tyZ, to > 0
Dominio fundamental we T :=[—m,m) AeT= [O, %—Z)
Reticulado dual 27 D:= 27
Conjunto de trasladados de @ | Eg S(P, 1)

Espacio SI generado por @ S(P) V(, 1)
Espectros del espacio SI gene- | c® y c® aV(D,ty) y aV(P, 1)
rado por ¢
Operadores de andlisis y de | 73 v To 13 v Te
sintesis
AW = 6@ ) = JGOV]
Norma de operadores Gramia- | At(w) = ||G(cu)|_1||’1 G\ = [|[G)T ||
Aw) = G | e ) = G
Aw) = Gl &) = GO
Norma de operadores Gramia- | A" (w) = HG’(w)ﬁH ! G T(\) = ||G()\)TH
nos duales Aw) = [|Gw)™ (A = G
Aw) /[ Aw) pmax(A) / Fmax(A)
Funciones de autovalores AT(w) / AT (w) pho A/ k()
AMw) /| AMw) fmin(A) / Hmin(A

Cuadro 3.1: Algunas notaciones de [RS95] y sus reemplazos en este trabajo



Capitulo 4

Sistemas de Gabor

En este capitulo conectamos sistemas regulares de Gabor (con un reticulado como conjunto
de indices), marcos AP de Gabor, analisis Gramiano dual y procesos aleatorios estacionarios
en sentido amplio. Seguimos nuestra publicacién [CeMe22]. En la Seccién 4.1 recordamos la
definicion de un sistema de Gabor y, considerandolo como un sistema invariante por trasla-
ciones, enunciamos una caracterizacién Gtil de los marcos de Gabor de L?(R) en términos de
matrices Gramianas duales (Teorema 4.1.3). Aprovechando esto Gltimo junto con una caracte-
rizacién existente entre marcos de Gabor y marcos AP de Gabor de L*(R), en la Seccién 4.2
demostramos una caracterizacién de marcos de Gabor de L?(R) en términos de ciertas des-
igualdades de tipo marcos AP que involucra normas AP de un proceso aleatorio estacionario
Gaussiano X y de la sucesidn de coeficientes aleatorios de Gabor asociada al mismo. Con base
en los resultados obtenidos en la Seccién 4.2, obtenemos primero, en la Seccién 4.3, condicio-
nes necesarias y suficientes para la completitud de esta sucesién de coeficientes aleatorios de
Gabor en el espacio de Hilbert generado por X, y luego, en la Seccién 4.4, habiendo impuesto
algunas condiciones adicionales sobre la funcién ventana g como asi también en las matrices
Gramianas duales, llevamos a cabo la reconstruccién de X por medio de dicha sucesién.

4.1. Andalisis Gramiano Dual en Sistemas de Gabor

En esta seccion aplicamos los resultados del Capitulo 3 a los sistemas de Gabor si-
guiendo |[RS97a].
Recordamos la Definicion 1.6.10 correspondiente a un sistema de Gabor.

Definicion 4.1.1. Sea g : R — C una funciéon medible de Borel (ventana) y to, wo
constantes positivas. El sistema de Gabor generado por los desplazamientos en tiempo-
frecuencia de g es el conjunto:

G =G(g,to,wo) = {gra(t) = g(t — k)™M . ke K:=1tZ, | € L := wZ}.

Es para tener en cuenta que G (G transformado por Fourier) es otra vez esencialmente
un sistema de Gabor:

G = {GeN) = (M"E'GYN) =g(A=De ™ . keK, €L}, (4.1)
donde M~* representa el operador de modulacién con frecuencia —k definido por (1.14).

61
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Motivados en parte por algunos problemas de interpolacién para procesos aleatorios
estacionarios, trabajaremos preferentemente con (4.1). El sistema de Gabor G es de hecho
un sistema SI ya que

gea(t) = (E*(M'g))(t), keK,lel,

y llamando
O :={¢:=M'g:lclL}

podemos reescribirlo como
G(g,to, wo) = S(P, o) -

Dado que nos encontramos en el contexto de los sistemas SI, podemos aplicar la maquina-
ria del Capitulo 3. De aqui en adelante, utilizaremos IL, con el orden habitual, en lugar de
® como conjunto de indices, ya que este esta reservado para la medida aleatoria asociada
a un proceso aleatorio estacionario X.

Observacion 4.1.2. Con respecto a la teoria de los sistemas SI y al menos con respecto
al trabajo que aqui desarrollaremos, no hay pérdida de generalidad al considerar un solo
generador {g} en lugar de un conjunto finito {g1, - - - , g, }. Elegimos una sola funcién para
evitar una notacién sobrecargada. O

En este punto volvemos a introducir una modificaciéon menor con respecto a [RS97a,
p. 13| (sin la constante % multiplicando la suma (4.2) a continuacion). Al menos formal-

mente, para a.e. A € T (o A € R indistintamente), la matriz Gramiana dual infinita é()\)
con entrada (d,d’) esta dada por

Jd,d)=> "GA—1+d)g(A\—1+d), ddeD. (4.2)

lelL

La ecuacion (4.2) es un caso particular de la ecuacion (3.7) ya que

oA =g\ —1) = (E'G(\), leL.

Recordamos la definicion formal de las matrices Gramianas duales como el producto
matricial de las fibras G(\) = J(A)J*()), con J()\)(d ) =9g(A—1l+d) paral € Ly
d € D (también modificadas eliminando el factor ) donde J*(\) denota la transpuesta
conjugada (adjunta) de J(\).

Es posible caracterizar los sistemas de Gabor que son marcos de L?(R) en términos de
G()\), que actia como un operador G(\) : 2(D) — £2(D), o alternativamente, por medio
de las fibras J(\) : ¢3(IL) — ¢*(D). De hecho, una condicién necesaria es la continuidad

de G()\) y ademéas como caso particular del Teorema 3.4.7 b) Ron & Shen demostraron:

Teorema 4.1.3. ([RS97a, Theorem 3.2, [Ch16, p. 264] and [Gr01, p. 117]). Sea G C
L*(R) un sistema de Gabor con matriz Gramiana dual asociada G(\) definida como en
(4.2). Entonces:

G (y/0 G) es un marco de L*(R) con constantes 0 < A < B < 00 si y solo si
toAllz[[f2p) < GV, 2)ew) < toBll2]pp,) . (4.3)

para casi todos (con respecto a la medida de Lebesque) \ € R y todos los x € (*(D).
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_Notese que la ecuacion (4.3) significa que J(X) : (2(L) — £2(D), J*(A) : £2(D) — £*(LL)
y G()\) : /(D) — (*(D) son operadores acotados con inversos acotados para casi todos los
A con respecto a la medida de Lebesgue. De hecho, la condicion (4.3) puede reformularse
como:

toAllz (2 < 17" (N2l < toBllzllem, - (4.4)

Ademas, téngase en cuenta que CNJ()\) es autoadjunto y, mas aun, define un operador
positivo con dominio en ¢*(D) para casi todos los \’s.

4.2. Marcos AP de Gabor y Procesos Aleatorios Esta-
cionarios

Esta seccion contiene los principales resultados del Capitulo, los cuales fueron origi-
nados en nuestra publicacion [CeMe22].

Como B?(R) no es separable, ninguna colecciéon contable de elementos de su espacio
dual puede ser total en él. Sin embargo, mediante un proceso de promediado adecuado
se puede estimar la norma B?(R). De hecho, esto motiva la siguiente definicion para los
sistemas de Gabor [KR09, Kim13, Par01].

Definicion 4.2.1. Sea G C L'(R) un sistema de Gabor. Decimos que G es un marco AP
de Gabor si existen constantes 0 < A < B < oo tales que para cada f € AP(R):

All 2@y < Z 1((f> gra) kel B2y < Bl b2 w) -

lel.

Observacion 4.2.2. Notemos que los productos internos (f, gx;) son finitos ya que f €

L*R)y gr, € LY(R)VEk €K, [ € L. O

Observacion 4.2.3. La definicion 4.2.1 afirma que la norma habitual ||-|| g2(r) es equivalente
a la norma [|( (-, k1) )rkex ieL |21, B2(x))- Este recurso se explota en [BFG17]. O

En [KR09, Theorem 1.11], con la condicién moderada adicional (C2) de (4.5) a con-
tinuacion, se demuestra que un marco de L?*(R) de Gabor es un marco AP de Gabor y
viceversa. Ademaés, las cotas inferior y superior de marco de L?(RR) coinciden con los cotas
inferior y superior de marco AP respectivamente.

A lo largo de esta seccion, G C LY(R) () L*(R) serd un sistema de Gabor que verifica
las condiciones adicionales:

(C1) M = ilélrﬁ?%rd()\_’_d)P < 00, 45
(C2) G(-)(0,d) € C(R) VdeD. '

Bajo estos supuestos, dado un proceso aleatorio estacionario Gaussiano X, recordando el
Ejemplo 2.2.11 (ecuacion (2.11)) podemos calcular sus coeficientes aleatorios de marco y
obtener, para cada [ € L, la sucesion aleatoria ((X, gx;))rex dada por:

(gua) = [ MG 1) o). (4.6)

R
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Es inmediato que estas sucesiones aleatorias pertenecen a H(X) y que también son Gaus-
sianas. Ademas, para cada [ € L, ((X, gr.))rex es estacionaria, ya que a partir de (2.8) la
covarianza de esta sucesion toma la forma:

E((X; gk (X, gx1)) I/Re“(k’“/)I’g\(A—l)|2du(A)a (4.7)

que solo depende de la diferencia k — k' € K. Caracterizaremos G mediante estos coefi-
cientes. La condiciéon de acotacion a priori (C1) de (4.5) es otra forma de suponer que la
funcion ® de la Definicion 3.3.7, ahora reescrita como

N2 =Y [0.6]N) =D_Y g\ -1,

pcd lel deDb

pertenece a L>°(T). Esta propiedad garantiza la propiedad de Bessel de G (véase Propo-
sicion 3.4.4). Ademés, las condiciones de continuidad a priori como (C2) de (4.5), como
se senala en [KR09| para el caso de AP(R), se deben al hecho de que la configuracion
L*(R) esta asociada con la medida de Lebesgue en el dominio de frecuencia, mientras que
en la configuracion actual el dominio de frecuencia estd asociado a procesos aleatorios
estacionarios con una medida espectral de Borel finita arbitraria . Como resultado, las
condiciones de tipo marco como (4.3) que son validas a.e. A € R con respecto a la medida
de Lebesgue seran validas para cada A € R.

Recordemos los conjuntos finitos K(N) = {ntg e K: =N <n < N}, para N € N,y
definamos IL(N) y D(N) de manera similar.

Lema 4.2.4. Sea G un sistema de Gabor. Entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes:

i) G es un marco de L*(R) con cotas de marco 0 < A < B < o0.

it) Ezisten constantes 0 < A < B < oo tales que:

1
Al X B2y < % DX gea)hexllBe < Bl X|IBeg — as. (4.8)

lel

para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano X con medida espectral discreta.

Demostracion. i) = ii) Recordemos del comienzo de esta seccién que si X es esta-
cionario y Gaussiano, entonces para cada [ € L, la sucesion de coeficientes aleatorios

((X, gk,1) )kex, dada por
(X, gra) = /GW@()\ — 1) dd(N)
R

también es estacionaria (véase ecuacion (4.7)) y Gaussiana. Si X tiene espectro discreto,
existe A C R a lo sumo numerable tal que

X(t) =Y C(xe™

AEA
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converge a.s. para todo t € R, donde las C'(\)’s son variables aleatorias normales, de
media cero e independientes tales que

STEICO)P = p(R) < .

A€A

Ademés, por la Proposicion 2.4.2, X € B*(R) a.s.. En este caso, C(\) = 0 a.s. excepto
para a lo sumo numerables A’s, entonces los coeficientes aleatorios (X, gx,) de la ecuacion
(4.6) toman la forma de una serie convergente a.s. para cada k € Ky [ € LL:

(Xogka) =Y GA=De™C(N),
AER
ya que, como en el Ejemplo 2.2.13, tenemos que
Y 1GA=DPEICO)P < |77 mu(R) < oo,
AR

y el mismo argumento es valido para cualquier reordenamiento de esta suma, entonces:

(X, ) Z(Zg —1+d) (/\+d> => D\ De™  as.. (4.9)
AET \deD AET

Por lo tanto, existe Q7 € F tal que P(£2) = 1 donde, para cada k € K, la serie (4.9)

converge. Por otra parte, debido al Teorema 2.3.1 existe f € F tal que P(Q2f) = 1y

donde ||((X, gr,))rex || B2(x) existe y es finito. Definimos para cada [ € L: €, = Q7 N €Y, y

por tanto la ecuacion (4.9) implica que D(A, 1) es la Transformada de Bohr de la sucesion

(X, gr.1))kex € B*(K) sobre €. Luego, la formula de Wiener (1.19) afirma que:

10X, gra) nexllz2) = IDC Dl Zeirae = D 1D D)

AET
y entonces sobre [ €:
lel.
Z (X gr.0) ek || B2x) ZZW A )] ZZ|D (A D)
leL IEL AT AET leL

Por otra parte, siguiendo el analisis sobre el subconjunto (1 €,
leL

2

> IDA P th

lelL lel

Y GA—1+d)C(A+d)

deD(N)

Y

y teniendo en cuenta la condicion (C1) de (4.5), si definimos
CN()\,d)IC()\—i—d)]_D(N)(d), )\ET, dED, NGN,

resulta que

2

Z A=+ dCA+d)| = (GNCN),Cy(N)ew) (4.10)

deD(N

2

el
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2 <MY |CA+d)f.

deD

Y GA—1+d)C(A+4d)

deD(N)

Recordando que

DI+ =) 10N

AET deD AER

por el Teorema de Lebesgue (considerando la medida de conteo dc) se puede intercambiar
la suma sobre [ € L con el limite y asi, por la ecuacion (4.10):

DD D=3 lim (GNCN (). Cy(W)e)-

AeT el AeT

Pero, recordando que G es un marco de L*(R), de la ecuacion (4.3) y la condicion de
continuidad (C2) de (4.5)

toA D [Cn(X,d)|* < (GNCN(N), Cx(N)em) < taB > [Cn(A,d)?,

deh deD

para todo A € T y la afirmacion se desprende de la ecuacion (1.18):

lim ZycN ADP =D 1C+d) =D ICNI* = X[}

)\GT AeT deD AER

it) = 1) Sea N € Ny definamos el proceso

Z C d)\)t

deD(N

con C(d) ~ N(0,02) variables aleatorias independientes y A € R. Mediante un calculo
directo, a partir de la definicién de la Transformada de Fourier, y dado que €' = 1 para
todoslosd e Dy k € Kt

(X, k1) = Z C(d /“Mg,” ZC )G (d—X\—1)e ™

deD(N deD(N

Asi pues,

(X, ge)”= D CW)Cd)Gd —A=1)Gd—r=1),
d,d’eD(N)

sumando sobre k € K(M), para todo M € N, tenemos:

L Yo X g)lP=— > Cd)C@g(d-A=1)gd—r—1), (4.11)

(2M +1)to keK (M) O 4aren(N)

y por lo tanto se puede obtener el valor del limite cuando M — oo.
Por otra parte:

17 P
jlglgoﬁ/;T 2 dt = Z 1C(d) (4.12)

deD(N
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Combinando las desigualdades (4.8) con las ecuaciones (4.11), (4.12) y entonces su-
mando sobre [ € IL se sigue a.s. que

AZ|C |2<Z Y Cd)C@dg(d-A=-Dgd—r—1)<BY |Cd)P

deD(N lell d ,d'eD(N) deD(N)

O equivalentemente, dados A € Ry C(d) ~ N(0,03) variables aleatorias independientes,
d € D(N), si definimos el vector aleatorio finito Z(d) = C'(d)1pny(d) se cumple que

tOAHZ“??(]D)) <{(GN)Z, Z)em) < tOB”ZH??(]D))

Recordando el Lema 2.4.4 con pz la densidad de probabilidad Gaussiana de Z, se obtiene
que para todo A € Ry x € RP():

toAl|zl|7my < AG(N)z, 2)em) < toBll|72m)
Recordando que é()\) = J(A\)J*(N), y ya que N es arbitrario, esto es equivalente a:
toAllzllp2m) < 1T Nzllew) < toBllellep,) | (4.13)

para todas las sucesiones finitas x € £(ID). Por lo tanto, J*()\) esta acotado con inversa
continua, ya que el subconjunto de sucesiones finitas es denso en ¢*(D). Entonces, (4.13)
es véalido para cualquier x € (D). Y la afirmaciéon ahora se demuestra recordando el
Teorema 4.1.3 (véase (4.4)). |

Para procesos aleatorios estacionarios Gaussianos con espectro continuo tenemos la
siguiente caracterizacion de las desigualdades (4.8).

Lema 4.2.5. Sea G un sistema de Gabor. Entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes:

i) Ezisten constantes 0 < A < B < oo tales que

A< [gA =D’ <tB (4.14)

lell
para todo \ € R.

ii) Existen constantes 0 < A < B < oo tales que las desigualdades (4.8) se cumplen
para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano X con espectro continuo.

Demostracion. Sea X un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con espectro continuo.
Entonces, recordando la ecuacion (4.7), para cada | € L la sucesion de coeficientes aleato-
rios ((X, gk,1))kex de la ecuacion (4.6), también es estacionaria y Gaussiana. Observando
que esta sucesion tiene espectro continuo (para una prueba que incluye esta afirmacion,
véase el Lema 4.2.7), entonces por el Teorema 2.3.2,

. 1 L[
lim > X = ElXg0)f =+ [ GO-DPdu(Y) as. (119
R

N—oo (2N + 1)t0 KER(N)
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Un argumento similar se aplica al proceso original X:

1 /7
IXlae = Jim 57 [ IX@Fdt=EXOF =p®) a5 (416)
Ahora, establecemos (2. como el subconjunto donde se cumple la ecuacion (4.16) y, para
cada [ € L, €; como el subconjunto donde se cumple la ecuacion (4.15). Claramente, si

Q= ()(QeN )

lell

~

entonces P()) = 1 y en consecuencia la ecuacion (4.16) es verdadera sobre () asi como

, 1 _ 2
Jin e 3 NP = o DBl = - [ a0 DE ).

leL keK(N) leL leL

(4.17)
Ahora, podemos demostrar ambas implicaciones.
i) = 1) Si las desigualdades (4.14) son verdaderas, como las ecuaciones (4.16) y (4.17)

se cumplen sobre () es inmediato que las desigualdades (4.8) se cumplen a.s. .
it) = i) Sea U C R cualquier subconjunto Boreliano con medida de Lebesgue finita.
Definimos el proceso

X(t) = / eMdd(t),

donde se elige ® como la medida aleatoria de Wiener (Ejemplo 2.2.6). Suponiendo que
se cumplen las desigualdades (4.8) y observando que en este caso p es la restriccion de la
medida de Lebesgue mg sobre U, la ecuacion (4.16) combinada con (4.17) implica que:

Amg(U /Z]g —D?d\ < Bmg(U),
U

lel.

y entonces las desigualdades (4.14) se cumplen mg-a.e. pero, por la condiciéon de conti-
nuidad (C2) de (4.5), se prueba la afirmacion para cada A € R. |

Observacion 4.2.6. Vale la pena sefialar que las desigualdades (4.14) son una condicién
de estabilidad en la entrada (0,0) de la matriz Gramiana dual ya que

0)=> G\~

lelL

Desigualdades como las de (4.14) se utilizan ampliamente en la literatura de los marcos
de Gabor. Por ejemplo, en [Chl6, Proposition 11.3.4] o [Hell, Theorem 11.6] (véase
Subseccion 1.6.3) se demuestra que (4.14) es una condicién necesaria para que un sistema
de Gabor sea un marco de L*(R), lo que ahora queda claro por el Teorema 3.4.7. O

Recordemos que dado [ € L la sucesion de coeficientes aleatorios (X, gx;) también es
estacionaria. Entonces tenemos:

Lema 4.2.7. Para cada l € L, definimos Z'(k) = (X, gr,), con k € K. Entonces:

Zi(k) = (Xe, gr1) Y Zé(k) = (X4, g,1) -
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Demostracion. El resultado se desprende de los siguientes hechos. En primer lugar, ob-
servemos que para cada [ € LL:

(X, gra) = (Xe, gra) + (X, gry) -

Sean v y p las medidas espectrales de ((X¢, gx1))kex ¥ ((X4, 9k1) )kex respectivamente.
Recordemos que « es la tnica medida tal que

B0 X g0a) = [ €™ dr0),
T
para todo k € K. Pero si p. es la parte continua de p, la medida espectral de X, un
calculo directo muestra que,

E((X,. g01) (Ker gon)) = / GO DP dpe(N) = 3 / MG (A~ P dyie(N)
R deD T+d

Por lo tanto « viene dada por:

(=3 [ O-DFd),

deD

para todo A € B(T). Entonces, en particular, para cualquier A\g € T y eligiendo A = { )¢},
Y({Ao}) = 0.

Por otra parte, la parte discreta de p puede escribirse como pg = > ¢)0y, con A un
AEA
subconjunto a lo sumo numerable de R, §, la medida puntual de masa concentrada en A,

y ¢y > 0. Por lo tanto, un argumento similar al utilizado para obtener v, muestra que si
A € B(T), entonces

pA=3"%" / 56— DPersadinpalé).

deD AeA
la cual es claramente discreta. [ |

Finalmente llegamos a la caracterizacion de marcos de L*(R) mediante procesos alea-
torios estacionarios Gaussianos arbitrarios.

Teorema 4.2.8. Sea G un sistema de Gabor. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) G es un marco de L*(R).

i1) Existen constantes 0 < A < B < oo tales que las desigualdades (4.8) se cumplen
para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano X.

Demostracion. i) = ii) Observando que X se puede descomponer en dos procesos
aleatorios ortogonales (o, de hecho, independientes) X.(t) y Xy4(t) tales que X(t) =
X (t) + Xa(t) con medidas espectrales continua y discreta respectivamente, obtenemos
que:

(X, gr0) = (Xe, gra) + (Xa, grg) -
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Por los Lemas 2.4.3 a) y 4.2.7 entonces, con probabilidad uno, para cada | € L:
(X, gra)kexl B2y = 1((Xes gead)rexl By + 1 (X gra) Jeex || 2 i) »

y por lo tanto, dado que IL es numerable, con probabilidad uno

DX gead dnerlege = D (X e giad bnerlBegey + D (X, 9a) brew | Boqre

leL leLL leL
(4.18)
De manera similar, por los Lemas 2.4.3 b) y 4.2.7,
||X||232(K) = ||Xc||232(11<) + HXd”QB?(K) a.s. . (4.19)

Si G es un marco de L?*(R), entonces, por el Lema 4.2.4, el resultado es valido para Xj.
Ademas, por el Teorema 4.1.3, tomando el vector canoénico x = ey, eo(d) = L{p1(d) en la
ecuacion (4.3), obtenemos

tod < (G(Neo, €0)e (D) = Z lGgA=D|* <tB,

lel

con |leg|lemy = 1y entonces las desigualdades (4.14) son validas. Por lo tanto, por el
Lema 4.2.5, las desigualdades (4.8) también son validas para X..

Finalmente, como la afirmacion es valida para X, y para X, la conclusion deseada se
deduce recordando las ecuaciones (4.18) y (4.19).
it1) = 1) Esta es una consecuencia directa del Lema 4.2.4 ya que las desigualdades (4.8)
en particular son vélidas para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano con medida
espectral discreta p que satisface p({0}) = 0. |

Observacion 4.2.9. Para determinar si G es un marco de L?(R) es suficiente comprobar las
desigualdades (4.8) para procesos aleatorios estacionarios Gaussianos con medida espectral
discreta p. Este es el conjunto “més pequeno” obtenido en este trabajo (no sabemos si es
el mas pequeno en general) para que esto ocurra. O

4.3. Sobre gen{(X,gr;) : k€K, lelL} C H(X)

Los resultados obtenidos en esta seccion forman parte de nuestra publicacion [CeMe22].

En la Secciéon 4.2 caracterizamos los marcos de L*(R) (o marcos AP de Gabor) en
términos de estimaciones de la norma AP(RR) de procesos aleatorios estacionarios Gaussia-
nos. A diferencia de los marcos de Hilbert habituales, estas estimaciones no dan ninguna
informacion sobre un posible procedimiento de reconstruccion a partir de la sucesion de los
coeficientes aleatorios de marco. Ademas, desde la perspectiva de la no separabilidad de
los espacios B?(R), una respuesta negativa a esta pregunta parece razonable. Sin embargo,
dado un proceso aleatorio X, podemos solucionar esto si restringimos nuestro problema
a representar H(X) mediante los coeficientes aleatorios de X con respecto a un sistema
de Gabor. El problema de teoria de la informacién de representar un proceso aleatorio
estocasticamente continuo utilizando coeficientes obtenidos a partir de mediciones con un
conjunto completo dado de vectores de un espacio de Hilbert de funciones, fué tratado
por primera vez, en una forma general, en [CaMa71, CaMa73]. Esta es una formulacion
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débil del problema de muestreo clasico. En particular, si X es un proceso aleatorio esta-
cionario en sentido amplio (o similar), se pueden obtener algunas condiciones elegantes
en el dominio de la frecuencia (véase por ejemplo [Lee78]).

De acuerdo con el isomorfismo de Kolmogorov (2.4) para encontrar condiciones bajo
las cuales los coeficientes aleatorios

(X, gus) = / NG (A — 1) dD(N)

verifican que

span{(X, gu1) : k € K, L € L} = H(X),

es equivalente a buscar condiciones para que G cC L*(R, i) sea denso en L*(R,u). Esta
es una formulacion mas débil del Teorema de Muestreo de Shannon en el contexto de los
procesos aleatorios estudiados inicialmente por S. P. Lloyd [Llo59]. Aunque no podria ser
posible encontrar una expansion de la serie de reconstruccion en términos de las muestras,
estas atin podrfan llevar, en cierto sentido, toda la informacion de X.

Consideramos nuevamente formalmente la matriz infinita G(\) como en la ecuacion
(4.2). Adicionalmente introducimos el siguiente recurso auxiliar: si g es una medida de
Borel finita y A € B(R) definimos una nueva medida v por

=> wA+d). (4.20)

deD

Es inmediato que v dada por (4.20) es una medida de Borel o-finita, que v(T) = pu(R) < oo
y que es periodica en el sentido de:

v(A+d)=v(A) paracada A € B(R), paratodod € D.

Es claro que, para cada d € D, la medida p4, dada por pg(A) = p(A+d), es absolutamente
continua con respecto a v. Por lo tanto, existe su derivada de Radon-Nykodim wy, es decir,
dpg = wgdv con wy € L*(R,v) (véase por ejemplo [Fo99, p. 90]). Ademas, si denotamos
por w := wy entonces es bastante sencillo comprobar que wy = w(- 4+ d) v-a.e..

Definicion 4.3.1. Definimos las matrices infinitas W ()), Gy (A) y D(\) para cada d, d' €
D, Ne Ny A& T como:
WA (d,d) = wA+d)é(d,d),
CnO(dd) = GO(dd)ym(d, ),
D) = WGNWA).

o

Una condicién necesaria para que G sea un marco de L2(R) es que G(A) : £2(D) — (2(DD)
defina un operador acotado positivo a.e. . Sin embargo, como en esta seccion descartaremos
inicialmente la condicién de que G sea un marco de L?(R) (y también la condicion (4.5)),
aqui s6lo impondremos la siguiente condiciéon: Existe una funcién medible M finita v-a.e.
en T tal que para todo N € N

2

IGN(M)]| = sup < M(N). (4.21)

12 @y <1 jer

> G-+

deD(N)
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Observamos que la condicion (4.21) es equivalente a que la matriz G (A) defina un operador
acotado G(\) : (2(D) — 2(D) v-a.e. A € T. Ademas, G(\) es positivo en T. Antes de
presentar las propiedades principales de D(\) y W(A), necesitamos el siguiente resultado
auxiliar cuya demostracion fué omitida en nuestro trabajo original [CeMe22].

Lema 4.3.2. Sean f una funcion medible de Borel sobre R y v definida como en (4.20).
a) Si f es no negativa p-a.e. en R o f € LY(R, ) entonces

/fdu /TZf(Hd)w(Hd)dy(A).

deD

b) Y wyg=1v-ae enT.
deD

c) Si f es no negativa p-a.e. en R entonces: f =0 p-a.e. en R si y solo si

ST+ dyw(-+d) =0

deD

v-a.e. en T.

Demostracion. a) El resultado se sigue de considerar R = | J,p, T + d. En efecto,

/fdﬂ > (A)

deb T+d

/Zf)\er du(\ + d)

debD

/T S PO+ dw(h+ d)dv())

deh

b) Sea BC T, A= yep B +dy f=14. Asipues, por (4.20)

/B > wadv = v(B).

¢) Resulta claro usando el item previo. |

La matriz D()) tiene propiedades anilogas a las de G (A), como ser positiva, es decir,
acotada y tal que (D(A\)x,z) > 0 para todo x € £*(D). Por el contrario de G()\), D()) es
siempre un operador compacto.

Lema 4.3.3. Sean Gn(N), W(X) y D(A) los operadores introducidos en la Definicion
4.8.1, y sea G(N) satisfaciendo la condicion (4.21), entonces:

a) La matriz D()\) define [V]-a.e en A € T un operador compacto positivo D(X) : £2(D) —
2(D) tal que ||[DN)]] < M(N).
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b) Cada componente de D(X\), D(A)(d,d') con d,d € D, define una funcion medible de
Borel en X y existe una base ortonormal de (*(D), formada por autovectores de D(N),

(Un(A))nen, tal que para todo n € N v,(\) tiene componentes medibles en funcion de
AeT.

¢) Para cada sucesion x()\) € £*(D) con componentes medibles, ambas proyecciones orto-
gonales Pupo)(A) ¥y Prippyy®(A), tienen componentes medibles.

Observacion 4.3.4. En b) y c) estamos considerando sucesiones (z()\)(d))4ep € £%(D) tales
que A — z(A)(d) es medible para cada d € D. Para abreviar escribiremos indistintamente
Pxupo)®(A) = (Pnup)T)(A) o incluso, si el contexto lo deja claro, Py, etc. sin
mencién explicita de la variable \. O

Demostracion. a) De la ecuacion (4.21), G(A) es un operador continuo v-a.c. sobre T.
Teniendo en cuenta que D(A) se define por el producto de matrices, o composicion de
operadores, dado por D(A) = W(A)G(N\)W (X), sera suficiente comprobar que W () es un
operador de Hilbert-Schmidt (Definicion 1.3.31). De hecho, para casi todos los A:

DWW =) [wh+d)6aa =D Jwr+d))* < (Zw(Aer)) <1.

d,d’'eD d,d’'eD deD deD

En particular esto implica que ||[W(A)|| < 1y asi [|[DA)|| < M(\) v-a.e..
Finalmente, tomemos A € T tal que (4.21) se cumple. Por lo tanto

(D)2, )y = (GNW Nz, W(N)z)em > 0,

ya que é()\) es positivo para tal \.
b) Nuevamente para cualquier A para el cual se cumple la ecuacion (4.21), si d € D
podemos considerar el vector canénico e; y obtener:

D(N)(d,d) = (W(A)é()\zw()\)ed, €d) (D)
= < ()\ + d)G()\)ed, ()\ + d)€d>€2(]D))
=D [GA =1+ d)Pw’ (X +d)

lel

< M(X),

ya que 0 < wy < 1 a.e. por el Lema 4.3.2 b). Por otra parte, dado que D()\) es positivo,
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene para cualquier d,d’ € D:

‘<D()\>ed, edl>82 ]D))|2

(D(A)eq, €d>£2 <D()‘)ed’7 6d/>é2(m>)
D(A)(d, d)D(A )(d’, d’)

(M(N)?.

Por lo tanto, los coeficientes de D(\) son el limite de las series medibles y convergentes.

Por el punto anterior a), D()) es compacto y positivo para casi todos los A € T. Entonces,
para cada A donde D(\) es compacto y positivo, y por lo tanto autoadjunto, también tiene

[DA)(d, d)*

IN

IN
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una base ortonormal de autovectores (v,(A))neny ¥ un conjunto de autovalores no nega-
tivos (0,(A))nen tales que D(A)vn(A) = 0, (A)vn(A) para cada n € N (Teorema 1.3.10).
Definimos Dy(A) = W(A)Gy (M)W (X) para cada N € N. Ya que ||[W()A)]| < 1, entonces

lim ||[Dy(A) — D) < lim |Gy(A) = G\)|| =0 v-ae..
N—oo N—o0

De hecho, Dy(A) es una matriz con un ntimero finito de entradas no nulas. Ademaés, por
a) cada coeficiente de Dy () resulta medible. Ahora bien, como Dy (A) es de rango finito
y Hermitiano, resulta diagonalizable unitariamente, y en una forma medible ademés (por
ejemplo apelando a la Proposicion 1.3.13). Sea A € T tal que D(\) es diagonalizable. Re-
cordemos que para cada autovalor o,,(A) de D()\) con autovector v, (\), existen sucesiones
de autovalores (0, xy(\))nen y autovectores (v, n(N)) Nen,

DN(A)UTLN(A) :O-nN()\>UnN<)\)’ N GN,
de tal manera que (véase Teorema 1.3.11 con Dy := Ty para N € N):

lm o, n(A) = 0n(A) ¥y ]\}l_rfloo v N (A) = Un()‘)”ﬂ(IDJ) =0,

N—oo

entonces para cada d € ID:
[on v (A) = va(Mlem) = [vn n(A)(d) = va(A)(d)].-

Por lo tanto, cada componente de v, es medible ya que es el limite de una sucesion de
funciones medibles.

¢) Es una consecuencia directa de b) ya que existe una base ortonormal (v,,)nen de R(D()))
tal que cada componente de v, es medible. Ademas, como cada (vy,, x);2(p) es una funcion
medible de la variable A, para cada A\ donde D es compacto tenemos que

(Pry) (N) = (Z< )eeyin ) O

Finalmente, juntando todo, se sigue el resultado mediante un argumento similar a la
prueba de la afirmacion b). |

Para z = z(\) € CP, y notando W = W (), definimos la siguiente norma (funcional)
ponderada en £%,(D) mediante

1203 ) = D le(@)Pw(- +d).
debD

Algunas propiedades agradables y sencillas de D(\) son:

DNz, y)ew) < M)z, mllvlla, o

[ D(A )xHEQ ) < M(X )Hm”za,(m) v-a.e.en T.

En este punto introducimos el siguiente dispositivo. Sea f : R — C una funciéon
medible. Definimos las sucesiones funcionales (en [RS95| se usa la notacion fiy)

FA\) = (f(A+d))gep, paracada AeT.
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Si f € L*(R, ) entonces (D(A)F(X), F(X))em) esta bien definido v-a.e.. De hecho, por
el Lema 4.3.2

e = [ IF O 0y ) < o0

de donde [|[F'(A)|g2, ) < 0o v-a.e. en T, y por lo tanto tenemos

(DVNER), F(A)ew) < MMIFM e, @ FM)lle,m < oo
Ahora, se puede demostrar el siguiente.

Lema 4.3.5. Sean G = {Gry : k € K, 1l € L} € L*(R,u) un sistema de Gabor y f €
L*(R, ). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) (f,Gkg) 12 = 0 para todos k € K y 1 € L.
i) (D(A)F(N), F(A\))em =0 v-a.e. enT.
Demostracion. i) < i) Por el Lema 4.3.2,
([ Gei) 2y = / FO)G (A = De™ du(\)
R
= /ei“(Zf(A + )G (A= L+ dw(A+d)) dv()).
T deD

Por lo tanto, por la unicidad de la transformada de Fourier de medidas (véase por ejemplo
|[Kat04, p. 36]) aplicado a las medidas

(Zf A+ d)F (A —l+d)w()\+d)) dv()), lel,
deD
tenemos que (f, Gr1)r2(r,u) = 0 para todos k € Ky I € L si y solo si para cada [ € LL
Y GA—l+d)fA+dwAr+d)=0 vae enT.
deD
Pero esto es cierto si y solo si
2
SIS FTO -1+ QO+ Qwr+d)| = (DVFO), FO))em) =0
I€L  deD
v-a.e. en T. [

Para a.e. A € T definimos
S(\) = gem{ad()),d € D},

donde
ag(A\) =eqla,(N) v Ag={AeT:wA+d)>0}.

De las definiciones anteriores de W(A) y D(A) = W(A)GA)W(A) se deduce inmediata-
mente que S(A) = R(W (X)) y que D(X)[spn @ S(A) = S(A).
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Observacion 4.3.6. Notese que para cualquier x € (*(D) la proyeccién ortogonal sobre
S(A) esta dada por

Pyyz =Y {aq(N), 2)emaa(N) =D _(ed, 2)pmla,(Nea =Y x(d)1a,(Neq.

debD deb deb

Es facil verificar que Pspyeq = ag(A) y si 2(A) = (za(N))aep € (*(D) tiene componen-
tes medibles (como funciones de ) entonces cada componente de Pgyz(A) también es
medible. Ademés,

1Psoyell, ) = D le@Fw(-+d) vy [Psoyzliap = D le(d) 14,

deh deb

O

Con esto en mente podemos probar uno de los principales resultados de esta seccion.

Teorema 4.3.7. Sea G = {Grs: k€K, 1 €L} C LR, u) un sistema de Gabor. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

i) G es completo en LA(R, ).
i) D(N)|so es definida positiva v-a.e. en T.

Demostracion. i) = i) Sea f € L*(R, p) tal que (f,Gri)r2ry) = 0 para todos k € Ky
I € L. Por el Lema 4.3.5, esto es cierto si y solo si (D(A\)F(A), F(A))em =0 v-a.e. en T.
Pero

(DN Psy F(N), Psoy FO) 2y = (Psoy DOV Psy (), F(A\)) 2y
= <D()‘)F(/\)7 F()‘)>€2(D)
=0.

De la hipotesis, y recordando que por el Lema 4.3.2 b) es wy < 1 v-a.e. en T, esto significa
que

0= I(BE) N ey = SO+ DL, () = ST FO -+ d) (A + d)

deb deD

v-a.e. A € T. O equivalentemente, por el Lema 4.3.2, f =0 p-a.e. en R.
i) = i) Por el Lema 4.3.3 a), D(\) es positivo v-a.e. en T y entonces lo mismo se
cumple para la restriccion D(A)|s(), es decir (D(A)|s), 2)2m) > 0 para todo x € S(A).
Por lo tanto, bastard con demostrar que D(\)[g(y) es inyectiva v-a.e. en T para probar
que D(A)|s(x) es definida positiva. Por el contrario, supongamos que v(C') > 0 donde

C={XeT: Nu(DMW)w) # {0}} -

Notemos que Pny(pls) = PsPxu(p) (porque Nu(D|s) = Nu(D)NS), por lo tanto podemos
escribir:

cn:U{AGT:WPmem@Mmm>O}

deD

= {)\ eT: H(PSPNu(D)ad)()‘)Hez(D) = 0}

deb

- Jcu

debD
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Asi, por la Observacion 4.3.6 junto con el Lema 4.3.3, para cada d € D, tenemos que
||P§PNu adH 2o medible, lo cual justifica que cada Cy; y C' son conjuntos medibles.

También, por esto, si ¥(C') > 0 entonces existe dy € D tal que v(Cy,) > 0. Definamos la
sucesion

T(A) = (PsPyupyad,)(A), para A€T
y la funcién medible f : R — C por
A =Y za(A = d)lpg()).
deb
Entonces f(A + d) = z4()\) para cualquier A € T y d € D. Por lo tanto F(\) = z(\) y
(DINEN), FN))em = (D(N)z, 2)em =0

por la construccion de x. Por otra parte, para cada A € Cy, tenemos, por la definicién de
S(A),

D WP, = (V) e > 0.

deD

Por lo tanto, existen d; € D y un conjunto medible C C Cy, N Ay, tales que 1/(6’) >0y
x4, (A) # 0 para cada A € C. Finalmente,

H:Cng(m = HPSPNu(D)adoHP(]D)) S HCLdOHgQ(D) S 1 rV-a.e. en T

y por lo tanto |f| < 1 p-a.e. en R, de donde f € L?*(R, u1). Pero entonces por hipotesis
resulta que f = 0, lo cual es una contradiccion. [ |

Observacion 4.3.8. El Lema 4.3.5 y el Teorema 4.3.7 estan inspirados en el trabajo de
[RS95]. Comparese con las Proposiciones 3.4.5 y 3.4.3. Para mas detalles, véase también
[RS95, Seccion 3.4]. O

Ejemplo 4.3.9. Este ejemplo esta motivado por [WZ94].

Sea G C L*(R, ) N L*(R) un marco de L?(R) tal que se cumple (C2) de (4.5). Com-
probemos que G es completo en L*(R, p).

Sea x una sucesion en S(A) tal que (D(\)z, )2 m) = 0. Como D(X) = W(NGAW(N)
y por la ecuacion (4.3), que ahora es valida para cada A debido a la condicién de conti-
nuidad (C2), obtenemos:

0= (DNz,2)e2() = (WA)GNW (N, 7))
= (GW Nz, W(N)2) )
> to B|[W (N)z (o)

de donde W(A)z = 0y por lo tanto x = 0, ya que W () es inyectiva sobre S(A).
La condicion de continuidad solo se introduce para extender la validez a.e. A € T de
una cierta propiedad a la validez de esa propiedad ahora para cada A € T. Sea

E={\eT: (G\z,2)em > toBllz|bm} -
El mismo ejemplo funciona reemplazando la condicién de continuidad de (4.5) con el
requisito méas débil v(E¢) = 0.
La condicién de ser un marco de L*(R) no es necesaria. El Teorema 4.3.7 se cumple
bajo supuestos mas débiles, como lo muestra el siguiente ejemplo més abajo. ¢
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Ejemplo 4.3.10. Sean I = [0,7) v pu(A) = mg(ANI) donde mg es la medida de
Lebesgue. Tomamos g = 1;, L. = %—SZ y K = tyZ. En este caso G no es un marco de

L?(R). De hecho, G no es completo en L*(R) ya que (f, gx;) = 0 para todos los k € K y

| € Ly para toda f € L*(R) tal que f = 0 a.e. en I°. Sin embargo, D(\)|s(y) es claramente
definida positiva v-a.e. para A € T. Dado que v(A) = mg(ANI) para A C T y por lo
tanto G(\) = el'eg y S(\) = gen{eg} si A € 1. ¢

4.4. Reconstruccion de X

Los resultados obtenidos en esta seccion forman parte de nuestra publicacion [CeMe22].

Sea X = (X (t))ier un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio con una repre-
sentacion dada por (2.5). Hemos visto que si G es un marco de L2(R), entonces el espacio li-
neal generado por el conjunto numerable de coeficientes aleatorios {(X, gx;) , k € K,l € L}
es denso en H(X). Ahora, buscamos una féormula de reconstruccion para X. Motivados
por el operador de marco de Gabor clésico, definimos (formalmente) un nuevo proceso
aleatorio basado en X y un sistema de Gabor G como

=D (Xogun) gra(t). (4.22)

keK lel

Como es habitual, a veces escribimos brevemente SX en lugar de (S;X)(t). Demostremos
que, para un sistema de Gabor adecuado, la serie que define SX converge en H(X).

Lema 4.4.1. Sea g € W(R) N /W(R) Entonces la serie (4.22) converge en H(X) para
todot € R y ademads:

(SX)(t) / Ze”dG )(0,d) dD(N)  as.. (4.23)

R dGD

Demostracion. Para N, M € N escribimos

SunX = Z Z (X, Gr1) Gry -

kEK(M) leEL(N

Dado que tenemos un ntimero finito de indices en la suma doble anterior, podemos inter-
cambiarla con la integral obteniendo

(SmnX)(t /( S G gt )d@(/\)

kEK(M) lEL(N)

Como g € W(R) HW(R), recordando el Lema 1.5.2 y el isomorfismo de Kolmogorov (2.4),
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para N, M € Nyt € R tenemos

E[(SunX)(t / Z Z Gra(N) gra(t)

% | kEK(M) IEL(N

S/( > lglt—k) Z e >2du(A)

2

dp(A)

keK(M) lEL(N
2
/(Z\gt— AR ) dp(A)
kekK lel

< C(to,wo) ®)llglliv 11313 < oo

Fijemos [ € L y t € R. Sea fi; : R — C la funcién dada por fi;(\) = g(A — )™ y
consideremos su & perlodlzaC1on

FuN) =) G(A—1+d)e"™ XeT.

deD

Para k& € K su k-ésimo coeficiente de Fourier es ]a(k) = togr.(t). Dados l €e Ly t € R,

Fy; es igual a su serie de Fourier para todo A € R ya que f;; € W(R) N W (R) (véase por
ejemplo [GrO1, p. 105]). Entonces

Z Z E\k,l()‘> i ( Z Z g (A e g k(1)

keK €L keK leL
=2_90=0> gu®e™
leL keK
=> 5 E ey
le]L
Zg _lzg —l+d it(A+d)
leL deD
- LS g0 a7
deD leL
Z ezt(/\—l-d 0 d) )
0 dep
lo cual es valido para todos los t € Ry A € T, lo que demuestra (4.23). [ |

Notese que el proceso aleatorio definido por (4.23) para todo t no es necesariamente
un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio. Finalmente, esto se puede solucionar
si asumimos que G(A) es diagonal para todo A € T, lo que es equivalente a la condicién

é()\)(O, d) =0 para d # 0 y todo A € T. Bajo este supuesto podemos probar:

Teorema 4.4.2. Sean X un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio y G = {g :

k€K, [ €L} un sistema de Gabor generado por g € W(R)N W\(R) Si G(\) es diagonal
para todo A € R, entonces:
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a) ((SX)(t))wer define un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio.

b) Si ademds se cumple la condicion (4.14) p-a.e., X se puede recuperar a partir de SX
en el sentido de que existe un operador acotado M : H(X) — H(X) con inverso
acotado tal que M(X(t)) = (SX)(t) para todo t € R.

Demostracion. Si G()\) es diagonal:

1 , - 1 .~ 1 . ~
=3 MG (N (0,d) = —e"MG(1)(0,0) = %em =P,

0 4eD 0 leL

y por lo tanto, recordando (4.23), SX es un proceso aleatorio que admite la representacion

(SX)(t) = /§0(>\)eitA do(N),

donde go(\) := 2G(N)(0,0) € L3R, i), ya que

to

~ 1 ~ ~

lelL

Claramente SX define un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio y vale a).

b) Sea M : L*(R, 1) — L*(R, p1) el operador de multiplicacion por gy. Si (4.14) se cumple,

~

mediante un céalculo sencillo M es invertible y ademas

Allfllez@py < I M)l 2@ < Bllfllz2@p) -

Usando el isomorfismo isométrico de Kolmogorov (2.4) entre L*(R, u) y H(X) defini-
mos M : H(X) — H(X) por:
MU(P) =101 = [GNF N A8, f € LR,

R

Si f(\) = e;(N\) = e para cada t € R, entonces

~

Muu»=MU@»:HM@»:/%uw%w@w4&mm.

Notese que gy € L*(R, ) ~ L'(R) y por lo tanto no podemos definir SX (o equiva-
lentemente M (X)) mediante una convoluciéon como en el Ejemplo 2.2.12. A diferencia
del Lema 4.2.5 donde se requiere que la condicién (4.14) se cumpla para todo A, en el
Teorema 4.4.2 se relaja para que sea valida p-a.e.. Esto se debe a que en este contexto
estamos tratando con H(X) el espacio de Hilbert abarcado por un tnico proceso aleatorio
con medida espectral u. En particular, la condiciéon (4.14) junto con € (A) siendo diagonal
implica que G define un marco de L*(R). Las tres condiciones se verifican si, por ejemplo,
dejamos que g € S(R) (clase de Schwartz) sea tal que g € C' con soporte compacto y g
y wp se eligen suficientemente pequenos.



Capitulo 5

Sistemas Afines

En este Capitulo se incluyen los resultados obtenidos en nuestro trabajo [CeMe25]. La
Seccién 5.1 contiene los fundamentos del analisis Gramiano dual aplicado a los sistemas inva-
riantes por traslaciones “afin truncado” y “cuasi afin”, asociados a un sistema afin. Ademas,
se introducen las matrices Gramianas duales aumentadas para remediar un problema de re-
dundancia intrinseca presente en las matrices Gramianas duales y asi mejorar las técnicas del
analisis Gramino dual. Los resultados principales del capitulo se incluyen en la Seccién 5.2 y
pueden considerarse como una extensién de los resultados principales obtenidos en la Seccién
4.2 para sistemas de Gabor. La Seccién 5.3 estd dedicada a las aplicaciones. La herramienta
principal en la Subseccién 5.3.1 es el isomorfismo de Kolmogorov (2.4) relacionado con un
proceso aleatorio estacionario. Obtenemos una generalizacién de algunos resultados bien co-
nocidos sobre condiciones equivalentes de suavidad de funciones en espacios fraccionarios de
Sobolev que involucran integrales singulares. En la Subseccién 5.3.2 aplicamos el resultado
principal de este capitulo (Teorema 5.2.6) junto con las técnicas empleadas en su demostra-
cion para estudiar la regularidad de los procesos aleatorios estacionarios Gaussianos. Para ello
imponemos la condicién de marco de L?(IR) para un sistema afin A y para su transformado
por Riesz I*A.

5.1. Analisis Gramiano Dual en Sistemas Afines

Comenzamos recordando la Definicién 1.6.13 correspondiente a un sistema afin. Si
bien la definicién es bastante general, no obstante en la Seccién 5.2 s6lo trabajaremos con
un conjunto generador ¥ = {¢}.

Definicion 5.1.1. Sea ¥ un subconjunto a lo sumo numerable de L*(R) tal que cada
Y e W, Y : R — C, sea una funciéon medible de Borel y a > 1, b > 0 sean constantes fijas.
Definimos el sistema afin (wavelet) generado por desplazamientos en tiempo-escala de W
como

A=A, a,b) = {aPj(t) =aPP(at —k): v €V, j€Z, keK}.  (51)

Podemos reescribir el sistema afin (5.1) mediante la accion de los operadores de tras-
lacion E*, con k € K (véase (1.13)), y los operadores de dilatacion D,;, con j € Z (véase
(1.15)), como sigue:

A={d"*; = Dy s E¥p = E“*D, b €0, j€Z, ke K}.

81
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Ademés, por conveniencia y cuando sea necesario, identificaremos A como un conjunto
de indices de la siguiente manera

A=VUxZxK={(¥,j,k)=DyE": v €V, jeZ keK}.

Un tema crucial en el anélisis wavelet es caracterizar cuando A es un marco de L?(RR).
Recordando que la_transformada de Fourier es un operador unitario, A es un marco de
L3(R) si y solo si A también lo es. Notese que A puede no ser un sistema afin, ya que

A= {dP;(A) = (D MTFD)(N) = a2 f(a?Ne ™ . p e W, jeZ, keK}. (

Motivados en parte por algunos problemas de interpolacién para procesos aleatorios es-
tacionarios en sentido amplio, trabajaremos preferentemente con (5.2).

Otro inconveniente importante de un sistema afin A en contraste con su contraparte de
Gabor G es la falta de una estructura invariante por traslaciones. Por lo tanto, la teoria de
los sistemas SI no es directamente aplicable a A. Sin embargo, esta dificultad se logra sor-
tear mediante el uso de productos de corchetes afines (affine bracket products) y sistemas
cuasi afines (quasi affine systems) en [RS97b|. Describiremos brevemente estas nociones
y enunciaremos los resultados relevantes obtenidos por este enfoque centrandonos en las
propiedades de Bessel y de marcos. Para la aplicacion de los métodos de invariancia por
traslaciones, el parametro “a” serd un entero mayor o igual a 2. También, sin perdida
de generalidad, consideramos b = 1 (lo mismo se hace en [RS97b, KR09]). Hacemos esto
para evitar que la constante b aparezca en muchas de las desigualdades de tipo marco
(como pasa con ty en el caso Gabor). Sin embargo, mantenemos la notacion K en vez de
7, para remarcar que lo expuesto vale para cualquier b > 0.

Definiciéon 5.1.2. Para un sistema afin A = A(V, a, b) definimos el producto de corchetes
afin U[-,-] :R xR — CU{oco} por
= Z DN D(aN), AN ER, (5.3)
YEW jmr(A—N)

donde Kk : R — Z es la -a-ddica funcion de valuacion dada por

k(\) =nf{j € Z:d'\ € D}.

Usamos la convencion de que W[\, N'] = 400 a menos que su suma definitoria (5.3)
sea absolutamente convergente.
En primer lugar, £(0) = —o0, y £(\) = 400 a menos que A sea un entero 2*-a-adico:

KA)=m <& ad"A=d <& A=a"d paraalgin deD.

Por lo tanto W[\, \'] = 0 al menos que A — X' € a~™D para algin m € Z.

En segundo lugar, 1p(a/(A—X)) = 1 siy solosia’(A—)) € Dsiysolosi A=\ € a~/D.
Cuando a ¢ Q también tenemos que A — X € a/D si y solo si A\, N € a™/D.

Claramente tenemos la propiedad de invariancia W[a/\, a’\] = W[\, X] para todo
A, A € Ry cualquier j € Z.
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5.1.1. Sistemas Afines Truncados

Sea A un sistema afin. Dado j € Z el sistema afin truncado A; se define por
Aj={(, i k): v eV, j>—j keK} =¥ xZs_; xK.

Por lo tanto, el sistema afin truncado A; se obtiene a partir de A eliminando todos los
niveles de dilatacion D, E*y) con j/ < —j. Esto hace que A; sea un sistema invariante
por traslaciones en ba’Z, ya que para cualquier j' > —j v k', k € K tenemos que

i / i+i’ g 3" 1q—3' i+i’ L ka7 "g=3' "
Eka (Daj’Ek ) _ Eka a (Eka Daj’) _ E(ka +k)a Daj’ _ Ek a Daj’ _ Daj’ Ek :

donde k" := ka’ 7 + k' € K ya que a’ 77 € N (ya que a € Nsy).
Llamamos A;_ := A~ A; y abreviamos los operadores de sintesis correspondientes
como T :=Ty, Ty := Ty, y Tj_ := Ty, . Para cualquier j € Z el operador

V7 2(Ag) = (2(Aj)  dadopor  (VIe)(j' k,9p) = c(j' + j. k1),

es una isometria tal que Ty = D,;T;V7, y por lo tanto T = V_jj-;kDafj. Estas factori-
zaciones revelan una fuerte dependencia entre Ty y 7; (por lo tanto entre Tf y TJ*) para
cualquier j € Z. Ademaés, en el lenguaje de la teoria de operadores, para cualquier 7, j' € Z
tenemos que T} y Tj son unitariamente equivalentes (por lo tanto T} y T, también lo
son).

Teorema 5.1.3 ([RS97b, Theorem 4.3|). Sea A un sistema afin.
a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es una sucesion de Bessel con cota Bessel B.

ii) A; es una sucesion de Bessel para algin / cualquier j € Z.
En tal caso tenemos que B = ||T||> = || T;||* para cualquier j € Z.

b) Supongamos que A es una sucesion de Bessel. Sea H un subespacio de L*(R) y H' :=
UjezD7H . Si, para algin j € Z, T} estd acotado inferiormente en D=7H, entonces T*

estd acotado inferiormente en H' y se cumple |T*,, || < || T7, 7'

g bzd

Para obtener una caracterizaciéon de marcos afines de L*(R) (truncados), en una di-
reccion, el Teorema 5.1.3 b) todavia se puede aplicar al caso particular, aunque muy
importante, del subespacio

H,:={feL*R): supp(]/“\) CRN (=rr)} (r=0),

Mientras que en la otra direccion serd valida si se requiere ademas, por ejemplo, alguna

condicién de suavidad leve: .
> ) e, ) < o0, (5.4)

YET j=0
donde

c(), j) == H SO+ d)? con A :={deD:|d >2}.
deA;

Leo(T)
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Teorema 5.1.4 ([RS97b, Corollary 4.4 y Lemma 4.7]). Sea A un sistema afin con con-
Junto generador finito V. Supongamos que A es una sucesion de Bessel que satisface (5.4).
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es un marco de L*(R) con cotas de marco 0 < A < B < <.

i) Para algin r >0, Ty, =T i, € acotado inferiormente en H,.
En tal caso tenemos que A = | T* 1|2 = | Ty || = lim || T3, 7|2
T—>00 ’

Observacion 5.1.5. La condicion de suavidad (5.4) fué eliminada por Charles Chui, Xian-
liang Shi & Joachim Stockler en [CSS98, Theorem 2|. Su trabajo aborda el estudio de
sistemas afines y cuasi afines, en palabras de sus autores, con un “método de demostracio-
nes totalmente diferente”. No obstante esta condicion tiene su importancia en el estudio
de sistemas GSI, ya que implica la llamada “small tail condition” (véase |[RS05]). O

Aplicamos la teoria del analisis Gramiano dual al sistema afin truncado 4y. Dado
j € Ny consideramos el grupo cociente I'; := K/a/K. Definimos el conjunto de indices ®
como

®:={(v,j,7): veV, j>0, yel;}. (5.5)

De hecho, el conjunto ¢ como en (5.5) es un conjunto generador para Ay y, por lo tanto,
Ao = S(P,0).
La transformada de Fourier de ¢ = (v, j,7y) = D,; E7% es la funcion
O(N) = (FDu E")(A) = (Da-s MTI)(N) = a=3/2e™7* " Ah(a ™7 N).

Denotamos por Go()) la matriz Gramiana dual asociada a A, cuya entrada (d,d)
toma la forma

d dl Z Z w - >\ + d E(aij<)\ —+ d/))a*j Z e*’i’}’a_j(d—d’) .

Pew 7>0 vyel';

a~I(d—d")

La suma de exponenciales es cero a menos que e () sea el caracter identidad de

I';, es decir, a menos que
—j>k(d—d)=mf{meZ:a™(d—d) e D},
y en tal caso resulta que

—q — J / —
a]E:ez'ya (d—d’) ]#F_l
vel;
consecuentemente

0

G d) =3 > @+ d)dad (A +d)).

PYeV j=r(d—d’)
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Al definir el producto de corchete afin truncado de orden m como

-y Z DN D(@N),

eV j=r(A=N)
podemos escribir la entrada (d, d') de Go(\) como
Go(N)(d, d') = W[\ +d, XA+ d]. (5.6)

Para r > 0 recordemos el operador de analisis 1, =1, = le0| p. ¥ denotemos por

60776()\) la matriz Gramiana dual asociada, que se obtiene a partir de Go(A) eliminando
todas las entradas (d, d’) para las cuales |\ +d| < ry |[A+d'| < r. También consideramos
las funciones norma asociadas:

Go(A) = [1GoeM vy G (N) = 1Gor (V).
Teorema 5.1.6 (|[RS97b, Theorem 4.14]). Sea A un sistema afin.
a) Entonces los siquientes enunciados son equivalentes:

i) A es una sucesion de Bessel con cota Bessel B.
i) Gg € L=(T) y B = ||Ggl~(m)

b) Supongamos que A es una sucesion de Bessel. Si para algin r > 0, Gy € L*(T),
entonces A es un marco de L*(R) y su cota inferior de marco A satzsface
1 ) .
S < lim 65 e (5.7)

¢) Si A es un marco de L*(R) satisfaciendo el supuesto (5.4), entonces G, € L>(T) para
todos los r suficientemente grandes y en (5.7), se mantiene la igualdad.

5.1.2. Sistemas Cuasi Afines

Sean A un sistema afin y Ay su contraparte truncada obtenida al eliminar los elementos
(7, k,v) € A cuyo indice j < 0. El sistema cuasi afin asociado a A es el sistema SI

A= Ay U{dP (., k) v €T, j<0, kedK}.

Por lo tanto, el sistema cuasi afin A7 se obtiene a partir de .A modificando (en lugar de
eliminar) el sistema en los niveles de dilatacion negativos. El sistema cuasi afin se puede
reescribir como A? := Ay U |J Y, donde

neN

Y, =8(®,,b) con &,:=a"?D, V.

Dado que la matriz Gramiana dual éo()\) de Ay ya se ha calculado en la subseccion
anterior (véase (5.6)), para obtener la matriz Gramiana dual G(A) de A? (notada por
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G7 en [RS97h]) queda por calcular la matriz Gramiana dual de U Y,. Pero, dado que
neN

®, = U(a™), su entrada (d, d') toma la forma

SN a0+ d)D(@ A+ @) = A+ d A+ ]~ To[A +d A+ ],

PeW neN

por lo tanto (véase [RS97b, Proposition 5.1|)

GO, d) =TA+dA+d], ddeD. (5.8)

Sean G*(\) = [|GV)|| y G*~(A) = |G(A\)7Y|| las funciones norma asociadas a G(\) (con las
convenciones habituales). Por el Teorema 3.4.7 sabemos que A? es una sucesion de Bessel
si y solo si G* € L®(T) y también es un marco de L?(R) si y solo si tanto G* como G*~
pertenecen a L>(T).

Proposicion 5.1.7 (|[RS97b, Lemma 5.2|). Sean A? un sistema cuasi afin y r > 0.
Denotemos por Ty el operador de andlisis asociado a A? y su restriccion a H, por T .

a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A9 es una sucesion de Bessel con cota Bessel B,,.
.. % . * |12
ii) Ty, es acotado en H, y By = ||T7 ||*.

b) Supongamos que A? es una sucesion de Bessel. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) A? es un marco de L*(R) con cota inferior de marco A,.

i) Ty, es acotado inferiormente en H, y Ay = ||Tq*77”_1||*2.

Teorema 5.1.8 (|[RS97b, Lemma 5.4 y Theorem 5.5]). Sean A = A(V,a,b) un sistema
afin y A? su contraparte cuasi afin. Supongamos que VU satisface el supuesto (5.4).

a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es una sucesion de Bessel.

it) A% es una sucesion de Bessel.
En tal caso las cotas Bessel coinciden.

b) Supongamos que A es una sucesion de Bessel. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:
i) A es un marco de L*(R).
i) A? es un marco de L*(R).

En tal caso las respectivas cotas de marco coinciden.

Combinando el Teorema 5.1.8 con el Teorema 3.4.7 llegamos finalmente a una carac-
terizacion de marcos de L*(R) en términos de las funciones norma G* y G*~ asociadas a

las matrices Gramianas duales G(\) de A“.
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Teorema 5.1.9 (JRS97b, Theorem 5.6]). Sean A = A(V,a,b) un sistema afin y A? su
contraparte cuasi afin. Supongamos que V satisface el supuesto (5.4).

a) Entonces los siquientes enunciados son equivalentes:

i) A es una sucesion de Bessel con cota Bessel B.
ii) G € L™(T) y B = ||GE|| oo (m)-
b) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es un marco de L*(R) con cotas de marco 0 < A < B < oco.
ii) Ef], E;’;— € L>(T) y A= 1/||52_||Loo(']1‘), por lo tanto

Allz]|zmy < (GNz, 2)ew) < Blzléo

para casi todos (con respecto a la medida de Lebesque) X € R y todos los x € (*(D).

5.1.3. Matrices Gramianas Duales Aumentadas

Podemos considerar, al menos formalmente, para cada A € R las matrices infinitas
autoadjuntas no negativas “aumentadas” (G;(A\)(q,4¢'))(g.qeq> ¥ (G(MN(2,¢'))(g,9)eq> defi-
nidas por

~ ~

Gi(N(@d) = D@+ )d@ A+ )s(e’(g—d) JEL.

GN(g:q) = YA+gr+d], ¢.¢d€Q:=Ja7D, (5.9)
jez

El conjunto de indices ) comprende todos los nimeros 2T”-enteros a-adicos. Si, por ejemplo,

A es una sucesion de Bessel [RS97b, Lemma 3.5], entonces a.e. A € R tenemos

(G, 2)eg) = ) (Gi(Nz,2)eg), Yrel(Q). (5.10)
jEz
En lugar de (5.8), a veces es preferible trabajar con (5.9). Como se senala en [KR09],
para cada j € N la matriz G(a?)) se obtiene a partir de G()) eliminando todas las filas y
columnas indexadas por @ \ a~/D. Esto elimina la redundancia que surge en G (\) como
una submatriz de G(a).
Como hemos hecho en la Subseccion 5.1.2, es posible caracterizar sistemas afines que
son marcos de L2(R) en términos de G(\) que acttia como un operador G(\) : 2(Q) —
7*(Q). Asociamos a G las funciones norma

g =GN v g =IGW |

con las convenciones usuales. B

Para z € (°(Q) soportado en un subconjunto finito @ de Q, existe N € Ny tal que
a¥Q C D. De hecho, si Q = {q1 = a’*dy, - - -, g := a’*d,, } entonces N = méx{|j1], - -, [jn|}
funciona. Dado que para cada ¢,q¢ € a= VD tenemos x(¢ — ¢') = N y por lo tanto

U (A +q),a A+ )] = VA +q, A+ 4],
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a.e. A € R, entonces

(G )z, 7)) = D w(Q)T(d)PN+ ¢, A+ 4]

7,9'€Q

=Y yl@u(d)¥[a"A+d,a" A+ d]

d,d'€D

=GNy, y)em) (5.11)

donde y € £°(D) con y(d) = x(a”Vd), d € D, y por lo tanto [|[2[|E ) = [¥ll7 ) -

El Teorema 5.1.9 es vélido para la matriz Gramiana dual aumentada G (véase [KR09,
Corolario 3.2|) y de hecho, este puede utilizarse junto con la ecuacion (5.11) (mediante un
argumento de densidad) para proporcionar una prueba de tal afirmacion que enunciamos
a continuacion.

Teorema 5.1.10. Sean A C L'(R) un sistema afin con matriz asociada G()\) definida
como en (5.9). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A (equivalentemente A) es un marco de L*(R).

it) Ezisten constantes 0 < A < B < oo tales que
Allzllig) < (GN)z,2)e@) < Bllzllig) (5.12)
para casi todos (con respecto a la medida de Lebesque) X € R y todos los v € (%(Q).

Ademds, A =1/||g* ||eo(ry y B = ||g"||oo(r) son las cotas de marco para A.

5.2. Marcos AP Afines y Procesos Aleatorios Estacio-
narios

Los resultados obtenidos en esta seccion forman parte de nuestra publicacion [CeMe25].

Como B?(R) es no separable, ninguna coleccion contable de elementos de su espacio
dual puede ser total en él. Sin embargo, mediante un proceso de promediado adecuado se
puede estimar la norma B?(R). Al igual que en el caso Gabor, esto motiva la siguiente
Definicion 5.2.1 para sistemas afines [KR09, Kim13, Par01].

Definicion 5.2.1. Sea A C L'(R) un sistema afin. Decimos que A es un marco AP afin
si existen constantes 0 < A < B < oo tales que para cada f € AP(R) que satisface
C(f)(0) = 0, se cumplen las siguientes desigualdades:

Al fl By < Z I(CF, i) kex B2y < Bl 2wy -
jez

En [KR09, Theorem 1.13], con una condiciéon adicional leve (la condicion (A2) de (5.13)
que aparece a continuacioén), se demuestra que un sistema afin es un marco de L?(R) si y
solo si es un marco AP afin y ademas las respectivas cotas de marco coinciden.
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En esta seccion y en el resto del capitulo trabajaremos con W = {9} y el sistema afin
A=A, a,b) = {a?*;: j€Z, ke K},

con a € Nsg y b =1 (recordando que lo expuesto es valido para cualquier b > 0). Ademas,
de aqui en adelante en esta seccion, A C L'(R) () L?(R) sera un sistema afin que verifica
las condiciones adicionales:

(A1) My ;= S;é%d%) |Q/ﬁ\(aj()\ +d))]? < My < Vi e, (513)
(42)  G()(0,9) € C(R ~ {0,q}) VgeqQ. |

Bajo estos supuestos, dado un proceso aleatorio estacionario Gaussiano X, recordando el
Ejemplo 2.2.11 (ecuacion (2.11)) podemos calcular sus coeficientes aleatorios de marco y
obtener, para cada j € Z, la sucesion aleatoria ((X, ;) )rex dada por:

(X, 54) = / M DI\ dB(N), k€ K. (5.14)

R

Es inmediato que estas sucesiones pertenecen a H (X)) y también son Gaussianas. Ademas,
para cada j € Z, ((X,v;1))kex es estacionaria, ya que a partir de (2.8) la covarianza de
esta sucesion toma la forma:

E((X, ) (X, i) = /R e NER |G (@I V)2 dp(N), (5.15)

que solo depende de la diferencia k — k' € K. Caracterizaremos A mediante estos coefi-
cientes. Al igual que en el caso Gabor, las condiciones de continuidad a priori como (A2)
de la ecuacion (5.13), como se senala en |[KR09| para el caso de AP(R), se deben al hecho
de que la configuracion L*(R) estd asociada con la medida de Lebesgue en el dominio
de la frecuencia, mientras que en la configuracion actual el dominio de la frecuencia esté
asociado a procesos aleatorios estacionarios con una medida espectral de Borel finita ar-
bitraria . Como resultado, condiciones tales como (5.12) que son validas a.e. A € R con
respecto a la medida de Lebesgue seréan validas para cada A € R. Es importante notar
que, a diferencia de lo que ocurre en el caso Gabor, “esta regla” es valida para R ~ {0}.

Lema 5.2.2. Sea A un sistema afin. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es un marco de L*(R).

it) Ezisten constantes 0 < A < B < oo tales que
Al X[ B2 @) < Z (X, ) kel By < BIX B2y aes. (5.16)
JET
para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano X con medida espectral discreta

p que satisface u({0}) = 0.

Demostracion. i) = 1ii) Recordemos que si X es estacionario y Gaussiano entonces,
para cada j € Z, la sucesion ((X, ¢, x) )kex dada por (5.14) también es estacionaria (véase
(5.15)) y Gaussiana. Si X tiene espectro discreto, existe A C R~ {0} a lo sumo numerable
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tal que X (t) = >, C(A)e converge a.s. para todo ¢ € R, donde los C'(\)’s son variables
aleatorias normales, de media cero e independientes tales que >, , E|C(A)|* = u(R) <
0o. Ademas, por la Proposicién 2.4.2, X € B?(R) a.s.. En este caso, C(\) = 0 a.e. excepto
para los A € A a lo sumo numerables, entonces los coeficientes (X, ;) en (5.14) toman
la forma de una serie convergente a.s. para cada j y k:

(X, ) = 3 €™M D NC(N),

AER

ya que, como en el Ejemplo 2.2.13, tenemos que

Y (@ NPEICO)P < 1§01} yp(R) < 00

AEA

El mismo argumento es valido para cualquier reordenamiento de esta serie.
Para cada j € Z sean D; := oD y T, := o ’T. Entonces, para cada j € Z y k € K,
por periodizacion, tenemos la igualdad a.s.

(X, )= (Z V(a' (A + d)C(\ + d) ) Pl = N DA, j)eM (5.17)
AET; ™ deDy AET;

ya que ¢ = 1 para cualquier d € D; y k € K. Por lo tanto, existe Q¢ € F tal que
P(Q3) = 1 donde, para cada k € K, la serie (5.17) converge. Por otra parte, debido al
Teorema 2.3.1 existe Q5 € F tal que P(Q5) = 1 y donde ||((X, ¥ x) )rex|| B2(x) existe y es
finito. Definimos para cada j € Z: Q; = Qf N Q5. Ahora bien, como ka’ € K; para cada
k € K, entonces para cada j € Z el sistema {{e“"‘““j}keK A€ Tj} es una base ortonormal
de B?(K). Por lo tanto, la ecuacion (5.17) implica que D(A, j) es la Transformada de Bohr
de la sucesion ((X, 9, x))rex € B*(K) sobre ; y entonces la formula de Wiener (1.19)
afirma que:

[ ({X, wj,k»keKH%Z(K) = [|D(+,J HL2 T, ,dc) Z ID(A, 7))

A€T;

y entonces sobre [ €;:
jez

DX g kexllBag = D D IDOL)E

jez JEZ AET;

Queremos cambiar el orden de la suma en la tltima igualdad. Para ello cambiamos los
indices de la suma. Para empezar tenemos

SIDOHE=

AET; AET,

2

S G (A +d)CA+ d)

deb;

=3 S CO+ATA+d) (@ (A +d) dla? (A + ).

XET; d,d'€D;
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La condicion de acotacion (Al) de (5.13) produce la estimacion

Z Z ICO 4+ )T+ &) (A + d) D@ (A + d'))| =

-y (Zw (\ +d) EaJ(Aer))])Q

AET; ™ deDb;
<My Y > IC(+d)
/\ET]' dE]D)]'

= M¢‘|XH2BQ(R) <00,

Por lo tanto, la serie es absolutamente (e incondicionalmente) convergente y, por lo tanto,
el siguiente cambio en el orden de suma es valido

SN COH DT+ d) D@ A+ d) e (A + d)) =

AET; d,d’eD;

= 3 S CO+ATA+d) (A +d) @I (A + ).

d,d'eD; AeT;

Definimos la siguiente relacion de equivalencia en R
Amg XN siysolosi A—XNeQ:=[JD;.
JEL

Sea A un sistema de representantes de ~¢. Por lo tanto, si A € R entonces existen tnicos
0 € Ayqe @ tales que A = 0§ + q. Mediante calculos sencillos, se puede probar que para
cada 7 € Z los siguientes conjuntos son idénticos.

( )ERQ:x:)\er,y:)\+d',)\e']I‘j,d,d’€]D>j},

{

Estos conducen a la igualdad siguiente

STIDAHE =3 S CO+ AT+ d) b (A + d) Dlad (A + d)

AET; AeT; d,d'eD;
=33 C6+q)C0 +¢) (0 (5 + ) (e (6 + ¢)1n, (g — ¢
SEA q,4'€Q
= Z 8)Cs,Cs)2(Q) »
dEA

donde Cs := (C(0 + q))qeq € *(Q).
Ahora, sumando sobre j € Z, dado que <@j(5)0§,0§>g2(@) > 0 para cada j € Z,
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podemos cambiar el orden de suma (por el Teorema de Fubini) para obtener

S ) kel oy = D D IDO )P

JEZ JEZ AT}

=3 (G;(6)Cs, Co)exo

JEZ €A

= ZZ 0)Cs, Cs)2(q)

SEA jEZ

= (G(8)Cs, Cs) ez

JSTAN

donde en la ultima igualdad se utiliza la ecuacion (5.10). Como asumimos que A es un
marco de L%(R), al aplicar el Teorema 5.1.10 tenemos

A|Csl%g) < (G(9)C5, Cs)eaiq) < BlICslI% )

El resultado se desprende de lo siguiente:

> CslEgy =2 ICE+a)f ZIC(A)I2 = XI5 m)

d0eA 0EA qe@

i) = i) Sea ) C Q un conjunto finito y X (t) = > qco Cla)e! Ua+t un proceso aleatorio
con C(q) ~ N(0,02) variables aleatorias independientes, A € R. Mediante un célculo
directo, a partir de la definicion de la transformada de Fourier, para todo j € Z y k € K,
tenemos:

(X, k) = ZC / i(g+A) z/;]k t)dt = Z(] QZGJ(QJF)\)) q+)\)ka17

qu qu
por lo tanto
(X, 05 = D C@T(d) (a(d + N) d(a (g + N))el e
7,4 €Q

y sumando sobre k, entonces para todo N € N:

1
N Ty X, i)l =
BN+ 1) kEKZ(N)K il
= Y COTW) i@ + ) B+ ) gy O @ 6
7,q'€Q kK(M

Dado que para cualquier A\, ' € R se cumple

1 , N
lim ——— ST G0Nk gy, (5.19)
N—oo <2N -+ 1) k@%(;\/) j
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entonces
{ 1 TN i (o jo o
Jim mke%mI(X, Ui | :q,qZE:QC(Q)C(QW(a (¢ + ) (e’ (g + A))Lp, (g — q') -

Por otro lado:

lim i/ X@Pdt =Y [Cla) (5.20)

T—oo 2T _T -
q€qQ

Combinando las desigualdades (5.16) con las ecuaciones (5.18), (5.19), (5.20) y luego
sumando sobre j € Z se deduce que

AN C@P < Y @GN, q) < B |C(g),
q€Q 0,9'€Q €@
o equivalentemente, dados A € Ry C'(q) ~ N(0, 03) variables aleatorias independientes,

q € Q, si definimos el vector aleatorio finito Z(q) = C (¢)15(q) se cumple que

Recordando el Lema 2.4.4 con pz la densidad de probabilidad Gaussiana de Z, se obtiene
que para todos A € Ry z € R?:

Allz]l72(0) < (G, 2)erg) < Blllizg (5.21)

Por lo tanto, @()\) es acotado con inverso continuo, ya que el subconjunto de sucesiones
finitas es denso en (*(Q). Entonces, (5.21) es valido para cualquier x € (*(Q). Y la
afirmacion se demuestra recordando el Teorema 5.1.10 (véase (5.12)). [

Lema 5.2.3. Sea A un sistema afin. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
i) Ezisten constantes 0 < A < B < oo tales que
A< @V < B (5.22)
JEL
para todo \.

it) Ezisten constantes 0 < A < B < oo tales que las desigualdades (5.16) se cumplen
para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano X con espectro continuo.

Observacion 5.2.4. Vale la pena setialar en este caso que u({0}) =0y [ X3 = u(R).

Demostracion. Sea X un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con espectro continuo.
Entonces, recordando la ecuacion (5.15), para cada j € Z la sucesion de coeficientes
((X, gjk))kex de la ecuacion (5.14), también es estacionaria y Gaussiana. Observando que
esta sucesion tiene espectro continuo (para una prueba que incluye esta afirmacion, véase
el Lema 5.2.5), entonces por el Teorema 2.3.2,

. 1 2 _ N2 iV (2
Vi g, 3 16 = BIX ol = [ @) as. (623
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Un argumento similar se aplica al proceso original X:

T
Xl = Jin 57 [ IXOP & =BIXOF = u®) as. (24

Ahora, establecemos (). como el subconjunto donde se cumple la ecuacion (5.24), y para
cada j, Q; como el subconjunto donde se cumple la ecuacion (5.23). Claramente, si

Q=[N

JEZ.

entonces P()) = 1 y en consecuencia la ecuacion (5.24) es verdadera sobre () asi como

, 1
Z%Nlioo(QN 1) D I = 3 B )

JE€ keK(N) JEZL

— [ S 1R@NEw.  625)

JEZ

Ahora podemos probar ambas implicaciones.
Si las desigualdades (5.22) son verdaderas, como las ecuaciones (5.24) y (5.25) se cumplen

sobre ) es inmediato que las desigualdades (5.16) se cumplen a.s. .
Por el contrario, sea U C R cualquier subconjunto de Borel de medida de Lebesgue finita.
Definimos el proceso

X(t) := /ei/\t dd(N),

U

donde se elige & como la medida aleatoria de Wiener (Ejemplo 2.2.6). Suponiendo que se
cumplen las desigualdades (5.16) y observando que en este caso p es la restriccion de la
medida de Lebesgue mg sobre U, la ecuacion (5.24) combinada con (5.25) implica que:

Ams(U /Zw (@2 d\ < Bmg(U),

JEL

y entonces las desigualdades (5.22) se cumplen mg-a.e., pero la condicion de continuidad
(A2) de (5.13) prueba la afirmacion para cada A. |

Recordemos que dado j € Z la sucesion de coeficientes aleatorios ((X, 1;x))kex tam-
bién es estacionaria.

Lema 5.2.5. Para cada | € L, definimos Z'(k) = (X, v;x), con k € K. Entonces:
Zi(k) = (Xe, i)y Z3(k) = (Xay ) -
Demostracion. Primero, notemos que para cada j:

(X ) = (Xes V) + (X, Yjk) -
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Sean 7 y p las medidas espectrales de las sucesiones ((Xe, ¥ji))kex ¥ ((Xas ¥jk))kex
respectivamente. Recordemos que 7y es la Ginica medida tal que

B((Xer b3 (Ko ) = | ™1 (),
T;
para todo k € K. Pero si u. es la parte continua de p, la medida espectral de X, un
calculo directo muestra que,

E<<Xca wj}k) <Xc> ¢j,0>) = /IR eikkzaj |’Q/ZJ\((1]/\)|2 dﬂc<)‘)
=2 / M@ N dpac(N).
dep; ¥ Ti+d
Por lo tanto, por unicidad de la Transformada de Fourier, v viene dada por:
W) =3 [ RN ).
de, J A+d

para todo A € B(T,). Entonces, en particular, para cualquier A\g € T; y eligiendo A =
{No}, Y({Ao}) = 0. Por lo tanto, v es continua. Por otro lado, la parte discreta de p se

puede escribir como pg = > €)0y, con A un subconjunto a lo sumo numerable de R, §)
AEA
la medida puntual de masa concentrada en A, y ¢y > 0. Entonces

B((Xa 3] X ya)) = [ M GNP dpa()
R
=Y o [ TP do(6).
aen IR

Esto demuestra que si A € B(T;), entonces

pA) =30 vt [ PO dsa(©),

XEA deD; A
la cual es claramente discreta. [ |
Finalmente llegamos al resultado principal del capitulo.

Teorema 5.2.6. Sea A un sistema afin. Entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

i) A es un marco de L*(R).

it) Exzisten constantes 0 < A < B < oo tales que las desigualdades (5.16) se cumplen
para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano X .

Demostracion. i) = i) Observando que X(t) se puede descomponer en dos procesos
ortogonales (o, de hecho, independientes) X,.(t) y X4(t) tales que X (t) = X.(t) + Xq4(¢)
a.s. con medida espectral continua y discreta respectivamente, obtenemos que:

(X ) = (Xes V) + (X, Vjk) -
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Por los Lemas 2.4.3 a) y 5.2.5 entonces, con probabilidad uno, para cada j € Z:

(X, i) kel Boy = (X er ) kel B2y + 11((Kas V50 ke[| By

y por lo tanto, como Z es numerable, tenemos la igualdad a.s.

DN )kl Bog = D I Xes by rer e + D N((Xas k) Inexll B

jEZ ez jEz
(5.26)
De manera similar, por Lemas 2.4.3 b) y 5.2.5,
||X||232(R) = ||Xc||232(R) + ||Xd||232(R) a.8.. (5.27)

Si A es un marco de L*(R), entonces, por el Lema 5.2.2, el resultado es valido para Xj.
Ademas, por el Teorema 5.1.10, tomando el vector canoénico = = e, eg(q) = 1o1(q) en la
ecuacion (5.12) obtenemos

A< <@(>‘)€0, €o0)ex(Q) = Z W(aj)\)‘z < B,

JEZ

con |leg]|e2(gy = 1. Por lo tanto, las desigualdades (5.22) son validas. Ahora, por el Lema
5.2.3, las desigualdades (5.16) también son validas para X..

Finalmente, como la afirmacion es valida para X, y Xy, la conclusion deseada se deduce
recordando las ecuaciones (5.26) y (5.27).
it1) = 1) Esta es una consecuencia directa del lema 5.2.2 ya que las desigualdades (5.16)
en particular son validas para cada proceso con medida espectral discreta. [ |

5.3. Procesos Fraccionarios Asociados a Procesos Alea-

torios Estacionarios Gaussianos y Analisis de Sua-
vidad

Los resultados obtenidos en esta seccion forman parte de nuestra publicacion [CeMe25].

En varias aplicaciones resulta relevante estudiar qué informacion estadistica se pue-
de extraer de los coeficientes discretos y aleatorios (X, ;) [CaMaT7l, CaMa73|. En esta
seccion aplicaremos los resultados de la Seccion 5.2 para caracterizar la suavidad de las
trayectorias de un proceso aleatorio estacionario Gaussiano X. Probaremos que los coefi-
cientes afines dan una buena descripcion del comportamiento de tales procesos. De hecho,
veremos que una version apropiadamente ponderada de (5.16) hace este trabajo de mane-
ra analoga a algunas caracterizaciones de espacios de Sobolev clésicos (véase por ejemplo
el Capitulo 6 de [Mey92]).

5.3.1. Algunos Resultados sobre la Regularidad de Procesos Alea-
torios Estacionarios en Sentido Amplio

La suavidad puede describirse de varias maneras, que bajo ciertas condiciones, pueden
resultar equivalentes. Generalmente, esto se logra estudiando los incrementos X (¢ + h) —
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X(t), el decaimiento de la medida espectral o la existencia de las derivadas (en norma).
Previo a la introduccién de la maquinaria de la Seccion 5.2 haremos una breve pero mas
precisa descripcion de lo que se entiende aqui por suavidad. Veremos que esto comparte
varias caracteristicas con la descripcion clasica dada por Elias Stein para los espacios de
Lebesgue y Sobolev ordinarios en [St87].

El siguiente resultado (inspirado por las Proposiciones 1.7.5 y 1.7.6) establece la equi-
valencia entre la “suavidad” del proceso X y una condicién de integrabilidad satisfecha por
la funcion de covarianza Ry, relacionando de esta manera la teoria de integrales singulares
[Mal95, St87, Sa02] con las derivadas fraccionarias de un proceso aleatorio estacionario.

Teorema 5.3.1. Sea X un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio con medida
espectral p y sea 0 < o < 1. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) /}R|)\|2“du()\) < 0

. dh

ZZ) /R|Rx(0) — Rx(h)| W < 0.
Demostracion. En primer lugar, téngase en cuenta que
E|X(h) = X(0)]* = 2Rx(0) — 2RRx(h) = 2R(Rx(0) — Rx(h)) = 2/R(Rx(0) — Rx(h))|
y |Rz| < |z| para todo z € C conduce a

dh . : dh
/R|RX(0)—RX(}L>|W<OO SlYSOIO S1 /RE|X(h)—X(O)|2W<OO

Por el isomorfismo de Kolmogorov (2.4) tenemos que

B - X iz = [ ([l 1P den) gt 629

/|eZh’\ 1)? dh AeR.

|h|1+20

Definimos

Razonando como en [Mal95, p. 144] o [St87, Proposition 4, p. 140|, existe una constante
C, > 0 tal que F,(\) = C,|\]** para todo A € R.

Dado que
J BX (M) - XOF Gtz = [ Ay = ¢, [ P duy

La equivalencia se obtiene cambiando el orden de integracion en (5.28). |

Cuando « = 1 realmente tenemos una propiedad en términos de la derivada en media
cuadratica del proceso. Omitimos la prueba de este resultado enunciado a continuacion
ya que estd bien documentada en la literatura, por ejemplo, [GS04, Roz67|, de hecho
comparte algunas caracteristicas del enunciado méas general del Teorema 5.3.3.

Teorema 5.3.2. Sea X un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio con medida
espectral p. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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i) /R|)\|2dp()\) < 00

X - X
i) tim @+2 (1)
_>

existe en el sentido de L*(Q) para cadat € R.

El caso a = 1 muestra que el proceso derivado (usual) £X existe en el sentido de L*(Q2)
y justifica las manipulaciones formales:

%:h’m X(t+h)_X(t) =i</62t)‘dq>()\)) :/a< N»\) dq)()\)

dt h—0 h dt ot

R R

En la misma linea, terminamos esta subsecciéon con una caracterizacion analoga de
la suavidad del proceso relacionada con integrales singulares y derivadas fraccionarias,
que nos permiten trabajar con un rango méas amplio de a € (0,2). Por la a-ésima de-
rivada fraccionaria D*X de un proceso aleatorio estacionario X entendemos, al menos
formalmente, el proceso aleatorio dado por

(D*X)( /|>\|"‘ A AD (N (5.29)

Por (2.7), cuando A + |A|* pertenece a L*(R,B(R),du), DX resulta ser un proceso
aleatorio estacionario bien definido. El siguiente teorema se asemeja a un resultado cla-
sico de la teoria de integrales singulares y espacios de Sobolev fraccionarios (véase las
Proposiciones 1.7.7 y 1.7.8), y en su demostracion se pone de manifiesto la analogia con
las ecuaciones (1.28) y (1.29). En particular, esto muestra que (5.29) también puede in-
terpretarse, de una manera mas clasica, como un limite apropiado de los incrementos de

X.

Teorema 5.3.3. Sea X un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio con medida
espectral v y sea 0 < a < 2. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) /R\)\|2adu()\)<oo

g dh
dh , , )
iir) lim [ (X(t+h) —X(t)) DES existe en el sentido de L*(Q2) para cada t € R.

e—0 |h|>€

Demostracion. Por el mismo procedimiento que en el Teorema 5.3.1, por un lado tenemos
E[X(t+h) + X(t = h) = 2X(t)] = [6R(Rx(0) — Rx(h)) — 2R(Rx (2h) — Rx(0))]

y por otro lado, para cualquier t € R, tenemos

E|X(t+h)+ X(t—h) —2X (¢ / e e 21 dp(N).
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i) < ii) La prueba es similar a la del Teorema 5.3.1 y se omite.
i) = 1) La hipotesis garantiza la buena definicién del proceso

) [N da () = @) (D" X) (1),

donde c(a) es una constante que se especificara mas adelante. Ademas, Y, es un proceso
aleatorio estacionario en sentido amplio y continuo en media cuadratica. Para 0 < e < 1
consideramos el proceso

X0 = [

|h|>e

(X(t+h) - X(t)

e (5.30)

Al hacer la sustitucion h = ey podemos reescribir (5.30) como

Ahora, al introducir la representacion integral estocéstica de X seguida de un cambio de
orden de integracion (Lema 2.2.10) y al multiplicar por R%LR\{O}()\), convenientemente
reagrupado, obtenemos

(D2X)(0) = dla) [ (WRa(en) e o), (5.31)
donde X (My 1)
Ra) = g L, e @ ASRN {0,

con K € L*(R) y la constante d(a) (la misma de la ecuacion (1.30)) es tal que [/(;(0) =
Jo Ka(t)dt =1 (aqui se usa 0 < a < 2, véase ecuaciones (1.31), (1.32) y (1.33)). Declara-

mos ( ) = d(a)). Dado que K, es una funcién continua en R que se anula en el infinito

(K, € Cy(R)), esta resulta acotada y satisface 11'11(1) K,(e\) = K,(0) = 1 para cualquier
e—

A € R. Por lo tanto, en la igualdad

2

E[(D2X)(t) = Ya(t)]* = c(a)*E

/(w[ A(2N) = 1] )™ do()

R

~ c(a)? / A2 Ra(ed) — 12 du().

podemos aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue (recordemos que p es

una medida finita) para obtener el resultado deseado.

i1i) = 1) Supongamos ahora que lir%(DgX )(t) existe en el sentido de L?*(f2) para cada
e—

t € R, donde (D2X)(t) es como en (5.31). Por lo tanto, por el Lema de Fatou

00 > hmE|(DaX t)]* > /|)\|20‘ hm‘K (eN)] )d,u /|/\|2C¥ du(A
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5.3.2. Regularidad de Procesos Aleatorios Estacionarios Gaussia-
nos en términos de Marcos Afines

Dado A := {t; : j € Z, k € K} un sistema afin en L?*(R) y 0 < o < 1 consideramos
el sistema I*A = {I*;; : j € Z, k € K}, donde (I*9);)(t) denota el potencial de Riesz
de 1;; de orden o en t € R (véase Definicion 1.7.2, ecuaciones (1.26) y (1.27)).

Bajo la condicion adicional de ser Gaussiano, una caracterizacion equivalente de la
suavidad de X (en cualquiera de las interpretaciones equivalentes de la Subseccion 5.3.1)
se da en los dos lemas siguientes. Esto implica el decaimiento de los coeficientes aleatorios

de marco (X, ;). Recordemos que por los resultados de la seccion anterior es necesario
y suficiente estudiar cudndo |A|** du define una medida finita.

Lema 5.3.4. Sea X un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con medida espectral
discreta p que satisface u({0}) = 0 y sea 0 < o < 1. Supongamos que A es un sistema afin
tal que A e I*A son marcos de L*(R). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) /}R|)\|2°‘du()\) < 0

i) ZG_2ja||(<X, ¢j,k>)keK||QBz(K) <00 a.s..

jET

Demostracion. Hemos visto en la demostracion del Lema 5.2.2 que

[ ({X, %,k))keKWB?(K) = Z<@j(5)067 Cé)MQ) )

LISTAN

para cada j € Z, por lo tanto

> @I (X, i) kexlieg = D > a NG(6)Cs, Cs)inig)  aus.. (5.32)

ez SEA jET.
Ahora, tenemos que
a’2ja<@j(5)05705>z2(62) =
= a3 CO+q)C0 + )@ (5 +0)d@ (0 +¢))1n, (g~ )

q,9'€Q

a~HC(5 + q)C (5 + ) (a’ (8 + q) (e’ (5 + ¢')) =
= C(6 + q)|8 + q[*ToP(a’ (5 + ))C(8 + ¢)|0 + ¢ |° T4 (a? (8 + ¢')) .

Definimos en primer lugar:
D§(q):==D(0+q)=C(0+q)lo+4q|* €A, q¢€Q.

Notese que estos son precisamente los coeficientes aleatorios del proceso DX si éste
existe. Escribimos también

G2(0)(q, ) = To9(a? (8 + ) IoP(a? (3 + ¢))1n,(q — ¢), d€D, ¢,d€Q,
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con lo cual podemos reescribir la ecuacion (5.32) como

> a X ) kexlBeg = D D (G5 (0)Ds, Da)ery = Y _{G(8) D5, Df) e

JET SEA jEZ seA

donde la tltima igualdad se sigue por un razonamiento como el del Lema 5.2.2. Puesto
que I*A es un marco de L*(R), existen constantes 0 < A, < B, < oo tales que

Al D33, < (G*(8) DS, D$) ey < Ball DS 70 -

Ahora, la igualdad
ST ) = DD ICE + )16 + a** = | DX 2wy

JSTAN 0EA qe@

lleva a la equivalencia:

P aPNX Vel <00 as. e DX <00 as.

JEZ

Finalmente, podemos demostrar la afirmacién observando que si X tiene espectro dis-
creto, entonces (D*X)(t) toma la forma de una serie de elementos aleatorios Gaussianos
e independientes en H := gen{e : A € A} C B?(R) el cual es un espacio de Hilbert
separable. Al observar que

B[ DX |20 = / AP du(N)

la doble implicacién i) < i) se sigue de inmediato ya que: D®X € B?*(R) a.s. siy
solo si E||D*X ||232(R) < o0. Dado que para series Gaussianas de elementos aleatorios
independientes en un espacio de Hilbert separable, la convergencia a.s. y en media p
(p = 2 en este caso) son equivalentes por la Proposicion 2.2.9. [ |

Si X es un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con medida espectral continua,
por el Teorema Ergodico tenemos

D X Ui rerlli = D a B vsol® as. (5.33)

JEZ JEZ

El siguiente resultado muestra que el Lema 5.3.4 es valido para procesos aleatorios esta-
cionarios Gaussianos con medida espectral continua.

Lema 5.3.5. Sea X un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con medida espectral
continua p y sea 0 < o < 1. Supongamos que A es un sistema afin tal que A e I“A son
marcos de L*(R). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) /R|>\|2adu(/\)<oo.

i) Y a (X, ) el By < 00 aus..

jEz
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Demostracion. Para empezar, por (5.33) tenemos

> a (X, i) kex e = Y a I BI(X, i) as..

ez JEL
Ya que
E| (X, 600 = / D@ N du(N)

entonces

S a5 (X, ) e oy = 3 a7 / D) du())
Z

JEZ s
2a L¢ a A
/])\| E ez J/\|2a w(A) as..

JEZL

Ahora, puesto que I°A es un marco de L*(R), existen constantes 0 < A, < B, < oo tales
que

])\2
a_ZWa )| a.e. \,

@/ AP~ P
por lo tanto
Ao [ P du3) < 3 a (X, tpalnceliiago < Bo [ AP du() as
R = R
lo que prueba la equivalencia buscada. [
Juntando los dos ultimos lemas obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.6. Sea X un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con medida espectral
p que satisface p({0}) = 0 y sea 0 < a < 1. Supongamos que A es un sistema afin tal
que A e I*A son marcos de L*(R). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) /R(w? 1) dp()) < %

“) Z ¥ +1 || X 1/’; k>)k:e]1<||32 <00  a.s..

JEZ

Demostracion. Dado que X es un proceso aleatorio estacionario Gaussiano y A es un
marco de L*(R), el Teorema 5.2.6 da como resultado

D X, i) kelBem) < BlIX [15e@ < oo as.. (5.34)

JEZL

i) = i) Dado que [A]** < (|]A]* 4+ 1)* para todo A € R, por hipotesis y por monotonia

obtenemos
/ IM** dp(N) < oo
R
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Dado que X se puede descomponer como X = X; + X, con X; v X, procesos alea-
torios estacionarios Gaussianos con medidas espectrales discreta y continua pfixq v fix.c
respectivamente, que satisfacen

(X ¥5k) = (Xa, Yjn) + (Xe, ¥jk)

para cualquier j € Z, k € K y también que

(X, ) ke | B2y = (XK, ) ke | oy + 1((Xes i) ker| B2y a5

para cada j € Z, entonces

/ AP djixa(N) + / AP daxe(A) = / AP du(X) < oo.
R R R

El resultado se obtiene aplicando los Lemas 5.3.4 y 5.3.5 a X3 y X, respectivamente junto
con (5.34). De hecho, dado que (a™% + 1)* < 2%(a~%“ 4 1) para cualquier j € Z, por
monotonia obtenemos

Z(a_gj + 1) (X, s ke ey = Z(a‘Qj + DN (X, V50 kel B2 ey +
JEZ Jer
> (@ + 1) (X i) el
JEZ
< 2% a7 (Xay i) el ey
JEZ
9 Za_QjO‘H((XC,¢j,k;>)keK||QBQ(K)+
jez

2% ZG_Qja||(<X, Vi) kekl|Boy < 00 as..

JEZ

it1) = i) El razonamiento es similar a la implicacién anterior pero invirtiendo el orden.
Primero usamos la desigualdad a=%% < (a=% + 1)® para cualquier j € Z y luego la
desigualdad (JA]* +1)* < 2%(|A\|?** 4 1) para todo A € R. [

Obsérvese que la utilidad de los ultimos resultados depende de verificar previamente
que I*A es también un marco de L?(R). El siguiente ejemplo sencillo muestra que esto
no es un gran obstaculo en principio.

Ejemplo 5.3.7 (Bandpass wavelets). Recordemos que si ¢ es de banda limitada, entonces
las caracterizaciones de la Seccion 5.2 se reducen a lo siguiente. Una condicién necesaria
y suficiente para que A sea un marco de L*(R) es que se cumpla lo siguiente:

A<D W(@NP<B  ae., (5.35)

jJET

donde A, B son las cotas de marco de A, Supongamos ademds que ¢ es de pasa banda,
es decir, existen Ay > Ao > 0 tales que 1 se anula fuera de D = {)\y < |A| < A1}. Este
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es el caso, por ejemplo, de la familia de wavelets de Meyer (véase [Hell, pags. 422-425]).
Ahora debemos verificar (5.35) para

i) = b, A€ R o},

De hecho, podemos estimar la cota inferior de marco como

J 2 J 2
hegpe 3 B S EEN L

2 — | I\ |2a |aj/\|2a
1 F:ho<lai X <A

La cota superior B, = B/A\2* se puede obtener de manera similar. ¢

Observacion 5.3.8. Terminamos este trabajo mencionando la similitud entre los resultados
obtenidos en esta subseccion con aquellos (véase por ejemplo algunos de los resultados
contenidos en [Mey92, pags. 50-54 y pags 199-201]) concernientes a los espacios de Besov
By(R), y en particular al espacio de Sobolev H® = B%*(R). Los mismos motivaron
fuertemente el desarrollo aqui expuesto. O
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