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Una caracterización de marcos de L2(R) mediante
procesos aleatorios estacionarios Gaussianos y

aplicaciones

Resumen

Es sabido que, en general, un marco AP de Gabor o afín es un marco de L2(R) y
a la inversa. Aquí, en parte como una consecuencia del Teorema Ergódico y empleando
técnicas del análisis Gramiano dual, probamos una condición necesaria y suficiente para
que un sistema de Gabor (Weyl-Heisenberg)

G = {g(t− k)eil(t−k) : k ∈ K = t0Z, l ∈ L = ω0Z} ,

así como para que un sistema afín (Wavelet)

A = {a−j/2ψ(a−jt− k) : j ∈ Z, k ∈ K := bZ} ,

sea un marco AP de Gabor o afín respectivamente, en términos de procesos aleatorios
estacionarios Gaussianos.

Mediante unas aplicaciones mostramos que las técnicas utilizadas en las demostra-
ciones de los resultados principales son relevantes en sí mismas. En el caso de sistemas
de Gabor primero obtenemos la completitud de G en L2(R, µ), donde µ es la medida
espectral asociada a un proceso aleatorio estacionario Gaussiano, y segundo, obtenemos
una fórmula de reconstrucción para procesos aleatorios estacionarios Gaussianos. En el
caso de sistemas afines relacionamos una propiedad de suavidad de procesos aleatorios
estacionarios con la finitud de ciertas integrales singulares.

Además, como una aplicación del Teorema principal para sistemas afines, si X =
(X(t))t∈R es un proceso aleatorio estacionario Gaussiano, estudiamos una conexión entre
el decaimiento de las sucesiones estacionarias afines asociadas (〈X,ψj,k〉)k∈K, para cada
j ∈ Z, y una condición de suavidad en X.

Palabras Clave: Marcos. AP-Marcos. Funciones Casi Periódicas. Sistemas
de Gabor. Sistemas Afines. Análisis Gramiano Dual. Procesos Aleatorios Es-
tacionarios. Procesos Aleatorios Estacionarios Gaussianos.
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A characterization of frames for L2(R) by means of
Gaussian stationary random processes and applications

Abstract

It is known that, in general, a Gabor or affine AP -frame is a frame for L2(R) and con-
versely. Here, in part as a consequence of the Ergodic Theorem and employing techniques
of the dual Gramian analysis, we prove a necessary and sufficient condition for a Gabor
(Weyl-Heisenberg) system

G = {g(t− k)eil(t−k) : k ∈ K = t0Z, l ∈ L = ω0Z} ,

as well as for an affine (Wavelet) system

A = {a−j/2ψ(a−jt− k) : j ∈ Z, k ∈ K := bZ} ,

to be a Gabor or affine AP -frame respectively, in terms of Gaussian stationary random
processes.

We show by some applications that the techniques employed in the proofs of the main
results are relevant on their own. In the case of Gabor systems we obtain first the comple-
teness of G in L2(R, µ), where µ is the spectral measure associated to a stationary random
process, and second, a frame-type reconstruction formulas for Gaussian stationary ran-
dom processes. In the case of affine systems we relate a smoothness property of stationary
random processes with the finiteness of certain singular integrals.

Also, as an application of the main Theorem for affine systems, if X = (X(t))t∈R is
a Gaussian stationary random process, we study a connection between the decay of the
associated affine stationary sequences (〈X,ψk,l〉)k∈K, for each j ∈ Z, and a smoothness
condition on X.

Keywords: Frames. AP -Frames. Almost Periodic Functions. Gabor Sys-
tems. Affine Systems. Dual Gramian Analysis. Stationary Random Processes.
Gaussian Stationary Random Processes.
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Introducción

La transformada de Gabor o transformada de Fourier de corta duración (STFT), con
respecto a una función ventana (no nula) g ∈ L2(R), es el operador lineal Vg : L2(R) →
L2(R× R̂) dado por

(Vgf)(t, λ) =

∫
R
f(x)g(x− t)e−ixλ dx, f ∈ L2(R), (t, λ) ∈ (R× R̂) .

Aquí R̂ es el grupo de caracteres de R, el cual es identificado con R.
Análogamente, la transformada wavelet continua con respecto a una función ondita

(no nula) ψ ∈ L2(R), es el operador lineal Wψ : L2(R)→ L2(R× Rr {0}) dado por

(Wψf)(b, a) = |a|−1/2

∫
R
f(x)ψ(a−1(x− b)) dx, f ∈ L2(R), (b, a) ∈ R× Rr {0} .

Tanto el rango de Vg como el de Wψ pueden equiparse con un producto interno que los
hace un espacio de Hilbert con núcleo reproductivo [SS16], los cuales están íntimamente
relacionados con los procesos aleatorios de segundo orden (particularmente los estaciona-
rios Gaussianos) [BTA04] y son especialmente útiles para la teoría de muestreo (sampling)
[Ga15], entre otros.

Los problemas concernientes a Vg y a Wψ forman parte del análisis de Gabor y del
análisis wavelet respectivamente. Un problema importante en ambos casos es el problema
de la discretización: en el caso Gabor, se buscan g ∈ L2(R) y Γ un subconjunto a lo sumo
numerable de R× R̂ tales que las desigualdades

A‖f‖2
L2(R) ≤

∑
γ∈Γ

|(Vgf)(γ)|2 ≤ B‖f‖2
L2(R) (1)

sean válidas para toda f ∈ L2(R), para ciertas constantes 0 < A ≤ B. En el caso wavelet
es completamente análogo salvo que ahora Γ ⊂ R× Rr {0}.

Las desigualdades (1) junto con la identidad

(Vgf)(γ) = 〈f,MλEtg〉L2(R), (t, λ) := γ ∈ Γ ,

donde Mλ es el operador de “modulación por λ” (1.14) y Et es el operador de “traslación
por t ” (1.13), dicen que el sistema {MλEtg : (t, λ) = γ ∈ Γ} es un marco de L2(R) (o un
marco fundamental). Por lo tanto, también lo es el sistema de Gabor

G(g,Γ) := {gt,λ(x) = (EtMλg)(x) : (t, λ) = γ ∈ Γ} .

1



2 Introducción

De suma importancia es cuando Γ posee una cierta estructura, por ejemplo el caso
particular con el que trabajaremos en la tesis es cuando Γ := K × L, donde K := t0Z y
L = ω0Z, con t0 > 0 y ω0 > 0.

En el caso wavelet, además del operador de traslación, también se utiliza el operador
de “dilatación por a” (1.15), siendo el razonamiento similar y llegando a las mismas
conclusiones. Una diferencia a remarcar es que trabajaremos ahora con Γ := K × L,
donde K := bZ y L = {aj : j ∈ Z}, con a > 1 y b > 0, y el correspondiente sistema afín

A(ψ, a, b) := {aj/2ψj,k(t) = a−j/2ψ(a−jt− k) : j ∈ Z, k ∈ K} .

Las caracterizaciones de marcos de L2(R), particularmente cuando tenemos sistemas
de Gabor o sistemas afines, constituyen un tema largamente estudiado en la literatura
[Ch16, CSS98, Gr01, He11, Mey92, Pi09, RS95, RS97a, RS97b].

Los resultados principales de esta tesis están motivados en gran parte por una
caracterización de marcos de L2(R), tanto para sistemas de Gabor como para sistemas
afines, obtenida recientemente por Yeon Hyang Kim & Amos Ron en [KR09] la cual
involucra técnicas de funciones casi periódicas y de análisis Gramiano dual.

Las funciones casi periódicas (en el sentido de Bohr) son una generalización de las
funciones periódicas habituales. Los primeros resultados acerca de las mismas fueron ob-
tenidos por Herald Bohr entre 1924 y 1926. Dichas funciones encontraron aplicaciones en
varias áreas del Análisis Matemático. En particular, están relacionadas con la teoría de
procesos aleatorios estacionarios, ya que cualquiera de estos procesos es el límite en me-
dia cuadrática de polinomios trigonométricos generalizados. Además, el producto interno
del espacio de Hilbert no separable B2(R), compuesto por funciones casi periódicas en el
sentido de Besicovitch, es definido comúnmente mediante el promedio

〈f, g〉B2(R) = ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
f(t)g(t) dt .

Algunos resultados clásicos de la Teoría Ergódica, en el contexto de procesos aleatorios
estacionarios, aseguran que estos promedios son estimadores naturales de varios valores
estadísticos, como por ejemplo la media y la covarianza. Las investigaciones recientes
están relacionadas con la Teoría de Marcos y es esto lo que principalmente nos interesa.

Los espacios más importantes de funciones casi periódicas son no separables y por
lo tanto no pueden admitir marcos a lo sumo numerables (recientemente en [BIM18] se
trata la noción de “marcos no numerables” para espacios de Hilbert no separables pero no
seguiremos este camino). Sin embargo, varios autores [Gal04, KR09, Par01] introdujeron el
concepto relacionado de marco AP para sistemas de Gabor y sistemas afines, demostrando
condiciones bajo las cuales las desigualdades de tipo marco (1) aún son posibles como
estimadores de la norma en estos espacios.

Por el contrario, como consecuencia de que los espacios de Besicovitch son espacios de
Hilbert no separables, algunas cuestiones relacionadas con la posible aproximaciónn de
funciones utilizando estos coeficientes de marco (a lo sumo numerables) siguen abiertas
o tienen a primera vista una respuesta negativa. Desde un punto de vista alternativo a
la estadística de procesos aleatorios estacionarios, veremos en la Sección 4.3 que estos
coeficientes de marco, o similares, dados por un sistema de Gabor más o menos general,
siguen siendo relevantes y contienen la misma información estadística que todo el pro-
ceso muestreado original. S. P. Lloyd [Llo59] fue el primero en estudiar una formulación
estadística más débil para el Teorema de Muestreo de Shannon.
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Bajo ciertas condiciones no tan restrictivas resulta que, tanto para los sistemas de
Gabor como para los sistemas afines, ser un marco AP de L2(R) y ser un marco de
L2(R) son nociones equivalentes [KR09]. En esta tesis veremos cómo estas nociones están
naturalmente conectadas o, más aún, son equivalentes a otra noción que involucra a
procesos aleatorios estacionarios Gaussianos. Más específicamente, en el caso Gabor, a las
desigualdades siguientes de tipo marco (véase (5.16) para sistemas afines)

A‖X‖2
B2(R) ≤

∑
l∈L

‖(〈X, gk,l〉)k∈K‖2
B2(K) ≤ B‖X‖2

B2(R) a.s. ,

donde gk,l(t) := eil(t−k)g(t− k), con K y L como antes.
La caracterización dada aquí en términos de procesos aleatorios estacionarios Gaus-

sianos, hasta donde sabemos, es una de las pocas existentes a esta fecha.
Debido a la diferente naturaleza entre los sistemas de Gabor y los sistemas afines (por

ejemplo, si un sistema de Gabor G es transformado por Fourier, el sistema transformado
Ĝ es otra vez esencialmente un sistema de Gabor, pero generalmente esto no sucede para
un sistema afín A) algunos resultados obtenidos aquí para sistemas afines han requerido
procedimientos alternativos a los utilizados para los sistemas de Gabor (más directos),
algunos de ellos fueron adaptados e inspirados por aquellos en [KR09], los cuales a su vez
se relacionan en mayor medida con el análisis Gramiano dual desarrollado por Amos Ron
& Zuowei Shen [RS95, RS97a, RS97b].

El análisis Gramiano dual aquí utilizado (en [RS05] fué extendido satisfactoriamente a
sistemas más generales y abarcativos como lo son los sistemas invariantes por traslaciones
generalizados) nos brinda información, por ejemplo, acerca de si un sistema invariante
por traslaciones (un sistema de Gabor entra en esta categoría pero no así un sistema afín)
tiene la propiedad de ser una sucesión de Bessel, un marco o una base de Riesz de L2(R)
por medio del estudio de propiedades espectrales de una familia de matrices infinitas (u
operadores). En el caso Gabor, esta familia está dada a.e. λ ∈ R por

G̃(λ) :=
(
ĝ (λ+ d) ĝ (λ+ d′)

)
(d,d′)∈D×D

,

donde D = 2π
t0
Z (véase (5.8) para el caso afín).

El Teorema 4.2.8 y el Teorema 5.2.6 son los resultados principales de la tesis y dan
el nombre a la misma. Utilizando las técnicas empleadas y desarrolladas en sus demos-
traciones obtenemos nuevos resultados relacionados con procesos aleatorios estacionarios
(Gaussianos) y con diversos temas del Análisis Armónico.

En el caso Gabor, dado un proceso aleatorio estacionario X = (X(t))t∈R daremos
algunas condiciones generales bajo las cuales la sucesión de coeficientes aleatorios de
Gabor asociada a X, dada por

{〈X, gk,l〉 : k ∈ K := t0Z, l ∈ L := ω0Z} ,

resulte densa en el espacio de Hilbert generado por X:

H(X) := gen{X(t) : t ∈ R} ⊂ L2(Ω,F ,P) ,

donde (Ω,F ,P) es el espacio de probabilidad subyacente al proceso X. Este es un pro-
blema clásico de la teoría de procesos aleatorios (véase [Do53, Roz67]). En particular,
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veremos que cualquier sistema de Gabor que sea un marco AP (o equivalentemente un
marco de L2(R)) tiene esta propiedad de densidad. Además, bajo algunas condiciones no
tan restrictivas, daremos una fórmula de reconstrucción de tipo marco para X.

En el caso afín los resultados obtenidos están relacionados a diferentes conceptos de
suavidad. Para un proceso aleatorio estacionario Gaussiano X, su α-ésimo proceso deri-
vado asociado DαX = (DαX(t))t∈R, con α > 0, es definido formalmente por medio de
una integral estocástica como

(DαX)(t) =

∫
R

|λ|αeitλ dΦ(λ) .

Este es significativo si puede verse como un filtrado lineal invariante en el tiempo
de X (véase (2.7)) con un filtro (en este caso la función λ 7→ |λ|α) perteneciente a
L2(R,B(R), µ), donde µ es la medida espectral asociada al proceso original X. En es-
te caso, DαX también es un proceso aleatorio estacionario Gaussiano.

En la Sección 5.3 se muestra que esta condición de filtro es equivalente a dos condiciones
esencialmente diferentes entre sí.

En primer lugar, para 0 < α < 1, la condición de filtro es equivalente a un cierto
decaimiento de los coeficientes aleatorios afines asociados a X, dados por

{〈X,ψj,k〉 : j ∈ Z, k ∈ K := bZ} .

Esto se logra aplicando, tanto el Teorema 5.2.6, bajo las hipótesis de que un sistema afín
A y el sistema IαA (el sistema A transformado por el potencial de Riesz Iα) sean marcos
de L2(R), como así también las técnicas de procesos aleatorios estacionarios Gaussianos
[Do53, DMcK08, GS04, Roz67], destacándose entre ellas el isomorfismo de Kolmogorov
(2.4), junto con las técnicas del análisis Gramiano dual mencionadas anteriormente.

En segundo lugar, la condición de filtro es equivalente a una cierta condición de in-
tegrabilidad de tipo Sobolev, que involucra una integral singular cuyo integrando cambia
dependiendo del rango de valores de α considerado:

El integrando es la función de covarianza asociada a X, para 0 < α < 1.

El integrando es una diferencia centrada del proceso original X, para 0 < α < 2.

También, para α = 1, recuperamos el resultado ya conocido de que esta condición de
filtro es equivalente a la existencia de la derivada usual del proceso X como límite del
cociente incremental en el sentido de L2(Ω,F ,P) para cada t ∈ R. En las demostraciones
intervienen técnicas de procesos aleatorios estacionarios junto con aquellas de integrales
singulares adaptadas en parte de [Mal95, Sa02, St87].

La Tesis está organizada de la siguiente manera: En el Capítulo 1 están todos los resul-
tados preliminares necesarios para la comprensión y el desarrollo de los demás capítulos.
En el Capítulo 2 no sólo están los preliminares concernientes a procesos aleatorios (esta-
cionarios Gaussianos) sino también algunos resultados propios que, conjuntamente, son
utilizados en los Capítulos 4 y 5 (capítulos principales). En el Capítulo 3 se encuentran
los resultados destacados de las técnicas del análisis Gramiano Dual empleadas posterior-
mente también en los capítulos principales. En el Capítulo 4 están desarrollados todos
los resultados obtenidos con respecto a los sitemas de Gabor, mencionados anteriormente
más arriba, y que forman parte de la publicación:
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“AP-frames and Stationary Random Processes” [CeMe22].

Finalmente, en el Capítulo 5, están todos los resultados obtenidos con respecto a los
sitemas afínes, mencionados anteriormente, y que están contenidos en:

“Affine AP-frames and Stationary Random Processes” [CeMe25].

Por otra parte, algunas de las técnicas propuestas en la Sección 5.3 de esta tesis, fueron
también adaptadas y utilizadas en el contexto de funciones casi periódicas en la reciente
publicación:

“Smoothness and time-frequency analysis in Sobolev-Besicovitch spaces of almost
periodic functions” [MCFM26].





Capítulo 1

Preliminares

En este Capítulo se enuncian algunos resultados que serán necesarios a lo largo de esta tesis.
Esto se hace de manera no exhaustiva, centrándonos principalmente en aquellos resultados
requeridos para el desarrollo de los Capítulos 4 y 5 y dejando de lado aquellos que se consideran
más o menos conocidos a la fecha actual o que solo son utilizados ocasionalmente en este
trabajo. No obstante, el objetivo de una exposición auto-contenida está siempre presente.
De la misma manera, si bien la mayoría de los resultados son enunciados sin demostración, se
referencian uno o varios escritos donde las mismas están desarrolladas. También aprovechamos
este capítulo para fijar notaciones y/o convenciones para los demás capítulos.

1.1. Algunos Conceptos sobre Teoría de la Medida

Un espacio medible (X ,A) consta de un conjunto X y una σ-álgebraA de subconjuntos
de X . A los elementos A ∈ A se los llama conjuntos medibles. Cuando X es un espacio
topológico, consideraremos siempre el espacio medible (X ,B(X )), donde B(X ) es la σ-
álgebra de Borel de X (generada por los abiertos de X ), con la única excepción de R,
donde también consideraremos la σ-álgebra de conjuntos medibles Lebesgue.

Una función entre espacios medibles f : (X ,A)→ (X ′,A′) se dice medible si f−1(A′) ∈
A para todo A′ ∈ A′. Si f : (X ,B(X ))→ (R,B(R)) es medible, diremos que f es medible
Borel o boreliana.

Una medida sobre (X ,A) es una función µ : A → [0,∞] tal que µ(∅) = 0 y µ es
σ-aditiva, es decir

µ
( ⋃
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ(An) , ∀ (An)n∈N ⊂ A con An ∩ Am = ∅ si n 6= m. (1.1)

Una medida µ sobre (X ,B(X )) se dirá boreliana o de Borel. Toda medida cumple la
propiedad de monotonía: µ(A1) ≤ µ(A2) si A1 ⊂ A2 y A1, A2 ∈ A. Decimos que µ es:
finita si µ(X ) <∞, y σ-finita, si existe una sucesión (An)n∈N ⊂ A tal que

X =
⋃
n∈N

An y µ(An) <∞ ∀n ∈ N .

A la terna (X ,A, µ) la llamaremos espacio de medida (finito o σ-finito si µ lo es).

7
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Ejemplo 1.1.1 ([Fo99, p. 25]). Sean (X ,P(X )) y f : X → [0,∞]. Definimos µ : P(X )→
[0,∞] como µ(A) =

∑
x∈A f(x). Cuando f(x) = 1 ∀x ∈ X , µ es la medida de conteo que

notaremos por “c ”, mientras que si f(x0) = 1 y f(x) = 0 ∀x ∈ X r {x0}, µ es la medida
de masa puntual o medida de Dirac en x0 y la notaremos por “δx0”. �

Decimos que una propiedad (P) vale para casi todo x ∈ X con respecto a µ sobre
(X ,A, µ) (escribiremos “µ-a.e en X ” o “µ-a.e para x ∈ X ” para abreviar) si el conjunto
N ⊂ X donde no vale (P) está contenido en un conjunto Z ∈ A tal que µ(Z) = 0. Un
espacio de medida (X ,A, µ) se dice completo si la σ-álgebra A es µ-completa, es decir, si
N ⊂ Z ∈ A y µ(Z) = 0 implica que N ∈ A (y por monotonía µ(N) = 0). Todo espacio
de medida se puede completar (véase [Fo99, p. 26] o [Mal95, p. 17]). Las completaciones
de medidas de Borel se denominan medidas de Lebesgue-Stieltjes. La medida de Lebesgue
mR : R→ [0,∞] y la σ-álgebra de conjuntos medibles Lebesgue M(R) ⊃ B(R) es un caso
particular (véase [Fo99, págs. 33-37]).

Dos funciones medibles f, g : (X ,A) → (X ′,A′) son iguales µ-a.e., si difieren en un
conjunto de medida nula. Esto define una relación de equivalencia en el conjunto de
funciones medibles. Para (Y , d) un espacio métrico separable (Y posee un subconjunto
denso y numerable), también decimos que una sucesión de funciones medibles (fn)n∈N,
con fn : (X ,A)→ (Y ,B(Y)), converge µ-a.e. a f en X si el conjunto de puntos en donde
no converge tiene medida nula. En tal caso la función límite f resulta medible (véase
[Mal95, p. 19]).

Para definir el concepto de función µ-integrable sobre X , se puede transitar el camino
siguiente: primero se define la integral de una función simple no negativa, digamos φ =∑n

j=1 cj1Aj con n ∈ N, cj ≥ 0 y 1Aj la función indicadora del conjunto Aj ∈ A para
1 ≤ j ≤ n, mediante ∫

X
φ(x) dµ(x) :=

n∑
j=1

cjµ(Aj) .

En segundo lugar se extiende la definición a funciones medibles no negativas mediante∫
X
f(x) dµ(x) := sup

{∫
X
φ(x) dµ(x) : 0 ≤ φ ≤ f, φ simple

}
.

Resulta que toda función f medible no negativa es límite puntual de una sucesión creciente
(φn)n∈N de funciones simples no negativas [Fo99, p. 47], y además, por el Teorema de
Beppo-Levi (Teorema de convergencia monótona [Fo99, p. 50]) resulta que∫

X
f(x) dµ(x) := ĺım

n→∞

∫
X
φn(x) dµ(x) .

Otro resultado de vital importancia, y que utilizaremos repetidas veces en la Subsección
5.3.1, es el siguiente.

Lema 1.1.2 (Lema de Fatou [Fo99, p. 52]). Sea (fn)n∈N una sucesión de funciones me-
dibles no negativas en (X ,A, µ). Entonces∫

X

(
ĺım inf
n→∞

fn(x)
)
dµ(x) ≤ ĺım inf

n→∞

∫
X
fn(x) dµ(x) .
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En tercer lugar, para f : X → R medible, uno puede escribir f = f+ + f−, donde
f+(x) = máx(f(x), 0) y f−(x) = máx(−f(x), 0) para x ∈ X , y entonces definir∫

X
f(x) dµ(x) :=

∫
X
f+(x) dµ(x)−

∫
X
f−(x) dµ(x) ,

siempre y cuando al menos una de las dos integrales de la derecha sea finita.
Finalmente, para f : X → C medible escribimos f = <f + i=f , y entonces definimos:∫

X
f(x) dµ(x) :=

∫
X
<f(x) dµ(x) + i

∫
X
=f(x) dµ(x) .

Se define el espacio (de Banach) de (clases de equivalencia de) funciones µ-integrables
por

L1(X ,A, µ) = L1(X , µ) :=
{
f : X → C : ‖f‖L1(X ,µ) :=

∫
X
|f(x)| dµ(x) <∞

}
. (1.2)

El siguiente teorema célebre se usa para justificar el intercambio de límites e integrales.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue [Fo99, p. 54]). Sean
f : X → C medible y (fn)n∈N ⊂ L1(X , µ) tales que:
1. (fn)n∈N converge a f µ-a.e. en X .
2. Existe g ∈ L1(X , µ) no negativa tal que |f | ≤ g µ-a.e. en X para todo n ∈ N.
Entonces f ∈ L1(X , µ) y

∫
X f(x) dµ(x) = ĺım

n→∞

∫
X fn(x) dµ(x).

Si (X ,A) e (Y ,B) son espacios medibles, podemos considerar el espacio medible pro-
ducto (X × Y ,A ⊗ B), donde A ⊗ B denota la σ-álgebra producto generada por los rec-
tángulos medibles de X × Y , es decir

A⊗ B = gen{A×B : A ∈ A, B ∈ B} .

Si (X ,A, µ) e (Y ,B, ν) son espacios de medida (σ-finitos) la medida producto de µ y ν, no-
tada por µ×ν, es la única medida en A⊗B que satisface µ×ν(A×B) = µ(A)ν(B) ∀A×B
rectángulo medible. Cuando sea necesario intercambiar el orden de integración en inte-
grales sobre X × Y utilizaremos el teorema clásico siguiente.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Fubini-Tonelli [Fo99, p. 67]). Sean (X ,A, µ) e (Y ,B, ν)
espacios de medida σ-finitos. Entonces:
a) (Tonelli) Si f : X × Y → C es A ⊗ B-medible no negativa, entonces las funciones
g(x) :=

∫
Y f(x, y) dν(y) y h(y) :=

∫
X f(x, y) dµ(x) (definidas µ-a.e. x ∈ X y ν-a.e. y ∈ Y

respectivamente) son A-medible y B-medible no negativas respectivamente, y∫
X×Y

f(x, y) d(µ× ν) =

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν(y)

)
dµ(x)

=

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ(x)

)
dν(y) . (1.3)

b) (Fubini) Si f ∈ L1(X × Y , µ × ν) entonces: fx(·) := f(x, ·) ∈ L1(Y , ν) a.e. x ∈ X y
f y(·) := f(·, y) ∈ L1(X , µ) a.e. y ∈ Y, g ∈ L1(X , µ) y h ∈ L1(Y , ν), y vale (1.3).
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Por lo general (X ×Y ,A⊗B, µ× ν) no es completo, sin embargo el Teorema 1.1.4, y
la ecuación (1.3), siguen valiendo reemplazando µ× ν por su completación.

Si µ y ν son dos medidas sobre (X ,A), decimos que ν es absolutamente continua con
respecto a µ, notamos ν � µ, si ν(A) = 0 para todo A ∈ A tal que µ(A) = 0. También,
decimos que ν y µ son mutuamente singulares, notamos µ ⊥ ν, si existen C,D ∈ A tales
que C ∩ D = ∅, C ∪ D = X , µ(C) = 0 y ν(D) = 0. En tal caso, µ(A) = µ(A ∩ D) y
ν(A) = ν(A ∩ C) para todo A ∈ A. Si µ es una medida de Borel en R, decimos que µ
es discreta, si existen sucesiones (cn)n∈N ∈ L1(N, dc) := `1(N) y (tn)n∈N ⊂ R tales que
µ =

∑
n∈N cnδtn . También, decimos que µ es continua si µ({t}) = 0 para todo t ∈ R.

Cualquier medida boreliana µ en R se puede descomponer como µ = µd + µc, donde µd
es discreta y µc es continua (véase [Fo99, p. 90]).

En analogía con (1.2), tenemos toda una clase de espacios (de Banach) de (clases de
equivalencia de) funciones medibles para 1 ≤ p ≤ ∞, denominados espacios de Lebesgue:

Lp(X , µ) :=
{
f : X → C : ‖f‖Lp(X ,µ) :=

(∫
X
|f(x)|p dµ(x)

)1/p

<∞
}

(1 ≤ p <∞) ,

L∞(X , µ) :=
{
f : X → C : ‖f‖L∞(X ,µ) := ess sup

x∈X
|f(x)|

}
.

De especial importancia es el caso p = 2, el cual veremos con más detalle a continuación
en la próxima sección. Utilizaremos la notación reducida Lp(R) (1 ≤ p ≤ ∞) cuando la
medida subyacente sea la medida de Lebesgue mR.

1.2. Algunos Conceptos sobre Espacios de Hilbert

En esta sección, (H, 〈·,−〉H) denota un espacio de Hilbert complejo, donde el producto
interno 〈·,−〉H es lineal en el primer argumento y anti-lineal en el segundo. La desigualdad
de Cauchy-Schwarz es una herramienta de uso inagotable en la teoría de espacios de
Hilbert. Esta establece que para cualquier f, g ∈ H vale que

|〈f, g〉H| ≤ ‖f‖H‖g‖H , (1.4)

con igualdad en (1.4) si y solo si f = λg para algún λ ∈ C. Como es habitual, ‖ · ‖H =

〈·, ·〉1/2H denota la norma en H inducida por el producto interno. Recordemos que una
norma ‖ · ‖ sobre un espacio normado E viene inducida por un producto interno si y solo
si se verifica la ley del paralelogramo

‖f + g‖2 + ‖f − g‖2 = 2(‖f‖2 + ‖g‖2), ∀ f, g ∈ E . (1.5)

Así pues, un espacio de Banach (B, ‖ · ‖) (espacio vectorial normado y completo) será
un espacio de Hilbert si ‖ · ‖ satisface (1.5). En tal caso la norma y el producto interno
además satisfacen la identidad de polarización

4〈f, g〉 = ‖f + g‖2 − ‖f − g‖2 + i‖f + ig‖2 − i‖f − ig‖2, ∀ f, g ∈ B .

Esta identidad se utiliza a menudo para calcular un producto interno de dos elementos f
y g con el conocimiento del resultado de esas normas.
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Decimos que f, g ∈ H son ortogonales si 〈f, g〉H = 0. En tal caso el Teorema de
Pitágoras establece que ‖f + g‖2

H = ‖f‖2
H + ‖g‖2

H. Dado un subconjunto S de H, su
ortogonal S⊥ := {f ∈ H : 〈f, g〉H = 0 ∀ g ∈ S}, siempre es un subespacio cerrado de
H. Cuando S es un subespacio cerrado de H, obtenemos una descomposición de H como
suma directa ortogonal : H = S ⊕ S⊥.

La siguiente caracterización de convergencia de series de vectores ortogonales es muy
útil (véase por ejemplo la demostración del Lema 1.3.20).

Proposición 1.2.1. Sea (fn)n∈N una sucesión ortogonal en H. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:
i)

∑
n∈N ‖fn‖2

H es convergente.
ii)

∑
n∈N fn es convergente en H.

iii)
∑

n∈N〈fn, g〉H es convergente para cada g ∈ H.

Definimos ahora algunas propiedades importantes de sucesiones de vectores.

Definición 1.2.2. Decimos que una sucesión de vectores (ej)j∈I ⊂ H es:
• ortonormal, si 〈ej, ek〉H = δj,k para todos j, k ∈ I.
• base de H, si todo f ∈ H se escribe de manera única como

f =
∑
j∈I

cjej con cj ∈ C para todo j ∈ I.

• completa en H, si gen{ej : j ∈ I} = H.
• total en H, if 〈f, fj〉H = 0 ∀ j ∈ I implica que f = 0.

Observación 1.2.3. (ej)j∈I es total in H si y solo si es completa en H. ♦

Las siguientes caracterizaciones definen una base ortonormal (BON) de H, estas son
bien conocidas y muy útiles a la vez.

Proposición 1.2.4. Sea (ej)j∈I ⊂ H una sucesión ortonormal. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:
i) (ej)j∈I es completa en H.
ii) Todo f ∈ H se escribe de manera única como f =

∑
j∈I〈f, ej〉Hej .

iii) Para todos f, g ∈ H se satisface 〈f, g〉H =
∑

j∈I〈f, ej〉H〈ej, g〉H. (Parseval)
iv) Para todo f ∈ H se satisface ‖f‖2

H =
∑

j∈I |〈f, ej〉H|2. (Plancherel)

La dimensión deH (dimH) se obtiene mediante el cardinal de una (BON) deH. Como
una aplicación del Lema de Zorn, todo espacio de Hilbert posee una BON y cualesquiera
dos de ellas tienen el mismo cardinal. H es un espacio de Hilbert separable si y solo si
dimH ≤ ℵ0. Usaremos el término “a lo sumo numerable” para indicar que el cardinal de
un conjunto cualquiera X es finito o es infinito numerable, y lo notaremos por #X ≤ ℵ0.
Cuando H posee una BON no numerable se dice que es un espacio de Hilbert no separable.
Por ejemplo, H = B2(K), el espacio de funciones casi periódicas de Besicovitch (véase
Subsección 1.5.3 y Observación 4.2.3) es no separable.

A continuación damos un ejemplo de espacio de Hilbert cuyas variantes abarcan gran
parte de los espacios de Hilbert que aparecen en este trabajo.



12 1.3. Operadores en Espacios de Hilbert

Ejemplo 1.2.5. Sean I un conjunto (de índices) arbitrario, µ una medida (positiva) en I
y H un espacio de Hilbert. El siguiente espacio dotado con la respectiva norma

L2
H(I, µ) :=

{
f : I→ H (fuertemente) medibles : ‖f‖2

L2
H(I,µ) <∞

}
.

‖f‖2
L2
H(I,µ) :=

∫
I
‖f(j)‖2

H dµ(j) .

es un espacio de Hilbert (la demostración es idéntica al caso 1. más abajo).
Los siguientes casos particulares aparecen en este trabajo:

1. Si I = R, µ = mR la medida de Lebesgue y H = C, obtenemos el bien conocido espacio
de Lebesgue de (clases de) funciones de cuadrado integrable notado por L2(R).
2. Si #I ≤ ℵ0, µ = c la medida de contar y H = C, obtenemos el bien conocido espacio
de sucesiones de cuadrado sumable que notaremos por `2(I).
3. Más general, si #I ≤ ℵ0, µ = c la medida de contar y H cualquiera, obtenemos el
espacio de Hilbert de sucesiones de cuadrado sumable a valores en H. Equipado con su
norma usual, lo notamos por:

`2(I,H) :=
{
f := (fj)j∈I : fj ∈ H y ‖f‖2

`2(I,H) <∞
}

con ‖f‖2
`2(I,H) :=

∑
j∈I

‖fj‖2
H .

También trabajaremos con H = L2(T) (véase Sección 3.2) el cual es un ejemplo de espacio
separable. �

Usaremos `0(I,H) para denotar el subespacio de `2(I,H) que comprende sucesiones
con un número finito de entradas no nulas. Este resulta un subespacio denso.

1.3. Operadores en Espacios de Hilbert
En esta sección fijaremos ideas acerca de qué hablamos cuando usamos el término

operadores como así también cuándo diremos que son acotados o que son no acotados.
Enunciamos también distintos tipos importantes de operadores acotados entre espacios de
Hilbert. Muchos de los conceptos son válidos sobre espacios de Banach pero como no los
necesitaremos con tal generalidad los tratamos sobre espacios de Hilbert. En esta sección
(H, 〈·,−〉H) y (K, 〈·,−〉K) serán dos espacios de Hilbert.

1.3.1. Operadores acotados

A toda función lineal T : H → K la llamaremos operador, salvo en el caso K = C
donde usaremos el término funcional. Diremos que es acotado si ‖T‖ < ∞, donde este
valor se puede obtener de diversas maneras equivalentes como

‖T‖ = ı́nf{M : ‖Tf‖K ≤M‖f‖H} = sup
‖f‖H 6=0

‖Tf‖K
‖f‖H

= sup
‖f‖H≤1

‖Tf‖K = sup
‖f‖H=1

‖Tf‖K .

El espacio de operadores acotados de H en K, notado por B(H,K), dotado con la norma
‖ · ‖ resulta un espacio de Banach.

Decimos que T es continuo si (Tfj)j∈I converge a Tf en ‖ · ‖K para cualquier sucesión
(fj)j∈I que converge a f en ‖ · ‖H. Resulta que T es acotado si y solo si T es continuo si
y solo si T es continuo en 0. Algunos ejemplos:
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Ejemplo 1.3.1. Si T : H → K es un operador y dimH <∞, entonces T es acotado. �

Ejemplo 1.3.2. Si T : H → K es un operador que preserva productos internos, es decir,
cumple que 〈Tf, Tg〉K = 〈f, g〉H ∀ f ∈ H, entonces T es acotado (‖T‖ = 1) e inyectivo
(Nu(T ) = {0}). �

Ejemplo 1.3.3. Si T : H → K es un operador compacto, es decir, cumple que T (BH),
con BH := {f : ‖f‖H ≤ 1}, es un conjunto compacto en K, entonces T es acotado. �

De suma importancia es la siguiente caracterización de los funcionales acotados.

Teorema 1.3.4 (Teorema de representación de Riesz). Sea φ : H → C un funcional
acotado. Entonces existe un único g ∈ H tal que φ(f) = 〈f, g〉H := g∗(f), para todo
f ∈ H. Además, la aplicación H 3 g 7→ g∗ ∈ H∗ es un isomorfismo isométrico anti-lineal.

El término isomorfismo lo emplearemos para significar que el operador es biyectivo,
acotado y con operador inverso acotado. Con anti-lineal nos referimos a que es aditiva y
saca escalares conjugados. Que H 3 g 7→ g∗ ∈ H∗ sea isométrica nos permite calcular la
norma de cualquier elemento g ∈ H (sin recurrir al Teorema de Hahn-Banach) como

‖g‖H = ‖g∗‖ = sup
‖f‖≤1

|〈f, g〉H| .

Usando el Teorema de Riesz se puede probar el siguiente [Pou01, Theorem 9.13].

Teorema 1.3.5. Sea q : H × H → C una forma sesqui-lineal, es decir, q es lineal en
la primer variable y anti-lineal en la segunda. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:
i) q es acotada, es decir, existe una constante B > 0 tal que

|q(f, g)| ≤ B‖f‖H‖g‖H, ∀ f, g ∈ H .

ii) Existe un único T ∈ B(H) tal que q(f, g) = 〈Tf, g〉H, ∀ f, g ∈ H.
Además vale que ‖T‖ = ‖q‖ := sup

‖f‖H≤1, ‖g‖H≤1

|q(f, g)|.

Dado un operador acotado T : H → K, su adjunto T ∗ : K → H, es el único operador
acotado (siempre se cumple que ‖T‖ = ‖T ∗‖) que satisface

〈Tf, x〉K = 〈f, T ∗x〉H, ∀ f ∈ H, ∀x ∈ K .

Las relaciones: (T ∗)∗ = T , (λT )∗ = λT ∗ y (S+T )∗ = S∗+T ∗, dicen que la aplicación T 7→
T ∗ es una involución anti-lineal en B(H,H) := B(H). También vale que (ST )∗ = T ∗S∗,
por lo que si T es un isomorfismo, entonces T ∗ también lo es y vale que (T ∗)−1 = (T−1)∗.
Además, de las siguientes fórmulas de ortogonalidad :

Nu(T ) = R(T ∗)⊥, Nu(T ∗) = R(T )⊥ y Nu(T )⊥ = R(T ∗), Nu(T ∗)⊥ = R(T ) , (1.6)

se deduce que T es inyectivo si y solo si R(T ∗) es denso en H. Más abajo, en los Teoremas
1.3.27 y 1.3.28, enunciamos más resultados en esta línea. Ahora algunas definiciones de
operadores destacados en B(H).
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Definición 1.3.6. Sea T ∈ B(H). Decimos que T es:
• Normal, si TT ∗ = T ∗T .
• Autoadjunto, si T = T ∗.
• Unitario, si TT ∗ = IH = T ∗T .
• Proyección, si T = T 2.
• Proyección ortogonal, si es proyección y autoadjunto.
• Positivo, si 〈Tf, f〉H ≥ 0 para todo f ∈ H.

Observación 1.3.7. T ∈ B(H) es unitario si y solo si T es una isometría sobreyectiva. Por
esto mismo usaremos los términos isomosfismo isométrico y operador unitario indistinta-
mente, incluso cuando T ∈ B(H,K). ♦

Observación 1.3.8. Como es usual, en vez de T , emplearemos P para una proyección y
PS para la proyección ortogonal sobre S (subespacio cerrado de H). PSf = f ∀ f ∈ S y
Nu(PS) = S⊥. Además, para S 6= {0}, se tiene que ‖PS‖ = 1. ♦

Del hecho de que todo operador acotado y biyectivo sea un isomorfismo (por el Teo-
rema de la Aplicación Inversa), junto con los Teoremas 1.3.27 y 1.3.28 para un operador
acotado, obtenemos el siguiente resultado (véase [He11, Theorem 2.33]).

Teorema 1.3.9. Sea T ∈ B(H,K) con R(T ) cerrado en K y consideremos el operador
S : Nu(T )⊥ → R(T ) definido por Sf = Tf ∀ f ∈ Nu(T )⊥. Entonces S es un isomorfismo
y el operador T † := S−1PR(T ) ∈ B(K,H) satisface las siguientes:
i) TT †x = x ∀x ∈ R(T ).
ii) TT † = PR(T ).
iii) T †T = PR(T ∗).

El (único) operador T † (léase “te daga”) del Teorema 1.3.9 se denomina el pseudo-
inverso de Moore-Penrose de T . El operador T † actúa como un inverso a derecha de T
y en esta situación diremos que T es parcialmente inversible sobre R(T ). Por supuesto,
cuando T es un isomorfismo entonces T † = T−1.

Para T ∈ B(H) tenemos asociados los conjuntos: ρ(T ), conjunto resolvente de T , y
σ(T ), espectro de T , dados por

ρ(T ) := {λ ∈ C : λI − T es inversible con inverso continuo} y σ(T ) = Cr ρ(T ) .

Para λ ∈ ρ(T ), el operador Rλ = (λI − T )−1 se llama resolvente de T en λ. El espectro
de T es un subconjunto compacto y no vacío de C. Si f ∈ H r {0} es tal que Tf = λf
para algún λ ∈ C, decimos que f es un autovector de T con autovalor asociado λ. Todo
autovalor de T pertenece al espectro de T y al conjunto de todos los autovalores se lo
denomina el espectro puntual de T . Al subconjunto de aquellos λ’s en σ(T ) que no son
autovalores de T y tales que R(λI−T ) no es denso en H se denomina el espectro residual
de T . El Teorema de Phillips establece que σ(T ) = σ(T ∗) (véase [ReSi80, pág. 182]).

En la Subsección 1.3.2 presentamos el teorema espectral para operadores unitarios. A
continuación, enunciamos el teorema de descomposición espectral para operadores compac-
tos autoadjuntos (véase [Br11, Theorem 6.11] o [ReSi80, Theorem VI.16]).

Teorema 1.3.10. Sean H un espacio de Hilbert separable y T ∈ B(H) compacto y autoad-
junto. Entonces existe una B.O.N. de H formada por autovectores de T . Concretamente:

Tf =
∑
n∈N

λn〈f, en〉Hen, f ∈ H ,
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donde (λn)n∈N ⊂ R y (en)n∈N B.O.N. de H son tales que Ten = λnen ∀n ∈ N.

Consideremos para cada n ∈ N los subespacios Sn = gen{e1, · · · , en} y notemos por
Pn las correspondientes proyecciones ortogonales sobre Sn. Es inmediato que

‖Pnf − f‖H −→
n→∞

0 ∀ f ∈ H y ‖T − PnT‖ −→
n→∞

0 .

Supongamos que tenemos una sucesión de operadores (compactos y autoadjuntos) (Tn)n∈N,
Tn ∈ B(Sn) (o bien Tn ∈ B(H) y Tnf = 0 ∀ f ∈ S⊥n ) para cada n ∈ N, tales que

‖Tn − PnT‖ −→
n→∞

0
(
equivalentemente ‖Tn − T‖ −→

n→∞
0
)
.

Los items a) y b) del siguiente teorema, son un caso particular de los Teoremas 18.1 y
18.2 en [KVZRS72, págs. 269-274].

Teorema 1.3.11. Bajo las hipótesis anteriores valen:

a) Para todo autovalor λ de T , existe una sucesión (λn)n∈N, con λn autovalor de Tn para
cada n ∈ N, que converge a λ. Recíprocamente, todo punto límite de cualquier sucesión
(λn)n∈N, con λn autovalor de Tn para cada n ∈ N, es un autovalor de T .

b) Toda sucesión (vn)n∈N, con vn autovector de Tn con correspondiente autovalor λn para
cada n ∈ N, contiene una subsucesión convergente: cualquier subsucesión (vnk)k∈N de
(vn)n∈N que sea convergente, tiene como límite un autovector v de T con correspon-
diente autovalor λ, con λ el límite de (λnk)k∈N.

Observación 1.3.12. El Teorema 1.3.11 es válido para operadores compactos en espacios
de Banach. Este es una aplicación de una teoría general de métodos de aproximación. El
aquí utilizado corresponde a una familia de métodos denominados métodos de proyección
(projection methods). Para un estudio detallado véase por ejemplo [AK82, Chapter XIV]
o [KVZRS72, Chapter 4]. ♦

Para la teoría desarrollada en el Capítulo 3 (y también para el Lema 4.3.3), es impor-
tante considerar operadores (o matrices finitas y/o infinitas) que dependan de una variable
y cuyas entradas resulten (al menos) funciones medibles. En [RS95, Lemma 2.3.5, p. 20]
se demuestra el siguiente resultado para matrices.

Proposición 1.3.13. Dada una matriz hermitiana A = A(ω) ∈ CN×N (o un operador
de rango finito), cuyas entradas son funciones medibles definidas para ω ∈ Ω, existen una
matriz unitaria U = U(ω) y una matriz diagonal ∆ = ∆(ω), cuyas entradas son funciones
medibles para todo ω ∈ Ω y tales que U∗AU = ∆.

Vale resaltar que tanto la base de autovectores {u1(ω), · · · , uN(ω)} como los corres-
pondientes autovalores λ1(ω), · · · , λn(ω) son funciones medibles en Ω.

1.3.2. Teorema Espectral para Operadores Unitarios

En esta subsección seguimos mayormente el libro de Mousen Pourahmadi [Pou01].
También, algunos resultados se pueden encontrar en [Kat04, Mal95, Mar18, ReSi80,
Roz67]. El camino elegido aquí sirve para mostrar que la construcción hecha para procesos
aleatorios estacionarios en la Sección 2.2 se obtiene como una aplicación de este teorema.
Además, sirve para comprender que la terminología allí empleada proviene de la expuesta
a continuación.
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Lema 1.3.14 ([Pou01, Lemma 9.15]). Sea N ⊂ H. Si U preserva productos internos
sobre N , entonces U se extiende a genN de manera tal que preserva productos internos.

Lema 1.3.15 ([Pou01, Lemma 9.16]). Sea (fj)j∈Z una sucesión en H. Entonces los si-
guientes enunciados son equivalentes:
i) (fj)j∈Z es estacionaria, es decir, para todos j, k ∈ Z el producto 〈fj+k, fj〉H := γ(k)
solo depende de k.
ii) Existe U : gen{fj : j ∈ Z} → gen{fj : j ∈ Z} isometría sobreyectiva tal que fj = U jf0

para todo j ∈ Z.

Demostración. i) ⇒ ii) Por el Lema 1.3.14, la isometría U dada por Ufj = fj−1, para
j ∈ Z, se extiende a una isometría sobre gen{fj : j ∈ Z}. Resta ver que U es sobreyectiva.
Para g ∈ gen{fj : j ∈ Z} existe h ∈ gen{fj : j ∈ Z} tal que Uh = g, digamos

g = ĺım
n→∞

gn, con gn =
∑
m

cn,mfjm , cn,m ∈ C .

h = ĺım
n→∞

hn, con hn =
∑
m

cn,mfjm+1, cn,m ∈ C .

ii) ⇒ i) Para j, k ∈ Z tenemos

〈fj+k, fj〉H = 〈U jUkf0, U
jf0〉H = 〈Ukf0, U

−jU jf0〉H = 〈Ukf0, f0〉H ,

que solo depende de k ∈ Z, de donde (fj)j∈Z es estacionaria. �

El siguiente se conoce en la literatura como Teorema de Herglotz (véase por ejemplo
[Mar18, págs. 133-136], [Pou01, Theorem 6.22] o [Kat04, p. 39]).

Teorema 1.3.16. Sea a : Z→ C. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
i) a es una sucesión definida positiva, es decir,

N∑
n,m=1

cncma(jn − jm) ≥ 0, N ∈ N, j1, · · ·, jN ∈ Z, c1, · · ·, cN ∈ C .

ii) Existe una única medida positiva µ sobre T := (−π, π] tal que

ak =

∫ π

−π
e−ikλ dµ(λ) = µ̂(k) ,

donde µ̂(k) denota la transformada de Fourier de la medida µ en k ∈ Z (véase (1.17)).

Definición 1.3.17. Decimos que una función E : B(T)→ B(H) es una medida espectral
(o medida a valores en proyecciones ortogonales) si:
a) E(A) es una proyección ortogonal sobre un subespacio de H para todo A ∈ B(T).
b) E(T) = PH = I.
c) E es σ-aditiva (véase ecuación (1.1)).

Si E es una medida espectral sobre B(T), entonces E(∅) = 0B(H) y además E es:
• Monótona y subtractiva, es decir, para A,B ∈ B(T) con A ⊂ B, vale que

E(A) ≤ E(B) y E(B r A) = E(B)− E(A) .

• Modular y multiplicativa, es decir, para A,B ∈ B(T), vale que

E(A ∪B) = E(A) + E(B)− E(A ∩B) y E(A ∩B) = E(A)E(B) .
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Observación 1.3.18. Notamos por PS1 ≤ PS2 si 〈PS1f, f〉H ≤ 〈PS2f, f〉H para todo f ∈ H.
“≤” es una relación de orden parcial sobre el conjunto de operadores positivos. ♦

Ejemplo 1.3.19. El ejemplo clásico de medida espectral es con el espacio de Hilbert
H = L2(T,B(T), µ), siendo E(A) = 1A, para A ∈ B(T). �

Lema 1.3.20 ([Pou01, Theorem 9.25]). Sea E una función sobre B(T) a valores en
proyecciones ortogonales. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
i) E es una medida espectral.
ii) E(T) = I y para cada f, g ∈ H, la función µf,g : B(T)→ C dada por

µf,g(A) := 〈E(A)f, g〉H, A ∈ B(T) , (1.7)

es σ-aditiva. Notaremos dµf,g(λ) = d(E(λ)f, g).

Demostración. i) ⇒ ii) Si E es una medida espectral, ciertamente vale que E(T) = I, y
la σ-aditividad de µf,g, definida por (1.7), se desprende de la de E junto con la propiedad
de continuidad del producto interno.
ii) ⇒ i) Falta ver la σ-aditividad de E (igualdad de operadores). Sea A =

⋃
n∈NAn con

(An)n∈N ⊂ B(T) disjuntos dos a dos. Por la multiplicatividad de E, para cada f ∈ H,
resulta que (E(An)f)n∈N ⊂ H es ortogonal. Recurriendo dos veces a la Proposición 1.2.1,
junto a la σ-aditividad de µf,f obtenemos∑

n∈N

‖E(An)f‖2
H =

∑
n∈N

〈E(An)f, f〉H =
∑
n∈N

µf,f (An) = µf,f (A) ≤ ‖f‖2
H <∞ ,

con lo cual
∑

n∈N ‖E(An)f‖2
H es finita, de donde

∑
n∈NE(An)f es convergente en H y por

lo tanto también lo es
∑

n∈N〈E(An)f, g〉H para cualquier g ∈ H. Ahora bien, por un lado〈
E
( ⋃
n∈N

An

)
f, g
〉
H

= 〈E(A)f, g〉H = µf,g(A) =
∑
n∈N

µf,g(An) ,

y por otro lado〈(∑
n∈N

E(An)
)
f, g
〉
H

=
〈∑
n∈N

E(An)f, g
〉
H

=
∑
n∈N

〈E(An)f, g〉H =
∑
n∈N

µf,g(An) .

Así, E
(⋃

n∈NAn

)
=
∑

n∈NE(An), probando la σ-aditividad de E. �

Observación 1.3.21. En el lema anterior hemos obtenido que para cada f ∈ H, tenemos
una medida positiva de Borel finita µf := µf,f sobre T, la cual es de probabilidad si y
solo si ‖f‖ = 1. Se las denomina medidas espectrales escalares asociadas a (H, E).

También tenemos una familia de medidas espectrales vectoriales asociadas a (H, E).
Estas son de vital importancia para la teoría de sucesiones estacionarias. Para f ∈ H,
estas medidas σ-aditivas a valores en H vienen dadas por

Φf (A) := E(A)f, A ∈ B(T) . (1.8)

Las mismas satisfacen una propiedad de ortogonalidad (implícito en el Lema 1.3.20), esta
es, ∀ f ∈ H vale que

Φf (A) ⊥ Φf (B), ⇔ A,B ∈ B(T) con A ∩B = ∅ . (1.9)

La fórmula µf (A) = 〈E(A)f, E(A)f〉H = ‖Φf (A)‖2
H, para f ∈ H, muestra la relación

entre las medidas espectrales escalares y las vectoriales. ♦
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Finalmente llegamos al resultado principal de la subsección. Para una demostración
rigurosa véase por ejemplo [Pou01, Theorem 9.26] o [Mar18, págs 180-186].

Teorema 1.3.22 (Teorema Espectral para Operadores Unitarios). Sea U ∈ B(H) unita-
rio. Entonces existe una única medida espectral E sobre B(T) tal que

〈Uf, g〉H =

∫ π

−π
eiλ d(E(λ)f, g), f, g ∈ H . (1.10)

La dependencia de U en E se expresa simbólicamente por

U =

∫ π

−π
eiλ dE(λ) . (representación espectral de U) (1.11)

Demostración. Haremos un esbozo de demostración.

• Para f ∈ H, se define ak := 〈Ukf, f〉H para k ∈ Z. a : Z→ C es definida positiva y por
el Teorema 1.3.16 (Herglotz), existe una única medida finita µf sobre T tal que

〈Ukf, f〉H =

∫
T

eikλ dµf (λ), k ∈ Z .

• Usando la identidad de polarización, para cada k ∈ Z se concluye que

〈Ukf, g〉H =

∫
T

eikλ dµf,g(λ), f, g ∈ H .

• La asignación H×H 3 (f, g) 7→ µf,g(λ) es una forma sesquilineal acotada contractiva.
Por el Teorema 1.3.5, existe una única familia de operadores {E(λ) : λ ∈ T} tal que

µf,g(λ) = 〈E(λ)f, g〉H, λ ∈ T, f, g ∈ H .

• E : B(T)→ B(H) resulta una medida espectral a valores en proyecciones ortogonales.
Entonces para cada k ∈ Z tenemos

〈Ukf, g〉H =

∫
T

eikλ d(E(λ)f, g), f, g ∈ H .

La ecuación (1.10) se obtiene tomando k = 1. �

Observación 1.3.23. Siguiendo [Pou01, págs. 339-340], la representación espectral de Uk:

Ukf =

∫
T

eikλ dE(λ)f, f ∈ H , (1.12)

es válida como un operador acotado, para cada k ∈ Z, en el sentido de que la integral
espectral del lado derecho de (1.12), para cada f ∈ H, puede aproximarse por sumas
“trigonométricas” finitas de proyecciones ortogonales de la forma

Anf :=
n∑
j=1

eikλjE(∆j)f, con − π = λ0 < λ1 < · · · < λn = π y ∆j = (λj−1, λj] .

Esto mismo motivó en parte los resultados principales de este trabajo. Nótese la similitud
con el espacio de funciones casi periódicas (Subsección 1.5.3). ♦
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Una generalización posible del Teorema 1.3.22 es el Teorema de Stone. Antes, unas
definiciones. Decimos que una familia (Ut)t∈R ⊂ B(H) es un grupo uni-paramétrico, si
Us+t = UsUt ∀ s, t ∈ R y U0 = I. Un grupo uni-paramétrico (Ut)t∈R ⊂ B(H) es de clase
C0 (o fuertemente continuo) si para cada t0 ∈ R

ĺım
t→t0

Utf = Ut0f, f ∈ H .

Teorema 1.3.24 ([Mar18, págs. 187-191]). Sea (Ut)t∈R un grupo uni-paramétrico de clase
C0 formado por operadores unitarios. Entonces, para cada A ∈ B(R), existe un único
operador autoadjunto E(A) ∈ B(H) tal que

〈Utf, g〉H =

∫
R
e−itλ d(E(λ)f, g), f, g ∈ H .

Observación 1.3.25. Así como la prueba del Teorema 1.3.22 se basa en el Teorema de
Herglotz (incluso son equivalentes), una posible prueba del Teorema de Stone se basa en
el Teorema de Bochner, y también ambos son equivalentes [Mar18, Chapter 7]. ♦

Observación 1.3.26. En [ReSi80, Chapters VII y VIII] se puede ver mucho más acerca de
los “Teoremas espectrales”, incluso para operadores autoadjuntos no acotados. ♦

1.3.3. Operadores No Acotados

Esta subsección está dedicada a los operadores no acotados y está adaptada parcial-
mente del libro de Haim Brézis [Br11]. En la práctica, estos operadores se presentan con
más frecuencia que los acotados, vistos en la Subsección 1.3.1. Nuestro principal interés
radica en que los principales operadores utilizados en este trabajo: operador de síntesis,
de análisis, pre-Gramiano, pre-Gramiano dual, Gramiano y Gramiano dual, en un prin-
cipio sin utilizar hipótesis adicionales entran en esta categoría (véase Sección 1.6 y 3.2).
Debido a esto, enunciaremos las definiciones y los resultados básicos para dar un marco
más general que nos permita lidiar con estos operadores de una manera más organizada.

Decimos que T : D(T ) ⊂ H → K es un operador no acotado con dominio D(T ) si
simplemente es un operador (a priori no sabemos si es acotado) y que es cerrado si su
gráfico Gr(T ) := {(f, Tf) : f ∈ D(T )} es cerrado enH×K (dotado con la norma producto
por ejemplo). En la mayoría de los casos (y el que nos interesa también) un operador no
acotado T es cerrado y su dominio D(T ) es denso en H (diremos que T está densamente
definido). Para T : D(T ) ⊂ H → K no acotado y densamente definido su adjunto es el
operador T ∗ : D(T ∗) ⊂ K → H con dominio

D(T ∗) := {x ∈ K : ∃ c > 0 tal que |〈Tf, x〉K| ≤ c‖f‖H ∀ f ∈ D(T )}

que satisface (por ser densamente definido y apelando al Teorema de Riesz 1.3.4)

〈Tf, x〉K = 〈f, T ∗x〉H, ∀ f ∈ D(T ), ∀x ∈ D(T ∗) .

T ∗ siempre es cerrado y si además, T es cerrado, entonces por reflexividad de K, T ∗
también es densamente definido. Por supuesto, debido al Teorema del gráfico cerrado,
si T es cerrado y D(T ) = H, entonces T es acotado. Decimos ahora que un operador
densamente definido T es autoadjunto (T = T ∗), si T es simétrico (T ⊂ T ∗), es decir,
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D(T ) ⊂ D(T ∗) y Tf = T ∗f ∀ f ∈ D(T ), y además D(T ) = D(T ∗). Es positivo (T ≥ 0),
si 〈Tf, f〉H ≥ 0 ∀ f ∈ D(T ). Para T cerrado y densamente definido, las fórmulas de
ortogonalidad (1.6) siguen valiendo. Los teoremas siguientes también serán útiles tanto
cuando el operador sea acotado como así también cuando este esté definido entre espacios
de Banach.

Teorema 1.3.27 ([Br11, Theorem 2.19]). Sea T : D(T ) ⊂ H → K un operador cerrado
y densamente definido. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
i) R(T ) es cerrado.
ii) R(T ∗) es cerrado.
iii) R(T ) = Nu(T ∗)⊥.
iv) R(T ∗) = Nu(T )⊥.

Teorema 1.3.28 ([Br11, Theorem 2.20]). Sea T : D(T ) ⊂ H → K un operador cerrado
y densamente definido. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
i) T es sobreyectivo, es decir, R(T ) = K.
ii) T ∗ es acotado inferiormente, es decir, existe una constante A > 0 tal que

A‖x‖K ≤ ‖T ∗x‖H ∀x ∈ D(T ∗) .

iii) Nu(T ∗) = {0} y R(T ∗) es cerrado

Observación 1.3.29. Existe un resultado dual al anterior con las mismas hipótesis y en las
tres equivalencias intercambiando T por T ∗ y K por H (véase [Br11, Theorem 2.21]). ♦

1.3.4. Operadores de Traslación, Modulación y Dilatación

Definición 1.3.30. Definimos los siguientes operadores destacados sobre L2(R). Para
f ∈ L2(R) y t ∈ R, definimos los operadores de traslación en k ∈ R, modulación en λ ∈ R
y dilatación en a > 0, respectivamente por:

(Ekf)(t) = f(t− k) . (1.13)
(Mλf)(t) = eitλf(t) . (1.14)

(Daf)(t) = a1/2f(at) . (1.15)

Estos son operadores invertibles cuyos respectivos inversos son del mismo tipo.

(Ek)−1 = E−k, (Mλ)−1 = M−λ y (Da)
−1 = Da−1 .

Además, estos son operadores unitarios. Las relaciones

EkEk′ = Ek′Ek = Ek+k′ , MλMλ′ = Mλ′Mλ = Mλ+λ′ y DaDa′ = Da′Da = Daa′ ,

ponen de manifiesto que (Ek)k∈(R,+) y (Mλ)λ∈(R,+) constituyen grupos uni-paramétricos,
mientras que (Da)a∈(R+,·) constituye un semi-grupo uni-paramétrico. Además, tenemos las
siguientes relaciones de conmutación:

EkMλ = e−ikλMλEk, MλDa = DaM
λa−1

y DaE
k = Eka−1

Da .
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La relación de conmutación entre la transformada de Fourier F (véase Sección 1.4) y cada
uno de estos operadores serán de suma importancia. Estas son:

FEk = M−kF , FMλ = EλF y FDa = Da−1F . (1.16)

Si bien hemos considerado aquí a L2(R) como dominio de definición de los operadores,
estos pueden considerarse en varios espacios de diversa naturaleza, como por ejemplo los
espacios de Lebesgue Lp(R), para 1 ≤ p ≤ ∞, y la clase de Schwartz S(R) (véase también
las Subsecciones 1.5.2 y 1.5.3 para espacios de funciones casi periódicas).

1.3.5. Operadores de Hilbert-Schmidt

Sea T : H → K un operador.

Definición 1.3.31. Decimos que T es un operador de Hilbert-Schmidt si

‖T‖2
HS :=

∑
j∈I

‖Tej‖2
K <∞ ,

donde (ej)j∈I es una BON de H.

Observación 1.3.32. T es un operador de Hilbert-Schmidt de H en K si existe una BON
(ej)j∈I de H tal que (Tej)j∈I ∈ `2(I,K). Se puede probar que el número ‖T‖2

HS no depende
de la BON elegida y que ‖T‖ ≤ ‖T‖HS, de donde T es un operador acotado. Además, T
es también un operador compacto. ♦

Se puede encontrar más información sobre los operadores de Hilbert-Schmidt, por
ejemplo, en [GV64, He11, ReSi80].

1.4. Transformada de Fourier
La Transformada de Fourier de f ∈ L1(R) viene dada por:

Ff(λ) = f̂(λ) =

∫
R
f(x)e−iλx dx .

Es sabido que f̂ ∈ C0(R) (continua en R y “se anula en ∞”), donde

C0(R) := {f ∈ C(R) : Dado ε > 0 ∃Kε compacto, tal que |f(t)| < ε ∀ t ∈ RrKε} .

De forma análoga, si f̂ es integrable, f puede recuperarse mediante la Transformada de
Fourier inversa o anti transformada:

(f̂)∨(x) =
1

2π

∫
R
f̂(λ)eiλx dλ .

La transformada de Fourier es un isomorfismo topológico sobre la clase de Schwartz S(R)
(véase por ejemplo [Mal95, p. 150] o [ReSi80, Theorem IX.1]), la cual está definida por

S(R) :=
{
ϕ ∈ C∞(R) : ρm,α(ϕ) := sup

t∈R
|(1 + t2)mDαϕ(t)| <∞, ∀m ∈ N, ∀α ∈ N0

}
.



22 1.5. Algunos Espacios de Funciones

Mediante un argumento de densidad (por ejemplo que L1(R)∩L2(R) es denso en L2(R)),
la transformada de Fourier se puede definir para f ∈ L2(R). De hecho, en este caso, se
tiene la identidad de Plancherel:

‖f̂ ‖2
L2(R) = 2π‖f‖2

L2(R)

lo que expresa que la transformada de Fourier, sobre L2(R), es (múltiplo de) un operador
unitario. Además de las fórmulas (1.16) vale resaltar la fórmula de la convolución

F(f ∗ g) = Ff.Fg .

La transformada de Fourier se define también para otras clases de funciones e incluso para
medidas. Por ejemplo, es un isomorfismo topológico (véase por ejemplo [ReSi80, Theorem
IX.2]) sobre las distribuciones temperadas S ′(R) (dual topológico de S(R)), donde es
definida por

û(φ) = u(φ̂), u ∈ S ′(R), φ ∈ S(R) .

También, si µ es una medida de Borel finita en R entonces se define por

µ̂(λ) :=

∫
R
e−itλ dµ(λ), λ ∈ R . (1.17)

Para más detalles, véase, por ejemplo, [Be01, Fo99, He11, Kat04, Mal95, Mar18, Pi09].
Si G denota cualquier familia o subconjunto de funciones para las que está definida su

transformada de Fourier, denotaremos su imagen como Ĝ = F(G) = {f̂ : f ∈ G} .

1.5. Algunos Espacios de Funciones

1.5.1. Espacios de Wiener

Necesitaremos la siguiente clase de funciones en la Seccióon 4.4 (véase [Be01, Ch16,
Gr01, Kat04] para un estudio más profundo). El espacio de funciones de Wiener aparece
en el tratamiento de las funciones periódicas y la fórmula de suma de Poisson [Gr01,
págs. 14-16].

Definición 1.5.1. Una función f ∈ L∞(R) pertenece al espacio de Wiener W (R) si

‖f‖W =
∑
n∈Z

‖f(· − n)‖L∞[0,1] <∞ .

El subespacio de funciones continuas se denota por W0(R).

En cierto sentido, W (R) ∩ Ŵ (R) es el espacio funcional más grande donde la fórmula
de suma de Poisson se cumple puntualmente. La siguiente estimación será muy útil en
algunas acotaciones (véase [Gr01, Lemma 6.1.2]).

Lema 1.5.2. Para f ∈ W (R) y γ > 0 vale la siguiente desigualdad:∥∥∥∑
n∈Z

|f(· − γn)|
∥∥∥
L∞(R)

≤
(1

γ
+ 1
)
‖f‖W .
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1.5.2. Espacios de Sobolev

Estos espacios están relacionados con algunas aplicaciones desarrolladas en la Subsec-
ción 5.3. Por esto mismo solo consideramos aquellos que poseen estructura de espacio de
Hilbert (caso p = 2). Para un estudio más general véase por ejemplo [Br11, Mal95, St87].

Denotamos por C∞c (R) al espacio de funciones de R en C de soporte compacto que
son derivables con continuidad tantas veces como se quiera. C∞c (R) es un subconjunto
denso de S(R).

Estamos interesados en nociones más débiles de suavidad como las siguientes.

Definición 1.5.3. Para f ∈ L2(R) decimos que existe la derivada de f en el sentido de
L2(R) y la notamos por f ′, si vale el límite siguiente

ĺım
ε→0

∥∥∥Eεf − f
ε

+ f ′
∥∥∥
L2(R)

= 0 .

Definición 1.5.4. Para f ∈ L1
loc(R), es decir, f ∈ L1(K) para todo K ⊂ R compacto,

decimos que existe la derivada de f en sentido débil (o en el sentido de distribuciones), si
existe g ∈ L1

loc(R) tal que∫
R
f(t)ϕ′(t) dt = −

∫
R
g(t)ϕ(t) dt, ∀ϕ ∈ C∞c (R) .

Notamos en tal caso f ′ = g.

Estas dos nociones de suavidad no resultan ser muy distintas entre sí.

Proposición 1.5.5 ([Mal95, Theorem 3.3.2]). Sea f ∈ L2(R). Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:
i) Existe la derivada de f en el sentido de L2(R).
ii) Existe la derivada de f en sentido débil y f ′ ∈ L2(R).

Consideremos el espacio

W 1,2(R) := {f ∈ L2(R) : f ′ existe en el sentido de L2(R)} ,

y definimos inductivamente para m ∈ N con m > 1

Wm,2(R) := {f ∈ W 1,2(R) : f ′ ∈ Wm−1,2(R)} .

Al equiparlos con el producto interno 〈·, ·〉Wm,2(R) dado por

〈f, g〉Wm,2(R) =
m∑
j=0

〈Djf,Djg〉L2(R) ,

donde D0f = f , los mismos resultan espacios de Hilbert separables, denominados espacios
de Sobolev de orden m. Notaremos por Hm(R) al espacio (Wm,2(R), ‖ · ‖Wm,2(R)).

Como los espacios de Sobolev de orden m son subespacios de L2(R) se obtiene la
siguiente caracterización por medio de la transformada de Fourier.
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Teorema 1.5.6 ([Mal95, Theorem 3.5.1]). Sean f ∈ L2(R) y m ∈ N. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:
i) f ∈ Hm(R).

ii) ‖f‖2
Hm(R) =

∫
R
|f̂ (λ)|2(1 + |λ|2)m dλ <∞ .

Este resultado permite definir (Hα(R), ‖ · ‖Hα(R)) para cualquier α > 0, obteniendo
así los espacios de Hilbert denominados “espacios de Sobolev de orden fraccionario α”.
En la Sección 1.7 veremos más caracterizaciones en términos de integrales singulares, que
relacionan potenciales con derivadas.

1.5.3. Espacios de Funciones Casi Periódicas

El contenido de esta subsección será necesario en los Capítulos 2, 4 y 5.
Una función casi periódica es una generalización natural de una función periódica.

Aunque su definición tiene sentido en grupos arbitrarios y a valores en un espacio de
Banach, nos centraremos en el caso del grupo (aditivo) R a valores en C.

Definición 1.5.7. Decimos que una función continua f : R→ C es casi periódica si posee
la propiedad de que para cada ε > 0, existe L > 0, tal que todo intervalo de la recta real
de longitud mayor que L contiene un valor τ que satisface

sup
t∈R
|f(t− τ)− f(t)| ≤ ε .

Denotamos por AP (R) al conjunto de funciones casi periódicas en R. Se puede com-
probar sin dificultad que AP (R) ⊂ Cb(R) [Kat04, p. 171], donde Cb(R) es el espacio (de
Banach) de funciones continuas y acotadas en R a valores en C equipado con la norma
supremo (o uniforme) ‖f‖∞ := sup

t∈R
|f(t)|.

Observación 1.5.8. Para otras definiciones equivalentes, e incluso susceptibles a una ge-
neralización para funciones con grupos como dominios y a valores en espacios de Banach,
véase por ejemplo [Kat04, Pan90]. ♦

AP (R) tiene estructura de sub-álgebra cerrada de L∞(R) (véase [Kat04, p. 173]). El
resultado siguiente, conocido por el nombre de Teorema de aproximación (véase [Pan90,
Proposition 1.3]), muestra que (AP (R), ‖ · ‖∞) es un espacio de Banach.

Teorema 1.5.9. El espacio AP (R) es la clausura en norma uniforme del espacio Trig(R)
de polinomios trigonométricos p(t) =

∑
λ∈σ

cλe
itλ con σ ⊂ R finito, cλ ∈ C y t ∈ R.

Observación 1.5.10. En [Kat04, págs. 180-181]) se demuestra que, dada f ∈ AP (R), la
sucesión aproximante de polinomios (pn)n∈N (polinomios de Bochner) puede elegirse de
tal manera que satisfaga σ(pn) = {λ1, · · ·, λn} para cada n ∈ N, donde {λ1, · · ·, λn, · · · }
es una enumeración ordenada del espectro de f . Este resultado, hasta donde sabemos,
no tiene su correlato en cualquier otro grupo (abeliano) localmente compacto que no sea
R, y el mismo tiene un rol preponderante en las demostraciones de caracterizaciones de
marcos AP en [KR09, Theorem 1.11 & Theorem 1.13]. ♦
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En AP (R) se puede introducir el producto interno:

〈f, g〉AP (R) = ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
f(t)g(t) d(t) .

La norma ‖ · ‖AP (R) inducida por este producto interno convierte a AP (R) en un espacio
normado incompleto y no separable. La completación del espacio de polinomios trigo-
nométricos Trig(R) (o de AP (R)) con respecto a esta norma es el espacio de Hilbert
(B2(R), 〈·,−〉B2(R)) de funciones casi periódicas de Besicovitch. En la literatura aplicada,
estas funciones se denominan señales de potencia finita, en contraste con el espacio habi-
tual L2(R) de señales de energía finita. De hecho, los caracteres (eλ(·) := eiλ(·))λ∈R forman
una base ortonormal y el siguiente análogo, debido a Bohr (véase [Kat04, p. 179]), de la
identidad de Plancherel se cumple:

‖f‖B2(R) = ‖C(f)‖L2(R,dc), (1.18)

donde C(f)(λ) = 〈f, eλ〉B2(R) denota la Transformada de Bohr de f y c denota la medida
de conteo. Obviamente, C(f)(λ) = 0 para todos los λ excepto para un subconjunto a
lo sumo numerable de ellos [Kat04, p. 174]. El conjunto de estos elementos no nulos
(frecuencias de f) se denomina espectro normante (norm spectrum) de f .
Observación 1.5.11. El espacio de Marcinkiewicz M2(R) dado por

M2(R) :=

{
f ∈ L2

loc(R) : ‖f‖2
2 := ĺım sup

T→∞

1

2T

∫ T

−T
|f(t)|2 dt <∞

}
,

resulta un espacio topológico seminormado completo y, la relación de equivalencia “∼”
sobre M2(R) dada por f ∼ g ⇔ ‖f − g‖2 = 0, hace de M2(R) := M2(R)/ ∼ un
espacio de Hilbert. Se define B2(R) como la clausura en M2(R) de Trig(R), de donde
B2(R) resulta un espacio de Hilbert. El espacio B2(R) es isométricamente isomorfo al
espacio de Besicovitch B2(R) (véase por ejemplo [Pan90, págs. 11-13]). ♦

Observación 1.5.12. La definición de B2(R) como una completación, sólo nos dice que los
elementos del espacio son límites de sucesiones de Cauchy de polinomios trigonométricos
y dificulta entender el significado de tales elementos. En cambio, el estudio en B2(R) es
más accesible (véase [ABG06, págs. 33-56] y las referencias ahí citadas). ♦

Si K es un subgrupo discreto de R, digamos K = t0Z para algún t0 > 0, con anulador
discreto K⊥, de forma análoga, se puede introducir el espacio de sucesiones casi periódicas
AP (K). De hecho, una sucesión casi periódica (x(k))k∈K puede caracterizarse como la
restricción sobre K de funciones en AP (R). Este espacio puede dotarse con el producto
interno

〈x, y〉AP (K) = ĺım
N→∞

1

2N + 1

∑
k∈K(N)

x(k)y(k) ,

donde K(N) = {t0n : −N ≤ n ≤ N} para N ∈ N. De nuevo, estos espacios admiten
una completación y (eλ(·))λ∈T es una base ortonormal no numerable de este, donde T :=[
0, 2π

t0

)
. Aquí, (1.18) toma la forma

‖x‖B2(K) = ‖C(x)‖L2(T,dc) ,

con C(x)(λ) = 〈x, eλ〉B2(K).



26 1.6. Teoría de Marcos

Observamos que algunos elementos de estos espacios de Hilbert no siempre se identi-
fican como funciones escalares ordinarias. Sin embargo, con cierto abuso de notación (al
igual que hacemos con el producto interno y/o la norma usual de L2(R)), cuando la norma
de un determinado elemento esté bien definida como uno de estos promedios, escribiremos
‖f‖B2(R). Lo mismo ocurre con B2(K).

Finalmente, resumimos algunos datos destacados sobre B2(R) (resultados análogos se
aplican también para B2(K)):

1. (Propiedad de Riesz-Fischer) Sea C : R −→ C. Entonces existe una única f ∈ B2(R)
(como clase de equivalencia) tal que C(λ) = 〈f, eiλ(·) 〉B2(R) si y solo si ‖C‖L2(R,dc) <
∞. En este caso f =

∑
λ∈R

C(λ)eiλ(·) , donde la convergencia es en la norma de B2(R).

2. Para f ∈ AP (R) y τ ∈ R resulta que Eτf = f(·−τ) ∈ AP (R) y además ‖f‖B2(R) =
‖Eτf‖B2(R), por lo tanto, Eτ se extiende unívocamente a una isometría en B2(R).
Aquí, con cierto abuso, también denotaremos esta extensión como Eτ . Además, se
puede definir la autocorrelación determinista de f ∈ B2(R) en τ ∈ R mediante
ρf (τ) := 〈 f , Eτf 〉B2(R). Si f ∈ B2(R) entonces ρf ∈ AP (R), con

ρf (τ) =
∑
λ∈R

|C(λ)|2e−iλτ ,

y, por lo tanto, ρf es la transformada de Fourier de la medida discreta ν =
∑
λ

|C(λ)|2δλ.

1.6. Teoría de Marcos
En esta sección revisamos algunos conceptos de la teoría de marcos en espacios de

Hilbert separables. Para las demostraciones, véase por ejemplo [Ch16, He11].

1.6.1. Generalidades

Sean (H, 〈·,−〉H) un espacio de Hilbert separable e I un conjunto de índices numerable.
Dada una sucesión (fj)j∈I ⊂ H, podemos asociar, en principio, dos operadores: el operador
de síntesis T : `0(I) ⊂ `2(I)→ H y el operador de análisis T̃ : H → CI definidos por

Td =
∑
j∈I

djfj, d = (dj)j∈I ∈ `0(I) ,

T̃ f = (〈f, fj〉H)j∈I, f ∈ H .

Sin hipótesis adicionales, el operador de síntesis solo está densamente definido y el
operador de análisis es su adjunto (no acotado).

Definición 1.6.1. Decimos que (fj)j∈I ⊂ H es una sucesión de Bessel para H si existe
una constante B > 0 tal que

‖(〈f, fj〉H)j∈I‖2
`2(I) ≤ B‖f‖2

H ∀ f ∈ H . (1.19)

El número B se denomina una cota Bessel para (fj)j∈I.
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Proposición 1.6.2. Para (fj)j∈I ⊂ H los siguientes enunciados son equivalentes:
i) (fj)j∈I es una sucesión de Bessel para H.
ii) T̃ es un operador acotado de H en `2(I).
iii) T es un operador acotado de `2(I) en H. Además, la serie

∑
j∈I djfj converge incon-

dicionalmente en H para todo d = (dj)j∈I ∈ `2(I).

En el caso de la Proposición 1.6.2, el operador de análisis y el operador de síntesis son
operadores acotados adjuntos entre sí en el sentido de Hilbert, y por lo tanto utilizare-
mos de aquí en adelante la notación T̃ = T ∗, principalmente para conservar la notación
empleada por Ron & Shen en [RS95], que utilizaremos en el Capítulo 3. Además, la cota
Bessel óptima se obtiene mediante B = ‖T‖2 = ‖T ∗‖2.

Definición 1.6.3. Un marco (frame) de H es una sucesión (fj)j∈I ⊂ H tal que ∀ f ∈ H
es (〈f, fj〉H)j∈I ∈ `2(I) y para la cual existen constantes 0 < A ≤ B <∞ tales que

A‖f‖2
H ≤ ‖(〈f, fj〉H)j∈I‖2

`2(I) ≤ B‖f‖2
H ∀ f ∈ H . (1.20)

Las constantes A y B se denominan cota inferior y cota superior de marco para (fj)j∈I,
respectivamente.

Cuando A = B, (fj)j∈I ⊂ H se denominamarco ajustado deH y, si además A = B = 1,
se denomina marco de Parseval.

Siempre usaremos el término “marco deH” sin importar quién seaH (en [RS95, RS97a,
RS97b] se usa el término marco fundamental cuando H = L2(Rd)).

Observación 1.6.4. Por la ecuación (1.20), ‖|f |‖ := ‖(〈f, fj〉H)j∈I‖2
`2(I) define una norma

en H que resulta equivalente a la original ‖ · ‖H. ♦

Está claro que cualquier marco de H es una sucesión de Bessel de H.

Proposición 1.6.5. Para (fj)j∈I ⊂ H los siguientes enunciados son equivalentes:
i) (fj)j∈I es un marco de H.
ii) T ∗ : H → `2(I) es un operador acotado y acotado inferiormente.
iii) T : `2(I)→ H es un operador acotado y sobreyectivo.

Cabe mencionar que, en este caso, R(T ) (imagen de T ) y R(T ∗) son subespacios
cerrados de H y `2(I) respectivamente (véase los Teoremas 1.3.28 y 1.3.27). Además, la
cota inferior de marco óptima se obtiene mediante A = ‖T †‖−2 = ‖T ∗†‖−2, donde T † y
T ∗† denotan el seudo-inverso de Moore-Penrose de T y T ∗, respectivamente.

Definición 1.6.6. Una base de Riesz de H es una sucesión (fj)j∈I ⊂ H que es completa,
cumple que la serie

∑
j∈I cjfj converge incondicionalmente en H para todo c ∈ `2(I) y

para la cual existen constantes 0 < A ≤ B <∞ tales que

A‖c‖2
`2(I) ≤

∥∥∥∥∑
j∈I

cjfj

∥∥∥∥
H
≤ B‖c‖2

`2(I) ∀ c ∈ `2(I) . (1.21)

La siguiente Proposición muestra que cualquier base de Riesz de H es un marco de H.

Proposición 1.6.7. Para (fj)j∈I ⊂ H los siguientes enunciados son equivalentes:
i) (fj)j∈I es una base de Riesz de H.
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ii) (fj)j∈I es una sucesión minimal en H, es decir, fk /∈ gen{fj : j ∈ I r {k}} para todo
k ∈ I, y es un marco de H.
iii) T ∗ : H → `2(I) es un isomorfismo.
iv) T : `2(I)→ H es un isomorfismo.

Observación 1.6.8. Para que (fj)j∈I sea una sucesión de Bessel/ marco/ base de Riesz, es
suficiente comprobar que valen las desigualdades (1.19)/ (1.20)/ (1.21) en un subconjunto
denso de H. ♦

Observación 1.6.9. Las propiedades de Bessel/ marco/ base de Riesz, se preservan me-
diante la aplicación de isomorfismos isométricos. ♦

1.6.2. Reconstrucción

Sea (fj)j∈I un marco de H con cotas de marco 0 < A ≤ B < ∞. El operador marco
asociado a (fj)j∈I es el operador S : H → H dado por

Sf =
∑
j∈I

〈f, fj〉Hfj, f ∈ H .

Tenemos que S = TT ∗ y S es un operador positivo e invertible satisfaciendo

A‖f‖2
H = 〈AIHf, f〉H ≤ 〈Sf, f〉H ≤ 〈BIHf, f〉H = B‖f‖2

H ∀ f ∈ H .

La sucesión (S−1fj)j∈I también es un marco de H llamado marco dual canónico asociado
a (fj)j∈I. Cualquier f ∈ H puede reconstruirse (o representarse) como

f =
∑
j∈I

〈f, S−1fj〉Hfj =
∑
j∈I

〈f, fj〉HS−1fj .

1.6.3. Marcos de Gabor de L2(R)

En esta subsección enunciamos algunos resultados concernientes a la propiedad de
marco de L2(R) de sistemas de Gabor G = G(g, t0, ω0). Nombrados así en honor a Dennis
Gabor. Los resultados principales de la Sección 4.2 están en parte inspirados por algunos
de ellos.

Definición 1.6.10. Sea g : R→ C una función medible de Borel (ventana) y t0, ω0 cons-
tantes positivas. El sistema de Gabor (Weyl-Heisenberg) generado por los desplazamientos
en tiempo-frecuencia de g es el conjunto:

G = G(g, t0, ω0) = {gk,l(t) = g(t− k)eil(t−k) : k ∈ K := t0Z, l ∈ L := ω0Z} .

El siguiente es conocido en la literatura como “Painless Nonorthogonal Expansions”.

Teorema 1.6.11 ([He11, Theorem 11.4],[Gr01, Theorem 6.4.1]). Sean t0 > 0 y ω0 > 0
fijos tales que 0 < t0ω0 ≤ 1 y sea g ∈ L2(R) tal que sop(g) ⊂ [0, ω−1

0 ]. Entonces G(g, t0, ω0)
es un marco de L2(R) si y solo si existen constantes 0 < A ≤ B <∞ tales que

ω0A ≤
∑
n∈Z

|g(t− nt0)|2 ≤ ω0B a.e. t ∈ R . (1.22)
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En tal caso tenemos que A y B son las cotas de marco para G(g, t0, ω0). Además el operador
de marco toma la forma de un operador de multiplicación

(Sf)(t) =
(∑
n∈Z

|g(t− t0n)|2
)
f(t) f ∈ L2(R) .

La condición (1.22) es necesaria para que un sistema de Gabor arbitrario G(g, t0, ω0)
sea un marco de L2(R) (véase [He11, Theorem 11.6]). Otras condiciones necesarias para
que un sistema de Gabor arbitrario G(g, t0, ω0) sea un marco de Gabor de L2(R) con cotas
de marco 0 < A ≤ B <∞ (véase [He11, Corollary 11.7]), por ejemplo son:
• G(S−1g, t0, ω0) es su marco dual canónico.
• t0ω0A ≤ ‖g‖2

L2(R) ≤ t0ω0B.
• 0 < t0ω0 ≤ 1.
Si nos corremos a la izquierda del valor crítico t0ω0 = 1, podemos entonces considerar una
ventana g no necesariamente de soporte compacto, concretamente el resultado siguiente
(probado independientemente por Yurii Lyubarski y por Kristian Seip & R. Wallsten)
muestra que para la Gaussiana ϕ(t) := 21/4e−πt

2 , con t ∈ R, esta es una condición necesaria
y suficiente (véase [Gr01, Theorem 7.5.3]).

Teorema 1.6.12. G(ϕ, t0, ω0) es un marco de L2(R) si y solo si t0ω0 < 1.

Otra condición suficiente para la existencia de marcos de Gabor de L2(R) con ventanas
más generales fué dada por David Walnut, quien probó que para t0 y ω0 “suficientemente
chicos” y g ∈ W (R), G(g, t0, ω0) es un marco de Gabor de L2(R) (véase [Gr01, Theorem
6.5.1]).

También se obtienen otras condiciones mediante el uso de la transformada de Zak
(véase por ejemplo [Ch16, Gr01, He11]).

1.6.4. Marcos Afines de L2(R)

En esta subsección enunciamos algunos resultados concernientes a la propiedad de
marco de L2(R) de sistemas afines A = A(ψ, a, b). Los resultados principales de la Sección
5.2 están en parte inspirados por algunos de ellos.

Definición 1.6.13. Sea Ψ un subconjunto a lo sumo numerable de L2(R) tal que cada
ψ ∈ Ψ, ψ : R → C, sea una función medible de Borel (conjunto wavelet madre) y a > 1,
b > 0 sean constantes fijas. Definimos

ψj,k(t) := a−jψ(a−jt− k), ψ ∈ Ψ, j ∈ Z, k ∈ K := bZ , (1.23)

y el sistema afín (wavelet) generado por desplazamientos en tiempo-escala de Ψ como

A = A(Ψ, a, b) =
{
aj/2ψj,k(t) : ψ ∈ Ψ, j ∈ Z, k ∈ K

}
.

Observación 1.6.14. El término a−j que aparece en la definición de ψj,k en (1.23) se elige
como un factor de normalización en L1(R) (no en L2(R)), es decir ‖ψj,k‖L1(R) = ‖ψ0,0‖L1(R)

para todos j ∈ Z y k ∈ K. ♦

Una condición necesaria para que A(ψ, a, b) sea un marco de L2(R), debida a Charles
Chui & Xianliang Shi, es la siguiente.
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Proposición 1.6.15 ([Ch16, Proposition 15.2.2],[He11, Theorem 12.6]). Sean a > 1,
b > 0 y ψ ∈ L2(R) fijos. Si A(ψ, a, b) es un marco de L2(R) con cotas de marco 0 < A ≤
B <∞, entonces

bA ≤
∑
j∈Z

|ψ̂(ajλ)|2 ≤ bB a.e. λ ∈ R . (1.24)

De (1.24) se desprende que ψ̂ ∈ L∞(R).
Una condición suficiente (véase [Ch16, Theorem 15.2.3]) para que A(ψ, a, b) sea un

marco de L2(R), es que sus cotas de marco 0 < A ≤ B <∞ se puedan obtener mediante

B := 1
b

sup
|λ|∈[1,a]

{ ∑
j,k∈Z
|ψ̂(ajλ)ψ̂(ajλ+ k/b)|

}
<∞,

A := 1
b

sup
|λ|∈[1,a]

{ ∑
j∈Z
|ψ̂(ajλ)|2 −

∑
k 6=0

∑
j∈Z
|ψ̂(ajλ)ψ̂(ajλ+ k/b)|

}
> 0 .

(1.25)

Pasando por las cotas (1.25) en [Ch16, Proposition 15.2.6] se obtiene otra condición su-
ficiente. También pueden obtenerse otras condiciones suficientes mediante el “Análisis de
Multirresolución de marco” (véase por ejemplo [Ch16, Capítulo 17]).

1.7. Algunos Conceptos sobre Integrales Singulares
Lo expuesto en esta sección fué una fuente de inspiración para los resultados obteni-

dos en la Sección 5.3. En la Subsección 5.3.1, junto con técnicas de procesos aleatorios
estacionarios, obtenemos resultados análogos a los aquí expuestos para operadores de de-
rivación fraccionaria, mientras que en la Subsección 5.3.2, obtenemos algunos resultados
como aplicación del Resultado Principal del Capítulo 5 (Teorema 5.2.6), que involucran
directa o indirectamente a ciertos operadores de integración fraccionaria, que definimos
más abajo.

Un operador integral singular es un operador de convolución T : Lp(R) → Lp(R)
(1 ≤ p ≤ ∞) con núcleo singular K : Rr {0} → C dado por

(Tf)(t) = (f ∗K)(t) =

∫
R
f(t− u)K(u) du ,

mientras que un operador integral singular truncado es de la forma

(Tεf)(t) =

∫
|u|≥ε

f(t− u)K(u) du, ε > 0 .

Estamos interesados exclusivamente en los casos donde las singularidades de K se presen-
tan en t = 0 y t = ±∞, como así también cuando p = 2.
Observación 1.7.1. Imponiendo algunas condiciones sobre K, en [St87, Theorem 1, p.
29], se obtiene la acotación en Lp(R) del correspondiente operador integral singular T
con núcleo K, mientras que en [St87, Theorem 2, p. 35], se obtienen las acotaciones en
Lp(R) de los correspondientes operadores integrales singulares T y Tε como así también
que ĺım

ε→0
Tεf = Tf en la norma de Lp(R). ♦

Una familia de operadores integrales (débilmente) singulares (o también operadores
integrales fraccionarias) que utilizaremos en la Subsección 5.3.2 son los siguientes.
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Definición 1.7.2. Dado 0 < α < 1 el potencial de Riesz de f de orden α en t ∈ R [Sa02,
p. 37] es el operador de convolución

(Iαf)(t) :=
1

γ(α)

(
Rα ∗ f

)
(t) , (1.26)

con
γ(α) = π

1
2 2α

Γ(α
2
)

Γ(1−α
2

)
y Rα(t) = |t|α−1, t ∈ Rr {0} . (1.27)

Observación 1.7.3. La constante γ(α) en (1.27) se elige de modo tal que la transformada
de Fourier de Iαψ, en el sentido de distribuciones, resulte

Îαf(λ) = |λ|−αf̂(λ), λ ∈ Rr {0} ,

véase por ejemplo [St87, Lemma 1, p. 117] o [Sa02, págs. 37-38]) para f ∈ S(R). ♦

El “Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev de integración fraccionaria” establece, en
parte, que (Iαf)(t) converge absolutamente a.e. t ∈ R para 0 < α < 1 y 1 ≤ p < ∞
(véase [St87, Theorem 1, p. 119]).

En el Teorema 1.5.6 se relacionan dos propiedades que caracterizan a las funciones que
pertenecen a los espacios de Sobolev de orden m ∈ N. Otras caracterizaciones posibles
son en términos de los llamados potenciales de Bessel Jα.

Definición 1.7.4. Para 1 ≤ p ≤ ∞ y α ≥ 0 definimos los espacios potenciales L p
α (R)

como
L p
α (R) := Jα(Lp(R)), con norma ‖Jαf‖p,α := ‖f‖Lp(R) ,

con Jα : Lp(R)→ Lp(R) el operador de convolución (inyectivo) dado por Jαf = Gα ∗f ,
donde Gα ∈ L1(R),

∫
RGα(t) dt = 1 y Ĝα(λ) = (1 + |λ|2)−α/2.

De hecho, para m ∈ N vale que f ∈ Hm(R) si y solo si f ∈ L 2
m(R), con normas

equivalentes (véase [St87, Theorem 3, p. 135]) y, más aún, lo mismo vale para α > 0 en
vez de m ∈ N (véase más abajo).

Como afirmamos más arriba, los siguientes tres resultados inspiraron aquellos análogos
obtenidos en [CeMe25] y que están desarrollados en la Subsección 5.3.1.

Proposición 1.7.5 ([Mal95, p. 144]). Para 0 < α < 1 los siguientes enunciados son
equivalentes:
i) f ∈ Hα(R).

ii) f ∈ L2(R) y
∫
R
‖f(·+ h)− f(·)‖2

L2(R)

dh

|h|1+2α
<∞ .

Proposición 1.7.6 ([St87, Proposition 4, p. 139]). Para 0 < α < 1 los siguientes enun-
ciados son equivalentes:
i) f ∈ L 2

α (R).

ii) f ∈ L2(R) y
∫
R
‖f(·+ h)− f(·)‖2

L2(R)

dh

|h|1+2α
<∞ .

Proposición 1.7.7 ([St87, Proposition 5, p. 140]). Para 0 < α < 2 los siguientes enun-
ciados son equivalentes:
i) f ∈ L 2

α (R).

ii) f ∈ L2(R) y
∫
R
‖f(·+ h) + f(· − h)− 2f(·)‖2

L2(R)

dh

|h|1+2α
<∞ .
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Consideramos ahora unos operadores de derivación fraccionaria. La α-ésima derivada
fraccionaria de Riesz de una función f en t ∈ R (una posible generalización de la derivada
fraccionaria de Marchaud, véase por ejemplo [Sa02, p. 17]) está dada por

(Dαf)(t) :=
1

d(α)

∫
R
[f(t+ h)− f(t)]

dh

|h|1+α
, (1.28)

mientras que la derivada fraccionaria de Riesz truncada es

(Dα
ε f)(t) :=

1

d(α)

∫
|h|≥ε

[f(t+ h)− f(t)]
dh

|h|1+α
, ε > 0 . (1.29)

donde d(α) funcionan como constantes de normalización y vienen dadas por

d(α) =

∫
R

1− e−ih

|h|1+α
dh . (1.30)

De hecho d(α) son funciones analíticas sobre el semi-plano <(α) > 0 [Sa02, Theorem 3.4].
Vale resaltar la siguiente fórmula para la transformada de Fourier de la derivada frac-

cionaria de f , válida por ejemplo para f ∈ C∞c (R) (véase [Sa02, Lemma 3.1, p. 57]):

D̂αf(λ) = |λ|αf̂(λ) .

También enunciamos a continuación algunas propiedades relacionadas con los operadores
de derivación fraccionaria que serán utilizadas en la demostración del Teorema 5.3.3, todas
ellas se pueden ver por ejemplo en [Sa02, págs. 65-70].

Para 0 < α < 2, mediante operaciones sobre los núcleos de Riesz Rα, se obtienen los
núcleos Kα = Kα(|t|) dados por

Kα(|t|) =
1

d(α)|t|

∫
|h|<|t|

[Rα(h)−Rα(h− 1)] dh ,

los cuales satisfacen:

• Kα ∈ L1(R) . (Corollary Lemma 3.16) (1.31)

•
∫
R
Kα(|t|) dt = 1 . (Remark 3.20) (1.32)

• K̂α(λ) =
1

d(α)|λ|α

∫
|h|≥1

(
eiλh − 1

)
|h|1+α

dh . (Corollary Theorem 3.19) (1.33)

Estos núcleos están relacionados por ejemplo [Sa02, Remark 3.18], con la derivada frac-
cionaria de Riesz truncada mediante

Dα
εRα(t) =

1

ε
Kα

( |t|
ε

)
.

Terminamos con la siguiente proposición que involucra a los operadores de deriva-
ción fraccionaria (y sus truncados), la cual inspiró un resultado análogo para un proceso
aleatorio estacionario X, desarrollado también en la Subsección 5.3.1.

Proposición 1.7.8 ([St87, págs. 161-162]). Para 0 < α < 2 los siguientes enunciados
son equivalentes:
i) f ∈ L 2

α (R).
ii) f ∈ L2(R) y ĺım

ε→0
Dα
ε f existe en el sentido de L2(R).



Capítulo 2

Procesos Aleatorios Estacionarios

En este capítulo enunciamos algunas definiciones y resultados concernientes a procesos
aleatorios estacionarios. En la Sección 2.1 recordamos algunos conceptos sobre procesos alea-
torios de segundo orden en general, para luego en la Sección 2.2 ocuparnos por completo
de los estacionarios: en sentido amplio, en sentido estricto y Gaussianos. Para las técnicas
empleadas aquí es de suma importancia el isomorfismo de Kolmogorov (2.4). En la Sección
2.3 enunciamos los teoremas ergódicos que utilizaremos como enlace entre los procesos alea-
torios estacionarios y las funciones casi periódicas. En estas tres secciones hemos seguido
parcialmente [BTA04, Do53, DMcK08, GS04, KW92, Mar18, Ro85, Roz67]. Si bien los resul-
tados en mayor medida son conocidos, algunos de ellos son originados en nuestros trabajos
[CeMe22, CeMe25]. Los mismos son presentados y demostrados en la Sección 2.4, la cual está
dedicada a mostrar algunas relaciones entre los procesos aleatorios estacionarios y el espacio
B2(R) de funciones casi periódicas en el sentido de Besicovitch. Estos resultados originales
serán utilizados en los Capítulos 4 y 5 (núcleo de esta tesis) para las demostraciones de los
resultados principales.

2.1. Algunos Conceptos sobre Procesos Aleatorios
En esta sección utilizamos principalmente los libros [BTA04, GS04].
Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad (un espacio de medida tal que P(Ω) = 1)

y sea L2(Ω) := L2(Ω,F ,P) el espacio de Hilbert de variables aleatorias (funciones F -
medibles) de segundo orden en Ω equipado con el producto interno

〈X, Y 〉L2(Ω) := E(XY ) =

∫
Ω

X(ω)Y (ω) dP(ω), X, Y ∈ L2(Ω) ,

donde E(·) denota el operador de esperanza matemática. Como es usual, si P(X = Y ) = 1,
diremos que X = Y a.s., en vez de decir que X = Y P-a.e. en Ω.

Sea (X(t))t∈R un proceso aleatorio (o estocástico) de segundo orden con valores en C
definido en (Ω,F ,P), es decir, una función X : R×Ω→ C tal que X(t, ·) := X(t) ∈ L2(Ω)
para todo t ∈ R. El proceso tiene asociadas las siguientes funciones:

• La función de media m : R→ C dada por m(t) = E(X(t)).

• La función de covarianza K : R× R→ C dada por

K(s, t) = E(X(s)−m(s))(X(t)−m(t)) = Cov(X(s), X(t)) .

33
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• La función de correlación o de momento segundo R : R× R→ C dada por

R(s, t) = E(X(s)X(t)) = m(s)m(t) +K(s, t) .

Si X = (X(t))t∈R es un proceso aleatorio de segundo orden con valores en C definido
en (Ω,F ,P) entonces el proceso Y = (Y (t))t∈R dado por Y (t, ω) = X(t, ω) − E(X(t))
tiene función de media nula y las funciones de covarianza de X e Y coinciden. Debido a
esto, podemos suponer, cuando sea necesario, que un proceso dado tiene una función de
media asociada nula y, por lo tanto, su función de covarianza coincide con su función de
correlación. En tal caso utilizaremos “R ”, o bien RX para destacar el proceso asociado.

Es sencillo comprobar que la función de covarianza asociada a un proceso aleatorio de
segundo orden es una función (o núcleo) definida positiva en R, es decir, R satisface

N∑
j,k=1

cjckR(tj, tk) ≥ 0, N ∈ N, t1, · · ·, tN ∈ R, c1, · · ·, cN ∈ C .

El recíproco también es cierto y fué demostrado por Michel Loève en 1948 (véase [BTA04,
Theorem 27]). Más aún, dada R, el proceso aleatorio con covarianza R se puede elegir con
la propiedad adicional de ser Gaussiano (véase Definición 2.2.2).

Otra caracterización posible de funciones definidas positivas (o de covarianza) es que
son precisamente los núcleos reproductivos de un espacio de Hilbert con núcleo reproductivo
(RKHS), véase por ejemplo [BTA04, p. 13] o [SS16, p. 68].

Definición 2.1.1. Decimos que un espacio de Hilbert (HR(X), 〈·,−〉) de funciones sobre
X es un RKHS con núcleo reproductivo R : X ×X → C si:
• Para cada x ∈ X, R(x, ·) ∈ HR(X).
• Se satisface la propiedad reproductiva: f(x) = 〈f,R(x, ·)〉 ∀ f ∈ HR(X), x ∈ X.

Debido a lo anterior, si H(X) := gen{X(t) : t ∈ R} es el subespacio de Hilbert de
L2(Ω) asociado a X, el isomorfismo isométrico L : H(X)→ HR(R), dado por

(LY )(t) := E(Y X(t)), Y ∈ H(X), t ∈ R ,

se denomina isometría de Loève y permite identificar H(X) con el RKHS HR(R). Cabe
destacar que (LX(t))(·) = R(t, ·) para cada t ∈ R y que HR(R) está comprendido por
funciones de la forma

fY (t) =

∫
Ω

Y (ω)X(t)(ω) dP(ω), Y ∈ H(X), t ∈ R .

En la Sección 2.2 presentamos varios ejemplos de procesos aleatorios estacionarios, los
procesos principales de este trabajo. Para dichos procesos X tendremos otro isomorfismo
isométrico asociado a H(X) aún más importante en este contexto, el llamado isomorfismo
de Kolmogorov (véase (2.4)).



CAPÍTULO 2. Procesos Aleatorios Estacionarios 35

2.2. Algunos Conceptos sobre Procesos Aleatorios Es-
tacionarios

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y sea X = (X(t))t∈R ⊂ L2(Ω) un proceso
aleatorio complejo de media cero (E(X(t)) = 0 ∀ t ∈ R). Decimos que X es continuo en
media cuadrática si

ĺım
t→s

E|X(t)−X(s)|2 = 0, ∀ s ∈ R . (2.1)

La continuidad en media cuadrática implica la existencia de un proceso aleatorio equi-
valente X∗ (es decir, un proceso tal que P(X(t) 6= X∗(t)) = 0 para todo t ∈ R), que es
medible con respecto a la completación de la σ-álgebra producto F ⊗ B(R) (véase por
ejemplo [Do53, Theorem 2.6] o [GS04, Theorem 1, pág. 171]). A partir de esto, general-
mente asumiremos, sin mayor mención, que trabajamos con dicho proceso equivalente al
considerar algunas operaciones sobre X en función de t. Para simplificar y sin pérdida de
generalidad (para nuestros propósitos), hemos establecido que X tenga media nula.

Definición 2.2.1. Decimos que X es:

• Estacionario en sentido amplio, si se verifica

E(X(s)X(t)) = RX(s− t), ∀ t, s ∈ R . (2.2)

• Estacionario en sentido estricto o estrictamente estacionario, si las familias de despla-
zamientos XT = (X(t+T ))t∈R tienen las mismas distribuciones finitas que X ∀T ∈ R.

Un proceso estrictamente estacionario es estacionario en sentido amplio, pero la inversa
no siempre es cierta. Si X es Gaussiano, ambos conceptos coinciden (véase [Ro85]).

Definición 2.2.2. Decimos que X es Gaussiano si para cualquier n ∈ N y para cada
t1 < · · · < tn ∈ R, el vector aleatorio (X(t1), · · · , X(tn)) tiene distribución normal.

Observación 2.2.3. En general, si X es un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio
complejo, asumimos que X(t) = X1(t) + iX2(t) para todo t ∈ R, donde Xi, i = 1, 2
son dos procesos aleatorios estacionarios en sentido amplio reales y correlacionados de
forma cruzada. Si X es Gaussiano y complejo, impondremos, además de (2.1) y (2.2), la
condición:

E(X(t)X(s)) = 0, ∀ t, s ∈ R . (2.3)

Los procesos aleatorios Gaussianos complejos o vectores aleatorios que verifican la con-
dición (2.3) se denominan circulares. Este requisito es habitual en la teoría de señales y,
además, hace que X conserve la mayoría de las propiedades habituales de los procesos
Gaussianos reales (véase por ejemplo [Med24, Pap02, Roz67]). En consecuencia, y dicho
de otro modo, no distinguiremos entre procesos complejos y reales. ♦

Algunos ejemplos bien conocidos de procesos estacionarios, tanto con parámetro dis-
creto (t ∈ Z por ejemplo) como continuo (t ∈ R por ejemplo), entre otros son: cadenas
de Markov, procesos con incrementos independientes, promedios móviles y procesos con
incrementos ortogonales (véase por ejemplo [Do53, Pap02]).

Ahora presentamos algunas nociones sobre el análisis armónico de procesos aleatorios
estacionarios en sentido amplio. Si X = (X(t))t∈R es un proceso aleatorio estacionario en



36 2.2. Algunos Conceptos sobre Procesos Aleatorios Estacionarios

sentido amplio, según el teorema de Bochner [Mar18, Theorem 6.9] (Teorema de Herglotz
si t ∈ Z), existe una medida de Borel simétrica no negativa µX , la medida espectral de
X, tal que µ̂X = RX . Recíprocamente, si µ es una medida de Borel finita, existe X, un
proceso aleatorio estacionario en sentido amplio con µ como su medida espectral (véase
[GS04, págs. 205-218] o [Mar18, págs. 213-214]). Además, X puede definirse como un
proceso Gaussiano. El soporte de µX se denomina el espectro de X.

El Isomorfismo de Kolmogorov I : L2(R,B(R), µX)→ H(X) (véase [Roz67, págs. 28-
33] o [Mar18, Theorem 8.11]), es el isomorfismo isométrico dado por la integral estocástica:

I(φ) =

∫
R

φ(λ) dΦX(λ), φ ∈ L2(R,B(R), µX) , (2.4)

donde ΦX es la medida aleatoria espectral (ortogonal) asociada a X [Roz67, págs. 14-17].
Las medidas µX y ΦX están relacionadas por

E|I(1A)|2 = E|ΦX(A)|2 = µX(A), A ∈ B(R)

y

E

∣∣∣∣ ∫
R

φ(λ) dΦX(λ)

∣∣∣∣2 =

∫
R
|φ(λ)|2 dµX(λ), φ ∈ L2(R,B(R), µX) .

Además, recurriendo al Teorema de Stone 1.3.24 (por ejemplo), el proceso X admite la
representación espectral [Roz67, p. 18]

X(t) = I(et) =

∫
R

eitλ dΦX(λ) , (2.5)

donde et : R→ S1 denota la función exponencial et(λ) = eitλ y S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. El
sistema (et)t∈R ⊂ L2(R,B(R), µX) se denomina una representación de X.

Ejemplo 2.2.4. Siguiendo [Pou01, págs 340-341] detallamos a continuación, cómo se
obtiene el isomorfismo de Kolmogorov en el caso discreto.

Sea X = (X(k))k∈Z una sucesión estacionaria en sentido amplio. Para cada k ∈ Z
es X(k) ∈ H := H(X) ⊂ L2(Ω). Por el Lema 1.3.15, tenemos definido el operador
unitario (shift) U : H(X) → H(X) tal que X(k) = UkX(0) para todo k ∈ Z. Por
el Teorema espectral 1.3.22 tenemos definidas: la medida espectral E, {E(λ) : λ ∈ T},
la medida espectral escalar µX(0)(·) = 〈E(·)X(0), X(0)〉L2(Ω) y la correspondiente medida
espectral vectorial ΦX(0)(·) = E(·)X(0) (véase (1.8) y (1.9)), tales que es válida la siguiente
representación espectral de X

X(k) =
(∫

T

eikλ dE(λ)
)
X(0) =

∫
T

eikλ dE(λ)X(0) =

∫
T

eikλ dΦX(0)(λ), k ∈ Z . (2.6)

La ecuación (2.6) también se puede ver como la transformada de Fourier de ΦX(0).
Sea Y ∈ H(X) y sea g ∈ L2(µY ). Teniendo en cuenta la Observación 1.3.23 y utilizando

un argumento de aproximación, se define la integral estocástica∫
T

g(λ) dΦY (λ) ,
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de tal manera que la siguiente identidad, válida para combinaciones lineales del proceso
y para polinomios trigonométricos, siga valiendo para sus correspondientes límites:〈∑

j

ajX(j),
∑
k

bkX(k)
〉
H(X)

=
〈∑

j

aje
ij(·),

∑
k

bke
ik(·)
〉
L2(µ)

.

Así, la asignación L2(µ) 3 g 7→
∫
T
g dΦ ∈ H(X), es precisamente el isomorfismo de

Kolmogorov entre el dominio espectral L2(µ) y el dominio temporal H(X). �

Observación 2.2.5. Una descripción detallada acerca de medidas aleatorias e integrales
estocásticas, en general, se puede encontrar por ejemplo en [GS04, págs. 230-241], [Roz67,
págs. 4-14] y [Rao11] (siendo esta última una exposición más profunda). ♦

Ejemplo 2.2.6. Un ejemplo de una medida aleatoria Gaussiana es el siguiente. Dado
µ ∈M(R), elegimos cualquier base ortonormal (ϕn)n∈N de L2(R, µ) y (C(n))n∈N cualquier
sucesión de variables aleatorias independientes tal que C(n) ∼ N (0, 1) (normal de media
cero y varianza uno) para todo n ∈ N. Luego definimos:

Φ(A) =
∑
n∈N

C(n)〈ϕn,1A〉L2(R,µ), A ∈ B(R) .

En particular, cuando µ es la medida de Haar mR, Φ es la llamada medida de Wiener. �

Las operaciones de filtrado lineal invariante en el tiempo sobre X se definen mediante:

Y (t) =

∫
R

f(λ)eitλ dΦX(λ), f ∈ L2(R,B(R), dµX) . (2.7)

Por consiguiente, el proceso aleatorio estacionario resultante Y = (Y (t))t∈R puede consi-
derarse como la salida (output) de un sistema lineal con una respuesta en frecuencia dada
por f (filtro) y una entrada (input) aleatoria X. En este caso, la covarianza de Y viene
dada por:

RY (t− s) = E(Y (t)Y (s)) =

∫
R
|f(λ)|2eiλ(t−s) dµX(λ) . (2.8)

Para una exposición más detallada recomendamos [Roz67, Chapter 1, Section 8].
Por lo enunciado en la Sección 1.1, la medida espectral µX puede descomponerse en

una parte continua µX c y otra discreta µX d, y existen subconjuntos medibles C,D de R
tales que µX c(A) = µX(A∩C) y µX d(A) = µX(A∩D). A partir de esto, podemos obtener
una descomposición ortogonal (independiente en el caso Gaussiano) de X:

X(t) =

∫
C

eitλ dΦX(λ) +

∫
D

eitλ dΦX(λ) = Xc(t) +Xd(t) a.s. .

Esto corresponde al caso en el que se reemplaza f = 1C o f = 1D en (2.7). Los procesos
Xc y Xd se llaman respectivamente la parte continua y discreta de X. Si µX es discreta
entonces está concentrada en un subconjunto (a lo sumo numerable) DX de R con lo cual
la ecuación (2.5) toma la forma de una serie aleatoria:

X(t) =
∑
λ∈DX

eitλΦ({λ}) a.s. . (2.9)
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Para abreviar, escribiremos C(λ) = Φ({λ}) a estos coeficientes aleatorios. En tal caso,
diremos que el proceso X tiene espectro discreto, y en contraste, si µX = µX c, diremos
que X tiene espectro continuo.

Hasta ahora hemos considerado un proceso X a valores en C, es decir X : R×Ω→ C.
Antes de enunciar algunos resultados acerca de la convergencia a.s. de series aleatorias que
serán necesarios más adelante, es pertinente aclarar que si cambiamos C por un espacio de
Hilbert H (como hacemos en II. y III. a continuación), la familia {X(t, ω) : t ∈ R, ω ∈ Ω}
se puede interpretar, dependiendo el contexto, básicamente de las siguientes tres formas
(al igual que se hace cuando H = C o R):
I. {X(·, ω) : ω ∈ Ω}, una familia de trayectorias en C (o funciones) que pertenecen a H.
II. {X(t, ·) : t ∈ R}, una familia de variables aleatorias a valores en H.
III. Como una función X : R× Ω→ H, la cual es (B(R)⊗F ,B(H))-medible.

Si X es una variable aleatoria a valores en un espacio de Hilbert H, la notación
X ∈ L2

H(Ω) significa que ‖X‖ ∈ L2(Ω). También, si existe f ∈ H tal que 〈X, g〉 ∈ L1(Ω)
y E(〈X, g〉) = 〈f, g〉 ∀ g ∈ H, escribimos X ∈ L1

H(Ω) y definimos la esperanza de X por
E(X) :=

∫
Ω
X(ω) dP(ω) = f ∈ H, y la varianza de X como V(X) := E(‖X − E(X)‖2).

Proposición 2.2.7 ([Ka93, Theorem 2, p. 30]). Sea (Xn)n∈N ⊂ L2
H(Ω) una sucesión

de variables aleatorias independientes. Si (Xn)n∈N es tal que E(Xn) = 0 ∀n ∈ N y∑
n∈N V(Xn) <∞, entonces

∑
n∈NXn converge a.s. en H.

Las siguientes Proposiciones 2.2.8 y 2.2.9 se obtienen como corolarios de [KW92, Theo-
rem 2.2.1, p. 32].

Proposición 2.2.8 ([KW92, Teorema de las tres series de Kolmogorov, p. 35]). Sea
(Xn)n∈N una sucesión de variables aleatorias independientes a valores en un espacio de
Hilbert H. La serie aleatoria

∑
n∈NXn converge a.s. si y solo si para a > 0 convergen:∑

n∈N

P(‖Xn‖ ≥ a),
∑
n∈N

E(Xn1{‖Xn‖≤a}) y
∑
n∈N

V(Xn1{‖Xn‖≤a}) .

Proposición 2.2.9 ([KW92, Sección 2.2, p. 36]). Sean p > 0 y ξn variables aleatorias
independientes a valores reales para cada n ∈ N. Si para α, β, δ > 0 tenemos que

P(|ξn| > α) ≥ β y E(|ξn|1{|ξn|>t}) ≤ δ tpP(|ξn| > t) ∀ t > α, ∀n ∈ N ,

entonces para cada (xn)n∈N ⊂ H, la serie
∑

n∈N xnξn converge a.s. si y solo si converge
en media p.
En particular, si la serie

∑
n∈N xnξn es Gaussiana, la convergencia vale para todo p <∞.

Finalmente, enunciamos un resultado sobre el intercambio de una integral estocástica
con una integral ordinaria con respecto a la medida de Lebesgue. Este lema simple es una
adaptación de uno presentado en [GS04, Lemma 4, p. 237].

Lema 2.2.10. Sea X un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio y sean g(λ, x)
y h(x) dos funciones de Borel medibles en R× R y R respectivamente tales que:∫

R

∫
R
|g(λ, x)|2 dµX(λ) dx <∞ y h ∈ L2(R) . (2.10)
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Entonces:∫
R
h(x)

(∫
R

g(λ, x) dΦX(λ)

)
dx =

∫
R

(∫
R
h(x)g(λ, x) dx

)
dΦX(λ) a.s. .

Terminamos esta sección con varios ejemplos acerca de lo expuesto más arriba.

Ejemplo 2.2.11. Sea X un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio con una
representación espectral dada por la ecuación (2.5). Si f ∈ L1(R), es posible escribir
una expresión alternativa para el producto interno 〈X, f〉, que ahora define una variable
aleatoria. De hecho,

〈X, f〉 =

∫
R
X(t)f(t) dt =

∫
R

(∫
R

eitλ dΦX(λ)

)
f(t) dt .

Dado que podemos hallar f1, f2 ∈ L2(R) tal que f = f1f2 a.e., entonces, si escribimos en
la ecuación (2.10) con g(λ, t) = eitλf1(t) y h = f2, obtenemos∫

R

∫
R
|g(λ, t)|2 dµX(λ) dt = RX(0)‖f1‖2

L2(R) <∞ .

Por lo tanto, es posible intercambiar ambas integrales para obtener que

〈X, f〉 =

∫
R

(∫
R
eitλf(t) dt

)
dΦX(λ) =

∫
R

f̂(λ) dΦX(λ) a.s. . (2.11)

�

Ejemplo 2.2.12. Bajo condiciones adicionales, a partir del Ejemplo 2.2.11, podemos dar
una interpretación más intuitiva de la operación de filtrado de la ecuación (2.7) como una
convolución. Supongamos que f = ϕ̂, con ϕ ∈ L1(R). Entonces

Y (t) = (X ∗ ϕ)(t) =

∫
R
X(s)ϕ(t− s) ds =

∫
R

ϕ̂(λ)eiλt dΦX(λ), t ∈ R .

�

Ejemplo 2.2.13. La integral estocástica del Ejemplo 2.2.11, en el caso general, debe
interpretarse como un límite en media cuadrática. Sin embargo, si además X es un proceso
Gaussiano con espectro discreto, es decir,

X(t) =
∑
λ∈Λ

C(λ)eiλt ,

con C(λ) variables aleatorias Gaussianas no correlacionadas, entonces∑
λ∈Λ

|f̂(λ)|2E|C(λ)|2 ≤ ‖f̂ ‖2
L∞(R)

∑
λ∈Λ

µX({λ}) <∞ ,

y un argumento similar a la Proposición 2.4.1 da que

〈X, f〉 =

∫
R

f̂(λ) dΦX(λ) =
∑
λ∈Λ

f̂(λ)C(λ) ,

donde la serie de la parte derecha converge a.s. . �
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2.3. Los Teoremas Ergódicos
Los estimadores naturales de la media, la varianza y otros estadísticos de un proceso

aleatorio estacionario X son promedios temporales apropiados. Decimos que el proceso
estrictamente estacionario X es métricamente transitivo si los únicos conjuntos medibles
que son invariantes bajo la traslación X 7−→ XT = (X(t + T ))t∈R tienen probabilidad
cero o uno. Si consideramos el espacio medible (RR,Σ), donde Σ es la σ-álgebra generada
por los conjuntos cilíndricos, entonces el Teorema Ergódico de Birkhoff establece (véase,
por ejemplo, [DMcK08, p. 76] o [Roz67, Theorem 5.1, p. 157]):

Teorema 2.3.1. Sea X un proceso aleatorio estrictamente estacionario. Si f es una
función (RR,Σ)-medible y E|f(X)| <∞ entonces:

ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

f(X(t)) dt = E(f(X)|S) a.s.

y en la p-media para 1 ≤ p < ∞, donde S es la σ-álgebra de conjuntos invariantes por
traslaciones.

Se puede deducir que X es métricamente transitivo si y solo si en el límite anterior vale
que E(f(X)|S) = E(f(X)) para cada f . La transitividad métrica, si X es Gaussiano, se
puede describir elegantemente en términos de su medida espectral µ mediante el teorema
de Maruyama (véase, por ejemplo, [DMcK08, p. 76] o [Roz67, págs. 163-166]):

Teorema 2.3.2. Un proceso aleatorio estacionario Gaussiano X es métricamente tran-
sitivo si y solo si su medida espectral µ es continua.

Si X es sólo estacionario en sentido amplio, el teorema ergódico en media de Von
Neumann también proporciona una respuesta (véase [Roz67, Theorem 6.2, p. 25]):

Teorema 2.3.3. Si X es un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio, entonces
la igualdad

ĺım
T→∞

1

T

∫ T

0

X(t) dt = E(X(0))

se cumple si y solo si µ({0}) = 0. El límite se toma en el sentido de media cuadrática.

Téngase en cuenta que estos resultados se pueden adaptar a los promedios bilaterales,
ya que ∫ T

−T
f(X(t)) dt =

∫ T

0

f(X(t)) dt+

∫ T

0

f(X(−t)) dt .

Aplicaremos directamente este recurso sin mencionarlo. En particular, consideraremos los
promedios, realizando un abuso de notación por ahora (véase Proposición 2.4.1 más abajo
para su justificación), dados por las normas AP

‖X‖2
B2(R) = ĺım

T→∞

1

2T

∫ T

−T
|X(t)|2 dt

o ‖X‖2
B2(K) en el caso discreto, ya que los mismos resultados se cumplen para sucesiones

aleatorias estacionarias reemplazando las integrales por sumas.
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2.4. Relación con el Espacio B2(R)
A esta altura, podemos describir con más detalle cómo se relacionan el espacio B2(R)

y los procesos aleatorios estacionarios. En general, un elemento de B2(R) puede no ser
definible como una función en R (véase, por ejemplo, [JLZ98]). Pero, al menos, podemos
obtener una ventaja aparente si X es un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio
continuo en media cuadrática, ya que podemos considerar un proceso medible y equivalen-
te [GS04]. Si, además, X es estrictamente estacionario, nótese que, por el Teorema 2.3.1,
el valor de ‖X‖B2(R) (o ‖X‖B2(Z) en el caso de una sucesión aleatoria) siempre existe y es
finito a.s. . Los procesos aleatorios estacionarios en sentido amplio son siempre el límite
en media cuadrática de polinomios trigonométricos aleatorios. Sin embargo, observamos
que X no siempre puede describirse como un elemento de B2(R) o, equivalentemente, no
siempre es el límite en la norma B2(R) de polinomios trigonométricos. Sería conveninte
describir brevemente y con más detalle la estructura de X. Los resultados de esta sec-
ción serán útiles en los Capítulos 4 y 5. Los resultados de esta sección son originados en
nuestras publicaciones [CeMe22, CeMe25].

Comprobemos primero que si X es un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con
espectro discreto entonces es el límite (la suma) a.s. de una serie de Fourier no armónica
convergente para cada t ∈ R.

Proposición 2.4.1. Sea X un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con espectro
discreto, entonces la serie (2.9) converge a.s. para todo t ∈ R.

Demostración. Este hecho se deduce de la Proposición 2.2.8. Siendo a > 0, entonces, por
la desigualdad de Chevichev, tenemos∑

λ∈Λ

P(|C(λ)| ≥ a) ≤ 1

a2

∑
λ∈Λ

E|C(λ)|2 <∞ .

Nótese que cada C(λ) es simétrica, de donde

E(eiλtC(λ)1{|C(λ)|≤a}) = eiλtE(C(λ)1{|C(λ)|≤a}) = 0 .

Por lo tanto ∑
λ∈Λ

eiλtE(C(λ)1{|C(λ)|≤a}) = 0 .

Finalmente, se puede comprobar fácilmente que∑
λ∈Λ

E(|C(λ)|21{|C(λ)|≤a}) <∞ .

Entonces, para todo t ∈ R tenemos la convergencia a.s. de la serie dada por (2.9). �

Proposición 2.4.2. Sea X = (X(t))t∈R un proceso aleatorio estacionario Gaussiano.

a) Si X tiene espectro discreto, entonces X ∈ B2(R) a.s. .
Además, si (2.9) es la representación espectral de X, entonces:∑

λ∈Λ

C(λ)eiλt converge a.s. ∀ t ∈ R y ‖X‖2
B2(R) =

∑
λ∈Λ

|C(λ)|2 a.s. .
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b) Si X tiene espectro continuo y X ∈ B2(R) a.s. , entonces X es el proceso trivial nulo,
es decir, para todo t ∈ R es X(t) = 0 a.s. .

Lo mismo se aplica a X, una sucesión aleatoria estacionaria en sentido amplio con res-
pecto a B2(K).

Demostración. (Haremos un esbozo de demostración para el caso de R)
a) Si X tiene espectro discreto, existe Λ ⊂ R a lo sumo numerable tal que vale (2.9):

X(t) =

∫
R

eiλt dΦ(λ) =
∑
λ∈Λ

C(λ)eiλt a.s. ,

donde la serie converge en el sentido de media cuadrática. Dado que las C(λ) son variables
aleatorias no correlacionadas y tales que∑

λ∈Λ

E|C(λ)|2 =
∑
λ∈Λ

µ({λ}) <∞ ,

entonces, para cada t ∈ R (2.9) converge a.s. (véase la Proposición 2.4.1). Además, una
aplicación directa de la Proposición 2.2.7, con el espacio de Hilbert H = B2(R), da que∑

λ∈ΛC(λ)eiλt converge en la norma de B2(R) a.s. .
b) Recordando la Propiedad 2. al final de la Subsección 1.5.3 y puesto que X ∈ B2(R)
a.s., resulta que P (ΩAP ) = 1, donde

ΩAP = {ω ∈ Ω : ρX(·, ω) ∈ AP (R)} .

Para D un subconjunto denso y numerable de R definimos, para cada d ∈ D,

Ωd = {ω ∈ ΩAP : ρX(d, ω) = RX(d)} y Ω0 =
⋂
d∈D

Ωd .

Adaptamos la prueba dada en [Med24, Proposition 2, p. 15] para concluir que P(Ω0) = 1.
Para cada τ ∈ R definimos Yτ = (X(t)X(t + τ) − RX(τ))t∈R. Supongamos que X es

real (después, el caso complejo, se procede como en [Med24]). Entonces

RYτ (t) = E(Yτ (t)Yτ (0))

= E(X(t)X(0)X(t+ τ)X(τ))−R2
X(τ)

= R2
X(t) +RX(t− τ)RX(t+ τ) ,

donde en la última igualdad hemos usado la siguiente fórmula, válida para distribuciones
Gaussianas multivariadas que además satisfacen E(Xj) = 0 ∀ 1 ≤ j ≤ 4 [Pap02, p. 258]:

E(X1X2X3X4) = E(X1X2)E(X3X4) + E(X1X3)E(X2X4) + E(X1X4)E(X2X3) .

Definimos dµτX(λ) = eiτλ dµX(λ). Entonces

R2
X(t) =

∫
R
eitλ d(µX ∗ µX)(λ)

RX(t− τ)RX(t+ τ) =

∫
R
eitλ d(µτX ∗ µ−τX )(λ) ,
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de donde
RYT (t) =

∫
R
eitλ d(µX ∗ µX + µTX ∗ µ−TX )(λ) .

Ya que µX es continua, también lo es la medida espectral de YT , al ser suma de dos
convoluciones. Así, por el Teorema 2.3.3, para cada τ ∈ R, tenemos que

ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
Yτ (t) dt = 0 ,

en norma de L2(Ω). Equivalentemente, tenemos que ρX(τ) = RX(τ) a.s. .
Sin embargo, ya que X ∈ B2(R) a.s. y por la Propiedad 2. de la Subsección 1.5.3, el

siguiente límite existe a.s.:

ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
X(t)X(t+ τ) dt = ρX(τ) .

Pasando a una subsucesión (TN)N∈N si fuera necesario, también existe a.s. el límite

ĺım
N→∞

1

2TN

∫ TN

−TN
X(t)X(t+ τ) dt = RX(τ) .

Así, notemos que ρX(d, ω) = RX(d) ∀ d ∈ D y ω ∈ Ω0, y que para cada ω ∈ Ω0 es
ρX(·, ω)−RX ∈ C(R), entonces ρX(t, ω) = RX(t) ∀ t ∈ R y ω ∈ Ω0.

Supongamos ahora que

σ2
X = E|X(0)|2 = RX(0) = µX(R) > 0 .

Entonces apelando nuevamente a la Propiedad 2. de la Subsección 1.5.3, para cualquier
ω ∈ Ω0, ρX(·, ω) es la Transformada de Fourier de una medida aleatoria discreta no nula.
Pero, ya que por otro lado RX es la transformada de Fourier de una medida continua, y
por la unicidad de la transformada de Fourier, llegamos a una contradicción. �

El resultado siguiente muestra la relación de ortogonalidad entre la parte continua y
la parte discreta de un proceso (o sucesión) aleatorio estacionario Gaussiano. Esta será
importante para la demostración de los resultados principales de este trabajo.

Lema 2.4.3. a) Sea (Z(k))k∈K una sucesión aleatoria estacionaria Gaussiana de media
cero. Entonces:

‖Z‖2
B2(K) = ‖Zc‖2

B2(K) + ‖Zd‖2
B2(K) a.s. .

b) Sea (Z(t))t∈R un proceso aleatorio estacionario Gaussiano de media cero. Entonces:

‖Z‖2
B2(R) = ‖Zc‖2

B2(R) + ‖Zd‖2
B2(R) a.s. .

Demostración. Probaremos ahora el caso discreto a), el argumento para el caso de pará-
metro continuo b) es casi el mismo.
Por el Teorema 2.3.1, dado que las sucesiones (Z(k))k∈K, (Zc(k))k∈K y (Zd(k))k∈K son
estrictamente estacionarias, los límites

ĺım
N→∞

1

(2N + 1)

∑
k∈K(N)

|Z(k)|2 ,
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ĺım
N→∞

1

(2N + 1)

∑
k∈K(N)

|Zc(k)|2 y ĺım
N→∞

1

(2N + 1)

∑
k∈K(N)

|Zd(k)|2

existen con probabilidad uno. Observando que la sucesión (Zc(k)Zd(k))k∈K también es
estrictamente estacionaria, de manera similar se deduce que el siguiente límite existe a.s. .

ĺım
N→∞

1

(2N + 1)

∑
k∈K(N)

Zd(k)Zc(k) (2.12)

Por lo tanto, será suficiente comprobar que este límite es igual a 0. Por otro lado, dado
que Zd(k) y Zc(k) son ortogonales, de hecho independientes por ser Gaussianas, entonces

E(Zd(k)Zc(k)) = E(Zd(0))E(Zc(0)) = 0 .

Definamos la sucesión estacionaria Y (k) = Zd(k)Zc(k) para k ∈ K. Comprobemos que
su medida espectral es continua. De la independencia de Zd(k) y Zc(k), su covarianza
viene dada por

RY (k) = E(Y (k)Y (0)) = E(Zd(k)Zd(0))E(Zc(k)Zc(0)) =

∫
T
eiλk d(µc ∗ µd)(λ) .

Ahora bien, como µc es continua, µc ∗ µd también es una medida continua. Por lo tanto,
según el teorema ergódico en media de Von Neumann (Teorema 2.3.3), la varianza de

1

(2N + 1)

∑
k∈K(N)

Zd(k)Zc(k)

tiende a 0 cuando N tiende a ∞ y entonces la ecuación (2.12) es igual a cero. �

El lema siguiente es inocente pero no por eso menos útil.

Lema 2.4.4. Sean f ∈ C(RN), X : Ω → RN un vector aleatorio con una densidad de
probabilidad conjunta pX tal que supp(pX) = RN y C ⊆ R un subconjunto cerrado tal que
P(f(X) ∈ C) = 1. Entonces f(x) ∈ C para todo x ∈ RN .

Demostración. Si existe x ∈ RN tal que f(x) ∈ Cc, por la continuidad de f existe un
entorno abierto de x, digamos U(x), tal que U(x) ⊆ f−1(Cc) y por tanto:

P(f(X) ∈ Cc) ≥ P(X ∈ U(x)) =

∫
U(x)

pX(y)dy > 0 ,

ya que pX > 0 sobre un conjunto de medida positiva. �

Terminamos comentando que la mayoría de lo descrito en este capítulo puede desarro-
llarse, con un poco de cuidado, en grupos abelianos localmente compactos (LCA groups),
imponiéndose algunas condiciones adicionales no tan restrictivas (véase [Med24]).



Capítulo 3

Análisis Gramiano y Gramiano Dual

En este capítulo enunciamos los resultados más importantes de la teoría de marcos con
respecto a los sistemas invariantes por traslaciones (shift-invariant systems), desarrollada por
Amos Ron & Zuowei Shen en [RS95] y por Carl de Boor, Ronald DeVore & Amos Ron
en [BDR94]. Estamos interesados principalmente en los sistemas invariantes por traslaciones
S(Φ, t0), donde el conjunto generador Φ ⊂ L2(R) es infinito numerable, y queremos saber
condiciones necesarias y suficientes por las cuales estos sistemas forman una sucesión de Bessel
o un marco de L2(R). Para el estudio de marcos ajustados (tight frames), marcos duales, bases
de Riesz y otros, nos remitimos a [BDR94, RS95] y las referencias allí incluidas. La principal
referencia del capítulo será [RS95], donde están demostrados la mayoría de los resultados
presentados aquí (decidimos incluir algunas pequeñas demostraciones propias de aquellos que
no lo están o que solo están indicadas). Como alternativa, se pueden consultar los libros [He11,
Capítulo 10] y [Ch16, Capítulos 9, 10], donde en las demostraciones son utilizadas técnicas
más sofisticadas del análisis funcional. Los resultados enunciados aquí, como así también las
técnicas empleadas (las cuales no son exactamente las mismas ya que nosotros trabajaremos
con una medida finita en el dominio de frecuencias cuando involucremos un proceso aleatorio
estacionario, en contrapartida de la medida de Lebesgue aquí utilizada), son una piedra angular
de las Secciones 4.1, 4.2, 5.1 y 5.2. Por estos motivos, decidimos dedicar un capítulo entero a
este tema. Al final, enumeramos en el Cuadro 3.1 algunas notaciones que difieren con aquellas
en [RS95]. Estos cambios se deben a solapamientos con otras notaciones empleadas en este
trabajo.

3.1. Sistemas Invariantes por Traslaciones

Un subconjunto X de L2(R) se dice invariante por traslaciones (SI para abreviar) si
es invariante bajo todos los posibles desplazamientos de números t0-enteros (para algún
t0 > 0), es decir: f ∈ X implica que Ekf ∈ X para todo k ∈ K := t0Z, donde Ek :
L2(R)→ L2(R) es el operador de traslación definido por (1.13). Un subespacio cerrado V
de L2(R) el cual también es un conjunto SI lo llamaremos un subespacio invariante por
traslaciones de L2(R). Dado Φ ⊂ L2(R), denotaremos por

S(Φ, t0) := {Ekφ : φ ∈ Φ, k ∈ K} ,

45
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al conjunto de trasladados de Φ, mientras que al espacio SI cerrado más pequeño que
contiene a Φ lo notaremos por

V(Φ, t0) = genS(Φ, t0) .

Para f, g ∈ L2(R) su producto de corchetes (bracket product) está definido por

[f, g ](·) :=
∑
d∈D

f(·+ d)g(·+ d) =
∑
d∈D

Edf(·)Edg(·) ,

donde D es el reticulado adjunto de K, es decir, D := {d ∈ R : d.t0 ∈ 2πZ} = 2π
t0
Z. Nótese

que [f, g ] es la 2π
t0
-periodización de f.g .

Siempre tenemos que el producto de las densidades de un reticulado y su reticulado
adjunto es igual a 2π, en nuestro caso esto se obtiene mediante un cálculo simple |K|.|D| =
t0.

2π
t0

= 2π. Sea T :=
[
0, 2π

t0

)
un dominio fundamental (o conjunto transversal) asociado a

D, es decir, un sistema de representantes de R/D que satisface

R =
⋃
d∈D

(T + d) y T + d ∩ T + d′ = ∅, ∀ d 6= d′ ∈ D .

Tenemos que [f, g ] ∈ L1(T) (con la medida subyacente mR restringida a T) para
cualquier f, g ∈ L2(R) y, más aún, tenemos que

‖[f, f ]‖L1(T) =

∫
T

∣∣∣∑
d∈D

|f(λ+ d)|2
∣∣∣ dλ =

∑
d∈D

∫
T+d

|f(λ)|2 dλ = ‖f‖2
L2(R) .

3.2. Técnicas de Fibración en Sistemas Invariantes por
Traslaciones

Sea Φ ⊂ L2(R) a lo sumo numerable y consideremos el sistema SI S(Φ, t0). El operador
de análisis T ∗Φ : L2(R)→ CK×Φ y el operador de síntesis TΦ : `0(K×Φ)→ L2(R) asociados
a S(Φ, t0) toman la forma

T ∗Φf = (〈f, Ekφ〉L2(R))(k,φ)∈K×Φ y TΦc =
∑

(k,φ)∈K×Φ

ck,φE
kφ .

Recordamos el espacio de Hilbert de sucesiones de cuadrado sumables a valores en L2(T),
indexadas por Φ y equipado con la norma usual:

`2(Φ, L2(T)) :=
{

(τφ)φ∈Φ : τφ : T→ C, ‖(τφ)φ∈Φ‖2
`2(Φ,L2(T)) :=

∑
φ∈Φ

‖τφ‖2
L2(T) <∞

}
.

Si τ ∈ `2(Φ, L2(T)) entonces τ(λ) = (τφ(λ))φ∈Φ ∈ `2(Φ) a.e. λ ∈ T. En este espacio, la
transformada de Fourier F : `2(K× Φ)→ `2(Φ, L2(T)) viene dada por

Fc = ĉ := (ĉφ)φ∈Φ, con ĉφ(·) :=
∑
k∈K

cφ(k)e−ik(·), φ ∈ Φ . (3.1)
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O sea, para cada φ ∈ Φ, ĉφ es la transformada de Fourier usual de `2(K) en L2(T), que
le asigna a (cφ(k) := ck,φ)k∈K su serie de Fourier. Así pues, F dada por (3.1) también
resulta un operador unitario. De esta forma, podemos identificar (y así lo haremos sin
mencionarlo) los espacios `2(K × Φ) y `2(Φ, L2(T)) cuando sea necesario. De nuevo, si
c ∈ `2(K× Φ) entonces ĉ (λ) = (ĉφ(λ))φ∈Φ ∈ `2(Φ) a.e. λ ∈ T.

Por un lado podemos aplicar la transformada de Fourier a TΦc para obtener

T̂Φc =
∑

(k,φ)∈K×Φ

ck,φÊkφ =
∑

(k,φ)∈K×Φ

ck,φe
−ik(·)φ̂ =

∑
φ∈Φ

∑
k∈K

cφ(k)e−ik(·)φ̂ =
∑
φ∈Φ

ĉφ(·)φ̂ .

Así, tenemos un operador bien definido, asociado a TΦ, llamado pre-Gramiano:

JΦ : ̂̀0(K× Φ)→ L2(R) dado por JΦĉ = T̂Φc .

Más importante aún, con abuso de notación, podemos considerar JΦ como una función
definida a.e. λ ∈ T (ya que Φ es un subconjunto de L2(R)) dada por la matriz

JΦ(λ) = (φ̂(λ+ d))(d,φ)∈D×Φ . (3.2)

y entonces a.e. λ ∈ T tenemos ( T̂Φc (λ+ d) )d∈D = JΦ(λ)ĉ (λ).
Jφ(λ) se denomina la fibra de Tφ en λ ∈ T. De aquí el nombre de “técnicas de fi-

bración” (fibrization techniques). De manera natural, JΦ(λ) puede considerarse como un
operador densamente definido de `2(Φ) en `2(D). Lo trataremos como una matriz o como
un operador según conveniencia.

Como es señalado en [RS95], el objetivo es estudiar el operador de síntesis TΦ a través
del comportamiento de las fibras {JΦ(λ) : λ ∈ T}.

Por otra parte, podemos aplicar (formalmente) la transformada de Fourier al operador
de análisis T ∗Φ. Al utilizar las propiedades de los adjuntos junto con la propiedad isométrica
de la transformada de Fourier, obtenemos

〈T̂ ∗Φf, τ〉 = 〈T̂ ∗Φf, ĉ 〉 = 〈f, TΦc〉 = 〈f̂ , T̂Φc〉 = 〈f̂ , JΦτ〉 = 〈J∗Φf̂ , τ〉 ,

donde cada producto interno pertenece al espacio de Hilbert correcto en consideración.
Por lo tanto tenemos que T̂ ∗f = J∗Φf̂ para cualquier f ∈ L2(R).

El operador J∗Φ : L2(R)→ L2(T)Φ dado por

J∗Φf = ( [f, φ̂ ] )φ∈Φ =
(∑
d∈D

f(·+ d)φ̂(·+ d)
)
φ∈Φ

,

se denomina el operador pre-Gramiano asociado a T ∗Φ.
Para a.e. λ ∈ T la matriz J∗Φ(λ) (o el operador de multiplicación por una matriz

densamente definido de `2(D) en `2(Φ)) está dada por

J∗Φ(λ) = ( φ̂(λ+ d) )(φ,d)∈Φ×D . (3.3)

J∗Φ(λ) se denomina la fibra de T ∗φ en λ ∈ T.
Comparando las ecuaciones (3.2) y (3.3) obtenemos la relación de conmutatividad

deseada entre la evaluación en λ ∈ T y la toma de adjunto en la fibra, es decir:

(JΦ(λ))∗ = J∗Φ(λ), a.e. λ ∈ T .
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El objetivo es el mismo que en el caso del operador de síntesis: queremos estudiar las
propiedades del operador de análisis T ∗Φ a través del comportamiento de las fibras {J∗Φ(λ) :
λ ∈ T}.

Finalmente llegamos a las definiciones más importantes (aunque formalmente y posi-
blemente no bien definidas por el momento) de este capítulo.

Definición 3.2.1. El Operador Gramiano construído a partir del operador pre-Gramiano
JΦ es el operador autoadjunto

G = GΦ := J∗Φ JΦ : ̂̀0(K× Φ)→ ̂̀0(K× Φ) (3.4)

Llamamos matrices Gramianas a los valores del Gramiano G en λ ∈ T, es decir:

G(λ) := J∗Φ(λ) JΦ(λ) = ( [φ̂, φ̂′ ](λ) )(φ,φ′)∈Φ×Φ . (3.5)

Al igual que en el caso de las fibras, las matrices Gramianas pueden considerarse a.e.
λ ∈ T como operadores densamente definidos de `2(Φ) en (con suerte) sí mismo.

Definición 3.2.2. El Operador Gramiano dual construído a partir del operador pre-
Gramiano J∗Φ es el operador autoadjunto

G̃ = G̃Φ := JΦ J
∗
Φ : L2(R)→ L2(R) .G̃f = ‖[f, φ̂]‖2

`2(Φ,L2(T)) . (3.6)

Llamamos matrices Gramianas duales a los valores del Gramiano dual G̃ en λ ∈ T, es
decir:

G̃(λ) := JΦ(λ) J∗Φ(λ) =
( ∑

φ∈Φ

φ̂(λ+ d)φ̂(λ+ d′)
)

(d,d′)∈D×D
. (3.7)

Al igual que en el caso de las fibras, las matrices Gramianas duales pueden considerarse
a.e. λ ∈ T como operadores densamente definidos de `2(D) en (con suerte) sí mismo.

Observación 3.2.3. Las ecuaciones (3.4), (3.5), (3.6) y (3.7) no siempre están bien defini-
das. Veremos que si el sistema SI S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel entonces tendremos
operadores acotados bien definidos en los respectivos espacios de Hilbert. ♦

El espectro del espacio SI V(Φ, t0) generado por Φ (no confundir con σ(T ) el espectro
de un operador T ) es el conjunto soporte (salvo conjuntos de medida nula) de la función
JΦ : T→ `0(D× Φ) y lo denotamos por

σV(Φ, t0) = supp(JΦ) = {λ ∈ T : JΦ(λ) 6= 0} = {λ ∈ T : G(λ) 6= 0} .

Equivalentemente,

σV(Φ, t0) =
{
λ ∈ T : [φ̂, φ̂ ](λ) 6= 0 para algún φ ∈ Φ

}
.

De hecho, la equivalencia se deduce inmediatamente de la siguiente ecuación∑
φ∈Φ

[φ̂, φ̂ ](λ) =
∑
φ∈Φ

∑
d∈D

|φ̂(λ+ d)|2 = ‖JΦ(λ)1(d,φ)‖2
`2(D×Φ) ,

donde 1(d,φ)(d
′, φ′) = δd,d′δφ,φ′ (producto de deltas de Kronecker).

De manera análoga al espectro del espacio SI V(Φ, t0) generado por Φ, podemos definir
su espectro dual como

σ̃V(Φ, t0) = supp(J∗Φ) = {λ ∈ T : J∗Φ(λ) 6= 0} = {λ ∈ T : G̃(λ) 6= 0} .
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3.3. Análisis Gramiano
Comenzamos relacionando propiedades de TΦ y de S(Φ, t0) con propiedades de G.
Para cada τ = ĉ ∈ ̂̀0(K× Φ) tenemos que

Gτ = J∗ΦJΦĉ = J∗ΦT̂Φc = T̂ ∗ΦTΦc .

Recordemos que por la Proposición 1.6.2 tenemos que S(Φ, t0) resulta una sucesión de
Bessel para L2(R) si y solo si

TΦ ∈ B(`2(K× Φ), L2(R)) o, equivalentemente T ∗Φ ∈ B(L2(R), `2(K× Φ)) .

Así, TΦ ∈ B(`2(K× Φ), L2(R)) si y solo si

JΦ ∈ B(`2(Φ, L2(T)), L2(R)) o, equivalentemente J∗Φ ∈ B(L2(R), `2(Φ, L2(T))) ,

si y solo si
G ∈ B(`2(Φ, L2(T))) .

Debido a esto, queda demostrada la siguiente proposición.

Proposición 3.3.1. Sean TΦ y G los operadores densamente definidos asociados al sis-
tema SI S(Φ, t0) introducido en la Sección 3.2. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:
i) S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel para L2(R).
ii) TΦ es un operador bien definido y acotado en `2(K× Φ).
iii) G es un operador bien definido y acotado de `2(Φ, L2(T)) en sí mismo.
En tal caso la cota Bessel B de S coincide con B = ‖TΦ‖2 = ‖G‖.

Razonando como en la proposición anterior se prueba la siguiente.

Proposición 3.3.2. Supongamos que TΦ es acotado (por lo tanto G lo es). Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:
i) S(Φ, t0) es un marco de L2(R) con cotas de marco 0 < A ≤ B <∞.
ii) TΦ es un operador sobreyectivo.
iii) G es un operador sobreyectivo.
En tal caso tenemos que A = ‖TΦ

†‖2 = ‖G†‖.

Ahora, relacionamos las matrices Gramianas G(λ) para a.e. λ ∈ T. Primero, algunos
tecnicismos. Damos una prueba del siguiente lema la cual sólo está indicada en [RS95].

Lema 3.3.3. La evaluación conmuta con la aplicación de G, es decir:

(Gτ)(λ) = G(λ)τ(λ), τ ∈ `0(Φ, L2(T)), a.e. λ ∈ T .

Demostración. Se trata de un cálculo sencillo. Por un lado,

G(λ)τ(λ) = ( [φ̂′, φ̂ ](λ) )(φ′,φ)∈Φ×Φĉ (λ)

=
(∑
φ∈Φ

∑
d∈D

φ̂′(λ+ d)φ̂(λ+ d)ĉφ (λ)
)
φ′∈Φ

=
(∑
φ∈Φ

ĉφ(λ)[φ̂, φ̂′ ](λ)
)
φ′∈Φ

.
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Por otro lado

(Gτ)(λ) = (J∗ΦJΦĉ)(λ)

=
(
J∗Φ
∑
φ∈Φ

ĉφ(·)φ̂
)

(λ)

=
(∑
φ∈Φ

ĉφ(·)J∗Φφ̂
)

(λ)

=
((∑

φ∈Φ

ĉφ(·)[φ̂, φ̂′ ](·)
)
φ′∈Φ

)
(λ)

=
(∑
φ∈Φ

ĉφ(λ)[φ̂, φ̂′ ](λ)
)
φ′∈Φ

.

Esto prueba la igualdad a.e. λ ∈ T. �

Observación 3.3.4. En el Lema anterior hemos obtenido que

( T̂ ∗ΦTΦc (λ) )φ∈Φ = G(λ)ĉ (λ) (3.8)

para cualquier c ∈ `0(K× Φ) y a.e. λ ∈ T. Si además, S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel,
entonces (3.8) es válida para cualquier c ∈ `2(K× Φ) y a.e. λ ∈ T. ♦

Ahora, fijamos algunas notaciones y convenciones relativas a tres funciones (medibles a
posteriori (3.10)) destacadas asociadas a los operadores Gramianos G(λ) para a.e. λ ∈ T:

G : T→ [0,∞], dada por G(λ) := ‖G(λ)‖ ,
G−† : T→ [0,∞], dada por G−†(λ) := ‖G(λ)†‖ ,
G− : T→ [0,∞], dada por G−(λ) := ‖G(λ)−1‖ .

Si los operadores involucrados G(λ), G(λ)† o G(λ)−1 no están bien definidos o son no
acotados, consideramos que el valor de G(λ), G−†(λ) o G−(λ) es ∞ respectivamente.

Para la conexión entre las matrices Gramianas G(λ), las funciones G(λ), G−†(λ) y
G−(λ), y las propiedades de Bessel, de marco y de base de Riesz de un sistema SI S(Φ, t0),
en [RS95] los autores estudian en primer lugar el caso de sistemas SI principales (PSI),
es decir Φ = {φ}, luego siguen con el caso de sistemas SI finitamente generados (FSI),
es decir Φ = {φ1, · · ·, φn} con n ∈ N, y terminan con el caso general de un sistema SI
cuyo conjunto generador Φ es infinito numerable. Nos interesa el caso general porque
nuestro estudio de sistemas de Gabor y sistemas afines (afines truncados y cuasi afines)
lo requerirá. Enunciamos (casi) sin pruebas los casos de sistemas PSI y FSI e invitamos
al lector a ver [BDR94, RS95] para una presentación detallada.

Como se dijo en el párrafo anterior, comenzamos considerando un conjunto generador
puntual Φ = {φ}. Escribimos S(φ, t0) y V(φ, t0) para el sistema PSI y el espacio PSI
asociados respectivamente. Los operadores de análisis y síntesis toman la forma más simple

T ∗φf = ( 〈f, Ekφ〉L2(R) )k∈K y Tφc =
∑
k∈K

ckE
kφ .

Además, el espectro del espacio SI σV(Φ, t0) es simplemente el soporte (salvo conjuntos
de medida nula) de φ̃ (véase Definición 3.3.7 más abajo).

La prueba de la proposición siguiente está repartida en varias partes en [RS95].
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Proposición 3.3.5. Dadas φ, f ∈ L2(R),

‖T ∗φf‖2
`2(K) =

1

2π
‖ [f̂ , φ̂ ] ‖2

L2(T) . (3.9)

Demostración. La igualdad

〈f, Ekφ〉L2(R) = 〈f̂ , Êkφ〉L2(R) = 〈f̂ , φ̂ek〉L2(R) = 〈[f̂ , φ̂ ], ek〉L2(T) ,

implica que T ∗φf es la sucesión de coeficientes de Fourier de la función [f̂ , φ̂ ] ∈ L1(T), esto
es, T̂ ∗φf = [f̂ , φ̂ ]. En particular vale (3.9). �

Observación 3.3.6. Se sigue de la proposición previa que 〈f, Ekφ〉L2(R) = 0 para todo
k ∈ K si y solo si [f̂ , φ̂ ] = 0 a.e. λ ∈ T, ya que∑

k∈K

〈f, Ekφ〉L2(R)ek(·)

es la serie de Fourier de [f̂ , φ̂ ]. Esto implica que dos espacios PSI V(φ, t0) y V(φ′, t0) son
ortogonales si y solo si [φ̂, φ̂′ ] = 0 a.e. λ ∈ T. ♦

La siguiente función tiene un rol preponderante en lo que sigue (a falta de mejor
notación empleamos la utilizada en [RS95]).

Definición 3.3.7. Para Φ ⊂ L2(R) definimos Φ̃ : T→ [0,∞] mediante

Φ̃(λ) :=
(∑
φ∈Φ

[φ̂, φ̂ ](λ)
)1/2

.

El resultado siguiente se demuestra en [RS95, Theorem 2.2.14] mientras que el caso
particular de Φ = {φ} es demostrado previamente en [RS95, Theorem 2.2.7].

Teorema 3.3.8. Sea V un espacio PSI y Φ ⊂ V a lo sumo numerable.
a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel para V con cota de Bessel B.

ii) Φ̃ ∈ L∞(T).

En tal caso tenemos que B = ‖TΦ‖2 = ‖Φ̃‖2
L∞(T) = ‖Φ̃‖2

L∞(σV).
b) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) S(Φ, t0) es un marco para V con cotas de marco 0 < A ≤ B <∞.

ii) Φ̃, 1/Φ̃ ∈ L∞(σV).

En tal caso tenemos que A = ‖TΦ
†‖2 = ‖1/Φ̃‖2

L∞(σV).

A continuación, enunciamos algunos resultados sobre sistemas y espacios FSI. Segui-
mos el enfoque elegido en [RS95] que incorpora los resultados anteriores sobre sistemas y
espacios PSI. Para un conjunto generador finito Φ, se estudia primero el caso donde

V(Φ, t0) =
⊕
φ∈Φ

V(φ, t0) ,

para luego reducir el caso general a este caso particular.
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Lema 3.3.9 ([RS95, Result 2.3.1]). Sea Φ ⊂ L2(R) finito y sea f ∈ L2(R). Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:
a) f ∈ V(Φ, t0).
b) Existe τ = (τφ)φ∈Φ, con cada τφ una función 2π-periódica, tal que f̂ =

∑
φ∈Φ

τφφ̂.

Por la Observación 3.3.6 la suma
∑
φ∈Φ

V(φ, t0) es ortogonal si y solo si las matrices

Gramianas G(λ) asociadas a S(Φ, t0) son diagonales a.e. λ ∈ T.

Proposición 3.3.10 ([RS95, Proposition 2.3.3]). Sea Φ ⊂ L2(R) finito y supongamos que
las matrices Gramianas G(λ) son diagonales a.e. λ ∈ T.
a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel con cota Bessel B.

ii) Para cada φ ∈ Φ, φ̃ ∈ L∞(σV(φ, t0)).

En tal caso tenemos que B = ‖TΦ‖2 = máx
φ∈Φ
‖Tφ‖2 = máx

φ∈Φ
‖φ̃‖2

L∞(T).

b) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) S(Φ, t0) es un marco para V(Φ, t0) con cotas de marco 0 < A ≤ B <∞.

ii) Para cada φ ∈ Φ, φ̃, 1/φ̃ ∈ L∞(σV(φ, t0)).

En tal caso tenemos que A = ‖TΦ
†‖2 = máx

φ∈Φ
‖Tφ†‖2 = máx

φ∈Φ
‖1/φ̃‖2

L∞(σV(φ,t0)).

Notamos por µmáx(λ), µmín(λ) y µ+
mín(λ) (funciones medibles en T, véase Proposición

1.3.13) a los autovalores máximo, mínimo y mínimo no nulo de G(λ) respectivamente.

Teorema 3.3.11 ([RS95, Theorem 2.3.6]). Sea Φ ⊂ L2(R) finito con correspondiente
matriz Gramiana G(λ) y funciones de autovalores µmáx y µ+

mín.
a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel con cota Bessel B.

ii) µmáx ∈ L∞(σV(φ, t0)).

En tal caso tenemos que B = ‖TΦ‖2 = ‖µmáx‖L∞(σV(φ,t0)).
b) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) S(Φ, t0) es un marco para V(Φ, t0) con cotas de marco 0 < A ≤ B <∞.

ii) µmáx, 1/µ
+
mín ∈ L∞(σV(φ, t0)).

En tal caso tenemos que A = ‖TΦ
†‖2 = ‖1/µ+

mín‖L∞(σV(φ,t0)).

Observación 3.3.12. Cuando el conjunto generador Φ es finito, digamos #Φ = N , la matriz
Gramiana G(λ) es una matriz hermítica de N ×N . En este caso, las funciones de norma
y las funciones de autovalores asociadas están relacionadas por µmáx = G, 1/µmín = G− y
1/µ+

mín = G−†. ♦
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Ahora, la idea es aproximar un espacio SI general mediante espacios FSI. De esta
manera se obtienen caracterizaciones satisfactorias de sucesiones de Bessel y de bases
estables. Lamentablemente, la propiedad de marco de L2(R) es esquiva para este enfoque.
Esto se debe al hecho conocido de que todo espacio FSI es un subespacio propio de L2(R).
Sin embargo, existe un enfoque alternativo que consiste en el estudio del espectro de los
operadores de fibras G(λ) [RS95, Section 3.4]. En la Sección 3.4 nos ocuparemos de ello
mediante el análisis Gramiano dual.

Sea X un conjunto arbitrario. Una sucesión (Xn)n∈N se dice una filtración de X si

X1 ⊂ · · · ⊂ Xn−1 ⊂ Xn ⊂ Xn+1 ⊂ · · · y X =
⋃
n∈N

Xn .

Sean Φ ⊂ L2(R) infinito numerable y (Φn)n∈N una filtración de Φ por conjuntos
finitos. Para cada n ∈ N notamos Sn = S(Φn, t0) y Tn = TΦn . Se deduce que (Sn)n∈N es
una filtración de S(Φ, t0) por sistemas FSI.

SeanGn(λ) la matriz Gramiana asociada al conjunto generador Φn y µnmáx(λ) la función
de autovalor máximo asociada a la matriz Gn(λ). Aplicando los Teoremas 2.3.6 y 3.2.1 en
[RS95] se prueba el siguiente.

Teorema 3.3.13 ([RS95, Corollary 3.2.2]). Sean Φ ⊂ L2(R) infinito numerable, (Φn)n∈N
una filtración de Φ por conjuntos finitos y (µnmáx(λ))n∈N como arriba. Entonces los si-
guientes enunciados son equivalentes:

i) S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel con cota Bessel B.

ii) (µnmáx)n∈N es una sucesión acotada en L∞(T).

En tal caso tenemos que B = ‖TΦ‖2 = sup
n∈N
‖µnmáx‖L∞(T).

No es difícil comprobar que, de manera monótona, para a.e. λ ∈ T vale

µnmáx(λ) −→
n→∞

G(λ) . (3.10)

Por lo tanto G resulta una función medible y

‖µnmáx‖L∞(T) −→
n→∞

‖G‖L∞(T) .

Finalmente llegamos a la caracterización de la propiedad de Bessel deseada en términos
de la función norma G.

Teorema 3.3.14 ([RS95, Theorem 3.2.3]). Sea Φ ⊂ L2(R) infinito numerable con matriz
Gramiana G(λ) y función norma G(λ) = ‖G(λ‖. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel con cota Bessel B.

ii) G ∈ L∞(T).

En tal caso tenemos que B = ‖TΦ‖2 = ‖G‖L∞(T).
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3.4. Análisis Gramiano Dual

En palabras de Ron & Shen: el enfoque Gramiano (Sección 3.3) es eficiente para el
estudio de aquellas propiedades de S(Φ, t0) que son “visibles” a través del operador de
síntesis TΦ, principalmente las propiedades de ortogonalidad y estabilidad (base estable).
En contraste, otras propiedades de S(Φ, t0) como ser un marco de L2(R) (marco funda-
mental o un marco fundamental ajustado) se analizan mejor con la ayuda del operador de
análisis T ∗Φ. Estos enfoques se complementan entre sí y en el estudio de sistemas SI gene-
rales, el caso en el que estamos interesados principalmente, el uso simultáneo del análisis
Gramiano y del análisis Gramiano dual resulta el más adecuado. Empleamos el análisis
Gramiano dual desarrollado en [RS95, Subsection 3.3].

Al igual que en el caso de las matrices Gramianas, podemos definir a.e. λ ∈ T tres
funciones (medibles a posteriori, por razones análogas que para las funciones asociadas a
las matrices Gramianas) asociadas a las matrices Gramianas duales: G∗, G∗−†, G∗− : T →
[0,∞] dadas por

G∗(λ) := ‖G̃(λ)‖ , G∗−†(λ) := ‖G̃(λ)†‖ y G∗−(λ) := ‖G̃(λ)−1‖ . (3.11)

Si el operador involucrado G̃(λ), G̃(λ)† o G̃(λ)−1 no está bien definido o es no acotado,
asumimos que el valor de G∗(λ), G∗−†(λ) o G∗−(λ) es ∞ respectivamente.

En el estudio de los operadores Gramianos duales o las matrices Gramianas duales,
debemos abordar previamente algunas cuestiones técnicas. Comenzaremos con el opera-
dor Gramiano dual. Como se señala en la Observación 3.2.3 la definición del operador
Gramiano dual G̃ := JΦJ

∗
Φ puede no tener sentido en absoluto si S(Φ, t0) no es una suce-

sión de Bessel. Una alternativa para evitar desde un principio este problema es considerar
a G̃ como el operador asociado a una forma cuadrática q de la siguiente manera

q(f, f) = 〈G̃f, f〉L2(R) = 〈J∗Φf, J∗Φf〉`2(Φ,L2(T)) =
∥∥∥∑
φ∈Φ

| [f, φ̂ ] |2
∥∥∥
L1(T)

, (3.12)

la cual está densamente definida en L2(R) (por ejemplo en el subespacio S de L2(R)
formado por las funciones de banda limitada en R).

Observación 3.4.1. Técnicamente, la ecuación (3.12), es la fórmula de una forma cua-
drática q : Dom(q) = Q(q) × Q(q) → C (con Q(q) denso en H) sobre los elementos de
la diagonal ∆(q) := {(f, f) : f ∈ Q(q)}. Sin embargo, es bien sabido que una forma
cuadrática queda completamente definida sobre la diagonal. Para más detalles acerca de
la definición y algunos resultados importantes acerca de formas cuadráticas no acotadas
(cerradas), véase por ejemplo [ReSi80, págs. 276-283]. ♦

Una situación peor ocurre en el caso de las matrices Gramianas duales G̃(λ), donde
alguna entrada (d, d′) en (3.7) podría no converger absolutamente. Comencemos por re-
solver esta cuestión. En la proposición siguiente hemos agregado algunas cuentas omitidas
en la demostración original en [RS95, Proposition 3.3.1].

Proposición 3.4.2. Sea Φ ⊂ L2(R) infinito numerable y supongamos que S(Φ, t0) es una
sucesión de Bessel con cota Bessel B. Entonces, para cada d, d′ ∈ D, la entrada (d, d′) de
G̃(λ) converge absolutamente a.e. a un elemento de L1(T).
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Demostración. En primer lugar, para cualquier d, d′ ∈ D la desigualdad de Cauchy-
Schwarz conduce a

|G̃(λ)(d, d′)|2 ≤
(∑
φ∈Φ

|φ̂ (λ+ d)|2
)(∑

φ∈Φ

|φ̂ (λ+ d′)|2
)

= G̃(λ)(d, d)G̃(λ)(d′, d′) .

Por lo tanto, alcanza con probar el resultado para d = d′ ∈ D.
Para cada f ∈ L2(R) por (3.9) tenemos que

‖T ∗φf‖2
`2(K) =

1

2π
‖ [f̂ , φ̂ ] ‖2

L2(T) ,

de donde ∑
φ∈Φ

‖[f̂ , φ̂ ]‖2
L2(T) = 2π

∑
φ∈Φ

‖T ∗φf‖2
`2(K) ≤ 2πB‖f‖2

L2(R) , (3.13)

donde en la última desigualdad se utiliza la propiedad de Bessel (para T ∗Φ). Ahora, al
elegir f̂ := 1T+d, es inmediato que [f̂ , φ̂ ] = (Edφ̂)|T para cada φ ∈ Φ, y entonces∑

φ∈Φ

‖[f̂ , φ̂ ]‖2
L2(T) =

∑
φ∈Φ

‖(Edφ̂)|T‖2
L2(T)

=
∑
φ∈Φ

∫
T
|φ̂ (λ+ d)|2 dλ

=
∑
φ∈Φ

‖φ̂ 2‖L1(T+d)

= G̃(λ)(d, d) ,

con lo cual la suma correspondiente a G̃(λ)(d, d) es convergente en L1(T) y por lo tanto
también es puntualmente convergente en T. �

Como ocurre usualmente, la propiedad de Bessel es el punto de partida para estudiar
la propiedad de marco. En adelante, en esta subsección, a menos que se especifique lo
contrario, suponemos que la serie correspondiente a G̃(λ)(d, d′) converge absolutamente
para todo d, d′ ∈ D y a.e. λ ∈ T.

Volvemos al operador Gramiano dual tratado como la forma cuadrática (3.12). Que-
remos justificar la evaluación de las matrices Gramianas duales. Para f ∈ L2(R) y a.e.
λ ∈ T, buscamos validar la siguiente igualdad

(G̃f̂ )(λ) = G̃(λ)f̂|λ , (3.14)

donde utilizaremos las notaciones f̂|λ := f̂|λ+D y (f̂|λ)
∗ := f̂|λ+D.

En la segunda parte de la siguiente proposición efectivamente se logra justificar la
validez de (3.14).

Proposición 3.4.3 ([RS95, Lemma 3.3.2]). Sea Φ ⊂ L2(R) infinito numerable.

a) Si para algunos d, d′ ∈ D, la suma
∑

φ∈Φ |φ̂ (· + d)φ̂ (· + d′)| resulta infinita en un
subconjunto de medida positiva, entonces S(Φ, t0) no es una sucesión de Bessel.



56 3.4. Análisis Gramiano Dual

b) Si para todos d, d′ ∈ D, la suma
∑

φ∈Φ |φ̂ (λ + d)φ̂ (λ + d′)| resulta finita a.e. λ ∈ T,
entonces, para cualquier función f de banda limitada, se cumple

‖T ∗Φf‖2
`2(K×Φ) =

1

2π

∫
T
(f̂|λ)

∗G̃(λ)f̂|λ dλ =
1

2π

∫
T
〈G̃(λ)f̂|λ, f̂|λ〉`2(D) dλ . (3.15)

Demostración. a) Suponiendo que S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel llegamos a una
contradicción en (3.13).
b) Sea f una función de banda limitada, es decir, supp(f̂) es un conjunto compacto (salvo
conjuntos de medida nula). Por un lado tenemos que

2π‖T ∗Φf‖2
`2(K×Φ) = ‖(T ∗Φf)∧‖2

`2(Φ,L2(T)) = ‖J∗Φf̂‖2
`2(Φ,L2(T)) = 〈G̃f̂ , f̂ 〉L2(R)

y, por otro lado

〈G̃f̂ , f̂ 〉L2(R) =
∥∥∥∑
φ∈Φ

|[f̂ , φ̂ ]|2
∥∥∥
L1(T)

=

∫
T

∑
φ∈Φ

|[f̂ , φ̂ ](λ)|2 dλ .

Ahora bien, como∑
φ∈Φ

|[f̂ , φ̂ ](λ)|2 =
∑
φ∈Φ

∑
d,d′∈D

f̂ (λ+ d)φ̂ (λ+ d)f̂ (λ+ d′)φ̂ (λ+ d′)

=
∑
d,d′∈D

f̂ (λ+ d)f̂ (λ+ d′)
∑
φ∈Φ

φ̂ (λ+ d′)φ̂ (λ+ d)

=
∑
d,d′∈D

f̂ (λ+ d′)G̃(λ)(d, d′)f̂ (λ+ d)

= (f̂|λ)
∗G̃(λ)f̂|λ ,

juntando todas las identidades, obtenemos el resultado deseado. �

Continuamos con una condición bajo la cual S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel y por
lo tanto la suma

∑
φ∈Φ |φ̂ (λ+ d)φ̂ (λ+ d′)| es finita a.e. λ ∈ T para todos d, d′ ∈ D.

Proposición 3.4.4 ([RS95, Proposition 2.1.4]). Sea Φ ⊂ L2(R) a lo sumo numerable
y supongamos que Φ̃ ∈ L∞(T). Entonces S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel y ‖T ∗Φ‖ ≤
‖Φ̃‖L∞(T) .

Demostración. Mediante un cálculo directo, para cualquier φ, f ∈ L2(R) tenemos

| [f̂ , φ̂ ] |2 ≤ [f̂ , f̂ ][φ̂, φ̂ ] y ‖f‖2
L2(R) =

1

2π
‖ [f̂ , f̂ ] ‖L1(T) .

Utilizando estas fórmulas junto con la igualdad

‖T ∗Φf‖2
`2(K×Φ) =

∑
φ∈Φ

‖T ∗φf‖2
`2(K)
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en la ecuación (3.9), obtenemos

‖T ∗Φf‖2
`2(K×Φ) ≤

1

2π

∑
φ∈Φ

‖ [f̂ , f̂ ][φ̂, φ̂ ] ‖L1(T)

≤ 1

2π
‖ [f̂ , f̂ ] ‖L1(T)‖Φ̃‖2

L∞(T)

= ‖f‖2
L2(R)‖Φ̃‖2

L∞(T) .

Esto concluye la demostración. �

Ahora seguimos el mismo camino que en el contexto del análisis Gramiano. Para d ∈ D
sea Sd el subespacio de L2(R) dado por

Sd :=
{
f ∈ L2(R) : supp(f̂ ) ⊂ T + d

}
.

Sd es un sistema PSI con generador φ = 1∨T+d. De hecho, una adaptación de [RS95,
Result 2.2.9] prueba que f ∈ Sd si y solo si f̂ = τ1T+d con τ una función 2π

t0
-periódica.

Consideremos T ∗Φ,d = T ∗Φ|Sd
. Para λ ∈ T y f ∈ Sd la forma cuadrática (f̂|λ)

∗G̃(λ)f̂|λ se
reduce a

f̂ (λ+ d)G̃(λ)(d, d)f̂ (λ+ d) = G̃(λ)(d, d)|f̂ (λ+ d)|2 .

Por lo tanto, la ecuación (3.15) se convierte en

‖T ∗Φ,df‖2 =
1

2π
‖G̃(·)(d, d)|f̂(·+ d)|2‖L1(T) .

Ya que, para f ∈ Sd, también tenemos que

‖f‖2
L2(R) =

1

2π
‖f̂ ‖2

L2(R) =
1

2π
‖ |f̂(·+ d)|2 ‖L1(T) ,

las cotas inferior y superior para ‖T ∗Φ,d‖ y aquellas para la norma L1(T) de la función
L1(T) 3 τ 7→ G̃(·)(d, d)τ coinciden.

Proposición 3.4.5 ([RS95, Proposition 3.3.3]). Sean Φ ⊂ L2(R) infinito numerable y
d ∈ D. Supongamos que la suma

∑
φ∈Φ |φ̂(λ)|2 converge a.e. λ ∈ T.

a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) T ∗Φ,d es un operador acotado en Sd.

ii) G̃(·)(d, d) ∈ L∞(T).

En tal caso tenemos que ‖T ∗Φ,d‖2 = ‖G̃(·)(d, d)‖L∞(T).
b) Supongamos que T ∗Φ,d es un operador acotado en Sd. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

i) T ∗Φ,d es un operador parcialmente invertible en Sd.

ii) 1/G̃(·)(d, d) ∈ L∞(σ̃Sd).

En tal caso tenemos que ‖T ∗Φ,d†‖2 = ‖1/G̃(·)(d, d)‖L∞(σ̃Sd).
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El siguiente paso es obtener el resultado para Gramianos duales, análogo al Teorema
3.3.11 para Gramianos de sistemas FSI. Esto lleva a reemplazar los espacios PSI Sd, con
d ∈ D, por espacios FSI. Por lo tanto, consideramos un conjunto finito F ⊂ D y, notando
por TF := T + F,. consideramos el espacio de funciones de banda limitada

SF :=
{
f ∈ L2(R) : supp(f̂ ) ⊂ TF

}
.

Como antes, invocando el Lema 3.3.9 junto con Sd siendo un espacio PSI, se obtiene que
SF es un espacio FSI con conjunto generador {1∨T+d : d ∈ F}.

Para cualquier g : TF → C y λ ∈ T le asociamos el vector gF(λ) := (g(λ + d))d∈F.
Además, notamos por G̃F(λ) a la matriz Gramiana dual que se obtiene a partir de G̃(λ)
eliminando todas las filas y columnas indexadas por DrF y notamos por T ∗Φ,F = T ∗Φ|SF

al
operador de análisis restringido a SF. En este contexto tenemos

‖T ∗Φ,Ff‖2 =
1

2π
‖(f̂F)∗G̃Ff̂F‖L1(T) y ‖f‖2

L2(R) =
1

2π
‖ |f̂F|2 ‖L1(T) .

En la misma línea que para las matrices Gramianas consideramos ahora las funciones de
autovalores asociadas a las matrices Gramianas duales G̃F: µ̃F

máx, µ̃F
mín y µ̃+,F

mín denotan el
autovalor mayor, menor y menor no nulo de G̃F respectivamente.

Proposición 3.4.6 ([RS95, Proposition 3.3.4]). Sea Φ ⊂ L2(R) infinito numerable y sean
F, GF, µ̃F

máx, µ̃
+,F
mín, SF y T ∗Φ,F como arriba. Supongamos que

∑
φ∈Φ |φ̂ |2 es finita a.e. en T.

a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) T ∗Φ,F es un operador acotado en SF.

ii) µ̃F
máx ∈ L∞(T).

En tal caso tenemos que ‖T ∗Φ,F‖2 = ‖µ̃F
máx‖L∞(T).

b) Supongamos que T ∗Φ,F es un operador acotado en SF. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

i) T ∗Φ,F es un operador parcialmente invertible en SF.

ii) 1/µ̃+,F
mín ∈ L∞(σ̃SF).

En tal caso tenemos que ‖T ∗Φ,F†‖2 = ‖1/µ̃+,F
mín‖L∞(σ̃SF).

Para la deseada caracterización final, empleamos el mismo dispositivo que utilizamos
en el contexto del análisis Gramiano. Queremos extender la Proposición 3.4.6 de SF a
L2(R). Sea (Fn)n∈N una filtración de D y (TFn := T + Fn)n∈N la filtración inducida de
R. Esto conduce a una sucesión creciente de espacios FSI (SFn)n∈N cuya unión (límite)
S es un subespacio denso de L2(R). Más precisamente, S es el espacio bien conocido de
funciones de banda limitada en R.

Teorema 3.4.7 ([RS95, Theorem 3.3.5]). Sean Φ ⊂ L2(R) infinito numerable, G̃(λ) la
matriz Gramiana dual asociada a S(Φ, t0) y G∗, G∗− como en (3.11). Entonces:

a) Si la suma
∑

φ∈Φ |φ̂ |2 diverge en un conjunto de medida positiva entonces S(Φ, t0) no
es una sucesión de Bessel.



CAPÍTULO 3. Análisis Gramiano y Gramiano Dual 59

b) Supongamos que
∑

φ∈Φ |φ̂ |2 es finita a.e. en T. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel para L2(R) con cota Bessel B.

ii) G∗ ∈ L∞(T).

En tal caso tenemos que B = ‖T ∗Φ‖2 = ‖G∗‖L∞(T).

c) supongamos que S(Φ, t0) es una sucesión de Bessel. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

i) S(Φ, t0) es un marco de L2(R) con cotas de marco 0 < A ≤ B <∞.

ii) G̃(λ) posee inverso acotado a.e. λ ∈ T y 1/G∗− ∈ L∞(T).

En tal caso tenemos que A = ‖T ∗Φ−1‖2 = ‖1/G∗−‖L∞(T).

Observación 3.4.8. Vale decir que en [Ch16, Section 10.1] se obtienen los mismos resultados
con un enfoque similar, siguiendo mayormente la publicación [CSS98]. ♦
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Nombre Ron & Shen Este Trabajo
Dominio de funciones Rd, d ∈ N R
Espacio de funciones de cua-
drado integrable

L2(Rd), d ∈ N L2(R)

Reticulado Zd K := t0Z, t0 > 0
Dominio fundamental ω ∈ Td := [−π, π)d λ ∈ T =

[
0, 2π

t0

)
Reticulado dual 2πZd D := 2π

t0
Z

Conjunto de trasladados de Φ EΦ S(Φ, t0)
Espacio SI generado por Φ S(Φ) V(Φ, t0)
Espectros del espacio SI gene-
rado por Φ

σΦ y σ̃Φ σV(Φ, t0) y σ̃V(Φ, t0)

Operadores de análisis y de
síntesis

T ∗Φ y TΦ T ∗Φ y TΦ

Norma de operadores Gramia-
nos

Λ(ω) = ‖G(ω)‖
λ+(ω) = ‖G(ω)−1

| ‖−1

λ(ω) = ‖G(ω)−1‖−1

G(λ) = ‖G(λ)‖
G−†(λ) = ‖G(λ)†‖
G−(λ) = ‖G(λ)−1‖

Norma de operadores Gramia-
nos duales

Λ̃(ω) = ‖G̃(ω)‖
λ̃+(ω) = ‖G̃(ω)−1

| ‖−1

λ̃(ω) = ‖G̃(ω)−1‖−1

G∗(λ) = ‖G̃(λ)‖
G∗−†(λ) = ‖G̃(λ)†‖
G∗−(λ) = ‖G̃(λ)−1‖

Funciones de autovalores
Λ(ω) / Λ̃(ω)

λ+(ω) / λ̃+(ω)

λ(ω) / λ̃(ω)

µmáx(λ) / µ̃máx(λ)
µ+

mín(λ) / µ̃+
mín(λ)

µmín(λ) / µ̃mín(λ)

Cuadro 3.1: Algunas notaciones de [RS95] y sus reemplazos en este trabajo



Capítulo 4

Sistemas de Gabor

En este capítulo conectamos sistemas regulares de Gabor (con un reticulado como conjunto
de índices), marcos AP de Gabor, análisis Gramiano dual y procesos aleatorios estacionarios
en sentido amplio. Seguimos nuestra publicación [CeMe22]. En la Sección 4.1 recordamos la
definición de un sistema de Gabor y, considerándolo como un sistema invariante por trasla-
ciones, enunciamos una caracterización útil de los marcos de Gabor de L2(R) en términos de
matrices Gramianas duales (Teorema 4.1.3). Aprovechando esto último junto con una caracte-
rización existente entre marcos de Gabor y marcos AP de Gabor de L2(R), en la Sección 4.2
demostramos una caracterización de marcos de Gabor de L2(R) en términos de ciertas des-
igualdades de tipo marcos AP que involucra normas AP de un proceso aleatorio estacionario
Gaussiano X y de la sucesión de coeficientes aleatorios de Gabor asociada al mismo. Con base
en los resultados obtenidos en la Sección 4.2, obtenemos primero, en la Sección 4.3, condicio-
nes necesarias y suficientes para la completitud de esta sucesión de coeficientes aleatorios de
Gabor en el espacio de Hilbert generado por X, y luego, en la Sección 4.4, habiendo impuesto
algunas condiciones adicionales sobre la función ventana g como así también en las matrices
Gramianas duales, llevamos a cabo la reconstrucción de X por medio de dicha sucesión.

4.1. Análisis Gramiano Dual en Sistemas de Gabor
En esta sección aplicamos los resultados del Capítulo 3 a los sistemas de Gabor si-

guiendo [RS97a].
Recordamos la Definición 1.6.10 correspondiente a un sistema de Gabor.

Definición 4.1.1. Sea g : R → C una función medible de Borel (ventana) y t0, ω0

constantes positivas. El sistema de Gabor generado por los desplazamientos en tiempo-
frecuencia de g es el conjunto:

G = G(g, t0, ω0) = {gk,l(t) = g(t− k)eil(t−k) : k ∈ K := t0Z, l ∈ L := ω0Z} .

Es para tener en cuenta que Ĝ (G transformado por Fourier) es otra vez esencialmente
un sistema de Gabor:

Ĝ = {ĝk,l(λ) = (M−kEl ĝ )(λ) = ĝ (λ− l)e−ikλ : k ∈ K, l ∈ L} , (4.1)

donde M−k representa el operador de modulación con frecuencia −k definido por (1.14).
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Motivados en parte por algunos problemas de interpolación para procesos aleatorios
estacionarios, trabajaremos preferentemente con (4.1). El sistema de Gabor G es de hecho
un sistema SI ya que

gk,l(t) = (Ek(M lg) )(t), k ∈ K, l ∈ L ,

y llamando
Φ := {φl := M lg : l ∈ L}

podemos reescribirlo como
G(g, t0, ω0) = S(Φ, t0) .

Dado que nos encontramos en el contexto de los sistemas SI, podemos aplicar la maquina-
ria del Capítulo 3. De aquí en adelante, utilizaremos L, con el orden habitual, en lugar de
Φ como conjunto de índices, ya que este está reservado para la medida aleatoria asociada
a un proceso aleatorio estacionario X.
Observación 4.1.2. Con respecto a la teoría de los sistemas SI y al menos con respecto
al trabajo que aquí desarrollaremos, no hay pérdida de generalidad al considerar un solo
generador {g} en lugar de un conjunto finito {g1, · · · , gn}. Elegimos una sola función para
evitar una notación sobrecargada. ♦

En este punto volvemos a introducir una modificación menor con respecto a [RS97a,
p. 13] (sin la constante 1

t0
multiplicando la suma (4.2) a continuación). Al menos formal-

mente, para a.e. λ ∈ T (o λ ∈ R indistintamente), la matriz Gramiana dual infinita G̃(λ)
con entrada (d, d′) está dada por

G̃(λ)(d, d′) =
∑
l∈L

ĝ (λ− l + d) ĝ (λ− l + d′), d, d′ ∈ D . (4.2)

La ecuación (4.2) es un caso particular de la ecuación (3.7) ya que

φ̂l(λ) = ĝ (λ− l) = (Elĝ)(λ), l ∈ L .

Recordamos la definición formal de las matrices Gramianas duales como el producto
matricial de las fibras G̃(λ) = J(λ)J∗(λ), con J(λ)(d, l) = ĝ (λ − l + d) para l ∈ L y
d ∈ D (también modificadas eliminando el factor 1√

t0
), donde J∗(λ) denota la transpuesta

conjugada (adjunta) de J(λ).
Es posible caracterizar los sistemas de Gabor que son marcos de L2(R) en términos de

G̃(λ), que actúa como un operador G̃(λ) : `2(D)→ `2(D), o alternativamente, por medio
de las fibras J(λ) : `2(L) → `2(D). De hecho, una condición necesaria es la continuidad
de G̃(λ) y además como caso particular del Teorema 3.4.7 b) Ron & Shen demostraron:

Teorema 4.1.3. ([RS97a, Theorem 3.2], [Ch16, p. 264] and [Gr01, p. 117]). Sea G ⊂
L2(R) un sistema de Gabor con matriz Gramiana dual asociada G̃(λ) definida como en
(4.2). Entonces:
G (y/o Ĝ) es un marco de L2(R) con constantes 0 < A ≤ B <∞ si y solo si

t0A‖x‖2
`2(D) ≤ 〈G̃(λ)x, x〉`2(D) ≤ t0B‖x‖2

`2(D) , (4.3)

para casi todos (con respecto a la medida de Lebesgue) λ ∈ R y todos los x ∈ `2(D).
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Nótese que la ecuación (4.3) significa que J(λ) : `2(L)→ `2(D), J∗(λ) : `2(D)→ `2(L)

y G̃(λ) : `2(D)→ `2(D) son operadores acotados con inversos acotados para casi todos los
λ con respecto a la medida de Lebesgue. De hecho, la condición (4.3) puede reformularse
como:

t0A‖x‖2
`2(D) ≤ ‖J∗(λ)x‖2

`2(L) ≤ t0B‖x‖2
`2(D) . (4.4)

Además, téngase en cuenta que G̃(λ) es autoadjunto y, más aún, define un operador
positivo con dominio en `2(D) para casi todos los λ’s.

4.2. Marcos AP de Gabor y Procesos Aleatorios Esta-
cionarios

Esta sección contiene los principales resultados del Capítulo, los cuales fueron origi-
nados en nuestra publicación [CeMe22].

Como B2(R) no es separable, ninguna colección contable de elementos de su espacio
dual puede ser total en él. Sin embargo, mediante un proceso de promediado adecuado
se puede estimar la norma B2(R). De hecho, esto motiva la siguiente definición para los
sistemas de Gabor [KR09, Kim13, Par01].

Definición 4.2.1. Sea G ⊂ L1(R) un sistema de Gabor. Decimos que G es un marco AP
de Gabor si existen constantes 0 < A ≤ B <∞ tales que para cada f ∈ AP (R):

A‖f‖2
B2(R) ≤

∑
l∈L

‖(〈f, gk,l〉)k∈K‖2
B2(K) ≤ B‖f‖2

B2(R) .

Observación 4.2.2. Notemos que los productos internos 〈f, gk,l〉 son finitos ya que f ∈
L∞(R) y gk,l ∈ L1(R) ∀ k ∈ K, l ∈ L. ♦

Observación 4.2.3. La definición 4.2.1 afirma que la norma habitual ‖·‖B2(R) es equivalente
a la norma ‖( (〈·, gk,l〉)k∈K )l∈L‖`2(L,B2(K)). Este recurso se explota en [BFG17]. ♦

En [KR09, Theorem 1.11], con la condición moderada adicional (C2) de (4.5) a con-
tinuación, se demuestra que un marco de L2(R) de Gabor es un marco AP de Gabor y
viceversa. Además, las cotas inferior y superior de marco de L2(R) coinciden con los cotas
inferior y superior de marco AP respectivamente.

A lo largo de esta sección, G ⊂ L1(R)
⋂
L2(R) será un sistema de Gabor que verifica

las condiciones adicionales:

(C1) M := sup
λ∈T

∑
d∈D
|ĝ (λ+ d)|2 <∞,

(C2) G̃(·)(0, d) ∈ C(R) ∀ d ∈ D .
(4.5)

Bajo estos supuestos, dado un proceso aleatorio estacionario Gaussiano X, recordando el
Ejemplo 2.2.11 (ecuación (2.11)) podemos calcular sus coeficientes aleatorios de marco y
obtener, para cada l ∈ L, la sucesión aleatoria (〈X, gk,l〉)k∈K dada por:

〈X, gk,l〉 =

∫
R

eiλkĝ (λ− l) dΦ(λ) . (4.6)
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Es inmediato que estas sucesiones aleatorias pertenecen a H(X) y que también son Gaus-
sianas. Además, para cada l ∈ L, (〈X, gk,l〉)k∈K es estacionaria, ya que a partir de (2.8) la
covarianza de esta sucesión toma la forma:

E(〈X, gk,l〉〈X, gk′,l〉) =

∫
R
eiλ(k−k′)|ĝ (λ− l)|2 dµ(λ) , (4.7)

que sólo depende de la diferencia k − k′ ∈ K. Caracterizaremos G mediante estos coefi-
cientes. La condición de acotación a priori (C1) de (4.5) es otra forma de suponer que la
función Φ̃ de la Definición 3.3.7, ahora reescrita como

Φ̃(λ)2 :=
∑
φ∈Φ

[φ̂, φ̂ ](λ) =
∑
l∈L

∑
d∈D

|ĝ (λ− l)|2 ,

pertenece a L∞(T). Esta propiedad garantiza la propiedad de Bessel de G (véase Propo-
sición 3.4.4). Además, las condiciones de continuidad a priori como (C2) de (4.5), como
se señala en [KR09] para el caso de AP (R), se deben al hecho de que la configuración
L2(R) está asociada con la medida de Lebesgue en el dominio de frecuencia, mientras que
en la configuración actual el dominio de frecuencia está asociado a procesos aleatorios
estacionarios con una medida espectral de Borel finita arbitraria µ. Como resultado, las
condiciones de tipo marco como (4.3) que son válidas a.e. λ ∈ R con respecto a la medida
de Lebesgue serán válidas para cada λ ∈ R.

Recordemos los conjuntos finitos K(N) = {nt0 ∈ K : −N ≤ n ≤ N }, para N ∈ N, y
definamos L(N) y D(N) de manera similar.

Lema 4.2.4. Sea G un sistema de Gabor. Entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes:

i) G es un marco de L2(R) con cotas de marco 0 < A ≤ B <∞.

ii) Existen constantes 0 < A ≤ B <∞ tales que:

A‖X‖2
B2(R) ≤

1

t0

∑
l∈L

‖(〈X, gk,l〉)k∈K‖2
B2(K) ≤ B‖X‖2

B2(R) a.s. (4.8)

para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano X con medida espectral discreta.

Demostración. i) ⇒ ii) Recordemos del comienzo de esta sección que si X es esta-
cionario y Gaussiano, entonces para cada l ∈ L, la sucesión de coeficientes aleatorios
(〈X, gk,l〉)k∈K, dada por

〈X, gk,l〉 =

∫
R

eiλkĝ (λ− l) dΦ(λ)

también es estacionaria (véase ecuación (4.7)) y Gaussiana. Si X tiene espectro discreto,
existe Λ ⊂ R a lo sumo numerable tal que

X(t) =
∑
λ∈Λ

C(λ)eiλt
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converge a.s. para todo t ∈ R, donde las C(λ)’s son variables aleatorias normales, de
media cero e independientes tales que∑

λ∈Λ

E|C(λ)|2 = µ(R) <∞ .

Además, por la Proposición 2.4.2, X ∈ B2(R) a.s. . En este caso, C(λ) = 0 a.s. excepto
para a lo sumo numerables λ’s, entonces los coeficientes aleatorios 〈X, gk,l〉 de la ecuación
(4.6) toman la forma de una serie convergente a.s. para cada k ∈ K y l ∈ L:

〈X, gk,l〉 =
∑
λ∈R

ĝ (λ− l)eiλkC(λ) ,

ya que, como en el Ejemplo 2.2.13, tenemos que∑
λ∈R

|ĝ (λ− l)|2E|C(λ)|2 ≤ ‖ĝ‖2
L∞(R)µ(R) <∞ ,

y el mismo argumento es válido para cualquier reordenamiento de esta suma, entonces:

〈X, gk,l〉 =
∑
λ∈T

(∑
d∈D

ĝ (λ− l + d)C(λ+ d)

)
eiλk =

∑
λ∈T

D(λ, l)eiλk a.s. . (4.9)

Por lo tanto, existe Ωs
l ∈ F tal que P(Ωs

l ) = 1 donde, para cada k ∈ K, la serie (4.9)
converge. Por otra parte, debido al Teorema 2.3.1 existe Ωe

l ∈ F tal que P(Ωe
l ) = 1 y

donde ‖(〈X, gk,l〉)k∈K‖B2(K) existe y es finito. Definimos para cada l ∈ L: Ωl = Ωe
l ∩ Ωs

l , y
por tanto la ecuación (4.9) implica que D(λ, l) es la Transformada de Bohr de la sucesión
(〈X, gk,l〉)k∈K ∈ B2(K) sobre Ωl. Luego, la fórmula de Wiener (1.19) afirma que:

‖(〈X, gk,l〉)k∈K‖B2(K) = ‖D(·, l)‖2
L2(T,dc) =

∑
λ∈T

|D(λ, l)|2 ,

y entonces sobre
⋂
l∈L

Ωl:

∑
l∈L

‖(〈X, gk,l〉)k∈K‖B2(K) =
∑
l∈L

∑
λ∈T

|D(λ, l)|2 =
∑
λ∈T

∑
l∈L

|D(λ, l)|2 .

Por otra parte, siguiendo el análisis sobre el subconjunto
⋂
l∈L

Ωl,

∑
l∈L

|D(λ, l)|2 =
∑
l∈L

ĺım
N→∞

∣∣∣∣ ∑
d∈D(N)

ĝ (λ− l + d)C(λ+ d)

∣∣∣∣2 ,
y teniendo en cuenta la condición (C1) de (4.5), si definimos

CN(λ, d) = C(λ+ d)1D(N)(d), λ ∈ T, d ∈ D, N ∈ N ,

resulta que ∑
l∈L

∣∣∣∣ ∑
d∈D(N)

ĝ (λ− l + d)C(λ+ d)

∣∣∣∣2 = 〈G̃(λ)CN(λ), CN(λ)〉`2(D) (4.10)
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y ∣∣∣∣ ∑
d∈D(N)

ĝ (λ− l + d)C(λ+ d)

∣∣∣∣2 ≤M
∑
d∈D

|C(λ+ d)|2 .

Recordando que ∑
λ∈T

∑
d∈D

|C(λ+ d)|2 =
∑
λ∈R

|C(λ)|2 <∞ ,

por el Teorema de Lebesgue (considerando la medida de conteo dc) se puede intercambiar
la suma sobre l ∈ L con el límite y así, por la ecuación (4.10):∑

λ∈T

∑
l∈L

|D(λ, l)|2 =
∑
λ∈T

ĺım
N→∞

〈G̃(λ)CN(λ), CN(λ)〉`2(D) .

Pero, recordando que G es un marco de L2(R), de la ecuación (4.3) y la condición de
continuidad (C2) de (4.5)

t0A
∑
d∈D

|CN(λ, d)|2 ≤ 〈G̃(λ)CN(λ), CN(λ)〉`2(D) ≤ t0B
∑
d∈D

|CN(λ, d)|2 ,

para todo λ ∈ T y la afirmación se desprende de la ecuación (1.18):∑
λ∈T

ĺım
N→∞

∑
d∈D

|CN(λ, d)|2 =
∑
λ∈T

∑
d∈D

|C(λ+ d)|2 =
∑
λ∈R

|C(λ)|2 = ‖X‖2
B2(R) .

ii) ⇒ i) Sea N ∈ N y definamos el proceso

X(t) =
∑

d∈D(N)

C(d)ei(d−λ)t ,

con C(d) ∼ N (0, σ2
d) variables aleatorias independientes y λ ∈ R. Mediante un cálculo

directo, a partir de la definición de la Transformada de Fourier, y dado que eidk = 1 para
todos los d ∈ D y k ∈ K:

〈X, gk,l〉 =
∑

d∈D(N)

C(d)

∫
R
ei(d−λ)tgk,l(t) dt =

∑
d∈D(N)

C(d) ĝ (d− λ− l)e−iλk .

Así pues,
|〈X, gk,l〉|2 =

∑
d,d′∈D(N)

C(d′)C(d) ĝ (d′ − λ− l) ĝ (d− λ− l) ,

sumando sobre k ∈ K(M), para todo M ∈ N, tenemos:

1

(2M + 1)t0

∑
k∈K(M)

|〈X, gk,l〉|2 =
1

t0

∑
d,d′∈D(N)

C(d′)C(d) ĝ (d′ − λ− l) ĝ (d− λ− l) , (4.11)

y por lo tanto se puede obtener el valor del límite cuando M →∞.
Por otra parte:

ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|X(t)|2 dt =

∑
d∈D(N)

|C(d)|2 . (4.12)



CAPÍTULO 4. Sistemas de Gabor 67

Combinando las desigualdades (4.8) con las ecuaciones (4.11), (4.12) y entonces su-
mando sobre l ∈ L se sigue a.s. que

A
∑

d∈D(N)

|C(d)|2 ≤
∑
l∈L

1

t0

∑
d,d′∈D(N)

C(d′)C(d) ĝ (d′ − λ− l) ĝ (d− λ− l) ≤ B
∑

d∈D(N)

|C(d)|2 .

O equivalentemente, dados λ ∈ R y C(d) ∼ N (0, σ2
d) variables aleatorias independientes,

d ∈ D(N), si definimos el vector aleatorio finito Z(d) = C(d)1D(N)(d) se cumple que

t0A‖Z‖2
`2(D) ≤ 〈G̃(λ)Z,Z〉`2(D) ≤ t0B‖Z‖2

`2(D) .

Recordando el Lema 2.4.4 con pZ la densidad de probabilidad Gaussiana de Z, se obtiene
que para todo λ ∈ R y x ∈ RD(N):

t0A‖x‖2
`2(D) ≤ 〈G̃(λ)x, x〉`2(D) ≤ t0B‖x‖2

`2(D) .

Recordando que G̃(λ) = J(λ)J∗(λ), y ya que N es arbitrario, esto es equivalente a:

t0A‖x‖2
`2(D) ≤ ‖J∗(λ)x‖2

`2(L) ≤ t0B‖x‖2
`2(D) , (4.13)

para todas las sucesiones finitas x ∈ `2(D). Por lo tanto, J∗(λ) está acotado con inversa
continua, ya que el subconjunto de sucesiones finitas es denso en `2(D). Entonces, (4.13)
es válido para cualquier x ∈ `2(D). Y la afirmación ahora se demuestra recordando el
Teorema 4.1.3 (véase (4.4)). �

Para procesos aleatorios estacionarios Gaussianos con espectro continuo tenemos la
siguiente caracterización de las desigualdades (4.8).

Lema 4.2.5. Sea G un sistema de Gabor. Entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes:

i) Existen constantes 0 < A ≤ B <∞ tales que

t0A ≤
∑
l∈L

|ĝ (λ− l)|2 ≤ t0B (4.14)

para todo λ ∈ R.

ii) Existen constantes 0 < A ≤ B < ∞ tales que las desigualdades (4.8) se cumplen
para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano X con espectro continuo.

Demostración. Sea X un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con espectro continuo.
Entonces, recordando la ecuación (4.7), para cada l ∈ L la sucesión de coeficientes aleato-
rios (〈X, gk,l〉)k∈K de la ecuación (4.6), también es estacionaria y Gaussiana. Observando
que esta sucesión tiene espectro continuo (para una prueba que incluye esta afirmación,
véase el Lema 4.2.7), entonces por el Teorema 2.3.2,

ĺım
N→∞

1

(2N + 1)t0

∑
k∈K(N)

|〈X, gk,l〉|2 = E|〈X, g0,l〉|2 =
1

t0

∫
R
|ĝ (λ− l)|2 dµ(λ) a.s. (4.15)
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Un argumento similar se aplica al proceso original X:

‖X‖B2(R) = ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|X(t)|2 dt = E|X(0)|2 = µ(R) a.s. (4.16)

Ahora, establecemos Ωc como el subconjunto donde se cumple la ecuación (4.16) y, para
cada l ∈ L, Ωl como el subconjunto donde se cumple la ecuación (4.15). Claramente, si

∼
Ω :=

⋂
l∈L

(Ωc ∩ Ωl)

entonces P(
∼
Ω) = 1 y en consecuencia la ecuación (4.16) es verdadera sobre

∼
Ω así como∑

l∈L

ĺım
N→∞

1

(2N + 1)t0

∑
k∈K(N)

|〈X, gk,l〉|2 =
1

t0

∑
l∈L

E|〈X, g0,l〉|2 =
1

t0

∫
R

∑
l∈L

|ĝ (λ− l)|2 dµ(λ).

(4.17)
Ahora, podemos demostrar ambas implicaciones.
i) ⇒ ii) Si las desigualdades (4.14) son verdaderas, como las ecuaciones (4.16) y (4.17)
se cumplen sobre

∼
Ω es inmediato que las desigualdades (4.8) se cumplen a.s. .

ii) ⇒ i) Sea U ⊂ R cualquier subconjunto Boreliano con medida de Lebesgue finita.
Definimos el proceso

X(t) :=

∫
U

eiλt dΦ(t) ,

donde se elige Φ como la medida aleatoria de Wiener (Ejemplo 2.2.6). Suponiendo que
se cumplen las desigualdades (4.8) y observando que en este caso µ es la restricción de la
medida de Lebesgue mR sobre U , la ecuación (4.16) combinada con (4.17) implica que:

AmR(U) ≤
∫
U

∑
l∈L

|ĝ (λ− l)|2 dλ ≤ BmR(U) ,

y entonces las desigualdades (4.14) se cumplen mR-a.e. pero, por la condición de conti-
nuidad (C2) de (4.5), se prueba la afirmación para cada λ ∈ R. �

Observación 4.2.6. Vale la pena señalar que las desigualdades (4.14) son una condición
de estabilidad en la entrada (0,0) de la matriz Gramiana dual ya que

G̃(λ)(0, 0) =
∑
l∈L

|ĝ (λ− l)|2 .

Desigualdades como las de (4.14) se utilizan ampliamente en la literatura de los marcos
de Gabor. Por ejemplo, en [Ch16, Proposition 11.3.4] o [He11, Theorem 11.6] (véase
Subsección 1.6.3) se demuestra que (4.14) es una condición necesaria para que un sistema
de Gabor sea un marco de L2(R), lo que ahora queda claro por el Teorema 3.4.7. ♦

Recordemos que dado l ∈ L la sucesión de coeficientes aleatorios 〈X, gk,l〉 también es
estacionaria. Entonces tenemos:

Lema 4.2.7. Para cada l ∈ L, definimos Z l(k) = 〈X, gk,l〉, con k ∈ K. Entonces:

Z l
c(k) = 〈Xc, gk,l〉 y Z l

d(k) = 〈Xd, gk,l〉 .
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Demostración. El resultado se desprende de los siguientes hechos. En primer lugar, ob-
servemos que para cada l ∈ L:

〈X, gk,l〉 = 〈Xc, gk,l〉+ 〈Xd, gk,l〉 .

Sean γ y ρ las medidas espectrales de (〈Xc, gk,l〉)k∈K y (〈Xd, gk,l〉)k∈K respectivamente.
Recordemos que γ es la única medida tal que

E(〈Xc, gk,l〉〈Xc, g0,l〉) =

∫
T
eiλk dγ(λ) ,

para todo k ∈ K. Pero si µc es la parte continua de µ, la medida espectral de X, un
cálculo directo muestra que,

E(〈Xc, gk,l〉〈Xc, g0,l〉) =

∫
R
eiλk|ĝ (λ− l)|2 dµc(λ) =

∑
d∈D

∫
T+d

eiλk|ĝ (λ− l)|2 dµc(λ) .

Por lo tanto γ viene dada por:

γ(A) =
∑
d∈D

∫
A+d

|ĝ (λ− l)|2 dµc(λ) ,

para todo A ∈ B(T). Entonces, en particular, para cualquier λ0 ∈ T y eligiendo A = {λ0},
γ({λ0}) = 0.

Por otra parte, la parte discreta de µ puede escribirse como µd =
∑
λ∈Λ

cλδλ, con Λ un

subconjunto a lo sumo numerable de R, δλ la medida puntual de masa concentrada en λ,
y cλ > 0. Por lo tanto, un argumento similar al utilizado para obtener γ, muestra que si
A ∈ B(T), entonces

ρ(A) =
∑
d∈D

∑
λ∈Λ

∫
A

|ĝ (ξ − l)|2cλ+d dδλ+d(ξ) ,

la cual es claramente discreta. �

Finalmente llegamos a la caracterización de marcos de L2(R) mediante procesos alea-
torios estacionarios Gaussianos arbitrarios.

Teorema 4.2.8. Sea G un sistema de Gabor. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) G es un marco de L2(R).

ii) Existen constantes 0 < A ≤ B < ∞ tales que las desigualdades (4.8) se cumplen
para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano X.

Demostración. i) ⇒ ii) Observando que X se puede descomponer en dos procesos
aleatorios ortogonales (o, de hecho, independientes) Xc(t) y Xd(t) tales que X(t) =
Xc(t) + Xd(t) con medidas espectrales continua y discreta respectivamente, obtenemos
que:

〈X, gk,l〉 = 〈Xc, gk,l〉+ 〈Xd, gk,l〉 .
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Por los Lemas 2.4.3 a) y 4.2.7 entonces, con probabilidad uno, para cada l ∈ L:

‖(〈X, gk,l〉)k∈K‖2
B2(K) = ‖(〈Xc, gk,l〉)k∈K‖2

B2(K) + ‖(〈Xd, gk,l〉)k∈K‖2
B2(K) ,

y por lo tanto, dado que L es numerable, con probabilidad uno∑
l∈L

‖{〈X, gk,l〉}k∈K‖2
B2(K) =

∑
l∈L

‖{〈Xc, gk,l〉}k∈K‖2
B2(K) +

∑
l∈L

‖{〈Xd, gk,l〉}k∈K‖2
B2(K) .

(4.18)
De manera similar, por los Lemas 2.4.3 b) y 4.2.7,

‖X‖2
B2(K) = ‖Xc‖2

B2(K) + ‖Xd‖2
B2(K) a.s. . (4.19)

Si G es un marco de L2(R), entonces, por el Lema 4.2.4, el resultado es válido para Xd.
Además, por el Teorema 4.1.3, tomando el vector canónico x = e0, e0(d) = 1{0}(d) en la
ecuación (4.3), obtenemos

t0A ≤ 〈G̃(λ)e0, e0〉`2(D) =
∑
l∈L

|ĝ (λ− l)|2 ≤ t0B ,

con ‖e0‖`2(D) = 1 y entonces las desigualdades (4.14) son válidas. Por lo tanto, por el
Lema 4.2.5, las desigualdades (4.8) también son válidas para Xc.

Finalmente, como la afirmación es válida para Xc y para Xd, la conclusión deseada se
deduce recordando las ecuaciones (4.18) y (4.19).
ii) ⇒ i) Esta es una consecuencia directa del Lema 4.2.4 ya que las desigualdades (4.8)
en particular son válidas para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano con medida
espectral discreta µ que satisface µ({0}) = 0. �

Observación 4.2.9. Para determinar si G es un marco de L2(R) es suficiente comprobar las
desigualdades (4.8) para procesos aleatorios estacionarios Gaussianos con medida espectral
discreta µ. Este es el conjunto “más pequeño” obtenido en este trabajo (no sabemos si es
el más pequeño en general) para que esto ocurra. ♦

4.3. Sobre gen{〈X, gk,l〉 : k ∈ K, l ∈ L} ⊂ H(X)

Los resultados obtenidos en esta sección forman parte de nuestra publicación [CeMe22].
En la Sección 4.2 caracterizamos los marcos de L2(R) (o marcos AP de Gabor) en

términos de estimaciones de la norma AP (R) de procesos aleatorios estacionarios Gaussia-
nos. A diferencia de los marcos de Hilbert habituales, estas estimaciones no dan ninguna
información sobre un posible procedimiento de reconstrucción a partir de la sucesión de los
coeficientes aleatorios de marco. Además, desde la perspectiva de la no separabilidad de
los espacios B2(R), una respuesta negativa a esta pregunta parece razonable. Sin embargo,
dado un proceso aleatorio X, podemos solucionar esto si restringimos nuestro problema
a representar H(X) mediante los coeficientes aleatorios de X con respecto a un sistema
de Gabor. El problema de teoría de la información de representar un proceso aleatorio
estocásticamente continuo utilizando coeficientes obtenidos a partir de mediciones con un
conjunto completo dado de vectores de un espacio de Hilbert de funciones, fué tratado
por primera vez, en una forma general, en [CaMa71, CaMa73]. Esta es una formulación



CAPÍTULO 4. Sistemas de Gabor 71

débil del problema de muestreo clásico. En particular, si X es un proceso aleatorio esta-
cionario en sentido amplio (o similar), se pueden obtener algunas condiciones elegantes
en el dominio de la frecuencia (véase por ejemplo [Lee78]).

De acuerdo con el isomorfismo de Kolmogorov (2.4) para encontrar condiciones bajo
las cuales los coeficientes aleatorios

〈X, gk,l〉 =

∫
R

eiλkĝ (λ− l) dΦ(λ)

verifican que
span{〈X, gk,l〉 : k ∈ K, l ∈ L} = H(X) ,

es equivalente a buscar condiciones para que Ĝ ⊂ L2(R, µ) sea denso en L2(R, µ). Esta
es una formulación más débil del Teorema de Muestreo de Shannon en el contexto de los
procesos aleatorios estudiados inicialmente por S. P. Lloyd [Llo59]. Aunque no podría ser
posible encontrar una expansión de la serie de reconstrucción en términos de las muestras,
estas aún podrían llevar, en cierto sentido, toda la información de X.

Consideramos nuevamente formalmente la matriz infinita G̃(λ) como en la ecuación
(4.2). Adicionalmente introducimos el siguiente recurso auxiliar: si µ es una medida de
Borel finita y A ∈ B(R) definimos una nueva medida ν por

ν(A) =
∑
d∈D

µ(A+ d) . (4.20)

Es inmediato que ν dada por (4.20) es una medida de Borel σ-finita, que ν(T) = µ(R) <∞
y que es periódica en el sentido de:

ν(A+ d) = ν(A) para cada A ∈ B(R), para todo d ∈ D .

Es claro que, para cada d ∈ D, la medida µd, dada por µd(A) = µ(A+d), es absolutamente
continua con respecto a ν. Por lo tanto, existe su derivada de Radon-Nykodim wd, es decir,
dµd = wd dν con wd ∈ L1(R, ν) (véase por ejemplo [Fo99, p. 90]). Además, si denotamos
por w := w0 entonces es bastante sencillo comprobar que wd = w(·+ d) ν-a.e. .

Definición 4.3.1. Definimos las matrices infinitasW (λ), G̃N(λ) y D(λ) para cada d, d′ ∈
D, N ∈ N y λ ∈ T como:

W (λ)(d, d′) = w(λ+ d)δ(d, d′) ,

G̃N(λ)(d, d′) = G̃(λ)(d, d′)1NT2(d, d′) ,

D(λ) = W (λ)G̃(λ)W (λ) .

Una condición necesaria para que Ĝ sea un marco de L2(R) es que G̃(λ) : `2(D)→ `2(D)
defina un operador acotado positivo a.e. . Sin embargo, como en esta sección descartaremos
inicialmente la condición de que Ĝ sea un marco de L2(R) (y también la condición (4.5)),
aquí sólo impondremos la siguiente condición: Existe una función medible M finita ν-a.e.
en T tal que para todo N ∈ N

‖G̃N(λ)‖ = sup
‖x‖`2(D)≤ 1

∑
l∈L

∣∣∣∣ ∑
d∈D(N)

ĝ (λ− l + d)xd

∣∣∣∣2 ≤ M(λ) . (4.21)
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Observamos que la condición (4.21) es equivalente a que la matriz G̃(λ) defina un operador
acotado G̃(λ) : `2(D) → `2(D) ν-a.e. λ ∈ T. Además, G̃(λ) es positivo en T. Antes de
presentar las propiedades principales de D(λ) y W (λ), necesitamos el siguiente resultado
auxiliar cuya demostración fué omitida en nuestro trabajo original [CeMe22].

Lema 4.3.2. Sean f una función medible de Borel sobre R y ν definida como en (4.20).

a) Si f es no negativa µ-a.e. en R o f ∈ L1(R, µ) entonces∫
R
f dµ =

∫
T

∑
d∈D

f(λ+ d)w(λ+ d) dν(λ) .

b)
∑
d∈D

wd = 1 ν-a.e. en T.

c) Si f es no negativa µ-a.e. en R entonces: f = 0 µ-a.e. en R si y solo si∑
d∈D

f(·+ d)w(·+ d) = 0

ν-a.e. en T.

Demostración. a) El resultado se sigue de considerar R =
⋃
d∈D T + d. En efecto,∫

R
fdµ =

∑
d∈D

∫
T+d

f(λ) dµ(λ)

=

∫
T

∑
d∈D

f(λ+ d) dµ(λ+ d)

=

∫
T

∑
d∈D

f(λ+ d)w(λ+ d) dν(λ) .

b) Sea B ⊆ T, A =
⋃
d∈DB + d y f = 1A. Así pues, por (4.20)∫

B

∑
d∈D

wddν = ν(B) .

c) Resulta claro usando el ítem previo. �

La matriz D(λ) tiene propiedades análogas a las de G̃(λ), como ser positiva, es decir,
acotada y tal que 〈D(λ)x, x〉 ≥ 0 para todo x ∈ `2(D). Por el contrario de G̃(λ), D(λ) es
siempre un operador compacto.

Lema 4.3.3. Sean G̃N(λ), W (λ) y D(λ) los operadores introducidos en la Definición
4.3.1, y sea G̃(λ) satisfaciendo la condición (4.21), entonces:

a) La matriz D(λ) define [ν]-a.e en λ ∈ T un operador compacto positivo D(λ) : `2(D)→
`2(D) tal que ‖D(λ)‖ ≤M(λ).
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b) Cada componente de D(λ), D(λ)(d, d′) con d, d′ ∈ D, define una función medible de
Borel en λ y existe una base ortonormal de `2(D), formada por autovectores de D(λ),
(vn(λ))n∈N, tal que para todo n ∈ N vn(λ) tiene componentes medibles en función de
λ ∈ T.

c) Para cada sucesión x(λ) ∈ `2(D) con componentes medibles, ambas proyecciones orto-
gonales PNu(D(λ))x(λ) y PR(D(λ))x(λ), tienen componentes medibles.

Observación 4.3.4. En b) y c) estamos considerando sucesiones (x(λ)(d))d∈D ∈ `2(D) tales
que λ 7→ x(λ)(d) es medible para cada d ∈ D. Para abreviar escribiremos indistintamente
PNu(D(λ))x(λ) = (PNu(D)x)(λ) o incluso, si el contexto lo deja claro, PNu(D)x, etc. sin
mención explícita de la variable λ. ♦

Demostración. a) De la ecuación (4.21), G̃(λ) es un operador continuo ν-a.e. sobre T.
Teniendo en cuenta que D(λ) se define por el producto de matrices, o composición de
operadores, dado por D(λ) = W (λ)G̃(λ)W (λ), será suficiente comprobar que W (λ) es un
operador de Hilbert-Schmidt (Definición 1.3.31). De hecho, para casi todos los λ:

∑
d,d′∈D

|W (λ)(d, d′)|2 =
∑
d,d′∈D

|w(λ+ d)|2δd,d′ =
∑
d∈D

|w(λ+ d)|2 ≤
(∑
d∈D

w(λ+ d)

)2

≤ 1 .

En particular esto implica que ‖W (λ)‖ ≤ 1 y así ‖D(λ)‖ ≤M(λ) ν-a.e. .
Finalmente, tomemos λ ∈ T tal que (4.21) se cumple. Por lo tanto

〈D(λ)x, x〉`2(D) = 〈G̃(λ)W (λ)x,W (λ)x〉`2(D) ≥ 0 ,

ya que G̃(λ) es positivo para tal λ.
b) Nuevamente para cualquier λ para el cual se cumple la ecuación (4.21), si d ∈ D
podemos considerar el vector canónico ed y obtener:

D(λ)(d, d) = 〈W (λ)G̃(λ)W (λ)ed, ed〉`2(D)

= 〈w(λ+ d)G̃(λ)ed, w(λ+ d)ed〉`2(D)

=
∑
l∈L

|ĝ (λ− l + d)|2w2(λ+ d)

≤M(λ) ,

ya que 0 ≤ wd ≤ 1 a.e. por el Lema 4.3.2 b). Por otra parte, dado que D(λ) es positivo,
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene para cualquier d, d′ ∈ D:

|D(λ)(d, d′)|2 = |〈D(λ)ed, ed′〉`2(D)|2

≤ 〈D(λ)ed, ed〉`2(D) 〈D(λ)ed′ , ed′〉`2(D)

= D(λ)(d, d)D(λ)(d′, d′)

≤ (M(λ))2 .

Por lo tanto, los coeficientes de D(λ) son el límite de las series medibles y convergentes.
Por el punto anterior a), D(λ) es compacto y positivo para casi todos los λ ∈ T. Entonces,
para cada λ donde D(λ) es compacto y positivo, y por lo tanto autoadjunto, también tiene
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una base ortonormal de autovectores (vn(λ))n∈N y un conjunto de autovalores no nega-
tivos (σn(λ))n∈N tales que D(λ)vn(λ) = σn(λ)vn(λ) para cada n ∈ N (Teorema 1.3.10).
Definimos DN(λ) = W (λ)G̃N(λ)W (λ) para cada N ∈ N. Ya que ‖W (λ)‖ ≤ 1, entonces

ĺım
N→∞

‖DN(λ)−D(λ)‖ ≤ ĺım
N→∞

‖G̃N(λ)− G̃(λ)‖ = 0 ν-a.e. .

De hecho, DN(λ) es una matriz con un número finito de entradas no nulas. Además, por
a) cada coeficiente de DN(λ) resulta medible. Ahora bien, como DN(λ) es de rango finito
y Hermitiano, resulta diagonalizable unitariamente, y en una forma medible además (por
ejemplo apelando a la Proposición 1.3.13). Sea λ ∈ T tal que D(λ) es diagonalizable. Re-
cordemos que para cada autovalor σn(λ) de D(λ) con autovector vn(λ), existen sucesiones
de autovalores (σnN(λ))N∈N y autovectores (vnN(λ))N∈N,

DN(λ)vnN(λ) = σnN(λ)vnN(λ), N ∈ N ,

de tal manera que (véase Teorema 1.3.11 con DN := TN para N ∈ N):

ĺım
N→∞

σnN(λ) = σn(λ) y ĺım
N→∞

‖vnN(λ)− vn(λ)‖`2(D) = 0 ,

entonces para cada d ∈ D:

‖vnN(λ)− vn(λ)‖`2(D) ≥ |vnN(λ)(d)− vn(λ)(d)| .

Por lo tanto, cada componente de vn es medible ya que es el límite de una sucesión de
funciones medibles.
c) Es una consecuencia directa de b) ya que existe una base ortonormal (vn)n∈N deR(D(λ))
tal que cada componente de vn es medible. Además, como cada 〈vn, x〉l2(D) es una función
medible de la variable λ, para cada λ donde D es compacto tenemos que

(PR(D)x)(λ) =

(∑
n∈N

〈vn, x〉`2(D)vn

)
(λ) .

Finalmente, juntando todo, se sigue el resultado mediante un argumento similar a la
prueba de la afirmación b). �

Para x = x(λ) ∈ CD, y notando W = W (λ), definimos la siguiente norma (funcional)
ponderada en `2

W (D) mediante

‖x‖2
`2W (D) =

∑
d∈D

|x(d)|2w(·+ d) .

Algunas propiedades agradables y sencillas de D(λ) son:

〈D(λ)x, y〉`2(D) ≤M(λ)‖x‖`2W (D)‖y‖`2W (D)

y
‖D(λ)x‖`2W (D) ≤M(λ)‖x‖`2W (D) ν-a.e. en T .

En este punto introducimos el siguiente dispositivo. Sea f : R → C una función
medible. Definimos las sucesiones funcionales (en [RS95] se usa la notación f|λ)

F (λ) = (f(λ+ d))d∈D, para cada λ ∈ T .
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Si f ∈ L2(R, µ) entonces 〈D(λ)F (λ), F (λ)〉`2(D) está bien definido ν-a.e. . De hecho, por
el Lema 4.3.2

‖f‖2
L2(R,µ) =

∫
T
‖F (λ)‖2

`2W (D) dν(λ) <∞

de donde ‖F (λ)‖`2W (D) <∞ ν-a.e. en T, y por lo tanto tenemos

〈D(λ)F (λ), F (λ)〉`2(D) ≤M(λ)‖F (λ)‖`2W (D)‖F (λ)‖`2W (D) <∞ .

Ahora, se puede demostrar el siguiente.

Lema 4.3.5. Sean Ĝ = {ĝk,l : k ∈ K, l ∈ L} ⊂ L2(R, µ) un sistema de Gabor y f ∈
L2(R, µ). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) 〈f, ĝk,l〉L2(R,µ) = 0 para todos k ∈ K y l ∈ L.

ii) 〈D(λ)F (λ), F (λ)〉`2(D) = 0 ν-a.e. en T.

Demostración. i) ⇔ ii) Por el Lema 4.3.2,

〈f, ĝk,l〉L2(R,µ) =

∫
R
f(λ)ĝ (λ− l)eikλ dµ(λ)

=

∫
T
eikλ
(∑
d∈D

f(λ+ d)ĝ (λ− l + d)w(λ+ d)
)
dν(λ) .

Por lo tanto, por la unicidad de la transformada de Fourier de medidas (véase por ejemplo
[Kat04, p. 36]) aplicado a las medidas(∑

d∈D

f(λ+ d)ĝ (λ− l + d)w(λ+ d)
)
dν(λ), l ∈ L ,

tenemos que 〈f, ĝk,l〉L2(R,µ) = 0 para todos k ∈ K y l ∈ L si y solo si para cada l ∈ L∑
d∈D

ĝ (λ− l + d)f(λ+ d)w(λ+ d) = 0 ν-a.e. en T .

Pero esto es cierto si y solo si∑
l∈L

∣∣∣∑
d∈D

ĝ (λ− l + d)f(λ+ d)w(λ+ d)
∣∣∣2 = 〈D(λ)F (λ), F (λ)〉`2(D) = 0

ν-a.e. en T. �

Para a.e. λ ∈ T definimos

S(λ) = gen{ad(λ), d ∈ D} ,

donde
ad(λ) = ed1Ad(λ) y Ad = {λ ∈ T : w(λ+ d) > 0} .

De las definiciones anteriores de W (λ) y D(λ) = W (λ)G̃(λ)W (λ) se deduce inmediata-
mente que S(λ) = R(W (λ)) y que D(λ)|S(λ) : S(λ)→ S(λ).
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Observación 4.3.6. Nótese que para cualquier x ∈ `2(D) la proyección ortogonal sobre
S(λ) está dada por

PS(λ)x =
∑
d∈D

〈ad(λ), x〉`2(D)ad(λ) =
∑
d∈D

〈ed, x〉`2(D)1Ad(λ)ed =
∑
d∈D

x(d)1Ad(λ)ed .

Es fácil verificar que PS(λ)ed = ad(λ) y si x(λ) = (xd(λ))d∈D ∈ `2(D) tiene componen-
tes medibles (como funciones de λ) entonces cada componente de PS(λ)x(λ) también es
medible. Además,

‖PS(λ)x‖2
`2W (D) =

∑
d∈D

|x(d)|2w(·+ d) y ‖PS(λ)x‖2
`2(D) =

∑
d∈D

|x(d)|21Ad .

♦

Con esto en mente podemos probar uno de los principales resultados de esta sección.

Teorema 4.3.7. Sea Ĝ = {ĝk,l : k ∈ K, l ∈ L} ⊂ L2(R, µ) un sistema de Gabor. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

i) Ĝ es completo en L2(R, µ).

ii) D(λ)|S(λ) es definida positiva ν-a.e. en T.

Demostración. ii) ⇒ i) Sea f ∈ L2(R, µ) tal que 〈f, ĝk,l〉L2(R,µ) = 0 para todos k ∈ K y
l ∈ L. Por el Lema 4.3.5, esto es cierto si y solo si 〈D(λ)F (λ), F (λ)〉`2(D) = 0 ν-a.e. en T.
Pero

〈D(λ)PS(λ)F (λ), PS(λ)F (λ)〉`2(D) = 〈PS(λ)D(λ)PS(λ)F (λ), F (λ)〉`2(D)

= 〈D(λ)F (λ), F (λ)〉`2(D)

= 0 .

De la hipótesis, y recordando que por el Lema 4.3.2 b) es wd ≤ 1 ν-a.e. en T, esto significa
que

0 = ‖(PSF )(λ)‖2
`2(D) =

∑
d∈D

|f(λ+ d)|21Ad(λ) ≥
∑
d∈D

|f(λ+ d)|2w(λ+ d)

ν-a.e. λ ∈ T. O equivalentemente, por el Lema 4.3.2, f = 0 µ-a.e. en R.
i) ⇒ ii) Por el Lema 4.3.3 a), D(λ) es positivo ν-a.e. en T y entonces lo mismo se
cumple para la restricción D(λ)|S(λ), es decir 〈D(λ)|S(λ)x, x〉`2(D) ≥ 0 para todo x ∈ S(λ).
Por lo tanto, bastará con demostrar que D(λ)|S(λ) es inyectiva ν-a.e. en T para probar
que D(λ)|S(λ) es definida positiva. Por el contrario, supongamos que ν(C) > 0 donde

C =
{
λ ∈ T : Nu(D(λ)|S(λ)) 6= {0}

}
.

Notemos que PNu(D|S) = PSPNu(D) (porque Nu(D|S) = Nu(D)∩S), por lo tanto podemos
escribir:

C =
⋃
d∈D

{
λ ∈ T :

∥∥(PNu(D|S)ad)(λ)
∥∥
`2(D)

> 0
}

=
⋃
d∈D

{
λ ∈ T :

∥∥(PSPNu(D)ad)(λ)
∥∥
`2(D)

> 0
}

=
⋃
d∈D

Cd .
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Así, por la Observación 4.3.6 junto con el Lema 4.3.3, para cada d ∈ D, tenemos que∥∥PSPNu(D)ad
∥∥
`2(D)

es medible, lo cual justifica que cada Cd y C son conjuntos medibles.
También, por esto, si ν(C) > 0 entonces existe d0 ∈ D tal que ν(Cd0) > 0. Definamos la
sucesión

x(λ) = (PSPNu(D)ad0)(λ), para λ ∈ T
y la función medible f : R→ C por

f(λ) =
∑
d∈D

xd(λ− d)1T+d(λ) .

Entonces f(λ+ d) = xd(λ) para cualquier λ ∈ T y d ∈ D. Por lo tanto F (λ) = x(λ) y

〈D(λ)F (λ), F (λ)〉`2(D) = 〈D(λ)x, x〉`2(D) = 0

por la construcción de x. Por otra parte, para cada λ ∈ Cd0 tenemos, por la definición de
S(λ), ∑

d∈D

|xd(λ)|21Ad(λ) = ‖x(λ)‖`2(D) > 0 .

Por lo tanto, existen d1 ∈ D y un conjunto medible
∼
C ⊆ Cd0 ∩ Ad1 tales que ν(

∼
C) > 0 y

xd1(λ) 6= 0 para cada λ ∈
∼
C. Finalmente,

‖x‖`2(D) = ‖PSPNu(D)ad0‖`2(D) ≤ ‖ad0‖`2(D) ≤ 1 ν-a.e. en T

y por lo tanto |f | ≤ 1 µ-a.e. en R, de donde f ∈ L2(R, µ). Pero entonces por hipótesis
resulta que f = 0, lo cual es una contradicción. �

Observación 4.3.8. El Lema 4.3.5 y el Teorema 4.3.7 están inspirados en el trabajo de
[RS95]. Compárese con las Proposiciones 3.4.5 y 3.4.3. Para más detalles, véase también
[RS95, Sección 3.4]. ♦

Ejemplo 4.3.9. Este ejemplo está motivado por [WZ94].
Sea Ĝ ⊂ L2(R, µ) ∩ L2(R) un marco de L2(R) tal que se cumple (C2) de (4.5). Com-

probemos que Ĝ es completo en L2(R, µ).
Sea x una sucesión en S(λ) tal que 〈D(λ)x, x〉`2(D) = 0. Como D(λ) = W (λ)G̃(λ)W (λ)

y por la ecuación (4.3), que ahora es válida para cada λ debido a la condición de conti-
nuidad (C2), obtenemos:

0 = 〈D(λ)x, x〉`2(D) = 〈W (λ)G̃(λ)W (λ)x, x〉`2(D)

= 〈G̃(λ)W (λ)x,W (λ)x〉`2(D)

≥ t0B‖W (λ)x‖2
`2(D)

de donde W (λ)x = 0 y por lo tanto x = 0, ya que W (λ) es inyectiva sobre S(λ).
La condición de continuidad solo se introduce para extender la validez a.e. λ ∈ T de

una cierta propiedad a la validez de esa propiedad ahora para cada λ ∈ T. Sea

E = {λ ∈ T : 〈G̃(λ)x, x〉`2(D) ≥ t0B‖x‖2
`2(D)} .

El mismo ejemplo funciona reemplazando la condición de continuidad de (4.5) con el
requisito más débil ν(Ec) = 0.

La condición de ser un marco de L2(R) no es necesaria. El Teorema 4.3.7 se cumple
bajo supuestos más débiles, como lo muestra el siguiente ejemplo más abajo. �
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Ejemplo 4.3.10. Sean I = [0, π
t0

) y µ(A) = mR(A ∩ I) donde mR es la medida de
Lebesgue. Tomamos ĝ = 1I , L = 2π

t0
Z y K = t0Z. En este caso Ĝ no es un marco de

L2(R). De hecho, Ĝ no es completo en L2(R) ya que 〈f, gk,l〉 = 0 para todos los k ∈ K y
l ∈ L y para toda f ∈ L2(R) tal que f̂ = 0 a.e. en Ic. Sin embargo, D(λ)|S(λ) es claramente
definida positiva ν-a.e. para λ ∈ T. Dado que ν(A) = mR(A ∩ I) para A ⊂ T y por lo
tanto G̃(λ) = eT0 e0 y S(λ) = gen{e0} si λ ∈ I. �

4.4. Reconstrucción de X

Los resultados obtenidos en esta sección forman parte de nuestra publicación [CeMe22].
Sea X = (X(t))t∈R un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio con una repre-

sentación dada por (2.5). Hemos visto que si Ĝ es un marco de L2(R), entonces el espacio li-
neal generado por el conjunto numerable de coeficientes aleatorios {〈X, gk l〉 , k ∈ K, l ∈ L}
es denso en H(X). Ahora, buscamos una fórmula de reconstrucción para X. Motivados
por el operador de marco de Gabor clásico, definimos (formalmente) un nuevo proceso
aleatorio basado en X y un sistema de Gabor G como

(SgX)(t) :=
∑
k∈K

∑
l∈L

〈X, gk,l〉 gk,l(t) . (4.22)

Como es habitual, a veces escribimos brevemente SX en lugar de (SgX)(t). Demostremos
que, para un sistema de Gabor adecuado, la serie que define SX converge en H(X).

Lema 4.4.1. Sea g ∈ W (R) ∩ Ŵ (R). Entonces la serie (4.22) converge en H(X) para
todo t ∈ R y además:

(SX)(t) =

∫
R

eitλ
1

t0

∑
d∈D

eitdG̃(λ)(0, d) dΦ(λ) a.s. . (4.23)

Demostración. Para N,M ∈ N escribimos

SM,NX :=
∑

k∈K(M)

∑
l∈L(N)

〈X, gk,l〉 gk,l .

Dado que tenemos un número finito de índices en la suma doble anterior, podemos inter-
cambiarla con la integral obteniendo

(SM,NX)(t) =

∫
R

( ∑
k∈K(M)

∑
l∈L(N)

ĝk,l(λ) gk,l(t)

)
dΦ(λ) .

Como g ∈ W (R)∩Ŵ (R), recordando el Lema 1.5.2 y el isomorfismo de Kolmogorov (2.4),
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para N,M ∈ N y t ∈ R tenemos

E|(SM,NX)(t)|2 =

∫
R

∣∣∣∣ ∑
k∈K(M)

∑
l∈L(N)

ĝk,l(λ) gk,l(t)

∣∣∣∣2 dµ(λ)

≤
∫
R

( ∑
k∈K(M)

| g(t− k)|
∑
l∈L(N)

|ĝ (λ− l)|
)2

dµ(λ)

≤
∫
R

(∑
k∈K

| g(t− k)|
∑
l∈L

|ĝ (λ− l)|
)2

dµ(λ)

≤ C(t0, ω0)µ(R)‖g‖2
W‖ĝ‖2

W <∞ .

Fijemos l ∈ L y t ∈ R. Sea fl,t : R → C la función dada por fl,t(λ) = ĝ (λ − l)eitλ y
consideremos su 2π

t0
-periodización

Fl,t(λ) =
∑
d∈D

ĝ (λ− l + d)eit(λ+d) λ ∈ T .

Para k ∈ K su k-ésimo coeficiente de Fourier es F̂l,t(k) = t0gk,l(t). Dados l ∈ L y t ∈ R,
Fl,t es igual a su serie de Fourier para todo λ ∈ R ya que fl,t ∈ W (R) ∩ Ŵ (R) (véase por
ejemplo [Gr01, p. 105]). Entonces∑

k∈K

∑
l∈L

ĝk,l(λ) gk,l(t) =
∑
k∈K

∑
l∈L

ĝ (λ− l)eikλ gk,l(t)

=
∑
l∈L

ĝ (λ− l)
∑
k∈K

gk,l(t)e
ikλ

=
∑
l∈L

ĝ (λ− l) 1

t0
Fl,t(λ)

=
1

t0

∑
l∈L

ĝ (λ− l)
∑
d∈D

ĝ (λ− l + d)eit(λ+d)

=
1

t0

∑
d∈D

eit(λ+d)
∑
l∈L

ĝ (λ− l + d)ĝ (λ− l)

=
1

t0

∑
d∈D

eit(λ+d)G̃(λ)(0, d) .

lo cual es válido para todos los t ∈ R y λ ∈ T, lo que demuestra (4.23). �

Nótese que el proceso aleatorio definido por (4.23) para todo t no es necesariamente
un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio. Finalmente, esto se puede solucionar
si asumimos que G̃(λ) es diagonal para todo λ ∈ T, lo que es equivalente a la condición
G̃(λ)(0, d) = 0 para d 6= 0 y todo λ ∈ T. Bajo este supuesto podemos probar:

Teorema 4.4.2. Sean X un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio y G = {gk,l :

k ∈ K, l ∈ L} un sistema de Gabor generado por g ∈ W (R)∩ Ŵ (R). Si G̃(λ) es diagonal
para todo λ ∈ R, entonces:
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a) ((SX)(t))t∈R define un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio.

b) Si además se cumple la condición (4.14) µ-a.e., X se puede recuperar a partir de SX
en el sentido de que existe un operador acotado M : H(X) → H(X) con inverso
acotado tal que M(X(t)) = (SX)(t) para todo t ∈ R.

Demostración. Si G̃(λ) es diagonal:

1

t0

∑
d∈D

eit(λ+d)G̃(λ)(0, d) =
1

t0
eit(λ)G̃(λ)(0, 0) =

1

t0
eitλ
∑
l∈L

|ĝ (λ− l)|2 ,

y por lo tanto, recordando (4.23), SX es un proceso aleatorio que admite la representación

(SX)(t) =

∫
R

g̃0(λ)eitλ dΦ(λ) ,

donde g̃0(λ) := 1
t0
G̃(λ)(0, 0) ∈ L2(R, µ), ya que

g̃0(λ) :=
1

t0

∑
l∈L

|ĝ (λ− l)|2 ≤ C(t0, ω0)‖ĝ‖2
W .

Claramente SX define un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio y vale a).
b) Sea

∼
M : L2(R, µ)→ L2(R, µ) el operador de multiplicación por g̃0. Si (4.14) se cumple,

mediante un cálculo sencillo
∼
M es invertible y además

A‖f‖L2(R,µ) ≤ ‖
∼
M(f)‖L2(R,µ) ≤ B‖f‖L2(R,µ) .

Usando el isomorfismo isométrico de Kolmogorov (2.4) entre L2(R, µ) y H(X) defini-
mos M : H(X)→ H(X) por:

M(I(f)) = I(
∼
M(f)) =

∫
R

g̃0(λ)f(λ) dΦ(λ), f ∈ L2(R, µ) .

Si f(λ) = et(λ) = eitλ para cada t ∈ R, entonces

M(X(t)) = M(I(et)) = I(
∼
M(et)) =

∫
R

g̃0(λ)eitλ dΦ(λ) = (SX)(t) .

�

Nótese que g̃0 ∈ L2(R, µ) r L1(R) y por lo tanto no podemos definir SX (o equiva-
lentemente M(X)) mediante una convolución como en el Ejemplo 2.2.12. A diferencia
del Lema 4.2.5 donde se requiere que la condición (4.14) se cumpla para todo λ, en el
Teorema 4.4.2 se relaja para que sea válida µ-a.e. . Esto se debe a que en este contexto
estamos tratando con H(X) el espacio de Hilbert abarcado por un único proceso aleatorio
con medida espectral µ. En particular, la condición (4.14) junto con G̃(λ) siendo diagonal
implica que G define un marco de L2(R). Las tres condiciones se verifican si, por ejemplo,
dejamos que g ∈ S(R) (clase de Schwartz) sea tal que ĝ ∈ C∞ con soporte compacto y t0
y ω0 se eligen suficientemente pequeños.



Capítulo 5

Sistemas Afines

En este Capítulo se incluyen los resultados obtenidos en nuestro trabajo [CeMe25]. La
Sección 5.1 contiene los fundamentos del análisis Gramiano dual aplicado a los sistemas inva-
riantes por traslaciones “afín truncado” y “cuasi afín”, asociados a un sistema afín. Además,
se introducen las matrices Gramianas duales aumentadas para remediar un problema de re-
dundancia intrínseca presente en las matrices Gramianas duales y así mejorar las técnicas del
análisis Gramino dual. Los resultados principales del capítulo se incluyen en la Sección 5.2 y
pueden considerarse como una extensión de los resultados principales obtenidos en la Sección
4.2 para sistemas de Gabor. La Sección 5.3 está dedicada a las aplicaciones. La herramienta
principal en la Subsección 5.3.1 es el isomorfismo de Kolmogorov (2.4) relacionado con un
proceso aleatorio estacionario. Obtenemos una generalización de algunos resultados bien co-
nocidos sobre condiciones equivalentes de suavidad de funciones en espacios fraccionarios de
Sobolev que involucran integrales singulares. En la Subsección 5.3.2 aplicamos el resultado
principal de este capítulo (Teorema 5.2.6) junto con las técnicas empleadas en su demostra-
ción para estudiar la regularidad de los procesos aleatorios estacionarios Gaussianos. Para ello
imponemos la condición de marco de L2(R) para un sistema afín A y para su transformado
por Riesz IαA.

5.1. Análisis Gramiano Dual en Sistemas Afines
Comenzamos recordando la Definición 1.6.13 correspondiente a un sistema afín. Si

bien la definición es bastante general, no obstante en la Sección 5.2 sólo trabajaremos con
un conjunto generador Ψ = {ψ}.

Definición 5.1.1. Sea Ψ un subconjunto a lo sumo numerable de L2(R) tal que cada
ψ ∈ Ψ, ψ : R→ C, sea una función medible de Borel y a > 1, b > 0 sean constantes fijas.
Definimos el sistema afín (wavelet) generado por desplazamientos en tiempo-escala de Ψ
como

A = A(Ψ, a, b) =
{
aj/2ψj,k(t) = a−j/2ψ(a−jt− k) : ψ ∈ Ψ, j ∈ Z, k ∈ K

}
. (5.1)

Podemos reescribir el sistema afín (5.1) mediante la acción de los operadores de tras-
lación Ek, con k ∈ K (véase (1.13)), y los operadores de dilatación Daj , con j ∈ Z (véase
(1.15)), como sigue:

A =
{
aj/2ψj,k = Da−jE

kψ = EajkDa−jψ : ψ ∈ Ψ, j ∈ Z, k ∈ K
}
.

81
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Además, por conveniencia y cuando sea necesario, identificaremos A como un conjunto
de índices de la siguiente manera

A = Ψ× Z×K =
{

(ψ, j, k) = DajE
kψ : ψ ∈ Ψ, j ∈ Z, k ∈ K

}
.

Un tema crucial en el análisis wavelet es caracterizar cuándo A es un marco de L2(R).
Recordando que la transformada de Fourier es un operador unitario, A es un marco de
L2(R) si y solo si Â también lo es. Nótese que Â puede no ser un sistema afín, ya que

Â =
{
aj/2ψ̂j,k(λ) = (DajM

−kψ̂)(λ) = aj/2 ψ̂(ajλ)e−ika
jλ : ψ ∈ Ψ, j ∈ Z, k ∈ K

}
. (5.2)

Motivados en parte por algunos problemas de interpolación para procesos aleatorios es-
tacionarios en sentido amplio, trabajaremos preferentemente con (5.2).

Otro inconveniente importante de un sistema afín A en contraste con su contraparte de
Gabor G es la falta de una estructura invariante por traslaciones. Por lo tanto, la teoría de
los sistemas SI no es directamente aplicable a A. Sin embargo, esta dificultad se logra sor-
tear mediante el uso de productos de corchetes afines (affine bracket products) y sistemas
cuasi afines (quasi affine systems) en [RS97b]. Describiremos brevemente estas nociones
y enunciaremos los resultados relevantes obtenidos por este enfoque centrándonos en las
propiedades de Bessel y de marcos. Para la aplicación de los métodos de invariancia por
traslaciones, el parámetro “a” será un entero mayor o igual a 2. También, sin perdida
de generalidad, consideramos b = 1 (lo mismo se hace en [RS97b, KR09]). Hacemos esto
para evitar que la constante b aparezca en muchas de las desigualdades de tipo marco
(como pasa con t0 en el caso Gabor). Sin embargo, mantenemos la notación K en vez de
Z para remarcar que lo expuesto vale para cualquier b > 0.

Definición 5.1.2. Para un sistema afín A = A(Ψ, a, b) definimos el producto de corchetes
afín Ψ[·, ·] : R× R→ C ∪ {∞} por

Ψ[λ, λ′] :=
∑
ψ∈Ψ

+∞∑
j=κ(λ−λ′)

ψ̂(ajλ)ψ̂(ajλ′), λ, λ′ ∈ R , (5.3)

donde κ : R→ Z es la 2π
b
-a-ádica función de valuación dada por

κ(λ) = ı́nf{j ∈ Z : ajλ ∈ D}.

Usamos la convención de que Ψ[λ, λ′] = +∞ a menos que su suma definitoria (5.3)
sea absolutamente convergente.

En primer lugar, κ(0) = −∞, y κ(λ) = +∞ a menos que λ sea un entero 2π
b
-a-ádico:

κ(λ) = m ⇔ amλ = d ⇔ λ = a−md para algún d ∈ D .

Por lo tanto Ψ[λ, λ′] = 0 al menos que λ− λ′ ∈ a−mD para algún m ∈ Z.
En segundo lugar, 1D(aj(λ−λ′)) = 1 si y solo si aj(λ−λ′) ∈ D si y solo si λ−λ′ ∈ a−jD.

Cuando a /∈ Q también tenemos que λ− λ′ ∈ a−jD si y solo si λ, λ′ ∈ a−jD.
Claramente tenemos la propiedad de invariancia Ψ[ajλ, ajλ′] = Ψ[λ, λ′] para todo

λ, λ′ ∈ R y cualquier j ∈ Z.
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5.1.1. Sistemas Afines Truncados

Sea A un sistema afín. Dado j ∈ Z el sistema afín truncado Aj se define por

Aj :=
{

(ψ, j′, k) : ψ ∈ Ψ, j′ ≥ −j, k ∈ K
}

= Ψ× Z≥−j ×K .

Por lo tanto, el sistema afín truncado Aj se obtiene a partir de A eliminando todos los
niveles de dilatación Daj′E

kψ con j′ < −j. Esto hace que Aj sea un sistema invariante
por traslaciones en bajZ, ya que para cualquier j′ ≥ −j y k′, k ∈ K tenemos que

Ekaj(Daj′E
k′) = Ekaj+j

′
a−j
′

(Ek′a−j
′

Daj′ ) = E(kaj+j
′
+k′)a−j

′

Daj′ = Ek′′a−j
′

Daj′ = Daj′E
k′′ ,

donde k′′ := kaj
′+j + k′ ∈ K ya que aj′+j ∈ N (ya que a ∈ N≥2).

Llamamos Aj− := A r Aj y abreviamos los operadores de síntesis correspondientes
como T := TA, Tj := TAj y Tj− := TAj− . Para cualquier j ∈ Z el operador

V j : `2(A0)→ `2(Aj) dado por (V jc)(j′, k, ψ) = c(j′ + j, k, ψ) ,

es una isometría tal que T0 = DajTjV
j, y por lo tanto T ∗0 = V −jT ∗j Da−j . Estas factori-

zaciones revelan una fuerte dependencia entre T0 y Tj (por lo tanto entre T ∗0 y T ∗j ) para
cualquier j ∈ Z. Además, en el lenguaje de la teoría de operadores, para cualquier j, j′ ∈ Z
tenemos que Tj y Tj′ son unitariamente equivalentes (por lo tanto T ∗j y T ∗j′ también lo
son).

Teorema 5.1.3 ([RS97b, Theorem 4.3]). Sea A un sistema afín.

a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es una sucesión de Bessel con cota Bessel B.

ii) Aj es una sucesión de Bessel para algún / cualquier j ∈ Z.

En tal caso tenemos que B = ‖T‖2 = ‖Tj‖2 para cualquier j ∈ Z.

b) Supongamos que A es una sucesión de Bessel. Sea H un subespacio de L2(R) y H ′ :=
∪j∈ZDjH. Si, para algún j ∈ Z, T ∗j está acotado inferiormente en D−jH, entonces T ∗

está acotado inferiormente en H ′ y se cumple ‖T ∗|H′
−1‖ ≤ ‖T ∗j |H

−1‖.

Para obtener una caracterización de marcos afines de L2(R) (truncados), en una di-
rección, el Teorema 5.1.3 b) todavía se puede aplicar al caso particular, aunque muy
importante, del subespacio

Hr :=
{
f ∈ L2(R) : supp(f̂ ) ⊂ Rr (−r, r)

}
(r ≥ 0) ,

Mientras que en la otra dirección será válida si se requiere además, por ejemplo, alguna
condición de suavidad leve: ∑

ψ∈Ψ

+∞∑
j=0

c(ψ, j) <∞ , (5.4)

donde
c(ψ, j) :=

∥∥∥∑
d∈Aj

|ψ̂(·+ d)|2
∥∥∥
L∞(T)

con Aj := {d ∈ D : |d| > 2j} .
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Teorema 5.1.4 ([RS97b, Corollary 4.4 y Lemma 4.7]). Sea A un sistema afín con con-
junto generador finito Ψ. Supongamos que A es una sucesión de Bessel que satisface (5.4).
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es un marco de L2(R) con cotas de marco 0 < A ≤ B <∞.

ii) Para algún r ≥ 0, T ∗0,r = T ∗0 |Hr es acotado inferiormente en Hr.

En tal caso tenemos que A = ‖T ∗−1‖2 = ‖T ∗0 −1‖2 = ĺım
r→∞
‖T ∗0,r−1‖2.

Observación 5.1.5. La condición de suavidad (5.4) fué eliminada por Charles Chui, Xian-
liang Shi & Joachim Stöckler en [CSS98, Theorem 2]. Su trabajo aborda el estudio de
sistemas afines y cuasi afines, en palabras de sus autores, con un “método de demostracio-
nes totalmente diferente”. No obstante esta condición tiene su importancia en el estudio
de sistemas GSI, ya que implica la llamada “small tail condition” (véase [RS05]). ♦

Aplicamos la teoría del análisis Gramiano dual al sistema afín truncado A0. Dado
j ∈ N0 consideramos el grupo cociente Γj := K/ajK. Definimos el conjunto de índices Φ
como

Φ :=
{

(ψ, j, γ) : ψ ∈ Ψ, j ≥ 0, γ ∈ Γj
}
. (5.5)

De hecho, el conjunto Φ como en (5.5) es un conjunto generador para A0 y, por lo tanto,

A0 = S(Φ, b) .

La transformada de Fourier de φ = (ψ, j, γ) = DajE
γψ es la función

φ̂(λ) = (FDajE
γψ)(λ) = (Da−jM

−γψ̂)(λ) = a−j/2e−iγa
−jλψ̂(a−jλ) .

Denotamos por G̃0(λ) la matriz Gramiana dual asociada a A0 cuya entrada (d, d′)
toma la forma

G̃0(λ)(d, d′) =
∑
ψ∈Ψ

∑
j≥0

ψ̂(a−j(λ+ d))ψ̂(a−j(λ+ d′))a−j
∑
γ∈Γj

e−iγa
−j(d−d′) .

La suma de exponenciales es cero a menos que e−i(·)a−j(d−d′) sea el caracter identidad de
Γj, es decir, a menos que

− j ≥ κ(d− d′) = ı́nf{m ∈ Z : am(d− d′) ∈ D} ,

y en tal caso resulta que

a−j
∑
γ∈Γj

e−iγa
−j(d−d′) = a−j#Γj = 1 ,

consecuentemente

G̃0(λ)(d, d′) =
∑
ψ∈Ψ

0∑
j=κ(d−d′)

ψ̂(aj(λ+ d))ψ̂(aj(λ+ d′)) .
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Al definir el producto de corchete afín truncado de orden m como

Ψm[λ, λ′] =
∑
ψ∈Ψ

m∑
j=κ(λ−λ′)

ψ̂(ajλ)ψ̂(ajλ′) ,

podemos escribir la entrada (d, d′) de G̃0(λ) como

G̃0(λ)(d, d′) = Ψ0[λ+ d, λ+ d′] . (5.6)

Para r ≥ 0 recordemos el operador de análisis T ∗0,r = T ∗0 |Hr = T ∗A0 |Hr
y denotemos por

G̃0,r(λ) la matriz Gramiana dual asociada, que se obtiene a partir de G̃0(λ) eliminando
todas las entradas (d, d′) para las cuales |λ+ d| ≤ r y |λ+ d′| ≤ r. También consideramos
las funciones norma asociadas:

G∗0(λ) = ‖G̃0(λ)‖ y G∗−0,r(λ) = ‖G̃0,r(λ)−1‖ .

Teorema 5.1.6 ([RS97b, Theorem 4.14]). Sea A un sistema afín.

a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es una sucesión de Bessel con cota Bessel B.

ii) G∗0 ∈ L∞(T) y B = ‖G∗0‖L∞(T).

b) Supongamos que A es una sucesión de Bessel. Si para algún r ≥ 0, G∗−0,r ∈ L∞(T),
entonces A es un marco de L2(R) y su cota inferior de marco A satisface

1

A
≤ ĺım

r→∞
‖G∗−0,r‖L∞(T) (5.7)

c) Si A es un marco de L2(R) satisfaciendo el supuesto (5.4), entonces G∗−0,r ∈ L∞(T) para
todos los r suficientemente grandes y en (5.7), se mantiene la igualdad.

5.1.2. Sistemas Cuasi Afines

SeanA un sistema afín yA0 su contraparte truncada obtenida al eliminar los elementos
(j, k, ψ) ∈ A cuyo índice j < 0. El sistema cuasi afín asociado a A es el sistema SI

Aq := A0 ∪
{
aj/2(ψ, j, k) : ψ ∈ Ψ, j < 0, k ∈ ajK

}
.

Por lo tanto, el sistema cuasi afín Aq se obtiene a partir de A modificando (en lugar de
eliminar) el sistema en los niveles de dilatación negativos. El sistema cuasi afín se puede
reescribir como Aq := A0 ∪

⋃
n∈N

Yn, donde

Yn := S(Φn, b) con Φn := a−n/2Da−nΨ .

Dado que la matriz Gramiana dual G̃0(λ) de A0 ya se ha calculado en la subsección
anterior (véase (5.6)), para obtener la matriz Gramiana dual G̃(λ) de Aq (notada por
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G̃q en [RS97b]) queda por calcular la matriz Gramiana dual de
⋃
n∈N

Yn. Pero, dado que

Φ̂n = Ψ̂(an·), su entrada (d, d′) toma la forma∑
ψ∈Ψ

∑
n∈N

ψ̂(an(λ+ d))ψ̂(an(λ+ d′)) = Ψ[λ+ d, λ+ d′]−Ψ0[λ+ d, λ+ d′] ,

por lo tanto (véase [RS97b, Proposition 5.1])

G̃(λ)(d, d′) = Ψ[λ+ d, λ+ d′], d, d′ ∈ D . (5.8)

Sean G̃∗(λ) = ‖G̃(λ)‖ y G̃∗−(λ) = ‖G̃(λ)−1‖ las funciones norma asociadas a G̃(λ) (con las
convenciones habituales). Por el Teorema 3.4.7 sabemos que Aq es una sucesión de Bessel
si y solo si G̃∗ ∈ L∞(T) y también es un marco de L2(R) si y solo si tanto G̃∗ como G̃∗−

pertenecen a L∞(T).

Proposición 5.1.7 ([RS97b, Lemma 5.2]). Sean Aq un sistema cuasi afín y r ≥ 0.
Denotemos por T ∗q el operador de análisis asociado a Aq y su restricción a Hr por T ∗q,r.

a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) Aq es una sucesión de Bessel con cota Bessel Bq.

ii) T ∗q,r es acotado en Hr y Bq = ‖T ∗q,r‖2.

b) Supongamos que Aq es una sucesión de Bessel. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) Aq es un marco de L2(R) con cota inferior de marco Aq.

ii) T ∗q,r es acotado inferiormente en Hr y Aq = ‖T ∗q,r−1‖−2.

Teorema 5.1.8 ([RS97b, Lemma 5.4 y Theorem 5.5]). Sean A = A(Ψ, a, b) un sistema
afín y Aq su contraparte cuasi afín. Supongamos que Ψ satisface el supuesto (5.4).

a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es una sucesión de Bessel.

ii) Aq es una sucesión de Bessel.

En tal caso las cotas Bessel coinciden.

b) Supongamos que A es una sucesión de Bessel. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) A es un marco de L2(R).

ii) Aq es un marco de L2(R).

En tal caso las respectivas cotas de marco coinciden.

Combinando el Teorema 5.1.8 con el Teorema 3.4.7 llegamos finalmente a una carac-
terización de marcos de L2(R) en términos de las funciones norma G̃∗ y G̃∗− asociadas a
las matrices Gramianas duales G̃(λ) de Aq.
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Teorema 5.1.9 ([RS97b, Theorem 5.6]). Sean A = A(Ψ, a, b) un sistema afín y Aq su
contraparte cuasi afín. Supongamos que Ψ satisface el supuesto (5.4).

a) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es una sucesión de Bessel con cota Bessel B.
ii) G̃∗q ∈ L∞(T) y B = ‖G̃∗q‖L∞(T).

b) Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es un marco de L2(R) con cotas de marco 0 < A ≤ B <∞.
ii) G̃∗q, G̃

∗−
q ∈ L∞(T) y A = 1/‖G̃∗−q ‖L∞(T), por lo tanto

A‖x‖2
`2(D) ≤ 〈G̃(λ)x, x〉`2(D) ≤ B‖x‖2

`2(D) ,

para casi todos (con respecto a la medida de Lebesgue) λ ∈ R y todos los x ∈ `2(D).

5.1.3. Matrices Gramianas Duales Aumentadas

Podemos considerar, al menos formalmente, para cada λ ∈ R las matrices infinitas
autoadjuntas no negativas “aumentadas” (Gj(λ)(q, q′))(q,q′)∈Q2 y (G(λ)(q, q′))(q,q′)∈Q2 defi-
nidas por

G̃j(λ)(q, q′) = ψ̂(aj(λ+ q))ψ̂(aj(λ+ q′)1D(aj(q − q′)) j ∈ Z ,
G̃(λ)(q, q′) = Ψ[λ+ q, λ+ q′ ], q, q′ ∈ Q :=

⋃
j∈Z

a−jD , (5.9)

El conjunto de índicesQ comprende todos los números 2π
b
-enteros a-ádicos. Si, por ejemplo,

A es una sucesión de Bessel [RS97b, Lemma 3.5], entonces a.e. λ ∈ R tenemos

〈G̃(λ)x, x〉`2(Q) =
∑
j∈Z

〈G̃j(λ)x, x〉`2(Q), ∀x ∈ `2(Q) . (5.10)

En lugar de (5.8), a veces es preferible trabajar con (5.9). Como se señala en [KR09],
para cada j ∈ N la matriz G̃(ajλ) se obtiene a partir de G̃(λ) eliminando todas las filas y
columnas indexadas por Qr a−jD. Esto elimina la redundancia que surge en G̃(λ) como
una submatriz de G̃(aλ).

Como hemos hecho en la Subsección 5.1.2, es posible caracterizar sistemas afines que
son marcos de L2(R) en términos de G̃(λ) que actúa como un operador G̃(λ) : `2(Q) →
`2(Q). Asociamos a G̃ las funciones norma

g∗(λ) = ‖G̃(λ)‖ y g∗−(λ) = ‖G̃(λ)
−1
‖

con las convenciones usuales.
Para x ∈ `0(Q) soportado en un subconjunto finito Q̃ de Q, existe N ∈ N0 tal que

aNQ̃ ⊂ D. De hecho, si Q̃ = {q1 := aj1d1, · · ·, qn := ajndn} entoncesN = máx{|j1|, · · ·, |jn|}
funciona. Dado que para cada q, q′ ∈ a−ND tenemos κ(q − q′) = N y por lo tanto

Ψ[aN(λ+ q), aN(λ+ q′)] = Ψ[λ+ q, λ+ q′] ,
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a.e. λ ∈ R, entonces

〈G̃(λ)x, x〉`2(Q) =
∑
q,q′∈Q

x(q)x(q′)Ψ[λ+ q, λ+ q′]

=
∑
d,d′∈D

y(q)y(q′)Ψ[aNλ+ d, aNλ+ d′]

= 〈G̃(λ)y, y〉`2(D) , (5.11)

donde y ∈ `0(D) con y(d) = x(a−Nd), d ∈ D, y por lo tanto ‖x‖2
`2(Q) = ‖y‖2

`2(D) .
El Teorema 5.1.9 es válido para la matriz Gramiana dual aumentada G̃ (véase [KR09,

Corolario 3.2]) y de hecho, este puede utilizarse junto con la ecuación (5.11) (mediante un
argumento de densidad) para proporcionar una prueba de tal afirmación que enunciamos
a continuación.

Teorema 5.1.10. Sean A ⊂ L1(R) un sistema afín con matriz asociada G̃(λ) definida
como en (5.9). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A (equivalentemente Â) es un marco de L2(R).

ii) Existen constantes 0 < A ≤ B <∞ tales que

A‖x‖2
`2(Q) ≤ 〈G̃(λ)x, x〉`2(Q) ≤ B‖x‖2

`2(Q) , (5.12)

para casi todos (con respecto a la medida de Lebesgue) λ ∈ R y todos los x ∈ `2(Q).

Además, A = 1/‖g∗−‖L∞(T) y B = ‖g∗‖L∞(T) son las cotas de marco para A.

5.2. Marcos AP Afines y Procesos Aleatorios Estacio-
narios

Los resultados obtenidos en esta sección forman parte de nuestra publicación [CeMe25].
Como B2(R) es no separable, ninguna colección contable de elementos de su espacio

dual puede ser total en él. Sin embargo, mediante un proceso de promediado adecuado se
puede estimar la norma B2(R). Al igual que en el caso Gabor, esto motiva la siguiente
Definición 5.2.1 para sistemas afines [KR09, Kim13, Par01].

Definición 5.2.1. Sea A ⊂ L1(R) un sistema afín. Decimos que A es un marco AP afín
si existen constantes 0 < A ≤ B < ∞ tales que para cada f ∈ AP (R) que satisface
C(f)(0) = 0, se cumplen las siguientes desigualdades:

A‖f‖2
B2(R) ≤

∑
j∈Z

‖(〈f, ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) ≤ B‖f‖2

B2(R) .

En [KR09, Theorem 1.13], con una condición adicional leve (la condición (A2) de (5.13)
que aparece a continuación), se demuestra que un sistema afín es un marco de L2(R) si y
solo si es un marco AP afín y además las respectivas cotas de marco coinciden.
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En esta sección y en el resto del capítulo trabajaremos con Ψ = {ψ} y el sistema afín

A = A(ψ, a, b) = {aj/2ψj.k : j ∈ Z, k ∈ K} ,

con a ∈ N≥2 y b = 1 (recordando que lo expuesto es válido para cualquier b > 0). Además,
de aquí en adelante en esta sección, A ⊂ L1(R)

⋂
L2(R) será un sistema afín que verifica

las condiciones adicionales:

(A1) Mψ,j := sup
λ∈T

∑
d∈D
|ψ̂(aj(λ+ d))|2 ≤Mψ <∞ ∀ j ∈ Z,

(A2) G̃(·)(0, q) ∈ C(Rr {0, q}) ∀ q ∈ Q .
(5.13)

Bajo estos supuestos, dado un proceso aleatorio estacionario Gaussiano X, recordando el
Ejemplo 2.2.11 (ecuación (2.11)) podemos calcular sus coeficientes aleatorios de marco y
obtener, para cada j ∈ Z, la sucesión aleatoria (〈X,ψj,k〉)k∈K dada por:

〈X,ψj,k〉 =

∫
R

eiλka
j

ψ̂(ajλ) dΦ(λ), k ∈ K . (5.14)

Es inmediato que estas sucesiones pertenecen a H(X) y también son Gaussianas. Además,
para cada j ∈ Z, (〈X,ψj,k〉)k∈K es estacionaria, ya que a partir de (2.8) la covarianza de
esta sucesión toma la forma:

E(〈X,ψj,k〉〈X,ψj,k′〉) =

∫
R
eia

jλ(k−k′)|ψ̂(ajλ)|2 dµ(λ), (5.15)

que sólo depende de la diferencia k − k′ ∈ K. Caracterizaremos A mediante estos coefi-
cientes. Al igual que en el caso Gabor, las condiciones de continuidad a priori como (A2)
de la ecuación (5.13), como se señala en [KR09] para el caso de AP (R), se deben al hecho
de que la configuración L2(R) está asociada con la medida de Lebesgue en el dominio
de la frecuencia, mientras que en la configuración actual el dominio de la frecuencia está
asociado a procesos aleatorios estacionarios con una medida espectral de Borel finita ar-
bitraria µ. Como resultado, condiciones tales como (5.12) que son válidas a.e. λ ∈ R con
respecto a la medida de Lebesgue serán válidas para cada λ ∈ R. Es importante notar
que, a diferencia de lo que ocurre en el caso Gabor, “esta regla” es válida para Rr {0}.

Lema 5.2.2. Sea A un sistema afín. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) A es un marco de L2(R).

ii) Existen constantes 0 < A ≤ B <∞ tales que

A‖X‖2
B2(R) ≤

∑
j∈Z

‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) ≤ B‖X‖2

B2(R) a.s. (5.16)

para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano X con medida espectral discreta
µ que satisface µ({0}) = 0.

Demostración. i) ⇒ ii) Recordemos que si X es estacionario y Gaussiano entonces,
para cada j ∈ Z, la sucesión (〈X,ψj,k〉)k∈K dada por (5.14) también es estacionaria (véase
(5.15)) y Gaussiana. Si X tiene espectro discreto, existe Λ ⊂ Rr{0} a lo sumo numerable
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tal queX(t) =
∑

λ∈Λ C(λ)eiλt converge a.s. para todo t ∈ R, donde los C(λ)’s son variables
aleatorias normales, de media cero e independientes tales que

∑
λ∈Λ E|C(λ)|2 = µ(R) <

∞. Además, por la Proposición 2.4.2, X ∈ B2(R) a.s. . En este caso, C(λ) = 0 a.e. excepto
para los λ ∈ Λ a lo sumo numerables, entonces los coeficientes 〈X,ψj,k〉 en (5.14) toman
la forma de una serie convergente a.s. para cada j y k:

〈X,ψj,k〉 =
∑
λ∈R

eiλka
j

ψ̂(ajλ)C(λ) ,

ya que, como en el Ejemplo 2.2.13, tenemos que∑
λ∈Λ

|ψ̂(ajλ)|2E|C(λ)|2 ≤ ‖ψ̂‖2
L∞(R)µ(R) <∞ .

El mismo argumento es válido para cualquier reordenamiento de esta serie.
Para cada j ∈ Z sean Dj := a−jD y Tj := a−jT. Entonces, para cada j ∈ Z y k ∈ K,

por periodización, tenemos la igualdad a.s.

〈X,ψj,k〉 =
∑
λ∈Tj

(∑
d∈Dj

ψ̂(aj(λ+ d))C(λ+ d)

)
eiλka

j

=
∑
λ∈Tj

D(λ, j)eiλka
j

, (5.17)

ya que eidkaj = 1 para cualquier d ∈ Dj y k ∈ K. Por lo tanto, existe Ωs
j ∈ F tal que

P(Ωs
j) = 1 donde, para cada k ∈ K, la serie (5.17) converge. Por otra parte, debido al

Teorema 2.3.1 existe Ωe
j ∈ F tal que P(Ωe

j) = 1 y donde ‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖B2(K) existe y es
finito. Definimos para cada j ∈ Z: Ωj = Ωe

j ∩ Ωs
j . Ahora bien, como kaj ∈ Kj para cada

k ∈ K, entonces para cada j ∈ Z el sistema
{
{eiλkaj}k∈K : λ ∈ Tj

}
es una base ortonormal

de B2(K). Por lo tanto, la ecuación (5.17) implica que D(λ, j) es la Transformada de Bohr
de la sucesión (〈X,ψj,k〉)k∈K ∈ B2(K) sobre Ωj y entonces la fórmula de Wiener (1.19)
afirma que:

‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) = ‖D(·, j)‖2

L2(Tj ,dc) =
∑
λ∈Tj

|D(λ, j)|2 ,

y entonces sobre
⋂
j∈Z

Ωj:

∑
j∈Z

‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) =

∑
j∈Z

∑
λ∈Tj

|D(λ, j)|2 .

Queremos cambiar el orden de la suma en la última igualdad. Para ello cambiamos los
índices de la suma. Para empezar tenemos

∑
λ∈Tj

|D(λ, j)|2 =
∑
λ∈Tj

∣∣∣∣ ∑
d∈Dj

ψ̂(aj(λ+ d))C(λ+ d)

∣∣∣∣2
=
∑
λ∈Tj

∑
d,d′∈Dj

C(λ+ d)C(λ+ d′) ψ̂(aj(λ+ d)) ψ̂(aj(λ+ d′)) .



CAPÍTULO 5. Sistemas Afines 91

La condición de acotación (A1) de (5.13) produce la estimación

∑
λ∈Tj

∑
d,d′∈Dj

|C(λ+ d)C(λ+ d′) ψ̂(aj(λ+ d)) ψ̂(aj(λ+ d′))| =

=
∑
λ∈Tj

(∑
d∈Dj

|C(λ+ d) ψ̂(aj(λ+ d))|
)2

≤Mψ

∑
λ∈Tj

∑
d∈Dj

|C(λ+ d)|2

= Mψ‖X‖2
B2(R) <∞ ,

Por lo tanto, la serie es absolutamente (e incondicionalmente) convergente y, por lo tanto,
el siguiente cambio en el orden de suma es válido

∑
λ∈Tj

∑
d,d′∈Dj

C(λ+ d)C(λ+ d′) ψ̂(aj(λ+ d)) ψ̂(aj(λ+ d′)) =

=
∑

d,d′∈Dj

∑
λ∈Tj

C(λ+ d)C(λ+ d′) ψ̂(aj(λ+ d)) ψ̂(aj(λ+ d′)) .

Definimos la siguiente relación de equivalencia en R

λ ∼Q λ′ si y solo si λ− λ′ ∈ Q :=
⋃
j∈Z

Dj .

Sea ∆ un sistema de representantes de ∼Q. Por lo tanto, si λ ∈ R entonces existen únicos
δ ∈ ∆ y q ∈ Q tales que λ = δ + q. Mediante cálculos sencillos, se puede probar que para
cada j ∈ Z los siguientes conjuntos son idénticos.

Rj := {(x, y) ∈ R2 : x = λ+ d, y = λ+ d′, λ ∈ Tj, d, d′ ∈ Dj},
Sj := {(x, y) ∈ R2 : x = δ + q, y = δ + q′, δ ∈ ∆, q − q′ ∈ Dj}.

Estos conducen a la igualdad siguiente

∑
λ∈Tj

|D(λ, j)|2 =
∑
λ∈Tj

∑
d,d′∈Dj

C(λ+ d)C(λ+ d′) ψ̂(aj(λ+ d)) ψ̂(aj(λ+ d′))

=
∑
δ∈∆

∑
q,q′∈Q

C(δ + q)C(δ + q′) ψ̂(aj(δ + q)) ψ̂(aj(δ + q′))1Dj(q − q′)

=
∑
δ∈∆

〈G̃j(δ)Cδ, Cδ〉`2(Q) ,

donde Cδ := (C(δ + q))q∈Q ∈ `2(Q).
Ahora, sumando sobre j ∈ Z, dado que 〈G̃j(δ)Cδ, Cδ〉`2(Q) ≥ 0 para cada j ∈ Z,
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podemos cambiar el orden de suma (por el Teorema de Fubini) para obtener∑
j∈Z

‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) =

∑
j∈Z

∑
λ∈Tj

|D(λ, j)|2

=
∑
j∈Z

∑
δ∈∆

〈G̃j(δ)Cδ, Cδ〉`2(Q)

=
∑
δ∈∆

∑
j∈Z

〈G̃j(δ)Cδ, Cδ〉`2(Q)

=
∑
δ∈∆

〈G̃(δ)Cδ, Cδ〉`2(Q) ,

donde en la última igualdad se utiliza la ecuación (5.10). Como asumimos que A es un
marco de L2(R), al aplicar el Teorema 5.1.10 tenemos

A‖Cδ‖2
`2(Q) ≤ 〈G̃(δ)Cδ, Cδ〉`2(Q) ≤ B‖Cδ‖2

`2(Q) .

El resultado se desprende de lo siguiente:∑
δ∈∆

‖Cδ‖2
`2(Q) =

∑
δ∈∆

∑
q∈Q

|C(δ + q)|2 =
∑
λ

|C(λ)|2 = ‖X‖2
B2(R) .

ii) ⇒ i) Sea Q̃ ⊂ Q un conjunto finito y X(t) =
∑

q∈Q̃C(q)ei(q+λ)t un proceso aleatorio
con C(q) ∼ N (0, σ2

q ) variables aleatorias independientes, λ ∈ R. Mediante un cálculo
directo, a partir de la definición de la transformada de Fourier, para todo j ∈ Z y k ∈ K,
tenemos:

〈X,ψj,k〉 =
∑
q∈Q̃

C(q)

∫
R
ei(q+λ)t ψj,k(t) dt =

∑
q∈Q̃

C(q) ψ̂(aj(q + λ))ei(q+λ)kaj ,

por lo tanto

|〈X,ψj,k〉|2 =
∑
q,q′∈Q̃

C(q)C(q′) ψ̂(aj(q′ + λ)) ψ̂(aj(q + λ))ei(q−q
′)kaj ,

y sumando sobre k, entonces para todo N ∈ N:

1

(2N + 1)

∑
k∈K(N)

|〈X,ψj,k〉|2 =

=
∑
q,q′∈Q̃

C(q)C(q′) ψ̂(aj(q′ + λ)) ψ̂(aj(q + λ))
1

(2N + 1)

∑
k∈K(M)

ei(q−q
′)kaj , (5.18)

Dado que para cualquier λ, λ′ ∈ R se cumple

ĺım
N→∞

1

(2N + 1)

∑
k∈K(N)

ei(λ−λ
′)kaj = 1Dj(λ− λ′) , (5.19)
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entonces

ĺım
N→∞

1

(2N + 1)

∑
k∈K(N)

|〈X,ψj,k〉|2 =
∑
q,q′∈Q̃

C(q)C(q′) ψ̂(aj(q′ + λ)) ψ̂(aj(q + λ))1Dj(q − q′) .

Por otro lado:

ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
|X(t)|2 dt =

∑
q∈Q̃

|C(q)|2 . (5.20)

Combinando las desigualdades (5.16) con las ecuaciones (5.18), (5.19), (5.20) y luego
sumando sobre j ∈ Z se deduce que

A
∑
q∈Q̃

|C(q)|2 ≤
∑
q,q′∈Q̃

C(d)C(q′)G̃(λ)(q, q′) ≤ B
∑
q∈Q̃

|C(q)|2 ,

o equivalentemente, dados λ ∈ R y C(q) ∼ N (0, σ2
q ) variables aleatorias independientes,

q ∈ Q̃, si definimos el vector aleatorio finito Z(q) = C(q)1Q̃(q) se cumple que

A‖Z‖2
`2(Q̃)

≤ 〈G̃(λ)Z,Z〉`2(Q̃) ≤ B‖Z‖2
`2(Q̃)

.

Recordando el Lema 2.4.4 con pZ la densidad de probabilidad Gaussiana de Z, se obtiene
que para todos λ ∈ R y x ∈ RQ̃:

A‖x‖2
`2(Q) ≤ 〈G̃(λ)x, x〉`2(Q) ≤ B‖x‖2

`2(Q) . (5.21)

Por lo tanto, G̃(λ) es acotado con inverso continuo, ya que el subconjunto de sucesiones
finitas es denso en `2(Q). Entonces, (5.21) es válido para cualquier x ∈ `2(Q). Y la
afirmación se demuestra recordando el Teorema 5.1.10 (véase (5.12)). �

Lema 5.2.3. Sea A un sistema afín. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) Existen constantes 0 < A ≤ B <∞ tales que

A ≤
∑
j∈Z

|ψ̂(ajλ)|2 ≤ B (5.22)

para todo λ.

ii) Existen constantes 0 < A ≤ B < ∞ tales que las desigualdades (5.16) se cumplen
para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano X con espectro continuo.

Observación 5.2.4. Vale la pena señalar en este caso que µ({0}) = 0 y ‖X‖2
B2(R) = µ(R).

Demostración. Sea X un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con espectro continuo.
Entonces, recordando la ecuación (5.15), para cada j ∈ Z la sucesión de coeficientes
(〈X, gj,k〉)k∈K de la ecuación (5.14), también es estacionaria y Gaussiana. Observando que
esta sucesión tiene espectro continuo (para una prueba que incluye esta afirmación, véase
el Lema 5.2.5), entonces por el Teorema 2.3.2,

ĺım
N→∞

1

(2N + 1)

∑
k∈K(N)

|〈X,ψj,k〉|2 = E|〈X,ψj,0〉|2 =

∫
R
|ψ̂(ajλ)|2 dµ(λ) a.s.. (5.23)
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Un argumento similar se aplica al proceso original X:

‖X‖2
B2(R) = ĺım

T→∞

1

2T

∫ T

−T
|X(t)|2 dt = E|X(0)|2 = µ(R) a.s.. (5.24)

Ahora, establecemos Ωc como el subconjunto donde se cumple la ecuación (5.24), y para
cada j, Ωj como el subconjunto donde se cumple la ecuación (5.23). Claramente, si

∼
Ω :=

⋂
j∈Z

(Ωc ∩ Ωj)

entonces P(
∼
Ω) = 1 y en consecuencia la ecuación (5.24) es verdadera sobre

∼
Ω así como∑

j∈Z

ĺım
N→∞

1

(2N + 1)

∑
k∈K(N)

|〈X,ψj,k〉|2 =
∑
j∈Z

E|〈X,ψj,0〉|2

=

∫
R

∑
j∈Z

|ψ̂(ajλ)|2 dµ(λ) . (5.25)

Ahora podemos probar ambas implicaciones.
Si las desigualdades (5.22) son verdaderas, como las ecuaciones (5.24) y (5.25) se cumplen
sobre

∼
Ω es inmediato que las desigualdades (5.16) se cumplen a.s. .

Por el contrario, sea U ⊂ R cualquier subconjunto de Borel de medida de Lebesgue finita.
Definimos el proceso

X(t) :=

∫
U

eiλt dΦ(λ) ,

donde se elige Φ como la medida aleatoria de Wiener (Ejemplo 2.2.6). Suponiendo que se
cumplen las desigualdades (5.16) y observando que en este caso µ es la restricción de la
medida de Lebesgue mR sobre U , la ecuación (5.24) combinada con (5.25) implica que:

AmR(U) ≤
∫
U

∑
j∈Z

|ψ̂(ajλ)|2 dλ ≤ BmR(U) ,

y entonces las desigualdades (5.22) se cumplen mR-a.e., pero la condición de continuidad
(A2) de (5.13) prueba la afirmación para cada λ. �

Recordemos que dado j ∈ Z la sucesión de coeficientes aleatorios (〈X,ψj,k〉)k∈K tam-
bién es estacionaria.

Lema 5.2.5. Para cada l ∈ L, definimos Z l(k) = 〈X,ψj,k〉, con k ∈ K. Entonces:

Zj
c (k) = 〈Xc, ψj,k〉 y Zj

d(k) = 〈Xd, ψj,k〉 .

Demostración. Primero, notemos que para cada j:

〈X,ψj,k〉 = 〈Xc, ψj,k〉+ 〈Xd, ψj,k〉 .
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Sean γ y ρ las medidas espectrales de las sucesiones (〈Xc, ψj,k〉)k∈K y (〈Xd, ψj,k〉)k∈K
respectivamente. Recordemos que γ es la única medida tal que

E(〈Xc, ψj,k〉〈Xc, ψj,0〉) =

∫
Tj
eiλk dγ(λ) ,

para todo k ∈ K. Pero si µc es la parte continua de µ, la medida espectral de X, un
cálculo directo muestra que,

E(〈Xc, ψj,k〉〈Xc, ψj,0〉) =

∫
R
eiλka

j |ψ̂(ajλ)|2 dµc(λ)

=
∑
d∈Dj

∫
Tj+d

eiλka
j |ψ̂(ajλ)|2 dµc(λ) .

Por lo tanto, por unicidad de la Transformada de Fourier, γ viene dada por:

γ(A) =
∑
d∈Dj

∫
A+d

|ψ̂(ajλ)|2 dµc(λ) ,

para todo A ∈ B(Tj). Entonces, en particular, para cualquier λ0 ∈ Tj y eligiendo A =
{λ0}, γ({λ0}) = 0. Por lo tanto, γ es continua. Por otro lado, la parte discreta de µ se
puede escribir como µd =

∑
λ∈Λ

cλδλ, con Λ un subconjunto a lo sumo numerable de R, δλ
la medida puntual de masa concentrada en λ, y cλ > 0. Entonces

E(〈Xd, ψj,k〉〈Xd, ψj,0〉) =

∫
R
eiλka

j |ψ̂(ajλ)|2 dµd(λ)

=
∑
λ∈Λ

cλ

∫
R
eiλka

j |ψ̂(ajξ)|2 dδλ(ξ) .

Esto demuestra que si A ∈ B(Tj), entonces

ρ(A) =
∑
λ∈Λ

∑
d∈Dj

cλ+d

∫
A

|ψ̂(ajξ)|2 dδλ+d(ξ) ,

la cual es claramente discreta. �

Finalmente llegamos al resultado principal del capítulo.

Teorema 5.2.6. Sea A un sistema afín. Entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

i) A es un marco de L2(R).

ii) Existen constantes 0 < A ≤ B < ∞ tales que las desigualdades (5.16) se cumplen
para cada proceso aleatorio estacionario Gaussiano X.

Demostración. i) ⇒ ii) Observando que X(t) se puede descomponer en dos procesos
ortogonales (o, de hecho, independientes) Xc(t) y Xd(t) tales que X(t) = Xc(t) + Xd(t)
a.s. con medida espectral continua y discreta respectivamente, obtenemos que:

〈X,ψj,k〉 = 〈Xc, ψj,k〉+ 〈Xd, ψj,k〉 .
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Por los Lemas 2.4.3 a) y 5.2.5 entonces, con probabilidad uno, para cada j ∈ Z:

‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) = ‖(〈Xc, ψj,k〉)k∈K‖2

B2(K) + ‖(〈Xd, ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) ,

y por lo tanto, como Z es numerable, tenemos la igualdad a.s.∑
j∈Z

‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) =

∑
j∈Z

‖(〈Xc, ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) +

∑
j∈Z

‖(〈Xd, ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K).

(5.26)
De manera similar, por Lemas 2.4.3 b) y 5.2.5,

‖X‖2
B2(R) = ‖Xc‖2

B2(R) + ‖Xd‖2
B2(R) a.s.. (5.27)

Si A es un marco de L2(R), entonces, por el Lema 5.2.2, el resultado es válido para Xd.
Además, por el Teorema 5.1.10, tomando el vector canónico x = e0, e0(q) = 1{0}(q) en la
ecuación (5.12) obtenemos

A ≤ 〈G̃(λ)e0, e0〉`2(Q) =
∑
j∈Z

|ψ̂(ajλ)|2 ≤ B ,

con ‖e0‖`2(Q) = 1. Por lo tanto, las desigualdades (5.22) son válidas. Ahora, por el Lema
5.2.3, las desigualdades (5.16) también son válidas para Xc.

Finalmente, como la afirmación es válida paraXc yXd, la conclusión deseada se deduce
recordando las ecuaciones (5.26) y (5.27).
ii) ⇒ i) Esta es una consecuencia directa del lema 5.2.2 ya que las desigualdades (5.16)
en particular son válidas para cada proceso con medida espectral discreta. �

5.3. Procesos Fraccionarios Asociados a Procesos Alea-
torios Estacionarios Gaussianos y Análisis de Sua-
vidad

Los resultados obtenidos en esta sección forman parte de nuestra publicación [CeMe25].
En varias aplicaciones resulta relevante estudiar qué información estadística se pue-

de extraer de los coeficientes discretos y aleatorios 〈X,ψj k〉 [CaMa71, CaMa73]. En esta
sección aplicaremos los resultados de la Sección 5.2 para caracterizar la suavidad de las
trayectorias de un proceso aleatorio estacionario Gaussiano X. Probaremos que los coefi-
cientes afines dan una buena descripción del comportamiento de tales procesos. De hecho,
veremos que una versión apropiadamente ponderada de (5.16) hace este trabajo de mane-
ra análoga a algunas caracterizaciones de espacios de Sobolev clásicos (véase por ejemplo
el Capítulo 6 de [Mey92]).

5.3.1. Algunos Resultados sobre la Regularidad de Procesos Alea-
torios Estacionarios en Sentido Amplio

La suavidad puede describirse de varias maneras, que bajo ciertas condiciones, pueden
resultar equivalentes. Generalmente, esto se logra estudiando los incrementos X(t+ h)−
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X(t), el decaimiento de la medida espectral o la existencia de las derivadas (en norma).
Previo a la introducción de la maquinaria de la Sección 5.2 haremos una breve pero más
precisa descripción de lo que se entiende aquí por suavidad. Veremos que esto comparte
varias características con la descripción clásica dada por Elias Stein para los espacios de
Lebesgue y Sobolev ordinarios en [St87].

El siguiente resultado (inspirado por las Proposiciones 1.7.5 y 1.7.6) establece la equi-
valencia entre la “suavidad” del proceso X y una condición de integrabilidad satisfecha por
la función de covarianza RX , relacionando de esta manera la teoría de integrales singulares
[Mal95, St87, Sa02] con las derivadas fraccionarias de un proceso aleatorio estacionario.

Teorema 5.3.1. Sea X un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio con medida
espectral µ y sea 0 < α < 1. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i)
∫
R
|λ|2α dµ(λ) <∞ .

ii)
∫
R
|RX(0)−RX(h)| dh

|h|1+2α
<∞ .

Demostración. En primer lugar, téngase en cuenta que

E|X(h)−X(0)|2 = 2RX(0)− 2<RX(h) = 2<(RX(0)−RX(h)) = 2|<(RX(0)−RX(h))|

y |<z| ≤ |z| para todo z ∈ C conduce a∫
R
|RX(0)−RX(h)| dh

|h|1+2α
<∞ si y solo si

∫
R
E|X(h)−X(0)|2 dh

|h|1+2α
<∞ .

Por el isomorfismo de Kolmogorov (2.4) tenemos que∫
R
E|X(h)−X(0)|2 dh

|h|1+2α
=

∫
R

(∫
R
|eihλ − 1|2 dµ(λ)

) dh

|h|1+2α
. (5.28)

Definimos
Fα(λ) =

∫
R
|eihλ − 1|2 dh

|h|1+2α
, λ ∈ R .

Razonando como en [Mal95, p. 144] o [St87, Proposition 4, p. 140], existe una constante
Cα > 0 tal que Fα(λ) = Cα|λ|2α para todo λ ∈ R.
Dado que ∫

R
E|X(h)−X(0)|2 dh

|h|1+2α
=

∫
R
Fα(λ) dµ(λ) = Cα

∫
R
|λ|2α dµ(λ) ,

La equivalencia se obtiene cambiando el orden de integración en (5.28). �

Cuando α = 1 realmente tenemos una propiedad en términos de la derivada en media
cuadrática del proceso. Omitimos la prueba de este resultado enunciado a continuación
ya que está bien documentada en la literatura, por ejemplo, [GS04, Roz67], de hecho
comparte algunas características del enunciado más general del Teorema 5.3.3.

Teorema 5.3.2. Sea X un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio con medida
espectral µ. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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i)
∫
R
|λ|2 dµ(λ) <∞ .

ii) ĺım
h→0

X(t+ h)−X(t)

h
existe en el sentido de L2(Ω) para cada t ∈ R .

El caso α = 1 muestra que el proceso derivado (usual) dX
dt

existe en el sentido de L2(Ω)
y justifica las manipulaciones formales:

dX

dt
= ĺım

h→0

X(t+ h)−X(t)

h
=

d

dt

(∫
R

eitλ dΦ(λ)

)
=

∫
R

∂(eitλ)

∂t
dΦ(λ) .

En la misma línea, terminamos esta subsección con una caracterización análoga de
la suavidad del proceso relacionada con integrales singulares y derivadas fraccionarias,
que nos permiten trabajar con un rango más amplio de α ∈ (0, 2). Por la α-ésima de-
rivada fraccionaria DαX de un proceso aleatorio estacionario X entendemos, al menos
formalmente, el proceso aleatorio dado por

(DαX)(t) =

∫
R

|λ|αeitλ dΦ(λ) . (5.29)

Por (2.7), cuando λ 7→ |λ|α pertenece a L2(R,B(R), dµ), DαX resulta ser un proceso
aleatorio estacionario bien definido. El siguiente teorema se asemeja a un resultado clá-
sico de la teoría de integrales singulares y espacios de Sobolev fraccionarios (véase las
Proposiciones 1.7.7 y 1.7.8), y en su demostración se pone de manifiesto la analogía con
las ecuaciones (1.28) y (1.29). En particular, esto muestra que (5.29) también puede in-
terpretarse, de una manera más clásica, como un límite apropiado de los incrementos de
X.

Teorema 5.3.3. Sea X un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio con medida
espectral µ y sea 0 < α < 2. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i)
∫
R
|λ|2α dµ(λ) <∞ .

ii)
∫
R
E|X(t+ h) +X(t− h)− 2X(t)|2 dh

|h|1+2α
<∞ .

iii) ĺım
ε→0

∫
|h|≥ε

(X(t+ h)−X(t))
dh

|h|1+α
existe en el sentido de L2(Ω) para cada t ∈ R .

Demostración. Por el mismo procedimiento que en el Teorema 5.3.1, por un lado tenemos

E|X(t+ h) +X(t− h)− 2X(t)|2 = |6<(RX(0)−RX(h))− 2<(RX(2h)−RX(0))|

y por otro lado, para cualquier t ∈ R, tenemos

E|X(t+ h) +X(t− h)− 2X(t)|2 =

∫
R
|eith + e−ith − 2|2 dµ(λ) .
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i) ⇔ ii) La prueba es similar a la del Teorema 5.3.1 y se omite.
i) ⇒ iii) La hipótesis garantiza la buena definición del proceso

Yα(t) = c(α)

∫
R

|λ|αeiλt dΦ(λ) = c(α)(DαX)(t) ,

donde c(α) es una constante que se especificará más adelante. Además, Yα es un proceso
aleatorio estacionario en sentido amplio y continuo en media cuadrática. Para 0 < ε < 1
consideramos el proceso

(Dα
εX)(t) =

∫
|h|≥ε

(X(t+ h)−X(t))

|h|1+α
dh . (5.30)

Al hacer la sustitución h = εy podemos reescribir (5.30) como

(Dα
εX)(t) =

1

εα

∫
|y|≥1

(X(t+ εy)−X(t))

|y|1+α
dy .

Ahora, al introducir la representación integral estocástica de X seguida de un cambio de
orden de integración (Lema 2.2.10) y al multiplicar por |λ|

α

|λ|α1Rr{0}(λ), convenientemente
reagrupado, obtenemos

(Dα
εX)(t) = d(α)

∫
R

(
|λ|αK̂α(ελ)

)
eitλ dΦ(λ) , (5.31)

donde

K̂α(λ) =
1

d(α)|λ|α

∫
|y|≥1

(
eiλy − 1

)
|y|1+α

dy, λ ∈ Rr {0} ,

con Kα ∈ L1(R) y la constante d(α) (la misma de la ecuación (1.30)) es tal que K̂α(0) =∫
RKα(t) dt = 1 (aquí se usa 0 < α < 2, véase ecuaciones (1.31), (1.32) y (1.33)). Declara-
mos c(α) = d(α). Dado que K̂α es una función continua en R que se anula en el infinito
(K̂α ∈ C0(R)), esta resulta acotada y satisface ĺım

ε→0
K̂α(ελ) = K̂α(0) = 1 para cualquier

λ ∈ R. Por lo tanto, en la igualdad

E|(Dα
εX)(t)− Yα(t)|2 = c(α)2 E

∣∣∣∣∣
∫
R

(
|λ|α

[
K̂α(ελ)− 1

])
eitλ dΦ(λ)

∣∣∣∣∣
2

= c(α)2

∫
R
|λ|2α |K̂α(ελ)− 1|2 dµ(λ) ,

podemos aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue (recordemos que µ es
una medida finita) para obtener el resultado deseado.
iii) ⇒ i) Supongamos ahora que ĺım

ε→0
(Dα

εX)(t) existe en el sentido de L2(Ω) para cada
t ∈ R, donde (Dα

εX)(t) es como en (5.31). Por lo tanto, por el Lema de Fatou

∞ > ĺım
ε→0

E|(Dα
εX)(t)|2 ≥

∫
R
|λ|2α

(
ĺım
ε→0

∣∣K̂α(ελ)
∣∣2) dµ(λ) = c(α)2

∫
R
|λ|2α dµ(λ) .

�
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5.3.2. Regularidad de Procesos Aleatorios Estacionarios Gaussia-
nos en términos de Marcos Afines

Dado A := {ψj,k : j ∈ Z, k ∈ K} un sistema afín en L2(R) y 0 < α < 1 consideramos
el sistema IαA := {Iαψj,k : j ∈ Z, k ∈ K}, donde (Iαψj,k)(t) denota el potencial de Riesz
de ψj,k de orden α en t ∈ R (véase Definición 1.7.2, ecuaciones (1.26) y (1.27)).

Bajo la condición adicional de ser Gaussiano, una caracterización equivalente de la
suavidad de X (en cualquiera de las interpretaciones equivalentes de la Subsección 5.3.1)
se da en los dos lemas siguientes. Esto implica el decaimiento de los coeficientes aleatorios
de marco 〈X,ψj,k〉. Recordemos que por los resultados de la sección anterior es necesario
y suficiente estudiar cuándo |λ|2α dµ define una medida finita.

Lema 5.3.4. Sea X un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con medida espectral
discreta µ que satisface µ({0}) = 0 y sea 0 < α < 1. Supongamos que A es un sistema afín
tal que A e IαA son marcos de L2(R). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i)
∫
R
|λ|2α dµ(λ) <∞ .

ii)
∑
j∈Z

a−2jα‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) <∞ a.s. .

Demostración. Hemos visto en la demostración del Lema 5.2.2 que

‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) =

∑
δ∈∆

〈G̃j(δ)Cδ, Cδ〉`2(Q) ,

para cada j ∈ Z, por lo tanto∑
j∈Z

a−2jα‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) =

∑
δ∈∆

∑
j∈Z

a−2jα〈G̃j(δ)Cδ, Cδ〉`2(Q) a.s. . (5.32)

Ahora, tenemos que

a−2jα〈G̃j(δ)Cδ,Cδ〉`2(Q) =

= a−2jα
∑
q,q′∈Q

C(δ + q)C(δ + q′)ψ̂(aj(δ + q))ψ̂(aj(δ + q′))1Dj(q − q′)

y

a−2jαC(δ + q)C(δ + q′)ψ̂(aj(δ + q))ψ̂(aj(δ + q′)) =

= C(δ + q)|δ + q|αÎαψ(aj(δ + q))C(δ + q′)|δ + q′|αÎαψ(aj(δ + q′)) .

Definimos en primer lugar:

Dα
δ (q) := Dα(δ + q) = C(δ + q)|δ + q|α, δ ∈ ∆, q ∈ Q .

Nótese que estos son precisamente los coeficientes aleatorios del proceso DαX si éste
existe. Escribimos también

G̃αj (δ)(q, q′) := Îαψ(aj(δ + q))Îαψ(aj(δ + q′))1Dj(q − q′), δ ∈ ∆, q, q′ ∈ Q ,
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con lo cual podemos reescribir la ecuación (5.32) como∑
j∈Z

a−2jα‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) =

∑
δ∈∆

∑
j∈Z

〈G̃αj (δ)Dδ, Dδ〉`2(Q) =
∑
δ∈∆

〈G̃α(δ)Dα
δ , D

α
δ 〉`2(Q)

donde la última igualdad se sigue por un razonamiento como el del Lema 5.2.2. Puesto
que IαA es un marco de L2(R), existen constantes 0 < Aα ≤ Bα <∞ tales que

Aα‖Dα
δ ‖2

`2(Q) ≤ 〈G̃α(δ)Dα
δ , D

α
δ 〉`2(Q) ≤ Bα‖Dα

δ ‖2
`2(Q) .

Ahora, la igualdad∑
δ∈∆

‖Dα
δ ‖2

`2(Q) =
∑
δ∈∆

∑
q∈Q

|C(δ + q)|2|δ + q|2α = ‖DαX‖2
B2(R) ,

lleva a la equivalencia:∑
j∈Z

a−2jα‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) <∞ a.s. ⇐⇒ ‖DαX‖2

B2(R) <∞ a.s. .

Finalmente, podemos demostrar la afirmación observando que si X tiene espectro dis-
creto, entonces (DαX)(t) toma la forma de una serie de elementos aleatorios Gaussianos
e independientes en H := gen{eiλt : λ ∈ Λ} ⊂ B2(R) el cual es un espacio de Hilbert
separable. Al observar que

E‖DαX‖2
B2(R) =

∫
R
|λ|2α dµ(λ),

la doble implicación i) ⇔ ii) se sigue de inmediato ya que: DαX ∈ B2(R) a.s. si y
solo si E‖DαX‖2

B2(R) < ∞. Dado que para series Gaussianas de elementos aleatorios
independientes en un espacio de Hilbert separable, la convergencia a.s. y en media p
(p = 2 en este caso) son equivalentes por la Proposición 2.2.9. �

Si X es un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con medida espectral continua,
por el Teorema Ergódico tenemos∑

j∈Z

a−2jα‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) =

∑
j∈Z

a−2jαE|〈X,ψj,0〉|2 a.s. . (5.33)

El siguiente resultado muestra que el Lema 5.3.4 es válido para procesos aleatorios esta-
cionarios Gaussianos con medida espectral continua.

Lema 5.3.5. Sea X un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con medida espectral
continua µ y sea 0 < α < 1. Supongamos que A es un sistema afín tal que A e IαA son
marcos de L2(R). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i)
∫
R
|λ|2α dµ(λ) <∞ .

ii)
∑
j∈Z

a−2jα‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) <∞ a.s. .
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Demostración. Para empezar, por (5.33) tenemos∑
j∈Z

a−2jα‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) =

∑
j∈Z

a−2jαE|〈X,ψj,0〉|2 a.s. .

Ya que

E|〈X,ψj,0〉|2 =

∫
R
|ψ̂(ajλ)|2 dµ(λ) ,

entonces ∑
j∈Z

a−2jα‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) =

∑
j∈Z

a−2jα

∫
R
|ψ̂(ajλ)|2 dµ(λ)

=

∫
R
|λ|2α

∑
j∈Z

|ψ̂(ajλ)|2

|ajλ|2α
dµ(λ) a.s. .

Ahora, puesto que ÎαA es un marco de L2(R), existen constantes 0 < Aα ≤ Bα <∞ tales
que

Aα ≤
∑
j∈Z

|ψ̂(ajλ)|2

|ajλ|2α
≤ Bα a.e. λ ,

por lo tanto

Aα

∫
R
|λ|2α dµ(λ) ≤

∑
j∈Z

a−2jα‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) ≤ Bα

∫
R
|λ|2α dµ(λ) a.s.

lo que prueba la equivalencia buscada. �

Juntando los dos últimos lemas obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.6. Sea X un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con medida espectral
µ que satisface µ({0}) = 0 y sea 0 < α < 1. Supongamos que A es un sistema afín tal
que A e IαA son marcos de L2(R). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i)
∫
R
(|λ|2 + 1)α dµ(λ) <∞ .

ii)
∑
j∈Z

(a−2j + 1)α‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) <∞ a.s. .

Demostración. Dado que X es un proceso aleatorio estacionario Gaussiano y A es un
marco de L2(R), el Teorema 5.2.6 da como resultado∑

j∈Z

‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) ≤ B‖X‖2

B2(R) <∞ a.s. . (5.34)

i) ⇒ ii) Dado que |λ|2α ≤ (|λ|2 + 1)α para todo λ ∈ R, por hipótesis y por monotonía
obtenemos ∫

R
|λ|2α dµ(λ) <∞ .
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Dado que X se puede descomponer como X = Xd + Xc, con Xd y Xc procesos alea-
torios estacionarios Gaussianos con medidas espectrales discreta y continua µX,d y µX,c
respectivamente, que satisfacen

〈X,ψj,k〉 = 〈Xd, ψj,k〉+ 〈Xc, ψj,k〉

para cualquier j ∈ Z, k ∈ K y también que

‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) = ‖(〈Xd, ψj,k〉)k∈K‖2

B2(K) + ‖(〈Xc, ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) a.s.

para cada j ∈ Z, entonces∫
R
|λ|2α dµX.d(λ) +

∫
R
|λ|2α dµX,c(λ) =

∫
R
|λ|2α dµ(λ) <∞ .

El resultado se obtiene aplicando los Lemas 5.3.4 y 5.3.5 a Xd y Xc respectivamente junto
con (5.34). De hecho, dado que (a−2j + 1)α ≤ 2α(a−2jα + 1) para cualquier j ∈ Z, por
monotonía obtenemos∑

j∈Z

(a−2j + 1)α‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) =

∑
j∈Z

(a−2j + 1)α‖(〈Xd, ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K)+∑

j∈Z

(a−2j + 1)α‖(〈Xc, ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K)

≤ 2α
∑
j∈Z

a−2jα‖(〈Xd, ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K)+

2α
∑
j∈Z

a−2jα‖(〈Xc, ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K)+

2α
∑
j∈Z

a−2jα‖(〈X,ψj,k〉)k∈K‖2
B2(K) <∞ a.s. .

ii) ⇒ i) El razonamiento es similar a la implicación anterior pero invirtiendo el orden.
Primero usamos la desigualdad a−2jα ≤ (a−2j + 1)α para cualquier j ∈ Z y luego la
desigualdad (|λ|2 + 1)α ≤ 2α(|λ|2α + 1) para todo λ ∈ R . �

Obsérvese que la utilidad de los últimos resultados depende de verificar previamente
que IαA es también un marco de L2(R). El siguiente ejemplo sencillo muestra que esto
no es un gran obstáculo en principio.

Ejemplo 5.3.7 (Bandpass wavelets). Recordemos que si ψ es de banda limitada, entonces
las caracterizaciones de la Sección 5.2 se reducen a lo siguiente. Una condición necesaria
y suficiente para que A sea un marco de L2(R) es que se cumpla lo siguiente:

A ≤
∑
j∈Z

|ψ̂(ajλ)|2 ≤ B a.e. , (5.35)

donde A,B son las cotas de marco de A. Supongamos además que ψ es de pasa banda,
es decir, existen λ1 > λ0 > 0 tales que ψ̂ se anula fuera de D = {λ0 < |λ| < λ1}. Este
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es el caso, por ejemplo, de la familia de wavelets de Meyer (véase [He11, págs. 422-425]).
Ahora debemos verificar (5.35) para

Îαψj,k(λ) =
1

|λ|α
ψ̂j,k(λ), λ ∈ Rr {0} .

De hecho, podemos estimar la cota inferior de marco como

Aα =
A

λ2α
1

≤
∑

j:λ0≤|ajλ|≤λ1

|ψ̂(ajλ)|2

|ajλ|2α
=
∑
j∈Z

|ψ̂(ajλ)|2

|ajλ|2α
a.e. λ .

La cota superior Bα = B/λ2α
0 se puede obtener de manera similar. �

Observación 5.3.8. Terminamos este trabajo mencionando la similitud entre los resultados
obtenidos en esta subsección con aquellos (véase por ejemplo algunos de los resultados
contenidos en [Mey92, págs. 50-54 y págs 199-201]) concernientes a los espacios de Besov
Bα,q
p (R), y en particular al espacio de Sobolev Hα = Bα,2

1 (R). Los mismos motivaron
fuertemente el desarrollo aquí expuesto. ♦
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