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Resumen

Andlisis de problemas anisotrépicos no locales y aplicaciones
variacionales.

En esta tesis doctoral, nos hemos centrado en trabajar con problemas elipti-
cos anisotrépicos. Lo primero que desarrollamos son los espacios de Sobolev an-
isotropicos, tanto locales como no locales, a partir de los cuales construiremos
toda nuestra teoria. Dentro de este marco, una piedra angular de nuestro tra-
bajo es el estudio del comportamiento asintético en la transicién desde los casos
no locales o fraccionarios hasta el caso local. A continuacién, presentamos nues-
tro operador, una variante del p-Laplaciano fraccionario, y estudiamos diversos
problemas clésicos relacionados con él, como el problema de Dirichlet cuando
el término fuente es lineal o semilineal, asi como el caso en el que considera-
mos ground state solutions, centrandonos principalmente en el comportamiento
asintético de las soluciones.

Posteriormente, en esta tesis nos enfocamos en resolver un problema de au-
tovalores adecuado para este tipo de operadores. Sin embargo, debido a su falta
de homogeneidad, modificamos el operador para obtener una versiéon homogénea
que preserve los comportamientos previamente estudiados. Asi, tras demostrar
la existencia de autovalores en los casos local y no local, utilizando principalmen-
te la teoria de Lusternik-Schnirelmann, analizamos su comportamiento asintéti-
co.

Finalmente, en el dltimo trabajo de esta tesis, nos centramos en problemas
de optimizacién de dominio, en los cuales la funcién costo esta relacionada con
nuestro operador. Comenzamos estudiando el caso isotrépico, luego analizamos
el comportamiento asintdtico de las soluciones cuando los pardmetros fracciona-
rios tienden a uno, y finalmente generalizamos el andlisis al caso anisotrépico.

Esta tesis tiene como eje central 3 articulos ya publicados y uno enviado
para publicacién.

= Ceresa Dussel, Ignacio and Ferndandez Bonder, Julidn, A Bourgain-Brezis-
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= Ceresa Dussel, Ignacio and Fernandez Bonder, Julidan, Fzxistence of eigen-
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and nonlinear operators, Journal of Elliptic and Parabolic Equations, 2025.[14]
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Abstract

Analysis of nonlocal anisotropic problems and variational
applications.

In this doctoral thesis, we focus on anisotropic elliptic problems. The first step
is the development of anisotropic Sobolev spaces, both local and nonlocal, which
serve as the foundation for the entire theoretical framework. Within this setting,
a cornerstone of our work is the study of the asymptotic behavior during the
transition from nonlocal or fractional cases to the local case. Next, we introduce
our operator, a variant of the fractional pp-Laplacian, and we study several
classical problems related to it, such as the Dirichlet problem when the source
term is linear or semilinear, as well as the case involving ground state solutions,
with a primary focus on the asymptotic behavior of solutions.

Subsequently, this thesis addresses an eigenvalue problem tailored to this
type of operator. However, due to the lack of homogeneity of the original opera-
tor, we construct a homogeneous version that preserves the previously studied
behaviors. Thus, after proving the existence of eigenvalues in both the local and
nonlocal cases—mainly using Lusternik-Schnirelmann theory—we analyze their
asymptotic behavior.

Finally, in the last part of this thesis, we study domain optimization pro-
blems, in which the cost function is related to our operator. We begin by analy-
zing the isotropic case, then study the asymptotic behavior of solutions as the
fractional parameters tend to one, and finally extend the analysis to the aniso-
tropic case.

This thesis is based on three already published articles and one submitted
for publication:

= Ceresa Dussel, Ignacio and Fernandez Bonder, Julidan, A Bourgain—Brezis—Mironescu
formula for anisotropic fractional Sobolev spaces and applications to aniso-
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= Sabri Bahrouni, Julidn Ferndndez Bonder, Ignacio Ceresa Dussel, Olim-
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tional problems.






Quiero expresar mi mds profundo agradecimiento a mi director, Julidn,
pPOT Su paciencia, compromiso y por acompanar con dedicacion cada etapa de
este trabajo. A Ayelén, por estar siempre a mi lado en este camino, por su
apoyo constante y por acompaniarme en todo momento. A todos los profesores y
colegas con los que me crucé a lo largo de estos anos, quienes siempre estuvieron
dispuestos a darme una mano y compartir sus conocimientos. También a la
oficina 2200, espacio de mates y charlas, que tantas veces funciond como lugar de
apoyo y desahogo. A todo el aparato administrativo que sostiene silenciosamente
el dia a dia, con una mencion especial a Deby, por su enorme predisposicion y
ayuda permanente con los trdmites del doctorado. A mi familia y amigos, por
su carino, comprension y aliento en este proceso. Finalmente, a la universidad
publica y al CONICET, sin cuyo apoyo este trabajo me habria resultado mucho
mas dificil y, tal vez, no me hubiera permitido conocer a tanta gente maravillosa.






Indice general

1. Introduccién

2. Espacios de Sobolev Anisotrépicos
2.1. Bourgain-Brezis-Mironescu . . . . . . . ... ...
2.2. Caso peridindmico . . . . . . . .. ..o o
2.3. Maz’ya-Shaposhnikova . . . . . .. . ... ... oL

3. Pseudo p— Laplaciano fraccionario anisotrépico
3.1. D-convergencia . . . . . . . . .. .. e
3.2. Casosemi-lineal . . . . .. ... ... ... .. ...........
3.3. Soluciones Ground-state . . . . . ... ... ... ... .. ...,

4. Un problema de autovalores
4.1. Espacio de Sobolev mixto . . . . ... ... ... L.
4.2. Ecuacién de Euler-Lagrange . . . . . . .. ... ... ... ....
4.3. Casonolocal . . . .. ... ...
4.4. Propiedades generales de los autovalores . . . . . ... ... ...
4.5. Existencia de autovalores . . . . ... ... ... L.

5. Problemas de optimizacién de dominio
5.1. Casoisotrépico . . . . . . . . ...
5.2. Comportamiento asintético . . . . .. ... .. ... ... ...
5.3. Caso anisotropico . . . . . . . ..o

11

17
20
28
31

35
35
40
43

49
49
53
57
99
63






Capitulo 1

Introduccion

La difusién es un proceso fundamental en la naturaleza que describe el mo-
vimiento de particulas desde regiones de mayor concentracién hacia regiones de
menor concentracion. Este fendmeno, impulsado por la tendencia de los siste-
mas a alcanzar el equilibrio segin las leyes de la termodindmica, se manifiesta
en diversos contextos, desde el transporte de moléculas en sistemas biolégicos
hasta la transferencia de calor en materiales sélidos, asi como en la dispersién de
contaminantes en el medio ambiente e incluso en ciertos modelos econdémicos.
En términos matematicos, estos procesos se describen comunmente mediante
ecuaciones diferenciales parciales (EDP), siendo la ecuacién del calor una de
las formulaciones méas conocidas. Esta ecuacién describe como la temperatu-
ra u(x,y) se distribuye y evoluciona en un medio con el tiempo debido a la
conduccion térmica.

A fin de realizar una aproximacioén al objeto de estudio de nuestra tesis, vea-
mos brevemente la deduccién de la ecuacién del calor a través del paseo al azar
en una dimensién. Consideremos una particula que se encuentra inicialmente en
la posicién & = 0 sobre la recta real. Esta particula puede moverse, con pro-
babilidad %, hacia la derecha o hacia la izquierda una distancia h después de
un cierto intervalo de tiempo 7. Llamemos p(m, n) a la probabilidad de que la
particula se encuentre en la posicion mh en el tiempo nr. Luego

1 1
plm,n +1) = Sp(m — 1,n) + Sp(m +1,7).
De forma anéloga

plm,n -+ 1)~ p(m,n) = 3 (plm — 1,m)  2p(m,m) + p(m + 1,1)).

Supongamos que p es la evaluacién de una cierta funcién u(zx,t), definida en
R x (0,00), sobre los puntos de una grilla (mh,n7) con m € Zy n € N. Si
definimos las variables continuas * = mh y t = nr, entonces u(zx,t) verifica

u(z,t+7) —ul@,t) _ lu(@+ht)—2u(,t) +ulx—ht)
T ) h?
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Finalmente, si asumimos que las variables h y 7 estdn relacionadas mediante
h? = 27, y pasamos al limite cuando h — 0 y 7 — 0, obtenemos la ecuacién del
calor

ou 0%u

ot 0x?’
Si ademads suponemos que la evolucién de la temperatura en algiun tiempo se
estabiliza, es decir converge cuando ¢ — oo, entonces este estado estacionario

serd independiente de ¢ y cumplira la muy conocida ecuacién de Laplace

0%u

" 0x

Este mismo andlisis lo podemos extender a R™, lo que nos lleva a la notacion
clasica que utiliza el operador Laplaciano A.

En el modelo anterior, los saltos estan limitados a los vecinos mas cercanos,
no obstante, supongamos que las particulas pueden saltar a distancias mayores.
Para modelar estos movimientos de largo alcance, asumimos que las particulas
pueden saltar a posiciones arbitrarias con una probabilidad que depende de
la distancia. Este comportamiento se describe mediante una distribucién de
probabilidad de salto w(z) que tipicamente sigue una ley de potencias

1

NW’ 0<s<l.

w(x)
Aqui, s es el pardmetro fraccionario que controla la dispersién, para valores
mas pequenos de s, los saltos largos son maéas probables. A partir de esto, la
probabilidad de encontrar una particula en la posicién x en el tiempo t + 7 estéd
dada por

n

Pz, t+71) = / w(z —y)P(y,t)dy.

Este modelo refleja que las particulas pueden llegar a x desde cualquier posicién
y, con una probabilidad proporcional a w(z —y). A partir del andlisis previo se
deduce la versién fraccionaria de la ecuacion del calor

au('rat) o Os > u(x,t) B u(yvt)
P.V./ —IEE T

ot 2

— 00

donde la parte derecha es el operador Laplaciano fraccionario de orden s, con
0 < s <1y donde P.V. denota el valor principal de la integral. Si nuevamente
suponemos que la evolucién de la temperatura en algin tiempo se estabiliza,
entonces dicho estado estacionario serd independiente de ¢ y cumplira la ecuacién
de Laplace fraccionaria o Laplace no-local. Estos operadores han sido estudiados
en varios trabajos, por ejemplo [22], y tienen un amplio abanico de aplicaciones
[30, 31, 32, 33, 34, 36, 39, 41, 45, 46]

Ahora, pensemos que tenemos que modelar fenémenos en los que la difu-
sién o propagacién no es uniforme ni sigue una dindmica lineal. Por ejemplo,
en materiales con propiedades no homogéneas, en la dindmica de fluidos no
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newtonianos o en modelos de filtracién en medios porosos, la propagacion de la
temperatura, la concentracion o la presién depende de una ley de difusién no
lineal. Para capturar estos fenémenos, en lugar del operador de Laplace clasico,
consideramos una version no lineal que dependa de la norma del gradiente de
u. Este operador, conocido como el p-Laplaciano, se define como

Apu =V - (|VuP~2Vu),

donde p > 1 es un parametro que controla la no linealidad del operador. En
particular, este operador presenta un comportamiento difusivo distinto depen-
diendo del valor de p. Para p = 2 recuperamos el operador de Laplace clasico,
para p > 2, el operador modela una difusién lenta o degenerada ( medios poro-
sos), y para 1 < p < 2, se describe una difusién répida o singular ( fluidos no
newtonianos).

Siguiendo la misma idea de generalizacién hacia operadores no locales, po-
demos definir la versién fraccionaria del p-Laplaciano, conocida como el p-
Laplaciano fraccionario, que se expresa como

- gatey =, [ MM a0,

Este operador captura fenémenos de difusién donde la propagaciéon no solo es
no local, sino también no lineal. Es operador también ha sido ampliamente
estudiado [26, 27]

Los anteriores operadores, tanto el caso local como el no local, son radia-
les e invariantes por rotaciones, pero qué ocurre cuando queremos modelar un
fenémeno difusivo que tiene mayor velocidad en alguna direccién. Por ejemplo,
pensemos en el siguiente problema, tenemos un liquido en un medio poroso.

x X X x X x x X x X
X x X x X x
X x X x X x
X x X x X x
X X X x X X

Figura 1.1: Medio poroso con dos fuerzas de diferente magnitud actuando si-
multaneamente.

Es claro que la velocidad de difusién va a depender de la direccién vertical u
horizontal. Por ello en esta tesis vamos a pensar en fendémenos, que pueden ser
locales o no, que tienen comportamiento anisotrdpico.

Los operadores anisotrépicos han sido estudiados por varios autores [1, 23,
37, 48]. Una forma de medir la anisotropia de una funcién es a través de sus
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derivadas, pues vamos a pensar en funciones que tengan derivadas parciales (o
fraccionarias ) en distintos espacios LP(R™) y asociado a esta idea en [6, 21],
en el caso local, trabajan con el operador pseudo p-Laplaciano, definido de la

siguiente forma
n

—Ap(u) == Z g, [P 21y, .
i=1
Donde ¢ = (p1,--* ,Pn), 1 < p; < oo para cada i = 1,--- ,n, En el caso no
local si §= (s1, -+ ,8,), 0 <s; <1paracadai=1,---,n. En [17] definen el

p-Laplaciano fraccionario anisotrépico como

CAD () = - |u(z — he;) — w(@)[P~2(u(z — he;) — u(z))
(—Ap)%(u) : ;P.V./R dh.

|| tHsip:

Baséndonos en el articulo de Bourgain, Brezis y Mironescu [8], ver también
[44], estudiamos el comportamiento de los espacios de Sobolev anisotrépicos no
locales cuando los parametros fraccionarios tienden a 1. Es decir, como es la
transicion de los espacios locales a no locales. Una consecuencia inmediata de
dicho estudio es la I' convergencia de los funcionales de energia asociados al
p-Laplaciano fraccionario anisotrépico, la cual nos permite analizar el compor-
tamiento asintético de soluciones débiles de problemas como

(=Ap) u=f enQ,
u=0 en R™\ Q.

Donde 2 C R™ es un conjunto abierto y acotado, y f es una funcién en un
espacio adecuado.

Otro aspecto central de esta tesis, fue estudiar el caso donde la fuente es del
tipo semilineal, es decir, que f también depende de la funcién. Un ejemplo tipi-
co de esta clase de problemas son los autovalores [28, 35, 38]. Sin embargo hay
un problema importante que debemos resolver antes de seguir, la homogenei-
dad del operador. La homogeneidad de un operador diferencial se refiere a una
propiedad de escalamiento que se mantiene bajo multiplicacién por constantes.
Formalmente, un operador £ es homogéneo de grado « si para toda funciéon u
y para todo A > 0, se cumple

L(Au) = A\*Lu.

En problemas de autovalores, normalmente buscamos autofunciones normaliza-
das. Si el operador es homogéneo de grado 0, entonces el re-escale no cambia la
autofuncion, lo que permite una normalizacion natural. Luego para encontrar
el operador homogéneo maés similar al p-Laplaciano fraccionario anisotrépico
estudiamos el cociente de Rayleigh entre una norma que mida la anisotropia de
las derivadas y una norma que mida la anisotropia de la funcién, es decir (el
siguiente cociente es solo el caso local, también desarrollamos el caso no local
pero no es necesario dar tantos detalles en una introduccién)

Yoy lua, | 2es (@)
(|ull 5

Qu) :=
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Donde ||u||7 es una norma mixta de Lebesgue, desarrollada en [7] definida de la
siguiente forma

B2 Pn/Pn—1

1

lull; = /((/ u|p1dm1) da:z...> i,
R R

Luego, nuestro problema de autovalores, del cual todavia no sabemos su forma
explicita, es equivalente a encontrar puntos criticos de . Vamos a utilizar la
teoria de Lusternik-Schnirelmann la cual es una herramienta importante en
topologia y andlisis funcional, especialmente en teoria de puntos criticos.

Finalmente, consideremos el siguiente problema. Si tomamos todos los sub-
conjuntos A C R™ con volumen fijo y definimos una funcion F que asigna a
cada conjunto su primer autovalor, sexiste un conjunto que minimice F'? Esta
clase de preguntas estda enmarcada dentro los problemas de optimizacion de do-
minios y ha sido objeto de estudio [2, 12, 13, 19, 25, 20, 29, 47]. En su forma
mas general, estos problemas involucran un funcional de costo F y una clase
de dominios admisibles A. El objetivo es resolver el problema de minimizacién
planteado como

1/pn

min F'(A).
AcA

Problemas de esta naturaleza surgen de manera natural en la optimizacién es-
tructural, particularmente cuando se busca determinar el disenio 6ptimo de un
sistema gobernado por ecuaciones en derivadas parciales.

En gran parte de la literatura existente, el funcional de costo F' se formula
tipicamente en términos de una funcion u 4, que actia como la solucién de una
ecuacion de estado a resolver en A en forma integral. Ademads, estos problemas
suelen incluir restricciones sobre la constante de Lipschitz de JA. Sin embargo,
en aplicaciones préacticas, tales restricciones han sido consideradas, en algunos
casos, poco naturales. Como consecuencia, en su trabajo [13], los autores in-
trodujeron la familia A de dominios admisibles como el conjunto de todos los
subconjuntos casi abiertos (quasi open) de € con la dnica restriccién de volu-
men, |A| = ¢. En cuanto a la funcién F', postularon que debe ser decreciente con
respecto a la inclusion de conjuntos y semicontinua inferiormente con respecto a
una topologia adecuada en A. En términos més precisos, la relacién de F' con un
conjunto A se defini6 de la siguiente manera: Una sucesion {Ag}ren converge a
A si, para toda f € H=Y(2), las soluciones de los problemas de Dirichlet

—Auk = f en Ak,
Uk =0 en 8Ak,

convergen cuando k — oo a la solucion del problema correspondiente en A.
Por un lado, en [25], los autores estudian el problema lineal no local donde se
considerd el problema de minimizacién tomando en cuenta los problemas de
Dirichlet no locales

(=A)ur, =f en Ay,

U, =0 en R"\ A,
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donde (—A)® es el Laplaciano fraccionario y f pertenece a un espacio adecuado.

Por otro lado, en [29], los autores demostraron resultados andlogos cuando
la ecuacién diferencial parcial es el p-Laplaciano no lineal local y establecieron,
ademads, una caracterizacién de tipo minimax del segundo autovalor del operador
p-Laplaciano en conjuntos p-casi abiertos. En [20], se demostré la existencia de
un conjunto 6ptimo para minimizar el k-ésimo autovalor variacional del p-
Laplaciano.

Nuestro objetivo es dar el siguiente paso natural, que consiste en minimizar
problemas del tipo minac 4 F'(A), donde la relacién entre el funcional de costo
y el dominio estd determinada por el problema de Dirichlet no local y no lineal

(7Ap)5uk = f en Ak,
up, =0 en R™\ Ay.

Una vez que hemos estudiado el problema isotrépico, podemos terminar el estu-
dio de optimizacion de dominios para caso anisotrépico y asi finalizar el trabajo.

La tesis se organiza en 4 capitulos principales, comenzando con el estudio
detallado de los espacios de Sobolev anisotrépicos, tanto locales como no loca-
les, desarrollando sus propiedades funcionales y su comportamiento asintético
en los regimenes s — 1~ (teoremas tipo Bourgain-Brezis-Mironescu) y s — 07
(tipo Mazya-Shaposhnikova). Luego, se presentan aplicaciones de estos espacios,
como la I'—convergencia de funcionales, problemas semilineales, soluciones ti-
po ground-state y su andlisis asintotico. En el capitulo siguiente se aborda un
problema de autovalores adecuado para el operador pseudo p-Laplaciano an-
isotrépico, tanto en su versién local como no local, demostrando la existencia de
autovalores mediante teoria de Lusternik-Schnirelmann y estudiando su com-
portamiento limite. Finalmente, se dedica un capitulo al estudio de problemas
de optimizacién de dominio, comenzando por el caso isotropico y extendiendo
los resultados al marco anisotrdpico, considerando funcionales de costo rela-
cionados con el operador estudiado y estableciendo resultados de existencia y
convergencia. La tesis culmina con un apéndice donde se incluyen resultados
conocidos utilizados en los capitulos anteriores.
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Capitulo

Espacios de Sobolev
Anisotroépicos

En este segundo capitulo comenzaremos con el estudio sobre los espacios de
Sobolev en los que vamos a trabajar. Como mencionamos en la introduccion,
consideremos cualquier direccién ¢ en {1,...,n}, un pardmetro que mide la
regularidad en dicha direccién s € (0,1], y otro que mide la integrabilidad

€ (1,00). Con todo esto, definimos el i-ésimo espacio de Sobolev fraccionario
(o fractional i*" —Sobolev space, en inglés) como

W P(R") = {u € LP(R") tal que J. ,(u) < oo},
donde sz es una semi-norma definida de la siguiente forma:

_ P

(1—9)s |ux—|—hel wa)| dhdr si s<1
) n ‘h|1+5p

Jr o (u) =:

8,p 9
f/ U, |P da si s=1.
p n

(2.0.1)

Notemos que W;”P(R™) es un espacio de Banach separable y reflexivo cuando
estd acompanado de la norma

[wlli,sp = llullp + (Jz,p(u))l/p7

donde |- ||, := || - ||z». Este espacio consiste en las funciones L?(R™) que poseen
alguna regularidad en la i-ésima variable. Sin embargo, si queremos controlar
el resto de variables, debemos recolectar los parametros de integracion y regu-
laridad de cada coordenada, es decir, § = (s1,...,8,) ¥y P = (P1,...,Pn), cOn

€ (0,1] y pi € (1,00) para cada i € {1...,n}, y definir el espacio de Sobolev
fraccionario anisotropico como

Wé’ﬁ(Rn) _ m Wisz‘,:m (Rn)

=1
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Este espacio también es un espacio de Banach reflexivo y separable con norma

n
5P = Z ||u||1'757‘,-,pm
=1

[[ul

ver, por ejemplo, [23].

Observacion 2.0.1. A través de argumentos estdndar de truncacién y regula-
rizacién, las funciones suaves con soporte compacto son densas en Wil’p (R™).
Pues, dada u € Wil’p (R™), su convolucién con un regularizador p., definida
como u. = u * p., es una funcién suave que preserva la derivada débil en la
direccién i, es decir, (ug,;)e = (Uz;) * pe. Ademds, se cumple

|ue — ullyy1p — 0 cuando € — 0,

lo que muestra que C>°(R") es denso en W, P(R™). Para garantizar soporte
compacto, multiplicamos u. por una funcién de corte ¢ con ¢r — 1 en todo
R" cuando R — co. Luego, definiendo u. r = ¢Rrue, €s una nueva aproximacién
que pertenece a C°(R"™) y satisface

HUE,R — /U;”Wil,p — 0

cuando € — 0y R — oo. Por lo tanto, C2°(R™) es denso en W, ?(R™).

Si consideramos un subconjunto 2 de R™, entonces definimos el espacio de
Sobolev fraccionario anisotropico de funciones que se anulan en la frontera y
fuera de 2 como

WeP(Q) = {u € WP (R"): u

qe = 0}. (2.0.2)

Observacion 2.0.2. Esta no es la definicién més comiin, generalmente se utiliza
la siguiente definicién .
Wet(Q) = C(9),
donde la clausura estd tomada respecto de la norma || - ||z 5. En el caso clédsico
[22], ﬁ//g’p(ﬂ) = Wy*() si por ejemplo Q es Lipschitz.
Aqui, por ahora, no requerimos que los parametros de integracién estén

ordenados, entonces si definimos

Pmin = ml’n{ph e 7pn} and Pmax = méX{plu cee 7pn}

por argumentos estandar de interpolacion podemos dar una definiciéon alterna-
tiva a

WP(R™) = {u € LP™» (R"™) N LP»x(R™): Jz5(u) < oo},
donde
Tep(u) =D —Ji , (u). (2.0.3)



En el caso local, i.e. cuando s1 = sg = -+ = s, = 1, estd probado en [23] que
el espacio W1P(R") est4 continuamente embebido en LP ~(R™), donde 7 * es el
exponente de Sobolev asociado, dado por

n
Z?:lpfl_l.

En el caso fraccionario, teoremas de inmersién de Sobolev para dichos espacios
fueron estudiados en [17]. En dicho trabajo definen las cantidades

—1 —1
11 — 1 1
(EORESC)

s
i=1 " i=1

= %

p =

wyl

Asumiendo que 5P < n, definen el siguiente exponente critico de Sobolev

= %

s nsp/s
Pe=p"=—"=

l (2.0.4)
n— 8p
Ademas, si pedimos que pmax < P * entonces tenemos que para cadal < g < p*
WSP(R") cc L] (R™), y la siguiente desigualdad tipo Sobolev-Poincaré

loc

e

donde la constante S depende de n,p *,p'* — pmax ¥y una cota inferior sg de s;
coni=1,...,n.
Podemos resumir lo anterior en el siguiente teorema.

Teorema 2.0.3 (Teorema 2.1 [17]). Sean 55 < n Y pmas < P *, entonces

WSP(R™) cc L (R™)

loc

para cada 1 < g < p*.
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2.1. Bourgain—Brezis—Mironescu

Basados en el trabajo de Bougain-Brezis-Mironescu [8], un objetivo primario
de esta tesis fue estudiar el comportamiento asintético de los espacios no locales
a medida que el parametro fraccionario tiende a 1. En nuestro caso, esto lo
podemos estudiar de diferentes formas. Una opcién es pensar que el minimo
de los s; € § tiende a 1. O también, cuando un grupo de pardmetros s; con
i€{l,---,j} con j <n, tienden a 1 pero el resto quedan fijos.

Para comenzar, nos centraremos en el estudio individual de cada espacio
W P(R™). Y para ello necesitamos varios lemas.

Lema 2.1.1. Sea u una funcién en W;"P(R"), entonces
Tipw) < = (28 a4+ (1 = 5)27 ]
Smu_p s [lua, |15 s ullh) .
Demostracion. Dado u € C(R™) se tiene
[ e+ hes) ~ ut@)l? do < b o, ul,

Entonces

u(x + he;) — u(z)|? ot
/ / N dmdh‘/_lww /R fu(a + hes) — (@) dx ) dh
1
Jr/h D (/ u(x+h6i)“(fﬂ)|pdm> dh
> n

=I+1I.

Para acotar I,

1
hP 2
1< ||81;1u||§2/0 i = g 10wl (2.1.1)

Mientras que para acotar I1,

1
|h|1+810

o0

1

II< 2P+1Hu||g/ dh = 2P |Jup —. (2.1.2)
1 sp

Luego, si combinamos (2.1.1) y (2.1.2) concluimos la prueba para funciones
suaves. El resultado final se obtiene observando que las funciones suaves con
soporte compacto son densas en VVl1 P(R™), es decir, la Observacién 2.0.1. [

El siguiente lema muestra que el funcional Jg , decrece cuando se aplica una
regularizacion estandar a una funcion u. Sea p: R" — R la funcién definida por

1
ce 1l s x| <1,
xr) =
p(x) { 0 >

w0
=
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donde ¢ = ¢(n) > 0 es tal que / p(z)dx = 1. Paracadae > 0, sea p.: R” — R

n

pe(x) = Einp (g) :

Asi, la familia {p. }eso se conoce como nicleo regularizante estdndar.

la funcién definida por

Lema 2.1.2. Sea u € LP(R") y u. = p. * u, donde p. es la reqularizacion
estandar. Entonces _ _
Jep(ue) < J¢p(u)

para cada € > 0.

Demostracion. Sea u € LP(R™),

p

[ et hey —utorar = [ | [ (ot hei— ) e =) putw)ay| da
g/n w(w + hes — ) — ule — Y)IP pa(y) dy da

.
- /Rn (/Rn u(x + he; — y) — u(z —y)|” dﬂ?) pe(y) dy

= /n |u(z + he;) — u(z)|P du.

Usamos la invarianza de la norma con respecto de la traslaciéon y que p. tiene
integral igual a 1. Finalmente multiplicando por |h|~'~*P e integrando sobre R
obtenemos la estimacién deseada. O

Ahora, analizaremos el comportamiento de ijp en relacion con las trunca-
ciones. Estas se pueden definir de la siguiente manera:

Sea n € C}(R") una funcién tal que n = 1 en B(0,1), n = 0 fuera de B(0,2),
0<n<1ly|Vn|le <2.Parak €N, definimos ny(z) = n(z/k).

Lema 2.1.3. Sea u € LP(R™) y ur = nru la truncacion de u por ny entonces
donde C'(n,p) > 0 es independiente de k.

Demostracion. Gracias a la cldsica desigualdad |a+b[? < 2P{|a|P+|b|’} tenemos
que

Jur (2 + he;) — up(2)[P < 207 Ik (@ + hes) Plu(z + he;) — u(@)[?
+lu(@)[PIne (@ + hei) — m(2)])-

Entonces
lug(z + he;) — ug(z)|P b1 |u x + he;) — u(x)|P
/n e dhde <27 [ e dh do+
|k (z + he;) — ni(x) [P
2P~ 1/” |u(z |p R dhdz.
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Por otro lado, observemos que

he; hei) — ()]
\77k T+ ié (T dh< / / |1k (2 + i)s k()] dh
hi+sp <1 Jip>1 hi+sp

=I+1I

Podemos acotar estos dos términos de la siguiente manera

1 op+l 1
I < |0z, Mk go/ dh = .
10emellec | T = T o= sy

1 2p
IT <271 nkllﬁo/ ———dh="—.
| ini>1 [RPTeP sp

Con esto, se concluye la demostracién del lema.
O

Los siguientes dos lemas, mas técnicos que los anteriores, son resultados de
[8] v son cruciales en los argumentos que usamos.

Lema 2.1.4. Sea (X, i) un espacio de medida finita y G, H € L*(X), tales que

(G(x) = G(y))(H(x) — H(y)) = 0. (2.1.3)

1
GHd zi/Gd/Hd.
/X a w(X) Jx 'uX a

Lema 2.1.5. Sean ¢,v: (0,1) — R funciones medibles y supongamos que
@(2h) < ¢(h) para h € (0,1) y que ¥ es no creciente. Luego dado un r > —1,

! s ,r‘+1 s ! s
/Ow(hw( > 2”1/ e dh/o W (h) dh

Con la ayuda del lema previo podemos probar el siguiente resultado de in-
mersion.

FEntonces

Lema 2.1.6. Sea 1 <p < oo y0<s1 < sy <1 entonces

1 sp)2vrtt
Sy < 20-rgi gy ¢ LTS

$1,P 52,p P

para todo uw € LP(R™).

Demostracion. Observemos que
x + he;) — u(x)|P x + he;) —u(z)[P
//n |h|1+sp dx dh = 2/ /n e dx dh.
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Por lo tanto, el lema quedara probado si mostramos que

(1—51)/000 lu(z +hei) —w(@l ), g,

|h|1+S1P
1—s (x + he;) — u(x)|P
< o(1-s1) P(1 — s9) / /w [hTreer dx dh
(1—s1)2%
+ By,

Entonces llamemos

F(h) = /n |u(z + he;) — u(x)|P de,

entonces

F(2h) < 20 (/ lu(z + 2hes) — u(z + hey) P da dh)

4ot (/ a4+ hes) — u(@)|? do dh)

=2P /n |u(z + he;) — u(x)|P dxdh
= 2PF(h).

Luego, podemos tomar g(h) = F(h)/h? y tener que g(2h) < g(h) para todo
h > 0. Entonces

u(z + he;) — u(x)|P B L F(h)
//n T dxdhf/o 7|h|1+spdh

1

_ g(h)

= /0 h[i-(—2p dh.
Si tomamos 0 < s; < s9 < 1, entonces

1 1
g(h) B 1 1
/0 m dh = A ‘h|1—(1—sl)pg(h) |h|(52—81)p dh.

Aplicando los Lemas 2.1.5 y 2.1.4 con r = (1 — s1)p — 1 y 9(h) = h~(s2751)p,
obtenemos

o |h|*~ (1 52)17 - 2(1 sp J, hl-(—si)p g hi—(=s2)p
B 1 1—s (Y g(h) dh
T 9(l-s1)p 1 — s2 /o hl—(1=s1)p
Por (2.1.4)
1—s1 u(x + he;) — u(x)|P
SA=sp / /n ST dx dh
|u(z + he;) — u(z) P

(1—s9 / / [h[ireem dz dh.
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Finalmente,

_ 2P| llP
/ / (@ + hei) —u(@)P an < 2l f|u ||
. |h|1+5117 S1p

completa la prueba. O

Ahora si, vamos a enunciar y demostrar el primer teorema de comportamien-
to asintético.

Teorema 2.1.7. Sea u € LP(R™) y s € (0,1) entonces

hmJJ)( u) = Jip(u).

s—1

Demostracion. Sea u € C3(R™), s € (0,1) y p € (1,00). Usando un desarrollo
de Taylor obtenemos la siguiente estimacién
|u(z + he;) — u(x) P
G

p

- ‘uwz
donde C depende de la norma C? de u y del pardmetro p. Entonces al integrar

sobre R

|u x4 he;) — u(z)P |u(z + he;) — u(z)?

— g, |” dh = — |y, |” dh
e T !
L[ k) ou@t g,
|h|>1 |h[?
Mediante integracion directa obtenemos
[ e+ he) —u(@)” 20
Ih<1 |hf? . S 14p(l—s)
IhI>1 AP o ps
Por lo tanto, si multiplicamos por s(1 — s) y remplazando
e + hey) —u@P |
|h[P "
por
<|u(x + hrii)p— u(z)|P |, p) |h|—1+p(1—s)
concluimos que
he; P 2
hrn s(1— |u z+ he:) — u(z)] dh = —|ug, P (2.1.5)

‘h|1+sp

El siguiente paso requiere intercambiar un limite con una integral, por lo tanto
necesitaremos un mayorante integrable para (2.1.5).
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Definimos

P
/|u (x + he;) — u(z)] dh.

‘h|1+6p
Como u € CZ(R™), existe una constate R > 0 tal que supp(u) C Qgr, donde
QR = [_R7 R]n.
Por un lado, si |z;| < 2R entonces

lu(z + he;) —u(z)P |u(z + he;) — u(z)|?
|—/ dh—/|h|<3R dh

|h|1+sp |h|1+sp

n / ulz + he;) —u@)l?
|h|>3R |h|tFsP

Aqui podemos acotar de la siguiente forma

he;) — P 2 P
[ detede) THOP g o, 280
|h|<3R |h|tFsp p(1—

) — P p(1/2)
|h|>3R |h|1+sp sp

Por otro lado, si |z;| > 2R, usamos

1
|h| > |zi| — [zi + h[ > |z;| = R > §|Cﬂi|

y tenemos
[ u(@i + h2")|P 9 TP -
=l = / e dhs g | Juesa)Pda
Ya que
G(z') := / |u(xi, 2')|Pde; € LHR™1),
R
entonces

5 \ 1H1/2)p
|mwamsc<mmm+MWmmm<O GWOeH@%

|

donde C es una constante que depende de R, p pero no de s. Asi, aplicando el
Teorema de Convergencia Dominada (TCD) obtenemos

p 2
lim s(1 — s) / /|um+hel u@)l dhdx:;)/ lug,|” de (2.1.6)

sl DBEZ

para todo u € CZ(R").

25



Para extender a Win (R™), tomemos una u € Wil’p (R™) y una sucesién
{ug }ren C CZ(R™) tal que uy — u en LP(R™) y (ug)z, — uz, en LP(R™). Como
s(1—8)[ulisp = (Jé,p(u))l/p es una seminorma, entonces

< [uliysp = [uklis,pl + urlisp — [welinpl + ukline — [Wlinpl
— [+ IT+II1.

[ulis,p — [Wli,p

Usando el Lema 2.1.1,
I <|[ur, = ul1,s,p| < C(n,p) (lux — ullp + [[(ur)z; — v, lp) 5

que converge a 0 cuando k — co uniformemente en s.
El tercer termino es acotado por un argumento similar y el segundo término
es consecuencia de (2.1.6). Por lo tanto, el limite puntual vale si u € W, (R").
Para terminar la demostracién del teorema resta ver que si u € LP(R™) es
tal que
liminf J} ,(u) < oo, (2.1.7)
s—1 ’

entonces u € W, P(R").
Sea uy. C C§°(R™) dada por

Uk,e = Pe * (Uﬂ?k)-

Si aplicamos los lemas de regularizacién 2.1.2 y truncacién 2.1.3 junto con la
ecuacién (2.1.7), obtenemos

lfgri}{lf Iy plure) < C,

donde C' es independiente de k y € > 0.
Fijando k, € y aplicando el limite puntual para funciones suaves tenemos que

C Z if_}Hﬁ J;,p<uk7€) = Jip<uk7€)'
Es decir, existe una subsucesion u; = {ug, ¢, } C {ur,c} tal que (uj)z, — ug,
débilmente en en LP(R™). Asi u € W}"P(R") y concluimos nuestra prueba. [

En el teorema anterior, analizamos el comportamiento del funcional cuan-
do la funcién esta fija. Consideremos ahora el caso de tener una sucesién de
funciones en diferentes espacio de Sobolev.

Teorema 2.1.8. Sea 0 < s — 1 con k — oo. Supongamos que {uy}tren C
LP(R™) tal que

sup [[ug|lp < oo, wk —uen Ly, (R") y sup J. (up) < oco. (2.1.8)
k keN
Entonces, ‘ ‘
Jip(u) < lminf J o (u). (2.1.9)

sp—1
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Demostracion. Sea {ur} C LP(R™) tal que (2.1.8) se cumple, y sea t € (0,1)

fijo pero arbitrario. Por la hipétesis de convergencia en L} (R™) de la sucesion,

podemos asumir ademds que uyr — u a.e en R™. Luego, utilizando el Lema de
Fatou tenemos que

i) < dminf 7 ().
Ademds, si usamos el Lema 2.1.6 con M = supy, ||uk||, obtenemos

+1
2 MP.

Ji () < 2070P lim inf Ji k) + (1—1)
Finalmente, tomando limite cuando ¢ — 1 y aplicamos el Teorema 2.1.7 con-
cluimos lo deseado. O

Sin embargo, el resultado previo no es del todo bueno, en el sentido que
debemos pedirle alguna compacidad a la sucesion de funciones, esto se debe a
que sélo tenemos control sobre la variable en la que estamos trabajando. El
préximo teorema es mas potente, pues al tener control sobre todas las direccio-
nes, entonces podemos debilitar la hipétesis de compacidad y obtenerla cémo
resultado.

Teorema 2.1.9. Sea p= (p1,...,pn) con p; € (1,00) para cada i = 1,...,n.

Supongamos s¥ — 1 sik — oo parai=1,...,j ysea sy = (s’f,...,s?,sj+1,...,sn).
Porlo tanto 5, — 50 = (1,...,1,8j41,...,8p). Sea {uy} C LPmn(R™)NLPm=(R™)
——

J
una sucesion tal que

SUp{[[urllppee + [k llppin} <00 sUP Jg, 5lug) < oc.
keN keN

Entonces, si pmaz < D5, * Y 500 < n, eviste una subsucesion {ur, } jen C {ur }ren
o Prmaz
tal que ug; — u si j — oo en Ly (R™) y

J5p5(w) <liminf Jg, s(ug).
gkﬁl

Demostracion. Como §; — 8y entonces de la formula (2.0.4) deducimos que
Pz, © — Dz, * y podemos asumir que ppax < Pz, .
Tomemos ¢ € (0,1) cercanoa 1, talquesit = (¢,...,t,S;41,...,5n), entonces
W—/
J
Pmax < 17:
Aplicamos el Lema 2.1.6 y obtenemos

Jop(ur) < C(Jg, plug) +1) < C.

Por lo tanto, podemos utilizar resultados tipo Rellich-Kondrashov para el es-
pacio WP(R"), es decir el Teorema 2.0.3, y por lo tanto la convergencia de
{ur}ren (pasando a una subsucesién en caso de ser necesario) en L™ (R™)
estd garantizada. O
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2.2. Caso peridinamico

Una rama interesante de los problemas no locales son los problemas pe-
ridindmicos [51, 4]. En peridindmica cada punto interactia directamente con
todos los puntos dentro de una regién finita denominada horizonte. Nuestro
objetivo serd analizar el comportamiento cuando estos horizontes tienden a 0.

Antes de extender nuestra teoria, tenemos que entender que aunque muy
similar al caso anterior el analisis de comportamiento asintético tiene diferencias
conceptuales y técnicas. Por ejemplo ;Qué ocurre cuando intentamos utilizar el
Lema 2.1.67 Justamente al ir § decreciendo es imposible utilizar ese lema clave,
luego tenemos que utilizar otra técnica.

Dados § >0,0< s< 1y 1< p<oo. Vamos a analizar el comportamiento,
cuando § — 0 de la seminorma

: u(z + he;) —u(z)|?
[wlsps = /"/h|<6 M dh dz.

Primero debemos definir, de forma similar a lo anterior, el espacio funcional
apropiado para trabajar. Introducimos en espacio de Sobolev anisotrépico peri-
dindmico como

W;’P"S(R”); = {u € LP(R"), tal que [u];pﬁ < oo}, (2.2.1)

con la norma )
lulls ps = ([l ps)* + lullp.

Como antes, para controlar todas las variables juntas definimos 5= {61,...,0n}
con §; >0

5,5, (o ~ $i,Dis0i (Tpm
WIES(R) = () W (R,
=1

El cual es un espacio de Banach reflexivo y separable con norma

n
lullg s = llu
=1

Recordando la notacién (2.0.4), el siguiente teorema es una adaptacién directa
del Teorema 2.0.3 y omitiremos la prueba.

1
8i,Pi,0i"

Teorema 2.2.1. Sea $1,...,5, € [S0,1) con sy € (0,1) yp1,...,pn cdmo antes.
Tal es que 5p < n. Entonces WSP9(R™) cC LY (R™) para todo 1 < p < p *.

loc

Mads ain, Wg’ﬁ’g(R") C L? (R™) continuamente para todo 1 < p < p*.

loc

Lema 2.2.2. Seau € Wil’p";(RN). Entonces se tiene la siguiente estimacion

) p(1—s)
by <22 g |
P p(l—s)
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Demostracion. La prueba es similar al caso anterior. Dado u € C}(RY) tenemos
que

|, luta+ he = ula)l do < P I,

u(z + he;) — u(z)|P / 1 (/ )
dxdh = _— u(z + he;) —u(z)Pdz ) dh
/h<6 /]RN |h[1tsP <o [RIMH5P \ Jrw il )~ u(@)

< e,

p ’ h?
p2/0 e O

ol

g,

p(l—s) P

Concluimos utilizando densidad de funciones suaves con soporte compacto. [
El siguiente lema muestra que el funcional [-]? s,p,6 disminuye cuando se regu-

lariza una funcién u y describe el comportamiento respecto a truncaciones. La

demostracion es igual al caso no peridindmico.

Lema 2.2.3. Por un lado, sea u € LP(RY), p. el niicleo regularizante estindar,
entonces ue = p. * u verifica

[u5] D50 < [u]é,p,é

para todo € > 0.

Por otro lado, sean € C}(RY) tal quenn=1en B;,n=0en BS,0<n<1
Y |Vnllee < 2. Dado k € N, definimos ni(x) = n(z/k). Si up = nrpu es la
truncacion de u por n, entonces

; e 22p gp(1—s)
[ukls ps <207 [ulg 5 + WH ullb.
A continuacion, enunciaremos los teoremas principales de esta seccidn.
Teorema 2.2.4. Seau € C2(RY), 0< s <1, y & > 0. Entonces

lm — s = g,
530 gp(i—s) (Maws = gy ltasllp-

Demostracion. Estimaciones cldsicas para funciones suaves

|u(e + hei) — u(z)[?
|hf?

- |u931|p < C|h|a (2'2'2)

donde C depende de la suavidad de u, entonces

/|h|<6

lu(@ + he;) —u(x)P  Jug,|? - 2CgP(1=8)+1
|| 1tsp || +p(s—1) “p(l—s)+1°
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Asi, cuando § — 0 concluimos que

) — p
lim |“($+hej)+s w@P 4~ im 7|1“f( — dh
50 Jin <5 |h|1+sp 60 Jip<s |R[TFPL
§p(1—s)
= lim 2
o 2 [

Por lo tanto

1 i) — p 2|ug, [P
60 0P1=3) iy s |h[t =P p(l—s)

Otra vez, necesitamos un mayorante integrable

lu(z + he;) — u(z)[?
Fs(z :/ dh.
(=) |h|<é |h|ttsp

Luego como u € CZ(RYN), existe R > & > 0 tal que supp(u) C Qgr, donde
QR = [—R, R}n Si ‘JJZ‘ < 2R

gp(1—s)
p(l—s)’

u(x + he;) — u(x)|P
L e

(2.2.3)

1

mFé(JT) < CXQap (@),

donde C' es una constante que depende de p, R y s. Finalmente si |z;| > 2R
entonces Fs(x) = 0. Asi, por TCD

1 ; 2

i o=y [Maps = Syl (2.2.4)
para todo u € C2(RY). 0

Observacidn 2.2.5. La ecuacién (2.2.2) nos dice que la convergencia en (2.2.4)
es uniforme en subconjuntos acotados de C?(R™).

El anterior resultado lo podemos extender por densidad a las funciones u €
LP(R™) siguiendo la demostracién del caso original.

Teorema 2.2.6. Siu € LP(RY) con0<s<1<p<ooyd>0 entonces

Ii i = 2
51—% W[U]s,p,é = mllumllp-

Principalmente estamos interesado en probar el caso de una sucesién, pues
es donde tenemos que realizar una técnica diferente basada en [44].
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Teorema 2.2.7. Sea 6 — 0 y {ug ren C LP(RY) una sucesion tal que

sup |Jugllp < 0o, up —u en Lfoc(]RN) y supluk]sp.s, < 00.
k E

FEntonces,

2 o], < liminf 1 ]’
— ; iminf ———= .
p(1— s el = TG S (ke

Demostracion. Para la prueba vamos a guiarnos por [44], sean e >0y R > 0
fijos. A partir del Lema 2.2.3 obtenemos que

i i |Uk g(x-l—hei) —uks(x)\p
[urls p.s, = [urels 2/ / : : dh dz.
P50k €ls,p,0k Br(0) J|nI<sx |h‘1+sp

Ademds, para cada e fijo, se tiene que ug. — u. en C%(Bg(0)). Usando la
Observacién 2.2.5, se concluye que

1 ) — P P
s [ el S g 2 s
5P (o) Jini<sn |h[1FsP p(1=3) JBr(0)

cuando k — oo.
Por lo tanto,

1 , 2

liminf ——fup]l 5 > 2)e|P da.
R T /BR(O) | () [P dx

Tomando el limite cuando ¢ — 0 y luego R — oo, se obtiene el resultado
deseado. n

Esta idea, més corta y con menos lemas técnicos, también puede ser utilizada
en el andlisis asintético cuando §— 1. Pero nos parecié importante mostrar va-
rias alternativas. A partir de ahora, no vamos a tocar més el tema peridindmico
ni buscar operadores relacionados al funcional de energia previo. Sin embargo,
el lector interesado puede ver [3, 5].

2.3. Maz’ya-Shaposhnikova

En la secciones anteriores estudiamos el comportamiento cuando s — 1 o
cuando § — 0 , y obtuvimos los resultados esperados. Otro punto interesante,
basados en el articulo de Maz’ya y Shaposhnikova [40], es analizar el compor-
tamiento cuando s — 0, del cual esperariamos que el espacio se comporte como
LP(R™).

Teorema 2.3.1. Sea u € LP(R™) y supongamos que existe so € (0,1) tal que
u € WSP(R™). Entonces

. 1
tim T () = 4 ulf,
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Demostracion. En [40] probaron que paran € N

{ u(y) | Cene
hms/n/” |1~_y|n+sp dl‘dyZQp 1|S 1|Hu||]zp(Rn)7 (2.3.1)

s—0

para todo u € W*-P(R™) y algin sg > 0. Si aplicamos este resultado en dimen-
sion 1 a

1}(1}1) = u(xi’x/),
donde 2’ € R"~! est4 fijo, obtenemos

) [v(zi +h) —v(@1)[? _4 P
ili%s/ |h|1+31’ dx;dh = ];/R|U(arz)| dxy.

En términos de u se lee

., |u(z; + h,2') — u(xy, )P 4 / ,
lim s dx;dh = — w(x;, 2P dx;, (2.3.2
|/ e > wap e, 232)

s—0

Para probar nuestro resultado necesitamos integrar respecto de z’ € R"~!, es
decir, necesitamos encontrar un mayorante integrable para

. AN . \|p
:s// ‘u(‘rl+hvx) u(ml,x)| dz; dh.
RJR

e

Dividamos V;(z') en dos integrales

AT
// // |u(z; + h, xz+gu(;vl,x)| desdh =1+ 1I1.
[hl<1 |h|>1 |h[1tsP

Para el primer término

i h (2] NP
// (i + ILS“@ TN s
|hl<1 |h|tFsp

. \|p
<so// Wz th xl) w@n I .
|hl<1 ||t Fsop

La desigualdad viene de que s < sg, y gracias a que u € W#:P(R™) concluimos
la integrabilidad de esta parte.
Para el segundo término

. \|p
]I—s// uw +h,2') —ufzi, 2P L
B

A
1
<s/2pum“m’ p/ dh dx;
Sl e

<z /|uxl, )P da;.

Este 1ltimo término es integrable en R"~! ya que u € LP(R"). Asf el teorema
esta probado.

O
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En resumen, en esta seccién analizamos cémo se comportan ciertos funcionales
no locales cuando los pardametros que los definen tienden a sus valores extremos,
como s = 1, s = 0 0 — 0. El objetivo principal fue entender cémo los espacios
funcionales no locales se relacionan con los clésicos espacios de Sobolev en el
limite, asi como describir de manera precisa qué ocurre con las estructuras no
locales cuando las interacciones se vuelven locales o se debilitan. Estudiamos
tanto funciones fijas como sucesiones, en distintos regimenes de convergencia,
y empleamos herramientas como estimaciones directas, regularizaciones, trun-
caciones y desigualdades estructurales. En conjunto, los resultados obtenidos
permiten entender cémo los espacios fraccionarios se conectan con los espacios
de Sobolev clasicos, lo cual resulta fundamental para el andlisis de problemas
con estructuras anisotrépicas o que involucran interacciones no locales.
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Capitulo 3

Pseudo p— Laplaciano
fraccionario anisotrépico

En este capitulo, exploraremos una serie de aplicaciones fundamentales de-
rivadas del estudio detallado realizado en el capitulo anterior sobre espacios de
Sobolev anisotréopicos y su comportamiento asintético. Las herramientas desa-
rrolladas alli, en particular los teoremas tipo BBM, constituyen la base analitica
sobre la que construiremos buena parte de nuestra teoria aplicada.

Nos enfocaremos principalmente en cémo estos resultados se aplican a dis-
tintos problemas variacionales y ecuaciones diferenciales, tanto locales como
no locales, en presencia de anisotropia. En primer lugar, estudiaremos la I'-
convergencia de los funcionales de energia, lo que nos permitird abordar riguro-
samente el andlisis del comportamiento asintético de las soluciones de problemas
asociados cuando los parametros fraccionarios tienden a uno.

Finalmente, introduciremos el p-Laplaciano fraccionario anisotrépico, y es-
tudiaremos comportamiento asintético de soluciones de problemas lineales, se-
milineales y de energia minima.

3.1. TI'-convergencia

Una aplicacién inmediata de los Teoremas 2.1.7 y 2.1.8 es la I'-convergencia
de funcionales J} . Pero antes de probar dicho resultado es conveniente recordar
la definicién.

Dado un espacio métrico (X, d), se dice que una sucesién de funciones fi: X —
R I'-converge a una funcién limite f si se cumplen las siguientes dos condiciones

= Desigualdad de limite inferior: Para todo x € X y para toda sucesion
{z}reny C X tal que z — x, se tiene que

f(@) < lminf (o).

k—o0

35



= Desigualdad de limite superior: Para todo z € X existe una sucesion,
llamada sucesidn de recuperacion o recovery sequence, {yr}reny C X tal
que
f(x) > limsup fi(yx).-
k—o0
La nocién de I'-convergencia es una herramienta 1itil en el Célculo de Variaciones
y fue introducida en los afios 70 y desarrollada en [18] o [9]. Haremos uso de
esta herramienta durante este trabajo, e iremos recapitulando las propiedades
a medida que las necesitemos.
Volviendo a nuestro objetivo, observemos que los Teoremas 2.1.7 y 2.1.8
implican inmediatamente que J;p I'-converge a Jlim cuando s 1 en LP(2)
para todo 2 C R™ acotado. Es decir, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1.1. Sean 0 < s <1 < p < oo tal que s — 1. Entonces Jik,p
I'-converge a Jip en LP(Q) para cualquier Q C R™ acotado.

Demostracion. La desigualdad (2.1.9) del Teorema 2.1.8 es exactamente la de-
sigualdad del limite inferior. En el caso del limite superior simplemente podemos
tomar la sucesién uy = u como sucesion de recuperacién y utilizar el Teorema
2.1.7. O

Trabajemos con el funcional que mide la energia en todas las coordenadas,

i=1
Entonces, consideremos una sucesién 53, = (s¥, sk, ..., s¥) donde s¥,.. ., s;? —
1 cuando &k — oo y 5?—5-1’ .. .,st permanece constante. Entonces S, — Sy =

(17~-~7175j+1a-~-75n)-

J

En principio, no es cierto que la suma de funciones que I'-convergen también
lo haga. Muy brevemente supongamos que tenemos gi y fx funcionales que I'-
convergen a g y f respectivamente, es decir, ambos cumplen las desigualdades
del limite superior y limite inferior. Sin embargo, nada nos asegura que gi +
fr T-converge a g + f ya que la recovery sequence que funciona para g no
necesariamente funciona para f.En nuestro caso particular la recovery sequence
de cada funcional es la misma entonces la I'-convergencia del funcional Jj, 7 se
cumple. Lo resumiremos en el siguiente corolario.

Corolario 3.1.2. Sea = (p1,...,Pn) con p; € (1,00) para cada i =1,...,n.

Sea s¥ — 1 sik — oo parai=1,...,j, 8 = (s’f,...,s?,sj+1,...7sn) y 8y =
(1,...,1,8j41,...,5n). Entonces Js, 5y I'—converge a J, 5 en LP"=(2) para cada
——

J
Q) C R™ acotado.

Demostracion. La desigualdad del limite inferior para Jz, 5 es consecuencia de
las desigualdades de limite inferior de cada Ji, (i=1,...,7)y de la continui-

dad de Ji , parai=j+1,...,n.
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La desigualdad del limite superior se sigue de tomar la sucesién constante

uk:uparacadankp_,izl,...,n. O
i 'Pi

Un resultado muy importante de la I'—convergencia es la convergencia de
minimos. Aunque la demostracién es conocida, al no ser ni larga ni técnica la
daremos.

Teorema 3.1.3. Sea (X,d) un espacio métrico y F;,F : X - R, j € N, tales
que F; I'—converge a F. Asumamos que para cada j € N existe x; € X tal que

Fj(a;) = inf Fj

y supongamos que la sucesion de minimos {x;}jen C X es precompacta secuen-
citalmente.
Entonces, todo punto de acumulacion de {x;}jen es un minimo de F y se
tiene que
inf F' = lim inf inf F.
X j—oo X

Demostracion. La demostracion es bien simple. Sea z € X un punto de acumula-
cién de {z,},en. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que lim z; = =.
j—o0

Luego, por la desigualdad del limite inferior, tenemos que
inf FF < F(z) < liminf F}(z;) = lim inf inf F;.
inf F' < F(x) < liminf F;(z;) = lim inf inf F;

Por otro lado, de la desigualdad del limite superior, sabemos que, dado y € X,
existe {y;}jen C X tal que y; =y y

limsup inf F; < limsup F;(y;) < F(y).
Jj—o0 X j—o0

Como y € X es arbitrario, podemos tomar el infimo en la ultima desigualdad y
concluir que
lim sup inf F; < inf F.
j—o00 X X

Combinando las desigualdades anteriores, se concluye el teorema. O

Para establecer rigurosamente la definicién del operador anisotrépico, co-
menzaremos introduciendo el espacio dual topolégico que le corresponde.

Definicién 3.1.4. Sea 2 C R™ un subconjunto abierto y acotado. Llamaremos
W57 (Q) al espacio dual topolégico de WgP(Q) y W, 5" (Q) al de WP (Q).

Con la definicién previa y notando D} u(x) = (u(z + he;) — u(x)) podemos
trabajar con la derivada de cada funcional (J,)": W/ () — W, " (Q), la
cual es continua y su expresién estd dada por

((75) (), v) = s(1 —S)p/" /R 1D (f;?ﬁ(x) D) i .,
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si0<s<1. Y

(1) @0 =2 [ Jun 7P, v, d
sis=1.

Las expresiones anteriores son diferenciables en el sentido de Gateaux, ademas
de ser lineales y continuas. Por lo tanto, son diferenciables en el sentido de
Fréchet para cada s € (0,1] y p € (1, 00).

Por otro lado, si tomamos § = (s1,...,8,) y P = (p1,.-.,Pn), entonces el

operador o
Jgﬁ: WOS’p<Q) — R

es Fréchet diferenciable con derivada Jg ;: Wog’ﬁ(Q) — W57 (Q) dada por

n

J%M;Z$WMWA
1 K3

1=

Asi, definimos el pseudo p-laplaciano fraccionario anisotrépico como
(—Ap)°u = Jéﬁ(u).

Si estamos en el caso donde §= (1,...,1) y = (p,...,p), entonces

n

(=25 u:=>" 0y, (|ua,

i=1

p_QUSEi) )

el clsico pseudo p-laplaciano, estudiado por ejemplo en [6].
Teniendo ya definido nuestro operador entonces nos es inmediato formular
el siguiente problema asociado a la ecuacién diferencial

—Ap)u = Q
(=Ap)u=f enf (3.1.1)
u=0 en R™\ Q.
Las soluciones que vamos a buscar son débiles, es decir, u € Wg ? (Q) es una
solucién débil de (3.1.1) si

(=8p7u) = [ fudo

para toda v € Wg’ﬁ(ﬂ).

Sin embargo, para que la nocién de soluciéon débil esté bien definida nece-
sitamos imponer algunas condiciones de integrabilidad, las usuales, al término
fuente f. Si consideramos el caso donde f = f(z) entonces, el teorema de in-
mersién de Sobolev requiere que f € L7 *)/(Q) donde (p *)" es el exponente
conjugado de Lebesgue de p' *, definido en 2.0.4.
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Existencia y unicidad de soluciones débiles de (3.1.1) es consecuencia directa
de aplicar el Método Directo de calculo de Variaciones, ya que una solucién débil
de (3.1.1) es el tinico minimo del funcional

el cudl es estrictamente convexo, coercitivo y continuo en Wy"(Q).
Recolectemos todo lo dicho en la siguiente proposicién

Proposicién 3.1.5. Sea Q@ C R™ un subconjunto abierto y acotado, sea § =
(815-++,8n), 8i € (0,1), = (p1,---,Pn), pi € (1,00) y p'* el exponente critico
de Sobolev definido en 2.0.4 y asumimos que Pmae <P~ Y §p < n.

Entonces para cada f € L(ﬁ*)/(Q), existe una unica solucion débil u €
WP (Q) a

(=Ap)fu=f enQ,
u=20 en R™\ Q.

Como existencia y unicidad de soluciones esta resuelto, podemos enfocarnos
en el comportamiento asintético de las soluciones. Para dicho objetivo, consi-
deremos 5, := (s¥,.. ., s;’?, $j4+1s- -+, 58n). Ademds, supongamos sf, ..., sf —1y
5j4+1,---,5n se mantienen fijos. Consideremos los funcionales

Ik(v) = J§k7ﬁ(v) 7/Qf'0 dx.

Por la Proposicién 3.1.5, existe un tnico minimo uy, de Ij, en Wy**(Q2). Entonces
veamos el comportamiento de la sucesién {uy }ren cuando k — oo.
Definamos §p := (1,...,1,8j41,...,8,) ¥
——

J

donde

n

> lJ;hpi (v).

J
Lo
J50,5(v) == Z —J (V) + :
= Pi i=j11 Pi

Con los resultados previos sobre I'—convergencia podemos concluir el si-

guiente teorema.

Teorema 3.1.6. Con la notacion previa, los funcionales Ij: LPm(Q) — R
definidos como

To(v) = {Ik(v) siv e ng’ﬁ(Q),

00 st no,

I'—convergen a I: LP»(Q) — R definido como

T(v) = {I(v) siv e WEOP(Q),

00 81 no.
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Demostracion. Por el Corolario 3.1.2 tenemos que Jz, 5 I'—converge a Jz, 5 si
k — oco. Ademas, el funcional que mapea u +— fQ fudz es continuo en LPmin ()
por lo tanto los funcionales I I'—convergen a Ij. O

Una consecuencia inmediata de este resultado es la convergencia de solucio-
nes de (3.1.1) al correspondiente problema limite.

Corolario 3.1.7. Sea uy, € Wg’“ﬁ(Q) solucion débil de

(—Aﬁ)g’cuk =f enQ,
up =0 en R™\ Q.

Entonces ur, — ug en L™ (2) donde ug € Wgo’ﬁ(Q) es una solucion débil

(=Ap)%ug=f enQ
ug =0 en R™\ Q.
3.2. Caso semi-lineal

En esta seccién vamos a investigar el caso cuando el término fuente f depende
también de la solucion u, es decir, f = f(z,u). Es por ello que para tener una
definicién de solucién débil, necesitamos imponer algunas condiciones, usuales,

af.
(f1) f: 92— R xR es una funcién de Carathéodory.
(f2) Existe una constante C' > 0 y un exponente ¢ < p * tal que
[fla,2)] < C(L+[2]77).
Recordemos que (f1) implica que f(z,u(z)) es medible siempre que u(x) sea

medible. Y (f») implica que si u € L (), entonces f(z,u(x)) € L% ) (Q).
Asi, decimos que u es una solucién débil de

(—Aﬁ)gu = f(z,u) en Q,
{u =0 en R™\ Q, (3:2.1)

siy sélo si u € Wgﬁ(ﬂ) y
(Jep(u),v) = /Qf(a:,u(ac))v(x) dx, para todo v € WiP(€).

Bajo estas condiciones, podemos probar el siguiente resultado de estabilidad
para soluciones débiles de (3.2.1).
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Teorema 3.2.1. Supongamos que para cada k € N existe uy, € Wg’“’ﬁ(Q) solu-
cion débil de

{(Aﬁ)gkuk = f(xauk) en Qa (322)

up =0 en R™\ Q.

Ademds, supongamos que eziste una sucesion {ug }ren precompacta en LPmin (),
acotada en L(Q) y que 5, — 5o cuando k — oo. Y finalmente supongamos que
el exponente q de (f2) satisface que ¢ < p %, Y Sop < n. Entonces, cualquier

punto de acumulacion u de {uy}ren pertenece a Wg‘)’ﬁ(Q) y es solucidn débil
de

(—Aﬁ)g‘)u = f(z,u) enQ,

u =0 en R™\ Q.

Para dar una demostracion no tan extensa, consideremos los siguiente lemas,
los cuales son adaptaciones de [26, Lemas 2.7 y 2.8].

Lema 3.2.2. Con las mismas hipdtesis y notacion del Teorema 3.2.1, sea u €
W5 (Q) fijo y para cada k € N, vy, € Wi*P(Q) tal que sup Jz, z(vi) < oc.
keN

Entonces para t > 0
Jse5(u + tog) < Jg 5(u) + (= Ap) % u, v) + o(t),
donde o(t) es uniforme en k € N.
Demostracion. La prueba es consecuencia inmediata de la estimacién
P p—2 2y ¢4
et = (e s oy g 2
Donde O(t?) y o(tP) son uniformes en |b|. O

Lema 3.2.3. Bajo las mismas hipdtesis del Lema 3.2.2 y si vy, — v in LPmin(Q)).
Entonces, para cada v € W3°P(Q) tenemos

(T 5(), vi) = (Jg, 5(u), v).

Demostracion. Observemos que gracias al Teorema 2.1.9 v € Wgo’ﬁ(Q) y todo
esta bien definido.
La idea sera probar que
(—(Aﬁ)g‘)u, vy < h'minf(—(Aﬁ)g’“u,vk). (3.2.3)

k— o0
Pues, si probamos lo anterior para todo u € Wog 0P (Q), podemos conseguir la
desigualdad inersa utilizando —u.
Por el Teorema 2.1.9 tenemos que

Iy 5w +tv) < h;cm inf Jg, 5(u + tog).
— 00
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Y por el Teorema 2.1.7 tenemos que

m Jgkﬁ(u).

Iz, 5(u) = Jim

n
Luego, combinando las dos expresiones anteriores obtenemos

Js, 50+ tv) — Jg 5(u) < h;clgiréf (J5, p(u 4 tog) — Js, 5(u)).
Luego, aplicando el Lema 3.2.2

((—Ap)%u,v) + o(1) < liminf((—Az) ™ u,vy) + o(1).

k—so0
De donde obtenemos (3.2.3). O
Con la ayuda de estos dos lemas podemos probar el Teorema 3.2.1.
Demostracion. Para comenzar observemos que
(Ta, 5 (ue), we) > Prin s, 5 (Uk)-

Entonces, usando (f2) y el hecho de que cada uy es una solucién débil de (3.2.2),
tenemos que
Jsp(ur) < O+ [Jurl).

Como cada {uy }ren estd acotada en L4(£2), tenemos que

sup Jgkﬁ(uk) < 0oQ. (324)
keN

Por otro lado, ya que ux — u in LPmi» (), pasando por una subsucesién de ser
necesario, obtenemos que ux — u a.e. en ). Mds ain, usando el teorema de
compacidad 2.1.9, obtenemos que u € W7 ().

Ahora, definamos

M= (—Ap) % up € W57 '(Q).
Veamos que {1} es una sucesién acotada en W57 '(Q). Primero, notemos

que P, " — P, " si k — 0oy ¢ <Py, ", entonces (¢ —1)(P5, *)' < P, *, para k
grande. Entonces

(nk7v>:/f(x,uk)vda:
Q
SC/(1+|uk\q_1)|v|dm§C/ \v|dx+C/ g o] dee
Q Q Q
sy g ) e
< Cllollpe, - + Cllolpn, - ( [t dx) |

Cémo (¢ — 1)(P5, *)' < Ps, *, por el Teorema 2.0.3, de inmersién de Sobolev
para el espacio anisotropico fraccionario, y la acotacién uniforme sobre Jz, 5(uy)
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(3.2.4), tenemos que |[ug|[(g—1)(z= »» < C para cada k € N. Entonces, {;} estd
50

acotado en W57 (Q).

Nuevamente pasando a una subsucesion, existe n € W =507’ (Q) tal que n, —
n débil en W57 (Q).

Al ser uy, solucién débil de (3.2.2) entonces para cada v € Wg °P()) tenemos

0= <77k7'U> — / f(x,uk)v dx.
Q
Tomando limite cuando k — oo
0=(n,v) - / [, u)vdz,
Q

donde el primer término converge débilmente, mientras que el segundo converge
por convergencia dominada.
Veamos que

(n,0) = ((=Ap) % u,v).
Para este propésito utilicemos la monotonia del operador y el hecho de que uy
es solucién débil de (3.2.2). De hecho,

0 < ((=Ap) up, up —v) — (=A% v, up —v)

= / Fla,ug) (up —v) de — (—Ap) v, up, — v).
Q

Tomando limite k — oo y gracias al Lema 3.2.3,
0< / flz,u)(u—v)dx — ((—Aﬁ)g"v,u — ).
Q

Si se elige v := u — tw, con un w € W-P(Q) dado y ¢ > 0 , obtenemos que
0 < (n,w) = (=A% (u— tw), w).
Asi, tomamos limite cuando ¢ — 0 y obtenemos
0 < (n,w) — (~A)% (w), w).

Para obtener la otra desigualdad que nos falta y concluir la demostracién, sélo
basta tomar —w. O

3.3. Soluciones Ground-state

El propdsito de esta seccién es analizar el caso donde la sucesién de soluciones
{ur }ren son soluciones ground-state (GS) (soluciones de energia minima) del
problema

{(_Aﬁ)gkuk = f(xa uk) en Qv (331)

up =0 en R™\ Q.
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Y su comportamiento limite a soluciones de

(—Aﬁ)gou = f(z,u) enQ,
{u =0 en R™\ Q. (8:3.2)

Llamamos soluciones GS a un minimizante del siguiente funcional de energia

Iz 5(u) = Jzp(u) — / F(z,u)dx,
Q
restringido a la variedad de Neharsi,
Nz ={v € Wg () \ {0} : {(Is7)'(v),v) = O}.

donde F(z,z) = foz f(z,t)dt es una primitiva de f.

Nuevamente, sobre la no linealidad f, ademds de (f1) y (f2), se asumird que
se cumplen las siguientes hipétesis estructurales adicionales que son estdandar
cuando se consideran soluciones GS en problemas no lineales.

F(z,z)

|Z|pmax

(fs)

— oo cuando |z| — oo uniformemente con respecto a x € Q.

(f1) f(z,2) = o(|z[Pma==1) cuando 2 — 0 uniformemente con respecto a x € .

(f5) Para casi todo z € Q

f(z,2)

[op T es estrictamente creciente en (—oo,0) U (0, 00).
Z max

(fs) Existe una constante p > pmax tal que

pF(z,2) < z2f(x, 2)

Ademds, como en la subseccién anterior, el exponente ¢ en (f2) debe ser subcriti-
co, es decir, ¢ < p*.

En nuestro contexto, una solucién GS, ug, es una solucién de paso de la
montana.

Observacion 3.3.1. Observemos que la variedad de Nehari, N 3, tiene la pro-
piedad de que dada cualquier funcién distinta de cero u € W(‘f 7 (Q), existe un
t > 0 tnico tal que tu € Nz ;. Denotamos este escalar como t5.

La existencia y unicidad de este escalar t5 se deduce mediante el uso de
argumentos estdndar en el Célculo de Variaciones. Es decir, dados t € R y
u € WiP(2) definimos la funcién



Por un lado, vemos que ¢(0) = 0 y ¢'(t) > 0 para pequefios valores de t > 0 (
esto lo obtenemos de la definicién de ¢ y (f4)). Mds atin, por (f3) obtenemos
que ¢(t) — —oo cuando ¢ — oo. Entonces concluimos la existencia de por lo
menos un punto critico de ¢.

Por otro lado, ¢'(t) verifica lo siguiente

/ t) - thi‘];,pi (u) */ f(lE,Ut)tu dx
=1 Q

(z, ut) upmx
— {Pmax [C + Z {Pi—Pmax Ji / f(

si 7p7 ‘utlpmax
Pi FPmax

A
Por (f5), A es estrictamente decreciente, por lo tanto el punto critico es unico.
De la Observacién 3.3.1 vemos que una soluciéon GS debe satisfacer

ey = Iz 5(uz) = inf sup Iz 5(tv) > 0.
veWSF(Q)\{0} t>0

Nuestro objetivo es estudiar, bajo ciertas hipdtesis que deduciremos mas
adelante, el comportamiento limite de soluciones GS. Para ello, necesitaremos
varios lemas.

Lema 3.3.2. Utilizando la notacién previa, cz, > limsupg_,z cs.

Demostracion. Sea u € N, 5, por la Observacién 3.3.1 existe t5 > 0 tal que
tSu € N, 75 Primero necesitamos analizar el comportamiento de los escalares ts
cuando § — 5j.

Como tSu € Nz z, tenemos que

((J.p) (tyu), tou Z It

Ppi JZ )

SiyPi

= |t

S 41| Pmax

plnax/ F‘ﬁttﬂ |pmax .

Entonces, si asumimos que ¢;, > 1, obtenemos

F(x, tzu)ulPme

max s dz. 3.33
p |65 [P v (3.3.3)

Por nuestro teorema de convergencia puntual, Teorema 2.1.7, tenemos

Js5(u) = Jg, 5(u) < oo cuando 5 — 5.
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Es decir, el lado izquierdo de (3.3.3) estd acotado y gracias a la hipdtesis (f3)
concluimos que {t2} estd acotado.

Tomemos o > 0 un punto de acumulacién de {t5}s v t5 := 5% una subsu-
cesién tal que tp — to cuando k — oco. Veamos que ty # 0. De hecho, por la
identidad de Nehari obtenemos

n
> It
i=1

pl'];upz ): \/(;f(xatku)tkudx,

y por lo tanto
f(J?, tku)

n
t |Pi—Pmin JZ —
; | k 8i,Di (’U,) /Q |tku Prmin—1 ‘

Entonces, si tg = 0 ¥ Pmin = Piy» pasando al limite cuando k — oo y usando
(f4), deducimos que

u|pn1in_1u de.

Jio (u) = 0.

Sip»Pmin
Pero esto implicaria que u es independiente de z;, entonces © = 0, lo cual es
una contradiccion, entonces tg > 0.
Més atin, de (f2) y (f4) tenemos que

|f (2, tew)tiu] < efteul™ + Celtpul” < C(lufP™ +Jul?) € L1(Q),

con C' > 0 independiente de k. Asi, usando el teorema de convergencia domina-
da,

/f(x,tku)tkudx — / flz, touw)toudr (con k — 00).
Q Q

Entonces tenemos

n

Z|to|p’ 0.p, )Z/f(x,tou)toudx.
Q

i=1

Al u estar en N, 5, entonces to =1y t“’ — 1 cuando § — 3j.
Ahora, procedemos de la siguiente forma:

. 1 .
cy < Igp(tyu) = Z —Jg, . (tou) / F(z,tSu

727“8

Podemos tomar limite cuando §— 5y en la desigualdad anterior para obtener

T, p (W) = /Q F(z,t5u) dz.

hmsupcé<z Jl (W) — /F(m u) dx = Ig, 5(u),
Q

S*)SO i= 1

donde nuevamente hemos utilizado el Teorema 2.1.7.
Finalmente, si tomamos el infimo sobre u € Ng, 5 concluimos nuestra de-
mostracion. ]
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En nuestro siguiente lema demostramos que cualquier sucesiéon de soluciones
GS de (3.3.2) estd uniformemente acotada con respecto a § lejos del origen e
infinito.

Lema 3.3.3. Sea us € Wog’ﬁ(Q) una solucion GS de (3.3.1). Entonces existen
dos constantes 0 < ¢ < C' < oo independiente de s tal que

¢ < Jsp(us) < C.

Demostracion. Seaus € WiP(€) una solucién GS de (3.3.1). Por el lema previo,
existe una constante C' > 0, tal que

C > Igp(ug) — i(fi (ug), ug)

J;.i’pi (Ug) _/ (F(aﬁ,u§) - Mf(xau§')u§'> dz
Q
1 1) ,
Z U J;h 1(“3)
; (pi H b

11
> — — ) Jzp(u).
(- 1) ertw

Para ver una cota inferior, como ugz € Nz 7, tenemos que

PminJs p(us) < / flz,uz)uzde < / (elugfPm= 4+ Celug|?) da. (3.34)
Q Q

Entonces por una desigualdad estilo Poincaré (2.0.5), obtenemos que

Pmin

[

min{||u

|’LL prnax} < CJ§7I7(’LL)7 (3.3.5)

ﬁ*

donde C' es independiente de u € Wog’ﬁ(Q).
Usando la desigualdad de Hélder, (3.3.4) y (3.3.5) obtenemos que

J§’ *(Ug‘) SCE mé,X{ Jg’,ﬁ(u‘g) s Jg,ﬁ(ug)pmax /pmin }
+ Ce max{Js p(ug)/Pme, T pug)?/Poin}.

Por lo tanto, si seleccionamos € > 0 pequefio obtenemos que Jg 5(ug) es acotado
inferiormente, lejos del cero, tal como queriamos ver. O

Ya tenemos las herramientas suficientes para poder enunciar y demostrar
nuestro resultado méas importante respecto a las soluciones GS.

Teorema 3.3.4. Sea 5§, — 5o cuando k — oo, p tal que 1 < pmin < Pras <
Do * =Dz, * y S0P < n. Supongamos que para cada k € N, existe una solucion

GS uy, € WEHP(Q) de

(—Aﬁ)g’“uk = f(z,ur) enQ,
up =0 en R™\ Q.
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Entonces la sucesion {uy }ren es precompacta en L" (), para cadal < r < Doy
cualquier punto de acumulacidn, u, de la sucesion {uy }ren pertenece a ng’p(Q)
y es una solucion GS de

{(—Aﬁfw = f(z,u) enQ,

3.3.6
u=0 en R™\ Q. ( )

Demostracion. Primero notemos que si 53, — 5), entonces py, * := Pz, * — po *
cuando k — co. Entonces, si r < pp *, tenemos que r < py, * para cada k grande.

En vista de la ecuacién (3.3.5) y la desigualdad de Holder, si probamos que
sup Jg, 5(ur) < 0o, entonces {uy }ren estard acotado en L™(§2). Gracias al Lema
keN

3.3.3 y usando la hipétesis (fs) sobre f obtenemos

sup Jz, 5(ur) < 0.
k€EN

Finalmente, el Teorema 2.1.9 nos da la existencia de una subsucesién {u g }ien C

{ur }ren y una funcién u € W52 ?(Q) tal que ug; — ug en L7(€2).
Sélo falta ver que ug es una solucién GS de (3.3.6) pues por el Teorema 3.2.1,
ug es una solucién débil de (3.3.6). Como uy, € N3, 7, tenemos que

0 < ¢ < Pminds, p(ur) <Z 55,9 (ug) /fxuk ukdac—>/facu0 ug de,
=1

cuando k — oo, entonces ug # 0y se sigue que uy € N, 5 Mds ain,
liminf ez, = hm 1nf I3, 5(uk) = liminf Jg, z(uk) — / F(z,uy)
k—o0 k—o0 Q
>J§bﬁ( ) /F(x,UO)dx—Isoﬁ(UO)ZC§O,
Q

donde en la desigualdad usamos el corolario de I'—convergencia 3.1.2. Combi-
nando esta estimacién con el Lema 3.3.2 concluimos que

¢z, = 15, 5(uo0).
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Capitulo 4

Un problema de autovalores

En la seccién anterior desarrollamos y estudiamos existencia y analisis asintéti-
co de ecuaciones diferenciales asociadas al operador (—Ag)g . Un paso siguiente,
comun en estos casos, es estudiar el problema de autovalores, para lo cual pri-
mero debemos plantear la forma adecuada del caso local. Y, como explicamos
en la introduccién, la mejor forma de encontrar un problema de autovalores
adecuado es estudiar el cociente de Rayleigh adecuado.

En la década del 60’, A.Benedek y R.Panzone [7] estudiaron funciones que
tienen diferente integrabilidad segin qué variable se estd integrando. Es decir,
consideraron diferentes parametros de integracién de la siguiente forma

1<p1§P2§"'§pn<OO- (401)

Observacion 4.0.1. En este capitulo es importante que los pardmetros de inte-

gracién estén en orden, pues si p; > p;41 entonces 2L < 1 y entramos en un
i

terreno totalmente diferente que escapa el alcance de esta tesis.

4.1. Espacio de Sobolev mixto

Se define el espacio de Lebesgue mizto como

LP(R"™) = {u una funcién medible tal que ||jul|; < oo},

B2 Pn/Pn-1
lullz = / < (/ u|p1da:1> darg...> dz,,
R R

Para subconjuntos €2 de R™, definiremos

LP(Q) = {u € LP(R") tal que u = 0 en R™\ Q}.

donde

1/pn

Notemos que LP(Q) y LP(R™) son espacios de Banach reflexivos ya que para
cada i se satisface 1 < p; < oo, [7, Teorema 4.1].
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Observacion 4.1.1. La norma ||.||7 puede ser definida por recurrencia,

u)z(AQuMdm)Um,
L(u) = ( /R ()P dxg)l/m ,

Q@=(Aaquwﬁwﬂ
o)
I

n(u) = Hu”p

Observacién 4.1.2. Para u € Lﬁ(R"), se tiene:
» [;(u) es una funcién que depende de (41, ..,Zn).

= Para casi todo (yj42,...,yn) € R"72 la funcién I;(u) (como funcién de
T;+1), pertenece a LPi+!(R).

= Si {up}tren C LP(R™) es una sucesién tal que up — u € LP(R™) cuando
k — oo entonces

Ij(uk)('vyj-‘rQa e ’yn) — Ij(u)(7y]+27 cee 7yn)
en LPi+1(R) para casi todo (y;i2,...,y,) € R*7I72

Ahora, centremos nuestra atencién en funciones cuyas derivadas parciales
tienen diferente integrabilidad. Dado p'= (p1,...,ps) con 1 < p; < 00, redefini-
mos el espacio de Sobolev anisotrépico de la siguiente manera

WIP(R™) := {u € LF(R"): u,, € LP'(R"), i =1,...,n},

equipado con la siguiente norma

pe = lullg + [ Vullp.

i

n
lull g = lully+ D llua,
i=1

Observemos que W17(R™) es un espacio de Banach separable y reflexivo.
Ahora, dado un dominio acotado con frontera Lipschitz 2 C R", definimos
W,y P(€2) como el la clausura de C°(Q) en Wh#(R™).
Para el caso fraccionario, recordando la notacién

lu(z + he;) — u(x)|? »
(] pi (/Rn/ Wlﬂp dhdz ),
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donde e; es el :*'™° vector base candénico en R™. Entonces al igual que en

capitulos anteriores redefinimos el espacio de Sobolev anisotrépico fraccionario
como

WSP(R™) := {u € LF(R"): [ul, pis <00, i=1,...,n}.

Este espacio tiene una norma definida como
n
lulls = llully + Y [ulospis = llullg+ [Wsp
i=1

Nuevamente WW5P(R™) es un espacio de Banach separable y reflexivo. Ademas,

dado un dominio acotado con frontera Lipschitz @ C R”, definimos W(‘f’ﬁ ()
como la clausura de C°(2) en W5P(R™).

Observacion 4.1.3. En esta nueva definicién del espacio anisotrépico, modifica-
mos la forma de medir la anisotropia de la funcién: antes requeriamos que la
funcién perteneciera a todos los espacios LP, mientras que ahora sélo exigimos
que cada coordenada pertenezca al espacio LP correspondiente.

Los siguientes dos teoremas son versiones de la desigualdad de Poincaré y
Rellich Kondrashov en el contexto de espacios LP ().

Proposicién 4.1.4 (Poincaré). Dado un Q subconjunto abierto y acotado de
R™. Existen constantes C1(2,p,n) >0 y Co(Q, p,5,n) > 0 tal que para cada u
en Wy'P(Q), la siguiente desigualdad se cumple

[ully < Crl[Vullp. (4.1.1)
Y para cada u en Wg’ﬁ(Q), se cumple:

llully < Calulsp (4.1.2)
Demostracion. Sea u una funcién en Wg d (). Por un lado observemos que
p; < pp paracadai=1,....,n— 1y |Q] < oo, entonces por desigualdad de

Holder tenemos que LPr(Q) estd continuamente embebido en LP(Q), es decir,
existe una constante positiva C' > 0 tal que

[ully < Cllullp, -

Por otro lado, la desigualdad de Poincaré para funciones en WO1 P (Q2) nos dice

n
o @) < Cllta, o, < O Nz, ..
i=1

Entonces, combinando estos resultados obtenemos (4.1.1).
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Para la segunda desigualdad, tomemos u una funcién en Wg v (©), podemos

asumir que existe un R > 0 tal que suppu C Qr = [—R, R]"™. Entonces,
Ju(z + hey) = u(@) |
[u]sl ,p1,1 /n ‘h|1+9 1p1 dhdzx
|u(z + hey) — u(x) P dhda
o || +simn

R
/ / lu(@)” dhdz, dx’
Qy Jz1 <R Jiz1thes | >R |h|1+5 P

1
)|Pr ———— dhdz; dx’
/’ /ac1<R =) /h|22R |h[1+sip e

> CIIUII?i-

Donde Q% = [-R,R|" 'y d2’ = dxy - - - dxy,.
Argumentando de manera similar para cada i, existen constantes C; (€2, s;, p;)

tal que
Ci[u]supui 2 Hu”m

Por lo tanto, tomando K = méx;{C;} tenemos que

K Z[“}s,p,i =z
i=1

Esto concluye la prueba de (4.1.2). O

pi = ||qun > C”“Hﬁ'

Recordemos de secciones anteriores la siguiente notacién

_ —1 1
- R | 1en1 —
() () ()
=1 =1 =1
np

— %,

w0yl

—p

1
1

o
IS}

n

»

ﬁ; = ==
n — §p
Proposicién 4.1.5 (Rellich Kondrashov) Sea = (p1,...,0n) con 1 < p; <
00,5 =1,...,n tal que P < n. Entonces W0 (Q) C Li(Q2), paratodol < g <p*
y Wol’ﬁ(Q) CC L1) sil <q<p*. Enparticular Wol’ﬁ(ﬂ) cC LP(9).

En el caso no local, con § = (s1,...,8,) 0 < s; <loparai=1,....,n . Si
5P <mnyp, <ps*. Entonces Wé’ﬁ(ﬂ) C L9(Q2), para todo 1 < q < pz * se tiene
Wg’ﬁ(Q) CC LU) para 1 < q < pz *. En particular Wg’ﬁ(ﬂ) cC LP(9).

Demostracion. La prueba de Wol’ﬁ(Q) CC L9 paracadal < g < p™* fue demos—
trada en [48, 23]. Para probar que W’ P(Q) c LP(Q) observemos que p, < § *
implica LP»(Q) C LP() de forma continua.

La demostracion del caso no local es inmediata del Teorema 2.0.3 y la idea
previa. U



4.2. Ecuacién de Euler-Lagrange

Ahora ya estamos en posicién de definir nuestro problema de autovalores a
través de la ecuacién de Euler-Lagrange (E-L) asociado al cociente de Rayleigh

IVl
%) = Tl

De hecho, siguiendo las ideas de [28] (también de [24]), mostraremos que la
ecuacién de E-L es la siguiente:

—Lyu = AFz(u) en €,
u=0 en R™\ Q.

(4.2.1)

Donde el operador —Lj lo definimos como

n

— Lyu = —div & = (4.2.2)
? i1 v, lp: [t |lp,
y n
Fa(u) =[] Li(w)Per =P jul 2, (4.2.3)
i=1

donde p,4+1 = 1.
Para comenzar, daremos una definicién de solucién débil del problema (4.2.1).

Definicion 4.2.1. Sea u una funcién en Wol’ﬁ(Q). Decimos que u es solucién
débil del problema (4.2.1) si y sélo si u verifica

[p>

para toda v € Wol’ﬁ(Q).

Ahora veamos alguna propiedades de nuestro operadores. Veamos que Fj un
operador continuo.

pi—2

Uy, Ug,

Vg, dT = )\/ Fy(u)vdz,
Q

pi [t pi

Lema 4.2.2. Sea 7= (p1,...,pn) tal que 1 < p; < oo yp’' = (p},...,p,) el
exponente conjugado de Lebesgue coordenada a coordenada. Sea Fp el funcional
definido en (4.2.3), entonces Fy: LP(R™) — LP ' (R™) es continuo.

Demostracion. Para ver que estd bien definido observemos que si u € LP(R™),

entonces
, 1/p} , 1/p}
([ st o) =TT ([ a7t o
R R
Li(w)Pi+Pig (u)m/p’l

fom R

@
Il
—

Ii(u)pi+1*pl I (u)m*l'

I

N
|
¥

]



Iterando este procedimiento concluimos que
1Fp(w)llz - = llullp

Para ver continuidad de Fj, tomemos {ug }ren C Lﬁ(R”) tal que up — w en
LP(R") y definamos

L(k) = ( / Falur) — Folw)P dxl)l/p/l ,

- _ , 1/P::+1
Iy (k) := (/ I;(k)Pin dxi+1> parai=1,...,n — 1.
R
Luego ~
[F5(ur) = Fp(u)llz - = In(k).

Por lo tanto, serd suficiente mostrar que, pasando por una subsucesién,

I;(k) = 0 cuando k — co  c.t.p. (Tit1,-.-,Tn), i=1,...,n.
Y que para casi todo punto (z;4a,...,Z,) se tiene
Li(k)(@ig1) < hi(zign)

para h € LPi+1(R).

Veamos la cuenta para i = 1. Por la observacion 4.1.2, Fp(ur) — Fy(u)
c.t.p. Entonces para ver que I;(k) — 0 en casi todo punto &' = (xa,...,x,),
necesitamos encontrar un mayorante integrable de |Fy(uy) — F(u)|Pt para 2’ €
R 1 c.t.p.

Notemos que

| F(ur) — ]:ﬁ(u”p’l <C <H I; (ugp) P+ —POPL gy P14 H[i(u)(mﬂ—pi)p’1|u|p1> )
i=1 i=1
Y nuevamente por la Observacién 4.1.2
Ii(ug)(y igay o ooy ) = Li(w) (s Tigay ooy )

en LPi+i(R) c.t.p (Tiy2,...,2,). Entonces existe h; = hi(-,xiy2,...,2,) €
LPi+1(R) tal que

Li(ug) (1, Tita,y -y @n) < hi(T1, Tigo, ..., Tn).

M4s atin, dado que ug(-,2') — u(-,2’) en LP1(R) obtenemos la existencia de
ho(z), ho(-,2") € LP*(R) tales que

lur(z)| < ho(x).
Asi

| Fis(ug) —Fp(w) P < C (H R AN | Ii<u><m+lm>p’l|um> = Oy, 7).

i=1 i=1
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Cémo ®(-,2') € L' (R) para casi todo punto ' € R"~1, obtenemos que

De forma idéntica se prueba la cuenta para i = 2,--- ,n. O

Utilizaremos la siguiente notacién
H(u) = Vullz y  I(u) = [Jullz. (4.24)
Veamos que estos funcionales son diferenciables en el sentido de Fréchet.

Lema 4.2.3. Los funcionales I: LP(Q) — R y H: Wol’ﬁ(Q) — R son diferen-
ciables en el sentido de Gateaux, lejos del cero y sus derivadas estan dadas por
las siguientes expresiones:

i[(u +10)|4=0 = (I'(u),v) = / HIZ-(u)pi“_pi\uPl_qu dz, (4.2.5)
dt "i=1

donde pp41 =1y

n

d ,
GH o = (H (w0 =3 [

i=1

pi—2
Uy,

(|2,

Ug,

Uy, dz.  (4.2.6)

n

pi Pi

Esdecir H =Lz yI' = Fp.

Demostracion. Primero probemos (4.2.5).
Sea u,v € LP() y t € R. Recordando la Observacién de recurrencia 4.1.1,
desarrollamos

ifl(u + tv)

p zfl(u)lfpl/RMpl*qudml.

t=0

Luego,

d
—I
p o(u + tv)

= IQ(u)l_pQ/Il(u—l—tv)pQ_l 1ll(u—|—tv) dxo
R

t=0 dt t=0

= / Ip(u) P21, (u)P? 7P |ulP ~2uw daydasy.
R2

Asi, por recurrencia llegamos a

n

:/ HI¢(U>pi+1_pi|u‘pl_2uvdl',
R

" i=1

d
—1
g n(u+ tv)

t=0

donde pp41 = 1.
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Para probar (4.2.6),

n

et $1(1

=1 Pi

Pim2 (., 4 tvg, vy, d.

|
i
pi> / pi‘um + tvg,

Evaluando en ¢ = 0 y cancelando los p;

n
=3 (e
t=0 i—1 R

%H(u + tv)

20Uy, Uy, d

L1
Di P p
' ) / Di |u:m
Rn

n pi—2
Uy, ‘ Ug,
= U-L'i d.]?.
i—1 YR" ||ux1 pi ||uzl Pi
Asi los funcionales H e I en el sentido de Gateaux. O

Proposicién 4.2.4. Los funcionales I y H dados en (4.2.4) son diferenciables
en el sentido de Fréchet.

Demostracion. En el Lema 4.2.3 vimos que ambos funcionales son diferenciables
en el sentido de Gateaux, I' = 3y H' = L5 . Ademds, en 4.2.2 probamos que
F es continuo, lo que concluye la prueba para 1.

La continuidad de H’ se deduce de la monotonia de H' pues

Zﬁ/ [t

Pim2y, vy, dx
i Ml

pi
n

SZ p7—1/|u$7 171|”z7~,‘dx
pll (19

<3 b 0

= 1
i=1 [
n

SZHUL i ||VU||p
i=1

O
Ahora podemos enunciar y probar nuestro resultado principal de esta seccion.

Teorema 4.2.5. Sea u € Wol’ﬁ(Q). Entonces u es un punto critico de

[Vl

[l

Qp(u) =

si y solo si u es solucion débil de

—Lyu = AFp(u) en €,
u=0 en R™\ Q.
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Prueba de 4.2.5 . Sea

Qp(u) = I;[((:L))
Por el Lema 4.2.3, obtenemos que, si u # 0
(@), ) = o (' (1)) = Q) ' (1), ).

Entonces, u € Wol’ﬁ(Q) es un punto critico de Qp si y sélo si

(H'(u),v) = Qa(u){I' (u),v).

Y esto es equivalente a que u sea solucion débil de

—Lyu = AFp(u) en €,
u=20 en R™\ Q.

con A = Qz(u). O

4.3. Caso no local

Podemos considerar el cociente de Rayleigh no local

Qs () = [uls5

[l

Veamos que la siguiente expresién es la ecuacién de E-L asociada a Qg z

{—ﬁg,ﬁu = AF(u) en (2, (43.1)

u=20 en R™\ Q,

donde F es el mismo operador que en el caso local y

pi—2
Dt dh
(@) o de,
n s, pii [Wls;pii [R50
pi=2 o
DS“Z D7 dh
_ ll’mZ/ / n (@) s
€0 n J|h|>e u $i,Piyt [u]si,m,i |h‘ :
Donde ()
5 D} u(x
Dy'u(x) = Th|5

El operador Lz claramente es la versién fraccionaria de £z y lo tenemos que
entender en el sentido débil. Es decir, dados u,v € W*(Q2),

—2 ,
Dytu(x) dh
Dy 'v(z)—d
[u]si;pi,i h |h|

s“p“
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Entonces una funcién u en Wg?(€2) es solucién débil de (4.3.1) si
(—Lspu,v) = A Fy(u)vdx
RTI,

para toda v € Wg’ﬁ(ﬂ).
Nuevamente, introducimos la notacién

Hg(u) = [u]g’ﬁ. (432)
De esta forma tenemos un lema anélogo al Lema 4.2.3.

Lema 4.3.1. El funcional Hg: Wog’ﬁ(Q) — R es Gateaux diferenciable lejos del
cero y su derivada estd dada por

sl,z

pi—2 .
Dytu(z) . dh
—h 2Dyt (x)— dx.
[u]sz‘,m-,i g

. |l

51 sPist

Ademds, es diferenciable en sentido Fréchet.

Demostracion. La prueba es andloga al caso local. Pues, la derivada de Gateaux
de la seminorma fraccionaria

|u(z + he;) — u(x)|P ’
[uls pi = (/n/ i dh dz

en la direccién v y evaluada en t =0 es

d[u—i—tv]
dt Rl P

u(z + he;) — ulx P=2(y(xz + he;) — u(x))(v(z + he;) — v(z
i [ [ttt he) ool et he) oot ) ol
Entonces
d | D} u(x)[P~*(Dju(x)) (D} ()
Lot tolaps - // |h|1h+317 h dhdz.

Podemos reacomodar y obtener

pi—2 .
Ds“Z D u(x iy 1
w )Dfl“lv(z)—dhdz.
n Szypu [u]shpi’i |h‘
Luego la prueba finaliza tomando sumatoria y notando que es continua. O

Podemos enunciar el teorema para la ecuaciéon de Euler-Lagrange en el caso
no local, obviamente la demostracion es analoga al caso local.
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Teorema 4.3.2. Sea u una funcion en Wog’ﬁ(Q). Entonces u es un punto critico
de

sty solo si u es solucion debil del problema

—Lgyu = AFp(u) en €,
u=0 en R™\ Q.

4.4. Propiedades generales de los autovalores

Luego de derivar las ecuaciones E-L, las cuales representan a nuestros pro-
blemas de autovalores, veamos, en caso de existir, qué propiedades tienen.

Decimos que A € R es autovalor de —Lj en €2 con condiciones de borde del
tipo Dirichlet si el problema

—Lzu = A\Fp(u) en €,
u =0 en 0f),

admite una soluciéon débil no trivial u € I/VO1 d (Q). Llamaremos a u autofun-
cién de Lz con autovalor A\. Ademds, notaremos ¥ a la coleccién de dichos
autovalores.
Similarmente, decimos que A € R es autovalor de Lz en 2 condiciones de

borde del tipo Dirichlet si el problema

—Lz5u = N Fy(u) en

u=0 en R™\ Q,
admite una solucién débil no trivial u € Wg 4 (Q). Llamaremos a u, autofuncién

de Lz con autovalor A\°. Ademds, notaremos X*P a la colecciéon de dichos
autovalores.

Proposicién 4.4.1. X7, %7  (0,00) son subconjuntos cerrados.

Demostracion. Sea A € ¥P y u € WO1 P (©) una autofuncién asociada. Tomemos

99



a u como funcién test en la formulacién débil del problema. Por un lado,

-2

n |u$1 Di (|2 pi
u 2y
:Z/ i 2y, dw
n | |z, |, (v, [lps
- Z e 17 / i, |7 da
1 Di pi

= Z ”“rl
i=1

Por el otro, y algo més complicado,

:/ HIi(u)pH—l*pi

n 1/:1

= / Hli(u)pi+1—pi‘u|p1 d.
"i=1

pi

u|P~2uu dx

Recordando la notacién dada en la Observacién 4.1.1 y &’ = (29, ,x,) se
sigue que
/ H[ JPit1—Ppi (/ |u|Pt da:l) dz’ _/ H[ YRR [ ()P da!
s Rt oy
I PL+1 “Pi [ (W)P2 P (w) P d!
= [ TLnwrs = neernw
=2

/ H[ VPP (u)P2 da

Rr=1 729
Nuevamente, pero notando z’ = (z3,--- ,x, ), tenemos

/ HIi(u)pi+1_p'i </ I ()P dx2> dx’ = / HIi(u)Pi+1—pi_[2(u)P2dx/
R"—2 ;g R R™-2
/ HI )P+1 7P [ (u)Pada.
Rn— 2

=3
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Repitiendo este procedimiento es facil ver que

/ In(u)pn+1_pn‘[n71(u)pn dxn — n(u)pn«#l_pn / Inil(u)pn dmn
R R

= I, (w)Pr+ P I (u)Pr

= L, (u)Pr*t = I(u).
Es decir, la formulacién (H'(u),u) = A{I'(u),u) es equivalente a
IVally = Alull.

Por lo tanto, A > 0y 7 C (0,0). De forma andloga, podemos demostrar que
Y5P C (0, 00).

Ahora veamos que sean espacios cerrados, comenzando por ¥7. Sea {\;} una
sucesién de autovalores tal que A\ = A € Rsi k — 0oy {ug }ren C Wolﬁ(Q) la
sucesién de autofunciones LP normalizadas correspondiente. Observemos que

[Vug|lz = Mellukllz = -

., 15
De donde obtenemos que {uy }ren es una sucesion acotada en W, (2). Luego,
pasando a una subsucesién obtenemos

up, — uwen WoP(Q) y u, — u en LP(Q).
Por el Lema 4.2.2, Fj es continuo. Entonces
(Lur, v) = Ak (Fp(ur), v) = MFp(u),v).
Como cada uy es una autofuncién LP-normalizada entonces
(Lpug,ug) = X = A

Utilizando el Lema 4.5.3 de la siguiente seccién para obtener que ux — u en
Wy P ().
Gracias a la convergencia anterior podemos pasar al limite en la formulacién
débil,
(Lpuk,v) = Ar(Fp(uk), v)
y conseguir

(Lpu,v) = MFp(u),v)

para cualquier v € WO1 v (©). Es decir, u es una autofuncién asociada a A y el caso
local estaria completo. Nuevamente, la prueba del caso no local es totalmente
analoga. O

Como ya mencionamos, un punto principal de este trabajo es estudiar los
comportamientos asintéticos. Aqui, nos interesa analizar el comportamiento con-
junto ¥%7 cuando los pardmetros fraccionarios 5 = (sy,...,s,) verifican s; — 1,
1=1,...,n.

Para ello usamos la teoria desarrollada en secciones anteriores en particular
el Teorema 2.1.9 y Lema 3.2.3, los cuales reescribimos de la siguiente forma
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Proposicién 4.4.2. Sea {5} }ren una sucesion de pardmetros fraccionarios ta-
les que S, — (1,...,1) cuando k — oo. Sea p = (p1,...,pn) pardmetros de
integmcgo/rﬁ tales que 1 < p;1 < pp < -+ < p, < © . Para cada k € N,
u, € W3HP(Q) es una funcidn tal que

sup || uk| 5,5 < 00. (4.4.1)
keN

Entonces existe una funcién u € Wy (Q) y una subsucesion {ur, }jen C {ur}ren
tal que )
ug;, —»u en LP(Q) y [|[Vul|z < liminf [ug]s, 5.
k— o0

Lema 4.4.3. Sea {3 }ren una sucesion de pardmetros fraccionarios que satis-
face s, — (1,...,1) si k — 0o . Sean vy, € Wog’“’ﬁ(Q) sucesidn de funciones que
satisface (4.4.1). Sin pérdida de generalidad supongamos que existe v € Wol’ﬁ(Q)
tal que vy, — v en LP(Q) si k — oo. Entonces para cada funcion u € Wol’ﬁ(Q)
fija se cumple B

(L3 u,vp) = (Lyu,v)  con k — oo.

Gracias a esto, podemos enunciar y demostrar nuestro teorema de compor-
tamiento asintético.

Teorema 4.4.4. Sea {5)}reny una sucesion de pardmetros fraccionarios tales
que 8 — (1,...,1) cuando k — co. Sea p'= (p1,...,pn) pardmetros de integra-
cion tales que 1 < p; < py < -+ < p, < 00 . Sea A\, € LP una sucesion de
autovalores de

—Lzzu = AFp(u) en €,

u=20 en R™\ Q.

Si A, — A entonces \ € Xgﬁ,

Ademds, siuy, € Wy (Q) es una sucesion de autofunciones LP-normalizadas
donde cada uy estd asociada a \. Entonces cualquier punto de acumulacion u
en LP(Q) de dicha sucesion satisface que u € Wy'P(Q) y es una autofuncion
asociada a \.

Demostracion. Sea {3 }ren sucesién de parametros fraccionarios y {A% }ren
una sucesién de autovalores que converge a un A cuando k — oo. Para cada A%
tomemos una autofuncién ug, las cuales podemos suponer LP-normalizadas.

Como |jugl|z = 1 y la sucesién Ay, es convergente, por lo tanto acotada,
entonces la sucesion {uy }ren satisface (4.4.1) y podemos aplicar la Proposicién
4.4.2 para obtener una subsucesién, la cual también notaremos como {uy}ren
y una funcién u € Wy ?(Q) tal que uj, — u en LP(Q).

Asi, estamos en condiciones de usar el Lema 4.4.3 y concluimos la prueba
por argumentos de monotonia clasicos. O
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4.5. Existencia de autovalores

En la seccién previa, probamos algunas propiedades que cumplen los auto-
valores en caso de existir. En esta seccion, establecemos la existencia de valores
propios usando la teoria de Lusternik-Schnirelmann.

Primero, recordamos algunos resultados abstractos de la teoria de puntos
criticos que seran esenciales en nuestra demostracién de existencia de valores
propios.

Sea X un espacio de Banach reflexivo y las aplicaciones ¢,% € C*(X,R).
Supondremos que ¢ y ¢ verifican las hipétesis (H1)—(H4) a continuacion:

(H1) ¢,9 € CY(X,R) son pares con ¢(0) = 1/(0) = 0, y el conjunto de nivel
M={ue X (u) =1}
es acotado.

(H2) ¢’ es completamente continua. Ademds, para cualquier u € X se cumple
que
(¢ (u),u) =0 <= ¢(u) =0,

donde (-, -) denota los paréntesis de dualidad para el par (X, X*).
(H3) ¢’ es continua, acotada y, cuando k — oo, se cumple que
up —=u, Y(up) —=v oy (@ (un), ur) = (v, )
entonces uy — u en X.

(H4) Para todo u € X \ {0} se cumple que

(6 (1)) > 0, Jim é(tu) = o0y inf (1/(w).w) > 0.

Ademas, para cualquier n € N, definimos
K, = {K C M: K es simétrico, compacto, con ¢|x >0y v(K) > n},
donde y(K) es el género de Krasnoselskii del conjunto K. Finalmente, definimos

o — JSWPKex, mingex ¢(u) si K, # 0,
" 0 si IC,, = 0.

El siguiente resultado abstracto general se demuestra en [50] (ver también
[42, Theorem 9.27]).

Teorema 4.5.1. Sea X un espacio de Banach reflevivo y ¢, € C*(X,R).
Supongamos que ¢, satisfacen (H1)—(H4). Entonces

1. ¢y <00 ycp — 0 cuando n — oco.
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2. Sic=c, >0, entonces podemos encontrar un elemento u € M que es
solucion de

' (u) = ¢'(u),  (p,u) € Rx M, (4.5.1)
para un valor propio p # 0 tal que ¢p(u) = ¢

3. Mds generalmente, si ¢ = ¢, = cpyr, > 0 para algin k > 0, entonces el
conjunto de soluciones u € M de (4.5.1) tal que ¢(u) = ¢ tiene género
>k+1.

4. Si ¢y, >0 para todo n > 1, entonces existe una sucesion {(fn, tn)}nen de

soluciones de (4.5.1) con ¢(un) = cp, pin # 0 para todon > 1, y p, — 0

cuando n — 00.

5. Si ademds requerimos que
(¢ (u),u) =0 siy solo si p(u) =0 siy solo si u=0,

entonces, ¢, > 0 para todo n > 1, y existe una sucesion {(tn, un)}nen de
soluciones de (4.5.1) tal que ¢(uy) = cpn, pin 0, pn, — 0, yup, — 0 en X
cuando n — oo.

Nuestro objetivo es aplicar el Teorema 4.5.1 en el caso en que X = Wol’ﬁ(Q),
(¢,9) = (I,H) y en el caso en que X = Wg’ﬁ(ﬂ) y (¢,%) = (I, Hz), donde los
operadores I, H y Hz fueron introducidos en (4.2.4) y (4.3.2).

Para mejorar la legibilidad del trabajo, demostraremos las propiedades de
H y Hgz a través de una serie de lemas.

Lema 4.5.2. Sean H: W} P(Q) — R y Hj: Wg’ﬁ(Q) — R definidos previa-
mente. Entonces H': Wy'P(Q) — W17 (Q) y H.: W5P(Q) — W57 (Q) son
acotados y mondtonos.

Demostracion. Veamos que H' is acotado de una forma muy directa,

[CIORTE s / g, [P0, it

=1 Uz, |Ipi

S “ ||u pﬁl/|uwl Pim oy,
i=1 :El Pi
e o

<3 bl
i=1 ||“ﬂc1 i
n

< Z vz, llps = [[Vol|5-

=1

Asi, H' es un operador acotado. Ademds, a partir de este resultado podemos
obtener su monotonia. Pues

(H'(u),v) + (H'(v),u) < [(H'(u),v)| + [(H'(v), u)| < [[Volz+ [[Vull.
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Entonces,

(H'(u) = H'(v),u = v) = (H'(w),u) + (H'(v),v) = ((H'(w),v) + (H'(v), u))
= [Vullz +1IVollz — ((H'(w),v) + (H'(v),u)) = 0.

Lo que nos da la monotonia del operador H’. La cuenta que demuestra conti-
nuidad y monotonia de H% es completamente aniloga y nuevamente omitiremos
su demostracién. O

Lema 4.5.3. Los operadores H y Hg verifican la hipdtesis (H3). Es decir
H': WyP(Q) - WP '(Q) y H.: WP(Q) — W5 (Q) son operadores con-
tinuos y acotados. Ademds, cuando k — oo, se cumple

wp — u, H'(up) — vy (H (ug),ur) = (0,u) = up — u en WiP(Q)  (4.5.2)

up — u, He(ug) = vy (He(ug),ur) = (v,u) = up — u en Wog’ﬁ(Q). (4.5.3)
Demostracion. Gracias al Lema 4.5.2 s6lo queda ver que H' y H% son continuos
y verifican (4.5.2) y (4.5.3) respectivamente.

Primero, aseguramos que H' es un operador continuo, de hecho sélo obser-
vemos que podemos reescribir a H’ como

n

H/(U) _ Z Gpi (/(;:Ez_)l’

i=1 ”ulz Pi

donde Gp,(u) := |ulPi~2u. Esta notacién es beneficiosa pues G, : LPi(R") —
/ . .7 .
LP: (R™) es continuo. Por lo cual, nuestra aseveracion es correcta. De igual forma,

/ " Gy, (D u(x))
Hi) =3 o P
i=1 TilS,Pi

Gracias a que G, : LPi(R" x R) — LPi(R" x R) es continuo, podemos concluir
que H también es un operador continuo.

Para verificar (4.5.2), sea {uy }ren una sucesion en Wy () tal que up — u
en WP (), H' (ug) — ven W57 (Q) y (H' (ug), ug) — (v, u) entonces tenemos
que mostrar que uy — u in Wol’ﬁ(Q).

Sea w € Wol’ﬁ(ﬂ) arbitraria, por la monotonia de H' (Lema 4.5.2) tenemos

que
0 < (H'(w) — H (ug), w — ug).

Tomando limite cuando k — oo, llegamos a que
0 < (H'(w),w—u) — (v,w — u).
Ahora, podemos elegir w = u 4tz con t > 0 y deducimos que

0 < (H'(u+tz) —v,tz).
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Dividiendo todo por ¢ y tomando limite cuando ¢ — 0+ conseguimos que para
todo z € Wy P(Q) se tiene

0 < (H'(u) — v, z).
Entonces H'(u) = v. Més atin,
IVuglly = (H'(ug), ur) — (v,u) = (H'(u),u) = [|Vul/5.

. 1,9 . .
Como el espacio WP (Q2) es uniformemente convexo podemos decir que con-
vergencia débil y convergencia en norma implican que ui — u fuerte como
querfamos. La misma cuenta nos muestra que también se cumple (4.5.3). O

Finalmente podemos enunciar y demostrar el teorema que nos asegura exis-
tencia de soluciones a nuestros problemas de autovalores.

. . 1,5 L
Teorema 4.5.4. Existe una sucesion {uy}ren C Wy*(Q) de puntos criticos de
Qp con valores criticos asociados { Mk} ken CR tal que A\, — o0 si k — oo, Mas
aun, estos valores criticos tienen la siguiente caracterizacion,

Ap = inf sup H(u). 45.4
k= Jnf sup H(u) (4.5.4)

Donde, para cada k € N se define
Kr = {K C M compacto, simetrico con H'(u) >0 en K y v(K) > k},

o M={ueWrP(Q): H(u) =1}

y v es el Krasnoselskii genus de K.
En particular, ug es solucion débil de

—Eﬁuk = )\k}'ﬁ(uk) en Q,
u =0 en R™\ Q.

Demostracion. Debemos confirmar que los funcionales I y H satisfacen las
hipotesis del Teorema 4.5.1.

Las condiciones (H1) y (H3) son consecuencia directa de los Lemas 4.2.3 y
4.5.3, respectivamente.

La condicién (H4) se cumple porque al tener Poincaré el funcional H sirve
como norma del espacio W, P(Q).Ademds, tenemos la igualdad (H’(u),u) =
H(u).

Para demostrar que (H2) es vélida, basta observar que si uy, — u en Wol’ﬁ(Q),
por compacidad de la inmersién Wy ?(Q) cc LP(Q), se deduce que uy — u en
LP(Q) vy, usando el Lema 4.2.2, obtenemos que I'(ug) — I'(u) en L7 () C
WL (Q).

Finalmente, ya que (I'(u),u) = I(u) = |lul|z, cada uno es cero si y solo si
u = 0.
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Aplicamos la teoria de Lusternik-Schnirelmann, Teorema 4.5.1, a los funcio-
nales I y H sobre el conjunto de nivel M para concluir que existe una sucesién
de nimeros {x}ren N\ 0 y funciones {ug}ren € Wy (Q) normalizadas tales
que H(ug) =1,y

e (), 0) = (I (i), 0) o € WEP(9) (45.5)
v I(ug) = ¢ donde
¢y = sup min I(u). (4.5.6)
KCKk; ueK

Usando que (H'(u),u) = H(u) y (I'(u),u) = I(u), uno obtiene inmediatamente
que ¢ = fig-

Asi, si denotamos A\ = ,u,;l, usando (4.5.5), tenemos que uy es una solucién
débil de (5.1.5) con valor propio Ak, y a partir de (4.5.6) también se obtiene la
validez de (4.5.4).

O

Observacion 4.5.5. Los valores propios obtenidos en el Teorema 4.5.4 son cominmen-
te llamados valores propios de Lusternik-Schnirelmann o simplemente valores
propios LS y se denotan por ¥ ..

De manera similar, enunciamos un Teorema para el caso fraccionario. La
demostracion es una ligera variacion del Teorema 4.5.4 y se omite.

Teorema 4.5.6. Eziste una sucesion {ujren C WP (Q) de puntos criticos
de Qg5 con walores criticos {\j,}ren C R tales que \j — oo cuando k — oo.
Ademds, estos valores criticos tienen la siguiente caracterizacion variacional:

Af = if sup Hy(u) (4.5.7)
Kekj ueK

donde, para cualquier k € N,
¥ = {K C Mgz compacto, simétrico con Hi(u) >0 en K y v(K) >k}
M = {u e W5P(Q) : Hy(u) = 1}
y v es el género de Krasnoselskii de K.

Estos valores propios asociados al problema fraccionario se denotaran por
2571’
LS
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Capitulo 5

Problemas de optimizacion
de dominio

En la introduccién explicamos cudl era la motivacion para trabajar en pro-
blemas de optimizacién de dominios. Sin embargo, vamos a recordar un poco
de qué trata este tema.

Los problemas de optimizacién de dominios han sido ampliamente estudia-
dos en matematicas, especialmente en el &mbito de la optimizacién estructural,
donde el objetivo es determinar un dominio 6ptimo que minimice un funcional
de costo F'. En el enfoque clasico, F' se expresa en términos de una funcién u 4,
que es solucién de una ecuacién de estado definida sobre el dominio A. Tra-
dicionalmente, se han impuesto restricciones de regularidad en la frontera del
dominio (como continuidad de Lipschitz), pero enfoques més recientes han intro-
ducido conjuntos quasiabiertos como clase admisible, restringiendo tinicamente
el volumen |4| = c.

Este trabajo amplia los resultados clasicos al contexto en el que la ecuacién
de estado estd gobernada por operadores no locales y no lineales, en particular
queremos utilizar nuestro operador anisotrépico, el p-Laplaciano fraccionario
anisotrépico. Sin embargo, el caso isotrépico no esta estudiado, por lo tanto
nos centraremos en ese caso antes de generalizar los resultados para el caso
anisotropico.

5.1. Caso isotropico

Aunque son definiciones clésicas, no hemos trabajado en los espacios Wi'? (2).
Dado un subconjunto 2 de R™ acotado y 0 < s <1 < p < oo definimos

WEP(Q) = W”'HS,P
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donde

—uly )|pd d si 0 1
|x— |n+sp ray s10<s<
— R xR"™

/ [Vu(z)]P dx sis=1
R’VL

Gracias a la desigualdad de Poincaré [22], podemos usar la norma anterior y
obtener un espacio de Banach, reflexivo y separable.

Dado que en nuestro andlisis los conjuntos admisibles seran quasi abiertos,
serd necesario introducir la nocién de capacidad asociada a un conjunto. En
[49, 43] se define la (s,p)-Capacidad de un conjunto A C 2 de la siguiente
forma.

Definicién 5.1.1. Sea 2 C R™ un conjunto abierto y A C ). Para cualquier
0<s<1<p< oo, definimos la (s, p)-Capacidad de A como

Cap(s,p)(A) = inf {[[ul?, : uw e W5P(Q),u> 0,4 C {u>1}"}.

Observacién 5.1.2 (Interpretacién intuitiva). La (s, p)-Capacidad mide el ”
mano”de un conjunto en términos de su influencia sobre funciones en W;”" ()
en lugar de la simple medida de Lebesgue. Ademas, a diferencia de la medida
estandar, algunos conjuntos con medida positiva pueden tener capacidad cero,
lo que implica que su influencia en el espacio de funciones es despreciable.

Luego, si una propiedad P(z) se cumple para cada x € FE salvo para x €
Z C E con Cap(s,p)(Z) = 0 entonces P(z) se cumple (s, p)-casi todo punto en
E o en su forma abreviada g.e. en E (usamos las siglas en inglés ((s, p)-quasi
everywhere).

También extendemos el concepto de continuidad de funciones a continuidad

q.e.

Definiciéon 5.1.3. Para una funcién u : Q@ — R, decimos que es quasi con-
tinua (q.c.) si para todo ¢ > 0, existe una abierto relativo G C Q tal que
Cap(s,p)(G) < € y ulg\¢ es continua.

El siguiente teorema nos habilita a trabajar con los representantes quasi
continuos.

Teorema 5.1.4 ([49],Teorema 3.7). Para toda uw € W*(Q), existe una unica
funcion quasi continua 4 : 2 — R tal que . =u c.t.p en .

Luego de definir la capacidad de un conjunto, podemos establecer lo que
vamos a considerar un conjunto quasi abierto.

Definicién 5.1.5. A C  es considerado un conjunto (s, p)-quasi abierto si
para cada € > 0 existe A° conjunto abierto de  tal que Cap(s,p)(AAA%) < e,
donde A es la diferencia simétrica de conjuntos.

Representamos a la clase de todos los conjuntos (s, p)-quasi abiertos de §2
como A, ,(§2), y para cada A € A, ,(Q2) definimos el espacio

Wo?(A) = {u € WHP(R")|u=0qe en R"\ A}.
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WP (A) con norma heredada de W;'P(€2) es un subespacio cerrado, por lo
tanto, reflexivo. Si A es abierto, la definicién previa de Wj'P(A) es equivalente
a la usual.

A continuacién daremos las definiciones de solucién débil para el p-Laplaciano
y p-Laplaciano fraccionario.

Definicién 5.1.6. Sea Q@ C R™ un conjunto acotado. Sean s y p tales que
0<s<1<p<oo,p el conjugado de Lebesgue de p y f € LP (). Decimos
que u € WP(€) es solucién débil de

{(_Ap)su = fen Q, (5.1.1)

u=0enR"\Q,

si u verifica

((—Ap)*u,v) :/vadx.

Aqui

[, ) o) o) gy s
QxQ ’

(-4, |z —y|ntep
|Vu|P~2uv da sis=1,
Q

para toda v € WP (Q).

Adema&s usaremos el Principio de Comparacién para el p-Laplaciano Frac-
cionario, probado en [38].

Teorema 5.1.7. Sea Q C R™ un dominio acotado y sean u,v € W3*(Q) solu-
ciones débiles de

u<v enR"™\Q,

entonces,
u<v enf

Observacion 5.1.8. Si consideramos el funcional J, , : W3*(Q2) — R definido
como
)P
(@= é))// [u(@) = uly)l” drdy sis<1,
€T — |n+sp
Topl) = o e
7/ |Vul? dz sis=1.
p
Q

Entonces J; , es un funcional continuo con derivada de Gateaux continua

Tl WP (Q) — WP (Q),
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u(z) — u(y) [P (u(z) — u(y))(v(z) —v(y))
(1—3)//QXQ dz dy

— y|ntsp
(7, (), 0) = v =yl
/ |Vu|P~2uv dx
Q

5P

Monotonia, convexidad y coercividad de este operador asegura, como en el
caso estandar de conjuntos abiertos, existencia y unicidad de soluciones débiles
a (5.1.1). Entonces, dado A € A, (), notamos como u¥ € WJ”(A) a la
tnica soluciéon débil de

(—A,)’v=1 en A,
v=20 q.e. en R™\ A.

Ademsds, usaremos el siguiente concepto de convergencia de conjuntos, la cual
es una version fraccionaria de la y-convergencia de conjuntos definida en [18].

Definicién 5.1.9. Sea {Aj}ren C Aep(Q) y A € A, (). Decimos que Ay -
Asiufy, — uj en LP(Q).

Ahora, veamos algunas propiedades relacionadas con u?.

Lema 5.1.10. Para cada A € A, y uy definido anteriormente se satisface

uhy = wG%l(?’%(Q){w <0enR"\ Ay (—A,)°w<1enQ}.

Demostracion. Definamos el siguiente conjunto convexo
Ky={weW;?(Q): w<0enR"\ A},

y llamemos w4 al inico minimizador de Is: K4 — R definido por

) = Jop(w) - [ wis

Q

Dado que w4 es el inico minimizador del funcional I sobre el conjunto convexo
K 4, satisface la condicién

Is(wA)SIS(U), Yo € Kyu.
Lo anterior implica
(I'(wa),v —wa) >0, Yve Kju.

Es decir,

<J;,p(wA),v—wA>—/(v—wA)deO, Vo € Ka.
Q
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Reordenando términos, obtenemos la siguiente desigualdad variacional

(Je p(wa),v —wa) > /(v —wa)dzr, YveE Ka. (5.1.2)
Q

Tomamos como funcién test v = w}. Dado que w; = —min(wys,0) y wi =
méx(wa,0), se cumple la identidad

+ _ —
Wy —wa = wy.

Sustituyendo v = wX en la desigualdad variacional
0< / whi —wadr = / wy dr < (J ,(wa),wy)
Q Q

_ P
< _// |wa(z) c:ffy)\ ddy.
(wa<0}xfwa<0} |7 —y[mTeP

De la anterior desigualdad podemos deducir que w; = 0 en R™ \ A. En conse-
cuencia, dado que wa pertenece a K 4, se sigue que wy estd en Wy (A). Pero
como u¥ representa al minimo de I, en WJ*(A), concluimos que wa = u¥.

Ahora, dada v € WP(Q) tal que v > 0, tenemos que —v € K 4. Luego, si
aplicamos (5.1.2) obtenemos

(T (8) —v — ) = (T (), —v) + (T (), —uy) > / v -, d.
(5.1.3)

Teniendo en cuenta que

(L (%), —uty) = /Q sy da,

la desigualdad (5.1.3) puede ser expresada como
<Jé,p(uf4)7v> S / vdx.
Q

Al ser v € WP(€2) no negativo pero arbitrario, obtenemos (—A,)*u% < 1 en
Q. Finalmente, si tomamos w <0 en R"\ Ay (—A,)*w <1 en §, entonces

(—Ay)°w < (=Ap)’uyen A yw<ujenR"\ A

Por principio de comparacién, w < v en R", como querfamos demostrar para
concluir el lema. O

Lema 5.1.11. Sea {Ag}ren una sucesidn de subconjuntos quasi abiertos de Q
tal que u?y, converge débil en Wi (Q) a una funcion u. Ademds, sea {vk}ren
una sucesion en W' (Q) tal que vy =0 g.e en Q\ Ag y vy, — v débil en WP (Q).
Entonces v =0 g.e. donde {u = 0}.
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Antes de comenzar con la prueba, es conveniente repasar el concepto de
conjunto subdiferencial de una funcién convexa. En [11, 42] estdn las pruebas
de las propiedades que vamos a utilizar aqui. Ademds, tambien es necesario un
resultado importante de la I'-convergencia.

Definicién 5.1.12. Sea X un espacio de Banach y ¢: X — R U {+o0} una
funcién convexa, no idénticamente +o00. El dominio efectivo de ¢ se define como

Dom(¢) ={x € X : ¢(x) < o0}.

Entonces, para € Dom(¢) el subdiferencial de ¢ en x es el conjunto d¢(z) C
X* definido por

0d(x) ={z" € X*: ¢(x + h) — ¢(x) > (2", h) para toda h € X'}
La siguiente proposicion recolecta todas las propiedades que vamos a utilizar.

Proposicién 5.1.13. Sea I'g(X) el cono convexo de funciones semicontinuas
inferiormente en el espacio de Banach X la cuales no son idénticamente oo.
Entonces

» Para cada © € Dom(0¢) := {x € X: 0¢(x) # 0} el conjunto Op(x) es no
vacto, convero y w*—cerrado.

= Si¢ es convera y continua en g € Dom(¢), entonces dd(xg) es w*—compacto.

= Si X es un espacio de Banach reflexivo y ¢ € To(X), entonces Dom(9¢)
es denso en Dom(¢).

= Finalmente, si ¢*(x*) = sup,c x{(*,y) — #(y)} entonces

zt € 09(x) = o(x) +¢"(z7) = (27, x).

Ademids, usaremos un teorema relacionado a la I'-convergencia. Sea F' : X —
R, definimos el conjunto de minimizadores de F' como

M(F)={xe X :F(z)= inf F(y)}.

yex

Dado € > 0, un e-minimizador de F' en X es un punto z € X que satisface

F(z) < fnf F .
(x)_ylgx (y) +e

El conjunto de todos los e-minimizadores de F en X se denotard por M. (F).
Decimos que una sucesién (F},) es equi-coerciva si existe una funcién semi-
continua inferiorme y coerciva ® : X — R tal que

F;, > ® en X paratodo h € N.
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Teorema 5.1.14. [18, Teorema 7.23] Supongamos que (Fp) es equi-coerciva y
I-converge a una funcién F en X. Entonces, para cada vecindad U de M(F)
en X, existen € >0 y k € N tales que

M(Fy) C Mc(Fp) CU

para todo h > k.
Ademds, si F' no es idénticamente +00, entonces para cada x € M(F), para
cada vecindad V de x, y para cada € > 0, existe k € N tal que

Me(Fh) nv 7& @
para todo h > k.
Prueba del Lema 5.1.11. Definamos los funcionales

By (0) = Jsp(w) siw e WP (Ay)
k N +00 si no.

en el espacio LP(£2). De resultados de compacidad de la I'—convergencia, existe
una subsucesién que I'-converge a un funcional ® en LP(£2). A su vez, el dominio
de ®, Dom(®), estéd contenido en LP(§2) y como {vj }ren es una sucesién acotada
en WP (Q), tenemos que

®(v) < liminf @4 (vg) < lminf J; ,(vg) < o0,
k—o00 k—o0

es decir v € Dom (®).

Por la Proposicién 5.1.13, Dom(0®) es denso en Dom/(®). Entonces mostra-
remos que para todo w € Dom(9®), tenemos que w =0 en {u = 0}.

Fijemos w € Dom(0®) y f € 0®(w), nuevamente por la Proposicién 5.1.13
w es un punto minimo de

U(z) = @(2) — ([, 2).
Sea wy el minimo del funcional
Ui(2) = Qi(z) — (f, 2).

Como U, T-converge a ¥, gracias al Teorema 5.1.14, tenemos que {wg }reny — w
en W3P(Q). Cémo f € LP entonces para cada ¢ > 0 podemos definir una
funcién f. tal que ||f: — fll;» <€, ¥ wke es solucién al problema

(*Ap)swk,s = fs en Aka
wre =0 q.e en Q\ Ag.
Usando la siguiente desigualdad

ci(lal +b))P72la —b]* sil<p<?2

5.14
cola — b|P si 2 < p, ( )

(la["~%a — [b["~b)(a — b) > {

()



obtenemos que
lwk,e —wrllf, < min{er, ca}l[fe = Fll Lo (@) llwr,e —wkllLr(o)-
Por desigualad de Poincaré
lwon,e = wrlls'/? < Cllfe = fllpw () < Ce.

Luego, pasando por una subsucesién de ser necesario, {wg .} converge débil en
WP () a una funcién w,.. Por lo tanto, gracias a la semicontinuidad inferior de
la norma, obtenemos que |jwe — w||s,p < ce.

Tomando c. = ||fz||z~(q), por principio del maximo, obtenemos |wg | <
ceua, c.t.p. en Q para cada k € N. Asi, |w:| < c.u c.t.p. en Q. Como esta-
mos trabajando con el representante quasi continuos de w., entonces podemos
concluir que we = 0 q.e en {u = 0}. O

Lema 5.1.15. Sean A y {Ax}ren, conjuntos quasi abiertos de Q, tales que
uhy, — u en WP (Q), donde u < ufy en Q. Sea A® = {u% > €} y supongamos
que uy, 4= converge débil a alguna funcion u. en WP (2). Entonces, ue < u
g.e. en §2.

Demostracion. Para cada € > 0 definamos
ve =1 — —min(u?, e).
€
Luego v. satisface lo siguiente

ve € WP (Q);
0<wv.<1len
v, =0 en AS;
ve =1en Q\ A

Si tomamos wy = min(ve, ua,u4¢), entonces wy, = 0 en A° y wy = 0 en O\
(Ag U A%), por lo tanto wy = 0 en Q \ A y wy converge a min(v.,u.). Por el
Lema 5.1.11 tenemos que min(ve, u.) = 0 en {u = 0}. Asi, min(v.,u.) = 0 en
Q\ A, pero como v. =1 en Q\ A, tenemos que u. =0 en Q\ A.

Finalmente, como (—Ap)*ua,uas < 1 en §, tenemos que (—A,)°u. < 1 en
Q. Por el Lema 5.1.10 tenemos u. < uf en Q, lo que completa la prueba. O

Ahora, si podemos enunciar y demostrar nuestro resultado.

Teorema 5.1.16. Dados 0 < s <1 < p < o0, Q C R™ un conjunto abierto y
acotado. Sean Fy : As ,(Q) — R funcionales que satisfacen:

(Hy) Fs es semicontinuo inferiormente con respecto a la ~y-convergencia. Es
decir, Ay A implica Fs(A) < lminfy oo Fs(Ak).

(H2) Fs es decreciente respecto de la inclusion de conjuntos. Es decir,

Fy(A) > Fy(B) si AC B.
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Entonces para cada 0 < ¢ < |Q], el problema
min{F,(A): A€ A;,(Q), |A| < ¢}, (5.1.5)
tiene una solucion.

Vamos a dar idea de cémo es la prueba. Dado A € A, ;,, ya vimos que u% es
solucién de

méx{w € WP (Q): w <0 R\ A, (—A,)°w < 1}
Ademsds, u% pertenece al conjunto
Ks={weW;*(Q):w>0,(-A,)°w <1en Q}. (5.1.6)
Luego, si definimos un funcional G en s que satisface
(G1) G es decreciente en K.

(G2) G es semicontinuo inferiormente en K, con respecto a la topologia fuerte
en LP(Q).

(G3) G(u%) = Fy(A) para todo A € A, .
Podemos concluir que el problema
min{G(w) : w € K, |[{w > 0}| < ¢}

tiene una solucién wy.

Ademss, si llamamos Ag = {wo > 0}, entonces u%  es un punto minimo de
G en todo K sujeto a la condicién [{w > 0}] < ¢. Luego Ag es un minimizador
para Fy en A, ,(€) sujeto a la condicién |A] < c.

Veamos que la idea anterior funciona. Para ello comencemos con las propie-
dades del conjunto /Cs.

Lema 5.1.17. Sea {uy}ren C Ks una sucesidn. Entonces, existe u € K5 y una
subsucesion {ug; }jen tal que ug;, — u en LP(Q).
Mads aun, para cualquier par u,v en Kg, el mdzimo de u y v, también estd

en Ks.

Demostracion. Dado {uy}ren C Ky, como cada uy, verifica (—A,)%uy < 1 en 2
entonces para cada funcién test no-negativa v € W3 () tenemos que

(J4 p(ug),v) < / vdx.
’ Q
Tomando v := uy, deducimos que {uy }ren estd acotado en WP (), por lo tanto
existe una subsucesion {uy }ren y u € Wy'*(Q) tal que ur, — u en WP (Q).
Si llamamos
(@) = (y) P (ur(2) — u(y))

n(z,y) = Tep ,
|z —y| *
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entonces 7 es una sucesion acotada en 5 (R™ x R™), donde p’ es el conjugado
de Lebesgue de p. Entonces, existe n(z,y) € LP (R™ x R™) tal que n, — 7
débilmente en LP (R™ x R™). Por lo tanto,

v(z) — vy vr) — vy
/ nk(w,y)i( ) E(ﬂ) dz dy — 77(%3/)7( ) ,i) da dy.
R™ xR™ ‘QT—y P R™ xR"™ |;)g—y P

Como uj — w en casi todo punto en R"™, obtenemos que

ju(e) ~ u(y) " *(ulx) - u(y)
o

T’k(xvy) -

en casi todo punto de R™ x R™. Entonces,

n(@,y) = u(z) — u|(y)|p|253f(;f) —u(y)
x—y| *

Finalmente, notemos que para cualquier v € Wy (Q) se satisface
(J. (uw),v) = lm (J. (ux),v) < [ vdz.
sP k— 00 sP Q

Luego, u € K5 y podemos concluir la primera parte de la prueba.
Llamemos w = méx{u,v} y consideremos el conjunto convexo

E={zeW;*(Q): z<win Q}.
Sea zq el inico minimizador del funcional I: E — R definido por
I(z) = Js p(2) — / zdz.
Q
Por la naturaleza variacional de funcional anterior, zg verifica
(Jep(20),2 — 20) > /Q(z —z9)dx Vz € E. (5.1.7)

Veamos que (—Ap)°zp < 1. Sea ¢ € WiP(Q) tal que ¢ < 0 y el funcional
i: R4 — R, definido como i(t) = I(zg + to).

Ya que i'(0) > 0, entonces para cada ¢ € W;”(Q2) no positivo, se satisface
que

U@%%@24¢m.
Luego

para cada ¢ € W3P(Q), ¢ > 0, consiguiendo lo que querfamos ver.
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Ahora, si probamos que zg > u ( y por razones simétricas zo > v), obtendre-
mos que zg > w. Al estar 2y en F, la desigualdad inversa también se satisface y
podemos concluir que zg = w € K,.

Sea n = méx{zp,u}, luego n € F y podemos usarla como funcién test en
(5.1.7), es decir

<J;,p(ZO)777 - ZO> > / (77 - ZQ) dx.

n

Notemos también que al tener n — zg > 0y (—Ap)°u < 1 en 2, se sigue que

<J;,p(u)777_20> < / (77_2'()) dx.
R’n
Combinando ambas desigualdades y por monotonia del operador tenemos

0 < (J{p(20) = T p(w),n = 20)) < —Jsp((u—20)7).

Luego (v — 29)* = 0 en R”, lo que implica que zg > u en R"™ como queriamos
probar. O

Ahora, podemos volver a la prueba del Teorema 5.1.16.

Demostracion. Sea Fs un funcional que verifica las hipdtesis (Hy) y (Hz). De-
finamos el conjunto

ASp ={A€ A p(Q): [A] < ¢},
y para cada w € Ky definimos
m(w) = mf{F(A): A€ A5 (Q),u} <w}. (5.1.8)

Como ya mencionamos antes, este funcional no es semicontinuo inferiormente.
Para solucionar esto, definimos G como la envoltura semicontinua inferior de
m en K4 con la topologia fuerte de LP, i.e,

G(w) = fnf{h;fn_l)gfm(wk)}, (5.1.9)

donde el infimo lo tomamos sobre todas las sucesiones {wy }ren en Ks tal que
wy, — w en LP(Q).

Veamos que G es decreciente en ;. Sean u, v € g funciones que verifiquen
u < v,y sea {ugren C Ks una sucesién que ur — uen LP(Q) y m(ux) — G(u).
Por el Lema 5.1.17, tenemos que v, = méx{v,u} € K5 para cada k € N, y
vy = v = méx{v,u} en LP(Q). En consecuencia , como m es no creciente y
v > up para cada k € N tenemos

G(v) < liminf m(vg) < lim m(ux) = G(u).
k—o0

k—o0

Ahora probemos que G verifica (Gs), i.e.

G(u%y) = F(A), para cada A € A, (). (5.1.10)
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Dado A € A, (), de (5.1.9) obtenemos que G(u%) < F(A). Para probar la
desigualdad inversa es suficiente ver que
F(A) < liminf m(wg)
k—o0

para cualquier sucesién {wy}reny C Ks que cumpla wy — u en LP(Q). Por
definicién de m, existe Ay € A () tal que

1
F(A) < m(wg) + 7Y ufy, < w.

Ya que uy, € K, para cada k € N, entonces {u?, }ren es acotada en W),y
por el Lema 5.1.17, pasando por una subsucesion, existe u € K tal que u%, — u
en LP(€2). Como wy, — uf en LP(Q), de ufy, < wy obtenemos u < uf.

Luego, dado € > 0 consideremos el conjunto A = {u% > ¢}. Notemos que
u%y, ua- € Ks y existe u® € K tal que u3y, 4. — u® en LP(Q). Por lo tanto, por
el Lema 5.1.15 tenemos que u® < u%.

Veamos que (u% — &) < u. Primero notemos que

uy () — u(y) six,y € A°,

s o . Ae A
(i — o) (@) — (i — o) ) = { A1) siweAyyg AT

e—ui(y) siye Ay x & A®,

0 sino .

Para cada v € WP (A®) tal que v > 0, obtenemos que

// ((wa(@) —&)* = (ualy) =) P> ((wal@) — )" = (ualy) =) (w(x) —v(y) _

o =y -

// [ua(z) — ua@)"~*(ua(e) — ua(y))(v(z) —v(y)
7L><R7L

o — gl
Entonces
s S + s, 8 __ _ s,.8 £
(=Ap)°(uh — &) < (=Ap)°uj =1=(-Ap)uj- en A
Como 0 = (u¥ —e)" = uf. en R™\ A%, por el principio de comparacion se sigue
que (u —e)T <uf. en R™.
En conclusién, hemos obtenido la siguiente cadena de desigualdades
( s )Jr < s < yud
Up g _uAE_uAkUAE.
Como ya vimos que u® < u y u%, 4. — u°, entonces concluimos
(uy — )T <uf <uby.

Al ser el conjunto {uf}.~¢ uniformemente acotado en Wy (2), por medio de
una subsucesién, obtenemos que u® — u% en LP(Q). Asi, existe una sucesién
{er}ren tal que

UauAace — uly en LP(Q). (5.1.11)
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Si recordamos la Definicién 5.1.9, la convergencia (5.1.11) implica que (AxUA®*)
y—converge a A, y obtenemos la desigualdad deseada,

F(A) <liminf F(Ar U A%) < liminf F(Ag) < liminf m(wy).
k—o0 k—o0 k— oo

Ahora vamos a enfocarnos en la parte final de la prueba. Sea {wy} C K, una
sucesion que satisface [{wy >0} <cy

ka G(wy) = Inf{G(w): w € Ky, [{wr >0} <c}:=g.
— 00

Entonces existe un wy € K tal que w, — wo en LP(Q) y [{wp > 0} < ¢, y ya
que G es semicontinuo en s obtenemos

g < G(wp) < liminf G(wg) = g.
k—o0
Es decir, wq verifica
wo = min{G(w): w € Ky, [{w >0} <c}. (5.1.12)

Finalmente, si consideramos el conjunto Ay = {wg > 0} tenemos que Ay €
AS ,(Q), v por el Lema 5.1.10 tenemos que wy < w3 . Ademds, para cada
A € Ag () sabemos que vy € K, y [{uy > 0} < c. Entonces como G es
decreciente verifica (5.1.10) y (5.1.12). Es decir tenemos

F(Ao) = Glu3y,) < Glwo) < Gluy) = F(A).

Asi, Ap es solucién del problema (5.1.5). O

5.2. Comportamiento asintético

Antes de pasar al estudio del caso anisotrdpico, basdndonos en [8, 26], ana-
lizaremos el comportamiento cuando s ' 1.

Para realizar dicho andlisis, necesitamos asumir un comportamiento asintéti-
co del funcional de costo Fy. Para ello, debemos definir una nocién de conver-
gencia para los conjuntos cuando s varia.

Definicién 5.2.1. Sea 0 < s, 1, Ay € A, () v A € Ay . Decimos que

k . .
Ap 25 Asiufl — uly en LP(Q).
El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccion.

Teorema 5.2.2. Para cada 0 < s <1, sea Fy: A, ,(Q) = R un funcional que
verifica (Hy), (Ha) y

(Hs3) continuidad respecto de A; es decir, si A € Ay p(2), entonces

Fi(4) = li Fu(4).
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(Hy) Para cada 0 < s, /1 y A — A, se tiene

Fi(A) < h'mkinf Fs, (Ap).

FEntonces

min{F;(A): Ae Ay ,(Q),|4] <c} = h’/rq min{Fs(A) : A € A;,(Q), |A| < c}.

Nuestro objetivo principal es establecer que una sucesién {uy}ren € LP(Q),
tal que uy, € K, , es precompacta y que todo punto de acumulacién pertenece

alCl.

Lema 5.2.3. Sea 0 < sp 21 yuy € K, . Entonces, existe u € Wy P(Q) y una
subsucesion {ug; }jen tal que ug, — u en LP(Q) y u € Ky, donde

Ki={weW,P(Q): w>0, (~A,)w <1}

Demostracion. Como cada s, es un conjunto acotado, y Wol’p(Q) C WgHP(Q)
para todo k € N, de [10] la constante en la desigualdad Poincaré

) < C(p. 5)[ul?,

tiene una dependencia de s de la forma C(€Q,p,s) < (1 — s)C(Q,p). Entonces,
existe una constante C tal que

sup(l — sg)[urls,,p < C.
kEN

Aplicando el Teorema 2 de [8] podemos concluir que existe una subsucesién
{ug, ren tal que up, — v en LP(Q) y u € Wy (Q). Finalmente, es claro que
u > 0y luego por los resultados en [26, 10] obtenemos que (—A,)u < 1 para
concluir la prueba. O

Lo siguiente que tenemos que analizar es la continuidad de 4% cuando s se
aproxima a 1.

Lema 5.2.4. Para cada A € A1(Q), u¥y — ug en LP(Q) cuando s 7 1.

Demostracion. Recordemos que % es el minimizador del funcional

s - d ) - A 9
Is(w):{J"p(w) Jqwdz  siwe WP (A)
o0 otro caso .

Por [44], tenemos que J; ,(w) I'-converge a Ji ,(w) en LP. Entonces, el mini-
mizador de J; ,(w) — [, wdx converge al minimizador de Jy ,(w) — [ wdz en
LP(Q).

Los siguientes dos lemas son los contrapartes de los Lemas 5.1.11 y 5.1.15.
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Lema 5.2.5. Sea 0 < s, /1 y para cada k € N, sea A, € A, () tal que
ult — u en LP(Q). Sea {wytren C LP(Q) tal que wy € WP (Ax) para cada
k € N y supgen(l — sp)[wi]t, , < oo. Supongamos ademds que wy — w en

LP(Q). Entonces, w € Wy ({u > 0}).

Demostracion. La prueba es analoga a la del Lema 5.1.11 con la utilizacién de
los resultados de compacidad de [8]. O

Lema 5.2.6. Sea s /1 y para cada k € N, sea A € A5, (Q), A € A1(Q).
Supdngamos que wf — u en LP(Q) y que u < ua. Entonces, si uy 4. — u®
en LP(Q), donde A® := {us > u}, se cumple que u® < uy.

Demostracion. Por el Lema 5.2.3 tenemos que u y uf estdn en W (Q). Defi-
namos una funcién

1
Ve :=1— —min{ua,e}.
€
Notemos que 0 < v® <1y v =0 en A°. Luego definamos

R S — 7.
U 7= UQe A, Y Whe = min{v., ug.e}.

Claramente, se satisface que wy . > 0, ya que el principio de comparacién nos
da uge > 0, y v > 0 por lo mencionado antes. Como v. = 0 en A., también
tenemos que wy . = 0 en A.. Més atin, como uy . = 0 en R™\ (A5 UA,), tenemos
que w . =0 en R™\ (4 U A.), y en consecuencia wy . € Wi*P(Ay).

Observemos que wy — we := min{ve, u.} en LP(§). Luego, aplicando el
Lema 5.2.6, obtenemos w. € Wy*({u > 0}) y w. = 0 en {u = 0}. Como
la relacién 0 < u < u4 implica la inclusién {uq = 0} C {u = 0}, entonces
we € Wy P({ua > 0}). Més atin, como {us > 0} C A, tenemos que w, = 0 en
R™\ A. Ya que v, = 1 en R™ \ A, entonces u. = 0 en R™ \ A, y en particular
ue < 0en R™\ A.

Finalmente veamos que —A,u. < 1 en Q. Observemos que ux. € Ks, ¥
ug,e — ue en LP(£2). Entonces, por el Lema 5.2.3, u. € K' y —Apu. < 1en Q.
Si recordamos el Lema 5.1.10 con s = 1,

ua= mix {w<0enR"\ Ay (-A,w <1enQ},
wEW, P (Q)

concluimos que u® < uy4. O

~ Sk,p ~
LP(Q2). Entonces existe Ay € A, »() tal que Ay, C Ay y Ay ~y-converge a
A:={u>0}.

Proposicién 5.2.7. Sea 0 < s, /1, Ay € A5, ,(Q) tales que u)f — u en

Demostracion. Como uyf € Ky, y uf — u, por el Lema 5.2.3 se tiene que
u € K1, y por el Lema 5.1.10, u < uy4.
Consideremos A® := {u4 > £} y observemos que

Sk Sk
Upe < Up,ae-
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Como uf 4. € Ks,, por el Lema 5.2.3, existe u® € WP () tal que uf ae =
u® en LP(Q).

Ademéds, por el Lema 5.2.4, ut — ug4- fuertemente en LP(2). Luego, po-
demos pasar al limite cuando k — oo en la desigualdad anterior y concluir
que

Upe < Ug.

Se puede comprobar que ue = (us — €)™ y por el Lema 5.2.6 tenemos
(ua —e)" <u. <ua.
Por lo tanto, existe una sucesién 0 < €, | 0 tal que
UK ek~ UA

fuertemente en LP(Q). Es decir, A, U A., =: A}, y-converge a A. O
Ahora podemos dar la demostracién del Teorema 5.2.2.

Demostracion. Por un lado, por el Teorema 5.1.16, para cada k existe Ay €
AS () tal que

Sk,P

Fy(Ag) = min{F,, (4) : A € A2, ()},
Entonces, si A € Af (), por la condicién (H3) obtenemos que

limsup Fj, (Ag) < kh’m F,, (A) = F1(A).
— 00

k—o0

Por lo tanto,

limsup min{F, (A) : A € A

SksP
k—oco

(Q)} < mi{Fi(A): A€ A ()} (5.2.1)

Por otro lado, por el Lema 5.2.3, existe un u € Wol’p(ﬂ) tal que uffk — u en
L?(Q). Por la Proposicién 5.2.7, existen Ay € A (Q) tales que Ay, C Ay Ay

Sk,P
y-converge a A := {u > 0}. Como u} — u, entonces |A| < c.
De las hipétesis (Hs) y (Hy) concluimos que

Fi(A) < liminf Fy, (Ay) < liminf F, (Ay).
k—o0 k—oo
De aqui se sigue que

min{F(A4): A€ A7 ()} < h;cm inf min{F;, (A) : Ae A (D} (5.2.2)
’ —00

Sk,P

Finalmente, combinando (5.2.1) y (5.2.2), la prueba estd completa. O
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5.3. Caso anisotropico

En esta seccion final, enunciaremos y justificaremos las herramientas ne-
cesarias para establecer un teorema analogo al Teorema 5.1.16, asi como su
comportamiento asintdtico en el contexto de espacios anisotrépicos. Dado que
la demostracién es idéntica a la del caso isétropico, salvo por el reemplazo de
las normas, omitiremos su desarrollo. Vamos a recordar cudl es la definicién de
los espacios donde vamos a trabajar. Dadoi=1,...,n, s € (0,1] y p € (1, 00),

definimos el espacio fraccionario de Sobolev " como

W P(R™) = {u € LP(R") tal que [u]s p; < 0o},

donde

) P
/ /'“(”+h6’) O ghdr s os<1
R™ JR

s = e
S,p,t T

/ |0z, u|P da si s=1.

Por conveniencia, usaremos la notacién

| Dni(u) ()P

sipi (W) = T
() = | Dpi(u) (@) [P~ Dy, (u) (z)
Si,Pi T |h|1+81p1‘ ’

Donde Dy, ;(u)(z) = (u(z+he;)—u(x)). Recordemos que W;*(R™) es un espacio
de Banach con la norma

lealls s = leallp + ([l p) 7
que es separable y reflexivo. Dados § = (s1,- -+ ,$n) yP'= (1, ,Pn), definimos
los parametros
1 1 _
- 11 — I~ 1 nsp/s
F=(->_ -] . W=~ y~§*:7p/;.
ne =] S ni=] Sibi n — sp

Tal que
1. 0 < s; <1 paratodoi€ {1, --n}.
2.1<p <+ < py <00
3. pa <P Ly P <.
Entonces, definimos

Wé’,ﬁ(Rn) _ m W;i,pi (Rn)

=1
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Este espacio de Sobolev anisotrépico es un espacio de Banach separable y refle-
xivo con la norma
n
5P = E llwllsi i
i=1

Si consideramos €2 C R"™, entonces definimos el espacio de Sobolev anisotrépico
de funciones que se anulan en R™ \ 2 como

WEP(Q) = () 157 (5.3.1)

Gracias a la siguiente proposicién podemos usar la norma

n

lullsz =D ([uls; i) /7.

=1

Proposicién 5.3.1. Sea @ C R™ un subconjunto abierto acotado. Existe una
constante C(Q2,p) > 0 tal que para todo uw € Wy (Q) se cumple que

[ullr @) < Clulsp,i-

Por lo tanto, eziste una constante positiva C(2,9) > 0 tal que para todo u €
WyP(Q), la siguiente desigualdad se cumple para cualquier i € 1,... n.

lullei () < Cllullzz

Demostracion. Sea u una funcién en Wi Z(Q), podemos suponer que existe
R > 1 tal que suppu C Qr = [—R, R]™. Por lo tanto,

|u(z + he;) — u(x)|P
[ul} /n/ i dhdzx

P
/ |u(z + he;) — u(z)| dhda
o |h‘1+sp

R
p
2/ / / @) i o ot
@y, lzi1<r Jjwirn=r [RI7TP
1
> P [ dnde
/’ /Izb-|<R Ih>2r |B[1T5P
1
/ / ju(z) ”/ — dhdz; da’
(<R b2k |R[TTP

> CHUIIW

donde Q% = [-R,R]" 'y da' =dxy -+ ,dwi_1,dwis1, dx,. O

Dado que estamos tratando con dominios admisibles en cuanto a la capacidad
de un conjunto, definiremos el andlogo de Cap(s, p), es decir, Cap(§, p).
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Definicién 5.3.2. Sea 2 C R™ un conjunto abierto y s, p’ definidos anterior-
mente. Dado A C €, definimos la capacidad de Gagliardo (5, p) de A relativa a
Q) como

Cap(5,p)(A) = inf {|lullsp:ue CF(Q),u>0,AC {u>1}°}.

En este contexto, decimos que un subconjunto A de 2 es un conjunto (8, p)-
quasi abierto si existe una sucesién decreciente {wy, }xen de subconjuntos abiertos
de Q tal que Cap(§, p)(wg) — 0, cuando k — 400, y AUwy, es un conjunto abierto
para todo k € N.

Denotamos por Az 7(€2) la clase de todos los subconjuntos (8§, p)-quasi abier-
tos de Q. Y la nocién de convergencia la definiremos de la siguiente manera.

Definicién 5.3.3. Sea {A}ren C As5(Q) v A € Az 5(2). Decimos que Ay, MEN
Asiufy — u¥y en LPmax(Q).

Ademés, si 8, := (s¥,--- ,sk) 21:=(1,---,1). Dado {Ak}keN C Az, 5#9Q)
¥y {A}ken € Aq,... 1),5(Q). Decimos que Ay MEN A siulf — uly en LPmex(Q).
Definicién 5.3.4. Una funcién v :  — R se dice (§,p)-quasi continua (q.c.)

si para todo € > 0, existe un conjunto relativamente abierto G C €2 tal que
Cap(5,p)(G) < € y ulg\¢ es continua.

El teorema presentado a continuacion nos permite operar con el represen-
tante quasi continuo de una funcién u € W;P(€2). Su demostracién es andloga
al caso isotrépico dada en [49].

Teorema 5.3.5. Para todo u € Wog’ﬁ(Q), existe una dnica funcion relativamen-
te quasi continua 4 : 2 — R tal que 4 = u c.t.p en (.

Finalmente, recordando que D (u)(z) = (u(z + he;) — u(z)) y la definicién
de nuestro operador. Sea 0 < s <1 < p < o0,

(w)[P~? Dy i(u i(V
<(J2,p)'(u),v> = s(1—s) /}Rn/]R D i)l Do) D )dhdm,

|h‘1+sp
ysis=1,
((Ji,) (u),v) := 2/ Uz, [P 20, u Dy, v do.
Si tomamos §= (81,...,8,) v = (p1,...,Dn), entonces el operador

Jgﬁ: Wg’ﬁ(ﬂ) — R

es Fréchet diferenciable con derivada

n
1
Z m. L,pl



Definicién 5.3.6. Sea 2 C R™ un conjunto acotado, sy p'* definidos anterior-
mente, (p*)’ es el conjugado de Lebesgue coordenada a coordenada de p * y
f e L7 (Q). Decimos que u € W;57(Q) es una solucién débil de

{(Aﬁ)gu = fen ,

5.3.2
u=0enR"\Q, ( )

si u verifica

(= Ag)Fu, v) = /Q foda.

Como antes, la coercividad y monotonia de los operadores asegura, como en
el caso estandar de un conjunto abierto, la existencia de soluciones débiles para
(5.3.6). Por lo tanto, dado A € Az 5(£2), denotamos por u¥ € W;*(A) la tnica
solucién débil de

(-Ap)fv=1en A, v=0qe en R"\ A (5.3.3)

Una herramienta potente asociada con las soluciones débiles es el principio
de comparacién. Aunque bien conocido en el caso isotrépico, en el escenario
anisotrépico resulta necesario formularlo explicitamente y justificarlo.

Proposicién 5.3.7 (Principio de comparacién). Sean u,v € Wg’ﬁ(Q) tales que
(=Ap)%(u) < (=Ap)%(v) en Q en el sentido de que

2 / / vp P () (0l + he) = ¢()) dhde

- ;//WR (D% ()] (¢(x + hei) = ¢(x)) dh da,

en Q siempre que ¢ € C§°(Q) y ¢ > 0. Siu <wv en R"\ Q, entonces u < v a.e
en €.

Demostracion. La demostracién se basa en [38], con algunos cambios.
Sean u,v € Wy"(Q2) funciones que verifican las hipdtesis. Entonces, para
cualquier ¢ > 0 en W;?(£2), tenemos que

> / /R [P () = Dy ()] (Gl + ) — (@) dhde > 0. (534)

Queremos mostrar que cada integrando es no positivo para la eleccién ¢(x) =
(u —v)T. La identidad

1
P2 — |a’~2a = (p — 1)(b — a) / la + (b — a)P~2 dt.
0

tomando a = u(x + he;) —u(z) y b = v(z + he;) — v(z), entonces

(D5, . (0)=D5, ()] = (pi—1) [u(x) — v(z) — (u(z + he;) — v(z + hei))] Qi(x, z-+he;)
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donde

1
Qi(z,x + he;) = /0 (u(z + he;) — u(z))
+t((v(z + he;) —v(x)) — (u(z + he;) — u(x))) P2 dt.

Noétese que Q; > 0y Q; = 0 siy solo si u(x + he;) = u(z) y v(x + he;) = v(x).
Elegimos la funcién de prueba ¢ = (u — v)™ y escribimos ¥ = (u — v). Cada
integrando de (5.3.4) es

(pi — D)Qi(x, & + he;)|h|~ %P1,
multiplicado por
[h(z) —b(z + hey)l[p(x + he;) — ¢()] =
— [WH (@ + her) — 0t (2)]° =0 (@ + hei)yT (2) — ¥ (@)Y (2 + hes).

Por lo tanto, cada integrando contiene solo términos negativos y, para evitar
una contradiccion, es necesario que

v (z + he) =T (x) 0 Qi(x,x + he;)) =0
en casi todo punto (z,x + he;). Por lo tanto, debe cumplirse la identidad
(u(z + he;) —v(x + he;))t = (u(z) —v(x)*.

Se deduce que u(z) —v(z) = C con C constante, y por las condiciones de
frontera, se concluye que C' =0y que v > u. O

Para concluir el trabajo, gracias a las propiedades y definiciones del caso
anisotrépico, estamos preparados para formular el problema de minimizacién.

Teorema 5.3.8. Sea Q2 C R™ un conjunto abierto y acotado. Sea Fz : Az 5(2) —
R tal que

(H{) Fs es semicontinuo inferior con respecto a la vyz-convergencia; es decir,
Ay 5 A implica F3(A) < liminfy_,o F5(Ag).

(H3) Fs es decreciente con respecto a la inclusion de conjuntos; es decir, Fz(A) >
Fs(B) siempre que A C B.

se cumplen. Entonces, para todo 0 < ¢ < |Q|, el problema
min{Fz(A): A € Agﬁ(Q), |A] < ¢}, (5.3.5)

tiene solucion.
Si Fz también verifica

(H3) Continuidad con respecto a A; es decir, si A € A1(S2), entonces

Fi(4)= _lim | Fi(A).
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(Hj) Para todo 5/ (1,--,1) y Ay = A, entonces

Fi1(A) <liminf Fz, (Ag).
k—o0

FEntonces

min{F(A): A€ Aq,... 1)5(Q),|A| <c} = */(lim . min{Fy(A) : A € Az 5(Q),|A| < ¢}

RETIN

Demostracion. La demostracién es analoga al caso isotropico utilizando los le-
mas y propiedades correspondientes para el caso anisotrdpico. O

90



Bibliografia

1]

[10]

Robert A. Adams. Anisotropic sobolev inequalities. Casopis pro pestovani
matematiky, 113(3):267-279, 1988. Mathematical Institute of the Czechos-
lovak Academy of Sciences. 13

Grégoire Allaire. Shape optimization by the homogenization method, volume
146 of Applied Mathematical Sciences. Springer-Verlag, New York, 2002.
15

Sabri Bahrouni, Julidn Fernandez Bonder, Ignacio Ceresa Dussel, and Olim-
pio Miyagaki. Peridynamics and anisotropic fractional Sobolev spaces with
variable exponents. arXiv preprint arXiv:2408.09170, 2024. 3, 5, 31

José C. Bellido and Alejandro Ortega. Spectral stability for the peridyna-
mic fractional p-Laplacian. Appl. Math. Optim., 84(suppl. 1):S253-S276,
2021. 28

José C. Bellido and Alejandro Ortega. Spectral stability for the pe-
ridynamic fractional p-Laplacian. Applied Mathematics € Optimization,
84(51):253-276, 2021. 31

Marino Belloni and Bernd Kawohl. The pseudo-p-Laplace eigenvalue pro-
blem and viscosity solutions as p — co. ESAIM Control Optim. Calc. Var.,
10(1):28-52, 2004. 14, 38

A. Benedek and R. Panzone. The space $ 1p $ with mixed norm. Duke
Mathematical Journal, 28:301-324, 1961. 15, 49

Jean Bourgain, Haim Brezis, and Petru Mironescu. Another look at sobolev
spaces. In Optimal control and partial differential equations, pages 439-455.
I0S, Amsterdam, 2001. MR #3586796. 14, 20, 22, 81, 82, 83

Andrea Braides. I'-Convergence for Beginners, volume 22 of Ozford Lec-

ture Series in Mathematics and Its Applications. Oxford University Press,
Oxford, 2002. 36

Lorenzo Brasco, Enea Parini, and Marco Squassina. Stability of variatio-
nal eigenvalues for the fractional $p$-laplacian. Discrete and Continuous
Dynamical Systems - A, 36(4):1813-1845, 2016. 82

91



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

Haim Brezis. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential
equations. Universitext. Springer, New York, 2011. 74

Dorin Bucur and Giuseppe Buttazzo. Variational methods in shape optimi-
zation problems, volume 65 of Progress in Nonlinear Differential Equations
and their Applications. Birkhduser Boston, Inc., Boston, MA, 2005. 15

Giuseppe Buttazzo and Gianni Dal Maso. An existence result for a class of
shape optimization problems. Archive for Rational Mechanics and Analysis,
122(2):183-195, 1993. 15

Ignacio Ceresa Dussel. Shape optimization problems involving nonlocal
and nonlinear operators. J. Elliptic Parabol. FEqu., 11(1):199-221, 2025. 3,
5

Ignacio Ceresa Dussel and Julidan Fernandez Bonder. Existence of eigen-
values for anisotropic and fractional anisotropic problems via Lusternik-
Schnirelmann theory. Topol. Methods Nonlinear Anal., 64(2):577-596, 2024.
3,5

Ignacio Ceresa Dussel and Julidn Ferndndez Bonder. A Bourgain-Brezis-
Mironescu formula for anisotropic fractional sobolev spaces and applica-
tions to anisotropic fractional differential equations. Journal of Mathema-
tical Analysis and Applications, 519(2):25 pages, 2023. 3, 5

Jamil Chaker, Minhyun Kim, and Marvin Weidner. The concentration-
compactness principle for the nonlocal anisotropic p-Laplacian of mixed
order. Nonlinear Anal., 232:Paper No. 113254, 18, 2023. 14, 19

Gianni Dal Maso. An introduction to I'-convergence, volume 8 of Progress
in Nonlinear Differential Equations and their Applications. Birkhduser Bos-
ton, Inc., Boston, MA, 1993. 36, 72, 75

Anne-Laure Dalibard and David Gérard-Varet. On shape optimization
problems involving the fractional laplacian. ESAIM: Control, Optimisation
and Calculus of Variations, 19(4):976-1013, 2013. 15

Marco Degiovanni and Dario Mazzoleni. Optimization results for the hig-
her eigenvalues of the p-laplacian associated with sign-changing capacitary
measures. Journal of the London Mathematical Society, 104(1):97-146,
2021. 15, 16

L. M. Del Pezzo and J. D. Rossi. Eigenvalues for a nonlocal pseudo-p-
laplacian. Discrete and Continuous Dynamical Systems, 36(12):6737-6765,
2016. 14

Eleonora Di Nezza, Giampiero Palatucci, and Enrico Valdinoci. Hitchhi-
ker’s guide to the fractional sobolev spaces. Bulletin des Sciences Mathéma-
tiques, 136(5):521-573, 2012. 12, 18, 70

92



[23]

[24]

[32]

[33]

A. El Hamidi and J. M. Rakotoson. Extremal functions for the anisotropic
sobolev inequalities. Annales de ’Institut Henri Poincaré C, Analyse non
linéaire, 24(5):741-756, 2007. 13, 18, 19, 52

Julidn Fernandez Bonder, Ariel Salort, and Herndn Vivas. Homogeneous
eigenvalue problems in Orlicz-Sobolev spaces. Topol. Methods Nonlinear
Anal., 63(2):429-453, 2024. 53

Julidn Ferndndez Bonder, Antonella Ritorto, and Ariel Martin Salort. Sha-
pe optimization problems for nonlocal operators. Advances in Calculus of
Variations, 11(4):357-371, 2018. 15

Julidn Fernandez Bonder and Ariel Salort. Stability of solutions for nonlocal
problems. Nonlinear Analysis, 200:112080, 2020. 13, 41, 81, 82

Julidn Ferndndez Bonder, Analia Silva, and Juan F. Spedaletti. Gamma
convergence and asymptotic behavior for eigenvalues of nonlocal problems.
Discrete and Continuous Dynamical Systems - A, 41(5):2125-2140, 2021.
13

G. Franzina and P. Lindqvist. An eigenvalue problem with variable expo-
nents. Nonlinear Analysis, 85:1-16, 2013. 14, 53

Nicola Fusco, Shirsho Mukherjee, and Yi Ru-Ya Zhang. A variational cha-
racterisation of the second eigenvalue of the p-laplacian on quasi open sets.
Proceedings of the London Mathematical Society, 119(3):579-612, 2019. 15,
16

Giambattista Giacomin and Joel L. Lebowitz. Phase segregation dyna-
mics in particle systems with long-range interactions. i. macroscopic limits.
Journal of Statistical Physics, 87(1-2):37-61, 1997. 12

Guy Gilboa and Stanley Osher. Nonlocal operators with applications to
image processing. Multiscale Modeling € Simulation, 7(3):1005-1028, 2008.
12

Patricia Gongalves. Hydrodynamics for symmetric exclusion in contact
with reservoirs. In Stochastic dynamics out of equilibrium, volume 282 of
Springer Proc. Math. Stat., pages 137-205. Springer, Cham, 2019. 12

Nicolas Humphries et al. Environmental context explains Lévy and brow-
nian movement patterns of marine predators. Nature, 465:1066-1069, 2010.
12

Nikolai Laskin. Fractional quantum mechanics and Lévy path integrals.
Physics Letters A, 268(4-6):298-305, 2000. 12

An Le. Eigenvalue problems for the p-Laplacian. Nonlinear Analysis,
64(5):1057-1099, 2006. 14

93



[36]

[37]

[38]

[39]

Sergei Levendorski. Pricing of the american put under Lévy processes.
International Journal of Theoretical and Applied Finance, 7(3):303-335,
2004. 12

G. M. Lieberman. Gradient estimates for anisotropic elliptic equations.
Advances in Differential Equations, 10(7):767-812, 2005. 13

E. Lindgren and P. Lindqvist. Fractional eigenvalues. Calculus of Varia-
tions and Partial Differential Equations, 49(1-2):795-826, 2014. 14, 71,
88

Annalisa Massaccesi and Enrico Valdinoci. Is a nonlocal diffusion strategy
convenient for biological populations in competition? Journal of Mathema-
tical Biology, 74(1-2):113-147, 2017. 12

V. Maz’ya and T. Shaposhnikova. On the Bourgain, Brezis, and Mirones-
cu theorem concerning limiting embeddings of fractional sobolev spaces.
Journal of Functional Analysis, 195(2):230-238, 2002. 31, 32

Ralf Metzler and Joseph Klafter. The random walk’s guide to anomalous
diffusion: a fractional dynamics approach. Physics Reports, 339(1):1-77,
2000. 12

Dumitru Motreanu, Viorica Venera Motreanu, and Nikolaos Papageorgiou.
Topological and variational methods with applications to nonlinear boundary
value problems. Springer, New York, 2014. 63, 74

A. G. O’Farrell. Function spaces and potential theory (grundlehren der
mathematischen wissenschaften 314) by david r. adams and lars inge hed-
berg: 366 pp., dm.148.—, isbn 3 540 57060 8 (springer, 1996). Bulletin of
the London Mathematical Society, 29(5):622-639, 1997. 70

A. C. Ponce. A new approach to sobolev spaces and connections to -
convergence. Calculus of Variations and Partial Differential Equations,
19:229-255, 2004. 14, 30, 31, 82

A. M. Reynolds and C. J. Rhodes. The Lévy flight paradigm: random
search patterns and mechanisms. Ecology, 90(4):877-887, 2009. 12

Wim Schoutens. Lévy Processes in Finance: Pricing Financial Derivatives.
Wiley Series in Probability and Statistics. Wiley, New York, 2003. 12

Jan Sokotowski and Jean-Paul Zolésio. Introduction to shape optimization,
volume 16 of Springer Series in Computational Mathematics. Springer-
Verlag, Berlin, 1992. 15

M. Troisi. Teoremi di inclusione per spazi di Sobolev non isotropi. Ricerche
Mat., 18:324, 1969. 13, 52

94



[49]

M. Warma. The fractional relative capacity and the fractional Laplacian
with neumann and robin boundary conditions on open sets. Potential
Analysis, 42(2):499-547, 2015. 70, 87

E. Zeidler. Nonlinear functional analysis and its applications. I11: Variatio-
nal methods and optimization. Springer-Verlag, New York, 1985. Translated
from the German by Leo F. Boron. 63

Kun Zhou and Qiang Du. Mathematical and numerical analysis of linear
peridynamic models with nonlocal boundary conditions. SIAM Journal on
Numerical Analysis, 48(5):1759-1780, 2010. 28

95



	1 Introducción
	2 Espacios de Sobolev Anisotrópicos
	2.1  Bourgain–Brezis–Mironescu
	2.2 Caso peridinámico
	2.3 Maz'ya-Shaposhnikova

	3 Pseudo - Laplaciano fraccionario anisotrópico 
	3.1 -convergencia
	3.2 Caso semi-lineal
	3.3 Soluciones Ground-state 

	4 Un problema de autovalores
	4.1 Espacio de Sobolev mixto
	4.2 Ecuación de Euler-Lagrange
	4.3 Caso no local
	4.4 Propiedades generales de los autovalores
	4.5 Existencia de autovalores

	5 Problemas de optimización de dominio
	5.1 Caso isotrópico
	5.2 Comportamiento asintótico
	5.3 Caso anisotrópico


