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Resumen

Análisis de problemas anisotrópicos no locales y aplicaciones
variacionales.

En esta tesis doctoral, nos hemos centrado en trabajar con problemas eĺıpti-
cos anisotrópicos. Lo primero que desarrollamos son los espacios de Sobolev an-
isotrópicos, tanto locales como no locales, a partir de los cuales construiremos
toda nuestra teoŕıa. Dentro de este marco, una piedra angular de nuestro tra-
bajo es el estudio del comportamiento asintótico en la transición desde los casos
no locales o fraccionarios hasta el caso local. A continuación, presentamos nues-
tro operador, una variante del p-Laplaciano fraccionario, y estudiamos diversos
problemas clásicos relacionados con él, como el problema de Dirichlet cuando
el término fuente es lineal o semilineal, aśı como el caso en el que considera-
mos ground state solutions, centrándonos principalmente en el comportamiento
asintótico de las soluciones.

Posteriormente, en esta tesis nos enfocamos en resolver un problema de au-
tovalores adecuado para este tipo de operadores. Sin embargo, debido a su falta
de homogeneidad, modificamos el operador para obtener una versión homogénea
que preserve los comportamientos previamente estudiados. Aśı, tras demostrar
la existencia de autovalores en los casos local y no local, utilizando principalmen-
te la teoŕıa de Lusternik-Schnirelmann, analizamos su comportamiento asintóti-
co.

Finalmente, en el último trabajo de esta tesis, nos centramos en problemas
de optimización de dominio, en los cuales la función costo está relacionada con
nuestro operador. Comenzamos estudiando el caso isotrópico, luego analizamos
el comportamiento asintótico de las soluciones cuando los parámetros fracciona-
rios tienden a uno, y finalmente generalizamos el análisis al caso anisotrópico.

Esta tesis tiene como eje central 3 art́ıculos ya publicados y uno enviado
para publicación.
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Mironescu formula for anisotropic fractional Sobolev spaces and applica-
tions to anisotropic fractional differential equations, Journal of Mathema-
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Ceresa Dussel, Ignacio and Fernández Bonder, Julián, Existence of eigen-
values for anisotropic and fractional anisotropic problems via Lusternik-
Schnirelmann theory, Topological Methods in Nonlinear Analysis, 2024
.[15]

Ceresa Dussel, Ignacio, Shape optimization problems involving nonlocal
and nonlinear operators, Journal of Elliptic and Parabolic Equations, 2025.[14]
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pio Miyagaki Peridynamics and anisotropic fractional Sobolev spaces with
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Abstract

Analysis of nonlocal anisotropic problems and variational
applications.

In this doctoral thesis, we focus on anisotropic elliptic problems. The first step
is the development of anisotropic Sobolev spaces, both local and nonlocal, which
serve as the foundation for the entire theoretical framework. Within this setting,
a cornerstone of our work is the study of the asymptotic behavior during the
transition from nonlocal or fractional cases to the local case. Next, we introduce
our operator, a variant of the fractional pp-Laplacian, and we study several
classical problems related to it, such as the Dirichlet problem when the source
term is linear or semilinear, as well as the case involving ground state solutions,
with a primary focus on the asymptotic behavior of solutions.

Subsequently, this thesis addresses an eigenvalue problem tailored to this
type of operator. However, due to the lack of homogeneity of the original opera-
tor, we construct a homogeneous version that preserves the previously studied
behaviors. Thus, after proving the existence of eigenvalues in both the local and
nonlocal cases—mainly using Lusternik-Schnirelmann theory—we analyze their
asymptotic behavior.

Finally, in the last part of this thesis, we study domain optimization pro-
blems, in which the cost function is related to our operator. We begin by analy-
zing the isotropic case, then study the asymptotic behavior of solutions as the
fractional parameters tend to one, and finally extend the analysis to the aniso-
tropic case.

This thesis is based on three already published articles and one submitted
for publication:

Ceresa Dussel, Ignacio and Fernández Bonder, Julián, A Bourgain–Brezis–Mironescu
formula for anisotropic fractional Sobolev spaces and applications to aniso-
tropic fractional differential equations, Journal of Mathematical Analysis
and Applications, 2023.[16]

Ceresa Dussel, Ignacio and Fernández Bonder, Julián, Existence of eigen-
values for anisotropic and fractional anisotropic problems via Lusternik-
Schnirelmann theory, Topological Methods in Nonlinear Analysis, 2024.[15]

Ceresa Dussel, Ignacio, Shape optimization problems involving nonlocal
and nonlinear operators, Journal of Elliptic and Parabolic Equations, 2025.[14]

Sabri Bahrouni, Julián Fernández Bonder, Ignacio Ceresa Dussel, Olim-
pio Miyagaki, Peridynamics and anisotropic fractional Sobolev spaces with
variable exponents, 2025[3].

Keywords: Elliptic partial differential equations, anisotropic operators, eigenva-
lues, domain optimization, nonlocal problems, fractional Sobolev spaces, varia-
tional problems.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La difusión es un proceso fundamental en la naturaleza que describe el mo-
vimiento de part́ıculas desde regiones de mayor concentración hacia regiones de
menor concentración. Este fenómeno, impulsado por la tendencia de los siste-
mas a alcanzar el equilibrio según las leyes de la termodinámica, se manifiesta
en diversos contextos, desde el transporte de moléculas en sistemas biológicos
hasta la transferencia de calor en materiales sólidos, aśı como en la dispersión de
contaminantes en el medio ambiente e incluso en ciertos modelos económicos.
En términos matemáticos, estos procesos se describen comúnmente mediante
ecuaciones diferenciales parciales (EDP), siendo la ecuación del calor una de
las formulaciones más conocidas. Esta ecuación describe cómo la temperatu-
ra u(x, y) se distribuye y evoluciona en un medio con el tiempo debido a la
conducción térmica.

A fin de realizar una aproximación al objeto de estudio de nuestra tesis, vea-
mos brevemente la deducción de la ecuación del calor a través del paseo al azar
en una dimensión. Consideremos una part́ıcula que se encuentra inicialmente en
la posición x = 0 sobre la recta real. Esta part́ıcula puede moverse, con pro-
babilidad 1

2 , hacia la derecha o hacia la izquierda una distancia h después de
un cierto intervalo de tiempo τ . Llamemos p(m,n) a la probabilidad de que la
part́ıcula se encuentre en la posición mh en el tiempo nτ . Luego

p(m,n+ 1) =
1

2
p(m− 1, n) +

1

2
p(m+ 1, n).

De forma análoga

p(m,n+ 1)− p(m,n) =
1

2
(p(m− 1, n)− 2p(m,n) + p(m+ 1, n)) .

Supongamos que p es la evaluación de una cierta función u(x, t), definida en
R × (0,∞), sobre los puntos de una grilla (mh, nτ) con m ∈ Z y n ∈ N. Si
definimos las variables continuas x = mh y t = nτ , entonces u(x, t) verifica

u(x, t+ τ)− u(x, t)

τ
=

1

2

u(x+ h, t)− 2u(x, t) + u(x− h, t)
h2

.
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Finalmente, si asumimos que las variables h y τ están relacionadas mediante
h2 = 2τ , y pasamos al ĺımite cuando h→ 0 y τ → 0, obtenemos la ecuación del
calor

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
.

Si además suponemos que la evolución de la temperatura en algún tiempo se
estabiliza, es decir converge cuando t → ∞, entonces este estado estacionario
será independiente de t y cumplirá la muy conocida ecuación de Laplace

0 =
∂2u

∂x2
.

Este mismo análisis lo podemos extender a Rn, lo que nos lleva a la notación
clásica que utiliza el operador Laplaciano ∆.

En el modelo anterior, los saltos están limitados a los vecinos más cercanos,
no obstante, supongamos que las part́ıculas pueden saltar a distancias mayores.
Para modelar estos movimientos de largo alcance, asumimos que las part́ıculas
pueden saltar a posiciones arbitrarias con una probabilidad que depende de
la distancia. Este comportamiento se describe mediante una distribución de
probabilidad de salto w(x) que t́ıpicamente sigue una ley de potencias

w(x) ∼ 1

|x|1+2s
, 0 < s < 1.

Aqúı, s es el parámetro fraccionario que controla la dispersión, para valores
más pequeños de s, los saltos largos son más probables. A partir de esto, la
probabilidad de encontrar una part́ıcula en la posición x en el tiempo t+ τ está
dada por

P (x, t+ τ) =

∫
Rn

w(x− y)P (y, t) dy.

Este modelo refleja que las part́ıculas pueden llegar a x desde cualquier posición
y, con una probabilidad proporcional a w(x− y). A partir del análisis previo se
deduce la versión fraccionaria de la ecuación del calor

∂u(x, t)

∂t
=
Cs
2

P.V.

∫ ∞
−∞

u(x, t)− u(y, t)

|x− y|1+2s
dy,

donde la parte derecha es el operador Laplaciano fraccionario de orden s, con
0 < s ≤ 1 y donde P.V. denota el valor principal de la integral. Si nuevamente
suponemos que la evolución de la temperatura en algún tiempo se estabiliza,
entonces dicho estado estacionario será independiente de t y cumplirá la ecuación
de Laplace fraccionaria o Laplace no-local. Estos operadores han sido estudiados
en varios trabajos, por ejemplo [22], y tienen un amplio abanico de aplicaciones
[30, 31, 32, 33, 34, 36, 39, 41, 45, 46]

Ahora, pensemos que tenemos que modelar fenómenos en los que la difu-
sión o propagación no es uniforme ni sigue una dinámica lineal. Por ejemplo,
en materiales con propiedades no homogéneas, en la dinámica de fluidos no
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newtonianos o en modelos de filtración en medios porosos, la propagación de la
temperatura, la concentración o la presión depende de una ley de difusión no
lineal. Para capturar estos fenómenos, en lugar del operador de Laplace clásico,
consideramos una versión no lineal que dependa de la norma del gradiente de
u. Este operador, conocido como el p-Laplaciano, se define como

∆pu = ∇ · (|∇u|p−2∇u),

donde p > 1 es un parámetro que controla la no linealidad del operador. En
particular, este operador presenta un comportamiento difusivo distinto depen-
diendo del valor de p. Para p = 2 recuperamos el operador de Laplace clásico,
para p > 2, el operador modela una difusión lenta o degenerada ( medios poro-
sos), y para 1 < p < 2, se describe una difusión rápida o singular ( fluidos no
newtonianos).

Siguiendo la misma idea de generalización hacia operadores no locales, po-
demos definir la versión fraccionaria del p-Laplaciano, conocida como el p-
Laplaciano fraccionario, que se expresa como

(−∆)spu(x) = P.V.

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|n+sp
dy.

Este operador captura fenómenos de difusión donde la propagación no solo es
no local, sino también no lineal. Es operador también ha sido ampliamente
estudiado [26, 27]

Los anteriores operadores, tanto el caso local como el no local, son radia-
les e invariantes por rotaciones, pero qué ocurre cuando queremos modelar un
fenómeno difusivo que tiene mayor velocidad en alguna dirección. Por ejemplo,
pensemos en el siguiente problema, tenemos un liquido en un medio poroso.

Figura 1.1: Medio poroso con dos fuerzas de diferente magnitud actuando si-
multáneamente.

Es claro que la velocidad de difusión va a depender de la dirección vertical u
horizontal. Por ello en esta tesis vamos a pensar en fenómenos, que pueden ser
locales o no, que tienen comportamiento anisotrópico.

Los operadores anisotrópicos han sido estudiados por varios autores [1, 23,
37, 48]. Una forma de medir la anisotroṕıa de una función es a través de sus
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derivadas, pues vamos a pensar en funciones que tengan derivadas parciales (o
fraccionarias ) en distintos espacios Lp(Rn) y asociado a esta idea en [6, 21],
en el caso local, trabajan con el operador pseudo ~p-Laplaciano, definido de la
siguiente forma

−∆~p(u) :=

n∑
i=1

|uxi
|pi−2uxi

.

Donde ~p = (p1, · · · , pn), 1 < pi < ∞ para cada i = 1, · · · , n, En el caso no
local si ~s = (s1, · · · , sn), 0 < si < 1 para cada i = 1, · · · , n. En [17] definen el
~p-Laplaciano fraccionario anisotrópico como

(−∆~p)
~s(u) :=

n∑
i=1

P.V.

∫
R

|u(x− hei)− u(x)|pi−2(u(x− hei)− u(x))

|h|1+sipi
dh.

Basándonos en el art́ıculo de Bourgain, Brezis y Mironescu [8], ver también
[44], estudiamos el comportamiento de los espacios de Sobolev anisotrópicos no
locales cuando los parámetros fraccionarios tienden a 1. Es decir, cómo es la
transición de los espacios locales a no locales. Una consecuencia inmediata de
dicho estudio es la Γ convergencia de los funcionales de enerǵıa asociados al
~p-Laplaciano fraccionario anisotrópico, la cual nos permite analizar el compor-
tamiento asintótico de soluciones débiles de problemas como{

(−∆~p)
~su = f en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.

Donde Ω ⊂ Rn es un conjunto abierto y acotado, y f es una función en un
espacio adecuado.

Otro aspecto central de esta tesis, fue estudiar el caso donde la fuente es del
tipo semilineal, es decir, que f también depende de la función. Un ejemplo t́ıpi-
co de esta clase de problemas son los autovalores [28, 35, 38]. Sin embargo hay
un problema importante que debemos resolver antes de seguir, la homogenei-
dad del operador. La homogeneidad de un operador diferencial se refiere a una
propiedad de escalamiento que se mantiene bajo multiplicación por constantes.
Formalmente, un operador L es homogéneo de grado α si para toda función u
y para todo λ > 0, se cumple

L(λu) = λαLu.

En problemas de autovalores, normalmente buscamos autofunciones normaliza-
das. Si el operador es homogéneo de grado 0, entonces el re-escale no cambia la
autofunción, lo que permite una normalización natural. Luego para encontrar
el operador homogéneo más similar al ~p-Laplaciano fraccionario anisotrópico
estudiamos el cociente de Rayleigh entre una norma que mida la anisotroṕıa de
las derivadas y una norma que mida la anisotroṕıa de la función, es decir (el
siguiente cociente es sólo el caso local, también desarrollamos el caso no local
pero no es necesario dar tantos detalles en una introducción)

Q(u) :=

∑n
i=1 ‖uxi

‖Lpi (Ω)

‖u‖~p
.
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Donde ‖u‖~p es una norma mixta de Lebesgue, desarrollada en [7] definida de la
siguiente forma

‖u‖~p =

∫
R

(
. . .

(∫
R
|u|p1dx1

) p2
p1

dx2 . . .

)pn/pn−1

dxn

1/pn

.

Luego, nuestro problema de autovalores, del cual todav́ıa no sabemos su forma
expĺıcita, es equivalente a encontrar puntos cŕıticos de Q. Vamos a utilizar la
teoŕıa de Lusternik-Schnirelmann la cual es una herramienta importante en
topoloǵıa y análisis funcional, especialmente en teoŕıa de puntos cŕıticos.

Finalmente, consideremos el siguiente problema. Si tomamos todos los sub-
conjuntos A ⊂ Rn con volumen fijo y definimos una función F que asigna a
cada conjunto su primer autovalor, ¿existe un conjunto que minimice F? Esta
clase de preguntas está enmarcada dentro los problemas de optimización de do-
minios y ha sido objeto de estudio [2, 12, 13, 19, 25, 20, 29, 47]. En su forma
más general, estos problemas involucran un funcional de costo F y una clase
de dominios admisibles A. El objetivo es resolver el problema de minimización
planteado como

mı́n
A∈A

F (A).

Problemas de esta naturaleza surgen de manera natural en la optimización es-
tructural, particularmente cuando se busca determinar el diseño óptimo de un
sistema gobernado por ecuaciones en derivadas parciales.

En gran parte de la literatura existente, el funcional de costo F se formula
t́ıpicamente en términos de una función uA, que actúa como la solución de una
ecuación de estado a resolver en A en forma integral. Además, estos problemas
suelen incluir restricciones sobre la constante de Lipschitz de ∂A. Sin embargo,
en aplicaciones prácticas, tales restricciones han sido consideradas, en algunos
casos, poco naturales. Como consecuencia, en su trabajo [13], los autores in-
trodujeron la familia A de dominios admisibles como el conjunto de todos los
subconjuntos casi abiertos (quasi open) de Ω con la única restricción de volu-
men, |A| = c. En cuanto a la función F , postularon que debe ser decreciente con
respecto a la inclusión de conjuntos y semicontinua inferiormente con respecto a
una topoloǵıa adecuada en A. En términos más precisos, la relación de F con un
conjunto A se definió de la siguiente manera: Una sucesión {Ak}k∈N converge a
A si, para toda f ∈ H−1(Ω), las soluciones de los problemas de Dirichlet{

−∆uk = f en Ak,

uk = 0 en ∂Ak,

convergen cuando k → ∞ a la solución del problema correspondiente en A.
Por un lado, en [25], los autores estudian el problema lineal no local donde se
consideró el problema de minimización tomando en cuenta los problemas de
Dirichlet no locales {

(−∆)suk = f en Ak,

uk = 0 en Rn \Ak,
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donde (−∆)s es el Laplaciano fraccionario y f pertenece a un espacio adecuado.
Por otro lado, en [29], los autores demostraron resultados análogos cuando

la ecuación diferencial parcial es el p-Laplaciano no lineal local y establecieron,
además, una caracterización de tipo minimax del segundo autovalor del operador
p-Laplaciano en conjuntos p-casi abiertos. En [20], se demostró la existencia de
un conjunto óptimo para minimizar el k-ésimo autovalor variacional del p-
Laplaciano.

Nuestro objetivo es dar el siguiente paso natural, que consiste en minimizar
problemas del tipo mı́nA∈A F (A), donde la relación entre el funcional de costo
y el dominio está determinada por el problema de Dirichlet no local y no lineal{

(−∆p)
suk = f en Ak,

uk = 0 en Rn \Ak.

Una vez que hemos estudiado el problema isotrópico, podemos terminar el estu-
dio de optimización de dominios para caso anisotrópico y aśı finalizar el trabajo.

La tesis se organiza en 4 caṕıtulos principales, comenzando con el estudio
detallado de los espacios de Sobolev anisotrópicos, tanto locales como no loca-
les, desarrollando sus propiedades funcionales y su comportamiento asintótico
en los reǵımenes s → 1− (teoremas tipo Bourgain-Brezis-Mironescu) y s → 0+

(tipo Mazya-Shaposhnikova). Luego, se presentan aplicaciones de estos espacios,
como la Γ−convergencia de funcionales, problemas semilineales, soluciones ti-
po ground-state y su análisis asintótico. En el caṕıtulo siguiente se aborda un
problema de autovalores adecuado para el operador pseudo p-Laplaciano an-
isotrópico, tanto en su versión local como no local, demostrando la existencia de
autovalores mediante teoŕıa de Lusternik-Schnirelmann y estudiando su com-
portamiento ĺımite. Finalmente, se dedica un caṕıtulo al estudio de problemas
de optimización de dominio, comenzando por el caso isotrópico y extendiendo
los resultados al marco anisotrópico, considerando funcionales de costo rela-
cionados con el operador estudiado y estableciendo resultados de existencia y
convergencia. La tesis culmina con un apéndice donde se incluyen resultados
conocidos utilizados en los caṕıtulos anteriores.
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Caṕıtulo 2

Espacios de Sobolev
Anisotrópicos

En este segundo caṕıtulo comenzaremos con el estudio sobre los espacios de
Sobolev en los que vamos a trabajar. Como mencionamos en la introducción,
consideremos cualquier dirección i en {1, . . . , n}, un parámetro que mide la
regularidad en dicha dirección s ∈ (0, 1], y otro que mide la integrabilidad
p ∈ (1,∞). Con todo esto, definimos el i-ésimo espacio de Sobolev fraccionario
(o fractional ith−Sobolev space, en inglés) como

W s,p
i (Rn) = {u ∈ Lp(Rn) tal que J is,p(u) <∞},

donde J is,p es una semi-norma definida de la siguiente forma:

J is,p(u) =:


(1− s)s

∫
Rn

∫
R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh dx si s < 1

2

p

∫
Rn

|uxi |p dx si s = 1.

(2.0.1)

Notemos que W s,p
i (Rn) es un espacio de Banach separable y reflexivo cuando

está acompañado de la norma

‖u‖i,s,p = ‖u‖p + (J is,p(u))1/p,

donde ‖ · ‖p := ‖ · ‖Lp . Este espacio consiste en las funciones Lp(Rn) que poseen
alguna regularidad en la i-ésima variable. Sin embargo, si queremos controlar
el resto de variables, debemos recolectar los parámetros de integración y regu-
laridad de cada coordenada, es decir, ~s = (s1, . . . , sn) y ~p = (p1, . . . , pn), con
si ∈ (0, 1] y pi ∈ (1,∞) para cada i ∈ {1 . . . , n}, y definir el espacio de Sobolev
fraccionario anisotrópico como

W~s,~p(Rn) =

n⋂
i=1

W si,pi
i (Rn).
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Este espacio también es un espacio de Banach reflexivo y separable con norma

‖u‖~s,~p =

n∑
i=1

‖u‖i,si,pi ,

ver, por ejemplo, [23].

Observación 2.0.1. A través de argumentos estándar de truncación y regula-
rización, las funciones suaves con soporte compacto son densas en W 1,p

i (Rn).

Pues, dada u ∈ W 1,p
i (Rn), su convolución con un regularizador ρε, definida

como uε = u ∗ ρε, es una función suave que preserva la derivada débil en la
dirección i, es decir, (uxi)ε = (uxi) ∗ ρε. Además, se cumple

‖uε − u‖W 1,p
i
→ 0 cuando ε→ 0,

lo que muestra que C∞(Rn) es denso en W 1,p
i (Rn). Para garantizar soporte

compacto, multiplicamos uε por una función de corte ϕR con ϕR → 1 en todo
Rn cuando R→∞. Luego, definiendo uε,R = ϕRuε, es una nueva aproximación
que pertenece a C∞c (Rn) y satisface

‖uε,R − u‖W 1,p
i
→ 0

cuando ε→ 0 y R→∞. Por lo tanto, C∞c (Rn) es denso en W 1,p
i (Rn).

Si consideramos un subconjunto Ω de Rn, entonces definimos el espacio de
Sobolev fraccionario anisotrópico de funciones que se anulan en la frontera y
fuera de Ω como

W~s,~p
0 (Ω) = {u ∈W~s,~p(Rn) : u|Ωc = 0}. (2.0.2)

Observación 2.0.2. Esta no es la definición más común, generalmente se utiliza
la siguiente definición

W̃~s,~p
0 (Ω) = C∞c (Ω),

donde la clausura está tomada respecto de la norma ‖ · ‖~s,~p. En el caso clásico

[22], W̃ s,p
0 (Ω) = W s,p

0 (Ω) si por ejemplo Ω es Lipschitz.

Aqúı, por ahora, no requerimos que los parámetros de integración estén
ordenados, entonces si definimos

pmin = mı́n{p1, . . . , pn} and pmax = máx{p1, . . . , pn}

por argumentos estándar de interpolación podemos dar una definición alterna-
tiva a

W~s,~p(Rn) = {u ∈ Lpmin(Rn) ∩ Lpmax(Rn) : J~s,~p(u) <∞} ,

donde

J~s,~p(u) =

n∑
i=1

1

pi
J isi,pi(u). (2.0.3)
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En el caso local, i.e. cuando s1 = s2 = · · · = sn = 1, está probado en [23] que
el espacio W 1,~p(Rn) está continuamente embebido en L~p

∗
(Rn), donde ~p ∗ es el

exponente de Sobolev asociado, dado por

~p ∗ =
n∑n

i=1 p
−1
i − 1

.

En el caso fraccionario, teoremas de inmersión de Sobolev para dichos espacios
fueron estudiados en [17]. En dicho trabajo definen las cantidades

~s =

(
1

n

n∑
i=1

1

si

)−1

y ~s~p =

(
1

n

n∑
i=1

1

sipi

)−1

.

Asumiendo que ~s~p < n, definen el siguiente exponente cŕıtico de Sobolev

~p ∗~s = ~p ∗ =
n~s~p/~s

n− ~s~p
. (2.0.4)

Además, si pedimos que pmax < ~p ∗ entonces tenemos que para cada 1 ≤ q < ~p ∗

W~s,~p(Rn) ⊂⊂ Lqloc(Rn), y la siguiente desigualdad tipo Sobolev-Poincaré

0 < S = ı́nf
u∈W~s,~p(Rn)
‖u‖~p∗=1

J~s,~p(u). (2.0.5)

donde la constante S depende de n, ~p ∗, ~p ∗ − pmax y una cota inferior s0 de si
con i = 1, . . . , n.

Podemos resumir lo anterior en el siguiente teorema.

Teorema 2.0.3 (Teorema 2.1 [17]). Sean ~s~p < n y pmax < ~p ∗, entonces

W~s,~p(Rn) ⊂⊂ Lqloc(R
n)

para cada 1 ≤ q < p∗.
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2.1. Bourgain–Brezis–Mironescu

Basados en el trabajo de Bougain-Brezis-Mironescu [8], un objetivo primario
de esta tesis fue estudiar el comportamiento asintótico de los espacios no locales
a medida que el parámetro fraccionario tiende a 1. En nuestro caso, esto lo
podemos estudiar de diferentes formas. Una opción es pensar que el mı́nimo
de los si ∈ ~s tiende a 1. O también, cuando un grupo de parámetros si con
i ∈ {1, · · · , j} con j ≤ n, tienden a 1 pero el resto quedan fijos.

Para comenzar, nos centraremos en el estudio individual de cada espacio
W s,p
i (Rn). Y para ello necesitamos varios lemas.

Lema 2.1.1. Sea u una función en W 1,p
i (Rn), entonces

J is,p(u) ≤ 1

p

(
2s ‖uxi

‖pp + (1− s)2p+1‖u‖pp
)
.

Demostración. Dado u ∈ C1
c (Rn) se tiene∫

Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p dx ≤ |h|p‖∂x1u‖pp.

Entonces∫
R

∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dx dh =

∫ 1

−1

1

|h|1+sp

(∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p dx
)
dh

+

∫
|h|>1

1

|h|1+sp

(∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p dx
)
dh

=I + II.

Para acotar I,

I ≤ ‖∂x1
u‖pp 2

∫ 1

0

hp

|h|1+sp
dh =

2

p(1− s)
‖∂x1

u‖pp . (2.1.1)

Mientras que para acotar II,

II ≤ 2p+1‖u‖pp
∫ ∞

1

1

|h|1+sp
dh = 2p+1‖u‖pp

1

sp
. (2.1.2)

Luego, si combinamos (2.1.1) y (2.1.2) concluimos la prueba para funciones
suaves. El resultado final se obtiene observando que las funciones suaves con
soporte compacto son densas en W 1,p

1 (Rn), es decir, la Observación 2.0.1.

El siguiente lema muestra que el funcional J is,p decrece cuando se aplica una
regularización estándar a una función u. Sea ρ : Rn → R la función definida por

ρ(x) =

{
c e
− 1

1−|x|2 si |x| < 1,
0 si |x| ≥ 1,
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donde c = c(n) > 0 es tal que

∫
Rn

ρ(x) dx = 1. Para cada ε > 0, sea ρε : Rn → R

la función definida por

ρε(x) :=
1

εn
ρ
(x
ε

)
.

Aśı, la familia {ρε}ε>0 se conoce como núcleo regularizante estándar.

Lema 2.1.2. Sea u ∈ Lp(Rn) y uε = ρε ∗ u, donde ρε es la regularización
estándar. Entonces

J is,p(uε) ≤ J is,p(u)

para cada ε > 0.

Demostración. Sea u ∈ Lp(Rn),∫
Rn

|uε(x+ hei)− uε(x)|pdx =

∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn

(u(x+ hei − y)− u(x− y)) ρε(y)dy

∣∣∣∣p dx
≤
∫
Rn

∫
Rn

|u(x+ hei − y)− u(x− y)|p ρε(y) dy dx

=

∫
Rn

(∫
Rn

|u(x+ hei − y)− u(x− y)|p dx
)
ρε(y) dy

=

∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p dx.

Usamos la invarianza de la norma con respecto de la traslación y que ρε tiene
integral igual a 1. Finalmente multiplicando por |h|−1−sp e integrando sobre R
obtenemos la estimación deseada.

Ahora, analizaremos el comportamiento de J is,p en relación con las trunca-
ciones. Estas se pueden definir de la siguiente manera:

Sea η ∈ C1
c (Rn) una función tal que η = 1 en B(0, 1), η = 0 fuera de B(0, 2),

0 ≤ η ≤ 1 y ‖∇η‖∞ ≤ 2. Para k ∈ N, definimos ηk(x) = η(x/k).

Lema 2.1.3. Sea u ∈ Lp(Rn) y uk = ηku la truncación de u por ηk entonces

J is,p(uk) ≤ C(n, p)
(
J is,p(u) + ‖u‖pp

)
,

donde C(n, p) > 0 es independiente de k.

Demostración. Gracias a la clásica desigualdad |a+b|p ≤ 2p{|a|p+|b|p} tenemos
que

|uk(x+ hei)− uk(x)|p ≤ 2p−1(|ηk(x+ hei)|p|u(x+ hei)− u(x)|p

+|u(x)|p|ηk(x+ hei)− ηk(x)|p).

Entonces∫
Rn

∫
R

|uk(x+ hei)− uk(x)|p

|h|1+sp
dh dx ≤2p−1

∫
Rn

∫
R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh dx+

2p−1

∫
Rn

|u(x)|p
∫
R

|ηk(x+ hei)− ηk(x)|p

h1+sp
dh dx.
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Por otro lado, observemos que∫
R

|ηk(x+ hei)− ηk(x)|p

h1+sp
dh ≤

(∫
|h|<1

+

∫
|h|≥1

)
|ηk(x+ hei)− ηk(x)|p

h1+sp
dh

= I + II.

Podemos acotar estos dos términos de la siguiente manera

I ≤ ‖∂x1
ηk‖p∞

∫
|h|<1

1

|h|1+sp−p dh =
2p+1

kp
1

p(1− s)
.

II ≤ 2p−1‖ηk‖p∞
∫
|h|≥1

1

|h|1+sp
dh =

2p

sp
.

Con esto, se concluye la demostración del lema.

Los siguientes dos lemas, más técnicos que los anteriores, son resultados de
[8] y son cruciales en los argumentos que usamos.

Lema 2.1.4. Sea (X,µ) un espacio de medida finita y G,H ∈ L1(X), tales que

(G(x)−G(y))(H(x)−H(y)) ≥ 0. (2.1.3)

Entonces ∫
X

GH dµ ≥ 1

µ(X)

∫
X

Gdµ

∫
X

H dµ.

Lema 2.1.5. Sean φ, ψ : (0, 1) → R funciones medibles y supongamos que
φ(2h) ≤ φ(h) para h ∈ (0, 1) y que ψ es no creciente. Luego dado un r > −1,∫ 1

0

hrφ(h)ψ(h) dh ≥ r + 1

2r+1

∫ 1

0

hrφ(h) dh

∫ 1

0

hrψ(h) dh.

Con la ayuda del lema previo podemos probar el siguiente resultado de in-
mersión.

Lema 2.1.6. Sea 1 < p <∞ y 0 < s1 < s2 < 1 entonces

J is1,p(u) ≤ 2(1−s1)pJ is2,p(u) +
(1− s1)2p+1

p
‖u‖pp,

para todo u ∈ Lp(Rn).

Demostración. Observemos que∫
R

∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dx dh = 2

∫ ∞
0

∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dx dh.
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Por lo tanto, el lema quedará probado si mostramos que

(1− s1)

∫ ∞
0

∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+s1p
dx dh

≤ 2(1−s1)p(1− s2)

∫ ∞
0

∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+s2p
dx dh

+
(1− s1)2p

s1p
‖u‖pp.

Entonces llamemos

F (h) =

∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p dx,

entonces

F (2h) ≤ 2p−1

(∫
Rn

|u(x+ 2hei)− u(x+ hei)|p dx dh
)

+ 2p−1

(∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p dx dh
)

= 2p
∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p dx dh

= 2pF (h).

Luego, podemos tomar g(h) = F (h)/hp y tener que g(2h) ≤ g(h) para todo
h > 0. Entonces∫ 1

0

∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dx dh =

∫ 1

0

F (h)

|h|1+sp
dh

=

∫ 1

0

g(h)

|h|1−(1−s)p dh.

(2.1.4)

Si tomamos 0 < s1 < s2 < 1, entonces∫ 1

0

g(h)

|h|1−(1−s2)p
dh =

∫ 1

0

1

|h|1−(1−s1)p
g(h)

1

|h|(s2−s1)p
dh.

Aplicando los Lemas 2.1.5 y 2.1.4 con r = (1 − s1)p − 1 y ψ(h) = h−(s2−s1)p,
obtenemos∫ 1

0

g(h)

|h|1−(1−s2)p
dh ≥ (1− s1)p

2(1−s1)p

∫ 1

0

g(h)

h1−(1−s1)p
dh

∫ 1

0

1

h1−(1−s2)p
dh

=
1

2(1−s1)p

1− s1

1− s2

∫ 1

0

g(h)

h1−(1−s1)p
dh.

Por (2.1.4)

1− s1

2(1−s1)p

∫ 1

0

∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+s1p
dx dh

≤ (1− s2)

∫ 1

0

∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+s2p
dx dh.
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Finalmente, ∫ ∞
1

∫
Rn

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+s1p
dx dh ≤

2p‖u‖pp
s1p

,

completa la prueba.

Ahora si, vamos a enunciar y demostrar el primer teorema de comportamien-
to asintótico.

Teorema 2.1.7. Sea u ∈ Lp(Rn) y s ∈ (0, 1) entonces

ĺım
s→1

J is,p(u) = J i1,p(u).

Demostración. Sea u ∈ C2
0 (Rn), s ∈ (0, 1) y p ∈ (1,∞). Usando un desarrollo

de Taylor obtenemos la siguiente estimación∣∣∣∣ |u(x+ hei)− u(x)|p

|h|p
− |uxi

|p
∣∣∣∣ ≤ C|h|,

donde C depende de la norma C2 de u y del parámetro p. Entonces al integrar
sobre R∫

R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|p
− |uxi

|p dh =

∫
|h|≤1

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|p
− |uxi

|p dh

+

∫
|h|>1

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|p
− |uxi

|p dh.

Mediante integración directa obtenemos∫
|h|≤1

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|p
− |uxi

|p dh =
2C

1 + p(1− s)
,

∫
|h|>1

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|p
− |uxi

|p dh = 2p
‖u‖p∞
ps

.

Por lo tanto, si multiplicamos por s(1− s) y remplazando

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|p
− |uxi

|p

por (
|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|p
− |uxi

|p
)
|h|−1+p(1−s)

concluimos que

ĺım
s→1

s(1− s)
∫
R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh =

2

p
|uxi
|p. (2.1.5)

El siguiente paso requiere intercambiar un ĺımite con una integral, por lo tanto
necesitaremos un mayorante integrable para (2.1.5).

24



Definimos

Us(x) =

∫
R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh.

Como u ∈ C2
0 (Rn), existe una constate R > 0 tal que supp(u) ⊂ QR, donde

QR = [−R,R]n.
Por un lado, si |xi| ≤ 2R entonces

|Us(x)| =
∫
R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh =

∫
|h|≤3R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh

+

∫
|h|>3R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh.

Aqúı podemos acotar de la siguiente forma∫
|h|≤3R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh ≤ ‖uxi‖p∞

2(3R)p

p(1− s)

y ∫
|h|>3R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh ≤ ‖u‖p∞

2(3R)−p(1/2)

sp

Por otro lado, si |xi| > 2R, usamos

|h| ≥ |xi| − |xi + h| ≥ |xi| −R ≥
1

2
|xi|

y tenemos

|Us(x)| =
∫
R

|u(xi + h, x′)|p

|h|1+sp
dh ≤

(
2

|xi|

)1+sp ∫
R
|u(xi, x

′)|pdxi.

Ya que

G(x′) :=

∫
R
|u(xi, x

′)|pdxi ∈ L1(Rn−1),

entonces

|s(1−s)Us(x)| ≤ C

(
χQ2R

(x) + χ{|xi|≥2R}(x)

(
2

|xi|

)1+(1/2)p

G(x′)

)
∈ L1(Rn),

donde C es una constante que depende de R, p pero no de s. Aśı, aplicando el
Teorema de Convergencia Dominada (TCD) obtenemos

ĺım
s→1

s(1− s)
∫
Rn

∫
R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh dx =

2

p

∫
Rn

|uxi
|p dx (2.1.6)

para todo u ∈ C2
0 (Rn).
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Para extender a W 1,p
i (Rn), tomemos una u ∈ W 1,p

i (Rn) y una sucesión
{uk}k∈N ⊂ C2

0 (Rn) tal que uk → u en Lp(Rn) y (uk)xi → uxi en Lp(Rn). Como
s(1− s)[u]i,s,p = (J is,p(u))1/p es una seminorma, entonces

|[u]i,s,p − [u]i,1,p| ≤ |[u]i,s,p − [uk]i,s,p|+ |[uk]i,s,p − [uk]i,1,p|+ |[uk]i,1,p − [u]i,1,p|
= I + II + III.

Usando el Lema 2.1.1,

I ≤ |[uk − u]1,s,p| ≤ C(n, p) (‖uk − u‖p + ‖(uk)xi − uxi‖p) ,

que converge a 0 cuando k →∞ uniformemente en s.
El tercer termino es acotado por un argumento similar y el segundo término

es consecuencia de (2.1.6). Por lo tanto, el limite puntual vale si u ∈W 1,p
1 (Rn).

Para terminar la demostración del teorema resta ver que si u ∈ Lp(Rn) es
tal que

ĺım inf
s→1

J is,p(u) <∞, (2.1.7)

entonces u ∈W 1,p
1 (Rn).

Sea uk,ε ⊂ C∞0 (Rn) dada por

uk,ε = ρε ∗ (uηk).

Si aplicamos los lemas de regularización 2.1.2 y truncación 2.1.3 junto con la
ecuación (2.1.7), obtenemos

ĺım inf
s→1

J is,p(uk,ε) ≤ C,

donde C es independiente de k y ε > 0.
Fijando k, ε y aplicando el ĺımite puntual para funciones suaves tenemos que

C ≥ ĺım
s→1

J is,p(uk,ε) = J i1,p(uk,ε).

Es decir, existe una subsucesión uj = {ukj ,εj} ⊂ {uk,ε} tal que (uj)xi ⇀ uxi

débilmente en en Lp(Rn). Aśı u ∈W 1,p
1 (Rn) y concluimos nuestra prueba.

En el teorema anterior, analizamos el comportamiento del funcional cuan-
do la función está fija. Consideremos ahora el caso de tener una sucesión de
funciones en diferentes espacio de Sobolev.

Teorema 2.1.8. Sea 0 < sk → 1 con k → ∞. Supongamos que {uk}k∈N ⊂
Lp(Rn) tal que

sup
k
‖uk‖p <∞, uk → u en Lploc(R

n) y sup
k∈N

J isk,p(uk) <∞. (2.1.8)

Entonces,
J i1,p(u) ≤ ĺım inf

sk→1
J isk,p(uk). (2.1.9)
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Demostración. Sea {uk} ⊂ Lp(Rn) tal que (2.1.8) se cumple, y sea t ∈ (0, 1)
fijo pero arbitrario. Por la hipótesis de convergencia en Lploc(Rn) de la sucesión,
podemos asumir además que uk → u a.e en Rn. Luego, utilizando el Lema de
Fatou tenemos que

J it,p(u) ≤ ĺım inf
k→∞

J it,p(uk).

Además, si usamos el Lema 2.1.6 con M = supk ‖uk‖p obtenemos

J it,p(u) ≤ 2(1−t)p ĺım inf
k

J isk,p(uk) + (1− t)2p+1

p
Mp.

Finalmente, tomando ĺımite cuando t → 1 y aplicamos el Teorema 2.1.7 con-
cluimos lo deseado.

Sin embargo, el resultado previo no es del todo bueno, en el sentido que
debemos pedirle alguna compacidad a la sucesión de funciones, esto se debe a
que sólo tenemos control sobre la variable en la que estamos trabajando. El
próximo teorema es más potente, pues al tener control sobre todas las direccio-
nes, entonces podemos debilitar la hipótesis de compacidad y obtenerla cómo
resultado.

Teorema 2.1.9. Sea ~p = (p1, . . . , pn) con pi ∈ (1,∞) para cada i = 1, . . . , n.
Supongamos ski → 1 si k →∞ para i = 1, . . . , j y sea ~sk = (sk1 , . . . , s

k
j , sj+1, . . . , sn).

Por lo tanto ~sk → ~s0 = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
j

, sj+1, . . . , sn). Sea {uk} ⊂ Lpmin(Rn)∩Lpmax(Rn)

una sucesión tal que

sup
k∈N
{‖uk‖pmax + ‖uk‖pmin} <∞ sup

k∈N
J~sk,~p(uk) <∞.

Entonces, si pmax < ~p~s0
∗ y ~s0~p < n, existe una subsucesión {ukj}j∈N ⊂ {uk}k∈N

tal que ukj → u si j →∞ en Lpmax

loc (Rn) y

J~s0,~p(u) ≤ ĺım inf
~sk→1

J~sk,~p(uk).

Demostración. Como ~sk → ~s0 entonces de la formula (2.0.4) deducimos que
~p~sk

∗ → ~p~s0
∗ y podemos asumir que pmax < ~p~sk

∗.
Tomemos t ∈ (0, 1) cercano a 1, tal que si t = (t, . . . , t︸ ︷︷ ︸

j

, sj+1, . . . , sn), entonces

pmax < ~p∗t .
Aplicamos el Lema 2.1.6 y obtenemos

Jt,~p(uk) ≤ C(J~sk,~p(uk) + 1) ≤ C.

Por lo tanto, podemos utilizar resultados tipo Rellich-Kondrashov para el es-
pacio W t,~p(Rn), es decir el Teorema 2.0.3, y por lo tanto la convergencia de
{uk}k∈N (pasando a una subsucesión en caso de ser necesario) en Lpmax

loc (Rn)
está garantizada.

27



2.2. Caso peridinámico

Una rama interesante de los problemas no locales son los problemas pe-
ridinámicos [51, 4]. En peridinámica cada punto interactúa directamente con
todos los puntos dentro de una región finita denominada horizonte. Nuestro
objetivo será analizar el comportamiento cuando estos horizontes tienden a 0.

Antes de extender nuestra teoŕıa, tenemos que entender que aunque muy
similar al caso anterior el análisis de comportamiento asintótico tiene diferencias
conceptuales y técnicas. Por ejemplo ¿Qué ocurre cuando intentamos utilizar el
Lema 2.1.6? Justamente al ir δ decreciendo es imposible utilizar ese lema clave,
luego tenemos que utilizar otra técnica.

Dados δ > 0, 0 < s < 1 y 1 < p <∞. Vamos a analizar el comportamiento,
cuando δ → 0 de la seminorma

[u]is,p,δ =

∫
Rn

∫
|h|≤δ

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh dx.

Primero debemos definir, de forma similar a lo anterior, el espacio funcional
apropiado para trabajar. Introducimos en espacio de Sobolev anisotrópico peri-
dinámico como

W s,p,δ
i (Rn) : = {u ∈ Lp(Rn), tal que [u]is,p,δ <∞}, (2.2.1)

con la norma

‖u‖is,p,δ =
(
[u]is,p,δ

) 1
p + ‖u‖p.

Como antes, para controlar todas las variables juntas definimos ~δ = {δ1, . . . , δn}
con δi > 0

W~s,~p,~δ(Rn) =

n⋂
i=1

W si,pi,δi
i (Rn).

El cual es un espacio de Banach reflexivo y separable con norma

‖u‖~s,~p,~δ =
n∑
i=1

‖u‖isi,pi,δi .

Recordando la notación (2.0.4), el siguiente teorema es una adaptación directa
del Teorema 2.0.3 y omitiremos la prueba.

Teorema 2.2.1. Sea s1, . . . , sn ∈ [s0, 1) con s0 ∈ (0, 1) y p1, . . . , pn cómo antes.

Tal es que ~s~p < n. Entonces W~s,~p,~δ(Rn) ⊂⊂ Lploc(Rn) para todo 1 ≤ p < ~p ∗.

Más aún, W~s,~p,~δ(Rn) ⊂ Lploc(Rn) continuamente para todo 1 ≤ p ≤ ~p ∗.

Lema 2.2.2. Sea u ∈W 1,p,δ
i (RN ). Entonces se tiene la siguiente estimación

[u]is,p,δ ≤ 2
δp(1−s)

p(1− s)
‖uxi
‖pp .
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Demostración. La prueba es similar al caso anterior. Dado u ∈ C1
c (RN ) tenemos

que ∫
RN

|u(x+ hei)− u(x)|p dx ≤ |h|p‖uxi‖pp,

∫
|h|<δ

∫
RN

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dxdh =

∫
|h|<δ

1

|h|1+sp

(∫
RN

|u(x+ hei)− u(x)|p dx
)
dh

≤ ‖uxi
‖pp 2

∫ δ

0

hp

|h|1+sp
dh

= 2
δp(1−s)

p(1− s)
‖uxi
‖pp .

Concluimos utilizando densidad de funciones suaves con soporte compacto.

El siguiente lema muestra que el funcional [·]is,p,δ disminuye cuando se regu-
lariza una función u y describe el comportamiento respecto a truncaciones. La
demostración es igual al caso no peridinámico.

Lema 2.2.3. Por un lado, sea u ∈ Lp(RN ), ρε el núcleo regularizante estándar,
entonces uε = ρε ∗ u verifica

[uε]
i
s,p,δ ≤ [u]is,p,δ

para todo ε > 0.
Por otro lado, sea η ∈ C1

c (RN ) tal que η = 1 en B1, η = 0 en Bc2, 0 ≤ η ≤ 1
y ‖∇η‖∞ ≤ 2. Dado k ∈ N, definimos ηk(x) = η(x/k). Si uk = ηku es la
truncación de u por ηk, entonces

[uk]is,p,δ ≤ 2p−1[u]is,p,δ +
22pδp(1−s)

kpp(1− s)
‖u‖pp.

A continuación, enunciaremos los teoremas principales de esta sección.

Teorema 2.2.4. Sea u ∈ C2
c (RN ), 0 < s < 1, y δ > 0. Entonces

ĺım
δ→0

1

δp(1−s)
[u]is,p,δ =

2

p(1− s)
‖uxi
‖p.

Demostración. Estimaciones clásicas para funciones suaves∣∣∣∣ |u(x+ hei)− u(x)|p

|h|p
− |uxi

|p
∣∣∣∣ ≤ C|h|, (2.2.2)

donde C depende de la suavidad de u, entonces∫
|h|<δ

∣∣∣∣ |u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
− |uxi

|p

|h|1+p(s−1)

∣∣∣∣ dh ≤ 2Cδp(1−s)+1

p(1− s) + 1
.
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Aśı, cuando δ → 0 concluimos que

ĺım
δ→0

∫
|h|<δ

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh = ĺım

δ→0

∫
|h|<δ

|uxi |p

|h|1+p(s−1)
dh

= ĺım
δ→0

2|uxi |p
δp(1−s)

p(1− s)
.

Por lo tanto

ĺım
δ→0

1

δp(1−s)

∫
|h|<δ

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh =

2|uxi |p

p(1− s)
.

Otra vez, necesitamos un mayorante integrable

Fδ(x) =

∫
|h|<δ

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh.

Luego como u ∈ C2
0 (RN ), existe R > δ > 0 tal que supp(u) ⊂ QR, donde

QR = [−R,R]n. Si |xi| ≤ 2R

|Fδ(x)| =
∫
|h|<δ

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh ≤ ‖uxi

||p∞
δp(1−s)

p(1− s)
, (2.2.3)

∣∣∣∣ 1

δp(s−1)
Fδ(x)

∣∣∣∣ ≤ CχQ2R
(x),

donde C es una constante que depende de p,R y s. Finalmente si |xi| > 2R
entonces Fδ(x) = 0. Aśı, por TCD

ĺım
δ→0

1

δp(1−s)
[u]is,p,δ =

2

p(1− s)
‖uxi‖p (2.2.4)

para todo u ∈ C2
c (RN ).

Observación 2.2.5. La ecuación (2.2.2) nos dice que la convergencia en (2.2.4)
es uniforme en subconjuntos acotados de C2(Rn).

El anterior resultado lo podemos extender por densidad a las funciones u ∈
Lp(Rn) siguiendo la demostración del caso original.

Teorema 2.2.6. Si u ∈ Lp(RN ) con 0 < s < 1 < p <∞ y δ > 0 entonces

ĺım
δ→0

1

δp(1−s)
[u]is,p,δ =

2

p(1− s)
‖uxi
‖p.

Principalmente estamos interesado en probar el caso de una sucesión, pues
es donde tenemos que realizar una técnica diferente basada en [44].
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Teorema 2.2.7. Sea δk → 0 y {uk}k∈N ⊂ Lp(RN ) una sucesión tal que

sup
k
‖uk‖p <∞, uk → u en Lploc(R

N ) y sup
k

[uk]s,p,δk <∞.

Entonces,
2

p(1− s)
‖uxi
‖p ≤ ĺım inf

δk→0

1

δ
p(1−s)
k

[uk]is,p,δk .

Demostración. Para la prueba vamos a guiarnos por [44], sean ε > 0 y R > 0
fijos. A partir del Lema 2.2.3 obtenemos que

[uk]is,p,δk ≥ [uk,ε]
i
s,p,δk

≥
∫
BR(0)

∫
|h|≤δk

|uk,ε(x+ hei)− uk,ε(x)|p

|h|1+sp
dh dx.

Además, para cada ε fijo, se tiene que uk,ε → uε en C2(BR(0)). Usando la
Observación 2.2.5, se concluye que

1

δ
p(1−s)
k

∫
BR(0)

∫
|h|≤δk

|uk,ε(x+ hei)− uk,ε(x)|p

|h|1+sp
dh dx→ 2

p(1− s)

∫
BR(0)

|(uxi
)ε|p dx

cuando k →∞.
Por lo tanto,

ĺım inf
δk→0

1

δ
p(1−s)
k

[uk]is,p,δk ≥
2

p(1− s)

∫
BR(0)

|(uxi
)ε|p dx.

Tomando el ĺımite cuando ε → 0 y luego R → ∞, se obtiene el resultado
deseado.

Esta idea, más corta y con menos lemas técnicos, también puede ser utilizada
en el análisis asintótico cuando ~s→ 1. Pero nos pareció importante mostrar va-
rias alternativas. A partir de ahora, no vamos a tocar más el tema peridinámico
ni buscar operadores relacionados al funcional de enerǵıa previo. Sin embargo,
el lector interesado puede ver [3, 5].

2.3. Maz’ya-Shaposhnikova

En la secciones anteriores estudiamos el comportamiento cuando s → 1 o
cuando δ → 0 , y obtuvimos los resultados esperados. Otro punto interesante,
basados en el art́ıculo de Maz’ya y Shaposhnikova [40], es analizar el compor-
tamiento cuando s→ 0, del cual esperaŕıamos que el espacio se comporte como
Lp(Rn).

Teorema 2.3.1. Sea u ∈ Lp(Rn) y supongamos que existe s0 ∈ (0, 1) tal que
u ∈W s0,p

i (Rn). Entonces

ĺım
s→0

J is,p(u) = 4
1

p
‖u‖pp.
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Demostración. En [40] probaron que para n ∈ N

ĺım
s→0

s

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dxdy = 2p−1|Sn−1|‖u‖pLp(Rn), (2.3.1)

para todo u ∈W s0,p(Rn) y algún s0 > 0. Si aplicamos este resultado en dimen-
sión 1 a

v(xi) = u(xi, x
′),

donde x′ ∈ Rn−1 está fijo, obtenemos

ĺım
s→0

s

∫
R

∫
R

|v(xi + h)− v(x1)|p

|h|1+sp
dxidh =

4

p

∫
R
|v(xi)|p dx1.

En términos de u se lee

ĺım
s→0

s

∫
R

∫
R

|u(xi + h, x′)− u(x1, x
′)|p

|h|1+sp
dxidh =

4

p

∫
R
|u(xi, x

′)|p dxi, (2.3.2)

Para probar nuestro resultado necesitamos integrar respecto de x′ ∈ Rn−1, es
decir, necesitamos encontrar un mayorante integrable para

Vs(x
′) := s

∫
R

∫
R

|u(xi + h, x′)− u(xi, x
′)|p

|h|1+sp
dxi dh.

Dividamos Vs(x
′) en dos integrales

Vs(x
′) = s

(∫
R

∫
|h|≤1

+

∫
R

∫
|h|≥1

)
|u(xi + h, x′)− u(xi, x

′)|p

|h|1+sp
dxidh = I + II.

Para el primer término

I = s

∫
R

∫
|h|≤1

|u(xi + h, x′)− u(xi, x
′)|p

|h|1+sp
dxidh

≤ s0

∫
R

∫
|h|≤1

|u(xi + h, x′)− u(xi, x
′)|p

|h|1+s0p
dxidh.

La desigualdad viene de que s ≤ s0, y gracias a que u ∈ W s0,p(Rn) concluimos
la integrabilidad de esta parte.

Para el segundo término

II = s

∫
R

∫
|h|≥1

|u(xi + h, x′)− u(xi, x
′)|p

|h|1+sp
dxidh

≤ s
∫
R

2p|u(xi, x
′)|p
∫
|h|≥1

1

|h|1+sp
dh dxi

≤ 2p

p

∫
R
|u(xi, x

′)|p dxi.

Este último término es integrable en Rn−1 ya que u ∈ Lp(Rn). Aśı el teorema
está probado.
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En resumen, en esta sección analizamos cómo se comportan ciertos funcionales
no locales cuando los parámetros que los definen tienden a sus valores extremos,
como s→ 1, s→ 0 o δ → 0. El objetivo principal fue entender cómo los espacios
funcionales no locales se relacionan con los clásicos espacios de Sobolev en el
ĺımite, aśı como describir de manera precisa qué ocurre con las estructuras no
locales cuando las interacciones se vuelven locales o se debilitan. Estudiamos
tanto funciones fijas como sucesiones, en distintos reǵımenes de convergencia,
y empleamos herramientas como estimaciones directas, regularizaciones, trun-
caciones y desigualdades estructurales. En conjunto, los resultados obtenidos
permiten entender cómo los espacios fraccionarios se conectan con los espacios
de Sobolev clásicos, lo cual resulta fundamental para el análisis de problemas
con estructuras anisotrópicas o que involucran interacciones no locales.
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Caṕıtulo 3

Pseudo ~p− Laplaciano
fraccionario anisotrópico

En este caṕıtulo, exploraremos una serie de aplicaciones fundamentales de-
rivadas del estudio detallado realizado en el caṕıtulo anterior sobre espacios de
Sobolev anisotrópicos y su comportamiento asintótico. Las herramientas desa-
rrolladas alĺı, en particular los teoremas tipo BBM, constituyen la base anaĺıtica
sobre la que construiremos buena parte de nuestra teoŕıa aplicada.

Nos enfocaremos principalmente en cómo estos resultados se aplican a dis-
tintos problemas variacionales y ecuaciones diferenciales, tanto locales como
no locales, en presencia de anisotroṕıa. En primer lugar, estudiaremos la Γ-
convergencia de los funcionales de enerǵıa, lo que nos permitirá abordar riguro-
samente el análisis del comportamiento asintótico de las soluciones de problemas
asociados cuando los parámetros fraccionarios tienden a uno.

Finalmente, introduciremos el ~p-Laplaciano fraccionario anisotrópico, y es-
tudiaremos comportamiento asintótico de soluciones de problemas lineales, se-
milineales y de enerǵıa mı́nima.

3.1. Γ-convergencia

Una aplicación inmediata de los Teoremas 2.1.7 y 2.1.8 es la Γ-convergencia
de funcionales J is,p. Pero antes de probar dicho resultado es conveniente recordar
la definición.

Dado un espacio métrico (X, d), se dice que una sucesión de funciones fk : X →
R̄ Γ-converge a una función ĺımite f si se cumplen las siguientes dos condiciones

Desigualdad de ĺımite inferior: Para todo x ∈ X y para toda sucesión
{xk}k∈N ⊂ X tal que xk → x, se tiene que

f(x) ≤ ĺım inf
k→∞

fk(xk).
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Desigualdad de ĺımite superior: Para todo x ∈ X existe una sucesión,
llamada sucesión de recuperación o recovery sequence, {yk}k∈N ⊂ X tal
que

f(x) ≥ ĺım sup
k→∞

fk(yk).

La noción de Γ-convergencia es una herramienta útil en el Cálculo de Variaciones
y fue introducida en los años 70 y desarrollada en [18] o [9]. Haremos uso de
esta herramienta durante este trabajo, e iremos recapitulando las propiedades
a medida que las necesitemos.

Volviendo a nuestro objetivo, observemos que los Teoremas 2.1.7 y 2.1.8
implican inmediatamente que J is,p Γ-converge a J i1,p cuando s ↗ 1 en Lp(Ω)
para todo Ω ⊂ Rn acotado. Es decir, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1.1. Sean 0 < sk ≤ 1 < p < ∞ tal que sk → 1. Entonces J isk,p
Γ-converge a J i1,p en Lp(Ω) para cualquier Ω ⊂ Rn acotado.

Demostración. La desigualdad (2.1.9) del Teorema 2.1.8 es exactamente la de-
sigualdad del ĺımite inferior. En el caso del ĺımite superior simplemente podemos
tomar la sucesión uk = u como sucesión de recuperación y utilizar el Teorema
2.1.7.

Trabajemos con el funcional que mide la enerǵıa en todas las coordenadas,

J~s,~p(u) =

n∑
i=1

1

pi
J isi,pi(u).

Entonces, consideremos una sucesión ~sk = (sk1 , s
k
2 , . . . , s

k
n) donde sk1 , . . . , s

k
j →

1 cuando k → ∞ y skj+1, . . . , s
k
n permanece constante. Entonces ~sk → ~s0 =

(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
j

, sj+1, . . . , sn).

En principio, no es cierto que la suma de funciones que Γ-convergen también
lo haga. Muy brevemente supongamos que tenemos gk y fk funcionales que Γ-
convergen a g y f respectivamente, es decir, ambos cumplen las desigualdades
del ĺımite superior y ĺımite inferior. Sin embargo, nada nos asegura que gk +
fk Γ-converge a g + f ya que la recovery sequence que funciona para g no
necesariamente funciona para f .En nuestro caso particular la recovery sequence
de cada funcional es la misma entonces la Γ-convergencia del funcional J~sk,~p se
cumple. Lo resumiremos en el siguiente corolario.

Corolario 3.1.2. Sea ~p = (p1, . . . , pn) con pi ∈ (1,∞) para cada i = 1, . . . , n.
Sea ski → 1 si k → ∞ para i = 1, . . . , j, ~sk = (sk1 , . . . , s

k
j , sj+1, . . . , sn) y ~s0 =

(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
j

, sj+1, . . . , sn). Entonces J~sk,~p Γ−converge a J~s0,~p en Lpmax(Ω) para cada

Ω ⊂ Rn acotado.

Demostración. La desigualdad del ĺımite inferior para J~sk,~p es consecuencia de
las desigualdades de ĺımite inferior de cada J i

ski ,pi
(i = 1, . . . , j) y de la continui-

dad de J isi,pi para i = j + 1, . . . , n.
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La desigualdad del ĺımite superior se sigue de tomar la sucesión constante
uk = u para cada J i

ski ,pi
, i = 1, . . . , n.

Un resultado muy importante de la Γ−convergencia es la convergencia de
mı́nimos. Aunque la demostración es conocida, al no ser ni larga ni técnica la
daremos.

Teorema 3.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico y Fj , F : X → R̄, j ∈ N, tales
que Fj Γ−converge a F . Asumamos que para cada j ∈ N existe xj ∈ X tal que

Fj(xj) = ı́nf
X
Fj

y supongamos que la sucesión de mı́nimos {xj}j∈N ⊂ X es precompacta secuen-
cialmente.

Entonces, todo punto de acumulación de {xj}j∈N es un mı́nimo de F y se
tiene que

ı́nf
X
F = ĺım inf

j→∞
ı́nf
X
Fj .

Demostración. La demostración es bien simple. Sea x ∈ X un punto de acumula-
ción de {xj}j∈N. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ĺım

j→∞
xj = x.

Luego, por la desigualdad del ĺımite inferior, tenemos que

ı́nf
X
F ≤ F (x) ≤ ĺım inf

j→∞
Fj(xj) = ĺım inf

j→∞
ı́nf
X
Fj .

Por otro lado, de la desigualdad del ĺımite superior, sabemos que, dado y ∈ X,
existe {yj}j∈N ⊂ X tal que yj → y y

ĺım sup
j→∞

ı́nf
X
Fj ≤ ĺım sup

j→∞
Fj(yj) ≤ F (y).

Como y ∈ X es arbitrario, podemos tomar el ı́nfimo en la última desigualdad y
concluir que

ĺım sup
j→∞

ı́nf
X
Fj ≤ ı́nf

X
F.

Combinando las desigualdades anteriores, se concluye el teorema.

Para establecer rigurosamente la definición del operador anisotrópico, co-
menzaremos introduciendo el espacio dual topológico que le corresponde.

Definición 3.1.4. Sea Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto y acotado. Llamaremos

W−~s,~p
′
(Ω) al espacio dual topológico de W~s,~p

0 (Ω) y W−s,p
′

i (Ω) al de W s,p
i,0 (Ω).

Con la definición previa y notando Di
hu(x) = (u(x + hei) − u(x)) podemos

trabajar con la derivada de cada funcional (J is,p)
′ : W s,p

i,0 (Ω) → W−s,p
′

i (Ω), la
cual es continua y su expresión está dada por

〈(J is,p)′(u), v〉 := s(1− s)p
∫
Rn

∫
R

|Di
hu|p−2(x)Di

hu(x)Di
hv(x)

|h|1+sp
dh dx,
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si 0 < s < 1. Y

〈(J i1,p)′(u), v〉 := 2

∫
Rn

|uxi
|p−2uxi

vxi
dx,

si s = 1.
Las expresiones anteriores son diferenciables en el sentido de Gâteaux, además

de ser lineales y continuas. Por lo tanto, son diferenciables en el sentido de
Fréchet para cada s ∈ (0, 1] y p ∈ (1,∞).

Por otro lado, si tomamos ~s = (s1, . . . , sn) y ~p = (p1, . . . , pn), entonces el
operador

J~s,~p : W~s,~p
0 (Ω)→ R

es Fréchet diferenciable con derivada J ′~s,~p : W~s,~p
0 (Ω)→W−~s,~p

′
(Ω) dada por

J ′~s,~p(u) :=

n∑
i=1

1

pi
(J isi,pi)

′(u).

Aśı, definimos el pseudo ~p-laplaciano fraccionario anisotrópico como

(−∆~p)
~su := J ′~s,~p(u).

Si estamos en el caso donde ~s = (1, . . . , 1) y ~p = (p, . . . , p), entonces

(−∆~p)
~su :=

n∑
i=1

∂xi

(
|uxi |p−2uxi

)
,

el clásico pseudo p-laplaciano, estudiado por ejemplo en [6].
Teniendo ya definido nuestro operador entonces nos es inmediato formular

el siguiente problema asociado a la ecuación diferencial{
(−∆~p)

~su = f en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.
(3.1.1)

Las soluciones que vamos a buscar son débiles, es decir, u ∈ W~s,~p
0 (Ω) es una

solución débil de (3.1.1) si

〈(−∆~p)
~su, v〉 =

∫
Ω

fv dx

para toda v ∈W~s,~p
0 (Ω).

Sin embargo, para que la noción de solución débil esté bien definida nece-
sitamos imponer algunas condiciones de integrabilidad, las usuales, al término
fuente f . Si consideramos el caso donde f = f(x) entonces, el teorema de in-
mersión de Sobolev requiere que f ∈ L(~p ∗)′(Ω) donde (~p ∗)′ es el exponente
conjugado de Lebesgue de ~p ∗, definido en 2.0.4.
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Existencia y unicidad de soluciones débiles de (3.1.1) es consecuencia directa
de aplicar el Método Directo de cálculo de Variaciones, ya que una solución débil
de (3.1.1) es el único mı́nimo del funcional

I(v) := J~s,~p(v)−
∫

Ω

fv dx,

el cuál es estrictamente convexo, coercitivo y continuo en W~s,~p
0 (Ω).

Recolectemos todo lo dicho en la siguiente proposición

Proposición 3.1.5. Sea Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto y acotado, sea ~s =
(s1, . . . , sn), si ∈ (0, 1), ~p = (p1, . . . , pn), pi ∈ (1,∞) y ~p ∗ el exponente cŕıtico
de Sobolev definido en 2.0.4 y asumimos que pmax < ~p ∗ y ~s~p < n.

Entonces para cada f ∈ L(~p ∗)′(Ω), existe una única solución débil u ∈
W~s,~p

0 (Ω) a {
(−∆~p)

~su = f en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.

Como existencia y unicidad de soluciones está resuelto, podemos enfocarnos
en el comportamiento asintótico de las soluciones. Para dicho objetivo, consi-
deremos ~sk := (sk1 , . . . , s

k
j , sj+1, . . . , sn). Además, supongamos sk1 , . . . , s

k
j → 1 y

sj+1, . . . , sn se mantienen fijos. Consideremos los funcionales

Ik(v) := J~sk,~p(v)−
∫

Ω

fv dx.

Por la Proposición 3.1.5, existe un único mı́nimo uk de Ik en W~sk,~p
0 (Ω). Entonces

veamos el comportamiento de la sucesión {uk}k∈N cuando k →∞.
Definamos ~s0 := (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

j

, sj+1, . . . , sn) y

I0(v) := J~s0,~p(v)−
∫

Ω

fv dx,

donde

J~s0,~p(v) :=

j∑
i=1

1

pi
J i1,pi(v) +

n∑
i=j+1

1

pi
J isi,pi(v).

Con los resultados previos sobre Γ−convergencia podemos concluir el si-
guiente teorema.

Teorema 3.1.6. Con la notación previa, los funcionales Īk : Lpmin(Ω) → R̄
definidos como

Īk(v) =

{
Ik(v) si v ∈W~sk,~p

0 (Ω),

∞ si no,

Γ−convergen a Ī : Lpmin(Ω)→ R̄ definido como

Ī(v) =

{
I(v) si v ∈W~s0,~p

0 (Ω),

∞ si no.
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Demostración. Por el Corolario 3.1.2 tenemos que J~sk,~p Γ−converge a J~s0,~p si
k →∞. Además, el funcional que mapea u 7→

∫
Ω
fu dx es continuo en Lpmin(Ω)

por lo tanto los funcionales Ik Γ−convergen a I0.

Una consecuencia inmediata de este resultado es la convergencia de solucio-
nes de (3.1.1) al correspondiente problema ĺımite.

Corolario 3.1.7. Sea uk ∈W~sk,~p
0 (Ω) solución débil de{

(−∆~p)
~skuk = f en Ω,

uk = 0 en Rn \ Ω.

Entonces uk → u0 en Lpmin

0 (Ω) donde u0 ∈W~s0,~p
0 (Ω) es una solución débil{

(−∆~p)
~s0u0 = f en Ω

u0 = 0 en Rn \ Ω.

3.2. Caso semi-lineal

En esta sección vamos a investigar el caso cuando el término fuente f depende
también de la solucion u, es decir, f = f(x, u). Es por ello que para tener una
definición de solución débil, necesitamos imponer algunas condiciones, usuales,
a f .

(f1) f : Ω→ R× R es una función de Carathéodory.

(f2) Existe una constante C > 0 y un exponente q ≤ ~p ∗ tal que

|f(x, z)| ≤ C(1 + |z|q−1).

Recordemos que (f1) implica que f(x, u(x)) es medible siempre que u(x) sea
medible. Y (f2) implica que si u ∈ L~p

∗
(Ω), entonces f(x, u(x)) ∈ L(~p ∗)′(Ω).

Aśı, decimos que u es una solución débil de{
(−∆~p)

~su = f(x, u) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω,
(3.2.1)

si y sólo śı u ∈W~s,~p
0 (Ω) y

〈J ′~s,~p(u), v〉 =

∫
Ω

f(x, u(x))v(x) dx, para todo v ∈W~s,~p
0 (Ω).

Bajo estas condiciones, podemos probar el siguiente resultado de estabilidad
para soluciones débiles de (3.2.1).
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Teorema 3.2.1. Supongamos que para cada k ∈ N existe uk ∈ W~sk,~p
0 (Ω) solu-

ción débil de {
(−∆~p)

~skuk = f(x, uk) en Ω,

uk = 0 en Rn \ Ω.
(3.2.2)

Además, supongamos que existe una sucesión {uk}k∈N precompacta en Lpmin(Ω),
acotada en Lq(Ω) y que ~sk → ~s0 cuando k →∞. Y finalmente supongamos que
el exponente q de (f2) satisface que q < ~p ∗~s0 y ~s0~p < n. Entonces, cualquier

punto de acumulación u de {uk}k∈N pertenece a W~s0,~p
0 (Ω) y es solución débil

de {
(−∆~p)

~s0u = f(x, u) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.

Para dar una demostración no tan extensa, consideremos los siguiente lemas,
los cuales son adaptaciones de [26, Lemas 2.7 y 2.8].

Lema 3.2.2. Con las mismas hipótesis y notación del Teorema 3.2.1, sea u ∈
W~s0,~p

0 (Ω) fijo y para cada k ∈ N, vk ∈ W~sk,~p
0 (Ω) tal que sup

k∈N
J~sk,~p(vk) < ∞.

Entonces para t > 0

J~sk,~p(u+ tvk) ≤ J~sk,~p(u) + t〈(−∆~p)
~sku, vk〉+ o(t),

donde o(t) es uniforme en k ∈ N.

Demostración. La prueba es consecuencia inmediata de la estimación

|a+ tb|p =

{
|a|p + tp|a|p−2ab+O(t2) si p ≥ 2,

|a|p + tp|a|p−2ab+ o(tp) si p < 2.

Donde O(t2) y o(tp) son uniformes en |b|.

Lema 3.2.3. Bajo las mismas hipótesis del Lema 3.2.2 y si vk → v in Lpmin(Ω).

Entonces, para cada u ∈W~s0,~p
0 (Ω) tenemos

〈J ′~sk,~p(u), vk〉 → 〈J ′~s0,~p(u), v〉.

Demostración. Observemos que gracias al Teorema 2.1.9 v ∈ W~s0,~p
0 (Ω) y todo

está bien definido.
La idea será probar que

〈−(∆~p)
~s0u, v〉 ≤ ĺım inf

k→∞
〈−(∆~p)

~sku, vk〉. (3.2.3)

Pues, si probamos lo anterior para todo u ∈ W~s0,~p
0 (Ω), podemos conseguir la

desigualdad inersa utilizando −u.
Por el Teorema 2.1.9 tenemos que

J~s0,~p(u+ tv) ≤ ĺım inf
k→∞

J~sk,~p(u+ tvk).
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Y por el Teorema 2.1.7 tenemos que

J~s0,~p(u) = ĺım
~s→~s0

J~sk,~p(u).

Luego, combinando las dos expresiones anteriores obtenemos

J~s0,~p(u+ tv)− J~s0,~p(u) ≤ ĺım inf
k→∞

(J~sk,~p(u+ tvk)− J~sk,~p(u)) .

Luego, aplicando el Lema 3.2.2

〈(−∆~p)
~s0u, v〉+ o(1) ≤ ĺım inf

k→∞
〈(−∆~p)

~sku, vk〉+ o(1).

De donde obtenemos (3.2.3).

Con la ayuda de estos dos lemas podemos probar el Teorema 3.2.1.

Demostración. Para comenzar observemos que

〈J ′~sk,~p(uk), uk〉 ≥ pminJ~sk,~p(uk).

Entonces, usando (f2) y el hecho de que cada uk es una solución débil de (3.2.2),
tenemos que

J~sk,~p(uk) ≤ C(1 + ‖uk‖qq).

Como cada {uk}k∈N está acotada en Lq(Ω), tenemos que

sup
k∈N

J~sk,~p(uk) <∞. (3.2.4)

Por otro lado, ya que uk → u in Lpmin(Ω), pasando por una subsucesión de ser
necesario, obtenemos que uk → u a.e. en Ω. Más aún, usando el teorema de
compacidad 2.1.9, obtenemos que u ∈W~s0,~p

0 (Ω).
Ahora, definamos

ηk := (−∆~p)
~skuk ∈W−~sk,~p

′
(Ω).

Veamos que {ηk} es una sucesión acotada en W−~s0,~p
′
(Ω). Primero, notemos

que ~p~sk
∗ → ~p~s0

∗ si k →∞ y q < ~p~s0
∗, entonces (q − 1)(~p~s0

∗)′ < ~p~sk
∗, para k

grande. Entonces

〈ηk, v〉 =

∫
Ω

f(x, uk)v dx

≤ C
∫

Ω

(1 + |uk|q−1)|v| dx ≤ C
∫

Ω

|v| dx+ C

∫
Ω

|uk|q−1|v| dx

≤ C‖v‖~p~s0 ∗ + C‖v‖~p~s0 ∗
(∫

Ω

|uk|(q−1)(~p∗~s0
)′ dx

)1/(~p~s0
∗)′

.

Cómo (q − 1)(~p~s0
∗)′ < ~p~sk

∗, por el Teorema 2.0.3, de inmersión de Sobolev
para el espacio anisotropico fraccionario, y la acotación uniforme sobre J~sk,~p(uk)
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(3.2.4), tenemos que ‖uk‖(q−1)(~p∗
~s0

)′ ≤ C para cada k ∈ N. Entonces, {ηk} está

acotado en W−~s0,~p
′
(Ω).

Nuevamente pasando a una subsucesión, existe η ∈W−~s0,~p ′(Ω) tal que ηk ⇀
η débil en W−~s0,~p

′
(Ω).

Al ser uk solución débil de (3.2.2) entonces para cada v ∈W~s0,~p
0 (Ω) tenemos

0 = 〈ηk, v〉 −
∫

Ω

f(x, uk)v dx.

Tomando ĺımite cuando k →∞

0 = 〈η, v〉 −
∫

Ω

f(x, u)vdx,

donde el primer término converge débilmente, mientras que el segundo converge
por convergencia dominada.

Veamos que
〈η, v〉 = 〈(−∆~p)

~s0u, v〉.

Para este propósito utilicemos la monotońıa del operador y el hecho de que uk
es solución débil de (3.2.2). De hecho,

0 ≤ 〈(−∆~p)
~skuk, uk − v〉 − 〈(−∆~p)

~skv, uk − v〉

=

∫
Ω

f(x, uk)(uk − v) dx− 〈(−∆~p)
~skv, uk − v〉.

Tomando ĺımite k →∞ y gracias al Lema 3.2.3,

0 ≤
∫

Ω

f(x, u)(u− v) dx− 〈(−∆~p)
~s0v, u− v〉.

Si se elige v := u− tw, con un w ∈W~s0,~p(Ω) dado y t > 0 , obtenemos que

0 ≤ 〈η, w〉 − 〈−∆~p)
~s0(u− tw), w〉.

Aśı, tomamos ĺımite cuando t→ 0 y obtenemos

0 ≤ 〈η, w〉 − 〈−∆~p)
~s0(u), w〉.

Para obtener la otra desigualdad que nos falta y concluir la demostración, sólo
basta tomar −w.

3.3. Soluciones Ground-state

El propósito de esta sección es analizar el caso donde la sucesión de soluciones
{uk}k∈N son soluciones ground-state (GS) (soluciones de enerǵıa mı́nima) del
problema {

(−∆~p)
~skuk = f(x, uk) en Ω,

uk = 0 en Rn \ Ω.
(3.3.1)
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Y su comportamiento ĺımite a soluciones de{
(−∆~p)

~s0u = f(x, u) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.
(3.3.2)

Llamamos soluciones GS a un minimizante del siguiente funcional de enerǵıa

I~s,~p(u) = J~s,~p(u)−
∫

Ω

F (x, u) dx,

restringido a la variedad de Nehari,

N~s,~p = {v ∈W~s,~p
0 (Ω) \ {0} : 〈(I~s,~p)′(v), v〉 = 0}.

donde F (x, z) =
∫ z

0
f(x, t) dt es una primitiva de f.

Nuevamente, sobre la no linealidad f , además de (f1) y (f2), se asumirá que
se cumplen las siguientes hipótesis estructurales adicionales que son estándar
cuando se consideran soluciones GS en problemas no lineales.

(f3)
F (x, z)

|z|pmax
→∞ cuando |z| → ∞ uniformemente con respecto a x ∈ Ω.

(f4) f(x, z) = ◦(|z|pmax−1) cuando z → 0 uniformemente con respecto a x ∈ Ω.

(f5) Para casi todo x ∈ Ω

f(x, z)

|z|pmax−1
es estrictamente creciente en (−∞, 0) ∪ (0,∞).

(f6) Existe una constante µ > pmax tal que

µF (x, z) ≤ zf(x, z)

Además, como en la subsección anterior, el exponente q en (f2) debe ser subcŕıti-
co, es decir, q < ~p ∗.

En nuestro contexto, una solución GS, u~s, es una solución de paso de la
montaña.

Observación 3.3.1. Observemos que la variedad de Nehari, N~s,~p, tiene la pro-

piedad de que dada cualquier función distinta de cero u ∈ W~s,~p
0 (Ω), existe un

t > 0 único tal que tu ∈ N~s,~p. Denotamos este escalar como t~su.
La existencia y unicidad de este escalar t~su se deduce mediante el uso de

argumentos estándar en el Cálculo de Variaciones. Es decir, dados t ∈ R y
u ∈W~s,~p

0 (Ω) definimos la función

φ(t) = J~s,~p(tu)−
∫

Ω

F (x, tu) dx.
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Por un lado, vemos que φ(0) = 0 y φ′(t) ≥ 0 para pequeños valores de t > 0 (
esto lo obtenemos de la definición de φ y (f4)). Más aún, por (f3) obtenemos
que φ(t) → −∞ cuando t → ∞. Entonces concluimos la existencia de por lo
menos un punto cŕıtico de φ.

Por otro lado, φ′(t) verifica lo siguiente

φ′(t) =

n∑
i=1

tpiJ isi,pi(u)−
∫

Ω

f(x, ut)tu dx

= tpmax

[
C +

∑
pi 6=pmax

tpi−pmaxJ isi,pi(u)−
∫

Ω

f(x, ut)upmax

|ut|pmax−1
dx︸ ︷︷ ︸

A

]
.

Por (f5), A es estrictamente decreciente, por lo tanto el punto cŕıtico es único.

De la Observación 3.3.1 vemos que una solución GS debe satisfacer

c~s = I~s,~p(u~s) = ı́nf
v∈W~s,~p

0 (Ω)\{0}
sup
t>0

I~s,~p(tv) > 0.

Nuestro objetivo es estudiar, bajo ciertas hipótesis que deduciremos más
adelante, el comportamiento ĺımite de soluciones GS. Para ello, necesitaremos
varios lemas.

Lema 3.3.2. Utilizando la notación previa, c~s0 ≥ ĺım sup~s→~s0 c~s.

Demostración. Sea u ∈ N~s0,~p, por la Observación 3.3.1 existe t~su > 0 tal que
t~suu ∈ N~s,~p. Primero necesitamos analizar el comportamiento de los escalares t~su
cuando ~s→ ~s0.

Como t~suu ∈ N~s,~p, tenemos que

〈(J~s,~p)′(t~suu), t~suu〉 =

n∑
i=1

|t~su|piJ isi,pi(u)

=

∫
Ω

f(x, t~suu)t~suu dx

≥ µ
∫

Ω

F (x, t~suu) dx

= µ|t~su|pmax

∫
Ω

F (x, t~su)|u|pmax

|t~suu|pmax
dx.

Entonces, si asumimos que t~su ≥ 1, obtenemos

pmaxJ~s,~p(u) ≥ µ
∫

Ω

F (x, t~su)|u|pmax

|t~suu|pmax
dx. (3.3.3)

Por nuestro teorema de convergencia puntual, Teorema 2.1.7, tenemos

J~s,~p(u)→ J~s0,~p(u) <∞ cuando ~s→ ~s0.
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Es decir, el lado izquierdo de (3.3.3) está acotado y gracias a la hipótesis (f3)
concluimos que {t~su}~s está acotado.

Tomemos t0 ≥ 0 un punto de acumulación de {t~su}~s y tk := t~sku una subsu-
cesión tal que tk → t0 cuando k → ∞. Veamos que t0 6= 0. De hecho, por la
identidad de Nehari obtenemos

n∑
i=1

|tk|piJ isi,pi(u) =

∫
Ω

f(x, tku)tku dx,

y por lo tanto

n∑
i=1

|tk|pi−pminJ isi,pi(u) =

∫
Ω

f(x, tku)

|tku|pmin−1
|u|pmin−1u dx.

Entonces, si t0 = 0 y pmin = pi0 , pasando al ĺımite cuando k → ∞ y usando
(f4), deducimos que

J i0si0 ,pmin
(u) = 0.

Pero esto implicaŕıa que u es independiente de xi0 entonces u = 0, lo cual es
una contradicción, entonces t0 > 0.
Más aún, de (f2) y (f4) tenemos que

|f(x, tku)tku| ≤ ε|tku|pmin + Cε|tku|q ≤ C(|u|pmin + |u|q) ∈ L1(Ω),

con C > 0 independiente de k. Aśı, usando el teorema de convergencia domina-
da, ∫

Ω

f(x, tku)tku dx→
∫

Ω

f(x, t0u)t0u dx (con k →∞).

Entonces tenemos
n∑
i=1

|t0|piJ is0i ,pi(u) =

∫
Ω

f(x, t0u)t0u dx.

Al u estar en N~s0,~p, entonces t0 = 1 y t~su → 1 cuando ~s→ ~s0.
Ahora, procedemos de la siguiente forma:

c~s ≤ I~s,~p(t~suu) =

n∑
i=1

1

pi
J isi,pi(t

~s
uu)−

∫
Ω

F (x, t~suu) dx

=

n∑
i=1

1

pi
|t~su|piJ isi,pi(u)−

∫
Ω

F (x, t~suu) dx.

Podemos tomar ĺımite cuando ~s→ ~s0 en la desigualdad anterior para obtener

ĺım sup
~s→~s0

c~s ≤
n∑
i=1

1

pi
J is0i ,pi

(u)−
∫

Ω

F (x, u) dx = I~s0,~p(u),

donde nuevamente hemos utilizado el Teorema 2.1.7.
Finalmente, si tomamos el ı́nfimo sobre u ∈ N~s0,~p concluimos nuestra de-

mostración.
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En nuestro siguiente lema demostramos que cualquier sucesión de soluciones
GS de (3.3.2) está uniformemente acotada con respecto a ~s lejos del origen e
infinito.

Lema 3.3.3. Sea us ∈ W~s,~p
0 (Ω) una solución GS de (3.3.1). Entonces existen

dos constantes 0 < c < C <∞ independiente de ~s tal que

c ≤ J~s,~p(u~s) ≤ C.

Demostración. Sea u~s ∈W~s,~p
0 (Ω) una solución GS de (3.3.1). Por el lema previo,

existe una constante C > 0, tal que

C ≥ I~s,~p(u~s)−
1

µ
〈I ′~s,~p(u~s), u~s〉

= J~s,~p(u~s)−
n∑
i=1

1

µ
J isi,pi(u~s)−

∫
Ω

(
F (x, u~s)−

1

µ
f(x, u~s)u~s

)
dx

≥
n∑
i=1

(
1

pi
− 1

µ

)
J isi,pi(us)

≥
(

1

pmax
− 1

µ

)
J~s,~p(u).

Para ver una cota inferior, como u~s ∈ N~s,~p, tenemos que

pminJ~s,~p(u~s) ≤
∫

Ω

f(x, u~s)u~s dx ≤
∫

Ω

(ε|u~s|pmax + Cε|u~s|q) dx. (3.3.4)

Entonces por una desigualdad estilo Poincaré (2.0.5), obtenemos que

mı́n{‖u‖pmin

~p∗ , ‖u‖pmax

~p∗ } ≤ CJ~s,~p(u), (3.3.5)

donde C es independiente de u ∈W~s,~p
0 (Ω).

Usando la desigualdad de Hölder, (3.3.4) y (3.3.5) obtenemos que

J~s,~p(u~s) ≤Cεmáx{J~s,~p(u~s), J~s,~p(u~s)pmax/pmin}
+ Cε máx{J~s,~p(u~s)q/pmax , J~s,~p(u~s)

q/pmin}.

Por lo tanto, si seleccionamos ε > 0 pequeño obtenemos que J~s,~p(u~s) es acotado
inferiormente, lejos del cero, tal como queŕıamos ver.

Ya tenemos las herramientas suficientes para poder enunciar y demostrar
nuestro resultado más importante respecto a las soluciones GS.

Teorema 3.3.4. Sea ~sk → ~s0 cuando k → ∞, ~p tal que 1 < pmin ≤ pmax <
~p0
∗ = ~p~s0

∗ y ~s0~p < n. Supongamos que para cada k ∈ N, existe una solución

GS uk ∈W~sk,~p
0 (Ω) de{

(−∆~p)
~skuk = f(x, uk) en Ω,

uk = 0 en Rn \ Ω.
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Entonces la sucesión {uk}k∈N es precompacta en Lr(Ω), para cada 1 < r < ~p0
∗ y

cualquier punto de acumulación, u, de la sucesión {uk}k∈N pertenece a W~s0,~p
0 (Ω)

y es una solución GS de{
(−∆~p)

~s0u = f(x, u) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.
(3.3.6)

Demostración. Primero notemos que si ~sk → ~s0, entonces ~pk
∗ := ~p~sk

∗ → ~p0
∗

cuando k →∞. Entonces, si r < ~p0
∗, tenemos que r < ~pk

∗ para cada k grande.
En vista de la ecuación (3.3.5) y la desigualdad de Hölder, si probamos que

sup
k∈N

J~sk,~p(uk) <∞, entonces {uk}k∈N estará acotado en Lr(Ω). Gracias al Lema

3.3.3 y usando la hipótesis (f6) sobre f obtenemos

sup
k∈N

J~sk,~p(uk) <∞.

Finalmente, el Teorema 2.1.9 nos da la existencia de una subsucesión {ukj}j∈N ⊂
{uk}k∈N y una función u ∈W~s0,~p

0 (Ω) tal que ukj → u0 en Lr(Ω).
Sólo falta ver que u0 es una solución GS de (3.3.6) pues por el Teorema 3.2.1,

u0 es una solución débil de (3.3.6). Como uk ∈ N~sk,~p, tenemos que

0 < c ≤ pminJ~sk,~p(uk) ≤
n∑
i=1

J isi,pi(uk) =

∫
Ω

f(x, uk)uk dx→
∫

Ω

f(x, u0)u0 dx,

cuando k →∞, entonces u0 6= 0 y se sigue que u0 ∈ N~s0,~p. Más aún,

ĺım inf
k→∞

c~sk = ĺım inf
k→∞

I~sk,~p(uk) = ĺım inf
k→∞

J~sk,~p(uk)−
∫

Ω

F (x, uk)

≥ J~s0,~p(u0)−
∫

Ω

F (x, u0) dx = I~s0,~p(u0) ≥ c~s0 ,

donde en la desigualdad usamos el corolario de Γ−convergencia 3.1.2. Combi-
nando esta estimación con el Lema 3.3.2 concluimos que

c~s0 = I~s0,~p(u0).
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Caṕıtulo 4

Un problema de autovalores

En la sección anterior desarrollamos y estudiamos existencia y análisis asintóti-
co de ecuaciones diferenciales asociadas al operador (−∆~p)

~s. Un paso siguiente,
común en estos casos, es estudiar el problema de autovalores, para lo cual pri-
mero debemos plantear la forma adecuada del caso local. Y, como explicamos
en la introducción, la mejor forma de encontrar un problema de autovalores
adecuado es estudiar el cociente de Rayleigh adecuado.

En la década del 60’, A.Benedek y R.Panzone [7] estudiaron funciones que
tienen diferente integrabilidad según qué variable se está integrando. Es decir,
consideraron diferentes parámetros de integración de la siguiente forma

1 < p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pn <∞. (4.0.1)

Observación 4.0.1. En este caṕıtulo es importante que los parámetros de inte-
gración estén en orden, pues si pi > pi+1 entonces pi+1

pi
< 1 y entramos en un

terreno totalmente diferente que escapa el alcance de esta tesis.

4.1. Espacio de Sobolev mixto

Se define el espacio de Lebesgue mixto como

L~p(Rn) = {u una función medible tal que ‖u‖~p <∞},

donde

‖u‖~p =

∫
R

(
. . .

(∫
R
|u|p1dx1

) p2
p1

dx2 . . .

)pn/pn−1

dxn

1/pn

.

Para subconjuntos Ω de Rn, definiremos

L~p(Ω) = {u ∈ L~p(Rn) tal que u = 0 en Rn \ Ω}.

Notemos que L~p(Ω) y L~p(Rn) son espacios de Banach reflexivos ya que para
cada i se satisface 1 < pi <∞, [7, Teorema 4.1].
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Observación 4.1.1. La norma ‖.‖~p puede ser definida por recurrencia,

I1(u) =

(∫
R
|u|p1 dx1

)1/p1

,

I2(u) =

(∫
R
I1(u)p2 dx2

)1/p2

,

...

Ij(u) =

(∫
R
Ij−1(u)pj dxj

)1/pj

,

...

In(u) =

(∫
R
In−1(u)pn dxn

)1/pn

,

I(u) = In(u) = ‖u‖~p.

Observación 4.1.2. Para u ∈ L~p(Rn), se tiene:

Ij(u) es una función que depende de (xj+1, . . . , xn).

Para casi todo (yj+2, . . . , yn) ∈ Rn−j−2, la función Ij(u) (como función de
xj+1), pertenece a Lpj+1(R).

Si {uk}k∈N ⊂ L~p(Rn) es una sucesión tal que uk → u ∈ L~p(Rn) cuando
k →∞ entonces

Ij(uk)(·, yj+2, . . . , yn)→ Ij(u)(·, yj+2, . . . , yn)

en Lpj+1(R) para casi todo (yj+2, . . . , yn) ∈ Rn−j−2.

Ahora, centremos nuestra atención en funciones cuyas derivadas parciales
tienen diferente integrabilidad. Dado ~p = (p1, . . . , pn) con 1 < pi <∞, redefini-
mos el espacio de Sobolev anisotrópico de la siguiente manera

W 1,~p(Rn) :=
{
u ∈ L~p(Rn) : uxi ∈ Lpi(Rn), i = 1, . . . , n

}
,

equipado con la siguiente norma

‖u‖1,~p = ‖u‖~p +

n∑
i=1

‖uxi
‖pi = ‖u‖~p + ‖∇u‖~p.

Observemos que W 1,~p(Rn) es un espacio de Banach separable y reflexivo.
Ahora, dado un dominio acotado con frontera Lipschitz Ω ⊂ Rn, definimos

W 1,~p
0 (Ω) como el la clausura de C∞c (Ω) en W 1,~p(Rn).

Para el caso fraccionario, recordando la notación

[u]s,p,i =

(∫
Rn

∫
R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dhdx

) 1
p

,
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donde ei es el iésimo vector base canónico en Rn. Entonces al igual que en
caṕıtulos anteriores redefinimos el espacio de Sobolev anisotrópico fraccionario
como

W~s,~p(Rn) :=
{
u ∈ L~p(Rn) : [u]si,pi,i <∞, i = 1, . . . , n

}
.

Este espacio tiene una norma definida como

‖u‖~s,~p := ‖u‖~p +

n∑
i=1

[u]si,pi,i = ‖u‖~p + [u]~s,~p.

Nuevamente W~s,~p(Rn) es un espacio de Banach separable y reflexivo. Además,

dado un dominio acotado con frontera Lipschitz Ω ⊂ Rn, definimos W~s,~p
0 (Ω)

como la clausura de C∞c (Ω) en W~s,~p(Rn).

Observación 4.1.3. En esta nueva definición del espacio anisotrópico, modifica-
mos la forma de medir la anisotroṕıa de la función: antes requeŕıamos que la
función perteneciera a todos los espacios Lp, mientras que ahora sólo exigimos
que cada coordenada pertenezca al espacio Lp correspondiente.

Los siguientes dos teoremas son versiones de la desigualdad de Poincaré y
Rellich Kondrashov en el contexto de espacios L~p(Ω).

Proposición 4.1.4 (Poincaré). Dado un Ω subconjunto abierto y acotado de
Rn. Existen constantes C1(Ω, ~p, n) > 0 y C2(Ω, ~p,~s, n) > 0 tal que para cada u

en W 1,~p
0 (Ω), la siguiente desigualdad se cumple

‖u‖~p ≤ C1‖∇u‖~p. (4.1.1)

Y para cada u en W~s,~p
0 (Ω), se cumple:

‖u‖~p ≤ C2[u]~s,~p. (4.1.2)

Demostración. Sea u una función en W 1,~p
0 (Ω). Por un lado observemos que

pi ≤ pn para cada i = 1, . . . , n − 1 y |Ω| < ∞, entonces por desigualdad de
Hölder tenemos que Lpn(Ω) está continuamente embebido en L~p(Ω), es decir,
existe una constante positiva C > 0 tal que

‖u‖~p ≤ C‖u‖pn .

Por otro lado, la desigualdad de Poincaré para funciones en W 1,pn
0 (Ω) nos dice

‖u‖Lpn (Ω) ≤ C‖uxn
‖pn ≤ C

n∑
i=1

‖uxi
‖pi .

Entonces, combinando estos resultados obtenemos (4.1.1).
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Para la segunda desigualdad, tomemos u una función en W~s,~p
0 (Ω), podemos

asumir que existe un R > 0 tal que suppu ⊂ QR = [−R,R]n. Entonces,

[u]p1s1,p1,1 =

∫
Rn

∫
R

|u(x+ he1)− u(x)|p1
|h|1+s1p1

dh dx

≥
∫
QR

∫
R

|u(x+ he1)− u(x)|p1
|h|1+s1p1

dh dx

≥
∫
Q′R

∫
|x1|≤R

∫
|x1+he1|≥R

|u(x)|p1
|h|1+s1p1

dh dx1 dx
′

≥
∫
Q′R

∫
|x1|≤R

|u(x)|p1
∫
|h|≥2R

1

|h|1+s1p1
dh dx1 dx

′

≥ C‖u‖p1p1 .

Donde Q′R = [−R,R]n−1 y dx′ = dx2 · · · dxn.
Argumentando de manera similar para cada i, existen constantes Ci(Ω, si, pi)

tal que
Ci[u]si,pi,i ≥ ‖u‖pi .

Por lo tanto, tomando K = máxi{Ci} tenemos que

K

n∑
i=1

[u]s,p,i ≥
n∑
i=1

‖u‖pi ≥ ‖u‖pn ≥ C‖u‖~p.

Esto concluye la prueba de (4.1.2).

Recordemos de secciones anteriores la siguiente notación

~̄p :=

(
1

n

n∑
i=1

1

pi

)−1

~s =

(
1

n

n∑
i=1

1

si

)−1

y ~s~p =

(
1

n

n∑
i=1

1

sipi

)−1

.

~p ∗ :=
n~̄p

n− ~̄p
.

~p ∗~s =
n~s~p
~̄s

n− ~s~p
.

Proposición 4.1.5 (Rellich-Kondrashov). Sea ~p = (p1, . . . , pn) con 1 < pi <

∞, i = 1, . . . , n tal que ~̄p < n. Entonces W 1,~p
0 (Ω) ⊂ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q ≤ ~p ∗

y W 1,~p
0 (Ω) ⊂⊂ Lq(Ω) si 1 ≤ q < ~p ∗. En particular W 1,~p

0 (Ω) ⊂⊂ L~p(Ω).
En el caso no local, con ~s = (s1, . . . , sn) 0 < si < 1 para i = 1, . . . , n . Si

~s~p < n y pn < ~p~s
∗. Entonces W~s,~p

0 (Ω) ⊂ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q ≤ ~p~s ∗ se tiene

W~s,~p
0 (Ω) ⊂⊂ Lq(Ω) para 1 ≤ q < ~p~s

∗. En particular W~s,~p
0 (Ω) ⊂⊂ L~p(Ω).

Demostración. La prueba de W 1,~p
0 (Ω) ⊂⊂ Lq para cada 1 < q < ~p ∗ fue demos-

trada en [48, 23]. Para probar que W 1,~p
0 (Ω) ⊂ L~p(Ω) observemos que pn < ~p ∗

implica Lpn(Ω) ⊂ L~p(Ω) de forma continua.
La demostración del caso no local es inmediata del Teorema 2.0.3 y la idea

previa.
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4.2. Ecuación de Euler-Lagrange

Ahora ya estamos en posición de definir nuestro problema de autovalores a
través de la ecuación de Euler-Lagrange (E-L) asociado al cociente de Rayleigh

Q~p(u) =
‖∇u‖~p
‖u‖~p

.

De hecho, siguiendo las ideas de [28] (también de [24]), mostraremos que la
ecuación de E-L es la siguiente:{

−L~p u := λF~p(u) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.
(4.2.1)

Donde el operador −L~p lo definimos como

− L~p u := −div

(
n∑
i=1

∣∣∣∣ uxi

‖uxi
‖pi

∣∣∣∣pi−2
uxi

‖uxi
‖pi

)
(4.2.2)

y

F~p(u) =

n∏
i=1

Ii(u)pi+1−pi |u|p1−2u, (4.2.3)

donde pn+1 = 1.
Para comenzar, daremos una definición de solución débil del problema (4.2.1).

Definición 4.2.1. Sea u una función en W 1,~p
0 (Ω). Decimos que u es solución

débil del problema (4.2.1) si y sólo si u verifica∫
Ω

n∑
i=1

∣∣∣∣ uxi

‖uxi
‖pi

∣∣∣∣pi−2
uxi

‖uxi
‖pi

vxi
dx = λ

∫
Ω

F~p(u)v dx,

para toda v ∈W 1,~p
0 (Ω).

Ahora veamos alguna propiedades de nuestro operadores. Veamos que F~p un
operador continuo.

Lema 4.2.2. Sea ~p = (p1, . . . , pn) tal que 1 < pi < ∞ y ~p ′ = (p′1, . . . , p
′
n) el

exponente conjugado de Lebesgue coordenada a coordenada. Sea F~p el funcional

definido en (4.2.3), entonces F~p : L~p(Rn)→ L~p
′
(Rn) es continuo.

Demostración. Para ver que está bien definido observemos que si u ∈ L~p(Rn),
entonces(∫

R
|F~p(u)|p

′
1 dx1

)1/p′1

=

n∏
i=1

Ii(u)pi+1−p1
(∫

R
|u|(p1−1)p′1 dx1

)1/p′1

=

n∏
i=1

Ii(u)pi+1−p1I1(u)p1/p
′
1

=

n∏
i=2

Ii(u)pi+1−p1I1(u)p2−1.
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Iterando este procedimiento concluimos que

‖F~p(u)‖~p ′ = ‖u‖~p.

Para ver continuidad de F~p, tomemos {uk}k∈N ⊂ L~p(Rn) tal que uk → u en
L~p(Rn) y definamos

Ĩ1(k) :=

(∫
R
|F~p(uk)−F~p(u)|p

′
1 dx1

)1/p′1

,

Ĩi+1(k) :=

(∫
R
Ĩi(k)p

′
i+1 dxi+1

)1/p′i+1

para i = 1, . . . , n− 1.

Luego
‖F~p(uk)−F~p(u)‖~p ′ = Ĩn(k).

Por lo tanto, será suficiente mostrar que, pasando por una subsucesión,

Ĩi(k)→ 0 cuando k →∞ c.t.p. (xi+1, . . . , xn), i = 1, . . . , n.

Y que para casi todo punto (xi+2, . . . , xn) se tiene

Ĩi(k)(xi+1) ≤ hi(xi+1)

para h ∈ Lp
′
i+1(R).

Veamos la cuenta para i = 1. Por la observación 4.1.2, F~p(uk) → F~p(u)

c.t.p. Entonces para ver que Ĩ1(k) → 0 en casi todo punto x′ = (x2, . . . , xn),
necesitamos encontrar un mayorante integrable de |F~p(uk)−F~p(u)|p′1 para x′ ∈
Rn−1 c.t.p.

Notemos que

|F~p(uk)−F~p(u)|p
′
1 ≤ C

(
n∏
i=1

Ii(uk)(pi+1−pi)p′1 |uk|p1 +

n∏
i=1

Ii(u)(pi+1−pi)p′1 |u|p1
)
.

Y nuevamente por la Observación 4.1.2

Ii(uk)(·, xi+2, . . . , xn)→ Ii(u)(·, xi+2, . . . , xn)

en Lpi+i(R) c.t.p (xi+2, . . . , xn). Entonces existe hi = hi(·, xi+2, . . . , xn) ∈
Lpi+1(R) tal que

Ii(uk)(x1, xi+2, . . . , xn) ≤ hi(x1, xi+2, . . . , xn).

Más aún, dado que uk(·, x′) → u(·, x′) en Lp1(R) obtenemos la existencia de
h0(x), h0(·, x′) ∈ Lp1(R) tales que

|uk(x)| ≤ h0(x).

Aśı

|F~p(uk)−F~p(u)|p
′
1 ≤ C

(
n∏
i=1

h
(pi+1−pi)p′1
i hp10 +

n∏
i=1

Ii(u)(pi+1−pi)p′1 |u|p1
)

=: Φ(x1, x
′).
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Cómo Φ(·, x′) ∈ L1(R) para casi todo punto x′ ∈ Rn−1, obtenemos que

Ĩ1(k)→ 0.

De forma idéntica se prueba la cuenta para i = 2, · · · , n.

Utilizaremos la siguiente notación

H(u) = ‖∇u‖~p y I(u) = ‖u‖~p. (4.2.4)

Veamos que estos funcionales son diferenciables en el sentido de Fréchet.

Lema 4.2.3. Los funcionales I : L~p(Ω) → R y H : W 1,~p
0 (Ω) → R son diferen-

ciables en el sentido de Gateaux, lejos del cero y sus derivadas estan dadas por
las siguientes expresiones:

d

dt
I(u+ tv)|t=0 = 〈I ′(u), v〉 =

∫
Rn

n∏
i=1

Ii(u)pi+1−pi |u|p1−2uv dx, (4.2.5)

donde pn+1 = 1 y

d

dt
H(u+ tv)|t=0 = 〈H ′(u), v〉 =

n∑
i=1

∫
Rn

∣∣∣∣ uxi

‖uxi
‖pi

∣∣∣∣pi−2
uxi

‖uxi
‖pi

vxi
dx. (4.2.6)

Es decir H ′ = L~p y I ′ = F~p.

Demostración. Primero probemos (4.2.5).
Sea u, v ∈ L~p(Ω) y t ∈ R. Recordando la Observación de recurrencia 4.1.1,

desarrollamos

d

dt
I1(u+ tv)

∣∣∣∣
t=0

= I1(u)1−p1
∫
R
|u|p1−2uv dx1.

Luego,

d

dt
I2(u+ tv)

∣∣∣∣
t=0

= I2(u)1−p2
∫
R
I1(u+ tv)p2−1 d

dt
I1(u+ tv)

∣∣∣∣
t=0

dx2

=

∫
R2

I2(u)1−p2I1(u)p2−p1 |u|p1−2uv dx1dx2.

Aśı, por recurrencia llegamos a

d

dt
In(u+ tv)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
Rn

n∏
i=1

Ii(u)pi+1−pi |u|p1−2uv dx,

donde pn+1 = 1.
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Para probar (4.2.6),

dH(u+ tv)

dt
=

n∑
i=1

1

pi

(∫
Rn

|uxi
+ tvxi

|pi
) 1

pi
−1 ∫

Rn

pi|uxi
+ tvxi

|pi−2(uxi
+ tvxi

)vxi
dx.

Evaluando en t = 0 y cancelando los pi

d

dt
H(u+ tv)

∣∣∣∣
t=0

=

n∑
i=1

(∫
Rn

|uxi
|pi
) 1

pi
−1 ∫

Rn

pi|uxi
|pi−2uxi

vxi
dx

=

n∑
i=1

∫
Rn

∣∣∣∣ uxi

‖uxi
‖pi

∣∣∣∣pi−2
uxi

‖uxi
‖pi

vxi dx.

Aśı los funcionales H e I en el sentido de Gateaux.

Proposición 4.2.4. Los funcionales I y H dados en (4.2.4) son diferenciables
en el sentido de Fréchet.

Demostración. En el Lema 4.2.3 vimos que ambos funcionales son diferenciables
en el sentido de Gateaux, I ′ = F~p y H ′ = L~p . Además, en 4.2.2 probamos que
F~p es continuo, lo que concluye la prueba para I.

La continuidad de H ′ se deduce de la monotonia de H ′ pues

|〈H ′(u), v〉| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

1

‖uxi
‖pi−1
pi

∫
R
|uxi
|pi−2uxi

vxi
dx

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

1

‖uxi
‖pi−1
pi

∫
R
|uxi
|pi−1|vxi

| dx

≤
n∑
i=1

‖uxi
‖pi/p

′
i

pi ‖vxi
‖pi

‖uxi‖
pi−1
pi

≤
n∑
i=1

‖vxi
‖pi = ‖∇v‖~p.

Ahora podemos enunciar y probar nuestro resultado principal de esta sección.

Teorema 4.2.5. Sea u ∈W 1,~p
0 (Ω). Entonces u es un punto critico de

Q~p(u) =
‖∇u‖~p
‖u‖~p

si y sólo si u es solución débil de{
−L~p u = λF~p(u) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.
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Prueba de 4.2.5 . Sea

Q~p(u) =
H(u)

I(u)
.

Por el Lema 4.2.3, obtenemos que, si u 6= 0,

〈Q′~p(u), v〉 =
1

I(u)
(〈H ′(u), v〉 − Q~p(u)〈I ′(u), v〉) .

Entonces, u ∈W 1,~p
0 (Ω) es un punto cŕıtico de Q~p si y sólo si

〈H ′(u), v〉 = Q~p(u)〈I ′(u), v〉.

Y esto es equivalente a que u sea solución débil de{
−L~p u = λF~p(u) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.

con λ = Q~p(u).

4.3. Caso no local

Podemos considerar el cociente de Rayleigh no local

Q~s,~p(u) =
[u]~s,~p
‖u‖~p

.

Veamos que la siguiente expresión es la ecuación de E-L asociada a Q~s,~p{
−L~s,~p u = λF~p(u) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω,
(4.3.1)

donde F~p es el mismo operador que en el caso local y

L~s,~p u = P.V.

n∑
i=1

∫
Rn

∫
R

∣∣∣∣∣Dsi,i
h u(x)

[u]si,pi,i

∣∣∣∣∣
pi−2

Dsi,i
h u(x)

[u]si,pi,i

dh

|h|1+si
dx,

= ĺım
ε→0

n∑
i=1

∫
Rn

∫
|h|>ε

∣∣∣∣∣Dsi,i
h u(x)

[u]si,pi,i

∣∣∣∣∣
pi−2

Dsi,i
h u(x)

[u]si,pi,i

dh

|h|1+si
dx.

Donde

Ds,i
h u(x) :=

Di
hu(x)

|h|s
.

El operador L~s,~p claramente es la versión fraccionaria de L~p y lo tenemos que

entender en el sentido débil. Es decir, dados u, v ∈W~s,~p
0 (Ω),

〈−L~s,~p u, v〉 =

n∑
i=1

∫
Rn

∫
R

∣∣∣∣∣Dsi,i
h u(x)

[u]si,pi,i

∣∣∣∣∣
pi−2

Dsi,i
h u(x)

[u]si,pi,i
Dsi,i
h v(x)

dh

|h|
dx.
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Entonces una función u en W~s,~p
0 (Ω) es solución débil de (4.3.1) si

〈−L~s,~p u, v〉 = λ

∫
Rn

F~p(u)v dx

para toda v ∈W~s,~p
0 (Ω).

Nuevamente, introducimos la notación

H~s(u) = [u]~s,~p. (4.3.2)

De esta forma tenemos un lema análogo al Lema 4.2.3.

Lema 4.3.1. El funcional H~s : W~s,~p
0 (Ω)→ R es Gateaux diferenciable lejos del

cero y su derivada está dada por

〈H ′~s(u), v〉 =

n∑
i=1

∫
Rn

∫
R

∣∣∣∣∣Dsi,i
h u(x)

[u]si,pi,i

∣∣∣∣∣
pi−2

Dsi,i
h u(x)

[u]si,pi,i
Dsi,i
h v(x)

dh

|h|
dx.

Además, es diferenciable en sentido Fréchet.

Demostración. La prueba es análoga al caso local. Pues, la derivada de Gâteaux
de la seminorma fraccionaria

[u]s,p,i =

(∫
Rn

∫
R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh dx

) 1
p

en la dirección v y evaluada en t = 0 es

d

dt
[u+ tv]s,p,i

∣∣∣
t=0

=

[u]1−ps,p,i

∫
Rn

∫
R

|u(x+ hei)− u(x)|p−2(u(x+ hei)− u(x))(v(x+ hei)− v(x))

|h|1+sp
dhdx.

Entonces

d

dt
[u+ tv]s,p,i

∣∣∣
t=0

= [u]1−ps,p,i

∫
Rn

∫
R

|Di
hu(x)|p−2(Di

hu(x))(Di
hv(x))

|h|1+sp
dhdx.

Podemos reacomodar y obtener

∫
Rn

∫
R

∣∣∣∣∣Dsi,i
h u(x)

[u]si,pi,i

∣∣∣∣∣
pi−2

Dsi,i
h u(x)

[u]si,pi,i
Dsi,i
h v(x)

1

|h|
dh dx.

Luego la prueba finaliza tomando sumatoria y notando que es continua.

Podemos enunciar el teorema para la ecuación de Euler-Lagrange en el caso
no local, obviamente la demostración es análoga al caso local.
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Teorema 4.3.2. Sea u una función en W~s,~p
0 (Ω). Entonces u es un punto cŕıtico

de

Q~s,~p(u) =
[u]~s,~p
‖u‖~p

si y sólo si u es solución debil del problema{
−L~s,~p u = λF~p(u) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.

4.4. Propiedades generales de los autovalores

Luego de derivar las ecuaciones E-L, las cuales representan a nuestros pro-
blemas de autovalores, veamos, en caso de existir, qué propiedades tienen.

Decimos que λ ∈ R es autovalor de −L~p en Ω con condiciones de borde del
tipo Dirichlet si el problema{

−L~p u = λF~p(u) en Ω,

u = 0 en ∂Ω,

admite una solución débil no trivial u ∈ W 1,~p
0 (Ω). Llamaremos a u autofun-

ción de L~p con autovalor λ. Además, notaremos Σ~p a la colección de dichos
autovalores.

Similarmente, decimos que λ ∈ R es autovalor de L~s,~p en Ω condiciones de
borde del tipo Dirichlet si el problema{

−L~s,~pu = λ~sF~p(u) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω,

admite una solución débil no trivial u ∈W~s,~p
0 (Ω). Llamaremos a u, autofunción

de L~p,~s con autovalor λ~s. Además, notaremos Σ~s,~p a la colección de dichos
autovalores.

Proposición 4.4.1. Σ~p,Σ~s,~p ⊂ (0,∞) son subconjuntos cerrados.

Demostración. Sea λ ∈ Σ~p y u ∈W 1,~p
0 (Ω) una autofunción asociada. Tomemos

59



a u como función test en la formulación débil del problema. Por un lado,

〈H ′(u), u〉 =

n∑
i=1

∫
Rn

∣∣∣∣ uxi

‖uxi‖pi

∣∣∣∣pi−2
uxi

‖uxi‖pi
uxi

dx

=

n∑
i=1

∫
Rn

∣∣∣∣ uxi

‖uxi
‖pi

∣∣∣∣pi−2
uxi

‖uxi
‖pi

uxi
dx

=

n∑
i=1

‖uxi
‖1−pipi

∫
Rn

|uxi
|pi dx

=

n∑
i=1

‖uxi
‖1−pipi ‖uxi

‖pipi

=

n∑
i=1

‖uxi
‖pi .

Por el otro, y algo más complicado,

〈I ′(u), u〉 =

∫
Rn

n∏
i=1

Ii(u)pi+1−pi |u|p1−2uu dx

=

∫
Rn

n∏
i=1

Ii(u)pi+1−pi |u|p1 dx.

Recordando la notación dada en la Observación 4.1.1 y x′ = (x2, · · · , xn) se
sigue que∫
Rn−1

n∏
i=1

Ii(u)pi+1−pi
(∫

R
|u|p1 dx1

)
dx′ =

∫
Rn−1

n∏
i=1

Ii(u)pi+1−piI1(u)p1dx′

=

∫
Rn−1

n∏
i=2

Ii(u)pi+1−piI1(u)p2−p1I1(u)p1dx′

=

∫
Rn−1

n∏
i=2

Ii(u)pi+1−piI1(u)p2dx′.

Nuevamente, pero notando x′ = (x3, · · · , xn), tenemos∫
Rn−2

n∏
i=2

Ii(u)pi+1−pi
(∫

R
I1(u)p2 dx2

)
dx′ =

∫
Rn−2

n∏
i=2

Ii(u)pi+1−piI2(u)p2dx′

=

∫
Rn−2

n∏
i=3

Ii(u)pi+1−piI2(u)p3dx′.
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Repitiendo este procedimiento es fácil ver que∫
R
In(u)pn+1−pnIn−1(u)pn dxn = In(u)pn+1−pn

∫
R
In−1(u)pn dxn

= In(u)pn+1−pnIn(u)pn

= In(u)pn+1 = I(u).

Es decir, la formulación 〈H ′(u), u〉 = λ〈I ′(u), u〉 es equivalente a

‖∇u‖~p = λ‖u‖~p.

Por lo tanto, λ > 0 y Σ~p ⊂ (0,∞). De forma análoga, podemos demostrar que
Σ~s,~p ⊂ (0,∞).

Ahora veamos que sean espacios cerrados, comenzando por Σ~p. Sea {λk} una

sucesión de autovalores tal que λk → λ ∈ R si k →∞ y {uk}k∈N ⊂ W 1,~p
0 (Ω) la

sucesión de autofunciones L~p normalizadas correspondiente. Observemos que

‖∇uk‖~p = λk‖uk‖~p = λk.

De donde obtenemos que {uk}k∈N es una sucesión acotada en W 1,~p
0 (Ω). Luego,

pasando a una subsucesión obtenemos

uk ⇀ u en W 1,~p
0 (Ω) y uk → u en L~p(Ω).

Por el Lema 4.2.2, F~p es continuo. Entonces

〈L~puk, v〉 = λk〈F~p(uk), v〉 → λ〈Fp(u), v〉.

Como cada uk es una autofunción L~p-normalizada entonces

〈L~p uk, uk〉 = λk → λ.

Utilizando el Lema 4.5.3 de la siguiente sección para obtener que uk → u en
W 1,~p

0 (Ω).
Gracias a la convergencia anterior podemos pasar al ĺımite en la formulación

débil,
〈L~p uk, v〉 = λk〈Fp(uk), v〉

y conseguir
〈L~p u, v〉 = λ〈F~p(u), v〉

para cualquier v ∈W 1,~p
0 (Ω). Es decir, u es una autofunción asociada a λ y el caso

local estaŕıa completo. Nuevamente, la prueba del caso no local es totalmente
análoga.

Como ya mencionamos, un punto principal de este trabajo es estudiar los
comportamientos asintóticos. Aqúı, nos interesa analizar el comportamiento con-
junto Σ~s,~p cuando los parámetros fraccionarios ~s = (s1, . . . , sn) verifican si → 1,
i = 1, . . . , n.

Para ello usamos la teoŕıa desarrollada en secciones anteriores en particular
el Teorema 2.1.9 y Lema 3.2.3, los cuales reescribimos de la siguiente forma
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Proposición 4.4.2. Sea {~sk}k∈N una sucesión de parámetros fraccionarios ta-
les que ~sk → (1, . . . , 1) cuando k → ∞. Sea ~p = (p1, . . . , pn) parámetros de
integración tales que 1 < p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pn < ∞ . Para cada k ∈ N,
uk ∈W~sk,~p

0 (Ω) es una función tal que

sup
k∈N
‖uk‖~sk,~p <∞. (4.4.1)

Entonces existe una función u ∈W 1,~p
0 (Ω) y una subsucesión {ukj}j∈N ⊂ {uk}k∈N

tal que
ukj → u en L~p(Ω) y ‖∇u‖~p ≤ ĺım inf

k→∞
[uk]~sk,~p.

Lema 4.4.3. Sea {~sk}k∈N una sucesión de parámetros fraccionarios que satis-

face ~sk → (1, . . . , 1) si k →∞ . Sean vk ∈ W~sk,~p
0 (Ω) sucesión de funciones que

satisface (4.4.1). Sin pérdida de generalidad supongamos que existe v ∈W 1,~p
0 (Ω)

tal que vk → v en L~p(Ω) si k → ∞. Entonces para cada función u ∈ W 1,~p
0 (Ω)

fija se cumple
〈L~sk~p u, vk〉 → 〈L~p u, v〉 con k →∞.

Gracias a esto, podemos enunciar y demostrar nuestro teorema de compor-
tamiento asintótico.

Teorema 4.4.4. Sea {~sk}k∈N una sucesión de parámetros fraccionarios tales
que ~sk → (1, . . . , 1) cuando k →∞. Sea ~p = (p1, . . . , pn) parámetros de integra-
ción tales que 1 < p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pn < ∞ . Sea λk ∈ Σ~sk,~p una sucesión de
autovalores de {

−L~s,~p u = λF~p(u) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.

Si λk → λ entonces λ ∈ Σ~p.
Además, si uk ∈W~sk,~p

0 (Ω) es una sucesión de autofunciones L~p-normalizadas
donde cada uk está asociada a λk. Entonces cualquier punto de acumulación u
en L~p(Ω) de dicha sucesión satisface que u ∈ W 1,~p

0 (Ω) y es una autofunción
asociada a λ.

Demostración. Sea {~sk}k∈N sucesión de parámetros fraccionarios y {λ~sk}k∈N
una sucesión de autovalores que converge a un λ cuando k →∞. Para cada λ~sk

tomemos una autofunción uk, las cuales podemos suponer L~p-normalizadas.
Como ‖uk‖~p = 1 y la sucesión λ~sk es convergente, por lo tanto acotada,

entonces la sucesión {uk}k∈N satisface (4.4.1) y podemos aplicar la Proposición
4.4.2 para obtener una subsucesión, la cual también notaremos como {uk}k∈N
y una función u ∈W 1,~p

0 (Ω) tal que uk → u en L~p(Ω).
Aśı, estamos en condiciones de usar el Lema 4.4.3 y concluimos la prueba

por argumentos de monotonia clásicos.
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4.5. Existencia de autovalores

En la sección previa, probamos algunas propiedades que cumplen los auto-
valores en caso de existir. En esta sección, establecemos la existencia de valores
propios usando la teoŕıa de Lusternik-Schnirelmann.

Primero, recordamos algunos resultados abstractos de la teoŕıa de puntos
cŕıticos que serán esenciales en nuestra demostración de existencia de valores
propios.

Sea X un espacio de Banach reflexivo y las aplicaciones φ, ψ ∈ C1(X,R).
Supondremos que φ y ψ verifican las hipótesis (H1)–(H4) a continuación:

(H1) φ, ψ ∈ C1(X,R) son pares con φ(0) = ψ(0) = 0, y el conjunto de nivel

M = {u ∈ X : ψ(u) = 1}

es acotado.

(H2) φ′ es completamente continua. Además, para cualquier u ∈ X se cumple
que

〈φ′(u), u〉 = 0 ⇐⇒ φ(u) = 0,

donde 〈·, ·〉 denota los paréntesis de dualidad para el par (X,X∗).

(H3) ψ′ es continua, acotada y, cuando k →∞, se cumple que

uk ⇀ u, ψ′(uk) ⇀ v y 〈ψ′(uk), uk〉 → 〈v, u〉

entonces uk → u en X.

(H4) Para todo u ∈ X \ {0} se cumple que

〈ψ′(u), u〉 > 0, ĺım
t→∞

ψ(tu) =∞ y ı́nf
u∈M
〈ψ′(u), u〉 > 0.

Además, para cualquier n ∈ N, definimos

Kn = {K ⊂M : K es simétrico, compacto, con φ|K > 0 y γ(K) ≥ n},

donde γ(K) es el género de Krasnoselskii del conjunto K. Finalmente, definimos

cn =

{
supK∈Kn

mı́nu∈K φ(u) si Kn 6= ∅,
0 si Kn = ∅.

El siguiente resultado abstracto general se demuestra en [50] (ver también
[42, Theorem 9.27]).

Teorema 4.5.1. Sea X un espacio de Banach reflexivo y φ, ψ ∈ C1(X,R).
Supongamos que φ, ψ satisfacen (H1)–(H4). Entonces

1. c1 <∞ y cn → 0 cuando n→∞.
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2. Si c = cn > 0, entonces podemos encontrar un elemento u ∈ M que es
solución de

µψ′(u) = φ′(u), (µ, u) ∈ R×M, (4.5.1)

para un valor propio µ 6= 0 tal que φ(u) = c.

3. Más generalmente, si c = cn = cn+k > 0 para algún k ≥ 0, entonces el
conjunto de soluciones u ∈ M de (4.5.1) tal que φ(u) = c tiene género
≥ k + 1.

4. Si cn > 0 para todo n ≥ 1, entonces existe una sucesión {(µn, un)}n∈N de
soluciones de (4.5.1) con φ(un) = cn, µn 6= 0 para todo n ≥ 1, y µn → 0
cuando n→∞.

5. Si además requerimos que

〈φ′(u), u〉 = 0 si y solo si φ(u) = 0 si y solo si u = 0,

entonces, cn > 0 para todo n ≥ 1, y existe una sucesión {(µn, un)}n∈N de
soluciones de (4.5.1) tal que φ(un) = cn, µn 6= 0, µn → 0, y un ⇀ 0 en X
cuando n→∞.

Nuestro objetivo es aplicar el Teorema 4.5.1 en el caso en que X = W 1,~p
0 (Ω),

(φ, ψ) = (I,H) y en el caso en que X = W~s,~p
0 (Ω) y (φ, ψ) = (I,H~s), donde los

operadores I,H y H~s fueron introducidos en (4.2.4) y (4.3.2).
Para mejorar la legibilidad del trabajo, demostraremos las propiedades de

H y H~s a través de una serie de lemas.

Lema 4.5.2. Sean H : W 1,~p
0 (Ω) → R y H~s : W~s,~p

0 (Ω) → R definidos previa-

mente. Entonces H ′ : W 1,~p
0 (Ω) → W−1,~p′(Ω) y H ′~s : W~s,~p

0 (Ω) → W−~s,~p
′
(Ω) son

acotados y monótonos.

Demostración. Veamos que H ′ is acotado de una forma muy directa,

|〈H ′(u), v〉| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

1

‖uxi
‖pi−1
pi

∫
R
|uxi
|pi−2uxi

vxi
dx

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

1

‖uxi
‖pi−1
pi

∫
R
|uxi
|pi−1|vxi

| dx

≤
n∑
i=1

‖uxi
‖pi/p

′
i

pi ‖vxi
‖pi

‖uxi‖
pi−1
pi

≤
n∑
i=1

‖vxi
‖pi = ‖∇v‖~p.

Aśı, H ′ es un operador acotado. Además, a partir de este resultado podemos
obtener su monotońıa. Pues

〈H ′(u), v〉+ 〈H ′(v), u〉 ≤ |〈H ′(u), v〉|+ |〈H ′(v), u〉| ≤ ‖∇v‖~p + ‖∇u‖~p.
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Entonces,

〈H ′(u)−H ′(v), u− v〉 = 〈H ′(u), u〉+ 〈H ′(v), v〉 − (〈H ′(u), v〉+ 〈H ′(v), u〉)
= ‖∇u‖~p + ‖∇v‖~p − (〈H ′(u), v〉+ 〈H ′(v), u〉) ≥ 0.

Lo que nos da la monotońıa del operador H ′. La cuenta que demuestra conti-
nuidad y monotońıa de H ′~s es completamente análoga y nuevamente omitiremos
su demostración.

Lema 4.5.3. Los operadores H y H~s verifican la hipótesis (H3). Es decir

H ′ : W 1,~p
0 (Ω) → W−1,~p ′(Ω) y H ′~s : W~s,~p

0 (Ω) → W−~s,~p
′
(Ω) son operadores con-

tinuos y acotados. Además, cuando k →∞, se cumple

uk ⇀ u, H ′(uk) ⇀ v y 〈H ′(uk), uk〉 → 〈v, u〉 ⇒ uk → u en W 1,~p
0 (Ω) (4.5.2)

uk ⇀ u, H ′~s(uk) ⇀ v y 〈H ′~s(uk), uk〉 → 〈v, u〉 ⇒ uk → u en W~s,~p
0 (Ω). (4.5.3)

Demostración. Gracias al Lema 4.5.2 sólo queda ver que H ′ y H ′~s son continuos
y verifican (4.5.2) y (4.5.3) respectivamente.

Primero, aseguramos que H ′ es un operador continuo, de hecho sólo obser-
vemos que podemos reescribir a H ′ como

H ′(u) =

n∑
i=1

Gpi(uxi
)

‖uxi‖
pi−1
pi

,

donde Gpi(u) := |u|pi−2u. Esta notación es beneficiosa pues Gpi : Lpi(Rn) →
Lp
′
i(Rn) es continuo. Por lo cual, nuestra aseveración es correcta. De igual forma,

H ′~s(u) =

n∑
i=1

Gpi(D
si,i
h u(x))

[uxi ]
pi−1
s,pi

.

Gracias a que Gpi : Lpi(Rn × R)→ Lp
′
i(Rn × R) es continuo, podemos concluir

que H ′~s también es un operador continuo.

Para verificar (4.5.2), sea {uk}k∈N una sucesión en W 1,~p
0 (Ω) tal que uk ⇀ u

en W 1,~p
0 (Ω), H ′(uk) ⇀ v en W−1,~p′(Ω) y 〈H ′(uk), uk〉 → 〈v, u〉 entonces tenemos

que mostrar que uk → u in W 1,~p
0 (Ω).

Sea w ∈ W 1,~p
0 (Ω) arbitraria, por la monotońıa de H ′ (Lema 4.5.2) tenemos

que
0 ≤ 〈H ′(w)−H ′(uk), w − uk〉.

Tomando ĺımite cuando k →∞, llegamos a que

0 ≤ 〈H ′(w), w − u〉 − 〈v, w − u〉.

Ahora, podemos elegir w = u+ tz con t > 0 y deducimos que

0 ≤ 〈H ′(u+ tz)− v, tz〉.
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Dividiendo todo por t y tomando ĺımite cuando t → 0+ conseguimos que para
todo z ∈W 1,~p

0 (Ω) se tiene

0 ≤ 〈H ′(u)− v, z〉.

Entonces H ′(u) = v. Más aún,

‖∇uk‖~p = 〈H ′(uk), uk〉 → 〈v, u〉 = 〈H ′(u), u〉 = ‖∇u‖~p.

Como el espacio W 1,~p
0 (Ω) es uniformemente convexo podemos decir que con-

vergencia débil y convergencia en norma implican que uk → u fuerte como
queŕıamos. La misma cuenta nos muestra que también se cumple (4.5.3).

Finalmente podemos enunciar y demostrar el teorema que nos asegura exis-
tencia de soluciones a nuestros problemas de autovalores.

Teorema 4.5.4. Existe una sucesión {uk}k∈N ⊂W 1,~p
0 (Ω) de puntos cŕıticos de

Q~p con valores cŕıticos asociados {λk}k∈N ⊂ R tal que λk →∞ si k →∞. Más
aún, estos valores cŕıticos tienen la siguiente caracterización,

λk = ı́nf
K∈Kk

sup
u∈K

H(u). (4.5.4)

Donde, para cada k ∈ N se define

Kk = {K ⊂M compacto, simetrico con H ′(u) > 0 en K y γ(K) ≥ k},

con
M = {u ∈W 1,~p

0 (Ω) : H(u) = 1}

y γ es el Krasnoselskii genus de K.
En particular, uk es solución débil de{

−L~p uk = λkF~p(uk) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.

Demostración. Debemos confirmar que los funcionales I y H satisfacen las
hipótesis del Teorema 4.5.1.

Las condiciones (H1) y (H3) son consecuencia directa de los Lemas 4.2.3 y
4.5.3, respectivamente.

La condición (H4) se cumple porque al tener Poincaré el funcional H sirve

como norma del espacio W 1,~p
0 (Ω).Además, tenemos la igualdad 〈H ′(u), u〉 =

H(u).

Para demostrar que (H2) es válida, basta observar que si uk ⇀ u en W 1,~p
0 (Ω),

por compacidad de la inmersión W 1,~p
0 (Ω) ⊂⊂ L~p(Ω), se deduce que uk → u en

L~p(Ω) y, usando el Lema 4.2.2, obtenemos que I ′(uk) → I ′(u) en L~p
′
(Ω) ⊂

W−1,~p ′(Ω).
Finalmente, ya que 〈I ′(u), u〉 = I(u) = ‖u‖~p, cada uno es cero si y solo si

u = 0.
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Aplicamos la teoŕıa de Lusternik-Schnirelmann, Teorema 4.5.1, a los funcio-
nales I y H sobre el conjunto de nivelM para concluir que existe una sucesión
de números {µk}k∈N ↘ 0 y funciones {uk}k∈N ∈ W 1,~p

0 (Ω) normalizadas tales
que H(uk) = 1, y

µk〈H ′(uk), v〉 = 〈I ′(uk), v〉 ∀v ∈W 1,~p
0 (Ω) (4.5.5)

y I(uk) = ck donde
ck = sup

K⊂Kk

mı́n
u∈K

I(u). (4.5.6)

Usando que 〈H ′(u), u〉 = H(u) y 〈I ′(u), u〉 = I(u), uno obtiene inmediatamente
que ck = µk.

Aśı, si denotamos λk = µ−1
k , usando (4.5.5), tenemos que uk es una solución

débil de (5.1.5) con valor propio λk, y a partir de (4.5.6) también se obtiene la
validez de (4.5.4).

Observación 4.5.5. Los valores propios obtenidos en el Teorema 4.5.4 son comúnmen-
te llamados valores propios de Lusternik-Schnirelmann o simplemente valores
propios LS y se denotan por Σ~p

LS .

De manera similar, enunciamos un Teorema para el caso fraccionario. La
demostración es una ligera variación del Teorema 4.5.4 y se omite.

Teorema 4.5.6. Existe una sucesión {u~sk}k∈N ⊂ W~s,~p
0 (Ω) de puntos cŕıticos

de Q~s,~p con valores cŕıticos {λ~sk}k∈N ⊂ R tales que λ~sk → ∞ cuando k → ∞.
Además, estos valores cŕıticos tienen la siguiente caracterización variacional:

λ~sk = ı́nf
K∈K~s

k

sup
u∈K

H~s(u) (4.5.7)

donde, para cualquier k ∈ N,

K~sk = {K ⊂M~s compacto, simétrico con H ′~s(u) > 0 en K y γ(K) ≥ k}

M~s = {u ∈W~s,~p
0 (Ω) : H~s(u) = 1}

y γ es el género de Krasnoselskii de K.

Estos valores propios asociados al problema fraccionario se denotarán por
Σ~s,~pLS .
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Caṕıtulo 5

Problemas de optimización
de dominio

En la introducción explicamos cuál era la motivación para trabajar en pro-
blemas de optimización de dominios. Sin embargo, vamos a recordar un poco
de qué trata este tema.

Los problemas de optimización de dominios han sido ampliamente estudia-
dos en matemáticas, especialmente en el ámbito de la optimización estructural,
donde el objetivo es determinar un dominio óptimo que minimice un funcional
de costo F . En el enfoque clásico, F se expresa en términos de una función uA,
que es solución de una ecuación de estado definida sobre el dominio A. Tra-
dicionalmente, se han impuesto restricciones de regularidad en la frontera del
dominio (como continuidad de Lipschitz), pero enfoques más recientes han intro-
ducido conjuntos quasiabiertos como clase admisible, restringiendo únicamente
el volumen |A| = c.

Este trabajo ampĺıa los resultados clásicos al contexto en el que la ecuación
de estado está gobernada por operadores no locales y no lineales, en particular
queremos utilizar nuestro operador anisotrópico, el p-Laplaciano fraccionario
anisotrópico. Sin embargo, el caso isotrópico no está estudiado, por lo tanto
nos centraremos en ese caso antes de generalizar los resultados para el caso
anisotrópico.

5.1. Caso isotrópico

Aunque son definiciones clásicas, no hemos trabajado en los espaciosW s,p
0 (Ω).

Dado un subconjunto Ω de Rn acotado y 0 < s ≤ 1 < p <∞ definimos

W s,p
0 (Ω) := C∞c (Ω)

‖.‖s,p
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donde

‖ · ‖ps,p =


∫∫

Rn×Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy si 0 < s < 1∫

Rn

|∇u(x)|p dx si s = 1

Gracias a la desigualdad de Poincaré [22], podemos usar la norma anterior y
obtener un espacio de Banach, reflexivo y separable.

Dado que en nuestro análisis los conjuntos admisibles serán quasi abiertos,
será necesario introducir la noción de capacidad asociada a un conjunto. En
[49, 43] se define la (s, p)-Capacidad de un conjunto A ⊂ Ω de la siguiente
forma.

Definición 5.1.1. Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y A ⊂ Ω. Para cualquier
0 < s ≤ 1 < p <∞, definimos la (s, p)-Capacidad de A como

Cap(s, p)(A) = ı́nf
{
‖u‖ps,p : u ∈W s,p

0 (Ω), u ≥ 0, A ⊂ {u ≥ 1}◦
}
.

Observación 5.1.2 (Interpretación intuitiva). La (s, p)-Capacidad mide el ”ta-
maño”de un conjunto en términos de su influencia sobre funciones en W s,p

0 (Ω)
en lugar de la simple medida de Lebesgue. Además, a diferencia de la medida
estándar, algunos conjuntos con medida positiva pueden tener capacidad cero,
lo que implica que su influencia en el espacio de funciones es despreciable.

Luego, si una propiedad P (x) se cumple para cada x ∈ E salvo para x ∈
Z ⊂ E con Cap(s, p)(Z) = 0 entonces P (x) se cumple (s, p)-casi todo punto en
E o en su forma abreviada q.e. en E (usamos las siglas en inglés ((s, p)-quasi
everywhere).

También extendemos el concepto de continuidad de funciones a continuidad
q.e.

Definición 5.1.3. Para una función u : Ω → R, decimos que es quasi con-
tinua (q.c.) si para todo ε > 0, existe una abierto relativo G ⊂ Ω tal que
Cap(s, p)(G) < ε y u|Ω\G es continua.

El siguiente teorema nos habilita a trabajar con los representantes quasi
continuos.

Teorema 5.1.4 ([49],Teorema 3.7). Para toda u ∈ W s,p
0 (Ω), existe una única

función quasi continua ũ : Ω→ R tal que ũ = u c.t.p en Ω.

Luego de definir la capacidad de un conjunto, podemos establecer lo que
vamos a considerar un conjunto quasi abierto.

Definición 5.1.5. A ⊂ Ω es considerado un conjunto (s, p)-quasi abierto si
para cada ε > 0 existe Aε conjunto abierto de Ω tal que Cap(s, p)(A4Aε) ≤ ε,
donde 4 es la diferencia simétrica de conjuntos.

Representamos a la clase de todos los conjuntos (s, p)-quasi abiertos de Ω
como As,p(Ω), y para cada A ∈ As,p(Ω) definimos el espacio

W s,p
0 (A) = {u ∈W s,p(Rn) |u = 0 q.e en Rn \A}.
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W s,p
0 (A) con norma heredada de W s,p

0 (Ω) es un subespacio cerrado, por lo
tanto, reflexivo. Si A es abierto, la definición previa de W s,p

0 (A) es equivalente
a la usual.

A continuación daremos las definiciones de solución débil para el p-Laplaciano
y p-Laplaciano fraccionario.

Definición 5.1.6. Sea Ω ⊂ Rn un conjunto acotado. Sean s y p tales que
0 < s ≤ 1 < p < ∞, p′ el conjugado de Lebesgue de p y f ∈ Lp′(Ω). Decimos
que u ∈W s,p

0 (Ω) es solución débil de{
(−∆p)

su = f en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω,
(5.1.1)

si u verifica

〈(−∆p)
su, v〉 =

∫
Ω

fv dx.

Aqúı

〈(−∆p)
su, v〉 :=


∫∫

Ω×Ω

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+sp
dxdy si s < 1,∫

Ω

|∇u|p−2uv dx si s = 1,

para toda v ∈W s,p
0 (Ω).

Además usaremos el Principio de Comparación para el p-Laplaciano Frac-
cionario, probado en [38].

Teorema 5.1.7. Sea Ω ⊂ Rn un dominio acotado y sean u, v ∈ W s,p
0 (Ω) solu-

ciones débiles de

(−∆)spu ≤ (−∆)spv en Ω,

y
u ≤ v en Rn \ Ω,

entonces,
u ≤ v en Ω.

Observación 5.1.8. Si consideramos el funcional Js,p : W s,p
0 (Ω) → R definido

como

Js,p(u) =


((1−s))

p

∫∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy si s < 1,

1
p

∫
Ω

|∇u|p dx si s = 1.

Entonces Js,p es un funcional continuo con derivada de Gateaux continua

J ′s,p : W−s,p
′
(Ω)→W s,p

0 (Ω),
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dada por

〈J ′s,p(u), v〉 =


(1− s)

∫∫
Ω×Ω

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+sp
dx dy si s < 1,∫

Ω

|∇u|p−2uv dx si s = 1.

Monotońıa, convexidad y coercividad de este operador asegura, como en el
caso estándar de conjuntos abiertos, existencia y unicidad de soluciones débiles
a (5.1.1). Entonces, dado A ∈ As,p(Ω), notamos como usA ∈ W s,p

0 (A) a la
única solución débil de{

(−∆p)
sv = 1 en A,

v = 0 q.e. en Rn \A.

Además, usaremos el siguiente concepto de convergencia de conjuntos, la cual
es una versión fraccionaria de la γ-convergencia de conjuntos definida en [18].

Definición 5.1.9. Sea {Ak}k∈N ⊂ As,p(Ω) y A ∈ As,p(Ω). Decimos que Ak
γ−→

A si usAk
→ usA en Lp(Ω).

Ahora, veamos algunas propiedades relacionadas con usA.

Lema 5.1.10. Para cada A ∈ As,p y usA definido anteriormente se satisface

usA = máx
w∈W s,p

0 (Ω)
{w ≤ 0 en Rn \A y (−∆p)

sw ≤ 1 en Ω}.

Demostración. Definamos el siguiente conjunto convexo

KA = {w ∈W s,p
0 (Ω): w ≤ 0 en Rn \A},

y llamemos ωA al único minimizador de Is : KA → R definido por

Is(w) = Js,p(w)−
∫

Ω

w dx.

Dado que ωA es el único minimizador del funcional Is sobre el conjunto convexo
KA, satisface la condición

Is(ωA) ≤ Is(v), ∀v ∈ KA.

Lo anterior implica

〈I ′s(ωA), v − ωA〉 ≥ 0, ∀v ∈ KA.

Es decir,

〈J ′s,p(ωA), v − ωA〉 −
∫

Ω

(v − ωA) dx ≥ 0, ∀v ∈ KA.
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Reordenando términos, obtenemos la siguiente desigualdad variacional

〈J ′s,p(ωA), v − ωA〉 ≥
∫

Ω

(v − ωA) dx, ∀v ∈ KA. (5.1.2)

Tomamos como función test v = ω+
A . Dado que ω−A = −mı́n(ωA, 0) y ω+

A =
máx(ωA, 0), se cumple la identidad

ω+
A − ωA = ω−A .

Sustituyendo v = ω+
A en la desigualdad variacional

0 ≤
∫

Ω

ω+
A − ωA dx =

∫
Ω

ω−A dx ≤ 〈J
′
s,p(ωA), ω−A〉

≤ −
∫∫
{ωA≤0}×{ωA≤0}

|ωA(x)− ωA(y)|p

|x− y|n+sp
dxdy.

De la anterior desigualdad podemos deducir que ω−A = 0 en Rn \ A. En conse-
cuencia, dado que ωA pertenece a KA, se sigue que ωA está en W s,p

0 (A). Pero
como usA representa al mı́nimo de Is en W s,p

0 (A), concluimos que ωA = usA.
Ahora, dada v ∈ W s,p

0 (Ω) tal que v ≥ 0, tenemos que −v ∈ KA. Luego, si
aplicamos (5.1.2) obtenemos

〈J ′s,p(usA),−v − usA〉 = 〈J ′s,p(usA),−v〉+ 〈J ′s,p(usA),−usA〉 ≥
∫

Ω

−v − usA dx.

(5.1.3)

Teniendo en cuenta que

〈J ′s,p(usA),−usA〉 =

∫
Ω

−usA dx,

la desigualdad (5.1.3) puede ser expresada como

〈J ′s,p(usA), v〉 ≤
∫

Ω

v dx.

Al ser v ∈ W s,p
0 (Ω) no negativo pero arbitrario, obtenemos (−∆p)

susA ≤ 1 en
Ω. Finalmente, si tomamos w ≤ 0 en Rn \A y (−∆p)

sw ≤ 1 en Ω, entonces

(−∆p)
sw ≤ (−∆p)

susA en A y w ≤ usA en Rn \A.

Por principio de comparación, w ≤ usA en Rn, como queŕıamos demostrar para
concluir el lema.

Lema 5.1.11. Sea {Ak}k∈N una sucesión de subconjuntos quasi abiertos de Ω
tal que usAk

converge débil en W s,p
0 (Ω) a una función u. Además, sea {vk}k∈N

una sucesión en W s,p
0 (Ω) tal que vk = 0 q.e en Ω\Ak y vk → v débil en W s,p

0 (Ω).
Entonces v = 0 q.e. donde {u = 0}.

73



Antes de comenzar con la prueba, es conveniente repasar el concepto de
conjunto subdiferencial de una función convexa. En [11, 42] están las pruebas
de las propiedades que vamos a utilizar aqúı. Además, tambien es necesario un
resultado importante de la Γ-convergencia.

Definición 5.1.12. Sea X un espacio de Banach y φ : X → R ∪ {+∞} una
función convexa, no idénticamente +∞. El dominio efectivo de φ se define como

Dom(φ) = {x ∈ X : φ(x) <∞}.

Entonces, para x ∈ Dom(φ) el subdiferencial de φ en x es el conjunto ∂φ(x) ⊂
X∗ definido por

∂φ(x) = {x∗ ∈ X∗ : φ(x+ h)− φ(x) ≥ 〈x∗, h〉 para toda h ∈ X}

La siguiente proposición recolecta todas las propiedades que vamos a utilizar.

Proposición 5.1.13. Sea Γ0(X) el cono convexo de funciones semicontinuas
inferiormente en el espacio de Banach X la cuales no son idénticamente ∞.
Entonces

Para cada x ∈ Dom(∂φ) := {x ∈ X : ∂φ(x) 6= ∅} el conjunto ∂φ(x) es no
vaćıo, convexo y w∗−cerrado.

Si φ es convexa y continua en x0 ∈ Dom(φ), entonces ∂φ(x0) es w∗−compacto.

Si X es un espacio de Banach reflexivo y φ ∈ Γ0(X), entonces Dom(∂φ)
es denso en Dom(φ).

Finalmente, si φ∗(x∗) = supy∈X{〈x∗, y〉 − φ(y)} entonces

x∗ ∈ ∂φ(x) ⇐⇒ φ(x) + φ∗(x∗) = 〈x∗, x〉.

Además, usaremos un teorema relacionado a la Γ-convergencia. Sea F : X →
R, definimos el conjunto de minimizadores de F como

M(F ) = {x ∈ X : F (x) = ı́nf
y∈X

F (y)}.

Dado ε > 0, un ε-minimizador de F en X es un punto x ∈ X que satisface

F (x) ≤ ı́nf
y∈X

F (y) + ε.

El conjunto de todos los ε-minimizadores de F en X se denotará por Mε(F ).
Decimos que una sucesión (Fh) es equi-coerciva si existe una función semi-

continua inferiorme y coerciva Φ : X → R tal que

Fh ≥ Φ en X para todo h ∈ N.
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Teorema 5.1.14. [18, Teorema 7.23] Supongamos que (Fh) es equi-coerciva y
Γ-converge a una función F en X. Entonces, para cada vecindad U de M(F )
en X, existen ε > 0 y k ∈ N tales que

M(Fh) ⊂Mε(Fh) ⊂ U

para todo h ≥ k.
Además, si F no es idénticamente +∞, entonces para cada x ∈M(F ), para

cada vecindad V de x, y para cada ε > 0, existe k ∈ N tal que

Mε(Fh) ∩ V 6= ∅

para todo h ≥ k.

Prueba del Lema 5.1.11. Definamos los funcionales

Φk(w) =

{
Js,p(w) si w ∈W s,p

0 (Ak)

+∞ si no.

en el espacio Lp(Ω). De resultados de compacidad de la Γ−convergencia, existe
una subsucesión que Γ-converge a un funcional Φ en Lp(Ω). A su vez, el dominio
de Φ, Dom(Φ), está contenido en Lp(Ω) y como {vk}k∈N es una sucesión acotada
en W s,p

0 (Ω), tenemos que

Φ(v) ≤ ĺım inf
k→∞

Φk(vk) ≤ ĺım inf
k→∞

Js,p(vk) <∞,

es decir v ∈ Dom (Φ).
Por la Proposición 5.1.13, Dom(∂Φ) es denso en Dom(Φ). Entonces mostra-

remos que para todo ω ∈ Dom(∂Φ), tenemos que ω = 0 en {u = 0}.
Fijemos ω ∈ Dom(∂Φ) y f ∈ ∂Φ(ω), nuevamente por la Proposición 5.1.13

ω es un punto mı́nimo de

Ψ(z) = Φ(z)− 〈f, z〉.

Sea ωk el mı́nimo del funcional

Ψk(z) = Φk(z)− 〈f, z〉.

Como Ψk Γ-converge a Ψ, gracias al Teorema 5.1.14, tenemos que {ωk}k∈N ⇀ ω
en W s,p

0 (Ω). Cómo f ∈ Lp
′

entonces para cada ε > 0 podemos definir una
función fε tal que ‖fε − f‖Lp′ < ε, y ωk,ε es solución al problema{

(−∆p)
sωk,ε = fε en Ak,

ωk,ε = 0 q.e en Ω \Ak.

Usando la siguiente desigualdad

(|a|p−2a− |b|p−2b)(a− b) ≥

{
c1(|a|+ |b|)p−2|a− b|2 si 1 < p < 2

c2|a− b|p si 2 ≤ p,
(5.1.4)
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obtenemos que

‖ωk,ε − ωk‖ps,p ≤ mı́n{c1, c2}‖fε − f‖Lp′ (Ω)‖ωk,ε − ωk‖Lp(Ω).

Por desigualad de Poincaré

‖ωk,ε − ωk‖1−1/p
s,p ≤ C‖fε − f‖Lp′ (Ω) ≤ Cε.

Luego, pasando por una subsucesión de ser necesario, {ωk,ε} converge débil en
W s,p

0 (Ω) a una función ωε. Por lo tanto, gracias a la semicontinuidad inferior de
la norma, obtenemos que ‖ωε − ω‖s,p ≤ cε.

Tomando cε = ‖fε‖L∞(Ω), por principio del máximo, obtenemos |ωk,ε| ≤
cεuAk

c.t.p. en Ω para cada k ∈ N. Aśı, |ωε| ≤ cεu c.t.p. en Ω. Como esta-
mos trabajando con el representante quasi continuos de ωε, entonces podemos
concluir que ωε = 0 q.e en {u = 0}.

Lema 5.1.15. Sean A y {Ak}k∈N, conjuntos quasi abiertos de Ω, tales que
usAk

⇀ u en W s,p
0 (Ω), donde u ≤ usA en Ω. Sea Aε = {usA > ε} y supongamos

que usAk∪Aε converge débil a alguna función uε en W s,p
0 (Ω). Entonces, uε ≤ usA

q.e. en Ω.

Demostración. Para cada ε > 0 definamos

vε = 1− 1

ε
mı́n(usA, ε).

Luego vε satisface lo siguiente
vε ∈W s,p

0 (Ω);

0 ≤ vε ≤ 1 en Ω;

vε = 0 en Aε;

vε = 1 en Ω \A.

Si tomamos wk = mı́n(vε, uAk∪Aε), entonces wk = 0 en Aε y wk = 0 en Ω \
(Ak ∪ Aε), por lo tanto wk = 0 en Ω \ Ak y wk converge a mı́n(vε, uε). Por el
Lema 5.1.11 tenemos que mı́n(vε, uε) = 0 en {u = 0}. Aśı, mı́n(vε, uε) = 0 en
Ω \A, pero como vε = 1 en Ω \A, tenemos que uε = 0 en Ω \A.

Finalmente, como (−∆p)
suAk∪Aε ≤ 1 en Ω, tenemos que (−∆p)

suε ≤ 1 en
Ω. Por el Lema 5.1.10 tenemos uε ≤ usA en Ω, lo que completa la prueba.

Ahora, si podemos enunciar y demostrar nuestro resultado.

Teorema 5.1.16. Dados 0 < s < 1 < p < ∞, Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y
acotado. Sean Fs : As,p(Ω)→ R funcionales que satisfacen:

(H1) Fs es semicontinuo inferiormente con respecto a la γ-convergencia. Es

decir, Ak
γ−→ A implica Fs(A) ≤ ĺım infk→∞ Fs(Ak).

(H2) Fs es decreciente respecto de la inclusión de conjuntos. Es decir,

Fs(A) ≥ Fs(B) si A ⊂ B.
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Entonces para cada 0 < c < |Ω|, el problema

mı́n{Fs(A) : A ∈ As,p(Ω), |A| ≤ c}, (5.1.5)

tiene una solución.

Vamos a dar idea de cómo es la prueba. Dado A ∈ As,p, ya vimos que usA es
solución de

máx{w ∈W s,p
0 (Ω): w ≤ 0 ∈ Rn \A, (−∆p)

sw ≤ 1}.

Además, usA pertenece al conjunto

Ks = {w ∈W s,p
0 (Ω) : w ≥ 0, (−∆p)

sw ≤ 1 en Ω}. (5.1.6)

Luego, si definimos un funcional G en Ks que satisface

(G1) G es decreciente en Ks.

(G2) G es semicontinuo inferiormente en Ks con respecto a la topoloǵıa fuerte
en Lp(Ω).

(G3) G(usA) = Fs(A) para todo A ∈ As,p.

Podemos concluir que el problema

mı́n{G(w) : w ∈ Ks, |{w > 0}| < c}

tiene una solución w0.
Además, si llamamos A0 = {w0 > 0}, entonces usA0

es un punto mı́nimo de
G en todo Ks sujeto a la condición |{w > 0}| ≤ c. Luego A0 es un minimizador
para Fs en As,p(Ω) sujeto a la condición |A| ≤ c.

Veamos que la idea anterior funciona. Para ello comencemos con las propie-
dades del conjunto Ks.

Lema 5.1.17. Sea {uk}k∈N ⊂ Ks una sucesión. Entonces, existe u ∈ Ks y una
subsucesión {ukj}j∈N tal que ukj → u en Lp(Ω).

Más aún, para cualquier par u, v en Ks, el máximo de u y v, también está
en Ks.

Demostración. Dado {uk}k∈N ⊂ Ks, como cada uk verifica (−∆p)
suk ≤ 1 en Ω

entonces para cada función test no-negativa v ∈W s,p
0 (Ω) tenemos que

〈J ′s,p(uk), v〉 ≤
∫

Ω

v dx.

Tomando v := uk, deducimos que {uk}k∈N está acotado en W s,p
0 (Ω), por lo tanto

existe una subsucesión {uk}k∈N y u ∈W s,p
0 (Ω) tal que uk ⇀ u en W s,p

0 (Ω).
Si llamamos

ηk(x, y) =
|uk(x)− uk(y)|p−2(uk(x)− uk(y))

|x− y|
n+sp

p′
,
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entonces ηk es una sucesión acotada en Lp
′
(Rn ×Rn), donde p′ es el conjugado

de Lebesgue de p. Entonces, existe η(x, y) ∈ Lp
′
(Rn × Rn) tal que ηk ⇀ η

débilmente en Lp
′
(Rn × Rn). Por lo tanto,∫

Rn×Rn

ηk(x, y)
v(x)− v(y)

|x− y|
n
p +s

dx dy →
∫
Rn×Rn

η(x, y)
v(x)− v(y)

|x− y|
n
p +s

dx dy.

Como uk → u en casi todo punto en Rn, obtenemos que

ηk(x, y)→ |u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|n+sp

en casi todo punto de Rn × Rn. Entonces,

η(x, y) =
|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|
n+sp

p′
.

Finalmente, notemos que para cualquier v ∈W s,p
0 (Ω) se satisface

〈J ′s,p(u), v〉 = ĺım
k→∞

〈J ′s,p(uk), v〉 ≤
∫

Ω

v dx.

Luego, u ∈ Ks y podemos concluir la primera parte de la prueba.
Llamemos w = máx{u, v} y consideremos el conjunto convexo

E = {z ∈W s,p
0 (Ω): z ≤ w in Ω}.

Sea z0 el único minimizador del funcional I : E → R definido por

I(z) = Js,p(z)−
∫

Ω

z dx.

Por la naturaleza variacional de funcional anterior, z0 verifica

〈J ′s,p(z0), z − z0〉 ≥
∫

Ω

(z − z0) dx ∀z ∈ E. (5.1.7)

Veamos que (−∆p)
sz0 ≤ 1. Sea φ ∈ W s,p

0 (Ω) tal que φ ≤ 0 y el funcional
i : R+ → R, definido como i(t) = I(z0 + tφ).

Ya que i′(0) ≥ 0, entonces para cada φ ∈ W s,p
0 (Ω) no positivo, se satisface

que

〈J ′s,p(z0), φ〉 ≥
∫

Ω

φdx.

Luego

〈J ′s,p(z), φ〉 ≤
∫

Ω

φdx

para cada φ ∈W s,p
0 (Ω), φ ≥ 0, consiguiendo lo que queŕıamos ver.
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Ahora, si probamos que z0 ≥ u ( y por razones simétricas z0 ≥ v), obtendre-
mos que z0 ≥ w. Al estar z0 en E, la desigualdad inversa también se satisface y
podemos concluir que z0 = w ∈ Ks.

Sea η = máx{z0, u}, luego η ∈ E y podemos usarla como función test en
(5.1.7), es decir

〈J ′s,p(z0), η − z0〉 ≥
∫
Rn

(η − z0) dx.

Notemos también que al tener η − z0 ≥ 0 y (−∆p)
su ≤ 1 en Ω, se sigue que

〈J ′s,p(u), η − z0〉 ≤
∫
Rn

(η − z0) dx.

Combinando ambas desigualdades y por monotońıa del operador tenemos

0 ≤ 〈J ′s,p(z0)− J ′s,p(u), η − z0)〉 ≤ −Js,p((u− z0)+).

Luego (u − z0)+ = 0 en Rn, lo que implica que z0 ≥ u en Rn como queŕıamos
probar.

Ahora, podemos volver a la prueba del Teorema 5.1.16.

Demostración. Sea Fs un funcional que verifica las hipótesis (H1) y (H2). De-
finamos el conjunto

Acs,p = {A ∈ As,p(Ω): |A| ≤ c},

y para cada w ∈ Ks definimos

m(w) = ı́nf{F (A) : A ∈ Acs,p(Ω), usA ≤ w}. (5.1.8)

Como ya mencionamos antes, este funcional no es semicontinuo inferiormente.
Para solucionar esto, definimos G como la envoltura semicontinua inferior de
m en Ks con la topoloǵıa fuerte de Lp, i.e,

G(w) = ı́nf{ĺım inf
k→∞

m(wk)}, (5.1.9)

donde el ı́nfimo lo tomamos sobre todas las sucesiones {wk}k∈N en Ks tal que
wk → w en Lp(Ω).

Veamos que G es decreciente en Ks. Sean u, v ∈ Ks funciones que verifiquen
u ≤ v, y sea {uk}k∈N ⊂ Ks una sucesión que uk → u en Lp(Ω) y m(uk)→ G(u).
Por el Lema 5.1.17, tenemos que vk = máx{v, uk} ∈ Ks para cada k ∈ N, y
vk → v = máx{v, u} en Lp(Ω). En consecuencia , como m es no creciente y
vk ≥ uk para cada k ∈ N tenemos

G(v) ≤ ĺım inf
k→∞

m(vk) ≤ ĺım
k→∞

m(uk) = G(u).

Ahora probemos que G verifica (G3), i.e.

G(usA) = F (A), para cada A ∈ As,p(Ω). (5.1.10)
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Dado A ∈ As,p(Ω), de (5.1.9) obtenemos que G(usA) ≤ F (A). Para probar la
desigualdad inversa es suficiente ver que

F (A) ≤ ĺım inf
k→∞

m(wk)

para cualquier sucesión {wk}k∈N ⊂ Ks que cumpla wk → usA en Lp(Ω). Por
definición de m, existe Ak ∈ Acs,p(Ω) tal que

F (Ak) ≤ m(wk) +
1

k
y usAk

≤ wk.

Ya que usAk
∈ Ks para cada k ∈ N, entonces {usAk

}k∈N es acotada en W s,p
0 (Ω), y

por el Lema 5.1.17, pasando por una subsucesión, existe u ∈ Ks tal que usAk
→ u

en Lp(Ω). Como wk → usA en Lp(Ω), de usAk
≤ wk obtenemos u ≤ usA.

Luego, dado ε > 0 consideremos el conjunto Aε = {usA > ε}. Notemos que
usAk∪Aε ∈ Ks y existe uε ∈ Ks tal que usAk∪Aε → uε en Lp(Ω). Por lo tanto, por
el Lema 5.1.15 tenemos que uε ≤ usA.

Veamos que (usA − ε)+ ≤ usA. Primero notemos que

(usA − ε)+(x)− (usA − ε)+(y) =


usA(x)− usA(y) si x, y ∈ Aε,
usA(x)− ε si x ∈ Aε y y 6∈ Aε,
ε− usA(y) si y ∈ Aε y x 6∈ Aε,
0 si no .

Para cada v ∈W s,p
0 (Aε) tal que v ≥ 0, obtenemos que∫∫

Rn×Rn

|(uA(x)− ε)+ − (uA(y)− ε)+|p−2((uA(x)− ε)+ − (uA(y)− ε)+)(v(x)− v(y))

|x− y|n+sp
≤∫∫

Rn×Rn

|uA(x)− uA(y)|p−2(uA(x)− uA(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+sp
.

Entonces

(−∆p)
s(usA − ε)+ ≤ (−∆p)

susA = 1 = (−∆p)
susAε en Aε.

Como 0 = (usA− ε)+ = usAε en Rn \Aε, por el principio de comparación se sigue
que (usA − ε)+ ≤ usAε en Rn.
En conclusión, hemos obtenido la siguiente cadena de desigualdades

(usA − ε)+ ≤ usAε ≤ usAk∪Aε .

Como ya vimos que uε ≤ usA y usAk∪Aε → uε, entonces concluimos

(usA − ε)+ ≤ uε ≤ usA.

Al ser el conjunto {uε}ε>0 uniformemente acotado en W s,p
0 (Ω), por medio de

una subsucesión, obtenemos que uε → usA en Lp(Ω). Aśı, existe una sucesión
{εk}k∈N tal que

uAk∪Aεk → usA en Lp(Ω). (5.1.11)
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Si recordamos la Definición 5.1.9, la convergencia (5.1.11) implica que (Ak∪Aεk)
γ−converge a A, y obtenemos la desigualdad deseada,

F (A) ≤ ĺım inf
k→∞

F (Ak ∪Aεk) ≤ ĺım inf
k→∞

F (Ak) ≤ ĺım inf
k→∞

m(wk).

Ahora vamos a enfocarnos en la parte final de la prueba. Sea {wk} ⊂ Ks una
sucesión que satisface |{wk > 0}| ≤ c y

ĺım
k→∞

G(wk) = ı́nf{G(w) : w ∈ Ks, |{wk > 0}| ≤ c} := g.

Entonces existe un w0 ∈ Ks tal que wk → w0 en Lp(Ω) y |{w0 > 0}| ≤ c, y ya
que G es semicontinuo en Ks obtenemos

g ≤ G(w0) ≤ ĺım inf
k→∞

G(wk) = g.

Es decir, w0 verifica

w0 = mı́n{G(w) : w ∈ Ks, |{w > 0}| ≤ c}. (5.1.12)

Finalmente, si consideramos el conjunto A0 = {w0 > 0} tenemos que A0 ∈
Acs,p(Ω), y por el Lema 5.1.10 tenemos que w0 ≤ usA0

. Además, para cada
A ∈ Acs,p(Ω) sabemos que usA ∈ Ks y |{usA > 0}| ≤ c. Entonces como G es
decreciente verifica (5.1.10) y (5.1.12). Es decir tenemos

F (A0) = G(usA0
) ≤ G(w0) ≤ G(usA) = F (A).

Aśı, A0 es solución del problema (5.1.5).

5.2. Comportamiento asintótico

Antes de pasar al estudio del caso anisotrópico, basándonos en [8, 26], ana-
lizaremos el comportamiento cuando s↗ 1.

Para realizar dicho análisis, necesitamos asumir un comportamiento asintóti-
co del funcional de costo Fs. Para ello, debemos definir una noción de conver-
gencia para los conjuntos cuando s vaŕıa.

Definición 5.2.1. Sea 0 < sk ↗ 1, Ak ∈ Ask,p(Ω) y A ∈ A1,p. Decimos que

Ak
γ,k−−→ A si uskAk

→ u1
A en Lp(Ω).

El siguiente teorema es el resultado principal de esta sección.

Teorema 5.2.2. Para cada 0 < s ≤ 1, sea Fs : As,p(Ω) → R un funcional que
verifica (H1), (H2) y

(H3) continuidad respecto de A; es decir, si A ∈ A1,p(Ω), entonces

F1(A) = ĺım
s↗1

Fs(A).
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(H4) Para cada 0 < sk ↗ 1 y Ak → A, se tiene

F1(A) ≤ ĺım inf
k

Fsk(Ak).

Entonces

mı́n{F1(A) : A ∈ A1,p(Ω), |A| ≤ c} = ĺım
s↗1

mı́n{Fs(A) : A ∈ As,p(Ω), |A| ≤ c}.

Nuestro objetivo principal es establecer que una sucesión {uk}k∈N ∈ Lp(Ω),
tal que uk ∈ Ksk , es precompacta y que todo punto de acumulación pertenece
a K1.

Lema 5.2.3. Sea 0 < sk ↗ 1 y uk ∈ Ksk . Entonces, existe u ∈W 1,p
0 (Ω) y una

subsucesión {ukj}j∈N tal que ukj → u en Lp(Ω) y u ∈ K1, donde

K1 = {w ∈W 1,p
0 (Ω) : w ≥ 0, (−∆p)w ≤ 1}.

Demostración. Como cada Ksk es un conjunto acotado, y W 1,p
0 (Ω) ⊂W sk,p

0 (Ω)
para todo k ∈ N, de [10] la constante en la desigualdad Poincaré

‖u‖pLp(Ω) ≤ C(Ω, p, s)[u]ps,p,

tiene una dependencia de s de la forma C(Ω, p, s) ≤ (1 − s)C(Ω, p). Entonces,
existe una constante C tal que

sup
k∈N

(1− sk)[uk]sk,p ≤ C.

Aplicando el Teorema 2 de [8] podemos concluir que existe una subsucesión
{ukj}k∈N tal que ukj → u en Lp(Ω) y u ∈ W 1,p

0 (Ω). Finalmente, es claro que
u ≥ 0 y luego por los resultados en [26, 10] obtenemos que (−∆p)u ≤ 1 para
concluir la prueba.

Lo siguiente que tenemos que analizar es la continuidad de usA cuando s se
aproxima a 1.

Lema 5.2.4. Para cada A ∈ A1(Ω), usA → uA en Lp(Ω) cuando s↗ 1.

Demostración. Recordemos que usA es el minimizador del funcional

Is(w) =

{
Js,p(w)−

∫
Ω
w dx si w ∈W s,p

0 (A),

∞ otro caso .

Por [44], tenemos que Js,p(w) Γ-converge a J1,p(w) en Lp. Entonces, el mini-
mizador de Js,p(w)−

∫
Ω
w dx converge al minimizador de J1,p(w)−

∫
ω
w dx en

Lp(Ω).

Los siguientes dos lemas son los contrapartes de los Lemas 5.1.11 y 5.1.15.
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Lema 5.2.5. Sea 0 < sk ↗ 1 y para cada k ∈ N, sea Ak ∈ Ask(Ω) tal que
uskAk

→ u en Lp(Ω). Sea {wk}k∈N ⊂ Lp(Ω) tal que wk ∈ W sk,p
0 (Ak) para cada

k ∈ N y supk∈N(1 − sk)[wk]psk,p < ∞. Supongamos además que wk → w en

Lp(Ω). Entonces, w ∈W 1,p
0 ({u > 0}).

Demostración. La prueba es análoga a la del Lema 5.1.11 con la utilización de
los resultados de compacidad de [8].

Lema 5.2.6. Sea sk ↗ 1 y para cada k ∈ N, sea Ak ∈ Ask(Ω), A ∈ A1(Ω).
Supóngamos que uskAk

→ u en Lp(Ω) y que u ≤ uA. Entonces, si uskAk∪Aε → uε

en Lp(Ω), donde Aε := {uA > u}, se cumple que uε ≤ uA.

Demostración. Por el Lema 5.2.3 tenemos que u y uε están en W s,p
0 (Ω). Defi-

namos una función

vε := 1− 1

ε
min{uA, ε}.

Notemos que 0 ≤ vε ≤ 1 y vε = 0 en Aε. Luego definamos

uk,ε := usAε
k∪Aε

y wk,ε := mı́n{vε, uk,ε}.

Claramente, se satisface que wk,ε ≥ 0, ya que el principio de comparación nos
da uk,ε ≥ 0, y vε ≥ 0 por lo mencionado antes. Como vε = 0 en Aε, también
tenemos que wk,ε = 0 en Aε. Más aún, como uk,ε = 0 en Rn\(Ak∪Aε), tenemos
que wk,ε = 0 en Rn \ (Ak ∪Aε), y en consecuencia wk,ε ∈W sk,p

0 (Ak).
Observemos que wk,ε → wε := mı́n{vε, uε} en Lp(Ω). Luego, aplicando el

Lema 5.2.6, obtenemos wε ∈ W 1,p
0 ({u > 0}) y wε = 0 en {u = 0}. Como

la relación 0 ≤ u ≤ uA implica la inclusión {uA = 0} ⊂ {u = 0}, entonces
wε ∈ W 1,p

0 ({uA > 0}). Más aún, como {uA > 0} ⊂ A, tenemos que wε = 0 en
Rn \ A. Ya que vε = 1 en Rn \ A, entonces uε = 0 en Rn \ A, y en particular
uε ≤ 0 en Rn \A.

Finalmente veamos que −∆puε ≤ 1 en Ω. Observemos que uk,ε ∈ Ksk y
uk,ε → uε en Lp(Ω). Entonces, por el Lema 5.2.3, uε ∈ K1 y −∆puε ≤ 1 en Ω.
Si recordamos el Lema 5.1.10 con s = 1,

uA = máx
w∈W 1,p

0 (Ω)
{w ≤ 0 en Rn \A y (−∆p)w ≤ 1 en Ω},

concluimos que uε ≤ uA.

Proposición 5.2.7. Sea 0 < sk ↗ 1, Ak ∈ Acsk,p(Ω) tales que uskAk
→ u en

Lp(Ω). Entonces existe Ãk ∈ Ask,p(Ω) tal que Ak ⊂ Ãk y Ãk γ-converge a
A := {u > 0}.

Demostración. Como uskAk
∈ Ksk y uskAk

→ u, por el Lema 5.2.3 se tiene que
u ∈ K1, y por el Lema 5.1.10, u ≤ uA.

Consideremos Aε := {uA > ε} y observemos que

uskAε ≤ uskAk∪Aε .
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Como uskAk∪Aε ∈ Ksk , por el Lema 5.2.3, existe uε ∈W 1,p
0 (Ω) tal que uskAk∪Aε →

uε en Lp(Ω).
Además, por el Lema 5.2.4, uskAε → uAε fuertemente en Lp(Ω). Luego, po-

demos pasar al ĺımite cuando k → ∞ en la desigualdad anterior y concluir
que

uAε ≤ uε.

Se puede comprobar que uAε = (uA − ε)+ y por el Lema 5.2.6 tenemos

(uA − ε)+ ≤ uε ≤ uA.

Por lo tanto, existe una sucesión 0 < εk ↓ 0 tal que

uskAk∪Aεk → uA

fuertemente en Lp(Ω). Es decir, Ak ∪Aεk =: Ãk γ-converge a A.

Ahora podemos dar la demostración del Teorema 5.2.2.

Demostración. Por un lado, por el Teorema 5.1.16, para cada k existe Ak ∈
Acsk,p(Ω) tal que

Fsk(Ak) = mı́n{Fsk(A) : A ∈ Acsk,p(Ω)}.

Entonces, si A ∈ Ac1,p(Ω), por la condición (H3) obtenemos que

ĺım sup
k→∞

Fsk(Ak) ≤ ĺım
k→∞

Fsk(A) = F1(A).

Por lo tanto,

ĺım sup
k→∞

mı́n{Fsk(A) : A ∈ Acsk,p(Ω)} ≤ mı́n{F1(A) : A ∈ Ac1,p(Ω)}. (5.2.1)

Por otro lado, por el Lema 5.2.3, existe un u ∈ W 1,p
0 (Ω) tal que uskAk

→ u en

Lp(Ω). Por la Proposición 5.2.7, existen Ãk ∈ Acsk,p(Ω) tales que Ak ⊂ Ãk y Ãk
γ-converge a A := {u > 0}. Como uskAk

→ u, entonces |A| ≤ c.
De las hipótesis (H2) y (H4) concluimos que

F1(A) ≤ ĺım inf
k→∞

Fsk(Ãk) ≤ ĺım inf
k→∞

Fsk(Ak).

De aqúı se sigue que

mı́n{F1(A) : A ∈ Ac1,p(Ω)} ≤ ĺım inf
k→∞

mı́n{Fsk(A) : A ∈ Acsk,p(Ω)}. (5.2.2)

Finalmente, combinando (5.2.1) y (5.2.2), la prueba está completa.
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5.3. Caso anisotrópico

En esta sección final, enunciaremos y justificaremos las herramientas ne-
cesarias para establecer un teorema análogo al Teorema 5.1.16, aśı como su
comportamiento asintótico en el contexto de espacios anisotrópicos. Dado que
la demostración es idéntica a la del caso isótropico, salvo por el reemplazo de
las normas, omitiremos su desarrollo. Vamos a recordar cuál es la definición de
los espacios donde vamos a trabajar. Dado i = 1, . . . , n, s ∈ (0, 1] y p ∈ (1,∞),
definimos el espacio fraccionario de Sobolev iesimo como

W s,p
i (Rn) = {u ∈ Lp(Rn) tal que [u]s,p,i <∞},

donde

[u]s,p,i =


∫
Rn

∫
R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh dx si s < 1∫

Rn

|∂xiu|p dx si s = 1.

Por conveniencia, usaremos la notación

Dsi,pi(u) :=
|Dh,i(u)(x)|pi
|h|1+sipi

,

D′si,pi(u) :=
|Dh,i(u)(x)|pi−2Dh,i(u)(x)

|h|1+sipi
.

Donde Dh,i(u)(x) = (u(x+hei)−u(x)). Recordemos que W s,p
i (Rn) es un espacio

de Banach con la norma

‖u‖s,p,i = ‖u‖p + ([u]s,p,i)
1/p,

que es separable y reflexivo. Dados ~s = (s1, · · · , sn) y ~p = (p1, · · · , pn), definimos
los parámetros

~s =

(
1

n

n∑
i=1

1

si

)−1

, ~s~p =

(
1

n

n∑
i=1

1

sipi

)−1

y ~p~s
∗ =

n~s~p/~s

n− ~s~p
.

Tal que

1. 0 < si ≤ 1 para todo i ∈ {1, · · ·n}.

2. 1 < p1 ≤ · · · ≤ pn <∞.

3. pn < ~p ∗~s y ~s~p < n.

Entonces, definimos

W~s,~p(Rn) =

n⋂
i=1

W si,pi
i (Rn).
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Este espacio de Sobolev anisotrópico es un espacio de Banach separable y refle-
xivo con la norma

‖u‖~s,~p =

n∑
i=1

‖u‖si,pi,i.

Si consideramos Ω ⊂ Rn, entonces definimos el espacio de Sobolev anisotrópico
de funciones que se anulan en Rn \ Ω como

W~s,~p
0 (Ω) := C∞c (Ω)

‖.‖~s,~p
(5.3.1)

Gracias a la siguiente proposición podemos usar la norma

‖u‖~s,~p :=

n∑
i=1

([u]si,pi,i)
1/pi .

Proposición 5.3.1. Sea Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto acotado. Existe una
constante C(Ω, p) > 0 tal que para todo u ∈W s,p,i

0 (Ω) se cumple que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C[u]s,p,i.

Por lo tanto, existe una constante positiva C(Ω, ~p) > 0 tal que para todo u ∈
W~s,~p

0 (Ω), la siguiente desigualdad se cumple para cualquier i ∈ 1, . . . , n.

‖u‖Lpi (Ω) ≤ C‖u‖~s,~p.

Demostración. Sea u una función en W s,p,i
0 (Ω), podemos suponer que existe

R > 1 tal que suppu ⊂ QR = [−R,R]n. Por lo tanto,

[u]ps,p,i =

∫
Rn

∫
R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh dx

≥
∫
QR

∫
R

|u(x+ hei)− u(x)|p

|h|1+sp
dh dx

≥
∫
Q′R

∫
|xi|≤R

∫
|xi+h|≥R

|u(x)|p

|h|1+sp
dh dxi dx

′

≥
∫
Q′R

∫
|xi|≤R

|u(x)|p
∫
|h|≥2R

1

|h|1+sp
dh dxi dx

′

≥
∫
Q′R

∫
|xi|≤R

|u(x)|p
∫
|h|≥2R

1

|h|1+p
dh dxi dx

′

≥ C‖u‖pp,

donde Q′R = [−R,R]n−1 y dx′ = dx1 · · · , dxi−1, dxi+1, dxn.

Dado que estamos tratando con dominios admisibles en cuanto a la capacidad
de un conjunto, definiremos el análogo de Cap(s, p), es decir, Cap(~s, ~p).
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Definición 5.3.2. Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y ~s, ~p definidos anterior-
mente. Dado A ⊂ Ω, definimos la capacidad de Gagliardo (~s, ~p) de A relativa a
Ω como

Cap(~s, ~p)(A) = ı́nf {‖u‖~s,~p : u ∈ C∞c (Ω), u ≥ 0, A ⊂ {u ≥ 1}◦} .

En este contexto, decimos que un subconjunto A de Ω es un conjunto (~s, ~p)-
quasi abierto si existe una sucesión decreciente {ωk}k∈N de subconjuntos abiertos
de Ω tal que Cap(~s, ~p)(ωk)→ 0, cuando k → +∞, y A∪ωk es un conjunto abierto
para todo k ∈ N.

Denotamos por A~s,~p(Ω) la clase de todos los subconjuntos (~s, ~p)-quasi abier-
tos de Ω. Y la noción de convergencia la definiremos de la siguiente manera.

Definición 5.3.3. Sea {Ak}k∈N ⊂ A~s,~p(Ω) y A ∈ A~s,~p(Ω). Decimos que Ak
γ~s−→

A si u~sAk
→ u~sA en Lpmax(Ω).

Además, si ~sk := (sk1 , · · · , skn)↗ ~1 := (1, · · · , 1). Dado {Ak}k∈N ⊂ A~sk,~p(Ω)

y {A}k∈N ∈ A(1,··· ,1),~p(Ω). Decimos que Ak
γ1−→ A si uskAk

→ u
~1
A en Lpmax(Ω).

Definición 5.3.4. Una función u : Ω → R se dice (~s, ~p)-quasi continua (q.c.)
si para todo ε > 0, existe un conjunto relativamente abierto G ⊂ Ω tal que
Cap(~s, ~p)(G) < ε y u|Ω\G es continua.

El teorema presentado a continuación nos permite operar con el represen-
tante quasi continuo de una función u ∈ W~s,~p

0 (Ω). Su demostración es análoga
al caso isotrópico dada en [49].

Teorema 5.3.5. Para todo u ∈W~s,~p
0 (Ω), existe una única función relativamen-

te quasi continua ũ : Ω→ R tal que ũ = u c.t.p en Ω.

Finalmente, recordando que Di
h(u)(x) = (u(x+ hei)− u(x)) y la definición

de nuestro operador. Sea 0 < s < 1 < p <∞,

〈(J is,p)′(u), v〉 := s(1− s)
∫
Rn

∫
R

|Dh,i(u)|p−2Dh,i(u)Dh,i(v)

|h|1+sp
dhdx,

y si s = 1,

〈(J i1,p)′(u), v〉 := 2

∫
Rn

|uxi
|p−2∂xi

u ∂xi
v dx.

Si tomamos ~s = (s1, . . . , sn) y ~p = (p1, . . . , pn), entonces el operador

J~s,~p : W~s,~p
0 (Ω)→ R

es Fréchet diferenciable con derivada

J ′~s,~p(u) :=

n∑
i=1

1

pi
(J isi,pi)

′(u).

Aśı, definimos nuestro operador como

(−∆~p)
~su := (J~s,~p)

′(u).
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Definición 5.3.6. Sea Ω ⊂ Rn un conjunto acotado, ~s y ~p ∗ definidos anterior-
mente, (~p ∗)′ es el conjugado de Lebesgue coordenada a coordenada de ~p ∗ y

f ∈ L(~p ∗)′(Ω). Decimos que u ∈W~s,~p
0 (Ω) es una solución débil de{

(−∆~p)
~su = f en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω,
(5.3.2)

si u verifica

〈(−∆~p)
~su, v〉 =

∫
Ω

fv dx.

Como antes, la coercividad y monotońıa de los operadores asegura, como en
el caso estándar de un conjunto abierto, la existencia de soluciones débiles para
(5.3.6). Por lo tanto, dado A ∈ A~s,~p(Ω), denotamos por u~sA ∈W

~s,~p
0 (A) la única

solución débil de

(−∆~p)
~sv = 1 en A, v = 0 q.e. en Rn \A. (5.3.3)

Una herramienta potente asociada con las soluciones débiles es el principio
de comparación. Aunque bien conocido en el caso isotrópico, en el escenario
anisotrópico resulta necesario formularlo expĺıcitamente y justificarlo.

Proposición 5.3.7 (Principio de comparación). Sean u, v ∈W~s,~p
0 (Ω) tales que

(−∆~p)
~s(u) ≤ (−∆~p)

~s(v) en Ω en el sentido de que

n∑
i=1

∫∫
Rn×R

[
D′si,pi(v)

]
(φ(x+ hei)− φ(x)) dh dx

≥
n∑
i=1

∫∫
Rn×R

[
D′si,pi(u)

]
(φ(x+ hei)− φ(x)) dh dx,

en Ω siempre que φ ∈ C∞0 (Ω) y φ > 0. Si u ≤ v en Rn \ Ω, entonces u ≤ v a.e
en Ω.

Demostración. La demostración se basa en [38], con algunos cambios.

Sean u, v ∈ W~s,~p
0 (Ω) funciones que verifican las hipótesis. Entonces, para

cualquier φ ≥ 0 en W~s,~p
0 (Ω), tenemos que

n∑
i=1

∫∫
Rn×R

[
D′si,pi(v)−D′si,pi(u)

]
(φ(x+ hei)− φ(x)) dh dx ≥ 0. (5.3.4)

Queremos mostrar que cada integrando es no positivo para la elección φ(x) =
(u− v)+. La identidad

|b|p−2b− |a|p−2a = (p− 1)(b− a)

∫ 1

0

|a+ t(b− a)|p−2 dt.

tomando a = u(x+ hei)− u(x) y b = v(x+ hei)− v(x), entonces

[D′si,pi(v)−D′si,pi(u)] = (pi−1) [u(x)− v(x)− (u(x+ hei)− v(x+ hei))]Qi(x, x+hei)
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donde

Qi(x, x+ hei) =

∫ 1

0

|(u(x+ hei)− u(x))

+ t ((v(x+ hei)− v(x))− (u(x+ hei)− u(x))) |pi−2 dt.

Nótese que Qi ≥ 0 y Qi = 0 si y solo si u(x+ hei) = u(x) y v(x+ hei) = v(x).
Elegimos la función de prueba φ = (u − v)+ y escribimos ψ = (u − v). Cada
integrando de (5.3.4) es

(pi − 1)Qi(x, x+ hei)|h|−1−sipi ,

multiplicado por

[ψ(x)− ψ(x+ hei)][φ(x+ hei)− φ(x)] =

−
[
ψ+(x+ hei)− ψ+(x)

]2 − ψ−(x+ hei)ψ
+(x)− ψ−(x)ψ+(x+ hei).

Por lo tanto, cada integrando contiene solo términos negativos y, para evitar
una contradicción, es necesario que

ψ+(x+ hei) = ψ+(x) o Qi(x, x+ hei) = 0

en casi todo punto (x, x+ hei). Por lo tanto, debe cumplirse la identidad

(u(x+ hei)− v(x+ hei))
+ = (u(x)− v(x))+.

Se deduce que u(x) − v(x) = C con C constante, y por las condiciones de
frontera, se concluye que C = 0 y que v ≥ u.

Para concluir el trabajo, gracias a las propiedades y definiciones del caso
anisotrópico, estamos preparados para formular el problema de minimización.

Teorema 5.3.8. Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado. Sea F~s : A~s,~p(Ω)→
R tal que

(H~s
1) F~s es semicontinuo inferior con respecto a la γ~s-convergencia; es decir,

Ak
γ~s−→ A implica F~s(A) ≤ ĺım infk→∞ F~s(Ak).

(H~s
2) F~s es decreciente con respecto a la inclusión de conjuntos; es decir, F~s(A) ≥

F~s(B) siempre que A ⊂ B.

se cumplen. Entonces, para todo 0 < c < |Ω|, el problema

mı́n{F~s(A) : A ∈ A~s,~p(Ω), |A| ≤ c}, (5.3.5)

tiene solución.
Si F~s también verifica

(H~s
3) Continuidad con respecto a A; es decir, si A ∈ A1(Ω), entonces

F~1(A) = ĺım
~s↗(1,··· ,1)

F~s(A).
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(H~s
4) Para todo ~sk ↗ (1, · · · , 1) y Ak

γ1−→ A, entonces

F1(A) ≤ ĺım inf
k→∞

F~sk(Ak).

Entonces

mı́n{F1(A) : A ∈ A(1,··· ,1),~p(Ω), |A| ≤ c} = ĺım
~s↗(1,··· ,1)

mı́n{F~s(A) : A ∈ A~s,~p(Ω), |A| ≤ c}.

Demostración. La demostración es análoga al caso isotrópico utilizando los le-
mas y propiedades correspondientes para el caso ańısotrópico.
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