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Componentes S-logaritmicas del espacio de méduli de foliaciones.

El objetivo de esta tesis es hacer un aporte al estudio del espacio de méduli
de foliaciones singulares de codimensidn 1 en el espacio proyectivo complejo. En
este sentido, el autor presenta familias nuevas e interesantes de tales foliaciones,
llamadas foliaciones S-logaritmicas. Estas familias consisten de 1-formas difer-
enciales logaritmicas con contenido (es decir, 1-formas logaritmicas tales que sus
coeficientes polinomiales tienen factores no constantes en comun) a las que se las
divide por ese contenido.

El autor estudia propiedades generales de las foliaciones S-logaritmicas, con-
centrdndose particularmente en el caso de las foliaciones S-logaritmicas de tipo
((k, k+1), (1)) para k > 2. Estas tltimas consisten de 1-formas de tipo logaritmico
con polos en dos hipersuperficies irreducibles de grados k y k + 1 respectivamente
a las que se las divide por su contenido dado por un polinomio lineal.

En el caso de las foliaciones S-logaritmicas de tipo ((k, k+1), (11)) se estudia su
geometria, su conjunto singular, se da una parametrizacion unirracional, se estudia
su base locus, inyectividad genérica y derivada Zariski. Finalmente, utilizando
métodos algebro-geométricos se da una prueba de la estabilidad del conjunto de
foliaciones S-logaritmicas de tipo ((k, k+1), (1')) para k > 2. Esto no solamente da
una coleccioén infinita de nuevas componentes irreducibles del espacio de méduli de
foliaciones singulares de codimension 1 en el espacio proyectivo, sino que ademas
da una forma de generalizar la llamada componente excepcional (definida en el
articulo [8]), que se probard que es el conjunto de foliaciones S-logaritmicas de

tipo ((2,3), (1).

Palabras clave: foliacion singular, espacio de méduli, foliacién logaritmica, fo-
liacién S-logaritmica, estabilidad.



S-logarithmic components of the moduli space of foliations.

The goal of this thesis is to make a contribution to the study of the moduli space
of codimension one singular foliations in the complex projective space. The author
presents new and interesting families of foliations, called S-logarithmic foliations.
These families consist of logarithmic differential 1-forms with content (logarithmic
1-forms such that their polynomial coefficients have non-constant common factors)
which are divided by that content.

The author studies general properties of S-logarithmic foliations, concentrating
particularly on the case of S-logarithmic foliations of type ((k, k + 1), (1!)) for an
integer k > 2. The latter consist of 1-forms of logarithmic type with poles in two
irreducible hypersurfaces of degrees k and k + 1 respectively, which are divided by
their content given by a linear polynomial.

In the case of S-logarithmic foliations of type ((k, k + 1), (1)), the author stud-
ies its geometry, its singular locus, defines a unirational parameterization, studies
its base locus, generic injectivity and Zariski derivative. Finally, using algebro-
geometric methods, the author proves the stability of the set of S-logarithmic folia-
tions of type ((k, k + 1), (1')) for k > 2. This results in an infinite collection of new
irreducible components of the moduli space of codimension one singular foliations
in the projective space, generalizing the so-called exceptional component (defined
in the article [8]), which is the set of S-logarithmic foliations of type ((2, 3), (1 ).

Keywords: singular foliation, moduli space, logarithmic foliation, S-logarithmic
foliation, stability.
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Lista de Simbolos

P(Sq)
P(Ty)
T.(X)
Qy

oy
Pic(X)
R

ix(w)
PGL(n+1)
P
F(X,L)

F(n,d)
F(n,d)
oF (n,d)
£(d)
R(d)
En)

S(w)
£(d,e)

Espacio proyectivo complejo de dimension 7.

Anillo graduado de polinomios Clx,, ..., x,] en n + 1 variables.

Anillo graduado de polinomios C[x, ..., x,] en n variables.

Elementos homogéneos de grado d en .S. Coincide con HO(P", O(d)).
Elementos homogéneos de gradod en T'.

Espacio [/_, PS 4 donde d = (dy, ..., d,) es una particion entera.
Espacio []/_, PT, donded = (dy, ...,d,) es una particion entera.
Espacio tangente Zariski a la variedad X en el punto x.

Haz de 1-formas diferenciales de la variedad X.

Algebra exterior de 1-formas diferenciales de la variedad X.

Grupo de Picard de la variedad X.

Campo de vectores radial Z?:o x,-aix’_ en C"*1,

Contraccidn de w con respecto al campo de vectores X .

Grupo proyectivo lineal de un espacio vectorial de dimensién n + 1.
Subgrupo de PG L(n + 1) de elementos que fijan a x, € .S|.

Espacio de méduli de foliaciones singulares de codimension 1 asociado al
line bundle £ en X.

Espacio de mdduli de foliaciones singulares de codimensién 1 asociado al
line bundle Op.(d) en P".

Clausura Zariski de F(n,d) C PHO(P", Qﬂlmn(d)).

Conjunto F(n,d) \ F(n,d).

Espacio de foliaciones logaritmicas en F(n, d) asociadas a la particién en-
terad de d.

Espacio de foliaciones racionales en F(n, d) asociadas a la particién entera
dded.

Componente excepcional en F(n, 4).

Conjunto singular de la 1-forma @ € F(n, d).

Espacio de foliaciones S-logritmicas asociadas a la particién entera d y la
particidon entera con multiplicidades e (ver Definiciones 44 y 48).



Lista de Simbolos




Introduccion

En este trabajo estudiaremos foliaciones singulares de codimension 1 en es-
pacios proyectivos complejos. Para ello, daremos en primer lugar algunos an-
tecedentes histdricos que motivaron el estudio de estos objetos.

Sobre finales del siglo XVIII, la teorfa de ecuaciones diferenciales de primer
orden en derivadas parciales dio lugar al problema de Pfaff, que ha creado e inspi-
rado desarrollos en varias areas de la matematica. Este problema esta intimamente
ligado con el concepto de integrabilidad de una ecuacidn diferencial. A mediados
del siglo XVIII, el concepto de integrabilidad se referia a hallar soluciones de la

ecuacion
0z 0z
Flx,....x,,2,—,...,— | =0
0x, 0x,,
de la forma z = @(x, ..., x,,Cy,...,C,), donde C; son constantes arbitrarias. A

principios del siglo XIX, J.F. Pfaff logrd reformular en su trabajo [33] el problema
con un enfoque muy innovador: descubrid que resolver una ecuacién diferencial en
derivadas parciales de primer orden en m variables, es equivalente a la integrabili-
dad de una ecuacién diferencial fofal en 2m variables de la forma

w = a1(x)dx1 + ...+ azm(x)dXZm =0.

Con esto en mente y usando conceptos desarrollados previamente por G. Monge,
Pfaff reinterpretd y definié un nuevo concepto de integrabilidad como la existencia
de una cantidad k de ecuaciones

Gi(Xps X)) =C Vi=1,... ,k

donde {d),-}le son funciones linealmente independientes y tales que w se anula a
lo largo de los conjuntos de ceros de las funciones ¢;. Este concepto derivé en lo
que hoy en dia se conoce como subvariedad integral (ver por ejemplo [36] o [2]).
Para mas informacién sobre el contexto histérico del problema de Pfaff, ver [23] y
[24].
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Uno de los principales aportes al problema de integrabilidad de Pfaff lo hizo
F.G. Frobenius en su famoso articulo [16], formulando un criterio para la integra-
bilidad completa de un sistema de ecuaciones de Pfaff. Este criterio dio lugar a lo
que hoy se conoce como el teorema de integrabilidad de Frobenius. Esta condicién
para la completa integrabilidad de una ecuacién de Pfaff de la forma w = 0 puede
escribirse (con el lenguaje moderno y usando la diferencial exterior de 1-formas
diferenciales) como

oAdw=0

y garantiza que por casi todos los puntos pase una Unica subvariedad integral de
. El teorema de integrabilidad de Frobenius marc6 el camino para el uso de her-
ramientas algebraicas y geométricas para el estudio de las ecuaciones diferenciales.
Esto motivé diversas dreas de investigacidn actuales de la matemaética, como ser
la teoria de sistemas dindmicos, la teoria de sistemas diferenciales exteriores y la
teoria de foliaciones. Destacamos particularmente esta tltima, ya que serd el rea
en la que se enmarca el presente trabajo.

Una foliacién de codimensidn g en un espacio X se puede entender intuitiva-
mente como una descomposicién de X en subvariedades de codimension g que son
localmente planas, a las que llamaremos hojas de la foliacién. La teoria de folia-
ciones tuvo sus origenes en la década de 1940 con los trabajos de C. Ehresmann
y C. Reeb y ha dado lugar a distintos enfoques de la teoria desde entonces, como
por ejemplo aportes a la geometria y topologia diferencial. A partir de la década
de 1970 y utilizando métodos topoldgicos, de geometria compleja y més reciente-
mente de geometria algebraica, diversos autores comenzaron a estudiar foliaciones
holomorfas, motivados por problemas de dindmica compleja y de ecuaciones difer-
enciales complejas. Uno de los objetos de investigacion centrales han sido las for-
mas diferenciales proyectivas que definen foliaciones, estudidndose principalmente
su geometria, sus singularidades, la dinAmica de sus hojas y principalmente, el
problema de estabilidad y clasificacion de foliaciones holomorfas. En este sentido,
destacamos los trabajos de J. P. Jouanolou, C. Camacho, A. Lins-Neto, P. Sad, R.
Moussu, D.Cerveau, J.F Mattei, X. Gomez-Mont, O. Calvo Andrade, F. Cukier-
man, J. V. Pereira, I. Vainsencher, entre otros.

En este trabajo, nuestro principal objeto de estudio serd una nueva familia de 1-
formas proyectivas que definen foliaciones de codimension 1, a las que llamaremos
foliaciones S-logaritmicas. Pasaremos entonces a explicar en detalle el tema de
investigacion de la presente tesis.

Sea w = ) a;dx; una 1-forma diferencial en C"*! con coeficientes poli-
nomiales a; homogéneos de grado d — 1 y sin divisores no constantes en comun.
Ademas o satisface las condiciones de descenso Z?:o a;x; = 0y de integrabilidad
de frobenius w Adw = 0 siy s6lo si @ define una foliacién singular de codimensién
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1 en el espacio proyectivo complejo P”, cuyas hojas vienen dadas por variedades
holomorfas cuyo espacio tangente pertenece al anulador de @ en todo punto de P".
Notar que multiplicar a @ por una constante no cambia su anulador en ningtin punto.
Por ende, fijados enteros positivos n,d > 2 podemos definir el espacio de méduli
F(n, d) como el conjunto 1-formas diferenciales que definen foliaciones singulares
de codimension 1 en P dentro del espacio PH® (P",Q,,(d)). La geometria del
espacio de moduli de foliaciones en P” para n > 3 es muy rica e inspir6 mucha in-
vestigacion. En particular, un problema central del 4rea consiste en determinar las
componentes irreducibles del espacio de mdduli F(n,d). Ademads, cabe destacar
que han habido varios articulos estudiando diversos aspectos geométricos de di-
versas componentes irreducibles de F(n, d) ya conocidas, como ser su dimension,
unirracionalidad/modelo minimal, singularidades, grado, relaciones de incidencia,
etc. Ver por ejemplo las referencias [3], [6], [7], [8], [9], [10], [12], [13], [14], [15],
[17], [28], [34], por mencionar algunas.

Muchos autores estudiaron familias y componentes irreducibles del espacio
F(n,d). Se conocen pocas colecciones de componentes irreducibles para d arbi-
trariamente grande, como ser componentes de tipo pullback (ver [7]), componentes
racionales (ver [17] y [13]) y componentes logaritmicas (estudiadas en [3] y més
recientemente en [11]). Una foliacién de codimensién 1 que pertenece a una com-
ponente de tipo pullback se define por una 1-forma diferencial que es el pullback de
un mapa racional de una 1-forma diferencial en P2. Para definir las componentes
logaritmicas, fijemos una particién entera d = (d,....,d,) de d tal que r > 2,
d=7Y _,dy0<d < <d,. Unal-forma diferencial logaritmica de tipo
d estd definida por la formula w = ([[_, F;) X'_, /ll-de" donde los F; son poli-
nomios distintos, homogéneos e irreducibles de grado d; en las variables x, ..., x,,
y 4; € C satisface la condicién de descenso Z:zl A;d; = 0. La clausura Zariski del
conjunto de 1-formas logaritmicas de tipo d dentro de F(n, d) se llama componente
logaritmica de tipo d y la denotamos L(d). En [3], O. Calvo Andrade prob6 por
primera vez que £(d) es una componente irreducible del espacio de moduli F(n, d).
Recientemente en [11], los autores dieron una prueba de este hecho usando teoria
de deformaciones.

Un problema central es hallar la descomposicion en componentes irreducibles
del espacio de méduli 7 (n, d). En general, este problema es muy dificil y solamente
esta resuelto para d pequefio. En su libro [26], Jouanolou mostrd esta descomposi-
cion parad = 2y d = 3: enel caso d = 2, el espacio F(n,?2) es irreducible y en
el caso d = 3, el espacio F(n, 3) (al que el llama espacio de ecuaciones de Jacobi)
tiene dos componentes irreducibles: una racional de tipo (2, 1) y otra logaritmica
de tipo (1, 1, 1). En su articulo [8], Cerveau y Lins-Neto probaron que F(n, 4) tiene
seis componentes irreducibles: dos de tipo racional, dos de tipo logaritmico, una de
tipo pullback y una sexta componente nueva, a la que llamaron componente excep-
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cional. Esta dGltima componente fue definida en 7 (3, 4) como el conjunto de folia-
ciones cuyas hojas (en un abierto coordenado de P?) son las 6rbitas del subgrupo
de transformaciones afines de C* que dejan fija una curva ctibica torcida (twisted
cubic). M4s en general, tomando pullback por proyecciones lineales ¢ : P" — P3
de todos los elementos de F (3, 4), obtenemos todos los elementos de la componente
excepcional £(n) en F(n,4). Ademas, los autores mostraron que esta componente
también se obtiene como la drbita de la foliacién definida por la 1-forma diferencial
wg = 3gyd fo — 2fyd gy donde fy = xpx, — "; Y 8o = XgX3 = XX X, + ?? bajo la
accion natural del grupo de automorfismos de P”*. Han habido varios articulos que
estudiaron la geometria de esta componente en mayor detalle, tratando de darle un
nuevo enfoque o intentando generalizarla un poco, ver por ejemplo [4], [5] y [34].
En este sentido, es de interés buscar colecciones de componentes irreducibles para d
arbitrariamente grande que contengan o generalicen esta componente excepcional.

Finalmente, en el articulo reciente [10], los autores estudiaron el caso d = 5,
mostrando que existen al menos 24 componentes irreducibles pero sin poder encon-
trar la descomposicion completa en componentes irreducibles. Dentro de esta lista,
destacamos las foliaciones logaritmicas especiales S Log(3,4) y SLog(2,5) (ver
[10, Secciones 3.5.1 y 3.6.1]). En ambos casos, los autores usan construcciones
similares. Ilustramos esto explicando la construccién de .S Log(2,5): los autores
fijan un polinomio F de grado 2 de la forma F = x§ — 2xxg, buscan condiciones
para un polinomio G homogéneo de grado 5 para que la 1-forma racional de la
forma @’ = 5Gd F — 2FdG sea divisible por xé y actdan por el grupo PGL(n+1)

/
sobre todas las foliaciones de la forma % Esto da una componente irreducible de
0

F@3.,5).

Observando la componente excepcional £(n) y las dos logaritmicas especiales
SLog(3,4)y SLog(2,5), notamos una caracteristica en comun: todas se obtienen a
partir de una 1-forma diferencial con contenido (es decir, cuyos coeficientes polino-
miales comparten un factor no constante) a la que se le cancela ese contenido. Con
esta idea en mente, construiremos una nueva coleccién de familias de foliaciones
singulares de codimension 1 en P”, a las que llamaremos foliaciones S-logaritmicas
y cuya definicién daremos a continuacion. Antes de ello, llamemos particion en-
tera con multiplicidades e de un entero e > 0 en s partes a una tupla de pares

e = ((e},my), ..., (e;, my)) tal que e;, m; son nimeros naturales que cumplen que
(ej,m) < -+ < (e, my) con el orden lexicogrifico y e| := Y, e;m; = e. La
notamos e = (e'lnl, ,ezns). Ahora si, fijemos una particioén enterad = (dy, ... ,d,)
deunenterod talque r > 2,d = Zle dy0<d £--<d.ye= (e'lnl, ,eZnS)

una particién entera con multiplicidades de un entero e < d. Definimos el con-
junto £(d, e) de foliaciones S-logaritmicas de tipo (d, €) como la clausura Zariski
dentro de F(n,d — e) del conjunto de 1-formas diferenciales de la forma % donde
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w = (H;=1 F,) - /lide" es una 1-forma logaritmica de tipo d divisible por un

polinomio de la forma G = Hj=1 G;’ , donde los G; son polinomios homogéneos
e irreducibles de grado e; y tales que los F;, G; son todos distintos entre si. Es-
tos conjuntos de foliaciones generalizan los anteriormente mencionados: en efecto,
probaremos que las componentes excepcional, S Log(2,5) y SLog(3,4) son los
conjuntos £((2,3),(1%)), £((2,5),(1%)) y £((3,4),(1')) respectivamente. En gen-
eral, estos conjuntos de foliaciones no son irreducibles y atn cuando si lo son,
no siempre definen componentes irreducibles del correspondiente espacio de folia-
ciones. Pero existe una coleccidn infinita de estos conjuntos de foliaciones que si
definen componentes irreducibles del correspondiente espacio de méduli de folia-
ciones: las foliaciones L((k, k + 1), (1')) para todo k > 2.

Nuestro objetivo principal en este trabajo sera estudiar la geometria y probar
la estabilidad de los conjuntos L£((k, k + 1), (1')) de foliaciones S-logaritmicas de
tipo ((k,k + 1),(11)) para k > 2. Para ello, primero definiremos en detalle las
foliaciones S-logaritmicas en general, mostrando algunos ejemplos y dando algunas
propiedades generales. Luego, nos enfocaremos en definir una parametrizacion,
estudiar la geometria y probar la estabilidad (es decir, que forman componentes
irreducibles del correpondiente espacio de mdduli de foliaciones) de los conjuntos
L((k, k + 1),(11)). Asi, se obtiene una coleccién infinita de nuevas componentes
irreducibles del espacio de foliaciones F(n,d) que da componentes irreducibles
para d arbitrariamente grande (aumentando el valor de k) y ademas contiene a la
componente excepcional mencionada anteriormente.

El contenido de esta tesis se divide de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 hacemos un breve repaso de definiciones bésicas y algunas
herramientas de teoria de foliaciones que servirdn para desarrollar la teoria y dar
contexto a las construcciones y resultados de los siguientes capitulos. Definire-
mos el espacio de méduli de foliaciones singulares y haremos especial énfasis en el
estudio de foliaciones de codimension 1 en el espacio proyectivo complejo P”, in-
troduciendo algunas notaciones, definiciones y resultados que usaremos a lo largo
del trabajo. Mostraremos y estudiaremos algunos ejemplos de componentes irre-
ducibles de tal espacio de méduli.

El objetivo del Capitulo 2 es definir nuevas familias de foliaciones de codi-
mensién 1 en el espacio proyectivo complejo, llamadas foliaciones S-logaritmicas,
que congsisten de 1-formas proyectivas que admiten un factor integrante racional
(es decir un cociente de polinomios con cierta descomposicion prefijada en fac-
tores irreducibles). Por ende, consisten de ciertas 1-formas de tipo logaritmico con
contenido (es decir, divisibles por algiin polinomio), a las que se las divide por su
contenido (el m.c.d. de sus coeficientes polinomiales). De este modo, para cada
componente X del espacio de méduli de foliaciones de codimensién 1, definire-
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mos el espacio de pares dado por un polinomio y una 1-forma diferencial tal que
el polinomio divide a la 1-forma. Lo llamaremos espacio de division. Este espa-
cio de division serd el dominio natural de un morfismo de divisién (que consiste en
dividir a una 1-forma por su contenido) cuya imagen daré lugar a las foliaciones
S-logaritmicas cuando X sea una componente logaritmica. En algunos casos par-
ticulares, daremos la descomposicion en componentes irreducibles del espacio de
divisién. Esto dara lugar a una parametrizacién racional de algunos conjuntos de
foliaciones S-logaritmicas que exhibiremos y estudiaremos en el siguiente capitulo.

En el Capitulo 3 usaremos las definiciones y la descomposicién del espacio de
division exhibida en el Capitulo 2 para estudiar detalladamente la geometria del
conjunto de foliaciones S-logaritmicas de tipo ((k, k + 1), (1)), al que llamare-
mos L((k, k + 1), (11)). Para ello, en primer lugar definimos una parametrizacién
(uni)racional de £((k, k + 1), (1)). Luego, estudiamos su base locus y calculamos
su descomposicién en componentes irreducibles. Ademaés, estudiamos el conjunto
singular de una foliacién genérica de L((k,k + 1), (1)), describiendo sus singu-
laridades en codimension 2 y su conjunto de Kupka. También, probamos que la
parametrizacién exhibida anteriormente es genéricamente inyectiva y con esto en
mente calculamos la dimensién del conjunto L((k, k+ 1), (1 1)). Finalmente, calcu-
lamos el espacio tangente al espacio de division y la derivada Zariski del morfismo
de division.

Finalmente, en el Capitulo 4 probaremos la estabilidad del conjunto de folia-
ciones S-logaritmicas de tipo ((k, k + 1), (11)) (es decir, demostraremos que el con-
junto £((k, k+ 1), (1)) es una componente irreducible del correspondiente espacio
de modduli de foliaciones). Para ello, demostraremos que la derivada Zariski de
su parametrizacion natural (definida en el capitulo anterior) es sobreyectiva en un
punto genérico de su dominio. Para describir los vectores tangentes Zariski al espa-
cio de méduli de foliaciones, demostraremos una serie de resultados técnicos y de
interés independiente. Es esperable que al restringir una foliacién genérica de esta
componente, se pueda deducir informacion sobre el espacio tangente al espacio de
moduli alrededor de ese elemento usando el famoso Lema de de Rham-Saito (ver
por ejemplo [35]), que establece que la cohomologia de un cierto complejo es nula
(para mas detalles, ver [31, Appendice]). Sin embargo, existe un detalle técnico
no trivial: si bien el lema de de Rham-Saito podria ser muy util en esta situacion,
no es posible usar este resultado directamente porque no se cumplen las hipétesis
(el conjunto de Kupka tiene singularidades en codimensién 1). Por eso, formula-
remos un lema de division adaptado, cuya demostracion es bastante técnica y sera
dada en una seccién independiente (Seccion 4.2). Este lema nos dird en nuestro
caso que la cohomologia del correspondiente complejo estd generada por un dnico
elemento como mddulo sobre el dlgebra de polinomios, al que llamaremos y. Uti-
lizando estos resultados, demostraremos la sobreyectivdad de la derivada Zariski de
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la parametrizacion y por ende la estabilidad de £((k, k + 1), (1)). Asi, se obtiene
una nueva coleccioén infinita de componentes irreducibles del espacio de méduli de
foliaciones singulares de codimensidn 1.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Generalidades de foliaciones

Sea X una variedad algebraica compleja, suave, irreducible y de dimensidn n. Sea
T X su fibrado tangente, i( su fibrado de 1-formas diferenciales y Q2% el dlgebra ex-
terior de 1-formas en X. Geométricamente, una foliacién no singular de dimensién
r sobre X es una descomposicion de X en subvariedades inmersas de dimension r,
a las que llamaremos hojas. Ademas, localmente y en un sistema de coordenadas
analiticas apropiado, estas hojas se ven como r-planos paralelos. Notar que estas
hojas determinan un subfibrado D de T X de rango r dado en cada punto por el
espacio tangente a sus hojas. Esto da lugar a la nocién mas general de distribucion.

Definicion 1. Una distribucion no singular de dimension r en X es un subfibrado
D de T X derango r. Ademas, decimos que una subvariedad Y C X es una subvar-
iedad integrable de D si para todo y € Y vale que T,Y = D). También, decimos
que una distribucién D en X es completamente integrable si admite una subvar-
iedad integrable de D por cada punto de X.

En general, no es cierto que toda distribucidon admita una subvariedad integrable
por cada punto. Las distribuciones que satisfacen esa propiedad son las distribu-
ciones involutivas, gracias al Teorema de Frobenius que enunciaremos a contin-
uacion.

Definicion 2. Una distribucion D se dice involutiva si es cerrada por el corchete de
Lie, es decir que satisface que [D, D], = D, paratodo x € X.

Teorema 3 (Frobenius). Sea D una distribucion en una variedad X. Entonces X
es completamente integrable siy solo si D es involutiva.

Demostracion. Para una demostracion, ver por ejemplo [36, Propositions 1.59 &
1.60]. O

14
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De manera andloga, nuestra foliacién determina un subfibrado J(D) de Qi(
dado por las 1-formas que en cada punto se anulan sobre el espacio tangente a
sus hojas. Y del mismo modo, queremos condiciones sobre J (D) para que la dis-
tribucién correspondiente admita subvariedades integrables por cada punto. Esta
condicién estd dada porque el ideal generado por J (D) sea un ideal diferencial.

Definicion 4. Dada una distribucién D, llamamos J (D) al subfibrado de Q;( dado
por anulador de Dy I(D) C Q7 al ideal generado por J (D).

Definicion S. Sea 7 C Q*(X) un ideal. Llamamos d7 al subfibrado de Q7 dado
en un germen de X alrededor de x por la igualdad (d1), = {(da))x TwE Ix}.
Ademas, decimos que I es un ideal diferencial si satisface que d1 C T.

Teorema 6. Sea D una distribucion en X y sea I(D) el ideal generado por el
anulador de D. Entonces D es una distribucion involutiva si y sélo si el ideal T es
diferencial.

Demostracion. Para una demostracion, ver [36, Proposition 2.30]. ]
Con estos conceptos en mente, podemos dar la definicién de foliacion regular.

Definicion 7. Una foliacion regular F de codimensién g en X esta dada por un sub-
fibrado J(F) de Q; de rango g tal que el ideal Z(F) = (J(F)) de Q’)‘( es un ideal
diferencial. Andlogamente, una foliacién regular F de dimension r en X esti dada
por una distribucién D de rango r en X que sea involutiva (y por ende completa-
mente integrable gracias al Teorema 3 de Frobenius). Notar que si se cumple que
Ann(D) = I(F) y Ann(Z(F)) = D, entonces las definiciones de foliacién regular
de codimension g y de dimensioén n — g son equivalentes. Ademas, llamamos hojas
de la foliacién a sus subvariedades integrables. Notar que en general, estas sub-
variedades integrables no son variedades algebraicas; cuando lo son, las llamamos
hojas algebraicas.

En general, no es cierto que cualquier variedad X admita una foliacién regular
de codimension g. De hecho, la existencia de foliaciones esti determinada por la
anulacion de ciertas clases de Chern del fibrado normal a la foliacién (ver [1]).
Por ejemplo, el espacio proyectivo complejo P” no admite foliaciones regulares.
Asi, buscamos definir una nocién mas general, las foliaciones singulares o con
singularidades.

Definicion 8. Una distribucion singular D en X es una distribucién regular en
un abierto U C X maximal de modo que codim(X \ U) > 2. Ademas, llamamos
conjunto singular de D al conjunto S(D) = X \ U. Del mismo modo, una foliacion
singular F es una foliacion regular en el abierto U = X \ S(F).
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Observacion 9. Gracias al Teorema 3 de Frobenius, una foliacion singular 7 de

(co)dimension ¢ induce una descomposicion X \ S(F) := | |..; L; en subvar-

iel
iedades holomorfas de codimension g (sus hojas) tal que

e Paracada x € X \ S(F) existe una tnica hoja L, de F tal que x € L

e Para cada x € X, existe una carta adaptada a F alrededor de x, es decir una
carta¢p : U — Vq X Vn_q tal que x € U; Vq, Vn_q son abiertos de CY9, C"1
respectivamente y para cada (v, v') € V,xV,_, vale que ¢~ ({v} x Vi_g) es
un abierto de la hoja L1,

Observacion 10. El caso que nos interesa particularmente en este trabajo es el
caso de foliaciones de codimension 1. En tal caso, una foliacién viene dada por
una familia de 1-formas (no idénticamente nulas) w; € Q;(Ui) definidas en un
cubrimiento abierto {Ui }ie ; de X que satisfacen una condicion de compatibilidad
w; = f;;w;, para ciertas f;; € O} (U; N U;) que satisfacen la condicion de cociclo
fijfik = fu en U, nU; N Uy para todos i, j,k € I. Notar que en este caso,
S(F) = {x EX !w(x)=0six€ U,.} y que las fij definen un cociclo en la
cohomologia H'(X, O%)- Luego, si L es el line bundle que representa el cociclo
en cuestion, la familia de 1-formas w; en cuestion define una 1-forma diferencial
torcida, es decir una seccién global w € H O(Q;( ® L). Por otro lado, dos familias
w; y @/ con cociclos asociados f; iy fl.’j respectivamente definen la misma foliacién
si existen funciones g; € Oy (U,) tales que w; = g, paratodo i € I. Esto implica
que fl.’j =g f; jgj‘1 y porende f;; y fl.’j definen el mismo line bundle. Si suponemos
que f;; = fl.’j, las funciones g; definen una seccion g € H(X, 0y)-

Con esta observacion en mente, podemos definir el espacio de mdduli de folia-
ciones de codimensién 1 en X asociadas a un line bundle L.

Definicion 11. Dado £ € Pic(X) definimos el espacio de méduli de foliaciones
singulares de codimensién 1 en X asociado al line bundle £ como

FX,L) :={lo] € H(Qy ® L)/ ~: wAdw =0y codim(S(w)) > 2},

donde la equivalencia ~ viene dada por multiplicacién por secciones de H(X, oy)
y S(w) denota el conjunto singular de la foliacién definida por w. Ademas, lla-
mamos condicion de integrabilidad Frobenius para w € H O(Q; ® L) a la condi-
cién

(1.1) oANdw=0.

Una 1-forma diferencial global genérica en X tiene ceros aislados (porque es
una seccion genérica del fibrado Q) y rk(Q}) = dim(X)). Sin embargo, una 1-
forma diferencial integrable y tal que dw(x) # 0 en algtin punto x de su conjunto
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singular cumple una propiedad sorprendente: su conjunto de ceros tiene una com-
ponente irreducible de codimension 2, como muestra el siguiente resultado notable
de I. Kupka, probado por primera vez en [27].

Teorema 12 (Kupka). Sea X una variedad regular sobre C, U un entorno abierto
dex € X yseaw € Q;(U) una I-forma integrable tal que dw(x) # 0. Entonces
existe un entorno analitico de x con coordenadas y, ... ,y, tal que @ se escribe en
esas coordenadas como

w = Fi(y;,y)dy; + F,(y1, »)dy,
para ciertas funciones analiticas F,, F,.
Demostracion. Para una demostracion, ver [29, Teorema 1.8]. L]
Con esto en mente, definimos el conjunto de Kupka de una foliacion.

Definicion 13. Sea F una foliacion singular de codimension 1 en X definida por
w € H O(Qﬁ( ® L). Decimos que x € X es un punto singular de tipo Kupka de
F si w(x) = 0y dw(x) # 0. El conjunto de Kupka K(F) es el conjunto de puntos
singulares de tipo Kupka de 7.

Observacion 14. Gracias al Teorema 12, K(F) es o bien vacio o bien puro de
codimension 2. En efecto, alrededor de cada punto singular de tipo Kupka, la fo-
liacién se puede escribir como el pullback de un germen de foliacién en C2 por un
morfismo.

En este trabajo tendremos especial interés en el caso en que X = P”. En este
caso, Pic(X) = Z y cada line bundle de P" es isomorfo a Op.(d) para ciertod € Z
(ver [22, Corollary 6.17]). Como ademas H (P", (9;,,) ~ C*, paracadad € N,,,
queda definido el espacio de méduli

(12) F(nd) :={[0] e PH (Qp,(d)) : o Adw =0y codim(S(w)) >2}.

Observacién 15. El espacio HO(P", Qﬂlmn(d )) puede ser caracterizado de una forma
muy concreta. En efecto, tensorizando la sucesion exacta corta de Euler (ver [22,
Theorem 8.13]) por el line bundle O(d) obtenemos la sucesioén exacta corta

0— Q. (d) = Opi(d — 1) > Op, — 0.

Tomando secciones globales, podemos interpretar a cada elemento del espacio
HO(P", Q[}M (d)) como una 1-forma homogénea afin en C"*! con una escritura de la
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forma w = Y a,(z)dz; para ciertos polinomios a; € C|[z, ..., z,] homogéneos

i=0 i
de grado d — 1 que satisfacen la condicién de descenso

n

(1.3) ir(@) =) az,=0,
i=0
donde R = )" i—0 Zi a es el campo radial. De este modo, 7(n, d) es una subvar-

iedad quasz-proyecnva de PHO(P", Pn(d)), ya que la condicion o A dw = 0 de
integrabilidad impone (";rl) ecuaciones cuadraticas sobre los coeficientes de g; y el
hecho de que codim(.S(w)) > 2 se interpreta como que los polinomios a; no tienen
factores en comiin (que es una condicion abierta).

Definicion 16. Seaw = Y7, a,(z)dz; € H(P",Qp,,(d)) una 1-forma diferencial.
Definimos el contenido de w como el maximo comun divisor de los polinomios g;
y lo denotamos co(w). Por otro lado, decimos que [w] € PHO(P", Q[lp,n(d )) define
una foliacion con contenido si o satisface la condicién de Frobenius (1.1) y ademas

co(w) # 1.

Observacion 17. Notar que siw € H P, Q 1,,(d )) define una foliacién con con-

tenido de grado c, entonces T € F(n,d — ¢). En efecto,
O ag—2) = LA (dco@) Aw+ col@)dw) = 0
co(w) co(w) co(w)3

vaquew Aw = 0y o Adw = 0. Por ende, podemos pensar una foliacién
w e HO(P", Q[}j,,, (d)) con contenido de grado ¢ como un foliacion de F(n,d — c).
Del mismo modo, si [w] € F(n,d) y P es un polinomio homogéneo de grado e,
entonces Pw define una foliacion con contenido, yaque o Aw =0, o Adowo =0y
por ende

PoANd(Pw)=PwoA(dPAw+ Pdw) =

Definicion 18. Definimos el conjunto F(n,d ) como la clausura Zariski de F(n, d)
dentro del espacio ambiente PH O(P”,Qéw(d)) y la frontera de F(n,d) como el

espacio 0F(n,d) := f(n, d)\ F(n,d).

Observacion 19. Notar que la condicién codim(S(w)) > 2 es una condicién abierta
en P HO(P", Qﬂlj,n), por lo que 0F (n, d) es la frontera topoldgica de F(n, d). Mas atn,
todo elemento de dF (n,d) da una foliacién con contenido. Esto quiere decir (en
algin sentido libre) que hay algunas foliaciones de F(n, e) con e < d que se pueden
obtener como limite de foliaciones de F(n, d), es decir que estan escondidas en la
frontera de F(n, d).
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1.2 Espacio de méduli F(n, d)

1.2.1 Estabilidad

El estudio de la geometria de los espacios de mdduli de foliaciones de singulares de
codimension 1 en P" es muy rica y ha sido motivo de investigacién en los Gltimos
afios, ver por ejemplo [3], [4], [7], [8], [10], [11], [12], [13], [17], [26]., entre otros.
Naturalmente, muchos autores buscaron caracterizar y estudiar sus componentes
irreducibles (y mas en general, familias de foliaciones interesantes).

Dentro de los conceptos importantes en el estudio de familias de foliaciones
singulares en el espacio proyectivo, destacamos los de estabilidad y rigidez de una
familia de foliaciones, que definiremos a continuacion.

Definicion 20. Seann,d € N,. Decimos que un subconjunto de F'(n, d) es estable
si es una componente irreducible de F(n, d). Ademas, decimos que un subconjunto
estable de F(n,d) es rigido si existe un abierto U de tal subconjunto tal que para
cada par de foliaciones w, @’ € U existe una transformacién p € PGL(n+1) lineal
proyectiva tal que w = p*w’.

A priori, no es fécil probar la estabilidad de una familia de foliaciones. Para
ello, es posible calcular el espacio tangente al espacio de méduli de foliaciones en
un punto genérico de esa familia y compararlo con el espacio tangente a esa familia
de foliaciones. Probaremos que si estos dos espacios tangentes coinciden, entonces
tal familia es estable. Para ello, describamos el espacio tangente al espacio F(n, d).

En general, sea W un espacio vectorial y para cada w € W, sea [w] su clase en
PW. Tenemos entonces una identificacion natural del espacio tangente T;,,,PW
de PW en el punto [w] con W /[w]. En ese sentido, tenemos una identificacion
del espacio tangente T, PH(P", Q! (d)) ~ HO(P", Q! (d))/{[w]).

Proposicion 21. El espacio tangente Zariski a F(n,d) en [w] es el espacio
Ty F(n,d) = {n € H'(P",Qp,(d)) : n Adw+ o Adn =0} /().

Demostracion. El espacio tangente a F(n, d) en el punto [w] esta dado por el con-
junto de deformaciones de primer orden Spec <%> — F(n,d) que mandan el

(%)
punto cerrado de Spec <%> en [w]. Por ende, tales deformaciones w + 7 de
primer orden deben satisfacer la condicidn (@ + en) A d(® + en) = 0 mbdulo €2,
Como ademas sabemos que o satisface la condicién de Frobenius (1.1), esta condi-

cién es equivalente a la siguiente condicién de tangencia
nAdo+wAdn=0.

Esto concluye la demostracion. O
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Definicion 22. Llamamos condicién de tangencia de n aw € F(n,d) ala condicién
(1.4) nAdo+wAdn=0.

Observacion 23. Sea w € F(n,d) y supongamos que n € T, F(n,d) cumple la
condicién (1.4) de tangencia a w. Entonces para todo polinomio homogéneo P,
vale la condicion de tangencia de Pn a Pw. En efecto,

PypAd(Pw)+ PoAd(Pp)=0= P> (g Adw+oAdn)=0.

Abhora si, mostramos un criterio para probar que una familia de foliaciones es
una componente irreducible y genéricamente reducida del espacio de méduli de
foliaciones F'(n, d). Este resultado se deduce inmediatamente del siguiente Lema.

Lema 24. Sea X un esquema reducido e irreducible, x € X un punto no singular
y f 1 X = Y un morfismo entre esquemas. Supongamos ademds que la derivada

Zariskid, f : T, X — TrY es sobreyectiva. Entonces la imagen f(X) es una
componente irreducible genéricamente reducida de Y .

Demostracion. Como un morfismo de anillos manda nilpotentes en nilpotentes, el
morfismo f se factoriza por Y4 y por ende tenemos una inclusion de espacios
vectoriales d, f(T\X) C TyYea € Ty)Y. Estas inclusiones son igualdades
por hipétesis, por lo que Y es reducido en f(x) y en definitiva es genéricamente
reducido a lo largo de la componente irreducible que contiene a a f(x). Finalmente,
como x es un punto no singular y d, f (T, X) tiene la misma dimension que Ty(,,Y,
obtenemos lo deseado. O

De este resultado se desprende el siguiente criterio para probar que un subcon-
junto de F(n, d) es una componente irreducible de F(n, d).

Corolario 25. Sea X un esquema reducido e irreducible, x € X un punto no sin-
gulary f + X — F(n,d) un morfismo con derivada Zariskid, f : T\ X — T;)Y
sobreyectiva. Entonces la imagen m es una componente irreducible genérica-
mente reducida de F(n, d).

1.2.2 Foliaciones logaritmicas y racionales

En esta subseccidn, estudiamos ciertas familias estables de foliaciones, llamadas
foliaciones logaritmicas y racionales. Estas componentes del espacio de méduli de
foliaciones fueron estudiadas en diversos trabajos. Destacamos particularmente las
citas [26], [3] y [11], donde los autores tienen un enfoque similar al que expon-
dremos a continuacion.



Preliminares 21

Definicion 26. Fijemos enteros d > 0, n > 3, r > 2 y una particién entera
d=(d,....d)dedtalqued =) '_ d; y0<d, <- <d,. Unal-forma difer-
encial logaritmica de tipo d en P" esta definida por una 1-forma diferencial torcida
w= (Hf:1 Fi) Y, /1,»‘%" donde los F; son polinomios distintos, irreducibles y ho-
mogéneos de grado d, en las variables z, ..., z, y 4; € C satisfacen erz  Aid; = 0.
La componente logaritmica de tipo d en P" es la clausura Zariski en F(n, d) del
conjunto de 1-formas diferenciales logaritmicas de tipo d en P” y la denotamos
L(d). En el caso en que r = 2, también las llamamos [-forma diferencial racional
de tipo d en P", componente logaritmica de tipo d en P" y las denotamos R(d).

De manera més concisa, podemos definir una funcién multilineal

pa 2 M) x [ S, = HO®". QL (a))

i=1

definida por la formula pug(4,F) = F Y _ ﬁi% tal que S; = HO(P",0(d,)),
F=(F,..F)ell_ S; Ad) = {A=(4y,...,4) €C 1 ¥ 4d; =0}y
F =TJ|_, F,. Esta funcién multilineal induce un mapa racional

(1.5) pa : Xq :=PA@) x [[PS,, - PH®",Qp,(d)).

i=1
La componente logaritmica £(d) de tipo d es la clausura Zariski de la imagen de
pq- En el caso de las foliaciones racionales (es decir r = 2), el espacio A(d) tiene
dimension 1 porlo que X4 = PS; XPS,, . Ademas, en este caso vale que % = _d—dz
y por lo tanto podemos suponer (salvo multiplicacién por escalares) que /112 =d, ly

12 = _dl'

Observacion 27. Sir =2y x = (F|, F,) € X4, entonces pq(x) = ig(dF; A dF,),
donde ik indica la contraccion por el campo radial. Por lo tanto, la derivada Zariski
de pq en el punto (F, F,) esta dada por la féormula

Observacion 28. Toda 1-forma diferencial logaritmica w = F }_, /li% de tipo

d en P” es integrable. En efecto, podemos deducir que igz(w) = (Z;l /ll-d,.) Fy
dw = d?F A o haciendo céalculos directos. Por ende, izg(@w) =0y w A dw = 0.

Como su nombre lo sugiere, las variedades £(d) son estables, es decir que son
una componente irreducible del correspondiente espacio de foliaciones de codi-
mension 1.
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Teorema 29. La variedad L(d) C F(n,d) de 1-formas logaritmicas de tipo d es
una componente irreducible de F(n,d). Mds aiin, el esquema F(n, d) es genérica-
mente reducida a lo largo de L(d).

Demostracion. Para el caso racional, este resultado fue probado en [17] y [13]. En
general, este resultado fue demostrado por primera vez en [3] y mas recientemente
en[11], dando una demostracién de este hecho usando teoria de deformaciones. [

Notar que en general, una 1-formaw € H(P", inm,,(k)) no nula nunca puede ser
cerrada y por ende tampoco exacta. En efecto, usando la férmula mégica de Cartan
con el campo radial obtenemos que kw = izg(dw) + d(i gw) (ver [26, Lemme 1.2]).
Por ende, si dw = 0, obtenemos que @ = 0 (por la condicién de descenso (1.3)).
En ese sentido, lo mas préximo que puede estar una foliacién de codimensién 1 en
P" de estar definida por una 1-forma cerrada o exacta es serlo salvo multiplicacion
por una funcion racional, a la que llamaremos factor integrante o integral primera
respectivamente.

Definicion 30. Sea w € HO(P”", Qﬂlmn(k)) una 1-forma diferencial y sean f, g dos
secciones locales de los haces Op.(k) y Op. respectivamente, por lo que ambas
estan dadas por un cociente de polinomios. Decimos que f es un factor integrante

de wsid (?) = 0y que g es una integral primera racional de w siw A dg = 0.

Observacion 31. Notar que si g es una integral primera racional de w, entonces
existe f funcidn racional tal que % = dg y por ende f es un factor integrante de w.

Mais atn, toda 1-forma diferencial logaritmica @ = F 21;1 /1,-% admite un factor
integrante polinomial F. Y en el caso en que w = A, F,d F| + /'leld F, es una 1-
forma diferencial racional, también admite una integral primera racional dada por
d
F 2
1

dp *
F2
Cuando una 1-forma diferencial admite una integral primera racional, entonces
la foliacidn que define posee una familia uniparamétrica de hojas algebraicas, a la

que llamaremos pencil de hipersuperficies.

Definicion 32. Un pencil de hipersuperficies de grado r en " es un subespacio de
dimensién 2 de HO(P", O(r)) = S .. Decimos que el polinomio G € H P, O@"))
con ' < r es una componente fija del pencil si todos los polinomios del pencil

son divisibles por G. Decimos que un pencil es irreducible si la hipersuperficie
genérica es una variedad algebraica irreducible.

Veamos que si tomamos una 1-forma diferencial racional con una escritura de la
forma w = A F,d F) + A, F,d F, donde d; = deg(F) es coprimo con d, = deg(F;)
y F y F, sonirreducibles, entonces la hoja genérica de la foliacion asociada tiene
grados dd,. Es decir, que el pencil generado por Fld 2y de ! es irreducible.
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Proposicion 33. Sean F, y F, polinomios irreducibles de grados d, y d, respec-
tivamente tales que d, es coprimo con d,. Entonces el pencil generado por F ld Zy

d . .
F2 U es irreducible.

Demostracion. Supongamos que el pencil generado por Fld 2y de ! es reducible.
Notar que el conjunto Z(d,d,) de polinomios homogéneos reducibles de grado
d,d, es una unién de variedades irreducibles de Segre:

|2 )

Rdd)= | ) {AB:AeS,yBeS,,,}.
i=1

: . . . did .
Por ende, deducimos que existe un niimero 1 < i < LITZJ tal que cualquier el-

emento del pencil generado por F, ld ’y de ' se escribe como producto de dos poli-
nomios de grados i y d|d, — i respectivamente. En otras palabras, para cada par
(A, 1) € C?\ {(0,0)} existen polinomios A Y By de grados iy dydy — i
respectivamente tales que

dy dy _
AR+ uF) = A B

Tomando A =0y u = 1 obtenemos que de "= A(.1)B.1)- Porlo tanto, deducimos
que i = deg(A( ;)) debe ser multiplo de d, ya que F, es irreducible. Del mismo
modo, tomando 4 = 1y y = 0 obtenemos que Fld > = A0 B y por ende
i = deg(A)) debe ser miltiplo de d, ya que F) es irreducible. Como el m.c.d
de d, y d, es d,d,, obtenemos que i es un multiplo de d,d,, lo cual contradice que
1 <i< [‘szj. Concluimos entonces que el pencil generado por Fld 2y de "es
irreducible. Esto concluye la demostracion. O

Observacién 34. Notar que si o € HO(P", Q[IFM (k)) admite una integral primera
racional f = % donde A, B tienen el mismo grado, entonces AA + uB son todas
hojas de la foliacién generada por w, ya que d f se anula en las hipersuperficies
f = cparatodo ¢ € C. Luego, podemos pensar una tal @ como una foliacién
cuyas hojas definen un pencil de hipersuperficies. Ademas, suponiendo que A, B
son coprimos, podemos suponer que tal pencil no tiene componentes fijas. Mas
aun, a toda w que admite una integral primera racional se le puede asignar un #inico
pencil irreducible tal que sus hipersuperficies sean las hojas de w. Esto es una
consecuencia del Teorema de Bertini (ver [26, Theoreme 3.6.4]).

El siguiente resultado da un criterio para hallar las componentes irreducibles
multiples de las hipersuperficies de un pencil sin componentes fijas

Proposicion 35. Sea w € HY(P", QL (k)) una 1-forma sin contienido y que admite
. . A . . ) .
una integral primera f = 3 con A, B polinomios homogéneos del mismo grado y
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coprimos entre si. Luego, el pencil generado por A y B admite finitas hipersuper-
ficies miiltiples, es decir, existen solo finitos polinomios irreducibles y homogéneos
H,,...,H, tales que Hl.2 divide a py A + vy B para ciertos py vy € C. Mas
ain, vale que

S
AdB - BdA =[] B w
i=1
donde e(H;) = Il?ar\)f {Hl.k dividea uyy A+ vy B }
e 1 1

Demostracion. La demostracion de este hecho puede ser encontrada en [26, Propo-
sition 3.5.1]. O

El siguiente resultado caracteriza todas las 1-formas en P” que admiten un fac-
tor integrante polinomial.

Proposicion 36. Sea w una 1-forma en C'*! que desciende a P" (es decir que tiene
coeficientes que son polinomios homogéneos y satisface la condicion de descenso
. . . s e;

(1.3)) y con un factor integrante polinomial F = [];_, F,", donde los F; son ho-
mogéneos, irreducibles, coprimos dos a dos y deg(F;) = d,;. Entonces existe una

N
dF,
w:F<2/li—' +d<—G e._1>>’
= Il £

donde A; € C satisfacen Y, 4;d; = 0y G es un polinomio homogéneo de grado

escritura

Zle d;(e; — 1) y se satisface que (i) si A; = 0 entonces e; > 2y (ii) si e; > 2
entonces F; no divide a G. En particular, o es una 1-forma logaritmica de tipo
d =(d,,...,d,) siy solo si admite un factor integrante de la forma F = H;zl F,
donde los F; son homogéneos, irreducibles, coprimos dos a dos y deg(F;) = d,.

Demostracion. La demostracion de este hecho puede encontrarse en [30, Proposi-
cion 2.5.11]. O]

En el caso de las 1-formas logaritmicas, podemos caracterizarlas usando la
propiedad de tener un factor integrante polinomial del grado correcto, como indica
el siguiente resultado.

Proposicion 37. Sea L(d) = U{ a:1d|=a) £(d). Entonces

{@e H@". Q@) : d(%F) =0paracierio F € H'®",0) | = L(d).
Demostracion. La demostracioén de este hecho puede encontrarse en [10, Proposi-

tion 3.7]. ]
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El base locus de la parametrizacion p4 del espacio de formas logaritmicas (que
fue presentado en (1.5) y la Definicién 26) fue descripto en [11, Section 5]. Para
finalizar la subseccidn, recordaremos brevemente esta descripciéon. Sea d como

. e, / / -
antes y tomemos una descomposicion ¢ = (e,d’) € Z’;)’ X (Z’ZO \ 0) tal que
/
d;, = Z’._l ei-d’. para cada 1 < i < r. Para cada una de esas descomposiciones,
j=171%)
definimos el mapa de Segre-Veronese

r r
i Ty 115,
Jj=1 Jj=1

dado por v, (G, ...,G.) = (H;;l G;” e ,H;;l Gj." ). También, definimos con-
juntos B, := A(p) X im(vq,) donde

,
A@)=13 A=(4y,....4) €C" : Y Je; =0 paratodo j
i=1

Notar que los conjuntos B,, estan contenidos en el conjunto de ceros de uq y por lo
tanto sus proyectivizaciones estan incluidas en el base locus de pg. También, para
cada par de descomposiciones (p(l) = (eW, d’ (1)), (p(z) = (@, d'?@), definimos una
relacion de la siguiente manera: @l < @@ si rank(e™") = rank(e®) y existe una
matriz e® tal que e/ = ¢®.¢® . Esta relacién no es un orden parcial, ya que si dos
matrices e(l), e difieren por una permutacién de columnas, las correspondientes
descomposiciones @1, p@ satisfacen (V) < @ y ¢ > @ al mismo tiempo.
Por lo tanto, consideraremos descomposiciones salvo permutaciéon de columnas,
de modo que < sea un orden parcial. Asi, las componentes irreducibles de este
base locus estan en correspondencia uno a uno con particiones vectoriales que son
maximales con respecto a ese orden.

Teorema 38. Las componentes irreducibles del base locus de pq son la proyec-
tivizacion de los conjuntos B, donde ¢ = (e, d’) es una descomposicion maximal
con respecto al orden < y rk(e) < m.

Demostracion. La demostracion de este hecho puede encontrarse en [11]. L]

Finalizamos la subseccion describiendo el base locus en el caso racional, es
decir cuando r = 2.

Ejemplo 39. En el caso de las componentes racionales (es decir, cuando r = 2),
existe una dnica componente irreducible del base locus (ver [13, Section 4.1]).
En efecto, gracias al Teorema 38, basta hallar las descomposiciones maximales
con respecto a < tales que rk(e) = 1. Sea (e,d’) una descomposicién de rango
1. Si llamamos C; a la j-ésima columna de e, podemos suponer (reordenando
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las columnas) que existen k; € N tales que C; = k;C; paratodo 1 < j < .

Luego, como e - d’ = d, entonces d = (Z;;l kjdj’.> C,. Por ende, si llamamos

pe; .
L 4. Esto nos dice que

r, !
i1 kyd ) P

(e,d) < (g, p) y por ende hay una tinica descomposiciéon maximal. Esta se corre-

p = mcd(d, ..., d,), entonces vale que Cj =

sponde con el conjunto

d

I
{(Gp,Gp)e PS,; xPS,, : deg(G)=P}-

1.2.3 Mas ejemplos y descomposicion en componentes irreducibles

En esta subseccién, mostramos ejemplos de componentes irreducibles de F(n, d)
que aparecen en la literatura, como ser foliaciones de tipo pullback o la llamada
componente excepcional. Ademads, mostramos la descomposicién de F(n,d) en
componentes irreducibles en los casos conocidos (cuando d < 4). Sobre el final,
planteamos algunas preguntas que seran contestadas a lo largo de la tesis.

Ejemplo 40. Foliaciones pullback. Sabemos que toda 1-forma diferencial torcida
n € HO(P?, Qﬂlmz(d)) en P? es involutiva, ya que la condicion de integrabilidad de
Frobenius (1.1) es trivial en una variedad de dimensién 2. Asi, dada una proyeccién
lineal p : P" — P2, 1a l1-forma p*n € H(Q., (d)) también cumple la condicién de
integrabilidad de Frobenius (1.1). Haciendo elecciones genéricas de  y p, vale que
codim(S(p*n)) > 2 y por ende define una foliacién, a la que llamamos foliacion
pullback. Notar que el conjunto de foliaciones pullback forman una subvariedad
quasiproyectiva del espacio PH(Q1 (d)). Resulta ser que este conjunto es estable.
La demostracién de este hecho se puede encontrar en varios trabajos, como por
ejemplo en [7].

Uno de los principales problemas relativos al estudio de F(n, d) es caracterizar
todas sus componentes irreducibles. En general este es un problema dificil cuya
respuesta es desconocida. Sin embargo, en algunos casos “pequefios” la respuesta
es conocida.

e Cuando n = 2, la condicién de Frobenius (1.1) la cumplen todas las 1-formas,
por lo que F(n, d) es irreducible.

e Cuando d = 2, existe una tinica componente irreducible, la componente
racional R(1, 1). Este resultado fue probado por Jouanolou en [26].

e Cuando d = 3, hay exactamente dos componentes irreducibles, una racional
R(1,2) y una logaritmica £(1, 1, 1). Este resultado también fue demostrado
por Jouanolou, ver [26] y la introduccidén de [8].
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e Cuando d = 4, hay exactamente seis componentes irreducibles. Esto fue de-
mostrado en [8]. Son dos componentes logaritmicas £(1,1,2)y £(1,1,1, 1),
dos componentes racionales R(1,3) y R(2,2), una componente pullback y
una sexta componente que no pertenecia a ninguna coleccién de foliaciones
conocida, a la que llamaron componente excepcional.

Ejemplo 41. Componente excepcional. Fue definida y estudiada por primera vez
en [8]. En F(3,4), estd dada por el conjunto de foliaciones cuyas hojas (en un
abierto coordenado de 3) son las érbitas del subgrupo de transformaciones afines
de C3 que dejan fija una curva cibica torcida (twisted cubic). Ma4s en general,
tomando pullback por proyecciones lineales ¢ : P — P3 de todos los elementos
de F(3,4), obtenemos todos los elementos de la componente excepcional £(n) en
F(n,4). Més explicitamente, los autores describieron los elementos de esta com-

ponente de la siguiente forma: consideraron la 1-forma racional en P definida por
2 3

We = 3g0df0 - 2f0dg0 donde fo = XpXo — % Y& = x%x?, — XpX1Xo + % Con

un célculo directo, obtuvieron que w, define una foliacion singular con contenido
co(wg) = xi. Asi, la 1-forma we := xﬂo define una foliacién singular en el es-
pacio de mdduli F(3,4), gracias a la Observacién 17. Del mismo modo, dados
p € PGL(4)y @ : P" — P3 una proyeccion lineal, la 1-forma @*p*®, € F(n,4)
define una foliacion singular. Asi, la componente excepcional es el conjunto

En) = {(p*p*55 :pEPGLA) Y@ : P" - Pes lineal} C F(n,4).

Este conjunto es estable y més aln, es una componente rigida de F(n,4). Este
hecho (ademas de un estudio de propiedades geométricas de £(n)) fue probado
en varios articulos y usando diversas técnicas, como en [8], [5] y [12]. Ademas,
destacamos el articulo [4], donde los autores no solamente probaron la estabilidad
de la componente excepcional, sino que lograron incluirla en una familia finita de
componentes irreducibles de 7 (n, d), pensando en la descripcidon de la componente
como foliaciones asociadas a un algebra de Lie afin.

Surge naturalmente la siguiente pregunta.

Pregunta 1. ;Existe una coleccion infinita de componentes irreducibles de F(n, d)
definidas para d arbitrariamente grande que contenga a la componente excep-
cional?

A lo largo de este trabajo, daremos una respuesta afirmativa a esta pregunta. En
efecto, las foliaciones S-logaritmicas de tipo ((k, k + 1)), (11)) para k > 2 cumplen
esa propiedad. Estas forman un conjunto estable, como demostraremos en el Capi-
tulo 4. Ademads, probaremos que el conjunto foliaciones S-logaritmicas de tipo
((2,3), (1Y) es la componente excepcional.
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Ejemplo 42. En el articulo reciente [10], los autores hicieron un estudio del es-
pacio F(3,5) y descubrieron que existen al menos 24 componentes irreducibles de
F(3,5). Sin embargo, no pudieron encontrar la descomposicidén completa. En este
trabajo, destacamos dos de las componentes que encontraron, a las que llamaron
foliaciones logaritmicas especiales .S Log(3,4) y SLog(2,5) (ver [10, Secciones
3.5.1 y 3.6.1]). En ambos casos, los autores usan construcciones similares, que
ilustramos explicando el caso de S Log(2,5): los autores fijan un polinomio F de
grado 2 de la forma F = x% — 2x;x,, buscan condiciones para un polinomio G ho-
mogéneo de grado 5 para que la 1-forma racional de la forma o’ = 5GdF —2FdG
sea divisible por x(z) y actdan por el grupo PG L(n + 1) sobre todas las foliaciones

de la forma ‘;’—2’ Esto da una componente irreducible de F (3, 5).
0

Notar que tanto en la componente excepcional £(n) como en las componentes
logaritmicas especiales .S Log(3,4) y S Log(2,5), ocurre un fenémeno destacable:
en los tres casos, su elemento genérico se obtiene a partir de ciertas foliaciones
logaritmicas con contenido a las que se les cancela ese contenido, para obtener fo-
liaciones de grado méas pequefio. Es decir que en algtn sentido, estas componentes
irreducibles estan “escondidas” en la frontera de un espacio de méduli de 1-formas
de grado mas grande, como dijimos en la Observacién 19. Esto da lugar a la sigu-
iente pregunta cuyo enunciado es algo libre pero que sirve para motivar este trabajo.

Pregunta 2. ;Podemos obtener nuevas componentes irreducibles (o en su defecto
familias interesantes) de F(n, d) a partir de cancelar el contenido de ciertas folia-
ciones logaritmicas con contenido?

Si bien no daremos una respuesta completa a esta pregunta, estudiaremos este
fendmeno en detalle, definiendo y estudiando las foliaciones S-logaritmicas. En
algunos casos, obtendremos mediante este nuevo procedimiento nuevas compo-
nentes irreducibles de F(n,d) para d arbitrariamente grande: las foliaciones S-
logaritmicas de tipo ((k, k + 1), (1')) previamente mencionadas.



Capitulo 2

Foliaciones S-logaritmicas

El espacio de méduli F(n,d) € PH O(P”,Q;M(d)) de foliaciones singulares de
codimensién 1 en P” es una variedad algebraica cuasiproyectiva (ver (1.2) para
su definicién). Al tomar su clausura Zariski, agregamos ciertas 1-formas que dan
lugar a foliaciones con contenido, que son 1-formas diferenciales integrables divis-
ibles por algtin polinomio homogéneo. Es decir que dentro de su conjunto frontera
0F (n, d) (ver Definicion 18) se esconden ciertas foliaciones de grado inferior, luego
de cancelar su contenido. En este capitulo, describimos en detalle este fenémeno
para estudiar nuevas colecciones de foliaciones obtenidas de este modo a partir
de foliaciones logaritmicas (ver Seccioén 1.2.2). A estas tltimas las llamamos fo-
liaciones S-Logaritmicas y son el principal objeto de estudio del capitulo. Estos
conjuntos son interesantes porque en algunos casos, dan lugar a nuevas compo-
nentes irreducibles de F(n,d). En particular, para todo entero k > 2 la variedad
de foliaciones S-logaritmicas L((k, k + 1), (1!)) cuyos elementos son algunas folia-
ciones racionales de tipo (k, k + 1) a las que se les cancela un contenido dado por
un polinomio lineal es estable, como veremos en el Capitulo 4. Esta coleccidon de
componentes generaliza a la componente excepcional (ver Ejemplo 41), ya que la
obtenemos cuando fijamos k = 2.

A'lo largo del capitulo, definiremos y estudiaremos los conjuntos de foliaciones
S-logaritmicas, que vienen dadas por dividir foliaciones logaritmicas por un poli-
nomio con una descomposicidn irreducible prefijada. En otras palabras y de forma
anéloga a las foliaciones logaritmicas (ver Proposicién 36), el conjunto de folia-
ciones S-logaritmicas se define como la clausura Zariski del conjunto de 1-formas
integrables que admiten un factor integrante racional (es decir, un cociente de poli-
nomios homogéneos) con una cierta descomposicién en factores irreducibles pre-
fijada. Buscamos una parametrizacion racional de estos conjuntos para poder estu-
diarlos en detalle. Para ello, definimos un morfismo de divisiéon. A su dominio lo
llamaremos espacio de division y esta dado por pares formados por ciertas 1-formas

29
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de tipo logaritmico con contenido y un polinomio (con cierta descomposicién en
factores irreducibles prefijada) que la divide. El morfismo efectia la division de la
forma por el polinomio. Finalmente, en algunos casos estudiaremos en detalle el es-
pacio de division, describiendo explicitamente sus componentes irreducibles. Esto
lo utilizaremos en el Capitulo 3 para parametrizar y estudiar la geometria de cierto
tipo de foliaciones S-logaritmicas, a las que llamaremos de tipo ((k, k + 1), (11)).

Notacion 43. En este capitulo utilizaremos las notaciones S = Clx,...,x,] y
T =C[xy,...,x,]. Ademas S,y T; denotaran los polinomios homogéneos de grado
ide Sy T respectivamente.

2.1 El morfismo de division

En esta seccion definimos el morfismo de divisién, que no sdlo tiene interés por
si mismo sino que también usaremos en proximos capitulos para parametrizar a
las foliaciones S-logaritmicas. Ademds, definimos los conjuntos de foliaciones S-
logaritmicas.

Definicion 44. Fijemos nimeros naturales r, s, d y e. Una particién entera d de d
en r partes es una tuplad = (dy,...,d,) tal que dy, ..., d, son nimeros naturales
que cumplenque 0 < d; < -+ <d, y|d| := Zle d; = d. Del mismo modo, una
particion entera con multiplicidades e de e en s partes es una tupla de pares dada
por e = ((e;,my),...,(e;, my)) tal que e;, m; son niimeros enteros no negativos,
. , . s
(e,my) < - %1 (es,ms”)l con el orden lexicogrifico y |e| := Y7, e;m; = e. La
notamos e = (e, Let).

Definicion 45. Sean e = (e;™, ..., e,) una particién entera con multiplicidades
de un entero e > 0, X C F(n, d) un subconjunto irreducible, X su clausura Zariski
dentrode PHO(P", Q1,,(d) y P(S,) = [];_, PS, . Definimos el espacio de division
de X asociado a la particion e

D(X,e) .= {((Fl, ..., Fy),w) € P(S,) XX HF,m' divideaw}
i=1

con sus dos proyecciones ; : D(X,e) = P(S,)y m, : D(X,e) — X. También,
definimos el conjunto X(e) := im(x,) C X y el morfismo de division

8 : D(X,e) > PH(P",Qp,(d — e))

dado por 6(F, w) = % donde F = Hf=1 Fl.m" yF = (F,..., F,) € P(S,). Cuando
X es una componente logaritmica o racional (ver Seccién 1.2.2), los denominamos
espacio/morfismo de division logaritmico (resp. racional).
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Observacion 46. Sean e, X como en la Definicién 45. Si (F,w) € D(X,e), en-
tonces 6(F, w) satisface la condiciéon de Frobenius (1.1) (ver Definicién 11). En
efecto,

_ W woAdF dw
5(F, ) A d(E(F,0)) = = A <_ _>

+
F? F
vaque w A dw = 0. Luego, si la 1-forma 6(F, w) no tiene contenido (es decir
codim S((F, w)) > 2), entonces 6(F, w) pertenece al espacio de méduli F(n, d — e).

=0,

Observacion 47. Sean X como en la Definicién 45, m > 1 un entero y e = 1™,
En este caso, el morfismo de divisién posee una estructura adicional. En efecto, el
dominio D(X, e) es la interseccién de P.S| X X con el conjunto

E :={(H,0) € PS; xPH (P",Q, () : H" divideaw} .

Notar que E es el espacio total de un fibrado vectorial con base P.S;, al que lla-
mamos fibrado vectorial de division. Ademas, P.S| es una variedad proyectiva,
conexa y homogénea con respecto al grupo PGL(n + 1) y cuya accién es com-
patible con el fibrado E (actuando a derecha por cambios de coordenadas tanto en
PHO(P", Q[lp,n (d)) como en P.S|). Asi, si denotamos P C PG L(n + 1) al grupo de
isotropias de x, € P.S| y #; : E — P.S| ala primera proyeccién, obtenemos un
isomorfismo

E ~ PGL(n+1)xp 27" (x) = (PGL(n + 1) X #] ' (x())/ P.

Aqui, identificamos la clase de un par (¢, (xq, @)) con el elemento (¢*x(, p*w) y la
accionde Pen PGL(n+ 1) X ﬁl‘l(xo) esta dada por la accién diagonal a derecha
definida por (@, (xg, ®)) - p = (o™ @, (H,®) - p) = (p™' @, (p* H, p*w)) para todos
pEP,pe PGLn+ 1) yw € nl‘l(xo). Mas atn, como X es invariante bajo la
acciéon de PG L(n + 1), obtenemos que

2.1) DX, (1") = ENX =~ (PGL(n+ 1) x z7'(x0))/ P) .

A partir de ahora, estudiaremos especialmente el caso donde los conjuntos
X € F(n,d) involucrados son componentes logaritmicas y racionales (ver Sub-
seccion 1.2.2). Pero antes de continuar en esa direccion, definamos las foliaciones
S-logaritmicas, que serdn el principal objeto de estudio de este capitulo.

Recordemos que para cada particion entera d = (dy, ...,d,) de d, la compo-
nente logaritmica de tipo d es la clausura Zariski del conjunto de 1-formas diferen-
ciales w de grado d con un factor integrante polinomial F =[], F; tal que los F;
son polinomios irreducibles distintos (ver Proposicidon 36). Con el mismo espiritu,
definimos las foliaciones S-logaritmicas como conjuntos de 1-formas diferenciales
de grado d con un factor integrante racional (es decir, un cociente de polinomios)
con una cierta descomposicién prefijada en polinomios irreducibles.
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Definicion 48. Sean d > e > 1 dos enteros, d = (d|, ..., d,) una particion entera
dedye=(e™,...,e/™) una particion entera con multiplicidades de e. Sean vq4
y V, los mapas de Segre-Veronese dados por

Vg (P(Sq)—— PS, v :P(S)—— PS,

r N
F=(F,. .. .F)~F=[[F G6=@G,...¢)—c=[]c"
i=1 j=1

y sea
I(d,e) = {(F,G) € P(Sy) X P(S,) : F;, G, son irreducibles y distintos } .

El espacio de factores integrantes es el subconjunto algebraico del espacio producto
PHO(P", Qg (d — e)) X (vq X vo)(Z(d, e)) dado por

o(d,e) := {(a), F.G):d (%) =0}

con proyecciones naturales dadas por p; : O(d,e) — PHO(P”,Q;M(d —e)y
Dy - 9, e) = (vq X v )(I(d, e)). Definimos la variedad algebraica de foliaciones
S-logaritmicas de tipo (d, ) como

£(d,e) :=p;(Q(d,e) C PH (P, Qp,(d — e)).

Observacion 49. Sean d, e, d, e como en la Definicién 48. Usando la Proposicién
36, un elemento genérico w € L(d, e) cumple que

N r
m: A
® | |1 G = Z‘f/l,.F,.dF,.
Jj= i=

paraciertos 4; € Ctalesque ), | A;d; = 0y polinomios F; € S4YG; € Sej. Esto
en particular dice que si e = 0, entonces obtenemos una 1-forma logaritmica de tipo
d en P, o dicho de otra manera, que si tomamos la particién con multiplicidades
nula e = 0, entonces £(d, 0) es la componente logaritmica £(d) de tipo d en P".

Observacion 50. Sean d, e,d, e como en la Definicion 48. El conjunto £(d, e) de
foliaciones S-logaritmicas de tipo (d, e) esta contenido en la imagen del correspon-
diente morfismo de divisién 6 asociado a X = L£(d) y a la particién con multiplici-
dades e. Sin embargo, hay algunos elementos en el espacio de division D(L(d), e)
cuya imagen por 6 es una l-forma diferencial w tal que existen F; € S, y G; € S e,

. . . G
con factores irreducibles en comun y que cumplen que la 1-forma “’? es cerrada.

En general, las foliaciones S-logaritmicas no son un conjunto estable (es decir,
una componente irreducible) del correspondiente espacio de méduli de foliaciones,
como muestra la siguiente proposicién.
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Proposicion 51. Sean d € Ny d = (d,, d,) una particion entera de d tal que d,
divide a d,. Si d, > 2, el subconjunto L(d, (1Y) es un cerrado Zariski propio de la
componente logaritmica L£(d,,d, — 2,1). Y si d, = 2, el subconjunto L(d,(1')) es
un cerrado Zariski de la componente racional R(d, 1).

Demostracion. Definamos k = Z—?, tomemos un elemento genérico w € L(d, (1Y)
y veamos que w € L£(d;,dy, —2,1)sidy, > 20w € R(d,,1)sid, = 2. Porla
Observacion 49, existen polinomios Fy € S, , F, € S, y H € S irreducibles
tales que

Ho = AledFl + AZFldFZ'

Usando la Proposicién 35, deducimos que el pencil irreducible generado por Flk
y F, tiene una hipersuperficie de la forma H? P para cierto polinomio P de grado
d, — 2. Es decir que existen escalares y, v € C tales que ,uFlk +VvF, = H?P. Por
ende, deducimos que

Ho = A\H*PdF, + ,,F|d(H*P) = H (A\\HPdF, +24,F\PdH + \,HF,dP)

Cancelando H, obtenemos lo deseado. O]

2.2 Fibras del espacio de division logaritmico

Fijemos enteros d,m > 1, una particion enterad = (d,,...,d,) de d y notemos
e = (1™) a una particioén entera con multiplicidades de m. En esta seccidn, nue-
stro objetivo serd describir las componentes irreducibles del espacio de division
D(L(d), (1™)) para poder dar una parametrizacioén del conjunto £(d, (1™)). Como
dijimos en (2.1) de la Observacién 47, el espacio de divisién asociado a la compo-
nente logaritmica £(d) y a la particién con multiplicidades (1) se puede escribir
en términos de la fibra n_l(xo) de la proyeccién 7; @ D(L(d),(1™)) — P.S,. Por
ende, describiremos las componentes irreducibles de las fibras 7! (x,) del espacio
de division.

Las componentes S-logaritmicas £(d, (1)) descriptas previamente son aque-
llas que tienen un factor integrante racional tal que tanto su numerador como su
denominador sean un producto de polinomios irreducibles y distintos, para que
no haya cancelaciones. En este sentido, definimos el siguiente subconjunto de
D(L(d), (1™)).

Definicion 52. Sean d,m > 1 dos enteros, d = (d,, ..., d,) una particion entera de
d, (1) una particion entera con multiplicidades de my F = lez | F;. Definimos
el siguiente subconjunto de D(L(d), (1))

P
dF;
D, 1™ := {(H,a)) : w:FZ/IiT',Fi €S, yHJrFiparatodoi}.
i=1

i
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Notar que es un conjunto algebraico invariante por la acciéon de PG L(n + 1).

Para parametrizar las componentes £(d, (1)) descriptas previamente, es nece-
sario estudiar la fibra 71'1_1()60) de la proyecciéon z; : D(,1") — PS,. Pero
antes, estudiemos la fibra nl_l(xo) de z; : D(L(d), (1™)) — PS, fuera del espacio
D(d, 1™). Para ello, tenemos el siguiente resultado.

o o2 . r r dF;
Proposicion 53. Sean F; € S, parai=1,...,r, F=[[,_, FFyo=F }_, /1"?1.
una 1-forma logaritmica divisible por x tal que x, divide a F. Entonces x(’;‘“

divide a F.

Demostracion. Probémoslo por induccién en m. Podemos suponer que 4; # 0
para todo i, ya que si 4; = 0, entonces w seria el producto de F; con una 1-forma
logaritmica de grado méas pequefio y le podemos aplicar nuevamente el resultado.
El caso m = 1 es trivial. Supongamos ahora que el resultado del enunciado es cierto
para toda 1-forma logaritmica y todo m’ < m y supongamos sin perder generalidad
que x, divide a Fj, o sea que tenemos una escritura de la forma F; = xOFl(l). En
ese caso, usando que w es divisible por x, miramos la definicién de w médulo x,,

y obtenemos que x, divide a F'4, % y por ende que x, divide a x£ En caso de que
0 0

x(z) divida a Fj, escribimos F| = x(z)F 1(2) y obtenemos que

r 2) r
dF; F dx, dF dF
i=1 !

) i=2 i

Por ende o es divisible por x' si y s6lo si la 1-forma logaritmica dada por la formula

@
F dx dF r dF, s 1 F
= 2= : A=t ivisible por x"~". Pero notar =
o (/11 ( o T e + 20 A 7 ) es divisible por xj, ero notar que - es

divisible por x;, por lo que podemos aplicarle la hipétesis inductiva y deducir que
x£ es divisible por xg'. Esto implica directamente que xg”l divide a F. El caso en
qi)le xo divida a F; para i # 1 es analogo. Esto concluye la demostracion. O
Observacion 54. Un calculo directo usando las propiedades de la derivada loga-
ritmica nos dice que siow = F ),7_| 4, dT? es una 1-forma logaritmica y x6"+1 divide
a F, entonces x; divide a w. Esto nos permite describir perfectamente varias de
las componentes irreducibles de la fibra ﬂl‘l(xo) de D(L(d), (1™)). En efecto, para
cadaruplad = (d],...,d) € Z tal que Y d/ = m, definimos un conjunto
irreducible de la fibra 7! (xg) € D(L(d), (1)) definido por

e o, 4 d :
D(L(d),(1™),d") = (H,w):w:FZ/liT,FiESdiyxo | F; paratodoi p,
i=1 i

donde F = H:zl F;. Notar que todos estos conjuntos son irreducibles, disjuntos y
cubren a toda la fibra Ty 1(xo) fuera de D(d, 1), como muestra la Proposicion 53.
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Ahora, estudiemos la fibra nl_l(xo) de 7, : D, 1™) — PS, para parametrizar
las componentes £(d, (1)). Para ello buscamos condiciones para que la 1-forma
o= (I, F) X, /li% € L(d) sea divisible por x]' pero los F; sean copri-
mos con x,. Antes de empezar, recordemos las notaciones S = C[xg,...,x,] y
T = C[x,, ..., x,] y también recordemos que .S; y T; son los correspondientes poli-
nomios homogéneos de grado i. A lo largo de esta subseccion, sean f;; € T, _;
paratodo0 < j <d;y Ay,..., 4, € Ctales que 2;1 A;d; = 0. Notamos

d; ) r r dF.
(2.2) F=Y fix) . F=]]F.n=) h—yw=Fn

j=0 i=1 i=1 i
Ademas, llamamos f; € T;_; y a;; € T,_;_; alos polinomios que satisfacen las
igualdades

d n d '
2.3) W= Z Z ak’ix'(;dx,- yF= Z fjx{).
k=0 i=0 j=0

Notar que F; es coprimo con x si y s6losi f; , # 0, por lo que vamos a imponer
a partir de ahora la condicién

2.4) fio #0paratodoi=1,...,r.

Con esto en mente, definimos el anillo A := T[f | 5, . fr_ol]‘ Para encontrar

condiciones algebraicas para que tales elementos (x,,®) pertenezcan a la fibra
71'1_1 (xg), incluiremos a Fi dentro del anillo formal A[[x,]]. Esto es posible ya que

i

cuando f;, # 0, sabemos que Fi_1 pertenece al anillo A[[x,]], pensdndolo como
una serie de Taylor en la variable x,,. Asi, definimos by ;, g; ; y §; como los cocientes
de polinomios que satisfacen

(o) n o) e
k -1 j -1 i
(2.5) n= Z Z by ixogdx; , " = Z g Xy F = Z &%
k=0 i=0 Jj=0 j=0

Finalmente, notamos

n

n
26) A=(hisoos A By = (fro s frodh 0p = ) ag,dx;y m = ) by dx;.
i=0 k=0

Observacion 55. Vale la siguiente igualdad en A:

d d k
Za)kxg =w=Fn= Z <an_jfj>x’(§.
k=0 k j=0

=0
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De esto y de las notaciones (2.2), (2.3), (2.5), (2.6), obtenemos las siguientes iden-
tidades:

k r d o

~1 k k

Q.7) wp = Z'?k-jf- Jo= Hfi,O 2 8i0=Jig 0= Zwkx() yn= Zﬂkxo-
=0 i=1 k=0 k=0

En particular, se deduce que w es divisible por xg' si y solo si Z?:o nk—;f; = 0 para
todo 0 < k < m.

Usando esta tltima observacién, podemos escribir condiciones algebraicas para
que w sea divisible por x', como lo indica el siguiente Lema.

Lema 56. Sean d, m,d, e como en la Definicion 52 y sean w, ;. con una escritura
como en (2.2), (2.4), (2.6). Entonces w es divisible por xg’ siy solo sin, =0 para
todo 0 < k < m.

Demostracion. Gracias a la Observacion 55, sabemos que w es divisible por x' si
y solo si Zf:o Nnk—;f; = 0 paratodo 0 < k < m. Usando este hecho, deducimos
que si 7, = 0 para todo 0 < k < m, entonces x divide a @. Probemos ahora
inductivamente que si Z;{:O Nk—;f; = O paratodo 0 < k < m, entonces 1, = 0
para todo 0 < k < m. En efecto, como 7, fy = 0y f # 0 (gracias a (2.4) y (2.7)),
deducimos que 7y = 0. Para el paso inductivo, supongamos que 7; = 0 para todo
0<j<k<m Luego0= Zf:o Nk—;fj = mSo y por ende i, = 0. Esto concluye
la demostracion. O

Usaremos este lema para terminar de describir la fibra 71'1_1 (x) de la proyeccion
my @ D(d, 1™) — PS;. Pero antes, calculemos expresiones para b ; y .

Lema 57. Sean d, m,d, e como en la Definicion 52 y sean f; ;, by ;. &; ;-1 como en
(2.2), 2.4), (2.5), (2.6). Luego, para todo par de enteros k > 0y 1 <[ < nvalen
las igualdades
1 9by . ;
bry1 = K1 ox, y o m = ;Z:,)/ligi,j (d iy + (k= j + Dfisjrrdo) -
Demostracion. Usando la expresion (2.5) para #, obtenemos la igualdad

o) n

dn=Y 3 ((k+ Dby xbdxg Adx, +xbdb,, Adx;).
k=0 i=0

Usando que los coeficientes b, ; no dependen de x,,, obtenemos que el coeficiente
que acompafia a dxy A dx; es

[o0]

abk,o
Z <(k + l)bk+l,/ - a—x1> x’(;.

k=0
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Asi, la primera igualdad del enunciado se deduce de que #n es cerrada. Y la se-
gunda igualdad se obtiene haciendo un célculo directo con la definicién de # y las
expresiones para F; y Fl._1 de (2.2) y (2.5). Esto concluye la demostracion. ]

Abhora si, estamos en condiciones de caracterizar la fibra nl‘l (x) de la proyec-
cion 7; : D(d, 1™) — P.S,. Ese es el contenido de la siguiente proposicion.

Proposicion 58. Sean d,m,d, e como en la Definicion 52 y sean fl-’j, , 8 s A1
como en (2.2), (2.4), (2.5), (2.6). Entonces w es divisible por x6” siy solo si (A,1p)
pertenece al base locus de la parametrizacion de la componente logaritmica L£(d)
y ademds

rk
(2.8) Z Z(k —Jj+DA8 i fik—j+1 = 0paratodo O < k < m.
i=1 j=0
Demostracion. Usando el Lema 56 y los calculos del Lema 57, sabemos que w es
divisible por x' si y s6lo si para todo 0 < k < m vale que

r

k
N = Z Z A8 (dfi,k—j +(k—j+ 1)fi,k—j+1dx0) =0.
i=1 j=0

En primer lugar, usando que g; o = fi_()l obtenemos que

ZA +ZAf,1g,odxo—0

que se anula si y s6lo si (4, f;) esta en el base locus de la parametrizacion de £(d)
y ademas Z;:] Aifi18i0 = 0. Finalmente, supongamos que #,_; = 0 para cierto
I < k < m. Luego, b,_;y = 0y porende b, = 0 para todo 1 </ < n gracias
al Lema 57. Esto quiere decir que #, = by ydx,. Como los f; ; no dependen de la
variable x,, obtenemos que

r k
M=, D (k= j+1)Ag,firs1dx paratodo k > 1.
i=1 j=0
Esto concluye la demostracion. O

Observacion 59. El base locus de la parametrizacion de las componentes logarit-
micas es conocido y fue descripto en [11]. Al final de la Subseccién 1.2.2, se puede
encontrar tal descripcidn.

Apliquemos esta tltima proposicidn al caso particular en que r = 2, es decir en
que la particién d tiene 2 partes.



Foliaciones S-logaritmicas 38

Ejemplo 60. Sean d,m,d, e como en la Definicién 52, sea p = m.c.d.(d,d,) y
i j» @, & j COMO en (2.2), (2.5), (2.6) tales que [}, foo # 0. En el caso en
que r = 2 (es decir, cuando d = (d,,d,)), escribamos condiciones para que xg’

sean

divida a @ usando la Proposicién 58. La condicién de base locus de L£(d) esta
dada por las condiciones f, = Lg‘/ Py foo = LSZ/ P donde L, es un polinomio
de grado p que no depende de x,, (ver Ejemplo 39). Ademas, debemos imponer las
condiciones extra dadas por la Ecuacion (2.8) de la Proposicién 58. Reacomodando,
para 0 < k < m obtenemos la igualdad

fro (dr < . . .
Joks1 = k+i\d Z(k —J+ gy 1u—ji1 — Z(k —J+ D8 fok-jr1 |-
j=0 j=1

Esta expresion no es polinomial en general. Sin embargo, como f; ,,; debe ser un
polinomio, debemos imponer condiciones adicionales sobre los polinomios f ; y
f>,; para que la expresion del lado derecho de la igualdad sea un polinomio.

Antes de terminar el capitulo, mencionamos ejemplos de conjuntos estables de
foliaciones conocidos en la literatura que también son conjuntos de foliaciones S-
logaritmicas. Son el caso de las componentes excepcional (definidas por primera
vez en [8]) y logaritmicas especiales (definidas en [10]).

Ejemplo 61. El conjunto £((2,3), (1)) es la componente excepcional descripta
previamente en el Ejemplo 41. En el siguiente capitulo, parametrizaremos los con-
juntos L£((k,k + 1),(1')) para todo k > 2 y probaremos que es un conjunto irre-
ducible. Ademas, veremos luego (en la Observacion 97) que el grupo PGL(n+ 1)
actiia transitivamente en las fibras del correspondiente espacio de division Unica-
mente cuando k = 2. Por ende, el conjunto £((2,3),(1!)) es también el conjunto
de 1-formas diferenciales integrables obtenidas por cambio de coordenadas de una
1-forma diferencial racional de tipo (2, 3) que es dividida por un polinomio lineal.
Asi es como fue construida la componente excepcional (ver Ejemplo 41).

Ejemplo 62. En el articulo [10, Sections 3.5.1 & 3.6.1], los autores definen dos
componentes de (3, 5) a las que llaman S'Log(3,4) y SLog(2,5). En ambos ca-
sos, los autores usan construcciones similares pero menos generales que la que
estudiamos en este capitulo. Se puede probar que SLog(3,4) = L((3,4),(1%))
y SLog(2,5) = L£((2,5),(1%)). Ilustramos esto explicando la construccién del
conjunto S Log(2,5): los autores fijan un polinomio F de grado 2 de la forma
F= L% + /7.1, buscan condiciones para un polinomio G homogéneo de grado 5
para que la foliacién racional 5Gd F —2FdG sea divisible por xé, dividen por x% y
actian por el grupo PG L(n+1). Esto es naturalmente la componente L((2, 5), (12)).
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Los autores prueban la estabilidad usando un programa de computadora para calcu-
lar 1a dimensidn del espacio tangente Zariski al correspondiente espacio de méduli
de foliaciones en el caso n = 3. Es posible que con este nuevo punto de vista, se
pueda obtener una demostraciéon conceptual de la estabilidad de las componentes
SLog(3,4)y SLog(2,5), ademés de incluirlas en una familia de componentes ir-
reducibles.

Surge de este modo una pregunta natural.

Pregunta 3. ;Cudl de los conjuntos L((d,,d,),(1™)) es estable? Mds especifica-
mente, ;Es cierto que los conjuntos L((k,km + 1),(1™)) son estables para todos
k,m € N tales que k > 2?

Veremos en este y el proximo capitulo que la respuesta es afirmativa en el caso
m = 1. Asi, a lo largo de este capitulo y del préximo, nos concentraremos partic-
ularmente en el caso en que deg(F;) + 1 = deg(f,) y m = 1. Por ende, vamos a
finalizar la seccidn escribiendo explicitamente las condiciones para que x, divida
a w en este caso.

Observaciéon 63. Sean d,m,d, e, /i j»@ como en el Ejemplo 60 e impongamos
ademas que m = 1,d; > 2,d +1 =d,y f19, /20 # 0. Entonces x divide
ala l-forma w = A, F,dF; + A, F|dF, siy solo si existe L, € T) tal que valen las
tres condiciones

d+1
d dy+1 1
fio=Ly fro=L," ¥y for=——Lof1.1-

d

Notacion 64. Para simplificar la notacién en el préximo capitulo y teniendo en
mente la Observacion 63, utilizaremos k para denotar el valorde d; y F, G, f;y
g, para denotar los polinomios F; y Fy, f ; y f,; respectivamente. Como ademas
vale que 4; =d, y A, = —d;, obtenemos que w = (k + 1)Gd F — kFdG. Ademas,
k j k+1 j
sabemos que m = 1,d = 2k + 1, F = Y f;x) y G = ¥, g;x). Con esta
notacién, obtenemos que x, divide a w si y solo si existe L, € T tal que valen las
tres condiciones

k+1
k

2.9) fo=Li.g=Li"yg = Lofy-



Capitulo 3

Geometria de foliaciones
S-logaritmicas de tipo
(k. k + 1), (1Y)

En este capitulo, estudiamos las componentes L£((k, k + 1), (1)) S-logaritmicas
de tipo ((k,k + 1),(1!)) para k > 2 usando el correspondiente morfismo de di-
visién y las definiciones y célculos del la seccion previa. Nuestro objetivo serd
parametrizarla y estudiar su geometria. En las distintas secciones, daremos una
parametrizacioén unirracional, describiremos el base locus de la parametrizacion,
estudiaremos el ideal singular de un elemento genérico del conjunto, probaremos
la inyectividad genérica de la parametrizacién y calcularemos tanto la dimensién
del conjunto como la derivada Zariski del morfismo de divisiéon. En el siguiente
capitulo, usaremos estos resultados para probar la estabilidad de estos conjuntos.

Notacion 65. A lo largo de este capitulo, fijamos k > 2 un entero. Ademas notamos
m=1,d = 2k+1,d = (k,k + 1) una particién entera de d, e = (1') una
particion entera con multiplicidades, F, G, f;, g;, @ como en la Notacion 64 y tales
que fy, g, &; tengan una escritura como en la Ecuacion (2.9) de modo que x, divida
awy fy. 8 # 0. Ademds, notemos

~ w
f:(fl""’fk)’g:(gZ”"’gk+1)ya):x_'
0

Utilizaremos también las notaciones S = C[xy,...,x,] y T = Clx{,...,x,].
Ademads S; y T; denotaran los polinomios homogéneos de grado i de S'y T re-
spectivamente.

40
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3.1 Parametrizacion

El objetivo de esta seccion es exhibir una parametrizacion unirracional del conjunto
L((k, k + 1), (1)) de foliaciones S-logaritmicas de tipo ((k, k + 1), (11)).
Teniendo en mente la Proposicion 58, fijamos las notaciones de la Notacién 65

y definimos un conjunto X" :=T, & @f;l T_; ® @k+1

i=2 Tt1-; y un morfismo

baan @ X" = S ® S

3.1)
(Lo.f.8) — (F,G),

donde F = Zf:o f jx{) yG = Zf‘:ol gjx{) y ademas f), gy, g tienen una escritura
como en la Ecuacién (2.9). Cuando se sobreentienda el subindice d, (1'), escribire-
mos directamente ¢.

Observacion 66. Gracias a la Observacion 64, la imagen de ¢ esta dada por los
pares (F,G) € S, @ S, tales que fj, gy # 0 (ver Notacion (2.2)) y ademas w es
divisible por x.

Observacion 67. Sea A € C*. Podemos definir una acciéon de C* en X"’ dada por
A+ (Lo, £,8) = (AL, A*f, A**g),

y una accién multiplicativa en S, @ ), dada por 4 - (f,g) = (A¥F, A1 @),
Veamos que el mapa ¢ es equivariante con respecto a esas acciones. En efecto, dado
(Ly,f,g) € X" un elemento cualquiera obtenemos mediante un célculo directo que

k k
P4 - (Lo.f.8) = (Z(Akfi)xg, Z(ﬂ"“g,)xé) =1-(F.,G).
i=0 j=0

Definicién 68. Definimos X’ como el cociente del espacio X"’ \ 0 por la accién de
C* definida en la Observacién 67. Como el morfismo ¢ es equivariante, el mapa
definido en (3.1) se factoriza por X’ y define un mapa

(l) : X, - P(Sk) X [l:D(Sk+1)
que lo denotamos también ¢.

Observacion 69. El espacio X’ es isomorfo a un espacio proyectivo con pesos y
por ende es una variedad racional.

Proposicion 70. El mapa ¢ : X' > P(S)) X P(S,,) es inyectivo.
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Demostracion. Supongamos que existen dos elementos (L, f,g), (L], f',g") € X"
y dos escalares u,v € C tales que ¢(L,f,g) = (F,G), ¢(L/,t',g") = (F',G")y
ademds (F,G) = (uF’,vG"). Reduciendo ambas igualdades mddulo (x), obten-
emos que L§ = ML’Ok y Lit = vLE)k+l y porende L, = iL(’) y ademis p*+! = vk,
Asi, concluimos que (L, f,g) = i - (L', f',g") y por ende representan el mismo

elemento en X’. Esto concluye la demostracion. O

Observacion 71. Existe una accién compatible del subgrupo P C PGL(n + 1)
de isotropias de x,, en el espacio X’ tal que el mapa ¢ : X' > P(S;) X P(Si4;)
sea equivariante. Se define de la siguiente manera: dados un par de elementos
x' = (Lyf,g) € X'y p € P, definimos la accién a derecha de P en X' via
x'-p= ¢ '(p*F,p*G), donde F, G y ¢ se expresan como en (3.1). Veamos su
buena definicién. En efecto, si x,, divide a w = (k + 1)GdF — kFdG, entonces
P xg = X divide a p*w = (k + 1)p*Gd(p* F) — kp* Fd(p*G). Ademis, x, divide
a F (resp. G) siy solo si x divide a p*F (resp. G) ya que p € P. Por ende,
(p*F, p*G) estd en la imagen de ¢ (ver Observacién 66).

Al componer el mapa ¢ : X' > P(S}) X P(S),) con la parametrizacién de
la componente racional p : PSS, X PS; ; -> F(n,2k + 1) (ver (1.5) de la Seccién
1.2.2) obtenemos una parametrizacion de la fibra zrl_l(xo) de 7, : D(d, 1 - PS I
(ver Definicién 52). Componiendo ademds con el correspondiente morfismo de
divisién, obtenemos una parametrizacién de los conjuntos L£((k, k + 1), (11)).

Definicion 72. Definimos la parametrizacion o de L((k, k+ 1), (1 1)) como el mapa
racional

o X i= (PGL(n+ )X X') /P > PH(P". Qp(26))
[((p7 LO’f’ g)] Lae (P*5

Recordar que @ fue definido en la Notacién 65. Para no recargar la notacion,
omitiremos la notacién de clase con corchetes para los elementos de X. Notar
que la parametrizacién estd bien definida en el cociente. Recordar que P actda
como la accién diagonal (ver Observacion 47). Asi, dado p € P y usando que
p*(x0) = p~1"(xq) = x,, Obtenemos que

c((@, Lo, £,8) - p) =o(p' @, (F,G) - p) = (0”0, ¢” ' (*F, p*G)) = ¢*@.

En el Capitulo 4 probaremos que los conjuntos £((k, k + 1), (1!)) en cuestién
son estables, es decir que forman una componente irreducible del correspondiente
espacio de méduli F(n, d). Antes de terminar la seccién, hacemos algunas obser-
vaciones sobre la parametrizacién ¢ de £((k, k + 1), (11)).
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Observacion 73. El mapa o definido en la Definicion 72 es una composicién de
morfismos y mapas previamente definidos, como se ve en el siguiente diagrama

conmutativo:
X <% (PGLO+ 1) xim) /P 2% Dk, K+ 1), 1)
\\\\\\ . ié
T P d)

Aqui, p : PS, ® PS,,; —> F(n,d) es la parametrizacién de la componente
racional (ver (1.5) de la Seccién 1.2.2) y 6 : D((k,k + 1),1') — F(n, d) es el
correspondiente morfismo de divisién definido en la Definicidn 45 restringido a
D((k, k+1),1"). Notar que en la seccién previa, hemos probado que la composicion
(id Xp)o(id X¢) es dominante (gracias a la Observacion 64). Finalmente, definimos
¢’ 1= (id Xp)o(id X¢») de modo que ¢ = oc’.

Observacion 74. Como X es unirracional y la imagen de ¢ es la correspondiente
componente S-logaritmica, se deduce que L((k, k + 1)), (1')) es unirracional.

Observacion 75. Notemos que si bien sabemos que todo elemento de la compo-
nente L((k, k + 1)), (1)) satisface la condicién de Frobenius (ver Observacion 46),
a priori no sabemos que un elemento genérico de L((k, k + 1)), (11)) satisfaga que
su conjunto singular tiene codimensién mayor o igual a 2 (es decir, que no tiene
contenido). Esto es cierto y sera probado en el Lema 88.

3.2 Base locus

En esta seccién, calculamos la descomposiciéon en componentes irreducibles del
base locus de o. Para ello, recordemos la descomposicién en componentes irre-
ducibles del base locus de la parametrizacién p : PS, & PSS, - F(n,d) de la
correspondiente componente racional (ver (1.5)). En efecto, ese base locus consiste
de una Gnica componente irreducible dada por B, = {(Lk, L Les, }, como
vimos en el Ejemplo 39. Usando esto y el hecho de que el morfismo de division 6
estd bien definido en todo su dominio, podemos calcular el base locus de o.

Proposicion 76. El base locus B, de o tiene tres componentes irreducibles dadas
por los siguientes subconjuntos algebraicos de X :

BF = {(wﬂovovg)}’ BG = {((p,O,f,O)} y BO = {((p’ LO’070)}~

Demostracion. Un elemento x = (@, Ly, f,g) € X pertenece al base locus de o si
y s6lo si F = 0 o bien G = 0 o bien (F, G) pertenece al base locus de p. Es claro
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que FF =0siysblosix € By G = 0siysolosix € B;. Finalmente, x es
tal que (F, G) pertenece al base locus de p si y s6lo si existe un polinomio lineal
Ltalque F = L¥y G = L¥*!. Si L no es un miltiplo escalar de x,, existe un
automorfismo p € P tal que p* L, = L. Luego, obtenemos que (p@, L;,0,0)-p = x
y obtenemos que x € By,. Por dltimo, si L es un mdltiplo escalar de x,, podemos
obtener a x como un limite de elementos del conjunto {((p, Ly, 0, 0)}. Esto concluye
la demostracion. O

3.3 Ideal singular

En esta seccidn, calculamos las componentes irreducibles del conjunto de Kupka de
un elemento genérico del conjunto L£((k, k + 1)), (1')) definido previamente. Para
ello, a partir de ahora usamos la Notacion 65. Podemos suponer que la 1-forma
genérica es divisible por x,, porque sino actuamos por el grupo PGL(n+ 1) y se
obtiene una descripcion andloga del conjunto singular. Comencemos con algunas
definiciones.

Definicion 77. Sea w una 1-forma diferencial divisible por x,,. Usando la Notacién
65, definimos

~ G-LyF kLE'G - fiF
G = . , P = y
0 X0
k+1 _
0= Tff—szg ‘g, + 2k +2)LS [,

y la 1-forma diferencial

LydF — k(Fd Ly + Gdx,)
y = :

X0

Ademas, definimos para todo 0 < i < 2k — 2 los polinomios
& =8&iy1 — Lofim1ypi=kLy &1 — f1fin

Observacion 78. Como f, = L’O‘ y & = L'g“, obtenemos que G— Ly F es divisible
por x, y por ende G es un polinomio de grado k. Usando las expresiones para g;
y fo de la Notacion 65, obtenemos que kLg'lgo — f1/o = 0y por ende que P es
un polinomio de grado 2k — 2. También, es claro que Q es un polinomio de grado
2k — 1y valen las igualdades

k 2k-2
(3.2) G=)gx . P= ) pxiyg =
i=0 i=0

]

Lyf,
o
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Usando estas igualdades y haciendo célculos directos, obtenemos las siguientes
expresiones paradF y d G médulo el ideal (xg):

Lydf, + f1dLy
k

(33)  dF =kLE'dLg+ fidxgy dG = + 8,dx,.

Con estos célculos, podemos deducir que Lyd F—k(Fd L0+5d X() se anula moédulo
(x() y por ende y tiene coeficientes polinomiales. Por otro lado, de la definicion de
G y usando la regla de Leibniz, obtenemos que

(3.4) G =LyF +x,GydG = LydF + FdLy+ xodG + Gdx,,.

Reemplazando ambas expresiones en la definicién de w, sale x como factor comun.
Cancelandolo, obtenemos

(3.5) @ = (k+ 1)GdF + F(y — kdG).

Por dltimo, mirando la dltima ecuacién mddulo (x,) y haciendo un célculo directo
llegamos a las siguientes igualdades médulo (x):

(36) Y = Lo(dfl + 2f2dX0) - k(fldLO + (gz - Lofz)de) y = LonxO.

Con estas definiciones en mente, ya estamos en condiciones de definir los ide-
ales I, I, I3, que definen las componentes irreducibles del conjunto singular de

~

.

Definicion 79. Definimos los polinomios

F - G- ~ G-
Fy = fO’G1= goyG1= gO’
X0 X0 X0

los tres ideales
I = (xg, Ly}, I, = {x0, Q) y I = (F, G, P)
y sus respectivos conjuntos de ceros
Ci=VU,),C=VU,)yC=V;).

Observacion 80. Usando laigualdad (3.3) y haciendo calculos directos, obtenemos
las siguientes igualdades médulo 1;:

Y = —k(gzde + fldLO)’ dé/\ Yy = (1 - k)flgdeO A dLo,
~ I
dF Ay =—kfldxyAdLyydF AdG = %dxo AdL,
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Lyfy

Observacion 81. Usando que f, = L’(;, que g, = -y la definicién de P (ver

Definicién 77) obtenemos las igualdades
xoP = kLK<1G — fiF y LyP = —kF,G + kFG,.

Esto da relaciones entre los generadores del ideal 5. Veremos en la Proposicién
85 que estas relaciones generan (junto con las relaciones de Koszul) el ideal de
relaciones de I5. En particular, daremos una resolucion de largo 2 para el ideal I5.

Observacion 82. Sabiendo que F = Lg + xo F| y que valen las igualdades

dF A (Gdx,+ FdLg)

dF = kL{™'dLy+ Fidxy+ xgdF; ydF Ay = —k .
0

podemos reemplazar la expresion de d F para obtener
dF ANy =kPdxgANdLgy— kGdG A dxy— kFdG AdL,

Observacion 83. Haciendo calculos directos con las definiciones de y y P, pode-
mos deducir las siguientes igualdades:

xor = Lod F — k(Gdxo + FdLy),

dF — f;dx,— kLK'dL
Ly = F L0 "0 9 pdxy— FdFy
X0
~dF — fidxog—kL{7'dLy
f17y = kPdLy+ kG —kG,dF.
1 0 1
X0

, dF—fidxo—kLF'dL, . . . . .
Notar ademas que 0 tiene coeficientes polinomiales, gracias a la

X
Ecuacién (3.3) de la Observgcic’)n 78.

Las variedades C;,C, y C; definidas previamente seran (genéricamente) las
componentes irreducibles del conjunto de Kupka de @. Teniendo esto en mente,
probemos que hay una resolucion de largo 2 del haz de funciones de Cj, es de-
cir que C; es aritméticamente Cohen-Macaulay. Pero antes, hacemos la siguiente
observacion.

Observacion 84. La condiciéon de que los polinomios F,G, G,P y O sean ir-
reducibles es una condicién abierta en X. Es decir, el conjunto de elementos
x = (@, Ly, I, g) tales que tales polinomios son irreducibles es un abierto. Probé-
moslo para F y G, pero la demostracidn es andloga para los otros polinomios. En
efecto, sabemos que el conjunto de pares de polinomios irreducibles es un abierto
Zariski del espacio P(S)) X P(S),). Si tomamos preimagen de este abierto por
el mapa ¢ definido en la Definicién 68, obtenemos que el conjunto U’ C X’ de
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elementos x” = (L, f, g) tales que los correspondientes polinomios F y G son ir-
reducibles es un abierto y en definitiva que U := (PGL(n+1)xU’)/P C X esel
conjunto buscado y es abierto. Ademads, ese conjunto U es no vacio, como veremos
en el Ejemplo 92.

Proposicion 85. Sean F, G, P irreducibles (lo cual es una condicion genérica por
la Observacion 84). Entonces existe una resolucion de 15 de largo 2 dada por

@2 51 D2 52
0 = Opn(1 = 2k)¥° @ Opn(-2k)— Op, (=k) ® Opn(2 - 2k)— 13 —> 0

donde los morfismos 6, y 6, estdn definidos en las respectivas bases canonicas {e ,.}
por

81(e)) = kLE ey — fre; — xqe3, 81(ey) = kFyey — kGe; + Lyes
5,(e3) = Fe, — Ge,, 6,(e;) = F, 8,(e;) = G y 5,(e3) = P.

En particular, el esquema Cy es aritméticamente Cohen-Macaulay.

Demostracion. La sobreyectividad de 6, es clara. Por otro lado, si llamamos K al
nicleo de 6;, viendo la tercera coordenada, obtenemos que K es un subhaz de un
haz localmente libre (y por ende es libre de torsién) y tiene soporte contenido en
C,. Esto implica que £ = 0y por ende 6, es inyectivo. Finalmente, veamos que
im(6,) = ker(8,). La inclusién im(6,) C ker(5,) se deduce de las expresiones para
XxoP, LyP de la Observacion 81. Para la otra inclusion, sean A, B, C polinomios
tales que 6,(Ae;+Be,+Ces) = AF+BG+CP = 0. Podemos suponer que A, B, C
son polinomios limpiando denominadores. Reduciendo médulo I, obtenemos que
-Cf 12 = 0y por ende C = 0 médulo I,. Asi, existen C, C, polinomios tales que
C = Cxy + C, L. Reemplazando y usando las expresiones de la Observacion 81,
obtenemos que

(A=C\f) +kC,G)F + (B +kC{LE™" — kC, F))G = 0.
Como F, G, P son irreducibles, sabemos que existe un polinomio Cj tal que
A=C\f, —kC,G, - C;Gy B =—kC, L™ + kG, F, + C5F.

Esto implica que —C;6,(e) + C,6,(e,) + C36,(e3) = Ae; + Be, + Ce; y por ende
que Ae; + Be, + Ce; estd en la imagen de 6,. Esto concluye la demostracién [

Con estas definiciones y célculos en mente, podemos describir el conjunto de
Kupka de una foliacién genérica w € L((k, k + 1), (1')). Para ello, probemos antes
un par de lemas.
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Lema 86. Vale la siguiente igualdad de ideales
(F.Gy=1,n1,.

Demostracion. Como f,, y g, son miltiplos de L, deducimos que hay una in-
clusion (F, 5) C I, n I;. Veamos la otra inclusién. Para ello, tomemos un poli-
nomio perteneciente a I; N I3 con una escritura de la forma AF + BG +CP para
ciertos polinomios A, B, C. Como I es primo, P & I, (yaque py, = kLg'lgl _f12 y
f1 & I, por genericidad, ver Definicién 77) y F, Gel 1> obtenemos que C € I, y
por ende tiene una escritura de la forma C = C;xy, + C,L,. Usando las igual-
dades de la Observacion 81, obtenemos que CP € (F, (N;) y en definitiva que
AF+BG+CPe€ (F, 5) Esto concluye la demostracion. O

Observacion 87. Usando que G = xoé + LyF, deducimos que (F,G) & I, N I5.
Ademas, si x € V(F,G), entonces x € V(xoé) y por lo tanto x € V(xy) o
x € V(é). Como V (xy, F) = V(xg, fy) = V(xg, Lg), obtenemos que x se anula
enl, NIz yporende V(I,NI3)y V(F;,F,) coinciden como conjuntos algebraicos
(pero no como esquemas). Gracias al Nullstellensatz de Hilbert, obtenemos que
\/Il NIl;= \/(F, G) y por ende el ideal (F, G) no es radical. De hecho, veremos
que para una eleccidn genérica de F, G, los ideales I 1 € I3 son primos y por ende

1,15 e I, N I5 son ideales radicales.

En este trabajo, estudiaremos propiedades de foliaciones genéricas del conjunto
L((k, k+1),(11)), asi como propiedades que satisface su parametrizacion ¢ genéri-
camente. Para ello, tenemos que puntualizar a qué nos referimos con un elemento
genérico. Esto lo haremos en la Definicién 89. Pero antes, enunciamos el siguiente
Lema.

Lema 88. Seanf,g, F,G, 5, P,0,1,,1,,15,C,,C,, Cy como en la Notacion 65y
las Definiciones 77 y 79. Existe un abierto Zariski no vacio U de X tal que para
cada elemento x = (@, Ly, £,8) € U se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Los polinomios F, G, 5, P, O son irreducibles.
(ii) Los ideales 1, I1,, 15 son primos.
(iii) La I-forma @ no tiene contenido.
(iv) La 2-forma d@ no es idénticamente nula en C;, C,, C;.

(v) Los polinomios x, Ly, f1, & son suavesy el divisor D =V (xyLyf8,) es un
divisor con simple normal crossings.

(vi) La 2-forma dF A dG no se anula en el conjunto C3 N {xo * 0}.
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Demostracion. Veamos que el subconjunto de X tal que valen cada una de las
condiciones del enunciado es un abierto Zariski. Hemos visto en la Observacién
84 que el conjunto de elementos que satisfacen (i) es abierto. Ademads, la condi-
cién (iii) también es abierta porque la condicién de que una 1-forma diferencial
proyectiva no tenga contenido es equivalente a que sus coeficientes polinomiales
no tengan factores no constantes en comn, lo cual es una condicién abierta. Del
mismo modo, la condicién (v) es abierta, ya que la condicién de que ciertos poli-
nomios sean suaves y simple normal crossings es abierta y no vacia (ver [19, pp.
4491). Por otro lado, en el abierto {xo # O} vale que C; es una variedad inter-
seccién completa. Asi, en (vi) estamos pidiendo que los polinomios F y G sean
suaves y sus espacios tangentes estén en posicién general en todos los puntos de
Gn {xo * 0}. Veamos ahora que la condicion (iv) es abierta. Lo vemos para C;
y para C, y C; el argumento es analogo. Llamamos H? al conjunto de 2-formas
diferenciales en C"*! de grado g con coeficientes polinomiales homogéneos. Con-
sideramos ahora el subconjunto de X’ x PH?4 de pares (x’, ) tales que # = d@
(usando los coeficientes de x’ = (L, f, g) para construir dw) y ademas 7| ¢ = 0.
Este es un subconjunto cerrado y por ende su proyeccion en la primera coordenada
X' también es cerrada. Por ende, el conjunto de elementos x’ tales que dw es idén-
ticamente nula en C; es cerrado y por ende su complemento U’ C X es abierto.
Luego U = PGL(n+ 1) X U'/P es abierto y por ende los x que satisfacen la
condicién (iv) forman un conjunto abierto. Finalmente, probemos que los x tales
que I, I, e I5 son ideales primos forman un abierto de X. En efecto, I siempre
es un ideal primo ya que estd generado por dos polinomios lineales e independi-
entes. Por otro lado, I, es primo siempre que Q sea un polinomio irreducible, ya
que Q no depende de x. Pero que Q sea irreducible es una condicién abierta (ya lo
demostramos en la condicién (i)). Finalmente, probemos que la condicién de que
15 sea primo es abierta en X. Para ello, consideremos el subconjunto cerrado Y
de X’ x P" de pares (x/, z) tales que F(z) = 6(2) = P(z) = 0y su proyeccion
7 : Y — X'. Sus fibras son claramente los conjuntos C; en cuestién y queremos
probar que el conjunto de elementos x” € X” tales que su fibra es geométricamente
integra (es decir, reducida e irreducible) es abierto. Esto es cierto si Y es propio
y 7@ es playo y propio (ver por ejemplo [18, Section E.1, (12)] o [20, (12.2.1)]).
Claramente Y y & son propios. Para ver que el morfismo z es playo, basta ver que
el polinomio de Hilbert de las fibras se mantiente constante (ver [25, Proposition
2.1.2]). Pero esto se deduce de la sucesion exacta de la Proposicion 85 y de que la
caracteristica de Euler es aditiva en sucesiones exactas.

Finalmente, basta ver que el conjunto de elementos x que satisface cada una
de las condiciones del enunciado es no vacio. Para ello, mostramos un ejemplo
concreto en el Ejemplo 92. Esto concluye la demostracion. O
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Definicion 89. Decimos que x € X, (xy,®) = ¢'(x) € D((k,k + 1),11), F, G
y @ = o(x) € F(n,d) son genéricos si x pertenece al abierto Zariski U C X del
enunciado del Lema 88.

Ahora si, describimos el conjunto de singularidades Kupka de un elemento
genérico @ € L((k, k +1),(11)).

Proposicion 90. Sea @ un elemento genérico de L((k, k + 1), (11)) (ver Definicion
89). La clausura Zariski de su conjunto de Kupka K(w) estd dada por

K(a) = Cl U C2 U C3.

Demostraciéon. Tomemos @ genérica en el sentido de la Definicién 89. Sabemos
que el punto genérico de C;, C, y C; es de Kupka, por lo que basta ver que todo
punto de Kupka pertenece a C; U C, U C;. Sea x € K (@) y supongamos primero
que F(x) = 0. Luego, como F es no singular, sabemos que d F(x) # 0. Asi, de la
Ecuacién (3.5) obtenemos que (N;(x) = 0 y en definitiva que x € C; U C; gracias al
Lema 86. En caso de que F(x) # 0, sabemos que
0=wx)AdF(x) = kF(x)dF(x) AdG(x) = ﬁF(x)dco(x),

y por ende deducimos que dw(x) = 0. Finalmente, evaluando en x la igualdad
do = xodw + dx, A @, obtenemos que x € V(x;). Usando la Ecuacion (3.6),
obtenemos que @ = L,Qdx, modulo (x,) y por ende concluimos que x € C; UC,.
Esto concluye la demostracion. O

Ejemplo 91. En el caso en que k = 2 y el espacio ambiente es P3, la imagen del
conjunto singular es muy bonita. Fue estudiada en [5]. El conjunto singular con-
siste de 3 componentes irreducibles, dadas por una twisted cubic, una de sus rectas
tangentes y una c6nica osculante. En nuestra notacion, son C;, C; y C, respecti-
vamente. Notar que la twisted cubic estd dada por la intersecciéon de 3 cuddricas
dadas por F, G y Py es el conjunto de ceros de una variedad determinantal, dada
por los menores 2 X2 de una matriz de 2 X 3 (Proposicion 85). Ademas al intersecar
los conjuntos de ceros de F' y G, obtenemos la uni6n de la twisted cubic C; conuna
recta C; tangente a la twisted cubic; esto es un hecho conocido, ver por Ejemplo
[21, Exercise 1.11].

Para terminar la seccion, se exhiben ejemplos de elementos (L, f, g) que satis-
facen las condiciones del Lema 57.

; H — — yk-1 k—1 — K+l k-1 k=1
Ejemplo 92. Fijemos L, = x;, F} = x;7" +x;7, G| = ——X1%, +Xx;" x3. En

este caso obtenemos que

k-1
+1 -1, k. &1
XoX X5+ X xs, G =
k—1 k

k=2 k=1, N 2k=2 , _k—1_k— _ ok
P=kx;"x7 (3 —x) —x3" T4+ x7x, Ty F=x)+x0x,7 +Xx;.

1, k -1
G=x"""+ + x5 (x5 — x)),

1
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Mostremos que este ejemplo cumple todas las condiciones de (i) para el Lema 57,
salvo que Q sea irreducible. Notar que los cuatro polinomios en cuestidn son ir-
reducibles en el abierto { Xg # 0} y por ende son irreducibles. En efecto, los poli-
nomios F,G y P son lineales en la variable x5 y con coeficientes coprimos (vis-
tos como polinomios en el anillo C[x/, ..., X3, ...,x,]). Y el polinomio F es irre-
ducible por una sencilla aplicacion del criterio de Eisenstein. Veamos ahora que I,
e 15 son ideales primos, por lo que este ejemplo cumple las condiciones de (ii) para
el Lema 57, salvo que I, es primo. Es claro que I, = (x(,x;) es primo. Veamos
ahora que I lo es. En efecto, el esquema V' (I3) N {xo # O} esta definido por los
x’z‘_1

polinomios P; = x'l‘ + x'z‘_1 +1y P, = al +— X3 = X, yaque en ese abierto

de V' (I3), podemos escribir a P como combinacién lineal de F'y G. Ahora, como

T/(P,) =~ Clxy,...,%Xs,....x,] y P, es irreducible en ese anillo (gracias a una
simple aplicacion del criterio de Eisenstein). Concluimos que 7'/{P;, P,) es un do-
minio, que el esquema V' (15)N {xo #* O} es irreducible y genéricamente reducido y
por ende que C; también lo es. Como C; es una variedad aritméticamente Cohen-
Macaulay gracias a la Proposicidn 85, sabemos que C; es reducida gracias al Crite-
rio de Reducibilidad de Serre (también conocido como el Teorema (R0)+ (.S'1), ver
por ejemplo [32, (17.1) pp. 125]). Veamos que vale la condiciéon (vi) del Lema 57,
esdecirque dF A d G no se anula en N {xo #* 0}. Haciendo un célculo directo,
obtenemos que el coeficiente que acompafia a dx, A dx; s —xg'l(xlz"l + kxg'l)
y el que acompafia a dx, A dx3 es (1 — k)x’éx’z“z. Ambos coeficientes no pueden
anularse simultdneamente en C; N {xo #* 0}. Por ende, d F A dG no se anula en
N {xo # O}. Usando este hecho, tomando diferencial exterior en la expresion
(3.5) para @ y mirando en C3 N {xo # 0}, obtenemos que

d@ =2k +1)dF AdGen C3n {xy #0} .

Esto nos dice entonces que d@ no es idénticamente nula en C;. Veamos también
que d@ no es idénticamente nula en C;, con lo que probamos que se cumplen la
condicion (iv) del Lema 57 para C| y C5. Usando las expresiones para d ' A d G y
dF Ay médulo I, de la Observacién 80, obtenemos que

do = -2+ % + k) fldxy A dLymédulo I,

y por ende dw no es idénticamente nula en C;. Finalmente, veamos que vale la
condicion (iii) del Lema 57, es decir que @ no tiene contenido. En efecto, la 1-
forma w = (k + 1)GdF — kFdG tiene como coeficiente que acompafia a dx; a
—kF x’O‘ . Como F es irreducible y no divide a @, obtenemos que w se anula en
codimension 1 solamente a lo largo de x,,. Pero recordar de (3.6) de la Observacién
78 que x% = w = LyQdx,. Es claro entonces que @ no se anula a lo largo de x; y
por ende el contenido de w es x,.
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Basta ver que valen las condiciones (i) para Q, (ii) para I, y (iv) para C, del

Lema 57. Para ello, exhibimos un ejemplo distinto: consideramos los polinomios
—1 -2 k+1 -1 —
Ly =x,, F| = xlz‘ + xoxll< , G, = Txlxlz‘ + xoxll‘

0 = %x%k‘z + 2k + 2)x%"_2 - ka%k_3x3. Como Q no es divisible por x;
y el deshomogeneizado de QO es k%lxgk_z + (2k + 2) — 2kx5 que es irreducible,

obtenemos que Q es irreducible. Como Q no depende de x(, deducimos también

2x; y obtenemos que

que S/1I, ~ T /{Q) es un dominio y por ende I, es un ideal primo. Haciendo un
célculo directo con la expresion (3.5), obtenemos que d@ no es idénticamente nula
en C,. Con estos dos casos, hemos exhibido un ejemplo que satisfaga cada una de
las condiciones del Lema 57.

3.4 Inyectividad genérica y dimension

En esta seccién, calculamos la dimensién de los conjuntos £((k, k + 1), (11)). Para
ello, probamos primero la inyectividad genérica de la parametrizacién . Recorde-
mos de la Observacién 73 que podemos escribir esta parametrizacion como la com-
posicion de dos mapas 6 y ¢’. Probaremos la inyectividad genérica de ambos mapas
separadamente.

Proposiciéon 93. El morfismo 6 : D((k,k + 1),1') — ?(n, d) es genéricamente
inyectivo.

Demostracion. Supongamos que @ = 6(H,w) = 6(H', @) y que
w=(k+1)GdF —kFdGy o' = (k+1)G'dF' — kF'dG’

son elementos genéricos (en el sentido de la Definicion 89). Asi, sabemos que

Fk+1 1_7Ik‘|'1
Gk y G;k

son dos integrales primeras racionales de @. Esto nos dice que F’ kel y G’ K estén
en el pencil generado por F**! y G¥. Usando la Proposicion 35, deducimos que
Gkd(F**1y — Fk+14(Gk) es divisible por FK,G¥1, F'* y G’*"!'. Usando la irre-
ducibilidad de los polinomios y por cuestiones de grado, deducimos que G = G’.
Mas atin, cuando k > 3 también deducimos que F = F’. Y cuando k = 2,
suponemos que G no es un miltiplo escalar de G’, entonces obtenemos que w es
divisible por G’ y por ende w/G’ es una forma integrable de grado 2 que define una
foliacién por hiperplanos, lo cual contradice que el pencil generado por F¥+!y Gk
es irreducible (ver Proposicion 33). En cualquier caso, concluimos que G = G’ y
por ende que w = @' y H = H'. Esto concluye la demostracion. O
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Proposicion 94. El mapa ¢’ © X - D((k, k + 1), 11) es genéricamente inyectivo.

Demostracion. Consideremos un par de elementos genéricos (ver Definicién 89)
x=(p, Lyt 2 yx' = (¢, L 1, ¢g) de X tales que ¢’/ (x) = ¢/ (x") y llamemos

k k k+1 k+1
F=Y fixi, F'=Y fixi.G=) gxi.G' = glxi.
i=0 i=0 i=0 i=0
w=(k+1)GdF —kFdGy ' = (k+ 1)G'dF —kF'dG'.

Obtenemos que (¢*x, p*®) = (¢'*x,, ¢’*@’). Por ende, denotando p = gog’~!,
deducimos que p € P y que p*w = @' . Usando un argumento andlogo al usado
para demostrar la Proposicion 93, deducimos que p*F = F'y p*G = G’. Por
otro lado, usando la Proposicién 70, deducimos que p*(L,) = L/, p*(f) = 'y
p*(g) = g’. Con todo esto, concluimos que (¢, L, f,8) - p = (¢', L., ', g") (ver
Observacién 71 ). Esto concluye la demostracién. O

Combinando estos dos resultados podemos deducir que la parametrizacién o es
genéricamente inyectiva. Con esto en mente, calculamos la dimensién de su imagen
L((k, k+1),(11)).

Corolario 95. La parametrizacion o de L((k, k + 1), (1)) es genéricamente inyec-
tiva.

Demostracion. Como o = doc’ (ver Observacion 73), el resultado se deduce in-
mediatamente de las Proposiciones 93 y 94. O

Corolario 96. La dimension de los conjuntos L((k, k+1), (1')) es2n—14+2 (”H;_l).

Demostracion. Como la parametrizacion o es genéricamente inyectiva, basta cal-
cular la dimensién de X. Por definicién, sabemos que

dim(X) = dim(X’) + dim(PGL(n + 1)) — dim(P).

Sabemos que dim(PGL(n + 1)) = n> + 2n 'y dim(P) = n> + n. Basta ver entonces
. n+k—1 . k
que dim(X”) = n—1+2( +n ). Esto se deduce del isomorfismo @._, Ty_; =~ S;_,
n+k—1)
n

y de que dim(S),_;) = ( . Esto concluye la demostracion. O

Hemos explicado en la Observacion 41 que la componente excepcional es rigida
(ver Definicion 20). Sin embargo, esto no es cierto para los conjuntos de foliaciones
L((k, k+1)), (11)). Més atin, los conjuntos £((k, k+1)), (11)) son rigidos solamente
en el caso de la componente excepcional (es decir, cuando k = 2), como mostramos
en la siguiente Observacion.
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Observacion 97. Notar que la accion del grupo de isotropias P C PGL(n+ 1) en
la fibra ﬂl_l(xo) C D((k,k + 1), 1) tiene una 6rbita densa tnicamente en el caso
k = 2. En efecto, la dimension de tal fibraes dim(X")=n—1+ 2("”;_1)
estrictamente mayor que dim(P) = n*> +nsi k > 2. En el caso k = 2, tomemos dos

, que es

pares de polinomios de la forma

F=L(2)+x0f1+x(2)f2
3
G = Lg + 3 Log1%o +g2x(2) +g3x3

2 2
{F’ = L7+ xf] + x2f}
r_ 13 371, ) ’..3

G =L+ 2Loglxo + 8,X; + 83X
donde Ly, L, f1, f|> & & son lineales y f5, f, &, g, son constantes. Si los con-
. ' . . .
juntos {xo, Ly, f 1,g2} y {xo, LO, 1> gz} de polinomios lineales son linealmente
independientes (lo cual es cierto si son elementos genéricos, ver Definicion 89),
entonces podemos conseguir un automorfismo p € P tal que

P*(xp) = xg, p"(Lg) = LE), pr(f) = fl’ + xo(fz, =)y

(e =g} - %Lg(fz’ — o) + xo(8, — 25).

Con un calculo directo deducimos que p*(F) = F' y p*(G) = G’. Por ende, ex-
iste una orbita densa de la acciéon de P en la fibra ﬂl_l(xo) cuando k = 2. Esto
prueba ademéas que la componente excepcional L£((k, k + 1)), (11)) es rigida (un
hecho conocido, ver Ejemplo 41).

3.5 Derivada del morfismo de division

A lo largo de esta seccion, escribiremos d para denotar la particién (k, k + 1).
Nuestro objetivo seré calcular el espacio tangente Zariski al espacio D(d, 1') y la
derivada Zariski del morfismo de divisién 6 : D, 1') — f(n, d). Esto sera de
gran utilidad en el siguiente capitulo en el que probaremos la estabilidad de los
conjuntos L((k, k + 1), 1!) probando la sobreyectividad de la derivada Zariski en
un punto genérico del dominio de su parametrizacion o.

Proposicion 98. El espacio tangente Zariski a D(d, 1') en el punto (H, w) es
T (D@, 1)) = {(H'.n) € (S,/(H)) X T,(L@) : H?|(Hn~ H'w)}

Demostracién. Como D(d, 1') C PS; x L(d), identificamos un vector tangente a
D(d, 1) con un par (H',n) € TyS; X T, (L(d)) que ademas satisface la condicidn
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extra de que H + eH’ divide a @ + e modulo €2

identificacion T (S;) =~ S, /(H). Como

. Notar que hemos hecho la

(H +¢H") <— - s?> = 1 mod(e?),

los pares (H', 17) deben satisfacer que el vector tangente (é - 5%) (w+€n) tenga

coeficientes polinomiales. En otras palabras, las 1-formas diferenciales

w Hnp—owH'

HY T m

deben tener coeficientes polinomiales. Como (H, w) € D(d, 1), la primera condi-
cién se satisface automaticamente y solamente queda impuesta la condicién del
enunciado: que H? dividaa Hy — H'w. Esto concluye la demostracion. O

Calculemos la derivada Zariski del morfismo 6 : D(d, 1') — ?(n, d).

Proposicion 99. La derivada Zariski del morfismo 6 : D, 1') — ?(n, d) en un
punto (H,w) € D(d, 1') estd dada por

digw)® T (D@, 1) - ToF(n.d)
n—H'=
H' —A
(H',n) — 7

Demostracién. Tomemos un elemento (H',n) € Tiy ., (D(d,1")) y calculemos
8(H + eH’,® + £n) mbdulo 2. Obtenemos que

IX0)
w +en 1 H' w N-Hg
S(H+eH o+ =——=| =—-&e— + =—+e——
(Hte = o em <H £H2>(w M= reTg
Esto concluye la demostracion. O

Observacion 100. Recordemos que el mapa ¢’ definido en la Observacion 73 es
dominante y por ende su derivada Zariski es sobreyectiva para x € X genérico,
gracias al Teorema de Suavidad Genérica, ver [22, Corollary 10.7] (recordar que un
morfismo suave en el contexto algebraico es el equivalente a una submersion en el
contexto diferencial y por ende tiene derivada sobreyectiva en todo punto). Por otro
lado, la imagen del mapa de divisién 6 estd contenida en la variedad de 1-formas
diferenciales integrables proyectivas (ver Observacién 46) y un elemento genérico
define una foliacién. Por ende, para cada elemento genérico 6(H , w), tenemos una
inclusion de espacios tangentes

3.7) imd gy )8 C To F(n, 26).
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Nuestro objetivo principal de la préxima seccidn serd demostrar que esta Gltima in-
clusién es en verdad una igualdad, para (H, @) suficientemente genérica. Esto dice
que la derivada Zariski d 4 0 es sobreyectiva y por ende (gracias a la Proposicion
25) que los conjuntos L((k, k+ 1), (1')) son estables, o sea que son una componente
irreducible del espacio de méduli F(n, 2k).



Capitulo 4

Estabilidad de foliaciones
S-logaritmicas de tipo
(k. k + 1), (1Y)

El objetivo de este capitulo es probar la estabilidad del conjunto de foliaciones
L((k, k + 1), (1)) estudiado en el capitulo anterior. Probaremos que la derivada
Zariski del morfismo de divisién 6 : D((k,k + 1),1') - ?(n, 2k) es sobreyectiva
en un conjunto abierto y denso de su dominio. Para ello, restringiremos la condicién
de tangencia (1.4) que cumplen los vectores tangentes Zariski al correspondiente
espacio de méduli de foliaciones a su conjunto de Kupka. Esta condicién es mucho
mas sencilla y nos permite deducir condiciones que deben satisfacer tales vectores
tangentes a través de un lema de division adaptado a nuestra situaciéon. Usando
esta informacién, reducimos el problema a probar que la imagen de la diferencial
contiene a los vectores tangentes que se anulan en el subconjunto C; U C; del con-
junto de Kupka. Terminaremos la demostracién operando con la condicién (1.4)
de tangencia modulo (I N 13)2.

tivos, d = 2k + 1, la particion d = (k, k + 1) de d. Ademés, usamos la Notacién
65, la Definicioén 77 y la Definicién 79 para F, G, 5, Ly, fi 8 i P, O, las 1-formas
diferenciales w, , y, los ideales I}, I, I5 y los conjuntos algebraicos C;, C,, Cs.

Notacion 101. A lo largo de este capitulo, fijamos k > 2,n > 3 enteros posi-

Nuestro principal objetivo en este capitulo serd demostrar el siguiente teorema:

Teorema 102. Sea k > 2 un entero. La derivada d,o : T(X) — T, F(n,2k) de
la parametrizacion de L((k, k+ 1), (11)) es sobreyectiva para todo x € X genérico
(ver Definicion 89).

Demostracion. Sera probado en varios pasos en la Seccién 4.3, concatenando var-

57
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ios enunciados de interés independiente que serdn enunciados y demostrados en las
Secciones 4.1 y 4.2. O

Usando el Teorema 102 y el Corolario 25, deducimos la estabilidad de los con-
juntos L((k, k + 1), (11)).

Teorema 103. Sea k > 2 un entero. El conjunto L((k,k + 1), (1")) es una com-

ponente irreducible genéricamente reducida del espacio de moduli de foliaciones
F(n,2k).

Observacién 104. En el caso en que k = 2, el conjunto L((k, k + 1),(1")) es la
componente excepcional (ver Observacion 61). Por ende, al demostrar el Teorema
103, estamos también exhibiendo una demostraciéon nueva de la estabilidad de la
componente excepcional. Para simplificar la lectura, demostraremos el Teorema
102 en el caso k > 3 y luego aclararemos las pocas modificaciones necesarias para
adaptarla al caso excepcional k = 2.

Observacion 105. Como dijimos en la Observacién 100, para demostrar el Teo-
rema 102 debemos probar que la inclusion (3.7) es una igualdad para un elemento
genérico (H,w) € D(L((k, k + 1),1)). Ademas, basta probarla para un elemento
(xg, w) donde w sea genérica, ya que se obtiene lo mismo para un elemento genérico
de la forma (H, @) actuando con el grupo PG L(n + 1). Es decir que dado un vec-
tor 7 € TF(n,2k), basta hallar (H',n) € (Sl/(xo)) x T,(L(k,k + 1)) tal que

~ n-H'®

, 0 equivalentemente, tal que

(41) n= xO/77+ H,5

4.1 Lema de division y ecuacion de tangencia

En esta seccidn, enunciamos y demostramos varios resultados que utilizaremos pos-
teriormente en la seccion 4.3 para demostrar el Teorema 102. Varios de estos resul-
tados buscan caracterizar un vector tangente al espacio de mdduli de foliaciones en
un punto genérico de L£((k, k+ 1), (1)), para asi poder demostrar que vale la igual-
dad (3.7) de la Observacion 100. Si bien esta seccién no es muy larga, el lector
puede hallarla algo técnica. En tal caso, puede ser una buena idea para una primera
lectura leer directamente la Seccién 4.3 y revisar en esta seccion los enunciados de
los resultados utilizados, dejando para una segunda lectura las demostraciones que
considere muy técnicas.

A lo largo de esta seccion, @ es un elemento genérico (ver Definicién 89) de
Lk, k+1),(1Y)Yyqe T(F(n,2k)) es un vector tangente arbitrario.
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Como dijimos anteriormente, iniciamos el argumento restringiendo la condi-
cién de tangencia de un vector tangente 7 a @ € F(n, 2k + 1) a parte de su conjunto
de Kupka K (@) (mas especificamente a C; U C3).

Observacién 106. Sean @ € L((k, k + 1), (1)) un elemento genérico (ver Defini-
cién 89) y 7 € Ty(F(n,2k + 1)) un vector tangente Zariski. Vale entonces la
ecuacion de tangencia

4.2) n"Ado+aoAdny=0.

Asi, obtenemos que 77 A dw = 0 en la clausura K (@) del conjunto de Kupka de .

Lema 107. Se satisfacen las siguientes igualdades de 1-formas diferenciales en C,
y C; respectivamente:

d® = —(k> + 2k + 1)dF, AdF, en C, y d& = —(2k + 1)dF A dG en C;.
Demostracion. Usando la expresion (3.5) para @, obtenemos que
d&=—-Q2k+1)dF AdG+dF AyenC, UC;.

Ademas, usando la igualdad de la Observacion 82, obtenemos la siguiente igualdad
modulo (F, 5)

(4.3) dF Ay = kPdxy AdLy mod((F,, F,)).

Asi, sabemos que dF Ay =0en C3ydF Ay = —kffdxo AdLy=—k*dF A dG
en C; (ver Observacion 80). Esto concluye la demostracion. O

Observacion 108. El lema anterior dice que dw es un mltiplo escalar de d F Ad G
alolargo de C; UC;. Por ende, usando la Observacién 106 obtenemos que un vector
n € T5(F(n,2k)) satisface la igualdad 7 A d F A dG =0en C,UuC; =V (F, G).

Observacion 109. En esta situacion y a partir de la Observacion 108, puede parecer
natural utilizar el Lema de de Rham-Saito (ver [35]) para deducir informacién sobre
7. Describamos brevemente este resultado. Dados un anillo R, un R-mddulo libre
M y k elementos @, ...,w®, de M. Definimos los conjuntos de ciclos y bordes

k -1
VAR {a)e/’\M : a)/\a)l/\---/\a)k=0} yB"=Z<a)i/\p/\M>
1

i=

y la cohomologia H? = Z” / BP para todo p > 0. Estos conjuntos pueden ser inter-
pretados como la cohomologia de un cierto complejo que generaliza el complejo de
Koszul (para mas detalles sobre el complejo ver [31, Appendice]). Asi, el Lema de
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de Rham-Saito dice que esta cohomologia es nula para los valores de p mas chicos
que la profundidad del ideal de R generado por los coeficientes polinomiales de una
escriturade w; A -+ Aw,, en términos de una base de M. En este sentido, uno podria
intentar aplicar este resultado en nuestro caso. Para ello, definimos H ' como el
conjunto de 1-formas diferenciales en C"*! de grado i y con coeficientes polinomi-
ales homogéneos. En nuestro ejemplo, podemos considerar R = @zl S;/(F, 5),
M =@, HY/(F, G), k=2,w, = dF yw, = dG. Si pudieramos usar el Lema
de divisién para p = 1, junto con la Observacion 108, deduciriamos una escritura
para 77 en C"*! de la forma

%= AdF + BdG + aF + jG,

para ciertos polinomios A, B homogéneos y 1-formas a, f con coeficientes poli-
nomiales homogéneos. Sin embargo, esto no es posible ya que no se cumplen las
hipétesis del Lema de de Rham-Saito: el conjunto singular de la variedad V' (F, 5)
es de codimension 1 (visto como subvariedad de V (F, 5)) y por ende la profundi-
dad del ideal de los coeficientes polinomiales de d F A d G es 1. Por lo tanto, no
podemos usar el Lema de division para p = 1. M4s atin, demostraremos en nuestro
Lema 110 de divisién adaptado que la cohomologia H'! en nuestro caso estd gen-
erada (como moédulo sobre el anillo de polinomios) por un elemento no nulo, que
es y (ver Definicién 77).

Una vez que restringimos la condicién de tangencia (1.4) a C; U C;, quere-
mos usar esa informacién para caracterizar vectores tangentes Zariski al espacio
de méduli de foliaciones F(n,2k) en @ € L((k,k + 1),(11)) genérico. Ese es el
contenido del siguiente lema de division, que enunciamos a continuacién. Se trata
de una variante adaptada a esta situacion del Lema de de Rham-Saito (ver [35]).
Lo demostraremos en la Seccidn 4.2.

Lema 110 (Lema de Divisién). Sea u € H(C"*!, Q}CH,) una I-forma diferen-

cial con coeficientes polinomiales homogéneos que satisface y A dF A d G =0
médulo (F, CN?) y sean Ly, f,g, F, G genéricos (ver Definicion 89). Entonces exis-
ten polinomios homogéneos A, B, C y 1-formas diferenciales a,  con coeficientes
polinomiales homogéneos tales que

(4.4) u=AdF + BdG + Cy + aF + G.

En particular, existen polinomios homogéneos A', B' y 1-formas &', f’ con coefi-

cientes polinomiales homogéneos tales que

(4.5) xou = A'dF + B'dG +d'F + §'G.
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Usando el Lema de Division, podremos reducirnos a encontrar una solucién
(H',n) alaEcuacion (4.1) en el caso en que x7 se anula en C; UC5, como veremos
en el siguiente Corolario.

Corolario 111. Sean @ € F(n,2k) genérica (en el sentido de la Definicion 89) y
n € Tx(F(n,2k)). Existe n; € T, (L(k,k + 1)) y I-formas con coeficientes polino-
miales 6,0, tales que

Demostracion. Gracias a la Observacion 108, sabemos que 7 A d F A dG = 0en
C, UG5 y por ende podemos usar el Lema 110 de Division para 7. Obtenemos que

xoi=A'dF + B'dG +d' F + f'G

para ciertos A’, B’,a’, p’ como en el enunciado del Lema 110. Tomemos asi un
vector tangente n; € T,,(L£(d)) de la forma n; = ix(d F A dG’' + dF' A dG) donde
F' = %B’ yG' = k_-IHA, (ver Observacion 27). Deducimos que

k k+1

=A'dF+B'dG - ——FdA' - =——GdPB'.
g k+ 1 K

Definiendo las 1-formas diferenciales
k k+1
0, :=d + ——dA'y0, :=p' + ——dB,
PiEE A R dAY O = =

obtenemos lo deseado con una cuenta directa. Esto concluye la demostraciéon. [

Observacion 112. Sabemos que si# € T(F(n, 2k)), luego x4 € T,,(F(n, 2k+1))
(ver Observacion 23). Usando este hecho y el Corolario 111, podemos reducir la
demostracion del Teorema 102 a probar que existenn € T, (L(k,k+ 1))y H' € S,
que satisfacen la Ecuacion

(4.6) 0+ H'®=n

paratodo 8 € T, (F(n,2k + 1)) tal que 6 = x5 = 6, F + 925 como en el Corolario
111.

Buscamos deducir atin mas informacién sobre el vector xoi = 6, F + 0,G de la
Observacidn anterior. En ese caso, demotraremos que las 1-formas 6, y 6, también
satisfacen las hipotesis del Lema 110 de Division.

Lema 113. Sean 0|, 0, dos 1-formas diferenciales que satisfacen que la I-forma
0 = 0,F + 0,G es tangente al espacio T (n,2k + 1) en el punto w y sean F,G
genéricas en el sentido de la Definicion 89. Entonces

0, AdFAdG =0enC,UC;y0, AdF AdG =0en C, UC;.
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Demostracion. En primer lugar, usando que w = x,® y las expresiones (3.4) y
(3.5) de la Observacién 78 obtenemos las siguientes igualdades modulo F:

0=0,G,d0 =dG A0, +GdOy+dF A,
® = (k+1)xgGdF y do = —(2k + 1)dF A (xodG + Gdx,).

Ahora, reduzcamos médulo F la ecuacién de tangencia (1.4) de € a @. Definiendo
E:=Qk+1)0, Ndxg ANdF + (k+ 1)x¢d0, A d F y reemplazando en la ecuacién
de tangencia, obtenemos la igualdad

—kxyGOy AdF AdG + G*E = 0 mod(F).
Como F'y G son genéricos, podemos cancelar G. Obtenemos
(4.7) —kxg0y AdF AdG + GE = 0 mod(F).

Reduciendo moédulo el ideal primo I; (ver Definicion 79) y usando que x no es
divisor de cero, obtenemos que 6, A dF A d G = 0 médulo I;. Por otro lado,
notemos que & = 2k + 1)kL’5‘192 A dxg A d Ly médulo (x,) y ademas que vale
la igualdad GL’(;_I = xOCN;ILg'l + %L’O‘ = xoélL’(;'l - xo%Fl moédulo (F). Por
ende, usando que F| = f; médulo I, podemos cancelar x,, en la Ecuacion (4.7) y
reducir médulo I, para obtener

~kBy AdF AdG — 2k + 1) f20, Adxy AdLy = 0 mod(I)).

Finalmente, como f 12de ANdLy = kdF A d G médulo 1 1 (ver Observacion 80),
obtenemos 6, AdF A d G = 0 médulo 1 1- Observar que como la eleccion de F'y
G es genérica, f| no se anula moédulo I; y por ende también 60, A dxy AdLy =0
modulo 7.

Del mismo modo que antes, usando que @ = x,®@ y las igualdades (3.5) y (3.4)
de la Observacion 78 obtenemos las siguientes igualdades médulo G:

w=xyF(y —kdG),0 = F0,,d0 = d(FO,) + dG A, y
dw = —(2k + )dF A (xydG + FdL).

Reemplazando en la ecuacién de tangencia (1.4) de 8 a @ mddulo G y cancelando
F (ya que 8 y w son divisibles por F), obtenemos la siguiente igualdad médulo G

(48) 6, Adw+ (dF A0, + Fdo, +dG A 0,) A xy(y — kdG) = 0.

Usando que xgy = Lod F médulo Iy y que 6, AdF Ad G = 0 médulo I, reducimos
la ecuacion (4.8) modulo 15 para obtener x,0, Ad FAdG = 0 mod(/3) y en definitiva
que ; AdF A dG = 0 mddulo I5, ya que I es un ideal primo que no contiene a
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X(. Por otro lado, notar que FdF AdLy = F fdxy A d Ly médulo (x,) y ademés
que Ff, = (Lg + xoF))f) = —kxoLg_lél + x( F) f; mddulo (G). Asi, podemos
cancelar x y reducir médulo I; en la Ecuacién (4.8). Usando las igualdades de
la Observacion 80 y que 8, A dxy A dL, = 0 médulo I, obtenemos la siguiente
igualdad médulo 1;:

(_2k + 1
k
Como f| no se anula médulo I, obtenemos que 8; A dxy A dLy, = 0y por ende

- k) £20, Ndxo AdLy=0.

que 0, AdF ANd G = 0 médulo T 1- Esto concluye la demostracion. O

La siguiente proposicion nos permitira reducirnos al caso en que x,7 tiene una
escritura del tipo 8 := tG donde 7 es una 1-forma diferencial. En otras palabras,
nos dice que podemos suponer que #; = 0 en la Observacién 112.

Proposicion 114. Sean w, F, G genéricos (en el sentido de la Definicion 89) y sean
0,0, dos I-formas diferenciales tales que 6 = 6, F + 925 e T,F(n 2k + 1)
Entonces existen un polinomio lineal H', una 1-forman, € T, (L(k,k + 1)) y una
1-forma 7 con coeficientes polinomiales tales que

0=n+H'®G+1G.
Demostracion. Combinando los Lemas 110 y 113, obtenemos que
(4.9) 0,=L,dF + L,dG + FdLy + GdL, + Lsy,

para ciertos polinomios lineales L; (por cuestiones de grado). En primer lugar,
definiendo ;1; = %i rAF ANd((Ly + kLS)CNF)) y usando la expresion (3.5) de la
Observacién 78, obtenemos que

W+ L= F (de5 + L5y> mod(G).
Por otro lado, reduciendo iz = 0 médulo G y cancelando F, obtenemos que
L; + kL, =0mobdulo G, y en definitiva que Ly = —kL;. Asi, si definimos
;1;’ =ig(dF Ad(—FL,))= F(L,dF — kFdL,)

y llamamos #, = 5 + 1 y H' = Ls, obtenemos que 6 = 1, + H'® mod(G). Esto
concluye la demostracion. 0

Observacion 115. Teniendo en mente la Observacion 112 y usando la Proposicién
114, podemos reducirnos al caso en que #; = 0, o equivalentemente, al caso en
que xon = 0 = 7G. Es decir, buscamos una 1-forma neT, (Lkk+1))yun
polinomio lineal H' que satisfacen

0+H'®=n

para todo vector 8 € T, (F(n, d)) con una escritura de la forma xy7 = 6 = zG.
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Usando nuevamente el Lema 110 de divisién, podemos describir un vector ¢
como el de la Observacion 115. Ese es el contenido de la siguiente Observacion.

Observacion 116. Sea r una 1-formatal que 6 := G € T,(F(n,2k+1)). Usando
el Lema 113, obtenemos que 7 A dF A dG = 0 médulo (F, CN?) Por ende, usando
el Lema 110 de Divisién, deducimos una escritura de la forma

(4.10) t=L,dF + LydG + FdLy + GdL, + Lsy,

donde los L; son polinomios lineales. Ademds, podemos suponer que L5 € T (es
decir que no depende de x,) ya que xqy = LydF — kédxo — kFdL,. Sabemos
ademds que i g = 0 y por ende i g7 = 0. Usando que igy = —kG, las expresiones
para xoR y LyR de la Observacién 81 y reagrupando, obtenemos que

0=igr=(kL, + L3)F + (kL, + L, — kL5)G.

Para elecciones genéricas de los parametros (ver Definicién 89) F y G son irre-
ducibles distintos, obtenemos que los polinomios lineales kL, +L,—kLsy kL{+1;
son divisibles por F'y G respectivamente y por ende se anulan. Deducimos asi las
siguientes dos igualdades para L3y L,

Observacion 117. A partir de ahora, para simplificar la lectura del argumento,
supondremos que k£ > 3. En la subseccidon 4.3.1, mostraremos cémo adaptar la
demostracion de los resultados para el caso k = 2.

En la siguiente proposicidén, probamos que si 8, tiene una escritura como en la
Ecuacién (4.10) de 1la Observacion 116, entonces existe ¢ € C tal que L; = —%LO
y L3 = CL().

Proposicion 118. Sean @, F y G genéricos (Definicion 89), L, L,, L5, L, € S|,
LseT yr=LdF + de(N? + FdlL; + édL4 + Lsy una 1-forma diferencial
tal que 0 = G € T,(F(n,2k + 1)). Entonces existe c € C tal que L| = —%LO y
Ly =cLy

Demostracion. En primer lugar, reducimos la ecuacién (1.4) de tangencia de 6 a
@ médulo G. Notar que § =0ydd =d G A 7 médulo G. Obtenemos asf la
igualdad dG A 7 A @ = 0 médulo G. Ademds, usando las expresiones para @ y
y de la Observacioén 78 y la Definicién 77 obtenemos que w = Fxy(y — kd 5)
y XY = LodF — kFdLy modulo G. Por ende, como F y G son irreducibles y
coprimos, podemos cancelar F, reemplazar la expresion de 7 en la ecuacidn anterior
y usar que vale y A xyy = 0 para obtener la siguiente igualdad médulo G-

(4.12) dG A (L,dF + FdL;) A (LydF — kFdLg) = 0.
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Cancelando F, usando que —kL; = L5 (Ecuacion (4.11) de la Observacion 116) y
reduciendo la ecuaciéon médulo (F, 5) obtenemos la igualdad

(LydL; — LydLy) AdF AdG = 0.

Esto nos permite usar el Lema 110 de Divisién. Como k > 3 (ver Observacion 117),
obtenemos que LydL; — L3dL, = 0. Tomando diferencial exterior, deducimos
que dLy AdLy =0y por ende existe ¢ € C tal que Ly = cL,. Esto concluye la
demostracion. U

De forma andloga, en la siguiente Proposicion probamos que si 6, tiene una

escritura como en la Ecuacidn (4.10) de la Observacion 116, entonces existe ¢’ € C
kLs+c'xo _ (K24+k)Ls—ke'x,

tal que L, = — 75 4= 2t

Proposicion 119. Sean @, F y G genéricos (Definicion 89), L, L,,L;,L, € S|,
LseTy

t=L,dF + LydG + FdL; +GdL, + Lsy
una I-forma diferencial tal que 6 = G € T, (F(n,2k+1)). Entonces existe ¢’ € C

kLs+c'x (K2 +k)Ls—ke'x,

talque L, = =7y La = =505

Demostracion. Al igual que en (4.7), escribimos la ecuacién de tangencia de 6 a @
modulo F y cancelamos G para obtener la ecuacion

(4.13) —kxgt AdF AdG + GE = 0 mod(F),

donde & := 2k + 1)t Adxy AdF + (k + 1)xqd7 A dF. Usando la igualdad
xodt = d(xy7) + T A dX(), obtenemos que

E=0Ck+2)t Adxyg AdF + (k+ 1)d(xqgt) ANdF.
De la Definicién 77 para x,y, deducimos la siguiente igualdad médulo F:
xoT AdF AdG = G(xyd L, — kLsdx,) AdF A dG mod(F)
Del mismo modo, deducimos las siguientes dos igualdades médulo F:
d(xgT) AdF = (=d(xqL,) + (xgd Ly — kLsdxg)) NdF A dG
+Gdxy Ad(Ly + kL) AdF
T Adxg AdF = Lydxg AdF AdG + G(dLy A dxy A dF)

Asi, podemos cancelar G en la ecuacioén de tangencia (4.13) y reducir médulo
(F, 5) para obtener

(—(k + 1)xod L, + (2k + 1)Lydxy + xod Ly — kLsdx,)) AdF A dG = 0.
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Ademas, sabemos que —kL, + kLs = L,. Reemplazando y definiendo la 1-forma
g = ((k+1)L,— Ly)dx,—xod((k+ 1)L, — L,) obtenemos que & Ad F AdG =0
modulo (F, 5). Asi, deducimos que &’ satisface las hipdtesis del Lema 110 de
Divisién. Como k > 3 (Observacion 117), obtenemos que & = 0y por ende &’ es
cerrada. Tomando diferencial exterior, obtenemos que dxqAd((k+1)L,—L,) =0y
por ende que existe ¢’ € C tal que (k+ 1)L, — L, = ¢’x,. Combinando esta ultima
igualdad con la expresion (4.11) de la Observacién 116, obtenemos lo deseado.
Esto concluye la demostracion. O

Finalizaremos la seccidn con dos resultados sencillos que serdn de utilidad mas
adelante.

Proposicion 120. Sean @, F y G genéricos (ver Definicién 89), ¢' € C y considere-
mos T = c’(deCN?— k(N?de) una I-forma diferencial tal que 0 = G es un elemento
de T, (F(n,2k + 1)). Entonces ¢’ =0y por ende v = 0.

Demostracion. Usando que d = ¢’ (2k + 1)5dx0 AdG, podemos cancelar G en
la ecuacidn de tangencia (1.4) de 8 a @ y reducir mdédulo G para obtener

(4.14) ¢ x0dG Adw+ ¢! 2k + 1)dxy AdG Aw = 0.

Como dG Adw = 2k + 1)FdG AdLy AdF y dG A w = FdG A x,y, podemos
cancelar F en la Ecuacién (4.14) y reducir médulo (F, G). Usando ademas que
Xor = Lod F médulo (F, G), obtenemos que

2k + 1)’ (Lydxy — xgd Lo) AdF AdG = 0.

Por ende, podemos usar el Lema 110 de Divisi6n sobre ¢/(Lydx — xyd L,)). Como
k > 3 (ver Observacién 117), obtenemos que ¢’(Lydx,—x¢d Ly) = 0y por ende es
una 1-forma cerrada. Deducimos que ¢’ = 0. Esto concluye la demostracién.  []
Observacion 121. Seac € Cy sean F/ = 2kC+1 GyG = I:((Zkk’:rll))Loé dos poli-
nomios homogéneos. El vector tangente Zariski (ver Observacién 27) de la forma
n; =ig(dF AdG" +dF' AdG) € T, L(k,k + 1) cumple que

& x0dG  LydF N kGdx, AL
R T A o)

Esto se puede verificar con una cuenta directa usando que G = LyF + xoé.
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4.2 Demostracion del Lema de division

El objetivo de esta seccidn es probar el Lema de divisiéon 110. Si bien esta de-
mostracidn es un paso importante en la demostracion del Teorema 102, es bastante
técnica e intrincada. El autor sugiere fuertemente que en una primera lectura, el
lector se saltee esta seccion y pase directamente a la Seccién 4.3, para entender la
demostracion del Teorema 102 asumiendo la validez del Lema de divisién 110 para
regresar a leer esta secciéon mas técnica luego de tener las ideas y motivacion del
Teorema 102.
Antes de demostrar el Lema de division, hagamos la siguiente definicion.

Definicion 122. Definimos el ideal
J 1= I+ (xy) = (xo, LX, Lo f1, kL* g, — f?
=1 o) = (X0, Lo Lo Sf1. kLy™ & = f1)-

Notar que el ideal J no es radical (y por ende no es primo). Probamos asi el
siguiente Lema que nos permitird obtener informacién sobre ciertos productos de
polinomios que pertenecen al ideal.

Lema 123. Sea A un polinomio homogéneo y sean L, f,g genéricos como en la
Definicion 89. Valen las siguientes afirmaciones:

(i) Si L:')A € J, entonces A € (xO,Lg_i,fl)para todo 0 < i< k.
(ii) Si f12A € J, entonces A € (x, Ly, f1)-

(iii) Si g,A € J, entonces A € J.

Demostracion. (i) Como LZ)A € J, sabemos que existen polinomios By, ..., B,
tales que
(4.15) L{A = Byxy+ ByL{ + ByLyf) + By(kLg ™' gy — f7).
Reduciendo moédulo I; y usando que D := V(xyL,f;&,) es un divisor con

simple normal crossings, obtenemos que 0 = —g§B4 modulo 7, y en definitiva
que B, = 0 médulo ;. Por ende, podemos suponer que B, = 0, modificando
tal vez B|, B, y B;. Volviendo a la ecuacion (4.15) y reduciendo médulo
(x¢, f1), obtenemos que LE)A = BZLS modulo (x, f;). Nuevamente usando
que D =V (xL f,&,) es undivisor con simple normal crossings, cancelamos
Lg y obtenemos lo deseado.

(i1) Del mismo modo que en el item anterior, existen polinomios B, tales que

(4.16) fIA=Bixo+ B,LS + By Lof) + By(kLE ' gy — f).
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Reduciendo médulo (x, f;) y cancelando Lg_l (por ser genéricos), obten-
emos que 0 = LyB, + kg,B, médulo (x,, f;). Nuevamente usando que
V (xoyLqf18,) es un divisor con simple normal crossings, deducimos la perte-
nencia B, € (xy, Ly, f1). Reduciendo la ecuacién (4.16) médulo I, y cance-
lando f 12 obtenemos que A = —B,. Esto implica que A € (x,, L, f;), como
queriamos demostrar.

(iii) Del mismo modo que en el item anterior, existen polinomios B, tales que
(4.17) gA = Bxg+ ByL{ + BsLof, + By(kLy ' g, — f7).

Reduciendo médulo (x,, L, g,) obtenemos que 0 = —f 1234 y usando que
V(xyLyf18,) es un divisor con simple normal crossings, deducimos la perte-
nencia B, € (x,, L, g,). Ademas, podemos suponer sin perder generalidad
que B, no depende de x; ni L, por lo que B, es divisible por g,. Asi, re-
duciendo médulo (x, g,) y cancelando un factor L, obtenemos la igualdad
0= BZLIS_1 + B; f; médulo (x, g,). Esto dice que Lg_l divide a B; médulo
(x¢- & ). Modificando tal vez B; y B, podemos suponer que g, divide a Bs.
Reduciendo la ecuacién (4.17) mddulo (x,, g,) y cancelando el polinomio
L’(;, obtenemos que B, € (x, g,) y por ende podemos suponer (modificando
tal vez B) que g, divide a B,. Finalmente, reduciendo la ecuacién (4.17)
modulo (g,) y cancelando x,,, obtenemos que B también es divisible por g,.
Hemos deducido que existen polinomios B; tales que B; = nglf para todo
i=1,...,4. Cancelando g, en la ecuacion (4.17) y obtenemos lo deseado.
O

Abhora si, estamos en condiciones de demostrar el Lema de division.

Demostracion del Lema 110 de division. Como F'y G son genéricos (ver la
Definicién 89), sabemos que d F A d G 1o se anula sobre Gn {xo * 0}. Por ende,
existe un exponente entero e > 0 minimo tal que

(4.18) xu = A'dF + B'dG mod(I5),

para ciertos polinomios A’, B’ homogéneos.

Probaremos primero que el enunciado es cierto siempre que e = 1. En tal
caso, podemos mirar la Ecuacién (4.18) médulo J, reemplazar d F y dG usando
las igualdades (3.3) de la Observacion 78, y multiplicarla por L para obtener

(4.19) B'L, <g2dx0 + L, (%d fi- f2dx0>> = 0 mod(J).

Veamos que B’'L, = 0 médulo J. En efecto, supongamos que B’ L6+2 = 0 para
cierto entero i > 0. Multiplicando la Ecuacion (4.19) por Lf) deducimos que
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B Lé;’l g, = 0y en definitiva que B’ Lf)“ = 0 médulo J gracias al Lema 123 (iii).
Como L’g = 0 médulo J, deducimos que B’ L, = 0 médulo J iterando este tltimo
argumento. Por ende, obtenemos que B’ € (x, Lg‘l, f1) gracias al Lema 123 (i).
Deducimos asi una escritura para B’ de la forma B’ = x,B + L™ B, + [ B,,
donde By, B, y B son polinomios homogéneos. Reemplazando nuevamente en la
igualdad (4.18), usando las igualdades (3.3) de la Observacién 78 para d F y d G y
la escritura para B,, obtenemos la siguiente igualdad médulo J':

f2
<kA’L’5—1 + 7132 dLy+ (A'f) + (Lg—lB1 + f1B,)g,) dxy = 0.

Veamos las ecuaciones que se obtienen mirando el coeficiente que acompafia a d L,
y multiplicando el coeficiente que acompafia a dx, por f;. Usando que vale la

2
igualdad fTI = —kL’é_1 &y f 13 = 0 médulo J, llegamos a las siguientes igualdades
modulo J:

(kA" + ngz)Lg_l =0y flz(A, +8:B,) =0.

Usando el Lema 123 (i) y (ii) sobre estas dos ecuaciones, deducimos (haciendo
combinaciones lineales de los términos entre paréntesis) que A’, B, € (xg- Lo, f1)-
Reemplazando B, y tal vez modificando B y B;, obtenemos una igualdad de la
forma B’ = —kLg_lBl modulo J. Escribiendo A" = xqA + LyA| + f; A, mddulo
J y reemplazando en la Ecuacién (4.18) médulo J, obtenemos que

(—kL§'g, By + 7 Ay)dxy = 0 mod(J).

Como kLg'lgz = f12 modulo J, obtenemos que flz(Az — B;) = 0 médulo J
y en definitiva que A, — B; € (x,, Ly, f,) gracias al Lema 123 (ii). Entonces,
modificando tal vez Ay A, podemos suponer que A, = B; mddulo J.

Con todo esto, siempre que e < 1 podemos levantar la ecuacion (4.18) a C"*!
para obtener una escritura de la forma

(4.20) xou = A'dF + B'dG +d'F + /G + 6' P,

donde A" = LyA; + f1A; + xAy B’ = —kLg'lBl + xgB. Aqui, A; y B, no
depende de x,; A, y 6’ no dependen de x, ni de L, y ', ' son 1-formas con
coeficientes en .S (en el caso e = 0 ademas vale que A; = B; = 0). Reduciendo la
igualdad médulo I, obtenemos que 0 = f lz(Azde — 8") y porende &' = A,dx,,.
Por otro lado, sabemos que Lyd F = x,y mddulo (F, 5) y ademas que

—xod P = Pdxy — d(xyP) = Pdx, + fidF — kL\™'dG mod((F, G)).
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Con esto en mente, usando que A, = B; modulo J y modificando tal vez las 1-
formas a’ y f’, obtenemos una expresion de la forma

(4.21) XoH = XgAdF + xyBdG + o' F + f'G + xyAy — XoA,d P.

Escribiendo o' = ay + xga y f/ = fy + xop para ciertas 1-formas a y f que
no dependen de x,, obtenemos (mirando médulo x;) que aOLk + fo—— Lfi — .
Cancelando L, y usando que L, f| son genéricos (ver Definicién 89), obtenemos
queayg = —f1&y Py = kL’S_lf para cierta 1-forma &. Por ende, deducimos que
o LOTfl +p L'g = xo(aF + ﬂ(? + P¢£). Estamos en condiciones asi de dividir por x,
en la ecuacion (4.21), para obtener:

4.22) j=AdF + BdG + aF + G + Ay — AydP + P¢.

Ademaés, sabemos que u A dF A dG = 0 médulo I,. Usando que P = —f2
dP ANdxg ANdLy = =2fd f| A dxy A dLy mddulo I (que las obtenemos de la
Definicion 77) y que kd F A d G=f fd xg A d Ly médulo I, (ver Observacion 82),
podemos tomar Ad F A d G en la Ecuaci6n (4.22) y reducir médulo ;. Cancelando
f 13, obtenemos que

0=uAdF AdG = (—f1E+2A,d f}) Adxy AdLy,.

Como Ay ygno dependen de x, ni L, obtenemos las dos expres1ones A= f A2
yé = 2A2df1 + O0,dxy + O,d L para ciertos pohnomlos Az, 0,y 0O, que no
dependen de x; ni L,. Finalmente, tomamos AdF A d G en la Ecuacion (4.22) y
reducimos médulo (x, F, G)= (xg» Lo f1> Lg). Como kd F AdG = flzdxo AdLg
modulo (xg, Ly f1, LS), cancelamos f 12 y obtenemos

0=uAdF AdG = -2kLE"" A g,d fy Adxg Ad Ly,

Como V' (xyL f1&,) es un divisor con simple normal crossings (ver Definicion n 89),
obtenemos que Lk "Ayg, = 0 médulo (xg, Lo f,, LX o) ¥ en definitiva que A, es
un multiplo de f 1> gracias al Lema 123 (i) y (iii). Esto nos dice entonces que
A, es multiplo de f 12 y por ende A, = —P moddulo I;. Usando las igualdades
xod P = d(xyP)—Pdxyy Lyd P = d(LyP)— Pd Ly las expresiones de la Obser-
vacion 81, podemos suponer (modificando tal vez A, B,a, ff, A|) que A, =0y por
ende ¢ = Qdx, + O,d L. Finalmente, usando las igualdades de la Observacion
83, obtenemos que Pdx,y Pd Lo pueden escribirse como combinaciones con coe-
ficientes polinomiales de d F, d G,F,G y y. Por ende, podemos suponer que & =0
y obtenemos la expresion del enunciado.

Volvamos ahora a la Ecuacién (4.18) y probemos que e < 1 por el absurdo.

Supongamos que e > 2. Usando lo visto anteriormente, deducimos que existen
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polinomios A, B'y C homogéneos tales que
(4.23) X6~y = AdF + BdG + Cy mod(I5).

Veamos que C € (x,, Lg_l, f1). Para ello, reducimos la Ecuacién (4.23) médulo
J y usamos que las 1-formas dx, d L, d f, son linealmente independientes (al ser
V(xyLyf>,1) undivisor con simple normal crossings). Usando las expresiones (3.6)
y (3.3) de la Observacion 78 para d F, dG y vy en V(x,), miramos el coeficiente
que acompafia a d f| y multiplicamos por L, el coeficiente que acompafia a dx,.
Obtenemos las siguientes igualdades modulo J:

L, (% + C) =0y Ly(B—-kC)(g, + Lyf,((k+2)C — B)) =0.
Con un argumento iterativo anilogo al usado en el caso e = 1 para probar que
B'L, = 0 médulo J, deducimos de la segunda igualdad que Ly(B — kC) = 0
moédulo J. Usando el Lema 123 (i), obtenemos que B — kC'y % + C pertenecen
al ideal (x,, LE™", f1) y en definitiva que B,C € (xo, L§™", f}). Pero usando la
Definicién 77 de y y la Observacion 83, sabemos que x;y, Lg_ly y f1r se es-
criben como combinacioén polinomial de dF y d G mé6dulo I;. Por ende, pode-
mos suponer que C = 0 en la expresidn (4.23). Esto contradice la minimalidad
de e. Esto demuestra que e < 1 y por ende que vale la expresiéon para u del
enunciado. Finalmente, la expresion para xyu del enunciado se deduce inmedi-
atamente de la expresion xgy = LodF — k(FdL, + édxo) y del hecho de que
Xod G=dG - édxo — LydF — FdL,. Esto concluye la demostracion. O

4.3 Demostracion del Teorema Principal

En esta seccién, damos una demostracién del Teorema 102 usando los resultados de
las Secciones 4.1 y 4.2. En principio, damos la demostracién para k > 3 y después,
en la Subseccion 4.3.1 explicamos como adaptar la demostracion al caso k = 2.

Demostracion del Teorema 102 (k > 3). Como dijimos en la Observacién 105,
debemos probar que para todo vector tangente Zariski 7 € T5F(n, 2k) existe un
elemento (H',n) € (Sl/(xo)) x T, (L(k, k + 1)) tal que

(4.24) n=xgi+ H'S.

PASO I: Aplicando el Corolario 111, deducimos que existe #, € T,,(L(k, k + 1))
y 1-formas con coeficientes polinomiales 6, 6, tales que

~

xOﬁ_nl = 91F+62G
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PASO II: Usando la Proposicion 114, sobre el vector 6 = x,# — #,, obtenemos que
existen un polinomio lineal H', una 1-forma #, € T,,(F(n,2k + 1)) y una 1-forma
7 con coeficientes polinomiales tales que

(4.25) X =1 =n + H'&+7G.

Ademaés, como vimos en la Observacién 116, podemos deducir que la 1-forma
tiene una escritura de la forma

t=L,dF + LydG + FdLy + GdL, + Lsy,

donde LI’L27L3’ L4 (S Sl y LS (S Tl‘
PASO III: Usando las Proposiciones 118 y 119 y combinandolas con las Ecua-
ciones (4.11) de la Observacién 116, deducimos que existen ¢, ¢’ € C tales que

kL<+c¢'x k* + k)L — kc'x
=—22 O’L3=CLoyL4=( 2)k—:|3-1 .

c

Li=——Ly L, =

TR 2k +1

PASO IV: Restando el vector 75 de la Observacion 121 miembro a miembro en la
Ecuaci6n (4.25), modificando ¢’ € C y reagrupando, obtenemos la expresion

(4.26) xoi—n—H'@=Gr,

estableciendo 7' 1= - ((kL5 +¢'x0)dG + (K* + k)d Ls — kc'dxy)G + L5y>
y 1 :=n; + 1, + n3. Por otro lado, sabemos que existen polinomios F’ y G’ tales
que n = ig(dF’ AdG + dF A dG’). Reduciendo la igualdad (4.26) médulo I,
obtenemos que —(k + 1)G’ f;dx, = 0y por ende G’ € I,.

PASO V: Volvemos a la ecuacion (4.26), le tomamos Adx, y reducimos mddulo

x(. Como @ A dx, = 0 médulo x, obtenemos que

4.27) Adxg=Lof “Ls 16 +Ga (K +BLs +Ly ) Ad

' 1880 =0l 2 i 2k+ 1 V) o
Usando que G’ € I, que L, divide a F y dF A dx, médulo x,, que Lg divide a
Gy dG Adxymodulo xyy que y Adxg = —kfdLy A dxy médulo I;, podemos
cancelar L en la Ecuacién (4.27) y reducir médulo I, para obtener la igualdad

1
F2Ls <2k+1 —k) dLy A dxg = 0.

Como Ls € Ty, deducimos que existe ¢’ € C tal que Ls = ¢ L,
PASO VI: Como k > 3 (ver Observacién 117), sabemos que G’ € I;, que L(z)
divide a F 'y dF A dx, modulo x, que Lg divide a Gy dG A dxy modulo x y
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que y Adxy = —kf1dLy A dx, modulo I;. Podemos entonces cancelar Lé en la
Ecuacioén (4.27) y reducir médulo I, para obtener la igualdad

1" 2 1 k + 1 )

+ —k)dLyAdxy=0.
< <2k+1 2k+1 07 4%

De aqui deducimos inmediatamente que ¢’/ = 0y por ende que Ls = 0.

PASO VII: Del paso anterior, obtenemos que

xoll — 1 — H'& = ¢! G(xydG — kGdx,).

Finalmente, usando la Proposicién 120, inferimos que ¢/ = 0. Esto concluye la
demostracion. O

4.3.1 Caso excepcional: k =2

La demostracion del Teorema 102 fue hecha en el caso k > 3, pero puede ser
adaptada con pequefias modificaciones al caso k = 2. En esta seccidn, seialare-
mos cuéles son tales modificaciones. Recordar que cuando k = 2, la componente
L((k,k + 1),(1")) es la componente excepcional (ver Ejemplo 41). Si bien en la
literatura ya fue demostrada la estabilidad de la componente excepcional (ver por
ejemplo [8], [12], [5]), esto da una demostracién diferente de este hecho usando
teoria de deformaciones. Enumeramos entonces como adaptar la demostracion al
caso k = 2:

e En la Proposicién 118, usamos que k > 3 sobre el final de la demostracién
para deducir que Lod Ly — Lyd Ly = 0. Si k = 2, usamos el Lema 110 de
Divisién para deducir que existen constantes ¢y, ¢,, c3 € C tales que

Contrayendo contra el campo radial R, obtenemos 0 = 2¢ F + 2(c, — c3)(~?.
Como F'y G son polinomios irreducibles y coprimos, deducimos las igual-
dades ¢; = ¢,—c3 = 0. Por otro lado, tomando AdxyAd Ly y mirando mddulo
L, obtenemos que c,xyd 51 AdxgAdLy=0mbdulo L,. Cancelando x; y
mirando médulo I, deducimos que

¢,dG, Adxyg AdLy = ¢sdgy Adxy AdLy=0mod(I,)

y por ende que ¢, = 0 (ya que V(xyLf1g,) es un divisor con simple normal
crossings). De aqui, concluimos que ¢; = ¢, = ¢; = 0y por ende que
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e En la Proposicion 119, usamos que k > 3 para deducir que & es una 1-
forma cerrada. Si k = 2, usamos el Lema 110 de divisién para obtener
que & = ¢;dF + c,d G+ c3y. Ademas, es claro de la definicion de & que
d&' A dxy = 0. Poniendo la dltima expresion para &’ en d&' A dx, = 0,
inferimos que

(429) C3dY/\dX0=C3(k+1)dL0/\dF1/\de=0.

Reduciendo médulo 1| deducimos que c;(k+1)d f; Ad Ly Adxy = 0 mddulo
1, y por ende que c¢; = 0, ya que V(xyL f;) es un divisor con simple normal
crossings. Obtenemos asi que d&’ =0

e En la Proposicién 120, usamos que k > 3 sobre el final de la demostracién
para deducir que ¢/(Lydx, — x¢d L) es cerrada. Si k = 2, usamos el Lema
110 de Division y obtenemos que existen constantes ¢, ¢,, ¢z € C tales que

C’(Lode - deLo) = CldF + Czd& + c3Y.

Tomando diferencial exterior y aplicando Adx, miembro a miembro, obten-
emos que c3dy A dxy = 0y por ende ¢; = 0, gracias al calculo (4.29) hecho
enel item anterior. Esto prueba que la 1-forma ¢’(Lyd x,—xd L)) es cerrada.

e En la demostracién del Teorema 102, usamos que k > 3 en los pasos VIy
VII. Veamos cémo adaptarlos separadamente.

PASO VI: Enel caso k = 2, existen H” € S, yn' € T, L(k,k + 1) tales

que
- ¢ ~ ~ o~
H'&+n =56 <2L0dG +6GdL, + 5L0y) .
Para ello, consideraremos los polinomios H"' = ﬂ + ﬁ, F' = _csﬁ
G = 9cﬁf 1G _ 3¢ F(gy+xo83) y la 1-forma d1feren01al definida por la féormula

0 =i R(d F'AdG+dF AdG'). Asi, obtenemos mediante un calculo directo
que

" ~ ~
H'G+n =56 <2L0dG +6GdLy+ 5L0y> .
Deducimos entonces que Gt = H"'@ + 1’ + ¢'G(x,dG — kGdx,).
PASO VII: Finalmente, obtenemos que
xgi—n—-n—H@—H'&=cG(xydG — kFdx).

y usando la Proposicion 120, obtenemos que ¢’ = 0. Finalmente, renom-
brando n + ' comony H' + H" como H’, obtenemos lo deseado. O
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