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INVARIANTES ADITIVOS DE VARIEDADES DE CARACTERES

RESUMEN

En esta tesis estudiamos invariantes aditivos de variedades de caracteres con la conjetura de
T. Hausel y M. Thaddeus como gufia.

Empezamos probando una versiéon de la misma para variedades de caracteres asociadas a
grupos isdégenos al grupo general lineal y monodromia semisimple y genérica. Mas atin, calcula-
mos explicitamente los E-polinomios stringy de dichas variedades. Para este fin, generalizamos
una clésica formula de Frobenius a situaciones tipo Clifford.

Posteriormente, estudiamos el motivo, el invariante aditivo universal, de las variedades de
caracteres. Proponemos una generalizaciéon de la conjetura de Hausel y Thaddeus y la probamos
para las variedades de caracteres del resultado anterior en rango bajo. La demostracién se basa
en una generalizaciéon de la descomposicion celular de A. Mellit para variedades de caracteres
asociadas al grupo general lineal.

Finalmente, desarrollamos herramientas computacionales para calcular el motivo de cocientes
finitos en algunos ejemplos interesantes, basandonos en la descomposicién isotopica introducida
por J. Vogel en su tesis de doctorado. Como principal aplicacion, determinamos el motivo de
variedades de representaciones asociadas a nudos téricos y grupos generales lineales de rango
bajo.

Palabras clave: Variedades de caracteres, E-polinomios, motivos, conjetura de Hau-
sel y Thaddeus, simetria espejo.






ADDITIVE INVARIANTS OF CHARACTER VARIETIES

ABSTRACT

In this thesis we study additive invariants of character varieties with T. Hausel and M.
Thaddeus’ conjecture as guideline.

We start proving it for character varieties associated with isogenenous groups to the general
linear group and generic semisimple punctures. Moreover, we give explicit formulas for their
stringy E-polynomials. To this end, we generalize a classical Frobenius formula to Clifford type
settings.

Then, we study the motive, the universal additive invariant, of character varieties. We propose
a generalization of Hausel and Thaddeus’ conjeture. And we prove it for the character varieties
appearing on the previous result of low rank. The proof is based on a generalization of A. Mellit’s
cell decomposition for character varieties associated with the general lineal group.

Finally, we develop computational tools to compute the motive of finite quotients in some
interesting examples, base on the isotopyc decomposition introduced by J. Vogel in his PhD
thesis. As main aplication, we determine the motive of character varities associated with torus
knots and low rank general lineal groups.

Keywords: Character varieties, E-polynomials, motives, Hausel and Thaddeus’ con-
jecture, Mirror Symmetry.
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Introduccion

0.1. Un poco de historia

Sea C una superficie de Riemann compacta y p € C un punto base. Un problema clasico es
estudiar las representaciones de 71 (C'\ {p}). Nuestra historia comienza en 1965 con un resultado
de M. Narasiman y C. Seshadri [NS65|. Ellos probaron que la hay una equivalencia:

Representaciones unitarias e Fibrados vectoriales holomorfos
irreducibles de 71 (C' \ {p}) de = y estables sobre C
dimensiéon n y monodromia £ Idy de rango n y grado d

donde £ es una raiz de la unidad de orden d. Para obtener todas las representaciones, no nece-
sariamente unitarias, hay que agrandar el lado derecho.

El espacio cotangente al moduli de fibrados vectoriales holomorfos estables de rango n y
grado d sobre C' admite una descripcion concisa. Consiste de pares (V,©) donde V' es un fibrado
vectorial como antes y © es un morfismo del haz V' de secciones de V a V ® Q¢. A dichos pares
se los llama fibrados de Higgs, incluso si V' no es estable. En la década de los 90, C. Simpson
[Sim92] prob6 que hay una correspondencia:

Representaciones irreducibles Fibrados de Higgs
de m1(C'\ {p}) de dimension » = estables sobre C
n y monodromia & Idy de rango n y grado d

donde £ es una raiz de la unidad de orden d.

Mas generalmente, sea GG un grupo algebraico reductivo. Un G-fibrado de Higgs es un par
(V,©) como antes, pero con V un G-fibrado principal y © : V — V ® Q¢(g). Por otro lado,
una G-representacion de 7m1(C) es un morfismo de grupos m(C) — G. Existen espacios de
moduli gruesos Mgp(G) y Mp,(G) de ambos objetos modulo isomorfismos, llamados Betti y
Dolbeaut respectivamente. La correspondencia no abeliana de Hodge [Sim94a; Sim94b| es un
difeomorfismo

Mg(G) = Mpy(G)

entre estos espacios.

La geometria de Mp_;(G) es interesante en si misma. Tomar el polinomio caracteristico
de © define un morfismo 7 : Mp (G) — Ag = SpecClg]® llamado la fibracién de Hitchin
[Hit87b; Hit87al. Se trata de un sistema Hamiltoniano completamente integrable. Recordemos
que Mp;(G) es un cotangente en un abierto denso. La forma simpléctica de este cotangente
se extiende a todo My (G) dandole una estructura simpléctica. Ademas, g es propia. En
consecuencia, el teorema de Liouville-Arnold nos asegura que las fibras de mg son genéricamente
variedades abelianas. Esta configuracion cae bajo la descripcion propuesta por A. Strominger, S.
Yau y E. Zaslow [SYZ96| para la simetria espejo. La pareja espejo asociada a Mp (G) deberia
fibrar sobre A¢ con fibras duales a las de mg.
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Sea G el grupo dual a G en el sentido de Langlands. Las bases de Hitchin Ag y Ag se
identifican gracias al teorema de restricciéon de Chevalley. Tenemos un diagrama

MDO](G) MDOI(G)

~,

.AGz.AGv

Las fibras de 7 y 7 son genéricamente variedades abelianas duales [HT03; DP12|. Por lo tanto,
es razonable conjeturar que Mp (G) es la simetria espejo de M% | (G). Para corroborar esto,
T. Hausel y M. Thaddeus [HT01] propusieron un test topologico para SL,, y PGL,,.

Sea d un entero positivo. Un SL,-fibrado de Higgs torcido es un GL,-fibrado de Higgs (£, ©)
con & de grado d y O de traza cero. Como antes, hay un espacio de moduli grueso /\/ldDol(SLn)
asociado. El producto tensorial por fibrados de linea de grado cero induce una accién de la
variedad Jacobiana Jac’(C) de C en M | (SL,,). El espacio de moduli de PGL,-fibrados de Higgs
torcidos M _,(PGLy,,) es el cociente M (SLy)/Jac’(C). Si d y n son coprimos, M&_ (SLy,)
es suave y MdDol(PGLn) es un orbifold. La conjetura de Hausel y Thaddeus de simetria espejo
topologica [HT01] propone que

WP 9(Mpey(SLn)) = h3 (Mo (PGLn), G)

donde G es un gerbe unitario natural en M% | (PGL,) y k%7 son los nameros de Hodge stringy
introducidos por V. Batyrev y D. Dais [BD96|, que incorporan términos de correcciéon para tener
en cuenta las singularidades. Esta conjetura fue probada recientemente por M. Groechenig, D.
Wyss y P. Ziegler [GWZ20] y por D. Maulik y J. Sheng [MS21| de forma independiente. La
primera demostraciéon prueba también la igualdad para otros grupos reductivos y para otros
gerbes. Mas atn, la misma admite una generalizacion a nivel de motivos de Chow [LW21].

Hay una conjetura analoga para los espacios de moduli Betti. La version parabolica de la
teorfa no abeliana de Hodge da difeomorfismos entre M&_ (SL,,) ( M&_,(PGLy,)) y cierto espacio
de moduli M%(SL,,) (M%(PGL,)) de representaciones de 71 (C'\ {p}). En particular, los anillos
de cohomologia de estos espacios coinciden. Ahora bien, estos difeomorfismos no son holomorfos y
tampoco preservan los nimeros de Hodge. La version Betti de la conjetura de Hausel y Thaddeus
[HTO01] propone que

WP (ME(SLa)) = W (ME(PGL,), G)

como antes.

Ambas conjeturas estan relacionadas a través de una tercera conjetura de M. de Cataldo, T.
Hausel y L. Migliorini [CHM12|. Los ntimeros de Hodge se definen a través de dos filtraciones
en el anillo de cohomologia, llamadas F'y W. Por otro lado, el morfismo propio g induce una
filtracién P en la cohomologia de MdDol(G)' La conjetura P = W propone que

PLH* (M (G)) = W H*(ME(G)) = Wapp 1 H* (ME(G))

para cualquier k. Hay dos demostraciones recientes de ella para GL,, de T. Hausel, A. Mellit,
A. Minets y O. Schiffmann [Hau+22| por un lado y D. Maulik y J. Shen [MS24| por el otro. En
consecuencia, se sabe que vale para PGL,, [CMS22a|, si mcd(d,n) = 1, y para SL, [CMS22b],
si n es primo. Junto con el teorema 0.5 de [MS21], implican la conjetura de Hausel y Thaddeus
version Betti.

0.2. ;Qué hacemos en esta tesis?

El primer objetivo en este trabajo fue probar una version Betti de la conjetura de Hausel y
Thaddeus para grupos isdégenos a SL,, monodromias genéricas y torciones discretas, que son un
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caso particular de gerbes. Ademas de lograr este objetivo, proporcionamos férmulas explicitas
para sus ntiimeros de Hodge stringy.

Antes de enunciar nuestro primer resultado necesitamos algunas definiciones. Definimos la
variedad de SL,-caracteres parabdlica como el cociente GIT

MS(SL,) = {(z,y, 2) € SL,(C)? x SL,(C)? x C : [x,y]z = 1}//SLn(C)

donde C C SL,, es una clase de conjugacion, g es un entero positivo y SL,(C) actta via conju-
gaciéon simultanea. En esta variedad acttia Z(SLy,(C))29 por multiplicacion a izquierda en (z,v).
Para cada divisor d de n, hay un subgrupo central asociado Fy C SL,, de cardinal d. La variedad
de SL,, /F4-caracteres parabdlica es el orbifold

MG(SLy / Fy) = ME(SL) /F?
Finalmente, sea Eq (X;u,v) la funcion generatriz de hl7(X).

Teorema 0.2.1. Sea n un numero natural. Para cualquier divisor d de n, Fg-torsion discreta

D de orden d/K, y calse de conjugacion semisimple genérica C de SL,(Q),

((—1>”<uv>’fﬂﬂ<uv>>2g_l

(uv — 1)29-T+n—1

EL(MG(SLy, /Fa)u,0) =

T

Z 5290877(1)9(”7 d,s,K)

s|n

donde T recorre todos los tipos de multi-particion de tamano n, ®4 es una funcion aritmética,
H, son polinomios asociados a 7, y Cs, son constantes combinatoricas determinadas por s y
T.

Los polinomios H,+ son los polinomios normalizados de Hook de [Mer15]. Las constantes Cs -
las definimos y calculamos en la seccién 3.4. La funcion @, esta dada por

p—1

®4(n,d, s, K) = H

p|n prime

donde
¢g(p,n,d, 5, K) = min(vp(s), vp(n) — vp(d), vp(d), vp(n) — vp(s), vp(K))

y vp es la valuacion p-ddica. En particular, las simetrias de ®, implican la version Betti de la
simetria espejo topologica.

Corolario 0.2.1. Sea n un nuimero natural, d un divisor de n y C una clase de conjugacion

semisimple genérica de SL,(Q). Entonces
ED(MS(SLa /Fa); 0, 0) = ER(MS(SLy /Fa )i 0, v)

para cualesquiera torsiones discretas D y D con la misma clase en Frca,n)-

’d
Esta igualdad se puede refinar. Los ntumeros de Hodge stringy se construyen a través de
contribuciones de los llamados sectores torcidos M (SL,,)*/F 3 9 donde M (SL,,)? es el conjunto
de puntos fijos de a € Fng . Por otro lado, si la Fy-torsion discreta es la restriccion de una F,, el
gerbe inducido en M$(SL,, /F,) tiene una estructura Fr-equivariante. Por lo tanto, tiene sentido
mirar las componentes isotipicas en el anillo de cohomologia con respecto a un caracteré : F n —
C*. Esto induce una contribucién isotipica EL (M$G(SL,, /Fy);u,v)e de ER(MS(SLy, /Fa); u,v).
Para una definicién més precisa, ver la secciéon 1.3.1. Enunciamos a continuacion la relacion entre

ambas contribuciones. Para formulas explicitas, consultar el teorema 3.2.1.
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Teorema 0.2.2. Sea n un nimero natural, d un divisor de n y C una clase de conjugacion

semisimple genérica de SL,(Q). Para cualesquiera F,-torsion discreta D, cardcter £ de Fg Y
a € F%,
d E5(MG(SLy /Fa)su,0) = E(ME(SLn)*/Fy?, L a3 u, ) (uv) "
si ord(€) = ord(a), donde Lp 4 es el sistema local asociado con ’D‘F% y F(a) es la mitad de la
Fi

codimension de M$G(SLy)?.

Probamos los resultados anteriores en el capitulo 3. La estrategia es similar a la de [HRO08| y
[Mer15] donde se computan los E-polinomios de ciertas familias de variedades de caracteres. La
mayor diferencia es la inclusién de las contribuciones stringy, solamente presentes en trabajos
no publicados de Hausel y Rodriguez-Villegas. Este también es el caso para otras referencias en
la literatura como [HLR11] y [BH17|. Resultados en teoria de Hodge p-adica implican que el E-
polinomio (stringy) de una variedad esta determinado por la funcion de contar puntos (stringy)
de un spread out, ver [HR08, Apéndice por N. Katz] y [GWZ20, Seccion 2.5]. En nuestro caso, los
resultados anteriores se reducen a calcular |(/\/l%(SLn(IFTJ))a)Ifl Frobe| para ¢ — 1 suficientemente
divisible y a,b € Fng, donde M%(SL,,(F,)) se obtiene cambiando C por F, en la definicion
de M%(SLn). Este es el contenido del teorema 3.4.1. Su demostracién se basa en reducir a un
céalculo con caracteres. Aca es donde aparece una nueva dificultad. En [HRO8| y [Merl15], se usa
una clasica formula de Frobenius [Fro68| para calcular el namero de soluciones a

[z1,01] - [2g, g2 =1

donde z;,y; son variables en un grupo finito G. En nuestro caso, hay dos condiciones extra
m(x;) = a;, 7(y;) = b; para cierto morfismo cociente dado 7 : G — K a un grupo abeliano.
Llamemos N(a,b) a este nimero y sea H = kerm. Al igual que en la férmula de Frobenius, se
puede probar que

|H| 2g—1

Nen= ¥ () (o
Oclrr(H)

donde Irr(H) es el conjunto de caracteres irreducibles de H,

g

Qp(a,b) = [ [ Q0(as, b)

i=1
para tuplas a,b € K9,y

6(1
Oulah) = iy O oa. o)
z,yeH
para a,b € K y x4, yp fijos con m(z,) = a 'y m(yp) = b. Cuando K es trivial o ciclico, las funciones

g son triviales. Pero no en nuestro caso. En el capitulo 2, probamos varias propiedades de ellas.

Teorema 0.2.3. Sea G un grupo finito y H C G un subgrupo normal tal que el cociente K =
G/H es abeliano. Sea 0 un cardcter irreducible de H. Si a,b € K9 son tuplas cuyas coordenadas
generan K, Qq(a,b) se anula salvo que 0(kxk™') = 0(x) para cualesquiera x,k € G. En este
ultimo caso,

1. Qg es bilineal y anti-simétrica,

2. Qp(z,x) =1 para cualquier x € G,

3. | ker Q| = 6'{;)'2 donde e(x) es el indice de ramificacion de cualquier cardcter irreducible x

de G sobre 0, y,
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4. sie(x) =1, & = Qgla,b) es un cardcter de {¢ € Hom(H,CX) : €0 € Irr(H)X} para
cualesquiera a,b € K.

Estas propiedades nos sirven para lidiar con g en la configuracién proveniente de nuestro
problema original. Esto lo hacemos en la seccion 2.2 luego de estudiar la teoria de Clifford de la
misma. Clasificamos los caracteres invariantes en el teorema 2.2.1 y calculamos su ramificacion
en el teorema 2.2.2. La version final de la féormula para N(a,b) la damos en el teorema 2.2.3.

Los resultados mencionados finalizan el primer objetivo de la tesis. Ahora bien, las demos-
traciones tienen poco contenido geométrico. Por lo tanto, el segundo objetivo de esta tesis fue
buscar una demostraciéon mas geométrica de la versién Betti de la simetria espejo topologica.

Recordemos que del lado Dolbeaut la simetria espejo topolégica admite una generaliza-
cion motivica [LW21]. Ademas, las ideas de una demostracion de D. Maulik, J. Shen y Q. Yin
[MSY25| de P=W admiten generalizaciones motivicas [MSY24|. Por lo tanto, si confiamos en
que P=W vale a nivel motivico, la conjetura de Hausel y Thaddes version Betti deberia tener
una contraparte motivica.

El anillo de Grothendieck de variedades Ky(Varc) se define como el grupo abeliano libre

generado en clases de isomorfismo de variedades cocientado por las relaciones [X] = [U] + [Z]
siempre que Z C X sea un cerrado y U = X \ Z. La estructura de anillo estd dada por
[X]-[Y] = [X x Y]. Llamamos motivo a la clase de una variedad X en Ky(Varc) y denotamos

con ¢ al motivo de la recta afin. Si un grupo abeliano finito I' acttia en X, tenemos también una
version stringy del motivo:
[(X]a =) ) 1"
v Y

donde ~ recorre un conjunto de representantes de las clases de conjugaciéon de I', Y recorre las
componentes conexas de [X7/T"], y F() es el corrimiento fermionico asociado a 7. En nuestro
caso, vale que F(y) = § codimY".

Conjectura 0.2.1. Sea G' un grupo complejo, reductivo, conexo y simplemente conexo. Sean F
un subgrupo finito del centro Z(G) de G y LG el revestimiento universal del grupo dual a G en
el sentido Langlands. Entonces

MB(G/F)st = IMB("G/(Z(G)/F))]st-
para cualesquiera clases de conjugacion C y C genéricas.

Cabe destacar que hay un morfismo natural KO(Var(c)[q%] — Z[u%,v%] que envia al motivo
stringy al E-polinomio stringy. Bajo este morfismo, la conjetura anterior para SL,(C) y F =
Z(SLy(C)) recupera la simetria espejo topologica para la torsion discreta trivial y clase de
conjugacion genérica.

Nuestra estrategia de ataque de la conjetura se basa en que ambos lados de la igualdad pue-
den ser descritos completamente en términos de teoria de raices. Cuando G es GL,,(C), A. Mellit
[Mel17] construyé una descomposicion celular de (un fibrado vectorial sobre) M$%(GL,(C)), y
por lo tanto una descripcion de [M%(GL,(C))], completamente gobernada por el grupo simé-
trico. En el capitulo 4, generalizamos este resultado.

Teorema 0.2.4. Sea G un grupo complejo, conexo y reductivo, T C G un toro mazximal, y C =
(C1,...,Cy) € T* una tupla genérica. Asumamos que Cy es reqular. Entonces, para cualquier
género g, MG(G) admite un fibrado vectorial Z(G)*-equivariante de rango r = 3(dim G —rk G)
que a su vez tiene una descomposicion celular equivariante cuyas celdas son cocientes finitos de
variedades de la forma (C*)4=2 x C™" para algin i, donde d es la dimension de M%G(G). Si G
es de tipo A, no es necesario hacer cocientes.

Las celdas y la descomposicion estdn descritas en términos del grupo de Weyl y del sistema
de raices de G. La demostracion del teorema sigue muy de cerca [Mell7]. La mayor diferencia se
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encuentra con la seccién 6 de loc. cit., donde se introducen las superficies de Seifert para probar
que ciertos estabilizadores son triviales. No conocemos un analogo para cualquier grupo G. En
su lugar, realizamos una demostraciéon puramente en términos del grupo de Weyl, evitando tener
que usar estas superficies. Ademas, probamos que la descomposicioén celular proviene de una en
MG(G) sik =1.

El tercer objetivo de esta tesis surgié estudiando el problema anterior. ;Cémo se puede
calcular el motivo de un cociente finito? Una estrategia usual para calcular motivos es usar
fibraciones localmente triviales. Ahora bien, al lidiar con cocientes es dificil de aplicar; usualmente
una fibracién localmente trivial no tiene por qué serlo de forma equivariante. Mas precisamente,
el problema que surge es el siguiente. Tomemos un grupo abeliano finito I' y dos I'-variedades X
e Y. Asumamos que conocemos los motivos de X/T" e Y/T'. El objetivo es calcular el motivo de
(X xY)/T. Ahora bien, la informacion anterior no es suficiente en general. A nivel cohomoldgico,
H (X/T') y H (Y/T) son los subespacios de invariantes de H'(X) y H (Y') bajo la accion inducida

de I'. Por otro lado, la formula de Kiinneth implica que

H (X x Y)/T) = @) H (X), © H (V)

donde x varfa sobre todos los caracteres irreducibles de I' y H(X), y H (Y)y son las com-
ponentes isotipicas de H(X) y H'(Y) asociados con y. Por lo tanto, podemos determinar
H ((X xY)/T) a partir de las descomposiciones isotopicas de H(X) y H (Y). Ahora bien,
a nivel de motivos no hay ningtn candidato obvio para las piezas isotopicas [X]y v [Y]y.

En su tesis doctoral [Vog24], J. Vogel propuso una definicion. Su idea fue definir [X]!' como
una combinacion lineal de productos de motivos y representaciones de I' de forma tal que, para
cualquier subgrupo H, [X/H] puede ser recuperado sumando todos los motivos que estan junto
a representaciones donde H actua trivialmente. No es cierto que en general valga la féormula de
Kiinneth

X < ¥ = (X < [y

pero vale si X o Y son construidos a partir de acciones lineales en espacios afines. Por lo tanto,
se puede calcular [(X x Y)/I'] a partir de [X]' y [Y]!" en dicho caso. La pregunta que surge es:
;como calcular [X]1'? Estudiamos distintos ejemplos en el capitulo 5.

Dos aclaraciones son necesarias. Una es que [X]' tiene menos informacion que el motivo
equivariante de X pero mas que el motivo a secas. La segunda es que la definicion de J. Vogel
requiere una eleccién que no es natural ni canénica, excepto para grupos ciclicos donde ninguna
eleccion es necesaria. Por esta razon solo trabajamos con grupos ciclicos. Igualmente, esperamos
que resultados similares valgan para otras familias de grupos, como los grupos simétricos, donde
una eleccién natural se puede hacer.

Como principal aplicaciéon de los resultados del capitulo 5, calculamos el motivo de otra
familia de variedades de caracteres, cambiando 71 (C') por el grupo fundamental de nudos toricos,
i.e. grupos con dos generadores z,y y una Unica relaciéon x” = ¢ para ciertos enteros coprimos
n, m. Es esperable que el problema de calcular el motivo de una variedad de caracteres sea méas
simple a medida que la presentacién del grupo con el que uno empieza lo sea. En esta direcciéon se
han estudiado los grupos libres [FS21; FL12; FNZ21; Law08; LM16] y los nudos toricos [KM12;
LMN13; MP16; GM22|. En este ultimo caso, una estrategia muy prometedora fue desarrollada
por A. Gonzalez-Prieto y V. Munioz [GM22]| para SL,-representaciones. La completaron hasta
r < 4. En el capitulo 6, extendemos su método, combinandolo con los resultados del capitulo
anterior, a GL,-representaciones y hacemos los computos para r < 4.

Remarcamos dos cosas. Primero, los casos ya conocidos para GL, son r = 2 [LMN13] y r = 3
[MP16]. Segundo, [GM22] esta basado en una fibracion que no logramos reproducir completa-
mente su definiciéon. Damos una definicion alternativa para la cual sus computos funcionan sin
ningin cambio.
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Nuestros resultados son los siguientes. Dados enteros positivos coprimos n y m, denotemos
con R (G) y M""(G) a las variedades de representaciones y caracteres del grupo fundamental
del (n, m) nudo torico en G respectivamente.

Teorema 0.2.5. Sean n,m,r enteros positivos con n y m coprimos. Si r es coprimo con n y m,

(R (GL,)] = TR (SL,)]

en Ko(Varc) donde q es la clase de la recta afin.

Conjeturamos que el resultado previo vale a nivel de las variedades de caracteres. Mas atn, lo
probamos para r < 3 mostrando que [R¥"(GL)] = [PGL,(C)] - [M¥"(GL)]. Esperamos que esta
igualdad valga para r arbitrario. Por otro lado, cuando r no es coprimo con n y m, la relacién
no es tan simple. En este caso, la cuenta depende fuertemente de dichas herramientas. En el
siguiente resultado, notemos que la clase de M7 (SLy) es conocida [GM22, Teorema 1.1].

Teorema 0.2.6. Sean n y m enteros positivos coprimos con m impar. Denotemos con q a la
clase de la recta afin en Ko(Varc). Entonces

[EGIES(IEL))]} - LM (SL)] = by <_m_2)1((;n_1)(q ~ 1@ +24" — ¢* +3¢° + 29 - 2)
3 : <m2— 1> (a—Dala" —2¢° - 2) — Méém_l)(q ~ e +2)
n3_22 <m3_ 1> (¢ - 1)a(q" +2¢° + 4¢° + 5¢* — 66° — 6¢° — 64 — 6)

_;(m; 1>(q— Da(¢* +q+3) +;<m3_ 1)q4(q2+q—5)>

1 /fm-—1
+ Sapn <128< 5 >(q—1)q2(q7+2q6—3q4+6q3+6q2+6q+6)

32 16

1 /m-—1
16< ) >q(3q7+3q6+q4+3q3—4q2+4q—4)
—1 ~1
+ (30" 4P+ —4q+2) + (q—l)Q(3q2+2q2+2))

en la localizacion de Ko(Varc) por el conjunto multiplicativo generado por q y ¢' — 1 para i =
1,2,3,4.

Esto concluye la descripcion de los resultados en esta tesis. Los contenidos de los capitulos
2 y 3 forman el articulo [AM24], que se encuentra en proceso de peer review. Mientras que los
capitulos 5 y 6 son [Amo25|. Los resultados del capitulo 4 formaran parte de un articulo que
estamos terminando de redactar. Para finalizar, recomendamos al lector saltearse el capitulo 1
de preliminares y volver a él cuando considere necesario.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Inversion de Mobius

1.1.1. Caso clasico

Para una exposicion detallada ver [Hal67|. La funcion de Mébius se define como

1 si n es libre de cuadrados y tienen una cantidad par de divisores primos
pu(n) == ¢ —1 sin eslibre de cuadrados y tienen una cantidad impar de divisores primos
0 si n no es libre de cuadrados

para cualquier entero positivo n.
Teorema 1.1.1 (Férmula de inversion de Mobius). Sean f: N — C y g : N — C dos funciones.

Entonces n
g =>"1(5)

d|n

) =Y u(d)g (5)

dln

para cualquier n, si y solo si

para cualquier n.

En particular, con g = 1 se tiene que

> u(d) =0

dn

salvo que n = 1, en cuyo caso es 1. Los siguientes dos lemas se usaréan en el capitulo 5. Su
notacion esté fijada de forma tal que coincida con la del teorema 5.3.1.

Lema 1.1.1. Sean e|f1,..., f; enteros positivos. Entonces

J fi 0 st fi # f; para algunos i, j
Z H,u (el) R (%) st fi = f; para cualesquiera i, j

€1,..,5 =1

donde la suma es sobre todas las tuplas e1, . . ., e; tales que cada e; divide a f; ymcd(eq,...,e;) =
e.
Demostracion. Sea f =mcd(f1,..., f;). Notemos que

J f J f
> 5 k()= > 10 (2)
ele|f erser =1 eler] fr 1=1

ﬁ > /‘<ﬁ> —lljlfsfz,e'

€l
=1 \e'leil fi
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para cualquier €’| f. Por lo tanto,

> ﬁﬁ‘ <£§> = H <‘£> E[fsfz,fi

e1,..,e; l=1
por inversién de Mobius. O

Lema 1.1.2. Para cualesquiera enteros positivos e|d, k,
d 0 sid [k
zd:’“‘ (d) T\ (L) sidk
donde d recorre todos los divisores de d’ con med(d, k) = e.

Demostracion. Si e no divide a k, el resultado es claro. Por otro lado,

d d
> Yu(G) =S u(G) =
e’lelmed(d’ k) d e’|d|d’

para cualquier ¢’| med(d’, k). Por lo tanto, el resultado se sigue de la férmula de inversion de
Mébius. Notemos que cuando ¢’ = med(d', k), la condicion e = d’ es equivalente a d'|k. O

1.1.2. Inversiéon de Mobius en posets

Dado un poset P finito, se define su funcién de Mobius de la siguiente forma. Sea A € MpypZ
la matriz cuyas entradas son

Aab:

)

{1 sib>a

0 sino

Esta matriz es nilpotente y, por lo tanto, la matriz
po=(Id+A) "' =1d-A+ A% — ...

estd bien definida. Los valores de la funcién de Mobius son las entradas de esta matriz p :
P xP —Z, u(a,b) = piap.

Teorema 1.1.2 (Foérmula de inversion de Mébius). Sea P un poset finito. Sean f: P — C y
g: P — C dos funciones. Entonces

gla) =Y f(b)

a<b

para cualquier a, si y solo si

fla) =" u(a,b)g(b)

a<b

para cualquier a.
Corolario 1.1.1. Sea P un poset finito con mdximo m. Entonces

0 st
Z“(“’b>:{ 1 sizi;r;

para todo a € P.

Demostracion. Considerar f como la funcién indicadora de m. O



1.1. INVERSION DE MOBIUS 11

Ejemplo 1.1.1. Si P es el poset de los divisores de un natural n, donde a < b si b|a, se tiene
que

b ia<b
o= {1 42

y el teorema anterior recupera la férmula de Mo6bius clasica.

Ejemplo 1.1.2. Si P es un poset finito y PP es el poset con el orden inverso, Apor = A% Y,
por lo tanto, pupor(a,b) = pup(b,a) para cualesquiera a,b € P.

Ejemplo 1.1.3. Si P y O son dos posets finitos, la funciéon de Mobius del poset producto P x Q
cumple que

,U'PXQ((G,, b)? (alv b/)) = MP(a7 a/)uQ(bv b,)
para cualesquiera a,b € Py a',b € Q.

1.1.3. Un teorema de Rota

Sean Py Q dos posets. Una conexiéon de Galois entre ellos es un par de funciones 7 : @ — P
y p: P — Q que invierten el orden tales que

L. 7(p(p)) = p para todop € P,y

2. p(m(q)) > q para todo q € Q.

Teorema 1.1.3 (G. Rota |Rot64]). Sean P y Q dos posets finitos con minimos Op y Og y
madzimos 1p y 1g. Sea (m, p) una conexion de Galois entre ellos tal que

1. m(a) =0siysolosia=1,y
2. p(0) =1.

Entonces

ko0, 1) = 3 pp(0,0)

p(a)=0

Ejemplo 1.1.4. Sean G y H dos grupos finitos. Consideremos los posets Sp, Sg v P de
subgrupos de H, G y H x G ordenados por la inclusion. Sea @ = S}/ x 8. Consideremos
p:P— Qyw:Q — P dados por

7T(T1,T2) = T1 X TQ

p(T) = (p1(T),p2(T))

donde p; y p2 son las proyecciones H x G — H y H x G — G respectivamente. El par (7, p) es
una conexion de Galois entre P y Q. Méas atn, las hipotesis del teorema de Rota se cumplen.
Por lo tanto,

Y (1L T) = po((H,G),{1}) = s, ({1}, H)us, ({1}, G).

p(T)=(H,G)

En el resto de esta secciéon probaremos la siguiente aplicacion del teorema de Rota que
usaremos en el capitulo 3.

Lema 1.1.3. Sea P el poset de subgrupos de Sy, ordenado por la inclusidn. Se tiene que

Yo u({1h W) = (1" (n - 1)!
w

donde W recorre todos los subgrupos de Sy, que actian transitivamente en {1,...,n}.
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Daremos una demostraciéon autocontenida de este hecho. Procederemos por induccién en
n. Para n = 1 es cierto. Supongamos que n > 2 y que el resultado vale para todo m <
n. Consideremos el conjunto X de conjuntos & de subconjuntos disjuntos de {1,...,n} tales
que {1,...,n} = UgesS. Notar que para cualquier subgrupo W C S,,, sus orbitas definen un
elemento Oy de X. Ademaés, W acttia de forma transitiva si y solo si |Ow| = 1. Luego,

2 HLW)==3 )

k>2 10w |=k

Diremos que &’ < S si todo elemento de 8 esta contenido en alguno de S. Fijemos S € X.
Llamemos Si,...,S; a los elementos de S. El grupo de permutaciones ¢ que preservan cada
S; es isomorfo a S(S) := 5(S51) x .-+ x S(Sk). Luego, hay una correspondencia biyectiva entre
subgrupos W C S,, con Oy < Sy subgrupos de S(S). Notemos ademéas que Oy = S si y solo si
m; (W) acta transitivamente en S;, donde m; : S(S) — S(S;) es la proyeccion canodnica. Luego,
del ejemplo 1.1.4 se sigue que

Z w1, W) = Z wLW) ... Z p(1, W)

Ow=8 WcS(S1) WCS(Sk)

donde cada suma de la derecha recorre los subgrupos de S(.S;) que acttan transitivamente en
S;. Aplicando la hipétesis inductiva tenemos que

Z,uw ZZH 1)1 (s - 1)!

k>2 |S|=k i=1

Por otro lado, hay exactamente un S € X con |S| = 1, concretamente S = {{1,...,n}}. De
la ecuacion anterior, se sigue que lo que queremos probar es equivalente a

k
S =0F ST TTasi - =o.
k

|S|=k i=1

Por otro lado, dada una permutacién o € S,, sus 6rbitas definen un elemento en S, € X.
Notar que, dado S, hay exactamente Hf:1(|5¢| — 1)! permutaciones con S, = S. Luego, la
ecuacién anterior equivale a

> (n)*=0

O'ESn

donde #0 es el nimero de 6rbitas de o.

Probemos inductivamente que vale esta ecuaciéon para n > 2. Para n = 2 vale. Supongamos
que n > 3. Separemos la suma en dos partes. Las permutaciones que fijan n y las que no. En el
primer caso encontramos

- Y

gESH_1

que se anula por hipétesis inductiva. En el otro conjunto, llamémoslo G, tenemos una funcién
f: G — S,—1 dada por borrar n en la expresion en ciclos de cada permutacién. Notemos que
#f(0) = #o0. Pero ademas, la fibra de cualquier elemento de S,,_; tiene cardinal n. Luego,

S =n Y

ceG 0ESH-1

que también se anula por hipétesis inductiva.
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1.2. Representaciones de grupos finitos

1.2.1. Teoria de caracteres

Sea G un grupo finito. Una representacion de G sobre un cuerpo k es un morfismo de grupos
p: G — GLV donde V es algiin espacio vectorial sobre k. En esta tesis siempre asumiremos que
V es de dimension finita y usualmente que £ = C. Solamente en los capitulos finales de esta tesis
usaremos k = Q. En esta secciéon resumiremos brevemente los resultados bésicos que conforman
el estudio de representaciones de G a través de sus caracteres, referimos al lector a [Ser78| para
una exposicion mas detallada. Antes de adentrarnos en esto, enunciamos dos resultados tutiles
sobre las representaciones de G.

Teorema 1.2.1. Toda representacion (de dimension finita) de un grupo finito es unitaria, es
decir, admite un producto interno invariante.

Teorema 1.2.2. Toda representacion (de dimension finita) de un grupo finito es suma directa
de representaciones simples. En particular, ser simple es lo mismo que ser irreducible.

Un funciéon de clase de G es una funcion f : G — C invariante para la accién por conjugacién
de G, es decir, tal que f(ghg™!) = f(h) para cualesquiera g,h € G. Denotamos con CI(G) al
conjunto de tales funciones. Definimos la convoluciéon de dos funciones de clase fi y fo como

(f1x f2)(g ’G|Zf1 )f2(h™tg)

heG

La suma de C y la convolucion de funciones dan una estructura de C-algebra a Cl(G). Ademas,
la operacion

(f1, f2) - ’G|Zf1

geG

es un producto interno en Cl(G).
Una forma de construir funciones de clase es a través de representaciones. Sea p : G — GLV
una representacion de G (de dimension finita). Entonces

xv(g) == Tr(p(g))

es una funcion de clase. Notar que xy (1) = dimV y que xv(¢~") = xv(g), al ser V unitaria.
Llamamos caracter de V' a xy. Reciprocamente, un caracter determina una representacion.

Teorema 1.2.3. Sean V y W dos representaciones de G. Entonces V es isomorfa a W si y
solo st xyv =~ xw-

im ue un caracter es irreduci si su representaciéon 1 S. notaremos con
Decimos que caracter es irreducible si su representaciéon asociada lo es. Denotaremos co
Irr(G) al conjunto de caracteres irreducibles de G.

Teorema 1.2.4 (Relaciones de ortogonalidad de Schur). Sean p; : G — GL,(C) y p2 : G —
GL,,(C) dos representaciones irreducibles de G. Entonces

1 . . .
_ ) @amv st VeeWi=Ilj=K
Eerl )ij (P2(9)) ki { 5 o o
g

IG!

para cualesquiera 1 <i,5 <n yl <kl <m.

Teorema 1.2.5 (Schur). Los caracteres irreducibles forman una base ortonormal de C1(G).
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Luego, se puede probar que, si R(G) es el anillo de Grothendieck de la categoria de represen-
taciones de G, la funcion V' — xy determina un isomorfismo R(G) ~ CI(G). En consecuencia,
tenemos un producto interno en R(G) dado por

ZTr g[Vi) Tr(g~"{V2)
geG

(V1,Va) = il

para cualesquiera dos representaciones V7, Vo de G.
Veamos un ejemplo. Sea § la funcién caracteristica del neutro e. Notemos que § es funcion

de clase. Luego, debe ser
5= Y (5x)x

x€lrr(G)

dado que los caracteres irreducibles forman una base ortonormal. Ahora bien

EPILCRORE 4
el 2 e
para cualquier y. En conclusion,

1
0= @ Z x(1)x.
Xx€lrr(G)
Finalizamos esta seccién enunciado un resultado clasico de Frobenius. Dadas tuplas x,y € GY,
escribimos [z, y] para
1 -1 -1 —
[z1,91] - [$g> yg] = T1Y1Ty Yy TgYgxy 1yg L

Teorema 1.2.6 (Frobenius). Sean G un grupo finito, g un entero positivo, y z un elemento de

G. Entonces al _
{(z,y) € G* : [x,y]z = 1}| = — x(2).
XGE%G) <X(1)>

1.2.2. Teoria de Clifford
Recordemos algunos preliminares sobre teoria de Clifford. Una referencia es [KG75]. Sea
0—-H—-G5K—0

una sucesion exacta de grupos finitos con K abeliano. Llamamos a tal sequencia una configura-
cién de Clifford. La teoria de Clifford relaciona la teoria de caracteres de G y H.

Hay dos acciones importantes. La primera es de K en Irr(H) y esta dada por (a - 0)(x) =
O(awa~'). Para definir la segunda, notemos que el morfismo cociente 7 : G — K induce una
inclusion Irr(K) C Irr(G). Esto determina una accion de Irr(K) en Irr(G) por multiplicacion;
(€-x)(z) = &(n(z))x(z). Denotemos con [x] y Stab, a la orbita y al estabilizador de x respec-
tivamente.

Teorema 1.2.7 (Teorema 1 de [KG75]). Sean H — G 5 K una configuracion de Clifford y
X € Irr(G). Entonces existe un entero e(x) tal que

DN
0’€[6]

donde 6 es cualquier constituyente irreducible de X’H' Este entero cumple que

y, si K es ciclico, e(x) = 1. Finalmente, sea X' otro cardcter de G. Entonces X/‘H = X‘H sty
solo st X' € [x].
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Notemos adicionalmente que (1) = 6'(1) para cualquier § € [A]. Por lo tanto, x(1) =
e(x) [16]16(1).

Lema 1.2.1. Sean H — G 5 K una configuracion de Clifford y x € Irr(G). Sea K' =
N keré y H =7~ Y(K'). Entonces eq/u(X) = eq/r(x). En particular, si Staby es ciclico,

£EStaby

entonces e(y) = 1.

Demostracion. Notemos que Irr(Stab, ) es isomorfo a K/K'. Luego G/H' ~ K/K' ~ Irr(Stab,).
Es suficiente con probar que si 6 y 6’ son constituyentes irreducibles de X‘ > €ntonces no existe
ningtn caracter no trivial £ € Irr(K’) tal que £€0 = 6. En efecto, esto implicaria que 9‘ 5 s
irreducible y diferente de 0’|, si § # 6. Por lo tanto, eq/m(x) = eq/ur (X)-

Asumamos que &6 = ¢'. Entonces, para cualesquiera k € K y g € H', £(kgk™Y)(k - 0)(g9) =
(k-6 )(g) Ahora bien, K es abeliano y ¢ puede ser extendido a & € AIrr(K ). Por lo tanto,
E(kgh) = (g). — Y kefes = x|y =l
Debe existir € € Irr(G/H’) tal que fX = ex. Pero, Irr(G/H') = Staby, ﬁJa x. Por lo tanto,
5 x = Xx. Esto implica que { es constantemente uno en K’, es decir, £ es trivial. O

Lema 1.2.2. Sea G — K una configuracion de Clifford y x € Irr(G) tal que e(x)* = | Stab,, |.
Si Stab, tiene a lo sumo dos generadores, Staby ~ Z/e(x)Z x Z/e(x)Z.

Demostracion. Si e(x) = 1, no hay nada que probar. Si no, Stab, no puede ser ciclico. Por
hipotesis, podemos escribir Stab, = Z/nZ x Z/mZ. Notemos que como Z/nZ y Z/mZ son
ciclicos, e(x)|n, m. Por lo tanto, n = m = e(x). O

1.2.3. Representaciones de GL,(F,)

Revisemos algunos aspectos de la clasificacion de J. Green |[Greb5| de los caracteres de
GL,(F,). Para los preliminares en particiones, multi-partitiones, y sus asociados ntimeros y
polinomios referimos al lector a [Mer15, Section 2.1]. Sea P el conjunto de todas las particiones.

Teorema 1.2.8 (J. Green). Los caracteres de GLy,(F,) que no se anulan en todos las matrices
diagonalizables y regqulares estdn en biyeccion con multi-particiones A : Irr(F;) — P tales que

Y. A@I=n
gelr(Fy)

Mds ain, para tal multi-particion A, el valor de su cardcter asociado en un matriz diagonal y
reqular (fi1, ..., fin) €S

[T O ) IERIED

EGII‘I‘(F;) {1,...77’1}:U§I§ fEII'I"(F;) 7;615
e |=IA ()]

donde XM es el cardcter del grupo simétrico S|ae)| asociado a A(8).

Demostracion. Este enunciado es una aplicacién directa de los teoremas 13, 14, 12, 7, el lema
5.1, y el ejemplo 1 al final de la pagina 423 de [Greb5|. O

El tipo 7 : P — Ny de una multi-particién A asocia a cada particion A el cardinal m) de
la fibra de A sobre ella. El término constante el la féormula para el caracter en el teorema solo
depende del tipo de la particién y es

AE)
lgx HHhA(g (4,7)
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donde hy (¢ (i, j) es la longitud gancho de la celda (i, j) en el diagrama de Ferres de A().
La dimension de la representacion asociada también esta determinada por el tipo. En [Mac79,

page 286| es probado que ‘
[[iei(d" — 1)

(1) := ¢V H.(q)

donde H;(q) es el polinomio gancho asociado a 7. Ademaés, para cada tipo T,

[GLu(F)| _ o2
(1)

donde 7’ es el tipo dual a 7y H,+ es el polinomio gancho normalizado [Mer15, Definition 2.1.13].

En la configuraciéon de Clifford SL,(F,) — GL,(F,) — Fy, la acciéon de Irr(F;) admite
una buena descripcion en el lenguaje de multi-particiones. En [KG75, propocision al final de la
pagina 133|, se prueba que la misma esta dada por

(- A)(&) = Aa™1¢)
para a,§ € Irr(Fy) y A : Irr(Fy) — P. En particular, notemos que el cardinal de Staby siempre
divide a n.
1.2.4. Induccidn y restriccion

Para un subgrupo H C G, existen dos operaciones Res% : R(G) — R(H) y Ind% : Ro(H) —
Rg(G) llamadas restriccion e induccion de representaciones. La primera estd dada por pensar
una representacion G — GLV de G ¢cémo una de H via componer con H — G. Por otro lado, si
V es una representacion de H, es un modulo sobre el dlgebra de funciones C[H]. Ademés, C[G]
es un bimédulo sobre C[H] via multiplicar a izquierda y derecha. Luego, podemos definir

Indf (V) := C[G] ®cjm V

que es un modulo sobre C[G] y, por lo tanto, una representaciéon de G. Algunas propiedades
bésicas:

Teorema 1.2.9. Sean H C G' C G grupos finitos. Entonces

1. Res%(Ind%(V)) = %V si G es abeliano,

2. Resf],(Resg,(V)) = Res$(V), and
3. Ind$, (Ind% (V)) = Ind% (V)

para cualquier representacion V.

Teorema 1.2.10. Sean Hi, Hy C G grupos finitos. Entonces
1. Ind% (Vi)V = Ind§, (V1 Res§; (V)),

G
2. Ind%, (V1) Ind%, (Vo) = %Indf]m%(l&esgim%(m)Resgmez(VQ)), and

G||HinH : :
3. Res§ (Indf, (V2)) = % Indgimq2 (Resgfm%(‘/)) si G es abeliano

para cualesquiera representaciones Vi, Vo y V de Hy, Hy y G respectivamente.
Se pueden definir la restricciéon e induccién a nivel de caracteres. si x es un cardcter de G,

la restriccion a H es simplemente la restricciéon como funcién. Por otro lado, para la induccion
tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 1.2.11. (Férmula de Frobenius para la induccion) Sean H C G grupos finitos y V
una representacion de G con cardcter x. Entonces el cardcter Ind$(x) de Ind% (V) esta dado
por

md% (v)(g) = \;I! %: x(g'99 ™)

donde la suma es sobre todos los g’ € G tales que g'gg'~' € H.
Finalmente, enunciamos la reciprocidad de Frobenius.

Teorema 1.2.12. (Reciprocidad de Frobenius) Sean H C G grupos finitos. Entonces
(Vi, Indf(Va))e = (Res (V), Va)u

para cualesquiera Vi € R(G) y Vo € R(H).

1.2.5. Representaciones racionales

Referimos al lector a [Ser78| para una exposicion detallada; aqui solo resumiremos lo que
utilizaremos en los capitulos finales de esta tesis. Para un grupo finito I', denotemos con Rg(I")
al anillo de Grothendieck de su categoria de representaciones de dimensién finita definidas sobre
Q. Remarcamos que la restriccién e induccién de representaciones que discutimos en la seccién
anterior definen Ind}; : Ro(H) — Rg(T) y Resl; : Ro(I') — Ro(H).

En el resto de esta seccion supondremos que I" es ciclico. Para cada divisor d de ||, denota-
remos con Q7 a la acciéon por permutacion de coordenadas inducida por el tnico cociente de I’
de cardinal d. A veces, notaremos con Tt a la representacion trivial Q!.

Lema 1.2.3. Sea T un grupo ciclico finito. Entonces Ro(T') tiene como Z-base a {Q%}4, donde
d recorre todos los divisores positivos de T'.

Demostracion. Todas las representaciones definadas sobre Q e irreducibles (sobre Q) de I' son
de la forma Q[z]/®4(x) donde d||I'| y ®4(x) es el polinomio ciclotomico asociado a d. Luego,
es suficiente con notar que la representacion Q[z|/®4(x) aparece con multiplicidad uno en Q4
y que todas las otras representaciones simples de Q¢ son de la forma Q[z]/®4(x) para algunos

d <d. O]
Lema 1.2.4. Para cualesquiera d,d |n,

Q?- Q¥ = med(d, d)Qlem(@)
en Ro(T).

Demostracion. En efecto, los elementos de la base {e; ® e;} de Q?® Qd/ son permutados con
orbitas de cardinal lem(d, d'). O

Lema 1.2.5. Sea I' un grupo ciclico finito. Eziste un algoritmo de division en Q[q] ® Ro(T"); s
f = gh, existe un algoritmo que determina h en funcion de f y g.

Demostracion. Usamos la base {Q¢}. Escribamos h = Y hg @ Q4 f = Y. fa30Q% y g =
3" g4 ® Q% Notemos que cuando calculamos fy via el producto gh, solo necesitamos los valores
gar y ha para d'|d. Mas precisamente,

fa@ Q" =" med(di,d2)ga, ha, ® Q*
d1,dz
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donde d; y dy recorren todos los divisores de d tales que lem(d;, ds) = d. Por lo tanto,

> diga, | =fa— Y Y med(dy, dy)ga, ha,

d1|d do<d di

donde en el lado izquierdo d; recorre todos los divisores de d tales que lem = (di,d2)d. El
resultado se sigue. O

1.3. Invariantes aditivos

1.3.1. E-polinomios

En esta seccién, resumiremos lo que necesitaremos sobre los E-polinomios y su relacién con
contar puntos sobre cuerpos finitos. Para una exposicion detallada, consultar [HR08, Apéndice
por N. Katz| y [GWZ20, Seccion 2|. Comenzamos con las definisiones de los E-polinomios y de
sus variantes.

Sea X una variedad compleja algebraica. En [Del71] y [Del74], Deligne defini6 una estructura
mixta de Hodge (MHS por sus siglas en inglés) en la cohomologia de soporte compacto H} (X, C).
Es decir, existen dos filtraciones

W_1=0CWyC- - C Wy =H*X,C)

Fo=HYX,C)DF, > - D>Fp,D>Fu1=0

tales que en cada pieza graduada de W la filtracion inducida por F' es una estructura de Hodge;
cada pieza es la suma directa de cada elemento en la filtraciéon y de su conjugado complejo.
Utilizando esta estructura se definen los nimeros virtuales de Hodge con soporte compacto
como
WU(X) = (=1)F dime(gr) gy, HE (X,C))
k
y el E-polinomio
E(X;u,v) Z P X )uPvl

Hay varias generalizaciones. Primero, se puede reemplazar C por cualquier sistema local £ de
rango uno para obtener las versiones torcidas E(X, £; u,v). Asumamos ademas que hay un grupo
finito I' actuando en X y una estructura equivariante en £. Dado que la MHS de Deligne es
funtorial, hay una MHS inducida en H(X, £)" y en cada componente isotipica. Luego, definimos

E(X/T, Liuv) =Y (~1)F dime(erf grll;, HE(X, £)FyuPef
g,k

E(X/T, L;u,v)e := Z( 1)k dlm(c(gr grp+qu(X,£)£)upvq
Pk

donde H?(X, L)¢ es la componente isotipica respecto a un caracter £ : I' - C*. Remarquemos
que E(X/T, Liu,v)e = E(X/T', L¢;u,v) donde L := L ® C¢ y Ce¢ es el sistema local de rango
uno trivial con estructura equivariante dada por &.

Consideremos ahora un orbifold X = [X/I']. La cohomologia de orbifolds fue introducida por
[VW95], [CROO0], y [Rua03], entre otros. La principal novedad es considerar las contribuciones
stringy. Esta idea conlleva a la definiciéon del E-polinomio stringy de un orbifold. Revisemos su
construccion.
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El stack de inercia o de cuerdas fastamales I X consiste de lazos en X' que son trivial en el
espacio cociete X/T', ver [LU02|. Mas concretamente, consiste de pares (x,[y]) donde [v] es la
clase de conjugacion de algin v € I' y x € X es invariante bajo la accién de . Como stack,

¥~ | | [x7/C()

[vlell]

donde [I'] es el conjuto de clases de conjugacion de I'; X7 es el conjunto de puntos fijos de
vy C(7) es el centralizador de «y. La cohomologia de orbifold de X es la cohomologia de IX
moédulo shifs, llamados shift fermiénicos. Los mismos son las funciones localmente constantes en

X7/C(v) dadas por
F(y) = ij

donde ~ actiia en T'X ‘ ~ con autovalores e2miw; w; € [0,1). Definimos el E-polinomio stringy

como

Ey(X;u,v) = ZZEJ)UU uv) ‘3’

[v]er

donde Y recorre las componentes conexas de X7/C(v). Remarcamos que esta definicién no
depende de la presentacion X = [X/T']. Mas ain, bajo ciertas hipotesis, Eg(X;u,v) es el E-
polinomio de una resolucion crepante de X/I', consultar [BD96|.

También hay versiones torcidas. Hay una asignacion natural (see [GWZ20, Section 2.2]) que
a cada gerbe G € HZ(X,C*) le asocia una familia de sistemas locales L5 € HL(IX,C>).

Definimos ‘
Q F(y)
EY,(X;u,v) = ZZEng\y,, v
[]ell
para cada gerbe. Un caso particular son las llamadas torciones discretas D € HZ%(T,U(1)),
ver [Rua03]. Las mismas inducen gerbes en X via los morfismo naturales H(T,U(1)) —
H?(X,U(1)) — H?(X,C*) y, por lo tanto, podemos definir EL(X;u,v).

Finalmente, asumamos que I' es un bubgrupo de un grupo abeliano I y que la estructura
I'-equivariante del gerbe G se extiende a una I- equivariante. Esto induce una estructura r /T-
equivariante en Lg. Por lo tanto, tenemos, para cada carécter ¢ : r /T — C*, las contribuciones
isotipicas

E(X;u,0)e =Y B(X7/T, Lg i u, v)¢(uv) ")
vyel’

donde Lg = £g| X siempre que los shifts fermiénicos sean constantes. En particular, para
cada torsion discreta D € H?(I',U(1)) obtenemos EL(X;u,v)e. Notemos que EY(X;u,v)e =

Eff([X /T; u,v) donde Ge es G con estructura equivariante torcida por §.

Discutamos ahora los teoremas de Katz y Groechenig—Wyss—Ziegler. Por simplicidad, solo
daremos el enunciado en el caso que vamos a usar. Sea X una variedad sobre un cuerpo finito
F, equipado con la accion de un grupo finito I'. Definamos

#0X = L3 Kb ()

yel’

para cualquier caracter £ : I' — Q, ~ C*. Remarcamos que

#2X = (—1) Te(Froby, Hi(X, (@)e)")

1€EZ

por la formula de traza de Grothedieck—Lefschetz.
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Un spread out de una I'-variedad X sobre C es un I'-esquema X /R sobre una Z-algebra
finitamente generada R C C tal que X Xgpec g SpecC = X. Dado un caracter £ : I' — C*,
decimos que X tiene conteo polinomial &-torcido si existe un polinomio P € Q[q] tal que

#5. X = P(q)
para cualquier morfismo ¢ : R — F, a un cuerpo finito.

Teorema 1.3.1 (Katz, Groechenig—Wyss—Ziegler). Sea X una variedad sobre C y L un sistema
local (en la topologia étale) de rango uno en X. Asumamos que la monodromia de L se factoriza
a través de un grupo finito I' induciendo un cardcter £ : T' — C*. Sea Y el revestimiento étale
de X asociado. Fijemos un isomorfismo abstracto C ~ Q,. Si existe un spread out Y/R de Y
con conteo polinomial £-torcido y polinomio de conteo P, entonces

E(X, L;u,v) = P(uv).

Demostracion. Notemos que E(X, L£;u,v) = E(Y/T;u,v). Por lo tanto, esto se sigue de [GWZ20,
Teorema 2.15] por el argumento de (2) implica (3) en [HR08, Teorema 6.12]. O

En el caso de una torsion discreta D € H?(T',U(1)) en un orbifold X = [X/I, los sistemas
locales Lp ., asociados con D en X7/C(v) se trivializan en X7, consultar [Rua03, final de la
seccion 3]. Por lo tanto, podemos aplicar el teorema anterior siempre que logremos contar los
puntos torcidos de X7 para cada 7.

1.3.2. Anillo de Grothendieck

Decimos que una asignacion X € Var — I(X) es un invariante aditivo si es invariante bajo
isomorfismos y, si U C X es un abierto, I(X) = I(U) + I(X \ U). Por ejemplo, la caracteristica
de Euler y el E-polinomio son invariantes aditivos.

Existe un invariante aditivo universal. Definimos el anillo de Grothendieck de las variedades,
Ky(Var), como el grupo abeliano con generadores las clases de isomorfismo de variedades y
relaciones [X| = [U] + [X \ U] si U C X es un abierto. El producto esta dado por [X]-[Y] =
[X x Y]. Llamamos motivo a la clase de una variedad en Ky(Var) y denotamos ¢ al motivo de
la recta afin. Notamos que todo invariante aditivo se factoriza por Ko(Var).

Algunos ejemplos son:

L [A"] = q";

2. Si T es un toro afin de rango n, [T] = (¢ — 1)™;
3. [GL,) = (¢"=1)---(¢" —¢" V) y

4. [PGL,) = (¢ 1+ ...+ 1)(¢" = 1) (¢" — ¢"1).

Una variacién comtn es Ko(Var) definida como la localizacion de Ko(Var) en ¢ y ¢ — 1,
i > 1. Equivalentemente [Eke25], Ko (Var) se obtiene reemplazando las variedades por los stacks
en la definicién anterior y agregando la relacién que para todo fibrado vectorial £ — X de rango
n se tiene [E] = [X x A"] (esta relacion es inmediata en variedades). El E-polinomio se factoriza
por esta variante.

Otra version 1util es también cambiar variedades por esquemas sobre un anillo R. La utilidad
de esto es que podemos recuperar contar puntos sobre cuerpos finitos. Especificamente, si ¢ :
R — S es un morfismo de anillos, tenemos un morfismo ¢* : Ky(Schr) — Ky(Schg) dado por
[X] — [X Xspecr Spec S]. Por otro lado, tenemos un morfismo [ : Ko(Schr,) — Z dado por
[X] — [X(Fy)]. Si R es una Z-algebra finitamente generada y ¢ : R — [, es un morfismo a un
cuerpo finito, [ ¢* es contar puntos.
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Tenemos también una versién equivariante. Sea I' un grupo finito. Una I'-variedad es una
variedad X junto con una accién de I' tal que todo punto tiene un entorno afin equivariante. El
anillo de Grothendieck de las I'-variedades, K g (Varc), es el grupo abeliano libre con generadores
las clases de isomorfismo de I'-variedades y relaciones [X] = [Z] + [X \ Z] para cualesquiera I'-
variedad X y cerrado invariante Z C X. La multiplicacion es [X][Y] = [X x Y] donde I' actaa
diagonalmente en X xY. Si H C I' es un subgrupo, denotamos con Resl;{ : I'—Varc — H — Varc
y Indg : H — Varc — I' — Varc a la induccién y restriccion de acciones. La induccién se define
como

Ind% (X)) = (I'x X)/H

donde H actta por h - (v,z) = (yh~',h-2) y ' actta por - (v, 2) = (7', z). Estos funtores
inducen Resl; : K}(Varc) — K (Varc) y Indy; : K& (Varc) — K{(Varc). Probemos los
analogos de los Teoremas 1.2.9 y 1.2.10 en este contexto.

Lema 1.3.1. Sean H C T" C T grupos finitos, X una H-variedad, ¢ Y una I'-variedad. Entonces

1. [Resk; (Ind% ([H)))] = %[X] en KiI(Varc) si I es abeliano,

2. Resl; (Resk (V) = Resh (Y),
3. Indk (Ind}; (X)) ~ Indy; (X) como T-variedades, y
4. Ind%(X) x Y ~ Ind (X x Resl (Y)) como I'-variedades.

Demostracion. Para el primer item notamos que Ind(X) ~ X x I'/H como H-variedades. El
segundo es claro. Para los tultimos dos, los isomorfismos son (v, (7, 2)) — (v, 2) vy ((v,2),y) —

(7. (v 1y)). 0

Lema 1.3.2. Sean Hi,Ho C T' grupos abelianos finitos, X una Hi-variedad e Y una Ho-
variedad. Entonces

[Indy, ()] [Indy, (¥)] = 1

= 7,20y i (Resir o, (X) Resiy, (V)]

en K (Varc). En particular, [Indj; (X)][Indy, (Y)] = %[Indgl (X xY)] para cualesquiera dos

|H1]
Hi-variedades X eY . '

Demostracion. Notemos Ind%1 (X) x IndE,2 (Y) que tiene una descomposicion celular indexada
por I'/H; x I'/Hy donde cada celda es Hy N Ha-equivariantemente isomorfa a X x Y. De la
sucesion exacta

F/(Hl N HQ) — F/Hl X F/HQ — F/HlHQ

vemos que hay |I'/H1 Hs| orbitas en los indices, cada una isomorfa a I'/(Hy N Ha). O

Lema 1.3.3. Sean Hy, Hy C I grupos abelianos finitos y X una Hs-variedad. Entonces

_|T|[Hy N Ha

[Resy, (Indf, (X)) = i 2 I (Res e, (X))

en Kéﬁ (Vare).

Demostracion. Por su definicién, I]rld%,2 (X) tiene una descomposicion celular indexada por I'/ Hy
tal que cada celda solo es invariante por los elementos de Hs. Por lo tanto, el resultado se sigue

de notar que la accion de Hy/H; N Hy en T'/Hy es libre con % orbitas. O
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1.4. Variedades de caracteres

En los primeros capitulos de esta tesis trabajaremos con variedades de cararacteres asociadas
a grupos isdégenos a SL,, con monodromia genérica. A continuacién definiremos estas variedades.
Dados enteros positivos n y g, un anillo R, y una clase de conjugacion C C SL,(R), definimos

XC(R) = {(z,y,2) € SLn(R)? X SL,(R)? x C : [z,y]z = 1}

ME(SLn(R)) = X°(R)/ PGLy(R).

Para un divisor d|n, sea Fy C Gy, la torsién de orden d del grupo multiplicativo y T = G
el toro diagonal de SL,,. Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, Fy(k) es el grupo ciclico de
orden d. Sea

MGE((SLn /Fa)(R)) = [ME(SLn(R))/ Fa(R)*]

el orbifold cociente de M (SL,(R)) bajo la accién de Fy(R)?9 dada por multiplicar a izquierda
en (r,y). Abreviaremos M%(SL,) = M%(SL,(C)) y M%(SL, /Fy) = MG((SLy, /F4)(C)).

Lema 1.4.1. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y C C SLy (k) una clase de conjugacion
semisimple tal que ningun conjunto propio de sus autovalores tiene producto uno. Entonces, la
accion de PGLy (k) en XC(k) es libre y XC (k) es suave. En consecuencia, M%(SLy(k)) es suave.

Demostracion. Misma demostracion que en [HR08, Teorema 2.2.5]. t

Mas generalmente, dado un grupo reductivo complejo GG, una clase de conjugacion C C G y
un entero positivo g se define la G-variedad de caracteres parabdlica como el cociente

MG(Q) = {(z,y,2) € QI x GI X C: [x1,11] - .. [4,y4)2 = 1}//C

donde G actua via conjugacion simultanea de las variables = e y. Sea Z(G) el centro de G. Sobre
MEG(G) actiia Z(G)?9 via traslacion de las variables z e y. Si G es el revestimiento universal de
G, m(G) € Z(G) y MG(G)/71(G)% es isomorfa a una subvariedad de M$(QG), tipicamente a
una componente irreducible. Llamamos G-variedad de caracteres torcida a M%(G)/m(G)%9 y
la denotamos ME(G/71(G)). La variedad de caracteres, a secas, asociada a G es M$G(G) para
la clase de conjugacion del neutro. Finalmente, la variedad de representaciones de G es

R(G) ={(z,y) € GI x GY : [z,y] = 1}.



Capitulo 2

Una férmula con caracteres

2.1. La férmula

En este capitulo, estudiaremos el siguiente problema. Sea H — G — K una configuracion de
Clifford. Denotemos G, a la imagne inversa de k € K. En particular, Gg = H. Mas generalmente,
sea G = Gk, X --- x G, para cualquier tupla k € K™. Tomemos z € GG, w un palabra en m
variables, y @ € K™. Nos interesa dar una férmula en termino de los caracteres de G o de H
para

N(w,a) :=|{z € Gq : w(x)z = 1}|

y, especialmente, cuando w es un producto de commutadores. Este tltimo casoes el contenido del
teorema 2.1.1. Antes de enunaciarlo, necestamos introducir algunas definiciones y notaciones.
Dado u grupo arbitrario G, una funcion Q : G x G — U(1) se dice anti-simétrica y bilineal si

» Qz,yz) = Qz,y) Uz, 2) , ¥
= Qa,y) = Ay, z)~".

para cualesquiera x,y,z € G. Sea B(G,U(1)) el conjunto de tales funciones. La multiplicacion
de U(1) induce una suma en B(G,U(1)), convirtiéndolo en un grupo abeliano.

Notemos que si € B(G,U(1)), Q(z,1) =Q(1,z) =1y Q(z,z) = £1 para cualquier z € G.
Llamemos B*(G,U(1)) C B(G,U(1)) al subgrupo de aquellas € que cumplen Q(x,x) = 1 para
cualquier z € G. Por ejemplo, si G ~ Z/nZ x Z/mZ, cualquier € B (G, U(1)) es de la forma

Qz,y) = w2 w2u

donde w es una raiz de la unidad de orden un divisor de mcd(n,m). Definamos ker {2 como el
subgrupo de G de aquellos y tales que Q(z,y) = 1 para cualquier x € G. En el ejemplo anterior,
ker Q = ord(w)Z/nZ x ord(w)Z/mZ. Notar que tiene cardinal —2"

ord(w)?"
Para cualquier subgrupo G’ C G pensamos BT (G',U(1)) y B(G’,U(1)) como funciones G x
G — C extendiendolas por cero. Ademas, definimos

z,y) = [ Ui, i)
i=1
para tuplas z,y € G™ y Q € B(G,U(1)). En particular, sea
[I’, y] = [xhyl] T [xga yg]

para cualesquiera x,y € GY.

23
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Teorema 2.1.1. Sea H — G 5 K una configuracion de Clifford. Existe una aplicacion natural
0 € Irr(H)X +— Qp € BY(K,U(1)) tal que

(oS M- s () ot

oclr(H)K

para cualquier entero positivo g, z € H y tuplas a,b € K9 cuyas coordenadas generan K.
Adicionalmente,

K|

e(0)?

donde e(0) es el indice de ramificacion de cualquier cardcter x de G sobre 6.

| ker Qp| =

Para lidiar con las funciones (2 tenemos la siguiente proposicién, ver el lema 2.2.6. Su de-
mostraciéon asi como la del teorema anterior esta en las siguientes dos secciones.

Proposiciéon 2.1.1. Sea H — G — K una configuracion de Clifford y 6 € Irr(H)X un cardcter
sin ramificacion. Entonces & — Qgg(a,b) es un cardcter de {¢ € Hom(H,C*) : €0 € Irr(H)X}
para cualesquiera tuplas a,b € K9.

Observacién 2.1.1. El conjunto {¢ € Hom(H,C*) : €0 € Trr(H )X} es en efecto un subgrupo.
La condicién sobre ¢ significa que (a-£)¢~! € Staby C Hom(H, C*) para cualquier a € K, donde
la accion anterior es la de Clifford para H — H/[H, H]. Notemos que (a - &) (a - &)& 1 =

(a-(&162))(&1&2) 7"

2.1.1. Demostracion del teorema 2.1.1

1
/X f(z) = ,G‘m;{f(w)

para cualquier subconjunto X C G™ y funciéon f : G™ — C. En particular, si § es la funcion
que vale uno en la identidad y cero en cualquier otro lugar,

N(w,a) = |G|m/G d(w(x)z)dz

ST SPYE) /G V(@ (@)z)da

Xx€Elrr(G)

Denotemos

para cualquier palabra w y a € KY. Para la segunda igualdad usamos que § = erhr(G) %X.

Notemos que si w(a)M tiene grado cero, la integral solo depende de X‘ g Y no de y.

Lema 2.1.1. Sea G — K wuna configuracion de Clifford y x un cardcter irreducible de G.
Entonces:

= La siguiente igualdad vale

[ e = ([ tonas) )

para cualquier palabra w en m variables, a € K™ y z € G,

» Si w®) yw® son dos palabras de longitudes my y mo respectivamente,

W (2)w®@ T :L oD (2 dz e
/| N | | Y@y = (/G N <>>d></G R (y))dy>

para cualesquiera otV € K™ ) ¢ k™2,
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Demostracion. Sea p la representacion asociada con x y consideremos

Pl a) = /G pleo(z))da.

Este operador es un endomorfismo G-invariante dado que cada Gy, es invariante bajo conjugacion.

Por lo tanto,
plaa) = 28w = o a ol ) 1d

x(1) x(1
y el lema se sigue. O
Aplicando esto a w = [x1,y1] - - - [xg, yg], Obtenemos que
_ 29—1 x(M)
N(w,a,b) = |G| Z N H (/ /G [z, Y] da:dy)
x€lrr(GQ)

para cualesquiera a,b € K9. Luego, definiendo

2
ntant) = S [ (i aaay

para a,b € K, tenemos que

1 ’G‘Qgil 29
N(w,a,b) = K2 Z WG(X) Qy(a,b)x(2)
Xx€Irr(GQ)

Hngl e 2
s | e X o | o)

Oclrr(H) X over 0

para cualquier z € H, donde la segunda suma es sobre todos los caracteres xy de GG que tienen
a 6 como nu constituyente irreducible. Por lo tanto, el teorema 2.1.1 se seguird de probar que
(1 se anula salvo que 6 este fijado por K y que, en ese caso, {1, no depende de la eleccién de x
sobre 6, pertenece a Bt (K, U(1)), y su kernel tiene cardinal %

Consideremos la transformada de Fourier normalizada F$, : Irr(K) x Irr(K) — C definida
por

Fo(6ne) =) | [ a@tatx(iesl)dsds
Para obtener (2, tenemos

1
e(x)?

Qy(a,b) = > FO(&,&)6 ()6 (D)

&1,62€lr(K)
para cualesquiera a,b € K.

Proposicion 2.1.2. Sea G — K una configuracion de Clifford. Para cualquier x € Irr(G),
FQ, € BT (Stab,,U(1)).

Demostracion. Sea p: G — GLV la representacion irreducible asociada a y y consideremos

py—/& p(ayz~)dz

para y € G. Notemos que
&(h)p(h)pyp(h) ™" = p,
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para cualquier i € G. En otras palabras, si Vg, es V' con accion g-v = §1(g)gv, py : V — Vg, es
equivariante. Luego, por el lema de Schur, p, = 0 si & x # x. Esto implicarfa que F, (&1, &2) se
anula. De ahora en adelante, asumamos que §; € Stab, y elijamos un isomorfismo ¢1 : V. — V.

—1
En este caso, p, = Tr(i%if)l)@. Ahora bien, Tr(p(zyz~ "¢ ") = Tr(p(y)p(z~H)é p(x)) ¥

[ @@ o saie = [ ai@ore@) ote) pla)de = o7
dado que ¢y es equivariante (¢1p(z) = &1 (x)p(x)p1). Por lo tanto,
_ Tr(p(y)ér )
PETNm
Se sigue que
(o) = [ el L) Tr(érp(y) ey
‘1 Z (e klZ§2 Y)yijy'"
7.k, yeG

que es cero si &ox # x por las relaciones de ortogonalidad fuertes de Schur. Asumamos lo
contrario y sea ¢o : V' — V¢, un isomorfismo. Luego, &2(y)yi; = Zs,t(@)isyst((ﬁz)tj y

0y (&1,&2) = 6 Z T (1) mi(d2)is(92)7 > yary™*
,] yeG
= Xll 2 T 1)k (p2)ir(d2)"
1

= ) TT(¢2¢1¢51¢I )
Luego, por el lema de Schur, ¢2¢1¢51¢>f1 es la multiplicacion por F, (&1,&2). Notemos que
F€Q, no depende de la eleccién de ¢1 y ¢o.
Chequeemos finalmente las propiedades de F§2,. Ya probamos que se anula afuera de Stab,,.
Es claro que FQ,(&1,&1) = 1 porque ¢1 y ¢2 se puenden tomar iguales. Para la bilinealidad,
notemos que si ¢3 : V' — Vg, es un isomorfismo, ¢3¢z : V' — V¢, s un isomorfismo y

D1(d203) P71 H(d2g3) ™" = 1oy (19307 b3 )yt
= fQX(£17£3)fQX(£1a£2)‘

Por ultimo, la anti-simétria se sigue de (¢2¢1¢Q_1¢1_1)_1 = ¢1¢2¢1_1¢2_1. O

Lema 2.1.2. Sea G — K wuna configuracion de Clifford y x € Irr(G) un cardcter irreducible.
Entonces FQlg,, = FS para cualquier § € Irr(K).

Demostracion. Dado que K es abeliano, el estabilizador de {x es Stab,. Necesitamos probar
que FQey (&1, &) = FQ (&1, &) para cualesquiera &1, & € Stab,. Pero si V' es la representacion
asociada a x, Ve es la asociada a {x. Ysin : V — Vg y ¢ 1 V — Vg, son isomorfismo,
n:Ve— Vee, v ¢ Ve = Veg, también lo son. O

Lema 2.1.3. Sea G — K una configuracion de Clifford y x € Irr(G). Entonces

| Stab, |
(X)2

donde ker FQ, C Stab,, es el subgrupo de aquellos & tales que FQ(—,&) = 1. En particular,

FQ es no degenerada si y solo si | Stab, | = e(x)?.

| ker FQ, | =
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Demostracion. Para & fijo, FQ,(—,&) es un caracter de Stab,. Por lo tanto,

> FQ (&, &) = | Staby | . [ ker FQy |
£1,62€Staby

Por otro lado,

Y FQ6,6) = \Klz// (aba™"b™")dadb = x Z01 <‘St(i)) |>

£1,62 eStabX 0

donde 6 recorre los constituyentes irreducibles de X‘ s O
Lema 2.1.4. Sea G — K una configuracion de Clifford y x € Irr(G).

1. Sean a,b € K9 tales que sus coordenadas generan K. Entonces Qy(a,b) = 0 salvo que

| Stab,, | = e(x)?.
2. Si |Staby | = e(x)?, existe un morfismo sobreyectivo ()* : K — Stab,, tal que
Qy(a,b) = FQ, (b, a")
para cualesquiera a, b.

Demostracion. Recordemos que

1
e(x)?

Qy(ai, b;) = > F(&, &) (ai)a (i)

£1,£2€Staby

Dado &, FQ,(—,&2) ev,—1(—) es un caracter de Stab,. Por lo tanto,

S FQ (6, &)E (@) =

£2€Staby

0 si no

{ | Stab, | si FQy(—, &) = evg,

El primer caso solo puede suceder si ev,, se anula en ker F§2,. Asumamos que F, (£, —) = evg,
para algiin £. Notemos que F§y (—,£71) = ev,,, Entoces,

Stab
Qx(aiabi):| a X|

b; 1
e(X)Q ‘S( ) 52€1§}_QX evy (52)
:{ Sl (h)

0 sl no

Por lo tanto, Qy(a,b) es cero salvo que ev,, evy, se anulen en ker F, .. Pero esto solo ocurre
si ker F(1, es trivial porque las coordenades a;, b; generan K al variar ¢. Por el lema anterior,
esto es equivalente a | Stab, | = e(x)%.

Asumamos de ahora en adelante que F€), es no degenerada. Luego, induce un isomorfismo
.FQ;? : Irr(Stab, ) — Stab, tal que FQX(}'foqﬁ, —) = ¢ para cualquier ¢ € Irr(Staby). De las

cuentas anteriores se sigue que

Qy(ai, bi) = evy, (FQF (eva,)) = FO (FQF (evs,), FQF (evy,))
Por lo tanto, ()* = .7-"(2% oev_ cumple el segundo item. O
Corolario 2.1.1. Sea G — K una configuracion de Clifford y x € Irr(G) con | Stab, | = e(x)%.

Entonces Q,, € BT (K,U(1)), |ker Q| = % y Qe = Qy para cualquier § € Irr(K).
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Demostracion. Se sigue de las propiedades de F§2, y de que ()* es sobreyectivo y es determinado
por FQ,. O

El dltimo resultado términa la demostracion del teorema 2.1.1 definiendo Qp = €2, para
cualquier x sobre 6 y notando que 6 € Irr(H)X es equivalente a | Stab, | = e(x)? por teorfa de
Clifford. Terminamos la seccién con dos observaciones que usaremos méas adelante.

Lema 2.1.5. Sea H — G — K una configuracion de Clifford y 0 € Trr(H)X. Asumamo que K
tiene a lo sumo dos generadores y K ~ Z/nZ x Z/mZ. Entonces Qqy((a,b), (a’,b')) = w®'—b¢

para una raiz de la unidad w de orden e(x), donde x es cualquier cardcter irreducible de G sobre
0.

Demostracion. Ya sabemos que

Qg((a, b), (al’ b/)> _ wab/—ba’

para alguna raiz de la unidad w y que el cardinal del kernel es %. El resultado se sigue. [
Lema 2.1.6. Sea H — G 5 K una configuracion de Clifford y K' C K un subgrupo. Sea G’
la preimagen de K' por w. Sea x € Irr(G) un cardcter con X’H = e(x)0, para algin 0 € Irr(H).
Entonces

O (a,b) = Qy(a,b)

para cualesquiera a,b € K' y consituyente irreducible X' de x o

Demostracion. Notemos que

Qy(a,b) = |K]2/ O(aba b~ 1)dadb
Ga JGy

e K2 _ G2
coinciden con Q- (a,b) dado que IRTE = 1G] O

2.1.2. Demostraciéon de la proposicion 2.1.1

La demostracion es esencialmente la misma que la de la proposicién 2.1.2, pero aunque no
€onocemos un marco en comun. Sea

v(€) = 0(1) /H /H ([, yb]) (&0, yyp])ddy

para x4 € Gq e yp € Gy fijos. De esta forma, Q¢g(a,b) = v(§). Queremos probar que v(§1£2) =
v(&)v (&)

Sea p: G — GLV la representacion irreducible asociada a 6 y consideremos

pr = /Hf(:cayybmglx_lyb‘ly_l)p(xayybxglw_lygly_l)dy
para y € H. Notemos que

E(zahay M) p(zaha, ') peE(h)  p(h) ! = pa

para cualquier h € H. En otras palabras, p, : V¢ — Va’,g es un morfismo equivariante, don-
de V' es la representacion p(z, — x,!). Luego, por le lema de Schur, p, es esencialmente la
multiplicacién por un escalar. Recordemos que a -0 = 0 y (a - £)¢~! € Staby. Fijemos isomor-
fismos ¢ : V = Vigge1y ¢ : V = V. Notemos que ¢ es también un isomorfismo entre Vg’ y
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V, ¢ En esta situacion, p, = Trp”“‘qz - ($. Ahora bien, Tr(p(zayypzy 'z ty, ly e~ =
Te(p(zaypry ey, oy~ o™ ¢ plzayag ™)) v

/H E(raypory  w yy Yy T p(waya, ) db = /Hﬁ(xaybxglfflyb1)¢‘1C‘1db
= &(zayprg 2y e
dado que ¢( es equivariante. Por lo tanto,

_ Elayprg 2y ) Tr(p(zayery ey DoY)
pe 50

Se sigue que v(§) es

Co.

/H Tr(¢(2)p(x)¢e) Tr(€ (zaypry, 2~ yy Dp(@aypr, w y, e~ ¢de =
\H \ > €O CHmE aypry vy pwayery vy ))is Y p(Ewery, De(ysay, )Y (E(@)p(x))k
i,9,k,l,s acH

Recordemos que b - 6 - 6. Sea vp : V. — V" un isomorﬁsmo entre py p(yp — yb_l). Luego,
(Elmayy ey, )Y = 32, (C0)sr(p(a)2)™ (C) 7 y

1= |;I| 3 €OV CHmE@anry vy ) p@aynra vy ))is(C0)sr ()Y Y atay,
1,7,k,0l,s,t,r acH
= 9(11) D (€O (CArE(ayery yy ) p(@ayomy Y, ))is(CU) sk ()Y

i,9,k,0,8

Ty L
- W Tr(p(zaty vy ) (C¥ICACH) H(Co) ™)

f xaybxgly_l -1 — 11—
= (0(1)” Tr(p(zaypry 'y, Vo™
Ahora, por el lema de Schur, f(scaybxglygl)(Cgb)_lp(xaybacgly;l))(Cw)g“gb(g“lb)_l es la multiplica-
cién por v(€). Notemos que v no depende de la eleccion de ¢. Observemos que (¢op(Cy) 1 ((op) !
es equivariante. Luego,

E(maypry by, ) Tr(p(zaypry tyy 1))

—1,-1,-1
501 Tr(pcov'¢ o)

v(§) =

En particular, notemos que

o - Tt PIOOTCT)

porque # no ramifica en G. Por lo tanto, ¢y ~1 ¢! es la multiplicaciéon por Tr(p(xaybxglyb_l))*l.
Equivalentemente, ¢~ 19~ ¢1) es la multiplicacion por Tr(p(:z:aybazglyl; .
Chequemos finalmente que v(£1&2) = v(&1)v(&2). Notemos que si §; : V — Vi )1 son

isomorifmsos para i = 1,2, (1G2 : V' = Vig.¢,,)(¢,6)-1 €s también un isomorifsmo y

Te(p(zaypry Yy )VG GV (Gl) 107 = Tr(p(zaypay 'y, )YGY ™ (WGep™ G o o o

= v(&)WGy e !
= V(&)oY 1¢w>w—1<;1¢—1
= v(&) Tr(p(zaypr, 'y ))WC1oY 1 o™
= v(&)v(&)

lo que implica la propiedad deseada.
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2.2. Ejemplo: grupos tipo bloque

En esta seccién, exploraremos una configuraion de Clifford particular.Sea Hy — Gy — Ko
una configuracion de Clifford con K ciclico. Dado un entero A, consideramos G 4 := Gé“ y el
morfismo inducido 74 : G4 — Ky dado por 7(g) = 7(g1)---m(ga), vy sea H su kernel. Por
definicion, G4 /H ~ Kj. Hay una extension natural G4 de G4 por el grupo ciclico Fy = (o) de
orden A. Esta dada por (o -¢g); = gi+1. En otras palabras, es el producto corona regular de G y
F4. Notemos que m4 es Fs-invariante y, por lo tanto, también obtenemos una extensiéon H de
H. Por construccion, GA/GA ~ ﬁ/H ~Fqy GA/ﬁ ~ K. Luego,

GA/H:GA/(GAﬂﬁ) EGA/GA X éA/ﬁEFA x Kj.

Sea Ko un cociente de Ky por el ctial se factoriza la accién de Irr(I:I ). Tomemos G como una
extension de H por un grupo abeliano K. Asumamos que G contiene H y es tal que existe un
morfismo K C F4 x K¢ compatible con las acciones en Irr(H). Sea Fg la imagen de K en K. Es
un grupo ciclico de algtin orden B. Finalmente, asumamos que el morfismo inducido K ~ F4 X Fig
es un isomorfismo. Fijemos un generador § de Fp y un elemento v € K que lo levanta. A
esta configuracion la llamamos una configuracion de Clifford tipo bloque. Mas generalmente,
consideramos subextensiones H C G’ C G tales que los morfismos K/ = G'/H — Fa, Fp son
sobreyectivos.

Hay un ejemplo trivial; G = G 4. Uno mas complicado es el siguiente. Es la configuracion
donde aplicaremos los resultados de esta seccién en el capitulo siguiente. Sean n un entero
positivo, A uno de sus divisores, y ¢ una potencia de un primo tal que n|qg — 1. Consideremos
Go = GL%(]Fq), Hy = SL%(Fq), y Ko = F;. El morfismo 7o es el detrminante. En este caso,

G 4 coincide el subgrupo de GL,(F,) generado por matrices diagonales en bloques de A x A e
inversibles, en otras palabras, matrices de la forma

M; 0 0 0
0 M

0 0
0 0 May O
0 0 0 My

con M; € GLz (Fy), y la matriz de permutacion o

0 Iqu% 0 ... 0
0 0 Iqu%
0
0 0 0 . Iqu%
IdIFé% 0 0 0

que tiene orden A. Por otro lado, H es el subgrupo de matrices diagonales por bloques de
determinante uno.

Una extension G en las condiciones especificadas al principio puede construirse de la siguiente

A

forma. Notemos que cualquier n-ésimo potencia de Ky actia trivialmente en Irr(H). Por la tanto,
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la accién se factoriza por Kg := Fx/(Fg)" = F,. Sea 79 € Fyn y v la matriz diagonal

0 7 ;

ST -0 0
0 ... 0 Yo 0
0 0 0 ™"

Definimos G' como el subgrupo de GL,(F,) generado por H, o y 7. En el siguiente lema che-
quearemos que K = G/H es isomorfo a Fy x (w(y)) = 1, donde 7 : G — K el la proyeccion
al cociete. Finalmente, notemos que 7(7) actiia en Irr(H) como & := [y;"] € K. Por lo tanto,
consruimos una configuracion con las propiedades deseadas. Notemos que el orden de § = m(7)
es el menor B para el ctial o € F5.

Lema 2.2.1. En el ejemplo anterior, H es normal en G y K ~ Fy x Fp.

Demostracion. H es normal en G dado que tanto 7 como o tienen determinante uno y su
conjugacion preserva las matricez diagonales en bloques. Notemos que 42 € H pero no ninguna
de sus potencias previas y que o tiene orden A. Ademés, v es el productode una matriz central
de GL,(F,) y una de H. Explicitamente, (70,...,7%) ¥ (1,...,1,7¢™). Luego, [0,~] € H. Esto
prueba que K es abeliano y tiene dos generadores de orden A y B. Asumamos ahora que
o'y7 € H. Aplicando el Frobenius obtenemos que Frob,(+3) = 7. Luego B|j y o' € H, lo que

implica que Ali. Por lo tanto, K = F4 x Fp. O

2.2.1. Clasificacion de caracteres fijos

El resultado principal de esta seccién es la clasificacion de caracteres de H fijos por K’ en
una configuracion de Clifford tipo bloque. Remarcamos que existe una clasificacion de caracteres
para productos corona en general, ver por ejemplo [CST14, subsection 2.4.1]. Nuestra estrategia
es un poco similar pero enfocarnos en los caracteres invariantes la hace méas simple.

Notemos que Irr(G4) = Irr(Go)?. Luego, dados caracteres 19 y € de G y Ko respectivamente,
podemos construir un caracter 7, ¢ dado por

A
Mo (915 -+ 94) = [[ € (x(90))m (1)
=1

para (g1,...,94) € Ga. Notemos que o - 0y ¢ = E4(g4)ENny e ¥ Staby, . = Staby,. Denote-
mos con I4 p al onjunto de pares (1o, &) tales que ¢4 € Staby, y |Stab,, | divide a %. La
construccion anterior da una funcién © : I4p — Irr(H)/Ky que envia a un par (1o, §) a los

constituyentes irreducibles de 17,7075‘ e

Teorema 2.2.1. En una configuracion de Clifford tipo bloque, Irr(H)X = Irr(H)X y © induce
una biyeccion entre Trr(H)X /Ky e Iap/ ~ donde (n),€") ~ (n0,&) si y solo sing esta en la
Irr(Ko)-drbita de njy y £€71E" € Staby,, .

La demostracion del teorema tiene varios pasos. Escribamos 6, ¢ para cualquier constituyente
irreducible de 7, ¢ v Xp,,¢ Para cualquier carécter irreducible de G' sobre 0, ¢.

Lema 2.2.2. En una configuracion de Clifford tipo blogque, sea 8 un cardcter de H fijado por
o6'. Entonces 0 es fijado por o y existen caracteres ng de Go y € de Ky con €4 - ng = ng tales
que 0 es un constituyente irreducible de 777707§|H'
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Demostracion. Si A = 1, no hay nada que probar. Asumamos que A > 1. Consideremos la
extension ciclica H C G 4. Debe existir un caracter = (n;) € Irr(G4) = Irr(Go)? tal que U‘H
tiene a € como un consittuyente irreducible. Notar que la accién de o esta dada por trasladar
ciclicamente los ;.

La accién de K conmuta con la de K. Por lo tanto, si oé' fija 6, también fija a n‘H. Mas
atn, &' fija U‘H porque Ky lo hace. Luego, o fija U‘H Evaluando en todos los g; = 1 salvo

uno, obtenemos que 171‘ H = )\jnj‘ p, bara Aj = ZJ§ ; Pero ambos son irreducibles. Luego,

771‘H0 = nj‘Ho' Por lo tanto, existe §; € Irr(Kjp) tal que n; = &mi. Que o fije n‘H significa que

ES

ny gj T g] H g]+1 m gj)

Jj=1 Jj=1

para cualquier (g;) € H. En consecuencia, existe £ € Irr(Kjy) tal que la igualdad anterior vale
para g arbitrario si la multiplicamos por &. Con todos los g; = 1 excepto por uno, obtenemos
que

§m = &&—1m
yn; =&ty for 1 <j <A Ademés, na =&y

Elm = am = E€am = m

Luego, 41 =n1 y o -n1 = & - 1. Definiendo 79 = 7y, tenemos que 1 = Mo & -

Finalmente, debemos probar que o fija 6. Usaremos el subgrupo Hy := Hg‘ de H. La
restriccion de n a este subgrupo es simple de describir. Escribamos 770‘ 1, COMO la suma de sus
constituyentes irreducibles k1, . . ., kp, (recordar que K es ciclico). Notemos que m = | Staby,, | =

| Stab,, |. Tenemos que

(g1, 94) = [ o9

para (g;) € Hy. Luego, los constituyentes irreducbiles de 17‘ 1, SOn los productos

A
/‘%(91, ceygA) = H K1) (9i)
i=1

donde ¢ recorre los elementos de (Z/mZ)*. En particular, n no se ramifica sobre H4. Por lo
tanto, dado que 77‘  ©s o-invariante, es suficiente con probar que ¢9| H, S o-invariante.

Asumamos que #; = 31k para un generador 3 de Z/mZ = Ky /Staby, . El cociente H/H 4
es el subgroup de K64 de tuplas con producto uno. La accién en k4 se factoriza por el subgrupo
K" C (Z/mZ)* de tuplas con suma cero y esta dad por trasladar ¢. Por lo tanto, las orbitas
estan contenidas en los m cosets de K” dados por la suma. Ahora bien cada 6 nos da una érbita
distinta y hay m de ellos. Luego,

Q‘HA = Z )

peEMo K"

que es invariante por o. ]

Lema 2.2.3. En una configuracion de Clifford tipo bloque, sea 6 un cardcter fijado por K'.
Entonces Oes fijado por K y existe un par (no,§) € Ia p tal que 0 es un constituyente irreducible

de Toe| 5r-

Demostracion. Notemos que K/K' es ciclico y su orden divide a med(A, B), dado que esta
generador por (1,0) y (0, 1) porque las proyecciones K’ — F4 y K’ — Fp son sobreyectivas. Sea
R el cardinal de K/K’. Definamos £ como el tinico entero entre 0 y R — 1 tl que (1,0) = (0, 1)
en K/K'. Notemos que ¢ y R son coprimos.
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Por construccion, (1,¢) € K'. Por lo tanto, podemos aplicar el lema anterior con o6t para
encontrar 79 y £. Ademas, el lema nos asegura que 6 es fijado por o. Luego, (0, /) es fijado por
6. Pero (0, R) también fija . Entonces ¢ fija # dado que med(¢, R) = 1. Esto prueba que K fija
6.

Finalmente, como Ky es ciclico, 8 es fijado por § si y solo si ord(§) divide a % 0,

equivalentemente, | Stab,, | divide a 0585')' Recordemos que ord(d) = B. O

Lema 2.2.4. En una configuracion de Clifford tipo bloque, sea (1n9,€) € Ia,p. Entonces cualquier
constituyente irreducible 6 de ”no»E‘H es fijado por K.

Demostracion. Tenemos que o - 1, ¢ = &ny,.¢. Por lo tanto, el argumento del lema anterior
implica la propiedad deseada. O

Demostracion del Teorema 2.2.1. Los lemas previos implican que © se corestringe a una sobre-
yeccion de T4 p a Irr(H)® /Kj. Notemos que si (19,€) v (17§, &) son pare induciendo la misma
orbita [0], debe ser 1,y ¢ = eny, ¢ para algin € € Irr(Ko). Evaluando en g; = 1 para i > 1,
obtenemos que 7, = eny. Ahora con go libre, obtenemos que

Eeno =&y = ekmo

y, por lo tanto, £~1¢ fija 1. O

2.2.2. Indice de ramificacion

Lema 2.2.5. En una configuracion de Clifford tipo bloque, sea x un cardcter de G' con e(x)? =
| Stab, |. Para cualquier raiz de la unidad w de orden e(x), Staby, estd generado por & = ¢m1 y
& = ¢ donde 1 : K — Fp — ZJe(X)Z y mo : K' — Fp — Z/e(x)Z are son las proyecciones
yo:Z/e(x)Z — C* es el cardcter inducido por w.

Demostracion. Sabemos por el Lema 1.2.2 que Stab, debe ser Z/e(x) x Z/e(x)Z. Ahora bien,
un elemento de Fy x Fp tiene orden un divisor de e(x) si y solo si cada una de sus coordenadas
lo cumplen. Por lo tanto, hay a lo sumo e(x)? elementos de tal orden en F4 x Fjg porque, en un
grupo ciclico, hay a lo sumo e(x) elementos cuyo orden es un divisor de e(x). Luego, la imagen
de la inyeccién Stab, — Fj x Fp esta tnivocamente determinada por e(x) y el resultado se
sigue. O

Teorema 2.2.2. En una configuracion de Clifford tipo bloque, sea (10,&) € 14 p. Entonces,

m
6G//H(X77a£) = |F0|R
med (B\ Staby, | m)
donde m es el orden de & en Irr(Ky)/ Staby,.
Demostracion. Recordemos que 6 := 0, ¢ debe estar fijado por K = Fj x Fp. Probemos

primero el caso en que K’ = K. Nombremos x = Xy, ¢ de forma tal que X‘H = 0°). Usaremos

el subgrupo H de G que es la preimagen de F4. Tenemos que G/ H~Fgy H /H ~ F4 son
ciclicos. Dado que en una extension ciclica los idices de ramificacién son siempre uno, e(x)

cocincide con el cardinal de la Fp-6rbita de cualquier x’ € Irr(H) que es un constituyente
irreducible de x| ;. Equivalentemente, es el menor entero positivo ¢ tal que 7" estabiliza X

Recordar que G4 es el grupo generado por G4 y 0 y que Ga / H= K. Existe un caracter
7 de G4 tal que ﬁ‘ G S la o-6rbita de n := 7, ¢. La restriccién 77} ; tiene un constituyente

irreducible que se restringe a 6. Notemos que la acciéon de G /I:I conmuta con la de Irr(I:I JH)
porque K es abeliano. Luego, podemos asumir que Y’ es un constitutyente irreducible de 77‘ I
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Recordemos que la acciéon de v coincide con la de § € K. Por lo tanto, 7' estabiliza x’ si

d(s .. | Stab, /|| Kol . Rl ==
Wo(rc%(é)) divide a %. Equivalentemente, | Stab || med (”Bol, ]K()]). Por lo

y solo si
tanto,

_ | Stab |
med (%, | Staby, |)

Notemos que ahora que cada constituyente irreducible de 17| 5 sigue siendo irreducible al
restringirse a H. Luego, | Staby | es el nimero de constituyentes irreducibles de ﬁ’ - Notemos
que la accion de o y la de Irr(G4/H) conmutan por construcciéon. Por lo tanto,

| Staby | = | Stab,, | - |o-orbit of 7|

Finalmente, como on = {ny Stab,, = Stab,,, |o-orbit of 1| es m, el orden de £ en Irr(Ky)/ Staby,.

En conclusion,
m

med \ Brstab,, 10"

dado que | Stab,, | divide a | g

Probemos el caso general ahora. Fijemos un caracter irreducible x de G tal que x es un
- Notemos que G/G" ~ K/K' ~Z/TZ es ciclico y las acciones
de Irr(K') y G/G' conmutan. Por lo tanto,

CG/H()A() = eG//H(X)|Z/RZ — orbita de X| = eG//H(X)‘Z/RZ - Stabx |

Ahora bien, Irr(Z/RZ) se incluye en Irr(K) como los caracteres cuya restriccion a K’ es trivial.
Tomemos generadores &1, & of Stab, como en el lema anterior. Recordemos que K’ esta generado
por (1,£) and (0, R). Luego, £{&) se anula en K’ si y solo si eq/y(X)|[jR y ec/u(x)]i + jl. Sea

R’ = mcd(R, eq/u(x)). Buscamos que G/H(X |i,7. Luego, queremos soluciones en (Z/R'Z)?* a

R'|i + ¢j. Esto es el kernel del morfismo sobreyectlvo (Z/R'Z)* — Z/R'Z dado por (1,0) + 1y
(0,1) — £. Por lo tanto,

|Z/RZ — Stab, | =
Finalmente notemos que
K K
mecd (’()’,m> mcd | R, mn = mcd <}M,m>
B| Stab,, | med (B‘ \St %\ ~t ) B| Staby, |

O

Notemos que e(x(n,£)) no depende de la eleccion de x. Luego, denotaremos e(n,£) o e(9) a
este nimero. Por el Lema 2.2.5 el grupo Staby, . C Irr(K’) también solo depende de ng y &.

2.2.3. Férmula reducida
Necesitamos calcular las sumas de Qg]’/ f(*, —) sobre 6. Identifiquemos Fy x Fg con Z/AZ x
0>
Z/BZy, para a,b € K9, definamos
med(A, B)
> a(l)b(2 e )b(l)ﬂ

A(a,b) =

donde el supra-indice indica la coordenada en Z/AZx7Z/BZ y el calculo lo hacemos en Z/ mcd(A, B)Z.

Este ntimero no depende de la eleccion de la identificacién. Definamos también
 mecd(A| Staby, |, |Kol)

* med(A|Stab,, |, K2

para 1o € Irr(Gp). Observamos que e4(1o)| med(A4, B).

ea(no
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Lema 2.2.6. En una configuracion de Clifford tipo bloque, sea ng un cardcter de Gy tal que

Stab,, | divide a 52! Kol y z € H un elemento tal que cada una de sus coordenadas tiene una raiz
70 B
mcd(A| Staby, |, |Kol)-ésima en Go. Entonces, para cualesquiera a,b € K9,

SN ag e,z = med (4, s )Hnﬂ(zz st ea(mo)|A(a, b)

0 St no

donde la primer suma recorre todos los [€] € Irr(Ky)/ Staby, de orden A y la sequnda es sobre
todos los constituyentes irreducibles de 1y, ¢.

Demostracion. Recordemos que €2 es compatible con torres, asi que podemos asumir que G/ = G.

La primer suma recorre un grupo ciclico de orden m := mcd (A, ISLQ(%) Sea [£] un generador.
. 0

Notemos que £'(z) = 1 dado que ord(§)|m|Stab,,, | = mcd(A|Stab,, |, |Ko|) y 2 tiene una raiz de

ese orden. Luego, Y ,6(z) = Hle Mo (2i)-

Notemos que 7, ¢m = €™y, ¢ donde €(g) = Hﬁ:l £6=1m (). Analicemos las e-6rbitas en
los constituyentes irreducibles de 7, ¢m. Podemos aplicar la Proposicion 2.1.1 dado que 6,1 no
ramifica. Sumemos sobre 0, €f, ..., €™ 10 para un 6 = Bno,1 fijo. Tenemos que

ZQG/H a, iz( ZQG/H 'L

Sea w = Qi)/f((l 0), (0,1)). Recordemos que tiene orden eq,g(n,€) y notemos que el mismo
divide tanto a ord([{]) como a med(A, B). Entonces,

m
G/ H z iA(a,b)
Zﬂ =D W
=1
que se anula salvo que w®(@? = 1 en cuyo caso da m. Esta condiciéon no depende de la eleccion
de 6. Luego, la suma en el enunciado da

A
| Ko
m 50 0(z) mcd( " [Staby, | ilzll n0(23)

siempre que e(no, §)|A(a, b).
Finalmente, recordemos que eg /g (10, &) es

| Ko
mcd (A7 [Staby, |) B mcd (A| Staby, |, | Kol) _mcd (A] Staby, |, |Kol)
K K o K o K
mced <B||ST%‘770|’ med (A, %)) mcd (%, mcd (A Staby, |, |K0|)> med (A\ Staby, |, %)
Luego, coincide con e4(mnp). O

En consistencia con el lema anterior,denotaremos con Irr(Go)qp C Irr(Go) al subconjunto

de aquellos caracteres n tales que | Stab,, | divide a % y ea(n)|A(a,b). Adicionalmente, para

z € Gayn € Irr(Go), escribamos

donde z; es la i-ésima coordenada de z.
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Teorema 2.2.3. En una configuracion de Clifford tipo bloque, sea N un entero tal que Stab, [N
para cualquier n € Irr(Go). Sea z € H un elemento con una mcd(AN, |Ky|)-ésima raiz. Pa-
ra cualquier entero positivo g y tuplas a,b € K9 cuyas coordenadas generan K', la siguiente
identidad vale

{2 S =1 1= 2 med (2 raner) () Q?%)A@gn )

donde n recorre todos los caracteres de Irr(Go)qp-

Demostracion. Aplicamos el lema anterior y el Teorema 2.2.1 a la féormula del Teorema 2.1.1;

2g—1 A Gty 29-1
() e 3 (SR 5 o

oelrr(H) K’ (n§)€la,B/~ 0€0(n.£)
| Kol ) ( Staby, |>2g <|G0|>A<29—1>
= med | A, n\z
2 (7sanyr) () (it )
donde en la tltima suma 7 varia en Irr(Gp)q,p.- O

Observacion 2.2.1. En el siguiente capitulo utilizaremos esta férmula para calcular el E-
polinomio stringy de variedades de caracteres de tipo A con monodromia génerica. Creemos
que este resultado también deberia ser tutil para otras familias de variedades de caracteres. Por
ejemplo para D,,, podria ser tutil considerar A = 2 or 4, Hy = Spin 2n (F,) v Go un cubrimiendo
doble de

{M € GLan(Fg) : MM" = w?1d,w € F}.



Capitulo 3

E-polinomios de variedades de
caracteres de tipo A

3.1. Puntos fijos

De ahora en adelante, fijemos enteros positivos n, d, y g con d|n. Seguiremos la notacion
de 1.4. En esta seccion, obtendremos una descomposicién de M (SL,, /F)%. Probaremos mas
adelante que tipicamente la misma es decho la descomposicion en componentes irreducible. A
partir de este punto, asumiremos que C es semisimple, regular, y que ningun conjunto propio
de sus autovalores tiene producto uno. Méas aun, sobre C, asumiremos que los autovalores son
enteros algebraicos. Resumiremos estas hipotesis diciendo que C es buena.

Definicién 3.1.1. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado qu contiene a Fy. Dado a € F;g ,
definimos
Y. _ { (x,y,2) € SL, (k)9 x SL, (k) x C : [z,y]z = 1, }
“ a-(z,y) € PGL,(k) - (z,y)
y llamamos X, . a la fibra de X, , sobre z € C.

Por su definicion, M$(SL,,(k)) es tanto X,/ PGL, (k) como X, /T (k) para cualquier z € C.
Seana € F¥yzecCn SL,,(F,). Fijemos una base donde z es diagonal. Denotemos con A al
orden de a. El mismo coincido con el cardinal del subgropo de F; generado por sus coordenadas.
Lo identificamos con Fly.

Sean G4 = GL%(I{)A,
Hp={(x1,...,24) € G4 : det(zx1)---det(z4) =1},

y G 4 el subgrupo de SL, (k) generado por H4 y la matrix de permutacion

0 Id% o --- 0
0 0 Id% - 0
o= . ) : )
0 0 0 Id%
Id% 0 0 0

Llamemos 7 : GA — K al cociente por H 4.
Sea T 4 el conjunto cuyos elementos son funciones V' : F4 — Grassy(n, %) tales que k" =
D.c F, Vi y z presetva esta descomposicion. Fy actia en ' por traslaciones. Definamos Y 4 =

T A/ Fa. Elegir un orden de los autovalores de z induce un isomorfismo
Ta > Sp/((Sn)?, shif)
donde shif es el shift.

37
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Lema 3.1.1. Sea C C SLy (k) una clase de conjugacion buena, z € C y a € Fjg. Entonces

X, = |_| { (x,y) € G’% X G’% Ce,ylzt =1, w(x,y) = a }
[V]ET A

donde z¥ es la tupla de Ha cuya i-ésima coordenada es z’v(i). Esta descomposicion es equiva-

riante con respectoa a las acciones de Fyq y T'(k).

Demostracion. Fijemos (x,y) € Xa. y w € PGL,(k) tales que w(z,y)w™! = a - (z,y). Reescri-

bamos la segunda condicion de X, como w(z,y) = a - (z,y)w. Sea E) un autoespacio de w con
autovalor A. Entonces a;- F/) es un autoespacio de autovalor a;-\ para cualquier ¢. Se sigue que, si
identificamos F4 con el grupo generado por las coordenadas de a, V = @, r, Fixesun subes-
pacio invariante por (z,y). Recordemos que z no es un producto de commutadores en ningin
subespacio propio de k™. Por lo tanto, debe ser V' = k™. Probamos que hay una F4-graduaciéon
k" =P F, Vi tal que (z,y) tiene grado a. Notemos que z tiene grado cero. Ademas, todos los
Vi’s deben tener la misma dimension porque (a;) = F4. Reciprocamente, si tal graduacion es
daday hay una tupla de grado a de operadores lineales (z,y) con [z,y] = z, podemos definir w
como la accién por i en V;. Las graduaciones posibles estan en biyeccion con T 4. Ahora bien,
w determina la graduacién modulo traslaciones. En efecto, si W; es otra graduacion, como z es
diagonalizable y tiene grado cero en ambas graduaciones, debe existir una interseccién no vacia
W; N'Vj. Pero entonces ®kEFA (Witr N Vj4y) es invariante y, por lo tanto, debe ser k".

Para la ultima afirmacion, notar que la acciéon de Fy; en X, . coincide con la inducida por Fy
via multiplicar en G 4. Lo mismo sucede con la accion de 7. ]

Obtuvimos una descomposiciéon Fy-equivariante

MG(SLu(k)* = | | MEG(SLa(k))

[V]ET 4
Probaremos mas adelante que, si med(4, %) = 1, esta decomposiciéon es de hecho la descompo-
sicién en componentes irreducibles de M%(S n)®. Ahora solo probaremos el siguiente lema que

seré util mas adelante.
Lema 3.1.2. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y C C SLy (k) una clase de conjugacion

v
para cualesquiera a € F yv € T 4.

buena. Entonces M$G(SLy (k)% es suave y equidimensional de dimension (29— 1)(— —1)—n+1,

Demostracion. Sabemos que la accion de PGL, (k) es libre. Por lo tanto, basta con probar que

Xa,1,. es suave y equidimensional. Es suficiente con probar que [—, —]z7t aHig — Hy es
regular. La demostracién de este hecho es exactamente la misma que para a = 1 dado que H4
es reductivo. Ver [HRO8, theorem 2.2.5]. O

3.2. Principales enunciados y algunas aplicaciones

Las demostraciones de los siguientes tres teoremas estdn en las secciones 3.5, 3.6, y 3.7
respectivamente. Son consecuencias largas del teorema 3.4.1 gracias a los resultadoes de Katz y
Groechening—Wyss—Ziegler.

Teorema 3.2.1. Sean un nimero natural. Para cualesquiera divisor d de n, Fy-torsion discreta
D de orden %, a € F;g, y clase de conjugacion buena C de SL,(C),

E(MS(SL,)/F29, L o; u,v) (uv)F(@

2 2g—1
((—n"(uv)"zm <uv>)
- Z (wv — 1)29-T4n—1

Z Cs1,-med (% %)29_1 mecd (s, %)

Alsln
mcd(s,%)|K%
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donde A es el orden de a, Lp, e el sistema local associado a D, F(a) es la mitad de la codi-
mension de M%(SLn)“, y T recorre todas los tipos de multi-particion de tamaiio n.

Teorema 3.2.2. Sean un nimero natural. Para cualesquiera divisor d de n, Fy-torsion discreta
D de orden %, y clase de conjugacion buena C de SL,(C),

((—1)”<uv>’fwuv>>2§_l

D C . —
Eg (MB(SLTL /Fd)a U, U) = Z (U’U — 1)2g71+n71

T

Z 5§90, ®y(n,d, s, K)

s|n
En particular,
ER(M%(SLy, /Fa); u,v) = ER(ME(SLy /Fa ) u,v)
para cualesquiera d,C y torsiones discretas D y D con la misma clase en chd(d,%)'

Recordemos que

(p i p1_2g)p¢g(p»n:dyszK) + p1_2g — 1

(I)g(n7daS7K): H p—l

p|n primo

donde
¢g(p,n,d, s, K) = min(vy(s), vp(n) — vp(d), vp(d), vp(n) — vp(s), vp(K))

Observacién 3.2.1. Apesar que @, es simétrica en s y %, Cs 7 no lo es. Por ejemplo, si n = 4,

s=1,7= {{1}3 {1}a {1}> {1}}> CS,T =0y C%,‘r = 0.

Teorema 3.2.3. Sea n un nimero natural. Para cualquier divisor d de n, F,-torsion discreta
D, cardcter £ de Fn, ae Fig, y clase de conjugacion C de SL,(C),
d

EL(MG(SLy, /Fy);u,v)e = E(MEG(SLp), Lp a5 u, v) (uv) 7

siempre que ord(§) = ord(a), donde Lp 4 es el sistema local asociado a D|F2 y F(a) es la mitad

d
de la codimension de M$%(SLy,)®.

En el resto de la seccién probaremos algunas consecuencias sencillas de los resultados an-
teriores. Las mismas son compatibles con resultados anteriores de T. Hausel, E. Letellier, y F.
Rodriguez-Villegas; [HLR11, Theorem 1.2.5] y [HLR13, Theorem 1.1.1].

Corolario 3.2.1. Sea n un nimero natural. Para cualquier divisor d de n y cualquier clase de
conjugacion genérica C de SL,(Q), la caracteristica de Euler stringy de M%(SLn) se anula si
n,g>1lyeslsin=1.

Demostracion. Recordemos que la caricteristica de Euler stringy coinccide con Eg(M$G(SLy, /Fy); 1, 1).
Los polinomios H. (uv) siempre son exactamente divisibles por (uv—1)" para las multiparticiones
en la férmula del teorema 3.2.2. Por lo tanto,

((—1>n<uv>"5m<uv>)gg_1

Vuv—1 (wv — 1)29—1+n—1

=29g—1)n—29—1+n—-1)=2(g—1)(n—-1)

y la caracteristica de Euler stringy se anula sin,g > 1. Paran = 1, tenemos que d = s = K =1,
r={1}, H(q) =1—q, Csr =1,y Ex(M%(SL,, /Fy);1,1) = 1. D
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Corolario 3.2.2. Sea n un nimero natural. Para cualquier divisor d de n y cualquier clase de
conjugacion génerica C de SL,(Q), M%(SL,, /Fy)) es irreducible.

Demostracion. Sabemos que es equidimensional. Por lo tanto, es suficiente con chequear que el
coeficiente principal de E-polynomial es uno. Ahora bien, el grado de H. es

S mat-5 ) + 37 hO))
AET deA

donde la segunda suma es sobre los casillas del diagrama de Ferrer asociado a A. Recordemos

que
1 1 .
—§</\, A) = —§|)\| - ;)\i(l —-1)

Por otro lado, obtenemos que

Sh) =S MY Ly

- 2
Oex )

contando cuantas veces cada casilla es contada en la longitud gancho. Por lo tanto,

degy = 33 ma(-|A + MO+ 1)

AET )
n,l > oma Y N+ 1)
- 42 >-N"m (s
9 2 A : i\ N\g
AET %
Esta suma se maxima en {{n}}. Su particiéon dual es 7 = {{1,...,1}}. Para esta particion
tenemos que
1 ifs=1
CS’LT_{ 0 ifs>1

Esto significa que el coeficiente principal de E(M$(SL,, /Fy);u,v) es

1 n\%! n
med <1, d) mecd (1, E) =1.
O

Corolario 3.2.3. Sea n un niumero natural, d un divisor de n, y C una clase de conjugacion
buena de SL,,(C). Para cualquier a € Fy de orden A coprimo con %, las componentes irreducibles

de MCB(SLn)“ son M%(SLn)g donde [v] recorre T 4.

Demostracion. Por el mismo argumento que en el resultado anterior, basta con ver que pasa con
At donde 7 = {{1,...,1}}. Para este tipo tenemos que

n2 n2
A =
94 + AdegH, 1
Yy
19(T,TL) f — 1
C s T = Cs T = A Lo
As1A A { 0 ifs>1

Por lo tanto, el niimero de componentes irreducibles es

I(7,n) A n\%! n\ _ J(r,n)
A mcd <A, d) mcd (A, E) = A .

Notemos que W es el nimero de formas de separar {1,...,n} en A subconjuntos de tamaro

% modulo shift ciclico. O
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3.3. Preparaciones
En esta seccién describiremos el shift fermiénico y exhibiremos un spread out de M%(SLn).

Lema 3.3.1. Sea C C SL,,(C) una clase de conjugacion buena. Entonces

2

Fla) = 3 (dim MG(SLy) — dim MG (SLA(€))") = o (29 — 1) (1 _ jl)

para cualquier a € F.

Demostracion. Esto se sigue del argumento al final de la proposicion 8.2 de [HT03| dado que
existe una forma simpléctica invariante [Gur+97]. O

Lema 3.3.2. Sea R C C una Z-dlgebra finitamente generada que contiene a los autovalores de
una calse de conjugacion buena C C SL,(C). Entonces C N SLy,(R) es una clase de conjugacion
de SL,,(R) y, para cualquier morfismo ¢ : R — Fq sobreyectivo a un cuerpo finito, ¢(CNSL,(R))
es una PGL,(F,)-drbita.

Demostracion. Siuna matriz sobre R es regular y semisimple en C y todos sus autovalores viven
en R, la matriz es diagonalizable en R. En efecto, es conjugada a su matriz companera. Por lo
tanto, cualesquiera dos elementos de ¢(C N SL,,(R)) son PGL,,(F,)-conjugados. Por otro lado,
cualquier matriz inversible de determinante uno en F, es un producto de matrices elementales y,
por lo tanto, se puede levantar a SL,(R). Ademas, el morfismo SL, (F,) = PGL,(F,)/ Stab, es
sobreyectivo para cualquier z € SL,(F,) diagonalizable. Deducimos que ¢(C N SLy,(R)) es una
PGL,, (F,)-orbita. O

Proposicion 3.3.1. Sea C C SL,,(C) una clase de conjugacion buena y R C C una Z-dlgebra
finitamente generada que contiene a los autovalores de C. Entonces MCQSL” ®) (SL,(R)) es un

spread out de M%(SLy,) y MG(SL,(R))4(Fy) = MEGL"(]F‘J) MCOSL"(R))( L,(F,)) para cualquier
morfismo ¢ : R — Fy a un cuerpo finito.

Demostracion. El lema anterior implica un enunciado analogo para X¢(C). Luego, la primer
afirmacion se sigue del Lema 2 de [Ses77|. El segundo se sigue de [Ses77, item (ii) of Theorem
3] v [Kac80, Lemma 3.2], dado que la accion es libre. O

En consecuencia, definiendo R C C como la Z-algebra generada por todas las raices n-ésimas

de los autovalores y; de C y todos los productos de la forma ([[;c;pi — 1)~!, donde I es un
subconjuto de {1,...,n}, obtendremos un spread out con polinomio de conteo torcido gracias
el teorema 3.4.1.

3.4. Contando puntos stringy

Queremos calcular el niimero de puntos (torcidos) sobre un sector torcido de M%(G(F,)).

= -1 .
Concretamente, queremos evaluar |(M%G(G(F,))%)" F°P|para cualesquiera a,b € F. Con este
objetivo en mente, primero haremos un mejor descripcién de estas variedades para poder aplicar
lo resultados del capitulo anterior. Primero, introduciremos una versién torcida de X,.

Definicion 3.4.1. Sea [F,, el cuerpo finito de ¢ elemnetos con d|¢—1. Dados a,b € F?9 definimos

b __ (xag/))ESL( )gXSL( )gXC [7y]:Z7
Xa—{ Frobq(z,y) = b- (,y),a- (x,y) € PGLa(F,) - (z,y) }

como subesquema de M (SL,,(F,)). Llamemos XaZ”Z a la fibra de X? sobre z € C.



42 CAPITULO 3. E-POLINOMIOS DE VARIEDADES DE CARACTERES DE TIPO A

Lema 3.4.1. Sea C C SL,(F,) una clase de conjugacion buena con C N SL,(F,) # 0. Entonces,
para dlg—1 ya,b € F,

(MG(SL,(F,))")? Frobe = XL/ PGL, (F,)

y, en particular,
R

I )\ 2 b~ Frob, — =
|(MB(SLy(Fy)) ") | |PGL,(F,)|  |T(F,)|

para cualquier z € C N SL,(IFy).

Demostracion. Notemos que cualquier elemento de X g es fijado por b1 Frob,. Ademas, la acciéon

de PGL,,(F,) preserva X?. Se sigue que hay un morfismo ¢ : X2/ PGL,(F,) — (./\/l(fB(SLn(Fq))‘1)1’71 Frobg
Afirmamos que ¢ es injectiva. Sean (x1,y1), (x2,y2) € X2 con p(z1,y1) = ©(22,y2). Esto signi-

fica que existe w € PGL,,(F,) tal que w(z1,y1)w™! = (22,2). Pero entonces

Frob, (w)(x1,y1) Froby(w) ™" = (z2,2)

dado que Frob, acttia en (z1,y1), (x2,y2) como b. Por lo tanto, w Frob,(w)™! fix (z1,41). Pero
la accion es libre. Debe ser w € PGL,,(F,;). El mismo argumento permite requerir solamente
C € PGL,(F,) en la definicion de X?.

Sobreyectividad es una consequencia del teorema de Lang. En efecto, consideremos X, sobre
k=TF,. Recordemos que MG (SL,(Fy))® es X,/ PGLy(F,). Denotemos F = b~! Frob, y fijemos
(z,y) € (MG(SL,(Fy))*)F. En este caso, la fibra X (2,y) sobre (z,y) es F-invariante. Nos
encontramos en la siguiente situacion: F' es un endomorfismo de orden finito de un cociente de un
grupo conexo PGL,,(F,). Més atin, F' tiene un nimero finito de puntos fijos dado que F' d — Frobg.
Por lo tanto, podemos aplicar el teorema de Lang para concluir que X — (M$(SL,(F,))*) ¥
es sobreyectivo.

Para la ultima afirmacién, recordemos que la accién es libre y apliquemos nuevamente le
teorema de Lang. 0

FEl siguiente paso es reescribir X 372 de forma tal que podemos aplicar 2.2.3. Sean a,b € F?9
y z € CNSL,(F,). Fijemos un base donde z es diagonal. Denotemos con A y B los ordenes de
a v b respectivamente. Estos ntimeros coinciden con el tamano de los subgrupos de F' generados
por las coordenadas de a y b. Identifiquemos F'4 y Fg con estos grupos. Fijemos un isomorfismo
B : Fp ~7/BZ y sea w una raiz de la unidad tal que b; = wP®) Notemos que w tiene orden B.

Recordemos algunas definicions del ejempo al principio del capitulo anterior. Sea G4 =
GL% (Fq)Aa

Hp={(x1,...,24) € G4 : det(z1)---det(za) =1},

y Ga,p el subgrupo de SL,(F,) generado por H 4, la matrix de permutacion

0 Id% o -+ 0
0 0 Id% 0
o= : )
0 0 0 Id%
Ida 0 0 0

y la matriz diagonal I' = (v,--+,7,7'™") donde v € F, tine orden B(q — 1) y cumple que
Froby(v) = w™! . 7. Recordemos que H,4 es normal en Ga.B y que su cociente es Fy x Fp.
Llamemos 7 : G4 p — F4 x Fg ala proyeccion natural y w4 : Gap = Faynp:Gap — Fp a
los morfimos inducidos.
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Lema 3.4.2. Sea C C SL,(F,) una clase de conjugacion buena y z € C N SL,(F,). Entonces

Xiz: |_| {(x,y)EGi’BxGi’B:[a:,y]z;;:l,}

[V]€T 4 ma(z,y) = a,mp(z,y) =

donde z° es la tupla de Hy cuya i-ésima coordenada es z’v(z)

Demostracion. De exactamente la misma forma que en el lema 3.1.1 podemos lidiar con la
condicién de conjugaciéon en Xab,z- Fijemos una graduacion tal que z tiene grado cero y (x,y)
acttia con grado a. Necesitamos entender la condicién que involucra al Frobenius. Pero notemos
que (z, y)vﬁ(b) es fijado por el Frobenius. Por lo tanto, y € G4 p dado que 7y preserva todos las
posibles graduaciones y tiene determinante uno. O

Proposicion 3.4.1. Sea C C SL,(F,) una clase de conjugacion buena y z € C N SLy,(F,). Sean
a,b e Fg para algun entero g y algin divisor d de n. Asumamos que cada autovalor de C tiene
una raiz dn-ésima en Fy y que dn|q — 1. Entonces

) ab, N2 (| GLx (Fg)[\ ** Y
ML ENY M = 3 % (o) (‘ =5 ”) (=)

[v]eTAa 7

donde n recorre Irr(GL%(Fq))a’b, y A y B son los ordenes de a y b respectivamente.

Demostracion. Se sigue del teorema 2.2.3 y de los lemas anteriores. Estamos usando que todo
caracter de GLz (IFy) tiene estabilizador, bajo la accion de Irr(Fy), de orden un divisor de . [

Decimos que una clase de conjugaciéon C C SLn(ﬁq) es super buena si es buena y todos
los autovalores de C tienen una raiz n-ésima en F,. En el resto de esta seccién, probaremos
el siguiente teorema. En particular, daremos férmulas explicitas para las constantes Cs 4 que
aparecen en el mismo.

Teorema 3.4.1. Sea C C SLn(ﬁq) una clase de conjugacion super buena.Sean a,b € F para
algun entero g y algun divisor d de n. Entonces

(29—-1)

N e e e & Z?) W) e,

S

donde T recorre todas los tipos de multiparticiones de tamano %, s todos los divisores de z que
satisfacen A|A(a,b)med(A, 55), y Cs,ar son constantes combinatoricas que no dependen de q.

Fijemos d|n|g — 1y a,b € ng. Aplicaremos la descripcion de Green de Irr(GL%(IFq)) para
evaluar la formula de la proposicion 3.4.1 y probar el teorema 3.4.1. Definamos S, ;, como el lado
derecho de la formula en la proposicion anterior. Y, para s|n y 7 un tipo de multi-particion, sea

CS,A,T = Z 277
[U]ETA n

donde 7 recorre todos los caracteres irreducibles de GLz (Fq) de tipo 7 y con [Stab,| = s.
Podemos recuperar la suma original como
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donde la primera suma recorre tode los tipos posibles 7 y la segunda todos los divisores s de 3
tales que A|A(a,b) med(A4, £;).
Maés atn, sea
Core =53 T St
ETA n
donde 7 recorre todos los caracteres irreducibles de GLx (Fq) con tipo 7 y [Staby | multiplo

de s. Probaremos que Cs., se anula salvo que s|%. Asumiendo esto y aplicando la férmula de
inversion de Mobius, obtenemos que

CS,A,T = Z M <i> C’j7e,'r

slil %
para cualesquiera s, A, 7.
Fijemos una base donde z es diagonal, igual a (A1,...,\,). Recordemos que tal eleccion
induce una biyeccién entre T 4 y descomposiciones {1,...,n} = UL I; con |[;| = %, salvo shift

ciclico. Fijemos a € Irr(Fy) de orden s. Por el teorem de Green 1.2.8 tenemos que

Corr= 25X T T )

A {I, it eelr(Fy) =1 7€ e

donde A rucorre todas las multi-particiones Irr(F) — P de tipo 7 fijadas por a, e {I¢;} las

particiones de {1,...,n} en subconjuntos indexados por Irr(Fy) x {1,..., A} tales que |I¢;| =
|A(€)|. El factor % proviene de cocientar por el shift ciclico.

Consideremos un conjunto Z de elementos de la forma ¢ = ()\(L), IfL), . ,IX)) donde A es
una particiéon no-trivial y los I l-(L) son subconjuntos disjuntos de {1,...,n} de cardinal |]A()|. Mas

(v)

atin, requerimos que, al variar i e ¢, los conjuntos I;” formen una particion de {1,...,n} y que
Sez 1A = 2. Hay una funcién de olvido 7 : Z — P. Luego, cada Z determina un tipo de
multi-partition 7(Z). Dar una multi-particion A de este tipo es equivalente a dar una inyeccion
¢ : T — Irr(F,). En efecto, podemos definir

_ [ m(@7H(E) if € € Imgy
MO = { 0 if not

para tal . Por lo tanto
C’S,A,T = A( E Hw(L)(ML
qg—1)
T(I) T Y ot

donde la primera suma recorre todos los Z como antes que inducen el tipo 7, la segunda es sobre
todas las inyecciones ¢ : T — Irr(F) tales que la multiparticion inducida A : Irr(Fy) — P es

estabilizada por «, y u, = Hle Hje[(b) i
Fijemos un Z y sea Z
=Y [[v@(w)
[ L

donde ¢ varia como antes. La condicion aA = A significa que existe w € W, C S(Z), el
estabilizador de 7w : Z — P, tal que ap = wp. De existir, tal w es inico dado que la accion
de S(Z) en Hom(Z, Irr(IF;)) es libre en las inyecciones. Por lo tanto, 3(Z) se puede separar en

sumas de la forma
S e

ay=wi L



3.4. CONTANDO PUNTOS STRINGY 45

Notemos que la suma es vacia si s = ord(a) no coincide con el cardinal de cada orbita de w.
Asumamos que esto es cierto. En particular, como) |)\(L)| = % y cada orbita tiene el mismo
tamaifio, el mismo debe dividir a &. En consecuencia, s|%. Recordemos que j; tiene una raiz
n-ésima para cada i. Por lo tanto, a(u,) = 1 para todo ¢ y el valor [¢](u,) esta bien definido para

cada clase [{] € Irr(IF)/a. La suma se convierte en
ST TT ) ()
v

donde ¢ varia sobre todas las funciones inyectivas I/w — Irr(FX) /e, y py = [ J M- Sea

_ = Ve[
7 = T/w. Notemos que, para cualquier cociente 7 : Z — Q,

0 if >1
> v | T ow)={3 fo2)
E:Q—ﬂrr(F;)/a q ter~1(q) 8

dado que cada sub-producto de pq . .. i, is no trivial. Por ende,aplicando la férmula de inversion
de Mabius en el poset de subgrupos de S(Z), obtenemos que

S(Tw)= TS (1, W)
w

donde W recorre todos los subgrupos de S(Z) que acttian transitivamente en Z. Notemos que la
ultima expresion es lineal en ¢q. Ademas, por 1.1.3,

S, w) = (-)FL(Z] - 1))
W

4 . A . . . T
Mas atn, notemos que como cada orbita de w tiene cardinal s, |Z/w| = l?‘ Por lo tanto,

— |Z]
—w(—s)% (%l — 1)! si cada orbita de w tiene cardinal s

Y(Z,w) = { s

0 en cualquier otro caso
Luego,
X(Z)=- (¢—1) (—s)%| (|I| — >!V(7T, s)
s S
donde

v(m,s) = |{w € W : cada orbita de w tiene cardinal s}|

Notemos que v(m,s) solo depende del tipo 7(Z) y s. En consecuencia, lo denotamos v(7,s).
Obsrevemos que s debe dividir a la multiplicidad de cada particién. El cardinal de Z también
es determinado por 7. En efecto, es la suma de todas las multiplicidades en 7 de todas las
particiones. Llamemos a dicho nimero #7. Concluimos que

. a4 #r (#HT
pr— —77- —_— S — — ‘
Cs Ar As( s) ( . 1) (T, s)¥(r,n)

donde
Hryn) =H{Z:7(Z) =1}
Finalmente, obtenemos que
1, . # (T N (J
CSAT:—dfﬁT,n —(=j) 7 (,—1)!1/7,]”()
a ) 2 5 (7 e (S

que es una constante que no depende de q. Esto concluye la demostracién del teorema 3.4.1.

Para terminar es seccién, probaremos una identidad combinatorica que necesitaremos més
adelante. Definamos A - 7 como el tipo de particiéon de n obtenido via repetir A veces cada
término de 7. Obervamos que A -7 = (A-7) v H ()4 = Har(q).
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Lema 3.4.3. C5 47 = Cas,1,4.+ para cualesquiera s, A, T.

Demostracion. Primero, notemos que (d;)* = d.,. Comparemos el j-ésimo término del lado
izquierdo con el Aj-ésimo del derecho. Tenemos que

P ()

Por lo tanto, es suficiente con que
#T
Ir,m)w(r, j) = AT 9(Ar,n)v(Ar, Aj)

para cualquier j|%.
Construiremos una biyeccién entre conjuntos con dichos cardinales. Sea w € W4, . Para cada
una de sus orbitas O definamos

T(O,w) = {{t1,... 110} C O :wFi; #WhiVi # 5,0 < k1< A}}
A

y sea

T = H J(O,w)
@]
donde le producto recorre todas las érbitas de w. Finalmente, sea

Waraj = {w € Wa, : cada orbita de w tiene cardinal Aj}

J={T: 7@ =Ar}x ][] %

WEWAT,A]'

El cardinal de J es
H#T
AT Y(AT, n)v(AT, Aj)

En efecto, cada w € W, 4; tiene # orbitas y, para cado una, |J(O,w)| = A. Para la tltima

afirmacion, notemos que todos los elementos de J(O,w) estan tnivocamente determinado por
t1. Hay jA posibilidades pero ¢; y w?:; dan lugar al mismo elemento.
Por otro lado, definamos

o:J = A{Z:7(Z) =71} x {w € W; : cada orbita de w tiene cardinal j}

de la siguiente forma. Fijemos un elemento de 7. Para cada ¢; elegido, colapsemos {w¥s; : 0 <
k < A} en Ar. Esto produce un elemento de W, para cada w € Wy4,. Para producir un Z con
7(Z) = 7, tomamos I}’ = Tt para cada 0 < k < A. Es claro que ¢ es una biyeccion. ]

3.5. Contribuciones stringy

En esta seccion, probaremos el teorema 3.2.1. Fijemos una raiz primitava de la unidad w de
orden d y consideremos la torsion discreta D € H?(F?,U(1)) ~ F,; asociada a ella. Como en
el ejemplo de Ruan [Rua03|, > #/D, m; : Fd29 — F? induce el sistema locale en X® dado por
€u: FJ9 = C*

Eq(b) = w2 @2i—1b2i—agibai—1

Para cualquier otra torsion discreta KD, el sistema local asociado esta dado por &,(b)%. Notemos

que el orden de KD es m.
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Como vimos anteriormente, el teorema 3.4.1 implica que M¢ 5 (SL;,)® tiene conteo polinomial
torcido para cualquier caracter. Por lo tanto, por el teorema 1.3.1, E(Mc (SL,)*, LkD.a3q) €s

2g9—1
I3 1 (( qQAH ) 2 K
#i, X" = d29 Z Sa,p8a(b d2g Z Z (q — 1)29-14n-1 579 ACs 4,7 (b)

bEFdQQ be F2‘7 T s

donde s recore todos los divisores comunes de % y % tales que A|A(a,b) med(A, £;). Recordemos
que A y B denotan los ordenes de a y b respectivamente.
Cambiando s por As, 7 por A -7, y reordenando la suma obtenemos

((—1)“%%(@)29_1

(g =1 T

K
8290 fa(b)
E : L7 d29 A29—1
Alsn beF,,s

BE(M%(SLyn)", Lxpaiq) = Y
Al

donde F, s C F;g es el subgrupo de aquellos b cuyo orden B divide a - y cumple A|A(a, b) mcd(A, ’f;g‘).
La notacion A|r significa que A divide a la multiplicidad de cada particion de 7. Recordemos
que Cs 4+ =0si s fr. Por lo tanto, la condicion A|7 es autématica.

Queremos calcular

Ea(D)™
@St(a,n,d,S,K) = W

bEF,,s

Recordemos que
mcd(A, B)

(28 3™ ani—1ba; — aibai—1)|

bajo el isomorfismo F; ~ Z/dZ dado por w. Por lo tanto, si A(a b) = df > agi—1bo; — agibe;—1,
entonces

A(a,b) =

A(a,b) = med(A, B, A(a, b)),

5L Adab)
@st(a,n,d,S,K) = W
beFa,S
y la condicion A|A(a,b) med(A, ’}3@) definiendo F,, 4 se puede cambiar por A|A(a, b) mcd(A ”A)

dado que A| med(A, B) med(A, %‘2) simpre que s|n. Ademéas, notemos que el orden de w 4B divide
a mcd(A, B). Luego, podemos pensar a A(a, b) como un elemento de Fincd(a,B)-
Sea

Nu(A, B,A) = |{b € F}¥ : ord(b) = B, A(a,b) = A}|

Nu(A, B, da, A) = |[{b € F39 : dolb;, Aa,b) = A}

para do| B, ord(a) = Ay A € chd(A,B)7 donde da|b; significa que b; € Fy, C Fg C Fy.

Notemos que, dado a, A(a, —) : F2? C F29 — Fincd(a,p) es lineal. Ademés, med(A, da)|A(a, b)
si da|b; para todo i. Por otro lado, cualquier valor que cumpla la condicién anterior esta en la
imagen de A(a, —) porque |(a;)| = F4. Por lo tanto,

$ ~ M 3 dA d A
Na(A)B,dQ,A):{ d;gmcd(A,B) 51 mc ( ) 2)|

0 si no

y, por la férmula de inversion de Md&bius,

Z B?9mcd(A, do)

Na(A, B, A) = 29
dy’ med(A, B)

p(da)
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donde dy recore todos los divisores de B tales que mcd(A,d)|A. Notemos que la condicion
med(A, da)|A es equivalente amed(A, da)| med(A, B, A). Adicionalmente, observemos que N, (A4, B, A)
no depende de a. Por lo tanto, dejaremos de referir a a en esa notacion.

Reescribamos @y (a, n,d, s, K) como

N(A, B, A
> SRS sa)

|nAd A

donde la segunda suma es sobre todos los divisores A de mcd(A, B) tales que A|A med(24, A)

Bs?
mcd(A,B)
A

Kd2 A . .
y S(A) es la suma de w45 2% para 1 < i < coprimo con %. Prestando atencion

a las condiciones sobre A reconocemos sumas de la forma (para ciertos Ay, Ag)

N
AR A e Al 0 sino
si Aj|Agy w% = 1. Por lo tanto, ®g(a,n,d, s, K) es
Z B?9Ymcd(A, do) ()
B4 4 do d2gA2g—1d§9 mcd <nmé;;m’m0d(A’d2)>

donde dy recore todos los divisores de B tales que d|% mem <mcd(ﬁAA)’ med (A4, d2)>.
Ahora bien,

nA
med(A, ds) _ mcd(ffs,A) mcd( A
mem | —4A— med(A, do) med (%,
med(F5,4)

La segunda condicion sobre ds se puede reinterpretar como mecd(A, ”EgQ) dmed(A,dy) y

B? mcd(A, Madz)

(1>st(a n, d S, K Z Z ’QBS /‘(dQ)
B|nd.d d 420 A2’

Notemos que @4 resulta ser una funciéon en A = ord(a) y, mas aun, es aritmética, es decir

D (An,d, s, K) H (I)St< ’p vp(n )7pUP(d)7pUP(5)7p'Up(K))

p|n primo

Por lo tanto, asumamos que n = p™ para algin primo p. Escribamos A = p!, s = p®, d = p°
y K = pF. Sabemos que b,c < m,l < b,cy k < c. Denotaremos con exp,(i) a p' para evitar
supra-indices pequefios. En este caso, escribiendo dy = p' y B = p/,

by (An,d,s,K) = Zexpp@g(]’ —i—l—c¢)+min(l,m+1—b+i—j))(-1)°
i,J
donde 7 y j satisfacen las siguientes desigualdades:

0 in(l,e,m+1-0),
J (Cam—i_l_b)vy

min(l,m+1—-b+i—j) <k+c—j+min(l,1)

<i<m
1<j<m
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Sicom+41—bson cero, i y j deben anularse y
g (A,n,d, s, K) = exp,(—2gc — (29 — 1)I)

Asumamos de ahora en adelante que ¢, m + b — 1 > 1 para que ¢ pueda ser 1.
Sil =0, la tercer desigualdad siempre vale y

Ou(An,ds, K)= > > exp,(29(j —i—c))(-1)

0<i<1i<j<c,m—b

El (4,7)-ésimo término y el (i + 1,5 + 1)-ésimo se cancelan el uno al otro. Solo sobrevive el
(0, min(c, m — b))-ésimo. Por lo tanto

D5(A,n,d, s, K) = exp,(2g min(0,m — b — ¢))

Asumamos ahora que [ > 1. Luego, min(i,!) = . La misma cancelacion vale. Pero ahora hay
el (0, min(c, m — b))-ésimo término aparece si y solo si
min(l,m —b+1—min(c,m —b+1)) <k+c—min(c,m —b+1)
min(l + min(e,m —b+1),m—-b+1) <k+c
min(l+e,m—-b+1) <k+c

Por lo tanto, ®s (A, n,d, s, K) es cero si las desigualdades anteriores no se cumplen y
P (A,n,d, s, K) = exp,(2g min(—l,m — b —¢) + min(l,m — b+ [ — min(c,m — b +1)))

si no. Esta formula tambipen funciona en los casos especiales que analizamos primero. En con-
clusion,

a2\ 27 edqa, 2

mcd(d, ™= med(a, — . d

—_— ——>== si med(d, 2)|K%

TR B S (@, Ik

0 si no

para todos los posibles A,n,d, s, K. Luego, E(MCB(SLH)“, LKDai u,v)g" (@ es

<(—1)"q732HT/(Q))29_1

(= 1T

S (o) e o)
mod(s, 3| K 2

como enuncia el teorema 3.2.1. Recordemos que el shift fermio6nico es %(1 - L)2g-1).

3.6. E-polinomio stringy

Probemos ahora el teorema 3.2.2. Por el teorema 3.2.1,

(<1>"<uv>”5%7/<uv>>2g_l

(uv — 1)29-1+n—1

ELP(M%(SLy /Fa);u,0) = >

T

Z 5290577(139(71, d,s,K)

s|n

para

Qg(n,d,s,K) = Z

a

med(d, 24)\ ™" med(d, 2)
dA d
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donde a recorre todos los elementos de F 29 para los cuales Als,d y med(d, K S 4 Por inversion
de Mobius,

Amed(d, %2)29~  med(d, 2)
n d S, K Z Z ngd?g N(dl)

A dy|A

donde A varia sobre todos los divisorescomunes de s y d tales que med(d, 2)|K % 4
Al igual que antes podemos concentrarnos en el caso en que n = = p™ para algtin primo p.
Escribamos s = p®, d = p¢ y K = p*. Entonces, para E = p' y dy = p/,

Q4(n,d, s, K) = Zexpp(i + (29 — 1)(min(e,m — b+ 1)) + min(c,a — b) — 2g(c + 5))(=1)

donde ¢ y j cumplen que 0 < i < min(b, ¢,k + ¢ — min(c,m — b)) y 0 < j < min(1,4).

Separemos en dos casos; si @ < ¢ —m + b o si no. En el primer caso, el (i, j)-término y el
(i+1, j+1)-ésimo se cancelan entre si. Solo sobrevive el (min(c—m+b, b, ¢, k+c—min(c, m—b)), 0)-
ésimo término. El mismo solo es vélido si m — b < c¢. En este caso, obtenemos que

exp,(2g(min(c—m+b,b, ¢, k+c—min(c, m—b))+m—b—c)) = exp,(2g min(0, m—c,m—b, k)) = 1

Analizemos el segundo caso, es decir si i > ¢ — m + b. Tenemos que

<Z epr(i)> Z expp(mfn((), m—b—c)— 29j)(—1)j + Octbem expp(2g min(0,m — b — c})

i 0<j<1

donde i varia entre méax(1,c —m + b+ 1) y min(b, ¢, k + ¢ — min(c, m — b)).
Podemos evaluar la suma en ¢ como una serie geométrica. Si m < b+c, obtenemos la siguiente
formula para ®4(n,d, s, K)

exp(min(b, ¢,k +c—m+b) +1) —exp,(1+c—m+)

exp,(m —b—c¢) (1 —exp,(—2g))) +1

p—1
exp,(min(m — ¢, m — b, k))(p — exp,(1 — 2g)) + exp,(1 — 2g) — 1
= =
Sim>b+ec,
e min(b,c, k) +1) —
Q,4(n,d, s, K) = xp (i (p — 1) it (1 —exp,(—2¢)) +1
exp,(min(b, e, k))(p — exp (1 — 2)) + expy (1 — 2g) — 1

p—1
En conclusion,

(p — exp, (1 — 2g)) exp,(min(b, m — ¢,c,m — b, k)) + exp,(1 —2g) — 1
p—1

(I)g(na d,S,K) =

que es la formula del teorema 3.2.2. La tltima afirmaciéon del teorema se sigue notando que K
puede ser reemplzado por med(d, 5, K) y ®4(n,d, s, K) = ®4(n, 7, s, K).
3.7. Contribuciones isotipicas

Para finalizar este capitulo, probaremos el teorema 3.2.3. Consideremos una torsion discreta
sobre F),. Sea w una rafz primitiva de la unidad de orden n y fijemos un generador de las torsiones
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discretas D como en las secciones anteriores. Fijemos K € F),. Cualquier caracter & de Fn7 es
d

(0)y, . L. . ..
de la forma w®2-% % para un tnico b®) € F ig . En esta situacion, tenemos que
d

((—1>nq"5m<q>>2g_l

EgD(M%(SLn /Fd)’ u, U)& = = Z (q o 1)2g_1+n_1 Z 32gCS,1,T(I)stp(b(0)ana S, da K)

s|n

para

1 Kn? ©).
’ Ala,b)+db©-b
(V) 1,5, K) = 7 o b A0
a,b
donde la suma recore todos los a € Fy® y b € Fy? tales que Als, B|" y A[A(a,b) med (%2, A).
Por lo tanto, el teorema 3.2.3 es equivalente a
n? i BO)
By (0,1, 5, d, K) = { Og(a,2,s,d, %K) si BOs

0 sl no

si BO) := ord(b(?)) = ord(a).
Notemos que la condicion med (%, %) ]K > -5y el P es automatica. Luego, queremos probar
que

(mcd(d,sA)> mcd(g,g) si B(0)|8

0 si no

CI)stp(b(o)y n,s, d7 K) =

Escribamos

d2

n29

By (b, 5,d, K) = Z wdb(o)'bé(b,n,d,s,K)

be F29

donde

. 1 a
d(b,n,d,s, K) = Z yTYVTE lwAB S A(ad)
aers

y Fps C ng es el subgrupo de aquellos a tales que Als, B[M and A|A(a,b) mcd(”A A).
De forma similar a lo que hicimos en la seccion 3.5, para B|d y ord(b) = B, sea

AQQ mcd(B, dl)

d?g mcd(A, B)

M(A,B,A) :=|{a € F;? :ord(a) = A, Ala,b) = A} =) u(dy)

di

donde d; varia sobre todos los divisores de A tales que med(B, d;)|A. Y reescribamos

3 M(A, B,A)
d(b,n,d, s, K) = ZZ ngAQg —S(A)

donde A recorre todos los divisores comunes de s y d tales que B \%, A sobre todos los divisores

n2 A
de med(4, B) que cumplen A|[Amed(%2, A), y S(A) es la suma de wAE A para1 < i < %
med(4,5)
A

coprimo con . Como en la seccién 3.5

Amced(B,dy)

d(b,n,d, s, K) :ZZ

A dy dQQd%g mem

p(d)
HlCd(A, dg))

A
mcd(%,A) ’
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o . K A
donde d; recorre todos los divisores de A tales que n A%’ mecm <W, med (B, dl)).
Ahora bien,

A B A A A

med (B, di) _ mcd(n—,A) med [ ————— dy | =med <A, n d1>
A Bs med(%2, A) Bs

mem ( —g—=, med(B, d1)

med(55,4)

Bs?

La segunda condicion de divisibilidad sobre d; se transforma en med(A4, ng;h”% med(B,dy) y

med (A, 2adL)

d(b,n,d, s, K) = ZZ ng;lgng p(dy)

Notemos quela suma es vacia salvo que B |"?d Asumamos esto tltimo de ahora en adelante.
Analizemos las condiciones sobre A. Como dj|A, escribamos A = dy A’. Entonces sB|nd; A’. Sea

B' = m Asi B’|A’. Escribamos A’ = B’A”. Notemos que
!/
mcd (B di A", B A”) =d A", Bdi=—— 0,
s med (7, 3)
y

d _ dmed(g, 3) _ mcd(dls, nd ) = med d nd
B'dy s s d,’ Bs

Las condiciones son entonces A”| £, A”| % A"| 4L A" 4 A\ K mem(Ban) - La dltima es auto-
1 1’ mem( )

matica. En efecto, es implicada por las primeras dos ya que s|n. Por lo tanto,

) 1 n d dn
®(b,n,d, s, K) = 0dpdn ———u(d)T d IR
( ’n7 787 ) BI% dlz|d:5 dZQd%g_llJ’( 1) <II1C <d17B7d17 5>)

donde

=) ds

ds|A

para cualquier A. Notemos que ®(b,n,d, s, K) esta deterinado por B = ord(b).

Observemos que I' es aritmética al ser la inversa (bajo el producto de convoluciéon) de la
identidad. Luego, ® también lo es. Podemos asumir que n = p™ para algin primo m. Escribamos
s=pl, d=7p° K =p*y F =pl. Asumamos que j < m + ¢ —b. Si esto no valiera, sabemos que
la suma da cero. En esta situacion, ®(B,n,d, s, K) es

Z exp,(29(—i —¢) + i)(—l)iF(epr(mfn(b —i,m—j,c—i,m+c—>b—7j)))
0<i<1,b,c

Si ¢ =0, entonces i = 0y ®(b,n,d, s, K) = 1. Por otro lado, si b = 0,

d(B,n,d,s,K) = exp,,(—2gc¢)

Finalmente, si b,c¢ > 0, i puede ser 1. Usando que I'(p*) = pjll obtenemos

. exp, (min(b, m — ',c,m—l—c—b—' +1)—1
(D(B,n,d,s,K):expp(—Qgc)< pp( ( J 1 J) )

exp,(min(b —1,m — j,c—1,m+c—b— j)+1)—1>

— exp,(1 — 29) —
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siempre que j < m + ¢ — b. Esta formula también funciona si b o ¢ son cero.
Analicemos ahora

Ny, B, V) = [{b € F}¥ : ord(b) = B,bY . b = V}|

y
Nytp(0, B, dy, V) = |{b € F}¥ : dab;, b9 - b = V}|
para dg]F y V € Fg. El operador b . — es lineal y su imagen cae en chd(B(o)’B). Ademas,
mcd( dg)\b b sl da|b; y cualquier valor que cumpla esto esta en la imagen dado que
(A ) = BO). Luego,
B29mcd(B(® dp) . (0)
Nstp(b(o)v B, d2, v) — dgg med(B(©),B) S1 mcd(B ,d2)|V
0 si no

Yy

> B*mcd(B©), dy)

Nyty(b) B, V) =
stp( y 2y ) d%gmcd(B(O),B)

1(da)

donde dy varia sobre los divisores de B tales que mcd(B(®), dy)|V.
Por lo tanto, @Stp(b(o),n, s,d,K) es

d?9B* mcd(B© 4 . _n?
S o EB eI ) 1) a8, d 5, ) Y wEs
daBln ¥ n29d3? med(B©), B) :

donde V recorre todos los divisores de med(B®), B) que son divisibles por med(B(©),dy), e i

(0) . (0) . .
sobre todos los enteros entre 1 y M coprimos con W. Al igual que antes, se sigue

que

d29B29
B0 0, 5,d, K) = ZTd% 1(do)®(B,n,d, s, K)
B n

donde la suma es sobre todos aquellos da|B|n tales que BB |nmcd(B©, dy).

Esta funcion es aritmética. Consequentemente, asumimos nuevamente que n = p' para algin
primo p y escribimos s = pb, d = p¢, K = p*F y F (0) = pio. En este caso, luego de multiplicar
por p — 1 obtenemos tres términos

Zexpp(zg(] -—m— Z))(_l)l expp(min(b,m - ja cn+c— b— ]) + 1)7

— Zexpp(Qg(j —-—m—1— 1))(—1)iexpp(min(b —1,m—jce—1,m+c—>b—j)+2)

Zepr@g(j —m —))(—=1)"(—1 + exp, (1 — 2g))

donde i y j satisfacen, en todas las sumas, que 0 <i<1e
i < j < min(m, m + min(jo, i} — jo,m +c—b)

En la dltima, el (7, j)-ésimo término y el (i + 1,7 4+ 1)-ésimo se cancelan el uno al otro. Solo
sobrevive el (0, min(m,m — jo,m + ¢ — b})-ésimo término salvo que jo > 1y b—c < jo— 1. Por
lo tanto, el valor es

mMax(8j,=0, Op—c>jo ) (—1 + exp,(1 — 2g)) exp,(2g(min(m, m — jo, m + ¢ — b} —m))
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Para calcular la diferencia entre las primeras dos sumas, comparemos el (i, j)-ésimo término
de la primera con el (i,7 + 1)-ésimo de la segunda. Solo difieren en un signo. Por lo tanto,
solo sobreviven el (i, min(m,m + min(jo,7} — jo,m + ¢ — b})-ésimo término de la primera y
el (0,0)-ésimo y (1,1)-ésimo de la segunda. Los ultimos dos se cancelan entre si salvo que
min(m, m + min(jo, 1} — jo,m + ¢ — b} = 0. En este caso, el (0,0)-ésimo términoreemplza el
(1, min(m, m 4+ min(jo, 1) — jo, m + ¢ — b))-ésimo que perdemos de la primera suma.

Asumamos que jop > 1y b— ¢ < jo — 1. Entonces, min(m, m + min(jo,7) — jo,m + ¢ —b) =
m + 1 — jo. En este caso, obtenemos que

(p - 1)(I)Stp(b(0)7 n,s, d, K) :expp(—ngg)(epr(mfn(b, Jo, ¢, ¢ — b+ Jo, k +]U) + ]')
- expp(min(bajo - 17076 —b +.70 - 17 k +]0 - 1) + 1))
=(p — 1) exp,(—2gjo + min(jo,c — b+ jo))

si min(b, jo,c,c — b+ jo) = min(jo,c — b+ jo), y es cero si no. Notemos que si ¢ — b+ jo < ¢,
Jo < b. Y esta altima condicién es equivalente a la de los minimos. Por lo tanto,

— Y 4 - _ . . . <
By (b0, 1, 5,d, K) = { exp,(—2gjo + I'Ilgl(]o,c b+ jo}) :i ‘17100_ b

Notemos que la desigualdad es equivalente a Es.
Asumamos finalmente que jo = 0 0 b—c > jg. En particular, jo < b. En este caso, min(m, m+
min(jo, %) — jo,m + ¢ — b) = min(m, m + ¢ — b). Obtenemos
—1+exp,(1 —2g) +p —exp,(1 — 29)
p—1

(Pstp(b(())) n, s, da K) = expp(Qg min(07 c— b))
= exp,(2g min(0, c — b))

Comparando cada caso con nuestra férmula previa para ®g4, concluimos que

(0) n n2
q)Stp(b 7n787d7 K) = 5ord(b(0))|s(I)st a,mn, Evsa ?K

si ord(b(®) = ord(a). Esto finaliza la demostracion del teorema 3.2.3.



Capitulo 4

Descomposicion celular de variedades
de caracteres

4.1. Generalidades

En las primeras secciones de este capitulo generalizaremos la descomposicion de A. Mellit
[Mell7] para variedades de caracteres asociadas a GL, a grupos reductivos en general. Cabe
aclarar que las demostraciones de las secciones 4.1, 4.2, 4.3 y 4.6 son ligeras variaciones de las de
loc. cit.. En cambio, las de las secciones 4.4 y 4.5 tienen ideas distintas. Las secciones siguientes
son completamente nuevas. En la seccidon 4.8, aplicaremos la descomposicion celular obtenida
para estudiar una generalizacién motivica de la conjetura de T. Hausel y M. Thaddeus.

Fijemos un grupo redutivo G, un subgrupo de Borel B C G y un toro maximal T' C B.
Llamemos W al grupo de Weyl de G. Una variedad sobre G es un par (X, f) donde X es una
variedad y f : X — G es un morfismo algebraico. Un morfismo entre dos variedades sobre G,
(X, f) vy (X', f), es un morfismo algebraico ¢ : X — X' tal que f = p o f. La categoria de
variedades sobre G es monoidal para

(X ) (X f) = (X x X, ff).

Hay una familia natural de variedades sobre G, que denotaremos como 1%, dada por t € T —
t' € G. Hay morfismos diagonales Tt/ — T - T t s (t,t).

Denotemos “t := wtw ™! paraw € W yy € T. Dados w € Wy f: X — G denotemos con
T x4 X ala variedad sobre G dada por T' x X — G, (t,z) —* tf(x)t~L.

Definiciéon 4.1.1. Sea w € W. Una variedad X sobre GG equipada con una accién de T se dice
w-torcida equivariante, o w-equivariante, si la accion 1" x,, X — X es un morfismo sobre G, es
decir, si

F(t-a) =" tf(a)t!

para cualesquierat € T'y x € X.

Proposicion 4.1.1. Sean (X, f) y (X', f') dos G variedades. Si X es w-equivariante y X' es
w'-equivariante, entonces X - X' es ww'-equivariante.

Demostracion. Definiendo t - (z,2') = (“'t - z,t - 2') tenemos que
() [ = F( ) @ = F( ) () = (£ (#(a,a)
para cualesquiera t € Ty (z,2') € X x X'. O

Sea f : X — G una variedad sobre G. Denotemos Xo = f"'(B) y g : Xo — T a la
composicion de f con el morfismo cociente B — T ~ B/[B, B]. Mas generalmente, denotemos
Xww ={2€ X : f(z)wB C Buw'B} para w,w’ € W. Notemos que X, . = Xp.

55
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Proposiciéon 4.1.2. Sea X una variedad sobre G w-equivariante. Entonces X,y v es T-invariante
para todos w',w" € W y g es T-equivariante si a T lo equipamos con la accion t -t =% tt=1¢'.

Demostracion. Que X, es equivariante se sigue de que w'B y Bw”B lo son. Més aun, si
f(wg) =tuparat' € Tyu € U = [B,B], f(trg) = tf(wo)t™! =% tt'ut™! =¥ t+~#'ii para
@ = tut~' € U. Esto muestra que g es equivariante. ]

Definiciéon 4.1.2. Sea X una variedad sobre G w-equivariante. Para t € Img(g) denotemos
Y (t) al stack cociente g~1(t)/(T%/Z(G)) donde T® = {t € T :* t = t}.

En el resto de este capitulo construiremos descomposiciones celulares de X,, v y de Y (t)
para ciertas familias de variedades sobre GG, para luego descomponer variedades de caracteres.

4.2. Variedades unipotentes

Llamemos g, b, y t a las algebras de Lie de G, B, y T respectivamente. Sean A™ y & los con-
juntos de raices simples y positivas respectivamente. Dada una raiz o de G, podemos considerar
su asociada sly-subalgebra de g. Exponenciando, conseguimos un morfismo ¢, : SL2(C) — G.

0 1 > . Notemos

Definamos f, : C — G via precomponer el morfismo anterior con z ( 1
-1 -z

1 . . . .
que Lty < 10 ) es un levantado de s, € W, la simetria asociada a «. Ademas, este morfismo

es inyectivo dado que ker ¢y, C Z(SL2(C)) = {£Id2}. Usando esta construccion y la estructura
monoidal, definimos un morfismo p : F(A*) — Var/G del monoide libre en las raices simples a
variedades sobre G.

Para w € W definamos ®, = ®T Nw 1 (—®") y sean U, y U] los subgrupos unipotentes
de G asociados a las subdlgebras @, cq, Ca y P ,ge, Co de g.

Lema 4.2.1. Sea a una raiz positiva y w € W tal que w - « es positiva. Sea U~ C SLy(C) el
subgrupo de matrices triangulares estrictamente superiores. Entonces wio (U )w ™! = 1.0 (U7).

Demostracion. Es suficiente con probarlo para w = sg para una raiz 3. este caso se sigue del
Teorema 5 de la seccion 4.1.6 de [OV90)]. O

Proposicion 4.2.1. Sea w € W un elemento de longitud | y escribamoslo como s1 ---s; donde
cada s; es la simetria asociada a o; € AY. Entonces p(ai---o;) = (C!, f) donde f es un

. 1
wsomorfismo con wU, C G y pensamos a w € G' como el producto de tq, <_01 0>.

Demostracion. Lo demostramos por induccion en [. Es claro para [ = 1. Asumamos que el
resultado es cierto para m € W y sea « una raiz simple tal que I(sqm) = I(7) + 1. En particular
®, » = {7 ()}U®,. Escribamos 7 como en el enunciado y sea f : C{™) — U= el isomorfismo
asociado. Escribamos f = wu. Entonces

1 =z 1 z
fof = sata (0 1> TU = STlp—1g, <O 1) u

y el resultado se sigue. O

Denotemos 7 : F(A1) — W al morfismo dado por a — 5.

Proposicién 4.2.2. Para cualquier f € F(A™T), p(B) es w(B)-equivariante.
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Demostracion. Basta probar que para una raiz simple o, p(a) es sy-equivariante. Recordemos
) o
que « es el diferencial de un morfismo a : T'— C*. Por su definicion,

tro(Idy + 2E10)t ™! = 1, (Idy + a(t)zE1)
Luego,
Satfo ()t = fala(t)z)

y p(a) es sy-equivariante para la accion ¢ - z = a(t)z. O

4.3. Estratificacion

Sea 3 € F(A™T) y fijemos una representacioén irreducible

para ciertas raices simples «;. En esta seccion estratificaremos p(/3), . Para este fin, utilizare-
mos la descomposicion de Bruhat. Referimos al lector a [Hum75, Capitulo X.28] para detalles
sobre la misma. Cada celda de Bruhat BwB, dado w € wT, tiene parametrizaciones

BwB~U_ , xTxU~UxTxU,
w

dadas ambas por (u,t,u') — uwtu'. El cambio de coordenadas entre las dos parametrizaciones
esta dado por (u,t,utu™) — (u Wt -uT) W), t,u”) parau,u” € U, ,ut € Ul yt € T, donde
t € T actta multiplicando la coordenada correspondiente a o € ® \ ®,, por a(t). Notemos que
U=U,Utl =U;U, . Ademas, si w es simple, U} es normal en U.
Escribamos
Tk = Say " Say €W

para 1 < k < [. Notemos que 7(8) = 7. Sea p : p(B)ww — W' la funcion dada por

(z1,-.-,21) = (po,-..,p;) donde p; son los tnicos elementos de W tales que
fk(z) = fak(zk) te fal (Zl)wB S BpkiB
para cada k = 0,...,l. Notemos que pg = w y p; = w’. Probaremos las siguientes dos proposi-

ciones de forma simultanea. Dotemos a W con el orden de Bruhat.
Proposicion 4.3.1. Para cada punto de p(8)y y0 <k <1—-1,
Pk41 = { Skl st Sar1Pk = Pk

Saps1Pk O Dk St Mo

En cada caso decimos que subimos (pg+1 > pg), bajamos (pry1 < pr) o nos quedamos
(Pk+1 = px) respectivamente. Denotemos con Up, D, y S, las posiciones donde subimos, bajamos
o nos quedamos respectivamente. Llamamos paseos asociados a (3 a los elementos de W't que
cumplen las condiciones de la proposicion anterior y denotamos con W, () al conjunto que
forman. Para cada paseo p, sea Cp, = {x € p()yw : p(x) = p}. Tenemos una descomposicion

p(ﬂ)w,w’ = |_| Cp-
PEW,, o (B)

Notemos que esta descomposicién es T-equivariante.
Dado un levantado w € w1 de w, podemos pensar a p, en G como la multiplicaciéon a

izquierda por tq; <_01 (1)> de w sobre los 7 < k donde subimos o bajamos. Esto induce morfismos

gk : Cp — T dados por componer f con la inversa de la parametrizacion de U, _; XT'xU ~ BpyB
inducida y cocientar por U a ambos lados. Notemos que si w = w’ = e, g; es g multiplicado por

1
el producto de ¢q, (_01 O) sobre las posiciones donde subimos o bajamos.
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Proposicién 4.3.2. Para cualquier paseo p, la celda C, es T-equivariantemente isomorfa a
CUr x (C*)5r. Mds atin, escribiendo a = (ay,) € CUr x (C*)%r,

1. el morfismo g; se corresponde a
-1
-1, —a 0
a | | Pk i, k
0 —ayg
kES,

bajo el isomorfismo anterior, y

2. la accion de t € T esta dada por multiplicar cada coordenada ay, por o (™ —1t).

Demostracion de las Proposiciones 4.3.1 y 4.3.2. Sea X;, C C¥ el subconjunto localmente ce-
rrado dado por

fi(2) 7= fa;(2)) -+ fay (21)wB € Bp; B
para cada 0 < j < k. Por definiciéon X; = Cp. Ademas, notemos que X}, es la celda correspon-
diente al paseo pi,...,pr asociado a «i ...a;. Probaremos inductivamente el resultado en la
longitud de 8. Para longitud cero no hay nada que hacer. Asumamos que el resultado vale para
X;_1. Notemos que hay una proyecciéon X; — X;_; dad por olvidarse z;.

Escribamos f;_1 : X;_1 — Bp;_1B como un producto up;_qtv para ciertos u: X;_ 1 - U _, ,
P4

t: X;_1—T,v:X;_1 — U. Para simplificar la notacién, escribamos z = z; y a = ;. Tenemos
que

(1 =z
fa(Z)upi—1tv = 84ia <0 1> upr—1tv

El primer caso es cuando podemos ir para arriba: s,p;_1 > p;—1. Esto significa que plill (a) €
®T. Luego, U/p__1 C Uy, por lo tanto,
-1

(1 =z .12.12_1_1 (1 =z ;o (1 2
Sata (o 1) u=|%ada(y 1) wWaly ] Sa- | Sata |y {) = Wsala | ]

. _ ~1 1 =z
con v’ : X;—y — U; . Ahora bien, como pl_ll(a) € dr, Pi1y, (

0 1) € U. Luego,

Ja (Z)Upl—ltv = Ulsapl—lvl

para cierto v’ : X; — U. Se sigue que f(z,x) cae en la celda de Bruhat Bs,p;—1B. Entonces,
P = Sapi—1 ¥y X; = X;_1 x C. Notemos que el morfismo a T no cambi6. La acciéon en X;_ 4
tampoco cambi6 y en C esta dada por la convolucion de p(«) con el resto de los factores, siendo
la multiplicacion por a;(™-1t).

El segundo caso es el complemento: sop;—1 < p;—1. Empecemos escribiendo

_ 1 z(x) ’
u(z)Se = ta (O 1 ) St ()
para cierto v’ : X;_1 — U;Z. Definamos
Z ={(z,2) e Cx Xp: 2= —z(x)}

-1 0
0 -1

1 —z(x 1 2z(x -1 0
fa(z)up—1tv = sqla <0 (i( )) la <O Og )> Sat Lo, < 0 _1> p'tu

_ -1 0 Lo /
—<La<0 _1> u>ptv

Sea p' = s4p;—1. Notemos p;_1 = Satla ( ) p’. En Z, tenemos que
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Por lo tanto, en este caso, debe ser p; = p’ y el morfismo a T no cambia.
Probemos que en el complemento de Z tenemos que p; = p;_1. Notemos que

ol eels e )

Sea a(z,x) = z + zo(x). Es un morfismo (X;—; x C) \ Z — C*. Escribamos
-1 0\ ([ —-al 0 1 —a 0o 1
a -1) 0 -a 0 1 -1 a!

fa(—a™ ' = u" fa(~a™)

para cierto u” : X; — U dado que «’ tiene imagen en U . Por lo tanto,

Notemos que

—a- ! —
fa(2)upi—1tv = 14 ( C(L) 0 > Ul”foz(*a_l)ba < 01 _01> to

—a

para u™” : X; — U. Ahora bien s,p’ > p'. Por ende, u" fo(—a™1)iq <_01 _01> p € Up_1U y se

sigue que nos quedamos. El morfismo al toro se multiplicé por

pzlaa< —at 0 >
0 —a

Resta describir la accion en a. Siendo la estratificacion T-equivariante, zo(x) se debe mover bajo
la accién como z. Por lo tanto, la misma conclusién debe valer para a. ]

4.4. Estabilizadores

Notemos que para cualquier § € F(A), Img(g) C T°° donde 7% = T'NG** es la interseccion
de T con la parte semisimple G*®* de G. Para cada raiz «, denotemos con h, € t a su elemento
semisimple correspondiente.

Lema 4.4.1. Sea o una raiz y w € W. Entonces (“ha) = (hw.a) Y WSaW™ ' = Sy.q.

Demostracion. Aplicamos el teorema 5 de la seccion 4.1.6 de [OV90]; w manda los autoespacios
Jda ¥ 9—a & Guw-a Y J—w-o respectivamente. Luego, h, va a un multiplo de hy.o. Se sigue que “hy
¥ hw.o generan el mismo subespacio. Esto implica que ws,w ™! y s,.o coinciden dado que ambas
son simetrias. 0

Lema 4.4.2. Sea € F(A) y p un paseo. Entonces

1. W(p) = <87ka10”c tkeSy) = (s —1,, k€ Sp),

Py
2. plzlﬂk € W(p) para todo k € Sp, y
3. T(p) = <ﬂl;1hk ke Sp>Z = <p;1hk ke Sp>Z-

Demostracion. Probamos 1. y 2. de forma simultanea por induccién en k. Para la primera vez
que nos quedamos tenemos que 7 = Sq, Pr. Por lo tanto,

—1 —1 —-1.3 —1
Py Tk = P SapPk = P Sa, Pk = Tf, SaipTk -
—— ———

s 1 s 1
Py T Ok
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Sea k € S, y asumamos que el resultado vale para el mayor k' € S, menor que k. Notemos que
7Tk7Tk_,1 = sakpkp,;,l. Por lo tanto

1 11 1 1 1
Selay = T SarThk = Mgy Pi/Py, S PkPyy Th! = Tpr Ph! S, Dpr Tk

y la primera afirmacién se sigue porque p,?,lﬂk/ estd en el grupo generado por los elementos
anteriores. Finalmente,

pglﬂk = pzlsakpkp;jm' = Spglakp,glwkr.
Para probar 3. notemos que <”l§1hk ke S,y <p;1hk : k € Sp) son invariantes bajo la accion
de W(p). Ahora bien, por 2., p’zlhk = P;lﬂk e hi, € (”lzlhk 1k € Sp) y viceversa. O

Definicion 4.4.1. Para 8 € F(A™) y un paseo asociado p, sea I(p) la imagen de g; : C —
Ty S(p) C T el subgrupo generado por los estabilizadores de los puntos de C),. Definamos
Q(p) C t como el Z-modulo generado por 7~ ey, k € S,. Denotemos Q = (®)z al reticulo de
raices. Definamos al centro de p como Z(p) := (Q/Q(p))* = Hom(Q/Q(p),C*) y a su grupo
fundamental como 7 (p) := t*5(Z) /T (p).

Teorema 4.4.1. Sea B € F(A™) y p un paseo. Entonces:
1. el dlgebra tangente al estabilizador de cualguier punto de C, esta contenida en (T (p) @R)*,
2. el espacio tangente a I(p) es T'(p) @ R,
3. Si G es conexo, S(p)/Z(G) ~ Z(p), y

4. Si Cp — T*% es sobreyectivo, Z(p) y m1(p) son finitos y, para cualquier t, gl_l(t) ~ ClU»l x
((CX)|SP\—dimT55 % 771(]9) )

Demostracion. Notemos que ag(™-1t) = 1 si y solamente si ag(™¢) = 1 El primer item es

equivalente a
—1
ﬂ e ker ay,

keS,

1
tss - T<p)

que a su vez es equivalente a
-1
(" hg:keSy) DT(p)

que es cierto por el lema anterior. Por otro lado, la segunda condicién se cumple si y solo si
—1
(Pr hy 1 ke Sy) =T(p)

que también es cierta por el lema anterior.

Para 3.,sea & : g — G la exponencial dada por x — exp(2miz). Recordemos que £~1(Z(G)) =
Q* |[OV90, Teorema 7 de 4.3.5]. Siendo G conexo, cualquier  de T es de la forma £(y) para
algiin y € g. Ahora bien, x € S(p) si y solo si £((m; 'a)(y)) = (7}, 'ew)(x) = 1 paratodo k € S,
es decir (7}, ') (y) € Z para todo k € S,. Equivalentemente y € Q(p)*. Por lo tanto,

S(p)/Z(G) = £(Q(p)*)/E(Q") =~ Q(p)"/Q" ~ (Q/Q(p))*

que es finito si Q(p) ® R = (T'(p) ® R)* = (t*°)*, es decir, si C;, — T*° es sobreyectivo.

Para 4., notemos que por su definicion, coker (g, : m1(Cp) — m1(T%%)) = t**(Z) /T (p) = m1(p)
y es finito dado que T'(p) ® R = t**. Ahora bien, g; : CY» x (C*)% — T es la composicion de la
proyeccion en la componente torica, la multiplicacion por —1 y un morfismo de grupos ¢’. Se sigue
que g; '(t) =~ CY x ker g’ y que ker g’ es un toro de dimension |S,| — dim I(p) = |S,| — rk T'(p).
Finalmente, por [OV90, Teorema 4 de 1.3.4], my(ker ¢’) ~ coker(g«) = m1(p). O
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Lema 4.4.3. Sea o : T — T’ un morfismo entre toros afines con kernel F y T conexo. Sea X
una T-variedad. Entonces (X x T')/T ~ (X/F) x (T'/T) donde T actia en T' via .

Demostracion. Afirmamos que T ~ (T/F) x (T"/T) como toros. Para probar esto podemos
asumir que T’ es conexo y F es trivial. En este caso, « induce un morfismo inyectivo da :
t(Z) — ¢ (Z). Gracias a la forma normal de Smith, existen Z-bases donde da es diagonal. Si
alguno de sus autovalores no es £1 o 0, a no seria inyectiva. Luego, en algunas coordenadas, «
se corresponde a una inclusion (C*)” — (C*)™, (z1,...,2n) — (21,...,2p,1,...,1). Se sigue
la afirmacion.

Respecto al enunciado, tenemos que

XxT ~Xx(T/F)x (T'/T)
Definamos (X x (T/F) x (T"/T))/T — X/F x (T"/T) como
(v, t,t) = 17, 1)
y X/F x (T')T) = (X x (T/F) x (T'/T))/T como
@) = (2, 1,0).
Estos morfismos son inversos entre si. O

Corolario 4.4.1. Asumamos que G es conezxo. Sea § € F(A1) con w(B) = 1. Entonces, para
t € T genérico, Yg(t) es una variedad y admite una descomposicion celular indexada por algunos
paseos p € Weo(B) cuyas celdas asociadas son my(p) x (C¥)ISel=2dmT** s (ClUsl /7 (p)), donde
Z(p) actia de forma lineal en CIUp!.

Demostracion. Dado que t es genérico, C), — T** debe ser sobreyectivo para que C, N g 1(t) sea
no vacio. Se sigue que Z(p) y 71 (p) son finitos y que g~ (t) =~ CUr x (CX)II=dimT** 5 7/ (p).
La accion de T' se factoriza por T = T'/Z(G) que es conexo al serlo G. Remarcamos que 7"
acttia en (C*X)I%I=dmT* yiz yn morfismo de grupos cuyo kernel es exactamente Z(p). Por lo
tanto, el resultado se sigue del lema anterior. O

Ejemplo 4.4.1. Puede suceder que Z(p) sea finito pero no trivial. Por ejemplo, sea G = Sp,(C)

para la forma bilineal
0
0

o O O
S O =

-1
-1 0

S O = O

0

ver [OV90, Ejemplo 4.1.5.8]. Tenemos que Z(G) = {£1ds} y T = {diag(x,y, 2"y~ : 2,y €
C*}. Sean ay = 2E3, y ag = Ef; — E3,. Consideremos el siguiente paseo:

k|1 2 3 4 5 6 7 8
raiz oq oq oq 6% oq oq aq fe%)
paso | arriba quedarnos abajo arriba arriba quedarnos abajo abajo

Pk Soy Soy Id Say Sa; Say San San Sag Id

Tk Sy Id Sar SawSay  SajSasSai SanSay SaySasSa; SasSaiSasSoy

Tabla 4.1: Un paseo con I(p) =T y centro Z(p) no trivial en Sp,(C).

Entonces

T(p) := (**1hq,,°*1%2 hy, ) = (diag(0, 1,0, —1),diag(1,0,—1,0))
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y I(p) = T. Ahora bien,
S(p) = ker(E33) Nker(E;?) ~ (Z/27)2.

En este caso m1(p) es trivial.
Contraejemplos similares se puenden construir para los tipos By, Cp, Fy y G2 para obtener
Z(p) o m1(p) interesantes.

Teorema 4.4.2. Sea G un grupo de Lie de tipo A. Sean 8 € F(A™T) y p un paseo. Si C,, — T**
es sobreyectivo, w1 (p) = m(G**) y Z(p) es trivial.

Demostracion. El enunciado es equivalente a decir que para el sistema de raices ® de tipo A1,
un subconjunto S C ® genera (®)y si y solo si genera t sobre R. En este caso,

t={zeR":21+...+z, =0},

P={e;—ej:1<i#j<n}

(P ={x€Z" :z1+... 42, =0}

Dado un subconjunto S C ®, consideremos el grafo con vértices numerados del 1 al n y una
arista entre ¢ y j si y solo si +(e; — e;) € S. Notemos que S genera t sobre R o (®)7z sobre Z si
y solo si el grafo es conexo. O

4.5. Variedades de conmutadores

Definicién 4.5.1. Sean 7y, m,w € W. Definamos la variedad de conmutadores w-torcida
Yp(m1,me) sobre G asociada a (w1, mg) como T' x T — T%% C G, (t1,t2) — “’(”;tltgtflﬁfltgl).
Definamos

T(m1,mo,w) = w((my ' = Id)((Z)) + (w5 ! —1d)(4Z)))

Lema 4.5.1. Sean 7, m,w € W. Entonces
1. el dlgebra tangente a la imagen de “p(mwi,m2) — T es T(my, m2,w) @ R,
2. Wp(my,m2) es wry my tmamw T -equivariante, y

3. el estabilizador de cualquier punto de “p(mi,m2) es wp{mm) 4 sy espacio tangente es
(T (71, T2, w) @ R)L.

Demostracion. 1.y 2. son computos directos. Notemos que la accién de T esta dada por
t- (tl tg) — (wflﬂgﬂlw_ltfltlfrgﬂlw_lt 71'1w_1 t71t27r271'1w_1t)

Por lo tanto, para 3., tenemos que todos los estabilizadores coinciden con la imagen por w de
los puntos fijos de
—1_—1 —1
(] "y MImam, T W2 ).

Ahora bien,

(71'1_17r27r1)(7r1_17r2_17r17r271'1)(771_17r2771)71 =

y se sigue que el grupo anterior esta generado por m; y me. Luego, su espacio tangente es {1 N{72.
Finalmente, observamos que v € t" si y solo si

(v —mw, vy = (v,0) — (T, V) = (V,V) — (v, 77 ) = (v, — 7 ) =0

para cualquier v’ € t, es decir, v € (Img(r;* — Id))*. O
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Por convolucién obtenemos una extension p : F(AT, W x W x W) — Var/G de la cons-
truccion de las secciones anteriores. Ademés, ignorando las contribuciones de los conmutadores
tenemos una estratificacion por paseos p(8)y v = Up C) para cualquier §3.

Para 7 = (’ﬂém), ﬂém),wm> (7‘(‘%1), ng), 1) € F(W?3) y un paseo p, definamos

[ ]w 7r1 ,7r2

Q=(p) = Qp) + <wk<<7r§’“>> ~1d)(Q) :k=1,...,m;j = 1,2,
Z=(p) == (Q/Q N Q=)
T#(p):=T (ng),ﬂ'é ),wm) +. 4+ T (Trg ),Wél),wl) +T(p),

mw(p) = (2)/T=(p)-
Para 8 € F(AT, W x W x W) y un paseo p, definamos Sz(p), Z3(p), Ts(p), y m1,5(p) de

la siguiente forma. Asumamos que [ tiene al menos una contribuciéon de conmutadores. Sean
(ﬂgl), ﬂél),w1> Yoy <7T§ m) ﬂém) wm> sus partes de conmutadores. Podemos mover a todas ellas

hacia la izquierda por la equivariancia, entonces

w’ m m w’ 1 1 o)
p(B) ="mp (ﬂ ), )) - Mip <W§ ) )> p(B)
para ciertos w},...,w, € Wy B € F(A). Sea 7 = (ng),ﬂ'ém), (A (7T§1), Wél), w}) vy defina-
mos S(p) = S=(p), etc. Finalmente, definamos Ig(p) como la imagen de Cp, — T
Teorema 4.5.1. Sean B € F(AY,W3) y p un paseo. Entonces:

1. el dlgebra tangente al estabilizador de cada punto de C), esta contenido en (Ts(p) @ R)*,
2. el espacio tangente a Ig(p) es Ta(p) ® R,
3. Si G es conexo, Sg(p)/Z(G) ~ Zs(p), y
4. si Cp — T% es sobreyectivo, Zz(p) y m15(p) son finitos y, para cualquier t, g='(t) ~
ClUnl « (@X)ISp\fdimT“ x T1.5(p) -
Demostracion. Si 8 € F(A) ya lo probamos. Asumamos que 3 tiene al menos una contribucion

de conmutadores. Sean (7?%1), ng), w1> e (wgm), Wém), wm) sus contribuciones de conmutado-

res. Los movemos a la izquierda como antes de forma tal que

p(B) ="mp (WY"), Wém)> cip (W%l)»ﬂél))ﬂ(ﬁ)

para ciertos w},...,w,, € Wy B € F(A).
Sea p un paseo. EL élgebra tangente a Ig(p) es

Ts(p) =T (ng),ﬂém),wm) +---+T (ﬂ'g ),77'; ),wl) + T(p)

por el lema anterior. Més atn, el adlgebra tangente a cualquier estabilizador esta contenido en

( (m) (. ) n- ﬂT( 1) I)LDT(ML:TB@)L

esto prueba 1.y 2..

Para 3. necesitamos chequear que £(z) € “T™ siy solo si x € (w(n~! —1d)(®))%. La segunda
condicion significa que a(€(wr lx — wx)) = 0 para cualquier a € Q ® R. Equivalentemente,
que “’(”1_15(37)5(36)*1) es la identidad.

La demostracion de 4. es la misma que para § € F(A). O
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Corolario 4.5.1. Asumamos que G es conevo. Sea 3 € F(A,W3) con m(3) = 1. Entonces,
para t € T' genérico, Ya(t) tiene una desomposicion celular indexada por algunos paseos p cuyas
celdas asociadas son my g(p) x (C)Se|=2dmT** s (ClUsl / 75(p)), donde Zz(p) actia linealmente
en CIUnl,

Demostracion. Misma demostracion que para 5 € F(A). O

Definicién 4.5.2. Més precisamente, la condicién de genericidad es la siguiente. Definamos
para cualquier S C (® U {0})?

tg := (ha —hg: (a,B) € 5)

donde hy := 0. Sea Tg C T la unién de todos los subtoros cuyas algebras tangentes son tg.
Finalmente, decimos que t € T es genérico si t € Tg para todo S salvo que Tg = T. Notar que
hay elementos genéricos.

Teorema 4.5.2. Sea G un grupo de Lie de tipo A. Sean 8 € F(AT,W3) y p un paseo. Si
Cp, — T es sobreyectivo, m1(p) = m1(G**) y Z(p) es trivial.

Demostracion. En vista del teorema 4.4.2, basta ver que para todo w € W, (w — Id)t esta
generado por un subconjunto de ®. Basta hacerlo cunado G es simple. En este caso. En este
caso,

t={zeR":2;+...+ 2, =0},
O ={e;—ej:1<i#j<n},

y W = S, actia permutando los indices.
Sea 1 <i<nyk el orden de su 6rbita bajo w. Elijjamos otro indice j. Tenemos que

k

k
1
= (’U} — Id) <k‘ Zei - e’u)ll(j)>

=1

pertenece a (w — Id)(t). Por otro lado,

(w —TId)(e; — €) = €w(i) — € — (w(y) — J)

y se sigue que lo buscado. ]

4.6. La descomposiciéon celular

Definicién 4.6.1. Decimos que una tupla (Cy,...,Cy) € T* es genérica si para cualesquiera
Wi, ...,wp € W, W1y - - k(Y es genérico en el sentido de la definicion 4.5.2.

Teorema 4.6.1. Sea G un grupo de Lie conezxo y reductivo, T C G un toro maximal, y C =
(C1,...,Cy) € T* una tupla genérica. Asumamos que Cy es reqular. Entonces, para cualquier
género g, MG(G) admite un fibrado vectorial Z(G)*-equivariante de rango r = 3(dim G —rk G)
que a su vez admite una descomposicion celular equivariante cuyas celdas son cocientes finitos

de variedades de la forma (C*)?=2 x C™*" para algin i, donde d es la dimension de MG(G). Si
G es de tipo A, no es necesario hacer cocientes finitos.
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Llegados a este punto la demostracion del teorema es verbatim la seccion 7 de [Mell7]. Solo
chequearemos las multiplicidades de C y C* en cada celda, que no es el focus de loc. cit., y
discutimos la accion de Z(G), que es nueva. La tnica excepcion es el caso k = 1 que haremos en
detalle en la seccion siguiente para probar adicionalmente que las celdas vienen de MCB(SLn).

Para w € W, sea 0, € F(A™) definido como oy, = a; - - - 1 donde Sq; """ Sq; €S UNa represen-
tacion minimal de w en término de reflexiones asociadas a raices simples. Para wi,ws € W, sea
Twnwy = Own Owy 0101 Las celdas del Teorema 4.6.1 provienen (ver pagina 65 de loc.cit.),

médulo fibrados vectoriales, de 3 € F(A, W3) de la forma

(1) (1) (9) (9)
(my my  wr) .. (my Ty ,wg)aﬂumgl)...Uﬂgg)még)...omaﬂfl...awk_laﬂ};ll

para ciertos ((71'{, 71'%, w;),m;) € (W?)9 x Wk=1, El fibrado vectorial asociado a 3 tiene rango

N

g —1
S (@mG kG~ (x) — 17 ) + Y (

j=1

(dim G — dim Z(C})) — U(m;))

o,
I
—_
N

Explicitamente, sus fibras, antes del cociente por T', son T-equivariantemente isomorfas a

g k—1
+ + . +
11 Uty x Ut | x 1~ nut
j=1 1! 2 j=1

donde Nj es el radical nilpotente de Z(C;)B y T acttia por conjugacion en cada factor.
Por otro lado, todas las componentes conexas de la celda asociada a un paseo p son

(C|Up\ > ((CX )2g rk G+|Sp|—2 dim T%®

Ahora bien |S,| = I(B) — 2|U,|. Luego,

5,0 =2 Igzm) +; (1 (+) +1 (=) - 103

y, en particular, |Sy| es par. Sea

B

-1
(29— 1)(dimG —tkg) + » (dimG —dimZ(Cj)) | — %]Sp|
j=1

7=

N =

que es namero entero. Notemos que dim Z(C%) = rk G. Por lo tanto la celda final tiene %(dim G-
rk G) + i copias de C y

k
(29 —2)dim G + ) (dim G — dim Z(C})) + 2dim Z(G) — 2i
j=1

de C* como afirmamos. o
La accién de Z(G)?9 es simple. Esta dada por actuar solamente en los p(ﬂ'gj ),77%, wj)’s por

(1,22) - (1) = (), 247

para (z1,22) € (Z(G)Y)% Lo ftnico que hay que notar es que los argumentos de Mellit solo
involucran descomposiciones de Bruhat, reparametrizaciéon de variables no-téricas y algunas
conjugaciones, ninguno de los cuales afecta a los elementos centrales o a las variables téricas
donde actian.
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Ejemplo 4.6.1. El ejemplo 4.4.1 no aparece en ninguna variedad de caracteres. Uno un poco
mas complicado si. Continuamos la notacion del ejemplos 4.4.1. Los elementos del grupo de Weyl
escritos en forma minimal son:

Id, Say ;s Sag» SagSays Sar Sags SasSar Sags Sar SazSay Y SanSar SasSa; -

Tomemos g =0, k =5, M = T4 = Sq, ¥ T2 = T3 = Sa;SaySa, - Ll siguiente es un paseo valido
para el B correspondiente:

k| o1 2 3 4 5 6 7 8
raiz oq oq oq a9 oq oq e % oq
paso | arriba quedarnos abajo arriba arriba quedarnos arriba arriba
Pk Say Say Id Sa Say Sas SaiSaz  SazSaiSaz  SaiSasSarSas
Tk Son Id Say  SawSay  SaiSasSan Sy Say Say Id
k 9 10 11 12 13 14 15 16
raiz oy 9 aq oq a9 oq aq oq
paso abajo abajo quedarnos abajo abajo arriba quedarnos abajo
Pk SapSarSas  SaySas Soy Sag Sag Id Soy Say Id
Tk Say SazSar  SaiSasSa;  SasSar  Sau Id Say Id

Tabla 4.2: Un paseo con I(p) =T y centro Z(p) no trivial en Sp,(C).

Para este paseo, 71(p) es trivial y Z(p) = (Z/27)? como en el ejemplo 4.4.1.

4.7. La acciéon de U

El objetivo de esta seccion es rastrear que puntos en una celda del teorema 4.6.1 estan en la
misma fibra de la fibracion en el caso k = 1. Para este fin, primero estudiaremos una familia de
funciones en U.

Sea m € W y BB su celda de Bruhat correspondiente. Consideremos la acciéon de U x U en
BnB dada por (uj,ug)-x = ula:ugl. Ahora bien, la celda la podemos parametrizar como U X
T x U_ vy, si levantamos a 7 a 0, € F(A™) con longitud minimal, tenemos una parametrizacion
fr : Ct — 7U- . Por lo tanto, debe existir una accién de U x U en U x T x C! de forma tal que

ulv”tfﬂ(z)ugl ="t fo ()

si (ug,uz) - (v,t,2) = (v, ¢, 2"). Nuestro primer objetivo es describir esta accion mas explicita-
mente.
Para una raiz simple a € AT, U,, = U_, es de dimensién uno, mientras que U;Z es
804

de codimensiéon uno en U. Por lo tanto, Us"; es normal en U [Hum75, pag. 17.4]. Mas aun,
U es un producto semidirecto de US‘Z por U, . Luego, podemos pensar al cociente por U:;
como g, : U — U, . Componiendo con la inversa de 551 fo obtenemos un morfismo de grupos
g, : U — C tal que

Sa ' fa(=gq (w)u € U,

para cualquier u. Definimos, dado z € C, g, : U — U como
g(—;z(u) = fa(z)s(;lfa(—g;(u))ufa(z)_l
= falz = go (W)ufa(z)""

para u € U. Para simplificar la notacién, dado un elemento reducido o = a3 ...q; € F(A™T),
zeClyk=1,...,1,sea

g;k(u’ Z> = gj‘l—k+1u2l—k+1 (g‘;‘i_lfk+27zlfk+2(' o (g!jéhzl (u))))
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para u € U. Dado w € W, escribiremos g:  para g:k, donde o € F(A™) es un levantado de 7
de longitud minimal, y g} para g::’l(ﬂ). Ademas, denotemos

g;(u, Z) = (Zl - 9;1 (9;5_1(1% Z))v sy Rl-1 g;l,l (g;—,l(u’ Z))v zl = g;l (u))
para u € U y z € C'. Finalmente, llamemos g (u) = g (u,0) y g (u) = g (u,0).

Lema 4.7.1. Sea m € W. Entonces

t'g;(uaz):g;(t'uvt'z)

Wt'g;_(uvz):g;_(t'u7t'z)

para cualesquierat € T, ue U y z € Clm.

Demostracion. Notemos primero que g, es T-equivariante para o € A™. Luego,

g;r(t Uyt Z) = fa(t "zt g;(u))tUtilfoz(t ’ 2)71
=0t f(2=)ga (w)ufa(z) ot
="t ga(u, 2)

gracias a la s,-equivariancia de f,. Se sigue la m-equivariancia de gf. Para cualquier k =
2,...,1(m), tenemos que

(t g (u, 2))k = (™) (2 — v, (97, _, (1, 2)))
(- 2)k = go ("1t g (u, 2)))
t

= (t-2)k = 9o (9m, ,(t - u,t-2)))
=g, (t-u,t-2)

donde m;_1 es el producto de las ultimas k — 1 raiz simples de . ]

Lema 4.7.2. Sea m € W un elemento de longitud | y escribamoslo como s1---s; donde cada s;
es la simetria asociada a o; € AT. Entonces U x T x C' — B7B, (v,t,2) + v™tf.(2), es un
isomorfismo U x U-equivariante st dotamos al dominio con la accion

(u1,u2) - (v,t,2) = (wpvgl (t - ug, t - 2) 1 t, g (ug, 2))
para uy,uz € U y (v,t,2) € U x V x CL.
Demostracion. Basta ver que
fsa2u™ = g3 (w) " foo (2 = g5 (w))
para cualesquiera o € AT, 2 € C y u € U. Ahora bien, tenemos que
=gl
= 9o (W) foo (2 = g5 (w))

fsa(z)u_1:f5a<z)( _1fa( o (W)u)™ 's 1fa( 9o ()
o (1) 1fsa( )sa ! fol—ga (u))
o (

como queriamos. ]

De forma similar, tenemos el siguiente resultado.
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Lema 4.7.3. Sea m € W un elemento de longitud | y escribamoslo como sy ---s; donde cada s;
es la simetria asociada a oy € AY. Entonces C' x T x U — BB, (z,t,v) = fr—1(2)"'tv, es un
isomorfismo U x U-equivariante si dotamos al dominio con la accion

(ur,u2) - (z,t,0) = (9, -1 (w1, 2), 1, (t! -g;ll(ul, 2))vuy )

para ui,ug € U y (z,t,0) €C! x V x U.

Demostracion. Invirtiendo, obtenemos la parametrizacion v='t~1f_1(z) de Br~'B en la cual
podemos aplicar el resultado anterior. ]

Lema 4.7.4. Sea m € W un elemento de longitud l. Entonces

gr (urug, 2) = g, (u1, g5 (u2, 2))

97 (urug, 2) = gf (u1, g5 (u2, 2))g; (u2, 2)

para cualesquiera uy,up € U y z € CH™),

Demostracion. Consideramos la accion de U x U en BwB dada por (uj,ug) - x = ulxugl.
Podemos aplicar lo lemas anteriores. Tenemos que g (ujus, z) es la tercer coordenada de

uy - (’UQ : (1) 1) Z)) =up - (’LLQQ;:(UQ, Z)_la 1597?(“’2) Z))
= (wruggy (ug, 2) " gt (w1, g5 (ua,2)) 7", 1, g5 (ua, g5 (ug, 2)))
y también podemos despejar g, (ujuz2) de la primer coordenada. O
Lema 4.7.5. Sea m € W. Entonces g, (u) =0 para todo w € US y g (u) =€ siu e U .

Demostracion. Ambas afirmaciones se prueban de la misma forma. Probaremos solamente la
primera. Por induccién en la longitud de w. Para longitud uno, el enunciado es claro por
definicion. Supongamos que el enunciado es cierto para 7 y sea o € AT tal que ws, > T.
Tomemos v € Uf, . Ahora bien, ®ry, = so(®x) U {a}. Luego, u € U} y sabemos que
g (w) = 0. Por lo tanto, gF (u) = squs; . Ahora bien, u € exp(Dggs., (@,) BC) ¥y en consecuencia
sausa € exp(B gy, BC). Aplicando la hipotesis inductiva, concluimos que g (u) = 0. O

Lema 4.7.6. Sea m € W yu € U. Entonces
u = (frlgx (W) ~'n) - (7 gf (w)m)
es la descomposicion de u bajo U = U U .
Demostracion. Ya probamos que
mu”t = gf ()7 fr (g (w)

y, por lo tanto, vale la igualdad del enunciado. Escribamos u = u~u™ con v~ € U- y u™ €
U-F. Entonces, g (u) = g.(u~). Basta ver entonces que 7 'f:(g-(u)) = u=tsiu € U_.
Equivalentemente, gt (u) =esiu e U_ . O

Corolario 4.7.1. Sea 7 € W. Entonces g, (wiuz) = g5 (u1) y g5 (uguz) = gF (u1)muom ™! si
U9 € U;r

Lema 4.7.7. Sea m € W y consideremos las parametrizaciones U x T x C! — BrB, (v,t,2) —
V™t fr(2), yC' x T x U — BrB, (2,t,v) — fr—1(2)"'tv, de la celda de Bruhat BnB. Entonces

(z,t,0) = (frr(2) g (E- 0™ Tt g (07)

es la reparametrizacion C' x T x U — U x T x CL.



4.7. LA ACCION DEU 69

Demostracion. Pondemos pensar a f,-1(z) 'tv como (e,v™1) - (fr-1(2) " tn~1,¢,1). O

Ya estamos listos para calcular la acciéon. Extendemos g™ y g~ a F(A™) via las mismas
formulas que para g y g-. Una operaciéon de U en una variedad X es simplemente una funciéon
U x X — X. Decimos que dos variedades X e Y con operaciones de U son U-equivariantemente
isomorfas si existe un isomorfismo entre ellas que conmute con las operaciones.

Lema 4.7.8. Sean 71,m € W y consideremos la variedad sobre G dada por Bmi B X BmaB X
U— G, (a,B,u) = apa~' B u, y dotemosla con la operacion de U dada por u' - (o, B,u) =
(= ' Bu' = u(t - ¢(u')) ™Y para ¢ : U — U yt € T fijos. La misma es isomorfa sobre
G de forma T y U-equivariante a U x T? x CHm™) x CHm2) » CHm) » Clm2) U;; X U;; con
operacion de v’ € U dada por

(UIUh4(u/)_17 1,12, .g_ 1_—1 (¢(’U/), (Zla Zé? Zi? ZQ)):

TITQT,  Tq

ho(u'Yuf (7" (w7 " ha(w)m)) ™, (g Pha(u!)ma)ug (t - by (w') ™)

donde

h3 U/) _ 7T2t2w2t1_17r27r;1t;lﬂwalﬂglt ) 7_1-;'_2”1717?271((p(ul)’ (257 le’ 22)), y

(

ha(u) = (T g (0(), (4, 22)
(
(

—1 —-1_—-1
h4 U/) — Fltlﬂ—letQﬂlﬂ?tflﬂ—lﬂ'le t;lﬂ'17r27ﬁ Ty t ;171_2%171”271(@1)(“/)7(Zl)zé’ziyzZ))'

Demostracion. En esta demostracion seguiremos los isomorfismos de [Mell7, subseccion 7.4]
rastreando las accion de U.

Podemos asumir que t = 1 reemplazando ¢ por t - ¢(—). Para recuperar el enunciado con ¢
arbitrario hay que realizar el cambio de variables (21, 25, 21, z2) = t 71 - (21, 2, 21, 29) y utilizar
las T-equivarianzas de g~ y g™.

Usamos las parametrizaciones de Bruhat

o = fﬂ_l—l (zl)_ltlul

B = uz™t3 fr, (32)

para las cuales ya conocemos las acciones. La funcién a G es
Frr1(z1) T trunue™ s frg (22)uy 1 o1 (20) Fro (22) 7285 g
Consideremos el automorfismo de CH™) x CH™) x U3 dado por

21, 22, U1, U2, U 21,22, U1 frp(22) T2, UrU2, Uy " U
( )= ( fro(22) 7 L)

que trasforma la funcién a G a
Fror(21) T Hruamatouy 7 fo1 (21) fry (22) TR

v la accién en las dltimas tres variables a

u' - (un,ug,u) =((t7 g (0 21) )Junmy g (20)0 ™ fry (0 - 20) A,

-1
U5

' gt (W) )ua(te - g (W, 22)) 7, (Pt - g (W 20) )u((u)) )

-1
1
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Ahora bien, notemos que

fﬂz (22)u/71f7rz (u/ ’ 22)71 = 9?2 (u/a 22)71

por lo que la accién en uy se simplifica a

gt (W )y gl (W 2e) .

—1
U5

Notemos que la expresion de la funcién a G termina en una parametrizacion de la celda de
Bry ! B. Cambiamos de variable a la otra parametrizaciéon. Es decir, consideramos

(s200) € € X U s (fa () malty” - g (w7 )og s (u1)) € U x €10

2

Seguimos llamando  a la variable de U y 25 a la CH{™) . Aplicamos ademaés el automorfismo
U 7r1f7r;1 (z1)u de U. La funcién a G se simplifica a

(22)

mientras que la accién de U, si bien complicada en u, en zo es mas simple. En efecto, gracias al
lema 4.7.1 y a la T-equivariancia de g™, tenemos que

g (o) (Pt g7, (W, 22)) ) = g1 (D), g1 (uTh)

Ty

fwfl(Zl)_11f1U27T2t2”UJ1_1151_17T1_1“1t2_1fﬂi1

y, por lo tanto, la accién en 29 esta dada por
22 g1 (6(), 29).
2
Para la accion en u, aplicamos T-equivariancia y el lema 4.7.1 nuevamente:
frat - 22) (" g () ) =

= [ (9, (0, 22)) "' a (85! '9%1(¢(U,)U_1(W2t2 g, (' 22))7h)

= fro (9my (W, 32))—1@9:;1((@152—1 o) (Pty - u) g, (0 z2) )

= (o) g (2t g (2 0, g (e ) )

—  fry () oty g ()t g () g (w)) !

2 2 2

Por lo que la accién en u, en las nuevas variables z3, u, esta dada por

U= ﬂ-lf?rl_l (ul : Zl)ulfﬁl—l(zl)_lﬁflu(gl : g:rr;l (¢(ul)a ZQ))_l

_ + / —1 —1 + / -1
= ngﬂﬂ(u >z1)7T1 u(tg : gﬂ_—l(¢(u ); 22))
1 2
Notemos que las acciones en u; y ug dependen de gjr; (u', z9) para la vieja variable zy. En
términos de las nuevas variables esto se corresponde a g, (v/, g7, (u)). Ademas, la vieja variable
u la podemos recuperar como

ug := ("ty - gjr; (fnfl(21)717T1_1u))7r2fﬂ51(z2)'

1 + +

en u; u; con u; € U,jfl. Escribimos ademés u; =

7! ival 1 =9z, (ur"). Laaccis T lapod lcular de la sigui
Jr (21) 771, equivalentemente 21 = g, (u; ). La accion en u;" la podemos calcular de la siguiente
forma

Continuamos descomponiendo a uj

T, (3 9, (s g, (W) mau Nt g (W 2)) T m

- —1 - — (-1 -1 -1 - -
=y g (15 g, (W gy ()72, gy (uy D)) mimy g (g )Trl(tll'g:l—l(u/vzl)) g
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Esto implica que la acciéon es

+ 1

71 + / + —
uy gm(W,Z1)7T1U177
Jr
7r171

donde w = 7r271gjr‘2(1/,g;2 (u))m € UL yn= tfl g

X (u',z1) € U} . Mientras tanto, la accion

en 2z esta dada por
g, (0 ur!) = g, (3 g, (W gy (w)mau (8- g (W 20)) )
_ 1 _ -y -
(3 g, (W, gy (u)) 2, gy (up 1)

=9
/

= g7:1 (w7 Zl)

Ty

Reemplazamos u por my (t1 - uj )my 'u. De esta forma, en la funcion a G tenemos el término

fm(zi)*lmtflﬂf ' que es una parametrizacion de Br, ! B. Reparametrizamos via

(21w) = (Fr (1) It g () g (wh)

1 +

Notemos que tanto 7y (t; - uf )my * como my(ty - (v - uf))myt viven en 771U;r17rf1 = U:fl y por

lo tanto el primer reemplazo no modifica el valor de g, (u~!) ni la accién en el nuevo 1. Para
™

1
esta tltima, notamos ademés que ng:,l (v, zl)*lﬂfl € U:,l y, por lo tanto,
1 1

g (17" g (@) ) mg (2 ) = g (8 g (6, 22)u )

=g (5" g 1 (6(w),22)),9 1 (u™))

T2 ™
y la accién en z] queda dada por

A g (g7 (@), 22)), 21)-

T2
Si cambiamos a 2z por tg - 2], la accién en (2], z2) resulta ser
’LL/ : (Zia Z2) = (t2 : g;fl((tQ_I ' g:,;l(gb(u/)’ z2))a t2_1 ' Zi)vgwgl(d)(u,% Zg))
= g;l—lﬂ_2—1(¢(ul)7 (217 ZQ))'

Por otro lado, para la accién en u aplicamos el corolario 4.7.1. Llamando w’ a gj{l (w,21)~! para
la vieja variable 2], tenemos

g (- (- )y ()7 =
= g (17" g (G0 ) (b ) T (M)
= g;rl—l((tg_l '9:;_1(¢(u’), zo))u" ) (ty - u) T (M - W)
=g ((ty " g 1 (6(w),22)), 9 s (w))g a () (b - uf) T (M)
=g (" g (), 22)) 9 (gl (u () (T )

S (- 2) Tt (e (M ) m)) T = f (g (w0, 20)) T, (w, 20)m

= wfm (zi)_lﬂ-l

Luego, la accién en u esta dada por

-1
we wu(ty ™t gt (o), (21, 22))) T

Ty Ta
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Notemos que ug esta dada ahora por

("t2 - g, (Frmr ()7 () Thg (Mt g, (W) f o1 (20))) M2 (22)
= ("2~ gy, (fror (20) 7 (- (7 g, (w) T )ul) T o (21)) a1 (22)
("t - g, (Frm1 ()7 (b - (g, (u™h g, (W) m)ul) T o (21))) 2 f1 (22)

Ug

donde en la tltima igualdad usamos que g (™!, g5, (u))gf, (u) = g (u'u) =e.
Consideremos el cambio de variables uf € U Wflg;fl (vt 2)mui € U,

la vieja variable z}. Tenemos que la accion de u’ esta dada por:

donde Z] es

1

-1 _+ / — Y / +
TGy (T 2 ) mu g =

j— f— 71 — — — — ~ ~ —
=l (gt (0, (322w g7 (0, 20) g, )t

— — -1 p— — ~ —
= (T g6, () S mad

1

f— j— 71 p— — — ~ p— — ~ —
= g (T G g (6, (31 220) g, (0 B m g (a7

Ahora bien Z| = g, (u) y, por lo tanto, g, (u™!,2]) = 0. Luego,

T 19;1((151 1m t2 . g+—1 —1((25(“/)7 (Ziv ZQ)))v 9ry (u 17 Zi))ﬂ-l = tl Im t2 b g+—1 2—1((25(1/)7 (ZL 22))

Ty To

y la accién en uf esta dada por

— 71 —_ -
Wl =0 g (@), (1, z))ul

Notemos ademés que
ug = (tz - g7, (fr1 (20) 7t ud )TN o (20)))maf o (22).
La funcién a G en las variables actuales es
— p— _1 J—
fﬂ_l—l (21) 1t1u2w2t2ut1 Imy t2 1f7r1_1 (Zi)fw2—1 (ZQ)

Repetimos ahora el argumento anterior con ug. Escribimos ug = ug ug con ui € U;El Y Uy =
2

fx

2_1(25)_1%2. Las acciones de ' en uj y en z} estan dadas por

W =g ()
T2
=01 ((7 g (2 ua(ty - (maw ™y 1)

= g;gl (”7’ Zé)

y
u - u; = ng:;(u’ . u2)7r2—1
= mag i (mua ("t - (o™ my )y !
= mag O )y oty - g
Consideramos ahora u + (5 ' - (7 ug m9))u y reparametrizamos f7r2_1 (24) " tmatemou, BB,
via

(2, u) = (fror(25) T ima(Tt - g, (u™)) T g, (uh)).
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Como (t" - (g7 L (15" - g7 4w, 21), 24)) ! € U,

g g (60, G )t (r @) 8 (a0 ) ) =

g (g (0, (1, 22)), ), (8 (r i ma) ) (e - (974 (0, 25)) )y

Fer (W' 2) g (0, 2) = froa(g (0, 25)) g1 (0, 2) = o (35) 7
2 2 T2 T2 2
Luego
— 71 — —
uu=au( - gh (G gt 1 (@), (21, 22))), 2)) !
Reemplazando 2/, por ™ ltgtl, las acciones se simplifican a

— — 71 — —
u'-(zé,u) = (gﬂ'g (g;:flﬂ,fl <¢(ul)7 <21722)),zé)7nu(w2t2ﬂ—2t1 Lmam t21'g: -1 71(¢(ul)7 (2572/1722)) 1))
1 T2 27 T
Notemos que ug no cambio y es independiente de u;
Consideremos el automorfismo u] — uf ! gr (uH"tm de U} y el isomorfismo uy

g:,l(ufl,g;,l(u)) 5 1u;7rgg 1 (u 51)71 entre U:,l y Uﬂ;. La operacién en u]” queda dada por
2 2 2

— p— _1 p— — J— —
hZ(U/)ufwl 197—; ((W2t27r2t1 1mamy ty . g+ —1_-1 (¢(u,)a (Zé, Zia Z2))a 9y (U 1)) 17"'1

T Ty

dado que n € U;fl. Para la operacién en u; calculamos

— 71 — — — — — —
97—%1((w2t2ﬂzt1 Lmam t, ! 'g+ 717T271(¢(U/)a (3572/1722)))'“ 177 179 71("%gﬂ;1(u)))g:;1(77797r;1(u))

Tom]

—lmemyt—
= G (o™ T gt (6, (7 ) g ()
— 71 — — — — —
= G (T gt (00, (3,7 2)), g (0 g () (g ()
moy mop—lmomyl,—1 — —
= (T g (60, (3, 7 22))g s (e g ()
)

p— f— 71 f— — j—
=my (PR gl (6() (20, 2, 22)))mag) (w9 (w)),

T Ty

donde usamos que g;,l(u) es la vieja variable 2, y
2

(t2-w) g (W o)™ 1)71=(tz‘W)719:;1(¢(U')U81((”2t2'szgl)))*l

Ty

:g:; (u 1) 19:_;71(¢(U,)79 4(“0 1)) !
_9:2—1(u 1) 19:2_1(¢(u/),22) !

donde usamos que 71'2(,L;7r271 ceU" | yque Gp1 (ual) = 2. La operacidén resulta ser
™ 2

—1
uy 71'2_1(7r2t27r2tl_17r27r1 t2_1 gt 1 (o), (25, 21, 22)))7T2u3'g:2_1(¢(u’), 22) 7

T Ty
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Finalmente, reparametrizamos fw_1(zl)_1t1u. Es decir, consideramos
1

(z1,u) = (For(z0) 7hg g (t ™) 7 g (wh)

La accién en z; esta dada por
G ()7 = g (T G Gl (L (0, (3, 22))), ), 21)
dado que n € U;rl. Reemplazando a z; por (”2t2”2tf1”2“flt51)_1 - 21, la accién se simplifica a
W21 = g5, (g (01 (00, (54, 22))), ), 21)

Notar que la accién en uf también se simplifica.
Juntando las variables tenemos que

u' - (21,25, 2 22) = gmmﬂflwgl(ﬁb(ul)’ (21,29, 21, 22))

La funcion a G queda

7r1t17r17r2t27r17r2t;1w1ﬂ2w1—1t51fw1 (zl)fﬂ'g (Zé)fwfl (zi)fngl (Zé)

y la accién en u queda dada por

U u = fwl—l(u, . 21)—1771.9:._1 (tl . (u/ . ﬂ)_l)_l

~ — —_ —1 —_— o~ —
= fror (- 20) Tt m)mgs, (b (Pt g (0 (0(d), (21, 22)), 25)a 7)) T

—1_—1
T T

_ Ulu(ﬂ-ltlﬁlﬂ-2t2ﬂ-1ﬂ2t1—1ﬂ-1ﬂ-2ﬂ-;1t2_19+ L ((b(ul)7 (217 Zé, 217 22))71)

MM, Ty

donde en la tltima igualdad usamos que t; -n = ¢g'_, (v/, 21) = fﬂ;1(u/ . El)u/fﬂ;1 (%)L O
Gt

Lema 4.7.9. Sea 8 € F(A") y dotemos a p(B) con la accion de U
u-z=gg(u,z2)

para u € U y z € CO . Entonces para cualquier paseo p que empieza en e, la celda Cp es
U-invariante. Mds ain, para cada t € T, Cp(t) es U-invariante.

Demostracion. Recordar que

fmy (Z)uil = g;rLk(% z) [, (u - 2)

y que g;f tiene imagen en U, por lo tanto, si fr, (2) € BpiB, fr, (u-2) € Bp,B. Esto muestra
la U-invarianza. Ademés, notar que el morfismo a 1" no cambia bajo la accion. O

Lema 4.7.10. Sea 8 € F(A") yp € W, un paseo. Sea CU x (C*)% la celda asociada, donde
Up son los lugares en los que subimos y S, en los que nos quedamos. Entonces la accion de U
es trivial en (C*)%.

Demostracion. Sabemos que para cada k € Sp, 2k — g, (g,fkil(zk,l, ...,21)) es no nulo si z; no

lo era. Esto solo es posible si g7 (¢ (21_1,...,21)) = 0, es decir, que la accién sea trivial en
p gak ng'k,1 ) ) Y ) q

la k-ésima coordenada. ]

Teorema 4.7.1. Sea G un grupo de Lie conexo y reductivo, T C G un toro maximal, y C € T
genérica regular. Entonces, para cualquier género g, M%(G) admite un fibrado vectorial Z(G)?9-
equivariante T : M%(G) — M%(G) de rango r = %(dimG —1k G) y una descomposicion celular
equivariante tal que para todas sus celdas C se tiene que 1~1(C) es un cociente finito de una
variedad de la forma (C*)4=2 x C" para algin i, donde d es la dimension de MG(G). Si G
es de tipo A, no es necesario hacer cocientes finitos.

Demostracion. Esto se sigue de [Mell7, secciones 7.1 y 7.2] y de los lemas anteriores. O
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4.8. Simetria espejo motivica

Sea Ky(Varc) el anillo de Grothendieck de variedades. Denotamos con ¢ al motivo de la recta
afin. Dados un grupo finito I' y una I'-variedad X, tenemos una version stringy del motivo:

Xt := >0 > [V]gF®)
vy Y

donde ~ recorre un conjunto de representantes de las clases de conjugaciéon de I', Y recorre las
componentes conexas de [X7/I'], y F(v) es el corrimiento fermionico asociado a . En nuestro
caso, recordemos que F(vy) = %codim Y. Proponemos la siguiente conjetura.

Conjectura 4.8.1. Sea G un grupo complejo, reductivo, conexo y simplemente conexo. Sean F
un subgrupo finito del centro Z(G) de G y "G el revestimiento universal del grupo dual a G en
el sentido Langlands. Entonces

ME(G/F)s = IME("G/(Z(G)/F))lst-
para cualesquiera clases de conjugacion C y C genéricas.

Cabe destacar que hay un morfismo Ky(Varc) [q%] — Z[u% , v%] que envia al motivo stringy al
E-polinomio stringy. Bajo este morfismo, la conjetura anterior para SL,, (C) recupera el Corolario
3.2.2 para la torsion discreta trivial. Mas atn, si el motivo stringy fuera un polinomio en ¢, la
conjetura serfa equivalente a dicho corolario en este caso.

Ambos lados de la conjetura se pueden describir completamente en término de teoria de raices
gracias a la descomposicion de Mellit. Como primer paso hacia esta conjetura, proponemos una
dualidad entre las los paseos tales que el centro y el grupo fundamental asociados se intercambian.

Sea G un grupo de Lie conexo y reductivo y 7 : G — G su revestimiento universal. Identifi-
camos sus algebras de Lie mediante drr. Esto identifica F(A}, W2) con F (Ag, Wg) y paseos en
G con paseos en G. Dado un paseo p en G, denotamos con p a su paseo asociado en G.

Sea G el grupo con informacion de raices dual a la de G. El producto interno de Weyl
induce un isomorfismo entre W y W, el grupo de Weyl de G. Esto induce una involucion
i F(Ag, W3) — F(Ag, W3) y para cada paseo p tenemos un paseo asociado p. Componiendo

con~obtenemos una dualidad p — p.
Lema 4.8.1. Sea p un paseo. Entonces
1. S(p) = m(p)",

2. m(p) = S(p)*,

5. m(p)=Z(p), y

6. si G es simplemente conexo, Z(p) = m1(p)*.
Demostracion. Los primeros cinco {tems son inmediatos de las definiciones y de la seccién 4.3.5
de [OV90]. Para el altimo, notemos que si G es simplemente conexo, G tiene centro trivial. Por
lo tanto, Z(5) = Z(5) = S(5) = m(p)". 0

Para las celdas en género positivo, necesitamos introducir algunos objetos més. Dado 7 € W,
sea 1™ la preimagen de Z(G) por t +— "tt~ 1
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Definiciéon 4.8.1. Para
= (™ w" wn) (w7 wn)B

con B € F(A) y un paseo p, definimos

m Gl o et

vy St(3,p) como la imagen de Sg(p) — (T%)™

. <(W§j))1ﬂ§j)wg>wy_ - 17w (W D) lwy . 1) e t) '
Jj=1,....,m
Ademas, sea C'p el producto de C, con U:(j) X U:(].), ji=1....,my C’p(t) a la preimagen de ¢t
1 2
por el morfismo C, — C), — T.
Lema 4.8.2. Sean (1,7, w) € W3 y t € T. Las siquientes condiciones son equivalentes:
1. T memw = lmmw Tty y mw T = lmmw Ty som centrales.

2. teT™NT™, je ™! y ™2ttt son centrales.

Demostracion. Podemos asumir que w es trivial dado que una conjugacién no afecta el hecho
de ser central. Sean z1 y zo los elementos que aparecen en el primer item. Son centrales si y solo

sizoy
2= (M (225 ) zg) TE = T (T i my) =L gyl myyd
lo son. Esto es equivalente a que 2| y
(T (2™ ()T = (T () = e ) = e
lo sean. O
Lema 4.8.3. Sean 3 € F(A,W3) y p un paseo. Entonces

1. St(8,p) =~ S5(p)/Ss(p),
St(8,p) C Z(G)*™,
si (21,22) € (Z(G)2)™, (Cp/T/U) ) es no vacio si y solo si (21,22) € St(B,p), y

e e

Siw(B) es trivial y t esta en la imagen de C, — T*%, (Cy(t)/T/U)*1%2) es no wacio para
cualquier (z1,z2) € St(5,p).

Demostracion. El primer inciso es claro. Para los demés, escribamos

p(8) = p(a™ 7{™ w) ... p(alD, 78D, wy)p(B)

con B € F(A). Sea (t1,ta,z,y,ut) € Cp = (T xT)9 x CIVrl 5 (C*)1% x (H;”l (U:@ X U:éj)>>.
Su clase en Cp,/T/U es fijada por (z1, 22) si y solo si existen ¢t € T'y u € U tales que ut estabiliza
(z,y,u™) y t-(t1,t2) = (21t1, 22t2). Que y se estabilice quiere decir que ¢t € S(p) porque u actiia
trivialmente en y. Por otro lado, la ultima condicién es equivalente a

Z%j) R R R TR
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Zéj) :(ﬂ_gj))—le—l t_lﬂ,é]')ﬂ,ij)wj—lt'
Por lo tanto, (2) y (3) se siguen del lema anterior. Notemos que St(/3, p) fija la clase de cualquier
punto de 729 x {0}1Vrl x (C*)I5! x (H;"l <U:§j) X U;@)) dado que g (e,0) = e para cualquier

palabra 7. Esto implica (4).

O

Lema 4.8.4. Sean 3 € F(A,W3) y p un paseo. Entonces

1. Sp(p) = m51(p)",

2. m1,5(p) = Sp(p)*

3. Z3(p) = Zs(p),

4. hay una sucesion exacta 1 — m1(G) — Sz(p) — Ss(p) — 1,

5. SH(8, ) = St(.p). ¥

6. hay una sucesion exacta 1 — my g(p) — m1 8(p) = m(G) — 1.
Demostracion. Se prueba de forma anéloga al Lema 4.8.1. O

Definiciéon 4.8.2. Sea 8 € F(A, W?). Luego de escribirlo como siempre, definimos

Ty(p) = T(p) + wi (") —1d)(Q") + ... + wn (7™ —1d)(Q"),

wp1(p) == t*(Z)/Tp(p)

coSt(8, p) := Ts(p)/T5(p)-

Lema 4.8.5. Sea B € F(A,W3), p un paseo, y t € T genérico. Entonces ﬂo(ép(t)), como un
Z(G)*-conjunto, es una union disjunta de |7g1(p)| copias de coSt(83,p).

Demostracion. Recordemos que Z((G)?9 acttia por traslaciéon a izquierda en T%9 y que ép — T es
una composicion de traslaciones, la proyeccion 729 x CUr x (C*)% x <H;n_1 <U+(j> X UJr(j))) —
T T2

T29 x (C*)% y un morfismo de grupos g : 7% x (C*)%» — T. Por lo tanto, mo(Cp(t)) =~
ker g/(ker g)° y un elemento de Z(G)?9 acttia trivialmente si y solo si pertenece a (ker g)°. Como
(ker g)° es conexo, todos sus elementos son exponenciales. Recordemos ademas que £~1(Z(G)) =
Q*. Por lo tanto,

Z(G)¥N(ker 9)° = E((Q*)* x4(Z)%Nker(dg)) = (Q)*N(Y_ wim{ +wimh—2w;) " T(p))/H(Z).

=1

Se sigue que mo(Cp(t)) es la union disjunta de copias de la imagen de Y ", wmy) + wmh — 2w
(Q*)%9 — Q*/T(p). Notemos ademas que esta funcion se factoriza por 1 (p) = t**(Z)/T(p) dado
que “tt~! =1 para cualesquiera w € W y t € Z(G). O

Corolario 4.8.1. Sea 8 € F(A, W3), p un paseo, yt € T genérico. Sea F C Z(G) un subgrupo

finito. Entonces .
[Cp(t)/F] = W[Op(tﬂ

donde 7 : Z(G)?9 — coSt(83,p) es la proyeccion.
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Demostracion. Esto se sigue del lema anterior y de que la accién de Z(G)?9 es lineal gracias a
[Vog24, teorema 3.6.19]. m
Lema 4.8.6. Sean 3 € F(A,W3) y p un paseo. Entonces
1. Sp(p) = 7 (p)"
m1,5(0) = Ss(p)",
St(8,p) = coSt(B, p)*,
coSt(8, p) = St(B,p)*,
hay una sucesion exacta 1 — 71 g(p) = 71 8(p) = m(G) — 1,
coSt(, p) = coSt(B, p),
F1(3) = Zs(v)",
Si G es simplemente conexo, Zg(p) = 71,5(p)*,
St(8,p) = coSt(8,p)*, y
10. coSt(3,p) = St(B, p)*.

Demostracion. Se prueba de forma anéloga al Lema 4.8.1. O

© 2 X S T L e

Finalizamos este capitulo probando la conjetura 4.8.1 para tipo Al moédulo localizar en gq.
Por simplicidad, asumamos que G es simple. En este caso, G es SLg, hay una tinica raiz positiva
a y W tiene dos elementos: la identidad y s := s,. Fijemos un género g y un paseo p. Si alguna
vez nos quedamos, Q(p) = (a), Z(p) es trivial y S(p) = Z(G). Luego, sin importar el 3, St(3, p)
es trivial. Similarmente, coSt(S,p) también es trivial. Se sigue que

U] [Co()/T/U/Flst = [U] - [Cy(t)/T /U]

para t € T genéricoy F' C Z(Q).

Sea ahora un paseo p en el que nunca nos quedamos. En este caso, S(p) no aporta restric-
()
i .
mos descartar. Supongamos que algin FZ(] ) es no trivial, es decir s. Entonces Ts(p) = (2a)z y
T3(p) = (a)z. Luego, coSt(5, p) = Z/2Z. Similarmente, St(3,p) = Z/27Z. Analicemos que ocurre
para el elemento no trivial ¢y de St(8,p) C T. Como no es central, no se anula al aplicar «. Por
()

i

ciones. Si en el 8 asociado, todos los 7;”/ son triviales, la celda no serfa genérica y la pode-

otro lado, notemos que la parte no térica de ép es C%9 dado que cada ") = s aporta una subida

()

y una bajada en p, mientras que U+( 5 €s no trivial solo si 7;” es el neutro. Ademas, la accién de
T
K2

to es multiplicar por t3 # 1 en cada coordenada. Veamos como es la accién de U. En la primera
subida, la accién de U esta dada por trasladar. Ademéas, g (U, z) = {e} para cualquier z y, por
lo tanto, la accion es trivial en las siguientes coordenadas. En las anteriores, la acciéon también
esta dada por una traslacion al ser U = C. Luego, un punto u € U?9 es fijado si y solo si hay
solucion al sistema

(1 —t5)u; = fi(u)
para ciertas funciones fijas f; que no depende de u;. La primer subida determina el valor de u’
y por lo tanto del resto de los u;. Se sigue que

[U]- [(Cp(6)/T/U)] - g%~ = [U] - [Cy(t)/T/U]
para t genérico y por lo tanto

U+ [Co(t)/T/U/Z(G)se = [U] - [Cp(t)/T/U]
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dado que coSt(8,p) = Z/2Z y el corrimiento fermionico es 2¢g — 1.
Concluimos que

q- [MB(SL2 /(Z/2Z))]st = q - [IMB(SLa)] st

para cualquier clase de conjugacion genérica C como queriamos.
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Capitulo 5

Descomposicion isotopica de motivos

5.1. Definicién y propiedades basicas

Para una exposicién detalla y varios ejemplos del siguiente teorema referimos al lector a
[Vog24, section 3.6].

Lema 5.1.1. Sea I' un grupo ciclico finito. Entonces la aplicacion

U:RyMeQ— PQ Vs ((Tw, Resyy (V) e
HCT

es una biyeccion, donde Ty denota la representacion trivial de H.

Demostracion. Para inyectividad consultar [Vog24, Lema 3.6.11|. Para la sobreyectivida, ver el
Ejemplo 3.6.16 de loc. cit.. O

Teorema 5.1.1 (J. Vogel). Sea I' un grupo ciclico finito. Entonces para toda T'-variedad X
existe una tnica clase [X|' € Ko(Varg) ® Ro(T') ® Q tal que, para todo subgrupo H C T,

(T, Resy ([X]")) = [X/H]
en Ko(Varg). Hay una extension aditiva [-]' : K} (Varc) — Ko(Varc) ® Ro(T) ® Q.
Demostracion. Ver [Vog24, Definicion 3.6.12]. O
Lema 5.1.2. Sean I C T' grupos ciclicos finitos. Entonces

[Resp (§)]" = Rest (1¢]")
para todo & € K{ (Varg).
Demostracion. Sea H C I un subgrupo. Entonces,

(Tr, Resyy (Resto ([€]7))) = (T, Resy ([€]")) = [¢/H]

por la definicion de [€]'. O
Lema 5.1.3. Sean I C T grupos ciclicos finitos. Entonces

ndf ()7 = df (16"
para cualquier £ € Kg/ (Varg).

81
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Demostracion. Sea H C I' un subgrupo. Por las compatibilidades entre induccién y restriccion,
tenemos que

o TEAT
T, Resly (IndF (jg)"))) = L O L]
< H7R'eSH( ndy ([ﬂ ))> ‘F/||H|
_ D[HNT]
|| H
_ |THENT
|| H

(T, Indf o (Reslynr ([€]7))

/

(Resgmp (Th), Resgmp ( [f]F

)
[§/(H NTY)]

Por otro lado,
IT||HNT| /
Res%(lndg, &) = W Iﬂdgmr/ (ReSFHmF’ (3)

por el lema 1.3.3. Luego,

T|I|HNTI' /
(Ind (6)/H] = M[Indgm (Reslyp (6))/H]
mEAT

e €/ T

O]

Sea Ar el subanillo de of K{(Varc) generado por las clases de acciones lineales de T' en
uniones disjuntas finitas de espacios afines. Por linea nos referimos a que si v € I" fija una com-
ponente conexa A", entonces acttia linealmente en esta componente. Notemos que esta familia
de genradores es cerrada por productos.

Teorema 5.1.2 (J.Vogel). Sea T un grupo ciclico finito. Para cualquier £ € Ar y &' € K} (Vare),
vale que

€&t = [T
en Ko(Varc) ® Ro(I') ® Q.

Demostracion. El item (i) de [Vog24, teorema 3.6.19] es el enunciado para acciones lineales en
espacios afines. Para el caso general, notamos lo siguiente. Consideremos una accion lineal de
I'en X = Lli]\ilA”i. Podemos asumir que I' - A™ = X. En este caso, todos los n; son iguales
a cierto n. Mas atn, si H C T es el subgrupo de aquellos elementos que mandan A" a A™,
entonces X = A" x g T’ = Ind’;(A™). Ademas, si Y es una I'-variedad, X x Y = Ind5(A") xY =
Ind%; (A" x Resk; (Y)). Por lo tanto,

por los lemas anteriores. ]

Corolario 5.1.1. Sea I' un grupo ciclico finito y denotemos con q a la clase de la recta afin
en Ko(Varc). Para cualquier € € Ar, [€)V € Z[q] ® Ro(T) y [£/T] € Zlq]. Ademds, para tal &,
su E-polinomio equivariante E¥(&;u,v) pertenece a Ro(D)[uv] y, bajo la sustitucion q¢ = uv,
[€]" = E"(&q) en Ko(Vare) @ Ro(T) © Q.
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Demostracion. Primero, sea £ la clase de la recta afin A con una accion lineal de I'. Sabemos que
H;(A') esta soportado en grado 2 y es de dimensién uno. Mas atn, vale H2(A!) = HL(AY) y
que esta genrado por la clase de cualquier punto. Ademas, como cualesquiera dos puntos definen
la misma clase, se tiene que E' (¢£;u, v) = uv®@Tr. Ahora bien, [¢/H| = [¢] para cualquier H C T’
(veo [Vog24, teorema 3.6.19]). Luego [¢]' = ¢ ® Tt y el resultado vale en este caso.

Asumamos ahora que el resultado vale para £ y £. Entonces, vale para —¢ y £ + ¢’ dado que
todo es lineal. Ademas, también vale para ££'. En efecto, tanto [—]F como E' son multiplicativos
en Ar.

Finalmente, necesitamos verificar que si el resultado vale para & y I' C IV es otro grupo
ciclico, entonces el resultado también vale para Indk (). Para esto, basta ver que EU (Indf (€)) =
Indll:/(EF(ﬁ)). Ahora bien, recordemos que, para una I'-variedad X, la variedad subyacente de
Indp (X) es | Jpv/p X. Por lo tanto, H;(Indf. (X)) = @ p Hy(X) = Indf (H,(X)). O

5.2. Ejemplos: matrices de rango fijo

Veamos una familia de clases que pertenecen a Ar. Denotamos con P, al conjunto de sub-
conjuntos de {1,...,n}.

Lema 5.2.1. Sean m,n enteros positivos, v : P \ {0} — Ny una funcion y T C (S1)" un
subgrupo ciclico finito. Fijemos vy,...,vy € C™, 0 < t < n, tales que para cada S € P\ 0 la
familia {vs : s € S} tiene rango r(S). Consideremos

v [ g€ M, n(C):lai-ésima fila de g es v; para 1 <i <t y para cualquier S € P, \ 0
e la |S| x m submatriz de g cuyo conjunto de columnas es S tiene rango r(S)

dotado de la accion de I' dada por multiplicar cada fila por la correspondiente raiz de la unidad.
Entonces [V mro] € Ar. Ademds,

[meﬂ“’v]l“ _ H qd(ijl\EIj) _ Z (_1)|F|+1qd(]—‘u(7>j71\gzj)) % Tr
J=t+1 0AFC LI,

donde q es la clase de la recta afin,
LT, = {S € Py 1(SU{G}) # ()}

para cualquier 1 < j <n, r(0) =0, y

para cualquier ) # F C Py, y d(D) = m.

Demostracion. La demostracion es analoga a la usual de que [GL,(C)] = H;:ol (q¢" — q'). Proce-
demos por induccién en n. Para n = t el resultado es claro. Asumamos que n > t+ 1y que el
resultado vale para n — 1.

Consideremos la aplicacion 7 : Vi, ;0 — Vim1,m,» dada por olvidarse la dltima columna,
donde 7’ es la composicion de r con la inclusiéon natural P,_; — P,. Por otro lado, para cada
S € Pp—1 tenemos un morfismo ¢ : Vj,_1 15, v, = Gr(7(5), m) dado por mirar el espacio generado
por las columnas indexadas por S. El pullback del fibrado tautologico de la Grassmaniana nos
da un fibrado vectorial localmente trivial mg : Wg — Vj,_1 v .. Més afin, es equivariantemente
localmente trivial si dotamos el fibrado tautologico con la accién de I' dado por multiplicar por
las coordenadas correspondientes..

|



84 CAPITULO 5. DESCOMPOSICION ISOTOPICA DE MOTIVOS

Notemos que [Wg] = [Vn_l,m’r/m]qr(s) € Ar por la hipoétesis inductiva. Ademaés, hay una

inclusion natural W C V,,_1 7 » X A™. La observacion final es que

Vn,m,r,v = m WS \ U WS
r(SU{n})=r(5) r(SU{n})#r(S)

donde S C P,,_1. Por lo tanto, es suficiente con probar que

ﬂ WS’ — anl,m,r’,v
SeF

es localmente trivial para cualquier F C P,_1. Pero es devuelta un pullback de un fibrado
tautologico. El punto es que, para cada () # F C P,_1, hay un morfismo algebraico

Vo—1mu'w — Gr(d(F),m)

dado por tomar las intersecciones de todos los espacios vectoriales generados por columnas
indexadas por S € F, donde

(~)VI-1g(F) =r (U S) + Y (=pFlaF).
SeF 0£F'CF
La formula para [V, m 0| se sigue del principio de inclusién-exclusion. O

En el resultado anterior, es posible poner ¢ = 0, es decir, no tener filas fijas. En este caso
escribiremos Vy, p, » en vez de Vi, ro-

Corolario 5.2.1. Sea ¢ € GL,(C) una matriz de orden finito. Consideremos la accion de
I' = (o) en GL,(C) por traslaciones a izquierda o derecha. Entonces [GL,(C)] € Ar y

[GLL.(O)]F = (¢" = 1)(¢" —q) -~ (¢" — ") @ Tr.

Demostracion. Probemoslo para traslaciones a derecha; el otro caso es totalmente analégo. Dado
o tiene orden finito, es diagonalizable. Luego, después de una conjugacién, podemos asumir que
o es diagonal. Este caso se sigue del lema anterior. O

5.3. Acciéon por permutaciéon de factores

Definicion 5.3.1. Sean I' C TV grupos ciclicos finitos, K = I''/T', y N = |K|. Fijemos un
generador o de I'. Para una I'-variedad X, dotamos a XX con la accién dad por

N
o-(r1,...,zx) = (0" TN, T1,..., TN_1)
. .. e /
Llamamos a la misma la accién por permutaciéon de factores y la denotamos Perg (X).

Observacion 5.3.1. Hay otra descripciéon de esta accidon que no utiliza generadores. Veamos a
XK ¢ (Indk (X)X como las tuplas (z;,7;) con 4;T" = 4. Entonces I acttia como

O @i,70))5 = (@157 ¥9-1)-

Lema 5.3.1. Sean I" C TV grupos ciclicos finitos y X,Y dos I'-variedades. Entonces Perll:/ (X) %
Perk (V) ~ Perk (X x Y) como I"-variedades. En particular, Perk (X™) y Perk (X)" coinciden
para cualquier natural n.

Demostracion. Un isomorfismo es ((z1,...,2n), (Y1,---,yn)) — ((x1,91),- -, (TN, YN))- O
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Lema 5.3.2. Sean I' C IV grupos ciclicos finitos, X una I'-variedad y' Y C X un subespacio
cerrado invariante. Llamemos N = |I"/T'|. Entonces

/ d ’ / / ﬂ/ d/
Pert ()] = 3 Indf, [ 37 (Perfe(x\¥)F + Per(1) ) (d>
dN d|d'|N

en Kg, (Varc), donde Ty es el unico subgrupo de indice d de T".

Demostracion. Sea K = I"/T'. Hay una descomposicion celular de Perll:/ (X) = XX indexada
por {T, F}¥ donde cada indice indica si la coordenada asociada pertenece a Y o no. Notemos
que esto descompone XX como union disjunta de (JJV ) copias de (X \ Y)/ x YN=J para cada
0 < j < N. Para que una celda fija, indexada por o € {T, F}K con j T's, este fija por o?, d|N,
necesitamos que «; = a4 para cualquier i. Esto significa que N|dj y que hay ( % ) tales indices.

Si nos contamos aquellas celdas cuyo estabilizador esta generado por o obtenemos

& d N (d
oot = 52 (@)=, 2 ()(5)
N d|d’| mcd(N,j) Nd’

d'|d,Nld'j

donde en la segunda igualdad realizamos el cambio de variables (d,d’) — (%, %) Fijemos uno
de estos a’s y miremos su 6rbita O, cuyo cardinal es d. Tenemos que

| | Perf (X)or = Indf, (Perf (X)a)
a’'eO
y, como I'z-variedad,

N
d

Perl (X)q ~ (Perkd(X \ V)Ka) T~ x Perlé(v)d

Luego,

X5 =Y ), %@(N,j,d)lndg’d(laergd((x\y)%—%Xy%))

0<j<N d| mcd(N,j5)

d . / N _ .
:ZN > O(N,dj,d) Indf, (Perp? (X \ V)77 x Y7))
dN o<

Ahora bien, si expandimos los binomios del lado izquierdo del enunciado y contamos cuantas
N . .
veces aparece Perll:d((X \Y)d77 xY7), obtenemos

) (@
> <j)u<d) = O(N, dj,d).
d|d’| med(N,dj) ~d

O]

Teorema 5.3.1. Para cualesquiera dos grupos ciclicos I' C IV, existe una tnica funcion Perll:/ :
K§ (Vare) — Kb (Vare) tal que:

1. Perf ([X]) es la clase de la accion por permutacion de factores Perk (X) para cualquier
I'-variedad X .

2. Perll:l (&1&2) = Perll:l (&1) Perll:/ (&2) para cualesquiera &1,&s.
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3. Para cualesquiera &1,&9 € Kg(Var(c), la siguiente formula binomial vale

Perf (€1 + &) = > % Indr, > <Per (51) T+ Per? (&)@ )dl I (CCZZ)

dIN d|d'|N
donde N = |[T'/T’| y Ty es el tinico subgrupo de indice d de T".

Demostracion. Probamos el resultado por induccién en el niimero de divisores de IN. Para el
caso base N =1 (I' =I") no hay nada que probar. Fijemos N > 1 y asumamos que el resultado
vale para todos los divisores pl"OplOb de N. Consideremos el subconjunto R C [[,, |y K (Var(c)

de tuplas (&) con Res " (&m) = f 4 para cualquier d|m|N. Definamos una suma * en R como

(X *Y)m ::Z%Ind}:; > (Xd +Yd) <C§>

dlm d|d'|m

\\S

Tenemos que chequear que X *Y € R. Esto es cierto porque

d d d m d
Resp (X #Y)y, = Z p. Res?:l Indll:;” Z (X7 +Y, )7 p <d>
dim d|d’|m

|Z mml d mcd(k,d) Resrmcd(k,d) <Xd + Yd )d Iu’ E

mCd k d mcdd(,k,d) mcd(k ay\ d
- Z chd(k 4 Z (chd(l@d) - YmCd(k d) ) d
dlm d|d'|m
dado que X,Y € R. Reordenando,

Respm(X*Ym—ZfIndFm > > (X§+n%)%u @))

elk dlm,mcd(d,k)=e d|d’'|m

4 d . (d
:Z%Indgj > > (X}erfei)w(d))

elk eld'|m d|d’,mecd(d,k)=
& a Ll m d/
= —Indi | Y (X +Yee)d’u(e)
elk eld'|k

para cualquier k|m|N por el Lema 1.1.2. Por otro lado, (X Y){i es igual a

= (36 mal [ S v <f>

J

eld elfld
:Zﬁ Tnd}? Z(X vt (L
; Ley “l e
elld i=1 ellfld
d €] mcd(el mccllf(el) d f
— 7 J
Z (H lem(med(eq, . .. ,ell),el)> mCd(5l> H Z med(e;) mcd(61)> H e
elld i=1 ezlf\d

o mCd(el) mcd(el) mcc{(el) a f
- Z d mcd(el) H Z med(e;) mCd(el) ) / 2 gl

eld i=lefld
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por el Lema 1.3.2. Luego,

j ] L L d
ey =3 Sy (3 ITn (2) ) I + %57

€l

eld e|fild \mcd(e;)=e,e;|f; I=1 =1
. e Iy f L d]
—Zglndre Zu<e>(x +Y) S

eld Ifld

por el Lema 1.1.1, y, por lo tanto, RebF (X *Y)y = (X % Y)k' como queriamos.
La operacion tiene un neutro (0) e inversos. Es claramente conmutativa. Para la asociatividad,
notemos que la m-ésima coordenada de (X * Z) x P es

y la m-ésima coordenada de (X % Z) * P es
e T f 7\ (xt 255 (5 —d) d
71 d m 4 ee g ¥ d _
S Sy (L) ¥ (Tt zh PR ) (Y
dim d|d'|m e|d el fld 0<i<%
Reordenando las sumas obtenemos
d f I Loy dm_ gy
I T'm - J Xee Zee f]Pee d’
Sy X (D)may (2 (X u(F)) (L) e vz
elm e|d’|m0<y<m e|lfld" \ fld|d’

Por inversién de Mobius esto es

m da’ d
S w5 (F)oxt e ziprt

e|lm e\d’|m 0<j<%
r d’ AN
D O < >1ndm ((X 75 +p>
elm e\d’|m

que coincide con (X * (Z * P)),, por argumentos similares.

Por lo tanto, por el lema anterior, la funcién X +— (Perp™ (X)), y define un morfismo adi-
tivo (K} (Varc),+) — (R, *). Componiendo con la proyeccion | J I Ky (Vare) — KJ' (Varg)
obtenemos la existencia de la funcién deseada que cumple (1) y (3).

Para (2), recordemos que Per} (X x Y) = Per} (X) x Per} (Y) para cualesquiera dos I'-
variedades X, Y. Luego, es suficiente con probar que (R, *) es un anillo con el producto - coor-

denada a coordenada. Que R es cerrado bajo - es claro. Calculamos la m-ésima coordenada de
(X=xY)-Z

d T T oynye, (¢ d 1 dim oy nmsa (¢
Z m Indy] Z (Xi" + ¥ d Im = Z m Indp] Z (X + Y )7 2 d
dlm dl|d'|m

dlm d|d'|m

&3
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y la correspondiente de (X - Z) x (Y - Z)

dlm dld'|m
d d , m d
Cim ]
> Lty [ 5 oF +v 270 (%)
dlm d|d'|m
Por lo tanto coinciden y (R, *,j es un anillo conmutativo. ]

Corolario 5.3.1. Sean T’ C TV grupos ciclicos finitos. Llamemos N = |I"/T| y tomemos & € Ar.
Entonces Perk (&) € Apr.

Demostracion. Es suficiente con chequear que:

1. El resultado vale para Ind};{ (A™) para cualquier subgrupo H C I' y accién lineal de H en
A™,

2. Si el resultado vale para £ y &, el resultado vale para:

a) &y
b) E+¢

3. Si el resultado vale para &, vale para —¢&

Para (1), sea X = Ind%; (A™) para un espacio afin con uno accion lineal de H. Sea K = I'/T.
Entonces (Ind} (X)X = (Ind}; (A"))X. Recordemos que Perk (X) consiste de puntos (z;,7i)
con ;I =1 y la accion de I esta dada por

(’Y/ : (xia'}’i))j = (w,yfﬂj,’y’%,f%)

Notemos que Perk (X) = (| |y /H A™)X tiene una descomposicion celular indexada por [, il'/H.
Esta dada por (z;,7;) — (1:H). La accion de I” mueve las celdas de forma compatible con la
accion por permutacion de factores en [ [,z iI'/H. Notemos que esta accion es nada mas y nada
menos que Perky(D/H) via Indf (0/H) ~T'/H, (vH,~') — ~'~H.

Tomemos un elemento (v;) € [[;cx iI'/H y asumamos que 7' - (v;) = (7;). Esto significa que
viH =7 V-1, H para todo j. Notemos que la accion inducida en A™V es

(Y - (1)) = (Vyy-157; )Tp=1)

que es lineal dado que H actuaba de forma lineal. Entonces Perk (X) € Ap. Mas atin, [Perk (X)]F =

N ® Qperg (I'/H) _ E] resultado vale en este caso.
Para (2) y (3) usamos que Perf. (—) es multiplicativo y cumple la formula binomial. O

Lema 5.3.3. Sean I' C I grupos ciclicos finitos y N = |IV/T|. Para cada divisor d de N, sea
Ty el dnico subgrupo de indice d de I". Existen tunicas funciones Qg : Ro(T)[q] — Ro(Ta)[q],
d|N, tales que

1. Qq(¢" @ QU/H) = gd @ Qpergd(F/H) para cualquier H C T,

2. Qa(ViVa) = Qqa(V1)Qq(V2) para cualesquiera Vi, Va,
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3. La formula binomial vale:
Q (V+V)—Zi1drm (@ (V)d+Q(V)€l)dm 4
m(V1 2) = o ndpy dlV1 alVa d
dlm dld'|m
para cualesquiera Vi, Vo € Ro(T')[q], y

4. Para cualquier & € Ar,
[Pert ()] = Qn(E" (& 9))

Demostracion. Usamos los morfismos Ro(I')[g] — Ar, ¢" ® QY/H Ind};{(A”), y EY(—;q) :
Ar — Rg(T")[q] que son isomorfismos inversos. O

Lema 5.3.4. Sean T' C TV grupos ciclicos finitos. Asumamos que N = |I"/T'| es primo. Entonces

r /
Ouv(p 0 @71 = pig) g €0 1 (BIYT Ly g

para cualesquiera p € Q[q] y subgrupo H C T'.

Demostracion. Ambos lados coinciden para p = ¢™. Por lo tanto, basta ver que el lado derecho
cumple la féormula binomial, es decir, que

Tl

PerF (T'/H)
(1 +p2)(a") 2 Q + (i

) L+ 0 - 4 p)) £

— pi(") o Q°F F/H>+<"IS') L = o) S 4 ol 0 QP )

N-1
(E> %(pév —pa(g™) @ QV'/H

+ %Ind?(((pl ® QYH 4+ py @ QI — (pr @ QVE)N — (py @ QU/H)NY)

_|_

lo que es cierto dado que

I’ /H\N T Nt I'/H
Indr (Q )= ﬁ Q

por el Lema 1.3.2. O

Corolario 5.3.2. Sea I" uno grupo ciclico de orden N primo. Tomemos § € Z[q]. Entonces
Per{e}(f) cAr vy

[Perlge} (5)]F — E(f’ qN) + %Indl{"e} (E(f, Q)N . E(f, qN)))

Lema 5.3.5. Sean H C T' C I” grupos ciclicos finitos. Llamemos N = |I'/T| y h = |I'/H|.
Entonces

Perl (I/H) _ 1 v (4 hd
gref e — 5o (X () | e
M|d|N M|d'|d

donde M es el producto de todos los divisores primos p de h elevados a la valuacion p-ddica de
N.
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Demostracion. Describamos las orbitas en Perk (I'/H). Equivalentemente, sus estabilizadores.

Fijemos un generador o de I''/H. Notemos que un punto (1, ...,zy) es fijado por %V si y solo
si h = |T'/H| divide a k. Por otro lado, es fijado por ¢!™*¥ 0 <1< N,0<k < h, si
(1"17 s ,.’EN) = (O-N(k+1)$N—l+17 s )O-N(k+1)xN7 O-Nkwh s )O-kaN—l)

Es decir z; = oVFx;_ para todo @ > Il y x; = O'N(]H_l)l‘]\[_“_i para 1 < ¢ < [. Escribamos

N =r+4lspara 0 <r <[, 0<s. Luego,

oNkst) g sii<l—r

N(k+1) _N(k+1) _ N(ks+1),, . _
IN-I+i =0 Lrtl(s—1)+i — O Lr4i = o N(k(s+1)+1) . i sii> 17
r+i—

Xr; =0

para 1 <4 <[. Sean r = ' med(r,1) y I = I'"mcd(r,1). Notemos que el conjunto A(i) = {i +rj :
j € Z} tiene I’ residuos diferentes modulo I. Por lo tanto, tenemos que

N (ks+1)+t(i)k)

Ty =0 €Ty

donde (i) es el nimero de residuos de A(7) mayores que [ — r. Luego, necesitamos que
h|l'(ks + 1) + t(i)k
para todo . Si esto sucede, hay exactamente |I’/H|mCd(7"7l) puntos estabilizados por ot#V.

Ahora bien, el nimero de residuos de A() coincide con los de B(i) = {i+mcd(r,1)j : j € Z}.
Luego t(i) = 7’ y la condicion requerida es

hmed(l,r)|l(ks + 1) + rk
hmed(l, N)|kN +1

Queremos encontrar todos los divisores de h/N que se pueden escribir como kN +[ cumpliendo
la condiciéon anterior. Sabemos que estos divisores son de la forma hd para algian d|N con
N fdmcd(h, N). Notemos que [ es el residuo de hd médulo N y que la condicion es med(hd, N)|d.

Equivalentemente med(h, %) = 1. Entonces, si M es la parte de N que no es coprima con h, d
cumple M|d|N y d < N. Cada uno de estos d tiene h® puntos fijos. Luego,

Perl (I/H) _ 1 v (4 hd
gref e — 5o (X () | e
M|d|N M|d'|d

O

Ejemplo 5.3.1. Exploremos IV = p4 y I' = o, los grupos ciclicos de orden 4 y 2 respectivamen-
te. En este caso, Rg(l') tiene base Q!,Q?, Q2(Q') = Q' y 22(Q?) = Q*. La férmula binomial
nos dice que:

Qo(V1 + Vo) = Q2 (V1) + Q2(V2) + %Indﬁg((Vl + V)2 - VE - V)
= Qo (V1) + Q2(V2) + Ind}2 (V1 V5)
Luego,
Qa(p1 ® Q" +p2 ® Q) = Qa(p1 ® Q") + Qa(p2 ® Q%) + p1p2 ® Q*
= () @ Q + (5~ pi(a?) © @ + pol?) © O

1
+ 25(]9% —p2(¢?) ® Q' + prpr ® Q*

=pi(?) @ Q + 30~ pi(@) © @ + (3 + pip) © Q'

para cualesquiera pq, p2 € Zlq].
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Lema 5.3.6. Sean " C I grupos ciclicos finitos y 7 : Y — X una fibracion T'-equivariantemente
localmente trivial con fibra F. Sea Z — Perll: (X) un morfismo T'-equivariante. Entonces

[Perf! (V) % poyer ) 2] = (2] [Per ()]

en Kb’ (Varg).

Demostracion. Siendo 7 equivariantemente localmente trivial, existe una descomposicién celular
X = || X, por subvariedades tales que 7 es trivial sobre cada celda. Luego, Y = | | X, x F.
Notemos que Perk (X, x F) ~ Perk (X,) x Perk (F) y

Indl ((Z) x F) x (Zy x F)N79) ~Ind} (27 x Z)77) x Per} (F)
donde el altimo isomorfismo es

(2o f1, -0 f5)s (220 fijmts oo s INDAY) = (21 22.79) 7 (f1s fos e oo fn))-

Por lo tanto, por la demostraciéon del Lema 5.3.2, hay una descomposiciéon celular de Per? (X) tal
que Perl. (Y) — Perl (X) es la multiplicacion por Perf. (F) sobre cada celda. Luego, lo mismo
vale para el cambio de base a Z. ]

5.4. Ejemplo: clases de conjugacion en el grupo general lineal

Lema 5.4.1. Sean Ai,...,\; los tamanos de una particion de {1,...,n} en subconjuntos y
consideremos el subgrupo H = [[ GLy,(C) de GLy,(C). Sea o una permutacion de {1,...,n} que
fija la particion anterior. Entonces la accion por translacion a derecha de o en GLy,(C) desciende

a GL,(C)/H y define una clase en A .

Demostracion. Primero que nada, notemos que la accion de I' = (o) por translacion a dereche
en GL,(C) desciende a GL,(C)/H porque gho = go(c ‘ho)y o 'Ho = H.

Luego de una conjugaciéon, podemos asumir que A} < Ao < ... < Ag. Definamos ¥ :
GL,(C) — (C(*nl) X+ X C(;;) de la siguiente forma. Las primeras (;ll) coordenadas de ¥(g) son
los determinantes de las submatrices cuadradas de tamano A; x A\; de g cuyas columnas son las
primeras A; de g. Las siguientes (;Lz ) coordenadas son los determinantes de las submatrices de
tamano A2 X Ao de g cuyas columnas son las siguientes Ao. Y asi siguiendo. Por ejemplo, para
n=3 A\ =2y A =1, tenemos

1\ = (ae — bd,dh — eg,ah — by, c, f, k).

Q Qe

b
e
h

I O

Notemos que ¥ es H-invariante y, por lo tanto, define ¥ : GL,(C)/H — (C<An1) X e X
(C( ) . Por otro lado, hay una descomposion celular { X} de C(*l) X oo X (C(Ak) dada por que

coordenadas se anulan. Indexemos esta descomposicion por w € Z := {0, 1}(A1) x -+ {0, 1}(*k)
donde un 1 indica que la coordenada asociada se anula y el orden esta dado por 0 < 1. Tomando
preimagenes obtenemos una descomposicién

1

(©)/H =] (Xo).

Esta descomposicién puede no ser o-invariante. En efecto, o - X, = X,., donde o actia en 7
preservando cada factor y moviendo la i-ésima coordenada en el j-ésimo factor a la min{o(i+1) :
0 <1 < j}-ésima posicion. Definamos entonces

Yw:(er)\<U F'Xw/)
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para cada w. De esta forma obtenemos una descomposicién o-invariante {Y],} de GL,(C)/H
indexada por Z/T.

Notemos ahora que cada Y, tiene tantas componentes conexas como elementos enla orbita
de w. Denotemos con I',, al estabilizador de w. Necesitamos probar que la clase de

Zy = Xu \ < U Xw/>

w'<w
cae en Ar,.
Por hipétesis, o induce una permutacion 7 de {1,...,k} tal que A\,; = A; para cada i.
Asumamos que I',, = (¢™). Sean Oji,...,0; las orbitas de x := 7™. Sea m; : {0,1}(&) X

{0, 1}(*16) — {0, 1}(Ai) la proyeccion en el i-ésimo factor. Entonces, por definiciéon, tenemos que
To(s) (W) = Ti(w). Méas atin,

Zy = H H Tw,)\i

i=1\,;€0;
donde T, »; consiste de aquellas n X A; matrices cuyas A; X A; submatrices cuadradas son
inversibles exactamente cuando su coordenada asociada de m;(w) se anula, completadas con
ceros para hacerlas cuadradas. La acciéon de ¢™ en Z,, es compatible con la estructura producto,
es decir, mueve al (i, \j)-ésimo factor al (¢,0™\;)-ésimo. Por lo tanto, es suficiente con probar
que T, o, == HAJ-EOL- ij)\j tiene clase en Ar,.

Todos los T,,,, A; Se identifican naturalmente los unos con los otros. Hemos descripto un modelo
en el parrafo anterior. Llamemoslo S, o,. Entonces T, o, ~ SLO(ZQL y la acciéon de o™ en el
lado derecho es descripta por ciertos automorfismo ¢; del modelo. Notemos que, si N = |0,
ON - P21 es la identidad. Luego, el autmorfismo

(1,...,2N) = (21, $1(22), P21 (23), ..., dN—1" - P1(2N))

identica la accion con la accién por permutaciéon de factores.
Moédulo isomorifsmo, S, o, es
b 1

g € M, ,C :las a x a submatrices inversibles de g
son exactamente aquellas cuyo conjunto de filas pertenece a J

Whag = {

para alguna familia J de subconjutos de cardinal j de {1,...,n}. Notemos que esta variedad es
una uniéon disjunta de V;, 4, para ciertos r’s. Por lo tanto, términamos la demostracion aplicando
el Corolario 5.3.1. L]

Lema 5.4.2. Sean \1,...,\; los cardinales de una particion de {1,...,n} en subconjuntos y
consideremos el subgrupo H = [[ GLy,(C) de GLy,(C). Sea o una permutacion de {1,...,n} que
fija la particion anterior y I' = (o). Entonces

n—1
[GLn(C)/H]" = (H(qn —4¢)® TF) / TIGLx0)(©)°)
1=0 ]
donde O recorre todas las orbitas de o en {\1,..., \x}, A(O) es el tamano de cualquier elemento

de O y GLy (o) (C)© es dotado con la accion por permutacion de factores inducida por la accion
deT en O.

Demostracion. Sea C = GL,(C)/H. Dado que [C]'' € Q[q] ® Rg(T), es sufiente con calcular su
E-polinomio equivariante. Para esto, podemos aplicar los argumentos de [LMN13, proposicion
2.6] a la fibraciéon localmente trivial

H — GL,(C) = C
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para deducir que E'(GL,(C)) = EY' (H)EY(C), donde E'(H) es calculado en términos de la ac-
ciéon por monodromia. Esta accién se puede describir de la siguiente forma. Recordemos primero
como se puede trivializar la fibracién anterior. Sea A el subgrupo uniparamétrico generado por
una matriz diagonal D € C (pensando a C como una clase de conjugacion). Sea P = U(\) x H
el subgrupo parabolico asociado con A y U(\) su radical unipotente. Recordemos que Py U(\)
son

P={geG: %1_{1(1) At)gA(t) ™! exists}

UN={g€G: }E}% AB)gA(t)~t =11,

Analizando los espacios tangentes, descubrimos que la multiplicacion U(A™!) x P — G es
étale e inyectiva y por lo tanto una inmersiéon abierta. Por lo tanto U(A™!) x U()) es una
subvariedad loclamente cerrada de G que el cociente identifica con un abierto  C G/H.

Tenemos una trivializacion sobre  dada por s : Q@ x H ~ UAN ) x U\ x H — G
donde el segundo morfismo es la multiplicacién. Sobre el punto ¢ Do ! una trivializacién es
s(c™t—0)o: 0Qo~! x H — G. Elijamos w € QNo Q0. Tenemos las siguientes identificaciones

he H— s(w)hen (w)

he H— s(o  'wo)ho € 71 (w)
Por lo tanto, la accién por monodromfia, antes de pasar a cohomologia, se corresponde a
heHw— s(olwo) s(who™t € H

Consideremos

uw=1d+> Ao Eio-1) € UN)
para alguna raiz de la unidad \; de orden alto. Notemos que
Uo = Z NiEi; + Eiq@) € U()\_l) x H

Tenemos que
uo = uhyg
con i € U™ y hg € H de orden finito. Luego, w = 7(u) € 2No~1Q0 y la accién por monodromia
es inducida por
h @ 'uho = hoo'ho

Ahora bien, la multiplicacion por hg induce una accién lineal de un grupo ciclico finito en H que
no permuta las componentes. Por lo tanto, es trivial en cohomologia y la accién por monodromia
es de permutacion de factores inducida por o. Entonces

E"(H) = [[ E(GLx©)(C)°)
0

donde O recorre todas las orbitas de I" en {A1,..., \¢}. O

Corolario 5.4.1. Sea D una matriz diagonal de GL,(Q) y asumamos que su clase de conju-
gacion C es invariante para la accion por translacion a izquierda de una matriz de orden finito

¢ € Z(GL,(Q)). Sea T' = (£). Entonces [C] € Ar y

n—1
" = (H(Q” —q)® Tr) / TTIGLy o) (©)°FF
(@]

=0
donde O recorre todas las orbitas de T' en el conjunto (sin repeticiones) de autovalores de D,

A O) es la multiplicidad en D de cualquier elemento de O y GL)\(@)(C)O es dotado con la accion
por permutacion de factores inducida por la accion de I' en O.
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Ejemplo 5.4.1. El caso mas sencillo es cuando todos los A son uno (es decir, D es regular) y
o actta transitivamente con orden primo n. En este caso,

[Perf, (C)" = (" - D@Tr— ) i(j) -1y Q"

1<j<n
por el Lema 5.3.2. Notemos que
QF'QF:nQF
Luego,
— n_1— —_ 1)
[GL,(C)/( = <H " —q ®TF>/<(qn_1)®TF—q n(q ) ®@F>
n_f
(" —¢)®Tr+poQ"
i=1
donde
n—1
n _n o n_qn_l_(q_l)n n_ i
p((@" =1 —q"+1+(q-1)") = - E(q ¢
n—1
" —-1-@g-)" 374" ¢
n(g—1) E q—1
Esto es
= " —1-(¢-1)" 7 d" — ¢
(GLu(©/@))" = [[(@" ~ ) o Te + —— 5 — e
i=1 i=1
Paran =2
[GLy(C)/(C)]" = (¢" — ) ® Tr + ¢ © Q°
y paran =3

[GLs(C)/(C*)’I" = (¢* = *)(¢® —q) ©Tr + ¢* (¢ + 1) @ Q°

Ejemplo 5.4.2. Analizemos la misma situacién que antes pero con n = 4. En este caso,
1
[Perly (C)]" = [Perl,y (C)]" + 1+ 5 Ind),, (([Per},, (C*)]*> + 1)* — ([Per),, (C*)]"2)* — 1)

£l (0~ (g 17+ 1))
¢'®@Q" = [Per[, (C)N +10Q" + (-1 0Q* - (¢ - 1) Q" + (¢ - 1)(-¢+1)®Q"
Perf,,(C) = (' - 1) ®Q - (- 1) 2Q* —q(¢ - 1)’ ® Q"

por la féormula binomial. Por lo tanto,

[GL4(C)/(C)Y" = (¢* — a)(¢* — *)(¢* — ¢*) @ Q" + (¢* — 9)¢*(¢* — ¢*) ® Q?
+ (@ +q+1)d" (¢ +¢") ®Q*
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Ejemplo 5.4.3. Tomemos la particion {{1,2},{3,4}} vy ¢ = (13)(24). Entonces hay una tnica
orbita de cardinal 2 con A = 2. Tenemos que

1
[Per(y (GL2(O)]" = (¢" = ¢*)(¢" =) ®Tr + 5 (¢ = 9)*(¢* = 1)* = (¢" = ¢*)(¢" — 1)) @ Q@
="~ A" -1)Tr —*(¢-1)*(¢+ 1) ©Q°
por el Corolario 5.3.2. Luego,

[GL4(C)/ GLa(C)AF = (¢" — ¢*)(¢* — ¢) @ T+ + p ® Q?

donde
p((¢* =)' = 1) —2¢*(¢ = 1)*(¢ +1)%) = (¢* — *)(¢* — 9)¢* (g — 1)*(¢ + 1)
P +1-2¢) =’ (¢—1)* (" +q+1)
p=4¢"(¢" +q+1)
Entonces

[GL4(C)/ GL2(C))' = (¢" — ")¢" —a) © Tt +¢°(¢° + ¢+ 1) ® Q°

Conjectura 5.4.1. Sea G un grupo algebraico reductivo, H C G el centralizador de un subgrupo
uniparamétrico X de G, y I' C G un subgrupo ciclico finito tal que H es invariane por la con-
Jugacion por elementos de T'. Consideremos la accion de T' por translacion a derecha en G/H.
Entonces |G/H] € Ar.

Creemos que la demostracién para GL, puede ser adaptada de la siguiente manere. Sea
P el subgrupo parabélico de G asociado con A. Entonces H C P y tenemos un morfismo
m: G/H — G/P que es localmente trivial con fibra Uy, el subgrupo unipotente asociado a A.
Fijemos un subgrupo de Borel B de P que contiene a Uy y a A. Nos gustaria que para cada
celda de Bruhat Bw/P su preimagen X,, por 7 sea I'-invariante, pero no es cierto. Por lo tanto,
deberiamos refinar la descomposicion de Bruhat para que cada celda sea invarinate. Nuestra
propuesta es

Yo = (F : Xw) \ (F(I—lw’<wa’))-

5.5. Localizacion

Definicion 5.5.1. Sea I' un grupo ciclico finito y S C Ky(Varc) ® Ro(I') ® Q un conjunto
multiplicativo. Decimos que una clase £ € KOF (Varc) es casi buena si existen un numerador
& € Ar y un denominador &; € Ar tales que £&4 = &, v [&a]" € S. Sea [—]% la composicion de
[—] con la localizacion Ko(Varc) ® Ro(T) ® Q — (Ko(Varg) ® Rp(l') ® Q)s

Lema 5.5.1. Sea T un grupo ciclico finito y ¢ € K} (Varc) una clase casi buena. Entonces, para
todo ¢ € K} (Varc),
[€€')s = ()55
Demostracion. En efecto,
[€al" 66T = [€a€€]" = [ = [&]"1€]" = &) (671"
y [fd]r €S. ]

Lema 5.5.2. Sean T' un grupo ciclico finito y &, & y & clases en K (Varg) con &€ = &'
Entonces
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1. si & y & son casi buenas, £’ es casi buena.
2. si & y &' son casi buenas y & admite un numerador &, con [€)]F € S, € es casi buena.

Demostracion. Es claro que el producto de clases casi buenas es casi bueno. Asumamos que &’

y & son casi buenas. Tomemos parejas (£),&,) y (£,&,) como en la definicion de casi buenas.

Tenemos que
€6néa = §€'€0éq = €"646q = &4t

y el resultado se sigue. ]

Lema 5.5.3. Sean I' C I grupos ciclicos finitos S C Ko(Varc) @ Rg(I')®Q y S’ C Ko(Varc) ®
Ro(T") ® Q conjuntos multiplicativos. Si Ind- (S) € S', la induccion de una clase casi buena es
casi buena.

Demostracion. Sea £ una clase casi buena asociada con un par (£4,&,) para I'. Tenemos que

F/ / F/ ! / !
'F,' mdf (&,) = ||r|| Indl (662) = IndE (&) - Ind¥ (€)

y el resultado se sigue. ]

Lema 5.5.4. Sea I un grupo ciclico finito y S C Ko(Varc) ® Ro(I') ® Q un conjunto multipli-
cativo. Sean &,&' € K§ (Varc). Si [¢]y = [¢']y, para cualquier subgrupo H C T,

[€/H] = [¢'/H]

en Ko(Varc)g donde S esta generado por elementos de la forma Ed1|d d1sq, donde d es un
divisor de |T'| y s =3 ;842 Q4 € S.

Demostracion. Es suficiente con probar que si s§ = 0 para algtin £ € Ko(Varc) ® Ro(I') @ Q y
s €S,
5(Tr, Resp(§)) = 0

para algiin 5 € S. Ahora bien, si £ =Y 6,0 Qq, s = > 84 ® Qq,

S§ = Z Z mCd(dla d2)3d1§d2 & Qd
d

lem(dy,d2)=d

Por lo tanto, nuestra hipotesis es que

Z mcd(dl, d2)8d1£d2 =0
lem(di,d2)=d

para cualquier d. Afirmamos que
II{ > disar | |€a=0
da|d \d1|dz

para cualquier d. En efecto, para d = 1, vale; s1£1 = 0. Y, por nuestra hipotesis,

> disa, | &a

di|d

puede ser escrito en términos de £y para divisores propios d’ de d.
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Luego,
(Trr, Resyy (€)) = ) &alTar, Resp (QY))
y
s=11| 2 disa
d \dild
cumple lo buscado. O

Lema 5.5.5. Sean T' C I grupos ciclicos finitos y S C Q[q ]®R@( ) un congunto multiplicativo.
Sea N = |I"/T|. Entonces si &€ € K} (Varc) es casi buena, Perk (€) es casi buena con respecto a

Perk () := {Qn(s) : s € S}.

Demostracion. En efecto, escribamos ££; = &,. Entonces Perll:l(f) Per F (fd) = Perll:,(fn) y
Perk (&4), Perk (&,) € A, por el Teorema 5.3.1 y el Corolario 5.3.1, y [Perk (£4)]F € Perk (S)

por el Lema 5.3.3. O
Lema 5.5.6. Sean I' C I grupos ciclicos finitos y S C Q[q] @ Ro(T") un conjunto multiplicativo.
Entonces si [¢]s = [€']5, para clases buenas &,€', entonces [Perk (€)%, = [Perk (€))% donde

S" € Ko(Varc) ® Ro(I”) es el conjunto multiplicativo generado por Qn(s), s € S.

Demostracion. Asumamos que £&g = &, y §'E), = &/, con &4, &y, &), &), como en la definicion de casi

buena. Entonces Perk (€) - Perk (&) = Perf (€,). Sabemos que [Perk (¢7)]F = Qu([Perk (€”)]1)

para £” € Ap. Luego [Perf (€))7 Qn([Perk (€)]1) = Qu([Perk (€,)]F) y similar con &',
Recordemos ahora que 2y es la composicion de un morfismo de anillos f : Q[¢]® Ro(I') — R

con una proyeccion lineal 7 : R — Q[q] ® Ro(I"). Si [g]s = [¢']s, f([&]"/[€a") = FUE]/[64]1)
in Rg para S = {f(s) : s € S}. Ahora bien, 7 es multiplicativo y el resultado se sigue. O
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Capitulo 6

Variedades de caracteres asociadas a
nudos toricos

6.1. Variedades de caracteres asociadas a nudos toricos

Seguimos una notacién similar a la de [GM22] para conveniencia del lector. Sean n, m enteros
positivos comprimos y
Lpm = (2, ylz" = y™)

el grupo fundamental del nudo térico (n,m). Para un entero r, denotemos con
R, := Hom(T,,;m, GL,(C)) = {(A, B) € GL,(C)*: A" = B™}

a la variedad de GL,-representaciones asociadas con I}, ,,,. Sean Rfﬁ"r y Rjﬁed las subvariedades
de aquellas representaciones que son irreducibles y reducibles respectivamente. En estos espacios
actua GL,(C) por conjugacion. Nuestro objetivo es calcular el motivo de

M = R | PGL,(C)

el espaico de moduli de representaciones irreducibles de dimensién r. Cambiando GL, por SL,
en las definiciones obtenemos espacios similares que denotaremos R, (SL), R¥"(SL), R4 (SL)
y M¥T(SL). Estos son los estudiados en [GM22]. Para evitar confusiones, cuando tanto las
versiones de SL y GL aparezcan, agregaremos “(GL)” a la notacion de las GL-versiones.

Trabajaremos principalmente con R en vez de MU, La razén es simplemente la siguiente
conjetura que probaremos para r < 3 en la secciéon 6.3, dado que es tutil introducir algunas
notaciones primero.

Conjectura 6.1.1. Sean n y m enteros positivos coprimos. Para cualquier entero r,

[Mirr] — [R?T] — [RW]
" [PGL(C) ¢ M -1 —q) ("¢ )
en la localizacion de Ko(Varc) por q y ¢ —1 parai=0,...,r.

Lema 6.1.1. Para (A, B) € R¥", A™ = B™ es una matriz central.

Demostracion. Se sigue del lema de Schur dado que P = A™ = B™ conmuta con Ay con B. O

Sea 7 : R¥" — C* la composiciéon de (A4, B) + A" con la inversa de C* — Z(GL,(C)),
w — wld,. Ademaés, consideremos el pullback

rr rr
RIrm — > R

L

cx " ox

99
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donde (=)™ : C* — C* es la exponenciacién por nm. Sea (i, €l grupo de las raices nm-
ésimas de la unidad. Hay una accién inducida en 7@3«” tal que RY™ = 72’,2;” /tenm.- El morfismo 7
es PGL,-invariante y, por lo tanto, define 7 : M“” — C*, y hay una accién inducida de PGL,
en 7:%”. Sea MU el pullback por (=)™ de M¥™. Alternativamente, M es el PGL,-cociente
de RI™.

Por otro lado, sea
R, := Hom(Z, x Z,, GL,) = {(A, B) € GL,(C)*: A" = B™ = 1d,.}

con la accion de fi,,, dada por z- (A, B) = (™A, 2" B). Como antes, denotemos con R¥" y R
a las subvariedades de representaciones irreducibles y reducibles respectivamente. Sea MI" el
cociente de R”™ por la accién por conjugacion de PGL,. Notemos que las acciones de PGL, y
fnm conmutan. En particular, hay una acciéon inducida de jin,, en M.

Lema 6.1.2. El pullback 7@?"" es tnm X PGL,.-equivariantemente isomorfo al producto C* x RI™
donde la accion es (z,9) - (w, A, B) = (2w, 2mgAg~!,2"gBg~ ). En particular, MU es jiym-
equivariantemente isomorfo a C* x M.

Demostracion. Por su definicién,
ﬁirr — {(W,A,B) c (CX % quﬂrr . A" — B™ — Idr}

donde la accién es (z,9) - (w, A, B) = (2w, gAg~ !, gBg™1).
Consideremos la involucién f : C* x GLy(C)? — C* x GLy(C)? dada por

f(w, A, B) = (w,w™A !, w"B™1).

Dotemos al dominio de la fi,,, x PGL,-acciéon dada por (z,g) - (w, A, B) = (2w, gAg~",gBg™)
y, al codominio, la dada por (z,9) - (w, A, B) = (2w, 2mgAg~!,2"gBg1). Entonces f es un
isomorfismo equivariante. Por lo tanto, el lema es equivalente a f(R™) = C* x RU™.

Primero, sea (w, A, B) € R¥". Entonces

(WmA™H? = " 1d, A™" = 1d,

y, similarmente, (w"B~1)™. Por lo tanto, f(w, A, B) € C* x R,. Méas atin, la representacion
asociada a (A, B) es irreducible si y solo si la asociada a (w™A~!,w"B~1) lo es. Esto muestra
que f(RI™) C C* x RI™.
Reciprocamente, si (w, A, B) € C* x R"", f(w, A, B) = (w,w™A™Y w"B~!) satisface
(wmA—l)n — WV AT = Idr

y, similarmente, (w"B~H)™ = w™™1Id,. Se sigue que, C* x RI™ C f(R¥™). O

Hay una estratificacién de R, que describimos a continuacion. Los autovalores de A y B son
. . o . . a
raices de la unidad de orden un divisor de n o m respectivamente. Sean € = {€}*,..., "} ¥

€= {all’l, . ,52‘1} los multi-conjuntos de los autovalores de A y B respectivamente. Al par
k= (€,¢€)

lo llamamos una configuraciéon de autovalores. Hay finitas posibilidades para « y hay una des-
composicion
R=| |R.
K

dada por los posibles autovalores. La misma es equivariante respecto a la accién por conjugacion
de GL,(C). La accion de pu,, es compatible con esta estratificacion en el sentido que w- Ry, = Ry.x
donde w - (€,€) = (w™e,w"e).
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Esta estratificaciéon puede ser refinada. Para una representaciéon de dimensién finita V' de
Loy, * Loy, hay una filtracion, la filtracion semisimple,

tal que V;/V;_1 es la representacion semisimple maximal de V/V;_; para cada i. Cada pieza
graduada graduada se descompone como

Gri(Ve) :=V;/Vio1 = @ W
j=1

donde W; ; son representaciones irreducibles de I', no isomorfas para i fijo, y m; ; son enteros
positivos. Las representaciones Wj ; son las componentes isotopicas de V. A la coleccién

{(dim Wy 1, mq 1), (dim Wi 2,m12), ..., (dim Wy -, mir)},

£= :
{(dim Wy 1,ms1), (dim Wy 2, ms2), ..., (dim Wy, ,ms,, )}
la llamamos el estilo de V. Dados i, j, tenemos los multi-conjutos o j(7) = {€; 75", .-, e?;]ll} de

autovalores de v € I' en W; ;. La coleccion de autovalores de V' es

o= {0i;(7)}

T:=(§,0)

es llamado el tipo de V. Hay una estratificaciéon por los posibles tipos
R, =| |R(r)
T

que es GL,-equivariante y compatible con la accion de i, como antes. Notemos que las repre-
sentaciones irreducibles son aquellas de estilo {{(r,1)}}.

Dado &, sea Ty la coleccion de tipos cuyos autovalores son los de k. Sea 7. C 7, el subcon-
junto de aquellos tipos que no corresponden a representaciones irreducibles. Entonces

R, = |_| R(T)7

T€Tw

Rt = || R(r),

TETF

R =| |R"=| || R« — | | R(®)

K K TET

La descomposicion es compatible con la accion de piyy, si dotamos a los tipos con la accién dada
por multiplicar los autovalores como antes.

Lema 6.1.3. Sea k una configuracion de autovalores, [K] su finm-drbita y Ty su estabilizador.
Entonces

1. Hay un isomorfismo equivariante para GL,(C) y pnm

| | R~ Indfm(R,).

K/ €[K]
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2. L T3 es pmm-invariante.
K'€[K]

Demostracion.
1. Tomemos ((A, B), z) — (™A, 2"B). Es GL,(C)-equivariante porque z es central.
2. Esto equivale a decir que la acciéon de pipy, preserva irreducibilidad.

O

Lema 6.1.4. Sea k una configuracion de autovalores, T € T,F un tipo, y 'y y I'; sus estabiliza-
dores. Hay un isomorfismo I, -equivariante

| | R(') =~ Indp=(R(7))

T'e(T]
donde [7] es la T'-orbita de 7.
Demostracion. Misma demostracién que antes. O

En conclusion, la clase equivariante de R”™ esta determinada por las de R, y R(7), 7 € T,F.
La primera probamos que cae en Ar, y la calculamos en el Corolario 5.4.1. En efecto,

R, = GL,(C) - S¢ x GL,(C) - X

donde X¢ y ¥ son matrices diagonales con autovalores € y € respectivamente.
Los siguientes lemas seran muy ttiles en computos futuros. Para { € Ko(Varc) ® Ro(I') ® Q,
escribamos cy(€) € Ko(Varc) para el d-ésimo coeficiente de & en la base {Q? : d||T'|}.

Lema 6.1.5. Para cualquier configuracion de autovalores k con estabilizador T,
red T’ red Ty ‘FT’ T'e/mdy _ d K
(R4~ R ®Q =+ E E ca(R Ind~(Q%)
\F | 1 sl

donde T recorre todos los elementos de T* con estabilizador no trivial I'y y d sobre todos los
divisores positivos de |I';| estrictamente menores que |I'7].

Demostracion. Esto se sigue del lema anterior y de que

en Ky(Varg). O
Lema 6.1.6. Para cualquier r,
[Rirr],unm _ L[Rirr Qnm + Z Z cd Rzrr | H‘ d,unm (Qd) d Qnm
" nm nm
donde k recorre todas las configuraciones de autovalores con estabilizador no trivial Ty, y d todos
los divisores positivos de |I'x| estrictamente menores que |T'y|.

Demostracion. Misma demostraciéon que antes. ]

Lema 6.1.7. Para cualquier configuracion de autovalores k, el cardinal de su estabilizador Ty
divide a med(r,nm).
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Demostracion. En efecto, la accion de I'y en C* es libre y las Orbitas en x tienen tamafio
sumando r. Por lo tanto para cada factor de 'y, en puy, X iy = pfinm (recordar que med(n, m) =
1) divide a mecd(r,n) y med(r,m) respectivamente. Por lo tanto, |T'x|| med(r, n) med(r, m)

ol

med(r, nm).
Lema 6.1.8. Para cualquier tipo 7, el cardinal de su estabilizador I, divide ar; parai=1,...,s.
Demostracion. Misma demostraciéon que antes. L]

Estamos listos para probar el Teorema 0.2.5 que es una consecuencia inmediata de lo siguien-
te.

Teorema 6.1.1. Sean n,m,r enteros positivos con n y m coprimos. Sir €s coprimo conn y m,

R (GL)] = L= LRI (sL)]

r

en Ko(Varc) donde q es la clase de la recta afin.

Demostracion. Notemos que la accién de fip,, en C* define una clase en A, . Por lo tanto,

[RY"(GL)] = (q - 1)<Tunm7 (R}
RZT"I‘ _|_ ZZ Cd Rzr’r)‘ ";’m

_q_l irr

por los lemas anteriores.
Por otro lado, por [GM22, Lema 3.1 y Proposiciéon 3.2],

Rzrr SL Z — Z ZZ Rzrr

WE Uy m mn2 K

donde p, es el grupo de raices r-ésimas de la unidad, n; y 12 son n respectivamente m-ésimas
raices de w™!, y k es de la forma ((n1¢€;), (n2¢;)) donde €' = w = ely [l =1=]]ej.

Para k arbitrario, H € € ln Y Hej € . Por lo tanto, como mcd(r nm) = 1, hay una tnica
solucion a nf =[]e€; Lynp = He en [, y im respectivamente. Se sigue que para w = 1 cada
K es realizado exactamente una vez. Para w arbitrario, fijemos n y m-ésimas raices v; y 1o en
fr- Entonces € = vi€;, €5 = vogj, mp = vy Yn1 v nh = vy 'y muestran que & también puede ser
realizado con w.

En conclusién,

nm nm

RG] = TSR = T UM (s = 1L RIT(SL)).

O

Una modificaciéon pequenia del argumento anterior prueba una version para med(r, nm) # 1.
Las cuentas de [GM22| muestran que, para r < 4,

[Rzrr<SL _ % Z Rzrr

depende polinomialmente en n y m y coincide con [R¥"(SL)] para mcd(r,nm) = 1. Mas afin,
para 7 = 3 o 7 = 4 vale de hecho que [R¥"(SL)]* = [R¥"(SL)] (IMP16], [GM22]). Pero para
r =n = 2 tenemos que [R¥"(SL)] = 0 y [R¥"(SL)]* = 4(m — 1)(¢*> — q)(¢*> — 1). Analizando el
primer parrafo y la dltima ecuacién de la demostracién anterior tenemos que:
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Lema 6.1.9. Para cualquier r < 4,

irr _ q— 1 irr * irr |FN‘ —d
Ry (@] = LR SLE + 3 S0 - Deal R 5 2
donde k recorre todas las configuraciones de autovalores con estabilizador ' no trivial y d todos
los divisores positivos de |T'y| estrictamente menores que |T'y].

Demostracion del Lema 6.1.1. The formula for [PGL,(C)] is well known. The rest of the lemma
will follow in a similar fashion to [Gon24, Proposition 7.3]. We first pullback to RI". By Lemma
6.1.2, it is enough to prove that [RY"] = [M/"] - [PGL,(C)] in K} (Var/C), where fin, acts
trivially on PGL,(C), because the classes of C* and PGL,(C) belong to 4,,,,, [C*]# =
[C*]®Q!, and [PGL,(C)]#»m = [PGL,(C)]®Q". For this we use the stratification by eigenvalues.
It sufficies to show that [RY"] = [R7"/PGL,|[PGL,] in K;"(Var/C) for any x. The quotient
RZT / PGL, can be identified by r-dimensional irreducible representations p : Z, x Z,, — GLV
whose eigenvalues are x up to isomorphism.

Fix a k. Call €1, ..., ¢, the different eigenvalues of A and ay,...,a, its multiplicities. Let
O1,...,0; the orbits of I';; in {€1, ..., €, }. Note that any €; has stabilizer pi,, C pinm. Denote m;
for a; for some €¢; € O;. Note that any A € R is diagonalizable as it has finite order. Then,
there is an I'y-equivariant algebraic map

l l

R HPerE;(Gr(ai, r)) = Pergfn (H Gr(a;, T))
=1 =1

given by looking at the eigenspaces of A, where p,, acts trivially on Gr(a;,r). Let £; — Gr(a;,7)

be the bundle of basis of each subspace. They are equivariantly locally trivial fiber bundles with

fiber GL,,. Therefore, if £ is the pullback by the previous map of Per};fn (Hé:l Ei), L —

R is equivariantly locally trivial with fiber Pergfn (Hizl GLai). An element of £ is a couple

(A, B,By,...,By) where each B; is a basis of the eigenspace of A with eigenvalue ¢;. Being A
diagonalizable, this is the same that a matrix M € GL,(C) such that M AM~! is the diagonal
matrix with the first a; entries €1, the next as being ey, and so on. The action of pyy, in M is
given by translating by powers of a fixed permutation matrix. Quotient by C* ~ Z(GL,(C))
with get a equivariantly locally trivial fibration £ — R,

We can repeat this with B to get L — R such that

l k
(€] = [RI™] - Perlr (H GLai> -Perlr [ T] GLs,

i=1 j=1

The points of £ are tuples (A, B, M, N) € R x PGL,(C)? such that MAM~! and NBN~*
have specific diagonal forms 3; and 9. This is ppm-equivariantly isomorphic to the variety X of
tuples (M, N) € PGL,(C)? such that (M 1%y M, N~1¥5N) gives an irreducible representation.
The pnm-action is given by left translation by certain permutation matrices o1 and 9.
Now the PGL,-action can be lifted to £ by g-(A,B,M,N) = (gAg~',gBg~!, Mg~!,Ng~1).
Now, let
Y :={M € PGL,(C) : (M~'${M,¥5) is irreducible}

with action given by M +— 01M02_1. Then £ is tnm X PGL,-isomorphic to Y x PGL,(C) via

(M,N) = (MN~!,N). Hence [£] = [£/ PGL,(C)] - [PGL,(C)] in K4™" (Var/C). Therefore, it
suffices to show that

l k
[£'/ PGL,(C)] = [RI"/ PGL,(C)] - Perl (H GL%) -Perlr | J] GLs,

i=1 j=1
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in Kj"™(Var/C).

Let Z; and Zy the subvarieties of H£:1 Gr(a;,r) and H§:1 Gr(aj,r) of subspaces that are
in direct sum. Note that the PGL,-action is free on the image of R — (Hé:l Gr(a;, 7)) x
(H;?:1 Gr(aj,r)). Indeed, if ¢ € PGL,(C) preserves every eigenspaces of A and B, then it

commutes with both of them. Being the associated representation irreducible, g must be trivial.
Therefore, £ / PGL,(C) is the pullback of

l l
er)” (Hc) x Per | [[£i | | /PGL(C) — (Perr (Z1) x Per}(Z2))/ PGL(C)
=1

i=j

Now PGL, acts transitively on both PerEfn (Z1) and Pergz (Z3). Moreover, we have PerEjn (Z1) =
[1GLq, \ GL, and Perl#(Z;) = [[ GLy, \ GL,. On the other hand, Perl® (Hizl EZ-) = PGL, =
Pergz (Hézj Ej). Hence, it is enough to show that GL, — [[GLy, \ GL, /][] GLq, is equi-

variantly locally trivial around any point coming from RY". The action of fi,, is given by
g — g1gos for certain permutation matrices o1 and oo of coprime order. ....

If we forget about the p,,-action, the result follows by the Luna’s slice theorem and the fact
that GL is an special group, meaning that any étale locally trivial GL-bundle is in fact Zariski
locally trivial. O

6.2. La fibraciéon principal

En esta seccion trabajaremos con R(7) para una configuracion de autovalores £ y un tipo
7 € 7. La herramienta principal en [GM22| es una fibracion localmente trivial, ver la seccion 4
de loc. cit.. Chequearemos que la misma es equivariantemente localmente trivial. Pero con una
definiciéon ligeramente distinta. Fijemos tales x y 7. Denotemos con x e y a generadores de Zj, y
Zy, respectivamente. Siguiendo la notacion de la seccion anterior, sea k; j, (0 (x), 04 (y)), los
autovalores de x e y en la pieza isotopica W ;.

El hecho que I'; fije R(7) implica que cada v € I' manda k;; a k; j para algin j’ con
m;; = m, j. Hay mas de un j’ posible. Por lo tanto, cambiaremos la descripcion de tipo para
agrupar todas las tuplas (¢, dim W j, m; j, ki ;) en (4, d; j,m; j, ki j, M; j) donde M; ; es el nimero
de tuplas (i, d; j, m; j, ki j). De esta forma tenemos una acciéon inducida de I'; en los indices (i, 7).
Todos los resultados de la seccion anterior siguen funcionando con esta definicion.

Hay un morfismo algebraico

Gre : R(7) = M(7) C [T ] Sym™ss (M7 )™4)

i=1j=1

que manda a un par de matrices (A, B) € R(7) a las componentes isotopicas de la representacion
asociada. Aca M"”j es el espacios de moduli (grueso) de las representaciones irreducibles de

Ly, * Ly, con autovalores r; ;. Explicitamente, es el cociente de R"T por PGLgimw; ;(C). La
variedad M (7) consiste de aquellas tuplas que respetan las COIldlClOIleS de que sus coordenadas
sean isomorfas o no impuestas por 7. Notemos que Gr, es equivariante si I'; actia en los indices
como antes. Nos gustaria mejorar este morfismo a uno a

< I T sz o
i=1j=1
Lo haremos salvo fibrados vectoriales para las versiones no simétricas:

’L’/‘T my 4
) C || || (M Mg
@,

i=1j5=1



106 CAPITULO 6. VARIEDADES DE CARACTERES ASOCIADAS A NUDOS TORICOS

K/’L]

’Lljl

R(1) = R(T) X p(ry M(7).
Observamos que bajo la siguiente hipotesis
(H) Para cada M;; > 1, dimW; ; = 1.

las versiones no simétricas coinciden con las simétricas porque Z (1) =Z(7), ver el Corolario 4.7
de [GM22]. Esta hipotesis vale parar < 4 salvoquer =4, s=1,mj1 =1, M11 =2y d;1 = 2.
Pero, en este ultimo caso no hay representaciones irreducibles, ver [GM22, Proposicion 8.1]. Por
otro lado, la hipotesis también quita las condiciones de no ser isomorfos impuestas por 7. En
efecto, para cada d; ; = 1 hay exactamente un punto en Ry, ; y, por lo tanto, I(7) = 0 si algtin
M; ; > 1. Ahora bien, la condicién de ser isomorfas es inmediata para d;; = 1. Por lo tanto, e
tnico caso con r < 4 donde es relevante es r = 4, s = 1, my1 = 2, d11 = 2. Pero, al igual que
antes, no hay representaciones irreducibles en este caso. En conclusion, para r < 4, M (1) y I(7)
son o bien vacios o coinciden con sus versiones no simétricas.

Recomendamos al lector revisar la notaciéon que aparecié hasta ahora. En particular, re-
cordamos que la i-ésima pieza de la filtracion semisimple la denotamos V;. A su dimension la
llamamos d;.

Lema 6.2.1. Para cualquier configuracion de autovalores  y tipo 7 € T, hay un fibrado
vectorial equivariante R(T) — R(T) con fibra

FO(T) = H C(di—difl)("'_di) X Gerd X H GLdz y sz (NG (GLmiy]' ((C)/((Cx)mi’j)Mi’j
=1

y un levantado equivariante Gre : R(1) — Z(1) de Gre : R(1) — M(7). Ademds,

[R(7)] = [R(D)][Fo(7)]

en KOFT (Varc) donde la accion de Tz en la fibra es la de permutacion de factores; v mueve el
(i,4)-ésimo factor al v - (i, j)-€simo.

Demostracion. Para cualesquiera dos enteros ' < r hay una variedad A, , cuyos puntos para-
metrizan pares (p,W) donde p € R, y W C C" es un subespacio invariante de dimension r’.
Por ejemplo, tomemos el carcaj @@ con un punto y dos lazos. Su variedad de representaciones
paramentriza las representaciones de Z x Z. Adentro de ella R, vive como un cerrado. Por lo
tanto, podemos construir N/, como una subvariedad cerrada de la familia universal de la gras-
manianna asociada a @ (ver [Sch92]). Notemos que hay un morfismo N/, — Gr(r’,r) dado que
todos los elementos de R, son representaciones en C". Similarmente, para cualesquiera dos tipos
71 y T2 hay un espacio de parametros N, ,, de las tuplas (W,V) con V € R, y W C V un
subespacio invariante de tipo 71. Hay un morfismo desde N, ;, a una grasmanianna.

Sea 7 un tipo irreducible y 7 = m7y. En este caso, la fibra de /\/T1 rn — Ry, sobre Vo~ W™ ¢
Ry, es {f : W — V no cero}/C* = g™~ Pasando al cono afin, obtenemos N, ,, — R, cuya
fibra es C™. Tiene asociado un fibrado GL,,-principal sobre R,, que parametriza las bases de
Hom(W, V). Cocientando por (C*)™ obtenemos un fibrado localmente trivial parametrizando
formas de descomponer V' como suma directa de subrepresentaciones simples. El mismo esta
equipado con un morfismo a /\/;"1"” o

Probamos el lema por induccién en s, la longitud de la filtraciéon semisimple. Tratamos el
caso base y el paso inductivo al mismo tiempo. Sea 7’ el tipo de V/V].
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Hay un morfismo equivariante R(7) — [[’L, Sym™M1.i (Nonyjry)r) X Nar- dado por mirar
V1 y todas sus subrepresentaciones isotopicas (W{Zl’j ). Gracias a los GL,, /(C*)™-fibrados prin-
cipales que describimos antes, conseguimos un [ 5L, (GLy, ; (C)/(C*)mi)Muifibrado Ro(T) —

~

R(7) con un morfismo

1
R(r) = [[(Gr(dy,r)Mr ™3 x Gr(dy, )
j=1

Es equivariante si I'; acttia via permutar los factores.

Sobre cada grasmanianna Gr(dyj,7) tenemos el GLg, ;(C)-fibrado de dy; vectores lineal-
mente independientes de C" que generan el subespacio asociado. Sobre Gr(dp,r) tenemos el
Cda(r—di) GL,_g4, (C)-fibrado cuya fibra sobre cualquier punto consiste de los subconjuntos B
de C" de r — d;j vectores cuyas clases forman una base de C" moédulo el subespacio asociado al
punto en cuestion.

Luego, pullbackeando estos fibrados a Ro(7) obtenemos un [ GLyg, ,(C) xChr=d) x GL,_g4, (C)-

fibrado Ry (7) — R(7) cuyos puntos son elementos de R(7) junto con bases (B, ..., B,,) de Wi
y un subconjunto B C C" cuyos elementos forman una base de C"/V;. Notemos que podemos
obtener una base de C" uniendo todos los B; y B. En esta base, el par de matrices (4, B) es de
la forma

AH 0 ce 0 *
0 Ay :
: . . 0 *
0 o 0 A,
0 .- 0 0 A

donde A;; € Rgfj y A € R(7"). Por lo tanto, tenemos un morfismo
ri
Ri(r) = [[ Rir, x R(7')
j=1

que levanta parcialmente R(7) — M(7) y la existencia de la fibracion y del levantado se sigue.
La tltima afirmacién del enunciado es cierta gracias al Lema 5.3.6. O

Lema 6.2.2. Hay una descomposicion equivariante R(t) — R(7) x Fy(7) donde
S
Fi(r) =[] GLr—4,(C)
i=1

para la cudl Gre se factoriza como Gre : R — I(7).

Demostracion. Lo probamos por inducciéon en s. Para s = 1 no hay nada que probar. Asumamos
que s > 2. Sobre un punto (A, B) € R(7), la fibra consiste de conjuntos B; j, B; C C"/V;_; tales
que B;; es una base de W; ; y la imagen de B; en C” /Vi es una base. Usando los B; podemos
levantas Bj;1; a vectores de C"/V;_;. Por lo tanto, podemos obtener una base B donde el par
de matrices (A, B) es de la forma, para s = 2,

AH 0 0 * * *
0o . 0 * * *
0 0 A * * *
0 0 0 Aritim+1 O 0
0 0 0 0 . 0
0 0 0 0 0 A,
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donde A;; € ngj. Notemos que Gr, se factoriza por (B;;, B;) — B.
Por otro lado, B y los B;’s determinan todos los B; ;. Ademas, By esta determinado por B
moédulo GL;_4, (C). Inductivamente, B; esta determinado por B médulo [[;_; GL,—q,(C). O

Renombremos las componentes isotopicas W; ; como U, de tal forma que

Gr.(V) = Ul/¢,1+1 @ UVi+1 @ e @ Ul/z'

para una sucesion creciente 0 = vy < vy < ... < v; < Vjp1 < .... Si nos olvidamos de la accién,
U, es un espacio vectorial de cierta dimension d,. Notemos que ) dq = 7.

— N

Lema 6.2.3. Hay un fibrado equivarinate R(T) — R/(T) y una factorizacion Gr, : R (1) — Z(7)
de Gre a través de RI(T), El fibrado tiene rango > (d; — di—1)(r — d;) — D donde

D= aa(§)as(§)

donde a su vez a y B son indices con 8 de grado mayor con respecto a la filtracion semisimple,
¢ es una raiz de la unidad, y ao(§) es la multiplicidad de & como autovalor de k.

Demostracion. Definamos E/(T) como el conjunto de aquellas tuplas (p, B) tales que la matriz
A en la base B tiene ceros en las piezas triangulares superiores Hom(Ug, Uy).

Para un A dado, sea Q4 una matriz tal que QAAQE1 es diagonal y sea Uy C GL,(C) el
subgrupo unipotente asociado con QAAQE1 con base F;; donde i < j y € # €;. Notemos que
Uy ~ AX(di=die)(=d)=D T ocalmente, tenemos un morfismo R (1) x AP — R(7), (p, B,p) —
(QleQApQ;‘lpleA, B). El mismo es compatible con Gr, y con la acciéon dada dado que Uy
es invariante. Més atin, la accién es lineal en Uy. Para finalizar necesitamos probar que es
un isomorfismo. Sobreyectividad es [GM22, Lema 4.3|. Inyectividad es clara dado que U no
interseca al centralizador de () AAQ:. O

Teorema 6.2.1 (|GM22|). Para cualquier configuracion de autovalores k y T € T.F, el morfismo
@: es una fibracion localmente trivial en la topologia Zariski.

También describen la fibra. Escribamos p = (pa) € Z(7) con p, una representacion irre-
ducible representacion en U,. Tenemos un morfismo inyectivo bien definido Z(7) — GL,(C)?2,
p+— (A, B) via construir las matrices diagonales en bloque con entradas pq (z) v pa(y). Sea Zo(7)
la variedad de pares (A, B) tales que B es diagonal e igual a una matriz fija con autovalores €.

Consideremos

My = EB Hom(Ug, Uy)

a<y;<fB

yparaM e Moy p€ io(T) el par de matrices pys dado por

pu ()], = pa() y P W)y, = Ps(y) + Y Mag
a<f

Definamos )
My ={M € My : p; € R(7)}

Hay una descripcion més explicita, ver [GM22, teorema 4.4]. Fijemos p = (Aq, Ba) € Zo(7) y
una matriz @ tal que QAQ ™! es diagonal. Para cada o < v; < f3, sea

lap = (QuOQ5" Bs — BaQaOQj5")

donde © € Hom(Ug, U,) recorre todas las matrices con ©;; = 0 siempre que €,; # €g;. Para

v; < B <viq1, sea
Ls =P los
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donde v;_1 < a < ;. Definamos también

pﬂ(M) = (Maﬂ)ui_1<a§yi S @HOHI(U/@», Ua)

para M &€ My. Las condiciones que definen M, C M, son que para cualesquiera v; <
B1, ..., Bk < vip1 componentes isomorfas, ninguna combinacion lineal no trivial de pg, (M), ..., pg, (M)
cae en Lg, (esto es independiente de j).

La Proposicion 4.5 de [GM22| afirma que M, es una variedad algebraica independiente de
py que Gr, es una fibracién localmente trivial con fibra M, x GL,. Notemos que R(1) — R(7)
absorbi6 tanto el cociente por PGL como por el grupo gauge que aparece en [GM22|. Esto es
gracias a que GL, actia libremente y transtivamente en las bases de C". Escribamos M para
M, para algtn p € To(7).

. .. —
Lema 6.2.4. Para cualquier configuracion de autovalores k y 7 € T,F, el morfismo Gr, es una
fibracion equivariantemente trivial en la topologia Zariski si equipamos a M. con la accion por
permutacion de factores.

Demostracion. Por la descripicion explicita que dimos recién es claro que la accién por permuta-
cion de factores en My preserva M y, en consecuencia, define una accién ahi. Las trivializaciones
de [GM22| estan basada en el hecho de que cualquier matriz semisimple A € GLj, tiene un en-
torno Zariski U de las matrices semisimples y un morfismo Q : U — GLy, tal que Q(B)BQ(B) ™!
es diagonal para toda B € U. Al fijas los autovalores, lo anterior se puede construir eligiendo un
orden de todos los autovalores ¢; y triangulando los sistemas lineales B — \; Id = 0. Ahora bien,
la accién de T'; solo permuta los autovalores. Por lo tanto, I'; preserva la construcciéon anterior
solamente permutando las entradas de Q. ]

Corolario 6.2.1. Para cualquier configuracion de autovalores k y T € T que cumplen la
hipdtesis (H),

[R(D)][Fo(r)] = [A% A=) ) =PI [Fy (7)) M, ][GL(C)) [Z(7)]
en K57 (Varg).
Demostracion. Esto se sigue de los resultados anteriores dado que Z(7) = Z(7) bajo (H). [

Probamos que [Ry], [Fo(7)] [Fi(7)], [GL,(C)] y [M;] caen en Ar, en el Lema 5.2.1, el
Corolario 5.3.2 y el Lema 5.4.1. Por lo tanto, siempre que la condicién (H) valga, obtenemos
inductivamente que [R"] es casi-buena. Observamos que por los ejemplos 5.4.1 y 5.4.3 sabemos
que solo necesitamos localizar en ¢, ¢ —1,¢%> —1,¢% — 1, ¢* — 1 para calcular [R" /T]. Notemos
que el caso de (GL2(C)/(C*)?)? en el siguiente resultado se corresponde a 7 = 4,5 = 1, | = 2,
mi; =2y dij =1, que se puede descartar gracias a [GM22, Proposicion 8.1].

Corolario 6.2.2. Parar < 4 y cualquier x, [R""] es casi-buena para el conjunto multiplicativo
de Ko(Varc) ® Ro(I'x) ® Q generado por Q y las inducciones de acciones por permutacion de
factores en GLg(C)™ y (GL4(C)/(C*)H)™ para 0 < dm < r.

Luego de la localizacion, podemos cancelar F(7) con parte de Fy(7) para obtener
[R(M[Fy()]la” = [M][GL(C)][Z(7)]

donde

Fo(r) = QL (©)™9M0 x (QLy,, (C)/(C)0) Mo
j=1

=1
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6.3. Variedades de caracteres versus de representaciones

En esta seccién, probaremos la conjetura 6.1.1 para r < 3. Primero, haremos una reduccion
que vale para r arbitrario. La misma sigue una estrategia similar a [Gon24, Proposicion 7.3|.
Notemos que la formula para [PGL,(C)] es conocida y que no hay nada para probar para r = 1.

Primer hacemos un pullback a R7". Por el lema 6.1.2, es suficiente con probar que [RY"] =
[M[™] - [PGL,(C)] en K{™™(Var/C), donde pinm, acttia trivialmente en PGL,(C), dado que las
clases de C* y PGL,(C) caen en 4,,,,., [C*#» = [C*] ® Q!, y [PGL,(C)]#»m = [PGL,(C)] ®
Q!. Para este fin, utilizaremos la estratificacion por autovalores. Alcanza con mostrar que
[RI"] = [R""/PGL,][PGL,] en Kg"”" (Var/C) para cualquier x. O atin menos, que [R77|Ix =
[R"" ) PGL, "~ [PGL,]" . Los puntos de R/ PGL, se indentifican con representaciones r-dimensionales
e irreducibles vp : Zy, * Z,, — GLV cuyos autovalores son &, salvo isomorfismo.

Fijemos un . Llamemos €1, ..., €, a los diferentes autovalores de Ay ay,...,a, a sus respec-
tivas multiplicidades. Sean Oy, ..., Oy las o6rbitas de 'y en {ey,...,€p}. Notemos que cualquier
€; tiene estabilizador fi,, C finm. Denotemos m; para a; para algtn €; € O;. Notar también que
A € R es diagonalizable dado que tiene orden finito. Por lo tanto, hay un morfismo algebraico
I';-equivariante

l l

R — HPerE;(Gr(ai, r)) = Per};jﬂ (H Gr(ai,r)>
i=1 i=1

dado por mirar los autoespacios de A, donde p,, actia trivialmente en Gr(a;,r). Sean L£; —

Gr(a;,r) los fibrados de bases de cada subespacio. Son equivariantemente localmente triviales
con fibra GL,,. Por lo tanto, si £ es el pullback por el morfismo anterior de Per};jl (H§:1 £i>,

L — R es equivariantemente localmente trivial con fibra Per};jl <H§:1 GLai>. Un elemento de

L es una tupla (A, B, By, ..., By) donde cada B; es una base del autoespacio de A con autovalor

€. Siendo A diagonalizable, esto es lo mismo que una matriz M € GL,.(C) tal que MAM ! es

diagonal con las primeras a; entradas €, las as siguientes eg, y asi siguiendo. La accion de pipm

en M esta dada por trasladar por potencias de una matriz de permutacion fija. Cocientando por

C* ~ Z(GL,(C)), obtenemos una fibraciéon equivariantemente localmente trivial £ — R,
Podemos repetir este argumento con B para obtener L — R tal que

l k
[Z’] — [ng"r] . (Perﬂ; (H GLQZ) /CX> . Per}:: HGL;,J. JC*

i=1 j=1

Los puntos de L' son tuplas (A, B, M, N) € R"" x PGL,(C)? tales que MAM~'y NBN~! son
iguales a ciertas matrices diagonales fijas 31 y 5. Esto es I'y-equivariantemente isomorfo a la
variedad X de tuplas (M, N) € PGL,(C)? tales que (M~ M, N~1¥5N) da una representacion
irreducible. La acciéon de I'; esta dada por trasladar por ciertas matrices de permutacion oy y
o2.
La accion de PGL,se puede levantar a L' como g(A,B,M,N) = (gAg~',gBg~', Mg~ Ng~').
Ahora bien, si
Y :={M € PGL,(C) : (M~'$1 M, %) es irreducible}

con accion M + o1 Moy ', entonces L es T, x PGL,-isomorfo a Y x PGL,(C) via (M, N) >
(MN=1,N). Por lo tanto, [£'] = [£'/ PGL,(C)] - [PGL,(C)] in KL*(Var/C). Luego, basta con
probar que
l L k D
(Perifn (H GLaZ) /(CX>
i=1

Per) " HGLbj /C*
j=1

[£'/ PGL,(C)]'" = [RY" / PGL,(C)]™
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en K¢ *(Var/C) siempre que las clases de Perﬂfn (Hﬁzl GLai> J/C*y Perﬂz <H§:1 GLbj) /C*
sean casi buenas.

Sean Z1 y Zs las subvariedades de Hi‘:l Gr(a;,r) y H§:1 Gr(aj,r) de subespacios en suma
directa. Notemos que la accién de PGL, es libre en la imagen de R¥" — (Hfj:l Gr(a;, 1)) x
(H?:l Gr(aj,7)). En efecto, si g € PGL,(C) preserva todos los autoespacios de A y B, conmuta

con ambas. Pero com ola representacion asociada es irreducible, g debe ser trivial. Por lo tanto,
—/
L /PGL,(C) es el pullback de

l l
Pmﬁ;<IILJ x Per, | [[£i | | /PGL(C) — (Perr (Z1) x Per}(Z2))/ PGL,(C)
=1

i=j

Ahora bien, PGL, acttia transitivamente tanto en PerE;(Zl) como en PerEZ(Zg). Mas atn,
Perﬂ;(Zl) = ((JIGLg,)/C)\PGL, y Per};:(Zg) = ((II GLy,;)/C*)\ PGL;. Luego, la base
es isomorfa a (([] GLy;)/C*)\ PGL, /((]] GL4,;)/C*). Por otro lado, los espacio totales son
Per};jn <H§:1 £i> = PGL, = Per}:z (Hizj £j>. Luego, para finalizar la demostracion, probare-
mos a mano que existe una estratificacion equivariante de un entorno de la imagen de RY™ tal que
PGL, — ((TI GLs,)/C*)\ PGL; /((I] GL4,;)/C*) es equivariantemente localmente trivial sobre
cada estrato con fibra en Ap, y con descomposicion isotopica [([T GLy,)/C*]"*[(T]T GLq,)/C*]" .

Notemos que la accién de I'y; esta dada por g — o1goo para ciertas matrices de permutacion o
y o2 de orden coprimo.

6.3.1. Rango dos

La tnica posibilidad es que a3 = as = by = by = 1 y I'x es o bien trivial o ciclico de orden
dos, y, en el segundo caso, actuando via permutacién de o bien las dos columnas o bien las dos
filas. Es suficiente con lidiar con I'y; no trivial actuando permutando las filas.

Notemos que (J]GLs,)/C* = (J]GLg,)/C* ~ C* como variedades. La acciéon de I'yen
la primera es  — x~! y trivial en la segunda. Para chequear que la primera es casi-buenas,
tiremos el punto fijo 1 y consideremos el producto con C* y acciéon y — —y. Entonces, (z,y) —

x
( yl, Y 1)y (A1, X2) = (AAS 1, AL — Ag) son isomorfismos equivariantes inversos entre el
r—1" z—

producto anterior y {(A1, A2) € C* : A\; # A2} con accion (A1, A2) — (A2, A\1). Esta ultima tiene
clase en Ar, .

Sea U C PGLy(C) el subconjunto de aquellas matrices con todas sus entradas no nulas. La
imagen de R”" cae en U. El cociente PGLy — C*\ PGLy /C* resulta ser

<Z Z)w‘éfecmu}.

La acciéon de T'wen el cociente es z +— 21

Sobre C* \ {£1} tenemos la seccioén equivariante

. 1+ 1
* 14271 1
Por lo tanto, sobre este abierto tenemos la propiedad multiplicativa deseada.
Por otro lado, la fibra sobre —1 es

_ -y T X
F_l—{< y 1>.x,y€(C}
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que es isomorfo a C* x C* con accién (x,y) — (7!, —y). Ahora bien, siendo la accién en el

segundo factor lineal con descomposiciéon isotopica trivial, tenemos que

[Fa)t =[] ] aL,) /(] ] GLa) /€T

como queriamos.

6.3.2. Rango tres

En este rango, hay tres posibilidades que cubren todas la necesarias. Todos los a; y b; iguales
auno y [',; de orden seis, actuando permutando ciclicamente las filas y permutando las primeras
dos columnas. O todos los b; iguales a uno, a; = 2, az = 1, y o bien I'; de orden tres, actuando
permutando ciclicamente las filas, o bien de orden dos, actuando permutando las primeras dos
filas.

Empecemos con a; = b; = 1y ', de orden seis. En este caso, (][] GLy,)/C* = (][ GLg,)/C* ~
(C*)? con acciones (A1, A2) = (A3, MAS ) v (1, p2) — (u2, 1) respectivamente. Necesitamos
chequear que la primera es casi-buena. Notemos que 1+ A; + Ay = 0 es un subespacio invarainte.
En su complemento, luego de multiplicar por C* con la accién trivial, tenemos los isomorfismos

inversos
A1 AoS s
T+A X T+HA+ X 1T+ + X

y (z,y,2) = (227 yz= o + y + 2) con {(z,9,2) € C* : x4+ y + 2z # 0} dotado de la accién
(z,y,z) = (z,z,y) cuya clase vive en Ap,. El subespacio invariante es isomorfo a C* \ {—1}

(A1, A2, 8) — <

con accién A — T Fijemos una raiz de la unidad £ de orden tres y tiremos el punto fijo .

Consideremos las acciones lineales de I',, dadas por (z,y) — (y,—z —y) en C* y z + £z en C*.
Tenemos los isomorfismos equivariantes inversos

() € @\ L) x € o (12 15 ) € ) € ©P 0 £ 60 -0)

v (2,y) — (zy~!,x — £y). Ahora bien, el lado derecho es C? con una accién lineal menos
C ~ {z = &y} con una accion lineal e Indlgg}(C \{0}) 2{z=0,y #0}U{z+y =0,2,y #
0} U{y = 0, # 0}. Por lo tanto, su clase cae en Ar,. Esto muestra que (C*)? con accién
(A, A2) = (A1, A A1) es casi-buena.

Trabajaremos sobre el abierto U C PGL3(C) dado por aquellas matrices que no tienen
dos ceros en la misma columna o fila. Si una matrices no satisface esto y es inducida por una
representacion (A, B), o bien A y B tienen un autovector en comin o un subespacio invariante
de dimensién dos, cualquiera de estas condiciones implica que la representacion no es irreducible.
Esto significa que la imagen de R" cae en U. Estratificamos U por la anulacién de las entradas.
Sea V el estrato abierto de aquellas matrices con todas sus entradas no nulas.

Sobre V tenemos una descripcion similar del cociente a la anterior. Es

a b c ai bi
de f = & z .
g h 1 af hf

] w? z71
z w )" -1 -
Yyw Tz

Tenemos una seccién equivariante

La I'x-accion inducida es

. r(1+2 427 gyl +yt+w) 1
( Y ) =l o2+ 427 w4yt 4w 1
1

= 14zt 4270 14y t4w!
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definida cuando 1 + 271 4+ 271 y 1 + 4y~ ! +w~! no se anulan.
Tenemos otra seccién. Sea £ una raiz primitiva de la unidad de orden tres. Consideremos

s(l+&a7 ! +%7h) yl+eyt+ 8w 1
(7 0) | surevey wira+eu) 1
1

zZ w 1—|—£(L‘71+§2271 1+§y71_~_€2w—1

Esto es una secciéon no equivariante definida cuando 14+ x4+ €227 1y 1 + &y~ 1+ €2w ™! no se
anulan. En efecto,

w-l ol EQ+ ¢yt + 2w g+t 4227 1
( ) =l Sy +Ey T+t Ce(l4 &t 42270 1
Ew(l+ &yt + 2wt L1+t 1

yw™t ozt

Pero, si cambiamos la accion en (u1, pu2) a (p1, p2) — (Epe, §p1), entonces

. Amr(l+ e~ + 2271 Mpoy(1+ &y~ +Ew™h) N
(a2 (22 ) 0mem) o [ damns €004 €) dgpl 46571+ ) g
mt et rest) gt

es un isomorfismo equivariante. La fibra no tiene la accién correcta, pero tiene clase buena Ar,
y el cambio que hicimos no modific6 la descomposicién isotépica. Por lo tanto, esta secciéon sirve
para nuestro propoésito. Notemos que podemos realizar la misma estrategia con &2.

Notemos para cualquier par (z,z) al menos uno de 1+ 27! + 271 1 4 €71 4 2271 y
1+ &2~ +£27! no se anula, dado que suman 3. Estratificamos V de acuerdo a la anulacién o
no de cada una de las funciones 1+ 14271 14+&x 1+ €271 1422 1+ €27 1+y T +w™t,
14+&y 2wt y 1+2y~ 1+ &w™t. Si alguno de los productos (1+z 1 +2"H(1+y~t+w™1),
(I+&x 1422 D1 +&y 1+ 2w ) y (14227 +€27 ) (1+ 2y +&w ™) no se anula, podemos
usar alguna de las secciones anteriores. Esto vale para todos los estratos I'y-invariantes. Sobre
los no invariantes, solo debemos preocuparnos por la accién por permutaciéon de filas y luego
inducir. Por lo tanto, basta con combinar simplemente las secciones anteriores. Por ejemplo, si
T+t + 27ty 14+ &y + 2wt no son cero, entonces

)\1#11‘(1"‘1‘_1 +Z_1) Alugy(l—kfy_l +§2U}_1) A1

Ty -1 -1 -1 2,,—1
((/\1,/\2), ( ; ) 7(M17M2)> ol Aeprz(T+270 +270) doppw(l+&y™ +§%w™") Ao
pr(1+ 27t 4271 po(l+ &yt + 2wt 1

es un isomorfismo Z/3Z-equivariante si (1, u2) es dotado de la accion (p1, p2) — (&, p12).
Debemos analizar el complemento de V. Cualquiera de sus estratos tiene estabilizador tri-
vial. Por lo tanto, es suficiente con mostrar una seccién sobre cada uno. Esto es directo y nos
saltearemos el calculo.
Analicemos a1 = 2 y ag = 1 = by = by = bg con I'y, de orden tres. En este caso,
(ITGLs,)/C* ~ (C*)? con accion (A1, Ag) — A5 MY v ([TGL,)/C* =~ GLy(C) con
accion trivial. Trabajaremos con el abierto U C PGL3(C) definido como

a b c
d e f | :ae—bd,dh—ge,ah —bg,c, f,i#0
g h 1

Notemos que si una matriz con ae —bd = 0 esta asociada a una representacion (A, B), el autoes-
pacio de dimension dos de Acontiene al tercer autovector de B, y por lo tanto la representacion
no es irreducible.

Sobre U el cociente es

(e (] Z)le«cw?.

L Qe
> 0o o
S S
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La I',-accién es

(z,y) = (y ' —y ')

Tenemos la seccién equivariante

z y 1 1+z7b y—y ' 0
(x,y)— | 1 0 1 l—ay ™t 27t—2 0
0 11 0 0 1

definida sobre (1 +2 V) (z7t —2) # (y —y~ (1 — 2y™1).
Si elegimos una raiz de la unidad £ de orden tres y cambiamos la accién en GL2(C) a A — £A,
podemos usar

z y 1 1+ &2 y—&y 1 0
(r,y)— | 1 0 1 E—ay™t fxl—z O
0 1 1 0 0 1

sobre (1 + a7 H(¢x™! —2) # (y — €y~ H(¢€ — 2y™1). Tenemos un morfismo similar sobre
(1 +&x N2z —2) # (y— €y 1) (€2 —zy~!). Podemos también intercambiar las primeras dos
columnas de la matriz de la derecha en cada uno de los morfismos anteriores para obtener otros
tres.

El complemento de los dominios anteriores es = y = —1 unién (z,y) = (w,w™!) para
una rafz de la unidad w de orden seis. Sobre (—1,—1) la fibra es (C*)? x GLy(C) con accién
(A1, A2, A) — ()\2_1,)\1)\2_1, (*11 *01) A) que tiene la descomposicion isotopica correcta. Sobre
(w,w™1), la fibra es (C*)? x GLy(C) con accion (Mg, g, A) = (A5 5, AN, (‘fwgl)A) que
también tiene la descomposicién correcta.

Para finalizar con rango tres, tenemos que analizar a; =2y ag = 1 = by = by = b3 con I',
de orden dos. La accion en ([] GLy,)/C* =~ (C*)? es ahora (A1, A2) — (A2, A1). El abierto U y

el cociente son los mismos, pero la ['x-accion es (z,y) — (71, —z~1y).
Tenemos la secciéon equivariante
z y 1 ~y  —y+1l+z7!t 0
(x,y)— [ 1 0 1 z4z! z4z! 0
0 11 0 0 1

sobre (x + 1)(2? 4+ 1) # 0. Si cambiamos la accién en GLy(C) a A — —A, podemos usar

z y 1 -y —y+1—21 0
(x,y)— | 1 0 1 r—z! r—az! 0
0 11 0 0 1

sobre (z — 1)(2? — 1) # 0.

El conjunto restante es * = —1 con accién trivial, i.e. {—1} x C*. La preimagen de este
conjunto es (C*) x C* x GL2(C) con accion (A1, A, y, A) — (A2, A1, Y, (_01 Y) A). Por lo tanto,
basta con probar que si C* x GLy(C) es dotado de la accion (y, A) — (y, (Bl Y) A) entonces su

clase vive en Ar, y su descomposicién isotopica es trivial. Consideremos el automorfismo

(2 a)m (e )

de C* x GLy(C). Cambia la accion a (y, A) — (y, (' 1) A). Tenemos el producto de C* con
accion trivial y GLa(C) con la multiplicacion por una matriz de orden finito. Ambas clases viven
en Ar, y tienen descomposicion isotopica trivial.
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6.4. Calculos para rangos pequenos

Si r es coprimo con n y m, podemos simplemente usar las formulas de [GM22]| gracias al
Teorema 0.2.5. Por lo tanto, nos concentraremos en el caso no-coprimo. Mas aiin, solo necesitamos
analizar las configuraciones de autovalores y tipos que tienen estabilizador no trivial por los
Lemas 6.1.5 y 6.1.9.

6.4.1. Rango uno

En este caso R = R, es un punto para cualquier x. Ademas, no hay estabilizadores dado
que mecd(1,nm) = 1. Luego,

R = 3 o sy (9
Ahora bien, s varfa en u, X p,. Por lo tanto,
RY" = finm
con accién por traslacion. Esto implica que

RV = (T, (g —1) @ T}y, JQHm) = g — 1.

6.4.2. Rango dos

Por la observacion 3.5 de [GM22], los tnicos k’s relevantes son ((e1, €2), (€1,€2)) con €; # €2

y €1 # €2.
Si med(2,nm) = 1, no hay estabilizadores y simplemente podemos aplicar la férmulas de
Gonzalez-Prieto y Mufioz (ver subseccion 7.1 de loc.cit.):

RZT :q4_2q3_q2+2q

Ahora bien, hay

%nm(n —1H(m—-1)

posibles k’s. Luego,
- 1
[Ry"rm = 2 (n=1)(m—1)(¢" = 2¢" = ¢" +2¢) ® Q™"

en este caso. Por lo tanto,

[RET] = (T (4 = 1) © Ty ) (0= Dm = D" — 26— ¢ +20) Q™)

= L= Dm —1)(g— (a* ~20° — ¢ +20)

Asumamos ahora que n es par y m es impar. Hay un tnico caso donde el estabilizador es no
trivial: k = ((e1, —€1), (€1,€2)). Hay dos clases de tipos 7 € T,

» los semisimples: tenemos s = 1, r1 = 2, d;; = m;; = M;; = 1. Como €1 # €2, I'; es
trivial. Por lo tanto, podemos usar [GM22] nuevamente:

[R(T)] =¢*+4q

Hay solo dos tipos posibles en este caso: ((€1,€1), (—€1,€2)) y ((€1,€2), (—€1,€1)).
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= ]los no semisimples: I'; es también trivial en este caso. Por loc. cit.
3
R(t)=¢" —q.
Notemos que en este caso hay cuatro tipos posibles.

Luego,
(R = (26" + ¢ — ) © Q°

Por otro lado,

[Re]™ = ((¢* — ) ® Q' + ¢ Q%) (q(¢ +1) ® Q")
= (-9 +9@Q +¢(¢+1)®Q?

por el ejemplo 5.4.1. Por lo tanto,

R = (> — 9)(¢* +9) @ Q" + ¢* (g + 1) ® Q% — (2¢° + ¢* — q) ® Q?
=@ -9 +9 Q" + (—¢* + ¢ ® Q?

para k = ((e1, —€1), (¢1,€2)). Hay 2nm(m—1) tales s. Para los demés x podemos usar la misma
formula que antes. Poniendo todo junto concluimos que

Ry = ~(m = 1)((¢* — @) +9) ® Q2 + (¢ — ¢*) ® Q™)

+ —(n—2)(m—1)(¢* — 2¢° — ¢* + 2¢) ® Q"™

A

[RYT] = (g~ D(5m ~ (e~ a)(a® +0) + (¢ + ) + {n—2)m — V(" ~2¢* — * +20))

= L= m— 1)g - D(a* —~26° ~ ¢ +20) + 5(m— Vg~ Vg ¢’ ~ ¢ +0)

si n es par. En conclusién, para r = 2, tenemos que

(R (GL)] = T2 RET (S + 04 (m=1)(a-1) (6% =) (6~ )8 (1) (g 1) (¢ ~) (¢~ 1)

Cocientando por la accion de PGLy(C) obtenemos
irr q—1 irr * 1 2 1 2
[M5"(GL)] = T[Mz (SL)]" + 52|n§(m —1(g—1)"+ 62|m§(n —1)(¢g—1)
que coincide con [MP16, Proposicion 7.3|.

6.4.3. Rango tres

Como en los casos anteriores, cuando med(3, nm) = 1 podemos usar las formulas de Gonzalez-
Prieto y Mufioz:

q12 + 4q11 _ 10q10 _ 8(]9 4 17q8 + 13q7
—5¢% — 21¢° — 3¢* + 12¢°
"% —3¢° +2¢® +2¢" — 2¢° — 3¢* + 3¢® si hay exactamente un autovalor repetido
0 en cualquier otro caso

si no hay autovalores repetidos
[ Rirr] _
) =
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Luego,

1
[Ry ") = — <<g> (?) (¢"% +4¢" = 10¢" — 8¢° + 17¢° + 13¢" — 5¢° — 21¢° — 3¢" + 12¢°)

Z ( > @) + 2(2) (”;)) (¢'° —3¢° +2¢° +2¢" — 2¢° - 3¢* + 3q3)> ® Q™"

(Ri(GL) = TRy (ST

si med(3,nm) = 1.

Asumamos ahora que 3|n y fijemos una raiz de la unidad w de orden 3. Para que ' sea no

trivial, debe ser k = ((e1,wer,w?e1), (K1, k2, k3)) 0 ((e1,wer, w?er), (K1, K1, K2)) con k; # ki si

i # j. En cualquier caso, ningtin 7 € 7, tiene estabilizador no trivial. Por lo tanto,
1
(R = SR @ Q°

y podemos usar [GM22].
Para s = ((e1,wer, w?ey), (K1, ko, k3)) encontramos que

R =(* - -9 @Q +¢*(¢+1) @)@ +q) (P +q+1)2Qh)
= (- )P~ PP+ )P +q+1)@Q +¢* (¢ + (P +9) (P +q+1)@Q°
por el ejemplo 5.4.1. Luego,
R = (¢ — ) (@® — )P (@ +a) (@ +q+1)@Q" +¢* (g + 1)g*(¢® + 9)(¢* + ¢+ 1) ® Q°
- (6q1° +3¢° —3¢% - 3¢" +2¢° + 7¢° + ¢* — 4¢*) ® Q°

= - ") —q)q 2((12Jrq)(q2+q+1)<§i><@1
+3 (P =3¢+ +6¢° +4¢* —2¢> — 7> —q+4) Q3

Para k = ((e1,wer, w?eq, (K1, K1, k2)) tenemos que

R =" - )@ —q) Q" +¢* (¢ +1) @ Q*)(¢*(¢* + ¢+ 1) ® Q")
=(q3—q N — )P (@ +q+1)@Q +¢* (¢ + 1) (P +q+1) ©Q°

por el ejemplos 5.4.1. Por lo tanto,

[RIM™ = (¢* — ) (¢® — )P (P +q+ 1) @Q" + ¢* (g + V) (P + ¢+ 1) Q°
2+ P+ + P+ - P eQ?
= (-~ )PP +a+1)@Q - (¢+1)(g—- 1P (P +q+1)®Q°

Luego, para 3|n,

(RG]~ T LRI (ST)] = 2 (m — D5 0m — 2)ala + 1)+ V(g 1D°¢(a + V(g +q+1)
y

MET(GL)] = Lo MET(SL)] 4 2 (2 m = D (m = 2)(¢* +) + (m — 1) (g — a?

que también coinciden con las formulas de [MP16, Proposicion 10.1].
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6.4.4.

no triviales. Algunos de ellos pueden ser descartados porque R}"

Rango cuatro

La cuneta es mas sutil dado que hay I'; no triviales. Hay varios tipos de « con estabilizadores

= (). Los mismos son descriptos

en la Proposicion 8.1 y la Observacion 3.5 de [GM22]. Los sobrevivientes son los siguientes:

n K #K/ PH
4|n R1 = ((65 1€, —€, _16)7 (51752753784)) %(T) Ha
4ln k2 = ((€, i€, —€, —i€), (€1,€1,€2,€3)) %m(mg_l) Ha
4|TL R3 = ((65 €, — ’LE), (517517527 2)) %(7;) Ha
4n | Ky = ((e, i€, —€, —ie), (€1,€1,€1,€2)) (%HZ(ZZ —)1) fha

—4+
2ln | ks = ((€1, —€1, €9, —€2), (€1, 2,€3,€4)) (TLZ“TL;W ) o
nn— —
2ln | ke = ((€1, —€1, €2, —€2), (€1,€1,€2,€3)) ﬁ | | e
n{n—
2ln | k7 = ((€1, —€1, €2, —€2), (€1,€1,€2,€2)) %( M2
—4+425
2n | rg = ((e1,—€1, €2, —€2), (e1,61,21,82)) | 220 1y — 1) | oy
2ln | Ko = ((e, —€,€,—€), (1,62, €3,€4)) 2(7) 142
2|n R10 = ((67 —€,€,— )7 (51751782783)) %m(mg_l) H2

Tabla 6.1: Configuraciones de autovalores con estabilizador no trivial en rango cuatro.

donde €; # *e;, Lie; y €; # € para cualesquiera i # j.

Empecemos nuestro anélisis con x7. Notemos que todos los tipos deber tener m; ; = M; ; = 1.
Los relevantes son:

T | #T | s |ri| dij K1,j k2,5

| 2 |14 1] ((a)(&) (=) () ((e), (&) (—e2), (g5)) -

| 1|12 2 ((e1, —€1), (e1,€2)), ((e2 —62) (€1,€2)) -

T3 2 1 2 2 ((61,i62) (61,62)),(( €1, :FEQ) (61,62)) -

a4 (221 ((er), (£0)), ((—€w), (&i)) (&), (€)); ((—€1) (7))
5 02 [2 1] 2 ((ex, —€x), (€1,€2)) ((e1, —€1), (e1,€2))

5.3.

Tabla 6.2: Tipos con R(7) no trivial para 7.

Aplicamos la fibracion principal 6.2.1. En todos los caso [F{]#2 lo calculamos en los ejemplos
5.4.1, 5.4.3 y en el corolario 5.2.1. Tenemos que:

T Fy(7) [Fg (7))

71 | Per}?, (CX) x Per?, (C¥) (*-1PeQ" -2("-9)(¢-1)2Q

T2 GL2((C) x GL2(C) (¢* - 9*(¢*-1)2Q!

7 Per{?, (GL»(C)) (@' =" - 1)@ Q" — g~ 1)*(¢ +1)* @ Q?
74 | Perg, (C) x Per, (C*) (¢ -1)°2Q" —2(¢* —g)(¢g-1)®Q°

s GLo(C) x GLy(C) (®—q)*(*-1)22Q!

Tabla 6.3: Descomposiciones isotopicas de [F{(7)].

Para la base Z(7) tenemos que, para las cuentas hechas en los rangos mas chicos y el Corolario

2,
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T ‘ Z(T) ‘ [Z (7))
T, T4 . (%)* 12 Q!
.75 | (B o) (g—1)*q+1)%¢* @ Q' —2¢%(q+ 1)*(¢ — 1)3 ® Q?

s | Perig (R e e) | (€° —26° — 0" +20") @ Q' + (=207 +2¢° +4¢° = 3¢" = 2¢° + ¢*) © Q°

Tabla 6.4: Descomposiciones isotopicas de [Z(7)].

Tipos 1, T2, y 73 tiene M trivial. Por otro lado, para 74,
Mo = Per(, (C?), lop =0, Lg =0, M, = Perii?, (C*\ {0})
y, por lo tanto,
M2 = (¢' =) ©Q' — (¢* - 1) ©Q?
Y para T3,

My = Ms(C), lop =0, Lg =0, M, = M(C) \ {0}

y, por lo tanto,

(M2 = (¢" ~1) Q'

Para todos D es trivial dado que no hay autovalores repetidos en A. Luego de algunas cuentas,

T [R()]H

. (@ + 1" - )¢*(¢" - ¢*) 2 Q!

! +2¢7(¢* + 1)(¢* + ¢ + 1) ® Q?
(¢—1*(¢+1)*PF (P +D(*+q+1) Q!

™ —2(¢+1)*q - 1°¢ (P +1)(¢* +¢+1) @ Q?

. (a+ (g =1)°"(¢* = 2)(¢* + D(¢* + ¢+ 1) @ Q'

S+ 1)@ - 1% g - (@ + 1) (P +q+1) @ Q2
(g+1)¢5(q— 13 +q+1)(¢*+1)*®Q!

g D)@ D)20@P )P g+ (P g+ 1) © Q2
(- 13+ 1P +q+ 1) (P +1)?®Q!

E ~2¢5(g+ 1*(¢ = DX(® + g+ (@ +1)? @ Q?

Tabla 6.5: Descomposiciones isotopicas de [R(T)].

Por otro lado,

[Ry, "> = [GL4(C)/(C)"*2([GL4(C)/ GL2(C)*] ® Q")
= ([GL4(C)]?/[GL2(C)]* ® Ql)/([PeT?E}(CX)]“Q)Q
= (-’ +1)*(*+q+1)°0Q" +2¢" (* + 1)*(¢* + ¢+ 1)* ® Q?

por el ejemplo 5.4.1. En conclusion,

(R = L mat (R7))
—(@+ 1 -1’ + D)@ +a+1)(@° +2¢" — ¢* +35 +2¢-2) ® (Q' — %QZ)
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Argumentos similares se pueden hacer para el rest de las configuraciones con I'y, = pus.
Resumimos los resultados en las Tablas 6.7, 6.9, 6.10, 6.8, 6.11, y 6.12. Analicemos las cuatro
configuraciones con estabilizador p4. En todos los casos D es trivial. Tipos con estabilizador
14 solo aparecen para k3. Por lo tanto, para ki, kKo y kg4, RZEd se puede calcular usando las
tablas anteriores para (€1, —€1, €2, —€2) modulo una correccién por %Indﬁg, ver el Lema 6.1.5.
Los resultados estan en la Tabla 6.6.

. | (R — 4{RE) Qv

k1| 3(g—1)%(q+1)%3(® + 1)(¢® + ¢+ 1)(2¢" — 1) ® (Q% — 1QY)
k2 | (@+1)(q— 12" (¢ +1)(¢* + g+ 1)*(2¢* — 1) ® (Q* — 1Q*)
ke | (@+ D =12+ D)(*+q+1)(2¢" — 1) ® (Q* — ;Q%)

Tabla 6.6: Descomposiciones isotopicas de [R?d] para Ki, Ko ¥ K4.

Para finalizar analicemos k3. Hay un solo tipo con estabilizador p4: 74 con s = 1, r; = 2,

dij; =2y
Kij = ((67 _€)> (517 52))7 ((ie’ —’ié), (517 52))

Tiene M, = MQ(C) \ {0}, Fy(7) = Perli2(GL2(C)) vy Z(7) = Perﬁg(Ré?:7_€)7(al762))). Usamos la
férmula del Ejemplo 5.3.1:

[F§(r)]"2 = (¢* — ¢*)(¢* - 1) ® Q' + %((q2 —0%(* -1 = (¢" - )" - 1) ®Q?
=('-)'-1)0Q" - -1 Q?

[Z(T)]" = Q2((¢* — 9)(¢* +9) © Q" + (—¢° + ¢) ® Q?)
=" - +H2Q —¢"(¢- 1)+ 1) 0 Q@+ (- + )@ — ) (- 1) ®Q"

Luego,

[R(T)]" = (q+1)*(q¢ — 1)**(¢* + ¢+ 1)(¢* +1)* ® Q!
+(@+ D)% — 1P (P +q+1)(@* +1) @ Q?
—(@+ D¢ -1 +q+ 1)+ 1)) @Q

Los otros tipos para k3 son 71, 73, 74 y T5. Los célculos asociados figuran en la Tabla 6.5.
A partir de este punto, las configuraciones de autovalores pueden ser tratadas como antes. El
resultado final esta en la Tabla 6.12.

Reuniendo todas las contribuciones de la Tabla 6.12 obtenemos para m impar:
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Pt — ML = g (- AT (6 20t 3 420 -2

+2 S 2 (m; 1) (¢ Dalg* —2¢* —2) - Mggm_l)(q —1)q(3¢* +2)
< >(q — 1)¢*(q" +2¢° + 4¢° + 5¢" — 6¢* — 64 — 6 — 6)

3
_;<m2_ 1>(q— Da(q® +q+3) +é<m3_ 1>q4(q2+q—5)>

1 m—1
+ 55 (q53q4+4q3+q24q+2)+16(q1)q(3q2+2q2+2)).



|7 | dig | K1, | K2,j | Fy(1) | [Fo ()]

S 1,j
| 6 | 1] 2] 2 | ((er,—e1),(€ir€5)), ((e2, —€2), (ks 1)) - GL2(C) x GL2(C) | (¢° — ¢)*(¢* —1)* @ Q'
T2 | 12 |2 1] 2 ((ex, —€x), (€ €5)) (&1, =€), (eprgq)) | GL2(C) x GL(C) | (¢* — q)*(¢* —1)* @ Q'
T | () | [Z(7)]H= | M- | Mg [RgT)]’”

(Rirr )2 q_|'1)2 8(q +1)(q2+Q+1)®@1

T W e—gee) | —2¢2(q+ 1) (g — 1)° © Q? %(¢* +1)(¢* + ¢+ 1) ®Q?
o | (@=1%g+1)*¢* Q" . 1 @=DYa+ 1P +a+1)(¢* +1)*©Q

T12 (R(G,fe)(El,Eg)) —2(]2((] + 1)2(q _ 1)3 ® QQ MQ(C) \ {0} (q 1) ®Q _2q6(q + 1)3((] o 1)4((]2 +q+ 1)((]2 + 1)2 ® @2

(¢—1)*(¢+1)** Q!

*
—
b2y
(=]
—
—
L
|
—_
~—
N
—

Tabla 6.7: Calculos para xs.

T | #r | s || dig | | | Fy(7) | [Fy ()]
1| 6 | 1] 2] 2 | ((e,—¢€)(ci,&5)), (e, —€), (ek, 1)) - GL2(C) x GL2(C) | (> — ¢)*(¢* - 1)’ ® Q!
T2 | 6 |2 1] 2 ((e, —€), (cis€5)) ((e, =€), (ex 1)) | GLa(C) x GL2(C) | (¢* — 9)*(¢* —1)* @ Q'
T Z(r) [Z(7)) M (M [R(7)]H
o | (RET p| oDt o0 i} LoQ! (a—D*(¢+ 1% (> + D(@* +¢+1) Q'
S R CRUICED) —2¢*(¢+1)*(¢ - 1)’ © Q? —2(¢+1)%(¢ =1’ (@ +1)(¢* + ¢+ 1) ® Q?
(¢=1)%(¢+1)*¢" © Q' (=1 g+ 1P+ 1) +¢+1)@Q!
m | Flowa) | s ipa-1peq | MONE @ =D0Q [ 0 i i 1@+ o+ ) o0

Tabla 6.8: Calculos para kg.
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e T E e o TR e
- €),(€1)), ((—€), (€1)), orh2 (O -1 —q(¢c —1)®Q
L2 M () (enes) Pertey @) GO 2y 1) - g - D e
mlzfif2| 2 | fETa ) GLyC)x GLy(C) | (¢~ 0P~ 1P o Q!
, " 2 1 2 _ 2 1) ® Ql
ol 2 221 12 | () (), ((—e), (1)) (¢, ), (e2,83)) | Per2,(C¥) x GLy(C) Eq(q B 1))((622 _fg))(é2 - 1)) e
2 _ 2 _ 2 1
w2212 2| (Geghlna) | (@ @) (o) () | Gla@©) x Pagyex) | 17 7Y, 7O, 7O,
o | 4 [ 2] 1 2 (e, —€x), (€1, €4)) ((e1, =€), (e1,€5)) GL2(C) x GL2(C) (@ —9)?*(?-1)*eQ!
T Z(r) [Z(r)] M- (M [R (7))
o | R (-9 +9)®Q . 1% Q! (a+ (g -1’ (¢® + 1)(¢° - 1) ® Q'
(&e)ere) ( ¢’ +q) ®Q? —(+1)¢°(@® + 1)(¢’ - 1) ® Q°
o | (mir 2| oD o) i} 1 Q! (a- g+ 1% (¢ +1D(¢* - 1) @ Q!
(e=alere)? | —2¢%(g+1)*(¢ - 1)’ ® Q? —2(q+1)*(¢ — 1)*¢°(¢ + 1)(¢* - 1) ® Q?
irr (@ - a)(@®+q9) ® Q' (a+1)*(a—1)%*"(¢* - (¢ +1)* @ Q'
78 R( —e)(e1,e2) +(—q3+q)®(@2 64\{0} (q4_1)®Q1 (q—l)qﬁ q+1)2(q3_1)(q2+1)2®(@2
| R (@ @+ ©Q" | pom 2y oy | @ -DOQ (a+1)%*q—1?%"(¢° - D(¢* +1)* Q'
(ee)ene) +H-¢*+q9) @ Q° e} ~(@-DeQ | —-2¢+1)¢¢ -1+ -1)eQ?
irr (¢-1)*(¢+1)%" ®Q (a—1*a+1)°¢ (¢ —1)(¢* +1)* @ Q!
T10 (R(e —e)(e1, 52))2 72q2(q + 1)2(q o 1)3 ® Q2 M2((C) \ {O} (q4 - 1) ® Ql 72qq6(q + 1q)3(q 7q1)3q(q3 _ 1)q(q2 + 1)2 ® QQ

Tabla 6.9: Calculos para xg.

SONHANDA SOONVY VUV SOTNDTVD +°9

€cl



R R (GOACUR(EDREY) o (@~ 1)(g 2 (T>)<] @ Q"
€), (1)), (=€), (e1)), 5 [ g —1 -1)®Q
3| 2 | 1] 3 | 1,1,2 (o5 —en) (e1. 22)) - Per?, (C*) x GL»(C) (0= )¢ — ) —1) © Q?
w2 X -1 -1)® Ql
na| 2 2] 20] 12 | (@ e (ane) | (-6 Ene) | Pey(©)xGlye) | 1 T)ETOH, TSR,
) o 2 1 2 2 1) ® Ql
ns | 2 |2]12] 21 ((€j, =€), (€1, €2)) (&), (e1)), ((—=€3), (1)) | GL2(C) x Per?, ((C*) Eq(q_ 1))<(qq qq))((q _ 1))®Q2
T Z(7) [Z(7)]"> M- [M]#2 [R(7)]"*
s | BRI (@ — )(* +q) @ Q* | Q! (a+1)(q—1)*"(+1)(@P+q+1) Q!
B | Memoere) +(—¢* +q) ® Q? —(g—1)(g+Dg%(¢® + 1)(¢* + g +1) ® Q?
irr (¢* — Q) (> +q) ® Q! ( +1)( —1)3 (P +q+1) (@ +1)*2Q!
eI | (=P +q) 0 Q2 Ch o} (@-Ded ?q —1)?¢°(q+1)? ?qz +qq + 1)?(12 +1)?®Q°
irr (@ —)(*+ ¢ Q! ) (*-1)eQ! (¢ +1)%(q—1)%¢"(¢? +q+1)(q2+1)2®<@1
ns | Bilo@e | a—frgee | POV Je e | —e+ e+ 02— 1P@ D@ et 1) 0@

Tabla 6.10: Célculos para kg.
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T #T s | i | dij K1, K2,j Fy(1) [Fo (7))
2

e | 1 |1 3 | 1,12 <(6)(7((6f1—)17),(2;26,)5’3()5)1))7 - Per?j}((CX) x GL»(C) (" —1)(q

nr| 1|1 2] 2 (e, =e), (e1,€2)), - GLy(C) x GLa(C) (@® - 9)*(* - 1)? 2 Q!

2 _ 2 _ 2 _ 1

me | 1|2 20] 12 | (@ (-aa) | (@mo(aea) | Pery©) xalae) | 0 T)E,TOM ISR,

Y 2 _ 1)(a2 2_1)@Q!

e | 1 |2]1,2] 21 ((e, —€), (€2, €3)) ((€): (21)), (=€), (e1)) | GLa(C) x Per?, (C¥) Eq(q B 1))(512 —qq)>((€12 - 1)) e

720 2 2 1 2 ((Ea _6)7 (517 51)) ((6’ _6)a (517 gj)) GL?((C) X GL?(C) (q2 - Q)z(qg - 1)2 ® Ql
T Z(r) [Z(7)]" M [M ]2 [R(7)]"
re | R (@ -9+ 9 @Q i} 1o 0! (a+1)(g—1Dg'(¢* + 1)(¢° — 1) @ Q'
16 | fe—oeren) +(—¢* + ¢) ® Q? —(a+ 1)+ (¢’ - 1) ® Q?

7 | (B geren)’ —(2qq2_(q1 )j(lq)j(q1 )—2(]14)?(fij 6;9 é@? ’ to@ —ggq_ 1i§§?q+—1i?§égzq;r -12 gzqg ! 16)@5 1@2
U N CARIENS (q:—qgéqj ;L)g %2(@1 Perfsy(EA ©) +(?:2_—q;3)’)®®%2 —(?qilijg?q_—lgg;‘g?;ili%3 1i)®®%2
| R | RIS oo S | G
mo | (BT ge? | S5 DEVOC | apone | @ geg | I NE S0 SD 0

Tabla 6.11: Calculos para £1g.

SONHANDA SOONVY VUV SOTNDTVD +°9
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K [Ri]"r (R — i Indis ([R7])
(¢—1)*(q+1°¢"* (@ +1)(*+q+1)* 2 Q" 3 312 2 1 104
. 2 2 12(,2 2 2 2 (=13 + 1%+ 1)(¢* +q+1)* 2 Q' — QY
1 +(q+(qlzr%;;113)(q% f"l)i(;)fqiql; g@% ¢ g 120%(a2 + D@ — (@ + 20" — 3¢° — 32 — 3¢ — 3) ® (@ — 1QY)
(g+1)%(¢—1)*¢ (P +1D)(P+q+1)* Q! 2 3 11 1 1n4
o N2 11,2 2 2 2 (¢+1)%(q =1+ 1)(* + ¢+ 1)* @ (Q' — Q%)
IR S RNV o+ 2o — PP e g+ 1P (@ )
113,10 2
s (Q+(1)( )2 q(q2(q Jg(z)(i :f$21£§2@1 —(? =) (@ +D(® = 1)(q" +2¢° — @ + ¢ — 4> — ¢+ 1) ® (Q* — Q%)
g (g + 12 + g+ 1) © QF (' = D@ - 1D = (¢ + D* (¢ - 1)’ (¢ - D(* +1)*) @ (Q' — 1QY)
(@+1D* (-1 (@ +1) (@ +q+1) Q! 2 3 0/ 2 5 L 14
o \2,9(,2 2 2 (a+1)(¢—1)°¢"(¢“+1)(¢°+¢+1)®(Q - 3Q%
e g G T ~a+ 120 D+ D@+ (@ +a+ 1) (@ - 4
| (@=DXa+ 1% + 1) (¢ +q+1)? 2 Q! (@+1D%*(q—1F (@ + 1) (¢ +q+1)
’ +2(q+ 1)?%¢%(¢* +1)%(¢* + ¢+ 1)* @ Q? (4" +2¢° + 4¢° + 5¢* — 6¢° — 6¢° — 6¢ — 6) @ (Q" — 3Q7)
_ 2.1 2 2(,.2 2 1
K6 (4 1_21()(1(3_ 1)1(1)1;]((]12(i i;zl()q;(i ;—f ;;21?8 82(@ (+1D)*(q- 12 (@ +1)(*+q+1)*(¢* —2¢* —2) @ (Q' — %Qz)
12,902 2 2 1
w | O o g+ 120~ 1B+ 2+ D@+ +1) @ (@ - 3@
_ 2 10 2 1
ko | i; _,(_ql;lzl(q (ji J(q)(qu thq ;1@; 52@ (0= 1%(¢+ 1"+ 1)(@® +¢-5)(@* +q+1) @ Q" - 5Q%)
o | @D D O D e g+ 1P~ D@+ D + a4 D ++3)© (@' - 30

+(g+ )¢ (P +1)(¢* + ¢+ 1)* @ Q?

Tabla 6.12: Descomposiciones isotépicas de [R,] y [RY7].
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