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El grupo de estructura de una JB-álgebra y la acción
sobre el cono de elementos positivos

El objetivo de la tesis es caracterizar al grupo de estructura de una JB-álgebra
y estudiar las estructuras métricas que aparecen en un subgrupo del mismo y en el
cono de elementos positivos, vinculadas por una acción.

En el primer caṕıtulo revisaremos las estructuras métricas y geométricas con las
que trabajaremos en los siguientes caṕıtulos.

En el segundo caṕıtulo daremos un vistazo general a dos temas con los que
trabajaremos durante la tesis: los conos y las álgebras de Jordan. Daremos especial
atención a las JB-álgebras, cuya norma está asociada a la estructura de orden dada
por el cono de elementos de espectro positivo Ω. Estudiaremos estos elementos,
estableceremos un v́ınculo entre el espectro de elementos x y sus operadores de
multiplicación Lx y caracterizaremos los elementos con operador cuadrático Ux =
2L2

x − Lx2 positivo.
En el tercer caṕıtulo vamos a considerar un grupo de automorfismos que actúan

sobre el cono de elementos positivos; queremos darle estructura de grupo de Lie-
Banach. Para dar una estructura de Lie y de variedad apropiada al grupo de trans-
formaciones que fija el cono, que llamaremos G(Ω), estudiaremos primero un grupo
más grande, el grupo de estructura, y derivaremos la estructura desde alĺı. Carac-
terizaremos también a los elementos del grupo de estructura y aplicaremos esto al
estudio de los isótopos de Jordan. Para terminar, estudiaremos el caso particular del
álgebra de Jordan especial de operadores de un espacio de Hilbert.

En el cuarto caṕıtulo estudiaremos la estructura simétrica y métrica del grupo
G(Ω) y del cono Ω. Mostraremos una conexión invariante sobre el grupo de estructu-
ra. Presentaremos al cono como un espacio homogéneo de Cartan sobre G(Ω) y por
lo tanto obteniendo una conexión natural sobre él. Luego dotaremos a estos grupos
con una métrica invariante a izquierda usando la norma uniforme en las álgebras de
Lie de estos grupos. Dotaremos también a Ω con una métrica de Finsler invariante
a izquierda y mostraremos que es igual a la métrica cociente obtenida a partir de
G(Ω). Finalmente usaremos la noción de levantado horizontal de geodésicas para
mostrar que los grupos a un parámetro en G(Ω) con velocidad inicial en el espa-
cio de operadores de multiplicación son minimales para la distancia inducida por la
métrica invariante en G(Ω).

Palabras clave: Álgebras de Jordan, Representación cuadrática, JB-álgebras,
Grupo de estructura, Grupo de automorfismos, Isótopos de Jordan, Métrica de Fins-
ler.
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The structure group of a JB-algebra and the action on
the cone of positive elements

The objective of this thesis is to characterize the structure group of a JB-algebra
and to study the metric structures that appear in a subgroup of it and in the cone
of positive elements, linked by an action.

In the first chapter we will review the geometric and metric structures that we
will work with in the following chapters.

In the second chapter we will give an overview of two topics that we will work
with during the thesis: cones and Jordan algebras. We will pay special attention to
JB-algebras, whose norm is associated with the order structure given by the cone of
positive spectrum elements Ω. We will study these elements, we will establish a link
between the spectrum of elements x and their multiplication operators Lx, and we
will characterize the elements with positive quadratic operator Ux = 2L2

x − Lx2 .
In the third chapter we are going to consider a group of automorphisms that acts

on the cone of positive elements; we want to give it a Lie-Banach group structure.
To give an appropriate manifold and Lie structure to the group of transformations
that fixes the cone, which we will call G(Ω), we will first study a larger group, the
structure group, and derive the structure from there. We will also characterize the
elements of the structure group and apply this to the study of Jordan isotopes.
Finally, we will study the particular case of the special Jordan algebra of operators
of a Hilbert space.

In the fourth chapter we will study the symmetric and metric structure of G(Ω)
and Ω. We will show an invariant connection on the structure group. We will pre-
sent the cone as a homogeneous Cartan space over G(Ω) and thus obtain a natural
connection over it. We will then endow these groups with a left-invariant metric
using the uniform norm on the Lie algebras of these groups. We will also equip Ω
with a left-invariant Finsler metric and show that it is equal to the quotient metric
obtained from G(Ω). Finally we will use the notion of horizontal lifting of geodesics
to show that the one-parameter groups in G(Ω) with initial velocity in the space
of multiplication operators are minimal for the distance induced by the invariant
metric in G(Ω).

Keywords: Jordan algebras, Quadratic representation, JB-algebras, Structure
group, Automorphism group, Jordan isotopes, Finsler metric.
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3.5. El grupo de estructura y los isótopos de Jordan . . . . . . . . . . . . 66
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Introducción

La geometŕıa del grupo lineal general con una métrica riemanniana invariante a
izquierda ha sido un tema de interés desde los trabajos fundamentales de Arnol’d
sobre el grupo de difeomorfismos que preservan el volumen de una región espacial [4].
En su construcción, la conexión tiene una estructura más relevante que la distancia, y
es resolviendo la ecuación de Euler para las geodésicas que se describe el movimiento
del fluido. Por otro lado, en el marco del grupo GA de elementos invertibles de una
C∗-álgebra A, es más natural considerar la métrica de Finsler obtenida al trasladar
a izquierda la norma espectral del álgebra, y las conexiones lineales que surgen en
este escenario no son necesariamente la conexión de Levi-Civita de una métrica
riemanniana; este es el punto de vista adoptado por Corach, Porta y Recht (ver
[14] y las referencias alĺı). Mediante la acción (g, a) 7→ gag∗ de GA sobre el cono
positivo Ω del álgebra A, es posible estudiar la relación entre las geometŕıas del
grupo GA, el estabilizador de la acción UA (el grupo unitario de A), y el espacio
cociente Ω ' GA/UA, como se muestra en [15]. La métrica del cono obtenida por
esta construcción coincide con la métrica de Thompson descripta por Nussbaum en
[37]. Este punto de vista de espacios homogéneos fue luego transportado a varios
grupos de operadores y sus espacios homogéneos, ver [2, 13, 16, 28] por mencionar
algunos. Nuestra intención con este trabajo es geometrizar algunos grupos asociados
a un álgebra de Jordan Banach V, siguiendo los lineamientos de las observaciones
anteriores.

La teoŕıa de las álgebras de Jordan reales V fue introducida como un medio pa-
ra tratar sistemáticamente con los observables en la mecánica cuántica por Jordan,
Wigner y von Neumann [20], pero desde el principio hubo dificultades en el marco de
álgebras infinito dimensionales, y varios resultados bien conocidos para álgebras de
dimensión finita todav́ıa no existen en el marco infinito dimensional. Más reciente-
mente, el célebre teorema de Koecher y Vinberg fue extendido al marco de álgebras
de Jordan Banach (JB-álgebras para abreviar) por Chu (ver [11] y las referencias
alĺı), completando la caracterización del cono positivo Ω de V obtenida por Kaup y
Upmeier en [19].

En el marco de las álgebras de Jordan surge naturalmente un subrgrupo de
GL(V): el grupo de estructura Str(V). Vamos a geometrizar este grupo y algunos
subgrupos del mismo, en particular el subgrupo G(Ω) ⊂ Str(V) que deja fijo el
cono positivo Ω ⊂ V. Este grupo cumple el rol del grupo GA, mediante la acción
(g, a) 7→ g(a) sobre el cono Ω, y el grupo de automorfismos del álgebra Aut(V) ocupa

9
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el lugar del grupo unitario en el escenario anterior.
El propósito de esta tesis es extender los resultados conocidos sobre álgebras de

Jordan y el grupo de estructura Str(V) de un álgebra de Jordan real V, al marco
de JB-álgebras de dimensión infinita. Dado un elemento x en V estudiaremos la
relación entre el espectro de x y el espectro de los operadores relacionados a x a
través de la estructura del álgebra. Demostramos que el grupo de estructura, el
grupo G(Ω) que fija el cono y el grupo de automorfismos Aut(V) del álgebra V son
grupos de Lie-Banach embebidos de GL(V), y cada una de las inclusiones Aut(V) ⊂
G(Ω) ⊂ Str(V) son de subgrupos de Banach-Lie embebidos. Damos una descripción
completa de las componentes de Str(V) a través de conos y proyecciones centrales,
un resultado que generaliza naturalmente la presentación de Str(V) para álgebras de
Jordan euclidianas (semisimple y de dimensión finita). En particular, esto describe
los isótopos isomorfos del álgebra V. Aplicamos estos resultados a V = B(H)sa el
JB-álgebra especial de operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert complejo
de dimensión infinita, describiendo los grupos Str(V),G(Ω), Aut(V), sus álgebras de
Lie y sus componentes conexas.

Vamos a dotar al cono Ω de estructura de espacio simétrico y estudiaremos
la estructura métrica que se obtiene a través del spray canónico. Definiremos una
métrica de Finsler en Ω y veremos que las geodésicas de la conexión son minimizantes
para esta métrica. Separadamente definiremos otra distancia en Ω, y probaremos que
es igual a la distancia inducida por la métrica de Finsler. En particular mostraremos
cuales son los levantamientos isométricos de Ω a G(Ω).

La tesis estará organizada de la siguiente manera. En el primer caṕıtulo haremos
un repaso de los preliminares geométricos necesarios para el desarrollo de la tesis.
Daremos generalidades de variedades de Banach y grupos de Lie-Banach. Seguiremos
con espacios homogéneos y espacios simétricos, deteniendonos aqúı un poco mas en
detalle.

En el segundo caṕıtulo comenzaremos discutiendo sobre conos en espacios de
Banach y el orden que surge a partir de ellos, aśı como la norma asociada al orden.
Definiremos la estructura algebraica de las álgebras de Jordan, prestando particu-
larmente atención a su representación cuadrática. Agregaremos estructura anaĺıti-
ca, suministrando una norma en el álgebra; esta estructura se llamará JB-álgebra.
Podremos estudiar el espectro de los elementos del álgebra y el espectro de los ope-
radores multiplicación y de su representación cuadrática. Obtendremos resultados
sobre esos espectros, en particular la siguiente proposición vinculando el espectro de
un elemento con el de su operador de multiplicación:

Proposición. Sea V una JB-álgebra y x en V. Entonces co(σ(Lx)) = co(σ(x)). En
particular Lx tiene espectro no negativo si y solo si x ∈ Ω (respectivamente Lx tiene
espectro no positivo si y solo si x ∈ −Ω).

Y el siguiente teorema caracterizando los elementos cuya representación cuadráti-
ca tiene espectro positivo:
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Teorema. Sea V una JB-álgebra y x un elemento de V. Entonces el operador Ux es
un operador positivo si y solo si existe v positivo y una simetŕıa central ε tales que
x = εv.

Estos dos son los principales resultados del segundo caṕıtulo.
En el tercer caṕıtulo introduciremos al grupo de estructura Str(V) y a tres

importantes subrupos del mismo: el grupo interno de estructura InnStr(V), el grupo
de automorfismos Aut(V) y el grupo que fija al cono G(Ω). Daremos estructura de
Lie-Banach a todos estos grupos y veremos que son subgrupos embebidos, por lo que
la topoloǵıa inducida es igual a la topoloǵıa original. Estudiaremos las componentes
conexas de G(Ω) y Aut(V) obteniendo el siguiente resultado:

Teorema. Sea V una JB-álgebra. Definamos F : G(Ω)×[0, 1]→ G(Ω) como F (g, t) =
Ue−t ln(g1)/2 ·g. Entonces Aut(V) es un retracto por deformación fuerte de G(Ω) por
F . En particular G(Ω) y Aut(V) tienen el mismo número de componentes conexas.

Caracterizaremos al grupo de estructura, obteniendo el resultado principal del
caṕıtulo:

Teorema. Sea V una JB-álgebra y g una transformación en Str(V). Entonces existe
v en Ω, una proyección central p en V con Sp = L2p−1 y un automorfismo k tales
que

g = Uv Spk = Sp Uv k.

En particular, para todo g en Str(V) existe una simetŕıa central εp perteneciente a
g(Ω).

A partir de este resultado obtenemos algunos corolarios coloridos. Estudiando
las coclases de G(Ω) en el grupo de estructura obtenemos que en cada coclase hay
un y solo un operador Sp = L2p−1 en ella. Podemos caracterizar también a los ele-
mentos que surgen de evaluar operadores del grupo de estructura en el cono: son
exactamente de la forma εv donde ε es una simetŕıa central y v es positivo, y por el
resultado del caṕıtulo anterior, son los elementos de representación cuadrática posi-
tiva. Y caracterizaremos también a las álgebras isótopas isomorfas de V. Finalmente,
estudiaremos el caso particular del álgebra de operadores de un espacio de Hilbert.

En el cuarto caṕıtulo dotaremos a Str(V) y G(Ω) con un spray invariante a
izquierda. Daremos también estructura de espacio simétrico de Cartan a Ω con
respecto a una acción de G(Ω): g · x = g(x). Estudiaremos es spray natural que
surge a partir de esta estructura. Daremos a Ω una métrica de Finsler invariante y
definiremos la distancia como el ı́nfimo de longitud de curvas que unen dos puntos.
Como resultado principal de la sección tendremos la minimalidad de las geodésicas
del spray canónico:

Teorema. La curva geodésica α(t) = Up1/2 exp(tU−1
p1/2 v) es minimizante para la

distancia distΩ en Ω, es decir,

LengthΩ(α) = ‖Up−1/2v‖ = distΩ(α(0), α(1)).
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Extenderemos este resultado a normas absolutas y simétricas en el caso de di-
mensión finita. Mostraremos una métrica de Finsler en G(Ω) que nos permitirá medir
distancias alĺı, y a partir de ella estableceremos una nueva distancia en Ω: la distancia
entre dos puntos en Ω es igual a la distancia entre sus fibras en G(Ω). Veremos que
las dos distancias definidas en Ω son iguales y en particular obtendremos levantados
isométricos de curvas en Ω a G(Ω) como resultado principal de la sección:

Proposición. Sea γ un camino suave a trozos en Ω uniendo x e y. Entonces existe
un único levantamiento horizontal Λ en G(Ω) con Λ(0) = Ux1/2 . Este levantamiento
está dado por Λ = Uγ1/2kt, donde kt es un camino de automorfismos con punto
inicial Id que satisface la ecuación diferencial

k′t = [L(γ1/2
t )′ , Lγ−1/2

t

]kt.

Mas aún, este levantamiento es isométrico.

Seguiremos con el siguiente resultado:

Proposición. Sea x en V y D una derivación. Entonces ‖Lx +D‖ ≥ ‖D‖.

Terminaremos mostrando:

Proposición. El camino óptimo en G(Ω) entre Id y eLz es t 7→ etLz .

Podemos considerar el mismo caso para los grupos a un parámetro en Aut(V).
Sabemos que los grupos a un parámetro son mas cortos que cualquier curva en
Aut(V), pero no es conocido si siguen siendo los caminos mas cortos si consideramos
todas las curvas en G(Ω). Conjeturamos que es aśı: que los grupos a un parámetro
en Aut(V) son minimizantes en G(Ω).



Caṕıtulo 1

Espacios homogéneos y
simétricos

Esta tesis está presentada con un punto de vista geométrico, por lo que en este
primer caṕıtulo haremos un repaso de los conceptos básicos de geometŕıa diferencial
en espacios de Banach, dando particular atención a los grupos de Lie-Banach. Luego
estudiaremos los espacios homogéneos y sus propiedades, y finalmente analizaremos
los espacios simétricos y la conexión canónica que aparece en ellos.

1.1. Variedades de Banach

En estas secciones no ahondaremos demasiado en las demostraciones. Para en-
contrar un estudio mas profundo del tema se puede [25], [21] y [6].

Definición 1.1.1 (Variedad de Banach). Dado E un espacio de Banach y M un
espacio topológico, decimos que M es una variedad de Banach Ck, C∞ o anaĺıtica
si está modelada por cartas ϕ : Uϕ ⊂ M → E, donde Uϕ es un abierto de M y las
funciones de transición son Ck, C∞ o anaĺıticas respectivamente.

Podemos considerar el concepto de subvariedad.

Definición 1.1.2 (Subvariedad embebida). Sea E un espacio de Banach, M una
variedad de Banach modelada por E y N un subespacio topológico de M . Decimos
que N es una subvariedad embebida de M si existe F subespacio cerrado de E tal
que para todo p en N existe una carta ϕp : U → E que contenga a p y que ϕ(U ∩N)
sea un abierto de F .

La condición de subvariedad embebida es mas débil que la condición de subva-
riedad regular: para ser regular, el subespacio cerrado F debe estar complementado
en E, lo cual no siempre es cierto en espacios de Banach incluso si el subespacio es
cerrado.

Dada una variedad de Banach M y un punto p en M podemos definir el espacio
tangente TpM como la clase de equivalencia de curvas suaves que pasan por p. El

13
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espacio tangente se puede identificar con el espacio modelador E. Podemos también
definir el fibrado tangente π : TM →M donde TM = tpTpM y π(p, v) = v, el cual
es una variedad de Banach modelada por E × E.

Dadas M y N dos variedades de Banach y f : M → N diferenciable podemos
definir el diferencial f∗p : TpM → Tf(p)N , donde dado v en TpM y γ curva en M con
γ(0) = p, γ′(0) = v tenemos f∗p(v) = (f ◦γ)′(0). Definimos también f∗ : TM → TN ,
f∗(p, v) = (f(p), f∗p(v)).

Definición 1.1.3. Sea M una variedad de Banach. Una métrica de Finsler en M
es una función continua N : TM → [0,+∞) tal que N |TpM es una norma para todo
p en M . Vamos a notar N(p, v) = ‖v‖p.

Dada α : [a, b] → M una curva suave a trozos definimos la longitud de la curva
como

Length(α) =
∫ b

a
‖α̇(t)‖α(t)dt.

La longitud solo depende de la imagen de α y no de la parametrización.
Vamos a enunciar el siguiente teorema de existencia y unicidad de soluciones de

ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios de Banach que nos será útil. Se puede
encontrar su demostración en [22, Proposition IV.1.1]

Teorema 1.1.4. Sea J un intervalo abierto de R que contiene a 0 y sea U un abierto
de un espacio de Banach E. Sea x0 en U , y supongamos que f : J ×U → E es una
función continua, acotada en J × U y que cumple la condición de Lipschitz con
constante K ≥ 1 en U uniformemente respecto a J . Existe entonces un subintervalo
J̃ que contiene a 0, un entorno W de x0 y una función diferenciable α : J̃×W → U
tal que si notamos α(t, x) = αx(t) entonces

α′x(t) = f(t, αx(t)), αx(0) = x.

Decimos que X : M → TM es un campo diferenciable si es una sección diferen-
ciable del fibrado tangente: para cada punto p en M obtenemos un vector tangente
v en TpM . Notamos Xp = X(p). Dados X e Y campos diferenciables definimos en
una carta el corchete [X,Y ]p = DYp(Xp) −DXp(Yp), el cual también es un campo
diferenciable. Notamos como X(M) al espacio de campos diferenciables en M , el
cual es un álgebra de Lie.

Dado X un campo diferenciable decimos que ρt(p) = ρp(t) = ρpt es el flujo de
X si ρp(0) = p y ρ′p(t) = Xρp(t). Notemos que el Teorema 1.1.4 nos garantiza la
existencia del flujo de campos.

Dado que el fibrado TM vuelve a ser una variedad diferenciable podemos consi-
derar su fibrado tangente y obtener TTM = T (TM). Los elementos de este fibrado
son de la forma (p, v, u, w), con p en M y v, u y w en TpM . Tiene dos proyecciones:
la usual, π = πTM (p, v, u, w) = (p, v) y π∗(p, v, u, w) = (πM )∗(p, v, u, w) = (p, u).

Dado un fibrado vectorial y s real notamos µs a la función multiplicación por s
en la fibra. Para abreviar notaremos de la misma manera a la multiplicación en TM
y en TTM .
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Definición 1.1.5 (Spray cuadrático). Sea M una variedad de Banach. Decimos que
F : TM → TTM es un spray cuadrático si es una sección de π∗ tal que

F (µsV ) = (µs)∗µsF (V )

para todo V en TM .
Definimos el operador bilineal de Christoffel como la linealización de F , es decir,

Γp(V,W ) = 1
2(Fp(V +W )− Fp(V )− Fp(W )).

A partir de cualquier spray cuadrático podemos definir una conexión: dados X
e Y campos diferenciables,

(∇XY )p = DYp(Xp)− Γp(Xp, Yp).

Observación 1.1.6. En coordenadas un spray F debe ser de la forma F (p, v) =
(p, v, v, f(p, v)). Abusando notación, la condición del spray se puede expresar como
F (sV ) = s2F (V ) para V en TM .

Toda conexión que proviene de un spray no tiene torsión: ∇XY −∇YX = [X,Y ].

Definición 1.1.7 (Geodésica). SeaM una variedad diferenciable con spray cuadráti-
co F . Decimos que una curva α es una geodésica de F si

α′′ = F (α′).

Gracias al Teorema 1.1.4 aplicado a TM tenemos que dados p en M y v en TpM
existe única α geodésica tal que α(0) = p, α′(0) = v.

A partir de geodésicas se puede definir un mapa exponencial Exp : U ⊂ TpM →
M de la siguiente manera: dado v en TpM sea γ la geodésica tal que γ(0) = p y
γ′(0) = v; definimos Exp(v) = γ(1). El conjunto U es un entorno de 0 en TpM y
Exp∗0 = Id, por lo que Exp es un difeomorfismo entre un entorno de 0 en TpM y
un entorno de p en M .

Decimos que (M,F ) es geodésicamente completo si el dominio máximo de toda
geodésica es R. En ese caso Exp está definido en todo TpM para todo p en M .

Definición 1.1.8 (Transporte Paralelo). Sea M una variedad diferenciable con
spray cuadrático F . Dada una curva γ en M decimos que un campo µt sobre γ es
el transporte paralelo de v ∈ Tγ0M a lo largo de γ si cumple que

µ′ = Γγ(γ′, µ), µ(0) = v.

Nuevamente gracias al Teorema 1.1.4 tenemos que existe el transporte paralelo
para todo v en Tγ0M . Si fijamos t la aplicación P t+st : TγtM → Tγt+sM dada por
v 7→ µv(t) es un isomorfismo de espacios de Banach.

Definición 1.1.9 (Curvatura). SeaM una variedad diferenciable con spray cuadráti-
co F . Definimos el tensor de curvatura R: dados X, Y y Z campos diferenciables,

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.
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Definición 1.1.10 (Campo de Jacobi). Sea M una variedad diferenciable con spray
cuadrático F y γ una geodésica de F . Decimos que un campo ν sobre γ es un campo
de Jacobi si cumple que

D2
γ′ν = R(γ′, ν)γ′.

Tenemos una definición equivalente de campos de Jacobi. Dada γt una curva,
decimos que γt(s) es una variación de γt si γt(0) = γt. Llamamos campo variacional
al campo a lo largo de γt dado por Xt = d

dsγt(s)|s=0. Si γ es una geodésica y γt(s) es
una variación de γ por geodésicas (es decir, para todo s fijo γt(s) es una geodésica)
entonces el campo variacional de esta variación es de Jacobi. Rećıprocamente, para
todo campo de Jacobi ν existe una variación de γ por geodésicas tal que ν es su
campo variacional.

Dada f : U → V una función suave y biyectiva con U ⊂ M y V ⊂ N y X un
campo diferenciable en U podemos considerar el push-foward de X, el campo dado
localmente de la forma (f∗X)f(p) = f∗p(Xp). A partir del push-foward podemos
definir los automorfismos del spray y la conexión.

Definición 1.1.11 (Automorfismos de la conexión). Sean M , M variedades diferen-
ciables con spray tales que ∇ y ∇ son sus respectivas conexiones. Sea f : M →M un
difeomorfismo local. Decimos que f es una transformación af́ın si para cada U ⊂M
donde f |U : U → f(U) es biyectiva y para cada par de campos X, Y en U tenemos
que

f∗(∇XY ) = ∇f∗Xf∗Y.

En particular, si M = M , ∇ = ∇ entonces decimos que f es un automorfismo de la
conexión. Vamos a notar a estos automorfismos como Aut(M,∇).

Definición 1.1.12. Sean M una variedad diferenciable con spray F . Sea f : M →
M un difeomorfismo local. Decimos que f es un automorfismo del spray si para cada
V en TM tenemos que

F (f∗V ) = (f∗)∗F (V ).

Vamos a notar a estos automorfismos como Aut(M,F ).

Tenemos el siguiente lema que vincula estos conceptos de automorfismos.

Lema 1.1.13. Sean M una variedad diferenciable con spray F . Entonces Aut(M,F )
= Aut(M,∇).

Observación 1.1.14. Supongamos que f pertenece a Aut(M,∇). Entonces f mapea
geodésicas en geodésicas, pues dada γ geodésica

F ((f ◦ γ)′) = F (f∗γ′) = (f∗)∗F (γ′) = (f∗)∗γ′′ = (f ◦ γ)′′.

Mas aun, si γ es una curva en M , p = γ(0) y µt indica el transporte paralelo de un
vector tangente v en TpM entonces η = Dfγµ es el transporte paralelo de w = Dfpv
a lo largo de β = f ◦ γ.
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Tenemos el siguiente teorema que caracteriza los campos cuyo flujo es un auto-
morfismo de la conexión. Su demostración puede encontrarse en [22, Chapter XIII,
Section 2].

Teorema 1.1.15. Sea M una variedad diferenciable con spray F y sea X un campo
diferenciable en M con flujo ρt. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ρt pertenece a Aut(M,∇) para todo t.
2. Para cualquier geodésica γ en M si tomamos la restricción de X a lo largo de

γ obtenemos un campo de Jacobi.
3. Para todo par de campos diferenciables Y y Z tenemos que

[X,∇Y Z] = ∇[X,Y ]Z +∇Y [X,Z].

Definición 1.1.16 (Campos de Killing). Sea M una variedad diferenciable con
spray F . Decimos que un campo diferenciable X es un campo de Killing si cumple
alguna de las equivalencias del teorema anterior.

El conjunto de campos de Killing, que notaremos Kill(M,∇), es una subálgebra
de Lie real de X(M).

El siguiente lema nos dice que los campos de Killing están caracterizados por su
valor y el de su derivada en un punto.

Lema 1.1.17. Sea M una variedad diferenciable conexa con spray F .

1. Dadas f y g en Aut(M,∇), si existe p en M tal que f(p) = g(p) y Dfp = Dgp
entonces f = g.

2. Dados X e Y en Kill(M,∇), si existe p en M tal que Xp = Yp y DXp = DYp
entonces X = Y .

1.2. Grupos de Lie-Banach

Definición 1.2.1. Sea G un grupo topológico. Decimos que es un grupo de Lie-
Banach si es una variedad diferenciable modelada por un espacio de Banach E tal
que las operaciones multiplicación e inversa son diferenciables.

Vamos a llamar e a la identidad del grupo G. Notamos Lg(h) = gh, Rg(h) =
hg la función de multiplicación a derecha e izquierda. Notemos que Lg y Rg son
difeomorfismos de G y por lo tanto (Lg)∗h : ThG → TghG es un isomorfismo. Esto
permite que podamos trasladar elementos del tangente ”multiplicándolos”por algún
g. Si v pertenece a TgG entonces ”g−1v” = (Lg−1)∗v pertenece a TeG.

Observación 1.2.2. Si gt es una curva suave enG, diferenciando gtg−1
t = e podemos

obtener que d
dt(g

−1
t ) = −g−1

t g′tg
−1
t .
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Decimos que un campo X es un campo invariante a izquierda si cumple que
lhXg = Xhg, es decir, si (Lg)∗X = XLg. Se define análogamente un campo invariante
a derecha. Notemos que dado un elemento v en TeG podemos definir un campo
invariante a izquierda de la forma Xg = (Lg)∗v. Esto nos da una identificación
de los campos invariantes a izquierda con TeG. Como el corchete de dos campos
invariantes vuelve a ser invariante tenemos que TeG es un álgebra de Lie a la que
notaremos Lie(G) y llamaremos el álgebra de Lie-Banach del grupo G.

Dada N una métrica de Finsler en G decimos que es una métrica de Finsler
invariante a izquierda si ‖(Lh)∗gv‖hg = ‖hv‖hg = ‖v‖g para todo g, h en G y v en
TgG. Notemos que dada una norma ‖ · ‖e fija en Lie(G) podemos extenderla a todo
TM como ‖v‖g = ‖g−1v‖e, la cual es una métrica de Finsler invariante a izquierda.

Dada F un spray decimos que es un spray invariante a izquierda si dados g y h en
G, v en Lie(G) tenemos que Fg(gv) = Fhg(hgv); en particular, Fg(gv) = Fe(v). Te-
nemos entonces que para g, h en G y v, w en Lie(G), Γg(gv, gw) = Γhg(hgv, hgw) =
Γe(v, w).

Llamamos Cg a la conjugación por g, Cg(h) = ghg−1. Vamos a notar Adg = (Cg)∗
a su diferencial, por lo que podemos definir la función Ad : G → GL(Lie(G)) y
llamaremos ad a su diferencial. Se puede comprobar que ad(v) = [v, ·].

Dado un campo invariante a izquierda Xv con Xv
e = v consideramos φt = ρ(t, e)

el flujo de Xv por e. Es simple comprobar que φt está definido para todo R y que
es un homomorfismo, es decir, φt+s = φtφs. Llamaremos grupos a un parámetro a
estas curvas y las notaremos φt = etv. Similarmente, cambiando e por g, obtenemos
que getv es un grupo a un parámetro que pasa por g.

Podemos definir la exponencial del grupo G como el mapa v 7→ ev = exp(v). La
exponencial es diferenciable y (exp)∗e = Id, por lo que es un difeomorfismo alrededor
de e. El mapa v 7→ gev es una carta local alrededor de g.

Lema 1.2.3. El diferencial de la función exponencial está dado por

(exp)∗vw = ev
1− e−adv
adv

w.

También puede expresarse como

(exp)∗vw = ev
∫ 1

0
e−tvwetvdt.

Supongamos que G y H son dos grupos de Lie-Banach y f : G → H es un
morfismo de grupos diferenciable. Entonces f∗e es un morfismo de álgebras de Lie y
expH ◦ f∗eG = f ◦ expG. En particular, como Ad es un morfismo de grupos diferen-
ciable tenemos que

Adev = eadv .

Definición 1.2.4 (Subgrupo Lie-Banach). Sea G un grupo de Lie-Banach y H
un subgrupo de G. Decimos que H es un subgrupo de Lie-Banach de G si es una
subvariedad embebida de G.
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Notemos que un subgrupo de Lie-Banach tiene la topoloǵıa de subespacio de G.
Mas aún, un subgrupo de Lie-Banach es topológicamente cerrado. Sin embargo, a
diferencia del caso de dimensión finita, el rećıproco no es cierto.
Lema 1.2.5. Sea G un grupo de Lie-Banach y H un subgrupo de Lie-Banach de
G. Tenemos que Lie(H) ⊂ Lie(G) es una subálgebra de Lie y

Lie(H) = {v ∈ Lie(G) : etv ∈ H para todo t ∈ R}.

Nuevamente la rećıproca no es cierta. Si tomamos H una subálgebra de Lie de
Lie(G) que cumpla la tesis del lema podemos considerar el subgrupo generado por
las exponenciales de H, es decir, He = 〈ev : v ∈ H〉. He tiene estructura de grupo de
Lie-Banach pero en general no es un subgrupo de Lie-Banach de G, ni siquiera en
dimensión finita.

Si H es un subgrupo cerrado de G podemos considerar H = {v ∈ Lie(G) :
etv ∈ H para todo t ∈ R}, la cual es una subálgebra de Lie cerrada de Lie(G), y
restringiendo la exponencial obtenemos exp : H → H. Consideramos nuevamente
He = 〈ev : v ∈ H〉, el cual obtiene una estructura de subvariedad inmersa, es
decir que la inclusión es una inmersión de rango cerrado, pero en general no es una
subvariedad de Lie-Banach. Sin embargo tenemos:
Teorema 1.2.6. Sea G un grupo de Lie-Banach y H un subgrupo cerrado de G y
sea H = {v ∈ Lie(G) : etv ∈ H para todo t ∈ R}. Supongamos que existe un entorno
abierto U de 0 tal que exp(U ∩ H) = exp(U) ∩ H. Entonces H tiene una única
estructura de variedad diferenciable que lo hace un subgrupo de Lie-Banach de G.

Dado G un grupo de Lie-Banach podemos considerar G0 la componente conexa
de e en G.
Proposición 1.2.7. Sea G un grupo de Lie-Banach con identidad e. Entonces cual-
quier entorno conexo de e genera G0. Mas aún, G0 es un subgrupo de Lie-Banach
de G abierto y cerrado y Lie(G0) = Lie(G).

Terminamos la sección con un caso particular de subgrupo de Lie-Banach.
Definición 1.2.8 (Subgrupo algebraico). Sea A un álgebra de Banach asociativa,
es decir, un espacio de Banach con estructura de álgebra asociativa tal que ‖xy‖ ≤
‖x‖‖y‖. Notamos A× a los elementos inversibles de A, y sea G un subgrupo de A×.
Decimos que G es un subgrupo algebraico de grado n de A× si existe una familia de
polinomios continuos P de grado menor o igual a n tal que

G = {x ∈ A× : P (x, x−1) = 0 para todo P ∈ P}.

La demostración del siguiente teorema se puede encontrar en [6, Theorem 4.13].
Teorema 1.2.9. Sea A un álgebra de Banach asociativa compleja. Supongamos que
G es un subgrupo algebraico de A× de grado menor o igual a n. Entonces G es un
subgrupo de Lie-Banach de A× y si U = {a ∈ A : ‖a‖ < π

n} entonces

exp(U ∩ Lie(G)) = exp(U) ∩G.

Mas aún, Lie(G) tiene un complemento cerrado en Lie(A×) ≡ A.
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1.3. Espacios homogéneos

Para profundizar en los temas de esta sección recomendamos ver [6], [25, Caṕıtulo
3, Sección 3] y [9, Chapter III, Section 1.6].

Sea G un grupo de Lie-Banach y M una variedad de Banach. Una acción de G en
M es una función π : G×M →M , notando π(g, x) = g ·x, tal que g ·(h·x) = (gh)·x.
Podemos considerar para cada x enM la función πx : G→M , πx(g) = π(g, x) = g·x;
y para cada g la función lg : M →M , lg(x) = g · x.

Decimos que la acción es transitiva si para todo x, y en M existe algún g en G
tal que g · x = y.

Definición 1.3.1. Sea G un grupo de Lie Banach y M una variedad de Banach con
una acción de G en M . Decimos que M es un espacio homogéneo de G si la acción
es transitiva y lg es un difeomorfismo para todo g en G.

En un espacio homogéneo también podemos trasladar elementos entre los tan-
gentes. Al ser lg un difeomorfismo, (lg)∗x : TxM → Tg·xM es un isomorfismo, por lo
que si v pertenece a TxM entonces ”g · v” = (lg)∗xv pertenece a Tg·xM .

Dada N una métrica de Finsler en M decimos que es invariante a izquierda si
‖g · v‖g·o = ‖v‖o para todo o en M , v en ToM y g en G. Notemos que como en el
caso de un grupo de Lie-Banach podemos crear una métrica de Finsler invariante
a izquierda a partir de una norma en un espacio tangente fijo: dado o en M y una
norma ‖ · ‖o en ToM , definimos ‖v‖g·o = ‖g−1 · v‖o.

Llamamos la isotropia de x o el estabilizador de x al conjunto

Kx = {g ∈ G : g · x = x}.

Es un subgrupo cerrado de G, ya que Kx = π−1
x (x).

Dado x en M podemos considerar el cociente G/Kx. No es un grupo necesa-
riamente ya que en general Kx no es normal, pero en ciertos casos podemos darle
estructura de variedad de Banach.

Teorema 1.3.2. Sea G un grupo de Lie-Banach y sea H un subgrupo de Lie-Banach
regular (es decir, que su álgebra de Lie parte la de G). Entonces existe una única
estructura diferenciable en G/H que hace que el cociente q : G → G/H sea una
sumersión.

Sin embargo, en general uno parte de una estructura diferenciable en el cociente.
Tenemos el siguiente resultado en dicho caso.

Teorema 1.3.3. Sea G un grupo de Lie-Banach y H un subgrupo cerrado de G.
Supongamos que G/H tiene estructura de variedad de Banach tal que el mapa co-
ciente q : G→ G/H es diferenciable y que q∗g es suryectiva para algún g. Entonces
H es un subgrupo de Lie-Banach de G.

Supongamos que M es un espacio homogéneo de G y tomemos x en M . Podemos
identificar M con G/Kx de la forma g 7→ g · x, y podemos dotar a G/Kx de una
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estructura diferenciable de manera que esta identificación sea un difeomorfismo.
Tenemos entonces que M ≡ G/Kx y el cociente esta dado por q = πx. Como Kx

es cerrado, el teorema anterior nos dice que si πx tiene diferencial suryectiva para
algún x entonces Kx es un subgrupo de Lie-Banach de G.

Definición 1.3.4. Un espacio vectorial V se dice sistema triple de Lie si existe es
una operación trilinear [·, ·, ·] en V tal que

[u, v, w] = −[v, a, w],
[u, v, w] + [w, u, v] + [v, w, u] = 0,
[u, v, [w, x, y]] = [[u, v, w], x, y] + [w, [u, v, x], y] + [w, x, [u, v, y]].

Definición 1.3.5. Sea G un grupo e Lie-Banach y K un subgrupo de Lie-Banach
regular. Notemos G = Lie(G) y K = Lie(K). Decimos que G = K ⊕M es una
descomposición de Cartan de G si

[K,M] ⊂M, [M,M] ⊂ K.

Notemos que [K,K] ⊂ K pues es subálgebra de Lie.

Observación 1.3.6. Notemos que las condiciones de una descomposición de Cartan
implican que [[M,M],M] ⊂ M, por lo que M con el producto [u, v, w] = [[u, v], w]
es un sistema triple de Lie.

Sea G grupo de Lie y σ un automorfismo involutivo no trivial, es decir, un
difeomorfismo distinto a la identidad tal que σ2 = Id. Decimos entonces que G es
un grupo con involución de Cartan σ. Sea K el subgrupo de G dado por los puntos
fijos de σ: K = {g ∈ G : σ(g) = g}.

El automorfismo σ induce un isomorfismo σ∗e : G → G. Como dijimos antes,
esto implica que para todo v en G tenemos que σ(ev) = eσ∗ev.

Diferenciando la igualdad σ2 = Id obtenemos que σ∗e también es involutivo.
Por lo tanto, tiene autovalores 1 y −1. Notemos que Lie(K) = K es el autoespacio
asociado a 1. Si notamos M al autoespacio asociado a −1, tenemos que G = K⊕M,
por lo que K es un subgrupo de Lie-Banach regular de G.

Afirmo que G = K⊕M es una descomposición de Cartan de G: esto es fácil de
comprobar gracias al hecho que σ∗e[v, w] = [σ∗ev, σ∗ew].

Por el Teorema 1.3.2 tenemos que existe una única estructura de variedad de
Banach en M = G/K tal que el cociente q es una sumersión. Es fácil comprobar
que TeM = M y que Exp : M→M , Exp(v) = q(gev) es una carta alrededor de g.

1.4. Espacios simétricos

Para profundizar en los temas de esta sección se puede consultar [36] y [32].

Definición 1.4.1. Sea M una variedad de Banach. Decimos que M es un espacio
simétrico en el sentido de Loos si existe un producto diferenciable µ(x, y) = x · y tal
que
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1. x · x = x.
2. x · (x · y) = y.
3. x · (y · z) = (x · y) · (x · z).
4. Para todo x en M existe un entorno U de x en M tal que si para y en U se

cumple que x · y = y entonces y = x.

Podemos pensar a los espacios simétricos de la siguiente manera. Supongamos
que para todo par x, y en M existe una única geodésica que los une. Entonces x · y
realiza la siguiente operación: tomamos la geodésica α que une x e y tal que pasa
por x a tiempo 0 y sea t0 tal que y = α(t0), entonces x · y = α(−t0). Es decir, x · y
es el simétrico de y por x a lo largo de la geodésica que los une.

Vamos a notar Sx : M →M , Sx(y) = x · y. Tenemos que para todo x, S2
x = IdM

y (Sx)∗x = −IdTxM . Notemos que la primera y cuarta condición de un espacio
simétrico nos dicen que x es un punto fijo aislado de Sx.

Definición 1.4.2. Sea M un espacio simétrico de Loos. Un difeomorfismo f : M →
M se dice un automorfismo del espacio simétrico si f(x · y) = f(x) · f(y). Vamos a
notar Aut(M,µ) al conjunto de automorfismos.

La tercera condición de espacio simétrico implica que Sx es un automorfismo
para todo x en M .

Dado M un espacio simétrico de Loos podemos también dotar a TM de la
estructura de espacio simétrico. Dados V y W en TM , definimos Σ(V,W ) = V ·W =
µ∗(V,W ). Notemos que si v, w pertenecen a TpM entonces v ·w = 2v−w. Tenemos
además que para V , W en TM , π(V ·W ) = π(V ) · π(W ).

Es fácil comprobar que si f es un automorfismo de M entonces f∗ es un auto-
morfismo de TM .

Podemos definir un spray canónico.

Teorema 1.4.3. Sea M un espacio simétrico de Loos. Consideremos Z la sección
nula de TM , es decir, Z(p) = (p, 0). Definimos F : TM → TTM ,

F (V ) = −((ΣV/2) ◦ Z)∗V.

Entonces F es un spray cuadrático en M .

Demostración. Dado V = (p, v) tenemos que

πTM (F (V )) = πTM (−(SV/2 ◦ Z)∗(V )) = (SV/2 ◦ Z)(π(−V )) = V

2 · Z(−π(V )) = V,

y

(πM )∗(F (V )) = −(π ◦ SV/2 ◦ Z)∗(V ) = −(Sp ◦ π ◦ Z)∗(V ) = −(Sp)∗V = V.

Por lo tanto, F es una sección de ambos fibrados.
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Notemos que dados V y W en TM , (sV ) · W = µ∗(sV,W ) = sµ∗(V,W ) =
s(V ·W ). Por lo tanto,

F (sV ) = −(S sV
2
◦ Z)∗(sV ) = −s(sTM ◦ SV/2 ◦ Z)∗(V ) = (sTM )∗sTMF (V ),

por lo que F es un spray cuadrático.

El operador de Christophel está dado por

Γp(V,W ) = −1
2(SV ◦ Z)∗pW = −1

2(SW ◦ Z)∗pV.

Podemos obtener también el tensor curvatura

R(U, V ) = −1
4
(
(SU ◦ Z)∗(SV ◦ Z)∗ − (SV ◦ Z)∗(SU ◦ Z)∗

)
. (1.1)

Consideremos los automorfismos del spray, Aut(M,F ). El siguiente teorema vin-
cula las dos nociones de automorfismos. Se puede encontrar su demostración en
[36, Theorem 3.6].

Teorema 1.4.4. Sea M un espacio simétrico de Loos conexo y sea F el spray
canónico de M . Entonces

1. Aut(M,F ) = Aut(M,µ) = Aut(M).
2. Las simetŕıas Sp pertenecen a Aut(M) para todo p en M . Mas aún, si F̃ es un

spray cuadrático tal que las simetŕıas Sp pertenecen a Aut(M, F̃ ) para todo p
en M , entonces F̃ = F .

3. (M,F ) es geodésicamente completo.
4. Sea α : R→M una geodésica y sean τα,s = Sα( s2 )Sα(0), a las cuales llamaremos

traslaciones a lo largo de α. Entonces τα,s pertenece a Aut(M) para todo α y
s, cumpliendo que τα,s(α(t)) = α(t + s). Mas aún, el transporte paralelo esta
dado por

P t+st (α) = (τα,s)∗α(t)

1.4.1. Grupo simétrico de Cartan

Definición 1.4.5. Sea G un grupo de Lie-Banach con involución de Cartan σ con
K el sugbrupo de puntos fijos de σ y M = G/K dotada de su estructura de variedad
de Banach que hace de la proyección q una sumersión. Dados gK y hK en G/K
definimos

gK · hK = gσ(g)−1σ(h)K. (1.2)

Este es un producto simétrico bien definido que hace de M un espacio simétrico de
Loos. Decimos que M dotada de esta estructura es un espacio simétrico de Cartan.
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En un espacio simétrico de Cartan el grupo G actúa en M por automorfismos:
lg pertenece a Aut(M) para todo g en G. Como mencionamos en las secciones
anteriores vamos a notar el diferencial de los operadores de multiplicación como si
”multiplicáramos” en el espacio tangente.

Terminamos el caṕıtulo con el siguiente teorema. Se puede ver [36] y [25, Section
7.5] para una demostración.

Teorema 1.4.6. Sea G un grupo de Lie-Banach con involución de Cartan σ, K el
subgrupo de puntos fijos y M = G/K su espacio simétrico de Cartan con M conexa.
Sea o = q(e). Si consideramos F el spray canónico en M como espacio simétrico
tenemos que

1. Dado g en G y x, y en m, si v = q∗g(g · x), w = q∗g(g · y) ∈ Tg·oM , entonces

Γg·o(v, w) = −(`g)∗oΓo(q∗ex, q∗ey) = − d2

ds dt

∣∣∣∣∣
s=t=0

q(ge−syetx).

2. Dados p en M y v en ToM con p = g · o y v = q∗ex para x en m, entonces
la única geodésica γ tal que γ0 = p y γ′0 = (`g)∗ev = q∗gg · x está dada por
γ(t) = getx · o.

3. Las traslaciones τt a lo largo de γ están dadas por τt(p) = getxg−1 · p.
4. El transporte paralelo a lo largo de γ está dado por P t0(γ)w = (Dτt)γ0w =

(`etAdgx)∗g·ow.
5. Para x, y, z en m, si X = q∗g(g · x) ∈ Tg·oM y análogamente con las otras,

entonces la curvatura en p = g · o ∈M está dada por

Rp(X,Y )Z = −q∗g(g[[x, y], z]) = −(`g)∗oq∗1([[x, y], z]).

6. Si x ∈ m entonces ρt(p) = etx · p es el flujo del único campo de Killing X tal
que DXp = Γp(Xp,−) y X(o) = q∗1x.



Caṕıtulo 2

Álgebras de Jordan

En este caṕıtulo daremos un vistazo general a dos temas con los que trabajaremos
durante la tesis: los conos y las álgebras de Jordan. Comenzaremos con generalida-
des sobre los conos y el orden que definen. Seguiremos con las álgebras de Jordan,
mostrando herramientas que nos serán útiles en su estudio, como la representación
cuadrática. Daremos especial atención a las JB-álgebras, cuya norma está asociada
a la estructura de orden dada por el cono de elementos de espectro positivo. Finali-
zaremos el caṕıtulo con un resultado propio sobre la positividad de la representación
cuadrática.

Para ampliar sobre estos temas se pueden consultar los libros Jordan structures in
geometry and analysis de Cho-Ho Chu [12], Analysis on symmetric cones de Jacques
Faraut y Adam Korányi [17] y Jordan operator algebras de Harald Hanche-Olsen y
Erling Stormer [43].

2.1. Conos en espacios de Banach

Sea V un espacio de Banach real.

Definición 2.1.1 (Cono). Decimos que un conjunto no vaćıo Ω en V es un cono
convexo si cumple que Ω + Ω ⊂ Ω y que λΩ ⊂ Ω para todo λ positivo.

Si Ω es un cono, entonces Ω también lo es: dado xn → x, λxn → λx. Mas aún,

Lema 2.1.2. Si Ω es un cono abierto, Ω◦ = Ω.

Demostración. Una inclusión es trivial. Sea p en Ω◦ y tomemos q en Ω. Consideremos
el segmento p + t(q − p). Como p es punto interior de Ω toda curva que pasa por
p interseca a Ω en un intervalo alrededor de p. Por lo tanto existe 0 < δ < 1 tal
que p± δ(q− p) pertenece a Ω. Como Ω es abierto y q es un punto interior tenemos
que λ(p− δ(q − p)) + (1− λ)q pertenece a Ω para 0 < λ < 1. Si tomamos λ = 1

1+δ
obtenemos que p pertenece a Ω.

Decimos que un cono es propio si Ω ∩ −Ω = {0}. Un cono propio nos permite
definir una relación de orden parcial: decimos que x ≤ y si y − x pertenece a Ω.

25
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Si Ω es un cono abierto tal que Ω es propio podemos decir que Ω = {v ∈ V : v >
0} es el cono de elementos positivos y Ω = {v ∈ V : v ≥ 0}. Por lo tanto, el cono
puede ser recuperado a partir del orden.

Definición 2.1.3 (Unidad del orden). Sea V un espacio vectorial real y sea Ω un
cono en V. Un elemento e se llama unidad del orden si para todo x en V existe λ
positivo tal que −λe ≤ x ≤ λe.

Una unidad del orden e se dice arquimideana si para todo x en V se cumple que
si para todo λ positivo λx ≤ e, entonces x ≤ 0.

Una unidad del orden arquimideana e induce una norma || · ||e en V definida
como

||x||e = ı́nf{λ > 0 : −λe ≤ x ≤ λe}.

Llamaremos a esta norma la norma del orden.
Si (V, || · ||e) es un espacio de Banach completo decimos que (V, e) es un espacio

con unidad del orden arquimideana completo.

Ejemplo 2.1.4. Sea L∞(X) el espacio de funciones acotadas en X y consideremos
Ω el cono de funciones positivas. Ω es el cono de funciones no negativas. El orden
es el usual de funciones, dadas f y g en L∞(X), f ≤ g si f(x) ≤ g(x) para todo x
en X. La función constante 1 es una unidad del orden, al ser funciones acotadas. Es
obvio que es arquimideana. Dada f en L∞(X),

||f ||1 = ı́nf{λ > 0 : −λ ≤ f(x) ≤ λ para todo x} = ||f ||∞.

Por lo tanto (L∞(X), 1) es un espacio con unidad del orden arquimideana completo.

Proposición 2.1.5. Sean V un espacio vectorial real y Ω un cono en V. Dadas u, v
unidades del orden arquimideanas en V tenemos que || · ||u y || · ||v son equivalentes.

Demostración. Dado x en V, tenemos que −||x||uu ≤ x ≤ ||x||uu. Ademas, si consi-
deramos la norma de u con respecto a v, −||u||vv ≤ u ≤ ||u||vv. Por lo tanto,

−||u||v||x||uv ≤ x ≤ ||u||v||x||uv.

Como ||x||v es el ı́nfimo de los elementos que cumplen esta inecuación tenemos
||x||v ≤ ||u||v||x||u. Análogamente ||x||u ≤ ||v||u||x||v.

Las unidades del orden son claves en los espacios ordenados pues proveen una
norma. Si el cono es abierto es posible caracterizar las unidades del orden y comparar
la norma del orden con la norma original, como veremos mas adelante.

Definición 2.1.6 (Transformaciones positivas). Sea T : (V, e)→ (W, u) una trans-
formación lineal entre dos espacios con unidad del orden. Decimos que T es una
transformación positiva si mapea el cono de positivos de V al cono de positivos de
W.

Un funcional ϕ ∈ V∗ se dice funcional positivo si se considera a R con el orden
dado por el cono de los números positivos, con unidad del orden 1. Llamamos Ω∗ =
{ϕ ∈ V∗ : ϕ(x) > 0 para todo x ∈ Ω}.
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Lema 2.1.7. Sea T : (V, e) → (W, u) una transformación lineal positiva entre dos
espacios con unidad del orden provistos de la norma inducida. Entonces T es continua
y ||T || = ||T (e)||u.

Demostración. Sea x en V, ||x||e ≤ 1. Tenemos que −e ≤ x ≤ e, y como T preserva
el orden −T (e) ≤ T (x) ≤ T (e). Considerando la norma de T (e),

−||T (e)||uu ≤ −T (e) ≤ T (x) ≤ T (e) ≤ ||T (e)||uu,

por lo que ||T (x)||u ≤ ||T (e)||u y T es continua. Como ||e||e = 1 obtenemos ||T || =
||T (e)||u.

Proposición 2.1.8. Sea T : (V, e)→ (W, u) un isomorfismo lineal positivo entre dos
espacios con unidad del orden normados con la norma del orden. T es una isometŕıa
si y solo si T (e) = u.

Demostración. Supongamos que T es una isometŕıa, tenemos que ||T || = ||T−1|| = 1.
Luego, por el lema anterior, ||T (e)||u = 1 y ||T−1(u)||e = 1. Obtenemos entonces
que −u ≤ T (e) ≤ u y −e ≤ T−1(u) ≤ e. Aplicando T en la segunda ecuación y
combinándola con la primera tenemos que T (e) = u.

Rećıprocamente, si T (e) = u tenemos por el lema anterior que ||T || = ||T (e)||u =
1, ||T−1|| = ||T−1(u)||e = 1, por lo que T es isometŕıa.

Definición 2.1.9 (Cono reproductivo, normal y simétrico). Sea V un espacio de
Banach real con cono abierto Ω. Decimos que Ω es reproductivo si V = Ω− Ω.

Decimos que Ω es normal si existe δ > 0 tal que para todo x, y en Ω con
||x|| = ||y|| = 1 tenemos que ||x+ y|| ≥ δ.

Decimos que Ω es autodual si Ω = {x ∈ V : ϕ(x) > 0 para todo ϕ > 0}. Decimos
que es homogéneo si para todo x, y en Ω existe g isomorfismo en V tal que g(x) = y.
Decimos que es simétrico si es autodual y homogéneo.

Si V tiene una unidad del orden, entonces Ω es reproductivo: dado x en V existe
λ positivo tal que −λe < x < λe. Por lo tanto x = x1 − x2, donde x1 = x+λe

2 ,
x2 = λe−x

2 son positivos.

Observación 2.1.10. Notar que un cono autodual también lo es en el siguiente
sentido: si Ω es autodual en un espacio de Banach V, entonces

Ω = {x ∈ V : ϕ(x) ≥ 0 para todo ϕ > 0}.

Si tomamos x tal que ϕ(x) ≥ 0 para toda ϕ positiva, consideremos x+ 1
ne. Tenemos

que ϕ(x+ 1
ne) = ϕ(x) + 1

nϕ(e) > 0, por lo que es un elemento positivo. Por lo tanto
x pertenece a Ω.

La normalidad de un cono nos dice que el cono no es demasiado ”abierto”. Un
cono normal debe ser propio: si x pertenece a Ω ∩ −Ω también pertenece −x. Si x
es no nulo suponemos que ||x|| = 1, y ||x− x|| = 0 lo cual contradice la hipótesis de
normal.
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Proposición 2.1.11. Sea V un espacio de Banach real con cono Ω. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Ω es un cono normal.
2. ||x|| ≤M ||e||||x||e con constante positiva M independiente de x y e.
3. La norma es semimonótona: existe K positivo tal que para todo 0 ≤ x ≤ y

tenemos que 0 ≤ ||x|| ≤ K||y||.
4. Ω∗ es reproductivo.

Demostración. Supongamos que Ω es normal y que no existe constante M tal que
||x|| ≤ M ||e||||x||e para todo x. Existe entonces una sucesión xn tal que ||xn|| >
n||e||||xn||e. Despejando ||xn||e esto nos dice que − 1

n||e||e ≤
xn
||xn|| ≤

1
n||e||e. Definamos

gn = xn
||xn|| + e

n||e|| , hn = − xn
||xn|| + 1

n||e||e. Se puede ver fácilmente que

gn
||gn||

+ hn
||hn||

= 2e
n||e||||gn||

+ ||gn|| − ||hn||
||gn||||hn||

hn

y acotando que ∥∥∥∥∥ gn
||gn||

+ hn
||hn||

∥∥∥∥∥ < 4
n− 1 ,

por lo cual tiende a cero. Esto es absurdo, pues al ser Ω normal debeŕıa ser mayor
a algún δ positivo. Rećıprocamente, supongamos que la inecuación vale para todo
x. Notemos que por la Proposición 2.1.5 podemos reemplazar e por cualquier otra
unidad de orden, que como veremos en la Proposición 2.1.12 son todos los elementos
de Ω. Dados x, y elementos de Ω de norma 1 aplicamos la inecuación a e = x+ y y
obtenemos que existe una constante M tal que 1 = ||x|| ≤M ||x||x+y||x+ y||. Como
0 ≤ x ≤ x + y tenemos que ||x||x+y ≤ 1, por lo que obtenemos despejando que
||x+ y|| ≥ 1

M .
Supongamos ahora que ||x|| ≤ M ||e||||x||e con una constante positiva M in-

dependiente de x y e, y como dijimos antes podemos reemplazar e por cualquier
otro elemento positivo. Sean 0 ≤ x ≤ y, tenemos entonces que ||x||y ≤ 1, por
lo que ||x|| ≤ M ||y||. Ahora, si la norma es semimonótona, dados x, y positivos
de norma 1 aplicamos la monotońıa a 0 ≤ x ≤ x + y, por lo que obtenemos que
1 = ||x|| ≤ K||x+ y|| y despejando obtenemos que Ω es normal.

La equivalencia con el último item se puede encontrar en [40, Chapter 5, Section
3]. No la transcribimos aqúı pues supondŕıa introducir teoŕıa que no es relevante
para esta tesis.

Ahora podemos dar una caracterización de las unidades del orden y vincular la
norma original con la norma del orden.

Proposición 2.1.12. Sea V un espacio vectorial real con cono abierto Ω. Entonces
Ω consiste de todas las unidades del orden arquimideanas de V y existe algún c
positivo tal que ||x||e ≤ c||x|| para todo x en V.
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Demostración. Sea u un elemento de Ω. Como el cono es abierto existe r positivo
tal que la bola de centro u y radio r está contenida en Ω. Entonces para x en V no
nulo tenemos que u± r

2||x||x pertenece a la bola y por lo tanto a Ω. Por lo tanto,

−2||x||
r

u ≤ x ≤ 2||x||
r

u.

En particular tenemos que ||x||u ≤ 2
r ||x||, lo que prueba la segunda parte de la

proposición. Para terminar debemos ver que u es arquimideana. Sea x en V tal que
λx ≤ u para todo λ positivo. Como u−λx ≥ 0 tenemos que ϕ(u−λx) ≥ 0 para todo
ϕ ∈ Ω∗. Se sigue que λϕ(x) ≤ ϕ(u) para todo λ positivo, y como ϕ(u) > 0 tenemos
que ϕ(x) ≤ 0. Como esto vale para todo funcional positivo tenemos que entonces x
es negativo, y u es unidad del orden arquimideana.

Rećıprocamente, si u es una unidad del orden arquimideana tomemos x en V tal
que ||x− u|| ≤ 1

c , luego ||x− u||u ≤ 1. Por lo tanto −u ≤ x− u ≤ u, y sumando u a
ambos lados obtenemos que x ≥ 0. Esto nos dice que u pertenece a Ω◦ = Ω.

Podemos ahora dar las condiciones para la equivalencia entre la norma original
y la del orden.

Corolario 2.1.13. Sea V un espacio vectorial real con cono abierto Ω. La norma
del orden es equivalente a la norma original si y solo si Ω es normal.

Demostración. La Proposición 2.1.12 nos dice que ||x||e ≤ c||x|| para todo x en V.
La Proposición 2.1.11 nos dice que la inecuación inversa se cumple si y solo si el
cono es normal.

Terminamos la sección con algunos ejemplos que mostrarán la interacción de
estos conceptos y sus limitaciones.

Ejemplo 2.1.14 (Un cono autodual y reproductivo con interior vaćıo que no está
contenido en ningún subespacio propio). Sea V = `2(N) y sea Ω = {x ∈ V : xn > 0}.
Es obvio que Ω es un cono convexo autodual. Afirmamos que Ω◦ = ∅, que Ω es
reproductivo y que Ω no está contenido en un subespacio propio. Para la primera
afirmación sea x en Ω y r positivo, y tomemos n tal que xn < r

2 . Sea y el elemento
obtenido de reemplazar en x la n−ésima coordenada por yn = xn − r

2 < 0. Este
elemento pertenece a Br(x) pero y no pertenece a C, y como x y r son arbitrarios
C tiene interior vaćıo. Ahora, dado z en V lo descomponemos como z = z+ − z−,
donde z+ consiste de las entradas positivas de z rellenando con cero los lugares
negativos y z− análogo con el opuesto de las entradas negativas. Estos dos elementos
no pertenecen a Ω pues algunas de sus coordenadas pueden ser nulas (si pertenecen
a Ω), pero si consideramos z̃+ = z+ + ( 1

n)n∈N y z̃− = z− + ( 1
n)n∈N, estos elementos

pertenecen a Ω y z = z̃+ − z̃−. Finalmente, supongamos que Ω está contenido
en un subespacio afin, Ω ⊂ x0 + W; entonces Ω − x0 ⊂ W. Pero V = C − C =
(C − x0)− (C − x0) ⊂W−W = W.
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Ejemplo 2.1.15 (Un cono autodual y reproductivo que no es normal). Sea V =
C1[0, 1] con la norma usual ||f ||C1 = ||f ||∞ + ||f ′||∞ y sea

Ω = {f ∈ V : f(x) > 0 para todo x}.

Es obvio que Ω es abierto, pues || · ||∞ ≤ || · ||C1 . Pero Ω no es normal: es obvio que
0 ≤ xn ≤ x para todo n pero ||xn|| = n+ 1 y ||x|| = 2. Por otro lado, Ω es autodual:
si L ∈ (C1[0, 1])∗, entonces L(f) =

∫ 1
0 fdµ1 +

∫ 1
0 f
′dµ2 para µ1, µ2 medidas de borel

signadas en [0, 1]. Afirmamos que

Ω∗ = {L : L(f) =
∫ 1

0
fdµ para medida positiva µ}.

Una inclusión es obvia. Ahora, sea L ∈ Ω∗, L(f) =
∫ 1

0 fdµ1 +
∫ 1

0 f
′dµ2 para µ1, µ2

medidas signadas. Sean P1, N1, P2 y N2 los conjuntos positivos y negativos de µ1
y µ2 respectivamente. Supongamos que N1 es no vaćıo, tomemos f función positiva
diferenciable tal que se anula en P1, creciente en N1 ∩N2 y decreciente en N1 ∩ P2,
tenemos que L(f) ≤ 0, lo cual es absurdo. Entonces N1 es vaćıo y µ1 es positiva.
Análogamente, P2 y N2 son nulos y µ2 es la medida nula. Ahora, Ω es autodual
pues si

∫ 1
0 fdµ > 0 para toda medida positiva µ entonces f es una función positiva.

Finalmente, encontremos la norma del orden de Ω. Análogo al Ejemplo 2.1.4, e = 1
es una unidad de orden arquimideana y ||f ||e = ||f ||∞. Con esta norma C1[0, 1] no
es un espacio de Banach completo. Sin embargo, C[0, 1] si lo es.

2.2. Álgebras de Jordan

Vamos a estudiar una familia especial de conos: los conos de elementos positivos
de un álgebra. Para ello introduciremos las álgebras de Jordan. En el curso de la
tesis estudiaremos en su mayoŕıa álgebras de Jordan reales, por lo que salvo mención
las álgebras son reales.

Definición 2.2.1 (Álgebra de Jordan). Sea V un R-espacio vectorial con producto
◦. Decimos que (V, ◦) es un álgebra de Jordan si ◦ es conmutativo y además

x ◦ (x2 ◦ y) = x2 ◦ (x ◦ y)

para todo x, y en V.

Supondremos que las álgebras con las que trabajamos tienen unidad 1 para la
multiplicación.

Vamos a denotar los operadores de multiplicación como Lxy = x ◦ y. Tenemos
entonces que [Lx, Lx2 ] = 0.

Al no ser un álgebra asociativa los operadores de multiplicación no siempre con-
mutan: dados x, y en V arbitrarios en general [Lx, Ly] 6= 0. A los elementos que śı
cumplen esta propiedad, es decir a los que son asociativos, los llamaremos centrales.
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Definición 2.2.2 (Centro). Sea V un álgebra de Jordan y x un elemento en V.
Decimos que x es central si para todo y en V se cumple que [Lx, Ly] = 0. Al conjunto
de elementos centrales lo llamamos el centro de V.

A pesar de no ser asociativa las propiedades de un álgebra de Jordan hacen que
sea asociativa por potencias. Si definimos inductivamente xn+1 = x ◦xn, tenemos la
siguiente proposición.

Proposición 2.2.3. Un álgebra de Jordan es asociativa por potencias, es decir, dado
x en V, xn ◦ xm = xn+m. En particular, el álgebra generada por x es asociativa.

Demostración. Probemos por inducción que xn ◦ x2 = xn+2. El caso base es la
definición de la potencia. Para el paso inductivo, tenemos que

xn+2 = x ◦ xn+1 = x ◦ (x2 ◦ xn−1) = x2 ◦ (x ◦ xn−1) = x2 ◦ xn.

Diferenciando dos veces la igualdad [Lx, Lx2 ] = 0 y evaluando en los elementos
apropiados obtenemos que para todo n el operador Lxn pertenece al álgebra de
operadores generada por Lx y Lx2 , que es asociativa. Por lo tanto, para todo y
tenemos que xn ◦ (xm ◦ y) = xm ◦ (xn ◦ y).

Finalmente, probemos inductivamente en m que xn ◦ xm = xn+m. El caso base
ya lo probamos. Para el paso inductivo, tenemos que

xn ◦ xm+1 = xn ◦ (xm ◦ x) = x ◦ (xn ◦ xm) = x ◦ xn+m = xn+m+1.

Un álgebra asociativa (V, ·) puede convertirse en un álgebra de Jordan definiendo
el producto de Jordan

x ◦ y = x · y + y · x
2 .

Se llama a V álgebra de Jordan especial si es isomorfa a una subálgebra de Jordan
de algún álgebra cuyo producto surge de un producto asociativo. Si un álgebra no
es especial se denomina excepcional.

Ejemplo 2.2.4 (Álgebra de Jordan excepcional). El ejemplo esencial de un álgebra
excepcional es el álgebra de Albert. Consiste de las matrices simétricas de 3x3 sobre
los octoniones, con el producto x ◦ y = xy+yx

2 . Aunque este parezca el producto de
Jordan especial, es un álgebra excepcional, pues los octoniones no tienen un producto
asociativo.

El producto asociativo es una gran herramienta en las álgebras especiales, pero
la existencia de álgebras excepcionales nos limita su uso. Sin embargo, tenemos el
siguiente teorema que nos permitirá usar ciertas igualdades de álgebras especiales
para todas las álgebras de Jordan.

Teorema 2.2.5 (Principio de McDonald). Toda identidad polinomial en tres varia-
bles y la unidad de a lo sumo de grado 1 en una de ellas que se anula en toda álgebra
especial también se anula en toda álgebra de Jordan.



32 CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS DE JORDAN

Una demostración del mismo puede ser encontrada en [34, Appendix B]. Mas
aún, se probó que en la identidad polimonial pueden aparecer las inversas de las
variables no linenales y el resultado sigue siendo válido, como podemos ver en [35].

Cuando el álgebra es lo suficientemente pequeña podemos incluso asegurar que
el álgebra es especial:

Teorema 2.2.6 (Teorema de Shirshov y Cohn). Toda álgebra de Jordan generada
por dos elementos es especial.

Se puede encontrar una demostración de este teorema en [34, Appendix A].
Los operadores de multiplicación no son óptimos para las álgebras de Jordan.

Muchas de las identidades son muy escabrosas e incómodas para trabajar. Ya vere-
mos que por ejemplo la invertibilidad de los elementos no se traslada a los operadores
de multiplicación. Podemos definir un operador cuadrático mucho mas adecuado.

Definición 2.2.7 (Operador cuadrático U y sus operadores auxiliares). Dado x un
elemento de un álgebra de Jordan V, definimos el operador lineal U

Ux = 2L2
x − Lx2 ,

el cual es cuadrático en x.
Dados x, y en V definimos el operador lineal Ux,y = 1

2DyUx = 1
2
(
Ux+y − Ux − Uy

)
,

la linealización del operador cuadrático, donde Dyf(x) denota la diferencial de f
en el punto y en la dirección x. El mismo es bilineal en x e y. Es fácil ver que
Ux,y = LxLy + LyLx − Lx◦y.

Definimos a partir de Ux,y el operador lineal Vx,y(z) = Ux,z(y), nuevamente
bilineal en x e y.

Los operadores U son intŕınsecos a las álgebras de Jordan: las álgebras pueden
ser axiomatizadas a partir de los mismos.

Observación 2.2.8. En un álgebra especial tenemos que Ux y = xyx. De esta
manera, un operador U se puede pensar como un producto ”exterior”.

Tenemos también que Ux,y(z) = xzy + yxz y Vx,y(z) = xyz + zyx.

Podemos estudiar el comportamiento de los operadores U en el álgebra generada
por un elemento x.

Definición 2.2.9 (Álgebra fuertemente asociativa). Sea V un álgebra de Jordan
y W una subálgebra de Jordan de V. Decimos que W es fuertemente asociativa si
[Lx, Ly] = 0 para todo x, y en W.

Notemos que esta definición implica la asociatividad de W pero es más fuerte: la
asociatividad no solo debe cumplirse dentro de W sino en todo V. Es fácil ver que
dado x un elemento en V, el álgebra generada por x es fuertemente asociativa.

Proposición 2.2.10. Sea V un álgebra de Jordan y W una subálgebra de Jordan de
V fuertemente asociativa. Dados x, y elementos de W, tenemos que Ux Uy = Ux◦y.
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Una demostración simple de esta proposición se puede encontrar en [18, Lema
8, Caṕıtulo 1]. Como corolario tenemos:

Corolario 2.2.11. Sea x un elemento de un álgebra de Jordan V. Entonces, dados
f y g dos polinomios, tenemos que Uf(x) Ug(x) = Ufg(x). Mas aún, linealizando esta
igualdad, tenemos que si r es otro polonomio, Uf(x) Ug(x),r(x) = U(fg)(x),(fr)(x).

La propiedad mas importante de los operadores U es la fórmula fundamental:

Proposición 2.2.12. Dados x, y en V un álgebra de Jordan,

UUx y = Ux Uy Ux . (2.1)

Demostración. Por el Teorema 2.2.5, solo es necesario probarlo para un álgebra
especial. Aśı,

UUx y z = Uxyx z = (xyx)z(xyx) = x(y(xzx)y)x = Ux Uy Ux z.

Esta fórmula fundamental forma parte de la axiomatización de las álgebras de
Jordan a partir de los operadores cuadráticos.

Definición 2.2.13 (Elementos inversibles). Sea V un álgebra de Jordan y x en V.
Decimos que x es inversible si existe y en V tal que Ux y = x y Uxy2 = 1. Notamos
al inverso y = x−1.

Observación 2.2.14. En un álgebra especial los elementos inversibles son los mis-
mos con ambas estructuras y el inverso del producto de Jordan coincide con el inverso
del producto asociativo. Llamaremos y al inverso de x. Si x es inversibe por el pro-
ducto asociativo tenemos que Uxy = xyx = x y Uxy2 = xy2x = 1. Rećıprocamente,
si x es inversible con el producto de Jordan tenemos que xy2x = 1, por lo que x
es inversible con el producto asociativo, y despejando x de la ecuación xyx = x
obtenemos que su inversa es y.

Veremos que aunque la invertibilidad implica que x◦y = 1 no es equivalente a ello.
Existen definiciones equivalentes de invertibilidad que involucran a los operadores
L, por ejemplo:

Lema 2.2.15. Sea x un elemento de un álgebra de Jordan V. x es inversible si y
solo si existe y en V tal que x ◦ y = 1 y x2 ◦ y = x.

Demostración. Como las identidades de ambos lados de la equivalencia involucran
a dos elementos, por el Teorema 2.2.5 es suficiente comprobarlo solamente para
álgebras especiales. Y, como dijimos antes, en álgebras especiales el inverso de Jordan
también es inverso para el producto asociativo.

Supongamos que x es inversible. Entonces xx−1+x−1x
2 = 1, x2x−1+x−1x2

2 = x.
Rećıprocamente, si xy+yx

2 = 1, x2y+yx2

2 = x entonces es obvio que Ux y = x. Multi-
plicando la primera ecuación por x alternativamente a derecha e izquierda obtenemos
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x2y + xyx = 2x = xyx + yx2, por lo que x2y = yx2 y reemplazando esto en la se-
gunda ecuación obtenemos que x2y = x = yx2, por lo que xy = yx = 1, y es inverso
en el producto asociativo y por ende en el de Jordan.

Una gran diferencia con el producto asociativo es que la invertibilidad de x no
equivale a la del operador Lx. Pero si existe una implicación.

Proposición 2.2.16. Sea x un elemento de un álgebra de Jordan V. Si el operador
Lx es inversible entonces x también es inversible y x−1 = (Lx)−11.

Demostración. Llamemos y = (Lx)−11. Tenemos que x ◦ y = Lxy = 1 por su
definición. Mas aún,

x2 = x2 ◦ 1 = x2 ◦ (x ◦ y) = x ◦ (x2 ◦ y).

Aplicando (Lx)−1 a ambos lados, obtenemos que x2 ◦ y = x. Por el Lema 2.2.15, x
es inversible y x−1 = y = (Lx)−11.

Ejemplo 2.2.17 (Que x sea inversible no implica que Lx lo sea.). Sea V el algebra
de matrices simétricas de 2x2 con el producto de Jordan. Tomemos los elementos

A =
(

0 1
1 0

)
; B =

(
a 1
1 −a

)
; C =

(
a 0
0 −a

)
.

Como A2 = Id, tenemos que A−1 = A. Sin embargo, A ◦ B = Id, lo que muestra
que no es suficiente esta identidad para ser inverso. Mas aún, A ◦C = 0, por lo que
LA no es un operador inversible.

El operador U es mas adecuado para definir la invertibilidad, como veremos en
la siguiente proposición.

Proposición 2.2.18. Dado x un elemento de un álgebra de Jorda V, x es inversible
si y solo si Ux es inversible. Mas aún, si y es otro elemento de V, Uxy es inversible
si y solo si x e y lo son.

Demostración. Supongamos que x es inversible. Tenemos entonces que Ux x
−2 = 1,

por lo que
Id = U1 = UUx x−2 = Ux Ux−2 Ux,

por lo que Ux es inversible. Rećıprocamente, si Ux es inversible, sea y = (Ux)−1x.
Por su definición Ux y = x. Como Ux es inversible existe a tal que Ux a = 1. Entonces

Ux y
2 = Ux Uy 1 = Ux Uy Ux a = UUx y a = Ux a = 1.

Para la segunda afirmación, por la fórmula fundamental tenemos que UUx y =
Ux Uy Ux, por lo que UUx y es inversible si y solo si Ux y Uy lo son, y aplicando el
resultado anterior obtenemos la equivalencia.
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Veremos mas adelante que la conexión entre x y Ux va mas allá que la invertibi-
lidad.

A partir de un elemento u en V podemos definir un nuevo producto poniendo a
u ”al medio” de la multiplicación.

Definición 2.2.19 (Homótopos e isótopos de Jordan). Sea V un álgebra de Jordan
y u un elemento en V. Definimos el u-producto como x ◦u y = Ux,y u. Notamos al
espacio con su nuevo producto Vu y lo llamamos el u-homótopo de Jordan de V o
abreviadamente homótopo. Si Vu tiene unidad lo llamamos el u-isótopo de Jordan
de V o abreviadamente isótopo.

Decimos que dos álgebras de Jordan V y W son isotópicas si V es isomorfa a
un isótopo de W. Decimos que g : V → W es una isotoṕıa si g : V → Wu es un
isomorfismo para algún u en W.

Observación 2.2.20. La isotoṕıa es una relación de equivalencia: V1 = V, por lo
que es reflexiva; (Vu)u−2 = V, por lo que es simétrica; y (Vu)v = VUu v, por lo que
es transitiva.

Podemos encontrar los operadores usuales (notados con una u) de la nueva álge-
bra de Jordan en función del álgebra original, por ejemplo:

x2u = Ux u, Uu
x = Ux Uu, Uu

x,y = Ux,y Uu, Lux = Vx,u.

Estas igualdades son simples de chequear usando el Teorema 2.2.5.

Proposición 2.2.21. Sea V un álgebra de Jordan y u un elemento de V. Vu es
un isótopo de V, es decir tiene unidad 1u, si y solo si u es inversible. En ese caso
1u = u−1.

Tenemos en ese caso que x es inversible en V si y solo si lo es en Vu y que
x−1u = U−1

u x−1.

Demostración. Si u es inversible tenemos que en un álgebra especial x ◦u u−1 =
xuu−1+u−1ux

2 = x y usando el Teorema 2.2.5, que como dijimos también vale con
inversas, tenemos el resultado para toda álgebra de Jordan, y Vu es unital con
1u = u−1. Ahora, si Vu tiene unidad v, tenemos que Id = Uu

v = Uv Uu, por lo que
Uu es inversible y por lo tanto u también, por la Proposición 2.2.18.

Ahora, como Uu
x = Ux Uu, si u es inversible tenemos que Ux es inversible si y

solo si Uu
x es inversible; es decir, x es inversible en V si y solo si es inversible en Vu.

En este caso, x−1u = (Uu
x)−1x = U−1

u U−1
x x = U−1

u x−1.

Notemos que los isótopos de un álgebra de Jordan V no son necesariamente
isomorfos a V. Mas adelante daremos una caracterización de los isótopos que śı lo
son, y de los elementos que los generan.

Para terminar la sección daremos una manera de descomponer un álgebra de
Jordan en tres sumandos, la cual usaremos más adelante.
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Definición 2.2.22 (Idempotentes). Un elemento e de un álgebra de Jordan V se
dice idempotente si e2 = e.

Un álgebra de Jordan siempre contiene dos idempotentes, 0 y 1. Decimos que e
es propio si no es ninguno de estos dos elementos.

Dos idempotentes e y e′ se dicen ortogonales si e ◦ e′ = 0.

Dado e un idempotente, es obvio que e′ = 1 − e también es un idempotente y
que es ortogonal a e. Son suplementarios en el sentido que e+ e′ = 1.

Teorema 2.2.23 (Descomposición de Pierce). Sea e un idempotente de un álge-
bra de Jordan V y sea e′ = 1 − e. Definimos los operadores de Pierce E2 = Ue,
E1 = 2 Ue,e′, E0 = Ue′. Estos operadores forman una familia suplementaria de pro-
yecciones, es decir, E0 + E1 + E2 = Id, EiEj = δijEi. Por lo tanto, V se divide en
la suma directa de los rangos de estas proyecciones. Llamando Vi = Ei(V),

V = V0⊕V1⊕V2 .

Esta es la descomposición de Pierce de V en sus subespacios de Pierce.

Demostración. Es fácil ver que los operadores suman la identidad: Ue + Ue′ +2 Ue,e′ =
Ue+e′ = U1 = Id.

Por el Corolario 2.2.11, como e′ está en el álgebra generada por e podemos sacar
las siguientes conclusiones. Tenemos que U2

e = Ue2 = Ue y análogo para Ue′ , por lo
que estos operadores son proyecciones, y como suman la identidad 2 Ue,e′ también
lo es. Ahora, Ue Ue′ = Ue◦e′ = 0 y Ue Ue,e′ = Ue2,e◦e′ = 0, análogo para Ue′ , por lo
que son ortogonales.

Como descompusimos la identidad como suma de proyecciones ortogonales esto
divide a V en los subespacios de Pierce.

Los subespacios de Pierce también pueden pensarse como autoespacios de otro
operador.

Proposición 2.2.24. Sea V un álgebra de Jordan y e un idempotente en V, con
V = V0⊕V1⊕V2 su descomposición de Pierce. Entonces Vi es el autoespacio del
operador Le asociado al autovalor i

2 .

Demostración. Tenemos que Ue,e′ + Ue = Ue,1−e + Ue,e = Ue,1 = Le, por lo que
Le = 0E0 + 1

2E1 + E2. Es fácil comprobar a partir de esta igualdad que Le tiene
autovalores i

2 con autoespacios asociados Vi.

La idea detrás de la descomposición de Pierce es tratar al álgebra similarmente
a un álgebra de matrices de dos dimensiones. Los espacios V0 y V2 representaŕıan
a los elementos de la diagonal; y aunque en algunos casos como el especial pueden
separarse los elementos de la contradiagonal, en general están representados juntos
en el espacio V1. Esta similitud se puede comprobar en las reglas de multiplicación.
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Proposición 2.2.25. Sea V un álgebra de Jordan y e un idempotente en V, con
V = V0⊕V1⊕V2 su descomposición de Pierce. Tenemos entonces las siguientes
reglas de multiplicación: V2

0 ⊂ V0 y V2
2 ⊂ V2; V2

1 ⊂ V0⊕V2. Mas aún, V0 ◦V2 = 0 y
Vi ◦V1 ⊂ V1 para i = 0, 2.

Una prueba de las mismas, y reglas de multiplicación adicionales, se pueden
encontrar en [34, Theorem 8.2.1].

Observación 2.2.26. Las reglas de multiplicación nos dicen que V0 y V2 son ideales
del álgebra, en particular subálgebras de Jordan. V1 solo es un subespacio y no
contiene cuadrados no nulos, es decir, si y pertenece a V1 no existe x tal que y = x2.

2.3. JB-álgebras

Hasta ahora solo hemos estudiado la estructura de Jordan desde un punto de
vista algebraico. En esta sección estudiaremos álgebras de Jordan desde el análisis
funcional, pidiendo que las álgebras también sean espacios de Banach.

Definición 2.3.1 (JB-álgebras). Sea V un álgebra de Jordan y sea || · || una norma
en V tal que (V, || · ||) es un espacio de Banach. Decimos que es un álgebra de Banach
si ||x ◦ y|| ≤ ||x||||y|| para todo x, y en V.

Decimos que un álgebra de Banach es una JB-álgebra si además se cumple que
||x2|| = ||x||2 y ||x2|| ≤ ||x2 + y2|| para todo x, y en V.

Ejemplo 2.3.2 (Operadores simétricos de un espacio de Hilbert). Sea H un espacio
de Hilbert y sea B(H) el espacio de operadores acotados de H con el producto de
Jordan. Consideremos B(H)s el subespacio de operadores simétricos (como espacio
vectorial real), un subespacio cerrado y por lo tanto de Banach. Es una JB-álgebra:
sabemos que los operadores cumplen la propiedad de las álgebras de Banach; por
simetŕıa y propiedad de C∗-álgebras, ||x2|| = ||xx∗|| = ||x||2; y como 〈x2h, h〉 =
〈xh, xh〉 ≥ 0, tenemos que ||x2|| = sup〈x2h, h〉 ≤ sup〈x2h, h〉+ 〈y2h, h〉 = ||x2 + y2||.

Definición 2.3.3 (JC-álgebra). Llamamos JC-álgebra a un álgebra de Jordan iso-
morfa a una subálgebra de Jordan cerrada de B(H)s.

Toda JC-álgebra es en particular una JB-álgebra especial. El rećıproco no es
cierto: el álgebra de Albert introducida en el Ejemplo 2.2.4 es una JB-álgebra pero
no es una JC-álgebra pues no es especial.

Observación 2.3.4. Decimos que un álgebra de Jordan V es formalmente real si
para todo x, y vale que si x2 + y2 = 0 entonces x = y = 0. Una JB-álgebra es
formalmente real, pues si x2 + y2 = 0 entonces ||x|| ≤ ||x2 + y2|| = 0.

En JB-álgebras es muy importante la estructura de orden. Su norma es una
norma del orden y las JB-álgebras pueden ser caracterizadas de esta manera. Para
definir este orden debemos definir el cono de positivos en un álgebra. Lo haremos a
partir del espectro.
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Definición 2.3.5 (Espectro). Dado x un elemento de un álgebra de Jordan V,
definimos el espectro de x como

σ(x) = {λ ∈ R tales que x− λ1 no es inversible}.

A partir del espectro podemos preguntarnos si es posible hacer cálculo funcional
en una JB-álgebra. El cálculo funcional y la teoŕıa espectral son herramientas muy
útiles en C∗-álgebras, por lo que lo seŕıan también en este nuevo entorno.

Notemos que en las álgebras especiales, como los elementos inversibles son los
mismos con ambos productos tenemos que el espectro como álgebra de Jordan es el
mismo que como álgebra asociativa.

Teorema 2.3.6. Sea V una JB-álgebra asociativa. Existe entonces un espacio lo-
calmente Hausdorff y compacto X tal que V es isométricamente isomorfa a C0(X).

Demostración. La idea de la demostración es reducir al caso complejo, que ya es
conocido. Tomemos V = {x+iy : x, y ∈ V} una complexificación de V con norma ||x+
iy|| = ||x2 + y2|| e involución (x+ iy)∗ = x− iy. V es un álgebra compleja abeliana e
involutiva. Es fácil ver que (V, ||·||) es un álgebra de Banach y por definición ||z∗z|| =
||z2||, por lo que (V, || · ||) es una C∗-álgebra conmutativa. Aplicando el teorema
conocido, que se puede encontrar por ejemplo en [43, Theorem 1.3.3], tenemos que
V es isomorfo a CC

0 (X), y quedándonos con la parte simétrica obtenemos el resultado
para V.

Las JB-álgebras no son en general asociativas, pero podemos aplicar este teorema
a una subálgebra que siempre lo será.

Dado x un elemento de V notamos C(x) a la subálgebra de Jordan cerrada mas
pequeña que contiene a x, la llamamos abreviando la subálgebra generada por x.

Corolario 2.3.7. Sea V una JB-álgebra y x un elemento de V. Entonces C(x) es
isométricamente isomorfa a C(σ(x)).

Demostración. Por el teorema anterior C(x) es isométricamente isomorfo a C(Y )
para Y algún espacio compacto y localmente Hausdorff. Si llamamos x̃ al elemento
correspondiente a x en Y , tenemos que σ(x) = σ(x̃). Notemos que Y = C(x̃). Apli-
camos nuevamente el teorema canónico a C∗-álgebras, encontrado en [43, Theorem
1.3.4], tenemos que C(x̃) es isométricamente isomorfo a C(σ(x̃)) = C(σ(x)), por lo
que obtenemos el resultado.

Este corolario nos dice que podemos hacer cálculo funcional sobre los elementos
de una JB-álgebra. Dado x un elemento de V y f una función continua en el espectro
de x, el elemento f(x) es la preimagen de f por la isometŕıa del corolario anterior.
Mas aún, σ(f(x)) = f(σ(x)).

Con cálculo funcional también podemos obtener la inversa de un elemento x, si
es que existe. Es mas, tenemos el siguiente resultado:

Proposición 2.3.8. Sea V una JB-álgebra y sea x un elemento en V. Entonces x
es inversible si y solo si existe y en C(x) tal que x ◦ y = 1.
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Demostración. Supongamos que x es inversible. Entonces Ux es inversible y x−1 =
(Ux)−1x. Sabemos que C(x) es invariante por Lx y Lx2 , por lo que también lo es por
Ux = 2L2

x − Lx2 . Como la inversa de Ux se puede aproximar por polinomios en Ux
tenemos que x−1 = (Ux)−1x pertenece a C(x). Rećıprocamente, si existe y en C(x)
tal que x ◦ y = 1, como C(x) es asociativa tenemos que x2 ◦ y = x ◦ (x ◦ y) = x, por
lo que x es inversible.

La inversibilidad, por lo tanto, se da siempre dentro de C(x). Al ser una subálge-
bra asociativa tenemos que vale el resultado clásico: x es inversible si y solo si Lx|C(x)
es inversible.

Tenemos de todas maneras una relación entre los espectros de x y Lx como
operador de V, gracias a la Proposición 2.2.16: si Lx es inversible x también lo es,
asi que σ(x) ⊂ σ(Lx).

Definición 2.3.9 (Cono de positivos de un álgebra de Jordan). Dada V un álgebra
de Jordan, decimos que un elemento x es positivo si σ(x) está contenido en los
números positivos. Llamamos Ω al conjunto de elementos positivos de V.

Notemos que Ω es el conjunto de elementos x de espectro no negativo.

Observación 2.3.10. El cálculo funcional nos permite caracterizar a Ω de otras
maneras.

Afirmamos que Ω = {a2 : a ∈ V inversible}. Como dijimos antes, σ(f(x)) =
f(σ(x)), por lo que σ(a2) = σ(a)2 ⊂ (0,+∞), donde no se incluye al cero pues es
inversible. Rećıprocamente, la función f(t) =

√
t es continua en los positivos, por

lo que f(x) es un elemento de V para todo x positivo, es inversible y f(x)2 = x.
Notemos además que Ω = {a2 : a ∈ V}.

De la misma manera afirmamos que Ω = {ea : a ∈ V}. Como la exponencial
es continua en todo R el elemento ea existe para todo a en V y es positivo pues
σ(ea) = {eλ : λ ∈ σ(a)}. Rećıprocamente, todo elemento positivo tiene un logaritmo
real.

Observación 2.3.11. Como en una C∗-álgebra, tenemos que un elemento x positivo
tiene una única raiz cuadrada positiva x1/2. Si no, sea y otra raiz cuadrada positiva,
tenemos que x = y2, por lo que x pertenece a C(y) y por lo tanto también x1/2.
Como vimos en el Teorema 2.3.6 C(y) puede ser inmerso en una C∗-álgebra, por lo
que x tiene una sola raiz cuadrada alĺı, entonces y = x1/2.

Un resultado rápido a partir de esto es que la representación cuadrática es inyec-
tiva en Ω: supongamos que Ux = Uy para dos elementos positivos x, y. Aplicando
estos operadores a 1 obtenemos que x2 = y2, y por lo tanto x = y.

Podemos ampliar el resultado sobre C(x) a subálgebras mas grandes. La demos-
tración del siguiente resultado se puede encontrar en [46, Proposition 2.1].

Proposición 2.3.12. Sea V una JB-álgebra. Dados x e y en V sea C(x, y) la clausura
de la subálgebra generada por x, y e 1. Entonces C(x, y) es isométricamente isomorfa
a una subálgebra de Jordan de los operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert.
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Los operadores cuadráticos preservan el cono:

Proposición 2.3.13. Sean x y v elementos inversibles de V con x positivo. Entonces
Uvx es positivo.

Demostración. Consideremos yt = Uv((1 − t)x + t1). Como x es positivo tene-
mos que (1 − t)x + t1 es inversible y por lo tanto, por la Proposición 2.2.18, yt
es inversible. Tenemos que y1 es positivo; sea t0 el ı́nfimo de los t tales que yt es
positivo. Por continuidad, yt0 debe ser positivo. Sea t lo suficientemente pequeño
para que ||yt − yt0 || < 1

27||y−1
t0
|| . Tenemos entonces que para cualquier λ positivo

1
27||y−1

t0
|| <

1
27||(yt0+λ)−1|| . Por lo tanto,

||(yt0 + λ)− (yt + λ)|| = ||yt − yt0 || <
1

27||(yt0 + λ)−1||
.

Esto implica que yt + λ es inversible. Una demostración de esto se puede encontrar
en [43, Lemma 3.3.4] Como esto vale para cualquier λ positivo nos dice que yt es
positivo. Por lo tanto, t0 = 0 y y0 = Uvx es positivo.

Observación 2.3.14. No es dificil ver que resultados análogos valen para x y v
no inversibles. Si v es inversible y x pertenece a Ω entonces por continuidad Uvx
pertenece a Ω.

Supongamos x positivo pero v no inversible. Como el álgebra generada por x y
v es especial, por el Teorema 2.2.6 tenemos que (Ux1/2v)2 = Ux1/2Uvx, por lo que
Ux1/2Uvx pertenece a Ω y por el párrafo anterior Uvx también.

Finalmente, si x pertenece a Ω y v es arbitrario, por continuidad Uvx pertenece
a Ω.

Como dijimos antes, las JB-álgebras están caracterizadas por el hecho de que
su norma es la del orden, como se puede ver en las siguientes proposiciones, cuya
demostración puede ser encontrada en [43, Proposition 3.1.6 & Proposition 3.3.10].

Proposición 2.3.15. Sea V una álgebra de Jordan y un espacio con unidad de
orden arquimidiana completo, cuyas unidad multiplicativa y de orden coinciden, tal
que todo x en V cumple que −1 < x < 1 esto implica que 0 < x2 < 1. Entonces V
es una JB-álgebra con la norma del orden.

Proposición 2.3.16. Sea V una JB-álgebra. Entonces V es un espacio con unidad
de orden arquimidiana completo considerando el orden dado por Ω y unidad de
orden 1. La norma del orden coincide con la norma original, y se cumple que si
−1 < x < 1 entonces 0 < x2 < 1.

Podemos probar entonces la siguiente proposición.

Proposición 2.3.17. El cono de positivos Ω de una JB-álgebra V es un cono convexo
abierto, propio, simétrico y normal
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Demostración. Es obvio que es un cono abierto. Tomemos x, y positivos y λ positivo.
Tenemos que x+λ1 es positivo y sea z su raiz cuadrada. Tenemos que x+ y+λ1 =
Uz(1 +Uz−1y). Por la Proposición 2.3.13 Uz−1y es positivo y por lo tanto 1 +Uz−1y
es inversible, por lo que x+ y + λ1 también. Entonces x+ y es positivo. El cono es,
por lo tanto, convexo.

El cono es homogéneo, pues dados x, y en Ω, x = Ux1/2Uy−1/2y. Como la positivi-
dad está dada por el espectro, es facil ver que si ϕ(x) > 0 para todo ϕ en Ω∗ entonces
x tiene espectro positivo, como se puede ver en [43, Lemma 1.2.5]. Finalmente, como
la norma es la del orden, por el Corolario 2.1.13 tenemos que el cono es normal.

Veamos un ejemplo de un álgebra de Banach que no es una JB-álgebra, aunque
cambiemos la norma por una equivalente.

Ejemplo 2.3.18 (Un álgebra de Jordan Banach cuya norma no es equivalente a la
de una JB-álgebra). Como vimos en el Ejemplo 2.1.15 el cono

Ω = {f : f(x) > 0 para todo x}

en C1[0, 1] con la norma ||f ||C1 = ||f ||∞ + ||f ′||∞ no es normal. Notemos que
(C1[0, 1], || · ||C1) es un espacio de Banach y que Ω es el cono de elementos positivos,
pues σ(f) = Im(f). Como el cono no es normal, || · ||C1 no puede ser equivalente a
una norma JB.

Como ya dijimos, las JB-álgebras están caracterizadas por su orden. Nos podemos
preguntar si uno puede recuperar la estructura de álgebra a partir del orden, mas
espećıficamente, del cono.

En dimensión finita el resultado es conocido hace ya un tiempo. Este resultado se
debe a Koecher [20] y a Vinberg [45]. Demostraciones del mismo pueden encontrarse
en [39, Chapter I, Theorem 8.5] o en [17, Theorem III.3.1]. Si V es un álgebra de
Jordan de dimensión finita, decimos que es euclidiana si existe un producto interno
〈, 〉 en V tal que 〈Lxy, z〉 = 〈y, Lxz〉 para todo x, y, z en V; en ese caso decimos
que el producto interno es asociativo. Se puede ver en [17, Proposition VIII.4.2] que
las álgebras eucĺıdeas son exactamente las álgebras formalmente reales. Tenemos
entonces:

Teorema 2.3.19. Sea Ω un cono abierto en un espacio eucĺıdeo de dimensión finita
V. Entonces Ω es un cono simétrico si y solo si existe una estructura de álgebra de
Jordan eucĺıdea (equivalente formalmente real) tal que Ω es el cono de positivos de
V.

En dimensión infinita la correspondencia no es tan simple. En el caso de un
espacio de Hilbert tenemos el siguiente resultado gracias a Chu [10, Theorem 3.1].
Decimos que un álgebra de Jordan H es una JH-álgebra si es un espacio de Hilbert y
el producto interno es asociativo. En dimensión finita las JH-álgebras son las álgebras
formalmente reales.
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Teorema 2.3.20. Sea Ω un cono abierto en un espacio de Hilbert H. Entonces Ω
es un cono simétrico si y solo si es el cono de elementos positivos de una estructura
de JH-álgebra en H. Esta estructura es única.

En el caso de un espacio de Banach la situación se complica por la ausencia
de un producto interno. Sin embargo, tenemos también un resultado en este caso
gracias a Chu [11, Theorem 3.2]; y la correspondencia es con las JB-álgebras. El
resultado da una buena imagen geométrica de la correspondencia entre JB-álgebras
y conos simétricos. En este caso tendremos que pedir mas propiedades que solamente
la simetŕıa del cono. Una variedad de Banach simétrica es una variedad de Banach
conexa equipada con una norma tangente compatible ν tal que para cada p en M
existe una única ν-simetŕıa sp : M → M . Un cono es Finsler simétrico si es una
variedad de Banach simétrica tal que la norma es invariante por las transformaciones
que fijan el cono.

Teorema 2.3.21. Sea Ω un cono propio y abierto en un espacio de Banach V.
Entonces Ω es un cono normal, homogéneo y Finsler simétrico si y solo si es el cono
de positivos para una estructura de JB-álgebra en V en alguna norma equivalente a
la original.

Notemos que este teorema presupone una estructura geométrica en el cono para
obtener la estructura algebraica.

2.3.1. JB∗-álgebras

Para terminar esta sección comentaremos un poco el caso complejo de una JB-
álgebra.

Definición 2.3.22. Sea V un álgebra de Jordan compleja equipada con una invo-
lución ∗. Decimos que V es una JB∗-álgebra si es un álgebra de Banach y además
para todo x, y en V se cumple que ||x∗|| = ||x|| y ||Uxx∗|| = ||x||3.

Las siguientes dos proposiciones justifican por qué decimos que es el caso comple-
jo de una JB-álgebra. Se puede encontrar la demostración de las mismas en [43, Pro-
position 3.8.2] y [46, Theorem 2.8].

Proposición 2.3.23. Sea V una JB∗-álgebra. Entonces el conjunto de sus elementos
autoadjuntos es una JB-álgebra.

Teorema 2.3.24. Sea V una JB-álgebra y V su complexificación. Existe entonces
una única norma en V que le da estructura de JB∗-álgebra.

Tenemos el siguiente teorema para JB∗-álgebras que caracteriza a los elemen-
tos del centro de su subálgebra de autoadjuntos y que será útil mas adelante. La
demostración se puede encontrar en [49, Theorem 5].

Teorema 2.3.25. Sea V una JB∗-álgebra y sea x un elemento autoadjunto de V.
Son equivalentes:
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1. x conmuta como operador con todo otro elemento autoadjunto, es decir, [Lx, Ly] =
0 para todo y autoadjunto.

2. Para todo y autoadjunto vale que Ux y = Lx2y.

Si aplicamos esto a JB-álgebras como la subálgebra autoadjunta de una JB∗-
álgebra obtenemos:

Corolario 2.3.26. Sea V una JB-álgebra y sea x un elemento de V. Son equivalentes:

1. x pertenece al centro de V.
2. Ux = Lx2 .

2.4. El espectro de la representación cuadrática

El cálculo funcional nos ayudará a conectar la positividad del operador cuadráti-
co y del operador multiplicación con la del elemento. Para ello usaremos algunas
herramientas de JB∗-álgebras

Sea V una JB-álgebra y VC = V⊕iV su complexificación. Por la Proposición
2.3.23 y el Teorema 2.3.24 se puede normar a VC de manera que sea una JB∗-álgebra
con involución natural (a+ ib)∗ = a− ib, y V = {v ∈ V C : v∗ = v}.

Definición 2.4.1 (Rangos numéricos). Sea x en VC. Definimos como el rango
numérico de x al conjunto

V (x) = {φ(x) : φ ∈ (VC)∗, φ(1) = ||φ|| = 1} ⊂ C .

Decimos que x es hermitiano si V (x) ⊂ R. Notamos Her(VC) al conjunto de elemen-
tos hermitianos de VC.

Dado X un espacio de Banach complejo y T en B(X) llamamos rango numérico
intŕınseco de T al conjunto

V (T ) = {ψ(T ) : ψ ∈ (B(X))∗, ψ(1) = ||ψ|| = 1}.

Llamamos rango numérico espacial de T al conjunto

W (T ) = {ψ(Tz) : ψ ∈ X∗, z ∈ X,ψ(z) = 1, ||ψ|| = ||z|| = 1}.

Observación 2.4.2. Un panorama mas amplio sobre el rango numérico puede ser
encontrado en [7, Chapter 1, § 10]. El rango numérico es compacto, convexo y no
vaćıo. Si notamos co(Σ) a la capsula convexa de un conjunto Σ ⊂ C, tenemos para
x en V que V (x) = co(σ(x)).

Un elemento x es hermitiano si y solo si ||eitx|| = 1 para todo t real. Tenemos
entonces que Her(VC) = V, como se puede ver en [48, Theorem 7].

Observación 2.4.3. Para un panorama mas amplio sobre el rango numérico de
operadores se puede leer [8, Chapter 3] y [33]. Dado T un operador tenemos que
V (T ) es compacto, convexo y no vaćıo, y que V (T ) = co(W (T )). T es hermitiano si
y solo si W (T ) ⊂ R, o equivalentemente si V (T ) ⊂ R.
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Conectemos en primer lugar el espectro de un elemento x en V con el del operador
de multiplicación Lx, usando los rangos numéricos.

Lema 2.4.4. Sea V una JB-álgebra y VC su complexificación. Dado x en V consi-
deremos Lx la complexificación del operador Lx, dada por Lx(v+ iw) = Lxv+ iLxw
para v, w en V. Tenemos entonces que V (x) = W (Lx).

Demostración. Supongamos que existe un valor φ(x) en V (x) con ||φ|| = φ(1) = 1.
Si tomamos z = 1 y ψ = φ tenemos que ψ(z) = φ(1) = 1, ||z|| = ||1|| = 1 y
||ψ|| = ||φ|| = 1, por lo que ψ(Lxz) = φ(x) pertenece a W (Lx). Rećıprocamente, si
ψ(Lxz) es un valor en W (Lx), con ψ(z) = ||ψ|| = ||z|| = 1. Definimos φ(y) = ψ(Lyz),
que es obviamente lineal y acotada. Tenemos que φ(1) = ψ(z) = 1 y que

||φ|| = ||ψ ◦ Lz|| ≤ ||ψ||||Lz|| = ||ψ||||z|| = 1,

y como φ(1) = 1 obtenemos ||φ|| = 1. Por lo tanto, φ(x) = ψ(Lxz) pertenece a
V (x).

Observación 2.4.5. No es dif́ıcil ver que si x pertenece a V tenemos que σ(Lx)∩R =
σ(Lx). Como σ(Lx) es un subconjunto de los reales basta ver que se cumple la
igualdad de los conjuntos resolventes en los reales. Si T = Lx − λIdV es inversible,
llamemos TC = Lx− λIdVC a la complexificación de T , definimos (TC)−1 su inversa
a partir de T−1 la inversa de T : (TC)−1(v + iw) = T−1v + iT−1w, por lo que
Lx − λIdVC es inversible. Rećıprocamente, si TC = Lx − λIdVC es inversible, como
V es un subespacio invariante de TC, T = TC|V = Lx − λIdV es inversible.

Proposición 2.4.6. Sea V una JB-álgebra y x en V. Entonces co(σ(Lx)) = co(σ(x)).
En particular Lx tiene espectro no negativo si y solo si x ∈ Ω (respectivamente Lx
tiene espectro no positivo si y solo si x ∈ −Ω).

Demostración. Consideremos VC la complexificación de V y Lx la complexificación
de Lx. Tenemos por el Lema 2.4.4:

V (Lx) = co(W (Lx)) = co(V (x)) = V (x) ⊂ R .

Por lo tanto Lx es hermitiano y V (Lx) = co(σ(Lx)), entonces

co(σ(Lx)) = V (Lx) = V (x) = co(σ(x)) ⊂ R .

Finalmente, por la Observación 2.4.5 como son todos conjuntos dentro de R podemos
cambiar Lx por Lx y tenemos que co(σ(Lx)) = co(σ(x)). Obtenemos entonces que
Lx tiene espectro no negativo si y solo si x ∈ Ω y respectivamente que Lx tiene
espectro no positivo si y solo si x ∈ −Ω

Tenemos entonces que la positividad y negatividad se mantiene entre los ele-
mentos y sus operadores de multiplicación. Uno podŕıa preguntarse si lo mismo
sucederá con los operadores cuadráticos. Una rápido argumento nos dice que no,
pues Ux = U−x, pero podremos decir algo al respecto.
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Lema 2.4.7. Sea V un álgebra de Banach-Jordan y v un elemento de V. Entonces
e2Lv = Uev .

Demostración. Sea F : R → B(V) dada por Ft = Uetv . Como tanto e
t
2v y esv

pertenecen a C(v), U
e
t
2 v
esv = e(s+t)v y

Fs+t = U(s+t)v = UUexp( t2 v) e
sv = U

e
t
2 v

Uesv U
e
t
2 v

= F 2
t
2
Fs.

Reemplazando s = 0 obtenemos que F 2
t
2

= Ft, y reemplazando esto en la ecuación
anterior tenemos que Fs+t = FsFt = FtFs, por lo que F es un grupo a un parámetro.
Como F ′(0) = D1(U−)e0vv = 2 Uv,1 = 2Lv debe ser que Ft = e2tLv . Reemplazando
t = 1 obtenemos que e2Lv = Uev .

Corolario 2.4.8. Sea V una JB-álgebra y Ω el cono de positivos de V. Dado x en
Ω tenemos que Ux es un operador positivo.

Demostración. Como vimos en la Observación 2.3.10 existe v en V tal que x = ev.
Sea Ux la complexificación de Ux, de la misma manera que hicimos en la Observación
2.4.5 podemos ver que σ(Ux) ∩R = σ(Ux). Por el Lema 2.4.7 tenemos que σ(Ux) =
σ(e2Lv) ⊂ (0,+∞), pues el espectro de Lv es real. Por lo tanto, σ(Ux) = σ(Ux)∩R ⊂
(0,+∞).

Observación 2.4.9. Los operadores U no son en general hermitianos aunque tengan
espectro real. Podemos ver en [49, Theorem 14] que el operador Ux es hermitiano si
y solo si x pertenece al centro de V. Mas aún, como por el Lema 2.4.7 tenemos que
e2Lv = Uev la inclusión eHer(V) ⊂ Her(V) no se cumple.

Tenemos entonces una implicación: si x es positivo entonces Ux es positivo.
Sabemos que la rećıproca no es cierta, y que existen elementos (por ejemplo los
elementos negativos) que también tienen operador cuadrático positivo.

Antes de enunciar el siguiente resultado necesitamos una definición.

Definición 2.4.10 (Proyecciones y simetŕıas centrales). Sea V una JB-álgebra.
Dado p en V decimos que es una proyección central si p es un idempotente central de
V; dado ε en V decimos que es una simetŕıa central si ε2 = 1 y pertenece al centro
de V.

Notar que 0, 1 son proyecciones centrales y 1, −1 son simetŕıas centrales.
El siguiente resultado, principal de este caṕıtulo, caracteriza a los elementos

cuyo operador cuadrático es positivo. En el caso de álgebras de Jordan euclidianas
de dimensión finita se puede usar un frame de idempotentes de Jordan para obtener
una prueba simple del resultado, como se puede ver en [17, Lemma VIII.2.7].

Teorema 2.4.11. Sea V una JB-álgebra y x un elemento de V. Entonces el operador
Ux es un operador positivo si y solo si existe v positivo y una simetŕıa central ε tales
que x = εv.
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Demostración. Supongamos que x = εv con v positivo y ε simetŕıa central. Como ε
es central C(v, ε) es fuertemente asociativa y la Proposición 2.2.10 vale, por lo que
Ux = Uvε = Uv Uε. Además, Uε z = 2ε ◦ (ε ◦ z)− ε2 ◦ z = 2z ◦ ε2 − z = z, por lo que
Uε = Id. Esto nos dice que Ux = Uv que por el Corolario 2.4.8 es positivo.

Supongamos ahora que x es un elemento tal que Ux es positivo. En particular,
Ux es inversible por lo que x también lo es. Sean χ+ la función caracteŕıstica de los
números positivos y χ− la función caracteŕıstica de los números negativos. Ambas
funciones son continuas en σ(x) pues al ser x inversible su espectro no contiene al
0. Sean p+ = χ+(x), p− = χ−(x). Como χ+ + χ− = 1, χ+χ− = 0 y χ2

± = χ±
tenemos que p+ y p− son idempontentes suplementarios ortogonales, es decir, p2

± =
p±, p+ + p− = 1 y p+ ◦ p− = 0. Podemos entonces realizar la descomposición de
Pierce del Teorema 2.2.23. Los operadores Up+ , Up− y 2Up+,p− son proyecciones que
descomponen al espacio V en sus imágenes. Llamaremos V0 al rango de 2Up+,p− , V+
al rango de Up+ y V− al rango de Up− . Notemos que esta descomposición es trivial si
x es positivo: en este caso V+ = V y los otros dos espacios son nulos. Similarmente,
si x es negativo también es trivial: V− = V y los otros dos espacios son nulos. Fuera
de estos dos casos, V+ y V− no se anulan. Sin embargo, el espacio que nos interesa
es V0: veremos que el espectro negativo de Ux aparece en este espacio.

Afirmamos que V0 es trivial si y solo si p+ es central. Si p+ es central también
lo es p− y Lp+Lp−y = p+ ◦ (p− ◦ y) = y ◦ (p+ ◦ p−) = 0, por lo que Up+,p− = 0 y
V0 es trivial. Rećıprocamente, si V0 es trivial entonces Up+,p− = 0 y en particular
Lp+Lp− = 0. Esto implica que L2

p+ = Lp+ y por lo tanto Up+ = Lp+ = Lp2
+

y por el
Corolario 2.3.26 p+ es central.

Veamos que V0 debe ser trivial. Supongamos que no lo es. Notemos que en
particular p+ y p− no son 0 o 1 pues estos son elementos centrales. Afirmamos que
Vi es un subespacio invariante de Ux para i = 0,±. Sea y un elemento de V+, es
decir, y = Up+ y. Como x y p+ pertenecen a la subálgebra de Jordan fuertemente
asociativa C(x), nuevamente por la Proposición 2.2.10 tenemos

Ux y = Ux Up+ y = Uxp+ y = Up+x y = Up+ Ux y,

por lo que Ux y pertenece a V+ y V+ es invariante por Ux. Análogamente podemos
ver que V− también es invariante por Ux. Sea y un elemento de V0, y = 2 Up+,p− y,
tenemos

Ux y = Ux 2 Up+,p− y = Ux(Up++p− −Up+ −Up−)y = (Up++p− −Up+ −Up−) Ux y

= 2 Up+,p− Ux y,

por lo que Ux y pertenece a V0 y V0 es invariante por Ux. Como Up+ + Up− +2 Up+,p− =
Id, ⊕Vi = V y cada Vi es invariante por Ux tenemos que

σ(Ux) = σ(Ux |V+) ∪ σ(Ux |V−) ∪ σ(Ux |V0).

Tenemos que estudiar entonces la restricción de Ux a cada subespacio.
Estudiemos primero la restricción de Ux a V+ y V−: si y pertenece a V+, en-

tonces Ux y = Ux Up+ y = Uxp+ y. Definamos x+ = xp+, entonces Ux |V+ = Ux+ .
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Análogamente, definamos x− = xp− y tenemos que Ux |V− = Ux− . Notemos que el
espectro de x+ es la componente positiva del espectro de x y el espectro de x− es la
componente negativa del espectro de x, por lo que x+ es positivo y x− es negativo
y como probamos en el Corolario 2.4.8 Ux+ y Ux− son operadores positivos. Por lo
tanto, σ(Ux |V+), σ(Ux |V−) ⊂ R>0. Estos dos espacios solo ven la parte positiva del
espectro de Ux.

Estudiemos entonces la restricción de Ux a V0. Como las operaciones se realizan
en C(x) es fácil ver que x+ ◦ x− = 0. Entonces, si y pertenece a V0 entonces

Ux y = Ux 2 Up+,p− y = Ux(Id−Up+ −Up−)y = (Ux−Ux Up+ −Ux Up−)y
= (Ux++x− −Ux+ −Ux−)y = 2 Ux+,x− y.

Mas aún, como C(x) es una subálgebra fuertemente asociativa tenemos que Lx+ y
Lx− conmutan, por lo que

2 Ux+,x− = 2(Lx+Lx− + Lx−Lx+ − Lx+◦x−) = 4Lx+Lx− .

Como dijimos antes al ser V0 trivial p+ y p− no pueden ser el 0 y el 1 pues son
centrales, por lo que x no es positivo ni negativo. Como Lx+ conmuta con Lp+ y
Lp− es obvio que Lx+ conmuta con Up+,p− y entonces V0 es invariante para Lx+ .
Análogamente V0 es invariante para Lx− . Entonces

σ(Ux |V0) = σ(2 Ux+,x− |V0) = 4σ(Lx+Lx− |V0) ⊂ 4σ(Lx+Lx−).

Como Lx+ y Lx− conmutan tenemos que σ(Lx+Lx−) ⊂ σ(Lx+)σ(Lx−). Por la Pro-
posición 2.4.6 dado que x+ es positivo Lx+ tiene espectro no negativo y dado que
x− es negativo Lx− tiene espectro no positivo, por lo que

σ(Ux |V0) ⊂ 4σ(Lx+Lx−) ⊂ 4σ(Lx+)σ(Lx−) ⊂ (−∞, 0].

Como Ux es inversible y V0 no es trivial σ(Ux |V0) ⊂ (−∞, 0) y esto muestra que Ux

tiene un número negativo en su espectro, lo cual es una contradicción.
Tenemos entonces que V0 es trivial y por lo tanto p+ es central. Definimos ε =

2p+−1, una simetŕıa central al ser p+ una proyección central; y v = x+−x−, elemento
positivo pues x+ es positivo y x− negativo. Entonces vε = x+ + x− = x.

Notemos que en la demostración hemos probado también lo siguiente:

Corolario 2.4.12. Sea V un álgebra de Jordan y sea p un idempotente con V0 el
rango de 2 Up,p′ en su descomposición de Pierce. Entonces p es central si y solo si
V0 es trivial.

Observación 2.4.13. Dado x en V inversible podemos realizar la misma descom-
posición que hicimos en la demostración. Si χ± notan las funciones caracteŕısticas
de las partes positiva y negativa de σ(x) podemos escribir x = x+ +x− = p+x+p−x
con p± = χ±(x). Entonces, como vimos en la demostración,

Ux = Ux+ + Ux− +4Lx+Lx− ,
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la suma de tres operadores mutuamente disjuntos actuando en los subespacios
V+ = Ran(Up+), V− = Ran(Up−) and V0 = Ran(Up+,p−) respectivamente, con
V = V+⊕V−⊕V0. Por lo tanto,

σ(Ux) = σ(Ux+) t σ(Ux−) t 4σ(Lx+Lx−)

y mas aún σ(Lx+Lx−) ⊂ σ(Lx+)σ(Lx−) pues estos dos operadores conmutan.

Corolario 2.4.14. Sea V una JB-álgebra asociativa. Entonces Ux es un operador
positivo para todo x inversible en V.

Demostración. Como V es asociativa para todo x vale que Lx+Lx−y = y◦(x+◦x−) =
0, por lo que σ(Ux) = σ(Ux+) t σ(Ux−) ⊂ (0,+∞).

Ejemplo 2.4.15. Tomemos V = B(H) con el producto de Jordan. Tenemos entonces
que UAB = ABA. El operador UA ∈ B(B(H)) es positivo si y solo si A = Xε, donde
X es un operador positivo y ε es una simetŕıa central. Sabemos que el centro de B(H)
está compuesto por los múltiplos de la identidad, y entre ellos las únicas simetŕıas
son Id y −Id. Por lo tanto, UA es un operador positivo si y solo si A es positivo o
negativo.



Caṕıtulo 3

El grupo de estructura y su
álgebra de Lie

En este capitulo vamos a considerar un grupo de automorfismos que actúan en Ω;
queremos darle estructura de grupo de Lie-Banach. Para dar una estructura de Lie
y de variedad apropiada al grupo de transformaciones que fija el cono, estudiaremos
primero un grupo más grande, el grupo de estructura, y derivaremos la estructura
desde alĺı. Caracterizaremos también a los elementos del grupo de estructura y apli-
caremos esto al estudio de los isótopos de Jordan definidos en el caṕıtulo anterior.
Para terminar, estudiaremos el caso particular del álgebra de Jordan especial de
operadores de un espacio de Hilbert.

Vamos a notar g(x) como gx, notación que tomará sentido mas adelante.

3.1. El grupo de estructura

Si vemos la fórmula fundamental (2.1) podemos decir que todas las transfor-
maciones g ∈ B(V) en la imagen de la representación cuadrática de V tienen la
propiedad: Ugx = gUx g para todo x en V. En otras palabras, para cada g existe
otra transformación, en este caso la misma g, tal que la igualdad se cumple. Existen
otras transformaciones distintivas que comparten la misma propiedad.

Definición 3.1.1 (Grupo de Estructura). Sea V un álgebra de Jordan. Decimos
que un operador inversible g ∈ GL(V) pertenece al grupo de estructura si existe g∗
otro operador en GL(V) tal que para todo x en V

Ugx = gUx g
∗. (3.1)

Notamos al grupo de estructura como Str(V).

Notemos que para g en Str(V) tenemos que Ugx,gy = gUx,y g
∗, al ser Ux,y la
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linealización del operador cuadrático U y g lineal:

Ugx,gy = Ugx+gy −Ugx−Ugy = Ug(x+y)−Ugx−Ugy

= gUx+y g
∗ − gUgx g

∗ − gUgy g
∗ = g(Ux+y −Ux−Uy)g∗

= gUx,y g
∗.

Observación 3.1.2. La fórmula fundamental nos dice que para todo x inversible
en V, Ux pertenece a Str(V): UUx y = Ux Uy Ux con U∗x = Ux inversible.

Lema 3.1.3. Sea V un álgebra de Jordan. Entonces el grupo de estructura Str(V)
es un grupo. Mas aún, dado g en Str(V), g∗ también pertenece a Str(V) y (g∗)∗ = g,
por lo que Str(V) es un grupo con involución ∗.

Demostración. Claramente Id pertenece Str(V), pues UIdx = IdUx Id, y Id∗ = Id.
Si f y g pertenecen a Str(V), entonces Ughx = gUhx g

∗ = ghUx h
∗g∗, por lo que gh

pertenece a Str(V) y (gh)∗ = h∗g∗. Finalmente,

Ug−1x = g−1gUg−1x g
∗(g∗)−1 = g−1 Ugg−1x(g∗)−1 = g−1 Ux(g∗)−1,

por lo que g−1 pertenece a Str(V) y (g−1)∗ = (g∗)−1. Tenemos entonces que Str(V)
es un grupo.

Si aplicamos la ecuación (3.1) a x = 1, obtenemos que Ug1 = gU1 g
∗ = gg∗, por

lo que
g∗ = g−1 Ug1

para todo g en Str(V). Como los operadores cuadráticos pertenecen a Str(V) tene-
mos a g∗ presentado como producto de elementos de Str(V), por lo que también es
parte del grupo de estructura. Mas aún,

(g∗)∗ = (g−1 Ug1)∗ = U∗g1(g−1)∗ = Ug1((g∗)−1) = Ug1((g−1 Ug1)−1) = Ug1 U−1
g1 g = g.

Observación 3.1.4. Dado g en Str(V), aplicando la ecuación (3.1) a x = 1 obtene-
mos que Ug1 = gU1 g

∗ = gg∗. Por el Teorema 2.4.11 tenemos que σ(gg∗) ⊂ (0,+∞)
si y solo si g1 = vε para v ∈ Ω y ε simetŕıa central.

Veremos a lo largo del caṕıtulo que los operadores del grupo de estructura tiene
un comportamiento particular con los elementos del cono. Podemos por ejemplo
probar cómo se comportan con los elementos inversibles.

Lema 3.1.5. Sea V un álgebra de Jordan, g un operador en Str(V) y x en V
inversible. Entonces gx es inversible y (gx)−1 = (g∗)−1x−1.

Demostración. Sabemos por la Proposición 2.2.18 que Ux es inversible, al serlo x.
Entonces Ugx = gUx g

∗ es inversible, al ser producto de inversibles, y nuevamente
por la Proposición 2.2.18 gx es inversible. Mas aún,

(gx)−1 = U−1
gx gx = (gUx g

∗)−1gx = (g∗)−1 U−1
x x = (g∗)−1x−1.
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Notemos que la ecuación (3.1) no es suficiente para que un elemento g esté en el
grupo de estructura: g∗ debe ser inversible. Pero tenemos el siguiente corolario del
lema anterior:

Corolario 3.1.6. Sea V un álgebra de Jordan y g en GL(V). Entonces g pertenece
a Str(V) si y solo si g1 es inversible y Ugx = gUx g

−1 Ug1.

Demostración. Por el lema anterior si g pertenece a Str(V) entonces g1 es inversible.
Rećıprocamente, proponemos g∗ = g−1 Ug1, el cual cumple la ecuación del grupo de
estructura y es inversible pues g1 es inversible.

Obtengamos entonces una definición equivalente del grupo de estructura sin pedir
que g∗ sea inversible, que nos servirá luego.

Proposición 3.1.7. Sea V un álgebra de Jordan y g en GL(V). Entonces g pertenece
a Str(V) si y solo si

Ugx = gUx g
−1 Ug1 y Ug−1x = g−1 Ux gUg−11

para todo x en V.

Demostración. Como discutimos antes, si g pertenece a Str(V) entonces g1 es in-
versible y tenemos que g∗ = g−1 Ug1; mas aún g−1 pertenece a Str(V) por lo que
g cumple ambas ecuaciones del lema. Rećıprocamente, supongamos que g cumple
ambas ecuaciones. Si reemplazamos x = g−11 en la primera ecuación y x = g1 en la
segunda obtenemos que

1 = U1 = gUg−11 g
−1 Ug1 y 1 = U1 = g−1 Ug1 gUg−11 .

Esto nos dice que g−1 Ug1 es inversible con inversa gUg−11. Por lo tanto, si definimos
g∗ = g−1 Ug1, es claro que g∗ es inversible y que por la primera ecuación Ugx =
gUx g

∗, por lo que g pertenece a Str(V)

Ya vimos que es útil estudiar la complexificación de álgebras de Jordan reales.
Veamos cómo se comporta el grupo de estructura en la complexificación.

Proposición 3.1.8. Sea V un álgebra de Jordan y VC = V⊕iV su complexificación.
Dado g en Str(V), definimos gC su complexificación dada por gC(x+ iy) = gx+ igy.
Entonces gC pertenece a Str(VC).

Demostración. Notemos que es facil ver por la definición que para a en V vale
UgCa = gC Ua(g∗)C, donde (g∗)C es la complexificación de g∗ definida de la misma
manera que para g. Para el caso general, notamos gC = g para no cargar la notación;
tenemos que

Ug(a+ib) = Uga+igb = Uga + Uigb +2 Uga,igb = Uga−Ugb +2iUga,gb

= gUa g
∗ − gUb g

∗ + 2igUa,b g
∗ = g(Ua−Ub +2iUa,b)g∗

= gUa+ib g
∗.

Por lo tanto gC pertenece a Str(VC) y (gC)∗ = (g∗)C.
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Veamos que otros conjuntos son parte del grupo de estructura. Como ya dijimos,
los operadores de la representación cuadrática son parte del mismo.

Definición 3.1.9 (Grupo interno de estructura). Dada V un álgebra de Jordan, de-
finimos el grupo interno de estructura como al grupo generado por la representación
cuadrática, es decir,

InnStr(V) = 〈Ux〉x∈V inversible.

Lema 3.1.10. InnStr(V) es un subgrupo normal de Str(V).

Demostración. Si g pertenece a Str(V) y x es inversible, entonces Ugx = gUx g
∗ =

gUx g
−1 Ug1. Por lo tanto, gUx g

−1 = Ugx U−1
g1 , que pertenece a InnStr(V), y por

lo tanto InnStr(V) es un subgrupo normal.

Existe otro gran subgrupo del grupo de estructura: los automorfismos multipli-
cativos.

Definición 3.1.11 (Automorfismos). Dada V un álgebra de Jordan diremos que
k en GL(V) es un automorfismo multiplicativo (o automorfismo abreviadamente) si
para todo x e y en V se cumple que k(x ◦ y) = k(x) ◦ k(y). Vamos a notar a este
conjunto Aut(V).

Es fácil ver que los automorfismos forman un grupo.

Observación 3.1.12. Notemos que k(Lxy) = k(x ◦ y) = (kx) ◦ (ky) = Lkxky, y
análogamente k(Ux y) = Ukx ky, por lo que

kLvk
−1 = Lkv y Ukv = kUv k

−1 ∀ v ∈ V .

En particular, Aut(V) preserva los inversibles y k(v)−1 = k(v−1). Mas aún, Aut(V)
preserva el cono Ω, pues k(v2) = (kv)2 y el cono puede ser caracterizado como el
conjunto de cuadrados inversibles de V, como vimos en la Observación 2.3.10.

Lema 3.1.13. Sea V un álgebra de Jordan. Entonces Aut(V) es un subgrupo de
Str(V) y para todo k automorfismo k∗ = k−1.

Demostración. Como vimos en la obsevación anterior dado k automorfismo tenemos
que Ukv = kUv k

−1, por lo que k pertenece a Str(V) y k∗ = k−1.

Podemos preguntarnos si esta propiedad caracteriza a los automorfismos: dado
g en Str(V) tal que g∗ = g−1, ¿vale que g es un automorfismo? Veremos que la res-
puesta es negativa, pero obtendremos una caracterización de estos elementos dentro
del grupo de estructura en el Teorema 3.4.11.

Tenemos sin embargo una manera de caracterizar a los automorfismos dentro del
grupo de estructura, tanto en un álgebra de Jordan real como en su complexificación.

Proposición 3.1.14. Sea V un álgebra de Jordan. Dado k en Str(V) tenemos que
k es un automorfismo si y solo si k1 = 1. De la misma manera, si k es un elemento
de Str(V C) entonces k ∈ Aut(V C) si y solo si k1 = 1.
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Demostración. Supongamos que k es un automorfismo. Como Uk1 = kU1 k
−1 = Id

podemos ver que Uk1 es inversible, por lo que k1 es inversible. Ahora, k1 = k(12) =
(k1)2, por lo que k1 = 1. Rećıprocamente, supongamos que k1 = 1, en particular
k−11 = 1. Tenemos que k∗ = k−1 Uk1 = k−1, por lo que Ukx = kUx k

−1. Entonces
k(x)2 = Ukx(1) = kUx k

−1(1) = k(x2). Linealizando esta igualdad, tenemos que
k(x ◦ y) = kx ◦ ky, y k es un automorfismo.

La prueba en el caso complejo es idéntica.

3.2. La estructura de grupo de Lie-Banach de Str(V)

Supongamos de ahora en mas que V es una JB-álgebra. Vamos a establecer una
estructura diferenciable para Str(V). Como V es un espacio de Banach podemos dar
la norma supremo al espacio de operadores de V, que lo convierte en un espacio de
Banach. De esta manera, los operadores inversibles GL(V) forman un grupo de Lie
con álgebra de Lie gl(V) = B(V). Mas aún, como ||Ux || ≤ 3||x||2 la representación
cuadrática es continua, por lo que la condición del grupo de estructura es cerrada.
Por lo tanto, el grupo de estructura es un grupo cerrado de GL(V). Sin embargo,
no podemos afirmar todav́ıa que es un subgrupo de Lie (es decir, una subvariedad
cerrada embebida de GL(V) con su estructura de grupo de Lie), pues el teorema
del subgrupo cerrado de Lie no es verdadero para grupos de Lie-Banach infinito
dimensionales.

Necesitamos entonces otra estrategia para probar que Str(V) es un subgrupo de
Lie. Recordemos, entonces, el Teorema 1.2.9 de subgrupos algebraicos.

Teorema 3.2.1. Sea V una JB-álgebra. Entonces Str(V) es un subgrupo algebraico
de GL(V). Por lo tanto Str(V) es un subgrupo embebido de Lie-Banach, y si U =
{X ∈ B(V) : ‖X‖ < π

3 }, entonces

exp(U∩Lie(Str(V))) = exp(U) ∩ Str(V) .

Mas aún, Lie(Str(V)) = str(V), con

str(V) = {H ∈ B(V) such that ∃H ∈ B(V) : 2 Ux,Hx = H Ux−UxH ∀x ∈ V}.

Demostración. Definamos para cada x en V los polinomios Px, Qx : B(V)×B(V)→
B(V) dados por

Px(A,B) = UAx−AUxBUA1 Qx(A,B) = UBx−BUxAUB1 .

Por la Proposición 3.1.7 sabemos que g en GL(V) pertenece al grupo de estructura
si y solo si Px(g, g−1) = Qx(g, g−1) = 0 para todo x en V, por lo que Str(V) es
un subgrupo algebraico de GL(V). Por lo tanto es un grupo de Lie embebido por el
Teorema 1.2.9. La afirmación sobre el entorno se sigue del mismo teorema, notando
que el grado de los polinomios es 3.
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Calculemos el álgebra de Lie de Str(V). Sea gt un camino suave en el grupo de
estructura Str(V), con g0 = Id y g′0 = H un elemento de Lie(Str(V)). Calculemos
el diferencial de g∗. Como g∗ = g−1 Ug1

(g∗)′0 = (g−1)′0 Ug01 +g−1
0 (Ug1)′0 = −H +Dg01(U−)g′01

= −H + 2 U−,g01H1 = −H + 2 UH1,1 .

Como gt es un elemento del grupo de estructura para todo t tenemos que Ugtx =
gt Ux g

∗
t . Derivemos ambos lados de esta igualdad. Del lado izquierdo obtenemos

d

dt
(Ugtx)|t=0 = Dg0x(U−)g′0x = 2 Ux,Hx .

Del lado derecho obtenemos

g′0 Ux g
∗
0 + g0 Ux(g∗)′0 = H Ux + Ux(−H + 2 UH1,1).

Por lo tanto, si tomamos H = H − 2 UH1,1 se sigue que 2 Ux,Hx = H Ux−UxH.
Rećıprocamente, supongamos H en B(V) cumple que existe H en B(V) tal que

2 Ux,Hx = H Ux−UxH para todo x en V. Basta ver por el Lema 1.2.5 que etH

pertenece al grupo de estructura para todo t real. Consideremos ft = UetHx y gt =
etH Ux(etH)∗ = etH Ux e

−tH UetH1. Queremos ver que ambas funciones son iguales.
Notemos que f0 = Ux = g0. Mas aún, tenemos que

f ′t = DetHx(U−)etHHx = 2 UetH ,etHHx = 2 UetH ,HetHx = H UetHx−UetHxH

= Hft − ftH,

y

g′t = etHH Ux e
−tH UetH1−etH Ux e

−tHH UetH1 +etH Ux e
−tHDetH1(U−)etHH1

= etHH Ux e
−tH UetH1−etH Ux e

−tHH UetH1 +2etH Ux e
−tH UetH1,HetH1

= etHH Ux e
−tH UetH1−etH Ux e

−tHH UetH1 +etH Ux e
−tH(H UetH1−UetH1H)

= HetH Ux e
−tH UetH1−etH Ux e

−tH UetH1H

= Hgt − gtH.

Por lo tanto, por la unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias en
el espacio de Banach B(V) del Teorema 1.1.4, ft = gt para todo t real.

Gracias a la igualdad anterior de ahora en mas vamos a notar Lie(Str(V)) =
str(V). Notemos que de la demostración se desprende que paraH en str(V) tenemos
que H = H − 2 UH1,1.

Podemos identificar algunos elementos dentro de str(V). Veremos después que
incluso podemos descomponerla como suma directa de dos subespacios.

Lema 3.2.2. Sea V una JB-álgebra. Entonces el espacio L = {Lv : v ∈ V} es un
subespacio cerrado de str(V).
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Demostración. Por el Lema 2.4.7 tenemos que para todo v en V, e2Lv = Uev ; es decir,
que la exponencial de operadores de multiplicación es un operador U. En particular
tenemos que para todo v en V y para todo t real etLv pertenece a Str(V), por lo que
los operadores de multiplicación Lv pertenecen a str(V). Notemos que la aplicación
v 7→ Lv es una isometŕıa: ||Lvw|| = ||v ◦ w|| ≤ ||v||||w|| y ||Lv1|| = ||v||, por lo que
||Lv|| = ||v||. En particular L es un subespacio cerrado de str(V).

Definición 3.2.3 (Derivaciones). Sea V un álgebra de Jordan, decimos que D un
operador en B(V) es una derivación si D(x ◦ y) = Dx ◦ y + x ◦Dy para todo x e y
en V. Notamos Der (V) al espacio de las derivaciones.

Observación 3.2.4. Es fácil ver con un simple cálculo que Der (V) es una subálgebra
de Lie-Banach de B(V): [D1, D2](x ◦ y) = ([D1, D2])x ◦ y + x ◦ ([D1, D2])y.

Teorema 3.2.5. Sea V una JB-álgebra. Entonces Aut(V) ⊂ Str(V) es un subgrupo
algebraico de GL(V). En particular es un subgrupo embebido de Lie-Banach, y si
U = {X ∈ B(V) : ‖X‖ < π

2 } entonces

exp(U∩Lie(Aut(V))) = exp(U) ∩ Aut(V) .

Mas aún, su álgebra de Lie-Banach aut(V) = Lie(Aut(V)) ⊂ str(V) es igual a
Der (V).

Demostración. Definamos para cada x, y en V el polinomio Px,y : B(V) → B(V),
Px,y(A) = A(x◦y)−A(x)◦A(y). El grupo de automorfismos es la intersección de los
ceros de todo polinomio Px,y. Por lo tanto es un grupo algebraico y en particular un
subgrupo de Lie embebido por el Teorema 1.2.9. La afirmación sobre el entorno se
sigue del mismo teorema, notando que los polinomios son de grado 2. Probemos que
aut(V) = Lie(Aut(V)) = Der (V). Como Aut(V) es un subgrupo de Str(V) es obvio
que aut(V) es una subálgebra de Lie-Banach de str(V). Sea γ un camino suave de
automorfismos, γ0 = Id, γ′0 = D. Como γt es un automorfismo para todo t tenemos
que γt(x ◦ y) = γtx ◦ γty. Derivando esta igualdad obtenemos que

γ′t(x ◦ y) = γ′tx ◦ γty + γtx ◦ γ′ty,

y para t = 0 llegamos a que D(x ◦ y) = Dx ◦ y + x ◦ Dy. Por lo tanto, D es una
derivación. Rećıprocamente, sea D una derivación y definamos ft = (etDx) ◦ (etDy).
Tenemos que f0 = x ◦ y. Mas aún,

f ′t = etDDx ◦ etDy + etDx ◦ etDDy = (DetDx) ◦ etDy + etDx ◦ (DetDy) = Dft.

Entonces ft = etD(x ◦ y) por la unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias, y etD es un automorfismo para todo t. Por lo tanto, por el Lema 1.2.5 D
pertenece al álgebra de Lie aut(V). Esto prueba que aut(V) = Der (V).

Observación 3.2.6. Sea Aut(V)0 la componente conexa de la identidad de Aut(V).
Tenemos entonces que Aut(V)0 ⊂ Aut(V) es abierta y esta generada por las expo-
nenciales de las derivaciones; es decir, Aut(V)0 = 〈eD〉D∈Der (V).
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Gracias al teorema anterior podemos dar una caracterización diferente de las
derivaciones.

Proposición 3.2.7. Sea V una JB-álgebra. Entonces D es una derivación si y solo
si D pertenece a str(V) y D1 = 0.

Demostración. Sea D una derivación. Ya vimos que D pertenece a str(V). Además,
D1 = D(1 ◦ 1) = 2D1 por lo que D1 = 0. Rećıprocamente, supongamos que D
pertenece a str(V) y que D1 = 0. Entonces

etD1 = 1 + tD1 + t2

2 D
21 + · · · = 1.

Por lo tanto se cumple que para todo t la transformación etD pertenece al grupo de
estructura y mapea 1 a 1, por lo que es un automorfismo. Esto implica, nuevamente
por el Lema 1.2.5, que D pertenece a aut(V) = Der (V).

Hemos visto entonces que tanto L como Der (V) están contenidas en str(V).
Veamos que, mas aún, es igual a su suma.

Corolario 3.2.8. Sea V una JB-álgebra. Entonces str(V) = Der (V)⊕L.

Demostración. Como ambos espacios estan contenidos en str(V) su suma también.
La misma es directa pues si Lv1 = 0 entonces v = 0. Rećıprocamente, sea X en
str(V) y tomemos u = X1. Consideremos D = X − Lu; D pertenece a str(V) y
D1 = X1 − u = 0, por lo que D es una derivación. Por lo tanto, X = Lu + D, con
D derivación.

Observación 3.2.9. Es fácil comprobar que esta es una descomposición de Cartan
de str(V) y por lo tanto un sistema triple de Lie: tenemos que Der (V) es una
subálgebra de Lie y

[L,L] ⊂ Der (V) [L, Der (V)] ⊂ L.

3.3. El grupo G(Ω) que fija el cono

Dada V una JB-álgebra, nuestro objetivo es definir una acción sobre el cono Ω
para tener un mejor panorama sobre el cono y el grupo de estructura. Sin embargo,
no podemos definir una acción desde el grupo de estructura pues dado x positivo
y g en Str(V) aunque sabemos que gx es inversible no podemos afirmar que es
positivo. Es mas, considerando g = −Id tenemos que para todo x positivo gx es
negativo, por lo que existen transformaciones en el grupo de estructura que mapean
elementos positivos a elementos no positivos. Mas adelante caracterizaremos a todos
los elementos del grupo de estructura y veremos quienes son estas transformaciones.
Estudiemos entonces el grupo de transformaciones que fija el cono.

Definición 3.3.1 (G(Ω)). Dada V una JB-álgebra definimos al grupo que fija el
cono como G(Ω), es decir

G(Ω) = {g ∈ GL(V) : g(Ω) = Ω}.
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Veremos que aunque el grupo de estructura no fija al cono, está vinculado con
G(Ω).

Lema 3.3.2. Sea V una JB-álgebra. Entonces InnStr(V) y Aut(V) son subgrupos
de G(Ω).

Demostración. Vimos en la Proposición 2.3.13 que si v es inversible y x es positivo
entonces Uv x es positivo. Como los operadores U generan el grupo interno de es-
tructura, tenemos que InnStr(V) es subgrupo de G(Ω). Por otro lado, como vimos
en la Observación 3.1.12, los automorfismos preservan el cono por lo que Aut(V)
también es un subgrupo de G(Ω).

Mostramos en el caṕıtulo anterior que una JB-álgebra está caracterizada por su
orden. Cabe esperar, entonces, que haya un v́ınculo entre las transformaciones que
preservan el producto y las que preservan la norma, recordando que es la norma
del orden; es decir, entre automorfismos e isometŕıas. Para probar esto usaremos el
siguiente teorema, cuya demostración se puede encontrar en [47].

Teorema 3.3.3. Sean V y W dos JB-álgebras y sea g una isometŕıa lineal sobre-
yectiva de V a W que mapea la unidad multiplicativa de V a la unidad multiplicativa
de W. Entonces g es un automorfismo.

Proposición 3.3.4. Sea V una JB-álgebra y g un operador inversible de V. Entonces
g es un automorfismo si y solo si g es una isometŕıa que pertenece a G(Ω).

Demostración. Por la Proposición 2.1.8 una transformación es positiva y fija la uni-
dad de orden si y solo si es una isometŕıa. Por el Lema 3.3.2 todo automorfismo g
conserva el cono; y como en una JB-álgebra la unidad de orden es la unidad mul-
tiplicativa, tenemos que g fija la unidad de orden. Por lo tanto, g es una isometŕıa.
Rećıprocamente, si g es una isometŕıa en G(Ω) en particular es inversible; y nueva-
mente por la Proposición 2.1.8 g fija la unidad de orden, por lo que podemos aplicar
el Teorema 3.3.3 y g es un automorfismo.

Gracias a estos resultados podemos dar una caracterización de G(Ω).

Proposición 3.3.5. Sea V una JB-álgebra. Entonces toda g en G(Ω) se puede
escribir de la forma g = Uxk, donde x es positivo y k es un automorfismo. En
particular, G(Ω) es un subgrupo de Str(V).

Demostración. Como g pertenece a G(Ω) y 1 es positivo, g1 es positivo por lo que
g1 = x2 para algún x positivo. Sea k = U−1

x g. Tenemos que

k1 = U−1
x g1 = U−1

x x2 = 1.

Como Ux y g pertenecen a G(Ω) también k, y como k1 = 1 entonces k es una
isometŕıa. En particular es una isometŕıa en G(Ω), por lo que es un automorfismo.

Como InnStr(V) y Aut(V) son subgrupos de Str(V) esto nos dice que G(Ω) es
un subgrupo de Str(V).
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Tenemos entonces que G(Ω) esta conformado por InnStr(V) y Aut(V). Queremos
ver cómo se vinculan las estructuras de estos grupos. Notemos que InnStr(V) es
conexo: dado x en Ω y γ un camino suave entre 1 y x, tenemos que Uγ es un camino
suave entre Id y Ux. A partir de esto podemos construir caminos suaves entre Id y
cualquier elemento en InnStr(V). Sin embargo, Aut(V) no es necesariamente conexo.

Recordemos la Observación 2.3.10, donde notamos que existe un único logaritmo
diferenciable ln : Ω→ V definido en Ω, el cual es un difeomorfismo ya que su inversa
es la exponencial.

Teorema 3.3.6. Sea V una JB-álgebra. Definamos F : G(Ω)×[0, 1] → G(Ω) como
F (g, t) = Ue−t ln(g1)/2 ·g. Entonces Aut(V) es un retracto por deformación fuerte de
G(Ω) por F . En particular G(Ω) y Aut(V) tienen el mismo número de componentes
conexas.

Demostración. Es claro que F es continua ya que la evaluación, el logaritmo y la
representación cuadrática son continuas. Claramente también F (g, 0) = g, y

F (g, 1)1 = (U√g1)−1g1 = 1

por lo que F (g, 1) pertenece a Aut(V) para cada g en G(Ω). Finalmente si k ∈ Aut(V)
entonces F (k, t) = k pues k1 = 1.

Observación 3.3.7. Sabemos que G(Ω) es un subgrupo de Str(V). Mas aún, es
un subgrupo cerrado. Dado x en Ω, existe (xn)n∈N en Ω tal que xn converge a x.
Entonces gxn converge a gx, que por lo tanto pertenece a Ω. Rećıprocamente, como
para toda g en el grupo de estructura y x inversible tenemos que gx es inversible,
entonces si g(Ω) = Ω en particular g fija Ω, por lo que g pertenece a G(Ω). En
conclusión, si g pertenece a Str(V), entonces g pertenece a G(Ω) si y solo si g(Ω) = Ω.
Por lo tanto G(Ω) es un subgrupo cerrado de Str(V).

Queremos dar una estructura diferenciable a G(Ω). Notemos que como suced́ıa
con el grupo de estructura que sea un subgrupo cerrado no es suficiente para que
G(Ω) herede una estructura diferenciable como subgrupo de Lie-Banach en el caso
infinito dimensional. Para probar que es una subvariedad embebida estudiaremos
primero Str(V)0, la componente conexa de la identidad en Str(V). Sabemos por
la Proposición 1.2.7 que como Str(V) es un grupo de Lie entonces Str(V)0 es un
subgrupo abierto y por lo tanto un subgrupo de Lie-Banach.

Notaremos de la misma manera Aut(V)0 a la componente conexa de la identidad
de Aut(V).

Proposición 3.3.8. Sea V una JB-álgebra. Entonces todo elemento g en Str(V)0
puede ser escrito como g = U k, donde U pertenece a InnStr(V) y k pertenece a
Aut(V)0.

Demostración. Definamos ϕ : str(V) = L ⊕ Der (V) → Str(V) como ϕ(Lx + D) =
eLxeD. Es obviamente una función suave. Ahora, sea L(t) + D(t) tal que L(0) =
D(0) = 0, L′(0) = Lx, D′(0) = D. Entonces,

D0ϕ(L+D) = (ϕ(L(t) +D(t)))′(0) = eL(0)LeD(0) + eL(0)eD(0)D = L+D.
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Por lo tanto D0ϕ = Id y ϕ es un difeomorfismo local alrededor de (0, 0). Esto nos
dice que en un entorno de la identidad en Str(V) todo elemento puede ser escrito de
la forma eLxeD. Vimos ya que la exponencial de un operador de multiplicación nos
devuelve un operador cuadrático y la exponencial de una derivación nos devuelve
un automorfismo. Por lo tanto, en un entorno de la identidad todo elemento g se
puede escribir de la forma g = Ux k con k automorfismo. Como por la Proposición
1.2.7 todo entorno de la identidad genera la componente conexa de la identidad, esto
implica que todo elemento en Str(V)0 se puede escribir como producto de elementos
de la forma Ux k. Como k es automorfismo tenemos que Ux k1 Uy k2 = Ux Uk1y k1k2,
lo que termina de probar la afirmación.

Corolario 3.3.9. Sea V una JB-álgebra. Entonces la componente de la identidad
Str(V)0 está contenida en G(Ω). Mas aún, todo elemento g en Str(V)0 se puede
escribir de la forma g = Ux k, donde x es positivo y k = eD1eD1 . . . eDn pertenece a
Aut(V)0 con Di en Der (V).

Demostración. Como el grupo interno de estructura y el grupo de automorfismos
son sugbrupos de G(Ω) tenemos por la proposición anterior que g = U k pertenece
a InnStr(V) · Aut(V) ⊂ G(Ω). La demostración de la proposición anterior junto con
la Proposición 3.3.5 nos dan la segunda afirmación.

Teorema 3.3.10. Sea V una JB-álgebra. Entonces G(Ω) es un subgrupo de Lie
embebido de GL(V) con Lie(G(Ω)) = str(V). Tenemos que G(Ω) =

⊔
i Str(V)0 ·ki,

donde cada ki pertenece a una componente conexa distinta de Aut(V).

Demostración. Como la componente conexa de la identidad Str(V)0 está contenida
en G(Ω) y es abierta tenemos que G(Ω) es la unión de las traslaciones de esta
componente, por lo que también es abierta en Str(V). Por lo tanto G(Ω) es un
subgrupo de Lie embebido de Str(V) y en consecuencia de GL(V), y como G(Ω)
es abierta en Str(V) tenemos que Lie(G(Ω)) = str(V). Finalmente, tenemos que
G(Ω) =

⊔
i Str(V)0 ·gi la unión de distintas copias trasladadas de Str(V)0; cada

gi pertenece a diferentes componentes conexas de G(Ω). Por la Proposición 3.3.8,
gi = Uxi ki por lo que podemos asimilar Uxi al conjunto Str(V)0, pues ya vimos que
el grupo interno es conexo. Por el Teorema 3.3.6 y como las copias trasladadas de la
componente deben ser distintas, cada ki debe pertenecer a una componente conexa
distinta de Aut(V).

Observación 3.3.11. Parece haber sido incierto que G(Ω) como grupo de Lie teńıa
la topoloǵıa de B(V) como espacio normado (Ver [10, Pág. 363]).

3.4. Las componentes de Str(V)
Como G(Ω) es un subgrupo abierto de Str(V) podemos descomponer Str(V) =⊔

j gj G(Ω) como una unión disjunta de traslaciones de G(Ω), donde cada gj pertenece
a una coclase distinta de G(Ω). Queremos saber cuantas copias de G(Ω) hay en



60 CAPÍTULO 3. EL GRUPO DE ESTRUCTURA Y SU ÁLGEBRA DE LIE

Str(V); sabemos que son por lo menos dos, pues −Id es un elemento en el grupo de
estructura que no fija el cono.

Primeramente podemos ver qué conjunto es g(Ω) para transformaciones g en el
grupo de estructura. Como Ω es un cono convexo y g es inversible, g(Ω) es un cono
convexo.

Proposición 3.4.1. Sea V una JB-álgebra y sean g y h en Str(V). Entonces los
conos convexos g(Ω) y h(Ω) o son iguales o no se intersecan. Mas aún, g(Ω) = h(Ω)
si y solo si las coclases g G(Ω) y hG(Ω) son iguales.

Demostración. Basta ver que si g pertenece a Str(V) entonces g(Ω) = Ω o g(Ω)
no interseca Ω, pues si g y h pertenecen al grupo de estructura también pertenece
h−1 ◦ g, y comparar h−1 ◦ g con la identidad nos da el resultado general. Definamos
el conjunto Ag = {x ∈ Ω : g(x) ∈ Ω}. Como Ag = g−1(Ω)∩Ω tenemos que Ag es un
conjunto abierto en Ω. Mas aún, es cerrado en Ω: sea {xn} ⊂ Ag tal que xn converge
a x en Ω. Entonces g(xn) converge a g(x); como g(xn) pertenece a Ω para todo n,
g(x) pertenece a Ω. Pero como g pertenece al grupo de estructura g(x) es inversible,
por lo que g(x) pertenece a Ω y por lo tanto x pertenece a Ag. Esto nos dice que Ag
es abierto y cerrado en el conjunto convexo Ω, por lo que Ag es vaćıo o igual a Ω, lo
que prueba la primera afirmación.

Supongamos que las coclases g G(Ω) y hG(Ω) son iguales; tenemos entonces que
h−1g pertenece a G(Ω) y que h−1g(Ω) = Ω, por lo que g(Ω) = h(Ω). Rećıprocamente,
si los conos g(Ω) y h(Ω) son iguales, entonces h−1g(Ω) = Ω y h−1g pertenece a G(Ω),
por lo que las coclases son iguales.

Tenemos entonces una familia de conos {g(Ω) : g ∈ Str(V)} que o son iguales
o no se intersecan, y por lo probado tenemos tantas copias de G(Ω) en el grupo de
estructura como diferentes conos en este conjunto. Hay dos conos que siempre per-
tenecen a esta familia: Ω y −Ω. Para caracterizar los otros conos (y en consecuencia
las copias de G(Ω)), vamos a identificar un elemento particular en cada uno de ellos.
Notemos que en el caso de Ω y −Ω existe un elemento significativo en cada uno:
1 y −1. En los diferentes conos existirán otros elementos que cumplirán la misma
función: las simetŕıas centrales.

Observación 3.4.2. Sea p en V una proyección central. Entonces el elemento εp es
una simetŕıa central. Si tomamos p = 1 obtenemos εp = 1 y con p = 0 obtenemos
εp = −1.

Probemos algunas igualdades para proyecciones y simetŕıas que usaremos des-
pués.

Lema 3.4.3. Sea V un álgebra de Jordan, p en V un idempotente, p′ = 1 − p y
εp = 2p − 1 su simetŕıa asociada. Entonces Uεp es un automorfismo involutivo y
valen las siguientes identidades:

a) Uεp = 8L2
p − 8Lp + Id = Id− 4 Up,p′ b) Up−Up′ = 2Lp − Id = Lεp

c) 2 Up,p′ = 4Lp(Id− Lp) = 4LpLp′ d) LεpLp(Id− Lp) = 0
e) LεpUp,p′ = 0 f) L2

εp = Id− 2 Up,p′ .
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Mas aún, si V es una JB-álgebra y p es central entonces Lp = (Lp)2 = Up, Lpx =
LpLx = LxLp y px2 = (px)2 = (px)x para todo x en V; y Lp es un morfismo de
Jordan. Mas aún, tenemos que Uεp = Id.

Demostración. Tenemos que Uεp 1 = ε2
p = 1 por lo que es un automorfismo, y

U2
εp = Uε2p

= Id por lo que es involutivo. Tenemos ademas que

a)
Uεp = 2(2Lp − Id)2 − Id = 8L2

p − 8Lp + Id = Id− 4(Lp − (2L2
p − Lp2))

= Id− 4(Up,1−Up,p) = Id− 4 Up,p′ .

b) Up−Up′ = 2L2
p − Lp − (2(Id− Lp)2 − (Id− Lp)) = 2Lp − Id = Lεp .

c) 2 Up,p′ = 2(Lp(Id− Lp) + (Id− Lp)Lp) = 4Lp(Id− Lp) = 4LpLp′ .

d) LεpLp(Id−Lp) = 2(Lp− 1
2Id)Lp(Id−Lp) = 0 por ser 0, 1 y 1

2 los autovalores
de Lp, por la Proposición 2.2.24.

e) Lεp Up,p′ = 2LεpLp(Id− Lp) = 0.

f) L2
εp = (2Lp − Id)2 = Id− 4Lp(Id− Lp) = Id− 2Up,p′ .

Ahora, si V es JB-álgebra y p es central tenemos por el Corolario 2.3.26 que
Lp = Lp2 = Up, por lo que L2

p = U2
p = Up2 = Up. Ahora, como p es central puede

asociar por lo que px2 = (px)x. Mas aún,

(px)x = (p2x)x = LxLxLxp = Lp((px)x) = LpLpxx = Lpx(px) = (px)2.

Polarizando la identidad (px)2 = px2 obtenemos que (px)(py) = p(xy), por lo que
Lp es un morfismo de Jordan. En particular LpxLpy = LpLxy. Finalmente, Lpxy =
LyLpx = LpLyx = LpLxy. Para terminar, Uεp x = ε2

px = x, por lo que Uεp = Id.

Observación 3.4.4. Como x(py) = p(xy) para cada x, y en V tenemos que Ip =
pV = Up(V) es un ideal de Jordan de V para cada p proyección central. No es dif́ıcil
ver que dado un idempotente p en V, el espacio pV es un ideal si y solo si p es central.
Esto se puede encontrar en [43, Section 2.5.7]. Para JBW-álgebras (JB-álgebras con
espacio predual) las proyecciones centrales estan en correspondencia uno-a-uno con
los ideales de Jordan de V, que son de la forma pV para alguna proyección central
p en V (ver [43, Proposition 4.3.6]).

Dadas p una proyección central y εp = 2p−1 su correspondiente simetŕıa central
vamos a notar como Sp al operador Lεp . Por el lema anterior tenemos que Lp es una
proyección de B(V), por lo que Sp = 2Lp − Id es una simetŕıa de B(V).

Queremos ver que hay una correspondencia uno-a-uno entre los distintos conos
de {g(Ω) : g ∈ Str(V)} y las simetŕıas centrales en V. Comencemos probando que
toda simetŕıa central nos define uno de estos conos y que distintas simetŕıas centrales
nos definen distintos conos.
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Proposición 3.4.5. Sea V una JB-álgebra y sea p en V una proyección central.
Entonces Sp pertenece a Str(V). En particular, dada εp una simetŕıa central existe
un g en Str(V) tal que εp pertenece a g(Ω).

Demostración. Notemos que dado x en V tenemos que εp y x generan un álgebra
fuertemente asociativa, al ser εp central. Entonces, por la Proposición 2.2.10 tenemos
que

USpx = Uεpx = Ux Uεp = S2
p Ux Uεp = Sp Ux Sp Uεp = Sp Ux S

−1
p USp1,

teniendo en cuenta que Sp conmuta con Ux al ser εp central.
Finalmente, dada εp simetŕıa central tenemos que Sp1 = εp, por lo que εp perte-

nece a Sp(Ω).

En la cuenta de la demostración también vimos que si εp es una simetŕıa central
Uεpx = Ux.

Observación 3.4.6. Como dijimos antes, en toda álgebra existen dos proyecciones
centrales: 0 y 1. Es fácil ver que S1 = Id, S0 = −Id; por lo que los conos asociados
son Ω y −Ω, los conos que existen en toda álgebra.

Tenemos entonces que simetŕıas centrales nos definen conos. Veamos que si-
metŕıas diferentes nos definen conos diferentes.

Proposición 3.4.7. Sea V una JB-álgebra. Sean p1, p2 proyecciones centrales en V
tales que Sp1(Ω) = Sp2(Ω). Entonces p1 = p2. En particular, si p1 es distinto a p2
tenemos que Sp1 y Sp2 están en diferentes coclases de Str(V).

Demostración. Si Sp1(Ω) = Sp2(Ω) sabemos por la Proposición 3.4.1 que Sp1 G(Ω) =
Sp2 G(Ω), por lo que S−1

p1 Sp2 = Sp1Sp2 pertenece a G(Ω). Sea p = (εp1εp2 + 1)/2;
notemos que pertenece al centro de V. Como

(εp1εp2)2 = ε2
p1ε

2
p2 = 1 · 1 = 1

al ser elementos centrales, tenemos que p2 = p. Luego, Sp = Lεp = Lεp1εp2 =
Lεp1Lεp2 = Sp1Sp2 pertenece a G(Ω) y en particular Sp1 = 2p − 1 es positivo. Por
lo tanto p > 1

2 y en consecuencia es inversible. Como p2 = p y p asocia, podemos
deducir que p = 1; esto nos dice que Sp = Sp1Sp2 = Id. En conclusión, Sp1 = Sp2 y
p1 = p2.

Solo nos queda ver entonces que dado un elemento g en el grupo de estructura
existe una simetŕıa central en g(Ω).

Observación 3.4.8. En la siguiente demostración vamos a usar la descomposición
de Pierce para una proyección p. Recordemos que el espacio V se puede descomponer
en tres sumandos V2, V1 y V0 donde cada uno de estos espacios es el rango de las
proyecciones Up, 2Up,p′ y Up′ respectivamente. Pero estos espacios tambien son los
autoespacios del operador Lp, asociados a los autovaloes 1, 1

2 y 0 respectivamente.
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Renombraremos a estos espacios como Vp1, Vp1/2 y Vp0 y llamaremos Vp = Vp1⊕Vp0;
tenemos que V = Vp⊕Vp1/2. En lo que sigue estaremos usando las igualdades del
Lema 3.4.3.

Afirmamos que Vp = {v ∈ V : Uεp v = v}: notando que Vp = ker(Up,p′), dado
v en Vp tenemos que Uεp v = (Id − 4 Up,p′)v = v. También afirmamos que Vp1/2 =
{v ∈ V : Uεp v = −v}: dado v en Vp1/2, Uεp v = (Id − 4 Up,p′)v = v − 2v = −v. Mas
aún, tenemos que Lεp = 2Lp − Id tiene autovalor 0 con autoespacio asociado Vp1/2;
es decir, Vp1/2 = ker(Lεp). Notemos que si x pertenece a Vp tenemos que Up x = Lpx

pues vale para cada uno de los sumandos de Vp.
Sabemos por la Observación 2.2.26 que Vp es una subálgebra de V. Mas aún, como

Vp = ker(Up,p′) = ker(L2
p − Lp) tenemos que L2

p = Lp en Vp, por lo que p es una
proyección central en Vp por el Corolario 2.3.26 y por lo tanto L2

εp = 4(L2
p−Lp)+Id

es la proyección sobre Vp y es la identidad en ese espacio.
Por otro lado, por la misma observación anterior, Vp1/2 es un subespacio y 2 Up,p′

es una proyección sobre él, pero no es una subálgebra: no contiene cuadrados. Sin
embargo, para z en Vp o en Vp1/2 tenemos que Uz(Vp1/2) ⊂ Vp1/2.

Teorema 3.4.9. Sea V una JB-álgebra y g una transformación en Str(V). Entonces
existe v en Ω, una proyección central p en V y un automorfismo k tales que

g = Uv Spk = Sp Uv k.

En particular, para todo g en Str(V) existe una simetŕıa central εp perteneciente a
g(Ω).
Demostración. Sea z = g1; sabemos que z es inversible y por la Observación 2.4.13
podemos escribir z = z+ − z− con z± positivos. Consideremos |z| = z+ + z− = εpz,
elemento positivo al ser suma de positivos por lo que tiene raiz cuadrada positiva.
Definamos dicha raiz como v =

√
|z|. Consideremos h = U−1

v g, que pertenece al
grupo de estructura; para probar el teorema basta ver que h = Spk para algún
automorfismo k y proyección central p.

Sean p y p′ las proyecciones asociadas a z+ y z− respectivamente, y sea εp = 2p−1.
Notemos que

h1 = U−1
v z = U−1

v εpv
2 = εp,

pues v y εp pertenecen a C(z). Mas aún, Id = Uh−1h1 = h−1 Uεp hUh−11, por lo que
Uh−11 = h−1 Uεp h. Por lo tanto U2

h−11 = U(h−11)2 = Id, en particular es un operador
positivo. Como (h−11)2 es positivo debe ser que (h−11)2 = 1 por el Teorema 2.4.11
y h−11 = εq para alguna proyección q en V.

Sea VC = V⊕iV la complexificación de V convirtiendola en una JB∗-álgebra.
Como h pertenece a Str(V) sabemos por la Proposición 3.1.8 que hC la complexifi-
cación de h pertenece a Str(V C). Abreviaremos esta complexificación como h para
no cargar la notación. Consideremos p+ ip′, elemento de VC; pertenece a la comple-
xificación de C(p) y es una raiz cuadrada de εp, pues (p + ip′)2 = p − p′ + 0 = εp.
Sea k = Up+ip′ h, que pertenece a Str(V C). Mas aún,

k1 = Up+ip′ εp = (p+ ip′)2εp = ε2
p = 1,
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donde esto es válido pues las operaciones suceden dentro de C(p). Por lo tanto, por
la Proposición 3.1.14 tenemos que k pertenece a Aut(V C). Como (p+ ip′)−1 = p− ip′
podemos pasar el operador U del otro lado y obtenemos que h = Up−ip′ k. Notemos
que

kεq = Up+ip′hεq = Up+ip′1 = (p+ ip′)2 = εp,

por lo que k(q) = p y k(q′) = p′; en consecuencia h = kUq−iq′ = Up−ip′ k pues k es
un automorfismo.

Afirmamos que hLq = Lph en VC: observando que hUq+iq′ = k = Up+ip′ h y que
Up+ip′ = Up − Up′ + 2iUp,p′ = Lεp + 2iUp,p′ (y que la misma fórmula vale para q),
obtenemos

hLεq + 2ihUq,q′ = k = Lεph+ 2iUp,p′ h.

Evaluando en un x perteneciente a V debe ser que hLεqx = Lεphx, pues h mapea
V sobre si mismo. Por lo tanto hLq = Lph en V y pasando a la complexificación es
obvio que la igualdad se mantiene en VC. Es fácil ver que la misma igualdad vale
para k: kLq = Lpk pues k es un automorfismo.

Descompongamos k en su parte real e imaginaria: escribimos k(v) = α(v)+iβ(v),
con α, β : VC → V transformaciones R−lineales; α y β estan dadas por

α(v) = 1/2(k(v) + k(v)∗), β(v) = 1/2i(k(v)− k(v)∗).

Tenemos que

h = Up−ip′ k = (Lεp − 2iUp,p′)(α+ iβ) = Lεpα+ 2 Up,p′ β + i[Lεpβ − 2 Up,p′ α].

Como h mapea V en si mismo, para x en V debe cumplirse que

Lεpβ(x)− 2 Up,p′ α(x) = 0.

Aplicando Lεp a izquierda, por el Lema 3.4.3 tenemos que L2
εpβ(x) = 0, es decir

(Id − 2 Up,p′)β = 0; por lo que β(x) = 2 Up,p′ β(x) = 4Lp(1 − Lp)β(x). Aplicando
nuevamente Lεp vemos que Lεpβ(x) = 0 o equivalentemente que β(x) pertenece a
Vp1/2. Luego 2 Up,p′ α(x) = 0 y esto implica que α(x) pertenece a Vp. Por lo tanto, si
x pertenece a V tenemos que

h(x) = Up+ip′ k(x) = Lεpα(x) + 2 Up,p′ β(x) = Lεpα(x) + β(x).

Afirmamos que Lpα = αLq en V. Para probarlo primero multiplicamos a derecha
la identidad anterior por Lεq ; tenemos que

Lεpα(Lεqx) + β(Lεqx) = h(Lεqx) = Lεph(x) = L2
εpα(x) + 0 = α(x). (3.2)

Aplicando Lεp nuevamente vemos que αLεq = Lεpα. Por otro lado, ya que L2
εpα(x) =

α(x) para x en V y la ecuación (3.2) tenemos que

α(x) = Lεpα(Lεqx) + β(Lεqx) = α(x) + β(Lεqx),
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por lo que βLεq = 0. De Lεpβ = 0 se sigue que 2Lpβ = β y análogamente que
2βLq = β, por lo que tenemos que también βLq = β/2 = Lpβ.

Mostremos que ker(α|V) = Vq1/2 y que ker(β|V) = Vq. Vamos a llamar a las
restricciones α y β para no cargar la notación. Primero, tenemos que

kLεq(y) = Lεpk(y) = Lεpα(y) + iLεpβ(y) = Lεpα(y).

Por lo tanto, si α(y) = 0 debe ser que Lεqy = 0 y por lo tanto y pertenece a
V q

1/2. Rećıprocamente, si y pertenece a V q
1/2 entonces Lεqy = 0, lo que implica que

Lεpα(y) = 0; aplicando Lεp vemos que y pertenece a ker(α). Ahora, para el kernel
de β:

k(2 Uq,q′ x) = 2 Up,p′ k(x) = 2 Up,p′ α(x) + 2iUp,p′ β(x) = i2 Up,p′ β(x) = iβ(x).

Si x pertenece a ker(β) entonces Uq,q′x = 0 por lo que x pertenece a Vq. Rećıpro-
camente, si x pertenece a Vq entonces Uq,q′ x = 0 y k(2 Uq,q′ x) = iβ(x) = 0, por lo
que x pertenece a ker(β).

Queremos ver que q es central. Recordemos que probamos en el Corolario 2.4.12
que q es central si y solo si Vq1/2 es trivial. Supongamos que existe y no nulo en Vq1/2.
Entonces y2 es positivo y mas aún y2 pertenece a Vq por la Observación 3.4.8. Por
lo tanto existe x positivo en Vq tal que x2 = y2. Como en Vq: k(x) = α(x) + iβ(x) =
α(x) y α es no nula en Vq \{0} obtenemos que

k(x2) = k(x)2 = α(x)2 > 0.

Por otro lado, como α(y) = 0 y β es no nula en Vq1/2 \{0}, tenemos que

k(x2) = k(y2) = k(y)2 = (iβ(y))2 = −β(y)2 < 0,

lo cual es un absurdo. Por lo tanto Vq1/2 = {0} y q es una proyección central. Tenemos
que para todo z

LpLzk = kLqLk−1(z) = kLk−1(z)Lq = LzLpk,

por lo que p también es central. Como V = Vq tenemos además que β se anula en
todo V. Por lo tanto k|V = α|V y en consecuencia k mapea V en si mismo; es decir,
k es un automorfismo de V. Entonces

h = Up−ip′k = (Up − Up′ + 2iUp,p′)k = Lεpk

y por lo tanto g = Sp Uv k.

Corolario 3.4.10. Sea V una JB-álgebra. Entonces existe una copia de G(Ω) en
Str(V) por cada proyección central p, dada por Sp G(Ω), y todas las copias son
obtenidas de esta manera.

Podemos usar la caracterización encontrada del grupo de estructura para probar
el siguiente teorema.
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Teorema 3.4.11. Sea V una JB-álgebra y g en Str(V). Entonces g∗ = g−1 si y
solo si g = Spk donde k es un automorfismo y p una proyección central.

Demostración. Tenemos por el Lema 3.1.13 que k∗ = k−1 y además S∗p = S−1
p USp1 =

S−1
p Uεp = S−1

p , por lo que g∗ = g−1. Rećıprocamente, supongamos que g∗ = g−1;
sabemos por el Teorema 3.4.9 que g = Ux Spk con x positivo. Reemplazando en la
igualdad obtenemos que k−1S−1

p Ux = k−1S−1
p U−1

x , y despejando U2
x = Ux2 = Id.

Entonces x4 = 1, pero como tanto x2 como x son positivos y existe una única raiz
cuadrada positiva tenemos que x = 1. Esto nos da que g = Spk.

3.5. El grupo de estructura y los isótopos de Jordan

Vamos a estudiar la conexión entre el grupo de estructura y los isótopos de
Jordan de V, usando la descripción que obtuvimos sobre el grupo de estructura y
los elementos en la imagen del cono por el mismo.

Proposición 3.5.1. Sea V un álgebra de Jordan y g en GL(V). Entonces g per-
tenece al grupo de estructura si y solo si g es un isomorfismo de Jordan (es decir,
multiplicativo) entre V y Vu con u = (g1)−1.

Demostración. Supongamos que g pertenece a Str(V). Entonces

gx ◦u gy = Ugx,gy(g1)−1 = gUx,y g
−1 Ug1(g1)−1 = gUx,y g

−1g1 = gUx,y 1 = g(x ◦ y).

Rećıprocamente, supongamos que g es un isomorfismo de Jordan entre V y Vu con
u = (g1)−1. Entonces gUx = Uu

gx g. Luego, recordando que Uu
x = Ux Uu, tenemos

gUx g
−1 Ug1 = Uu

gx Ug1 = Ugx U(g1)−1 Ug1 = Ugx .

Observación 3.5.2. Sea g en Str(V). Es fácil probar con una demostración similar
a la anterior que dado x en V, g es un isomorfismo de Jordan entre Vx y Vy con
y = U−1

g1 gx. Y rećıprocamente, si g es un isomorfismo de Jordan entre Vx y Vy para
algun par x e y entonces g pertenece a Str(V).

Podemos entonces gracias a este nuevo producto caracterizar los conos g(Ω) con
g en Str(V).

Proposición 3.5.3. Sea V una JB-álgebra y g en Str(V). Entonces g(Ω) se puede
interpretar como Ω(g1)−1 , el cono de elementos positivos de V(g1)−1 .

Demostración. Sea z un elemento de V. Queremos ver que z pertenece a Ω si y solo
si gz es positivo en V(g1)−1 . Sea λ un número real, entonces gz − λg1 = g(z − λ1).
Como g pertenece a Str(V), g(z−λ1) es inversible si y solo si z−λ1 lo es. Esto nos
dice que el espectro de z en V es el mismo que el espectro de gz en V(g1)−1 , pues
1(g1)−1 = g(1).
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Como vimos antes, dos elementos g y h en la misma coclase comparten el mismo
cono g(Ω) = h(Ω). Junto con el resultado anterior esto nos dice que la noción de
positividad para distintos (g1)−1-productos con g en Str(V) no vaŕıa dentro de cada
coclase. Tenemos entonces:

Corolario 3.5.4. Sea V una JB-álgebras. Existen entonces tantas copias de G(Ω)
en Str(V) como distintas nociones de positividad para distintos (g1)−1-productos.

Como la estructura de JB-álgebra está intrinsecamente relacionada con el orden,
tenemos también:

Corolario 3.5.5. Sea V una JB-álgebra y g en Str(V). Entonces g : V→ V(g1)−1 es
una isometŕıa, si normamos a V(g1)−1 con la norma del orden dado por el cono g(Ω).
En consecuencia V(g1)−1 es una JB-álgebra para todo g en el grupo de estructura.

Demostración. Como g mantiene la noción de positividad es fácil ver que g(Ω) es
un cono con unidad de orden g1 arquimideana, por lo que se puede definir la norma
del orden. Por la Proposición 2.1.8, como g mapea la unidad de orden 1 a la unidad
de orden g1 tenemos que g es una isometŕıa. En particular g es un isomorfismo
isométrico de Jordan, por lo que V(g1)−1 es una JB-álgebra.

Tenemos entonces que para todo g en Str(V) el isótopo V(g1)−1 es isomorfo a V.
Veamos que vale la rećıproca.

Corolario 3.5.6. Sea V una JB-álgebra y u un elemento inversible de V. Entonces
el isótopo Vu es isomorfo a V si y solo si existen v en Ω y una simetŕıa central εp tal
que u = εpv; en particular, si y solo si existe g en Str(V) tal que u = g(1).

Demostración. Si u = εpv tomamos g = U√v Sp y por la Proposición 3.5.1 tenemos el
resultado. Rećıprocamente, sea g : V→ Vu el isomorfismo. Por la misma proposición
si consideramos g : V → V entonces g pertenece al grupo de estructura, y por el
Teorema 3.4.9 existe v en Ω, una simetŕıa central εp y un automorfismo k tal que
g = UvSpk, y en particular g1 = v2εp. Como g es un isomorfismo multiplicativo debe
mapear la unidad en la unidad, por lo que u = (g1)−1 = (v−1)2εp.

Gracias a este último corolario podemos dar otra caracterización de los isótopos
isomorfos.

Corolario 3.5.7. Sea V una JB-álgebra y x un elemento inversible. Entonces Ux es
un operador positivo si y solo si existe g en Str(V) tal que x pertenece a g(Ω); si y
solo si el isótopo Vx es Jordan isomorfo a V.

Demostración. Vimos en el Teorema 2.4.11 que Ux es un operador positivo si y solo
si x = vεp con v positivo y εp simetŕıa central. Esto junto con el corolario anterior
nos da el resultado.

Tenemos el siguiente resultado para álgebras de Jordan que provienen de álgebras
asociativas. La demostración del mismo se puede encontrar en [34, Theorem II.7.5.1].
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Proposición 3.5.8. Sea V un álgebra asociativa a la cual dotamos del producto de
Jordan para darle la estructura de álgebra de Jordan; y sea u un elemento inversible
de V. Entonces V es Jordan isomorfa a Vu.

Notar que esta proposición no vale para todas las álgebras especiales: si W es
subálgebra de Jordan de un álgebra asociativa que no es subálgebra con el producto
original el resultado no aplica.

Obtenemos entonces

Corolario 3.5.9. Sea V un álgebra asociativa a la cual dotamos del producto de
Jordan para darle la estructura de álgebra de Jordan. Entonces

GL(V) =
⋃

g∈Str(V)
g(Ω) = {g(1) : g ∈ Str(V)} = {εv : ε simetŕıa central, v positivo}.

Demostración. Como para todo u inversible Vu es isomorfo a V entonces todo u
inversible está contenido en uno de los conos g(Ω) para algún g en Str(V).

Ejemplo 3.5.10. Sea V = C[0, 1] con la norma supremo y el orden usual, los cuales
la convierten en una JB-álgebra. Sabemos que dada f función continua su espectro
es igual a su imagen, por lo que las funciones inversibles son las que no contienen
a cero en su imagen; y como la imagen debe ser conexa los elementos inversibles
son o positivos o negativos. Como V es un álgebra asociativa y conmutativa el
producto de Jordan coincide con el original. Entonces toda función inversible f se
puede escribir como f = εg, con g positiva y ε = ±1, las únicas simetŕıas de V; y
Str(V) = G(Ω)∪ − G(Ω).

Ejemplo 3.5.11. Sea V = L∞[0, 1] con la norma supremo y el orden usual, los
cuales la convierten en una JB-álgebra. Es un álgebra asociativa y conmutativa,
por lo que el producto de Jordan coincide con el original. Tenemos entonces por el
corolario anterior que toda función f inversible se puede escribir como f = εh con
h positiva y ε simetŕıa. Notemos que si ε2 = 1 entonces debe ser que

ε = εA(x) =

1 x ∈ A
−1 x /∈ A

para algún conjunto medible A. Es decir que cada uno de los conos que conforman
GL(V) es el cono de las funciones de la forma εAh para algun A constante dentro
del cono y h positiva. Mas aún, todo elemento g en el grupo de estructura es de la
forma g = LεAh2k donde k es un automorfismo de V.

3.6. El álgebra de operadores en un espacio de Hilbert

Consideremos V = B(H)sa, los operadores autoadjuntos de un espacio de Hilbert
complejo y separable H con el producto de Jordan A ◦ B = 1

2(AB + BA) y la
norma espectral como norma de JB-álgebra. Entonces Ω es el conjunto de operadores
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positivos e inversibles, y podemos usar A > 0 para denotar A ∈ Ω sin riesgo a
confusión.

Vamos a caracterizar G(Ω), Aut(V) y Str(V). Para lograrlo necesitamos intro-
ducir algunas nociones relacionadas a operadores antilineales. Vamos a reservar la
estrella ∗ para el adjunto en el grupo de estructura y vamos a usar la daga † para
indicar el adjunto usual del espacio de Hilbert.

3.6.1. Operadores antilineales

Definición 3.6.1. Sea H un espacio de Hilbert. Una función f : H → H se llama
antilineal si f(x + y) = f(x) + f(y) y f(λx) = λf(x) para todo x, y en H y λ
complejo.

Es trivial probar que la composición de dos funciones antilineales es lineal.
Sea 〈·, ·〉 el producto interno de H, que asumiremos lineal conjugado en la se-

gunda coordenada. Todo operador lineal A tiene un operador adjunto A† tal que
〈Ax, y〉 = 〈x,A†y〉 para todo par x, y en H. Una operación similar se puede definir
para operadores antilineales.

Definición 3.6.2. Sea H un espacio de Hilbert y f un operador antilineal en H.
Definimos el operador adjunto conjugado de f , notado f †, al único operador antilineal
que cumple 〈fx, y〉 = 〈x, f †y〉 para todo x, y en H.

Este adjunto está bien definido gracias al teorema de representación de Riesz.
Mas aún, dada f la existencia de una transformación f † que cumple la condición
nos dice que f es antilineal:

〈fλx, y〉 = 〈λx, f †y〉 = λ〈x, f †y〉 = λ〈fx, y〉 = 〈λfx, y〉.

Vamos a notar al adjunto usual y al adjunto conjugado de la misma manera,
pues será aparente su uso por el contexto.

Recordemos que un operador U es unitario si 〈Ux,Uy〉 = 〈x, y〉 para todo par
x, y en H. Podemos definir el análogo para operadores antilineales.

Definición 3.6.3. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador U : H → H se dice
antiunitario si

〈Ux,Uy〉 = 〈x, y〉

para todo x, y en H.

Asi como la composición de dos operadores antilineales es lineal, el producto de
dos operadores antiunitarios es unitario. También es simple probar que un operador
antiunitario es antilineal.

Lema 3.6.4. Sea H un espacio de Hilbert. Son equivalentes

a) U es un operador antiunitario.
b) U U−1 = U † donde † es al conjugado adjunto.
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c) U es antilineal y ‖U ξ‖ = ‖ξ‖ para todo ξ en H.

Demostración. Si U es un operador antiunitario entonces 〈Ux, y〉 = 〈x, U−1y〉 por
lo que U−1 = U †. Rećıprocamente, si U−1 = U † entonces 〈Ux,Uy〉 = 〈x, U−1Uy〉 =
〈x, y〉. Ahora, si U−1 = U † entonces teniendo en cuenta que 〈ξ, ξ〉 = 〈ξ, ξ〉 al ser real,
tenemos que

‖Uξ‖ =
√
〈Uξ, Uξ〉 =

√
〈ξ, U−1Uξ〉 =

√
〈ξ, ξ〉 = ‖ξ‖.

Rećıprocamente, si ‖Uξ‖ = ‖ξ‖ elevando al cuadrado y recordando que 〈x, x〉 es real
obtenemos que 〈U †Ux, x〉 = 〈x, x〉, por lo que U †U = Id.

De la misma manera que los operadores lineales, los operadores antilineales tienen
una descomposición polar (a derecha).

Proposición 3.6.5. Sea H un espacio de Hilbert y f un operador antilineal. En-
tonces f = |f †|U , donde |f †| =

√
ff † y U es una isometŕıa parcial antilineal. |f †| es

un operador positivo y en el caso de que f sea inversible U es antiunitario.

Definición 3.6.6. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador antiunitario J se dice
conjugación si J2 = Id.

El t́ıpico ejemplo de una conjugación se da de la siguiente manera: fijemos una
base ortonormal {ei}i∈N de H, y definamos J(

∑
αiei) =

∑
αiei; llamamos a esta

transformación la conjugación en una base.
La siguiente caracaterización será útil mas tarde. Se puede encontrar su demos-

tración en [38, pag. 194].

Proposición 3.6.7. Sea H un espacio de Hilbert. Sea J : H → H antilineal y
consideremos las condiciones J = J†, J† = J−1, J2 = 1. Entonces cualquier par de
condiciones implica la tercera, y J es una conjugación. Para cualquier conjugación
J existe una base para la cual J es una conjugación en esa base.

Una buena referencia en el tema de operadores antilineales y antiunitarios es el
paper de Routsalainen [38].

3.6.2. El grupo G(Ω) y sus componentes

Vamos a caracterizar al grupo que preserva el cono. Vamos a necesitar el siguiente
teorema, cuya demostración se puede encontrar en [1, Theorem 2.1].

Teorema 3.6.8. Sea H un espacio de Hilbert de dimensión mayor a 1 y sea k :
B(H)sa → B(H)sa una función biyectiva. Entonces

k(ABA) = k(A)k(B)k(A)

para todo A, B en B(H)sa si y solo si existe un operador unitario o antiunitario U
tal que k(A) = ±UAU † para todo A en B(H)sa.
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Caractericemos G(Ω):

Teorema 3.6.9. Sea V = B(H)sa como JB-álgebra y g en GL(V). Entonces

1. g pertenece a G(Ω) si y solo si existe f : H → H inversible lineal o antilineal
tal que g(A) = fAf †, donde la daga † representa el adjunto usual o conjugado
según corresponda.

2. Si g(A) = fAf †, entonces g∗(A) = f †Af .
3. Supongamos que g = f ·f † = h ·h†. Entonces f y h son ambas lineales o ambas

antilineales, y existe λ en S1 tal que f = λh.
4. g = f · f † es un automorfismo si y solo si f es unitario o antiunitario.
5. El conjunto de operadores lineales y el conjunto de operadores antilineales in-

ducen las dos componentes conexas de G(Ω), y los conjuntos de mapas unitarios
y antiunitarios inducen las dos componentes conexas de Aut(V).

Demostración. Claramente todo mapa de la forma A 7→ fAf † es acotado y lineal
real; también preserva Ω: si A es positivo entonces fAf † es positivo, lo cual es trivial
en el caso lineal pero también en el antilineal, pues

〈fAf †ξ, ξ〉 = 〈A1/2f †ξ, A1/2f †ξ〉 = ‖A1/2f †ξ‖2 > 0.

Supongamos ahora que g pertenece a G(Ω), entonces g = UX k para algún X po-
sitivo y k automorfismo de V. Como k es automorfismo tenemos que k(ABA) =
k(A)k(B)k(A) para todo A y B en V. Por el Teorema 3.6.8 y como k(1) = 1 tene-
mos que existe un operador unitario o antiunitario U tal que k(A) = UAU † para
todo A en V. Por lo tanto, si f = XU , tenemos que g(A) = XUAU †X = fAf †.
Probamos entonces la primer afirmación.

Recordemos que g∗ = g−1 Ug1. En este caso tenemos que g(1) = ff † = |f †|2 y
es trivial ver que g−1(A) = f−1A(f−1)†; por lo que

g∗(A) = g−1(ff †Aff †) = f−1ff †Aff †(f−1)† = f †Af.

Probamos entonces la segunda afirmación.
Supongamos que fAf † = hAh† para todo A en B(H). Tomando A = 1 obtenemos

que |f †| = |h†|; si tomamos la decomposición polar a derecha f = |f †|U y h = |h†|W
con U , W unitarios o antiunitarios obtenemos que UAU † = WAW † para todo A
en B(H)sa, o equivalentemente W−1UA = AW−1U . Si f es lineal y h antilineal (o
viceversa) entonces T = W−1U es antiunitario y TA = AT para todo A en B(H)sa.
En particular, para todo ξ en H tenemos que

‖ξ‖2Tξ = T 〈ξ, ξ〉ξ = T (ξ ⊗ ξ)ξ = (ξ ⊗ ξ)Tξ = 〈Tξ, ξ〉ξ. (3.3)

Como T es una isometŕıa aplicando norma a la igualdad anterior obtenemos que
|〈Tξ, ξ〉|‖ξ‖ = ‖ξ‖2‖Tξ‖ = ‖ξ‖2‖ξ‖, es decir |〈Tξ, ξ〉| = ‖ξ‖2 para todo ξ en H.
Si aplicamos T a ambos lados de la ecuación (3.3) y la multiplicamos por ‖ξ‖2
obtenemos

‖ξ‖2‖ξ‖2T 2ξ = ‖ξ‖2T (〈Tξ, ξ〉ξ) = 〈Tξ, ξ〉‖ξ‖2Tξ = |〈Tξ, ξ〉|2ξ = ‖ξ‖4ξ.
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Por lo tanto T 2 = Id y por la Proposición 3.6.7 T es una conjugación; en particular
es una conjugación en una base {ei}i. Sea A = ie1 ⊗ e2 − ie2 ⊗ e1 ∈ V. Entonces
ATe1 = Ae1 = ie2 y TAe1 = T (ie2) = −e1 6= ATe1, lo cual es una contradicción.
Por lo tanto f y h son ambas lineales o ambas antilineales, en particular U y W
son ambos unitarios o ambos antiunitarios por lo que W−1U es unitario y como
dijimos antes está en el centro de B(H)sa, que sabemos que es igual a C Id, por lo
que W = eiθU y f = eiθh, probando la tercera afirmación.

Supongamos g(A) = fAf † es automorfismo, entonces evaluando en Id obtenemos
que Id = g(Id) = ff † por lo que f es unitario o antiunitario. Rećıprocamente,
sabemos que g pertenece al grupo de estructura y g(Id) = ff † = Id, por lo que es
un automorfismo, probando la cuarta afirmación.

Notemos que la convergencia de automorfismos nos da información sobre los
operadores que los inducen. Supongamos que kn = Un · U∗n →n k = U · U∗. En
particular Un(ξ⊗ ξ)U †n → U(ξ⊗ ξ)U † para cada ξ en H, por lo que (Unξ)⊗ (Unξ)→
(Uξ) ⊗ (Uξ); y esto solo es posible (al ser Un, U isometŕıas) si y solo si existe
θ(n, ξ) ∈ [0, 2π] tal que eiθ(n,ξ)Unξ → Uξ. Esto nos dice que si todos los operadores
Un son lineales U debe ser lineal, y si todos los operadores Un son antilineales U
debe ser antilineal.

Notemos también que todo automorfismo dado a partir de un unitario pertenece
a la componente conexa de la identidad: dado k = U · U † con U unitario en B(H),
existe operador antisimétrico Z en B(H) tal que U = eZ ; entonces considerando
kt = etZ · e−tZ tenemos que {kt} ⊂ Aut(V), k0 = Id y k1 = k, por lo que k
pertenece a Aut(V)0. Tomemos kt : [0, 1]→ Aut(V) un camino continuo uniendo Id
con g = U · U † para un operador antilineal U . Sea t0 = ı́nf{t : Ut es antilineal} > 0.
Considerando Un = Ut0−1/n, por la continuidad de kt y la discusión anterior sabemos
que Ut0 es unitario; y considerando Un = Ut0+1/n sabemos que Ut0 es antiunitario, lo
cual es imposible. Por lo tanto no existe ningún camino uniendo Id con antiunitarios,
por lo que los operadores antiunitarios pertenecen a una componente distinta a los
unitarios. Por otro lado, si U es antiunitario y J una conjugación compleja en una
base ortonormal fija, entonces JU es unitario. Por lo tanto, podemos unir k = U ·U †
con j = J · J gracias al camino continuo obtenido al multiplicar por J la curva que
une Id con JU en los unitarios. En particular todos los antiunitarios pertenecen
a la misma componente, mostrando que los conjuntos de unitarios y antiunitarios
inducen las dos componentes de Aut(V). Obtenemos la primera afirmación al aplicar
el Teorema 3.3.6, probando el último ı́tem del teorema.

Observación 3.6.10. La descomposición en G(Ω) dada por g = Ux k con x positi-
vo y k automorfismo está dada por x = |f †| y k(A) = UAU † para algún operador
unitario o antiunitario U ; es decir, la descomposición en G(Ω) se refleja en la des-
composición polar de positivo por (anti)unitario.

La herramienta principal que usamos en la caracterización previa es el Teorema
3.6.8. Sin embargo, no queda claro cómo vaŕıa U mientras vaŕıa k = U · U †; por
ejemplo, si t 7→ kt es un mapa continuo (o suave) sobre Aut(V) y representamos
kt = Ut · U †t , ¿es el mapa t 7→ Ut continuo (o suave)? Como hay cierta ambiguedad
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(el factor λ en S1), ¿podemos elegir U apropiadamente tal que se comporte bien?
Mostraremos que es posible, usando un truco bien conocido que explicita el unitario.

Hagamos algunos comentarios rápidos: notemos que si p2 = p = p† es una pro-
yección en B(H) entonces εp = 2p − 1 es una simetŕıa, es decir, εp = ε−1

p = ε†p; en
particular εp es unitario y si q es otra proyección con ‖q − p‖∞ < 1 entonces

‖εpεq − 1‖∞ = ‖εp − εq‖∞ = 2‖p− q‖ < 2

por lo que εpεq tiene un logaritmo anaĺıtico Z en B(H), el cual es antisimétrico y
depende suavemente de q; mas aún, es fácil ver que εpe

Z = e−Zεp pues Z es p-
codiagonal. Recordemos que el grupo unitario U(H) es un subgrupo embebido de
Lie-Banach de B(H) con la norma uniforme.

Teorema 3.6.11. Sea V = B(H)sa como JB-álgebra y k en Aut(V). Fijemos ξ en
H de norma 1 y sea p = ξ ⊗ ξ la proyección uno-dimensional. Entonces:

1. Supongamos que ‖k − 1‖ < 1. Sea Z el operador lineal antisimétrico dado por

Z(k) = 1/2 ln(εk(p)εp) = 1/2 ln((2k(p)− 1)(2p− 1)).

Entonces k = eZ(k)W (k) · W (k)†e−Z(k) con W (k) unitario, donde para cada
η en H

W (k)η = e− adZ(k)kC(η ⊗ ξ)ξ = e−Z(k)kC(η ⊗ ξ)eZ(k)ξ,

con kC la complexificación k(A+ iB) = kA+ ikB para A, B en V.
2. Sea J una conjugación y j = J · J tal que ‖k − j‖ < 1. Entonces k =

JeZ(k)W (k) · W (k)†e−Z(k)J para los mismos mapas Z, W que en el inciso
anterior.

3. El mapa s : {k ∈ Aut(V) : ‖k − 1‖ < 1} → U(H) dado por s : k 7→ eZ(k)W (k)
es suave; mas aún, es real anaĺıtico.

Demostración. Recordemos que por el teorema anterior k(A) = UAU †. Como k(p) =
k(p2) = k(p)2 y k(p)† = k(p) tenemos que k(p) es una proyección ortogonal. Ahora,
‖k(p)− p‖∞ ≤ ‖k− 1‖ ‖p‖∞ < 1, por lo que tomando Z como describe el enunciado
se obtiene un operador lineal antisimétrico que depende suavemente de k tal que
k(p) = eZ(k)pe−Z(k); una demostración de esto se puede encontrar en [3, Proposition
3.1] aplicado a este caso particular. Sea

λk = e− adZ(k)kC.

Es fácil ver que λk(p) = p; y como kC = Uk · U †k para algún operador unitario,
tenemos que λk(AB) = λk(A)λk(B) para cualquier A, B en B(H). Sea W (k) como
en la fórmula; es claro que es lineal y acotado, veamos que es unitario. Primero
notemos que si definimos

V (k)η = λ−1
k (η ⊗ ξ)ξ
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es fácil chequear que V (k) es la inversa a izquierda y derecha de W (k), por lo que
W (k) es inversible. Notemos ahora que (ξ ⊗ η)(η ⊗ ξ) = ‖η‖2ξ ⊗ ξ = ‖η‖2p, por lo
que

‖W (k)η‖2 = 〈(λk(η ⊗ ξ))†λk(η ⊗ ξ)ξ, ξ〉 = 〈λk((η ⊗ ξ)(ξ ⊗ η))ξ, ξ〉
= ‖η‖2〈λ(k)(p)ξ, ξ〉 = ‖η‖2〈pξ, ξ〉 = ‖η‖2〈ξ, ξ〉 = ‖η‖2,

mostrando que W (k) es una isometŕıa, por lo que debe ser unitario. Podemos ver
ademas que

W (k)Xη = λk((Xη)⊗ ξ)ξ = λk(X · η ⊗ ξ)ξ = λk(X)λk(η ⊗ ξ)ξ = λk(X)W (k)η,

por lo que W (k)X = λk(X)W (k) y λk = W (k) · W (k)† como dijimos. Entonces
kC = eadZ(k)λk = eadZ(k)W (k) · W (k)†, probando la primera afirmación.

Notemos que si ‖k − j‖ < 1 entonces ‖jk − 1‖ < 1 y jk puede ser representada
como en el párrafo anterior, probando la segunda afirmación.

Para la tercera afirmación consideremos el mapa k 7→ k(• ⊗ ξ). Afirmamos que
es real anaĺıtico como mapa del grupo de Lie Aut(V) en el espacio de Banach
B(H,B(H)). Sea k en Aut(V) con ‖k − 1‖ < 1; como Aut(V) es un subgrupo de
Lie-Banach de GL(V) con álgebra de Lie-Banach Der (V) por el Teorema 3.2.5 po-
demos usar H 7→ keH como carta de Aut(V) alrededor de k para H en Der (V) lo
suficientemente chico. Tenemos que

‖keH(• ⊗ ξ)−
N∑
n=0

k
Hn

n! (• ⊗ ξ)‖ = sup
‖η‖=1

‖eH(η ⊗ ξ)−
N∑
n=0

Hn

n! (η ⊗ ξ)‖

≤ ‖eH −
N∑
n=0

Hn

n! ‖ sup
‖η‖=1

‖η ⊗ ξ‖ ≤ ‖eH −
N∑
n=0

Hn

n! ‖.

Ahora, el último término converge a 0 si N tiende a infinito, y entonces este cálculo
muestra que

∑N
n=0 k

Hn

n! (•⊗ξ) es el polinomio de Taylor de nuestro mapa y converge
uniformemente a el, por lo que nuestro mapa es real anaĺıtico. El mapa k 7→ Z(k)
también lo es, asi como k 7→ eZ(k) y el producto en el grupo de Lie Banach U(H), por
lo que tenemos que k 7→ F (k) = eZ(k)k(• ⊗ ξ)e−Z(k) es real anaĺıtico. Es aparente
entonces que W (k) = evξ(F (k)) = F (k)ξ es real anaĺıtico.

Observación 3.6.12. Notar que si modificamos W de manera U(k) = λ(k)W (k)
con una función no continua λ : Aut(V)→ S1, tenemos que es posible que t 7→ kt =
Ut · U †t sea un mapa suave mientras que t 7→ Ut ni siquiera sea continuo.

Notemos que el Teorema 3.6.9 nos dice que Aut(V) es una variedad homogénea
del grupo unitario U(H). Consideremos la acción A : U(H)× Aut(V)→ Aut(V) dada
por U ·k = A(U, k) = UkU † = AdU k. Esta acción es suave y transitiva; mas aún,
por el mismo teorema, si fijamos una base ortonormal de H y J es la conjugación
ortonormal en dicha base tenemos que Aut(V) es la unión disjunta de dos órbitas
cerradas y abiertas,

O(Id) = U(H) · Id = Aut(V)0 y O(j) = U(H) · j = AdJ Aut(V)0,
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donde j = AdJ = J · J ∈ Aut(V). Es decir, Aut(V) = O(Id) t O(AdJ). Notar
que el grupo de isotroṕıa de ambas órbitas es K = S1Id. Es también aparente del
Teorema 3.6.11 que si s(k) = eZ(k)W (k) para automorfismos cercanos a Id, entonces
obtenemos:

Teorema 3.6.13. Sea V = B(H)sa como JB-álgebra. La acción U(H) y Aut(V)
tiene secciones locales suaves: para todo k en Aut(V) existe un entorno abierto V de
k y un mapa suave s : V → U(H) tal que s(k) = 1 y Ads(k) = idV .

En particular los mapas πId : U 7→ AdU y πj : U 7→ jAdU son proyecciones
abiertas y suaves, y

1→ S1 → U(H)→ Aut(V)→ 1

es un fibrado principal suave con grupo de estructura S1 = U(1). Se puede ver
[41, Chapter 3] para aplicaciones a cuantización.

3.6.3. El grupo de estructura y su álgebra de Lie

Recordemos que para álgebras especiales tenemos que UX(A) = XAX y que
UX,Y (A) = 1/2(XAY +Y AX); por lo tanto, la condición para pertenecer al álgebra
de Lie del grupo de estructura es la siguiente: H en B(B(H)) pertenece a str(V) si
y solo si existe H en B(B(H)) tal que

XAH(X) +H(X)AX = H(XAX)−XH(A)X (3.4)

para todo A, X en B(H)sa. Por otro lado, la condición para pertenecer al grupo de
estructura se puede escribir como

g(X)Ag(X) = g(Xg−1(g(1)Ag(1))X),

y diferenciando gt ⊂ Str(V) en t = 0, si g0 = Id y g′0 = H, obtenemos

H(X)AX +XAH(X) = H(XAX)−XH(A)X +XH(1)AX +XAH(1)X,

y por lo tanto H(A) = H(A)−H(1)A−AH(1) = H − 2 UH1,1 como mencionamos
anteriormente.

Tenemos el siguiente resultado que caracteriza las derivaciones complejas, que se
puede encontrar en [42].

Proposición 3.6.14. Sea X un espacio de Banach. Entonces toda derivación δ en
B(X) es de la forma δ(A) = AT − TA para algún operador acotado T .

Podemos obtener entonces la siguiente proposición.

Proposición 3.6.15. Sea V = B(H)sa como JB-álgebra. Entonces Der (V) = {adZ :
Z ∈ B(H), Z† = −Z}.
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Demostración. Si Z en B(H) es antisimétrico, sea H = adZ; es simple ver que
H = H pues H1 = 0. H mapea V en si mismo y es acotado alli. De

XA[Z,X]+[Z,X]AX = XAZX−XAXZ+ZXAZ−XZAX = [Z,XAX]−X[Z,A]X

obtenemos que H, H obedecen la ecuación (3.4), por lo que H = adZ pertenece a
str(V) y como H = H tenemos que H pertenece a Der (V). Rećıprocamente, por
la Proposición 3.6.14 una derivación compleja δ en B(H) es de la forma δ(A) =
AT − TA para algún operador acotado T . Por lo tanto, si D pertenece a Der (V)
complexificándola obtenemos el resultado.

Observación 3.6.16. Podemos dar una prueba distinta a esta igualdad. Tomemos
kt ⊂ Aut(V) tal que k0 = Id y k′0 = D ∈ Der (V). Abusando la notación kt también
denota su complexificación, por lo que k′0 es la complexificación de D. Tenemos por
el Teorema 3.6.11 que para cada η en H

WtXη = λt((Xη)⊗ ξ)ξ = λt(X · η ⊗ ξ)ξ = λt(X)λt(η ⊗ ξ)ξ = λt(X)Wtη, (3.5)

donde λt = e− adZtkCt . Como Wtη es suave, define un operador antisimétrico W ′0:
W ′0η = (Wtη)′|t=0 para cada η en H. Si derivamos (3.5) en t = 0 obtenemos

W ′0Xη = λ′0(X)W0η + λ0(X)W ′0η = − adZ ′0(X)(η ⊗ ξ)ξ + k′0(X)(η ⊗ ξ)ξ +XW ′0η

= − adZ ′0(X)η +DC(X)η +XW ′0η.

Por lo tanto DC(X) = [Z ′0, X] + [W ′0, X] y si definimos Z = Z ′0 + W ′0 tenemos que
Z† = −Z, DC = adZ y entonces D = adZ.

Observación 3.6.17 (Grupos a un parámetro). El último resultado nos permite
vincular los grupos a un parámetro de U(H) y Aut(V). Si Ut = etZ ⊂ U(H) es un
grupo a un parámetro es fácil ver que kt = Ut ·U†t ⊂ Aut(V) también lo es. El
rećıproco se mantiene para secciones locales: si kt = etD es un grupo a un parámetro
de automorfismos de V entonces sabemos que D = adZ para algún antisimétrico
Z, y usando las fórmulas de Z que obtuvimos tenemos que Zt = Z(kt) = tZ. Por
lo tanto la levantada a U(H) de kt es simplemente st = S(kt) = etZ . Es decir, si
D = adZ ∈ Der (V) entonces la sección nos da s(eD) = eZ .

Podemos dar también una caracterización del álgebra de Lie del grupo de estruc-
tura. Vamos a notar `T and rT el operador multiplicación a izquierda y a derecha
en el álgebra asociativa B(H).

Corolario 3.6.18. Sea V = B(H)sa como JB-álgebra. Entonces

str(V) = {`T + rT † : T ∈ B(H)}.

Demostración. Cada uno de los morfismos H = `T +rT † es lineal continuo y preserva
V, pues TA+AT † es simétrico si lo es A. Es fácil chequear también que si tomamos
H = −(`T † + rT ) entonces (3.4) se verifica, por lo que H pertenece a str(V).



3.6. EL ÁLGEBRA DE OPERADORES EN UN ESPACIO DE HILBERT 77

Probemos el rećıproco. Recordemos que str(V) = L ⊕ Der (V), por lo que toda
g en str(V) debe ser de la forma g = LX + adZ para algún X en V y Z en B(H)
con Z† = −Z por la Proposición 3.6.15. Pero si Y = 1

2X tenemos que

g(A) = 1/2(XA+AX) +ZA−AZ = (`Y + rY + `Z − rZ)(A) = (`Y+Z + rY †+Z†)(A)

Como T = Y +Z es un elemento genérico de B(H), hemos terminado la prueba.

Observación 3.6.19. Notar que como ` y r conmutan tenemos que

exp(`T + rT †) = e`T erT† = `eT reT† ,

es decir e`T+r
T†A = eTAeT

† = fAf † con f lineal, confirmando lo que ya sab́ıamos
pues al exponenciar str(V) caemos dentro de Str(V)0 ⊂ G(Ω).

Por el Teorema 3.4.9 de la sección anterior y dado que p = 0, 1 son las únicas
proyecciones centrales de B(H) conclúımos este caṕıtulo con el siguiente resultado.

Teorema 3.6.20. Sea V = B(H)sa como JB-álgebra. Entonces Str(V) = G(Ω)t −
G(Ω). Mas aún, si V es la parte real de una C∗-álgebra vista como JB-álgebra en-
tonces Str(V) tiene dos componentes.

Observación 3.6.21. Notar que en el lado opuesto una C∗-álgebra con infinitas
proyecciones centrales nos muestra que Str(V) puede tener infinitas componentes.
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Caṕıtulo 4

La métrica en el grupo de
estructura

En este caṕıtulo vamos a estudiar distintas estructuras métricas en Str(V), G(Ω)
y Ω. Vamos a definir un spray invariante en Str(V) y G(Ω). Daremos a Ω una
estructura de espacio simétrico a partir de una acción de G(Ω) dotando al cono del
spray canónico. Definiremos una métrica de Finsler en Ω y veremos que las geodésicas
de este spray son minimizantes para la métrica. También definiremos una métrica de
Finsler en G(Ω) y la usaremos para obtener una distancia en Ω, la cual mostraremos
que es igual a la distancia dada por la longitud de curvas inducida por la métrica
en Ω; en particular mostraremos un levantado isométrico de curvas de Ω a G(Ω).

4.1. El spray invariante en Str(V) y G(Ω)

Vamos a definir un spray invariante en Str(V) y G(Ω). Recordemos que un spray
F es invariante si Fgh(ghV ) = Fh(hV ) para todo g, h en G y V en Lie(G).

Notemos que como GL(V) es abierto en el espacio de Banach B(V) podemos
identificar el espacio tangente de GL(V) en la identidad con B(V). Aśı, si G es un
subgrupo de GL(V) podemos identificar su tangente Lie(G) con una subálgebra de
Lie de B(V). Mas aún, su tangente en otros puntos se identificarán con traslaciones
a izquierda de Lie(G), es decir, dado g en G tenemos que TgG = gTeG = g Lie(G).
Por lo tanto, un camino t́ıpico en TG debe ser de la forma γt = gtvt, donde gt es un
camino en G y vt es un camino en Lie(G).

Podemos identificar a los elementos de TTG como la derivada de curvas en
TG, por lo que si γ = gv entonces un elemento t́ıpico de TTG será de la forma
γ′ = g′v+gv′. Como gt es una curva en G entonces g′ pertenece a TgG y debe ser de
la forma g′ = gw para algún w en Lie(G). Y como v es una curva en Lie(G), v′ = z
también debe pertenecer a Lie(G). Por lo tanto, un elemento t́ıpico de TV TG para
V = gv ∈ TgG debe ser de la forma

Z = gwv + gz = g(wv + z), g ∈ G, v,w, z ∈ Lie(G).

79
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Por lo tanto, un spray invariante a izquierda en G debe ser de la siguiente forma:
dados g en G y V en Lie(G),

Fg(gV ) = g(V 2 +B(V, V )), g ∈ G, V ∈ Lie(G). (4.1)

para algún operador bilineal simétrico B : Lie(G)×Lie(G)→ Lie(G). Rećıprocamen-
te, cualquier operador cuadrático definido de esta manera define un spray invariante
a izquierda en G.

Definición 4.1.1 (La operación †). Sea V una JB-álgebra. Consideremos la des-
composición str(V) = L⊕ Der (V): todo elemento en str(V) se puede escribir de la
forma Lx +D, donde x es un elemento de V y D una derivación. Definimos

(Lx +D)† = Lx −D.

Es fácil comprobar que v 7→ −v† es un morfismo de álgebras de Lie.

Definición 4.1.2 (El spray invariante a izquierda). Dada V una JB-álgebra, vamos
a definir un spray F invariante a izquierda en Str(V) de la siguiente manera: dados
g en Str(V) y V en str(V),

Fg(gV ) = g(V 2 + [V †, V ]) = g(V 2 + V †V − V V †). (4.2)

Si consideramos la descomposición str(V) = L⊕ Der (V) tenemos que

g−1Fg(g(Lx +D)) = D2 + (Lx)2 + 3LxD −DLx = (Lx +D)2 − 2LDx.

Dados x, y en V y d, D en Der (V) entoces el operador bilineal de Christoffel es

g−1Γg(g(Lx +D), g(Ly + d))
= 1/2(LyLx + LxLy + 3Lxd+ 3LyD −DLy − dLx + dD +Dd).

(4.3)

La descomposición de str(V) induce una descomposición de T Str(V) como la
suma directa de dos fibrados vectoriales, el fibrado horizontal y el fibrado vertical,
donde para cada g en Str(V)

Hg = {gLx : x ∈ V} = gL y Vg = {gD : D ∈ Der (V)} = g Der (V) .

Para vectores horizontales tenemos que Fg(gLx) = g(Lx)2 mientras que para vectores
verticales tenemos que Fg(gD) = gD2. Notar que esto vale para un spray invariante
a izquierda F en Str(V) de la forma (4.1) si y solo si B(Lx, Lx) = B(D,D) = 0 para
todo x en V y D en Der (V).

Lema 4.1.3. Sea F el spray invariante a izquierda que definimos en Str(V). En-
tonces la geodésica γ con γ(0) = g y γ′(0) = Lx +D es

γ(t) = get(Lx−D)e2tD.
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Demostración. Tenemos que

γ′ = g
(
et(Lx−D)(Lx −D)e2tD + 2et(Lx−D)e2tDD

)
y

γ′′ = g(et(Lx−D)(Lx −D)2e2tD + 4et(Lx−D)(Lx −D)e2tDD + 4et(Lx−D)e2tDD2).

Llevando todo a la identidad tenemos que

α−1α′ = Le−2tDx +D,

y por lo tanto

α−1α′′ = (Le−2tDx)2 +D2 + 3Le−2tDxD −DLe−2tDx = α−1Fα(α(Le−2tDx +D)),

por lo que α es una geodésica de F .

Observación 4.1.4. El subgrupo G(Ω) es totalmente geodésico en Str(V): el spray
F puede restringirse al subgrupo abierto G(Ω). Como et(Lx−D) pertenece a la com-
ponente de la identidad Str(V)0 que está contenida de G(Ω), y como los automor-
fismos e2tD también preservan el cono de positivos Ω, es claro que una geodésica
con velocidad inicial g en G(Ω) queda dentro de G(Ω) para todo t. Por lo tanto es
geodésicamente completo en Str(V).

El subgrupo de Lie-Banach Aut(V) también es geodésicamente completo: la
geodésica γ que pasa a tiempo 0 por un automorfismo k con velocidad inicial D
es γ(t) = ketD, que es obviamente una curva de automorfismos. En particular las
geodésicas de Aut(V) son las traslaciones a izquierda de los grupos a un parámetro.

Proposición 4.1.5 (Transporte paralelo). Sea F el spray invariante a izquierda que
definimos en Str(V) y sea γ un camino suave en Str(V). Sea vt = γ−1γ′ = Lyt + dt
la traslación de la derivada de γ a la identidad, con dt un camino en Der (V) e yt un
camino en V. Entonces µ = γ(Lxt + Dt) es el transporte paralelo a lo largo de γ si
y solo si

L′x = −3/2[d, Lx] + 1/2[Ly, D] dentro de L (4.4)
D′ = −1/2[Ly, Lx]− 1/2[d,D] dentro de Der (V) . (4.5)

En particular, si γ = get(Ly0−d0)e2td0 es una geodésica entonces vt = e−2t ad d0(Ly0 +
d0) y podemos resolver expĺıcitamente

µt = γte
−2t ad d0etMγ−1

0 µ0 = get(Ly0−d0)etMg−1µ0,

donde

M = 1/2
(

ad d0 adLy0

− adLy0 3 ad d0

)
.
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Demostración. Primero,

γ−1µ′ = γ−1γ′(Lx +D) + L′x +D′ = (Ly + d)(Lx +D) + L′x +D′

= LyLx + LyD + dLx + dD + L′x +D′.

Comparando esto con (4.3) obtenemos que

L′x +D′ = 1/2[Lx, Ly] + 3/2[Lx, d] + 1/2[Ly, D] + 1/2[D, d].

Recordemos que como dijimos en la Observación 3.2.9, str(V) = L⊕Der (V) es una
descomposición de Cartan y, recordando las relaciones entre las subálgebras de esta
descomposición, debe ser que L′x = 3/2[Lx, d] + 1/2[Ly, D] y D′ = 1/2[Lx, Ly] +
1/2[D, d] como se afirma en las dos primeras fórmulas.

Ahora asumamos que γ es una geodésica. Sea

ε = Lz + D̃ = e2t ad d0γ−1µ = e2t ad d0Lx + e2t ad d0D.

Como L′z + D̃′ = ε′ = e2t ad d0(2[d0, Lx] + 2[d0, D] + L′x + D′), combinando esto con
las ecuaciones (4.4) y (4.5) obtenemos que L′z = 1/2[d0, Lz] + 1/2[Ly0 , D̃] y que
D̃′ = −1/2[Ly0 , Lz]− 1/2[d0, D̃]. Por lo tanto,(

L′z
D̃′

)
= 1/2

(
ad d0 adLy0

− adLy0 3 ad d0

)(
Lz
D̃

)
,

por lo que debe ser ε = Lz + D̃ = etM ε0, y despejando obtenemos lo deseado.

Motivación: la métrica Riemanniana de un álgebra Eucĺıdea

En esta sección daremos un poco de trasfondo y motivación para la elección de
esta conexión af́ın en particular para Str(V). Sea V un álgebra de Jordan Eucĺıdea
finito dimensional, definida en el Teorema 2.3.19. Si notamos Tr la traza de B(V)
podemos definir una traza en V de la forma tr(x) = Tr(Lx). Esta traza induce un
producto interno definido positivo en V como (v|w) = tr(vw). Esta traza es invariante
por automorfismos pues

tr(kx) = Tr(Lkx) = Tr(kLxk−1) = Tr(Lx) = tr(x).

En particular, derivando en cero la igualdad tr(etDx) = tr(x) podemos ver que
Tr(LDx) = tr(Dx) = 0 para cualquier x en V y D en Der (V).

Antes de enunciar el teorema principal mostraremos el siguiente teorema para
álgebras de Jordan Eucĺıdeas, cuya demostración se puede encontrar en [17, Theorem
III.1.2]. El mismo será útil en el próximo resultado.

Teorema 4.1.6. Sea V un álgebra de Jordan Eucĺıdea de rango r. Dado un idempo-
tente e decimos que es primitivo si no existen idempontentes f y g tales que e = f+g.
Llamamos marco de Jordan a un conjunto de idempotentes ortogonales y primitivos
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tales que suman la unidad. Entonces dado x en V existe un marco de Jordan {ei} y
números reales λi tales que

x =
r∑
i=1

λiei.

Teorema 4.1.7. Sea V un álgebra de Jordan Eucĺıdea finito dimensional con produc-
to interno (v|w) = tr(vw). Entoces Str(V) admite una métrica Riemanniana inva-
riante a izquierda de la forma: dados g en Str(V) y V , W en Tg Str(V) = g str(V),

〈V,W 〉g = 1/2 Tr(g−1V (g−1W )† + g−1W (g−1V )†),

o equivalentemente

〈g(Lx +D), g(Ly + D̃)〉g = Tr(LxLy)− Tr(DD̃).

La conexión ∇ inducida por el spray (4.2) es la conexión de Levi-Civita para esta
métrica.

Demostración. Es claro que la fórmula define una forma bilineal invariante a iz-
quierda, sólo necesitamos chequear que 〈V, V 〉g > 0 para V no nulo. Si V = Lx +D
en str(V), entonces 〈V, V 〉1 = Tr((Lx)2)−Tr(D2). Veamos que ambos términos son
positivos.

Tenemos que Dx2 = 2xDx, por lo que D2x2 = 2xD2x + 2(Dx)2 y por lo tanto
−xD2x = (Dx)2 −D2x2, y entonces tr(−xD2x) = tr((Dx)2) ≥ 0, pues D2x2 = Dv
para v = Dx2, y se anula si y solo si Dx = 0. Dada B = {v1, . . . , vn} una base de
V, calculamos la traza de D2 en esta base y gracias a lo anterior obtenemos

−Tr(D2) =
∑
i

(−D2vi|vi) =
∑
i

tr(−viD2vi) =
∑
i

tr((Dvi)2) ≥ 0.

Para el otro término, tomemos un marco de Jordan {ei} tal que x =
∑
i λici para

ciertos λi reales. Notemos que el marco forma una base ortonormal de V. Entonces,

Tr((Lx)2) =
∑
i

((Lx)2ci|ci) =
∑
i

λ2
i tr(c2

i ) ≥ 0.

Por lo tanto la forma bilineal es no negativa. Pero si 〈V, V 〉1 = 0 entonces debe
ser que −Tr(D2) = 0, lo cual implica que Dvi = 0 para todo i y por lo tanto D es
nulo, y que Tr(L2

x) =
∑
i λ

2
i tr(c2

i ) = 0, lo cual implica que λi debe ser nulo para todo
i y por lo tanto x también. Entonces 〈V, V 〉g = 0 si y solo si V = 0.

Probemos ahora que la conexión (o equivalentemente el spray F ) es la conexión
métrica para esta métrica riemanniana. Como ∇ es una conexión sin torsión es
suficiente chequear que es compatible con la métrica. Sea γ una curva en Str(V)
y sean µ, η dos campos a lo largo de γ. Si notamos a las traslaciones v = γ−1γ′,
µ̃ = γ−1µ, tenemos que

γ−1Dtµ = γ−1µ′ − γ−1Γγ(γ′, µ) = γ−1µ′ − 1/2(µ̃v + vµ̃+ [µ̃∗, v] + [v∗, µ̃]),
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y tenemos una expresión simipar para γ−1Dtη. Entonces, usando la ciclicidad de la
traza, luego de un cálculo tedioso pero directo obtenemos

〈Dtµ, η〉γ + 〈Dtη, µ〉γ = Tr(η̃†γ−1µ′) + Tr(µ̃†γ−1η′)− Tr(vµ̃η̃†)− Tr(vη̃µ̃†). (4.6)

Notar que µ̃′ = (γ−1µ)′ = −γ−1γ′γ−1µ + γ−1µ′ = −vµ̃ + γ−1µ′, y similarlmente
para η̃′. Por lo tanto el último término de (4.6) es igual a

d

dt
Tr(µ̃η̃†) = d

dt
〈µ, η〉γ ,

y terminamos la demostración.

Este ejemplo también se puede presentar en el caso infinito dimensinal, en un
álgebra de Jordan-Hilbert con traza finita, como el álgebra especial de operadores
autoadjuntos de Hilbert-Schmidt actiando en un espacio de Hilbert complejo. Ver
[2] para una discusión mas profunda.

4.2. El cono Ω como un espacio simétrico de Cartan de
G(Ω)

Ahora estamos en posición de presentar el cono de elementos positivos de una
JB-álgebra V como un espacio simétrico de Cartan, por la acción del grupo G(Ω).

Definición 4.2.1. Definimos la acción G(Ω) y Ω con el mapa suave A : G(Ω)×Ω→
Ω a partir de la evaluación,

A(g, p) = g · p = gp = g(p).

Notamos el mapa cociente q : G(Ω) → Ω para o = 1, es decir, q(g) = g(1). En
particular, q∗g ġ = ġ(1).

Observación 4.2.2. La acción definida es transitiva, pues para cada p en Ω tenemos
que p = Up1/2(1). Por lo tanto Ω es la órbita de 1 en V por la acción del grupo G(Ω), es
decir, Ω = q(G(Ω)) = O(1). Notar que K1, el grupo de isotroṕıa de 1, es exactamente
Aut(V). Tenemos que q∗1(Lx + D) = x, por lo que q es una sumersión y podemos
identificar Ω ' G(Ω) / Aut(V) como variedades de Banach gracias al Teorema 1.3.2.
Mas aún,

T1Ω = Lie(G(Ω))/Lie(Aut(V)) = (L⊕D)/D ' L,

lo cual es obvio ya que L es isomorfo a V via el isomorfismo v 7→ Lv.

Conocemos dos antiautomorfismos en el grupo de estructura: la inversión y la
estrella. Combinándolos obtenemos un automorfismo involutivo σ en el grupo de
estructura Str(V) que preserva el subgrupo abierto G(Ω): σ(g) = (g∗)−1.

Lema 4.2.3. Sea g en Str(V) y sea σ(g) = (g∗)−1 = U−1
g1 g. Entonces
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1. σ : Str(V)→ Str(V) es un automorfismo con σ2 = Id y σ(G(Ω)) = G(Ω).
2. σ(Ux) = U−1

x para cualquier x ∈ V y el subgrupo de puntos fijos de σ en G(Ω)
es Aut(V).

3. Notemos H = σ∗1H para H ∈ str(V) = L ⊕ Der (V), entonces Lx +D =
−Lx +D = −(Lx +D)† y por lo tanto

L = {H ∈ str(V) : σ∗1H = −H} = M

Der (V) = {H ∈ str(V) : σ∗1H = H} = K

es la descomposición de Cartan de str(V) por el automorfismo involutivo σ.

Demostración. Claramente σ2 = 1. Por otro lado, como es composición de dos anti-
automorfismos se sigue que σ(gh) = σ(g)σ(h). Ahora, si g pertenece a G(Ω) también
g−1 pertenece a G(Ω), y como todo operador U preserva Ω tenemos que g∗ también
preserva el cono, mostrando que σ(G(Ω)) = G(Ω).

Ya vimos en el caṕıtulo pasado que U∗x = Ux y k∗ = k−1. Mas aún, por el
Teorema 3.4.11 los puntos fijos de σ en G(Ω) son los automorfismos.

Finalmente, notemos que

σ(etLx) = σ(Uetx/2) = Ue−tx/2 = e−tLx ,

y derivando en t = 0 obtenemos que σ∗1Lx = −Lx. Análogamente para las deriva-
ciones, de σ(etD) = etD para D derivación obtenemos que σ∗1D = D.

Vamos a calcular la conexión af́ın ∇ y el spray F derivado de la estructura de
espacio simétrico de Cartan de Str(V). Para ello, necesitamos computar el producto
simétrico en Ω y en TΩ.

Dado V en TΩ, identificando TxΩ ' V podemos escribir V = (x, v) con x en Ω
y v en V.

Proposición 4.2.4 (Spray y conexión de Ω como espacio simétrico de G(Ω)). Sean
x, y en Ω y sea V = (x, v), W = (y, w) dos elementos de TΩ. Entonces

1. µ(x, y) = x · y = Ux(y−1) en Ω.
2. µ∗(V,W ) = 2 Ux,v(y−1)−Ux U−1

y w en TΩ.
3. F (V ) = Fx(v) = Uv(x−1) es el spray de la estructura simétrica (Ω, µ).

Demostración. Sean x = Ux1/2(1), y = Uy1/2(1). El producto simétrico está dado
por la fórmula (1.2):

µ(x, y) = x · y = Ux1/2 σ
(
Ux1/2

)−1
σ
(
Uy1/2

)
(1) = Ux1/2 U∗x1/2 U∗y−1/2(1) = Ux(y−1).

El producto simétrico en TΩ está definido a partir de µ∗. Consideremos α, β dos
caminos en Ω tales que α(0) = x, α′(0) = v y β(0) = y, β′(0) = w. Entonces

µ∗(v, w) = µ∗(x,y)(v, w) =
(
µ(α, β)

)′ (0) =
(
Uα(β−1)

)′
(0)

= 2 Uα(0),α′(0)(β(0)−1)−Uα(0) Uβ(0)−1(β′(0)) = 2 Ux,v(y−1)−Ux U−1
y (w).
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Sabemos por el Teorema 1.4.3 que Fx(v) = −(Σv/2◦Z)∗(v), donde Z es la sección
nula de Ω en TΩ. Entonces,

Σv/2 ◦ Z(y) = Σv/2(0TyΩ) = Ux,v(y−1)−Ux U−1
y (0) = Ux,v(y−1).

Ahora, si w pertenece a TyΩ, calculemos el diferencial de esta función en w. Sea α
un camino en Ω con α(0) = y, α′(0) = w. Entonces(

Σv/2 ◦ Z
)
∗y

(w) =
(
Σv/2 ◦ Z(α)

)′
(0) =

(
Ux,v(α−1)

)′
(0) = −Ux,v U−1

y w.

Tomando y = x y w = v tenemos que

Fx(v) = −(Σv/2 ◦ Z)∗(v) = Ux,v U−1
x v.

Notemos que en un álgebra especial

Ux,v U−1
x v = Ux,v(x−1vx−1) = vx−1v = Uv(x−1),

y entonces usando el Principio de McDonald del Teorema 2.2.5 tenemos que

Fx(v) = Uv(x−1).

Observación 4.2.5. Podemos calcular la conexión af́ın y el operador de Christoffel
a partir del spray. Dado x en Ω y v, w en V el operador de Christoffel esta dado por

Γx(v, w) = 1
2(Fx(v+w)−Fx(v)−Fx(w)) = 1

2(Uv+w−Uv −Uw)(x−1) = Uv,w(x−1).

La conexión af́ın para V , W en X(Ω) está dada por

∇VW (x) = DWx(Vx)− Γx(Vx,Wx) = DWx(Vx)−UVx,Wx(x−1).

Esto nos da la derivada covariante de un campo X a lo largo de una curva γ en Ω:

DX

dt
= ∇γ′X = dX

dt
−Uγ′,X(γ−1).

Podemos encontrar algunos automorfismos del producto simétrico.

Proposición 4.2.6. Sea µ el producto simétrico definido. Entonces Str(V) ⊂
Aut(Ω, µ).

Demostración. Para cada g en Str(V) tenemos que

µ(gx, gy) = Ugx(gy)−1 = Ugx(g∗)−1y−1 = gUx g
−1 Ug1 U−1

g1 g(y−1) = gUx(y−1)
= gµ(x, y)

gracias al Lema 3.1.5, por lo que Str(V) ⊂ Aut(Ω, µ).
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Por el Teorema 1.4.4 tenemos que Aut(Ω, µ) = Aut(Ω, F ), por lo que los ele-
mentos del grupo de estructura también son automorfismos del spray. Veremos mas
adelante que el grupo interno de estructura InnStr(V) actúa transitivamente en Ω
implementando el transporte paralelo a lo largo de geodésicas. Para una descripción
completa del grupo de automorfismos Aut(Ω, F ) ver el apéndice en [11].

Podemos describir las geodésicas en este espacio.

Proposición 4.2.7. Sea ∇ la conexión en Ω que surge a partir de la estructura de
espacio simétrico. Sea x en Ω y v en V = TxΩ. Elegimos g = U

x
1
2
, el cual cumple

que g(1) = 1. La única geodésica α de (Ω,∇) que cumple α(0) = x, α′(0) = v es

α(t) = getLg−1v(1) = Ux1/2 e
tLU

x−1/2 v(1) = Ux1/2 U
e
t
2 U

x−1/2 v
(1) = Ux1/2 e

t U−1
x1/2 v.

Por lo tanto la exponencial de la conexión ∇ es Expx(v) = α(1) = Ux1/2 e
U−1
x1/2 v con

inversa global suave dada por Exp−1
x (y) = Ux1/2 log (U−1

x1/2 y) para x, y en Ω.

Demostración. Solo debemos chequear que α′′ = Fα(α′). Tenemos que

Fα(α′) = Uα′(α−1) = U
U
x1/2 (etU

x−1/2 v◦U
x−1/2 v)

((Ux1/2(etU
x−1/2 v))−1)

= Ux1/2 U
e
tU
x−1/2 v◦U

x−1/2 v
Ux1/2 Ux−1/2(e−tU

x−1/2 v)

= Ux1/2 UU
x−1/2 v U

e
tU
x−1/2 v(e

−tU
x−1/2 v) = Ux1/2 UU

x−1/2 v(e
tU

x−1/2 v)

= Ux1/2(Ux−1/2 v ◦ (Ux−1/2 v ◦ etU
x−1/2 v)) = α′′,

donde en este cálculo se usó repetidamente que las operaciones se realizan en la
subálgebra fuertemente asociativa generada por Ux−1/2v.

Observación 4.2.8. Sean x, y en Ω. Consideremos el camino que une x e y dado
por

αx,y(t) = Ux1/2 e
t log(U

x−1/2 y). (4.7)

Notemos que esta curva tiene punto inicial x y velocidad inicial v = Ux1/2 log (Ux−1/2 y).
La geodésica con estos valores iniciales es

α(t) = Ux1/2 e
tU

x−1/2 U
x1/2 log (U

x−1/2 y) = Ux1/2 e
t log (U

x−1/2 y) = αx,y(t).

Por lo tanto αx,y es una geodésica que une x e y. Mas aún, es única. Notemos
ahora que para cada z en V tenemos que etLz(1) = Uetz/2(1) = etz, por lo que para
z = log(Ux−1/2y) podemos reescribir

αx,y(t) = Ux1/2 etLz(1) = Ux1/2 etz.

Es decir, αx,y es la imagen por el mapa cociente q : G(Ω) → Ω del camino t 7→
Ux1/2 etLz en G(Ω).
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De la Observación 4.2.5 un campo vectorial η en TΩ paralelo a lo largo de una
curva γ en Ω debe ser solución de la ecuación diferencial

η′ = Γγ(γ′, η) = Uγ′,η(γ−1).

Esta ecuación con valor inicial η(0) = w tiene solución única.
Vamos a mostrar como encontrar el transporte paralelo en el caso que γ sea una

geodésica.

Proposición 4.2.9. Sea F el spray que surge en Ω a partir de la estructura de
espacio simétrico. Entonces el transporte paralelo a lo largo de la geodésica αx,y
está dada por

P s+ts (αx,y) = Ux1/2 U
e
t/2 log (U

x−1/2 y) Ux−1/2 .

En particular, el transporte paralelo a lo largo de cualquier geodésica está imple-
mentado por el grupo interno de estructura.

Demostración. Por la observación anterior, si llamamos z = log(Ux−1/2 y) podemos
escribir αx,y(t) = getT · o donde g = Ux1/2 y T = Lz ∈ G(Ω). Por el Teorema 1.4.6,
los grupos a un parámetro de automorfismos

τt(p) = getT g−1(p) = Ux1/2 etLz Ux−1/2(p) = Ux1/2 Uetz/2 Ux−1/2(p)

dan las traslaciones a lo largo de α. Mas aún, por el mismo teorema, el transporte
paralelo a lo largo de αx,y está dado por P s+ts (αx,y) = (τt)∗αx,y(s). Como p 7→ τt(p)
es lineal, su diferencial es el propio mapa y la prueba está terminada.

Por la ecuación (1.1), la fórmula del tensor de curvatura en nuestro espacio
simétrico es

Rp(V,W )Z = Γp(V,Γp(W,Z))− Γp(W,Γp(V,Z))
= UV,UW,Z(p−1)(p−1)−UW,UV,Z(p−1)(p−1).

Esto puede reescribirse de la siguiente manera.

Proposición 4.2.10. Sea F el spray que surge en Ω a partir de la estructura de
espacio simétrico. Sea p = Up1/2(1) = g1 en Ω y sean v = Up−1/2 V , w = Up−1/2 W ,
z = Up−1/2 Z. Entonces

Rp(V,W )Z = −Up1/2 [Lv, Lw](z) = Up1/2(w ◦ (v ◦ z)− v ◦ (w ◦ z)),

y en particular Rp(V,W )V = Up1/2(Uv −(Lv)2)w.

Demostración. Notemos que V = Up1/2 v = Up1/2 Lv(1) = q∗g(gLv) y de la misma
manera para W y Z. Recordemos que M, el autoespacio de σ∗1 asociado a −1,
es exactamente L. Por lo tanto, por el Teorema 1.4.6, notando que [Lv, Lw](1) =
vw − wv = 0, tenemos que

Rp(V,W )Z = −Up1/2 [[Lv, Lw], Lz](1) = −Up1/2 [Lv, Lw](z)
= −Up1/2(v ◦ (w ◦ z)− w ◦ (v ◦ z)),

donde usamos que (Uv −(Lv)2)(w) = ((Lv)2 − Lv2)(w) = v2 ◦ w − v ◦ (v ◦ w).
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Encontremos los campos de Killing en (Ω,∇). Dado z en Lie(G(Ω)) = str(V),
consideremos ρt(p) = etz(p) y definamos X(p) = ρ′0(p) = z(p). Como ρt es un grupo
a un parámetro, X es un campo diferenciable con flujo ρt. Para ver que X es un
campo de Killing necesitamos mostrar que ρt pertenece a Aut(Ω,∇), que como vimos
en el Teorema 1.4.4 es igual a Aut(Ω, µ). Entonces

µ(etz(x), etz(y)) = µ(etz Ux1/2(1), etz Uy1/2(1)) = etz Ux1/2 σ(etz Ux1/2)−1σ(etz Uy1/2)(1)
= etz Ux e

−tσ∗zetσ∗z Uy−1/2(1) = etz Ux(y−1) = etzµ(x, y),

por lo que X es un campo de Killing. Mas aún, si z = Lx + D entonces X(1) =
z(1) = xp y DX1 = Γ1(z(1),−) = Lz(1) = Lx. Sabemos que dado p en Ω el valor
de un campo de Killing y su derivada en p determinan el campo, por lo que hemos
encontrado todos los campos de Killing. Por todo esto y el Teorema 1.4.6 tenemos
la siguiente proposición.

Proposición 4.2.11. Sea ∇ la conexión que surge en Ω a partir de la estructura de
espacio simétrico. El único campo de Killing X en (Ω,∇) con X(1) = x ∈ V = T1Ω
y ∇X(1) = 0, es decir DX1 = Lx = Γ1(x,−), está dado por X(p) = p ◦ x. Su flujo
es ρt(p) = etLx(p) = Uetx/2(p).

Observación 4.2.12 (El caso de un álgebra de Jordan especial). En el caso de un
álgebra de Jordan especial estos resultados son conocidos: como Ux y = xyx con el
producto asociativo entonces un cálculo directo nos muestra que

µ(x, y) = x · y = xy−1x µ∗(v, w) = v · w = xy−1v + vy−1x− xy−1wy−1x

Fx(v) = vx−1v Γx(v, w) = 1/2(vx−1w + wx−1v)
DX

dt
= dX

dt
− 1

2(γ̇γ−1X +Xγ−1γ̇) expx(v) = x1/2ex
−1/2vx−1/2

x1/2.

La geodésica uniendo x e y es αx,y(t) = x1/2et log(x−1/2yx−1/2)x1/2. El transporte
paralelo a lo largo de esta geodésica es

P s+ts (αx,y)(v) = x1/2(x−1/2yx−1/2)t/2x−1/2vx−1/2(x−1/2yx−1/2)t/2x1/2.

Si escribimos V = p1/2vp1/2 y similarmente para W y Z entonces el tensor curvatura
en p está dado por

Rp(V,W )Z = 1
4 p

1/2[[v, w], z]p1/2.

El único campo de Killing X en Ω con X(1) = x en V y DX1 = Lx = Γ1(x,−) está
dado por X(p) = 1/2(xp+ px) y su flujo es ρt(p) = etx/2petx/2.

Observación 4.2.13 (La relación entre los sprays y conexiones de G(Ω) y Ω).
Notemos FG el spray del grupo G(Ω) y FΩ el spray de Ω. Recordemos que para
vectores horizontales tenemos que FGg (gLx) = g(Lx)2, y si escribimos p = Up1/2(1) =



90 CAPÍTULO 4. LA MÉTRICA EN EL GRUPO DE ESTRUCTURA

q(Up1/2) como elemento de Ω, llamando g = Up1/2 tenemos que

FΩ
q(g)(q∗g(gLx)) = FΩ

p (gLx(1)) = FΩ
p (Up1/2 x) = UU

p1/2x
(p−1) = Up1/2 Ux Up1/2(p−1)

= Up1/2 Ux(1) = Up1/2(x2) = g(x2) = g(Lx)2(1) = FGg (gLx)(1)
= q∗g(FGg (gLx)).

Como q∗ es lineal entonces D2q∗g ≡ 0 para cualquier g en G(Ω) y por lo tanto los
sprays están q-relacionados, es decir,

FΩ
q(g)(q∗g(V )) = D2q∗g(V, V ) + q∗gF

G
g (V ) (4.8)

para cualquier vector horizontal V en Hg = g L.
De todas maneras debemos tener en cuenta que esto también es verdadero para

cualquier spray cuadrático en Str(V) de la forma (4.1) que se anula en L, es decir,
que B(Lx, Lx) = 0.

Observación 4.2.14 (Campos horizontales). De la identidad de la ecuación (4.8)
(o por un cálculo directo) podemos ver que si X, Y en X(G(Ω)) son horizontales
entonces considerando el push-foward q∗X, q∗Y en X(Ω) y sus respectivas conexiones
afines tenemos

q∗(∇GXY (g)) = ∇Ω
q∗X(q∗Y )(q(g))

para todo g en G(Ω). En particular las geodésicas horizontales de G(Ω), que son de
la forma γ(t) = getLv con g en G(Ω), son mapeadas por q a geodésicas en Ω, que
son de la forma

α(t) = q(γ(t)) = γ(t)(1) = getLv(1) = gUetv/2(1) = g(etv).

Esto será discutido en mas detalle en la próxima sección.

4.3. Métrica de Finsler y distacia geodésica en Ω
Vamos a proveer a Ω de una métrica de Finsler y estudiar la distancia que se

desprende de la misma.
El cono de elementos positivos está dotada de una métrica de Finsler natural

que preserva la estructura de espacio simétrico, donde la norma de Finsler en cada
espacio tangente TpΩ ' V está definida como

‖v‖p = ‖Up−1/2 v‖ = ‖U−1
p1/2 v‖,

donde la norma del último término es la norma en V. Esta estructura es discutida
en detalle en [19], [36] mas recientemente en [10].

Vamos a considerar la longitud rectificable

LengthΩ(γ) =
∫ b

a
‖γ̇(t)‖γ(t)dt,
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y la distancia rectificable

distΩ(p, q) = ı́nf
γ

LengthΩ(γ), (4.9)

donde el ı́nfimo se toma entre todos los caminos C1 a trozos que unen p y q.
Tenemos el siguiente teorema, cuya demostración se puede ver en [11, Section 1]

y en [44, Proposition 12.22].

Teorema 4.3.1. Sea distΩ la distancia definida en (4.9). Esta es en efecto una
distancia y la topoloǵıa original de Ω coincide con la topoloǵıa inducida por esta
métrica.

Proposición 4.3.2. La métrica de Finsler definida es invariante a izquierda por la
acción del grupo G(Ω).

Demostración. Sea g en G(Ω) y p en Ω. Si llamamos k = U(gp)−1/2gUp1/2 tenemos
que k pertenece a G(Ω) y

k(1) = U(gp)−1/2gUp1/2(1) = U(gp)−1/2(gp) = 1,

por lo que k es un automorfismo por la Proposición 3.1.14. Por lo tanto U(gp)−1/2g =
kUp−1/2 y entonces

‖gv‖gp = ‖U−1/2
gp gv‖ = ‖kUp−1/2v‖ = ‖Up−1/2v‖ = ‖v‖p,

pues por la Proposición 3.3.4 los automorfismos son isometŕıas.

Esto también implica que tanto la longitud de caminos como la distancia son
invariantes por la acción del grupo G(Ω).

Hemos visto en la sección anterior que el transporte paralelo a lo largo de geodési-
cas está implementada por el grupo interno de estructura. Esta implementación es
la misma que mueve el punto base en la norma, por lo que tenemos el siguiente
resultado.

Proposición 4.3.3. El transporte paralelo a lo largo de geodésicas es isométrico
para la métrica de Finsler en Ω. En particular las geodésicas de la conexión tienen
rapidez constante.

Demostración. Sean x e y en Ω y sea αx,y la única geodésica que une x e y. Sea P
el transporte paralelo a lo largo de αx,y entre TxΩ y TyΩ. Por la Proposición 4.2.9,
P = Ux1/2 U(U

x−1/2 y)1/2 Ux−1/2 . Entonces

‖v‖x = ‖Ux−1/2 v‖1 = ‖U(U
x−1/2 y)1/2 Ux−1/2 v‖U

x−1/2 y

= ‖Ux1/2 U(U
x−1/2 y)1/2 Ux−1/2 v‖y = ‖Pv‖y.

En particular, para una geodésica α(t) = Up1/2e
tU−1
p1/2

v
,

‖U
α
−1/2
t

α′t‖ = ‖α′t‖αt = ‖P t0(α)α′0‖ = ‖α′0‖α0 = ‖Up−1/2v‖.
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Vamos a probar que las geodésicas de la conexión en Ω son minimales para la
distancia definida, es decir, para toda curva geodésica α : [a, b] → Ω, Length(α) =
dist(α(a), α(b)). Para ello necesitamos probar algunos resultados antes.

Podemos expresar la traslación de la velocidad de un camino a la identidad en
término de los operadores de multiplicación.

Lema 4.3.4. Sea γ un camino suave a trozos en Ω tal que γ = eΓ con Γ un camino
en V. Consideremos la función real anaĺıtica G(λ) = sinh(λ)

λ . Entonces

Uγ−1/2 γ′ = {G(adLΓ)LΓ ′}(1)

Demostración. Notar que Uγ−1/2 = Ue−Γ/2 = e−LΓ y que γ = eΓ = UeΓ/2(1). Enton-
ces, considerando el mapa F (λ) = 1−e−λ

λ , F (0) = 1, tenemos que

γ′ = (UeΓ/2(1))′ = (UeΓ/2)′(1) = (eLΓ)′(1) = {eLΓF (adLΓ)(LΓ′)}(1)

gracias al Lema 1.2.3. Entonces

Uγ−1/2 γ′ = e−LΓeLΓF (adLΓ)LΓ ′(1) = F (adLΓ)LΓ ′(1).

Como para todo x e y en V tenemos que [Lx, Ly] es una derivación, los términos
impares de F (adLx)Ly desaparecen si evaluamos en 1. Mas aún,

F (λ) = 1− e−λ

λ
= 1− cosh(λ) + sinh(λ)

λ
,

por lo que los términos pares de F (λ) son los términos de G(λ). Entonces

Uγ−1/2 γ′ = G(adLΓ)LΓ ′(1).

Recordemos que por la Proposición 2.3.12 la subálgebra cerrada C(x, y) generada
por dos elementos puede representarse isométricamente en una C∗ álgebra con su
producto de Jordan.

Lema 4.3.5. Sean x, y en V y sea π : C(x, y) → B(H) alguna representación
isométrica de la JB-álgebra cerrada C(x, y). Si consideramos la función G(λ) =
sinh(λ)
λ entonces tenemos

π
(
G(adLx)(Ly)(1)

)
= G

(
ad π(x)

2

)
π(y).

Demostración. Se puede ver en [26, Remark 23] que en un álgebra de Banach aso-
ciativa, para todo par de elementos T y S

sinh(adT )
adT (S) =

∫ 1

0
e(2s−1)TSe(1−2s)Tds.
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Podemos aplicar esta fórmula en B(V) con T = Lx y S = Ly para x e y en V. Si
llamamos I al elemento de V que se obtiene de evaluar este operador en 1, llegamos
a que

I = sinh(adLx)
adLx

(Ly)(1) =
∫ 1

0
e(2s−1)LxLye

(1−2s)Lxds(1)

=
∫ 1

0
e(2s−1)LxLye

(1−2s)Lx(1)ds =
∫ 1

0
e(2s−1)LxLy Ue(1/2−s)x(1)ds

=
∫ 1

0
e(2s−1)LxLye

(1−2s)xds =
∫ 1

0
Ue(s−1/2)x

(
y ◦ e(1−2s)x

)
ds.

Notemos que el integrando de I pertenece a C(x, y) para cada s ∈ [0, 1], por lo cual
I también pertenece a C(x, y). Y por esta misma razón la representación π conmuta
con la integral, por lo que aplicando π a I obtenemos

π(I) = π

(∫ 1

0
Ue(s−1/2)x

(
y ◦ e(1−2s)x

)
ds

)
=
∫ 1

0
Ue(s−1/2)π(x)

(
π(y) ◦ e(1−2s)π(x)

)
ds

=
∫ 1

0

1
2e

(s−1/2)π(x)
(
π(y)e(1−2s)x + e(1−2s)xπ(y)

)
e(s−1/2)π(x)ds

= 1
2

∫ 1

0

(
e(2s−1)π(x)

2 π(y)e(1−2s)π(x)
2 + e(2s−1)−π(x)

2 π(y)e(1−2s)−π(x)
2

)
ds

= 1
2

sinh(ad(π(x)
2 ))

ad(π(x)
2 )

+
sinh(ad(−π(x)

2 ))
ad(−π(x)

2 )

π(y) =
sinh(ad(π(x)

2 ))
ad(π(x)

2 )
π(y),

donde la última igualdad es verdadera porque el mapa t 7→ sinh(λ)
λ es una función

par.

Corolario 4.3.6. Sea γt = eΓt un camino suave en Ω. Para cada t ∈ [a, b] = Dom(γ)
sea πt cualquier representación isométrica de la JB-álgebra generada por 1, Γt y Γ′t
en una álgebra de Jordan especial. Entonces

πt(Uγ
−1/2
t

γ′t) = G(adπtΓt/2)πt(Γ′t).

En particular ambos operadores tienen el mismo espectro, y si los autovalores de
U
γ
−1/2
t

γ′t son aislados su multiplicidad es la misma para ambos operadores

Demostración. Aplicamos el lema anterior a x = Γt e y = Γ′t y lo combinamos con
el Lema 4.3.4 para obtener la igualdad. Las afirmaciones sobre el espectro se siguen
de que el espectro y su multiplicidad son invariantes por π.

Con esto podemos probar la optimalidad de las geodésicas de la conexión para la
métrica de Finsler invariante en Ω. Se puede encontrar una prueba completamente
distinta en [37]. En la próxima sección probaremos que nuestra prueba permite
generalizar este resultado a cualquier métrica en Ω inducida por una norma simétrica.
Se puede ver [14] para el caso de C∗-álgebras.
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Teorema 4.3.7. La curva geodésica α(t) = Up1/2 exp(tU−1
p1/2 v) es minimizante para

la distancia distΩ en Ω, es decir,

LengthΩ(α) = ‖Up−1/2v‖ = distΩ(α(0), α(1)).

Demostración. Probaremos el teorema para geodésicas α tales que α(0) = 1, ya que
como la métrica es invariante para la acción transitiva del grupo G(Ω) esto probará
el resultado para todas las geodésicas. Asumamos entonces que α(t) = etv para algún
v en V. Tomemos γ = eΓ un camino suave en Ω. Por el resultado anterior y usando
que πt es isométrica para todo t, tenemos que

‖γ′‖γ = ‖Uγ−1/2 γ′‖ = ‖G(adLΓ)LΓ ′(1)‖ = ‖π(G(adLΓ)LΓ′(1))‖

= ‖sinh(adπ(Γ)/2))
adπ(Γ)/2 π(Γ′)‖.

Ahora, como X = π(Γ)/2 es un operador autoadjunto de una C∗-álgebra podemos
aplicar la observación en [26, Remark 23] obteniendo que ‖γ′‖γ ≥ ‖Γ′‖. Finalmente,
si γ = eΓ une 1 con ev debe ser que Γ(0) = 0 y Γ(1) = v, y entonces

LengthΩ(γ) =
∫
‖γ′‖γ ≥

∫
‖Γ′‖ = LengthV(Γ) ≥ ‖v‖ = LengthΩ(α),

ya que en cualquier espacio de Banach la longitud de cualquier camino suave uniendo
0 con v es al menos ‖v‖. Esto prueba que α es mas corta que cualquier otra curva
suave a trozos uniendo los mismos extremos.

Observación 4.3.8 (Métrica de Thompson). Dados p y q en Ω, por el teorema
anterior y la Observación 4.2.8 tenemos que

distΩ(p, q) = ‖ log(Up−1/2q)‖ = ‖ log(Uq−1/2p)‖.

Esta es la métrica de Thompson en un cono descripta por Nussbaum en [37]. Fue
probado por Lawson y Lim que esta distancia entre dos geodésicas en Ω es una
función convexa del parámetro temporal en [29]; la suya es una generalización del
teorema demostrado por Corach, Porta y Recht para C∗-álgebras obtenido en [15].
Para una discusión sobre la unicidad de geodésicas entre p y q en Ω y las isometŕıas
de esta métrica se pueden ver los papers de Lemmens, Roelands y Wortel [30, 31] y
las referencias en ellos.

4.3.1. La métrica de Ω como una métrica de Finsler cociente

Consideremos la siguiente norma invariante en TΩ:

Definición 4.3.9. Sea Z en Tg G(Ω) = g str(V) y sea Z(1) = z un elemento de
V = Tg(1)Ω. Definimos la norma de Finsler cociente como

‖z‖g1 = ı́nf
D∈Der (V)

‖Z − gD‖g = dist‖·‖∞(g−1Z, Der (V))

en cada g(1) en Ω.
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Lema 4.3.10. La norma cociente en TΩ es igual a la norma de Finsler ‖v‖p =
‖Up−1/2 v‖. En particular está bien definida y no depende del elemento Z de la fibra
que cumple Z(1) = z.

Demostración. Sea g en G(Ω) y sea Z = g(Lx + D0) un elemento en Tg Str(V).
Entonces Z(1) = gx y

‖Z − gD‖g = ‖Lx +D0 −D‖ ≥ ‖(Lx +D0 −D)(1)‖ = ‖x‖ = ‖g−1Z(1)‖

y tomando ı́nfimo sobre D ∈ Der (V) vemos que ‖Z(1)‖g1 ≥ ‖g−1Z(1)‖. Por otro
lado considerando el caso especial de D = D0 en el ı́nfimo obtenemos que

‖Z(1)‖g1 ≤ ‖g(Lx +D0)− gD0‖g = ‖Lx‖ = ‖x‖ = ‖g−1Z(1)‖.

Por lo tanto si escribimos p = g(1) en Ω, debe ser que g = Up1/2 k para algún
automorfismo k y entonces

‖Z(1)‖g1 = ‖g−1Z(1)‖ = ‖k−1 Up−1/2 Z(1)‖ = ‖Up−1/2 Z(1)‖.

4.3.2. Normas simétricas y absolutas en Ω
Dado x = (x1, · · · , xn) en Rn notamos |x| = (|x1|, · · · , |xn|). Sea φ : Rn → R≥0,

decimos que φ es absoluta si φ(x) = φ(|x|) para todo x en Rn; decimos que es
simétricamente invariante si φ(Sx) = φ(x) para toda S permutación de n elementos.
Decimos que φ es una norma simétrica y absoluta si φ es una norma, es simétrica y
φ(x1, · · · , xn) = φ(ε1x1, · · · , εnxn), donde εi = ±1. Para profundizar sobre normas
simétricas se puede ver [5, Chapter IV].

Sea V una JB-álgebra de dimensión finita. Dado x en V vamos a notar sk(x) al
módulo de los autovalores de x contados con multiplicidad y en orden decreciente.
Si consideramos una norma simétrica y absoluta φ : Rn → R≥0 podemos definir una
norma equivalente en V de la forma

‖x‖φ = φ(s1(x), s2(x), . . . , sn(x)). (4.10)

Claramente ‖ · ‖φ es positiva, no degenerada y homogénea. Para probar que es
subaditiva, dados x e y en V tomemos una representación π de C(x, y) en Cn. La
representación preserva los valores singulares y su multiplicidad, por lo que

‖x+ y‖φ = φ(si(x+ y)) = φ(si(π(x+ y)) = φ(si(π(x) + π(y))
≤ φ(si(π(x))) + φ(si(π(y))) = φ(si(x)) + φ(si(y))
= ‖x‖φ + ‖y‖φ,

donde la desigualdad se debe a las desigualdades de mayorización, que se pueden
ver en [5, Theorem IV.2.1].
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Ahora le damos al cono Ω la estructura de Finsler inducida por la acción de G(Ω)
y esta norma absoluta: dados p en Ω y v en TpΩ ' V definimos

|v|p = ‖Up−1/2 v‖φ.

Si g pertenece a G(Ω) y p a Ω recordemos de la Proposición 4.3.2 que k = U(gp)−1/2gUp1/2

es un automorfismo. Entonces

|gv|gp = ‖U−1/2
gp gv‖φ = ‖kUp−1/2 v‖φ = ‖Up−1/2 v‖φ = |v|p,

pues todo automorfismo preserva el espectro y su multiplicidad. Por lo tanto la lon-
gitud de los caminos Lengthφ y la distancia rectificable distφ son otra vez invariantes
por la acción del grupo G(Ω).

Sea α(t) = Up1/2 e
tU

p−1/2 v la geodésica de la estructura de espacio simétrico de Ω.
Con la misma prueba que la Proposición 4.3.3 tenemos que el transporte paralelo a
lo largo de α es una isometŕıa de (Ω,distφ). Vamos a probar ahora que las geodésicas
también son minimizantes para la norma absoluta.

Teorema 4.3.11. Sea V una JB-álgebra de dimensión finita y consideremos una
norma absoluta y simétrica φ en V. Entonces las geodésicas de la conexión de Ω son
minimizantes, es decir,

Lengthφ(α) = ‖Up−1/2 v‖φ = distφ(α(0), α(1)).

Demostración. Nuevamente por la invarianza por la acción de G(Ω) es suficiente
probar que α(t) = etv es minimizante. Sea γ = eΓ una curva C1 a trozos en Ω con
Γ(0) = 0 ,Γ(1) = v. Por el Corolario 4.3.6 sabemos que para cada t el elemento
U
γ
−1/2
t

γ′t y el operador G(adπtΓt/2)πt(Γ′t) tienen los mismos autovalores con la
misma multiplicidad. Por lo tanto

|γ′t|γt = ‖U
γ
−1/2
t

γ′t‖φ = φ(si(G(adπtΓt/2)πt(Γ′t))) = ‖G(adπtΓt/2)πt(Γ′t)‖φ

donde la norma en la derecha es la norma absoluta inducida por φ en Mn(C) = B(Cn)
del operador autoadjunto G(adπtΓt/2)πt(Γ′t). Nuevamente por la observación en
[26, Remark 23], dado que πtΓt es autoadjunto, tenemos que

‖G(adπtΓt/2)πt(Γ′t)‖φ = ‖sinh(adπ(Γt)/2))
adπ(Γt)/2

π(Γ′t)‖φ ≥ ‖Γ′t‖φ.

Y de la misma manera que en la demostración del Teorema 4.3.7

Lengthφ(γ) =
∫
|γ′|γ ≥

∫
‖Γ′‖φ = Lengthφ(Γ) ≥ ‖v‖φ = Lengthφ(α),

mostrando que la geodésica es minimizante. Ahora, si Lengthφ(γ) = Lengthφ(α),
entonces en particular debe ser que Lengthφ(Γ) = ‖v‖φ, y si la norma es estricta-
mente convexa esto solo es posible si Γ(t) = tv. Por lo tanto γ(t) = etv, es decir, γ
es una geodésica.
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4.4. Métrica de Finsler en G(Ω)
Ahora vamos a definir una métrica de Finsler en G(Ω).

Definición 4.4.1. Sea H un elemento de Lie(G(Ω)) = str(V) ⊂ B(V). Considere-
mos ‖H‖ = ‖H‖∞ la norma supremo de H como operador lineal actuando en V. Si
H pertenece a Tg G(Ω) = g str(V), definimos

‖H‖g = ‖g−1H‖.

Vamos a definir la longitud de un camino C1 a trozos α : [a, b]→ G(Ω) como

LengthG(Ω)(α) =
∫ b

a
‖α̇(t)‖α(t)dt.

y la distancia entre g y h en G(Ω) como

distG(Ω)(g, h) = ı́nf
α

LengthG(Ω)(α),

donde el ı́nfimo se toma sobre todos los caminos α en G(Ω) que unen g y h.

Esta es una métrica de Finsler invariante a izquierda en G(Ω). Mas aún, como
cada automorfismo k es una isometŕıa y podemos identificar Tg G(Ω) ·k = Tgk G(Ω),
tenemos que

‖Hk‖gk = ‖k−1g−1Hk‖ = ‖g−1H‖ = ‖H‖g,

por lo que la norma es invariante a derecha (y en consecuencia bi-invariante) para
la acción del grupo Aut(V).

Notemos que la distancia también es invariante a izquierda ya que para todo
camino suave α el mapa gα también es suave. Mas aún, tanto la longitud como la
distancia son bi-invariantes por la acción del subgrupo Aut(V). Usando la continui-
dad de la inversa en GL(V) y de la multiplicación en B(V) y el hecho de que G(Ω)
es una subvariedad embebida de GL(V) no es dificil chequear que la estructura de
Finsler es compatible con la estructura de variedad, gracias al Teorema 4.3.1. Por
lo tanto la topoloǵıa de la distancia rectificable distG(Ω) es igual a la topoloǵıa del
grupo de Lie-Banach G(Ω), que es la topoloǵıa inducida por la norma de B(V).

Como mencionamos en la Observación 4.1.4, las geodésicas de Aut(V) para el
spray cuadrático de la Definición 4.1.2 son los grupos a un parámetro t 7→ ketD, con k
automorfismo y D derivación. Vamos a mostrar que estos caminos son minimizantes
para la estructura de Finsler restringida de Aut(V). Para ello introduciremos dos
teoremas cuya demostración se puede encontrar en [27, Theorem 4.11 and Theorem
4.22].

Teorema 4.4.2. Sea K un grupo de Lie-Banach con una métrica de Finsler bi-
invariante tal que BR es la bola en Lie(K) de radio R y VR = exp(BR), con exp :
Br → VR un difeomorfismo. Sean k0 y k1 = k0e

z dos elementos de K con ‖z‖ < R.
Entonces
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1. Sea γ una curva uniendo k0 y k1. Si γ sale de VR entonces Length(γ) ≥ R.
2. Si δ = k0e

tz, t ∈ [0, 1] entonces δ es mas corta que cualquier otra curva C1 a
trozos uniendo k0 y k1 en K y dist(k0, k1) = ‖z‖.

Teorema 4.4.3. Sea K un grupo de Lie-Banach con una métrica de Finsler bi-
invariante tal que BR es la bola en Lie(K) de radio R y VR = exp(BR), con exp :
Br → VR un difeomorfismo. Sea z en Lie(K) con ‖z‖ < R y sea γ cualquier curva
uniendo 1 con ez en K. Entonces son equivalentes

1. γ es el camino mas corto en K uniendo 1 con ez, es decir, Length(γ) =
dist(1, ez) = ‖z‖.

2. γ = eΓ ⊂ VR y para cualquier funcional ϕ con ϕ(z) = ‖z‖ se cumple que
ϕ(Γ̇) = ‖γ−1γ̇‖ para todo t.

3. γ = eΓ ⊂ VR y existe un funcional de norma 1 ϕ tal que ϕ(Γ̇) = ‖Γ̇‖ y
ϕ(γ−1γ̇) = ‖γ−1γ̇‖ para todo t. Por lo tanto, si normalizamos z y γ−1γ̇ tene-
mos que estan dentro de la misma cara de la esfera unitaria.

Ahora probamos la minimalidad en Aut(V).

Teorema 4.4.4. Sea k un automorfismo y D una derivación tal que ‖D‖ < π/2.
Consideremos la geodésica δ(t) = ketD, entonces δ es minimizante en Aut(V), es
decir,

distAut(V)(k, keD) = ‖D‖ = Length(δ).

Mas aún, si γ es una curva C1 a trozos en Aut(V) uniendo k con keD tal que
Length(Γ) = ‖D‖, entonces para cualquier funcional de norma 1 ϕ en Der (V)∗
tal que ϕ(D) = ‖D‖, tenemos que γ−1

t γ′t se encuentra dentro de la misma cara de
la esfera Fϕ = ϕ−1(‖D‖) para todo t. En particular, si la norma es suave en D,
entonces la única geodésica es δ

Demostración. Por el Teorema 3.2.5, la exponencial de B(V) es un difeomorfismo
entre la bola de radio π/2 en Der (V) y su imagen en Aut(V), la cual es un entorno
abierto de Id ∈ Aut(V). La minimalidad de los grupos a un parámetro y el resto de
la afirmación se sigue de 4.4.2 y 4.4.

4.4.1. La distancia cociente en Ω

Con la distancia que definimos en G(Ω) vamos a definir una distancia cociente
en Ω. Dados dos elementos en el cono, la distancia entre ellos será la distancia entre
sus respectivas fibras.

Definición 4.4.5. Sean x, y en Ω y sean g, h en G(Ω) tales que g(1) = x, h(1) = y.
Definimos la distancia cociente como

d′(x, y) = distG(Ω)(g Aut(V), h Aut(V)) = ı́nf
k1,k2∈Aut(V)

distG(Ω)(gk1, hk2).
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Proposición 4.4.6. d′ es una distancia bien definida en Ω y G(Ω)-invariante.

Demostración. Si g1(1) = g2(1) entonces g1 Aut(V) = g2 Aut(V), por lo que d′ está
bien definida. Como distG(Ω) es invariante a derecha por la acción de Aut(V) tenemos
que

d′(x, y) = distG(Ω)(g Aut(V), h Aut(V)) = distG(Ω)(g, h Aut(V)) ≤ distG(Ω)(g, h).

La distancia de un punto a un conjunto cerrado es positiva, por lo que d′ es una
distancia. Mas aún, como distG(Ω) también es invariante a izquierda, tenemos para
cualquier f en G(Ω) que

d′(fx, fy) = distG(Ω)(fg, fh Aut(V)) = distG(Ω)((fh)−1fg, Aut(V))
= distG(Ω)(h−1g, Aut(V)) = distG(Ω)(g, h Aut(V)) = d′(x, y),

por lo que d′ es invariante por la acción de G(Ω).

Mas adelante mostraremos que esta distancia es igual a la distancia distΩ definida
en la sección anterior a través de la métrica de Finsler en Ω.

4.5. Comparando las distancias

Nuestra meta en esta sección es probar que d′ = distΩ en Ω.

Lema 4.5.1. Sea γ una curva uniendo x e y en Ω y sea Λ un levantamiento de γ a
G(Ω). Entonces LengthΩ(γ) ≤ LengthG(Ω)(Λ). Mas aún para todo x, y en Ω tenemos
que distΩ(x, y) ≤ d′(x, y).

Demostración. Calculemos la rapidez de γ usando el Lema 4.3.10:

‖γ̇‖γ = ı́nf
D∈Der (V)

‖Λ′ − ΛD‖Λ ≤ ‖Λ′‖Λ.

Esto implica que LengthΩ(γ) ≤ LengthG(Ω)(Λ).
Tomemos ahora γ = eΛ un camino uniendo x e y en Ω. Como el camino γ y su

levantamiento son arbitrarios tomando ı́nfimo tenemos que

distΩ(x, y) ≤ distG(Ω)(Λ0,Λ1).

Tenemos que probar que para cada par k1, k2 automorfismos tenemos que dΩ(x, y) ≤
dG(Ω)(Ux1/2 k1,Uy1/2 k2). Entonces, tomando ı́nfimo llegaremos a la conclusión desea-
da. Si k1 y k2 están en componentes conexas distintas entonces dG(Ω)(Ux1/2k1, Uy1/2k2) =
∞, por lo que podemos asumir que están en la misma componente conexa. Tomemos
un levantamiento espećıfico de γ: tomemos kt un camino suave uniendo k1 y k2 en
Aut(V). Consideremos el camino Λt = U

γ
1/2
t

kt, el cual es un levantamiento suave de
γ a G(Ω), ya que kt(1) = 1 para todo t. Como mostramos arriba,

distΩ(x, y) ≤ distG(Ω)(Λ0,Λ1) = distG(Ω)(Ux1/2 k1,Uy1/2 k2),

lo cual termina la prueba.
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Vamos a probar la otra desigualdad. Se puede encontrar una prueba de la misma
en [27, Theorem 3.24]. Aqúı daremos una demostración alternativa mostrando para
cada curva en Ω un levantamiento isométrico de la misma a G(Ω).

Definición 4.5.2 (Levantamiento isométrico y ε-isométrico). Sea γ una curva suave
a trozos en Ω. Decimos que una curva Λ suave a trozos en G(Ω) es un levantamiento
isométrico de γ si es un levantamiento de γ tal que LengthΩ(γ) = LengthG(Ω)(Λ).
Decimos que es un levantamiento ε-isométrico si

LengthΩ(γ) ≤ LengthG(Ω)(Λ) + ε.

Tenemos el siguiente teorema que muestra la existencia de levantamientos ε-
isométricos. Su demostración se puede encontrar en [27, Theorem 3.25].

Teorema 4.5.3. Sea G un grupo de Lie-Banach y M un espacio homogéneo de G,
dotado de la distancia distG definida de forma análoga a distΩ. Sea γ : [a, b] → M
una curva suave a trozos que comienza en x = g ·p. Entonces para cada ε > 0 existe
un levantamiento ε-isométrico Γε : [a, b]→ G con Γε(a) = g.

Tenemos entonces que toda curva γ en Ω tiene un levantamiento ε-isométri-
co para cada ε positivo, y esto es suficiente para probar la desigualdad inversa
d′(x, y) ≤ distΩ(x, y) para nuestras distancias en Ω. Como dijimos antes, queremos
encontrar un levantamiento isométrico, ya que tenemos una buena descomposición
de los elementos de G(Ω).

Recordemos los operadores V definidos como

Vx,y(z) = Ux,z(y) = LxLzy + LzLxy − Lxzy = x(zy) + z(xy)− y(xz),

para x, y, z en V. Entonces

Vx,y = LxLy − LyLx + Lxy = [Lx, Ly] + Lxy.

Por lo tanto, por el Lema 4.2.3 tenemos que V x,y = [Lx, Ly]− Lxy = −Vy,x.
Las siguiente igualdades se pueden chequear fácilmente para álgebras especiales,

y por el Teorema 2.2.5 valen para cualquier álgebra de Jordan:

Ux−1 Ux,y(z) = Vx−1,y(z). (4.11)

Va,b + Vb,a = L2ab y Va,b − Vb,a = [La, Lb]. (4.12)

Observación 4.5.4. Dada γ una curva en Ω, para que un levantamiento Λ sea
isométrico debe ser un levantamiento horizontal, es decir, un levantamiento tal que
Λ−1Λ′ pertenezca a L para todo t. Esto es porque como vimos antes, ‖L+D‖ ≥ ‖L‖
para toda derivación D y L en L, por lo que un levantamiento horizontal siempre
tendrá menor longitud.
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Observación 4.5.5. Sea Λ un levantamiento de una curva γ ⊂ Ω a G(Ω). Todo
elemento g en G(Ω) puede ser descompuesto como g = Ux k donde x es positivo y
k es un automorfismo. Entonces, usando esta descomposición para Λ y notando que
la raiz cuadrada positiva de un elemento es única, tenemos que Λ = Uγ1/2kt donde
kt es un camino de automorfismos.

Lema 4.5.6. Sea γ una curva suave en Ω y sea Λ = Uγ1/2 kt un levantamiento
suave de γ donde kt es un camino de Aut(V). Entonces la descomposición horizontal-
vertical de Λ−1Λ′ = LHγ +Dγ en L⊕ Der (V) está dada por

Hγ(t) = 2k−1
t (L

γ
−1/2
t (γ1/2

t )′)kt, Dγ(t) = k−1
t [L

γ
−1/2
t

, L(γ1/2
t )′ ]kt + k−1

t k′t.

Demostración. Tenemos por (4.11)

Λ−1Λ′ = k−1 Uγ−1/2 (Uγ1/2)′k + k−1k′ = 2k−1 Uγ−1/2 Uγ1/2,(γ1/2)′ k + k−1k′

= k−12Vγ−1/2,(γ1/2)′k + k−1k′.

Mas aún, si escribimos la descomposición T = T+T
2 + T−T

2 para T en str(V) gracias
al Lema 4.2.3, el primer sumando es una derivación y el segundo sumando es un
operador L de multiplicación. Entonces, como para todo operador V tenemos que
Vx,y = −Vy,x entonces se sigue que

2Vγ−1/2,(γ1/2)′ =
(
Vγ−1/2,(γ1/2)′ + Vγ−1/2,(γ1/2)′

)
+
(
Vγ−1/2,(γ1/2)′ − Vγ−1/2,(γ1/2)′

)
=
(
Vγ−1/2,(γ1/2)′ − V(γ1/2)′,γ−1/2

)
+
(
Vγ−1/2,(γ1/2)′ + V(γ1/2)′,γ−1/2

)
.

Notemos ahora que para todo automorfismo k tenemos que kHk−1 = kHk−1.
Entonces

Λ−1Λ′ = k−1 2Vγ−1/2,(γ1/2)′k + k−1k′

= k−1
(
Vγ−1/2,(γ1/2)′ + V(γ1/2)′,γ−1/2

)
k +

+ k−1
(
Vγ−1/2,(γ1/2)′ − V(γ1/2)′,γ−1/2

)
k + k−1k′,

por lo que
k−1

(
Vγ−1/2,(γ1/2)′ + V(γ1/2)′,γ−1/2

)
k

es la componente L de Λ−1Λ′ y

k−1
(
Vγ−1/2,(γ1/2)′ − V(γ1/2)′,γ−1/2

)
k + k−1k′

es la componente de derivación de Λ−1Λ′. La prueba termina aplicando las identi-
dades de (4.12).

Proposición 4.5.7. Sea γ un camino suave a trozos en Ω uniendo x e y. Entonces
existe un único levantamiento horizontal Λ en G(Ω) con Λ(0) = Ux1/2 . Este levan-
tamiento está dado por Λ = Uγ1/2kt, donde kt es un camino de automorfismos con
punto inicial Id que satisface la ecuación diferencial

k′t = [L(γ1/2
t )′ , Lγ−1/2

t

]kt.
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Mas aún, este levantamiento es isométrico.

Demostración. Notemos primero que la ecuación diferencial tiene solución dentro
de Aut(V), pues el corchete de dos operadores L es una derivación. Entonces usando
el Lema 4.5.6 es fácil chequear que Λ = Uγ1/2 kt es horizontal. Por lo tanto los
levantados horizontales existen y son únicos pues la solución a la ecuación diferencial
con valor inicial k0 = Id es única, por el Teorema 1.1.4. Probemos entonces que este
levantamiento es isométrico. Sea Λ̃ otro levantamiento de γ. Como dijimos antes,
Λ̃ = Uγ1/2 k̃t para k̃t un camino suave de automorfismos. Como para todo x en V y
derivación D tenemos que ‖Lx + D‖ ≥ ‖Lx‖, la norma de Λ̃−1Λ̃′ es mayor que la
norma de su componente L. Mas aún, como los automorfismos son isometŕıas,

‖Λ̃−1Λ̃′‖ ≥ ‖k̃−1LHγ k̃‖ = ‖k−1LHγk‖ = ‖Λ−1Λ′‖.

Ahora sea ε > 0 y sea Λ̃ un levantamiento ε-isométrico de γ, que existe por el
Teorema 4.5.3. Entonces por el Lema 4.5.1 y la desigualdad anterior tenemos que

LengthΩ(γ) ≤ LengthG(Ω)(Λ) ≤ LengthG(Ω)(Λ̃) ≤ LengthΩ(γ) + ε.

Como ε es arbitrario, se sigue que Λ es un levantamiento isométrico de γ.

Teorema 4.5.8. Para cada x, y en Ω tenemos que d′(x, y) = distΩ(x, y).

Demostración. La desigualdad distΩ ≤ d′ fue obtenida previamente en el Lema 4.5.1,
por lo que solo debemos probar que se cumple la otra desigualdad. Sea γ la geodésica
de Ω uniendo x e y, y sea Λ el levantamiento isométrico de γ que comienza en Ux1/2 .
Tenemos que Λ termina en Uy1/2 k para algún automorfismo k. Entonces

d′(x, y) = distG(Ω)(Ux1/2 Aut(V),Uy1/2) ≤ distG(Ω)(Ux1/2 k−1,Uy1/2)
distG(Ω)(Ux1/2 ,Uy1/2 k) ≤ LengthG(Ω)(Λ) = LengthΩ(γ) = distΩ(x, y).

Por lo tanto d′(x, y) ≤ distΩ(x, y).

4.6. La geometŕıa métrica de G(Ω)

Volvemos ahora al problema de encontrar caminos cortos para la métrica de
Finsler introducida en G(Ω), con la ayuda de las herramientas desarrolladas en la
sección previa.

Teorema 4.6.1. Sea αt = Up1/2 etv una geodésica de Ω. Entonces el levantamiento
isométrico Λ en G(Ω) de γ es

Λt = Up1/2 etLv = Up1/2 Uetv/2 .
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Demostración. Notemos que Up1/2 etLv(1) = Up1/2 Uetv/2(1) = Up1/2 etv = α(t), por
lo que Λt es un levantamiento de α. Como Λ−1

t Λ′t = Lv tenemos que Λ es horizontal
y mas aún

LengthG(Ω)(Λ) =
∫
‖Λ−1Λ′‖ = ‖Lv‖ = ‖v‖ = LengthΩ(α)

por lo que es un levantamiento isométrico.

Podemos entonces caracterizar ciertos caminos minimizantes en G(Ω) y calcular
la distancia.

Corolario 4.6.2. La geodésica Λt = Up e
tLv es minimizante en G(Ω), es decir,

LengthG(Ω)(Λ) = ‖Lv‖ = ‖v‖ = distG(Ω)(Λ0,Λ1) = distG(Ω)(Up,Up e
Lv).

Demostración. Por el lema anterior, Λ es un levantamiento isométrico de la geodésica
minimizante α(t) = Up e

tv en Ω. Entonces si Φ es un camino en G(Ω) uniendo los
mismos puntos que Λ, el camino φ = Φ(1) es un camino en Ω uniendo los mismos
extremos que α. Por lo tanto, por el Lema 4.5.1 y el hecho que α es minimizante en
Ω tenemos que

LengthG(Ω)(Λ) = LengthΩ(α) ≤ LengthΩ(φ) ≤ LengthG(Ω)(Φ),

y por lo tanto Λ es minimizante en G(Ω).

Observación 4.6.3. Todo g en G(Ω) se puede escribir de la forma g = Ux k con
x positivo y k automorfismo. La métrica es invariante a izquierda, y es Aut(V)-
invariante a derecha. La métrica en Ω es la métrica cociente. Por lo tanto podemos
concluir por el corolario previo que para todo g en G(Ω) y z en V tenemos que

distG(Ω)(g, geLz) = distG(Ω)(1, eLz) = ‖z‖ = distG(Ω)(1, eLz Aut(V)),

es decir, t 7→ etLz es el camino óptimo entre Id en G(Ω) y la fibra eLz Aut(V) ⊂ G(Ω).

Observación 4.6.4. Sea D una derivación. Consideramos δ = −iDC, donde DC es
la complexificación de D. Es fácil chequear que δ es una derivación de VC. Mas aún,
es una ∗-derivación, es decir, δ(w∗) = −(δ(w))∗ donde ∗ es la operación usual de
conjugación en VC. Por [49, Corollary 10] tenemos entonces que δ ∈ HerB(V C), es
decir, ϕ(δ) ∈ R para todo ϕ en (B(V C))∗ tal que ϕ(Id) = 1 = ‖ϕ‖.

Hemos notado y usado repetidamente que ‖Lx + D‖ ≥ ‖Lx‖, por lo que las
derivaciones son en algún modo ortogonales a L (esta es la noción de ortogonalidad
de Birkhoff). Ahora mostraremos que los operadores L son ortogonales a Der (V).

Proposición 4.6.5. Sea x en V y D una derivación. Entonces ‖Lx +D‖ ≥ ‖D‖.
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Demostración. Sea ϕ en B(V C) tal que ϕ(Id) = 1 = ‖ϕ‖. Como |z| ≥ ±Im z para
cualquier z ∈ C, tenemos que

‖Lx +D‖ ≥ |ϕ(Lx +D)| ≥ ±Imϕ(Lx)± Im iϕ(δ),

donde δ = −iD es como en la observación anterior. Ahora el operador Lx es hermi-
tiano, por lo que ϕ(Lx) ∈ R, y también lo es δ. Entonces ‖Lx +D‖ ≥ 0±ϕ(δ). Esto
nos dice que el rango numérico de δ es el intervalo acotado por ‖Lx +D‖, es decir

V (δ) = {ϕ(δ) : ‖ϕ‖ = 1 = ϕ(Id)} ⊂ [−‖Lx +D‖, ‖Lx +D‖].

Sea co(C) la cápsula convexa del conjunto C ⊂ R. Como δ es hermitiano, tenemos
que co(σ(δ)) = V (δ) y ‖δ‖ = r(δ) = máx{λ : λ ∈ V (δ)} ≤ ‖Lx+D‖, como vimos en
la Observación 2.4.2 y la sección subsiguiente. Entonces ‖D‖ = ‖δ‖ ≤ ‖Lx+D‖.

Observación 4.6.6. Sabemos por el Teorema 4.4.4 que los grupos a un parámetro
t 7→ etD son óptimos con respecto a cualquier otro camino Λ ⊂ Aut(V) uniendo los
mismos puntos. Como las derivaciones también estan en buena posición con respecto
a los operadores L cabe preguntarse si el grupo a un parámetro en Aut(V) es óptimo
con respecto a otros caminos Λ ⊂ G(Ω) uniendo los mismos puntos. Esta es una
pregunta abierta hasta el momento, pero es nuestro objetivo seguir esta linea de
investigación.
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[4] V. Arnol’d, Sur la géométrie différentielle des groupes de Lie de dimension infinie et ses
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[39] Satake, Ichirô. Algebraic structures of symmetric domains. Kanô Memorial Lectures, 4. Iwa-
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