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El grupo de estructura de una JB-algebra y la acciéon
sobre el cono de elementos positivos

El objetivo de la tesis es caracterizar al grupo de estructura de una JB-algebra
y estudiar las estructuras métricas que aparecen en un subgrupo del mismo y en el
cono de elementos positivos, vinculadas por una accion.

En el primer capitulo revisaremos las estructuras métricas y geométricas con las
que trabajaremos en los siguientes capitulos.

En el segundo capitulo daremos un vistazo general a dos temas con los que
trabajaremos durante la tesis: los conos y las dlgebras de Jordan. Daremos especial
atenciéon a las JB-algebras, cuya norma esta asociada a la estructura de orden dada
por el cono de elementos de espectro positivo ). Estudiaremos estos elementos,
estableceremos un vinculo entre el espectro de elementos x y sus operadores de
multiplicacién L, y caracterizaremos los elementos con operador cuadratico U, =
2L2 — L,» positivo.

En el tercer capitulo vamos a considerar un grupo de automorfismos que acttian
sobre el cono de elementos positivos; queremos darle estructura de grupo de Lie-
Banach. Para dar una estructura de Lie y de variedad apropiada al grupo de trans-
formaciones que fija el cono, que llamaremos G(€2), estudiaremos primero un grupo
més grande, el grupo de estructura, y derivaremos la estructura desde alli. Carac-
terizaremos también a los elementos del grupo de estructura y aplicaremos esto al
estudio de los isétopos de Jordan. Para terminar, estudiaremos el caso particular del
algebra de Jordan especial de operadores de un espacio de Hilbert.

En el cuarto capitulo estudiaremos la estructura simétrica y métrica del grupo
G(€) y del cono €. Mostraremos una conexion invariante sobre el grupo de estructu-
ra. Presentaremos al cono como un espacio homogéneo de Cartan sobre G(2) y por
lo tanto obteniendo una conexién natural sobre él. Luego dotaremos a estos grupos
con una métrica invariante a izquierda usando la norma uniforme en las algebras de
Lie de estos grupos. Dotaremos también a {2 con una métrica de Finsler invariante
a izquierda y mostraremos que es igual a la métrica cociente obtenida a partir de
G(€). Finalmente usaremos la nocién de levantado horizontal de geodésicas para
mostrar que los grupos a un pardmetro en G({2) con velocidad inicial en el espa-
cio de operadores de multiplicaciéon son minimales para la distancia inducida por la
métrica invariante en G(£2).

Palabras clave: Algebras de Jordan, Representacién cuadratica, JB-algebras,
Grupo de estructura, Grupo de automorfismos, Isétopos de Jordan, Métrica de Fins-
ler.



The structure group of a JB-algebra and the action on
the cone of positive elements

The objective of this thesis is to characterize the structure group of a JB-algebra
and to study the metric structures that appear in a subgroup of it and in the cone
of positive elements, linked by an action.

In the first chapter we will review the geometric and metric structures that we
will work with in the following chapters.

In the second chapter we will give an overview of two topics that we will work
with during the thesis: cones and Jordan algebras. We will pay special attention to
JB-algebras, whose norm is associated with the order structure given by the cone of
positive spectrum elements Q2. We will study these elements, we will establish a link
between the spectrum of elements x and their multiplication operators L., and we
will characterize the elements with positive quadratic operator U, = 2L2 — L,».

In the third chapter we are going to consider a group of automorphisms that acts
on the cone of positive elements; we want to give it a Lie-Banach group structure.
To give an appropriate manifold and Lie structure to the group of transformations
that fixes the cone, which we will call G(€2), we will first study a larger group, the
structure group, and derive the structure from there. We will also characterize the
elements of the structure group and apply this to the study of Jordan isotopes.
Finally, we will study the particular case of the special Jordan algebra of operators
of a Hilbert space.

In the fourth chapter we will study the symmetric and metric structure of G(£2)
and 2. We will show an invariant connection on the structure group. We will pre-
sent the cone as a homogeneous Cartan space over G(2) and thus obtain a natural
connection over it. We will then endow these groups with a left-invariant metric
using the uniform norm on the Lie algebras of these groups. We will also equip €2
with a left-invariant Finsler metric and show that it is equal to the quotient metric
obtained from G(2). Finally we will use the notion of horizontal lifting of geodesics
to show that the one-parameter groups in G(2) with initial velocity in the space
of multiplication operators are minimal for the distance induced by the invariant
metric in G(2).

Keywords: Jordan algebras, Quadratic representation, JB-algebras, Structure
group, Automorphism group, Jordan isotopes, Finsler metric.



A Juls



indice general

Agradecimientos
Introduccién

1. Espacios homogéneos y simétricos
1.1. Variedades de Banach . . .. ... ... ... ... ..........
1.2. Grupos de Lie-Banach . . . . ... .. ... ... ... ... ...
1.3. Espacios homogéneos . . . . . . . . .. .. .. .
1.4. Espacios simétricos . . . . . . . . . . ..o
1.4.1. Grupo simétrico de Cartan . . . . . ... .. ... ... ...

2. Algebras de Jordan
2.1. Conos en espacios de Banach . . . . ... ... ... .. .......
2.2. Algebras de Jordan . . . . .. ...
2.3. JB-algebras . . . ... e
2.3.1. JB*-dlgebras . . . .. ...
2.4. El espectro de la representacién cuadratica . . . . . . ... L. L.

3. El grupo de estructura y su algebra de Lie

3.1. El grupo de estructura . . . . . ... ... oo o
3.2. La estructura de grupo de Lie-Banach de Str(V) . ... ... . ...
3.3. El grupo G(Q) que fijael cono. . . . . ... ... ... ...
3.4. Las componentes de Str(V) . . . . . ... ...
3.5. El grupo de estructura y los isoétopos de Jordan . . . . . . .. .. ..
3.6. El algebra de operadores en un espacio de Hilbert . . . . . . . .. ..

3.6.1. Operadores antilineales . . . . ... ... ... ........

3.6.2. El grupo G(Q2) y sus componentes . . . . ... ... .....

3.6.3. El grupo de estructura y su algebra de Lie. . . . . . .. ...

4. La métrica en el grupo de estructura
4.1. El spray invariante en Str(V) y G(Q) . . . . . . ... ..o
4.2. El cono ) como un espacio simétrico de Cartan de G(2) . . . . . ..
4.3. Meétrica de Finsler y distacia geodésicaen 2 . . . . . ... ... ...
4.3.1. La métrica de {2 como una métrica de Finsler cociente . . . .

13
13
17
20
21
23

25
25
30
37
42
43

49
49
53
o6
99
66
68
69
70
75

79
79
84
90
94



4.4.

4.5.
4.6.

INDICE GENERAL

4.3.2. Normas simétricas y absolutasen . . . ... .. ... ... 95
Métrica de Finsler en G(2) . . . . . ... ... ... .. 97
4.4.1. La distancia cocienteen £ . . . . . . . ... ... .. .. ... 98
Comparando las distancias . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 99
La geometria métrica de G(2) . . . . . .. .. ... L. 102

Bibliografia 104



Agradecimientos

A Juli, por estar a mi lado durante este recorrido, festejando en los buenos
momentos y tomandome de la mano en los malos. A mi compaifiero de vida.

A mi familia, por siempre apoyarme en lo que me propongo.

A Gabriel, por guiarme durante estos anos, aconsejando y ayudando. Por ser
siempre una gran persona en la que poder confiar.

A los amigos que me acompanaron, en especial a Pancho, Dani e Ivan, que me
escucharon cuando lo necesitaba.



INDICE GENERAL



Introduccion

La geometria del grupo lineal general con una métrica riemanniana invariante a
izquierda ha sido un tema de interés desde los trabajos fundamentales de Arnol’d
sobre el grupo de difeomorfismos que preservan el volumen de una regién espacial [1].
En su construccién, la conexién tiene una estructura mas relevante que la distancia, y
es resolviendo la ecuacién de Euler para las geodésicas que se describe el movimiento
del fluido. Por otro lado, en el marco del grupo G4 de elementos invertibles de una
C*-algebra A, es méas natural considerar la métrica de Finsler obtenida al trasladar
a izquierda la norma espectral del algebra, y las conexiones lineales que surgen en
este escenario no son necesariamente la conexion de Levi-Civita de una métrica
riemanniana; este es el punto de vista adoptado por Corach, Porta y Recht (ver
[141] y las referencias alli). Mediante la accién (g,a) — gag* de G 4 sobre el cono
positivo € del algebra A, es posible estudiar la relacion entre las geometrias del
grupo G4, el estabilizador de la accion Uy (el grupo unitario de A), y el espacio
cociente 0 ~ G 4/U,4, como se muestra en [15]. La métrica del cono obtenida por
esta construccién coincide con la métrica de Thompson descripta por Nussbaum en
[37]. Este punto de vista de espacios homogéneos fue luego transportado a varios
grupos de operadores y sus espacios homogéneos, ver [2, 13, 16, 28] por mencionar
algunos. Nuestra intencién con este trabajo es geometrizar algunos grupos asociados
a un algebra de Jordan Banach V, siguiendo los lineamientos de las observaciones
anteriores.

La teoria de las algebras de Jordan reales V fue introducida como un medio pa-
ra tratar sistematicamente con los observables en la mecanica cuantica por Jordan,
Wigner y von Neumann [20], pero desde el principio hubo dificultades en el marco de
algebras infinito dimensionales, y varios resultados bien conocidos para algebras de
dimensién finita todavia no existen en el marco infinito dimensional. Méas reciente-
mente, el célebre teorema de Koecher y Vinberg fue extendido al marco de algebras
de Jordan Banach (JB-dlgebras para abreviar) por Chu (ver [I1] y las referencias
alli), completando la caracterizacién del cono positivo © de V obtenida por Kaup y
Upmeier en [19].

En el marco de las algebras de Jordan surge naturalmente un subrgrupo de
GL(V): el grupo de estructura Str(V). Vamos a geometrizar este grupo y algunos
subgrupos del mismo, en particular el subgrupo G(2) C Str(V) que deja fijo el
cono positivo Q C V. Este grupo cumple el rol del grupo G4, mediante la acciéon
(g,a) — g(a) sobre el cono 2, y el grupo de automorfismos del dlgebra Aut(V) ocupa
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el lugar del grupo unitario en el escenario anterior.

El propésito de esta tesis es extender los resultados conocidos sobre algebras de
Jordan y el grupo de estructura Str(V) de un dlgebra de Jordan real V, al marco
de JB-algebras de dimensién infinita. Dado un elemento x en V estudiaremos la
relacion entre el espectro de x y el espectro de los operadores relacionados a x a
través de la estructura del dlgebra. Demostramos que el grupo de estructura, el
grupo G(£2) que fija el cono y el grupo de automorfismos Aut(V) del algebra V son
grupos de Lie-Banach embebidos de GL(V), y cada una de las inclusiones Aut(V) C
G(Q2) C str(V) son de subgrupos de Banach-Lie embebidos. Damos una descripcién
completa de las componentes de Str(V) a través de conos y proyecciones centrales,
un resultado que generaliza naturalmente la presentacién de Str(V) para algebras de
Jordan euclidianas (semisimple y de dimensién finita). En particular, esto describe
los isétopos isomorfos del dlgebra V. Aplicamos estos resultados a V = B(H),, el
JB-algebra especial de operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert complejo
de dimensién infinita, describiendo los grupos Str(V), G(Q2), Aut(V), sus algebras de
Lie y sus componentes conexas.

Vamos a dotar al cono 2 de estructura de espacio simétrico y estudiaremos
la estructura métrica que se obtiene a través del spray candnico. Definiremos una
métrica de Finsler en 2 y veremos que las geodésicas de la conexién son minimizantes
para esta métrica. Separadamente definiremos otra distancia en ), y probaremos que
es igual a la distancia inducida por la métrica de Finsler. En particular mostraremos
cuales son los levantamientos isométricos de © a G(€2).

La tesis estara organizada de la siguiente manera. En el primer capitulo haremos
un repaso de los preliminares geométricos necesarios para el desarrollo de la tesis.
Daremos generalidades de variedades de Banach y grupos de Lie-Banach. Seguiremos
con espacios homogéneos y espacios simétricos, deteniendonos aqui un poco mas en
detalle.

En el segundo capitulo comenzaremos discutiendo sobre conos en espacios de
Banach y el orden que surge a partir de ellos, asi como la norma asociada al orden.
Definiremos la estructura algebraica de las algebras de Jordan, prestando particu-
larmente atencién a su representacién cuadratica. Agregaremos estructura analiti-
ca, suministrando una norma en el algebra; esta estructura se llamara JB-algebra.
Podremos estudiar el espectro de los elementos del dlgebra y el espectro de los ope-
radores multiplicacién y de su representaciéon cuadratica. Obtendremos resultados
sobre esos espectros, en particular la siguiente proposicién vinculando el espectro de
un elemento con el de su operador de multiplicacion:

Proposicién. Sea V una JB-algebra y x en V. Entonces co(o(Lg)) = co(o(x)). En
particular L, tiene espectro no negativo si y solo si x € € (respectivamente L, tiene
espectro no positivo si y solo si z € —(2).

Y el siguiente teorema caracterizando los elementos cuya representaciéon cuadrati-
ca tiene espectro positivo:
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Teorema. Sea V una JB-dlgebra y x un elemento de V. Entonces el operador U, es
un operador positivo si y solo si existe v positivo y una simetria central ¢ tales que
x = €.

Estos dos son los principales resultados del segundo capitulo.

En el tercer capitulo introduciremos al grupo de estructura Str(V) y a tres
importantes subrupos del mismo: el grupo interno de estructura InnStr(V), el grupo
de automorfismos Aut(V) y el grupo que fija al cono G(2). Daremos estructura de
Lie-Banach a todos estos grupos y veremos que son subgrupos embebidos, por lo que
la topologia inducida es igual a la topologia original. Estudiaremos las componentes
conexas de G(€2) y Aut(V) obteniendo el siguiente resultado:

Teorema. Sea V una JB-dlgebra. Definamos F' : G(2) x[0, 1] — G(2) como F(g,t) =
U,—tin(1)/2 -g. Entonces Aut(V) es un retracto por deformacion fuerte de G(2) por
F. En particular G(€2) y Aut(V) tienen el mismo niimero de componentes conexas.

Caracterizaremos al grupo de estructura, obteniendo el resultado principal del
capitulo:

Teorema. Sea V una JB-dlgebra y g una transformacion en Str(V). Entonces existe
v en §), una proyecciéon central p en V con S, = Lo,_1 y un automorfismo k tales
que

g="U, Sk =5,U,k.

En particular, para todo g en Str(V) existe una simetria central €, perteneciente a

g(82).

A partir de este resultado obtenemos algunos corolarios coloridos. Estudiando
las coclases de G(£2) en el grupo de estructura obtenemos que en cada coclase hay
un y solo un operador S, = Lo,_1 en ella. Podemos caracterizar también a los ele-
mentos que surgen de evaluar operadores del grupo de estructura en el cono: son
exactamente de la forma v donde ¢ es una simetria central y v es positivo, y por el
resultado del capitulo anterior, son los elementos de representacion cuadratica posi-
tiva. Y caracterizaremos también a las algebras isétopas isomorfas de V. Finalmente,
estudiaremos el caso particular del dlgebra de operadores de un espacio de Hilbert.

En el cuarto capitulo dotaremos a Str(V) y G(€2) con un spray invariante a
izquierda. Daremos también estructura de espacio simétrico de Cartan a ) con
respecto a una accién de G(Q): g - x = g(x). Estudiaremos es spray natural que
surge a partir de esta estructura. Daremos a ) una métrica de Finsler invariante y
definiremos la distancia como el infimo de longitud de curvas que unen dos puntos.
Como resultado principal de la seccién tendremos la minimalidad de las geodésicas
del spray canoénico:

Teorema. La curva geodésica a(t) = U, exp(t U;ll/Z v) es minimizante para la
distancia disty en €2, es decir,

Lengthq(a) = ||U,-1/20[| = dista(a(0), a(1)).
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Extenderemos este resultado a normas absolutas y simétricas en el caso de di-
mensién finita. Mostraremos una métrica de Finsler en G(€2) que nos permitird medir
distancias alli, y a partir de ella estableceremos una nueva distancia en §2: la distancia
entre dos puntos en (2 es igual a la distancia entre sus fibras en G(£2). Veremos que
las dos distancias definidas en §2 son iguales y en particular obtendremos levantados
isométricos de curvas en € a G(§2) como resultado principal de la seccién:

Proposiciéon. Sea v un camino suave a trozos en €2 uniendo x e y. Entonces existe
un Unico levantamiento horizontal A en G(2) con A(0) = U,1/2. Este levantamiento
estd dado por A = U71/2 k¢, donde k; es un camino de automorfismos con punto
inicial Id que satisface la ecuacion diferencial

kllf = [L(W;[/Q)/ ,L’Y;l/2:|k;t.

Mas atn, este levantamiento es isométrico.
Seguiremos con el siguiente resultado:
Proposicién. Sea z en V y D una derivacién. Entonces ||L; + D|| > || D||.

Terminaremos mostrando:

Proposicién. El camino éptimo en G(Q) entre Id y el= es t ~— e'F=.

Podemos considerar el mismo caso para los grupos a un pardmetro en Aut(V).
Sabemos que los grupos a un pardmetro son mas cortos que cualquier curva en
Aut(V), pero no es conocido si siguen siendo los caminos mas cortos si consideramos
todas las curvas en G(2). Conjeturamos que es asi: que los grupos a un parametro
en Aut(V) son minimizantes en G({2).



Capitulo 1

Espacios homogéneos y
simétricos

Esta tesis estd presentada con un punto de vista geométrico, por lo que en este
primer capitulo haremos un repaso de los conceptos basicos de geometria diferencial
en espacios de Banach, dando particular atencién a los grupos de Lie-Banach. Luego
estudiaremos los espacios homogéneos y sus propiedades, y finalmente analizaremos
los espacios simétricos y la conexién candnica que aparece en ellos.

1.1. Variedades de Banach

En estas secciones no ahondaremos demasiado en las demostraciones. Para en-
contrar un estudio mas profundo del tema se puede [25], [21] y [0].

Definicién 1.1.1 (Variedad de Banach). Dado E un espacio de Banach y M un
espacio topoldgico, decimos que M es una variedad de Banach C*, C> o analitica
si estd modelada por cartas ¢ : U, C M — E, donde U, es un abierto de M y las
funciones de transicién son C*, C> o analiticas respectivamente.

Podemos considerar el concepto de subvariedad.

Definicién 1.1.2 (Subvariedad embebida). Sea E un espacio de Banach, M una
variedad de Banach modelada por £ y N un subespacio topolégico de M. Decimos
que N es una subvariedad embebida de M si existe F' subespacio cerrado de E tal
que para todo p en N existe una carta ¢, : U — E que contenga a p 'y que p(UNN)
sea un abierto de F'.

La condicién de subvariedad embebida es mas débil que la condicién de subva-
riedad regular: para ser regular, el subespacio cerrado F' debe estar complementado
en F, lo cual no siempre es cierto en espacios de Banach incluso si el subespacio es
cerrado.

Dada una variedad de Banach M y un punto p en M podemos definir el espacio
tangente T, M como la clase de equivalencia de curvas suaves que pasan por p. El

13



14 CAPITULO 1. ESPACIOS HOMOGENEOS Y SIMETRICOS

espacio tangente se puede identificar con el espacio modelador E. Podemos también
definir el fibrado tangente 7 : TM — M donde TM = U,T,M y 7(p,v) = v, el cual
es una variedad de Banach modelada por E x E.

Dadas M y N dos variedades de Banach y f : M — N diferenciable podemos
definir el diferencial fi, : TyM — Ty, N, donde dado v en T, M y y curva en M con
v(0) = p, 7'(0) = v tenemos fip(v) = (fov)(0). Definimos también f, : TM — TN,
f*(pv 1)) = (f(p)v f*p(v))

Definicién 1.1.3. Sea M una variedad de Banach. Una métrica de Finsler en M
es una funcién continua N : TM — [0, 400) tal que N|r,s es una norma para todo
p en M. Vamos a notar N(p,v) = ||v||,.

Dada « : [a,b] — M una curva suave a trozos definimos la longitud de la curva
como

b
Length(@) = [ la(t) oot

La longitud solo depende de la imagen de « y no de la parametrizacion.

Vamos a enunciar el siguiente teorema de existencia y unicidad de soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios de Banach que nos sera 1til. Se puede
encontrar su demostracién en [22, Proposition IV.1.1]

Teorema 1.1.4. Sea J un intervalo abierto de R que contiene a 0 y sea U un abierto
de un espacio de Banach E. Sea xg en U, y supongamos que f:J x U — E es una
funcion continua, acotada en J x U y que cumple la condicion de Lipschitz con
constante K > 1 en U uniformemente respecto a J. Existe entonces un subintervalo
J que contiene a 0, un entorno W de o y una funcién diferenciable o : J x W — U
tal que si notamos a(t,r) = ay(t) entonces

() = fltast),  as(0) = 2.

Decimos que X : M — T'M es un campo diferenciable si es una seccion diferen-
ciable del fibrado tangente: para cada punto p en M obtenemos un vector tangente
v en T,M. Notamos X, = X(p). Dados X e Y campos diferenciables definimos en
una carta el corchete [X,Y], = DY,(X,) — DX,(Y}), el cual también es un campo
diferenciable. Notamos como X(M) al espacio de campos diferenciables en M, el
cual es un dlgebra de Lie.

Dado X un campo diferenciable decimos que pi(p) = pp(t) = p es el flujo de
X si pp(0) = py pp(t) = X,, ). Notemos que el Teorema 1.1.4 nos garantiza la
existencia del flujo de campos.

Dado que el fibrado T'M vuelve a ser una variedad diferenciable podemos consi-
derar su fibrado tangente y obtener TT'M = T'(T'M). Los elementos de este fibrado
son de la forma (p,v,u,w), con pen M y v, u'y w en T,M. Tiene dos proyecciones:
la usual, 7 = mrar(p, v, u, w) = (p,v) y (P, v, u,w) = (Tar) (P, v, u, W) = (p,u).

Dado un fibrado vectorial y s real notamos pus a la funciéon multiplicacién por s
en la fibra. Para abreviar notaremos de la misma manera a la multiplicacion en T'M
yvenTTM.
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Definicién 1.1.5 (Spray cuadratico). Sea M una variedad de Banach. Decimos que
F:TM — TTM es un spray cuadrdtico si es una seccion de 7, tal que

F(Msv) - (NS)*NSF(V)

para todo V en T M.
Definimos el operador bilineal de Christoffel como la linealizacién de F', es decir,

TV, W) = (B (V 4 ) = (V) = (7)),

A partir de cualquier spray cuadratico podemos definir una conexion: dados X
e Y campos diferenciables,

(VXY);D = DYp(Xp) - Fp(Xpa Yp)

Observaciéon 1.1.6. En coordenadas un spray F' debe ser de la forma F(p,v) =
(p,v,v, f(p,v)). Abusando notacion, la condicién del spray se puede expresar como
F(sV)=s?F(V) para V en TM.

Toda conexién que proviene de un spray no tiene torsién: VyxY —Vy X = [X,Y].

Definicién 1.1.7 (Geodésica). Sea M una variedad diferenciable con spray cuadrati-
co F'. Decimos que una curva « es una geodésica de F' si

o’ = F(d).

Gracias al Teorema 1.1.4 aplicado a T'M tenemos que dados p en M y v en T, M
existe tnica « geodésica tal que «(0) = p, &/(0) = v.

A partir de geodésicas se puede definir un mapa exponencial Exp : U C T,M —
M de la siguiente manera: dado v en T, M sea v la geodésica tal que v(0) = p y
7'(0) = v; definimos Exp(v) = 7(1). El conjunto U es un entorno de 0 en T,M y
Exp,o = Id, por lo que Exp es un difeomorfismo entre un entorno de 0 en T,M y
un entorno de p en M.

Decimos que (M, F) es geodésicamente completo si el dominio maximo de toda
geodésica es R. En ese caso Exp estd definido en todo T),M para todo p en M.

Definicién 1.1.8 (Transporte Paralelo). Sea M una variedad diferenciable con
spray cuadratico F. Dada una curva v en M decimos que un campo j sobre v es
el transporte paralelo de v € T, M a lo largo de v si cumple que

=000, u0) =0

Nuevamente gracias al Teorema 1.1.4 tenemos que existe el transporte paralelo
para todo v en T, M. Si fijamos ¢ la aplicacién Ptt“ :T,M — T, M dada por
v — p(t) es un isomorfismo de espacios de Banach.

t+s

Definicién 1.1.9 (Curvatura). Sea M una variedad diferenciable con spray cuadréti-
co F'. Definimos el tensor de curvatura R: dados X, Y y Z campos diferenciables,

R(X,Y)Z =VxVyZ —~VyVxZ — VixyZ.
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Definicién 1.1.10 (Campo de Jacobi). Sea M una variedad diferenciable con spray
cuadratico F'y « una geodésica de F'. Decimos que un campo v sobre v es un campo
de Jacobi si cumple que

D,QY,V = R(,v)Y.

Tenemos una definiciéon equivalente de campos de Jacobi. Dada +; una curva,
decimos que 74(s) es una variacién de ; si 4(0) = =;. Llamamos campo variacional
al campo a lo largo de ~; dado por X; = %'yt(sﬂs:o. Si v es una geodésica y .(s) es
una variaciéon de v por geodésicas (es decir, para todo s fijo 14(s) es una geodésica)
entonces el campo variacional de esta variacién es de Jacobi. Reciprocamente, para
todo campo de Jacobi v existe una variaciéon de v por geodésicas tal que v es su
campo variacional.

Dada f : U — V una funcién suave y biyectiva con U C My V C N y X un
campo diferenciable en U podemos considerar el push-foward de X, el campo dado
localmente de la forma (fiX)¢p) = fip(Xp). A partir del push-foward podemos
definir los automorfismos del spray y la conexién.

Definicién 1.1.11 (Automorfismos de la conexién). Sean M, M variedades diferen-
ciables con spray tales que V y V son sus respectivas conexiones. Sea f : M — M un
difeomorfismo local. Decimos que f es una transformacion afin si para cada U C M
donde f|y : U — f(U) es biyectiva y para cada par de campos X, Y en U tenemos
que

En particular, si M = M, V = V entonces decimos que f es un automorfismo de la

conexidn. Vamos a notar a estos automorfismos como Aut(M, V).

Definiciéon 1.1.12. Sean M una variedad diferenciable con spray F. Sea f: M —
M un difeomorfismo local. Decimos que f es un automorfismo del spray si para cada
V en T'M tenemos que

F(fV) = (fo)F (V).

Vamos a notar a estos automorfismos como Aut(M, F').
Tenemos el siguiente lema que vincula estos conceptos de automorfismos.

Lema 1.1.13. Sean M una variedad diferenciable con spray F'. Entonces Aut(M, F)
= Aut(M, V).

Observacion 1.1.14. Supongamos que f pertenece a Aut(M, V). Entonces f mapea
geodésicas en geodésicas, pues dada v geodésica

F((fon))=F(fy) = (f):F(Y) = (fo)7" = (fon)".

Mas aun, si v es una curva en M, p = v(0) y p indica el transporte paralelo de un
vector tangente v en T),M entonces n = D f, 11 es el transporte paralelo de w = D f,v
alolargo de 8 = fon.
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Tenemos el siguiente teorema que caracteriza los campos cuyo flujo es un auto-
morfismo de la conexién. Su demostraciéon puede encontrarse en [22, Chapter XIII,
Section 2].

Teorema 1.1.15. Sea M una variedad diferenciable con spray F y sea X un campo
diferenciable en M con flujo py. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. p; pertenece a Aut(M,V) para todo t.
2. Para cualquier geodésica v en M si tomamos la restriccion de X a lo largo de

~v obtenemos un campo de Jacobi.

3. Para todo par de campos diferenciables Y y Z tenemos que

[X, VyZ] = V[X’y}Z + Vy[X, Z].

Definicién 1.1.16 (Campos de Killing). Sea M una variedad diferenciable con
spray F. Decimos que un campo diferenciable X es un campo de Killing si cumple
alguna de las equivalencias del teorema anterior.

El conjunto de campos de Killing, que notaremos Kill(M, V), es una subalgebra
de Lie real de X(M).

El siguiente lema nos dice que los campos de Killing estan caracterizados por su
valor y el de su derivada en un punto.

Lema 1.1.17. Sea M una variedad diferenciable conexa con spray F.

1. Dadas fy g en Aut(M, V), si existe p en M tal que f(p) = g(p) y Df, = Dgp
entonces f = g.

2. Dados X e Y en Kill(M,V), si existe p en M tal que X, =Y, y DX, = DY,
entonces X =Y.

1.2. Grupos de Lie-Banach

Definiciéon 1.2.1. Sea G un grupo topoldgico. Decimos que es un grupo de Lie-
Banach si es una variedad diferenciable modelada por un espacio de Banach FE tal
que las operaciones multiplicacién e inversa son diferenciables.

Vamos a llamar e a la identidad del grupo G. Notamos Ly(h) = gh, Ry(h) =
hg la funcién de multiplicaciéon a derecha e izquierda. Notemos que L, y R, son
difeomorfismos de G y por lo tanto (Lg).p, : TG — TypG es un isomorfismo. Esto
permite que podamos trasladar elementos del tangente "multiplicindolos”por algin
g. Si v pertenece a T,G entonces "g~1v” = (Lg-1)sv pertenece a TeG.

Observacion 1.2.2. Si g; es una curva suave en G, diferenciando g:g, I = e podemos
-1 -1 1
obtener que &(g; ') = —g; 'gig; -
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Decimos que un campo X es un campo invariante a izquierda si cumple que
InXg = Xpg, es decir, si (Lg)« X = X Lg. Se define andlogamente un campo invariante
a derecha. Notemos que dado un elemento v en T.G podemos definir un campo
invariante a izquierda de la forma X, = (L4)«v. Esto nos da una identificacién
de los campos invariantes a izquierda con T.G. Como el corchete de dos campos
invariantes vuelve a ser invariante tenemos que T.G es un algebra de Lie a la que
notaremos Lie(G) y llamaremos el dlgebra de Lie-Banach del grupo G.

Dada N una métrica de Finsler en G decimos que es una métrica de Finsler
invariante a izquierda si ||(Lp)«gv||ng = ||hv|lng = ||v|lg para todo g, h en G y v en
T,G. Notemos que dada una norma || - [|c fija en Lie(G) podemos extenderla a todo
TM como ||v|lyg = |lg~ v|le, la cual es una métrica de Finsler invariante a izquierda.

Dada F' un spray decimos que es un spray invariante a izquierda si dados g y h en
G, v en Lie(G) tenemos que Fy(gv) = Fpq(hgv); en particular, Fy(gv) = Fe(v). Te-
nemos entonces que para g, h en Gy v, w en Lie(G), I'y(gv, gw) = Tyqy(hgv, hgw) =
Le(v,w).

Llamamos Cy a la conjugacién por g, Cy(h) = ghg™t. Vamos a notar Ad, = (C).
a su diferencial, por lo que podemos definir la funcién Ad : G — GL(Lie(G)) y
llamaremos ad a su diferencial. Se puede comprobar que ad(v) = [v, ].

Dado un campo invariante a izquierda X* con X! = v consideramos ¢; = p(t, e)
el flujo de XV por e. Es simple comprobar que ¢; esta definido para todo R y que
es un homomorfismo, es decir, ¢i1s = Prds. Llamaremos grupos a un pardmetro a
estas curvas y las notaremos ¢; = e'. Similarmente, cambiando e por g, obtenemos
que ge'¥ es un grupo a un pardmetro que pasa por g.

Podemos definir la exponencial del grupo G como el mapa v — €' = exp(v). La
exponencial es diferenciable y (exp)«e = Id, por lo que es un difeomorfismo alrededor
de e. El mapa v — ge¥ es una carta local alrededor de g.

Lema 1.2.3. El diferencial de la funcién exponencial estd dado por

1— —ady
(exp)spw = - .

ad,

También puede expresarse como

1
(exp)pw = e”/ e Pweldt.
0

Supongamos que Gy H son dos grupos de Lie-Banach y f : G — H es un
morfismo de grupos diferenciable. Entonces f. es un morfismo de algebras de Lie y
expH © fre = f 0 expg. En particular, como Ad es un morfismo de grupos diferen-
ciable tenemos que

Adgw = e,

Definicién 1.2.4 (Subgrupo Lie-Banach). Sea G un grupo de Lie-Banach y H
un subgrupo de G. Decimos que H es un subgrupo de Lie-Banach de G si es una
subvariedad embebida de G.
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Notemos que un subgrupo de Lie-Banach tiene la topologia de subespacio de G.
Mas atn, un subgrupo de Lie-Banach es topolégicamente cerrado. Sin embargo, a
diferencia del caso de dimensién finita, el reciproco no es cierto.

Lema 1.2.5. Sea G un grupo de Lie-Banach y H un subgrupo de Lie-Banach de
G. Tenemos que Lie(H) C Lie(G) es una subdlgebra de Lie y

Lie(H) = {v € Lie(G) : € € H para todo t € R}.

Nuevamente la reciproca no es cierta. Si tomamos $) una subélgebra de Lie de
Lie(G) que cumpla la tesis del lema podemos considerar el subgrupo generado por
las exponenciales de $), es decir, He = (" : v € $)). H, tiene estructura de grupo de
Lie-Banach pero en general no es un subgrupo de Lie-Banach de G, ni siquiera en
dimensién finita.

Si H es un subgrupo cerrado de G podemos considerar ) = {v € Lie(G) :
e’ € H para todo t € R}, la cual es una subalgebra de Lie cerrada de Lie(G), y
restringiendo la exponencial obtenemos exp : $ — H. Consideramos nuevamente
H, = (" : v € 9), el cual obtiene una estructura de subvariedad inmersa, es
decir que la inclusién es una inmersién de rango cerrado, pero en general no es una
subvariedad de Lie-Banach. Sin embargo tenemos:

Teorema 1.2.6. Sea G un grupo de Lie-Banach y H un subgrupo cerrado de G y
sea $ = {v € Lie(G) : e € H para todo t € R}. Supongamos que existe un entorno
abierto U de 0 tal que exp(U N $H) = exp(U) N H. Entonces H tiene una unica
estructura de variedad diferenciable que lo hace un subgrupo de Lie-Banach de G.

Dado G un grupo de Lie-Banach podemos considerar G la componente conexa
de e en G.

Proposicién 1.2.7. Sea G un grupo de Lie-Banach con identidad e. Entonces cual-
quier entorno conexo de e genera (Gy. Mas atun, Gy es un subgrupo de Lie-Banach
de G abierto y cerrado y Lie(Gp) = Lie(G).

Terminamos la seccidon con un caso particular de subgrupo de Lie-Banach.

Definicién 1.2.8 (Subgrupo algebraico). Sea A un algebra de Banach asociativa,
es decir, un espacio de Banach con estructura de dlgebra asociativa tal que ||zy|| <
llz||||ly||. Notamos A* a los elementos inversibles de A, y sea G un subgrupo de A*.
Decimos que G es un subgrupo algebraico de grado n de A* si existe una familia de
polinomios continuos P de grado menor o igual a n tal que

G={z e A*:P(z,z ') = 0 para todo P € P}.
La demostracion del siguiente teorema se puede encontrar en [6, Theorem 4.13].

Teorema 1.2.9. Sea A un dlgebra de Banach asociativa compleja. Supongamos que
G es un subgrupo algebraico de A* de grado menor o igual a n. Entonces G es un
subgrupo de Lie-Banach de A* y siU ={a € A: |al]| < T} entonces

exp(U N Lie(G)) = exp(U) N G.

Mas ain, Lie(G) tiene un complemento cerrado en Lie(A*) = A.
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1.3. Espacios homogéneos

Para profundizar en los temas de esta seccién recomendamos ver [6], [25, Capitulo
3, Seccién 3] y [9, Chapter III, Section 1.6].

Sea G un grupo de Lie-Banach y M una variedad de Banach. Una accion de G en
M es una funciéon 7w : Gx M — M, notando 7(g,z) = g-x, tal que g-(h-x) = (gh)-z.
Podemos considerar para cada x en M la funcién 7, : G — M, 15(g9) = 7(g,z) = g-x;
y para cada g la funcién Iy : M — M, ly(x) = g - x.

Decimos que la accién es transitiva si para todo z, y en M existe algin g en G
tal que g -z = y.

Definicién 1.3.1. Sea G un grupo de Lie Banach y M una variedad de Banach con
una accién de G en M. Decimos que M es un espacio homogéneo de G si la accién
es transitiva y [, es un difeomorfismo para todo g en G.

En un espacio homogéneo también podemos trasladar elementos entre los tan-
gentes. Al ser [, un difeomorfismo, (lg)«y : TpxM — Ty, M es un isomorfismo, por lo
que si v pertenece a T, M entonces "g - v” = (lg).,v pertenece a Ty, M.

Dada N una métrica de Finsler en M decimos que es invariante a izquierda si
llg - v|go = ||v]lo para todo o en M, v en T,M y g en G. Notemos que como en el
caso de un grupo de Lie-Banach podemos crear una métrica de Finsler invariante
a izquierda a partir de una norma en un espacio tangente fijo: dado o en M y una
norma || - ||, en 7, M, definimos ||v|/go = [|g™* - v[o

Llamamos la isotropia de x o el estabilizador de x al conjunto

K,={9e€G:9 -z =u}.

Es un subgrupo cerrado de G, ya que K, = 7, ().

Dado z en M podemos considerar el cociente G/K,. No es un grupo necesa-
riamente ya que en general K, no es normal, pero en ciertos casos podemos darle
estructura de variedad de Banach.

Teorema 1.3.2. Sea G un grupo de Lie-Banach y sea H un subgrupo de Lie-Banach
reqular (es decir, que su dlgebra de Lie parte la de G). Entonces existe una tunica
estructura diferenciable en G/H que hace que el cociente ¢ : G — G/H sea una
SUMErsion.

Sin embargo, en general uno parte de una estructura diferenciable en el cociente.
Tenemos el siguiente resultado en dicho caso.

Teorema 1.3.3. Sea G un grupo de Lie-Banach y H un subgrupo cerrado de G.
Supongamos que G/H tiene estructura de variedad de Banach tal que el mapa co-
ciente ¢ : G — G/H es diferenciable y que q.q es suryectiva para algin g. Entonces
H es un subgrupo de Lie-Banach de G.

Supongamos que M es un espacio homogéneo de G y tomemos = en M. Podemos
identificar M con G/K, de la forma g — ¢ -z, y podemos dotar a G/K, de una
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estructura diferenciable de manera que esta identificacién sea un difeomorfismo.
Tenemos entonces que M = G/K, y el cociente esta dado por ¢ = m,. Como K,
es cerrado, el teorema anterior nos dice que si 7w, tiene diferencial suryectiva para
algiin x entonces K, es un subgrupo de Lie-Banach de G.

Definicién 1.3.4. Un espacio vectorial V se dice sistema triple de Lie si existe es
una operacion trilinear [-,-, -] en V tal que

[u’ v, U)] = _[U’ a, w]7
[u, v, w] + [w, u, v] + [v,w,u] =0,

[w, 0, [w, 2, Y]] = [[u, v, w], 2, 4] + [w, [u, v, 2], y] + [w, z, [u, v, y]].

Definiciéon 1.3.5. Sea G un grupo e Lie-Banach y K un subgrupo de Lie-Banach
regular. Notemos & = Lie(G) y 8 = Lie(K). Decimos que & = K @ M es una
descomposicion de Cartan de & si

[R,M] C M, (90T, 9] C R.
Notemos que [R, ] C R pues es subdlgebra de Lie.

Observacién 1.3.6. Notemos que las condiciones de una descomposiciéon de Cartan
implican que [[90%, 9], 9] C M, por lo que M con el producto [u, v, w] = [[u, v], w]
es un sistema triple de Lie.

Sea G grupo de Lie y o un automorfismo involutivo no trivial, es decir, un
difeomorfismo distinto a la identidad tal que o2 = Id. Decimos entonces que G es
un grupo con involucion de Cartan o. Sea K el subgrupo de G dado por los puntos
fijosde o: K ={g € G:0(9) =g}

El automorfismo ¢ induce un isomorfismo o, : & — &. Como dijimos antes,
esto implica que para todo v en & tenemos que o(e’) = e,

Diferenciando la igualdad o2 = Id obtenemos que g4 también es involutivo.
Por lo tanto, tiene autovalores 1 y —1. Notemos que Lie(K) = R es el autoespacio
asociado a 1. Si notamos 91 al autoespacio asociado a —1, tenemos que & = K P M,
por lo que K es un subgrupo de Lie-Banach regular de G.

Afirmo que & = K @ I es una descomposiciéon de Cartan de &: esto es facil de
comprobar gracias al hecho que ¢ [v, W] = [T4ev, Oxew].

Por el Teorema 1.3.2 tenemos que existe una unica estructura de variedad de
Banach en M = G/K tal que el cociente g es una sumersion. Es facil comprobar
que TeM =M y que Exp : M — M, Exp(v) = ¢(ge?) es una carta alrededor de g.

1.4. Espacios simétricos

Para profundizar en los temas de esta seccién se puede consultar [36] y [32].

Definiciéon 1.4.1. Sea M una variedad de Banach. Decimos que M es un espacio
simétrico en el sentido de Loos si existe un producto diferenciable p(z,y) = z -y tal
que
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l.z-z ==

2.z (x-y)=uy.

ox-(y-z)=(x-y) (z-2).

4. Para todo z en M existe un entorno U de x en M tal que si para y en U se
cumple que z - y = y entonces y = x.

Podemos pensar a los espacios simétricos de la siguiente manera. Supongamos
que para todo par z, y en M existe una tnica geodésica que los une. Entonces x -y
realiza la siguiente operacién: tomamos la geodésica o que une x e y tal que pasa
por x a tiempo 0 y sea tg tal que y = a(tg), entonces x - y = a(—tp). Es decir, z - y
es el simétrico de y por x a lo largo de la geodésica que los une.

Vamos a notar S, : M — M, S,(y) = = -y. Tenemos que para todo z, S2 = Idy
y (Sz)se = —Idp,p. Notemos que la primera y cuarta condicién de un espacio
simétrico nos dicen que x es un punto fijo aislado de S,.

Definicién 1.4.2. Sea M un espacio simétrico de Loos. Un difeomorfismo f : M —
M se dice un automorfismo del espacio simétrico si f(x-y) = f(x) - f(y). Vamos a
notar Aut(M, u) al conjunto de automorfismos.

La tercera condicién de espacio simétrico implica que S, es un automorfismo
para todo z en M.

Dado M un espacio simétrico de Loos podemos también dotar a T'M de la
estructura de espacio simétrico. Dados V' y W en T'M, definimos X(V, W) =V -W =
px(V,W). Notemos que si v, w pertenecen a T, M entonces v - w = 2v — w. Tenemos
ademas que para V, Wen TM, n(V - W) =n(V) - w(W).

Es facil comprobar que si f es un automorfismo de M entonces f, es un auto-
morfismo de T'M.

Podemos definir un spray candnico.

Teorema 1.4.3. Sea M un espacio simétrico de Loos. Consideremos Z la seccion
nula de TM, es decir, Z(p) = (p,0). Definimos F : TM — TTM,

F(V) = ~((Sv) 0 Z).V.
Entonces F es un spray cuadrdtico en M.

Demostracion. Dado V = (p,v) tenemos que

a1 (F(V)) = 7rar(=(Sy)5 0 Z)u(V)) = (Syya 0 Z)(m(=V)) =
y
(1a0)e(F(V)) = =(7 0 Sy 0 2)u(V) = (S 0 70 Z).(V) = —(S,).V = V.

Por lo tanto, F' es una secciéon de ambos fibrados.
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Notemos que dados V'y W en TM, (sV) - W = u(sV,W) = su.(V,W) =
s(V - W). Por lo tanto,

F(sV) = =(Sav 0 Z)u(sV) = =s(star 0 Syja 0 2)(V) = (samr) s F(V),
por lo que F' es un spray cuadratico. ]

El operador de Christophel estd dado por
1 1
Lp(V, W) = —5(5\/ 0 Z)pW = _§(SW © Z)spV.
Podemos obtener también el tensor curvatura
-1
R(U, V) = T ((SU o Z)*(SV 9] Z)* - (SV 9] Z)*(SU O Z)*) . (11)

Consideremos los automorfismos del spray, Aut(M, F'). El siguiente teorema vin-
cula las dos nociones de automorfismos. Se puede encontrar su demostracién en
[36, Theorem 3.6].

Teorema 1.4.4. Sea M un espacio simétrico de Loos conexo y sea F el spray
canonico de M. Entonces

1. Aut(M,F) = Aut(M, u) = Aut(M).
2. Las simetrias S, pertenecen a Aut(M) para todo p en M. Mas atn, si F esun

spray cuadrdtico tal que las simetrias S, pertenecen a Aut(M, F) para todo p
en M, entonces F' = F'.

3. (M, F) es geodésicamente completo.

4. Sea o : R — M una geodésica y sean Tq,s = Sa(%)Sa(o), a las cuales llamaremos
traslaciones a lo largo de o. Entonces 7o s pertenece a Aut(M) para todo o y
s, cumpliendo que 7o s(a(t)) = a(t + s). Mas atin, el transporte paralelo esta

dado por

Pg+s(a) = (Ta,S)*a(t)

1.4.1. Grupo simétrico de Cartan

Definiciéon 1.4.5. Sea G un grupo de Lie-Banach con involucién de Cartan ¢ con
K el sugbrupo de puntos fijos de 0 y M = G/K dotada de su estructura de variedad
de Banach que hace de la proyeccién ¢ una sumersiéon. Dados gK y hK en G/K
definimos

gK - hK = go(g) ‘o (h)K. (1.2)

Este es un producto simétrico bien definido que hace de M un espacio simétrico de
Loos. Decimos que M dotada de esta estructura es un espacio simétrico de Cartan.
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En un espacio simétrico de Cartan el grupo G actiia en M por automorfismos:
ly pertenece a Aut(M) para todo g en G. Como mencionamos en las secciones
anteriores vamos a notar el diferencial de los operadores de multiplicaciéon como si
"multiplicAramos” en el espacio tangente.

Terminamos el capitulo con el siguiente teorema. Se puede ver [36] y [25, Section
7.5] para una demostracién.

Teorema 1.4.6. Sea G un grupo de Lie-Banach con involucion de Cartan o, K el
subgrupo de puntos fijos y M = G/K su espacio simétrico de Cartan con M coneza.
Sea o = q(e). Si consideramos F el spray candnico en M como espacio simétrico
tenemos que

1. Dadogen G yx, y enm, siv = qug(g- ), W= qug(g-y) € Tg.oM, entonces
d2

_ —sy tx
— q(ge”*e™).
s=t=0

I‘g.o(v,w) = —(gg)*oro(Q*e$7 q*ey) =

2. Dadosp en M yv en ToM conp =g-0 Yy v = @ para T en m, entonces
la dnica geodésica ~y tal que o = p y V) = (g)xeV = Gsgg - T estd dada por
V(t) = ge'” - o.

3. Las traslaciones 7, a lo largo de vy estdn dadas por 74(p) = get*g=1 - p.

4. El transporte paralelo a lo largo de v estd dado por Pl(v)w = (D7)yw =
(£ trdgz ) sg-oW.

5. Para x,y,z en m, si X = qug(g- ) € TyoM y andlogamente con las otras,
entonces la curvatura en p=g-0 € M estd dada por

RBp(X,Y)Z = —qug(9llz, ], 2]) = —(lg) w0 ([, ], 2]).

6. Si x € m entonces pi(p) = €' - p es el flujo del vnico campo de Killing X tal
que DX, =T),(X,, —) y X(0) = gaiz.



Capitulo 2

Algebras de Jordan

En este capitulo daremos un vistazo general a dos temas con los que trabajaremos
durante la tesis: los conos y las algebras de Jordan. Comenzaremos con generalida-
des sobre los conos y el orden que definen. Seguiremos con las dlgebras de Jordan,
mostrando herramientas que nos seran ttiles en su estudio, como la representacion
cuadrética. Daremos especial atenciéon a las JB-algebras, cuya norma estd asociada
a la estructura de orden dada por el cono de elementos de espectro positivo. Finali-
zaremos el capitulo con un resultado propio sobre la positividad de la representacién
cuadrética.

Para ampliar sobre estos temas se pueden consultar los libros Jordan structures in
geometry and analysis de Cho-Ho Chu [12], Analysis on symmetric cones de Jacques
Faraut y Adam Koranyi [17] y Jordan operator algebras de Harald Hanche-Olsen y
Erling Stormer [13].

2.1. Conos en espacios de Banach

Sea V un espacio de Banach real.

Definicién 2.1.1 (Cono). Decimos que un conjunto no vacio €2 en V es un cono
convezo si cumple que 2 4+ Q C Q y que A2 C €2 para todo A positivo.

Si Q es un cono, entonces £ también lo es: dado x,, — x, Az, — Az. Mas atn,
Lema 2.1.2. Si Q es un cono abierto, Q° = Q.

Demostracién. Una inclusion es trivial. Sea p en Q° y tomemos ¢ en 2. Consideremos
el segmento p + (¢ — p). Como p es punto interior de Q) toda curva que pasa por
p interseca a € en un intervalo alrededor de p. Por lo tanto existe 0 < § < 1 tal
que p+ d(q — p) pertenece a Q. Como £ es abierto vy g es un punto interior tenemos
que A\(p —d(q — p)) + (1 — X)q pertenece a € para 0 < A < 1. Si tomamos A\ = 1—J1r(5
obtenemos que p pertenece a 2. ]

Decimos que un cono es propio si Q@ N —Q = {0}. Un cono propio nos permite
definir una relaciéon de orden parcial: decimos que = < y si y — = pertenece a §2.

25
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Si Q es un cono abierto tal que Q es propio podemos decir que Q = {v € V: v >
0} es el cono de elementos positivos y 2 = {v € V : v > 0}. Por lo tanto, el cono
puede ser recuperado a partir del orden.

Definicién 2.1.3 (Unidad del orden). Sea V un espacio vectorial real y sea 2 un
cono en V. Un elemento e se llama wunidad del orden si para todo x en V existe A
positivo tal que —de <z < Ae.

Una unidad del orden e se dice arquimideana si para todo x en V se cumple que
si para todo A positivo Az < e, entonces z < 0.

Una unidad del orden arquimideana e induce una norma || - || en V definida
como

l|z]le = Inf{A > 0: —Xe <z < Ae}.

Llamaremos a esta norma la norma del orden.
Si (V.|| - ||e) es un espacio de Banach completo decimos que (V,e) es un espacio
con unidad del orden arquimideana completo.

Ejemplo 2.1.4. Sea L*°(X) el espacio de funciones acotadas en X y consideremos
Q el cono de funciones positivas. Q es el cono de funciones no negativas. El orden
es el usual de funciones, dadas fy g en L>®(X), f < g si f(z) < g(z) para todo =
en X. La funcién constante 1 es una unidad del orden, al ser funciones acotadas. Es
obvio que es arquimideana. Dada f en L>®(X),

[|f]l1 = mf{A>0: =X < f(x) < X para todo z} = || f]|co-
Por lo tanto (L®°(X), 1) es un espacio con unidad del orden arquimideana completo.

Proposicién 2.1.5. Sean V un espacio vectorial real y 2 un cono en V. Dadas u, v
unidades del orden arquimideanas en V tenemos que || - ||, v || - ||» son equivalentes.

Demostracion. Dado x en V, tenemos que —||z||,u < = < ||z||,u. Ademas, si consi-
deramos la norma de u con respecto a v, —||ul|,v < u < ||u||,v. Por lo tanto,

—lfullollzllvv < 2 < Jullo||2]|uo-

Como ||z||, es el infimo de los elementos que cumplen esta inecuacién tenemos
zllv < llulfo]|z]|o. Andlogamente [|z]|y < |[v]|ul[]o- O

Las unidades del orden son claves en los espacios ordenados pues proveen una
norma. Si el cono es abierto es posible caracterizar las unidades del orden y comparar
la norma del orden con la norma original, como veremos mas adelante.

Definicién 2.1.6 (Transformaciones positivas). Sea T : (V,e) — (W, u) una trans-
formacion lineal entre dos espacios con unidad del orden. Decimos que T es una
transformacion positiva si mapea el cono de positivos de V al cono de positivos de
W.

Un funcional ¢ € V* se dice funcional positivo si se considera a R con el orden
dado por el cono de los niimeros positivos, con unidad del orden 1. Llamamos Q* =
{p € V" : ¢(z) > 0 para todo = € Q}.
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Lema 2.1.7. Sea T : (V,e) — (W, u) una transformacién lineal positiva entre dos
espacios con unidad del orden provistos de la norma inducida. Entonces T es continua
y TN = [T (&)}

Demostracion. Sea x en V, ||z||e < 1. Tenemos que —e < x < e, y como T preserva
el orden —7'(e) < T'(x) < T'(e). Considerando la norma de T'(e),

=T (e)llwu < =T(e) <T(x) <T(e) <|[|T(e)lluns,

por lo que ||T(z)||u < [|T(€e)||, y T es continua. Como ||e||c = 1 obtenemos ||T|| =
T (&)l O

Proposicién 2.1.8. Sea T : (V,e) — (W, u) un isomorfismo lineal positivo entre dos
espacios con unidad del orden normados con la norma del orden. T' es una isometria
si y solo si T'(e) = u.

Demostracién. Supongamos que T es una isometria, tenemos que ||T|| = ||[T7!|| = 1.
Luego, por el lema anterior, ||T(e)|l, = 1y ||T~!(u)|le = 1. Obtenemos entonces
que —u < T(e) <uy —e < T7!(u) < e. Aplicando T en la segunda ecuacién y
combindndola con la primera tenemos que T'(e) = u.

Reciprocamente, si T'(e) = u tenemos por el lema anterior que ||T'|| = ||T'(e)||, =
L [T~ =||T-Y(u)||le = 1, por lo que T es isometria. O

Definicién 2.1.9 (Cono reproductivo, normal y simétrico). Sea V un espacio de
Banach real con cono abierto 2. Decimos que 2 es reproductivo si V = Q — Q.
Decimos que 2 es normal si existe § > 0 tal que para todo z, y en  con
||| = llyll = 1 tenemos que ||z + y[| > 4.
Decimos que 2 es autodual si Q = {x € V : ¢(x) > 0 para todo ¢ > 0}. Decimos
que es homogéneo si para todo x, y en € existe g isomorfismo en V tal que g(z) = y.
Decimos que es simétrico si es autodual y homogéneo.

Si V tiene una unidad del orden, entonces 2 es reproductivo: dado x en V existe

A positivo tal que —Ae < x < Ae. Por lo tanto x = x1 — x9, donde z; = %Ae
Ae—x
2

)

Ty = son positivos.

Observacién 2.1.10. Notar que un cono autodual también lo es en el siguiente
sentido: si €2 es autodual en un espacio de Banach V, entonces

Q={z €V :yp(z) >0 para todo p > 0}.

Si tomamos x tal que p(z) > 0 para toda ¢ positiva, consideremos x + %e. Tenemos
que p(z 4+ 1e) = p(z) + Lp(e) > 0, por lo que es un elemento positivo. Por lo tanto
x pertenece a (.

La normalidad de un cono nos dice que el cono no es demasiado ”abierto”. Un
cono normal debe ser propio: si x pertenece a {2 N —{2 también pertenece —x. Si x
es no nulo suponemos que ||z|| =1, y ||z — z|| = 0 lo cual contradice la hipétesis de
normal.
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Proposiciéon 2.1.11. Sea V un espacio de Banach real con cono €. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. © es un cono normal.
2. ||z|] < M|l|e||||z||e con constante positiva M independiente de z y e.

3. La norma es semimonétona: existe K positivo tal que para todo 0 < z < y
tenemos que 0 < ||z|| < K||y|.

4. Q* es reproductivo.

Demostracion. Supongamos que {2 es normal y que no existe constante M tal que
[lz|| < Mlle||||z|le para todo x. Existe entonces una sucesién z, tal que ||x,|| >
n|lel|||zn||e- Despejando ||z, ]| esto nos dice que —n”leHe < < nHleHe' Definamos

Jn = I\i:\l + n||ee||’ hy, = —ﬁ + me. Se puede ver facilmente que
o hn 2 [lgn|l — Hh””hn
gnll ~ [lhall — nllellllgnll ~ Hgnllllhnl|
y acotando que
h 4
gn + n < :
||gnH ||hn|| n—1

por lo cual tiende a cero. Esto es absurdo, pues al ser {2 normal deberia ser mayor
a algun ¢ positivo. Reciprocamente, supongamos que la inecuacién vale para todo
. Notemos que por la Proposicién 2.1.5 podemos reemplazar e por cualquier otra
unidad de orden, que como veremos en la Proposicién 2.1.12 son todos los elementos
de Q. Dados z, y elementos de {2 de norma 1 aplicamos la inecuacion a e =x +y y

obtenemos que existe una constante M tal que 1 = ||z|| < M]||z||z+y||z + y||. Como
0 <z < x4+ y tenemos que ||z||z+y < 1, por lo que obtenemos despejando que
o +yll > 77

Supongamos ahora que ||z|| < M]le||||x||le con una constante positiva M in-
dependiente de x y e, y como dijimos antes podemos reemplazar e por cualquier
otro elemento positivo. Sean 0 < z < y, tenemos entonces que H:cHy < 1, por
lo que ||z|| < M]|ly||. Ahora, si la norma es semimonétona, dados x, y positivos
de norma 1 aplicamos la monotonia a 0 < x < x + y, por lo que obtenemos que

1 =||z|| < K||z + y|| y despejando obtenemos que 2 es normal.

La equivalencia con el tltimo item se puede encontrar en [10, Chapter 5, Section
3]. No la transcribimos aqui pues supondria introducir teoria que no es relevante
para esta tesis. ]

Ahora podemos dar una caracterizacién de las unidades del orden y vincular la
norma original con la norma del orden.

Proposicion 2.1.12. Sea V un espacio vectorial real con cono abierto 2. Entonces
Q consiste de todas las unidades del orden arquimideanas de V y existe algin c
positivo tal que ||z||e < ¢||z|| para todo x en V.
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Demostracion. Sea u un elemento de 2. Como el cono es abierto existe r positivo
tal que la bola de centro u y radio 7 estd contenida en 2. Entonces para x en V no
nulo tenemos que u + m:v pertenece a la bola y por lo tanto a 2. Por lo tanto,
2lell, 2l
r o= Es T
En particular tenemos que ||z]|, < 2||z||, lo que prueba la segunda parte de la
proposicién. Para terminar debemos ver que u es arquimideana. Sea = en V tal que
Az < u para todo A positivo. Como u— Az > 0 tenemos que ¢(u— A\z) > 0 para todo
© € *. Se sigue que A\p(z) < p(u) para todo A positivo, y como ¢(u) > 0 tenemos
que p(x) < 0. Como esto vale para todo funcional positivo tenemos que entonces z
es negativo, y u es unidad del orden arquimideana.
Reciprocamente, si u es una unidad del orden arquimideana tomemos x en V tal
que ||z —ul| < I, luego ||z — u||, < 1. Por lo tanto —u < z —u < u, y sumando u a
ambos lados obtenemos que z > 0. Esto nos dice que u pertenece a 0~ = Q. O

Podemos ahora dar las condiciones para la equivalencia entre la norma original
y la del orden.

Corolario 2.1.13. Sea V un espacio vectorial real con cono abierto 2. La norma
del orden es equivalente a la norma original si y solo si 2 es normal.

Demostracién. La Proposicién 2.1.12 nos dice que ||z||. < c||z|| para todo x en V.

La Proposicién 2.1.11 nos dice que la inecuacién inversa se cumple si y solo si el
cono es normal. O

Terminamos la seccién con algunos ejemplos que mostraran la interaccién de
estos conceptos y sus limitaciones.

Ejemplo 2.1.14 (Un cono autodual y reproductivo con interior vacio que no esta
contenido en ningtin subespacio propio). Sea V = ¢2(N) y sea Q = {x € V : z,, > 0}.
Es obvio que € es un cono convexo autodual. Afirmamos que Q° = (), que Q es
reproductivo y que {2 no estd contenido en un subespacio propio. Para la primera
afirmacion sea x en {2 y r positivo, y tomemos n tal que x, < 5. Sea y el elemento
obtenido de reemplazar en x la n—ésima coordenada por y, = z, — 5 < 0. Este
elemento pertenece a B,(z) pero y no pertenece a C, y como z y r son arbitrarios
C tiene interior vacio. Ahora, dado z en V lo descomponemos como z = z4y — z_,
donde z; consiste de las entradas positivas de z rellenando con cero los lugares
negativos y z_ andlogo con el opuesto de las entradas negativas. Estos dos elementos
no pertenecen a {2 pues algunas de sus coordenadas pueden ser nulas (si pertenecen
a Q), pero si consideramos Z; = z4 + (2 )pen v - = 2— + (£)nen, estos elementos
pertenecen a Q y z = Z; — Z_. Finalmente, supongamos que €2 estd contenido
en un subespacio afin, Q C x¢ + W; entonces Q — 29 C W. PeroV = C — C =
(C*$Q)*(C*$o) CW-W=W.
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Ejemplo 2.1.15 (Un cono autodual y reproductivo que no es normal). Sea V =
C1[0,1] con la norma usual ||f||c1 = ||f]leo + ||.f'||cc ¥ seca

Q={feV:f(x)>0 para todo x}.

Es obvio que 2 es abierto, pues || - ||oo < || - ||c1- Pero € no es normal: es obvio que
0 < 2™ < z para todo n pero ||z"|| = n+ 1y ||z|| = 2. Por otro lado, £ es autodual:
si L € (C1[0,1])*, entonces L(f) = fol fduy + fol f'duso para 1, po medidas de borel
signadas en [0, 1]. Afirmamos que

1
Q" ={L:L(f) = / fdu para medida positiva u}.
0

Una inclusién es obvia. Ahora, sea L € Q*, L(f) = fol fdur + fol f'dus para pi, s
medidas signadas. Sean P, N1, P» y N2 los conjuntos positivos y negativos de pq
v po respectivamente. Supongamos que Nj es no vacio, tomemos f funciéon positiva
diferenciable tal que se anula en Pj, creciente en N1 N Ny y decreciente en Ny N Ps,
tenemos que L(f) < 0, lo cual es absurdo. Entonces Nj es vacio y p; es positiva.
Anéslogamente, P, y No son nulos y ps es la medida nula. Ahora, € es autodual
pues si fol fdup > 0 para toda medida positiva p entonces f es una funcién positiva.
Finalmente, encontremos la norma del orden de . Analogo al Ejemplo 2.1.4, e =1
es una unidad de orden arquimideana y ||f|le = ||f|/oo. Con esta norma C1[0, 1] no
es un espacio de Banach completo. Sin embargo, C[0, 1] si lo es.

2.2. Algebras de Jordan

Vamos a estudiar una familia especial de conos: los conos de elementos positivos
de un algebra. Para ello introduciremos las algebras de Jordan. En el curso de la
tesis estudiaremos en su mayoria algebras de Jordan reales, por lo que salvo menciéon
las algebras son reales.

Definicién 2.2.1 (Algebra de Jordan). Sea V un R-espacio vectorial con producto
o. Decimos que (V,0) es un dlgebra de Jordan si o es conmutativo y ademas

zo(z?oy)=2%0(zoy)

para todo =,y en V.

Supondremos que las algebras con las que trabajamos tienen unidad 1 para la
multiplicacién.

Vamos a denotar los operadores de multiplicacién como L,y = x o y. Tenemos
entonces que [L, L,2] = 0.

Al no ser un algebra asociativa los operadores de multiplicacién no siempre con-
mutan: dados z, y en V arbitrarios en general [L;, Ly] # 0. A los elementos que si
cumplen esta propiedad, es decir a los que son asociativos, los llamaremos centrales.
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Definicién 2.2.2 (Centro). Sea V un &lgebra de Jordan y x un elemento en V.
Decimos que z es central si para todo y en V se cumple que [L,, L,] = 0. Al conjunto
de elementos centrales lo llamamos el centro de V.

A pesar de no ser asociativa las propiedades de un algebra de Jordan hacen que
sea asociativa por potencias. Si definimos inductivamente 2"+! = x 0 2", tenemos la
siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.3. Un algebra de Jordan es asociativa por potencias, es decir, dado
xenV, 2" o 2™ = "™ En particular, el dlgebra generada por x es asociativa.

Demostracién. Probemos por induccién que z™ o 22 = 2"t2. El caso base es la

definicién de la potencia. Para el paso inductivo, tenemos que

n+2

x =goz" 2

Hozo(?oa" ) =220 (zoa™ ) =220
Diferenciando dos veces la igualdad [L,, L,2] = 0 y evaluando en los elementos
apropiados obtenemos que para todo n el operador L,» pertenece al dlgebra de
operadores generada por L, y L,2, que es asociativa. Por lo tanto, para todo y
tenemos que z o (2™ oy) = z™ o (z" o y).
Finalmente, probemos inductivamente en m que z™ o 2™ = ™™, El caso base
ya lo probamos. Para el paso inductivo, tenemos que

n m+1

z"ox m

:an(ac Ol’):wo(xnowm):xomn—&—m:xn_l,_m_,_l.

O]

Un algebra asociativa (V, -) puede convertirse en un algebra de Jordan definiendo
el producto de Jordan
rT-yty-x
—
Se llama a V algebra de Jordan especial si es isomorfa a una subélgebra de Jordan
de algiin algebra cuyo producto surge de un producto asociativo. Si un algebra no
es especial se denomina excepcional.

roy=

Ejemplo 2.2.4 (Algebra de Jordan excepcional). El ejemplo esencial de un algebra
excepcional es el dlgebra de Albert. Consiste de las matrices simétricas de 323 sobre
los octoniones, con el producto x oy = w Aunque este parezca el producto de
Jordan especial, es un algebra excepcional, pues los octoniones no tienen un producto
asociativo.

El producto asociativo es una gran herramienta en las dlgebras especiales, pero
la existencia de dlgebras excepcionales nos limita su uso. Sin embargo, tenemos el
siguiente teorema que nos permitird usar ciertas igualdades de algebras especiales
para todas las algebras de Jordan.

Teorema 2.2.5 (Principio de McDonald). Toda identidad polinomial en tres varia-
bles y la unidad de a lo sumo de grado 1 en una de ellas que se anula en toda dlgebra
especial también se anula en toda dlgebra de Jordan.
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Una demostracién del mismo puede ser encontrada en [31, Appendix B]. Mas
aun, se probd que en la identidad polimonial pueden aparecer las inversas de las
variables no linenales y el resultado sigue siendo valido, como podemos ver en [35].

Cuando el dlgebra es lo suficientemente pequena podemos incluso asegurar que
el algebra es especial:

Teorema 2.2.6 (Teorema de Shirshov y Cohn). Toda dlgebra de Jordan generada
por dos elementos es especial.

Se puede encontrar una demostracién de este teorema en [34, Appendix A].

Los operadores de multiplicacién no son 6ptimos para las dlgebras de Jordan.
Muchas de las identidades son muy escabrosas e incomodas para trabajar. Ya vere-
mos que por ejemplo la invertibilidad de los elementos no se traslada a los operadores
de multiplicacién. Podemos definir un operador cuadrdtico mucho mas adecuado.

Definicién 2.2.7 (Operador cuadratico U y sus operadores auxiliares). Dado x un
elemento de un dlgebra de Jordan V, definimos el operador lineal U

U, = 2L% — L2,

el cual es cuadrético en z.

Dados x, y en V definimos el operador lineal U, , = %DyUx = % (Uggy — Uz — Uy),
la linealizacién del operador cuadratico, donde D, f(x) denota la diferencial de f
en el punto y en la direccion z. El mismo es bilineal en = e y. Es facil ver que
Usy = LaLy+ LyLy — Lyoy.

Definimos a partir de U,, el operador lineal V, ,(2) = U, .(y), nuevamente
bilineal en x e y.

Los operadores U son intrinsecos a las algebras de Jordan: las algebras pueden
ser axiomatizadas a partir de los mismos.

Observacion 2.2.8. En un algebra especial tenemos que Upy = xyxz. De esta
manera, un operador U se puede pensar como un producto “exterior”.
Tenemos también que U, (2) = xzy + yrz y Vyy(2) = 2yz + zyz.

Podemos estudiar el comportamiento de los operadores U en el dlgebra generada
por un elemento x.

Definicién 2.2.9 (Algebra fuertemente asociativa). Sea V un &lgebra de Jordan
y W una subdlgebra de Jordan de V. Decimos que W es fuertemente asociativa si
[Lz, Ly] = 0 para todo x, y en W.

Notemos que esta definicion implica la asociatividad de W pero es mas fuerte: la
asociatividad no solo debe cumplirse dentro de W sino en todo V. Es facil ver que
dado x un elemento en V, el algebra generada por x es fuertemente asociativa.

Proposicién 2.2.10. Sea V un algebra de Jordan y W una subélgebra de Jordan de
V fuertemente asociativa. Dados x, y elementos de W, tenemos que U, Uy, = Ugoy.
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Una demostracién simple de esta proposicion se puede encontrar en [18, Lema
8, Capitulo 1]. Como corolario tenemos:

Corolario 2.2.11. Sea x un elemento de un algebra de Jordan V. Entonces, dados
[y g dos polinomios, tenemos que Uy ) Uy(y) = Upyz). Mas atin, linealizando esta
igualdad, tenemos que si r es otro polonomio, Uiy Ugez) r@) = Urg)(@),(fr) (@)

La propiedad mas importante de los operadores U es la formula fundamental:

Proposiciéon 2.2.12. Dados z, y en V un algebra de Jordan,
Uu,y = U U, Uy (2.1)

Demostracion. Por el Teorema 2.2.5, solo es necesario probarlo para un &algebra
especial. Asi,

Uu, y z2 = Usgye 2 = (zyz)2(zyz) = z(y(zzz)y)r = U, Uy, Uy 2.
O

Esta férmula fundamental forma parte de la axiomatizacién de las algebras de
Jordan a partir de los operadores cuadraticos.

Definicién 2.2.13 (Elementos inversibles). Sea V un dlgebra de Jordan y = en V.
Decimos que x es inversible si existe y en V tal que U,y = z v U,y? = 1. Notamos
al inverso y = z 1.

Observacién 2.2.14. En un algebra especial los elementos inversibles son los mis-
mos con ambas estructuras y el inverso del producto de Jordan coincide con el inverso
del producto asociativo. Llamaremos y al inverso de x. Si x es inversibe por el pro-
ducto asociativo tenemos que U,y = zyx = = v Upyy? = xy’x = 1. Reciprocamente,
si « es inversible con el producto de Jordan tenemos que zy?z = 1, por lo que x
es inversible con el producto asociativo, y despejando z de la ecuaciéon xyr = x
obtenemos que su inversa es y.

Veremos que aunque la invertibilidad implica que zoy = 1 no es equivalente a ello.
Existen definiciones equivalentes de invertibilidad que involucran a los operadores
L, por ejemplo:

Lema 2.2.15. Sea z un elemento de un algebra de Jordan V. x es inversible si y
solo si existe y en Vtal que zoy =1y 22 oy = x.

Demostracion. Como las identidades de ambos lados de la equivalencia involucran
a dos elementos, por el Teorema 2.2.5 es suficiente comprobarlo solamente para
algebras especiales. Y, como dijimos antes, en algebras especiales el inverso de Jordan
también es inverso para el producto asociativo.

Supongamos que x es inversible. Entonces W =1, M = .
Reciprocamente, si 24542 = 1, IZZ”;W = x entonces es obvio que U, y = x. Multi-
plicando la primera ecuacién por z alternativamente a derecha e izquierda obtenemos
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22y 4+ zyx = 2x = xyx + ya?, por lo que z?y = yx? y reemplazando esto en la se-
gunda ecuacién obtenemos que 22y = = = ya2, por lo que zy = yx = 1, y es inverso
en el producto asociativo y por ende en el de Jordan. ]

Una gran diferencia con el producto asociativo es que la invertibilidad de x no
equivale a la del operador L,. Pero si existe una implicacion.

Proposicién 2.2.16. Sea x un elemento de un dlgebra de Jordan V. Si el operador
L, es inversible entonces  también es inversible y =1 = (L) '1.

Demostracién. Llamemos y = (L;)~'1. Tenemos que x oy = L,y = 1 por su
definicién. Mas aun,

22 =z20l=2%0(zoy)=x0(z?oy).

Aplicando (L,)~! a ambos lados, obtenemos que x2 oy = z. Por el Lema 2.2.15,
es inversible y 7! =y = (L) !1. O

Ejemplo 2.2.17 (Que z sea inversible no implica que L, lo sea.). Sea V el algebra
de matrices simétricas de 222 con el producto de Jordan. Tomemos los elementos

T ) O (R S (A

Como A? = Id, tenemos que A~' = A. Sin embargo, A o B = Id, lo que muestra
que no es suficiente esta identidad para ser inverso. Mas atn, A o C' = 0, por lo que
L4 no es un operador inversible.

El operador U es mas adecuado para definir la invertibilidad, como veremos en
la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.2.18. Dado x un elemento de un dlgebra de Jorda V, x es inversible
si y solo si U, es inversible. Mas atn, si y es otro elemento de V, U,y es inversible
si y solo si x e y lo son.

Demostracién. Supongamos que x es inversible. Tenemos entonces que U, 272 =1,

por lo que
Id=U; =Uy,,—2=U,U,2U,,

por lo que U, es inversible. Reciprocamente, si U, es inversible, sea y = (U,) !a.
Por su definicién U, y = z. Como U, es inversible existe a tal que U, a = 1. Entonces

U,4*=U,U,1=U,U,U,a=Uy,ya=Usa=1.

Para la segunda afirmacién, por la férmula fundamental tenemos que Uy, , =
U, Uy Uy, por lo que Uy, , es inversible si y solo si U, y Uy, lo son, y aplicando el
resultado anterior obtenemos la equivalencia. O
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Veremos mas adelante que la conexién entre x y U, va mas alld que la invertibi-
lidad.

A partir de un elemento u en V podemos definir un nuevo producto poniendo a
u "al medio” de la multiplicacién.

Definicién 2.2.19 (Hométopos e isétopos de Jordan). Sea V un dlgebra de Jordan
y u un elemento en V. Definimos el u-producto como x o, y = U, , u. Notamos al
espacio con su nuevo producto V¥ y lo llamamos el u-homdtopo de Jordan de V o
abreviadamente hométopo. Si V¥ tiene unidad lo llamamos el u-isétopo de Jordan
de V o abreviadamente isétopo.

Decimos que dos algebras de Jordan V y W son isotdpicas si V es isomorfa a
un isétopo de W. Decimos que g : V — W es una isotopia si g : V — W" es un
isomorfismo para algin u en W.

Observacién 2.2.20. La isotopia es una relacién de equivalencia: V! =V, por lo
que es reflexiva; (V“)M2 =V, por lo que es simétrica; y (V*)? = VU« por lo que
es transitiva.

Podemos encontrar los operadores usuales (notados con una u) de la nueva alge-
bra de Jordan en funcién del dlgebra original, por ejemplo:

¥ =U,u, Ut =U,U,, U4, =Usy Uy, LY = Vi

x
Estas igualdades son simples de chequear usando el Teorema 2.2.5.

Proposicién 2.2.21. Sea V un &lgebra de Jordan y u un elemento de V. V¥ es
un isétopo de V, es decir tiene unidad 1%, si y solo si u es inversible. En ese caso
1% =gt

Tenemos en ese caso que = es inversible en V si y solo si lo es en V¥ y que

-1 _ -1 ,.—1

x =U, x .
Demostracion. Si u es inversible tenemos que en un &algebra especial z o, u™! =

—1 —1 .z
w = z y usando el Teorema 2.2.5, que como dijimos también vale con
inversas, tenemos el resultado para toda algebra de Jordan, y V* es unital con
1% =y~ Ahora, si V" tiene unidad v, tenemos que Id = U* = U, U,, por lo que
U, es inversible y por lo tanto u también, por la Proposiciéon 2.2.18.

Ahora, como U = U, U,, si u es inversible tenemos que U, es inversible si y
solo si U}, es inversible; es decir, x es inversible en V si y solo si es inversible en V*.

—1u — —_ —_ —_ —

En este caso, 271" = (UY)la = U, U te = U tah O

Notemos que los isétopos de un algebra de Jordan V no son necesariamente
isomorfos a V. Mas adelante daremos una caracterizaciéon de los is6topos que si lo
son, y de los elementos que los generan.

Para terminar la seccién daremos una manera de descomponer un algebra de
Jordan en tres sumandos, la cual usaremos mas adelante.
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Definicién 2.2.22 (Idempotentes). Un elemento e de un &lgebra de Jordan V se
dice idempotente si €2 = e.

Un algebra de Jordan siempre contiene dos idempotentes, 0 y 1. Decimos que e
es propio si no es ninguno de estos dos elementos.

Dos idempotentes e y €’ se dicen ortogonales si e o e/ = 0.

Dado e un idempotente, es obvio que ¢’ = 1 — e también es un idempotente y
que es ortogonal a e. Son suplementarios en el sentido que e + ¢’ = 1.

Teorema 2.2.23 (Descomposicion de Pierce). Sea e un idempotente de un dlge-
bra de Jordan V y sea ¢ = 1 — e. Definimos los operadores de Pierce Ey = Uk,
Ey=2U, e, Eg = Ug. Estos operadores forman una familia suplementaria de pro-
yecciones, es decir, By + FEy + Ey = Id, E;E; = 6;;F;. Por lo tanto, V se divide en
la suma directa de los rangos de estas proyecciones. Llamando V; = E;(V),

V = VO &) V1 &) V2 .
Esta es la descomposicion de Pierce de V en sus subespacios de Pierce.

Demostracion. Es facil ver que los operadores suman la identidad: U, + Uy +2 U, o =
Ue+e’ - U1 = Id

Por el Corolario 2.2.11, como €’ esté en el algebra generada por e podemos sacar
las siguientes conclusiones. Tenemos que UZ = U, = U, y anélogo para U/, por lo
que estos operadores son proyecciones, y como suman la identidad 2 U, s también
lo es. Ahora, Uo Uy = Ugoer = 0y Ue Ug v = Ugz oor = 0, andlogo para U, por lo
que son ortogonales.

Como descompusimos la identidad como suma de proyecciones ortogonales esto
divide a V en los subespacios de Pierce. ]

Los subespacios de Pierce también pueden pensarse como autoespacios de otro
operador.

Proposicién 2.2.24. Sea V un algebra de Jordan y e un idempotente en V, con
V = Vi3 Vi@V, su descomposicién de Pierce. Entonces V; es el autoespacio del
operador L. asociado al autovalor 3.

Demostracién. Tenemos que U, s + U, = Ug1_¢+Uege = Ugy = Le, por lo que
L. =0FEy + %El + F». Es facil comprobar a partir de esta igualdad que L. tiene
autovalores 5 con autoespacios asociados V;. O

La idea detras de la descomposicién de Pierce es tratar al dlgebra similarmente
a un algebra de matrices de dos dimensiones. Los espacios Vg y Vo representarian
a los elementos de la diagonal; y aunque en algunos casos como el especial pueden
separarse los elementos de la contradiagonal, en general estdn representados juntos
en el espacio V1. Esta similitud se puede comprobar en las reglas de multiplicacion.
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Proposicion 2.2.25. Sea V un élgebra de Jordan y e un idempotente en V, con
V = Vog® V1 ®Vy su descomposicion de Pierce. Tenemos entonces las siguientes
reglas de multiplicacién: V3 C Vo y V3 C Va; V3 C Vo @ Va. Mas atin, VooV =0y
V;oV; C Vi para i =0,2.

Una prueba de las mismas, y reglas de multiplicacion adicionales, se pueden
encontrar en [34, Theorem 8.2.1].

Observacién 2.2.26. Las reglas de multiplicacién nos dicen que Vg y V3 son ideales
del algebra, en particular subalgebras de Jordan. Vi solo es un subespacio y no

contiene cuadrados no nulos, es decir, si y pertenece a Vi no existe z tal que y = 2.

2.3. JB-algebras

Hasta ahora solo hemos estudiado la estructura de Jordan desde un punto de
vista algebraico. En esta seccion estudiaremos algebras de Jordan desde el analisis
funcional, pidiendo que las algebras también sean espacios de Banach.

Definicién 2.3.1 (JB-dlgebras). Sea V un algebra de Jordan y sea || - || una norma
en V tal que (V,||-||) es un espacio de Banach. Decimos que es un dlgebra de Banach
si |lz o yl| < |[zlllll] para todo z, y en V.

Decimos que un &lgebra de Banach es una JB-dlgebra si ademés se cumple que
122]| = [|z]]* v [|#*]] < ||l=* + y*|| para todo z, y en V.

Ejemplo 2.3.2 (Operadores simétricos de un espacio de Hilbert). Sea H un espacio
de Hilbert y sea B(H) el espacio de operadores acotados de H con el producto de
Jordan. Consideremos B(H), el subespacio de operadores simétricos (como espacio
vectorial real), un subespacio cerrado y por lo tanto de Banach. Es una JB-algebra:
sabemos que los operadores cumplen la propiedad de las dlgebras de Banach; por
simetria y propiedad de C*-algebras, ||22|| = ||z2*|| = ||z||%; y como (22h,h) =
(wh,zh) > 0, tenemos que ||z2|| = sup(x?h, h) < sup(z?h, h) + (y*h, h) = ||z? +?||.

Definicién 2.3.3 (JC-dlgebra). Llamamos JC-dlgebra a un algebra de Jordan iso-
morfa a una subélgebra de Jordan cerrada de B(H),.

Toda JC-algebra es en particular una JB-algebra especial. El reciproco no es
cierto: el algebra de Albert introducida en el Ejemplo 2.2.4 es una JB-dlgebra pero
no es una JC-dlgebra pues no es especial.

Observacién 2.3.4. Decimos que un algebra de Jordan V es formalmente real si
para todo z, y vale que si 22 + y? = 0 entonces z = y = 0. Una JB-dlgebra es
formalmente real, pues si 22 + y? = 0 entonces ||z|| < ||z + y?|| = 0.

En JB-algebras es muy importante la estructura de orden. Su norma es una
norma del orden y las JB-algebras pueden ser caracterizadas de esta manera. Para
definir este orden debemos definir el cono de positivos en un algebra. Lo haremos a
partir del espectro.
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Definicién 2.3.5 (Espectro). Dado z un elemento de un &dlgebra de Jordan V,
definimos el espectro de x como

o(x) = {X € R tales que x — Al no es inversible}.

A partir del espectro podemos preguntarnos si es posible hacer calculo funcional
en una JB-dlgebra. El calculo funcional y la teoria espectral son herramientas muy
utiles en C*-algebras, por lo que lo serian también en este nuevo entorno.

Notemos que en las algebras especiales, como los elementos inversibles son los
mismos con ambos productos tenemos que el espectro como algebra de Jordan es el
mismo que como algebra asociativa.

Teorema 2.3.6. Sea V una JB-dlgebra asociativa. Existe entonces un espacio lo-
calmente Hausdorff y compacto X tal que V es isométricamente isomorfa a Cy(X).

Demostracion. La idea de la demostraciéon es reducir al caso complejo, que ya es
conocido. Tomemos V = {z+iy : z,y € V} una complexificacién de V con norma ||z+
iy|| = ||z +y?|| e involucién (z +iy)* = x —iy. V es un algebra compleja abeliana e
involutiva. Es facil ver que (V, ||-]|) es un dlgebra de Banach y por definicion ||z*z|| =
|22, por lo que (V,|| - ||) es una C*-algebra conmutativa. Aplicando el teorema
conocido, que se puede encontrar por ejemplo en [13, Theorem 1.3.3], tenemos que
V es isomorfo a Cf)c (X), y queddndonos con la parte simétrica obtenemos el resultado
para V. ]

Las JB-édlgebras no son en general asociativas, pero podemos aplicar este teorema
a una subalgebra que siempre lo seré.

Dado z un elemento de V notamos C(z) a la subalgebra de Jordan cerrada mas
pequena que contiene a x, la llamamos abreviando la subdlgebra generada por x.

Corolario 2.3.7. Sea V una JB-dlgebra y = un elemento de V. Entonces C(x) es
isométricamente isomorfa a C'(o(z)).

Demostracion. Por el teorema anterior C'(x) es isométricamente isomorfo a C(Y)
para Y algin espacio compacto y localmente Hausdorff. Si llamamos Z al elemento
correspondiente a z en Y, tenemos que o(x) = 0(Z). Notemos que Y = C(Z). Apli-

camos nuevamente el teorema canoénico a C*-algebras, encontrado en [13, Theorem
1.3.4], tenemos que C(Z) es isométricamente isomorfo a C(c(z)) = C(o(z)), por lo
que obtenemos el resultado. ]

Este corolario nos dice que podemos hacer calculo funcional sobre los elementos
de una JB-dlgebra. Dado x un elemento de V y f una funcién continua en el espectro
de z, el elemento f(x) es la preimagen de f por la isometria del corolario anterior.
Mas aun, o(f(x)) = f(o(x)).

Con célculo funcional también podemos obtener la inversa de un elemento x, si
es que existe. Es mas, tenemos el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.3.8. Sea V una JB-idlgebra y sea z un elemento en V. Entonces x
es inversible si y solo si existe y en C(z) tal que zoy = 1.
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Demostracién. Supongamos que x es inversible. Entonces U, es inversible y 7! =

(Up)~ 2. Sabemos que C(z) es invariante por L, y L2, por lo que también lo es por
U, = 2L2 — L,>. Como la inversa de U, se puede aproximar por polinomios en U,

tenemos que x~1 = (U,) !z pertenece a C(z). Reciprocamente, si existe y en C()
tal que z oy = 1, como C(z) es asociativa tenemos que z? oy = z o (x oy) = x, por
lo que x es inversible. ]

La inversibilidad, por lo tanto, se da siempre dentro de C'(x). Al ser una subalge-
bra asociativa tenemos que vale el resultado cldsico: x es inversible si y solo si Lz |¢(q)
es inversible.

Tenemos de todas maneras una relacién entre los espectros de = y L, como
operador de V, gracias a la Proposicién 2.2.16: si L, es inversible x también lo es,
asi que o(x) C o(Ly).

Definicién 2.3.9 (Cono de positivos de un algebra de Jordan). Dada V un algebra
de Jordan, decimos que un elemento = es positivo si o(z) estd contenido en los
numeros positivos. Llamamos €2 al conjunto de elementos positivos de V.

Notemos que € es el conjunto de elementos z de espectro no negativo.

Observacién 2.3.10. El célculo funcional nos permite caracterizar a ) de otras
maneras.

Afirmamos que Q = {a® : a € V inversible}. Como dijimos antes, o(f(z)) =
f(o(x)), por lo que o(a*) = o(a)?® C (0,+0c), donde no se incluye al cero pues es
inversible. Reciprocamente, la funciéon f(t) = v/t es continua en los positivos, por
lo que f(z) es un elemento de V para todo x positivo, es inversible y f(r)? = .
Notemos ademés que Q = {a®:a € V}.

De la misma manera afirmamos que Q@ = {e* : a € V}. Como la exponencial
es continua en todo R el elemento e existe para todo a en V y es positivo pues
o(e?) = {e* : X € o(a)}. Reciprocamente, todo elemento positivo tiene un logaritmo
real.

Observacién 2.3.11. Como en una C*-algebra, tenemos que un elemento = positivo
tiene una tnica raiz cuadrada positiva 2/2. Si no, sea y otra raiz cuadrada positiva,
tenemos que z = y2, por lo que z pertenece a C(y) y por lo tanto también z'/2,
Como vimos en el Teorema 2.3.6 C(y) puede ser inmerso en una C*-algebra, por lo
que z tiene una sola raiz cuadrada alli, entonces y = z1/2.

Un resultado rapido a partir de esto es que la representacién cuadratica es inyec-
tiva en €: supongamos que U, = U, para dos elementos positivos z, y. Aplicando
estos operadores a 1 obtenemos que 22 = y2, y por lo tanto = y.

Podemos ampliar el resultado sobre C'(x) a subélgebras mas grandes. La demos-
tracién del siguiente resultado se puede encontrar en [16, Proposition 2.1].

Proposicién 2.3.12. Sea V una JB-algebra. Dados x e y en V sea C(z, y) la clausura
de la subdlgebra generada por x, y e 1. Entonces C(z, y) es isométricamente isomorfa
a una subdlgebra de Jordan de los operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert.
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Los operadores cuadraticos preservan el cono:

Proposicion 2.3.13. Sean = y v elementos inversibles de V con x positivo. Entonces
Uyx es positivo.

Demostracion. Consideremos y; = U,((1 — t)z + t1). Como = es positivo tene-

mos que (1 — t)x + t1 es inversible y por lo tanto, por la Proposicién 2.2.18, y;

es inversible. Tenemos que y; es positivo; sea g el infimo de los t tales que y; es

positivo. Por continuidad, y;, debe ser positivo. Sea t lo suficientemente pequeno

para que ||yr — yi,l] < m Tenemos entonces que para cualquier A positivo
0

1 1
—_1 < ——. Por lo tanto
PP Vel !

1
27|1(yeo + M) I

(o +A) = (e + M| = lye — ysol| <

Esto implica que y; + A es inversible. Una demostracion de esto se puede encontrar
en [13, Lemma 3.3.4] Como esto vale para cualquier A positivo nos dice que y; es
positivo. Por lo tanto, tg = 0y yg = U,z es positivo. ]

Observacién 2.3.14. No es dificil ver que resultados andlogos valen para = y v
no inversibles. Si v es inversible y x pertenece a Q entonces por continuidad U,z
pertenece a Q.

Supongamos x positivo pero v no inversible. Como el dlgebra generada por x y
v es especial, por el Teorema 2.2.6 tenemos que (Ux1/2'v)2 = U,12Uyz, por lo que
U,12Uyz pertenece a 0 y por el parrafo anterior U,z también.

Finalmente, si z pertenece a 2 y v es arbitrario, por continuidad U,x pertenece
a (.

Como dijimos antes, las JB-algebras estan caracterizadas por el hecho de que
su norma es la del orden, como se puede ver en las siguientes proposiciones, cuya
demostraciéon puede ser encontrada en [13, Proposition 3.1.6 & Proposition 3.3.10].

Proposicién 2.3.15. Sea V una &lgebra de Jordan y un espacio con unidad de
orden arquimidiana completo, cuyas unidad multiplicativa y de orden coinciden, tal
que todo = en V cumple que —1 < z < 1 esto implica que 0 < 22 < 1. Entonces V
es una JB-algebra con la norma del orden.

Proposiciéon 2.3.16. Sea V una JB-algebra. Entonces V es un espacio con unidad
de orden arquimidiana completo considerando el orden dado por € y unidad de
orden 1. La norma del orden coincide con la norma original, y se cumple que si
—1 <z < 1 entonces 0 < z2 < 1.

Podemos probar entonces la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.17. El cono de positivos €2 de una JB-algebra V es un cono convexo
abierto, propio, simétrico y normal
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Demostraciéon. Es obvio que es un cono abierto. Tomemos z, y positivos y A positivo.
Tenemos que = + A1 es positivo y sea z su raiz cuadrada. Tenemos que x +y+ A1 =
U.(14+U,-1y). Por la Proposicién 2.3.13 U,-1y es positivo y por lo tanto 1+ U,-1y
es inversible, por lo que = 4+ y + A1 también. Entonces x + y es positivo. El cono es,
por lo tanto, convexo.

El cono es homogéneo, pues dados z, y en 2, © = U,1/2U,-1/2y. Como la positivi-
dad esta dada por el espectro, es facil ver que si p(x) > 0 para todo ¢ en Q* entonces
x tiene espectro positivo, como se puede ver en [13, Lemma 1.2.5]. Finalmente, como
la norma es la del orden, por el Corolario 2.1.13 tenemos que el cono es normal. [

Veamos un ejemplo de un algebra de Banach que no es una JB-algebra, aunque
cambiemos la norma por una equivalente.

Ejemplo 2.3.18 (Un élgebra de Jordan Banach cuya norma no es equivalente a la
de una JB-dlgebra). Como vimos en el Ejemplo 2.1.15 el cono

Q={f:f(x) >0 para todo =}

en C'0,1] con la norma ||f|lcx = ||fllec + |f'l[c no es normal. Notemos que
(C1[0,1],]] - ||c1) es un espacio de Banach y que 2 es el cono de elementos positivos,
pues o(f) = Im(f). Como el cono no es normal, || - ||c1 no puede ser equivalente a

una norma JB.

Como ya dijimos, las JB-algebras estdn caracterizadas por su orden. Nos podemos
preguntar si uno puede recuperar la estructura de algebra a partir del orden, mas
especificamente, del cono.

En dimensién finita el resultado es conocido hace ya un tiempo. Este resultado se
debe a Koecher [20] y a Vinberg [15]. Demostraciones del mismo pueden encontrarse
en [39, Chapter I, Theorem 8.5] o en [17, Theorem III.3.1]. Si V es un algebra de
Jordan de dimensién finita, decimos que es euclidiana si existe un producto interno
(,) en V tal que (Lyy,z) = (y, Lyz) para todo z, y, z en V; en ese caso decimos
que el producto interno es asociativo. Se puede ver en [17, Proposition VIII.4.2] que
las algebras euclideas son exactamente las algebras formalmente reales. Tenemos
entonces:

Teorema 2.3.19. Sea 2 un cono abierto en un espacio euclideo de dimension finita
V. Entonces ) es un cono simétrico si y solo si existe una estructura de dlgebra de

Jordan euclidea (equivalente formalmente real) tal que Q2 es el cono de positivos de
V.

En dimensién infinita la correspondencia no es tan simple. En el caso de un
espacio de Hilbert tenemos el siguiente resultado gracias a Chu [10, Theorem 3.1].
Decimos que un algebra de Jordan H es una JH-algebra si es un espacio de Hilbert y
el producto interno es asociativo. En dimensién finita las JH-algebras son las algebras
formalmente reales.
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Teorema 2.3.20. Sea 2 un cono abierto en un espacio de Hilbert H. Entonces 2
es un cono simétrico si y solo si es el cono de elementos positivos de una estructura
de JH-dlgebra en H. Esta estructura es unica.

En el caso de un espacio de Banach la situacién se complica por la ausencia
de un producto interno. Sin embargo, tenemos también un resultado en este caso
gracias a Chu [11, Theorem 3.2]; y la correspondencia es con las JB-algebras. El
resultado da una buena imagen geométrica de la correspondencia entre JB-algebras
y conos simétricos. En este caso tendremos que pedir mas propiedades que solamente
la simetria del cono. Una variedad de Banach simétrica es una variedad de Banach
conexa equipada con una norma tangente compatible v tal que para cada p en M
existe una Unica v-simetria s, : M — M. Un cono es Finsler simétrico si es una
variedad de Banach simétrica tal que la norma es invariante por las transformaciones
que fijan el cono.

Teorema 2.3.21. Sea ) un cono propio y abierto en un espacio de Banach V.
Entonces Q es un cono normal, homogéneo y Finsler simétrico si y solo si es el cono
de positivos para una estructura de JB-dlgebra en V en alguna norma equivalente a
la original.

Notemos que este teorema presupone una estructura geométrica en el cono para
obtener la estructura algebraica.

2.3.1. JB*-algebras

Para terminar esta seccion comentaremos un poco el caso complejo de una JB-
algebra.

Definiciéon 2.3.22. Sea V un &lgebra de Jordan compleja equipada con una invo-
lucién *. Decimos que V es una JB*-dlgebra si es un dlgebra de Banach y ademés
para todo x, y en V se cumple que ||z¥|| = ||z|| v ||Uzz*|| = ||2|[>.

Las siguientes dos proposiciones justifican por qué decimos que es el caso comple-
jo de una JB-dlgebra. Se puede encontrar la demostracién de las mismas en [13, Pro-
position 3.8.2] y [16, Theorem 2.8].

Proposiciéon 2.3.23. Sea V una JB*-ilgebra. Entonces el conjunto de sus elementos
autoadjuntos es una JB-algebra.

Teorema 2.3.24. Sea V una JB-dlgebra y V su complexificacion. Existe entonces
una unica norma en Y que le da estructura de JB*-dlgebra.

Tenemos el siguiente teorema para JB*-algebras que caracteriza a los elemen-
tos del centro de su subdlgebra de autoadjuntos y que serd ttil mas adelante. La
demostracion se puede encontrar en [19, Theorem 5].

Teorema 2.3.25. Sea V una JB*-dlgebra y sea x un elemento autoadjunto de V.
Son equivalentes:
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1. x conmuta como operador con todo otro elemento autoadjunto, es decir, [L, L] =
0 para todo y autoadjunto.

2. Para todo y autoadjunto vale que Uy y = Ly2y.

Si aplicamos esto a JB-dlgebras como la subdlgebra autoadjunta de una JB*-
algebra obtenemos:

Corolario 2.3.26. Sea V una JB-algebra y sea x un elemento de V. Son equivalentes:

1. x pertenece al centro de V.
2. Uy = L.

2.4. El espectro de la representacion cuadratica

El calculo funcional nos ayudara a conectar la positividad del operador cuadrati-
co y del operador multiplicaciéon con la del elemento. Para ello usaremos algunas
herramientas de JB*-dlgebras

Sea V una JB-dlgebra y V& = V@iV su complexificacién. Por la Proposicién
2.3.23 y el Teorema 2.3.24 se puede normar a V& de manera que sea una JB*-slgebra
con involucién natural (a + ib)* = a —ib, y V= {v € V€ : v* = v}.

Definicién 2.4.1 (Rangos numéricos). Sea x en VC. Definimos como el rango
numérico de x al conjunto

V()= {o(x) : o € (V)" 0(1) = ¢l = 1} C C.

Decimos que z es hermitiano si V(x) C R. Notamos Her(V®) al conjunto de elemen-
tos hermitianos de VC.

Dado X un espacio de Banach complejo y T en B(X) llamamos rango numérico
intrinseco de T al conjunto

V(T) ={o(T) - ¢ € (B(X))", ¥(1) = [[4]| = 1}.
Llamamos rango numérico espacial de T al conjunto
W(T) = {¢(T2) ¢ € X",z € X,9(2) = L,|[¢|| = [|2]| = 1}.

Observacién 2.4.2. Un panorama mas amplio sobre el rango numérico puede ser
encontrado en [7, Chapter 1, § 10]. El rango numérico es compacto, convexo y no
vacio. Si notamos co(X) a la capsula convexa de un conjunto ¥ C C, tenemos para
z en V que V(z) = co(o(x)).

Un elemento = es hermitiano si y solo si ||e?®|| = 1 para todo t real. Tenemos
entonces que Her(V®) =V, como se puede ver en [18, Theorem 7].

Observacién 2.4.3. Para un panorama mas amplio sobre el rango numérico de
operadores se puede leer [3, Chapter 3] y [33]. Dado T un operador tenemos que
V(T) es compacto, convexo y no vacio, y que V(T') = co(W(T')). T es hermitiano si
y solo si W(T') C R, o equivalentemente si V(T') C R.
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Conectemos en primer lugar el espectro de un elemento = en V con el del operador
de multiplicaciéon L, usando los rangos numeéricos.

Lema 2.4.4. Sea V una JB-dlgebra y VC su complexificacién. Dado z en V consi-
deremos L, la complexificacién del operador L,, dada por L, (v+iw) = Lyv+iL,w
para v, w en V. Tenemos entonces que V(z) = W(L,).

Demostracion. Supongamos que existe un valor ¢(z) en V(z) con ||¢|| = ¢(1) = 1.
Si tomamos z = 1y ¢ = ¢ tenemos que ¥(z) = ¢(1) =1, ||z|]| = ||1]| = 1 ¥y
[|¥]] = ||¢|| = 1, por lo que ¥(L,z) = ¢(x) pertenece a W (L,). Reciprocamente, si
1 (Ly2z) es un valor en W(L;), con ¥(z) = ||[¢|| = ||z|| = 1. Definimos ¢(y) = (L, z),
que es obviamente lineal y acotada. Tenemos que ¢(1) =¥ (z) =1y que

Il = 119 o L[| < Il = ll[l]]2]] = 1,

y como ¢(1) = 1 obtenemos ||¢|| = 1. Por lo tanto, ¢(z) = (L, z) pertenece a
V(z). O

Observacion 2.4.5. No es dificil ver que si z pertenece a V tenemos que (L, )NR =
o(Ly). Como o(L,) es un subconjunto de los reales basta ver que se cumple la
igualdad de los conjuntos resolventes en los reales. Si T = L, — Al dy es inversible,
llamemos T = L, — Al dyc a la complexificacién de T', definimos (7€)1 su inversa
a partir de 77! la inversa de T: (T%)"Y(v + iw) = T~ + iT 1w, por lo que
L, — Aldy,c es inversible. Reciprocamente, si TC =L, — M\ dyc es inversible, como
V es un subespacio invariante de TC, T = T(C]V = L, — M dy es inversible.

Proposicién 2.4.6. Sea V una JB-dlgebra y x en V. Entonces co(c (L)) = co(o(x)).
En particular L, tiene espectro no negativo si y solo si x € Q (respectivamente L,
tiene espectro no positivo si y solo si z € —(2).

Demostracion. Consideremos VC la complexificacién de V y L, la complexificacién
de L,. Tenemos por el Lema 2.4.4:

V(Lz) = co(W(Ly)) = co(V(x)) =V(x) CR.
Por lo tanto L, es hermitiano y V(L) = co(c(Ly)), entonces
co(o(Ly)) =V (Ly) =V (x) = co(o(z)) CR.

Finalmente, por la Observacién 2.4.5 como son todos conjuntos dentro de R podemos
cambiar L, por L, y tenemos que co(o(L;)) = co(o(x)). Obtenemos entonces que
L, tiene espectro no negativo si y solo si z € Q y respectivamente que L, tiene
espectro no positivo si y solo si z € — ]

Tenemos entonces que la positividad y negatividad se mantiene entre los ele-
mentos y sus operadores de multiplicaciéon. Uno podria preguntarse si lo mismo
sucederd con los operadores cuadraticos. Una rapido argumento nos dice que no,
pues U, = U_,, pero podremos decir algo al respecto.
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Lema 2.4.7. Sea V un algebra de Banach-Jordan y v un elemento de V. Entonces
2L
e v = Ugv.

Demostracion. Sea F' : R — B(V) dada por F; = Ugw. Como tanto o5V y e
pertenecen a C(v), U £ eSV — e(stt)v y
e

Fopr = U(s+t)v = Uy esv = Ue%v Uesv Ue%U = F%QFS

exp(fv)

Reemplazando s = 0 obtenemos que F? = F}, y reemplazando esto en la ecuacién

2
anterior tenemos que Fg s = FsFy = FyFs, por lo que F' es un grupo a un parametro.
Como F'(0) = D1(U_)e"v = 2U, 1 = 2L, debe ser que F; = e*Lv. Reemplazando
t = 1 obtenemos que e*lv = U,e. O

Corolario 2.4.8. Sea V una JB-algebra y €2 el cono de positivos de V. Dado x en
) tenemos que U, es un operador positivo.

Demostracion. Como vimos en la Observacion 2.3.10 existe v en V tal que x = e*.
Sea U, la complexificacion de Uy, de la misma manera que hicimos en la Observacion
2.4.5 podemos ver que 0(U;) NR = o(Uy). Por el Lema 2.4.7 tenemos que o(U,) =
o(e?M) C (0,+00), pues el espectro de L, es real. Por lo tanto, o(U,) = o(U,)NR C
(0, 400). O

Observacioén 2.4.9. Los operadores U no son en general hermitianos aunque tengan
espectro real. Podemos ver en [19, Theorem 14] que el operador U, es hermitiano si
y solo si z pertenece al centro de V. Mas atn, como por el Lema 2.4.7 tenemos que
e = U, la inclusién e V) ¢ Her(V) no se cumple.

Tenemos entonces una implicacién: si x es positivo entonces U, es positivo.
Sabemos que la reciproca no es cierta, y que existen elementos (por ejemplo los
elementos negativos) que también tienen operador cuadratico positivo.

Antes de enunciar el siguiente resultado necesitamos una definicién.

Definicién 2.4.10 (Proyecciones y simetrias centrales). Sea V una JB-édlgebra.
Dado p en V decimos que es una proyeccion central si p es un idempotente central de
V; dado € en V decimos que es una simetria central si €2 = 1 y pertenece al centro
de V.

Notar que 0, 1 son proyecciones centrales y 1, —1 son simetrias centrales.

El siguiente resultado, principal de este capitulo, caracteriza a los elementos
cuyo operador cuadratico es positivo. En el caso de algebras de Jordan euclidianas
de dimensién finita se puede usar un frame de idempotentes de Jordan para obtener
una prueba simple del resultado, como se puede ver en [17, Lemma VIII.2.7].

Teorema 2.4.11. Sea V una JB-dlgebra y x un elemento de V. Entonces el operador
U, es un operador positivo si y solo si existe v positivo y una simetria central € tales
que T = €v.



46 CAPITULO 2. ALGEBRAS DE JORDAN

Demostracion. Supongamos que £ = v con v positivo y ¢ simetria central. Como ¢
es central C(v,e) es fuertemente asociativa y la Proposicién 2.2.10 vale, por lo que
U, = Uy = U, U.. Ademés, U,z =2c0(co0z) —e?0z=2z0e? — z = 2, por lo que
U, = Id. Esto nos dice que U, = U, que por el Corolario 2.4.8 es positivo.

Supongamos ahora que x es un elemento tal que U, es positivo. En particular,
U, es inversible por lo que x también lo es. Sean x4 la funcién caracteristica de los
ndimeros positivos y x_ la funcién caracteristica de los ntimeros negativos. Ambas
funciones son continuas en o(x) pues al ser x inversible su espectro no contiene al
0. Sean py = x+(x), p- = x—(x). Como x4 +x- =1, xyx- = 0y x& = x+
tenemos que py y p_ son idempontentes suplementarios ortogonales, es decir, p3 =
pi, p+ +p— =1y py op_ = 0. Podemos entonces realizar la descomposicién de
Pierce del Teorema 2.2.23. Los operadores Uy, , U,_ y 2U,, ;,_ son proyecciones que
descomponen al espacio V en sus imagenes. Llamaremos Vg al rango de 2U,,, ,_, V4
al rango de U,, y V_ al rango de U,,_. Notemos que esta descomposicién es trivial si
x es positivo: en este caso V4 =V y los otros dos espacios son nulos. Similarmente,
si x es negativo también es trivial: V_ =V y los otros dos espacios son nulos. Fuera
de estos dos casos, V4 y V_ no se anulan. Sin embargo, el espacio que nos interesa
es Vq: veremos que el espectro negativo de U, aparece en este espacio.

Afirmamos que Vq es trivial si y solo si p4 es central. Si py es central también
loesp_y Ly, Ly y=pyo(p-oy)=yo(pyop-)=0,porloqueU, , =0y
Vy es trivial. Reciprocamente, si Vj es trivial entonces U, ;, = 0 y en particular
Ly, L, =0.Esto implica que L][Q,+ = Ly, y por lo tanto U,, =L, = Lpi y por el
Corolario 2.3.26 p4 es central.

Veamos que Vj debe ser trivial. Supongamos que no lo es. Notemos que en
particular p; y p— no son 0 o 1 pues estos son elementos centrales. Afirmamos que
V; es un subespacio invariante de U, para ¢ = 0,+. Sea y un elemento de V4, es
decir, y = U,, y. Como z y p; pertenecen a la subdlgebra de Jordan fuertemente
asociativa C'(z), nuevamente por la Proposicién 2.2.10 tenemos

Ua:y:UmUp+y:Ump+y:Up+a:y:Up+Umya

por lo que U, y pertenece a V4 y V4 es invariante por U,. Andlogamente podemos
ver que V_ también es invariante por U,. Sea y un elemento de Vo, y =2U,, ,_ v,
tenemos

Uey=Us2Up, p y=Us(Up4p. —Up, = Up_ )y = (Up 4p_ —Up, = U, ) Uz y
=2Up, p_ Usy,

por lo que U, y pertenece a Vg y Vo es invariante por U,. Como U,, +U,_+2U,
Id, ®V; =V y cada V; es invariante por U, tenemos que

+.P—

o(Uz) = 0(Uz v, ) Ua(Uzlv_) Ua(Uslv,)-

Tenemos que estudiar entonces la restriccion de U, a cada subespacio.
Estudiemos primero la restriccién de U, a V, y V_: si y pertenece a V4, en-

tonces Uy y = U, Uy, y = Uyp, y. Definamos z, = xpy, entonces U, |V+ = Ug,.
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Anélogamente, definamos x_ = xp_ y tenemos que U, |y_ = U,_. Notemos que el
espectro de x4 es la componente positiva del espectro de x y el espectro de z_ es la
componente negativa del espectro de x, por lo que x es positivo y z_ es negativo
y como probamos en el Corolario 2.4.8 U,, y U;_ son operadores positivos. Por lo
tanto, o(Uz v, ),0(Uz [v_) C Rsg. Estos dos espacios solo ven la parte positiva del
espectro de U,.

Estudiemos entonces la restriccién de U, a V. Como las operaciones se realizan
en C(z) es facil ver que x4 o z_ = 0. Entonces, si y pertenece a V( entonces

Upy=U,2U,, , y=Us(Id—U,, —U, )y=(Us—UsU,, — U, U, )y
= (U:mr—l—x, - Um+ - Uz,)y = 2U:v+,:p, Y.

Mas atin, como C(x) es una subalgebra fuertemente asociativa tenemos que L, y
L,_ conmutan, por lo que

2Up, o = 2Ly, Lo + Ly Ly, — Ly op ) = 4Ly, Ly .

Como dijimos antes al ser Vg trivial py y p— no pueden ser el 0 y el 1 pues son
centrales, por lo que x no es positivo ni negativo. Como L;, conmuta con L,  y
L,_ es obvio que L, , conmuta con U, , vy entonces Vy es invariante para L, .
Anélogamente Vg es invariante para L, . Entonces

o(Uz |vy) = 0(2 Ux"',x— Vo) = 4U(L$+Lx— Vo) C 40(LI+LI—)'

Como L., y L,_ conmutan tenemos que o(Ly, L, ) C 0(Lg, )o(L,_). Por la Pro-
posicion 2.4.6 dado que xy es positivo L, tiene espectro no negativo y dado que
r_ es negativo L,_ tiene espectro no positivo, por lo que

0(Uslvo) C 40(Ly, Ly_) € 40(La, )o(Ly_) C (—00,0).

Como U, es inversible y Vg no es trivial 0(Uy |y,) C (—00,0) y esto muestra que Uy
tiene un ntmero negativo en su espectro, lo cual es una contradiccién.

Tenemos entonces que Vg es trivial y por lo tanto p1 es central. Definimos ¢ =
2p4+—1, una simetria central al ser p una proyeccién central; y v = x4 —x_, elemento
positivo pues x4 es positivo y x_ negativo. Entonces ve = x4 +z_ = z. ]

Notemos que en la demostracién hemos probado también lo siguiente:

Corolario 2.4.12. Sea V un &algebra de Jordan y sea p un idempotente con Vg el
rango de 2U, ,» en su descomposiciéon de Pierce. Entonces p es central si y solo si
Vg es trivial.

Observaciéon 2.4.13. Dado x en V inversible podemos realizar la misma descom-
posicién que hicimos en la demostracién. Si x+ notan las funciones caracteristicas
de las partes positiva y negativa de o(z) podemos escribir v = x4 +x_ = pyx+p_z
con p+ = x+(z). Entonces, como vimos en la demostracién,

U, =U,, +U, +4L,, L, ,
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la suma de tres operadores mutuamente disjuntos actuando en los subespacios
V, = Ran(U,, ), V- = Ran(U,_) and Vo = Ran(U,, ;, ) respectivamente, con
V=V, &V_&Vy. Por lo tanto,

0(Uz) =0(Us, ) Uo(Uy_) Udo(Ly, Ly )
y mas atn o(Ly, Ly ) C 0(Ly, )o(L,_) pues estos dos operadores conmutan.

Corolario 2.4.14. Sea V una JB-algebra asociativa. Entonces U, es un operador
positivo para todo x inversible en V.

Demostracion. Como V es asociativa para todo x vale que L, L, _y = yo(riox_) =
0, por lo que 0(Uy) = (U, ) Uo(Uy_) C (0,400). O

Ejemplo 2.4.15. Tomemos V = B(H) con el producto de Jordan. Tenemos entonces
que Ugq B = ABA. El operador U4 € B(B(H)) es positivo si y solo si A = Xe, donde
X es un operador positivo y € es una simetria central. Sabemos que el centro de B(H)
estd compuesto por los miultiplos de la identidad, y entre ellos las tnicas simetrias
son Id y —Id. Por lo tanto, U4 es un operador positivo si y solo si A es positivo o
negativo.



Capitulo 3

El grupo de estructura y su
algebra de Lie

En este capitulo vamos a considerar un grupo de automorfismos que actiian en §2;
queremos darle estructura de grupo de Lie-Banach. Para dar una estructura de Lie
y de variedad apropiada al grupo de transformaciones que fija el cono, estudiaremos
primero un grupo mas grande, el grupo de estructura, y derivaremos la estructura
desde alli. Caracterizaremos también a los elementos del grupo de estructura y apli-
caremos esto al estudio de los isétopos de Jordan definidos en el capitulo anterior.
Para terminar, estudiaremos el caso particular del algebra de Jordan especial de
operadores de un espacio de Hilbert.

Vamos a notar g(z) como gz, notacién que tomara sentido mas adelante.

3.1. El grupo de estructura

Si vemos la férmula fundamental (2.1) podemos decir que todas las transfor-
maciones ¢ € B(V) en la imagen de la representaciéon cuadritica de V tienen la
propiedad: Uy, = g U, g para todo x en V. En otras palabras, para cada g existe
otra transformacion, en este caso la misma g, tal que la igualdad se cumple. Existen
otras transformaciones distintivas que comparten la misma propiedad.
Definicién 3.1.1 (Grupo de Estructura). Sea V un algebra de Jordan. Decimos

que un operador inversible g € GL(V) pertenece al grupo de estructura si existe g*
otro operador en GL(V) tal que para todo = en V

Uge =9 U, g" (3.1)
Notamos al grupo de estructura como Str(V).

Notemos que para g en Str(V) tenemos que Uy, 4y = g Uy, g%, al ser Uy la

49
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linealizacién del operador cuadratico U y ¢ lineal:

Ugfcvgy = Ugm+gy - Ugw - Ugy = Ug(ery) - Ugw - Ugy
= gUm+y g — gng g - gUgy g = Q(Uz+y — Uy — Uy)éfk
=g Ux,y g*~

Observacién 3.1.2. La féormula fundamental nos dice que para todo z inversible
en V, U, pertenece a Str(V): Uy, , = U, Uy U, con U, = U, inversible.

Lema 3.1.3. Sea V un algebra de Jordan. Entonces el grupo de estructura Str(V)
es un grupo. Mas atin, dado g en Str(V), ¢g* también pertenece a Str(V) y (¢*)* = g,
por lo que Str(V) es un grupo con involucién .

Demostracion. Claramente Id pertenece Str(V), pues Urg, = [d U, Id, y Id* = Id.
Si f y g pertenecen a Str(V), entonces Ugp, = g Up, g% = gh Uy h*g*, por lo que gh
pertenece a Str(V) y (gh)* = h*g*. Finalmente,

Uy, =9 'gU 1, 0%(9") =g Uygr,(g") ' = g7 Ua(g™) 7,

por lo que g~ ! pertenece a Str(V) y (¢71)* = (¢*)~!. Tenemos entonces que Str(V)
es un grupo.

Si aplicamos la ecuacién (3.1) a x = 1, obtenemos que Uy = g Uy g* = gg*, por
lo que

g* = g_l Ugl

para todo g en Str(V). Como los operadores cuadraticos pertenecen a Str(V) tene-
mos a g* presentado como producto de elementos de Str(V), por lo que también es
parte del grupo de estructura. Mas atn,

(9") = (g7 Ug1)" = U (97)" = Ut ((9") ™) = Uga (97 Ug1) ™) = Un Uy g = g.
O

Observacion 3.1.4. Dado g en Str(V), aplicando la ecuacién (3.1) a x = 1 obtene-
mos que Ug; = g Uy g* = gg*. Por el Teorema 2.4.11 tenemos que o(gg*) C (0, 400)
si y solo si g1 = ve para v € () y € simetria central.

Veremos a lo largo del capitulo que los operadores del grupo de estructura tiene
un comportamiento particular con los elementos del cono. Podemos por ejemplo
probar céomo se comportan con los elementos inversibles.

Lema 3.1.5. Sea V un algebra de Jordan, g un operador en Str(V) y x en V
inversible. Entonces gz es inversible y (gz)~! = (¢*) " to~ %

Demostracion. Sabemos por la Proposiciéon 2.2.18 que U, es inversible, al serlo z.
Entonces Uy, = gU, g* es inversible, al ser producto de inversibles, y nuevamente
por la Proposicién 2.2.18 gx es inversible. Mas atn,

(92) ' = Uyt gz = (9Usg") lgz = (¢") ' Utz = (¢7) ot
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Notemos que la ecuacién (3.1) no es suficiente para que un elemento g esté en el
grupo de estructura: g* debe ser inversible. Pero tenemos el siguiente corolario del
lema anterior:

Corolario 3.1.6. Sea V un algebra de Jordan y g en GL(V). Entonces g pertenece
a Str(V) siy solo si g1 es inversible y Uy, = g U, g7 Ugy.

Demostracion. Por el lema anterior si g pertenece a Str(V) entonces g1 es inversible.
Reciprocamente, proponemos g* = g~ ! Ug1, el cual cumple la ecuacion del grupo de
estructura y es inversible pues g1 es inversible. O

Obtengamos entonces una definicién equivalente del grupo de estructura sin pedir
que g* sea inversible, que nos servira luego.

Proposicién 3.1.7. Sea V un algebra de Jordan y g en GL(V). Entonces g pertenece
a Str(V) siy solo si

Upw=9Usg'Upt vy Uy, =g "UpgU,1y
para todo x en V.

Demostracion. Como discutimos antes, si g pertenece a Str(V) entonces gl es in-
versible y tenemos que ¢g* = ¢! Ugy1; mas aun g~ ! pertenece a Str(V) por lo que
g cumple ambas ecuaciones del lema. Reciprocamente, supongamos que g cumple
ambas ecuaciones. Si reemplazamos x = g~ '1 en la primera ecuacién y x = g1 en la
segunda obtenemos que

1=U;=gU;1,97'Upn vy 1=Ur=g"UngU;,.

Esto nos dice que g~ ! Uy es inversible con inversa g U,-1;. Por lo tanto, si definimos
g =g! Ug1, es claro que g* es inversible y que por la primera ecuaciéon Uy, =

g Uz g*, por lo que g pertenece a Str(V) O

Ya vimos que es til estudiar la complexificacién de algebras de Jordan reales.
Veamos cé6mo se comporta el grupo de estructura en la complexificacién.

Proposicién 3.1.8. Sea V un dlgebra de Jordan y V& = V @iV su complexificacion.
Dado g en Str(V), definimos ¢ su complexificacién dada por ¢©(x +iy) = gz +igy.
Entonces g€ pertenece a Str(VC).

Demostracion. Notemos que es facil ver por la definicién que para a en V vale
Ugeq = g% Ua(g*)C, donde (¢*)C es la complexificacién de g* definida de la misma
manera que para g. Para el caso general, notamos g€ = ¢ para no cargar la notacién;
tenemos que
Ug(zz—i—z‘b) = Uga+igb = Uga + Uigb +2 Uga,igb = Uga - Ugb +2i Uga,gb
=9Uag" —9Upg" +2igUapg” = 9(Ua = Up +2i Uap)g”
=g Ua+ib g*-

Por lo tanto g€ pertenece a Str(VC) y (¢©)* = (¢*)C. O
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Veamos que otros conjuntos son parte del grupo de estructura. Como ya dijimos,
los operadores de la representacion cuadratica son parte del mismo.

Definicién 3.1.9 (Grupo interno de estructura). Dada V un algebra de Jordan, de-
finimos el grupo interno de estructura como al grupo generado por la representacion
cuadratica, es decir,

InnStr(V) = <Ux>x€V inversible-
Lema 3.1.10. InnStr(V) es un subgrupo normal de Str(V).

Demostracion. Si g pertenece a Str(V) y x es inversible, entonces Uy, = g U, g* =
gU; g7 Uy, Por lo tanto, gU, g7t = Uy, U;ll, que pertenece a InnStr(V), y por
lo tanto InnStr(V) es un subgrupo normal. O

Existe otro gran subgrupo del grupo de estructura: los automorfismos multipli-
cativos.

Definicién 3.1.11 (Automorfismos). Dada V un édlgebra de Jordan diremos que
k en GL(V) es un automorfismo multiplicativo (o automorfismo abreviadamente) si
para todo z e y en V se cumple que k(z o y) = k(z) o k(y). Vamos a notar a este
conjunto Aut(V).

Es facil ver que los automorfismos forman un grupo.

Observacion 3.1.12. Notemos que k(L,y) = k(x oy) = (kx) o (ky) = Lg.ky, vy
andlogamente k(U, y) = Uy, ky, por lo que

kL =1Ly, v Uw=kU,kt YveV.

En particular, Aut(V) preserva los inversibles y k(v)~! = k(v~!). Mas atin, Aut(V)
preserva el cono €, pues k(v?) = (kv)? y el cono puede ser caracterizado como el
conjunto de cuadrados inversibles de V, como vimos en la Observacién 2.3.10.

Lema 3.1.13. Sea V un &lgebra de Jordan. Entonces Aut(V) es un subgrupo de
Str(V) y para todo k automorfismo k* = k=1,

Demostracion. Como vimos en la obsevacién anterior dado k automorfismo tenemos
que Ui, = kU, k=1, por lo que k pertenece a Str(V) y k* = k1. O

Podemos preguntarnos si esta propiedad caracteriza a los automorfismos: dado
g en Str(V) tal que g* = g~!, {vale que g es un automorfismo? Veremos que la res-
puesta es negativa, pero obtendremos una caracterizacién de estos elementos dentro
del grupo de estructura en el Teorema 3.4.11.

Tenemos sin embargo una manera de caracterizar a los automorfismos dentro del
grupo de estructura, tanto en un algebra de Jordan real como en su complexificacion.

Proposicién 3.1.14. Sea V un algebra de Jordan. Dado k en Str(V) tenemos que
k es un automorfismo si y solo si k1 = 1. De la misma manera, si k es un elemento
de Str(VC) entonces k € Aut(VC) si y solo si k1 = 1.
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Demostracién. Supongamos que k es un automorfismo. Como Uy, = kU k! = Id
podemos ver que Uy es inversible, por lo que k1 es inversible. Ahora, k1 = k(12) =
(k1)2, por lo que k1 = 1. Reciprocamente, supongamos que k1 = 1, en particular
k=11 = 1. Tenemos que k* = k=1 Uy = k1, por lo que Uy, = kU, k~!. Entonces
k(z)? = Upe(1) = kU, k71 (1) = k(2?). Linealizando esta igualdad, tenemos que
k(xoy) = kxoky,y k es un automorfismo.

La prueba en el caso complejo es idéntica. ]

3.2. La estructura de grupo de Lie-Banach de Str(V)

Supongamos de ahora en mas que V es una JB-algebra. Vamos a establecer una
estructura diferenciable para Str(V). Como V es un espacio de Banach podemos dar
la norma supremo al espacio de operadores de V, que lo convierte en un espacio de
Banach. De esta manera, los operadores inversibles GL(V) forman un grupo de Lie
con 4lgebra de Lie gl(V) = B(V). Mas atin, como || U, || < 3||z||? la representacién
cuadratica es continua, por lo que la condicién del grupo de estructura es cerrada.
Por lo tanto, el grupo de estructura es un grupo cerrado de GL(V). Sin embargo,
no podemos afirmar todavia que es un subgrupo de Lie (es decir, una subvariedad
cerrada embebida de GL(V) con su estructura de grupo de Lie), pues el teorema
del subgrupo cerrado de Lie no es verdadero para grupos de Lie-Banach infinito
dimensionales.

Necesitamos entonces otra estrategia para probar que Str(V) es un subgrupo de
Lie. Recordemos, entonces, el Teorema 1.2.9 de subgrupos algebraicos.

Teorema 3.2.1. Sea V una JB-dlgebra. Entonces Str(V) es un subgrupo algebraico
de GL(V). Por lo tanto Str(V) es un subgrupo embebido de Lie-Banach, y si U =
{X eB(V): | X]| < 3}, entonces

exp(UNLie(Str(V))) = exp(U) N Str(V).
Mas ain, Lie(Str(V)) = str(V), con
str(V) = {H € B(V) such that 3H € B(V) :2U, g, = HU, - U, H Vz €V}

Demostracion. Definamos para cada x en V los polinomios Py, Q. : B(V) x B(V) —
B(V) dados por

Py(A,B)=Uuy—AU, BUy  Qu(A,B)=Up, —BU, AU .

Por la Proposicién 3.1.7 sabemos que g en GL(V) pertenece al grupo de estructura
si y solo si Pi(9,97%) = Qz(9,97) = 0 para todo x en V, por lo que Str(V) es
un subgrupo algebraico de GL(V). Por lo tanto es un grupo de Lie embebido por el
Teorema 1.2.9. La afirmacion sobre el entorno se sigue del mismo teorema, notando
que el grado de los polinomios es 3.
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Calculemos el dlgebra de Lie de Str(V). Sea g; un camino suave en el grupo de
estructura Str(V), con go = Id y g(, = H un elemento de Lie(Str(V)). Calculemos
el diferencial de ¢*. Como ¢* = g~! Ug1

(9%)6 = (9710 Ugo1 +95 ' (Ug1)g = —H + Dy (U-)gp1
= _H+2Uf,ggl Hl = _H+2UH1,1 .

Como g; es un elemento del grupo de estructura para todo t tenemos que Uy, =
9t Uz g;. Derivemos ambos lados de esta igualdad. Del lado izquierdo obtenemos

d
%(Ugtx)‘ho = Dng(U,)gé:p =2Ug Ha -

Del lado derecho obtenemos
90Uz 95+ 90 Us(g*)o = HUy + Ugp(—H +2Up ).

Por lo tanto, si tomamos H = H — 2 Upi,1 se sigue que 2U, g, = HU, — U, H.

Reciprocamente, supongamos H en B(V) cumple que existe H en B(V) tal que
2Uz e = HU, — U, H para todo = en V. Basta ver por el Lema 1.2.5 que etd
pertenece al grupo de estructura para todo t real. Consideremos f; = Ugtn, v gt =
e U, (e = etH U, e U iy Queremos ver que ambas funciones son iguales.
Notemos que fy = U, = go. Mas atn, tenemos que

fl=Don,(U_)e Hr = 2Upn gori gy, = 2 Upint grevrry = H Ugerr, — Ugerr,, H
= Hft - ftﬁa

g =ePHU, e Uy e Uy e M H U iny e Upe ™Dy (UL ) H1
=e"H U, e ™ Ugny —e Uy e "M H Uy 426" Uy e Uity greem
= g U, e MU iy —e Upe ™ M H U iy +e Up e (H Uiy — Uty H)
=He" U, e M Uny e Upe ™ Uy H
=Hg: — gtﬁ-

Por lo tanto, por la unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias en
el espacio de Banach B(V) del Teorema 1.1.4, f; = g; para todo ¢ real. ]

Gracias a la igualdad anterior de ahora en mas vamos a notar Lie(Str(V)) =
str(V). Notemos que de la demostracion se desprende que para H en str(V) tenemos
que H = H — 2Upg1,1.

Podemos identificar algunos elementos dentro de str(V). Veremos después que
incluso podemos descomponerla como suma directa de dos subespacios.

Lema 3.2.2. Sea V una JB-dlgebra. Entonces el espacio L = {L, : v € V} es un
subespacio cerrado de str(V).
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Demostracién. Por el Lema 2.4.7 tenemos que para todo v en V, e2lv = U,; es decir,
que la exponencial de operadores de multiplicacién es un operador U. En particular
tenemos que para todo v en V y para todo ¢ real e!*v pertenece a Str(V), por lo que
los operadores de multiplicacién L, pertenecen a str(V). Notemos que la aplicacion
v +— L, es una isometria: ||L,w|| = ||vow]|| < ||v||||w|| v ||Lv1|| = ||v]], por lo que
||Ly|] = ||v||- En particular L es un subespacio cerrado de str(V). O

Definicién 3.2.3 (Derivaciones). Sea V un algebra de Jordan, decimos que D un
operador en B(V) es una derivacion si D(z oy) = Dz oy + x o Dy para todo = e y
en V. Notamos Der (V) al espacio de las derivaciones.

Observacion 3.2.4. Es facil ver con un simple cédlculo que Der (V) es una subdlgebra
de Lie-Banach de B(V): [D1, Do|(x o y) = ([Dy, D2])z 0oy + 2 o ([D1, D3])y.

Teorema 3.2.5. Sea V una JB-dlgebra. Entonces Aut(V) C Str(V) es un subgrupo
algebraico de GL(V). En particular es un subgrupo embebido de Lie-Banach, y si
U={XeB(V):[X|| <5} entonces

exp(UNLie(4ut(V))) = exp(U) N 4ut(V).

Mas ain, su dlgebra de Lie-Banach aut(V) = Lie(4ut(V)) C str(V) es igual a
Der (V).

Demostracion. Definamos para cada z, y en V el polinomio P, , : B(V) — B(V),
P, (A) = A(zoy)— A(x) o A(y). El grupo de automorfismos es la interseccién de los
ceros de todo polinomio P, ,. Por lo tanto es un grupo algebraico y en particular un
subgrupo de Lie embebido por el Teorema 1.2.9. La afirmacién sobre el entorno se
sigue del mismo teorema, notando que los polinomios son de grado 2. Probemos que
aut(V) = Lie(Aut(V)) = Der (V). Como Aut(V) es un subgrupo de Str(V) es obvio
que aut(V) es una subdlgebra de Lie-Banach de str(V). Sea 7 un camino suave de
automorfismos, y9 = Id, v, = D. Como ~; es un automorfismo para todo ¢ tenemos
que Y¢(x o y) = yx o yy. Derivando esta igualdad obtenemos que

V(@ oY) = 1T 0 Yy + T 0 VLY,

y para t = 0 llegamos a que D(z oy) = Dz oy + x o Dy. Por lo tanto, D es una
derivacién. Reciprocamente, sea D una derivacién y definamos f; = (e/Pz) o (e!Py).
Tenemos que fo = x oy. Mas aun,

fil=ePDroePy+eProePDy=(DetPx)oetPy+etPro(DetPy) = Df,.

Entonces f; = e'”(x o y) por la unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias, y e'” es un automorfismo para todo t. Por lo tanto, por el Lema 1.2.5 D

pertenece al dlgebra de Lie aut(V). Esto prueba que aut(V) = Der (V). O

Observacién 3.2.6. Sea Aut(V), la componente conexa de la identidad de Aut(V).
Tenemos entonces que Aut(V), C Aut(V) es abierta y esta generada por las expo-
nenciales de las derivaciones; es decir, Aut(V), = (e?) peper (V)-
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Gracias al teorema anterior podemos dar una caracterizacién diferente de las
derivaciones.

Proposicion 3.2.7. Sea V una JB-algebra. Entonces D es una derivacion si y solo
si D pertenece a str(V)y D1 =0.

Demostracion. Sea D una derivacién. Ya vimos que D pertenece a str(V). Ademas,
D1 = D(101) = 2D1 por lo que D1 = 0. Reciprocamente, supongamos que D
pertenece a str(V) y que D1 = 0. Entonces

t2
etD1:1+tD1+§D21+~-:1.

Por lo tanto se cumple que para todo t la transformacién e!” pertenece al grupo de
estructura y mapea 1 a 1, por lo que es un automorfismo. Esto implica, nuevamente
por el Lema 1.2.5, que D pertenece a aut(V) = Der (V). O

Hemos visto entonces que tanto L. como Der (V) estan contenidas en str(V).
Veamos que, mas aun, es igual a su suma.

Corolario 3.2.8. Sea V una JB-algebra. Entonces str(V) = Der (V) ®L.

Demostracién. Como ambos espacios estan contenidos en str(V) su suma también.
La misma es directa pues si L,1 = 0 entonces v = 0. Reciprocamente, sea X en
str(V) y tomemos u = X 1. Consideremos D = X — L,; D pertenece a str(V) y
D1 =X1—-u=0, por lo que D es una derivaciéon. Por lo tanto, X = L,, + D, con
D derivacion. O

Observacién 3.2.9. Es ficil comprobar que esta es una descomposicién de Cartan
de str(V) y por lo tanto un sistema triple de Lie: tenemos que Der (V) es una
subdlgebra de Lie y

[L,L] C Der (V) [L,Der (V)] C L.

3.3. El grupo G(2) que fija el cono

Dada V una JB-algebra, nuestro objetivo es definir una accién sobre el cono (2
para tener un mejor panorama sobre el cono y el grupo de estructura. Sin embargo,
no podemos definir una accién desde el grupo de estructura pues dado x positivo
y g en Str(V) aunque sabemos que gz es inversible no podemos afirmar que es
positivo. Es mas, considerando g = —Id tenemos que para todo = positivo gx es
negativo, por lo que existen transformaciones en el grupo de estructura que mapean
elementos positivos a elementos no positivos. Mas adelante caracterizaremos a todos
los elementos del grupo de estructura y veremos quienes son estas transformaciones.
Estudiemos entonces el grupo de transformaciones que fija el cono.

Definicién 3.3.1 (G(2)). Dada V una JB-algebra definimos al grupo que fija el
cono como G(€), es decir

G(Q2) ={g € GL(V) : g(2) = Q}.
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Veremos que aunque el grupo de estructura no fija al cono, estd vinculado con
G().

Lema 3.3.2. Sea V una JB-dlgebra. Entonces InnStr(V) y Aut(V) son subgrupos
de G(Q).

Demostracion. Vimos en la Proposicion 2.3.13 que si v es inversible y = es positivo
entonces U, x es positivo. Como los operadores U generan el grupo interno de es-
tructura, tenemos que InnStr(V) es subgrupo de G(2). Por otro lado, como vimos
en la Observacién 3.1.12; los automorfismos preservan el cono por lo que Aut(V)
también es un subgrupo de G(£2). O

Mostramos en el capitulo anterior que una JB-algebra esta caracterizada por su
orden. Cabe esperar, entonces, que haya un vinculo entre las transformaciones que
preservan el producto y las que preservan la norma, recordando que es la norma
del orden; es decir, entre automorfismos e isometrias. Para probar esto usaremos el
siguiente teorema, cuya demostraciéon se puede encontrar en [17].

Teorema 3.3.3. Sean V y W dos JB-dlgebras y sea g una isometria lineal sobre-
yectiva de V a W que mapea la unidad multiplicativa de V a la unidad multiplicativa
de W. Entonces g es un automorfismo.

Proposiciéon 3.3.4. Sea V una JB-algebra y g un operador inversible de V. Entonces
g es un automorfismo si y solo si g es una isometria que pertenece a G(2).

Demostracion. Por la Proposicion 2.1.8 una transformacién es positiva y fija la uni-
dad de orden si y solo si es una isometria. Por el Lema 3.3.2 todo automorfismo g
conserva el cono; y como en una JB-dlgebra la unidad de orden es la unidad mul-
tiplicativa, tenemos que g fija la unidad de orden. Por lo tanto, g es una isometria.
Reciprocamente, si g es una isometria en G(2) en particular es inversible; y nueva-
mente por la Proposiciéon 2.1.8 g fija la unidad de orden, por lo que podemos aplicar
el Teorema 3.3.3 y g es un automorfismo. O

Gracias a estos resultados podemos dar una caracterizacién de G(€2).

Proposicién 3.3.5. Sea V una JB-dlgebra. Entonces toda g en G(£2) se puede
escribir de la forma g = U,k, donde = es positivo y k es un automorfismo. En
particular, G(€2) es un subgrupo de Str(V).

Demostracion. Como g pertenece a G(Q2) y 1 es positivo, gl es positivo por lo que
g1 = 22 para algin z positivo. Sea k = U;l g. Tenemos que

kl=U,'g1 =U,'2% = 1.

Como U, y g pertenecen a G(2) también k, y como k1 = 1 entonces k es una

isometria. En particular es una isometria en G(2), por lo que es un automorfismo.
Como InnStr(V) y Aut(V) son subgrupos de Str(V) esto nos dice que G(f2) es

un subgrupo de Str(V). O
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Tenemos entonces que G(£2) esta conformado por InnStr(V) y Aut(V). Queremos
ver cémo se vinculan las estructuras de estos grupos. Notemos que InnStr(V) es
conexo: dado x en {1 y v un camino suave entre 1 y x, tenemos que U, es un camino
suave entre Id y U,. A partir de esto podemos construir caminos suaves entre Id y
cualquier elemento en InnStr(V). Sin embargo, Aut(V) no es necesariamente conexo.

Recordemos la Observacion 2.3.10, donde notamos que existe un unico logaritmo
diferenciable In :  — V definido en 2, el cual es un difeomorfismo ya que su inversa
es la exponencial.

Teorema 3.3.6. Sea V una JB-dlgebra. Definamos F : G(Q2) x[0,1] — G(2) como
F(g,t) = U, —time1)/2 -g. Entonces Aut(V) es un retracto por deformacion fuerte de
G(Q) por F. En particular G(2) y Aut(V) tienen el mismo nimero de componentes
conexas.

Demostracion. Es claro que F' es continua ya que la evaluacion, el logaritmo y la
representacion cuadratica son continuas. Claramente también F(g,0) =g, y

F(g,1)1 = (U ) g1 =1

por lo que F(g, 1) pertenece a Aut(V) para cada g en G(2). Finalmente si k € Aut(V)
entonces F'(k,t) = k pues k1 = 1. O

Observaciéon 3.3.7. Sabemos que G(Q2) es un subgrupo de Str(V). Mas atn, es
un subgrupo cerrado. Dado = en Q, existe (x,,)nen en Q tal que z, converge a .
Entonces gz, converge a gz, que por lo tanto pertenece a Q. Reciprocamente, como
para toda g en el grupo de estructura y z inversible tenemos que gz es inversible,

entonces si g({2) = (2 en particular g fija ©, por lo que g pertenece a G(€2). En

conclusion, si g pertenece a Str(V), entonces g pertenece a G(2) si y solo si g(2) = Q.
Por lo tanto G(€2) es un subgrupo cerrado de Str(V).

Queremos dar una estructura diferenciable a G(€2). Notemos que como sucedia
con el grupo de estructura que sea un subgrupo cerrado no es suficiente para que
G(€) herede una estructura diferenciable como subgrupo de Lie-Banach en el caso
infinito dimensional. Para probar que es una subvariedad embebida estudiaremos
primero Str(V),, la componente conexa de la identidad en Str(V). Sabemos por
la Proposiciéon 1.2.7 que como Str(V) es un grupo de Lie entonces Str(V), es un
subgrupo abierto y por lo tanto un subgrupo de Lie-Banach.

Notaremos de la misma manera Aut(V), a la componente conexa de la identidad
de Aut(V).

Proposicién 3.3.8. Sea V una JB-dlgebra. Entonces todo elemento g en Str(V),
puede ser escrito como g = Uk, donde U pertenece a InnStr(V) y k pertenece a
Aut(V),.

Demostracion. Definamos ¢ : str(V) = L @ Der (V) — Str(V) como ¢(L, + D) =
el=eP . Es obviamente una funcién suave. Ahora, sea L(t) + D(t) tal que L(0) =
D(0) =0, L'(0) = L,, D'(0) = D. Entonces,

Dop(L + D) = (o(L(t) + D(t))) (0) = X0 LePO) 4 L0 PO D = [, 4 D,
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Por lo tanto Doy = Id y ¢ es un difeomorfismo local alrededor de (0,0). Esto nos
dice que en un entorno de la identidad en Str(V) todo elemento puede ser escrito de
la forma elzeP. Vimos ya que la exponencial de un operador de multiplicacién nos
devuelve un operador cuadratico y la exponencial de una derivacion nos devuelve
un automorfismo. Por lo tanto, en un entorno de la identidad todo elemento g se
puede escribir de la forma g = U, k con k automorfismo. Como por la Proposicién
1.2.7 todo entorno de la identidad genera la componente conexa de la identidad, esto
implica que todo elemento en Str(V), se puede escribir como producto de elementos
de la forma U, k. Como k es automorfismo tenemos que U, k1 Uy ko = Uy Uy, k1k2,
lo que termina de probar la afirmacién. ]

Corolario 3.3.9. Sea V una JB-dlgebra. Entonces la componente de la identidad
Str(V), estd contenida en G(f2). Mas atin, todo elemento g en Str(V), se puede
escribir de la forma g = U, k, donde z es positivo y k = eP1eP1 ... ePn pertenece a
Aut(V), con D; en Der (V).

Demostracion. Como el grupo interno de estructura y el grupo de automorfismos
son sugbrupos de G(2) tenemos por la proposicién anterior que g = U k pertenece
a InnStr(V)-Aut(V) C G(£2). La demostracion de la proposicién anterior junto con
la Proposicion 3.3.5 nos dan la segunda afirmacion. O

Teorema 3.3.10. Sea V una JB-dlgebra. Entonces G(Q2) es un subgrupo de Lie
embebido de GL(V) con Lie(G(2)) = str(V). Tenemos que G(2) = |J; Str(V), ki,
donde cada k; pertenece a una componente conexa distinta de Aut(V).

Demostracion. Como la componente conexa de la identidad Str(V), estd contenida
en G(f2) y es abierta tenemos que G(2) es la unién de las traslaciones de esta
componente, por lo que también es abierta en Str(V). Por lo tanto G(€2) es un
subgrupo de Lie embebido de Str(V) y en consecuencia de GL(V), y como G(12)
es abierta en Str(V) tenemos que Lie(G(€2)) = str(V). Finalmente, tenemos que
G(R2) = J;Str(V),-g; la unién de distintas copias trasladadas de Str(V),; cada
gi pertenece a diferentes componentes conexas de G(§2). Por la Proposiciéon 3.3.8,
gi = Uy, k; por lo que podemos asimilar Uy, al conjunto Str(V),, pues ya vimos que
el grupo interno es conexo. Por el Teorema 3.3.6 y como las copias trasladadas de la
componente deben ser distintas, cada k; debe pertenecer a una componente conexa
distinta de Aut(V). O

Observacion 3.3.11. Parece haber sido incierto que G(£2) como grupo de Lie tenia
la topologia de B(V) como espacio normado (Ver [10, Pag. 363]).
3.4. Las componentes de Str(V)

Como G(£2) es un subgrupo abierto de Str(V) podemos descomponer Str(V) =
L, 9; G(€2) como una unién disjunta de traslaciones de G(2), donde cada g; pertenece
a una coclase distinta de G(€). Queremos saber cuantas copias de G(2) hay en
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Str(V); sabemos que son por lo menos dos, pues —Id es un elemento en el grupo de
estructura que no fija el cono.

Primeramente podemos ver qué conjunto es g(£2) para transformaciones g en el
grupo de estructura. Como {2 es un cono convexo y g es inversible, g(€2) es un cono
convexo.

Proposiciéon 3.4.1. Sea V una JB-dlgebra y sean g y h en Str(V). Entonces los
conos convexos ¢(£2) y h(€2) o son iguales o no se intersecan. Mas atn, ¢g(£2) = h(2)
si y solo si las coclases g G(Q2) y h G(£2) son iguales.

Demostracion. Basta ver que si g pertenece a Str(V) entonces g(2) = 2 o g(Q2)
no interseca 2, pues si g y h pertenecen al grupo de estructura también pertenece
h~'o g,y comparar h™! o g con la identidad nos da el resultado general. Definamos
el conjunto A, = {z € Q: g(z) € Q}. Como A, = g~1(02) N tenemos que A, es un
conjunto abierto en €. Mas atn, es cerrado en Q: sea {z,} C A, tal que x,, converge
a x en Q. Entonces g(x,) converge a g(x); como g(x,) pertenece a {2 para todo n,
g(z) pertenece a ). Pero como g pertenece al grupo de estructura g(z) es inversible,
por lo que g(z) pertenece a 2 y por lo tanto x pertenece a Ay. Esto nos dice que A,
es abierto y cerrado en el conjunto convexo (2, por lo que A, es vacio o igual a €2, lo
que prueba la primera afirmacién.

Supongamos que las coclases g G(2) y h G(2) son iguales; tenemos entonces que
h~!g pertenece a G(Q) y que h~1g(Q2) = Q, por lo que g(2) = h(£). Reciprocamente,
si los conos g(£2) y h(Q) son iguales, entonces h~1g(Q) = Q y h~!g pertenece a G(£2),
por lo que las coclases son iguales. ]

Tenemos entonces una familia de conos {g(Q?) : g € Str(V)} que o son iguales
o no se intersecan, y por lo probado tenemos tantas copias de G(2) en el grupo de
estructura como diferentes conos en este conjunto. Hay dos conos que siempre per-
tenecen a esta familia: 2 y —2. Para caracterizar los otros conos (y en consecuencia
las copias de G(£2)), vamos a identificar un elemento particular en cada uno de ellos.
Notemos que en el caso de 2 y — existe un elemento significativo en cada uno:
1 y —1. En los diferentes conos existiran otros elementos que cumplirdn la misma
funcién: las simetrias centrales.

Observacién 3.4.2. Sea p en V una proyeccién central. Entonces el elemento €, es
una simetria central. Si tomamos p = 1 obtenemos ¢, = 1 y con p = 0 obtenemos

Ep = —1L.

Probemos algunas igualdades para proyecciones y simetrias que usaremos des-
pués.

Lema 3.4.3. Sea V un dlgebra de Jordan, p en V un idempotente, p’ = 1 —py
€p = 2p — 1 su simetria asociada. Entonces U, es un automorfismo involutivo y
valen las siguientes identidades:

a) Ug, =8L2 — 8L, +Id = Id—4U, b) Uy—Uy =2L,—Id=1L
¢)2U,,y =4L,(Id — Ly) = 4L, L, d) Le,Ly(Id — L,) =0
e) Le,Uppy =0 f)LZ =1d—2U,, .

€p
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Mas atn, si V es una JB-dlgebra y p es central entonces L, = (Lp)2 = Up, Lps =
LyL, = L;L, y px*> = (pr)? = (px)z para todo = en V; y L, es un morfismo de
Jordan. Mas atin, tenemos que U, = Id.

Demostracién. Tenemos que U, 1 = 5723 = 1 por lo que es un automorfismo, y

ng = Uag = Id por lo que es involutivo. Tenemos ademas que

) U., =2(2L, — Id)* — Id = 8L} — 8L, + Id = Id — 4(L, — (2L} — L,2))

a
=1d—4(Up1 —Upy) =I1d— 4T, .

b) Uy, —Uy =2L2 — L, — (2(Id — L,)* = (Id — L,)) = 2L, — Id = Le,.

¢) 2U,,y = 2(Ly(Id — L,) + (Id — Ly)L,,) = 4L,(Id — L,) = 4L,L,.

d) Le,L,(Id— Ly) = 2(L, — $I1d)L,(Id— L,) = 0 por ser 0, 1 y 1 los autovalores
de Ly, por la Proposicién 2.2.24.

e) Le, Upy = 2Le, Lp(Id — L) = 0.
) 12, = (2L, — 1d)? = 1d ~ AL,(1d - L) = 1d ~ 20

Ahora, si V es JB-algebra y p es central tenemos por el Corolario 2.3.26 que
L, = L,2 = U,, por lo que LZ = Uf, = U, = U,. Ahora, como p es central puede
asociar por lo que pr? = (pz)z. Mas atn,

p

(px)z = (p*2)2 = LyLoLep = Lp((px)z) = LpLpew = Lye(px) = (px).

Polarizando la identidad (pz)? = pz? obtenemos que (px)(py) = p(xy), por lo que
L, es un morfismo de Jordan. En particular Ly, L,y = L,L,y. Finalmente, L,y =
LyLyx = LyLyx = LyLyy. Para terminar, Ue, x = Ef)x =z, por loque U., = Id. [
Observacién 3.4.4. Como z(py) = p(zy) para cada z, y en V tenemos que I, =
pV = Up(V) es un ideal de Jordan de V para cada p proyeccién central. No es dificil
ver que dado un idempotente p en V, el espacio pV es un ideal si y solo si p es central.
Esto se puede encontrar en [13, Section 2.5.7]. Para JBW-élgebras (JB-algebras con
espacio predual) las proyecciones centrales estan en correspondencia uno-a-uno con
los ideales de Jordan de V, que son de la forma pV para alguna proyeccion central
pen V (ver [13, Proposition 4.3.6]).

Dadas p una proyeccién central y €, = 2p — 1 su correspondiente simetria central
vamos a notar como S, al operador Le,. Por el lema anterior tenemos que L, es una
proyeccién de B(V), por lo que S, = 2L,, — Id es una simetria de B(V).

Queremos ver que hay una correspondencia uno-a-uno entre los distintos conos
de {g(92) : g € Str(V)} y las simetrias centrales en V. Comencemos probando que
toda simetria central nos define uno de estos conos y que distintas simetrias centrales
nos definen distintos conos.
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Proposicion 3.4.5. Sea V una JB-algebra y sea p en V una proyeccién central.
Entonces S, pertenece a Str(V). En particular, dada €, una simetria central existe
un g en Str(V) tal que €, pertenece a g(2).

Demostracion. Notemos que dado = en V tenemos que €, y x generan un algebra
fuertemente asociativa, al ser ¢, central. Entonces, por la Proposicién 2.2.10 tenemos
que

Usye = Ugpa = Uy Ug, = S5 U, U, = S, Up S, Us, = 5, U, S, ! U1,

teniendo en cuenta que .S, conmuta con U, al ser ¢, central.
Finalmente, dada €, simetria central tenemos que S,1 = €, por lo que ¢, perte-
nece a Sp(2). O

En la cuenta de la demostracién también vimos que si €, es una simetria central

U, = U,.

Observacién 3.4.6. Como dijimos antes, en toda algebra existen dos proyecciones
centrales: 0 y 1. Es facil ver que Sy = Id, Sy = —Id; por lo que los conos asociados
son 2 y —€, los conos que existen en toda algebra.

Tenemos entonces que simetrias centrales nos definen conos. Veamos que si-
metrias diferentes nos definen conos diferentes.

Proposiciéon 3.4.7. Sea V una JB-algebra. Sean pi, ps proyecciones centrales en V
tales que Sy, (2) = Sy, (£2). Entonces p; = p. En particular, si p; es distinto a po
tenemos que S, y Sp, estan en diferentes coclases de Str(V).

Demostracion. Si Sp, () = Sp,(€2) sabemos por la Proposicion 3.4.1 que S, G(2) =
Sp, G(Q), por lo que S, 1S, = Sp, Sy, pertenece a G(Q). Sea p = (ep,ep, + 1)/2;
notemos que pertenece al centro de V. Como

2_ 2 2 _ _
(eprep)” = €p6p, =1-1=1

al ser elementos centrales, tenemos que p? = p. Luego, Sp = Le, = Leye,, =
L., L., = Sp Sp, pertenece a G(Q2) y en particular S,1 = 2p — 1 es positivo. Por
lo tanto p > % y en consecuencia es inversible. Como p? = p y p asocia, podemos
deducir que p = 1; esto nos dice que S, = S, Sy, = Id. En conclusién, S,, = S, y
b1 = p2. O

Solo nos queda ver entonces que dado un elemento g en el grupo de estructura
existe una simetria central en g(£2).

Observacion 3.4.8. En la siguiente demostracion vamos a usar la descomposicion
de Pierce para una proyeccién p. Recordemos que el espacio V se puede descomponer
en tres sumandos Vg, Vi y Vi donde cada uno de estos espacios es el rango de las
proyecciones Uy, 2U,,y y Uy respectivamente. Pero estos espacios tambien son los
autoespacios del operador L,, asociados a los autovaloes 1, % y 0 respectivamente.
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Renombraremos a estos espacios como V¥, V¥ oY VP y llamaremos VP = V] & Vh;

tenemos que V = VP VP Jo° En lo que sigue estaremos usando las igualdades del
Lema 3.4.3.

Afirmamos que V¥ = {v € V : U., v = v}: notando que V¥ = ker(U,, ), dado
v en VP tenemos que U, v = (Id — 4U, ;y)v = v. También afirmamos que V’f/2 =
{fveVv:U,,v=—v}: dado v en Vf/Q, U, v=(Id—-4U,y)v=v—2v=—v. Mas
atn, tenemos que L., = 2L, — Id tiene autovalor 0 con autoespacio asociado \%% /)
es decir, V¥ = ker(L.,). Notemos que si x pertenece a V¥ tenemos que U,z = L,z
pues vale para cada uno de los sumandos de V7.

Sabemos por la Observacién 2.2.26 que V? es una subélgebra de V. Mas atin, como
VP = ker(U, ) = ker(Lf, — L,) tenemos que Lf, = L, en VP, por lo que p es una
proyeccién central en V? por el Corolario 2.3.26 y por lo tanto Lgp = 4(L12) —L,)+1d
es la proyeccién sobre VP y es la identidad en ese espacio.

Por otro lado, por la misma observacién anterior, V¥ J, €5 un subespacio y 2U,, ,y
es una proyeccién sobre él, pero no es una subéalgebra: no contiene cuadrados. Sin

embargo, para z en VP 0 en V¥ ), tenemos que U (VP /2) cV? o

Teorema 3.4.9. Sea V una JB-dlgebra y g una transformacion en Str(V). Entonces
existe v en §2, una proyeccion central p en V y un automorfismo k tales que

9="U, Sk =S, Uy k.

En particular, para todo g en Str(V) existe una simetria central €, perteneciente a
9().

Demostracion. Sea z = gl; sabemos que z es inversible y por la Observacién 2.4.13
podemos escribir z = z; — z_ con z4 positivos. Consideremos |z| = z4 + z— = €p2,
elemento positivo al ser suma de positivos por lo que tiene raiz cuadrada positiva.
Definamos dicha raiz como v = +/[z[. Consideremos h = U 1, que pertenece al
grupo de estructura; para probar el teorema basta ver que h = S,k para algin
automorfismo k y proyeccién central p.

Sean py p' las proyecciones asociadas a z4 y z_ respectivamente, y sea ¢, = 2p—1.

Notemos que

M =U,tz=U e pn? = ¢,
pues v y &, pertenecen a C(z). Mas atin, Id = Uj,—1;,; = h™! Ue, hUp-14, por lo que
Up-1; =h7! Ug, h. Por lo tanto Ui_ll = U(p-11)2 = Id, en particular es un operador
positivo. Como (h~'1)? es positivo debe ser que (h~'1)2 = 1 por el Teorema 2.4.11
y h~ 11 = €4 para alguna proyecciéon g en V.

Sea V& = V@iV la complexificacién de V convirtiendola en una JB*-dlgebra.
Como h pertenece a Str(V) sabemos por la Proposiciéon 3.1.8 que hC la complexifi-
cacién de h pertenece a Str(VC). Abreviaremos esta complexificacién como h para
no cargar la notacién. Consideremos p + ip’, elemento de VC: pertenece a la comple-
xificacién de C(p) y es una raiz cuadrada de ep, pues (p+ip/)2 =p—p +0 = ¢,.
Sea k = U,y h, que pertenece a Str(VC). Mas atin,

kl=Uppipep = (p+ip)e, = 512, =1,
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donde esto es vélido pues las operaciones suceden dentro de C(p). Por lo tanto, por
la Proposicién 3.1.14 tenemos que k pertenece a Aut (V). Como (p+ip')~t = p—ip/
podemos pasar el operador U del otro lado y obtenemos que h = U,_;;y k. Notemos
que

keq = Uptipheq = Uppipl = (p + ip')? = €p»

por lo que k(q) =py k(¢') = p'; en consecuencia h = kU,_;y = Up_;py k pues k es
un automorfismo.

Afirmamos que hL, = L,h en VC: observando que hUgyig =k =U,riy hy que
Upiript = Up = Uy +2iUp, y = Lo, +2i Uy y (v que la misma férmula vale para g),
obtenemos

hLe, +2ih Uy y =k = Lo h+2i Uy, y h.

Evaluando en un z perteneciente a V debe ser que hL.,x = L., hz, pues h mapea
V sobre si mismo. Por lo tanto hL, = L,h en V y pasando a la complexificaciéon es
obvio que la igualdad se mantiene en VC. Es facil ver que la misma igualdad vale
para k: kL, = L,k pues k es un automorfismo.

Descompongamos k en su parte real e imaginaria: escribimos k(v) = a(v)+i8(v),
con a, B : V& = V transformaciones R—lineales; « y [ estan dadas por

a(v) =1/2(k(v) + k()"),  B(v) = Y2i(k(v) — k(v)").
Tenemos que
h=Up_ip k= (Le, = 2i Upp)(a+if) = Le,a+2Upp B +i[Le, 5 = 2Upy a.
Como h mapea V en si mismo, para x en V debe cumplirse que
L., B(x) —2U,y a(z) = 0.

Aplicando L., a izquierda, por el Lema 3.4.3 tenemos que Lgp B(xz) = 0, es decir
(Id —2Up,,)B = 0; por lo que f(z) = 2U,y B(x) = 4L,(1 — L,)B(x). Aplicando
nuevamente Lep vemos que Lap,B(x) = 0 o equivalentemente que 3(z) pertenece a
Vf/Q. Luego 2U, ,y a(x) = 0 y esto implica que o(x) pertenece a VP. Por lo tanto, si
x pertenece a V tenemos que

h(x) = Uptip' k(z) = Lspa(x) +2Upy B(z) = Lspa(:U) + B(z).

Afirmamos que L,oe = oL, en V. Para probarlo primero multiplicamos a derecha
la identidad anterior por L ; tenemos que

Le,o(Le,x) + B(Le,w) = h(Le,x) = Le h(z) = Lgpa(x) +0=a(z). (3.2)

Aplicando L., nuevamente vemos que aLe, = L¢,a. Por otro lado, ya que Lgpa(x) =
a(z) para x en V y la ecuacién (3.2) tenemos que

a(z) = Lspa(Lqu) + B(qux) = a(r) + ﬁ(qux),
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por lo que L., = 0. De L. 3 = 0 se sigue que 2L,3 = [ y andlogamente que
2Ly = B, por lo que tenemos que también SL, = 3/2 = L,f5.

Mostremos que ker(aly) = V‘f/2 y que ker(Bly) = VZ. Vamos a llamar a las
restricciones o y 8 para no cargar la notaciéon. Primero, tenemos que

kLaq (y) = Lapk(y) = Lapa(y) + iLap/B(y) = Lepa(y)'

Por lo tanto, si a(y) = 0 debe ser que L.,y = 0 y por lo tanto y pertenece a
V;}z. Reciprocamente, si y pertenece a Vf}Q entonces L.,y = 0, lo que implica que

L.,a(y) = 0; aplicando L., vemos que y pertenece a ker(c). Ahora, para el kernel
de 3:

k(2 Ugq x) = 2U, k(z) = 2U, alz) + 21 Uy B(x) =12 Upp B(x) =1iB(x).

Si « pertenece a ker(f) entonces U, yx = 0 por lo que x pertenece a V?. Recipro-
camente, si x pertenece a V! entonces Uy s =0y k(2U, o x) = iB(x) = 0, por lo
que z pertenece a ker(f3).

Queremos ver que g es central. Recordemos que probamos en el Corolario 2.4.12
que g es central si y solo si VCII/2 es trivial. Supongamos que existe y no nulo en V‘f/2.
Entonces 32 es positivo y mas atin y? pertenece a V¢ por la Observacién 3.4.8. Por
lo tanto existe z positivo en V? tal que 22 = y?. Como en VY k(z) = a(x) +if(z) =
a(z) y a es no nula en V?\{0} obtenemos que

k(z?) = k(z)? = a(z)? > 0.

Por otro lado, como «a(y) = 0y /3 es no nula en V‘f/2 \{0}, tenemos que

k(2®) = k(y?) = k(y)* = (iB(y))* = —B(y)* <0,

lo cual es un absurdo. Por lo tanto V‘f/Q = {0} y ¢ es una proyeccion central. Tenemos
que para todo z

LyL.k = kLgLy-1() = kLy-1(2Lq = Lo Lk,

por lo que p también es central. Como V = V? tenemos ademds que 3 se anula en
todo V. Por lo tanto k|ly = |y y en consecuencia k mapea V en si mismo; es decir,
k es un automorfismo de V. Entonces

h = Up_ip/k: = (Up — Up/ + QZ'Upp/)k: = Lgp/{?
y por lo tanto g = S, U, k. O

Corolario 3.4.10. Sea V una JB-dlgebra. Entonces existe una copia de G(2) en
Str(V) por cada proyeccién central p, dada por S, G(Q2), y todas las copias son
obtenidas de esta manera.

Podemos usar la caracterizaciéon encontrada del grupo de estructura para probar
el siguiente teorema.
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Teorema 3.4.11. Sea V una JB-dlgebra y g en Str(V). Entonces g* = g~! si y

solo si g = Spk donde k es un automorfismo y p una proyeccion central.

Demostracién. Tenemos por el Lema 3.1.13 que k* = k~! y ademas S, = Sp_l Us,1 =
Sp_lUsp = Sp_l, por lo que g* = g~!. Reciprocamente, supongamos que g* = g~ '
sabemos por el Teorema 3.4.9 que g = U, Spk con z positivo. Reemplazando en la
igualdad obtenemos que k:_lSp_l U, = k:_lsp_l U;l, y despejando Ui = U, = Id.
Entonces 2% = 1, pero como tanto 2 como x son positivos y existe una Unica raiz
cuadrada positiva tenemos que x = 1. Esto nos da que g = S,k. O

3.5. El grupo de estructura y los is6topos de Jordan

Vamos a estudiar la conexién entre el grupo de estructura y los isétopos de
Jordan de V, usando la descripciéon que obtuvimos sobre el grupo de estructura y
los elementos en la imagen del cono por el mismo.

Proposicién 3.5.1. Sea V un &dlgebra de Jordan y g en GL(V). Entonces g per-
tenece al grupo de estructura si y solo si g es un isomorfismo de Jordan (es decir,
multiplicativo) entre V y V* con u = (g1)~1.

Demostracién. Supongamos que g pertenece a Str(V). Entonces

gx 0y gy = Ugm,gy(gl)_l = gU:Jc,y g_l Ugl(gl)_l = gU:L",y g_lgl = gU:Jc,y 1= g(ajoy).

Reciprocamente, supongamos que g es un isomorfismo de Jordan entre V y V¥ con
u = (g1)~!. Entonces g U, = Uy, 9. Luego, recordando que Uy = U, Uy, tenemos

gUsg™ Ugr = UZm Ugt = Uge Uggny-1 Ugt = Uge -
O

Observacion 3.5.2. Sea g en Str(V). Es ficil probar con una demostracién similar
a la anterior que dado = en V, g es un isomorfismo de Jordan entre V¥ y V¥ con
Yy = U_;ll gz. Y reciprocamente, si g es un isomorfismo de Jordan entre V¥ y V¥ para
algun par z e y entonces g pertenece a Str(V).

Podemos entonces gracias a este nuevo producto caracterizar los conos g(2) con
g en Str(V).

Proposicién 3.5.3. Sea V una JB-édlgebra y g en Str(V). Entonces g(£2) se puede
interpretar como Q<91)71, el cono de elementos positivos de Vi

Demostracion. Sea z un elemento de V. Queremos ver que z pertenece a € si y solo
-1

si gz es positivo en VD™ Sea A un nimero real, entonces gz — Mgl = g(z — A1).

Como g pertenece a Str(V), g(z — A1) es inversible si y solo si z — Al lo es. Esto nos

dice que el espectro de z en V es el mismo que el espectro de gz en V(gl)_l, pues
16071 = g(1). O
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Como vimos antes, dos elementos ¢g y h en la misma coclase comparten el mismo
cono ¢(€2) = h(Q2). Junto con el resultado anterior esto nos dice que la nocién de
positividad para distintos (g1)~!-productos con g en Str(V) no varia dentro de cada
coclase. Tenemos entonces:

Corolario 3.5.4. Sea V una JB-dlgebras. Existen entonces tantas copias de G(2)
en Str(V) como distintas nociones de positividad para distintos (g1)~!-productos.

Como la estructura de JB-algebra estd intrinsecamente relacionada con el orden,
tenemos también:

Corolario 3.5.5. Sea V una JB-algebra y g en Str(V). Entonces g : V — VD eg
una isometria, si normamos a VD™ con la norma del orden dado por el cono g(£2).
En consecuencia VY ™' es una J B-élgebra para todo g en el grupo de estructura.

Demostracién. Como g mantiene la nocién de positividad es facil ver que g(f2) es
un cono con unidad de orden g1 arquimideana, por lo que se puede definir la norma
del orden. Por la Proposicién 2.1.8, como g mapea la unidad de orden 1 a la unidad
de orden g1 tenemos que g es una isometria. En particular g es un isomorfismo
isométrico de Jordan, por lo que VD™ s una J B-algebra. O

Tenemos entonces que para todo g en Str(V) el isétopo VD™ 65 isomorfo a V.
Veamos que vale la reciproca.

Corolario 3.5.6. Sea V una JB-dlgebra y u un elemento inversible de V. Entonces
el isétopo V* es isomorfo a V si y solo si existen v en €2 y una simetria central ¢, tal
que u = €,v; en particular, si y solo si existe g en Str(V) tal que u = g(1).

Demostracion. Siu = epv tomamos g = U_ 5 Sp y por la Proposicion 3.5.1 tenemos el
resultado. Reciprocamente, sea g : V. — V" el isomorfismo. Por la misma proposicién
si consideramos g : V — V entonces g pertenece al grupo de estructura, y por el
Teorema 3.4.9 existe v en (), una simetria central €, y un automorfismo k tal que
g = U,Spk, y en particular g1 = ngp. Como g es un isomorfismo multiplicativo debe
mapear la unidad en la unidad, por lo que u = (g1)~! = (v71)%¢,. O

Gracias a este ultimo corolario podemos dar otra caracterizacién de los isétopos
isomorfos.

Corolario 3.5.7. Sea V una JB-algebra y  un elemento inversible. Entonces U, es
un operador positivo si y solo si existe g en Str(V) tal que = pertenece a g(2); siy
solo si el isétopo V* es Jordan isomorfo a V.

Demostracion. Vimos en el Teorema 2.4.11 que U, es un operador positivo si y solo
si x = ve, con v positivo y €, simetria central. Esto junto con el corolario anterior
nos da el resultado. ]

Tenemos el siguiente resultado para algebras de Jordan que provienen de algebras
asociativas. La demostracién del mismo se puede encontrar en [3/, Theorem I1.7.5.1].
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Proposicion 3.5.8. Sea V un algebra asociativa a la cual dotamos del producto de
Jordan para darle la estructura de algebra de Jordan; y sea u un elemento inversible
de V. Entonces V es Jordan isomorfa a V*.

Notar que esta proposicién no vale para todas las algebras especiales: si W es
subdlgebra de Jordan de un &lgebra asociativa que no es subéalgebra con el producto
original el resultado no aplica.

Obtenemos entonces

Corolario 3.5.9. Sea V un &algebra asociativa a la cual dotamos del producto de
Jordan para darle la estructura de algebra de Jordan. Entonces

GL(V) = U g9(Q) ={g(1) : g € Str(V)} = {ev : € simetria central, v positivo}.
gestr(V)

Demostracion. Como para todo u inversible V% es isomorfo a V entonces todo u
inversible estd contenido en uno de los conos ¢(2) para algin g en Str(V). O

Ejemplo 3.5.10. Sea V = C|0, 1] con la norma supremo y el orden usual, los cuales
la convierten en una JB-algebra. Sabemos que dada f funcién continua su espectro
es igual a su imagen, por lo que las funciones inversibles son las que no contienen
a cero en su imagen; y como la imagen debe ser conexa los elementos inversibles
son o positivos o negativos. Como V es un &algebra asociativa y conmutativa el
producto de Jordan coincide con el original. Entonces toda funcién inversible f se

puede escribir como f = g, con g positiva y € = +1, las Unicas simetrias de V; y
str(V) = G(Q)U — G(Q).

Ejemplo 3.5.11. Sea V = L*]0,1] con la norma supremo y el orden usual, los
cuales la convierten en una JB-algebra. Es un algebra asociativa y conmutativa,
por lo que el producto de Jordan coincide con el original. Tenemos entonces por el
corolario anterior que toda funcién f inversible se puede escribir como f = eh con
h positiva y ¢ simetria. Notemos que si €2 = 1 entonces debe ser que

1 reA
e=cy(x) =
-1 z¢ A
para algin conjunto medible A. Es decir que cada uno de los conos que conforman
GL(V) es el cono de las funciones de la forma €4h para algun A constante dentro
del cono y h positiva. Mas atn, todo elemento g en el grupo de estructura es de la
forma g = L, 2k donde k es un automorfismo de V.

3.6. El algebra de operadores en un espacio de Hilbert

Consideremos V = B(H),,, los operadores autoadjuntos de un espacio de Hilbert
complejo y separable H con el producto de Jordan Ao B = %(AB + BA) y la
norma espectral como norma de JB-algebra. Entonces €2 es el conjunto de operadores
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positivos e inversibles, y podemos usar A > 0 para denotar A € () sin riesgo a
confusién.

Vamos a caracterizar G(Q2), Aut(V) y Str(V). Para lograrlo necesitamos intro-
ducir algunas nociones relacionadas a operadores antilineales. Vamos a reservar la
estrella * para el adjunto en el grupo de estructura y vamos a usar la daga § para
indicar el adjunto usual del espacio de Hilbert.

3.6.1. Operadores antilineales

Definicion 3.6.1. Sea H un espacio de Hilbert. Una funcién f : H — H se llama
antilineal si f(x +y) = f(x) + f(y) y f(Az) = A\f(x) para todo =, y en H y A
complejo.

Es trivial probar que la composiciéon de dos funciones antilineales es lineal.

Sea (-,-) el producto interno de H, que asumiremos lineal conjugado en la se-
gunda coordenada. Todo operador lineal A tiene un operador adjunto Af tal que
(Az,y) = (x, ATy) para todo par z, y en H. Una operacién similar se puede definir
para operadores antilineales.

Definiciéon 3.6.2. Sea H un espacio de Hilbert y f un operador antilineal en H.
Definimos el operador adjunto conjugado de f, notado f%, al inico operador antilineal
que cumple (fz,y) = (z, fTy) para todo x, y en H.

Este adjunto estd bien definido gracias al teorema de representacién de Riesz.
Mas atn, dada f la existencia de una transformacién fT que cumple la condicién
nos dice que f es antilineal:

(Fxz,y) = (\a, fly) = Ma, fly) = Xfz,y) = (A fz,y).

Vamos a notar al adjunto usual y al adjunto conjugado de la misma manera,
pues sera aparente su uso por el contexto.

Recordemos que un operador U es unitario si (Uz,Uy) = (z,y) para todo par
x, y en H. Podemos definir el andlogo para operadores antilineales.

Definiciéon 3.6.3. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador U : H — H se dice
antiunitario si

(Uz,Uy) = (z,y)

para todo z, y en H.

Asi como la composicién de dos operadores antilineales es lineal, el producto de
dos operadores antiunitarios es unitario. También es simple probar que un operador
antiunitario es antilineal.

Lema 3.6.4. Sea H un espacio de Hilbert. Son equivalentes

a) U es un operador antiunitario.
b) U U~! = UT donde t es al conjugado adjunto.
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c) U es antilineal y || U¢|| = ||£]| para todo £ en H.

Demostracién. Si U es un operador antiunitario entonces (Ux,y) = (x,U~ly) por
lo que U~ = Ut. Reciprocamente, si U~ = UT entonces (Uz, Uy) = (z,U~Uy) =
{z,y). Ahora, si U"! = U entonces teniendo en cuenta que (£, &) = (£, ¢) al ser real,

tenemos que
IUE| = \J(U& US) = (& UTUE) = /(£,€) = [&]-

Reciprocamente, si ||U¢|| = ||£]| elevando al cuadrado y recordando que (x,x) es real
obtenemos que (UUz, x) = (x,z), por lo que UTU = Id. O

De la misma manera que los operadores lineales, los operadores antilineales tienen
una descomposicion polar (a derecha).

Proposicion 3.6.5. Sea H un espacio de Hilbert y f un operador antilineal. En-
tonces f = | f1|U, donde |fT| = \/ffT y U es una isometria parcial antilineal. |fT| es
un operador positivo y en el caso de que f sea inversible U es antiunitario.

Definiciéon 3.6.6. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador antiunitario J se dice
conjugacion si J* = Id.

El tipico ejemplo de una conjugacién se da de la siguiente manera: fijemos una
base ortonormal {e;};en de H, y definamos J(} aje;) = > @ge;; llamamos a esta
transformacion la conjugacion en una base.

La siguiente caracaterizacion sera tutil mas tarde. Se puede encontrar su demos-
tracién en [38, pag. 194].

Proposicion 3.6.7. Sea H un espacio de Hilbert. Sea J : H — H antilineal y
consideremos las condiciones J = JI, Jt = J~1, J2 = 1. Entonces cualquier par de
condiciones implica la tercera, y J es una conjugacion. Para cualquier conjugacion
J existe una base para la cual J es una conjugacién en esa base.

Una buena referencia en el tema de operadores antilineales y antiunitarios es el
paper de Routsalainen [35].
3.6.2. El grupo G(2) y sus componentes

Vamos a caracterizar al grupo que preserva el cono. Vamos a necesitar el siguiente
teorema, cuya demostracién se puede encontrar en [I, Theorem 2.1].

Teorema 3.6.8. Sea H un espacio de Hilbert de dimension mayor a 1 y sea k :

B(H),, — B(H),, una funcion biyectiva. Entonces

k(ABA) = k(A)k(B)k(A)

para todo A, B en B(H),, si y solo si existe un operador unitario o antiunitario U
tal que k(A) = £UAUT para todo A en B(H),,
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Caractericemos G(2):

Teorema 3.6.9. Sea V = B(H),, como JB-dlgebra y g en GL(V). Entonces

sa

1. g pertenece a G(R2) si y solo si existe f : H — H inversible lineal o antilineal
tal que g(A) = fAfT, donde la daga t representa el adjunto usual o conjugado
segun corresponda.

2. 8i g(A) = fAfY, entonces g*(A) = fTAf.

3. Supongamos que g = f-ft = h-h'. Entonces f y h son ambas lineales o ambas
antilineales, y existe X en S* tal que f = Ah.

4. g=f-f1 es un automorfismo si y solo si f es unitario o antiunitario.

5. El conjunto de operadores lineales y el conjunto de operadores antilineales in-
ducen las dos componentes conezxas de G(Q2), y los conjuntos de mapas unitarios
y antiunitarios inducen las dos componentes conexas de Aut(V).

Demostracion. Claramente todo mapa de la forma A — fAfT es acotado y lineal
real; también preserva Q: si A es positivo entonces fAfT es positivo, lo cual es trivial
en el caso lineal pero también en el antilineal, pues

(FAfie €) = (A12fte, AL2 fie) = ||AYV2 fHe)2 > 0.

Supongamos ahora que g pertenece a G(€2), entonces g = Ux k para algin X po-
sitivo y k automorfismo de V. Como k es automorfismo tenemos que k(ABA) =
k(A)k(B)k(A) para todo A y B en V. Por el Teorema 3.6.8 y como k(1) = 1 tene-
mos que existe un operador unitario o antiunitario U tal que k(A) = UAUT para
todo A en V. Por lo tanto, si f = XU, tenemos que g(A) = XUAUTX = fAfT.
Probamos entonces la primer afirmacién.

Recordemos que g* = g~ Ugyy. En este caso tenemos que g(1) = =12y
es trivial ver que g1 (A) = f~LA(f~HT; por lo que

g (A) =g H(FFTALfTY = FHAFTALFT ()T = fTAf

Probamos entonces la segunda afirmacion.

Supongamos que fAfT = hAhT para todo A en B(H). Tomando A = 1 obtenemos
que |fT| = |hT]; si tomamos la decomposicién polar a derecha f = |fT|U y h = |hT|W
con U, W unitarios o antiunitarios obtenemos que UAUT = WAWT para todo A
en B(H),,, o equivalentemente W 1UA = AW~IU. Si f es lineal y h antilineal (o
viceversa) entonces T = WU es antiunitario y TA = AT para todo A en B(H)
En particular, para todo £ en H tenemos que

IEIPTE = T, €)€ = T(E @ )€ = (£ @ E)TE = (TE, )€ (3-3)

Como T es una isometria aplicando norma a la igualdad anterior obtenemos que

(T OEN = ElPITel = NI€IZlIg]), es decir [(T€,&)] = [|€]I* para todo ¢ en H.

Si aplicamos 7' a ambos lados de la ecuacién (3.3) y la multiplicamos por [|£]|?
obtenemos

IEIPIEIPT2E = ||EIPT((TE, £)€) = (TE E)|EIIPTE = (TE, €)1 = ||€]|*.

sa*
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Por lo tanto 72 = Id y por la Proposicién 3.6.7 T es una conjugacién; en particular
es una conjugacion en una base {e;};. Sea A = ie; ® es —ieg ® e; € V. Entonces
ATe; = Aey = ieg y TAey = T(ieg) = —e; # ATeq, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto f y h son ambas lineales o ambas antilineales, en particular U y W
son ambos unitarios o ambos antiunitarios por lo que WU es unitario y como
dijimos antes esté en el centro de B(H),,, que sabemos que es igual a CId, por lo
que W = €U y f = e’h, probando la tercera afirmacion.

Supongamos g(A) = fAfT es automorfismo, entonces evaluando en Id obtenemos
que Id = g(Id) = ff7 por lo que f es unitario o antiunitario. Reciprocamente,
sabemos que g pertenece al grupo de estructura y g(Id) = f fT = 1Id, por lo que es
un automorfismo, probando la cuarta afirmacién.

Notemos que la convergencia de automorfismos nos da informacion sobre los
operadores que los inducen. Supongamos que k, = U, - U} =, k = U - U*. En
particular U, (¢ @ &)U} — U(€ @ &)U para cada & en H, por lo que (U,¢) ® (Un€) —
(U€) ® (UE); y esto solo es posible (al ser U,, U isometrias) si y solo si existe
(n, &) € [0,2n] tal que ¥, & — UE. Esto nos dice que si todos los operadores
U, son lineales U debe ser lineal, y si todos los operadores U,, son antilineales U
debe ser antilineal.

Notemos también que todo automorfismo dado a partir de un unitario pertenece
a la componente conexa de la identidad: dado k = U - UT con U unitario en B(H),
existe operador antisimétrico Z en B(H) tal que U = eZ: entonces considerando
ki = et? . e7tZ tenemos que {k;} C Aut(V), ko = Id y k; = k, por lo que k
pertenece a Aut(V),. Tomemos k; : [0,1] — Aut(V) un camino continuo uniendo Id
con g = U - U para un operador antilineal U. Sea tq = inf{t : U; es antilineal} > 0.
Considerando Uy, = Uy,_1/,, por la continuidad de k; y la discusion anterior sabemos
que Uy, es unitario; y considerando Uy, = Uy 41/, sabemos que Uy, es antiunitario, lo
cual es imposible. Por lo tanto no existe ningiin camino uniendo Id con antiunitarios,
por lo que los operadores antiunitarios pertenecen a una componente distinta a los
unitarios. Por otro lado, si U es antiunitario y J una conjugacién compleja en una
base ortonormal fija, entonces JU es unitario. Por lo tanto, podemos unir k = U - U
con j = J - J gracias al camino continuo obtenido al multiplicar por J la curva que
une Id con JU en los unitarios. En particular todos los antiunitarios pertenecen
a la misma componente, mostrando que los conjuntos de unitarios y antiunitarios
inducen las dos componentes de Aut (V). Obtenemos la primera afirmacion al aplicar
el Teorema 3.3.6, probando el tltimo item del teorema. O

Observacion 3.6.10. La descomposicién en G(2) dada por g = U, k con z positi-
vo y k automorfismo estd dada por x = |fT| y k(A) = UAUT para algtin operador
unitario o antiunitario U; es decir, la descomposicion en G(2) se refleja en la des-
composicién polar de positivo por (anti)unitario.

La herramienta principal que usamos en la caracterizacion previa es el Teorema
3.6.8. Sin embargo, no queda claro cémo varfa U mientras varfa k = U - UT; por
ejemplo, si t — k; es un mapa continuo (o suave) sobre Aut(V) y representamos
ke = Uy - UtT, ies el mapa t — U, continuo (o suave)? Como hay cierta ambiguedad
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(el factor A en S'), ;podemos elegir U apropiadamente tal que se comporte bien?
Mostraremos que es posible, usando un truco bien conocido que explicita el unitario.
Hagamos algunos comentarios rapidos: notemos que si p?> = p = p' es una pro-
yeccion en B(H) entonces €, = 2p — 1 es una simetria, es decir, g, = Ep 1= e’:‘;; en
particular €, es unitario y si ¢ es otra proyeccién con ||g¢ — p|loc < 1 entonces

lepeq = oo = llep = eqlloc = 2llp — af] <2

por lo que €,¢, tiene un logaritmo analitico Z en B(H), el cual es antisimétrico y
depende suavemente de ¢; mas atn, es facil ver que 5peZ =e 7 €p pues Z es p-
codiagonal. Recordemos que el grupo unitario #(H) es un subgrupo embebido de
Lie-Banach de B(H) con la norma uniforme.

Teorema 3.6.11. Sea V = B(H),, como JB-dlgebra y k en Aut(V). Fijemos § en
H de norma 1 y sea p = £ ® £ la proyeccion uno-dimensional. Entonces:

1. Supongamos que ||k —1|| < 1. Sea Z el operador lineal antisimétrico dado por
Z(k) = 1/2In(egp)ep) = 1/2In((2k(p) — 1)(2p — 1)).

Entonces k = ZOW (k) - W(k)te 2% con W (k) unitario, donde para cada
nenH
W(k)n = e ?ORE (@ )¢ = e * Ok (n @ €)e” Vg,

con k€ la complezificacion k(A+iB) =kA+ikB para A, B en V.

2. Sea J una conjugacion y j = J - J tal que ||k — j|| < 1. Entonces k =
JeZEW (k) - W (k)Te=2®).J para los mismos mapas Z, W que en el inciso
anterior.

3. El mapa s : {k € Aut(V) : ||k — 1| < 1} = U(H) dado por s : k — ZFW (k)
es suave; mas aun, es real analitico.

Demostracion. Recordemos que por el teorema anterior k(A) = UAUT. Como k(p) =
k(p?) = k(p)? y k(p)' = k(p) tenemos que k(p) es una proyeccién ortogonal. Ahora,
lk(p) — Plloo < ||k — 1] |plleo < 1, por lo que tomando Z como describe el enunciado
se obtiene un operador lineal antisimétrico que depende suavemente de k tal que
k(p) = eZ®Fpe=2(*); una demostracién de esto se puede encontrar en [3, Proposition
3.1] aplicado a este caso particular. Sea

)\k — e adZ(k)k(C'

Es facil ver que M\i(p) = p; y como k® = U}, - U,I para algin operador unitario,
tenemos que A\y(AB) = At (A)\x(B) para cualquier A, B en B(H). Sea W (k) como
en la férmula; es claro que es lineal y acotado, veamos que es unitario. Primero
notemos que si definimos

V(E)n = A (n®6)E
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es facil chequear que V' (k) es la inversa a izquierda y derecha de W (k), por lo que
W (k) es inversible. Notemos ahora que (£ ® n)(n ® &) = ||n]|?%¢ @ € = ||n|/*p, por lo
que

W (E)nl* = (Mm@ ) A(n ® E,€) = (M((n®@ (€ @n)E,€)
= [Inl>A(R) ()€, &) = IInlI* (P&, &) = [Inl*(€, ) = Inll*,

mostrando que W (k) es una isometria, por lo que debe ser unitario. Podemos ver
ademas que

W(k)Xn = ((Xn) ® € = (X - n®E = Me(X)M(n @ §)E = M (X)W (K)n,

por lo que W (k)X = M(X)W (k) y A\, = W(k) - W(k)' como dijimos. Entonces
kC = e2d2(k) )\, = 2dZ(B) W (k) - W (k), probando la primera afirmacién.

Notemos que si ||k — j|| < 1 entonces ||jk — 1|| < 1 y jk puede ser representada
como en el parrafo anterior, probando la segunda afirmacién.

Para la tercera afirmacién consideremos el mapa k — k(e ® £). Afirmamos que
es real analitico como mapa del grupo de Lie Aut(V) en el espacio de Banach
B(H,B(H)). Sea k en Aut(V) con |k — 1|] < 1; como Aut(V) es un subgrupo de
Lie-Banach de GL(V) con algebra de Lie-Banach Der (V) por el Teorema 3.2.5 po-
demos usar H ~ kel como carta de Aut(V) alrededor de k para H en Der (V) lo
suficientemente chico. Tenemos que

N
H’I’L
ket ( zkf (s28)l= sup @) =3 Trme|
n! il n=0 """
N pgn N
< et =30 rl sw @ el < e e
=0 M = n=0 "

Ahora, el dltimo término converge a 0 si N tiende a infinito, y entonces este calculo
muestra que Zgzo k%(o ® &) es el polinomio de Taylor de nuestro mapa y converge
uniformemente a el, por lo que nuestro mapa es real analitico. El mapa k — Z(k)
también lo es, asi como k — eZ(*) y el producto en el grupo de Lie Banach U(H), por
lo que tenemos que k — F(k) = e k(e @ £)e ?*) es real analitico. Es aparente
entonces que W (k) = eve(F'(k)) = F (k)& es real analitico. O

Observacién 3.6.12. Notar que si modificamos W de manera U(k) = \(k)W (k)
con una funcién no continua A : Aut(V) — S!, tenemos que es posible que t > k; =
Uy - Ul sea un mapa suave mientras que ¢ — Uy ni siquiera sea continuo.

Notemos que el Teorema 3.6.9 nos dice que Aut(V) es una variedad homogénea
del grupo unitario U (H). Consideremos la acciéon A : U(H) x Aut(V) — Aut(V) dada
por U-k = A(U, k) = UkU' = Ady k. Esta accién es suave y transitiva; mas atn,
por el mismo teorema, si fijamos una base ortonormal de H y J es la conjugacion
ortonormal en dicha base tenemos que Aut(V) es la unién disjunta de dos érbitas
cerradas y abiertas,

OId) =UH)-Id = aut(V), v O@)=UH)j=Ad;sAut(V),,
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donde j = Ady = J-J € Aut(V). Es decir, Aut(V) = O(Id) U O(Ad;). Notar
que el grupo de isotropia de ambas érbitas es K = S'Id. Es también aparente del
Teorema 3.6.11 que si s(k) = eZ(F)W (k) para automorfismos cercanos a Id, entonces
obtenemos:

Teorema 3.6.13. Sea V = B(H),, como JB-dlgebra. La accion U(H) ~ Aut(V)
tiene secciones locales suaves: para todo k en Aut(V) existe un entorno abierto V de
k y un mapa suave s : V. — U(H) tal que s(k) =1 y Adyy) = idy .

En particular los mapas m7q : U — Ady y m; : U — j Ady son proyecciones
abiertas y suaves, y
1 -85 UH) — Aut(V) = 1

es un fibrado principal suave con grupo de estructura S' = /(1). Se puede ver
[11, Chapter 3] para aplicaciones a cuantizacion.
3.6.3. El grupo de estructura y su algebra de Lie

Recordemos que para algebras especiales tenemos que Ux(A) = XAX y que
Uxy(A) =1/2(XAY +Y AX); por lo tanto, la condicién para pertenecer al dlgebra
de Lie del grupo de estructura es la siguiente: H en B(B(H)) pertenece a str(V) si
y solo si existe H en B(B(H)) tal que

XAH(X)+ H(X)AX = H(XAX) — XH(A)X (3.4)

para todo A, X en B(H),,. Por otro lado, la condicién para pertenecer al grupo de
estructura se puede escribir como

9(X)Ag(X) = g(Xg™ " (9(1)Ag(1))X),
y diferenciando ¢¢ C Str(V) ent =0, si go = Id y g = H, obtenemos
H(X)AX + XAH(X)=H(XAX)-XH(A)X + XH(1)AX + XAH(1)X,

y por lo tanto H(A) = H(A) — H(1)A — AH(1) = H — 2Up; 1 como mencionamos
anteriormente.

Tenemos el siguiente resultado que caracteriza las derivaciones complejas, que se
puede encontrar en [12].

Proposicion 3.6.14. Sea X un espacio de Banach. Entonces toda derivaciéon § en
B(X) es de la forma §(A) = AT — T A para algin operador acotado 7.

Podemos obtener entonces la siguiente proposicién.

Proposicién 3.6.15. Sea V = B(H),, como JB-dlgebra. Entonces Der (V) = {ad Z :
Z € B(H),Zt = —Z}.
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Demostracion. Si Z en B(H) es antisimétrico, sea H = ad Z; es simple ver que
H = H pues H1 = 0. H mapea V en si mismo y es acotado alli. De

XA[Z, X412, X|AX = XAZX-XAXZ+ZXAZ-XZAX = [Z, X AX]|-X[Z, A]X

obtenemos que H, H obedecen la ecuacién (3.4), por lo que H = ad Z pertenece a
str(V) y como H = H tenemos que H pertenece a Der (V). Reciprocamente, por
la Proposiciéon 3.6.14 una derivacién compleja 6 en B(H) es de la forma §(A) =
AT — T A para algin operador acotado T'. Por lo tanto, si D pertenece a Der (V)
complexificindola obtenemos el resultado. ]

Observacion 3.6.16. Podemos dar una prueba distinta a esta igualdad. Tomemos
ki C Aut(V) tal que kg = Id y k{ = D € Der (V). Abusando la notacién k; también
denota su complexificacién, por lo que & es la complexificacién de D. Tenemos por
el Teorema 3.6.11 que para cada n en H

WiXn = X((Xn) © §)€ = M(X -1 © ) = M(X)M(n @ §)€ = M(X)Win,  (3.5)

donde N\ = e~ 2d% kffc. Como W;n es suave, define un operador antisimétrico W{:
Win = (Win)'|i=o para cada n en H. Si derivamos (3.5) en t = 0 obtenemos

WoXn = Xo(X)Won + Ao(X)Won = —ad Z5(X) (n @ §)€ + ko (X) (n @ )€ + XWn
= —ad Z)(X)n + D°(X)n + XWin.

Por lo tanto D®(X) = [Z}, X] + [W}, X] y si definimos Z = Z}) + W tenemos que
ZtV=—-Z, D =ad Z y entonces D = ad Z.

Observacién 3.6.17 (Grupos a un parametro). El ultimo resultado nos permite
vincular los grupos a un pardmetro de U(H) y Aut(V). Si U; = ¢4 C U(H) es un
grupo a un pardmetro es facil ver que k; = Ut‘UI C Aut(V) también lo es. El
reciproco se mantiene para secciones locales: si k; = P es un grupo a un parametro
de automorfismos de V entonces sabemos que D = ad Z para algin antisimétrico
Z, y usando las féormulas de Z que obtuvimos tenemos que Z; = Z(k;) = tZ. Por
lo tanto la levantada a U(H) de k; es simplemente s; = S(k;) = e'?. Es decir, si
D = ad Z € Der (V) entonces la seccién nos da s(eP) = e?.

Podemos dar también una caracterizacién del dlgebra de Lie del grupo de estruc-
tura. Vamos a notar 7 and rp el operador multiplicacién a izquierda y a derecha
en el dlgebra asociativa B(H).

Corolario 3.6.18. Sea V = B(H),, como JB-élgebra. Entonces
str(V) ={lr+rp : T € B(H)}.

Demostracion. Cada uno de los morfismos H = ¢7+rp+ es lineal continuo y preserva
V, pues TA+ ATT es simétrico si lo es A. Es fcil chequear también que si tomamos
H = —(lpi + rr) entonces (3.4) se verifica, por lo que H pertenece a str(V).
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Probemos el reciproco. Recordemos que str(V) = L @ Der (V), por lo que toda
g en str(V) debe ser de la forma g = Lx + ad Z para algin X en V y Z en B(H)
con Z' = —Z por la Proposicién 3.6.15. Pero si Y = %X tenemos que

9(A) =1/2(XA+AX)+ ZA—-AZ = (by +ry +Lz —12)(A) = (by 17 + 7yt 71)(A)
Como T' =Y + Z es un elemento genérico de B(H), hemos terminado la prueba. [
Observacién 3.6.19. Notar que como ¢ y r conmutan tenemos que

exp(fr + i) = €T = v,
es decir €Tt A = T AeT" = fAft con f lineal, confirmando lo que ya sabiamos
pues al exponenciar str(V) caemos dentro de Str(V), C G(£).

Por el Teorema 3.4.9 de la seccién anterior y dado que p = 0,1 son las tnicas
proyecciones centrales de B(H) concluimos este capitulo con el siguiente resultado.

Teorema 3.6.20. Sea V = B(H),, como JB-dlgebra. Entonces Str(V) = G(Q2) L —
G(Q). Mas ain, si V es la parte real de una C*-dlgebra vista como JB-dlgebra en-
tonces Str(V) tiene dos componentes.

Observaciéon 3.6.21. Notar que en el lado opuesto una C*-dlgebra con infinitas
proyecciones centrales nos muestra que Str(V) puede tener infinitas componentes.
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Capitulo 4

La métrica en el grupo de
estructura

En este capitulo vamos a estudiar distintas estructuras métricas en Str(V), G(£2)
y Q. Vamos a definir un spray invariante en Str(V) y G(£2). Daremos a  una
estructura de espacio simétrico a partir de una accién de G(2) dotando al cono del
spray canoénico. Definiremos una métrica de Finsler en ) y veremos que las geodésicas
de este spray son minimizantes para la métrica. También definiremos una métrica de
Finsler en G(2) y la usaremos para obtener una distancia en €, la cual mostraremos
que es igual a la distancia dada por la longitud de curvas inducida por la métrica
en Q; en particular mostraremos un levantado isométrico de curvas de © a G(2).

4.1. El spray invariante en Str(V) y G(Q2)

Vamos a definir un spray invariante en Str(V) y G(€2). Recordemos que un spray
F' es invariante si Fyp,(ghV') = Fj,(hV) para todo g, h en G y V en Lie(G).

Notemos que como GL(V) es abierto en el espacio de Banach B(V) podemos
identificar el espacio tangente de GL(V) en la identidad con B(V). Asi, si G es un
subgrupo de GL(V) podemos identificar su tangente Lie(G) con una subédlgebra de
Lie de B(V). Mas atin, su tangente en otros puntos se identificardn con traslaciones
a izquierda de Lie(G), es decir, dado g en G tenemos que T,G = g1.G = gLie(G).
Por lo tanto, un camino tipico en T'G debe ser de la forma v = g;v¢, donde g; es un
camino en G y v es un camino en Lie(G).

Podemos identificar a los elementos de TTG como la derivada de curvas en
TG, por lo que si v = gv entonces un elemento tipico de TTG serd de la forma
v = g'v+gv’. Como g; es una curva en G entonces ¢’ pertenece a T,G y debe ser de
la forma ¢’ = gw para algin w en Lie(G). Y como v es una curva en Lie(G), v' = z
también debe pertenecer a Lie(G). Por lo tanto, un elemento tipico de Ty T'G para
V = gv € TyG debe ser de la forma

Z = gwv + gz = g(wv + z), g€ G, wv,w,z € Lie(G).

79
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Por lo tanto, un spray invariante a izquierda en G debe ser de la siguiente forma:
dados g en G y V en Lie(G),

F,(gV)=g(V*+B(V,V)), g€G,V €LieQ). (4.1)

para algtin operador bilineal simétrico B : Lie(G) x Lie(G) — Lie(G). Reciprocamen-
te, cualquier operador cuadratico definido de esta manera define un spray invariante
a izquierda en G.

Definicién 4.1.1 (La operacién T). Sea V una JB-dlgebra. Consideremos la des-
composicién str(V) = L @ Der (V): todo elemento en str(V) se puede escribir de la
forma L, + D, donde = es un elemento de V y D una derivacién. Definimos

(Ly + D) =L, — D.
Es facil comprobar que v — —v' es un morfismo de algebras de Lie.

Definicién 4.1.2 (El spray invariante a izquierda). Dada V una JB-algebra, vamos
a definir un spray F' invariante a izquierda en Str(V) de la siguiente manera: dados
gen Str(V)y V en str(V),

Fy(gV) = g(V* + [VI,V]) = (V2 + VIV = VVT). (4.2)
Si consideramos la descomposicion str(V) = L @ Der (V) tenemos que
g Fy(g(Ly + D)) = D* + (Ly)? +3LyD — DL, = (Ly + D)? — 2Lp,.
Dados z, y en V y d, D en Der (V) entoces el operador bilineal de Christoffel es

9_1Fg(g(La: + D), g(Ly +d))

4.3
—1/2(LyLy + Ly Ly + 3Lyd + 3L, D — DL, — dL, + dD + Dd). (4.3)

La descomposicién de str(V) induce una descomposicién de T'Str(V) como la
suma directa de dos fibrados vectoriales, el fibrado horizontal y el fibrado vertical,
donde para cada g en Str(V)

Hg={gLy :x €V} =gL y Vg ={gD : D € Der (V)} = gDer (V).

Para vectores horizontales tenemos que Fy(gL,) = g(L,)? mientras que para vectores
verticales tenemos que Fy(gD) = gD?. Notar que esto vale para un spray invariante
a izquierda F' en Str(V) de la forma (4.1) si y solo si B(Lg, Ly) = B(D, D) = 0 para
todo z en V y D en Der (V).

Lema 4.1.3. Sea F el spray invariante a izquierda que definimos en Str(V). En-
tonces la geodésica v con v(0) =gy 7 (0) = L, + D es

’y(t) _ get(Lw_D)G%D.
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Demostracion. Tenemos que

N =g (et(LI—D)(Lx _ D)thD + 2et(Lz—D)62tDD)

A = g(et(LrD)(LJC — D)2e2D | 4et(La=D) (Ly — D)ePD + 4et(szD)62tDD2).
Llevando todo a la identidad tenemos que
a o/ = L2, + D,
y por lo tanto
a o = (L-2p,)? + D? + 3L -20,D — DL,-2p, = a ' Fo(a(Ly-2p, + D)),
por lo que « es una geodésica de F'. ]

Observacion 4.1.4. El subgrupo G(2) es totalmente geodésico en Str(V): el spray
F puede restringirse al subgrupo abierto G(2). Como etL==D) pertenece a la com-
ponente de la identidad Str(V), que estd contenida de G(£2), y como los automor-
fismos e?*P también preservan el cono de positivos €2, es claro que una geodésica
con velocidad inicial g en G(£2) queda dentro de G(2) para todo ¢. Por lo tanto es
geodésicamente completo en Str(V).

El subgrupo de Lie-Banach Aut(V) también es geodésicamente completo: la
geodésica v que pasa a tiempo 0 por un automorfismo k con velocidad inicial D
es Y(t) = ketP. que es obviamente una curva de automorfismos. En particular las
geodésicas de Aut(V) son las traslaciones a izquierda de los grupos a un pardmetro.

Proposicién 4.1.5 (Transporte paralelo). Sea F el spray invariante a izquierda que
definimos en Str(V) y sea v un camino suave en Str(V). Sea vy =71y = L,, + d;
la traslacién de la derivada de v a la identidad, con d; un camino en Der (V) e y; un
camino en V. Entonces u = v(Ly, + Dy) es el transporte paralelo a lo largo de + si
y solo si

L' =-3/2[d, L] +1/2[L,,D] dentro de L (4.4)
D' = —1/2[L,, L;] —1/2[d,D] dentro de Der (V). (4.5)

En particular, si v = ge!(Lvo—d0)2tdo o5 una geodésica entonces vy = e~ 2taddo (Ly, +

dp) y podemos resolver explicitamente
—2taddp etM

[ = Yee Yo Lo = geltEwo=d0)tM g =1,
donde

_ addyg  ad Ly,
M= 1/2< —adL,, 3addy )
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Demostracion. Primero,

v =" (Ly + D)+ Ly + D' = (Ly + d)(Ly + D) + L}, + D'
= LyLy+ LyD+dL, +dD+ L), + D'

Comparando esto con (4.3) obtenemos que
L.+ D' =1/2[Ly, L) + 3/2[Ly,d] + 1/2[Ly, D] + 1/2[D, d).

Recordemos que como dijimos en la Observacién 3.2.9, str(V) = L@ Der (V) es una
descomposicién de Cartan y, recordando las relaciones entre las subalgebras de esta
descomposicién, debe ser que L), = 3/2[L,,d] + 1/2[L,,D] y D' = 1/2[L,, L,] +
1/2[D, d] como se afirma en las dos primeras férmulas.

Ahora asumamos que 7 es una geodésica. Sea

€ — Lz +D — 62tadd07—1u — €2tadd0Lx +€2tadd0D.

Como L, + D' = ¢ = e2taddo(2[dy, L] + 2[do, D] + L., + D), combinando esto con

las ecuaciones (4.4) y (4.5) obtenemos que L, = 1/2[do, L.] + 1/2[Ly,, D] y que
D' = —1/2[Ly,, L.] — 1/2[dy, D]. Por lo tanto,

Lo _ 1/2 addy  ad Ly, L.
D’ —ad Ly, 3addy D )’
por lo que debe ser e = L, + D =¢tM €0, v despejando obtenemos lo deseado. O

Motivacién: la métrica Riemanniana de un algebra Euclidea

En esta seccion daremos un poco de trasfondo y motivacién para la elecciéon de
esta conexién afin en particular para Str(V). Sea V un dlgebra de Jordan Euclidea
finito dimensional, definida en el Teorema 2.3.19. Si notamos Tr la traza de B(V)
podemos definir una traza en V de la forma tr(z) = Tr(L,). Esta traza induce un
producto interno definido positivo en V como (v|w) = tr(vw). Esta traza es invariante
por automorfismos pues

tr(kx) = Tr(Ly,) = Tr(kL k™) = Tr(L,) = tr(z).

En particular, derivando en cero la igualdad tr(e!”z) = tr(z) podemos ver que
Tr(Lpg) = tr(Dx) = 0 para cualquier  en V y D en Der (V).

Antes de enunciar el teorema principal mostraremos el siguiente teorema para
algebras de Jordan Euclideas, cuya demostracién se puede encontrar en [17, Theorem
II1.1.2]. El mismo sera 1til en el préximo resultado.

Teorema 4.1.6. Sea V un dlgebra de Jordan Euclidea de rango r. Dado un idempo-
tente e decimos que es primitivo si no existen idempontentes f y g tales que e = f+g.
Llamamos marco de Jordan a un conjunto de idempotentes ortogonales y primitivos
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tales que suman la unidad. Entonces dado x en V' existe un marco de Jordan {e;} y
numeros reales \; tales que

r
T = Z )\iei.
=1

Teorema 4.1.7. Sea V un dlgebra de Jordan Fuclidea finito dimensional con produc-
to interno (v|w) = tr(vw). Entoces Str(V) admite una métrica Riemanniana inva-
riante a izquierda de la forma: dados g en Str(V) y V, W en T, Str(V) = g str(V),

(V. W)y =1/2Tr(g7 V(g ' W) + g7 ' W(g 'V,
o equivalentemente
(9(Lz + D), g(Ly + D))g = Tr(LsLy) — Ti(DD).

La conexion V inducida por el spray (4.2) es la conezion de Levi-Civita para esta
métrica.

Demostracion. Es claro que la férmula define una forma bilineal invariante a iz-
quierda, s6lo necesitamos chequear que (V, V), > 0 para V no nulo. Si V.= L, + D
en str(V), entonces (V, V)1 = Tr((L;)?) — Tr(D?). Veamos que ambos términos son
positivos.

Tenemos que Dz? = 22Dz, por lo que D?z? = 2xD?z + 2(Dx)? y por lo tanto
—zD%r = (Dx)? — D?z?%, y entonces tr(—zD?z) = tr((Dx)?) > 0, pues D?z? = Dv
para v = D22 y se anula si y solo si Dz = 0. Dada B = {v1,...,v,} una base de
V, calculamos la traza de D? en esta base y gracias a lo anterior obtenemos

— Tr(DQ) = Z(—DQW\%‘) = Ztr(—viDqui) = Ztr((Dvi)z) > 0.

1

Para el otro término, tomemos un marco de Jordan {e;} tal que x = >, A\jc; para
ciertos A; reales. Notemos que el marco forma una base ortonormal de V. Entonces,

Tr((L.)?) = Z((Lx)2ci|ci) = Z)\? tr(c?) > 0.

%

Por lo tanto la forma bilineal es no negativa. Pero si (V,V); = 0 entonces debe
ser que — Tr(D?) = 0, lo cual implica que Dv; = 0 para todo i y por lo tanto D es
nulo, y que Tr(L2) = 3, A2 tr(c¢?) = 0, lo cual implica que ); debe ser nulo para todo
iy por lo tanto x también. Entonces (V, V), =0 siy solo si V = 0.

Probemos ahora que la conexién (o equivalentemente el spray F) es la conexién
métrica para esta métrica riemanniana. Como V es una conexion sin torsién es
suficiente chequear que es compatible con la métrica. Sea v una curva en Str(V)
y sean p, n dos campos a lo largo de 7. Si notamos a las traslaciones v = v~ 14/,
fi = v~ 11, tenemos que

Y Dy ="t =T (Y ) =y = 1/2( + v+ [, 0] + [oF, 7)),
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y tenemos una expresion simipar para v~ !D;n. Entonces, usando la ciclicidad de la
traza, luego de un calculo tedioso pero directo obtenemos

(D, )y + (Den, )y = Tr(iTy™2) + Tr(aty ) — Tr(vzp') — Tr(vi’).  (4.6)

Notar que i’ = (v p) = —v Yy tu+ 77 = —vip + v/, y similarlmente
para 7). Por lo tanto el tltimo término de (4.6) es igual a

d d

T’ = =
g7 r(an') dtw,nh,

y terminamos la demostracién. O

Este ejemplo también se puede presentar en el caso infinito dimensinal, en un
algebra de Jordan-Hilbert con traza finita, como el algebra especial de operadores
autoadjuntos de Hilbert-Schmidt actiando en un espacio de Hilbert complejo. Ver
[2] para una discusién mas profunda.

4.2. El cono () como un espacio simétrico de Cartan de

G(Q)

Ahora estamos en posicion de presentar el cono de elementos positivos de una
JB-dlgebra V como un espacio simétrico de Cartan, por la accién del grupo G(£2).

Definicién 4.2.1. Definimos la acciéon G(£2) ~ € con el mapa suave A : G(2) xQ —
Q a partir de la evaluacion,

Ag,p) =g-p=gp=g(p)

Notamos el mapa cociente ¢ : G(2) — Q para o = 1, es decir, ¢(g) = g(1). En
particular, ¢.q¢9 = g(1).

Observacion 4.2.2. La accién definida es transitiva, pues para cada p en ) tenemos
que p = Up1/2(1). Por lo tanto {2 es la érbita de 1 en V por la accién del grupo G(2), es
decir, Q = ¢(G(2)) = O(1). Notar que K1, el grupo de isotropia de 1, es exactamente
Aut(V). Tenemos que g1 (L, + D) = z, por lo que g es una sumersién y podemos
identificar 2 ~ G(Q2) / Aut(V) como variedades de Banach gracias al Teorema 1.3.2.
Mas atn,

T1Q = Lie(G(Q2))/ Lie(Aut(V)) = (L& D)/D ~ L,

lo cual es obvio ya que L es isomorfo a V via el isomorfismo v +— L,,.
Conocemos dos antiautomorfismos en el grupo de estructura: la inversiéon y la

estrella. Combinandolos obtenemos un automorfismo involutivo ¢ en el grupo de
estructura Str(V) que preserva el subgrupo abierto G(2): o(g) = (¢*) 7.

Lema 4.2.3. Sea g en Str(V) y sea o(g) = (¢*)~' = U_' g. Entonces
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1. 0:Str(V) — Str(V) es un automorfismo con o2 = Id y o(G(Q2)) = G(f).
2. 0(U,) = U, ! para cualquier z € V y el subgrupo de puntos fijos de o en G(£2)
es Aut(V).

3. Notemos H = 0,1 H para H € str(V) = L @ Der (V), entonces L, + D =
—~L;+ D = —(L; + D) y por lo tanto

L={Hestr(V):0,uH=-H} =M
Der (V) ={H e€str(V):0.H=H} =R
es la descomposicién de Cartan de str(V) por el automorfismo involutivo o.

Demostracion. Claramente 02 = 1. Por otro lado, como es composicién de dos anti-
automorfismos se sigue que o(gh) = o(g)o(h). Ahora, si g pertenece a G(£2) también
g~ ! pertenece a G(2), y como todo operador U preserva 2 tenemos que g* también
preserva el cono, mostrando que o(G(Q2)) = G(Q2).

Ya vimos en el capitulo pasado que U% = U, y k* = k~!. Mas aiin, por el
Teorema 3.4.11 los puntos fijos de o en G(£2) son los automorfismos.

Finalmente, notemos que

O-(eth) = U(Uetz/2) = Ue*tm/2 = 67tLI7

y derivando en ¢t = 0 obtenemos que o041 L, = —L,. Andlogamente para las deriva-
ciones, de U(@tD ) = etP para D derivacién obtenemos que o, D = D. ]

Vamos a calcular la conexion afin V y el spray F' derivado de la estructura de
espacio simétrico de Cartan de Str(V). Para ello, necesitamos computar el producto
simétrico en 2 y en T).

Dado V' en T2, identificando T,,Q2 ~ V podemos escribir V' = (x,v) con z en
y venV.

Proposicién 4.2.4 (Spray y conexién de €2 como espacio simétrico de G(2)). Sean
z,yen QyseaV = (z,v), W= (y,w) dos elementos de T2. Entonces

L w(r,y) =z y=Us(y™!) en Q.
2. (VW) =2Ugu(y™) — U Uyt w en T
3. F(V) = F,(v) = Uy(z~1) es el spray de la estructura simétrica (€2, p).

Demostracién. Sean x = U,1/2(1), y = U,u/2(1). El producto simétrico estd dado
por la férmula (1.2):

-1

plzy) =x-y=Unpo(Uyup) o (Uy1/2) (1) =Uauy2 Upapo Upma e (1) = Ua(y™ ).

El producto simétrico en T2 estd definido a partir de u,. Consideremos «, 5 dos
caminos en () tales que a(0) = z, /(0) = v y B(0) =y, #(0) = w. Entonces
/
N*(U7w) = :U’*(x,y)(vvw) = (N(a’ﬁ)), (0) = (Ua(ﬁ_l)) (0)
=2

=2Ua0),0/(0)(B(0) ") = Ugo) Ug(o)-1(8'(0)) = 2 U u(y ™) — U U, H(w).

Y
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Sabemos por el Teorema 1.4.3 que Fy(v) = —(3,/20Z)«(v), donde Z es la seccién
nula de 2 en T). Entonces,

Sy/20 Z(y) = y/2(07,0) = Usu(y™) = U U, (0) = Upu(y ).

Ahora, si w pertenece a T){}, calculemos el diferencial de esta funcién en w. Sea «
un camino en 2 con a(0) =y, o/(0) = w. Entonces

(Su20 Z)*y () = (Suj20 2(@)) (0) = (Vawla™) (0) = = Up Uy '

Tomando y =z y w = v tenemos que
Fi(v) = =(2y20 Z)«(v) = Ugy U o
Notemos que en un algebra especial
Uz U lo= U$7U(x_1vx_1) — vz o= Uv(x_l),
y entonces usando el Principio de McDonald del Teorema 2.2.5 tenemos que
Fo(v) = Uy(z™h).
O

Observacion 4.2.5. Podemos calcular la conexién afin y el operador de Christoffel
a partir del spray. Dado x en 2 y v, w en V el operador de Christoffel esta dado por

Ty (v, w) = %(Fz(wrw) _ Fu(v) = Fu(w)) = %(wa U, - U)(@Y) = Up ().

La conexién afin para V, W en X(Q) estd dada por
Vv W (z) = DW,(Vy) — Tu(Vy, Wy) = DW,(Vy) — Uy, w, (z71).
Esto nos da la derivada covariante de un campo X a lo largo de una curva - en €2:

DX dX

- =VyX = —Uyx(y7h).

Podemos encontrar algunos automorfismos del producto simétrico.

Proposicién 4.2.6. Sea p el producto simétrico definido. Entonces Str(V) C
Aut(Q, p).

Demostracion. Para cada g en Str(V) tenemos que
_ -1 _ wy—1, —1 _ -1 ~1 =1y _ -1
u(ga:,gy) - ng(gy) - Uga:(g ) Y - gng Ugl Ugl g(y ) - gUx(y )
= gu(z,y)

gracias al Lema 3.1.5, por lo que Str(V) C Aut (2, ). O
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Por el Teorema 1.4.4 tenemos que Aut(f2, u) = Aut(Q2, F'), por lo que los ele-
mentos del grupo de estructura también son automorfismos del spray. Veremos mas
adelante que el grupo interno de estructura InnStr(V) actiia transitivamente en (2
implementando el transporte paralelo a lo largo de geodésicas. Para una descripcion
completa del grupo de automorfismos Aut (€2, F') ver el apéndice en [11].

Podemos describir las geodésicas en este espacio.

Proposiciéon 4.2.7. Sea V la conexién en ) que surge a partir de la estructura de
espacio simétrico. Sea z en Q y v en V = T,Q. Elegimos g = U 1 el cual cumple
x

que g(1) = 1. La tnica geodésica a de (2, V) que cumple «(0) = z, o/(0) = v es

tL v Ul
Oé(t) = getLg_lu(l) = Uml/Q e Yom1r2 (1) = Uml/Q U tu —-1/2 U(l) = -U:pl/2 et 21/2"
e T

. . v}
Por lo tanto la exponencial de la conexién V es Exp, (v) = a(1) = U iz e «1/2" con

inversa global suave dada por Exp,'(y) = U,z log (U;ll/2 y) para x, y en Q.

Demostracién. Solo debemos chequear que o’ = F,, (). Tenemos que

Fold)=Uy(a™)=TU (U (e Vamrr2 o)) 71

tU
U 1/2(e a=1/2 UOUz—l/z v)

—tU_ _q,0v
= Ux1/2 UetUz_l/Q vy Ux1/2 U$71/2 (e z—1/2 )

Uz,1/2 v
=U,12U U (e7"Ve12¥)y = U2 U (efVam1r2?)
= U 1,2 Uzﬂ/z v et U 1/2v = U 1/2 Uz

= Um1/2 (Ux71/2 Vo (Ux71/2 vo etUz_l/Q v)) = Oé”,

—1/2 v

donde en este calculo se usd repetidamente que las operaciones se realizan en la
subélgebra fuertemente asociativa generada por U, -1/2v. O

Observacién 4.2.8. Sean z, y en ). Consideremos el camino que une x e y dado
por
Uy (t) = Uy et 18 Vmrr20), (4.7)

T

Notemos que esta curva tiene punto inicial « y velocidad inicial v = U 1,2 log (U, -1/2 ).
La geodésica con estos valores iniciales es

1 1
a(t) = Ui et Up—1/2U 172108 (U —1/2y) _ U, /2 etlos(U —1/29) _ gy (1)

Por lo tanto oy, es una geodésica que une x e y. Mas atn, es tinica. Notemos
ahora que para cada z en V tenemos que e'rz (1) = U_..;2(1) = €'*, por lo que para
z = log(U,-1/2y) podemos reescribir

axyy(t) = Uz1/2 etLZ(l) = Ux1/2 e'’.
Es decir, oy, es la imagen por el mapa cociente g : G(€2) — € del camino t
U,1/2 €f= en G(Q).
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De la Observacion 4.2.5 un campo vectorial n en T2 paralelo a lo largo de una
curva ~ en ) debe ser solucién de la ecuacién diferencial
-1
n =Ty, ) =Uyu(y)
Esta ecuacién con valor inicial (0) = w tiene solucién tnica.

Vamos a mostrar como encontrar el transporte paralelo en el caso que v sea una
geodésica.

Proposicion 4.2.9. Sea I el spray que surge en () a partir de la estructura de
espacio simétrico. Entonces el transporte paralelo a lo largo de la geodésica ay .,
estd dada por

P;H(am,y) = Ux1/2 Uet/Qlog,»(Ugfl/2 v) U$71/2 .

En particular, el transporte paralelo a lo largo de cualquier geodésica esta imple-
mentado por el grupo interno de estructura.

Demostracion. Por la observacion anterior, si llamamos z = log(U_-1/2 y) podemos
escribir a4 (t) = get? -0 donde g = U,12 y T = L, € G(2). Por el Teorema 1.4.6,
los grupos a un parametro de automorfismos

Tt(p) = getTgfl(p) = le/z elhe Ux71/2 (p) = le/z Uetz/2 Ux—1/2 (p)

dan las traslaciones a lo largo de «. Mas atn, por el mismo teorema, el transporte
paralelo a lo largo de a; , estd dado por Ps™(auy) = (T¢)sa,.,(s)- Como p = 74(p)
es lineal, su diferencial es el propio mapa y la prueba estd terminada. O

Por la ecuacién (1.1), la férmula del tensor de curvatura en nuestro espacio
simétrico es

Ry(V.W)Z =T (V.Ip(W, Z)) — T'p,(W, T (V, Z))
= UV7UW,Z(p71)(p_1) - UVV,Uv,Z(Ifl)(p_l)'
Esto puede reescribirse de la siguiente manera.

Proposicion 4.2.10. Sea I el spray que surge en () a partir de la estructura de
espacio simétrico. Sea p = Up1/2(1) =glenQyseanv=U, 1pV, w=U,1pW,
z=U,-1/2 Z. Entonces

Ry(V,W)Z = = U 12[ Ly, Ly](2) = U2(wo (voz) —vo (wo 2)),
y en particular R,(V, W)V = U _1/2(U, —(Ly)*)w.

Demostracidn. Notemos que V = U,12v = U,z Ly(1) = qug(gLy) y de la misma
manera para W y Z. Recordemos que M, el autoespacio de 0,1 asociado a —1,
es exactamente L. Por lo tanto, por el Teorema 1.4.6, notando que [L,, L,](1) =
vw — wv = 0, tenemos que

Rp(‘/, W)Z = —Upl/z[[Lv,Lw],Lz](l) = —Up1/2 [Lme](Z)
=—Up(vo(woz)—wo (voz)),

donde usamos que (U, —(Ly)?)(w) = ((Ly)? — Ly2)(w) = v?ow —vo (vow). O
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Encontremos los campos de Killing en (£2, V). Dado z en Lie(G(Q2)) = str(V),
consideremos pi(p) = e*(p) y definamos X (p) = pf,(p) = z(p). Como p; es un grupo
a un parametro, X es un campo diferenciable con flujo p;. Para ver que X es un
campo de Killing necesitamos mostrar que p; pertenece a Aut (€2, V), que como vimos
en el Teorema 1.4.4 es igual a Aut(€2, u). Entonces

(), (1)) = e’ Uya/a (1), € Upusa(1)) = € Uyaja (e Uore) Ho(el U, /2)(1)
= # U, e 72U, (1) = €7 U (y 1) = P p(a, y),

por lo que X es un campo de Killing. Mas atn, si z = L, + D entonces X (1) =
2(1) = zpy DXy = T'1(2(1),—) = L;q) = Ls. Sabemos que dado p en el valor
de un campo de Killing y su derivada en p determinan el campo, por lo que hemos
encontrado todos los campos de Killing. Por todo esto y el Teorema 1.4.6 tenemos
la siguiente proposicion.

Proposiciéon 4.2.11. Sea V la conexién que surge en €2 a partir de la estructura de
espacio simétrico. El tinico campo de Killing X en (Q,V) con X(1) =z €V =T1Q
y VX(1) =0, es decir DXy = L, = T'y(x, —), estd dado por X (p) = p o z. Su flujo
es pi(p) = etf=(p) = U uar2(p).

Observacion 4.2.12 (EI caso de un algebra de Jordan especial). En el caso de un

algebra de Jordan especial estos resultados son conocidos: como U,y = xyx con el
producto asociativo entonces un calculo directo nos muestra que

plz,y) =z y=axy 'z (v, w) =v-w=ay v +oy e -y lwy

Fp(v) = vzt (v, w) = 1/2(vz™ w + wzw)
DX dX 1 . _ 1. —1/2,,.-1/2
= a e TX X)) =t e e

Jo . —1/2 —1/2
La geodésica uniendo = e y es ag,(t) = z!/2etlos(® Pya1/2) p1/2

paralelo a lo largo de esta geodésica es

. El transporte

Pﬁﬂ(az,y)(v) _ x1/2(x_l/ny_l/z)t/Qm_l/zvx_l/z(m_1/2yx_1/2)t/2x1/2.

Si escribimos V' = p'/2vp!/2 y similarmente para W y Z entonces el tensor curvatura
en p esta dado por

Ry(V,W)Z = (o, 2]

El tinico campo de Killing X en Q con X(1) =z enVy DX; = L, =T'1(z,—) estd
dado por X (p) = 1/2(zp + px) y su flujo es py(p) = e'*/2pet*/2.

Observaciéon 4.2.13 (La relacién entre los sprays y conexiones de G(Q2) y Q).
Notemos F& el spray del grupo G(Q) y F © ¢l spray de Q. Recordemos que para
vectores horizontales tenemos que FgG (gLs) = g(Lz)?, y si escribimos p = Upi2(1) =
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q(Upl s2) como elemento de 2, llamando g = Up1/2 tenemos que

Fqug) (Q*g(ng)) = F;?(ng(l)) = F}?(Upl/2 ZII) = UUpl/Qz (pil) = Up1/2 U, Upl/2 (pil)
= Up/2 Us(1) = Upupa(a?) = g(2?) = g(L2)*(1) = Fy (9 La)(1)
= Q*Q(FgG(ng))'

Como g, es lineal entonces D2q*g = ( para cualquier g en G(Q) y por lo tanto los
sprays estan g-relacionados, es decir,

Fyly(@eg(V)) = D?qug(V,V) + gug P (V) (4.8)

para cualquier vector horizontal V' en H, = g L.

De todas maneras debemos tener en cuenta que esto también es verdadero para
cualquier spray cuadratico en Str(V) de la forma (4.1) que se anula en L, es decir,
que B(Ly, Ly) = 0.

Observacion 4.2.14 (Campos horizontales). De la identidad de la ecuacién (4.8)
(o por un célculo directo) podemos ver que si X, Y en X(G(£2)) son horizontales
entonces considerando el push-foward ¢, X, ¢.Y en X(Q2) y sus respectivas conexiones
afines tenemos

(VY (9)) = Vi x(¢:Y)(q(9))

para todo g en G(£2). En particular las geodésicas horizontales de G(£2), que son de
la forma (t) = ge!’v con g en G(Q), son mapeadas por ¢q a geodésicas en €2, que
son de la forma

a(t) = g(v(1) = 1()(1) = ge'* (1) = g Ugena(1) = g(e").

Esto sera discutido en mas detalle en la préoxima seccién.

4.3. Meétrica de Finsler y distacia geodésica en (2

Vamos a proveer a ) de una métrica de Finsler y estudiar la distancia que se
desprende de la misma.

El cono de elementos positivos estd dotada de una métrica de Finsler natural
que preserva la estructura de espacio simétrico, donde la norma de Finsler en cada
espacio tangente 7,§) ~ V esta definida como

[ollp = 1 Up-rz 0l = U5, 0l

donde la norma del ultimo término es la norma en V. Esta estructura es discutida
en detalle en [19], [36] mas recientemente en [10].
Vamos a considerar la longitud rectificable

b
Lengtha(7) = [ I4(8) ]t
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y la distancia rectificable

dista(p, q) = igf Lengthq(7), (4.9)

donde el infimo se toma entre todos los caminos C' a trozos que unen p y q.
Tenemos el siguiente teorema, cuya demostracion se puede ver en [1 1, Section 1]
y en [14, Proposition 12.22].

Teorema 4.3.1. Sea distq la distancia definida en (4.9). Esta es en efecto una
distancia y la topologia original de 0 coincide con la topologia inducida por esta
métrica.

Proposicién 4.3.2. La métrica de Finsler definida es invariante a izquierda por la
accién del grupo G(Q).

Demostracion. Sea g en G(2) y p en Q. Si llamamos k = Ugp)-1/29Up1/2 tenemos
que k pertenece a G(2) y

k‘(l) = U(gp)—l/QgUpl/2(1) = U(gp)_uz(gp) = 1,

por lo que k es un automorfismo por la Proposicién 3.1.14. Por lo tanto Uigp)-1/29 =
kU,-1/2 y entonces

lgvllgp = 1V 2gull = 1kU,-1/20]| = [|U-1/20] = [[v]],,
pues por la Proposicién 3.3.4 los automorfismos son isometrias. O

Esto también implica que tanto la longitud de caminos como la distancia son
invariantes por la accién del grupo G(€2).

Hemos visto en la seccién anterior que el transporte paralelo a lo largo de geodési-
cas estd implementada por el grupo interno de estructura. Esta implementaciéon es
la misma que mueve el punto base en la norma, por lo que tenemos el siguiente
resultado.

Proposicion 4.3.3. El transporte paralelo a lo largo de geodésicas es isométrico
para la métrica de Finsler en €. En particular las geodésicas de la conexién tienen
rapidez constante.

Demostracion. Sean x e y en Q y sea oy, la Gnica geodésica que une = e y. Sea P
el transporte paralelo a lo largo de oy, entre T,Q y T, Q. Por la Proposicién 4.2.9,

P = Ux1/2 U(U “1/2 y)l/z Uxfl/z. Entonces

HUHx = || Uw—l/Q U||1 = || U(Uz—l/Q y)1/2 Uz—l/Q ’L)”Ux71/2 y

= || Ux1/2 U(Uz—1/2 y)1/2 Ux_1/2 ’UHy = HP’UHy
-1
En particular, para una geodésica a(t) = Up1/2€ P1/2v,
HUat—l/wész = [latlla, = [P (@)agll = [lagllag = 1Up-1/20]-
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Vamos a probar que las geodésicas de la conexién en €2 son minimales para la
distancia definida, es decir, para toda curva geodésica « : [a,b] — €, Length(a) =
dist(a(a), a(b)). Para ello necesitamos probar algunos resultados antes.

Podemos expresar la traslacién de la velocidad de un camino a la identidad en
término de los operadores de multiplicacién.

Lema 4.3.4. Sea y un camino suave a trozos en €2 tal que v = e!" con I' un camino
en V. Consideremos la funcién real analitica G(\) = % Entonces

U"/_l/2 ’)’/ = {G(ad LF)LF/}(1>

Demostracion. Notar que U, —1/2 = Ug-r /5 = e Lr y que y = el = U_r/2(1). Enton-

ces, considerando el mapa F'(\) = 1_§_A, F(0) =1, tenemos que

7= (Uersa(1)) = (Uerp2)' (1) = (") (1) = {" F(ad Lr) (L) }(1)
gracias al Lema 1.2.3. Entonces
U129 =e e’ F(ad Lr)Ly/(1) = F(ad Lp)Lr/(1).

Como para todo = e y en V tenemos que [Lg, Ly| es una derivacion, los términos
impares de F'(ad L;)L, desaparecen si evaluamos en 1. Mas atn,

1—e* 1—cosh(\)+sinh()\)
F(\) = =
( ) )\ )\ )
por lo que los términos pares de F'(\) son los términos de G(\). Entonces
val/z "Y/ = G(ad LF)LF/(l).
O

Recordemos que por la Proposicién 2.3.12 la subalgebra cerrada C'(z, y) generada
por dos elementos puede representarse isométricamente en una C* algebra con su
producto de Jordan.

Lema 4.3.5. Sean =, y en V y sea m : C(z,y) — B(H) alguna representacion
isométrica de la JB-algebra cerrada C(x,y). Si consideramos la funcién G(\) =

% entonces tenemos

7 (Gad Ly)(L,)(1)) = G (ad ”?) (y).

Demostracion. Se puede ver en [26, Remark 23] que en un algebra de Banach aso-
ciativa, para todo par de elementos 7'y S

a 0
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Podemos aplicar esta férmula en B(V) con T'= L, y S = L, para z e y en V. Si
llamamos I al elemento de V que se obtiene de evaluar este operador en 1, llegamos
a que

sinh(ad L) L oer o9
= S (1)) :/0 e2s= DL ((1-29)Le g(1)
1 1
:/0 e(zs_l)LmLye(l_Qs)Lm(1)d8:/0 e Ve L U 150 (1)ds

1 1
= / e(QS_I)L“:Lye(l_QS)xds = / U, s-1/2)2 (y o e(l—25)g)> ds.
0 0

Notemos que el integrando de I pertenece a C(z,y) para cada s € [0, 1], por lo cual
I también pertenece a C(x,y). Y por esta misma razon la representacién 7 conmuta
con la integral, por lo que aplicando 7w a I obtenemos

() =m (/ U, (s-1/2)2 (yO e1729) m ds) / U, (s-1/2)7(2) ( (y)o (1_28)W($)> ds
1
:/ %e(s—l/Q)N(w) (ﬂ(y)e(l—%)a: +€(1—28)$7T(y)) els=1/2)7(@) g6
0

1 .
G R L

sin (@) sinh (ad (=52 sinh (ad (T2
2( h((( ), sinh(ad(~ : ))) () Smhiad (")

= 2 m(y) = ———=—=(y),
() ad(—2)) ad (™)

donde la ultima igualdad es verdadera porque el mapa t — es una funcion
par. O

sinh(\)
A

Corolario 4.3.6. Sea 7; = e''* un camino suave en €. Para cada t € [a,b] = Dom(y)
sea m; cualquier representacion isométrica de la JB-algebra generada por 1, I'; y T}
en una algebra de Jordan especial. Entonces

(U 12 7;) = Glad mle/2)m(TY).

En particular ambos operadores tienen el mismo espectro, y si los autovalores de
UW71/2 ~; son aislados su multiplicidad es la misma para ambos operadores
t

Demostracion. Aplicamos el lema anterior a x = I'y e y = I'; y lo combinamos con
el Lema 4.3.4 para obtener la igualdad. Las afirmaciones sobre el espectro se siguen
de que el espectro y su multiplicidad son invariantes por . ]

Con esto podemos probar la optimalidad de las geodésicas de la conexién para la
métrica de Finsler invariante en 2. Se puede encontrar una prueba completamente
distinta en [37]. En la préxima seccién probaremos que nuestra prueba permite
generalizar este resultado a cualquier métrica en ) inducida por una norma simétrica.
Se puede ver [11] para el caso de C*-algebras.
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Teorema 4.3.7. La curva geodésica a(t) = U, 2 exp(t U;11/2 v) es minimizante para
la distancia distq en €2, es decir,

Lengthq(a) = ||U,-1/2v[| = dista(a(0), a(1)).

Demostracion. Probaremos el teorema para geodésicas « tales que «(0) = 1, ya que
como la métrica es invariante para la accién transitiva del grupo G(2) esto probara
el resultado para todas las geodésicas. Asumamos entonces que a(t) = €'’ para algin
v en V. Tomemos v = e un camino suave en €. Por el resultado anterior y usando
que 7y es isométrica para todo ¢, tenemos que

19l = 104127l = |G (ad Lr) Ly (1)]] = [|7(G(ad Lr) Ly (1))

_ ”sinh(ad m(I)/2))
adm(T)/2

w(I)].

Ahora, como X = 7(I")/2 es un operador autoadjunto de una C*-algebra podemos
aplicar la observacion en [20, Remark 23] obteniendo que ||7/||, > ||II”||. Finalmente,
si v = el une 1 con e¥ debe ser que I'(0) = 0 y I'(1) = v, y entonces

Lengtho() = [ 10/l = [ ] = Lengthy(T) > [lo]| = Lengtho(a),

va que en cualquier espacio de Banach la longitud de cualquier camino suave uniendo
0 con v es al menos ||v]|. Esto prueba que « es mas corta que cualquier otra curva
suave a trozos uniendo los mismos extremos. O

Observacién 4.3.8 (Métrica de Thompson). Dados p y ¢ en , por el teorema
anterior y la Observacion 4.2.8 tenemos que

disto(p, q) = [[1og(Up-1/29) || = [[1og(Uy-1/2p)]-

Esta es la métrica de Thompson en un cono descripta por Nussbaum en [37]. Fue
probado por Lawson y Lim que esta distancia entre dos geodésicas en () es una
funcién convexa del pardmetro temporal en [29]; la suya es una generalizacién del
teorema demostrado por Corach, Porta y Recht para C*-lgebras obtenido en [15].
Para una discusion sobre la unicidad de geodésicas entre p y ¢ en €2 y las isometrias
de esta métrica se pueden ver los papers de Lemmens, Roelands y Wortel [30,31] y
las referencias en ellos.

4.3.1. La métrica de ) como una métrica de Finsler cociente

Consideremos la siguiente norma invariante en 7°€):

Definicién 4.3.9. Sea Z en T,G(Q2) = gstr(V) y sea Z(1) = z un elemento de
V = T41)Q2. Definimos la norma de Finsler cociente como

, . -1
l|2]lg1 = De]grelrf(v) 1Z — gD||g = disty. (97 Z,Der (V))

en cada g(1) en Q.
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Lema 4.3.10. La norma cociente en T2 es igual a la norma de Finsler |v|, =
| Up-1/2 v||. En particular estd bien definida y no depende del elemento Z de la fibra
que cumple Z(1) = z.

Demostracion. Sea g en G(2) y sea Z = g(Ly + Dp) un elemento en Ty Str(V).
Entonces Z(1) = gz y

1Z = gDllg = ||Ls + Do — DI = ||(Ls + Do — D)) = ||zl = lg"Z(1)]

y tomando infimo sobre D € Der (V) vemos que [|Z(1)||;1 > |lg~'Z(1)|. Por otro

lado considerando el caso especial de D = Dy en el infimo obtenemos que
1Z(D)llgr < l9(Lz + Do) = gDollg = [ILa|l = [lz]| = llg~* Z(1)].

Por lo tanto si escribimos p = g(1) en €2, debe ser que g = U2 k para algtin
automorfismo k y entonces

1ZWllgr = llg™ ZW)| = 1K™ Uperyz ZQ)|| = | Up-r/2 Z(1)]]-

O

4.3.2. Normas simétricas y absolutas en {2
Dado = = (z1,--- ,zy) en R"” notamos |z| = (|x1], - ,|zn|). Sea ¢ : R™ — Rx,
decimos que ¢ es absoluta si ¢p(x) = ¢(|z|) para todo x en R"; decimos que es

simétricamente invariante si ¢(Sz) = ¢(x) para toda S permutacién de n elementos.
Decimos que ¢ es una norma simétrica y absoluta si ¢ es una norma, es simétrica y
d(x1, -+ ,xn) = dle121, -+ ,EnTy), donde g; = +1. Para profundizar sobre normas
simétricas se puede ver [5, Chapter IV].

Sea V una JB-dlgebra de dimensién finita. Dado = en V vamos a notar si(z) al
modulo de los autovalores de x contados con multiplicidad y en orden decreciente.
Si consideramos una norma simétrica y absoluta ¢ : R" — R>g podemos definir una
norma equivalente en V de la forma

[zllo = ¢(s1(2), s2(2), .-, sn(2))- (4.10)

Claramente || - || es positiva, no degenerada y homogénea. Para probar que es
subaditiva, dados = e y en V tomemos una representacién 7 de C(x,y) en C". La
representacion preserva los valores singulares y su multiplicidad, por lo que

[z +ylls = o(si(x +y) = ¢(si(n(z +y)) = ¢(si(m(z) + 7(y))
< P(si(m(x))) + o(si(m(y))) = d(si(x)) + d(si(y))
= [|zllg + [yl

donde la desigualdad se debe a las desigualdades de mayorizacién, que se pueden
ver en [5, Theorem IV.2.1].
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Ahora le damos al cono 2 la estructura de Finsler inducida por la accién de G(£2)
y esta norma absoluta: dados p en 2 y v en T,£2 ~ V definimos

[vlp = [[Up-r/2 0llg-

Si g pertenece a G(€2) y p a 2 recordemos de la Proposicién 4.3.2 que k = Uigpy-1/29Up1/2
es un automorfismo. Entonces
— -1/2 — — —

lgvlgp = 1Ugp " gulls = Ik Up-1/2vllg = [| Upr2 vllg = [0l
pues todo automorfismo preserva el espectro y su multiplicidad. Por lo tanto la lon-
gitud de los caminos Length y la distancia rectificable disty son otra vez invariantes
por la accién del grupo G(2).
Sea a(t) = Upi/2 e Upm1/27 Iy geodésica de la estructura de espacio simétrico de €.
Con la misma prueba que la Proposicién 4.3.3 tenemos que el transporte paralelo a
lo largo de o es una isometria de (2, distg). Vamos a probar ahora que las geodésicas
también son minimizantes para la norma absoluta.

Teorema 4.3.11. Sea V una JB-dlgebra de dimension finita y consideremos una
norma absoluta y simétrica ¢ en V. Entonces las geodésicas de la conexion de £ son
minimizantes, es decir,

Lengthy(a) = [| U,-1/2 v[|¢ = distg(a(0), a(1)).

Demostracion. Nuevamente por la invarianza por la accién de G(2) es suficiente
probar que a(t) = e es minimizante. Sea v = ¢! una curva C! a trozos en Q con
I'(0) = 0 ,I'(1) = v. Por el Corolario 4.3.6 sabemos que para cada ¢ el elemento
U%_m v, v el operador G(admI't/2)m(I"}) tienen los mismos autovalores con la

misma multiplicidad. Por lo tanto
el = 10 ~1/2 22l = d(si(Glad mT'y/2)m (1)) = [|G(ad ml'/2)me(T) |

donde la norma en la derecha es la norma absoluta inducida por ¢ en M, (C) = B(C")
del operador autoadjunto G(ad mI'/2)m(I'}). Nuevamente por la observacion en
[26, Remark 23], dado que mI'; es autoadjunto, tenemos que

sinh(ad w(T';)/2))
ad W(Ft)/Q

IG(ad m Ty /2)m (Tl = || T[Tl = T o-

Y de la misma manera que en la demostracién del Teorema 4.3.7

Lengthy(y) = / V'l > / IT"[l¢ = Length4(T) > |jv[|¢ = Lengthy(a),

mostrando que la geodésica es minimizante. Ahora, si Length,(v) = Length,(a),
entonces en particular debe ser que Length,(T") = [[v]|g, y si la norma es estricta-
mente convexa esto solo es posible si I'(t) = tv. Por lo tanto y(t) = €', es decir, v
es una geodésica. O
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4.4. Meétrica de Finsler en G(12)

Ahora vamos a definir una métrica de Finsler en G(£2).

Definicién 4.4.1. Sea H un elemento de Lie(G(Q2)) = str(V) C B(V). Considere-
mos ||H|| = |[|H||oo la norma supremo de H como operador lineal actuando en V. Si
H pertenece a T, G(Q2) = g str(V), definimos

1Hlg = llg~" H]-

Vamos a definir la longitud de un camino C* a trozos « : [a, b] — G(£2) como

b
Lengthga)(@) = [ 4(0)]lagt.
y la distancia entre g y h en G(£2) como
distg(a)(g,h) = igf Lengthg o) (o),

donde el infimo se toma sobre todos los caminos « en G(2) que unen g y h.

Esta es una métrica de Finsler invariante a izquierda en G(2). Mas atin, como
cada automorfismo k es una isometria y podemos identificar Ty G(Q2) -k = T, G(£2),
tenemos que

| Hkllgr = Ik~ g~ HE|| = ||g H|| = [ H]g,

por lo que la norma es invariante a derecha (y en consecuencia bi-invariante) para
la accién del grupo Aut(V).

Notemos que la distancia también es invariante a izquierda ya que para todo
camino suave « el mapa ga también es suave. Mas aun, tanto la longitud como la
distancia son bi-invariantes por la accién del subgrupo Aut(V). Usando la continui-
dad de la inversa en GL(V) y de la multiplicacién en B(V) y el hecho de que G(12)
es una subvariedad embebida de GL(V) no es dificil chequear que la estructura de
Finsler es compatible con la estructura de variedad, gracias al Teorema 4.3.1. Por
lo tanto la topologia de la distancia rectificable distg(q) es igual a la topologia del
grupo de Lie-Banach G(£2), que es la topologia inducida por la norma de B(V).

Como mencionamos en la Observacion 4.1.4, las geodésicas de Aut(V) para el
spray cuadratico de la Definicién 4.1.2 son los grupos a un parametro t — ke'”, con k
automorfismo y D derivacion. Vamos a mostrar que estos caminos son minimizantes
para la estructura de Finsler restringida de Aut(V). Para ello introduciremos dos
teoremas cuya demostraciéon se puede encontrar en [27, Theorem 4.11 and Theorem
4.22].

Teorema 4.4.2. Sea K un grupo de Lie-Banach con una métrica de Finsler bi-
invariante tal que Bg es la bola en Lie(K) de radio R y Vg = exp(BR), con exp :
B, — Vg un difeomorfismo. Sean ko y ki = koe* dos elementos de K con ||z|| < R.
Entonces



98 CAPITULO 4. LA METRICA EN EL GRUPO DE ESTRUCTURA

1. Sea v una curva uniendo ko y k1. Si v sale de Vi entonces Length(y) > R.

2. Si 6 = koe'®, t € [0,1] entonces § es mas corta que cualquier otra curva C' a
trozos uniendo ko y k1 en K y dist(ko, k1) = ||2||-

Teorema 4.4.3. Sea K un grupo de Lie-Banach con una métrica de Finsler bi-
invariante tal que Br es la bola en Lie(K) de radio R y Vg = exp(BRg), con exp :
B, — Vg un difeomorfismo. Sea z en Lie(K) con ||z|| < R y sea 7 cualquier curva
uniendo 1 con e® en K. Entonces son equivalentes

1. v es el camino mas corto en K uniendo 1 con €®, es decir, Length(y) =
dist(1,e*) = ||z]|.
2. v = e C Vg y para cualquier funcional o con p(z) = ||z| se cumple que

o(I) = |7~ para todo t.

3. v = e C Vg y existe un funcional de norma 1 ¢ tal que o(I') = ||I'|| y
o(y"1%) = [y 14 para todo t. Por lo tanto, si normalizamos z y v~ % tene-
mos que estan dentro de la misma cara de la esfera unitaria.

Ahora probamos la minimalidad en Aut(V).

Teorema 4.4.4. Sea k un automorfismo y D una derivacion tal que ||D|| < 7/2.
Consideremos la geodésica 6(t) = ke'P, entonces § es minimizante en Aut(V), es
decir,

dist gy4(v) (k, ke”) = || D|| = Length(5).

Mas atin, si vy es una curva C' a trozos en Aut(V) uniendo k con kel tal que
Length(T") = ||D||, entonces para cualquier funcional de norma 1 ¢ en Der(V)*
tal que p(D) = || D||, tenemos que v; '~ se encuentra dentro de la misma cara de
la esfera F, = ¢~ (||D||) para todo t. En particular, si la norma es suave en D,
entonces la unica geodésica es §

Demostracion. Por el Teorema 3.2.5, la exponencial de B(V) es un difeomorfismo
entre la bola de radio 7/2 en Der (V) y su imagen en Aut(V), la cual es un entorno
abierto de Id € Aut(V). La minimalidad de los grupos a un pardmetro y el resto de
la afirmacién se sigue de 4.4.2 y 4.4. O

4.4.1. La distancia cociente en

Con la distancia que definimos en G(§2) vamos a definir una distancia cociente
en 2. Dados dos elementos en el cono, la distancia entre ellos sera la distancia entre
sus respectivas fibras.

Definicién 4.4.5. Sean x, y en  y sean g, h en G(Q2) tales que g(1) =z, h(1) = y.
Definimos la distancia cociente como

d = dist Aut(V), hAut(V)) = inf dist k1, hks).
(z,y) = distg(q)(g Aut(V), h Aut(V)) el c(@)(gk1, hkz)
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Proposicién 4.4.6. d’ es una distancia bien definida en Q y G(Q2)-invariante.

Demostracion. Si gi1(1) = g2(1) entonces g; Aut(V) = g2 Aut(V), por lo que d’ estd
bien definida. Como distg(q) es invariante a derecha por la accién de Aut(V) tenemos
que

d(x,y) = distg(q) (g Aut(V), h Aut(V)) = distg(q)(g, h Aut(V)) < distgo) (g, h)-

La distancia de un punto a un conjunto cerrado es positiva, por lo que d' es una
distancia. Mas atn, como distg(q) también es invariante a izquierda, tenemos para
cualquier f en G(Q2) que
d'(fz, fy) = distgq)(fg, fhAut(V)) = distgo) ((fh) " fg, Aut(V))
= distg(q) (h ' g, Aut(V)) = distg(q) (9, h Aut(V)) = d'(2,y),

por lo que d' es invariante por la accién de G(Q2). O

Mas adelante mostraremos que esta distancia es igual a la distancia distq definida
en la seccién anterior a través de la métrica de Finsler en 2.

4.5. Comparando las distancias

Nuestra meta en esta seccién es probar que d’ = distg en .

Lema 4.5.1. Sea v una curva uniendo x e y en ) y sea A un levantamiento de vy a
G(£2). Entonces Lengthg () < Lengthgq)(A). Mas atin para todo , y en (2 tenemos
que distq(x,y) < d'(z,y).

Demostracion. Calculemos la rapidez de v usando el Lema 4.3.10:

y|ly =  inf AN — AD||x < ||A||A-
il =, nf | Ia < 2]

Esto implica que Lengthq(v) < Lengthgq)(A).
Tomemos ahora v = e® un camino uniendo z e y en . Como el camino v y su

levantamiento son arbitrarios tomando infimo tenemos que
diStQ (1‘, y) < diStG(Q) (Ao, Al)

Tenemos que probar que para cada par k1, ko automorfismos tenemos que dq(z, y)
dao)(Ugiyz k1, Uyi/2 k2). Entonces, tomando infimo llegaremos a la conclusién desea-
da. Si k; y kg estdn en componentes conexas distintas entonces dg(q) (U,1/2k1, Uj/2 k)
oo, por lo que podemos asumir que estdn en la misma componente conexa. Tomemos
un levantamiento especifico de «: tomemos k; un camino suave uniendo k1 y ko en
Aut (V). Consideremos el camino A; = U’Ytl s2 ki, el cual es un levantamiento suave de

v a G(Q), ya que k(1) = 1 para todo t. Como mostramos arriba,
diStQ(.CL‘, y) < diStG(Q) (Ao, Al) = diStg(Q) (UII/Q k‘l, Uy1/2 kz),

lo cual termina la prueba. O

<



100 CAPITULO 4. LA METRICA EN EL GRUPO DE ESTRUCTURA

Vamos a probar la otra desigualdad. Se puede encontrar una prueba de la misma
en [27, Theorem 3.24]. Aqui daremos una demostracién alternativa mostrando para
cada curva en 2 un levantamiento isométrico de la misma a G(€2).

Definicién 4.5.2 (Levantamiento isométrico y e-isométrico). Sea y una curva suave
a trozos en ). Decimos que una curva A suave a trozos en G(2) es un levantamiento
isomélrico de ~y si es un levantamiento de v tal que Lengthq(y) = Lengthgq)(A).
Decimos que es un levantamiento e-isométrico si

Lengthq(y) < Lengthg(q)(A) + €.

Tenemos el siguiente teorema que muestra la existencia de levantamientos e-
isométricos. Su demostracion se puede encontrar en [27, Theorem 3.25].

Teorema 4.5.3. Sea G un grupo de Lie-Banach y M un espacio homogéneo de G,
dotado de la distancia distg definida de forma andloga a distg. Sea 7 : [a,b] — M
una curva suave a trozos que comienza en r = g-p. Entonces para cada € > 0 existe
un levantamiento e-isométrico I'c : [a,b] — G con I's(a) = g.

Tenemos entonces que toda curva ~ en €} tiene un levantamiento e-isométri-
co para cada € positivo, y esto es suficiente para probar la desigualdad inversa
d'(z,y) < distq(z,y) para nuestras distancias en €. Como dijimos antes, queremos
encontrar un levantamiento isométrico, ya que tenemos una buena descomposicion
de los elementos de G(2).

Recordemos los operadores V' definidos como

Vx,y(z) = Ux,z(y) =L,Ly+ L.,Lyy— L.y = $(Zy) + Z(l‘y) - y(:L‘Z),
para z, y, z en V. Entonces
Vaey = LaLy — LyLy + Ly = [Lx, Ly] + Lgy.

Por lo tanto, por el Lema 4.2.3 tenemos que V= [Ly, Ly] — Ly = — V4.
Las siguiente igualdades se pueden chequear ficilmente para algebras especiales,
y por el Teorema 2.2.5 valen para cualquier algebra de Jordan:

Ux*1 Uw,y(z) = fol,y('z)' (4'11)
Va,b + V;),a - L2ab y Va,b - ‘/b,a = [Lm Lb] (412)

Observaciéon 4.5.4. Dada v una curva en (), para que un levantamiento A sea
isométrico debe ser un levantamiento horizontal, es decir, un levantamiento tal que
A=A’ pertenezca a L para todo t. Esto es porque como vimos antes, || L+ D|| > || L||
para toda derivacién D y L en L, por lo que un levantamiento horizontal siempre
tendrda menor longitud.
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Observacién 4.5.5. Sea A un levantamiento de una curva v C Q a G(Q2). Todo
elemento g en G(2) puede ser descompuesto como g = U, k donde x es positivo y
k es un automorfismo. Entonces, usando esta descomposicién para A y notando que
la raiz cuadrada positiva de un elemento es tnica, tenemos que A = U.1/2k; donde
k; es un camino de automorfismos.

Lema 4.5.6. Sea - una curva suave en ) y sea A = U, 1/2 k¢ un levantamiento
suave de v donde k; es un camino de Aut (V). Entonces la descomposicién horizontal-
vertical de A™'A" = Ly + D, en L ® Der (V) esté dada por

H,(t) = 2kt‘1(L7;1/2(%1/2),)kt, D,(t) = k;l[L%_m, L ke + kYK

(i
Demostracion. Tenemos por (4.11)
AN =k U e (Usage) b+ kR = 267U 212 Uy
= k712V 12 ey k + kTR

Mas atn, si escribimos la descomposicién T = y + % para T en str(V) gracias
al Lema 4.2.3, el primer sumando es una derivaciéon y el segundo sumando es un
operador L de multiplicacion. Entonces, como para todo operador V tenemos que

Vzy = — Vi« entonces se sigue que
2Vom1y2 (qr/2y = (VT”Q,(V”Q)/ + VV”/?(VI/Q)’) + (VT”Q,(V”QY - VT”?(%“)’)
= (V,y—1/2’(,y1/2)/ - ‘/(,71/2)/77—1/2) + (V,y—1/2’(,y1/2)/ + V(Vl/Q)’N_I/Q) .

Notemos ahora que para todo automorfismo k tenemos que kHk—! = kHE™'.

Entonces

AN = EP2V i ey ki + kTR

(y
_1.—1
=k (VV—1/27(71/2)/ + ‘/(,71/2)/77—1/2) k +
+ k1 <V771/27(,Y1/2)/ — ‘/v(71/2)/7,y—1/2) k+ kilk/,
por lo que
k1 (V7_1/27(71/2)/ + ‘/(71/2)/’7—1/2> k
es la componente L de A~'A’ y
k1 (V,Yfl/27(,yl/2)/ — ‘/(71/2)/7771/2) k+ k%

es la componente de derivacién de A~'A’. La prueba termina aplicando las identi-
dades de (4.12). O

Proposiciéon 4.5.7. Sea v un camino suave a trozos en {2 uniendo z e y. Entonces
existe un unico levantamiento horizontal A en G(£2) con A(0) = U_i1/.. Este levan-
tamiento estd dado por A = U, 1/2k¢, donde k; es un camino de automorfismos con
punto inicial Id que satisface la ecuacion diferencial

kz{, = [L(’Ytl/2)’ ’L7;1/2]kt'
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Mas atin, este levantamiento es isométrico.

Demostracion. Notemos primero que la ecuacion diferencial tiene solucién dentro
de Aut(V), pues el corchete de dos operadores L es una derivaciéon. Entonces usando
el Lema 4.5.6 es facil chequear que A = U, 1/2 k; es horizontal. Por lo tanto los
levantados horizontales existen y son tinicos pues la solucion a la ecuacién diferencial
con valor inicial kg = Id es tnica, por el Teorema 1.1.4. Probemos entonces que este
levantamiento es isométrico. Sea A otro levantamiento de ~v. Como dijimos antes,
A= U1z k; para k; un camino suave de automorfismos. Como para todo z en V' y
derivacién D tenemos que || L, + D|| > ||L.||, la norma de A=A’ es mayor que la
norma de su componente L. Mas atin, como los automorfismos son isometrias,

IATEA) > ||k~ Ly, I = |k~ Ly, KI| = [|A~A).

Ahora sea ¢ > 0 y sea A un levantamiento e-isométrico de v, que existe por el
Teorema 4.5.3. Entonces por el Lema 4.5.1 y la desigualdad anterior tenemos que

Lengthg () < Lengthgq)(A) < Lengthg g, (A) < Lengthg(7) + €.

Como ¢ es arbitrario, se sigue que A es un levantamiento isométrico de . O

Teorema 4.5.8. Para cada x, y en ) tenemos que d'(x,y) = disto(z,y).

Demostracién. La desigualdad distq < d’ fue obtenida previamente en el Lema 4.5.1,
por lo que solo debemos probar que se cumple la otra desigualdad. Sea ~ la geodésica
de © uniendo z e y, y sea A el levantamiento isométrico de v que comienza en U_1/2.
Tenemos que A termina en U, 1/2 k para algin automorfismo k. Entonces

d’(x, y) = diStG(Q)(UxUQ Aut(V), Uy1/2) < diStG(Q) (U$1/2 k‘_l, Uyl/Q)
diStG(Q) (Ux1/27Uy1/2 k) < LengthG(Q) (A) = Lengthg('y) = diStQ(CC, y)

Por lo tanto d'(z,y) < disto(z,y). O

4.6. La geometria métrica de G((2)

Volvemos ahora al problema de encontrar caminos cortos para la métrica de
Finsler introducida en G(£2), con la ayuda de las herramientas desarrolladas en la
seccién previa.

Teorema 4.6.1. Sea oy = U 1/ e’ una geodésica de Q. Entonces el levantamiento
isométrico A en G(2) de v es

At = Up1/2 GtLv = Up1/2 Uetv/Q .
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Demostracién. Notemos que U1/ etle(1) = Uy Ugwy2(1) = Ui/ e’ = a(t), por
lo que A; es un levantamiento de a. Como A; *A} = L, tenemos que A es horizontal
y mas ain

Lengthg o) (A) :/HA*IA’H = |[Lo|| = |lv|| = Lengthg(a)
por lo que es un levantamiento isométrico. ]

Podemos entonces caracterizar ciertos caminos minimizantes en G(Q2) y calcular
la distancia.

Corolario 4.6.2. La geodésica A; = U, e'lv es minimizante en G(Q), es decir,
Lengthgq)(A) = [|Lo|| = [|v]| = distga) (Ao, A1) = distga)(Up, Upe™).

Demostracion. Por el lema anterior, A es un levantamiento isométrico de la geodésica
minimizante a(t) = U, e’ en Q. Entonces si ® es un camino en G(2) uniendo los
mismos puntos que A, el camino ¢ = ®(1) es un camino en 2 uniendo los mismos
extremos que «. Por lo tanto, por el Lema 4.5.1 y el hecho que o es minimizante en
() tenemos que

Lengthg(q)(A) = Lengthg(a) < Lengthq(¢) < Lengthgq)(®),
y por lo tanto A es minimizante en G(2). O

Observacién 4.6.3. Todo g en G(Q2) se puede escribir de la forma g = U, k con
x positivo y k automorfismo. La métrica es invariante a izquierda, y es Aut(V)-
invariante a derecha. La métrica en €2 es la métrica cociente. Por lo tanto podemos
concluir por el corolario previo que para todo g en G(2) y z en V tenemos que

distg(q) (g, ge™*) = distg(a)(1,€"*) = ||2|| = distg() (1, e Aut(V)),
es decir, t + e'’* es el camino 6ptimo entre Id en G(R) y la fibra e= Aut(V) C G(1Q).

Observacién 4.6.4. Sea D una derivacién. Consideramos 6§ = —iDC, donde DC es
la complexificacién de D. Es facil chequear que d es una derivacién de VC. Mas aun,
es una x-derivacion, es decir, 6(w*) = —(d(w))* donde * es la operacién usual de
conjugacién en VC. Por [19, Corollary 10] tenemos entonces que d € Her B(VC), es
decir, ¢(d) € R para todo ¢ en (B(VC))* tal que o(Id) =1 = ||¢||.

Hemos notado y usado repetidamente que ||L; + D|| > ||Lz||, por lo que las
derivaciones son en algin modo ortogonales a L. (esta es la nocién de ortogonalidad
de Birkhoff). Ahora mostraremos que los operadores L son ortogonales a Der (V).

Proposicién 4.6.5. Sea x en V y D una derivacién. Entonces || L, + D|| > ||D]|.
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Demostracion. Sea ¢ en B(VC) tal que ¢(Id) = 1 = ||¢||. Como |z| > +Im z para
cualquier z € C, tenemos que

Lz + D = l¢(Lz + D)| = £Im (L) + Imip(3),

donde 6 = —iD es como en la observacién anterior. Ahora el operador L, es hermi-
tiano, por lo que ¢(L;) € R, y también lo es 6. Entonces ||L, + D|| > 0+ ¢(9). Esto
nos dice que el rango numérico de 4 es el intervalo acotado por ||L, + D||, es decir

V(%) = {p(0) : llell = 1 = p(d)} C [=[|Le + DI, [[ Lz + DI[].

Sea co(C) la cépsula convexa del conjunto C C R. Como § es hermitiano, tenemos
que co(a(8)) =V (0) y ||0]| = () = max{A: A € V(§)} < || L+ D||, como vimos en
la Observacién 2.4.2 y la seccién subsiguiente. Entonces || D|| = ||d]| < || L+ D||. O

Observacion 4.6.6. Sabemos por el Teorema 4.4.4 que los grupos a un parametro
t — e'P son 6ptimos con respecto a cualquier otro camino A C Aut(V) uniendo los
mismos puntos. Como las derivaciones también estan en buena posicién con respecto
a los operadores L cabe preguntarse si el grupo a un parametro en Aut(V) es 6ptimo
con respecto a otros caminos A C G(£2) uniendo los mismos puntos. Esta es una
pregunta abierta hasta el momento, pero es nuestro objetivo seguir esta linea de
investigacién.
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