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Polinomios aleatorios en espacios de Banach y aplicaciones
a series de Dirichlet

Resumen

Esta tesis estudia polinomios a valores vectoriales en varias variables aleatorias y
aplicaciones a series de Dirichlet vectoriales. Hacer andlisis en espacios de Banach
requiere trasladar resultados del contexto escalar al vectorial. La validez de estos
resultados generalizados depende de la estructura geométrica del espacio, que usual-
mente se describe en términos de objetos lineales. Los polinomios vectoriales se
pueden usar para cerrar la brecha entre lo lineal y lo no lineal permitiendo asi llevar
a cabo este proceso de generalizacion que va de propiedades geométricas del espacio
de Banach a resultados analiticos para funciones vectoriales.

Usamos esta estrategia para obtener desigualdades del tipo Hausdorff-Young para
series de Dirichlet vectoriales, relacionando la norma de una serie con la de sus
coeficientes. Para lograr esto, probamos que los reconocidos conceptos de tipo y
cotipo tienen una reformulacién polinomial equivalente. Este resultado es de interés
en si mismo y es la contribucion principal de esta tesis. Las versiones polinomiales de
tipo y cotipo comparan la norma de un polinomio en varias variables aleatorias con
la norma de sus coeficientes. Esta comparacion se extiende a funciones vectoriales
en infinitas variables y es aplicada a series de Dirichlet.

Las desigualdades de decoupling desentraman estructuras de dependencia complejas
de objetos aleatorios para que puedan ser analizados mediante técnicas clasicas de
la teoria de variables aleatorias independientes. Para obtener versiones polinomiales
de tipo y cotipo, brindamos desigualdades de decoupling para polinomios tetrae-
drales homogéneos. En este contexto, los polinomios se comparan con operadores
multilineales asociados. Esto permite trasladar las nociones de tipo y cotipo, que
son de indole lineal, al ambito multilineal y, consecuentemente, al polinomial.

Bajo condiciones geométricas mas fuertes, también obtenemos desigualdades de de-
coupling entre polinomios aleatorios y sumas aleatorias completamente independi-
entes de sus coeficientes. Estos resultados son llevados al contexto de series de
Dirichlet y aplicados al estudio de regiones de convergencia de series de Dirichlet
generales.

Finalmente, el estudio del tipo y cotipo polinomiales llevé a obtener un resultado
técnico de andlisis asintotico. Comparamos las normas supremos de polinomios
homogéneos multivariados con una version no simétrica de la forma multilineal aso-
ciada usual.

Palabras clave: polinomios aleatorios vectoriales - desigualdades de decoupling -
tipo y cotipo - series de Dirichlet vectoriales
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Random polynomials on Banach spaces and applications to
Dirichlet series

Abstract

This thesis studies vector-valued polynomials in several random variables and appli-
cations to vector-valued Dirichlet series. Doing analysis on Banach spaces requires
to translate results from the scalar to the vector-valued setting. The validity of these
generalized results depends on the geometric structure of the Banach space which is
usually described in terms of linear objects. Vector-valued polynomials can be used
to close the gap between the linear and the nonlinear setting allowing to carry out
this generalization procedure going from geometric properties of the Banach space
to analytic results on vector-valued functions.

We use this strategy to obtain Hausdorff-Young type inequalities for vector-valued
Dirichlet series relating the norm of a series with the norm of its coefficients. To
achieve this we show that the well-known concepts of type and cotype have an
equivalent polynomial reformulation. This result is interesting on its own and is
the main contribution of this thesis. The polynomial versions of type and cotype
compare the norm of a polynomial in several random variables with the norm of
its coefficients. This comparison is extended to vector-valued functions in infinitely
many variables and applied to Dirichlet series.

Decoupling inequalities disentangle complex dependence structures of random ob-
jects so that they can be analyzed by means of standard tools from the theory of
independent random variables. In order to obtain the polynomial versions of type
and cotype we provide decoupling inequalities for tetrahedral homogeneous poly-
nomials. In this context, polynomials are compared with associated multilinear
operators. This allows to translate the notions of type and cotype, which are linear
in nature, to the multilinear and consequently the polynomial setting.

Under stronger geometric assumptions we also obtain decoupling inequalities be-
tween random polynomials and fully independent random sums of its coefficients.
This results are carried to the context of Dirichlet series and applied to study regions
of convergence of general Dirichlet series.

Finally, the study of polynomial type and cotype lead to a technical result in asymp-
totic analysis comparing the supremum norms of homogeneous multivariate polyno-
mials and a non-symmetric version of the usual associated multilinear form.

Keywords: vector-valued random polynomials - decoupling inequalities -
type and cotype of Banach spaces - vector-valued Dirichlet series
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Introduccion

A comienzos del siglo 20 H. Bohr introdujo en [9] una idea simple pero poderosa, rela-
cionando series de Dirichlet con series de potencias formales en infinitas variables.
Su objetivo era estudiar distintos modos de convergencia de series de Dirichlet y
mediante este vinculo logré aplicar herramientas de la teoria de holomorfia en in-
finitas dimensiones que habia tomado forma recientemente (ver [35]). Su trabajo
fue complementado con contribuciones de Toeplitz [79] y Bohnenblust y Hille [8].
Sin embargo, algunas herramientas fundamentales para desarrollar esta teoria no
estaban presentes en ese entonces y el descubrimiento de su verdadero alcance debid
esperar. Después de todo, los espacios de Banach no fueron introducidos hasta
1920 en la tesis de Banach. Técnicas modernas combinando analisis funcional y
armonico llevaron a nuevos desarrollos como la teoria de espacios de Hardy de series
de Dirichlet (ver [43, 3, 23]) que abordamos en esta tesis. Hoy en dia, la idea de
Bohr provee un puente entre series de Dirichlet, holomorfia en infinitas dimensiones
y analisis arménico, mientras que toma herramientas de analisis funcional, teoria de
probabilidades y teoria analitica de niimeros.

Las series de Dirichlet son series de la forma Zflo:l a,n~ % donde los coeficientes a,, son
nimeros complejos y s es una variable compleja. Son una herramienta fundamental
en la teoria analitica de ntimeros, siendo su ejemplo méas famoso, la funcién zeta de
Riemann. El descubrimiento de Bohr provee una conexién profunda relacionando se-
ries de Dirichlet con series de potencias formales en infinitas variables. Describamos
los conceptos principales. Por la descomposicién en nimeros primos, dado n € N
existen inicos exponentes oy, para cada primo py tales que n = pi*ps? ... =: p®. Més
aun, la aplicaciéon n — a = (ag)ren que a cada nimero natural le asigna los expo-
nentes de su descomposicién en niimeros primos es una biyeccién. La transformada
de Bohr es la correspondencia formal

o
Z ap,n”° +— Z Ca21' 257 ..., donde ¢, = aypo.
n=1 aENéN)
Maés alla de lo formal, la transformada de Bohr se nutre de que en varios aspec-
tos p;°,py°, ... se comportan como variables independientes justificando la identifi-
cacion
n=* = (pr%)" (p3%)" . = At

Este punto de vista permitié que el estudio de polinomios multivariados entrara en



2 Introduccion

escena desde temprano, abordando problemas de regiones de convergencia de series
de Dirichlet: los polinomios multivariados son una herramienta clave en el estudio de
holomorfia en infinitas dimensiones y, en consecuencia, de series de Dirichlet. En par-
ticular, los polinomios homogéneos aparecen naturalmente en el desarrollo de Taylor
de funciones holomorfas en varias variables. Mas ain, los polinomios homogéneos
estan intimamente relacionados con el estudio de operadores multilineales. Teniendo
esto en cuenta, uno puede abordar problemas sobre series de Dirichlet reduciéndolos
primero a un problema polinomial y luego a un problema lineal o multilineal.

Vale la pena mencionar que el vinculo entre series de Dirichlet y de potencias no es
unidireccional. El estudio de series de Dirichlet inspiré resultados profundos para
polinomios y series de potencia en cuanto a convergencia (monomial) de series de
potencias, la desigualdad de Bohnenblust-Hille y el radio de Bohr (ver [23]).

Otra impactante aplicacién fue la introduccién del espacio de Hardy H, de series
de Dirichlet con coeficientes cuadrado sumables en [43], que fue usado para abordar
un problema clésico de Beurling: caracterizar cudndo las dilataciones {¢(nx)},en
de una funcién ¢ € L?(0,1) forman una base de Riesz (una versién mas débil de
base ortonormal). Mas tarde en [3], Bayart extendié la nocién de espacios de Hardy
de series de Dirichlet H, mas alld de p = 2 allanando el camino para una teoria
completa.

Las series de Dirichlet vectoriales tienen coeficientes a,, en algin espacio de Banach
X. Su estudio estd motivado por problemas escalares multivariados asi como con-
textos donde los coeficientes son variables aleatorias (por ejemplo, elegir el signo del
coeficiente +a, al azar). Como en el contexto escalar, surgen problemas naturales
como: regiones de convergencia; la relacion entre la norma de una serie de Dirichlet
en H,(X) (la versién vectorial de #H,) y la norma de sus coeficientes; el operador
suma parcial; etc (ver [22, 13, 30, 23]).

Los resultados escalares no siempre se generalizan facilmente al caso vectorial. De
hecho, su validez depende de la geometria del espacio de Banach en el que se esté
trabajando. Mas precisamente, la estructura de un espacio de Banach X necesaria
para asegurar una versién vectorial de un resultado escalar, suele ser una condicién
geométrica sobre los subespacios de dimensién finita de X. La teoria que estudia
este tipo de condiciones se conoce como teoria local de espacios de Banach y es
muy cercana a la teoria de probabilidad en espacios de Banach. Esencialmente, la
geometria local de un espacio de Banach se puede estudiar segin el comportamiento
de variables aleatorias a valores vectoriales. Una vez mas, los polinomios juegan
un rol importante en cerrar la brecha entre objetos aleatorios lineales que describen
la geometria de un espacio de Banach y series de Dirichlet vectoriales. Esto suele
requerir un punto de vista probabilistico, analizando polinomios evaluados en vari-

ables aleatorias adecuadas conocidos como polinomios aleatorios o caos polinomial
(ver [52, 20]).

Partir de una propiedad geométrica, construir un resultado para polinomios aleato-
rios y finalmente obtener conclusiones para series de Dirichlet vectoriales es la es-



trategia troncal de esta tesis. Realizamos esta travesia para las nociones de tipo y
cotipo, probando reformulaciones polinomiales equivalentes y deduciendo desigual-
dades de Hausdorff-Young para series de Dirichlet. En el camino, nos iremos rami-
ficando para obtener otros resultados que nos parecen de interés.

Las contribuciones originales de esta tesis son las siguientes. El Capitulo 2 describe
lo realizado en [16]. Los resultados de los Capitulos 3 y 4 se pueden encontrar en
[17]. El Capitulo 5 elabora la parte de [12] que es mds cercana a nuestro enfoque y
el Capitulo 6 cubre [56].

A continuacion describimos cada capitulo.

Capitulo 1

Este capitulo brinda los conocimientos previos necesarios para el resto de la tesis.
En la Seccién 1.2 introducimos las nociones de tipo y cotipo (de Rademacher). Es-
tas propiedades geométricas proveen una escala que mide hasta qué punto valen
versiones mas débiles de la regla del paralelogramo para espacios de Banach. In-
formalmente, tipo y cotipo cuantifican qué tan lejos se encuentra un espacio de
Banach de ser un espacio de Hilbert. Desde un punto de vista probabilistico, estas
propiedades comparan la norma promedio de una suma aleatoria con la suma de las
normas de cada término.

En la Seccién 1.3 presentamos polinomios vectoriales multivariados, nuestro objeto
principal de estudio. En particular, nos enfocamos en polinomios de Steinhaus que
son polinomios evaluados en variables aleatorias iid uniformemente distribuidas en
eltoro T = {z € C: |z| = 1} y polinomios de Walsh que estan evaluados en variables
de Bernoulli (o de Rademacher) independientes.

Capitulo 2

Mostramos desigualdades de decoupling para polinomios aleatorios que son ho-
mogéneos (cada monomio tiene el mismo grado) y tetraedrales (cada variable aparece
con exponente 0 o 1). Los polinomios multivariados evaluados en variables aleatorias
tienen, a primera vista, una estructura altamente dependiente, ya que cada variable
aleatoria aparece en varios monomios. Las desigualdades de decoupling desentra-
man una estructura compleja introduciendo suficiente independencia para utilizar
herramientas de la teoria de variables aleatorias independientes (ver [20]).

Introducimos una nueva descomposicion para polinomios tetraedrales homogéneos
en términos de un promedio de operadores multilineales y su correspondiente de-
sigualdad de decoupling (Teorema 2.1.4). Como consecuencia, en la Seccién 2.2
probamos que para espacios con cotipo no trivial, se puede cambiar la variable aleato-
ria del polinomio sin perder control sobre su norma. Como los polinomios en vari-
ables gaussianas satisfacen buenas desigualdades de decoupling clasicas, trasladamos
este resultado a otras variables aleatorias en el Corolario 2.1.6 mejorando estima-
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ciones de [49, Teorema 2|. El radio de Bohr y la desigualdad de Bohnenblust-
Hille fueron recientemente estudiados en el contexto del cubo Booleano {—1,1}" en
[27, 28]. Alli se probé un intrigante vinculo entre la desigualdad de Bohnenblust-
Hille y la teoria de informaciéon cuantica. El enfoque de decoupling podria tener méas
aplicaciones en este escenario (ver [62]).

En la Seccion 2.3 estudiamos desigualdades de decoupling de una sola entrada que
esencialmente agregan solo un grado de libertad. Finalmente, bajo condiciones
geométricas mucho mas fuertes, en la Seccion 2.4 obtenemos desigualdades de decou-
pling entre polinomios y sumas de sus coeficientes completamente independientes.

Capitulo 3

Probamos una reformulacién polinomial equivalente de tipo y cotipo. Mas precisa-
mente, en el Teorema 3.1.2 mostramos que el cotipo es equivalente a la nocion de
cotipo homogéneo hipercontractivo definida en [14] (ver Seccién 3.1 para la definicion),
respondiendo positivamente a una pregunta que estuvo abierta unos anos. A su vez,
el Teorema 3.1.3 prueba los resultados correspondientes para tipo y su version poli-
nomial. Creemos que estos resultados junto con las técnicas introducidas pueden
encontrar futuras aplicaciones en la teoria local de espacios de Banach.

Si bien los conceptos de tipo y cotipo se traducen facilmente al contexto multilineal,
el contexto polinomial es mas desafiante cuando se buscan estimaciones razonables.
En la Seccién 3.2 usamos la descomposicién del Capitulo 2 para obtener una version
equivalente de tipo y cotipo para polinomios tetraedrales (con buenas constantes).
Pasar del caso tetraedral al general es tal vez la parte més técnica de esta tesis y
es desarrollada en la Seccion 3.3. El argumento se basa en una descripcion algo
compleja de un polinomio segun la paridad de los exponentes en cada monomio.
Creemos que esta metodologia (que reduce una desigualdad para polinomios gen-
erales a una desigualdad para polinomios tetraedrales) podria ser 1til en distintas
circunstancias y es, entonces, interesante en si misma.

En [24] se prueban variantes con operadores de la desigualdad de Bonhenblust-Hille
para reticulos de Banach con cotipo no trivial. En [14], se presentan resultados sobre
conjuntos de convergencia monomial y multiplicadores en espacios de Hardy para
espacios de Banach con cotipo no trivial y estructura incondicional local o con cotipo
de Fourier. Como se menciona en la Observaciéon 3.1.5, gracias al Teorema 3.1.2
todos estos resultados se extienden a espacios de Banach con cotipo no trivial.

Capitulo 4

Traducimos nuestros resultados del capitulo anterior de polinomios a series de po-
tencias y, consecuentemente, a series de Dirichlet via la transformada de Bohr.
Obtenemos desigualdades de Hausdorff-Young para series de Dirichlet vectoriales.
El espacio de Hardy de series de Dirichlet Hy es un espacio de Hilbert donde la
norma de una serie de Dirichlet coincide con la norma 2 de sus coeficientes. A



diferencia del caso p = 2, no existe una regla general para decidir si una serie de
Dirichlet pertenece o no al espacio de Hardy #, mirando tnicamente el tamano
de sus coeficientes. La desigualdad de Haussdorff-Young es una herramienta ttil
para este propdsito. Un céalculo estdndar (usando un argumento de interpolacion)

muestra que
| S an| <of f: ]an|p>1/p (1)
My B n=1

paratodo 1 <p <2y

(L) <] S

» (2)

para todo 2 < g < oo (aqui 1/r+ 1/ =1).

Para espacios de Hardy vectoriales #H,(X) el problema se vuelve més complejo. El
tipo y cotipo de Fourier son las propiedades geométricas adecuadas que permiten
obtener desigualdades de Haussdorff-Young vectoriales. Para espacios con estas
propiedades (ver Seccién 1.2 para una definicién), se obtienen facilmente en las
Proposiciones 4.1.1 y 4.1.2 desigualdades anélogas a (1) y (2). Sin embargo, estas
propiedades son muy estrictas, en el sentido de que un espacio de Banach tiene
tipo/cotipo de Fourier con exponentes p o ¢ que son en general peores que los
exponentes para tipo y cotipo usuales. Mas aun, los valores exactos de p y ¢ suelen
ser desconocidos.

En los Teoremas 4.2.1 y 4.2.3 probamos que los espacios de Banach con cotipo ¢ (re-
spectivamente tipo p) satisfacen variantes de las desigualdades de Hausdorff-Young
que relacionan la norma de una serie de Dirichlet con una norma pesada en ¢, de sus
coeficientes (respectivamente, una norma pesada en £,). Obtenemos también des-
igualdades analogas para funciones en el politoro infinito T* y funciones de Walsh
(esto es, funciones en el cubo Booleano infinito). Finalmente, en la Seccién 4.3
probamos estimaciones similares para espacios de Banach que satisfacen nociones
de convexidad y suavidad intimamente relacionadas con tipo y cotipo.

Capitulo 5

Traducimos las desigualdades de decoupling entre polinomios y sumas independien-
tes de coeficientes de la Seccién 2.4 para series de Dirichlet. En la Seccién 5.1
comparamos series de Dirichlet con series aleatorias completamente independientes.

La teoria de series de Dirichlet generales provee un marco mucho mas amplio reem-
plazando n~° = 718" por una frecuencia distinta e~*»*. Contiene tanto la teorfa
de series de Fourier como la de series de Dirichlet (ordinarias) y fue estudiada por
Bohr, Besicovitch, Hardy, Landau, Perron, M. Riesz y Neder entre otros. Reciente-
mente en [32] Defant y Schoolmann construyeron una teorfa de espacios de Hardy
para series de Dirichlet generales que no sélo generaliza sino también profundiza la
comprension del contexto ordinario, pues aisla los fendmenos generales de aquellos

=€



6 Introduccion

que dependen de la frecuencia. En la Seccién 5.2 usamos la misma estrategia de
decoupling de la Seccion 2.4 para series de Dirichlet generales.

Finalmente aplicamos estas estimaciones para estudiar regiones de convergencia de
series de Dirichlet generales conocidas como bandas de Bohr. La convergencia de
series de Dirichlet, ya sea puntual o absoluta, ocurre esencialmente en semiplanos
en C de la forma Re(s) > o para algin ¢ € R. Las bandas de Bohr son las regiones
donde un tipo de convergencia se da mientras que otro falla. El problema original
que llevé a Bohr a descubrir la conexién entre series de Dirichlet (ordinarias) y series
de potencias, consistia en determinar la brecha mas grande posible entre convergen-
cia absoluta y uniforme. En otras palabras, Bohr buscaba el ancho maximo de la
banda donde hay convergencia uniforme pero no absoluta. Esto fue resuelto mas
tarde por Bohnenblust y Hille en [8] mostrando que el ancho de esta banda es 1/2.
En el contexto vectorial, este valor depende del cotipo del espacio de Banach suby-
acente como se prob6 en [22, Teorema 1]. En cuanto a series de Dirichlet generales
(escalares), el problema se complica (ver [61]) y sélo pareciera tener sentido traba-
jar con familias concretas de frecuencias. Para el caso general vectorial (en infinitas
dimensiones), calculamos el ancho de la banda en la Proposicién 5.3.5 para espacios
de tipo 2 y en la Proposicién 5.3.7 para espacios con la propiedad de promedios
gaussianos (GAP) y una clase especial de frecuencias.

Capitulo 6

El dltimo capitulo trata sobre un resultado de andlisis asintético que fue motivado
por el estudio del tipo y cotipo polinomiales. Estudiamos una forma multilineal no
simétrica Lp asociada a un polinomio homogéneo (escalar) P que fue introducida por
Defant y Schliiters en [31]. A diferencia de la forma multilineal simétrica asociada
usual, debido a la falta de simetria, la norma de Lp se comporta distinto de la
norma de P y las estimaciones pueden incluso depender del ntimero de variables
como mostramos en el Teorema 6.1.4. Acotamos la norma supremo de Lp por la
norma de P mediante un proceso de simetrizacién basado en un algoritmo de mezcla
de cartas. Este procedimiento junto con el argumento de Defant y Schliiters mejora
sus estimaciones. El mal comportamiento de Lp parece provenir de la asimetria
de la proyeccién triangular principal (el operador que dada una matriz, pone ceros
debajo de la diagonal), dado que tanto las cotas superiores e inferiores que damos
dependen de la norma de este operador.

Nota: El Teorema 5.1.1, asi como las Proposiciones 2.4.1 y 2.4.2 que llevaron a él,
fueron obtenidos en [15]. En particular, se desarrollaron en colaboracién con la Lic.
Melisa Scotti y no deben considerarse un aporte original de esta tesis, ya que serdn
presentados préximamente en [77].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo brindamos los conocimientos previos necesarios para el resto de la
tesis. Primero, introducimos cuestiones béasicas de integracion en espacios vectori-
ales y estudiamos nociones geométricas como tipo y cotipo, que surgen del compor-
tamiento de variables aleatorias en espacios de Banach. A continuacion, describi-
mos los polinomios a valores vectoriales, nuestro objeto de estudio. Finalmente,
presentamos la teoria de espacios de Hardy de series de Dirichlet, donde maés tarde
aplicaremos nuestros resultados.

1.1 Integracion vectorial

Esta seccion contiene las definiciones y propiedades bésicas de las integrales de
funciones a valores vectoriales con respecto a medidas escalares conocidas como
integrales de Bochner. También extendemos la nocién de esperanza condicional a
este contexto dando pie al uso de argumentos probabilisticos.

Empezamos generalizando la nociéon de medibilidad a funciones vectoriales. Sean
(©,%, 1) un espacio de medida finita y X un espacio de Banach. Tal como en el
caso escalar una funcion f : Q@ — X se dice simple si existen zy,...,2, € X y

Ey, ..., B, € X tales que
f = ijXEj'
j=1

Aqui, por un pequeno abuso de notacién, escribimos intencionalmente x;Xg, en
vez de la notacion usual de escalar por vector Xg, x; para enfatizar las similitudes
estructurales entre funciones escalares y vectoriales. Una funciéon f : Q@ — X se
dice medible (también conocido como fuertemente p-medible) si es un limite p-casi
seguro de funciones simples.

Notemos que si f es medible, entonces || f|| también es un limite (escalar) de funciones
simples y por lo tanto, es medible en el sentido usual. Esto nos permite definir
integrabilidad. Una funcién medible f : 0 — X es Bochner integrable si existe una

7
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sucesiéon de funciones simples tales que

i [ 14— 1 =0
n—o0 0

Por supuesto, las funciones simples son integrables y definimos su integral de la

forma obvia:
n n
/ > wXe, =) |Ejl.
=1 j=1

Dada una funcion integrable f : 2 — X, su integral esta dada por

/f—ﬁﬁ fo:

para alguna sucesién de funciones simples (f,,),eny como en la definicién de integra-
bilidad (este valor no depende de la eleccién de la sucesion).

Una funcién medible f : © — X es Bochner integrable si y sélo si su norma || f]|
es integrable en el sentido usual. Mas atin, las propiedades basicas de integracion,
asi como el teorema de convergencia mayorada se extienden rapidamente a este
contexto. Usaremos estos hechos naturalmente y recomendamos [34, Capitulo 2]
para mayores detalles.

Vale la pena mencionar que no todo se traslada sin problemas al caso vectorial.
El obstaculo principal es la validez de un resultado analogo al teorema de Radon-
Nikodym que depende de la geometria del espacio de Banach. Esto determina si
la igualdad LP(u)* = L9(p) donde 1/p + 1/q = 1 se extiende a los espacios LP
vectoriales que introducimos a continuacion.

Sea (2,3, 1) un espacio de medida finita y X un espacio de Banach. Como en el
caso escalar, si 1 < p < o0, el espacio LP(u, X) consiste de todas las (clases de
equivalencia de) funciones integrables f : Q — X tales que

11 = ([ 15@)ds) " < o

Mediante una cuenta directa, se ve que LP(u, X) es un espacio de Banach y las
funciones simples son densas para todo 1 < p < oo. Para p = oo obtenemos el
espacio de Banach L*(u, X) reemplazando las normas anteriores por

[flloc = esssup || f(w)]|x-
weN

En cuanto a dualidad, si 1 < p < oo el candidato natural para LP(u, X)* es L9(p, X*)
que estd isométricamente incluido en LP(u, X)*. La igualdad entre estos espacios
depende de la geometria del espacio de Banach. Esencialmente, se necesita un
resultado andlogo al teorema de Radon-Nikodym para X* (ver [34, Capitulo 4]).
Sin embargo, el siguiente resultado cldsico muestra que Brq(, x+) es un conjunto
normante de LP(u, X), lo cual bastard para nuestra exposicién.
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Proposicién 1.1.1. Sean (2, %, ) un espacio de medida finita y X un espacio de
Banach. Dados 1 <p < ooy f € LP(u, X) se tiene que

Ifllp = sup

9€Bra(u,x*)

/Q (9(w), F(w))dw]. (1.1)

Demostracion. En primer lugar, notemos que si f € LP(u, X) y 9,9, € L, X*)
donde las g, son funciones simples convergiendo a g en casi todo punto, entonces
(gn, ) es medible y converge en casi todo punto a (g, f). Luego, (g, f) es medible y
ademas, resulta integrable dado que usando la desigualdad de Holder obtenemos

/Q|<g,f>| S/Qllgllllfll < llgllgl[f1l-

Esto quiere decir que la integral en (1.1) estd bien definida y que el supremo es
menor o igual que || f|],.

En segundo lugar, para la otra desigualdad asumimos que f es simple dado que las
funciones simples son densas en LP(u, X). En ese caso, podemos escribir a f como

= Z ;X E;,
j=1

donde los conjuntos Ej; son disjuntos. Luego, tenemos que

n p n n
I = [ 3wl = [ Dot = Sl iis,.
Q7 =1 € j=1 j=1

Ahora bien, fijemos ¢ > 0 y para todo 1 < j < n elijamos 2} € X* tal que ||z}]| = 1
y 2%, ;)] > (1 = ¢)|z;||. Definimos g : @ — X* por

n
g= 177D Nl 1P a5 X,

J=1

Es facil ver que ||g||, = 1. Mds atin nos queda
| [ ot Fa] = 1173 gl a5, )
j=1
> (L= Y s = (1= 2l
j=1

El resultados se sigue acotando el lado izquierdo por el supremo sobre g € Bra(, x+)
y haciendo tender ¢ a 0. [
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Concluimos esta seccién extendiendo el concepto de esperanza condicional a espacios
de Banach. Sean (£2,%, 1) un espacio de probabilidad y X un espacio de Banach.
Fijemos una sub-o-élgebra B de X y f € L'(u, X). Un elemento g € L'(u, X) se
dice una esperanza condicional de f con respecto a B si g es B-medible y para todo
E € B se tiene que

Es sencillo corroborar que de existir tal g, debe ser tinica (salvo medida cero) por lo
que la denotamos E[f|B]. Mds atn, en [34, Teorema 5.1.4] se muestra que E[f|B]
existe para toda f € L'(u, X) y es una contraccién lineal en LP(u, X) para todo
1 < p < oo. Usualmente, consideramos la esperanza condicional con respecto a
una variable aleatoria escalar £. La definimos como la esperanza condicional con
respecto a la preimagen de los borelianos por £ y la denotamos por E[f[£].

Generalmente trabajaremos con espacios de probabilidad por lo que escribiremos
frecuentemente Ef en vez de [ f. El uso de esperanzas por sobre integrales no
sera una mera preferencia notacional sino una forma de indicar qué punto de vista
(probabilistico o analitico) se adectia mejor a los argumentos que se estén llevando
a cabo. Mas aun, la esperanza condicional serda una herramienta fundamental que
nos permitird encontrar relaciones entre objetos, permitiéndonos describir algunos
como un promedio cuidadosamente confeccionado de los otros.

1.2 Tipo y cotipo

En esta seccién introducimos los conceptos de tipo y cotipo de un espacio de Banach.
Estas propiedades geométricas brindan una escala que mide hasta qué punto valen
versiones mas débiles de la regla del paralelogramo para espacios de Banach dados.
Informalmente hablando, el tipo y el cotipo cuantifican qué tan lejos estd un espacio
de Banach de ser un espacio de Hilbert.

Recordemos que un espacio de Banach X es un espacio de Hilbert si y sélo si satisface
la regla del paralelogramo, que afirma que para todo x,y € X se tiene que

lz + ylI* + [l —
2

yH2 _ 2 2 1.9
= [lz[| + [ly[I*- (1.2)

Pensando en el paralelogramo de vértices 0, z,y y x + y, la igualdad anterior quiere
decir que el promedio de la longitud (al cuadrado) de las diagonales es igual a la
suma de las longitudes (al cuadrado) de los lados. Mas atin, desde una perspectiva
probabilistica estamos comparando la longitud de los lados con la longitud esperada
de una diagonal elegida al azar. Teniendo esto en cuenta, podemos reescribir (1.2)
como

Ellz +eyll* = ll=]* + lly]*,

donde ¢ es una variable aleatoria de Bernoulli que toma los valores 1 con proba-
bilidad 1/2. Notemos que si X es un espacio de Hilbert, z1,...,2, € X y &1...¢&,
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son variables de Bernoulli iid, nos queda

B e = 3 D Bleslten o) = 3 sl (13)

i=1 j=1
Aqui, la variable £, es superflua y la incluimos para que la expresién sea simétrica.
La igualdad anterior se puede interpretar geométricamente como la comparacion
andloga de lados y diagonales para un paralelepipedo n-dimensional (si la variable
g1 esta presente, la longitud de cada diagonal simplemente aparece dos veces en el
promedio). Separando esta igualdad en dos desigualdades y cambiando las normas
2 por normas p adecuadas, da origen a las nociones de tipo y cotipo.

Decimos que un espacio de Banach X tiene tipo 1 < p < 2 si existe una constante
C > 1 tal que para todo n € N y todo zy,...,x, € X se tiene que

(]S en|)” < (i) (14)
=1 j=1

Denotamos la mejor constante posible C' por T,,(X). Anédlogamente, decimos que X
tiene cotipo 2 < g < 00 si existe una constante C' > 1 tal que para todon € Ny
todo xq,...,xz, € X se tiene que

a\ 1/q

)

(D lali) ™ < (B 3 e
j=1 i=1

donde para cotipo oo reemplazamos las normas ¢ por supremos. Denotamos la
mejor constante posible C' por Cy(X). En la literatura, las definiciones de tipo y
cotipo a veces se dan en términos de funciones de Rademacher que tienen la misma
distribucién que variables de Bernoulli #id, por lo que estas nociones suelen ser
llamadas tipo y cotipo de Rademacher.

Veamos por qué sélo consideramos tipo p para valores de p entre 1y 2, y cotipo ¢
para valores de ¢ entre 2 e co. En primer lugar, notemos que todo espacio de Banach
tiene tipo 1 con constante C' = 1 debido a la desigualdad triangular. Similarmente,
todo espacio de Banach tiene cotipo co con constante C' = 1 dado que para todo
1 <17 < n tenemos que
1
+ 3o

el < | S, Z%
=1 '

En segundo lugar, a medida que p y ¢ se acercan a 2 estas propiedades se vuelven
mas restrictivas. Mas precisamente, si un espacio de Banach X tiene tipo p, tiene
tipo r para todo 1 < r < p. A su vegz, si tiene cotipo ¢, tiene cotipo s para todo
q < s < oo. Esto es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Jensen y
del hecho de que las normas ¢, son decrecientes. Mas atn, 2 es el tipo mds grande
posible y el cotipo més chico posible que un espacio de Banach distinto de {0} puede
alcanzar. Para corroborar esto, necesitamos la desigualdad de Kahane-Khintchine
(ver por ejemplo [1, Teorema 6.2.5])

sup
ee{-1,1}"

_ij

JFi
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Teorema 1.2.1. Para cada 1 < p < oo existe una constante C, > 1 tal que para todo
espacio de Banach X y vectores xy,...,x, € X se cumple la siguiente desigualdad:

n n o 1/p n
EH E €5 S (]EH E E;T5 ) SCPEH E g5
j=1 j=1 j=1

Teniendo esto en cuenta, vemos que los exponentes de estas normas se pueden elegir
arbitrariamente en las definiciones de tipo y cotipo. En particular, en la definicion
de tipo p podemos reemplazar (1.4) por

(B S o) <o (Slair)”
=1 j=1

Ahora bien, si X # {0} eligiendo 21 = ... = x, de norma 1 y usando (1.3) para el
cuerpo (R o C) nos queda

Vn = (E‘Z:;%

Luego, deducimos que p < 2. Un argumento analogo prueba que 2 < ¢ en el caso
de cotipo.

2> 1/2 - Cnllp.

Es claro que los espacios de Hilbert tienen tipo y cotipo 2. Sin embargo, los espacios
de Banach con tipo y cotipo 2 no necesariamente satisfacen la regla del paralelogramo
debido a las constantes involucradas en la definicion de tipo y cotipo. Lo mejor
que uno puede esperar es que un espacio de tipo y cotipo 2 sea isomorfo a un
espacio de Hilbert, un resultado fundamental probado en [48] (ver también [33,
Corolario 12.20]).

En cuanto a espacios especificos, mencionamos que LP(u) tiene tipo p y cotipo 2
para 1 < p <2y L%(u) tiene tipo 2 y cotipo g para 2 < g < oo (ver por ejemplo [1,
Teorema 6.2.14]). M4s ain, estos valores son 6ptimos cuando estos espacios tienen
dimensién infinita, esto es, cuando p no tiene soporte finito. Por otro lado, para
este tipo de medida p, el espacio L*(x) no tiene ningtn tipo o cotipo no trivial. En
[80] se prueba que las clases de Schatten S, se comportan de la misma forma que
los espacios LP de dimensién infinita.

Veamos una formulacién equivalente de tipo y cotipo donde el promedio se realiza
sobre signos complejos en vez de signos +1.

Definicién 1.2.2. Una variable de Steinhaus z es una variable aleatoria compleja
uniformemente distribuida en el toro T = {z € C: |z| = 1}. Por un pequenio abuso
de notacion, escribimos z tanto para variables de Steinhaus como para niimeros com-
plejos fijos para incentivar interpretaciones probabilisticas de expresiones analiticas.
Maés aun, los vectores de Steinhaus, que son vectores aleatorios con coordenadas de
Steinhaus iid, también serédn descriptos como z = (21, ..., 2,).
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Necesitamos el cldsico principio de contraccién (ver [33, Teorema 12.2] y [78, Coro-
lario 4]).

Teorema 1.2.3 (Principio de contraccién). Sea X un espacio de Banach y fijemos
1 <p<oo. Para todo A € R" y toda eleccion de vectores {x;}7_; C X se tiene que

- p\ 1/p - p\ 1/p
(EHZ‘SJ')V% ) S H)\HOOCEHZSJZ.J ) .
j=1 j=1
Similarmente, si A € C" (y X es un espacio de Banach complejo) se cumple que
- n1l/pr 7 - p\1/p
(S} < S S enl)
j=1 j=1

Corolario 1.2.4. Sea X un espacio de Banach (complejo). Para todo 1 < p < oo
y toda eleccion de vectores {x;}7_; C X se tiene que

2 n p\ 1/p n p\ 1/p T i
(B ) = (B X an]) " < 58] e
7T( ;a‘]x] < ;z]xj <3 ;e]x]

donde zy,...,z, son variables de Steinhaus vid.

p) 1/p

Demostracion. Para un z € T™ fijo, usando el principio de contraccion dos veces
obtenemos

n n
P P
Ea fojl'j :Ea ZSijZjl’j

j=1 j=1

T\ P - p T\ 2P - p
S (§> ]Eg Z&jZ]’LE]’ S (5) EE Zgjl'j
j=1 j=1

Promediando en z € T™ nos queda

P

E,

n n n
p T\ P p T\ 2p
E €;iT; S <§> E572’ E €2 S (§> Ea E €y

El resultado se sigue notando que €;z; ~ z; y reacomodando la ultima expresién. [

Como promediar signos complejos o reales es comparable, podemos reemplazar las
variables de Bernoulli por variables de Steinhaus en las definiciones de tipo y cotipo.
Usaremos ambas formulaciones segiin nos convenga.

Concluimos esta seccién introduciendo una versién mas fuerte de tipo/cotipo cono-
cida como tipo/cotipo de Fourier. Esencialmente, estas nociones relacionan la norma
de una serie de Fourier con la norma de sus coeficientes. En la Seccion 4.1 veremos
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que son una version vectorial de la reconocida desigualdad de Hausdorff-Young y
por lo tanto tienen un aspecto més analitico que el tipo y cotipo usuales.

Existen varias definiciones equivalentes de tipo y cotipo de Fourier (ver [37]). Veamos
las versiones mas adecuadas para nuestro contexto. Dado 1 < p < 2, decimos que
X tiene tipo de Fourier p si existe una constante C' > 0 tal que para toda eleccion
de finitos vectores zg,...,xy € X se tiene que

l PN\ 1/P al 1
(/THZ:Enz" dz) < C(ZHanp)
n=0 n=0

Aqui p’ cumple que 1/p+ 1/p’ = 1. Notemos que, a diferencia de la definicién de
tipo, sélo hay una variable de Steinhaus involucrada y la suma aleatoria ya no es
independiente. Dado 2 < ¢ < 0o, un espacio de Banach X tiene cotipo de Fourier g
si existe una constante C' > 0 tal que para toda eleccién de vectores xg,...,zny € X
se tiene que

/

(lexnll /HZ% )W. (1.5)

El tipo y el cotipo de Fourier se pueden ver como un casos particulares en la teoria
més general de tipo de Fourier con respecto a grupos (ver [37]). En este contexto,
[37, Teorema 6.6] implica que X tiene tipo de Fourier p si y sélo si tiene cotipo
de Fourier p/, y por lo tanto, ambos conceptos son equivalentes. Sin embargo,
preferimos trabajar con ambos conceptos por separado para poder compararlos méas
facilmente con las nociones de tipo y cotipo usuales (que no son equivalentes entre
si). Otra razén es que existen aplicaciones sin una reformulacién dual que sélo usan
estimaciones de indole tipo o sélo usan estimaciones de indole cotipo. Por ejemplo,
las desigualdades de cotipo suelen ser tutiles para estimar coeficientes de alguna serie
o los valores de cierta funcion en algunos puntos y controlar estas magnitudes por
la norma de la serie o de la funcién respectivamente (ver [57, 22, 14]).

Como mencionamos antes, el tipo/cotipo de Fourier es més fuerte que el tipo/cotipo
usual. Para ver esto, supongamos que X tiene tipo de Fourier p y sean zg, ...,zy €
X. Para un w € T fijo, por invariancia de las rotaciones tenemos que z ~ zw" para
z una variable de Steinhaus. Luego,

N o N
E Tnln dz:/ E Ty 2nW"
n=1 L n=1

Promediando en w y usando la desigualdad de tipo de Fourier nos queda

’ N ; N f
pdz-// anzn n|” / /Hanznw”dewdz
T () T JT n=1

N p'/p N P'/p
< [ (S lanllr) @z = (3 fmli)"
Tn n=1 n=1
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Elevando al exponente 1/p’ obtenemos una desigualdad de tipo p para variables
de Steinhaus en vez de Bernoulli y con promedios p’ a la izquierda. Sin embargo,
del Corolario 1.2.4 y del Teorema 1.2.1 se sigue que las variables de Steinhaus y
Bernoulli son intercambiables y que los exponentes de estos promedios se pueden
elegir de forma arbitraria. Por lo tanto, X tiene tipo p. El hecho de que cotipo de
Fourier implica cotipo es analogo.

De hecho, las versiones de Fourier de tipo y cotipo son mucho maés restrictivas que
sus contrapartes. Por ejemplo, si bien LP(u) tiene tipo min{p, 2} y cotipo max{p, 2},
sélo tiene tipo de Fourier min{p, p’} y por lo tanto cotipo de Fourier max{p, p'} (ver
[37, Proposicién 4.4]). En particular, esto significa que L*(u) tiene el mejor cotipo
posible mientras que no tiene ningin cotipo de Fourier no trivial.

1.3 Polinomios vectoriales

Esta seccion trata de polinomios vectoriales multivariados. Comenzamos dando
varias notaciones ttiles para indexar estos objetos. A continuacion, introducimos el
operador multilineal simétrico asociado a un polinomio homogéneo, una herramienta
poderosa para traducir cuestiones polinomiales al ambito lineal. Finalmente, discu-
timos algunas propiedades basicas de polinomios de Steinhaus y Walsh que usamos
a lo largo de esta tesis.

Notacion

Un polinomio de n variables a valores en un espacio de Banach X es una funcién
P : C" — X dada por una suma finita

P(z) = Z T2tz

a€ACNy

donde z, € X para todo a € A. Como mencionamos en la Secciéon 1.1 escribimos
intencionalmente vector por escalar en vez de escalar por vector para enfatizar la

estructura polinomial. Ademas, escribimos z* = 2" ... z2%".

El grado de un polinomio es el maximo de la suma |a| = a3 + - - - + «, recorriendo
los o € A tales que z, # 0. Decimos que P es m-homogéneo si |a| = m para todo
a € A con x, # 0. Siempre que el nimero de variables n esté implicito escribiremos
a los polinomios m-homogéneos como

P(z) = Z a2,
|a)l=m

permitiendo que algunos coeficientes x,, se anulen.

También trabajaremos con polinomios tetraedrales que se definen como polinomios
donde cada variable aparece con exponente a lo sumo 1. En otras palabras, los
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monomios de un polinomio tetraedral de n variables se pueden indexar por a €
{0,1}™ y por lo tanto escribimos
e

ac{0,1}n

A continuacién, introducimos notaciones especiales para polinomios tetraedrales y
homogéneos que usamos frecuentemente. Estas notaciones corresponderan a cambiar
la forma de rotular los monomios mediante una biyeccién entre conjuntos de indices.
En cuanto a polinomios tetraedrales, podemos identificar « € {0, 1}" con el conjunto
A C {1,...,n} que indica qué elementos 1 < k < n satisfacen que a;, = 1. Més
precisamente, tenemos que o = X 4. Esta correspondencia biunivoca nos permite
indexar a los polinomios tetraedrales usando subconjuntos de {1, ..., n}. Denotemos
[n] = {1,...,n}. Por un pequeno abuso de notacién, escribiendo x4 en vez de x,
siempre que a = X4, nos queda

Z Tzt = Z Zo H zk:ZxAsz.

aef{0,1}" aef{0,1}" 1§k§1n AC([n] keA
b=

Notando z4 = [],c4 z» obtenemos la nueva notacién para polinomios tetraedrales:

Para polinomios tetraedrales m-homogéneos escribimos

= E TAZA,

|Al=m
donde |A| es el cardinal de A.

La siguiente notacién para polinomios homogéneos (no necesariamente tetraedrales)
también serd de utilidad. Dados n,m € N definimos

Z(m,n)=[n|", vy

Jmn)={je€Z(mmn): 1<j <...<jn<n}
Para cada indice a € Njj con |a| = m podemos construir un indice j € J(m,n)
repitiendo para 1 < k < n el nimero k exactamente 4, veces. Observemos que j es
creciente y tiene |o| = m coordenadas por lo que pertenece a J(m,n). Por ejemplo
sin=5,m=7Tya=(2,0,1,3,1), nos queda j = (1,1, 3,4,4,4,5). Es ficil ver que
esto es de hecho una biyeccién entre {o € Nj : |a| = m} y J(m,n). Denotando

2j = Zj, ... %;, Yy nuevamente por el pequenio abuso de notacién z, ~ x;, para un
polinomio m-homogéneo de n variables P nos queda

= E Toz2® E xazl E TjZj.
lo]=m la|=m a1 om Jj€T (m,n)

Esto se refleja en nuestro ejemplo anterior como

2% = Z%ZgZ;ZZ)Z; = Z1R1R3R4%4%4%5 = Zj.
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Operador multilineal asociado y polarizacion

Los polinomios homogéneos son ttiles para estudiar funciones multivariadas ya que
podemos separarlas en sus partes homogéneas. Mas aun, existe un operador mul-
tilineal simétrico asociado a cada uno de ellos. Este operador que introducimos a
continuacion permite trasladar problemas del contexto polinomial al lineal.

En primer lugar, definamos la relaciéon de equivalencia que surge de reordenar las
coordenadas de un elemento en Z(m,n). Més precisamente, dados i,i" € Z(m,n)
decimos que i ~ i’ si y sélo si existe una permutacién o : [m| — [m] tal que

i/ - (ig(l), e ,ig(m)).

Denotamos la clase de equivalencia de un elemento ¢ € Z(m,n) por [i]. Notemos
que el conjunto de indices J(m,n) definido anteriormente es un conjunto de repre-
sentantes para esta relacion dado que estamos eligiendo un orden especifico para los
indices. Ahora bien, para un polinomio m-homogéneo P : C* — X dado por

P(Z) = Z LjZgs
JET (m,n)

tomemos x; = z; para todo i € [j] y todo j € J(m,n). Sea M : (C")"™ — X el
operador m-lineal simétrico dado por

MW, .. .,z(m)) = Z |ﬁ|zl(ll) ) ..zi(m).
Z m

1€Z(m,n)

Para todo z € C" tenemos que

xX; X
M(z,... = TR = E i
(2,-..,2) | > Tl 2 20
1€Z(m,n) JET (m,n) i€(j]

= Z Zf}—?ﬂzj: Z zjz; = P(z).

JET (m,n) i€[j] jeT (m,n)

Como M es el tnico operador m-lineal simétrico que satisface M(z,...,z) = P(z)
para todo z € C (ver [23, Teorema 2.31]), lo llamamos el operador m-lineal simétrico
asociado a P. El operador M también se puede obtener a partir de P mediante una
identidad conocida como la férmula de polarizacién. Para todo 2z, ..., 2™ e C,
se tiene que

1
M (20,02 = ﬁEE [e1-. emP (212 + ...+ en2™))],
donde, como es usual, €1,...,&, son variables de Bernoulli independientes (ver
[35, Corolario 1.6]). Esta identidad permite relacionar la norma de un polinomio
homogéneo con la de su operador multilineal asociado.
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Proposicién 1.3.1. Para todo espacio de Banach X, todo polinomio m-homogéneo

P:C"— X ytoda norma || - || en C" se tiene que
sup |P(z)]|x < sup ||M(z(1), .. .,z(m))”X <e™ sup ||P(2)]x-
Jeli<1 |20]|<1 Jali<t

Estudiamos problemas similares en los Capitulos 2 y 6.

Demostracion. La primera desigualdad se deduce de que M(z,...,z) = P(z). Para
la segunda desigualdad usamos la formula de polarizacién para obtener

1

sup ||M(z(1), ce z(m))HX < —E. sup e - - emP(e1z®W + ..+ émz(m))HX
0] b o<
= m_'EE sup HP(ElZ to Tt em? )H .
m. Hz““)”gl m X
Dado que para cualquier eleccion de signos ¢4, ..., &, tenemos que
1) (m)
’51z + ...t Eepz H <1
m
resulta que
m mm
sup HM(z(l), o2t ))HX < — sup 1P (2)|lx-
||=2®)]| <1 e z)1<1
El resultado se sigue aplicando la féormula de Stirling. m

Observacion 1.3.2. A primera vista la cota e” de la proposicién anterior puede
parecer bastante grande. Sin embargo, las estimaciones del tipo C™ aparecen natu-
ralmente al trabajar con polinomios m-homogéneos. Mas aln, estas estimaciones
pueden ser compensadas contrayendo los polinomios ya que dado un polinomio m-
homogéneo P tenemos que P(rz) = r™P(z). Tener este tipo de control también nos
permitira trasladar resultados del &mbito polinomial al de funciones vectoriales. In-
tuitivamente, contraer una funciéon por algin factor r achica sus partes homogéneas
por un factor ™ dejando un margen para compensar la aparicién de constantes
C™. Como un ejemplo inocente de este fendmeno, notemos que si (@, )meny € C y
|a,,| < C™ para todo m € N entonces la serie

E am2"™,

converge en un entorno de 0. Un crecimiento de los coeficientes mayor a C™, como
por ejemplo del orden de m™, habria significado que la serie diverge para todo z # 0.
Teniendo esto en cuenta, usualmente buscamos cotas del estilo C™ y escribimos
a ~cm b siempre que C~™a < b < C™a.
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Polinomios de Steinhaus

A continuacién, nos dedicamos a estudiar polinomios en T" (recordemos que T =
{z € C: |z| = 1}). Desde un punto de vista probabilistico, podemos interpre-
tarlos como polinomios evaluados en variables de Steinhaus independientes (ver la
Definicién 1.2.2), por lo cual los llamamos polinomios de Steinhaus. Para fijar un
espacio de probabilidad que permita trabajar con una cantidad arbitraria de vari-
ables de Steinhaus independientes consideramos el politoro infinito T* = [[°_, T.
En adelante, también escribiremos z = (21, 29, ...) € T° y denotaremos por dz a la
medida producto de la medida de longitud de arco normalizada en T. Notemos que
T es un grupo compacto y dz es de hecho su medida de Haar por lo que resulta
invariante por rotaciones.

Para todo multi-indice o = (a1, ..., 0,,0,...) € yAS) (todas las sucesiones finitas en

-~

Z), el coeficiente de Fourier a-ésimo f(a) de f € L}(T*, X) esta dado por

Fla) = (2)2%dz.

’]1'00

Los coeficientes de Fourier P(a) de un polinomio P = > x,2“ son exactamente

los coeficientes x, y se anulan en el resto de los indices. Esto se debe a que dados
a, B € ZWN tenemos que oy, = B, = 0 para todo k mayor que cierto n € N y por lo

tanto
/ 2%2Bdz :/ 2°2Bdz = 00,8

donde ¢ es la delta de Kronecker. Dado 1 < p < o0, el espacio de Hardy de T a
valores en X es el subespacio de LP(T*, X') dado por

Hy(T=, X) = {f € L/(T*, X) : J(a) =0, ¥a e Z\ N},

donde NgN) denota el conjunto de los a en ZM con a; > 0 para todo 7 € N.

Veamos algunas propiedades de estos espacios. Los polinomios de Steinhaus son den-
sos en H,(T>, X) para 1 < p < oo y una funcién en H,(T>, X) estd univocamente
determinada por sus coeficientes de Fourier (ver [23, Proposicién 24.6]). En cuanto
a inclusiones, por la desigualdad de Jensen tenemos que H,(T>, X) C H, (T*, X)
sil <p<g< oo Mas ain, veremos que es posible ir en la otra direccién. Para
llegar a esto mencionamos la siguiente propiedad. Dada una funcién f € H,(T>, X)
y 0 <t <1 tenemos que

H Z tl fa)z*

aeZ™)

< 0 X)) 1.6
() = 1 | (o %) (1.6)

Maés precisamente, existe una contraccion P; : H,(T*, X) — H,(T>, X) tal que
P,(f) tiene coeficientes de Fourier Py(f)(a) = t°/f(a). Notemos que dado un
polinomio P tenemos que P;(P)(z) = P(tz) y por lo tanto Py(P) = t™P si P es m-
homogéneo. Para funciones en finitas variables f € H,(T", X) C H,(T*, X), el lado
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izquierdo de la desigualdad anterior se puede obtener mediante una convolucién con
un nicleo de Poisson adecuado (ver [23, Seccién 24.1]). Esta contraccién de hecho
mejora a la funcién. Lo siguiente se probé en [3, Teorema 9] para el caso escalar y
en [14, Lema 1.3] para el caso general.

Teorema 1.3.3. Para todo espacio de Banach X, todo 1 < p < q < oo y toda
funcion f € Hy(T>, X) se tiene que

| > Ve fe=

aeZm™)

< 00 X)-
(1) = 1f 1], (700 )

Como consecuencia de esto, obtenemos una versién polinomial de la desigualdad de
Kahane-Khintchine para polinomios de Steinhaus.

Proposicion 1.3.4. Para todo espacio de Banach X, todo 1 < p < g < oo y todo
polinomio P de grado m se tiene que

m
2

q
1Pl o r < [Pl ey < (];) T

Esto se prueba en [14, Proposicién 1.2] para polinomios m-homogéneos (ver también
[3, 25] para el caso escalar). Para polinomios no necesariamente homogéneos, esto
es una consecuencia inmediata del Teorema 1.3.3 y el siguiente lema.

Lema 1.3.5. Sean X un espacio de Banach y 1 < p < co. Para todo t > 0 y todo
polinomio P : C" — X de grado m se tiene que

| P(t2) || m, (r,x) < max(1,2)" || P(2)]| m, (e, x)-

Demostracion. Para t < 1, esto es (1.6) para polinomios. Asumamos ahora que
t>1ysea @ :C'' — X el polinomio m-homogéneo dado por

Q(Zaw) = me(ZUJil) = Z $a2awm7‘o‘|7

la<m

donde z € C" y w € C. Por la invariancia por rotaciones, la homogeneidad de @ y
(1.6) aplicado (para z fijo) a @) como polinomio en w, nos queda

P(tz)||Pdz = Pz dw = 7" “lw)|[Pdw d
Lapepa:= [ [ e wpdzao=em [ [ 10G P
P Pdw dz.
<om [ [1eGwprava:

Utilizando nuevamente la invariancia por rotaciones llegamos al resultado. O]
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Teniendo en cuenta la Observacion 1.3.2 definimos la proyeccién m-homogénea en
H,(T*,X). Dada f € H,(T*,X), para todo m € N definimos su proyeccion m-
homogénea f,, € H,(T>, X) por

fnl2) = /T Fwmd,

donde zw = (z,W, 22w, ...). Como se muestra en [13, Proposicién 2.5], por la de-
sigualdad integral de Minkowski y la invariancia por rotaciones, para todo 1 < p <
oo se tiene que

| fonll e (roe 3y < 1 f Nl 2,100 %)

En particular, esto vale para polinomios donde, si P =Y x,2%, tenemos que

P, = Z o2,

laj=m

El hecho de que las proyecciones homogéneas son contractivas permitira reducir
problemas al contexto homogéneo y eventualmente, al contexto lineal mediante la
comparacion de polinomios homogéneos con operadores multilineales asociados como
hicimos en la seccion previa.

Polinomios de Walsh

A continuacién, nos enfocamos en polinomios evaluados en variables de Bernoulli
independientes, conocidos como polinomios de Walsh. Tal como hicimos para poli-
nomios de Steinhaus y siguiendo [69, Seccién 5.4] (ver también [33, Capitulo 13]),
fijamos un espacio de probabilidad que admita un nimero arbitrario de variables de
Bernoulli, explicitamente, {—1, 1} con la medida producto que surge de la medida
de equiprobabilidad (6; +d_1)/2 en {—1,1}. Una vez més, esto es un grupo abeliano
compacto junto con su medida de Haar que es invariante bajo la accién del grupo.
Mencionamos que este espacio de probabilidad se puede identificar con [0, 1] junto
con la medida de Lebesgue expresando los elementos de [0, 1] en binario (ver [39,
Capitulo 1]).

Un polinomio de Walsh es una variable aleatoria P(¢) donde P : C* — X es un
polinomio y &1,...,&, son variables de Bernoulli iid. Como dada una variable de
Bernoulli gy tenemos que €2 = 1, los polinomios de Walsh siempre se pueden escribir
como P(eg) donde P es un polinomio tetraedral. Por lo tanto, usamos la notacién
tetraedral introducida al comienzo de esta seccién y escribimos

P(é) = Z TAEA.

AC|n]

Llamamos funciones de Walsh a las funciones del espacio LP({—1,1}*, X). Para
cualquier conjunto finito A C N el coeficiente de Walsh-Fourier f(A) de una funcién
fe L'({-1,1}>, X) estd dado por

~

f(A) = E[f(e)eal.
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Como antes, los coeficientes de Walsh-Fourier P(A) de un polinomio P = ) x4e4
son exactamente sus coeficientes 4. Como los monomios de Walsh €4 son tetrae-
drales, no hay una nocién de espacio de Hardy en este contexto.

Para toda funcién de Walsh f € L'({—1,1}>, X) y n € N notemos que E[f|e1, . .., &)
es el polinomio de Walsh dado por

E[f"gh s 7€n] = Z f(A>5A
AC[n)

Si identificamos (formalmente) a la funcién f con su serie de Walsh-Fourier

> f(Aea,

ACN finito
vemos que el polinomio E[fley,...,e,] mantiene los monomios que sélo involucran
a las variables de Bernoulli ¢4, ...,¢,. Remarcamos que esto no es una proyecciéon

homogénea de f, sino una aproximacion de f cuando se conocen sus primeras n
entradas.

Como tomar esperanza condicional es una contraccién en LP({—1,1}*°, X) para todo
1 < p < oo se tiene que

[ELflews - enllly < [l

El siguiente resultado prueba la densidad de los polinomios en LP({—1,1}>, X)
para todo 1 < p < oo (ver [39, par. 2.6.4] para el caso escalar, el caso vectorial es
andlogo).

Proposicion 1.3.6. Sea X un espacio de Banach. Para todo 1 < p < oo y toda
ferr({—1,1}> X) se tiene que

]E[f’ela"'agn] nf>—poo> f
Por la desigualdad de Jensen tenemos que LP({—1,1}>°, X) C LI({—1,1}>,X) si
1 <p<qg<oo. Asuvez, como se prueba en [20, Lema 3.2.3], dada una funcién de
Walsh f e LP({—1,1}*,X) y 0 <t <1 se tiene la siguiente desigualdad andloga a
(1.6):

| S e < sl (i)

ACN
finito

Mas atn, el siguiente resultado es andlogo al Teorema 1.3.3 (ver [20, Teorema 3.2.1]
y también [51, Teorema 2.2] para un resultado general para variables aleatorias
simétricas arbitrarias).

Teorema 1.3.7. Para todo espacio de Banach X, todo 1 < p < g < oo y toda
funcion f € LP({—1,1}>°, X)) se tiene que

s LA
| o= Pk <l
ACN

finito
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Una diferencia fundamental entre polinomios de Steinhaus y de Walsh es que la
proyeccion homogénea no es necesariamente acotada para estos ultimos. La siguiente
proposicion estima la norma de la proyeccién homogénea de un polinomio y puede
encontrarse en [49, Lema 2| (ver también [20, Lema 3.2.4]). Incluimos una prueba
dado que la constante no se calcula explicitamente alli, y necesitamos que crezca
exponencialmente en el grado del polinomio (esto es, que sea de la forma C™ para
algin C' > 1) por las razones dadas en la Observacién 1.3.2. Ademds, daremos
el argumento para variables aleatorias simétricas arbitrarias en vez de variables de
Bernoulli, ya que usaremos este hecho en su version general mas adelante.

Proposicion 1.3.8. Sea X un espacio de Banach. Eziste una constante C' > 1 tal
que para todo 1 < p < 00, todo vector aleatorio simétrico & con coordenadas iid y
todo polinomio tetraedral P a valores en X de grado m, la proyeccion k-homogenénea
Py satisface que

(Bl Pe(&)IIP) < C™(E P(E)|P).

Demostracion. Dado m consideramos las funciones {1,¢,...,t™} en L*(0,1). Veamos
que hay polinomios {pgm), e pS,T le} de grado a lo sumo m tales que
1 .
/ =™ (4 dt = 6y, (1.8)
0
para todo 1 < 1,5 < m + 1. Escribiendo pg.m) (t) = erll ag;)tkfl nos queda que
1 m) m+1 () 1 m+1 1 m)
_ i—1, (m _ m itk—2 7 m
5ij_/0 tp) (t)dt—;akj /0 t dt_;Hk_lakj :

para todo 1 <7,7 < m+ 1. En otras palabras, obtenemos la identidad matricial
I =HA,

donde H es la reconocida matriz de Hilbert y A es la matriz definida por los coefi-
cientes a!™. Luego, t A=H d férmul ifi 1
D go, tenemos que A = , que da una férmula especifica para los
polinomios pg-m). Notemos que \a%n)\ puede ser acotado facilmente por el nimero de
condicién de H, que es menor que C™ para algin C' > 1 (ver [83, Ecuacién 3.35]).
Alternativamente, usando la férmula explicita de [74] para los elementos de H™!, es
sencillo verificar que existe una constante C' > 1 tal que sup; ; ]agn)| < C™. Por lo

tanto, tomando B = 2C nos queda

sup [p\™ ()| < (m +1)C™ < B™.
0<t<1

Como consecuencia de (1.8), si P es un polinomio de grado m, su proyeccién k-
homogénea satisface que

Py(€) = /0 1 P(t€)py) (t)dt,
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para todo 0 < k < m. Obtenemos

1

EIROIP)” < [ EIPED O < B [ EIPCOIP) 7t

Ahora bien, la simetria de £ y (1.7) nos permiten concluir que
(B[ P(t)|P)? = (Be e P(te€)[IP)? < (Be el P(€)IP)? = (B[ P(E)]7)"?,

para todo 0 <t <1, lo cual completa la prueba. O

Para algunos espacios de Banach, la proyeccién homogénea de polinomios de Walsh
es acotada. Estolleva a la nocién de K-convexidad que estd intimamente relacionada
con los conceptos de tipo y cotipo. Un espacio de Banach X se dice K -convezo si
la proyeccién 1-homogénea estd acotada L*({—1,1}>, X). M4s precisamente, La
aplicacion definida en polinomios de Walsh por

R1<Z$A6A> = Z TAEA,
A

|Al=1

se extiende a un operador acotado Ry : L*({—1,1}*, X)) — L*({—1,1}*, X) (cono-
cido como la proyeccién de Rademacher). Un argumento de dualidad usando la
Proposicién 1.1.1 muestra que X es K-convexo si y sélo si X* es K-convexo.
Ademas, la K-convexidad es equivalente a que la proyeccién R; esté acotada en
LP({—1,1}*, X) para algin (todo) 1 < p < oo (ver [44, Lema 7.4.3]). En este caso,
notamos la norma de R; por K,(X). Un resultado muy importante afirma que un

espacio de Banach es K-convexo si y sélo si tiene tipo no trivial (ver por ejemplo
[33, Teorema 13.3]).

Si X es K-convexo, la proyecciéon m-homogénea que en polinomios de Walsh estéa

dada por
Rm<Z£UA€A> = ) waca,
A

|Al=m

también se extiende a R, : L*({—1,1}>, X) — L*({-1,1}>, X) para todo m € N.
Mads ain, por [67, Teorema 2.1] o [33, Teorema 13.16], existe C' > 1 tal que para

todo m se tiene que
Ry < C™. (1.9)

Vale la pena mencionar que si bien lo parecen, el tipo y el cotipo no son propiedades
completamente duales entre si. Por ejemplo, si X tiene tipo p, entonces X* tiene
cotipo p’ (ver [1, Proposicién 6.2.12]). Sin embargo, ¢; tiene cotipo 2 y £+, no tiene
un tipo que no sea el trivial. Para espacios K-convexos, la dualidad funciona bien.
Maés precisamente, si X es K-convexo, entonces X tiene tipo p siy sélo si X* tiene
cotipo p' y X tiene cotipo ¢ si y sélo si X* tiene tipo ¢’ (ver [81, Proposicién 12.8]).
En particular, como la K-convexidad es autodual, tener tipo no trivial implica tener
cotipo no trivial. Mas atin, un resultado fundamental de Bourgain muestra que tener
tipo no trivial implica tener tipo/cotipo de Fourier no trivial (ver [11]).
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Analisis de Fourier en grupos

Tanto los polinomios de Steinhaus como los de Walsh pueden ser estudiados en el
contexto de andlisis de Fourier en grupos. Por simplicidad, solo describimos algunas
propiedades bésicas. Todo lo que mencionamos se puede encontrar en [72] para el
caso escalar (el caso vectorial es analogo).

Sea G be un grupo abeliano compacto y dw su medida de Haar, que es la 1nica
medida de probabilidad invariante por traslaciones (multiplicaciones por elementos
de G). Un homomorphismo continuo v : G — T se dice un caracter. Por ejemplo,
el mapa v, : T — T dado por

'Va(z) = 2%,
para algin o € Z® es un caracter en T>. Lo mismo sucede para el grupo {—1,1}>
y 74 : {—1,1}* — T dado por

'714(5) = &4,
para algin conjunto finito A C N. El conjunto de caracteres de G es también un
grupo G conocido como el grupo dual de G. Como antes, dados f € Li(G,X) y
v E G definimos

7ty = /G F (@) (@)dw.

Si G es compacto, entonces G es discreto y una funcién f € L1 (G, X) estd univocamente
determinada por su serie de Fourier

> F)v(w).

veG

Algunos comentarios referirdn a este punto de vista, pero no usaremos esto de forma
exhaustiva salvo por las Secciones 5.2 y 5.3.

El siguiente teorema de Pelczynski serd una herramienta fundamental para comparar
polinomios de Steinhaus y de Walsh asi como otros objetos relacionados. Denotemos
por C(G) al conjunto de funciones continuas f : G — C.

Teorema 1.3.9 ([64, Teorema 1]). Para un conjunto de indices a lo sumo numerable
J, sean (a;)jes y (bj);jes sucesiones de caracteres en los grupos abelianos compactos
S y T respectivamente. Supongamos que existen constantes cq,co > 1 tales que

> Nay ) < H > Ajb; > Naj
jeJ jeJ jeJ

para toda sucesion (A;)je; C C con finitos términos no nulos. Entonces, para todo
espacio de Banach X, todo 1 < p < 0o y toda sucesion de vectores (z;)je; C X
tenemos que

> zja4(s)
jeJ

< 1.10
o) “ (1.10)

1
1 o(s)’

LP(S’X)

< 0102H Z xjaj(s)‘

jeJ

1
. (|5 me
c16 Ly($,X) jze; i) Ly(T,X)
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1.4 Espacios de Hardy de series de Dirichlet

En esta seccion introducimos los espacios de Hardy de series de Dirichlet. En el
centro de esta teoria yace la transformada de Bohr, que relaciona series de Dirichlet
y series de potencias en infinitas variables y nos permite hacer andlisis armdnico en
series de Dirichlet. A través de este puente, los polinomios multivariados se tornan
una herramienta crucial para la solucién de una variedad de problemas.

Una serie de Dirichlet es una serie formal de la forma

oo

—S8

D:E anpn~°,
n=1

donde s es una variable compleja y los coeficientes a,, pertenecen a un espacio de
Banach. La convergencia de series de Dirichlet ocurre esencialmente en semiplanos
en C de la forma Re(s) > o para algin o € R (ver [41, Seccién I1.2]). En cierto modo,
los semiplanos juegan el mismo rol que tienen los discos para series de potencias de
la forma ) a,z" si bien, como mencionamos en la Seccién 5.3, el caso de series de
Dirichlet es mucho mas sutil. Teniendo esto en cuenta, si estamos buscando una
definicién para espacios de Hardy de funciones p-integrables en algun borde, tiene
sentido considerar algin stipo de norma p en la linea imaginaria que es el borde del
semiplano canénico {s € C : Res > 0} (no confundir con espacios de Hardy en el
semiplano). Llegar a esta definicién requerird trabajo.

Comenzamos identificando series de Dirichlet con series de potencias en infinitas
variables. Por el teorema fundamental de la aritmética, dado n € N existen tnicos
exponentes oy, para cada primo p, tales que

n=p{'py*...=:p*

Mas atn, la aplicacion T': N — NE)N) que a cada nimero natural n = p® le asigna los
exponentes a = (ay)ren de su descomposicién en nimeros primos es una biyeccién.
La transformada de Bohr es la correspondencia formal entre series de Dirichlet y
series de potencias dada por

oo

Zann_s — Z Loz,

n=1 aENéN)
donde z, = apo.

Esto nos permite trasladar la estructura de los espacios de Hardy en el politoro in-
finito al contexto de series de Dirichlet. Dados un espacio de Banach X y 1 < p < oo,
el espacio de Hardy H,,(X') de series de Dirichlet en X es, informalmente hablando, la
preimagen de H,(T>, X) via la transformada de Bohr. Méds precisamente, se define
como el espacio de series de Dirichlet D = ) a,,n™° tales que existe f € H,(T>, X)
con coeficientes de Fourier f(a) = a, con n = p*. Este espacio vectorial de series
de Dirichlet junto con la norma

| D,y = 1 f 1 2,07 %), (1.11)
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resulta un espacio de Banach. En otras palabras, la transformada de Bohr establece
la identificacién isométrica

H,y(X) = Hy(T™, X).

Una exposicién detallada de este tema se puede encontrar en [23] o [71].

La transformada de Bohr no es de ninguna manera un dispositivo artificial. Al
contrario, esta definicion lleva a una definicién intrinseca y sumamente sensata de
la norma p de una serie de Dirichlet. Definamos un polinomio de Dirichlet como
una serie de Dirichlet con finitos coeficientes no nulos. Notemos que los polinomios
de Dirichlet son densos en H,(X) para 1 < p < oo dado que los polinomios (de
Steinhaus) usuales son densos en H,(T*, X'). En [3] (ver también [23, Teorema 11.9])
se prueba que
. 1 [T <& P 1/p
I1Dll = TEIEOO <ﬁ /_T H nz_;ann th) '

Esto brinda una definicién intrinseca de la norma p para polinomios de Dirichlet
y, por lo tanto, para H,(X) como la completacién de los polinomios de Dirichlet
con esta norma. A su vez, esta formula puede verse como el sustituto adecuado
de la norma p en T para los espacios de Hardy ordinarios H,(T). Sin embargo,
a diferencia de las series de Fourier cldsicas en el toro, las series de Dirichlet no
son funciones periédicas. Los polinomios de Dirichlet son, de hecho la suma de
funciones periédicas con diferentes periodos. En la igualdad anterior, promediar la
norma del polinomio de Dirichlet en intervalos cada vez mas grandes permite tratar
con todos los periodos simultaneamente y que la expresion converja a un resultado
significativo. Mencionamos que esto se puede estudiar en el contexto més amplio de
las funciones casi periédicas (ver [5]).
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Capitulo 2

Decoupling de polinomios
tetraedrales homogéneos

En este capitulo estudiamos el principio de decoupling (desacoplamiento) que con-
siste en introducir suficiente independencia para que un problema complejo se vuelva
mas manejable. Maés precisamente, las desigualdades de decoupling comparan ob-
jetos que involucran variables aleatorias fuertemente dependientes con estructuras
mas simples donde la dependencia es menor. Obtenemos desigualdades de decoupling
para polinomios tetraedrales homogéneos y comparamos normas de polinomios eva-
luados en distintas variables aleatorias. También estudiamos desigualdades donde se
desacopla una sola entrada. Finalmente, bajo condiciones geométricas mas estrictas
para el espacio de Banach, brindamos estimaciones que relacionan polinomios con
sumas de variables completamente independientes.

2.1 Decoupling

Estamos interesados en estudiar polinomios a valores vectoriales. Recordemos que
si P es un polinomio vectorial m-homogéneo y M es su operador simétrico m-lineal
asociado, para todo z € C" se tiene que

Desde un punto de vista probabilistico, la variable aleatoria M (z(), ..., 2(™), donde
las variables 2™, ... 2(™) son copias #id de un vector aleatorio de Steinhaus z (es de-
cir, z estd equidistribuido en T"), es una versién desacoplada de P(z). Heuristicamente,
las variables que aparecen en los monomios de M estan menos entrelazadas lo cual
lleva a una interdependencia mas débil. Més atin, fijando cada variable excepto z*),
la estructura multilineal de M nos permite escribir a M (2™, ..., 2(™) como una

29
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suma de variables aleatorias independientes:
MW, 2y = Z Mz, 2D e, AR ,z(m))z(.k). (2.1)

Vale la pena mencionar que es facil realizar argumentos inductivos gracias a esta
estructura. Esto motiva ir del &mbito polinomial al multilineal a través de desigual-
dades de decoupling.

En [49, Teorema 2| (ver también [53, Teorema 6.4.1]) se prueba la siguiente desigual-
dad de decoupling (el resultado se enuncia para el caso real pero el caso complejo es
anélogo).

Teorema 2.1.1 (Kwapien). Sean P : C" — X un polinomio tetraedral m-homogéneo,
M su operador m-lineal asociado y ® : X — Rso una funcidn convezra tal que

O(x) = ®(—x) para todo x € X Si & = (&,...,&) es un vector aleatorio con
coordenadas independientes y €1, ... €M) son copias iid de € se tiene que
Ed(m " P(¢)) <ED(M(EW, ... M) <EB(m™/m!P(E)). (2.2)

Trabajaremos con variables normales complejas estdandar (es decir, que su parte
real e imaginaria son independientes y con distribucién A(0,1/2)). Las denotare-
mos como 7y; y las llamaremos variables gaussianas. En [49, Observacién 1] (ver
también [53, Observacién 6.4.1]) se menciona que con el mismo argumento con el
que se prueba el teorema anterior se obtienen mejores estimaciones para variables
gaussianas. Esbozaremos la prueba para mayor completitud.

Observacién 2.1.2. Bajo las condiciones del teorema anterior, si v, vy, ... ~™)

son vectores gaussianos independientes, se tiene que
EG(m~™2P(7)) < E&(M(1V, ..., 4™)) < E&(m™?/mP(y)).  (2.3)
Demostracion. Parala primer desigualdad, notemos que podemos tomary = 1//my ;" , k)

que resulta nuevamente una variable gaussiana. Tomando la esperanza condicional
de M dado v obtenemos que

EMGY, . /) = > B[ [T (2.4)

1€Z(m,n)

Como P es tetraedral, los indices 7, son distintos dos a dos si ¢; # 0 por lo cual
resulta que

k k
E[TT2%1] =TT s3] = HE%QW (2.5)
k=1 k=1

Ahora bien, para todo 1 <7 < n se tiene que

Vi = Elvilv] = ! ZE ).

m
k=1
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Por un argumento de simetria, todas las esperanzas condicionales del lado derecho
coinciden. Luego, para todo 1 < k < m nos queda

Vi

k
[ ] = N

Juntando esto con (2.4) y (2.5) obtenemos que

EM(®Y, .. /™) = Y a]] }m = m~"2P(y).

i€Z(m,n) k=1

Aplicando la desigualdad de Jensen, el resultado se sigue.

Para la segunda desigualdad, usamos la férmula de polarizaciéon. Nuevamente por
la desigualdad de Jensen nos queda

E, &MY, ..., 4™)) = E,®(1/mEe; ... emPery™ + ... + £y ™))
< EE,®(1/m!P(ery™ + ... + ey ™).

Dado que para ¢ fijo tenemos que e;7") + ... 4+ £,7™ ~ /my obtenemos que
E.®(M(HD, ... ™)) <E,&(1/mP(vmy)) = E,&(m™?/mIP(y)),
lo cual completa la prueba. O

Notemos que, al comparar las magnitudes m~"/2 y m™?2/m! de (2.3) usando la
formula de Stirling, resulta que

M2 o ™2 ),

m
Como mencionamos en la Observacion 1.3.2, al trabajar con polinomios de grado m
es usual que surjan cotas del orden de C™ y, mas ain, suelen ser manejables. Luego,
si bien en estos contextos podemos usar (2.3) para variables gaussianas, para otras
variables aleatorias simétricas la estimacion (2.2) deja una brecha de magnitud m™
que puede ser muy grande.

Para afrontar este problema proponemos un método de decoupling alternativo que
a cada polinomio tetraedral m-homogéneo le asocia una familia de operadores m-
lineales. Este método estd inspirado en una identidad combinatoria de [73] que se
discute en la Seccién 2.3.

Sea P(z) = > xaza un polinomio tetraedral m-homogéneo de n variables. Sin
pérdida de generalidad asumimos que n = km para algin k£ € N agrandando n
de ser necesario. Recordemos que notamos [n] = {1,...,n}. Dada una particién
ordenada ™ = (By, ..., By,) de [n] en m conjuntos de k elementos cada uno, definimos

m 1 m
Lo(zM, ... 2M) = Z . Z x{il,m,im}zi(l) . zi(m). (2.6)

ilGBl 7:*mEBm,
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Observemos que L, (z, ..., z) se puede obtener de P(z) conservando unicamente los
monomios cuyo indice A tiene exactamente un elemento en cada conjunto B; de la
particion. Mas precisamente, consideremos la transformacién lineal 75 : C™ — C"

dada por
l) == Z €j.
JE€B;
Sie=(e1,...,6m) es un vector aleatorio de variables de Bernoulli independientes,
tenemos que
Li(z,...,2) =Eler ..., P(Tr(e)2)], (2.7)

donde Ty (¢)z denota el producto coordenada a coordenada entre ambos vectores.
En efecto, podemos escribir

Ecfer...enP(Th(e)2)] = Y 24E. [gl . .smHTW(a)i] A
|Al=m €A
Para un indice A fijo, la esperanza de la derecha es 1 si A tiene exactamente un
elemento en cada conjunto B; de la particién y 0 si no. En consecuencia, vale (2.7).

Ahora bien, sea Il ,, la familia de todas las particiones ordenadas = de [n] en m
conjuntos de k elementos. Explicitamente, definamos

Hk,m:{w:(Bl,...,B ) € UBZ ny By =.. :]Bm|:k}.
(2.8)

Notemos que los conjuntos B; son disjuntos dado que todos tienen k elementos y
n = km. Por un argumento de simetria observemos que

> Lalz,...,2) = N(k,m)P(z),

Tl’EHhm

para algin N(k, m) € N cada monomio aparece el mismo nimero N(k,m) de veces.
Como mostramos en (2.11), el nimero N(k,m) es similar (salvo constante C™) a
|IIx .| por lo que P(z) es casi un promedio de los operadores L.(z,...,z). Este es
un hecho crucial que hace util a la descomposiciéon (ver la Proposicién 2.2.3 y el
Lema 3.2.3) y es consecuencia de la siguiente identidad combinatoria.

Lema 2.1.3. Sea V' un espacio vectorial y consideremos n = km con k,m € N.
Dada una familia {va: A C [n], |A| =m} CV se tiene que

YoM ag XX T v (9

|A|:m er 11€81 imEBm

1 (km) .
1< — <e".
Sl ) S

Ademas, se tiene que
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Demostracion. Primero notemos que

DD D Vi im}ZZ( > 1>v,4

WEHk,m 11€B im€Bm ‘A|:m Wer,m
|ANB;|=1, Vi
(k — D)m (k= 1)(m—1) k-1
—1 o1
|A|Z " (k;—l (m—1) k-1 k1)
T N——— e — ——
elegimos elegimos elegimos elegimos
ANBy A°NB; ANBsy A°NBsg
o (k= 1)1
— m!H < L I; v (2.10)

Por otro lado, tenemos que

L (kl) = kim 11 ( ) . (_;glz(i)_ul)! k:(lk—l!l)!

1=1 I=1
RS l—l kE—1)l
e T T 1 ()
! — 1 (k 1 ((k—1)l
:k_m(k—TZ)m!H(k—1> l{T"(ﬂT)m!H((k—l))
Juntando esto con (2.10) obtenemos (2.9).

1 (km)
1< — <e™.
Sl ) S

Esto es obvio para k = 1. Si k > 2, aplicando la féormula de Stirling nos queda

1 (km e k k N\ (k=Dm e
— < < 2e™ < ™
km(m)_Qm/m /{:—1(1{:—1) _27r\/m\/_6 =

La cota inferior se deduce de forma analoga. m

Finalmente, veamos que

Notemos que para un polinomio tetraedral m-homogéneo P(z) = > x4z4, si tomamos
va = xa24 en la identidad combinatoria anterior y usamos (2.6) obtenemos

1
= Z :L'AZA:k—m< )’Hk Z Z Z Tlig,im}Ris -+ Rim

‘A‘:m 7T€H;C m 11E€B1 im EBm

:kim(kg) !Hi,ml S Loe..2). (2.11)

ﬂer,'m

En otras palabras, el polinomio P puede escribirse como (casi) un promedio de
esta familia de operadores multilineales L, evaluados en (z,...,z). Usando esto,
obtenemos la siguiente desigualdad de decoupling.
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Teorema 2.1.4. Sean P : C* — X un polinomio tetraedral m-homogéneo y @ :
X — Rsg una funcion convexa tal que ®(x) = ®(—x) para todo x € X. Si & =

(€1,...,&,) es un vector aleatorio con coordenadas independientes y €1, ... (™)
son copias 1id de £ se tiene que
km
B0 PO) < [ 3 BRELE": . ) < BO(P(E)
m k;m €l m

Ademads, para p > 1 se tiene que

e MEIPEOINY <

Demostracion. Usaremos la desigualdad de Jensen varias veces. Usando (2.11) te-

nemos que
m

k
IE(I)(—P ) <
Por otro lado, teniendo en cuenta (2.7), para cada 7 € Il ,, obtenemos

Ee®(Lr(E, .. ,€) S Ece®er. .. emP(Tr(€)§)) = Ee®(P(€)),

> ER(L(E, ..., €).

WEHk,m

donde la tltima igualdad se sigue de que ®(z) = ®(—xz) y Tr(€)€ ~ £ (como £ es
simétrico, cambiar el signo de cada coordenada no afecta su distribucién). Luego,
tenemos que

k:m
(")
Ahora bien, sean €1, ... 0™ copias iid de €. En cierta forma, L.(¢,...,¢) ya
estd desacoplado por su estructura algebraica dado que los conjuntos de indices

By, ..., B,, no se intersecan. De hecho, notemos que reemplazando cada coordenada
& por 51-(” siempre que ¢ € B; nos queda

EQ (LA (¢, .. &) = EQ(L(¢Y,....£™)),

por lo que se deduce la primera afirmacion.

1
|Hk,m|

E® (5 P(€) ) < S ES(La(6,....€) < EB(P(€)).

WEHkym

Si bien no podemos deducir la segunda afirmacién de la primera dado que los ex-
ponentes 1/p quedarfan afuera del promedio sobre las particiones m € Il ,, un
argumento andlogo al anterior resulta en que
L EIPEIP) <
() M|

Finalmente, dado que kim (k;l”) < €™ como se muestra en el lema anterior, el resultado
se sigue. O

Y (EBILA(ED, ... M) < EIPE)7)P.

TFEHk’m
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El teorema anterior nos permite traducir problemas sobre polinomios tetraedrales
m-homogéneos a problemas sobre operadores m-lineales con cotas del orden de C™
y sin pasar por (2.2). Més atin, el &mbito multilineal permite argumentos inductivos
sencillos usando (2.1).

A continuacién, volvemos a las desigualdades clasicas de decoupling que involucran
al operador simétrico m-lineal asociado M. Notemos que si ® = || - ||5 para algin
1 < p < o0, usando la estimacién para variables gaussianas (2.3) y la férmula de
Stirling, obtenemos que

(EIPIPYP com m™2E[M WD, ™)), (2.12)

En otras palabras, la norma p de un polinomio gaussiano se puede estimar salvo
constante C"™ calculando la norma p de su operador m-lineal asociado. Por otro
lado, comenzando con (2.2) y haciendo lo mismo para un vector aleatorio simétrico
arbitrario £ nos queda

m” M EPE|IP)P < (B[M(EW,....£M) )P < e™ (B[ PE)|P).

Es decir, queda una brecha de magnitud m™ que puede ser demasiado grande para
ciertas aplicaciones.

Sin embargo, como consecuencia del Teorema 2.1.4 mostramos que las normas p de
polinomios tetraedrales m-homogéneos se mantienen cercanas (salvo constante C™)
para espacios de cotipo finito sin importar la variable aleatoria en la que evaluemos.
Maés precisamente, se tiene el siguiente teorema cuya prueba posponemos para la
siguiente seccién.

Teorema 2.1.5. Sea X un espacio de Banach de cotipo finito q y sea & una variable
aleatoria simétrica no trivial con norma s finita para algin s > q. FExiste una
constante C' > 1 tal que para todo 1 < p < s y todo polinomio tetraedral P : C" — X
de grado m se tiene que

(EIPEIM)? cm (EIIPM)[7)1?, (2.13)

donde las coordenadas de & son copias iid de &g.

Notemos que el operador m-lineal M asociado a un polinomio de n variables también
puede ser visto como un polinomio tetraedral m-homogéneo de nm variables. Luego,
podemos aplicar el Teorema 2.1.5 tanto a polinomios tetraedrales m-homogéneos
como a sus respectivos operadores multilineales asociados. Esto nos permite tra-
ducir el resultado de decoupling (2.12) de variables gaussianas a variables aleatorias
simétricas con norma s finita.

Corolario 2.1.6. Sea X un espacio de Banach de cotipo finito q y sea & una
variable aleatoria simétrica no trivial con norma s finita para algin s > q. FEuxiste
una constante C' > 1 tal que para todo 1 < p < s y todo polinomio tetraedral
m-homogéneo P : C" — X se tiene que

(E|PEIF)? =om m™(E[M(EW, ... £™)|P)V7, (2.14)

donde las coordenadas de €60, ... €M) son copias iid de &.
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Observacion 2.1.7. La hipotesis de que P sea tetraedral es necesaria tanto para
el Teorema 2.1.5 como para el Corolario 2.1.6. Por ejemplo, tomemos P(z) = 2™.
Para variables aleatorias de Steinhaus, obtenemos

E|P(z)]P = E|"|7 = 1.

Por otro lado, como 2|y[* tiene una distribucién chi-cuadrado con dos grados de
libertad, un calculo sencillo muestra que para todo ¢ > 0 tenemos

Ej|? = r(g + 1).

Usando la férmula de Stirling nos queda

E|P(y) = By = T (5F + 1) ~om m2,

por lo que no se satisface (2.13).

Anélogamente, (2.14) también falla. Tenemos que M (zV, ... (™) = (1) z(m)
Luego, nos queda

E|M(zW, ... 2P =Kz . M =1=E|P(2)].

La hipétesis de cotipo finito también es necesaria para ambos resultados. En [54,
p. 253] se prueba que el Teorema 2.1.5 falla para espacios de cotipo trivial incluso
para m = 1. En cuanto al Corolario 2.1.6, veremos la necesidad de la condicién de
cotipo finito en la Observacion 2.2.5.

2.2 Comparacion de polinomios aleatorios

El objetivo principal de esta seccién es comparar las normas p de un polinomio
tetraedral m-homogéneo evaluado en distintos vectores aleatorios. En particular,
probaremos que para espacios de cotipo finito, el vector aleatorio es esencialmente
intercambiable por cualquier otro (ver Teorema 2.1.5). Para ello, necesitaremos
algunos resultados previos.

En primer lugar, veamos que los polinomios de Walsh y de Steinhaus tienen normas
p equivalentes aun sin asumir homogeneidad del polinomio o condiciones geométricas
sobre el espacio de Banach. El argumento consiste en traducir resultados escalares al
contexto vectorial usando un teorema de Pelczyiiski de [64]. Este resultado también
se puede obtener usando [53, Proposicién 6.3.1] y corroborando las hipétesis a mano.

Lema 2.2.1. Sean X un espacio de Banach y 1 < p < co. Para todo polinomio
tetraedral P de grado m y de n variables se tiene que

()" ®IPEIN'" < EIPEI < (142" @IPEIN7. (215
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Demostracion. En [46, p. 2764] se prueba que para todo polinomio @ : C" — C de
grado m, se tiene que

sup |Q(2)] < (L+v2)™ sup |Q(x)].

z€Tn ze[—1,1]"

Si asumimos que @ es tetraedral, observamos como en [28] que

sup |Q(z)| = sup [Q(e)],

ze[—1,1]" ee{-1,1}n

dado que @ es afin en cada coordenada. Luego,

sup_|Q(e)] < sup [Q(2)] < (L+v2)™ sup  [Q(e)]:

ee{-1,1}" zeTn ee{-1,1}"

Equivalentemente, para cada eleccién de escalares {ca}aj<m € C tenemos que

Z caga| < sup

|Al<m z€Tn

sup
ee{-1,1}

Z cAzA) <(1+ V2)™  sup

\Al=m ee{-1,1}n

cAgA‘. (2.16)

|A<m

Consideremos los conjuntos de caracteres {€ 4 }aj<m ¥ {24 }a)<m en los grupos abelia-
nos compactos {—1,1}" y T" respectivamente. Como estos conjuntos satisfacen
(2.16), se cumplen las condiciones del Teorema 1.3.9 (de [64, Teorema 1]). Luego,
nos queda

(1+ ﬂ)me Z l‘Aé‘A‘

<
Lr({-1,1}»,X) H Z raza

LP(T",X)
|[A|<m |A|<m
<( QmH ,
_< +\/_) A|Z<mxA€A Lp({flvl}n:X)

para toda eleccién de vectores {z4}jaj<m C X.

Esto ya muestra que los polinomios de Walsh y Steinhaus tienen normas p equiva-
lentes salvo una constante C"™. Sin embargo, el siguiente argumento permite mejo-
rar la cota inferior y obtener (2/7)™ como se enuncia en (2.15). Notemos que para
1 < j < n tenemos que 0; = sg(Re(z;)) ~ Be(1/2). Mds atn, un céalculo sencillo
prueba que
1 [ 2
Elz,16] = - /ﬂ/2 cos(6) b 6, = 25,

Como P es tetraedral cada monomio es un producto de variables independientes.
Luego, nos queda

E[P(gz) ‘5] = P(9).
Aplicando la desigualdad de Jensen y el Lema 1.3.5 concluimos que

V< () ®P@IY. D

EIP@)I11) < (E|E[P(52)]9] d
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A continuacién, veamos que los polinomios de Steinhaus (o Walsh) tienen la menor
norma p (salvo constante C™) comparados con polinomios evaluados en otras vari-
ables aleatorias.

Lema 2.2.2. Sean P : C" — X un polinomio tetraedral m-homogéneo y & un vector
aleatorio simétrico no trivial con coordenadas iid. Se tiene que

M " AR n1/p
<1+¢§> ([EP(2)[")'"" < (E|P(E)|I)>.

Mas ain, existe una constante C > 1 tal que para todo polinomio tetraedral (no
necesariamente homogéneo) P : C* — X de grado m se tiene que

(B P(2)[17)!" < C™ (B[ P()[")"".

Demostracion. Sea P(z) = > 4_,, ¥aza. Como P es tetraedral cada monomio es
un producto de variables independientes. Como ademés las variables &; son #id,
tenemos

(Beléal)™2a = [ Beléilzi = Be [ ] 1612 = Be(€]2) a.

€A €A

En consecuencia,

(Eela )™= P(2)|IP = E.| Y wa(Eeléa))™2a

|Al=m

>~ waBellgl)a]| = ELIEP(El:)
|A|l=m

< BB || P(I€]2) | = EeE. | P(¢2) "

donde en el dltimo paso usamos la invariancia por rotaciones de z. Usando el Lema
2.2.1 podemos reemplazar las variables de Steinhaus por variables de Bernoulli.
Obtenemos

(Eeléa])"E | P(2)I” < (1+ V2)""EeE- || P(€e)|1”

Como £ es simétrico tenemos que e ~ &, lo cual prueba la primera afirmacién.

En cuanto a polinomios no homogéneos, damos un argumento directo. Separando
el polinomio en sus componentes homogéneas y aplicando la Proposicién 1.3.8, con-
cluimos que

m

EIPR)IN'Y? <Y (EIR)IM) < ZC'“ (E[|PL(&)IIP)”
k=0 k=0

Z (E|PE)IM"P < 20C)™EIIPE)]P)". a
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El ultimo ingrediente necesario para la prueba del Teorema 2.1.5 es una vuelta
parcial del Lema 2.2.2.

Proposicién 2.2.3. Sean X un espacio de Banach de cotipo q y & una variable
aleatoria simétrica con norma s finita para algun s > q. Eziste una constante C > 1
tal que para todo 1 < p < s y todo polinomio tetraedral P : C* — X de grado m se
tiene que

(EIIPE[)? < C™E|[P() )7,

donde las coordenadas de & son copias iid de &.

Demostracion. En primer lugar, consideremos el caso m-homogéneo. Apelando al
Teorema 2.1.4, basta verificar que para todo operador m-lineal L : (C")™ — X se
tiene que

(B LEY, ..., €)Y P < CME(LED, ..., ™)) 7.
Notemos que el caso m = 1 es esencialmente [68, Proposicion 3.2] (ver también [54,

Proposicién 9.14]). Allf se prueba que si £ es real (ademas de tener norma s finita),
para toda eleccién de vectores {z;}7_; C X tenemos que
p) 1/p

(3 wel)" <c(e] 50
i=1 i=1

Sin embargo, esto se generaliza de forma inmediata para vectores aleatorios comple-
jos separando a £ en su parte real e imaginaria y usando la desigualdad triangular.
Luego, el caso m = 1. El resto se sigue de un argumento inductivo en m.

En cuanto al caso no homogéneo, procedemos separando al polinomio en sus com-
)
ponentes no homogéneas y aplicando la Proposiciéon 1.3.8. Concluimos que

E[PEIP) <Y (EIPOIP)? <Y CHENPule)P)”
k=0

k=0

< O™y CHE|PE)|P)? < (2CC)™E| P(e)[P)"?. O
k=0

Estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccion.

Demostracion del Teorema 2.1.5. Sea &, en las condiciones del teorema. Por el
Lema 2.2.1 sabemos que los polinomios de Walsh y Steinhaus son intercambiables.
Usando esto junto con el Lema 2.2.2 y la Proposiciéon 2.2.3 deducimos que existe
una constante C' > 1 tal que para todo 1 < p < s y todo polinomio tetraedral
m-homogéneo P : C" — X se tiene que

B PE)IP)P ~cn (B|P(:)|P)

Notemos que las variables gaussianas también satisfacen esto para una constante
suficientemente grande, dado que tienen norma s finita para todo s. Luego, tanto
P(§) como P(v) se pueden comparar con P(z), lo cual concluye la prueba. O
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A continuacién, estudiamos la validez de la desigualdad de decoupling (2.14) para
variables de Steinhaus (o equivalentemente, de Bernoulli) cuando X tiene cotipo
trivial. Para ello, comparamos un polinomio homogéneo con su operador multilineal
asociado desde un punto de vista levemente distinto. Una mirada cuidadosa de
la prueba del Teorema 2.1.1 (probado en [49, Teorema 2]) muestra que para todo
polinomio tetraedral m-homogéneo P y toda funcién convexa simétrica ® : X — R
se tiene que

( —mP(Zgl>))<Eq> (5(),...,§(m)))S]E@(l/m!P(zm:f“))),

En particular, si ® = || - ||P, usando la férmula de Stirling obtenemos

El(Se)) <mrien, . conpr <o (elp(Seo) )
=1

(2.17)

Esto quiere decir que la norma de M se puede estimar (salvo constante C™) por
la norma de P evaluado en una suma de m copias de la variable aleatoria original.
Esencialmente, obtener una desigualdad de decoupling entre P y M es lo mismo que
comparar los momentos del polinomio evaluado en £ y » ", €W Para variables de
Steinhaus esto nos permite mostrar que el lado izquierdo de (2.14) vale aun para
espacios con cotipo trivial, mientras que el lado derecho puede fallar.

Proposicion 2.2.4. Sea X un espacio de Banach. Eziste una constante C > 1 tal
que para todo 1 < p < oo y todo polinomio tetraedral m-homogéneo P : C" — X se
tiene que

(E|P)IP)? < O m™E|M (W, )Y,

Demostracion. Sea P un polinomio tetraedral m-homogéneo. Aplicando el Lema
2.2.2 para la variable aleatoria Y ;" 2 y (2.17) nos queda

m l
E‘Zl:l'zp‘
142

m

(B[ P(2)||P)/? < (EHP( zm: z<l>)

P>1/P
m™ (B[ M (21, ... 2Py P

Usando la desigualdad de Khintchine tenemos que
]2\ 2 0
vin= (B[ 3 A47) " < var[ >
=1 =1

Juntando ambas desigualdades concluimos que

ENPE)M)7 < (V2+2)mm™2E[M (Y, .. ) 7). N
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Notemos que podemos reemplazar las variables de Steinhaus por variables de Bernoulli
apelando al Lema 2.2.1. Por otro lado, aunque la constante en la proposicién an-
terior es independiente de p, no tiene sentido trasladar este resultado a la norma
supremo, pues la estimacién es mucho peor que la de la Proposiciéon 1.3.1.

Finalmente, nos concentramos en el lado derecho de (2.14). El siguiente contraejem-
plo para variables de Bernoulli prueba que la condicién de cotipo finito es necesaria
para el Corolario 2.1.6.

Observacién 2.2.5. Denotemos Pp,[n] = {A C [n] : |A] = m} y sea loo(Pnln])
el espacio normado (C c(n) .||+ |loo) cuyas coordenadas son indexadas por conjuntos
A € P,,[n] en vez de niimeros naturales. Ademds, escribamos su base candnica como

{ea}jaj=m- Consideremos el polinomio de Walsh m-homogéneo P : {—-1,1}" —
loo(Pm|n]) dado por

P(&) = Z CAEA-

|Al=m
Este polinomio simplemente coloca cada monomio en una coordenada distinta.
Notemos que para todo € € {—1,1}" tenemos que

| P(e)|ltoe(Prmin)) = sUpP lea| = 1.

|=m

Luego, nos queda
(E|IP(e)[IP)7 = 1.

Sin embargo, para una suma de m copias independientes de € obtenemos

(] (o))" = (2 T[S

|Al=m
Reemplazando todas las variables de Bernoulli por 1 , observamos que esta expresion
es a lo sumo m™. Para obtener una cota inferior, apelamos a un argumento del estilo
del teorema del mono infinito. Pensemos a las variables de Bernoulli distribuidas en
una matriz (51(1))i,l de n x m. Si hay (al menos) m filas donde todas las entradas son
1, podemos elegir A para que indexe esas filas. Luego, nos quedaria

sup H ‘ ijsgl) =

[Al=m e ' 15

Haciendo n tender a infinito, la probabilidad de hallar m filas de unos tiende a 1.
Esto quiere decir que

Finalmente, por (2.17) resulta que

(ENM (D, ..., e™)P)P ~em 1 = (B P()IP)7,

por lo que no se satisface (2.14).
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2.3 Decoupling de una variable

En esta seccién estudiamos decoupling de una variable de polinomios tetraedrales m-
homogéneos. En vez de comparar P(z) = M(z,...,z) con su versién completamente
desacoplada M (2, ..., 20™), reemplazaremos z por una copia #id z' en una sola
entrada para obtener M (2, z, ..., z). Por supuesto, en este contexto nos proponemos
comparar las normas p de ambos objetos mediante constantes C' absolutas, es decir,
independientes de m. Por esta razon, los resultados anteriores no nos serviran en
este contexto.

Comenzamos probando una versién de una variable de (2.3).

Proposicion 2.3.1. Sea P : C" — X un polinomio tetraedral m-homogéneo. Para
todo 1 < p < 00 se tiene que

S
NG

Demostracion. Para la primera desigualdad, consideremos la variable gaussiana

E[PW)IP)? < Vm(EIM(, 7, NI < Ve(EIIPH)IP)?.

1, m—1
=—7=7 t\/ 7~
m

N

Un calculo sencillo muestra que para todo 1 < i < n tenemos

7

—1
and  Elyly"] = \/

a1, .
N m

Luego, como P es tetraedral nos queda

Elily] =

-1
1 m—1

E[M(v’,%---ry)h”]zﬁ — PO

Usando la desigualdad de Jensen, obtenemos

1 (m—1)/2
EIPGMY < (14 —)"  VREIM,7, . DI

m—1
< Vem(E[M (Y7, ...,
Como " ~ =, esto prueba la primera desigualdad.

En cuanto a la segunda, notemos que para w equidistribuido en T tenemos que

w 1
B [P(—~r +9) ] =t (et 7,1 9)
\/m—l7 7 m—l7 K 7

Nuevamente, por la desigualdad de Jensen resulta que

m—1 p\1/p
VIE[M 5, I <= w(By )"

P(o="+1)
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Como antes, para w € T fijo sabemos que

w - m
) 7 m_1

Por lo tanto, concluimos que

VIREIME 7, e < T (e () )
- (1+7=3) " @GPy
< Ve(E|PM|7)”. .

A diferencia de la seccién anterior, no es posible trasladar el resultado previo a otras
variables aleatorias dado que nuestras estimaciones (tales como el Teorema 2.1.5)
involucran constantes de la forma C™. Sin embargo, podemos probar una desigual-
dad de decoupling analoga para polinomios de Steinhaus asumiendo que el espacio
de Banach es K-convexo. Recordemos que para espacios K-convexos, la constante
K,(X) denota la norma de la proyeccién 1-homogénea en L,({—1,1}*, X).

Teorema 2.3.2. Sea P : C" — X un polinomio tetraedral m-homogéneo. Para todo
1 < p < oo setiene que

(E||P(2)||")YP < g\/em(EHM(z’, z, ., 2) PP (2.18)
Si el espacio de Banach X es K-convexo y p > 1, entonces también se tiene que
T
VI(E|M(Z, 2., 2) )P < 5\/5Kp(X)(EHP(Z)H”)”p-

Observacién 2.3.3. Un hecho fundamental en la prueba de la Proposicién 2.3.1 es
que para variables gaussianas ay + by’ ~ +/|a|? + |b]|?7” para todo a,b € C. Esto no
es cierto para otras variables aleatorias como variables de Steinhaus. Para obtener
un comportamiento similar podemos aprovechar la geometria de C y usar que las
variables z y iez (donde z y € son variables de Steinhaus y Bernoulli respectivamente)
siempre se mantienen ortogonales entre si. Notemos que en este caso, para a,b € R
tenemos que az + bicz ~ v/a? + b?z. Esto explica la hipétesis de K-convexidad
que surge de la necesidad de estimar la norma de proyecciones homogéneas que
involucran variables de Bernoulli €. Nos vemos obligados a usar dichas variables
para mantener la ortogonalidad entre z y icz. No sabemos si la hipdtesis de K-
convexidad es necesaria o es un aspecto técnico de la prueba. Vale la pena mencionar
que podemos recuperar las desigualdades de decoupling (2.14) para variables de
Steinhaus partiendo del resultado anterior y haciendo induccién. Por lo tanto, relajar
la hipotesis de K-convexidad y asumir sélo cotipo finito daria una nueva prueba del
Corolario 2.1.6 para variables de Steinhaus y posiblemente arrojaria mejores cotas.

Comenzamos mostrando un resultado un poco més general que (2.18) que luego nos
permitira dar una aplicacién interesante.
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Lema 2.3.4. Sean P : C* — X wun polinomio tetraedral m-homogéneo y b € C™.
Para todo 1 < p < o0 se tiene que

(E.||M(bz, =, ... ,z)||p)1/p <vem(E..||M(bez,z, ..., z)||p)1/p.

Demostracion. Anédlogamente a lo realizado durante la prueba de la Proposicion
2.3.1, para 1 < 57 < n consideremos las variables aleatorias

T m

Un célculo sencillo usando invariancia por rotaciones muestra que z’ ~ z. Notemos

. /AX{E 1} /

v/ m /M

= mz}ﬂ”(q = ].lZ/) + WZ;PQE‘J = —1|Z,)
1 1 1 m—1

_ — + > mZ/~ — 2/'.
2<\/m—1—|—z' vVm—1—1i J m 7

Luego, también resulta

Zj.

Jm
Elz12] = B[ = Xpeymn +

. n __ / n o__ / m—1 !’ 1 /
Elic;2;]2'] = E[v/mz; — vVm — 12;]2'] = /mz}; — sz = \/—mzj.
Procedemos como en la Proposicién 2.3.1. Como P es tetraedral tenemos que

m—1
1 m — 1
E[M (biez, z,...,2)|[2 | = —=/ ——  M((b,7,...,2).
vm m

Usando la desigualdad de Jensen deducimos que

(E.|M(bz, z, ..., 2)|P)/P = (B | M (b2, 2, ..., 2")||P)Y/P

1 (m—1)/2 , 1
<(1+——) T VmEL|Mbicz, 2, 2)|P)
m ——
Finalmente, como M es multilineal podemos sacar ¢ de la primer coordenada com-
pletando la demostracion. O
Demostracion del Teorema 2.5.2. Aplicando el lema anterior para b = (1,...,1) €

C™ y el Corolario 1.2.4 obtenemos

(E:||P(2)|P)"? < vem(Ee | M(ez, 2,..., 2) ")

= \/em(EE,Z Zajsz(ej, Zyoiy Z)
j=1

p> 1/p
p) 1/p

n
ZZ}ZjM(ej7z, Cey Z)

=1

< g\/ em (EZ,Z/

= T Vam(E | M(22, 2, 2) 7).
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Usando la invariancia por rotaciones podemos reemplazar 2’z por 2’ lo cual da
(2.3.2).

Supongamos ahora que X es K-convexo y p > 1. Apelando nuevamente a la invari-
ancia por rotaciones y al Corolario 1.2.4 nos queda

(EM/HM(,Z/, 2., z)”p)l/p < g(EE,ZHM(gz, Z, ... ,z)Hp)I/p. (2.19)

Tal como en la prueba del lema anterior, consideremos las variables de Steinhaus

o vm—1 —i—z’ejZA
Y
Dado z € T fijo podemos interpretar a P(y/m — 1z 4 icz) como un polinomio
de Walsh en . Notemos que su proyeccion 1-homogénea se puede escribir como

mM (icz,/m — 1z,...,v/m — 1z). Como X es K-convexo, tenemos que

(E..|[mM (iez,/m — 1z,...,v/m — 12)|[P)/? < K,(X)(E||P(vV/m — 1z +icz)||P)"/?
= Vm" Ky (X) (B | P(2) ) !/7.

Luego, nos queda

\/E(Ea,zHM(EZ, 2. .. ,z)”p)l/P —
— 1 m ez, vVvm — 1z m— 1z p\1/p
B \/Em—l(EWH M(icz,/m — 1z,...,v/m — 12)||P)
< (14 )" RO PE)
- \/EKP<X)(EZHP(Z)HP)1/p7 (2.20)

El teorema se sigue juntando esto con (2.19). O

Como aplicacién de los resultados previos tenemos el siguiente corolario (ver [42, 26]
para desigualdades similares y sus aplicaciones).

Corolario 2.3.5. Sea X un espacio K-convexo, P : C" — X un polinomio tetrae-
dral m-homogéneo. Para todo 1 < p < oo y todo b € C" se tiene que

e
(EI(VP(2),b2) )7 < - Ko (X)m[Blloo (B[ P(2) )7
Demostracion. Notemos que si P(z) = Y , x424 podemos reescribir

(VP(z),bz) = Z bjz; Z TAZA-{j} = Z Z bjxaza =mM(bz, z, ..., z).
j=1 AfjeA A jeA
Aplicando el Lema 2.3.4 y el principio de contraccién (Teorema 1.2.3) nos queda

EITP(=), b)) < Vem®? (Be | M (bez, 7, ..., 2) )7
< SVem bl (Be M (22,2, .., 2)[)V7.

Usando (2.20) del teorema previo, llegamos a la conclusién. ]
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Para ilustrar como podemos utilizar el ultimo corolario, supongamos que para una
pequena perturbacion w € T" con todas sus coordenadas cercanas a 1, queremos
estimar E,||P(wz) — P(2)||P. Para todo 1 < j < n, podemos escribir w; = ¢¥% y
considerar la funcién f,(t) = P(e?z). Observemos que

fL(t) = (VP(e?2),i0e%).

Luego, bajo las hipdtesis del Corolario 2.3.5, nos queda

(E:|| P(wz) = P(2)|[P)"P = (-]l £:(1) = £O)IN)7 < (B f2() 1)
= (E[{VP(2),i02)[")/? < ng(X)mWHoo(EHP(Z)Hp)”p-

Por supuesto, esta estimacion sélo es de utilidad si ||f||o es menor que 1/m. Sino,
la desigualdad triangular junto con la invariancia por rotaciones ya asegura que

(E: || P(wz) = P(2)|[)"7 < 2(E[P(2) 7).

Desafortunadamente, no conocemos estimaciones de decoupling de una variable con
cotas independientes de m para otras variables aleatorias. A continuacion, discuti-
mos algunos resultados parciales para polinomios de Walsh.

Una desigualdad famosa de Pisier (ver [68, Lema 7.3]) afirma que para toda funcién
f:A{-1,1}" - X y 1 < p < oo se tiene que

(Ecllf(e) = Ef|IP)? < 2elog (.o [{V f(e), €))7 (2.21)

Esto fue usado por Pisier para estudiar una version no lineal de tipo para espacios
métricos conocida como tipo de Enflo. Pisier probé que para espacios de Banach
ambas nociones casi coinciden. Mas precisamente, es facil ver que tipo de Enflo p
implica tipo p para espacios de Banach (ver por ejemplo [60]). Reciprocamente, en
[68, Teorema 7.5] se prueba que los espacios de Banach con tipo p > 1 tienen tipo
de Enflo r para todo 1 < r < p. El término logn en (2.21) es la razén por la cual
s6lo se podia deducir tipo de Enflo r en vez de tipo de Enflo p. Por esta razon
la pregunta sobre si el factor logn se podia quitar para espacios de Banach con
tipo no trivial (espacios K-convexos) se transformé en un problema abierto de larga
duracién. Recientemente, en [45] se prob6 que esto es cierto incluso para espacios
de cotipo finito y la coincidencia entre tipo y tipo de Enflo para espacios de Banach
fue saldada.

En el caso de polinomios m-homogéneos probamos que para espacios X con cotipo
q < ooyparal <p<qse tiene que

(E[P@E)")" < Cm VIE(VP(e), ) |P)7.

Notemos que como P es m-homogéneo tiene promedio EP = 0. Luego, esta de-
sigualdad es una variante de (2.21) para polinomios m-homogéneos. A su vez, un
calculo sencillo muestra que

(VP(e),e"y =mM(e e, ... e). (2.22)
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Con nuestra notacion, la desigualdad anterior puede reescribirse de la siguiente
forma.

Proposicion 2.3.6. Sea X un espacio de Banach de cotipo finito q y sea 1 < p < q.
FEziste una constante C' > 1 tal que para todo polinomio m-homogéneo P : {1,1}" —
X se tiene que

(E[ PN < Cm! VUEM(E e, ... e) [P)/7.

Desafortunadamente, esta desigualdad sélo brinda una afirmacién anédloga a (2.18)
para espacios de cotipo 2 donde m'~/7 da \/m. Cabe mencionar que para X = LA ()
y p = q es facil ver que el resultado anterior vale reemplazando m' =4 por \/m. Esto
sugiere que y/m podria ser la cota adecuada sin importar el cotipo de X.

Una forma de probar la Proposicién 2.3.6 es reemplazar la integral de 0 a oo en [45,
Teorema 1.4] por una integral de 0 a 1/m y seguir cuidadosamente la prueba de
este resultado asi como la prueba de [45, Proposicién 4.2]. Sin embargo, daremos
una demostracion mas directa usando una identidad combinatoria de Rzeszut y
Wojciechowski que es usada en las ecuaciones (3.13) a (3.16) de [73]. Esta identidad
inspir6 nuestro Lema 2.1.3 y puede ser vista como una versiéon de una variable del
lema. Dados un espacio vectorial V, una familia {va: A C [n], |[A] = m} C V
(donde n,m € N) y k € N se tiene que

2.0 D v = ) wa=D), )

BC[n] A1CB A2CB° BC[n] AC[n] AC[n] BCln]
|B|=k |A1]=1[A2|=m—1 |B|=k |Al=m |Al=m |B|=k
|AﬂB|:1 |AﬂB|:1 (223>
=S {BCW: [Bl=k |[AnBl=oa=m(" ") 3 o
’ k—1
AC([n] AC[n]
|Al=m |[A]=m

Notemos que si n = km, entonces (?;T) = ((k];_lim) Tal como hicimos en la Seccién

2.1, aplicando la férmula de Stirling obtenemos

0
) =

La idea es que en este caso podemos comparar

S va Z S Y s

AC|n] BC[n] A1CB  AyCBe®
|[Al=m |B|=k |A1|=1|Az|=m—1
Mientras que el lado izquierdo es nuestro objeto de estudio, el derecho es un promedio
(sobre todos los subconjuntos B) de una expresiéon con una estructura desacoplada.
Esto se debe a que fijado B, los indices A se dividen en A; y As; de manera tal que
Ay siempre contiene 1 elemento, Ay siempre contiene m — 1 elementos y estos nunca
se mezclan pues A1 C By Ay C B“.
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Demostracion de la Proposicion 2.3.6. Sea {x4: A C [n], |A| = m} una familia de
vectores en X. Tomando n més grande de ser necesario, podemos suponer que
n = km para algin k € N y asi tener que
1 4
< —

m(0) T Q)

Usando (2.23) para v4 = 464 nos queda

(Ea ZIASA p)l/p: ( H Z Z Z T AjUA2€A1UA,

|A]l=m BCln] A1ICB A»CB°®

|B|=k [A1|=1|Az|=m—1
4
ST E T e T e

k/ BC[n] A1CB AsCB°
|B|=k |[A1]=1 |Az[=m—1

>1/p

)l/p. (2.24)

Ahora bien, como A; C By Ay C B¢, estos indices no se solapan. Luego, para B
fijo resulta que

p
/
€A LA1UA2€ Ay €A, TA1UA2€ Ay (225>
ACB A>C B¢ ACB AyC B¢
Ay =1 |Ag|=m—1 |A1[=1 |Aa|=m—1
Denotemos 0, P = 2 y observemos que
J 0z
QP(e)= Y wrjuaca
AC[n]—{j}
|[A|l=m—1
Tenemos que
/ /
Eai/ieB[ § 5jajp(€>i| = ]ESi/iGB[ E €4, § $A1UA25A2]
JjEB A1CB AQQA%
|Al‘:1 \A2|:m71
/
- E 6141 E xAluA2€A2. <226)
A1CB A2C B¢
|4 =1 |Ag|=m—1

Juntando (2.24), (2.25), (2.26) y usando la desigualdad de Jensen, nos queda

(]EE S 2 p)l/ < % S (JE GZBg;ajP(g) p)” " (2.27)

|[A|l=m k) BCn
|B|=k
Sabemos que n = km y recordemos el conjunto Il,, definido en (2.8) como la
familia de todas las particiones ordenadas m = (By, ..., B,,) de [n] en m conjuntos
B; de k elementos. Por un argumento de simetria observemos que
p) 1/p

/ m
a3 (B S0 re)|) = o Y (B S gore)
( ) jeB Mg m| relly py 1=1 jEB
(2.28)

k) BC[n]

|Bl=k
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Usando las desigualdades de Holder, Minkowski y cotipo ¢ obtenemos

m 1/ L e /p\1/
> (B N et (30 (B | X gore)|))
_ =1 JjEB;

Q>P/l1>1/p

< ml/e (EE’E,(lil H €ZB ggajp(&i)
=1 jeB
‘ Zmzél Z €50, P(e)
=1

= JEB
P> 1/p
donde en el 1iltimo paso usamos que 0, ~ €} y Cyp(X) denota la mejor constantte

en la desigualdad de cotipo ¢ con una norma p en el lado derecho. Combinando esto
con (2.27) y (2.28) deducimos que

Z €50, P(e)
JE€B

< ml/qqu,p<X> <Es,s',6

p) 1/p

= ml/q'Cq,p(X) (E&E,

(VP(e),€)

1/ 1/
(EE Z TAEA p) " < 4Cq,p(X)m’1/q<]E€7€, (VP(e), ) p) "
|Al=m
El resultado se sigue de (2.22). O

2.4 Condiciones geométricas para total indepen-
dencia

En esta seccién brindamos condiciones geométricas sobre el espacio de Banach que
permiten comparar nuestros objetos de interés con sumas de variables aleatorias
independientes.

Los dos resultados siguientes fueron probados en [15, Teorema 4.1] (aunque son
enunciados para sucesiones ortonormales especificas) y son esencialmente una con-
secuencia de [81, Teorema 12.2]. Como seran presentados en [77] no deberfan ser
considerados como una contribucion original de esta tesis.

Proposicién 2.4.1. Sea X un espacio de Banach de tipo 2. Existe una constante
C > 0 tal que para toda sucesion ortonormal de variables aleatorias no necesaria-
mente independientes (&)ien C L*(11) y toda eleccion de finitos x1,...,x, € X se

tiene que
2> 1/2

Para probar este hecho necesitamos el concepto de operador p-sumante. Para 1 <
p < oo un operador T': X — Y se dice p-sumante si existe una constante C' > 0 tal

B3 < ole] S
i=1 i=1



20 CAPITULO 2. DECOUPLING

que para toda eleccién de vectores x4, ...x, € X se tiene que

(i) < mp (Sirr)”

T*EBx*

Llamamos m,(T") a la constante C' més chica posible. Los operadores p-sumantes
forman un ideal de operadores por lo que dados operadores R: W — X, T : X - Y
y S :Y — Z se tiene que

mp(STR) < [|S]|mp(T)| R (2.29)
Para una exposicién detallada, sugerimos consultar [33, Capitulo 2] y [81, Capitulo 2].

Demostracion de la Proposicion 2.4.1. SeaT : 3 — X el operador dado por T'(e;) =
x;. Notemos que combinando los Lemas 2.2.1 y 2.2.2 obtenemos

(E] )" < ofE| S
=1 =1

En [81, Teorema 12.2] se prueba que si X tiene tipo 2, entonces

(£ 3 e

Ahora bien, para todo x* € X* observemos que
| > @)
i=1
Luego, dada una coleccion finita de vectores x;, € X* tenemos que
n 2 n
ST @l =D || > e, —E| xz(Z@xi)
k kooi=1 () k i=1
n 2
S]EHZ&% sup Z‘x** )|
i=1

Por la definiciéon de norma 2-sumante resulta

mo(T7) < EH ifz% i

Juntando esto con (2.30) y (2.31) concluye el argumento. O

)1/2. (2.30)

)1/2 < Cmo(T). (2.31)

= (Xl @?) " = N @l = 1)

L2 ()

]

Anélogamente, obtenemos el siguiente resultado dual para cotipo.
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Proposicion 2.4.2. Sea X un espacio de Banach de cotipo 2. FExiste una constante
C > 0 tal que para toda sucesion ortonormal de variables aleatorias no necesaria-
mente independientes (&;)ien € L*(p) y toda eleccion de finitos xy,...,x, € X se

tiene que
n 2\ 1/2 n 2\ 1/2
S enl) <cn(|$Sen)
i=1 i=1

Demostracion. Como antes, sea T : £ — X el operador dado por T'(e;) = x;. Como
X tiene cotipo 2, usando nuevamente [81, Teorema 12.2] y la Proposicién 2.2.3 (o
mas precisamente, [33, Teorema 12.27]), deducimos

2) 1/2

7)< (8|S a)” < 6(E] T e
i=1 i=1

Definamos el operador S : X* — L?(u) dado por

Zsz ;)

Luego, por [47, Teorema 2] (ver también [66, Proposicién 1.1] y [33, Corolario 5.21])

tenemos que

2\ 1/2
) < m(SY).

Por lo tanto, basta ver que m5(S*) se puede acotar por mo(T"). Notemos que se tiene
el siguiente diagrama conmutativo

L*(p) 3= X*
1l J
T

donde ¢ : L*(u) — 3 es la proyecciéon dada por q(f) = ((f,&))", para todo
feLl?(u)ei: X — X* eslainclusién natural. Luego, de (2.29) obtenemos

mo(S*) = ma(iT'q) < ||i[|m(T)|l¢l-
Notando que ||i]| = ||¢|| = 1 llegamos al resultado buscado. O
Observemos que los monomios de un polinomio tetraedral evaluados en variables
aleatorias simétricas forman una sucesién ortogonal en L2(u). Por lo tanto, la

condicion de ortonormalidad de las Proposiciones 2.4.1 y 2.4.2 se puede conseguir
normalizando. Mds precisamente, tomando la sucesién ortonormal 4/||€all2 v no-

tando que
2
leallo = (B TT&])"” = ol

€A

deducimos el siguiente resultado.
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Corolario 2.4.3. Sea X un espacio de Banach de tipo 2. FExiste una constante
C > 0 tal que para toda variable aleatoria simétrica no trivial & € L*(u) y toda
eleccion de vectores {xa}iaj<m se tiene que

(B 3= cuollea) )" < o (E] 3 wata
|Al<m

[A|<m
donde €;, son variables de Bernoulli independientes (no confundir con los monomios

de Walsh €4).

Andlogamente, si X tiene cotipo 2 existe una constante C' > 0 tal que para toda vari-
able aleatoria simétrica no trivial & € L*(u) y toda eleccion de vectores {xa}iaj<m
se tiene que

2)1/2, (2.32)

(] X we)” o] ¥ atalta)” e

[A|<m [A|I<m

Notemos que aplicando el principio de contraccién (Teorema 1.2.3) en (2.32) y (2.33)
obtenemos

1/2

(B 3= e ) < cmaxti, Nl (] 3 waa )

[A]<m |A|<m

2> 1/2

Si bien el caso no tetraedral es méas complejo, para variables de Steinhaus pode-
mos aplicar las Proposiciones 2.4.1 y 2.4.2 directamente. En efecto, los monomios
de Steinhaus (2*)aeng € L*(T") forman una sucesién ortonormal dado que tienen
modulo 1. Como mencionaremos en la Seccion 5.2, lo mismo sucede para cualquier
sucesién de caracteres en el contexto de analisis de Fourier en grupos.

(8| 3 waa )" < omastn ol (=] 3 <o

|A|<m |A|<m

A continuacion, presentamos resultados para espacios con la propiedad de promedios
gaussianos introducida en [18] para reemplazar las hipétesis de tipo/cotipo 2 que
son condiciones geométricas bastante restrictivas. Estos resultados siguen la linea
de [66, Teorema 1.1] (ver también [14, Lema 2.2]).

Un espacio de Banach X tiene la propiedad de promedios gaussianos (GAP por sus
siglas en inglés) si existe una constante C' > 1 tal que para toda eleccién finita
x1,...,2, € X, el operador T : £% — X* dado por T'(e;) = x; satisface

Describamos brevemente como se relaciona GAP con otras propiedades geométricas.
En primer lugar, por [18, Teorema 1.4] los espacios de Banach con tipo 2 y los

2>1/2 < Om(T). (2.34)
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reticulos de Banach con cotipo finito tienen GAP. Ademas, los espacios con GAP
tienen cotipo finito (ver [18, Teorema 1.3]). Finalmente, mencionamos que GAP
estd muy relacionado con la propiedad de Gordon-Lewis y el concepto de estructura
incondicional local.

Nuestro objetivo es mostrar una version del Corolario 2.4.3 suponiendo GAP en vez
de tipo 2. Para ello, notemos que (2.34) es similar a (2.31) que era el paso clave
en la prueba de la Proposicién 2.4.1. Sin embargo, como (2.34) involucra la norma
I-sumante en vez de la 2-sumante de (2.31) necesitamos algin tipo de desigualdad
de Khintchine. Afortunadamente, contamos con el Teorema 1.3.3.

Proposiciéon 2.4.4. Si un espacio de Banach X tiene GAP, entonces existe una
constante C > 1 tal que para toda eleccion de vectores {Za}ja|<m Se tiene que

(€] 3 euna] )" < 0B 2 2"t
lal<m

|a|<m

, (2.35)

donde €;, son variables de Bernoulli independientes.

Mds atn, para toda eleccion de vectores {x a}aj<m Y toda variable aleatoria simétrica
no trivial & se tiene que

(] X e} ve] 5w
[A|<m [A|<m

Demostracion. La prueba es similar a la de la Proposiciéon 2.4.1. Como antes, sea
T : l3(A) — X el operador dado por T'(e,) = z, donde A = {a € Nj : |a| < m}.
Notemos que combinando los Lemas 2.2.1 y 2.2.2 nos queda

(] 5 o) o 5 el
|ao| <m

|| <m
Luego, por la desigualdad de GAP tenemos que

(] 5 e

|laj<m

)1/2. (2.36)

)1/ S < Omy(T), (2.37)

Ahora bien, para todo x* € X* observemos que

<]E‘ > w(wa)2" 2>1/2 ( > l7"(za) ) = (2" (20))jaj<mlexa)
jal<m

jal<m
= 17" (=") llexa)

Por lo tanto, dada una coleccién finita de vectores 7 € X* resulta que

ZHT* Meaimy = (E\Z )"

|a|<m
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Aplicando el Teorema 1.3.3 tenemos que

ZHT* Mleaca <ZE12¢§' i) =EY[ 30 VA wa)e

laf<m i=1  |al<m

S]EH Z \/§|a|a:az sup Z|x**

**
la<m €8x iz

Por la definicion de norma 1-sumante deducimos

T (T7) SEH Z ﬂ'alxaza :

laj<m

Juntando esto con (2.36) y (2.37) obtenemos la primera afirmacion.

Finalmente, usando el Lema 1.3.5 en (2.35) nos queda
2 1/2 m
(EH Z EinTa ) <COV? EH Z T2
|| <m la|<m

Combinar esto con el Lema 2.2.2 prueba la segunda afirmacién. O

Concluimos esta seccion con una versién dual del resultado anterior. Denotemos
cot(X) =inf{q: X tiene cotipo ¢}.

Proposicion 2.4.5. Sea X un espacio de Banach de cotipo finito tal que X* tiene
GAP y fijemos q > cot(X). Euxiste una constante C' > 1 tal que para toda eleccion
de vectores {Tq }|a|<m S€ liene que

o
a\ /g q 2
B 3w |) " < o8] T e/t =
( laj<m |la|<m 2

Ademas, sea & una variable aleatoria simétrica con norma s finita para algin s >
cot(X). Eziste una constante C' > 1 tal que para todo 1 < p < s y toda eleccion de

vectores {4} a<m S€ tiene que
»\1/p 2\ 1/2
) s (E] X))
|Aj<m

(6] 3= e

|A|<m
Para probar esto, necesitamos el concepto de operador p-factorable. Dado 1 < p <
0o, un operador 7" : X — Y se dice p-factorable si existe un espacio de medida
(Q,%, ) y operadores A : LP(u) = Y* y B: X — LP(u) tales que iT = AB donde
1Y — Y* es la inclusién natural. En otras palabras, i1 se factoriza a través de
LP(p) y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

1/2

(2.38)

7 s YR

\/
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Notamos
7 (T) = inf [|A[/|| B[,

donde el infimo se toma sobre todas las posibles factorizaciones. Los operadores p-
factorables forman un ideal de operadores, por lo cual, para operadores R : W — X,
T:X =Y yS:Y — Z se tiene que

Ww(STR) < [|S| (TR (2.39)

Para una exposicién detallada de este tema recomendamos [33, Capitulo 7 y 9.

En [18, Teorema 1.7] se muestra que un espacio de Banach X tiene cotipo finito y
su dual tiene GAP si y sélo si X es K-convexo y existe una constante C' > 1 tal que
para todo T : ¢4 — X dado por T'(e;) = x; se tiene que

= (8] S

Demostracion de la Proposicion 2.4.5. Analogamente a lo realizado durante la prueba
de la Proposicion 2.4.2; definamos el operador S : X* — LI(T") por

= Z (1)

laj<m

)1/2 < (7). (2.40)

Notemos que por [47, Teorema 2] (ver también [66, Proposiciéon 1.1] y [33, Coro-
lario 5.21]) tenemos que

(EH Z To?

De hecho, la imagen de S* estd incluida en X y es facil ver que la norma 7, se
mantiene igual al restringir el codominio a X. Por [58, Proposicién 1.4] (ver también
[33, Teorema 11.14]) deducimos que existe una constante C' > 1 tal que para todo
A L*®(n) — X** tenemos que

) < 7,(S7). (2.41)

my(A) < CllA].

Aqui estamos usando que X y X** comparten el mismo cotipo por el principio de
reflexividad local (ver [1, Teorema 11.2.4]). Esto implica que 7,(S*) < 7, (S*) dado
que, para toda factorizacién S* = AB a través de algin L*>(u), usando (2.29) nos
queda

m(57) = my(AB) < my(A)[|B|| < C[|A[l[| B
Ahora bien, sean R LQ*(T”) — ly(A) y T : l2(A) — X operadores dados por

(\v/2/ la‘ oy T(eq) = q/2|alxa respectivamente. Se satisface el sigu-

1ente dlagrama conmutatwo
L9 () =5 X

r| ]

l(A) —F— X
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Luego, por (2.39) obtenemos que
Tq(5") < 700(5™) = Yoo (IT'R) < 7o (T)[| R (2.42)

Notemos que aplicando (2.40) y la Proposicién 2.2.3 (o més precisamente, [33, Teo-

rema 12.27]) resulta que
1/2
< C IEH Z - \/‘

lot]
)<C(E| Y %a\[ o
laj<m
Basta ver que R es una contraccién dado que, junto con (2.41), (2.42) y la desigual-
dad anterior, esto prueba la primera afirmacién. En efecto, para f € L7 (T") nos
queda

1/2

IR = Y C) 1P =Effe) 3 ()" Far]

|| <m 1 |ao|<m
NP
<5> fla)z

lal<m I

Luego, por el Teorema 1.3.3 tenemos que

IRCOIZ, )

la|<m

R(f)leaa)-

Por lo tanto, R es una contraccién y se satisface la primera afirmacién. En particular,
usando el principio de contraccién en (2.38) resulta
) 1/2

(EH |Z< 22" q)l/q < C'\/7 <EH Z EinTa

Aplicando la Proposicién 2.2.3 y el Lema 2.2.1 obtenemos la segunda afirmacién. [

Notemos que para espacios X tales que X y X* tienen GAP (ver [18, Teorema 1.7]
para una caracterizacion) podemos unir las Proposiciones 2.4.4 y 2.4.5 para obtener
cotas por arriba y por abajo comparando la norma de un polinomio de Steinhaus con
la norma de una suma aleatoria (independiente) de sus coeficientes. En particular,
esto vale para reticulos de Banach K-convexos dado que tanto estos como sus duales
son reticulos de cotipo finito y por lo tano tienen GAP.



Capitulo 3
Tipo y cotipo polinomiales

En este capitulo presentamos una reformulacién polinomial de las nociones de tipo
y cotipo junto con algunas aplicaciones. Mas precisamente, probamos que cotipo
es equivalente a la nocién de cotipo homogéneo hipercontractivo definida en [14] y
que una caracterizacién analoga vale para tipo. Si bien se pueden obtener facilmente
reformulaciones multilineales de tipo y cotipo, usualmente las versiones polinomiales,
por el contrario, arrojan malas constantes (ver los comentarios que siguen al Lema
3.2.2). En la Seccién 3.2 usamos la teoria de decoupling del capitulo anterior para
probar desigualdades de tipo y cotipo para polinomios tetraedrales homogéneos con
buenas constantes. También se brindan desigualdades analogas para polinomios de
Walsh. Finalmente, en la Secciéon 3.3 pasamos del caso tetraedral al general.

3.1 Tipo y cotipo polinomiales

Estamos interesados en una versién polinomial de tipo y cotipo. Estudiaremos el
caso de cotipo en detalle que fue abordado en [14]. En cuanto a tipo, los resultados
seran enunciados generalmente sin prueba dado que suelen ser andlogas al caso de
cotipo.

Recordemos que un espacio de Banach tiene cotipo 2 < ¢ < 00 si existe una constante
C > 1 tal que para todo n € Ny todo zy,...,x, € X se tiene que

(i ||xi\|‘I)l/q < O(/T zn;arz

Si intentamos deliberadamente interpretar la desigualdad de cotipo en términos de
polinomios, podemos ver que el lado derecho de la desigualdad es la norma en
L4(T", X) del polinomio 1-homogéneo dado por P(z) = > x;2; y el lado izquierdo
es la norma en ¢,(X) de sus coeficientes. Luego, podriamos decir que un espacio de
Banach X satisface una versién polinomial de cotipo si existe una constante C' > 1

q 1/q
dz) .

o7
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tal que para todo polinomio P(z) =) _ x,2“ se tiene que

(S leal) <o [ 1peaz)™ (3.)

De hecho, una desigualdad mas fuerte vale para los espacios con cotipo de Fourier.
En [14, Proposicién 2.4] se probé que un espacio de Banach tiene cotipo de Fourier
q si y s6lo si existe C' > 1 tal que para todo polinomio P(z) = ) z,2“ se tiene que

(Steat) " <o [ 1peota)™

Sin embargo, como mencionamos en la Secciéon 1.2, el cotipo de Fourier es una
propiedad geométrica muy restrictiva. Por ejemplo el espacio L!(u) tiene cotipo 2
(el mejor posible) mientras que no tiene ningtn cotipo de Fourier no trivial. Por
ello, tomamos un enfoque distinto, a saber, buscar la mejor desigualdad polinomial
que podemos obtener para espacios con cotipo (usual).

Ejemplo 3.1.1. Analicemos el caso de L'(;) en mayor detalle. Notemos que para
un polinomio P(z) =Y fo2® de grado m con coeficientes f, € L'(u), aplicando la
desigualdad integral de Minkowski obtenemos

<Z||foc||L1(u = /|fa |d,u /Q<za:|fa(w)|2>l/2du
_ /Q ( /T n|za: fa(w)z"‘|2dz>l/2du. (3.2)

Usando la Proposicién 1.3.4 para X = C en la integral en T", para todo w € €2 nos

queda
(/Tn | Zfa(w)zo‘lzdz>1/2 < \/T/En 13 falw)2de.

Juntando esto con (3.2) y utilizando la desigualdad de Hélder resulta

(Ssal) T [ | 3 e ldzin =" [ 1P
<va'( [ HP(Z)H%I(M)dz) "

Luego, obtuvimos (3.1) pero con una constante dependiendo exponencialmente del
grado m del polinomio. Un ejemplo sencillo muestra que esta dependencia es nece-
saria.

Supongamos que existe una constante C,, > 1 tal que para todo polinomio P :
C™ — L*(T™) de grado m dado por P(z) =Y fa2“ se tiene que

(Sel) " < cu( [ 1peiPa:) " (33
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Siguiendo las ideas de [29], para n € N definamos @) : C" — C por

1 n
Qz) = 7 ; 2;.

Sea P : C" — L'(T") el polinomio m-homogéneo dado por

P(z): T" — C
w = Qlzw)™.

Notemos que

P(2)(w) = #(wlzl bt w)" = ﬁ O;Ng (’Z)waza.

|a|=m

En otras palabras, ﬁ (Zj) w® son los coeficientes de P. Luego, nos queda

1 m 2 1 m 2 5
— o _ . _ ™ .
za:H\/ﬁ (a)w ‘Ll(Tn) za:nm (a) - |Q(w) [ dw
Por otro lado, usando la invariancia por rotaciones obtenemos
2
1Ptz = [ ([ 1@Gw)rdw) d:
T Tn Tn
2
= < \Q(w)|mdw> .
T

Juntando esto con (3.3) resulta

1/2
([ 1Qu)Praw) " < [ [Quw)dw.
T~ T

Ahora bien, haciendo tender n a infinito, por el teorema del limite central llegamos
a que

(E ™2 < CrEI™,
donde v es una variable gaussiana. Como mencionamos en la Observacién 2.1.7,

2]v|? tiene una distribucién chi-cuadrado con dos grados de libretad y un argumento

sencillo muestra que

|| = F(g + 1).

Usando la formula de Stirling tenemos que
Om Z —W ~ m_1/4\/§m‘
r(z+1)

En conclusion, una dependencia exponencial en el grado m del polinomio es de
esperar cuando buscamos una desigualdad polinomial como (3.1) sin asumir que el
espacio tiene cotipo de Fourier.
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Teniendo esto en cuenta, en [14] se introdujo la nocién de cotipo homogéneo hiper-
contractivo, como una extension del cotipo. Un espacio de Banach X tiene cotipo
homogéneo hipercontractivo q si existe C' > 1 tal que para todo m € N y toda familia
finita (T4 )jaj=m se tiene que

(3 fmalt) " < cmz(jgnugé;lxaza

|a|=m

de) v (3.4)

Diferentes condiciones fueron presentadas en [14] asegurando que un espacio de
Banach X tenga la propiedad. Como consecuencia del Teorema 3.1.2 (y la Obser-
vacion 3.1.4) a continuacién vemos que, de hecho, todo espacio de Banach con cotipo
q tiene cotipo homogéneo hipercontractivo q.

Teorema 3.1.2. Para un espacio de Banach X y 2 < g < oo las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) X tiene cotipo q;
(b) existe C' > 1 tal que para todo m € N y toda familia finita (Ta)jaj<m Sse tiene

(5 b se ([ £

|| <m la|<m

1/
qdz) q; (3.5)

(c) existe C > 1 tal que para todo m € N y toda familia finita {x,: |A| <m} C X

se tiene que
(Z ||517A||q>1/q <c" (EH ZIA€A q>1/q. (3.6)
A A

La prueba de este teorema es bastante técnica y sera llevada a cabo en las préximas
dos secciones. Si bien no se hizo en [14], es natural considerar la versién polinomial
analoga para tipo. Esto también resulta equivalente al concepto usual de tipo como
muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3. Para un espacio de Banach X y 1 < p < 2 las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) X tiene tipo p;

(b) existe C > 1 tal que para todo m € N y toda familia finita (x4)a<m se tiene

que
([ weas)" < (3 falr) ™ (37)
|<

la|<m la|<m
(c) existe C > 1 tal que para todo m € N y toda familia finita {xa: |A] <m} C X

se tiene que
p\1/p 1/p
(B> waeal| ) " = e (3 wal) (3.8)
A A
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La prueba sigue la misma linea que la del Teorema 3.1.2, por lo que sélo se esbozara
en la Seccion 3.3.

Observacién 3.1.4. Usando la Proposicién 1.3.4, la norma L? en (3.4), la norma
L% en (3.5) y la norma L? en (3.7) se pueden reemplazar por cualquier otra norma
L™ (ajustando las constantes, pero siempre con crecimiento exponencial en m).
Andlogamente, los exponentes de los momentos en (3.6) y (3.8) también se pueden
cambiar aplicando el Teorema 1.3.7.

Antes de abordar la prueba del Teorema 3.1.2 que se desarrolla en detalle en las
siguientes secciones, ilustremos las ideas principales.

Estructura de la prueba. Notemos que por el Lema 2.2.1 las variables de
Bernoulli y Steinhaus son intercambiables. Luego, tenemos que (b) = (c¢) y tomando
m = 1 en (c) también nos queda (c) = (a). Sin embargo, (¢) = (b) no es inmedi-
ato dado que (c) sélo cubre el caso tetraedral. Por lo tanto, daremos la prueba
del Teorema 3.1.2 en dos pasos que seran desarrollados en las Secciones 3.2 y 3.3
respectivamente.

El primer paso consiste en mostrar una desigualdad polinomial de cotipo para poli-
nomios tetraedrales que muestre que (a) = (c). Esto se puede deducir con un
argumento de decoupling usando la descomposiciéon multilineal presentada en la
Seccién 2.1.

El segundo paso consiste en pasar del caso tetraedral al general para probar (c¢) = (b).
Para un polinomio de Steinhaus P(z) no necesariamente tetraedral estudiamos el
polinomio tetraedral de Walsh subyacente P(¢z) pensado como una funcién de e.
Esto no sélo provee un puente entre al caso tetraedral y el general, sino que también
codifica informacién estructural valiosa de P. Como 8? = 1 paratodo 1 <17 < n, este
procedimiento clasifica a los monomios de P(z) segun la paridad de los exponentes
«; de las variables z; involucradas. Esto permite partir el polinomio de manera tal
que cada parte es esencialmente un polinomio de la forma Q(2%). Como 2? ~ z
podemos reducir el exponente m a la mitad, lo cual es crucial para que el argumento

inductivo de la prueba funcione.

Si bien todo esto se realiza en el contexto m-homogéneo, un procedimiento estandar
de homogeneizacion para variables de Steinhaus concluye la prueba.

Finalizamos esta seccién mencionando dos resultados para cotipo homogéneo hiper-
contractivo que gracias al Teorema 3.1.2 valen para cotipo.

Observacion 3.1.5. En primer lugar, siguiendo los mismos argumentos que en [24,
Teorema 5.3] (ver también [23, Proposicién 25.29]) se puede probar que si Y tiene
cotipo ¢ y v : X — Y es un operador (r,1)-sumante, entonces existe una constante
C > 1 tal que

g+(m—1)r

(3 ) IFT) 7 < omsup [P

zebn
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para todo polinomio P(z) = > x,2* a valores en X de n variables y de grado m.
Con esto en mente, las estimaciones de [24, Teorema 1.6—(2) y Teorema 5.4—(2)]
valen para espacios de Banach con cotipo q.

En segundo lugar, recordemos que toda f € H,(T*,X) define una serie de po-
tencias formal en infinitas variables )  f(«)z®. El conjunto de z’s para el cual la
serie de toda f en H,(T>, X) converge se conoce como el conjunto de convergencia

monomial:

mon H,(T>, X) = {z eCN: Z ||f(a)zo‘||X < oo para toda f € Hp(']TOO,X)} :

La equivalencia entre cotipo y cotipo polinomial del Teorema 3.1.2 combinada con
[14, (16)] muestra que, si denotamos cot(X) = inf{q: X tiene cotipo ¢}, entonces

gcot(X)’ N Bco C mon Hp<Toov X) - gcot(X)’Jrs N Bco

para todo £ > 0. Si X alcanza su cotipo 6ptimo (es decir, si X tiene cotipo cot(X)),
entonces [14, Teorema 3.1] implica que

mon Hp<Too, X) = Ecot(X)’ N B, . (39)

Ademés, decimos que una sucecién b = (b, ),, es un ¢;-multiplicador de H,(X) si sat-
isface que Y7 | |lan| x|bn| < 0o para todo Y a,n"* en H,(X). Como consecuencia
inmediata de (3.9) (ver [14, Teorema 4.3]) tenemos que si X tiene cotipo cot(X),
entonces una sucesiéon completamente multiplicativa b (esto es, b, = b,b, para
todo m,n) es un {,-multiplicador de H,(X) si y sélo si b € Leoy(xy -

3.2 Caso tetraedral

Los resultados de esta seccién se enuncian para polinomios de Walsh ya que tienen
una estructura inherentemente tetraedral. Los mismos argumentos aplican para
polinomios de Steinhaus tetraedrales.

Antes de obtener una desigualdad polinomial de cotipo es conveniente analizar el
caso multilineal que es bastante mas sencillo. De hecho, una versién multilineal de
cotipo se deduce de forma natural para espacios con cotipo usando un argumento
inductivo. En [70] (ver también [23, Lema 25.3]) se muestra el siguiente resultado
que probamos para mayor claridad. Recordemos que llamamos C,(X) a la mejor
constante en la desigualdad de cotipo y que notamos Z(m,n) = {1,...,n}™.

Lema 3.2.1 ([70, Lema 3]). Sea X un espacio de Banach con cotipo 2 < q < 00.
Para todo operador m-lineal L : (C")™ — X con coeficientes (;)icz(mn) Se tiene
que

1/q
> llil?) T < CUX)BILED, ., ) e, (3.10)

i€Z(m,n)
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Demostracion. Probaremos esto por induccion en m. El caso m = 1 es simplemente
la definiciéon de cotipo ¢q. Asumamos que la afirmacion vale para m — 1 y fijemos
un operador m-lineal L : C" — X con coeficientes ($z‘)iez(m,n)- Por la hipétesis
inductiva tenemos que

>zl = Z Y il

i€Z(m,n) im=14€Z(m—1,n)

< C (m=1) Z EH Z (L’,"Z’mé‘gll) .. .62(:11;11) !

im=1 i€Z(m—1,n)

Cambiando el orden entre la esperanza y la suma y aplicando la desigualdad de
cotipo nos queda

Z |lz:||7 < Cy( quH Z 335“ lm)

1€Z(m,n) 1€Z(m,n)

:CIJ( )quHL(€ 7"'75 )Hq7

q

lo cual completa la induccién. O

Con la misma prueba se deduce un resultado analogo para tipo.

Lema 3.2.2. Sea X un espacio de Banach con tipo 1 < p < 2. Para todo operador
m-lineal L : C* — X con coeficientes (2;)icz(mmn) Se tiene que

1/p
EILED, ... &y < T (> flaal?)

i€Z(m,n)

Teniendo la versiéon multilineal de cotipo, un argumento de decoupling adecuado nos
permitira pasar al caso polinomial.

Lo mas natural seria comparar un polinomio m-homogéneo P con su operador m-
lineal asociado M (esto fue realizado en [13, Proposicién 2.1] para polinomios de
Steinhaus no necesariamente tetraedrales). Sin embargo, en [14] (ver también [23,
Teorema 25.5]) se muestra que la norma ¢ de los coeficientes de Py M puede diferir
por un factor de magnitud m!"/?. Usando esa estimacién no obtendriamos una
dependencia exponencial en m como en (3.4). Aun usando nuestra equivalencia del
Corolario 2.1.6 no es suficiente a menos que g = 2.

Para remediar esto usamos el método de decoupling alternativo propuesto en la
Seccién 2.1. Recordemos de (2.11) que podemos escribir a un polinomio tetraedral
m-homogéneo P como (casi) un promedio de operadores m-lineales L, evaluados en
(z,...,2). Esto permite comparar no sélo las normas L? de P y de los operadores
L, como se probd en el Teorema 2.1.4 sino también las normas ¢ de sus coeficientes
usando el Lema 2.1.3. Como consecuencia, obtenemos el siguiente resultado que
prueba la implicacién (a) = (c) del Teorema 3.1.2.
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Proposicion 3.2.3. Sea X un espacio de Banach de cotipo 2 < q < oco. Para todo
polinomio de Walsh m-homogéneo P con coeficientes {xa}jaj—m C X se tiene que

(Zna:An) (/7€ (X)) (B P(e)|9) /2. (3.11)

Mas ain, existe una constante C' > 1 tal que para todo polinomio de Walsh P de
grado m con coeficientes {xa}ja<m C X se tiene que

(> H“Hq)w < C™(E[| P(e))"/e.

Demostracion. Apliquemos el Lema 2.1.3. Usando la misma notaciéon del lema y
tomando vy = ||z 4]|¢ nos queda

ZH%AH"SG Z ) DREEED S 7Y
" ko

WEHk m 11€B1 imEBm

Notemos que {wy;,, i,y : @ € By for 1 <1 < mj} son los coeficientes del operador
multilineal L, definido en (2.6). Luego, del Lema 3.2.1 tenemos que

Yo D iy 1 < Co(X) I L (e, M)
11€B1 imEBm
Juntando estas dos desigualdades y aplicando el Teorema 2.1.4 obtenemos

m 1 m
2 Nl < "M D BILa(E el
A m

€l m

< e"Cy(X)TE | P

En cuanto al caso no homogéneo, separamos al polinomio en sus componentes ho-
mogéneas. Utilizando la Proposicién 1.3.8 resulta que

S lleallr =3 3 el < Z (XY (E| e )1

[A|<m k=0 |A|=k
< O™y FCUX)HENP ()97 < (2eCo(X)10)™ (B[ P(e)][ ).
k=0
Esto completa el argumento. ]

En cuanto a tipo, tenemos el siguiente resultado andlogo.

Proposicién 3.2.4. Sea X un espacio de Banach de tipo 1 < p < 2. Para todo
polinomio de Walsh m-homogéneo P con coeficientes {xa}ja=m C X se tiene que

EIPE)I)'” < (eT,(X)"( Zmup)
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Mads ain, existe una constante C' > 1 tal que para todo polinomio de Walsh P de
grado m con coeficientes {xa}ja<m C X se tiene que

©1PEI) < (X leal?)

Idea de la prueba. Procedemos en direccion opuesta a la Proposiciéon 3.2.3. Para el
caso m-homogéneo, aplicando el Teorema 2.1.4 y el Lema 3.2.2 nos queda

(E[IP)[P)P < ey

| k,m|

D EILa(eW, .. My m)e

TFGHkym

1 1/p
§6m< E||L,(eD, ... &M™ p)
T Z [ L ( )
1/p
< (¢Ty(X) <|nk Y Y lranl?)

ﬂ'EHk m 11€B1 imEBm
Finalmente, por el Lema 2.9 tenemos que

|Hk | DORD DR D LT <Z||~"UAH”

welly ,, i1€81 imEBm

Juntando esto con la desigualdad anterior se obtiene el caso m-homogéneo. El resul-
tado general se sigue separando en componentes homogéneas y usando la desigualdad
triangular. O

Observacion 3.2.5. Observemos que la Proposicion 3.2.3 vale para variables aleato-
rias simétricas (no triviales) £ dado que los Lemas 2.2.1 y 2.2.2 permiten reemplazar
las variables de Bernoulli por £&. En cuanto a la Proposicion 3.2.4, si £ es simétrica
(de manera tal que & ~ €€) tenemos que

(B PEOI) = Eec| PEOINY? < (X)) (Be - lleatall)

= 00" (X lealEelear)”

Notemos que

Eeléal” = E[ [T16P] = [T Bl = (Eeléol”)” = (ioll)™

1€A 1€A

Luego, nos queda

EPEI) < @Ol (L llal? )"
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Alternativamente, podemos empezar por una desigualdad de tipo/cotipo para £ y
repetir los argumentos de las Proposiciones 3.2.3 y 3.2.4 para obtener una version
polinomial de forma directa. Esencialmente, distintas variantes de tipo/cotipo se
trasladan del caso lineal al tetraedral sin importar la variable aleatoria que involu-
cren. En particular, esto vale para polinomios de Steinhaus tetraedrales.

Concluimos esta secciéon con una consecuencia curiosa de las Proposiciones 3.2.3
y 3.2.4. Como mencionamos anteriormente, no es posible obtener las proposiciones
anteriores mediante desigualdades clasicas de decoupling que comparan un polinomio
m-homogéneo con su operador m-lineal asociado. De hecho, (3.10) resulta ser una
mala estimacion cuando el operador m-lineal involucrado es el operador simétrico
asociado a un polinomio tetraedral. En este caso particular se tiene el siguiente
resultado més fuerte que el Lema 3.2.1.

Corolario 3.2.6. Sea X un espacio de Banach de cotipo 2 < q < co. FEzxiste una
constante C' > 1 tal que para todo operador m-lineal M asociado a un polinomio
tetraedral m-homogéneo P, se tiene que

/ C m
(3 )" < (o) EIMED, ey, (312)

1€Z(m,n)

donde (;)icz(mmny C X son los coeficientes de M.

En primer lugar notemos que si ¢ > 2, la constante en (3.12) tiende a cero cuando
m tiende a infinito. En cierto modo, esto muestra que para operadores m-lineales la
norma q de los coeficientes no siempre es una cota inferior adecuada para la norma
L9 del operador.

En segundo lugar, observemos que no todo operador m-lineal simétrico L proviene de
un polinomio tetraedral m-homogéneo dado que L(z, ..., z) podria no ser tetraedral.

Demostracion del Corolario 3.2.6. Recordemos que J(m,n) es el conjunto de indices
j= (1, Jm) tal que 1 < j; < ... < j, <n. Como P es tetraedral tenemos que
su coeficiente j-ésimo es mlz; para todo j € J(m,n). Aplicando la Proposicién 3.2.3
y el Corolario 2.1.6 nos queda

(3 i)™ < (@50, (] PLe) )

jeJ (m;n)

< O AEIM(ED, . M),

Cambiando los indices J(m,n) por Z(m,n) y usando la simetria de los coeficientes
x; en el lado izquierdo tenemos que

1/q 1 1/q B 1/q
(X dmiagl) "= (g X Mmbal) =m0 30 )
j€T (m,n) i€Z(m,n) 1€Z(m,n)

La conclusion se sigue de la férmula de Stirling. [
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Vale un resultado analogo para tipo. Omitimos la prueba dado que es idéntica.

Corolario 3.2.7. Sea X un espacio de Banach de tipo 1 < p < 2. FEuziste una
constante C' > 1 tal que para todo operador m-lineal M asociado a un polinomio
tetraedral m-homogéneo, se tiene que

m C m 1/p
EIMED, ... < (s ) (X )

i€Z(m,n)

donde (x;)icz(mmn) C X son los coeficientes de M.

3.3 Caso general

El dltimo ingrediente en la prueba del Teorema 3.1.2 es un procedimiento para
trasladar nuestros resultados para polinomios tetraedrales al caso general. Necesi-
tamos una descripcion algo enrevesada de un polinomio en términos de la paridad
de los exponentes de las variables involucradas. Como mencionamos anteriormente,
esta descripcion tiene dos ventajas. En primer lugar, la informacién sobre la pari-
dad de exponentes se codifica usando el polinomio tetraedral P(ez) visto como una
funcion de €. Esto permite aplicar los resultados de la seccién anterior. En segundo
lugar, tener un control sobre la paridad de los exponentes permite a fines practicos
reducir el grado del polinomio a la mitad, lo cual es crucial para el argumento
inductivo que presentamos.

Fijemos n € N y un nimero par m € N. Dado A C [n] definimos
Ay ={aeNj: |af =m,q; es impar si y sélo si i € A}.

Como m es par, es claro que Ay # @ si y s6lo si A tiene cardinal par entre 0 y m.
En el resto de la discusién consideraremos tnicamente conjuntos A con Ay # &.
Notemos que para todo € € {—1,1}" y z € T", tenemos que

(2) = e42°

para todo a € Ay, donde, como siempre, €4 = [[;c 4 €i-

: : : , : B N
Ahora bien, para un polinomio m-homogéneo de n variables P(z) = Z‘M:m T2
escribimos
Py(z) = E a2,
aEAy

Notemos que los conjuntos A 4 son mutuamente disjuntos y cubren cualquier posible
exponente «. Luego, con esta notacién, tenemos que
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Como se puede ver en esta expresién, P(ez) visto como un polinomio en & es
tetraedral. Ademds, podemos escribir P(ez) como la suma de sus componentes
homogéneas (como funcién de €). Como ya mencionamos, cada A considerado tiene
cardinal par entre 0 y m. Luego, si definimos

Ay ={AC [n]: |A| =2k},

podemos escribir
m/2

P(ez) =Y Y caPul2). (3.13)

k=0 Ac A,

Notemos que, siempre que ¢ pertenece a cierto A, los exponentes de z; son impares
para todo monomio en P4(z). Ademds, como m es par, dado o € A4, tenemos que
Y ica @i debe ser par y, mayor o igual que |A| = 2k. Definimos entonces,

AAJ = {Oz eNy: Zai = 2[},

i€A
que nos permite escribir, para A € A,
m/2 m/2
Pa(z) = Z Z Ta2" = Z Pyi(2). (3.14)
I=k a€Aa, 1=k

Notemos que P4 ;(2) es la componente 2/-homogénea del polinomio P4(z) visto como
una funcién de las variables z; con i € A (esto es, de las variables con exponente
impar). En otras palabras, el polinomio P4,(z) consiste de los monomios z,z* de
P4(2) cuyos exponentes impares suman 21.

Para concluir nuestra descripcion de P, para a € A4 definimos exponentes 3,7y y
14 por

5 — 0 siiceA et siie A L)1 sii€A
Tl siiea T Y0 siea T M0 siiea)

para todo 1 <7 < n. Notemos que oo = 23 + 27 + 14 donde 3 € Nj esta soportado
en A°y 7,14 € Nj estan soportados en A. Més aun, para o € A4, tenemos que

=Y 8=Y G =55 -F

1€AC i€A

’7|227izzai2_1:2l_2|A’ —1—k
=1

i€A
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Llamemos By, al conjunto de todos los exponentes 3 soportados en A° tales que
|B| = m/2 — . Anélogamente, llamemos I"4; al conjunto de todos los exponentes
soportados en A tales que |y| =1 — k. Nos queda

28+2y+1
PAZ g To2” E E $25+27+1A25 A

OéEAA 1 "/EFA,Z ,BGBA,I

= 3 (X man) (3.15)

v€la,  BEBay
Juntando (3.13), (3.14) y (3.15) obtenemos la descripcion completa de P(ez) probando
asi el siguiente lema.

Lema 3.3.1. Dado un numero par m € N, un polinomio m-homogéneo en n vari-

ables
= Z Loz,

|al=m
ye e {-1,1}", se tiene que

m/2 m/2

- Z Z Z Z Z Togroyr1,Ea2° P THIHLA,

k=0 Ac A} =k vel A, ﬁGBA’l

Con el mismo argumento podemos deducir una férmula similar para m impar. Para
todo polinomio m-homogéneoen n variables Py € € {—1,1}", obtenemos

(m—1)/2 (m—1)/2
284+2v+1
E E E E E, $2ﬁ+27+1A€A2'B 4,
k=0 AcAj =k ~el’,, BeB),

donde
={AC[n]: |A| =2k+1},

:{veNg:Z%:l—k y%:Oforz'EAc},y
icA
By, ={BeNy: ZB, m—1)/2—1 y i =0forie A}.

€A

Estamos en condiciones de probar el Teorema 3.1.2.

Demostracion del Teorema 3.1.2. Primero notemos que la Proposicién 3.2.3 prueba
que (a) = (c¢) y que el hecho de que tanto (b) como (c) implican (a) se deduce
inmediatamente tomando m = 1 en (b) o (c¢) respectivamente.

Sélo resta mostrar que (¢) = (b). Como primer paso vemos que la desigualdad vale
para polinomios homogéneos. Sea C. la constante de (¢) y B la constante de la
Proposicién 1.3.8. Nuestro objetivo es probar que si C' = max{C? B}, entonces

(X teal) <om( [ 1paeas) ™ (316)

laj=m
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para todo polinomio m-homogéneo P(z) = Z|a|=m o2 de n variables. Procedemos
por induccion en m. El caso m = 1 es simplemente la desigualdad de cotipo ¢q y ya
probamos que (a) and (c) son equivalentes. Luego, fijemos m > 2 y supongamos que
(3.16) vale para todo polinomio k-homogéneo con k& < m. Podemos asumir también
que m es par (el caso m impar es andlogo). Fijemos un polinomio m-homogéneo en

n variables
P(z) = Z oz,

lal=m

Como nuestro objetivo involucra estimar la integral de P(z), aprovechamos la in-
variancia por rotaciones y trabajamos con P(ez), aunque esto requiere un poco de
preparacién. Dados 1 < k < m/2y A C [n] con |A| = 2k, tomamos k <1 < m/2
y definimos P4 y P4, como en (3.14). Intuitivamente, P4; separa los z;’s con ex-
ponente impar de los z;’s con exponente par. Esto nos permite usar la hipdtesis
inductiva dos veces (una para la parte impar y otra para la par) para ensamblar los
polinomios Py4,. Llamemos T4" a las | A¢| copias del toro indexadas en A°. Tenemos
que

q

)DID DU ESSIES SY-CLESl I /I pisesyel] (FF
Y€l 4,1 BEBA, v€El A, T BEBA L
q
ch(m/2—l)/ Z Z ZL‘25+27+1A25 dz
TACWEFAJ BEBA,
q
zCQ(m/2_l)/ x 22| dz,
[ S S

v€la,, BE€Bay

donde el dltimo paso se obtiene de un cambio de variables. Como [ esta soportado
en A° las variables z; con i € A no aparecen en la expresién anterior. Luego, atn
podemos introducirlas aplicando nuevamente la hipdtesis inductiva. Obtenemos

DD lwzsizya,]l

YEl 4,1 BEBA,

q

< Cutm/2=D cali=H) / S (X mseaaa)2| ez
" v€la1 BEBay
q
:Cq(m/Qk)/ Z < Z x2ﬁ+2’7+1AZ218)227 dz (3.17)
" velay BE€Bay
q

:Cq(m/z_k)/ Zla Z ( Z 1526+2wr1A'22’8>227 dz

v€la BEBay

_ catm/2h / |Pa(2)|dz,

donde en el ultimo paso usamos (3.15). Como P4, es la componente 2/-homogénea
de P4 visto como una funcién dependiente sélo de las variables z; con i € A, tenemos
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que
[Pai(z)||%dz < | |[Pa(z)]|"dz. (3.18)

Tn Tn
De (3.17) y (3.18), deducimos

m/2

S0 Y lmmsiranal < (5 k) €[ Pay(2)lldz

I=k v€l'a,; BEBA, o

< mCam/2=k) | Pa(z)]|?dz.
Tn

Finalmente, estudiamos P(ez) usando (3.16) y (3.13). Tomando en cuenta el Lema 3.3.1
(y la definicién de C') nos queda

m/2 m/2
DTl = "33 > ezl
|al=m k=1 A€ Ay I=k ~€T'4,; BEBA,
m/2
< m/ S a2 S | pyz)|dz
" k=1 AEA

m/2
< m/ Zcq(m/%k)cquEH > 5APA(2)quz
" k=1 AEAy

<meme [ S| ¥ eapie|las

k=1 AEA;
Aplicando la Proposicion 1.3.8, resulta que

m/2

S gt < mOm/2pm / S B P(ez) | 1dz
" k=1

laf=m

<m*CTPBME | ||P(ez)||'dz < C™ | |[P(2)]"dz,
T LN

donde en el tltimo paso usamos que m? < B para todo m, dado que B > 2.

Por lo tanto, se satisface (3.16) (y luego (3.5)) para todo polinomio m-homogéneo.
Para terminar la demostracion procedemos como en el Lema 1.3.5. Tomemos un
polinomio arbitrario de grado m

P(z) = Z oz,

laf<m

Sea @ : C"*! — X el polinomio m-homogéneo dado por

Q(z,w) = w"P(zw ™) = Z Tz w™ el

la|<m
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Usando la invariancia por rotaciones

Z |zall? < C’qm// |1Q(z, w)||%dzdw = C’qm/ ||w™P(zw)||?dzdw

|a|<m T

=Cm | P(2)||%z=.
Tn
Esto concluye la prueba. O

En cuanto a la demostracion del Teorema 3.1.3 notemos que para obtener el Teo-
rema 3.1.2 usamos tanto la descomposicion del Lema 3.3.1 como las Proposiciones 1.3.8
y 3.2.3. Para la prueba del Teorema 3.1.3 debemos esencialmente invertir todas las
desigualdades involucradas. Usamos el Lema 3.3.1 de la misma manera que antes,
mientras que la Proposicién 1.3.8 es reemplazada por la desigualdad triangular. En
cuanto a la Proposicion 3.2.3, la reemplazamos con la Proposicién 3.2.4.

Observacion 3.3.2. Los espacios con tipo/cotipo también cumplen versiones poli-
nomiales para variables aleatorias &, tales que & ~ &y2p. El mismo argumento que
en la Observacién 3.2.5 muestra que si X tiene tipo p, entonces

(EgH Z p>1/p = (Eéz Z 1" 2" p) " < Cm<E§ Z ||§axa‘|p> 1/p
= || <m

al<m

—cn (Y HxaupEgléa\p)Up

laj<m

Notemos que por la desigualdad de Hélder tenemos que

Bejerl” = [T Bele < T (Eelel™)™™ = Beléol™” = ol
i=1 i=1
Luego, nos queda

(=] 3 o) < Clléalm)™ (3 lali?) ™"

lo|<m lo|<m

Anélogamente, si X tiene cotipo g obtenemos

(3 laliBeer) " < o (5|

laj<m laj<m

q) 1/q

Observando que

n

(Eeléo|)™ = [ [ (Bel&sl)™ < [ Bel&il* = Eele”|7,
=1

i=1
concluimos que

(3 feal?) " < ol (| 3

laj<m laj<m

q>1/q
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Finalizamos este capitulo con una version no tetraedral de los Corolarios 3.2.6 y 3.2.7.
Recordemos la definicién de Z(m,n) y [i] para algin i € Z(m, n) de la Seccién 1.3.

Corolario 3.3.3. Sea X un espacio de Banach de cotipo 2 < q < oo. Eziste una
constante C' > 1 tal que para todo operador m-lineal simétrico M con coeficientes
(%3)icz(mn) © X se tiene que

1/ 1/
(3 1@ thade) < om ([ G, s dem)

i€Z(m,n)

Notemos que si M es el operador m-lineal asociado a un polinomio tetraedral P,
entonces |[7]| = m! para todo i € Z(m,n) y recuperamos la cota (3.12).

m)

Demostracién del Corolario 3.3.3. Fijemos 2z, ..., 2™ < T" y consideremos el

polinomio P dado por

P(Z) = ]\4(2}2(1)7 ceey ZZ(m)> = Z xzznzz(ll . Zlmz(m)

im

i€Z(m,n)

Z xj(z,z zz;n)]

JET (myn)

Aplicando la desigualdad polinomial de cotipo (3.5) a P nos queda

>

q
A M <o ||| P())|Ude
TTL

1 Tm
JET (m,n) i€lj)
=(Cm M (220, ... 220™)||dz.
Tn
Promediando en (V) ..., 2(™ € T" y usando la invariancia por rotaciones obtenemos
q
Z ||xj||q/ Zl(ll) Sl I PO B G0
JET (min) el

<o [ E. Y . (310)

Notemos que por la desigualdad de Holder tenemos que

2 1/2
G112 = (/ ‘Zzh ...,zl.(::”)‘ dz(l),,,dz(m)>
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De hecho, esto es una equivalencia salvo constante C™ debido a la Proposicién 1.3.4.
Luego, resulta que

Do < Y P )

1€Z(m,n) JEZ(m,n)
q
< Z ||:ch||q/ ‘ zl(ll)zz(:) dzM . dz™),
JET (m,n) " el
Juntando esto con (3.19) concluye el argumento. [

En cuanto a tipo, tenemos el siguiente resultado analogo.

Corolario 3.3.4. Sea X un espacio de Banach de tipo 1 < p < 2. FEuziste una
constante C' > 1 tal que para todo operador m-lineal simétrico M con coeficientes
(%3)icz(mn) € X se tiene que

1
(/ MG, ) a0 gz

1/p

<cm(C 3 1P )

1€Z(m,n)



Capitulo 4

Desigualdades de Hausdorfi-Young
para series de Dirichlet vectoriales

En este capitulo estudiamos desigualdades de Hausdorff-Young para series de Dirich-
let vectoriales que nos permiten comparar la norma de una serie de Dirichlet en el
espacio de Hardy H,(X) con la norma ¢ de sus coeficientes. Para obtener desigual-
dades completamente analogas al caso escalar, un espacio de Banach debe satisfacer
la nocién (bastante restrictiva) de tipo/cotipo de Fourier. Veremos variantes de
estas desigualdades en el contexto mas amplio de espacios con tipo/cotipo usando
sus versiones polinomiales del capitulo anterior. Ademas, presentamos resultados
similares asumiendo propiedades de convexidad y suavidad.

4.1 Desigualdades de Hausdorff-Young vectoriales

Recordemos la desigualdad de Hausdorff-Young clasica que afirma que para todo
1 <p <2y toda funcién f € LP(T) se tiene que

(S ifor) ™ < ([1rerd)" (4.1)

Notemos que el caso p = 2 se sigue de la identidad de Parseval mientras que el caso
p = 1 se obtiene acotando la norma de los coeficientes de Fourier por la norma 1

de la funcién. Los casos intermedios se deducen del teorema de interpolacién de
Riesz-Thorin.

En particular, para un polinomio P(z) = Zflv:o cp,2" (y cambiando la notacién
tomando ¢ = p’) nos queda

N ’

(Sleat) " < ([1peira)""

n=0

75
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Estamos buscando espacios de Banach para los cuales se satisfaga una versién vec-
torial de esta desigualdad. Estos son los espacios con cotipo de Fourier ¢ que por
definicién cumplen (1.5) que recordamos aqui:

(S hol) <o [ S

Un argumento estandar de densidad muestra que esto se extiende a una version
vectorial de (4.1). En cuanto a series de Dirichlet vectoriales, podemos generalizar
(1.5) a varias variables y aplicar la transformada de Bohr. En efecto, se probé en
[14, Proposicién 2.4] que un espacio de Banach X tiene cotipo de Fourier ¢ si y sélo
si existe C' > 1 tal que para toda familia finita (z,), eng? C X se tiene que

() e( [ [

La prueba de [14, Proposicién 2.4] también funciona para mostrar que X tiene tipo
de Fourier 1 < p < 2 si y s6lo si existe C' > 1 tal que para toda familia finita
(Ta), oy se tiene que

0

(/.

En cuanto a series de Dirichlet, la transformada de Bohr (ver (1.11)) permite refor-
mular (4.2) y (4.3) como

!

q 1/¢
dz> .

qldz) v (4.2)

=

P’ >
dz)

S ane|a:)" < (S haatr) (4.3

. q 1a = —S
(D o) " < || S]], (1.4)
n=1 n=1 g
y
> (Y In)” 5
a,n_° < ( an, ) , 4.5
n=1 Hy (X) n=1 *

respectivamente, para todo polinomio de Dirichlet Zgil a,n~* con coeficientes en
X. Notemos que (4.5) y la densidad de las sucesiones finitas en £,(X) muestra que el
operador £,(X) — H,(X) dado por (a,), — Y a,n"° es continuo. Andlogamente,
por (4.4) y la densidad de los polinomios de Dirichlet en H,(X) (ver [23, 24.2.1¢]),
el operador Hy(X) — £¢,(X) dado por > a,n"* — (a,), también es continuo.
Esto brinda las equivalencias entre la primera y la segunda afirmaciéon de cada uno
de los siguientes dos resultados. Los mismos argumentos de densidad junto con
(4.2) o (4.3) prueban la equivalencia entre la primera y la tercera afirmacién de
cada enunciado respectivamente. Alternativamente, es claro que las segundas y las
terceras afirmaciones son equivalentes como consecuencia directa de la definicién del
espacio de Hardy de series de Dirichlet.
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Proposicion 4.1.1. Sea X un espacio de Banach. Dados 2 < g < oo yC > 1, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X tiene cotipo de Fourier q con constante C';

(b) toda serie de Dirichlet D =) a,n~* € Hy(X) satisface que
= 1/q
(3 llaallte) ™ < CUDIty v
n=1

(¢) toda f € Hy(T>™, X) satisface que

~ /q
(3 1F@I%) ™ < Cllflny

aGNéN)

Proposicion 4.1.2. Sea X un espacio de Banach. Dados 1 < p <2y C > 1, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X tiene tipo de Fourier p con constante C;

(b) para todo (an), € €,(X) la serie de Dirichlet D = a,n™* converge en H,y (X)
y satisface que

> 1/p
1Dl < (3 Nlanlit) ™
n=1

-~

(¢) para todo (wa)aeNém € (,(X) existe una funcion f € Hy (T, X) tal que f(a) =
o para todo o y tal que

~ /p
7l < O 32 IF@I%)

aENéN)

Tipo y cotipo de Fourier se pueden ver como casos particulares de la teoria més
general de tipo de Fourier respecto a grupos (ver [37]). Este punto de vista més
abstracto permite probar las Proposiciones 4.1.1 y 4.1.2 apelando a resultados cono-
cidos sobre tipo de Fourier en grupos. Esbozamos brevemente estos argumentos. En
cuanto a la Proposicién 4.1.1, notemos que la afirmacion (c¢) coincide con la nocién
de tipo de Fourier ¢’ con respecto al grupo T*. Luego, la equivalencia entre (a)
y (c) se sigue de [37, Teorema 6.14]. El argumento para la Proposicién 4.1.2 es un
poco mas largo. En primer lugar X tiene tipo de Fourier p si y sélo si X* tiene tipo
de Fourier p con respecto a T [37, Teorema 6.3], y esto sucede si y sélo si X* tiene
tipo de Fourier p con respecto a T* por [37, Teorema 6.14]. Nuevamente por [37,
Teorema 6.3], esto equivale a que X tenga tipo de Fourier p con respecto al grupo
dual de T, que es ZM™, y esto es la afirmacién (c) de la Proposicién 4.1.2.
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Versiones analogas de la desigualdad de Hausdorff-Young para funciones de Walsh
surgen de las nociones de tipo y cotipo de Walsh. Un espacio de Banach X tiene
tipo de Walsh p si existe una constante C' > 1 tal que para todo n y toda familia
{za: AC[n]} C X (recordemos que [n| ={1,...,n}) se tiene que

'\ 1/p 1/p
o) <c(Sear)”
A A

y tiene cotipo de Walsh g si existe una constante C' > 1 tal que para todo n y toda
familia {z4: A C [n]} C X se tiene que
q’> 1/q

(ZA: HxA||q) v < C<EH XA:JJAe?A

Una vez mads, estas nociones de tipo/cotipo se pueden estudiar en el contexto mas
general de tipo de Fourier con respecto a grupos (ver [37]). Tal como sucede para
tipo y cotipo de Fourier, los conceptos de tipo de Walsh p y cotipo de Walsh p’
coinciden (ver [37, Teorema 7.14]). No es sabido si son equivalentes las nociones de
Walsh y Fourier ya sea en el caso de tipo como en el de cotipo.

Podemos reformular las desigualdades de tipo de Walsh p y cotipo de Walsh ¢ para
obtener resultados andlogos a las Proposiciones 4.1.2 y 4.1.1 usando argumentos
estdandar de densidad. En efecto, X tiene tipo de Walsh p si y sélo si existe C' > 1
tal que

~ 1/p
1l ey <€ (0 IFP) (4.6)
ACN
A finito
Anélogamente, si X tiene cotipo de Walsh ¢, tenemos que
~ q 1/q
(> IFAN) ™ < Ol oy (4.7)
ACN
A finito

Las Proposiciones 4.1.1 y 4.1.2 brindan desigualdades de Hausdorff-Young para se-
ries de Dirichlet vectoriales que son andlogas a las desigualdades originales. Sin em-
bargo, como mencionamos anteriormente, tipo de Fourier (o cotipo) es una propiedad
geométrica muy restrictiva para un espacio de Banach. Trabajaremos con las no-
ciones bastante mas débiles de tipo y cotipo. Por ejemplo, recordemos que si bien
LP (1) tiene tipo min{p, 2} y cotipo max{p, 2} sélo tiene tipo de Fourier min{p,p'} y
por lo tanto cotipo de Fourier max{p,p’} (ver [37, Proposicién 4.4]). En particular,
esto significa que L'(p) tiene el mejor cotipo posible mientras que no tiene ningin
cotipo de Fourier no trivial.

4.2 Resultados para tipo y cotipo

Notemos que la nocién de cotipo de Fourier, como fue formulada en (4.2), implica
(3.5) con una constante universal independiente de m. Asumiendo sélo cotipo, la
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dependencia exponencial en m (como C™) del Teorema 3.1.2 atin permite trasladar
las estimaciones del caso polinomial al contexto de series de Dirichlet pagando un
precio razonable. Se da una situacién analoga para espacios de Banach con tipo p.
Obtenemos desigualdades, no sélo para series de Dirichlet, sino también para fun-
ciones definidas en T* o {—1,1}*, tal como en la Proposicién 4.1.1 o en (4.7).
Comparando lo obtenido en esas desigualdades, vemos que el factor r del siguiente
teorema es el precio que pagamos por relajar la hipétesis de cotipo de Fourier o
Walsh a cotipo (usual). Recordemos que el nimero de divisores primos de n € N,
contados con multiplicidad se nota Q(n).

Teorema 4.2.1. Dados un espacio de Banach X y 2 < q < oo las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) X tiene cotipo q;

(b) para algin (todo) 1 < p < oo, existen constantes C > 1 y 0 < r < 1 tales que
toda serie de Dirichlet D =Y a,n* € H,(X) satisface que

> 1/q
(D=2 anl?) ™ < ClI DIy x)-

n=1

(c) para algin (todo) 1 < p < oo, existen constantes C > 1 y 0 < r < 1 tales que
toda funcion f € H,(T>, X) satisface que

~ /4
(3 @)™ < Cll e,

aENéN)

Ademdas, la siguiente afirmacion (d) implica (a),(c) y (b) y son todas equivalentes
st X es K-convexo:

(d) para algin (todo) 1 < p < oo, existen constantes C > 1y 0 <r <1 tales que
toda funcion f € LP({—1,1}*, X)) satisface que

-~ 1/q
(X AIFAN) T < Cllfllrgorn=x:

ACN
A finito

Demostracion. Observemos que (b) y (c) son equivalentes via la transformada de
Bohr. El hecho de que (¢) = (a) se obtiene de que, dados z1,...,xy € X y
definiendo P(z) = - | 2,2, la suma del lado izquierdo nos queda ra (3 (@ [|9) e
El mismo argumento muestra que (d) = (a).

Veamos que (a) = (c¢). Sea f € H,(T*, X) y para todo m € N consideremos
fm su proyecciéon m-homogénea (ver Seccién 1.3 o [13, Proposicién 2.5]). Por el
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Teorema 3.1.2, existe una constante ¢ > 1 tal que para todo polinomio m-homogéneo
P =" 1x,2z% se tiene que

1/q
(3 teall)” < 1,

laf=m

Como los polinomios son densos en H,(T>, X) y la proyeccién m-homogénea es una
contraccion, un argumento sencillo de densidad nos da

(3 17 @)™ < el full, < 111 (4.8)

la|=m

Tomando r < 1/¢? nos queda
(X *iFlr)” (Zrm )"
aeNy =l lal=m

o0

< (S eey) sl < sl

—_

que prueba la implicacién.

Finalmente, veamos que (a) = (d) para espacios K-convexos. Primero supongamos
que p = 2. En este caso (1.9) nos da una constante ¢ > 1 tal que

[fmllz < ™[ f]l2 (4.9)

para toda f € L?({—1,1}*°, X). Esto nos permite proceder exactamente como en
(4.8) para obtener el resultado deseado. Para el caso general 1 < p < oo, basta ver
que se satisface una desigualdad andloga a (4.9). Por un lado, si 2 < p < oo usando
el Teorema 1.3.7 para todo n € N se tiene que

[ELfmler, - enlllp < CTNE[fimler, - - enllla < C™|[ fmll2-
Aplicando la Proposicién 1.3.6 y haciendo tender n a infinito, obtenemos

[ fnlly < C™ {1 finll2-

Juntando esto con (4.9) resulta
[ fmllp < C™ [ fmllz < ()" [ fll2 < (cCY" | Fllp-

Por otro lado, recordemos que si X es K-convexo, también lo es X*. Por lo tanto,
dado 1 < p < 2 y teniendo en cuenta la Proposicién 1.1.1, obtenemos

[fmllp = sup Elg(e)(fm(e))] = sup  Elgm(e)(f(e))]

geL? (X*) geL? (X*)

llgllyr=1 llgll, =1
< sup |lgmllpllfll, < sup C™glly 11l < C™I I,
geL? (X*) geL? (X*)
llgll, =1 llgll =1

para alguna constante C>1. [
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Para espacios con cotipo finito, trasladando [13, Teorema 1.1] a nuestro contexto
se tiene una cota inferior de la norma de una serie de Dirichlet en términos de
sus coeficientes. Mas precisamente, dados un espacio de Banach X con cotipo g,
oc>1/¢d y1<p< oo existe una constante C' > 1 tal que

ol
Z < C|D 0, (4.10)

para todo D € H,(X). Como consecuencia del Teorema 4.2.1 obtenemos el siguiente
resultado mas fuerte.

Corolario 4.2.2. Sea X un espacio de Banach con cotipo q y sea 1 < p < oo.
Para todo 6 > 0 existe una constante C' > 1 tal que toda serie de Dirichlet D =
Y ayn~® € H,y(X) satisface que

= Jlan |7y Ve
(> 55) 7 < ClIDleo
n=1

Antes de dar la prueba, notemos que la desigualdad anterior implica (4.10) dado
que, tomando 6 = o — 1/¢ y aplicando la desigualdad de Hélder al lado izquierdo
de (4.10), obtenemos

o0 1
ol

- llanllx o llanllx ||an||x Y 1 \a
; ne —Z nd/a n5+1 <Z:: > (Zn5+1>

n=1 n=1
00
[lanl% \ /e
o3l
=

Como estas magnitudes no son equivalentes, el Corolario 4.2.2 es un poco mas fuerte
que (4.10).

Demostracion del Corolario 4.2.2. Por el Teorema 4.2.1 sabemos que existen con-
stantes C' > 1y 0 < r < 1 tal que toda serie de Dirichlet D = " a,n™° € H,(X)

satisface .
amyy, 1a)
(D lanl?) ™ < CID Ity

n=1

Fijemos 6 > 0 y sea k € N tal que 1/p} < r donde p; denota el k-ésimo primo.
Notemos que si pp = 2 el resultado se sigue ya que 1/n° < 4™ Sin embargo, si
pr > 2 debemos controlar los primeros k& primos donde la estimacién por r falla.
Este procedimiento es andlogo a [22, Lema 2] por lo que sélo esbozamos la prueba.
Fijemos D = )" a,n~* € H,(X) y consideremos su correspondiente f € H,(T*>, X)
via la transformada de Bohr. Dados aq, ..., ar € Ny definimos

foroon(2) = . flwry oo Wiy 21, 22, - )wy T wy Fdw.
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Un célculo sencillo muestra que fo, o, € Hpy(T, X) ¥ || for,onllp < | fllp- Més
aun, dado 3 € NgN) tenemos que

0 sino.

fah...,ak(ﬂ) _ {f(al, C.. 7ak>ﬁk+176k+2, .. ) si 6 = (O, ... 70, 5k+1>ﬁk+27 .. )

Aplicando (c) del Teorema 4.2.1 a f,, o, Obtenemos que

k

(3 o)) <l

peN(M

Luego, deducimos

i [[an||?
nd
n=1

< 2 ommen™ Y Piflen )

041,...7Oék20 ﬁeNg\U
o
q —aié —agd a9 _ (g _ q
<ot 3wl = (T 7)1
oyey0. 20 Jj=1 J
lo cual completa la prueba. O

Nos enfocamos ahora en el resultado andlogo al Teorema 4.2.1 para tipo (comparar
también con la Proposicién 4.1.2 y con (4.6)). La demostracién sigue esencialmente
los mismos pasos que la del Teorema 4.2.1 por lo que la esbozamos indicando las
principales diferencias.

Teorema 4.2.3. Dados un espacio de Banach X y 1 < p < 2, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) X tiene tipo p;

(b) para algin (todo) 1 < q < oo existen constantes R,C' > 1 tales que toda serie
de Dirichlet vectorial D =" a,n™* satisface que

o 1/p
1Dl < O (32 B laall?) ™

n=1

(¢) para algin (todo) 1 < q < oo existen constantes C, R > 1 tales que toda
funcion f € Hi(T*, X) satisface que

- /p
||f||Hq(T°°,X) < C( Z RaIHf(a)Hp)l ;

aeNém
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< oo emisten constantes C, R > 1 tales que toda
, X) satisface que

(d) para algin (todo) 1

<q
funcion f € L' ({—1,1}>

1/p
[ fllEact=1,135 ) <C'< Z R 7( )||p> :

ACN
A finito

Las desigualdades anteriores deberian interpretarse de la siguiente forma: si la suma
del lado derecho es finita, entonces la serie de Dirichlet (o funcién) pertenece al
espacio y su norma estd controlada por esa suma. Sin embargo, si la suma es
infinita, no podemos afirmar nada.

Demostracion. Las implicaciones (b) < (c), (¢) = (a) y (d) = (a) se obtienen como
en el Teorema 4.2.1.

En cuanto a (a) = (c) notemos que para f € H;(T*, X) tenemos que

ANty ooy < M ol g moe )
m=0

Por el Teorema 3.1.3 y un argumento de densidad como en Teorema 4.2.1, nos queda
£l re,) < Z (3 1f@lr) "
lor|=m
Tomando R > C? y aplicando la desigualdad de Holder resulta

HquqTongfj(Rl/p)( > 1F@r)”

|a|=m

(3 ()" (X 3 i)

=0 |al=m

IN

<a( Y mFr) "

aEN(N)

La implicacién (a) = (d) se deduce de la misma manera. O

4.3 Resultados para convexidad y suavidad

En esta seccién presentamos desigualdades de Hausdorff-Young para espacios que
satisfacen nociones de convexidad o suavidad que son mas fuertes que cotipo y tipo
respectivamente. Esencialmente, estas propiedades permiten tomar C' = 1 en los
Teoremas 4.2.1 y 4.2.3.
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Un espacio de Banach X es p-uniformemente suave para 1 < p < 2 si existe A > 1
tal que

Ellz +eyll” < =l + Allyll”.

Anélogamente, un espacio de Banach X es q-uniformemente convero para q > 2 si
existe n > 0 tal que

2]+ nllyl|* < Ellz + eyl

Veamos brevemente algunas caracteristicas de estas propiedades (ver [55, Seccién
l.e] y [84, Capitulo 3] para una exposicién detallada). Como sucede para tipo y
cotipo, es facil ver que todo espacio de Banach es l-uniformemente suave y oo-
uniformemente convexo, y estas propiedades son mas fuertes a medida que p y ¢q se
acercan a 2. Ademds p-uniforme suavidad y g-uniforme convexidad implican tipo p
y cotipo ¢ respectivamente y coinciden con estas propiedades para espacios L” con
r > 1. Sin embargo, si bien los espacios L! tienen cotipo 2, no tienen g-uniforme
convexidad no trivial dado que g-uniforme convexidad y p-uniforme suavidad son
propiedades duales.

Un argumento inductivo sencillo en el nimero de variables permite extender las
desigualdades anteriores para obtener desigualdades de Hausdorff-Young para fun-
ciones de Walsh, andlogas a las obtenidas en los Teoremas 4.2.1 (d) y 4.2.3 (d).

Proposicion 4.3.1. Un espacio de Banach X es p-uniformemente suave si y solo
si para algin (todo) 1 < q < oo existe A > 1 tal que para toda funcion de Walsh
feLi{-1,1}* X), se tiene que

~ 1/
I llescr < (32 AMFA)P) " (4.11)

ACN
A finito

Andlogamente, un espacio de Banach X es q-uniformemente convexo si y solo si
para algin (todo) 1 < p < oo existe n > 0 tal que para toda funcion de Walsh
feLP({—1,1}> X) se tiene que

~ 1/q
(2 A IFANT) < DAl

ACN
A finito

Demostracion. Por un argumento de densidad usando la Proposicién 1.3.6 podemos
restringirnos al caso de polinomios de Walsh. Ademads, el parametro ¢ se puede
cambiar apelando al Teorema 1.3.7 (ver [20, Teorema 3.2.1]) y cambiando A, por
lo que asumimos que ¢ = p. Supongamos que X es p-uniformemente suave con
constante A > 1. Dado un polinomio de Walsh P con coeficientes {xa}acp) € X
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tenemos que

BIPEIP = Beypoo e | S wazaten 30 wapmen|
AC[n—1] AC[n—1]
p
S]Esl,..‘,sn_l[‘ > 96A8AH +/\H > Zavmea }
AC[n—1] AC[n—1]
p
SEsl,..‘,sn_l Z xAgAH +)\]E51, HE H Z xAU{n}gA
AC[n—1] AC[n—1]

Por un argumento inductivo en n nos queda

E|PE)IP< Y AMzal?+A Y0 Azasgmll?

AC[n—1] AC[n—1]

= 3 Al

AC[n]

Reciprocamente, si (4.11) vale para ¢ = p podemos recuperar p-suavidad tomando
funciones f(¢) = z+ey para z,y € X. Omitimos la prueba de la segunda afirmacién
ya que es completamente analoga. O

En cuanto a la constante C' en las afirmaciones (b) y (c) del Teorema 4.2.1, mostramos
que puede ser reemplazada por 1 asumiendo una version analitica mas débil de uni-
forme convexidad. Un espacio de Banach X es g-uniformemente C-convexo [38]
(para q¢ > 2) si existe n > 0 tal que

1/
(12l + nllyl|9) " < max ||z + 2y,

para todo z,y € X, y g-uniformemente PL-convexo (ver [19] o [69, Capitulo 11]) si

!\I\|q+n|!y|\q§/Hfﬂrzy\lqd% (4.12)
T

para todo z,y € X. Estos conceptos son equivalentes (ver [63]) y proveen una
version analitica de la nocion mas conocida de g-uniforme convexidad. Es facil ver
que g-uniforme convexidad implica g-uniforme P L-convexidad que, a su vez, implica
cotipo gq. Cabe mencionar que los espacios L' son 2-uniformemente C-convexos si
bien no tienen ningin tipo de uniforme convexidad que no sea la trivial (ver [19,
Teorema 4.1]).

En [7, Proposicién 2.1] se prueba que g-uniforme C-convexidad es equivalente a
cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) existe n > 0 tal que para toda funcién analitica f : D — X se tiene que

LA +nllf ()1 < sup [LF ()] (4.13)

|z|<1
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(b) existe n > 0 tal que para toda funcién analitica f : D — X se tiene que
1F )" +nll £ (0)|* < sup /IIf(?“Z)II"dZ- (4.14)
o<r<1 JT

Notemos que para toda funcién de estas caracteristicas, la aplicacién r € [0,1) —
|.f(re)||f,(r,x) es creciente y, entonces, el supremo del lado derecho de (4.14) es de
hecho un limite para r — 17. Teniendo esto en cuenta, si f : C — X es entera,
entonces

LFO) + O] < / 1 (=) |od. (4.15)

Reciprocamente, tomando f(z) = =+ zy para z e y dados, obtenemos (4.12), por lo
que (4.15) también es equivalente a g-uniforme C-convexidad.

Usando (4.13) Blasco probé en [6, Teorema 2.4] que los espacios g-uniformemente
C-convexos tienen g-radio de Bohr positivo. Esto es, existe r > 0 tal que

(Zux o) < sup )1

para toda funcién analitica f = ) x,2" en D. Reemplazando (4.13) con (4.15)
en su argumento, deducimos que para espacios g-uniformemente C-convexos existe

r > 0 tal que
(S ate) ™ < ([ capaz) ™, (1.16)
n=0

para toda funcién entera f =) x,2". El siguiente teorema extiende este hecho a
varias variables.

Teorema 4.3.2. Dados un espacio de Banach X y 2 < q < 00, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) X es q-uniformemente C-convezxo;

(b) para algin (todo) 1 < p < oo, eziste una constante 0 < r < 1 tal que toda
serie de Dirichlet D =" a,n™° € H,(X) satisface que

o0

1/q
(D=2 llanll?) ™ < 11Dl x-

n=1

(c¢) para algin (todo) 1 < p < oo, eziste una constante 0 < r < 1 tal que toda
funcion f € Hy(T>, X) satisface que

-~ /q
(32 AoF) " < Il e,

aGNéN)
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Demostracion. Observemos que (b) y (c) son equivalentes via la transformada de
Bohr. Ademds, notmeos que (c) = (a) se obtiene tomando f(z) = x + zy para
x,y € X y acotando la norma p de f por su supremo en el toro.

Basta ver que (a) = (c). Por el Teorema 1.3.3 podemos suponer que ¢ = p. Alcanza
con ver que (c) vale para polinomios de Steinhaus dado que el resultado general se
sigue de un argumento de densidad. Probamos esto por induccion en n, el nimero
de variables del polinomio. El caso n = 1 es precisamente (4.16).

Supongamos que el resultado vale para n — 1 y tomemos un polinomio
P(z) = Z 2%,
a€cF

para z € C" (donde F' C NJ es finito). Luego, podemos escribir

N
2 llwalltrt= 27t D e
e k=0

aceF

an=k

Aplicando la hipétesis inductiva a cada polinomio
zeC" s E To2ft 2t
acF

an=Fk

tenemos que

N
BIENCEED S N DIEE b KR
a = a”] n—1 1y-++5~n—1
a k=0 Tt aE
an=Fk

N q
« Qnp—1 k
:/ g H E Cazpt 2| (2, 2nlt)
Tt k=0 aeF
an=~k
Finalmente, para cada (21,...,2,-1) € T"! fijo podemos considerar el polinomio
de C a X dado por
n
Z E ( E cazfln-zgff)zk
k=0 a€F
an=k

para luego usar el caso n = 1 de la induccién y concluir que

N . N
S S s < S0 (3 sk
k=0 acF T k=0  acF

an=k an=k
Qe
- / H Zxazf‘l RRE
T aeF

El resultado se sigue reordenando las integrales. O]

q

dzy,

q
dz,, .
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Notemos que por el Teorema 4.3.2 tenemos que

1/q —s -
(X tlre ) < | o],y <[ aun

n<x

Hoo(X)

para todo polinomio de Dirichlet. Esto brinda una version del ¢-radio de Bohr para
series de Dirichlet vectoriales.

Concluimos esta secciéon con una version dual del Teorema 4.3.2. Uno podria pre-
guntarse si existe una nocién dual a uniforme C-convexidad que sea mas débil que
uniforme suavidad. Sin embargo, esto no sucede. El enfoque mas directo seria in-
vertir la desigualdad (4.12) y decir que un espacio de Banach X es p-uniformemente
C-suave (para 1 < p < 2) si existe A > 1 tal que

/ o + zyllPdz < [lz” + AllylP. (4.17)
T

Esto no funciona dado que esta nocion resulta equivalente a p-uniforme suavidad.
Este fendmeno fue notado por Xu en [85] donde se prueba que una propiedad cono-
cida como cotipo de Lusin (que es equivalente a que un espacio tenga una renormal-
izacién p-uniformemente suave) no admite una versién analitica.

Observacion 4.3.3. Dado un espacio de Banach X, p-uniforme suavidad y p-
uniforme C-suavidad son equivalentes. Primero supongamos que X es p-uniformemente
suave. Dados z,y € X y 2z € T tenemos que

Ellz +ezy[|” < [|lz[[” + Allzyl” = [l][” + Ally[”,

para alguna constante A > 1. Promediando en T, nos queda

[+ zipas = [ B+ ezl < ol + M
T T

por lo que X es p-uniformemente C-suave.

Reciprocamente, procediendo como en el Lema 2.2.1 notemos que

w/2
Elzle] = l/ cos(0) df e = 25.

m —r/2 m

Usando esto y asumiendo (4.17) obtenemos

T ||IP T\P
Bllo+ eyl < [ [lo+ 5o e < el + () Aol
T

por lo que X es p-uniformemente suave.
Teniendo esto en mente, veamos que vale una versiéon dual del Teorema 4.3.2 para

uniforme suavidad. Junto con la Proposicién 4.3.1, este resultado completa el
panorama de desigualdades de Hausdorff-Young para espacios p-uniformemente suaves.
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Teorema 4.3.4. Dados un espacio de Banach X y for 1 < p < 2, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) X es p-uniformemente suave;

(b) para algin (todo) 1 < q < oo existe una constante R > 1 tal que toda serie de
Dirichlet vectorial D = a,n™* satisface que

> 1/p
1Dl < (30 B llanli?)
n=1

(¢) para algin (todo) 1 < q < oo existe una constante R > 1 tal que toda funcion
f € H(T*, X) satisface que

~ /p
Il < (30 REIFIP) ",

aENéN)

Demostracion. Como antes, observemos que (b) y (c) son equivalentes via la trans-
formada de Bohr. Por el Teorema 1.3.3 podemos suponer que ¢ = p. Luego, el hecho
de que (c) = (a) se obtiene tomando f(z) = = + zy para x,y € X y aplicando la
Observacion 4.3.3.

Basta ver que (a) = (c). La prueba de este hecho es andloga a la del Teorema
4.3.2. El tnico ingrediente que nos falta es una versién dual de (4.16). Para obte-
nerla, usamos [84, Teorema 3.2.1] (probado originalmente en [2], ver también [65,
Proposicién 2.4]) que en particular muestra que si X es p-uniformemente suave,
entonces existe una constante R > 1 tal que para todo x € X y toda variable
aleatoria & € LP(u, X') con promedio cero se tiene que

Eljz +&l” < =] + RE[E]["-

Luego, fijemos zy,...,zy € X y consideremos el polinomio

N
P(z) = Z 2",
n=0

Aplicando la desigualdad anterior inductivamente obtenemos

N N
/||P(z)||pdz:/H:L‘o+anz” "dz < ||:v0||p+R/HZ$nz”
n=1 n=2

N N
P
= ||zo||P + R/ Hxl + g xnz"_IH dz<...< g R™||z,||P.
n=2 n=0

Usando esta desigualdad en (4.16) y procediendo como en el Teorema 4.3.2 llegamos
a la conclusién. ]

p
dz
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Capitulo 5

Series de Dirichlet vs. sumas de
variables independientes

En este capitulo brindamos condiciones para poder comparar normas p de series
de Dirichlet con normas p de sumas de Bernoulli. Esencialmente traducimos los
resultados de la Seccion 2.4 al ambito de series de Dirichlet. Ademas, estudiamos el
mismo problema para series de Dirichlet generales, un contexto mucho mas amplio
que contiene tanto la teoria de series de Fourier como la de series de Dirichlet
(ordinarias). Finalmente aplicamos estas estimaciones para estudiar regiones de
convergencia de series de Dirichlet conocidas como bandas de Bohr.

5.1 Series de Dirichlet vs. sumas de variables in-
dependientes

Recordemos de la Seccion 2.4 que, bajo condiciones geométricas adecuadas, podemos
comparar polinomios aleatorios con una suma completamente independiente de sus
coeficientes. Como es usual, trasladamos estos resultados al contexto de series de
Dirichlet via la transformada de Bohr.

Para poder trabajar con sumas infinitas de variables de Bernoulli independientes,
introducimos dos espacios de sucesiones. Dado un espacio de Banach X definimos

RAD(X) = {(xn)neN C X : sup H ienxn
n=1

NeN

o).
L2({—1,1}*°,X)

Rad(X) = {(xn)neN C X: anxn converge en X c.t.p. en {—1, 1}00}.

Una cuenta sencilla muestra que RAD(X) es un espacio de Banach bajo la norma
provista en su definicién. Por otro lado, en [82, Teorema 3.1 (b)] se prueba que

91
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Rad(X) puede ser identificado con la clausura en L*({—1,1}>, X) de

N
span{zgnxn: N e N, xneX}.
n=1

Esto dota a Rad(X) de una estructura de espacio de Banach.

Notemos que por el principio de contracciéon (Teorema 1.2.3) dada una sucesién
(Zy)nen € X que se anula para n > N tenemos que

2)1/2

Por simplicidad identificamos (z,,)"_, con la sucesién completa (z,,),en v escribimos
(@)A1 |Rad(x) = ||(#n)nenl|Rad(x)- También por el principio de contraccién, toda
sucesion (z,)neny € Rad(X) satisface que

N
Ia)nenlinaaco = | @aneslranc = (B D znn
n=1

1(@n) = Raacx) < Nl (@n)nenl|Raacx)-

Tomando supremo en N vemos que Rad(X) € RAD(X) isométricamente. Como
consecuencia de [82, Teorema 6.1], sabemos que Rad(X) = RAD(X) si y sélo si
¢o no es isomorfo a un subespacio de X (en el Teorema 6.1 (a) de [82], tomar
& {—1,1}° — L*({—1,1}, X) dada por &,(0) = dx(crzx)). En nuestro contexto,
siempre tendremos Rad(X) = RAD(X) dado que X tendra cotipo finito.

El siguiente resultado de [15, Teorema 4.1] es en parte consecuencia de las Proposi-
ciones 2.4.1 y 2.4.2. Nuevamente, como serd presentado en [77] no deberia ser
considerado como una contribucién original de esta tesis.

Teorema 5.1.1. Dado un espacio de Banach X wvalen las siguientes afirmaciones:

(i) X tiene tipo 2 si y sélo si existe una constante C' > 1 tal que toda serie de
Dirichlet D = > apn™® € Ha(X) satisface que

| (@n)nen||radx) < CD|2s(x); (5.1)

(ii) X tiene cotipo 2 si y solo si existe una constante C > 1 tal que toda serie de
Dirichlet D = > a,n™* a valores en X satisface que

| D]l2x) < Cll(an)nen||rabx)-

Para mayor claridad, probamos que tipo 2 y cotipo 2 son condiciones suficitentes en
ambas afirmaciones respectivamente ya que estas son las implicaciones que necesi-
tamos.
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Idea de la demostracion. Probemos que si X tiene tipo 2, vale (5.1). Como men-
cionamos en la Seccién 2.4, los monomios de Steinhaus (2*)qens € L*(T") forman
una sucesion ortonormal. Aplicando la Proposicion 2.4.1, existe una constante C' > 1
tal que para todo eleccion (finita) de vectores {xq }aj<m tenemos que

(]EH Z EigTa 2>1/2 < C’(/n Z o2 2dz>l/2.

lal<m al<m

Equivalentemente, por la transformada de Bohr, para todo polinomio de Dirichlet
D = 22;1 ap,n~° a valores en X nos queda

l(an)nzi Iraace) < ClID s x)-

Como las sucesiones finitas son densas en Rad(X) y los polinomios de Dirichlet son
densos en Hy(X), deducimos (5.1) por un argumento de densidad.

Anélogamente, asumiendo que X tiene cotipo 2 y aplicando la Proposicién 2.4.2,
obtenemos una constante C' > 1 tal que toda serie de Dirichlet D = > a,n™° a
valores en X satisface que

| D]|320x) < C|l(@n)nen||rad(x)-

Ahora bien, como X tiene cotipo finito, no contiene una copia de ¢y. Luego, sabe-
mos que Rad(X) = RAD(X) y podemos reemplazar la norma del lado derecho
completando la prueba. O

Procediendo de la misma manera podemos transferir nuestros resultados para espa-
cios con GAP de la Seccién 2.4 al contexto de series de Dirichlet.

Teorema 5.1.2. Dado un espacio de Banach X wvalen las siguientes afirmaciones:

(i) st X tiene GAP, entonces existe una constante C' > 1 tal que toda serie de
Dirichlet D = > apn™® € Hy(X) satisface que

—Q(n)
H(\/i an)nen|lradx) < Cl|D||2, (x);

(i) si X tiene cotipo finito, X* tiene GAP y q > cot(X), entonces existe una
constante C' > 1 tal que toda serie de Dirichlet D = > a,n™* a valores en X
satisface que

Q(n)
HDHHq(X) < Cl[(vaq/2 an)neNHRAD(X)-

Omitimos la prueba de este teorema dado que se obtiene de las Proposiciones 2.4.4
y 2.4.5 procediendo de la misma forma que en el Teorema 5.1.1.



94 CAPITULO 5. SERIES DE DIRICHLET VS. SUMAS INDEPENDIENTES

Observacion 5.1.3. Notemos que bajo las hipdtesis del teorema anterior y com-
binandolo con las desigualdades de Hausdorff-Young del capitulo anterior, podemos
estimar la norma de una serie de Dirichlet con expresiones de la forma

1/p
ell (1™ s lraace) < 1Dl < C (30 B lJa )

neN

cuando X tiene GAP y tipo p, y

(X laull?) " < 1Dl < CIR™a)erlrancxy

neN

cuando X* tiene GAP y X tiene cotipo ¢q. Aqui podemos elegir s ajustando las
constantes ¢, C,r y R de forma acorde. Informalmente hablando, esto se ve como
intercalar la norma de D en la desigualdad de tipo (o cotipo).

5.2 Series de Dirichlet generales

En esta seccién traducimos los resultados de la Seccién 2.4 al contexto de series de
Dirichlet generales. Una serie de Dirichlet general D es una suma formal

—Ans
D:E ane "%,

neN

donde s € C es una variable compleja, A = (A;)neny € R es una sucesion cre-
ciente que tiende a infinito llamada frecuencia y los a, € C o, mas generalmente,
pertenecientes a un espacio de Banach X, son los coeficientes de la serie.

Notemos que dada una serie de Dirichlet ordinaria D podemos manipular formal-
mente su expresion para obtener:

D = E O E a, e 108

neN neN

Luego, una serie de Dirichlet se puede interpretar como una serie de Dirichlet general
con frecuencia A = (logn),en. Otro ejemplo de series de Dirichlet generales son las
series de potencias. Fijando z = e¢™® nos queda

E anz”:E anpe "%,

neN neN

una serie de Dirichlet general con frecuencia A = (n),en.

Las series de Dirichlet generales fueron extensamente estudiadas a principios del
siglo 20 por Bohr, Besicovitch, Hardy, Landau, Perron, M. Riesz y Neder entre otros.
Varios anos més tarde, el trabajo de Hendenmalm, Lindqvist y Seip [43] desperté un
nuevo interés en series de Dirichlet ordinarias. La aplicacién de técnicas modernas
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combinando analisis funcional y arménico trajeron nuevos avances como la teorfa de
espacios de Hardy de series de Dirichlet (ver [43, 3, 23]). Recientemente, en [32] (ver
también [75]) Defant y Schoolmann construyeron una teoria de espacios de Hardy
para series de Dirichlet generales que no sélo generaliza pero también profundiza la
comprension del contexto ordinario, ya que aisla los fenémenos de indole general de
los que dependen de la frecuencia \. Echemos un breve vistazo de esta teoria para
poder discutir algunas aplicaciones de las desigualdades de decoupling desarrolladas
en la Seccion 2.4.

Comenzamos dando una definicién de norma p de una serie de Dirichlet general que
extiende el caso ordinario presentado en la Seccién 1.4. Recordemos que hay dos
formas de calcular la norma p de un polinomio de Dirichlet (ordinario). Dado un
polinomio de Dirichlet D con coeficientes aq,...,ay en un espacio de Banach X y
dado 1 < p < oo tenemos que

) 1 r, & _atllP 1/p olP 1/p
2 = i (5 [ S an ) = ([ | 5 apea)”
n=1 aeNge
1<p*<N
(5.2)

Mientras que la primera forma es intrinseca y puede extenderse facilmente al caso
general, la segunda, obtenida via la transformada de Bohr, requiere mas trabajo.

Diremos A-serie de Dirichlet al referirnos a una serie de Dirichlet general con una
frecuencia frecuencia especifica A. Ademas, llamaremos A-polinomio de Dirichlet a
una A-serie de Dirichlet con finitos coeficientes no nulos. Como en el caso ordinario,
podemos definir la norma p de un A-polinomio de Dirichlet intrinsecamente. Dado
un A-polinomio de Dirichlet D con coeficientes aq,...,ay en un espacio de Banach
X y dado 1 < p < oo definimos

1T
- . 1 —Anit
1D, = Tl_lfrloo <2T /—T H ; "

Sin embargo, necesitamos una expresién andloga al lado derecho de (5.2) para aplicar
herramientas del andlisis funcional y arménico. Una idea clave de Defant y School-
mann fue notar que la razén subyacente por la que vale (5.2) es que la funcién
£ : R — T* dada por

p 1/p
th) . (5.3)

ﬂ(t) = (p_it)p primo;

es un homomorfismo continuo con rango denso. De hecho, en [32, Proposicién 3.10]
prueban el siguiente resultado.

Proposicion 5.2.1. Sea G un grupo abeliano compacto y 3 : R — G un homomor-
fismo continuo con rango denso. Para toda funcion f € C(G) se tiene que

1 T
/G Flpds = tim = [ fopieyi
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Con este resultado, podemos recuperar (5.2) tomando f € C(T*) dada por

P

f(z):H E ape 2|
aeNge X
1<p*<N

y notando que ‘ . .
B =(p")* = (") =n""
Este hecho motiva la siguiente definicién de [32].

Definicién 5.2.2. Decimos que un par (G, 3) es un grupo de Dirichlet si G es un
grupo abeliano compacto y # : R — G es un homomorfismo continuo con rango
denso.

Notemos que si (G, 3) es un grupo de Dirichlet y A : G — T es un caracter, entonces
hof :R — T es un caracter de R. Luego, existe x < R tal que hoB(t) = e ™. M4s
aun, como [ tiene rango denso, la aplicacién dual ﬁ G — R dada por ﬁ (h) =hop
es inyectiva (recordar que G es el grupo dual de G, ver también [72, Seccién 1.2]).

Un grupo de Dirichlet (G, ) se dice un A-grupo de Dirichlet para alguna frecuencia
A si para todo n € N existe un caracter h,, : G — T tal que h, o 3(t) = e it
Equivalentemente, para todo n € N el siguiente diagrama conmuta

G s T

R

Teniendo esto en cuenta, dado un espacio de Banach X y un A-grupo de Dirichlet
(G, B) definimos el espacio de Hardy H,)(G, X) C LP(G, X)) como el espacio de todas
las funciones f € LP(G, X) con transformada de Fourier soportada en {h, }nen. Es
facil verificar que este resulta un espacio de Banach que de hecho constituye el
sustituto correcto de H,(T>, X) para series de Dirichlet generales.

Para completar el panorama, en [32] se prueba que toda frecuencia A\ admite un
A-grupo de Dirichlet. Si bien la eleccién del A-grupo de Dirichlet no es tnica, los
respectivos espacios de Hardy resultan isométricamente isomorfos (ver [32, Teo-
rema 3.24] para una version escalar que se extiende al caso vectorial sin ninguna
modificacion). Esto nos permite definir los espacios de espacio de Hardy para series
de Dirichlet que no dependen de la eleccion del grupo de Dirichlet.

Definicién 5.2.3. Dado un espacio de Banach X, una frecuencia A y 1 < p < oo
definimos el espacio de Hardy de \-series de Dirichlet H,(\, X) como el espacio de
A-series de Dirichlet

Z anef)\ni

neN
tales que existe f € H z;\(G , X) para algun A-grupo de Dirichlet (G, £) con coeficientes
de Fourier f(hy,) = a,. Ademds, definimos || D[, = || ]| (c.x)-
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Como mencionamos anteriormente, esta definicion no depende de la eleccion del
grupo de Dirichlet. Més atn, H,(\, X) es por definicién un espacio de Banach
isométricamente isomorfo a HZ’,\(G,X ). Finalmente, usando la Proposicién 5.2.1
y procediendo de la misma manera que en el caso ordinario, obtenemos que esta
definicién de norma p coincide con la que dimos en (5.3) para polinomios de Dirichlet.
Esto se prueba en [32] para el caso escalar (el caso vectorial es idéntico) y extiende
(5.2) a series de Dirichlet generales.

Estamos listos para trasladar algunos resultados de la Seccién 2.4 a este contexto.
Primero notemos que para un A-grupo de Dirichlet (G, 3), el conjunto de carac-
ters {hy,}neny € L*(G) forma una sucesion ortonormal. Por lo tanto, aplicando la
Proposicién 2.4.1, dado un espacio de Banach X de tipo 2, existe una constante
C > 1 tal que para todo A-polinomio de Dirichlet D = ZnN:1 a,e~*"* se tiene que

N
02
H)G,X) ;a ¢

N N
(€ e[} < e et
n=1 n=1

Anélogamente, usando la Proposicion 2.4.2 obtenemos la afirmacion dual. Dado un
espacio de Banach X de cotipo 2, existe una constante C' > 1 tal que para todo
A-polinomio de Dirichlet D = 25:1 a,e~* se tiene que

2>1/2

En cuanto a resultados para espacios con GAP, todo se vuelve mas complejo dado
que necesitamos algtin tipo de desigualdad de Khintchine (ver por ejemplo la prueba
de la Proposicién 2.4.4). Para sortear esta dificultad, nos restringimos a un caso
especial de frecuencias conocido como conjuntos de Sidon algebraicos o conjuntos
Bs. Cabe destacar que cualquier familia de frecuencias donde valga una desigualdad
de Khintchine de 2 a 1 sirve (estas a veces se conocen como conjuntos A(2), ver [40]).
Presentamos los resultados para conjuntos By dado que se definen por una propiedad
algebraica facil de constatar.

=CIDl. (5.4

N
1Dl < C(EH S enan
n=1

Decimos que una frecuencia A es un conjunto B, si para toda eleccién de 7, k,r, s € N
se tiene que

j=ryk=s
A+ =N+ Ay = 0
j=syk=r

Podemos interpretar geométricamente esta condicion reordenando la expresion como
Aj—Ar = As—Ai. Desde este punto de vista, una frecuencia A es un conjunto By si las
distancias entre elementos de A son siempre distintas. Para este tipo de frecuencias
vale una desigualdad de Khintchine (ver [40, Proposicién 6.3.11]). Incluimos una
prueba para mayor claridad.
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Lema 5.2.4. Si A\ es un conjunto By y (G, 3) es un A\-grupo de Dirichlet, entonces
para toda eleccion de finitos aq,...,an € C se tiene que

/\Zan . dw<\/_/’2an o)

Demostracion. Recordemos que por invariancia por traslaciones, el tnico caracter
con integral no nula en G es 1. Luego, si j, k,r, s € N satisfacen que

| BRIl 20,

entonces necesariamente

hjh.hihs = 1.
Evaluando en (§(t) para todo ¢t € R nos queda

1 — €—>\jit6_)\rite—)\kit€_>\sit — 6_(>‘]’_)‘T‘+>\k_>‘s)it.

Por lo tanto, resulta que
Aj+ A=A+ A

Como A es un conjunto B, concluimos que j =ry k=s,0bien, j=sy k=r. En
ambos casos obtenemos

/G o (60) P (@) o () o (o)l = /G 1 () () P = 1.

Teniendo esto en cuenta, podemos estimar la norma 4 por la norma 2 de la siguiente
manera:

/G ‘ éanhn(

Z ajaTakas/h( Vh (W) hg(w)hs(w)dw

7,k,r,s=1
= 22 |agak‘2 + Z |a]’4 <2 Z |ajax|”
j#k 7,k=1

— 2</G ‘ ;anhn(w)rdw)z.

Llamando f = ij:l anh, nos queda
11l < 241 f >

Ahora usamos el conocido argumento 4/3 de Littlewood. Escribiendo f2 = f2/3 f4/3
y usando la desigualdad de Holder para p = 3/2 (y ¢ = 3) tenemos que

£l < IFIVPIAIE < 2Y8) FIR2 1057,

Reagrupando la ultima desigualdad llegamos a

1£1l2 < V2[1£1)1- O
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Notemos que, de hecho, podemos estimar la norma 4 por la norma 1 para conjuntos
B,. Estamos en posicion de probar el resultado andlogo a la Proposicion 2.4.4.

Proposicion 5.2.5. Sean X un espacio de Banach con GAP, \ un conjunto By y
(G, B) un \-grupo de Dirichlet. Entonces, existe una constante C' > 1 tal que para
todo \-polinomio de Dirichlet D = ij:l a,e~ " se tiene que

<EHZ€nan 1/2 < C/ HZan n(w H dw = C||D||;.

Demostracion. Notemos f = 25:1 anh, y sea T : ) — X el operador dado por
T(e,) = a,. Como X tiene GAP, por (2.34) y procediendo como en la Proposicién
2.4.4 obtenemos

1/2 N 2
(2| Zwﬂ SO
n=1
para ciertas constantes C',Cy > 1. Para todo x* € X* observemos que

12" (H)llz2e) = (@ (an) Jnzalley = 177 () ey

Por lo tanto, dada una coleccién finita de vectores x, € X* y usando el lema previo
para z7(f) tenemos que

ST il = D 1Dl < VES i)l
—W/Zm )l
<3 /G F@lx sup 3 o (@)l

T**EByxx k

= V2| fllrex) sup Z!w** )]

T**EB x#*

)1/2 < Comi (T, (5.5)

Por la definicién de norma l-sumante deducimos que m1(T*) < V2| f|lz1(c.x) que,
junto con (5.5), concluye la prueba. O

5.3 Bandas de Bohr

En esta seccion estudiamos algunos fenémenos clasicos de convergencia de series de
Dirichlet en el contexto general vectorial. Distintos tipos de convergencia, como
convergencia puntual o absoluta, esencialmente ocurren en semiplanos en C de la
forma {s € C : Re(s) > o} para algin o € R (ver [41, Seccién 11.2]). La regién
donde algin tipo de convergencia se da mientras que otro falla constituye una banda
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vertical. El ancho maximo de estas bandas fue intensamente estudiado dado que
codifica qué tan lejos yace un tipo de convergencia respecto de otro. Resumimos
brevemente este tema y recomendamos [23, Capitulos 1 y 26| para mas detalles en
el caso ordinario (escalar y vectorial) y [32, 75] para el caso general escalar.

Comencemos con el ejemplo mas sencillo de serie de Dirichlet general, a saber, series
de potencias. Recordemos que las series de potencias se pueden ver como \-series
de Dirichlet para la frecuencia A = (n),en por el cambio de variables z = e™* que

nos da
g a2t = g ane .

neN neN

Para series de potencias, la convergencia esta esencialmente determinada por el radio
de convergencia. Este radio es el mismo tanto para convergencia puntual como
absoluta. Mas atn, es el R mas grande para el cual la serie converge uniformemente
en todo disco de radio R — . Para traducir esto al contexto de series de Dirichlet
notemos que

—Res

| =

2] = le

Luego, obtenemos que |z| < R siy sélo si Res > ¢ para algiun ¢ € R. Desde este
punto de vista, existe un tnico semiplano en C que describe la convergencia puntual,
uniforme y absoluta de una serie de Dirichlet con frecuencia A = (n),en. Esto quiere
decir que el fenémeno de las bandas esta ausente en este caso.

Para series de Dirichlet generales la situacion cambia. Notemos [Res > o] al semi-
plano de todos los s € C tales que Re s > ¢. Dada una A-serie de Dirichlet vectorial
D definimos las siguientes abscisas de convergencia:

o.(D)=inf{oc € R: D converge en [Res > o]} ;
ou(D) =inf{oc € R: D converge uniformemente en [Res > o]} ;

04.(D) =inf{o € R: D converges absolutamente en [Res > o]} .

Estos nimeros determinan los mayores semiplanos para los que vale algin tipo de
convergencia en D. Notemos que convergencia absoluta para algin so = og+ity € C
implica convergencia uniforme en el semiplano [Re s > o] dado que podemos estimar
uniformemente la cola de la serie por

H Z e
n>N

Como convergencia uniforme implica trivialmente convergencia puntual, nos queda

<Y llanfle .
n>N

—00 < 0.(D) < 0u(D) < 0,(D) < 0.
Lo interesante es determinar qué tan lejos pueden estar estas magnitudes. Es decir,
determinar el ancho maximo de las bandas donde vale una convergencia mientras
que otra falla.
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En cuanto a series de Dirichlet ordinarias, la brecha entre o.(D) y o,(D) puede
estimarse facilmente. Supongamos que D = ) a,n"*® converge en sy = g + itp.
Entonces, necesariamente (||a,|[n™°),en estd acotada y para todo € > 0 nos queda

Z Haanf(ao+1+a) < 0.
neN

Luego, deducimos
ou(D) —0.(D) < 04(D) —0.(D) < 1.

Maés atn, esta cota es Optima en el caso escalar y, por lo tanto, en el vectorial. Por
ejemplo en [23, Proposicién 1.5] se prueba que para D = > (—1)*p,~* donde (pg)ren
es la sucesion de nimeros primos, tenemos que o.(D) = 0y 0,(D) = 0,(D) = 1.
Luego, nos queda

sup(0q(D) — 0c(D)) = sup(ou(D) — 0c(D)) = 1, (5.6)

donde los supremos se toman sobre todas las series de Dirichlet D. Hallar una
estimacién similar relacionando o, (D) y 0,(D) resulté ser un problema mucho mas
complejo. En [9] Bohr probé que

1
S = sup{o.(D) — o,(D) : D serie de Dirichlet} < 3

y arguyo que hallar el valor exacto de este supremo requeria una comprensiéon mas
profunda de holomorfia en dimensién infinita. Este problema pasé a llamarse prob-
lema de convergencia absoluta de Bohr y tomo varios anos en ser resuelto por
Bohnenblust y Hille. En [8, Seccién 5] probaron que

1

S=-.

2
Mientras que (5.6) vale para cualquier serie de Dirichlet vectorial (ordinaria), el
problema de convergencia absoluta adquiere una nueva dimensién (o més bien varias)
en el caso vectorial ya que depende de la geometria del espacio de Banach X. Dados
un espacio de Banach X y una frecuencia A definimos

S(A, X) = sup(0a(D) — au(D)),

donde el supremo se toma sobre todas las A-series de Dirichlet a valores en X.
Siempre que X = C (caso escalar) o A = (logn),en (caso ordinario) los omitiremos
de la notacién y escribiremos S(A) o S(X) respectivamente. Recordemos la notacién
cot(X) = inf{q : X tiene cotipo ¢}. En [22, Teorema 1] se prueba que dado un
espacio de Banach X se tiene que

1

S(X)=1- 00" (5.7)

Para ganar un mayor entendimiento del rol que juega el cotipo y cémo se relaciona
el trabajo hecho en capitulos anteriores con este tema, introducimos otras bandas
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de interés. Dada una M-serie de Dirichlet D = 3" a,e™*"* a valoresen X y 0 € R
sea D, su traslacién horizontal dada por

D, = E a,e % ns,

neN

Vale la pena mencionar que D, se puede interpretar como la convolucién de D con
un nicleo de Poisson (ver [32, Lema 3.12]). Mds precisamente, para todo ¢ > 0

definimos P, : R — R por
1 o

P(t) = =

mo? 12
Notemos que P, > 0y || P,||L1(r) = 1 para todo o > 0. Ahora bien, sea (G, ) un M-

grupo de Dirichlet y dado 1 < p < oo sea f € H;‘(G, X) la funcién correspondiente
a alguna D € H,(\, X). Definamos f, : G — X por

£ (w) = /R Py (1) f (wBD))dt. (5.8)

Por la desigualdad de Minkowski y la invariancia por traslaciones para todo 1 < p <
o0 nos queda

Ifollp < ||pr/ o (O)dt = [|f]p-

Ademés para todo caracter h : G — T sea x € R el nico nimero tal que ho §(t) =
~izt y notemos que

// dth( )dw:/ /fwﬁ h(w)dw dt
/ /f M@ () dw dt = APa(t)hoﬁ(t)dtf(h)

- e*""”'f( )

Esto muestra que f, € H;‘(G , X) y su serie de Dirichlet asociada es D,, dado que

-~ e *%a, sih=h, para algin n € N
0 sino '

En consecuencia, nos queda que ||D,||, < ||D||, para todo c > 0,1 <p < ooy
D € H,(\, X). Luego, para 1 < p < oo es natural definir

op(D)=inf{oc e R: D, € H,(\, X)}.

Notemos que por la desigualdad triangular vale que 0,(D) < 0,(D), pues

1Dl < llanlie™.

neN
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Para codificar qué tan lejos estd la pertenencia de una serie a #H,(\, X) de su con-
vergencia absoluta, consideramos las bandas

Sp(A, X) =sup{o,(D) — 0,(D) : D serie de Dirichlet} = sup o,(D),

DeMp(A,X)

donde la ultima igualdad se sigue de un argumento de traslacién. Como para p < ¢
tenemos que H, (A, X) C H,(A, X) por la desigualdad de Jensen, es claro que

S,(\ X) < S,(\, X). (5.9)

Lema 5.3.1. Sea X un espacio de Banach y A\ una frecuencia. Para toda \-serie
de Dirichlet D a valores en X se tiene que

UOO(D) < Uu(D)'

En particular, obtenemos

SO\ X) < Se(M, X).

Antes de dar la prueba notemos que para series de Dirichlet vectoriales ordinarias,
una mirada cuidadosa de (4.10) muestra que para todo 1 < p < 0o se tiene que

S,(X) < 1- ﬁ

donde como antes, escribimos S,(X) en vez de S,((log n)nen, X ). Esto se usé en [13]
junto con (5.7) para obtener que

1
1— =95(X)=5,(X).
COt(X) ( ) p( )
Demostracion del Lema 5.5.1. Fijemos una A-serie de Dirichlet D = >~ a,e % y

o > o,(D). Sea (G, ) un A-grupo de Dirichlet. Notemos que

D, (it) = ane *7e " = D(0 + it).

neN

Luego, D,(it) converge uniformemente en t. Denotemos al espacio de Banach de
funciones continuas de G a X junto con la norma supremo por C(G, X). Como [
tiene rango denso nos queda

M
H E ane 7 h,
n=N

Luego, resulta que

C(G,X)  teR

n—

> ane™7h, € C(G,X) C H(G, X),

neN

y por lo tanto D, € Heo(A, X). Deducimos que o..(D) < o y la conclusién se sigue
tomando infimo sobre o. O
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A continuacién, nos enfocamos en bandas para frecuencias més alld de (n),en y
(logn)nen. Dado un espacio de Banach X y una frecuencia A definimos

L()" X) = Sup(0a<D) - UC(D))7

donde el supremo se toma sobre todas las series de Dirichlet D. Veamos que este
numero no depende del espacio de Banach X. Como antes, supongamos que D =
S ane *® converge en sy = 0 + ity. Luego, necesariamente (||a,||e "), cy estd
acotado y para todo o > 0,(>_ e™*%) tenemos que

Z ||an||e_k"(”°+a) < CZG_’\"" < 0.
neN neN
Escribiendo L(\) = L(\, C) nos queda
L) < LA X) < o, ( 3 e*AnS) (5.10)
neN
Por otro lado, para todo o > 0 tenemos que e~**? decrece a 0 cuando n — oo por
lo que la serie
Z(_l)ne—kna7

neN

converge. Ademas esta claro que la serie diverge para ¢ < 0 dado que en este caso
(—=1)"e~*? 4 0. Juntando esto con [41, Teorema 1], que afirma que la convergencia
en g + itg € C implica la convergencia en el semiplano [Re s > o], prueba que

oe( S (-1re ) =0
neN
Luego, obtenemos
ou( Do) =ou( D=1t ) — o Yo (1)) < L),
neN neN neN
Combinando esto con (5.10) concluimos que
LO\) = L\, X) = o—a<ze*m>. (5.11)
neN
Maés atin, en [10, Hilfssatz 3] se prueba que

logn

L(\) = limsup
n—o0 n
Por lo tanto, la banda entre convergencia absoluta y puntual puede ser calculada
segtin la velocidad con la que )\, tiende a infinito y es independiente del espacio
de Banach X. Estudiemos ahora S(\, X) que si depende de la geometria, como
muestra (5.7).
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Empezamos calculando el valor de una banda més simple para trabajar, a saber
Sa(A). Notemos que Ha(A) es isométricamente isomorfo a . Mdas ain, dada D =
S ane™™* € Ha(N) sea f € Hy(G) su funcién asociada para cierto A-grupo de
Dirichlet (G, ). Como f = > ayh, y los caracteres {h,}nen forman una base
ortonormal tenemos que

1/2
1Dl = 1 ey = (- lanl?)

neN

Luego, para ¢ > L())/2 nos queda

1/2 1/2 1/2
Z ‘an‘efAna < <Z ‘an‘Q) (Z e*/\nQO') _ HDHHz(A) ( Z e*)\n20> < 0,

neN neN neN neN

donde en el dltimo paso usamos (5.11) y el hecho de que 26 > L(\). Esto prueba
que S(A) < L(\)/2. Una cuenta sencilla para la serie D = Y e *7e¢*% con o
arbitrariamente cercano a L()A)/2 muestra que esto es de hecho una igualdad. En
particular, combinando esto con el Lema 5.3.1 y (5.9) resulta que
S0 < 5o < 500 < FA.

Sin embargo, la estimacién S(A) < L(A)/2 estd lejos de ser una igualdad. Un
resultado de Neder en [61] muestra que para todo z > 0y 0 < y < ¢ existe una
frecuencia A tal que S(A) = y y L(A) = z. En cuanto al caso z = oo, en [76,
Teorema 4.7] se prueba que para frecuencias A tales que {A;, Ag, ...} es linealmente
independiente sobre Q, se tiene que S(A) = 0. Si ademés elegimos A para que crezca
més lento que logn, nos queda L(\) = oo. Por lo tanto, pareciera que para series
de Dirichlet escalares generales sélo tiene sentido preguntarse por el valor exacto
de S(\) para familias particulares de frecuencias. Este fenémeno parece cambiar
drasticamente si consideramos A-series de Dirichlet en un espacio de Banach de
dimension infinita.

Proposicion 5.3.2. Dados un espacio de Banach X de dimension infinita y una
frecuencia arbitraria A se tiene que

1
cot(X)

L()\)(l — ) < Soo(A, X).

Observacién 5.3.3. Como se mencion6 durante una comunicacion personal, usando
un argumento de estilo gliding hump Bayart probd un resultado mas fuerte. Para
un espacio de Banach X de dimension infinita y una frecuencia arbitraria A se tiene

que
L) (1— @) < S\, X). (5.12)

Como un primer paso hacia la prueba de la Proposicién 5.3.2, reducimos el problema
a estudiar A-polinomios de Dirichlet en vez de series.
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Lema 5.3.4. Sean X un espacio de Banach, \ una frecuencia y 1 < p < oco. La
banda S,(X\, X) es el infimo sobre todos los o € R para los cuales existe una constante
Cy, > 1 tal que para todo \-polinomio de Dirichlet se cumple que

N

5 a,e

n=1

N
> lanlle ™ < C,
n=1

p

Demostracion. Denotemos el infimo del enunciado por A. Empezamos usando un
argumento de grafico cerrado para probar que A < S,(A, X). Fijemos 0 > S,(\, X)
y definamos el operador T, : H,(\, X) — ¢,(X) por

Ta( g ane_)‘"s> = (ane_’\"")neN.
neN

Como o > S,(\, X), el operador T,, estd bien definido. Tomemos Dy, = Y a,, pe**
en H,(\, X) tal que Dy — D = > a,e ™ en H,(\, X) y T,(Dx) — c en {1(X)
para k — oo. Por el teorema del grafico cerrado, basta ver que T,(D) = c¢. Fijemos
un A-grupo de Dirichlet (G, ) y sean fi, f € HQ(G,X) las funciones asociadas a

Dy, y D. Tenemos que f, — f en H)(G,X) y, luego, fk(hn) — fA(hn) en X para
todo n € N. Esto significa que para todo n € N tenemos

Ap jo — Ap.
7 k—oo

Por otro lado, como T, (Dy) — c en ¢1(X), para todo n € N nos queda

appe 7 — ¢,
’ k—o00

Por lo tanto, ¢, = a,e "7 para todo n € N, lo cual prueba que T,(D) = c. Esto
muestra que T, es continuo y A < ¢ ya que, para todo A-polinomio de Dirichlet,

tenemos que
N N
> e < T 3 ane
n=1 n=1

Como o > Sy,(A, X) era arbitrario, concluimos que A < S,(A, X).

p

Para ver que S,(\, X) < A, necesitamos definir una convolucién con un nicleo de
Fejér de forma andloga a lo realizado en (5.8) para el nicleo de Poisson. Para todo
x > 0 definimos F}, : R — R por

sin(m:t)>2

F.(t) = [E(

Notemos que F, > 0y ||F;|[r1®) = 1. Sea (G, ) un A-grupo de Dirichlet y dado
1 <p < o0, fijemos f € H;‘(G,X). Definimos R, f : G — X por

wxt
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Por la desigualdad de Minkowski y la invariancia por traslaciones, para todo 1 <
p < o0 nos queda

1Rty < 11 / F,(t)dt = |f]l

Para todo caracter h : G — T sea y € R el tinico nimero tal que h o §(t) = e~
Como hicimos para el niucleo de Poisson, tenemos que

R7 = B ) = [(222)  widn
= X(—e/2,0/2) * X(—z/2,2/2) (y)]?(h)

Por lo tanto, deducimos que

— (1—’\?")(1” if h=~h, paraalginn e Ny \, <z
0 si no '

Esto prueba que R, define una contraccién de H;‘(G, X) en H;‘(G, X) para todo
x>0y 1<p< oo. Porsupuesto, también podemos ver a R, como una contraccion

en Hy(A, X).

Teniendo esto en cuenta, fijemos ¢ > Ay D =Y a,e ™ € H,(\, X). Dado z >0
tenemos que

—Ano —Ano )\n —Ano
> llanlle™ <Y fanfle 42 Y (1= F) laulle An

An<z An<z <A, <2z
A
< —Ans _'n —Ans
< C, Z ane + 2 Z (1 2x)ane ,
An<x <A\, <2z
=C,||2 Z (1-— &)a e — Z (1-— ﬁ)a e s
o 97 n T n »
= C,||2R9.(D) — R.(D)||1 < 3C,||D||1 < oc.
Esto prueba que o > S,(\, X). O

Mencionamos que el uso de 2Ry, — R, en la demostracion anterior, que surge del
nicleo de de la Vallée Poussin, es crucial para el desarrollo del argumento ya que nos
permitio truncar la serie con un buen control de la norma y dejando los primeros co-
eficientes intactos. Usando esta caracterizacién de Sy, (A, X) estamos en condiciones
de probar la Proposicion 5.3.2.

Demostracion de la Proposicion 5.53.2. Escribamos

1 1

cot(X) cot(X)
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Luego, una cuenta directa usando (5.11) muestra que
1
Lo (1-
) cot(X)
Veamos que B < S, (A, X). Sin pérdida de generalidad, supongamos que So (A, X)

es finito y tomemos algin o > Sy (A, X). Por el lema anterior, existe C, > 1 tal
que para todo N y toda sucesién (a,),en C X se tiene que

N
Z HanHXe_)\
n=1

Fijemos un A-grupo de Dirichlet (G, ) y recordemos que C'(G, X) es el espacio de
Banach de funciones continuas de G en X. Notando que 22;1 anh, es continuo y
B tiene rango denso, obtenemos

N N
—Ans _
H ; n€ Hoo(WX) H ; anin

Veamos que (€7*"7),en € Leg(x), €sto es, B < 0. Como X tiene dimensién infinita,
sabemos de [58] (ver también [33, Teorema 14.5]) que existen z1,...,zy € X tales
que para todo u = (u1,...,uy) € CV se tiene que

1 N
Sllle < || wuw|
n=1

Ahora bien, sean wy, ..., wy € C arbitrarios. Aplicando (5.13), (5.14) y (5.15) para
a, = r,w,, por la eleccién de o obtenemos que

N
Z le™ 7w, | < 2 Z |znwy || xe 7 < 2C, sup H anwne_)‘"it N

teR

Z ‘wn fz)mt|cot )1/‘30'3 _ 2C Z | n‘COt 1/C0t

Por lo tanto, por dualidad nos queda que (e=*%) & Leot(x), lo cual implica que
B < S\ X). ]

) = L(cot(X)’A) =inf {o € R: (e*) € legyxy } =1 B.

(5.13)

Hoo(MX)

= sup H E :an —Anit
C(G,X)

teR

(5.14)

< ||u||€cot(X)' (5'15)

n=1

Concluimos esta seccién aplicando nuestros resultados de decoupling para dar condi-
ciones suficientes para que (5.12) sea una igualdad como en el caso particular (5.7).

Proposicion 5.3.5. Dados un espacio de Banach X de tipo 2 y una frecuencia X,

se tiene que

S50, X) < L()(1- F}X))

Si, ademds, X tiene dimension infinita, para todo 2 < q < oo se cumple que

SO\, X) = S,(\, X) = L(\) (1 - CO&X)).
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Como £, tiene tipo min{2, ¢} para todo 1 < ¢ < oo, obtenemos la siguiente conse-
cuencia inmediata.

Corolario 5.3.6. Para toda frecuencia \ y para todo 2 < q < o0, se tiene que

1
S(A\4,) = L(\) (1 . 5>’

Demostracion de la Proposicion 5.3.5. Fijemos un A-grupo de Dirichlet (G, ). Como
X tiene tipo 2, tenemos que cot(X) < oco. Luego, para todo g > cot(X), todo € > 0,
toda sucesién (a,) en X y todo x > 0 tenemos que

LW _ 1/q 1/q
Z ||an||€ T An < (Z e (L(A)+s)>\n> (Z Haan> '
An<z An<z A<z

Aplicando (5.4) y el hecho de que X tiene cotipo ¢, nos queda

2>1/2
<o([ 11X ah@pa)”

An<z

L)

+e
> llaalle™ 7 < C(B|| Y cna
An<z

n<z

Como esto vale para todo € > 0 y todo ¢ > cot(X), por el Lema 5.3.4 resulta que

S\, X) < L)) (1 - CO&)Q) |

Por la Proposicion 5.3.2 deducimos que si X tiene dimensién infinita, entonces para
todo 2 < ¢ < oo tenemos que

S,(\, X) = L()) (1 . CO&X))

La igualdad con S(A, X) se sigue de la Observacién 5.3.3. O

Mediante una prueba andloga reemplazando (5.4) por la Proposicién 5.2.5 y recor-
dando que los espacios con GAP tienen cotipo finito, deducimos el siguiente resul-
tado.

Proposicién 5.3.7. Dados un espacio de Banach X with GAP y un conjunto Bs
A, se tiene que

Si(\ X) < L(N) (1 - Cot}XJ .

Si, ademds, X tiene dimension infinita, para todo 1 < p < oo se cumple que

SO\, X) = S,(\, X) = L(\) (1 . @)
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Capitulo 6

Polarizacion no simétrica

En este capitulo estudiamos una forma m-lineal no simétrica Lp asociada a un
polinomio (escalar) m-homogéneo P que fue introducida por Defant y Schliiters en
[31]. A diferencia de la forma m-lineal simétrica M, debido a la falta de simetria,
la norma de Lp se comporta de forma distinta a la norma de P, y las estimaciones
pueden incluso depender del nimero de variables n. Sin embargo, trabajar con Lp
fue motivado por el estudio del tipo y cotipo polinomiales, dado que tiene la ventaja
de tener (esencialmente) los mismos coeficientes que P (ver Observacién 6.1.3).
Empezamos dando la definicion formal de Lp y presentando algunos resultados
previos donde la norma supremo de Lp estd acotada por una constante C(n,m)
por la norma supremo de P. Luego, realizamos un procedimiento de simetrizacion
basado en un algoritmo de mezcla de cartas que junto con el argumento de Defant y
Schliiters, mejora sus estimaciones. Finalmente damos cotas inferiores para C'(n, m)
probando que la dependencia en n no puede removerse.

6.1 Polarizacion no simétrica

Sea P : C" — C un polinomio m-homogéneo y sea M : (C")™ — C la tnica forma
m-lineal simétrica tal que M(z,...,z) = P(z) para todo z € C. Recordemos que
por la férmula de polarizacién, para todo 2V, ..., 2™ € C, tenemos que

1

¢y (m)y — _—_
MY,z )—m!

Ecler ... emP(e1z® + .. +,2M™)).

Como vimos en la Proposicion 1.3.1, de esta igualdad se deduce que

sup |M(zW, ... 2™ <e™ sup |P(2)], (6.1)
||=®)]| <1 lIz11<1
para toda norma || - || en C".

En [31], Defant y Schliiters definieron una forma m-lineal no simétrica Lp asociada a
un polinomio m-homogéneo P. Més precisamente, para un polinomio m-homogéneo

111
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P : C" — C dado por

P(Z) = Z len_ijjl Ce ij,

1<j1<.<jm<n

definimos la forma m-lineal asociada Lp : (C"*)™ — C por

m ! "

1<ji<Sgm<n

Es claro que Lp(z,...,z) = P(z). Sin embargo, a diferencia de M, el operador Lp
no es simétrico en general. Si bien la falta de simetria puede hacer que sea mas dificil
trabajar con Lp que con M, el primero surge naturalmente al estudiar normas de
coeficientes dado que los coeficientes de P y Lp coinciden.

Asumiendo la incondicionalidad de la norma || - || en C", Defant y Schliiters hallaron
una estimaciéon como en (6.1) reemplazando M por Lp. Antes de dar mas detalles
introducimos la siguiente definicién ad hoc:

Definicién 6.1.1. Dados m,n € N, definimos C(m, n) como el infimo de todas las
constantes C' > 1 tales que para todo polinomio m-homogéneo P : C* — C y toda
norma l-incondicional || - || en C™ (esto es, si z,w € C" y |z;| < |wg| para todo k,
entonces ||z|| < ||w]]), se tiene que

sup |Lp(z, ... 2™ < C sup |P(2)].
[[=(k)]|<1 llzlI<1

Similarmente, dado 1 < p < 2, tomamos Cp(m,n) como el infimo de todas las
constantes C' > 1 tales que para todo polinomio m-homogéneo P : C" — C se tiene
que

sup |Lp(zW, ..., 20" < C sup |P(2)].

20| <1 ll=llp<1

Podemos enunciar el resultado principal de [31] en términos de la definicién anterior.

Teorema 6.1.2 ([31, Teorema 1.1]). Existe una constante universal ¢; > 1 tal que
C(m,n) < (c;logn)™.

Mas ain, dado 1 < p < 2, existe una constante co = c3(p) > 1 que cumple que

2

Cp(m,n) < .

Observacién 6.1.3. Originalmente, este resultado desperté nuestro interés cuando
intentdbamos probar el Teorema 3.1.2. Notemos que si X tiene cotipo g y proce-
diendo inductivamente como en el Lema 3.2.1 tenemos que

m 1 m
Stz [ 3
)

H q
. Tnm .
Jj€J (m,n) Jj€I (m,n

dz,
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para toda eleccién de vectores (2;)je7mn) € X. Luego, la prueba de (a) = (b) en
el Teorema 3.1.2 se podria lograr probando la siguiente desigualdad:

q
LS aatapfacon [ ] 5w
e JjET (myn) " j€

m,n)
para alguna constante C' y toda eleccion de vectores (z;)jesmmn) C X. Si fuese
cierto que C'(m,n) < C™ podriamos usar el teorema de Pelczynski’s (Teorema
1.3.9 probado en [64, Teorema 1]) para obtener (6.2) y, por lo tanto, (a) = (b)
en el Teorema 3.1.2. Desafortunadamente, este no es el caso y asi lo muestra la
cota inferior del Teorema 6.1.4. Sin embargo, la desigualdad (6.2) atn podria ser

cierta al menos para espacios con cotipo finito, brindando una prueba alternativa
del Teorema 3.1.2.

"2, (6.2)

Notemos que por unicidad de la forma m-lineal simétrica M tenemos que

m 1 g alm
MW M) = p Z Lp(z°W ... 20, (6.3)

’ O'EZm

donde 33, es el grupo de permutaciones de m elementos. La prueba del Teorema
6.1.2 consiste en acotar la norma de Lp mediante simetrizaciones parciales sucesivas
partiendo de Lp y terminando en la forma completamente simétrica M. Finalmente,
aplicando (6.1) se obtiene el resultado. Cambiando tnicamente la forma en que esta
simetrizacién es llevada a cabo y usando los mismos argumentos que en [31], obte-
nemos una mejora en las estimaciones de C(m,n) y C,(m,n). Ademds, probamos
cotas inferiores para estas constantes. El resultado principal de este capitulo es el
siguiente.

Teorema 6.1.4. Existe una constante universal c; > 1 tal que

m/2
1 ny _
<M> < C(m,n) < "m™(logn)™ .

™

Mas ain, dado 1 < p < 2, eziste una constante ca = c(p) > 1 que cumple que
mr < Cy(m,n) < crm™.

Observacién 6.1.5. Como se nos mencioné durante una comunicaciéon personal,
Defant y Schliiters consiguieron cotas superiores similares refinando sus cuentas
originales de [31].

Observacion 6.1.6. Lamentablemente, como vimos en la Observacién 6.1.3, las
cotas inferiores muestran que no se puede esperar una estimacion de la forma C™
como en (6.1). Mds atn, incluso la dependencia en n no se puede quitar de C(m,n).
Un analisis detallado de la prueba del teorema sugiere que la razén subyacente que
determina la magnitud de las constantes C'(m,n) y C,(m,n) es el comportamiento
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del operador conocido como la proyeccién triangular principal (main triangle pro-
jection). En pocas palabras, la proyeccién triangular principal es el operador que,
dada una matriz en C™*", devuelve la misma matriz con ceros debajo de la diagonal.
Cada norma en C” induce una norma de operadores en C™*" y a su vez, esto induce
una norma para la proyeccion triangular principal. Las estimaciones de esta tltima
norma son las que moldean las cotas inferiores y superiores de C(m,n) y Cp(m,n)
que obtenemos.

6.2 Simetrizacion

En esta seccion brindamos un procedimiento de simetrizacién para ir de Lp a M,
basado en un algoritmo de mezcla de cartas. Esto serda usado para obtener las cotas
superiores del Teorema 6.1.4.

Notemos que lo siguiente se puede deducir de (6.3):

MW, )y = — Z Lp(z°W ..., z0m)

O’GEm

1 p olm
ol Z Z Cj1~~-jmzj1(1)~'zjri )

" 0E€Tm 1<j1<.. <m<n

1 (1) (m)
- % Z Z le"'jmzjafl(l) U chrfl(m)

" 0€Tm 1<j1<. . Sm<n

1 (1) (m)
= % Z Z cjll_.jmij(l) Ce qu_(m).

T TESm 1<51 <. <jm<n
Desde un punto de vista probabilistico, esto se puede reformular como

M(z(l), o 7Z(m)) = E[ Z le"'j’"zﬂ(igl) . ZéZL) , (6.4)
1<j1 <o Sjm<n

donde la esperanza se toma sobre o € X, v X, estda provisto de la medida de
equiprobabilidad. En otras palabras, M es el valor esperado de Lp cuando el orden
de los subindices de los monomios es una variable aleatoria equidistribuida. Luego,
un procedimiento de mezcla de cartas aplicado al orden de los subindices resultara
en un procedimiento de simetrizacién para Lp tomando esperanza. Usaremos el
algoritmo de mezcla Fischer-Yates en su version original que se puede encontrar en
[36]. El algoritmo funciona de la siguiente forma. Elegimos una carta al azar de
un mazo ordenado y la dejamos arriba de todo. Luego, elegimos una carta al azar
entre el segundo y el ultimo lugar y la dejamos en el segundo lugar. Continuamos
de esa forma. En el 1iltimo paso, elegimos entre las tltimas dos cartas cual ird en el
anteultimo lugar. Luego de aplicar este procedimiento, un mazo ordenado quedara
completamente mezclado, esto es, cualquier arreglo de cartas serd igualmente prob-
able.
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Observacion 6.2.1. Notemos que en cualquier paso, digamos el k-ésimo, las primeras
k — 1 cartas (que fueron seleccionadas en pasos anteriores) estan equidistribuidas,
mientras que las dltimas cartas se mantienen completamente ordenadas. Esta es-
tructura especial serd de vital importancia en la prueba del Teorema 6.1.4.

A continuacién, introducimos el procedimiento de simetrizacion que surge de la mez-
cla Fischer-Yates. Para todo 1 < k < m—1 sea P, la distribucién de probabilidad en
Y asociada a llevar a cabo los primeros k pasos del algoritmo de mezcla. Definimos
la k-ésima mezcla Sy, de una m-forma L : (C")" — C por

n

SkL(Z(l), C. ,Z(m)) — E[ Z Cil...imz(l) .. Z(m) ],

io(1) " Tio(m)
i1,eeim=1

donde o ~ Py,.
En particular, de (6.4) y el hecho de que el (m — 1)-ésimo paso de la mezcla logra
la equidistribucién, tenemos que

M = SmflLP.

Sin embargo, cabe mencionar que las mezclas intermedias no son simetrizaciones
parciales dado que estamos simetrizando los subindices de los monomios en vez de
las variables.

Para estudiar la estructura de S, definimos el k-ésimo paso de la mezcla T} de una
m-forma L : (C")™ — C por
TkL(z(l), 2™
1

— —k+ Z [ (Z(l), ey Z(kfl),z(k+1)7 o ,2(1)7 (k)7z(l+l)’ o Z(m))
m — z
1=k

Lema 6.2.2. Para todo 1 < k <m — 1 tenemos que Sy, =Ty, ...T}.

Demostracion. Como T}, y Sk son lineales para todo 1 < k < m — 1, basta ver que
la igualdad vale para monomios. Fijado 1 <14,...,7, < n, debemos ver que

Sk(zgl) . z-(m)) =T} .. .Tl(zi(ll) . Z(m)).

11 im im

Procedemos por induccién en k. Si k = 1, la permutacion aleatoria o es un ciclo
en Y,,. Mas precisamente, usando la notacién de ciclos en 3, tenemos que ¢ toma

el valor (I 1 —1 ... 1) para algin 1 <[ < m con probabilidad 1/m. Por lo tanto,
obtenemos
(1) (m)y _ (1) (m) 1 _ 1 . 1) (2 @ (+1) (m)
Si(z, ) = E[Ziau) . Zia(m)] = Z i By e 2 By By

m

1
m

1 EN 7 Rad T g T AN | im im
=1
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Resta ver el paso inductivo. Sea 2 < k < m — 1 y supongamos que vale el lema para
k — 1. Por la definicion de la mezcla Fischer-Yates deducimos que una permutacion
aleatoria con distribucién de probabilidad P, puede ser escrita como la composicion
de dos permutaciones aleatorias independientes 7 y o donde 0 ~ Py_; y 7 toma el
valor ; = (I 1 —1 ... k) para algin & < [ < m con probabilidad 1/(m — k + 1).
Para un 7 fijo, podemos definir nuevos indices ji, ..., jn tales que j, = i, para
todo 1 < k < m. Luego, concluimos

Sz LA™Y = B 20 2™ = BB Y ]

i1 im lro(1) Lro(m) Jo(1) """ Tdo(m)
_ (1) (m)\7 __ (1) (m)
— Eq— [Sk_1(2]1 PP Zj’rn )] — ET [Sk_l(zl‘r(l) PO ZZT(m) )]
_ 1 - (1) (m)
S m—k+1 12; k12 ) - Zi )
1 - L k=D (k) (kD) ) 4+ (m)
= T Z Sk—1(25, - 24y 2y By By B Z)
I=k
. O D kH) @ R (m)
— TR Z Sk—1(z,” - - Zig ) B B By B B )
I=k

Siguiendo a [31], nos enfocamos ahora en estudiar cémo cambian los coeficientes de
sucesivas mezclas de Lp. Sea L : (C")™ — C una forma m-lineal dada por

L(z(l), - Z(m)) = Z cizi(ll) . z-(m),

Tm

i€Z(m,n)

donde como siempre Z(m,n) = {1,...,n}™. Denotaremos sus coeficientes por
CZ(L) = C;.

Lema 6.2.3. Dados m,n € N, 1 <k <m—1, i € Z(m,n) y un polinomio m-
homogéneo P : C" — C, se tiene que

— m—k s 11 ‘ <
e (SusLp) = {(m kE+1) (1 Do Oiinsa (uJrl u)) ¢ (SpLp) st iy < igyq |

0 sino

donde § es la delta de Kronecker y tomamos SoLp = Lp.

Demostracion. Comenzamos calculando los coeficientes ¢; (SiLp) en términos de los
coeficientes ¢; (Sy_1Lp). Observemos que para una forma m-lineal L : (C*)" — C
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tenemos que

ToL(zW, ..., 2™)

1 m
= Z L(z(l), o 2D kD) ) k) S ,z(m))
m—k+1 —
_ (1) (k—1) (k+1) 0 (k) (+1) (m)
= — k;+1z Z ¢i(L O NE IR A AR A
l=k i€Z(m,n)
L NS0 ) 6 k) @ 4 _om)
= Z _k+1Zc(L) RGN INE RNl A A
1€Z(m,n) =k
1 1) (m
= Z —k+1 Z Lo T PR TS TR T S T Jm)(L) 7). 'Zim)'
iEI(m,n)

Luego, como Sy = T} Sk_1, obtenemos la formula

1

alSbe) =

Zcu, NI P RO T 1Y TR PR (Sk—lLP)' (6'5)
=k

Por la definicién de Lp, si un coeficiente ¢; (Lp) no es cero, entonces el indice i
debe cumplir que 1 < 41 < ... < 4, < n. Probaremos inductivamente que dado
0 <k < m-—1, siel coeficiente ¢; (SgLp) no es cero, entonces el indice i debe
satisfacer que 1 < i, < ... <14, <n.

Como SoLp = Lp, el caso k = 0 ya esta probado. Supongamos ahora que la
afirmacion vale para 0 < k —1 < m — 1y fijemos i € Z(m,n) tal que iy > is,1 para
algin k + 1 < s <m — 1. Aplicando la hipétesis inductiva, tenemos que

(SkflLP) =0,

para todo £ < [ < m. Por lo tanto, usando (6.5) nos queda que ¢; (SyLp) = 0
probando asi el paso inductivo. En particular, vimos que ¢; (Sx_1Lp) = 0 si ix >

C(i1 sl 15 1 eer sl i 15 eeim)

Uk41-

Supongamos ahora que 7, < 751. Si para algin £+ 1 < s < m — 1 tenemos que
is > 1511, entonces por el argumento previo tenemos que ¢; (Sx_1Lp) = ¢; (SkLp) =
0. En conclusién, basta chequear el caso en que 1 < i; < ... <1, < n. Definamos
s =sup{k <u<m :i, =i}y notemos que

C; (Sk_le) if k S l S S
Cl1yeeyife 15Tkt 1y ooy l5Th i1 1 5o sBrm) (Sk—lLP) = {

ifs<l<m’

Podemos entonces avanzar en (6.5) para obtener

G (SkLp) = —— k 1 D Clinrminrins ity i) (Sk-1Lp)
=k
1 z s—k+1
=————> ¢ (Skalp)=—7F—ci(Sk-1Lp)

m—k—l—ll:k
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Como s > k, tenemos que s — k + 1 # 0. Por lo tanto, concluimos que

¢i (Sk—1Lp) = T__Tk:—llci (SkLp)
</ 1 1
= (m—k+1)<1+; <u+ 1~ E))Q (SkLp)
m—k
:<m_k+1)<1+25ik’ik+u<ui1_i>>ci(SkLP)' Il
u=1

Como en [31], reescribiremos el lema anterior en términos de productos de Schur.
Dadas matrices (de m indices) A, B € C*™") el producto de Schur A * B est4 dado
por

¢i(Ax B) =¢;(A)e;(B),

donde ¢;(-) denota la i-ésima entrada de la matriz. Identificando una forma m-lineal
con sus coeficientes, podemos calcular el producto entre una matriz y una m-forma.
Miés precisamente, para A € CZ™™ y una forma m-lineal L : (C")"™ — C definimos
AxL:(C")™ — C por

¢i(Ax L) = ci(A)ci(L).

Con esta notacion, el Lema 6.2.3 prueba la férmula
Skfle = Rk * SkLp, (66)
donde Rj, € CT™m) estd, dado por

’ (Rk) B {(m o 1) <1 - ZT:_JC 5ikﬂ'k+u (u+—1 - %)) st oty < it .

0 sino

La matriz R, € CT™" gse descompone en sumas y productos de matrices mas
simples. Dados u,v € {1,...,m}, sean D“*, T%" € C(™" tales que para todo
i € Z(m,n) se tiene que

Ci(Du’v):{l Siiu:’iv7

0 sino
(T 1 si 1, < 1,
C; ) = .
0 sino

Teniendo en cuenta la Observacion 6.1.6, notemos que 7" estd intimamente rela-
cionada con la proyeccion triangular principal T : C**™ — C"*". En efecto, tenemos
que ¢;(T™") = ¢;,4,(T) para todo i € Z(m,n).

Lema 6.2.4. Dado 1 <k <m — 1, se tiene que

m—k
1 1
Rk _ (m —k + 1)Tk,k+l % (1 T Z Dk‘,kJru (_ o _))
— u+1 wu



6.3. COTAS SUPERIORES 119

Demostracion. Dado i € Z(m,n) notemos que
m—k 1 1
; —k 1 Tk,k+1 (1 Dk,kJru (_ - _))) —
c <(m +1) *( 1+ ; i

=(m—Fk+1)¢ (Tk,kJrl) (1 4 mi;kci (Dk,kJru) (%—H _ 1))

u
1
m—Fk 1 1
= ¢ (THHH! E4D (143 b (= - -))
C( )(m +) +u:1 kslk+u U+1 U
6.3 Cotas superiores
En esta seccién probaremos las cotas superiores del Teorema 6.1.4. Sea || - || un

norma en C”. Dada A € C*(™™) definimos t|(A) como el infimo de las constantes
C > 1 tales que para toda forma m-lineal L : (C")™ — C se tiene que

sup |A*L(x(1),...,x(m))] <C sup \L(:c(l),...,x(m)ﬂ.
=<1 [z <1
Notemos que ((Cz(m’”), MII-H) es un algebra de Banach.

Usaremos el siguiente lema de Defant y Schliiters.

Lema 6.3.1 ([31, Lema 3.2]). Para todo n,m € N, todo u,v € {1,...,m} y toda
norma 1-incondicional || - || en C", se tiene que

py (DY) = 1,
fu (T"") < logy(2n).

Mds ain, para todo 1 < p < 2, existe una constante ¢ = c(p) tal que para todo
n,m € N se cumple que
Hp, (T4°) < c.

Como mencionamos en la Observacion 6.1.6, las estimaciones para T™" se basan en
cotas para la norma de la proyeccién triangular principal obtenidas por Kwapien y
Pelezynski en [50] y Bennett en [4].

Corolario 6.3.2. Para todo n,m € N, todo 1 < k < m — 1 y toda norma 1-
incondicional || - || en C", se tiene que

p (Re) < 2(m — &+ gy (T5)
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Demostracion. Por el lema anterior sabemos que . (D*") = 1 para todo u,v €
{1,...,m}. Como ((CI(W"), :“H~||) es un algebra de Banach, aplicando el Lema 6.2.4
nos queda

K-l (Rk;) = Ky ((m —k+ 1)Tk7k+1 (1 + mg:ka k+u<u i 1 %)))

1 1‘>
u+1 U

u=1

< (m = ke gy (T4 (1 +ZM|III DhE)

<(m-—k+ 1)(1 + Z (E - Jlr 1))/vbn-n (T54)

= 2(m —k+ 1)#”” (Tk’k—H) . ]

Estamos en posicién de probar las cotas superiores del Teorema 6.1.4.
Teorema 6.3.3. Existe una constante universal c; > 1 tal que

C(m,n) < cPm™(logn)™ .
Mas ain, dado 1 < p < 2, existe una constante ca = ca(p) > 1 que cumple que

Cp(m,n) < cg'm™.

Demostracion. Usando (6.6), la definicién de sy v el corolario anterior obtenemos
sup [Sp—1Lp(z, .. 2) = sup Ry x SpLp(zY,... ™))
Iz]1<1 z® <1

< iy (Ri) sup |SkLP(z(1)a'-~7Z(m))|

(0] <1

< 2(m =k + Dy (TH) sup [SeLp(zY, . 2],

20 <1

para todo 1 < k < m — 1. Tomando g = sup;<p<p_y - (TFF) v juntando las
desigualdades anteriores, resulta que

sup |Lp(zM, ... 2M) <2mp sup |SiLp(zW, ..., 2™)

l2M]I<1 2 ]<1
< 2m(m—1)u® swp |SyLp(zV,.... ™)
Iz <1
< <2l sup [SpoiLp(2M L 2™
2] <1

Finalmente, usando S,,—1Lp = M y aplicando (6.1), obtenemos
sup |Lp(zW, ... 2 <2 il sup [ M(2W, L 2™
=) [1<1 [z ]<1
< 2™ temmlu™t sup |P(z)].
ll2l1<1
El teorema se sigue aplicando la férmula de Stirling para estimar m! y el Lema 6.3.1
para estimar . O
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6.4 Cotas inferiores

En esta seccion probamos las cotas inferiores del Teorema 6.1.4. Empezamos esti-
mando C,(m, n) por debajo.

=3

Lema 6.4.1. Para todo n > m y todo 1 < p < 2, se tiene que Cy,(m,n) > mr».

Demostracion. Sea P : C™ — C el polinomio m-homogéneo dado por
P(z)=2z1...2m.
Luego, su forma m-lineal asociada Lp : (C™)"™ — C estd dada por

Lp(zW, ... 2M) = z%l) LZm),

Observemos que

sup  |Lp(z, ..., 2™) = sup ]zgl) LZm =1, (6.7)

m
l[2M)]lp<1 12F)]|p<1

donde la igualdad se alcanza tomando 2 como el i-ésimo vector canénico de 0.

Por otro lado, una cuenta sencilla usando multiplicadores de Lagrange nos da

sup |P(z)] = |[P(m™ Y7, ... .m™VP) = m . (6.8)

llzllp<1

Aplicando (6.7) y (6.8) junto con la definicién de C,(m,n) concluimos

1= sup |Lp(zY,... 2| < Cy(m,n) sup |P(2)| =m »Ch(m,n). O

|29 ||,<1 ll=llp<1

Resta estimar C'(m,n) por debajo.
Lema 6.4.2. Dados n,m € N tales que log (%") > 2, se tiene que

Clmm) > (&)

™

Demostracion. Consideramos la norma || - ||« en C". Como P(z) = Lp(z,...,2),
tenemos que

sup |P(2)] < sup |Lp(zW,...,20")| < C(m,n) sup |P(2)],

[2lloo<1 [[2(5) [l <1 l[2llo <1

para todo polinomio m-homogéneo P : C* — C. Equivalentemente, por el principio
del médulo maximo, nos queda

sup |P(2)| < sup ]Lp(z(l), e z(m))| < C(m,n) sup |P(z)]. (6.9)

z€Tn z(k)eTn z€Tn
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Luego, se cumplen las condiciones del teorema de Pelczyniski’s (Teorema 1.3.9 probado
n [64, Teorema 1]). En efecto, denotemos a los grupos abelianos compactos T" y
(T™)™ por S y T respectivamente y recordemos el conjunto de {ndices J = {j €

Zim,n) : 1 <j; <...<jn <n}. Paratodo j € J, consideramos los caracteres
a; :S—Tyb;: T — T dados por

y bz, ... M) = 2P,

aj(2) =25, ... %2 31 i

Im

Si reescribimos (6.9) con esta notacién, obtenemos (1.10) con ¢; = 1y ¢y = C(m, n).
Por lo tanto, deducimos del teorema de Petczynski’s que

ijzjl e Zjm ‘Xdz < / H Za:j S Z§:)“Xd2(l) dz™
jed ()™

para todo espacio de Banach X y toda eleccién de vectores (z;);e; € X. Eligiendo
el espacio X y los vectores (z;);e; C X adecuadamente, obtendremos nuestra esti-
macion.

< C(m,n)

dz. (6.1
‘Xz (6.10)

Nos basaremos en un ejemplo de Bourgain (no publicado) incluido en el trabajo de
McConnell y Taqqu [59, Ejemplo 4.1] (ver también [53, Seccién 6.9]). Consideremos
el espacio de Banach de operadores acotados en /5 que notamos Y = L(¢3). Para
todo 1 <14 # j < n, definimos los vectores x;; € ¥ por

1
Tij = -e; ®e;+ ej X e;.
J—

=]

Usando variables de Steinhaus en vez de variables de Bernoulli y procediendo como
en [53] obtenemos que

" <i<i<n
/ / Z xwz 2(2 Hdz(l)dz 2 > logn — . (6.12)
" " 1<i<j<n

Notemos que estas estimaciones prueban la cota deseada para m = 2 dado que

logn—7r<// Z Tij2; 2 (2)

1<i<j<n
<C(2,n) /

Maés auin, esto junto con el Teorema 6.3.3 muestra que el comportamiento asintético
de C'(2,n) es logaritmico.

dzMWdz?

E Ty %%

1<i<j<n

dz < C(2,n)m.
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Para concluir nuestro argumento, resta extender este ejemplo 2-homogéneo a un
ejemplo m-homogéneo. Usamos productos tensoriales proyectivos que son una forma
(una de muchas) de darle una norma a un producto tensorial y (completando) una es-
tructura de espacio de Banach. Para no excedernos demasiado, referimos a [21] para
una exposicion detallada y usamos tnicamente que ||z; ® ... ® x| = ||z1]] - . . ||k
para concatenar m/2 copias de la construccién anterior. Asumamos que m es par 'y
sea X = ®ZL:/ f Y el producto tensorial proyectivo de m /2 copias de Y. Consideremos
el polinomio vectorial m-homogéneo P : C* — X dado por

P(z) = > rjzj,  donde x; = 2,5, ® Tjyj, @ - O Ty

20 (k—1)<jop—1<jar <22k
1<k<Z m

Notemos que
P(z) = ®,. /2 Lo 1t Zop1 Zi
J2k—1J2k ~J2k—17 ]2k "
28 (k—1)<jok—1<j2r <22k

Aplicando (6.11) nos queda

/ HP H dz _/ H Z Lok 12k “i2k—1%Jok dz
20 (k—1)<jop—1<jor <22k
m/2
- H/ L jor—1J2k Fizk—1%izk dz
o (B=1)<jaj— 1<]2k<2"k
m/2
k=1
Por otro lado, de (6.12) obtenemos
[y L >||dz<1 42 =
2k—1) m
/ / Z Ty U%zj(% ) m }dz .dz™

28 (k—1)<jog—1<jor <22k
m/2

—H/n/n

(2 ) (2) )

Finalmente, utilizando (6.10) junto con estas estimaciones concluimos que

(2k—1) (Qk
L jok—152k J2k—1 ]2k

> (k—1)<jak— 1<]2k<2nk

‘d (2k—1) dz(?k

77L
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Los Lemas 6.4.1 y 6.4.2 junto con el Teorema 6.3.3 prueban el Teorema 6.1.4.

Observacién 6.4.3. Rastreando el argumento para obtener (6.12), encontramos
que el ejemplo de Bourgain estd basado en una cota inferior de la norma de la
proyeccién triangular principal en L£(¢3). En otras palabras, la cota inferior de
C(m,n) fue obtenida estudiando el comportamiento de la proyeccién triangular
principal como mencionamos en la Observacién 6.1.6. Si bien C(m,n) y Cp(m,n)
no fueron completamente caracterizadas, pareciera que la proyeccion triangular prin-
cipal juega un rol crucial en su comportamiento asintético.
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