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Polinomios aleatorios en espacios de Banach y aplicaciones
a series de Dirichlet

Resumen

Esta tesis estudia polinomios a valores vectoriales en varias variables aleatorias y
aplicaciones a series de Dirichlet vectoriales. Hacer análisis en espacios de Banach
requiere trasladar resultados del contexto escalar al vectorial. La validez de estos
resultados generalizados depende de la estructura geométrica del espacio, que usual-
mente se describe en términos de objetos lineales. Los polinomios vectoriales se
pueden usar para cerrar la brecha entre lo lineal y lo no lineal permitiendo aśı llevar
a cabo este proceso de generalización que va de propiedades geométricas del espacio
de Banach a resultados anaĺıticos para funciones vectoriales.

Usamos esta estrategia para obtener desigualdades del tipo Hausdorff-Young para
series de Dirichlet vectoriales, relacionando la norma de una serie con la de sus
coeficientes. Para lograr esto, probamos que los reconocidos conceptos de tipo y
cotipo tienen una reformulación polinomial equivalente. Este resultado es de interés
en śı mismo y es la contribución principal de esta tesis. Las versiones polinomiales de
tipo y cotipo comparan la norma de un polinomio en varias variables aleatorias con
la norma de sus coeficientes. Esta comparación se extiende a funciones vectoriales
en infinitas variables y es aplicada a series de Dirichlet.

Las desigualdades de decoupling desentraman estructuras de dependencia complejas
de objetos aleatorios para que puedan ser analizados mediante técnicas clásicas de
la teoŕıa de variables aleatorias independientes. Para obtener versiones polinomiales
de tipo y cotipo, brindamos desigualdades de decoupling para polinomios tetrae-
drales homogéneos. En este contexto, los polinomios se comparan con operadores
multilineales asociados. Esto permite trasladar las nociones de tipo y cotipo, que
son de ı́ndole lineal, al ámbito multilineal y, consecuentemente, al polinomial.

Bajo condiciones geométricas más fuertes, también obtenemos desigualdades de de-
coupling entre polinomios aleatorios y sumas aleatorias completamente independi-
entes de sus coeficientes. Estos resultados son llevados al contexto de series de
Dirichlet y aplicados al estudio de regiones de convergencia de series de Dirichlet
generales.

Finalmente, el estudio del tipo y cotipo polinomiales llevó a obtener un resultado
técnico de análisis asintótico. Comparamos las normas supremos de polinomios
homogéneos multivariados con una versión no simétrica de la forma multilineal aso-
ciada usual.

Palabras clave: polinomios aleatorios vectoriales - desigualdades de decoupling -
tipo y cotipo - series de Dirichlet vectoriales
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Random polynomials on Banach spaces and applications to
Dirichlet series

Abstract

This thesis studies vector-valued polynomials in several random variables and appli-
cations to vector-valued Dirichlet series. Doing analysis on Banach spaces requires
to translate results from the scalar to the vector-valued setting. The validity of these
generalized results depends on the geometric structure of the Banach space which is
usually described in terms of linear objects. Vector-valued polynomials can be used
to close the gap between the linear and the nonlinear setting allowing to carry out
this generalization procedure going from geometric properties of the Banach space
to analytic results on vector-valued functions.

We use this strategy to obtain Hausdorff-Young type inequalities for vector-valued
Dirichlet series relating the norm of a series with the norm of its coefficients. To
achieve this we show that the well-known concepts of type and cotype have an
equivalent polynomial reformulation. This result is interesting on its own and is
the main contribution of this thesis. The polynomial versions of type and cotype
compare the norm of a polynomial in several random variables with the norm of
its coefficients. This comparison is extended to vector-valued functions in infinitely
many variables and applied to Dirichlet series.

Decoupling inequalities disentangle complex dependence structures of random ob-
jects so that they can be analyzed by means of standard tools from the theory of
independent random variables. In order to obtain the polynomial versions of type
and cotype we provide decoupling inequalities for tetrahedral homogeneous poly-
nomials. In this context, polynomials are compared with associated multilinear
operators. This allows to translate the notions of type and cotype, which are linear
in nature, to the multilinear and consequently the polynomial setting.

Under stronger geometric assumptions we also obtain decoupling inequalities be-
tween random polynomials and fully independent random sums of its coefficients.
This results are carried to the context of Dirichlet series and applied to study regions
of convergence of general Dirichlet series.

Finally, the study of polynomial type and cotype lead to a technical result in asymp-
totic analysis comparing the supremum norms of homogeneous multivariate polyno-
mials and a non-symmetric version of the usual associated multilinear form.

Keywords: vector-valued random polynomials - decoupling inequalities -
type and cotype of Banach spaces - vector-valued Dirichlet series
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de la peĺıcula, por la fruta de la verdad, porque al despertar vamos a desayunar,
porque si falta algo vamos juntos a buscar. Porque a veces me olvido que somos dos.
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Introducción

A comienzos del siglo 20 H. Bohr introdujo en [9] una idea simple pero poderosa, rela-
cionando series de Dirichlet con series de potencias formales en infinitas variables.
Su objetivo era estudiar distintos modos de convergencia de series de Dirichlet y
mediante este v́ınculo logró aplicar herramientas de la teoŕıa de holomorf́ıa en in-
finitas dimensiones que hab́ıa tomado forma recientemente (ver [35]). Su trabajo
fue complementado con contribuciones de Toeplitz [79] y Bohnenblust y Hille [8].
Sin embargo, algunas herramientas fundamentales para desarrollar esta teoŕıa no
estaban presentes en ese entonces y el descubrimiento de su verdadero alcance debió
esperar. Después de todo, los espacios de Banach no fueron introducidos hasta
1920 en la tesis de Banach. Técnicas modernas combinando análisis funcional y
armónico llevaron a nuevos desarrollos como la teoŕıa de espacios de Hardy de series
de Dirichlet (ver [43, 3, 23]) que abordamos en esta tesis. Hoy en d́ıa, la idea de
Bohr provee un puente entre series de Dirichlet, holomorf́ıa en infinitas dimensiones
y análisis armónico, mientras que toma herramientas de análisis funcional, teoŕıa de
probabilidades y teoŕıa anaĺıtica de números.

Las series de Dirichlet son series de la forma
∑∞

n=1 ann
−s donde los coeficientes an son

números complejos y s es una variable compleja. Son una herramienta fundamental
en la teoŕıa anaĺıtica de números, siendo su ejemplo más famoso, la función zeta de
Riemann. El descubrimiento de Bohr provee una conexión profunda relacionando se-
ries de Dirichlet con series de potencias formales en infinitas variables. Describamos
los conceptos principales. Por la descomposición en números primos, dado n ∈ N
existen únicos exponentes αk para cada primo pk tales que n = pα1

1 p
α2
2 . . . =: pα. Más

aún, la aplicación n → α = (αk)k∈N que a cada número natural le asigna los expo-
nentes de su descomposición en números primos es una biyección. La transformada
de Bohr es la correspondencia formal

∞∑
n=1

ann
−s ←→

∑
α∈N(N)

0

cαz
α1
1 zα2

2 . . . , donde cα = apα .

Más allá de lo formal, la transformada de Bohr se nutre de que en varios aspec-
tos p−s1 , p−s2 , . . . se comportan como variables independientes justificando la identifi-
cación

n−s =
(
p−s1

)α1
(
p−s2

)α2 . . .←→ zα1
1 zα2

2 . . . .

Este punto de vista permitió que el estudio de polinomios multivariados entrara en
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2 Introducción

escena desde temprano, abordando problemas de regiones de convergencia de series
de Dirichlet: los polinomios multivariados son una herramienta clave en el estudio de
holomorf́ıa en infinitas dimensiones y, en consecuencia, de series de Dirichlet. En par-
ticular, los polinomios homogéneos aparecen naturalmente en el desarrollo de Taylor
de funciones holomorfas en varias variables. Más aún, los polinomios homogéneos
están ı́ntimamente relacionados con el estudio de operadores multilineales. Teniendo
esto en cuenta, uno puede abordar problemas sobre series de Dirichlet reduciéndolos
primero a un problema polinomial y luego a un problema lineal o multilineal.

Vale la pena mencionar que el v́ınculo entre series de Dirichlet y de potencias no es
unidireccional. El estudio de series de Dirichlet inspiró resultados profundos para
polinomios y series de potencia en cuanto a convergencia (monomial) de series de
potencias, la desigualdad de Bohnenblust-Hille y el radio de Bohr (ver [23]).

Otra impactante aplicación fue la introducción del espacio de Hardy H2 de series
de Dirichlet con coeficientes cuadrado sumables en [43], que fue usado para abordar
un problema clásico de Beurling: caracterizar cuándo las dilataciones {ϕ(nx)}n∈N
de una función ϕ ∈ L2(0, 1) forman una base de Riesz (una versión más débil de
base ortonormal). Más tarde en [3], Bayart extendió la noción de espacios de Hardy
de series de Dirichlet Hp más allá de p = 2 allanando el camino para una teoŕıa
completa.

Las series de Dirichlet vectoriales tienen coeficientes an en algún espacio de Banach
X. Su estudio está motivado por problemas escalares multivariados aśı como con-
textos donde los coeficientes son variables aleatorias (por ejemplo, elegir el signo del
coeficiente ±an al azar). Como en el contexto escalar, surgen problemas naturales
como: regiones de convergencia; la relación entre la norma de una serie de Dirichlet
en Hp(X) (la versión vectorial de Hp) y la norma de sus coeficientes; el operador
suma parcial; etc (ver [22, 13, 30, 23]).

Los resultados escalares no siempre se generalizan fácilmente al caso vectorial. De
hecho, su validez depende de la geometŕıa del espacio de Banach en el que se esté
trabajando. Más precisamente, la estructura de un espacio de Banach X necesaria
para asegurar una versión vectorial de un resultado escalar, suele ser una condición
geométrica sobre los subespacios de dimensión finita de X. La teoŕıa que estudia
este tipo de condiciones se conoce como teoŕıa local de espacios de Banach y es
muy cercana a la teoŕıa de probabilidad en espacios de Banach. Esencialmente, la
geometŕıa local de un espacio de Banach se puede estudiar según el comportamiento
de variables aleatorias a valores vectoriales. Una vez más, los polinomios juegan
un rol importante en cerrar la brecha entre objetos aleatorios lineales que describen
la geometŕıa de un espacio de Banach y series de Dirichlet vectoriales. Esto suele
requerir un punto de vista probabiĺıstico, analizando polinomios evaluados en vari-
ables aleatorias adecuadas conocidos como polinomios aleatorios o caos polinomial
(ver [52, 20]).

Partir de una propiedad geométrica, construir un resultado para polinomios aleato-
rios y finalmente obtener conclusiones para series de Dirichlet vectoriales es la es-
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trategia troncal de esta tesis. Realizamos esta traveśıa para las nociones de tipo y
cotipo, probando reformulaciones polinomiales equivalentes y deduciendo desigual-
dades de Hausdorff-Young para series de Dirichlet. En el camino, nos iremos rami-
ficando para obtener otros resultados que nos parecen de interés.

Las contribuciones originales de esta tesis son las siguientes. El Caṕıtulo 2 describe
lo realizado en [16]. Los resultados de los Caṕıtulos 3 y 4 se pueden encontrar en
[17]. El Caṕıtulo 5 elabora la parte de [12] que es más cercana a nuestro enfoque y
el Caṕıtulo 6 cubre [56].

A continuación describimos cada caṕıtulo.

Caṕıtulo 1

Este caṕıtulo brinda los conocimientos previos necesarios para el resto de la tesis.
En la Sección 1.2 introducimos las nociones de tipo y cotipo (de Rademacher). Es-
tas propiedades geométricas proveen una escala que mide hasta qué punto valen
versiones más débiles de la regla del paralelogramo para espacios de Banach. In-
formalmente, tipo y cotipo cuantifican qué tan lejos se encuentra un espacio de
Banach de ser un espacio de Hilbert. Desde un punto de vista probabiĺıstico, estas
propiedades comparan la norma promedio de una suma aleatoria con la suma de las
normas de cada término.

En la Sección 1.3 presentamos polinomios vectoriales multivariados, nuestro objeto
principal de estudio. En particular, nos enfocamos en polinomios de Steinhaus que
son polinomios evaluados en variables aleatorias iid uniformemente distribuidas en
el toro T = {z ∈ C : |z| = 1} y polinomios de Walsh que están evaluados en variables
de Bernoulli (o de Rademacher) independientes.

Caṕıtulo 2

Mostramos desigualdades de decoupling para polinomios aleatorios que son ho-
mogéneos (cada monomio tiene el mismo grado) y tetraedrales (cada variable aparece
con exponente 0 o 1). Los polinomios multivariados evaluados en variables aleatorias
tienen, a primera vista, una estructura altamente dependiente, ya que cada variable
aleatoria aparece en varios monomios. Las desigualdades de decoupling desentra-
man una estructura compleja introduciendo suficiente independencia para utilizar
herramientas de la teoŕıa de variables aleatorias independientes (ver [20]).

Introducimos una nueva descomposición para polinomios tetraedrales homogéneos
en términos de un promedio de operadores multilineales y su correspondiente de-
sigualdad de decoupling (Teorema 2.1.4). Como consecuencia, en la Sección 2.2
probamos que para espacios con cotipo no trivial, se puede cambiar la variable aleato-
ria del polinomio sin perder control sobre su norma. Como los polinomios en vari-
ables gaussianas satisfacen buenas desigualdades de decoupling clásicas, trasladamos
este resultado a otras variables aleatorias en el Corolario 2.1.6 mejorando estima-
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ciones de [49, Teorema 2]. El radio de Bohr y la desigualdad de Bohnenblust-
Hille fueron recientemente estudiados en el contexto del cubo Booleano {−1, 1}n en
[27, 28]. Alĺı se probó un intrigante v́ınculo entre la desigualdad de Bohnenblust-
Hille y la teoŕıa de información cuántica. El enfoque de decoupling podŕıa tener más
aplicaciones en este escenario (ver [62]).

En la Sección 2.3 estudiamos desigualdades de decoupling de una sola entrada que
esencialmente agregan solo un grado de libertad. Finalmente, bajo condiciones
geométricas mucho más fuertes, en la Sección 2.4 obtenemos desigualdades de decou-
pling entre polinomios y sumas de sus coeficientes completamente independientes.

Caṕıtulo 3

Probamos una reformulación polinomial equivalente de tipo y cotipo. Más precisa-
mente, en el Teorema 3.1.2 mostramos que el cotipo es equivalente a la noción de
cotipo homogéneo hipercontractivo definida en [14] (ver Sección 3.1 para la definición),
respondiendo positivamente a una pregunta que estuvo abierta unos años. A su vez,
el Teorema 3.1.3 prueba los resultados correspondientes para tipo y su versión poli-
nomial. Creemos que estos resultados junto con las técnicas introducidas pueden
encontrar futuras aplicaciones en la teoŕıa local de espacios de Banach.

Si bien los conceptos de tipo y cotipo se traducen fácilmente al contexto multilineal,
el contexto polinomial es más desafiante cuando se buscan estimaciones razonables.
En la Sección 3.2 usamos la descomposición del Caṕıtulo 2 para obtener una versión
equivalente de tipo y cotipo para polinomios tetraedrales (con buenas constantes).
Pasar del caso tetraedral al general es tal vez la parte más técnica de esta tesis y
es desarrollada en la Sección 3.3. El argumento se basa en una descripción algo
compleja de un polinomio según la paridad de los exponentes en cada monomio.
Creemos que esta metodoloǵıa (que reduce una desigualdad para polinomios gen-
erales a una desigualdad para polinomios tetraedrales) podŕıa ser útil en distintas
circunstancias y es, entonces, interesante en śı misma.

En [24] se prueban variantes con operadores de la desigualdad de Bonhenblust-Hille
para ret́ıculos de Banach con cotipo no trivial. En [14], se presentan resultados sobre
conjuntos de convergencia monomial y multiplicadores en espacios de Hardy para
espacios de Banach con cotipo no trivial y estructura incondicional local o con cotipo
de Fourier. Como se menciona en la Observación 3.1.5, gracias al Teorema 3.1.2
todos estos resultados se extienden a espacios de Banach con cotipo no trivial.

Caṕıtulo 4

Traducimos nuestros resultados del caṕıtulo anterior de polinomios a series de po-
tencias y, consecuentemente, a series de Dirichlet v́ıa la transformada de Bohr.
Obtenemos desigualdades de Hausdorff-Young para series de Dirichlet vectoriales.
El espacio de Hardy de series de Dirichlet H2 es un espacio de Hilbert donde la
norma de una serie de Dirichlet coincide con la norma 2 de sus coeficientes. A
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diferencia del caso p = 2, no existe una regla general para decidir si una serie de
Dirichlet pertenece o no al espacio de Hardy Hp mirando únicamente el tamaño
de sus coeficientes. La desigualdad de Haussdorff-Young es una herramienta útil
para este propósito. Un cálculo estándar (usando un argumento de interpolación)
muestra que ∥∥∥∑ ann

−s
∥∥∥
Hp′
≤ C

( ∞∑
n=1

|an|p
)1/p

(1)

para todo 1 ≤ p ≤ 2 y ( ∞∑
n=1

|an|q
)1/q

≤ C
∥∥∥∑ ann

−s
∥∥∥
Hq′

(2)

para todo 2 ≤ q ≤ ∞ (aqúı 1/r + 1/r′ = 1).

Para espacios de Hardy vectoriales Hp(X) el problema se vuelve más complejo. El
tipo y cotipo de Fourier son las propiedades geométricas adecuadas que permiten
obtener desigualdades de Haussdorff-Young vectoriales. Para espacios con estas
propiedades (ver Sección 1.2 para una definición), se obtienen fácilmente en las
Proposiciones 4.1.1 y 4.1.2 desigualdades análogas a (1) y (2). Sin embargo, estas
propiedades son muy estrictas, en el sentido de que un espacio de Banach tiene
tipo/cotipo de Fourier con exponentes p o q que son en general peores que los
exponentes para tipo y cotipo usuales. Más aún, los valores exactos de p y q suelen
ser desconocidos.

En los Teoremas 4.2.1 y 4.2.3 probamos que los espacios de Banach con cotipo q (re-
spectivamente tipo p) satisfacen variantes de las desigualdades de Hausdorff-Young
que relacionan la norma de una serie de Dirichlet con una norma pesada en `q de sus
coeficientes (respectivamente, una norma pesada en `p). Obtenemos también des-
igualdades análogas para funciones en el politoro infinito T∞ y funciones de Walsh
(esto es, funciones en el cubo Booleano infinito). Finalmente, en la Sección 4.3
probamos estimaciones similares para espacios de Banach que satisfacen nociones
de convexidad y suavidad ı́ntimamente relacionadas con tipo y cotipo.

Caṕıtulo 5

Traducimos las desigualdades de decoupling entre polinomios y sumas independien-
tes de coeficientes de la Sección 2.4 para series de Dirichlet. En la Sección 5.1
comparamos series de Dirichlet con series aleatorias completamente independientes.

La teoŕıa de series de Dirichlet generales provee un marco mucho más amplio reem-
plazando n−s = e− logns por una frecuencia distinta e−λns. Contiene tanto la teoŕıa
de series de Fourier como la de series de Dirichlet (ordinarias) y fue estudiada por
Bohr, Besicovitch, Hardy, Landau, Perron, M. Riesz y Neder entre otros. Reciente-
mente en [32] Defant y Schoolmann construyeron una teoŕıa de espacios de Hardy
para series de Dirichlet generales que no sólo generaliza sino también profundiza la
comprensión del contexto ordinario, pues áısla los fenómenos generales de aquellos
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que dependen de la frecuencia. En la Sección 5.2 usamos la misma estrategia de
decoupling de la Sección 2.4 para series de Dirichlet generales.

Finalmente aplicamos estas estimaciones para estudiar regiones de convergencia de
series de Dirichlet generales conocidas como bandas de Bohr. La convergencia de
series de Dirichlet, ya sea puntual o absoluta, ocurre esencialmente en semiplanos
en C de la forma Re(s) > σ para algún σ ∈ R. Las bandas de Bohr son las regiones
donde un tipo de convergencia se da mientras que otro falla. El problema original
que llevó a Bohr a descubrir la conexión entre series de Dirichlet (ordinarias) y series
de potencias, consist́ıa en determinar la brecha más grande posible entre convergen-
cia absoluta y uniforme. En otras palabras, Bohr buscaba el ancho máximo de la
banda donde hay convergencia uniforme pero no absoluta. Esto fue resuelto más
tarde por Bohnenblust y Hille en [8] mostrando que el ancho de esta banda es 1/2.
En el contexto vectorial, este valor depende del cotipo del espacio de Banach suby-
acente como se probó en [22, Teorema 1]. En cuanto a series de Dirichlet generales
(escalares), el problema se complica (ver [61]) y sólo pareciera tener sentido traba-
jar con familias concretas de frecuencias. Para el caso general vectorial (en infinitas
dimensiones), calculamos el ancho de la banda en la Proposición 5.3.5 para espacios
de tipo 2 y en la Proposición 5.3.7 para espacios con la propiedad de promedios
gaussianos (GAP) y una clase especial de frecuencias.

Caṕıtulo 6

El último caṕıtulo trata sobre un resultado de análisis asintótico que fue motivado
por el estudio del tipo y cotipo polinomiales. Estudiamos una forma multilineal no
simétrica LP asociada a un polinomio homogéneo (escalar) P que fue introducida por
Defant y Schlüters en [31]. A diferencia de la forma multilineal simétrica asociada
usual, debido a la falta de simetŕıa, la norma de LP se comporta distinto de la
norma de P y las estimaciones pueden incluso depender del número de variables
como mostramos en el Teorema 6.1.4. Acotamos la norma supremo de LP por la
norma de P mediante un proceso de simetrización basado en un algoritmo de mezcla
de cartas. Este procedimiento junto con el argumento de Defant y Schlüters mejora
sus estimaciones. El mal comportamiento de LP parece provenir de la asimetŕıa
de la proyección triangular principal (el operador que dada una matriz, pone ceros
debajo de la diagonal), dado que tanto las cotas superiores e inferiores que damos
dependen de la norma de este operador.

Nota: El Teorema 5.1.1, aśı como las Proposiciones 2.4.1 y 2.4.2 que llevaron a él,
fueron obtenidos en [15]. En particular, se desarrollaron en colaboración con la Lic.
Melisa Scotti y no deben considerarse un aporte original de esta tesis, ya que serán
presentados próximamente en [77].



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo brindamos los conocimientos previos necesarios para el resto de la
tesis. Primero, introducimos cuestiones básicas de integración en espacios vectori-
ales y estudiamos nociones geométricas como tipo y cotipo, que surgen del compor-
tamiento de variables aleatorias en espacios de Banach. A continuación, describi-
mos los polinomios a valores vectoriales, nuestro objeto de estudio. Finalmente,
presentamos la teoŕıa de espacios de Hardy de series de Dirichlet, donde más tarde
aplicaremos nuestros resultados.

1.1 Integración vectorial

Esta sección contiene las definiciones y propiedades básicas de las integrales de
funciones a valores vectoriales con respecto a medidas escalares conocidas como
integrales de Bochner. También extendemos la noción de esperanza condicional a
este contexto dando pie al uso de argumentos probabiĺısticos.

Empezamos generalizando la noción de medibilidad a funciones vectoriales. Sean
(Ω,Σ, µ) un espacio de medida finita y X un espacio de Banach. Tal como en el
caso escalar una función f : Ω → X se dice simple si existen x1, . . . , xn ∈ X y
E1, . . . , En ∈ Σ tales que

f =
n∑
j=1

xjχEj .

Aqúı, por un pequeño abuso de notación, escribimos intencionalmente xjχEj en
vez de la notación usual de escalar por vector χEjxj para enfatizar las similitudes
estructurales entre funciones escalares y vectoriales. Una función f : Ω → X se
dice medible (también conocido como fuertemente µ-medible) si es un ĺımite µ-casi
seguro de funciones simples.

Notemos que si f es medible, entonces ‖f‖ también es un ĺımite (escalar) de funciones
simples y por lo tanto, es medible en el sentido usual. Esto nos permite definir
integrabilidad. Una función medible f : Ω→ X es Bochner integrable si existe una

7
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sucesión de funciones simples tales que

lim
n→∞

∫
Ω

‖fn − f‖ = 0.

Por supuesto, las funciones simples son integrables y definimos su integral de la
forma obvia: ∫

Ω

n∑
j=1

xjχEj =
n∑
j=1

|Ej|xj.

Dada una función integrable f : Ω→ X, su integral está dada por∫
Ω

f = lim
n→∞

∫
Ω

fn,

para alguna sucesión de funciones simples (fn)n∈N como en la definición de integra-
bilidad (este valor no depende de la elección de la sucesión).

Una función medible f : Ω → X es Bochner integrable si y sólo si su norma ‖f‖
es integrable en el sentido usual. Más aún, las propiedades básicas de integración,
aśı como el teorema de convergencia mayorada se extienden rápidamente a este
contexto. Usaremos estos hechos naturalmente y recomendamos [34, Caṕıtulo 2]
para mayores detalles.

Vale la pena mencionar que no todo se traslada sin problemas al caso vectorial.
El obstáculo principal es la validez de un resultado análogo al teorema de Radon-
Nikodým que depende de la geometŕıa del espacio de Banach. Esto determina si
la igualdad Lp(µ)∗ = Lq(µ) donde 1/p + 1/q = 1 se extiende a los espacios Lp

vectoriales que introducimos a continuación.

Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida finita y X un espacio de Banach. Como en el
caso escalar, si 1 ≤ p < ∞, el espacio Lp(µ,X) consiste de todas las (clases de
equivalencia de) funciones integrables f : Ω→ X tales que

‖f‖p =
(∫

Ω

‖f(ω)‖pXdω
)1/p

<∞.

Mediante una cuenta directa, se ve que Lp(µ,X) es un espacio de Banach y las
funciones simples son densas para todo 1 ≤ p < ∞. Para p = ∞ obtenemos el
espacio de Banach L∞(µ,X) reemplazando las normas anteriores por

‖f‖∞ = ess sup
ω∈Ω

‖f(ω)‖X .

En cuanto a dualidad, si 1 ≤ p <∞ el candidato natural para Lp(µ,X)∗ es Lq(µ,X∗)
que está isométricamente incluido en Lp(µ,X)∗. La igualdad entre estos espacios
depende de la geometŕıa del espacio de Banach. Esencialmente, se necesita un
resultado análogo al teorema de Radon-Nikodým para X∗ (ver [34, Caṕıtulo 4]).
Sin embargo, el siguiente resultado clásico muestra que BLq(µ,X∗) es un conjunto
normante de Lp(µ,X), lo cual bastará para nuestra exposición.
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Proposición 1.1.1. Sean (Ω,Σ, µ) un espacio de medida finita y X un espacio de
Banach. Dados 1 ≤ p <∞ y f ∈ Lp(µ,X) se tiene que

‖f‖p = sup
g∈BLq(µ,X∗)

∣∣∣ ∫
Ω

〈g(ω), f(ω)〉dω
∣∣∣. (1.1)

Demostración. En primer lugar, notemos que si f ∈ Lp(µ,X) y g, gn ∈ Lq(µ,X∗)
donde las gn son funciones simples convergiendo a g en casi todo punto, entonces
〈gn, f〉 es medible y converge en casi todo punto a 〈g, f〉. Luego, 〈g, f〉 es medible y
además, resulta integrable dado que usando la desigualdad de Hölder obtenemos∫

Ω

|〈g, f〉| ≤
∫

Ω

‖g‖‖f‖ ≤ ‖g‖q‖f‖p.

Esto quiere decir que la integral en (1.1) está bien definida y que el supremo es
menor o igual que ‖f‖p.
En segundo lugar, para la otra desigualdad asumimos que f es simple dado que las
funciones simples son densas en Lp(µ,X). En ese caso, podemos escribir a f como

f =
n∑
j=1

xjχEj ,

donde los conjuntos Ej son disjuntos. Luego, tenemos que

‖f‖pp =

∫
Ω

∥∥∥ n∑
j=1

xjχEj

∥∥∥p =

∫
Ω

n∑
j=1

‖xj‖pχEj =
n∑
j=1

‖xj‖p|Ej|.

Ahora bien, fijemos ε > 0 y para todo 1 ≤ j ≤ n elijamos x∗j ∈ X∗ tal que ‖x∗j‖ = 1
y |〈x∗j , xj〉| ≥ (1− ε)‖xj‖. Definimos g : Ω→ X∗ por

g = ‖f‖1−p
p

n∑
j=1

‖xj‖p−1x∗jχEj .

Es fácil ver que ‖g‖q = 1. Más aún nos queda

∣∣∣ ∫
Ω

〈g(ω), f(ω)〉dω
∣∣∣ = ‖f‖1−p

p

n∑
j=1

‖xj‖p−1|〈x∗j , xj〉||Ej|

≥ (1− ε)‖f‖1−p
p

n∑
j=1

‖xj‖p|Ej| = (1− ε)‖f‖p.

El resultados se sigue acotando el lado izquierdo por el supremo sobre g ∈ BLq(µ,X∗)

y haciendo tender ε a 0.
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Concluimos esta sección extendiendo el concepto de esperanza condicional a espacios
de Banach. Sean (Ω,Σ, µ) un espacio de probabilidad y X un espacio de Banach.
Fijemos una sub-σ-álgebra B de Σ y f ∈ L1(µ,X). Un elemento g ∈ L1(µ,X) se
dice una esperanza condicional de f con respecto a B si g es B-medible y para todo
E ∈ B se tiene que

E[gχE] = E[fχE].

Es sencillo corroborar que de existir tal g, debe ser única (salvo medida cero) por lo
que la denotamos E[f |B]. Más aún, en [34, Teorema 5.1.4] se muestra que E[f |B]
existe para toda f ∈ L1(µ,X) y es una contracción lineal en Lp(µ,X) para todo
1 ≤ p ≤ ∞. Usualmente, consideramos la esperanza condicional con respecto a
una variable aleatoria escalar ξ. La definimos como la esperanza condicional con
respecto a la preimagen de los borelianos por ξ y la denotamos por E[f |ξ].
Generalmente trabajaremos con espacios de probabilidad por lo que escribiremos
frecuentemente Ef en vez de

∫
f . El uso de esperanzas por sobre integrales no

será una mera preferencia notacional sino una forma de indicar qué punto de vista
(probabiĺıstico o anaĺıtico) se adecúa mejor a los argumentos que se estén llevando
a cabo. Más aún, la esperanza condicional será una herramienta fundamental que
nos permitirá encontrar relaciones entre objetos, permitiéndonos describir algunos
como un promedio cuidadosamente confeccionado de los otros.

1.2 Tipo y cotipo

En esta sección introducimos los conceptos de tipo y cotipo de un espacio de Banach.
Estas propiedades geométricas brindan una escala que mide hasta qué punto valen
versiones más débiles de la regla del paralelogramo para espacios de Banach dados.
Informalmente hablando, el tipo y el cotipo cuantifican qué tan lejos está un espacio
de Banach de ser un espacio de Hilbert.

Recordemos que un espacio de Banach X es un espacio de Hilbert si y sólo si satisface
la regla del paralelogramo, que afirma que para todo x, y ∈ X se tiene que

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

2
= ‖x‖2 + ‖y‖2. (1.2)

Pensando en el paralelogramo de vértices 0, x, y y x+ y, la igualdad anterior quiere
decir que el promedio de la longitud (al cuadrado) de las diagonales es igual a la
suma de las longitudes (al cuadrado) de los lados. Más aún, desde una perspectiva
probabiĺıstica estamos comparando la longitud de los lados con la longitud esperada
de una diagonal elegida al azar. Teniendo esto en cuenta, podemos reescribir (1.2)
como

E‖x+ εy‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2,

donde ε es una variable aleatoria de Bernoulli que toma los valores ±1 con proba-
bilidad 1/2. Notemos que si X es un espacio de Hilbert, x1, . . . , xn ∈ X y ε1 . . . εn
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son variables de Bernoulli iid, nos queda

E
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥2

=
n∑
i=1

n∑
j=1

E[εiεj]〈xi, xj〉 =
n∑
j=1

‖xj‖2. (1.3)

Aqúı, la variable ε1 es superflua y la incluimos para que la expresión sea simétrica.
La igualdad anterior se puede interpretar geométricamente como la comparación
análoga de lados y diagonales para un paraleleṕıpedo n-dimensional (si la variable
ε1 está presente, la longitud de cada diagonal simplemente aparece dos veces en el
promedio). Separando esta igualdad en dos desigualdades y cambiando las normas
2 por normas p adecuadas, da origen a las nociones de tipo y cotipo.

Decimos que un espacio de Banach X tiene tipo 1 ≤ p ≤ 2 si existe una constante
C ≥ 1 tal que para todo n ∈ N y todo x1, . . . , xn ∈ X se tiene que(

E
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥p)1/p

≤ C
( n∑
j=1

‖xj‖p
)1/p

. (1.4)

Denotamos la mejor constante posible C por Tp(X). Análogamente, decimos que X
tiene cotipo 2 ≤ q ≤ ∞ si existe una constante C ≥ 1 tal que para todo n ∈ N y
todo x1, . . . , xn ∈ X se tiene que( n∑

j=1

‖xj‖q
)1/q

≤ C
(
E
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥q)1/q

,

donde para cotipo ∞ reemplazamos las normas q por supremos. Denotamos la
mejor constante posible C por Cq(X). En la literatura, las definiciones de tipo y
cotipo a veces se dan en términos de funciones de Rademacher que tienen la misma
distribución que variables de Bernoulli iid, por lo que estas nociones suelen ser
llamadas tipo y cotipo de Rademacher.

Veamos por qué sólo consideramos tipo p para valores de p entre 1 y 2, y cotipo q
para valores de q entre 2 e∞. En primer lugar, notemos que todo espacio de Banach
tiene tipo 1 con constante C = 1 debido a la desigualdad triangular. Similarmente,
todo espacio de Banach tiene cotipo ∞ con constante C = 1 dado que para todo
1 ≤ i ≤ n tenemos que

‖xi‖ ≤
1

2

∥∥∥ n∑
j=1

xj

∥∥∥+
1

2

∥∥∥xi −∑
j 6=i

xj

∥∥∥ ≤ sup
ε∈{−1,1}n

∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥.
En segundo lugar, a medida que p y q se acercan a 2 estas propiedades se vuelven
más restrictivas. Más precisamente, si un espacio de Banach X tiene tipo p, tiene
tipo r para todo 1 ≤ r ≤ p. A su vez, si tiene cotipo q, tiene cotipo s para todo
q ≤ s ≤ ∞. Esto es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Jensen y
del hecho de que las normas `p son decrecientes. Más aún, 2 es el tipo más grande
posible y el cotipo más chico posible que un espacio de Banach distinto de {0} puede
alcanzar. Para corroborar esto, necesitamos la desigualdad de Kahane-Khintchine
(ver por ejemplo [1, Teorema 6.2.5])
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Teorema 1.2.1. Para cada 1 ≤ p <∞ existe una constante Cp ≥ 1 tal que para todo
espacio de Banach X y vectores x1, . . . , xn ∈ X se cumple la siguiente desigualdad:

E
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥ ≤ (E∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥p)1/p

≤ CpE
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥.
Teniendo esto en cuenta, vemos que los exponentes de estas normas se pueden elegir
arbitrariamente en las definiciones de tipo y cotipo. En particular, en la definición
de tipo p podemos reemplazar (1.4) por

(
E
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥2)1/2

≤ C
( n∑
j=1

‖xj‖p
)1/p

.

Ahora bien, si X 6= {0} eligiendo x1 = . . . = xn de norma 1 y usando (1.3) para el
cuerpo (R o C) nos queda

√
n =

(
E
∣∣∣ n∑
j=1

εj

∣∣∣2)1/2

≤ Cn1/p.

Luego, deducimos que p ≤ 2. Un argumento análogo prueba que 2 ≤ q en el caso
de cotipo.

Es claro que los espacios de Hilbert tienen tipo y cotipo 2. Sin embargo, los espacios
de Banach con tipo y cotipo 2 no necesariamente satisfacen la regla del paralelogramo
debido a las constantes involucradas en la definición de tipo y cotipo. Lo mejor
que uno puede esperar es que un espacio de tipo y cotipo 2 sea isomorfo a un
espacio de Hilbert, un resultado fundamental probado en [48] (ver también [33,
Corolario 12.20]).

En cuanto a espacios espećıficos, mencionamos que Lp(µ) tiene tipo p y cotipo 2
para 1 ≤ p ≤ 2 y Lq(µ) tiene tipo 2 y cotipo q para 2 ≤ q <∞ (ver por ejemplo [1,
Teorema 6.2.14]). Más aún, estos valores son óptimos cuando estos espacios tienen
dimensión infinita, esto es, cuando µ no tiene soporte finito. Por otro lado, para
este tipo de medida µ, el espacio L∞(µ) no tiene ningún tipo o cotipo no trivial. En
[80] se prueba que las clases de Schatten Sp se comportan de la misma forma que
los espacios Lp de dimensión infinita.

Veamos una formulación equivalente de tipo y cotipo donde el promedio se realiza
sobre signos complejos en vez de signos ±1.

Definición 1.2.2. Una variable de Steinhaus z es una variable aleatoria compleja
uniformemente distribuida en el toro T = {z ∈ C : |z| = 1}. Por un pequeño abuso
de notación, escribimos z tanto para variables de Steinhaus como para números com-
plejos fijos para incentivar interpretaciones probabiĺısticas de expresiones anaĺıticas.
Más aún, los vectores de Steinhaus, que son vectores aleatorios con coordenadas de
Steinhaus iid, también serán descriptos como z = (z1, . . . , zn).
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Necesitamos el clásico principio de contracción (ver [33, Teorema 12.2] y [78, Coro-
lario 4]).

Teorema 1.2.3 (Principio de contracción). Sea X un espacio de Banach y fijemos
1 ≤ p <∞. Para todo λ ∈ Rn y toda elección de vectores {xj}nj=1 ⊆ X se tiene que

(
E
∥∥∥ n∑
j=1

εjλjxj

∥∥∥p)1/p

≤ ‖λ‖∞
(
E
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥p)1/p

.

Similarmente, si λ ∈ Cn (y X es un espacio de Banach complejo) se cumple que

(
E
∥∥∥ n∑
j=1

εjλjxj

∥∥∥p)1/p

≤ π

2
‖λ‖∞

(
E
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥p)1/p

.

Corolario 1.2.4. Sea X un espacio de Banach (complejo). Para todo 1 ≤ p < ∞
y toda elección de vectores {xj}nj=1 ⊆ X se tiene que

2

π

(
E
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥p)1/p

≤
(
E
∥∥∥ n∑
j=1

zjxj

∥∥∥p)1/p

≤ π

2

(
E
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥p)1/p

,

donde z1, . . . , zn son variables de Steinhaus iid.

Demostración. Para un z ∈ Tn fijo, usando el principio de contracción dos veces
obtenemos

Eε
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥p = Eε
∥∥∥ n∑
j=1

εjzjzjxj

∥∥∥p
≤
(π

2

)p
Eε
∥∥∥ n∑
j=1

εjzjxj

∥∥∥p ≤ (π
2

)2p

Eε
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥p.
Promediando en z ∈ Tn nos queda

Eε
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥p ≤ (π
2

)p
Eε,z

∥∥∥ n∑
j=1

εjzjxj

∥∥∥p ≤ (π
2

)2p

Eε
∥∥∥ n∑
j=1

εjxj

∥∥∥p.
El resultado se sigue notando que εjzj ∼ zj y reacomodando la última expresión.

Como promediar signos complejos o reales es comparable, podemos reemplazar las
variables de Bernoulli por variables de Steinhaus en las definiciones de tipo y cotipo.
Usaremos ambas formulaciones según nos convenga.

Concluimos esta sección introduciendo una versión más fuerte de tipo/cotipo cono-
cida como tipo/cotipo de Fourier. Esencialmente, estas nociones relacionan la norma
de una serie de Fourier con la norma de sus coeficientes. En la Sección 4.1 veremos
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que son una versión vectorial de la reconocida desigualdad de Hausdorff-Young y
por lo tanto tienen un aspecto más anaĺıtico que el tipo y cotipo usuales.

Existen varias definiciones equivalentes de tipo y cotipo de Fourier (ver [37]). Veamos
las versiones más adecuadas para nuestro contexto. Dado 1 ≤ p ≤ 2, decimos que
X tiene tipo de Fourier p si existe una constante C > 0 tal que para toda elección
de finitos vectores x0, . . . , xN ∈ X se tiene que(∫

T

∥∥∥ N∑
n=0

xnz
n
∥∥∥p′dz)1/p′

≤ C
( N∑
n=0

‖xn‖p
)1/p

.

Aqúı p′ cumple que 1/p + 1/p′ = 1. Notemos que, a diferencia de la definición de
tipo, sólo hay una variable de Steinhaus involucrada y la suma aleatoria ya no es
independiente. Dado 2 ≤ q <∞, un espacio de Banach X tiene cotipo de Fourier q
si existe una constante C > 0 tal que para toda elección de vectores x0, . . . , xN ∈ X
se tiene que ( N∑

n=0

‖xn‖q
)1/q

≤ C
(∫

T

∥∥∥ N∑
n=0

xnz
n
∥∥∥q′dz)1/q′

. (1.5)

El tipo y el cotipo de Fourier se pueden ver como un casos particulares en la teoŕıa
más general de tipo de Fourier con respecto a grupos (ver [37]). En este contexto,
[37, Teorema 6.6] implica que X tiene tipo de Fourier p si y sólo si tiene cotipo
de Fourier p′, y por lo tanto, ambos conceptos son equivalentes. Sin embargo,
preferimos trabajar con ambos conceptos por separado para poder compararlos más
fácilmente con las nociones de tipo y cotipo usuales (que no son equivalentes entre
śı). Otra razón es que existen aplicaciones sin una reformulación dual que sólo usan
estimaciones de ı́ndole tipo o sólo usan estimaciones de ı́ndole cotipo. Por ejemplo,
las desigualdades de cotipo suelen ser útiles para estimar coeficientes de alguna serie
o los valores de cierta función en algunos puntos y controlar estas magnitudes por
la norma de la serie o de la función respectivamente (ver [57, 22, 14]).

Como mencionamos antes, el tipo/cotipo de Fourier es más fuerte que el tipo/cotipo
usual. Para ver esto, supongamos que X tiene tipo de Fourier p y sean x0, . . . , xN ∈
X. Para un w ∈ T fijo, por invariancia de las rotaciones tenemos que z ∼ zwn para
z una variable de Steinhaus. Luego,∫

Tn

∥∥∥ N∑
n=1

xnzn

∥∥∥p′dz =

∫
Tn

∥∥∥ N∑
n=1

xnznw
n
∥∥∥p′dz.

Promediando en w y usando la desigualdad de tipo de Fourier nos queda∫
Tn

∥∥∥ N∑
n=1

xnzn

∥∥∥p′dz =

∫
T

∫
Tn

∥∥∥ N∑
n=1

xnznw
n
∥∥∥p′dz dw =

∫
Tn

∫
T

∥∥∥ N∑
n=1

xnznw
n
∥∥∥p′dw dz

≤
∫
Tn
Cp′
( N∑
n=1

‖xnzn‖p
)p′/p

dz = Cp′
( N∑
n=1

‖xn‖p
)p′/p

.



1.3. POLINOMIOS VECTORIALES 15

Elevando al exponente 1/p′ obtenemos una desigualdad de tipo p para variables
de Steinhaus en vez de Bernoulli y con promedios p′ a la izquierda. Sin embargo,
del Corolario 1.2.4 y del Teorema 1.2.1 se sigue que las variables de Steinhaus y
Bernoulli son intercambiables y que los exponentes de estos promedios se pueden
elegir de forma arbitraria. Por lo tanto, X tiene tipo p. El hecho de que cotipo de
Fourier implica cotipo es análogo.

De hecho, las versiones de Fourier de tipo y cotipo son mucho más restrictivas que
sus contrapartes. Por ejemplo, si bien Lp(µ) tiene tipo min{p, 2} y cotipo max{p, 2},
sólo tiene tipo de Fourier min{p, p′} y por lo tanto cotipo de Fourier max{p, p′} (ver
[37, Proposición 4.4]). En particular, esto significa que L1(µ) tiene el mejor cotipo
posible mientras que no tiene ningún cotipo de Fourier no trivial.

1.3 Polinomios vectoriales

Esta sección trata de polinomios vectoriales multivariados. Comenzamos dando
varias notaciones útiles para indexar estos objetos. A continuación, introducimos el
operador multilineal simétrico asociado a un polinomio homogéneo, una herramienta
poderosa para traducir cuestiones polinomiales al ámbito lineal. Finalmente, discu-
timos algunas propiedades básicas de polinomios de Steinhaus y Walsh que usamos
a lo largo de esta tesis.

Notación

Un polinomio de n variables a valores en un espacio de Banach X es una función
P : Cn → X dada por una suma finita

P (z) =
∑

α∈Λ⊆Nn0

xαz
α1
1 . . . zαnn ,

donde xα ∈ X para todo α ∈ Λ. Como mencionamos en la Sección 1.1 escribimos
intencionalmente vector por escalar en vez de escalar por vector para enfatizar la
estructura polinomial. Además, escribimos zα = zα1

1 . . . zαnn .

El grado de un polinomio es el máximo de la suma |α| = α1 + · · · + αn recorriendo
los α ∈ Λ tales que xα 6= 0. Decimos que P es m-homogéneo si |α| = m para todo
α ∈ Λ con xα 6= 0. Siempre que el número de variables n esté impĺıcito escribiremos
a los polinomios m-homogéneos como

P (z) =
∑
|α|=m

xαz
α,

permitiendo que algunos coeficientes xα se anulen.

También trabajaremos con polinomios tetraedrales que se definen como polinomios
donde cada variable aparece con exponente a lo sumo 1. En otras palabras, los
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monomios de un polinomio tetraedral de n variables se pueden indexar por α ∈
{0, 1}n y por lo tanto escribimos

P (z) =
∑

α∈{0,1}n
xαz

α.

A continuación, introducimos notaciones especiales para polinomios tetraedrales y
homogéneos que usamos frecuentemente. Estas notaciones corresponderan a cambiar
la forma de rotular los monomios mediante una biyección entre conjuntos de ı́ndices.
En cuanto a polinomios tetraedrales, podemos identificar α ∈ {0, 1}n con el conjunto
A ⊆ {1, . . . , n} que indica qué elementos 1 ≤ k ≤ n satisfacen que αk = 1. Más
precisamente, tenemos que α = χ

A. Esta correspondencia biuńıvoca nos permite
indexar a los polinomios tetraedrales usando subconjuntos de {1, . . . , n}. Denotemos
[n] = {1, . . . , n}. Por un pequeño abuso de notación, escribiendo xA en vez de xα
siempre que α = χ

A, nos queda

P (z) =
∑

α∈{0,1}n
xαz

α =
∑

α∈{0,1}n
xα

∏
1≤k≤n
αk=1

zk =
∑
A⊆[n]

xA
∏
k∈A

zk.

Notando zA =
∏

k∈A zk obtenemos la nueva notación para polinomios tetraedrales:

P (z) =
∑
A⊆[n]

xAzA.

Para polinomios tetraedrales m-homogéneos escribimos

P (z) =
∑
|A|=m

xAzA,

donde |A| es el cardinal de A.

La siguiente notación para polinomios homogéneos (no necesariamente tetraedrales)
también será de utilidad. Dados n,m ∈ N definimos

I(m,n) = [n]m, y

J (m,n) = {j ∈ I(m,n) : 1 ≤ j1 ≤ . . . ≤ jm ≤ n}.

Para cada ı́ndice α ∈ Nn
0 con |α| = m podemos construir un ı́ndice j ∈ J (m,n)

repitiendo para 1 ≤ k ≤ n el número k exactamente αk veces. Observemos que j es
creciente y tiene |α| = m coordenadas por lo que pertenece a J (m,n). Por ejemplo
si n = 5, m = 7 y α = (2, 0, 1, 3, 1), nos queda j = (1, 1, 3, 4, 4, 4, 5). Es fácil ver que
esto es de hecho una biyección entre {α ∈ Nn

0 : |α| = m} y J (m,n). Denotando
zj = zj1 . . . zjm y nuevamente por el pequeño abuso de notación xα ∼ xj, para un
polinomio m-homogéneo de n variables P nos queda

P (z) =
∑
|α|=m

xαz
α =

∑
|α|=m

xα z1 . . . z1︸ ︷︷ ︸
α1

. . . zn . . . zn︸ ︷︷ ︸
αn

=
∑

j∈J (m,n)

xjzj.

Esto se refleja en nuestro ejemplo anterior como

zα = z2
1z

0
2z

1
3z

3
4z

1
5 = z1z1z3z4z4z4z5 = zj.
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Operador multilineal asociado y polarización

Los polinomios homogéneos son útiles para estudiar funciones multivariadas ya que
podemos separarlas en sus partes homogéneas. Más aún, existe un operador mul-
tilineal simétrico asociado a cada uno de ellos. Este operador que introducimos a
continuación permite trasladar problemas del contexto polinomial al lineal.

En primer lugar, definamos la relación de equivalencia que surge de reordenar las
coordenadas de un elemento en I(m,n). Más precisamente, dados i, i′ ∈ I(m,n)
decimos que i ∼ i′ si y sólo si existe una permutación σ : [m]→ [m] tal que

i′ = (iσ(1), . . . , iσ(m)).

Denotamos la clase de equivalencia de un elemento i ∈ I(m,n) por [i]. Notemos
que el conjunto de ı́ndices J (m,n) definido anteriormente es un conjunto de repre-
sentantes para esta relación dado que estamos eligiendo un orden espećıfico para los
ı́ndices. Ahora bien, para un polinomio m-homogéneo P : Cn → X dado por

P (z) =
∑

j∈J (m,n)

xjzj,

tomemos xi = xj para todo i ∈ [j] y todo j ∈ J (m,n). Sea M : (Cn)m → X el
operador m-lineal simétrico dado por

M(z(1), . . . , z(m)) =
∑

i∈I(m,n)

xi
|[i]|

z
(1)
i1
. . . z

(m)
im
.

Para todo z ∈ Cn tenemos que

M(z, . . . , z) =
∑

i∈I(m,n)

xi
|[i]|

zi =
∑

j∈J (m,n)

∑
i∈[j]

xi
|[i]|

zi

=
∑

j∈J (m,n)

∑
i∈[j]

xj
|[j]|

zj =
∑

j∈J (m,n)

xjzj = P (z).

Como M es el único operador m-lineal simétrico que satisface M(z, . . . , z) = P (z)
para todo z ∈ C (ver [23, Teorema 2.31]), lo llamamos el operador m-lineal simétrico
asociado a P . El operador M también se puede obtener a partir de P mediante una
identidad conocida como la fórmula de polarización. Para todo z(1), . . . , z(m) ∈ C,
se tiene que

M
(
z(1), . . . , z(m)

)
=

1

m!
Eε
[
ε1 . . . εmP

(
ε1z

(1) + . . .+ εmz
(m)
)]
,

donde, como es usual, ε1, . . . , εm son variables de Bernoulli independientes (ver
[35, Corolario 1.6]). Esta identidad permite relacionar la norma de un polinomio
homogéneo con la de su operador multilineal asociado.
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Proposición 1.3.1. Para todo espacio de Banach X, todo polinomio m-homogéneo
P : Cn → X y toda norma ‖ · ‖ en Cn se tiene que

sup
‖z‖≤1

‖P (z)‖X ≤ sup
‖z(k)‖≤1

∥∥M(z(1), . . . , z(m))
∥∥
X
≤ em sup

‖z‖≤1

‖P (z)‖X .

Estudiamos problemas similares en los Caṕıtulos 2 y 6.

Demostración. La primera desigualdad se deduce de que M(z, . . . , z) = P (z). Para
la segunda desigualdad usamos la fórmula de polarización para obtener

sup
‖z(k)‖≤1

∥∥M(z(1), . . . , z(m))
∥∥
X
≤ 1

m!
Eε sup
‖z(k)‖≤1

∥∥ε1 . . . εmP (ε1z
(1) + . . .+ εmz

(m))
∥∥
X

=
mm

m!
Eε sup
‖z(k)‖≤1

∥∥∥P(ε1z
(1) + . . .+ εmz

(m)

m

)∥∥∥
X
.

Dado que para cualquier elección de signos ε1, . . . , εm tenemos que∥∥∥ε1z
(1) + . . .+ εmz

(m)

m

∥∥∥ ≤ 1,

resulta que

sup
‖z(k)‖≤1

∥∥M(z(1), . . . , z(m))
∥∥
X
≤ mm

m!
sup
‖z‖≤1

‖P (z)‖X .

El resultado se sigue aplicando la fórmula de Stirling.

Observación 1.3.2. A primera vista la cota em de la proposición anterior puede
parecer bastante grande. Sin embargo, las estimaciones del tipo Cm aparecen natu-
ralmente al trabajar con polinomios m-homogéneos. Más aún, estas estimaciones
pueden ser compensadas contrayendo los polinomios ya que dado un polinomio m-
homogéneo P tenemos que P (rz) = rmP (z). Tener este tipo de control también nos
permitirá trasladar resultados del ámbito polinomial al de funciones vectoriales. In-
tuitivamente, contraer una función por algún factor r achica sus partes homogéneas
por un factor rm dejando un margen para compensar la aparición de constantes
Cm. Como un ejemplo inocente de este fenómeno, notemos que si (am)m∈N ⊆ C y
|am| ≤ Cm para todo m ∈ N entonces la serie∑

m∈N

amz
m,

converge en un entorno de 0. Un crecimiento de los coeficientes mayor a Cm, como
por ejemplo del orden de mm, habŕıa significado que la serie diverge para todo z 6= 0.
Teniendo esto en cuenta, usualmente buscamos cotas del estilo Cm y escribimos
a 'Cm b siempre que C−ma ≤ b ≤ Cma.
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Polinomios de Steinhaus

A continuación, nos dedicamos a estudiar polinomios en Tn (recordemos que T =
{z ∈ C : |z| = 1}). Desde un punto de vista probabiĺıstico, podemos interpre-
tarlos como polinomios evaluados en variables de Steinhaus independientes (ver la
Definición 1.2.2), por lo cual los llamamos polinomios de Steinhaus. Para fijar un
espacio de probabilidad que permita trabajar con una cantidad arbitraria de vari-
ables de Steinhaus independientes consideramos el politoro infinito T∞ =

∏∞
n=1 T.

En adelante, también escribiremos z = (z1, z2, . . .) ∈ T∞ y denotaremos por dz a la
medida producto de la medida de longitud de arco normalizada en T. Notemos que
T∞ es un grupo compacto y dz es de hecho su medida de Haar por lo que resulta
invariante por rotaciones.

Para todo multi-́ındice α = (α1, . . . , αn, 0, . . .) ∈ Z(N) (todas las sucesiones finitas en

Z), el coeficiente de Fourier α-ésimo f̂(α) de f ∈ L1(T∞, X) está dado por

f̂(α) =

∫
T∞

f(z)z−αdz.

Los coeficientes de Fourier P̂ (α) de un polinomio P =
∑
xαz

α son exactamente
los coeficientes xα y se anulan en el resto de los ı́ndices. Esto se debe a que dados
α, β ∈ Z(N) tenemos que αk = βk = 0 para todo k mayor que cierto n ∈ N y por lo
tanto ∫

T∞
zαzβdz =

∫
Tn
zαzβdz = δα,β,

donde δ es la delta de Kronecker. Dado 1 ≤ p ≤ ∞, el espacio de Hardy de T∞ a
valores en X es el subespacio de Lp(T∞, X) dado por

Hp(T∞, X) =
{
f ∈ Lp(T∞, X) : f̂(α) = 0, ∀α ∈ Z(N) \ N(N)

0

}
,

donde N(N)
0 denota el conjunto de los α en Z(N) con αi ≥ 0 para todo i ∈ N.

Veamos algunas propiedades de estos espacios. Los polinomios de Steinhaus son den-
sos en Hp(T∞, X) para 1 ≤ p <∞ y una función en Hp(T∞, X) está uńıvocamente
determinada por sus coeficientes de Fourier (ver [23, Proposición 24.6]). En cuanto
a inclusiones, por la desigualdad de Jensen tenemos que Hp(T∞, X) ⊆ Hq(T∞, X)
si 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Más aún, veremos que es posible ir en la otra dirección. Para
llegar a esto mencionamos la siguiente propiedad. Dada una función f ∈ Hp(T∞, X)
y 0 ≤ t ≤ 1 tenemos que∥∥∥ ∑

α∈Z(N)

t|α|f̂(α)zα
∥∥∥
Hp(T∞,X)

≤ ‖f‖Hp(T∞,X). (1.6)

Más precisamente, existe una contracción Pt : Hp(T∞, X) → Hp(T∞, X) tal que

Pt(f) tiene coeficientes de Fourier P̂t(f)(α) = t|α|f̂(α). Notemos que dado un
polinomio P tenemos que Pt(P )(z) = P (tz) y por lo tanto Pt(P ) = tmP si P es m-
homogéneo. Para funciones en finitas variables f ∈ Hp(Tn, X) ⊆ Hp(T∞, X), el lado
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izquierdo de la desigualdad anterior se puede obtener mediante una convolución con
un núcleo de Poisson adecuado (ver [23, Sección 24.1]). Esta contracción de hecho
mejora a la función. Lo siguiente se probó en [3, Teorema 9] para el caso escalar y
en [14, Lema 1.3] para el caso general.

Teorema 1.3.3. Para todo espacio de Banach X, todo 1 ≤ p ≤ q < ∞ y toda
función f ∈ Hp(T∞, X) se tiene que∥∥∥ ∑

α∈Z(N)

√
p/q

|α|
f̂(α)zα

∥∥∥
Hq(T∞,X)

≤ ‖f‖Hp(T∞,X).

Como consecuencia de esto, obtenemos una versión polinomial de la desigualdad de
Kahane-Khintchine para polinomios de Steinhaus.

Proposición 1.3.4. Para todo espacio de Banach X, todo 1 ≤ p ≤ q < ∞ y todo
polinomio P de grado m se tiene que

‖P‖Hp(T∞,X) ≤ ‖P‖Hq(T∞,X) ≤
(
q

p

)m
2

‖P‖Hp(T∞,X).

Esto se prueba en [14, Proposición 1.2] para polinomios m-homogéneos (ver también
[3, 25] para el caso escalar). Para polinomios no necesariamente homogéneos, esto
es una consecuencia inmediata del Teorema 1.3.3 y el siguiente lema.

Lema 1.3.5. Sean X un espacio de Banach y 1 ≤ p < ∞. Para todo t ≥ 0 y todo
polinomio P : Cn → X de grado m se tiene que

‖P (tz)‖Hp(T∞,X) ≤ max(1, t)m‖P (z)‖Hp(T∞,X).

Demostración. Para t ≤ 1, esto es (1.6) para polinomios. Asumamos ahora que
t > 1 y sea Q : Cn+1 → X el polinomio m-homogéneo dado por

Q(z, w) = wmP (zw−1) =
∑
|α|≤m

xαz
αwm−|α|,

donde z ∈ Cn y w ∈ C. Por la invariancia por rotaciones, la homogeneidad de Q y
(1.6) aplicado (para z fijo) a Q como polinomio en w, nos queda∫

Tn
‖P (tz)‖pdz =

∫
T

∫
Tn
‖Q(tz, w)‖pdz dw = tpm

∫
Tn

∫
T
‖Q(z, t−1w)‖pdw dz

≤ tpm
∫
Tn

∫
T
‖Q(z, w)‖pdw dz.

Utilizando nuevamente la invariancia por rotaciones llegamos al resultado.
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Teniendo en cuenta la Observación 1.3.2 definimos la proyección m-homogénea en
Hp(T∞, X). Dada f ∈ Hp(T∞, X), para todo m ∈ N definimos su proyección m-
homogénea fm ∈ Hp(T∞, X) por

fm(z) =

∫
T
f(zw)wmdw,

donde zw = (z1w, z2w, . . .). Como se muestra en [13, Proposición 2.5], por la de-
sigualdad integral de Minkowski y la invariancia por rotaciones, para todo 1 ≤ p ≤
∞ se tiene que

‖fm‖Hp(T∞,X) ≤ ‖f‖Hp(T∞,X).

En particular, esto vale para polinomios donde, si P =
∑
xαz

α, tenemos que

Pm =
∑
|α|=m

xαz
α.

El hecho de que las proyecciones homogéneas son contractivas permitirá reducir
problemas al contexto homogéneo y eventualmente, al contexto lineal mediante la
comparación de polinomios homogéneos con operadores multilineales asociados como
hicimos en la sección previa.

Polinomios de Walsh

A continuación, nos enfocamos en polinomios evaluados en variables de Bernoulli
independientes, conocidos como polinomios de Walsh. Tal como hicimos para poli-
nomios de Steinhaus y siguiendo [69, Sección 5.4] (ver también [33, Caṕıtulo 13]),
fijamos un espacio de probabilidad que admita un número arbitrario de variables de
Bernoulli, expĺıcitamente, {−1, 1}∞ con la medida producto que surge de la medida
de equiprobabilidad (δ1 +δ−1)/2 en {−1, 1}. Una vez más, esto es un grupo abeliano
compacto junto con su medida de Haar que es invariante bajo la acción del grupo.
Mencionamos que este espacio de probabilidad se puede identificar con [0, 1] junto
con la medida de Lebesgue expresando los elementos de [0, 1] en binario (ver [39,
Caṕıtulo 1]).

Un polinomio de Walsh es una variable aleatoria P (ε) donde P : Cn → X es un
polinomio y ε1, . . . , εn son variables de Bernoulli iid. Como dada una variable de
Bernoulli ε0 tenemos que ε2

0 = 1, los polinomios de Walsh siempre se pueden escribir
como P (ε) donde P es un polinomio tetraedral. Por lo tanto, usamos la notación
tetraedral introducida al comienzo de esta sección y escribimos

P (ε) =
∑
A⊆[n]

xAεA.

Llamamos funciones de Walsh a las funciones del espacio Lp({−1, 1}∞, X). Para

cualquier conjunto finito A ⊆ N el coeficiente de Walsh-Fourier f̂(A) de una función
f ∈ L1({−1, 1}∞, X) está dado por

f̂(A) = E[f(ε)εA].
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Como antes, los coeficientes de Walsh-Fourier P̂ (A) de un polinomio P =
∑
xAεA

son exactamente sus coeficientes xA. Como los monomios de Walsh εA son tetrae-
drales, no hay una noción de espacio de Hardy en este contexto.

Para toda función de Walsh f ∈ L1({−1, 1}∞, X) y n ∈ N notemos que E[f |ε1, . . . , εn]
es el polinomio de Walsh dado por

E[f |ε1, . . . , εn] =
∑
A⊆[n]

f̂(A)εA.

Si identificamos (formalmente) a la función f con su serie de Walsh-Fourier∑
A⊆N finito

f̂(A)εA,

vemos que el polinomio E[f |ε1, . . . , εn] mantiene los monomios que sólo involucran
a las variables de Bernoulli ε1, . . . , εn. Remarcamos que esto no es una proyección
homogénea de f , sino una aproximación de f cuando se conocen sus primeras n
entradas.

Como tomar esperanza condicional es una contracción en Lp({−1, 1}∞, X) para todo
1 ≤ p ≤ ∞ se tiene que

‖E[f |ε1, . . . , εn]‖p ≤ ‖f‖p.

El siguiente resultado prueba la densidad de los polinomios en Lp({−1, 1}∞, X)
para todo 1 ≤ p < ∞ (ver [39, par. 2.6.4] para el caso escalar, el caso vectorial es
análogo).

Proposición 1.3.6. Sea X un espacio de Banach. Para todo 1 ≤ p < ∞ y toda
f ∈ Lp({−1, 1}∞, X) se tiene que

E[f |ε1, . . . , εn]
Lp−−−→

n→∞
f.

Por la desigualdad de Jensen tenemos que Lp({−1, 1}∞, X) ⊆ Lq({−1, 1}∞, X) si
1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. A su vez, como se prueba en [20, Lema 3.2.3], dada una función de
Walsh f ∈ Lp({−1, 1}∞, X) y 0 ≤ t ≤ 1 se tiene la siguiente desigualdad análoga a
(1.6): ∥∥∥∑

A⊆N
finito

t|A|f̂(A)εA

∥∥∥
p
≤ ‖f‖p. (1.7)

Más aún, el siguiente resultado es análogo al Teorema 1.3.3 (ver [20, Teorema 3.2.1]
y también [51, Teorema 2.2] para un resultado general para variables aleatorias
simétricas arbitrarias).

Teorema 1.3.7. Para todo espacio de Banach X, todo 1 < p ≤ q < ∞ y toda
función f ∈ Lp({−1, 1}∞, X) se tiene que∥∥∥∑

A⊆N
finito

√
p− 1

q − 1

|A|

f̂(A)εA

∥∥∥
q
≤ ‖f‖p.



1.3. POLINOMIOS VECTORIALES 23

Una diferencia fundamental entre polinomios de Steinhaus y de Walsh es que la
proyección homogénea no es necesariamente acotada para estos últimos. La siguiente
proposición estima la norma de la proyección homogénea de un polinomio y puede
encontrarse en [49, Lema 2] (ver también [20, Lema 3.2.4]). Incluimos una prueba
dado que la constante no se calcula expĺıcitamente alĺı, y necesitamos que crezca
exponencialmente en el grado del polinomio (esto es, que sea de la forma Cm para
algún C ≥ 1) por las razones dadas en la Observación 1.3.2. Además, daremos
el argumento para variables aleatorias simétricas arbitrarias en vez de variables de
Bernoulli, ya que usaremos este hecho en su versión general más adelante.

Proposición 1.3.8. Sea X un espacio de Banach. Existe una constante C ≥ 1 tal
que para todo 1 ≤ p < ∞, todo vector aleatorio simétrico ξ con coordenadas iid y
todo polinomio tetraedral P a valores en X de grado m, la proyección k-homogenénea
Pk satisface que

(E‖Pk(ξ)‖p)1/p ≤ Cm(E‖P (ξ)‖p)1/p.

Demostración. Dadom consideramos las funciones {1, t, . . . , tm} en L2(0, 1). Veamos

que hay polinomios {p(m)
1 , . . . , p

(m)
m+1} de grado a lo sumo m tales que∫ 1

0

ti−1p
(m)
j (t) dt = δij, (1.8)

para todo 1 ≤ i, j ≤ m+ 1. Escribiendo p
(m)
j (t) =

∑m+1
k=1 a

(m)
kj t

k−1 nos queda que

δij =

∫ 1

0

ti−1p
(m)
j (t)dt =

m+1∑
k=1

a
(m)
kj

∫ 1

0

ti+k−2dt =
m+1∑
k=1

1

i+ k − 1
a

(m)
kj ,

para todo 1 ≤ i, j ≤ m+ 1. En otras palabras, obtenemos la identidad matricial

I = HA,

donde H es la reconocida matriz de Hilbert y A es la matriz definida por los coefi-
cientes a

(m)
ij . Luego, tenemos que A = H−1, que da una fórmula espećıfica para los

polinomios p
(m)
j . Notemos que |a(m)

ij | puede ser acotado fácilmente por el número de
condición de H, que es menor que Cm para algún C > 1 (ver [83, Ecuación 3.35]).
Alternativamente, usando la fórmula expĺıcita de [74] para los elementos de H−1, es

sencillo verificar que existe una constante C > 1 tal que supi,j |a
(m)
ij | ≤ Cm. Por lo

tanto, tomando B = 2C nos queda

sup
0<t<1

|p(m)
j (t)| ≤ (m+ 1)Cm ≤ Bm .

Como consecuencia de (1.8), si P es un polinomio de grado m, su proyección k-
homogénea satisface que

Pk(ξ) =

∫ 1

0

P (tξ)p
(m)
k+1(t)dt,
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para todo 0 ≤ k ≤ m. Obtenemos

(E‖Pk(ξ)‖p)1/p ≤
∫ 1

0

(E‖P (tξ)p
(m)
k+1(t)‖p)1/pdt ≤ Bm

∫ 1

0

(E‖P (tξ)‖p)1/pdt.

Ahora bien, la simetŕıa de ξ y (1.7) nos permiten concluir que

(E‖P (tξ)‖p)1/p = (Eε,ξ‖P (tεξ)‖p)1/p ≤ (Eε,ξ‖P (εξ)‖p)1/p = (E‖P (ξ)‖p)1/p,

para todo 0 ≤ t ≤ 1, lo cual completa la prueba.

Para algunos espacios de Banach, la proyección homogénea de polinomios de Walsh
es acotada. Esto lleva a la noción de K-convexidad que está ı́ntimamente relacionada
con los conceptos de tipo y cotipo. Un espacio de Banach X se dice K-convexo si
la proyección 1-homogénea está acotada L2({−1, 1}∞, X). Más precisamente, La
aplicación definida en polinomios de Walsh por

R1

(∑
A

xAεA

)
=
∑
|A|=1

xAεA,

se extiende a un operador acotado R1 : L2({−1, 1}∞, X)→ L2({−1, 1}∞, X) (cono-
cido como la proyección de Rademacher). Un argumento de dualidad usando la
Proposición 1.1.1 muestra que X es K-convexo si y sólo si X∗ es K-convexo.
Además, la K-convexidad es equivalente a que la proyección R1 esté acotada en
Lp({−1, 1}∞, X) para algún (todo) 1 < p <∞ (ver [44, Lema 7.4.3]). En este caso,
notamos la norma de R1 por Kp(X). Un resultado muy importante afirma que un
espacio de Banach es K-convexo si y sólo si tiene tipo no trivial (ver por ejemplo
[33, Teorema 13.3]).

Si X es K-convexo, la proyección m-homogénea que en polinomios de Walsh está
dada por

Rm

(∑
A

xAεA

)
=
∑
|A|=m

xAεA,

también se extiende a Rm : L2({−1, 1}∞, X)→ L2({−1, 1}∞, X) para todo m ∈ N.
Más aún, por [67, Teorema 2.1] o [33, Teorema 13.16], existe C ≥ 1 tal que para
todo m se tiene que

‖Rm‖ ≤ Cm. (1.9)

Vale la pena mencionar que si bien lo parecen, el tipo y el cotipo no son propiedades
completamente duales entre śı. Por ejemplo, si X tiene tipo p, entonces X∗ tiene
cotipo p′ (ver [1, Proposición 6.2.12]). Sin embargo, `1 tiene cotipo 2 y `∞ no tiene
un tipo que no sea el trivial. Para espacios K-convexos, la dualidad funciona bien.
Más precisamente, si X es K-convexo, entonces X tiene tipo p si y sólo si X∗ tiene
cotipo p′ y X tiene cotipo q si y sólo si X∗ tiene tipo q′ (ver [81, Proposición 12.8]).
En particular, como la K-convexidad es autodual, tener tipo no trivial implica tener
cotipo no trivial. Más aún, un resultado fundamental de Bourgain muestra que tener
tipo no trivial implica tener tipo/cotipo de Fourier no trivial (ver [11]).
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Análisis de Fourier en grupos

Tanto los polinomios de Steinhaus como los de Walsh pueden ser estudiados en el
contexto de análisis de Fourier en grupos. Por simplicidad, solo describimos algunas
propiedades básicas. Todo lo que mencionamos se puede encontrar en [72] para el
caso escalar (el caso vectorial es análogo).

Sea G be un grupo abeliano compacto y dω su medida de Haar, que es la única
medida de probabilidad invariante por traslaciones (multiplicaciones por elementos
de G). Un homomorphismo continuo γ : G → T se dice un caracter. Por ejemplo,
el mapa γα : T∞ → T dado por

γα(z) = zα,

para algún α ∈ Z(N) es un caracter en T∞. Lo mismo sucede para el grupo {−1, 1}∞
y γA : {−1, 1}∞ → T dado por

γA(ε) = εA,

para algún conjunto finito A ⊆ N. El conjunto de caracteres de G es también un
grupo Ĝ conocido como el grupo dual de G. Como antes, dados f ∈ L1(G,X) y

γ ∈ Ĝ definimos

f̂(γ) =

∫
G

f(ω)γ(ω)dω.

SiG es compacto, entonces Ĝ es discreto y una función f ∈ L1(G,X) está uńıvocamente
determinada por su serie de Fourier∑

γ∈Ĝ

f̂(γ)γ(ω).

Algunos comentarios referirán a este punto de vista, pero no usaremos esto de forma
exhaustiva salvo por las Secciones 5.2 y 5.3.

El siguiente teorema de Pe lczyński será una herramienta fundamental para comparar
polinomios de Steinhaus y de Walsh aśı como otros objetos relacionados. Denotemos
por C(G) al conjunto de funciones continuas f : G→ C.

Teorema 1.3.9 ([64, Teorema 1]). Para un conjunto de ı́ndices a lo sumo numerable
J , sean (aj)j∈J y (bj)j∈J sucesiones de caracteres en los grupos abelianos compactos
S y T respectivamente. Supongamos que existen constantes c1, c2 ≥ 1 tales que

1

c1

∥∥∥∑
j∈J

λjaj

∥∥∥
C(S)
≤
∥∥∥∑
j∈J

λjbj

∥∥∥
C(T )
≤ c2

∥∥∥∑
j∈J

λjaj

∥∥∥
C(S)

, (1.10)

para toda sucesión (λj)j∈J ⊆ C con finitos términos no nulos. Entonces, para todo
espacio de Banach X, todo 1 ≤ p ≤ ∞ y toda sucesión de vectores (xj)j∈J ⊆ X
tenemos que

1

c1c2

∥∥∥∑
j∈J

xjaj(s)
∥∥∥
Lp(S,X)

≤
∥∥∥∑
j∈J

xjbj(t)
∥∥∥
Lp(T,X)

≤ c1c2

∥∥∥∑
j∈J

xjaj(s)
∥∥∥
Lp(S,X)

.
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1.4 Espacios de Hardy de series de Dirichlet

En esta sección introducimos los espacios de Hardy de series de Dirichlet. En el
centro de esta teoŕıa yace la transformada de Bohr, que relaciona series de Dirichlet
y series de potencias en infinitas variables y nos permite hacer análisis armónico en
series de Dirichlet. A través de este puente, los polinomios multivariados se tornan
una herramienta crucial para la solución de una variedad de problemas.

Una serie de Dirichlet es una serie formal de la forma

D =
∞∑
n=1

ann
−s,

donde s es una variable compleja y los coeficientes an pertenecen a un espacio de
Banach. La convergencia de series de Dirichlet ocurre esencialmente en semiplanos
en C de la forma Re(s) > σ para algún σ ∈ R (ver [41, Sección II.2]). En cierto modo,
los semiplanos juegan el mismo rol que tienen los discos para series de potencias de
la forma

∑
anz

n si bien, como mencionamos en la Sección 5.3, el caso de series de
Dirichlet es mucho más sutil. Teniendo esto en cuenta, si estamos buscando una
definición para espacios de Hardy de funciones p-integrables en algún borde, tiene
sentido considerar algún stipo de norma p en la ĺınea imaginaria que es el borde del
semiplano canónico {s ∈ C : Re s > 0} (no confundir con espacios de Hardy en el
semiplano). Llegar a esta definición requerirá trabajo.

Comenzamos identificando series de Dirichlet con series de potencias en infinitas
variables. Por el teorema fundamental de la aritmética, dado n ∈ N existen únicos
exponentes αk para cada primo pk tales que

n = pα1
1 p

α2
2 . . . =: pα.

Más aún, la aplicación T : N→ N(N)
0 que a cada número natural n = pα le asigna los

exponentes α = (αk)k∈N de su descomposición en números primos es una biyección.
La transformada de Bohr es la correspondencia formal entre series de Dirichlet y
series de potencias dada por

∞∑
n=1

ann
−s ←→

∑
α∈N(N)

0

xαz
α,

donde xα = apα .

Esto nos permite trasladar la estructura de los espacios de Hardy en el politoro in-
finito al contexto de series de Dirichlet. Dados un espacio de Banach X y 1 ≤ p ≤ ∞,
el espacio de HardyHp(X) de series de Dirichlet en X es, informalmente hablando, la
preimagen de Hp(T∞, X) v́ıa la transformada de Bohr. Más precisamente, se define
como el espacio de series de Dirichlet D =

∑
ann

−s tales que existe f ∈ Hp(T∞, X)

con coeficientes de Fourier f̂(α) = an con n = pα. Este espacio vectorial de series
de Dirichlet junto con la norma

‖D‖Hp(X) = ‖f‖Hp(T∞,X), (1.11)
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resulta un espacio de Banach. En otras palabras, la transformada de Bohr establece
la identificación isométrica

Hp(X) = Hp(T∞, X).

Una exposición detallada de este tema se puede encontrar en [23] o [71].

La transformada de Bohr no es de ninguna manera un dispositivo artificial. Al
contrario, esta definición lleva a una definición intŕınseca y sumamente sensata de
la norma p de una serie de Dirichlet. Definamos un polinomio de Dirichlet como
una serie de Dirichlet con finitos coeficientes no nulos. Notemos que los polinomios
de Dirichlet son densos en Hp(X) para 1 ≤ p < ∞ dado que los polinomios (de
Steinhaus) usuales son densos enHp(T∞, X). En [3] (ver también [23, Teorema 11.9])
se prueba que

‖D‖p = lim
T→+∞

( 1

2T

∫ T

−T

∥∥∥ N∑
n=1

ann
−it
∥∥∥p
X
dt
)1/p

.

Esto brinda una definición intŕınseca de la norma p para polinomios de Dirichlet
y, por lo tanto, para Hp(X) como la completación de los polinomios de Dirichlet
con esta norma. A su vez, esta fórmula puede verse como el sustituto adecuado
de la norma p en T para los espacios de Hardy ordinarios Hp(T). Sin embargo,
a diferencia de las series de Fourier clásicas en el toro, las series de Dirichlet no
son funciones periódicas. Los polinomios de Dirichlet son, de hecho la suma de
funciones periódicas con diferentes peŕıodos. En la igualdad anterior, promediar la
norma del polinomio de Dirichlet en intervalos cada vez más grandes permite tratar
con todos los peŕıodos simultáneamente y que la expresión converja a un resultado
significativo. Mencionamos que esto se puede estudiar en el contexto más amplio de
las funciones casi periódicas (ver [5]).
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Caṕıtulo 2

Decoupling de polinomios
tetraedrales homogéneos

En este caṕıtulo estudiamos el principio de decoupling (desacoplamiento) que con-
siste en introducir suficiente independencia para que un problema complejo se vuelva
más manejable. Más precisamente, las desigualdades de decoupling comparan ob-
jetos que involucran variables aleatorias fuertemente dependientes con estructuras
más simples donde la dependencia es menor. Obtenemos desigualdades de decoupling
para polinomios tetraedrales homogéneos y comparamos normas de polinomios eva-
luados en distintas variables aleatorias. También estudiamos desigualdades donde se
desacopla una sola entrada. Finalmente, bajo condiciones geométricas más estrictas
para el espacio de Banach, brindamos estimaciones que relacionan polinomios con
sumas de variables completamente independientes.

2.1 Decoupling

Estamos interesados en estudiar polinomios a valores vectoriales. Recordemos que
si P es un polinomio vectorial m-homogéneo y M es su operador simétrico m-lineal
asociado, para todo z ∈ Cn se tiene que

P (z) = M(z, . . . , z).

Desde un punto de vista probabiĺıstico, la variable aleatoria M(z(1), . . . , z(m)), donde
las variables z(1), . . . , z(m) son copias iid de un vector aleatorio de Steinhaus z (es de-
cir, z está equidistribuido en Tn), es una versión desacoplada de P (z). Heuŕısticamente,
las variables que aparecen en los monomios de M están menos entrelazadas lo cual
lleva a una interdependencia más débil. Más aún, fijando cada variable excepto z(k),
la estructura multilineal de M nos permite escribir a M(z(1), . . . , z(m)) como una

29
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suma de variables aleatorias independientes:

M(z(1), . . . , z(m)) =
n∑
j=1

M(z(1), . . . , z(k−1), ej, z
(k+1), . . . , z(m))z

(k)
j . (2.1)

Vale la pena mencionar que es fácil realizar argumentos inductivos gracias a esta
estructura. Esto motiva ir del ámbito polinomial al multilineal a través de desigual-
dades de decoupling.

En [49, Teorema 2] (ver también [53, Teorema 6.4.1]) se prueba la siguiente desigual-
dad de decoupling (el resultado se enuncia para el caso real pero el caso complejo es
análogo).

Teorema 2.1.1 (Kwapień). Sean P : Cn → X un polinomio tetraedral m-homogéneo,
M su operador m-lineal asociado y Φ : X → R≥0 una función convexa tal que
Φ(x) = Φ(−x) para todo x ∈ X. Si ξ = (ξ1, . . . , ξn) es un vector aleatorio con
coordenadas independientes y ξ(1), . . . , ξ(m) son copias iid de ξ se tiene que

EΦ(m−mP (ξ)) ≤ EΦ(M(ξ(1), . . . , ξ(m))) ≤ EΦ(mm/m!P (ξ)). (2.2)

Trabajaremos con variables normales complejas estándar (es decir, que su parte
real e imaginaria son independientes y con distribución N (0, 1/2)). Las denotare-
mos como γj y las llamaremos variables gaussianas. En [49, Observación 1] (ver
también [53, Observación 6.4.1]) se menciona que con el mismo argumento con el
que se prueba el teorema anterior se obtienen mejores estimaciones para variables
gaussianas. Esbozaremos la prueba para mayor completitud.

Observación 2.1.2. Bajo las condiciones del teorema anterior, si γ, γ(1), . . . , γ(m)

son vectores gaussianos independientes, se tiene que

EΦ(m−m/2P (γ)) ≤ EΦ(M(γ(1), . . . , γ(m))) ≤ EΦ(mm/2/m!P (γ)). (2.3)

Demostración. Para la primer desigualdad, notemos que podemos tomar γ = 1/
√
m
∑m

k=1 γ
(k)

que resulta nuevamente una variable gaussiana. Tomando la esperanza condicional
de M dado γ obtenemos que

E[M(γ(1), . . . , γ(m))|γ] =
∑

i∈I(m,n)

ciE
[ m∏
k=1

γ
(k)
ik
|γ
]
. (2.4)

Como P es tetraedral, los ı́ndices ik son distintos dos a dos si ci 6= 0 por lo cual
resulta que

E
[ m∏
k=1

γ
(k)
ik
|γ
]

= E
[ m∏
k=1

γ
(k)
ik
|γi1 , . . . , γim

]
=

m∏
k=1

E[γ
(k)
ik
|γik ]. (2.5)

Ahora bien, para todo 1 ≤ i ≤ n se tiene que

γi = E[γi|γi] =
1√
m

m∑
k=1

E[γ
(k)
i |γi].
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Por un argumento de simetŕıa, todas las esperanzas condicionales del lado derecho
coinciden. Luego, para todo 1 ≤ k ≤ m nos queda

E[γ
(k)
i |γi] =

γi√
m
.

Juntando esto con (2.4) y (2.5) obtenemos que

E[M(γ(1), . . . , γ(m))|γ] =
∑

i∈I(m,n)

ci

m∏
k=1

γik√
m

= m−m/2P (γ).

Aplicando la desigualdad de Jensen, el resultado se sigue.

Para la segunda desigualdad, usamos la fórmula de polarización. Nuevamente por
la desigualdad de Jensen nos queda

EγΦ(M(γ(1), . . . , γ(m))) = EγΦ(1/m!Eε[ε1 . . . εmP (ε1γ
(1) + . . .+ εmγ

(m))])

≤ EεEγΦ(1/m!P (ε1γ
(1) + . . .+ εmγ

(m))).

Dado que para ε fijo tenemos que ε1γ
(1) + . . .+ εmγ

(m) ∼
√
mγ obtenemos que

EγΦ(M(γ(1), . . . , γ(m))) ≤ EγΦ(1/m!P (
√
mγ)) = EγΦ(mm/2/m!P (γ)),

lo cual completa la prueba.

Notemos que, al comparar las magnitudes m−m/2 y mm/2/m! de (2.3) usando la
fórmula de Stirling, resulta que

m−m/2 'Cm mm/2/m!.

Como mencionamos en la Observación 1.3.2, al trabajar con polinomios de grado m
es usual que surjan cotas del orden de Cm y, más aún, suelen ser manejables. Luego,
si bien en estos contextos podemos usar (2.3) para variables gaussianas, para otras
variables aleatorias simétricas la estimación (2.2) deja una brecha de magnitud mm

que puede ser muy grande.

Para afrontar este problema proponemos un método de decoupling alternativo que
a cada polinomio tetraedral m-homogéneo le asocia una familia de operadores m-
lineales. Este método está inspirado en una identidad combinatoria de [73] que se
discute en la Sección 2.3.

Sea P (z) =
∑
xAzA un polinomio tetraedral m-homogéneo de n variables. Sin

pérdida de generalidad asumimos que n = km para algún k ∈ N agrandando n
de ser necesario. Recordemos que notamos [n] = {1, . . . , n}. Dada una partición
ordenada π = (B1, . . . , Bm) de [n] enm conjuntos de k elementos cada uno, definimos

Lπ(z(1), . . . , z(m)) =
∑
i1∈B1

. . .
∑

im∈Bm

x{i1,...,im}z
(1)
i1
. . . z

(m)
im
. (2.6)
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Observemos que Lπ(z, . . . , z) se puede obtener de P (z) conservando únicamente los
monomios cuyo ı́ndice A tiene exactamente un elemento en cada conjunto Bl de la
partición. Más precisamente, consideremos la transformación lineal Tπ : Cm → Cn

dada por

Tπ(el) =
∑
j∈Bl

ej.

Si ε = (ε1, . . . , εm) es un vector aleatorio de variables de Bernoulli independientes,
tenemos que

Lπ(z, . . . , z) = Eε[ε1 . . . εmP (Tπ(ε)z)], (2.7)

donde Tπ(ε)z denota el producto coordenada a coordenada entre ambos vectores.
En efecto, podemos escribir

Eε[ε1 . . . εmP (Tπ(ε)z)] =
∑
|A|=m

xAEε
[
ε1 . . . εm

∏
i∈A

Tπ(ε)i

]
zA.

Para un ı́ndice A fijo, la esperanza de la derecha es 1 si A tiene exactamente un
elemento en cada conjunto Bl de la partición y 0 si no. En consecuencia, vale (2.7).

Ahora bien, sea Πk,m la familia de todas las particiones ordenadas π de [n] en m
conjuntos de k elementos. Expĺıcitamente, definamos

Πk,m =
{
π = (B1, . . . , Bm) ∈ P([n])m :

m⋃
l=1

Bl = [n] y |B1| = . . . = |Bm| = k
}
.

(2.8)

Notemos que los conjuntos Bl son disjuntos dado que todos tienen k elementos y
n = km. Por un argumento de simetŕıa observemos que∑

π∈Πk,m

Lπ(z, . . . , z) = N(k,m)P (z),

para algún N(k,m) ∈ N cada monomio aparece el mismo número N(k,m) de veces.
Como mostramos en (2.11), el número N(k,m) es similar (salvo constante Cm) a
|Πk,m| por lo que P (z) es casi un promedio de los operadores Lπ(z, . . . , z). Este es
un hecho crucial que hace útil a la descomposición (ver la Proposición 2.2.3 y el
Lema 3.2.3) y es consecuencia de la siguiente identidad combinatoria.

Lema 2.1.3. Sea V un espacio vectorial y consideremos n = km con k,m ∈ N.
Dada una familia {vA : A ⊆ [n], |A| = m} ⊆ V se tiene que∑

|A|=m

vA =
1

km

(
km

m

)
1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

∑
i1∈B1

. . .
∑

im∈Bm

v{i1,...,im}. (2.9)

Además, se tiene que

1 ≤ 1

km

(
km

m

)
≤ em.
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Demostración. Primero notemos que∑
π∈Πk,m

∑
i1∈B1

. . .
∑

im∈Bm

v{i1,...,im} =
∑
|A|=m

( ∑
π∈Πk,m

|A∩Bl|=1, ∀l

1
)
vA

=
∑
|A|=m

m

︸︷︷︸
elegimos
A∩B1

(
(k − 1)m

k − 1

)
︸ ︷︷ ︸

elegimos
Ac∩B1

(m− 1)

︸ ︷︷ ︸
elegimos
A∩B2

(
(k − 1)(m− 1)

k − 1

)
︸ ︷︷ ︸

elegimos
Ac∩B2

. . . 1

(
k − 1

k − 1

)
vA

= m!
m∏
l=1

(
(k − 1)l

k − 1

) ∑
|A|=m

vA. (2.10)

Por otro lado, tenemos que

|Πk,m| =
m∏
l=1

(
kl

k

)
=

1

km

m∏
l=1

(
(k − 1)l

k − 1

)
(k − 1)(l − 1)!

(k − 1)l!

kl!

k(l − 1)!

=
1

km

m∏
l=1

(k − 1)(l − 1)!

(k − 1)l!

m∏
l=1

kl!

k(l − 1)!

m∏
l=1

(
(k − 1)l

k − 1

)
=

1

km
km!

(k − 1)m!

m∏
l=1

(
(k − 1)l

k − 1

)
=

1

km

(
km

m

)
m!

m∏
l=1

(
(k − 1)l

k − 1

)
.

Juntando esto con (2.10) obtenemos (2.9).

Finalmente, veamos que

1 ≤ 1

km

(
km

m

)
≤ em.

Esto es obvio para k = 1. Si k ≥ 2, aplicando la fórmula de Stirling nos queda

1

km

(
km

m

)
≤ e

2π
√
m

√
k

k − 1

( k

k − 1

)(k−1)m

≤ e

2π
√
m

√
2em ≤ em,

La cota inferior se deduce de forma análoga.

Notemos que para un polinomio tetraedralm-homogéneo P (z) =
∑
xAzA, si tomamos

vA = xAzA en la identidad combinatoria anterior y usamos (2.6) obtenemos

P (z) =
∑
|A|=m

xAzA =
1

km

(
km

m

)
1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

∑
i1∈B1

. . .
∑

im∈Bm

x{i1,...,im}zi1 . . . zim

=
1

km

(
km

m

)
1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

Lπ(z, . . . , z). (2.11)

En otras palabras, el polinomio P puede escribirse como (casi) un promedio de
esta familia de operadores multilineales Lπ evaluados en (z, . . . , z). Usando esto,
obtenemos la siguiente desigualdad de decoupling.
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Teorema 2.1.4. Sean P : Cn → X un polinomio tetraedral m-homogéneo y Φ :
X → R≥0 una función convexa tal que Φ(x) = Φ(−x) para todo x ∈ X. Si ξ =
(ξ1, . . . , ξn) es un vector aleatorio con coordenadas independientes y ξ(1), . . . , ξ(m)

son copias iid de ξ se tiene que

EΦ
( km(

km
m

)P (ξ)
)
≤ 1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

EΦ(Lπ(ξ(1), . . . , ξ(m))) ≤ EΦ(P (ξ)).

Además, para p ≥ 1 se tiene que

e−m(E‖P (ξ)‖p)1/p ≤ 1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

(E‖Lπ(ξ(1), . . . , ξ(m))‖p)1/p ≤ (E‖P (ξ)‖p)1/p.

Demostración. Usaremos la desigualdad de Jensen varias veces. Usando (2.11) te-
nemos que

EΦ
( km(

km
m

)P (ξ)
)
≤ 1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

EΦ(Lπ(ξ, . . . , ξ)).

Por otro lado, teniendo en cuenta (2.7), para cada π ∈ Πk,m obtenemos

EξΦ(Lπ(ξ, . . . , ξ)) ≤ Eε,ξΦ(ε1 . . . εmP (Tπ(ε)ξ)) = EξΦ(P (ξ)),

donde la última igualdad se sigue de que Φ(x) = Φ(−x) y Tπ(ε)ξ ∼ ξ (como ξ es
simétrico, cambiar el signo de cada coordenada no afecta su distribución). Luego,
tenemos que

EΦ
( km(

km
m

)P (ξ)
)
≤ 1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

EΦ(Lπ(ξ, . . . , ξ)) ≤ EΦ(P (ξ)).

Ahora bien, sean ξ(1), . . . , ξ(m) copias iid de ξ. En cierta forma, Lπ(ξ, . . . , ξ) ya
está desacoplado por su estructura algebraica dado que los conjuntos de ı́ndices
B1, . . . , Bm no se intersecan. De hecho, notemos que reemplazando cada coordenada
ξi por ξ

(l)
i siempre que i ∈ Bl nos queda

EΦ(Lπ(ξ, . . . , ξ)) = EΦ(Lπ(ξ(1), . . . , ξ(m))),

por lo que se deduce la primera afirmación.

Si bien no podemos deducir la segunda afirmación de la primera dado que los ex-
ponentes 1/p quedaŕıan afuera del promedio sobre las particiones π ∈ Πk,m, un
argumento análogo al anterior resulta en que

km(
km
m

)(E‖P (ξ)‖p)1/p ≤ 1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

(E‖Lπ(ξ(1), . . . , ξ(m))‖p)1/p ≤ (E‖P (ξ)‖p)1/p.

Finalmente, dado que 1
km

(
km
m

)
≤ em como se muestra en el lema anterior, el resultado

se sigue.
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El teorema anterior nos permite traducir problemas sobre polinomios tetraedrales
m-homogéneos a problemas sobre operadores m-lineales con cotas del orden de Cm

y sin pasar por (2.2). Más aún, el ámbito multilineal permite argumentos inductivos
sencillos usando (2.1).

A continuación, volvemos a las desigualdades clásicas de decoupling que involucran
al operador simétrico m-lineal asociado M . Notemos que si Φ = ‖ · ‖pX para algún
1 ≤ p < ∞, usando la estimación para variables gaussianas (2.3) y la fórmula de
Stirling, obtenemos que

(E‖P (γ)‖p)1/p 'Cm mm/2(E‖M(γ(1), . . . , γ(m))‖p)1/p. (2.12)

En otras palabras, la norma p de un polinomio gaussiano se puede estimar salvo
constante Cm calculando la norma p de su operador m-lineal asociado. Por otro
lado, comenzando con (2.2) y haciendo lo mismo para un vector aleatorio simétrico
arbitrario ξ nos queda

m−m(E‖P (ξ)‖p)1/p ≤ (E‖M(ξ(1), . . . , ξ(m))‖p)1/p ≤ em(E‖P (ξ)‖p)1/p.

Es decir, queda una brecha de magnitud mm que puede ser demasiado grande para
ciertas aplicaciones.

Sin embargo, como consecuencia del Teorema 2.1.4 mostramos que las normas p de
polinomios tetraedrales m-homogéneos se mantienen cercanas (salvo constante Cm)
para espacios de cotipo finito sin importar la variable aleatoria en la que evaluemos.
Más precisamente, se tiene el siguiente teorema cuya prueba posponemos para la
siguiente sección.

Teorema 2.1.5. Sea X un espacio de Banach de cotipo finito q y sea ξ0 una variable
aleatoria simétrica no trivial con norma s finita para algún s > q. Existe una
constante C ≥ 1 tal que para todo 1 ≤ p < s y todo polinomio tetraedral P : Cn → X
de grado m se tiene que

(E‖P (ξ)‖p)1/p 'Cm (E‖P (γ)‖p)1/p, (2.13)

donde las coordenadas de ξ son copias iid de ξ0.

Notemos que el operador m-lineal M asociado a un polinomio de n variables también
puede ser visto como un polinomio tetraedral m-homogéneo de nm variables. Luego,
podemos aplicar el Teorema 2.1.5 tanto a polinomios tetraedrales m-homogéneos
como a sus respectivos operadores multilineales asociados. Esto nos permite tra-
ducir el resultado de decoupling (2.12) de variables gaussianas a variables aleatorias
simétricas con norma s finita.

Corolario 2.1.6. Sea X un espacio de Banach de cotipo finito q y sea ξ0 una
variable aleatoria simétrica no trivial con norma s finita para algún s > q. Existe
una constante C ≥ 1 tal que para todo 1 ≤ p < s y todo polinomio tetraedral
m-homogéneo P : Cn → X se tiene que

(E‖P (ξ)‖p)1/p 'Cm mm/2(E‖M(ξ(1), . . . , ξ(m))‖p)1/p, (2.14)

donde las coordenadas de ξ, ξ(1), . . . , ξ(m) son copias iid de ξ0.
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Observación 2.1.7. La hipótesis de que P sea tetraedral es necesaria tanto para
el Teorema 2.1.5 como para el Corolario 2.1.6. Por ejemplo, tomemos P (z) = zm.
Para variables aleatorias de Steinhaus, obtenemos

E|P (z)|p = E|zm|p = 1.

Por otro lado, como 2|γ|2 tiene una distribución chi-cuadrado con dos grados de
libertad, un cálculo sencillo muestra que para todo q > 0 tenemos

E|γ|q = Γ
(q

2
+ 1
)
.

Usando la fórmula de Stirling nos queda

E|P (γ)|p = E|γ|pm = Γ
(pm

2
+ 1
)
'Cm mpm/2,

por lo que no se satisface (2.13).

Análogamente, (2.14) también falla. Tenemos que M(z(1), . . . , z(m)) = z(1) . . . z(m).
Luego, nos queda

E|M(z(1), . . . , z(m))|p = E|z(1) . . . z(m)|p = 1 = E|P (z)|p.

La hipótesis de cotipo finito también es necesaria para ambos resultados. En [54,
p. 253] se prueba que el Teorema 2.1.5 falla para espacios de cotipo trivial incluso
para m = 1. En cuanto al Corolario 2.1.6, veremos la necesidad de la condición de
cotipo finito en la Observación 2.2.5.

2.2 Comparación de polinomios aleatorios

El objetivo principal de esta sección es comparar las normas p de un polinomio
tetraedral m-homogéneo evaluado en distintos vectores aleatorios. En particular,
probaremos que para espacios de cotipo finito, el vector aleatorio es esencialmente
intercambiable por cualquier otro (ver Teorema 2.1.5). Para ello, necesitaremos
algunos resultados previos.

En primer lugar, veamos que los polinomios de Walsh y de Steinhaus tienen normas
p equivalentes aun sin asumir homogeneidad del polinomio o condiciones geométricas
sobre el espacio de Banach. El argumento consiste en traducir resultados escalares al
contexto vectorial usando un teorema de Pe lczyński de [64]. Este resultado también
se puede obtener usando [53, Proposición 6.3.1] y corroborando las hipótesis a mano.

Lema 2.2.1. Sean X un espacio de Banach y 1 ≤ p < ∞. Para todo polinomio
tetraedral P de grado m y de n variables se tiene que( 2

π

)m
(E‖P (ε)‖p)1/p ≤ (E‖P (z)‖p)1/p ≤ (1 +

√
2)m (E‖P (ε)‖p)1/p . (2.15)
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Demostración. En [46, p. 2764] se prueba que para todo polinomio Q : Cn → C de
grado m, se tiene que

sup
z∈Tn
|Q(z)| ≤ (1 +

√
2)m sup

x∈[−1,1]n
|Q(x)|.

Si asumimos que Q es tetraedral, observamos como en [28] que

sup
x∈[−1,1]n

|Q(x)| = sup
ε∈{−1,1}n

|Q(ε)|,

dado que Q es af́ın en cada coordenada. Luego,

sup
ε∈{−1,1}n

|Q(ε)| ≤ sup
z∈Tn
|Q(z)| ≤ (1 +

√
2)m sup

ε∈{−1,1}n
|Q(ε)|.

Equivalentemente, para cada elección de escalares {cA}|A|≤m ⊆ C tenemos que

sup
ε∈{−1,1}n

∣∣∣ ∑
|A|≤m

cAεA

∣∣∣ ≤ sup
z∈Tn

∣∣∣ ∑
|A|≤m

cAzA

∣∣∣ ≤ (1 +
√

2)m sup
ε∈{−1,1}n

∣∣∣ ∑
|A|≤m

cAεA

∣∣∣. (2.16)

Consideremos los conjuntos de caracteres {εA}|A|≤m y {zA}|A|≤m en los grupos abelia-
nos compactos {−1, 1}n y Tn respectivamente. Como estos conjuntos satisfacen
(2.16), se cumplen las condiciones del Teorema 1.3.9 (de [64, Teorema 1]). Luego,
nos queda

(1 +
√

2)−m
∥∥∥ ∑
|A|≤m

xAεA

∥∥∥
Lp({−1,1}n,X)

≤
∥∥∥ ∑
|A|≤m

xAzA

∥∥∥
Lp(Tn,X)

≤ (1 +
√

2)m
∥∥∥ ∑
|A|≤m

xAεA

∥∥∥
Lp({−1,1}n,X)

,

para toda elección de vectores {xA}|A|≤m ⊆ X.

Esto ya muestra que los polinomios de Walsh y Steinhaus tienen normas p equiva-
lentes salvo una constante Cm. Sin embargo, el siguiente argumento permite mejo-
rar la cota inferior y obtener (2/π)m como se enuncia en (2.15). Notemos que para
1 ≤ j ≤ n tenemos que δj = sg(Re(zj)) ∼ Be(1/2). Más aún, un cálculo sencillo
prueba que

E[zj|δj] =
1

π

∫ π/2

−π/2
cos(θ) dθ δj =

2

π
δj.

Como P es tetraedral cada monomio es un producto de variables independientes.
Luego, nos queda

E
[
P
(π

2
z
)∣∣∣δ] = P (δ).

Aplicando la desigualdad de Jensen y el Lema 1.3.5 concluimos que

(E‖P (δ)‖p)1/p ≤
(
E
∥∥∥E[P(π

2
z
)∣∣∣δ]∥∥∥p)1/p

≤
(π

2

)m
(E‖P (z)‖p)1/p.
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A continuación, veamos que los polinomios de Steinhaus (o Walsh) tienen la menor
norma p (salvo constante Cm) comparados con polinomios evaluados en otras vari-
ables aleatorias.

Lema 2.2.2. Sean P : Cn → X un polinomio tetraedral m-homogéneo y ξ un vector
aleatorio simétrico no trivial con coordenadas iid. Se tiene que( E|ξ1|

1 +
√

2

)m
(E‖P (z)‖p)1/p ≤ (E‖P (ξ)‖p)1/p.

Más aún, existe una constante C ≥ 1 tal que para todo polinomio tetraedral (no
necesariamente homogéneo) P : Cn → X de grado m se tiene que

(E‖P (z)‖p)1/p ≤ Cm(E‖P (ξ)‖p)1/p.

Demostración. Sea P (z) =
∑
|A|=m xAzA. Como P es tetraedral cada monomio es

un producto de variables independientes. Como además las variables ξi son iid,
tenemos

(Eξ|ξ1|)mzA =
∏
i∈A

Eξ|ξi|zi = Eξ
∏
i∈A

|ξi|zi = Eξ(|ξ|z)A.

En consecuencia,

(Eξ|ξ1|)pmEz‖P (z)‖p = Ez
∥∥∥ ∑
|A|=m

xA(Eξ|ξ1|)mzA
∥∥∥p

= Ez
∥∥∥ ∑
|A|=m

xAEξ(|ξ|z)A

∥∥∥p = Ez‖EξP (|ξ|z)‖p

≤ EξEz‖P (|ξ|z)‖p = EξEz‖P (ξz)‖p,

donde en el último paso usamos la invariancia por rotaciones de z. Usando el Lema
2.2.1 podemos reemplazar las variables de Steinhaus por variables de Bernoulli.
Obtenemos

(Eξ|ξ1|)pmEz‖P (z)‖p ≤ (1 +
√

2)pmEξEε‖P (ξε)‖p.

Como ξ es simétrico tenemos que ξε ∼ ξ, lo cual prueba la primera afirmación.

En cuanto a polinomios no homogéneos, damos un argumento directo. Separando
el polinomio en sus componentes homogéneas y aplicando la Proposición 1.3.8, con-
cluimos que

(E‖P (z)‖p)1/p ≤
m∑
k=0

(E‖Pk(z)‖p)1/p ≤
m∑
k=0

Ck(E‖Pk(ξ)‖p)1/p

≤ C̃m

m∑
k=0

Ck(E‖P (ξ)‖p)1/p ≤ (2CC̃)m(E‖P (ξ)‖p)1/p.
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El último ingrediente necesario para la prueba del Teorema 2.1.5 es una vuelta
parcial del Lema 2.2.2.

Proposición 2.2.3. Sean X un espacio de Banach de cotipo q y ξ0 una variable
aleatoria simétrica con norma s finita para algún s > q. Existe una constante C ≥ 1
tal que para todo 1 ≤ p < s y todo polinomio tetraedral P : Cn → X de grado m se
tiene que

(E‖P (ξ)‖p)1/p ≤ Cm(E‖P (ε)‖p)1/p,

donde las coordenadas de ξ son copias iid de ξ0.

Demostración. En primer lugar, consideremos el caso m-homogéneo. Apelando al
Teorema 2.1.4, basta verificar que para todo operador m-lineal L : (Cn)m → X se
tiene que

(E‖L(ξ(1), . . . , ξ(m))‖p)1/p ≤ Cm(E‖L(ε(1), . . . , ε(m))‖p)1/p.

Notemos que el caso m = 1 es esencialmente [68, Proposición 3.2] (ver también [54,
Proposición 9.14]). Alĺı se prueba que si ξ es real (además de tener norma s finita),
para toda elección de vectores {xj}nj=1 ⊆ X tenemos que(

E
∥∥∥ n∑
j=1

xjξj

∥∥∥p)1/p

≤ C
(
E
∥∥∥ n∑
j=1

xjεj

∥∥∥p)1/p

.

Sin embargo, esto se generaliza de forma inmediata para vectores aleatorios comple-
jos separando a ξ en su parte real e imaginaria y usando la desigualdad triangular.
Luego, el caso m = 1. El resto se sigue de un argumento inductivo en m.

En cuanto al caso no homogéneo, procedemos separando al polinomio en sus com-
ponentes no homogéneas y aplicando la Proposición 1.3.8. Concluimos que

(E‖P (ξ)‖p)1/p ≤
m∑
k=0

(E‖Pk(ξ)‖p)1/p ≤
m∑
k=0

Ck(E‖Pk(ε)‖p)1/p

≤ C̃m

m∑
k=0

Ck(E‖P (ε)‖p)1/p ≤ (2CC̃)m(E‖P (ε)‖p)1/p.

Estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta sección.

Demostración del Teorema 2.1.5. Sea ξ0 en las condiciones del teorema. Por el
Lema 2.2.1 sabemos que los polinomios de Walsh y Steinhaus son intercambiables.
Usando esto junto con el Lema 2.2.2 y la Proposición 2.2.3 deducimos que existe
una constante C ≥ 1 tal que para todo 1 ≤ p < s y todo polinomio tetraedral
m-homogéneo P : Cn → X se tiene que

(E‖P (ξ)‖p)1/p 'Cm (E‖P (z)‖p)1/p

Notemos que las variables gaussianas también satisfacen esto para una constante
suficientemente grande, dado que tienen norma s finita para todo s. Luego, tanto
P (ξ) como P (γ) se pueden comparar con P (z), lo cual concluye la prueba.
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A continuación, estudiamos la validez de la desigualdad de decoupling (2.14) para
variables de Steinhaus (o equivalentemente, de Bernoulli) cuando X tiene cotipo
trivial. Para ello, comparamos un polinomio homogéneo con su operador multilineal
asociado desde un punto de vista levemente distinto. Una mirada cuidadosa de
la prueba del Teorema 2.1.1 (probado en [49, Teorema 2]) muestra que para todo
polinomio tetraedralm-homogéneo P y toda función convexa simétrica Φ : X → R≥0

se tiene que

EΦ
(
m−mP

( m∑
l=1

ξ(l)
))
≤ EΦ(M(ξ(1), . . . , ξ(m))) ≤ EΦ

(
1/m!P

( m∑
l=1

ξ(l)
))
.

En particular, si Φ = ‖ · ‖p, usando la fórmula de Stirling obtenemos(
E
∥∥∥P( m∑

l=1

ξ(l)
)∥∥∥p)1/p

≤ mm(E‖M(ξ(1), . . . , ξ(m))‖p)1/p ≤ em
(
E
∥∥∥P( m∑

l=1

ξ(l)
)∥∥∥p)1/p

.

(2.17)

Esto quiere decir que la norma de M se puede estimar (salvo constante Cm) por
la norma de P evaluado en una suma de m copias de la variable aleatoria original.
Esencialmente, obtener una desigualdad de decoupling entre P y M es lo mismo que
comparar los momentos del polinomio evaluado en ξ y

∑m
l=1 ξ

(l). Para variables de
Steinhaus esto nos permite mostrar que el lado izquierdo de (2.14) vale aun para
espacios con cotipo trivial, mientras que el lado derecho puede fallar.

Proposición 2.2.4. Sea X un espacio de Banach. Existe una constante C ≥ 1 tal
que para todo 1 ≤ p <∞ y todo polinomio tetraedral m-homogéneo P : Cn → X se
tiene que

(E‖P (z)‖p)1/p ≤ Cmmm/2(E‖M(z(1), . . . , z(m))‖p)1/p.

Demostración. Sea P un polinomio tetraedral m-homogéneo. Aplicando el Lema
2.2.2 para la variable aleatoria

∑m
l=1 z

(l) y (2.17) nos quedaE
∣∣∣∑m

l=1 z
(l)
1

∣∣∣
1 +
√

2

m

(E‖P (z)‖p)1/p ≤
(
E
∥∥∥P( m∑

l=1

z(l)
)∥∥∥p)1/p

≤ mm(E‖M(z(1), . . . , z(m))‖p)1/p.

Usando la desigualdad de Khintchine tenemos que

√
m =

(
E
∣∣∣ m∑
l=1

z
(l)
1

∣∣∣2)1/2

≤
√

2E
∣∣∣ m∑
l=1

z
(l)
1

∣∣∣.
Juntando ambas desigualdades concluimos que

(E‖P (z)‖p)1/p ≤ (
√

2 + 2)mmm/2(E‖M(z(1), . . . , z(m))‖p)1/p.
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Notemos que podemos reemplazar las variables de Steinhaus por variables de Bernoulli
apelando al Lema 2.2.1. Por otro lado, aunque la constante en la proposición an-
terior es independiente de p, no tiene sentido trasladar este resultado a la norma
supremo, pues la estimación es mucho peor que la de la Proposición 1.3.1.

Finalmente, nos concentramos en el lado derecho de (2.14). El siguiente contraejem-
plo para variables de Bernoulli prueba que la condición de cotipo finito es necesaria
para el Corolario 2.1.6.

Observación 2.2.5. Denotemos Pm[n] = {A ⊆ [n] : |A| = m} y sea `∞(Pm[n])

el espacio normado (C(nm), ‖ · ‖∞) cuyas coordenadas son indexadas por conjuntos
A ∈ Pm[n] en vez de números naturales. Además, escribamos su base canónica como
{eA}|A|=m. Consideremos el polinomio de Walsh m-homogéneo P : {−1, 1}n →
`∞(Pm[n]) dado por

P (ε) =
∑
|A|=m

eAεA.

Este polinomio simplemente coloca cada monomio en una coordenada distinta.
Notemos que para todo ε ∈ {−1, 1}n tenemos que

‖P (ε)‖`∞(Pm[n]) = sup
|A|=m

|εA| = 1.

Luego, nos queda
(E‖P (ε)‖p)1/p = 1.

Sin embargo, para una suma de m copias independientes de ε obtenemos(
E
∥∥∥P( m∑

l=1

ε(l)
)∥∥∥p)1/p

=
(
E sup
|A|=m

∏
i∈A

∣∣∣ m∑
l=1

ε
(l)
i

∣∣∣p)1/p

.

Reemplazando todas las variables de Bernoulli por 1 , observamos que esta expresión
es a lo sumo mm. Para obtener una cota inferior, apelamos a un argumento del estilo
del teorema del mono infinito. Pensemos a las variables de Bernoulli distribuidas en
una matriz (ε

(l)
i )i,l de n×m. Si hay (al menos) m filas donde todas las entradas son

1, podemos elegir A para que indexe esas filas. Luego, nos quedaŕıa

sup
|A|=m

∏
i∈A

∣∣∣ m∑
l=1

ε
(l)
i

∣∣∣ = mm.

Haciendo n tender a infinito, la probabilidad de hallar m filas de unos tiende a 1.
Esto quiere decir que (

E
∥∥∥P( m∑

l=1

ε(l)
)∥∥∥p)1/p n→∞−−−→ mm.

Finalmente, por (2.17) resulta que

(E‖M(ε(1), . . . , ε(m))‖p)1/p 'Cm 1 = (E‖P (ε)‖p)1/p,

por lo que no se satisface (2.14).
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2.3 Decoupling de una variable

En esta sección estudiamos decoupling de una variable de polinomios tetraedrales m-
homogéneos. En vez de comparar P (z) = M(z, . . . , z) con su versión completamente
desacoplada M(z(1), . . . , z(m)), reemplazaremos z por una copia iid z′ en una sola
entrada para obtenerM(z′, z, . . . , z). Por supuesto, en este contexto nos proponemos
comparar las normas p de ambos objetos mediante constantes C absolutas, es decir,
independientes de m. Por esta razón, los resultados anteriores no nos servirán en
este contexto.

Comenzamos probando una versión de una variable de (2.3).

Proposición 2.3.1. Sea P : Cn → X un polinomio tetraedral m-homogéneo. Para
todo 1 ≤ p <∞ se tiene que

1√
e

(E‖P (γ)‖p)1/p ≤
√
m(E‖M(γ′, γ, . . . , γ)‖p)1/p ≤

√
e(E‖P (γ)‖p)1/p.

Demostración. Para la primera desigualdad, consideremos la variable gaussiana

γ′′ =
1√
m
γ′ +

√
m− 1

m
γ ∼ γ.

Un cálculo sencillo muestra que para todo 1 ≤ i ≤ n tenemos

E[γ′i|γ′′] =
1√
m
γ′′i and E[γi|γ′′] =

√
m− 1

m
γ′′i .

Luego, como P es tetraedral nos queda

E[M(γ′, γ, . . . , γ)|γ′′] =
1√
m

√
m− 1

m

m−1

P (γ′′).

Usando la desigualdad de Jensen, obtenemos

(E‖P (γ′′)‖p)1/p ≤
(

1 +
1

m− 1

)(m−1)/2√
m(E‖M(γ′, γ, . . . , γ)‖p)1/p

≤
√
em(E‖M(γ′, γ, . . . , γ)‖p)1/p.

Como γ′′ ∼ γ, esto prueba la primera desigualdad.

En cuanto a la segunda, notemos que para w equidistribuido en T tenemos que

Ew
[
P
( w√

m− 1
γ′ + γ

)
w
]

= mM
( 1√

m− 1
γ′, γ, . . . , γ

)
.

Nuevamente, por la desigualdad de Jensen resulta que

√
m(E‖M(γ′, γ, . . . , γ)‖p)1/p ≤

√
m− 1

m
Ew
(
Eγ,γ′

∥∥∥P( w√
m− 1

γ′ + γ
)∥∥∥p)1/p

.



2.3. DECOUPLING DE UNA VARIABLE 43

Como antes, para w ∈ T fijo sabemos que

w√
m− 1

γ′ + γ ∼
√

m

m− 1
γ.

Por lo tanto, concluimos que

√
m(E‖M(γ′, γ, . . . , γ)‖p)1/p ≤

√
m− 1

m

(
Eγ
∥∥∥P(√ m

m− 1
γ
)∥∥∥p)1/p

=
(

1 +
1

m− 1

)(m−1)/2

(E‖P (γ)‖p)1/p

≤
√
e(E‖P (γ)‖p)1/p.

A diferencia de la sección anterior, no es posible trasladar el resultado previo a otras
variables aleatorias dado que nuestras estimaciones (tales como el Teorema 2.1.5)
involucran constantes de la forma Cm. Sin embargo, podemos probar una desigual-
dad de decoupling análoga para polinomios de Steinhaus asumiendo que el espacio
de Banach es K-convexo. Recordemos que para espacios K-convexos, la constante
Kp(X) denota la norma de la proyección 1-homogénea en Lp({−1, 1}∞, X).

Teorema 2.3.2. Sea P : Cn → X un polinomio tetraedral m-homogéneo. Para todo
1 ≤ p <∞ se tiene que

(E‖P (z)‖p)1/p ≤ π

2

√
em(E‖M(z′, z, . . . , z)‖p)1/p. (2.18)

Si el espacio de Banach X es K-convexo y p > 1, entonces también se tiene que

√
m(E‖M(z′, z, . . . , z)‖p)1/p ≤ π

2

√
eKp(X)(E‖P (z)‖p)1/p.

Observación 2.3.3. Un hecho fundamental en la prueba de la Proposición 2.3.1 es
que para variables gaussianas aγ+ bγ′ ∼

√
|a|2 + |b|2γ′′ para todo a, b ∈ C. Esto no

es cierto para otras variables aleatorias como variables de Steinhaus. Para obtener
un comportamiento similar podemos aprovechar la geometŕıa de C y usar que las
variables z y iεz (donde z y ε son variables de Steinhaus y Bernoulli respectivamente)
siempre se mantienen ortogonales entre śı. Notemos que en este caso, para a, b ∈ R
tenemos que az + biεz ∼

√
a2 + b2z. Esto explica la hipótesis de K-convexidad

que surge de la necesidad de estimar la norma de proyecciones homogéneas que
involucran variables de Bernoulli ε. Nos vemos obligados a usar dichas variables
para mantener la ortogonalidad entre z y iεz. No sabemos si la hipótesis de K-
convexidad es necesaria o es un aspecto técnico de la prueba. Vale la pena mencionar
que podemos recuperar las desigualdades de decoupling (2.14) para variables de
Steinhaus partiendo del resultado anterior y haciendo inducción. Por lo tanto, relajar
la hipótesis de K-convexidad y asumir sólo cotipo finito daŕıa una nueva prueba del
Corolario 2.1.6 para variables de Steinhaus y posiblemente arrojaŕıa mejores cotas.

Comenzamos mostrando un resultado un poco más general que (2.18) que luego nos
permitirá dar una aplicación interesante.
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Lema 2.3.4. Sean P : Cn → X un polinomio tetraedral m-homogéneo y b ∈ Cn.
Para todo 1 ≤ p <∞ se tiene que

(Ez‖M(bz, z, . . . , z)‖p)1/p ≤
√
em(Eε,z‖M(bεz, z, . . . , z)‖p)1/p.

Demostración. Análogamente a lo realizado durante la prueba de la Proposición
2.3.1, para 1 ≤ j ≤ n consideremos las variables aleatorias

z′j =

√
m− 1 + iεj√

m
zj.

Un cálculo sencillo usando invariancia por rotaciones muestra que z′ ∼ z. Notemos
que

E[zj|z′] = E
[ √

m√
m− 1 + i

z′jχ{εj=1} +

√
m√

m− 1− i
z′jχ{εj=−1}

∣∣∣z′]
=

√
m√

m− 1 + i
z′jP(εj = 1|z′) +

√
m√

m− 1− i
z′jP(εj = −1|z′)

=
1

2

( 1√
m− 1 + i

+
1√

m− 1− i

)√
mz′j =

√
m− 1

m
z′j.

Luego, también resulta

E[iεjzj|z′] = E[
√
mz′j −

√
m− 1zj|z′] =

√
mz′j −

m− 1√
m

z′j =
1√
m
z′j.

Procedemos como en la Proposición 2.3.1. Como P es tetraedral tenemos que

E[M(biεz, z, . . . , z)|z′] =
1√
m

√
m− 1

m

m−1

M(bz′, z′, . . . , z′).

Usando la desigualdad de Jensen deducimos que

(Ez‖M(bz, z, . . . , z)‖p)1/p = (Ez′‖M(bz′, z′, . . . , z′)‖p)1/p

≤
(

1 +
1

m− 1

)(m−1)/2√
m(Eε,z‖M(biεz, z, . . . , z)‖p)1/p.

Finalmente, como M es multilineal podemos sacar i de la primer coordenada com-
pletando la demostración.

Demostración del Teorema 2.3.2. Aplicando el lema anterior para b = (1, . . . , 1) ∈
Cn y el Corolario 1.2.4 obtenemos

(Ez‖P (z)‖p)1/p ≤
√
em(Eε,z‖M(εz, z, . . . , z)‖p)1/p

=
√
em
(
Eε,z

∥∥∥ n∑
j=1

εjzjM(ej, z, . . . , z)
∥∥∥p)1/p

≤ π

2

√
em
(
Ez,z′

∥∥∥ n∑
j=1

z′jzjM(ej, z, . . . , z)
∥∥∥p)1/p

=
π

2

√
em(Ez,z′‖M(z′z, z, . . . , z)‖p)1/p.
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Usando la invariancia por rotaciones podemos reemplazar z′z por z′ lo cual da
(2.3.2).

Supongamos ahora que X es K-convexo y p > 1. Apelando nuevamente a la invari-
ancia por rotaciones y al Corolario 1.2.4 nos queda

(Ez,z′‖M(z′, z, . . . , z)‖p)1/p ≤ π

2
(Eε,z‖M(εz, z, . . . , z)‖p)1/p. (2.19)

Tal como en la prueba del lema anterior, consideremos las variables de Steinhaus

z′j =

√
m− 1 + iεj√

m
zj.

Dado z ∈ T fijo podemos interpretar a P (
√
m− 1z + iεz) como un polinomio

de Walsh en ε. Notemos que su proyección 1-homogénea se puede escribir como
mM(iεz,

√
m− 1z, . . . ,

√
m− 1z). Como X es K-convexo, tenemos que

(Eε,z‖mM(iεz,
√
m− 1z, . . . ,

√
m− 1z)‖p)1/p ≤ Kp(X)(E‖P (

√
m− 1z + iεz)‖p)1/p

=
√
m
m
Kp(X)(Ez′‖P (z′)‖p)1/p.

Luego, nos queda
√
m(Eε,z‖M(εz, z, . . . , z)‖p)1/p =

=
1

√
m
√
m− 1

m−1 (Eε,z‖mM(iεz,
√
m− 1z, . . . ,

√
m− 1z)‖p)1/p

≤
(

1 +
1

m− 1

)(m−1)/2

Kp(X)(Ez′‖P (z′)‖p)1/p

=
√
eKp(X)(Ez‖P (z)‖p)1/p, (2.20)

El teorema se sigue juntando esto con (2.19).

Como aplicación de los resultados previos tenemos el siguiente corolario (ver [42, 26]
para desigualdades similares y sus aplicaciones).

Corolario 2.3.5. Sea X un espacio K-convexo, P : Cn → X un polinomio tetrae-
dral m-homogéneo. Para todo 1 ≤ p <∞ y todo b ∈ Cn se tiene que

(E‖〈∇P (z), bz〉‖p)1/p ≤ πe

2
Kp(X)m‖b‖∞(E‖P (z)‖p)1/p.

Demostración. Notemos que si P (z) =
∑

A xAzA podemos reescribir

〈∇P (z), bz〉 =
n∑
j=1

bjzj
∑
A/j∈A

xAzA−{j} =
∑
A

∑
j∈A

bjxAzA = mM(bz, z, . . . , z).

Aplicando el Lema 2.3.4 y el principio de contracción (Teorema 1.2.3) nos queda

(E‖〈∇P (z), bz〉‖p)1/p ≤
√
em3/2(Eε,z‖M(bεz, z, . . . , z)‖p)1/p

≤ π

2

√
em3/2‖b‖∞(Eε,z‖M(εz, z, . . . , z)‖p)1/p.

Usando (2.20) del teorema previo, llegamos a la conclusión.
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Para ilustrar cómo podemos utilizar el último corolario, supongamos que para una
pequeña perturbación w ∈ Tn con todas sus coordenadas cercanas a 1, queremos
estimar Ez‖P (wz) − P (z)‖p. Para todo 1 ≤ j ≤ n, podemos escribir wj = eiθj y
considerar la función fz(t) = P (eiθtz). Observemos que

f ′z(t) = 〈∇P (eiθtz), iθeiθtz〉.

Luego, bajo las hipótesis del Corolario 2.3.5, nos queda

(Ez‖P (wz)− P (z)‖p)1/p = (Ez‖fz(1)− fz(0)‖p)1/p ≤ (Ez‖f ′z(t0)‖p)1/p

= (E‖〈∇P (z), iθz〉‖p)1/p ≤ πe

2
Kp(X)m‖θ‖∞(E‖P (z)‖p)1/p.

Por supuesto, esta estimación sólo es de utilidad si ‖θ‖∞ es menor que 1/m. Sino,
la desigualdad triangular junto con la invariancia por rotaciones ya asegura que

(Ez‖P (wz)− P (z)‖p)1/p ≤ 2(E‖P (z)‖p)1/p.

Desafortunadamente, no conocemos estimaciones de decoupling de una variable con
cotas independientes de m para otras variables aleatorias. A continuación, discuti-
mos algunos resultados parciales para polinomios de Walsh.

Una desigualdad famosa de Pisier (ver [68, Lema 7.3]) afirma que para toda función
f : {−1, 1}n → X y 1 ≤ p <∞ se tiene que

(Eε‖f(ε)− Ef‖p)1/p ≤ 2e log n(Eε,ε′‖〈∇f(ε), ε′〉‖p)1/p. (2.21)

Esto fue usado por Pisier para estudiar una versión no lineal de tipo para espacios
métricos conocida como tipo de Enflo. Pisier probó que para espacios de Banach
ambas nociones casi coinciden. Más precisamente, es fácil ver que tipo de Enflo p
implica tipo p para espacios de Banach (ver por ejemplo [60]). Rećıprocamente, en
[68, Teorema 7.5] se prueba que los espacios de Banach con tipo p > 1 tienen tipo
de Enflo r para todo 1 ≤ r < p. El término log n en (2.21) es la razón por la cual
sólo se pod́ıa deducir tipo de Enflo r en vez de tipo de Enflo p. Por esta razón
la pregunta sobre si el factor log n se pod́ıa quitar para espacios de Banach con
tipo no trivial (espacios K-convexos) se transformó en un problema abierto de larga
duración. Recientemente, en [45] se probó que esto es cierto incluso para espacios
de cotipo finito y la coincidencia entre tipo y tipo de Enflo para espacios de Banach
fue saldada.

En el caso de polinomios m-homogéneos probamos que para espacios X con cotipo
q <∞ y para 1 ≤ p ≤ q se tiene que

(E‖P (ε)‖p)1/p ≤ Cm−1/q(E‖〈∇P (ε), ε′〉‖p)1/p.

Notemos que como P es m-homogéneo tiene promedio EP = 0. Luego, esta de-
sigualdad es una variante de (2.21) para polinomios m-homogéneos. A su vez, un
cálculo sencillo muestra que

〈∇P (ε), ε′〉 = mM(ε′, ε, . . . , ε). (2.22)
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Con nuestra notación, la desigualdad anterior puede reescribirse de la siguiente
forma.

Proposición 2.3.6. Sea X un espacio de Banach de cotipo finito q y sea 1 ≤ p ≤ q.
Existe una constante C ≥ 1 tal que para todo polinomio m-homogéneo P : {1, 1}n →
X se tiene que

(E‖P (ε)‖p)1/p ≤ Cm1−1/q(E‖M(ε′, ε, . . . , ε)‖p)1/p.

Desafortunadamente, esta desigualdad sólo brinda una afirmación análoga a (2.18)
para espacios de cotipo 2 dondem1−1/q da

√
m. Cabe mencionar que paraX = Lq(µ)

y p = q es fácil ver que el resultado anterior vale reemplazando m1−1/q por
√
m. Esto

sugiere que
√
m podŕıa ser la cota adecuada sin importar el cotipo de X.

Una forma de probar la Proposición 2.3.6 es reemplazar la integral de 0 a∞ en [45,
Teorema 1.4] por una integral de 0 a 1/m y seguir cuidadosamente la prueba de
este resultado aśı como la prueba de [45, Proposición 4.2]. Sin embargo, daremos
una demostración más directa usando una identidad combinatoria de Rzeszut y
Wojciechowski que es usada en las ecuaciones (3.13) a (3.16) de [73]. Esta identidad
inspiró nuestro Lema 2.1.3 y puede ser vista como una versión de una variable del
lema. Dados un espacio vectorial V , una familia {vA : A ⊆ [n], |A| = m} ⊆ V
(donde n,m ∈ N) y k ∈ N se tiene que∑
B⊆[n]
|B|=k

∑
A1⊆B
|A1|=1

∑
A2⊆Bc
|A2|=m−1

vA1∪A2 =
∑
B⊆[n]
|B|=k

∑
A⊆[n]
|A|=m
|A∩B|=1

vA =
∑
A⊆[n]
|A|=m

∑
B⊆[n]
|B|=k
|A∩B|=1

vA

=
∑
A⊆[n]
|A|=m

∣∣{B ⊆ [n] : |B| = k, |A ∩B| = 1}
∣∣vA = m

(
n−m
k − 1

) ∑
A⊆[n]
|A|=m

vA.

(2.23)

Notemos que si n = km, entonces
(
n−m
k−1

)
=
(

(k−1)m
k−1

)
. Tal como hicimos en la Sección

2.1, aplicando la fórmula de Stirling obtenemos(
n
k

)
m
(
n−m
k−1

) ≤ 4.

La idea es que en este caso podemos comparar∑
A⊆[n]
|A|=m

vA vs.
1(
n
k

) ∑
B⊆[n]
|B|=k

∑
A1⊆B
|A1|=1

∑
A2⊆Bc
|A2|=m−1

vA1∪A2 .

Mientras que el lado izquierdo es nuestro objeto de estudio, el derecho es un promedio
(sobre todos los subconjuntos B) de una expresión con una estructura desacoplada.
Esto se debe a que fijado B, los ı́ndices A se dividen en A1 y A2 de manera tal que
A1 siempre contiene 1 elemento, A2 siempre contiene m− 1 elementos y estos nunca
se mezclan pues A1 ⊆ B y A2 ⊆ Bc.
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Demostración de la Proposición 2.3.6. Sea {xA : A ⊆ [n], |A| = m} una familia de
vectores en X. Tomando n más grande de ser necesario, podemos suponer que
n = km para algún k ∈ N y aśı tener que

1

m
(
n−m
k−1

) ≤ 4(
n
k

) .
Usando (2.23) para vA = xAεA nos queda(

Eε
∥∥∥ ∑
|A|=m

xAεA

∥∥∥p)1/p

=
1

m
(
n−m
k−1

)(Eε∥∥∥ ∑
B⊆[n]
|B|=k

∑
A1⊆B
|A1|=1

∑
A2⊆Bc
|A2|=m−1

xA1∪A2εA1∪A2

∥∥∥p)1/p

≤ 4(
n
k

) ∑
B⊆[n]
|B|=k

(
Eε
∥∥∥ ∑
A1⊆B
|A1|=1

εA1

∑
A2⊆Bc
|A2|=m−1

xA1∪A2εA2

∥∥∥p)1/p

. (2.24)

Ahora bien, como A1 ⊆ B y A2 ⊆ Bc, estos ı́ndices no se solapan. Luego, para B
fijo resulta que

Eε
∥∥∥ ∑
A1⊆B
|A1|=1

εA1

∑
A2⊆Bc
|A2|=m−1

xA1∪A2εA2

∥∥∥p = Eε,ε′
∥∥∥ ∑
A1⊆B
|A1|=1

ε′A1

∑
A2⊆Bc
|A2|=m−1

xA1∪A2εA2

∥∥∥p. (2.25)

Denotemos ∂jP = ∂P
∂zj

y observemos que

∂jP (ε) =
∑

A⊆[n]−{j}
|A|=m−1

x{j}∪AεA.

Tenemos que

Eεi/i∈B
[∑
j∈B

ε′j∂jP (ε)
]

= Eεi/i∈B
[ ∑
A1⊆B
|A1|=1

ε′A1

∑
A2⊆Ac1
|A2|=m−1

xA1∪A2εA2

]

=
∑
A1⊆B
|A1|=1

ε′A1

∑
A2⊆Bc
|A2|=m−1

xA1∪A2εA2 . (2.26)

Juntando (2.24), (2.25), (2.26) y usando la desigualdad de Jensen, nos queda(
Eε
∥∥∥ ∑
|A|=m

xAεA

∥∥∥p)1/p

≤ 4(
n
k

) ∑
B⊆[n]
|B|=k

(
Eε,ε′

∥∥∥∑
j∈B

ε′j∂jP (ε)
∥∥∥p)1/p

. (2.27)

Sabemos que n = km y recordemos el conjunto Πk,m definido en (2.8) como la
familia de todas las particiones ordenadas π = (B1, . . . , Bm) de [n] en m conjuntos
Bl de k elementos. Por un argumento de simetŕıa observemos que

1(
n
k

) ∑
B⊆[n]
|B|=k

(
Eε,ε′

∥∥∥∑
j∈B

ε′j∂jP (ε)
∥∥∥p)1/p

=
1

m|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

m∑
l=1

(
Eε,ε′

∥∥∥∑
j∈Bl

ε′j∂jP (ε)
∥∥∥p)1/p

.

(2.28)
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Usando las desigualdades de Hölder, Minkowski y cotipo q obtenemos

m∑
l=1

(
Eε,ε′

∥∥∥∑
j∈Bl

ε′j∂jP (ε)
∥∥∥p)1/p

≤ m1/q′
( m∑
l=1

(
Eε,ε′

∥∥∥∑
j∈Bl

ε′j∂jP (ε)
∥∥∥p)q/p)1/q

≤ m1/q′
(
Eε,ε′

( m∑
l=1

∥∥∥∑
j∈Bl

ε′j∂jP (ε)
∥∥∥q)p/q)1/p

≤ m1/q′Cq,p(X)
(
Eε,ε′,δ

∥∥∥ m∑
l=1

δl
∑
j∈Bl

ε′j∂jP (ε)
∥∥∥p)1/p

= m1/q′Cq,p(X)
(
Eε,ε′

∥∥∥〈∇P (ε), ε′〉
∥∥∥p)1/p

,

donde en el último paso usamos que δlε
′
j ∼ ε′j y Cq,p(X) denota la mejor constantte

en la desigualdad de cotipo q con una norma p en el lado derecho. Combinando esto
con (2.27) y (2.28) deducimos que(

Eε
∥∥∥ ∑
|A|=m

xAεA

∥∥∥p)1/p

≤ 4Cq,p(X)m−1/q
(
Eε,ε′

∥∥∥〈∇P (ε), ε′〉
∥∥∥p)1/p

.

El resultado se sigue de (2.22).

2.4 Condiciones geométricas para total indepen-

dencia

En esta sección brindamos condiciones geométricas sobre el espacio de Banach que
permiten comparar nuestros objetos de interés con sumas de variables aleatorias
independientes.

Los dos resultados siguientes fueron probados en [15, Teorema 4.1] (aunque son
enunciados para sucesiones ortonormales espećıficas) y son esencialmente una con-
secuencia de [81, Teorema 12.2]. Como serán presentados en [77] no debeŕıan ser
considerados como una contribución original de esta tesis.

Proposición 2.4.1. Sea X un espacio de Banach de tipo 2. Existe una constante
C > 0 tal que para toda sucesión ortonormal de variables aleatorias no necesaria-
mente independientes (ξi)i∈N ⊆ L2(µ) y toda elección de finitos x1, . . . , xn ∈ X se
tiene que (

E
∥∥∥ n∑
i=1

εixi

∥∥∥2)1/2

≤ C
(
E
∥∥∥ n∑
i=1

ξixi

∥∥∥2)1/2

.

Para probar este hecho necesitamos el concepto de operador p-sumante. Para 1 ≤
p ≤ ∞ un operador T : X → Y se dice p-sumante si existe una constante C ≥ 0 tal
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que para toda elección de vectores x1, . . . xn ∈ X se tiene que( n∑
i=1

‖T (xi)‖pY
)1/p

≤ C sup
x∗∈BX∗

( n∑
i=1

|x∗(xi)|p
)1/p

.

Llamamos πp(T ) a la constante C más chica posible. Los operadores p-sumantes
forman un ideal de operadores por lo que dados operadores R : W → X, T : X → Y
y S : Y → Z se tiene que

πp(STR) ≤ ‖S‖πp(T )‖R‖. (2.29)

Para una exposición detallada, sugerimos consultar [33, Caṕıtulo 2] y [81, Caṕıtulo 2].

Demostración de la Proposición 2.4.1. Sea T : `n2 → X el operador dado por T (ei) =
xi. Notemos que combinando los Lemas 2.2.1 y 2.2.2 obtenemos(

E
∥∥∥ n∑
i=1

εixi

∥∥∥2)1/2

≤ C
(
E
∥∥∥ n∑
i=1

γixi

∥∥∥2)1/2

. (2.30)

En [81, Teorema 12.2] se prueba que si X tiene tipo 2, entonces

(
E
∥∥∥ n∑
i=1

γixi

∥∥∥2)1/2

≤ C̃π2(T ∗). (2.31)

Ahora bien, para todo x∗ ∈ X∗ observemos que∥∥∥ n∑
i=1

ξix
∗(xi)

∥∥∥
L2(µ)

=
( n∑
i=1

|x∗(xi)|2
)1/2

= ‖(x∗(xi))ni=1‖`n2 = ‖T ∗(x∗)‖`n2 .

Luego, dada una colección finita de vectores x∗k ∈ X∗ tenemos que

∑
k

‖T ∗(x∗k)‖2
`m2

=
∑
k

∥∥∥ n∑
i=1

ξix
∗
k(xi)

∥∥∥2

L2(µ)
= E

[∑
k

∣∣∣x∗k( n∑
i=1

ξixi

)∣∣∣2]
≤ E

∥∥∥ n∑
i=1

ξixi

∥∥∥2

sup
x∗∗∈BX∗∗

∑
k

|x∗∗(x∗k)|2.

Por la definición de norma 2-sumante resulta

π2(T ∗) ≤ E
∥∥∥ n∑
i=1

ξixi

∥∥∥2

.

Juntando esto con (2.30) y (2.31) concluye el argumento.

Análogamente, obtenemos el siguiente resultado dual para cotipo.
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Proposición 2.4.2. Sea X un espacio de Banach de cotipo 2. Existe una constante
C > 0 tal que para toda sucesión ortonormal de variables aleatorias no necesaria-
mente independientes (ξi)i∈N ⊆ L2(µ) y toda elección de finitos x1, . . . , xn ∈ X se
tiene que (

E
∥∥∥ n∑
i=1

ξixi

∥∥∥2)1/2

≤ CE
(∥∥∥ n∑

i=1

εixi

∥∥∥2)1/2

.

Demostración. Como antes, sea T : `n2 → X el operador dado por T (ei) = xi. Como
X tiene cotipo 2, usando nuevamente [81, Teorema 12.2] y la Proposición 2.2.3 (o
más precisamente, [33, Teorema 12.27]), deducimos

π2(T ) ≤ C
(
E
∥∥∥ n∑
i=1

γixi

∥∥∥2)1/2

≤ C̃
(
E
∥∥∥ n∑
i=1

εixi

∥∥∥2)1/2

.

Definamos el operador S : X∗ → L2(µ) dado por

S(x∗) =
n∑
i=1

ξix
∗(xi).

Luego, por [47, Teorema 2] (ver también [66, Proposición 1.1] y [33, Corolario 5.21])
tenemos que (

E
∥∥∥ n∑
i=1

ξixi

∥∥∥2)1/2

≤ π2(S∗).

Por lo tanto, basta ver que π2(S∗) se puede acotar por π2(T ). Notemos que se tiene
el siguiente diagrama conmutativo

L2(µ) X∗∗

`n2 X

S∗

q

T

i

donde q : L2(µ) → `n2 es la proyección dada por q(f) = (〈f, ξi〉)ni=1 para todo
f ∈ L2(µ) e i : X ↪→ X∗∗ es la inclusión natural. Luego, de (2.29) obtenemos

π2(S∗) = π2(iT q) ≤ ‖i‖π2(T )‖q‖.

Notando que ‖i‖ = ‖q‖ = 1 llegamos al resultado buscado.

Observemos que los monomios de un polinomio tetraedral evaluados en variables
aleatorias simétricas forman una sucesión ortogonal en L2(µ). Por lo tanto, la
condición de ortonormalidad de las Proposiciones 2.4.1 y 2.4.2 se puede conseguir
normalizando. Más precisamente, tomando la sucesión ortonormal ξA/‖ξA‖2 y no-
tando que

‖ξA‖2 =
(
E
∣∣∣∏
i∈A

ξi

∣∣∣2)1/2

= ‖ξ0‖|A|2 ,

deducimos el siguiente resultado.
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Corolario 2.4.3. Sea X un espacio de Banach de tipo 2. Existe una constante
C > 0 tal que para toda variable aleatoria simétrica no trivial ξ0 ∈ L2(µ) y toda
elección de vectores {xA}|A|≤m se tiene que(

E
∥∥∥ ∑
|A|≤m

εiA‖ξ0‖|A|2 xA

∥∥∥2)1/2

≤ C
(
E
∥∥∥ ∑
|A|≤m

xAξA

∥∥∥2)1/2

, (2.32)

donde εiA son variables de Bernoulli independientes (no confundir con los monomios
de Walsh εA).

Análogamente, si X tiene cotipo 2 existe una constante C > 0 tal que para toda vari-
able aleatoria simétrica no trivial ξ0 ∈ L2(µ) y toda elección de vectores {xA}|A|≤m
se tiene que (

E
∥∥∥ ∑
|A|≤m

xAξA

∥∥∥2)1/2

≤ C
(
E
∥∥∥ ∑
|A|≤m

εiA‖ξ0‖|A|2 xA

∥∥∥2)1/2

. (2.33)

Notemos que aplicando el principio de contracción (Teorema 1.2.3) en (2.32) y (2.33)
obtenemos(

E
∥∥∥ ∑
|A|≤m

εiAxA

∥∥∥2)1/2

≤ C max{1, ‖ξ0‖−m2 }
(
E
∥∥∥ ∑
|A|≤m

xAξA

∥∥∥2)1/2

,

y (
E
∥∥∥ ∑
|A|≤m

xAξA

∥∥∥2)1/2

≤ C max{1, ‖ξ0‖m2 }
(
E
∥∥∥ ∑
|A|≤m

εiAxA

∥∥∥2)1/2

.

Si bien el caso no tetraedral es más complejo, para variables de Steinhaus pode-
mos aplicar las Proposiciones 2.4.1 y 2.4.2 directamente. En efecto, los monomios
de Steinhaus (zα)α∈Nn0 ⊆ L2(Tn) forman una sucesión ortonormal dado que tienen
módulo 1. Como mencionaremos en la Sección 5.2, lo mismo sucede para cualquier
sucesión de caracteres en el contexto de análisis de Fourier en grupos.

A continuación, presentamos resultados para espacios con la propiedad de promedios
gaussianos introducida en [18] para reemplazar las hipótesis de tipo/cotipo 2 que
son condiciones geométricas bastante restrictivas. Estos resultados siguen la ĺınea
de [66, Teorema 1.1] (ver también [14, Lema 2.2]).

Un espacio de Banach X tiene la propiedad de promedios gaussianos (GAP por sus
siglas en inglés) si existe una constante C ≥ 1 tal que para toda elección finita
x1, . . . , xn ∈ X, el operador T : `n2 → X∗ dado por T (ei) = xi satisface(

E
∥∥∥ n∑
i=1

xiγi

∥∥∥2)1/2

≤ Cπ1(T ∗). (2.34)

Describamos brevemente cómo se relaciona GAP con otras propiedades geométricas.
En primer lugar, por [18, Teorema 1.4] los espacios de Banach con tipo 2 y los
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ret́ıculos de Banach con cotipo finito tienen GAP. Además, los espacios con GAP
tienen cotipo finito (ver [18, Teorema 1.3]). Finalmente, mencionamos que GAP
está muy relacionado con la propiedad de Gordon-Lewis y el concepto de estructura
incondicional local.

Nuestro objetivo es mostrar una versión del Corolario 2.4.3 suponiendo GAP en vez
de tipo 2. Para ello, notemos que (2.34) es similar a (2.31) que era el paso clave
en la prueba de la Proposición 2.4.1. Sin embargo, como (2.34) involucra la norma
1-sumante en vez de la 2-sumante de (2.31) necesitamos algún tipo de desigualdad
de Khintchine. Afortunadamente, contamos con el Teorema 1.3.3.

Proposición 2.4.4. Si un espacio de Banach X tiene GAP, entonces existe una
constante C ≥ 1 tal que para toda elección de vectores {xα}|α|≤m se tiene que(

E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

εiαxα

∥∥∥2)1/2

≤ CE
∥∥∥ ∑
|α|≤m

√
2
|α|
xαz

α
∥∥∥, (2.35)

donde εiα son variables de Bernoulli independientes.

Más aún, para toda elección de vectores {xA}|A|≤m y toda variable aleatoria simétrica
no trivial ξ0 se tiene que(

E
∥∥∥ ∑
|A|≤m

εiAxA

∥∥∥2)1/2

≤ CmE
∥∥∥ ∑
|A|≤m

xAξA

∥∥∥.
Demostración. La prueba es similar a la de la Proposición 2.4.1. Como antes, sea
T : `2(Λ) → X el operador dado por T (eα) = xα donde Λ = {α ∈ Nn

0 : |α| ≤ m}.
Notemos que combinando los Lemas 2.2.1 y 2.2.2 nos queda(

E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

εiαxα

∥∥∥2)1/2

≤ C
(
E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

γiαxα

∥∥∥2)1/2

. (2.36)

Luego, por la desigualdad de GAP tenemos que(
E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

γiαxα

∥∥∥2)1/2

≤ C̃π1(T ∗). (2.37)

Ahora bien, para todo x∗ ∈ X∗ observemos que(
E
∣∣∣ ∑
|α|≤m

x∗(xα)zα
∣∣∣2)1/2

=
( ∑
|α|≤m

|x∗(xα)|2
)1/2

= ‖(x∗(xα))|α|≤m‖`2(Λ)

= ‖T ∗(x∗)‖`2(Λ).

Por lo tanto, dada una colección finita de vectores x∗i ∈ X∗ resulta que

N∑
i=1

‖T ∗(x∗i )‖`2(Λ) =
N∑
i=1

(
E
∣∣∣ ∑
|α|≤m

x∗i (xα)zα
∣∣∣2)1/2

.
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Aplicando el Teorema 1.3.3 tenemos que

N∑
i=1

‖T ∗(x∗i )‖`2(Λ) ≤
N∑
i=1

E
∣∣∣ ∑
|α|≤m

√
2
|α|
x∗i (xα)zα

∣∣∣ = E
N∑
i=1

∣∣∣ ∑
|α|≤m

√
2
|α|
x∗i (xα)zα

∣∣∣
≤ E

∥∥∥ ∑
|α|≤m

√
2
|α|
xαz

α
∥∥∥ sup
x∗∗∈BX∗∗

N∑
i=1

|x∗∗(x∗i )|.

Por la definición de norma 1-sumante deducimos

π1(T ∗) ≤ E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

√
2
|α|
xαz

α
∥∥∥.

Juntando esto con (2.36) y (2.37) obtenemos la primera afirmación.

Finalmente, usando el Lema 1.3.5 en (2.35) nos queda(
E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

εiαxα

∥∥∥2)1/2

≤ C
√

2
m
E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

xαz
α
∥∥∥.

Combinar esto con el Lema 2.2.2 prueba la segunda afirmación.

Concluimos esta sección con una versión dual del resultado anterior. Denotemos
cot(X) = inf{q : X tiene cotipo q}.

Proposición 2.4.5. Sea X un espacio de Banach de cotipo finito tal que X∗ tiene
GAP y fijemos q > cot(X). Existe una constante C ≥ 1 tal que para toda elección
de vectores {xα}|α|≤m se tiene que(

E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

xαz
α
∥∥∥q)1/q

≤ C
(
E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

εiα

√
q

2

|α|

xα

∥∥∥2)1/2

. (2.38)

Además, sea ξ0 una variable aleatoria simétrica con norma s finita para algún s >
cot(X). Existe una constante C ≥ 1 tal que para todo 1 ≤ p < s y toda elección de
vectores {xA}|A|≤m se tiene que(

E
∥∥∥ ∑
|A|≤m

xAξA

∥∥∥p)1/p

≤ Cm
(
E
∥∥∥ ∑
|A|≤m

εiAxA

∥∥∥2)1/2

.

Para probar esto, necesitamos el concepto de operador p-factorable. Dado 1 ≤ p ≤
∞, un operador T : X → Y se dice p-factorable si existe un espacio de medida
(Ω,Σ, µ) y operadores A : Lp(µ)→ Y ∗∗ y B : X → Lp(µ) tales que iT = AB donde
i : Y ↪→ Y ∗∗ es la inclusión natural. En otras palabras, iT se factoriza a través de
Lp(µ) y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

X Y Y ∗∗

Lp(µ)

T

B

i

A
.
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Notamos
γp(T ) = inf ‖A‖‖B‖,

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las posibles factorizaciones. Los operadores p-
factorables forman un ideal de operadores, por lo cual, para operadores R : W → X,
T : X → Y y S : Y → Z se tiene que

γp(STR) ≤ ‖S‖γp(T )‖R‖. (2.39)

Para una exposición detallada de este tema recomendamos [33, Caṕıtulo 7 y 9].

En [18, Teorema 1.7] se muestra que un espacio de Banach X tiene cotipo finito y
su dual tiene GAP si y sólo si X es K-convexo y existe una constante C ≥ 1 tal que
para todo T : `n2 → X dado por T (ei) = xi se tiene que

C−1γ∞(T ) ≤
(
E
∥∥∥ n∑
i=1

xiγi

∥∥∥2)1/2

≤ Cγ∞(T ). (2.40)

Demostración de la Proposición 2.4.5. Análogamente a lo realizado durante la prueba
de la Proposición 2.4.2, definamos el operador S : X∗ → Lq(Tn) por

S(x∗) =
∑
|α|≤m

x∗(xα)zα.

Notemos que por [47, Teorema 2] (ver también [66, Proposición 1.1] y [33, Coro-
lario 5.21]) tenemos que (

E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

xαz
α
∥∥∥q)1/q

≤ πq(S
∗). (2.41)

De hecho, la imagen de S∗ está incluida en X y es fácil ver que la norma πq se
mantiene igual al restringir el codominio a X. Por [58, Proposición 1.4] (ver también
[33, Teorema 11.14]) deducimos que existe una constante C ≥ 1 tal que para todo
A : L∞(µ)→ X∗∗ tenemos que

πq(A) ≤ C‖A‖.

Aqúı estamos usando que X y X∗∗ comparten el mismo cotipo por el principio de
reflexividad local (ver [1, Teorema 11.2.4]). Esto implica que πq(S

∗) ≤ γ∞(S∗) dado
que, para toda factorización S∗ = AB a través de algún L∞(µ), usando (2.29) nos
queda

πq(S
∗) = πq(AB) ≤ πq(A)‖B‖ ≤ C‖A‖‖B‖.

Ahora bien, sean R : Lq
∗
(Tn) → `2(Λ) y T : `2(Λ) → X operadores dados por

R(f) = (
√

2/q
|α|
f̂(α))α y T (eα) =

√
q/2

|α|
xα respectivamente. Se satisface el sigu-

iente diagrama conmutativo

Lq
∗
(µ) X∗∗

`2(Λ) X

S∗

R

T

i



56 CAPÍTULO 2. DECOUPLING

Luego, por (2.39) obtenemos que

πq(S
∗) ≤ γ∞(S∗) = γ∞(iTR) ≤ γ∞(T )‖R‖. (2.42)

Notemos que aplicando (2.40) y la Proposición 2.2.3 (o más precisamente, [33, Teo-
rema 12.27]) resulta que

γ∞(T ) ≤ C̃
(
E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

γiα

√
q

2

|α|

xα

∥∥∥2)1/2

≤ C̃
(
E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

εiα

√
q

2

|α|

xα

∥∥∥2)1/2

.

Basta ver que R es una contracción dado que, junto con (2.41), (2.42) y la desigual-
dad anterior, esto prueba la primera afirmación. En efecto, para f ∈ Lq∗(Tn) nos
queda

‖R(f)‖2
`2(Λ) =

∑
|α|≤m

(2

q

)|α|
|f̂(α)|2 = E

[
f(z)

∑
|α|≤m

(2

q

)|α|
f̂(α)zα

]
≤ ‖f‖q∗

∥∥∥ ∑
|α|≤m

(2

q

)|α|
f̂(α)zα

∥∥∥
q
.

Luego, por el Teorema 1.3.3 tenemos que

‖R(f)‖2
`2(Λ) ≤ ‖f‖q∗

∥∥∥ ∑
|α|≤m

√
2

q

|α|

f̂(α)zα
∥∥∥

2

= ‖f‖q∗‖R(f)‖`2(Λ).

Por lo tanto, R es una contracción y se satisface la primera afirmación. En particular,
usando el principio de contracción en (2.38) resulta(

E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

xαz
α
∥∥∥q)1/q

≤ C

√
q

2

m(
E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

εiαxα

∥∥∥2)1/2

.

Aplicando la Proposición 2.2.3 y el Lema 2.2.1 obtenemos la segunda afirmación.

Notemos que para espacios X tales que X y X∗ tienen GAP (ver [18, Teorema 1.7]
para una caracterización) podemos unir las Proposiciones 2.4.4 y 2.4.5 para obtener
cotas por arriba y por abajo comparando la norma de un polinomio de Steinhaus con
la norma de una suma aleatoria (independiente) de sus coeficientes. En particular,
esto vale para ret́ıculos de Banach K-convexos dado que tanto estos como sus duales
son ret́ıculos de cotipo finito y por lo tano tienen GAP.



Caṕıtulo 3

Tipo y cotipo polinomiales

En este caṕıtulo presentamos una reformulación polinomial de las nociones de tipo
y cotipo junto con algunas aplicaciones. Más precisamente, probamos que cotipo
es equivalente a la noción de cotipo homogéneo hipercontractivo definida en [14] y
que una caracterización análoga vale para tipo. Si bien se pueden obtener fácilmente
reformulaciones multilineales de tipo y cotipo, usualmente las versiones polinomiales,
por el contrario, arrojan malas constantes (ver los comentarios que siguen al Lema
3.2.2). En la Sección 3.2 usamos la teoŕıa de decoupling del caṕıtulo anterior para
probar desigualdades de tipo y cotipo para polinomios tetraedrales homogéneos con
buenas constantes. También se brindan desigualdades análogas para polinomios de
Walsh. Finalmente, en la Sección 3.3 pasamos del caso tetraedral al general.

3.1 Tipo y cotipo polinomiales

Estamos interesados en una versión polinomial de tipo y cotipo. Estudiaremos el
caso de cotipo en detalle que fue abordado en [14]. En cuanto a tipo, los resultados
serán enunciados generalmente sin prueba dado que suelen ser análogas al caso de
cotipo.

Recordemos que un espacio de Banach tiene cotipo 2 ≤ q <∞ si existe una constante
C ≥ 1 tal que para todo n ∈ N y todo x1, . . . , xn ∈ X se tiene que

( n∑
i=1

‖xi‖q
)1/q

≤ C
(∫

Tn

∥∥∥ n∑
i=1

xizi

∥∥∥qdz)1/q

.

Si intentamos deliberadamente interpretar la desigualdad de cotipo en términos de
polinomios, podemos ver que el lado derecho de la desigualdad es la norma en
Lq(Tn, X) del polinomio 1-homogéneo dado por P (z) =

∑
xizi y el lado izquierdo

es la norma en `q(X) de sus coeficientes. Luego, podŕıamos decir que un espacio de
Banach X satisface una versión polinomial de cotipo si existe una constante C ≥ 1
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tal que para todo polinomio P (z) =
∑

α xαz
α se tiene que(∑

α

‖xα‖q
)1/q

≤ C
(∫

Tn
‖P (z)‖qdz

)1/q

. (3.1)

De hecho, una desigualdad más fuerte vale para los espacios con cotipo de Fourier.
En [14, Proposición 2.4] se probó que un espacio de Banach tiene cotipo de Fourier
q si y sólo si existe C ≥ 1 tal que para todo polinomio P (z) =

∑
α xαz

α se tiene que(∑
α

‖xα‖q
)1/q

≤ C
(∫

Tn
‖P (z)‖q′dz

)1/q′

.

Sin embargo, como mencionamos en la Sección 1.2, el cotipo de Fourier es una
propiedad geométrica muy restrictiva. Por ejemplo el espacio L1(µ) tiene cotipo 2
(el mejor posible) mientras que no tiene ningún cotipo de Fourier no trivial. Por
ello, tomamos un enfoque distinto, a saber, buscar la mejor desigualdad polinomial
que podemos obtener para espacios con cotipo (usual).

Ejemplo 3.1.1. Analicemos el caso de L1(µ) en mayor detalle. Notemos que para
un polinomio P (z) =

∑
α fαz

α de grado m con coeficientes fα ∈ L1(µ), aplicando la
desigualdad integral de Minkowski obtenemos(∑

α

‖fα‖2
L1(µ)

)1/2

=
(∑

α

(∫
Ω

|fα(ω)|dµ
)2)1/2

≤
∫

Ω

(∑
α

|fα(ω)|2
)1/2

dµ

=

∫
Ω

(∫
Tn
|
∑
α

fα(ω)zα|2dz
)1/2

dµ. (3.2)

Usando la Proposición 1.3.4 para X = C en la integral en Tn, para todo ω ∈ Ω nos
queda (∫

Tn
|
∑
α

fα(ω)zα|2dz
)1/2

≤
√

2
m
∫
Tn
|
∑
α

fα(ω)zα|dz.

Juntando esto con (3.2) y utilizando la desigualdad de Hölder resulta(∑
α

‖fα‖2
)1/2

≤
√

2
m
∫

Ω

∫
Tn
|
∑
α

fα(ω)zα|dzdµ =
√

2
m
∫
Tn
‖P (z)‖L1(µ)dz

≤
√

2
m
(∫

Tn
‖P (z)‖2

L1(µ)dz
)1/2

.

Luego, obtuvimos (3.1) pero con una constante dependiendo exponencialmente del
grado m del polinomio. Un ejemplo sencillo muestra que esta dependencia es nece-
saria.

Supongamos que existe una constante Cm ≥ 1 tal que para todo polinomio P :
Cn → L1(Tn) de grado m dado por P (z) =

∑
α fαz

α se tiene que(∑
α

‖fα‖2
)1/2

≤ Cm

(∫
Tn
‖P (z)‖2dz

)1/2

. (3.3)
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Siguiendo las ideas de [29], para n ∈ N definamos Q : Cn → C por

Q(z) =
1√
n

n∑
i=1

zi.

Sea P : Cn → L1(Tn) el polinomio m-homogéneo dado por

P (z) : Tn −→ C
w 7→ Q(zw)m.

Notemos que

P (z)(w) =
1√
n
m (w1z1 + . . .+ wnzn)m =

1√
n
m

∑
α∈Nn0
|α|=m

(
m

α

)
wαzα.

En otras palabras, 1√
n
m

(
m
α

)
wα son los coeficientes de P . Luego, nos queda∑

α

∥∥∥ 1√
n
m

(
m

α

)
wα
∥∥∥2

L1(Tn)
=
∑
α

1

nm

(
m

α

)
2

=

∫
Tn
|Q(w)|2mdw.

Por otro lado, usando la invariancia por rotaciones obtenemos∫
Tn
‖P (z)‖2

L1(Tn)dz =

∫
Tn

(∫
Tn
|Q(zw)|mdw

)2

dz

=
(∫

Tn
|Q(w)|mdw

)2

.

Juntando esto con (3.3) resulta(∫
Tn
|Q(w)|2mdw

)1/2

≤ Cm

∫
Tn
|Q(w)|mdw.

Ahora bien, haciendo tender n a infinito, por el teorema del ĺımite central llegamos
a que

(E|γ|2m)1/2 ≤ CmE|γ|m,
donde γ es una variable gaussiana. Como mencionamos en la Observación 2.1.7,
2|γ|2 tiene una distribución chi-cuadrado con dos grados de libretad y un argumento
sencillo muestra que

E|γ|q = Γ
(q

2
+ 1
)
.

Usando la fórmula de Stirling tenemos que

Cm ≥
√

Γ(m+ 1)

Γ
(
m
2

+ 1
) ' m−1/4

√
2
m
.

En conclusión, una dependencia exponencial en el grado m del polinomio es de
esperar cuando buscamos una desigualdad polinomial como (3.1) sin asumir que el
espacio tiene cotipo de Fourier.
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Teniendo esto en cuenta, en [14] se introdujo la noción de cotipo homogéneo hiper-
contractivo, como una extensión del cotipo. Un espacio de Banach X tiene cotipo
homogéneo hipercontractivo q si existe C ≥ 1 tal que para todo m ∈ N y toda familia
finita (xα)|α|=m se tiene que( ∑

|α|=m

‖xα‖q
)1/q

≤ Cm
(∫

Tn

∥∥∥ ∑
|α|=m

xαz
α
∥∥∥2

dz
)1/2

. (3.4)

Diferentes condiciones fueron presentadas en [14] asegurando que un espacio de
Banach X tenga la propiedad. Como consecuencia del Teorema 3.1.2 (y la Obser-
vación 3.1.4) a continuación vemos que, de hecho, todo espacio de Banach con cotipo
q tiene cotipo homogéneo hipercontractivo q.

Teorema 3.1.2. Para un espacio de Banach X y 2 ≤ q <∞ las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) X tiene cotipo q;

(b) existe C ≥ 1 tal que para todo m ∈ N y toda familia finita (xα)|α|≤m se tiene
que ( ∑

|α|≤m

‖xα‖q
)1/q

≤ Cm
(∫

Tn

∥∥∥ ∑
|α|≤m

xαz
α
∥∥∥qdz)1/q

; (3.5)

(c) existe C ≥ 1 tal que para todo m ∈ N y toda familia finita {xA : |A| ≤ m} ⊂ X
se tiene que (∑

A

‖xA‖q
)1/q

≤ Cm
(
E
∥∥∥∑

A

xAεA

∥∥∥q)1/q

. (3.6)

La prueba de este teorema es bastante técnica y será llevada a cabo en las próximas
dos secciones. Si bien no se hizo en [14], es natural considerar la versión polinomial
análoga para tipo. Esto también resulta equivalente al concepto usual de tipo como
muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3. Para un espacio de Banach X y 1 ≤ p ≤ 2 las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) X tiene tipo p;

(b) existe C ≥ 1 tal que para todo m ∈ N y toda familia finita (xα)|α|≤m se tiene
que (∫

Tn

∥∥∥ ∑
|α|≤m

xαz
α
∥∥∥pdz)1/p

≤ Cm
( ∑
|α|≤m

‖xα‖p
)1/p

; (3.7)

(c) existe C ≥ 1 tal que para todo m ∈ N y toda familia finita {xA : |A| ≤ m} ⊂ X
se tiene que (

E
∥∥∥∑

A

xAεA

∥∥∥p)1/p

≤ Cm
(∑

A

‖xA‖p
)1/p

. (3.8)
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La prueba sigue la misma ĺınea que la del Teorema 3.1.2, por lo que sólo se esbozará
en la Sección 3.3.

Observación 3.1.4. Usando la Proposición 1.3.4, la norma L2 en (3.4), la norma
Lq en (3.5) y la norma Lp en (3.7) se pueden reemplazar por cualquier otra norma
Lr (ajustando las constantes, pero siempre con crecimiento exponencial en m).
Análogamente, los exponentes de los momentos en (3.6) y (3.8) también se pueden
cambiar aplicando el Teorema 1.3.7.

Antes de abordar la prueba del Teorema 3.1.2 que se desarrolla en detalle en las
siguientes secciones, ilustremos las ideas principales.

Estructura de la prueba. Notemos que por el Lema 2.2.1 las variables de
Bernoulli y Steinhaus son intercambiables. Luego, tenemos que (b)⇒ (c) y tomando
m = 1 en (c) también nos queda (c) ⇒ (a). Sin embargo, (c) ⇒ (b) no es inmedi-
ato dado que (c) sólo cubre el caso tetraedral. Por lo tanto, daremos la prueba
del Teorema 3.1.2 en dos pasos que serán desarrollados en las Secciones 3.2 y 3.3
respectivamente.

El primer paso consiste en mostrar una desigualdad polinomial de cotipo para poli-
nomios tetraedrales que muestre que (a) ⇒ (c). Esto se puede deducir con un
argumento de decoupling usando la descomposición multilineal presentada en la
Sección 2.1.

El segundo paso consiste en pasar del caso tetraedral al general para probar (c)⇒ (b).
Para un polinomio de Steinhaus P (z) no necesariamente tetraedral estudiamos el
polinomio tetraedral de Walsh subyacente P (εz) pensado como una función de ε.
Esto no sólo provee un puente entre al caso tetraedral y el general, sino que también
codifica información estructural valiosa de P . Como ε2

i = 1 para todo 1 ≤ i ≤ n, este
procedimiento clasifica a los monomios de P (z) según la paridad de los exponentes
αi de las variables zi involucradas. Esto permite partir el polinomio de manera tal
que cada parte es esencialmente un polinomio de la forma Q(z2). Como z2 ∼ z
podemos reducir el exponente m a la mitad, lo cual es crucial para que el argumento
inductivo de la prueba funcione.

Si bien todo esto se realiza en el contexto m-homogéneo, un procedimiento estándar
de homogeneización para variables de Steinhaus concluye la prueba.

Finalizamos esta sección mencionando dos resultados para cotipo homogéneo hiper-
contractivo que gracias al Teorema 3.1.2 valen para cotipo.

Observación 3.1.5. En primer lugar, siguiendo los mismos argumentos que en [24,
Teorema 5.3] (ver también [23, Proposición 25.29]) se puede probar que si Y tiene
cotipo q y v : X → Y es un operador (r, 1)-sumante, entonces existe una constante
C ≥ 1 tal que

(∑
α

‖v(xα)‖
qrm

q+(m−1)r

Y

) q+(m−1)r
qrm ≤ Cm sup

z∈Dn
‖P (z)‖X
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para todo polinomio P (z) =
∑

α xαz
α a valores en X de n variables y de grado m.

Con esto en mente, las estimaciones de [24, Teorema 1.6–(2) y Teorema 5.4–(2)]
valen para espacios de Banach con cotipo q.

En segundo lugar, recordemos que toda f ∈ Hp(T∞, X) define una serie de po-

tencias formal en infinitas variables
∑

α f̂(α)zα. El conjunto de z’s para el cual la
serie de toda f en Hp(T∞, X) converge se conoce como el conjunto de convergencia
monomial:

monHp(T∞, X) =
{
z ∈ CN :

∑
α

‖f̂(α)zα‖X <∞ para toda f ∈ Hp(T∞, X)
}
.

La equivalencia entre cotipo y cotipo polinomial del Teorema 3.1.2 combinada con
[14, (16)] muestra que, si denotamos cot(X) = inf{q : X tiene cotipo q}, entonces

`cot(X)′ ∩Bc0 ⊆ monHp(T∞, X) ⊆ `cot(X)′+ε ∩Bc0

para todo ε > 0. Si X alcanza su cotipo óptimo (es decir, si X tiene cotipo cot(X)),
entonces [14, Teorema 3.1] implica que

monHp(T∞, X) = `cot(X)′ ∩Bc0 . (3.9)

Además, decimos que una suceción b = (bn)n es un `1-multiplicador de Hp(X) si sat-
isface que

∑∞
n=1 ‖an‖X |bn| <∞ para todo

∑
ann

−s en Hp(X). Como consecuencia
inmediata de (3.9) (ver [14, Teorema 4.3]) tenemos que si X tiene cotipo cot(X),
entonces una sucesión completamente multiplicativa b (esto es, bmn = bnbm para
todo m,n) es un `1-multiplicador de Hp(X) si y sólo si b ∈ `cot(X)′ .

3.2 Caso tetraedral

Los resultados de esta sección se enuncian para polinomios de Walsh ya que tienen
una estructura inherentemente tetraedral. Los mismos argumentos aplican para
polinomios de Steinhaus tetraedrales.

Antes de obtener una desigualdad polinomial de cotipo es conveniente analizar el
caso multilineal que es bastante más sencillo. De hecho, una versión multilineal de
cotipo se deduce de forma natural para espacios con cotipo usando un argumento
inductivo. En [70] (ver también [23, Lema 25.3]) se muestra el siguiente resultado
que probamos para mayor claridad. Recordemos que llamamos Cq(X) a la mejor
constante en la desigualdad de cotipo y que notamos I(m,n) = {1, . . . , n}m.

Lema 3.2.1 ([70, Lema 3]). Sea X un espacio de Banach con cotipo 2 ≤ q < ∞.
Para todo operador m-lineal L : (Cn)m → X con coeficientes (xi)i∈I(m,n) se tiene
que ( ∑

i∈I(m,n)

‖xi‖q
)1/q

≤ Cq(X)m(E‖L(ε(1), . . . , ε(m))‖q)1/q. (3.10)
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Demostración. Probaremos esto por inducción en m. El caso m = 1 es simplemente
la definición de cotipo q. Asumamos que la afirmación vale para m − 1 y fijemos
un operador m-lineal L : Cn → X con coeficientes (xi)i∈I(m,n). Por la hipótesis
inductiva tenemos que

∑
i∈I(m,n)

‖xi‖q =
n∑

im=1

∑
i∈I(m−1,n)

‖xi,im‖q

≤ Cq(X)q(m−1)

n∑
im=1

E
∥∥∥ ∑
i∈I(m−1,n)

xi,imε
(1)
i1
. . . ε

(m−1)
im−1

∥∥∥q.
Cambiando el orden entre la esperanza y la suma y aplicando la desigualdad de
cotipo nos queda∑

i∈I(m,n)

‖xi‖q ≤ Cq(X)qmE
∥∥∥ ∑
i∈I(m,n)

xiε
(1)
i1
. . . ε

(m)
im

∥∥∥q
= Cq(X)qmE‖L(ε(1), . . . , ε(m))‖q,

lo cual completa la inducción.

Con la misma prueba se deduce un resultado análogo para tipo.

Lema 3.2.2. Sea X un espacio de Banach con tipo 1 ≤ p ≤ 2. Para todo operador
m-lineal L : Cn → X con coeficientes (xi)i∈I(m,n) se tiene que

(E‖L(ε(1), . . . , ε(m))‖p)1/p ≤ Tp(X)m
( ∑
i∈I(m,n)

‖xi‖p
)1/p

.

Teniendo la versión multilineal de cotipo, un argumento de decoupling adecuado nos
permitirá pasar al caso polinomial.

Lo más natural seŕıa comparar un polinomio m-homogéneo P con su operador m-
lineal asociado M (esto fue realizado en [13, Proposición 2.1] para polinomios de
Steinhaus no necesariamente tetraedrales). Sin embargo, en [14] (ver también [23,
Teorema 25.5]) se muestra que la norma q de los coeficientes de P y M puede diferir
por un factor de magnitud m!1/q

′
. Usando esa estimación no obtendŕıamos una

dependencia exponencial en m como en (3.4). Aun usando nuestra equivalencia del
Corolario 2.1.6 no es suficiente a menos que q = 2.

Para remediar esto usamos el método de decoupling alternativo propuesto en la
Sección 2.1. Recordemos de (2.11) que podemos escribir a un polinomio tetraedral
m-homogéneo P como (casi) un promedio de operadores m-lineales Lπ evaluados en
(z, . . . , z). Esto permite comparar no sólo las normas Lq de P y de los operadores
Lπ como se probó en el Teorema 2.1.4 sino también las normas q de sus coeficientes
usando el Lema 2.1.3. Como consecuencia, obtenemos el siguiente resultado que
prueba la implicación (a) ⇒ (c) del Teorema 3.1.2.
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Proposición 3.2.3. Sea X un espacio de Banach de cotipo 2 ≤ q <∞. Para todo
polinomio de Walsh m-homogéneo P con coeficientes {xA}|A|=m ⊆ X se tiene que(∑

A

‖xA‖q
)1/q

≤ (e1/qCq(X))m(E‖P (ε)‖q)1/q. (3.11)

Más aún, existe una constante C ≥ 1 tal que para todo polinomio de Walsh P de
grado m con coeficientes {xA}|A|≤m ⊆ X se tiene que(∑

A

‖xA‖q
)1/q

≤ Cm(E‖P (ε)‖q)1/q.

Demostración. Apliquemos el Lema 2.1.3. Usando la misma notación del lema y
tomando vA = ‖xA‖q nos queda∑

A

‖xA‖q ≤ em
1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

∑
i1∈B1

. . .
∑

im∈Bm

‖x{i1,...,im}‖q.

Notemos que {x{i1,...,im} : il ∈ Bl for 1 ≤ l ≤ m} son los coeficientes del operador
multilineal Lπ definido en (2.6). Luego, del Lema 3.2.1 tenemos que∑

i1∈B1

. . .
∑

im∈Bm

‖x{i1,...,im}‖q ≤ Cq(X)qmE‖Lπ(ε(1), . . . , ε(m))‖q.

Juntando estas dos desigualdades y aplicando el Teorema 2.1.4 obtenemos∑
A

‖xA‖q ≤ emCq(X)qm
1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

E‖Lπ(ε(1), . . . , ε(m))‖q

≤ emCq(X)qmE ‖P (ε)‖q .

En cuanto al caso no homogéneo, separamos al polinomio en sus componentes ho-
mogéneas. Utilizando la Proposición 1.3.8 resulta que∑
|A|≤m

‖xA‖q =
m∑
k=0

∑
|A|=k

‖xA‖q ≤
m∑
k=0

ekCq(X)qk(E‖Pk(ε)‖q)1/q

≤ Cm

m∑
k=0

ekCq(X)qk(E‖P (ε)‖q)1/q ≤ (2eCq(X)qC)m(E‖P (ε)‖q)1/q.

Esto completa el argumento.

En cuanto a tipo, tenemos el siguiente resultado análogo.

Proposición 3.2.4. Sea X un espacio de Banach de tipo 1 ≤ p ≤ 2. Para todo
polinomio de Walsh m-homogéneo P con coeficientes {xA}|A|=m ⊆ X se tiene que

(E‖P (ε)‖p)1/p ≤ (eTp(X))m
(∑

A

‖xA‖p
)1/p

.
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Más aún, existe una constante C ≥ 1 tal que para todo polinomio de Walsh P de
grado m con coeficientes {xA}|A|≤m ⊆ X se tiene que

(E‖P (ε)‖p)1/p ≤ Cm
(∑

A

‖xA‖p
)1/p

.

Idea de la prueba. Procedemos en dirección opuesta a la Proposición 3.2.3. Para el
caso m-homogéneo, aplicando el Teorema 2.1.4 y el Lema 3.2.2 nos queda

(E‖P (ε)‖p)1/p ≤ em
1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

(E‖Lπ(ε(1), . . . , ε(m))‖p)1/p

≤ em
( 1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

E‖Lπ(ε(1), . . . , ε(m))‖p
)1/p

≤ (eTp(X))m
( 1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

∑
i1∈B1

. . .
∑

im∈Bm

‖x{i1,...,im}‖p
)1/p

.

Finalmente, por el Lema 2.9 tenemos que

1

|Πk,m|
∑

π∈Πk,m

∑
i1∈B1

. . .
∑

im∈Bm

‖x{i1,...,im}‖p ≤
∑
A

‖xA‖p.

Juntando esto con la desigualdad anterior se obtiene el caso m-homogéneo. El resul-
tado general se sigue separando en componentes homogéneas y usando la desigualdad
triangular.

Observación 3.2.5. Observemos que la Proposición 3.2.3 vale para variables aleato-
rias simétricas (no triviales) ξ dado que los Lemas 2.2.1 y 2.2.2 permiten reemplazar
las variables de Bernoulli por ξ. En cuanto a la Proposición 3.2.4, si ξ es simétrica
(de manera tal que ξ ∼ εξ) tenemos que

(Eξ‖P (ξ)‖p)1/p = (Eξ,ε‖P (εξ)‖p)1/p ≤ (eTp(X))m
(
Eξ
∑
A

‖xAξA‖p
)1/p

= (eTp(X))m
(∑

A

‖xA‖pEξ|ξA|p
)1/p

.

Notemos que

Eξ|ξA|p = E
[∏
i∈A

|ξi|p
]

=
∏
i∈A

Eξ|ξi|p =
(
Eξ|ξ0|p

)m
= (‖ξ0‖p)pm.

Luego, nos queda

(Eξ‖P (ξ)‖p)1/p ≤ (eTp(X)‖ξ0‖p)m
(∑

A

‖xA‖p
)1/p

.
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Alternativamente, podemos empezar por una desigualdad de tipo/cotipo para ξ y
repetir los argumentos de las Proposiciones 3.2.3 y 3.2.4 para obtener una versión
polinomial de forma directa. Esencialmente, distintas variantes de tipo/cotipo se
trasladan del caso lineal al tetraedral sin importar la variable aleatoria que involu-
cren. En particular, esto vale para polinomios de Steinhaus tetraedrales.

Concluimos esta sección con una consecuencia curiosa de las Proposiciones 3.2.3
y 3.2.4. Como mencionamos anteriormente, no es posible obtener las proposiciones
anteriores mediante desigualdades clásicas de decoupling que comparan un polinomio
m-homogéneo con su operador m-lineal asociado. De hecho, (3.10) resulta ser una
mala estimación cuando el operador m-lineal involucrado es el operador simétrico
asociado a un polinomio tetraedral. En este caso particular se tiene el siguiente
resultado más fuerte que el Lema 3.2.1.

Corolario 3.2.6. Sea X un espacio de Banach de cotipo 2 ≤ q < ∞. Existe una
constante C ≥ 1 tal que para todo operador m-lineal M asociado a un polinomio
tetraedral m-homogéneo P , se tiene que( ∑

i∈I(m,n)

‖xi‖q
)1/q

≤
( C

m1/2−1/q

)m
(E‖M(ε(1), . . . , ε(m))‖q)1/q, (3.12)

donde (xi)i∈I(m,n) ⊆ X son los coeficientes de M .

En primer lugar notemos que si q > 2, la constante en (3.12) tiende a cero cuando
m tiende a infinito. En cierto modo, esto muestra que para operadores m-lineales la
norma q de los coeficientes no siempre es una cota inferior adecuada para la norma
Lq del operador.

En segundo lugar, observemos que no todo operador m-lineal simétrico L proviene de
un polinomio tetraedral m-homogéneo dado que L(z, . . . , z) podŕıa no ser tetraedral.

Demostración del Corolario 3.2.6. Recordemos que J (m,n) es el conjunto de ı́ndices
j = (j1, . . . , jm) tal que 1 ≤ j1 ≤ . . . ≤ jm ≤ n. Como P es tetraedral tenemos que
su coeficiente j-ésimo es m!xj para todo j ∈ J (m,n). Aplicando la Proposición 3.2.3
y el Corolario 2.1.6 nos queda( ∑

j∈J (m,n)

‖m!xj‖q
)1/q

≤ (e1/qCq(X))m(E‖P (ε)‖q)1/q

≤ Cmmm/2(E‖M(ε(1), . . . , ε(m))‖q)1/q.

Cambiando los ı́ndices J (m,n) por I(m,n) y usando la simetŕıa de los coeficientes
xi en el lado izquierdo tenemos que( ∑

j∈J (m,n)

‖m!xj‖q
)1/q

=
( 1

m!

∑
i∈I(m,n)

‖m!xi‖q
)1/q

= m!1−1/q
( ∑
i∈I(m,n)

‖xi‖q
)1/q

.

La conclusión se sigue de la fórmula de Stirling.
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Vale un resultado análogo para tipo. Omitimos la prueba dado que es idéntica.

Corolario 3.2.7. Sea X un espacio de Banach de tipo 1 ≤ p ≤ 2. Existe una
constante C ≥ 1 tal que para todo operador m-lineal M asociado a un polinomio
tetraedral m-homogéneo, se tiene que

(E‖M(ε(1), . . . , ε(m))‖p)1/p ≤
( C

m1/p−1/2

)m( ∑
i∈I(m,n)

‖xi‖p
)1/p

,

donde (xi)i∈I(m,n) ⊆ X son los coeficientes de M .

3.3 Caso general

El último ingrediente en la prueba del Teorema 3.1.2 es un procedimiento para
trasladar nuestros resultados para polinomios tetraedrales al caso general. Necesi-
tamos una descripción algo enrevesada de un polinomio en términos de la paridad
de los exponentes de las variables involucradas. Como mencionamos anteriormente,
esta descripción tiene dos ventajas. En primer lugar, la información sobre la pari-
dad de exponentes se codifica usando el polinomio tetraedral P (εz) visto como una
función de ε. Esto permite aplicar los resultados de la sección anterior. En segundo
lugar, tener un control sobre la paridad de los exponentes permite a fines prácticos
reducir el grado del polinomio a la mitad, lo cual es crucial para el argumento
inductivo que presentamos.

Fijemos n ∈ N y un número par m ∈ N. Dado A ⊆ [n] definimos

ΛA = {α ∈ Nn
0 : |α| = m,αi es impar si y sólo si i ∈ A}.

Como m es par, es claro que ΛA 6= ∅ si y sólo si A tiene cardinal par entre 0 y m.
En el resto de la discusión consideraremos únicamente conjuntos A con ΛA 6= ∅.
Notemos que para todo ε ∈ {−1, 1}n y z ∈ Tn, tenemos que

(εz)α = εAz
α

para todo α ∈ ΛA, donde, como siempre, εA =
∏

i∈A εi.

Ahora bien, para un polinomio m-homogéneo de n variables P (z) =
∑
|α|=m xαz

α

escribimos

PA(z) =
∑
α∈ΛA

xαz
α.

Notemos que los conjuntos ΛA son mutuamente disjuntos y cubren cualquier posible
exponente α. Luego, con esta notación, tenemos que

P (εz) =
∑
A⊆[n]

εAPA(z).
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Como se puede ver en esta expresión, P (εz) visto como un polinomio en ε es
tetraedral. Además, podemos escribir P (εz) como la suma de sus componentes
homogéneas (como función de ε). Como ya mencionamos, cada A considerado tiene
cardinal par entre 0 y m. Luego, si definimos

Ak = {A ⊆ [n] : |A| = 2k},

podemos escribir

P (εz) =

m/2∑
k=0

∑
A∈Ak

εAPA(z). (3.13)

Notemos que, siempre que i pertenece a cierto A, los exponentes de zi son impares
para todo monomio en PA(z). Además, como m es par, dado α ∈ ΛA, tenemos que∑

i∈A αi debe ser par y, mayor o igual que |A| = 2k. Definimos entonces,

ΛA,l = {α ∈ ΛA :
∑
i∈A

αi = 2l},

que nos permite escribir, para A ∈ Ak,

PA(z) =

m/2∑
l=k

∑
α∈ΛA,l

xαz
α =

m/2∑
l=k

PA,l(z). (3.14)

Notemos que PA,l(z) es la componente 2l-homogénea del polinomio PA(z) visto como
una función de las variables zi con i ∈ A (esto es, de las variables con exponente
impar). En otras palabras, el polinomio PA,l(z) consiste de los monomios xαz

α de
PA(z) cuyos exponentes impares suman 2l.

Para concluir nuestra descripción de P , para α ∈ ΛA definimos exponentes β, γ y
1A por

βi =

{
0 si i ∈ A
αi
2

si i ∈ Ac
, γi =

{
αi−1

2
si i ∈ A

0 si i ∈ Ac
y 1A,i =

{
1 si i ∈ A
0 si i ∈ Ac

,

para todo 1 ≤ i ≤ n. Notemos que α = 2β + 2γ + 1A donde β ∈ Nn
0 está soportado

en Ac y γ, 1A ∈ Nn
0 están soportados en A. Más aún, para α ∈ ΛA,l tenemos que

|β| =
n∑
i=1

βi =
∑
i∈Ac

αi
2

=
|α|
2
−
∑
i∈A

αi
2

=
m

2
− l,

y

|γ| =
n∑
i=1

γi =
∑
i∈A

αi − 1

2
=

2l − |A|
2

= l − k.
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Llamemos BA,l al conjunto de todos los exponentes β soportados en Ac tales que
|β| = m/2− l. Análogamente, llamemos ΓA,l al conjunto de todos los exponentes γ
soportados en A tales que |γ| = l − k. Nos queda

PA,l(z) =
∑
α∈ΛA,l

xαz
α =

∑
γ∈ΓA,l

∑
β∈BA,l

x2β+2γ+1Az
2β+2γ+1A

=
∑
γ∈ΓA,l

( ∑
β∈BA,l

x2β+2γ+1Az
2β
)
z2γ+1A . (3.15)

Juntando (3.13), (3.14) y (3.15) obtenemos la descripción completa de P (εz) probando
aśı el siguiente lema.

Lema 3.3.1. Dado un número par m ∈ N, un polinomio m-homogéneo en n vari-
ables

P (z) =
∑
|α|=m

xαz
α,

y ε ∈ {−1, 1}n, se tiene que

P (εz) =

m/2∑
k=0

∑
A∈Ak

m/2∑
l=k

∑
γ∈ΓA,l

∑
β∈BA,l

x2β+2γ+1AεAz
2β+2γ+1A .

Con el mismo argumento podemos deducir una fórmula similar para m impar. Para
todo polinomio m-homogéneoen n variables P y ε ∈ {−1, 1}n, obtenemos

P (εz) =

(m−1)/2∑
k=0

∑
A∈A′k

(m−1)/2∑
l=k

∑
γ∈Γ′A,l

∑
β∈B′A,l

x2β+2γ+1AεAz
2β+2γ+1A ,

donde

A′k = {A ⊆ [n] : |A| = 2k + 1},

Γ′A,l =
{
γ ∈ Nn

0 :
∑
i∈A

γi = l − k y γi = 0 for i ∈ Ac
}
, y

B′A,l =
{
β ∈ Nn

0 :
∑
i∈A

βi = (m− 1)/2− l y βi = 0 for i ∈ A
}
.

Estamos en condiciones de probar el Teorema 3.1.2.

Demostración del Teorema 3.1.2. Primero notemos que la Proposición 3.2.3 prueba
que (a) ⇒ (c) y que el hecho de que tanto (b) como (c) implican (a) se deduce
inmediatamente tomando m = 1 en (b) o (c) respectivamente.

Sólo resta mostrar que (c)⇒ (b). Como primer paso vemos que la desigualdad vale
para polinomios homogéneos. Sea Cε la constante de (c) y B la constante de la
Proposición 1.3.8. Nuestro objetivo es probar que si C = max{C2

ε , B
4}, entonces( ∑

|α|=m

‖xα‖q
)1/q

≤ Cm
(∫

Tn
‖P (z)‖qdz

)1/q

(3.16)
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para todo polinomio m-homogéneo P (z) =
∑
|α|=m xαz

α de n variables. Procedemos
por inducción en m. El caso m = 1 es simplemente la desigualdad de cotipo q y ya
probamos que (a) and (c) son equivalentes. Luego, fijemos m ≥ 2 y supongamos que
(3.16) vale para todo polinomio k-homogéneo con k < m. Podemos asumir también
que m es par (el caso m impar es análogo). Fijemos un polinomio m-homogéneo en
n variables

P (z) =
∑
|α|=m

xαz
α.

Como nuestro objetivo involucra estimar la integral de P (z), aprovechamos la in-
variancia por rotaciones y trabajamos con P (εz), aunque esto requiere un poco de
preparación. Dados 1 ≤ k ≤ m/2 y A ⊆ [n] con |A| = 2k, tomamos k ≤ l ≤ m/2
y definimos PA y PA,l como en (3.14). Intuitivamente, PA,l separa los zi’s con ex-
ponente impar de los zi’s con exponente par. Esto nos permite usar la hipótesis
inductiva dos veces (una para la parte impar y otra para la par) para ensamblar los
polinomios PA,l. Llamemos TAc a las |Ac| copias del toro indexadas en Ac. Tenemos
que ∑

γ∈ΓA,l

∑
β∈BA,l

‖x2β+2γ+1A‖q ≤
∑
γ∈ΓA,l

Cq(m/2−l)
∫
TAc

∥∥∥ ∑
β∈BA,l

x2β+2γ+1Az
β
∥∥∥qdz

≤ Cq(m/2−l)
∫
TAc

∑
γ∈ΓA,l

∥∥∥ ∑
β∈BA,l

x2β+2γ+1Az
β
∥∥∥qdz

= Cq(m/2−l)
∫
TAc

∑
γ∈ΓA,l

∥∥∥ ∑
β∈BA,l

x2β+2γ+1Az
2β
∥∥∥qdz,

donde el último paso se obtiene de un cambio de variables. Como β está soportado
en Ac, las variables zi con i ∈ A no aparecen en la expresión anterior. Luego, aún
podemos introducirlas aplicando nuevamente la hipótesis inductiva. Obtenemos∑

γ∈ΓA,l

∑
β∈BA,l

‖x2β+2γ+1A‖q

≤ Cq(m/2−l)Cq(l−k)

∫
Tn

∥∥∥ ∑
γ∈ΓA,l

( ∑
β∈BA,l

x2β+2γ+1Az
2β
)
zγ
∥∥∥qdz

= Cq(m/2−k)

∫
Tn

∥∥∥ ∑
γ∈ΓA,l

( ∑
β∈BA,l

x2β+2γ+1Az
2β
)
z2γ
∥∥∥qdz

= Cq(m/2−k)

∫
Tn

∥∥∥z1A
∑
γ∈ΓA,l

( ∑
β∈BA,l

x2β+2γ+1Az
2β
)
z2γ
∥∥∥qdz

= Cq(m/2−k)

∫
Tn
‖PA,l(z)‖qdz,

(3.17)

donde en el último paso usamos (3.15). Como PA,l es la componente 2l-homogénea
de PA visto como una función dependiente sólo de las variables zi con i ∈ A, tenemos
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que ∫
Tn
‖PA,l(z)‖qdz ≤

∫
Tn
‖PA(z)‖qdz. (3.18)

De (3.17) y (3.18), deducimos

m/2∑
l=k

∑
γ∈ΓA,l

∑
β∈BA,l

‖x2β+2γ+1A‖q ≤
(m

2
− k
)
Cq(m/2−k)

∫
Tn
‖PA,l(z)‖qdz

≤ mCq(m/2−k)

∫
Tn
‖PA(z)‖qdz.

Finalmente, estudiamos P (εz) usando (3.16) y (3.13). Tomando en cuenta el Lema 3.3.1
(y la definición de C) nos queda

∑
|α|=m

‖xα‖q =

m/2∑
k=1

∑
A∈Ak

m/2∑
l=k

∑
γ∈ΓA,l

∑
β∈BA,l

‖x2β+2γ+1A‖q

≤ m

∫
Tn

m/2∑
k=1

Cq(m/2−k)
∑
A∈Ak

‖PA(z)‖qdz

≤ m

∫
Tn

m/2∑
k=1

Cq(m/2−k)C2qk
ε E

∥∥∥ ∑
A∈Ak

εAPA(z)
∥∥∥qdz

≤ mCqm/2

∫
Tn

m/2∑
k=1

E
∥∥∥ ∑
A∈Ak

εAPA(z)
∥∥∥qdz.

Aplicando la Proposición 1.3.8, resulta que

∑
|α|=m

‖xα‖q ≤ mCqm/2Bqm

∫
Tn

m/2∑
k=1

E‖P (εz)‖qdz

≤ m2Cqm/2BqmE
∫
Tn
‖P (εz)‖qdz ≤ Cqm

∫
Tn
‖P (z)‖qdz,

donde en el último paso usamos que m2 ≤ Bqm para todo m, dado que B > 2.

Por lo tanto, se satisface (3.16) (y luego (3.5)) para todo polinomio m-homogéneo.
Para terminar la demostración procedemos como en el Lema 1.3.5. Tomemos un
polinomio arbitrario de grado m

P (z) =
∑
|α|≤m

xαz
α.

Sea Q : Cn+1 → X el polinomio m-homogéneo dado por

Q(z, w) = wmP (zw−1) =
∑
|α|≤m

xαz
αwm−|α|.
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Usando la invariancia por rotaciones∑
|α|≤m

‖xα‖q ≤ Cqm

∫
T

∫
Tn
‖Q(z, w)‖qdzdw = Cqm

∫
T

∫
Tn
‖wmP (zw)‖qdzdw

= Cqm

∫
Tn
‖P (z)‖qdz.

Esto concluye la prueba.

En cuanto a la demostración del Teorema 3.1.3 notemos que para obtener el Teo-
rema 3.1.2 usamos tanto la descomposición del Lema 3.3.1 como las Proposiciones 1.3.8
y 3.2.3. Para la prueba del Teorema 3.1.3 debemos esencialmente invertir todas las
desigualdades involucradas. Usamos el Lema 3.3.1 de la misma manera que antes,
mientras que la Proposición 1.3.8 es reemplazada por la desigualdad triangular. En
cuanto a la Proposición 3.2.3, la reemplazamos con la Proposición 3.2.4.

Observación 3.3.2. Los espacios con tipo/cotipo también cumplen versiones poli-
nomiales para variables aleatorias ξ0 tales que ξ0 ∼ ξ0z0. El mismo argumento que
en la Observación 3.2.5 muestra que si X tiene tipo p, entonces(

Eξ
∥∥∥ ∑
|α|≤m

xαξ
α
∥∥∥p)1/p

=
(
Eξz
∥∥∥ ∑
|α|≤m

xαξ
αzα
∥∥∥p)1/p

≤ Cm
(
Eξ
∑
|α|≤m

‖ξαxα‖p
)1/p

= Cm
( ∑
|α|≤m

‖xα‖pEξ|ξα|p
)1/p

.

Notemos que por la desigualdad de Hölder tenemos que

Eξ|ξα|p =
n∏
i=1

Eξ|ξi|pαi ≤
n∏
i=1

(Eξ|ξi|pm)αi/m = Eξ|ξ0|pm = ‖ξ0‖pmpm.

Luego, nos queda(
Eξ
∥∥∥ ∑
|α|≤m

xαξ
α
∥∥∥p)1/p

≤ (C‖ξ0‖pm)m
( ∑
|α|≤m

‖xα‖p
)1/p

.

Análogamente, si X tiene cotipo q obtenemos( ∑
|α|≤m

‖xα‖qEξ|ξα|q
)1/q

≤ Cm
(
Eξ
∥∥∥ ∑
|α|≤m

xαξ
α
∥∥∥q)1/q

.

Observando que

(Eξ|ξ0|q)m =
n∏
i=1

(Eξ|ξi|q)αi ≤
n∏
i=1

Eξ|ξi|qαi = Eξ|ξα|q,

concluimos que( ∑
|α|≤m

‖xα‖q
)1/q

≤ Cm‖ξ0‖−mq
(
Eξ
∥∥∥ ∑
|α|≤m

xαξ
α
∥∥∥q)1/q

.
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Finalizamos este caṕıtulo con una versión no tetraedral de los Corolarios 3.2.6 y 3.2.7.
Recordemos la definición de I(m,n) y [i] para algún i ∈ I(m,n) de la Sección 1.3.

Corolario 3.3.3. Sea X un espacio de Banach de cotipo 2 ≤ q < ∞. Existe una
constante C ≥ 1 tal que para todo operador m-lineal simétrico M con coeficientes
(xi)i∈I(m,n) ⊆ X se tiene que

( ∑
i∈I(m,n)

|[i]|q/2−1‖xi‖q
)1/q

≤ Cm
(∫

Tnm
‖M(z(1), . . . , z(m))‖qdz(1) . . . dz(m)

)1/q

.

Notemos que si M es el operador m-lineal asociado a un polinomio tetraedral P ,
entonces |[i]| = m! para todo i ∈ I(m,n) y recuperamos la cota (3.12).

Demostración del Corolario 3.3.3. Fijemos z(1), . . . , z(m) ∈ Tn y consideremos el
polinomio P dado por

P (z) = M(zz(1), . . . , zz(m)) =
∑

i∈I(m,n)

xizi1z
(1)
i1
. . . zimz

(m)
im

=
∑

j∈J (m,n)

xj

(∑
i∈[j]

z
(1)
i1
. . . z

(m)
im

)
zj.

Aplicando la desigualdad polinomial de cotipo (3.5) a P nos queda

∑
j∈J (m,n)

‖xj‖q
∣∣∣∑
i∈[j]

z
(1)
i1
. . . z

(m)
im

∣∣∣q ≤ Cqm

∫
Tn
‖P (z)‖qdz

= Cqm

∫
Tn
‖M(zz(1), . . . , zz(m))‖qdz.

Promediando en z(1), . . . , z(m) ∈ Tn y usando la invariancia por rotaciones obtenemos

∑
j∈J (m,n)

‖xj‖q
∫
Tnm

∣∣∣∑
i∈[j]

z
(1)
i1
. . . z

(m)
im

∣∣∣qdz(1) . . . dz(m)

≤ Cqm

∫
Tnm
‖M(z(1), . . . , z(m))‖qdz(1) . . . dz(m). (3.19)

Notemos que por la desigualdad de Hölder tenemos que

|[j]|1/2 =
(∫

Tnm

∣∣∣∑
i∈[j]

z
(1)
i1
. . . z

(m)
im

∣∣∣2dz(1) . . . dz(m)
)1/2

≤
(∫

Tnm

∣∣∣∑
i∈[j]

z
(1)
i1
. . . z

(m)
im

∣∣∣qdz(1) . . . dz(m)
)1/q

.
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De hecho, esto es una equivalencia salvo constante Cm debido a la Proposición 1.3.4.
Luego, resulta que∑

i∈I(m,n)

|[i]|q/2−1‖xi‖q ≤
∑

j∈I(m,n)

|[j]|q/2‖xj‖q

≤
∑

j∈J (m,n)

‖xj‖q
∫
Tnm

∣∣∣∑
i∈[j]

z
(1)
i1
. . . z

(m)
im

∣∣∣qdz(1) . . . dz(m).

Juntando esto con (3.19) concluye el argumento.

En cuanto a tipo, tenemos el siguiente resultado análogo.

Corolario 3.3.4. Sea X un espacio de Banach de tipo 1 ≤ p ≤ 2. Existe una
constante C ≥ 1 tal que para todo operador m-lineal simétrico M con coeficientes
(xi)i∈I(m,n) ⊆ X se tiene que(∫

Tnm
‖M(z(1), . . . , z(m))‖pdz(1) . . . dz(m)

)1/p

≤ Cm
( ∑
i∈I(m,n)

|[i]|p/2−1‖xi‖p
)1/p

.



Caṕıtulo 4

Desigualdades de Hausdorff-Young
para series de Dirichlet vectoriales

En este caṕıtulo estudiamos desigualdades de Hausdorff-Young para series de Dirich-
let vectoriales que nos permiten comparar la norma de una serie de Dirichlet en el
espacio de Hardy Hp(X) con la norma q de sus coeficientes. Para obtener desigual-
dades completamente análogas al caso escalar, un espacio de Banach debe satisfacer
la noción (bastante restrictiva) de tipo/cotipo de Fourier. Veremos variantes de
estas desigualdades en el contexto más amplio de espacios con tipo/cotipo usando
sus versiones polinomiales del caṕıtulo anterior. Además, presentamos resultados
similares asumiendo propiedades de convexidad y suavidad.

4.1 Desigualdades de Hausdorff-Young vectoriales

Recordemos la desigualdad de Hausdorff-Young clásica que afirma que para todo
1 ≤ p ≤ 2 y toda función f ∈ Lp(T) se tiene que(∑

n∈Z

|f̂(n)|p′
)1/p′

≤
(∫

T
|f(z)|pdz

)1/p

. (4.1)

Notemos que el caso p = 2 se sigue de la identidad de Parseval mientras que el caso
p = 1 se obtiene acotando la norma de los coeficientes de Fourier por la norma 1
de la función. Los casos intermedios se deducen del teorema de interpolación de
Riesz-Thorin.

En particular, para un polinomio P (z) =
∑N

n=0 cnz
n (y cambiando la notación

tomando q = p′) nos queda

( N∑
n=0

|cn|q
)1/q

≤
(∫

T
|P (z)|q′dz

)1/q′

.
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Estamos buscando espacios de Banach para los cuales se satisfaga una versión vec-
torial de esta desigualdad. Estos son los espacios con cotipo de Fourier q que por
definición cumplen (1.5) que recordamos aqúı:

( N∑
n=0

∥∥xn∥∥q)1/q

≤ C
(∫

T

∥∥∥ N∑
n=0

xnz
n
∥∥∥q′dz)1/q′

.

Un argumento estándar de densidad muestra que esto se extiende a una versión
vectorial de (4.1). En cuanto a series de Dirichlet vectoriales, podemos generalizar
(1.5) a varias variables y aplicar la transformada de Bohr. En efecto, se probó en
[14, Proposición 2.4] que un espacio de Banach X tiene cotipo de Fourier q si y sólo
si existe C ≥ 1 tal que para toda familia finita (xα)

α∈N(N)
0
⊆ X se tiene que

(∑
α

‖xα‖q
)1/q

≤ C
(∫

Tn

∥∥∥∑
α

xαz
α
∥∥∥q′dz) 1

q′
. (4.2)

La prueba de [14, Proposición 2.4] también funciona para mostrar que X tiene tipo
de Fourier 1 ≤ p ≤ 2 si y sólo si existe C ≥ 1 tal que para toda familia finita
(xα)

α∈N(N)
0

se tiene que

(∫
Tn

∥∥∥∑
α

xαz
α
∥∥∥p′dz) 1

p′ ≤ C
(∑

α

‖xα‖p
)1/p

. (4.3)

En cuanto a series de Dirichlet, la transformada de Bohr (ver (1.11)) permite refor-
mular (4.2) y (4.3) como

( N∑
n=1

‖an‖qX
)1/q

≤ C
∥∥∥ N∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
Hq′ (X)

(4.4)

y ∥∥∥ N∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
Hp′ (X)

≤ C
( N∑
n=1

‖an‖pX
)1/p

, (4.5)

respectivamente, para todo polinomio de Dirichlet
∑N

n=1 ann
−s con coeficientes en

X. Notemos que (4.5) y la densidad de las sucesiones finitas en `p(X) muestra que el
operador `p(X)→ Hp′(X) dado por (an)n 7→

∑
ann

−s es continuo. Análogamente,
por (4.4) y la densidad de los polinomios de Dirichlet en Hq′(X) (ver [23, 24.2.1e]),
el operador Hq′(X) → `q(X) dado por

∑
ann

−s 7→ (an)n también es continuo.
Esto brinda las equivalencias entre la primera y la segunda afirmación de cada uno
de los siguientes dos resultados. Los mismos argumentos de densidad junto con
(4.2) o (4.3) prueban la equivalencia entre la primera y la tercera afirmación de
cada enunciado respectivamente. Alternativamente, es claro que las segundas y las
terceras afirmaciones son equivalentes como consecuencia directa de la definición del
espacio de Hardy de series de Dirichlet.
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Proposición 4.1.1. Sea X un espacio de Banach. Dados 2 ≤ q <∞ y C ≥ 1, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X tiene cotipo de Fourier q con constante C;

(b) toda serie de Dirichlet D =
∑
ann

−s ∈ Hq′(X) satisface que

( ∞∑
n=1

‖an‖qX
)1/q

≤ C‖D‖Hq′ (X);

(c) toda f ∈ Hq′(T∞, X) satisface que( ∑
α∈N(N)

0

‖f̂(α)‖qX
)1/q

≤ C‖f‖Hq′ (T∞,X).

Proposición 4.1.2. Sea X un espacio de Banach. Dados 1 ≤ p ≤ 2 y C ≥ 1, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X tiene tipo de Fourier p con constante C;

(b) para todo (an)n ∈ `p(X) la serie de Dirichlet D =
∑
ann

−s converge en Hp′(X)
y satisface que

‖D‖Hp′ (X) ≤ C
( ∞∑
n=1

‖an‖pX
)1/p

;

(c) para todo (xα)
α∈N(N)

0
∈ `p(X) existe una función f ∈ Hp′(T∞, X) tal que f̂(α) =

xα para todo α y tal que

‖f‖Hp′ (T∞,X) ≤ C
( ∑
α∈N(N)

0

‖f̂(α)‖pX
)1/p

.

Tipo y cotipo de Fourier se pueden ver como casos particulares de la teoŕıa más
general de tipo de Fourier respecto a grupos (ver [37]). Este punto de vista más
abstracto permite probar las Proposiciones 4.1.1 y 4.1.2 apelando a resultados cono-
cidos sobre tipo de Fourier en grupos. Esbozamos brevemente estos argumentos. En
cuanto a la Proposición 4.1.1, notemos que la afirmación (c) coincide con la noción
de tipo de Fourier q′ con respecto al grupo T∞. Luego, la equivalencia entre (a)
y (c) se sigue de [37, Teorema 6.14]. El argumento para la Proposición 4.1.2 es un
poco más largo. En primer lugar X tiene tipo de Fourier p si y sólo si X∗ tiene tipo
de Fourier p con respecto a T [37, Teorema 6.3], y esto sucede si y sólo si X∗ tiene
tipo de Fourier p con respecto a T∞ por [37, Teorema 6.14]. Nuevamente por [37,
Teorema 6.3], esto equivale a que X tenga tipo de Fourier p con respecto al grupo
dual de T∞, que es Z(N), y esto es la afirmación (c) de la Proposición 4.1.2.
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Versiones análogas de la desigualdad de Hausdorff-Young para funciones de Walsh
surgen de las nociones de tipo y cotipo de Walsh. Un espacio de Banach X tiene
tipo de Walsh p si existe una constante C ≥ 1 tal que para todo n y toda familia
{xA : A ⊆ [n]} ⊂ X (recordemos que [n] = {1, . . . , n}) se tiene que(

E
∥∥∥∑

A

xAεA

∥∥∥p′)1/p′

≤ C
(∑

A

‖xA‖p
)1/p

,

y tiene cotipo de Walsh q si existe una constante C ≥ 1 tal que para todo n y toda
familia {xA : A ⊆ [n]} ⊂ X se tiene que(∑

A

‖xA‖q
)1/q

≤ C
(
E
∥∥∥∑

A

xAεA

∥∥∥q′)1/q′

.

Una vez más, estas nociones de tipo/cotipo se pueden estudiar en el contexto más
general de tipo de Fourier con respecto a grupos (ver [37]). Tal como sucede para
tipo y cotipo de Fourier, los conceptos de tipo de Walsh p y cotipo de Walsh p′

coinciden (ver [37, Teorema 7.14]). No es sabido si son equivalentes las nociones de
Walsh y Fourier ya sea en el caso de tipo como en el de cotipo.

Podemos reformular las desigualdades de tipo de Walsh p y cotipo de Walsh q para
obtener resultados análogos a las Proposiciones 4.1.2 y 4.1.1 usando argumentos
estándar de densidad. En efecto, X tiene tipo de Walsh p si y sólo si existe C ≥ 1
tal que

‖f‖Lp′ ({−1,1}∞,X) ≤ C
( ∑

A⊂N
A finito

‖f̂(A)‖p
)1/p

. (4.6)

Análogamente, si X tiene cotipo de Walsh q, tenemos que( ∑
A⊂N
A finito

‖f̂(A)‖q
)1/q

≤ C‖f‖Lq′ ({−1,1}∞,X). (4.7)

Las Proposiciones 4.1.1 y 4.1.2 brindan desigualdades de Hausdorff-Young para se-
ries de Dirichlet vectoriales que son análogas a las desigualdades originales. Sin em-
bargo, como mencionamos anteriormente, tipo de Fourier (o cotipo) es una propiedad
geométrica muy restrictiva para un espacio de Banach. Trabajaremos con las no-
ciones bastante más débiles de tipo y cotipo. Por ejemplo, recordemos que si bien
Lp(µ) tiene tipo min{p, 2} y cotipo max{p, 2} sólo tiene tipo de Fourier min{p, p′} y
por lo tanto cotipo de Fourier max{p, p′} (ver [37, Proposición 4.4]). En particular,
esto significa que L1(µ) tiene el mejor cotipo posible mientras que no tiene ningún
cotipo de Fourier no trivial.

4.2 Resultados para tipo y cotipo

Notemos que la noción de cotipo de Fourier, como fue formulada en (4.2), implica
(3.5) con una constante universal independiente de m. Asumiendo sólo cotipo, la
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dependencia exponencial en m (como Cm) del Teorema 3.1.2 aún permite trasladar
las estimaciones del caso polinomial al contexto de series de Dirichlet pagando un
precio razonable. Se da una situación análoga para espacios de Banach con tipo p.
Obtenemos desigualdades, no sólo para series de Dirichlet, sino también para fun-
ciones definidas en T∞ o {−1, 1}∞, tal como en la Proposición 4.1.1 o en (4.7).
Comparando lo obtenido en esas desigualdades, vemos que el factor r del siguiente
teorema es el precio que pagamos por relajar la hipótesis de cotipo de Fourier o
Walsh a cotipo (usual). Recordemos que el número de divisores primos de n ∈ N,
contados con multiplicidad se nota Ω(n).

Teorema 4.2.1. Dados un espacio de Banach X y 2 ≤ q < ∞ las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) X tiene cotipo q;

(b) para algún (todo) 1 ≤ p <∞, existen constantes C ≥ 1 y 0 < r < 1 tales que
toda serie de Dirichlet D =

∑
ann

−s ∈ Hp(X) satisface que

( ∞∑
n=1

rΩ(n)‖an‖q
)1/q

≤ C‖D‖Hp(X).

(c) para algún (todo) 1 ≤ p <∞, existen constantes C ≥ 1 y 0 < r < 1 tales que
toda función f ∈ Hp(T∞, X) satisface que( ∑

α∈N(N)
0

r|α|‖f̂(α)‖q
)1/q

≤ C‖f‖Hp(T∞,X);

Además, la siguiente afirmación (d) implica (a),(c) y (b) y son todas equivalentes
si X es K-convexo:

(d) para algún (todo) 1 < p <∞, existen constantes C ≥ 1 y 0 < r < 1 tales que
toda función f ∈ Lp({−1, 1}∞, X) satisface que( ∑

A⊂N
A finito

r|A|‖f̂(A)‖q
)1/q

≤ C‖f‖Lp({−1,1}∞,X).

Demostración. Observemos que (b) y (c) son equivalentes v́ıa la transformada de
Bohr. El hecho de que (c) ⇒ (a) se obtiene de que, dados x1, . . . , xN ∈ X y

definiendo P (z) =
∑N

n=1 xnzn, la suma del lado izquierdo nos queda r1/q
(∑
‖xn‖q

)1/q
.

El mismo argumento muestra que (d) ⇒ (a).

Veamos que (a) ⇒ (c). Sea f ∈ Hp(T∞, X) y para todo m ∈ N consideremos
fm su proyección m-homogénea (ver Sección 1.3 o [13, Proposición 2.5]). Por el
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Teorema 3.1.2, existe una constante c ≥ 1 tal que para todo polinomio m-homogéneo
P =

∑
xαz

α se tiene que ( ∑
|α|=m

‖xα‖q
)1/q

≤ cm‖P‖p.

Como los polinomios son densos en Hp(T∞, X) y la proyección m-homogénea es una
contracción, un argumento sencillo de densidad nos da( ∑

|α|=m

‖f̂(α)‖q
)1/q

≤ cm‖fm‖p ≤ cm‖f‖p. (4.8)

Tomando r < 1/cq nos queda( ∑
α∈N(N)

0

r|α|‖f̂(α)‖q
)1/q

=
( ∞∑
m=1

rm
∑
|α|=m

‖f̂(α)‖q
)1/q

≤
( ∞∑
m=1

(rcq)m
)1/q

‖f‖p ≤ C‖f‖p,

que prueba la implicación.

Finalmente, veamos que (a)⇒ (d) para espacios K-convexos. Primero supongamos
que p = 2. En este caso (1.9) nos da una constante c ≥ 1 tal que

‖fm‖2 ≤ cm‖f‖2 (4.9)

para toda f ∈ L2({−1, 1}∞, X). Esto nos permite proceder exactamente como en
(4.8) para obtener el resultado deseado. Para el caso general 1 < p <∞, basta ver
que se satisface una desigualdad análoga a (4.9). Por un lado, si 2 ≤ p <∞ usando
el Teorema 1.3.7 para todo n ∈ N se tiene que

‖E[fm|ε1, . . . , εn]‖p ≤ Cm‖E[fm|ε1, . . . , εn]‖2 ≤ Cm‖fm‖2.

Aplicando la Proposición 1.3.6 y haciendo tender n a infinito, obtenemos

‖fm‖p ≤ Cm‖fm‖2.

Juntando esto con (4.9) resulta

‖fm‖p ≤ Cm‖fm‖2 ≤ (cC)m‖f‖2 ≤ (cC)m‖f‖p.

Por otro lado, recordemos que si X es K-convexo, también lo es X∗. Por lo tanto,
dado 1 < p ≤ 2 y teniendo en cuenta la Proposición 1.1.1, obtenemos

‖fm‖p = sup
g∈Lp′ (X∗)
‖g‖p′=1

E[g(ε)(fm(ε))] = sup
g∈Lp′ (X∗)
‖g‖p′=1

E[gm(ε)(f(ε))]

≤ sup
g∈Lp′ (X∗)
‖g‖p′=1

‖gm‖p′‖f‖p ≤ sup
g∈Lp′ (X∗)
‖g‖p′=1

C̃m‖g‖p′‖f‖p ≤ C̃m‖f‖p,

para alguna constante C̃ ≥ 1.
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Para espacios con cotipo finito, trasladando [13, Teorema 1.1] a nuestro contexto
se tiene una cota inferior de la norma de una serie de Dirichlet en términos de
sus coeficientes. Más precisamente, dados un espacio de Banach X con cotipo q,
σ > 1/q′ y 1 ≤ p ≤ ∞ existe una constante C ≥ 1 tal que

∞∑
n=1

‖an‖X
nσ

≤ C‖D‖Hp(X), (4.10)

para todo D ∈ Hp(X). Como consecuencia del Teorema 4.2.1 obtenemos el siguiente
resultado más fuerte.

Corolario 4.2.2. Sea X un espacio de Banach con cotipo q y sea 1 ≤ p ≤ ∞.
Para todo δ > 0 existe una constante C ≥ 1 tal que toda serie de Dirichlet D =∑
ann

−s ∈ Hp(X) satisface que

( ∞∑
n=1

‖an‖q

nδ

)1/q

≤ C‖D‖Hp(X).

Antes de dar la prueba, notemos que la desigualdad anterior implica (4.10) dado
que, tomando δ = σ − 1/q′ y aplicando la desigualdad de Hölder al lado izquierdo
de (4.10), obtenemos

∞∑
n=1

‖an‖X
nσ

=
∞∑
n=1

‖an‖X
nδ/q

1

n(δ+1)/q′
≤
( ∞∑
n=1

‖an‖qX
nδ

)1/q( ∞∑
n=1

1

nδ+1

) 1
q′

≤ C
( ∞∑
n=1

‖an‖qX
nδ

)1/q

.

Como estas magnitudes no son equivalentes, el Corolario 4.2.2 es un poco más fuerte
que (4.10).

Demostración del Corolario 4.2.2. Por el Teorema 4.2.1 sabemos que existen con-
stantes C ≥ 1 y 0 < r < 1 tal que toda serie de Dirichlet D =

∑
ann

−s ∈ Hp(X)
satisface ( ∞∑

n=1

rΩ(n)‖an‖q
)1/q

≤ C‖D‖Hp(X).

Fijemos δ > 0 y sea k ∈ N tal que 1/pδk ≤ r donde pk denota el k-ésimo primo.
Notemos que si pk = 2 el resultado se sigue ya que 1/nδ ≤ rΩ(n). Sin embargo, si
pk > 2 debemos controlar los primeros k primos donde la estimación por r falla.
Este procedimiento es análogo a [22, Lema 2] por lo que sólo esbozamos la prueba.
Fijemos D =

∑
ann

−s ∈ Hp(X) y consideremos su correspondiente f ∈ Hp(T∞, X)
v́ıa la transformada de Bohr. Dados α1, . . . , αk ∈ N0 definimos

fα1,...,αk(z) =

∫
Tk
f(ω1, . . . , ωk, zk+1, zk+2, . . .)ω

−α1
1 . . . ω−αkk dω.
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Un cálculo sencillo muestra que fα1,...,αk ∈ Hp(T∞, X) y ‖fα1,...,αk‖p ≤ ‖f‖p. Más

aún, dado β ∈ N(N)
0 tenemos que

f̂α1,...,αk(β) =

{
f̂(α1, . . . , αk, βk+1, βk+2, . . .) si β = (0, . . . , 0, βk+1, βk+2, . . .)

0 sino.

Aplicando (c) del Teorema 4.2.1 a fα1,...,αk obtenemos que( ∑
β∈N(N)

0

r|β|‖f̂(α1, . . . , αk, β)‖q
)1/q

≤ C‖f‖p.

Luego, deducimos

∞∑
n=1

‖an‖q

nδ
≤

∑
α1,...,αk≥0

p−α1δ
1 . . . p−αkδk

∑
β∈N(N)

0

r|β|‖f̂(α1, . . . , αk, β)‖q

≤ Cq
∑

α1,...,αk≥0

p−α1δ
1 . . . p−αkδk ‖f‖qp = Cq

( k∏
j=1

1

1− 1/pδj

)
‖f‖qp,

lo cual completa la prueba.

Nos enfocamos ahora en el resultado análogo al Teorema 4.2.1 para tipo (comparar
también con la Proposición 4.1.2 y con (4.6)). La demostración sigue esencialmente
los mismos pasos que la del Teorema 4.2.1 por lo que la esbozamos indicando las
principales diferencias.

Teorema 4.2.3. Dados un espacio de Banach X y 1 ≤ p ≤ 2, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) X tiene tipo p;

(b) para algún (todo) 1 ≤ q <∞ existen constantes R,C ≥ 1 tales que toda serie
de Dirichlet vectorial D =

∑
ann

−s satisface que

‖D‖Hq(X) ≤ C
( ∞∑
n=1

RΩ(n)‖an‖p
)1/p

;

(c) para algún (todo) 1 ≤ q < ∞ existen constantes C,R ≥ 1 tales que toda
función f ∈ H1(T∞, X) satisface que

‖f‖Hq(T∞,X) ≤ C
( ∑
α∈N(N)

0

R|α|‖f̂(α)‖p
)1/p

;
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(d) para algún (todo) 1 ≤ q < ∞ existen constantes C,R ≥ 1 tales que toda
función f ∈ L1({−1, 1}∞, X) satisface que

‖f‖Lq({−1,1}∞,X) ≤ C
( ∑

A⊂N
A finito

R|A|‖f̂(A)‖p
)1/p

.

Las desigualdades anteriores debeŕıan interpretarse de la siguiente forma: si la suma
del lado derecho es finita, entonces la serie de Dirichlet (o función) pertenece al
espacio y su norma está controlada por esa suma. Sin embargo, si la suma es
infinita, no podemos afirmar nada.

Demostración. Las implicaciones (b)⇔ (c), (c)⇒ (a) y (d)⇒ (a) se obtienen como
en el Teorema 4.2.1.

En cuanto a (a) ⇒ (c) notemos que para f ∈ H1(T∞, X) tenemos que

‖f‖Hq(T∞,X) ≤
∞∑
m=0

‖fm‖Hq(T∞,X).

Por el Teorema 3.1.3 y un argumento de densidad como en Teorema 4.2.1, nos queda

‖f‖Hq(T∞,X) ≤
∞∑
m=0

Cm
( ∑
|α|=m

‖f̂(α)‖p
)1/p

.

Tomando R > Cp y aplicando la desigualdad de Hölder resulta

‖f‖Hq(T∞,X) ≤
∞∑
m=0

( C

R1/p

)m(
Rm

∑
|α|=m

‖f̂(α)‖p
)1/p

≤
( ∞∑
m=0

( C

R1/p

)p′m) 1
p′
( ∞∑
m=0

Rm
∑
|α|=m

‖f̂(α)‖p
)1/p

≤ C̃
( ∑
α∈N(N)

0

R|α|‖f̂(α)‖p
)1/p

.

La implicación (a) ⇒ (d) se deduce de la misma manera.

4.3 Resultados para convexidad y suavidad

En esta sección presentamos desigualdades de Hausdorff-Young para espacios que
satisfacen nociones de convexidad o suavidad que son más fuertes que cotipo y tipo
respectivamente. Esencialmente, estas propiedades permiten tomar C = 1 en los
Teoremas 4.2.1 y 4.2.3.
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Un espacio de Banach X es p-uniformemente suave para 1 ≤ p ≤ 2 si existe λ ≥ 1
tal que

E‖x+ εy‖p ≤ ‖x‖p + λ‖y‖p.

Análogamente, un espacio de Banach X es q-uniformemente convexo para q ≥ 2 si
existe η > 0 tal que

‖x‖q + η‖y‖q ≤ E‖x+ εy‖q.

Veamos brevemente algunas caracteŕısticas de estas propiedades (ver [55, Sección
1.e] y [84, Caṕıtulo 3] para una exposición detallada). Como sucede para tipo y
cotipo, es fácil ver que todo espacio de Banach es 1-uniformemente suave y ∞-
uniformemente convexo, y estas propiedades son más fuertes a medida que p y q se
acercan a 2. Además p-uniforme suavidad y q-uniforme convexidad implican tipo p
y cotipo q respectivamente y coinciden con estas propiedades para espacios Lr con
r > 1. Sin embargo, si bien los espacios L1 tienen cotipo 2, no tienen q-uniforme
convexidad no trivial dado que q-uniforme convexidad y p-uniforme suavidad son
propiedades duales.

Un argumento inductivo sencillo en el número de variables permite extender las
desigualdades anteriores para obtener desigualdades de Hausdorff-Young para fun-
ciones de Walsh, análogas a las obtenidas en los Teoremas 4.2.1 (d) y 4.2.3 (d).

Proposición 4.3.1. Un espacio de Banach X es p-uniformemente suave si y sólo
si para algún (todo) 1 < q < ∞ existe λ ≥ 1 tal que para toda función de Walsh
f ∈ Lq({−1, 1}∞, X), se tiene que

‖f‖Lq({−1,1}∞,X) ≤
( ∑

A⊂N
A finito

λ|A|‖f̂(A)‖p
)1/p

. (4.11)

Análogamente, un espacio de Banach X es q-uniformemente convexo si y sólo si
para algún (todo) 1 < p < ∞ existe η > 0 tal que para toda función de Walsh
f ∈ Lp({−1, 1}∞, X) se tiene que

( ∑
A⊂N
A finito

η|A|‖f̂(A)‖q
)1/q

≤ ‖f‖Lp({−1,1}∞,X).

Demostración. Por un argumento de densidad usando la Proposición 1.3.6 podemos
restringirnos al caso de polinomios de Walsh. Además, el parámetro q se puede
cambiar apelando al Teorema 1.3.7 (ver [20, Teorema 3.2.1]) y cambiando λ, por
lo que asumimos que q = p. Supongamos que X es p-uniformemente suave con
constante λ ≥ 1. Dado un polinomio de Walsh P con coeficientes {xA}A⊆[n] ⊆ X
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tenemos que

E‖P (ε)‖p = Eε1,...,εn−1Eεn
∥∥∥ ∑
A⊆[n−1]

xAεA + εn
∑

A⊆[n−1]

xA∪{n}εA

∥∥∥p
≤ Eε1,...,εn−1

[∥∥∥ ∑
A⊆[n−1]

xAεA

∥∥∥p + λ
∥∥∥ ∑
A⊆[n−1]

xA∪{n}εA

∥∥∥p]
≤ Eε1,...,εn−1

∥∥∥ ∑
A⊆[n−1]

xAεA

∥∥∥p + λEε1,...,εn−1

∥∥∥ ∑
A⊆[n−1]

xA∪{n}εA

∥∥∥p.
Por un argumento inductivo en n nos queda

E‖P (ε)‖p ≤
∑

A⊆[n−1]

λ|A|‖xA‖p + λ
∑

A⊆[n−1]

λ|A|‖xA∪{n}‖p

=
∑
A⊆[n]

λ|A|‖xA‖p.

Rećıprocamente, si (4.11) vale para q = p podemos recuperar p-suavidad tomando
funciones f(ε) = x+εy para x, y ∈ X. Omitimos la prueba de la segunda afirmación
ya que es completamente análoga.

En cuanto a la constante C en las afirmaciones (b) y (c) del Teorema 4.2.1, mostramos
que puede ser reemplazada por 1 asumiendo una versión anaĺıtica más débil de uni-
forme convexidad. Un espacio de Banach X es q-uniformemente C-convexo [38]
(para q ≥ 2) si existe η > 0 tal que(

‖x‖q + η‖y‖q
)1/q ≤ max

z∈T
‖x+ zy‖,

para todo x, y ∈ X, y q-uniformemente PL-convexo (ver [19] o [69, Caṕıtulo 11]) si

‖x‖q + η‖y‖q ≤
∫
T
‖x+ zy‖qdz, (4.12)

para todo x, y ∈ X. Estos conceptos son equivalentes (ver [63]) y proveen una
versión anaĺıtica de la noción más conocida de q-uniforme convexidad. Es fácil ver
que q-uniforme convexidad implica q-uniforme PL-convexidad que, a su vez, implica
cotipo q. Cabe mencionar que los espacios L1 son 2-uniformemente C-convexos si
bien no tienen ningún tipo de uniforme convexidad que no sea la trivial (ver [19,
Teorema 4.1]).

En [7, Proposición 2.1] se prueba que q-uniforme C-convexidad es equivalente a
cualquiera de las siguientes condiciones:

(a) existe η > 0 tal que para toda función anaĺıtica f : D→ X se tiene que

‖f(0)‖q + η‖f ′(0)‖q ≤ sup
|z|<1

‖f(z)‖q. (4.13)
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(b) existe η > 0 tal que para toda función anaĺıtica f : D→ X se tiene que

‖f(0)‖q + η‖f ′(0)‖q ≤ sup
0<r<1

∫
T
‖f(rz)‖qdz. (4.14)

Notemos que para toda función de estas caracteŕısticas, la aplicación r ∈ [0, 1) 7→
‖f(r r )‖Hq(T,X) es creciente y, entonces, el supremo del lado derecho de (4.14) es de
hecho un ĺımite para r → 1−. Teniendo esto en cuenta, si f : C → X es entera,
entonces

‖f(0)‖q + η‖f ′(0)‖q ≤
∫
T
‖f(z)‖qdz. (4.15)

Rećıprocamente, tomando f(z) = x+ zy para x e y dados, obtenemos (4.12), por lo
que (4.15) también es equivalente a q-uniforme C-convexidad.

Usando (4.13) Blasco probó en [6, Teorema 2.4] que los espacios q-uniformemente
C-convexos tienen q-radio de Bohr positivo. Esto es, existe r > 0 tal que( ∞∑

n=0

‖xn‖qrn
)1/q

≤ sup
|z|<1

‖f(z)‖,

para toda función anaĺıtica f =
∑

n xnz
n en D. Reemplazando (4.13) con (4.15)

en su argumento, deducimos que para espacios q-uniformemente C-convexos existe
r > 0 tal que ( ∞∑

n=0

‖xn‖qrn
)1/q

≤
(∫

T
‖f(z)‖qdz

)1/q

, (4.16)

para toda función entera f =
∑

n xnz
n. El siguiente teorema extiende este hecho a

varias variables.

Teorema 4.3.2. Dados un espacio de Banach X y 2 ≤ q < ∞, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) X es q-uniformemente C-convexo;

(b) para algún (todo) 1 ≤ p < ∞, existe una constante 0 < r < 1 tal que toda
serie de Dirichlet D =

∑
ann

−s ∈ Hp(X) satisface que

( ∞∑
n=1

rΩ(n)‖an‖q
)1/q

≤ ‖D‖Hp(X).

(c) para algún (todo) 1 ≤ p < ∞, existe una constante 0 < r < 1 tal que toda
función f ∈ Hp(T∞, X) satisface que( ∑

α∈N(N)
0

r|α|‖f̂(α)‖q
)1/q

≤ ‖f‖Hp(T∞,X).
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Demostración. Observemos que (b) y (c) son equivalentes v́ıa la transformada de
Bohr. Además, notmeos que (c) ⇒ (a) se obtiene tomando f(z) = x + zy para
x, y ∈ X y acotando la norma p de f por su supremo en el toro.

Basta ver que (a)⇒ (c). Por el Teorema 1.3.3 podemos suponer que q = p. Alcanza
con ver que (c) vale para polinomios de Steinhaus dado que el resultado general se
sigue de un argumento de densidad. Probamos esto por inducción en n, el número
de variables del polinomio. El caso n = 1 es precisamente (4.16).

Supongamos que el resultado vale para n− 1 y tomemos un polinomio

P (z) =
∑
α∈F

xαz
α,

para z ∈ Cn (donde F ⊆ Nn
0 es finito). Luego, podemos escribir∑

α

‖xα‖qr|α| =
N∑
k=0

rk
∑
α∈F
αn=k

‖xα‖qr|α|−αn .

Aplicando la hipótesis inductiva a cada polinomio

z ∈ Cn−1 7→
∑
α∈F
αn=k

xαz
α1
1 · · · z

αn−1

n−1 ,

tenemos que∑
α

‖xα‖qr|α| ≤
N∑
k=0

rk
∫
Tn−1

∥∥∥ ∑
α∈F
αn=k

cαz
α1
1 · · · z

αn−1

n−1

∥∥∥qd(z1, . . . , zn−1)

=

∫
Tn−1

N∑
k=0

∥∥∥ ∑
α∈F
αn=k

cαz
α1
1 · · · z

αn−1

n−1

∥∥∥qrkd(z1, . . . , zn−1) .

Finalmente, para cada (z1, . . . , zn−1) ∈ Tn−1 fijo podemos considerar el polinomio
de C a X dado por

z 7→
n∑
k=0

( ∑
α∈F
αn=k

cαz
α1
1 · · · z

αn−1

n−1

)
zk

para luego usar el caso n = 1 de la inducción y concluir que

N∑
k=0

∥∥∥ ∑
α∈F
αn=k

xαz
α1
1 · · · z

αn−1

n−1

∥∥∥qrk ≤ ∫
T

∥∥∥ N∑
k=0

( ∑
α∈F
αn=k

xαz
α1
1 · · · z

αn−1

n−1

)
zkn

∥∥∥qdzn
=

∫
T

∥∥∥∑
α∈F

xαz
α1
1 · · · z

αn−1

n−1 z
αn
n

∥∥∥qdzn .
El resultado se sigue reordenando las integrales.
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Notemos que por el Teorema 4.3.2 tenemos que(∑
n≤x

‖an‖qrΩ(n)
)1/q

≤
∥∥∥∑
n≤x

ann
−s
∥∥∥
Hq(X)

≤
∥∥∥∑
n≤x

ann
−s
∥∥∥
H∞(X)

,

para todo polinomio de Dirichlet. Esto brinda una versión del q-radio de Bohr para
series de Dirichlet vectoriales.

Concluimos esta sección con una versión dual del Teorema 4.3.2. Uno podŕıa pre-
guntarse si existe una noción dual a uniforme C-convexidad que sea más débil que
uniforme suavidad. Sin embargo, esto no sucede. El enfoque más directo seŕıa in-
vertir la desigualdad (4.12) y decir que un espacio de Banach X es p-uniformemente
C-suave (para 1 < p ≤ 2) si existe λ ≥ 1 tal que∫

T
‖x+ zy‖pdz ≤ ‖x‖p + λ‖y‖p. (4.17)

Esto no funciona dado que esta noción resulta equivalente a p-uniforme suavidad.
Este fenómeno fue notado por Xu en [85] donde se prueba que una propiedad cono-
cida como cotipo de Lusin (que es equivalente a que un espacio tenga una renormal-
ización p-uniformemente suave) no admite una versión anaĺıtica.

Observación 4.3.3. Dado un espacio de Banach X, p-uniforme suavidad y p-
uniforme C-suavidad son equivalentes. Primero supongamos queX es p-uniformemente
suave. Dados x, y ∈ X y z ∈ T tenemos que

E‖x+ εzy‖p ≤ ‖x‖p + λ‖zy‖p = ‖x‖p + λ‖y‖p,

para alguna constante λ ≥ 1. Promediando en T, nos queda∫
T
‖x+ zy‖pdz =

∫
T
E‖x+ εzy‖pdz ≤ ‖x‖p + λ‖y‖p,

por lo que X es p-uniformemente C-suave.

Rećıprocamente, procediendo como en el Lema 2.2.1 notemos que

E[z|ε] =
1

π

∫ π/2

−π/2
cos(θ) dθ ε =

2

π
ε.

Usando esto y asumiendo (4.17) obtenemos

E‖x+ εy‖p ≤
∫
T

∥∥∥x+ z
π

2
y
∥∥∥pdz ≤ ‖x‖p +

(π
2

)p
λ‖y‖p,

por lo que X es p-uniformemente suave.

Teniendo esto en mente, veamos que vale una versión dual del Teorema 4.3.2 para
uniforme suavidad. Junto con la Proposición 4.3.1, este resultado completa el
panorama de desigualdades de Hausdorff-Young para espacios p-uniformemente suaves.
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Teorema 4.3.4. Dados un espacio de Banach X y for 1 ≤ p ≤ 2, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) X es p-uniformemente suave;

(b) para algún (todo) 1 ≤ q <∞ existe una constante R ≥ 1 tal que toda serie de
Dirichlet vectorial D =

∑
ann

−s satisface que

‖D‖Hq(X) ≤
( ∞∑
n=1

RΩ(n)‖an‖p
)1/p

;

(c) para algún (todo) 1 ≤ q <∞ existe una constante R ≥ 1 tal que toda función
f ∈ H1(T∞, X) satisface que

‖f‖Hq(T∞,X) ≤
( ∑
α∈N(N)

0

R|α|‖f̂(α)‖p
)1/p

.

Demostración. Como antes, observemos que (b) y (c) son equivalentes v́ıa la trans-
formada de Bohr. Por el Teorema 1.3.3 podemos suponer que q = p. Luego, el hecho
de que (c) ⇒ (a) se obtiene tomando f(z) = x + zy para x, y ∈ X y aplicando la
Observación 4.3.3.

Basta ver que (a) ⇒ (c). La prueba de este hecho es análoga a la del Teorema
4.3.2. El único ingrediente que nos falta es una versión dual de (4.16). Para obte-
nerla, usamos [84, Teorema 3.2.1] (probado originalmente en [2], ver también [65,
Proposición 2.4]) que en particular muestra que si X es p-uniformemente suave,
entonces existe una constante R ≥ 1 tal que para todo x ∈ X y toda variable
aleatoria ξ ∈ Lp(µ,X) con promedio cero se tiene que

E‖x+ ξ‖p ≤ ‖x‖p +RE‖ξ‖p.

Luego, fijemos x0, . . . , xN ∈ X y consideremos el polinomio

P (z) =
N∑
n=0

xnz
n.

Aplicando la desigualdad anterior inductivamente obtenemos∫
‖P (z)‖pdz =

∫ ∥∥∥x0 +
N∑
n=1

xnz
n
∥∥∥pdz ≤ ‖x0‖p +R

∫ ∥∥∥ N∑
n=2

xnz
n
∥∥∥pdz

= ‖x0‖p +R

∫ ∥∥∥x1 +
N∑
n=2

xnz
n−1
∥∥∥pdz ≤ . . . ≤

N∑
n=0

Rn‖xn‖p.

Usando esta desigualdad en (4.16) y procediendo como en el Teorema 4.3.2 llegamos
a la conclusión.
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Caṕıtulo 5

Series de Dirichlet vs. sumas de
variables independientes

En este caṕıtulo brindamos condiciones para poder comparar normas p de series
de Dirichlet con normas p de sumas de Bernoulli. Esencialmente traducimos los
resultados de la Sección 2.4 al ámbito de series de Dirichlet. Además, estudiamos el
mismo problema para series de Dirichlet generales, un contexto mucho más amplio
que contiene tanto la teoŕıa de series de Fourier como la de series de Dirichlet
(ordinarias). Finalmente aplicamos estas estimaciones para estudiar regiones de
convergencia de series de Dirichlet conocidas como bandas de Bohr.

5.1 Series de Dirichlet vs. sumas de variables in-

dependientes

Recordemos de la Sección 2.4 que, bajo condiciones geométricas adecuadas, podemos
comparar polinomios aleatorios con una suma completamente independiente de sus
coeficientes. Como es usual, trasladamos estos resultados al contexto de series de
Dirichlet v́ıa la transformada de Bohr.

Para poder trabajar con sumas infinitas de variables de Bernoulli independientes,
introducimos dos espacios de sucesiones. Dado un espacio de Banach X definimos

RAD(X) =
{

(xn)n∈N ⊆ X : sup
N∈N

∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥
L2({−1,1}∞,X)

<∞
}
,

y

Rad(X) =
{

(xn)n∈N ⊆ X :
∑

εnxn converge en X c.t.p. en {−1, 1}∞
}
.

Una cuenta sencilla muestra que RAD(X) es un espacio de Banach bajo la norma
provista en su definición. Por otro lado, en [82, Teorema 3.1 (b)] se prueba que
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92 CAPÍTULO 5. SERIES DE DIRICHLET VS. SUMAS INDEPENDIENTES

Rad(X) puede ser identificado con la clausura en L2({−1, 1}∞, X) de

span
{ N∑
n=1

εnxn : N ∈ N, xn ∈ X
}
.

Esto dota a Rad(X) de una estructura de espacio de Banach.

Notemos que por el principio de contracción (Teorema 1.2.3) dada una sucesión
(xn)n∈N ⊆ X que se anula para n > N tenemos que

‖(xn)n∈N‖Rad(X) = ‖(xn)n∈N‖RAD(X) =
(
E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥2)1/2

.

Por simplicidad identificamos (xn)Nn=1 con la sucesión completa (xn)n∈N y escribimos
‖(xn)Nn=1‖Rad(X) = ‖(xn)n∈N‖Rad(X). También por el principio de contracción, toda
sucesión (xn)n∈N ∈ Rad(X) satisface que

‖(xn)Nn=1‖Rad(X) ≤ ‖(xn)n∈N‖Rad(X).

Tomando supremo en N vemos que Rad(X) ⊆ RAD(X) isométricamente. Como
consecuencia de [82, Teorema 6.1], sabemos que Rad(X) = RAD(X) si y sólo si
c0 no es isomorfo a un subespacio de X (en el Teorema 6.1 (a) de [82], tomar
ξk : {−1, 1}∞ → L2({−1, 1}∞, X) dada por ξk(δ) = δk(εkxk)). En nuestro contexto,
siempre tendremos Rad(X) = RAD(X) dado que X tendrá cotipo finito.

El siguiente resultado de [15, Teorema 4.1] es en parte consecuencia de las Proposi-
ciones 2.4.1 y 2.4.2. Nuevamente, como será presentado en [77] no debeŕıa ser
considerado como una contribución original de esta tesis.

Teorema 5.1.1. Dado un espacio de Banach X valen las siguientes afirmaciones:

(i) X tiene tipo 2 si y sólo si existe una constante C ≥ 1 tal que toda serie de
Dirichlet D =

∑
ann

−s ∈ H2(X) satisface que

‖(an)n∈N‖Rad(X) ≤ C‖D‖H2(X); (5.1)

(ii) X tiene cotipo 2 si y sólo si existe una constante C ≥ 1 tal que toda serie de
Dirichlet D =

∑
ann

−s a valores en X satisface que

‖D‖H2(X) ≤ C‖(an)n∈N‖RAD(X).

Para mayor claridad, probamos que tipo 2 y cotipo 2 son condiciones suficitentes en
ambas afirmaciones respectivamente ya que estas son las implicaciones que necesi-
tamos.
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Idea de la demostración. Probemos que si X tiene tipo 2, vale (5.1). Como men-
cionamos en la Sección 2.4, los monomios de Steinhaus (zα)α∈Nn0 ⊆ L2(Tn) forman
una sucesión ortonormal. Aplicando la Proposición 2.4.1, existe una constante C ≥ 1
tal que para todo elección (finita) de vectores {xα}|α|≤m tenemos que

(
E
∥∥∥ ∑
|α|≤m

εiαxα

∥∥∥2)1/2

≤ C
(∫

Tn

∥∥∥ ∑
|α|≤m

xαz
α
∥∥∥2

dz
)1/2

.

Equivalentemente, por la transformada de Bohr, para todo polinomio de Dirichlet
D =

∑N
n=1 ann

−s a valores en X nos queda

‖(an)Nn=1‖Rad(X) ≤ C‖D‖H2(X).

Como las sucesiones finitas son densas en Rad(X) y los polinomios de Dirichlet son
densos en H2(X), deducimos (5.1) por un argumento de densidad.

Análogamente, asumiendo que X tiene cotipo 2 y aplicando la Proposición 2.4.2,
obtenemos una constante C ≥ 1 tal que toda serie de Dirichlet D =

∑
ann

−s a
valores en X satisface que

‖D‖H2(X) ≤ C‖(an)n∈N‖Rad(X).

Ahora bien, como X tiene cotipo finito, no contiene una copia de c0. Luego, sabe-
mos que Rad(X) = RAD(X) y podemos reemplazar la norma del lado derecho
completando la prueba.

Procediendo de la misma manera podemos transferir nuestros resultados para espa-
cios con GAP de la Sección 2.4 al contexto de series de Dirichlet.

Teorema 5.1.2. Dado un espacio de Banach X valen las siguientes afirmaciones:

(i) si X tiene GAP, entonces existe una constante C ≥ 1 tal que toda serie de
Dirichlet D =

∑
ann

−s ∈ H1(X) satisface que

‖(
√

2
−Ω(n)

an)n∈N‖Rad(X) ≤ C‖D‖H1(X);

(ii) si X tiene cotipo finito, X∗ tiene GAP y q > cot(X), entonces existe una
constante C ≥ 1 tal que toda serie de Dirichlet D =

∑
ann

−s a valores en X
satisface que

‖D‖Hq(X) ≤ C‖(
√
q/2

Ω(n)
an)n∈N‖RAD(X).

Omitimos la prueba de este teorema dado que se obtiene de las Proposiciones 2.4.4
y 2.4.5 procediendo de la misma forma que en el Teorema 5.1.1.
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Observación 5.1.3. Notemos que bajo las hipótesis del teorema anterior y com-
binándolo con las desigualdades de Hausdorff-Young del caṕıtulo anterior, podemos
estimar la norma de una serie de Dirichlet con expresiones de la forma

c‖(rΩ(n)an)n∈N‖Rad(X) ≤ ‖D‖Hs(X) ≤ C
(∑
n∈N

RΩ(n)‖an‖p
)1/p

,

cuando X tiene GAP y tipo p, y

c
(∑
n∈N

rΩ(n)‖an‖q
)1/q

≤ ‖D‖Hs(X) ≤ C‖(RΩ(n)an)n∈N‖RAD(X),

cuando X∗ tiene GAP y X tiene cotipo q. Aqúı podemos elegir s ajustando las
constantes c, C, r y R de forma acorde. Informalmente hablando, esto se ve como
intercalar la norma de D en la desigualdad de tipo (o cotipo).

5.2 Series de Dirichlet generales

En esta sección traducimos los resultados de la Sección 2.4 al contexto de series de
Dirichlet generales. Una serie de Dirichlet general D es una suma formal

D =
∑
n∈N

ane
−λns,

donde s ∈ C es una variable compleja, λ = (λn)n∈N ⊆ R≥0 es una sucesión cre-
ciente que tiende a infinito llamada frecuencia y los an ∈ C o, más generalmente,
pertenecientes a un espacio de Banach X, son los coeficientes de la serie.

Notemos que dada una serie de Dirichlet ordinaria D podemos manipular formal-
mente su expresión para obtener:

D =
∑
n∈N

ann
−s =

∑
n∈N

ane
− logns.

Luego, una serie de Dirichlet se puede interpretar como una serie de Dirichlet general
con frecuencia λ = (log n)n∈N. Otro ejemplo de series de Dirichlet generales son las
series de potencias. Fijando z = e−s nos queda∑

n∈N

anz
n =

∑
n∈N

ane
−ns,

una serie de Dirichlet general con frecuencia λ = (n)n∈N.

Las series de Dirichlet generales fueron extensamente estudiadas a principios del
siglo 20 por Bohr, Besicovitch, Hardy, Landau, Perron, M. Riesz y Neder entre otros.
Varios años más tarde, el trabajo de Hendenmalm, Lindqvist y Seip [43] despertó un
nuevo interés en series de Dirichlet ordinarias. La aplicación de técnicas modernas
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combinando análisis funcional y armónico trajeron nuevos avances como la teoŕıa de
espacios de Hardy de series de Dirichlet (ver [43, 3, 23]). Recientemente, en [32] (ver
también [75]) Defant y Schoolmann construyeron una teoŕıa de espacios de Hardy
para series de Dirichlet generales que no sólo generaliza pero también profundiza la
comprensión del contexto ordinario, ya que aisla los fenómenos de ı́ndole general de
los que dependen de la frecuencia λ. Echemos un breve vistazo de esta teoŕıa para
poder discutir algunas aplicaciones de las desigualdades de decoupling desarrolladas
en la Sección 2.4.

Comenzamos dando una definición de norma p de una serie de Dirichlet general que
extiende el caso ordinario presentado en la Sección 1.4. Recordemos que hay dos
formas de calcular la norma p de un polinomio de Dirichlet (ordinario). Dado un
polinomio de Dirichlet D con coeficientes a1, . . . , aN en un espacio de Banach X y
dado 1 ≤ p <∞ tenemos que

‖D‖p = lim
T→+∞

( 1

2T

∫ T

−T

∥∥∥ N∑
n=1

ann
−it
∥∥∥p
X
dt
)1/p

=
(∫

T∞

∥∥∥ ∑
α∈N∞0

1≤pα≤N

apαz
α
∥∥∥p
X
dt
)1/p

.

(5.2)

Mientras que la primera forma es intŕınseca y puede extenderse fácilmente al caso
general, la segunda, obtenida v́ıa la transformada de Bohr, requiere más trabajo.

Diremos λ-serie de Dirichlet al referirnos a una serie de Dirichlet general con una
frecuencia frecuencia espećıfica λ. Además, llamaremos λ-polinomio de Dirichlet a
una λ-serie de Dirichlet con finitos coeficientes no nulos. Como en el caso ordinario,
podemos definir la norma p de un λ-polinomio de Dirichlet intŕınsecamente. Dado
un λ-polinomio de Dirichlet D con coeficientes a1, . . . , aN en un espacio de Banach
X y dado 1 ≤ p <∞ definimos

‖D‖p = lim
T→+∞

( 1

2T

∫ T

−T

∥∥∥ N∑
n=1

ane
−λnit

∥∥∥p
X
dt
)1/p

. (5.3)

Sin embargo, necesitamos una expresión análoga al lado derecho de (5.2) para aplicar
herramientas del análisis funcional y armónico. Una idea clave de Defant y School-
mann fue notar que la razón subyacente por la que vale (5.2) es que la función
β : R→ T∞ dada por

β(t) = (p−it)p primo,

es un homomorfismo continuo con rango denso. De hecho, en [32, Proposición 3.10]
prueban el siguiente resultado.

Proposición 5.2.1. Sea G un grupo abeliano compacto y β : R→ G un homomor-
fismo continuo con rango denso. Para toda función f ∈ C(G) se tiene que∫

G

f(ω)dω = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
f ◦ β(t)dt.
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Con este resultado, podemos recuperar (5.2) tomando f ∈ C(T∞) dada por

f(z) =
∥∥∥ ∑

α∈N∞0
1≤pα≤N

apαz
α
∥∥∥p
X
,

y notando que
β(t)α = (p−it)α = (pα)−it = n−it.

Este hecho motiva la siguiente definición de [32].

Definición 5.2.2. Decimos que un par (G, β) es un grupo de Dirichlet si G es un
grupo abeliano compacto y β : R → G es un homomorfismo continuo con rango
denso.

Notemos que si (G, β) es un grupo de Dirichlet y h : G→ T es un caracter, entonces
h◦β : R→ T es un caracter de R. Luego, existe x ∈ R tal que h◦β(t) = e−xit. Más

aún, como β tiene rango denso, la aplicación dual β̂ : Ĝ→ R̂ dada por β̂(h) = h ◦ β
es inyectiva (recordar que Ĝ es el grupo dual de G, ver también [72, Sección 1.2]).

Un grupo de Dirichlet (G, β) se dice un λ-grupo de Dirichlet para alguna frecuencia
λ si para todo n ∈ N existe un caracter hn : G → T tal que hn ◦ β(t) = e−λnit.
Equivalentemente, para todo n ∈ N el siguiente diagrama conmuta

G T.

R

hn

β
e−λnit

Teniendo esto en cuenta, dado un espacio de Banach X y un λ-grupo de Dirichlet
(G, β) definimos el espacio de Hardy Hλ

p (G,X) ⊆ Lp(G,X) como el espacio de todas
las funciones f ∈ Lp(G,X) con transformada de Fourier soportada en {hn}n∈N. Es
fácil verificar que este resulta un espacio de Banach que de hecho constituye el
sustituto correcto de Hp(T∞, X) para series de Dirichlet generales.

Para completar el panorama, en [32] se prueba que toda frecuencia λ admite un
λ-grupo de Dirichlet. Si bien la elección del λ-grupo de Dirichlet no es única, los
respectivos espacios de Hardy resultan isométricamente isomorfos (ver [32, Teo-
rema 3.24] para una versión escalar que se extiende al caso vectorial sin ninguna
modificación). Esto nos permite definir los espacios de espacio de Hardy para series
de Dirichlet que no dependen de la elección del grupo de Dirichlet.

Definición 5.2.3. Dado un espacio de Banach X, una frecuencia λ y 1 ≤ p ≤ ∞
definimos el espacio de Hardy de λ-series de Dirichlet Hp(λ,X) como el espacio de
λ-series de Dirichlet ∑

n∈N

ane
−λns,

tales que existe f ∈ Hλ
p (G,X) para algún λ-grupo de Dirichlet (G, β) con coeficientes

de Fourier f̂(hn) = an. Además, definimos ‖D‖p = ‖f‖Hλ
p (G,X).
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Como mencionamos anteriormente, esta definición no depende de la elección del
grupo de Dirichlet. Más aún, Hp(λ,X) es por definición un espacio de Banach
isométricamente isomorfo a Hλ

p (G,X). Finalmente, usando la Proposición 5.2.1
y procediendo de la misma manera que en el caso ordinario, obtenemos que esta
definición de norma p coincide con la que dimos en (5.3) para polinomios de Dirichlet.
Esto se prueba en [32] para el caso escalar (el caso vectorial es idéntico) y extiende
(5.2) a series de Dirichlet generales.

Estamos listos para trasladar algunos resultados de la Sección 2.4 a este contexto.
Primero notemos que para un λ-grupo de Dirichlet (G, β), el conjunto de carac-
ters {hn}n∈N ∈ L2(G) forma una sucesión ortonormal. Por lo tanto, aplicando la
Proposición 2.4.1, dado un espacio de Banach X de tipo 2, existe una constante
C ≥ 1 tal que para todo λ-polinomio de Dirichlet D =

∑N
n=1 ane

−λns se tiene que

(
E
∥∥∥ N∑
n=1

εnan

∥∥∥2)1/2

≤ C
∥∥∥ N∑
n=1

anhn

∥∥∥
Hλ

2 (G,X)
= C

∥∥∥ N∑
n=1

ane
−λns

∥∥∥
2

= C‖D‖2. (5.4)

Análogamente, usando la Proposición 2.4.2 obtenemos la afirmación dual. Dado un
espacio de Banach X de cotipo 2, existe una constante C ≥ 1 tal que para todo
λ-polinomio de Dirichlet D =

∑N
n=1 ane

−λns se tiene que

‖D‖2 ≤ C
(
E
∥∥∥ N∑
n=1

εnan

∥∥∥2)1/2

.

En cuanto a resultados para espacios con GAP, todo se vuelve más complejo dado
que necesitamos algún tipo de desigualdad de Khintchine (ver por ejemplo la prueba
de la Proposición 2.4.4). Para sortear esta dificultad, nos restringimos a un caso
especial de frecuencias conocido como conjuntos de Sidon algebraicos o conjuntos
B2. Cabe destacar que cualquier familia de frecuencias donde valga una desigualdad
de Khintchine de 2 a 1 sirve (estas a veces se conocen como conjuntos Λ(2), ver [40]).
Presentamos los resultados para conjuntos B2 dado que se definen por una propiedad
algebraica fácil de constatar.

Decimos que una frecuencia λ es un conjunto B2 si para toda elección de j, k, r, s ∈ N
se tiene que

λj + λk = λr + λs =⇒


j = r y k = s

o

j = s y k = r

.

Podemos interpretar geométricamente esta condición reordenando la expresión como
λj−λr = λs−λk. Desde este punto de vista, una frecuencia λ es un conjunto B2 si las
distancias entre elementos de λ son siempre distintas. Para este tipo de frecuencias
vale una desigualdad de Khintchine (ver [40, Proposición 6.3.11]). Incluimos una
prueba para mayor claridad.
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Lema 5.2.4. Si λ es un conjunto B2 y (G, β) es un λ-grupo de Dirichlet, entonces
para toda elección de finitos a1, . . . , aN ∈ C se tiene que∫

G

∣∣∣ N∑
n=1

anhn(ω)
∣∣∣2dω ≤ √2

∫
G

∣∣∣ N∑
n=1

anhn(ω)
∣∣∣dω.

Demostración. Recordemos que por invariancia por traslaciones, el único caracter
con integral no nula en G es 1. Luego, si j, k, r, s ∈ N satisfacen que∫

G

hj(ω)hr(ω)hk(ω)hs(ω)dω 6= 0,

entonces necesariamente
hjhrhkhs = 1.

Evaluando en β(t) para todo t ∈ R nos queda

1 = e−λjite−λrite−λkite−λsit = e−(λj−λr+λk−λs)it.

Por lo tanto, resulta que
λj + λk = λr + λs.

Como λ es un conjunto B2 concluimos que j = r y k = s, o bien, j = s y k = r. En
ambos casos obtenemos∫

G

hj(ω)hr(ω)hk(ω)hs(ω)dω =

∫
G

|hj(ω)hk(ω)|2dω = 1.

Teniendo esto en cuenta, podemos estimar la norma 4 por la norma 2 de la siguiente
manera:∫

G

∣∣∣ N∑
n=1

anhn(ω)
∣∣∣4dω =

N∑
j,k,r,s=1

ajarakas

∫
G

hj(ω)hr(ω)hk(ω)hs(ω)dω

= 2
N∑
j 6=k

|ajak|2 +
N∑
j=1

|aj|4 ≤ 2
N∑

j,k=1

|ajak|2

= 2
(∫

G

∣∣∣ N∑
n=1

anhn(ω)
∣∣∣2dω)2

.

Llamando f =
∑N

n=1 anhn nos queda

‖f‖4 ≤ 21/4‖f‖2.

Ahora usamos el conocido argumento 4/3 de Littlewood. Escribiendo f 2 = f 2/3f 4/3

y usando la desigualdad de Hölder para p = 3/2 (y q = 3) tenemos que

‖f‖2 ≤ ‖f‖1/3
1 ‖f‖

2/3
4 ≤ 21/6‖f‖1/3

1 ‖f‖
2/3
2 .

Reagrupando la última desigualdad llegamos a

‖f‖2 ≤
√

2‖f‖1.
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Notemos que, de hecho, podemos estimar la norma 4 por la norma 1 para conjuntos
B2. Estamos en posición de probar el resultado análogo a la Proposición 2.4.4.

Proposición 5.2.5. Sean X un espacio de Banach con GAP, λ un conjunto B2 y
(G, β) un λ-grupo de Dirichlet. Entonces, existe una constante C ≥ 1 tal que para
todo λ-polinomio de Dirichlet D =

∑N
n=1 ane

−λns se tiene que

(
E
∥∥∥ N∑
n=1

εnan

∥∥∥2

X

)1/2

≤ C

∫
G

∥∥∥ N∑
n=1

anhn(ω)
∥∥∥
X
dω = C‖D‖1.

Demostración. Notemos f =
∑N

n=1 anhn y sea T : `N2 → X el operador dado por
T (en) = an. Como X tiene GAP, por (2.34) y procediendo como en la Proposición
2.4.4 obtenemos(

E
∥∥∥ N∑
n=1

εnan

∥∥∥2

X

)1/2

≤ C1

(
E
∥∥∥ N∑
n=1

γnan

∥∥∥2

X

)1/2

≤ C2π1(T ∗), (5.5)

para ciertas constantes C1, C2 ≥ 1. Para todo x∗ ∈ X∗ observemos que

‖x∗(f)‖L2(G) = ‖(x∗(an))Nn=1‖`N2 = ‖T ∗(x∗)‖`N2 .

Por lo tanto, dada una colección finita de vectores x∗k ∈ X∗ y usando el lema previo
para x∗k(f) tenemos que∑

k

‖T ∗(x∗k)‖`N2 =
∑
k

‖x∗k(f)‖2 ≤
√

2
∑
k

‖x∗k(f)‖1

=
√

2

∫
G

∑
k

|x∗k(f(ω))|dω

≤
√

2

∫
G

‖f(ω)‖X sup
x∗∗∈BX∗∗

∑
k

|x∗∗(x∗k)|dω

=
√

2‖f‖L1(G,X) sup
x∗∗∈BX∗∗

∑
k

|x∗∗(x∗k)|.

Por la definición de norma 1-sumante deducimos que π1(T ∗) ≤
√

2‖f‖L1(G,X) que,
junto con (5.5), concluye la prueba.

5.3 Bandas de Bohr

En esta sección estudiamos algunos fenómenos clásicos de convergencia de series de
Dirichlet en el contexto general vectorial. Distintos tipos de convergencia, como
convergencia puntual o absoluta, esencialmente ocurren en semiplanos en C de la
forma {s ∈ C : Re(s) > σ} para algún σ ∈ R (ver [41, Sección II.2]). La región
donde algún tipo de convergencia se da mientras que otro falla constituye una banda
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vertical. El ancho máximo de estas bandas fue intensamente estudiado dado que
codifica qué tan lejos yace un tipo de convergencia respecto de otro. Resumimos
brevemente este tema y recomendamos [23, Caṕıtulos 1 y 26] para más detalles en
el caso ordinario (escalar y vectorial) y [32, 75] para el caso general escalar.

Comencemos con el ejemplo más sencillo de serie de Dirichlet general, a saber, series
de potencias. Recordemos que las series de potencias se pueden ver como λ-series
de Dirichlet para la frecuencia λ = (n)n∈N por el cambio de variables z = e−s que
nos da ∑

n∈N

anz
n =

∑
n∈N

ane
−ns.

Para series de potencias, la convergencia está esencialmente determinada por el radio
de convergencia. Este radio es el mismo tanto para convergencia puntual como
absoluta. Más aún, es el R más grande para el cual la serie converge uniformemente
en todo disco de radio R − ε. Para traducir esto al contexto de series de Dirichlet
notemos que

|z| = |e−s| = e−Re s.

Luego, obtenemos que |z| < R si y sólo si Re s > σ para algún σ ∈ R. Desde este
punto de vista, existe un único semiplano en C que describe la convergencia puntual,
uniforme y absoluta de una serie de Dirichlet con frecuencia λ = (n)n∈N. Esto quiere
decir que el fenómeno de las bandas está ausente en este caso.

Para series de Dirichlet generales la situación cambia. Notemos [Re s > σ] al semi-
plano de todos los s ∈ C tales que Re s > σ. Dada una λ-serie de Dirichlet vectorial
D definimos las siguientes abscisas de convergencia:

σc(D) = inf {σ ∈ R : D converge en [Re s > σ]} ;

σu(D) = inf {σ ∈ R : D converge uniformemente en [Re s > σ]} ;

σa(D) = inf {σ ∈ R : D converges absolutamente en [Re s > σ]} .

Estos números determinan los mayores semiplanos para los que vale algún tipo de
convergencia en D. Notemos que convergencia absoluta para algún s0 = σ0 +it0 ∈ C
implica convergencia uniforme en el semiplano [Re s ≥ σ0] dado que podemos estimar
uniformemente la cola de la serie por∥∥∥∑

n≥N

ane
−λns

∥∥∥ ≤∑
n≥N

‖an‖e−λnσ0 .

Como convergencia uniforme implica trivialmente convergencia puntual, nos queda

−∞ ≤ σc(D) ≤ σu(D) ≤ σa(D) ≤ ∞.

Lo interesante es determinar qué tan lejos pueden estar estas magnitudes. Es decir,
determinar el ancho máximo de las bandas donde vale una convergencia mientras
que otra falla.
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En cuanto a series de Dirichlet ordinarias, la brecha entre σc(D) y σa(D) puede
estimarse fácilmente. Supongamos que D =

∑
ann

−s converge en s0 = σ0 + it0.
Entonces, necesariamente (‖an‖n−σ0)n∈N está acotada y para todo ε > 0 nos queda∑

n∈N

‖an‖n−(σ0+1+ε) <∞.

Luego, deducimos
σu(D)− σc(D) ≤ σa(D)− σc(D) ≤ 1.

Más aún, esta cota es óptima en el caso escalar y, por lo tanto, en el vectorial. Por
ejemplo en [23, Proposición 1.5] se prueba que para D =

∑
(−1)kpk

−s donde (pk)k∈N
es la sucesión de números primos, tenemos que σc(D) = 0 y σu(D) = σa(D) = 1.
Luego, nos queda

sup(σa(D)− σc(D)) = sup(σu(D)− σc(D)) = 1, (5.6)

donde los supremos se toman sobre todas las series de Dirichlet D. Hallar una
estimación similar relacionando σu(D) y σa(D) resultó ser un problema mucho más
complejo. En [9] Bohr probó que

S = sup{σa(D)− σu(D) : D serie de Dirichlet} ≤ 1

2
,

y arguyó que hallar el valor exacto de este supremo requeŕıa una comprensión más
profunda de holomorf́ıa en dimensión infinita. Este problema pasó a llamarse prob-
lema de convergencia absoluta de Bohr y tomó varios años en ser resuelto por
Bohnenblust y Hille. En [8, Sección 5] probaron que

S =
1

2
.

Mientras que (5.6) vale para cualquier serie de Dirichlet vectorial (ordinaria), el
problema de convergencia absoluta adquiere una nueva dimensión (o más bien varias)
en el caso vectorial ya que depende de la geometŕıa del espacio de Banach X. Dados
un espacio de Banach X y una frecuencia λ definimos

S(λ,X) = sup(σa(D)− σu(D)),

donde el supremo se toma sobre todas las λ-series de Dirichlet a valores en X.
Siempre que X = C (caso escalar) o λ = (log n)n∈N (caso ordinario) los omitiremos
de la notación y escribiremos S(λ) o S(X) respectivamente. Recordemos la notación
cot(X) = inf{q : X tiene cotipo q}. En [22, Teorema 1] se prueba que dado un
espacio de Banach X se tiene que

S(X) = 1− 1

cot(X)
. (5.7)

Para ganar un mayor entendimiento del rol que juega el cotipo y cómo se relaciona
el trabajo hecho en caṕıtulos anteriores con este tema, introducimos otras bandas
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de interés. Dada una λ-serie de Dirichlet D =
∑
ane

−λns a valores en X y σ ∈ R
sea Dσ su traslación horizontal dada por

Dσ =
∑
n∈N

ane
−λnσe−λns.

Vale la pena mencionar que Dσ se puede interpretar como la convolución de D con
un núcleo de Poisson (ver [32, Lema 3.12]). Más precisamente, para todo σ > 0
definimos Pσ : R→ R por

Pσ(t) =
1

π

σ

σ2 + t2
.

Notemos que Pσ ≥ 0 y ‖Pσ‖L1(R) = 1 para todo σ > 0. Ahora bien, sea (G, β) un λ-
grupo de Dirichlet y dado 1 ≤ p ≤ ∞ sea f ∈ Hλ

p (G,X) la función correspondiente
a alguna D ∈ Hp(λ,X). Definamos fσ : G→ X por

fσ(ω) =

∫
R
Pσ(t)f

(
ωβ(t)

)
dt. (5.8)

Por la desigualdad de Minkowski y la invariancia por traslaciones para todo 1 ≤ p ≤
∞ nos queda

‖fσ‖p ≤ ‖f‖p
∫
R
Pσ(t)dt = ‖f‖p.

Además, para todo caracter h : G→ T sea x ∈ R el único número tal que h◦β(t) =
e−ixt y notemos que

f̂σ(h) =

∫
G

∫
R
Pσ(t)f

(
ωβ(t)

)
dt h(ω)dω =

∫
R
Pσ(t)

∫
G

f
(
ωβ(t)

)
h(ω)dω dt

=

∫
R
Pσ(t)

∫
G

f(ω)h(ωβ(t))dω dt =

∫
R
Pσ(t)h ◦ β(t)dt f̂(h)

= P̂σ(x)f̂(h) = e−σ|x|f̂(h).

Esto muestra que fσ ∈ Hλ
p (G,X) y su serie de Dirichlet asociada es Dσ, dado que

f̂σ(h) =

{
e−λnσan si h = hn para algún n ∈ N
0 sino

.

En consecuencia, nos queda que ‖Dσ‖p ≤ ‖D‖p para todo σ ≥ 0, 1 ≤ p ≤ ∞ y
D ∈ Hp(λ,X). Luego, para 1 ≤ p ≤ ∞ es natural definir

σp(D) = inf {σ ∈ R : Dσ ∈ Hp(λ,X)} .

Notemos que por la desigualdad triangular vale que σp(D) ≤ σa(D), pues

‖Dσ‖p ≤
∑
n∈N

‖an‖e−λnσ.
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Para codificar qué tan lejos está la pertenencia de una serie a Hp(λ,X) de su con-
vergencia absoluta, consideramos las bandas

Sp(λ,X) = sup{σa(D)− σp(D) : D serie de Dirichlet} = sup
D∈Hp(λ,X)

σa(D),

donde la última igualdad se sigue de un argumento de traslación. Como para p ≤ q
tenemos que Hq(λ,X) ⊆ Hp(λ,X) por la desigualdad de Jensen, es claro que

Sq(λ,X) ≤ Sp(λ,X). (5.9)

Lema 5.3.1. Sea X un espacio de Banach y λ una frecuencia. Para toda λ-serie
de Dirichlet D a valores en X se tiene que

σ∞(D) ≤ σu(D).

En particular, obtenemos
S(λ,X) ≤ S∞(λ,X).

Antes de dar la prueba notemos que para series de Dirichlet vectoriales ordinarias,
una mirada cuidadosa de (4.10) muestra que para todo 1 ≤ p ≤ ∞ se tiene que

Sp(X) ≤ 1− 1

cot(X)
,

donde como antes, escribimos Sp(X) en vez de Sp((log n)n∈N, X). Esto se usó en [13]
junto con (5.7) para obtener que

1− 1

cot(X)
= S(X) = Sp(X).

Demostración del Lema 5.3.1. Fijemos una λ-serie de Dirichlet D =
∑
ane

−λns y
σ > σu(D). Sea (G, β) un λ-grupo de Dirichlet. Notemos que

Dσ(it) =
∑
n∈N

ane
−λnσe−λnit = D(σ + it).

Luego, Dσ(it) converge uniformemente en t. Denotemos al espacio de Banach de
funciones continuas de G a X junto con la norma supremo por C(G,X). Como β
tiene rango denso nos queda∥∥∥ M∑

n=N

ane
−λnσhn

∥∥∥
C(G,X)

= sup
t∈R

∣∣∣ M∑
n=N

ane
−λnσe−iλnt

∣∣∣ −−−−−→
N,M→∞

0.

Luego, resulta que ∑
n∈N

ane
−λnσhn ∈ C(G,X) ⊆ Hλ

∞(G,X),

y por lo tanto Dσ ∈ H∞(λ,X). Deducimos que σ∞(D) ≤ σ y la conclusión se sigue
tomando ı́nfimo sobre σ.
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A continuación, nos enfocamos en bandas para frecuencias más allá de (n)n∈N y
(log n)n∈N. Dado un espacio de Banach X y una frecuencia λ definimos

L(λ,X) = sup(σa(D)− σc(D)),

donde el supremo se toma sobre todas las series de Dirichlet D. Veamos que este
número no depende del espacio de Banach X. Como antes, supongamos que D =∑
ane

−λns converge en s0 = σ0 + it0. Luego, necesariamente (‖an‖e−λnσ0)n∈N está
acotado y para todo σ > σa(

∑
e−λns) tenemos que∑

n∈N

‖an‖e−λn(σ0+σ) ≤ C
∑
n∈N

e−λnσ <∞.

Escribiendo L(λ) = L(λ,C) nos queda

L(λ) ≤ L(λ,X) ≤ σa

(∑
n∈N

e−λns
)
. (5.10)

Por otro lado, para todo σ > 0 tenemos que e−λnσ decrece a 0 cuando n → ∞ por
lo que la serie ∑

n∈N

(−1)ne−λnσ,

converge. Además está claro que la serie diverge para σ ≤ 0 dado que en este caso
(−1)ne−λnσ 6→ 0. Juntando esto con [41, Teorema 1], que afirma que la convergencia
en σ0 + it0 ∈ C implica la convergencia en el semiplano [Re s > σ0], prueba que

σc

(∑
n∈N

(−1)ne−λns
)

= 0.

Luego, obtenemos

σa

(∑
n∈N

e−λns
)

= σa

(∑
n∈N

(−1)ne−λns
)
− σc

(∑
n∈N

(−1)ne−λns
)
≤ L(λ).

Combinando esto con (5.10) concluimos que

L(λ) = L(λ,X) = σa

(∑
n∈N

e−λns
)
. (5.11)

Más aún, en [10, Hilfssatz 3] se prueba que

L(λ) = lim sup
n→∞

log n

λn
.

Por lo tanto, la banda entre convergencia absoluta y puntual puede ser calculada
según la velocidad con la que λn tiende a infinito y es independiente del espacio
de Banach X. Estudiemos ahora S(λ,X) que śı depende de la geometŕıa, como
muestra (5.7).
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Empezamos calculando el valor de una banda más simple para trabajar, a saber
S2(λ). Notemos que H2(λ) es isométricamente isomorfo a `2. Más aún, dada D =∑
ane

−λns ∈ H2(λ) sea f ∈ Hλ
2 (G) su función asociada para cierto λ-grupo de

Dirichlet (G, β). Como f =
∑
anhn y los caracteres {hn}n∈N forman una base

ortonormal tenemos que

‖D‖H2(λ) = ‖f‖Hλ
2 (G) =

(∑
n∈N

|an|2
)1/2

.

Luego, para σ > L(λ)/2 nos queda∑
n∈N

|an|e−λnσ ≤
(∑
n∈N

|an|2
)1/2(∑

n∈N

e−λn2σ
)1/2

= ‖D‖H2(λ)

(∑
n∈N

e−λn2σ
)1/2

<∞,

donde en el último paso usamos (5.11) y el hecho de que 2σ > L(λ). Esto prueba
que S2(λ) ≤ L(λ)/2. Una cuenta sencilla para la serie D =

∑
e−λnσe−λns con σ

arbitrariamente cercano a L(λ)/2 muestra que esto es de hecho una igualdad. En
particular, combinando esto con el Lema 5.3.1 y (5.9) resulta que

S(λ) ≤ S∞(λ) ≤ S2(λ) ≤ L(λ)

2
.

Sin embargo, la estimación S(λ) ≤ L(λ)/2 está lejos de ser una igualdad. Un
resultado de Neder en [61] muestra que para todo x > 0 y 0 ≤ y ≤ x

2
existe una

frecuencia λ tal que S(λ) = y y L(λ) = x. En cuanto al caso x = ∞, en [76,
Teorema 4.7] se prueba que para frecuencias λ tales que {λ1, λ2, . . .} es linealmente
independiente sobre Q, se tiene que S(λ) = 0. Si además elegimos λ para que crezca
más lento que log n, nos queda L(λ) = ∞. Por lo tanto, pareciera que para series
de Dirichlet escalares generales sólo tiene sentido preguntarse por el valor exacto
de S(λ) para familias particulares de frecuencias. Este fenómeno parece cambiar
drásticamente si consideramos λ-series de Dirichlet en un espacio de Banach de
dimensión infinita.

Proposición 5.3.2. Dados un espacio de Banach X de dimensión infinita y una
frecuencia arbitraria λ se tiene que

L(λ)
(
1− 1

cot(X)

)
≤ S∞(λ,X).

Observación 5.3.3. Como se mencionó durante una comunicación personal, usando
un argumento de estilo gliding hump Bayart probó un resultado más fuerte. Para
un espacio de Banach X de dimensión infinita y una frecuencia arbitraria λ se tiene
que

L(λ)
(
1− 1

cot(X)

)
≤ S(λ,X). (5.12)

Como un primer paso hacia la prueba de la Proposición 5.3.2, reducimos el problema
a estudiar λ-polinomios de Dirichlet en vez de series.
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Lema 5.3.4. Sean X un espacio de Banach, λ una frecuencia y 1 ≤ p ≤ ∞. La
banda Sp(λ,X) es el ı́nfimo sobre todos los σ ∈ R para los cuales existe una constante
Cσ ≥ 1 tal que para todo λ-polinomio de Dirichlet se cumple que

N∑
n=1

‖an‖e−λnσ ≤ Cσ

∥∥∥ N∑
n=1

ane
−λns

∥∥∥
p
.

Demostración. Denotemos el ı́nfimo del enunciado por A. Empezamos usando un
argumento de gráfico cerrado para probar que A ≤ Sp(λ,X). Fijemos σ > Sp(λ,X)
y definamos el operador Tσ : Hp(λ,X)→ `1(X) por

Tσ

(∑
n∈N

ane
−λns

)
= (ane

−λnσ)n∈N.

Como σ > Sp(λ,X), el operador Tσ está bien definido. Tomemos Dk =
∑
an,ke

−λns

en Hp(λ,X) tal que Dk → D =
∑
ane

−λns en Hp(λ,X) y Tσ(Dk) → c en `1(X)
para k →∞. Por el teorema del gráfico cerrado, basta ver que Tσ(D) = c. Fijemos
un λ-grupo de Dirichlet (G, β) y sean fk, f ∈ Hλ

p (G,X) las funciones asociadas a

Dk y D. Tenemos que fk → f en Hλ
p (G,X) y, luego, f̂k(hn) → f̂(hn) en X para

todo n ∈ N. Esto significa que para todo n ∈ N tenemos

an,k −−−→
k→∞

an.

Por otro lado, como Tσ(Dk)→ c en `1(X), para todo n ∈ N nos queda

an,ke
−λnσ −−−→

k→∞
cn.

Por lo tanto, cn = ane
−λnσ para todo n ∈ N, lo cual prueba que Tσ(D) = c. Esto

muestra que Tσ es continuo y A ≤ σ ya que, para todo λ-polinomio de Dirichlet,
tenemos que

N∑
n=1

‖an‖e−λnσ ≤ ‖Tσ‖
∥∥∥ N∑
n=1

ane
−λns

∥∥∥
p
.

Como σ > Sp(λ,X) era arbitrario, concluimos que A ≤ Sp(λ,X).

Para ver que Sp(λ,X) ≤ A, necesitamos definir una convolución con un núcleo de
Fejér de forma análoga a lo realizado en (5.8) para el núcleo de Poisson. Para todo
x > 0 definimos Fx : R→ R por

Fx(t) = x
(sin(πxt)

πxt

)2

.

Notemos que Fx ≥ 0 y ‖Fx‖L1(R) = 1. Sea (G, β) un λ-grupo de Dirichlet y dado
1 ≤ p ≤ ∞, fijemos f ∈ Hλ

p (G,X). Definimos Rxf : G→ X por

Rxf(ω) =

∫
R
Fx(t)f

(
ωβ(t)

)
dt.
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Por la desigualdad de Minkowski y la invariancia por traslaciones, para todo 1 ≤
p ≤ ∞ nos queda

‖Rxf‖p ≤ ‖f‖p
∫
R
Fx(t)dt = ‖f‖p.

Para todo caracter h : G → T sea y ∈ R el único número tal que h ◦ β(t) = e−iyt.
Como hicimos para el núcleo de Poisson, tenemos que

R̂xf(h) = F̂x(y)f̂(h) =
[(sin(πxt)

π
√
xt

)2]̂
(y)f̂(h)

= χ
(−x/2,x/2) ∗ χ(−x/2,x/2)(y)f̂(h)

=
(
1− |y|

x

)
χ

(−x,x)(y)f̂(h).

Por lo tanto, deducimos que

R̂xf(h) =

{(
1− λn

x

)
an if h = hn para algún n ∈ N y λn < x

0 si no
.

Esto prueba que Rx define una contracción de Hλ
p (G,X) en Hλ

p (G,X) para todo
x > 0 y 1 ≤ p ≤ ∞. Por supuesto, también podemos ver a Rx como una contracción
en Hp(λ,X).

Teniendo esto en cuenta, fijemos σ > A y D =
∑
ane

−λns ∈ Hp(λ,X). Dado x > 0
tenemos que∑

λn≤x

‖an‖e−λnσ ≤
∑
λn≤x

‖an‖e−λnσ + 2
∑

x<λn≤2x

(1− λn
2x

)‖an‖e−λnσ

≤ Cσ

∥∥∥ ∑
λn≤x

ane
−λns + 2

∑
x<λn≤2x

(1− λn
2x

)ane
−λns

∥∥∥
p

= Cσ

∥∥∥2
∑
λn≤2x

(1− λn
2x

)ane
−λns −

∑
λn≤x

(1− λn
x

)ane
−λns

∥∥∥
p

= Cσ‖2R2x(D)−Rx(D)‖1 ≤ 3Cσ‖D‖1 <∞.

Esto prueba que σ > Sp(λ,X).

Mencionamos que el uso de 2R2x − Rx en la demostración anterior, que surge del
núcleo de de la Vallée Poussin, es crucial para el desarrollo del argumento ya que nos
permitió truncar la serie con un buen control de la norma y dejando los primeros co-
eficientes intactos. Usando esta caracterización de S∞(λ,X) estamos en condiciones
de probar la Proposición 5.3.2.

Demostración de la Proposición 5.3.2. Escribamos

1

cot(X)′
= 1− 1

cot(X)
.
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Luego, una cuenta directa usando (5.11) muestra que

L(λ)
(

1− 1

cot(X)

)
= L

(
cot(X)′λ

)
= inf

{
σ ∈ R : (e−λnσ) ∈ `cot(X)′

}
=: B .

Veamos que B ≤ S∞(λ,X). Sin pérdida de generalidad, supongamos que S∞(λ,X)
es finito y tomemos algún σ > S∞(λ,X). Por el lema anterior, existe Cσ ≥ 1 tal
que para todo N y toda sucesión (an)n∈N ⊂ X se tiene que

N∑
n=1

‖an‖Xe−λnσ ≤ Cσ

∥∥∥ N∑
n=1

ane
−λns

∥∥∥
H∞(λ,X)

. (5.13)

Fijemos un λ-grupo de Dirichlet (G, β) y recordemos que C(G,X) es el espacio de
Banach de funciones continuas de G en X. Notando que

∑N
n=1 anhn es continuo y

β tiene rango denso, obtenemos∥∥∥ N∑
n=1

ane
−λns

∥∥∥
H∞(λ,X)

=
∥∥∥ N∑
n=1

anhn

∥∥∥
C(G,X)

= sup
t∈R

∥∥∥ N∑
n=1

ane
−λnit

∥∥∥
X
. (5.14)

Veamos que (e−λnσ)n∈N ∈ `cot(X)′ , esto es, B ≤ σ. Como X tiene dimensión infinita,
sabemos de [58] (ver también [33, Teorema 14.5]) que existen x1, . . . , xN ∈ X tales
que para todo u = (u1, . . . , uN) ∈ CN se tiene que

1

2
‖u‖`∞ ≤

∥∥∥ N∑
n=1

xnun

∥∥∥
X
≤ ‖u‖`cot(X)

. (5.15)

Ahora bien, sean w1, . . . , wN ∈ C arbitrarios. Aplicando (5.13), (5.14) y (5.15) para
an = xnwn, por la elección de σ obtenemos que

N∑
n=1

|e−λnσwn| ≤ 2
N∑
n=1

‖xnwn‖Xe−λnσ ≤ 2Cσ sup
t∈R

∥∥∥ N∑
n=1

xnwne
−λnit

∥∥∥
X

≤ 2Cσ
( N∑
n=1

|wne−iλnt|cot(X)
)1/ cot(X)

= 2Cσ
( N∑
n=1

|wn|cot(X)
)1/ cot(X)

.

Por lo tanto, por dualidad nos queda que (e−λnσ) ∈ `cot(X)′ , lo cual implica que
B ≤ S∞(λ,X).

Concluimos esta sección aplicando nuestros resultados de decoupling para dar condi-
ciones suficientes para que (5.12) sea una igualdad como en el caso particular (5.7).

Proposición 5.3.5. Dados un espacio de Banach X de tipo 2 y una frecuencia λ,
se tiene que

S2(λ,X) ≤ L(λ)
(

1− 1

cot(X)

)
.

Si, además, X tiene dimensión infinita, para todo 2 ≤ q ≤ ∞ se cumple que

S(λ,X) = Sq(λ,X) = L(λ)
(

1− 1

cot(X)

)
.
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Como `q tiene tipo min{2, q} para todo 1 ≤ q ≤ ∞, obtenemos la siguiente conse-
cuencia inmediata.

Corolario 5.3.6. Para toda frecuencia λ y para todo 2 ≤ q <∞, se tiene que

S(λ, `q) = L(λ)
(

1− 1

q

)
.

Demostración de la Proposición 5.3.5. Fijemos un λ-grupo de Dirichlet (G, β). Como
X tiene tipo 2, tenemos que cot(X) <∞. Luego, para todo q > cot(X), todo ε > 0,
toda sucesión (an) en X y todo x > 0 tenemos que∑

λn≤x

‖an‖e−
L(λ)+ε

q′ λn ≤
( ∑
λn≤x

e−
(
L(λ)+ε

)
λn
)1/q′ ( ∑

λn≤x

‖an‖q
)1/q

.

Aplicando (5.4) y el hecho de que X tiene cotipo q, nos queda∑
λn≤x

‖an‖e−
L(λ)+ε

q′ λn ≤ C
(
E
∥∥∥ ∑
λn≤x

εnan

∥∥∥2)1/2

≤ C
(∫

G

‖
∑
λn≤x

anhλn(ω)‖2dω
)1/2

.

Como esto vale para todo ε > 0 y todo q > cot(X), por el Lema 5.3.4 resulta que

S2(λ,X) ≤ L(λ)

(
1− 1

cot(X)

)
.

Por la Proposición 5.3.2 deducimos que si X tiene dimensión infinita, entonces para
todo 2 ≤ q ≤ ∞ tenemos que

Sq(λ,X) = L(λ)
(

1− 1

cot(X)

)
.

La igualdad con S(λ,X) se sigue de la Observación 5.3.3.

Mediante una prueba análoga reemplazando (5.4) por la Proposición 5.2.5 y recor-
dando que los espacios con GAP tienen cotipo finito, deducimos el siguiente resul-
tado.

Proposición 5.3.7. Dados un espacio de Banach X with GAP y un conjunto B2

λ, se tiene que

S1(λ,X) ≤ L(λ)

(
1− 1

cot(X)

)
.

Si, además, X tiene dimensión infinita, para todo 1 ≤ p ≤ ∞ se cumple que

S(λ,X) = Sp(λ,X) = L(λ)
(

1− 1

cot(X)

)
.
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Caṕıtulo 6

Polarización no simétrica

En este caṕıtulo estudiamos una forma m-lineal no simétrica LP asociada a un
polinomio (escalar) m-homogéneo P que fue introducida por Defant y Schlüters en
[31]. A diferencia de la forma m-lineal simétrica M , debido a la falta de simetŕıa,
la norma de LP se comporta de forma distinta a la norma de P , y las estimaciones
pueden incluso depender del número de variables n. Sin embargo, trabajar con LP
fue motivado por el estudio del tipo y cotipo polinomiales, dado que tiene la ventaja
de tener (esencialmente) los mismos coeficientes que P (ver Observación 6.1.3).
Empezamos dando la definición formal de LP y presentando algunos resultados
previos donde la norma supremo de LP está acotada por una constante C(n,m)
por la norma supremo de P . Luego, realizamos un procedimiento de simetrización
basado en un algoritmo de mezcla de cartas que junto con el argumento de Defant y
Schlüters, mejora sus estimaciones. Finalmente damos cotas inferiores para C(n,m)
probando que la dependencia en n no puede removerse.

6.1 Polarización no simétrica

Sea P : Cn → C un polinomio m-homogéneo y sea M : (Cn)m → C la única forma
m-lineal simétrica tal que M(z, . . . , z) = P (z) para todo z ∈ C. Recordemos que
por la fórmula de polarización, para todo z(1), . . . , z(m) ∈ C, tenemos que

M(z(1), . . . , z(m)) =
1

m!
Eε[ε1 . . . εmP (ε1z

(1) + . . .+ εmz
(m))].

Como vimos en la Proposición 1.3.1, de esta igualdad se deduce que

sup
‖z(k)‖≤1

|M(z(1), . . . , z(m))| ≤ em sup
‖z‖≤1

|P (z)|, (6.1)

para toda norma ‖ · ‖ en Cn.

En [31], Defant y Schlüters definieron una forma m-lineal no simétrica LP asociada a
un polinomio m-homogéneo P . Más precisamente, para un polinomio m-homogéneo
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P : Cn → C dado por

P (z) =
∑

1≤j1≤...≤jm≤n

cj1...jmzj1 . . . zjm ,

definimos la forma m-lineal asociada LP : (Cn)m → C por

LP (z(1), . . . , z(m)) =
∑

1≤j1≤...≤jm≤n

cj1...jmz
(1)
j1
. . . z

(m)
jm
.

Es claro que LP (z, . . . , z) = P (z). Sin embargo, a diferencia de M , el operador LP
no es simétrico en general. Si bien la falta de simetŕıa puede hacer que sea más dif́ıcil
trabajar con LP que con M , el primero surge naturalmente al estudiar normas de
coeficientes dado que los coeficientes de P y LP coinciden.

Asumiendo la incondicionalidad de la norma ‖ ·‖ en Cn, Defant y Schlüters hallaron
una estimación como en (6.1) reemplazando M por LP . Antes de dar más detalles
introducimos la siguiente definición ad hoc:

Definición 6.1.1. Dados m,n ∈ N, definimos C(m,n) como el ı́nfimo de todas las
constantes C ≥ 1 tales que para todo polinomio m-homogéneo P : Cn → C y toda
norma 1-incondicional ‖ · ‖ en Cn (esto es, si z, w ∈ Cn y |zk| ≤ |wk| para todo k,
entonces ‖z‖ ≤ ‖w‖), se tiene que

sup
‖z(k)‖≤1

|LP (z(1), . . . , z(m))| ≤ C sup
‖z‖≤1

|P (z)|.

Similarmente, dado 1 ≤ p < 2, tomamos Cp(m,n) como el ı́nfimo de todas las
constantes C ≥ 1 tales que para todo polinomio m-homogéneo P : Cn → C se tiene
que

sup
‖z(k)‖p≤1

|LP (z(1), . . . , z(m))| ≤ C sup
‖z‖p≤1

|P (z)|.

Podemos enunciar el resultado principal de [31] en términos de la definición anterior.

Teorema 6.1.2 ([31, Teorema 1.1]). Existe una constante universal c1 ≥ 1 tal que

C(m,n) ≤ (c1 log n)m
2

.

Más aún, dado 1 ≤ p < 2, existe una constante c2 = c2(p) ≥ 1 que cumple que

Cp(m,n) ≤ cm
2

2 .

Observación 6.1.3. Originalmente, este resultado despertó nuestro interés cuando
intentábamos probar el Teorema 3.1.2. Notemos que si X tiene cotipo q y proce-
diendo inductivamente como en el Lema 3.2.1 tenemos que∑

j∈J (m,n)

‖xj‖q ≤ Cm

∫
Tnm

∥∥∥ ∑
j∈J (m,n)

xjz
(1)
j1
. . . z

(m)
jm

∥∥∥qdz,
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para toda elección de vectores (xj)j∈J (m,n) ⊆ X. Luego, la prueba de (a) ⇒ (b) en
el Teorema 3.1.2 se podŕıa lograr probando la siguiente desigualdad:∫

Tnm

∥∥∥ ∑
j∈J (m,n)

xjz
(1)
j1
. . . z

(m)
jm

∥∥∥qdz ≤ Cm

∫
Tn

∥∥∥ ∑
j∈J (m,n)

xjzj

∥∥∥qdz, (6.2)

para alguna constante C y toda elección de vectores (xj)j∈J (m,n) ⊆ X. Si fuese
cierto que C(m,n) ≤ Cm podŕıamos usar el teorema de Pe lczyński’s (Teorema
1.3.9 probado en [64, Teorema 1]) para obtener (6.2) y, por lo tanto, (a) ⇒ (b)
en el Teorema 3.1.2. Desafortunadamente, este no es el caso y aśı lo muestra la
cota inferior del Teorema 6.1.4. Sin embargo, la desigualdad (6.2) aún podŕıa ser
cierta al menos para espacios con cotipo finito, brindando una prueba alternativa
del Teorema 3.1.2.

Notemos que por unicidad de la forma m-lineal simétrica M tenemos que

M(z(1), . . . , z(m)) =
1

m!

∑
σ∈Σm

LP (zσ(1), . . . , zσ(m)), (6.3)

donde Σm es el grupo de permutaciones de m elementos. La prueba del Teorema
6.1.2 consiste en acotar la norma de LP mediante simetrizaciones parciales sucesivas
partiendo de LP y terminando en la forma completamente simétrica M . Finalmente,
aplicando (6.1) se obtiene el resultado. Cambiando únicamente la forma en que esta
simetrización es llevada a cabo y usando los mismos argumentos que en [31], obte-
nemos una mejora en las estimaciones de C(m,n) y Cp(m,n). Además, probamos
cotas inferiores para estas constantes. El resultado principal de este caṕıtulo es el
siguiente.

Teorema 6.1.4. Existe una constante universal c1 ≥ 1 tal que(
log
(

2n
m

)
− π

π

)m/2

≤ C(m,n) ≤ cm1 m
m(log n)m−1.

Más aún, dado 1 ≤ p < 2, existe una constante c2 = c2(p) ≥ 1 que cumple que

m
m
p ≤ Cp(m,n) ≤ cm2 m

m.

Observación 6.1.5. Como se nos mencionó durante una comunicación personal,
Defant y Schlüters consiguieron cotas superiores similares refinando sus cuentas
originales de [31].

Observación 6.1.6. Lamentablemente, como vimos en la Observación 6.1.3, las
cotas inferiores muestran que no se puede esperar una estimación de la forma Cm

como en (6.1). Más aún, incluso la dependencia en n no se puede quitar de C(m,n).
Un análisis detallado de la prueba del teorema sugiere que la razón subyacente que
determina la magnitud de las constantes C(m,n) y Cp(m,n) es el comportamiento
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del operador conocido como la proyección triangular principal (main triangle pro-
jection). En pocas palabras, la proyección triangular principal es el operador que,
dada una matriz en Cn×n, devuelve la misma matriz con ceros debajo de la diagonal.
Cada norma en Cn induce una norma de operadores en Cn×n y a su vez, esto induce
una norma para la proyección triangular principal. Las estimaciones de esta última
norma son las que moldean las cotas inferiores y superiores de C(m,n) y Cp(m,n)
que obtenemos.

6.2 Simetrización

En esta sección brindamos un procedimiento de simetrización para ir de LP a M ,
basado en un algoritmo de mezcla de cartas. Esto será usado para obtener las cotas
superiores del Teorema 6.1.4.

Notemos que lo siguiente se puede deducir de (6.3):

M(z(1), . . . , z(m)) =
1

m!

∑
σ∈Σm

LP (zσ(1), . . . , zσ(m))

=
1

m!

∑
σ∈Σm

∑
1≤j1≤...≤jm≤n

cj1...jmz
σ(1)
j1

. . . z
σ(m)
jm

=
1

m!

∑
σ∈Σm

∑
1≤j1≤...≤jm≤n

cj1...jmz
(1)
jσ−1(1)

. . . z
(m)
jσ−1(m)

=
1

m!

∑
τ∈Σm

∑
1≤j1≤...≤jm≤n

cj1...jmz
(1)
jτ(1)

. . . z
(m)
jτ(m)

.

Desde un punto de vista probabiĺıstico, esto se puede reformular como

M(z(1), . . . , z(m)) = E
[ ∑

1≤j1≤...≤jm≤n

cj1...jmz
(1)
jσ(1)

. . . z
(m)
jσ(m)

]
, (6.4)

donde la esperanza se toma sobre σ ∈ Σm y Σm está provisto de la medida de
equiprobabilidad. En otras palabras, M es el valor esperado de LP cuando el orden
de los sub́ındices de los monomios es una variable aleatoria equidistribuida. Luego,
un procedimiento de mezcla de cartas aplicado al orden de los sub́ındices resultará
en un procedimiento de simetrización para LP tomando esperanza. Usaremos el
algoritmo de mezcla Fischer-Yates en su versión original que se puede encontrar en
[36]. El algoritmo funciona de la siguiente forma. Elegimos una carta al azar de
un mazo ordenado y la dejamos arriba de todo. Luego, elegimos una carta al azar
entre el segundo y el último lugar y la dejamos en el segundo lugar. Continuamos
de esa forma. En el último paso, elegimos entre las últimas dos cartas cual irá en el
anteúltimo lugar. Luego de aplicar este procedimiento, un mazo ordenado quedará
completamente mezclado, esto es, cualquier arreglo de cartas será igualmente prob-
able.
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Observación 6.2.1. Notemos que en cualquier paso, digamos el k-ésimo, las primeras
k − 1 cartas (que fueron seleccionadas en pasos anteriores) están equidistribuidas,
mientras que las últimas cartas se mantienen completamente ordenadas. Esta es-
tructura especial será de vital importancia en la prueba del Teorema 6.1.4.

A continuación, introducimos el procedimiento de simetrización que surge de la mez-
cla Fischer-Yates. Para todo 1 ≤ k ≤ m−1 sea Pk la distribución de probabilidad en
Σm asociada a llevar a cabo los primeros k pasos del algoritmo de mezcla. Definimos
la k-ésima mezcla Sk de una m-forma L : (Cn)m → C por

SkL(z(1), . . . , z(m)) = E
[ n∑
i1,...,im=1

ci1...imz
(1)
iσ(1)

. . . z
(m)
iσ(m)

]
,

donde σ ∼ Pk.
En particular, de (6.4) y el hecho de que el (m − 1)-ésimo paso de la mezcla logra
la equidistribución, tenemos que

M = Sm−1LP .

Sin embargo, cabe mencionar que las mezclas intermedias no son simetrizaciones
parciales dado que estamos simetrizando los sub́ındices de los monomios en vez de
las variables.

Para estudiar la estructura de Sk, definimos el k-ésimo paso de la mezcla Tk de una
m-forma L : (Cn)m → C por

TkL(z(1), . . . , z(m))

=
1

m− k + 1

m∑
l=k

L(z(1), . . . , z(k−1), z(k+1), . . . , z(l), z(k), z(l+1), . . . , z(m)).

Lema 6.2.2. Para todo 1 ≤ k ≤ m− 1 tenemos que Sk = Tk . . . T1.

Demostración. Como Tk y Sk son lineales para todo 1 ≤ k ≤ m− 1, basta ver que
la igualdad vale para monomios. Fijado 1 ≤ i1, . . . , im ≤ n, debemos ver que

Sk(z
(1)
i1
. . . z

(m)
im

) = Tk . . . T1(z
(1)
i1
. . . z

(m)
im

).

Procedemos por inducción en k. Si k = 1, la permutación aleatoria σ es un ciclo
en Σm. Más precisamente, usando la notación de ciclos en Σm tenemos que σ toma
el valor (l l − 1 . . . 1) para algún 1 ≤ l ≤ m con probabilidad 1/m. Por lo tanto,
obtenemos

S1(z
(1)
i1
. . . z

(m)
im

) = E[z
(1)
iσ(1)

. . . z
(m)
iσ(m)

] =
1

m

m∑
l=1

z
(1)
il
z

(2)
i1
. . . z

(l)
il−1

z
(l+1)
il+1

. . . z
(m)
im

=
1

m

m∑
l=1

z
(2)
i1
. . . z

(l)
il−1

z
(1)
il
z

(l+1)
il+1

. . . z
(m)
im

= T1(z
(1)
i1
. . . z

(m)
im

).
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Resta ver el paso inductivo. Sea 2 ≤ k ≤ m− 1 y supongamos que vale el lema para
k− 1. Por la definición de la mezcla Fischer-Yates deducimos que una permutación
aleatoria con distribución de probabilidad Pk puede ser escrita como la composición
de dos permutaciones aleatorias independientes τ y σ donde σ ∼ Pk−1 y τ toma el
valor τl = (l l − 1 . . . k) para algún k ≤ l ≤ m con probabilidad 1/(m− k + 1).
Para un τ fijo, podemos definir nuevos ı́ndices j1, . . . , jm tales que jk = iτ(k) para
todo 1 ≤ k ≤ m. Luego, concluimos

Sk(z
(1)
i1
. . . z

(m)
im

) = Eτ,σ[z
(1)
iτσ(1)

. . . z
(m)
iτσ(m)

] = Eτ [Eσ[z
(1)
jσ(1)

. . . z
(m)
jσ(m)

]]

= Eτ [Sk−1(z
(1)
j1
. . . z

(m)
jm

)] = Eτ [Sk−1(z
(1)
iτ(1)

. . . z
(m)
iτ(m)

)]

=
1

m− k + 1

m∑
l=k

Sk−1(z
(1)
iτl(1)

. . . z
(m)
iτl(m)

)

=
1

m− k + 1

m∑
l=k

Sk−1(z
(1)
i1
. . . z

(k−1)
ik−1

z
(k)
il
z

(k+1)
ik

. . . z
(l)
il−1

z
(l+1)
il+1

. . . z
(m)
im

)

=
1

m− k + 1

m∑
l=k

Sk−1(z
(1)
i1
. . . z

(k−1)
ik−1

z
(k+1)
ik

. . . z
(l)
il−1

z
(k)
il
z

(l+1)
il+1

. . . z
(m)
im

)

= TkSk−1(z
(1)
i1
. . . z

(m)
im

).

Siguiendo a [31], nos enfocamos ahora en estudiar cómo cambian los coeficientes de
sucesivas mezclas de LP . Sea L : (Cn)m → C una forma m-lineal dada por

L(z(1), . . . , z(m)) =
∑

i∈I(m,n)

ciz
(1)
i1
. . . z

(m)
im
,

donde como siempre I(m,n) = {1, . . . , n}m. Denotaremos sus coeficientes por
ci(L) = ci.

Lema 6.2.3. Dados m,n ∈ N, 1 ≤ k ≤ m − 1, i ∈ I(m,n) y un polinomio m-
homogéneo P : Cn → C, se tiene que

ci (Sk−1LP ) =

{
(m− k + 1)

(
1 +

∑m−k
u=1 δik,ik+u

(
1

u+1
− 1

u

))
ci (SkLP ) si ik ≤ ik+1

0 sino
,

donde δ es la delta de Kronecker y tomamos S0LP = LP .

Demostración. Comenzamos calculando los coeficientes ci (SkLP ) en términos de los
coeficientes ci (Sk−1LP ). Observemos que para una forma m-lineal L : (Cn)m → C
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tenemos que

TkL(z(1), . . . , z(m))

=
1

m− k + 1

m∑
l=k

L(z(1), . . . , z(k−1), z(k+1), . . . , z(l), z(k), z(l+1), . . . , z(m))

=
1

m− k + 1

m∑
l=k

∑
i∈I(m,n)

ci(L)z
(1)
i1
. . . z

(k−1)
ik−1

z
(k+1)
ik

. . . z
(l)
il−1

z
(k)
il
z

(l+1)
il+1

. . . z
(m)
im

=
∑

i∈I(m,n)

1

m− k + 1

m∑
l=k

ci(L)z
(1)
i1
. . . z

(k−1)
ik−1

z
(k)
il
z

(k+1)
ik

. . . z
(l)
il−1

z
(l+1)
il+1

. . . z
(m)
im

=
∑

i∈I(m,n)

1

m− k + 1

m∑
l=k

c(i1,...,ik−1,ik+1,...,il,ik,il+1,...,im)(L)z
(1)
i1
. . . z

(m)
im
.

Luego, como Sk = TkSk−1, obtenemos la fórmula

ci (SkLP ) =
1

m− k + 1

m∑
l=k

c(i1,...,ik−1,ik+1,...,il,ik,il+1,...,im) (Sk−1LP ) . (6.5)

Por la definición de LP , si un coeficiente ci (LP ) no es cero, entonces el ı́ndice i
debe cumplir que 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ im ≤ n. Probaremos inductivamente que dado
0 ≤ k ≤ m − 1, si el coeficiente ci (SkLP ) no es cero, entonces el ı́ndice i debe
satisfacer que 1 ≤ ik+1 ≤ . . . ≤ im ≤ n.

Como S0LP = LP , el caso k = 0 ya está probado. Supongamos ahora que la
afirmación vale para 0 ≤ k − 1 ≤ m− 1 y fijemos i ∈ I(m,n) tal que is > is+1 para
algún k + 1 ≤ s ≤ m− 1. Aplicando la hipótesis inductiva, tenemos que

c(i1,...,ik−1,ik+1,...,il,ik,il+1,...,im) (Sk−1LP ) = 0,

para todo k ≤ l ≤ m. Por lo tanto, usando (6.5) nos queda que ci (SkLP ) = 0
probando aśı el paso inductivo. En particular, vimos que ci (Sk−1LP ) = 0 si ik >
ik+1.

Supongamos ahora que ik ≤ ik+1. Si para algún k + 1 ≤ s ≤ m − 1 tenemos que
is > is+1, entonces por el argumento previo tenemos que ci (Sk−1LP ) = ci (SkLP ) =
0. En conclusión, basta chequear el caso en que 1 ≤ ik ≤ . . . ≤ im ≤ n. Definamos
s = sup{k ≤ u ≤ m : iu = ik} y notemos que

c(i1,...,ik−1,ik+1,...,il,ik,il+1,...,im) (Sk−1LP ) =

{
ci (Sk−1LP ) if k ≤ l ≤ s

0 if s < l ≤ m
.

Podemos entonces avanzar en (6.5) para obtener

ci (SkLP ) =
1

m− k + 1

m∑
l=k

c(i1,...,ik−1,ik+1,...,il,ik,il+1,...,im) (Sk−1LP )

=
1

m− k + 1

s∑
l=k

ci (Sk−1LP ) =
s− k + 1

m− k + 1
ci (Sk−1LP ) .
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Como s ≥ k, tenemos que s− k + 1 6= 0. Por lo tanto, concluimos que

ci (Sk−1LP ) =
m− k + 1

s− k + 1
ci (SkLP )

= (m− k + 1)
(

1 +
s−k∑
u=1

( 1

u+ 1
− 1

u

))
ci (SkLP )

= (m− k + 1)
(

1 +
m−k∑
u=1

δik,ik+u

( 1

u+ 1
− 1

u

))
ci (SkLP ) .

Como en [31], reescribiremos el lema anterior en términos de productos de Schur.
Dadas matrices (de m ı́ndices) A,B ∈ CI(m,n), el producto de Schur A∗B está dado
por

ci(A ∗B) = ci(A)ci(B),

donde ci(·) denota la i-ésima entrada de la matriz. Identificando una forma m-lineal
con sus coeficientes, podemos calcular el producto entre una matriz y una m-forma.
Más precisamente, para A ∈ CI(m,n) y una forma m-lineal L : (Cn)m → C definimos
A ∗ L : (Cn)m → C por

ci(A ∗ L) = ci(A)ci(L).

Con esta notación, el Lema 6.2.3 prueba la fórmula

Sk−1LP = Rk ∗ SkLP , (6.6)

donde Rk ∈ CI(m,n) está dado por

ci (Rk) =

{
(m− k + 1)

(
1 +

∑m−k
u=1 δik,ik+u

(
1

u+1
− 1

u

))
si ik ≤ ik+1

0 sino
.

La matriz Rk ∈ CI(m,n) se descompone en sumas y productos de matrices más
simples. Dados u, v ∈ {1, . . . ,m}, sean Du,v, T u,v ∈ CI(m,n) tales que para todo
i ∈ I(m,n) se tiene que

ci (D
u,v) =

{
1 si iu = iv

0 sino
,

ci (T
u,v) =

{
1 si iu ≤ iv

0 sino
.

Teniendo en cuenta la Observación 6.1.6, notemos que T u,v está ı́ntimamente rela-
cionada con la proyección triangular principal T : Cn×n → Cn×n. En efecto, tenemos
que ci(T

u,v) = ciu,iv(T ) para todo i ∈ I(m,n).

Lema 6.2.4. Dado 1 ≤ k ≤ m− 1, se tiene que

Rk = (m− k + 1)T k,k+1 ∗
(

1 +
m−k∑
u=1

Dk,k+u
( 1

u+ 1
− 1

u

))
.
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Demostración. Dado i ∈ I(m,n) notemos que

ci

(
(m− k + 1)T k,k+1 ∗

(
1 +

m−k∑
u=1

Dk,k+u
( 1

u+ 1
− 1

u

)))
=

= (m− k + 1)ci
(
T k,k+1

) (
1 +

m−k∑
u=1

ci
(
Dk,k+u

) ( 1

u+ 1
− 1

u

))
= ci

(
T k,k+1

)
(m− k + 1)

(
1 +

m−k∑
u=1

δik,ik+u

( 1

u+ 1
− 1

u

))
= ci (Rk) .

6.3 Cotas superiores

En esta sección probaremos las cotas superiores del Teorema 6.1.4. Sea ‖ · ‖ un
norma en Cn. Dada A ∈ CI(m,n), definimos µ‖·‖(A) como el ı́nfimo de las constantes
C ≥ 1 tales que para toda forma m-lineal L : (Cn)m → C se tiene que

sup
‖x(k)‖≤1

|A ∗ L(x(1), . . . , x(m))| ≤ C sup
‖x(k)‖≤1

|L(x(1), . . . , x(m))|.

Notemos que
(
CI(m,n), µ‖·‖

)
es un álgebra de Banach.

Usaremos el siguiente lema de Defant y Schlüters.

Lema 6.3.1 ([31, Lema 3.2]). Para todo n,m ∈ N, todo u, v ∈ {1, . . . ,m} y toda
norma 1-incondicional ‖ · ‖ en Cn, se tiene que

µ‖·‖ (Du,v) = 1,

µ‖·‖ (T u,v) ≤ log2(2n).

Más aún, para todo 1 ≤ p < 2, existe una constante c = c(p) tal que para todo
n,m ∈ N se cumple que

µ‖·‖p (T u,v) ≤ c.

Como mencionamos en la Observación 6.1.6, las estimaciones para T u,v se basan en
cotas para la norma de la proyección triangular principal obtenidas por Kwapień y
Pe lczyński en [50] y Bennett en [4].

Corolario 6.3.2. Para todo n,m ∈ N, todo 1 ≤ k ≤ m − 1 y toda norma 1-
incondicional ‖ · ‖ en Cn, se tiene que

µ‖·‖ (Rk) ≤ 2(m− k + 1)µ‖·‖
(
T k,k+1

)
.
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Demostración. Por el lema anterior sabemos que µ‖·‖ (Du,v) = 1 para todo u, v ∈
{1, . . . ,m}. Como

(
CI(m,n), µ‖·‖

)
es un álgebra de Banach, aplicando el Lema 6.2.4

nos queda

µ‖·‖ (Rk) = µ‖·‖

(
(m− k + 1)T k,k+1 ∗

(
1 +

m−k∑
u=1

Dk,k+u
( 1

u+ 1
− 1

u

)))
≤ (m− k + 1)µ‖·‖

(
T k,k+1

) (
1 +

m−k∑
u=1

µ‖·‖
(
Dk,k+u

) ∣∣∣ 1

u+ 1
− 1

u

∣∣∣)
≤ (m− k + 1)

(
1 +

∞∑
u=1

(1

u
− 1

u+ 1

))
µ‖·‖

(
T k,k+1

)
= 2(m− k + 1)µ‖·‖

(
T k,k+1

)
.

Estamos en posición de probar las cotas superiores del Teorema 6.1.4.

Teorema 6.3.3. Existe una constante universal c1 ≥ 1 tal que

C(m,n) ≤ cm1 m
m(log n)m−1.

Más aún, dado 1 ≤ p < 2, existe una constante c2 = c2(p) ≥ 1 que cumple que

Cp(m,n) ≤ cm2 m
m.

Demostración. Usando (6.6), la definición de µ‖·‖ y el corolario anterior obtenemos

sup
‖z(k)‖≤1

|Sk−1LP (z(1), . . . , z(m))| = sup
‖z(k)‖≤1

|Rk ∗ SkLP (z(1), . . . , z(m))|

≤ µ‖·‖ (Rk) sup
‖z(k)‖≤1

|SkLP (z(1), . . . , z(m))|

≤ 2(m− k + 1)µ‖·‖
(
T k,k+1

)
sup
‖z(k)‖≤1

|SkLP (z(1), . . . , z(m))|,

para todo 1 ≤ k ≤ m − 1. Tomando µ = sup1≤k≤m−1 µ‖·‖
(
T k,k+1

)
y juntando las

desigualdades anteriores, resulta que

sup
‖z(k)‖≤1

|LP (z(1), . . . , z(m))| ≤ 2mµ sup
‖z(k)‖≤1

|S1LP (z(1), . . . , z(m))|

≤ 22m(m− 1)µ2 sup
‖z(k)‖≤1

|S2LP (z(1), . . . , z(m))|

≤ . . . ≤ 2m−1m!µm−1 sup
‖z(k)‖≤1

|Sm−1LP (z(1), . . . , z(m))|.

Finalmente, usando Sm−1LP = M y aplicando (6.1), obtenemos

sup
‖z(k)‖≤1

|LP (z(1), . . . , z(m))| ≤ 2m−1m!µm−1 sup
‖z(k)‖≤1

|M(z(1), . . . , z(m))|

≤ 2m−1emm!µm−1 sup
‖z‖≤1

|P (z)|.

El teorema se sigue aplicando la fórmula de Stirling para estimar m! y el Lema 6.3.1
para estimar µ.



6.4. COTAS INFERIORES 121

6.4 Cotas inferiores

En esta sección probamos las cotas inferiores del Teorema 6.1.4. Empezamos esti-
mando Cp(m,n) por debajo.

Lema 6.4.1. Para todo n ≥ m y todo 1 ≤ p < 2, se tiene que Cp(m,n) ≥ m
m
p .

Demostración. Sea P : Cm → C el polinomio m-homogéneo dado por

P (z) = z1 . . . zm.

Luego, su forma m-lineal asociada LP : (Cm)m → C está dada por

LP (z(1), . . . , z(m)) = z
(1)
1 . . . z(m)

m .

Observemos que

sup
‖z(k)‖p≤1

|LP (z(1), . . . , z(m))| = sup
‖z(k)‖p≤1

|z(1)
1 . . . z(m)

m | = 1. (6.7)

donde la igualdad se alcanza tomando z(i) como el i-ésimo vector canónico de `mp .

Por otro lado, una cuenta sencilla usando multiplicadores de Lagrange nos da

sup
‖z‖p≤1

|P (z)| = |P (m−1/p, . . . ,m−1/p)| = m−
m
p . (6.8)

Aplicando (6.7) y (6.8) junto con la definición de Cp(m,n) concluimos

1 = sup
‖z(k)‖p≤1

|LP (z(1), . . . , z(m))| ≤ Cp(m,n) sup
‖z‖p≤1

|P (z)| = m−
m
p Cp(m,n).

Resta estimar C(m,n) por debajo.

Lema 6.4.2. Dados n,m ∈ N tales que log
(

2n
m

)
≥ 2π, se tiene que

C(m,n) ≥

(
log
(

2n
m

)
− π

π

)m/2

.

Demostración. Consideramos la norma ‖ · ‖∞ en Cn. Como P (z) = LP (z, . . . , z),
tenemos que

sup
‖z‖∞≤1

|P (z)| ≤ sup
‖z(k)‖∞≤1

|LP (z(1), . . . , z(m))| ≤ C(m,n) sup
‖z‖∞≤1

|P (z)|,

para todo polinomio m-homogéneo P : Cn → C. Equivalentemente, por el principio
del módulo máximo, nos queda

sup
z∈Tn
|P (z)| ≤ sup

z(k)∈Tn
|LP (z(1), . . . , z(m))| ≤ C(m,n) sup

z∈Tn
|P (z)|. (6.9)
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Luego, se cumplen las condiciones del teorema de Pe lczyński’s (Teorema 1.3.9 probado
en [64, Teorema 1]). En efecto, denotemos a los grupos abelianos compactos Tn y
(Tn)m por S y T respectivamente y recordemos el conjunto de ı́ndices J = {j ∈
I(m,n) : 1 ≤ j1 ≤ . . . ≤ jm ≤ n}. Para todo j ∈ J , consideramos los caracteres
aj : S → T y bj : T → T dados por

aj(z) = zj1 . . . zjm y bj(z
(1), . . . , z(m)) = z

(1)
j1
. . . z

(m)
jm
.

Si reescribimos (6.9) con esta notación, obtenemos (1.10) con c1 = 1 y c2 = C(m,n).
Por lo tanto, deducimos del teorema de Pe lczyński’s que

1

C(m,n)

∫
Tn

∥∥∥∑
j∈J

xjzj1 . . . zjm

∥∥∥
X
dz ≤

∫
(Tn)m

∥∥∥∑
j∈J

xjz
(1)
j1
. . . z

(m)
jm

∥∥∥
X
dz(1) . . . dz(m)

≤ C(m,n)

∫
Tn

∥∥∥∑
j∈J

xjzj1 . . . zjm

∥∥∥
X
dz. (6.10)

para todo espacio de Banach X y toda elección de vectores (xj)j∈J ⊆ X. Eligiendo
el espacio X y los vectores (xj)j∈J ⊆ X adecuadamente, obtendremos nuestra esti-
mación.

Nos basaremos en un ejemplo de Bourgain (no publicado) incluido en el trabajo de
McConnell y Taqqu [59, Ejemplo 4.1] (ver también [53, Sección 6.9]). Consideremos
el espacio de Banach de operadores acotados en `2 que notamos Y = L(`2). Para
todo 1 ≤ i 6= j ≤ n, definimos los vectores xij ∈ Y por

xij =
1

i− j
ei ⊗ ej +

1

j − i
ej ⊗ ei.

Usando variables de Steinhaus en vez de variables de Bernoulli y procediendo como
en [53] obtenemos que ∫

Tn

∥∥∥ ∑
1≤i<j≤n

xijzizj

∥∥∥dz ≤ π y (6.11)∫
Tn

∫
Tn

∥∥∥ ∑
1≤i<j≤n

xijz
(1)
i z

(2)
j

∥∥∥dz(1)dz(2) ≥ log n− π. (6.12)

Notemos que estas estimaciones prueban la cota deseada para m = 2 dado que

log n− π ≤
∫
Tn

∫
Tn

∥∥∥ ∑
1≤i<j≤n

xijz
(1)
i z

(2)
j

∥∥∥dz(1)dz(2)

≤ C(2, n)

∫
Tn

∥∥∥ ∑
1≤i<j≤n

xijzizj

∥∥∥dz ≤ C(2, n)π.

Más aún, esto junto con el Teorema 6.3.3 muestra que el comportamiento asintótico
de C(2, n) es logaŕıtmico.
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Para concluir nuestro argumento, resta extender este ejemplo 2-homogéneo a un
ejemplo m-homogéneo. Usamos productos tensoriales proyectivos que son una forma
(una de muchas) de darle una norma a un producto tensorial y (completando) una es-
tructura de espacio de Banach. Para no excedernos demasiado, referimos a [21] para
una exposición detallada y usamos únicamente que ‖x1 ⊗ . . .⊗ xk‖ = ‖x1‖ . . . ‖xk‖
para concatenar m/2 copias de la construcción anterior. Asumamos que m es par y

sea X =
⊗m/2

k=1 Y el producto tensorial proyectivo de m/2 copias de Y . Consideremos
el polinomio vectorial m-homogéneo P : Cn → X dado por

P (z) =
∑

2n
m

(k−1)<j2k−1<j2k≤ 2n
m
k

1≤k≤m
2

xjzj, donde xj = xj1j2 ⊗ xj3j4 ⊗ . . .⊗ xjm−1jm .

Notemos que

P (z) = ⊗m/2k=1

∑
2n
m

(k−1)<j2k−1<j2k≤ 2n
m
k

xj2k−1j2kzj2k−1
zj2k .

Aplicando (6.11) nos queda∫
Tn
‖P (z)‖ dz =

∫
Tn

m/2∏
k=1

∥∥∥ ∑
2n
m

(k−1)<j2k−1<j2k≤ 2n
m
k

xj2k−1j2kzj2k−1
zj2k

∥∥∥dz
=

m/2∏
k=1

∫
Tn

∥∥∥ ∑
2n
m

(k−1)<j2k−1<j2k≤ 2n
m
k

xj2k−1j2kzj2k−1
zj2k

∥∥∥dz
≤

m/2∏
k=1

π = πm/2.

Por otro lado, de (6.12) obtenemos∫
Tn
. . .

∫
Tn
‖LP (z(1), . . . , z(m))‖dz(1) . . . dz(m) =

=

∫
Tn
. . .

∫
Tn

m/2∏
k=1

∥∥∥ ∑
2n
m

(k−1)<j2k−1<j2k≤ 2n
m
k

xj2k−1j2kz
(2k−1)
j2k−1

z
(2k)
j2k

∥∥∥dz(1) . . . dz(m)

=

m/2∏
k=1

∫
Tn

∫
Tn

∥∥∥ ∑
2n
m

(k−1)<j2k−1<j2k≤ 2n
m
k

xj2k−1j2kz
(2k−1)
j2k−1

z
(2k)
j2k

∥∥∥dz(2k−1)dz(2k)

≥
m/2∏
k=1

(
log

(
2n

m

)
− π

)
=

(
log

(
2n

m

)
− π

)m/2
.

Finalmente, utilizando (6.10) junto con estas estimaciones concluimos que

C(n,m) ≥

(
log
(

2n
m

)
− π

π

)m/2

.
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Los Lemas 6.4.1 y 6.4.2 junto con el Teorema 6.3.3 prueban el Teorema 6.1.4.

Observación 6.4.3. Rastreando el argumento para obtener (6.12), encontramos
que el ejemplo de Bourgain está basado en una cota inferior de la norma de la
proyección triangular principal en L(`2). En otras palabras, la cota inferior de
C(m,n) fue obtenida estudiando el comportamiento de la proyección triangular
principal como mencionamos en la Observación 6.1.6. Si bien C(m,n) y Cp(m,n)
no fueron completamente caracterizadas, pareciera que la proyección triangular prin-
cipal juega un rol crucial en su comportamiento asintótico.
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[42] L. A. Harris. A Bernstein-Markov theorem for normed spaces. J. Math. Anal.
Appl., 208(2):476–486, 1997.

[43] H. Hedenmalm, P. Lindqvist, and K. Seip. A Hilbert space of Dirichlet series
and systems of dilated functions in L2(0, 1). Duke Math. J., 86(1):1–37, 1997.

[44] T. Hytönen, J. van Neerven, M. Veraar, and L. Weis. Analysis in Banach spaces.
Vol. II: Probabilistic methods and operator theory, volume 67 of Ergebnisse der
Mathematik und ihrer Grenzgebiete. Springer, Cham, 2017.

[45] P. Ivanisvili, R. van Handel, and A. Volberg. Rademacher type and Enflo type
coincide. Ann. of Math. (2), 192(2):665–678, 2020.

[46] M. Klimek. Metrics associated with extremal plurisubharmonic functions. Proc.
Amer. Math. Soc., 123(9):2763–2770, 1995.
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