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Deformaciones de foliaciones de tipo pullback

Resumen:

Esta tesis esta dedicada al estudio de la estabilidad de foliaciones de tipo pullback en
contextos globales y locales. Siendo estas foliaciones aquellas cuyo haz tangente contie-
ne al tangente relativo de un morfismo, el problema puede ser traducido en términos
de ciertas propiedades locales del esquema de filtraciones de haces Drap, de Grothen-
dieck. Con estas herramientas a disposicién veremos que pequefias deformaciones de
una foliacién pullback via un morfismo cuyas fibras no tengan 1-formas globales pro-
vienen de deformar el morfismo y la foliaciéon sobre la base. Usando estos métodos
podremos atacar el problema de estabilidad de foliaciones con hojas algebraicas. En
lo que respecta al escenario local probaremos un anélogo foliado de un teorema de
Schlessinger sobre deformaciones de singularidades cénicas [Sch73]. Combinando es-
tos dos resultados podremos trasladar lo hecho para morfismos al contexto de foliacio-
nes pullback por mapas racionales genéricos 7t : X --» P™. Finalizaremos estudiando la
estructura del lugar singular de esta tltima familia de foliaciones. Mediante el uso de
la Teoria de Intersecciones de Fulton-MacPherson se exhibira una férmula para contar
la cantidad de singularidades aisladas de este tipo de foliaciones.
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Deformations of pullback foliations

Abstract:

This thesis is dedicated to the study of the stability of pullback foliations in both glo-
bal and local settings. These foliations are those whose tangent sheaf contains the re-
lative tangent of a morphism, and the problem can be translated in terms of certain
local properties of the Grothendieck’s scheme Drap, of filtrations of sheaves. With the-
se tools at our disposal, we will see that small deformations of a pullback foliation
via a morphism whose fibers do not have global 1-forms arise from deforming the
morphism and the foliation over the base. Using these methods, we will be able to
tackle the problem of stability of foliations with algebraic leaves. Regarding the local
scenario, we will prove a foliated analogue of a theorem by Schlessinger on deforma-
tions of conical singularities [Sch73]. By combining these two results, we will be able
to extend what has been done for morphisms to the context of pullback foliations by
generic rational maps 7 : X --» P". Finally, we will study the structure of the singu-
lar locus of this latter family of foliations. Using the Fulton-MacPherson Intersection
Theory, we will exhibit a formula to count the number of isolated singularities of this
type of foliations.

Keywords: Pullback Foliations, Deformations, Algebraic leaves
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Introduccion

Esta tesis estd abocada al estudio de las foliaciones singulares sobre variedades.
Localmente hablando, una foliacién estd representada por un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden

of; . .
a__tl:Fij(fl)-"»fn) 1<1<n, 1<]<Tl—q
j
Estos sistemas cumplen un rol preponderante dentro de diversas ramas de las cien-
cias exactas y naturales. Uno de los ejemplos caracteristicos proviene de la mecanica
clasica. El pasaje del enfoque lagrangiano al formalismo hamiltoniano conlleva al es-
tudio de las renombradas ecuaciones de Hamilton

opi _ OH 0qi _ OH

ot B aqi’ ot N apl

Incluso en los problemas mads elementales de la fisica, encontrar de manera paramé-
trica las soluciones (p;i(t), qi(t)) que determinan la dindmica del movimiento resulta
précticamente poco viable. En su lugar se procura determinar dicha curva por medio
de integrales primeras del sistema, también conocidas como leyes de conservacion o canti-
dades conservadas. Estas son aquellas funciones que no varian a lo largo de las lineas de
flujo del movimiento.

A diferencia de lo que ocurre con las ecuaciones de Hamilton, un sistema general
de ecuaciones de primer orden puede no tener soluciones locales. La existencia de
subvariedades integrales alrededor de un punto no singular equivale a las condiciones
de Frobenius

oFy  OFu
oty Ot
que provienen de la igualdad entre las derivadas cruzadas de las funciones f;. Si con-
sideramos los campos
n
0
vi=) Fis-
i=1 t

y el submédulo Ty = (vq,...,v4) de T¢n, entonces las condiciones de Frobenius se
pueden traducir en términos del corchete de Lie:

[Ty, Ts] C Tsg.

De esta manera, globalizando esta clase de sistemas integrables de primer orden, abor-
damos al concepto de foliacion.

Definicién 0.0.1. Una foliacién (singular) I de codimensién q sobre una variedad nor-
mal X consiste en una sucesién exacta de haces coherentes

0—=Tsg —>Tx—Nsz—0

tal que Ny es libre de torsién de rango q y [Ty, Ts] C Ts.
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Cuando el espacio ambiente X es una variedad propia, las integrales primeras esca-
sean por el simple hecho de que las funciones globales son tinicamente las constantes.
Sin embargo es posible encontrar integrales primeras racionales de una foliaciéon da-
da. Jouanolou probé en [Jou06] que si una foliacién de codimensién 1 tiene suficientes
hojas algebraicas entonces tiene que tener una integral primera racional no constante.

Una de las cualidades distintivas de este tipo de foliaciones es su propiedad de
estabilidad por deformaciones. Esto es, pequefias perturbaciones de foliaciones con
una integral primera racional siguen teniendo una integral primera. Esto fue obser-
vado por Gomez-Mont y Lins Neto en su articulo [CMLN91]. Muchas contribuciones
siguieron esta linea de investigacién. Foliaciones cuyas hojas son las fibras de un mapa
racional dominante genérico 7 : X --» P" son estables también. Lo mismo ocurre con
ciertas foliaciones suaves transversalmente holomorfas determinadas por un morfis-
mo 7t : X — Y cuyas fibras tienen primer grupo de cohomologia con coeficientes reales
nulos [GHS8E3]. En cierto sentido estas foliaciones son aquellas que poseen suficientes
integrales primeras.

La familia de foliaciones pullback viene a generalizar a las anteriores. Las mismas
se construyen a partir de un mapa racional 7 : X --» Y y una foliacién G sobre Y.
Las hojas de I = "G son las preimdgenes por 7 de las hojas de §. Notar que si § es
la foliacién por puntos entonces recuperamos aquellas del parrafo previo. Se conocen
muchas familias estables de foliaciones pullback [CNEO1], [CAMOQV22], [GAMV23].
El objetivo de esta tesis es proveer de mds instancias de este tipo de fenémenos.

Pasamos ahora a describir el contenido de los capitulos de la tesis.

En el Capitulo 1 presentamos los conceptos preliminares sobre foliaciones y Teoria
de Deformaciones que utilizaremos posteriormente. A partir de las distintas formas
de describir a una foliacion (ya sea en términos de subhaces del haz tangente Tx o del

haz de 1-formas reflexivas QQ]) conlleva a dos nociones no equivalentes de familias
playas. Exploraremos las similitudes y diferencias de ambos enfoques. Incluiremos una
seccién sobre Teoria de Obstrucciones, la cual serd necesaria en el siguiente capitulo
cuando hablemos sobre deformaciones de filtraciones de haces.

El Capitulo 2 esta dedicado al estudio de la estabilidad de foliaciones pullback via
morfismos, siendo el Teorema 2.3.1 el resultado central del mismo. Las ideas principa-
les de esta seccién giran en torno a la caracterizacion del Lema 1.1.1 de las foliaciones
pullback § = 7*G por un morfismo 7t : X — Y. Estas son precisamente aquellas cu-
yo haz tangente T contienen al tangente relativo Tx,y. De esta manera obtenemos una
filtracién

Txy C Ty C Ty,

que a su vez puede ser vista como un punto p del espacio de méduli Drap, de filtra-
ciones de haces de Tx de longitud 3. La asignacién que a cada filtraciéon F; C F, C Tx le
corresponde la inclusién F, C Tx determina un morfismo

Drap; — Quoty, .

Siguiendo esta linea de pensamiento es natural preguntarse cudndo este morfismo es
suave en p € Drap . En caso de serlo, una pequefia perturbacién J' de la foliacién
pullback J admite también una filtraciéon de la forma

F C Ty C k.
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En condiciones favorables, pequefias deformaciones del subhaz Tx,y C Tx como por
ejemplo la inclusién F; C Tx seguirdn siendo el tangente relativo a un morfismo y por
ende J’ tendra que ser una foliacién pullback también. Esta misma idea es aplicable al
problema de estabilidad de foliaciones que tengan una hoja algebraica. Si Z C X es una
hoja algebraica de J sabemos que

Ty C Tx(—log Z) C Tx,

con Tx(—log Z) el haz de campos logaritmicos de Z. Esto nos permite volver a emplear
las técnicas sobre deformaciones de filtraciones en este nuevo contexto.

El objetivo principal del Capitulo 3 consiste en probar un analogo foliado del Teo-
rema de Schlessinger sobre deformaciones de singularidades cénicas, es decir, aquellas
que se construyen como el germen en el origen del cono C(X) C C*™' de una subvarie-
dad proyectiva X C P™ [Sch73]. En este nuevo contexto, el cono de una foliacién J de
codimensién 1 sobre P" serd el germen en el origen del pullback 7v*J por la proyeccion
7t : C™ --» P". Concretamente probaremos que si F es de grado k, no tiene factores
integrantes polinomiales y su espacio de unfoldings de primer orden verifica

Unfs(0) =0 V¢ £k,

entonces deformaciones del cono (7t*F, 0) se obtienen como el cono de una deforma-
cién de J sobre P (Teorema 3.3.1). Cabe destacar que las hipétesis sobre los unfoldings
de primer orden de J se corresponden con las condiciones cohomolégicas

H'(Tx(0) =0 VL #0

del resultado de Schlessinger. Para obtener un enunciado maés formal necesitaremos el
concepto de deformaciones versales de gérmenes de foliaciones. También haremos uso
de la Teoria de unfoldings desarrollada por T. Suwa en los articulos [Suw85] y [Suw92].
Concluiremos exhibiendo ejemplos de familias de foliaciones de tipo split que verifican
las condiciones del teorema.

El Capitulo 4 extiende parcialmente los resultados de estabilidad del Capitulo 2 al
caso de foliaciones pullback J = 7*§ via mapas racionales genéricos 7t : X --» P™. Bajo
hipétesis apropiadas sobre la variedad ambiente y la foliaciéon de partida, demostra-
mos que las deformaciones de una foliacién pullback genérica pueden obtenerse como
pullbacks de deformaciones de la foliacién original.

Finalmente, en el Capitulo 5 investigamos la estructura del lugar singular del tipo
de foliaciones pullback estudiada en el Capitulo 4. Definiremos el esquema de tangen-
cias T(7m, §) entre un mapa racional 7 : X --» P" y una foliacién § de codimensién 1
sobre IP"*. Veremos que el lugar singular de J = "G se descompone como la unién dis-
junta entre aquellas singularidades 7' (Sing §) que provienen de la foliacién sobre la
base y el esquema de tangencias T(7, §) mencionado. Probaremos que genéricamente
este ultimo es reducido y que consiste en a lo sumo finitas singularidades de tipo Morse
(Teorema 5.1.1). Por dltimo utilizaremos técnicas de la Teoria de Interseccion desarro-
llada por Fulton y MacPherson para dar una férmula para cantidad de singularidades
tangenciales de J (Proposicion 5.2.1).



1. Preliminares

1.1. Sobre foliaciones

Comenzaremos este capitulo presentando a los protagonistas de este trabajo...

1.1.1. Foliaciones regulares

Sea X una variedad compleja suave. Una distribucion regular D de codimensién ¢
sobre X consiste en una sucesion exacta corta de fibrados vectoriales

0—=Tp = Tx = Np =0

de manera que Ny tenga rango igual a . Uno de los ejemplos prototipicos de distribu-
ciones proviene de considerar una submersiéon 7t : X — Y entre variedades complejas
suaves y la sucesion exacta corta

0= Txy = Tx =Ty = 0.

Diremos que una distribucién D sobre X es una foliacién (regular) si alrededor de todo
punto p € X existe una submersiéon 7t : U — V C C9 tal que la restriccién de la sucesiéon
exacta que define a D en el abierto U es aquella determinada por .

Alternativa y equivalentemente uno puede definir una distribucién D de codimen-
sién q sobre X como una sucesion exacta corta de fibrados vectoriales

1 1
0—=Ip =0y —0Q5—0
de manera que el rango de I es igual a q. Para pasar de una descripcién a la otra basta
dualizar la sucesién correspondiente.

Teorema 1.1.1 (Frobenius). Para cada distribucion regular D de codimensién q sobre X son
equivalentes:

(a) D es una foliacion,
(b) Tp es cerrado por el corchete de Lie, es decir que [Tp, Tp] C Top,

(c) Ip estd generado localmente por 1-formas ws, ..., w4 tales que

dwog ANwi A~ Awg=0 (1<k<q).

Nos referimos al apéndice del libro de Camacho y Lins Neto para una demostra-
cion de este Teorema [CIN13]. Acordemente con las definiciones dadas, de ahora en
adelante optaremos por denotar a las foliaciones con la letra F, en lugar de D como
veniamos haciendo. Una manera natural en la que uno puede visualizar una foliacién
JF es mediante su descomposicion en hojas, es decir aquellas subvariedades complejas
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L C X que cumplen que T/, = T, y que son maximales con respecto a esta propiedad.
Por ejemplo, las hojas de la foliacién determinada por una submersién 7t : X — Y son
las componentes conexas de las fibras de este morfismo. Como las submersiones local-
mente son equivalentes a una proyeccion lineal, las hojas de una foliacion en abiertos
suficientemente pequefios se agrupan como subvariedades lineales paralelas de codi-
mension q.

Como el titulo lo indica, la clase de foliaciones protagonistas de este trabajo son
aquellas de tipo pullback, las cuales pasamos a definir a continuacién en el contexto
regular. A partir de un morfismo 7 : X — Y entre variedades complejas suaves y una
foliacién regular G sobre Y queremos definir una nueva foliacion F = 7*§ cuyas hojas
sean (las componentes conexas de) las preimédgenes 'L de las hojas L de §. Para que
estos conjuntos efectivamente sean suaves y de la codimension esperada serd necesario
pedir que 7t y L sean transversales, es decir que Ty|p) = Im(d,7t) + Ti | siempre que
p € 7 'L. Pero como Tglr(p) = Tiln(p), esto se traduce a que

Wlnp) = Im(dp7r) + Tglrp)

para todo punto p € X. Si esto ocurre diremos que 7ty G son transversales. Bajo estas
condiciones definimos el pullback § = "G como aquella foliacién regular cuyo subfi-
brado tangente Ty es el nticleo de la composicién

TX — 7T*TY — 7T*N9.

Notar que la transversalidad entre 7y G equivale a que esta composicién sea un epi-
morfismo, y por ende el fibrado normal del pullback es igual a Ny = 7*Ng. Deducimos
de esta ultima identidad que la codimensién de G y su pullback J son iguales.

1.1.2. Foliaciones singulares

Como uno puedo prever en muchos contextos geométricos, nos interesaremos en
trabajar sobre variedades compactas. Esta hip6tesis entra en conflicto con la definiciéon
de foliacion regular dado que en general no es esperable que exista una abundancia de
estos objetos sobre variedades compactas.

Para entender un poco mejor este fenémenos pensemos por un momento que F
es una foliacion tal que Ty es trivial de rango uno, es decir, la inclusiéon Ox = Ty — Tx
equivale a un campo tangente nunca nulo (observar que la condicién de integrabilidad
[T3, T3] C Ty es vacua). La existencia de tal campo impone restricciones topoldgicas
sobre la variedad X, en este caso que la caracteristica de Euler de la misma sea nula
(por el Teorema de Poincaré-Hopf). Queda descartada la existencia de foliaciones de
este tipo sobre variedades como el espacio proyectivo P". Més radicalmente se puede
probar que sobre P" no existe ninguna foliacién regular (salvo la foliacién por puntos
y aquella cuya tinica hoja es todo el espacio).

Este es uno de los motivos por los cuales es importante flexibilizar la nocién de
foliacién a una que admita singularidades: puntos anémalos que surgen de fenémenos
como por ejemplo la aparicion de “hojas singulares” o donde hojas distintas se “estre-
llan” entre si. Serd conveniente permitir que X también admita singularidades, aunque
no demasiado salvajes.



Definicién 1.1.1. Una foliacion (singular) 5 de codimensién q sobre una variedad nor-
mal X consiste en una sucesion exacta de haces coherentes

0—=>Ty—>Tx =Ny —0

tal que Ny es libre de torsiéon de rango q y [Ty, Ts] C Ty. Apodaremos a Ty y Ny respec-
tivamente como los haces tangente y normal de la foliacién J.

Ejemplo 1. Un campo vectorial v € I'(Tx) cuyo conjunto de ceros tiene codimensién
mayor o igual que dos induce una foliacién via la inclusiéon Ty = Ox - v C Tx.

Al igual que en el caso regular, una foliacién singular se puede describir tam-
bién en términos de formas diferenciales. A la hora de trabajar con una variedad sin-
gular X necesitaremos reemplazar a los haces de p-formas diferenciales de Kéahler
Qf = AP Q>j por los, mejores comportados en contextos foliados, haces de p-formas
reflexivas Q = (QF)VY. El dato de una foliacién F de codimensién ¢ equivale a tener
una sucesion exacta corta de haces coherentes

01y — QY 50l -0

11 .
con Q[g} libre de torsién y I5 un haz de rango q que en la parte suave de X verifique
la condicién (c) del Teorema 1.1.1. Precisamente, si dualizamos la sucesioén exacta que
determina a J obtenemos una sucesion exacta a izquierda

0—)N\§—>QQ}—>T;/,

y por lo tanto los haces prometidos resultan ser Is := NY y Q' := Im (Q}’ — Ty). Estas
dos formas de representar a J son equivalentes dado que si dualizamos la sucesiéon
exacta de formas diferenciales obtenemos la sucesién original de campos de vectores
de la definicién de foliacion.

Mas sintéticamente podemos representar a una foliacién de codimensién q me-
diante una tnica g forma reflexiva twisteada. Dado L un haz reflexivo de rango uno sobre
X, definimos el haz Q (L) = (Qf ® L). Toda foliacién F de codimensién ¢ sobre X
se corresponde con una seccién

w e r(nﬁ”(u)

que satisface las siguientes propiedades:
(i) Sing(w) tiene codimensién mayor o igual que dos,

(ii) en un entorno de un punto general w se descompone como producto wedge de
1-formas locales que verifican las condiciones de integrabilidad

w=w; A---Nwg, dwoi Ay A---Nwg=0 (1<i<q).

Partiendo de una foliaciéon F como antes, el morfismo de haces Tx — Ng induce una
aplicacion (A9Tx)YY — (A9Ng)YY = det Ny. Fijando L := det Ny, la g-forma twisteada
w asociada a J se construye dualizando este tltimo mapa. Reciprocamente, el haz
tangente Ty se recupera como el ntcleo de la contracciéon Tx — foﬂ (L) por la forma
w.



Definicién 1.1.2. El lugar singular de J es el esquema Sing(JF) = Sing(w), es decir, el
esquema de ceros de la 1-forma twisteada w que define a J.

Ejemplo 2. Supongamos que la variedad ambiente es el producto X = F x Y de una
variedad normal F y una variedad suave Y, y J es foliacién sobre X dada por las fibras
de la proyeccién 7t : F x Y — Y. Dado un sistema de coordenadas analiticas ys, ..., yq
en algtn abierto de Y, localmente la g-forma asociada a ' es w = 7" (dy; /A --- A dyq)
y por ende Sing(J) es vacio.

Esto muestra que en general Sing(X) ¢ Sing(J). En un sentido impreciso, los
puntos singulares de J son aquellos alrededor de las cuales la foliacion esta lejos de
ser una fibracién (comparar con [BM16, Lemma 1.2.1]). La restricciéon de J al abierto
u=X\ (Sing(X) U Sing(JF )) es una foliacién regular como en la seccién previa, y por
lo tanto U admite una descomposicién en hojas.

Ejemplo 3. Denotemos por P,, al espacio proyectivo con pesos asociado a la (n + 1)-
tupla de enteros no negativos w = (wy, ..., w,). Tensorizando la sucesién exacta corta
de Euler

0— Q]E_;V]v — EB Op,,(—wWi) = Op, — 0
i=0
por el haz Op,, (d) y luego dualizando dos veces podemos concluir que las secciones
globales w € F(ng (d)) se corresponden con expresiones de la forma

w = qodxo + - - - + apdx,

con a; polinomios quasihomogéneos de grado d — w; que verifican la condicién de
descenso
WoQoXg + - - - + WnanXx, = 0.

Si ademds pedimos que w no se anule en codimensién uno y que verifique la con-
dicién de integrabilidad dw /A w = 0 entonces la misma determina una foliacién de
codimension uno sobre P,,. Diremos que d es el grado de la foliacion inducida por w.!

Ejemplo 4. Consideremos secciones f; € I'(0p, (d;)) con 1 < i < m de manera que

AMdy 4+ 4+ ARd, =0

para ciertos niimeros complejos Ay, . .., Ay,. Entonces
df dfim
w="Ff Ty }\1_]_|_..._|_)\m_
fi fin

es una 1-forma twisteada sobre P,,. Como w/f; - - - f,,, es una 1-forma racional cerrada,
w verifica la condicién de integrabilidad y por ende induce una foliacién de codimen-
sién 1 sobre P,,. A este tipo de foliaciones se las conoce como logaritmicas.

Ejemplo 5. Supongamos que G es un grupo de Lie complejo actuando fielmente sobre
X.Sig C I'(Tx) es el dlgebra de Lie de G, entonces obtenemos una foliacién J cuyo haz
tangente es la saturaciéon de

Las hojas de J son las 6rbitas maximales de dicha accién.

!La definicién de grado puede variar en la literatura. Comparar por ejemplo con [CN96, pag. 578].
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1.1.3. Foliaciones pullback

Recordemos que para un morfismo entre variedades suaves 7t : X — Y transversal
a una foliacién regular § construimos el pullback ¥ = 7*§ via la composicién Tx —
Ty — 7 Ng. Cabe destacar que el primer morfismo proviene de dualizar la sucesiéon
exacta cotangente
O] 1 1
7I_QY—>_QX—>_QX/Y—>O

e identificar m*Ty ~ (7*Q})" dado que Ty es localmente libre. Sin embargo esta tltima
igualdad deja de ser cierta si Y es singular. Si las variedades involucradas son normales
tenemos en reemplazo la sucesién exacta

0— TX/Y — TX — 7T[*]Ty

donde 7 (=) = (7*(—))"" es el pullback reflexivo de haces.

Definicién 1.1.3. Sea 7w : X — Y un morfismo entre variedades normales y § una folia-
cién sobre Y. Se define el pullback 3 = 7*G como aquella foliacién sobre X cuyo subhaz
tangente Ty es el nticleo de la composicion

TX — TI[*]TY — W[*]Ng.

Mas generalmente, si 71 : X --+ Y es un mapa racional definido salvo codimensién dos
en un abierto U C X, podemos definir el pullback F = n*§ como la tinica foliacién que
restringida a U coincide con (7t )*S.

Efectivamente el normal Ny es libre de torsion, pues es la imagen de la composi-
ci6n previa y /N es libre de torsion por ser reflexivo. Notar también que si § tiene
codimensién q y es genéricamente transversal al mapa racional 7t: X --» Y entonces el
pullback F = 7*G también tiene codimension q.

Ejemplo 6. Sea X = BlyA™"' el blow-up del espacio afin en el origen junto con la
proyeccion 7t : X — A™'. En uno de los abiertos afines usuales U; C X existen coor-
denadas (x,y) = (x,Y1,...,Yn) de manera que 7(x,y) = (x,xyi,...,Xyn). Sea § una
foliacién de codimensién 1 sobre A™ definida por una 1-forma w = apdxo+ - - - + andx,
con coeficientes homogéneos de grado k — 1. En términos de las coordenadas de U, el
pullback 7*w de escribe como

T'w = ao(x, xy)dx + Z ai(x,xy)d(xyi)

i=1

kT [a0(1,y)dx+ Z ai(1,y)yidX+XZ ai(])y)dyi:|

i=1 i=1

= X" (i) 1,4 dx + X Z ai(1,y)dy;.

i=1

con R =x¢0p+ - - - +%,0, es campo radial de Euler. Dicho esto, el orden de anulacién de
m*w en el divisor excepcional E es k, si irw = 0; y k — 1, en caso contrario. Dividiendo
por la potencia correspondiente de una funcién que localmente defina a E obtenemos
una 1-forma que define al pullback J = *G.



Mads generalmente, supongamos que G es una foliacién determinada por una 1-
forma twisteada w y 7t : BL,Y — Y es el blow-up sobre un punto suave de Y. Definimos
la multiplicidad de G en p como el orden de anulacién m,(§) de m*w sobre el divisor
excepcional E C Bl,Y. La cuenta previa muestra que si la parte inicial wy del germen
w € Qy tiene coeficientes homogéneos de grado k — 1, entonces

m (9)_ k si ika:O,
P k=1 siodga #0.

Definicién 1.1.4. Sean 7 : X --» Y un mapa racional entre variedades normales, G
una foliacién sobre Y, y 3 = ©*§ el pullback entre ambos. Definimos el esquema de
tangencias entre 7y § como la diferencia esquemaética

T(m,§) = Sing F\ 7' (Sing ).

Conjuntisticamente hablando,
T(m,§) = {p € X\ B : ni(p) ¢ Sing G, Im(d,70) + Tglntp)  Trlrip) }»

es decir que las tangencias estan dadas por los puntos de no transversalidad entre 'y
G. En el caso en el que G tenga codimensién 1, la segunda de las condiciones equivale
a que Im(d,7) C Tglxp) por motivos dimensionales. Con esta misma hipétesis sobre G
podemos decir ademads que J posee una integral primera local holomorfa alrededor de
todo punto p € T(m, ). En efecto, como 7t(p) es un punto suave de G, dicha foliacién
tiene que tener una integral primera local holomorfa g por el Teorema de Frobenius.
Entonces f = g es la prometida integral primera de J alrededor de p.

Es claro de la definicién que una condicién necesaria para que J sea el pullback
por un morfismo 7 : X — Y de una foliacion sobre Y es que haya una contencién entre
espacios tangentes Tx,y C Ts. El siguiente resultado dice que esta condicién también es
suficiente.

Lema 1.1.1 ([CLNL" 06, pag. 162]). Sean 1 : X — Y un morfismo sobreyectivo entre varie-
dades normales con fibras conexas, y F una foliacion sobre X. Si el haz tangente Ty contiene a
Tx /v, entonces existe una foliacion G sobre Y tal que § = 1*G.

1.1.4. Deformaciones de foliaciones

Por el momento definimos foliaciones tinicamente sobre espacios normales. Esta
hipétesis nos permitié describirlas en términos de campos de vectores y formas di-
ferenciables. Al momento de deformar estos objetos querremos incluir esquemas no
reducidos en el asunto como por ejemplo Spec C[e]/(€?) para poder hablar de defor-
maciones infinitesimales. La hipoétesis sobre la torsion pedida sobre el normal N4 no se
comporta bien cuando los esquemas en cuestién no son integros.

Definicién 1.1.5. Diremos que un haz de &x-médulos N sobre un esquema X es tor-
sionless si el mapa natural N — NYV es un monomorfismo.



Definicién 1.1.6. Sea 2" /S una familia localmente trivial de variedades normales. Una
familia de distribuciones integrables (no necesariamente saturadas) sobre 2 /S consiste en
una sucesion exacta corta de haces coherentes

0—=Tzs — Tas = Nz —0
tal que N z/s es torsionless y Tz s es cerrado por el corchete de Lie de 2" relativo a S.

Cuando la base S es integra, la condicién sobre el haz normal N 7,5 de ser torsion-
less equivale a que este sea libre de torsién. Sin embargo ambas nociones son distin-
tas en general. La razén por la cual optaremos quedarnos con la primera por sobre
la segunda es que este tipo de familias admiten una descripcién equivalente en tér-
minos de formas diferenciales como veremos a continuacién. Vamos a denotar por
QEK} /5 = (Ql,5)" al haz de 1-formas diferenciales reflexivas relativas.

Definicién 1.1.7. Una familia de sistemas de Pfaff involutivos (no necesariamente saturados)
sobre .27 /S consta en una sucesion exacta corta de haces coherentes

0—)19/5—>Q[3 s—)Q s—>0

con Q' ? /s torsionless, y en un entorno de un punto general cada eleccién de secciones
locales wy, . wq de Iz /s verifica las condiciones de integrabilidad dw; A w; A -+ A
wq = 0 con 1 < i < g, donde denotamos por d al diferencial de de Rham relativo a S

Siguiendo el mismo procedimiento de las secciones precedentes, a toda familia de
distribuciones integrables le corresponde via dualidad una familia de sistemas de Pfaff
involutivos y viceversa. Aqui estamos usando implicitamente que los subhaces de uno
torsionless son torsionless y que el dual de cualquier haz de Ox-mdédulo es torsionless
también. Como los haces normales y conormales son torsionless, la demostracién del
[Qual5, Lem. 4.2] nos garantiza que esta correspondencia es biyectiva y simultanea-
mente motiva el uso de la (a priori artificial) nocién de ser torsionless. Las condiciones
de integrabilidad de las respectivas familias duales se verifican localmente sobre sec-
ciones mediante [War83, Prop. 2.30].

A pesar de que estas son dos caras del mismo objeto subyacente, se hizo una dis-
tincién en la nomenclatura de estos tipos de familias por dos motivos:

— En primer lugar necesitaremos poder decir cudndo estas familias de foliaciones
varian, en algin sentido, “continuamente”. Como es de esperarse, diremos que
una familia de dlstr1buc10nes integrables (resp. sistemas de Pfaff involutivos) es
playa si el haz Ng/s (resp. Qg /s) es playo sobre S. En [Qual5] fue observado que
estas dos condiciones de playitud no son equivalentes (ver el ejemplo de la se-
gundo seccién de dicho articulo).

— Como fue remarcado, ambos tipos de familias forman una coleccién de folia-
ciones no necesariamente saturadas. Mas precisamente, dado un punto cerrado
s € Sy una familia playa de distribuciones integrables obtenemos via restriccién
a la fibra 2 una sucesion exacta corta

0— (Tgss)|, = Tay = (Ngys)|, — 0.

donde la inyectividad del primer morfismo viene garantizada por la playitud de
Nz /s sobre la base S (notar que Ty, = Ty [s pues 2'/S es localmente trivial). Sin
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embargo nada nos asegura que (N z/s) |S sea libre de torsion, y por ende la fo-
liacién en cuestion se obtiene saturando. Similarmente se puede hacer la mimica
de este proceso para familias playas de sistemas de Pfaff. Desafortunadamente
puede suceder que, ﬁara un par de familias playas mutuamente duales, entre los
haces (N » /5)| y Qg )|, haya solo uno que sea libre de torsion.

La problemética sobre la playitud es inexistente cuando S es una curva suave. Con
esta hipotesis sobre la base el espacio 2~ es integro, ambos haces Ny/s y Q /s son libres
de torsioén, y por ende también S-playos [Vak17, Exercise 24.4.B]. Notar que el ejemplo
del articulo [Qual5] mencionado anteriormente tiene como base S una superficie. Pa-
semos a ilustrar el segundo de los fenémenos.

Ejemplo 7 ([Vel22, Ejemplo 54]). Consideremos el espacio P* = P(Sym*(C?)) de for-
mas binarias de grado cuatro junto con la accién natural de SL,(C) dada por cambios
de coordenadas. La misma determina una foliacion F sobre P* cuyas hojas son las clau-
suras de sus Orbitas de codimension 1, y que tiene al clasico invariante j como integral
primera racional. Usando una descripcion explicita de j podemos inferir que J es la fo-
liacién racional inducida por una 1-forma wy = 3godfy —2fydgo, con fy y go polinomios
homogéneos de grados 2 y 3 respectivamente [CACO6, pag. 7]. Como la accién es libre
salvo codimensioén dos, el espacio tangente de J es igual a Ty = s, (C) ® Ops C Tpa.

Sean f; y g; dos deformaciones genéricas de los polinomios anteriores parametri-
zadas por la recta afin S = A'. Obtenemos entonces una familia playa de sistemas de
Pfaff involutivos

0 = Opiys(—5) = Qpugs = Qb g — 0

donde el morfismo de la izquierda se corresponde con la 1-forma w, = 3g,df; —2f,dg;.
Como wy no se anula en codimensién uno el haz (QL 7/ ‘0 es libre de torsion. Por el
contrario (Ngz/s) , tiene torsion. Si no fuese el caso esta restriccion deberia coincidir
con el normal Ny, y (Tz/s | , con el tangente Ty ~ ﬁﬂ Pero este ultimo haz es rigido y
en consecuencia ws deberfa tener haz tangente tr1V1al para valores de s € A' cercanos
al origen. Esto es contradictorio porque foliaciones split tienen lugar singular equidi-
mensional, mientras que una foliacién racional genérica tiene singularidades aisladas.

Este ultimo paso del razonamiento da la pauta de lo que esta fallando al duali-
zar: en el limite de s tendiendo a cero los lugares singulares de los miembros de es-
ta familia de foliaciones experimentan un cambio abrupto. En general definimos el
lugar singular de una familia de distribuciones integrables/sistemas de Pfaff involu-
tivos de cod1mens1on q como el esquema de ceros Sing(.#) de la g-forma twisteada
w e F( pe /s(det N/s)) obtenida por un proceso analogo al de las secciones previas.
En términos concretos, el lugar singular de la familia del Ejemplo 7 no es playo sobre
el esquema base S.

Definicién 1.1.8. Diremos que una familia playa de distribuciones integrables (resp.
familia playa de sistemas de Pfaff involutivos) .# /S es una deformacién de una foliacion
J sobre X si existe un punto cerrado s € S y un isomorfismo X ~ Z; de manera que la
restriccion de la sucesién exacta que define a .% /S a la fibra sobre s se identifica via este
isomorfismo con la sucesién exacta de campos de vectores (resp. formas diferenciales)
que define a J.

Lema 1.1.2. Supongamos que S es una curva suave y que la familia de sistemas de Pfaff invo-
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lutivos

(1]
s — Qg

es una deformacion de una foliacion J de codimension uno de manera que 1z s sea un Q-fibrado,
es decir que, alguna de sus potencias sea un line bundle. Si el lugar singular Sing(.%) es playo
sobre S y disjunto de Sing(.2"), entonces la familia dual de distribuciones integrables

Oa17/5—>Q -0

0—Tzss— Tays — Nz —0

también es una deformacién de J.

Demostracién. Nuestro objetivo serd probar que (N /5)|S es libre de torsion. Bastara
entonces verificar que el haz normal de esta familia satisface la identidad

Nf/S - ISmg X IJ(Z/S

porque la hipétesis de playitud asegura que (ISing(gz))’ = Ising(#),, mientras que lo
asumido para Izs implica que (I3 /s) L también es un Q-fibrado. Como Sing(.%) y
Sing(.2") son disjuntos, por la naturaleza local del enunciado bastara probar este re-
sultado en los casos Sing(.#) = () y Sing(.2") = 0. Recordemos que, por la defi-
nicién misma del lugar singular de una familia .%/§, la imagen de la contraccion
(To/s @ 1zss)YY — Oy por w coincide con Iging( 7).

Si Z es suave, entonces Ty /s ® 175 es reflexivo y I.z/s es un line bundle por ser un
haz reflexivo de rango uno. Consecuentemente el morfismo Ty /s — Ising(7) ® I} /s €S
sobreyectivo y su nucleo es Tz /s. Esto implica que el haz de la derecha es N /s como
queriamos ver.

Pasemos a demostrar el caso Sing( Z) =10, es decir cuando (Ty /s ® Lz/5)"" — Oy
es sobreyectivo. Tensorizando por I 7,5 Obtenemos un morfismo sobreyectivo

(Tass ® Lyys)™Y @ I/ — L .

Tomando doble dual obtenemos una aplicacion Ty-s — I} ¢ también sobreyectiva por-
que se factoriza por el mapa anterior. Luego N z,s = I, /5 O

La utilidad de este tltimo resultado estd supeditada a la existencia de singularida-
des estables de foliaciones, las cuales garantizan que se cumple la hipétesis de playitud
sobre el esquema Sing(.#)/S. La clase més sencilla de este tipo de singularidades de
foliaciones es prestada de la Teoria de Singularidades de funciones holomorfas. El nui-

mero de Milnor de una singularidad aislada f € C{{z,,...,z,}} es
. C{{Zh--wzn}}
f) = .
w(f) = dime 3 1)

Diremos que f es de Morse si u(f) = 1. Por semicontinuidad del nimero de Milnor
podemos concluir que pequefias perturbaciones de una singularidad de Morse sigue
siendo de Morse. Habiendo terminado con esta digresién pasemos a retomar el con-
texto foliado.

Definicién 1.1.9. Dada J de codimensién 1 sobre X, un punto p € Sing(J) \ Sing(X)
es una singularidad de tipo Morse si existen coordenadas analiticas z,...,z, alrededor
de p y una funcién de Morse f € C{{z,...,z,}} tal que I esta representada localmente
por la 1-forma w = df.
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Como es de esperarse, este tipo particular de singularidades de foliaciones también
es estable. Antes de enunciar esto con propiedad vamos a introducir una segunda clase
de singularidades.

Definicién 1.1.10. Sea J una foliacién de codimensién 1 sobre X. Diremos que un punto
p € Sing(J) \ Sing(X) es una singularidad de tipo Kupka si existe un germen de 1-forma
w e Q}Qp que represente a I tal que dw,, # 0.

Esta condicién equivale a que el diferencial de cualquier 1-forma que represente a
J alrededor de p no se anule en este punto. Efectivamente, cualquier otro representante
es de la forma gw con g € Ox, un germen que no se anula en p y por ende

d(gw)p = dgp A wp + Q(P)dwp = g(p)dwp # 0.

Proposicién 1.1.1 ([Qual5, pag. 24]). Supongamos que

0ol

25 75 0

0— Ig/g —Q

es una deformacion de una foliacion F de codimension 1. Si p es una singularidad de tipo Morse
o Kupka de F, entonces Sing(.#) es playo sobre S en el punto p.

Posteriormente en el tercer capitulo vamos a introducir una nueva clase de sin-
gularidades de foliaciones a las cuales denominaremos como singularidades conicas, y
probaremos que las mismas también son estables. Una de las motivaciones de su es-
tudio es la estructura del lugar singular de ciertas foliaciones de tipo pullback por un
mapa racional genérico 7t : X --» P™. En buenas circunstancias las singularidades de
tales foliaciones son de tipo Morse, Kupka o cénicas. Esto nos permitird usar el Lema
1.1.2 para analizar la estabilidad de estas foliaciones de tipo pullback. Concluimos con
una observacién que serd utilizada més adelante en el capitulo 4.

Lema 1.1.3. Consideremos una deformacion

0—=1Iz/s— QL -l

XxS/S 75— 0

de una foliacién F con S una curva suave. Sea 7 : Bl, X — X el blow-up sobre un punto suave
p € X de manera que la multiplicidad m,(.F,) es independiente de s € S. Entonces 7*(.% /S)
es una deformacion del blow-up 3.

1.2. Sobre teoria de deformaciones

1.2.1. Teoria de obstrucciones para anillos locales

Definicién 1.2.1. Sea S — A un morfismo de anillos conmutativos e I un A-médulo.
Una extension de la S-algebra A por I consiste en una sucesion exacta de grupos abelia-
nos

0—-I—-A"5A=0

de manera que la flecha de la derecha es un morfismo de S-algebras tal que 1> = 0.
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Dos extensiones A’ y A” son isomorfas si existe un isomorfismo A’ — A” de S-
algebras que hace conmutar el diagrama

0 | s A’ s A s 0
0 | s A s A s Q.

Al conjunto de clases de equivalencia de tales extensiones lo vamos a denotar por
Ex(A/S,I)

el cual tiene una estructura natural de A-médulo [Ser(7, Section 1.1.2]. Definimos el
pullback de una extension 0 — I — A’ — A — 0 por un morfismo de S-dlgebras B — A
como la extensién de B por I

0—2I—-A"xaB—=B—=0.
Esta construcciéon preserva equivalencias e induce una funcién
Ex(A/S,I) — Ex(B/S,I).

Mas atin, se puede probar que el conjunto de la derecha es un A-médulo y que esta
aplicacion es un morfismo de A-médulos. [Ser07, Prop. 1.1.5]

Proposicién 1.2.1. Dado un morfismo de S-dlgebras B — A y un A-médulo 1 existe una
sucesion exacta larga de A-mddulos

0 — Der(A/B,I) — Der(A/S,I) — Der(B/S,I) —
— Ex(A/B,I) — Ex(A/S,I) — Ex(B/S,I).
Definicién 1.2.2. Sea S — A un morfismo entre k-dlgebras noetherianas locales con
cuerpo residual k. El espacio de obstrucciones de la S-algebra A es
o(A/S) = Ex(A/S, k).
Cuando S = k vamos a denotar a dicho espacio simplemente como o(A). En es-

te contexto local, si especializamos la Proposiciéon 1.2.1 al caso I = k obtenemos una
sucesion exacta larga de la forma

0 —— TA/B — TA/S > TB/S > O(A/B) — O(A/S) — O(B/S)

Teorema 1.2.1. Consideremos un cuerpo algebraicamente cerrado k y un morfismo S — A
entre k-dlgebras noetherianas locales con cuerpo residual k. Si S es una k-dlgebra completa, son
equivalentes:

(a) A es una S-dlgebra formalmente suave.

(b) Tao — Ts es sobreyectivo y o(A) — o(S) es inyectivo.
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(c) o(A/S)=0.

Por dltimo lugar enunciaremos un resultado técnico que serd utilizado més ade-
lante.

Lema 1.2.1. Sean S — B — A dos morfismos entre k-dlgebras noetherianas locales con cuerpo
residual k. Si o(A/S) — o(B/S) es inyectivo, entonces o(A) — o(B) también es inyectivo.

Demostracion. Se tiene un diagrama conmutativo con filas exactas

0 —— Tays s Ta » Ts > 0(A/S) —— o(A) —— 0o(S)
0 —— TB/S > TB > Ts > O(B/S) E— O(B) E— O(S)
La prueba se reduce a perseguir elementos en este diagrama. O

1.2.2. Estabilidad de intersecciones completas

Definicién 1.2.3. Diremos que una subvariedad Z C X de codimensién q es una inter-
seccion completa si existe un line bundle L de manera que Z es el conjunto de ceros de q
secciones s; € I'(L%) con 1 <1< q.

Las intersecciones completas en P" son estables y no obstruidas, como se puede ver
en [Ser(7, pag. 235]. Siguiendo las mismas ideas de la demostracién es posible ampliar
este resultado de la siguiente manera:

Teorema 1.2.2. Sea L un line bundle amplio sobre una variedad proyectiva X tal que
HP(X, L") =0 si O<p<mn, keZ
Entonces las intersecciones completas de dimensién positiva de secciones de potencias de L estdn

parametrizadas por un subesquema abierto y suave de Hilby.

Demostracién. Supongamos que el subesquema cerrado Z C X es la interseccién com-
pleta de secciones s; € T(L%) con 1 < i < m. Tomemos una base t'V,...,t@ de
@, I'(L%) de la forma

yooosto

t = (¢, ..., th) 1T<k<d

Vamos a denotar por I',(L) al anillo graduado P;. I'(D). Dadas variables independien-
tes us, ..., uq, definimos la m-tupla

(M

s +wt™ = (s +ut! )

oo ugt st 4 ugtld)

de elementos pertenecientes al anillo I'. (L) [uy, .. ., ug). Sea K, (s +wt™) el complejo de
Koszul asociado a esta m-tupla y

A = Supp Hi (K (s +wet™)) € X x A%
A partir de la identidad X = ProjI',(L) podemos afirmar que
2 = Proj (T.(L)[wi, . .., ual /(s + wet™))
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es un subesquema cerrado del producto X x A4. Como la proyeccion p : 27 — A es
un morfismo propio, entonces U = A%\ p(A) es un abierto que contiene al origen y las
fibras de p sobre puntos de U son intersecciones completas con el mismo polinomio
de Hilbert. Esta familia playa determina un morfismo de esquemas U — Hilbx. Como
U es suave, por el Teorema 1.2.1 bastard ver que el diferencial en el origen de esta
aplicacién es sobreyectivo. El espacio tangente a Hilbx en Z se identifica con

m
M(Nzx) = @ (L)
i=1

y el diferencial de U — Hilby en el origen con la restriccién

m

Prat) - Prrsy).
i=1

i=1

Este dltimo mapa sera sobreyectivo si H'(Izx ® L%) = 0 para todo 1 < i < m. Para
alivianar la notacién vamos a introducir al fibrado E = B, L™ %. Como Z es una
intersecciéon completa, el complejo de Koszul

m 2
Ke(S1y.vnySm): O%/\Ev—>-~~—>/\Ev—>Ev—>ﬁX%ﬁz—>O

es exacto. Fijado un indice 1 < i < m, denotemos por G, a la imagen del morfismo

<;\EV) ® L% — (e/_\]EV> ® L%,

El complejo previo se puede desacoplar en las sucesiones exactas cortas

14
0> Geq — (/\EV>®Ldi—>Gg—>O.

Pasando a la sucesion exacta larga de cohomologia y usando las hipétesis de anula-
miento se deduce que H4(G;) ~ H%"'(G,) para todo 0 < q < n — 1. En particular

H'(Izx ® LY) = H'(Gy) ~ H*(Gy) ~ - -+ ~ H" ' (Gy1).
Este grupo es igual a cero siempre que n — 1 > m, es decir, cuando dim(Z) > 0. O

Veamos algunas instancias en las cuales se puede aplicar este resultado...

Ejemplo 8. Las hipétesis del Teorema 1.2.2 se verifican si L es un line bundle amplio
sobre una variedad tdrica completa y suave X. Para probar esto separemos en tres
casos:

= En primer lugar, si k > 0, entonces los grupos de cohomologia del line bundle
amplio L* se anulan gracias a [Ful93, Section 3.5].

= Sik =0, los grupos HP (X, Ox) son nulos porque los numeros de Hodge hP°(X)
son invariantes birrationales y las variedades tdricas son racionales.

» Finalmente, el caso k < 0 es consecuencia del Teorema de anulacion de Kodaira.
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Ejemplo 9. Supongamos que X es una variedad Fano suave. El indice de X es el maximo
numero natural r = r(X) de manera que existe un divisor de Cartier amplio H tal que
—Kx = rH. Diremos que H es un divisor fundamental de X. Por el Teorema de anulacién
de Kodaira sabemos que

HP (X, Ox(kH)) = HP (X, Ox(Kx + (k+T)H)) =0

siempre que 0 < p < ny k > —r, porque (k + r)H es amplio. Nuevamente por el
Teorema de Kodaira, estos grupos se siguen anulando en los casos complementarios
k < —r < 0. Por ende L = Ox(H) verifica las hip6tesis del Teorema 1.2.2 también.
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2. Foliaciones pullback via morfismos

Uno de los principales objetos de estudio de la teoria de deformaciones es la pro-
piedad de estabilidad de una familia de objetos geométricos. Estas familias son aquellas
que contienen a todas las pequefias deformaciones de sus miembros. Girbau, Hae-
flieger y Sundararaman prueban que ciertas foliaciones dadas por una fibracién son
estables, en el marco de las deformaciones transversalmente holomorfas de foliacio-
nes suaves [GHS83, Thrm 4.3.1]. En el contexto singular, Gomez-Mont y Lins Neto
prueban la estabilidad en un sentido C* de una clase foliaciones dadas por las fibras
de un morfismo 7 : X — C con a lo sumo singularidades de tipo Morse con C una
curva compleja [GMLN91, Thrm. 1.5]. En ambos casos aparece la hipétesis topoldgica
H'(F,C) = 0 sobre las fibras del morfismo involucrado.

En este capitulo probaremos que, con hipétesis similares sobre la fibra genérica de
un morfismo, que las foliaciones singulares de tipo pullback conforman una familia
estable, apuntando asi hacia una generalizacién parcial de los teoremas previos (ver el
Teorema 2.3.1).

La estrategia que implementaremos estd basada en la caracterizacién de la foliacio-
nes pullback que provee el Lema 1.1.1. A cada foliacién pullback ' = 7*§ le podemos
asociar la filtracién

Tx,y € Tg C Tx.

Luego de desarrollar las herramientas necesarias de la teoria de deformaciones de fil-
traciones de haces veremos que bajo ciertas hipétesis una pequefia perturbacion 5’ de
J sigue admitiendo una bandera de la forma

F C Ty CTx.

En condiciones favorables, pequefias deformaciones del subhaz Tx,y C Tx como por
ejemplo la inclusién F; C Tx seguirdn siendo el tangente relativo a un morfismo y por
ende J’ tendra que ser una foliaciéon pullback también.

Esta misma idea es aplicable al problema de estabilidad de foliaciones que tengan
una hoja algebraica. Notar que a partir de una hoja algebraica Z C X de una foliacién
JF podemos construir la filtracién

Ty C Tx(—log Z) C Tx,

con Tx(—logZ) el haz de campos logaritmicos de Z (es decir, aquellos campos que
preservan a Z). Como se verd en el Teorema 2.4.1, en determinados casos y volviendo
a apelar a las técnicas de deformaciones de filtraciones, una pequefia perturbacién J’
de J seguird admitiendo una filtracién de la forma

Ty C F, C Ty,

con F, = Tx(—log Z') para cierta perturbacién Z’ C X de la hoja mencionada.
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2.1. Deformaciones de filtraciones de haces

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, X un k-esquema de tipo finito y K un
complejo de Ox-mddulos acotado por derecha munido de una filtraciéon de subcom-
plejos

0=FKCHKHKC.-.--CF,4KCFK=K.

A continuacién vamos a denotar por gr. K = F;K/F;_;K a la i-ésima componente gra-
duada de K. Dado otro complejo L como el anterior, podemos construirnos un nuevo
complejo Hom*(K, L) cuya g-ésima componente homogénea es

Hom(K, L) := [ [ Hom(K!, L")
i€Z

y su diferencial esta definido como d9(f)! = di™ o f' + (—=1)9f*! o di. El complejo
Hom*(K, L) viene equipado con la filtracién

F, Hom(K, L) := {f € Hom(K,L) : f(F;K) C Fi,,L Vi€ Z}.

Por otro lado definimos el complejo de Ox-mddulos

Hom? (K, L) := Hom*(K, L)/Fo Hom*(K, L).

Se puede probar que existe un complejo filtrado I cuyas componentes homogéneas son
Ox-moédulos inyectivos y que existe un morfismo L — I de complejos filtrados tal que
gr. L — gr. I es una resolucién inyectiva para todo i € Z.

Definicién 2.1.1. Dada una resolucién L — I como la del parrafo anterior, definimos
los grupos . .
Ext! (K,L) := Hl(Homjr(K, I))

los cuales son independientes de la resolucién elegida.

Proposicién 2.1.1 ([DLP85, pag. 200]). Existe una sucesion espectral cuyos elementos de la
primera pdgina son

[licz Ext?™ (gri(K)?gri—pU-)) si p <0,
0 si p>0

P _
EV =

y que converge a Ext’ (K, L).

Definicién 2.1.2. Sea 2" una variedad S-proyectiva con un line bundle S-amplio &'»-(1).
Tomemos un haz coherente & sobre 2" que sea S-playo y cuyo polinomio de Hilbert
asociado a 04 (1) es h. Dada una {-upla de polinomios racionales H = (hy, ..., h) tales
que h = h; + - - - 4+ hy definimos el funtor contravariante

Q)rapg : Sch /s — Set
cuyo valoren T — S es el conjunto de filtraciones de Ox ,r-médulos
O=FCHC---CFH 1 Ch=&=¢E Qg O7

que verifican las siguientes condiciones:
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e los haces gr. & = Fi/Fi_; son T-playos,
e paratodot € T, el polinomio de Hilbert de (gr, &7)|x, es igual a h;.

Observacién 2.1.1. En el caso particular en el que las filtraciones tengan longitud 1 = 2,
el funtor Q)rap; no es mas ni menos que el funtor Quot’y’ de Grothendieck.

H oors .
El funtor Drap,, estd representado por un esquema S-proyectivo al que vamos a
denotar por Drap!,. Como es habitual nos resultara conveniente considerar el esquema

Drap, := |_| Drap!;
H

donde H = (hy,...,h) varia entre aquellas {-uplas de polinomios que suman h =
hy + -+ 4+ he. Como el lector puede observar este S-esquema depende de la elecciéon
de la longitud de las filtraciones {, pero para no sobrecargar la notacién la omitiremos
esperando que queda clara por el contexto.

En general, si X — S es un morfismo de esquemas y p € X es un punto sobre s € S,
definimos el espacio de obstrucciones de X en p relativo a S como

OP(X/S) = O(ﬁx,p/&\s,s)-

Siguiendo los resultados [DLI85, Prop. 1.5], [Ser07, Prop. 4.4.4] y [Ser07, Prop. 2.1.7]
podemos describir las propiedades locales del esquema Drap; de la siguiente manera:

Proposicién 2.1.2. Supongamos que 2 es una variedad S-proyectiva y & es un haz coherente
sobre 2" que sea S-playo. Dada una filtracion p € Drap . del haz E = &| tenemos una sucesion
exacta

0 — Ext}(E,E) — T, Drap, — T,S — Ext! (E, E).

Ademds, existe una inclusion del espacio de obstrucciones o,(Drap, /S) C ExtL(E, E). Enel
caso particular S = Spec k la sucesion se reduce a un isomorfismo T, Drap, = Ext’ (E, E).

2.2. Deformaciones de filtraciones de longitud 3

Dado un S-esquema T y un entero T < i < £ — 1 existe una aplicaciéon @; :
Drap ,(T) — Quot,(T) que le asigna a una filtraciéon Fy C --- C F 4 C & lainclusion del
i-ésimo término F; C &7. Esto define una transformacioén natural ¢; : Drap, — Quot,
entre funtores de anillos de Artin y por ende un morfismo de S-esquemas

@i : Drap, — Quot,.

Proposicién 2.2.1. Sea Z un S-esquema proyectivo y & un haz coherente sobre 2 que sea
S-playo. Tomemos un punto p € Drap, sobre un punto suave s € S correspondiente a una
filtracion Fy C F, C &|s = E tal que

(11) Hom (F],E/Fz) = 0, y
(b) o(¢1) : 0,(Drap, /S) — 04, (Quots /S) es nulo.

Entonces el morfismo ¢, : Drap, — Quot es suave en p.
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Demostracion. Gracias al Teorema 1.2.1 bastara ver que d¢; : T, Drap, — T, ) Quot,
es sobreyectivo y que el mapa de obstrucciones o(@;) : o,(Drap,) — 04, (Quot,)
es inyectivo. La hipétesis de suavidad de S nos garantiza que o,(S) = 0 (nuevamente
por Teorema 1.2.1). Por ende, usando el Lema 1.2.1, probar la inyectividad del mapa
o(@;) se reduce a probar la inyectividad de o(¢;) : o,(Drap; /S) — 04,p)(Quotg /S).
La Proposicion 2.1.2 nos provee del diagrama con filas exactas

0 — Ext} (E,E) —— T, Drap, > TS » Ext} (E, E)

ldwz ld(pz ’ lO((Pz)

0 — Hom (F,, E/F2) — Ty, Quot, — T,S — Ext' (Fy, E/F,)

junto con dos inclusiones
op(Drap, /S) C Ext| (E,E), 04,0 (Quots /S) C Ext! (F2, E/F2).

Persiguiendo elementos en este diagrama se puede probar facilmente que para concluir
lo que queriamos basta con ver que la primera flecha vertical es sobreyectiva y que
o(@2) : op(Drapg /S) — 04, (p) (Quotg /S) es inyectivo.

La Proposicién 2.1.1 aplicada a la filtracion F; C F, C E dice que existe una sucesién
espectral que converge a Ext’ (E, E) de manera que
B = Ext'(F, Fo/F) @ Ext'(Fo/Fr, B/F),
By 22 = Ext'(Fy, E/F2),

y los restantes términos de la primera pédgina son nulos. Como esta pagina estd sopor-
tada en dos columnas consecutivas tenemos una sucesién exacta larga de la forma

.-+ — Ext'(Fy, F2/Fy) @ Ext'(F2/Fy, E/F2) — Ext! (E,E) — Ext'(Fy, E/F) — -+ (2.1)
Por otra parte los morfismos @1, @, : Drap, — Quot; inducen cada uno una apli-
cacion lineal entre espacios tangentes
do; : ExtS (E,E) — Hom(Fy, E/Fy)
de; : Ext] (E,E) — Hom(F,, E/F,),
y otra entre espacios de obstrucciones
o(¢1) : Ext (E,E) — Ext'(Fy, E/Fy)
o(¢2) : Ext! (E,E) — Ext' (F, E/F2).
Estas transformaciones lineales se pueden acoplar a la sucesién exacta larga (2.1) para

obtener el siguiente diagrama conmutativo:

Hom(Fy, E/F1) ® Hom(F,, E/F;)

Hom(F1,F2/F1) @HOI‘n(Fz/F],E/Fz) > EX’[S_(E,E) R Hom(F1,E/F2)

< 0>

Ext'(Fq,F2/F1) @ Ext! (F,/F1, E/F)) ————— Ext,(E,E) —— Ext!(F1,E/F)

N

Ext' (Fq, E/F;) @ Ext' (F2, E/F,)
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Las flechas diagonales involucradas provienen de las sucesiones exactas largas indu-
cidas por el bifuntor Hom(—, —). Usando las hipétesis del enunciado y persiguiendo
elementos en el diagrama previo podemos concluir que Exti(E, E) —» Hom(F,, E/F;)
es sobreyectivo y o, (Drap, /S) C Ext} (E,E) — 04, (Drap, /S) C Ext'(F,, E/F,) es
inyectivo como queriamos. [

Observacion 2.2.1. Siguiendo el mismo razonamiento de la demostracién previa, si
reemplazamos la condicién (b) en la Proposicion 2.2.1 por la variante

(b’) o(@z:0p(Drap, /S) — 04,0 (Quot, /S) es nulo.

podemos concluir que ¢; : Drap, — Quot, es suave en p.

2.3. Estabilidad de foliaciones pullback

Definicién 2.3.1. Consideremos 2°/S e #'/S dos familias localmente triviales de va-
riedades normales, IT: 2~ — % un S-morfismo y ¢/S es una familia de distribuciones
integrables sobre %/S. Se define el pullback .% /S = TT1*(¢/S) como aquella familia de
distribuciones integrables sobre 2°/S cuyo subhaz tangente Tz/s es el ntcleo de la
composicion

ng{'/g — ﬂ[*}T@/s — ﬂMNg/s.

Cabe destacar que al ser TT*/Ny 5 el dual de un haz tiene que ser torsionless, y por
ende el normal Nz /s también es torsionless por ser un subhaz del primero. Estamos en
condiciones de enunciar el resultado principal de este capitulo:

Teorema 2.3.1. Consideremos un morfismo 7 : X — Y entre variedades normales que sea
propio, sobreyectivo, con fibras conexas y cuya fibra genérica sea suave y no tenga 1-formas
globales. Supongamos que

0—=Tzs — Tas = Nz —0

es una deformacion de una foliacion pullback § = 7*G = F con base suave S. Si la familia
2 es proyectiva sobre Sy 11 : 2~ — % es una deformacion de 7t sobre S, entonces existe un
entorno étale U — S de s y una deformacion ¢ /U de G = ¥, de manera que % /U = TT* (¢ /U).

Para poder probarlo necesitaremos primero el siguiente lema de anulacién:

Lema 2.3.1. Sea 7 : X — Y un morfismo propio entre variedades normales tal que su fibra
genérica sea suave y no tenga 1-formas globales. Si I = 7§ es una foliacién pullback, entonces
HOI’n(Tx/y, fo) =0.

Demostracién. Observemos que, como Ny es libre de torsion, entonces Hom(Tx v, N7)
también lo es. Con lo cual si queremos probar que las secciones globales de este ulti-
mo haz son nulas, bastard verificar que tales secciones son genéricamente nulas. Esto
nos permite suponer, luego de restringirnos a un abierto apropiado de X, que las va-
riedades involucradas, el morfismo 7 y la foliacién G son suaves. De esta manera el
haz normal de J resulta ser igual a Ny = m*Ng. Volviendo a pasar por un abierto mds
pequefio de ser necesario podemos suponer que Ng = &Y. Por otra parte gracias a la
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hipétesis sobre las fibras y [Vak17, Cohomology and Base Change Theorem] podemos
concluir que Tt*Q;( = 0, con lo cual

como querfamos probar. O

En particular si especializamos este lema en el caso donde § es la foliacién por
puntos obtenemos el siguiente resultado de rigidez de foliaciones dadas por fibracio-
nes...

Corolario 2.3.1. Si J es la foliacién cuyas hojas son las fibras de un morfismo propiom: X =Y
con fibra genérica suave y sin 1-formas globales, entonces el tangente Ty = Txy es rigido como
subhaz de Tx.

Demostracién del Teorema 2.3.1. Observemos que el haz coherente & = Ty s es playo
sobre S, con lo cual la eleccién de un haz S-amplio &4 (1) nos permite construir los
esquemas Drap, y Quot,. Sea p € Drap, el punto sobre s € S correspondiente a la
filtraciéon

Txyy € Ty C Tx = &s.

Gracias al Lema 2.3.1 sabemos que se verifica la condicién (a) de la Proposiciéon 2.2.1.
Asuvez, el subhaz Ty /5 C & se corresponde con una secciéon S — Quot, de morfismo
estructural Quot, — S cuya imagen contiene al punto ¢;(p), y por ende la condicién
(b) es consecuencia del Corolario 2.3.1 y la suavidad de S. De la misma manera, la
inclusiéon Tz,s C & se corresponde con una secciéon o : S — Quot, del morfismo es-
tructural tal que o(s) = @, (p). Usando [Gro67, Corollaire 17.16.3] podemos encontrar
un entorno étale U — S de s y un levantamiento ¢ : U — Drap, que haga conmutar el
diagrama

u— Drap,

| ez

S —— Quot,

de manera que exista u € U con o(u) = p. El morfismo ¢ : U — Drap, se corresponde
con una filtracién F; € Tz ,y € Ty y. Por la rigidez de Tx/y podemos afirmar luego de
reemplazar U por un entorno mds pequefio que F; = Ty ,»|u. El resultado se sigue del
Lema 1.1.1. [

2.4. Deformaciones de hojas algebraicas

Definicién 2.4.1. Supongamos que Z C X es un subesquema cerrado de una variedad
suave X. El haz de campos de vectores logaritmicos a lo largo de Z es el subhaz

Tx(—log Z) C Tx

formado por aquellos campos de X que, al actuar como derivaciones de funciones,
preservan al haz de ideales I /x.
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Cuando Z C X es una subvariedad suave, al haz Tx(—1log Z) de campos logaritmi-
cos se lo puede enmarcar en el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas
exactas [Ser(7, pag. 177]:

0 0
IZ/;TX IZ/;TX
0 —— TX(—\lrogZ) S X » Nzx — 0 (2.2)
! l |
0 s Tz > Txlz > Nzx —— 0
0 0

Definicién 2.4.2. Un subesquema cerrado Z C X es invariante por una foliacién J sobre
X si todos los campos tangentes a J preservan al haz I7/x, o en otros términos que

T{,r g Tx(— IOg Z)

Si ademads Z es irreducible y dim Z = rank Ty diremos que Z es una hoja algebraica de
J. Notar que en este caso Ty|z y Tz coinciden fuera de los puntos singulares de Z y 7.

A partir de una subvariedad suave Z C X obtenemos una aplicacién
@ : Hilbx --» Quoty,
que proviene de la asignacién que manda una deformacién 2 C X x S en inclusién
Txxs/s(—log Z) C Txxsys.

La playitud de esta tltima familia es consecuencia de la suavidad tanto de Z como de
X pues las deformaciones de la inclusiéon del primero en el segundo son localmente
triviales. Mediante la identificacién del normal Nz x con el cociente Tx/Tx(—1log Z) que
proporciona el diagrama (2.2) podemos definir la aplicacién

Z: NZ/X — Hom (TX(—log Z), NZ/X) (23)

que a cada seccién local [v] le asigna el morfismo [v'] — [.Z,(v')] dado por la derivada
de Lie entre campos de vectores sobre X. Esta construccion estd bien definida porque
Tx(—log Z) C Tx es cerrado por el corchete de Lie. Haciendo uso de [GM88, Thrm. 1.6],
el diferencial de ¢ en el punto Z € Hilby se identifica con

d(P =% F(NZ/X) — Hom (Tx(— IOg Z), NZ/X)- (24)

Lema 2.4.1. Supongamos que v es un germen de campo vectorial sobre X de manera que
[v, Tx(—log Z)] € Tx(—log Z).

Entonces v es un germen en Tx(—log Z). En particular, (2.3) es un monomorfismo.
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Demostracion. Consideremos un sistema de coordenadas locales x1,...,x,, de X tales
que Z esta definido por las ecuaciones x; = --- = x, = 0. Para cada 1 < i < r estamos
asumiendo que [v, x;0;] es un campo logaritmico, y por lo tanto el germen de funcién

[V, %:0:] (xi) = v(xi) — x0:(v(x1))

se tiene que anular a lo largo de Z. Entonces v(x;) también es nulo en Z, y por ende v
es un campo logaritmico. [

Teorema 2.4.1. Sea JF una foliacion de codimensién 1 sobre una variedad proyectiva suave X.
Supongamos que Z es una hoja algebraica suave de I de manera que:

(i) Z es no obstruida como subvariedad de X, y
(ii) T(Qz ® Nzjx) =T(Qz ® N7 x) =0.
Entonces, dada una deformacion % /S de F = .F |, de la forma

0 — Tz/s = Txxsys = Ngzss — 0,

existe un entorno étale U — S de s y un deformacion 2 C X x U de la subvariedad Z C X de
manera que Z |, es una hoja algebraica de .7 |,, para todo u € U.

Observacién 2.4.1. Las hipoétesis del Teorema 2.4.1 se verifican en cualquiera de los
siguientes casos:

= Z es una fibra suave de una submersioén 7t: X — C con I'(Q}) = 0.
= X tiene dimension > 3 y el line bundle N7 , es amplio.

= X es una superficie y Z es una curva de género g de autointersecciéon

Z* <min {0, 2—2g}.

En el segundo y tercer escenario la subvariedad Z es rigida, dado que I'(Nz/x) = 0. Por
el contrario en el primer caso Z solamente puede deformarse en otras fibras vecinas de
m: X — C. En el segundo item estamos usando tacitamente el Teorema de Anulacién
de Kodaira.

Demostracion del Teorema 2.4.1. Nuestro objetivo serd probar que las aplicaciones
¢ : Hilbx --» Quoty, @1 : DrapTX — Quoty,

son suaves, respectivamente, en los puntos correspondientes a la subvariedad Z C Xy
a la filtracién de haces coherentes

Tgr g TX(—log Z) Q Tx.

En primer lugar y siguiendo la Observacién 2.2.1, el morfismo ¢; sera suave en la
filtracién previa cuando el grupo Hom(Ts, Nz/x) sea nulo y el esquema Quoty, sea
suave en Tx(—log Z) C Tx. Al ser Z una hoja de J podemos afirmar que

Hom (Tgt, NZ/X) ~ Hom (Tg’z, NZ/X) ~ Hom (Tz, NZ/X) >~ F(Q]Z & NZ/X) =0.
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Como Z es una subvariedad no obstruida, la demostracién se reduce a probar tni-
camente la sobreyectividad de (2.4). A su vez, gracias al Lema 2.4.1, esto se reduce a
verificar la validez de la desigualdad

dimHom (Tx(—log Z),Nz/x) < dimT'(Nz/x).
A partir de la primera columna del diagrama (2.2) obtenemos la sucesién exacta larga
0 — Hom (Tz,Nz/x) — Hom (Tx(—log Z),Nz/x) — Hom (Izx Tx,Nz/x) — -
El primero de estos términos es nulo por hipétesis, y por ende
dim Hom (Tx(—1log Z), Nz)x) < dimHom (Iz)x Tx, Nz/x) = dimT(Q}], ® N3 ).
A partir de lo asumido en el item (ii) y la sucesién exacta conormal
0— Nzx = Q), @NZx = Q) @ N3 5 =0

abordamos a la igualdad dim '(Q}|, ® N3 ) = dimT'(N/x). En consecuencia pode-
mos dar por finalizada la demostracion. O
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3. Singularidades conicas de foliaciones

Una de las familias de singularidades de variedades mas sencillas de construir es
aquella compuesta por los conos afines C(X) € C"! de subvariedades proyectivas
X C P", o mds precisamente por sus gérmenes en el origen (C(X),0). Es natural pre-
guntarse si pequefias perturbaciones de una singularidad de este tipo siguen siendo
conicas. Esta problemaética fue formalizada por M. Schlessinger en el articulo [Sch73]
en términos de deformaciones versales. Si pedimos que X sea suave, un resultado clé-
sico de Grauert [Gra71] dice que la singularidad aislada (C(X),0) posee una familia
versal sobre cierta base (S, s). De esta manera la construccién del cono afin define un
morfismo

C(—) : (Hilbpn, X) — (S, s).

entre el esquema de Hilbert de subvariedades de P™ y la familia versal de Grauert.
Cuando X es proyectivamente normal, Schlessinger prueba que bajo las hipétesis

H'(Tx(0) =0 WVL#0

esta aplicacion es suave, y por ende toda deformacién de (C(X),0) proviene de tomar
el cono de una deformacién de la subvariedad X C P", dando una respuesta afirmativa
a la pregunta sobre la estabilidad de dichas singularidades.

El objetivo de este capitulo consiste en extrapolar estas ideas a un escenario foliado.
En este nuevo contexto, el cono de una foliacién J sobre P" serd el pullback (7*F, 0)
por la proyeccion 7t : C™' --» P". En el Teorema 3.3.1 probaremos una versién analoga
del Teorema de Schlessinger para este tipo de singularidades cénicas de foliaciones: si
J es una foliacion de codimensién 1 y grado k sin factores integrantes polinomiales
cuyo espacio de unfoldings de primer orden verifica

Unfs(0) =0 VL £k,

entonces deformaciones del cono (7t*F, 0) se obtienen como el cono de una deforma-
ciéon de J sobre P™. Notar la similitud entre las hip6tesis de ambas versiones. Para
poner a estas ultimas en contexto, comenzaremos con una breve introduccién de la
teoria de unfoldings de gérmenes de foliaciones desarrollada por Suwa en los articulos
[Suw85] y [Suw92]. A falta de la existencia de una familia versal para singularidades
de foliaciones con la generalidad que propuso Grauert, nuestra principal herramienta
analitica serd el Teorema 3.1.1 de Suwa.

3.1. Unfoldings de gérmenes de foliaciones

A lo largo de este capitulo vamos a trabajar, salvo mencién explicita, sobre la cate-
goria de gérmenes de foliaciones analiticas sobre espacios complejos normales.

Definicién 3.1.1. Sea J un germen de foliacién de codimensién q sobre (X, x). Un unfol-
ding de F sobre una deformaciéni: (X,x) — (27, x) consiste en un germen de foliacién
# de codimension q sobre esta familia de manera que i*.% = J.
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Dos unfoldings .# y %' sobre una misma familia (2", x) son equivalentes si existe
un automorfismo de deformaciones ¢ : (Z,x) — (27, x) tal que ¢*.# = .#'. Cuando
la base de la deformacion en cuestion es el esquema S = Spec Cle]/(e?) diremos que .
es un unfolding de primer orden. Todo unfolding .# determina naturalmente una defor-
macién .# /S de la foliaciéon . El haz I #/s que caracteriza a esta familia viene dado por
la imagen de la composicion

Lz — Qgé]f — ng]'/s-
Si # esta definida por una g-forma w, vamos a denotar por w, = i;w ala q-forma que
define a la foliacién sobre la fibra i, : Z, — 2.

A los efectos précticos de la exposicion este capitulo vamos a suponer de ahora
en adelante que J tiene codimensién 1 y estd definida sobre (C",0) por un germen
de 1-forma w. Para simplificar denotemos por &, al anillo de gérmenes de funciones
holomorfas de C" en el origen, y sean QF y T, los correspondientes &,-médulos de
p-formas y campos vectoriales. Por tltimo lugar m serd el ideal maximal de &;,. Como
las deformaciones de (C", 0) son triviales, los unfoldings de primer orden .# de J estan
determinados por una 1-forma diferencial

W = w +1ne+ hde

conn € Q! y h € 0, que verifique la condicion de Frobenius @ A dw = 0. Usando
que ede = 0, por medio de computos elementales se puede concluir que la condicién
de integrabilidad es equivalente a la expresion

hdw = w A (1 — dh).
Los otros posibles representantes de .# cuya restriccién es igual a w son de la forma
(T+ge)w =w+ N+ gw)e + hde

con g € 0, inversible. Por este motivo los unfoldings de primer orden de w estan en
correspondencia biyectiva con los elementos del conjunto

[(w)={h€O,: hdw =w Ao paraalgtn o € Q] }.

Por otra parte se puede comprobar que los unfoldings equivalentes al unfolding trivial
w = w son aquellos me via esta identificaciéon pertenecen al conjunto

J(w)={h€ Oy: h=1i,w paraalginv € T, }.

Al contraer ambos miembros de la condicién de integrabilidad w /A dw = 0 por un
campo v € T, cualquiera podemos inferir que J(w) C I(w). Todo este discurso se
sintetiza en la forma de la siguiente afirmacion:

Proposicién 3.1.1. El conjunto de clase de equivalencia de unfoldings de primer orden de la
foliacién F definida por w € Q) estd en biyeccion con

Unf, = I(w)/](w).

Las clases de isomorfismo de los C-espacios vectoriales I(w), J(w) y Unf,, son inde-
pendientes del representante w de la foliacién J. Por este motivo cometeremos el abuso
notacional Unfsy = Unf, cuando querramos omitir la eleccién de la 1-forma w. En caso
de que J sea una foliacién sobre P™ denotaremos por Unfy al espacio de unfoldings de
primer orden de la foliacién sobre C™*' dada por el cono w*F con 7t : C*' --» P™ la
proyeccion al cociente.
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Ejemplo 10. Supongamos que w € Q! tiene una integral primera holomorfa, es decir
que w = gdf para cierto par de gérmenes de funciones f, g € &, con g(0) # 0. Entonces

On
(0f/dz1,...,0f/3z)"

Unf,, ~

Esta cuenta dice en particular que Unf, = 0 si w no se anula en el origen gracias al
Teorema de Frobenius.

Ejemplo 11. Veamos que si w tiene una singularidad de tipo Kupka en el origen, en-
tonces Unf,, = 0. Por el Teorema de Kupka [N520, pdg.197] existe un sistema de coor-
denadas zi,...,z, de manera que w solo depende de las primeras dos variables. Di-
gamos que w = a;dz; + a,dz, con a; y a, dependiendo exclusivamente de z; y z,. Si
hdw = w /\ 0, entonces los sumandos de o que sean multiplos de dzicon3 <i<n
tienen que ser nulos. Por ende tiene que ser de la forma o = b;dz; +b,dz;. Usando que
el coeficiente de dw = (0a,/0z; — 0a;/0z,)dz; /\ dz; tiene que ser inversible inferimos
que

hdw=wAoc = h(0a,/0z; —0a;/0z;)dz; Adz; = (a;b; — a;by)dz; A dz;
= h(0a,/0z; — 0a;/0z;) = (a;b1 — ayby)
= h=(0a,/0z; —da1/3z;) ' (a;b; — aiby).

Luego h € (aj,a;) = J(w), como querfamos ver.

Destaquemos también que los miembros de los médulos &,,, OF y T, se descom-
ponen formalmente como suma de elementos graduados. Esta graduacién est4 deter-
minada por las identidades degx; = degdx; = —degd/dx; = 1 paral < i1 < n.
Vamos a denotar por &, ({), QF (¢) y T,,({) a las respectivas componentes homogéneas
de grado { € Z. Cuando w es homogénea de grado k todo miembro de los espacios
[{w), J(w) y Unf,, de descomponen formalmente como suma de sus componentes gra-
duadas I(w)(£), J(w)(€) y Unf,(£) respectivamente. Por otra parte recordemos que un
factor integrante de w es un germen h € &, tal que d(w/h) = 0. Equivalentemente, el
espacio de factores integrantes de w es

K(w)={h € O,: hdw =dhAw}.

Evidentemente hay una contenciéon K(w) C I(w). Para lo que sigue vamos a necesitar
los siguientes conjuntos intermedios

[M(w)={he€ O,: hdw=w A (n—dh) paraalgtinn € m*'Q] }.

Definicién 3.1.2. Sea J un germen de foliacién de codimensién 1 sobre (C™, 0) inducido
por una 1-forma w.

e Un unfolding .# de J sobre (C™"™,0) es k-trivial si hay una igualdad entre los
k-jets (centrados en el origen) j*w; = j*w para todo |s| < 1.

e J esta localmente k-determinada si para todo unfolding k-trivial .# de J sobre
(C™™,0) las 1-formas w; y w determinan foliaciones isomorfas para todo |s| < 1.

e T estda infinitesimalmente k-determinada si 1%V (w) C mJ(w) + K(w).
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Teorema 3.1.1 ([Suw85, pag. 991]). Sea I un germen de foliacion de codimension 1 sobre
(C™,0) inducido por una 1-forma w tal que

dim K(w)/mJ(w) N K(w) < co.
Si F estd infinitesimalmente k-determinada, entonces estd localmente k-determinada.

En el marco de la Teoria de Singularidades clasica un resultado de Tougeron afirma
que todo germen de singularidad aislada f € &), con nimero de Milnor p = p(f) esta
(n+1)-determinada, es decir que f es equivalente a su (p+ 1)-jet [AVGZ12]. Usando el
Teorema de Suwa se puede establecer el siguiente criterio de determinacién finita para
gérmenes de foliaciones de la misma naturaleza:

Proposicion 3.1.2. Sea J un germen de foliacion de codimension 1 sobre (C™, 0) inducido por
w. Supongamos que *'w = 0y wy = j*w es una 1-forma homogénea no nula sin factores
integrantes polinomiales que satisface

Unf, ({) =0 VI{>k.
Entonces w y wy inducen foliaciones isomorfas.

Esta proposiciéon es una mera adaptaciéon de un teorema de Molinuevo y Quall-
brunn [MQ17]. Aligual que en la demostracioén del Teorema de Tougeron, la estrategia
de los autores (y también la nuestra) consiste en aplicar el método homotdpico de Thom.
Especificamente, la expresion

@(x,s) =Y s w(x)

>k

determina una familia que interpola a las formas W(x,0) = w(x) y @(x, 1) = wy(x).
Este es un unfolding dado que s*@(x, s) = w(sx) es claramente integrable, que ademas
es k-trivial (como unfolding del germen w; para todo 0 < s < 1). Silogramos justificar
que w; estd localmente k-determinada, para cualquier par de valores de 0 < s < 1, las
foliaciones que inducen estas formas tienen que ser isomorfas.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.1 bastara probar que la foliacién J estd infinitesimal-
mente k-determinada. Dado un germen h € 1"V (wy), por definicién tiene que existir
una 1-forman € m*Q! de manera que

hdwy = wy /A (n — dh).

Sean h=) . hiyn=) . ,n las descomposiciones en componentes homogéneas
de estos elementos. Como wy es homogénea la ecuacion previa se desacopla en las
identidades

hedwy = wy A (ne — dhy)

con £ > 0. La condicién sobre 1 implica que 1, = 0 para todo ¢ < k (las 1-formas tienen
grado positivo) y por ende h; = 0 para la misma coleccién de indices (pues wy no tiene
factores integrantes polinomiales). Para cualquier valor restante { > k la condicién
Unf,, (f) = 0 implica la existencia de un campo v,y € T, homogéneo de grado { — k
tal que hy = 1,, , wy. Consecuentemente el campov = } ,_, V¢« se anula en el origen
y es una solucién formal de la ecuaciéon h = i,wy. Por el Teorema de Aproximacién
de Artin [Art68] tiene que existir una solucion analitica que pertenezca a mT,. Luego,
h € mJ(wy) = mJ(wy) + K(wy) como queriamos probar. ]
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Observacién 3.1.1. Una 1-forma wy € Q] homogénea de grado k sin factores integran-
tes polinomiales como la que aparece en el enunciado de la Proposicién 3.1.2 necesaria-
mente tiene que descender al espacio proyectivo. Mds generalmente: si el campov € T,
es una simetria de un germen de foliacion w € Qll, es decir que

LwAw=0,
entonces h = i,w es un factor integrante polinomial de w. En efecto,
dhAw=(L,w—1i,dw) Aw =—1i,dw A w = hdw.

El campo radial de Euler

R=x 9 + +x 9
~ Mx " ox,

es una simetria para cualquier 1-forma homogénea pues luego de un cémputo sencillo
se obtiene la clasica identidad Lrwy = kwy. Yendo atin mas lejos, tales 1-formas homo-
géneas sin factores integrantes polinomiales son exactamente aquellas que no pertene-

cen a ninguna de las componentes logaritmicas del espacio de méduli de foliaciones
sobre P (ver [dCLPP22]).

3.2. Regularidad de Camacho-Lins Neto

Como hemos visto en el primer capitulo existen dos familias de singularidades
estables de foliaciones de codimension 1: las singularidades de tipo Morse y de tipo
Kupka. A continuacién agregaremos una familia mas a la lista, aquellas denominadas
singularidades requlares. Las mismas fueron introducidas por Camacho y Lins Neto en
[CLN82]. Posteriormente Molinuevo descubrié que la condicién de regularidad esté
intimamente los unfoldings de primer orden de la propia foliacién [Mol16].

Supongamos que w € Q! es una 1-forma integrable y homogénea de grado k.
Consideremos el complejo de C-espacios vectoriales

o . 1 3
Co: Th—0Q,— Q)
que comienza en grado cero, y cuyos diferenciales son

d°(v) = L,w,
d'm) =nAdw+ wA dn.

Notar que la composicién de ambos morfismos es cero pues d' o d° = L, (w /A dw). Por
la homogeneidad de w, para cada ¢ € Z obtenemos un subcomplejo

CLO): T.(t—%k) — Q) — Q3(t+k).

Definicién 3.2.1. Diremos que w es regular, en el sentido de Camacho-Lins Neto, si
H'(CL(0) =0 ViE<k

El rango de w es la dimensién del espacio de 1-cobordes del complejo Cg,(k — 1), es
decir, la dimensién de la imagen del diferencial d° : T, (—1) — Q] (k —1).
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Teorema 3.2.1 ([Mol16, pag. 1600 y 1608]). Dada una 1-forma integrable w € T'(Qpn (k)),
existen isomorfismos de C-espacios vectoriales

Unf,,(€) ~ H'(CZ,(0))

para todo £ # k. En particular, w es regular si y sélo si Unf,,({) = O para todo { < k.

Este Teorema se obtiene combinando la Proposicion 3.1.5, el Corolario 6.1.8 y el
Teorema 3.2.2 del citado articulo. Este par de espacios dejan de ser isomorfos en general
si { = k. Los elementos de las primeras cuatro familias de foliaciones de la Tabla 2 de
[dCLP22] cumplen que Unfy(k) = 0 # H'(CZ,(k)) (como veremos mds adelante, por la
Proposicion 3.4.1 se verifica Unfs = 0 pero estas foliaciones no son rigida).

Definicién 3.2.2. Sea J una foliacién de codimensién 1 sobre X. Diremos que una sin-
gularidad p de J es regular de grado k y rango v si X es suave en p y existe un germen de
1-forma w € Qf , que defina a F cuyo k-jet jkw sea homogéneo y regular de rango .

Teorema 3.2.2 ([CLNS82, pag. 8]). Sea I una foliacion de codimension 1 sobre X.

(a) Elconjunto M (J) de singularidades requlares de grado k y rango r de F es, asumiéndolo
no vacio, un subesquema suave de X de codimension .

(b) Dada una deformacion 7 / S de J como sistema de Pfaff involutivo sobre 2" /S y base
suave S, el conjunto M (F) = |J,cs M. () es suave sobre S.

3.3. Estabilidad de singularidades cénicas

Ala hora de clasificar ciertos objetos algebro-geométricos es deseable encontrar un
espacio cuyos puntos estdn en correspondencia biyectiva con las clases de isomorfismo
del problema en cuestién. En caso de existir, este se denomina el espacio de méduli de los
objetos en consideracién. En la practica este suefio es demasiado idealista. Por ejemplo,
las singularidades aisladas de funciones no admiten un espacio con estas caracteristi-
cas tan restrictivas. Sin embargo en algunos contextos se puede encontrar reemplazos
con propiedades mas laxas, las renombradas familias versales'.

Definicién 3.3.1. Sea I un germen de foliacién sobre (C™, 0). Una deformacién analitica
Z /C™ de F sobre (C™™, 0) se dice versal si para cualquier otra deformacién .#'/C™
de J sobre (C™™', 0) existe un diagrama conmutativo

/\

(Cn+m 0 (Cn-i-m O)

| !

(le> O) E— (Cm) O)

de manera que @*(.#/C™) ~ F' /.

!En la literatura no hay un consenso con respecto a la definicién. Comparar por ejemplo con [Ser(07].
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Notar que la definicién no requiere que el morfismo ¢ sea tnico. Por este moti-
vo las familias versales no estan univocamente determinadas. De hecho existen fami-
lias versales con bases arbitrariamente grandes, como se puede observar simplemente
agregando variables. Si en la definicion previa pedimos ademads que ¢ sea tinico, en-
tonces diremos que la familia en cuestién es universal. De esta manera se justifica la
nomenclatura pues “versal 4 unicidad = universal”.

En presencia de hip6tesis de compacidad las deformaciones estdn mejores compor-
tadas en general. Este es el caso de las deformaciones de subvariedades X C P™ debido
a la existencia de la familia universal 2~ C P"* x Hilbx. Lo mismo ocurre para foliacio-
nes sobre P". El espacio de méduli de foliaciones de codimensién 1y grado k sobre P™ es
el esquema

Folpn = {[w] e P(M(Qpn(k))) : wAdw =0, codimS(w) > 2}.

Este tiene anexada una familia universal de foliaciones de este tipo con base S = Folpn
que, en lugar de opcién mds decorada, denotaremos simplemente como .%/S.

Como fue mencionado en la introduccién de este capitulo, Grauert prob6 la exis-
tencia de una familia versal para cualquier singularidad de funcién aislada. En el caso
de singularidades de foliaciones no se conocen, hasta donde llega nuestro conocimien-
to, familias versales con ese nivel de generalidad. No obstante podemos exhibir una
explicitamente en el caso conico:

Teorema 3.3.1. Supongamos que J es una foliacion de codimensién 1y grado k sobre P™ sin
factores integrantes polinomiales tal que

Unfs(0) =0 V0+#k.

Sea F /S la familia universal de foliaciones de codimension 1 y grado k sobre P". Denotemos
por 7t : C™' ——s P™ a la proyeccion al cociente, y sea 0 € S tal que Fy = F. Entonces
(m*F/S,0) es una deformacion versal del cono (7*F, 0).

Vale la pena resaltar la conexion entre el Teorema 3.3.1 y el trabajo de Cerveau y
Mattei sobre espacios de méduli de foliaciones sobre C**! determinadas por 1-formas
homogéneas de grado k prefijado [CM82, Quatrieme partie]. Alli prueban que las com-
ponentes irreducibles de dicho espacio son las componentes logaritmicas y aquellas
componentes no logaritmicas de Folpn . Notar que las deformaciones de gérmenes
analiticos consideradas en este capitulo se escapan de estos espacios de 1-formas poli-
nomiales, razén por la cual ninguno de estos dos resultados implica al otro.

Demostracion. Tomemos una deformacién .#’/C™ de la foliacién F. Por el Teorema
3.2.2 podemos suponer sin pérdida de generalidad que .#/ tiene una singularidad re-
gular en el origen para todo [s| < 1. Por la semicontinuidad de la dimensién del espacio
K(w) en familias, las foliaciones .#_ tampoco tendran factores integrantes polinomia-
les. La Proposicién 3.1.2 junto con la observacion situada inmediatamente después de
su demostracion nos permiten suponer ademds que .%’/C™ desciende al espacio pro-
yectivo P". El resto de deduce de la versalidad de la deformacién .% /S. [
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3.4. Conos de foliaciones split

La principal fuente de ejemplos de foliaciones J que verifiquen las hipétesis del
Teorema 3.3.1 son aquellas de tipo split, es decir, aquellas cuyo haz tangente Ty es suma
directa de line bundles.

Proposicién 3.4.1 ((MMQ15, pag. 21]). Sea I una foliacién split de codimension 1 sobre P™
tal que Sing(dw) tenga codimension mayor o iqual que 3. Entonces Unfy = 0.

A partir de la identidad irdw = kw, valida para 1-formas dicriticas de grado k,
queda claro que Sing(dw) C Sing(w) y por ende el conjunto de ceros de dw coincide
con el conjunto de singularidades no Kupka de la foliacién. A continuacién presentare-
mos una demostracion alternativa y directa de este resultado basada en los argumentos
[CS91, Thrm 3.1]. La Proposicion 3.4.1 es consecuencia inmediata de lo siguiente:

Lema 3.4.1. Supongamos que JF es una foliaciéon de codimension 1 sobre (C™,0) tal que Ty es
libre y las singularidades de I que no son Kupka forman un cerrado de codimensién mayor o
igual que 3. Entonces Unfy = 0.

Demostracion. Sea U C C™ un abierto Stein que contenga al origen y w € I'(Q],) un
representante de J. Sea {U;}; un buen cubrimiento del abierto U \ Sing(w) N Sing(dw).
Como vimos en los Ejemplos 10 y 11, dado un h € I(w) podemos encontrar campos
Xi € T(Ty,) tales que h = ix,w. En particular ix, x,w = 0, y por ende las diferencias
{Xi — Xj};j forman un 1-cociclo de Cech con coeficientes en Ty. Como H! (U, Tg) =0 (ver
[GR79, pag. 133]), tienen que existir secciones Y; € I'(Ty|y,) tales que X; — X; =Y; — ;.
De esta manera podemos construir un campo X sobre U \ Sing(w) N Sing(dw) tal que
Xlu, = X; —Yi. Por el Teorema de Hartogs este campo se extiende a un campo X € I'(Ty)
el cual verifica la igualdad h = ixw. O

Pasemos a enumerar familias de ejemplos que verifican las hipétesis del Teorema 3.3.1:

Ejemplo 12. Una foliacion por curvas genérica” de grado k > 4 sobre P? tiene solamen-
te singularidades de tipo Kupka [LLN88] y no tiene factores integrantes polinomiales
(de hecho, estas foliaciones no tienen hojas algebraicas [Jou06, pag. 158]).

Ejemplo 13 ([dCLP22, pag. 10]). La siguiente familia de ejemplos proviene de foliacio-
nes sobre P? tangentes a una accion multiplicativa. Estos son los elementos genéricos
de ciertos subconjuntos cerrados TMq(a, b, ¢;n) C Folps 4., que describiremos a conti-
nuacién. Sean 0 < a < b < ¢ enteros no negativos sin divisores en comun. Considere-

mos el campo

Y = ax + bx 9 +cx 9
(a,byc) — 0 aXO 1 6x1 2 axz)

descripto en coordenadas homogéneas. Los elementos de TMq(a, b, ¢;n) son aquellas
foliaciones sobre P* de grado d + 2 que salvo un cambio de coordenadas lineal estan
determinadas por una T-forma w que verifica las condiciones

1’\’(tl‘lnc}('v = O’ L"(a»b,c:)w = naw.

2En este caso significa que [w] € ]P’(I"(Q;PZ (k)) pertenece a cierta interseccién contable de abiertos
Zariski no vacios.
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Para elecciones d > 3y 1 < a <b <c, el [dCLP22, Thrm 4.12] presenta una caracte-
rizacién en términos de los pardmetros enteros involucrados de aquellas componentes
irreducibles de la forma TMq(a, b, c;n) cuyo elemento genérico es split y tiene a lo
sumo finitas singularidades no Kupka. Por otra parte la Proposition 4.5 del mismo ar-
ticulo establece un criterio para determinar cudndo estas foliaciones tienen un factor
integrante polinomial. En la Tabla 2 hay una tabla exhaustiva con todas las posibles
componentes que verifican estas dos condiciones incluyendo los casos degenerados
0<a<bg<c#0.

Ejemplo 14 ([CN96, pag. 580]). Una de las 6 componentes irreducibles del espacio de
moduli Folpn s con n > 3 es la renombrada componente excepcional E(n). Para poder
describirlas vamos a considerar la accién del grupo de afin

Aff(C) = {(g ab])

sobre el espacio P* = P(Sym’ C?) de formas binarias de grado 3 via cambios de coor-
denadas. El dlgebra de Lie afin aff(C) esta generada por las matrices

(o 2) =0 0)

las cuales acttian sobre la base z; = x*~'y' de Sym® C? como

a e Cr, be(C}

X'Zi: (3—21.,)74, Y'Zi_:ZiJr]-

Por lo tanto se escriben en estas coordenadas como

Estos campos inducen una foliacion split ¥ de codimensién 1 sobre P* que tiene na
tnica singularidad no Kupka [CACO06, pag. 10]. La componente E(n) C Folpn, es la
clausura del conjunto de foliaciones de la forma 7*F, con 7t : P" --» IP* una proyeccion
lineal.

Ejemplo 15 ([CP08, pag. 5]). Mds generalmente, consideremos dlgebra de Lie generada
por los siguientes campos vectoriales sobre P™:

X = Zn 2i)z; .az Zz“fla j=1,...,n—2.

Tomando pullbacks lineales de la foliacién inducida se obtienen nuevas componentes
irreducibles generalizando a las componentes excepcionales.

1

En este articulo se pueden encontrar ademads dos algebras de Lie g¢ y g7 que deter-
minan foliaciones rigidas de codimension 1 sobre P® y P’ respectivamente cuyos conos
también son estables (ver [CP08, Prop. 6.9]).
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4. Foliaciones pullback via mapas racio-
nales

Continuando la linea de trabajo, generalizaremos parcialmente algunos de los re-
sultados sobre estabilidad de pullback de foliaciones por morfismos, centrdndonos en
los pullbacks a través de mapas racionales.

Entre los primeros antecedentes del fenémeno de estabilidad se destaca [GMLN91]
donde Gémez-Mont y Lins Neto estudiaron las deformaciones de foliaciones con in-
tegral primera racional 7t : X --+ P'. Posteriormente, el segundo de los autores junto
a Cerveau y Edixhoven prueban que para elecciones genéricas de una foliacién G so-
bre el plano proyectivo y un mapa racional 7t : P™ --» P? las foliaciones de la forma
J = m*§ también son estables [CNEO1]. En pocas palabras, la técnica de la demostra-
cién se basa en la estabilidad de las singularidades de este tipo de foliaciones junto con
una serie de argumentos topolégicos.

Con el tiempo aparecié una nueva estrategia propuesta por Cukierman, Pereira
y Vainsencher que no solo les permitié volver a probar que las foliaciones racionales
son estables, si no que ademds pudieron inferir que dentro del espacio de méduli de
foliaciones de codimensién uno sobre P™ las componentes de foliaciones pullback son
genéricamente reducidas [CPV07]. El método consiste en parametrizar a las foliacio-
nes racionales y ver que genéricamente la derivada de esta aplicacién es sobreyectiva.
Siguiendo estas ideas Gargiulo Acea, Molinuevo, Quallbrunn y Velazquez lograron
probar la estabilidad de pullbacks de foliaciones sobre el espacio proyectivo con pesos
por mapas racionales 7t : P™ --» P,, [CAMOV22].

El objetivo de este capitulo es presentar una variacion de este tiltimo teorema para
el caso P,, = P, pero permitiendo dominios mds generales. La demostracién segui-
ré las ideas originales de [CMLNO91] y [CNEO1]. Los argumentos topolégicos serdn
sustituidos por otros de carécter algebro-geométrico. En resumidas cuentas vamos a
resolver el mapa racional 7t : X --» P™ por un morfismo X — P" para luego aplicar el
Teorema 2.3.1.

4.1. Mapas racionales genéricos

Definicién 4.1.1. Sean X una variedad proyectiva normal y 7w : X --» P™ un mapa
racional dominante determinado por un line bundle amplio L sobre X y secciones
S0y .+ .y Sn € I'(L). Diremos que 7t genérico si

(a) Las secciones s; se intersecan transversalmente en B,
(b) X es suave alo largo de todos los puntos del base locus B.

Lema 4.1.1. Dado un puntop € B en el base locus de un mapa racional genérico mt: X --» P™,
existe un sistema de coordenadas holomorfo ¢ : U — C™ alrededor de p con @(p) = 0 de
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manera que
o @ (Zoyen oy Zmot) = [Z0 0.t Zyl.

Demostracion. Simplemente basta tomar un entorno analitico U de p suficientemente

pequefio de manera que L|y ~ Oy y extender las restricciones sy, ...,s, € I'(0y) a
un sistema de coordenadas (notar que esto es posible gracias a ambas condiciones de
genericidad). O

Para esta clase mapas, la topologia del dominio X impone restricciones topoldgicas
sobre las fibras de 7t como prueba el siguiente resultado de “tipo Lefschetz”:

Proposicién 4.1.1. Supongamos que X es una interseccion completa local de dimensién m y
7t X --» P es un mapa racional genérico de manera que m—n > 2y H'(X, C) = 0. Entonces
toda fibra F de 7t es conexa y también satisface que H' (F,C) = 0.

Demostracién. La base de la prueba consiste en aplicar la versién de Fulton-Lazarsfeld
del Teorema de las Secciones Hiperplanas de Lefschetz [FL0O6, pag. 28]. Para ello nece-
sitaremos probar que podemos embeber a X en un espacio proyectivo suficientemente
grande PN de manera que F sea la interseccion conjuntistica de X con n hiperplanos. Si
este fuese el caso, el teorema mencionado en conjuncién con la hipétesis m—n > 2 nos
garantizaria que el par (X, F) es 2-conexo. Por el Teorema de Hurewicz Relativo esto
implica que Hy (X, F) = 0 para 0 < k < 2, y finalmente H'(F,C) = 0 por el Teorema de
Coeficientes Universales. Procedamos entonces a buscar dicho embedding.

Sea F la fibra de 7t sobre el punto p € P". Sean h;y € T'(€pn(1)) con0 < i < n
de manera que p sea la tnica solucién del sistema fy = --- = f, = 0. Reemplazando
las secciones f; por potencias de ser necesario podemos suponer que los grados d; son
todos iguales, digamos, a un entero d. Por el mismo motivo, podemos suponer que d es
lo suficientemente grande como para que 7*0p,, (d) sea muy amplio. Este line bundle
define el embedding que queriamos porque F estd conjuntisticamente determinado por
las soluciones del sistema 7w*fy = - - - = 7t*f, = 0. O

4.2. Estabilidad de foliaciones pullback

Definicién 4.2.1. Sean X una variedad proyectiva normal, 7t : X --» P™ un mapa racio-
nal dominante y § una foliacién de codimensién 1 sobre P". Diremos que el par (7, §)
es genérico si

(a) El mapa racional 7t es genérico,
(b) Los valores regulares de 7 son densos en Sing(§),
(c) T(m, G) estd formado a lo sumo por singularidades de tipo Morse de J = 7r*G.

En el préximo y dltimo capitulo veremos que si X es suave, 7 es un morfismo ge-
nérico y G es una foliacién sobre P™ entonces existe un abierto no vacio U C Aut(P") de
manera que el par (71, 0*G) es un par genérico para todo o € U (Teorema 5.1.1). Median-
te un argumento del “tipo Bertini” se puede probar que las primeras dos condiciones
son abiertas en el sentido Zariski. Comparar con [Jou83].
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Teorema 4.2.1. Sean X una variedad proyectiva suave de dimension m, 7 : X --+ P™ un mapa
racional, y G una foliacion split de codimension 1 sobre P™ de manera que

(1) mM—n > 2,

(b) T(QL) =0,

(c) HP(X,LY) =0paratodo0 <p <nyq € Z,

(d) el par (7, G) es genérico,

(e) G tiene a lo sumo singularidades de tipo Kupka en codimension 2.

Consideremos una deformacion de la foliacion pullback F = m*G dada por la sucesién exacta

Si S es una curva suave, entonces existe un entorno analitico U C S de 0, un mapa racional
IT: X x U --» P" que extiende a 7, y una deformacion ¢ /U de G tal que .F /U =TI*(¢/U).

Demostracién. Por simplicidad vamos a denotar por Z/S a la familia trivial X x S/S.
Debido al Lema 4.1.1, la Proposicién 3.4.1 y el Teorema 3.3.1 las singularidades de la
foliacion J = 7*G a lo largo del base locus B son estables. Luego de reemplazar a S
por un abierto méas pequefio de ser necesario, obtenemos una deformaciéon % C 2" del
embedding B C X de manera que # C Sing(.#/S). Achicando la base S nuevamente,

tienen que existir deformaciones oy, ..., 0, € I'(L ® Os) de las secciones sy, ..., Sy res-
pectivamente de manera que # = V(oy,...,0,) (Teorema 1.2.2). De esta manera obte-
nemos un mapa racional IT: 2" --» P™ definido como IT(x, s) = [0o(X, s), ..., On(X, s)].

Por otra parte, consideremos el blow-up Bl 2" de la familia 2" a lo largo de £.
Pullbackeando la deformacién .% /S por el S-morfismo Bl 2" — 2 obtenemos una
deformacion Bl(.#)/S del pullback de § mediante el morfismo BI X — P™. Esto se ob-
tiene de la combinacion entre el Lema 1.1.3 y el Ejemplo 6. Reemplazando a S por un
abierto podemos suponer que Sing(¥/S) es una familia playa de subesquemas de P™,
y por la estructura local del Lema 4.1.1 concluimos que Sing(Bl(.#)/S) es playo en un
entorno del divisor excepcional de Bl Z". Recordemos que el lugar singular de J se
descompone como

Sing ¥ = T(m, §) Un '(Sing G).

Siguiendo la demostracién de [Qual5, Thrm 9.2] podemos afirmar que la clausura de
las singularidades de tipo Kupka de G coincide con todo Sing G. La segunda de las
condiciones de genericidad del par (m, §) y la hipétesis (e) sobre las singularidades de
G implican que 7' (Sing §) es a su vez la clausura de las singularidades de tipo Kupka
de J. Como las singularidades de tipo Morse y de tipo Kupka son estables, entonces
Sing(BI(.#)/S) es playo sobre S ([Qual5, Lemma 8.12]). De esta manera el Lema 1.1.2
nos garantiza que la familia dual a BI(.#)/S es una deformacién de la foliacién pullback
de § por BIX — P™

Notar que el Teorema de descomposicion de Hodge y la Proposicién 4.1.1 implican
que la fibra genérica de Bl X — P™ es conexa y no tiene 1-formas globales. Finalmente,
el Teorema 2.3.1 implica la existencia de un entorno analitico U de 0 tal que Bl(.#)/U
es el pullback de ¢ /U por Bl Zy, — P" y por ende .# /U = T1*(¢/U) como querfamos
probar. H
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Es importante mencionar que las hipétesis sobre X se verifican en el caso de varie-
dades téricas y variedades de tipo Fano como vimos en la tltima seccién del primer
capitulo. Con respecto a las hipétesis sobre la foliacion G, los ejemplos disponibles fi-
guran en la Gltima seccion del tercer capitulo.

Comentario. Queda abierta la pregunta de si este esquema de demostracién puede
probar estabilidad de foliaciones de tipo pullback via mapas racionales 7t : X --» P,
que lleguen a espacios proyectivos con pesos. Todas las ideas siguen funcionando de
manera similar salvo la parte de estabilidad de singularidades “quasicénicas”, es de-
cir, aquellas que son pullback de una foliacién sobre P, via la proyeccién al cocien-
te C**' --» P,. Existen casos testigo sobre la estabilidad de este tipo de singulari-
dades como las que se encuentran en [CACGNO4] o ciertos conos de foliaciones en
TMq(a, b,c;n) como en el Ejemplo 13, las cuales son pullbacks de mapas racionales
P3 --» P(a, b, ¢) [dCLP22]. Esto conlleva a sospechar de una posible generalizacion del
Teorema 3.3.1.
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5. Lugar singular de foliaciones pullback

5.1. Esquema de tangencias

Sean X e Y dos variedades suaves de dimensiones m y n respectivamente. Dado
un morfismo 7t : X — Y y un entero 0 < k < min{m, n} se define el k-ésimo conjunto
critico

Cy(m) = {p € X : rank(d,m) < k}.

Localmente en abiertos trivializantes, el morfismo dm : Tx — 7*Ty estd dado por una
matriz de tamano m x n. La anulacién de los menores de tamano (k+ 1) x (k+ 1) de
dichas matrices determinan conjuntisticamente a Cy(7) y lo proveen de una estructura
de esquema. En general, si t : X --» Y es un mapa racional con dominio maximal
U C X, definimos su k-ésimo conjunto critico como el subesquema Cy(7t) := Cy(7ly).

En caso de no ser vacio, Cy(7) tiene codimensién menor o igual que (m —k)(n —k)
como ocurre con toda variedad determinantal [ACGHS5]. Existen familias de casos re-
levantes en los que la igualdad se alcanza, motivo por el cual al niimero de la derecha
de lo acufia como codimension esperada. A continuacién proporcionamos una acota-
cién para la dimensién de Cy(7), cuya demostracion esta inspirada en [CSV06, Thm. 3]
y [MOQ22, Prop. 4.4].

Proposicién 5.1.1. Sea 7t : X --» P™ un mapa racional genérico. Si el conjunto critico Cy ()
es no vacio,
m—(m—k)(n—k) <dim Cy(m) < k.

Demostracién. Por lo que comentamos anteriormente la primera desigualdad vale en
general, asi que pasemos a probar la segunda de ellas. Vamos a argumentar por induc-
cién en n > 0. Dado que el caso base n = 0 es evidente, pasemos a suponer que n > 1.
Consideremos un hiperplano genérico P*~' C P™. Por el Teorema de Bertini, la preima-
gen X' = (7tly)~'(P"1) es suave fuera del base locus B. Afirmo ademads que el divisor
X" es suave a lo largo de B también. Supongamos por lo contrario que X’ es singular en
un punto p € B, y tomemos una ecuacién apxo + - - - + ayx, = 0 que determine al hi-
perplano P*'. Mediante una trivializacién local Ll ~ &), alrededor de p las secciones
si = 7' € I'(L|y) se identifican con funciones regulares en U, a las cuales denotaremos
mediante s; también. Como p € X’ es singular tenemos que aod,so + - - + andpsn =0,
y por lo tanto dyso A --- /A dps, = 0. Pero esto a su vez contradice la hip6tesis de
transversalidad de la definicién de mapas racionales genéricos.

Pasemos a observar que la restriccion 7ty : X’ --» P! es un mapa racional genéri-
co determinado por el line bundle amplio L|x, y por hipétesis inductiva cada uno de sus
conjuntos criticos es vacio o tiene codimension igual a la esperada. Por otra parte es cla-
ro que Cy () N X" C Cy_;(7lx) (conviniendo que Co(7r) N X’ C Co(7lx/)). Reemplazando
al divisor X’ de ser necesario, podemos suponer que dim (Cy () N1 X’) = dim Cy () — 1
(conviniendo que dim () = —1). Luego,

dim Ck(T() < dim (Ck(ﬂ) N X/) + 1 < dim Ck,1 (7T|X/) + 1 < k.
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O
Como anticipamos previamente, la estructura del esquema de tangencias T(m, G)
entre un mapa y una foliacién es sencilla de describir:

Teorema 5.1.1. Sea 7t : X --» P™ un mapa racional genérico y G una foliacion de codimension
1 en P™. Entonces existe un abierto U C Aut(P") no vacio de manera que, para todo o € U,
el esquema de tangencias T(m, 0*G) consta de a lo sumo finitas singularidades de tipo Morse de
la foliacién F; = m*0*G.

Demostracion. Para simplificar notacion sea CY(7) la diferencia Cy(7t) \ Cy_1(7), Z el lu-
gar singularde G,y G = G(k+1,n+1) la grassmanniana de subespacios de dimensién
k + 1 de C*"'. Formemos el diagrama

(P"\ Z) x G

|

Co(m) x (P")Y —— P* x G x (P")V

que tiene como morfismo horizontal a (p,H) — (7t(p),Im d,7,H) y como morfismo
vertical a (q,L) — (q,L, Tglq). Estas aplicaciones se restringen y correstringen para
formar un segundo diagrama

I

|

I — I3
donde los nuevos esquemas involucrados son
I, = {(p,H) e CO(m) x (PY) : Im dym C H},
L={(aL) e \2)xG:qeLC T},
I = {(q,L,H) EP"xGx(P) :qelC H}.

Observemos que el pullback de este altimo diagrama es igual a la interseccion T(7r, §) N
CY(m) en el sentido esquematico de la palabra. Por el Teorema de Transversalidad de
Kleiman, existe un abierto U C Aut(P") de manera que T(m, 0*G) N CY(7) es genérica-
mente reducido y de dimensién igual a

dim T(m, 0*G) N CY(n) = dim I; + dim I, — dim I3
para todo o € U. Pensando a I;, I, y I3 como fibraciones uno puede comprobar que

dimI; = dim C)(7r) + dim G(1,n — k) = dim C) (1) + (n —k — 1),
diml, =n+dimG(k,n—1)=n+k(n—k—1),
dimI; =n+dimGk+1,n)+k=n+(k+1)n—k—1) +k.

Luego,
dim T(mr,§) N C () = dim [} + dim I, — dim I3 = dim C)(7r) — k < dim Cy(7) — k < 0,
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donde la dltima desigualdad se sigue de la Proposicién 5.1.1. Esto prueba que T(m, G)
consta de a lo sumo finitos puntos. Por otra parte, alrededor de uno de tales puntos p la
foliacién pullback J; admite una integral primera local holomorfa f € C{{z;,...,zn}}
Como J esta defina por la 1-forma df alli, T(m, §) pasa a estar determinado por las
ecuaciones 0,,f = --- = 0, f = 0. Como el esquema de tangencias es reducido en p
podemos decir que pu(f) = dim C{{zy,...,z,}}/(0,f,...,0,.f) =1,y por ende p es una
singularidad de Morse. O

5.2. Cantidad de tangencias de una foliacién pullback

Habiendo observado en el Teorema 5.1.1 que T(m, G) es finito y reducido en con-
diciones favorables, uno podria preguntarse naturalmente cudntos puntos tiene este
conjunto. A continuacién utilizaremos técnicas de la Teoria de Interseccion desarrolla-
da por Fulton y MacPherson para responder a esta pregunta.

Supongamos que 7 : X --» P™ es un mapa racional genérico y G una foliacién de
codimensién 1 sobre P™ que tienen finitas tangencias entre si. Denotemos nuevamente
por Z al lugar singular de G. Si G tiene grado e > 0, entonces la foliaciéon F = 7*§
estd determinada por una seccion de QJ(L®¢). Como este fibrado tiene rango m la
codimensién esperada del lugar singular de tal seccién es m, es decir que tenga a lo
sumo finitos puntos y ademads que sean exactamente

| c(akw=).

X

Sin embargo, el lugar singular de J se descompone como
SingF =m 'ZUT(m, G)

siendo 71'Z de dimensién positiva. A pesar de esto la Formula de Interseccion Exce-
dentaria de Fulton [Full3, Chapter 9] nos permite calcular la cantidad de puntos que
aporta T(7t, §) al lugar singular de J de la siguiente manera:

deg T(m, 9) :J c(Q)(L¥)) (1 —s('Z,X))
X

donde s(mt'Z, X) es la clase (total) de Segre del subesquema 7t'Z C X. Es sabido que
si 7t estuviese globalmente definido y fuese playo, entonces podriamos calcular esta
clase de Segre mediante la identidad s(n'Z, X) = ©*s(Z,P"). Si denotamos por h a la
clase de un hiperplano en el grupo de Chow de P™ entonces s(Z,P") = > ", a-h" con
&, = $;(Z,P") € Z. De esta manera la igualdad previa se escribiria mas explicitamente
como s(rt'Z,X) = Y I, oD". En general definimos para un mapa racional cualquiera
7t la clase

m's(Z,PY) =) oD
=0

Motivados por el caso en el que 7t es un morfismo, uno podria sospechar que S(m'Z, X)
y *S(Z,P") son iguales salvo eventualmente alguna correccion

R:=s(n'Z,X)—m"s(Z,P")

proveniente del base locus B. Justamente, este es el contenido del siguiente resultado:
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Proposicién 5.2.1. Si G es una foliacion de grado e = £ + 1 sobre P™, entonces

n+1
R = (1 (f_De:))nH o Z (:) (S +k _: n-+ 1) (k—;n) (_1 )kcerr(eD)s—&-k—k—n—&-]—r.

0<s<r<n
0<k<m—n—1

Antes de aventurarnos con la demostracién vamos a necesitar una férmula de
Aluffi que permitird simplificarla significativamente. La misma vincula las clases de
Segre de un divisor de Cartier y un subesquema cerrado con la clase de Segre de la
unién entre ambos.

Definicién 5.2.1. Supongamos que A es una clase en el grupo de Chow de X que se
descompone como una suma A = ) ._, a' con a' una clase de codimensién i.

e Para cada { € Z se define la (-ésima potencia de Adams de A como la clase

A = Z t'al,

10

e Dado un line bundle L sobre X, el producto de Aluffi entre A y L es

ai
AL = Z O
i>0

Proposicién 5.2.2 ([Alu94, pag. 4]). Sea Z C X una subvariedad cerrada y D C X un divisor
de Cartier que contenido en Z. Si Y es el esquema residual de D en Z, entonces

s(Z,X) =s(D,X) +c(@(D))"' n (s(Y,X)® (D) ).

Demostracion de la Proposicion 5.2.1. Sea X el blow-up de X a lo largo del base locus
B C X, y E el divisor excepcional. Estos esquemas se ensamblan en un diagrama con-
mutativo

)
—

X e

e
o

X

_-
- us

«
W — ™

—

Por la invariancia birracional de las clases de Segre sabemos que
s(m'Z,X) = f.s(f ' 'Z, X).

Pero por otra parte, la transformada total f~'717'Z es esqueméticamente igual a union
7' Z U LE. Aplicando la férmula de la Proposicién 5.2.2 en este contexto tenemos que

s(f'm'Z,X) = s(tE, X) + c(O(E))™ N (s(F'Z,X) ® O({E)).

Por un lado tenemos que f,s({E, i) = s({B, X), nuevamente por la invariancia birracio-
nal de las clases de Segre. Pero esta tltima clase es igual a

_ w_ (] S A o N (40)
00, =631 = (50 = (7755) = ey
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que es justamente el segundo sumando en el término derecho de la férmula del enun-
ciado. Por otra parte, como 7 es playo,

s(A'Z,X) = 7's(Z,P") = Zaer

donde D es divisor que verifica que T0(1) = 0 ([~)). Entonces

D’

c(OUE) ' N (s(F'Z,X) ® O(tE)) = Y s c(O(E)) "N (D" @ G(LE)) = ) o NG
r=0

=0

De esta manera podremos dar por concluida la demostracion si logramos probar para
cada entero 0 < v < n las siguientes identidades:

6r T T S—l—k—l-ﬂ—f-] k+n T s+k4+n+1—r
) -2 2 () () ey e

0<s<r
o<k<m—n—1

Para cada v como antes consideremos el cerrado V; formado por la interseccién de
exactamente 1 de las secciones sy, ...,S, € F( ). Observemos que la clase V,] € A(X)
de la transformada estricta de V; es igual a D". Por la Blow-up Formula [Ful13, Thm

6.7]
[Vr]zf*[w—'{ (Q*NBQ’;) g*s(B, V)}

o g )t . 1

— D" — {( ) ng (c(ﬁ(D)!B)MJ }mr
o [grel ( )s)"

=f'D" — { ( )) }mT

o J (0 +m)
:fD—]*{(1_nC)}

donde {—},_ : AL(E) = A;_+(E) esla proyeccién a la componente de dimensién m—r,
y las clases que aparecen luego de la tltima igualdad sonn = g*i*D y ¢ = ¢;(Gk(1)).
Luego

f( D’ >_f( D )_f 1 f0+n
\No+e) " \gre ) "\ore ") 1-¢ )

Calculemos los dos sumandos por separado. Para ello observemos que

1 k+r ¢ s
(1+€E)TH:Z< T )( BE ZC (T+n) Z(:>n

k>0 >0 s=0




Entonces

FDr ]
| T3 . o] =D" | 77 . o]
f ((1 +€E)f+‘) f ((1 +2E)r+1)

-y (kjr) (—0) D" £, (E¥)

k>0

D" — Z (k+ T') ek D’ f*((—] )k71Ek)

T

_ D Z (r+k+n+1)€k+w D" s,(B,X)

o<k<m—mn—1 T
—D"'— Z (T+k+n+ ])EkJrnH D" [(k+n> (_1 )ka+n+1:|
T n
o<k<m—n—1
k 1\ [k
— D' — Z (T—’_ +tn+ )( —I—Tl) (_”kDr (QD)kJrnH‘
T n
o<k<m—n—1

En el camino usamos las identidades

k+n

f*((_] )k_]Ek) = Sk—n—](Bvx)) Sk(B>X) = ( n

) (_1 )ka+n+1 ,

la primera de las cuales proviene de [Full3, Cor. 4.2.2] y un conteo dimensional. El
segundo de los sumandos es igual a
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1 (O +n) RS (k+T) (r) ke f s
O . r((ter (e,
(“ +LE)! { 1-¢ }m—r> s=0 k=0 =0 T s ( { } )

£ e

_ ZZ (D (ki—r) 0 f,5. (0 Ts)
s=0 k>0

LR Qe
s=0 k>0

_ iz (;’) <ki—1‘) o (l*g*(CHk 571))Ds
s=0 k>0 .

r—1 m+s—r
= Z Z (:) . ) ek Sr4k—s—m—1 (B> X)DS

k 1
st+k+mn+ )es+k+n+]rsk(B)X)Ds

(S +k+n+ 1)€s+k+n+1—r {(_] )k (k + n) Dk+n+1] Ds

- n
—1 m-—n—1
_ Z Z T stk+n+ ]> (k+n) es+k+n+17r (_] )sz+k+n+1
S n
s=0 k=0
r—1 m—n—1
1
_ (T) (S-i—k-l—ﬂ.-i— ) (k+n) (—])kDT(ED)S+k+n+1_r.
S T n

s=0 k=0
En esta segunda secuencia de igualdades usamos que
(=B)%5.(m™) =5.(C™ "), g.(CY) = sun(B,X),

las cuales provienen de [Full3, Example 8.3.9] y [Full3, Cor. 4.2.2] respectivamente.
Podemos dar por finalizada la demostracién.

]
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