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Una construccién no estandar del Algebra de multiplicadores de una
C*-algebra, con aplicaciones a grupos exactos

Resumen

Esta tesis concierne al estudio de C*-Algebras, Analisis No Estandar y Teoria
Geométrica de Grupos. A partir de ultraproductos de una C*-dlgebra A se da una
nueva construccion del algebra de multiplicadores de A. Esto extiende el trabajo pre-
viamente realizado por Avsec y Goldbring para el caso abeliano y separable. Luego, se
aplica esta construccion a la teoria de grupos exactos.

Primero, se considera una C*-dlgebra A arbitraria, y se considera el ultraproducto
de A respecto de U, que se denotara AY. En AY se define la nocién de convergencia U-
estricta, que permite distinguir una subdlgebra de A% que posee un ideal cuyo cociente
resulta isomorfo al dlgebra de multiplicadores de A. Luego aplicamos esta construccion
para mostrar que si un grupo actia transivamente en un arbol localmente finito con
estabilizadores exactos resulta exacto.

Palabras clave: Algebras de multiplicadores, Ultraproductos de C*-algebras, gru-
pos exactos.
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A non-standard construction of the multiplier algebra of a C*-algebra,
with applications to exact groups

Abstract

This thesis concerns with the study of C*-Algebras, Non-Standard Analysis and
Geometric Group Theory. From ultraproducts of a C*-algebra A a new construction of
the Algebra of multipliers of A is given. This extends the work previously done by Avsec
and Goldbring for the abelian and separable case. Then, this construction is applied to
the theory of exact groups.

First, an arbitrary C*-Algebra A is considered, and the ultraproduct of A with
respect to U is considered, which will be denoted AY. In AY the notion of U-strict
convergence is defined, which allows us to distinguish a subalgebra of A that has an
ideal whose quotient is isomorphic to the algebra of multipliers of A. Then we use this
construction to show that a group acting transitively on a locally finite tree with exact
stabilizers is exact.

Key words: Multiplier Algebras, Ultraproducts of C*-algebras, exact groups.
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Introduccién

La teoria de C*—Algebras surge hacia 1930 en mecdanica cuantica como parte del
estudio de observables fisicos. Este tipo de objetos comienza a ser analizado por Hei-
senberg en el contexto de Mecanica Matricial, y en una manera matematicamente mas
formal, por Jordan hacia el ano 1933. Von Neumann establece un marco general para
trabajar con este tipo de objetos en su trabajo pionero [43] que luego continué con
Murray en los articulos [29, 30, 44, 31] que dieron origen a la hoy llamada Teoria
de Algebras de von Neumann. Hacia el ano 1943, Gelfand y Naimark consiguen una
caracterizacién abstracta de las C*-dlgebras, sin necesidad de representarla como una
familia de operadores en espacios de Hilbert [18]. A la Teorfa de las C*-Algebras junto
con la Teoria de las Algebras de von Neumann se las llama conjuntamente Teoria de
Algebras de Operadores, y tiene muchas ramificaciones y especializaciones, entre ellas:
la Teoria de Mdédulos de Hilbert, la K-Teoria, la Geometria No Conmutativa, por men-
cionar algunas. También se relaciona con otras areas de la Matematica, como el Anélisis
Funcional, la Teoria de Representaciones de Grupos y la Teoria Geométrica de Grupos
(algo a lo que se volverda mas adelante), la Fisica Matematica, entre tantas otras.

Recordar que las C*-dlgebras se pueden interpretar como topologia no conmutativa,
esto se debe a que la transformada de Gelfand X — Cy(X) da una correspondencia
entre espacios topoldgicos localmente compactos y Hausdorff y C*-dlgebras abelianas.
En el caso de tratarse de espacios topologicos compactos, la correspondencia se da con
las C*-dlgebras abelianas y unitales.

Uno de los objetos centrales en el estudio de las C*-dlgebras no unitales son las
A lgebras de multiplicadores, dado que proveen una unitarizacion mazimal de las mismas.
Este tipo de objetos fue introducido por Busby en [8] mientras estudiaba extensiones
de C*-algebras. Dada una C*-algebra A no unital, consideremos el conjunto de pares
de operadores (L, R), L, R : A — A lineales y acotados tales que R(z)y = xL(y) para
cualesquiera elementos z e y. Este conjunto, que de ahora en més se notard M(A), esta
dotado de una operacién de multiplicacion, una inversiéon y una norma compatibles,
resultando una C*-dlgebra unital que posee a A como un ideal esencial. Esta es una
de las formas de definir al algebra de multiplicadores de A. Otra forma de definir
a esta estructura se consigue a partir de una representacion fiel de A en un espacio
de Hilbert H, y considerar el conjunto de operadores z € B(H) tales que xA C A
y Ax C A. Tales operadores se denominan multiplicadores de A y el conjunto de

VII



VIII Introduccion

todos ellos forma una C*-dlgebra unital que contiene a A como un ideal esencial. Es a
partir de esta construccién que reciben su nombre. Este tipo de C*-algebras cumplen
la condicion de ser la unitarizacién mas grande de todas las posibles. Formalmente, si
B es una unitarizacion de A, entonces tenemos un morfismo de algebras inyectivo de
B al algebra de multiplicadores de A que es la identidad cuando se lo restringe a A.
Dentro de los ejemplos que se pueden mencionar, caben destacar dos muy importantes.
Si K(H) es el dlgebra de operadores compactos en un espacio de Hilbert H, entonces su
algebra de multiplicadores resulta isomorfa a B(JH). Esto permite interpretar este tipo
de estructuras como la generalizacion del dlgebra de operadores acotados definidos sobre
H. De forma similar, el algebra Corona, definida como el cociente M(A)/A generaliza
al dlgebra de Calkin y resulta una herramienta importante en la teoria de clasificacion
de extensiones.

Otro ejemplo importante proviene de las dlgebras conmutativas. En ese caso, si o(A)
es el espectro de una C*-dlgebra conmutativa A, entonces M(A) es isomorfo al algebra
de funciones continuas definidas sobre la compactificacién de Stone-Cech de o(A). Esto
permite interpretar a las dlgebras de multiplicadores como una version no conmutativa
de la compactificacion de Stone-Cech.

En el articulo [5], Avsec y Goldbring utilizan técnicas de andlisis no estandar para
construir la compactificacién de Stone-Cech. A diferencia del anélisis clésico, el andlisis
no estandar se nutre de herramientas de la Teoria de Modelos para resolver problemas
de analisis. Este enfoque, basado en la idea de niimeros infinitesimales que ya aparecian
en los trabajos de Leibniz, fue impulsado principalmente por Robinson en la década
de 1960 (ver, por ejemplo, [39]). El anédlisis no estdndar brinda la posibilidad de to-
mar limites (llamados ultralimites) a suceciones que no son originalmente convergentes,
pero preservando buena parte de las propiedades del limite clasico. Para poder tomar
estos ultralimites, se hace uso de ultrafiltros, que son particiones no triviales de P(N).
Asociado a los ultrafiltros, también tenemos el concepto de ultraproducto, que se pue-
de interpretar como una versién no estandar del producto cartesiano. Es pertinente
mencionar que en el contexto de dlgebras de operadores, Connes [11] fue el primero en
emplear la l6gica matemadtica, en particular ultraproductos, como parte de su revolucio-
nario estudio sobre clasificacién de algebras de von Neumann de principios de los anos
70. De esa época también es el famoso y muy influyente Problema del embebimiento de

Connes [12], que conecta ultraproductos, dlgebras de von Neumann, C*-dlgebras, pro-
babilidades libres y teoria de la informacién cudntica, (para encontrar mas informacién
acerca de él, ver, por ejemplo, el reciente survey [19]).

Volviendo al articulo previamente mencionado de Avsec y Goldbring, en él los auto-
res parten de U, un ultrafiltro definido sobre N, y de X un espacio topolégico localmente
compacto, Hausdorff y segundo contable. Si Cy(X) es la C*-dlgebra de funciones con-
tinuas que tienden a 0 en el infinito, la cual resulta un &algebra separable debido a
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las hipétesis sobre X, se considera Cy(X )Y el dlgebra ultraproducto. En Cy(X )Y exis-
ten una subdlgebra y un ideal de manera tal que el cociente entre ellos es isomorfo a
Cy(X). Finalmente, utilizando la correspondencia de Gelfand, los autores recuperan la
compactificacién de Stone-Cech de X. En definitiva, Avsec y Goldbring construyeron
el algebra de multiplicadores de una C*-algebra A para el caso abeliano y separable.
Aqui surge naturalmente la pregunta de si se puede generalizar esta construcciéon al
caso no conmutativo. El primer objetivo de esta tesis es dar una respuesta afirmativa
a esta pregunta. Esto sera desarrollado en profundidad en el Capitulo 3 de esta tesis.
Alli se construird el algebra de multiplicadores de una C*-algebra a partir de ultra-
productos. Cabe destacar que la generalizacion alli obtenida es en dos direcciones: se
generaliza al caso no conmutativo, y al caso no necesariamente separable. Esto hace
que los ultrafiltros que se deben considerar, ahora no estan soportados sobre N, si no
que sobre conjuntos dirigidos J y que los ultrafiltros sean cofinales. Esta parte de la
tesis se encuadra dentro de la fructifera relacién entre las algebras de operadores y la
l6gica matematica, y que luego de los trabajos fundamentales de Connes, se ha vuelto
a manifestar de manera muy notoria en los tltimos 20 anos, como por ejemplo en los
trabajos de Weaver y Philips [37] y Farah [14] sobre la incidencia de los axiomas de la
teoria de conjuntos en la existencia de automorfismos externos del algebra de Calkin,
los articulos de Sasyk y Tornquist sobre teoria descriptiva de conjuntos y clasificacién
de algebras de von Neumann iniciada en [40] y extendida por primera vez a las dlgebras
C* por Farah, Toms y Tornquist en [17]; la serie de trabajos Farah, Hart, Sherman,
Goldbring y Sinclair sobre teoria de modelos continua para algebras de operadores ini-
ciada en [16, 21]. por mencionar algunas de ellas. Para interiorizarse mds acerca de
estas vinculaciones, ver por ejemplo la exposicién de Farah en el ICM del 2014 [15].
En esta tesis también damos una aplicacion de la construccion del algebra de mul-
tiplicadores a la teoria geométrica de grupos, més precisamente al estudio de grupos
exactos, quedando de manifiesto una vez mas las conexiones entre las Algebras de Ope-
radores y la Teoria de Grupos. La Teoria de Grupos se ha vinculado desde sus origenes
con otras areas de la matematica, que van desde la Teoria de Ecuaciones Algebraicas,
la Teoria de Numeros y la Geometria hasta el Analisis, la Topologia y las Ecuaciones
Diferenciales. Entre los muchos ejemplos de estas interrelaciones, se pueden destacar:
el trabajo de Gauss, Disquisitiones Arithmeticae, en donde vincula la Teoria de Grupos
con la Teoria de Numeros en una de sus demostraciones del teorema de reciprocidad
cuadratica; los trabajos de Abel, Lagrange, Ruffini y Galois en donde utilizan grupos
simétricos para probar bajo qué condiciones un polinomio posee una ecuacién resol-
vente; el trabajo de Klein y su famoso Erlangen Program, en donde utiliza grupos y
sus invariantes para distinguir geometrias, sus lenguajes y conceptos subyacentes; el
trabajo de Lie, quien inspirado en las ideas de Galois, utiliza grupos para resolver y
ecuaciones diferenciales y que da nacimiento a la Teoria de Grupos de Lie; los trabajos
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de Pontryagin, Gleason, Montgomery, Zippin y Yamabe, que trabajaron en la caracte-
rizacién de los grupos de Lie, que se vincula con la Geometria y la Topologia; el trabajo
de Gromov, quien visualizando a los grupos como objetos geométricos, permite adaptar
ideas y conceptos geométricos tradicionales para estudiar grupos infinitos y no compac-
tos. Esta claro que nos queda por mencionar muchos otros campos en donde la Teoria
de Grupos brinda herramientas fructiferas para la comprensién de los problemas que
se estan estudiando, uno de los campos en donde vale la pena detenerse para mejorar
la comprension de esta tesis es en la Teoria de Representaciones de Grupos. Efectiva-
mente, para entender qué es un grupo exacto, conviene primero hacer un breve repaso
de representaciones de grupos.

Una representacién de un grupo G es un morfismo G — GL(V) donde V es un C-
espacio vectorial y GL(V') son las transformaciones lineales biyectivas sobre V. Cuando
el grupo posee alguna estructura extra (por ejemplo, G es un grupo topoldgico) se
consideran V' 'y GL(V') de manera tal que se estas estructuras se vean reflejadas por la
representacion. Cuando G es un grupo finito, toda representacién admite una descompo-
sicién en sus factores minimales, las representaciones irreducibles. Las representaciones
irreducibles resultan, en este caso, todas de dimensién finita, y pueden analizarse en
profundidad a través de ciertas funciones especificas llamadas caracteres. En cuanto se
considera un grupo compacto (es decir, no necesariamente finito pero con una topologia
que lo vuelve compacto), para que la topologia se vea reflejada se miran morfismos con-
tinuos de G — U(H), donde H es un espacio de Hilbert y por U(H) se entiende el
conjunto de operadores unitarios definidos sobre H, dotado con la topologia fuerte de
operadores. En el famoso trabajo de Peter-Weyl, los autores demuestran que las repre-
sentaciones irreducibles de un grupo compacto son todas de dimensién finita (o sea,
que H es un espacio vectorial de dimensién finita) y que toda representacién se des-
compone como suma directa de representaciones irreducibles, de forma similar al caso
de grupos finitos. Cuando se trabaja con grupos localmente compactos y Hausdorff, el
estudio de representaciones de grupos comienza a ser en extremo complejo. Es en este
contexto en donde aparecen las propiedades de amenabilidad, propiedad (T), propiedad
de Haagerup, etc. Para esta tesis, convendra detenerse en el concepto de amenabilidad,
introducido por von Neumann en su estudio de la paradoja de Banach-Tarski, Un grupo
discreto I' se dice amenable, si posee una sucesién de Fglner, es decir, una sucesion de
conjuntos finitos (F),),en tal que para todo v € T', lim M

n—00 ’ Fn|
de grupo amenable admite muchas otras definiciones equivalentes, por ejemplo: que
existan medias ['-invariantes, que existan puntos fijos, que la representacion trivial esté
débilmente contenida en la representacién regular a izquierda, o que el grupo no tenga
una descomposicién paradéjica (la definicién original de von Neumann). A los efec-
tos de esta tesis, es pertinente mencionar que existe una equivalencia de amenabilidad
vinculada a las C*-dlgebras, que pasaremos a describir a continuacion.

= 0. La definicién
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Dentro de la teoria de C*-algebras, son importantes los conceptos de nuclearidad y
de exactitud. Una C*-algebra A es nuclear si dada cualquier C*-algebra B, el producto
tensorial algebraico A ® B tiene una unica C*-norma. Por otra parte, una C*-algebra
A se dice exacta si para toda sucesién exacta corta 0 — J — B — B/J — 0 se
tiene que 0 = J Qpin A = B Qpin A = B/T @pin A — 0 es exacta, en donde R,
denota la tensorizacién con respecto a la norma espacial. Mediante equivalencias de
estos conceptos se verifica que la nocion de exactitud es estrictamente mas débil que la
nociéon de nuclearidad.

La teoria de grupos, mas precisamente la teoria de C*-algebras de grupos, brinda
ricos ejemplos para estudiar estos dos conceptos. Histéricamente, el primer ejemplo de
C*-algebra no nuclear fue la C*-algebra de grupo reducida de [, el grupo libre en
dos generadores, obtenido por Takesaki en [41]. De todas formas, es sabido que esta
C*-élgebra resulta exacta. En la década siguiente, Lance [28] generaliz6 el resultado de
Takesaki y vinculé fuertemente el concepto de nuclearidad con la teoria de grupos, ya
que demostrd que la C*-algebra de un grupo I' es nuclear si y solo si I' es amenable,
dando asi una nueva equivalencia de este concepto. Debido a que el concepto de algebras
nucleares es mas fuerte que el de dlgebras exactas, la siguiente definicion se puede
entender como una generalizacion del concepto de amenabilidad:

DEFINICION 1. Sea I' un grupo discreto. Entonces T se dice exacto si su C*-dlgebra
de grupo es exacta.

La nocién de C*-dlgebra exacta fue acunada por Kirchberg y aparece por primera
vez en el reporte de la exposicion “Operator Algebras, Ideals and their Applications in
Theoretical Physics” dada en el ano 1978 [1]. La motiviacién subyacente de Kirchberg
era extender el trabajo de Connes sobre clasificacién de dlgebras de von Neumann
inyectivas, a las C*-dlgebras. Desde ese entonces es uno de los temas centrales en esta
teorfa. Anos después, Kirchberg y Wasserman comenzaron a estudiar grupos exactos
(ver [27]).

Otro forma de generalizar amenabilidad es mediante el concepto de acciones ame-
nables, que también se tratard en esta tesis. Originalmente definido por Zimmer para
acciones de grupos por transformaciones medibles en espacios de medida (ver por ejem-
plo [48, 49]), fue posteriormente redefinido por Anantharaman-Delaroche para acciones
por homeomorfismos en conjuntos compactos ([2, 3]). En este caso, si un grupo I' es
amenable, entonces toda accion por homeomorfismos en un compacto resultara amena-
ble. Por el contrario, un grupo I' resultarda amenable cuando la accion trivial de I" en el
singletén sea amenable. Esto motiva la siguiente definicién:

DEFINICION 2. Sea I' un grupo discreto. Entonces I' se dice boundary amenable si
existe conjunto compacto X en donde I' actiia por homeomorfismos de forma amenable.

En [25], Higson y Roe demostraron que I' es boundary amenable si y solo si I’
posee la Propiedad A de Yu. En [47], Yu define la Propiedad A para dar ejemplos de
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grupos finitamente generados que admiten un embebimiento uniforme en un espacio de
Hilbert, y muestra que tal embebimiento garantiza que el grupo cumpla la conjetura de
Novikov (algo ya postulado por Gromov en [22]). Mds tarde, a principios del siglo XXI,
Ozawa en [34] y Kaminker y Guentner en [24] prueban que la condicién de exactitud
es equivalente a poseer la Propiedad A de Yu para el caso de grupos discretos.
Haciendo uso de estas definiciones equivalentes, tenemos la siguiente propiedad:

PROPOSICION. Sea I' un grupo discreto. Entonces I' es exacto si solo si existen una
C*-algebra conmutativa A en donde I' actiia y una red de funciones de soporte finito
S; . I' = A tal que

1. S;(y) es un operador positivo Vy € T'.
2.3 Sy =1
yerl’
3. Para cada v; € T, ||S; — 71 * S;|| tiende a 0 cuando 7 tiende a infinito.

En el trabajo de Avsec y Golbring [5] se desarrolla un método que permite demostrar
que un grupo que actia en un arbol de forma propia y transitiva es exacto. Para
ello, como ya se ha mencionado anteriormente, los autores dan primero una nueva
construccién de la compactificacién de Stone-Cech utilizando ultraproductos de C*-
algebras. Luego parten un grupo I' que actiia en un arbol T de forma propia y transitiva,
y consideran la C*-dlgebra de funciones continuas definidas sobre la compactificacién
de Stone-Cech de T. Los autores utilizan su construccién de la compactificacion de
Stone-Cech via ultraproductos para definir una red de funciones y probar que cumplen
las condiciones de exactitud.

En el Capitulo 4 de esta tésis se generalizara este segundo resultado obtenido en
[5], para dar una nueva demostracién de que un grupo que actia transitivamente en
un arbol es exacto si los estabilizadores de los vértices son exactos (sin requerir que la
accién sea propia). La transitividad conlleva una nocién de homegeneidad mientras que
si ademas agregamos que la accién sea propia, los estabilizadores de los vértices resultan
ser finitos e isomorfos, y estos son ingredientes esenciales de la demostracién dada en [5].
Vale aclarar que el hecho de que la accién sea propia y transitiva impone restricciones
fuertes al tipo de grupos a los cuales se les aplica el resultado de [5]. Por ejemplo por
la teoria de Bass-Serre, el producto amalgamado libre de dos grupos actia en un arbol
(tipicamente no localmente finito), pero esta accién no es ni propia, ni transitiva, y los
estabilizadores de los vertices son isomorfos a los factores del producto amalgamado
libre. Es sabido que el producto amalgamado libre de grupos exactos es exacto. De este
resultado existen varias demostraciones diferentes, por ejemplo la pionera de Dykema
[13] usando C*-dlgebras, la de Tu [42] usando la propiedad A de Yu, y la de Ozawa
[35] usando grafos hiperbdlicos.

El objetivo subyacente de haber extendido y generalizado el trabajo de Avsec y
Goldbring era dar nuevos ejemplos de grupos exactos y aplicarlos a las algebras de
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operadores. Como mencionan estos autores en la introduccién de su articulo [5], dada
la afinidad entre arboles, ultraproductos y el grupo de Thomson F, una motivacion era
discernir si dicho grupo es exacto. En caso de que la respuesta fuera en la negativa, en
particular tendria como corolario que el grupo de Thomson F no es amenable, lo cual
resolveria uno de los problemas abiertos mas famosos de la teoria geométrica de grupos
(para més detalles sobre los grupos de Thompson, ver por ejemplo [9]). Los resultados
y técnicas presentados en esta tesis podrian dar un indicio de que hasta este momento,
este enfoque con ultraproductos no parece ser mas adecuado que otros para abordar
dicho problema.

Ademas de los capitulos antes descriptos, en el Capitulo 1 de esta tesis se definen y
desarrollan aspectos preliminares sobre ultraproductos, C*-dlgebras, grupos amenables
y grupos exactos que seran necesarios para poder enunciar y demostrar los resultados
principales que seran expuestos a lo largo de la misma. En el Capitulo 2, se analiza en
profundidad el trabajo de Avsec y Goldbring. Parte de la investigacion aqui presentada
ha sido publicada en el articulo [38].






Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo, se daran las nociones basicas y los teoremas que seran
utilizados mas adelante. El capitulo esta separado en 3 secciones. La primera parte,
esta abocada al estudio de las nociones basicas de analisis no estandar requeridas para
esta tesis, lo que incluye ultrafiltros, ultraproductos y ultralimites. En la segunda, se
abocard al estudio de C*-algebras, la existencia de unidades aproximadas, se reveerd
la transformada de Gelfand y algunas aplicaciones y se fijard la existencia del algebra
de multiplicadores de una C*-dlgebra. La tultima seccién estéa enfocada en el estudio
de grupos exactos, empezando con grupos amenables para que la nocién de acciones
amenables sea mas comprensible, que resulta la pieza fundamental en la definicion de
grupo exacto. También se daran ejemplos de grupos con estas propiedades.

1. Ultrafiltros

Sea J un conjunto. Un filtro F' sobre J es una coleccién de subconjuntos de J no
vacia con las siguientes propiedades:
1. El conjunto vacio no pertenece a F'.
2. Propiedad de la interseccién finita: para cada Jy,J; € F' se tiene que JoNJy € F;
3. Direccionalidad: para cada J, C J;, donde J, pertenece a F', entonces J; € F.

DEFINICION 1.1. Sea U C P(J) un filtro. Decimos que U es un ultrafiltro si cumple
la siguiente propiedad:

4. Maximalidad: para cada Jy C J, entonces o bien Jy € U o bien J\ Jy € U.

OBSERVACION 1.2. Si se tiene que dado un ultrafiltro U definido sobre J, entonces
tenemos una particién de P(J) en dos, mediante los conjuntos A ={Jy CJ:Jp € U} y
B = {Jy C J:7J§ € U} que resultan disjuntos.

EJEMPLO 1.3. Sea J un conjunto no vacio, y sea ig € J. El conjunto U = {Jy C J :
ip € Jo}, resulta un ultrafiltro.

DEFINICION 1.4. Sea J un conjunto. Un ultrafiltro U sobre J como en el Ejemplo 1.3
se denomina ultrafiltro principal. Todo ultrafiltro que no sea de esta forma se denomina
ultrafiltro no principal.

Mas adelante, en la Observacion 1.12, se demostrara la existencia de este tipo de
objetos.
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LEMA 1.5. Sea J un conjunto y sea W un ultrafiltro definido sobre 3. Si Jg,J7 C J
tales que JoUJ; € U, entonces o bien Iy € U o bien J; € U.

DEMOSTRACION. Sean Jy,J; C J tales que JoUJ; € Uy pero que Jg ¢ Uy J; ¢ U.
Entonces por la maximalidad J§ € U y J¢ € U. Luego, por la propiedad de interseccién,
se tiene que J§ NJI§ = (Jp U Jy)¢ € U, contradiciendo esto ultimo la condicién de
maximalidad de U. O

COROLARIO 1.6. Sea J un conjunto y sea U un ultrafiltro definido sobre J.

1. SiJpU---UJ, € U, entonces existe un ig tal que J;, € U.
2. Si existe un conjunto finito F' C J tal que F € U, entonces W es un ultrafiltro
principal.

DEMOSTRACION. La demostracién de 1 se deduce de aplicar induccién en el lema
anterior.

Para probar 2, sea ' C J finito tal que F' € U. Luego, F' = {i;} U--- U {i,}, de lo
que sigue por 1 que existe j, 1 < j <n tal que {i;} € U. ]

DEFINICION 1.7. Sea J un conjunto. El conjunto J se denomina conjunto dirigido
si existe un orden parcial < con la siguiente propiedad: si a,b € J, entonces existe un
elemento c € J tal que a < ¢, b < c.

DEFINICION 1.8. Sea J un conjunto dirigido, y sea U un ultrafiltro definido sobre J.
Se dice que U es un ultrafiltro cofinal, si los conjuntos de la forma Js;) ={i € J: i > ig}
pertenecen a U para todo 7y € J.

Si existe un elemento m € J tal que ¢ < m para todo i € J, se dice que el elemento
m es un elemento maximal de J.

EJEMPLO 1.9. Sea U un ultrafiltro no principal definido sobre N. Como el ultrafiltro
es no principal, entonces no posee conjuntos finitos. Luego {n € N:n > ng} € U, de lo
que se sigue que todo ultrafiltro no principal definido sobre N es cofinal.

OBSERVACION 1.10. Cuando se tiene un ultrafiltro U cofinal, entonces J posee un
elemento maximal si y solo si U es principal. Cuando existe m € J tal que m > ¢ para
todo @ € J, entonces el conjunto {i € J : i > m} = {m} € U y el ultrafiltro resulta
principal. Para la otra implicacién, si {m} es el elemento que define al ultraflitro,
entonces m € {i € J: i > ip} para todo iy € I, de lo que sigue que m > iy para todo
1o € J y el elemento m es maximal.

El siguiente lema muestra que los ultrafiltros cofinales existen.

LEMA 1.11. Sea J un conjunto dirigido que no posee elementos mazximales. Entonces
existe un ultrafiltro cofinal definido sobre J.

DEMOSTRACION. Sea F = {F C J:Js,, C F para algtn iy € I} donde Js,, = {i €
J: i >ip}. Entonces F resulta un filtro, es decir, posee la propiedad de interseccién
finita y la propiedad de direccionalidad.
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Para probar que J tiene la propiedad de la interseccion finita, sean Fy, Fy € .
Entonces existen Js;,, J>,, tales que Js;, C Fy, Js;, C Fy. Luego, como J es un conjunto
dirigido, existe i3 > 41, 73 > %2. De lo que se desprende que Js;, C I} N Fy, por lo tanto
Fy N Fy, € F. La direccionalidad se desprende de la definicion de F.

Sea € una cadena creciente de filtros que contengan a F, y sea F' = U.cec. Entonces,
F es un filtro. Sea F € F, y sea F' C B, como F pertenece a un determinado ¢ € C y
es un filtro, entonces B € ¢, de lo que se obtiene que B € F. Si F}, Fy, € I, entonces
Fi € ¢1, Fy € ¢y, luego Fy, Fy € méx{cy, c2} que es un filtro, y en consecuencia Fy N Fy €
méx{c;,cy} C F.

Por el lema de Zorn, existe un elemento U maximal. Entonces, U posee la propiedad
de maximalidad. Esto se debe a que si existe un A C J tal que A ¢ U, A° ¢ U, entonces
se puede tomar el siguiente conjunto £ = {F C J tal que 3B € U: ANB # () y ANB C
F}. Por construccién, E posee la propiedades de direccionalidad y de interseccién finita,
que se prueban de forma analoga al caso de F. Entonces F es un filtro, contradiciendo la
maximalidad del Lema de Zorn, ya que es E es un filtro que contiene de forma estricta
a U. Luego, U es un ultrafiltro que posee a los conjuntos de la forma Js;,, luego es un
ultrafiltro cofinal. 0

OBSERVACION 1.12. Sea J un conjunto, y sea F un filtro sobre J. Un argumento
similar al utilizado en la demostracion anterior permite mostrar que toda cadena cre-
ciente de filtros F’ definidos sobre J que contengan a F se estaciona. Luego, por el lema
de Zorn, existe un elemento maximal U, que resulta un ultrafiltro.

DEFINICION 1.13. Sea U un ultrafiltro sobre J. Sea (X, d) un espacio métrico y sea
(a;)ies € X. Decimos que (a;);eq converge a lo largo de U, o que es U-convergente si
existe un a € X tal que para todo € > 0, el conjunto {i € J : d(a;,a) < £} pertenece a
U. El elemento a se llama el U-limite de (a;);e5 y se nota h’lrln a;.

OBSERVACION 1.14. El U-limite es tnico. Esto se desprende de que si a # b son dos
U-limites de (a;);e7, entonces tomando & < @, los conjuntos {i € I : d(a;,a) < e}y
{i €3 :d(a;,b) < €} pertenecen a U pero son disjuntos, contradiciendo la condicién de

maximalidad de U.

Buena parte de las propiedades usuales de limites se mantienen para el caso de
convergencia a lo largo de U.

PROPOSICION 1.15. Sea U un ultrafiltro sobre 3. Sea (X, || ||) un espacio vectorial
normado, sean (a;)ies, (b;)ics C X tales que h’lrln a; = a, lilrln b; = by sea A € C. Entonces
1.

lim (a + b); =lima; + limb; = a + b,
U U U
lim (Aa); =Alima; = Aa
U U
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2. Cuando X =R y a; < b; para todo i € J entonces h’&n a; < h’lrin b;.

DEMOSTRACION. Para probar que la suma de los U-limites es igual al U-limite de la
€ €
suma, sea € > 0, y sean A(5) = {z €J:|la; —all < 5}, B(5) = {z e€J:||b; =0l < 5}
Por definicion, ambos conjuntos pertenecen a U, y lo mismo su interseccién. Si i €
A(e) N B(e), entonces

l(a; +b; —a = )| <lla; —af +[b: = bl < e

lo que demuestra que A(e)NB(e) C{i €J: |[(a; +b;i —a—Db)|| <e} € L.

Sea A € C, sea ¢ > 0 y consideremos i € A(ﬁ), entonces

[Aai = Aal| = [Allja; —all <,

de lo que se sigue que

€
A (W) c{ieTd:||xa; —Na)|| <e} €U,
demostrando que los U-limites respetan la linealidad.

Resta mostrar que el U-limite preserva el orden. Sean a = h’&n a; y b = h’lrln bi,

supongamos que b < a, entonces sean L = a—b > 0, ¢ = %, yseaC={i€J:|a;—al <
g, |b; — b| < e}. Efectivamente C' € U porque puede expresarse como interseccién de
conjuntos de U.

Sea i € (', entonces —¢ < a; —a < e,y — < a; —a < &, de lo que sigue que
—2e <bj—b—(a;—a) = (b;—a;)+ L < 2¢, de lo que se deduce que —L —2¢ < b; —a; <
—L — 2¢ < 0, contradiciendo la hipdtesis. 0

OBSERVACION 1.16. Sea J un conjunto dirigido y sea U un ultrafiltro cofinal y no
principal sobre J. Sea (X, d) un espacio métrico y sea (a;);es C X una red convergente
a a. Entonces, a = h’&n a;. En efecto, dado € > 0, existe un 75 € J tal que si i > 1,

entonces d(a, a;) < £. En consecuencia, el conjunto J>;, C {i € J: d(a,a;) < e}, y como
el primer conjunto pertenece U, por maximalidad también pertenece el ultimo.

Como consecuencia del Ejemplo 1.9 se obtiene lo siguiente. Si U es un ultrafiltro
definido sobre N no principal, entonces para toda sucesién (a,),en convergente se tiene

que lim a, = lima,.
n—00 u

Para el siguiente resultado, conviene recordar la siguiente definicion:

DEFINICION 1.17. Sea (X,d) un espacio métrico. Un conjunto K C X se dice
totalmente acotado si para todo € > 0 existe un n € N, y existen Xy,..., X, tal que
K cCX,U---UX, y el didmetro de cada X; es menor que €.

PROPOSICION 1.18. Sea U un ultrafiltro sobre J. Sea (X,d) un espacio métrico
completo y sea (a;)ies C X. Si (a;)iey resulta un conjunto totalmente acotado, entonces
existe a € X tal que a es el U-limite de (a;)ic.
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DEMOSTRACION. Para demostrar esta proposicién, se procederd a construir una
sucesion (ap)neny formada por elementos de (a;);e5, de manera tal que los conjuntos
{an,n > ng}, tengan didmetro menor que % Como (a;);er es totalmente acotado, para
todo € > 0 existen X7,..., X, tales que {a;,7 € I} C X; U---U X, y el didmetro de
cada X; es menor que . El problema es que a medida que se varia el € los conjuntos
X; pueden no estar relacionados, es por eso que se da a continuacion esta construccion
inductiva de q;.

Sea n = 1, entonces existen Xi,...,X; de didmetro menor que 1 y disjuntos dos a
dos tales que {a; : 1 € I} C Xj U---UX,;. Sean I, ={i € J:a;, € Xy}, 1 <k <7,
como U es un ultrafiltro, existe ky tal que Iy, € U. Sea J; = I, y sea Y} = X, y sea
a; € Y1N{a;:i €T}

Si se tienen J,,, Y,, y a,,, se construyen J,, 1, Y, 11 y a,+1 de la siguiente manera: Como
Y,, es totalmente acotado e J,, € U, entonces existen X, ..., X; disjuntos dos a dos tales
que Y, = X; U---U X, y de didmetro menor que nLH Sean I, = {i € 7, : a; € X},
1 <k <j,como U es un ultrafiltro, existe kg tal que Iy, € U. Sea entonces J,, 11 = I,
ysea Y1 = Xy, ysea a1 € Yo N{a; i €7J,}.

Por construccion, Y,, C Y,_1, de lo que sigue que d(ay,, a,,) luego a,, es

G
una sucesion de Cauchy que converge a un elemento a € X. s

Resta ver que a = limy a;. Sea ¢ > 0y sean € N tal que % < 5. Por construccion, el
conjunto J,, C {i € J: d(a,a;) < e}, ya que d(a;,a) < d(a;, a,) + d(an,a) < 2. Luego,
{i €J:d(a,a;) < e} €U O

Como consecuencia de esta proposicion, se tiene el siguiente corolario que se utilizaréa
mucho en las siguientes paginas.

COROLARIO 1.19. Sea U un ultrafiltro definido sobre N. Sea (a,)nen una sucesion
de numeros complejos que estd acotada. Entonces existe U-limite de (a,)nen-

Para profundizar en aplicaciones actuales de ultraproductos en la matematica ver,
por ejemplo, el reciente libro de Goldbring [20].

2. C*-Algebras

Por C*-dlgebra se entiende un dlgebra de Banach compleja A con una involucién
* : A — A tal que para todo z € A, ||z*z| = ||z]|*>. Como ejemplos de C*-dlgebras
podemos encontrar, entre otros, los siguientes

1. Sea X un espacio topoldgico compacto y Hausdorff, y sea C'(X) el conjunto de
funciones continuas de X a C. Entonces C'(X) resulta una C*-algebra abeliana.

2. Sea H un espacio de Hilbert, y sea B(HH), el conjunto de operadores de H en
H. Entonces B(H) con la norma de operador también resulta una C*-dlgebra,
en este caso no abeliana.
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Cuando se trabaja con C*-dlgebras, por un ideal I se entiende un ideal bildtero, que
es cerrado en norma.

DEFINICION 1.20. Un ideal I en una C*-dlgebra A se dice esencial si I N K es no
trivial para cada ideal K # {0}, o equivalentemente, si KI = 0 entonces K = 0.

Intuitivamente, un ideal esencial es un ideal que es suficientemente grande o abar-
cativo en la C*-dlgebra.

No todas las C*-dlgebras poseen unidad. Cuando A tiene una unidad 14, se dice
que A es unital.

DEFINICION 1.21. Sea A una C*-4lgebra no unital. Una unitarizacién de A es una
C*-dlgebra unital B tal que existe un morfismo inyectivo ¢ : A — B cuya imagen es
un ideal esencial de B.

Informalmente hablando, una unitarizaciéon de A es una C*-dlgebra B unital que
contenga a A, de forma tal que A es grande dentro de B.

Si A es una C*-dlgebra no unital, una unitarizacién puede ser A @ C = A. En este
conjunto, la estructura multiplicativa estd dada por (a, A\)(b, u) = (ab+ Ab + pa, \u),
y la norma esta determinada por ||(a,\)|| = sup{|lab + Ab|[,b € A, ||b|| = 1}. Esta
unitarizacion resulta la minimal para A, en el siguiente sentido: si B es otra unitarizacién
de A via el morfismo ¢, existe un morfismo A @ C — B que extiende a ¢. La pregunta
que surge naturalmente en este contexo es si existe una unitarizacion maximal. La
respuesta a esta pregunta es afirmativa, como se vera en las sucesivas lineas.

DEFINICION 1.22. Sea A una C*-dlgebra. El dlgebra de multiplicadores M(A) es
aquella unitarizacién que cumple la siguiente propiedad universal: Para toda C*-dlgebra
B tal que existe un morfismo inyectivo ¢ : A — B cuya imagen es un ideal, entonces
existe un tnico morfismo p : B — M(A) tal que u(c(a)) = a para todo a € A.

La existencia del algebra de multiplicadores es un resultado clasico en la teoria de
C*-élgebras. El primero en estudiar este tipo de estructuras fue Busby en [8]. Hay dos
caminos para demostrar la existencia del algebra de multiplicadores de forma tradi-
cional. La primera, es utilizando centralizadores dobles, es decir, pares de operadores
(L,R), L,R : A — A tales que zL(y) = R(z)y para todo x,y € A. La otra ruta es
tomar una representacién fiel de A en B(JH), y tomar el conjunto de aquellos z € B(H)
tales que zA C Ay Az C A. Cada elemente = se lo denomina multiplicador, y es de
aqui de donde el algebra de multiplicadores recibe su nombre. Para una demostracion
clasica de la existencia del dlgebra de multiplicadores, ver por ejemplo [36, 3.12] o [46,
2.2]). Otra demostracién utilizando ultraproductos segun las lineas de esta tesis sera
presentada en el capitulo 3.

Dentro de los ejemplos de dlgebras de multiplicadores podemos encontrar:

EJEMPLO 1.23. Sea H un espacio de Hilbert de dimensién infinita, y considérese
K(H) el dlgebra de operadores compactos de B(H). Como H tiene dimensién infinita,
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la identidad no es un operador compacto, luego K(H) no es unital. Debido a que la
composicion de un operador compacto con cualquier otro operador acotado resulta un
operador compacto, tenemos que K(H) es un ideal en B(H). A su vez, como existe una
red (Py)xea de proyecciones de dimensién finita tales que ||Pyz — z||, ||z Py — x| — 0,
se tiene que el ideal es esencial. Para probar que efectivamente B(JH) resulta el algebra
de multiplicadores de K(H), conviene en este caso utilizar la teoria cldsica (es decir,
centralizadores dobles o multiplicadores, ver por ejemplo [36, 3.3.3]).

EJEMPLO 1.24. Sea X un espacio topologico localmente compacto y Hausdorft, y sea
Co(X) el algebra de funciones continuas a valores en C que tienden a 0 en el infinito, es
decir, tales que para todo € > 0 existe un conjunto compacto K C X tal que |f(x)| < e
si x ¢ K. En este caso, el dlgebra de multiplicadores de Cy(X) es Cy(X), el dlgebra de
funciones continuas y acotadas definidas sobre X a valores en C.

Veamos esto: Claramente, Cy(X) es un ideal en C,(X), basta ver que se trata de un
ideal esencial. Sea I C Cy(X) un ideal tal que ICy(X) = {0}, tomando f € I y dado
K C X, existe gk € Cy(X) tal que gi(z) = 1 si z € K (estas funciones existen gracias
al lema de Urysohn). Por hipétesis, fgx = 0 ya que se encuentra en la interseccién de los
dos ideales. Luego f = 0 en K, como esto vale para todo K C X, f =0, luego I = {0}.
Sea B una C*-dlgebra que continene a Cy(X) como un ideal. Hay que mostrar que existe
un tnico morfismo p : B — Cy(X) tal que pu(f) = f. Sea {K;};cs una red creciente de
compactos, esto es, una red en donde si j > 4, entonces K; C Kj, tal que Ujes K; = X,
y para cada i € J, sean fx, € Co(X) funciones positivas tales que fg,(x) =1siz € K;,
v |Ifx,|| < 1. Sibe B, luego bfk, € Co(X). sea b(z) = hglbel(x) De acuerdo a la

eleccion de los f, (), resulta que I;(:c) existe, y en consecuencia la funcién pertenece
a Cy(X). Esto tltimo se debe a que cada ||fx,|| = 1, entonces |b(z)| < [|bfx,| < ||b],
luego b € Cy(X).

Se define entonces p(b) = b, que resulta un morfismo de C*-dlgebras. Sean b, b’ € B,
entonces

(b+V)(x) = lim(b + V') fi, (x) = Ym by, +lm¥ fi, ()
1€ 1€ 1€

b(z) + V(@)

b(a) = (b)"()-

Para ver la multiplicatividad, notemos que si \/fx, también cumplen las mismas
condiciones que las lifgl(b\/fm (x)) = b(z), luego
1€

b (z ) = lm (bl fi, () = lim (0\/fr, U\ frc, ()
= lim (b\/fr () ) lim(b VfT( )) = b(x)¥ (x).

b*(x) = lm b" fic, () = Mm(bfi, (x))" = limbfy, (x) = limbfi, (x)
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Cabe destacar que en este punto se esta utilizando la conmutatividad de Cy(X), y se
esta usando de la siguiente manera: como Cy(X) es un ideal, entonces by/fr, € Co(z),
luego (b\/f_& )\/f_fg € Cp(x) y es aqui en donde se pueden permutar los factores.

Finalmente para cada b € B se tiene u(b) € Cp(X) y la asignacién es un morfismo
de algebras que preserva la involucién. Veamos que es inico. Supongamos que existe
otro morfismo v : B — Cy(X) tal que v(f) = f si f € Cy(X). En este caso si b € B

v(0)(z) = lmv(b) fx,(2) = Umv(b)vfr,(2) = Umv(bfx,)(2) = Hmbfx,(2) = p(b)(x),

i€]
de lo que sigue que el morfismo es tinico. Luego Cy,(X) es el dlgebra de multiplica-
dores de Cy(X).

En la demostracion anterior, las fx, juegan un rol importante. Esto es porque forman
lo que se llama una unidad aproximada, es decir, una red tal que para toda g € Cy(X),

lim g fx, = g.
€d

DEFINICION 1.25. Sea A una C*-4lgebra. Una unidad aproximada en A es una red
{u; }ieg tal que para todo = € A, hIIjl TU; = hnjq wr = x.
1€ 1€

TEOREMA 1.26. Toda C*-dlgebra A posee una unidad aproximada.

Antes de comenzar con la demostracién, conviene repasar algunos conceptos. Prime-
ro, un operador a es autoadjunto si para todo v, w € H, (av,w) = (v, aw). El operador
a serd positivo si (av,v) > 0 para todo v € H. Por A, se entiende a los elementos
autoadjuntos y positivos de A. En A, existe un orden parcial, que esta dado por a < b
sib—a>0.

DEMOSTRACION. Sea (A, <) el conjunto A = {a € A;|la| < 1}, que dotado con
el orden heredado por A, resulta parcialmente ordenado.

Si a,b € A, entonces los elementos u = (1 —a) 'ay v = (1—b)"'b pertenecen a A, ..
Esto se debe a que la funcién f(r) = %= es una funcién positiva que no se anula sobre
los espectros de a ni de b. Entonces u,v € A,. Sea ahora g(z) = 747 due nuevamente
es positiva para todo z > 0 y decreciente. Si ¢ = g(u + v), entonces ||| <1y

u o a 1
u+1_1—a1+ﬁ

¢ = glu+v) = glu) =

Similarmente, ¢ > b. Esto demuestra que A es un conjunto parcialmente ordenado.
Resta ver entonces que h’nj&Haz — ax|| — 0. Alcanza con probarlo para a € A,.
ac

Iz — azl* = (1 — a)z||* = (1 — a)*z]| < [l2(1 — a)z]

(la dltima desigualdad se deduce del hecho que si a < b, entonces raz* < xbx*). 0J
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OBSERVACION 1.27. Como parte de la demostracién anterior se desprende que las
unidades aproximadas se pueden tomar positivas y uniformemente acotadas. Asimismo,
cuando la C*-4lgebra es separable, podemos tomar unidades aproximadas numerables.

En el trabajo de Avsec-Goldbring [5], los autores construyen C,(X), para X un
espacio topolédgico localmente compacto, Hausdorff y segundo contable. Como se vié
en el ejemplo, Cy(X) es el algebra de multiplicadores para el caso de la C*-dlgebra
conmutativa Cy(X). La idea de generalizar el trabajo de Avsec y Goldbring para el
caso no conmutativo, y asi intentar dar mas informacion sobre grupos exactos fue la
principal motivacién para el trabajo presentado en esta tesis. Una vez construida C,(X),
mediante la transformada de Geldfand se obtiene la compactificacion de Stone-Cech de
X como el espectro de Cy(X). Es por este hecho que los autores dicen que han construido
la compactificacién de Stone-Cech via ultraproductos.

DEFINICION 1.28. Sea A una C*-dlgebra conmutativa. Se define el espectro de A,
notado Spec(A), al conjunto de homomorfismos multiplicativos no nulos ¢ : A — C.

El conjunto Spec(A) resulta ser un subconjunto de la bola unitaria de dual de A,
esto quiere decir que cada morfismo es continuo y de norma 1. Si se toma Spec(A)U{0}
resulta entonces que Spec(A)U{0}, dotada con la topologia débil* es espacio topoldgico
localmente compacto y Hausdorff.

La transformada de Gelfand de A es el homomorfismo x +— 2 que va de A a
Co(Spec(A)) definido como Z(t) = t(z) para todo x € A y para todo t € Cy(Spec(A)).
Esta asignacién resulta un *-isomorfismo isométrico de A en Cy(Spec(A)).

La transformada de Gelfand permite caracterizar a todas las C*-dlgebras abelianas
como Cy(X) para algiin X localmente compacto y Hausdorff. En el caso de que X sea
un espacio topolégico compacto y Hausdorff, se tiene que Cy(X) = Cp(X) = C(X), que
resulta una C*-dlgebra unitaria, puesto que la funcién constantemente 1 pertenece a A.

Andlogamente, cuando A es unitaria, resulta que Spec(A) es un conjunto compacto.
Esto se debe a que Spec(A) es un conjunto cerrado de la bola unitaria del dual de A,
que es w*-compacta. Como consecuencia, si A es una C*-dlgebra unital, entonces es
isometricamente isomorfa a C'(X), con X compacto.

La asignacién que vincula A y Spec(A) resulta un functor contravariante entre
C*-4lgebras y morfismos de C*-algebras, y espacios topoldgicos localmente compactos
y Hausdorff, y funciones continuas propias, es decir, funciones continuas tales que la
preimagen de un compacto es un compacto.

LEMA 1.29. Sea Y wun espacio topoldgico compacto y sea C(Y) la C*-dlgebra de
funciones continuas definidas sobre Y. Entonces J C C(Y) es un ideal si y solo si
existe un X C'Y abierto tal que J es isomorformo a Cy(X)

DEMOSTRACION. Primero, se verd que Cp(X) resulta un ideal. Si X un abierto
de Y, entonces Z = Y \ X resulta compacto. Se define 7 : C'(Y) — C(Z), n(f) la
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restriccion de f a Z. Esta funcién es un morfismo de C*-dlgebras, luego Ker(m) es
un ideal. Ahora, Ker(m) = {f € C(Y) : f(2) =0 Vz € Z}, de lo que sigue por
continuidad que lim f(z) = 0. Por otro lado, si f € Cy(X), entonces se puede

zeX —00

extender f a todo Y por 0, luego, f pertenece a Ker(w). Esto demuestra que Cy(X)
resulta un ideal de C'(Y).

Sea ahora J un ideal en C'(Y). Se define 7 : C(Y) — C(Y)/J la proyeccion al co-
ciente. Entonces C'(Y)/J es una C*-algebra unital, luego, Spec(C(Y')/J) es un conjunto
compacto que se denotard Z.

Sea 7 : Z — Y, si x,y € Z son elementos distintos tales que 7*(z) = 7*(y) € Y,
entonces existe f € C'(Z) que separa a x e y, esto es f(x) # f(y). Ahora. todo elemento
g de la preimagen de f por 7 (preimagen que es no vacia porque 7 es sobreyectiva)
cumple que g(7*(z)) = (7(9))(z) = f(x) # f(y) = (7(9))(y) = g(7*(y)), de lo que sigue
que todo elemento de la preimagen de f separa 7*(z) de 7*(y). Luego 7* es inyectiva,
de lo que sigue que la imagen de Z por 7* es un conjunto compacto de Y, que se seguira
denotando Z.

Sea X = Y\ Z, que resulta abierto de Y. Si f € J, entonces w(f) = 0, luego f(z) =0
para todo z € Z, de lo que se deduce que Iel)l(rgoof(:c) = 0, o lo que es lo mismo, que

f € Cy(X). De forma similar, si f € Cy(X), entonces nuevamente extendiendo por 0 a
f en todo Y, tenemos que f(z) =0y en consecuencia f € J. Luego, Spec(J) = X O

OBSERVACION 1.30. Notar que la demostracién previa permite dar la caracteriza-
cién de Spec(J) como Y \ Spec(C(Y)/J).

LEMA 1.31. Sea Y un espacio topologico compacto y Hausdorff, y sea X C Y un
abierto. Entonces Co(X) es un ideal esencial de C(Y) si y solo si Y es una compac-
tificacion de X, es decir, es un conjunto compacto tal que X es un abierto denso en

Y.

DEMOSTRACION. Primero, se demostrard que si X es abierto denso, entonces Co(X)
es un ideal esencial de Y. Para ello, sea K un ideal de C'(Y') no nulo, y sea Cy(X) C
C(Y), hay que ver que Cy(X) N K # {0}. Por el lema previo, existe un V' C Y abierto
tal que K = Cy(V'). Como X es denso, X NV es un abierto no nulo de Y, luego existe
f € Co(X N'V) no nula. Extendiendo por 0 a f en todo Y, entonces f € Cy(X) N K,
luego Cp(X) resulta un ideal esencial de C(Y).

Sea ahora J un ideal esencial de C'(Y'), por el lema anterior, J = Cy(X) para X
abierto. Hay que ver que X es denso. Para eso, se demostrara que para todo V un
abierto no nulo de Y, X NV # (). Sea V abierto no nulo y sea Cy(V), que resulta un
ideal no nulo de C(Y). Luego J N Cy(V) = J' es un ideal no nulo por la esencialidad
de J, de lo que sigue que J' = Cy(W), para W C Y abierto no nulo. Resta ver que
W C X NV.Sino, existe y € W tal que y ¢ X NV, entonces o bien y ¢ V' o bien,
yé X.Siy ¢V, seaf e Cy(W) tal que f(y) # 0, y ademds, como J' C Cy(V),
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entonces f € Cy(V) lo que contradice que f(y) # 1. Andlogamente, si y ¢ X, se llega
a la misma contradiccion. Luego, y € X N V. O

COROLARIO 1.32. Si X es la compactificacion de Stone-Cech de X, entonces
Spec(Cy(X)) = BX.

DEMOSTRACION. Por el lema anterior, y por el hecho de que Cy(X) es el dlgebra de
multiplicadores de C(X), se tiene que Spec(Cy(X)) resulta una compactificacién de X .
Para demostrar el corolario, resta ver que Spec(Cy(X)) cumple la propiedad universal
de la compactificacién de Stone—éech, esto es, que si K es un conjunto compacto y
f: X — K es continua, entonces existe una unica 3 f : Spec(Cy(X)) — K que extiende
a f.

Como K es el espectro de C(K), se puede definir Sf : Spec(Cy(X)) — Spec(C(K))
de la siguiente manera: si v € Spec(Cy(X)) y g € C(K), entonces

Bf(v)(g) =~(go f)

Si~y € X, entonces v = ev, y se sigue que y(go f) = g(f(x)), por lo que S f extiende
af. O

Para finalizar esta seccion, se daran a continuacion algunas nociones basicas de
ultraproductos de C*-dlgebras.

Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto J y sea A una C*-dlgebra. Sea [[;A el
conjunto {(a;)ics : sup;ey |la;|| < oo}. Se tiene que [[; A es una C*-dlgebra, via la
norma dada por ||(a;)ie1||oo = sup{||a;l|;i € I}.

Sea Ny C [[; A el subespacio generado por (a;)ics € [[; A tal que liﬁn l|la;|| = 0.

LEMA 1.33. El conjunto Ny es un ideal de [[;A.
DEMOSTRACION. Sean (a;)ics, (b;)ics € Ny y A € C, entonces
lim ||a; + ;|| <lim||a;|| + lim]|b;|| = 0,
U U U
lim || Aa;|| =lim|\|||a;]| = |A| lim]|a;]| = 0,
u u u
notar que aqui se estan utilizando las propiedades de U-limites exhibidas en 1.15.

Para ver que es un ideal bilatero, sea (b;)ics € [[;A, entonces existe un M > 0 tal
que sup{||b;||;i € I} < M. Entonces

lm ||a;b; || < lm||a;||]|b;|| < lim||a;||M = M lim|a;|| = 0,
u u u u
De forma anéloga se prueba que Ny es un ideal a izquierda.

Resta ver que es cerrado en norma. Sea (a!)75" una sucesién que converge a (a;);es.
Hay que ver que lim||a;|| = 0.
U
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Sea e > 0, y sea n € N tal que ©(n) = {1 € J: [|af — a;]| < 5} € U para todo
n > ny. Para ese ng sea Q(ng) = {i € J: [|a;|| < 5}. El conjunto Q(ng) NO(ne) € U. y
si ¢ pertenece a esta interseccion, entonces

laill < llai = a|| + [lai®[] < sup{lla; — a;®[|} + o] <,

mostrando que el conjunto Q(ng) N O(ng) C {i € I : [Ja;]| < e}, luego este ultimo
pertenece a U y en consecuencia, h’lrlnHaiH =0. O

COROLARIO 1.34. El cociente [[; A/ Ny es una C*-dlgebra.

DEFINICION 1.35. La C*-algebra [[,.A/Ny se denomina el ultraproducto de A res-
pecto de U vy se la nota AY.

OBSERVACION 1.36. Sea (a;);e5 € AY, entonces la norma y la involucién quedan
determinadas de la siguiente manera

1 @a)ies e = i ]

2. (ai)iey = (a])ies-
3. Grupos exactos

Durante esta seccién, por GG un grupo se entenderd un grupo topoldgico localmente
compacto, Hausdorff y compactamente generado, mientras que I" serd un grupo discreto.
Notemos que, en estos casos, siempre vale que G posee una medida invariante a izquierda
i definida sobre los borelianos de G, y en el caso de I', la medida es la medida de contar.

Para entender la definicién de grupos exactos, primero se dara una breve revision
del concepto de grupos amenables. Vale aclarar que para estudiar el concepto de ame-
nabilidad con mayor profundidad de la requerida para la lectura de esta tesis se puede
consultar, por ejemplo, los libros [6, 26, 49].

DEFINICION 1.37. Sea G un grupo localmente compacto, Hausdorff y compacta-
mente generado. Una sucesién de conjuntos medibles {F), },eny de G de medida finita y
positiva se dice una sucesién Fglner si para todo g € G

F, AF,
tfm 298 F0)
nooo i Fy)

donde A A B representa la diferencia simétrica entre los conjuntos A y B.

DEFINICION 1.38. Un grupo topolégico G localmente compacto, Hausdorff y com-
pactamente generado se dice amenable si posee una sucesion de Fglner.

La condicién de amenabilidad admite diversas definiciones equivalentes, todas ellas
dependiendo del problema que se quiera estudiar. Entre otras, existen equivalencias vin-
culadas con el crecimiento de grupos. También hay una equivalencia que se vincula con
la no existencia de una descomposicion paradéjica. Otra equivalencia es la existencia
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de una media G-invariante. Esta definicion es la que le da el nombre, ya que amenable
se podria traducir como promediable. Muchas de estas equivalencias, cubren casos mas
generales que el caso de grupos localmente compactos, Hausdorff y compactamente ge-
nerados. El contexto clasico de estudio de grupos amenables es el de grupos topoldgicos
localmente compactos y Haussdorff. En este contexto, en donde puede no existir una
sucesion de Fglner, lo que se pide es que el grupo tenga la condicién de Folner (ver por
ejemplo [6, G.5.1]).

En el caso de grupos infinitos numerables, la topologia subyacente es la topologia
discreta. A su vez, la medida invariante resulta la medida de contar. En este caso, se
tiene el siguiente resultado (ver por ejemplo [26, 2.7]).

PROPOSICION 1.39. Un grupo infinito numerable I’ es amenable si y solo si todos
sus subgrupos finitamente generados son amenables.

Es debido a esta proposicién que se suele hacer foco en el estudio de grupos ame-
nables finitamente generados, que es el que abarca la Definicion 1.38.
Entre los ejemplos mas simples de grupos amenables, podemos destacar los grupos

finitos, tomando F,, = G Vn € N. Un ejemplo un poco mas elaborado es el de Z.
Tomando F,, = [—n,...,n] entonces se tiene que dado k € Z
F, A F, — —
nooo pu(Fn) n—oo p([=n,n])
— Ym p([—=n,—n+k—1]) + pu(ln+1,n+ k)
o n—00 2n + 1
2k
=lim — =0
n—oo N

lo que muestra que F), es una sucesién de Fglner.

No todos los grupos resultan amenables. Por ejemplo, aquellos grupos no compac-
tos que tengan la propiedad (T) de Kazhdan, no lo son (ver por ejemplo [6, Theorem
1.1.6]). Dentro de esta familia de grupos se encuentran (casi todos) los grupos de Lie
semisimples y sus reticulos, algunos grupos de automorfismos de grafos y también, la
mayoria de los grupos aleatorios en el modelo de presentaciéon de Gromov. Histéricamen-
te, el primer ejemplo de grupo que no es amenable fue el grupo libre en 2 generadores,
demostrado por von Neumann en el ano 1929 en el articulo [32]. Este trabajo motivé
el estudio de distintos problemas vinculados a grupos amenables, entre ellos, la con-
jetura de von Neumann que afirma que todo grupo que no amenable posee al grupo
libre en dos generadores como subgrupo, conjetura que fue finalmente demostrada falsa
por Olshanskii en 1980. En las siguientes lineas se dard una demostracién de que el
grupo libre en dos generadores no es amenable. Para ello, primero, se dardan algunas
equivalencias de amenabilidad
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DEFINICION 1.40. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto y Hausdorff. Una
media invariante a izquierda m es una medida de probabilidad finitamente aditiva
definida sobre los borelianos de G, tal que para todo boreliano X C G, m(gX) = m(X).

Se puede caracterizar una media invariante como aquella funcién m definida sobre
los borelianos de G que cumple las siguientes condiciones:

(X) > 0 para todo X boreliano de G.

(G)=1

(X7 UXy) =m(X;) + m(Xs) para todos X7, Xo C G borelianos disjuntos.
(X) <m(Y)si X CY borelianos de G

( (X) para todo X C G y para todo g € G.

N
S333S3

9X) =

PROPOSICION 1.41. Sea G un grupo amenable. Entonces G admite una media in-
variante.

Como se mencioné anteriormente, la existencia de una media invariante resulta una
equivalencia de amenabilidad. Para no alejarse demasiado del objetivo de esta tesis, se
darda la demostracion en una direccion.

DEMOSTRACION. Sea j una medida G invariante a izquierda definida sobre G, y
sea I, una sucesién de Fglner de G. Sea U un ultrafiltro definido sobre N. Si X € G
es un boreliano, se define

 lim w(F, N X)
m(X) _1u A

Por lo analizado en la Proposicién 1.15, m no posee problemas de definicion y
ademés m(X) > 0, y m(G) = 1. Al mismo tiempo, si X C Y, entonces para todo n,
p(F,NX) < p(F,NY),y como el U-limite preserva el orden m(X) < m(Y). De forma
similar se deduce la aditividad, puesto que si X NY = (), entonces

_me(anX) lmM(Fnﬂy)
m(z) +m(y) = lu (F) + lu )

 lim p(FoNX)+u(F,NY)
u ()

o AN (X UY))
u 1(Fn)

=m(XUY).
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Resta ver la invarianza. Para esto, sea g € G y sea X C G, entonces

F, X F X
m(X) = m(gX) = lim PR OX) o #Fn 09 X)
w (k) w pu(Fy)
F X —lF X
i MO X) g plg” 0 X)
k) e p(E)
F, -1p X
< lim (M( nlg n) N )
u p(Fy)
F, -1p
BTN LICONCY )
u p(Fy)

donde en la segunda linea, nuevamente se hace uso del hecho de que el U-limite preserva
el orden. 0

COROLARIO 1.42. El grupo libre en dos generadores Fy no es amenable.

DEMOSTRACION. Sean a, b los generadores libres de Fy. Se definen los siguientes con-
juntos: A = {g € Fy : g que empiezan con a}. B = {g € Fy : g que empiezan con b}.
C ={g € Fy : g que empiezan con a'}. D = {g € F5 : g que empiezan con b~'}.

Es facil ver que F; = AU BUC U D U {e} y esta unién es disjunta. Entonces, de
ser Iy amenable, debe tener una media [y invariante m. En este caso,

1 =m(A) +m(B) +m(C)+m(D) (1.1)

(es facil ver que si un grupo G es infinito, m(F') = 0 para todo conjunto finito)
Pero al mismo tiempo, se tiene que Fy = AUa A= BUb !B =CUaC = DUbD
(esta unién no es disjunta, a diferencia de la anterior), entonces

» 1 >m(A) +m(a'A) = 2m(A)
» 1 >m(B)+m(b'B) =2m(B)
» 1> m(C)+m(aC) =2m(C)
» 1 >m(D)+m(bD) = 2m(D)

lo cual contradice la ecuacion (1.1). Luego, Fy no admite una media invariante, entonces
no es amenable. O

A continuacién, se extendera la definicién de amenable para acciones de grupos.
En lo que sigue, I" serd grupo discreto y A serd una C*-dlgebra unital, dotada de una
accion de I'. En algunas referencias bibliograficas, este tipo de C*-dlgebras se denominan
[-C*-élgebras, denominacién que se tomara aqui también.
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Sea A una I'-C*-algebra, se considera C.(I', A) el conjunto de funciones de soporte
finito de I" en A. Sean S, T € C.(I', A), se definen

S* () =507

=> ST

SxT(vy) = Z S(y) (11T (12)),
|S]l2 = (S, .S).

DEFINICION 1.43. Sea I un grupo discreto y sea A una I'-C*-4lgebra. Decimos que
la accién de I" en A es amenable si existe una sucesion (.5;);eny C Ce(I', A) tal que

1. S; es positiva y central, es decir, S;(y) > 0y S;(7y) pertence al centro de A para
todoy el .

2. Y er S27) = L.

3. Para todo v; € T, ||S; — 71 % S;|| tiende a 0 cuando ¢ tiende a infinito, donde
7 € Co(T',A) es la funcién que vale la identidad cuando se la evalia en 7,
mientras que vale 0 en el resto de los elementos de T'.

DEFINICION 1.44. Un grupo I' es exacto si existe un conjunto compacto X tal que
la accién de I en A = C(X) es amenable.

Como es de esperar, un grupo discreto amenable resulta exacto. Sea X = {x}, el
sigletén, y sea {F, },en una sucesién de Fglner. Definiendo entonces S, : I' — C(X)

1

Snu(7) = \/WXFn (7)-

Claramente las S, son positivas. Ademads
yel’ yel’ | n|
Por ltimo,

[Sn — 71 % SnHQ = Z (Sn(v) — SN(Vl_LV))Q

vyel

_ —1 2
=> | F Ocra (1) = xr, (017')

’yeF

Z X£, (V) = Xk, (17 19))?

yerl’
_ ’Fn A ’Van‘
| P

Inl
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Como consecuencia, el concepto de grupo exacto se puede pensar como una genera-
lizacion de grupo amenable.

En lo que sigue, Prob(I") se referird al conjunto de elementos positivos y de norma
1 en ¢1(T). A Prob(T') se lo dota de la topologia débil-*. En consecuencia, si X es un
espacio topolégico, una funcién f : X — Prob(I") seré continua si para toda red z; — x
se tiene que F(x;)(y) — F(x)(y) para todo v € T.

DEFINICION 1.45. Sea X un espacio topolégico compacto. Una accién de T' por
homeomorfismos en X se dice topoldgicamente amenable si existe una red de funciones
continuas m; : X — Prob(") tal que, para cada v € T

HmGmeﬂﬂﬁWOZO
? reX

donde yym?(y) = m¥ (77 1).

TEOREMA 1.46. Sea X un espacio topologico compacto. Una accion de I' en X es
topolégicamente amenable si la accion inducida por ' en C(X) es amenable.

DEMOSTRACION. Sea m; : X — Prob(T") una red de funciones continuas que cum-

plen la definicién previa.
Sea S;: I' = C(X), Si(7)(x) = m¥(vy). Para cada x € X se tiene

S Si)@) = Y omi(y) = 1

por la condicion de ser medidas de probabilidad.
Se define T () = /Si(7). Del hecho de que las funciones son positivas se desprende
que no hay problemas de definicién en las 7;. Para cada i,

(T, 7)) =Y (T/(7))* =1 = 1o

gl
Para cada v; € I' y para cada x € X

-1

(v * T (7)(@) = (T} (v ') (@) = T' (37 ") () = ym ().
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Mediante la desigualdad (a — b)? < |a* — b?| se obtiene que

(o *T;) = Ti|| = sup (ZW nmi () - vmf(v)P)

vyel’
-1
< sup (Zlvlmiﬁ (v) - mf(v)l)
rzeX ~el
=sup [ Y [pml(y) —m*(v)]
yex vyel’

= supl|yami —m"[1 = 0.
yeX

El tnico inconveniente que tenemos con estas 7, es que no son de soporte finito. Lo
que se debe hacer a continuacién es truncarlas por funciones de soporte finito de forma
tal que se preserven las condiciones de convergencia previa. En este punto, es de crucial
importante que el grupo I' es contable.

Con el objetivo de truncar las funciones T}, se tiene que para cada 7' : I' — C(X)
positiva que cumple que (T',T) = 1¢(x) existe una sucesién T, : I' = C(X) de soporte
finito, con (T},,T5) = lo(x) tal que

I+ Ty = Toll = Iy« T =T

Como I' es contable, existe una sucesion creciente de conjuntos finitos F;, tales que
I' = UpenF),. Como

> T(y) = lew),
~yel'
y la convergencia es uniforme, entonces existe un n € N tal que
> T*(y) >0,
yEF,

(como elementos de C'(X), es decir, que estan uniformemente alejadas de 0). Se define,

T(7) = 7o) ,

2 ver, T2(7)

para los v € F,, y T,(7) = 0 para el resto de los elementos de I'. Eligiendo la T,
adecuada, podemos truncar las T; por funciones de soporte finito.

Para probar la otra implicacién, se define m?(y) = T?(7)(x). La condicién 2 de la
Definicion 1.43 muestra que m? es una medida de probabilidad definida sobre I'. Resta
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ver que si 3 € I'

lfm (supHvlm —m]" | > = 0.

i zeX
Para ello, notar que

nmi(v) = nI7 () (@),

7)) = T () ().
Mediante el cambio de variable y = v,x se obtiene que

m

I = mlh = 3T )(E) ~ TEO) (o)
= é;lmTf(v)(vfly) —T(7)(v)l
=" T 6 = T )| (TG (') + T W)
<+ T- Tl T+
<2+ T, - T,

Donde la primer desigualdad es consecuencia de Cauchy-Schwartz. Por hipétesis, [|y; *
T; — T;|| tiende a 0 cuando ¢ tiende a infinito. O

LEMA 1.47. Sea m : X — Prob(I') una funcion continua. Entonces, para cada
e > 0, existe una m : X — Prob(I') y un conjunto finito F C T' tal que el soporte de
m* C F y|m*—m"|; <e.

DEMOSTRACION. Para cada FF C T, sea U(F) ={z € X : |[m*xp|i <1-5} C X.
El conjunto U(F') es abierto para todo F finito, luego (U(F))pcr es un cubrimiento por
abiertos de X. Luego, existen finitos F1,. .., F} tales que X = U(FI)U ‘UU(Fj). Como
el conjunto F' = F1U---UF; también es ﬁmto se tiene que m* = m*xF — |[|m” XF\F||15e-

Luego

[m* —m*|lx = [[[m*xr\plli6e — m*xrpll < 2[m"xe\pll <€
lo que demuestra el lema. O

LEMA 1.48. Sean X, Y dos I'-espacios compactos tales que la accion de T’ en X es
amenable, y sea f Y — X wuna funcion continua y U-invariante. Entonces la accion
de ' en'Y es amenable.

DEMOSTRACION. Sea m; una red de funciones continuas m; : X — Prob(I") tal
que, para cada y € I’

lfm (Supllvm? - m?””lh) = 0.

¢ zeX
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Sea 711; : Y — Prob(T'), mY = mzf(y), entonces

vm_ly _ mivy _ anf(y) _ m{(w) _ 77,,,%)"(11) N mzf(y)

de lo que se sigue que

lfm <Sup||7m_? — m?y||1) < lim (Supllvmi-‘ — mZ”“’II1> =0
¢ yey g zeX

demostrando el lema. O

La siguiente es una caracterizacion puramente dindmica de la condicién de que un
grupo sea exacto.

TEOREMA 1.49. Sea I' un grupo contable. Entonces son equivalentes:

1. I' es exacto. 5
2. La accion de T" en la compactificacion de Stone-Cech BI' es amenable.

La demostracion de este teorema, que utiliza herramientas que escapan a los alcan-
ces de esta tesis, se puede hallar en [7, Theorem 5.1.7]. De todas formas, se dard un
breve comentario de como se llega a este resultado. En principio, Higson y Roe en [25]
mostraron que la acciéon de I' en SI' es amenable si y solo si el Algebra Uniforme de
Roe es nuclear (recordar que una C*-dlgebra A es nuclear si y solo si para toda B el
producto tensorial A ® B tiene una tnica norma que la vuelve una C*-dlgebra). Luego,
cuando el Algebra Uniforme de Roe es nuclear se tiene que I' es exacto, mostrando que
Teorema 1.49 2 implica Teorema 1.49 1. De hecho, en el articulo previamente mencio-
nado, los autores demuestran que la acciéon de I' en SI" es amenable si y solo si I' posee
la Propiedad A de Yu, una propiedad de teoria geométrica de grupos que fue enunciada
en [47]. Mediante este trabajo se vinculan la propiedad A de Yu con el concepto de
grupos exactos, es decir, se vincula nocion del Algebra de Operadores con una de Teoria
Geométrica de Grupos.

Por otro lado, en [34], Ozawa demuestra la vuelta de esta propiedad, es decir, que
si un I' es exacto entonces el Algebra uniforme de Roe resulta nuclear.

La pregunta natural que surge en este momento es si existe un grupo exacto que no
sea amenable. La respuesta se sigue de la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1.50. EI grupo libre Fy es exacto.

Esta proposicién se demostrara en forma mas general en el Capitulo 4 Corolario 4.3
de esta tesis.

Lo realmente dificil es encontrar grupos que no sean exactos. En el articulo [23],
Gromov senala la forma de construir lo que resulta el primer ejemplo de un grupo que
no admite embebimiento uniforme en un espacio de Hilbert (el conocido como Gromov
Monster Group). Esta resulta una de las equivalencias de grupos exactos, es decir,
un grupo es exacto si y solo si, admite un embebimiento uniforme en un espacio de
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Hilbert. En la misma linea, caben mencionar los siguientes articulos. En [33], Osajda
construye el primer ejemplo de un grupo que no es exacto pero que es residualmente
finito. En [4], Arzhantseva y Osajda construyen un grupo que no es exacto, pero que
sin embargo, posee la propiedad de Haagerup. La propiedad de Haagerup proviene de la
teoria de representaciones, y se puede pensar como otra generalizacién de amenabilidad
(dado que no serda un tema a estudiar en esta tesis, para mas informacién acerca de
grupos con la propiedad de Haagerup se puede consultar la monografia [10]). El trabajo
[4] muestra que estas dos propiedades no son equivalentes, concluyendo que ambas son
generalizaciones de amenabilidad, pero en distintas direcciones. Los articulos [23, 33, 4]
construyen estos grupos utilizando herramientas combinatorias.






Capitulo 2

El articulo de Avsec y Goldbring

En las siguientes lineas se presentara el articulo de Avsec y Goldbring (apartados
3y 4 de [5]). En el apartado 3 de dicho articulo, los autores primero parten una C*-
algebra A abeliana y separable, para construir a partir de un ultraproducto U definido
sobre N el dlgebra de funciones acotadas definidas sobre el espectro de A. Para ello,
se basan en el concepto de funciones U-uniformemente equicontinuas sobre conjuntos
acotados, que les permite obtener una C*-subédlgebra de AY. Luego, se verifica que un
cociente de esta subdlgebra es isomorfa a Cy(Spec(A)). Por tltimo, como el espectro
de Cy(Spec(A)) es isomorfo a C(BSpec(A)), donde BSpec(A) es la compactificacién
de Stone-Cech de Spec(A), los autores construyen la compactificacion de Stone-Cech
a partir de ultraproductos de Spec(A). El articulo tiene una segunda parte, que es
el apartado 4, en donde aplican esta construccién para mostrar que un grupo que
actia de forma propia y transitiva sobre un arbol es exacto. Aqui, el hecho de que la
accion sea propia implica que los estabilizadores de cada vértice del arbol son finitos, en
particular son compactos. El objetivo del presente capitulo es presentar el articulo [5],
desarrollando en detalle las demostraciones en ¢l exhibidas, con el objetivo de poder
realizar una comparacion con las técnicas desarrolladas en los siguientes capitulos de la
presente tesis.

Sea U un ultrafiltro no principal definido sobre N. Sea X un espacio topoldgico
localmente compacto, Hausdorff y segundo contable. Sea A = Cy(X), las funciones
continuas a valores en C sobre X que se anulan en el infinito. El objetivo sera construir
Cy(X) a partir de ultraproductos de Cy(X). Recordar que Cy(X) es la C*-dlgebra de
funciones continuas y acotadas definidas sobre X.

En este punto, caben destacar algunos asuntos. Primero, como bien senalan los
autores, las hipdtesis sobre el espacio topoldgico X implican la existencia de una métrica
d propia que define una topologia equivalente a la topologia original de X (ver [45]). Este
es un hecho topoldgicamente no trivial, que resulta clave en el trabajo que presentado
a continuacién. A partir de esta métrica, y fijando un punto base o € X, se define para
cada r € R la bola cerrada B(r) de radio r centrada en o. Como d es propia, las bolas
B(r) resultan compactas. Segundo, el hecho de que X sea segundo contable implica
que el algebra A es separable, lo que habilita a los autores a utilizar ultraproductos
definidos sobre N. Es importante mencionar en este punto que los ultraproductos no
principales definidos sobre N no necesitan la condicién de cofinalidad, ya que la poseen

23
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automaticamente. Esto se debe a que el complemento del conjunto {n € N:n > ng} es
finito, y los ultrafiltros no principales no poseen conjuntos finitos (item 2 de Corolario
1.4).

Otra facilidad que otorga trabajar con algebras separables es la siguiente: como se
vi6 al final de la Seccién 2 del capitulo anterior, para la construccién de la C*-dlgebra
ultraproducto, se considera el cociente IIyA/N, donde N = {(a,)nen : 11'11111 lan|| = 0}

Es sabido que IIyA es isomorfo a (*°(A). Es por este motivo que la mayoria de las
definiciones y propiedades del trabajo [5] se dan en términos del espacio £>°(A).

Sea A = Cy(X), donde X un espacio topoldgico localmente compacto, Hausdorff y
segundo contable, dotado de una métrica d propia y con un punto base fijo o € X. Sea
U un ultrafiltro no principal definido sobre N, y sea AY la C*-algebra ultraproducto de
A respecto de U. El siguiente lema se deduce de la Proposiciéon 1.18

LEMA 2.1. Sea (fn)nen € €°(A), entonces Va € X, existe h&n(fn(x))
La funcién x +— h'lrin(fn(x)) se la denota fy(z).

DEFINICION 2.2. Sea (fy)nen € (©(A), se dice que (fn)nen es U-uniformemente
equicontinua en conjuntos acotados si para todos r,e > 0 existe un 0 > 0 tal que el
conjunto

{n e N:Vs,t € B(r) tal que d(s,t) < 6 entonces |f,(s) — fu(t)| < e} € U.

LEMA 2.3. Si (fn)nen es U-uniformemente equicontinua en conjuntos acotados, en-
tonces fy es uniformemente continua en conjuntos acotados.

DEMOSTRACION. Se probard esta propiedad por el absurdo. Si fy no es unifor-
memente continua, entonces existen un conjunto X, acotado, un £y y dos sucesiones

(xn)nENu (yn)nEN - XO tales que d(xm yn) < % pero |fu($n) - fU(yn)| Z €o-
Sea k fijo, tal que % < §. Sea r tal que Xy C B(r), y sea

1
A= {n € N:Vs,t € B(r) tal que d(s,t) < Z entonces |f,,(s) — fn(t)] < %} :

El conjunto A pertenece a U por hipdtesis.

Como fy es el U-limite de las (f,), entonces B = {n € N : | fu(xx) — ful(or)| < 2},
C={neN:|fulyr) = falyr)| < 3} pertenecen a U.

Sine AN BNC, entonces

o < | fulyr) — fulr)]
< [fulyr) = Falyr)| + [fulyr) — ful@e)| + [ fulor) = folzr)] < %

lo cual es absurdo. O



2. EL ARTICULO DE AVSEC Y GOLDBRING 25

El siguiente lema muestra que el concepto de U-uniforme equicontinuidad esta bien
definido en AY.

LEMA 2.4. Sean (fn)nen, (gn)nen € €°(A). Si (fu)nen Y (9n)nen definen el mismo
elemento en AY, 4y (fu)nen es U-uniformemente equicontinua en conjuntos acotados,
entonces (gn)nen también lo es.

DEMOSTRACION. Sea (fn)nen, (gn)nen € €°(A) que satisfacen las hipdtesis. Para
probar que (g, )nen €s U-uniformemente equicontinua, sean r, e € Ry, entonces existe
un 6 > 0 tal que {n € N :Vs,t € B(r),d(s,t) < = |fu(s) — fut)] < 5} € U. Asu
vez, el conjunto {n € N : ||g, — fu|| < 5} también pertenece a U, de lo que sigue que si
n estd en la interseccién de ambos conjuntos, se tiene que

19n () = gn(B)] < 2llgn — full + [ fuls) = fu(t)] <e.

Como esto vale para toda bola B(r) y para todo € > 0, entonces (gn)nen €s U-
uniformemente equicontinua. O

DEFINICION 2.5. Sea A = Cy(X), donde X un espacio topolégico localmente com-
pacto, segundo contable, dotado de una métrica d compatible y con un punto base fijo
o € X. Sea U un ultrafiltro no principal definido sobre N. Se define la parte continua
de AY al subconjunto

AN = {(f)nen € A% U-uniformemente equicontinuas en conjuntos acotados}.
OBSERVACION 2.6. Por la diagonal de ¢*°(A) se entiende al subconjunto {(f)en €
(>*(A); f € A}. Claramente, la diagonal de (*(A) pertenece a AU y ademas resulta

una C*-dlgebra isomorfa a A. Es por esto que se identificard a la diagonal con la misma
algebra A. Esta identificacion sera importante en los Lemas 2.10, 2.11.

PROPOSICION 2.7. El conjunto AV es una C*-subdlgebra de AY.

DEMOSTRACION. La condicién de subespacio vectorial es evidente. Para mostrar
A es multiplicativamente cerrada, sean (fy)nen, (gn)nen € AU, Entonces, existe M >
0 tal que || fol], lgn]] < M para todon € N. Sie >0y r > 0, existe un 0 tal que

A= {n € N:Vs,t € B(r) tal que d(s,t) < 0 entonces |f,(s) — fu(t)| < ﬁ} c U

B = {n e N:Vs,t € B(r) tal que d(s,t) < § entonces |g,(s) — gn(t)| < 21} e Uu.
Sin € AN B, entonces para todo s,t € B(R) tal que d(s,t) < ¢

| fn(8)gn(s) = fu(8)gn ()] < [fn(8)gn(s) = fu(t)gn($)] + [fn(t)gn(s) = ful(t)gn(t)]
< [fal8) = Fa@llgn@)] + | fa(@)|gn(s) — gn(t)]
< M|fu(s) = fu(t)] + Mlgn(s) — ga(t)] < ¢,
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de lo que se desprende que el conjunto
{n € N:Vs,t € B(r) tal que d(s,t) < 6 entonces |f,(5)gn(s) — fu(t)gn(t)| < e}

contiene a AN DB, por lo tanto pertenece a U. Luego, A" es multiplicativamente cerrada.

Resta ver que AU es cerrado en norma. Para ello, sea ((f™),en)men Una sucesion en
A que converge a (g, )nen. Para ver que AU es cerrado, tiene que ocurrir que (g, )nen
sea U-uniformemente equicontinua sobre conjuntos acotados. Sean €, r € R.q. El hecho
de que ((f™)nen)men Sea una sucesién convergente en AU, implica que para todo € > 0,
existe un mg € N tal que [|f* — gnl|l4u < € para todo m > my. En particular, para

my, el conjunto C' = ¢n € N:sup{|f"(x) — g(2)|} < %} € U. A su vez, como cada
rzeX

((fm°)en)men €s U-uniformemente equicontinua, entonces existe un § > 0 tal que el
conjunto D = {n € N:s,t € B(r),d(s,t) <6 = |fi"(s) — fio(t)] < 5} € U
Luego, sin € CN D,y s, t € B(r),d(s,t) <d, entonces

19n(8) = gn ()] < lgn(s) = ()] + [ (8) = (O] + [gn(t) = £ (r)]
<2 £ = gnll + [0 (s) = 7o) < e

de lo que se sigue que (g, )nen es U-uniformemente equicontinua, mostrando que A" es
cerrada. O

Para las siguientes demostraciones se necesitaran de las siguientes funciones auxi-
liares. Sean, para cada n € N, n > 1, las funciones continuas y,, que cumplen
» 0< x, <L
» x,(t) =0 para cada t € B(n —1).
» xu(t) =1sit ¢ B(n).
Observar que estas funciones no pertenecen originalmente a Cp(X).
Sea I el siguiente conjunto

I= {(fn)nEN € ‘Acu : (Elrn € R)(h’ﬁnrn =ty fn’B(rn)) = 0} (21)

PROPOSICION 2.8. El conjunto I es un ideal de AV,

DEMOSTRACION. Para mostrar que I es un espacio vectorial, sea A\ € R y sean
(fn>n€N7(gn)n€N € I. Sean (Sn)neNa(Tn>n € N7 tales que fn’B(sn) = 07 gn’B(frn) = 0.
Entonces (f, Jrgn)‘B(ml,n —_— Oy )\f"}B(sn) = 0, de lo que se sigue que I es un espacio
vectorial.

El hecho de que I es multiplicativamente cerrado es evidente. Lo que resta en con-
secuencia es mostrar que [ es cerrado en norma.

m

Sea ((fI")nen)men C I una sucesién que cumple que lirE (f7)nen = (gn)nen. Hay
m—-+00

que ver que (g, )nen € I, 010 que es lo mismo, que para todo k € N existe un (hy,)pen € 1
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tal que el conjunto
1
{nGN: lgn — hal| <E} e Uu. (2.2)

Notar que como (f")nen € I, entonces para cada m,n € N, existe 77" tal que f*|g(m) =
0. Debido a que lim (f")nen = (gn)nen, se tiene que para cada k € N, existe un
m——+00

m(k) € N tal que el conjunto

1
X(k) = {neN: £ — g, < Zk} c .

Fijado m(k), el conjunto W(k) = {n € N: ™ > k} € U. Sea Y (k) = {n € N :
n > k,|gn(t)] < 5z sit € B(k)}. El conjunto Y'(k) pertenece a U porque contiene a
X(k)NnW(k), ya quesit e B(k)

m m m 1
192 (0)] < 190 = FPOO1+ OO < 1 = gall +0 < o T

Como este procedimiento se puede hacer para todo k € N, entonces se puede definir
para cada n € N, I[(n) = max{k € N : n € X(k)}, entonces [(n) — oo, ya que si
n € X (k), por construccién n > k. Se define (hy)nen, hn = gnXi(n)- La sucesion (hy,)nen
pertenece a I por construcciéon. Para que la proposicion quede demostrada, basta ver que
para todo k € N, (h,)nen ¥ (gn)nen cumplen (2.2), lo que implica que (hy,)nen = (9n)nen
en A%

Sean € X(k)NY(k), entonces Si t € B(l(n) — 1),

w|*‘

90(0) = ()] = lan(8)] < 5 < 5
Site B(l(n)) \ B(l(n) — 1), entonces

|9n(£) = B (8)] < [gn ()] + [ ()] < 2]gn(F)] < %
Sit ¢ B(l(n)) entonces

19n(8) = hn ()] = [9n(8) = Xi(m) () gn ()] = 0.

1
Luego, X(k)NY (k) C {n € N: ||h, — gu] < E} por lo tanto el dltimo conjunto
pertenece a U. 0

LEMA 2.9. La C*-dlgebra AY/T es unital.

DEMOSTRACION. Sea, para cada n € N, g, una funcién continua que vale 1 en
B(n) y 0 en B(n + 1). El elemento (g,)nen € A, se proyecta a la identidad, puesto
que para todo (f,)nen € AU, se tiene que (fngn — fn)nen € I, puesto que si n € N,
(fugn — fn)(t) =0sit € B(n), luego es un elemento que pertenece a 1. O
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LEMA 2.10. La proyeccién de la diagonal de A C AY en el cociente AN/ es un
1deal.

DEMOSTRACION. Para mostrar que es un ideal, alcanza con ver que si (f,,)pen € AV
v g € A, entonces (gf,)nen es un elemento de la diagonal de A<U/1.
Sea fy = li&n fn- El elemento g fy pertenece a la diagonal. Hay que demostrar que

(fug — fng)nen € 1. Para ello, alcanza con mostrar que para todo € > 0 existe (h,) € [
tal que

{neN:|fug— fug—ha <ce} €U

Sea h,, = (fug—fng)xn. Es claro que (hy)nen € 1. Como g € Cy(X), entonces existe
un r > 0 tal que |g(¢)] < = sit & B(r), donde M = sup{||f.||}. Sea ahora § > 0 tal

que |fU(S) ( )| < S H H

porque por el lema 2.3 fy es uniformemente continua en conjuntos acotados). A su vez,
sean ty,...,t € B(r) tales que las bolas de centro ¢; y radio § formen un cubrimiento
finito de B(r). Como fy es el U-limite de (f,,)nen, entonces los conjuntos

w(i) = {n € N [fult) = falt)] < g H} e U

para todo s,t € B(r) tal que d(s,t) < 0 (esto se puede hacer

Luego, el conjunto 2 = w(1) N---Nw(l) pertenece a U.
Finalmente, como ( f,,)nen €s U-uniformemente equicontinua en conjuntos acotados,
el conjunto

@—{nEN:|fn(t)—fn(s)| 815t€B()d(5,t)<5}€u

3|| |

A continuacién, se vera que para todon € QN O N {n € N;n > k} (notar que
esta interseccion resulta un elemento de U), entonces || fug — fng — hnl| < €. Para ello
primero notar que

|(fug — fug — ha)(t)] <
ILfug — fug — (fug = [o9)x)O)] + 1[(fug = fog)xr — (fug — fag)xal ()] (2.3)

Para el primer sumando de (2.3), se distinguird en tres casos dependiendo de en qué
bolas esta t. Sit ¢ B(r+1) notar que fug— fng—(fug—fng)x» = 0.Sit € B(r+1)\B(r),
entonces

(t)H(fU - fn - fHXr - anr)(tN
g1 Aull + 2[ full

€
—(2M +2M) =
4M( +2M) =e.

|(fug = fng — (fug — fug)x:)(t)|

IN
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Sit € B(r) se tiene que
[(fug = fug — (fug = f29)x) ()] = [(fu(t) — fu()g(t)].
Para acotar esta expresion, sea t; tal que d(t,t;) < J, entonces
|(Fut) = fu(8)g(B)] = [(ut) = fulti) + fulti) = fulti) + fulti) = fu(£))g(2)]
(1CA®) = fulta))l + [(fult) = Fult))] + [(Falt) = fu @) l9(D)]
(fut) = fulta)| + [fults) = falts)] + 1 fa(ts) — fa(®)]) 9]l

Luego, |fug — fug — (fug — fug)x:| < € para los n elegidos.
Para el segundo sumando de (2.3) también se distinguird en dististos casos depen-
diendo la pertenencia de ¢ como se hizo en el caso anterior. Si ¢ € B(r), entonces

[(fug = fo9) )X (t) — (fug — fag) () xn(t)| = 0.
Por otra parte si t ¢ B(r), entonces
(fug = fr9)(O)x:(t) = (fug = fag) O xn(t)] <
| A@g@] + [ fo@[lg@)] + [fu@llg@)] + [fn(@)llg(#)] <
lg@O)| I full + 2] fall) < e

De esto se concluye que la triple interseccion QNON{n € N,n > k} estd contenida
en

<
<

IN

{n €N:|lfug — fug — hall < €}
demostrando que este ultimo conjunto pertenece a U. Por lo tanto la proyeccion diagonal

de A es un ideal de AU/I. O
LEMA 2.11. El ideal A C AM/I es esencial.

DEMOSTRACION. Sea (f,)nen € AN/ T tal que (fng)nen = 0 para todo g € A. Esto
significa que (f,g)nen € I para todo g € A. Hay que ver que (f,)nen € 1.

Sea t € X fijo, y sea r > 0 tal que t € B(r). Sea g € A tal que g(t) = 1, entonces
como f,g € I entonces por definicién (2.1) existe una sucesion r,, h’lan r, = oo tal que

fndl B(r,) = 0. En particular el conjunto
{neN: fu(t)g(t) =0} € U,

de lo que se sigue que fy(t) = 0.
Como este argunmento vale para todo t € X, entonces fy; = 0. Sea ahora el siguiente
conjunto

Uk)={neN:in>ky|falt) < % para todo ¢ € B(k)}.
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A continuacién se verda que U(k) pertenece a U. como (f,;)nen es U-uniformemente
equicontinuas, entonces existe o > 0 tal que el conjunto

0= {n eN:[fu(t) — fu(s)] < i si s, t € B(k),d(s,t) < 5} e u.

De la misma manera que se hizo para demostrar que A es un ideal, para ese § > 0, sean
t1...t € B(k) tal que las bolas de centro ¢; y radio ¢ forman un cubrimiento de B(k).
Entonces los conjuntos

(i) = {n EN:|fults)] < i} 0
Luegosin e XNw(l)N---Nw(l)

Fult)] < 1)) = Fult)] 4 1fult)] < 5 +

tomando t; tal que d(t,t;) < 0.
De la misma manera que se hizo en la demostracion del Lema 2.8, sea para cada
n €N, l(n) =max{k € N:n € U(k)}. Al igual que antes lim [(n) = oo. Definiendo
n—oo

<

| =

1
2k

hn = fuXn, entonces se tiene que (hy,)nen € I. Resta ver que el conjunto

1
foen:in-mi<g}eu

Sean € O©Nuw(l)N---Nw(l).Sit¢ B(l(n)), entonces h,(t) = f.(t) y en consecuencia
| fa(t) = hu(t)] = 0.
Site B(l,)\ B(l(n) — 1), entonces

1

| fu(t) — ha(B)] < 2|f0u(t)] < -

Finalmente, si ¢ € B(l(n) — 1), entonces |f,(t) — h,(t)] = |fu(t)| < 5-. Entonces, la
sucesion (f,)nen queda identificada en AU con la sucesion (hy,)nen que pertenece a 1.

Luego (fn)nen € I, de lo que se sigue que A es un ideal esencial de AU /I 0

OBSERVACION 2.12. Notar que de la demostracién anterior se desprende que si
(fn)nen es tal que fy = 0, entonces (fy,)nen € I. Esto permite dar la siguiente caracte-
rizacion de [

I ={(fa)nen : fu=0}.

TEOREMA 2.13. Existe un isomorfismo ¢ : AN /T — Cy(X) tal que o((f)nen) = f
para todo f € Cy(X).

DEMOSTRACION. Sea ¢((fn)nen) = fu. De manera similar a la que se demuestra
que AU es una C*-algebra, se puede ver que ¢ es un *-morfismo.
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Para ver que ¢ es sobreyectiva, sea f € Cy(X), sea g,, funciones continuas que valen
len B(n)y 0en B(n+1). Entonces (fg,) € A%y (fgu)u = f-

Sea (fn)nen tal que ©((fn)nen) = 0, entonces el U-limite de (f,)nen es la funcion
constantemente 0. Por lo visto en la observacion anterior, se desprende que (f,,)nen € 1,
de lo que se sigue que ¢ es un isomorfismo. 0

El siguiente lema serd importante a la hora de abordar la aplicacién a grupos exactos.

LEMA 2.14. Sea X un espacio métrico, y sea I' un grupo discreto que actia isométri-
camente sobre X. Sea A = C(X). Entonces tanto A% como I resultan conjuntos T
mvariantes por la accion inducida.

DEMOSTRACION. Lo tnico que hay que probar es que el conjunto I resulta I' in-
variante. Debido a que I' actia por isometrias, manda conjuntos acotados en conjun-
tos acotados. Sea (f)nen, entonces existe una sucesion 7, tal que li&n r, = 400y

fn = 0. Cada v € T cumple que vB(r,) = B(yo,r,), que a su vez estd en B(ry)
B(rn)
para algin k > n. Luego, (7 fy)nen € 1. O

1. Aplicacién a grupos exactos

En esta seccién, se aplicara la construccion de la secciéon anterior para estudiar
grupos exactos. Mas precisamente, se demostrard que un grupo discreto que actia de
forma propia y transitiva en un arbol T es exacto. Para ello, y de acuerdo a la definicién
dada en 1.43, se buscard una C*-dlgebra B y una familia de funciones (7;);en C Co(T', B)
tal que

1. T; es positiva y central, es decir, T;(v) > 0 y T;(vy) pertence al centro de A para
todo v € I';

2. Z'yef T7 () = 1s;

3. Para todo v, € T, || T; — 71 = T;|| tiende a 0 cuando i tiende a infinito.

Sea un arbol T dotado con la topologia inducida por la métrica de caminos (es decir,
si x,y son vértices, entonces d(x,y) es la minima cantidad de aristas adyacentes que
debo recorrer para ir de x a y). Sea I' un grupo discreto que actia de forma propia,
isométrica y transitiva sobre 7, esto es:

1. Lafuncion T'x T — T x T, (v,v) — (yv,v) es propia, es decir, que la preimagen
de conjuntos finitos resultan finitos. En particular, los estabilizadores de cada
vértice resultan finitos.

2. Para todo v,w € T y todo v € T, se tiene que d(vyv,yw) = d(v,w).

3. Para todo v,w € T existe un v € I' tal que yv = w.

Sea o € T un vértice fijo. Para cada v € T, se define x|, el segmento geodésico
que une a v con o (esto es, el camino de longitud minima entre ambos vértices). En el
articulo [5] los autores demuestran el siguiente teorema:
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TEOREMA 2.15. Sea I un grupo discreto que actia de forma propia, isométrica y
transitiva sobre T, entonces I' es exacto.

DEMOSTRACION. Sea U un ultrafiltro no principal definido sobre N. Sea A = Cy(7T),
y sean B = A /I donde I es

I ={(fu)nen € At (Fr, € R)(liﬁn'r’n = +00y fulB)) = 0}.

y sea q : AU — AU/] la proyeccién al cociente.
Para cada v € T e i € N se definen

X(i,v) ={y el :v0 € B(i) y 70 € T[54}
y x(i,v) = /| X (i,v)]. A continuacién, se definen 7" : I — A como
z(i,v) sive B@2n)y~ye X(i,v);

0 en cualquier otro caso

Ahora, se definen T; : I' — B las proyecciones de (T}"),en sobre B, es decir, T; =

q((T7")). Veamos que las funciones T; cumplen las condiciones de la definicién de accién
amenable 1.43.

Primero, las T; son positivas, puesto que las T* lo son, luego (7}"),en es un elemento

positivo de AY, y como las T son proyecciones de las anteriores, resultan positivas.
Luego, hay ver que (T;,T;) = 13. Esto se desprende de que

>_(T) =D e | X o) X ») (V)X B(2n) (7) = XB(2n)-
vel yel

Luego, como la proyeccion de (Xp(n))nen s la identidad, y las proyecciones son
continuas, entonces

1y = q((XB@n) )new) = ¢((T}", T7")) = (T}, T3).
Resta ver que para todo v; € I', lim ||T; — v, * T;||2 = 0. Notar que (y1 * T;)(y) =
1—00
nTi(n 17), luego

1T = (= T)I” = || D () + (T ') = 2T Tiln )|l (24)

vyel
Notar que v 77 (v *y)(t) = T (v v) ('), que resulta no nulo si se cumple si-
multaneamente

1. 't € B(2n);
2. vy 'yo € B(i) N Tl e
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Al mismo tiempo,
S (nTM'Y)? = Xowseen
~yel’

de lo que sigue que (2.4) es igual a

a(XBen) + 4(XrBeEn) — 24 (Z(T”(v)%T”(% 7)))

vyel

B
que es igual a

inf lim
(gn)elzaeﬂ u

Sea a(t) € A la siguiente funcién

XB(@2n) T Xy1B(@2n) — 2 ZTn NI — gn —a
yer

} 29

a(t) = (XB(Qn) + Xy B(2n) — 2 Z T (VNI — gn — a) X B(i)um B(i)-
yel’

Sea gn(t) = XB(n)ay Bn) (). Y sea
O(i,n) = (B(2n) N mB(2n)) \ (B(i) U1 B(i)).
Se puede ver, en consecuencia, que el valor de (2.5) queda acotado por

hlrln sup {‘2—22 (T ( vlT”)()‘} (2.6)

teO(i,n) ~eT

Para acotar (2.6) sea

Z(i :{yef vo € B(i),v0 € Tpy,71 v0 € B(i),7; " Yo € Ty, }}.

Sea k = d(’yla o), para n suficientemente grande y para t € O(i,n), se tiene que
|Z(i,t)] = (i — k)m, donde m = |Stab{c}| el estabilizador de o. Luego,

(1 —k)m
2 E T" n = —
)(t) = im

yerl’

i—k
de lo que se sigue que (2.6) es igual 2 —2—— que tiende a 0 cuando 7 tiende a infinito,
i

mostrando que I' es exacto. 0






Capitulo 3

Construccion del algebra de multiplicadores a través de
ultraproductos

A lo largo de este capitulo, se analizard al detalle la construccion del dlgebra de mul-
tiplicadores M(A) a partir de ultraproductos de A. Esto generalizard la construccion
principal de Avsec y Goldbring (Teorema 2.13) al caso no conmutativo y no separable.
Partiendo de una C*-dlgebra A, no necesariamente abeliana, se tomara AY la ultra-
potencia de A sobre un ultrafiltro U. Aqui es donde aparece la primer diferencia con
respecto al trabajo anterior. Se tomara J un conjunto dirigido como conjunto base, en
vez de N. Esto permitird tomar C*-dlgebras A no necesariamente separables. La adop-
cién de un conjunto dirigido requerird imponer la condicién de que U sea un ultrafiltro
cofinal. Como se vié en Observacion 1.10, si un ultrafiltro cofinal U esta definido sobre
un conjunto dirigido J sin elementos maximales, entonces resulta no principal. Para
construir el dlgebra de multiplicadores M(A), se tomara una subdlgebra de AY, deno-
tada A*Y, que tomard el rol de la subalgebra A% introducida en la Definicién 2.5. En
este punto, surge una nueva diferencia con respecto al caso abeliano: al no ser un alge-
bra conmutativa, no se tiene un espacio topolégico X en donde representar al algebra
como una subalgebra de funciones continuas. En particular, no se podra hacer uso de
la existencia de una métrica compatible d de manera tal que vuelva a las bolas cerradas
conjuntos compactos. Por lo tanto, las condiciones topolégicas que permiten definir el
algebra AU no son utilizables (recordar que para la definicién de AU se utiliz6 la nocién
de U-uniforme equicontinuidad presentada en la Definicién 2.2 en donde la métrica d
jugaba un rol fundamental). Para salvar esta dificultad, se hard uso de la nocién de
convergencia U-estricta que reemplazara la nocion de U-uniformemente equicontinua.
También serd necesario definir la nocién de U-WOT-convergencia de una sucesién de
elementos (ay,)ieg € AU, Este concepto es una versiéon no conmutativa de las funciones
fu definidas en el Lema 2.1, y serd fundamental para demostrar que A*Y es cerrada.
Al igual que en el caso conmutativo, se tomard I C A" el ideal de elementos (a,)ics
U-estrictamente convergentes a 0. Este ideal es subconjunto de A% y resultard una
adaptacion del ideal I definido en la ecuacién (2.1), al contexto no conmutativo. Una
vez definidos todos estos objetos, resulta que M(A) es isomorfo a A" /1. A continuacién
se daran los detalles de lo anteriormente mencionado

35
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Sea J un conjunto dirigido. Sea U un ultrafiltro cofinal definido sobre J. Sea A
una C*-dlgebra no necesariamente abeliana. Sea B(H) una representacion fiel y no
degenerada de A, esto quiere decir que si £ € H es tal que a§ = 0 para todo a € A,
entonces £ = 0 y que la clausura de {a&;a € A, £ € H} sea H.

El siguiente lema permitird introducir la nocién de U-WOT-limite de un elemento

(a;)ies € AY.

LEMA 3.1. Sea U un uitrafiltro definido sobre I y sea A una C*-dlgebra. Para cada
(a;)ie € HJ.A existe un inico elemento ay_.wor € B(H) tal que para cada §,m € H, se
tiene que (o wor€.n) = lim (€. ).

DEFINICION 3.2. Al operador denotado ay.wor se lo llama el U-WOT-limite de
(ai)ies-

DEMOSTRACION. Sea (a;)ies € [[;A v sean &, € H. Entonces ((a;€,n))ies es un
subconjunto acotado de C, entonces tiene U-limite por el Corolario 1.19. Sea b, dicho
limite.

Hay que ver que el mapa (&,7) — be, es una forma sesquilinear acotada en H x .
Para eso, sea A un escalar complejo y sean &, &', n € H, entonces por las propiedades de
suma y producto por escalar de U-limites vistas en la Proposiciéon 1.15 se tiene que

besaern = Hm{ai(€ + AL, m)
= h'&n(aif, n) + 11’&11(@,»/\5’, n) = bey + Abgr .
La antilinealidad se demuestra de forma analoga. Para probar que la forma esta

acotada, sea M > 0 tal que |(a;)]] < M para cada i. Debido a que los U-limites
preservan el orden (Proposicién 1.15) se tiene que

[be.n| = Mm[{ai&, m| < Msup{fas|[HIE| ]l < MIEN ]l

Finalmente, existe un tnico ay.wor € B(H) asociado a esta forma sesquilinear
acotada. O

El siguiente concepto serd clave para el desarrollo de este trabajo.

DEFINICION 3.3. Sea U un ultrafiltro definido sobre J y sea A una C*-ilgebra.
Un elemento (a;)ies € [[; A es U-strict convergente (o U-estrictamente convergente) si
existe un operador ay € B(H) tal que para cada x € A, y para cada € > 0 se tiene que
{i € J: ||ajx — ayzx|| < e, ||xa; — zay]| < e} € U. El operador ay se denomina U-strict
limite de (a;)es.

OBSERVACION 3.4. Si o € A, entonces ayr y xay son elementos de A. Esto se

1
debe a que tomando € = —, existe una sucesién xa, que tiende a ayx, y siendo A una
n

C*-élgebra, resulta cerrada en norma, por lo que ayx € A (andlogamente, xay € A).
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Para demostrar los siguientes resultados resulta conveniente fijar la siguiente nota-
cion.

NOTACION 3.5. Sea (a;)ieq, (b;)ics € II3A que son U-strict convergentes a ay y by
respectivamente. Para cada x € A y para cada € > 0, notamos

Ag(e):={i €T ||lx(a; — aw)|], ||(a; — ay)z|| < e} € U,
Bi(e):={i €T |Jlx(bi = )|, [|(b; — bu)z| < e} € U.

El siguiente resultado garantizara que los conceptos U-WOT limite y U-strict limite
estdn bien definidos sobre AY.

PROPOSICION 3.6. Sea U un ultrafiltro definido sobre J y sea A una C*-dlgebra. Si
(a:)ics, (bs)ics € T3 A definen el mismo elemento en AY, entonces
1. Si(a;)ier es W-WOT convergente a ay.wor, entonces (b;)ie5 es U-WOT conver-
gente a ay.wor,
2. Si (a;)ies es U-strict convergente a ay, entonces (b;)ies es U-strict convergente
a ay.-

DEMOSTRACION. Para probar (1), sean &, € H elementos de norma 1, y sea e > 0,
si ¢ pertenece al conjunto {i € J : [|a; — b;|| < 5} N {i € I : [{awwor,n) — (@&, n)| <
5} € U, entonces

[(awwor, n) — (b€ m)| < [{(awwor — a)§, | + [((a;i — i), m)| < e
esto muestra que el conjunto {i € J: [{auworé,n) — (b:€,n)| < €} pertenece a U.

Para mostrar (2), sean ¢ >0, x € Aei € {z €J:|la; — b < M} NA:(5) € U
Luego
(b = )| < fl2(bs = ag) || + [[2(ai — al] <e,
16 — aw)zl] < [|(bi — @)zl + || (a; — a)z|| <e.
Entonces se sigue que el conjunto {i € J: ||z(b; — ay)|, ||(b; — au)z|| < €} pertenece a

u. O

DEFINICION 3.7. Sea U un ultrafiltro definido sobre J y sea A una C*-4lgebra. Se
define

AN = {(a;)ies € A% ¢ existe ay € B(H) : (a;)ies es U-estrictamente convergente a ay }

OBSERVACION 3.8. Sea ((a)ic1)nen C AY una sucesién que converge a (a;)ics €

3
AU, Luego, se tiene que para todo € > 0 existe ng € N tal que si n > ng, entonces

a)ics — (as)icsly <

Se tiene entonces que si n > ng, el conjunto Q,(¢) = {i € I : ||a} — a;]| < &}
pertenece a U. Para demostrar esto, tomemos o, = ||(a})ics — (@;)icolly. Para cada
d > 0, se tiene que {i € J: |[||a} — a;]] — an| < 0} € U. Tomemos 6 = ¢ — v, > 0,
entonces se tiene que € — a,, > |[la? — ;]| — an] > ||a? — ;]| — an. Se sigue que
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{i €I :|||al — a;|| — an| < 6} C Q,(e). Por la condicion de direccionalidad, resulta que
Q,(e) € U.

PROPOSICION 3.9. El conjunto A% es una C*-dlgebra.

DEMOSTRACION. Para ver que A" es un espacio vectorial, sean (a;)es, (b;)ies € AU
U-strict convergentes a ay y by respectivamente, sea A # 0 un nimero complejo, y sea

x € A. De acuerdo a la Notacién 3.5, si 1 € A, <2> N B, (2|)\‘) € U, entonces

(@i + Abs — ar = Ab)z|| < [[(a; — a)]| + [A[[[ (b — bw)z|| <,
[ (ai + Abs — ay = Abu)|| < l(a; — au)|| + Al lz(bi — b <.

Se sigue entonces que el conjunto A, (2) N B, (2| A]) es un subconjunto de

{’i S ||(az + )\b, — ay — Abu)%” < g, ||1’(a, + )\bl —ay — /\bu)” < E},

haciendo que este ultimo conjunto pertenezca a U, y por lo tanto (a; + Ab;)icq es U-
estrictamente convergente a ay + A\by.

El hecho de que A*Y es x-cerrada se sigue de que si ||a;z — ayz|| = ||z*a} — x*ajy|,
y como esto vale para todo = € A, se sigue que el limite U-strict respeta la involucion.

Para mostrar que A*Y es cerrada para la multiplicacién, sea M = sup{||a;|, ||b:]|}-
i€
Debido a la Observacion 3.4, se tiene que byx, zay € A, luego, y siguiendo la Notacion

3.9, si ¢ pertenece a
€ € € €
A (557) N Ana (5) 0B (557) 0 Bew (5) €U
onr) e 3 oM u\g) ©

[(aibi — avbu)z| < [[(aib; — aibu)z|| + || (aibu — aub)z|| < €
[#(aibi — aubu)|| < [z(aibi — aubi)|| + ||z (aub; — auby)|| <,
lo que muestra que (a;b;);e7 es U-strict convergente a ayby.

Resta mostrar que A" es cerrada en norma. Sea ((al)ics)nen Una sucesion en AU
que converge en AU a (q;);cs. Para mostrar que es norma cerrada se debe demostrar
que (ay)ier es U-strict convergente.

Como primer paso, se mostrara que para un elemento fijo x € A, (;)ics y (T )ico
tiene U-limite en A (de acuerdo a la Definicién 1.13).

Sea z € A fijo y x # 0. Para cada n € N sea af el U-strict limite de (a?);eg € AY.
Por Observacién 3.8, para todo € > 0 existe ng € N tal que para todo n > ng los

conjuntos 2, (

se tiene que

ﬁ son elementos de U. Se sigue que
x

€ e g e
€ J: |lalx — ay <—}ﬂ{'63: Mr — ay <—}ﬂQn — N, | —
{Z ||6LZI au$|| 4 t ||CLZ oy auIH 4 4”-77” 4”37"
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es un elemento de U para todo n, m > ng. Sea i perteneciente a este conjunto. Entonces
n m n n n m m m
otz — ay'z|| < [lajz — aizl| + oz — oz + ||lai"z — ay'z|

g g
< 4 Ja? = aulllal + flos — a2 + = <,

lo que demuestra que (ajjx)nen €s una sucesion de Cauchy en A.
Sea p(x) := HI% ayr € A. Hay que ver que lilan a;x = p(x), es decir, para cada € > 0,
ne

el conjunto {i € J: ||p(z) — auz|| < e} € U. Sea n € N suficientemente grande tal que

£ 5
lp(z) —ayz|l <= v Q (—) e Uu.
v 3]

Para ese n € N, sea 7 en

3

£
e d:lajyr —alx|| < =t NQ, (——
{Z Haux asz 3} <3H9€H

) € U

Para ese 1, se tiene que
lp(z) — asz|| < [lp(x) — agpz|| + llagx — af'z|| + [laf'z — oy < e.

Repitiendo este procedimiento con (xa;);es se concluye el primer paso.
El segundo paso consiste en mostrar que ay.worr = p(z) independientemente de
x. Sean 1, & € H unitarios, € > 0, y sea ¢ un elemento de

. € , €
{z €7 (s — awwor)z€, n)| < 5} N {z €9 |Iplx) — asz| < 5} e .
entonces, para dicho ¢ se tiene que

[((p(z) — auworz)§, n)| < [((p(z) — i), m)| + [((wx — avworx)E, )| <,
lo que implica que oy worz = p(x) = liLI[n a;x. Como consecuencia, para todo x € A y

e > 0, se tiene que {i € J: ||aqewore — ayz|| < e} € U. De forma andloga, se puede
ver que {i € J: [[ranwor — zay|| < €} € U. Finalmente, queda demostrado que (a;);es
es U-strict convergente a o or. Esto finaliza la demostraciéon de que A% es norma
cerrada, y por lo tanto es una C*-algebra. U

PROPOSICION 3.10. Sea U un witrafiltro definido sobre J y sea A una C*-dlgebra.
El conjunto

J = {(a;)ics € A*™™ : a; is U-strict convergente a 0}

es un ideal de AU,

DEMOSTRACION. Es claro que J cumple las propiedades algebraicas, lo tinico que

resta es ver que es cerrado en norma. Sea ((a')ics)nen C J una sucesién que converge

)
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en norma a (;)ieg € AU y sea ay el U-strict limite de (a;)ie5. Dado € > 0, existe n € N

suficientemente grande tal que Qn< > € U, y sea ¢ perteneciente a

9
3|z

{i €7 |(a — an)z|| < %} N {z €7 |latz| < g} mQ%ﬁ) e .

entonces se tiene que para ese 1,
€
lavall < [llaw — ai)zl| + llasz]l < 5 + [ — af)al| + [lafz]] < e.
Dado que la accién de A en H es no degenerada, ay = 0. 0

La C*-algebra A se embebe naturalmente en A*Y, via la asignacién diagonal a +
(a)ies. Es claro que estos elementos son U-strict convergentes a a. Ademads, como la
representacion es no degenarada y fiel, entonces dicho embebimiento pasa al cociente
A%/ J de forma inyectiva.

LEMA 3.11. Sea U un ultrafiltro definido sobre I y sea A una C*-dlgebra. Entonces,
la imagen de A en A*Y/J es un ideal esencial.

DEMOSTRACION. Sean a € A, (b;);e5 € AU y by su U-strict limite. Entonces (b;a);es
y (bua)ies son ambas U-strict convergentes a bya. Se sigue entonces que (b;a);es v (bua)ies
son el mismo elemento en A" /.J. Analogamente, (ab;);cy es igual a (aby)ies en A/ J.

Sea ahora J' C AY/J un ideal tal que J'NA = {0}. Si (b;);e € AW estd en la
preimagen de J’, entonces para cada x € A, (bjx);es € J. Sea by el U-strict limite de
(bi)icg. Entonces (b;z);eg es U-strict convergente a byx. Luego byz = 0 para todo x € A.
Se sigue entonces que by = 0. Como consecuencia, J' = {0}. 0

Ultrafiltros y unidades aproximadas. Como se vi6 en el Teorema 1.26, toda
C*-dlgebra A tiene unidades aproximadas, esto es, un conjunto dirigido J y una red
(e;)ics C A tal que para cada =z € A, las redes (xe;)ier v (€;x);eg convergen a x.
Recordar que las unidades aproximadas se pueden tomar positivas, y uniformemente
acotadas, en cuyo caso resultan elementos de [[;A.

En lo que sigue, sea (¢;);e5 una unidad aproximada uniformemente acotada y sea U
un ultrafiltro cofinal definido sobre J. Cabe destacar que, en este caso, los conjuntos {i €
J:||we; —x|| <e}y{i€J:|ex—x| <e} forman parte de U, para cada x € A y para
todo € > 0. Adicionalmente, cuando A es una C*-dlgebra unital, la unidad aproximada
puede ser como el conjunto de un unico elemento {14} y la unidad aproximada puede
ser considerada directamente {1,4}. En esta situacién, el inico ultrafiltro es {14}, que
resulta cofinal.

TEOREMA 3.12. Sea A una C*-dlgebra y sea (e;)ics € [[;c9 A una unidad aprozima-
da de A. Sea U un ultrafiltro cofinal sobre J. Entonces la C*-dlgebra A*Y/J es isomorfa
al dlgebra de multiplicadores de A.
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DEMOSTRACION. Ya ha quedado demostrado en el Lema 3.11 que A es un ideal
esencial en A"/.J. Resta ver que para toda C*-algebra B que contenga a A como un
ideal, existe un tinico homomorfismo de C*-algebras ¢ : B — A%/ J tal que ¢(a) = a.
Para ello, sea b € B y considerese ¢ : B — A" definida por ¢(b) = (be;);cy. Para ver
que v esta bien definida sea € > 0y = € A. Sea ip € J tal que si i > iy, ||zbe; — xb|| < €.

Sea i1 € J tal que si ¢ > iy, entonces |le;z — x| < ﬁ Debido a la cofinalidad de U

se tiene que {i € J : ||be;x — bx|| < ¢, ||zbe; — xb|| < e} € U. Se puede observar que
si b ¢ B(H) la dltima linea no implica que (be;);eg € A, Se debe “representar” b en
B(H). Para ello, sea y.wor € B(H) el U-WOT-limite de (be;);es € AY, un argumento
similar al usado para demostrar 3.9, muestra que by worx = bx y xby wor = xb. Como
consecuencia de esto (be;);es es U-strict convergente a by .y or. El mismo procedimiento
muestra que (e;b);e5 es U-strict convergente a by wor-

A continuacién, se denotard 7 a la proyeccién al cociente de A/ J, y sea ¢ = w o).
Es claro que ¢ es lineal y acotada. Como ¢(b*) = (b*e;)ics v ¥(b)* = (e;b*);e5 y ambas
son U-strict convergentes a (b*)i.wor, entonces ¥ (b*) —1)(b)* es un elemento de J, luego
¢ es un morfismo que preserva la involucién.

Para mostrar que ¢ es multiplicativa, sean b, b’ € B fijos de norma 1 y sean = € A,
e >0, M = sup{|le;||} e i en el conjunto

i€l
€

3M

que resulta un elemento de U. Entonces

€

) J: L — <
{ZE lleix — x| i

}ﬂ{i63:||x—eix\|< }ﬂ{ieﬂ:]|eib/x—b/x||<

i)
3M
| (be;b'e; — bb'e;)z|| < |lesb ez — et x| + |leb'z — b'x|| + ||V'x — bex||

< llet[llesw — 2| + [leb'z — V|| + V']l |lx — exx]| < e.

. . . . € .
Si se toma i perteneciente a {2 €J:||xzbe; — xb|| < —} € U, entonces se tiene que

|x(be;t'e; — b e;)|| < ||xbe; — xb||||Ve;]| < e. Luego, se sigue que (b)) (V') — 1 (bb') =
(be;b'e; — bb'e;)icq es un elemento de J.

Debido a que (ae; — a);ey es U-strict convergente a 0, para todo a € A, ¢(a) = a en
At/ T

Para mostrar la unicidad de ¢, sea ' : B — A*%/.J otro morfismo tal que ¢'(a) = a,
para todo a € A. entonces

P'(ba = ¢ ()¢ (a) = ba = p(b)p(a) = p(b)a.
Por el Lema 3.11, ¢(b) = ¢'(b). O

OBSERVACION 3.13. Una de las claves de este trabajo es que se puede identificar
M(A) con A*U/J sin pasar por los centralizadores dobles.
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COROLARIO 3.14. La C*-Algebra M(A) es isomorfa a
M :={m € B(H) : para todo a € A,am € A, ma € A}.
En particular M(A) es unital.
DEMOSTRACION. Sea ¢ : A" — M definida por ¢((a;)ies) = u.lggct a;. Esta funcién

estd bien definida, es un morfismo de C*-Algebras (Proposicién 3.9) y ker(p) = J. Para
ver que @ es surjectiva, sea m € M. Luego, para toda, a € A, am € Ay ma € A.
De lo que sigue que si e > 0,{i € I : |la(me; — m)|| < e} € U se tiene que {i € I :
|(me; —m)all < e} € U. Entonces (me;)ics € AY is U-strict convergente a m.

Sea m = 1 entonces la imagen de (e;);eg en A"/ J es la unidad de A%/ J. O

Otra aplicacion de esta construccién es la siguiente: todo morfismo ¢ : A — B
define un morfismo natural ¢’ : A% — BY. Si ¢ es suryectiva, entonces siguiendo el
mismo razonamiento dado en la demostracion de la Proposicion 3.9, se puede ver que
¢'(AY) C BY. Esto, sumado al Teorema 3.12, permite deducir el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.15. Sean A, B C*—Algebms y sea ¢ : A — B un morfismo suryec-
tivo. La extensién natural ¢ : A% — BY induce el siquiente diagrama conmutativo.

A —— AY —— M(A) —— M(A)/A

TR

B —— BU —— M(B) —— M(B)/B.

1. El caso conmutativo y separable

En este apartado se verd que efectivamente, el algebra A" introducida en la Defini-
cién 3.7 es exactamente la misma que el dlgebra A determinada en la Definicién 2.5
para el caso abeliano y separable. En las siguientes lineas, X sera un espacio topoldgico
localmente compacto, Hausdorff y segundo contable y A = Cy(X). Sea U un ultrafiltro
no principal sobre N. Aunque no sea necesario para demostrar el resultado principal

de esta seccion, se demostrara el siguiente lema, que muestra que en el caso abeliano y
separable, el U — WOT-limite de (f,,) coincide con fy.

LEMA 3.16. Si (fy)nen € AN entonces fi coincide con fiwor-

DEMOSTRACION. Notar que como representacién fiel y no degenerada de Cp(X) se
puede tomar L?(X, i) para p una medida boreliana positiva en todo abierto. Hay que
ver que para todo g,h € L*(X, p)

/ fughdp = lim / Fughdy
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o lo que es lo mismo, que para todo € > 0 el conjunto

{nEN: ‘/fughdu—/fnghd,u‘ <€} el

Sea ¢ > 0. Notar que como g,h € L*(X,pu), entonces gh € L' (X, ). Sea A =
[ |gh|du. Como (fn)nen € Co(X)Y, (fn)nen estd uniformemente acotada, de lo que se
tiene que existe un r > 0 tal que

€

B(r)e B(r)e

Como fy es uniformemente continua en conjuntos acotados (por Lema 2.3), entonces
existe un 9; > 0 tal que si d(s,t) < d; entonces

3

|fu(s) — fult)] < 1A

Asimismo como (f,,)nen es U-uniformemente equicontinua, se tiene que existe un dy > 0
tal que

o= {n EN:[fu(s) — fult)| < i si d(s, 1) < 52} e .

Sea ¢ = min{d;,ds}. Particionando al conjunto B(r) en finitos borelianos disjuntos
{Y; hi<j<n, de didmetro menor que 0 y tomando z; € Y;, entonces los conjuntos

wj = {n €N |fulay) = fal@) < 1} €W

Sean € ©ONwy M- Nwy,, entonces
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[ gt~ [ fugha < [ r)c|fu—fn||9h|du+ /B = ot <
g Vi [ 'fn”gfl'dHZ [, )~ s loniayin <
T2 [ OA) ~ Rle)  e)— FD el <
—+Z/uu ~ futelohl@)dn+ [ 1fute) —uelghl s <

Z+Z/ i|gh|(w)du+/ (Ifulzs) = falz)] + | fulz;) — ful@)]]ghl(2)dp <

Y;j Y;
3
— 4+ —)|gh =- hldu <
[ (gl =5+ [ lonlan < =

Como ©Nw;N- - -Nwy, es un elemento de U, entonces [ fughdp = limy [ f,ghdp. Como
esto vale para todo g, h € L*(X), entonces fy es el U — WOT-limite de (f,)nen. O

PROPOSICION 3.17. Sea A = Co(X) una C*-dlgebra abeliana 1y separable. Sea
(fa)nen € L°(A) y sea fy(z) = h’lrln fo(z) el U-limite de las (f,). Son equivalentes:

1. La sucesion (fn)nen es U-equicontinua en conjuntos acotados.
2. La sucesion (fn)nen es U-estrictamente convergente a fi.

DEMOSTRACION. Para ver que (1) implica (2), sea (f,)nen € £°°(A) U-equicontinua
en conjuntos acotados. Sea e > 0y sea g € Co(X). Si se toman M = sup,on{||fxll, llgll}

€
y K C X un conjunto compacto tal que |g(x)| < Vi si x ¢ K, exite d; tal que

si z,y € K donde d(x,y) < ¢, {n eN:|fulz) — fuly)| < 3;4} € U. De acuerdo al

Lema 2.1 existe 0o > 0 tal que si z,y € K con d(z,y) < d2, |fulz) — fuly)] < %
Tomando § = min{d,,d2} y considerando un cubrimiento finito de K por bolas B,,(d)
de radio 0 centradas en x;, j = 1,...,m, como fy(z;) = h’&n fn(z;), se tiene que los
conjuntos A; = {n e N:|fulz;) — fulz;)| < BLM} pertenecen a U. En consecuencia, si

ne i, 4; € Wy x € K, tomando x; tal que d(z,z;) < d se tiene que

[(fa(@) = ful@)g(@)] < 1fal@) = Sale)lgh + 1Falz;) = Fulzy)lllgl+
[ Fulxg) = ful@)[gll < e.
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Por otra parte, si x ¢ K, entonces |(f, — fu)g(x)| < €. Esto demuestra que el conjunto

{neN:|fug— fugll <e} € U
Para demostrar la implicacién restante, sea g € Co(X) tal que g = 1 en B,(r). Luego

por hipétesis, para todo € > 0 los conjuntos {n € N : ||(f, — fu)g|| < €} son elementos
de U. Notar que estos conjuntos son infinitos, puesto que U es un ultrafiltro no principal.
Luego, se puede construir una subsucesion (f,, Jren tal que (f,, )ren es uniformemente
convergente a fy en By(r). Recordar que en el caso que estamos estudiando, las bolas
B,(r) son conjuntos compactos, de lo que sigue que fy es uniformemente continua sobre
B,(r). Sea § > 0 tal que d(z,y) < § implica |fu(y) — fu(x)| < € en B,(r). Tomando
n e {n eN:||(fu — fugl < g} € U, entonces para z,y € B,(r) tal que d(x,y) < d se

tiene

(@) = fa(y)] < |fulz) = ful@)] + L) = Ady)l + 1 ny) = fuly)] <,

En consecuencia el conjunto
Q={n€N:Vz,y € By(r) tal que d(z,y) <0 = |fu(z) — fu(y)| <€}

contiene al conjunto {n € N : [[(f, — fu)g|l < §}. Esto demuestra que el conjunto
pertenece a U. O






Capitulo 4

Aplicaciones a Grupos Exactos

En esta seccion se estudiaran las aplicaciones a grupos exactos. Sea I' un grupo
contable. Sea A una C*-dlgebra unital, dotada de una accién de I' por morfismos de
C*-élgebras. Siguiendo las notaciones de la Definicién 1.43, sea C.(I', A) el espacio de
funciones de soporte finito de I" a A, entonces este conjunto resulta una x-algebra con
el producto dado por

TxS(y) = Z T(v) (- S(e))

Y1v2="Y
y la involusion estd definida via

T*(y)=7-T(y)"
El conjunto C.(I', A) tiene una estructura de pre-A-modulo de Hilbert via el pro-
ducto interno (T, S)4 := >_ T(7)*S(7), y la norma definida como ||T||4 := (T, T)"/2.
vyel
El siguiente lemma serd necesario para la demostracion del teorema principal.
LEMA 4.1. Sean I'; C T una familia de subgrupos de T" tales que cada T'; es exacto.
Entoces existe un I'-espacio compacto X tal que la accion de I'; en X es amenable.

DEMOSTRACION. Sea fI'; la compactificacién de Stone-Cech de I';. Entonces, por
Teorema 1.49 la acciéon de I'; en SI'; es amenable. Sea, para cada i, f; : I, — pBU
una funcién I';-invariante, luego, por Lema 1.48, la accion de I'; en SI' es amenable.
Finalmente, 51" es un I'-espacio tal que la accién de cada I'; en ST resulta amenable. [

TEOREMA 4.2. Sea I" un grupo contable que actia transitivamente en un drbol
localmente finito T cuyos estabilizadores son exactos. Entonces I' es exacto.

DEMOSTRACION. Sea o € T fijo. Por B(r) se entiende las bolas cerradas de radio
r centradas en o. A la geodésica que une o con t serd notada como |o,t], y al grupo
estabilizador de o se lo denotard A. Claramente, los estabilizadores de cada vértice
v € T son isomorfos a A. Como la accién de I' en T es transitiva, existe un conjunto de
representantes dentro de la accion, es decir, que para cada v € T existe un g, € I" tal
que g,0 = v.

Sea (FZ)

un cubrimiento creciente por conjuntos finitos de I', y sea

A= U U (g;lfigwﬂA).

vEB(i) weB(1)
47

1€N
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Al ser T localmente finito, cada A; resulta finito.

Por hipotesis A es exacto, luego existe un conjunto compacto Y y existe una sucesion
(Si)ien C Co((A,C(Y)) que satisface las condiciones de la Definicién 1.43. El compacto
Y puede ser tomado como un I'-espacio por el lema previo.

A su vez, se puede extender las S; por 0 de manera tal que esten definidas en todo
I'. Para cada i € N, sea

1
k(i) := ml’n{k € N:[|S;— A% S]] < = para todo | > k y para todo A € Az}.
i

Sea la C*-dlgebra A := Cy(T x V). Como Y es compacto y T es contable, A resulta una
C*-dlgebra o-unital. Sea U un ultrafiltro no principal definido sobre N y sea M(A)/A
el algebra corona, que se identificard en este caso con AY/J / A. Esta édlgebra resulta
unital.

Para cada i € N, sea T; : I' — A", donde T;(7) = (T7(7))nen esté definida por

(2

Tr(7) (1, y) = L w® S X (0)Sen (7 (05 ),

’[0, 0 B(z)‘ veB(i)

donde ‘[0, tjN B (z)‘ significa el nimero de puntos en la geodésica |o,t] que pertenecen

a B(i). Notar que (77" (7))nen es U-estrictamente convergente a

T, = Ti(7)(t,y) = ! D Xioa(0)Swiiy (95 7) (95 ')

lo, 4] N B(i)| v<B6)

Por T; se denotard a su proyecciéon en A /.J / A.

Afirmacién: La secuencia (T});en € C(I'; A%/ J /A) satisface las condiciones de Defi-
nicion 1.43.

Para mostrar esto, observar en primer lugar que si notamos como {2,,; € A al soporte
de las Sy(;), entonces el soporte de las T; estd contenido en UvE B(i) 9v§li(s) que es un
conjunto finito por ser T un arbol localmente finito.

La condicién (1) de la Definicién 1.43 se sigue del hecho de que 7; es suma y producto
de funciones positivas.

Con respecto a la condicién (2) de la Definicién 1.43, notar que para cada v € T' fi-
jo existe solo un tnico g, tal que g;'v € A. Entonces existe al menos un g, tal que
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Sw(iy(95 1) es no nulo. Entonces

STty =Y > Xoa )52 (95 ) (g5 y)

~ver Ser |[o, t] N B( 0| W
1
) [0, ] N B(i) ;B: Xoa (v ;Sn(z : )
_mvg Xioa)(v /\EZASN(Z
1
i1 BG) ;B: Xioa(V

Resta ver la condicién (3) de la Definicién 1.43 . Para ello, sea v, € T' fijo. Observar
que si (t,y) € T x Y entonces 1 * Ty(7)(t,y) = Ti(v ') (71 ', 97 'y). Luego

173 = 1 5 Tl gy = I3 (L) = 31 % Ti()?|

sU
~ Ay a
. 2
= il |3 (L) =1+ L) = all gy
vyel
= if 2 -2 T30 * L) = all gy (4.1)
~vel
~1/2 ~1/2
Sea 0(i,t) := |[o,t] N B(7) [0,7 1] N B(3) , entonces
S ()T ) (n ')
vyel
= 0(i,1) Z X041 ()Xo (W) Y Sty (9990 9) Sty (901 9) (971 1Y)
vEB(i vyel
weB )
0(i, 1) Z X0 (V)Xo (W) Y Sy (N (2) Sy (9 91 90 M) (91 902), (4:2)
vEB(1 AEA
wEB( )
donde la tltima igualdad se deduce del siguiente cambio de variables A := g, 'y y

z:= g, 'y, y ademds observando que Sy;(A) =0si A ¢ A.

Para ver que S.(i)(95"71 'guA) # 0, es necesario mostrar que g,'v; 'g, pretenece a
A. Observar que para cada v fijo existe solo un g,, tal que g 'v; *g, € A. Para ese g,, se
tiene que w = v, v y Xonr ] (w) = Xjor ) (71 'v) = X0y (v). En consecuencia, (4.2)
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es igual a la siguiente suma, solo dependiente de v.

0(i, ) Z Xo, t] X['not] Z S H(z (gw "N gv/\) (9;1'71_19112)'

veEB(i)Ny1 B (%) AEA

Reemplazando esto en (4.1) se obtiene que ||T; — 71 * T;||? es igual a

Co(D, AU/ J/A)

inf  sup {)Z—a(t,y)—

a€A (1) eT XY

200i,1) D Xot) ()Xot (V) Y Sw(ey (N (2) Swiiy (9 1 90N (9 1 902) }
veB(i)Nm1 B(i) AEA
(4.3)
Por la desigualdad triangular, (4.3) se sigue de los siguientes computos:
2006,t) > Xo) (V)Xo (v ‘1 =) Sen o) (90 7 90N (90191 902)
veEB(i)Ny1 B(1) AEA
(4.4)
y

222068 > Nen®Xpuen(v) — alt,y) (4.5)

vEB(i)Ny1 B(1)

Para acotar (4.4), primero, notar que

2‘1 — ) Sk o) (G 190N (00 Y1 902)| = 1Sy — (95 719w) * Swiiy I
AEA

Entonces existe un r € N tal que v, € I'; para todo ¢« > r. Se sigue que para todo i > 7,
95 719w € A, para cualesquiera v,w € B(i). Entonces, de acuerdo a la definicién de
k(7), se sigue que

1
| Sy — (gv_lfylgw) * S,Q(Z-)HQ < —, para todo i > r, y todo v € B(i) Ny, B(i).
i
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Luego, para todo i > r, (4.4) resulta acotada por

1 .
—-0(i,t) Z Xlo,t] (U)X[wo,t] (v)

! veB(i)Ny1 B(7)

< %G(i, t) ( Z X[o,t] (?))) 2 < Z X[rio.t] (U))

veB(i)Nm B(i) veB(i)nm B(4)

1/2

IN

206, 1)lo.1 0 BG)| [0, 1 0BG

- 19(@', t)‘[o, t] N B(i)

l
1

‘1/2

1/2 1/2
|0 BG)

i
Para acotar (4.5), para cada ¢ € N sea

a(t,y) =a(t) == | 2 —20(i,1) Z X0, (V) X110, (V) | X By BG) (1)

vEB(1)Nvy1 B(7)

Esta eleccién de a € A permite acotar (4.5) solo cuando ¢ ¢ B(i) U~ B(i). En ese
caso 0(i,t) = 1. A su vez, si i > d(o0,710) entonces

0,11 N o, 11 B(i) N1 B(0)| 2 i — d(o,10)

Luego la ecuacién (4.5) resulta acotada por

2 2
2= i Z Xio.1 (V)X rio (V) = 2 — -

vEB(i)Ny1B(7)

[0,t] N [y10,t] N B(i) N y1B(7)

<2 %(i — d(0,7m0))

d(07 710)

—

Combinando estas cotas, si € > 0, y si i > max{r; d(o,110),2/¢;2d(0,710)/c}, entonces
175 — 7 % E’H?cc(F,ASU/J/A) <é&. O

COROLARIO 4.3. Sea F), el grupo libre en n generadores. Entonces F,, es exacto

DEMOSTRACION. Lo tnico que hay que ver es que F, actia sobre un arbol localmen-
te finito. Sea T el grafo de Cayley de F,,, asociado a la presentacién trivial (ay, . .., a,|0).
Entonces el grafo de Cayley es un arbol y la accién de F), es propia, cuyos estabilizadores
son triviales. Luego, por el Teorema 4.2, F,, resulta exacto. O
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