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Invariante diagonal y cableado de soluciones a

la ecuación de Yang–Baxter

Resumen. El problema general de clasificación o construcción de las so-

luciones conjuntistas a la ecuación de Yang–Baxter es en cierto sentido inac-

cesible debido a la cantidad de soluciones de la misma. Por esta razón resulta

natural restringirse al estudio de ciertas clases de soluciones e intentar reducir

el caso general al de estas clases de alguna manera. Una posibilidad es conside-

rar las soluciones denominadas indescomponibles, aquellas que no se pueden

escribir como una unión de dos soluciones más pequeñas. En esta tesis vamos

a concentrarnos entonces en el estudio de las soluciones indescomponibles a

la ecuación conjuntista de Yang–Baxter.

En una primera parte de esta tesis vamos a obtener resultados que garan-

ticen la descomponibilidad o indescomponiblidad de una solución en términos

de su invariante diagonal. Este invariante ya hab́ıa sido definidio previamente

en la literatura pero su relación con la descomponibilidad de las soluciones

no hab́ıa sido estudiada anteriormente. Luego de obtener resultados en esta

dirección mediante métodos elementales introducimos la construcción del ca-

bleado de soluciones, que permite obtener a partir de una solución conjuntista

nuevas soluciones del mismo tamaño. Luego de entender como se vinculan la

descomponibilidad y el invariante diagonal de la solución original con los de

las soluciones cableadas usamos esta nueva herramienta para extender los re-

sultados anteriores obtenidos. La introducción de esta nueva herramienta nos

permite también plantear nuevas preguntas respecto a la misma, como es el

problema de decidir cuándo dos soluciones pueden obtenerse una de la otra

via cableado.

En una segunda parte estudiamos el problema de construcción de todas las
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soluciones indescomponibles que tengan un grupo de estructura dado. Usando

una construcción de Bachiller, Cedó y Jespers, junto con la clasificación de

braces de tamaño pq y p2q de Acri y Bonatto, podemos dar una descripción de

todas las soluciones indescomponibles con ciertos grupos de permutaciones.

Para poder aplicar estos resultados debemos previamente calcular todos los

grupos de automorfismo y entender las órbitas de la acción λ de todos los

braces involucrados. Además de la descripción de las soluciones indescompo-

nibles podemos entender como son los cableados de las soluciones constrúıdas

mediante el método de Bachiller, Cedó y Jespers, lo que nos permite entender

cuales de las soluciones que constrúımos son equivalentes via cableado entre

ellas.

Palabras clave: ecuación de Yang–Baxter, soluciones conjuntistas, braces, in-

descomponibilidad, cableado.



Diagonal invariant and cabling of solutions to

the Yang–Baxter equation

Abstract. The general problem of classification or construction of all set-

theoretical solutions to the Yang–Baxter equation is in a way intractable due

to the number of solutions that exist. For this reason it is natural to restrict

oneself to the study of certain clases of solutions and attempt to reduce in some

way the general case to understanding these classes. One of these posibilities

is to consider the so-called indecomposable solutions, those that cannot be

written as the disjoint union of two smaller solutions. In this thesis we are

going to focus on the study of these indecomposable solutions to the Yang–

Baxter equation.

In the first part of the thesis we will obtain results guaranteeing the decom-

posability or indecomposability of a solution in terms of its diagonal invariant.

Although this invariant had been previously defined in the literature its con-

nection to the indecomposability of the solutions had not been previously

studied. After obtaining results in this direction by elementary means we will

introduce the cabling of solutions, a novel construction allowing to obtain

from a solution to the set-theoretical Yang–Baxter equation new solutions of

the same size. After understanding how the indecomposability and diagonal

invariant of the original solution relate to those of its cabled solutions we are

able to use this new tool to extend the results obtained previously. We also

pose some questions about this new construction, like the problem of deciding

when two solutions can be obtained from one another via cabling.

In the second part of the thesis we study the problem of constructing all

indecomposable solution with a given structure group. Using a construction of

Bachiller, Cedó and Jespers, and the classification of braces of sizes pq and p2q
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of Acri and Bonatto, we are able to describe all indecomposable solutions with

certain permutation groups. In order to be able to use this results we must

previously compute all automorphism groups and the orbits of the λ action of

all the braces involved. Besides obtaining a description of the indecomposable

solutions through the method of Bachiller, Cedó and Jespers, we are also

able to understand the cabling of these solutions in terms of this description,

allowing us to determine precisely when two of these solutions are equivalnt

via cabling.

Keywords: Yang–Baxter equation, set-theoretical solutions, braces, indecom-

posability, cabling.
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Introducción

El origen de la ecuación de Yang–Baxter son los trabajos de Yang [41, 42]

y Baxter [9, 10] en f́ısica estad́ıstica. En estos contextos la ecuación de Yang–

Baxter suele aparecer de la forma

Y12Y13Y23 = Y23Y13Y12, (1)

donde Y : V ⊗ V → V ⊗ V es un operador lineal.

La ecuación 1 no es la forma usual de presentar la ecuación de Yang–

Baxter en la literatura matemática sin embargo. Definiendo R = Y τ , con τ

el twist definido por τ(v ⊗ w) = w ⊗ v, podemos expandir el lado izquierdo

de la ecuación 1 para obtener

Y12Y13Y23 = Y12τ12T23τ12Y23

= R12T23τ23τ23τ12Y23

= R12R23Y12τ23τ12

= R12R23R12τ12τ23τ12,

donde estamos usando que τ12τ23Y23 = Y23τ12τ23 para cualquier morfismo Y :

V ⊗ V → V ⊗ V . Simétricamente obtenemos

Y23Y13Y12 = R23R12R23τ23τ12τ23,

y como el morfismo de twist satisface τ12τ23τ12 = τ23τ12τ23, entonces vemos

que la función Y satisface la ecuación (1) si y sólo si la función R satisface la

misma ecuación que el twist, es decir

R12R23R12 = R23R12R23. (2)
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Esta última ecuación, que también recibe el nombre de ecuación de trenzas,

es la que denominaremos en lo que sigue como la ecuación de Yang–Baxter.

Fuera de su contexto original en la f́ısica el estudio de las soluciones a la

ecuación de Yang–Baxter resulta interesante por su conexión con otras áreas

de la matemática. En particular podemos resaltar su importancia en el estudio

de grupos cuánticos [30], álgebras de Nichols [5], e invariantes de nudos y links

[38].

En 1990 Drinfeld [24] propuso estudiar una clase particular de las solucio-

nes a la ecuación de Yang–Baxter, las denominadas soluciones conjuntistas.

Estas son las que resultan de tomar una base X ⊆ V y extender linealmente

a V ⊗ V una función R : X × X → X × X que satisface el análogo a la

ecuación (2) en conjuntos, es decir que cumplen

(R× id)(id×R)(R× id) = (id×R)(R× id)(id×R).

El estudio sistemático de las mismas comienza con los trabajos de Etingof,

Schedler y Soloviev en [25], y Gateva-Ivanova y Van den Bergh en [26]. En

ambos casos se restringen al estudio de soluciones que sean no-degeneradas e

involutivas, ver la definición 1.3. La primera de estas condiciones es particu-

larmente importante ya que garantiza la posibilidad de estudiar las soluciones

utilizando herramientas algebraicas como describiremos en el caṕıtulo 1. Aun-

que no será el caso en este trabajo, muchas de estas herramientas algebraicas

pueden generalizarse al caso no involutivo, [27], y el estudio de estas soluciones

es también importante en la actualidad.

Resulta natural intentar clasificar y construir todas las soluciones conjun-

tistas de tamaños pequeños. En [25] ya se presenta una tabla con las canti-

dades de soluciones de tamaño menor o igual a 8, y también de soluciones

que satisfacen propiedades adicionales, aunque esta tabla presentaba algunas

errores para las soluciones de tamaño 8, y desde ese momento hasta la actua-

lidad sólo se han podido construir exhaustivamente las soluciones de tamaño

menor o igual a 11. Concretemente en [3] se construyeron todas las soluciones

hasta tamaño 10, y en [39] se construyeron todas las soluciones de tamaño

menor o igual a 11. Las cantidades totales de soluciones (involutivas) que se

obtienen se pueden ver en el cuadro 1.

Como se puede apreciar no solo es computacionalmente d́ıficil construir

todas las soluciones, sino que la cantidad total de soluciones que se obtienen
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Tamaño 2 3 4 5 6

Soluciones 2 5 23 88 595

Tamaño 7 8 9 10 11

Soluciones 3456 34530 321931 4895272 77182093

Cuadro 1: Cantidades de soluciones de tamaños menores o iguales a 11.

Tamaño 2 3 4 5 6

Soluciones 1 1 5 1 10

Tamaño 7 8 9 10 11

Soluciones 1 100 16 36 1

Cuadro 2: Cantidades de soluciones indescomponibles de tamaños menores o

iguales a 11.

aumenta extremadamente rápido con el tamaño de las mismas. En particular

esto hace que una clasificación general de todas las soluciones resulte imprac-

ticable. Para tratar de sortear este obstáculo se puede intentar definir alguna

clase de soluciones “sencillas” y luego intentar describir una solución gene-

ral en término de soluciones de esta clase. Hay varias posibles clases que se

pueden intentar utilizar para esto, por ejemplo las denominadas soluciones

simples [40], que son aquellas sin cocientes no-triviales, o las soluciones irre-

tractables [25, 18], que son aquellas que no se retraen a una solución más

pequeña.

La noción en la que vamos a concentrarnos en este trabajo es la de indes-

componibilidad, una solución es indescomponible si no es una unión disjunta

de dos subsoluciones. Si uno analiza cuáles de las soluciones construidas son

indescomponibles se obtienen los valores que se observan en el cuadro 2. Como

se puede apreciar la cantidad de soluciones indescomponibles resulta mucho

más manejable por lo que parece más alcanzable una posible clasificación o

la obtención de algún mecanismo general de construcción de soluciones indes-

componibles que sea aplicable para tamaños más grandes.

Esta tesis se centra entonces en el estudio de la indescomponibilidad de

soluciones conjuntistas no-degeneradas e involutivas a la ecuación de Yang–

Baxter. En el primer caṕıtulo se exponen las nociones y resultados básicos

de la teoŕıa de las soluciones conjuntistas a la ecuación de Yang–Baxter, pre-
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sentando las herramientas algebraicas necesarias para el desarrollo de la tesis.

Todos los resultados de este primer caṕıtulo son resultados conocidos del área.

En el segundo caṕıtulo se introduce el invariante diagonal de una solución

y se exponen los resultados obtenidos en [34]. En este trabajo pudimos obtener

mediante métodos elementales criterios indescomponibilidad de soluciones en

términos del invariante diagonal. Este invariante ya aparece en [25] de manera

expĺıcita, sin embargo no se hab́ıa hecho hasta el trabajo aqúı expuesto un

estudio de su relación con la indescomponibilidad de las soluciones.

En el tercer caṕıtulo de la tesis se introduce la construcción del cablea-

do de soluciones y se exponen los resultados obtenidos en [32] que extienden

considerablemente los resultados del caṕıtulo anterior a partir del estudio de

esta nueva construcción. La presentación de los resultados en este caṕıtulo es

distinta de la presentación original, ya que se utilizan argumentos diagramáti-

cos que permiten simplificar algunos argumentos y vincular esta construcción

con una construcción anterior de Bachiller y Cedó.

Por último en el cuarto caṕıtulo se exponen los resultados obtenidos [34].

En estos utilizamos una construcción de Bachiller, Cedó y Jespers, junto con

la clasificación de brazas de tamaños pq y p2q de Acri y Bonatto para dar una

descripción expĺıcita de todas las soluciones indescomponibles cuyos grupos

de permutaciones son de tamaño pq, o son grupos abelianos o diedrales de

tamaño p2q. Además utilizamos esta descripción para calcular los cableados

de las soluciones obtenidas, cosa que no se encuentra en el trabajo original

ya que la noción de cableado de soluciones es posterior a la publicación del

mismo.
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Caṕıtulo 1

Brazas y la Ecuación de

Yang–Baxter

En este caṕıtulo introducimos los conceptos fundamentales sobre las solu-

ciones a la ecuación de Yang–Baxter necesarios para desarrollar los resultados

obtenidos. Todos los resultados de este caṕıtulo son resultados ya establecidos

en la literatura.

1.1. La Ecuación de Yang–Baxter

En esta sección vamos a dar las definiciones y resultados más elementales

del del estudio de las soluciones de la ecuación de Yang–Baxter. Los mismos

fueron originalmente desarrollados por Etingof, Schedler y Soloviev en [25].

Definición 1.1. Una solución conjuntista a la ecuación de Yang–Baxter es

un par (X, r) donde X es un conjunto y r : X ×X → X ×X es una función

biyectiva tal que

(r × id)(id× r)(r × id) = (id× r)(r × id)(id× r). (1.1)

Definimos un morfismo de soluciones como una función f : X → Y entre

dos soluciones (X, r) e (Y, r′), que satisface que si r(w, x) = (y, z), entonces

1



2 CAPÍTULO 1. LA ECUACIÓN DE YANG–BAXTER

r′(f(w), f(x)) = (f(y), f(z)), i.e. tal que el siguiente diagrama connmuta,

X ×X Y × Y

X ×X Y × Y

f×f

r r′

f×f

Las funciones componentes de r se suelen notar σ y τ , con uno de sus

argumentos como sub́ındice, de forma que valga r(x, y) = (σx(y), τy(x)). Con

esta notación la condición de ser solución se puede interpretar en términos de

estas funciones componentes.

Lema 1.2 (Etingof–Schedler–Soloviev). Una función r : X ×X → X ×X es

solución de la ecuación de Yang–Baxter si y sólo si las funciones componentes

satisfacen las siguientes identidades para todo x, y, z ∈ X

σx ◦ σy = σσx(y) ◦ στyx,

στσy(z)(x)(τz(y)) = τστy(x)(z)(σx(y)),

τz ◦ τy = ττz(y) ◦ τσy(z).

Demostración. Evaluando la Ecuación (1.1) en x, y, z obtenemos del lado iz-

quierdo

(r × id)(id× r)(r × id)(x, y, z) = (r × id)(id× r)(σx(y), τy(x), z)

= (r × id)(σx(y), στy(x)(z), τz(τy(x)))

= (σσx(y)(στy(x)(z)), τστy(x)(z)(σx(y)), τz(τy(x))),

y evaluando el lado derecho obtenemos

(id× r)(r × id)(id× r)(x, y, z) = (id× r)(r × id)(x, σy(z), τz(y))

= (id× r)(σx(σy(z)), τσy(z)(x), τz(y))

= (σx(σy(z)), στσy(z)(x)(τz(y)), ττz(y)(τσy(z)(x))).

Notemos que en ambos casos en la primera coordenada la variable z no apare-

ce en los sub́ındices. Como esto vale para todo z podemos eliminarla a igualar

ambas coordenadas, obteniendo la primera de las identidades que buscaba-

mos. Análogamente al igualar las terceras coordenadas obtenemos la tercera
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identidad luego de eliminar la variable x por razones análogas. Por último al

igualar las segundas coordenadas obtenemos exactamente la segunda identi-

dad.

Definición 1.3. Una solución (X, r) se dice no-degenerada si todas las funcio-

nes σx, τy : X → X son biyectivas, y se dice involutiva si r es una involución,

i.e. r2 = id.

En lo que sigue solución siempre va a querer decir solución conjuntista,

no-degenerada e involutiva de la ecuación de Yang–Baxter.

Ejemplo 1.4. En cualquier conjunto X podemos considerar la solución tri-

vial en X, dada por r(x, y) = (y, x). Observemos que esta solución satisface

σx = id = τy para todos los elementos x, y ∈ X.

En el caso de las soluciones involutivas además de satisfacer las identidades

del Lema 1.2, las funciones componentes quedan determinada cada una por

la otra de acuerdo la siguiente identidad adicional:

Proposición 1.5 (Etingof–Schedler–Soloviev). Sea (X, r) una solución invo-

lutiva, entonces las funciones componentes de r satisfacen

τy(x) = σ−1
σx(y)

(x).

Demostración. Por la involutividad tenemos que para todo par x, y ∈ X vale

R2(x, y) = (x, y) , e inspeccionando la primer componente en esta ecuación

obtenemos

σσx(y)(τy(x)) = x,

de donde se sigue lo que queremos aplicando la función σ−1
σx(y)

a ambos lados.

Ejemplo 1.6. Si las funciones σ y τ no dependen del sub́ındice, la solución

(no necesariamente involutiva en este caso) pertenece a la familia de soluciones

llamadas de Lyubashenko. Es decir que (X, r) es una solución de Lyubashenko

si existen permutaciones σ y τ tales que r(x, y) = (σ(y), τ(x)).

En este caso de las identidades del Lema 1.2, la única que resulta no trivial

es la segunda, que se simplifica a σ◦τ = τ ◦σ. Es decir que dos permutaciones

σ, τ determinan una solución de Lyubashenko, si y sólo si conmutan.

Más aún en el caso de soluciones de Lyubashenko involutivas, de la Pro-

posición 1.5 obtenemos que se debe tener τ = σ−1.
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Ejemplo 1.7. Un caso particular de soluciones de Lyubashenko involutivas

son las soluciones ćıclicas, que se obtienen al tomar σ igual a un ciclo de

longitud máxima. Es fácil ver que todas estas son equivalentes a la solución

definida en Z/nZ por r(x, y) = (y − 1, x+ 1).

Esta familia de soluciones es importante porque cuando n es un primo p

dan la única solución indescomponible, de tamaño p. Este es un resultado de

Etingof, Schedler y Soloviev, ver Teorema 2.12 de [25].

Definición 1.8. Dada una solución (X, r) y un subconjunto Y ⊆ X decimos

que Y es una subsolución si la función r se restringe a una función de Y × Y

en Y × Y .

Si existen dos subsoluciones Y1, Y2 ⊆ X tales que X es la unión disjunta de

Y1 y Y2, y ambas son no vaćıas decimos que X es una solución descomponible.

En caso contrario, i.e. si no existe una tal descomposición, decimos que X es

una solución indescomponible.

Uno de los principales invariantes algebraicos de una solución se obtiene

al utilizar las aplicaciones de la función r como “relaciones de conmutación”

en un grupo. Concretamente tenemos la siguiente definición:

Definición 1.9. Si (X, r) es una solución definimos su grupo de estructura

como

G(X, r) = ⟨x ∈ X|xy = σx(y)τy(x)⟩ .

Las identidades del Lema 1.2 garantizan que este grupo actúa de manera

natural en la solución X, por lo tanto obtenemos también como invariante la

imagen de esta acción.

Definición 1.10. Si (X, r) es una solución definimos su grupo de permuta-

ciones como

G(X, r) = ⟨σx⟩x∈X ⊆ Sym(X).

Proposición 1.11 (Etingof–Schedler–Soloviev). Si (X, r) es una solución, el

mapa natural X → G(X, r) definido por x 7→ σx se extiende a un morfismo

de grupos G(X, r) → G(X, r).

Demostración. La primera identidad del Lema 1.2 es

σσx(y)στx(y)(z) = σxσy(z).
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Esto dice exactamente que los generadores del grupo de permutaciones sa-

tisfacen las relaciones que definen al grupo de estructura, y por lo tanto la

función del enunciado define un morfismo de grupos.

El siguiente resultado nos permite interpretar la (in)descomponibilidad de

una solución en términos de estos invariantes.

Proposición 1.12 (Etingof–Schedler–Soloviev). Una solución (X, r) es in-

descomponible si y sólo si la acción de su grupo de estructura en X es tran-

sitiva, o, equivalentemente, si el grupo de permutaciones de la solución es un

subgrupo transitivo de Sym(X).

Demostración. Supongamos primero que la solución es descomponible, i.e.

X = X1

⊔
X2 con X1 y X2 subsoluciones. Como X1 es una subsolución sabe-

mos que para todo x ∈ X1 se tiene que X1 ⊂ X es un subconjunto invariante

de σx, y por lo tanto X2 también es invariante al ser su complemento. Por el

mismo razonamiento tenemos que X2 y X1 también son subconjuntos inva-

riantes por la acción de σx para todo x ∈ X2. Como los σx generan el grupo

de permutaciones los subconjuntos X1 y X2 son invariantes por la acción de

todo el grupo de permutaciones, i.e. la acción no es transitiva.

Asumamos ahora que la acción del grupo de permutaciones no es transiti-

va. Podemos escribir entonces X = X1

⊔
X2, con X1 y X2 dos subconjuntos

no vaćıos e invariantes por la acción del grupo de permutaciones. En particu-

lar sabemos que para todo x ∈ X1 vale que X1 es un subconjunto invariante

por la acción de σx. Más aún por la Proposición 1.5 tenemos que si además

y ∈ X1 entonces tenemos

τy(x) = σ−1
σx(y)

(x),

como σx(y) ∈ X1, entonces X1 es invariante por la acción de σσx(y) y por lo

tanto el lado derecho de la ecuación pertenece aX1. Podemos concluir entonces

que X1 es invariante por la acción de τx para todo x ∈ X1. De esto deducimos

que X1 es efectivamente una subsolución de X. El mismo razonamiento nos

permite concluir que X2 también es una subsolución.

Observemos que la definición que dimos del grupo de permutaciones utiliza

únicamente las funciones σ. De la tercera identidad del Lema 1.2 se deduce que

podŕıamos definir un grupo similar utilizando las funciones τ y obtendŕıamos
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una acción a derecha del grupo de estructura. La demostración del resultado

anterior se podŕıa adaptar fácilmente a esta acción a derecha, y uno se pue-

de preguntar si estas dos acciones contienen la misma información sobre la

solución o no. El Corolario 2.8 responde afirmativamente a esta pregunta.

Más adelante vamos a necesitar del siguiente resultado de Cedó, Jespers y

Okniński que determina todas las posibles soluciones cuyo grupo de estructura

actúa de manera primitiva en la solución, a las que denominamos soluciones

primitivas.

Teorema 1.13 (Cedó–Jespers–Okniński). Si (X, r) es una solución primitiva

de la ecuación de Yang–Baxter, entonces |X| es un número primo, y entonces

X es una solución ćıclica.

Demostración. Ver [17, Teorema 3.1].

Recordemos que quiere decir que un grupo actúe de manera primitiva.

Definición 1.14. Dado un grupo G que actúa en un conjunto X, una familia

de subconjuntos de X, {∆1, . . . ,∆N}, es un sistema de bloques para la acción

de G si para todo i, j ≤ N y g ∈ G se tiene que g ·∆i = ∆j ó (g ·∆i)∩∆j = ∅.
Decimos que un grupo G actúa de manera primitiva en un conjunto X si

actúa de manera transitiva y la acción no admite ningún sistema de bloques

no trivial, es decir los únicos sistemas de bloques para la acción son {X} y

{{x}|x ∈ X}.

1.2. Diagramas de trenzas

Las soluciones a la ecuación de Yang–Baxter determinan representaciones

de los grupos de trenzas, Bn. Recordemos que estos grupos están determinados

por las presentaciones

Bn = ⟨σ1, . . . , σn−1|σiσj = σjσi , σiσi+1σi = σi+1σiσi+1⟩,

donde las relaciones se están tomando con i ≤ n − 1 y |i − j| ≥ 2. Notemos

que el segundo grupo de relaciones de la presentación tiene la misma forma

que la ecuación de Yang–Baxter. En efecto dada una solución de la ecuación

de Yang–Baxter (X, r), obtenemos acciones de los grupos de trenzas, de Bn
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Figura 1.1: Representación diagramática de la acción de r.

en Xn, dada por la aplicación σi 7→ ri,i+1, donde ri,i+1 es aplicar la función r

de la solución en las coordenadas i e i+ 1.

Los elementos del grupo de trenzas están en correspondencia con clases

de isotoṕıa de trenzas geométricas, y se pueden presentar diagramáticamente

mediante diagramas de trenzas. Una exposición formal sobre la corresponden-

cia entre elementos del grupo de trenzas, trenzas geométricas y diagramas de

trenzas se puede ver en los primeros caṕıtulos de [22] o [31].

Usando la acción anterior de los grupos podemos interpretar los diagramas

de trenzas como composiciones de las funciones ri,i+1 y razonar diagramática-

mente sobre las soluciones de la ecuación de Yang–Baxter. La aplicación de la

función r en un par (x, y) queda representada por el diagrama de la figura 1.1.

De esta forma la ecuación de Yang–Baxter se corresponde con la equiva-

lencia de los diagramas de trenza de la figura 1.2. La trenza opuesta a la de la

figura 1.1, i.e. con la hebra izquierda pasando por detrás de la hebra derecha,

representa la acción de la función r−1. Como vamos a trabajar con soluciones

involutivas tenemos que r = r−1, y por lo tanto podŕıamos utilizar diagramas

que no hagan la distinción entre ambos tipos de cruces. Para preservar la in-

tuición topológica al momento de hacer razonamientos diagramáticos vamos

a utilizar diagramas de trenzas estándar.

Notemos que siempre que tengamos un diagrama como el de la figura 1.1,

en el que conozcamos el valor de sólo dos cualesquiera de los cuatro extremos

del diagrama, entonces hay una única forma de completar el diagrama con

los restantes dos valores para que el mismo corresponda con una aplicación

correcta de la función r.

Lema 1.15. Sea r : X ×X → X ×X una solución de la ecuación de Yang–
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Figura 1.2: Ecuación de Yang–Baxter.

Baxter.

1. Dados a, c ∈ X existen únicos b, d ∈ X tales que r(a, b) = (c, d).

2. Dados b, d ∈ X existen únicos a, c ∈ X tales que r(a, b) = (c, d).

3. Dados a, d ∈ X existen únicos b, c ∈ X tales que r(a, b) = (c, d).

4. Dados b, c ∈ X existen únicos a, d ∈ X tales que r(a, b) = (c, d).

Demostración. Estas situaciones se corresponden con el diagrama de la figu-

ra 1.3. Los dos primeros casos se corresponden con el valor inicial de una

hebra y el final de la otra. Los últimos dos casos se corresponden con conocer

el valor inicial y final de una misma hebra.

Tenemos en general que c = σa(b), y d = τb(a). Por la no-degeneración de

la solución en el primer caso se tiene que cumplir que b = σ−1
a (c), y entonces

d = τσ−
a 1(c)(a). Los restantes casos son completamente análogos.

Figura 1.3: Diagrama Lema 1.15.
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1.3. Brazas

Tanto el grupo de estructura como el grupo de permutaciones de una

solución tienen una estructura adicional de grupo abeliano. Esta estructura

satisface junto con la estructura original ciertas condiciones que le dan a este

grupo una estructura de braza. En esta sección introducimos el concepto de

braza y recopilamos los resultados básicos que necesitaremos en lo que sigue.

Definición 1.16. Una braza es una tripla (B,+, ◦) tal que (B,+) es un

grupo abeliano, (B, ◦) es un grupo y se satisface la siguiente ecuación para

toda tripla de elementos a, b, c ∈ B:

a ◦ (b+ c) = a ◦ b− a+ a ◦ c. (1.2)

El grupo abeliano (B,+) se denomina la estructura aditiva de la braza, y

el grupo (B, ◦) se denomina la estructura multiplicativa de la braza.

Definimos un morfismo de brazas como una función f : B → B′ entre

dos brazas (B,+, ◦) y (B,+′, ◦′) que respeta tanto la estructura aditiva como

multiplicativa de la braza, i.e. que cumple

f(a+ b) = f(a) +′ f(b),

f(a ◦ b) = f(a) ◦′ f(b),

para todo a, b ∈ B.

La definición original de braza es de Rump en [36], sin embargo esta de-

finición es distinta a la que estamos dando, aunque resulta equivalente. Esta

versión de la definición es de Cedó, Jespers y Okniński en [16], donde también

prueban la equivalencia entre ambas definiciones y desarrollan los resultados

que exponemos en esta sección.

Ejemplo 1.17. Dado un grupo abeliano (B,+) tomando como estructura

multiplicativa ◦ la misma operación + tenemos

a ◦ (b+ c) = a+ b+ c = a+ b− a+ c+ a = a ◦ b− a+ a ◦ c,

y por lo tanto (B,+,+) resulta una braza. Una braza de esta forma, i.e. una

en el cual las estructuras aditiva y multiplicativa coinciden, se dice una braza

trivial.
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Lema 1.18. Las estructuras aditiva y multiplicativa de una braza tienen el

mismo elemento neutro.

Demostración. Sea (B,+, ◦) una braza y notemos por 0 al elemento neutro

de su estructura aditiva. Para cada a ∈ B tenemos

a ◦ 0 = a ◦ (0 + 0) = a ◦ 0 + a ◦ 0− a,

y por lo tanto a ◦ 0 = a, es decir que 0 es también el elemento neutro de la

estructura multiplicativa.

Para simplificar algunos argumentos va a resultar útil reescribir la ecua-

ción (1.2) en términos de la resta, en lugar de la suma, de elementos.

Lema 1.19. Sea (B,+, ◦) una braza, para todo a, b, c ∈ B se tiene

a ◦ (b− c) = a ◦ b− a ◦ c+ a. (1.3)

Demostración. Por la ecuación (1.2) tenemos

a ◦ (b− c) = a ◦ b+ a ◦ (−c)− a,

y por el Lema 1.18

a = a ◦ (c− c) = a ◦ c+ a ◦ (−c)− a.

De esta última ecuación podemos despejar

a ◦ (−c) = 2a− a ◦ c. (1.4)

Remplazando esta expresión en la primera ecuación tenemos

a ◦ (b− c) = a ◦ b+ (2a− a ◦ c)− a,

que simplificando resulta la ecuación (1.3).

Definición 1.20. Sea (B,+, ◦) una braza. Para cada b ∈ B definimos la

función λb : B → B por λb(x) = (b ◦ x)− b.

Proposición 1.21 (Cedó–Jespers–Okniński). Sea (B,+, ◦) una braza. La

función λ· define una acción por automorfismos del grupo multiplicativo (B, ◦)
en el grupo aditivo (B,+).
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Demostración. Primero veamos que para todo a ∈ B la función λa resulta

aditiva. Dados b, c ∈ B tenemos

λa(b+ c) = a ◦ (b+ c)− a = a ◦ b+ a ◦ c− a− a

= λa(b) + λa(c),

como queŕıamos. Chequeamos ahora que esto define una acción del grupo

multiplicativo. Dados a, b, c ∈ B tenemos

λa(λb(c)) = a ◦ (b ◦ c− b)− a.

Aplicando el Lema 1.19 obtenemos

λa(λb(c)) = a ◦ b ◦ c− a ◦ b+ a− a,

lo que se simplifica a λa◦b(c).

Como además tenemos que

λe(a) = (e ◦ a)− e = a− e = a,

es decir, que el elemento neutro actúa por la identidad, tenemos que la acción

es por automorfismos.

La acción del grupo multiplicativo de la braza en el grupo aditivo resul-

ta particularmente útil para entender y trabajar con estas estructuras. Otra

forma de presentar las brazas que pone esto de manifiesto es a través de

1-cociclos.

Definición 1.22. Dado un grupo (G, ·), un 1-cociclo biyectivo de G en un

grupo abeliano (A,+) es el siguiente dato:

1. Una acción de G en A por automorfismos de grupo,

2. una función biyectiva π : G→ A,

tales que para todo x, y ∈ G se cumple que

π(x · y) = π(x) + x · π(y). (1.5)
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Si (B,+, ◦) es una braza entonces podemos construir un 1-cociclo biyectivo

del grupo (B, ◦) en el grupo abeliano (B,+) tomando como función biyectiva a

la identidad y como acción λ. El siguiente resultado describe como reconstruir

cualquiera de las dos estructuras de grupo de la braza a partir de la otra a

partir de la acción λ, y en particular garantiza que la definición anterior es

efectivamente un 1-cociclo.

Proposición 1.23 (Cedó–Jespers–Okniński). Sea (B,+, ◦) una braza. Para

todo a, b ∈ B se cumplen las siguientes dos identidades:

a ◦ b = λa(b) + a,

a+ b = a ◦ λ−1
a (b).

Demostración. Para la primera identidad simplemente desarrollamos la acción

por definición en el lado derecho de la identidad,

λa(b) + a = (a ◦ b− a) + a = a ◦ b.

Para probar la segunda identidad desarrollamos nuevamente la acción en el

lado derecho. Notando a al inverso multiplicativo de a tenemos como λ es una

acción,

a ◦ λ−1
a (b) = a ◦ λa(b) = a ◦ (a ◦ b− a).

Usando el Lema 1.19 para distribuir la operación de ◦ sobre la diferencia que

obtenemos,

a ◦ λ−1
a (b) = a ◦ a ◦ b− a ◦ a+ a = b− 0 + a = b+ a,

donde estamos usando que ambas operaciones tienen el mismo elemento neu-

tro por el Lema 1.18.

Rećıprocamente dado un 1-cociclo biyectivo podemos obtener una braza

identificando ambos grupos via la biyección del cociclo.

Proposición 1.24 (Cedó–Jespers–Okniński). Dado un 1-cociclo biyectivo π

de un grupo (G, ·) en un grupo abeliano (A,+), la operación ◦ : A × A → A

definida por

a ◦ b = π(π−1(a) · π−1(b)),

determina la estructura multiplicativa de una braza en A con estructura adi-

tiva (A,+).



1.3. BRAZAS 13

Demostración. Dados a, b, c ∈ A tenemos

a ◦ (b+ c) = π(π−1(a) · π−1(b+ c))

= π(π−1(a)) + π−1(a) · π(π−1(b+ c))

= π(π−1(a)) + π−1(a) · (b+ c)

= π(π−1(a)) + π−1(a) · b+ π−1(a) · c.

Reescribiendo b como π(π−1(b)) podemos agrupar los primeros dos términos

y usar la condición de cociclo para obtener la operación ◦,

a ◦ (b+ c) = (π(π−1(a)) + π−1(a) · π(π−1(b))) + π−1(a) · c
= π(π−1(a) · π−1(b)) + π−1(a) · c
= a ◦ b+ π−1(a) · c.

Luego podemos sumar y restar a, reescribir uno de estos junto con c y proce-

diendo de la misma forma de antes se obtiene el resultado que queremos.

Observación 1.25. Notemos al identificar la acción usada en el dato del 1-

cociclo coincide con la acción λ de la braza al identificar ambos grupos via el

1-cociclo.

Observación 1.26. Con la definición apropiada de morfismos entre 1-cociclos

biyectivos esta correspondencia entre 1-cociclos y brazas resulta funtorial, y

entonces una equivalencia entre las categoŕıas correspondientes.

Los subconjuntos de una braza invariantes por la acción λ resultan intere-

santes de considerar. El siguiente resultado sobre conjuntos de generadores

invariantes por la acción va a resultar útil más adelante.

Proposición 1.27. Sea (B,+, ◦) una braza y X ⊆ B un subconjunto que es

invariante por la acción λ y que genera el grupo aditivo de la braza. Entonces

X genera también el grupo multiplicativo de la braza.

Demostración. Usando la Proposición 1.23 vamos a probar que el grupo ge-

nerado aditivamente está incluido en el grupo generado multiplicativamente

por inducción en la longitud de una palabra (en el grupo aditivo). Si b ∈ ⟨X⟩+
admite una representación de longitud 1 es porque es un elemento de X, y
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por lo tanto pertenece a ⟨X⟩◦. Si ahora b = x1 + · · · + xn, entonces por la

Proposición 1.23 tenemos

b = x1 + · · ·+ xn

= x1 ◦ λ−1
x1
(x2 + · · ·+ xn)

= x1 ◦ (λ−1
x1
(x2) + · · ·+ λ−1

x1
(xn)).

Como X es invariante por la acción λ la expresión dentro del paréntesis en

la última ĺınea es una suma de n − 1 términos de X, y por lo tanto lo que

queremos demostrar se sigue por inducción.

Dar una noción apropiada de ideal para brazas también requiere considerar

subconjuntos invariantes por la acción λ.

Definición 1.28. Dada una braza (B,+, ◦), decimos que un subconjunto

I ⊆ B es un ideal de B si

1. es un subgrupo normal de (B, ◦),

2. para todo x ∈ B se cumple que λx(I) ⊆ I.

Proposición 1.29 (Cedó–Jespers–Okniński). Sea (B,+, ◦) una braza. Un

subconjunto I ⊆ B es un ideal si y sólo si es el núcleo de un morfismo de

brazas.

Demostración. Sea f : B → B′ un morfismo de brazas en una braza B′. Como

f es morfismo del grupo multiplicativo su núcleo es normal en (B, ◦). Para
verificar la segunda condición tomemos a ∈ B y x ∈ Ker(f). Aplicando f a

λa(x), y como f es morfismo de ambas estructuras, tenemos

f(λa(x)) = f(a ◦ x− a) = f(a) ◦ f(x)− f(a) = f(a)− f(a) = 0,

de modo que el núcleo de f resulta invariante para la acción λ y por lo tanto

un ideal.

Rećıprocamente si I es un ideal de B por la Proposición 1.23 como I es

un subgrupo mulitplicativo e invariante por la acción λ resulta un también

subgrupo de la estructura aditiva, y como esta es abeliana es automáticamente

normal. Necesitamos verificar que los cocientes por I para ambas estructuras
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coinciden, i.e. que las coclases aditivas y multiplicativas de I coinciden. En

tal caso el conjunto de coclases hereda ambas estructuras de grupo y estas

satisfacen automáticamente la condición de braza.

Sean a, b ∈ B elementos de la misma coclase multiplicativa, i.e. a = b ◦ j
para algún j ∈ I. Tenemos entonces por la Proposición 1.23 que

a = b ◦ j = b+ λb(j).

Como I es invariante por la acción λ esto quiere decir que a y b también

pertenecen a la misma coclase aditiva. Rećıprocamente si a y b pertencen a

la misma coclase aditiva usando la Proposición 1.23 tenemos

a = b+ j = b ◦ λ−1
b (j)

y tenemos que a y b pertenecen también a la misma coclase multiplicativa.

Tenemos entonces que una braza cociente bien definido, y la función cociente

es un morfismo de brazas con núcleo I.

El siguiente ideal definido para toda braza resulta particularmente impor-

tante.

Definición 1.30. Dado una braza (B,+, ◦), definimos su zócalo como el

núcleo del morfismo λ, i.e.

Soc(B) = {b ∈ B|∀x ∈ B λb(x) = x}.

Observación 1.31. La condición de que b esté en el sócalo es las funciones

de multiplicación y suma por b coincidan, i.e. para todo a ∈ B se tiene b◦a =

b+ a.

Proposición 1.32 (Cedó–Jespers–Okniński). Sea (B,+, ◦) una braza, su

sócalo, Soc(B), resulta un ideal.

Demostración. Como el sócalo es el núcleo de la acción por λ es un subgrupo

normal de la estructura multiplicativa. Para ver que el sócalo es un ideal sólo

hay que probar que es invariante por la acción λ.

Dados elementos a ∈ B y b ∈ Soc(B) tenemos

λa(b) = a ◦ b− a = 0 + a ◦ b− a = a ◦ (b+ a−1).
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Por la observación 1.31 esta última expresión puede reescribirse como

λa(b) = a ◦ (b ◦ a−1),

y como el sócalo es normal en (B, ◦) este elemento pertenece nuevamente al

sócalo.

1.4. Brazas y la Ecuación de Yang–Baxter

La primera relación que se puede obtener entre soluciones a la ecuación

de Yang–Baxter y brazas es que toda braza resulta ser también una solución.

Proposición 1.33 (Cedó–Jespers–Okniński). Dada una braza (B,+, ◦) defi-
nimos r : B ×B → B ×B por

r(a, b) = (λa(b), ρb(a)), (1.6)

donde ρb(a) = λλ−1
a (b)(a). Con esta definición (B, r) es una solución de la

ecuación de Yang–Baxter.

Demostración. Ver [16, Lemma 4.1].

El resultado anterior se puede ver también en [36, Sección 2], en ese ca-

so utilizando el lenguaje de cycle-sets, que resultan equivalentes a nuestras

soluciones.

Observemos que el grupo de permutaciones de la solución definida en la

Proposición 1.33 es precisamente la imagen de la acción λ. El núcleo de este

morfismo es por definición precisamente el sócalo de la braza B, de modo que

podemos transportar la estructura aditiva de B al grupo de permutaciones.

Resulta entonces que en este caso tenemos una estructura natural de braza

en el grupo de permutaciones.

Esto resulta ser cierto en general, y se debe a que el grupo de estructura

de cualquier solución tiene una estructura natural de braza, y la inclusión

de la solución en su grupo de estructura resulta ser de hecho universal. Para

describir esta estructura de braza lo más cómodo resulta darla en términos de

1-cociclos biyectivos.
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Dada una solución (X, r), consideramos la braza que tiene como estructura

multiplicativa (G, ◦) = G(X, r) y la estructura aditiva dada por el grupo abe-

liano libre generado por X, i.e. ZX . Como el grupo de estructura actúa en X

por la Proposición 1.11, podemos considerar como acción por automorfismos

la extensión lineal a ZX de esta acción.

Lo único que resta por definir es al biyección entre los dos grupos. La

definición de este morfismo es bastante complicada, aunque podemos descri-

birlo de manera bastante sencilla. Como ambos grupos están generados por

los elementos de X podemos definir π : X → ZX simplemente como la fun-

ción identidad. Luego usando la condición de cociclo, ecuación (1.5), podemos

extender esto a palabras de longitud arbitraria garantizando obtener un co-

ciclo. Observamos que esto no es una buena definición, ya que a priori no es

claro que la “inclusión” de X en G(X, r) sea inyectiva, que la extensión que

queremos hacer de una función bien definida, y también habŕıa que chequear

la biyectividad de la misma. Está construcción puede verse con detalle en la

segunda sección de [25].

Teorema 1.34 (Etingof–Schedler–Soloviev). Sean (X, r) una solución de la

ecuación de Yang–Baxter y · : G(X, r) × ZX → ZX la extensión lineal de la

acción del G(X, r) en X. Existe una biyección π : G(X, r) → ZX , que es la

identidad al restringirlo a X, que es un 1-cociclo biyectivo.

Demostración. Ver [25, Sección 2].

La estructura de braza obtenida de este modo, junto con la función de

inclusión de la solución en el grupo de estructura, resulta además universal

entre todas los morfismos de soluciones que salen de X y llegan a brazas.

Teorema 1.35 (Rump). Sean (X, r) una solución y ι : X → G(X, r) la inclu-

sión natural de X en el grupo de estructura. Para todo morfismo de soluciones

f : X → B con (B,+, ◦) una braza, usando la estructura de solución definida

en la Proposición 1.33, existe un único morfismo de brazas f̃ : G(X, r) → B,

tal que f̃ ◦ ι = f , i.e. tal que el siguiente diagrama conmuta

X G(X, r)

B

ι

f
f̃
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Demostración. Ver [36, Proposition 1].

A partir de esta estructura de braza en el grupo de estructura podemos

entonces obtener una estructura de braza en el grupo de permutaciones de una

solución general de la misma forma que se obtiene en el caso de las brazas.

Corolario 1.36. Sea (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter. El

grupo de permutaciones G(X, r) de la solución hereda una estructura de braza

de G(X, r) a través del morfismo definido en la Proposición 1.11.

Demostración. El mapa definido en la Proposición 1.11 es un morfismo de

grupos para la estructura multiplicativa de la braza. Para ver que le da a

G(X, r) una estructura de braza alcanza con ver que su núcleo es ideal.

Por definición, el núcleo del morfismo que estamos mirando es el núcleo

de la acción del grupo de estructura en el conjunto subyacente de la solución.

Como la acción λ dada por el Teorema 1.34 es la extensión lineal de la acción

en X, tenemos que el núcleo del morfismo al grupo de permutaciones es exac-

tamente el sócalo de la estructura de braza del grupo de estructura. Como el

sócalo es un ideal esto prueba lo que queŕıamos.

En particular tenemos que la funciónX → G(X, r), x 7→ σx es un morfismo

de soluciones, y por lo tanto el conjunto de las permutaciones σx es una

subsolución de G(X, r). Esto lleva a la siguiente definición.

Definición 1.37. Dada (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter,

su retracción es la solución Ret(X, r) = {σx}x∈X . Decimos que la solución

es irretractable si Ret(X, r) es isomorfa a X, es decir si la función natural

X → Ret(X, r) es inyectiva, y decimos que es retractable en caso contrario.

Una solución se dice multipermutación si existe k ∈ N tal que Retk(X, r)

es una solución de tamaño 1, donde Retk está definido recursivamente por

Ret0(X, r) = (X, r)

Retk+1(X, r) = Ret(Retk(X, r)).

En tal caso el menor valor de k para el que esto sucede se llama el nivel de

multipermutación de la solución.
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1.4.1. Construcción de Bachiller-Cedó-Jespers

En esta sección vamos a describir los resultados de [8] que necesitaremos

en el Caṕıtulo 4. Dada una braza B fija, en este paper se da una descripción

de todas las soluciones X que tienen a B como braza de permutaciones. El

primero de los resultados describe como construir las soluciones que se buscan

a partir de un dato de órbitas y subgrupos de la braza.

Teorema 1.38 (Bachiller-Cedó-Jespers). Sea (B,+, ◦) una braza y λ la ac-

ción del grupo multiplicativo en el grupo aditivo. Notemos O al conjunto de

órbitas de la acción λ, y para cada O ∈ O fijemos aO ∈ O. Para cada tripla

(I,J ,K) que satisfaga

1. I ⊆ O es un subconjunto de órbitas tal que su unión genera el grupo

aditivo de B,

2. J = {Ji}i∈I es una familia de conjuntos no vaćıos indexados por las

órbitas de I,

3. K = {Ki,j}i∈I,j∈Ji es una familia indexada de subgrupos de (B, ◦),

4. para todo i ∈ I y j ∈ Ji se tiene que Ki,j ⊆ st(ai), el estabilizador de ai
por la acción λ,

5. la intersección de todos los interiores normales de los subgrupos que

pertenecen a K es trivial, i.e.
⋂

i∈I
⋂

j∈Ji core(Ki,j) = 1,

se tiene en el conjunto

X =
⊔
i∈I

⊔
j∈Ji

B/Ki,j,

una estructura de solución de la ecuación de Yang–Baxter, cuya función r

queda definida por las funciones σ siguientes,

σbKi,j
(b′Ki′,j′) = (λb(ai) ◦ b′)Ki′,j′ .

Más aún cualquier solución de la ecuación de Yang–Baxter que tenga bra-

za de permutaciones isomorfa a (B,+, ◦) es isomorfa a una solución de las

anteriores.
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Definición 1.39. Dados un grupo G y un subgrupo H < G, llamamos inte-

rior normal de H , y lo notamos core(H), al núcleo del morfismo dado por la

multiplicación a izquierda de G en G/H. Concretamente tenemos

core(H) =
⋂
g∈G

gHg−1.

Uno puede presentar este mismo resultado usando para la construcción un

dato más compacto de la siguiente manera

Teorema 1.40 (Bachiller–Cedó–Jespers). Sean (B,+, ◦) una braza e I un

conjunto. Para cada i ∈ I sea xi un elemento de B tal que la unión de todas

las órbitas {λb(xi)|b ∈ B} generan el grupo aditivo de la braza. Por último

para cada i sea Ki un subgrupo del estabilizador de xi tales que la intersección

de todos sus interiores normales es trivial, i.e.⋂
i∈I

⋂
b∈B

b ◦Ki ◦ b−1 = {1}.

Se tiene entonces que el conjunto X =
⊔

i∈I B/Ki es una solución de la

ecuación de Yang–Baxter con las funciones σ dadas por

σaKi
(bKj) = (λa(xi) ◦ b)Kj.

Más aún, toda solución de la ecuación de Yang–Baxter con braza de per-

mutaciones isomorfo a (B,+, ◦) es isomorfa a una de esta forma.

La siguiente observación sobre el resultado anterior va a resultar impor-

tante para poder analizar algunas propiedades de las soluciones en terminos

de los datos de construcción.

Observación 1.41. Siguiendo las demostraciones de [8] y [6] se puede ver que

en el teorema anterior las condiciones de que las órbitas consideradas generen

el grupo aditivo de la braza y que la intersección de los interiores normales de

los subgrupos sean triviales son importantes sólo para poder garantizar que la

braza que se obtiene sea exactamente el original. En particular si tomamos un

dato como el anterior pero que no satisface estas condiciones obtenemos una
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solución (X, r), para la cual el morfismo natural de la braza de estructura en

la braza de permutaciones factoriza por B como en el siguiente diagrama

G(X, r)

X B

G(X, r)

σ

ι

ρ

donde la función ρ está dada por

ρ(bKi) = λb(ai),

y la función B → G(X, r) es la dada por la acción natural de multiplicación

a izquierda en el cociente.

De esta forma la imagen del morfismo G(X, r) → B está dada por el

subgrupo aditivo generado por lás órbitas del dato, y la intersección de los

interiores normales caracteriza el núcleo del morfismo B → G(X, r). Por lo

tanto las condiciones del teorema son las que garantizan que este último mor-

fismo sea un isomorfismo. En general sin embargo la braza de permutaciones

de la solución obtenida resulta un subcociente de la braza original B.
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Las soluciones determinadas por datos distintos pueden en principio ser

isomorfas. El segundo resultado de Bachiller, Cedó y Jespers caracteriza cuan-

do sucede esto en términos de los automorfismos de la braza B.

Teorema 1.42 (Bachiller–Cedó–Jespers). Sean (B,+, ◦) una braza y (ai, Ki)i∈I
y (bj, K

′
j)j∈J dos datos como los del Teorema 1.38. Las soluciones asociadas

a estos dos datos son isomorfas si y sólo si existe una biyección ϕ : I → J ,

un automorfismo de brazas ψ : B → B y elementos (zi)i∈I tales que ψ(ai) =

λzi(bϕ(i)) y ψ(Ki) = zi ◦K ′
ϕ(i) ◦ z

−1
i .



Caṕıtulo 2

El invariante diagonal

En este caṕıtulo vamos a presentar los resultados de [34]. El punto de

partida de los mismos es la demostración en [35] de una conjetura de Gateva-

Ivanova, que afirma que toda solución libre de cuadrados, y de tamaño mayor

que 1, es descomponible.

Definición 2.1. Una solución de la ecuación de Yang–Baxter, (X, r) se dice

libre de cuadrados si satisface r(x, x) = (x, x) para todo x ∈ X.

En los resultados de este caṕıtulo interpretamos la condición de ser libre de

cuadrados en términos del invariante diagonal de las soluciones y damos de-

mostraciones de resultados similares de descomponibilidad para otros valores

del invariante.

Los resultados preliminares de la Sección 2.1 son resultados conocidos

previamente. Las secciones siguientes contienen los resultados y observaciones

originales que se encuentran publicados en [34].

2.1. El invariante diagonal

Definición 2.2. Dada una solución (X, r) definimos las funciones T, U : X →
X como T (y) = τ−1

y (y) y U(x) = σ−1
x (x).

Ejemplo 2.3. En el caso de las soluciones de Lyubashenko, Ejemplo 1.6,

tenemos que la funciones T y U son respectivamente las funciones σ y τ que

definen la solución.

23
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Estas definiciones pueden interpretarse en términos de los elementos fijos

por la función r, lo que permite deducir rápidamente varias propiedades de

estas funciones.

Proposición 2.4. Dada (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter,

x, y ∈ X tenemos que y = U(x) (x = T (y)), si y sólo si y (resp. x) es el único

elemento tal que r(x, y) = (x, ∗), i.e. r(x, y) tiene al elemento x en la primer

componente y cualquier otro elemento en la segunda, (resp. r(x, y) = (∗, y)).
Más aún ambas condiciones se cumplen si y sólo si r(x, y) = (x, y).

Demostración. Observemos que pedir que r(x, y) = (x, z) para algún z ∈ X,

es equivalente a pedir σx(y) = x, es decir y = U(x). Por otro lado como

r2 = id tenemos que (x, y) = r2(x, y) = r(x, z), y por lo tanto tenemos que

z = U(x) = y.

El caso de la función T es completamente análogo.

En particular esta caracterización nos permite ver que estas funciones son

invertibles.

Corolario 2.5. Las funciones T y U son inversas mutuas.

Como estás dos funciones resultan inversas una de la otra tienen descom-

posiciones en ciclos disjuntos con la misma cantidad de ciclos de cada longitud.

En particular esto nos provee de un invariante numérico asociado a la solución.

Definición 2.6. Dada una solución de la ecuación de Yang–Baxter (X, r) de-

finimos su invariante diagonal como la partición asociada a la descomposición

en ciclos disjuntos de su función T , o equivalentemente U .

Proposición 2.7. Sea (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter.

Para cada x ∈ X tenemos que

T ◦ σx ◦ T−1 = τ−1
x

Demostración. Necesitamos probar que T ◦ σx = τ−1
x ◦ T . Evaluando en y el

lado derecho de esta identidad tenemos

τ−1
x (T (y)) = τ−1

x ◦ τ−1
y (y)

= (τy ◦ τx)−1(y).
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Utilizando la tercera identidad del Lema 1.2 podemos reescribir la última ĺınea

τ−1
x (T (y)) = (ττy(x) ◦ τσx(y))

−1(y)

= τ−1
σx(y)

(τ−1
τy(x)

(y)).

Para calcular τ−1
τy(x)

(y), observemos que estamos en una situación como la de la

figura 2.1. En este caso el diagrama se puede completar poniendo σx(y) y x en

los extremos superior e inferior izquierdos respectivamente. Por el Lema 1.15,

esta es la única forma de completar el diagrama de modo que tenemos

τ−1
x (T (y)) = τ−1

σx(y)
(σx(y))

= T (σx(y)).

Figura 2.1: Diagrama Proposición 2.7.

Corolario 2.8. Sea (X, r) una solución y definamos

G̃(X, r) = ⟨τx| x ∈ X⟩ ⊆ Sym(X).

Entonces G̃(X, r) y G(X, r) son isomorfos como grupos de permutaciones.

2.2. Resultados sobre descomponibilidad

En esta sección veremos como el analisis combinatorio del invariante dia-

gonal de una solución permite obtener resultados sobre la descomponibilidad

de la misma. La primera observación importante es que una descomposición

de la solución no puede “partir” los ciclos del invariante diagonal.
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Lema 2.9. Sea (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter. Cada

órbita de la acción de G(X, r) en X es una unión disjunta de órbitas de la

función T .

Demostración. Basta ver que x y T (x) pertenecen a la misma órbita de la

acción de G(X, r), para todo x ∈ X, de donde se sigue lo que queremos por

inducción. Por el Corolario 2.5 sabemos que las funciones T y U son inversas

mutuas, por lo tanto basta ver que x y U(x) están en la misma órbita. Ahora,

tenemos que U(x) = σ−1
x (x), y por lo tanto estos dos elementos pertenecen a

una misma órbita.

En particular obtenemos el primer resultado de indescomponiblidad

Corolario 2.10. Sea (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter. Si

su invariante diagonal es un ciclo de longitud máxima, i.e. |X|, entonces la

solución es indescomponible.

Ejemplo 2.11. Dado n ∈ N siempre podemos obtener una solución de ta-

maño n cuyo invariante diagonal es un ciclo de longitud n tomando la solución

ćıclica de tamaño n.

Los siguientes resultados que podemos obtener de manera elemental cu-

bren casos en los que el invariante diagonal tiene algún punto fijo. El siguiente

resultado nos permite en tales casos obtener una relación más directa entre el

invariante diagonal y el grupo de permutaciones.

Lema 2.12. Sean (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter, y x ∈
X tal que T (x) = x. Entonces para todo y ∈ Y se tiene

T (τy(x)) = τσx(y)(x).

Demostración. Evaluando ambos lados de la ecuación de Yang–Baxter en

la tripla (x, x, y), y recordando que por la Proposición 2.4 r(x, x) = (x, x),

obtenemos del lado izquierdo

(r × id)(id× r)(r × id)(x, x, y) = (r × id)(id× r)(x, x, y)

= (r × id)(x, σx(y), τy(x))

= (σx(σx(y)), τσx(y)(x), τy(x)).
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Y evaluando del lado derecho obtenemos

(id× r)(r × id)(id× r)(x, x, y) = (id× r)(r × id)(x, σx(y), τy(x))

= (id× r)(σx(σx(y)), τσx(y)(x), τy(x)).

En particular tenemos que r(τσx(y)(x), τy(x)) = τσx(y)(x), τy(x), y por lo tanto,

por la Proposición 2.4, tenemos que T (τy(x)) = τσx(y)(x).

Este resultado nos permite obtener resultados de descomponibilidad en

casos en que el invariante diagonal tenga algún punto fijo y algún ciclo de

longitud “suficientemente larga”.

Teorema 2.13. Sea (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter de

tamaño n > 1. Si el invariante diagonal es un ciclo de longitud n−1, entonces

X es descomponible.

Demostración. Sea x0 ∈ X tal que T (x0) = x0, e Y = X \ {x0}. Supongamos

que la solución es indescomponible, y sea f : Y → X la función dada por

y 7→ τy(x0). Como X es indescomponible tiene que existir algún y ∈ X, y

como T (x0) = x0 necesariamente en Y , tal que f(y) ̸= x0. Fijemos un tal y,

i.e. y ∈ Y tal que f(y) ∈ Y .

Como T es un ciclo de longitud n− 1 que deja fijo a x0, debe mover ćıcli-

camente todos los elementos de Y . Tenemos entonces que podemos obtener

todos los elementos de Y aplicando iteradamente la función T a f(y), es decir

que

Y = {f(y), T (f(y)), T 2(f(y)), . . . , T n−2(f(y))}.

Dado z ∈ Y , aplicando el Lema 2.12 obtenemos

T (f(z)) = T (τz(x0)) = τσx0 (z)(x0) = f(σx0(z).

Por lo tanto podemos escribir a Y como

Y = {f(y), f(σx0(y)), . . . , f(σ
n−2
x0

(y))}.

En particular todos los elementos anteriores deben ser distintos, y por lo tanto

todos los elementos y, σx0(y), . . . , σ
n−2
x0

(y), deben ser todos elementos distintos.

Esto quiere decir que la permutación σx0 debe permutar ćıclicamente todos

los elementos de Y .
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Afirmamos que esto implica que la acción del grupo de permutaciones es

primitiva. En efecto supongamos que no y sea B un bloque no trivial que

contenga a x0. Como σx0(x0) = x0, ya que T (x0) = x0, entonces σx0(B) = B.

Por otro lado si B es no trivial debe contener algún z ∈ Y , y por inducción

usando lo anterior tenemos que σk
x0
(z) ∈ B para todo k ∈ N. Ahora por lo

visto antes esto quiere decir que Y ⊆ B, y por lo tanto B = X, contradiciendo

la no trivialidad del bloque.

Finalmente por 1.13 esto implica que X es una solución ćıclica, lo que

contradice el hecho de que su invariante T sea un ciclo de longitud n− 1.

Este resultado se puede generalizar con argumentos elementales similares

al caso en que el invariante diagonal sea un ciclo de longitud n − 2 o n − 3,

restringiendo los posibles valores de n. Para esto necesitamos el siguiente lema

previo

Lema 2.14. Sea (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter. Si existe

x ∈ X tal que σx es un ciclo de longitud por lo menos |X|/2 y coprima con

|X|, entonces la solución es descomponible.

Demostración. Observemos primero que una solución con estas caracteŕısticas

no puede ser una solución ćıclica, y por lo tanto, por el Teorema 1.13, su grupo

de permutaciones no actúa de forma primitiva en la solución. Supongamos que

la solución es indescomponible y tomemos x ∈ X como en el enunciado, y ∈ X

algún punto fijo de σx y B algún bloque no trivial que contenga a y.

Como σx(y) = y tenemos que σx(B) = B. Si B contuviera algún elemento

que pertence al ciclo de σx debe entonces contenerlos a todos. Pero entonces el

bloque seŕıa de tamaño mayor a |X|/2, lo que no es posible. Tenemos entonces

que B sólo puede contener puntos fijos de σx. Como y era arbitrario, esto vale

para cualquier bloque que contenga algún punto fijo de σx. En particular, como

estamos suponiendo que la acción es transitiva, el tamaño de este bloque va a

tener que dividir a la cantidad de puntos fijos de σx. Como también tiene que

dividir a |X| y estos dos números son coprimos el bloque debe ser trivial.

Teorema 2.15. Sea (X, r) una solución de tamaño n, entonces

1. Si la función T es un ciclo de longitud n− 2 y n es impar, entonces la

solución es descomponible.
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2. Si la función T es un ciclo de longitud n − 3 y n es coprimo con 3

entonces la solución es descomponible.

Demostración. Notamos por m la longitud del ciclo de T , y

Y = {y ∈ X|T (y) ̸= y}, Z = {z ∈ X|T (z) = z}.

Si X = Y
⊔
Z es una descomposición de la solución entonces no hay nada que

hacer. Si no existen z ∈ Z y x ∈ X tales que τx(z) ∈ Y . Como T permuta

ćıclicamente los elementos de Y , y como z es un punto fijo de T , tenemos al

igual que en la demostración anterior que

Y = {τx(z), T (τx(z)), . . . , Tm−1(τx(z))} = {τx(z), τσz(x)(z), . . . , τσm−1
z (x)(z)}.

De esto podemos deducir que la descomposición de σz en ciclos disjuntos

debe contener un ciclo de longitud por lo menos m. Por otro lado como Tm =

id tenemos que para cualquier x′ ∈ X y k ∈ N se tiene que

T k+m(τx′(z)) = T k(τx′(z)),

y por lo tanto τσk+m
z (x′)(z) = τσk

z (x
′)(z), y m es el mı́nimo peŕıodo para esta

relación. Por lo tanto el ciclo de σz debe tener longitud divisble por m.

Supongamos primero que 2m > n, en este caso necesariamente se tiene

que cumplir que el ciclo tiene longitud exactamente m. Como z ∈ Z sabemos

que σz(z) = z. En el primer caso de los que nos interesan esto implica que σz
es un ciclo de longitud m, y por el Lema 2.14 esto garantiza que la solución

es descomponible. En el segundo caso podŕıa suceder que σz sea un producto

de un ciclo de longitud m y uno de longitud 2. Analizemos ahora este caso.

Igual que en los otros casos sabemos que el grupo de permutaciones no

actúa de forma primitiva por el Teorema 1.13. Tomemos entonces un bloque

no trivial que contenga a z. Si este bloque contiene algún elemento de uno de

los ciclos de σz debe contener también los demas elementos del mismo ciclo,

en particular no puede contener elementos del ciclo de longitud m. Por ser un

bloque no trivial debe contener entonces a los elementos del ciclo de longitud

2, y entonces el bloque es de tamaño 3. Como |X| es coprimo con 3 esto no

puede suceder.

Por último queda analizar los casos en que 2m ≤ n. En el primer caso

esto es n ≤ 4, y en el segundo caso n ≤ 6. Revisando todas las soluciones de
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tamaño menor o igual a 6 en la base de datos de GAP se puede verificar que

todas satisfacen el resultado.

También podemos obtener un resultado similar al Lema 2.14 que garantiza

la descomponibilidad de una solución dependiendo de la existencia de alguna

función τ con propiedades particulares. Este resultado nos permite obtener

como corolario que cuando el grupo de permutaciones actúa regularmente en

X la solución resulta necesariamente retractable.

Teorema 2.16. Sea (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter, tal

que |X| > 1. Si existe x ∈ X tal que τx = id entonces X es descomponible.

Demostración. Dado x ∈ X tal que τx = id, y y, z ∈ X arbitrarios considera-

mos la ecuación de Yang–Baxter aplicada a la terna (z, y, x). Mirando sólo la

última coordenada obtenemos,

τy(τσy(x)(z)) = τy(z).

Como las funciones τ son biyectivas esto implica τσy(x)(z) = z. Como y y z

son arbitrarios, esto quiere decir que si τ(x) = id entonces para todo y ∈ X se

tiene que σy(x) también cumple esto. En particular toda la órbita de x por la

acción del grupo de permutaciones debe tener τ = id, por lo tanto la solución

solo puede ser indescomponible si |X| = 1.

Corolario 2.17. Sea (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter con

|X| > 1. Si G(X, r) actúa regularmente en X, entonces la solución es retrac-

table.

Demostración. Recordemos primero que la acción de un grupo G en un con-

junto X se dice regular si y sólo si para todo par x, y ∈ X existe un único

g ∈ G tal que g · x = y. En particular sabemos que si G(X, r) actúa regular-

mente en X entonces |G(X, r)| = |X|.
Por otro lado si la acción es regular, entonces también es transitiva, y por lo

tanto sabemos que la solución es indescomponible. Luego por el Teorema 2.16

ninguno de los τx puede ser la identidad, y como |G(X, r)| = |X| tiene que

haber dos elementos x, y ∈ X tal que τx = τy, es decir que la solución es

retractable.
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2.3. Resultados computacionales

En esta sección recolectamos algunas observaciones relacionadas con los

resultados de este caṕıtulo obtenidas al analizar la base de datos de soluciones

de tamaño menor o igual a 10 de [3] en GAP.

En el Ejemplo 2.11 observamos que para todo n se puede obtener una

solución que satisface las hipótesis del Corolario 2.10 tomando la solución

ćıclica de ese tamaño. Cuando n es un número primo esta solución es la única

solución indescomponible de este tamaño, [25]. Sin embargo cuando n no es

primo hay en general más soluciones con este invariante diagonal.

Ejemplo 2.18. Consideremos la solución con ID [4, 19] en la base de datos

del paquete de Yang–Baxter de GAP. Esta está es la solución en el conjunto

{1, 2, 3, 4} dada por tomar

σ1 = (14), σ2 = (1243), σ3 = (23), σ4 = (1342),

τ1 = (12), τ2 = (1324), τ3 = (34), τ4 = (1423).

Esta solución tiene invariante T igual a la permutación (1234), pero no es una

solución ćıclica.

Analizando la base de datos completa se puede encontrar la cantidad total

de soluciones de este tipo para cada n menor o igual 10. En el cuadro 2.1

se puede ver la cantidad de soluciones indescomponibles con cada invariante

diagonal de tamaño menor o igual a 10, cuando n es un número primo sabemos

que hay una única solución indescomponible y por lo tanto estos casos no

aparecen en la tabla. En particular vemos que en todos los casos tenemos más

de una solución con invariante diagonal un ciclo de longitud máxima.

Resulta natural preguntarse si los resultados de los Teoremas 2.13 y 2.15

pueden generalizarse a resultados que sólo miren la cantidad de puntos fijos

del invariante T . Analizando las soluciones de tamaño menor o igual a 10

vemos que es cierto que todas las soluciones que tienen un único punto fijo

resultan descomponibles, hay soluciones de tamaño 4, 8 y 9 cuyo invariante

diagonal tiene más de un punto fijo.

Ejemplo 2.19. Consideremos la solución con ID [4, 13]. Esta es la solución

(X, r) con X = {1, 2, 3, 4} y r dada por las siguientes funciones σ:

σ1 = (34), σ2 = (1324), σ3 = (1423), σ4 = (12). (2.1)
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Tamaño # Soluciones Invariante Diagonal

4 3 4

1 2

1 2,2

6 6 6

3 3,3

1 2,2,2

8 7 2,2

25 2,2,2,2

2 2,2,4

1 2,6

14 8

51 4,4

9 1 3,3

6 3,3,3

9 9

10 1 2,2,2,2,2

15 5,5

20 10

Cuadro 2.1: Cantidad de soluciones indescomponibles con invariante diagonal

dado.

Esta solución resulta indescomponible y su función U es la permutación (23),

que tiene dos puntos fijos. Como se puede ver en el cuadro 2.1 esta es la única

solución con estas propiedades de tamaño 4.

Ejemplo 2.20. Consideremos la solución con ID [8, 13881]. Esta es la solución

(X, r) con X = {1, 2, . . . , 8} y r dada por las siguientes funciones σ:

σ1 = (45) σ2 = (36), σ3 = (27),

σ4 = (18), σ5 = (13428657), σ6 = (17568243),

σ7 = (12468753), σ8 = (13578642).

Esta solución resulta indescomponible y su función U es la permutación

(56)(78), que tiene cuatro puntos fijos. Como se puede ver en el cuadro 2.1
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hay otras seis soluciones con estas propiedades. Estas son las soluciones con

ID [8, 15578], [8, 15579], [8, 15580], [8, 15584], [8, 15585] y [8, 15586].

El único otro tamaño en el que se encuentran soluciones cuya función U

tiene algún punto fijo es en tamaño 9, que es al igual que en los ejemplos

anteriores, una potencia de un primo. En este caso, al igual que en el primero

hay una única solución con estas caracteŕısticas. Estas observaciones sugieren

las siguientes conjeturas.

Conjetura 2.21. Si (X, r) es una solución cuya función U tiene un único

punto fijo, entonces la solución es descomponible.

Conjetura 2.22. Si (X, r) es una solución indescomponible y |X| es libre de

cuadrados, entonces su función U no tiene ningún punto fijo.

Conjetura 2.23. Para cada primo p se tiene una única solución indescompo-

nible de tamaño p2 cuya función U tiene puntos fijos, más aún esta solución

tiene exactamente p puntos fijos.

Conjetura 2.24. Para cada primo p hay una única solución indescomponible

de tamaño 2p cuya función U es un producto de p transposiciones.

Un resultado en una dirección similar a estas fue obtenido recientemente

por Castelli y Kanrar en [13], donde estudian el caso de que el invariante

diagonal sea un p-ciclo con p primo. En este paper demuestran que, con la

hipótesis adicional de que el tamaño de la solución sea una potencia de p o

que el grupo de permutaciones sea nilpotente, las únicas soluciones indescom-

ponibles de este tipo tienen tamaño 2 ó 4 si p = 2, o tamaño p si este es un

primo impar.

Es también natural preguntarse si se pueden obtener criterios de descom-

ponibilidad similares al Lema 2.14 y al Teorema 2.16 que miren el valor de

alguna permutación τ . Analizando la base de datos por ejemplo se puede

observar lo siguiente

Observación 2.25. Todas las soluciones, (X, r), con |X| ≤ 10 cumplen que

si existe algún x ∈ X tal que alguno de los ciclos de τx tiene longitud coprima

con |X|, entonces la solución es descomponible.
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Esta observación sin embargo no puede extenderse a un resultado general.

En [28] Kanrar y Rump construyen una familia de soluciones cuyos tamaños

son potencias de 2, pero que contienen un elemento cuya permutación asociada

tienen un ciclo de longitud impar. Sin embargo si se ha podido demostrar que

esta condición sobre las permutaciones garantiza la descomponibilidad de las

mismas si satisfacen algunas condiciones adicionales. Castelli lo probó para

soluciones que sean multipermutación en [12], y Cedó y Okniński lo probaron

para soluciones cuyo tamaño es libre de cuadrados en [19].

Observación 2.26. Analizando con más detalle la base de datos se puede

observar que en todas las soluciones indescomponibles de tamaño menor o

igual a 10 se cumple que el orden de la función T divide al orden del grupo

de permutaciones de la solución. Esto resulta cierto en general aunque no lo

podemos demostrar todav́ıa. Con las herramientas de cableado que vamos a

desarrollar en el Caṕıtulo 3 lo vamos a poder demostrar, ver Teorema 3.14.



Caṕıtulo 3

Cableado de soluciones

En este caṕıtulo vamos a exponer los resultados de [32]. El principal re-

sultado de este trabajo fue la introducción del cableado de soluciones, que

construye a partir de una solución de la ecuación de Yang–Baxter, otras solu-

ciones del mismo tamaño. Utilizando como herramienta esta construcción es

posible extender los resultados de indescomponibilidad del Caṕıtulo 2.

3.1. Construcción de Bachiller y Cedó

Como paso intermedio para la construcción del cableado vamos a ver la

construcción de Bachiller y Cedó. En [15], Cedó, Jespers y del Ŕıo definen,

dada una solución X, una estructura de solución en X2. Esta construcción

fue generalizada por Bachiller y Cedó en [7] a la construcción de, para cada

n ∈ N, una estructura de solución en Xn. La descripción de esta solución está

dada por el siguiente resultado.

Teorema 3.1 (Bachiller–Cedó). Sea (X, r) una solución de la ecuación de

Yang–Baxter, con r(x, y) = (σx(y), τy(x)). Sea n un entero mayor a 1. Dado

x = (x1, . . . , xn) ∈ Xn consideramos la función fx : Xn → Xn definida por

fx(y) = (h1(x, y), . . . , hn(x, y)),

con las funciones hj definidas recursivamente por

h1(x, y) = σx1 · · · σxn(y1)

35
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y

hj(x, y) = σ−1
hj−1(x,y)

· · · σ−1
h1(x,y)

σx1 · · · σxnσy1 · · · σyj−1
(yj), (3.1)

para 2 ≤ j ≤ n. Entonces fx es biyectiva y (Xn, rn), con rn : Xn × Xn →
Xn ×Xn definida por

rn(x, y) = (fx(y), f
−1
fx(y)

(x)),

es una solución de la ecuación de Yang–Baxter.

La solución de Bachiller y Cedó puede representarse diagramáticamente

como la acción de pasar las hebras en bloques de a n, como se ve en la

Figura 3.1. Es claro que la trenza del diagrama define una estructura de

solución en Xn.

Figura 3.1: Solución de Bachiller-Cedó.

Para ver que esta solución coincide con la definida en el Teorema 3.1

procedemos por inducción. Es claro que h1 definido de acuerdo al diagrama

coincide con la definición del Teorema 3.1. Para hi con i > 1, notamos que el

resultado de pasar la i-ésima hebra de y como en el diagrama de la Figura 3.1,

es equivalente a primero pasar la hebra por delante de las i−1 hebras anteriores

de y y las n hebras de x, luego pasar las i− 1 hebras de y por delante de las

hebras de x, y finalmente pasar la i-ésima hebra de y, ahora en el primer lugar,

por delante de las i− 1 hebras de y. El resultado de este proceso es que en la

i-ésima hebra de y queda precisamente la definición dada en la ecuación (3.1)
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Figura 3.2: Equivalencia para las definiciones de h2.

Ilustramos este argumento mostrando la equivalencia para h2 en X3. Los

diagramas equivalentes pueden verse en la Figura 3.2. Tenemos en este caso

a = σx1σx2σx3σy1(y2),

y

h2(x, y) = τb(a).

Como X es una solución involutiva tenemos

τb(a) = σ−1
σa(b)

(a) = σ−1
h1(x,y)

(a),

que es precisamente la definición del Teorema 3.1.

3.2. Elementos congelados y cableado

Dentro de las soluciones de Bachiller y Cedó podemos identificar a las

soluciones cableadas. Consideremos x, y ∈ Xn, y supongamos adicionalmente

que y es invariante por la acción del grupo de trenzas Bn en Xn. Afirmamos

que en esta situación el resultado actuar con σx en y también resulta invariante

por la acción del grupo de trenzas.
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Figura 3.3: Acción de T en σx(y).

Para ver que es efectivamente llamemos z = σx(y), y tomemos T ∈ Bn una

trenza arbitraria. La acción de T sobre z se puede representar diagramática-

mente concatenando un diagrama de la trenza T a las primeras n hebras del

diagrama que define la estructura de la solución de Bachiller y Cedó. Ahora

este diagrama resulta equivalente al que tiene a esa misma trenza del otro

lado del cruce, como se ve en la Figura 3.3. Ahora en este segundo diagrama

la trenza T está actuando sobre y, que es invariante por la acción del grupo

de trenzas, y por lo tanto los primeros n lugares del final de este diagrama

leen los elementos de σx(y).

Esto nos dice que los invariantes por la acción del grupo de trenzas van a

formar una subsolución de la solución de Bachiller y Cedó. Más aún, como no

tuvimos que hacer ninguna suposición sobre el elemento x, podemos afirmar

no sólo que es una subsolución, sino que nos da una descomposición de la

solución original.

Lo único que restaŕıa ver que efectivamente hay elementos invariantes

por la acción de todo el grupo de trenzas. Para esto basta con ver que la

caracterización de la Proposición 2.4 se puede extender para caracterizar los

elementos invariantes para todas las acciones grupos de trenzas Bn en Xn.

Proposición 3.2. Sea (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter.

Un elemento x = (x0, x1, . . . , xn−1) ∈ Xn es invariante por la acción de todo

el grupo de trenzas Bn si y sólo si xi = U i(x0).

Demostración. Como los elementos σi generan el grupo de trenzas, basta che-
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Figura 3.4: Acción de σi en un elemento invariante.

quear la invariancia respecto a estos elementos. Ahora el elemento σi actúa

como se ve en la Figura 3.4, y por la Proposición 2.4 que esto se invariante

es equivalente a xi = U(xi−1). De donde se sigue inmediatemente el resultado

que queremos.

Definición 3.3. Llamamos el elemento congelado comenzando en x a la tupla

(x, U(x), . . . , Un−1(x)) que aparece en la Proposición 3.2. Notamos x[n], al

elemento congelado de longitud n comenzando en x.

Los elementos congelados de la definición anterior aparecen como frozen

words en [20] o como twisted powers en [21]. En estos papers se estudian

las estructuras de Garside que surgen a partir de soluciones a la ecuación de

Yang–Baxter. De estos mismos trabajos también surge la siguiente definición,

que vamos a poder reinterpretar usando las soluciones cableadas.

Definición 3.4. Dada (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter,

llamamos su clase de Dehornoy al mı́nimo d ∈ N tal que en el grupo de

permutaciones se tiene

xU(x) · · ·Ud−1(x) = id .

Observación 3.5. En principio no queda claro que la clase de Dehornoy esté

bien definida sólo de la definición anterior. Una demostración de este hecho se

puede ver [21], pero también va a deducirse de lo que veamos en las próximas

secciones.

Definición 3.6. Dada una solución (X, r) a la ecuación de Yang–Baxter y

n ∈ N definimos la solución cableada (X(n), r(n)), por

X(n) = {(x, U(x), . . . , Un−1(x)} ⊆ Xn,
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y r(n) = rn, la misma función que en la solución de Bachiller y Cedó.

De la discusión anterior sabemos que todos los cableados de una solución

tienen el mismo tamaño que la solución original, y podemos identificar el

conjunto subyacente de todas ellas mirando la primer coordenada de la tupla.

Más aún sabemos que vale el siguiente resultado.

Teorema 3.7. La solución de Bachiller-Cedó es descomponible para todo

n > 1, independientemente de la solución inicial (X, r), y el cableado da

una descomposición Xn = X(n)
⊔(

Xn \X(n)
)
.

3.3. Propiedades del cableado

En [15], Bachiller y Cedó prueban que el grupo de permutaciones de la

solución (Xn, rn) es un subgrupo del grupo de permutaciones de la solución

original, y dan condiciones que garantizan que estos dos coinciden. Para poder

caracterizar el grupo de permutaciones de las soluciones cableadas y estudiar

sus propiedades vamos a ver primero que podemos realizarlas dentro de la

braza de estructura de la solución original.

Teorema 3.8. Sean (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter y

n ∈ N. Tenemos que el conjunto {n ·x|x ∈ X} ⊆ G(X, r), es una subsolución

de la estructura de solución en G(X, r). Más aún esta solución es isomorfa a

la solución cableada X(n).

Demostración. Primero recordemos que en cualquier braza tenemos que la

estructura aditiva satisface x + y = x ◦ λ−1
x (y), y la estructura de braza en

el grupo de estructura cumple que λx(y) = σx(y). En particular tenemos

x+x = x ◦σ−1
x (x) = x ◦U(x). De esto podemos ver que la multiplicación por

n ∈ N está dada por

n · x = x ◦ U(x) ◦ U2(x) ◦ · · · ◦ Un−1(x).

Si notamos entonces r(n · x, n · y) = (z, w), tenemos

z = λn·x(n · y)
= n · λx◦U(x)◦···◦Un−1(x)(y)

= n · (σxσU(x) · · · σUn−1(x)(y))
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Es claro que este elemento pertenece al conjunto que queremos. Más aún

es precisamente el mismo elemento que obtenemos de la identificación del

cableado con los elemntos de X, lo que demuestra lo que queŕıamos.

Esta realización de la solución cableada ya aparece impĺıcitamente en [11]

en su demostración del Teorema 3.17, aunque no estudian propiedades de la

misma. En la siguiente sección vamos a presentar una demostración simplifi-

cada de este resultado.

A partir de esta realización del cableado de soluciones podemos reinter-

pretar la clase de Dehornoy. Notemos que la condición de que xU(x) . . . Ud(x)

sea la identidad en el grupo de permutaciones de la solución resulta entonces

equivalente a que n ·x sea la identidad. En particular tenemos que la clase de

Dehornoy está bien definida y se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.9. Dada una solución (X, r) de la ecuación de Yang–Baxter su

clase de Dehornoy es el exponente de la estructura aditiva de su braza de

permutaciones.

Demostración. De la discusión anterior es claro que la clase de Dehornoy es el

mı́nimo común múltiplo del orden aditivo de los elementos de X en la braza

de permutaciones. Como los elementos de X generan aditivamente la braza

de permutaciones esto es lo mismo que el exponente del grupo.

Por otro lado de la definición original del cableado de una solución se

puede ver fácilmente como cambia la función U al cablear una solución.

Teorema 3.10. Sea (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter, y

notemos UX a su función U , y Un a la función U de la solución cableada X(n).

Tenemos entonces que Un = Un
X .

Demostración. Veamos al cableado dentro de Xn. Para calcular la función U

tenemos que caracterizar los elementos invariantes deXn×Xn. Concretamente

Un(x
[n]) va a ser el elemento dado por las últimas n coordenadas del elemento

congelado x[2n] = (x, UX(x), . . . , U
n−1
X (x), Un

X(x), . . . , U
2n−1
X (x)). Es decir que

tenemos Un(x
[n]) = (Un

X(x))
[n].

Teorema 3.11. Sea (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter. Te-

nemos entonces que (X(n))(m) = X(nm).
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Demostración. Los elementos de (X(n))(m) son de la forma

(x[n], Un(x)[n], . . . , (Un(m−1)(x)[n]),

pero estos elementos son exactamente los de la forma

(x, U(x), . . . , Un−1(x), Un(x), . . . , Unm−1(x)),

i.e. los elementos de X(nm).

A partir de los resultados anteriores podemos caracterizar los grupos de

permutaciones de las soluciones cableadas.

Teorema 3.12. Sea (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter. El

grupo de permutaciones G(X(n), r) es la imagen de G(X, r) por el morfismo

de multiplicación por n, de la estructura aditiva de la braza.

Demostración. Consideremos al cableado dentro de la braza de estructura de

solución. Tenemos entonces que la primera coordenada de r(n · x, n · y) está
dada por n · λn·x(y). Como el morfismo del grupo de estructura al grupo de

permutaciones es de brazas tenemos que este elemento es n·((n·σx)(y)). Via la
identificación de los elementos del cableado con los de la solución original esto

nos dice que r(n)(x, y) = ((nσx)(y), ∗), que es exactamente lo que queŕıamos.

Similarmente podemos ver que la retractabilidad de una solución implica

lo mismo para todos sus cableados.

Teorema 3.13. Sea (X, r) una solución retractable de la ecuación de Yang–

Baxter. Tenemos entonces que todos los cableados de solución son retractables.

Demostración. Como vimos en la demostración del Teorema 3.12, la permu-

tación σ de un elemento x del cableado está dado por n ·σx, la multiplicación

por n de la permutación en la solución original. En particular vemos que dos

elementos que defińıan la misma permutación en la solución original también

definen la misma permutación en la solución cableada.

Y finalmente podemos demostrar el hecho que mencionamos en la Obser-

vación 2.26.
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Teorema 3.14. Sea X una solución indescomponible. Entonces el orden de

la función U divide a la clase de Dehornoy, y por lo tanto al orden del grupo

de permutaciones.

Demostración. Sea d la clase de Dehornoy de la solución, y consideremos la

solución cableada X(d). Por el Teorema 3.8 tenemos que para todo x ∈ X,

σ
(d)
x = d · σx, y por el Teorema 3.9 este elemento es la permutación id. Por lo

tanto la solución X(d) es la solución trivial en X y por lo tanto su función U

es la permutación id. Luego por el Teorema 3.10 tenemos Ud = id.

3.4. Resultados sobre descomponibilidad

Vamos ahora a aplicar los resultados obtenidos sobre el cableado para

obtener resultados de descomponibilidad de soluciones. El resultado básico del

cual vamos a desprender los resultados de descomponibilidad es el siguiente.

Teorema 3.15. Sean (X, r) una solución de la ecuación de Yang–Baxter, y

n ∈ N. Sean también x ∈ X, y m y m′ los tamaños de las órbitas de x por las

acciones de G(X, r) y G(X(n), r) respectivamente. Entonces m′ es un múltiplo

de mn, el divisor maximal de m que es coprimo con n.

Demostración. Sean G(X, r)x y G(X(n), r)x los estabilizadores de x por las

acciones de los correspondientes grupos de permutaciones. Tenemos entonces

que

|G(X, r)| = m|G(X, r)x|, |G(X(n), r)| = m′|G(X(n), r)|.

Como G(X(n), r) se obtiene como la imagen de la multiplicación por n en

G(X, r), tenemos que

|G(X(n), r)| = |G(X, r)|
pd11 · · · pdll

,

para algunos di > 0 y donde los pi son los primos que dividen tanto a |G(X, r)|
como a n.

Por otro lado como G(X(n), r) es un subgrupo de G(X, r) tenemos que

G(X(n), r)x es un subgrupo de G(X, r)x. En particular tenemos que

|G(X(n), r)x| =
|G(X, r)x|

t
,
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para algún t ∈ N. Tenemos entonces

m′ =
|G(X(n), r)|
|G(X(n), r)x|

=
|G(X, r)|t

(pd11 · · · pdll )|G(X, r)x|
=

mt

pd11 · · · pdll
.

Como esto es un número entero tiene que ser divisible mn, definido como en

el enunciado, ya que los primos pi son justamente los primos que dividen al

máximo común divisor (m : n).

Teorema 3.16. Sea (X, r) una solución indescomponible de la ecuación de

Yang–Baxter, y k ∈ N coprimo con |X|. Tenemos entonces que la solución

cableada X(k) es también indescomponible.

Demostración. Dado x ∈ X arbitrario sabemos que el tamaño de la órbita

de x por la acción de G(X, r), m, es exactamente |X|, ya que la solución es

indescomponible. Ahora por el Teorema 3.15 sabemos que el tamaño de la

órbita de x por el grupo G(X(n), r) es un múltiplo del divisor maximal de m

coprimo con k. Pero como k es coprimo con m por hipótesis este divisor es

m, y por lo tanto la órbita de x debe ser todo X, de modo que la solución

cableada es también indescomponible.

De este resultado podemos deducir fácilmente el siguiente Teorema que ya

hab́ıa sido demostrado por Camp-Mora y Sastriques en [11].

Teorema 3.17 (Camp-Mora–Sastriques). Sea (X, r) una solución de la ecua-

ción de Yang–Baxter. Si |X| y el orden de la permutación T de la solución

son coprimos, entonces la solución es descomponible, o de tamaño 1.

Demostración. Sea k el orden de la permutación T . Considerando la solución

cableada X(k) tenemos que su invariante diagonal es la partición asociada a

T k = id, y por lo tanto X(k) es libre de cuadrados. Se sigue del resultado

de Rump que este cableado es descomponible, si no es de tamaño 1. Pero

entonces del Teorema 3.16 deducimos que la solución original también tiene

que ser descomponible.

Para las siguientes aplicaciones la idea es utilizar el Teorema 3.15 junto

con el Teorema 3.10 y el Lema 2.9 para obtener restricciones sobre los tamaños

de las órbitas de una solución.
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Teorema 3.18. Sea (X, r) una solución indescomponible de la ecuación de

Yang–Baxter de tamaño pq, con p y q primos distintos. El invariante diagonal

de X no puede tener ninguna parte de tamaño s, donde s satisfaga

(p− 1)q < s < pq,

y s no sea divisible por p.

Demostración. Supongamos que T tiene una parte de tamaño s con (p− 1)q < s < pq

y que además p no divide a s. Como p no divide a s tenemos que para todo

t ∈ N el pt-cableado de la solución X tiene una parte de tamaño s.

Como p no divide a s, el invariante diagonal de la solución cableada X(pk)

tiene también una parte de tamaño s para todo k ∈ N. Ahora, por el Lema 2.9

esta parte debe estar contenida enteramente en una órbita, y por el Teore-

ma 3.15 el tamaño de esta órbita es un múltiplo del divisor maximal de pq que

es coprimo con p, i.e. q. Como además tenemos que (p − 1)q < s < pq, esta

órbita tiene que tener tamaño pq, es decir que la solución cableada también

debe ser indescomponible.

Por otro lado para k suficientemente grande el grupo de permutaciones de

X(pk) no es divisible por p, por el Teorema 3.8. En particular no puede actuar

transitivamente en un conjunto de tamaño pq, y entonces para p suficientemen-

te grande la solución cableada no puede ser indescomponible, contradiciendo

lo obtenido en el párrafo anterior. Por lo tanto la solución original no pod́ıa

tener una parte de tamaño s.

Teorema 3.19. Sea (X, r) una solución indescomponible de la ecuación de

Yang–Baxter de tamaño ab, y con invariante diagonal (a, c, c′), donde los

números a, b, c, c′ son coprimos dos a dos, salvo posiblemente c y c′. Entonces

no se puede cumplir que b > a+ c.

Demostración. Supongamos que (X, r) es una solución como en el enuncia-

do. La solución cableada X(a) tiene invariante diagonal (c, c′, 1, . . . , 1), con

a unos. Tenemos entonces que el orden del invariante diagonal es el mı́nimo

común múltiplo de c y c′, que es coprimo con ab = |X|. Por lo tanto por el

Teorema 3.17 la solución es descomponible, es decir que la acción del grupo

de permutaciones tiene por lo menos dos órbitas.
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Por el Lema 2.9 cada una de las partes está contenida enteramente en una

órbita. Por lo tanto las óribtas que no contienen a la parte de tamaño c′ tienen

tamaño menor o igual que |X|− c′ = a+ c. Por otro lado por el Teorema 3.15

el tamaño de todas las órbitas de la solución cableada debe ser un múltiplo

del divisor maximal de ab que es coprimo con a, es decir a. Por lo tanto se

tiene que cumplir que b ≤ a+ c.

Teorema 3.20. Sea (X, r) una solución indescomponible de la ecuación de

Yang–Baxter de tamaño 2d, con d impar, e invariante diagonal (2a, b, c) donde

a, b y c son impares, y b ≥ c. Entonces se cumple que 2a+ c = d = b.

Demostración. Sea (X, r) una solución de tamaño 2d e invariante diagonal

(2a, b, c) como en el enunciado. La solución cableada X(2) tiene entonces in-

variante diagonal (a, a, b, c), y por el Teorema 3.17 esta solución es descompo-

nible. Por el Teorema 3.15 las órbitas de esta solución son divisibles por d, ya

que d es impar, y como la solución es descomponible debe haber exactamente

dos órbitas de tamaño d.

Como a, b y c son impares solo podemos sumar d usando una cantidad

de impar de partes. Es decir que debe haber una órbita con sólo una parte y

otra órbita con tres partes. Como ambas órbitas suman lo mismo no puede

ser que las dos órbitas de tamaño a estén en órbitas distintas, y como b ≥ c

la única opción posible es que las dos partes de tamaño a formen junto con

la de tamaño c la órbita de tres partes y b forme la otra órbita, de dónde se

deduce lo que queŕıamos.

De estos resultados se deducen restricciones para el invariante diagonal

que no se desprenden sólo del Teorema 3.17. Por ejemplo, del Teorema 3.18 se

deduce que el invariante diagonal de una solución indescomponible de tamaño

14 no puede tener una parte de tamaño 9 u 11, descartando, por ejemplo, los

invariantes (9, 4, 1) y (11, 2, 1) que no tienen orden coprimo con 14.

Además de estos resultados generales, podemos aplicar los mismos razo-

namientos para obtener resultados particulares como los siguientes.

Proposición 3.21. Si (X, r) es una solución indescomponible de tamaño 30

el invariante diagonal no puede tener una parte de tamaño 21 y una de tamaño

7, i.e. no puede ser (21, 7, 1, 1) ó (21, 7, 2).
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Demostración. Si la (X, r) es una solución de tamaño 30 con invariante dia-

gonal como en el enunciado entonces las soluciones cableadas X(3k) tienen

invariante diagonal con cuatro partes de tamaño de 7. Para k suficientemente

grande esta solución no puede ser indescomponible, por el Teorema 3.12.

Si la solución original fuera indescomponible, entonces por el Teorema 3.15,

las órbitas de la misma deben tener tamaño divisible por 10. Pero con cuatro

partes de tamaño 7 la única forma de obtener esto es que estén todas las

partes en una misma órbita de tamaño 30. Es decir que todos estos cableados

resultan indescomponibles, contradiciendo el último párrafo.

Proposición 3.22. Si (X, r) es una solución indescomponible de tamaño 50,

su invariante diagonal no puede tener tres partes de tamaño 13.

Demostración. Consideremos las soluciones cableadas X(·2k). Por el Teore-

ma 3.10 estas soluciones tienen todas invariante diagonal con tres partes de

tamaño 13. Nuevamente para k suficientemente alto esta solución no puede

ser indescomponible, por el Teorema 3.12.

Por el Teorema 3.15 si la solución original fuera indescomponible las órbitas

de las soluciones cableades tienen que tener tamaño divisible por 25. Pero

con tres partes de tamaño 13 la única forma de que esto sea posible es que

pertenezcan todas a una órbita de tamaño 50, por lo que la solución debeŕıa

ser indescomponible, contradiciendo lo obtenido en el párrafo anterior.

Corolario 3.23. Si (X, r) es una solución indescomponible de tamaño 50 su

invariante diagonal no puede tener una parte de tamaño 39.

Demostración. Si tuvieramos una solución de esta forma la solución cablea-

da X(3) seŕıa una solución indescomponible de tamaño 50 cuyo invariante

diagonal tendŕıa tres partes de tamaño 13, contradiciendo la proposición an-

terior.

3.5. Resultados computacionales

A partir de la base de datos de soluciones de tamaño menor o igual a 10 de

[3] podemos ver que sucede al calcular los cableados de las soluciones indes-

componibles de tamaño pequeño. En particular nos interesa el caso en el que

luego de realizar el cableado se vuelva a obtener una solución indescomponible.
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Por el Teorema 3.16 el cableado de una solución indescomponible por un

número coprimo con el tamaño de la solución vuelve a ser indescomponible.

De esta forma uno puede conseguir nuevas soluciones indescomponibles como

en el siguiente ejemplo

Ejemplo 3.24. Consideremos la solución con ID [8, 34200] en la base de

datos del paquete de Yang–Baxter de GAP. Esta es la solución (X, r) con

X = {1, . . . , 8} y función r dada por las siguientes funciones σ:

σ1 = (12)(34)(56)(78), σ2 = (12)(36)(47)(58), σ3 = (1543)(2678),

σ4 = (1367)(2854), σ5 = (17)(24)(38)(56), σ6 = (1763)(2458),

σ7 = (1345)(2876), σ8 = (15)(26)(38)(47).

Esta solución resulta indescomponible, y a partir de las funciones σ podemos

ver fácilmente que su función U es la permutación (12)(345678). Si considere-

maos la solución cableada X(3) como 3 es coprimo con 8 obtenemos una nueva

solución indescomponible pero cuya función U debe ser (12)(36)(47)(58), y por

lo tanto no puede ser isomorfa a la original. Se puede verificar que la nueva

solución obtenida es la solución con ID [8, 32424].

En el ejemplo anterior el proceso de cableado resulta “destructivo”, en

el sentido de que no podemos volver a obtener la solución original como un

cableado de la nueva solución. Esto se debe a que la nueva solución se obtiene

al cablear por un número que es coprimo con el orden de la solución pero

no con el orden del invariante diagonal, o más en general el orden del grupo

de permutaciones. Cabe destacar que entre todas las soluciones de tamaño

menor o igual a 10 la solución anterior es la única en la que el orden del

grupo de permutaciones es divisble por un primo que no divide al tamaño de

la solución. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 3.25. Decimos que dos soluciones (X1, r1) y (X2, r2) son equiva-

lentes por cableado si existen k, k′ ∈ N tales que X
(k)
1 ≡ X2 y X

(k′)
2 ≡ X1.

Del Teorema 3.8 sabemos que el k-cableado de una solución, y su corres-

pondiente braza de permutaciones, se pueden identificar con la imagen de la

multiplicación por k en la braza de la solución original. De esto se desprende

que si dos soluciones son equivalentes por cableado el k que pasa de una a otra
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Tamaño # Sols. Indescomponibles # Sols. Inequivalentes

4 5 5

6 10 8

8 100 94

9 16 12

10 36 16

Cuadro 3.1: Cantidad de soluciones indescomponibles, y cantidad de clases

de equivalencia por cableado de soluciones indescomponibles de tamaño com-

puesto y a lo sumo 10.

debe ser coprimo con el orden del grupo de permutaciones. Más aún, cuando

k es coprimo por el orden del grupo de permutaciones, N , la acción de multi-

plicación por k factoriza por las unidades de ZN . Por lo tanto si X
(k)
1 ≡ X2 y

k es coprimo con el orden de grupo de permutaciones entonces X1 y X2 son

equivalentes por cableado.

Proposición 3.26. Dos soluciones (X1, r1), (X2, r2) son equivalentes por ca-

bleado si y sólo si tienen la misma braza de permutaciones y existe k coprimo

con G(X1, r1) tal que X
(k)
1 ≡ X2.

Esto nos permite encontrar todas las soluciones indescomponibles que son

equivalentes por cableado en la base de datos de soluciones de GAP, ya que

sólo hay que verificar el resultado de cablear cada solución indescomponible

por un conjunto de generadores de U(ZN), con N el tamaño del grupo de

permutaciones de la solución. Si contamos la cantidad de soluciones indes-

componibles de cada tamaño disponible en la base de datos obtenemos el

cuadro 3.1.

Observación 3.27. Si (X, r) es una solución indescomponible en principio

podŕıa ser posible que la solución cableada X(k) también sea indescomponible

aún cuando k no sea coprimo con |X|. Sin embargo al verificar lo que sucede

con las soluciones indescomponibles de tamaño menor o igual 10 tenemos que

en todos los casos la solución cableada X(k) resulta descomponible si k no es

coprimo con el tamaño de la solución.





Caṕıtulo 4

Construcciones expĺıcitas

En este caṕıtulo vamos a exponer los resultados de [33]. En el mismo

usamos el esquema de clasificación Bachiller, Cedó y Jespers, Teorema 1.40,

para describir expĺıcitamente todas las soluciones indescomponibles que tienen

grupo de permutaciones isomorfo a alguno de ciertas familias. Concretamente

los grupos cuyas soluciones vamos a clasificar son todos los grupos de tamaño

pq, y todos los grupos abelianos o diedrales de tamaño p2q, donde p y q son

primos cualesquiera (uno debe ser 2 en el caso diedral).

Para esto vamos a necesitar conocer todas las posibles estructuras de braza

de estos grupos. Esta clasifcación fue realizada por Acri y Bonatto en [1] y

[2]. A partir de esta clasificación vamos a necesitar en cada caso calcular los

grupos de automorfismos de braza y la acción λ para poder encontrar todas

las soluciones asociadas a menos de isomorfismo.

4.1. Resultados preliminares

4.1.1. Esquema de clasificación

Para clasificar las soluciones vamos a utilizar la construcción expĺıcita de

las soluciones de [8] como la formulamos en el Teorema 1.38. Notemos que

Rump en [37] da una construcción, relacionada a esta, para soluciones indes-

componibles en términos de cycle-sets. Para nuestros resultados necesitamos

la descripción expĺıcita de [8] de modo que antes de estudiar las brazas aso-

ciadas a cada grupo necesitamos ver como leer la indescomponibilidad en

51
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términos del dato del Teorema 1.40. A partir de este dato también podemos

ver como leer la retractabilidad de la solución, y encontrar el dato asociado a

su retracción, y sus cableados.

Proposición 4.1. Sean (B,+, ◦) una braza y (ai, Ki)i∈I el dato de una so-

lución como en el Teorema 1.40, y notemos (X, r) a la solución asociada.

Entonces vale lo siguiente

1. La solución X es indescomponible si y sólo si |I| = 1.

2. La solución X es irretractable si y sólo si Ki es el estabilizador completo

de ai para todo i ∈ I y todos los ai pertenecen a órbitas distintas de la

acción λ.

Más aún, si la solución no es irretractable su retracción está dada por

el dato que tiene los mismos ai, pero tomando uno sólo por cada órbita,

y tomando como subgrupos el estabilizador completo de cada elemento.

3. Para cada número natural k la solución cableada X(k) se puede describir

como las del Teorema 1.40 con el dato (kai, Ki))i∈I .

Observemos que en el segundo punto los subgrupos elegidos para el dato de

la retracción pueden no cumplir que sus interiores normales tengan intersec-

ción trivial y en el último punto las órbitas de los elementos kai pueden no

generar el grupo aditivo de la braza. Como notamos en la Observación 1.41

estos siguen definiendo soluciones, a pesar de que su braza de permutaciones

no es en general isomorfa a B.

Demostración. 1. Observemos que por la definición de la solución, cada

subconjunto B/Ki es invariante por la acción de todo el grupo de per-

mutaciones, y por la tanto para que la solución sea indescomponible

debe valer |I| = 1.

Por otro lado supongamos |I| = 1, y sean a y K los únicos elementos del

dato de la solución. Como (a,K) satisface las hipótesis del dato de solu-

ción sabemos que la órbita de a por la acción λ genera el grupo aditivo

de la braza, y entonces por la Proposición 1.27 tenemos que esta órbita

genera también el grupo multiplicativo. De la fórmula expĺıcita para las

funciones σ de la solución del Teorema 1.40 se puede ver que entonces la
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órbita de un elemento bK por la acción de las permutaciones σ coincide

con la órbita de la acción de todo el grupo (B, ◦) por multiplicación a

izquierda en el cociente. En particular esta acción es transitiva.

2. Como notamos en la Observación 1.41 la acción por las funciones σ

factoriza por la braza B, de modo que la acción de σbKi
es la acción por

multiplicación a izquierda de λb(ai). Esto quiere decir que σbKi
= σb′Kj

si

y sólo si λb(ai) y λb′(aj) actúan de igual forma en X por multiplicación

a izquierda. Como los subgrupos elegidos cumplen que sus interiores

normales tienen intersección trivial esto se cumple si y sólo si λb(ai) =

λb′(aj).

En particular ai y aj deben pertenecer a la misma órbita. Esto nos ga-

rantiza que es condición necesaria que no halla ninguna órbita repetida

en el dato. Más aún si este es el caso, tenemos que λb(ai) = λb′(ai) si y

sólo si b y b′ pertenecen a la misma coclase del estabilizador de ai, de

donde se deduce el resto de lo que queŕıamos.

3. Por la Observación 1.41 sabemos que la función σ− : X → G(X, r)
factoriza por la braza B, via el morfismo xKi 7→ λx(ai), con la acción en

X dada por la multiplicación a izquierda. Pero siguiendo este morfismo

para el dato (nai, Ki), tenemos xKi 7→ λx(nai) = nλx(ai). Por lo tanto

tenemos que la función σ asociada en este solución es precisamente la

multiplicación por n de la función σ en la solución original, es decir que

nos da el cableado por n.

Con este resultado en mente vemos que si nuestro interés es únicamente

construir soluciones indescomponibles entonces los datos a considerar consis-

ten de únicamente un elemento de la braza y un subgrupo. Esto simplifica

también las condiciones a verificar para que el dato defina una solución y si

dos datos definen soluciones isomorfas. Podemos resumir el resultado para

soluciones indescomponibles de la siguiente manera.

Teorema 4.2. Sean (B,+, ◦) una braza, a ∈ B un elemento tal que su órbita

por la acción λ genera el grupo aditivo de la braza, y K un subgrupo del

estabilizador de a con interior normal trivial. Entonces B/K es una solución
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indescomponible con las funciones σ dadas por

σxK(yK) = (λx(a) ◦ y)K.

Más aún, cualquier solución indescomponible con grupo de permutaciones

isomorfo a (B,+, ◦) es isomorfa a una de estas, y dos de estos datos, (a,K)

y (a′, K ′), definen soluciones isomorfas si y sólo existe un automorfismo de

brazas ψ : B → B y un elemento z ∈ B tales que ψ(a) = a′ y

ψ(K) = z ◦K ′ ◦ z−1.

Observación 4.3. En el caso en que estemos analizando un grupo abeliano

el único subgrupo K que hay considerar en el resultado anterior es el subgrupo

trivial, ya que es el único subgrupo con interior normal trivial.

Por otro lado, si estamos analizando si dos soluciones definidas (a,K) y

(a,K ′) son isomorfas y tenemos que K y K ′ son subgrupos triviales, enton-

ces la condición de conjugación se satisface trivialmente y sólo tenemos que

decidir si existe o no un automorfismo ψ tal ψ(a) = a′.

4.1.2. Clasificación de brazas

Nuestro objetivo es encontrar todas las soluciones cuyo grupo de permu-

taciones tiene tamaño pq, o los abelianos o diedrales de tamaño p2q, donde

p y q son primos distintos. Para poder usar el resultado anterior necesita-

mos entender todas las estructuras de braza que admiten estos grupos. Las

brazas de tamaño pq fueron clasificadas por Acri y Bonatto en [1] y también

por Alabdali y Byott en [4]. Las brazas de tamaño p2q fueron clasificados

por Dietzel en [23] y por Acri y Bonatto en [2]. Para la construcción de las

soluciones vamos a referirnos a la clasificación de brazas de Acri y Bonatto,

ya que la presentación expĺıcita de las brazas dada en [1] y [2] simplifica el

cálculo de los grupos de automorfismos y la acción λ.

Para los grupos de tamaño pq el resultado que nos interesa es la primera

parte del teorema principal de [1]. Este resultado lo podemos enunciar de la

siguiente manera

Teorema 4.4 (Acri–Bonatto). Sean p > q números primos. Si p ̸≡ 1 (mód q)

entonces la única braza de tamaño pq es la braza trivial. Si p ≡ 1 (mód q)
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entonces hay una única braza no trivial de tamaño pq, e identificando el grupo

aditivo con Zp × Zq la estructura multiplicativa está dada por

(
a

b

)
◦
(
c

d

)
=

(
a+ gbc

b+ d

)
, (4.1)

donde g es cualquier elemento de Zp de orden q.

Para las brazas de tamaño p2q la situación es más complicada, aunque los

casos a considerar se simplifican en parte para los grupos en los que estamos

interesados. Para el caso en el que el grupo es ćıclico los resultados se reducen

a lo siguiente

Teorema 4.5 (Acri–Bonatto). Sean p y q números primos.

1. Si p = 2 entonces hay una única braza no trivial con estructura multipli-

cativa Z4q. Identificando la estructura aditiva de este grupo con Z2
2×Zq

la estructura multiplicativa está definida por

ab
c

 ◦

de
f

 =

a+ d+ be

b+ e

c+ f

 .

2. Si p ̸= 2 también hay una única braza no trivial con estructura multi-

plicativa Zp2q. En esta caso la estructura aditiva se identifica con Zp2q

y la multiplicación está dada por(
a

b

)
◦
(
c

d

)
=

(
a+ c+ pac

b+ d

)
.

En el caso en el que la estructura multiplicativa es el único grupo abeliano

no ćıclico de orden p2q el resultado es similar. Hay siempre una única estruc-

tura de braza no trivial y la descripción expĺıcita depende de si p es dos o

no.
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Teorema 4.6 (Acri–Bonatto). Sean p y q números primos.

1. Si p = 2 hay una única braza no trivial con estructura multiplicativa

Z2
2 × Zq. Identificando la estructura aditiva con Zq × Z4 la estructura

multiplicativa está definida por(
a

b

)
◦
(
c

d

)
=

(
a+ c

b+ (−1)bd

)
.

2. Si p ̸= 2 hay una única braza no trivial con estructura multiplicativa

Z2
p × Zq. Identificando la esturctura aditiva con Z2

p × Zq la estrucutra

multiplicativa está definida porab
c

 ◦

de
f

 =

a+ d+ be

b+ e

c+ f

 .

La última clase de grupos que nos interesa son los grupos diedrales de

tamaños 2p2 y 4q. El primer caso es más sencillo y de hecho podemos describir

lo que sucede en la clase, un poco más general, de los siguientes productos

semidirectos.

Teorema 4.7 (Acri–Bonatto). Sean p y q primos con p ≡ 1 (mód q). Hay

una única braza con estructura multiplicativa el (único posible) producto semi-

directo Zp2 ⋊Zq. Identificando la estructura aditiva con Zp2 ×Zq su estructura

multiplicativa está dada por(
a

b

)
◦
(
c

d

)
=

(
a+ gbc

b+ d

)
,

donde g es un elemento de orden q de U (Zp2).

Notemos que tomando q = 2 en el resultado anterior se obtienen las es-

tructuras de braza de los grupos diedrales Dp2 .

El caso de los grupos diedrales es el más complejo ya que hay varias es-

tructuras a considerar. Sin embargo el análisis de las soluciones asociadas no

resulta particularmente complicado. Las estructuras de braza posibles están

dadas por el siguiente resultado.
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Teorema 4.8 (Acri–Bonatto). Sea p un número primo. Hay tres estructuras

de braza con grupo multiplicativo D2p, el grupo diedral de 4p elementos.

1. Identificando la estructura aditiva con Zp × Z4 el producto(
a

b

)
◦
(
c

d

)
=

(
a+ (−1)bc

b+ (−1)bd

)
,

da una estructura de braza.

2. Identificando la estructura aditiva con Zp × Z4 el producto(
a

b

)
◦
(
c

d

)
=

(
a+ (−1)b(b−1)/2c

b+ (−1)bd

)
,

da una estructura de braza.

3. Identificando la estructura aditiva con Z2
2 × Zp el productoab

c

 ◦

de
f

 =

 a+ d

b+ e

c+ (−1)af

 ,

da una estructura de braza.

En particular hay dos brazas con grupo aditivo ćıclico y uno con grupo aditivo

no ćıclico.

En las siguientes secciones vamos a analizar cada uno estos casos calcu-

lando la acción λ, para encontrar los elementos cuya órbita generen el grupo

aditivo. También tenemos que calcular en cada caso el grupo de automor-

fismos para poder caracterizar cuando dos de las soluciones calculadas son

isomorfas.

4.2. Resultados generales

En esta sección vamos a recopilar algunos resultados que resultan útiles

en varios de los casos que vamos a analizar. El primer resultado general in-

dependiente del tamaño que vamos a considerar es la caracterización de las

soluciones indescomponibles asociadas a las brazas triviales.
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Observación 4.9. De la definición de la acción λ es inmediato que para todo

braza trivial la acción resulta trivial, i.e. λa(b) = b para todo a, b ∈ B.

Proposición 4.10. Sea (B,+, ◦) una braza trivial, i.e. ◦ = +. Si el grupo

subyacente (B,+) es ćıclico entonces hay una única solución indescomponible

con braza de permutaciones (B,+, ◦). Si el grupo subyacente no es ćıclico en-

tonces no hay ninguna solución indescomponible con braza de permutaciones

(B,+, ◦).

Demostración. Por el Teorema 4.2 tenemos que encontrar todas las órbitas

de la acción λ que generen el grupo aditivo. Pero por la Observación 4.9 todas

las órbitas tienen único elemento. Es decir que necesitamos un generador del

grupo subyacente. En particular si el grupo subyacente no es ćıclico entonces

no hay soluciones indescomponibles.

Como el grupo subyacente es abeliano su único subgrupo con interior nor-

mal trivial es el subgrupo trivial. En particular cada generador del grupo

produce una única solución. Por último como la braza es trivial cualquier

cualquier automorfismo del grupo subyacente resulta naturalmente un auto-

morfismo de braza. Por lo tanto siempre podemos encontrar un automorfismo

que env́ıa cualquier generador en cualquier otro, y estos claramente aplican

el subgrupo trivial en el mismo. Esto quiere decir que todas las soluciones

anteriores son isomorfas.

Lema 4.11. Sea (B,+, ◦) una braza y X ⊆ B una órbita por la acción λ que

genera el grupo aditivo entonces todos los elementos de X tienen el mismo

orden aditivo, y este es divisible por todos los primos que dividen a |B|.

Demostración. Como X es una órbita de la acción por λ, y esta es por au-

tomorfismos del grupo aditivo, todos los elementos tienen el mismo orden.

Notemos n el orden de los elementos de X.

Por otro lado como (B,+) es abeliano el orden de la suma de dos elementos

divide al mı́nimo común múltiplo del orden de los elementos. En particular

como todos los elementos de X tienen orden n, el orden de cualquier elemento

del subgrupo generado por X divide a n. Como X genera al grupo entero

estero quiere decir que n debe ser el exponente del grupo, de donde se deduce

el enunciado.
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4.3. Brazas de tamaño pq

Por el Teorema 4.4 hay a lo sumo dos posibles brazas de tamaño pq, si

p > q son primos distintos. Como el único grupo abeliano de tamaño pq es el

ćıclico, siempre hay una única braza trivial de este tamaño. Para esta braza

la Proposición 4.10 asegura que hay una única solución indescomponible.

Cuando p ≡ 1 (mód q) tenemos además una braza no trivial. El grupo

aditivo tiene que ser el grupo ćıclico, y escribiéndolo como el producto Zp×Zq

su estructura multiplicativa está descripta por la ecuación (4.1). Observemos

que tomando la acción de Zq en Zp dada por la multiplicación por g, este

producto es precisamente el producto semidirecto Zp ⋊ Zq.

Dados dos elementos (a, b), (a′, b′) ∈ B la acción por lambda resulta

λ(
a

b

)(a′
b′

)
=

(
a+ gba′

b+ b′

)
−
(
a

b

)
=

(
gba′

b′

)
.

Del Lema 4.11 se deduce que cualquier órbita que genere al grupo aditivo

debe tener un generador, ya que este es ćıclico, y los generadores de este grupo

son los pares (a, b) con tanto a como b generadores del grupo respectivo. El

estabilizador de cualquiera de estos puntos por la acción λ es el subgrupo

Zp × {0} por la tanto cada órbita tiene tamaño [Zp ⋊ Zq : Zp × {0}] = q y la

cantidad de órbitas es (p−1)(q−1)
q

, ya que hay (p− 1)(q − 1) generadores. Más

aún, como los estabilizadores son normales, la única posible elección de K en

el Teorema 1.38 es el subgrupo trivial.

Para ver cuáles de estas órbitas dan soluciones isomorfas necesitamos en-

tender cuál es el grupo de automorfismos de la braza.

Lema 4.12. Sean p y q primos tales que p ≡ 1 (mód q), el grupo de auto-

morfismos de la braza no trivial de tamaño pq es isomorfo a U (Zp).

Demostración. Sabemos que el grupo aditivo es Zp×Zq
∼= Zpq, y por lo tanto

su grupo de automorfismos es U(Zpq) = U(Zp) × U(Zq), más aún la acción

en la identificación que tenemos nosotros es via la multiplicación coordenada

a coordenada. Si tomamos un elemento (α, β) de este grupo, la condición de

que sea morfismo de brazas es que cumple lo siguiente(
α(a+ gbc)

β(b+ d)

)
=

(
α(a+ gβbc)

β(b+ d)

)
, ∀a, c ∈ Zp, b, d ∈ Zq.
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Inspeccionando las primeras coordenadas vemos que es necesario que gb =

gβb, y como la segundas coordenadas son siempre iguales esta condición es

suficiente. Como g es un elemento de orden q, la condición anterior se cumple

si y sólo si β = 1, de donde se deduce lo que queŕıamos demostrar.

De esta descripción vemos que dos órbitas son conjugadas por un automor-

fismos si y sólo si tienen la misma segunda coordenada, notemos que todos los

elementos de una órbita tienen la misma segunda coordenada. En particular

hay exactamente q − 1 soluciones no isomorfas que lo tienen como braza de

permutaciones, más aún podemos parametrizarlas por U(Zq).

Observación 4.13. Dado n ∈ N coprimo con pq, sabemos que el cableado

de cualquiera de las soluciones anteriores por n nos da una solución con la

misma braza de permutaciones. Usando la Proposición 4.1 podemos ver que

cualquiera de las soluciones obtenidas se puede obtener de cualquiera de las

otras cableando por un n apropiado.

Podemos resumir los resultados de esta sección en el siguiente resultado:

Teorema 4.14. Sea G un grupo de orden pq, con p y q primos distintos,

1. Si G es ćıclico, hay una única solución indescomponible con grupo de

permutaciones G.

2. Si G es un producto semidirecto Zp ⋊ Zq, hay exactamente q − 1 so-

luciones indescomponibles con grupo de permutaciones G, y son todas

equivalentes por cableado.

Además, todas las soluciones anteriores tienen tamaño pq.

Observemos que cuando q = 2 y p es un primo impar el producto se-

midirecto del teorema anterior es el grupo diedral Dp. Tenemos como caso

particular del resultado anterior el siguiente corolario.

Corolario 4.15. Dado p un primo impar hay una única solución indescom-

ponible, a menos de isomorfismo, con grupo de permutaciones isomorfo a Dp.

Más aún, esta solución es de tamaño 2p.
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4.4. Brazas abelianas de tamaño p2q

Veamos ahora el caso de las brazas de tamaño p2q con grupo multiplicativo

abeliano. Para esto vamos a usar el Teorema 4.5, que describe las brazas con

estructura multiplicativa ćıclica, y el teorema 4.6 que describe las brazas con

estructura multiplicativa no ćıclica, pero abeliana.

4.4.1. Brazas ćıclicas

Empezemos analizando las soluciones que provienen de brazas ćıclicas. En

el caso en que p = 2 tenemos por el Teorema 4.5 tenemos una única braza no

trivial. Como en este caso el grupo aditivo es ćıclico por la Proposición 4.10

la braza trivial provee una solución indescomponible. Para la braza no trivial,

podemos identificar su grupo aditivo con Z2
2×Zq y su estructura multiplicativa

queda dada por ab
c

 ◦

de
f

 =

a+ d+ be

b+ e

c+ f

 .

La acción por λ en este caso resulta

λ
a

b

c



αβ
γ

 =

α + bβ

β

γ

 .

Es fácil ver entonces que las órbitas de la misma son, o bien de un único

elemento Oα,γ = {(α, 0, γ)}, con α y γ arbitrarios, o bien con dos elementos

y de la forma Oγ = {(a, 1, γ) : a ∈ Z2} con γ arbitrario. De estas órbitas es

claro que las que generan son exactamente las Oγ con γ un generador de Zq.

Como el grupo es abeliano cada una de esas órbitas provee una solución

indescomponible, y para decidir cuáles de ellas son isomorfas hay que calcular

el grupo de automorfismos de la braza.

Lema 4.16. Dado q un primo impar, el grupo de automorfismos de la única

braza no trivial con grupo multiplicativo isomorfo a Z4q es isomorfo al producto

Z2 × U(Zq).
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Demostración. El grupo de isomorfismos de la estructura aditiva está dado

por GL2(2)× U(Zq) actuando por multiplicación de GL2(2) en las primeras

dos coordenadas y de Zq en la última. Consideremos (A, u) un elemento de

este grupo con A =
(

x y

w z

)
. Dados dos elementos (a, b, c) y (d, e, f) de la

braza planteando la condición de que (A, u) sea morfismo del grupo aditivo y

mirando la segunda coordenada obtenemos

w(a+ d) + z(b+ e) = w(a+ d+ be) + z(b+ e).

Como esta identidad tiene que valer para toda elección de a, b, d, e ∈ Z2

tenemos que necesariamente w = 0. Como la matriz A debe ser invertible

tenemos que entonces x = z = 1, y la condición en la primera coordenada se

simplifica a

a+ yb+ d+ ye+ be = a+ d+ be+ yb+ yd,

que vale siempre. Por otro lado la condición en la última coordenada se cumple

trivialmente. Es decir que el grupo de automorfismos es isomorfo al produc-

to del grupo de matrices unitriangulares por U(Zq), que es isomorfo al del

enunciado.

En particular vemos que dadas dos órbitas que generan Oγ y Oγ′ podemos

considerar el automorfismo dado por tomar A la matriz identidad y u = γ′γ−1,

y este aplica la primer órbita en la segunda. Por lo tanto tenemos que en este

caso todas las órbitas proveen soluciones isomorfas.

Consideremos ahora el caso p impar. Nuevamente por la Proposición 4.10

la braza trivial con grupo multiplicativo ćıclico provee de una solución indes-

componible, y por el Teorema 4.5 sabemos que hay una única braza no trivial

a considerar. En este caso la braza adicional tiene estructura aditiva isomorfa

a Zp2q
∼= Zp2 × Zq y la estructura multiplicativa está dada por(

a

b

)
◦
(
c

d

)
=

(
a+ c+ pac

b+ d

)
.

La acción λ en este caso está dada por

λ(
a

b

)(
α

β

)
=

(
α + paα

β

)
.
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Dado un elemento (α, β) de la braza vemos que si α no es coprimo con p

entonces queda fijo por la acción de cualquier elemento. Por otro lado si α

es coprimo con p, i.e. un generador de Zp2 , entonces su órbita va a consistir

de todos los elementos que coinciden con él en la segunda coordenada, y en

la primera coordenada módulo p. Las órbitas que generan el grupo aditivo

son precisamente las segundas cuando β es no nulo. Podemos parametrizarlas

entonces U(Zp)× U(Zq), con Oα,β = {(a, β) : a ≡ α (mód p)}.
Para decidir cuáles de las órbitas anteriores proveen la misma solución

calculamos el grupo de automorfismos de la braza.

Teorema 4.17. Si p es un primo impar el grupo de automorfismos de braza

de la única braza no trivial de tamaño p2q con grupo multiplicativo ćıclico es

isomorfo a Zp × U(Zq).

Demostración. Los automorfismos del grupo aditivo son U(Zp2)× U(Zq), ac-

tuando por multiplicación en ambas coordenadas. Dado un elemento (x, y) de

este grupo de automorfismos, si miramos la condición para que sea automor-

fismo de la estructura aditiva en la primera coordenada obtenemos que para

todo a, c ∈ Zp2 se tiene que cumplir

xa+ xc+ x2pac = xa+ xc+ xpac.

Tomando a = c = 1 tenemos que xp(x− 1) = 0, es decir que x ≡ 1 (mód p).

Como el núcleo de la reducción módulo p es isomorfo Zp tenemos que el grupo

de automorfismos es el que queŕıamos.

En particular tenemos que actuar por un automorfismo en un elemento

no cambia el resto módulo p de su primera coordenada y entonces dos órbitas

que generan Oα,β y Oα′,β′ proveen soluciones isomorfas si y sólo si α = α′, y

por lo tanto hay p− 1 soluciones no isomorfas.

Observación 4.18. Las órbitas anteriores están generadas por generadores

del grupo aditivo. En particular sabemos que dadas dos órbitas O y O′ siempre

podemos encontrar n ∈ N coprimo con pq tal que nO = O′. Por la Propo-

sición 4.1 tenemos entonces que a partir de cualquiera de las soluciones no

triviales podemos conseguir todas las demas realizando cableados.

Podemos resumir los resultados obtenidos para los grupos ćıclicos de la

siguiente manera.
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Teorema 4.19. Dados p y q primos distintos hay exactamente p soluciones

indescomponibles no isomorfas con grupo de permutaciones isomorfo a Zp2q.

Todas estas soluciones son equivalentes por cableado.

4.4.2. Brazas no ćıclicas

Las estructuras de las brazas con grupo multiplicativo abeliano y no ćıclico

están descriptas en el Teorema 4.6. Al igual que en el caso anterior hay siempre

una única braza no trivial pero su descripción depende de si p es 2 o no.

Observemos que como el grupo multiplicativo no es ćıclico en estos casos por

la Proposición 4.10 la braza trivial no provee soluciones indescomponibles.

Empezemos entonces por el caso p = 2. En este caso la estructura aditiva

de la única braza no trivial se identifica con Z4q
∼= Zq × Z4 y la estructura

aditiva queda dada por(
a

b

)
◦
(
c

d

)
=

(
a+ c

b+ (−1)bd

)
.

La acción λ está dada entonces por

λ(
a

b

)(
α

β

)
=

(
α

(−1)bβ

)
.

Tenemos entonces 2q órbitas de un elemento de la forma {(α, 0)} o {(α, 2)},
y otras q órbitas de dos elementos Oα = {(α,±1)}. De estas órbitas las que

generan el grupo aditivo son las Oα con α un generador de Zq. Es decir que

estas órbtias están parametrizadas por U(Zq) y hay q − 1 de ellas.

Para decidir cuáles de las órbitas anteriores proveen la misma solución

calculamos el grupo de automorfismos.

Proposición 4.20. Dado q un primo impar, el grupo de automorfismos la

única braza no trivial con estructura multiplicativa ismorfa a Zq × Z2
2 es iso-

morfo a U(Z4q).

Demostración. El grupo de automorfismos de la estructura aditiva de la bra-

za está dado por U(Zq) × U(Z4) actuando por multiplicación coordenada a
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coordenada. Si miramos la condición para que uno de estos sea un automor-

fismo también de la estructura multiplicativa tenemos que esta condición se

satisface trivialmente en la primera coordenada y en la segunda tenemos

xb+ (−1)xbxd = xb+ (−1)bxd.

Como x es impar por se una unidad de Z4, tenemos que esta segunda condición

también se satisface trivialmente y por lo tanto todos los automorfismos del

grupo aditivo resultan automorfismos de braza.

De este resultado deducimos que todas las órbitas que generan son conju-

gadas por un automorfismo de brazas, y por lo tanto hay una única solución

indescomponible con este grupo de permutaciones.

Veamos ahora el caso p impar. Igual que en el caso de p = 2 hay una única

braza no trivial con grupo multiplicativo abeliano y no ćıclico. En este caso

la braza está descripta en el segundo caso del Teorema 4.6, el grupo aditivo

es isomorfo a Z2
p × Zq, y la estructura aditiva está dada porab

c

 ◦

de
f

 =

a+ d+ be

b+ e

c+ f

 .

Observemos que esta estructura está definida por la misma ecuación que la

braza de la primera parte del Teorema 4.5, i.e. la única braza no trivial con

grupo multiplicativo el ćıclico de orden 4q. En particular las descripciones de

la acción λ y de las órbitas de esta acción son análogas a las obtenidas en ese

caso. Concretamente tenemos órbitas correspondientes a los puntos fijos de

la forma O′
α,γ = {(α, 0, γ)} parametrizadas por Zp × Zq y otras de la forma

Oα,γ = {(a, α, γ)|a ∈ Zp} parametrizadas por U(Zp) × Zq. Al igual que en el

caso anterior es claro que las órbitas que generan son las de la segunda forma

con γ un generador de Zq.

El cálculo del grupo de automorfismos es también análogo, aunque un poco

más delicado.

Proposición 4.21. Dados p y q primos con p impar, el grupo de automor-

fismos de la única braza de tamaño p2q, no trivial con estructura aditiva no

ćıclica es isomorfa a G× U(Zq), con

G =

{(
z2 y

0 z

)
: z ∈ Z×

p , y ∈ Zp

}
⊆ GL2(p).
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Demostración. El grupo de automorfismos de la estructura aditiva está dado

por GL2(p)× U(Zq). Tomando (A, u) un elemento de este grupo, y notando

A =
(

x y

w z

)
, al ver la condición de que actúe por automorfismos de la estructura

multiplicativa en la segunda y notando obtenemos

w(a+ d) + z(b+ e) = w(a+ d+ be) + z(b+ e).

Como esto vale para todo a, b, d, e ∈ Zp tenemos que necesariamente vale

w = 0. En particular para que A sea invertible debe valer que x, z ∈ U(Zp).

Usando esta condición y mirando ahora la primera coordenada tenemos

x(a+ d) + y(b+ e) + z2be = x(a+ d+ be) + y(b+ e),

y esta ecuación se cumpla para todo a, b, d, e ∈ Zp si y sólo si x = z2. Por

último como en la condición en la úlitma coordenada se cumple trivialmente

no hay ninguna restricción adicional.

Observación 4.22. El grupo G del resultado anterior es el producto semidi-

recto Zp ⋊ U(Zp) con la acción dada por la multplicación por z−1.

Dadas Oα,γ y Oα′,γ′ dos órbitas que generen el grupo aditivo tenemos

que la acción de (A, γ−1γ′), con A =
(

α−2α′2 0

0 α−1α

)
, aplica la primera órbita

en la segunda. Tenemos entonces que todas las órbitas proveen soluciones

indescomponibles isomorfas.

Podemos resumir lo que sucede con los grupos no ćıclicos de tamaño p2q

en el siguiente resultado.

Teorema 4.23. Dados p y q primos distintos hay una única solución indes-

componible con grupo de permutaciones isomorfo a Z2
p × Zq.

4.5. Brazas diedrales

En esta última sección vemos a considerar los grupos diedrales. Antes de

empezar el análisis de los distintos casos a considerar podemos notar que a

pesar de que los grupos diedrales no son abelianos, tampoco tienen muchos

subgrupos con interior normal trivial, lo que simplifica la construcción de las

soluciones asociadas.
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Concretamente en un grupo diedral cualquier rotación genera un subgrupo

normal, aśı que un grupo con interior normal trivial no puede tener ninguna

rotación. Pero por otro lado cualquier par de reflexiones distintas genera una

rotación, es decir que los únicos subgrupos no triviales con interior normal

trivial son los generados por una única reflexión. En particular deducimos el

siguiente resultado.

Teorema 4.24. Si X es una solución indescomponible con grupo de permu-

taciones el grupo diedral Dn, entonces |X| = n ó |X| = 2n.

4.5.1. Dp2

Dados p y q primos impares con p ≡ 1 (mód q) hay un único producto

semidirecto no trivial Zp2 ⋊ Zq, con la acción dada por la multiplicación por

cualquier elemento de orden q de Zp2 . El grupo diedralDp2 es el caso particular

de tomar q = 2, y en este caso se puede tomar p cualquier primo impar. Para

cualquiera de estos grupos el Teorema 4.7 garantiza que hay una única braza

con este grupo multiplicativo. Su estructura aditiva se identifica con Zp2 ×Zq

y su estructura multiplicativa queda dada por(
a

b

)
◦
(
c

d

)
=

(
a+ gbc

b+ d

)
,

donde g es cualquier elemento de orden q de Z×
p2 . Observemos que estas brazas

están definidas por la misma ecuación que las brazas del Teorema 4.4, por lo

que el análisis es similar al de esos casos.

La acción λ está dada por

λ(
a

b

)(
α

β

)
=

(
gbα

β

)
.

Del Lema 4.11 deducimos que cualquier órbita que genere el grupo aditivo

debe contener un generador. Órbitas de estas hay entonces p(p−1)(q−1)
q

, cada

una con q elementos. El estabilizador de cualquiera de estos generadores es

Zp2 × {0}, y su único subgrupo con interior normal trivial es el trivial. En

particular cada órbita provee una única solución indescomponible.

Para ver cuáles de estas soluciones son isomorfas calculamos el grupo de

automorfismos de la solución.
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Proposición 4.25. Sean p y q primos distintos con p ≡ 1 (mód q). El grupo

de automorfismos de la única braza con estructura multiplicativa isomorfa a

Zp2 ⋊ Zq es isomorfo a U(Zp2).

Demostración. El grupo de isomorfismos de la estructura aditiva está dado

por U(Zp2) × U(Zq) actuando por la multiplicación coordenada a coordena-

da. La condición de que un elemento (x, y) actúe por automorfismos de la

estructura multiplicativa es(
xa+ xgbc

yb+ yd

)
=

(
xa+ xgybc

yb+ yd

)
.

Vemos entonces que esta condición se cumple para todo a, d ∈ Zp2 , b, d ∈ Zq

si y sólo si y = 1, de donde se deduce lo que queŕıamos.

Como las órbitas que dan estas soluciones estan generadas por generadores

del grupo aditivo, por la Proposición 4.1 tenemos entonces que podemos obte-

ner cualquiera de estas soluciones a partir de cualquier otra de estas realizando

cableados.

De este resultado vemos que las órbitas generadas por dos generadores

producen la misma solución indescomponible si y sólo si tienen la misma se-

gunda coordenada. Más aún como el grupo aditivo es ćıclico podemos obtener

cualquier generador de otro multiplicando por algún numero coprimo con p2q.

Es decir que todas las soluciones que obtenemos resultan equivalentes por

cableado. Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 4.26. Sean p y q primos tales que p ≡ 1 (mód q). Hay q − 1 solu-

ciones indescomponibles no isomorfas con grupo de permutaciones isomorfo

a Zp2 ⋊ Zq, más aún todas estas tienen tamaño p2q y son todas equivalentes

por cableado.

Tomando q = 2 tenemos entonces el siguiente resultado para el caso de los

grupos diedrales

Corolario 4.27. Dado p un primo impar, hay una única solución indescompo-

nible con grupo de permutaciones isomorfo al grupo diedral Dp2. Esta solución

tiene tamaño 2p2.
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4.5.2. D2p

La última clase de grupos a considerar son los grupos diedrales D2p con

p un primo impar. En este caso hay tres estructuras de braza a considerar,

descriptas en el Teorema 4.8.

La primera braza que vamos a considerar tiene estructura aditiva isomorfa

a Zp × Z4 y su estructura multiplicativa está dada por(
a

b

)
◦
(
c

d

)
=

(
a+ (−1)bc

b+ (−1)bd

)
. (4.2)

La acción λ está dada entonces por

λ(
a

b

)(
α

β

)
=

(
(−1)bα

(−1)bβ

)
.

Vemos de esto que salvo la órbita de (0, 0) y la de (0, 2) todas las órbitas

tienen dos elementos, y todos los estabilizadores son iguales al subgrupo

{(a, b) ∈ Zp × Z4 : b ∈ {0, 2}}.

De la fórmula para la estructura aditiva vemos que estos elementos son preci-

samente las rotaciones del grupo diedral. En particular tenemos que el único

subgrupo con interior normal que tienen es el subgrupo trivial.

Por el Lema 4.11, las órbitas que generan el grupo aditivo son precisamente

las órbitas de algún generador. Para decidir cuales de estas proveen soluciones

isomorfas calculamos el grupo de automorfismos de la solución.

Proposición 4.28. Dado p un primo impar, el grupo de automorfismos de

la braza con grupo aditivo ćıclico y grupo multiplicativo dado por la ecua-

ción (4.2) tiene grupo de automorfismos isomorfo a U(Z4p).

Demostración. El grupo de automorfismos del grupo aditivo está dado por

U(Z4p) = U(Zp) × U(Z4) actuando por multiplicación coordenada a coorde-

nada. Dado un elemento (x, y) de este grupo la condición de que actúe por

automorfismos de del grupo multiplicativo es(
x(a+ (−1)bd)

y(b+ (−1)be)

)
=

(
x(a+ (−1)ybd)

y(b+ (−1)ybe)

)
,

y como y es impar esta condición se cumple siempre.
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En particular como todos los generadores del grupo aditivo son conju-

gados por un isomorfismo, tenemos que todas las órbitas generan soluciones

indescomponibles isomorfas.

La segunda estructura de braza que vamos a considerar también tiene

grupo aditivo isomorfo a Zp × Z4, y en este caso la estructura multiplicativa

es (
a

b

)
◦
(
c

d

)
=

(
a+ (−1)b(b−1)/2c

b+ (−1)bd

)
. (4.3)

En este caso va a haber órbitas de 1, 2 ó 4 elementos. Las órbitas de los gene-

radores del grupo aditivo van a ser órbitas de 4 elementos con estabilizadores

{(a, 0) : a ∈ Zp}, que nuevamente consiste únicamente de rotaciones. Tenemos

entonces que cada una de estas órbitas da una única solución indescomponible

y para ver cuáles de ellas son isomorfas calculamos el grupo de automorfismos

de la braza.

Proposición 4.29. Dado p un primo impar, el grupo de automorfismos de

la braza con grupo aditivo ćıclico y estructura multiplicativa dada por la ecua-

ción (4.3) es isomorfo a U(Zp).

Demostración. Como en el caso anterior los automorfismos del grupo aditivo

están dados por multiplicar por un elemento (x, y) ∈ U(Zp) × U(Z4). Para

que uno de estas sea morfismo del grupo aditivo se tiene que cumplir que(
x(a+ (−1)b(b−1)/2d)

y(b+ (−1)bd)

)
=

(
x(a+ (−1)yb(yb−1)/2d)

y(b+ (−1)ybd)

)
,

y esto se cumple para todo a, c ∈ Zp, b, d ∈ Z4 si y sólo si y = 1.

En particular tenemos que dos generadores son conjugados por un au-

tomorfismo si y sólo si coinciden en la primera coordenada. Como todas las

órbitas de los generadores tienen un elemento que vale 1 en la primera coorde-

nada, podemos concluir que hay una única solución indescomponible a menos

de isomorfismo para esta braza.

Queda por analizar una última braza. En este caso la estructura aditiva
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es isomorfa a Z2
2 × Zp y la multiplicativa queda dada porab

c

 ◦

de
f

 =

 a+ d

b+ e

c+ (−1)af

 (4.4)

La acción λ está dada entonces por

λ
a

b

c



αβ
γ

 =

 α

β

(−1)aγ

 .

Si tomamos entonces un elemento (α, β, γ), su órbita tiene uno o dos ele-

mentos, y ambos coinciden en las primeras dos coordenadas. Su proyección

en las primeras dos coordenadas genera entonces un grupo de orden 2. Te-

nemos entonces que en este caso no hay ninguna órbita que genere el grupo

aditivo y por lo tanto ninguna solución indescomponible tiene esta braza de

permutaciones.

Simplemente por completitud calculamos en este caso también el grupo de

automorfismos de la braza.

Proposición 4.30. Sea p un primo impar. El grupo de automorfismos de

la braza con grupo aditivo Z2
2 × Zp y estructura multiplicativa dada por la

ecuación (4.4) es isomorfo a Z2 × U(Zp).

Demostración. El grupo de automorfismos del grupo aditivo está dado por

GL2(2)× U(Zp). Dado un elemento (A, u) de este grupo con, A =
(

x y

w x

)
,

la condición de que actúe por automorfismos del grupo multiplicativo en las

primeras dos coordenadas es trivial. Mirando esta condición en la tercer coor-

denada tenemos

u(c+ (−1)af) = uc+ (−1)xa+ybuf,

es decir que para todo a, b ∈ Z2 se cumple a = xa+yb. Tomando a = 0 tenemos

y = 0. Como A es invertible se sigue de manera inmediata que x = z = 1, y

por lo tanto (A, u) actúa por automorfismos del grupo aditivo si y sólo si A

es unitriangular inferior.



72 CAPÍTULO 4. CONSTRUCCIONES EXPLÍCITAS

En conclusión tenemos el siguiente resultado de clasificación de las solu-

ciones con grupo de permutaciones D2p.

Teorema 4.31. Dado p un primo impar hay dos soluciones indescomponibles

no isomorfas con grupo de permutaciones isomorfo a D4p. Ambas soluciones

tienen tamaño 4p.

Observación 4.32. En este caso las dos soluciones que se obtienen tienen

brazas asociadas diferentes y por lo tanto no se puede conseguir una de otra a

través de la operación de cableado. Más aún el ambas soluciones son fijas por

la operación de cableado por un n coprimo con 2p.

El Teorema 4.24 nos garantiza que cualquier solución con grupo de per-

mutaciones el diedral Dn tiene tamaño n ó 2n. Sin embargo en los casos

analizados sólo se obtienen soluciones de tamaño 2n. Este no es siempre el

caso ya que hay una solución de tamaño 4 con grupo de permutaciones D4.

Sin embargo, una búsqueda exhaustiva por las soluciones de tamaño menor o

igual a 8 encuentra únicamente este contraejemplo. Esto nos lleva a proponer

la siguiente conjetura.

Conjetura 4.33. Si n ̸= 4 todas las soluciones indescomponibles con grupo

de permutaciones el diedral Dn tienen tamaño 2n.

Esta conjetura fue verificada para el caso de n impar de manera indepen-

diente por Kanrar y Rump en [29] y Castelli junto con el autor de esta tesis

en [14]. Sigue sin embargo abierta la pregunta en el caso de n par.

Observación 4.34. En todos los casos analizados en este caṕıtulo, todas las

soluciones halladas para una braza dada resultaron equivalentes por cableado,

y en particular tienen el mismo invariante diagonal, aunque no lo hayamos

calculado en ningún caso. Sin embargo estas observaciones no son resultados

generales, como lo muestran los siguientes ejemplos encontrados usando GAP.

Ejemplo 4.35. Sea (X, r1) la solución con ID [6, 589] en la base de datos

del paquete de Yang–Baxter de GAP. Esta es la solución (X, r1) con X =

{1, . . . , 8} y la función r1 dada por las siguientes funciones σ:

σ1 = (123)(456), σ2 = (163)(245), σ3 = (164)(235),

σ4 = (164)(235), σ5 = (123)(456), σ6 = (163)(245).
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Esta solución tiene función U igual a (132546) y su braza de permutaciones

es la braza con ID [12, 7] en la base de datos del paquete de Yang–Baxter de

GAP.

Por otro lado la solución (X, r2) con ID [6, 592], la función r2 está dada

por las funciones σ:

σ1 = (124)(356), σ2 = (163)(245), σ3 = (123)(456),

σ4 = (123)(456), σ5 = (124)(356), σ6 = (163)(245).

Esta solución tiene función U igual a (146)(253) y su braza de permutaciones

es nuevamente la braza con ID [12, 7]. En particular vemos que el invariante

diagonal de estas dos soluciones es distinto y por lo tanto no pueden ser

equivalentes por cableado a pesar de tener la misma braza de permutaciones.

Ejemplo 4.36. Consideremos (X, r1) la solución con X = {1, . . . , 10} y cuya

función r2 está dada por las siguientes funciones σ:

σ1 = σ3 = σ5 = σ7 = σ9 = (1, 4, 5, 8, 9, 2, 3, 6, 7, 10),

σ2 = σ4 = σ6 = σ8 = σ10 = (1, 2, 5, 6, 9, 10, 3, 4, 7, 8).

Esta solución tiene función U igual a (1, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2), y su braza de

permutaciones tiene ID [50, 7] en la base de datos de GAP.

Por otro lado se puede considerar la solución (X, r2) donde la función r2
está dada por las siguientes funciones σ:

σ1 = σ3 = σ5 = σ7 = σ9 = (1, 6, 7, 2, 3, 8, 9, 4, 5, 10),

σ2 = σ4 = σ6 = σ8 = σ10 = (1, 2, 7, 8, 3, 4, 9, 10, 5, 6).

Esta solución también tiene función U igual a (1, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2) y braza

de permutaciones la de ID [50, 7]. Sin embargo usando GAP se puede verificar

que a pesar de tener la misma braza de permutaciones e invariante diagonal

estas dos soluciones no sólo no son isomorfas sino que tampoco son equi-

valentes por cableado. Para verificar esto último sólo hay que chequear que

el 3-cableado de estas soluciones es isomorfo a la solución original ya que 3

genera el grupo de unidades de Z3.
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