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Geometrı́a de Finsler de grupos con distancias bi-invariantes
El objetivo de esta tesis es estudiar la geometrı́a de Finsler de grupos de Lie conexos 𝐺 equipados con

una distancia bi-invariante

dist(𝑘𝑔, 𝑘ℎ) = dist(𝑔, ℎ) = dist(𝑔𝑘, ℎ𝑘) ∀𝑔, ℎ, 𝑘 ∈ 𝐺

En el capı́tulo 2 estudiamos las normas de Finsler Ad-invariantes sobre las álgebras de Lie 𝔲n y 𝔰𝔲n,
las cuales inducen distancias bi-invariantes sobre los grupos 𝑈𝑛 y 𝑆𝑈𝑛 respectivamente. Demostramos
que dichas normas equivalen, vı́a cortes mediante álgebras de Lie abelianas maximales (MAB), a normas
simétricas enR𝑛. Esto nos permite ver ejemplos y propiedades de las mismas con mayor facilidad. Exhibimos
además una familia de normas de Finsler Ad-invariantes las cuales llamamos normas orbitales, las cuales
probamos que nos sirven de normas de control sobre la familia de todas las normas Ad-invariantes. Sobre
el final del mismo probamos que esencialmente todas las normas de Finsler 𝐴𝑑-invariantes que provienen
de un producto interno son, en 𝔰𝔲n, múltiplos de la norma de Frobenius.

En el capı́tulo 3 estudiamos los funcionales que realizan la norma de un elemento 0 ≠ 𝑉 ∈ 𝔲n, probando
que si 𝜑(𝑉) = |𝑉 | entonces

𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) ≤ 0 ∀𝑋 ∈ 𝔲n,

estudiamos además el caso de la igualdad llegando a la conclusión de que esta ocurre si y solo si [𝑋𝐶 , 𝑁] = 0,
donde 𝑋𝐶 es la parte co-diagonal de 𝑋 respecto a 𝑉 y 𝑁 es tal que 𝜑(·) = (·|𝑁)𝐹 (el producto interno
de Frobenius). Vemos además que en el caso de que la norma sea estrictamente convexa, la igualdad se
cumple si y solo si [𝑋,𝑉] = 0. Introducimos también la noción de dual polar, diferenciación de normas y
operadores disipativos, las cuales utilizamos para estudiar cuando vale la igualdad

|𝑉 + [𝑋, [𝑋,𝑉]] | = |𝑉 |,

obteniendo que esta misma ocurre cuando 𝑉 y 𝑉 + [𝑋, [𝑋,𝑉]] pertenecen a la misma cara de la esfera.
En el capı́tulo 4 mostramos que la una distancia bi-invariante en 𝑈𝑛 obtenida a partir de una norma

de Finsler Ad-invariante en 𝔲n satisface la desigualdad 𝑑 (𝑒𝑋, 𝑒𝑌 ) ≤ |𝑌 − 𝑋 | y estudiamos el caso de la
igualdad. Introducimos en este mismo capı́tulo una noción de curvatura seccional basada en el trabajo de
Milnor y probamos que para dicha noción vale sec(𝑋,𝑌 ) = 0 si y solo si [𝑋,𝑌 ] = 0 para el caso de normas
estrictamente convexas. Estudiamos también el caso general donde obtenemos resultados conectados con
las desigualdades probadas en el capı́tulo previo.

En el capı́tulo 5 generalizamos los anteriores a grupos de Lie probando que un grupo de Lie 𝐺 admite
una distancia bi-invariante si y solo si su álgebra de Lie es reductiva. Esto nos da una descomposición de
𝐺 como el producto de un grupo compacto y uno abeliano, extendiendo ası́ un resultado de Milnor en el
cual él prueba lo mismo pero para el caso en el cual la distancia proviene de una métrica riemanniana en el
grupo de Lie.

Palabras clave: norma de Finsler Ad-invariante, mayorización, funcional que realiza la norma, métrica
bi-invariante , curvatura, métrica de Finsler, geodésica, grupo de Lie, norma unitariamente invariante.
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Finsler geometry of groups with bi-invariant distances
The objective of this thesis is to study the Finsler geometry of connected Lie groups 𝐺 equipped with a

bi-invariant distance
𝑑 (𝑘𝑔, 𝑘ℎ) = 𝑑 (𝑔, ℎ) = 𝑑 (𝑔𝑘, ℎ𝑘) ∀𝑔, ℎ, 𝑘 ∈ 𝐺.

In Chapter 2, we study Ad-invariant Finsler norms on the Lie algebras 𝔲n and 𝔰𝔲n, which induce bi-invariant
distances on the groups𝑈𝑛 and 𝑆𝑈𝑛, respectively. We prove that these norms are equivalent, via cuts through
maximal abelian Lie subalgebras (MABs), to symmetric norms on R𝑛. This allows us to more easily see
examples and properties of them. We also exhibit a family of Ad-invariant Finsler norms that we call orbit
norms, which we prove serve as controlling norms over the family of all Ad-invariant norms. Toward the
end of the chapter, we prove that essentially all Ad-invariant Finsler norms that arise from an inner product
are, on 𝔰𝔲, multiples of the Frobenius norm.

In Chapter 3, we study the norming functionals for a nonzero element𝑉 ∈ 𝔲n, proving that if 𝜑(𝑉) = |𝑉 |
then

𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) ≤ 0 ∀𝑋 ∈ 𝔲n,

and we also study the case of equality, reaching the conclusion that it holds if and only if [𝑋𝐶 , 𝑁] = 0, where
𝑋𝐶 is the co-diagonal part of 𝑋 with respect to 𝑉 and 𝑁 is such that 𝜑(·) = (·|𝑁)𝐹 (the Frobenius inner
product). We also see that in the case where the norm is strictly convex, the equality holds if and only if
[𝑋,𝑉] = 0. In this chapter, we also introduce the notion of dual polar, norm differentiation, and dissipative
operators, which we use to study when the equality

|𝑉 + [𝑋, [𝑋,𝑉]] | = |𝑉 |,

holds, obtaining that this occurs when 𝑉 and 𝑉 + [𝑋, [𝑋,𝑉]] belong to the same face of the sphere.
In Chapter 4, we show that a bi-invariant distance in 𝑈𝑛 obtained from an Ad-invariant Finsler norm

in 𝔲n satisfies the inequality 𝑑 (𝑒𝑋, 𝑒𝑌 ) ≤ |𝑌 − 𝑋 | and we study the case of equality. We introduce a notion
of sectional curvature based on Milnor’s work and prove that for this notion, sec(𝑋,𝑌 ) = 0 if and only if
[𝑋,𝑌 ] = 0 in the case of strictly convex norms. We also study the general case, where we obtain results
connected to the inequalities proved in the previous chapter.

In Chapter 5, we generalize the previous results to Lie groups proving that a Lie group 𝐺 admits a
bi-invariant distance if and only if its Lie algebra is reductive. This gives us a decomposition of 𝐺 as the
product of a compact group and an abelian one, thus extending a result of Milnor in which he proves the
same but for the case where the distance comes from a Riemannian metric on the Lie group.

Keywords: Ad-invariant Finsler norm, majorization, norming functional, bi-invariant metric, curvature,
Finsler metric, geodesic, Lie group, unitarily invariant norm.
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a todo el cariño y el apoyo que me transmitió, pude ganar confianza en mi mismo y darle cierre a este
proyecto. Realmente estoy agradecido de tener una Memi en mi vida.

A mi hermanita Luji por producir la base de mi alimentación durante este doctorado.
A mis amigos del secundario Brian y Martı́n por toda la buena onda y los grandes asados de estos años.
A mis amigos del rock que me ayudaron a desconectar cuando lo necesitaba.
A Nanchu por haber estado a mi lado en una buena parte de este trayecto.
A Jesi y Andrés por cuidar de mi salud mental todos estos años.
A Natrash, esa ardilla roja que es, fue y será mi chamix de la vida siempre.
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5.2. Operadores Hermitianos, rango numérico y espectro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
5.3. Generalización de los resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

Bibliografı́a 125

7
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Capı́tulo 1

Introducción

En el trabajo de Milnor titulado “Curvatures of left invariant metrics on Lie groups”[55] y publicado en
1976, él estudia entre otras cosas la geometrı́a de un grupo de Lie 𝐺 cuando este mismo posee una métrica
riemanniana bi-invariante. Entre otras cosas, él prueba que en este caso, el grupo debe ser isomorfo a un
subgrupo de R𝑘 × Un, donde Un es el grupo de matrices unitarias de 𝑛 × 𝑛 con coeficientes complejos
y 𝑘 ∈ N. Esto motiva la pregunta natural de qué sucede en el caso de que la métrica no sea riemanniana
y esta es la pregunta que motiva este trabajo. Dado el resultado enunciado previamente, el ambiente más
razonable para estudiar este problema es el del grupo unitario Un, cuyo álgebra de Lie 𝔲n está formada por
las matrices antihermitianas de 𝑛 × 𝑛 con coeficientes complejos. Se desprenden de esta forma dos áreas de
estudio ı́ntimamente relacionadas que son: el análisis matricial sobre las normas Ad-invariantes en 𝔲n y por
otro lado, la geometrı́a de Un cuando consideramos la métrica invariante a izquierda obtenida a partir de
una norma Ad-invariante en 𝔲n. En este trabajo estudiamos el enfoque del análisis matricial en los capı́tulos
2 y 3, en los cuales incluimos los resultados originales publicados en [47], mientras que en los capı́tulos 4
y 5 nos centramos en la parte geométrica y los resultados publicados en [48].

Desde el punto de vista del análisis matricial, decimos que una norma en 𝑀𝑛 (C) es fuertemente
invariante si cumple | |𝑈𝑋𝑉 | | = | |𝑋 | | para todo 𝑋 ∈ 𝑀𝑛 (C) y 𝑈,𝑉 ∈ Un. Estas normas fueron estudiadas
y hay muchas publicaciones, tanto teóricas como numéricas, entorno a ellas. De hecho tienen muchas
aplicaciones tanto a la teorı́a de la información cuántica (ver [33, 36, 57]) como al procesamiento de señales
vı́a optimización convexa (ver [1, 9, 30, 64]). Por otro sobre las normas débilmente invariantes que son las
que satisfacen | |𝑈𝑋𝑈∗ | | = | |𝑋 | | para todo 𝑋 ∈ 𝑀𝑛 (C) y 𝑈 ∈ Un, no hay tantos trabajos realizados, pero
podemos encontrar estudios sobre las mismas en [15], [45] y [46]. En esta tesis vamos a presentar resultados
originales sobre estas normas vistas en 𝔲n. Dado que en este contexto la acción de conjugación coincide con
la acción adjunta del grupo de Lie Un sobre su álgebra de Lie, vamos a llamar a estas normas Ad-invariantes.
Decidimos trabajar con normas de Finsler Ad-invariantes, es decir, cumplen que |𝜆𝑋 | = 𝜆 |𝑋 | para 𝜆 > 0
y no necesariamente para todo 𝜆 ∈ R. Esto nos va a dar más generalidad y ejemplos, pero los resultados
siguen teniendo interés en el caso de normas completamente homogéneas.

En el Capı́tulo 2 vamos a introducir en detalle la noción de norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n y
daremos varios ejemplos. Uno de los más importantes que mostraremos es el de las normas orbitales (ver
Proposición 2.2.11), las cuales son una versión de las normas de Hofer introducidas en [46] adaptadas al
contexto de matrices. Estas, además de constituir un ejemplo de interés por si mismas, cumplen un rol

9



10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

muy similar al de las normas Ky-Fan en el caso fuertemente invariante, con lo cual las proponemos como
las normas de control en la Observación 2.2.20. Los otros resultados originales de esta capı́tulo son la
Proposición 2.3.4, el Teorema 2.3.6 y el Teorema 2.3.8, los cuales nos permiten caracterizar una norma a
partir de mirar un corte de la misma con una subálgebra abeliana maximal de 𝔲n y 𝔰𝔲n respectivamente.

En el Capı́tulo 3 presentaremos los resultados más importantes publicados en [47]. Realizaremos un
estudio detallado de los funcionales que realizan la norma de un cierto elemento llegando al Teorema 3.1.13,
en el cual caracterizamos los 𝑋 para los cuales 𝑉 + [𝑋, [𝑋,𝑉]] pertenece al hiperplano afı́n que soporta
a 𝑉 en la esfera de la norma (extendiendo ası́ un resultado que es evidente para la norma de Frobenius).
Con demostraciones muy similares probamos que |𝑉 + [𝑋,𝑉] | ≥ |𝑉 | para todo 𝑋 ∈ 𝔲n y cualquier norma
de Finsler Ad-invariante en el Teorema 3.4.4. Finalmente estudiamos el caso de la igualdad en el Teorema
3.5.3.

En el capı́tulo 4, nos vamos a centrar en estudiar el concepto de curvatura seccional en el contexto de
una métrica bi-invariante en Un inducida por una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n. Dado que la noción
de curvatura seccional definida en una variedad riemanniana depende fuertemente de tener un producto
interno, vamos a basarnos nuevamente en Milnor en [54, pag.101], donde describe la curvatura seccional
en forma intuitiva sin usar la métrica riemanniana y sólo utilizando distancias y normas. Esto nos lleva a la
siguiente igualdad:

⟨𝑅𝑝 (𝑥, 𝑦)𝑦, 𝑥⟩𝑝 = 6∥𝑦 − 𝑥∥2
𝑝 lı́m
𝑟→0+

𝑟 | |𝑦 − 𝑥 | |𝑝 − dist(exp𝑝 (𝑟𝑥), exp𝑝 (𝑟𝑦))
𝑟2 dist(exp𝑝 (𝑟𝑥), exp𝑝 (𝑟𝑦))

,

la cual discutiremos y demostraremos en la sección 4.1, para luego en la sección 4.5 poder proponer
definición para la curvatura seccional para nuestro caso, cuya buena definición es consecuencia del Teorema
4.4.4 (también incluido en [48]). Esta definición ya fue usada a nivel del estudio del signo (no del valor
concreto) en varios trabajos, como por ejemplo en [6]. Daremos también un resultado original incluido en
el Teorema 4.4.14, en el cual caracterizamos las secciones planas y finalmente aplicaremos los resultados
obtenidos para estudiar los ángulos de los triángulos geodésicos en nuestra variedad en el Teorema 4.5.8.

En el Capı́tulo 5, vamos a trabajar en forma más general y estudiar el caso de un grupo de Lie real y finito
dimensional 𝐺 para el cual su álgebra de Lie admite una norma Ad-invariante. Probaremos los resultados
más importantes de [48]: el Teorema 5.2.15, el cual nos dice que si estamos en esta situación entonces 𝔤

tiene que ser un álgebra de Lie reductiva (i.e. la suma de un álgebra de Lie semisimple con forma de Killing
definida negativa y su centro) y el Teorema 5.2.16, el cual nos dice que en dicho caso 𝐺 = 𝐻 × 𝐾 donde 𝐻
es un subgrupo conexo y abeliano y 𝐾 es un subgrupo compacto con centro finito.

Finalmente en la última sección de este capı́tulo, repasaremos cómo se puede volver a interpretar los
resultados más importantes de este trabajo en el contexto de un grupo de Lie cuya álgebra de Lie es reductiva.
Esto serı́a básicamente generalizar los resultados probados en 𝔲n y en 𝔰𝔲n a un álgebra de Lie reductiva con
una norma de Finsler Ad-invariante. Las demostraciones son un poco más técnicas, ya que dependen de la
construcción de un sistema de raı́ces asociado a una subálgebra de Cartan. Incluiremos las demostraciones
que son realmente distintas al caso original de esta tesis, las demás pueden ser encontradas en [48].



Capı́tulo 2

Preliminares

2.1. Normas de Finsler

En esta sección vamos a fijar notación y probar algunos resultados conocidos para normas homogéneas
en el caso de normas de Finsler. Además, incluiremos algunos ejemplos y mostraremos una visualización
de cómo pensamos gráficamente a los funcionales que realizan la norma de un cierto elemento.

Definición 2.1.1. Sea 𝐸 unR-espacio vectorial de dimensión 𝑛. Una norma de Finsler en 𝐸 es una aplicación
| · | : 𝐸 −→ R≥0 que satisface

(1) |𝑋 | = 0 si y solo si 𝑋 = 0 (no degenerada),

(2) |𝑋 + 𝑌 | ≤ |𝑋 | + |𝑌 | (subaditiva),

(3) |𝜆𝑋 | = 𝜆 |𝑋 | para todo 𝜆 ∈ R≥0 (positivamente homogénea).

Definición 2.1.2 (Estrictamente convexa). Decimos que una norma de Finsler en un espacio vectorial 𝐸 es
estrictamente convexa si para 𝑋,𝑌 ≠ 0, la igualdad

|𝑋 + 𝑌 | = |𝑋 | + |𝑌 |

implica que existe una constante 𝑐 > 0 de forma tal que 𝑌 = 𝑐𝑋 .

Es importante observar que toda norma completamente homogénea en 𝐸 es en particular una norma de
Finsler, para facilitar la lectura, notaremos como | · | a las normas de Finsler en 𝐸 y como ∥ · ∥ a las normas
en el sentido usual. Cuando trabajemos en 𝐸 ′, el dual de 𝐸 , notaremos ∥𝜑∥ a la norma de los funcionales,
aclarando previamente si estamos trabajando con una norma usual o con una de Finsler. En ocasiones, donde
el contexto sea claro, nos referiremos a las normas Finsler simplemente como normas.

Proposición 2.1.3. Sea 𝐸 un R-espacio vectorial de dimensión 𝑛 y sean | · |1 y | · |2 dos normas de Finsler
en 𝐸 . Entonces, existen constantes positivas 𝐶1 y 𝐶2 de forma tal que

𝐶1 |𝑋 |2 ≤ |𝑋 |1 ≤ 𝐶2 |𝑋 |2 ∀𝑋 ∈ 𝐸,

es decir, todas las normas de Finsler son equivalentes.

11



12 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Demostración. Sean 𝐵 = {𝐸1, 𝐸2, · · · , 𝐸𝑛} una base de 𝐸 y 𝑋 ∈ 𝐸 , escribimos 𝑋 =
𝑛∑

𝑘=1
𝜆𝑘𝐸𝑘 y consi-

deramos la norma dada por | |𝑋 | | = máx𝑘 |𝜆𝑘 |. Notamos que las desigualdades del enunciado definen una
relación de equivalencia en las normas de Finsler de 𝐸 , luego basta probar que toda norma de Finsler | · |
es equivalente a la norma ∥ · ∥ previamente definida. Comenzamos notando que la segunda desigualdad es
consecuencia de elegir 𝐶2 =

∑𝑛
𝑘=1 máx{|𝐸𝑘 |, | − 𝐸𝑘 |} y aplicar la desigualdad triangular:

|𝑋 | ≤
𝑛∑︁

𝑘=1
|𝜆𝑘𝐸𝑘 | =

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝜆𝑘 | |sg(𝜆𝑘)𝐸𝑘 | ≤
𝑛∑︁

𝑘=1
∥𝑋 ∥|sg(𝜆𝑘)𝐸𝑘 | =

(
𝑛∑︁

𝑘=1
|sg(𝜆𝑘)𝐸𝑘 |

)
∥𝑋 ∥

≤
(

𝑛∑︁
𝑘=1

máx{|𝐸𝑘 |, | − 𝐸𝑘 |}
)
∥𝑋 ∥ = 𝐶2 | |𝑋 | |.

Para probar la otra desigualdad, sea 𝐾 = {𝑋 ∈ 𝐸 : | |𝑋 | | = 1}, como 𝐸 es de dimensión finita 𝐾 resulta
compacto en (𝐸, | | · | |). Consideramos la función | · | : 𝐾 −→ R y notamos que si 𝑋,𝑌 ∈ 𝐸 tenemos
que |𝑋 | − |𝑌 | ≤ |𝑋 − 𝑌 | ≤ 𝐶2 | |𝑋 − 𝑌 | |, análogamente |𝑌 | − |𝑋 | ≤ 𝐶2 | |𝑌 − 𝑋 | | = 𝐶2 | |𝑋 − 𝑌 | | y entonces
| |𝑋 | − |𝑌 | | ≤ 𝐶2 | |𝑋 −𝑌 | |. Esto implica que la norma | · | es continua sobre 𝐾 , y en tal caso alcanza un mı́nimo
que llamaremos 𝐶1. Si 𝑋 ∈ 𝐸 , entonces 𝑋 = 0 ó 𝑋

| |𝑋 | | ∈ 𝐾 . Si 𝑋 = 0 no hay nada que probar, caso contrario,
tenemos que | 𝑋

| |𝑋 | | | ≥ 𝐶1 de donde se sigue que |𝑋 | ≥ 𝐶1 | |𝑋 | |, lo cual finaliza la demostración. □

Observación 2.1.4. Las desigualdades de la proposición previa nos dicen que la noción de convergencia
dada por

𝑋𝑘 −→ 𝑋 ⇔ |𝑋𝑘 − 𝑋 | −→ 0,

define la topologı́a usual de 𝐸 . Además, si bien |𝑋𝑘 − 𝑋 | podrı́a no coincidir con |𝑋 − 𝑋𝑘 |, el hecho de que
una converja a cero cuando 𝑘 tiende a infinito implica el hecho de que la otra lo haga, ya que

|𝑋𝑘 − 𝑋 | ≤ 𝐶∥𝑋𝑘 − 𝑋 ∥ = 𝐶∥𝑋 − 𝑋𝑘 ∥ ≤ 𝐶′ |𝑋 − 𝑋𝑘 |,

donde ∥ · ∥ es alguna norma en 𝐸 y 𝐶,𝐶′ son ciertas constantes positivas.

Observación 2.1.5 (Homogeneizando una norma de Finsler). Si consideramos |𝑋 |− := | − 𝑋 |, lo recién
observado es consecuencia de que | · |− es una norma de Finsler si | · | lo es. Mas aún, define la misma norma
que | · | si y solo si es una norma en el sentido usual. Por otro lado, es fácil de ver que si | · | es una norma
de Finsler entonces | |𝑋 | | := |𝑋 | + |𝑋 |− define una norma completamente homogénea.

Observación 2.1.6. Dadas | · |1 y | · |2, dos normas de Finsler en 𝐸 , tenemos que

1/𝑅 |𝑋 |1 ≤ |𝑋 |2 ≤ 1/𝑟 |𝑋 |1 ∀𝑋 ∈ 𝐸,

donde 𝑟 es el radio de la mayor bola en la norma | · |1 que podemos meter adentro de la bola unitaria de la
norma | · |2 y 𝑅 es el menor radio de la bola en la norma | · |2 que contiene a la bola unitaria de la norma | · |1.

Definición 2.1.7 (Balanceado/simétrico). Si 𝐾 ⊆ 𝐸 es un subconjunto, vamos a decir que es balanceado si
𝑥 ∈ 𝐾 implica que −𝑥 ∈ 𝐾 . Por otro lado si 𝐸 = R𝑛, diremos que el conjunto es simétrico si es cerrado bajo
permutaciones de coordenadas. Diremos también que una norma es balanceada (resp. simétrica) si su bola
unitaria es balanceada (resp. simétrica).
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Observación 2.1.8. Sea 𝐵𝑟 = {𝑋 ∈ 𝐸 : |𝑋 | < 𝑟} la bola de radio 𝑟 centrada en 0 ∈ 𝐸 , claramente 𝐵𝑟 = 𝑟𝐵1

y 𝐵𝑟 es un abierto y convexo alrededor de 0 ∈ 𝐸 . Recı́procamente, si 𝐵 es un conjunto abierto y convexo
alrededor de 0 ∈ 𝐸 , su funcional de Minkowski dado por

𝜌𝐵 (𝑋) = ı́nf{𝑟 > 0 : 𝑋 ∈ 𝑟𝐵}

es subaditivo y positivamente homogéneo. Si además pedimos que 𝐵 no contenga semirrectas por el origen
tendremos que 𝜌𝐵 es una norma de Finsler (cumple 𝜌𝐵 (𝑥) = 0 si y solo si 𝑥 = 0) y 𝐵 resulta su bola unitaria.

Notamos que no estamos pidiendo que el conjunto sea balanceado, esta es la razón por la cual la cual
obtenemos una norma de Finsler en lugar de una norma usual al utilizar el funcional de Minkowski.

Un ejemplo que utilizaremos de forma repetida en R2 es el que llamaremos “tostada”, que será el borde
de la bola unitaria de norma de Finsler definida como | (𝑥, 𝑦) | = ∥(𝑥, 𝑦)∥1 = |𝑥 | + |𝑦 | para (𝑥, 𝑦) fuera del
primer cuadrante y | (𝑥, 𝑦) | = 𝑥2+𝑦2

𝑥+𝑦 para (𝑥, 𝑦) en el primer cuadrante. Dado que el interior de la tostada es
un conjunto simétrico pero no balanceado, la norma que obtenemos al considerar el funcional de Minkowski
no va a ser completamente homogénea pero si va a ser simétrica. Gráficamente se ve de la siguiente forma:

Figura 2.1: Tostada.

Proposición 2.1.9. Sea 𝐸 un espacio vectorial de dimensión finita con norma de Finsler | · | y sea 𝐸 ′ su
espacio dual.

(1) La aplicación dada por | |𝜑 | | = máx{𝜑(𝑋) : |𝑋 | ≤ 1} define una norma de Finsler en 𝐸 ′.

(2) Dado 𝑋 ∈ 𝐸 , existe al menos un funcional 𝜑 ∈ 𝐸 ′ que verifica 𝜑(𝑋) = |𝑋 | y | |𝜑 | | = 1. Diremos que
los funcionales con esta propiedad realizan la norma de 𝑋 . En caso de que exista un único funcional
que realiza la norma de 𝑋 lo notaremos 𝜑𝑋.

Demostración. (1) El número | |𝜑| | está bien definido por la compacidad de la bola de 𝐸 en la norma
de Finsler, que es consecuencia de la Proposición 2.1.3 dado que estamos trabajando en un espacio
vectorial de dimensión finita. La aplicación es subaditiva y positivamente homogénea por propiedades
del máximo. El número ∥𝜑∥ va a ser siempre mayor igual a cero, dado que siempre va a existir un
𝑋 ∈ 𝐸 con |𝑋 | ≤ 1 para el cual 𝜑(𝑋) > 0, esto se debe a que si 𝜑(𝑋) < 0 para algún 𝑋 de norma
menor o igual a 1, entonces 𝜑(−𝜆𝑋) > 0 para todo 𝜆 > 0 y podemos elegir 𝜆 de forma que |−𝜆𝑋 | ≤ 1.
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Solo nos resta ver que es no degenerada, para eso supongamos que | |𝜑| | = 0, en tal caso 𝜑(𝑋) ≤ 0
para todo |𝑋 | ≤ 1. Recordamos que previamente observamos que todas las normas de Finsler son
equivalentes (Proposición 2.1.3), sea ∥ · ∥ una norma usual en 𝐸 y 𝑟 > 0 de forma tal que 𝜑(𝑋) ≤ 0
para todo 𝑋 con | |𝑋 | | ≤ 𝑟 . Ahora si tenemos un elemento 𝑋 con | |𝑋 | | ≤ 𝑟 y 𝜑(𝑋) < 0 entonces
| | − 𝑋 | | ≤ 𝑟 y 𝜑(−𝑋) = −𝜑(𝑋) > 0 lo cual es absurdo. Debe ser entonces 𝜑(𝑋) = 0 para todo 𝑋 con
| |𝑋 | | ≤ 𝑟 y en tal caso 𝜑 = 0.

(2) Este último enunciado es consecuencia del Teorema de Hahn-Banach. Ver por ejemplo el libro de
Rudin [61, Teorema 3.2] y sus corolarios.

□

Observación 2.1.10 (Funcionales que realizan la norma). Como vimos en la anterior proposición, dado un
elemento no nulo 𝑋 en un espacio normado de Finsler (𝐸, | · |), existe al menos un funcional 𝜑 de norma
1 que cumple 𝜑(𝑋) = |𝑋 |. Estos funcionales se suelen llamar “norming functionals”, dado que no hay una
traducción perfecta al español, hemos optado por llamarlos “funcionales que realizan la norma”. Siempre
que los mencionemos de esa forma vamos a estar asumiendo que tienen norma 1.

Sea 𝐵1 la bola cerrada de la norma. Notamos que al ser un conjunto compacto y convexo, por el Teorema
de Krein-Milman, es la cápsula convexa de sus puntos extremales. Recordamos además que 𝑋 ∈ 𝐾 ⊆ 𝐸 es
extremal en el sentido usual si no pertenece al interior de ningún segmento que une dos puntos distintos del
conjunto convexo 𝐾 .

Definición 2.1.11. (Puntos extremales, caras, el cono generado por una cara y funcionales que exponen un
elemento).

(1) Decimos que 𝑋 ∈ 𝐸 no nulo es extremal si 𝑋/|𝑋 | es un punto extremal de 𝐵1 en el sentido usual.
Notamos que una norma es estrictamente convexa si y solo si la bola de radio 1 de dicha norma es
estrictamente convexa, Esto último sucede si y solo si todos los vectores no nulos son extremales.

(2) Una cara 𝐹 de la bola 𝐵𝑟 del espacio normado (𝐸, | · |) es la intersección de una bola cerrada 𝐵𝑟 con
el hiperplano determinado por un funcional de norma 1. Es decir, si 𝜑 ∈ 𝐸 ′, ∥𝜑∥ = 1, dicha cara es
el conjunto

𝐹𝜑 (𝑟) = 𝐵𝑟 ∩ {𝑋 ∈ 𝐸 : 𝜑(𝑋) = 𝑟}.

En general vamos a omitir el numero 𝑟 y 𝐹𝜑 va a hacer referencia a la cara que contiene cierto vector
𝑋 , en tal caso 𝑟 = |𝑋 |. Esta es la definición de cara que vamos a usar en este trabajo, algunos autores
llaman a este concepto cara expuesta. Decimos que la cara es maximal si 𝜑 es un punto extremal del
espacio dual.

(3) El cono generado por la cara 𝐹𝜑 es 𝐶𝜑 = R+𝐹𝜑 . Este cono consiste exactamente de los 𝑋 ∈ 𝐸 tales
que 𝜑(𝑋) = |𝑋 | para este funcional unitario 𝜑. Notamos que si 𝜑 realiza la norma de un elemento,
entonces realiza la norma de toda la semirrecta generada por el mismo, dado que para 𝜆 > 0 vale que
𝜑(𝜆𝑋) = 𝜆𝜑(𝑋) = 𝜆 |𝑋 | = |𝜆𝑋 |.

(4) Decimos que un funcional 𝜑 expone a un elemento 𝑋 ≠ 0 si 𝐹𝜑 = {𝑋}. Notamos que la norma va a
ser estrictamente convexa si todo punto es expuesto por un único funcional que realiza la norma.
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A continuación vamos a detallar como pensamos a los funcionales a nivel gráfico, esto si bien es algo
evidente, ayuda mucho a la lectura y a los razonamientos que se desarrollan a lo largo de este trabajo.

Dado 𝜑 un funcional de norma 1, si consideramos el hiperplano dado por ker(𝜑) y miramos sus
traslaciones obtendremos las curvas de nivel 𝜑 = 𝑘 para cada 𝑘 ∈ R.

Figura 2.2: Un funcional sobre la tostada

En la Figura 2.2 de la bola unitaria de la tostada, podemos observar en rojo el núcleo del funcional 𝜑
mientras que en verde y en azul tendremos otras curvas de nivel. Supongamos primero que no sabemos que
curvas de nivel son. Si miramos la primer curva de nivel a la izquierda de 𝜑 = 0 notamos que corta de forma
trasversal al borde de la bola, observando los puntos marcados como 𝑉 y 𝑊 tendremos que 𝜑(𝑉) = 𝜑(𝑊),
|𝑉 | = 1 y |𝑊 | < 1, este funcional no puede estar realizando la norma de 𝑉 ya que en dicho caso tendrı́amos
que |𝑉 | = 𝜑(𝑉) = 𝜑(𝑊) ≤ |𝑊 | < 1. De hecho, esto nos dice que la curva de nivel corresponde a un valor
𝑘 < 1, en este caso es 𝑘 = 1

2 .
Por otro lado, si miramos la curva verde que está mas a la izquierda, tendremos que debe ser una curva

de nivel con 𝑘 > 1, pues sino habrı́a un elemento 𝑅 con |𝑅 | > 1 y 𝜑(𝑅) ≤ 1.
Por último, la curva de nivel marcada en azul, debe ser 𝜑 = 1, ya que sino llegarı́amos a alguna de las

contradicciones mencionadas previamente y luego 𝜑 realiza la norma de (−1, 0).

Observación 2.1.12. Razonando en forma mas general pero con las mismas cuentas, si (𝐸, | · |) es un espacio
normado de Finsler y 𝜑 es un funcional de norma 1, consideramos el hiperplano {𝜑 = 1}. El funcional 𝜑 va
a realizar la norma de los elementos de la bola unitaria que interseca al hiperplano si y solo si la bola unitaria
de la norma queda de un solo lado de los semiespacios definidos por el hiperplano, más especı́ficamente si
sucede que 𝐵1 ⊆ {𝑋 ∈ 𝐸 : 𝜑(𝑋) ≤ 1} ó 𝐵1 ⊆ {𝑋 ∈ 𝐸 : 𝜑(𝑋) ≥ 1}.

Observación 2.1.13. Toda cara está contenida en una cara maximal: dado que la bola cerrada del dual es un
convexo compacto, por el Teorema de Krein-Milman, existen funcionales extremales {𝜑𝑖}𝑖=1,...,𝑛 de norma
1, o sea puntos extremales de la bola dual, tal que 𝜑 es una combinación convexa de los mismos

𝜑 =
∑︁
𝑖

𝜆𝑖𝜑𝑖 , 𝜆𝑖 ≥ 0,
∑︁
𝑖

𝜆𝑖 = 1.
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Es claro que si 𝜑(𝑋) = |𝑋 | entonces 𝜑𝑖 (𝑋) = |𝑋 | para todo 𝑖. Luego si 𝑋 ∈ 𝐹𝜑 , tiene que ser 𝑋 ∈ 𝐹𝜑𝑖
para

todo 𝑖. Mas aún, 𝐹𝜑 es la intersección de todas las caras maximales que lo contienen.

Lema 2.1.14. Sean (𝐸, | · |) un espacio normado de Finsler y 𝑋,𝑉1, . . . 𝑉𝑛 ∈ 𝐸 .
(1) La norma es estrictamente convexa si y solo si todas las caras son singletons, lo cual es equivalente

a que para cada elemento no nulo exista un único funcional que realiza su norma. En tal caso, si
𝜑𝑋 (𝑍) = |𝑍 | entonces 𝑍 = 𝜆𝑋 con 𝜆 = |𝑍 |/|𝑋 |.

(2) |𝑉1 + · · · + 𝑉𝑛 | = |𝑉1 | + · · · + |𝑉𝑛 | si y solo si 𝑉1, . . . , 𝑉𝑛 pertenecen al cono generado por una cierta
cara. En tal caso, todos los 𝑉𝑖 pertenecen a la intersección de los conos generados por todas las caras
que contienen a

∑
𝑖

𝑉𝑖 .

(3) Si ∩𝜑𝐶𝜑 = {𝑋 + 𝑌 } (donde la intersección la hacemos sobre todas las 𝜑 que realizan la norma de
𝑋 + 𝑌 ) y además |𝑋 + 𝑌 | = |𝑋 | + |𝑌 |, entonces |𝑌 |𝑋 = |𝑋 |𝑌 .

Demostración. Para ver (1) supongamos primero que la norma es estrictamente convexa y 𝐹𝜑 una cara. Si
0 ≠ 𝑋,𝑌 ∈ 𝐹𝜑 entonces 𝜑(𝑋) = |𝑋 | = |𝑌 | = 𝜑(𝑌 ) y luego

|𝑋 + 𝑌 | ≥ 𝜑(𝑋 + 𝑌 ) = 𝜑(𝑋) + 𝜑(𝑌 ) = |𝑋 | + |𝑌 | ≥ |𝑋 + 𝑌 |,

de donde se sigue que |𝑋 +𝑌 | = |𝑋 | + |𝑌 | lo cual implica que𝑌 = 𝑐𝑋 para cierta constante 𝑐 > 0 y aplicando
𝜑 a ambos lados obtenemos que 𝑋 = 𝑌 , luego 𝐹𝜑 es un singleton. Por otro lado, suponiendo que toda cara
es un singleton, supongamos que existen 𝑋,𝑌 no nulos de forma tal que

|𝑋 + 𝑌 | = |𝑋 | + |𝑌 |,

podemos considerar 𝜑 el único funcional que realiza la norma de 𝑋 + 𝑌 entonces

|𝑋 | + |𝑌 | = |𝑋 + 𝑌 | = 𝜑(𝑋 + 𝑌 ) = 𝜑(𝑋) + 𝜑(𝑌 ) ≤ |𝑋 | + |𝑌 |,

concluyéndose que 𝜑(𝑋) + 𝜑(𝑌 ) = |𝑋 | + |𝑌 | y esto solo puede suceder si 𝜑(𝑋) = |𝑋 | y 𝜑(𝑌 ) = |𝑌 |. Esto nos
dice que un múltiplo positivo de 𝑋 pertenece a 𝐹𝜑 y lo mismo para 𝑌 , como 𝐹𝜑 es un singleton, concluimos
que existe 𝑐 > 0 de forma tal que 𝑌 = 𝑐𝑋 y luego la norma es estrictamente convexa.

Para ver (2) tenemos que hacer una cuenta muy similar pero con 𝑛 elementos. Supongamos primero que
𝑉1, 𝑉2, · · · , 𝑉𝑛 están en el mismo cono 𝐶𝜑 , luego 𝜑 realiza la norma de todos estos elementos y entonces

|𝑉1 | + · · · + |𝑉𝑛 | ≥ |𝑉1 + · · · +𝑉𝑛 | ≥ 𝜑(𝑉1 + · · · +𝑉𝑛) = |𝑉1 | + · · · + |𝑉𝑛 |,

de donde se deduce la igualdad buscada.
Recı́procamente supongamos que |𝑉1 + · · · + 𝑉𝑛 | = |𝑉1 | + · · · + |𝑉𝑛 |, y sea 𝜑 un funcional que realiza la

norma de la suma, es decir, 𝜑(∑𝑖 𝑉𝑖) = |∑𝑖 𝑉𝑖 | entonces

|
∑︁
𝑖

𝑉𝑖 | = 𝜑(
∑︁
𝑖

𝑉𝑖) =
∑︁
𝑖

𝜑(𝑉𝑖) ≤
∑︁
𝑖

|𝑉𝑖 | = |
∑︁
𝑖

𝑉𝑖 |,

como 𝜑(𝑉𝑖) ≤ |𝑉𝑖 | para todo 𝑖. Nuevamente tenemos que debe ser 𝜑(𝑉𝑖) = |𝑉𝑖 | para cada 𝑖, lo cual finaliza
la demostración de (2).
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Para ver (3), usamos que si 𝜑 realiza la norma de 𝑋 + 𝑌 y |𝑋 + 𝑌 | = |𝑋 | + |𝑌 | entonces 𝜑 realiza la
norma de 𝑋 y de 𝑌 , lo cual probamos en (1). Se sigue entonces que 𝛼𝑋, 𝛽𝑌 ∈ ∩𝜑𝐶𝜑 = {𝑋 +𝑌 } para ciertos
𝛼, 𝛽 > 0 luego por (1) tenemos que 𝑋 = |𝑋 | 𝑋+𝑌

|𝑋+𝑌 | e 𝑌 = |𝑌 | 𝑋+𝑌
|𝑋+𝑌 | y entonces |𝑌 |𝑋 = |𝑋 |𝑌 lo cual finaliza la

demostración.
□

Ejemplos 2.1.15. Tenemos muchos ejemplos de normas de Finsler: cualquier norma usual es en particular
de Finsler y por la Observación 2.1.8 podemos construir ejemplos que sean normas en el sentido usual y
otros que no lo sean, eligiendo convexos balanceados o no balanceados alrededor del cero como se indica
en dicha observación. Vamos a construir dos ejemplos concretos (uno es el de la tostada, con el cual ya
trabajamos) que nos van a servir mas adelante.

(1) La Elipse Rotada: consideramos la elipse rotada en el plano dada por

1
𝑎2 (𝑥 + 𝑦)

2 + 1
𝑏2 (𝑥 − 𝑦)

2 = 1.

Figura 2.3: Elipse Rotada.

El interior de esta elipse en un cuerpo balanceado con borde suave y estrictamente convexo. Por la Obser-
vación 2.1.8, es la bola de cierta norma de Finsler en R2. El funcional de Mikowski para este cuerpo está
dado por

𝐹 (𝑥, 𝑦) =
√︂

1
𝑎2 (𝑥 + 𝑦)

2 + 1
𝑏2 (𝑥 − 𝑦)

2,

que es efectivamente una norma enR2. En la Figura 2.3 podemos observar que, por ser la norma estrictamente
convexa, existe en cada punto un único funcional que realiza la norma. En este caso todas las caras son
maximales y contienen un solo punto.
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(2) La Tostada: consideramos el segmento lineal 𝑦 = 𝑥 + 1, que une los puntos (−1, 0) y (0, 1), el segmento
𝑦 = 𝑥 −1 uniendo (0,−1) y (1, 0), y por último el segmento 𝑦 = −𝑥 −1 que une (−1, 0) y (0,−1). Cerramos
esta caja con un arco de circunferencia

(𝑥 − 1
2
)2 + (𝑦 − 1

2
)2 =

1
2
,

que une los puntos (1, 0) y (0, 1). La región encerrada por estas curvas es un cuerpo simétrico y convexo en
R2 con forma de tostada. La fórmula para la norma de un vector está dada por

| (𝑥, 𝑦) | = |𝑥 | + |𝑦 |.

si (𝑥, 𝑦) pertenece al segundo, tercer o cuarto cuadrante.

Por otro lado, si 𝑥, 𝑦 ≥ 0, podemos describir los puntos de la bola como los puntos que cumplen 𝑥2+𝑦2 = 𝑥+𝑦.
Luego en el primer cuadrante la norma de Finsler está dada por

| (𝑥, 𝑦) | = 𝑥2 + 𝑦2

𝑥 + 𝑦 .

Gráficamente es la Figura 2.1. Vamos a agregar un gráfico indicando el comportamiento de los funcionales
en los distintos puntos:

Figura 2.4: Tostada con funcionales.

Notamos en la Figura 2.4 que el funcional 𝜑 realiza la norma de los puntos 𝑃,𝑄, 𝑅, pero el comportamiento
es muy distinto en cada uno de esos puntos. En 𝑄 y 𝑅, resulta ser el único funcional que realiza la norma,
siendo 𝑅 un punto que es una cara extremal mientras que 𝑄 es un punto que pertenece a una cara extremal
más grande. Por otra parte en el punto 𝑃 vemos que 𝜑 también realiza la norma y de hecho todos los
funcionales 𝜉𝑖 cuyos núcleos trasladados están representados en verde realizan la norma. Se puede observar
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además que {𝑃} es una cara que es la intersección de las caras dadas por 𝜑 y 𝜓 que son justamente las
maximales que contienen {𝑃}. En el punto 𝑆, por ser la norma estrictamente convexa en un entorno del
mismo, tenemos que el comportamiento es idéntico al del ejemplo anterior.

Por otro lado notamos que el punto 𝑅 si bien es extremal, no posee ningún funcional que lo expone, es
decir no hay un funcional que realice la norma cuya cara contenga sólo el punto 𝑅. Si recordamos que
antes mencionamos que una norma era estrictamente convexa si y solo si todos los puntos de la bola son
extremales si y solo si es suave en todo punto si y solo si todos los puntos de la bola son expuestos por algún
funcional (que resulta único). Este ejemplo nos muestra que en el caso no estrictamente convexo, pueden
haber puntos extremales donde la norma es suave, pero puede que no sean expuestos por un funcional.

Observación 2.1.16. Dado 𝐸 un espacio vectorial real de dimensión 𝑛 y una base 𝐵 = {𝐸1, 𝐸2, · · · , 𝐸𝑛},
tenemos un único producto interno (·|·) que hace de esta base una base ortonormal. A su vez, este producto
interno nos da una isomorfismo lineal con 𝐸 ′ a partir de asignar a cada 𝑉 ∈ 𝐸 el funcional 𝜑𝑉 (𝑋) = (𝑉 |𝑋).

Definición 2.1.17 (Norma dual). La dualidad de la observación previa nos permite definir la norma dual de
𝑉 ∈ 𝐸 como

|𝑉 |′ = máx{(𝑉 |𝑋) : |𝑋 | ≤ 1},

donde (·|·) es un producto interno en 𝐸 . Notamos que la norma claramente depende del producto interno
elegido.

Proposición 2.1.18. La norma dual definida previamente, es efectivamente una norma de Finsler en 𝐸 .
Además, dado 𝑉 ∈ 𝐸 y 𝜑𝑉 el funcional definido por 𝑉 , tenemos que ∥𝜑𝑉 ∥ = |𝑉 |′.

Demostración. Sea 𝑉 ≠ 0, notamos que que |𝑉 |′ ≥ (𝑉 | 𝑉
|𝑉 | ) =

(𝑉 |𝑉 )
|𝑉 | > 0, y si |𝑉 |′ = 0 entonces (𝑉 |𝑉) = 0,

con lo cual 𝑉 = 0. Dados 𝑉,𝑊 ∈ 𝐸 y 𝜆 > 0

|𝑉 +𝑊 |′ = máx{(𝑉 +𝑊 |𝑋) : |𝑋 | ≤ 1} = máx{(𝑉 |𝑋) + (𝑊 |𝑋) : |𝑋 | ≤ 1}
≤ máx{(𝑉 |𝑋) : |𝑋 | ≤ 1} + máx{(𝑊 |𝑋) : |𝑋 | ≤ 1}
= |𝑉 |′ + |𝑊 |′.

Por otro lado

|𝜆𝑉 |′ = máx{(𝜆𝑉 |𝑋) : |𝑋 | ≤ 1} = máx{𝜆(𝑉 |𝑋) : |𝑋 | ≤ 1} = 𝜆máx{(𝑉 |𝑋) : |𝑋 | ≤ 1} = 𝜆 |𝑉 |′,

lo cual prueba que la definición previa corresponde a una norma de Finsler.
Si 𝜑(𝑋) = (𝑉 |𝑋), entonces ∥𝜑∥ = máx{𝜑(𝑋) : |𝑋 | ≤ 1} = máx{(𝑉 |𝑋) : |𝑋 | ≤ 1} = |𝑉 |′. □

Observación 2.1.19. Si bien en la proposición previa demostramos que la norma dual es una norma viendo
las propiedades que cumple, esto también puede ser probado a partir de la igualdad ∥𝜑𝑉 ∥ = |𝑉 |′ y el
isomorfismo lineal entre 𝐸 y 𝐸 ′ que nos da la representación de Riesz.
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2.2. Normas de Finsler Ad-invariantes en 𝔲n

En esta sección nos centraremos en un caso mas concreto, vamos a estudiar normas de Finsler en el
espacio vectorial real de matrices antihermitianas. Los resultados originales publicados en [47] de esta
sección están en la Proposición 2.2.21.

Comenzamos introduciendo algunas notaciones. Llamaremos Un al grupo de matrices unitarias

Un = U(𝑛,C) = {𝑈 ∈ 𝑀𝑛 (C) : 𝑈−1 = 𝑈∗}.

Notaremos como 𝔲n a su álgebra de Lie, la cual, la cual está formada por el conjunto de matrices antiher-
mitianas de 𝑛 × 𝑛.

Definición 2.2.1. Una norma de Finsler | · | definida en 𝑀𝑛 (C) se dice débilmente invariante si cumple que
|𝑈𝑋𝑈∗ | = |𝑋 | para todo 𝑋 ∈ 𝑀𝑛 (C) y 𝑈 ∈ Un y se dice fuertemente invariante si |𝑈𝑋𝑉 | = |𝑋 | para todo
𝑋 ∈ 𝑀𝑛 (C) y𝑈,𝑉 ∈ Un.

Definición 2.2.2. Definimos para 𝑈 ∈ Un, la aplicación Ad𝑈 : 𝔲n −→ 𝔲n como Ad𝑈 (𝑋) = 𝑈𝑋𝑈∗. Por
otro lado para 𝑋 ∈ 𝔲n definimos ad𝑋 : 𝔲n −→ 𝔲n como ad𝑋 (𝑌 ) = [𝑋,𝑌 ] = 𝑋𝑌 − 𝑌𝑋 .

Definición 2.2.3. Una norma de Finsler | · | en 𝔲n se dice Ad-invariante si | Ad𝑈 (𝑋) | = |𝑈𝑋𝑈∗ | = |𝑋 | para
todo 𝑋 ∈ 𝔲n y todo𝑈 ∈ Un. Notamos que la noción de norma de Finsler Ad-invariante se corresponde con
la de débilmente invariante (definida previamente en 𝑀𝑛 (C)) cuando la pensamos en 𝔲n.

Observación 2.2.4. Dado 𝑋 ∈ 𝔲n sabemos que se puede escribir como 𝑋 = 𝑈𝐷𝑈∗ con 𝑈 ∈ Un y 𝐷 ∈ 𝔲n

diagonal. Conjugando por matrices unitarias podemos permutar los elementos de la diagonal de 𝐷 sin
salirnos de la orbita de 𝑋 bajo esta acción. Esta propiedad es sencilla pero fundamental en todo lo que
respecta a normas de Finsler Ad-invariantes ya que nos va a dar la intuición geométrica de la simetrı́a que
tienen las bolas de estas norma. Además, nos dice que una norma de Finsler en 𝔲n aplicada a una matriz va
a depender en definitiva de los autovalores de la misma.

Observación 2.2.5. Para 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛 (C) la aplicación bilineal dada por

(𝐴|𝐵) := Tr(𝐴𝐵∗)

define un producto interno real, conocido como el producto interno de Hilbert-Schmidt. La norma de
Frobenius | | · | |𝐹 es la inducida por este producto interno. Por la ciclicidad de la traza, resulta que

| |𝑈𝑋𝑈∗ | |2𝐹 = (𝑈𝑋𝑈∗ |𝑈𝑋𝑈∗) = Tr(𝑈𝑋𝑈∗𝑈𝑋∗𝑈∗) = Tr(𝑈𝑋𝑋∗𝑈∗) = Tr(𝑋𝑋∗) = | |𝑋 | |2𝐹 ,

luego | |𝑈𝑋𝑈∗ | |𝐹 = | |𝑋 | |𝐹 para todo 𝑋 ∈ 𝔲n y todo 𝑈 ∈ Un, es decir, es una norma Ad-invariante. Mas
aún, como veremos al final de la siguiente sección, es esencialmente la única norma Ad-invariante en 𝔲n

inducida por un producto interno.

Observación 2.2.6. Si consideramos el producto interno de Frobenius, una base de 𝔲n para la cual este
producto interno es ortonormal (ver Observación 2.1.16) es la siguiente:

𝐵 = {𝐸𝑘𝑘 ,
1
2
(
𝐸𝑙,𝑚 − 𝐸𝑚,𝑙

)
, 𝑖2

(
𝐸𝑙,𝑚 + 𝐸𝑚,𝑙

)
}
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donde la notación es la usual de las matrices canónicas con 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 y 1 ≤ 𝑙 < 𝑚 ≤ 1. Usaremos
recurrentemente este producto interno y cuando hablemos de norma dual (ver 2.1.18), lo utilizaremos para
definirla. Por otro lado, contando los elementos de la base en cuestión, la dimensión real de 𝔲n es

𝑑𝑖𝑚R(𝔲n) = 2
𝑛(𝑛 − 1)

2
+ 𝑛 = 𝑛2 − 𝑛 + 𝑛 = 𝑛2.

Proposición 2.2.7 (Dualidad de la traza). Sea 𝔲n
′ el dual de 𝔲n entonces:

Para cada 𝑉 ∈ 𝔲n el elemento 𝜑𝑉 dado por 𝜑𝑉 (𝑋) = (𝑉 |𝑋) = Tr(𝑉𝑋∗) = −Tr(𝑉𝑋) define un elemento
en 𝔲n

′. Además dado 𝜑 ∈ 𝔲n
′, existe un único 𝑉 ∈ 𝔲n que verifica 𝜑𝑉 = 𝜑.

Demostración. Este resultado es una consecuencia directa de la Proposición 2.1.18 y la Observación
2.1.16. □

Observación 2.2.8 (Ciclicidad de la traza). Sean 𝑋,𝑌,𝑉 ∈ 𝔲n entonces tenemos que

(𝑉 | [𝑋,𝑌 ]) = −Tr(𝑉 [𝑋,𝑌 ]) = −Tr(𝑉𝑋𝑌 −𝑉𝑌𝑋) = −Tr(𝑋𝑌𝑉 − 𝑋𝑉𝑌 )
= −Tr(𝑋 (𝑌𝑉 −𝑉𝑌 )) = −Tr(𝑌𝑉𝑋 − 𝑌𝑋𝑉) = −Tr(𝑌 (𝑉𝑋 − 𝑋𝑉))

de donde se siguen las identidades

(𝑉 | [𝑋,𝑌 ]) = (𝑋 | [𝑌,𝑉]) = (𝑌 | [𝑉, 𝑋]).

Estas identidades tambien pueden ser escritas como (𝑉 | ad𝑋 (𝑌 )) = −(ad𝑋 (𝑉) |𝑌 ) = (ad𝑌 (𝑉) | 𝑋). Luego, la
aplicación ad𝑋 cumple (ad𝑋)∗ = − ad𝑋, donde la adjunta es respecto al producto interno de Hilbert-Schmidt.

Ejemplo 2.2.9. A continuación enumeramos una lista de normas Ad-invariantes en 𝔲n.

(1) ∥𝑋 ∥1 = Tr |𝑋 | (norma de la traza).

(2) ∥𝑋 ∥∞ = máx{|𝜆 | : 𝜆 ∈ 𝜎(𝑋)} (norma espectral).

(3) For 1 < 𝑝 < ∞, ∥𝑋 ∥ 𝑝 = (Tr |𝑋 |𝑝)
1
𝑝 (normas 𝑝).

(4) ∥𝑋 ∥ (𝑘 ) =
∑

1≤𝑖≤𝑘
|𝜆𝑖 |, donde 𝜆𝑖 son los autovalores de 𝑋 ordenados en forma decreciente (normas

Ky-Fan).

(5) ∥𝑋 ∥𝐶 = máx{| Tr(𝐶𝑈∗𝑋𝑈) | : 𝑈 ∈ Un} para 𝐶 ∈ 𝑀𝑛 (C) una matriz no escalar de traza no nula
(normas 𝐶).

Tenemos que ∥ · ∥ (1) = ∥ · ∥∞, ∥ · ∥ (𝑛) = ∥ · ∥1, y ∥𝑋 ∥2 = ∥𝑋 ∥𝐹 (la norma Frobenius). Todos estos ejemplos
son de hecho normas (completamente homogéneas) y todas salvo la última son fuertemente invariantes; una
buena referencia sobre el tema es el libro de Bhatia [15, Capı́tulo IV]. De hecho, la demostración detallada
de que ∥ · ∥𝐶 es una norma puede ser encontrada en [15, Proposición IV.4.4]. Es fácil de probar que si
𝐶 es una proyección unidimensional entonces la norma 𝐶 es el radio numérico, en nuestro caso la norma
espectral.
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Observación 2.2.10. Notamos que, por la Observación 2.1.8, podemos identificar un cuerpo 𝐵 convexo y
abierto alrededor de 0 ∈ 𝔲n que no contiene semirectas por el origen con una norma de Finsler en 𝔲n y
viceversa. Si al cuerpo además le pedimos que sea Ad-invariante, es decir, que si 𝑋 ∈ 𝐵 entonces𝑈𝑋𝑈∗ ∈ 𝐵
para todo 𝑈 ∈ Un, entonces usando la misma identificación podemos construir una norma de Finsler Ad-
invariante en 𝔲n de forma que su bola unitaria sea 𝐵. De hecho toda norma de Finsler Ad-invariante se
obtiene unı́vocamente de esta forma, al considerar 𝐵 = {𝑋 ∈ 𝔲n : |𝑋 | < 1}.

A continuación vamos a construir una familia de normas llamadas normas orbitales que van a jugar un
rol muy importante dentro de la teorı́a de normas de Finsler Ad-invariantes.

Definición 2.2.11. Llamamos 𝑆𝑈𝑛 al grupo de matrices unitarias de 𝑛×𝑛 con determinante 1. Identificamos
su álgebra de Lie con la subálgebra de 𝔲n formada por las matrices de traza cero que notaremos 𝔰𝔲n. Dada
𝐶 ∈ 𝔰𝔲n no nula, definimos la norma orbital asociada a 𝐶 como

|𝑋 |𝒪𝐶
= máx{(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) : 𝑈 ∈ Un} + | Tr(𝑋) |,

con 𝑋 ∈ 𝔲n. Notamos además que el término de la traza está para que efectivamente sea una norma en 𝔲n,
pero en 𝔰𝔲n este término va a ser siempre nulo. Esta es la razón por la cual muchas veces trabajaremos en
𝔰𝔲n en vez de en 𝔲n, dado que es el espacio mas natural para estudiar estas normas.

Notamos que este máximo está claramente bien definido por la compacidad de Un y la continuidad de
las operaciones. Veremos en esta sección que se trata efectivamente de una norma de Finsler Ad-invariante
en 𝔲n.

A continuación vamos a desarrollar una versión del Teorema de Horn y Uhlmann sobre las cápsulas
convexas de la órbita de una matriz autoadjunta [37]; las equivalencias para el caso de normas homogéneas
pueden ser encontradas en el libro de Bhatia [15, Teorema IV.4.7]. Para comenzar necesitamos algunas
notaciones:

Notaciones 2.2.12. Dado 𝑋 ∈ 𝔲n existen 𝑈 ∈ Un y 𝐷 una matriz diagonal de entradas puramente
imaginarias de forma tal que 𝑋 = 𝑈𝐷𝑈∗.

Notaremos (𝑖𝑥𝑘)𝑛𝑘=1 a las entradas de la matriz 𝐷, es decir los autovalores de 𝐷. Observamos que
cada 𝑥𝑘 debe ser un número real.

Para 𝑋 de esta forma notaremos 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, · · · , 𝑥𝑛) a la tira formada por la parte imaginaria de
los autovalores de 𝑋 .

En general, notaremos como 𝑥↓ al reordenamiento decreciente del vector 𝑥 ∈ R𝑛, denotaremos
también

𝑥
↓
𝑖
= (𝑥↓)𝑖

para no cargar la notación.

Dado 𝐵 ⊆ 𝔲n vamos a notar como 𝒪(𝐵) a la orbita coadjunta bajo la acción del grupo unitario, es
decir

𝒪(𝐵) = {𝑈𝑋𝑈∗ : 𝑋 ∈ 𝐵,𝑈 ∈ 𝑈𝑛}.

Si 𝐶 ∈ 𝔲n, escribimos 𝒪𝐶 = 𝒪({𝐶}).
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Si Σ es un sub-conjunto de un espacio vectorial, notaremos conv(Σ) a su cápsula convexa.

Definición 2.2.13. Sean 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛, diremos que 𝑦 mayoriza fuertemente a 𝑥 y notaremos 𝑥 ≺ 𝑦 si

(1)
𝑚∑
𝑘=1

𝑥
↓
𝑘
≤

𝑚∑
𝑘=1

𝑦
↓
𝑘

para cada 𝑚 = 1, 2, · · · , 𝑛.

(2)
𝑛∑

𝑘=1
𝑥𝑘 =

𝑛∑
𝑘=1

𝑦𝑘 .

Vamos a probar una serie de equivalencias que nos serán útiles para entender las normas de Finsler
Ad-invariantes y el papel que juegan las normas orbitales. La equivalencia de los primeros dos ı́tems de este
resultado (Proposición 2.2.16) es una consecuencia del Teorema de Schur-Horn, ası́ que primero vamos a
dar un lema y recordar este teorema.

Lema 2.2.14. Sean 𝑧, 𝑤 ∈ R𝑛, entonces son equivalentes
(1) 𝑧 pertenece a la cápsula convexa del conjunto de todos los vectores que se obtienen permutando

coordenadas de 𝑤.

(2) 𝑧 ≺ 𝑤

(3) Existe 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (R) doblemente estocástica que cumple 𝑧↓ = 𝐴𝑤↓. Recordamos que una matriz
doblemente estocástica es una matriz de elementos no negativos para la cual la suma de cada una de
sus filas y de cada una de sus columnas es exactamente 1.

Demostración. La demostración de este resultado puede ser encontrada en [4, Teorema 1.3]. □

Teorema 2.2.15. (Schur-Horn) Dados 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛, existe una matriz hermitiana con diagonal 𝑥 y cuyos
autovalores son 𝑦1, 𝑦2, · · · 𝑦𝑛 si y solo si 𝑥 ≺ 𝑦.

Demostración. La demostración de este resultado se puede encontrar en el Teorema 5 del paper de Horn
[37], en el cual prueba una implicación y cita la otra probada previamente por Schur. □

Proposición 2.2.16 (Mayorización y normas de Finsler). Sean 𝑍,𝑊 ∈ 𝔲n. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) 𝑍 ∈ conv(𝒪𝑊 ), mas precisamente, existen (a lo sumo) 𝑛 + 1 matrices𝑈𝑖 ∈ Un y 𝑛 + 1 números reales
𝜆𝑖 ≥ 0 con

∑
𝑖 𝜆𝑖 = 1 tales que 𝑍 =

∑𝑛+1
𝑖=1 𝜆𝑖𝑈𝑖𝑊𝑈

∗
𝑖
.

(2) 𝑧 ≺ 𝑤

(3) |𝑍 | ≤ |𝑊 | para toda norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n y Tr(𝑍) = Tr(𝑊).

(4) máx𝑈∈Un (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑍) ≤ máx𝑈∈Un (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑊) para toda 𝐶 ∈ 𝔰𝔲n no nula y Tr(𝑍) = Tr(𝑊).

(5) máx𝑈∈Un (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑍) ≤ máx𝑈∈Un (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑊) para toda 𝐶 ∈ 𝔲n.

Demostración. La primera observación que debemos hacer es que, si 𝑍 ∈ conv(𝒪𝑊 ), entonces 𝑍 se puede
escribir como una combinación convexa de𝑚 elementos de𝒪𝑊 . Por otra parte, el Teorema de Caratheodory
nos permite limitar ese 𝑚 para que sea menor igual a 𝑛 + 1. Una demostración de este teorema se puede ver
en [23, Proposición 2.6]. Habiendo aclarado esto, pasamos a las implicaciones.
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Comenzaremos viendo que (1) y (2) son equivalentes. Supongamos que vale (2), por el Lema 2.2.14, 𝑧
debe pertenecer a la cápsula convexa de las permutaciones del vector 𝑤. Esto nos dice que podemos escribir

𝑧 =
∑︁
𝜎

𝜆𝜎𝑃𝜎 (𝑤),

donde 𝜎 recorre todas las posibles permutaciones de 𝑛 elementos, 𝑃𝜎 (𝑤) = (𝑤𝜎 (1) , 𝑤𝜎 (2) , · · · , 𝑤𝜎 (𝑛) )
y

∑
𝜎
𝜆𝜎 = 1. Si llamamos 𝐷𝑤 a la matriz diagonal cuyas entradas son las coordenadas del vector 𝑤 y

análogamente 𝐷𝑧 a la asociada al vector 𝑧 y recordamos que toda permutación de elementos de una matriz
diagonal se puede obtener al conjugar por una unitaria, obtenemos que existen matrices𝑈𝜎 ∈ Un de forma
tal que

𝐷𝑧 =
∑︁
𝜎

𝜆𝜎𝑈𝜎𝐷𝑤𝑈
∗
𝜎 .

Para terminar la demostración, escribimos 𝑍 = 𝑖𝑈𝑧𝐷𝑍𝑈
∗
𝑧 y 𝑊 = 𝑖𝑈𝑤𝐷𝑤𝑈

∗
𝑤 para ciertas 𝑈𝑧 ,𝑈𝑤 ∈ Un.

Multiplicando la igualdad previa por 𝑖 y conjugando por𝑈𝑧 obtenemos

𝑍 =
∑︁
𝜎

𝜆𝜎𝑈𝑧𝑈𝜎𝑈
∗
𝑤𝑊𝑈𝑤𝑈

∗
𝜎𝑈

∗
𝑧 ,

que es a lo que querı́amos probar.
Por otro lado, suponiendo que vale (1), y operando como hicimos previamente tenemos que

𝐷𝑧 =
∑︁
𝑖

𝜆𝑖𝑈𝑖𝐷𝑤𝑈
∗
𝑖 .

Como la matriz 𝑈𝑖𝐷𝑤𝑈
∗
𝑖

es una matriz hermitiana, por el Teorema 2.2.15 (Schur-Horn), su diagonal
tiene que estar mayorizada por su tira de autovalores. Como esta tiene los mismos autovalores que 𝑊 ,
entonces su diagonal está mayorizada por 𝑤 y por el lema previo tenemos que su diagonal está en la cápsula
convexa de las permutaciones del vector 𝑤. Se sigue que el vector 𝑧 también tiene que estar en dicha cápsula,
ya que es una combinación convexa de elementos que pertenecen a la misma, y luego aplicando nuevamente
el Lema 2.2.14, concluimos que 𝑧 está mayorizado por 𝑤, o sea vale (2).

Supongamos que vale (1) y veamos (3), aplicando norma en ambos miembros y la desigualdad triangular
tenemos que

|𝑍 | ≤
𝑛+1∑︁
𝑖=1

|𝜆𝑖𝑈𝑖𝑊𝑈
∗
𝑖 | =

𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 |𝑈𝑖𝑊𝑈
∗
𝑖 | =

𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 |𝑊 | = |𝑊 |,

donde en al anteúltima igualdad usamos que la norma es Ad-invariante y en la última que la suma de los
𝜆𝑖 es igual a 1. El hecho de que las trazas coincidan es una consecuencia inmediata de tomar traza en la
escritura de (1) y de la ciclicidad de la misma. Concluimos entonces que vale (3).

Veamos que (5) implica (1). Supongamos que (1) no es verdadera, es decir 𝑍 ∉ conv(𝒪𝑊 ), por el
Teorema de Hahn-Banach, existe un funcional 𝜑 que cumple

𝜑(𝑌 ) < 𝑟 < 𝜑(𝑍) para todo 𝑌 ∈ conv(𝒪𝑊 ).
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Representando a este funcional como 𝜑 = (𝑋 |−) para cierto 𝑋 ∈ 𝔲n, y considerando 𝑈 ∈ 𝔲n tenemos
que 𝜑(𝑍) > 𝑟 > 𝜑(𝑈𝑊𝑈∗) para todo𝑈 ∈ 𝔲n. Tomando máximo sobre todo𝑈 ∈ Un se sigue que

𝜑(𝑍) > máx
𝑈∈Un

(𝑋 |𝑈𝑊𝑈∗) = máx
𝑈∈Un

(𝑈∗𝑋𝑈 |𝑊) ≥ máx
𝑈∈Un

(𝑈∗𝑋𝑈 |𝑍) ≥ (𝑋 |𝑍) = 𝜑(𝑍),

lo cual es absurdo. Concluimos que 𝑍 ∈ 𝒪𝑊 , es decir, que vale (1).
El hecho de que (3) implique (4), va a ser una consecuencia directa de que si 𝐶 ∈ 𝔰𝔲n y es no nula,

entonces
|𝑋 |𝒪𝐶

= máx{(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) : 𝑈 ∈ Un} + | Tr(𝑋) |,

define una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n, lo cual demostraremos en la Proposición 2.2.21 y del
hecho de que ambos elementos tienen la misma traza.

Supongamos por último que vale (4). Sea 𝐶 ∈ 𝔲n, si 𝐶 es un múltiplo de la identidad, reemplazando
𝐶 = 𝜆𝐼, la desigualdad se reduce a

−𝜆 Tr(𝑍) ≤ −𝜆 Tr(𝑊)

la cual es evidente pues Tr(𝑍) = Tr(𝑊).
Si 𝐶 no es un múltiplo de la identidad, entonces 0 ≠ 𝐶′ = 𝐶 − 1

𝑛
Tr(𝐶) ∈ 𝔰𝔲n. Aplicando (4) a 𝐶′

máx
𝑈∈Un

(𝑈𝐶′𝑈∗ |𝑍) ≤ máx
𝑈∈Un

(𝑈𝐶′𝑈∗ |𝑊)

máx
𝑈∈Un

(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑍) − Tr(𝐶) Tr(𝑍) ≤ máx
𝑈∈Un

(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑊) − Tr(𝐶) Tr(𝑊)

máx
𝑈∈Un

(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑍) ≤ máx
𝑈∈Un

(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑊)

donde usamos que Tr(𝑍) = Tr(𝑊). □

Observación 2.2.17. Notamos que la equivalencia entre (1) y (2) fue demostrada sin utilizar las otras
afirmaciones. Esto será importante ya que utilizaremos dicha equivalencia mas adelante para probar que las
normas orbitales en el caso de que 𝐶 es no nula y de traza cero son normas de Finsler. Dicho resultado fue
el argumento usado para ver que (3) implica (4) en la demostración previa.

Observación 2.2.18. Es suficiente chequear la condición (3) de la proposición previa para normas estric-
tamente convexas. Esto se debe a que toda norma de Finsler Ad-invariante | · | puede ser aproximada por
una estrictamente convexa y de las mismas caracterı́sticas considerando para 𝜖 > 0 la norma de Finsler
Ad-invariante dada por |𝑋 | 𝜖 = |𝑋 | + 𝜖 ∥𝑋 ∥𝐹 . Por otra parte, es suficiente ver la condición (5) para matrices
regulares en 𝔲n (i.e. con todos autovalores distintos), ya que las mismas forman un subconjunto denso en
𝔲n.

Proposición 2.2.19. Con la notación de la Proposición 2.2.16. Si 𝑍 ∈ conv(𝒪𝑊 ) y la igualdad vale para
alguna norma de Finsler, entonces 𝑍 y todos los elementos de la forma𝑈𝑖𝑊𝑈

∗
𝑖

caen en la misma cara de la
esfera de esa norma. Más aún pertenecen a la intersección de todas las caras que contienen a 𝑍 . Si la norma
es estrictamente convexa entonces 𝑍 = 𝑈𝑊𝑈∗ para algún𝑈 ∈ Un.
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Demostración. Sea 𝐹𝜑 una cara de la esfera con 𝑍 ∈ 𝐹𝜑 , luego 𝜑 es un funcional que realiza la norma de
𝑍 . Por otro lado 𝑍 =

∑𝑛+1
𝑖=1 𝜆𝑖𝑈𝑖𝑊𝑈

∗
𝑖

y aplicando el funcional a la igualdad tenemos

|𝑍 | = 𝜑(𝑍) =
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝜑(𝑈𝑖𝑊𝑈
∗
𝑖 ) ≤

𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 |𝑈𝑖𝑊𝑈
∗
𝑖 | =

𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 |𝑊 | = |𝑊 | = |𝑍 |

y luego se tiene que 𝜑(𝑈𝑖𝑊𝑈
∗
𝑖
) = |𝑍 | y entonces 𝑈𝑖𝑊𝑈

∗
𝑖
∈ 𝐹𝜑 para todo 𝑖. Si la norma es estrictamente

convexa 𝐹𝜑 = {𝑍} y entonces 𝑍 = 𝑈𝑖𝑊𝑈
∗
𝑖

para todo 𝑖 y se sigue el resultado. □

Observación 2.2.20. En la demostración de la Proposición 2.2.16, mencionamos que

|𝑋 |𝒪𝐶
= máx

𝑈∈Un
(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) + | Tr(𝑋) |,

define una norma cuando 0 ≠ 𝐶 ∈ 𝔰𝔲n (lo cual probaremos a continuación). Si nos centramos en (4) implica
(3) de dicha proposición, observamos que obtuvimos una familia de normas de Finsler Ad-invariantes que
controlan a todas las normas de Finsler Ad-invariantes sobre 𝔰𝔲n. Como podemos ver en el libro de Bhatia
[15, Teorema IV.2.2], las normas Ky-Fan juegan un papel similar en el caso fuertemente invariante, y por
ello proponemos a las orbitales como las normas de control para el caso débilmente invariante.

A continuación veremos que efectivamente las normas orbitales son normas de Finsler Ad-invariantes
en 𝔰𝔲n y entonces, si sumamos el término del módulo de la traza, lo son en 𝔲n.

Proposición 2.2.21. Sea 𝐶 ∈ 𝔰𝔲n una matriz no nula, luego la norma orbital alrededor de 𝐶 definida como

|𝑋 |𝒪𝐶
= máx{(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) : 𝑈 ∈ Un}

es una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔰𝔲n y además se tiene que

(1) La norma de 𝑋 se realiza en un elemento de la forma𝑈𝐶𝑈∗. Dicho elemento conmuta con 𝑋 y luego
se diagonalizan simultáneamente. Además vale la igualdad:

|𝑋 |𝒪𝐶
= (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐
↓
𝑖
𝑥
↓
𝑖
.

Ver la Observación 2.2.12 para la notación.

(2) |𝐶 |𝒪𝐶
= −Tr(𝐶2) = | |𝐶 | |2

𝐹
. En particular, |𝐶 |𝒪𝐶

= 1 si y solo si | |𝐶 | |𝐹 = 1.

(3) Si |𝐶 |𝒪𝐶
= 1 y 𝑋 ∈ 𝒪𝐶 entonces |𝑋 |𝒪𝐶

= 1.

(4) Si suponemos que 𝑋 ∈ conv(𝒪𝐶) entonces |𝑋 |𝒪𝐶
≤ 1, con igualdad si y solo si 𝑋 ∈ 𝒪𝐶 .

(5) La norma es completamente homogénea si y solo si el espectro de 𝐶 es balanceado, es decir 𝜎(𝐶) =
−𝜎(𝐶).

(6) La extensión dada por |𝑋 |𝒪𝐶
= máx{(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) : 𝑈 ∈ Un}+ | Tr(𝑋) | define una norma Ad-invariante

en 𝔲n.
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Demostración. Sea 𝑋 ∈ 𝔰𝔲n, luego
∑

𝑗 𝑥 𝑗 = −𝑖 Tr(𝑋) = 0. Si ordenamos los 𝑥𝑘 de forma decreciente se
sigue que

∑𝑚
𝑘=1 𝑥𝑘 ≥ 0 para 𝑚 = 1, 2, · · · , 𝑛 y como además la suma de todos es cero, tenemos que

−→
0 ≺ −→𝑥 .

Por la proposición previa se deduce que 0 ∈ conv(𝒪𝑋) para cualquier 𝑋 ∈ 𝔰𝔲n y además que, para 𝐶 ∈ 𝔰𝔲n,
vale que

máx{(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) : 𝑈 ∈ Un} = máx{−Tr(𝐶𝑈∗𝑋𝑈) : 𝑈 ∈ Un} ≥ 0.

Notamos que para 𝜆 > 0, |𝜆𝑋 |𝒪𝐶
= máx

𝑈∈Un
(𝑈𝐶𝑈∗ |𝜆𝑋) = 𝜆 máx

𝑈∈Un
(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) = 𝜆 |𝑋 |𝒪𝐶

lo cual me dice que

es positivamente homogénea. Por otro para 𝑋,𝑌 ∈ 𝔰𝔲n tenemos que

|𝑋 + 𝑌 |𝒪𝐶
= máx

𝑈∈Un
(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋 + 𝑌 ) ≤ máx

𝑈∈Un
(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) + máx

𝑈∈Un
(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑌 ) = |𝑋 |𝒪𝐶

+ |𝑌 |𝒪𝐶

lo cual prueba la desigualdad triangular.
Para ver que es Ad-invariante, simplemente consideramos 𝑉 ∈ 𝔲n y calculamos

|𝑉𝑋𝑉∗ |𝒪𝐶
= máx

𝑈∈Un
(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑉𝑋𝑉∗) = máx

𝑈∈Un
(𝑉∗𝑈𝐶𝑈∗𝑉 |𝑋) = |𝑋 |𝒪𝐶

.

Solo resta ver que es no degenerada. Sea −→𝑐 la tira de autovalores de −𝑖𝐶. Como 𝐶 no es un múltiplo
de la identidad y Tr(𝐶) = 0, entonces existen 𝑛 − 1 permutaciones 𝜎𝑘 ∈ 𝑆𝑛 tales que {𝜎𝑘 (−→𝑐 )}𝑘=1,...,𝑛−1

genera {𝑣 ∈ R𝑛 :
∑𝑛

𝑖=1 𝑣𝑖 = 0} en R𝑛 (ver por ejemplo [35]), luego la órbita de 𝐶 genera 𝔰𝔲n. Sabemos
que 0 ∈ conv(𝒪𝐶), afirmamos que es un punto interior (notar que esto nos dice en particular que el
interior de conv(𝒪𝐶) es no vacı́o en 𝔰𝔲n). Caso contrario, por el Teorema de separación de Hahn-Banach,
existe un funcional unitario 𝜑 tal que 𝜑(0) = 0 y 𝜑(conv(𝒪𝐶)) ≥ 0. Para este funcional será en tal
caso 𝜑(𝑈𝐶𝑈∗) ≥ 0 para todo 𝑈 ∈ Un, si consideramos 𝑑𝑈 la medida de Haar normalizada en Un y
𝑊 =

∫
Un
𝑈𝐶𝑈∗𝑑𝑈, tendremos que 𝑊 ∈ 𝔰𝔲n y Ad𝑈𝑊 = 𝑊 para todo 𝑈 ∈ Un. Esto es posible si y solo si

𝑊 = 𝜆1 y luego debe ser𝑊 = 0 y entonces

0 = 𝜑(𝑊) =
∫
Un

𝜑(𝑈𝐶𝑈∗)𝑑𝑈 ≥ 0,

lo cual ocurre si y solo si 𝜑(𝑈𝐶𝑈∗) = 0 para todo 𝑈 ∈ Un. Esto último implica que conv(𝒪𝐶) ⊂ ker 𝜑,
lo cual es una contradicción y entonces 0 es un punto interior de conv(𝒪𝐶) . Sea ahora 𝑋 ≠ 0 en 𝔰𝔲n,
multiplicando 𝑋 por un escalar suficientemente pequeño, obtenemos un elemento en el interior de la cápsula
convexa de la órbita de 𝐶, luego existe 𝜆 > 0 tal que 𝜆𝑋 =

∑
𝑖 𝜆𝑖𝑈𝑖𝐶𝑈

∗
𝑖
. Si suponemos que |𝑋 |𝒪𝐶

= 0,
luego (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) ≤ 0 para todo𝑈 ∈ Un. Pero por otro lado

0 < 𝜆∥𝑋 ∥2
𝐹 =

∑︁
𝑖

𝜆𝑖 (𝑈𝑖𝐶𝑈
∗
𝑖 |𝑋) ≤ 0,

lo cual es absurdo. Debe ser entonces |𝑋 |𝒪𝐶
≠ 0, lo cual finaliza la prueba de que nuestra norma es una

norma de Finsler Ad-invariente en 𝔰𝔲n.
Veamos (1), para ello, sean 𝑍 ∈ 𝔰𝔲n y 𝑈 ∈ Un tal que (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) = |𝑋 |𝒪𝐶

, es decir, realiza la norma
de 𝑋 . Consideramos la función 𝑓 (𝑡) = (𝑒𝑡𝑍𝑈𝐶𝑈∗𝑒−𝑡𝑍 |𝑋), que debe tener un mı́nimo en 𝑡 = 0 y en tal caso
𝑓 ′(0) = 0. Calculando 𝑓 ′(𝑡) obtenemos

𝑓 ′(𝑡) = (𝑒𝑡𝑍𝑍𝑈𝐶𝑈∗ − 𝑒𝑡 𝑧𝑈𝐶𝑈∗𝑍 |𝑋)
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y luego 𝑓 ′(0) = (𝑍𝑈𝐶𝑈∗ −𝑈𝐶𝑈∗𝑍 |𝑋) = ( [𝑍,𝑈𝐶𝑈∗] |𝑋) = (𝑍 | [𝑈𝐶𝑈∗, 𝑋]) = 0.
Notar que usamos la Observación 2.2.8 para la anteúltima igualdad. Tomando 𝑍 = [𝑈𝐶𝑈∗, 𝑋] se sigue

que [𝑈𝐶𝑈∗, 𝑋] = 0 y podemos diagonalizar ambos elementos simultáneamente. Notando como (𝑐𝑘)𝑛𝑘=1 a
los autovalores de𝐶, tenemos que (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) = ∑

𝑖 𝑐𝜎 (𝑖)𝑥𝑖 para alguna permutación𝜎 ∈ 𝑆𝑛, pero cualquiera
de esas sumas esta dominada por el producto de ambas tiras de coeficientes ordenadas en orden decreciente
(ver por ejemplo [15, Corolario II.4.4]). Lo que resta ver es que si efectivamente |𝑋 |𝒪𝐶

= (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋)
entonces necesariamente la permutación debe ser tal que la tira (𝑐𝜎𝑖

)𝑖 está ordenada de forma decreciente.
Sea 𝑊 ∈ Un de forma tal que 𝑊𝑋𝑊∗ es diagonal con los autovalores ordenados de forma decreciente.

Luego tenemos que

|𝑋 |𝒪𝐶
= máx

𝑈∈Un
(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) = máx

𝑈∈Un
(𝑊𝑈𝐶𝑈∗𝑊∗ |𝑊𝑋𝑊∗) =

= máx
𝑉∈Un

(𝑉𝐶𝑉∗ |𝑊𝑋𝑊∗) ≥
∑︁
𝑖

𝑐𝜎 (𝑖)𝑥𝑖 ,

donde 𝑉 ∈ Un esta elegida para que 𝑉𝐶𝑉∗ sea la matriz que tiene en la diagonal la tira (𝑐↓
𝑖
)𝑖 . Habiendo

visto entonces ambas desigualdades, se sigue que si |𝑋 |𝒪𝐶
= (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) entonces |𝑋 |𝒪𝐶

=
∑

𝑖 𝑐𝜎 (𝑖)𝑥𝑖 .
Veamos (2), para ello notamos que

(𝑈𝐶𝑈∗ |𝐶) ≤ ∥𝑈𝐶𝑈∗∥𝐹 ∥𝐶∥𝐹 = ∥𝐶∥2
𝐹 = −Tr(𝐶2),

donde la desigualdad usada es la de Cauchy-Schwartz para el producto interno de la traza. Tomando máximo
sobre todo𝑈 ∈ Un, se sigue que |𝐶 |𝒪𝐶

≤ −Tr(𝐶2) = | |𝐶 | |2
𝐹

. Por otro lado, tomando𝑈 = 1, obtenemos que
(𝑈𝐶𝑈∗ |𝐶) = (𝐶 |𝐶) = −Tr(𝐶2) y luego | |𝐶 | |𝒪𝐶

≥ −Tr(𝐶2) = | |𝐶 | |2
𝐹

, entonces

| |𝐶 | |2𝐹 = −Tr(𝐶2) = |𝐶 |𝒪𝐶
,

lo cual prueba (2). Para ver (3), consideramos 𝑋 ∈ 𝒪𝐶 donde |𝐶 |𝒪𝐶
= 1. Como 𝑋 ∈ 𝒪𝐶 , debe existir 𝑉

unitario de forma tal que 𝑉𝑋𝑉∗ = 𝐶 y luego

|𝑋 |𝒪𝐶
= máx

𝑈∈Un
(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) = máx

𝑈∈Un
(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑉∗𝐶𝑉) = máx

𝑈∈Un
(𝑉𝑈𝐶𝑈∗𝑉∗ |𝐶) = |𝐶 |𝒪𝐶

= 1

Para ver (4), suponemos que 𝑋 ∈ conv(𝒪𝐶) y en tal caso tenemos que 𝑋 =
𝑛+1∑
𝑖=1
𝜆𝑖𝑈𝑖𝐶𝑈

∗
𝑖
, donde

𝑛+1∑
𝑖=1
𝜆𝑖 = 1 y los 𝜆𝑖 son todos números positivos, luego

(𝑈𝐶𝑈∗ |
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑈𝑖𝐶𝑈
∗
𝑖 ) =

𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑈𝑖𝐶𝑈
∗
𝑖 ) ≤

𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 | |𝐶 | |𝐹 ≤
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 = 1,

lo cual prueba que |𝑋 |𝒪𝐶
≤ 1.

Para concluir (4) solo resta ver que si 𝑋 ∈ conv(𝒪𝐶) y |𝑋 |𝒪𝐶
= 1 entonces 𝑋 ∈ 𝒪𝐶 . Notamos que debe

de existir un 𝑈0 que realice la norma de 𝑋 es decir 1 = (𝐶 |𝑈∗
0𝑋𝑈0). escribiendo a 𝑋 como antes y usando

nuevamente la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que

1 = (𝐶 |𝑈∗
0𝑋𝑈0) =

∑︁
𝑖

𝜆𝑖 (𝐶 |𝑈̃𝑖𝐶𝑈̃𝑖
∗) ≤

∑︁
𝑖

𝜆𝑖 ∥𝐶∥2
𝐹 = 1,
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donde 𝑈̃𝑖 = 𝑈0𝑈𝑖 para cada 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1. Esto nos dice que
∑

𝑖 𝜆𝑖 (𝐶 |𝑈̃𝑖𝐶𝑈̃𝑖
∗) = ∑

𝑖 𝜆𝑖 ∥𝐶∥2
𝐹

y luego, al ser
una combinación con elemento positivos, debe valer la igualdad (𝐶 |𝑈̃𝑖𝐶𝑈̃𝑖

∗) = ∥𝐶∥𝐹 ∥𝑈̃𝑖𝐶𝑈̃𝑖
∗∥𝐹 para cada

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1. Esto implica que debe existir, para cada 𝑖, un número 𝑡𝑖 ≥ 0 de forma tal que 𝐶 = 𝑡𝑖𝑈̃𝑖𝐶𝑈̃𝑖
∗,

pero como ambos elementos tienen normal orbital sobre𝐶 igual a 1, debe de ser 𝑡𝑖 = 1 para todo 𝑖, de donde
se deduce que 𝐶 conmuta con cada 𝑈̃𝑖 . Concluimos que

𝑈∗
0𝑋𝑈0 =

∑︁
𝑖

𝜆𝑖𝑈̃𝑖𝐶𝑈̃𝑖
∗
= 𝐶

y luego 𝑋 = 𝑈0𝐶𝑈
∗
0 ∈ 𝒪𝐶 lo cual finaliza (3).

Veamos (5), para ello asumamos primero que el espectro de 𝐶 es balanceado. Si consideramos 𝑋 ∈ 𝔲n,
𝑈 de forma tal que (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) = |𝑋 |𝒪𝐶

y 𝑈0 de forma tal que −𝐶 = 𝑈0𝐶𝑈
∗
0 (notar que la existencia de 𝑈0

es consecuencia de que cada autovalor de 𝐶 tiene la misma multiplicidad algebraica que su opuesto, puesto
que Tr(𝐶) = 0 y 𝐶 es balanceada), entonces tenemos que

| − 𝑋 |𝒪𝐶
≥ (𝑈𝑈0𝐶𝑈

∗
0𝑈

∗ | − 𝑋) = (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋) = |𝑋 |𝒪𝐶
.

Argumentando igual con −𝑋 se deduce la otra desigualdad y luego |𝑋 |𝒪𝐶
= | − 𝑋 |𝒪𝐶

lo cual me dice
que | · | es completamente homogénea.

Por último, si el espectro de 𝐶 no es balanceado, entonces −𝐶 ∉ 𝒪𝐶 , ya que sino tendrı́amos una
contradicción en la igualdad −𝐶 = 𝑈𝐶𝑈∗. Asumamos que la norma es completamente homogénea, es decir
que | − 𝑋 |𝒪𝐶

= |𝑋 |𝒪𝐶
para todo 𝑋 ∈ 𝔲n y lleguemos a un absurdo. Recordamos que (𝑐1, 𝑐2, · · · , 𝑐𝑛) es la

tira formada por la parte imaginaria de los autovalores de 𝐶 ordenada en forma decreciente.
Si 𝑝 es una proyección 1-dimensional, por la igualdad −𝐶 = 𝑈𝐶𝑈∗ y el ı́tem (1) de esta proposición

tenemos que 𝑐1 = |𝑖𝑝 |𝒪𝐶
= | − 𝑖𝑝 |𝒪𝐶

= | − 𝑖𝑝 |𝒪−𝐶 = −𝑐𝑛. Sean ahora 𝑝1, 𝑝2 proyecciones 1-dimensionales
ortogonales, luego, usando nuevamente el ı́tem 1 de esta proposición:

𝑐1 + 𝑐2 = |𝑖(𝑝1 + 𝑝2) |𝒪𝐶
= | − 𝑖(𝑝1 + 𝑝2) |𝒪𝐶

= −𝑐𝑛−1 − 𝑐𝑛,

de donde se sigue que 𝑐2 = −𝑐𝑛−1. Procediendo de esta forma terminamos en que 𝑐𝑘+1 = 0 (para 𝑛 impar),
o en que 𝑐𝑘 = −𝑐𝑘+1 (para 𝑛 = par). En cualquier caso, 𝜎(𝐶) = −𝜎(𝐶), lo cual es una contradicción. Luego
la norma no puede ser homogénea.

Para ver (6), simplemente observamos que tenemos que probar que es no degenerada, todas las otras
propiedades son consecuencia de las propiedades de la traza y de las propiedades vistas previamente.
Para ello supongamos que |𝑋 |𝒪𝐶

= 0 para 𝑋 ∈ 𝔲n, en dicho caso tendremos que Tr(𝑋) = 0 y además
máx𝑈∈Un (𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋), luego 𝑋 ∈ 𝔰𝔲n y |𝑋 |𝒪𝐶

= 0 y como vimos al principio de esta demostración, esto
implica que 𝑋 = 0. □

Observación 2.2.22. Si asumimos |𝐶 |𝒪𝐶
= 1 y notamos 𝐵1 a la bola cerrada de radio 1 de la norma

orbital, el ı́tem (4) de la proposición previa nos dice que conv(𝒪𝐶) ⊆ 𝐵1. En general no tienen porque
coincidir estos dos conjuntos, como ejemplo podemos considerar en 𝔲3 la matriz 𝐶 = 𝑖√

2
𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 0,−1) que

cumple |𝐶 | = 1 y la matriz 𝑋 = 𝑖
√

2
3 𝑑𝑖𝑎𝑔(2,−1,−1) que, utilizando el ı́tem (1) de la proposición previa, es

inmediato ver que |𝑋 |𝒪𝐶
= 1. Notamos que 𝑋 no puede pertenecer a conv(𝒪𝐶), ya que por el ı́tem (4) de la

proposición previa, si fuese ası́, deberı́a ser 𝑋 ∈ 𝒪𝐶 por ser un elemento de la cápsula convexa de la órbita
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de norma 1. Esto nos lleva a una contradicción ya que implicarı́a que existe una matriz unitaria 𝑈 ∈ U3 de
forma que 𝑋 = 𝑈𝐶𝑈∗, pero 𝑋 e 𝑌 tienen autovalores distintos. Luego en este caso conv(𝒪𝐶) ⊊ 𝐵1. Ver
Proposición 3.3.10 para mas resultados que relacionan la cápsula convexa de la órbita con la bola unitaria
de la norma.

2.3. Cuerpos convexos y normas.

En esta sección estudiaremos la relación entre las normas de Finsler Ad-invariantes en 𝔲n y las normas
simétricas en R𝑛 asociadas que se obtienen mirando los autovalores de las matrices. Este proceso es un
poco más fino y será estudiado con detalle mediante la utilización del concepto de MAB definido en esta
sección. Presentaremos los resultados originales publicados en [47], los cuales están dados en la Proposición
2.3.4 y en los teoremas 2.3.6 y 2.3.8. Finalmente caracterizaremos las normas de Finsler Ad-invariantes que
provienen de un producto interno en la Proposición 2.3.10.

Definición 2.3.1. Sea 0 ∈ 𝐵 ⊂ R𝑛, decimos que 𝐵 es simétrico si para cada permutación 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 y cada
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵 tenemos que

𝜎(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = (𝑥𝜎 (1) , . . . , 𝑥𝜎 (𝑛) ) ∈ 𝐵.

Si 𝐹 : R𝑛 → R, decimos que 𝐹 is simétrica si 𝐹 ◦ 𝜎 = 𝐹, donde 𝜎 debe de interpretarse como una
permutación de variables. Notamos que 𝐹 es simétrica si y solo si los conjuntos de nivel de 𝐹 lo son.

Definición 2.3.2 (MAB). Decimos que 𝔐 ⊆ 𝔲n es una MAB si es una subálgebra de Lie abeliana y maximal
con dicha propiedad.

En el siguiente teorema caracterizaremos como son todas estás subálebras abelianas.

Teorema 2.3.3. Sea 𝔐 ⊆ 𝔲n una MAB entonces existe un operador unitario 𝑈 ∈ Un de forma tal que
𝑈∗𝔐𝑈 = {𝑋 ∈ 𝔲n : 𝑋 es diagonal}. En otras palabras, las subálgebras abelianas maximales se obtienen
a partir de fijar una base de proyecciones ortonormales {𝑝1, 𝑝2, · · · , 𝑝𝑛} y considerar los elementos en 𝔲n

diagonalizables en dicha base.

Demostración. Notamos primero que el conjunto 𝔇 = {𝑋 ∈ 𝔲n : 𝑋 es diagonal} es claramente una
subálgebra abeliana. Para ver que es maximal consideramos 𝐴 ∈ 𝔲n que conmuta con todo elemento de 𝔇 y
veamos que 𝐴 ∈ 𝔇. Como 𝑖𝐸𝑘,𝑘 ∈ 𝔇 para cada 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 (ver notación en la Observación 2.2.6), entonces
𝐴𝑖𝐸𝑘,𝑘 = 𝑖𝐸𝑘,𝑘𝐴, en particular para 1 ≤ 𝑘, 𝑙 ≤ 𝑛 con 𝑘 ≠ 𝑙, debe ser 𝐴𝑙,𝑘 = (𝐴.𝐸𝑘,𝑘)𝑙,𝑘 = (𝐸𝑘,𝑘 .𝐴)𝑙,𝑘 = 0.
Como 𝑘, 𝑙 son arbitrarios, hemos probado que 𝐴 debe ser diagonal y luego 𝔇 maximal.

Sea ahora 𝔐 ⊆ 𝔲n una subálgebra maximal abeliana, consideramos una base de 𝔐 como espacio
vectorial sobre R, la cual notamos {𝑋1, 𝑋2, · · · 𝑋𝑛}. Al tener 𝑛 elementos que conmutan entre si, es un
resultado conocido que se diagonalizan en forma simultánea, luego existe 𝑈 ∈ Un de forma tal que
𝑋𝑖 = 𝑈𝐷𝑖𝑈

∗ para ciertas 𝐷𝑖 ∈ 𝔇 y 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Sea 𝑋 ∈ 𝔐, escribiéndolo como combinación lineal de los
elementos de la base tenemos que

𝑋 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑋𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑈𝐷𝑖𝐷
∗ = 𝑈

(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝐷𝑖

)
𝑈∗,
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llamando 𝐷 =
𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖𝐷𝑖 , obtenemos que 𝑋 = 𝑈𝐷𝑈∗. Esto implica que todos los elementos de 𝔐 se

diagonalizan a partir de 𝑈 y entonces 𝑈∗𝔐𝑈 ⊆ 𝔇. Pero como 𝔐 es maximal, es evidente que 𝑈∗𝔐𝑈

también lo es, y luego𝑈∗𝔐𝑈 = 𝔇. □

Dada un álgebra abeliana maximal 𝔐 ⊆ 𝔲n podemos considerar las proyecciones ortonormales (𝑝𝑘)𝑛𝑘=1
que la generan e identificar un elemento de dicha MAB con un vector deR𝑛 a partir de mirar sus coordenadas
en dicha base. Mas especı́ficamente, si 𝑋 ∈ 𝔐, entonces 𝑋 = 𝑈𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑖𝑥1, 𝑖𝑥2, · · · , 𝑖𝑥𝑛)𝑈∗ y la identificación
esta dada por 𝑋 ∈ 𝔐 → (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛.

Esta identificación nos da una isometrı́a entre 𝔐 con el producto interno de Hilbert-Schmidt y R𝑛

con el producto interno canónico, ya que si 𝑋,𝑌 ∈ 𝔐 entonces existe 𝑈 ∈ Un de forma tal que 𝑋 =

𝑈𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑖𝑥1, 𝑖𝑥2, · · · , 𝑖𝑥𝑛)𝑈∗ e 𝑌 = 𝑈𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑖𝑦1, 𝑖𝑦2, · · · , 𝑖𝑦𝑛)𝑈∗ y luego

(𝑋 |𝑌 ) = Tr(𝑋𝑌 ∗) = Tr(𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑖𝑥1, 𝑖𝑥2, · · · , 𝑖𝑥𝑛)𝑑𝑖𝑎𝑔(−𝑖𝑦1,−𝑖𝑦2, · · · ,−𝑖𝑦𝑛)) = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + · · · + 𝑥𝑛𝑦𝑛,

es decir el producto interno canónico en R𝑛 de las identificaciones.
Notamos que está 𝑈 no es única, pero la elegimos acorde a la base de proyecciones ortonormales que

generan la MAB y el orden de los autovalores queda determinado unı́vocamente.

Proposición 2.3.4. (Relación entre normas Ad-invariantes en 𝔲n y normas simétricas en R𝑛).

(1) Sea | · | una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n y sea 𝐵1 su bola abierta unitaria. Para cada MAB
𝔐 ⊂ 𝔲n, consideramos 𝐵𝔐 = 𝐵1 ∩ 𝔐. Si a 𝐵𝔐 lo pensamos como subconjunto de R𝑛 mediante
la identificación dada previamente, tenemos que 𝐵𝔐 es un abierto simétrico y convexo alrededor de
0 ∈ R𝑛 y no depende de la MAB elegida.

(2) Sea 𝐵 ⊂ R𝑛 un abierto simétrico y convexo alrededor de 0. Si pensamos a 𝑋 como matriz diagonal
con entradas puramente imaginarias y consideramos

𝐵1 = conv(𝒪𝐵) = {
∑︁
𝑖

𝜆𝑖𝑈𝑖𝑋𝑈
∗
𝑖 : 𝑋 ∈ 𝐵,𝑈𝑖 ∈ Un, 𝜆𝑖 ≥ 0,

∑︁
𝜆𝑖 = 1}.

Entonces 𝐵1 es un entorno abierto, Ad-invariante y convexo del 0 ∈ 𝔲n y para cada MAB 𝔐, tenemos
que 𝐵1 ∩ 𝔐 = 𝐵. Notamos que nuevamente esta última igualdad tiene sentido en R𝑛 mediante la
identificación dada previamente.

Demostración. Veamos (1). Como 𝐵1 es abierto y convexo, se sigue que 𝐵𝔐 = 𝐵1 ∩𝔐 ⊂ 𝔐 ≃ R𝑛 es un
conjunto abierto y convexo. Sea 𝔐1 otra MAB, luego existe una matriz unitaria 𝑈 tal que 𝑈𝔐𝑈∗ = 𝔐1.
Entonces

𝐵𝔐1 = 𝐵1 ∩𝔐1 = 𝑈𝐵1𝑈
∗ ∩𝑈𝔐𝑈∗ = 𝑈 (𝐵1 ∩𝔐)𝑈∗ = 𝑈𝐵𝔐𝑈

∗,

esto prueba que 𝐵𝔐 y 𝐵𝔐1 (vistos como subconjuntos de R𝑛) son lo mismo, por otro lado el conjunto que
obtenemos es claramente simétrico, lo cual finaliza la demostración del primer ı́tem.

Para ver (2), sea 𝐵 ⊆ R𝑛 un conjunto abierto, convexo y simétrico alrededor de 0. Notamos que es
evidente de su definición que 𝐵1 que es abierto, convexo, Ad-invariante y contiene la matriz nula. Lo que
resta ver es que para cualquier MAB arbitraria 𝔐 resulta 𝐵1 ∩ 𝔐 = 𝐵. Para ello, fijada 𝔐, pensamos a
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𝐵 ⊆ 𝔐 (lo cual podemos hacer por su identificación con R𝑛). Si 𝑍 ∈ 𝐵 entonces 𝑍 ∈ 𝔐 porque lo estamos
representando ahı́ y 𝑍 ∈ 𝐵1 por ser 𝐵1 = conv(𝒪𝐵). Por otro lado si 𝑍 ∈ 𝐵1∩𝔐, entonces podemos escribir

𝑍 =
∑︁
𝑖

𝜆𝑖𝑋𝑖

donde 𝑋𝑖 ∈ 𝒪𝐵, los 𝜆𝑖 son no negativos y suman 1.
Recordando la notación de 2.2.12, 2.2.13 y el Lema 2.2.14, tenemos que para 𝑋 ∈ 𝐵 vale 𝑥𝑖 ≺ 𝑥 para

todo 𝑖, luego existen matrices doblemente estocásticas 𝐴𝑖 que cumplen 𝑥↓
𝑖
= 𝐴𝑖𝑥

↓. Si consideramos la matriz
𝐴 =

∑
𝑖

𝜆𝑖𝐴𝑖 es fácil ver que esta sigue siendo una matriz doblemente estocástica y por la misma construcción

tenemos que 𝐴𝑥↓ = 𝑧↓, invocando nuevamente al Lema 2.2.14 se concluye que 𝑧 es una permutación de las
coordenadas de 𝑥 y por lo tanto 𝑍 pertenece a 𝐵1, que es lo que querı́amos probar. □

Observación 2.3.5. Si consideramos el plano

𝜋 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) :
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 = 0},

y nos restringimos al plano 𝜋 tenemos una versión análoga a la proposición anterior en 𝔰𝔲n donde el papel
que juega R𝑛, ahora lo cumple este plano.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de la proposición previa y nos va a permitir
relacionar las normas de Finsler Ad-invariantes en 𝔲n con las simétricas en R𝑛, mostrando la biyección que
hay entre las mismas.

Teorema 2.3.6. (1) Sea | · | una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n y sea 𝐵1 su bola unitaria abierta.
Si 𝔐 es una MAB podemos mirar 𝐵 = 𝐵1 ∩𝔐 como subconjunto de R𝑛 y considerar la norma dada
por el funcional de Minkowsky (ver 2.1.8) asociada a esta bola. De esta forma obtenemos una norma
simétrica en R𝑛 cuya bola unitaria es 𝐵. Además la norma obtenida no depende de la MAB elegida.

(2) Si tenemos una norma en R𝑛 cuya bola unitaria es 𝐵, podemos pensar a 𝐵 ⊆ 𝔐 para cierta MAB y
si miramos a 𝐵1 = conv(𝒪𝐵), podemos definir (nuevamente usando el funcional de Minkowsky) una
norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n. Este procedimiento no depende de la MAB elegida.

(3) Los procedimientos dados previamente son uno el inverso del otro, lo cual nos da una biyección entre
las normas de Finsler Ad-invariantes de 𝔲n y las normas de Finsler simétricas en R𝑛.

(4) Si 𝑋 ∈ 𝔲n y 𝑥 es la tira de partes imaginarias de autovalores de 𝑋 entonces |𝑋 | = |𝑥 |, donde la primer
norma la pensamos en 𝔲n y la segunda en R𝑛.

Demostración. (1) Comenzado con una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n, si 𝐵1 es una bola unitaria,
por la Proposición 2.3.4 tenemos que 𝐵, visto como subconjunto de R𝑛, es un abierto simétrico y
convexo alrededor del 0 y además no depende de la MAB elegida. Considerando el funcional de
Minkowsky, obtenemos una norma cuya bola unitaria es 𝐵 y en tal caso esta norma resulta de Finsler
y simétrica que no depende de la MAB, ya que su bola unitaria no lo hace.
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(2) Recı́procamente si comenzamos con una norma de Finsler simétrica en R𝑛 y llamamos 𝐵 ⊆ R𝑛 a su
bola unitaria, obtenemos un abierto simétrico y convexo alrededor de cero. Pensando a 𝐵 dentro de
una MAB 𝔐 y construyendo 𝐵1 = conv(𝒪𝐵), tenemos por la Proposición 2.3.4, que 𝐵1 es un entorno
abierto, Ad-invariante y convexo de 0 ∈ 𝔲n. Dado que 𝐵1 ∩ 𝔐′ = 𝐵 sin importar la masa 𝔐′ que
elijamos, este no depende de la MAB y por lo tanto la norma de Finsler Ad-invariante cuya bola es
𝐵1 tampoco.

(3) Comenzamos con una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n, cuya bola unitaria abierta es 𝐵1, si
aplicamos (1) obtenemos una norma de Finlser simétrica en R𝑛 cuya bola unitaria es 𝐵. Ahora, si
aplicamos (2) a esta construcción tendremos otra norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n, pero esta
norma tiene la misma bola unitaria que la original, luego debe ser la misma. En el otro sentido el
razonamiento es análogo utilizando nuevamente que las construcciones no dependen de que MAB
elegimos.

(4) Esto es simplemente consecuencia de que ambas normas pueden ser recuperadas utilizando el fun-
cional de Minkowsky.

□

Observación 2.3.7. Por la identificación que hemos hecho en el teorema previo, podemos pensar en una
norma de Finsler Ad-invariante en 𝔰𝔲2 y al cortarla con una MAB, trabajar con un subconjunto en R2. La
traducción de que la norma sea Ad-invariante a nivel geométrico es que el interior de la bola que se obtiene
al cortar con una MAB sea un conjunto simétrico (ver Observación 2.1.7) y esta es la razón por la cual en
los Ejemplos 2.1.15 utilizamos figuras rotadas. Si partimos por ejemplo de una elipse sin rotar centrada en
(0, 0) su funcional de Minkowski nos va a dar una norma no simétrica y luego no será el corte de una norma
Ad-invariante en 𝔰𝔲2 con una MAB.

Teorema 2.3.8. (1) Sea | · | una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔰𝔲n y sea 𝐵1 ⊆ 𝔰𝔲n su bola unitaria
abierta. Si 𝔐 es una MAB en 𝔲n, podemos mirar 𝐵 = 𝐵1 ∩𝔐 como subconjunto de R𝑛 ∩ 𝜋, donde

𝜋 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) :
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 = 0},

y considerar la norma dada por el funcional de Minkowsky en el espacio vectorial 𝜋 (ver 2.1.8)
asociada a esta bola. De esta forma obtenemos una norma simétrica en 𝜋 ≃ R𝑛−1 cuya bola unitaria
es 𝐵. Además la norma obtenida no depende de la MAB elegida.

(2) Si tenemos una norma en R𝑛−1, podemos pensar a la bola unitaria de la norma sobre el plano 𝜋 de
R𝑛 que mencionamos en (1). Ahora podemos repetir el procedimiento del teorema anterior y pensar
a 𝐵 ⊆ 𝔐 para cierta MAB. Si miramos a 𝐵1 = conv(𝒪𝐵), podemos definir, nuevamente usando el
funcional de Minkowsky una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n. Este procedimiento no depende
de la masa elegida.

(3) Los procedimientos dados previamente son uno el inverso del otro, lo cual nos da una biyección entre
las normas de Finsler Ad-invariantes de 𝔰𝔲n y las normas de Finsler simétricas sobre el plano 𝜋 del
primer ı́tem.
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(4) Si 𝑋 ∈ 𝔰𝔲n y 𝑥 es la tira de partes imaginarias de autovalores de 𝑋 entonces |𝑋 | = |𝑥 |, donde la primer
norma la pensamos en 𝔰𝔲n y la segunda en 𝜋.

Demostración. La demostración de este teorema es análoga a la del teorema anterior, ya que este resultado
es simplemente una reescritura del previo en 𝔰𝔲n. □

Para finalizar este capı́tulo, como ya mencionamos previamente, vamos a caracterizar todas las normas
de Finsler Ad-invariantes en 𝔲n que provienen de un producto interno. Comenzamos con una observación.

Observación 2.3.9. Sea | · | una norma de Finsler en un espacio vectorial 𝐸 . Si dicha norma proviene de
un producto interno ⟨·, ·⟩, entonces es una norma totalmente homogénea, es decir, una norma en el sentido
usual. Esto se debe a que si 𝜆 ∈ R entonces

|𝜆𝑋 |2 = ⟨𝜆𝑋, 𝜆𝑋⟩ = 𝜆2⟨𝑋, 𝑋⟩ = 𝜆2 |𝑋 |2,

y luego |𝜆𝑋 | = |𝜆 | |𝑋 |.

Proposición 2.3.10. Sea | · | una norma de Finsler Ad-invariante que proviene de un producto interno en
𝔲n. Si consideramos la descomposición de 𝔲n como 𝔲n = gen{𝑖𝐼} ⊕ 𝔰𝔲n, donde 𝐼 es la matriz identidad
y 𝔰𝔲n = {𝑋 ∈ 𝔲n : Tr(𝑋) = 0}, entonces existen escalares positivos 𝑎 y 𝑏 de forma tal que para cada
𝑋 = 𝑆 + 𝑖𝑡 𝐼 con 𝑆 ∈ 𝔰𝔲n resulta

|𝑋 | =
√︃
𝑎 | |𝑆 | |2

𝐹
+ 𝑏𝑡2,

en particular, toda norma de Finsler Ad-invariante en 𝔰𝔲n que proviene de un producto interno es un múltiplo
positivo de la norma de Frobenius.

Demostración. Sea ⟨·, ·⟩ el producto interno del cual proviene nuestra norma. Utilizando la identidad de
polarización

⟨𝑋,𝑌⟩ = 1
4

(
|𝑋 + 𝑌 |2 − |𝑋 − 𝑌 |2

)
,

es evidente que el producto interno también es Ad-invariante, es decir

⟨𝑈𝑋𝑈∗,𝑈𝑌𝑈∗⟩ = ⟨𝑋,𝑌⟩ para todo 𝑈 ∈ Un .

Por otro lado, por el Teorema de Representación de Riesz, existe una transformación lineal 𝑓 : 𝔲n −→ 𝔲n

definida positiva (estrictamente) que cumple

⟨𝑋,𝑌⟩ = ( 𝑓 (𝑋) |𝑌 ) para todo 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n .

Veamos que si 𝑋 ∈ 𝔲n y𝑈 ∈ Un entonces 𝑓 (𝑈𝑋𝑈∗) = 𝑈 𝑓 (𝑋)𝑈∗. Para ello notamos que, para 𝑌 ∈ 𝔲n,

( 𝑓 (𝑈𝑋𝑈∗) |𝑈𝑌𝑈∗) = ⟨𝑈𝑋𝑈∗,𝑈𝑌𝑈∗⟩ = ⟨𝑋,𝑌⟩ = ( 𝑓 (𝑋) |𝑌 ) = (𝑈 𝑓 (𝑋)𝑈∗ |𝑈𝑌𝑈∗),

donde la última igualdad es consecuencia de que la norma de Frobenius es Ad-invariante como vimos en
la Observación 2.2.5 y por ende el producto interno (·|·) también, como observamos previamente en esta
demostración.
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Restando ambos miembros de la igualdad previa obtenemos que

0 = ( 𝑓 (𝑈𝑋𝑈∗) −𝑈 𝑓 (𝑋)𝑈∗ |𝑈𝑌𝑈∗) = Tr(( 𝑓 (𝑈𝑋𝑈∗) −𝑈 𝑓 (𝑋)𝑈∗)𝑈𝑌 ∗𝑈∗)
= Tr(𝑈∗( 𝑓 (𝑈𝑋𝑈∗) −𝑈 𝑓 (𝑋)𝑈∗)𝑈𝑌 ∗) = (𝑈∗( 𝑓 (𝑈𝑋𝑈∗) −𝑈 𝑓 (𝑋)𝑈∗)𝑈 |𝑌 ),

y como esto vale para todo 𝑌 ∈ 𝔲n entonces𝑈∗( 𝑓 (𝑈𝑋𝑈∗) −𝑈 𝑓 (𝑋)𝑈∗)𝑈 = 0, de donde se sigue de forma
inmediata que

𝑓 (𝑈𝑋𝑈∗) = 𝑈 𝑓 (𝑋)𝑈∗ (2.1)

Sea 𝔰𝔲n = {𝑋 ∈ 𝔲n : Tr(𝑋) = 0}, como esto es un hiperplano de 𝔲n y 𝑖𝐼 ∉ 𝔰𝔲n, tenemos la
descomposición 𝔲n = gen{𝑖𝐼} ⊕ 𝑆. Lo primero que queremos ver es que 𝑆 es 𝑓 -invariante. Recordamos que
toda matriz 𝐴 de 𝑛 × 𝑛 se puede descomponer como 𝐴 = 𝐴ℎ + 𝐴𝑎ℎ donde 𝐴ℎ = 𝐴+𝐴∗

2 (parte hermitiana)
y 𝐴𝑎ℎ = 𝐴−𝐴∗

2 (parte antihermitiana), además esta descomposición es única como suma de una matriz
hermitiana y una antihermitiana. Por otra una matriz 𝑋 tiene traza cero si y solo si se puede escribir como
un conmutador 𝑋 = [𝐴, 𝐵] (este resultado fue demostrado en 1937 por Shoda [63] en cualquier cuerpo de
caracterı́stica cero). Como estamos trabajando con matrices de traza cero antihermitianas, es decir 𝑋 ∈ 𝔲n,
queremos ver como queda esta descomposición en dicho caso, para ello, si 𝑋 ∈ 𝔲n

𝑋 = [𝐴, 𝐵] = [𝐴ℎ + 𝐴𝑎ℎ, 𝐵ℎ + 𝐵𝑎ℎ] = [𝐴ℎ, 𝐵ℎ] + [𝐴𝑎ℎ, 𝐵𝑎ℎ] + [𝐴ℎ, 𝐵𝑎ℎ] + [𝐴𝑎ℎ, 𝐵ℎ],

estudiando cada corchete, podemos ver fácilmente que 𝑋𝑎ℎ = [𝐴ℎ, 𝐵ℎ] + [𝐴𝑎ℎ, 𝐵𝑎ℎ] y 𝑋ℎ = [𝐴ℎ, 𝐵𝑎ℎ] +
[𝐴𝑎ℎ, 𝐵ℎ] y como en nuestro caso 𝑋 = 𝑋𝑎ℎ tenemos entonces que

𝑋 = [𝐴ℎ, 𝐵ℎ] + [𝐴𝑎ℎ, 𝐵𝑎ℎ] .

Luego, utilizando la linealidad de 𝑓 , tenemos que

𝑓 (𝑋) = 𝑓 ( [𝐴ℎ, 𝐵ℎ]) + 𝑓 ( [𝐴𝑎ℎ, 𝐵𝑎ℎ]) = − 𝑓 ( [𝑖𝐴ℎ, 𝑖𝐵ℎ) + 𝑓 ( [𝐴𝑎ℎ, 𝐵𝑎ℎ]).

Finalmente, para ver que 𝑆 es 𝑓 -invariante, solo resta ver que si 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n entonces Tr( 𝑓 ( [𝑋,𝑌 ])) = 0. Para
ello notamos que 𝑒𝑌 ∈ Un entonces, utilizando 2.1, se sigue que para todo 𝑡 ∈ R vale

𝑓

(
𝑒𝑡𝑌𝑋𝑒−𝑡𝑌

)
= 𝑒𝑡𝑌 𝑓 (𝑋)𝑒−𝑡𝑌

derivando esta expresión en 𝑡 = 0 obtenemos que

𝑓 (𝑌𝑋 − 𝑋𝑌 ) = 𝑌 𝑓 (𝑋) − 𝑓 (𝑋)𝑌,

es decir, 𝑓 ( [𝑌, 𝑋]) = [𝑌, 𝑓 (𝑋)]. Como el miembro de la derecha tiene traza cero por ser un conmutador,
podemos afirmar que Tr( 𝑓 ( [𝑌, 𝑋])) = 0 para todo par de matrices 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n y 𝑆 resulta 𝑓 invariante.

Sea ahora𝑉 ∈ 𝔰𝔲n un autovector de autovalor𝜆 de 𝑓 . Recordamos que como 𝑓 surge de la Representación
de Riesz de un producto interno, necesariamente 𝜆 > 0. Afirmamos que

𝔰𝔲n = gen{𝑈𝑉𝑈∗ : 𝑈 ∈ Un}.

Es claro que 𝑆 contiene al subespacio mencionado, ya que por la ciclicidad de la traza, Tr(𝑈𝑉𝑈∗) = 0.
Para ver la otra contención vamos a volver a utilizar un resultado usado en esta tesis y cuya demostración
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puede ser encontrada en [35]. El resultado es el siguiente: si 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑛) ∈ R𝑛 es una tira de
números no nula que suma cero, entonces existen 𝑛− 1 permutaciones de dicha tira de forma tal que cuando
miramos el espacio generado por dichas permutaciones, obtenemos {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑛 = 0}.

Aplicamos esto de la siguiente forma: sea 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑛) la tira de autovalores de 𝑉 . Primero
vamos a considerar 𝑈 ∈ Un de forma tal que 𝑈𝑉𝑈∗ = 𝑖𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑛). Al conjugar por matrices
unitarias, podemos obtener cualquier matriz diagonal cuya diagonal este formada por alguna permutación
de los elementos de la diagonal de 𝑈𝑉𝑈∗. Sean entonces 𝑈1,𝑈2, · · · ,𝑈𝑛−1 ∈ Un de forma tal que las
diagonales de 𝐷𝑖 = 𝑈𝑖𝑈𝑉𝑈

∗𝑈∗
𝑖

forman una base de {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑛 = 0}. En dicho caso,
toda matriz diagonal en 𝔰𝔲n se puede escribir como combinación lineal de las matrices (𝐷𝑖)𝑖 . Dado que
toda matriz en 𝔰𝔲n es de la forma 𝑈̃𝐷𝑈̃∗ con 𝑈̃ ∈ Un podremos escribir a cualquier matriz en 𝔰𝔲n como
combinación lineal de elementos en gen{𝑈𝑉𝑈∗ : 𝑈 ∈ Un}, lo cual prueba la contención.

Notamos que si 𝑋 ∈ 𝔰𝔲n entonces 𝑋 =
𝑘∑
𝑖=1
𝑎𝑖𝑈𝑖𝑉𝑈

∗
𝑖

y luego

|𝑋 |2 = ⟨𝑋, 𝑋⟩ = ( 𝑓 (𝑋), 𝑋) = ( 𝑓 (
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑈𝑖𝑉𝑈
∗
𝑖 ), 𝑋)

= (
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑈𝑖 𝑓 (𝑉)𝑈∗
𝑖 , 𝑋) = (𝜆

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑈𝑖𝑉𝑈
∗
𝑖 , 𝑋) = 𝜆(

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑈𝑖𝑉𝑈
∗
𝑖 , 𝑋) = 𝜆 | |𝑋 | |2𝐹 ,

por lo tanto, |𝑋 | =
√
𝜆 | |𝑋 | |𝐹 en los elementos de traza cero. Esto nos da la igualdad buscada en 𝔰𝔲n y nos

dice además que 𝑓 tiene un único autovalor, pues podrı́amos repetir el procedimiento con otro y llegar a la
misma igualdad para todo 𝑋 ∈ 𝔰𝔲n, en definitiva, la función 𝑓 restringida a 𝔰𝔲n es la multiplicación por

√
𝜆.

Sea 𝑋 = 𝑆 + 𝑖𝑡 𝐼 un elemento arbitrario de 𝔲n, llamando 𝑎 =
√
𝜆 y 𝑏 = ⟨𝑖𝐼, 𝑖𝐼⟩ obtenemos

|𝑆 + 𝑖𝑡 𝐼 |2 = ⟨𝑆 + 𝑖𝑡 𝐼, 𝑆 + 𝑖𝑡 𝐼⟩ = ⟨𝑆, 𝑆⟩ + 2𝑡⟨𝑆, 𝑖𝐼⟩ + 𝑡2⟨𝑖𝐼, 𝑖𝐼⟩
= 𝑎 | |𝑆 | |2𝐹 + 2𝑡 ( 𝑓 (𝑆) |𝑖𝐼) + 𝑏𝑡2

= 𝑎 | |𝑆 | |2𝐹 + 2𝑡𝑎(𝑆 |𝑖𝐼) + 𝑏𝑡2

= 𝑎 | |𝑆 | |2𝐹 + 2𝑡𝑎 Tr(−𝑖𝑆) + 𝑏𝑡2

= 𝑎 | |𝑆 | |2𝐹 + 𝑏𝑡2,

resultando entonces que |𝑆 + 𝑖𝑡 𝐼 | =
√︃
𝑎 | |𝑆 | |2

𝐹
+ 𝑏𝑡2, como se querı́a demostrar. □



Capı́tulo 3

Funcionales, conmutadores y dual polar

3.1. Caracterización de funcionales que realizan la norma

Recordamos que si 𝑋 ∈ 𝔲n y 𝜑 es un funcional que realiza la norma de 𝑋 , entonces existe 𝑁 ∈ 𝔲n de
forma tal que 𝜑(·) = (𝑁 |·). Además, dado que | |𝜑 | | = 1, por la Proposición 2.1.18 debe ser |𝑁 |′ = 1. En
esta sección vamos a estudiar las propiedades de esta matriz 𝑁 que representa vı́a el producto interno al
elemento 𝜑 del espacio dual. Los resultados originales más importantes de esta sección publicados en [47]
son la Proposición 3.1.8, el Teorema 3.1.13 y el Teorema 3.1.18.

Comenzamos con una observación de ı́ndole general:

Observación 3.1.1. Sea | · | una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n. Si |𝑉 | = 1, para cada funcional
𝜑 que realiza la norma de 𝑉 tenemos que existe 𝑁 ∈ 𝔲n de norma dual igual a 1, i.e. |𝑁 |′ = 1, tal que
𝜑(𝑉) = (𝑁 |𝑉) = 1. Luego si 𝜑′ = (𝑉 |·), como |𝑉 | = 1, este funcional es de norma 1 en el espacio doble
dual. Por otro lado 𝜑′(𝑁) = (𝑉 |𝑁) = |𝑉 | = 1 = |𝑁 |′, luego 𝜑′ realiza la norma de 𝑁 en el espacio dual. Sea
𝐹𝜑′ ⊂ 𝔲n la cara de la esfera en la norma dual dada por el funcional 𝜑′. Claramente 𝜑 = (𝑁 |·) es el único
funcional que realiza la norma de 𝑉 si y solo si 𝐹𝜑′ = {𝑁} y además 𝐹𝜑 = {𝑉} si y solo si 𝜑′ = (𝑉 |·) es el
único funcional que realiza la norma de 𝑁 en el espacio dual.

Lema 3.1.2. (Naturalidad de la exponencial) Sean 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n entonces el elemento 𝑒𝑌 es unitario y tenemos
que

Ad𝑒𝑌 𝑋 = 𝑒ad𝑌 𝑋.

En particular, la expresión Ad𝑒𝑠𝑌 𝑋 = 𝑒𝑠 ad𝑌 𝑋 =
∞∑
𝑘=0

𝑠𝑘 ad𝑘
𝑌

𝑘! 𝑋 , es una función analı́tica en R.

Demostración. El hecho de que la exponencial de un elemento de 𝔲n nos de un elemento unitario es
simplemente una consecuencia del desarrollo en serie de la exponencial y las propiedades de adjuntar. Para
mostrar la igualdad consideramos 𝐵(𝑀𝑛 (C)) el conjunto de operadores lineales acotados en 𝑀𝑛 (C) y la
ecuación diferencial para 𝑓 : R −→ 𝐵(𝑀𝑛 (C)) dada por 𝑓 ′(𝑠) = 𝑓 (𝑠) ◦ad𝑌 con condición inicial 𝑓 (0) = 𝑖𝑑.

Sabemos que esta ecuación tiene única solución, lo que queremos ver es que tanto 𝑓 (𝑠) = Ad𝑒𝑠𝑌 como
𝑔(𝑠) = 𝑒𝑠 ad𝑌 son soluciones. Luego será 𝑓 = 𝑔 y evaluando en 𝑠 = 1 tendremos la igualdad buscada como
operadores.

37
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Notamos que la condición inicial se cumple de forma evidente. Calculamos las derivadas de ambas
expresiones:

𝑔′(𝑠) =
( ∞∑︁
𝑘=0

𝑠𝑘 ad𝑘
𝑌

𝑘!

) ′
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑘𝑠𝑘−1 ad𝑘
𝑌

𝑘!
=

( ∞∑︁
𝑘=1

𝑠𝑘−1 ad𝑘−1
𝑌

(𝑘 − 1)!

)
◦ ad𝑌 = 𝑔 ◦ ad𝑌 .

Por otro lado si consideramos 𝑓 (𝑠) (𝑋) = 𝑒𝑠𝑌𝑋𝑒−𝑠𝑌 y derivamos

𝑓 ′(𝑠)𝑋 = ( 𝑓 (𝑠)𝑋)′ = 𝑒𝑠𝑌𝑌𝑋𝑒−𝑠𝑌 − 𝑒𝑠𝑌𝑋𝑌𝑒−𝑠𝑌 = 𝑒𝑠𝑌 (𝑌𝑋 − 𝑋𝑌 )𝑒−𝑠𝑌 = 𝑓 (𝑠) ◦ ad𝑌 (𝑋),

luego 𝑓 ′(𝑠) = 𝑔′(𝑠) para todo 𝑠 ∈ R y se sigue el resultado por lo observado previamente.
□

Observación 3.1.3. Normalmente no usaremos todo el desarrollo de la expresión Ad𝑒𝑠𝑌 𝑋 , sino que lo
utilizaremos hasta cierto término. Por ejemplo a orden 1 y orden 2 tenemos las siguientes expresiones

Ad𝑒𝑠𝑌 𝑋 = 𝑒ad𝑠𝑌 𝑋 = 𝑋 + 𝑠[𝑌, 𝑋] + 𝑜(𝑠2), (3.1)

Ad𝑒𝑠𝑌 𝑋 = 𝑒ad𝑠𝑌 𝑋 = 𝑋 + 𝑠[𝑌, 𝑋] + 𝑠2

2 [𝑌, [𝑌, 𝑋]] + 𝑜(𝑠3). (3.2)

Lema 3.1.4. Sean | · | una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n, 0 ≠ 𝑋 ∈ 𝔲n y 𝜑 = (𝑁 |·) un funcional que
realiza la norma de 𝑋 o de −𝑋 . Para 𝑌 ∈ 𝔲n tenemos que

(1) 𝜑( [𝑋,𝑌 ]) = 0 (equivalentemente 𝜑 ◦ ad 𝑋 ≡ 0 en 𝔲n) y 𝑁 conmuta con 𝑋 .

(2) Si 𝜑 realiza la norma de 𝑋 entonces 𝜑( [𝑌, [𝑌, 𝑋]]) ≤ 0.

Demostración. Por (3.1) tenemos que

Ad𝑒𝑠𝑌 𝑋 = 𝑋 + 𝑠[𝑌, 𝑋] + 𝑜(𝑠2).

Luego, para cada funcional 𝜑 que realiza la norma de 𝑋 , se sigue que

𝜑(𝑠[𝑌, 𝑋] + 𝑜(𝑠2)) = 𝜑(Ad𝑒𝑠𝑌 𝑋 − 𝑋) = 𝜑(Ad𝑒𝑠𝑌 𝑋) − 𝜑(𝑋) ≤ | Ad𝑒𝑠𝑌 𝑋 | − |𝑋 | = 0,

dividiendo por 𝑠 > 0 y tomando 𝑠 → 0+, obtenemos 𝜑( [𝑌, 𝑋]) ≤ 0. Reemplazando 𝑌 por −𝑌 , conseguimos
la otra desigualdad y luego queda probado que 𝜑( [𝑌, 𝑋]) = 0. La prueba en el caso de que −𝜑(𝑋) = | − 𝑋 |
es análoga, finalizando ası́ la demostración de la primera afirmación.

Por otro lado para cada 𝑍 ∈ 𝔲n tenemos que

0 = 𝜑( [𝑋, 𝑍]) = −Tr(𝑁 [𝑋, 𝑍]) = (𝑁 | [𝑋, 𝑍]) = (𝑍 | [𝑁, 𝑋])

donde usamos las identidades cı́clicas de la Observación 2.2.8. Tomando 𝑍 = [𝑁, 𝑋] obtenemos ∥ [𝑁, 𝑋] ∥2
𝐹
=

0, luego [𝑁, 𝑋] = 0. Por otra parte, aplicando 𝜑 a (3.2) y usando que 𝜑( [𝑌, 𝑋]) = 0, tenemos que

𝜑(𝑋) + 𝑠2

2 𝜑( [𝑌, [𝑌, 𝑋]]) + 𝑜(𝑠
3) = 𝜑(Ad𝑒𝑠𝑌 𝑋) ≤ | Ad𝑒𝑠𝑌 𝑋 | = |𝑋 | = 𝜑(𝑋),

en tal caso 𝑠2

2 𝜑( [𝑌, [𝑌, 𝑋]])+𝑜(𝑠
3) ≤ 0. Dividiendo en este caso por 𝑠2 y tomando 𝑠 → 0, queda demostrada

la segunda afirmación. □
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Observación 3.1.5. Dado que 𝑔 : 𝑠 ↦→ 𝜑(𝑒𝑠 ad𝑌 𝑋) es una función analı́tica y que tiene un máximo
en 𝑠 = 0. Una posibilidad es que todas las derivadas se anulen en 𝑠 = 0; esto solo puede pasar si
𝜑(𝑒𝑠 ad𝑌 𝑋) ≡ 𝑔(0) = |𝑋 |. Si este no fuese el caso, todas las derivadas van a dar cero hasta un cierto 𝑘 par
en el cual debe ser 𝑔 (𝑘 ) (0) < 0. Como 𝑔 (𝑚) (0) = 𝜑((ad𝑌 )𝑚(𝑋)), lo que tenemos es que 𝜑((ad𝑌 )𝑚(𝑋)) = 0
para todo 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘 − 1 y 𝜑((ad𝑌 )𝑘 (𝑋)) < 0 para dicho 𝑘 par.

Notación 3.1.6. En las siguientes proposiciones y observaciones, vamos a indexar los elementos como
𝑣1, 𝑣2 · · · , 𝑣𝐹 , cuando escribamos 𝑘 ∈ 𝐹, nos estaremos refiriendo a que 𝑘 recorre los valores desde 1 hasta
𝐹. Nos permitiremos este leve abuso de notación para facilitar la lectura. Recordamos además que | | · | |𝐹 es
la norma de Frobenius, la cual ya utilizamos repetidamente a lo largo de este trabajo.

Definición 3.1.7 (Descomposición Diagonal/Codiagonal). Sea 0 ≠ 𝑉 ∈ 𝔲n, diagonalizando tenemos que
𝑉 = 𝑖

∑
𝑘∈𝐹 𝑣𝑘𝑃𝑘 con 𝑣1 > 𝑣2 > . . . > 𝑣𝐹 , donde los autovalores están tomados todos distintos y de

forma decreciente, por otro lado, 𝑃𝑘 es la proyección ortogonal en el autoespacio asociado al autovalor 𝑣𝑘
y claramente tenemos que 𝑃𝑘𝑃 𝑗 = 0 para 𝑘 ≠ 𝑗 . Para cada 𝑋 ∈ 𝔲n podemos descomponer 𝑋 = 𝑋𝐷 + 𝑋𝐶 ,
donde

𝑋𝐷 =
∑︁
𝑘

𝑃𝑘𝑋𝑃𝑘 =
∑︁
𝑘

𝑋𝑘 y 𝑋𝐶 =
∑︁
𝑘≠ 𝑗

𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 =
∑︁
𝑘≠ 𝑗

𝑋𝑘 𝑗 .

Dichos elementos son conocidos como parte diagonal por bloques y parte codiagonal por bloques de
𝑋 , las cuales están asociadas a la descomposición de 𝑉 . Notar que bien podrı́a ser que [𝑋𝐷 , 𝑋𝐶] ≠ 0, sin
embargo tenemos

𝑋 = 𝑋𝐷 + 𝑋𝐶 , [𝑋,𝑉] = [𝑋𝐶 , 𝑉] y [𝑋𝐷 , 𝑉] = 0.

Sea 𝜑 = (𝑁 |·) = −Tr(𝑁 ·) un funcional que realiza la norma de 𝑉 . Dado que 𝑁 conmuta con 𝑉 por el Lema
3.1.4, tenemos que 𝑁 = 𝑖

∑
𝑘∈𝐹 𝑁𝑘 con 𝑁𝑘 autoadjunto y 𝑁𝑘𝑁 𝑗 = 0 para 𝑘 ≠ 𝑗 (𝑁 es diagonal por bloques).

En el Lema 2.2.21.(1) estudiamos los funcionales que realizan la norma para el caso de normas orbitales.
A continuación, vamos a estudiar estos funcionales en el caso general de una norma de Finsler Ad-invariante:

Proposición 3.1.8 (Caracterización de funcionales que realizan la norma). Sean 0 ≠ 𝑉 = 𝑖
∑

𝑘∈𝐹 𝑣𝑘𝑃𝑘 ,
𝑁 = 𝑖

∑
𝑘 𝑁𝑘 con 𝜑 = (𝑁 |·) un funcional que realiza la norma de 𝑉 y 𝐹𝜑 la cara dada por 𝜑.

(1) Si 𝑗 > 𝑘 , cualquier autovalor de 𝑁𝑘 es mayor o igual que todos los autovalores de 𝑁 𝑗 .

(2) Si alguno de ellos es igual, luego permutando las projecciones 1-dimensionales inducidas, obtenemos
otra 𝑉̃ ∈ 𝐹𝜑 .

(3) Si 𝐹𝜑 = {𝑉}, la desigualdad establecida en el primer ı́tem es estricta.

(4) Dado 𝑠 ∈ 𝐹, intercambiando proyecciones 1-dimensionales de 𝑁𝑠 correspondientes a distintos auto-
valores, nos da otra 𝜙 que realiza la norma de 𝑉 .

(5) Si 𝜑 es el único funcional que realiza la norma de 𝑉 , luego 𝑁 es diagonal, i.e. 𝑁𝑘 =
∑

𝑘∈𝐹 𝑛𝑘𝑃𝑘 , con
𝑛𝑘+1 ≥ 𝑛𝑘 .

En particular si la norma es estrictamente convexa y suave, debe ser𝑁 =
∑

𝑘∈𝐹 𝑛𝑘𝑃𝑘 , con los 𝑛𝑘 estrictamente
decrecientes.
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Demostración. Tenemos que

|𝑉 | = 𝜑(𝑉) = (𝑁 |𝑉) = −Tr(𝑁𝑉) = −Tr(𝑖
∑︁
𝑠

𝑁𝑠 𝑖
∑︁
𝑙

𝑣𝑙𝑃𝑙) =
∑︁
𝑠

∑︁
𝑙

𝑣𝑙 Tr(𝑁𝑠𝑃𝑙) =
∑︁
𝑠

𝑣𝑠 Tr(𝑁𝑠). (3.3)

Ahora, si𝑈 ∈ Un

−Tr(𝑈∗𝑁𝑈𝑉) = −Tr(𝑁𝑈𝑉𝑈∗) = 𝜑(𝑈𝑉𝑈∗) ≤ |𝑈𝑉𝑈∗ | = |𝑉 | = −Tr(𝑁𝑉), (3.4)

lo cual implica que si 𝑉̃ = 𝑈𝑉𝑈∗ entonces 𝜑(𝑉̃) ≤ |𝑉̃ | = |𝑉 |. Sea {𝑒𝑠1, . . . , 𝑒
𝑠
𝑑 (𝑠) } una base ortonormal de

Ran(𝑃𝑠) (en esta parte 𝑑 (𝑠) = 𝑑𝑖𝑚(𝑃𝑠)), diagonalizando cada 𝑁𝑠 tenemos que

𝑁𝑠𝑒
𝑠
𝑙 = 𝜆𝑙 (𝑁𝑠)𝑒𝑠𝑙 𝑙 = 1, . . . , 𝑑 (𝑠)

para cada 𝑠 ∈ 𝐹; podemos asumir además (eventualmente permutando los elementos de la base elegida) que
los 𝜆𝑙 (𝑁𝑠) están en orden no creciente. Como

∑
𝑠 𝑃𝑠 = 1, si ponemos todas esas bases juntas en el orden

correspondiente, obtenemos un base que diagonaliza a 𝑁 y a 𝑉 de forma simultánea. Sea𝑈 ∈ Un la matriz
unitaria que se obtiene al intercambiar 𝑒𝑘

𝑑 (𝑘 ) con 𝑒 𝑗1 (el último autovector de 𝑁𝑘 con el primer autovector de
𝑁 𝑗), con 𝑗 > 𝑘 . Razonando como en (3.3)

|𝑉 | = 𝜑(𝑉) = −Tr(𝑁𝑉) =
∑︁
𝑠∈𝐹

𝑣𝑠

𝑑 (𝑠)∑︁
𝑙=1

𝜆𝑙 (𝑁𝑠),

mientras que −Tr(𝑈∗𝑁𝑈𝑉) = −Tr(𝑁𝑈𝑉𝑈∗) es la misma suma intercambiando los dos autovalores de 𝑁
considerados. Luego restando ambas expresiones y cancelando los términos repetidos, por (3.4) obtenemos:

𝑣 𝑗𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) + 𝑣𝑘𝜆1(𝑁 𝑗) ≤ 𝑣𝑘𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) + 𝑣 𝑗𝜆1(𝑁 𝑗).

De donde deducimos que (𝑣𝑘 − 𝑣 𝑗) (𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) − 𝜆1(𝑁 𝑗)) ≥ 0, y como 𝑣𝑘 > 𝑣 𝑗 cuando 𝑗 > 𝑘 , se sigue la
conclusión de la primera afimación. Notamos que si 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) = 𝜆1(𝑁 𝑗) tenemos que

𝜑(𝑉̃) = −Tr(𝑁𝑈𝑉𝑈∗) = −Tr(𝑈∗𝑁𝑈𝑉) = −Tr(𝑁𝑉) = 𝜑(𝑉) = |𝑉 | = |𝑈𝑉𝑈∗ | = |𝑉̃ |,

luego 𝑉̃ ∈ 𝐹𝜑 , lo cual prueba la segunda afirmación. Si la cara tiene un solo elemento y vale la igualdad
𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) = 𝜆1(𝑁 𝑗), luego 𝑈𝑉𝑈∗ = 𝑉̃ = 𝑉 , pero esto no es posible dado que 𝑣𝑘 ≠ 𝑣 𝑗 . Se sigue que en
ese caso debemos tener una desigualdad estricta, lo cual prueba la tercer afirmación. Si permutamos dos
autoproyecciones de 𝑁𝑘 , en tal caso existe 𝑈 ∈ Un de forma que Ran(𝑈𝑁𝑘𝑈

∗) = Ran(𝑁𝑘) = Ran(𝑃𝑘)
que actúa permutando en el bloque en cuestión y 𝑈 es la identidad en los otros bloques, si consideramos
𝜙 = (𝑈𝑁𝑈∗ |·) tenemos que, desarrollando de forma similar a (3.3)

𝜙(𝑉) =
∑︁
𝑠≠𝑘

𝑣𝑠 Tr(𝑁𝑠) +
∑︁
𝑙

𝑣𝑙 Tr(𝑈𝑁𝑘𝑈
∗𝑃𝑙) =

∑︁
𝑠≠𝑘

𝑣𝑠 Tr(𝑁𝑠) + 𝑣𝑘 Tr(𝑈𝑁𝑘𝑈
∗𝑃𝑘)

=
∑︁
𝑠≠𝑘

𝑣𝑠 Tr(𝑁𝑠) + 𝑣𝑘 Tr(𝑁𝑘) = (𝑁 |𝑉) = 𝜑(𝑉) = |𝑉 |.

Por otro lado para 𝑍 ∈ 𝔲n

𝜙(𝑍) = −Tr(𝑈𝑁𝑈∗𝑍) = −Tr(𝑁𝑈∗𝑍𝑈) = (𝑁 |𝑈𝑍𝑈∗) ≤ ∥𝜑∥|𝑈𝑍𝑈∗ | = |𝑍 |,



3.1. CARACTERIZACIÓN DE FUNCIONALES QUE REALIZAN LA NORMA 41

que combinado con la igualdad previa, prueba que ∥𝜙∥ = 1 y obtenemos ası́ un nuevo funcional que realiza
la norma de 𝑉 , lo cual prueba (4). Finalmente, si hay exactamente un funcional que realiza la norma de
𝑉 , luego los autovalores de cada 𝑁𝑠 deben ser iguales, ya que caso contrario podrı́amos armarnos otro
funcional que realiza la norma como hicimos para probar (4). Concluimos que 𝑁𝑠 = 𝑛𝑠𝑃𝑠 para cada 𝑠. □

Observación 3.1.9. Dado que 𝑁 conmuta con𝑉 , y cualquier reordenamiento de autovectores dentro de cada
bloque 𝑁𝑘 es admisible, si es necesario, podemos asumir que los autovalores de 𝑁 están todos ordenados
en forma decreciente. Por otro lado, es claro que si 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) es el menor autovalor de 𝑁𝑘 , luego

𝑁𝑘 ≥ 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘)𝑃𝑘 .

De la misma forma, si 𝜆1(𝑁 𝑗) es el mayor autovalor de 𝑁 𝑗 , tenemos

𝑁 𝑗 ≤ 𝜆1(𝑁 𝑗)𝑃 𝑗 .

Ambas desigualdades son con respecto al orden parcial de matrices hermitianas,

𝑋 ≥ 𝑌 sii ⟨𝑋𝜉, 𝜉⟩ ≥ ⟨𝑌𝜉, 𝜉⟩ ∀ 𝜉 ∈ C𝑛.

Observación 3.1.10. Si [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] = 0 ó [𝑌, [𝑌, 𝑋]] = 0, luego [𝑋,𝑌 ] = 0, dado que

∥ [𝑋,𝑌 ] ∥2
𝐹 = −(𝑌 | [𝑋, [𝑋,𝑌 ]) = −([𝑌, [𝑌, 𝑋]] |𝑋).

Para la norma de Frobenius, el único funcional que realiza la norma de 0 ≠ 𝑉 ∈ 𝔲n está dado por
𝜑 = ( 𝑉

∥𝑉 ∥𝐹 | · ), luego 𝑁𝑉 = 𝑉
∥𝑉 ∥𝐹 . Por lo dicho previamente, en el contexto de la norma de Frobenius

tenemos que
𝜑𝑉 ( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0

implica que [𝑋,𝑉] = 0. Lo que vamos a hacer a continuación, es analizar esta condición para otras normas
de Finsler Ad-invariantes. En particular vamos a probar que la afirmación previa, sigue siendo válida en el
caso de normas estrictamente convexas.

Observación 3.1.11. Sea 𝑉 = 𝑖
∑

𝑘 𝑣𝑘𝑃𝑘 con 𝑣1 > 𝑣2 > . . . > 𝑣𝐹 , al igual que antes. Si 𝑋 = 𝑋𝐷 + 𝑋𝐶 es
la descomposición de 𝑋 en sus partes diagonal y codiagonal con respecto a 𝑉 se tiene que 𝑋𝐷 conmuta con
𝑉 y luego [𝑋,𝑉] = [𝑋𝐶 , 𝑉] (esto es consecuencia de que cada bloque de 𝑉 es un múltiplo de la identidad).
Por otro lado, si 𝜑 = (𝑁 |·) realiza la norma de 𝑉 , por la identidad de Jacobi y (2.2.8) obtenemos

𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 𝜑( [𝑋, [𝑋𝐶 , 𝑉]]) = (𝑁 | [ [𝑋, 𝑋𝐶], 𝑉] + [𝑋𝐶 , [𝑋,𝑉]])
= −(𝑁 | [𝑉, [𝑋, 𝑋𝐶]]) + (𝑁 | [𝑋𝐶 , [𝑋𝐶 , 𝑉]])
= −([𝑁,𝑉] | [𝑋, 𝑋𝐶]) + ([𝑁, 𝑋𝐶] | [𝑋𝐶 , 𝑉]) = ( [𝑁, 𝑋𝐶] | [𝑋𝐶 , 𝑉])

donde usamos que 𝑁 conmuta con 𝑉 , en conclusión

𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = ( [𝑁, 𝑋𝐶] | [𝑋𝐶 , 𝑉]). (3.5)
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Observación 3.1.12. Para el siguiente teorema vamos a necesitar usar alguna propiedades del orden de
matrices. Si 0 ≤ 𝐴 ≤ 𝐵 para 𝐴, 𝐵 matrices hermitianas, es un resultado conocido que 0 ≤

√
𝐴 ≤

√
𝐵 y

por otro lado es bien sabido que elevar al cuadrado no preserva el orden necesariamente. Sin embargo, en
el caso particular que las matrices 𝐴 y 𝐵 conmuten, la propiedad es válida. Esto es ya que si 0 ≤ 𝐴 ≤ 𝐵 y
𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 entonces podemos escribir

𝐵2 − 𝐴2 = (𝐵 − 𝐴) (𝐵 + 𝐴),

llamando 𝑋 = 𝐵 − 𝐴 e 𝑌 = 𝐵 + 𝐴, es claro que 𝑋 e 𝑌 son positivas y conmutan, luego se escriben como
𝑋 = 𝑈𝐷𝑋𝑈

∗ y 𝑌 = 𝑈𝐷𝑌𝑈
∗ con 𝐷𝑋, 𝐷𝑌 matrices diagonales positivas y𝑈 ∈ Un. Tendremos entonces que

𝑋𝑌 = 𝑈𝐷𝑋𝐷𝑌𝑈
∗ que es claramente positiva ya que sus autovalores son el producto de los autovalores de

𝑋 con los de 𝑌 . Se concluye entonces que 0 ≤ 𝐴2 ≤ 𝐵2, lo cual usaremos repetidamente en el siguiente
teorema.

Teorema 3.1.13 (El caso de la igualdad). Sean 𝑋,𝑉 ∈ 𝔲n, escribimos en forma diagonalizada a 𝑉 como
𝑉 = 𝑖

∑
𝑘 𝑣𝑘𝑃𝑘 con 𝑣1 > . . . > 𝑣𝐹 y sea 𝜑 = (𝑁 | ·) un funcional que realiza la norma de 𝑉 .

(1) 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0 si y solo si [𝑋𝐶 , 𝑁] = 0

(2) Si 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0 y 𝐹𝜑 = {𝑉} entonces [𝑋,𝑉] = 0.

Demostración. Si [𝑋𝐶 , 𝑁] = 0, por (3.5) tenemos que 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = ( [𝑁, 𝑋𝐶] | [𝑋𝐶 , 𝑉]) = 0. Supon-
gamos ahora que 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0, consideramos inicialmente 𝑍 = 𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 + 𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∈ 𝔲n y notamos
que 𝑍 = 𝑍𝐶 si 𝑘 ≠ 𝑗 . Luego, por el Lema 3.1.4 y la igualdad (3.5), tenemos que

Tr( [𝑍, 𝑁] [𝑍,𝑉]) = −Tr( [𝑁, 𝑍] [𝑍,𝑉]) = ( [𝑁, 𝑍] | [𝑍,𝑉])
= ( [𝑁, 𝑍𝐶] | [𝑍𝐶 , 𝑉]) = 𝜑( [𝑍, [𝑍,𝑉]]) ≤ 0. (3.6)

Desarrollando [𝑍, 𝑁] obtenemos

[𝑍, 𝑁] = 𝑖(𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 + 𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗)
∑︁
𝑠

𝑁𝑠 − 𝑖
∑︁
𝑠

𝑁𝑠 (𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 + 𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗)

= 𝑖(𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘 + 𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗 − 𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘 − 𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗).

De la misma forma, pero trabajando con [𝑍,𝑉], se tiene

[𝑍,𝑉] = 𝑖(𝑃 𝑗𝑋𝑣𝑘𝑃𝑘 + 𝑃𝑘𝑋𝑣 𝑗𝑃 𝑗 − 𝑣 𝑗𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 − 𝑣𝑘𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗) = 𝑖(𝑣𝑘 − 𝑣 𝑗) (𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 − 𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗).

Usando las igualdades previas y la ciclicidad de la traza tenemos que

Tr( [𝑍, 𝑁] [𝑍,𝑉]) = −(𝑣𝑘 − 𝑣 𝑗) Tr((𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘 + 𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗 − 𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘 − 𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗) (𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 − 𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗))
= −(𝑣𝑘 − 𝑣 𝑗) Tr(−𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗 + 𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘 + 𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 − 𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘)
= −2(𝑣𝑘 − 𝑣 𝑗) Tr(𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋 − 𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋). (3.7)

Usando (3.6), se sigue que

2(𝑣𝑘 − 𝑣 𝑗) Tr(𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋 − 𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋) ≥ 0 ∀ 𝑘 ≠ 𝑗 . (3.8)
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Ahora pasamos al caso general y calculamos [𝑋𝐶 , 𝑁]

[𝑋𝐶 , 𝑁] = 𝑖
∑︁
𝑟≠𝑠

(𝑃𝑟𝑋𝑃𝑠 + 𝑃𝑠𝑋𝑃𝑟 )
∑︁
𝑙

𝑁𝑙 − 𝑖
∑︁
𝑙

𝑁𝑙

∑︁
𝑟≠𝑠

(𝑃𝑟𝑋𝑃𝑠 + 𝑃𝑠𝑋𝑃𝑟 )

= 𝑖
∑︁
𝑟≠𝑠

(𝑃𝑟𝑋𝑁𝑠 + 𝑃𝑠𝑋𝑁𝑟 ) − 𝑖
∑︁
𝑟≠𝑠

(𝑁𝑟𝑋𝑃𝑠 + 𝑁𝑠𝑋𝑃𝑟 )

= 𝑖
∑︁
𝑟≠𝑠

(𝑃𝑟𝑋𝑁𝑠 + 𝑃𝑠𝑋𝑁𝑟 − 𝑁𝑟𝑋𝑃𝑠 − 𝑁𝑠𝑋𝑃𝑟 ).

Por otra parte desarrollando [𝑋𝐶 , 𝑉]

[𝑋𝐶 , 𝑉] = 𝑖(
∑︁
𝑗≠ 𝑗

(𝑃𝑘𝑋𝑣 𝑗𝑃 𝑗 + 𝑃 𝑗𝑋𝑣𝑘𝑃𝑘 − 𝑣𝑘𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 − 𝑣 𝑗𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘))

= 𝑖
∑︁
𝑘≠ 𝑗

(𝑣𝑘 − 𝑣 𝑗) (𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 − 𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗).

Luego 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = Tr( [𝑋𝐶 , 𝑁] [𝑋𝐶 , 𝑉]) es igual a

= −
∑︁
𝑘≠ 𝑗

∑︁
𝑟≠𝑠

Tr((𝑃𝑟𝑋𝑁𝑠 + 𝑃𝑠𝑋𝑁𝑟 − 𝑁𝑟𝑋𝑃𝑠 − 𝑁𝑠𝑋𝑃𝑟 ) (𝑣𝑘 − 𝑣 𝑗) (𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 − 𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗))

= −4
∑︁
𝑘≠ 𝑗

(𝑣𝑘 − 𝑣 𝑗) Tr(𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋 − 𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋),

donde en la última igualdad usamos que la expresión es no nula solo si 𝑘 = 𝑟 y 𝑗 = 𝑠 ó 𝑘 = 𝑠 y 𝑗 = 𝑟 . Luego
nos queda para cada 𝑘 ≠ 𝑗 el doble de la expresión (3.7). Por la desigualdad (3.8), esta expresión solo puede
ser cero si Tr(𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋 −𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋) = 0 para todo 𝑘 ≠ 𝑗 . Supongamos primero que 𝑗 > 𝑘 , y en tal caso por
la Proposición 3.1.8, tenemos que 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) ≥ 𝜆1(𝑁 𝑗). Vamos a mostrar que estos números son iguales y
que

𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑁 = 𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗 = 𝜆1(𝑁 𝑗)𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 , 𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑁 = 𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘 = 𝜆1(𝑁 𝑗)𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 . (3.9)

Una vez probado esto, adjuntando a ambos lados obtenemos que:

𝑁𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 = 𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘 = 𝜆1(𝑁 𝑗)𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘

𝑁𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 = 𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗 = 𝜆1(𝑁 𝑗)𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ,

y entonces para 𝑗 > 𝑘 se tiene

𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑁 = 𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘 = 𝜆1(𝑁 𝑗)𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 , 𝑁𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 = 𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘 = 𝜆1(𝑁 𝑗)𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ,

i.e. [𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 , 𝑁] = 0. Por simetrı́a, el mismo argumento funciona para 𝑗 < 𝑘 (usando 𝜆1(𝑁𝑘) en vez de
𝜆1(𝑁 𝑗)), y luego sumando sobre todos los 𝑗 ≠ 𝑘 tendremos que [𝑋𝐶 , 𝑁] = 0.

Para simplificar los cambios de signos va a ser conveniente trabajar con 𝑋 = 𝑖𝑋 , que satisface 𝑋∗ = 𝑋 ,
de hecho vamos a cometer un abuso de notación y renombrarlo simplemente 𝑋 (sin usar la tilde) para no
sobrecargar la notación. Observamos que 𝑋𝐶 conmuta con 𝑁 si y solo si 𝑋𝐶 conmuta con 𝑁 .

Supongamos primero que 𝑗 > 𝑘 . Sabemos que Tr(𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋) = Tr(𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋) con 𝑋∗ = 𝑋 . Como
𝑁𝑘 ≥ 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘)𝑃𝑘 y 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) ≥ 𝜆1(𝑁 𝑗) se sigue que

𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗 ≥ 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘)𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ≥ 𝜆1(𝑁 𝑗)𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ,
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donde en la primera igualdad usamos que conjugar preserva desigualdades de operadores y en la segunda
desigualdad usamos que 𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 = (𝑋𝑃 𝑗)∗𝑋𝑃 𝑗 ≥ 0. Por la monotonı́a y la ciclicidad de la traza
tenemos que

Tr(𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘𝑋) ≥ 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) Tr(𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋) ≥ 𝜆1(𝑁 𝑗) Tr(𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋),

notamos además que ∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥2
𝐹
= ∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥2

𝐹
= Tr(𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋) y luego

Tr(𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘𝑋) ≥ 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘)∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥2
𝐹 ≥ 𝜆1(𝑁 𝑗)∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥2

𝐹 .

Análogamente partiendo ahora de 𝑁 𝑗 ≤ 𝜆1(𝑁 𝑗)𝑃 𝑗 obtenemos por un lado que

𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘 ≤ 𝜆1(𝑁 𝑗)𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ≤ 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘)𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘

y tomando traza
Tr(𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗𝑋) ≤ 𝜆1(𝑁 𝑗)∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥2

𝐹 ≤ 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘)∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥2
𝐹 .

Usando la hipótesis y las desigualdades previamente demostradas

𝜆1(𝑁 𝑗) ∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥2
𝐹 ≤ 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) ∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥2

𝐹 ≤ Tr(𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘𝑋) = Tr(𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗𝑋) ≤ 𝜆1(𝑁 𝑗) ∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥2
𝐹 .

Como ∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥2
𝐹
= ∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥2

𝐹
tenemos que las desigualdades deben ser todas igualdades.

𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) Tr(𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋) = Tr(𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘𝑋) = Tr(𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗𝑋) = 𝜆1(𝑁 𝑗) Tr(𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋).

Si ∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥𝐹 = 0, luego 𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 = 𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 = 0 y (3.9) es claro. Si no es ası́, debe ser 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) = 𝜆1(𝑁 𝑗) =
𝜆. Mas aún, observamos que

𝐴 = 𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗 − 𝜆𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ≥ 0

pero acabamos de probar que Tr(𝐴) = 0. Luego 𝐴 = 0, y entonces 𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗 = 𝜆𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 . De la
misma forma, como 𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘 ≤ 𝜆𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 , utilizando la igualdad de las trazas obtenidas se sigue
que

𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗 = 𝜆𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 y 𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘 = 𝜆𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 . (3.10)

Supongamos primero que 𝜆 ≥ 0, sea 𝑁 𝑗 = 𝑁
+
𝑗
− 𝑁−

𝑗
donde 𝑁+

𝑗
, 𝑁−

𝑗
≥ 0 es la descomposición de Hahn de

𝑁 𝑗 . Como 𝑁 𝑗 ≤ 𝜆𝑃 𝑗 debe ser 0 ≤ 𝑁+
𝑗
≤ 𝜆𝑃 𝑗 y luego por la observación previa 0 ≤ (𝑁+

𝑗
)2 ≤ 𝜆2𝑃 𝑗 . Ahora

𝜆𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 = 𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘 = 𝑃𝑘𝑋𝑁
+
𝑗 𝑋𝑃𝑘 − 𝑃𝑘𝑋𝑁

−
𝑗 𝑋𝑃𝑘 ≤ 𝜆𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 − 𝑃𝑘𝑋𝑁

−
𝑗 𝑋𝑃𝑘 ,

luego 0 ≤ 𝑃𝑘𝑋𝑁
−
𝑗
𝑋𝑃𝑘 ≤ 0 y esto es solo posible si 𝑃𝑘𝑋𝑁

−
𝑗
𝑋𝑃𝑘 = 0. Como 𝑃𝑘𝑋𝑁

−
𝑗
𝑋𝑃𝑘 = |

√︃
𝑁−

𝑗
𝑋𝑃𝑘 |2,

se sigue que 𝑁−
𝑗
𝑋𝑃𝑘 = 0 = 𝑃𝑘𝑋𝑁

−
𝑗

. Por otra parte

∥𝑃𝑘𝑋𝑁
+
𝑗 ∥2

𝐹 = Tr(𝑃𝑘𝑋 (𝑁+
𝑗 )2𝑋𝑃𝑘) ≤ 𝜆2 Tr(𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘)

entonces ∥𝑃𝑘𝑋𝑁
+
𝑗
∥𝐹 ≤ 𝜆∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥𝐹 . Esto nos da la siguiente igualdad en la desigualdad de Cauchy-

Schwarz:

𝜆∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥2
𝐹 = Tr(𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘) = Tr(𝑃𝑘𝑋𝑁

+
𝑗 𝑋𝑃𝑘) = (𝑃𝑘𝑋𝑁

+
𝑗 |𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗)

≤ ∥𝑃𝑘𝑋𝑁
+
𝑗 ∥𝐹 ∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥𝐹 ≤ 𝜆∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥2

𝐹 .



3.1. CARACTERIZACIÓN DE FUNCIONALES QUE REALIZAN LA NORMA 45

Se sigue entonces que los vectores están alineados (ver por ejemplo [44]), i.e. 𝑃𝑘𝑋𝑁
+
𝑗
= 𝜇𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 , y

multiplicando por 𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 a derecha resulta 𝜇 = 𝜆. Obtenemos entonces que

𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗 = 𝑃𝑘𝑋𝑁
+
𝑗 − 𝑃𝑘𝑋𝑁

−
𝑗 = 𝑃𝑘𝑋𝑁

+
𝑗 = 𝜆𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ,

que es la primer identidad de (3.9). Para obtener la segunda identidad, notamos que 𝑁𝑘 ≥ 𝜆𝑃𝑘 ≥ 0 luego
(nuevamente por la observación previa)

√
𝑁𝑘 ≥

√
𝜆𝑃𝑘 ≥ 0 y entonces 𝑃 𝑗𝑋

√
𝜆𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ≤ 𝑃 𝑗𝑋

√
𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗 . Por

otra parte, usando (3.10), tenemos que

∥𝑃 𝑗𝑋
√︁
𝑁𝑘 ∥2

𝐹 = Tr(𝑃 𝑗𝑋
√︁
𝑁𝑘

√︁
𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗) = Tr(𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗) = 𝜆∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥2

𝐹 = 𝜆∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥2
𝐹 ,

lo cual nos da nuevamente una igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz :
√
𝜆∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥2

𝐹 =
√
𝜆 Tr(𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗) ≤ Tr(𝑃 𝑗𝑋

√︁
𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗)

= (𝑃 𝑗𝑋
√︁
𝑁𝑘 |𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘) ≤ ∥𝑃 𝑗𝑋

√︁
𝑁𝑘 ∥𝐹 ∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥𝐹 ≤

√
𝜆∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥2

𝐹 .

Obtenemos entonces que 𝑃 𝑗𝑋
√
𝑁𝑘 =

√
𝜆𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 y luego

𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘 = 𝑃 𝑗𝑋
√︁
𝑁𝑘

√︁
𝑁𝑘 =

√
𝜆𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘

√︁
𝑁𝑘 =

√
𝜆𝑃 𝑗𝑋

√︁
𝑁𝑘 = 𝜆𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ,

que es la segunda identidad de (3.9). Esto finaliza el caso 𝜆 ≥ 0. El caso 𝜆 < 0 es similar con algunas
modificaciones: comenzamos observando que 𝑁 𝑗 ≤ 𝜆𝑃 𝑗 < 0, luego −𝑁 𝑗 ≥ 0 y además, usando la
monotonı́a de la raı́z cuadrada,

√︁
−𝑁 𝑗 ≥

√
−𝜆𝑃 𝑗 ≥ 0. Luego 𝑃𝑘𝑋

√︁
−𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘 ≥ 𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗

√
−𝜆𝑋𝑃𝑘 y

√
−𝜆∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥2

𝐹 ≤ Tr(𝑃𝑘𝑋
√︁
−𝑁 𝑗𝑋𝑃𝑘) = (𝑃𝑘𝑋

√︁
−𝑁 𝑗 |𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗)

≤ ∥𝑃𝑘𝑋
√︁
−𝑁 𝑗 ∥𝐹 ∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥𝐹 ≤

√︃
Tr(𝑃𝑘𝑋 (−𝑁 𝑗)𝑋𝑃𝑘)∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥𝐹

=

√︃
−𝜆 Tr(𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘)∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥𝐹 =

√
−𝜆∥𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 ∥2

𝐹 .

Nuevamente tenemos una igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la cual es solamente posible si
𝑃𝑘𝑋

√︁
−𝑁 𝑗 =

√
−𝜆𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 . Al igual que antes (multiplicando por

√︁
−𝑁 𝑗 a derecha) se sigue que 𝑃𝑘𝑋𝑁 𝑗 =

𝜆𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 , lo cual establece la primer identidad en (3.9). Ahora, observamos que 𝑁𝑘 ≥ 𝜆𝑃𝑘 con 𝜆 < 0,
luego si 𝑁𝑘 = 𝑁+

𝑘
− 𝑁−

𝑘
es la descomposición de Hahn de 𝑁𝑘 , debe ser −𝑁−

𝑘
≥ 𝜆𝑃𝑘 y por la observación

previa (𝑁−
𝑘
)2 = (−𝑁−

𝑘
)2 ≤ 𝜆2𝑃𝑘 . Razonando como el otro caso vemos primero que 𝑃 𝑗𝑋𝑁

+
𝑘
𝑋𝑃 𝑗 = 0, i.e.

𝑃 𝑗𝑋𝑁
+
𝑘
= 𝑁+

𝑘
𝑋𝑃 𝑗 = 0. Entonces 𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘 = 𝑃 𝑗𝑋𝑁

−
𝑘

y

∥𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘 ∥2
𝐹 = Tr(𝑃 𝑗𝑋𝑁

2
𝑘𝑋𝑃 𝑗) = Tr(𝑃 𝑗𝑋 (𝑁−

𝑘 )
2𝑋𝑃 𝑗) ≤ 𝜆2 Tr(𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗) = 𝜆2∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥2

𝐹 .

Nuevamente tenemos una igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz

−𝜆∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥2
𝐹 = Tr(−𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘𝑋𝑃 𝑗) = (−𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘 |𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘) ≤ ∥𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘 ∥𝐹 ∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥𝐹
≤ |𝜆 | ∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥2

𝐹 = −𝜆∥𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 ∥2
𝐹 ,

lo que nos dice que 𝑃 𝑗𝑋𝑁𝑘 = 𝜆𝑃 𝑗𝑋𝑃𝑘 , la cual es la segunda igualdad de la identidad (3.9). Ahora que
probamos que [𝑋𝐶 , 𝑁] = 0, vamos a ver (2). Recordamos que la Proposición 3.1.8 dice que cuando existe
un único 𝜑 que realiza la norma de 𝑉 debe ser 𝑁 debe ser diagonal, i.e. 𝑁 = 𝑖

∑
𝑘 𝑛𝑘𝑃𝑘 . Pero la parte
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diagonal de 𝑋 (con respecto 𝑉) es en tal caso la parte diagonal de 𝑋 respecto a 𝑁 , o equivalentemente,
[𝑋𝐷 , 𝑁] = 0. Luego en este caso [𝑋, 𝑁] = [𝑋𝐶 , 𝑁] + [𝑋𝐷 , 𝑁] = 0 + 0 = 0. Por otro parte si 𝐹𝜑 = {𝑉},
citando la misma proposición no podemos tener igualdades de la forma 𝜆𝑑 (𝑘 ) (𝑁𝑘) = 𝜆1(𝑁 𝑗), luego en cada
paso debe ser 𝑃𝑘𝑋𝑃 𝑗 = 0, lo cual implica que 𝑋𝐶 = 0 y entonces 𝑋 = 𝑋𝐷 . Esto último es equivalente a que
𝑋 conmute con 𝑉 . □

Corolario 3.1.14 (Normas estrictamente convexas). Si la norma es estrictamente y 𝜑 es un funcional que
realiza la norma de 𝑉 tenemos que 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0 implica que [𝑋,𝑉] = 0.

Demostración. Como la norma es estrictamente convexa, tenemos que cada cara consta solo de un punto,
luego 𝐹𝜑 = {𝑉}. Si asumimos que 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0 y aplicamos el ı́tem (2) del Teorema 3.1.13 se sigue
[𝑋,𝑉] = 0. □

Observación 3.1.15. El Teorema 3.1.13 y su corolario van a ser muy útiles para probar resultados como el
Teorema 3.5.3, del cual podremos concluir una interpretación geométrica más clara. Sin embargo si miramos
un ejemplo en R3 usando como corchete el producto vectorial y como norma la euclı́dea tenemos que el
único funcional que realiza la norma de 𝑉 es 𝜑(𝑊) = ⟨𝑊,𝑉 ⟩

| |𝑉 | | . Por otro lado la condición 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0
se traduce en ⟨𝑋,𝑉⟩ = | |𝑋 | |.| |𝑉 | |, la cual implica una igualdad en al desigualdad de Cauchy-Schwartz y
luego 𝑋 y 𝑉 deben ser paralelos, es decir [𝑋,𝑉] = 0.

A continuación veremos un contraejemplo de como falla el Corolario 3.1.14 cuando la norma no es
estrictamente convexa.

Ejemplo 3.1.16. Vamos a mostrar dos matrices𝑉 y 𝑋 , de forma tal que existe un único funcional que realiza
la norma de 𝑉 con la norma dada por |𝑋 |1 = Tr( |𝑋 |) (que no es estrictamente convexa) y este funcional va
a verificar que 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0, pero que sin embargo [𝑋,𝑉] ≠ 0.

Sean 𝑉, 𝑋 ∈ 𝔲2 las matrices dadas por 𝑉 =

(
−𝑖 0
0 −2𝑖

)
y 𝑋 =

(
−2𝑖 1

2
− 1

2 −3𝑖

)
, calculando obtenemos que

[𝑋,𝑉] =
(
0 − 𝑖

2
𝑖
2 0

)
y [𝑋, [𝑋,𝑉]] =

(
− 𝑖

2
1
2

− 1
2

𝑖
2

)
.

Notamos además que |𝑉 | = 3. Dado 𝜑 un funcional que realiza la norma de 𝑉 , por el Lema de Riesz,
existe una matriz 𝑁 ∈ 𝔲2 de forma tal que 𝜑(𝑌 ) = (𝑁 |𝑌 ) para todo 𝑌 ∈ 𝔲2. Por otro lado, por el Lema 3.1.4,
esta matriz debe conmutar con 𝑉 . Esto implica, usando el Lema 2.3.3, que 𝑁 debe ser una matriz diagonal,
es decir

𝑁 =

(
𝑖𝑎 0
0 𝑖𝑏

)
,

con 𝑎, 𝑏 ∈ R. En tal caso 𝜑(𝑉) = −𝑎 − 2𝑏. Como estamos trabajando con matrices diagonales, fácilmente
podemos pensar que estamos en R2 con la norma de 𝑙1(R2) y entonces la norma del funcional va a ser
la norma en 𝑙∞(R2) del vector (𝑖𝑎, 𝑖𝑏). Tenemos entonces que | |𝜑 | | = máx{|𝑎 |, |𝑏 |} y queremos que esto
sea 1 al mismo tiempo que 𝜑(𝑉) = −𝑎 − 2𝑏 = 3. Es fácil ver que la única forma en que esto suceda es
tomar 𝑎 = −1 y 𝑏 = −1. Resultando ası́ que el único funcional que realiza la norma de 𝑉 es el dado por
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𝜑(
(
𝑖𝑎 𝑐

𝑐∗ 𝑖𝑏

)
) = −𝑎 − 𝑏. Como este funcional verifica que 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0, entonces cumple todo lo

pedido y el ejemplo queda finalizado.

Observación 3.1.17. Si 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0 para ciertos 𝑋,𝑉 no nulos, y 𝜑 realiza la norma de 𝑉 ,
podemos escribir a 𝑉 como una combinación convexa de los puntos extremales de la esfera de radio |𝑉 |, i.e.
𝑉 =

∑
𝑖 𝜆𝑖𝑉𝑖 , con 0 < 𝜆𝑖 ≤ 1 y

∑
𝑖 𝜆𝑖 = 1. Como cada 𝑉𝑖 debe estar en la misma cara que 𝑉 se sigue que 𝜑

debe realizar la norma de cada 𝑉𝑖 . Luego tenemos que

0 = 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) =
∑︁
𝑖

𝜆𝑖𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉𝑖]]).

Esto implica que debe ser 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑉𝑖]]) = 0 para cada 𝑉𝑖 (notar que todos los términos son menores o
iguales a cero por el Lema 3.1.4). Por otro lado si 𝜑 = (𝑁 |·) y trabajamos en el espacio dual, tenemos que
𝜑 =

∑
𝑖 𝜑𝑖 =

∑
𝑖 (𝑁 𝑖 |·) con 𝜑𝑖 extremales, y se deduce de forma análoga que 𝜑𝑖 ( [𝑋, [𝑋,𝑉]) = 0.

Teorema 3.1.18. Sea 𝑉 = 𝑖
∑

𝑘 𝑣𝑘𝑃𝑘 ∈ 𝔲n con 𝑣1 > 𝑣2 > . . . > 𝑣𝐹 . Existe 𝜑0 = (𝑁0 |·) un funcional que
realiza la norma de𝑉 tal que 𝑁0 es diagonal, i.e. 𝑁0 = 𝑖

∑
𝑘∈𝐹 𝜆𝑘𝑃𝑘 . Sea 𝑋 ∈ 𝔲n, luego 𝜑0( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0

si y solo si [𝑋, 𝑁0] = 0. En particular, si hay un único funcional que realiza la norma de 𝑉 debe tener la
propiedad antes mencionada.

Demostración. Sea 𝜑 = (𝑁 | ·) un funcional que realiza la norma de 𝑉 , luego 𝑁 = 𝑖
∑

𝑘∈𝐹 𝑁𝑘 con 𝑁∗
𝑘
=

𝑁𝑘 = 𝑁𝑘𝑃𝑘 para todo 𝑘 ∈ 𝐹. Al igual que en la demostración de la Proposición 3.1.8, elegimos una base
ortonormal {𝑒𝑘1 , . . . , 𝑒

𝑘
𝑑 (𝑘 ) } de Ran(𝑃𝑘) en la cual 𝑁𝑘 es diagonal, es decir

𝑁𝑘𝑒
𝑘
𝑙 = 𝜆𝑙 (𝑁𝑘)𝑒𝑘𝑙 𝑙 = 1, . . . , 𝑑 (𝑘)

para cada 𝑘 ∈ 𝐹; juntando todas estas bases en el orden dado, obtenemos una base que diagonaliza 𝑁 y 𝑉
de forma simultánea. Para cada 𝑘 ∈ 𝐹 y para cada 𝑙, 𝑠 ∈ 𝐹𝑘 = {1, . . . , 𝑑 (𝑘)}, sea 𝑈𝑘,𝑙𝑠 la matriz unitaria
que intercambia 𝑒𝑘

𝑙
con 𝑒𝑘𝑠 . Claramente

𝑈𝑘,𝑙𝑠𝑃 𝑗𝑈
∗
𝑘,𝑙𝑠 = 𝑃 𝑗 ∀ 𝑗 , 𝑘 ∈ 𝐹,

y luego𝑈𝑘,𝑙𝑠𝑉𝑈
∗
𝑘,𝑙𝑠

= 𝑉 . Observamos que para cada 𝑘 , existen exactamente 𝐶 (𝑘) =
(𝑑 (𝑘 )

2
)

formas de elegir
𝑙 ≠ 𝑠 de cada conjunto 𝐹𝑘 . Notamos |𝐹 | al cardinal de 𝐹 y consideramos

𝑁0 =
1
|𝐹 |

∑︁
𝑘∈𝐹

1
𝐶 (𝑘)

∑︁
𝑙≠𝑠∈𝐹𝑘

𝑈𝑘,𝑙𝑠𝑁𝑈
∗
𝑘,𝑙𝑠 .

Afirmamos que este elemento 𝑁0 tiene todas las propiedades deseadas. Notamos primero que al considerar
todas los reordenamientos de los elementos en la diagonal de cada 𝑁𝑘 , cada nuevo bloque de la matriz 𝑁0

va a ser un bloque diagonal formado por la media aritmética de los autovalores de 𝑁𝑘 en su diagonal, es
decir 𝑁0 = 𝑖

∑
𝑘 𝜆𝑘𝑃𝑘 con

𝜆𝑘 =
1

𝑑 (𝑘)

𝑑 (𝑘 )∑︁
𝑙=1

𝜆𝑙 (𝑁𝑘).
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Por otro lado
|𝑁0 |′ ≤

1
|𝐹 |

∑︁
𝑘∈𝐹

1
𝐶 (𝑘)

∑︁
𝑙≠𝑠∈𝐹𝑘

|𝑁 |′ = 1
|𝐹 | |𝐹 |

1
𝐶 (𝑘)𝐶 (𝑘) = 1

y además

(𝑁0 |𝑉) =
1
|𝐹 |

∑︁
𝑘∈𝐹

1
𝐶 (𝑘)

∑︁
𝑙≠𝑠∈𝐹𝑘

(𝑁 |𝑈∗
𝑘,𝑙𝑠𝑉𝑈𝑘,𝑙𝑠) =

1
|𝐹 |

∑︁
𝑘∈𝐹

1
𝐶 (𝑘)

∑︁
𝑙≠𝑠∈𝐹𝑘

|𝑉 | = |𝑉 |,

luego |𝑁0 |′ = 1 y 𝜑0 = (𝑁0 |·) realiza la norma de 𝑉 . Si 𝑋 ∈ 𝔲n tenemos que

𝜑0( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = (𝑁0 | [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = ( [𝑁0, 𝑋] | [𝑋,𝑉]),

de donde se sigue que si [𝑋, 𝑁0] = 0 entonces 𝜑0( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0. Por otro lado, por el Teorema 3.1.13,
si 𝜑0( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0 entonces [𝑋𝐶 , 𝑁0] = 0, pero como cada bloque de 𝑁0 es diagonal también tenemos
que [𝑋𝐷 , 𝑁0] = 0 y luego [𝑋, 𝑁0] = 0. □

Observación 3.1.19. Sean 𝑉 y 𝑁0 como en el teorema anterior. Notamos que los valores de 𝜆𝑘 para los
cuales vale la igualdad 𝑁0 = 𝑖

∑
𝑘∈𝐹 𝜆𝑘𝑃𝑘 , se obtienen al hacer promedios de los autovalores de los bloques

de 𝑁 a los que notamos 𝑁𝑘 . Como todos los autovalores de 𝑁𝑘 son mayores o iguales a los de 𝑁𝑘+1 (por la
Proposición 3.1.8) entonces la media aritmética de los autovalores de 𝑁𝑘 también va a ser mayor o igual a la
de 𝑁𝑘+1, es decir, 𝜆𝑘 ≥ 𝜆𝑘+1. Si para algún 𝑘 valiese 𝜆𝑘 = 𝜆𝑘+1, tendrı́amos que 𝜆𝑙 (𝑁𝑘) = 𝜆𝑠 (𝑁𝑘+1) = 𝜆 para
todo 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑑 (𝑘)}, 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑑 (𝑘 +1)} y en dicho caso podrı́amos escribir 𝑁𝑘 +𝑁𝑘+1 = 𝜆(𝑃𝑘 +𝑃𝑘+1).
Siguiendo la demostración del Teorema 3.1.13, obtendrı́amos que si 𝑋 ∈ 𝔲n es tal que 𝜑0( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = 0
entonces deberı́a ser 𝑃𝑘𝑋𝑃𝑘+1 = 0.

3.2. Derivada de una norma de Finsler

En esta sección estudiaremos las derivadas direccionales laterales de una norma de Finsler en un espacio
vectorial. Sobre el final de la misma, mencionaremos algunos resultados generales sobre diferenciación de
normas que necesitaremos usar y además ayudan a la comprensión de las mismas.

Observación 3.2.1. Sea ℎ : R→ R una función continua y convexa, entonces el lı́mite

lı́m
𝑡→0+

ℎ(𝑥 + 𝑡) − ℎ(𝑥)
𝑡

existe (en el sentido que es un número real o −∞). Esto es una consecuencia de que el cociente incremental
decrece cuando 𝑡 → 0+. Para ver esto, tomamos 0 < 𝑠 < 𝑡 y observamos que

ℎ(𝑥 + 𝑠) = ℎ
( 𝑠
𝑡
(𝑥 + 𝑡) + (1 − 𝑠

𝑡
)𝑥

)
≤ 𝑠

𝑡
ℎ(𝑥 + 𝑡) + (1 − 𝑠

𝑡
)ℎ(𝑥),

luego
ℎ(𝑥 + 𝑠) − ℎ(𝑥)

𝑠
≤ ℎ(𝑥 + 𝑡) − ℎ(𝑥)

𝑡
, (3.11)

con un razonamiento análogo se llega a que

ℎ(𝑥 − 𝑡) − ℎ(𝑥)
−𝑡 ≤ ℎ(𝑥 − 𝑠) − ℎ(𝑥)

−𝑠 .
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Proposición 3.2.2. Dado (𝐸, | · |) un espacio normado con una norma de Finsler y 𝑋,𝑌 ∈ 𝐸 no nulos.
Consideramos la función ℎ(𝑡) = |𝑋 + 𝑡𝑌 |. En tal caso tenemos que

(1) Si 0 < 𝑠 < 𝑡 entonces

|𝑋 − 𝑡𝑌 | − |𝑋 |
−𝑡 ≤ |𝑋 − 𝑠𝑌 | − |𝑋 |

−𝑠 ≤ |𝑋 + 𝑠𝑌 | − |𝑋 |
𝑠

≤ |𝑋 + 𝑡𝑌 | − |𝑋 |
𝑡

(3.12)

(2) La función ℎ tiene derivadas laterales finitas en el origen, a las cuales notaremos ℎ′− (𝑋,𝑌 ) y ℎ′+(𝑋,𝑌 ).
Las pensaremos como las derivadas laterales de la norma en 𝑋 en la dirección de 𝑌 . Valen además
las desigualdades −| − 𝑌 | ≤ ℎ′− (𝑋,𝑌 ) ≤ | − 𝑌 | y −|𝑌 | ≤ ℎ′+(𝑋,𝑌 ) ≤ |𝑌 |.

Demostración. Notamos que ℎ es una función continua y convexa en R, luego por la observación previa
tenemos que, para 0 < 𝑠 < 𝑡, valen las desigualdades

|𝑋 + 𝑠𝑌 | − |𝑋 |
𝑠

≤ |𝑋 + 𝑡𝑌 | − |𝑋 |
𝑡

,

|𝑋 − 𝑡𝑌 | − |𝑋 |
−𝑡 ≤ |𝑋 − 𝑠𝑌 | − |𝑋 |

−𝑠 .

Por otro lado tenemos que 2|𝑋 | = |𝑋 + 𝑠𝑌 + 𝑋 − 𝑠𝑌 | ≤ |𝑋 + 𝑠𝑌 | + |𝑋 − 𝑠𝑌 |, acomodando y dividiendo por
𝑠 > 0 de ambos lados obtenemos

|𝑋 − 𝑠𝑌 | − |𝑋 |
−𝑠 ≤ |𝑋 + 𝑠𝑌 | − |𝑋 |

𝑠
,

de donde se sigue la desigualdad que nos faltaba probar de la primera afirmación.
Para la segunda afirmación, simplemente notamos que si 𝑡 > 0, entonces |𝑋+𝑡𝑌 |− |𝑋 |

𝑡
≤ 𝑡 |𝑌 |

𝑡
= |𝑌 | y por

otro lado |𝑋+𝑡𝑌 |− |𝑋 |
𝑡

≥ |𝑋 |− |𝑡𝑌 |− |𝑋 |
𝑡

= −|𝑌 |, de donde se deduce

−|𝑌 | ≤ ℎ′+(𝑋,𝑌 ) ≤ |𝑌 |,

la demostración de las otras desigualdades es análoga. □

A continuación vamos a caracterizar las derivadas laterales de la norma en términos de funcionales que
realizan la norma de un elemento 𝑋 ∈ 𝐸 .

Definición 3.2.3. Para 0 ≠ 𝑋 ∈ 𝐸 , notamos N𝑋 = {𝜑 ∈ 𝐸 ′ : | |𝜑 | | = 1 y 𝜑(𝑋) = |𝑋 |}, como consecuencia
del Teorema de Hahn-Banach, tenemos que este es un subconjunto no vacı́o de 𝐸 ′ y además si 𝜑 ∈ N𝑋

entonces 𝜑 ∈ N𝜆𝑋 para todo 𝜆 > 0.

Proposición 3.2.4. Sean (𝐸, | · |) un espacio normado de Finsler y 𝑋,𝑌 ∈ 𝐸 con 𝑋 ≠ 0. Si ℎ(𝑡) = |𝑋 + 𝑡𝑌 |,
entonces

ℎ′(0+) = ℎ′+(𝑋,𝑌 ) = lı́m
𝑡→0+

|𝑋 + 𝑡𝑌 | − |𝑋 |
𝑡

= máx
𝜑∈N𝑋

𝜑(𝑌 ).

Demostración. Notamos que para cada 𝜑 ∈ N𝑋 tenemos que

|𝑋 + 𝑡𝑌 | − |𝑋 |
𝑡

≥ 𝜑(𝑋 + 𝑡𝑌 ) − 𝜑(𝑋)
𝑡

= 𝜑(𝑌 ).
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Tomando lı́mite se sigue que ℎ′(0+) ≥ máx
𝜑∈N𝑋

𝜑(𝑌 ). Lo único que resta probar es que hay al menos un

elemento 𝜑 ∈ N𝑋 que realiza la igualdad.
Si 𝑋 e 𝑌 son múltiplos, se sigue la igualdad calculando el lı́mite con 𝑌 = 𝜆𝑋 de forma inmediata

(separando el caso 𝜆 > 0 y el caso 𝜆 < 0) . Supongamos entonces que 𝑋 e𝑌 son linealmente independientes
y sea 𝜓 : gen{𝑋,𝑌 } −→ R el funcional lineal dado por 𝜓(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 ) = 𝑎 |𝑋 | + 𝑏ℎ′(0+), para 𝑎, 𝑏 ∈ R.
Notamos que 𝜓(𝑋) = |𝑋 | y 𝜓(𝑌 ) = ℎ′(0+). Afirmamos que 𝜓(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 ) ≤ |𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 |, lo cual es claro
si 𝑎 = 0 ó 𝑏 = 0. Recordamos que por la desigualdad (3.12), ℎ es una función decreciente. Supongamos
primero que 𝑎 > 0 y 𝑏 > 0, luego

𝑎 |𝑋 | + 𝑏ℎ′(0+) = 𝑎 |𝑋 | + 𝑏 lı́m
𝑡→0+

|𝑋 + 𝑡𝑌 | − |𝑋 |
𝑡

≤ 𝑎 |𝑋 | + 𝑏
|𝑋 + 𝑏

𝑎
𝑌 | − |𝑋 |
𝑏
𝑎

= 𝑎 |𝑋 | + 𝑎 |𝑋 + 𝑏
𝑎
𝑌 | − 𝑎 |𝑋 | = |𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 |.

Si 𝑎 < 0 y 𝑏 < 0, volvemos a usar la desigualdad (3.12) dos veces

𝑎 |𝑋 | + 𝑏ℎ′(0+) ≤ 𝑎 |𝑋 | + 𝑏ℎ′(0−) = 𝑎 |𝑋 | + 𝑏 lı́m
𝑡→0−

|𝑋 + 𝑡𝑌 | − |𝑋 |
𝑡

≤ 𝑎 |𝑋 | + 𝑏 |𝑋 − 𝑌 | − |𝑋 |
−1

= 𝑎 |𝑋 | + 𝑏 |𝑌 | − 𝑏 |𝑋 − 𝑌 | = |𝑏𝑌 − 𝑏𝑋 | − | − (𝑎 + 𝑏)𝑋 |
≤ |𝑏𝑌 − 𝑏𝑋 + (𝑎 + 𝑏)𝑋 | = |𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 |.

Si 𝑎 < 0 y 𝑏 > 0 luego

𝑎 |𝑋 | + 𝑏ℎ′(0+) = 𝑎 |𝑋 | + 𝑏 lı́m
𝑡→0+

|𝑋 + 𝑡𝑌 | − |𝑋 |
𝑡

≤ 𝑎 |𝑋 | + 𝑏
|𝑋 − 𝑏

𝑎
𝑌 | − |𝑋 |
− 𝑏

𝑎

= 2𝑎 |𝑋 | + | − 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 | = | − 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 | − | − 2𝑎𝑋 |
≤ | − 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 2𝑎𝑋 | = |𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 |.

Si 𝑎 > 0 y 𝑏 < 0 luego

𝑎 |𝑋 | + 𝑏ℎ′(0+) ≤ 𝑎 |𝑋 | + 𝑏
|𝑋 − 𝑏

𝑎
𝑌 | − |𝑋 |
− 𝑏

𝑎

= 2𝑎 |𝑋 | − 𝑎 |𝑋 − 𝑏

𝑎
𝑌 |

= |2𝑎𝑋 | − |𝑎𝑋 − 𝑏𝑌 | ≤ |2𝑎𝑋 − 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 | = |𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 |.

Concluimos que 𝜓(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 ) ≤ |𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 | para todo 𝑎, 𝑏 ∈ R, luego ∥𝜓∥ = 1. Por el Teorema de Hahn-
Banach existe 𝜑 ∈ 𝐸 ′ que extiende a 𝜓 con la misma norma; en particular 𝜑(𝑋) = |𝑋 | y entonces 𝜑 ∈ N𝑋.
Además 𝜑(𝑌 ) = ℎ′(0+), lo cual finaliza la demostración. □

Observación 3.2.5. Notamos que intercambiando 𝑌 por −𝑌 obtenemos que

lı́m
𝑡→0+

|𝑋 − 𝑡𝑌 | − |𝑋 |
𝑡

= máx
𝜑∈N𝑋

𝜑(−𝑌 ) = − mı́n
𝜑∈N𝑋

𝜑(𝑌 ),

de donde se sigue que

ℎ− (𝑋,𝑌 ) = lı́m
𝑡→0+

|𝑋 − 𝑡𝑌 | − |𝑋 |
−𝑡 = mı́n

𝜑∈N𝑋

𝜑(𝑌 )



3.2. DERIVADA DE UNA NORMA DE FINSLER 51

Observación 3.2.6. Si la norma proviene de un producto interno y ℎ(𝑡) = |𝑋 + 𝑡𝑌 | = ⟨𝑋 + 𝑡𝑌 , 𝑋 + 𝑡𝑌⟩1/2

entonces ℎ′(0) = ⟨𝑌,𝑋⟩
⟨𝑋,𝑋⟩ = 𝜑(𝑌 ). Donde 𝜑 es el único funcional que realiza la norma dado por el Teorema

de Representación de Riesz.

Definición 3.2.7. Sea (𝐸, | · |) un espacio con una norma de Finsler y sea 𝐹 (𝑋) = |𝑋 |, supongamos además
que tenemos un producto interno ⟨·, ·⟩ que hace de 𝐸 un espacio métrico completo (notar que no estamos
pidiendo que el producto interno induzca la norma de Finsler).

(1) Si 0 ≠ 𝑋 ∈ 𝐸 , cada elemento 𝜑 ∈ N𝑋, se puede representar como 𝜑(·) = ⟨𝑁𝜑 , ·⟩. Al conjunto
{𝑁𝜑 : 𝜑 ∈ N𝑋} lo llamaremos subgradiente de 𝐹 en 𝑋 y lo notaremos como 𝜕𝑋 (𝐹) o simplemente
𝜕𝑋 cuando sea claro de que norma estamos hablando.

(2) Sea 0 ≠ 𝑋 ∈ 𝐸 , si existe un único funcional que realiza la norma de 𝑋 (en particular si la norma
es estrictamente convexa, ver 2.1.14), tendremos que N𝑋 = {𝜑}. Por el Lema de Riesz podemos
representar a este funcional como 𝜑(·) = ⟨𝑁, ·⟩. A este elemento 𝑁 lo llamaremos gradiente de F en
X y lo notaremos 𝑁 = 𝑁𝑋 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝑋). En este caso 𝜕𝑋 = {𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝑋)}.

A continuación daremos algunos resultados de diferenciación, para ello necesitamos algunas definicio-
nes.

Definición 3.2.8. Sea (𝐸, | · |) un espacio vectorial con una norma de Finsler.

(1) Decimos que | · | : 𝐸 −→ R≥0 es diferenciable en el sentido de Gâteaux en un punto 𝑋 ∈ 𝐸 no nulo,
si para todo 𝑌 ∈ 𝐸 existe el lı́mite lı́m

𝑡→0
|𝑋+𝑡𝑌 |− |𝑋 |

𝑡
.

(2) Decimos que | · | : 𝐸 −→ R≥0 es diferenciable en el sentido de Fréchet en 𝑋0 ≠ 0 si existe un operador
lineal 𝑇 : 𝐸 −→ R de forma tal que lı́m

𝑋→𝑋0

|𝑋 |− |𝑋0 |−𝑇 (𝑋)
|𝑋−𝑋0 | = 0. En dicho caso 𝑇 es único y lo llamamos

la diferencial de la norma en 𝑥0.

Notamos que en general se pueden dar las mismas definiciones para operadores acotados entre espacios
normados y que la diferenciación en el sentido de Fréchet es más fuerte que en el sentido de Gâteaux. Los
siguientes resultados van a ilustrar que sucede en el caso especı́fico de normas.

Observación 3.2.9. (Convexidad y suavidad).

(1) La norma | · | es Gâteaux diferenciable en 𝑥 ≠ 0 si y solo si es Fréchet diferenciable (esto es una
consecuencia del Lema de Šmulian, ver [29, Lema 8.4] por ejemplo). Por lo tanto simplemente vamos
a decir que la norma es suave cuando esto sucede para cualquier 𝑋 ≠ 0; en tal caso la norma es más
aún 𝐶1 fuera de 𝑋 = 0 [29, Corolario 8.5].

(2) La norma es suave si y solo si la norma dual es estrictamente convexa, y esto sucede si y solo si hay
un único funcional que realiza la norma de cada 𝑋 ≠ 0 [29, Lema 8.4 e ı́tem 8.12].

(3) La norma es estrictamente convexa si y solo si es uniformemente convexa (esto se sigue de las
propiedades previas y del hecho de que la norma es equivalente a la norma del doble dual o puede ser
probado de forma directa utilizando la compacidad de la esfera).
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3.3. El dual polar y sus propiedades

En esta sección exhibiremos varios ejemplos de normas de Finsler Ad-invariantes y sus normas duales.
Además, en la Proposición 3.3.10, daremos ciertas propiedades publicadas en [47] para el caso de las normas
orbitales.

Definición 3.3.1 (Dual polar). Sea 𝐾 un cojunto convexo en un espacio vectorial real con producto interno
(𝐸, ⟨·, ·⟩). El dual polar de 𝐾 es el conjunto

𝐾◦ = {𝑋 ∈ 𝐸 : ⟨𝑋,𝑌⟩ ≤ 1 ∀𝑌 ∈ 𝐾}.

Notamos que 𝐾 ⊆ (𝐾◦)◦, de hecho tenemos que (𝐾◦)◦ es igual a la clausura de la cápsula convexa de
𝐾 ∪ {0}. Si 𝐾 es cerrado y 0 ∈ 𝐾 , como estamos asumiendo que 𝐾 es convexo, tenemos que 𝐾 = (𝐾◦)◦.
Todos estos resultados tienen demostraciones elementales y las mismas se encuentran en el sexto capı́tulo
del libro de Brondsted [20].

Proposición 3.3.2. Sean | · | una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n, 𝐵1 su bola unitaria , 𝔐 una MAB
y 𝐵 = 𝐵1 ∩𝔐 ⊆ R𝑛 (ver Proposición 2.3.4). Son equivalentes

(1) La norma | · | es estrictamente convexa.

(2) La norma inducida en R𝑛 (ver Teorema 2.3.6) cuya bola unitaria es 𝐵 es estrictamente convexa.

(3) El conjunto 𝜕𝐵 (la frontera topológica de 𝐵) es estrictamente convexo.

Demostración. La equivalencia de (2) y (3) es un resultado conocido que se suele usar muchas veces como
definición de norma estrictamente convexa. Lo que nos interesa es ver la equivalencia con (1). Esto va a ser
una consecuencia del Teorema 2.3.6, que nos da la unicidad de la norma de Finsler simétrica inducida en R𝑛

por una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n. Supongamos entonces (1) y veamos (2), tenemos entonces
𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛 que cumplen |𝑥 + 𝑦 | = |𝑥 | + |𝑦 | y queremos ver que 𝑥 e 𝑦 son múltiplos. Para ello los pensamos
dentro de 𝔐 como elementos 𝑋 e 𝑌 y tenemos |𝑋 + 𝑌 | = |𝑋 | + |𝑌 | lo cual nos dice que son múltiplos y
entonces 𝑥 e 𝑦 también lo son, esto prueba que (1) implica (2).

Por otra parte supongamos (2) y veamos (1), para ello, consideramos 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n que verifican |𝑋 +𝑌 | =
|𝑋 | + |𝑌 | y veamos que 𝑋 e 𝑌 son múltiplos. Vamos a notar 𝜆(𝑋) a la tira de partes imaginarias de
autovalores de 𝑋 ordenada en forma decreciente, análogamente 𝜆(𝑌 ) y 𝜆(𝑋 +𝑌 ). Tenemos en tal caso que:
|𝑋+𝑌 | = |𝜆(𝑋+𝑌 ) |, |𝑋 | = |𝜆(𝑋) | y |𝑌 | = |𝜆(𝑌 ) |, donde la norma en el caso de las tiras de partes imaginarias
de autovalores es la norma inducida en R𝑛. En tal caso lo que tenemos es que:

|𝜆(𝑋 + 𝑌 ) | = |𝜆(𝑋) | + |𝜆(𝑌 ) |.

Aplicando el Teorema de Weyl (ver [5, Teorema 5.1.6]) tenemos que 𝜆(𝑋 + 𝑌 ) ≺ 𝜆(𝑋) + 𝜆(𝑌 ) = 𝜆(𝑊)
para cierta𝑊 ∈ Un. Por la Proposición 2.2.16, obtenemos que |𝜆(𝑋+𝑌 ) | ≤ |𝜆(𝑋) +𝜆(𝑌 ) |. Se sigue entonces
la siguiente cadena de desigualdades:

|𝑋 + 𝑌 | = |𝜆(𝑋 + 𝑌 ) | ≤ |𝜆(𝑋) + 𝜆(𝑌 ) | ≤ |𝜆(𝑋) | + |𝜆(𝑌 ) | = |𝑋 | + |𝑌 | = |𝑋 + 𝑌 |,
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esto implica que las desigualdades son todas igualdades y entonces utilizando que la norma en R𝑛 es
estrictamente convexa tenemos que 𝜆(𝑋) = 𝑠𝜆(𝑌 ) para cierto 𝑠 > 0. Notamos que esto nos dice además que
𝜆(𝑋 + 𝑌 ) = 𝜆(𝑋) + 𝜆(𝑌 ), por ser la norma en 𝔲n estrictamente convexa.

Vamos a denotar 𝜆(𝑋) = (𝜆1(𝑋), 𝜆2(𝑋), · · · , 𝜆𝑛 (𝑋)) y análogamente para 𝜆(𝑌 ). Sea 𝑣1 un autovector
de 𝑋 + 𝑌 de norma igual a 1 y autovalor 𝜆1(𝑋 + 𝑌 ). Usando el producto interno de Frobenius tenemos que

((𝑋 + 𝑌 )𝑣1 |𝑣1) = 𝜆1(𝑋 + 𝑌 ) = 𝜆1(𝑋) + 𝜆1(𝑌 ),

de donde se sigue que

𝜆1(𝑋) + 𝜆1(𝑌 ) = ((𝑋 + 𝑌 )𝑣1 |𝑣1) = (𝑋𝑣1 |𝑣1) + (𝑌𝑣1 |𝑣1) ≤ 𝜆1(𝑋) + 𝜆1(𝑌 )

Por el principio mı́n/máx (ver [4, Teorema 2.3.1] y [4, Teorema 2.3.3]) tenemos que (𝑋𝑣1 |𝑣1) ≤ 𝜆1(𝑋)
y (𝑌𝑣1 |𝑣1) ≤ 𝜆1(𝑌 ). Utilizando el caso del igualdad de dicho principio se sigue que (𝑋𝑣1 |𝑣1) = 𝜆1(𝑋) y
(𝑌𝑣1 |𝑣1) = 𝜆1(𝑌 ). De esta forma tenemos un autovector común de 𝑋 e 𝑌 asociado el primer autovalor, si
proseguimos ası́ podemos diagonalizar 𝑋 e𝑌 de forma simultánea y llegamos a que están en la misma MAB
y entonces como 𝜆(𝑋) = 𝑠𝜆(𝑌 ) para cierto 𝑠 > 0, se sigue que 𝑋 = 𝑠𝑌 para cierto 𝑠 > 0 lo cual concluye la
demostración.

□

Observación 3.3.3. Sea 𝑋 ∈ 𝔲n con 𝑋 ≠ 0. Sabemos que la norma va a ser diferenciable en 𝑋 si y solo si
es Fréchet diferenciable en 𝑋 (ver 3.2.9). Esto va a suceder si existe la derivada de la norma en 𝑋 en cada
dirección 𝑌 ∈ 𝐸 y por 3.2.5 ocurrirá si y solo si

máx
𝜑∈N𝑋

𝜑(𝑌 ) = mı́n
𝜑∈N𝑋

𝜑(𝑌 ).

Si queremos que valga esta igualdad para todo 𝑌 ∈ 𝔲n deberı́a existir un único funcional que realice la
norma de 𝑋 , luego tenemos que la norma es suave (donde con esto nos referimos a diferenciable salvo en
0) si y solo si es estrictamente convexa (ver 2.1.14). Por otra parte esto va a suceder si y solo si la norma
inducida en R es estrictamente convexa lo cual se deduce de la construcción realizada en el Teorema 2.3.6.
Si volvemos a aplicar el razonamiento en R para la norma inducida, tenemos que va a ser estrictamente
convexa si y solo si es suave y eso es si y solo si 𝜕𝐵 es suave.

En conclusión: para ver si una norma es suave en 𝔲n, alcanza estudiar si la frontera de la bola unitaria
de la norma inducida es suave (o equivalentemente estrictamente convexa) en R𝑛.

Definición 3.3.4 (Normas autoduales). Decimos que una norma en 𝔲n es autodual si 𝐵1 es homotéticamente
equivalente a una rotación de 𝐵◦

1.

Observación 3.3.5. Por las observaciones dadas en esta sección, alcanza con estudiar el dual polar de
un conjunto convexo 𝑛-dimensional 𝐵 ⊂ R𝑛, obtenido a partir de cortar la bola unitaria 𝐵1 ⊆ 𝔲n de la
norma con una MAB arbitraria. Dado que son conjuntos convexos, se comportan bien con respecto a las
operaciones de interior y de clausura, luego vamos a abusar un poco la notación y llamar indistintamente
𝐵, 𝐵1 a las bolas y a sus correspondientes clausuras, entendiendo de cual se trata según el contexto.

Observación 3.3.6. Uno podrı́a dar una definición más estricta y decir que una norma es autodual si
𝐵◦

1 = 𝐵1, pero es fácil ver que el único cuerpo convexo, cerrado y que coincide con su dual polar en R𝑛 es
la bola unitaria euclı́dea, lo cual hace que la definición no tenga interés.
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Antes de comenzar con los ejemplos notamos que, por la biyección dada en el Teorema 2.3.6 y la
Observación 3.3.5, una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n va a ser autodual si y solo si su norma de
Finsler simétrica inducida enR𝑛 es autodual. Por otra parte, los elementos de norma dual igual a 1 en 𝔲n están
identificados vı́a la norma de Frobenius con los funcionales de norma 1. Por otra parte la correspondencia
con R𝑛 mediante el corte de 𝔲n con una MAB es un isomorfismo que preserva producto interno cuando
miramos el producto interno canónico de R𝑛.

Necesitamos para nuestros ejemplos la siguiente proposición:

Proposición 3.3.7. Sean | · | una norma de Finsler estrictamente convexa (lo cual vimos que es lo mismo
que suave) en R𝑛 y 𝐹 : R𝑛 −→ R la función dada por 𝐹 (𝑋) = |𝑋 |. Para 𝑋 ∈ R𝑛 con |𝑋 | = 1 consideramos
el funcional

𝜑(𝑉) = ⟨𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝑋), 𝑉⟩,

donde el producto interno es el usual de R𝑛. Entonces | |𝜑 | | = 1 (equivalentemente |𝑔𝑟𝑎𝑑 ( 𝑓 ) (𝑋) |′ = 1) y
además la norma de 𝜑 se realiza en 𝑋 .

Demostración. Para 𝑡 > 0 tenemos que 𝐹 (𝑡𝑋) = |𝑡𝑋 | = 𝑡 |𝑋 |. Derivando en 𝑡 = 1 obtenemos𝐷𝐹𝑋 (𝑋) = |𝑋 |,
como𝐷𝐹𝑋 (𝑉) = ⟨𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝑋), 𝑉⟩, se sigue que ⟨𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝑋), 𝑋⟩ = |𝑋 |. Para ver que el funcional 𝜑 realiza
la norma de 𝑋 solo nos resta ver que | |𝜑∥ = 1. Sea 𝑉 ∈ R𝑛 de norma 1, entonces

𝐹 (𝑋 + 𝑡𝑉) − 𝐹 (𝑋) = |𝑋 + 𝑡𝑉 | − |𝑋 | ≤ |𝑋 | + 𝑡 |𝑉 | − |𝑋 | = 𝑡,

luego

⟨𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝑋), 𝑉⟩ = 𝐷𝐹𝑋 (𝑉) = lı́m
𝑡→0+

𝐹 (𝑋 + 𝑡𝑉) − 𝐹 (𝑋)
𝑡

≤ 1.

Se sigue que ∥𝜑∥ = 1, finalizando ası́ la demostración. □

Ejemplos 3.3.8. En los siguientes ejemplos estudiaremos las normas duales de distintas normas de Finsler
Ad-invariantes. Daremos ejemplos de normas autoduales y normas que no lo son. Además, exhibiremos los
funcionales que realizan la norma de ciertos elementos en cada caso. Por lo trabajado previamente, en vez
de estudiar normas en 𝔲n vamos a suponer que ya están cortadas con una MAB y las pensaremos en R𝑛.

(1) Supongamos que 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1, incluyendo el caso de que 𝑞 = ∞ cuando 𝑝 = 1 y vice-versa.
Recordamos que (𝑙𝑝)′ = (𝑙𝑞).

Para 𝑝 = 2 tenemos que la norma es autodual, esto es exactamente lo mismo que decir que la
norma de Frobenius es autodual en 𝔲n.

Si 1 < 𝑝 < ∞ con 𝑝 ≠ 𝑞 tenemos que la bola de la norma 𝑝 no es una dilatación conjunta con
una rotación de la bola de norma 𝑞 y por lo tanto no son autoduales. Sabemos que estas normas
son estrictamente convexas y es fácil de probar que el único funcional que realiza la norma de
0 ≠ 𝑥 ∈ R𝑛 es el dado por 𝜑(𝑧) = ⟨ 1

∥𝑋∥ 𝑝−1
𝑝

(
𝑠𝑔(𝑥1)𝑥𝑝−1

1 , 𝑠𝑔(𝑥2)𝑥𝑝−1
2 , · · · , 𝑠𝑔(𝑥𝑛)𝑥𝑝−1

𝑛

)
, 𝑧⟩.

Si 𝑛 = 2 tenemos que la norma 1 y la norma ∞ son autoduales. De hecho sabemos que la bola de
la norma 1 y la norma ∞ se pueden obtener una a partir de la otra mediante una rotación y como
(𝑙1)∗ = 𝑙∞ tendremos que la norma 1 es autodual. Vamos a pensar quienes son los funcionales
que realizan la norma asociados a cada elemento de la cáscara de la bola unitaria en la norma
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1. Evidentemente, obtendremos la norma infinito, pero esta forma de razonar nos ayudará a
entender que pasa en casos no tan conocidos como en el ejemplo de la tostada y de la norma 1
en dimensiones mayores.
Comenzamos con un lado de la cáscara de la bola unitaria de la norma 1, vamos a tomar el dado
por 𝐿 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 + 𝑦 = 1, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0} (con los otros la construcción es análoga). La
norma en estos puntos es la función 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑥+𝑦, siendo la misma una función suave, podemos
aplicar la Proposición 3.3.7 y obtenemos 𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝑥, 𝑦) = (1, 1). Esto nos dice que el único
funcional que realiza la norma de un elemento de 𝐿 es, independientemente del elemento, el
dado por 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦. Cuando lo pensamos como elemento de 𝑙∞ obtenemos el vector (1, 1),
es decir todo el lado 𝐿 nos da un solo punto de la cáscara de la bola unitaria de la norma dual.
Lo mismo sucede con los otros lados, los cuales nos dan los vértices (1,−1), (−1, 1), (−1,−1).
Ahora nos interesa pensar cuales son los funcionales que realizan la norma de 𝑃 = (0, 1) y
tienen norma dual igual a 1. Sabemos que tienen que ser de la forma 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 y
cumplir simultáneamente que ⟨(𝑎, 𝑏), (0, 1)⟩ = 1 y máx{|𝑎 |, |𝑏 |} = 1. En definitiva obtenemos
los elementos de la forma 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑎 + 𝑦 con −1 ≤ 𝑎 ≤ 1. Al pensarlos en 𝑙∞ son los vectores
de la forma (𝑎, 1) con −1 ≤ 𝑎 ≤ 1.

Figura 3.1: Norma 1.

En la Figura 3.1 podemos observar la bola unitaria de la norma ∥ · ∥1. Cuando pensamos en
lado 𝐿 obtenemos el vector perpendicular de norma infinito igual a 1, es decir el (1, 1) como
mencionamos antes. Si nos centramos en el punto 𝑃 = (0, 1) de la misma figura, tenemos
representados en verde todos los núcleos trasladados de los funcionales 𝜉𝑖 que realizan la norma
de dicho punto y en azul los funcionales que representan las caras maximales 𝜑1 y 𝜑2 dados por
𝜑1(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 y 𝜑2(𝑥, 𝑦) = −𝑥 + 𝑦. Para ver la bola dual, simplemente tenemos que pensar
en los vectores perpendiculares a los núcleos trasladados de dichos funcionales y normalizarlos
para que tengan norma infinito igual a 1, obtenemos ası́ los vectores rojos marcados en el
gráfico. Si juntamos todos sus puntos finales obtenemos 𝐿′ que, al trasladarlo al origen, es la
cara superior de la bola unitaria de la norma ∥ · ∥∞.
Si comenzamos con la norma infinito el procedimiento es análogo y obtenemos lo norma 1
como su norma dual.
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En el caso 𝑛 ≥ 3 las norma 1 e infinito se van a comportar de forma distinta, por su puesto que
seguirán siendo una el dual de la otra, pero no van a ser autoduales. Para ejemplificar esto vamos
a desarrollar el caso 𝑛 = 3 para la norma infinito. Razonando de forma análoga al ı́tem previo en
R3 podemos ver que cada vértice del cubo ∥(𝑥, 𝑦, 𝑧)∥∞ = 1 nos va a dar una cara del octaedro
∥(𝑥, 𝑦, 𝑧)∥1 = 1, cada cara de ∥(𝑥, 𝑦, 𝑧)∥∞ = 1 nos va a dar un vértice de ∥(𝑥, 𝑦, 𝑧)∥1 = 1 y cada
lado de ∥(𝑥, 𝑦, 𝑧)∥∞ = 1 nos dará un lado de ∥(𝑥, 𝑦, 𝑧)∥1 = 1. Realizando este proceso, a partir
del cubo inicial obtenemos el octaedro |𝑥 | + |𝑦 | + |𝑧 | = 1 el cual no se puede obtener mediante
rotaciones y homotecias a partir de un cubo.
Este proceso que en R3 asocia mediante el dual a un vértice una cara, a un lado otro lado y a
una cara un vértice se puede generalizar para entender los objetos de mayor dimensión. En este
caso obtendremos que cada cara de dimension 𝑘 del polı́gono del que partimos nos da una cara
de dimensión 𝑛 − 𝑘 del polı́gono de la norma dual.

(2) Recordamos el Ejemplo 2.1.15 de la elipse rotada. La norma cuya bola unitaria es esta elipse está
dada por

𝐹 (𝑥, 𝑦) =
√︂

1
𝑎2 (𝑥 + 𝑦)

2 + 1
𝑏2 (𝑥 − 𝑦)

2.

Como es estrictamente convexa, sabemos que el único funcional de norma 1 que realiza la norma de
𝑝 = (𝑥, 𝑦) viene dado por

𝜑𝑝 (𝑣) = ⟨𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝑝), 𝑣⟩

luego para cada (𝑥, 𝑦) ∈ R2 queremos entender quien es 𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝑥, 𝑦) y ver geométricamente que
representa cuando recorremos todos los (𝑥, 𝑦) con 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 1.

Para ello vamos a considerar la parametrización de la esfera unitaria de esta norma dada por

𝛼(𝑡) =
(
𝑎 cos(𝑡) + 𝑏 sin(𝑡)

2
,
𝑎 cos(𝑡) − 𝑏 sin(𝑡)

2

)
la cual surge del cambio de variables

𝑥 + 𝑦 = 𝑎 cos(𝑡)

𝑥 − 𝑦 = 𝑏 sin(𝑡).

En tal caso tenemos que

𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝛼(𝑡)) =
(

1
𝑎

cos(𝑡) + 1
𝑏

sin(𝑡), 1
𝑎

cos(𝑡) − 1
𝑏

sin(𝑡)
)
.

Si consideramos la norma cuya esfera unitaria es la elipse rotada de radios 2
𝑎

y 2
𝑏

, es inmediato ver
que es la imagen de la curva 𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝛼(𝑡)), en otras palabras la norma dual de 𝐹 es

𝐹′(𝑥, 𝑦) =
√︂
𝑎2

4
(𝑥 + 𝑦)2 + 𝑏

2

4
(𝑥 − 𝑦)2.

Veamos cuando es autodual, en el caso 𝑎 = 𝑏 es evidente, ya que ambas normas tienen como bola
unitaria una circunferencia centrada en el origen.
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Para el caso general, notamos que la elipse original y la dual tienen los mismos ejes. Luego para que
la norma sea autodual debe ocurrir una de las dos siguientes posibilidades:

Posibilidad 1: no rotar y solo multiplicar por un escalar, para ello debe existir 𝑘 > 0 de forma tal
que 𝛼(𝑡) = 𝑘𝛽(𝑡) donde 𝛽(𝑡) = 𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝛼(𝑡)) y 𝑡 ∈ [0, 2𝜋). Haciendo esta cuenta se deduce que
𝑎2 = 𝑏2 = 2𝑘 entonces 𝑎 = 𝑏 y volvemos al caso antes mencionado.

Posibilidad 2: rotar la elipse en una magnitud de 𝜋
2 , intercambiando los ejes de la elipse. En dicho caso

deberı́a existir 𝑘 > 0 que cumpla𝛼(𝑡) = 𝑘𝛾(𝑡) donde 𝛾(𝑡) =
(
− 1

𝑎
cos(𝑡) + 1

𝑏
sin(𝑡), 1

𝑎
cos(𝑡) + 1

𝑏
sin(𝑡)

)
y nuevamente llegamos a la misma conclusión.

En resumen, la norma va a ser autodual si y solo si 𝑎 = 𝑏.

(3) Para el ejemplo de la tostada dado en 2.1.15 queremos realizar un procedimiento similar. Si llamamos
𝐹 (𝑥, 𝑦) a la norma cuya bola unitaria es la tostada tenemos que

𝐹′(𝑥, 𝑦) = ∥(𝑥, 𝑦)∥∞

para (𝑥, 𝑦) fuera del primer cuadrante, ya que se comporta igual que la norma 1 en dicho caso.

Notamos que a diferencia de usar la norma 1 completa, los puntos (0, 1) y (1, 0) tienen un único
funcional que realiza la norma, los cuales están asociados al vector (1, 1) en ambos casos. Finalmente
lo que obtenemos al considerar los elementos con norma dual igual a 1 (sin incluir aún el primer
cuadrante) son los segmentos que unen al (−1,−1) con el (1,−1) y con el (−1, 1) incluyendo los
bordes.

Por otro lado si consideramos (𝑥, 𝑦) en el primer cuadrante

𝐹 (𝑥, 𝑦) =
√︂

2(𝑥 − 1
2
)2 + 2(𝑦 − 1

2
)2,

y en tal caso la curva 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 1 está parametrizada por

𝛼(𝑡) =
(√

2
2

cos(𝑡) + 1
2
,

√
2

2
sin(𝑡) + 1

2

)
con − 𝜋

4
< 𝑡 <

3𝜋
4
.

Luego 𝑔𝑟𝑎𝑑 (𝐹) (𝛼(𝑡)) =

(√
2 cos(𝑡),

√
2 sin(𝑡)

)
, parametrizando ası́ el arco de la circunferencia de

radio
√

2 centrada en el origen que une al punto (1,−1) con el (−1, 1). En otras palabras si (𝑥, 𝑦)
pertenece al primer cuadrante, tenemos que

𝐹′(𝑥, 𝑦) =
√︂
𝑥2 + 𝑦2

2
.

Finalmente obtenemos el borde de la norma dual de la tostada que es representado en la siguiente
figura, la cual se encuentra superpuesta con la bola unitaria de la tostada (en azul):

(4) La norma dual de las normas Ky-Fan 𝑘 está dada por ∥𝑋 ∥′(𝑘 ) = máx
{ 1
𝑘
∥𝑋 ∥1, ∥𝑋 ∥∞

}
, como se puede

ver en [66, Teorema 1]. Los funcionales que realizan la norma de un elemento dado para la norma
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Figura 3.2: Bola unitaria de la tostada y de su norma dual.

Ky-Fan ∥ · ∥ (𝑘 ) fueron completamente caracterizados por Watson en [66, 67] usando el subgradiente
de la norma definido en 3.2.7. Para agregar un ejemplo, podemos fijar un vector 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, · · · 𝑎𝑛)
y notamos que el funcional dado por

𝜑(𝑥) = ⟨(𝑠𝑔(𝑎1), 𝑠𝑔(𝑎2), · · · , 𝑠𝑔(𝑎𝑘), 0, · · · , 0) , 𝑥⟩

realiza la norma del elemento 𝑎, donde 𝑠𝑔(𝑎𝑖) es el signo de 𝑎𝑖 o cero si 𝑎𝑖 = 0.

Como las normas orbitales juegan un papel privilegiado en nuestra construcción vamos a dar algunas
de sus propiedades con detalle. Comenzamos con un lema:

Lema 3.3.9. Sea (𝐸, ⟨·, ·⟩) un espacio vectorial real con producto interno. Sean 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝐸 entonces
(1) 𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝐴◦ ⊇ 𝐵◦.

(2) 𝐴◦ = (conv 𝐴)◦.

Demostración. Sea 𝑥 ∈ 𝐵◦ entonces ⟨𝑥, 𝑦⟩ ≤ 1 para todo 𝑦 ∈ 𝐵 y como 𝐴 ⊆ 𝐵 entonces tenemos la
desigualdad para todo 𝑦 ∈ 𝐴 lo cual nos lleva a que 𝑥 ∈ 𝐴◦ lo cual concluye (1).

Para ver (2) notamos que 𝐴 ⊆ conv(𝐴), luego por (1) tenemos que 𝐴◦ ⊇ (conv 𝐴)◦, con lo cual solo
resta ver la otra contención. Sea 𝑥 ∈ 𝐴◦, consideramos 𝑦 ∈ conv 𝐴 y lo escribimos como 𝑦 =

∑
𝑖 𝑡𝑖𝑦𝑖 con

𝑦𝑖 ∈ 𝐴, 𝑡𝑖 ≥ 0 y
∑

𝑖 𝑡𝑖 = 1. En tal caso

⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,
∑︁
𝑖

𝑡𝑖𝑦𝑖⟩ =
∑︁
𝑖

𝑡𝑖 ⟨𝑥, 𝑦𝑖⟩ ≤
∑︁
𝑖

𝑡𝑖 = 1,

donde usamos que ⟨𝑥, 𝑦𝑖⟩ ≤ 1 para todo 𝑖 por ser 𝑥 ∈ 𝐴◦. Luego hemos probado que ⟨𝑥, 𝑦⟩ ≤ 1 para todo
𝑦 ∈ conv(𝐴) y entonces 𝑥 ∈ (conv(𝐴))◦. □

Proposición 3.3.10 (Propiedades de las Normas Orbitales). Dada 𝐶 ∈ 𝔰𝔲n no nula, consideramos la norma
orbital dada por

|𝑋 |𝒪𝐶
= máx

𝑈∈𝔲n
(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑋)
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que como ya vimos en la Proposición 2.2.21, resulta una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔰𝔲n. Notaremos
además

𝐵1 = {𝑋 ∈ 𝔰𝔲n : |𝑋 |𝒪𝐶
≤ 1} (bola unitaria de la norma).

𝐵◦
1 = {𝑋 ∈ 𝔰𝔲n : (𝑋 |𝑌 ) ≤ 1 para todo 𝑌 ∈ 𝔰𝔲n con |𝑌 |𝒪𝐶

≤ 1} (dual polar).

𝐵′
1 = {𝑋 ∈ 𝔰𝔲n : |𝑋 |′

𝒪𝐶
≤ 1} (bola unitaria de la norma dual).

En tal caso valen las siguientes afirmaciones:

(1) 𝐵◦
1 = 𝐵′

1 = conv(𝒪𝐶). Equivalentemente 𝐵1 = conv(𝒪𝐶)◦, en particular, el máximo puede ser tomado
sobre toda la órbita o sobre la cápsula convexa de la misma:

|𝑋 |𝒪𝐶
= máx

𝑉∈𝒪𝐶

(𝑋 |𝑉) = máx
𝑍∈conv(𝒪𝐶 )

(𝑋 |𝑍) para todo 𝑋 ∈ 𝔲n .

(2) Si 𝜋 el plano dado por
𝜋 = {(𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 :

∑︁
𝑖

𝑥𝑖 = 0},

y 𝔐 una MAB arbitraria, entonces el conjunto 𝐵1 ∩𝔐 visto dentro de 𝜋, está formado por la cápsula
convexa del vector cuyas entradas son las partes imaginarias de los autovalores de 𝐶.

(3) Si ∥𝐶∥𝐹 = 1 entonces |𝑋 |′
𝒪𝐶

≥ |𝑋 |𝒪𝐶
para cualquier 𝑋 ∈ 𝔰𝔲n.

(4) Si ∥𝐶∥𝐹 = 1 tenemos que 𝒪𝐶 = 𝜕𝐵1 ∩ 𝜕𝐵◦
1.

(5) Si ∥𝐶∥𝐹 = 1 y 𝑋 ∈ 𝔲n es distinto de cero, entonces existe un funcional de la forma 𝜑 = (𝑈0𝐶𝑈
∗
0 | · )

que realiza la norma de 𝑋 .

Demostración. (1) La igualdad 𝐵◦
1 = 𝐵′

1 se obtiene de forma inmediata mirando las definiciones. Veamos
que 𝐵◦

1 = conv(𝒪𝐶), para ello notamos que si 𝑋 ∈ 𝒪𝐶 entonces 𝑋 = 𝑉𝐶𝑉∗ para cierto 𝑉 ∈
Un, tomando 𝑌 ∈ 𝔲n con |𝑌 |𝒪𝐶

≤ 1 se sigue que máx
𝑈∈𝔲n

(𝑈𝐶𝑈∗ |𝑌 ) ≤ 1 y luego (𝑉𝐶𝑉∗ |𝑌 ) ≤ 1
concluyéndose que 𝑋 ∈ 𝐵◦

1. Por la misma definición de 𝐵◦
1, se sigue que es cerrado por combinaciones

convexas y luego tenemos la inclusión conv(𝒪𝐶) ⊆ 𝐵◦
1.

Por otro lado supongamos que 𝑋 ∈ 𝐵◦
1, en tal caso (𝑌 |𝑋) ≤ 1 para todo |𝑌 |𝒪𝐶

= 1, reemplazando 𝑌
por 𝑌

|𝑌 |𝒪𝐶
y multiplicando ambos lados de la desigualdad por |𝑌 |𝒪𝐶

obtenemos que

(𝑌 |𝑋) ≤ |𝑌 |𝒪𝐶
= máx

𝑈∈Un
(𝑈𝑌𝑈∗ |𝐶) para todo 𝑌 ∈ 𝔰𝔲n,

entonces
máx
𝑈∈Un

(𝑈𝑌𝑈∗ |𝑋) ≤ máx
𝑈∈Un

(𝑈𝑌𝑈∗ |𝐶),

como además 𝑋 y 𝐶 tienen traza cero, utilizando (4) de la Proposición 2.2.16, obtenemos que
𝑋 ∈ conv(𝒪𝐶) que es lo que querı́amos probar.

Ahora que sabemos que 𝐵◦
1 = 𝐵′

1 = conv(𝒪𝐶), tomando nuevamente dual polar obtenemos que
(𝐵◦

1)
◦ = (conv(𝒪𝐶))◦ y como 𝐵1 es un cerrado convexo que contiene al cero, se deduce que 𝐵1 =

(conv(𝒪𝐶))◦.
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Para ver la igualdad del enunciado simplemente tendremos que ver que máx
𝑍∈conv(𝒪𝐶 )

(𝑋 |𝑍) ≤ máx
𝑉∈𝒪𝐶

(𝑋 |𝑉).
Para ello si 𝑍 ∈ conv(𝒪𝐶) entonces 𝑍 =

∑
𝑖

𝑡𝑖𝑉𝑖 con 𝑉𝑖 ∈ 𝒪𝐶 , 𝑡𝑖 ≥ 0 para todo 𝑖 y
∑
𝑖

𝑡𝑖 = 1. Entonces

(𝑋 |𝑍) =
∑
𝑖

𝑡𝑖 (𝑋 |𝑉𝑖) ≤ (𝑋 |𝑉𝑘) para cierto 𝑘 que maximiza el producto (𝑋 |𝑉𝑖), como 𝑉𝑘 ∈ 𝒪𝐶 , se

sigue la desigualdad.

(2) Primero consideramos una MAB arbitraria. Al cortar el conjunto con dicha MAB y mirarlo dentro de
R𝑛 se sigue que el mismo no depende de la MAB elegida, esto es consecuencia del Teorema 2.3.8.
Dicho esto, simplemente podemos elegir 𝔐 de forma que𝐶 sea diagonal en la base asociada y usando
la Observación 2.3.5 tenemos el resultado enunciado.

(3) Con la normalización ∥𝐶∥𝐹 = 1 tenemos que conv(𝒪𝐶) ⊂ 𝐵1 (Proposición 2.2.21), en tal caso
𝐵′

1 ⊂ 𝐵1 luego |𝑋 |′
𝒪𝐶

≥ |𝑋 |𝒪𝐶
para cualquier 𝑋 ∈ 𝔲n.

(4) Para ver este resultado usaremos repetidamente la Proposición 2.2.21.3. Notamos que por dicha
proposición |𝐶 |𝒪𝐶

= 1 ya que | |𝐶 | |𝐹 = 1. Veamos ahora la doble inclusión: si |𝑋 |𝒪𝐶
= |𝑋 |′

𝒪𝐶
= 1,

como 𝐵′
1 = conv(𝒪𝐶) y |𝑋 |′

𝒪𝐶
= 1 entonces 𝑋 ∈ conv(𝒪𝐶) y por la misma proposición 𝑋 ∈ 𝒪𝐶 . Por

otro lado si 𝑋 ∈ 𝒪𝐶 entonces |𝑋 |𝒪𝐶
= 1 (también por la proposición citada) y como 𝐵1 = conv(𝒪𝐶)

tenemos que |𝑋 |𝒪𝐶
≤ 1, recurriendo al ı́tem previo de la proposición que estamos demostrando se

sigue que debe ser mayor igual a 1 y por lo tanto igual a 1.

(5) Sabemos que |𝑋 |𝒪𝐶
= (𝑈0𝐶𝑈

∗
0 |𝑋) para cierto 𝑈0, lo único que tenemos que observar es que el

funcional mencionado tiene norma 1 y esto se sigue del hecho de que |𝑈0𝐶𝑈
∗
0 |𝒪𝐶

= |𝐶 |𝒪𝐶
= 1.

□

En lo que queda de la sección nos dedicaremos a estudiar las normas duales de las normas orbitales
en 𝔰𝔲n. En general tendremos que estas normas no van a ser autoduales, salvo casos especı́ficos y en
dimensiones chicas. Para ello estudiaremos primero estos casos para los cuales nos valdremos del ı́tem (2)
de la proposición previa y el plano 𝜋 será el de dicha proposición. Por otro lado, utilizaremos este enunciado
para caracterizar 𝐵◦

1 y el primer ı́tem de la proposición previa para obtener 𝐵1 = (conv(𝒪𝐶))◦.
Un resultado geométrico que vamos a utilizar es el hecho de que los polı́gonos regulares en R2 que

tienen el origen en su interior son autoduales. Esto no es válido en mayores dimensiones, de hecho ya vimos
que el dual del cubo en R3 dado por ∥(𝑥, 𝑦, 𝑧)∥∞ = 1 es el octaedro ∥(𝑥, 𝑦, 𝑧)∥1 = 1. Algunas referencias
clásicas para el estudio de estos temas son los libros de Coxeter [25] y Brøndsted [20].

Proposición 3.3.11. Sea 𝐶 ∈ 𝔰𝔲2 no nula, la norma orbital | · |𝐶 es autodual.

Demostración. Como 𝐶 ∈ 𝔰𝔲n entonces la tira de partes imaginarias de autovalores de 𝐶 va a ser de la
forma 𝑣 = (𝑎,−𝑎) para cierto 𝑎 ∈ R no nulo. Pensando este elemento dentro de 𝜋 ⊆ R2 y si considerando
sus permutaciones, obtendremos el conjunto de dos elementos dado por {(𝑎,−𝑎), (−𝑎, 𝑎)}. Al mirar su
cápsula convexa tendremos el segmento cerrado que une a 𝑣 = (𝑎,−𝑎) con 𝑤 = (−𝑎, 𝑎), es decir 𝐵◦

1 =

conv(𝒪𝐶) = {(−𝑡, 𝑡) : |𝑡 | ≤ |𝑎 |}. Por el Lema 3.3.9, nos bastará mirar el dual polar de la órbita de 𝐶 para
obtener 𝐵1. Sea (𝑥,−𝑥) ∈ 𝜋, tenemos que (𝑥,−𝑥) ∈ (conv(𝒪𝐶))◦ si y solo si ⟨(𝑥,−𝑥), (𝑎,−𝑎)⟩ ≤ 1 y
⟨(𝑥,−𝑥), (−𝑎, 𝑎)⟩ ≤ 1. Utilizando las dos ecuaciones previas obtenemos que esto sucede si y solo si

− 1
2|𝑎 | ≤ 𝑥 ≤ 1

2|𝑎 | ,
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de donde se sigue de forma inmediata que 𝐵1 = {(−𝑡, 𝑡) : |𝑡 | ≤ 1
2 |𝑎 | }. En tal caso tenemos que 2|𝑎 |2𝐵1 = 𝐵◦

1
y la norma resulta autodual. □

Proposición 3.3.12. Si 𝐶 ∈ 𝔰𝔲3 es no nula y tiene un autovalor repetido o bien 0 es autovalor, entonces la
norma orbital | · |𝐶 es autodual.

Demostración. Consideramos primero el caso en el cual 𝐶 tiene un autovalor repetido. Considerando
nuevamente la tira de partes imaginarias de autovalores de 𝐶, obtendremos un vector de la forma 𝑣 =

(2𝑎,−𝑎,−𝑎) para cierto 𝑎 ∈ R no nulo. Al mirar las permutaciones de este vector obtenemos tres vectores,
los dados por: 𝑣 = (2𝑎,−𝑎,−𝑎), 𝑤 = (−𝑎, 2𝑎,−𝑎) y 𝑧 = (−𝑎,−𝑎, 2𝑎), luego la cápsula convexa va a ser el
triángulo sobre 𝜋 formado por dichos vectores. Como la distancia entre cualquier por de dichos elementos
es 3

√
2|𝑎 |, se trata de un triángulo equilátero. Concluimos entonces que la bola dual unitaria es el triángulo

equilátero con dichos vértices, el cual claramente está centrado en el origen.
Es un resultado conocido que el dual de un triángulo equilátero centrado en el origen es a su vez otro

triángulo equilátero centrado en el origen, luego, tenemos que 𝐵1 y 𝐵◦
1 difieren en una rotación y una

homotecia, por lo tanto la norma es autodual.
El caso que nos resta estudiar es si la tira de las partes imaginarias de los autovalores de𝐶 es de la forma

(𝑎, 0,−𝑎) con 𝑎 ≠ 0. En dicho caso tenemos 3! = 6 permutaciones y la figura que forman es un hexágono
regular. Nuevamente, es sabido que el dual polar de un hexágono regular vuelve a ser un hexágono regular
y se concluye, de igual forma que antes, que la norma es autodual. □

En general la norma orbital no va a ser autodual y esto está ı́ntimamente relacionado con la simetrı́a de
la tira de autovalores de la matriz 𝐶 con la que comencemos. Para ilustrar esto daremos un ejemplo en 𝔰𝔲3

en el cual la norma no es autodual:

Ejemplo 3.3.13. Comenzamos con la matriz 𝐶 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(3𝑖,−2𝑖,−𝑖) y al igual que antes pensamos en el
vector que induce en 𝜋 ⊆ R3 dado por 𝑣 = (3,−2,−1). Al mirar las 3! = 6 obtenemos un hexágono sobre el
plano 𝜋. Los vértices de este hexágono son

𝑣1 = (3,−2,−1) 𝑣2 = (3. − 1. − 2) 𝑣3 = (−1, 3,−2)
𝑣4 = (−1,−2, 3) 𝑣5 = (−2,−1, 3) 𝑣6 = (−2, 3,−1).

La bola dual va a ser la cápsula convexa del conjunto generado por estos vectores y estará contenida en el
plano 𝜋. Dado que estamos trabajando con una figura plana, para comprender mejor lo que está sucediendo
vamos a rotar el plano 𝜋 en el plano 𝑧 = 0, de esta forma podremos pensarlo de la misma manera en la cual
trabajamos en R2, para ello aplicaremos la matriz

𝑈 =

©­­­«
1√
2

−1√
2

0
1√
6

1√
6

−2√
6

1√
3

1√
3

1√
3

ª®®®¬
a cada permutación de 𝑣, obteniendo de esta forma seis vectores con su última coordenada nula. Al
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proyectarlos sobre el plano 𝑧 = 0 obtenemos los vectores (que nombraremos igual para aliviar la notación)

𝑣1 =

(
5√
2
, 3√

6

)
𝑣2 =

(
4√
2
, 6√

6

)
𝑣3 =

(
−4√

2
, 6√

6

)
𝑣4 =

(
−5√

2
, 3√

6

)
𝑣5 =

(
−1√

2
, −9√

6

)
𝑣6 =

(
1√
2
, −9√

6

)
.

Podemos ver el hexágono no regular que forman en la siguiente figura:

Figura 3.3: Borde de la bola dual.

Este hexágono es el borde de la bola unitaria de la norma dual. Ahora queremos calcular la bola de
la norma original, para esto usaremos que cada lado nos induce un vértice del nuevo hexágono al mirar
vectores normales a dichos lados, haciendo esto y normalizando (dado que nos importa si coinciden salvo
rotaciones y homotecias) obtendremos los vértices de la bola original. Notar que calcular la dirección es
sencillo y obtenemos los vectores de norma euclidea igual a 1 dados por

𝑤1 =

(
3

2
√

3
, 1

2

)
𝑤2 =

(√
3

2 ,−
1
2

)
𝑤3 = (0,−1)

𝑤4 =

(
−3

2
√

3
,− 1

2

)
𝑤5 =

(
−3

2
√

3
, 1

2

)
𝑤6 = (0, 1).

Ahora necesitamos pensarlos en el plano 𝑧 = 0, aplicarles𝑈−1 = 𝑈𝑡 para verlos en el plano 𝜋, re-normalizar
para que tengan todos la misma norma orbital y luego volver a llevarlos a R2 aplicando 𝑈. Comenzamos
por llevarlos al plano 𝜋, obtenemos ası́ ciertos vectores que nombraremos igual (abusando nuevamente de
la notación ya que son los mismos pensados en el plano 𝜋). Estos vectores son:
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𝑤1 =
1
√

6
(2,−1,−1) 𝑤2 =

1
√

6
(1,−2, 1) 𝑤3 =

1
√

6
(−1,−1, 2)

𝑤4 =
1
√

6
(−2, 1, 1) 𝑤5 =

1
√

6
(−1, 2,−1) 𝑤6 =

1
√

6
(1, 1,−2).

Observamos que el hexágono que forman no puede ser obtenido a partir de mirar las permutaciones
de uno de sus vértices, esto ya nos dice que la norma no va a ser autodual, igual prosigamos para verlo
gráficamente.

Necesitamos calcular su norma orbital, es decir la norma orbital de las matrices que inducen y para ello
usaremos la Proposición 2.2.21, obteniendo que tenemos que multiplicar la tira ordenada (3,−1,−2) con
las tiras ordenadas de cada vector y ası́ obtenemos que

|𝑤1 |𝐶 = |𝑤3 |𝐶 = |𝑤5 |𝐶 = 9
√

6,

|𝑤2 |𝐶 = |𝑤4 |𝐶 = |𝑤6 |𝐶 = 6
√

6,

con lo cual si multiplicamos a 𝑤2, 𝑤4 y 𝑤5 por el factor 3
2 tendrán todos la misma norma orbital. Luego,

como multiplicar por la matriz 𝑈 y proyectar al plano 𝑧 = 0 conmuta con multiplicar por el factor 3
2 ,

volvemos a mirar a los 𝑤𝑖 en R2 y multiplicamos por dicho factor a los que necesitamos obteniendo ası́ los
vértices de la bola de la norma orbital. Estos son:

𝑧1 =

(
3

2
√

3
, 1

2

)
𝑧2 =

(
3
√

3
4 ,− 3

4

)
𝑧3 = (0,−1)

𝑧4 =

(
−9

4
√

3
,− 3

4

)
𝑧5 =

(
−3

2
√

3
, 1

2

)
𝑧6 = (0, 3

2
).

Gráficamente podemos observar la bola de la norma orbital de radio 9
√

6 :

Figura 3.4: Borde de la bola original.

Como podemos ver gráfica o analı́ticamente, la bola original tiene distintos ángulos que la bola dual,
esto nos vuelve a mostrar que la norma no es autodual. Otro invariante que podemos tomar es el máximo
del cociente de lados opuestos, el cual es mayor en al bola dual que en la original.
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Para mayores dimensiones el tema es mucho más complicado, dependerá de cada caso como mostramos
previamente en 𝔰𝔲3. El hecho de que los polı́topos regulares no tienen porque ser autoduales en dimensiones
mayores a dos hace más difı́cil encontrar ejemplos donde la norma sea autodual, incluso si partimos de una
matriz con espectro simple y balanceado.

3.4. Operadores disipativos

En esta sección estudiaremos, mediante la teorı́a de operadores disipativos, la relación entre |𝑉 | con
|𝑉 + 𝑡 [𝑋, [𝑋,𝑉]] para 𝑋,𝑉 ∈ 𝔲n y 𝑡 ∈ R. A pesar de que los resultados son un poco técnicos, la motivación
de los mismos va a ser clara en el Capı́tulo 4 de este trabajo, más especı́ficamente en las secciones 4.4 y
4.5, donde se ve la importancia de esta relación al estudiar la distancia entre 𝑒𝑡𝑉 y 𝑒𝑡𝑋. En esta situación
podemos pensar a la expresión𝑉 + 𝑡 [𝑋, [𝑋,𝑉] como el término de segundo orden del desarrollo en serie de
la distancia antes mencionada. El Teorema 3.4.4 y sus consecuencias son resultados originales publicados
en [47].

Recordamos que si (𝐸, ∥ · ∥) es un espacio de Banach, un operador 𝑇 : 𝐸 −→ 𝐸 se dice disipativo
si, para cada 𝜉 ∈ 𝐸 y cada funcional 𝜑 ∈ 𝐸 ′ que realiza su norma, vale la desigualdad Re(𝜑(𝑇𝜉)) ≤ 0.
Del Teorema de Hille-Yosida y la teorı́a de operadores disipativos (ver [58, Capı́tulo 1] y [42]) se sigue el
siguiente teorema:

Teorema 3.4.1. Sean (𝐸, ∥ · ∥) un espacio de Banach y 𝑇 : 𝐸 −→ 𝐸 un operador lineal continuo, son
equivalentes:

(1) Para cada 𝜉 ∈ 𝐸 existe un funcional 𝜑 ∈ 𝐸 ′ que realiza su norma y que verifica Re(𝜑(𝑇𝜉)) ≤ 0.

(2) ∥𝑒𝑠𝑇 ∥ ≤ 1 para todo 𝑠 ≥ 0.

(3) 1 − 𝑠𝑇 es inversible y expansivo para cada 𝑠 ≥ 0, i.e. ∥𝜉 − 𝑠𝑇𝜉∥ ≥ ∥𝜉∥.

Observación 3.4.2 (Complexificación y la Norma de Taylor). Sea | · | una norma de Finsler Ad-invariante
en 𝔲n, definimos para 𝐴, 𝐵 ∈ 𝔲n

|𝐴 + 𝑖𝐵|𝑇 = sup
𝑡∈[0,2𝜋 ]

|𝐴 cos 𝑡 − 𝐵 sin 𝑡 |

como la Norma de Taylor de 𝐴 + 𝑖𝐵 en la complexificación 𝑀𝑛 (C) = 𝔲n ⊕𝑖 𝔲n de 𝔲n asociada a la norma
| · |. Esta es una norma de Finsler en 𝑀𝑛 (C) que extiende a la norma dada en 𝔲n. Es fácil de ver que
|𝐴 + 𝑖𝐵 |𝑇 = |𝐴 − 𝑖𝐵|𝑇 y que |𝑈 (𝐴 + 𝑖𝐵)𝑈∗ |𝑇 = |𝐴 + 𝑖𝐵 |𝑇 para cualquier 𝑈 ∈ Un, en tal caso resulta una
norma débilmente invariante. Otros ejemplos de complexificaciones pueden verse por ejemplo en [56].

Teorema 3.4.3. Sea | · | una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n. Para cada 𝑋 ∈ 𝔲n, los operadores ad𝑋 y
ad2

𝑋 son disipativos con respecto a dicha norma, en particular 1 + 𝑠 ad𝑋 es inversible y expansivo para todo
𝑠 ∈ R y 1 − 𝑠 ad2

𝑋 es inversible y expansivo para 𝑠 ≥ 0.

Demostración. Comenzamos pensando el operador lineal ad𝑋 de forma que sea C lineal en 𝑀𝑛 (C) de la
única forma posible, es decir ad𝑋 (𝐴 + 𝑖𝐵) = ad𝑋 (𝐴) + 𝑖 ad𝑋 (𝐵). En tal caso se sigue que

|𝑒𝑠 ad𝑋 (𝐴 + 𝑖𝐵) |𝑇 = | Ad𝑒𝑠𝑋 (𝐴 + 𝑖𝐵) |𝑇 = |𝑒𝑠𝑋 (𝐴 + 𝑖𝐵)𝑒−𝑠𝑋 |𝑇 = |𝐴 + 𝑖𝐵 |𝑇 .
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Esto nos dice que | |𝑒𝑠 ad𝑋 | | ≤ 1 para todo 𝑠 ∈ R, y por el Teorema 3.4.1 se sigue que ad𝑋 resulta
disipativo en 𝑀𝑛 (C) con la complexificación de la norma. Dado que la restricción a 𝔲n de la norma de
Taylor es la norma Ad-invariante con la que comenzamos, se sigue que la norma como operador de 𝑒𝑠 ad𝑋

también es menor o igual a 1 visto en 𝔲n y por el Teorema 3.4.1 concluı́mos que 1 − 𝑠 ad𝑋 resulta también
disipativo en (𝔲n, | · |). Razonando de la misma manera se sigue que 𝑠 ad𝑋 es disipativo para todo 𝑠 ∈ R,
de donde concluimos utilizando nuevamente el Teorema 3.4.1 que 1 + 𝑠 ad𝑋 es inversible y expansivo para
todo 𝑠 ∈ R.

Por otro lado podemos escribir 1− 𝑠2 ad2
𝑋 = (1− 𝑠 ad𝑋) (1+ 𝑠 ad𝑋), como ambos factores son expansivos

e inversibles, también lo es el producto y entonces ad2
𝑋 es disipativo. Se sigue del Teorema 3.4.1 que 1−𝑠 ad2

𝑋

es inversible y expansivo para 𝑠 ≥ 0. □

Teorema 3.4.4. Sean 𝑋,𝑉 ∈ 𝔲n y | · | una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n. Si 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑠′ tenemos que

|𝑉 | ≤ |𝑉 − 𝑠[𝑋, [𝑋,𝑉]] | ≤ |𝑉 − 𝑠′ [𝑋, [𝑋,𝑉]] |,

por otro lado si 𝑡 ′/𝑡 ≥ 1 entonces

|𝑉 | ≤ |𝑉 + 𝑡 [𝑋,𝑉] | ≤ |𝑉 + 𝑡′ [𝑋,𝑉] |.

Demostración. Sea 𝑠 ≥ 0, por el teorema previo 1 − 𝑠 ad2
𝑋 es expansivo e inversible, se sigue entonces que

| | (1 − 𝑠 ad2
𝑋)−1 | | ≤ 1. Sean 𝜉 = 𝐴 + 𝑖𝐵 ∈ (𝔲n ⊕𝑖 𝔲n, | · |𝑇 ) y 𝜑 un funcional que realiza la norma de 𝜉, luego

Re
(
𝜑(((1 − 𝑠 ad2

𝑋)−1 − 1)𝜉)
)
= Re

(
𝜑((1 − 𝑠 ad2

𝑋)−1𝜉)
)
− |𝜉 |𝑇 ≤ |𝜉 |𝑇 − |𝜉 |𝑇 = 0,

luego por el Teorema 3.4.1 (1 − 𝑠 ad2
𝑋)−1 − 1 = 𝑠 ad2

𝑋 (1 − 𝑠 ad2
𝑋)−1 es disipativo y como todo múltiplo

positivo de un disipativo también lo es, resulta que ad2
𝑋 (1 − 𝑠 ad2

𝑋)−1 es disipativo. Luego si 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑠′, el
operador

𝐴 = (1 − 𝑠′ ad2
𝑋) (1 − 𝑠 ad2

𝑋)−1 = 1 − (𝑠′ − 𝑠) ad2
𝑋 (1 − 𝑠 ad2

𝑋)−1

es expansivo e inversible y luego su inversa es una contracción, por lo tanto

| (1 − 𝑠 ad2
𝑋)𝑉 | = | (1 − 𝑠 ad2

𝑋) (1 − 𝑠′ ad2
𝑋)−1(1 − 𝑠′ ad2

𝑋)𝑉 |
= |𝐴−1(1 − 𝑠′ ad2

𝑋)𝑉 | ≤ |(1 − 𝑠′ ad2
𝑋)𝑉 |,

lo cual prueba la primera afirmación. La segunda afirmación se prueba de forma análoga a la primera. □

Observación 3.4.5 (Mayorización). Usando la Proposición 2.2.16 podemos reformular el teorema previo
en términos de mayorización. Si 𝜆(𝐴) ⊂ R𝑛 denota la tira de las partes imaginarias de los autovalores de
𝐴 ∈ 𝔲n, para 𝑉, 𝑋 ∈ 𝔲n y 𝑠′/𝑠 ≥ 1 tenemos que

𝜆(𝑉) ≺ 𝜆(𝑉 + 𝑠[𝑋,𝑉]) ≺ 𝜆(𝑉 + 𝑠′ [𝑋,𝑉])

y tenemos un resultado análogo para −[𝑋, [𝑋,𝑉]].

Observación 3.4.6 (Ortogonalidad de Birkhoff ). El resultado previo se puede interpretar en el siguiente
sentido: para todo 𝑋,𝑉 ∈ 𝔲n y para toda norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n, el vector 𝑉 es ortogonal en
el sentido de Birkhoff [16] al subespacio 𝑆 generado por [𝑋,𝑉] i.e.

|𝑉 | = ı́nf
𝑠∈R

|𝑉 − 𝑠[𝑋,𝑉] | = dist(𝑉, 𝑆).
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3.5. El caso de la igualdad

En esta sección, utilizando el criterio de la igualdad desarrollado en el Teorema 3.1.13, vamos a estudiar
el caso |𝑉 | = |𝑉 + [𝑋,𝑉] | dando equivalencias que involucran funcionales que realizan la norma y nos dan
una noción más geométrica de la igualdad en términos de caras de la esfera. El siguiente teorema es original
y está publicado en [47].

Teorema 3.5.1. Sean 𝑋,𝑉 ∈ 𝔲n y | · | una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n. Son equivalentes:
(1) |𝑉 + [𝑋,𝑉] | = |𝑉 |

(2) Existe un funcional 𝜓 = (𝑁 |·) que realiza la norma de la matriz𝑉 + [𝑋,𝑉] y cumple que [𝑁, 𝑋𝐶] = 0.

(3) 𝑉 y 𝑉 + [𝑋,𝑉] pertenecen a la misma cara de la esfera.

(4) 𝑉 + [𝑋,𝑉] pertenece a todas las caras de la esfera a las cuales pertenece 𝑉 .

Demostración. Supongamos (1) entonces por el Teorema 3.4.4, entonces para 0 < ℎ < 1 tenemos que

|𝑉 | = |𝑉 + [𝑋,𝑉] | ≥ |𝑉 + (1 − ℎ) [𝑋,𝑉] | ≥ |𝑉 |.

Luego la función 𝑓 : R −→ R dada por 𝑓 (𝑠) = |𝑉 + 𝑠[𝑋,𝑉] | es constante en [0, 1] y en tal caso
calculando su derivada lateral en 1 por izquierda y aplicando la Observación 3.2.5 tenemos que:

0 = 𝑓 ′(1−) = lı́m
ℎ→0+

|𝑉 + (1 − ℎ) [𝑋,𝑉] | − |𝑉 + [𝑋,𝑉] |
−ℎ = mı́n

𝜓∈N𝑉+[𝑋,𝑉 ]
( [𝑋,𝑉]).

En tal caso existe 𝜓 = (𝑁 |·) que realiza la norma de 𝑉 + [𝑋,𝑉] y que verifica 𝜓( [𝑋,𝑉]) = 0. Por otro lado

|𝑉 | = |𝑉 + [𝑋,𝑉] | = (𝑁 |𝑉 + [𝑋,𝑉]) = (𝑁 |𝑉) + (𝑁 | [𝑋,𝑉]) = (𝑁 |𝑉) = 𝜓(𝑉),

se deduce entonces que 𝜓 también realiza la norma de 𝑉 . Por otro lado, como 𝜓 realiza la norma de
𝑉 + [𝑋,𝑉], tenemos que, por el Lema 3.1.4 𝜓 ◦ ad𝑉 +𝜓 ◦ ad[𝑋,𝑉 ] = 0 y entonces

𝜓( [𝑋, [𝑋,𝑉]]) = −𝜓 ◦ ad[𝑋,𝑉 ] (𝑋) = 𝜓 ◦ ad𝑉 (𝑋) = 𝜓( [𝑉, 𝑋]) = 0,

y por el Teorema 3.1.13 debe ser [𝑁, 𝑋𝐶] = 0, lo cual demuestra (2). Si la norma es suave en 𝑉 , entonces
debe ser 𝐹𝜓 (𝑉) = {𝑉} y en tal caso por el Teorema 3.1.13 debe ser [𝑁, 𝑋] = 0.

Supongamos que vale (2), entonces

|𝑉 | ≥ 𝜓(𝑉) = (𝑁 |𝑉) = (𝑁 |𝑉) + ([𝑁, 𝑋𝐶] |𝑉) = (𝑁 |𝑉) + (𝑁 | [𝑋𝐶 , 𝑉])
= (𝑁 |𝑉 + [𝑋,𝑉]) = 𝜓(𝑉 + [𝑋,𝑉]) = |𝑉 + [𝑋,𝑉] | ≥ |𝑉 |,

luego se deduce (1) de forma inmediata y también (3) ya que 𝜓 realiza la norma simultáneamente de 𝑉 y
de 𝑉 + [𝑋,𝑉], lo cual nos dice que ambos elementos pertenecen a la misma cara de la esfera.

Si vale (3) utilizando un funcional que realiza la norma de 𝑉 y 𝑉 + [𝑋,𝑉] y razonando igual que
partiendo de (2), es inmediato de que |𝑉 + [𝑋,𝑉] | = |𝑉 |, luego si 𝑉 ∈ 𝐹𝜑 tenemos que 𝜑( [𝑋,𝑉]) = 0 y
entonces

|𝑉 | = 𝜑(𝑉) = 𝜑(𝑉 + [𝑋,𝑉]) ≤ |𝑉 + [𝑋,𝑉] | = |𝑉 |.
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Luego 𝑉 + [𝑋,𝑉] ∈ 𝐹𝜑 , de donde se sigue (4). Si vale (4), nuevamente tomando un funcional que realice
la norma de ambos elementos simultáneamente y aplicando la misma cadena de desigualdades que en (2)
se sigue (1). □

Observación 3.5.2. Las afirmaciones del teorema anterior siguen siendo validas si se reemplaza [𝑋,𝑉] con
−[𝑋, [𝑋,𝑉]], mediante una demostración análoga. Si la norma es suave en 𝑉 , en la condición (2) podemos
reemplazar [𝑁, 𝑋𝐶] = 0 por [𝑁, 𝑋] = 0. Si 𝑉 es tal que 𝐹𝜑 = {𝑉} entonces la igualdad ocurre si y solo si
[𝑋,𝑉] = 0.

Observación 3.5.3. (Interpretación geométrica) Notamos que el Teorema y la Observación previa nos dan
una equivalencia en términos de funcionales de cuando no nos salimos de la misma cara de la esfera cuando
nos paramos en 𝑉 y nos movemos con el conmutador [𝑋,𝑉] ó −[𝑋, [𝑋,𝑉]].

Corolario 3.5.4. Sean 𝑋,𝑉 ∈ 𝔲n, sea 𝜆 ∈ R. Luego
(1) Si los autovalores de 𝑉 son todos de la forma 𝑖𝜆 para cierto 0 ≠ 𝜆 ∈ R, luego ∥𝑉 + [𝑋,𝑉] ∥∞ > ∥𝑉 ∥∞

salvo que [𝑋,𝑉] = 0.

(2) Si 𝑉 = 𝑖𝜆𝑃 con 𝑃 un proyector unidimensional, luego | |𝑉 + [𝑋,𝑉] | |1 > | |𝑉 | |1 salvo que [𝑋,𝑉] = 0.

(3) Sea 1 < 𝑘 < 𝑛 y 𝑉 como en cualquiera de ambos ı́tems previos. Luego | |𝑋 + [𝑋,𝑉] | | (𝑘 ) > | |𝑉 | | (𝑘 )
salvo que [𝑋,𝑉] = 0.

Podemos dar enunciados similares reemplazando [𝑋,𝑉] por −[𝑋, [𝑋,𝑉]].

Demostración. En el primer caso estamos describiendo las matrices que, cuando pensamos en su tira de
parte imaginaria de autovalores en R𝑛, obtenemos los vértices de la bola de radio |𝜆 | para la ∥ · ∥∞, si 𝑛 = 2
serı́an los vértices de un cuadrado, en 𝑛 = 3 de un cubo, etc. En uno de estos puntos (y sólo en estos) existe
𝜑 un funcional que realiza la norma en este punto y en ningún otro de dicha bola (es decir un funcional que
los expone), luego la conclusión se sigue del Teorema 3.5.3. Para el segundo caso estamos viendo lo mismo
pero con la norma 1. En el último caso se razona de la misma manera, utilizando la caracterización de los
puntos extremales de la bola para la norma de Ky-Fan, la cual puede encontrarse en [31, Teorema 4]. □
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Capı́tulo 4

Curvatura del Grupo Unitario

En este capı́tulo estudiaremos la geometrı́a de Un, cuando consideramos métrica invariante a izquierda
inducida por una norma de Finsler Ad-invariante. En particular nos va a interesar el concepto de curvatura
seccional de este grupo. Recordamos que si 𝑀 es una variedad diferenciable con una métrica riemanniana,
se define la curvatura seccional en 𝑝 asociada al plano 𝜋 = gen(𝑥, 𝑦) ⊆ 𝑇𝑝𝑀 como

sec(𝑥, 𝑦) =
⟨𝑅𝑝 (𝑥, 𝑦)𝑦, 𝑥⟩𝑝

𝐴2(𝑥, 𝑦)
,

donde 𝐴2 es el cuadrado del área del paralelogramo generado por 𝑥, 𝑦 y 𝑅 el tensor de curvatura. En el caso
de no tener una métrica riemanniana y tener una de Finsler, lo que vamos a hacer es basarnos en la igualdad

⟨𝑅𝑝 (𝑥, 𝑦)𝑦, 𝑥⟩𝑝 = 6∥𝑦 − 𝑥∥2 lı́m
𝑟→0+

𝑟 | |𝑦 − 𝑥 | |𝑝 − dist(exp𝑝 (𝑟𝑥), exp𝑝 (𝑟𝑦))
𝑟2 dist(exp𝑝 (𝑟𝑥), exp𝑝 (𝑟𝑦))

,

donde 𝑝 ∈ 𝑀 y 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇𝑝𝑀 . Dicha igualdad fue dada por Milnor en [54]. Esta estrategia fue usada en
[12] y en [41] para estudiar el signo de la expresión ⟨𝑅(𝑥, 𝑦)𝑦, 𝑥⟩ en distintos contextos. En este trabajo
la usaremos para estudiar el grupo unitario y daremos una definición de curvatura seccional que puede ser
usada con más generalidad.

4.1. Un poco de Geometrı́a Riemanniana

Vamos a comenzar recordando algunas definiciones clásicas que necesitamos de geometrı́a riemanniana,
para fijar notación y comprender que nos dice la curvatura seccional en términos locales del comportamiento
de las geodésicas. Para los resultados que siguen (𝑀, 𝑔) va a ser una variedad riemanniana de dimensión
finita, la cual supondremos suave, es decir 𝐶∞. Mas detalles sobre los postulados enunciados se pueden
ver en cualquier libro de introducción a la geometrı́a riemanniana, como por ejemplo el libro de Lee [49].
Vamos a notar como es usual ∇ a la conexión de Levi-Civita de la variedad riemanniana que es la única
conexión que preserva la métrica y es libre de torsión. Mas especı́ficamente, si 𝑋,𝑌, 𝑍 son campos en 𝑀 y
notamos 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) a la derivada del campo 𝑔(𝑌, 𝑍) en la dirección de 𝑋 , tenemos que

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) = 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌,∇𝑋𝑍) (preserva la métrica).

69
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∇𝑋𝑌 − ∇𝑌𝑋 = [𝑋,𝑌 ] (es libre de torsión).

Asociado a dicha conexión, recordamos la definición del tensor de curvatura

𝑅(𝑋,𝑌 )𝑍 = ∇𝑋∇𝑌𝑍 − ∇𝑌∇𝑋𝑍 − ∇[𝑋,𝑌 ]𝑍

y algunas de sus propiedades:

𝑅 es lineal en cada coordenada.

𝑅(𝑋,𝑌 )𝑍 = −𝑅(𝑌, 𝑋)𝑍 .

𝑅(𝑋,𝑌 )𝑍 + 𝑅(𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑅(𝑍, 𝑋)𝑌 = 0.

⟨𝑅(𝑋,𝑌 )𝑍,𝑊⟩ = −⟨𝑅(𝑋,𝑌 )𝑊, 𝑍⟩.

⟨𝑅(𝑋,𝑌 )𝑍,𝑊⟩ = ⟨𝑅(𝑍,𝑊)𝑋,𝑌⟩.

Observación 4.1.1. Si 𝛾 : 𝐼 −→ 𝑀 es una curva suave, un campo suave sobre dicha curva es una aplicación
𝑋 : 𝐼 −→ 𝑇𝑀 suave, que verifica 𝑋 (𝑡) ∈ 𝑇𝛾 (𝑡 )𝑀 para todo 𝑡 ∈ 𝐼. Recordamos además que la conexión
de Levi-Civita induce una derivada covariante a lo largo de la curva 𝛾, que a cada campo vectorial 𝑋 a lo
largo de la misma le asigna otro campo que notaremos 𝐷

𝑑𝑡
𝑋 . Dados 𝑋,𝑌 dos campos a lo largo de 𝛾 y 𝑓 una

función suave a valores reales, esta aplicación satisface
𝐷
𝑑𝑡
(𝑋 + 𝑌 ) = 𝐷

𝑑𝑡
𝑋 + 𝐷

𝑑𝑡
𝑌 .

𝐷
𝑑𝑡
( 𝑓 𝑋) = 𝑑 𝑓

𝑑𝑡
𝑋 + 𝑓 𝐷

𝑑𝑡
𝑋 .

Si 𝑋 esta inducido por un campo definido globalmente 𝑋̃ , es decir 𝑋 (𝑡) = 𝑋̃ (𝛾(𝑡)), entonces
𝐷
𝑑𝑡
𝑋 = ∇ ¤𝛾 𝑋̃ .

Usaremos indistintamente las notaciones 𝐷
𝑑𝑡

y ∇ ¤𝛾 para la derivada covariante sobre campos suaves a lo largo
de 𝛾. Recordamos que ¤𝛾 se puede pensar como un campo a lo largo de 𝛾 a partir de ¤𝛾(𝛾(𝑡)) = ¤𝛾(𝑡) y que
dados dos campos a lo largo de 𝛾 podemos calcular

𝑑

𝑑𝑡
⟨𝑋 (𝑡), 𝑌 (𝑡)⟩𝛾 (𝑡 ) = ⟨∇ ¤𝛾𝑋 (𝑡), 𝑌 (𝑡)⟩𝛾 (𝑡 ) + ⟨𝑋 (𝑡),∇ ¤𝛾𝑌 (𝑡)⟩𝛾 (𝑡 )

Definición 4.1.2 (Geodésicas). Dada (𝑀,∇) una variedad riemanniana, decimos que una curva 𝛾 es una
geodésica si tiene aceleración nula, es decir si ∇ ¤𝛾𝛾 ≡ 0.

Observación 4.1.3. Dado 𝑝 ∈ 𝑀 y 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑀 , existe una única geodésica 𝛾 : (−𝜖, 𝜖) −→ 𝑀 que satisface
𝛾(0) = 𝑝 y ¤𝛾(0) = 𝑣. Notaremos a esta curva 𝛾𝑝,𝑣.

Definición 4.1.4 (Exponencial Riemanniana). Definimos el conjunto

E = {(𝑝, 𝑣) ∈ 𝑇𝑀 : 𝛾𝑝,𝑣 está definida en un intervalo que contiene a [0, 1]},

y la exponencial riemanniana como exp : E −→ 𝑀 dada por exp(𝑝, 𝑣) = 𝛾𝑝,𝑣 (1).
Fijado 𝑝 ∈ 𝑀 y considerando el conjuntoE𝑝 = {𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑀 : 𝛾𝑝,𝑣 está definida en un intervalo que contiene a [0, 1]}

tenemos la aplicación exp𝑝 : E𝑝 ⊆ 𝑇𝑝𝑀 −→ 𝑀 dada por exp𝑝 (𝑣) = 𝛾𝑝,𝑣 (1).
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Proposición 4.1.5. (Propiedades de la exponencial).
(1) E es un abierto de 𝑇𝑀 que contiene la sección nula, y E𝑝 es estrellado con respecto a 0.

(2) Para cada (𝑝, 𝑣) ∈ 𝑇𝑝𝑀 , se tiene que 𝛾𝑝,𝑣 (𝑡) = exp𝑝 (𝑡𝑣), donde la igualdad vale cuando alguno de
los lados está definido (equivalentemente ambos).

(3) El mapa exponencial es suave.

(4) Si 𝑐 ∈ R, tenemos que exp𝑝,𝑐𝑣 (𝑡) = exp𝑝,𝑣 (𝑐𝑡), equivalentemente 𝛾𝑝,𝑣 (𝑐𝑡) = 𝛾𝑝,𝑐𝑣 (𝑡).

Demostración. La prueba de estos enunciados puede ser encontrada en [49, Proposición 5.7] y en [49, Lema
5.8]. □

Lema 4.1.6. Dado 𝑝 ∈ 𝑀 existen U ⊆ 𝑇𝑝𝑀 entorno del origen y V ⊆ 𝑀 entorno de p, de forma tal que
exp𝑝 : U −→ V es un difeomorfismo.

Demostración. Ver [49, Lema 5.10]. □

Los resultados mencionados a continuación pueden ser encontrados en [49, Capı́tulo 10].

Definición 4.1.7 (Campo de Jacobi). Sea 𝛾 una geodésica de la variedad (𝑀, 𝑔), y 𝐽 un campo sobre 𝑀 .
Decimos que 𝐽 es un campo de Jacobi si satisface

𝐷2

𝑑𝑡2
𝐽 (𝑡) + 𝑅(𝐽 (𝑡), ¤𝛾(𝑡)) ¤𝛾(𝑡) = 0. (4.1)

Observación 4.1.8. Si 𝛾 es una geodésica definida en 𝐼 ⊆ R y 𝑎 ∈ 𝐼 es tal que 𝛾(𝑎) = 𝑝 ∈ 𝑀 , dados
𝑋,𝑌 ∈ 𝑇𝑝𝑀 existe un único campo de Jacobi que satisface las condiciones 𝐽 (𝑎) = 𝑋 y 𝐷𝑡𝐽 (𝑎) = 𝑌 .

Observación 4.1.9. (Notaciones) Sean 𝑀 , 𝑁 variedades diferenciables y sea 𝑓 : 𝑀 −→ 𝑁 una función
suave, para 𝑝 ∈ 𝑀 notaremos como 𝑓∗, 𝑝 a su diferencial 𝑓∗, 𝑝 : 𝑇𝑝𝑀 −→ 𝑇 𝑓 (𝑝)𝑁 . Usaremos también la
notación 𝐷 𝑓𝑝 cuando trabajemos en un ejemplo concreto como Un.

Observación 4.1.10. Sean 𝛾 : [𝑎, 𝑏] −→ 𝑀 un segmento geodésico y Γ : (−𝜖, 𝜖) −→ 𝑀 una variación por
geodésicas de 𝛾, es decir Γ𝑠 (𝑡) es geodésica para cada 𝑠 fijo, entonces el campo 𝑑

𝑑𝑠
|𝑠=0Γ(𝑠, 𝑡) es un campo

de Jacobi a lo largo de 𝛾. Más aún, todo campo de Jacobi puede ser construido de esta forma para cierta
variación de geodésicas.

Sean 𝑝 ∈ 𝑀 y 𝛾 una geodésica con 𝑝 = 𝛾(0). Si tomamos entornos de 0 ∈ 𝑇𝑝𝑀 y de 𝑝 ∈ 𝑀 de
forma tal que exp𝑝 : U −→ V sea un difeomorfismo, tenemos que 𝛾(𝑡) = exp𝑝 (𝑡𝑥) para cierto 𝑥 ∈ 𝑇𝑝𝑀 .
Considerando la función Γ(𝑠, 𝑡) = exp𝑝 (𝑡 (𝑥 + 𝑠𝑦)) para 𝑠 suficientemente chico e 𝑦 ∈ 𝑇𝑝𝑀 , tenemos una
variación por geodésicas de 𝛾. Luego por la observación previa el campo 𝜂(𝑡) = 𝑑

𝑑𝑠
|𝑠=0Γ(𝑠, 𝑡) es un campo

de Jacobi. Aplicando la regla de la cadena obtenemos que

𝜂(𝑡) = (exp𝑝)∗,𝑡 𝑥 (𝑡𝑦) = 𝑡𝑔(𝑡),

donde 𝑔(𝑡) = (exp𝑝)∗,𝑡 𝑥 (𝑦).
Notamos que 𝜂(0) = 0 y que ¤𝜂(0) = 𝑦 ∈ 𝑇𝑝𝑀 , luego ∇ ¤𝛾 (0) = 𝑦.
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El siguiente lema nos servirá para establecer la relación entre la curvatura de la variedad y las geodésicas
de la métrica. Esta relación es la motivación de lo que va a ser desarrollado en las siguientes secciones de
este capı́tulo. Para establecer una conexión entre el tensor de curvatura y nuestro lı́mite en cuestión, vamos
a considerar la función 𝑓 (𝑡) = | |𝜂(𝑡) | |𝛾 (𝑡 ) − 𝑡 | |𝑦 | |𝛾 (0)=𝑝.

Observación 4.1.11. Notamos que la función 𝑓 es suave en todo 𝑡 en el cual 𝜂(𝑡) ≠ 0, por estar trabajando
en una variedad 𝐶∞

Notación 4.1.12. Con el fin de aliviar la lectura, en el siguiente lema, usaremos la notación | · | para la
norma y dejaremos de aclarar en que punto estamos considerando las normas y los productos internos.
Luego retomaremos a la notación usual de esta tesis indicando por | | · | | a las normas y | · | a las normas de
Finsler.

Lema 4.1.13. Sea 𝑓 (𝑡) = |𝜂(𝑡) |𝛾 (𝑡 ) − 𝑡 |𝑦 |𝛾 (0)=𝑝, la función que definimos previamente, si 𝑡 es tal que
𝜂(𝑡) ≠ 0, entonces

𝑓 ′(𝑡) = 1
|𝜂 | ⟨𝜂,∇ ¤𝛾𝜂⟩ − |𝑦 |

𝑓 ′′(𝑡) = − 1
|𝜂 |3

⟨𝜂,∇ ¤𝛾𝜂⟩ +
1
|𝜂 | |∇ ¤𝛾𝜂 |2 +

1
|𝜂 | ⟨𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂⟩.

Además en 𝑡 = 0 vale 𝑓 (0) = 𝑓 ′(0) = 𝑓 ′′(0) = 0 y 𝑓 ′′′(0) = − ⟨𝑅 (𝑥,𝑦)𝑦,𝑥⟩
|𝑦 | .

Demostración. Calculamos la primer derivada en 𝑡, en el caso que 𝜂(𝑡) ≠ 0:

𝑓 ′(𝑡) = 𝑑

𝑑𝑡
( |𝜂 | − 𝑡 |𝑦 |)) = 𝑑

𝑑𝑡
⟨𝜂, 𝜂⟩ 1

2 − |𝑦 | = 1
2|𝜂 |2⟨𝜂,∇ ¤𝛾𝜂⟩ − |𝑦 |

=
1
|𝜂 | ⟨𝜂,∇ ¤𝛾𝜂⟩ − |𝑦 |.

En 𝑡 = 0, como 𝜂(0) = 0, la tenemos que calcular por definición. Recordamos que 𝜂(𝑡) = 𝑡𝑔(𝑡) donde
𝑔(𝑡) = exp∗,𝑡 𝑥 (𝑦) y entonces

lı́m
𝑡→0

𝜂(𝑡)
𝑡

= lı́m
𝑡→0

(𝑔(𝑡) + 𝑡𝑔′(𝑡)) = exp∗,0(𝑦) = 𝑦, (4.2)

donde aplicamos la regla de L’Hopital. Luego se sigue que

𝑓 ′(0) = lı́m
𝑡→0

𝑓 (𝑡)
𝑡

= lı́m
𝑡→0

| 𝜂(𝑡)
𝑡

| − |𝑦 | = lı́m
𝑡→0

| 𝜂(𝑡)
𝑡

| − |𝑦 | = |𝑦 | − |𝑦 | = 0.

Para calcular la segunda derivada en los puntos en los cuales 𝜂(𝑡) ≠ 0 simplemente usamos la regla del
producto para la derivada de un producto interno. La cuenta es directa al igual que en la primer derivada y
se obtiene

𝑓 ′′(𝑡) = − 1
|𝜂 |3

〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉2 + 1
|𝜂 | |∇ ¤𝛾𝜂 |2 +

1
|𝜂 |

〈
𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂

〉
.

Para calcular 𝑓 ′′(0), debemos calcular el lı́mite cuando 𝑡 tiende a cero de 𝑓 ′′(𝑡). Previamente a esto
probaremos que

lı́m
𝑡→0

1
|𝜂 |

〈
𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂

〉
= 0.
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Usando la ecuación 4.1 y el resultado del lı́mite 4.2 obtenemos

1
|𝜂 |

〈
𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂

〉
=

1
|𝜂 | ⟨𝜂, 𝑅( ¤𝛾, 𝜂) ¤𝛾⟩ =

1
| 𝜂
𝑡
|

〈𝜂
𝑡
, 𝑅( ¤𝛾, 𝜂) ¤𝛾

〉
−→ 1

|𝑦 | ⟨𝑦, 𝑅(𝑥, 0)𝑥⟩ = 0.

Luego para probar que la segunda derivada tiende a cero, tenemos que ver que

lı́m
𝑡→0

− 1
|𝜂 |3

〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉2 + 1
|𝜂 | |∇ ¤𝛾𝜂 |2 = 0,

ya que hemos probado que el otro término tiende a cero. Reacomodando la expresión tenemos que

− 1
|𝜂 |3

〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉2 + 1
|𝜂 | |∇ ¤𝛾𝜂 |2 =

1
|𝜂 |3

(
|𝜂 |2 |∇ ¤𝛾𝜂 |2 −

〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉2
)

=
1

| 𝜂
𝑡
|3
|𝜂 |2 |∇ ¤𝛾𝜂 |2 −

〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉2

𝑡3
.

Nuevamente, por el resultado del lı́mite 4.2 tenemos que ver que lı́m
𝑡→0

|𝜂 |2 |∇ ¤𝛾𝜂 |2−⟨𝜂,∇ ¤𝛾𝜂⟩2

𝑡3 = 0.
Aplicando la regla de L’Hopital, la identidad de Jacobi y operando:

lı́m
𝑡→0

|𝜂 |2 |∇ ¤𝛾𝜂 |2 −
〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉2

𝑡3
= lı́m

𝑡→0

2|𝜂 |2
〈
∇ ¤𝛾𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂

〉
− 2

〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉 〈
𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂

〉
3𝑡2

= lı́m
𝑡→0

2
3
|𝜂 | | 𝜂

𝑡
|
〈
∇ ¤𝛾𝜂, 𝑅(

𝜂

𝑡
, ¤𝛾) ¤𝛾

〉
− lı́m

𝑡→0

2
〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉 〈
𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂

〉
3𝑡2

= 0 − 2
3

lı́m
𝑡→0

|𝜂 |
〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉 1
|𝜂 |

〈
𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂

〉
𝑡2

= −2
3

lı́m
𝑡→0

| 𝜂
𝑡
|
〈𝜂
𝑡
,∇ ¤𝛾𝜂

〉 1
|𝜂 |

〈
𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂

〉
= 0.

En la última igualdad usamos el lı́mite que habı́amos calculado al comienzo del cálculo de la derivada
segunda. Concluimos que

lı́m
𝑡→0

𝑓 ′′(𝑡) = 0,

luego usando que 𝑓 ′(0) = 0 y la regla de L’Hopital se sigue que 𝑓 ′′(0) = 0.
Para finalizar la demostración, debemos calcular la derivada tercera de 𝑓 en cero, tenemos que

𝑓 ′′′(0) = lı́m
𝑡→0

𝑓 ′′(𝑡) − 𝑓 ′′(0)
𝑡

= lı́m
𝑡→0

𝑓 ′′(𝑡)
𝑡

.

luego

𝑓 ′′′(0) = lı́m
𝑡→0

− 1
|𝜂 |3

〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉2 + 1
|𝜂 | |∇ ¤𝛾𝜂 |2 + 1

|𝜂 |
〈
𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂

〉
𝑡

.

Repartiendo el denominador, obtenemos tres términos. El del medio ya vimos que tiende a cero, luego
resta calcular los otros dos lı́mites que llamaremos 𝐿1 y 𝐿2. En tal caso será 𝑓 ′′′(0) = 𝐿1 + 𝐿2 donde:

𝐿1 = lı́m
𝑡→0

1
|𝜂 |

〈
𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂

〉
𝑡

.
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𝐿2 = lı́m
𝑡→0

− 1
|𝜂 |3

〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉2

𝑡
.

Calculamos 𝐿1, usando la misma estrategia que en la prueba de que 𝑓 ′′(0) = 0

𝐿1 = lı́m
𝑡→0

1
𝑡 |𝜂 | ⟨𝜂, 𝑅( ¤𝛾, 𝜂) ¤𝛾⟩ = lı́m

𝑡→0

1
| 𝜂
𝑡
|

〈𝜂
𝑡
, 𝑅( ¤𝛾, 𝜂

𝑡
) ¤𝛾

〉
=

⟨𝑦, 𝑅(𝑥, 𝑦)𝑥⟩
|𝑦 | ,

con lo cual
𝐿1 =

⟨𝑦, 𝑅(𝑥, 𝑦)𝑥⟩
|𝑦 | .

Usando el mismo reordenamiento que en la prueba de la derivada segunda y aplicando la regla de
L’Hopital se sigue que

𝐿2 = lı́m
𝑡→0

1
| 𝜂
𝑡
|3
|𝜂 |2 |∇ ¤𝛾𝜂 |2 −

〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉2

𝑡4
=

1
|𝑦 |3

lı́m
𝑡→0

|𝜂 |2 |∇ ¤𝛾𝜂 |2 −
〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉2

𝑡4

=
1
|𝑦 |3

lı́m
𝑡→0

2|𝜂 |2
〈
∇ ¤𝛾𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂

〉
− 2

〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉 〈
𝜂,∇ ¤𝛾∇ ¤𝛾𝜂

〉
4𝑡3

=
1

2|𝑦 |3
lı́m
𝑡→0

|𝜂 |2
〈
∇ ¤𝛾𝜂, 𝑅( ¤𝛾, 𝜂) ¤𝛾

〉
−

〈
𝜂,∇ ¤𝛾𝜂

〉
⟨𝜂, 𝑅( ¤𝛾, 𝜂) ¤𝛾⟩

𝑡3

=
1

2|𝑦 |3
lı́m
𝑡→0

| 𝜂
𝑡
|2

〈
∇ ¤𝛾𝜂, 𝑅( ¤𝛾,

𝜂

𝑡
) ¤𝛾

〉
− 1

2|𝑦 |3
lı́m
𝑡→0

〈𝜂
𝑡
,∇ ¤𝛾𝜂

〉 〈𝜂
𝑡
, 𝑅( ¤𝛾, 𝜂

𝑡
) ¤𝛾

〉
=

1
2|𝑦 |3

⟨𝑦, 𝑦⟩ ⟨𝑦, 𝑅(𝑥, 𝑦)𝑥⟩ − 1
2|𝑦 |3

⟨𝑦, 𝑦⟩ ⟨𝑦, 𝑅(𝑥, 𝑦)𝑥⟩ = 0,

donde estamos usando que ∇ ¤𝛾𝜂 −→ 𝑦. En conclusion, tenemos que 𝐿2 = 0 y luego

𝑓 ′′′(0) = 𝐿1 =
⟨𝑦, 𝑅(𝑥, 𝑦)𝑥⟩

|𝑦 | = −⟨𝑅(𝑥, 𝑦)𝑦, 𝑥⟩
|𝑦 | ,

donde en el último paso usamos que el producto interno es real y por lo tanto simétrico y las propiedades
del tensor de curvatura mencionadas al comienzo de esta sección. □

El siguiente lema nos va a ser útil para probar la fórmula de Milnor de la curvatura, la demostración del
mismo puede ser encontrada con detalle en las notas de Meyer [53].

Lema 4.1.14. Sea (𝑀, 𝑔) una variedad riemanniana de dimensión finita, 𝑝 ∈ 𝑀 y 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇𝑝𝑀 , entonces

dist(exp𝑝 (𝑡𝑥), exp𝑝 (𝑡𝑦)) = 𝑡∥𝑦 − 𝑥∥ 𝑝 −
𝑡3

6

〈
𝑅𝑝 (𝑥, 𝑦)𝑦, 𝑥

〉
𝑝

∥𝑦 − 𝑥∥ 𝑝
+𝑂 (𝑡4).

Proposición 4.1.15 (Fórmula de Milnor). Sea (𝑀, 𝑔) una variedad riemanniana de dimensión finita y sean
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇𝑝𝑀 . Entonces

⟨𝑅𝑝 (𝑥, 𝑦)𝑦, 𝑥⟩𝑝 = 6∥𝑦 − 𝑥∥2 lı́m
𝑡→0+

𝑡∥𝑦 − 𝑥∥ 𝑝 − dist(exp𝑝 (𝑡𝑥), exp𝑝 (𝑡𝑦))
𝑡2 dist(exp𝑝 (𝑡𝑥), exp𝑝 (𝑡𝑦))

.
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Demostración. Comenzamos utilizando el lema previo para desarrollar el lı́mite del enunciado:

lı́m
𝑡→0+

𝑡∥𝑦 − 𝑥∥ 𝑝 − dist(exp𝑝 (𝑡𝑥), exp𝑝 (𝑡𝑦))
𝑡2 dist(exp𝑝 (𝑡𝑥), exp𝑝 (𝑡𝑦))

= lı́m
𝑡→0+

𝑡3

6
⟨𝑅𝑝 (𝑥,𝑦)𝑦,𝑥⟩

∥𝑦−𝑥 ∥𝑝 +𝑂 (𝑡4)

𝑡3∥𝑦 − 𝑥∥ 𝑝 − 𝑡5

6
⟨𝑅𝑝 (𝑥,𝑦)𝑦,𝑥⟩𝑝

∥𝑦−𝑥 ∥𝑝 +𝑂 (𝑡6)

= lı́m
𝑡→0+

1
6
⟨𝑅𝑝 (𝑥,𝑦)𝑦,𝑥⟩

∥𝑦−𝑥 ∥𝑝 +𝑂 (𝑡)

∥𝑦 − 𝑥∥ 𝑝 − 𝑡2

6
⟨𝑅𝑝 (𝑥,𝑦)𝑦,𝑥⟩𝑝

∥𝑦−𝑥 ∥𝑝 +𝑂 (𝑡3)

=

〈
𝑅𝑝 (𝑥, 𝑦)𝑦, 𝑥

〉
𝑝

6∥𝑦 − 𝑥∥2
𝑝

,

multiplicando a ambos lados por 6|𝑦 − 𝑥 |2𝑝 obtenemos la fórmula de Milnor. □

Habiendo probado estos resultados daremos el resultado principal de esta sección introductoria:

Teorema 4.1.16. Sea 𝑀 una variedad con una métrica riemanniana, son equivalentes

(1) Para todo 𝑝 ∈ 𝑀 y 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇𝑝𝑀 vale que dist(exp𝑝 (𝑡𝑥), exp𝑝 (𝑡𝑦)) ≤ ||𝑡𝑥 − 𝑡𝑦 | |𝑝 para 𝑡 ≥ 0
suficientemente chico (donde con 𝑑 nos referimos a la distancia dada por el ı́nfimo longitudes de
curvas suaves a trozos en 𝑀).

(2) Para todo 𝑝 ∈ 𝑀 y 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇𝑝𝑀 se cumple que sec(𝑥, 𝑦) = ⟨𝑅𝑝 (𝑥,𝑦)𝑦,𝑥⟩𝑝
𝐴2 (𝑥,𝑦) ≥ 0. En otras palabras, 𝑀 es

de curvatura seccional no negativa.

Demostración. Supongamos primero (1) y apliquemos la fórmula de Milnor dada en la introducción de
este capı́tulo, en tal caso

⟨𝑅𝑝 (𝑥, 𝑦)𝑦, 𝑥⟩𝑝 = 6∥𝑦 − 𝑥∥2
𝑝 lı́m
𝑟→0+

𝑟 | |𝑦 − 𝑥 | |𝑝 − dist(exp𝑝 (𝑟𝑥), exp𝑝 (𝑟𝑦))
𝑟2 dist(exp𝑝 (𝑟𝑥), exp𝑝 (𝑟𝑦))

y este lı́mite es mayor o igual a cero por (1), se sigue entonces que sec(𝑥, 𝑦) ≥ 0 y luego vale (2).
Si asumimos que vale (2), observamos que la función definida en el Lema 4.1.13 cumple 𝑓 (0) = 𝑓 ′(0) =

𝑓 ′′(0) = 0 y 𝑓 ′′′(0) ≤ 0, entonces tenemos que 𝑓 (𝑡) ≤ 0 para 𝑡 ≥ 0 suficientemente pequeño, es decir

| | (exp𝑝)∗,𝑡 𝑥 (𝑡𝑦) | |exp𝑝 (𝑡 𝑥 ) ≤ ||𝑡𝑦 | |𝑝

para 𝑡 suficientemente chico. Si dividimos por 𝑡, llamamos 𝑣 = 𝑡𝑥 y 𝑢 = 𝑦, se sigue que

| | (exp𝑝)∗,𝑣 (𝑢) | |exp𝑝 (𝑣) ≤ ||𝑢 | |𝑝

si 𝑣 está suficientemente cerca de 0 ∈ 𝑇𝑝𝑀 .
Habiendo demostrado esto, consideramos U un abierto de 0 ∈ 𝑇𝑝𝑀 y V un abierto de 𝑝 en 𝑀 de forma

tal que exp : U −→ V sea un difeomorfismo y que además se cumpla que para 𝑣 ∈ U valga

| | (exp𝑝)∗,𝑣 (𝑢) | |exp𝑝 (𝑣) ≤ ||𝑢 | |𝑝,

si 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 . Podemos asumir además, eventualmente achicando los abiertos que U es convexo.
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Sean ahora 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇𝑝𝑀 y 𝑡 suficientemente chico, de manera tal que 𝑡𝑥, 𝑡𝑦 ∈ U. Si Γ es el segmento que
une a 𝑡𝑥 con 𝑡𝑦 en U entonces

dist(exp𝑝 (𝑡𝑥), exp𝑝 (𝑡𝑦)) ≤ Long(exp𝑝 (Γ)) =
1∫

0

| | (exp𝑝)∗,Γ ( ¤Γ) | |exp(Γ) ≤

≤
1∫

0

| | ¤Γ| |Γ = Long(Γ) = | |𝑡𝑦 − 𝑡𝑥 | |𝑝,

concluyéndose ası́ que vale (1). □

4.2. Grupos de Lie

En esta sección, además de fijar notación, vamos a discutir la relación entre la exponencial riemanniana
en un grupo de Lie y la exponencial del grupo de Lie. Veremos que en el caso de que la métrica riemanniana
sea provenga de una norma Ad-invariante las exponenciales en 𝑝 = 0 van a coincidir, lo cual va a ser la
motivación para la definición de curvatura que daremos en el caso no riemanniano. Discutiremos además
la cuasi distancia inducida por la métrica y daremos sus propiedades generales. Daremos las definiciones
en un grupo de Lie general, ya que si bien en las secciones siguientes a esta trabajaremos sobre el grupo
unitario Un para seguir el eje de esta tesis, en el capı́tulo siguiente retomaremos el caso abstracto.

Para la presentación de generalidades de grupos de Lie nos basaremos en el libro de Lee [50], pero los
resultados no demostrados de esta sección pueden encontrarse en básicamente cualquier libro que trate el
tema.

Definición 4.2.1. Un grupo de Lie es un grupo 𝐺 con una estructura de variedad suave (para nosotros
será 𝐶∞) para el cual las operaciones de multiplicación 𝑚 : 𝐺 × 𝐺 −→ 𝐺 e inversión 𝑖 : 𝐺 −→ 𝐺 son
suaves. Al elemento neutro del grupo lo notaremos 1 ∈ 𝐺 y al álgebra de Lie de 𝐺 la notaremos como
𝐿𝑖𝑒(𝐺) = 𝑇1𝐺 = 𝔤.

Observación 4.2.2. Si bien muchas de las definiciones e incluso de los resultados se pueden dar en forma
más general, vamos a asumir que la dimensión de 𝐺 es finita ya que los resultados originales de este trabajo
son todos en este contexto.

Para 𝑔 ∈ 𝐺, las aplicaciones 𝑙𝑔, 𝑟𝑔, 𝑐𝑔 : 𝐺 −→ 𝐺 dadas por

𝑙𝑔 : ℎ −→ 𝑔ℎ 𝑟𝑔 : ℎ −→ ℎ𝑔 𝑐𝑔 : ℎ −→ 𝑔ℎ𝑔−1

resultan difeomorfismos y 𝑙𝑔 conmuta con 𝑟ℎ para 𝑔, ℎ ∈ 𝐺, lo cual implica que sus diferenciales también
lo hacen, lo cual usaremos más adelante. Notaremos como 𝐺𝐿 (𝔤) al grupo de isomorfismos lineales de 𝔤.
Por otro lado, como 𝑐𝑔 es un difeomorfismo, su diferencial Ad𝑔 := (𝑐𝑔)∗,1 pertenece a 𝐺𝐿 (𝔤), esto nos da
la representación adjunta que es la aplicación Ad : 𝐺 −→ 𝐺𝐿 (𝔤) dada por Ad(𝑔) = Ad𝑔 = (𝑐𝑔)∗,1.

Definición 4.2.3 (Campos invariantes a izquierda). Decimos que un campo 𝑋 : 𝐺 −→ 𝑇𝐺 es invariante a
izquierda si para todo 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 satisface

𝑋 (𝑙ℎ (𝑔)) = (𝑙ℎ)∗,𝑔𝑋 (𝑔).
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Al conjunto de estos campos lo notaremos 𝔛(𝐺).

Proposición 4.2.4. Si 𝑋 es un campo invariante a izquierda en 𝐺, entonces 𝑋 queda determinado por lo
que vale en 1. Además, dado 𝑣 ∈ 𝔤 la aplicación 𝑋𝑣 (𝑔) = (𝑙𝑔)∗,1𝑣 define un campo invariante a izquierda.

Como consecuencia de la proposición previa tenemos que todo campo invariante a izquierda es suave
y de la forma 𝑋𝑣 para cierto 𝑣 ∈ 𝔤 y tenemos la biyección usual entre 𝔤 y 𝔛(𝐺) dada por 𝑣 −→ 𝑋𝑣 con
inversa 𝑋𝑣 −→ 𝑋𝑣 (1). Por otro lado, es un hecho conocido que el corchete de dos campos invariantes
a izquierda resulta nuevamente un campo invariante a izquierda y que como consecuencia de este hecho
podemos definir el corchete en 𝔤 como

[𝑣, 𝑤] := [𝑋𝑣 , 𝑋𝑤] (1),

obteniendo ası́ una estructura de álgebra de Lie en 𝔤.

Definición 4.2.5 (Exponencial). Vamos a definir la exponencial exp : 𝔤 −→ 𝐺 como exp(𝑣) = 𝛼(1) donde
𝛼(𝑡) es la única solución de la ecuación diferencial 𝛼′ = 𝑋𝑣 (𝛼) con condiciones iniciales 𝛼(0) = 1.

Proposición 4.2.6. (1) La ecuación diferencial que define a la exponencial tiene solución global. Lo cual
nos permite definir exp(𝑡𝑣) para todo 𝑡 ∈ R.

(2) Si 𝑓 : 𝐺 −→ 𝐻 es un morfismo de grupos de Lie entonces 𝑓∗,1 : 𝔤 −→ 𝔥 es un morfismo de álgebras
de Lie y se tienen los siguientes el siguiente diagramas conmutativos:

𝔤 𝔥

𝐺 𝐻

𝑓∗,1

exp𝐺 exp𝐻
𝑓

𝔤 𝐸𝑛𝑑 (𝔤)

𝐺 𝐺𝐿 (𝔤)

ad

exp𝐺 exp𝐻
Ad

donde notamos que el segundo diagrama es un caso particular del primero definiendo ad = Ad∗,1 =

Ad∗,1.

(3) Si 𝑣, 𝑤 ∈ 𝔤 entonces ad𝑣 (𝑤) = [𝑣, 𝑤].

Observación 4.2.7. En el caso de un grupo de Lie 𝐺 inmerso en 𝐺𝐿 (C) con el corchete dado por
[𝑣, 𝑤] = 𝑣𝑤 − 𝑤𝑣, tenemos que la exponencial coincide con la exponencial usual dada por la serie. Por
otro lado notamos que el segundo diagrama conmutativo del segundo ı́tem de la proposición anterior lo
probamos para este caso en el Lema 3.1.2.

Si 𝐺 es un grupo de Lie, notaremos 𝑇𝐺 a su fibrado tangente, el cual puede ser identificado con 𝐺 × 𝔤.
Cuando hablemos de una métrica en el grupo en cuestión nos estaremos refiriendo a una métrica de Finsler
o una métrica riemanniana sobre 𝑇𝐺, por otro lado al trabajar en 𝔤 las llamaremos normas y notaremos | · |.
Si la norma proviene de una métrica o induce una métrica, valdrá la igualdad | · | = | · |1 (donde 1 es el neutro
del grupo). Cuando trabajemos en el grupo como espacio métrico hablaremos en términos de distancias.

Definición 4.2.8 (Métrica bi-invariante). Dado un grupo 𝐺 con una métrica riemanniana decimos que:
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(1) La métrica es invariante a izquierda si para cada 𝑔 ∈ 𝐺 la aplicación 𝑙𝑔 es una isometrı́a, es decir,
dados ℎ ∈ 𝐺 y 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑇ℎ𝐺

⟨𝑣, 𝑤⟩ℎ = ⟨(𝑙𝑔)∗,ℎ𝑣, (𝑙𝑔)∗,ℎ𝑤⟩𝑔ℎ .

(2) La métrica es invariante a derecha si para cada 𝑔 ∈ 𝐺 la aplicación 𝑟𝑔 es una isometrı́a, es decir,
dados ℎ ∈ 𝐺 y 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑇ℎ𝐺

⟨𝑣, 𝑤⟩ℎ = ⟨(𝑟𝑔)∗,ℎ𝑣, (𝑟𝑔)∗,ℎ𝑤⟩𝑔ℎ .

(3) La métrica es bi-invariante si lo es a izquierda y a derecha.

En el paper de Milnor [55], él demostró que si tenemos una métrica bi-invariante entonces la conexión
de Levi-Civita de la métrica vista en el álgebra de Lie es ∇𝑥 = ad 𝑥; de aquı́ se desprende que las geodésicas
de la métrica coinciden con traslaciones de los grupos a un parámetro (una demostración completa de esta
afirmación puede verse en el libro de Price [60, Capı́tulo 4, Sección 3]). Este resultado nos dice que en este
contexto la exponencial riemanniana coincide con la exponencial del grupo de Lie y nos permitirá utilizar
la fórmula para la curvatura seccional con la exponencial del grupo.

Esto no es siempre cierto, en [7, Teorema 2.14] podemos ver un ejemplo sobre el grupo de Lie de matrices
inversibles con la métrica riemanniana inducida por el producto interno de la traza, en donde tenemos que
las geodésicas no son en general grupos a un parámetro y en tal caso la exponencial riemanniana no
coincide con la exponencial como grupo de Lie. Más especı́ficamente, si consideramos 𝑔0 ∈ 𝐺 = 𝐺𝐿𝑛 (C)
y 𝑣0 ∈ 𝐿𝑖𝑒(𝐺𝐿𝑛 (C)) = 𝑀𝑛 (C) entonces la única geodésica de la conexión con punto inicial 𝑔0 y velocidad
inicial 𝑔0𝑣0 está dada por

𝑔(𝑡) = 𝑔0𝑒
𝑡𝑣∗0 𝑒𝑡 (𝑣0−𝑣∗0 )

la cual no es un grupo a un parámetro si 𝑣0 no conmuta con 𝑣∗0.

Definición 4.2.9. Sea 𝐺 un grupo de Lie con una norma de Finsler | · |, decimos que dicha norma es
Ad-invariante si cumple que la aplicación Ad𝑔 es una isometrı́a para cada 𝑔 ∈ 𝐺, es decir | Ad𝑔 (𝑣) | = |𝑣 |
para todo 𝑣 ∈ 𝔤.

Notamos que la definición anterior es una generalización de la Definición 2.2.1.

Observación 4.2.10 (Métricas bi-invariantes). Notamos que, como Ad𝑔 = (𝑐𝑔)∗,1 = (𝑙𝑔)∗,𝑔−1 (𝑟−1
𝑔 )∗,1,

entonces toda métrica bi-invariante en 𝐺 induce una norma Ad-invariante en 𝔤. Por otro lado si tenemos
una norma Ad-invariante en un grupo de Lie 𝔤, podemos definir la métrica |𝑋 |𝑔 = | (𝑙𝑔−1)∗,𝑔𝑋 | para 𝑋 ∈ 𝔤.
Notamos que es una métrica bi-invariante ya que si 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 y 𝑋 ∈ 𝑇ℎ𝐺 entonces

| (𝑙𝑔)∗,ℎ𝑋 |𝑔ℎ = | (𝑙−1
ℎ )∗,ℎ (𝑙−1

𝑔 )∗,𝑔ℎ (𝑙𝑔)∗,ℎ𝑋 | = | (𝑙−1
ℎ )∗,ℎ𝑋 | = |𝑋 |ℎ .

Por otro lado si 𝑋 ∈ 𝑇𝑔𝐺

| (𝑟ℎ)∗,𝑔𝑋 |𝑔ℎ = | (𝑙−1
ℎ )∗,ℎ (𝑙−1

𝑔 )∗,𝑔ℎ (𝑟ℎ)∗,𝑔𝑋 | = | (𝑙−1
ℎ )∗,ℎ (𝑟ℎ)∗,1(𝑙−1

𝑔 )∗,𝑔𝑋 |
= | Adℎ−1 (𝑙−1

𝑔 )∗,𝑔𝑋 | = | (𝑙−1
𝑔 )∗,𝑔𝑋 | = |𝑋 |𝑔,
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donde en el penúltimo paso usamos que la norma es Ad-invariante. En conclusión tenemos que toda
métrica bi-invariante en 𝑇𝐺 induce una norma Ad-invariante en 𝔤 y que a partir de una norma Ad-invariante
podemos construirnos una métrica bi-invariante. Como toda métrica bi-invariante es en particular invariante
a izquierda, tenemos que este proceso es reversible y las métricas bi-invariantes en 𝑇𝐺 están identificadas
con las normas Ad-invariantes en 𝔤.

Por la observación anterior tenemos que en el caso riemanniano, donde la métrica viene inducida por
una norma Ad-invariante, vale la fórmula de la curvatura de Milnor:

⟨𝑅(𝑥, 𝑦)𝑦, 𝑥⟩ = 6∥𝑦 − 𝑥∥2 lı́m
𝑟→0+

𝑟 | |𝑦 − 𝑥 | | − dist(exp(𝑟𝑥), exp(𝑟𝑦))
𝑟2 dist(exp(𝑟𝑥), exp(𝑟𝑦))

,

donde estamos pensando la exponencial del grupo en vez de la riemanniana (ya que coinciden) y estamos
trasladando todo a 𝔤 = 𝑇1𝐺. Esto es fundamental y la motivación para la definición que vamos a dar en el
contexto no riemanniano.

A continuación vamos a dar algunos resultados sobre la distancia en 𝐺 inducida por una norma de
Finsler Ad-invariante en 𝔤. Muchas veces la llamaremos distancia, pero como vamos a ver en breve, va a ser
una cuasi distancia (no va a ser simétrica).

Observamos además que hasta ahora no le hemos pedido regularidad a la métrica de Finsler, pero la
aplicación (𝑔, 𝑋) ↦→ |𝑋 |𝑔 = | (𝑙𝑔−1)∗,𝑔𝑋 | va a ser siempre continua y en tal caso integrable.

Definición 4.2.11 (Caminos rectificables y longitudes). Decimos que una curva 𝛼 : [𝑎, 𝑏] → 𝐺 es
rectificable si es suave en casi todo punto para alguna carta de𝐺 y la aplicación 𝑡 ↦→ |𝛼′(𝑡) |𝛼(𝑡 ) es Lebesgue
integrable. Para una curva suave a trozos o rectificable definimos su longitud como

Long(𝛼) =
∫ 𝑏

𝑎

|𝛼′(𝑡) |𝛼(𝑡 )𝑑𝑡 =

∫ 𝑏

𝑎

| (𝑙𝛼−1 (𝑡 ) )∗,𝛼(𝑡 )𝛼
′(𝑡) |𝑑𝑡 =

∫ 𝑏

𝑎

| (𝑙𝛼−1)∗,𝛼𝛼′ |.

En general nos interesará trabajar en la componente conexa de la identidad, ası́ que no perdemos nada
en suponer que 𝐺 es conexo, lo cual haremos de aquı́ en adelante.

Definición 4.2.12. Sean 𝑔, ℎ ∈ 𝐺, definimos la distancia entre 𝑔 y ℎ como

dist(𝑔, ℎ) = ı́nf{Long(𝛼) : 𝛼 : [𝑎, 𝑏] → 𝐺 es rectificable , 𝛼(𝑎) = 𝑔, 𝛼(𝑏) = ℎ},

notamos que como𝐺 es un grupo conexo y localmente arco-conexo (por ser una variedad) resultará ser arco-
conexo y luego el conjunto dónde tomamos el ı́nfimo es no vacı́o. Como el mismo está acotado inferiormente
por cero, el ı́nfimo queda bien definido.

Observación 4.2.13. La distancia definida previamente cumple todos los axiomas de distancia salvo quizás
la simetrı́a, luego no es una distancia en el sentido usual sino que es una cuasi distancia. Va a ser una
distancia si y solo si la norma es completamente homogénea.

Proposición 4.2.14. La distancia definida previamente es bi-invariante, es decir

dist(𝑘𝑔, 𝑘ℎ) = dist(𝑔, ℎ) = dist(𝑔𝑘, ℎ𝑘) ∀ 𝑔, ℎ, 𝑘 ∈ 𝐺.

Además, si la norma es completamente homogénea, vale que

dist(𝑔, ℎ) = dist(𝑔−1, ℎ−1).
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Demostración. Comenzamos tomando una curva rectificable 𝛼 : [𝑎, 𝑏] −→ 𝐺 que verifique 𝛼(𝑎) = 𝑔 y
𝛼(𝑏) = ℎ y vamos a ver que las curvas 𝛽(𝑡) = 𝑘.𝛼(𝑡) y 𝛾(𝑡) = 𝛼(𝑡).𝑘 , que también son rectificables y unen a
los puntos 𝑘𝑔 con 𝑘ℎ y 𝑔𝑘 con ℎ𝑘 respectivamente, tienen la misma longitud que 𝛼. El resultado se seguirá
entonces del hecho de que el conjunto de longitudes que se puede obtener es el mismo y el ı́nfimo por lo
tanto también. Veamos lo dicho:

Long(𝛽) =
𝑏∫

𝑎

|𝛽′ |𝛽 =

𝑏∫
𝑎

| (𝑘𝛼)′ |𝑘𝛼 =

𝑏∫
𝑎

| (𝑙𝑘)∗,𝛼𝛼′ |𝑘𝛼 =

𝑏∫
𝑎

| (𝑙𝛼−1)∗,𝛼 (𝑙𝑘−1)∗,𝑘𝛼 (𝑙𝑘)∗,𝛼𝛼′ |

=

𝑏∫
𝑎

| (𝑙𝛼−1)∗,𝛼𝛼′ | =
𝑏∫

𝑎

|𝛼′ |𝛼 = Long(𝛼).

Notamos que en este caso no hemos usado que la norma es Ad-invariante, lo cual usaremos en el siguiente
caso

Long(𝛾) =
𝑏∫

𝑎

|𝛾′ |𝛾 =

𝑏∫
𝑎

| (𝛼𝑘)′ |𝛼𝑘 =

𝑏∫
𝑎

| (𝑟𝑘)∗,𝛼𝛼′ |𝛼𝑘 =

𝑏∫
𝑎

| (𝑙𝑘−1)∗,𝑘 (𝑙𝛼−1)∗,𝛼𝑘 (𝑟𝑘)∗,𝛼𝛼′ |

=

𝑏∫
𝑎

| (𝑙𝑘−1)∗,𝑘 (𝑟𝑘)∗,1(𝑙𝛼−1)∗,𝛼𝛼′ | =
𝑏∫

𝑎

| Ad𝑘−1 (𝑙𝛼−1)∗,𝛼𝛼′ | =
𝑏∫

𝑎

| (𝑙𝛼−1)∗,𝛼𝛼′ |

=

𝑏∫
𝑎

|𝛼′ |𝛼 = Long(𝛼).

Para la siguiente parte consideramos 𝛼 como antes y la curva 𝛼−1. Lo que queremos ver es que tienen
la misma longitud, luego el argumento se sigue como en el caso anterior. Recordamos que en grupos de Lie
vale que (𝛼−1)′ = −(𝑟𝛼−1)∗,1(𝑙𝛼−1)∗,𝛼𝛼′, luego calculamos

Long(𝛼−1) =
𝑏∫

𝑎

| (𝛼−1)′ |𝛼−1 =

𝑏∫
𝑎

| − (𝑟𝛼−1)∗,1(𝑙𝛼−1)∗,𝛼𝛼′ |𝛼−1 =

𝑏∫
𝑎

| (𝑟𝛼−1)∗,1(𝑙𝛼−1)∗,𝛼𝛼′ |𝛼−1

=

𝑏∫
𝑎

| (𝑙𝛼)∗,𝛼−1 (𝑟𝛼−1)∗,1(𝑙𝛼−1)∗,𝛼𝛼′ | =
𝑏∫

𝑎

| Ad𝛼 (𝑙𝛼−1)∗,𝛼𝛼′ | =
𝑏∫

𝑎

|𝛼′ |𝛼 = Long(𝛼),

donde usamos que la norma es homogénea para sacar el signo negativo y la Ad-invariancia posteriormente.
□

Más detalles sobre distancias asimétricas o cuasi distancias pueden ser encontrados en [51].

4.3. Geodésicas y distancia en Un

En esta sección vamos a recordar ciertas propiedades de los caminos rectificables del grupo unitario y
vamos a establecer dos hechos importantes: todas las métricas son equivalentes en esta configuración y todo
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mapa corto en 𝔲n induce un mapa corto en Un mediante la exponencial de matrices. Además presentaremos
algunas propiedades importantes de la distancia en Un inducida por una norma Ad-invariante en 𝔲n. Los
resultados originales de esta sección publicados en [48] son el Teorema 4.3.6 y el Lema 4.3.8, siendo el
segundo un resultado mas bien técnico pero que nos va a ser útil para los resultados principales de las
siguientes secciones.

Comenzamos recordando ciertos resultados sobre la exponencial del grupo de Lie Un. Sea ∥ · ∥∞ la
norma espectral en 𝑀𝑛 (C), denotamos

𝐵∞
𝑟 = {𝑋 ∈ 𝑀𝑛 (C) : ∥𝑋 ∥∞ < 𝑟},

y a su clausura como 𝐵∞
𝑟 .

Por otro lado notaremos 𝐵𝐶𝐻 (𝑋,𝑌 ) a la serie de corchetes definida para 𝑋 e𝑌 suficientemente pequeños
como:

𝐵𝐶𝐻 (𝑋,𝑌 ) = exp−1(exp(𝑋) exp(𝑌 )).

Proposición 4.3.1 (Mapa exponencial en Un). El mapa exponencial de Un es la restricción del mapa
exponencial de 𝑀𝑛 (C), con lo cual puede ser calculado como la serie de potencias usual exp(𝑋) =

∞∑
𝑘=0

𝑋𝑘

𝑘! .

Sea 𝐵 = 𝐵∞
𝜋 ∩ 𝔲n y 𝐵 su clausura.

(1) El mapa exponencial exp : 𝔲n → Un es sobreyectivo y su restricción exp |
𝐵

también lo es. La
restricción exp |𝐵, donde 𝐵 = 𝐵∞

𝜋 ∩ 𝔲n, es un difeomorfismo con V = {𝑈 ∈ Un : ∥𝑈 − 1∥∞ < 2}, el
cual es un abierto denso del grupo Un. Además

2
𝜋
∥𝑍 ∥∞ ≤ ∥1 − 𝑒𝑍 ∥∞ = 2 sin(∥𝑍 ∥∞/2) ≤ ∥𝑍 ∥∞ para ∥𝑍 ∥∞ ≤ 𝜋.

(2) Si 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n entonces

𝐷 exp𝑋 (𝑌 ) = 𝑒𝑋
∫ 1

0
Ad𝑒−𝑠𝑋 𝑌 𝑑𝑠 = 𝑒𝑋

∫ 1

0
𝑒−𝑠 ad𝑌𝑋 𝑑𝑠 = 𝑒𝑋𝐹 (ad 𝑋)𝑌 = (𝐺 (ad 𝑋)𝑌 )𝑒𝑋

donde 𝐹, 𝐺 son los mapas enteros dados por 𝐹 (𝜆) = 1−𝑒−𝜆
𝜆

, 𝐺 (𝜆) = 𝑒𝜆𝐹 (𝜆).

(3) Si ∥1 − 𝑒𝑡𝑋𝑒𝑠𝑌 ∥∞ < 2 luego

𝐵𝐶𝐻 (𝑡𝑋, 𝑠𝑌 ) = 𝑡𝑋+𝑠𝑌+ 𝑠𝑡
2
[𝑋,𝑌 ]+ 1

12

(
𝑡2𝑠[𝑋, [𝑋,𝑌 ]] + 𝑡𝑠2 [𝑌, [𝑌, 𝑋]]

)
+ términos de mayor orden

los cuales son los primeros términos de la serie de Baker-Campbell-Hausdorff de (𝑡𝑋, 𝑠𝑌 ). En
particular

𝐵𝐶𝐻 (𝑡𝑋, 𝑡𝑌 ) = 𝑡 (𝑋 + 𝑌 ) + 𝑡
2

2
[𝑋,𝑌 ] + 𝑡3

12
( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] + [𝑌, [𝑌, 𝑋]]) +𝑂 (𝑡4).

(4) Si ∥𝑋 ∥∞ + ∥𝑌 ∥∞ < 𝜋, luego 𝐵𝐶𝐻 (𝑋,𝑌 ) es una serie de polinomios homogéneos convergentes en
𝐿𝑖𝑒(𝑋,𝑌 ) (el álgebra de Lie cerrada generada por 𝑋 e 𝑌 ).
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Demostración. Comenzamos por el primer ı́tem, sea 𝑈 ∈ Un, entonces 𝑈 = 𝑉𝐷𝑉∗ para cierta matriz
diagonal 𝐷 = (𝑑1, 𝑑2, · · · , 𝑑𝑛) y𝑉 ∈ Un. Consideramos la matriz log(𝐷) = (log(𝑑1), log(𝑑2), · · · log(𝑑𝑛)),
donde log es una rama del logaritmo complejo bien definida en los puntos donde queremos evaluar, como
los números tienen módulo 1 entonces log(𝑑𝑘) = ln |𝑑𝑘 | + 𝑖 arg(𝑑𝑘) = 𝑖 arg(𝑑𝑘) donde arg es el argumento
elegido para la rama del logaritmo. De esta forma log(𝐷) ∈ 𝔲n y exp(𝑉 log(𝐷)𝑉∗) = 𝑉 exp(log(𝐷))𝑉∗ =

𝑉𝐷𝑉∗ = 𝑈, lo cual prueba que la exponencial es sobreyectiva. Como no es necesario usar la misma rama
del logaritmo para cada autovalor, siempre podremos elegir cada coordenada de log(𝐷) de forma que
arg(𝑑𝑘) ∈ [−𝜋, 𝜋], lo cual nos prueba que exp |

𝐵
sigue siendo sobreyectiva. Dado que el conjunto V es el

conjunto de matrices unitarias que no tienen a −1 como autovalor, podemos aplicar la rama principal del
logaritmo en dicho conjunto y obtener todas las matrices antihermitianas que no tienen a 𝑖𝜋 como autovalor.
Aclarado esto y vista la construcción anterior es fácil ver que esta rama es la inversa de la exponencial y
entonces exp : 𝐵 −→ V es biyectiva. Será un difeomorfismo por ser analı́tica con inversa analı́tica. La
densidad de V ⊆ Un es una consecuencia inmediata de que Un = {𝑈 ∈ Un : | |𝑈 − 1| | ≤ 2}.

Veamos las desigualdades enunciadas en (1):
Por un lado tenemos que, como 1−𝑒𝑍 es normal al ser unitario, su norma coincide con su radio espectral

y además sus autovalores son de la forma 1−𝑒𝑖𝑡 donde 𝑖𝑡 es un autovalor de 𝑍 (esto se puede ver simplemente
haciendo la cuenta con matrices o pensando en que es un cálculo funcional de una función continua en un
elemento normal), en conclusión

| |1 − 𝑒𝑍 | |∞ = máx
𝑖𝑡∈𝜎 (𝑍 )

|1 − 𝑒𝑖𝑡 |,

donde el máximo esta tomado sobre los 𝑡 ∈ R de forma que 𝑖𝑡 es autovalor de 𝑍 . Desarrollando el módulo
y utilizando identidades trigonométricas básicas obtenemos que |1 − 𝑒𝑖𝑡 | = 2| sin(𝑡/2) |, como la función
sin(𝑡/2) es creciente en [−𝜋, 𝜋] y 𝑍 es normal, tenemos que para 𝑡 de forma que 𝑖𝑡 es autovalor de 𝑍 vale

− sin( | |𝑍 | |∞/2) ≤ sin(𝑡/2) ≤ sin( | |𝑍 | |∞/2),

de donde deducimos que

| |1 − 𝑒𝑍 | |∞ = máx
𝑖𝑡∈𝜎 (𝑍 )

|1 − 𝑒𝑖𝑡 | = 2 sin( | |𝑍 | |∞/2) ≤ ||𝑍 | |.

Por otro lado, se puede ver que |2 sin(𝑡/2) | ≥ 2
𝜋
|𝑡 | y razonando de forma similar llegamos a que

| |1 − 𝑒𝑧 | |∞ ≥ 2
𝜋
| |𝑍 | |∞.

El segundo ı́tem es un resultado clásico de análisis matricial y puede ser encontrado por ejemplo en [34,
Teorema 1.7, Capı́tulo II]

Para la tercer afirmación utilizamos (1), recordando que si 𝑋,𝑌 ∈ 𝐵 son tales que exp(𝑋). exp(𝑌 ) ∈ V
tenemos bien definida la serie 𝐵𝐶𝐻 en (𝑋,𝑌 ) como 𝐵𝐶𝐻 (𝑋,𝑌 ) = log(exp(𝑋). exp(𝑌 )). Los coeficientes
de esta serie conocida como Fórmula de Dynkin fueron estudiados por Dynkin en 1947 [28]. Nosotros solo
necesitaremos los primeros términos de dicha fórmula.

La cuarta afirmación fue probada en [22, Teorema 3.2]. □
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Observación 4.3.2 (Grupos a un parámetro, segmentos). Sean𝑈,𝑉 ∈ Un, por el ı́tem (1) de la Proposición
4.3.1 existe 𝑍 ∈ 𝔲n con ∥𝑍 ∥∞ ≤ 𝜋 que cumple 𝑒𝑍 = 𝑉−1𝑈. A las curvas de la forma 𝛿(𝑡) = 𝑉𝑒𝑡𝑍 las vamos
a llamar segmentos, en este caso dicho segmento une a 𝑉 con 𝑈 en Un. Observamos que si ∥𝑍 ∥∞ < 𝜋

(equivalentemente si ∥𝑉−𝑈∥∞ < 2), existe exactamente un único segmento que une a𝑉 con𝑈 enUn, esto es
consecuencia del primer ı́tem de la Proposición 4.3.1. Como 𝛿(𝑡)−1𝛿′(𝑡) = 𝑍 , tenemos que |𝛿′(𝑡) | 𝛿 (𝑡 ) = |𝑍 |
para cualquier norma de Finsler y luego

dist(𝑈,𝑉) ≤ Long(𝛿) = |𝑍 |.

El siguiente teorema sobre la caracterización de geodésicas para normas de Finsler Ad-invariantes en
𝔲n fue probado en [46, Sección 5]:

Teorema 4.3.3 (Minimalidad y distancia). Sea 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → Un con 𝛾(𝑎) = 𝑈. Luego
(1) Si 𝑊 ∈ Un y 𝑍 ∈ 𝔲n es tal que ∥𝑍 ∥∞ ≤ 𝜋 y 𝑊 = 𝑈𝑒𝑍 . Entonces dist(𝑈,𝑊) = |𝑍 | y el camino

𝛿(𝑡) = 𝑈𝑒𝑡𝑍 es un camino que minimiza la distancia.

(2) Si ∥1 − 𝑒𝑋𝑒𝑌 ∥∞ < 2 luego dist(1, 𝑒𝑋𝑒𝑌 ) = |𝐵𝐶𝐻 (𝑋,𝑌 ) | = |𝑋 +𝑌 + 1
2 [𝑋,𝑌 ] + . . . |. En particular, si

𝑋,𝑌 conmutan, entonces dist(𝑒𝑋, 𝑒𝑌 ) = |𝑌 − 𝑋 |.

(3) Si 𝛾(𝑏) = 𝑊 y Long(𝛾) = |𝑍 |, para cada funcional 𝜑 que realiza la norma de 𝑍 tenemos que 𝛾−1𝛾′

pertenece a la cara 𝐹𝜑 . En particular si ∩𝜑∈N𝑍
𝐹𝜑 = {𝑍}, entonces 𝛾 es una reparametrización de 𝛿.

(4) Si 𝛾 es como en el ı́tem previo y la norma es estrictamente convexa, entonces 𝛾 es una reparametri-
zación continua de 𝛿.

Proposición 4.3.4 (Equivalancia de métricas). Sea (Un, dist), donde la distancia viene inducida por una
norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n. Sean 𝑈,𝑉 ∈ Un y 𝑟, 𝑅 números positivos como en la Observación
2.1.6. Luego

2
𝜋𝑟

dist(𝑈,𝑉) ≤ ∥𝑈 −𝑉 ∥∞ ≤ 𝑅 dist(𝑈,𝑉)

Además, (Un, dist) es un cuasi espacio métrico compacto.

Demostración. Sea 𝐵 ∈ 𝔲n tal que ∥𝐵∥∞ ≤ 𝜋 y 𝑒𝐵 = 𝑈∗𝑉 . Luego

∥𝑈 −𝑉 ∥∞ = ∥1 −𝑈∗𝑉 ∥∞ = ∥1 − 𝑒𝐵∥∞ ≤ ∥𝐵∥∞ ≤ 𝑅 |𝐵| = 𝑅 dist(𝑈,𝑉),

por la Proposición 4.3.1, la Observación 2.1.6 y el teorema previo. Análogamente

∥𝑈 −𝑉 ∥∞ = ∥1 − 𝑒𝐵∥∞ ≥ 2
𝜋
∥𝐵∥∞ ≥ 2

𝜋

1
𝑟

dist(𝑈,𝑉).

La última afirmación es consecuencia de la compacidad del grupo unitario con la norma espectral y las
desigualdades probadas. □

Lema 4.3.5 (Exponencial y geodésicas). Si Γ : [𝑎, 𝑏] → (𝔲n, | · |) es un camino corto que une 0 con 𝑍 en
𝔲n y ∥𝑍 ∥∞ ≤ 𝜋, luego 𝛾 = 𝑒Γ es un camino corto en (Un, dist) que une a 1 con 𝑒𝑍 en 𝔲n. Más aún, para
cada funcional 𝜑 que realiza la norma de 𝑍 tenemos que 𝛾−1

𝑡 𝛾′𝑡 ⊂ 𝐹𝜑 .



84 CAPÍTULO 4. CURVATURA DEL GRUPO UNITARIO

Demostración. Notamos que

|𝛾′𝑡 |𝛾𝑡 = |𝛾−1
𝑡 𝐷 expΓ𝑡 Γ

′
𝑡 | = |

∫ 1

0
𝑒−𝑠 ad Γ𝑡Γ′

𝑡 𝑑𝑠 | ≤
∫ 1

0
|𝑒−𝑠 ad Γ𝑡Γ′

𝑡 | 𝑑𝑠 =

=

∫ 1

0
| Ad−𝑠𝛾𝑡 (Γ′

𝑡 ) | 𝑑𝑠 =
∫ 1

0
|Γ′

𝑡 | 𝑑𝑠 = |Γ𝑏 − Γ𝑎 | = |𝑍 |

donde utilizamos que la norma es Ad-invariante, la fórmula de la diferencial de la exponencial dada en
4.3.1 y que Γ es corta (ver [45, Lema 4.21]). Esto, combinado con el Teorema 4.3.3, nos muestra que 𝛾
es corta. Sea ahora 𝜑 un funcional que realiza la norma de 𝑍 , y asumamos que Γ está parametrizada a
velocidad constante. Con una cuenta similar tenemos que 𝜑(𝛾−1

𝑡 𝛾′𝑡 ) = 𝜑(Γ′
𝑡 ) = |Γ′

𝑡 | = |𝑍 |, donde en la
segunda desigualdad volvemos a utilizar el Lema 4.21 de [45]. Luego

|𝑍 | = 𝜑(𝛾−1
𝑡 𝛾′𝑡 ) ≤ |𝛾−1

𝑡 𝛾′𝑡 | ≤ |𝑍 |

entonces 𝛾−1
𝑡 𝛾′𝑡 ⊂ 𝐹𝜑 . Dicha contención es claramente invariante por reparametrizaciones que preservan la

orientación, con lo cual la hipótesis de que Γ está parametrizada a velocidad constante no quita generalidad.
□

Teorema 4.3.6. Sean 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n, entonces para toda norma de Finsler Ad-invariante en 𝔲n tenemos que

dist(𝑒𝑋, 𝑒𝑌 ) ≤ |𝑌 − 𝑋 |. (4.3)

Además, asumiendo la normalización | [𝑉,𝑊] | ≤ 2∥𝑉 ∥∞ |𝑊 | para la norma de Finsler, si tenemos que
∥𝑋 ∥∞, ∥𝑌 ∥∞ ≤ 𝜋/2 entonces

dist(𝑒𝑋, 𝑒𝑌 ) ≥ 2
𝜋
|𝑌 − 𝑋 |.

Demostración. Para la primer desigualdad consideramos la curva 𝛾(𝑡) = 𝑒𝑡𝑌 𝑒−𝑡𝑋, que une a 1 con 𝑒𝑌 𝑒−𝑋 en
Un. Derivando obtenemos que 𝛾′(𝑡) = 𝑒𝑡𝑌 (𝑌 −𝑋)𝑒−𝑡𝑋, utilizando que la norma es Ad-invariante obtenemos
que

Long(𝛾) =
1∫

0

|𝛾−1(𝑡)𝛾′(𝑡) |𝑑𝑡 =
1∫

0

|𝑒𝑡𝑋 (𝑌 − 𝑋)𝑒−𝑡𝑋 |𝑑𝑡 =
1∫

0

|𝑌 − 𝑋 |𝑑𝑡 = |𝑌 − 𝑋 |,

entonces dist(𝑒𝑋, 𝑒𝑌 ) = dist(1, 𝑒𝑌 𝑒−𝑋) ≤ 𝐿 (𝛾) = |𝑌 − 𝑋 |.
Supongamos ahora que ∥𝑋 ∥∞, ∥𝑌 ∥∞ ≤ 𝜋/2, por la Proposición 4.3.1 tenemos que 𝜙 = log : V →

𝐵∞
𝜋 ∩ 𝔲n es una carta de la variedad Un alrededor de la identidad. Vamos a considerar𝑈 (𝑡) como una curva

definida para 𝑡 ∈ (−𝜖, 𝜖) que cumple 𝑈 (0) = 𝑈 y su derivada ¤𝑈 (𝑡) que cumple ¤𝑈 (0) = ¤𝑈. No vamos a
escribir la dependencia de 𝑡 por facilidad de notación. Aclarado esto, partiendo de 𝑒𝜙 (𝑈) = 𝑈 para 𝑈 ∈ V
y derivando, obtenemos

𝐷 exp𝜙 (𝑈) 𝐷𝜙𝑈 ¤𝑈 = ¤𝑈.

Si𝑈 = 𝑒𝑍 ∈ V y ¤𝑈 = 𝑈𝑊 ∈ 𝑇𝑢 Un = 𝑢 𝔲n, utilizando la Observación 4.3.1, tenemos que

𝑒𝑍𝐹 (ad𝑍 )𝐷𝜙𝑒𝑍 ( ¤𝑈) = 𝐷 exp𝑍 𝐷𝜙𝑒𝑍 ( ¤𝑈) = ¤𝑈 = 𝑒𝑍𝑊,
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y entonces 𝐷𝜙𝑒𝑍 ( ¤𝑈) = 𝐹 (ad 𝑍)−1𝑊 . Sea 0 < 𝑀 < 𝜋, asumamos que ∥𝑍 ∥∞ < 𝑀 y en tal caso notamos
que por la normalización de la hipótesis tenemos que | (ad 𝑍) 𝑗𝑊 | ≤ 2 𝑗 ∥𝑍 ∥∞ |𝑊 |. Luego con la misma
demostración que en [6, Proposición 4.6] se sigue que

|𝐷𝜙𝑒𝑍 ( ¤𝑈) | = |𝐹 (ad 𝑍)−1𝑊 | ≤ 𝑔(∥𝑍 ∥∞) |𝑊 | < 𝑔(𝑀) | ¤𝑈 |𝑈

para 𝑔(𝑡) = 𝑡
sin(𝑡 ) . Por otro lado de |𝐷 exp𝑍

¤𝑍 | = |
∫ 1

0 𝑒𝑠 ad 𝑍 ¤𝑍𝑑𝑠 | ≤ | ¤𝑍 | obtenemos

| ¤𝑈 |𝑈 = |𝐷 exp𝑍 𝐷𝜙𝑒𝑍 ( ¤𝑈) | ≤ |𝐷𝜙𝑒𝑍 ( ¤𝑈) |.

Luego la métrica de Finsler es compatible en el entorno de la identidad dado por 𝑈 = 𝑒𝑍 , ∥𝑍 ∥∞ < 𝑀 (ver
[43, Def. 9.1.3] ó [65, Def. 12.19]): para cualquier ¤𝑈 ∈ 𝑇𝑈 Un tenemos que

| ¤𝑈 |𝑈 ≤ |𝐷𝜙𝑈 ( ¤𝑈) | ≤ 𝑔(𝑀) | ¤𝑈 |𝑈 .

De donde se sigue que
dist(𝑈,𝑉) ≤ |𝜙(𝑉) − 𝜙(𝑈) | ≤ 𝑔(𝑀) dist(𝑈,𝑉)

para cada 𝑈 = 𝑒𝑋, 𝑉 = 𝑒𝑌 con ∥𝑋 ∥∞, ∥𝑌 ∥∞ < 𝑀/2 (ver [43, Lema 9.1.8] o la demostración de [65,
Proposición 12.22]). Haciendo tender 𝑀 → 𝜋/2 obtenemos |𝑌 − 𝑋 | ≤ 𝜋

2 dist(𝑒𝑋, 𝑒𝑌 ), lo cual demuestra la
segunda desigualdad del enunciado. □

Observación 4.3.7. Para 𝑟, 𝑡 ∈ R podemos escribir:

dist(𝑒𝑟𝑋, 𝑒𝑟𝑌 ) = dist(1, 𝑒 (𝑡−1)𝑟𝑋𝑒𝑟𝑌 𝑒−𝑡𝑟𝑋) = dist(1, 𝑒𝑊𝑒−𝑡𝑟𝑋) = dist(1, 𝑒𝑍 ) = |𝑍 |,

donde
𝑊 = 𝐵𝐶𝐻 ((𝑡 − 1)𝑟𝑋, 𝑟𝑌 ) y 𝑍 = 𝐵𝐶𝐻 (𝑊,−𝑡𝑟𝑋). (4.4)

Para un valor de 𝑡 ∈ R fijo, estas expresiones están bien definidas para valores de 𝑟 ∈ R lo suficientemente
chicos. Donde escribamos 𝑍 estaremos pensando 𝑍 = 𝑍𝑡 (𝑟).

Lema 4.3.8. Con la notación de la observación previa, para 𝑟 lo suficientemente chico, tenemos que:

dist(𝑒𝑟𝑋, 𝑒𝑟𝑌 ) = |𝑟 (𝑌 − 𝑋) + 𝑟
2

2
(2𝑡 − 1) [𝑋,𝑌 ] + 𝑟

3

12
(6𝑡2 − 6𝑡 + 1) [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] + 𝑟

3

12
[𝑌, [𝑋,𝑌 ]] +𝑂 (𝑟4) |.

En particular si 𝑡 = 1 obtenemos:

dist(𝑒𝑟𝑋, 𝑒𝑟𝑌 ) = |𝑟 (𝑌 − 𝑋) + 𝑟
2

2
[𝑋,𝑌 ] + 𝑟

3

12
[𝑋 + 𝑌, [𝑋,𝑌 ]] +𝑂 (𝑟4) |,

y si 𝑡 = 1/2

dist(𝑒𝑟𝑋, 𝑒𝑟𝑌 ) = |𝑟 (𝑌 − 𝑋) + 1
48
𝑟3 [𝑋 + 𝑌, [𝑋,𝑌 ]] + 1

16
𝑟3 [𝑌 − 𝑋, [𝑋,𝑌 ]] +𝑂 (𝑟4) |.
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Demostración. Recordamos que

𝐵𝐶𝐻 (𝑈,𝑉) = 𝑈 +𝑉 + 1
2
[𝑈,𝑉] + 1

12
[𝑈 −𝑉, [𝑈,𝑉]] + términos de mayor orden.

Comenzamos calculando𝑊 (ver 4.4):

𝑊 = 𝐵𝐶𝐻 ((𝑡 − 1)𝑟𝑋, 𝑟𝑌 )

= (𝑡 − 1)𝑟𝑋 + 𝑟𝑌 + 1
2
[(𝑡 − 1)𝑟𝑋, 𝑟𝑌 ] + 1

12
[(𝑡 − 1)𝑟𝑋 − 𝑟𝑌, [(𝑡 − 1)𝑟𝑋, 𝑟𝑌 ]] +𝑂 (𝑟4)

= 𝑟 ((𝑡 − 1)𝑋 + 𝑌 ) + 𝑟
2

2
(𝑡 − 1) [𝑋,𝑌 ] + 𝑟

3

12
(𝑡 − 1)2 [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] − 𝑟3

12
(𝑡 − 1) [𝑌, [𝑋,𝑌 ]] +𝑂 (𝑟4).

Por otro lado escribimos

𝐵𝐶𝐻 (𝑊,−𝑟𝑡𝑋) = 𝐴 + 𝐵 + 1
2
[𝐴, 𝐵] + 1

12
[𝐴 − 𝐵, [𝐴, 𝐵]] +𝑂 (𝑟4),

donde 𝐴 = 𝑊 y 𝐵 = −𝑟𝑡𝑋 . Vamos a hacer esta cuenta en varios pasos agrupando los términos que aparecen
multiplicados por 𝑟4 en una misma expresión de la forma 𝑂 (𝑟4). Comenzamos por 𝐴 + 𝐵

𝐴 + 𝐵 = 𝑟 (𝑌 − 𝑋) + 𝑟
2

2
(𝑡 − 1) [𝑋,𝑌 ] + 𝑟

3

12
(𝑡 − 1)2 [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] − 𝑟3

12
(𝑡 − 1) [𝑌, [𝑋,𝑌 ]] +𝑂 (𝑟4).

Para calcular [𝐴, 𝐵], escribimos:

[𝐴, 𝐵] = [𝑟 ((𝑡 − 1)𝑋 + 𝑌 ) + 𝑟
2

2
(𝑡 − 1) [𝑋,𝑌 ],−𝑟𝑡𝑋] +𝑂 (𝑟4)

= −𝑟2 [(𝑡 − 1)𝑋 + 𝑌, 𝑡𝑋] − 𝑟
3

2
(𝑡 − 1) [[𝑋,𝑌 ],−𝑟𝑡𝑋] +𝑂 (𝑟4)

= 𝑡𝑟2 [𝑋,𝑌 ] + 𝑟
3

2
(𝑡2 − 𝑡) [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] +𝑂 (𝑟4).

Para calcular [𝐴 − 𝐵, [𝐴, 𝐵]], escribimos

[𝐴 − 𝐵, [𝐴, 𝐵]] = [𝑟𝑡𝑋 − 𝑟𝑋 + 𝑟𝑌 + 𝑟𝑡𝑋, 𝑡𝑟2 [𝑋,𝑌 ]] +𝑂 (𝑟4)
= 𝑟3 [2𝑡𝑋 − 𝑋 + 𝑌, 𝑡 [𝑋,𝑌 ] +𝑂 (𝑟4)
= 𝑡𝑟3 [2𝑡𝑋 − 𝑋 + 𝑌, [𝑋,𝑌 ]] +𝑂 (𝑟4)
= (2𝑡2 − 𝑡)𝑟3 [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] + 𝑡𝑟3 [𝑌, [𝑋,𝑌 ]] +𝑂 (𝑟4).

Finalmente calculamos

𝐵𝐶𝐻 (𝑊,−𝑟𝑡𝑋) = 𝑟 (𝑌 − 𝑋) + 𝑟
2

2
(2𝑡 − 1) [𝑋,𝑌 ] + 𝛼𝑟3 [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] + 𝛽𝑟3 [𝑌, [𝑋,𝑌 ]],

donde
𝛼 =

1
12

(𝑡 − 1)2 + 1
4
(𝑡2 − 𝑡) + 1

12
(2𝑡2 − 𝑡) = 1

12
(6𝑡2 − 6𝑡 + 1),

𝛽 = − 1
12

(𝑡 − 1) + 1
12
𝑡 =

1
12
.

En conclusión tenemos que

𝑍 = 𝑟 (𝑌 − 𝑋) + 𝑟
2

2
(2𝑡 − 1) [𝑋,𝑌 ] + ( 𝑡

2

2
− 𝑡

2
+ 1

12
)𝑟3 [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] + (− 𝑡

2

12
+ 𝑡

4
− 1

12
)𝑟3 [𝑌, [𝑋,𝑌 ]] .

□
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4.4. Distancia y curvatura

En esta sección discutiremos la curvatura en el contexto de 𝔲n. Como mencionamos al inicio del
capı́tulo y en la sección 4.2, tenemos que en base a Milnor, para un grupo de Lie con un métrica riemanniana
bi-invariante vale la siguiente igualdad

⟨𝑅(𝑋,𝑌 )𝑌, 𝑋⟩ = 6∥𝑌 − 𝑋 ∥2 lı́m
𝑟→0+

𝑟 | |𝑌 − 𝑋 | | − dist(𝑒𝑟𝑋, 𝑒𝑟𝑌 )
𝑟2 dist(𝑒𝑟𝑋, 𝑒𝑟𝑌 )

,

donde 𝑋,𝑌 ∈ 𝔤 el álgebra de Lie de 𝐺, la exponencial es la del grupo que coincide en 1 ∈ 𝐺 con la
riemanniana y el producto interno está hecho en 1 ∈ 𝐺. La idea es usar esta igualdad como motivación para
definir la curvatura seccional en el caso de trabajar en en grupo Un con una norma de Finsler Ad-invariante
en 𝔲n y la métrica que induce. Los resultados de esta sección publicados en [48] son el Teorema 4.4.4, el
cual nos permite dar una buena definición de curvatura seccional en nuestro contexto y el Teorema 4.4.14,
en el cual se estudia que sucede cuando la curvatura seccional es nula.

Observación 4.4.1. Si 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n y 𝜑 es un funcional que realiza la norma de 𝑌 − 𝑋 , por el Lema 3.1.4
tenemos que

0 ≥ 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 − 𝑋]]) = 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = 𝜑( [−𝑋, [−𝑋,𝑌 ]]) = 𝜑( [𝑌 − 𝑋 − 𝑌, [𝑌, 𝑋]])
= 𝜑( [𝑌 − 𝑋, [𝑌, 𝑋]]) − 𝜑( [𝑌, [𝑌, 𝑋]]) = −𝜑( [𝑌, [𝑌, 𝑋]]),

luego 𝜑( [𝑌, [𝑌, 𝑋]]) ≥ 0 y además 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = 0 si y solo si 𝜑( [𝑌, [𝑌, 𝑋]]) = 0.

Observación 4.4.2. A partir de la igualdad dist(𝑒𝑟𝑋, 𝑒𝑟𝑌 ) = |𝑟 (𝑌 − 𝑋) +𝑂 (𝑟2) | del Lema 4.3.8, dividiendo
por 𝑟 > 0 y tomando lı́mite cuando 𝑟 → 0+ tenemos que

lı́m
𝑟→0+

𝑑 (𝑒𝑟𝑋, 𝑒𝑟𝑌 )
𝑟

= lı́m
𝑟→0+

|𝑌 − 𝑋 +𝑂 (𝑟) | = |𝑌 − 𝑋 |.

Definición 4.4.3 (Curvatura seccional a lo largo de dos rayos). Sean 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n con 𝑋 ≠ 𝑌 definimos la
curvatura seccional de Un en la identidad a lo largo de 𝑋 e 𝑌 como

𝑆(𝑋,𝑌 ) = 6|𝑌 − 𝑋 | lı́m
𝑟→0+

𝑟 |𝑌 − 𝑋 | − dist(𝑒𝑟𝑋, 𝑒𝑟𝑌 )
𝑟3 .

Notamos que, por la observación previa, 𝑆(𝑋,𝑌 ) es exactamente el lı́mite de la introducción de esta
sección.

Teorema 4.4.4. Sean 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n con 𝑋 ≠ 𝑌 , para la función 𝑆(𝑋,𝑌 ) definida previamente tenemos que

𝑆(𝑋,𝑌 ) = 6|𝑌 − 𝑋 | lı́m
𝑟→0+

|𝑌 − 𝑋 | − |(𝑌 − 𝑋) + 1
48𝑟

2 [𝑋 + 𝑌, [𝑋,𝑌 ]] |
𝑟2

= − |𝑌 − 𝑋 |
4

máx
𝜑∈𝑁𝑌−𝑋

𝜑( [𝑌, [𝑌,𝑌 − 𝑋]]) = − |𝑌 − 𝑋 |
4

máx
𝜑∈𝑁𝑌−𝑋

𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 − 𝑋]]) ≥ 0.
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Demostración. Notamos que por el Teorema 4.3.6 tenemos que para 𝑟 > 0 suficientemente pequeño
𝑑 (𝑒𝑟𝑋, 𝑒𝑟𝑌 ) ≤ |𝑟𝑋 − 𝑟𝑌 |. Aplicando el Lema 4.3.8 para el caso 𝑡 = 1/2 se sigue que:

lı́m
𝑟→0+

𝑟 |𝑌 − 𝑋 | − 𝑑 (𝑒𝑟𝑋, 𝑒𝑟𝑌 )
𝑟3 = lı́m

𝑟→0+
𝑟 |𝑌 − 𝑋 | − |𝑍 (𝑟) |

𝑟3

= lı́m
𝑟→0+

𝑟 |𝑌 − 𝑋 | − |𝑟 (𝑌 − 𝑋) + 1
48𝑟

3 [𝑋 + 𝑌, [𝑋,𝑌 ]] + 1
16𝑟

3 [𝑌 − 𝑋, [𝑋,𝑌 ]] +𝑂 (𝑟4) |
𝑟3

= lı́m
𝑟→0+

|𝑌 − 𝑋 | − |(𝑌 − 𝑋) + 1
48𝑟

2 [𝑋 + 𝑌, [𝑋,𝑌 ]] + 1
16𝑟

2 [𝑌 − 𝑋, [𝑋,𝑌 ]] +𝑂 (𝑟3) |
𝑟2

= lı́m
𝑟→0+

|𝑌 − 𝑋 | − |(𝑌 − 𝑋) + 1
48𝑟

2 [𝑋 + 𝑌, [𝑋,𝑌 ]] + 1
16𝑟

2 [𝑌 − 𝑋, [𝑋,𝑌 ]] |
𝑟2

= − máx
𝜑∈𝑁𝑌−𝑋

𝜑( 1
48

[𝑋 + 𝑌, [𝑋,𝑌 ]] + 1
16

[𝑌 − 𝑋, [𝑋,𝑌 ]]),

donde en la última igualdad usamos que 𝑟2 > 0 y aplicamos 3.2.5. Como 𝜑 realiza la norma de 𝑌 − 𝑋

entonces, por el Lema 3.1.4, tenemos que 𝜑 ◦ ad𝑌−𝑋 = 0 y entonces el segundo término que está dentro del
máximo desaparece. Se sigue que

𝑆(𝑋,𝑌 ) = −6|𝑌 − 𝑋 |
48

máx
𝜑∈𝑁𝑌−𝑋

𝜑( [2𝑋 + 𝑌 − 𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = − |𝑌 − 𝑋 |
8

máx
𝜑∈𝑁𝑌−𝑋

𝜑( [2𝑋, [𝑋,𝑌 − 𝑋]])

= − |𝑌 − 𝑋 |
4

máx
𝜑∈𝑁𝑌−𝑋

𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 − 𝑋]]).

Operando de forma similar obtenemos

𝑆(𝑋,𝑌 ) = − |𝑌 − 𝑋 |
4

máx
𝜑∈𝑁𝑌−𝑋

𝜑( [𝑌, [𝑌,𝑌 − 𝑋]]).

Por otro lado

lı́m
𝑟→0+

|𝑌 − 𝑋 | − |(𝑌 − 𝑋) + 1
48𝑟

2 [𝑋 + 𝑌, [𝑋,𝑌 ]] |
𝑟2 = − máx

𝜑∈𝑁𝑌−𝑋
𝜑( 1

48
[𝑋 + 𝑌, [𝑋,𝑌 ]]) = 1

6|𝑌 − 𝑋 | 𝑆(𝑋,𝑌 ),

donde usamos nuevamente la Observación 3.2.5. Para concluir, notamos que 𝑆(𝑋,𝑌 ) ≥ 0 como consecuencia
inmediata de la Observación 4.4.1 y la igualdad demostrada. □

Como consecuencia del Teorema 3.1.13 y el Corolario 3.1.14 tenemos que:

Corolario 4.4.5. Si la norma es estrictamente convexa, entonces [𝑋,𝑌 ] = 0 si y solo si 𝑆(𝑋,𝑌 ) = 0.

Demostración. Si [𝑋,𝑌 ] = 0 se sigue que 𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑋,−𝑠𝑌 ) = 𝑠(𝑌−𝑋) y entonces dist(𝑒𝑠𝑋, 𝑒𝑠𝑌 ) = |𝑠𝑋−𝑠𝑌 |,
luego el numerador del lı́mite que define a 𝑆(𝑋,𝑌 ) es idénticamente nulo, con lo cual 𝑆(𝑋,𝑌 ) = 0. Notamos
que esto sucede aún si la norma no es estrictamente convexa. Por otro lado si 𝑆(𝑋,𝑌 ) = 0 entonces
𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = 0 para la única 𝜑 que realiza la norma de𝑌−𝑋 (la unicidad es consecuencia de que la norma
es estrictamente convexa, ver Lema 2.1.14). Por la Observación 4.4.1, tenemos que 𝜑( [𝑌−𝑋, [𝑌−𝑋, 𝑋]]) = 0
y aplicando el Corolario 3.1.14 obtenemos que [𝑌 − 𝑋, 𝑋] = 0, con lo cual [𝑋,𝑌 ] = 0. □
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En conclusión, para normas estrictamente convexas, tenemos que 𝑆(𝑋,𝑌 ) = 0 implica que el plano
generado por 𝑋,𝑌 induce una distancia plana en Un, es decir

dist(𝑒𝑠1𝑋+𝑡1𝑌 , 𝑒𝑠𝑠𝑋+𝑡2𝑌 ) = dist(1, 𝑒 (𝑠2−𝑠1 )𝑋+(𝑡2−𝑡1 )𝑌 ) = | (𝑠2 − 𝑠1)𝑋 + (𝑡2 − 𝑡1)𝑌 |,

siempre y cuando ∥(𝑠2 − 𝑠1)𝑋 + (𝑡2 − 𝑡1)𝑌 ∥∞ < 𝜋.

Si la norma no es necesariamente estrictamente convexa pero 𝑋 e 𝑌 conmutan, tenemos que la distancia
es localmente plana (ver el tercer ı́tem de 4.3.3). Para redondear el caso estrictamente convexo vamos a citar
el siguiente teorema (para una demostración del mismo ver [45, Teorema 4.17]):

Teorema 4.4.6. Si la norma es estrictamente convexa y dist(𝑒𝑋, 𝑒𝑌 ) = |𝑌 − 𝑋 | entonces [𝑋,𝑌 ] = 0.

A continuación vamos a estudiar el caso general, es decir si la norma no es necesariamente estrictamente
convexa. Comenzamos con las siguientes observaciones:

Observación 4.4.7. Dados 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n vamos a notar 𝐿𝑖𝑒(𝑋,𝑌 ) al álgebra de Lie cerrada generada por 𝑋,𝑌 ,
es decir, la subálgebra de Lie cerrada más chica que contiene a los elementos 𝑋 e 𝑌 . Notamos que si 𝑍
conmuta con 𝑋 e 𝑌 , entonces va a conmutar con cualquier elemento de 𝐿𝑖𝑒(𝑋,𝑌 ), esto es una consecuencia
de la linealidad del corchete y la Identidad de Jacobi.

Observación 4.4.8. Si existe una cara de la esfera a la cual pertenecen 𝑋 e 𝑌 simultáneamente, entonces
la distancia es plana. Para ver esto, sabemos que existe un funcional 𝜑 que realiza la norma de ambos
elementos, es decir 𝜑(𝑋) = |𝑋 | y 𝜑(𝑌 ) = |𝑌 |, si representamos ese funcional como 𝜑 = (𝑁 |·) entonces 𝑁
conmuta con 𝑋 e 𝑌 . Para 𝑋 , 𝑌 suficientemente chicos en norma escribimos

𝐵𝐶𝐻 (𝑋 + 𝑌,−𝑋) = 𝑌 + [𝑋, 𝑓 ] + [𝑌, 𝑔]

donde 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐿𝑖𝑒(𝑋,𝑌 ). Esto lo podemos hacer fácilmente usando la fórmula de Dynkin [28] y agrupando
todos los corchetes que empiezan con 𝑋 y todos los que empiezan con 𝑌 . Se sigue que

|𝑌 | = |𝑋 + 𝑌 − 𝑋 | ≥ dist(1, 𝑒𝑋+𝑌 𝑒−𝑋) = |𝐵𝐶𝐻 (𝑋 + 𝑌,−𝑋) | ≥ 𝜑(𝐵𝐶𝐻 (𝑋 + 𝑌,−𝑋))
= 𝜑(𝑋 + 𝑌 − 𝑋) + 𝜑( [𝑋, 𝑓 ]) + 𝜑( [𝑌, 𝑔])
= |𝑌 | + (𝑁 | [𝑋, 𝑓 ]) + (𝑁 | [𝑌, 𝑔]) = |𝑌 | + ([𝑁, 𝑓 ] |𝑋) + ([𝑁, 𝑔] |𝑌 ) = |𝑌 | + 0 = |𝑌 |,

donde usamos que ad𝑁 es antihermitiana con respecto al producto interno de Frobenius y la observación
previa. Luego tenemos que

dist(𝑒𝑋, 𝑒𝑋+𝑌 ) = dist(1, 𝑒𝑋+𝑌 𝑒−𝑋) = |𝑌 |.

Pero tenemos algo más fuerte, si 𝐹𝜑 es la cara de la esfera dada por el funcional unitario 𝜑 y 𝐶𝜑 es el cono
generado por dicha cara (ver Definición 2.1.11), la misma cuenta nos dice que

dist(𝑒𝑋, 𝑒𝑋+𝑌 ) = |𝑌 | ∀ 𝑋,𝑌 ∈ 𝐶𝜑

siempre y cuando sea ∥𝑋 + 𝑌 ∥∞ + ∥𝑋 ∥∞ < 𝜋 (Proposición 4.3.1), luego exp(𝐶𝜑) ⊂ Un es (localmente)
plano. Más aún, el mismo argumento muestra que el álgebra de Lie generada por la cara en cuestión es
plana, en el siguiente sentido

dist(𝑒𝐿 , 𝑒𝐿+𝑌 ) = |𝑌 | ∀ 𝑌 ∈ 𝐶𝜑 , ∀ 𝐿 ∈ 𝐿𝑖𝑒(𝐹𝜑),
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ya que 𝜑 ◦ ad𝐿 = 0. Nuevamente, asumiendo que ∥𝐿 + 𝑌 ∥∞ + ∥𝐿∥∞ < 𝜋. En tal caso la igualdad vale si 𝐿
es lo suficientemente pequeño y ∥𝑌 ∥∞ < 𝜋.

Haciendo un cambio de variables de lo último observado, obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 4.4.9. Si 𝑉,𝑊 ∈ 𝔲n son tales que𝑊 −𝑉 ∈ 𝐶𝜑 y ∥𝐿 +𝑉 ∥∞ + ∥𝐿 +𝑊 ∥∞ < 𝜋 entonces

dist(𝑒𝐿+𝑉 , 𝑒𝐿+𝑊 ) = |𝑊 −𝑉 | ∀ 𝐿 ∈ 𝐿𝑖𝑒(𝐹𝜑).

La esfera de una norma puede tener caras de distintas dimensiones. Vamos a estudiar ciertas propiedades
de las caras de dimensión máxima, es decir de las que tienen dimensión como variedad con borde igual a
𝑛2 − 1(recordar que dim(𝔲n) = 𝑛2).

Definición 4.4.10 (Interior de una cara de dimensión máxima). Sean | · | una norma de Finsler en 𝔲n y 𝜑 un
funcional de norma 1. Si 𝐹𝜑 (𝑟) es una cara de dimensión máxima, decimos que 𝑉 ∈ 𝐹𝜑 (𝑟)◦ si existe 𝜖 > 0
de forma tal que

𝐵𝜖 (𝑉) ∩ {𝑋 ∈ 𝔲n : 𝜑(𝑋) = 𝑟} ⊆ 𝐹𝜑 (𝑟),

es decir estamos definiendo su interior como el interior topológico pensando la cara dentro del hiperplano
{𝑋 ∈ 𝔲n : 𝜑(𝑋) = 𝑟}. Notamos que, como la norma no es necesariamente homogénea, debemos ser
especı́ficos en que significa la bola centrada en 𝑉 de radio epsilon, esto será:

𝐵𝜖 (𝑉) = {𝑋 ∈ 𝔲n : |𝑋 −𝑉 | < 𝜖}.

Lema 4.4.11. Sean | · | una norma de Finsler en 𝔲n y 𝜑 un funcional de norma 1. Si 𝐹𝜑 (𝑟) es una cara de
dimensión máxima, son equivalentes:

(1) 𝑉 ∈ 𝐹𝜑 (𝑟)◦.

(2) Existe 𝜖 > 0 de forma tal que si 𝑍 ∈ ker(𝜑) y |𝑍 | < 𝜖 entonces 𝑉 + 𝑍 ∈ 𝐹𝜑 .

Demostración. Supongamos primero que vale (1), luego existe 𝜖 > 0 de forma tal que

𝐵𝜖 (𝑉) ∩ {𝑋 ∈ 𝔲n : 𝜑(𝑋) = 𝑟} ⊆ 𝐹𝜑 (𝑟),

si 𝑍 ∈ ker(𝜑) y |𝑍 | < 𝜖 entonces |𝑉 + 𝑍 − 𝑉 | = |𝑍 | < 𝜖 y 𝜑(𝑉 + 𝑍) = 𝜑(𝑉) + 𝜑(𝑍) = 𝑟, lo cual me dice
que 𝑉 + 𝑍 ∈ 𝐵𝜖 (𝑉) ∩ {𝑋 ∈ 𝔲n : 𝜑(𝑋) = 𝑟} y entonces 𝑉 + 𝑍 ∈ 𝐹𝜑 (𝑟). Por otro lado si partimos de que
vale (2), consideramos un elemento arbitrario en 𝐵𝜖 (𝑉) ∩ {𝑋 ∈ 𝔲n : 𝜑(𝑋) = 𝑟} al que llamaremos 𝑉 +𝑊 ,
luego tendremos por un lado que |𝑊 | < 𝜖 y por otro lado, usando que 𝜑(𝑉) = 𝑟 , que 𝜑(𝑍) = 0. Se sigue
entonces que 𝑉 + 𝑍 ∈ 𝐹𝜑 (𝑟) y resulta 𝑉 ∈ 𝐹𝜑 (𝑟)◦. □

Lema 4.4.12. Sea | · | una norma de Finsler en 𝔲n, si 𝑉 ∈ 𝔲n pertenece al interior de una cara de dimensión
máxima de la bola entonces existe un único funcional que realiza su norma.

Demostración. Sea 𝜑 un funcional de norma 1 de forma tal que𝐹𝜑 (𝑟) es de dimensión máxima y𝑉 ∈ 𝐹𝜑 (𝑟)◦.
Por el lema previo sabemos que existe 𝜖 > 0 de forma tal que si |𝑍 | < 𝜖 y 𝑍 ∈ ker(𝜑) entonces 𝜑(𝑉+𝑍) = |𝑉 |.
Luego, si 𝜓 es otro funcional que realiza la norma de 𝑉 , tenemos que

|𝑉 | + 𝜓(𝑍) = 𝜓(𝑉) + 𝜓(𝑍) = 𝜓(𝑍 +𝑉) ≤ |𝑉 + 𝑍 | = 𝜑(𝑉 + 𝑍) = |𝑉 |,
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de donde se sigue que 𝜓(𝑍) ≤ 0 para todo 𝑍 ∈ ker(𝜑) con |𝑍 | < 𝜖 . Si tomamos un elemento arbitrario
𝑊 ∈ ker(𝜑), sabemos que existe 𝑐 > 0 de forma tal que |𝑐𝑊 | < 𝜖 y luego 𝜓(𝑐𝑊) ≤ 0, lo cual implica
que 𝜓(𝑊) ≤ 0 para todo 𝑊 ∈ ker(𝜑). Esto último solo puede suceder si 𝜓(𝑊) = 0 para todo 𝑊 ∈ ker(𝜑),
entonces los funcionales tienen el mismo núcleo y luego 𝜑 = 𝜓. □

Proposición 4.4.13. Si 𝐹𝜑 es una cara de dimensión máxima en 𝔲n, es decir de dimensión 𝑛2 − 1, luego
para cualquier 𝑉 en el interior de dicha cara con ∥𝑉 ∥∞ < 𝜋 y 𝑍 ∈ ker 𝜑 suficientemente pequeño, tenemos
que 𝑠−1𝐵𝐶𝐻 (𝑍 + 𝑠𝑉,−𝑍) ∈ 𝐹𝜑 y

dist(𝑒𝑍 , 𝑒𝑍+𝑠𝑉 ) = 𝑠 |𝑉 | = 𝑠 |𝑍 +𝑉 |,

para cualquier 𝑠 ∈ [0, 1]. Cuando decimos 𝑍 suficientemente pequeño, nos estamos refiriendo a que
𝑍 +𝑉 ∈ 𝐹𝜑 y además ∥𝑍 ∥∞ <

𝜋−∥𝑉 ∥∞
2 . Luego reemplazando 𝑍 por 𝑠𝑍 tenemos que

𝑠 |𝑉 | = dist(𝑒𝑠𝑍 , 𝑒𝑠 (𝑍+𝑉 ) )

Demostración. Sea 𝑉 un elemento en el interior de la cara 𝐹𝜑 , si 𝑍 ∈ ker 𝜑 es suficientemente pequeño
tenemos que𝑉 + 𝑍 ∈ 𝐹𝜑 (ver Lema 4.4.11) y en tal caso |𝑉 + 𝑍 | = 𝜑(𝑉 + 𝑍) = |𝑉 |. Aplicando el Lema 3.1.4
tenemos que 𝜑 ◦ ad𝑉 = 0 y 𝜑 ◦ ad𝑉 +𝑍 = 0, luego se sigue que 𝜑 ◦ ad𝑍 = 0 entonces 𝜑( [𝑍, [𝑍,𝑉]]) = 0
y como 𝜑 = (𝑁 |·) es el único funcional que realiza la norma de 𝑉 (ver Lema 4.4.12), podemos aplicar
el Teorema 3.1.18 y obtenemos que [𝑍, 𝑁] = 0 (recordamos además que [𝑉, 𝑁] = 0 por el Lema 3.1.4).
Notamos que para 𝑠 ∈ [0, 1] tenemos que

∥𝑍 + 𝑠𝑉 ∥∞ + ∥𝑍 ∥∞ ≤ 2∥𝑍 ∥∞ + ∥𝑉 ∥∞ < 𝜋,

luego por la Proposición 4.3.1, la serie BCH de 𝑒𝑍+𝑠𝑉𝑒−𝑍 es convergente. Esta serie comienza con 𝑠𝑉
y por la Fórmula de Dynkin (ver [28]) el resto de la serie está formada por combinaciones lineales de
conmutadores que comienzan con 𝑍 o con 𝑍 + 𝑠𝑉 , por lo probado previamente, deben pertenecer al núcleo
de 𝜑. Luego para 𝑠 ∈ [0, 1] tenemos que

𝑠 |𝑉 | ≥ |𝐵𝐶𝐻 (𝑍 + 𝑠𝑉,−𝑍) | ≥ 𝜑(𝐵𝐶𝐻 (𝑍 + 𝑠𝑉,−𝑍)) = 𝜑(𝑠𝑉)) + 0 = 𝑠 |𝑉 |,

de donde se deduce que

dist(𝑒𝑍 , 𝑒𝑍+𝑠𝑉 ) = 𝐵𝐶𝐻 (𝑍 + 𝑠𝑉,−𝑍) = 𝑠 |𝑉 | = 𝑠 |𝑍 +𝑉 |

y también que 𝑠−1𝐵𝐶𝐻 (𝑍 + 𝑠𝑉,−𝑍) ∈ 𝐹𝜑 . □

Teorema 4.4.14 (Secciones planas). Dados 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n y | · | una norma de Finsler Ad-invariante, conside-
ramos las siguientes afirmaciones:

(1) 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = 0 para todo funcional 𝜑 que realiza la norma de 𝑌 − 𝑋 .

(2) Para 𝑠 > 0 suficientemente pequeño, el camino 𝑠−1𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) cae dentro de una misma cara de
la esfera de radio 𝑟 = |𝑌 − 𝑋 | que contiene a 𝑌 − 𝑋 .

(3) Para 𝑠 ≥ 0 suficientemente pequeño, dist(𝑒𝑠𝑋, 𝑒𝑠𝑌 ) = 𝑠 |𝑌 − 𝑋 |.
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(4) 𝑆(𝑋,𝑌 ) = 0.

(5) 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = 0 para algun funcional 𝜑 que realiza la norma de 𝑌 − 𝑋 .

En tal caso, las afirmaciones (1), (2) y (3) son equivalentes e implican (4) y (5), las cuales son
equivalentes entre si.

Además, tenemos que:

a) Si existe un único funcional que realiza la norma de𝑌 −𝑋 (por ejemplo si la norma es suave), entonces
todas las condiciones son equivalentes.

b) Si en (5) tenemos que 𝐹𝜑 = {𝑌 − 𝑋} (por ejemplo en el caso de que la norma es estrictamente
convexa), luego todas las condiciones son equivalentes a que [𝑋,𝑌 ] = 0.

Demostración. (1) ⇒ (2) : supongamos que vale (1), es decir 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = 0 para todo funcional
𝜑 que realiza la norma de 𝑌 − 𝑋 . Elegimos 𝜑0 = (𝑁0 |·) como en el Teorema 3.1.18, por la hipótesis
del enunciado y el teorema mencionado previamente tendremos que [𝑋, 𝑁0] = 0. Además, dado que 𝜑0

realiza la norma de 𝑌 − 𝑋 , se sigue que [𝑌 − 𝑋, 𝑁0] = 0 (ver Lema 3.1.4), lo cual implica que también
debe ser [𝑌, 𝑁0] = 0 y en tal caso 𝑁0 conmuta con cualquier elemento de 𝐿𝑖𝑒(𝑋,𝑌 ) (Observación 4.4.7).
Desarrollando la serie de 𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) podemos escribir

𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) = 𝑠(𝑌 − 𝑋) +
∑︁
𝑘

[𝑊𝑘 , 𝑍𝑘]

para ciertos𝑊𝑘 , 𝑍𝑘 ∈ 𝐿𝑖𝑒(𝑋,𝑌 ) = 𝐿𝑖𝑒(𝑋,𝑌 − 𝑋). Aplicando el Teorema 4.3.6, se sigue que

𝑠 |𝑌 − 𝑋 | = |𝑠𝑌 − 𝑠𝑋 | ≥ |𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) | ≥ 𝜑0(𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋)) = 𝑠 |𝑌 − 𝑋 | +
∑︁
𝑘

(𝑁0 | [𝑊𝑘 , 𝑍𝑘])

= 𝑠 |𝑌 − 𝑋 | +
∑︁
𝑘

( [𝑁0,𝑊𝑘] |𝑍𝑘) = 𝑠 |𝑌 − 𝑋 | + 0 = 𝑠 |𝑌 − 𝑋 |.

Para 𝑠 suficientemente pequeño concluimos que

𝑠𝜑0(𝑌 − 𝑋) = 𝑠 |𝑌 − 𝑋 | = |𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) | = 𝜑0(𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋)),

dividiendo por 𝑠 es claro que 𝑠−1(𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) pertenece a la cara 𝐹𝜑0 de la esfera de radio |𝑌 − 𝑋 |.
(2) ⇒ (3): si asumimos (2), tendremos que existe un funcional 𝜑 que realiza la norma de 𝑌 − 𝑋 para

el cual se verifica que

𝜑(𝑠−1𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋)) = |𝑠−1𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) | = |𝑌 − 𝑋 | = 𝜑(𝑌 − 𝑋).

En particular tenemos que 𝜑(𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) = 𝑠 |𝑌−𝑋 |, pero como 𝜑(𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) ≤ |𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) | =
dist(𝑒𝑠𝑋, 𝑒𝑠𝑌 ), se sigue la desigualdad 𝑠 |𝑌 − 𝑋 | ≤ dist(𝑒𝑠𝑋, 𝑒𝑠𝑌 ), como la otra desigualdad vale siempre por
el Teorema 4.3.6, concluimos que vale (3).

(3) ⇒ (2): consideramos la curva 𝛾(𝑠) = 𝑒𝑠𝑌 𝑒−𝑠𝑋 = 𝑒𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌 ,−𝑠𝑋) para 𝑠 ∈ [0, 𝑠0], donde este es el
intervalo en el cual vale (3). Notamos que 𝛾 es una curva que une a 1 con 𝑒𝑍 donde 𝑍 = 𝐵𝐶𝐻 (𝑠0𝑌,−𝑠0𝑋)
y su longitud es:
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Long(𝛾) =
∫ 𝑠0

0
| ¤𝛾(𝑠) |𝛾 (𝑠)𝑑𝑠 =

∫ 𝑠0

0
|𝛾−1(𝑠) ¤𝛾(𝑠) |𝑑𝑠 =

∫ 𝑠0

0
|𝑒𝑠𝑋𝑒−𝑠𝑌 (𝑒𝑠𝑌𝑌𝑒−𝑠𝑋 − 𝑒𝑠𝑌𝑋𝑒−𝑠𝑋) |𝑑𝑠

=

∫ 𝑠0

0
|𝑒𝑠𝑋 (𝑌 − 𝑋)𝑒−𝑠𝑋 |𝑑𝑠 =

∫ 𝑠0

0
| Ad𝑒𝑠𝑋 (𝑌 − 𝑋) |𝑑𝑠 =

∫ 𝑠0

0
|𝑌 − 𝑋 |𝑑𝑠 = 𝑠0 |𝑌 − 𝑋 |.

Luego, usando la hipótesis de (3) y lo visto previamente tenemos que

|𝑍 | = |𝐵𝐶𝐻 (𝑠0𝑌,−𝑠0𝑋) | = dist(𝑒𝑠0𝑋, 𝑒𝑠0𝑌 ) = 𝑠0 |𝑌 − 𝑋 | = Long(𝛾),

de donde se sigue que 𝛾 es una geodésica uniendo 1 y 𝑒𝑍 .
Si consideramos Γ(𝑠) = 𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋), tenemos que 𝑒Γ (𝑠) = 𝛾(𝑠) y en tal caso, por el Teorema 4.22

de [45], existe 𝜑 un funcional unitario que cumple

𝜑(𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋)) = |𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) | ∀ 𝑠 ∈ [0, 𝑠0] .

Utilizando nuevamente la hipótesis de (3) tenemos que

𝜑(𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋)) = |𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) | = dist(𝑒𝑠𝑋, 𝑒𝑠𝑌 ) = 𝑠 |𝑌 − 𝑋 |

para 𝑠 ∈ [0, 𝑠0], lo cual prueba (2).
(3) ⇒ (1): considerando la misma curva que en (3) =⇒ (2) y aplicando el Teorema 4.22 de [45]

tenemos la igualdad

𝜑(𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋)) = |𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋) | = dist(𝑒𝑠𝑋, 𝑒𝑠𝑌 ) = 𝑠 |𝑌 − 𝑋 |

para cualquier funcional 𝜑 que realiza la norma de𝑌 − 𝑋 . Derivando en ambos lados lateralmente tres veces
y evaluando en 𝑠 = 0 la igualdad 𝜑(𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑌,−𝑠𝑋)) = 𝑠 |𝑌 − 𝑋 | obtenemos que:

0 = 1
2 (𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] − 𝜑( [𝑌, [𝑌, 𝑋]]) = 1

2 (𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] − 𝜑( [𝑌 − 𝑋, [𝑌, 𝑋]] − 𝜑( [𝑋, [𝑌, 𝑋]]))
= 1

2 (𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] + 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]])) = 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]),

donde usamos el desarrollo en serie dado en la Proposición 4.3.1 y el Lema 3.1.4. Se concluye entonces que
𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = 0 para todo funcional que realiza la norma de 𝑌 − 𝑋 .

(3) ⇒ (4): asumiendo (3) tendremos, mirando el numerador del lı́mite de la definición de 𝑆(𝑋,𝑌 ), que
debe ser 𝑆(𝑋,𝑌 ) = 0.

(4) ⇔ (5): por el Teorema 4.4.4, tenemos que 𝑆(𝑋,𝑌 ) = 0 si y solo si mı́n
𝜑∈𝑁𝑌−𝑋

𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = 0 y

este mismo teorema nos dice que este mı́nimo es mayor o igual a cero. Se sigue entonces que 𝑆(𝑋,𝑌 ) = 0
si y solo si existe un funcional que realiza la norma de 𝑌 − 𝑋 para el cual 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = 0.

Además, si existe un único funcional que realiza la norma de 𝑌 − 𝑋 entonces (1) y (5) son equivalentes,
por lo cual todas las afirmaciones lo son. Si por otra parte tenemos 𝐹𝜑 = {𝑌 − 𝑋} y vale (5) aplicando el
Teorema 3.1.13 obtenemos que 𝑋,𝑌 conmutan y si 𝑋,𝑌 conmutan claramente vale (5). □

A continuación vamos a dar un ejemplo que muestra que las afirmaciones (1), (2) y (3) del Teorema
previo no son equivalentes a las afirmaciones (4) y (5).
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Ejemplo 4.4.15. Consideramos 𝔲3 con la norma espectral y los elementos dados por

𝑋 =
©­­«

0 1 0
−1 0 1
0 −1 0

ª®®¬ 𝑌 =
©­­«
𝑖 1 0
−1 𝑖 1
0 −1 0

ª®®¬ .
Notamos que 𝑌 − 𝑋 =

©­­«
𝑖 0 0
0 𝑖 0
0 0 0

ª®®¬ y en tal caso los funcionales dados por 𝜑 = (𝑍 |·) y 𝜑0 = (𝑍0 |·) donde

𝑍 = 𝑖
©­­«
1 0 0
0 0 0
0 0 0

ª®®¬ 𝑍0 = 𝑖
©­­«

1
2 0 0
0 1

2 0
0 0 0

ª®®¬ ,
cumplen 𝜑(𝑌 − 𝑋) = 1 y 𝜑0(𝑌 − 𝑋) = 1. Como ∥𝑌 − 𝑋 ∥∞ = 1 y ∥𝑍 ∥1 = ∥𝑍0∥1 = 1 ambos funcionales
realizan la norma de 𝑌 − 𝑋 . Calculando [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] obtenemos:

[𝑋, [𝑋,𝑌 ]] =
©­­«

0 0 −𝑖
0 −2𝑖 0
−𝑖 0 2𝑖

ª®®¬ ,
evaluando es fácil de ver que 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = 0 mientras que 𝜑0( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = −1.

La construcción del ejemplo fue pensada tomando a 𝑌 − 𝑋 como un elemento de la bola unitaria de la
norma espectral que no es un vértice ni está en una cara maximal, ya que en esos casos tendrı́amos que todas
las afirmaciones del Teorema 4.4.14 son equivalentes. El funcional 𝜑0 es justamente uno de los funcionales
adaptados que se describen en el Teorema 3.1.18.

En el ejemplo previo se deberı́a poder observar que no existe 𝑠0 > 0 de forma tal que valga la igualdad
dist(𝑒𝑠𝑋, 𝑒𝑠𝑌 ) = 𝑠 |𝑌 − 𝑋 | para 𝑠 ∈ [0, 𝑠0]. Los desarrollos en serie involucrados hacen de esto algo difı́cil
de calcular, el siguiente gráfico muestra con un nivel de precisión bastante grande como se comporta la
diferencia entre ambos términos para el caso del ejemplo previo.

Los cálculos para la Figura 4.4 fueron realizados en Sage. Para aproximar la serie de Baker se usaron
500 términos de la misma y se evaluó en 1000 valores de 𝑠 ∈ [0, 𝜋

20 |𝑋 |+20 |𝑌 | ].

4.5. Curvatura seccional

En esta sección vamos a discutir nuestra noción de curvatura asociada al lı́mite 𝑆(𝑋,𝑌 ). Los resultados
originales de esta sección (publicados en [48]) son el Teorema 4.5.4 y el Teorema 4.5.8.

Observación 4.5.1 (El caso riemanniano). Si | · | = | · |𝐹 es la norma de Frobenius, la cual es esencialmente
la única norma Ad-invariante en 𝔲n que proviene de un producto interno (ver Proposición 2.3.10), tenemos
que dados 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n existe un único funcional que realiza la norma de 𝑌 − 𝑋 . Este viene dado por

𝜑(𝑉) = (𝑉 |𝑌 − 𝑋)
| |𝑌 − 𝑋 | |𝐹

para 𝑉 ∈ 𝔲n,
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Figura 4.1: Diferencia entre 𝑠 |𝑦 − 𝑥 | y dist(𝑒𝑠𝑋, 𝑒𝑠𝑦).

luego aplicando el Teorema 4.4.4 tenemos que

𝑆(𝑋,𝑌 ) = − ||𝑌 − 𝑋 | |𝐹
4

𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = −1
4
( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]] |𝑌 − 𝑋)

=
1
4
( [𝑋,𝑌 ] | [𝑋,𝑌 − 𝑋]) = 1

4
( [𝑋,𝑌 ] | [𝑋,𝑌 ]) = 1

4
| | [𝑋,𝑌 ] | |2𝐹 ,

en conclusión
𝑆(𝑋,𝑌 ) = 1

4
| | [𝑋,𝑌 ] | |2𝐹 .

En general, cuando pensamos en grupos de Lie con métricas inducidas por normas Ad-invariantes, como
puede ser el caso riemanniano con la norma de Frobenius o cualquier otro caso, la curvatura seccional se
puede obtener de la siguiente forma: si 𝑅 es el tensor de curvatura asociado a la conexión de Levi-Civita de
la métrica, 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n y 𝐴 es el área del paralelogramo formado por 𝑋 e 𝑌 entonces

sec(𝑋,𝑌 ) = (𝑅(𝑋,𝑌 )𝑌 |𝑋)
𝐴2(𝑋,𝑌 )

=
𝑆(𝑋,𝑌 )
𝐴2(𝑋,𝑌 )

.

El numerador de esta expresión lo caracterizamos en el Teorema 4.4.4 y al comienzo de esta sección
explicitamos como queda en el caso de la métrica dada por la norma de Frobenius. El denominador es
más complicado, ya que no tenemos una noción de área en el caso de que la norma no provenga de un
producto interno, de esta forma la curvatura seccional asociada al plano 𝜋 = gen{𝑋,𝑌 } va a depender
de los generadores del plano en cuestión. Para eliminar dicha dependencia vamos a proponer la siguiente
definición:

Definición 4.5.2 (Curvatura seccional asociada a un plano 𝜋 ⊂ 𝔲n). Sea | · | una norma de Finsler Ad-
invariante en 𝔲n, sea 𝜋 un plano en 𝔲n, definimos

sec(𝜋) = máx
𝑋,𝑌 ∈𝜋, |𝑋 |= |𝑌 |=1

𝑆(𝑋, 𝑋 + 𝑌 ) = 1/4 máx
|𝑋 |= |𝑌 |=1

mı́n
𝜑∈𝑁𝑌

𝜑( [𝑋, [𝑌, 𝑋]]),
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donde la segunda igualdad es consecuencia del Teorema 4.4.4. Notamos que por dicho teorema, este número
es no negativo.

Observación 4.5.3. Si 𝑋,𝑌 son vectores de norma 1, es fácil ver en el caso riemanniano que 𝑆(𝑋, 𝑋 +𝑌 ) =
𝑆(𝑋,𝑌 ) y 𝐴2(𝑋, 𝑋 +𝑌 ) = 𝐴2(𝑋,𝑌 ). Además mirar el máximo sobre todos los pares de vectores de norma 1
coincide con el máximo sobre los que además forman un conjunto ortogonal. Esto hace evidente la fórmula

sec(𝜋) = máx
𝑋,𝑌 ∈𝜋, |𝑋 |= |𝑌 |=1

𝑆(𝑋, 𝑋 + 𝑌 )

para el caso riemanniano. Utilizamos 𝑆(𝑋, 𝑋 +𝑌 ) en vez de 𝑆(𝑋,𝑌 ), simplemente por una conveniencia de
notación.

Teorema 4.5.4. Dado un plano 𝜋 ⊂ 𝔲n tenemos que
(1) sec(𝜋) = 0 si y solo si 𝑆(𝑋,𝑌 ) = 0 para todo 𝑋,𝑌 ∈ 𝜋.

(2) Con la normalización | [𝑋,𝑌 ] | ≤ 2|𝑋 | |𝑌 | tenemos que 0 ≤ 𝑠𝑒𝑐(𝜋) ≤ 1.

Demostración. Si 𝑆(𝑋,𝑌 ) = 0 para todo 𝑋,𝑌 ∈ 𝜋, por la misma definición de la curvatura seccional se
sigue de forma inmediata que 𝑠𝑒𝑐(𝜋) = 0. Por otro lado, si 𝑠𝑒𝑐(𝜋) = 0, entonces

máx
|𝑋 |= |𝑌 |=1

mı́n
𝜑∈𝑁𝑌

𝜑( [𝑋, [𝑌, 𝑋]]) = 0.

Como 𝜑( [𝑋, [𝑌, 𝑋]]) ≥ 0 para todo 𝜑 ∈ 𝑁𝑌 (ver Lema 3.1.4), luego tiene que ser mı́n
𝜑∈𝑁𝑌

𝜑( [𝑋, [𝑌, 𝑋]]) = 0

para todo |𝑋 | = |𝑌 | = 1. Sean 𝑋,𝑌 ≠ 0 in 𝜋, afirmamos que hay un funcional que realiza la norma de 𝑌 y
verifica 𝜑( [𝑋, [𝑋,𝑌 ]]) = 0, si fuese |𝑋 | = |𝑌 | = 1 es claro por la hipótesis de 𝑆(𝑋,𝑌 ) = 0. Para el caso
general, basta considerar 𝜑 que cumpla 𝜑( [𝑋0, [𝑋0, 𝑌0]]) = 0 donde 𝑋0 = 𝑋

|𝑋 | e 𝑌0 = 𝑌
|𝑌 | y es fácil ver,

usando la linealidad del corchete en cada coordenada y la linealidad de 𝜑 que el mismo funcional funciona
para 𝑋 e 𝑌 .

Aplicando el Teorema 4,4,4, tenemos que

𝑆(𝑋, 𝑋 + 𝑌 ) = − |𝑌 |
4

máx
𝜑∈𝑁𝑌

𝜑( [𝑋, [𝑋, 𝑋 + 𝑌 ]]) = |𝑌 |
4

mı́n
𝜑∈𝑁𝑌

𝜑( [𝑋, [𝑌, 𝑋]]) = 0.

Como 𝑋 e 𝑌 son arbitrarios, llamando 𝑈 = 𝑋 y 𝑉 = 𝑋 + 𝑌 , tenemos que 𝑆(𝑈,𝑉) = 0 que era lo que
querı́amos probar. Para probar la segunda afirmación, por un lado ya vimos que 𝑠𝑒𝑐(𝜋) ≥ 0 y por otro lado
con la normalización elegida tenemos que

𝑠𝑒𝑐(𝜋) = 1
4

máx
|𝑈 |= |𝑉 |=1

mı́n
𝜑∈𝑁𝑉

𝜑( [𝑈, [𝑉,𝑈]]) ≤ 1
4

máx
|𝑈 |= |𝑉 |=1

| [𝑈, [𝑉,𝑈]] |

≤ 1
4

máx
|𝑈 |= |𝑉 |=1

4|𝑈 | |𝑉 | |𝑈 | = 1. □

Observación 4.5.5. La normalización | [𝑋,𝑌 ] | ≤ 2|𝑋 | |𝑌 | se puede obtener simplemente utilizando la
continuidad de la forma bilineal dada por el corchete y reescalando la norma.

Para concluir este capı́tulo daremos algunas observaciones y consecuencias de lo probado en el caso
riemanniano utilizando la norma de Frobenius. En este caso se cumple con la normalización del segundo
ı́tem del Teorema 4.5.4 como veremos en el siguiente lema:
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Lema 4.5.6. Dados 𝑋,𝑌 ∈ 𝔲n entonces
(1) | |𝑋2 | |𝐹 ≤ ||𝑋 | |2

𝐹
.

(2) | |𝑋𝑌 | |𝐹 ≤ ||𝑋 | |𝐹 | |𝑌 | |𝐹

(3) | | [𝑋,𝑌 ] | |𝐹 ≤ 2| |𝑋 | |𝐹 | |𝑌 | |𝐹

Demostración. Si 𝑋 = 0 es evidente el primer ı́tem es evidente, caso contrario, sea 𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆𝑛 su tira
de autovalores. Entonces tenemos que

| |𝑋 | |2𝐹 = Tr(𝑋𝑋∗) = Tr(𝑋∗𝑋) = Tr( |𝑋 |2) =
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜆𝑖 |2,

por otro lado

| |𝑋2 | |2𝐹 = Tr(𝑋2(𝑋2)∗) = Tr(𝑋4) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆4
𝑖 ≤

(
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜆𝑖 |2
)2

= | |𝑋 | |4𝐹 ,

de donde se sigue que | |𝑋2 | |𝐹 ≤ ||𝑋 | |2
𝐹

. Para ver el segundo ı́tem calculamos

| |𝑋𝑌 | |2𝐹 = Tr(𝑋𝑌 (𝑋𝑌 )∗) = Tr(𝑋2𝑌2) = (𝑋2 |𝑌2) ≤ ||𝑋2 | |𝐹 | |𝑌2 | |𝐹 ≤ ||𝑋 | |2𝐹 | |𝑌 | |2𝐹 ,

donde utilizamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el ı́tem previo. Tomando raı́z de ambos lados se
concluye (2). Finalmente para (3)

| | [𝑋,𝑌 ] | |𝐹 = | |𝑋𝑌 − 𝑌𝑋 | |𝐹 ≤ ||𝑋𝑌 | |𝐹 + ||𝑌𝑋 | |𝐹 ≤ ||𝑋 | |𝐹 | |𝑌 | |𝐹 + ||𝑌 | |𝐹 | |𝑋 | |𝐹 = 2| |𝑋 | |𝐹 | |𝑌 | |𝐹 .

□

Observación 4.5.7. Por el Lema previo y el Teorema 4.5.4, tenemos que para el caso de 𝔲n con la norma
de Frobenius vale que 0 ≤ sec(𝜋) ≤ 1 para cualquier plano 𝜋.

Antes de enunciar el siguiente teorema vamos a recordar la construcción de triángulos de comparación,
en vista de la observación previa vamos a hacer los triángulos de comparación en la esfera unitaria de la
dimensión de Un, que recordamos es 𝑛2. Vamos a notar dicha esfera como 𝑆 = 𝑆𝑛

2 ⊆ R𝑛2+1, los vértices del
triángulo enUn los vamos a notar con las letras 𝑎, 𝑏, 𝑐, mientras que los vértices del triángulo de comparación
los notaremos 𝑎′, 𝑏′, 𝑐′. Asumiendo que hay un único segmento geodésico uniendo 𝑎 y 𝑏, notaremos a este
segmento como 𝑎𝑏 y a su longitud como |𝑎𝑏 |. Si para 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Un existen únicos segmentos geodésicos
que unen a cada par de dichos puntos, podemos hablar del triángulo geodésico que es el conjunto formado
por dichos segmentos y lo notaremos Δ(𝑎, 𝑏, 𝑐) ⊆ Un. Bajo las mismas condiciones, notaremos como
Δ(𝑎′, 𝑏′, 𝑐′) ⊆ 𝑆 a un triángulo geodésico en 𝑆. En Un vamos a tomar la métrica riemanniana inducida por
la norma de Frobenius, mientras que en 𝑆 la métrica riemanniana usual de la esfera.

A continuación vamos a describir dos formas distintas de armar un triángulo de comparación:

Construcción 1: para esta construcción nos basaremos en el libro de Burago [21] más especı́ficamente
en la sección 6.5.2. ComoUn es un grupo de Lie, mediante una isometrı́a, podemos suponer que 𝑎 = 1.
Por otro lado, dado que la esfera es una variedad de curvatura constante, podemos pensar en armar el
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triángulo de comparación con 𝑎′ = 𝑁 (el polo norte de la esfera). Consideramos la exponencial del
grupo de Lie 𝔲n

expUn : 𝐵∞
𝜋 (𝔲n) −→ V = {𝑈 ∈ Un : | |𝑈 − 1| |∞ < 2},

sabemos que es un difeomorfismo por la Proposición 4.3.1 y además coincide con la exponencial
riemanniana por la Observación 4.2.10 y los comentarios desarrollados a continuación de la misma.
Por otro lado si identificamos el espacio tangente a la esfera con R𝑛2 , tenemos la exponencial
riemanniana de la esfera en 0 que es un difeomorfismo con la esfera sin el polo sur, el cual notamos
como 𝑃, pensada de la siguiente forma:

exp𝑆 := exp𝑆 |0 : 𝐵∞
𝜋 (R𝑛

2) −→ 𝑆 − {𝑃}.

Sea ahora una isometrı́a 𝐼 entre 𝔲n y 𝑇𝑁 (𝑆) ≃ R𝑛2 , la podemos pensar restringida y obtener la
isometrı́a 𝐼 : 𝐵∞

𝜋 (𝔲n) −→ 𝐵∞
𝜋 (R𝑛

2). Consideramos 𝜎 := exp𝑆 ◦𝐼 ◦exp−1
Un

y notamos que 𝜎 transforma
geodésicas por 1 ∈ Un en geodésicas por 𝑁 ∈ 𝑆, además por la misma construcción de 𝜎 tenemos
que 𝑑1𝜎 es una isometrı́a y luego 𝜎 preserva ángulos de vectores salientes a partir de 1. En tal
caso si tenemos un triángulo geodésico Δ(𝑎, 𝑏, 𝑐) ⊆ V ⊆ Un y llamamos 𝑏′ = 𝜎(𝑏) y 𝑐′ = 𝜎(𝑐),
obtendremos tres puntos en la esfera 𝑎′, 𝑏′, y 𝑐′, como partimos de un triángulo geodésico y 𝜎
preserva ángulos entonces los vértices 𝑏′ y 𝑐′ se tienen que poder unir con una única geodésica
minimizante de 𝑆 − {𝑃} (en realidad si el ángulo a partir de 𝑎 de los vectores es 𝜋 y tanto 𝑏′ como
𝑐′ pertenecen al ecuador hay dos geodésicas minimizantes, pero los triángulos formados en este caso
son isométricos), formando ası́ un triángulo geodésico Δ(𝑎′, 𝑏′, 𝑐′) en la esfera. Por construcción se
va a cumplir que |𝑎𝑏 | = |𝑎′𝑏′ |, |𝑎𝑐 | = |𝑎′𝑐′ | y el ángulo formado por 𝑎𝑏 y 𝑎𝑐 es el mismo que el
formado por 𝑎′𝑏′ y 𝑎′𝑐′, lo que nos interesa comparar es |𝑏𝑐 | y |𝑏′𝑐′ |.

Figura 4.2: Construcción 1

En la Figura 4.2 podemos ver en azul los lados y el ángulo que son preservados en la construcción,
mientras que en rojo el lado que queremos comparar.

Construcción 2: esta construcción es similar a la primera, salvo que pediremos que los tres lados sean
iguales y lo que haremos es comparar los ángulos. Para poder hacer esto nos basaremos nuevamente
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en el libro de Burango [21], más especı́ficamente en el capı́tulo 9.1. Para poder armar el triángulo de
comparación en este caso necesitamos que |𝑎𝑏 | + |𝑎𝑐 | + |𝑏𝑐 | < 2𝜋, de esta forma va a existir dicho
triángulo y será único salvo isometrı́as.

Figura 4.3: Construcción 2

En la figura 4.3, vemos nuevamente en azul lo preservado en la construcción y en rojo lo que queremos
comparar (en este caso el ángulo).

Teorema 4.5.8. Sea Δ(𝑎, 𝑏, 𝑐) un triángulo geodésico en Un.

(1) Si Δ(𝑎, 𝑏, 𝑐) ⊆ V = {𝑈 ∈ Un : | |𝑈 − 1| |∞ < 2} y realizamos el triángulo de comparación a partir de
la Construcción 1 dada previamente entonces dist(𝑏, 𝑐) ≤ dist(𝑏′, 𝑐′).

(2) Si Δ(𝑎, 𝑏, 𝑐) es tal que dist(𝑎, 𝑏) + dist(𝑎, 𝑐) + dist(𝑏, 𝑐) < 2𝜋 el ángulo del triángulo Δ(𝑎, 𝑏, 𝑐) al
que en la Figura 4.3 llamamos 𝜃 es menor o igual que el ángulo del triángulo de comparación, al cual
llamamos 𝜔 en la figura mencionada.

Demostración. (1) Usando que la curvatura está acotada superiormente por 1 y el Teorema de Compa-
ración de Cartan-Alexandrov-Toponogov [21, Teorema 6.5.6], al realizar la primer construcción se
deduce el resultado, es decir que dist(𝑏, 𝑐) ≤ dist(𝑏′, 𝑐′).

(2) Para el triángulo geodésico del enunciado vamos a armar los dos triángulos de comparación de las
construcciones previas. Llamaremos Δ1(𝑎1, 𝑏

′
1, 𝑐

′
1) al realizado con el primer método de comparación

y Δ2(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) al del segundo método. Notamos que podemos tomar 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑁 , el polo norte
de la esfera y tenemos por un lado que en Δ1 el ángulo formado por los segmentos geodésicos 𝑎1𝑏1

y 𝑎1𝑐1 es exactamente 𝜃 por la misma construcción, mientras que en Δ2 el ángulo formado por los
segmentos 𝑎2𝑏2 y 𝑎2𝑐2 es 𝜔. Tenemos en tal caso que comparar dos triángulos en la esfera que
poseen dos lados de la misma longitud y un tercer lado que es menor o igual en el caso de Δ2, ya que
|𝑏2𝑐2 | = |𝑏𝑐 | = dist(𝑏, 𝑐) ≤ dist(𝑏1, 𝑐1) = |𝑏1𝑐1 |, por el primer ı́tem de este teorema. Como Δ2 tiene
dos de los lados iguales a Δ1 y el lado opuesto al lado que nos interesa mas chico, entonces el ángulo
𝜔 va a tener que ser necesariamente mas chico que 𝜃, lo cual finaliza la demostración.

□
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Observación 4.5.9. Podemos hacer los mismos razonamientos y construcciones comparando con el espacio
de curvatura constante nula, es decir, el plano. En este caso las conclusiones que obtendrı́amos son las
inversas, mas especı́ficamente: si hacemos una construcción como la primera obtendrı́amos que el lado a
comparar va a ser mas chico en el triángulo de comparación que enUn y si hacemos la segunda obtendrı́amos
que el ángulo también va a ser mas chico en el triángulo de comparación que en el de Un.

Corolario 4.5.10. Sea Δ(𝑎, 𝑏, 𝑐) un triángulo geodésico en 𝔲n con |𝑎𝑏 | + |𝑎𝑐 | + |𝑏𝑐 | < 2𝜋 entonces la suma
de sus ángulos interiores es un número 𝑆 con 𝜋 ≤ 𝑆 ≤ 3𝜋.

Demostración. Por el segundo ı́tem del Teorema 4.5.8 tenemos que al armar un triángulo de comparación
en la esfera con lados de la misma longitud que los lados de Δ(𝑎, 𝑏, 𝑐), los ángulos interiores no se agrandan.
Dado que la suma de los ángulos interiores de un triángulo geodésico en la esfera es a lo sumo 3𝜋 obtenemos
que 𝑆 ≤ 3𝜋. La desigualdad estricta se obtiene del hecho que estamos pidiendo que |𝑎𝑏 | + |𝑎𝑐 | + |𝑏𝑐 | < 2𝜋
y en tal caso el triángulo de comparación no puede ser una geodésica completa, como estos son los únicos
triángulos en la esfera para los cuales la suma de los ángulos interiores es 3𝜋, se sigue que 𝑆 < 3𝜋. Para
la desigualdad 𝜋 ≤ 𝑆 simplemente hay que observar que en el plano la suma de los ángulos interiores del
triángulo es 𝜋 y tener en cuenta la observación previa a este corolario. □



Capı́tulo 5

Álgebras de Lie con una norma de Finsler
Ad-invariante

En este capı́tulo vamos a estudiar más en profundidad las propiedades que tiene que tener un álgebra
de Lie 𝔤 para admitir una norma Ad-invariante. Para las definiciones y notaciones vamos a referir al lector
a la Sección 4.2 del Capı́tulo 4 de este trabajo. Recordamos además que en todo este capı́tulo trabajaremos
con álgebras de Lie reales de dimensión finita, por más que muchas de las definiciones pueden ser dadas
de forma mas general. Además siempre que hablemos de un grupo de Lie 𝐺, vamos a estar asumiendo que
dicho grupo es conexo.

En la primer sección de este capı́tulo nos centraremos en resultados generales de álgebras de Lie reales
y su forma de Killing, mientras que en la segunda y en la tercera estudiaremos el caso en que el álgebra de
Lie admite una norma Ad-invariante e incluiremos resultados originales publicados en [48].

5.1. Propiedades básicas de la forma de Killing de un álgebra de Lie

Una de las diferencias más importantes que encontramos al trabajar en un álgebra de Lie 𝔤 y 𝔲n, es que
en 𝔲n tenemos definido el producto interno de Frobenius, lo cual nos permite definir ciertas herramientas
que imitan el caso riemanniano. En el caso de un álgebra de Lie real abstracta, el papel que jugaba antes
el producto interno de Frobenius lo va a ocupar el opuesto de la forma de Killing del álgebra de Lie. La
traducción no será exacta, pero nos será suficiente para entender gran parte de la geometrı́a.

Comenzaremos definiendo la forma de Killing en el caso de un álgebra de Lie real y en la siguiente
sección nos vamos a centrar en que sucede en el caso de que la misma admita una norma Ad-invariante.

Definición 5.1.1. Definimos la forma de Killing de 𝔤 como la aplicación 𝔅 : 𝔤 × 𝔤 −→ R dada por

𝔅(𝑋,𝑌 ) = Tr(ad𝑋 ◦ ad𝑌 ).

Proposición 5.1.2. Sea 𝔤 un álgebra de Lie y 𝔅 su forma de Killing entonces:
(1) 𝔅 es bilineal y simétrica.

(2) Si 𝜑 : 𝔤 −→ 𝔤 es un automorfismo y 𝑋,𝑌 ∈ 𝔤 entonces 𝔅(𝜑(𝑋), 𝜑(𝑌 )) = 𝔅(𝑋,𝑌 ). En particular
como para 𝑔 ∈ 𝔤 resulta que Ad𝑔 es un automorfismo, se sigue que 𝔅(Ad𝑔 (𝑋),Ad𝑔 (𝑌 )) = 𝔅(𝑋,𝑌 ).

101
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Demostración. Para ver (1) notamos que la simetrı́a de 𝔅 es una consecuencia inmediata de la ciclicidad de
la traza. La bilinealidad se sigue de forma inmediata de la linealidad de la traza y la bilinealidad del corchete
de Lie. Por otro lado para probar (2) consideramos 𝜑 un automorfismo y entonces para todo 𝑋,𝑌 ∈ 𝔤

tenemos que
ad𝜑 (𝑋) 𝜑(𝑌 ) = 𝜑 ◦ ad𝑋 (𝑌 ),

dado que es un morfismo de álgebras de Lie. Esto se puede reescribir como

ad𝜑 (𝑋) = 𝜑 ◦ ad𝑋 ◦𝜑−1,

entonces

𝔅(𝜑(𝑋), 𝜑(𝑌 )) = Tr(ad𝜑 (𝑋) ◦ ad𝜑 (𝑌 ) ) = Tr(𝜑 ◦ ad𝑋 ◦𝜑−1 ◦ 𝜑 ◦ ad𝑌 ◦𝜑−1)
= Tr(𝜑 ◦ ad𝑋 ◦ ad𝑌 ◦𝜑−1) = Tr(ad𝑋 ◦ ad𝑌 ) = 𝔅(𝑋,𝑌 ).

□

Lema 5.1.3. Sean 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝔤 entonces 𝔅( [𝑥, 𝑦], 𝑧) = 𝔅(𝑥, [𝑦, 𝑧]).

Demostración. Recordamos que por la identidad de Jacobi vale la siguiente igualdad

ad[𝑥,𝑦 ] = ad𝑥 ◦ ad𝑦 − ad𝑦 ◦ ad𝑥 ,

luego aplicando esta igualdad y la ciclicidad de la traza obtenemos

𝔅( [𝑥, 𝑦], 𝑧) = Tr(ad[𝑥,𝑦 ] ◦ ad𝑧) = Tr(ad𝑥 ◦ ad𝑦 ◦ ad𝑧 − ad𝑦 ◦ ad𝑥 ◦ ad𝑧)
= Tr(ad𝑥 ◦ ad𝑦 ◦ ad𝑧) − Tr(ad𝑥 ◦ ad𝑧 ◦ ad𝑦)
= Tr(ad𝑦 ◦ ad𝑥 ◦ ad𝑧) − Tr(ad𝑥 ◦ ad𝑧 ◦ ad𝑦)
= Tr(ad𝑥 ◦ ad𝑦 ◦ ad𝑧 − ad𝑥 ◦ ad𝑧 ◦ ad𝑦)
= Tr(ad𝑥 ◦ ad[𝑦,𝑧 ])
= 𝔅(𝑥, [𝑦, 𝑧])

□

Definición 5.1.4 (Álgebras de Lie solubles, nilpotentes y abelianas). Sea 𝔤 un álgebra de Lie, decimos que
(1) 𝔤 es soluble si la serie derivada

𝔤 ⊇ [𝔤, 𝔤] ⊇ [[𝔤, 𝔤], [𝔤, 𝔤]] ⊇ · · · ,

mas formalmente definida como 𝔤0 = 𝔤 y 𝔤𝑘 = [𝔤𝑘−1, 𝔤𝑘−1] con 𝑘 ∈ N, es eventualmente nula.

(2) 𝔤 es nilpotente si la serie central descendente

𝔤 ⊇ [𝔤, 𝔤] ⊇ [𝔤, [𝔤, 𝔤]] ⊇ [𝔤, [𝔤, [𝔤, 𝔤]]] ⊇ · · · ,

mas formalmente definida por 𝔤0 = 𝔤 y 𝔤𝑘 = [𝔤, 𝔤𝑘−1] con 𝑘 ∈ N, es eventualmente nula,
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(3) 𝔤 abeliana si ad𝑥 = 0 para todo 𝑥 ∈ 𝔤.

Definición 5.1.5. Decimos que un subespacio 𝐼 ⊆ 𝔤 es un ideal si [𝔤, 𝐼] ⊆ 𝐼. Notamos además que un ideal
es a su vez un álgebra de Lie, por lo cual diremos que 𝐼 es soluble, nilpotente o abeliano si lo es como
álgebra de Lie.

Observación 5.1.6. Todo ideal abeliano es nilpotente y todo ideal nilpotente es soluble.

Proposición 5.1.7. (Criterio de Solubilidad de Cartan) Sea 𝔤 un álgebra de Lie de dimensión finita y 𝐼 ⊆ 𝔤

un ideal entonces 𝐼 es soluble si y solo si 𝔅(𝑣, 𝑧) = 0 para todo 𝑣 ∈ [𝐼, 𝐼] y para todo 𝑧 ∈ 𝔤.

Demostración. Una demostración de este resultado se puede ver en [38, pág. 20]. □

Proposición 5.1.8. (Teorema de Engel) Dada 𝔤 un álgebra de Lie real de dimensión finita, un ideal 𝐼 ⊆ 𝔤

es nilpotente si y solo si ad𝑥 es un endomorfismo nilpotente para todo 𝑥 ∈ 𝔤.

Demostración. Una demostración de este resultado se puede ver en [38, pág. 12]. □

Definición 5.1.9. (Ideal de Killing, centro y radical). Sea 𝔤 un álgebra de Lie y 𝔅 su forma de Killing
definimos:

(1) el centro de 𝔤 como 𝑍 (𝔤) = {𝑥 ∈ 𝔤 : ad𝑥 = 0},

(2) el ideal de Killing como 𝔤⊥ = {𝑥 ∈ 𝔤 : 𝔅(𝑥, 𝑦) = 0 ∀𝑦 ∈ 𝔤},

(3) el radical de 𝔤 como su ideal soluble maximal.

Observación 5.1.10. Es claro que el centro es un ideal bilátero de 𝔤, por otro lado el ideal de Killing es un
ideal como consecuencia del Lema 5.1.3 y el radical es un ideal por la misma definición del mismo.

Observación 5.1.11. Tenemos la siguiente contención entre los ideales definidos previamente

𝑍 (𝔤) ⊂ 𝔤⊥ ⊂ Rad(𝔤), (5.1)

la primer contención es inmediata y la segunda es consecuencia del Criterio de Solubilidad de Cartan
(Proposición 5.1.7).

Ejemplo 5.1.12. Los siguientes ejemplos muestran que las contenciones de la observación anterior pueden
ser estrictas.

(1) Para la primer contención observamos que si 𝔤 es un álgebra de Lie nilpotente entonces la serie
central decreciente es eventualmente nula, con lo cual para 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤 el endomorfismo ad𝑥 ◦ ad𝑦 va a
ser nilpotente y por ende tener traza nula. Concluimos que si el álgebra de Lie es nilpotente tendremos
que 𝔅(𝑥, 𝑦) = 0 para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤, luego cualquier álgebra de Lie nilpotente no abeliana nos servirá
como ejemplo. Uno clásico es el álgebra de Heisenberg que se construye como 𝔥3 = gen{𝑥, 𝑦, 𝑧} con
las relaciones [𝑥, 𝑦] = 𝑧, [𝑥, 𝑧] = 0 y [𝑦, 𝑧] = 0, en este caso tendremos que 𝑍 (𝔥3) = gen{𝑥, 𝑦} pero
como es nilpotente 𝔥⊥3 = 𝔥3 y entonces 𝑍 (𝔥3) ⊊ 𝔥⊥3 .
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(2) Para la segunda contención consideramos 𝔤 = gen{𝑥, 𝑦} con la relación [𝑥, 𝑦] = 𝑦. Luego tenemos
que el álgebra es soluble ya que

[[𝔤, 𝔤], [𝔤, 𝔤]] = [R𝑦,R𝑦] = 0,

por otro lado ad2
𝑥 (𝑥) = 0 y ad2

𝑥 (𝑦) = 𝑦, entonces los autovalores de ad2
𝑥 son 1 y 0 (ambos de

multiplicidad simple por ser 𝔤 de dimensión 2), en tal caso 𝔅(𝑥, 𝑥) = Tr(ad2
𝑥) = 0 + 1 = 1 ≠ 0.

Tenemos entonces que 𝔤⊥ ⊊ Rad(𝔤).

Definición 5.1.13 (Álgebra de Lie simple y semisimple). Sea 𝔤 un álgebra de Lie decimos que 𝔤 es simple
si no es abeliana y no tiene ideales propios distintos de cero. Por otro lado decimos que es semisimple si su
único ideal conmutativo es 𝐼 = {0}.

Teorema 5.1.14. Sea 𝔤 un álgebra de Lie de dimensión finita, son equivalentes
(1) El álgebra de Lie 𝔤 es semisimple.

(2) Rad(𝔤) = {0}.

(3) Podemos descomponer a 𝔤 como 𝔤 =
∑𝑛

𝑘=1 𝐼𝑘 donde 𝐼𝑘 es un ideal que cuando lo pensamos como
álgebra de Lie es simple. En este caso tendremos además que todo ideal simple de 𝔤 es alguno de los
𝐼𝑘 y que la forma de Killing en cada 𝐼𝑘 es la restricción de la forma de Killing en 𝔤.

(4) La forma de Killing de 𝔤 es no degenerada, es decir, 𝔅(𝑥, 𝑥) ≠ 0 para todo 𝑥 ∈ 𝔤 no nulo.

Demostración. Ver [38, pág. 22,23] y [18, Capı́tulo I, §6.1]. □

Definición 5.1.15 (Representaciones). Sea 𝔤 un álgebra de Lie real, una representación de 𝔤 en un espacio
vectorial real 𝑉 es un morfismo de álgebras de Lie

𝜌 : 𝔤 −→ 𝔤𝔩(𝑉) = 𝐿𝑖𝑒(𝐺𝐿 (𝑉)),

además decimos que:
(1) Un subespacio 𝑆 ⊆ 𝑉 es invariante bajo la representación si 𝜌(𝑥)𝑆 ⊆ 𝑆 para todo 𝑥 ∈ 𝔤.

(2) La representación es irreducible si 𝑉 no tiene subespacios invariantes propios no nulos.

(3) La representación es semisimple si es suma de representaciones irreducibles.

Definición 5.1.16 (Álgebra de Lie reductiva). Sea 𝔤 un álgebra de Lie, decimos que 𝔤 es reductiva si la
representación adjunta

ad : 𝔤 −→ 𝔤𝔩(𝔤)

es semisimple.

Proposición 5.1.17 (Equivalencias de reductiva). Sea 𝔤 un álgebra de Lie, son equivalentes
(1) 𝔤 es un álgebra de Lie reductiva.

(2) 𝔤 se descompone como 𝔤 = 𝔰 ⊕ 𝔞, donde 𝔰 es una subálgebra de Lie de 𝔤 semisimple y 𝔞 es una
subálgebra de Lie abeliana.
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(3) Vale la igualdad 𝑍 (𝔤) = 𝔤⊥ = Rad(𝔤).

Demostración. La demostración de este resultado puede encontrarse en [18, Capı́tulo I, §6.4]. □

Observación 5.1.18. Siempre tenemos las contenciones de ideales de la Observación 5.1.11, por la propo-
sición previa un álgebra de Lie es reductiva cuando esas contenciones son igualdades. Esto nos dice que los
ejemplos dados en 5.1.12 son álgebras de Lie no reductivas.

Teorema 5.1.19. (Levi-Malcev) Sea 𝔤 un álgebra de Lie entonces existe 𝔰 una subálgebra semisimple de
forma tal que

𝔤 = Rad(𝔤) ⊕𝔰.

Demostración. Ver [18, Capı́tulo I, §6.8]. □

Definición 5.1.20 (Álgebra de Lie compacta). Si 𝔤 es un álgebra de Lie, decimos que es compacta si su
forma de Killing es definida negativa. Notamos que si es compacta es en particular semisimple.

5.2. Operadores Hermitianos, rango numérico y espectro

En esta sección vamos a estudiar las propiedades de un álgebra de Lie real que admite una norma de
Finsler Ad-invariante y vamos a ver que necesariamente tiene que ser un álgebra de Lie reductiva. Si bien
muchas de las definiciones y los resultados de este capı́tulo se pueden dar en el contexto de espacios de
Banach, vamos a asumir que el álgebra de Lie 𝔤 va a ser siempre real y de dimensión finita. Los resultados
originales de esta sección son los teoremas 5.2.15, 5.2.16 y 5.2.19, publicados en [48].

El siguiente resultado es una generalización del Lema 3.1.4 dado en 𝔲n y su demostración es análoga:

Lema 5.2.1. Sea 𝐺 un grupo de Lie conexo y 𝔤 su álgebra de Lie. Supongamos que 𝔤 admite una métrica
de Finsler Ad-invariante | · |. Sea 𝑣 ≠ 0 y 𝜑 ∈ 𝔤∗ un funcional de norma 1 que realiza la norma de 𝑣. Luego,
para cada 𝑥 ∈ 𝔤 tenemos que

(1) 𝜑( [𝑣, 𝑥]) = 0 (i.e. 𝜑 ◦ ad𝑣 = 0).

(2) 𝜑( [𝑥, [𝑥, 𝑣]]) ≤ 0.

Observación 5.2.2. Si | · | es una norma de Finsler en un espacio vectorial real, entonces | |𝑥 | | = |𝑥 | + | − 𝑥 |
define una norma en el sentido usual, es decir, completamente homogénea. Si la norma de Finsler original
es Ad-invariante,entonces la norma | | · | | también lo es y es topológicamente equivalente a la original
(ver Observación 2.1.5). Para lo que nos interesa estudiar en este capı́tulo podemos asumir que estamos
trabajando con una norma en el sentido usual.

Definición 5.2.3. (Complexificación) Si 𝔤 es un álgebra de Lie real, definimos su complexificación como
𝔤C = 𝔤⊕𝑖𝔤. Esta complexificación tiene una estructura de álgebra de Lie compleja donde, para 𝑥, 𝑥′, 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝔤

y 𝛼, 𝛽 ∈ R, las operaciones y el cochete de Lie vienen dados por:

(𝑥 + 𝑖𝑦) + (𝑥′ + 𝑖𝑦′) = (𝑥 + 𝑥′) + 𝑖(𝑦 + 𝑦′)

(𝛼 + 𝑖𝛽) (𝑥 + 𝑖𝑦) = (𝛼𝑥 − 𝛽𝑦) + 𝑖(𝛼𝑦 + 𝛽𝑥)

[𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑥′ + 𝑖𝑦′] = [𝑥, 𝑥′] − [𝑦, 𝑦′] + 𝑖 ( [𝑥, 𝑦′] + [𝑥′, 𝑦]) .
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A continuación vamos a definir la norma de Taylor en la complexificación de 𝔤 de la misma forma que
lo hicimos en la Observación 3.4.2:

Definición 5.2.4 (Norma de Taylor). Sea | · | una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔤, definimos su norma
de Taylor asociada en 𝔤C = 𝔤 ⊕ 𝑖𝔤 como

|𝑥 + 𝑖𝑦 |𝑇 = sup
𝑡∈[0,2𝜋 ]

|𝑥 cos 𝑡 − 𝑦 sin 𝑡 |.

Observación 5.2.5. Si tenemos un operador lineal 𝑇 : 𝔤 −→ 𝔤 definimos su extensión compleja como el
operador 𝑇C : 𝔤C −→ 𝔤C dado por 𝑇C(𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑇 (𝑥) + 𝑖𝑇 (𝑦). Es fácil de ver que este operador sigue siendo
lineal y acotado cuando en 𝔤C consideramos la topologı́a inducida por la norma de Taylor.

Observación 5.2.6. Si consideramos una norma de Finsler Ad-invariante 𝔤, la norma de Taylor que induce
en 𝔤C es claramente una norma de Finsler, además

| Ad𝑔 (𝑥 + 𝑖𝑦) |𝑇 = | Ad𝑔 (𝑥) + 𝑖Ad𝑔 (𝑦)) |𝑇 = sup
𝑡∈[0,2𝜋 ]

| Ad𝑔 (𝑥) cos 𝑡 − Ad𝑔 (𝑦) sin 𝑡 |

= sup
𝑡∈[0,2𝜋 ]

| Ad𝑔 (𝑥 cos 𝑡 − 𝑦 sin 𝑡) | = sup
𝑡∈[0,2𝜋 ]

|𝑥 cos 𝑡 − 𝑦 sin 𝑡 |

= |𝑥 + 𝑖𝑦 |𝑇 ,

es decir esta norma es Ad𝔤 invariante. Notar que cuando escribimos Ad𝑔 (𝑥 + 𝑖𝑦) estamos pensando en AdC𝑔 y
que además 𝑔 pertenece al álgebra de Lie original y no a la complexificación. No tiene porque ser la norma
de Taylor Ad𝔤C-invariante.

Definición 5.2.7. Si 𝑇 : 𝔤 −→ 𝔤 es un operador lineal definimos el espectro de 𝑇 como

𝜎(𝑇) = {𝜆 ∈ C : 𝑇 − 𝜆 id no es inversible},

es decir como el espectro de 𝑇C. Por otro lado definimos el espectro real de 𝑇 como

𝜎R(𝑇) = {𝑡 ∈ R : 𝑇 − 𝑡 id no es inversible}.

Proposición 5.2.8. Si 𝑇 : 𝔤 −→ 𝔤 es un operador lineal entonces

𝜎R(𝑇) = 𝜎(𝑇C) ∩ R.

Demostración. Si 𝜆 ∈ R, para 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤, podemos escribir

(𝑇C − 𝜆𝐼𝔤C) (𝑥 + 𝑖𝑦) = (𝑇 − 𝜆𝐼𝔤) (𝑥) + 𝑖(𝑇 − 𝜆𝐼𝔤) (𝑦),

donde 𝐼𝔤 es la identidad en 𝔤, mientras que 𝐼𝔤C es la identidad en la complexificación. Si tomamos un
operador arbitrario en la complexificación y lo escribimos como 𝐴 + 𝑖𝐵 donde 𝐴 y 𝐵 los podemos pensar
como operadores en 𝔤 tenemos que la composición (𝑇 − 𝜆𝐼𝔤C) ◦ (𝐴 + 𝑖𝐵) está dada por

(𝑇 − 𝜆𝐼𝔤) (𝐴 − 𝐵) + 𝑖(𝑇 − 𝜆𝐼𝔤) (𝐴 + 𝐵). (5.2)
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Notamos entonces que si (𝑇 − 𝜆𝐼𝔤) es inversible, tomando 𝐴 = 1
2 (𝑇 − 𝜆𝐼𝑔)−1 y 𝐵 = −𝐴, obtenemos que

𝐴+ 𝑖𝐵 es la inversa de (𝑇 −𝜆𝐼𝔤C) lo cual prueba la contención 𝜎R(𝑇) ⊇ 𝜎(𝑇C) ∩R. Por otro lado si (𝑇 −𝜆𝐼𝔤)
tiene inversa, escribiendo (𝑇 − 𝜆𝐼𝔤)−1 = 𝐴 + 𝑖𝐵, tenemos que 𝐴 − 𝐵 debe ser la inversa de 𝑇 − 𝜆𝐼𝔤, lo cual
prueba la otra contención.

Observamos que como estamos trabajando en dimensión finita nos alcanzó probar que los operadores
eran inversibles a derecha, pero con un argumento similar al de la fórmula 5.2, podemos ver que vale la
igualdad sin usar argumentos de dimensión. □

Vamos a dar la siguiente definición para operadores Hermitianos en espacios normados:

Definición 5.2.9 (Operadores Hermitianos). Sea (𝑋, ∥ · ∥) un espacio normado complejo, decimos que un
operador lineal 𝐴 : 𝑋 −→ 𝑋 es Hermitiano si para todo 𝑧 ∈ 𝑋 y para todo 𝑠 ∈ R se cumple la siguiente
igualdad:

∥𝑒𝑖𝑠𝐴𝑧∥ = ∥𝑧∥.

Observación 5.2.10. Si (𝑋, ⟨·, ·⟩) es un espacio vectorial complejo con producto interno y 𝐴 es un operador
lineal hermitiano en el sentido usual (i.e. 𝐴∗ = 𝐴) entonces para 𝑠 ∈ R y 𝑧 ∈ 𝑋 tenemos que

∥𝑒𝑖𝑠𝐴𝑧∥2 = ⟨𝑒𝑖𝑠𝐴𝑧, 𝑒𝑖𝑠𝐴𝑧⟩ = ⟨𝑧, (𝑒𝑖𝑠𝐴)∗𝑒𝑖𝑠𝐴𝑧⟩ = ⟨𝑧, 𝑒−𝑖𝑠𝐴∗
𝑒𝑖𝑠𝐴𝑧⟩

= ⟨𝑧, 𝑒−𝑖𝑠𝐴𝑒𝑖𝑠𝐴𝑧⟩ = ⟨𝑧, 𝑧⟩ = ∥𝑧∥2,

luego es hermitiano según nuestra definición para espacios complejos normados.

Definición 5.2.11 (Rango numérico espacial). Sea (𝑋, ∥ · ∥) un espacio normado. Para 𝑧 ∈ 𝑋 no nulo
definimos

N 𝑧 = {𝜑 ∈ 𝑋∗ : ∥𝜑∥ = 1, 𝜑(𝑧) = |𝑧 |}.

Por el Teorema de Hahn-Banach este conjunto es no vacı́o, además es cerrado y convexo. Sea 𝐴 un operador
acotado en 𝑋 , definimos el rango numérico espacial de 𝐴 como el conjunto 𝑉 (𝐴) ⊂ C dado por

𝑉 (𝐴) = {𝜑(𝐴𝑧) : 𝜑 ∈ N 𝑧 , |𝑧 | = 1}.

Observación 5.2.12. El conjunto 𝑉 (𝐴) es conexo y si 𝜎(𝐴) es el espectro de 𝐴 tenemos que

𝜎(𝐴) ⊂ 𝑉 (𝐴),

es decir el espectro está contenido en la clausura del rango numérico espacial. Una demostración de estos
resultados puede encontrarse en [17, pág 88 y 102].

Definición 5.2.13 (Radio espectral). Si 𝐴 es un operador lineal acotado en un espacio de Banach, definimos
su radio espectral como

𝜌(𝐴) = máx{|𝜆 | : 𝜆 ∈ 𝜎(𝐴)}.

A continuación daremos una proposición que es un resultado usual en operadores Hermitianos en
espacios de Hilbert, pero también sigue valiendo cuando trabajamos en espacios de Banach:

Proposición 5.2.14. Si (𝑋, ∥ · ∥) es un espacio de Banach complejo y 𝐴 es un operador hermitiano entonces
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(1) conv (𝜎(𝐴)) = conv (𝑉 (𝐴)).

(2) ∥𝐴∥ = 𝜌(𝐴).

Demostración. El primer ı́tem está demostrado en [17, pág. 53 y 86], para el segundo ı́tem ver [62]. □

Teorema 5.2.15. Si 𝔤 es un álgebra de Lie real de dimensión finita que admite una norma de Finsler
Ad-invariante entonces valen las siguientes afirmaciones:

(1) 𝜎(ad 𝑥) ⊂ 𝑖R para todo 𝑥 ∈ 𝔤.

(2) 𝔅 es semidefinida negativa en 𝔤.

(3) Todo elemento nilpotente de 𝔤 es central.

(4) 𝑍 (𝔤) = 𝔤⊥ = {𝑥 ∈ 𝔤 : 𝔅(𝑥, 𝑥) = 0} = Rad(𝔤) (i.e. 𝔤 es reductiva).

Demostración. Por la Observación 5.2.2, 𝔤 admite una norma Ad-invariante completamente homogénea, a
la cual vamos a denotar para esta demostración | · |.

Sea 𝑥 ∈ 𝔤, pensándolo como un elemento de 𝔤C, sabemos que existe un funcional unitario 𝜑 en 𝔤C que
verifica 𝜑(𝑥) = |𝑥 |𝑇 = |𝑥 |. Repitiendo la demostración del Lema 5.2.1 (que la hicimos en el Lema 3.1.4,
pero es idéntica) para el caso complejo se sigue que para todo 𝑧 ∈ 𝔤C vale la igualdad Re 𝜑(ad𝑥 (𝑧)) = 0.
Esto prueba que 𝑉 (𝐴) ⊂ 𝑖R, luego la primer afirmación se sigue de la Observación 5.2.12.

Como 𝜎(ad 𝑥) ⊂ 𝑖R para todo 𝑥 ∈ 𝔤, luego 𝜎(ad2 𝑥) ⊂ (−∞, 0] y entonces 𝔅(𝑥, 𝑥) = Tr(ad2 𝑥) ∈
(−∞, 0] de donde se sigue que 𝔅 es semidefinida negativa.

Para ver la tercer afirmación, consideraramos 𝑥 ∈ 𝔤. Como la norma de Taylor 5.2.4 es Ad𝔤 invariante,
tenemos que 𝑖 ad𝑥 es un operador hermitiano en (𝔤C, | · |𝑇 ) ya que para 𝑠 ∈ R y 𝑧 ∈ 𝔤C se tiene

|𝑒𝑖𝑠𝑖 ad𝑥 𝑧 |𝑇 = | Ad−𝑠𝑥 (𝑧) |𝑇 = |𝑧 |𝑇 ,

luego por la Proposición 5.2.14 tenemos que

| | ad𝑥 | | = | |𝑖 ad𝑥 | | = 𝜌(𝑖 ad𝑥) = 𝜌(ad𝑥).

Si 𝑥 es nilpotente entonces existe 𝑘 ∈ N de forma tal que ad𝑘
𝑥 = 0, lo cual implica que el único autovalor

de ad𝑥 es cero y entonces | | ad𝑥 | | = 𝜌(ad𝑥) = 0, con lo cual ad𝑥 = 0 y luego 𝑥 ∈ 𝑍 (𝔤), finalizando ası́ la
demostración de (3).

Para probar la cuarta afirmación recordamos las inclusiones de la Observación 5,1,11, es decir

𝑍 (𝔤) ⊆ 𝔤⊥ ⊆ Rad(𝔤) .

Para ver que la primer contención es una igualdad tomamos 𝑥 ∈ 𝔤⊥, en tal caso 𝔅(𝑥, 𝑦) = 0 para todo 𝑦 ∈ 𝔤

y en particular Tr(ad2
𝑥) = 𝔅(𝑥, 𝑥) = 0. Como 𝜎(ad2

𝑥) ⊆ (−∞, 0] y tiene traza cero debe ser 𝜎(ad2
𝑥) = {0},

lo cual me dice que ad2
𝑥 es nilpotente y en tal caso también lo es ad𝑥 . Por el ı́tem previo tenemos que

𝑥 ∈ 𝑍 (𝔤). Esto prueba que 𝑍 (𝔤) = 𝔤⊥. Hasta ahora tenemos que

𝑍 (𝔤) = 𝔤⊥ ⊆ Rad(𝔤) .
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Veamos que la ultima contención es una igualdad, para ello supongamos que no, en tal caso existe 𝑥 ∈ Rad(𝔤)
con 𝑥 ∉ 𝑍 (𝔤), luego por lo visto previamente debe de ser 𝜎(ad 𝑥) ≠ {0}, lo cual implica que existen 𝑟 ≠ 0
e 𝑦 ≠ 0 de forma tal que

[𝑥, [𝑥, 𝑦]] = ad2
𝑥 (𝑦) = −𝑟2𝑦.

Como el radical es un ideal, debe ser [𝑥, 𝑦] ∈ Rad(𝔤), pero usando que [Rad(𝔤),Rad(𝔤)] ⊂ 𝔤⊥ (ver [18,
Capı́tulo I, §5.5]), tenemos que [𝑥, [𝑥, 𝑦]] ∈ 𝔤⊥ = 𝑍 (𝔤). Luego, como 𝑟 ≠ 0 e 𝑦 ∈ 𝑍 (𝔤) entonces [𝑥, 𝑦] = 0
lo cual implica que 𝑦 = 0, llegando ası́ a una contradicción. □

Teorema 5.2.16. Si 𝔤 admite una norma de Finsler Ad-invariante, luego 𝔤 = 𝑍 (𝔤)⊕𝔰 , donde 𝔰 es semisimple
y 𝔅(𝑥, 𝑥) < 0 para todo 𝑥 ∈ 𝔰 no nulo. Además, 𝐺 = 𝐻 × 𝐾 , donde 𝐻 es el grupo conexo y abeliano dado
por 𝐻 = exp(𝑍 (𝔤)) y 𝐾 es el grupo compacto con centro finito dado por 𝐾 = exp(𝔰).

Demostración. En el teorema previo vimos que 𝔤 es reductiva, luego aplicando el Teorema de Levi-Malcev
(Teorema 5.1.19) para el caso reductivo tenemos que

𝔤 = 𝑍 (𝔤) ⊕ 𝔰,

donde 𝔰 es una subálgebra semisimple de 𝔤. Por otro lado, mirando el mapa exponencial

exp : 𝑍 (𝔤) ⊕ 𝔰 −→ 𝐺,

tenemos que si 𝑧 + 𝑠 ∈ 𝑍 (𝔤) ⊕ 𝔰 entonces exp(𝑧 + 𝑠) = exp(𝑧) exp(𝑠) ya que 𝑧 ∈ 𝑍 (𝔤). Como 𝐺 es conexo,
sabemos que la exponencial es sobreyectiva y por lo anterior se sigue que

𝐺 = exp(𝑍 (𝔤) ⊕ 𝔰) = exp(𝑍 (𝔤)) × exp(𝔰) = 𝐻 × 𝐾.

Como el álgebra de Lie de 𝐾 es compacta, es decir su forma de Killing es no degenerada, el grupo 𝐾 es
compacto con centro finito por el Teorema de Weyl (Ver [19] Capı́tulo IX, §1.4). □

Observación 5.2.17 (Grupos abstractos y sumas ortogonales). Sea 𝔤 un álgebra de Lie real de dimensión
finita y supongamos que admite un norma de Finsler Ad-invariante. En tal caso podemos descomponer a 𝔤

como
𝔤 = 𝑍 (𝔤) ⊕ 𝔰,

con 𝔰 semisimple ya que 𝔤 es reductiva por el Teorema 5.2.15. Consideremos una base {𝑒𝑖}𝑖=1,...,𝑛 de 𝑍 (𝔤)
y definamos un producto interno declarando que la base en consideración es ortonormal. Para 𝑧 + 𝑠 ∈ 𝔤 y
𝑧′ + 𝑠′ ∈ 𝔤 vamos a definir ahora

⟨𝑧 + 𝑠, 𝑧′ + 𝑠′⟩𝔤 = ⟨𝑧, 𝑧′⟩𝑍 −𝔅(𝑠, 𝑠′),

obteniendo ası́ una forma bilineal. Notamos por otro lado que

⟨𝑧 + 𝑠, 𝑧 + 𝑠⟩𝔤 = ⟨𝑧, 𝑧⟩𝑍 −𝔅(𝑠, 𝑠) ≥ 0,

ya que 𝔅 es semidefinida negativa por el Teorema 5.2.15, luego la forma bilineal definida es semidefinida
positiva. Por otra parte será también no degenerada ya que si

⟨𝑧 + 𝑠, 𝑧 + 𝑠⟩𝔤 = ⟨𝑧, 𝑧⟩𝑍 −𝔅(𝑠, 𝑠) = 0,
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ambos sumandos deben ser 0, lo cual implica que 𝑧 = 0 por ser ⟨·, ·⟩ un producto interno y 𝔅 restringido a 𝔰
no degenerada (ver el Teorema 5.1.14). En conclusión, tenemos definido un producto interno en 𝔤. Además
para 𝑔 ∈ 𝐺, la representación Ad𝑔 actúa de forma trivial en el centro y es invariante en la parte semisimple,
luego

⟨Ad𝑔 (𝑧 + 𝑠),Ad𝑔 (𝑧′ + 𝑠′)⟩𝑔 = ⟨𝑧 + Ad𝑔 (𝑠), 𝑧′ + Ad𝑔 (𝑠′)⟩𝑔
= ⟨𝑧, 𝑧′⟩𝑔 + ⟨Ad𝑔 (𝑠),Ad𝑔 (𝑠′)⟩𝑔
= ⟨𝑧, 𝑧′⟩𝑍 −𝔅(𝑠, 𝑠′)
= ⟨𝑧 + 𝑠, 𝑧′ + 𝑠′⟩𝑔,

se sigue entonces que el producto interno es Ad-invariante. Notar que lo que hemos probado, en virtud del
Teorema 5.2.15, el Teorema 5.2.16 y la Observación 4.2.10, es lo siguiente:

Teorema 5.2.18. Sea 𝐺 un grupo de Lie conexo de dimensión finita y 𝔤 su álgebra de Lie, entonces
(1) El álgebra de Lie 𝔤 admite una norma de Finsler Ad-invariante si y solo si 𝐺 admite una métrica

riemanniana bi-invariante.

(2) En las condiciones de (1), tenemos que 𝐺 se descompone como 𝐺 = 𝐻 × 𝐾 con 𝐻 un subgrupo
abeliano y 𝐾 un subgrupo compacto con centro finito.

Por otro lado si comenzamos desde el grupo de Lie con una distancia bi-invariante y basándonos en los
resultados Berestovskiĭ [10], tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.2.19. Si (𝐺, dist) es un grupo topológico conexo, localmente compacto, localmente contractible
con una cuasi distancia bi-invariante, entonces 𝐺 = 𝐻 × 𝐾 con 𝐻 un grupo de Lie conexo abeliano y 𝐾 es
un grupo de Lie conexo, compacto y con centro discreto. Además si definimos para 𝑣 ∈ 𝔤 la aplicación

|𝑣 | = lı́m
𝑡→0+

dist(1, exp(𝑡𝑣))
𝑡

,

entonces tenemos una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔤 y la cuasi distancia que induce en 𝐺 mediante el
ı́nfimo de longitud de caminos coincide con dist (la cuasi distancia con la que comenzamos). Por otro lado,
si partimos de una distancia, tenemos el mismo resultado pero la norma va a estar definida como

∥𝑣∥ = lı́m
𝑡→0

dist(1, exp(𝑡𝑣))
𝑡

y va a resultar completamente homogénea.

Demostración. Adaptando [10, Teorema 7] al caso de métricas no reversibles (lo cual es inmediato),
obtenemos que si 𝐺 es localmente compacto, localmente contractible y admite una cuasi distancia bi-
invariante, entonces 𝐺 es un grupo de Lie con una norma de Finsler Ad-invariante. La descomposición
se sigue entonces del Teorema 5.2.16. La fórmula para la norma también fue probada en [10, Lema 9],
considerando el lı́mite con 𝑡 > 0 para el caso de una cuasi distancia. □

Observación 5.2.20. Las hipótesis del teorema previo son evidentes en un grupo de Lie conexo de dimensión
finita. Luego en este caso tenemos que el primer ı́tem del Teorema 5.2.18 es equivalente a pedir que 𝐺
admita una cuasi distancia bi-invariante.
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Como consecuencia del Teorema 5.2.18, al tener una métrica riemanniana, podemos comparar los
resultados de descomposición dados por Milnor en [55]. En particular el [55, Lema 7.5] nos dice que 𝐺 es
isomorfo al producto de un grupo compacto y una copia deR𝑚 para cierto𝑚 ∈ N. En el ejemplo que veremos
a continuación fijaremos un grupo de Lie cuya álgebra de Lie admite una norma de Finsler Ad-invariante
y veremos que la descomposición dada por Milnor y la que estamos presentando en este trabajo no es la
misma:

Ejemplo 5.2.21. En [55, Lema 7.5] la descomposición viene dada por𝐺 = R𝑚 ×𝐾 ′ en donde R𝑚 ≃ 𝑍 (𝔤) y
𝐿𝑖𝑒(𝐾 ′) = 𝔰 (la parte semisimple). Para su construcción, él considera el revestimiento universal 𝜋 : 𝐺 → 𝐺,
si notamos Π = ker(𝜋) y 𝜋 : 𝐺 → 𝐺 a la proyección a la parte abeliana, lo que él hace es mirar
𝑉 = gen{𝑝𝑟1(Π)} y su complemento ortogonal 𝑉⊥ ⊂ R𝑛 obteniendo que

𝐺 ≃ 𝑉⊥ × (𝐾 ′ ×𝑉)
Π

= R𝑛 × 𝐾 ′′,

donde 𝐾 ′′ es compacto. Para llevar esto a un ejemplo, consideremos el grupo dado por 𝐺 = 𝑆1 × 𝑆𝑂 (𝑛),
cuya álgebra de Lie es 𝔤 = R×𝔰𝔬𝑛, en nuestra descripción dada en el Teorema 5.2.16 tendremos que 𝐻 = 𝑆1

y 𝐾 = 𝑆𝑂 (𝑛), mientras que si miramos lo que hace Milnor tendremos que 𝐺 = R × 𝑆𝑝𝑖𝑛(𝑛), Π = Z × Z2 y
𝑉⊥ = {0}, de donde se sigue que 𝐾 ′′ = 𝐺 y 𝑚 = 0. Esto muestra que las descomposiciones no coinciden.

5.3. Generalización de los resultados

En el Teorema 5.2.15 probamos que toda álgebra de Lie real de dimensión finita con una norma de
Finsler Ad-invariante se puede descomponer como 𝔤 = 𝑍 (𝔤) ⊕ 𝔰, con 𝔰 semisimple. Además, como la
representación adjunta actúa de forma fiel en 𝔰, podemos identificar a 𝔰 como una subálgebra de Lie de
𝔰𝔬𝑛 (R) ⊆ 𝔰𝔲n(C), donde 𝑛 = dim(𝔰). La motivación original de trabajar en 𝔲n y en 𝔰𝔲n fue el hecho
previamente mencionado, el cuál es una consecuencia inmediata de los resultados de Milnor [55] en el caso
de que tengamos un producto interno Ad-invariante en 𝔤. Por el Teorema 5.2.18, que se deduce del Teorema
5.2.15, probamos que vale también si comenzamos con una norma que no necesariamente proviene de un
producto interno. Sin embargo, no todos los resultados publicados en [47] se pueden deducir del hecho
de estar trabajando en una subálgebra de Lie de 𝔰𝔲n. En esta sección vamos a desarrollar algunos de los
resultados publicados en [48] que son similares a los dados en 𝔲n, pero trabajando intrı́nsecamente con las
herramientas de un álgebra de Lie reductible.

Con este fin, vamos a tener que recurrir al concepto de sistema de raı́ces asociado a una subálgebra de
Cartan, en tal caso necesitaremos trabajar con un álgebra de Lie y su complexificación (ver 5.2.3). Haremos
esto siguiendo la construcción clásica en el caso de álgebras de Lie semisimples que se puede encontrar en
el libro de Hall [32, Capı́tulos 7 y 8]. Como vamos a trabajar con un álgebra de Lie real y compacta (i.e.
semisimple con forma de Killing definida negativa) la construcción se puede pensar como un caso particular
del caso semisimple, sin embargo, vamos a incluir la construcción en detalle en este trabajo y será incluso
un poco mas intuitiva ya que partiremos de un álgebra de Lie compacta y no necesitaremos usar la “forma
real compacta”. Los resultados originales publicados en [48] son el Lema 5.3.33, el Teorema 5.3.34, el cual
es la generalización del Teorema 3.1.13 y el Teorema 5.3.39 que generaliza el Teorema 4.4.14.
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Observación 5.3.1. Si 𝔨 es un álgebra de Lie compacta y 𝔤 su complexificación entonces

𝔅𝔤 (𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑥′ + 𝑖𝑦′) = 𝔅𝔤 (𝑥, 𝑥′) −𝔅𝔤 (𝑦, 𝑦′) + 𝑖(𝔅𝔤 (𝑥, 𝑦′)) +𝔅𝔤 (𝑥′, 𝑦)),

donde 𝔅𝔤 denota la forma de Killing de 𝔤. Esto nos dice que la forma de Killing de 𝔤 restringida a 𝔨 es la
forma de Killing de 𝔨. Tomando un elemento arbitrario 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ 𝔤, si suponemos que

𝔅𝔤 (𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑥′ + 𝑖𝑦′) = 0 ∀ 𝑥′ + 𝑖𝑦′ ∈ 𝔤,

y elegimos adecuadamente 𝑥′ e 𝑦′ es fácil ver que 𝑥 = 𝑦 = 0. Esto nos dice que si 𝔨 es compacta, entonces
su complexificación es semisimple, ya que 𝔅𝑔 es no degenerada.

Por lo observado previamente, notaremos como 𝔅 a la forma de Killing de 𝔤 y de 𝔨 indistintamente.
En general, si 𝔤 es un álgebra de Lie compleja semisimple, siempre existe un álgebra de Lie compacta

𝔨 de forma tal que 𝔤 ≃ 𝔨 ⊕ 𝑖𝔨. Este álgebra de Lie se suele llamar forma real compacta de 𝔤. Nosotros
partiremos del álgebra de Lie compacta, ya que nos interesa estudiar la geometrı́a de 𝔨. Su complexificación
simplemente será utilizada como una herramienta para poder hablar de un sistema de raı́ces en 𝔨.

Definición 5.3.2 (Subálgebra de Cartan). Si 𝔤 es un álgebra de Lie semisimple compleja y 𝔠 ⊆ 𝔤 es un
subespacio complejo, diremos que 𝔠 es una subálgebra de Cartan si

(1) Para todo 𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝔠 vale que [𝑐1, 𝑐2] = 0.

(2) Dado 𝑥 ∈ 𝔤, si [𝑐, 𝑥] = 0 para todo 𝑐 ∈ 𝔠 debe ser 𝑥 ∈ 𝔠.

(3) Para todo 𝑐 ∈ 𝔠 el morfismo ad𝑐 es diagonalizable.

Observación 5.3.3. Las primeras dos condiciones nos dicen que 𝔠 es una subálgebra de Lie abeliana
y maximal con dicha propiedad. Por otro lado, la condición (3) nos dice que todo morfismo ad𝑐 es
diagonalizable y como 𝔠 es abeliana por (1), se sigue que los morfismos ad𝑐 son diagonalizables en forma
simultánea.

Observación 5.3.4. Esta definición es adecuada para el caso complejo y semisimple. Una definición mas
general se puede encontrar en [19, Capı́tulo VII, §2], junto con los resultados necesarios para probar la
equivalencia de las definiciones en nuestro caso.

Un ejemplo usual es 𝔰𝔩𝑛 = Lie(𝑆𝐿𝑛 (C)), el cual es un álgebra de Lie semisimple y una subálgebra de
Cartan es la formada por las matrices diagonales con traza nula.

Definición 5.3.5. Sea 𝔨 un álgebra de Lie real y 𝔤 su complexificación, definimos el adjunto de 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ 𝔤

como
(𝑥 + 𝑖𝑦)∗ = −𝑥 + 𝑖𝑦.

Observación 5.3.6. En vista de nuestro trabajo en 𝔲n, podemos pensar en 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ 𝔲n
C, en dicho caso, si

𝑥∗ = 𝑥𝑡 (transpuesta y conjugada), tenemos que

(𝑥 + 𝑖𝑦)∗ = 𝑥∗ − 𝑖𝑦∗ = −𝑥 + 𝑖𝑦,

lo cual motiva nuestra definición.
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Observación 5.3.7. Notamos que si 𝔨 es un álgebra de Lie compacta y 𝔤 su complexificación, la aplicación
dada por −𝔅𝔨 define un producto interno real en 𝔨, pero la aplicación −𝔅𝔤 no define un producto interno
complejo en 𝔤. Esto es debido a que la forma de Killing es lineal y no sesquilineal, sin embargo podemos
extender el producto interno real que tenemos que 𝔨 a 𝔤 complexificándolo como se muestra en la siguiente
proposición.

Proposición 5.3.8. Si 𝔨 es un álgebra de Lie real compacta, la aplicación dada por

⟨𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑥′ + 𝑖𝑦′⟩ := −𝔅(𝑥, 𝑥′) +𝔅(𝑦, 𝑦′) + 𝑖(𝔅(𝑥, 𝑦′) −𝔅(𝑥′, 𝑦)),

define un producto interno en 𝔤 por ser la extensión sesqui-lineal del producto interno en 𝔨 dado por el
opuesto de la forma de Killing. Además tenemos que:

(1) Si 𝑥 ∈ 𝔨, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝔤 entonces ⟨ad𝑥 (𝑦), 𝑧⟩ = −⟨𝑦, ad𝑥 (𝑧)⟩.

(2) Si 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝔤 entonces ⟨ad𝑥 (𝑦), 𝑧⟩ = ⟨𝑦, ad𝑥∗ (𝑧)⟩ i.e. (ad𝑥)∗ = ad𝑥∗ .

Demostración. El hecho de que la aplicación sea un producto interno en 𝔤 es una consecuencia inmediata
de que −𝔅 es un producto interno en 𝔨 por ser esta un álgebra de Lie compacta. Para los siguientes ı́tems
notamos primero que si 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝔨 entonces por el Lema 5.1.3

⟨[𝑥, 𝑦], 𝑧⟩ = −𝔅( [𝑥, 𝑦], 𝑧) = 𝔅( [𝑦, 𝑥], 𝑧) = 𝔅(𝑦, [𝑥, 𝑧]) = −⟨𝑦, [𝑥, 𝑧]⟩.

Si 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝔤, escribiendo 𝑥 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2 e 𝑦 = 𝑦1 + 𝑖𝑦2, tenemos que

⟨[𝑥, 𝑦], 𝑧⟩ = ⟨[𝑥1, 𝑦1], 𝑧⟩ − ⟨[𝑥2, 𝑦2], 𝑧⟩ + 𝑖⟨[𝑥1, 𝑦2], 𝑧⟩ + 𝑖⟨[𝑥2, 𝑦1], 𝑧⟩
= −⟨𝑦1, [𝑥1, 𝑧]⟩ + ⟨𝑦2, [𝑥2, 𝑧]⟩ − 𝑖⟨𝑦2, [𝑥1, 𝑧]⟩ − 𝑖⟨𝑦1, [𝑥2, 𝑧]⟩
= ⟨𝑦1, [−𝑥1 + 𝑖𝑥2, 𝑧]⟩ + ⟨𝑖𝑦2, [−𝑥1 + 𝑖𝑥2, 𝑧]⟩
= ⟨𝑦, [𝑥∗, 𝑧]⟩,

esto prueba (3) y como 𝑥∗ = −𝑥 para 𝑥 ∈ 𝔨 se sigue de inmediato (2) como un caso particular. □

Proposición 5.3.9. Sean 𝔨 un álgebra de Lie real compacta y 𝔥 ⊆ 𝔨 una subálgebra de Lie abeliana maximal
entonces 𝔠 = 𝔥 ⊕ 𝑖𝔥 es una subálgebra de Cartan de 𝔤 := 𝔨 ⊕ 𝑖𝔨.

Demostración. Es evidente que 𝔠 va a ser un subespacio complejo de 𝔤 y (1) se sigue de forma inmediata
de como se define el corchete en la complexifiación y del hecho de que 𝔥 es abeliana. Para ver (2), sea
𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ 𝔤 de forma tal que [𝑥+ 𝑖𝑦, ℎ1+ 𝑖ℎ2] = 0 para todo ℎ1, ℎ2 ∈ 𝔥, en particular para todo ℎ ∈ 𝔥 tendremos
que 0 = [𝑥 + 𝑖𝑦, ℎ] = [𝑥, ℎ] + 𝑖[𝑦, ℎ] y entonces 0 = [𝑥, ℎ] = [𝑦, ℎ] por la unicidad de la descomposición
de elementos en 𝔤. Por la maximalidad de 𝔥 se sigue que 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔥 y entonces 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ 𝔠. Finalmente para
ver que ad𝑥 es diagonalizable para 𝑥 ∈ 𝔠, notamos que 𝑥 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2 con 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝔥, por el ı́tem (2) de
la proposición anterior ad𝑥1 y ad𝑥2 son operadores antihermitianos y en particular diagonalizables, como
además [𝑥1, 𝑥2] = 0 por estar ambos en 𝔥, se sigue que se diagonalizan en forma simultánea y entonces ad𝑥

es diagonalizable. □

Observación 5.3.10. En la demostración de la proposición anterior queda en manifiesto la necesidad de
trabajar en álgebras de Lie complejas para poder diagonalizar operadores antihermitianos.
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Observación 5.3.11. Si 𝔥 ⊆ 𝔨 es una subálgebra abeliana maximal, muchas veces nos referiremos a ella
como una subálgebra de Cartan real de 𝔨. Esto tiene sentido en virtud de la definición mas general de
subálgebra de Cartan que puede ser encontrada en [19, Capı́tulo VII, §2].

Observación 5.3.12. Dado que nuestro interés está en el álgebra de Lie real compacta, siempre que
trabajemos con 𝔤 un álgebra compleja semisimple vamos a pensar que esta es de la forma 𝔤 = 𝔨 ⊕ 𝑖𝔨 con 𝔨

compacta real. Si 𝔠 ⊆ 𝔤 es una subálgebra de Cartan, vamos pensarla como 𝔠 = 𝔥 ⊕ 𝑖𝔥 con 𝔥 ⊆ 𝔨 abeliana
maximal (ver Proposición 5.3.9).

Definición 5.3.13 (Raı́z relativa a una subálgebra de Cartan). Sea 𝔨 un álgebra de Lie real compacta y 𝔠 ⊆ 𝔤

una subálgebra de Cartan. Diremos que un funcional no nulo 𝛼 : 𝔠 −→ C es una raı́z relativa al álgebra de
Cartan 𝔠 si existe 𝑥 ∈ 𝔤 no nulo de forma que

ad𝑐 (𝑥) = 𝛼(𝑐)𝑥

para todo 𝑐 ∈ 𝔠. Notaremos como Δ al conjunto de todas las raı́ces asociadas a una subálgebra de Cartan 𝔠.

Observación 5.3.14. Si 𝛼 ∈ 𝔠∗ es una raı́z y consideramos el producto interno de la Proposición 5.3.8,
notaremos 𝐻𝛼 al único elemento en 𝔠 que satisface

𝛼(𝑐) = ⟨𝑐, 𝐻𝛼⟩,

para todo 𝑐 ∈ 𝔠.

Proposición 5.3.15. Si 𝛼 es una raı́z y 𝐻𝛼 es como en la observación previa, entonces 𝐻𝛼 ∈ 𝑖𝔥, donde
recordamos que 𝔠 = 𝔥 + 𝑖𝔥.

Demostración. Si 𝛼 es una raı́z entonces existe 𝑥 ∈ 𝔤 no nulo para el cual ad𝑐 (𝑥) = 𝛼(𝑐)𝑥 = ⟨𝑐, 𝐻𝛼⟩𝑥 para
todo 𝑐 ∈ 𝔠. En particular podemos tomar 𝑐 = ℎ ∈ 𝔥, por la Proposición 5.3.8, adℎ debe ser antihermitiano
y luego ⟨ℎ, 𝐻𝛼⟩ imaginario puro. La única forma que esto suceda, en virtud de la definición de nuestro
producto interno, es que 𝐻𝛼 ∈ 𝑖𝔥. □

Observación 5.3.16. Por la proposición previa podemos escribir 𝐻𝛼 = 𝑖ℎ𝛼 para un único ℎ𝛼 ∈ 𝔥. Esto nos
dice que cuando pensamos en la restricción 𝛼 a 𝔥, este es un funcional del dual de 𝔥. En otras palabras,
mediante la representación de Riesz, podemos pensar a las raı́ces como elementos del espacio real 𝑖𝔥 o, si
nos quedamos con los de la forma ℎ𝛼, como elementos de 𝔥.

Definición 5.3.17 (Espacio asociado a una raı́z). Sea 𝔤 un álgebra de Lie semisimple y 𝔠 ⊆ 𝔤 una subálgebra
de Cartan como en la Proposición 5.3.9. Si 𝛼 es una raı́z relativa a 𝔠 definimos el conjunto 𝔤𝛼 como

𝔤𝛼 := {𝑥 ∈ 𝔤 : [𝑐, 𝑥] = 𝛼(𝑐)𝑥 para todo 𝑐 ∈ 𝔠},

a este conjunto lo llamaremos espacio asociado a la raı́z 𝛼. En caso que 𝛼 no sea una raı́z y no sea el
funcional nulo, notaremos de la misma forma a este conjunto pero será 𝑔𝛼 = {0} y en el caso de que 𝛼 = 0
tendremos 𝔤0 = 𝔠.
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A continuación mencionaremos algunos resultados importantes en la teorı́a de raı́ces de álgebras de Lie
complejas semisimples, las demostraciones de los mismos pueden ser encontradas en el Capı́tulo 7 del libro
de Hall [32], mas especı́ficamente en las Proposiciones 7.16, 7.17, 7.29, el Lema 7.22 y los Teoremas 7.23
y 7.26.

Observación 5.3.18. Sea 𝔤 un álgebra de Lie semisimple y 𝔠 ⊆ 𝔤 una subálgebra de Cartan. Si Δ es el
conjunto de todas las raı́ces relativas a dicha álgebra de Cartan entonces:

(1) Tenemos una descomposición como suma directa de subespacios complejos dada por

𝔤 = 𝔠 ⊕
⊕
𝛼∈Δ

𝔤𝛼.

(2) Si 𝛼, 𝛽 son raı́ces entonces [𝔤𝛼, 𝔤𝛽] ⊆ 𝔤𝛼+𝛽 .

(3) Los elementos asociados a las raı́ces que notamos ℎ𝛼 generan 𝔠 como espacio vectorial complejo.

(4) Si 𝛼 es una raı́z, los únicos múltiplos de 𝛼 que son raı́ces son 𝛼 y −𝛼.

(5) Si 𝛼 es una raı́z entonces el espacio 𝔤𝛼 tiene dimensión 1.

(6) Si 𝛼 es una raı́z entonces el morfismo 𝑠𝛼 : 𝔠 −→ 𝔠 dado por

𝑠𝛼 (𝑐) = 𝑐 − 2
𝛼(𝑐)
𝛼(ℎ𝛼)

ℎ𝛼

preserva Δ.

(7) Si 𝛼, 𝛽 ∈ Δ entonces 2 𝛼(ℎ𝛽 )
𝛼(ℎ𝛼 ) ∈ Z.

A continuación daremos las definiciones y propiedades básicas de un sistema de raı́ces en un espacio
vectorial real. Por las proposiciones previas se puede verificar como a partir de nuestra definición de raı́ces
en un álgebra semisimple compleja 𝔤 de la forma 𝔤 = 𝔨 ⊕ 𝑖𝔨 con 𝔨 compacta, podemos construir un sistema
de raı́ces reales en 𝔨 que cumple la siguiente definición.

Definición 5.3.19. Sea (𝐸, ⟨·, ·⟩) un espacio vectorial real de dimensión finita con producto interno. Decimos
que Δ es un sistema de raı́ces reales si se cumple que

(1) El conjunto Δ genera 𝐸 .

(2) Si 𝑥 ∈ Δ entonces los únicos múltiplos de 𝑥 en Δ son 𝑥 y −𝑥.

(3) Si 𝑥, 𝑦 ∈ Δ entonces

𝑦 − 2
⟨𝑦, 𝑥⟩
⟨𝑥, 𝑥⟩ 𝑥 ∈ Δ.

(4) Si 𝑥, 𝑦 ∈ Δ entonces 2 ⟨𝑦,𝑥⟩
⟨𝑥,𝑥⟩ ∈ Z.

Definición 5.3.20. Si (𝐸, ⟨·, ·⟩) un espacio vectorial real de dimensión finita con producto interno y Δ es un
sistema de raı́ces, decimos que Π ⊆ Δ es una base asociada al sistema de raı́ces (o simplemente base) si

(1) El conjunto Π es una base de 𝐸 .
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(2) Toda raı́z 𝑥 ∈ Δ se puede escribir como una combinación lineal de elementos de Δ solo utilizando
escalares enteros y de forma tal que todo elemento se puede escribir utilizando escalares mayores
iguales a cero o bien menores o iguales a cero.

Observación 5.3.21. Fijada una base Π vamos a notar como Δ+ (resp. Δ−) a los elementos de Δ que
se escriben como combinación lineal de elementos de Π solo utilizando escalares no negativos (resp. no
positivos). Como cero nunca es una raı́z, tenemos la unión disjunta:

Δ = Δ+ ∪ Δ− .

Para volver a nuestro caso de interés vamos a citar el Teorema 6.11 del libro de Knapp [40]. Con este
resultado vamos a construir un sistema de raı́ces reales en nuestro álgebra de Lie compacta a partir del
sistema de raı́ces asociado a un subálgebra de Cartan de la complexificación.

Teorema 5.3.22. Sean 𝔨 un álgebra de Lie compacta, 𝔤 su complexificación y 𝔠 ⊆ 𝔤 una subálgebra de
Cartan de forma tal que 𝔠 = 𝔥 ⊕ 𝑖𝔥 con 𝔥 ⊆ 𝔨 abeliana maximal. Si Δ es un sistema de raı́ces en 𝔤 asociado
a 𝔠 entonces podemos escribir a 𝔨 como

𝔨 =
∑︁
𝛼∈Δ
R𝑖𝐻𝛼 +

∑︁
𝛼∈Δ
R(𝑥𝛼 − 𝑥−𝛼) +

∑︁
𝛼∈Δ
R𝑖(𝑥𝛼 + 𝑥−𝛼),

donde 𝑥𝛼 ∈ 𝔤𝛼, son elementos que satisfacen las siguientes propiedades
(1) [𝑥𝛼, 𝑥−𝛼] = 𝐻𝛼.

(2) [𝑥𝛼, 𝑥𝛽] = 0 si 𝛼 + 𝛽 ≠ 0 y 𝛼 + 𝛽 ∉ Δ.

(3) [𝑥𝛼, 𝑥𝛽] = 𝑛𝛼,𝛽𝑥𝛼+𝛽 , con 𝑛𝛼,𝛽 ∈ R que satisfacen 𝑛𝛼,𝛽 = −𝑛−𝛼,−𝛽 .
Además este elección puede ser hecha de forma tal que 𝑥−𝛼 = (𝑥𝛼)∗.

Observación 5.3.23. Recordamos que 𝑖ℎ𝛼 = 𝐻𝛼 y si llamamos

𝑢𝛼 =
1
√

2
(𝑥𝛼 − 𝑥−𝛼) 𝑣𝛼 =

1
√

2
𝑖(𝑥𝛼 − 𝑥−𝛼),

como estos elementos generan 𝔨 como espacio vectorial real por el teorema anterior y cumplen las propie-
dades enunciadas en la Observación 5.3.18, tenemos que forman un sistema de raı́ces en 𝔨 como R-espacio
vectorial. En tal caso podemos quedarnos con una base Π y descomponer a Δ como Δ = Δ+ ∪Δ−. Tenemos
entonces la siguiente igualdad

𝔨 = 𝔥 ⊕
⊕
𝛼∈Δ+
R𝑢𝛼 ⊕

⊕
𝛼∈Δ+
R𝑣𝛼 = 𝔥 ⊕

⊕
𝛼∈Δ+

𝑍𝛼,

donde las sumas directas son de subespacios ortogonales para el producto interno dado por el opuesto de la
forma de Killing y 𝑍𝛼 = R𝑢𝛼 ⊕ R𝑣𝛼. Además, se deducen del teorema previo las igualdades

[ℎ, 𝑢𝛼] = 𝛼(ℎ)𝑣𝛼 [ℎ, 𝑣𝛼] = −𝛼(ℎ)𝑢𝛼 [𝑢𝛼, 𝑣𝛼] = ℎ𝛼. (5.3)

Notamos que los elementos de la forma ℎ𝛼 con 𝛼 ∈ Π generan el álgebra abeliana maximal 𝔥 ⊆ 𝔨.
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Para 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔨 vamos a notar como 𝑥 ⊗ 𝑦 a la aplicación lineal dada por (𝑥 ⊗ 𝑦)𝑧 = ⟨𝑧, 𝑦⟩𝑥. Con esta
notación tenemos además que para ℎ ∈ 𝔥

adℎ =
∑︁
𝛼∈Δ+

𝛼(ℎ) (𝑣𝛼 ⊗ 𝑢𝛼 − 𝑢𝛼 ⊗ 𝑣𝛼) =
∑︁
𝛼∈Δ+

𝛼(ℎ)𝑇𝛼, (5.4)

donde 𝑇𝛼 = (𝑣𝛼 ⊗ 𝑢𝛼 − 𝑢𝛼 ⊗ 𝑣𝛼). Esta igualdad se puede verificar fácilmente viendo que ambos términos
coinciden en todos los elementos de 𝔨, los de la forma 𝑢𝛼 y los de la forma 𝑣𝛼. Observamos además que si
𝛼 ≠ 𝛽 entonces 𝑇𝛼𝑇𝛽 = 0 y

𝑇2
𝛼 = −(𝑢𝛼 ⊗ 𝑢𝛼 + 𝑣𝛼 ⊗ 𝑣𝛼) = −𝑃𝛼.

Resulta ası́ que 𝑃𝛼 es una proyección ortogonal en un espacio 2-dimensional en (𝔨, ⟨·, ·⟩). En tal caso
ad2

ℎ = −∑
𝛼 𝛼(ℎ)2𝑃𝛼 y los autovalores de adℎ son {±𝑖𝛼(ℎ) : 𝛼 ∈ Δ+}.

Observación 5.3.24. Dado que ya hemos probado la existencia de un sistema de raı́ces reales, volveremos
a trabajar con un algebra de Lie reductiva real, es decir, volveremos a tener en cuenta el centro. Para aliviar
notación, llamaremos 𝔤 a dicha álgebra real y será 𝔤 = 𝑍 (𝔤) ⊕ 𝔨. Cuando estemos trabajando con un producto
interno, este será el dado por el opuesto de la forma de Killing extendido al centro del álgebra, el cual fue
construido en la Observación 5.2.17. Nos referiremos a este producto interno como el de Frobenius, ya que
en el contexto del álgebra de Lie de las matrices unitarias coincide con el mismo.

Por otra parte, una raı́z es un elemento 𝛼 ∈ 𝔨∗, pero podemos pensarla en 𝔤∗ simplemente extendiendo
el funcional para que valga cero en el centro del álgebra.

A continuación generalizaremos los resultados que fueron obtenidos en capı́tulos previos en 𝔲n y 𝔰𝔲n

para el contexto de un álgebra de Lie reductible. Estos resultados son originales y fueron publicados en [48].

Lema 5.3.25 (Funcionales que realizan la norma). Sea | · | una norma de Finsler Ad-invariante en un álgebra
de Lie reductiva 𝔤. Sean 𝑣 ∈ 𝔤 no nulo y 𝜑 ∈ 𝔤∗ un funcional que realiza la norma de 𝑣, entonces:

(1) 𝜑( [𝑥, 𝑣]) = 0 ∀ 𝑥 ∈ 𝔤.

(2) 𝜑( [𝑥, [𝑥, 𝑣]) ≤ 0 ∀ 𝑥 ∈ 𝔤.

(3) Existe 𝑧 ∈ 𝔤 que cumple 𝜑(𝑥) = ⟨𝑧, 𝑥⟩ = (ad𝑧 | ad𝑥) para todo 𝑥 ∈ 𝔨, donde ⟨·, ·⟩ es el producto interno
dado por el opuesto de la forma de Killing extendido como hicimos al final de la sección previa (ver
Observación 5.2.17) y (·|·) es el de Frobenius.

(4) Si 𝑔 ∈ 𝐺 y consideramos 𝜓 = ⟨Ad𝑔 𝑧, ·⟩ entonces ∥𝜓∥ = ∥𝜑∥, donde 𝜑 es el funcional del ı́tem previo.

(5) Si 𝑧 es como en (3) entonces [𝑧, 𝑣] = 0.

Demostración. Notamos que los ı́tems (1), (2) y (5) de este lema se prueban igual que en el Lema 3.1.4. La
existencia de 𝑧 es una consecuencia inmediata de que el opuesto de la forma de Killing define un producto
interno real en un álgebra de Lie compacta y de que ⟨𝑧, 𝑥⟩ = −𝔅(𝑧, 𝑥) = −Tr(ad𝑧 ad∗𝑥) = Tr(ad𝑧 ad𝑥) =
(ad𝑧 | ad𝑥), donde usamos que ad𝑥 es antihermitiano. Para ver (4) notamos que

𝜓(𝑤) = ⟨Ad𝑔 𝑧, 𝑤⟩ = ⟨𝑧,Ad−1
𝑔 𝑤⟩ = 𝜑(Ad𝑔−1 𝑤) ≤ ∥𝜑∥| Ad𝑔−1 𝑤 | = ∥𝜑∥|𝑤 |

donde usamos que la norma es Ad-invariante en 𝔤, luego ∥𝜓∥ ≤ ∥𝜑∥. Con una demostración similar
obtenemos la otra desigualdad. □
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A continuación daremos un lema que usaremos repetidamente en esta sección, para una demostración
del mismo, ver §2,3.Proposición 10 en [19].

Lema 5.3.26. Sean 𝔨 un álgebra de Lie real compacta y 𝑣, 𝑧 ∈ 𝔨 tales que [𝑣, 𝑧] = 0 entonces existe 𝔥 ⊆ 𝔨,
una subálgebra abeliana maximal, que contiene a 𝑣 y a 𝑧.

Definición 5.3.27. Sean 𝜑 = ⟨𝑧, ·⟩ ∈ 𝔨∗ un funcional que realiza la norma de cierto 𝑣 ∈ 𝔨 como en el Lema
5.3.25, 𝔥 un álgebra abeliana maximal que contiene a 𝑣 y a 𝑧 (cuya existencia la garantiza el lema previo) y
Δ+ el conjunto de raı́ces positivas, definimos

supp(𝑣) = {𝛼 ∈ Δ+ : 𝛼(𝑣) ≠ 0},

es decir, el conjunto de raı́ces que soportan a 𝑣, de forma análoga definimos supp(𝑧). Observamos que

supp(𝑣)𝑐 = {𝛼 ∈ Δ+ : 𝛼(𝑣) = 0} = {𝛼 ∈ Δ+ : [𝑣, 𝑢𝛼] = 0 = [𝑣, 𝑣𝛼]}

por (5.3). Vamos a considerar el subespacio 𝑆𝑣 =
⊕

𝛼∈supp(𝑣) 𝑍𝛼 y denotar como 𝑃𝑣 : 𝔨 → 𝑆𝑣 a la
proyección ortogonal en 𝑆𝑣 .

Observación 5.3.28 (Funcionales que realizan la norma y subálgebras de Cartan). Sean 𝑧, 𝑣 ∈ 𝔨 con
[𝑣, 𝑧] = 0, consideramos una subálgebra de Cartan 𝔥 ⊂ 𝔨 que contenga a 𝑧 y a 𝑣. Por (5.4) y el Lema 5.3.25
tenemos que

⟨𝑧, 𝑣⟩ = (ad𝑧 | ad𝑣) = −Tr(ad𝑧 ◦ ad𝑣) =
∑︁
𝛼

𝛼(𝑧)𝛼(𝑣) Tr(𝑃𝛼) = 2
∑︁
𝛼

𝛼(𝑧)𝛼(𝑣).

Tomamos 𝑤 ∈ 𝔨 y lo escribimos como 𝑤 = 𝑤0 +
∑

𝛼 𝑎𝛼𝑢𝛼 + 𝑏𝛼𝑣𝛼 con 𝑤0 ∈ 𝔥 y entonces por (5.3)

[𝑧, 𝑤] =
∑︁

𝛼∈supp(𝑧)
𝛼(𝑧) (𝑎𝛼𝑣𝛼 − 𝑏𝛼𝑢𝛼) [𝑤, 𝑣] =

∑︁
𝛼∈supp(𝑣)

𝛼(𝑣) (−𝑎𝛼𝑣𝛼 + 𝑏𝛼𝑢𝛼).

En tal caso usando en Lema 5.3.25, si 𝜑 realiza la norma de 𝑣, se sigue que

−
∑︁

𝛼∈supp(𝑣)∩supp(𝑧)
𝛼(𝑧)𝛼(𝑣) (𝑎2

𝛼 + 𝑏2
𝛼) = ⟨[𝑧, 𝑤], [𝑤, 𝑣]⟩ = 𝜑( [𝑤, [𝑤, 𝑣]]) ≤ 0. (5.5)

Tomando 𝑤 = 𝑢𝛼, se sigue que si 𝜑 = ⟨𝑧, ·⟩ realiza la norma de 𝑣, entonces

𝛼(𝑧)𝛼(𝑣) ≥ 0 para todo 𝛼 ∈ Δ+. (5.6)

Lema 5.3.29. Sean | · | una norma de Finsler Ad-invariante en 𝔤, 𝑣, 𝑧 ∈ 𝔤, 𝜑 = ⟨𝑧, ·⟩ ∈ 𝔤∗ un funcional que
realiza la norma de 𝑣 ∈ 𝔤 y 𝐹𝜑 ⊂ 𝔤 la cara asociada al funcional 𝜑. Si escribimos 𝑣 = 𝑣0 + 𝑣1, 𝑧 = 𝑧0 + 𝑧1 ∈
𝑍 (𝔤) ⊕ 𝔰 y consideramos una subálgebra de Cartan 𝔥 ⊆ 𝔨 que contiene a 𝑣1 y a 𝑧1 y una raı́z 𝛼 ∈ Δ+.
Entonces

(1) Si 𝛼 ∈ supp(𝑣1)𝑐 ∩ supp(𝑧1) entonces existe 𝜓 ≠ 𝜑 que realiza la norma de 𝑣.

(2) Si 𝛼 ∈ supp(𝑣1) ∩ supp(𝑧1)𝑐 entonces 𝐹𝜑 no es un singleton.
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Demostración. Sea ker𝛼 = {ℎ𝛼}⊥ ⊂ 𝔥, consideramos la descomposición

𝔨 = Rℎ𝛼 ⊕ ker𝛼 ⊕ 𝑍𝛼 ⊕
⊕
𝛽≠𝛼

𝑍𝛽

donde cada sumando es ortogonal respecto a la forma de Killing y la suma de los dos primeros subespacios
es 𝔥. Sea |𝛼 |2 = 𝛼(ℎ𝛼), escribimos:

𝑣 = 𝑣0 +
𝛼(𝑣)
|𝛼 |2

ℎ𝛼 + 𝑣⊥ 𝑧 = 𝑧0 +
𝛼(𝑧)
|𝛼 |2

ℎ𝛼 + 𝑧⊥. (5.7)

donde ℎ𝛼 ⊥ 𝑣⊥ ∈ 𝔥 y ℎ𝛼 ⊥ 𝑧⊥ ∈ 𝔥. Luego

|𝑣 | = ⟨𝑧, 𝑣⟩ = ⟨𝑣0, 𝑧0⟩𝑍 + 𝛼(𝑣)𝛼(𝑧)
|𝛼 |2

+ ⟨𝑣⊥, 𝑧⊥⟩.

Por el Lema B.1 de [52] existe 𝑔 ∈ 𝐾 (el grupo de Lie conexo semisimple que integra 𝔨) tal que 𝑧′ = Ad𝑔 𝑧1

verifica:

𝛼(𝑧′) = 0,

𝑧1 y 𝑧′ tienen la misma componente en ker𝛼,

las componentes de 𝑧1 y 𝑧′ en ⊕𝛽≠𝛼𝑍𝛽 tienen la misma norma.

Luego tenemos que:

𝑧′′ = Ad𝑔 (𝑧) = 𝑧0 + 𝑧′ = 𝑧0 + 0 + 𝑧⊥ + 𝑎𝛼𝑢𝛼 + 𝑏𝛼𝑣𝛼 + 0 ∈ 𝑍 (𝔤) ⊕ Rℎ𝛼 ⊕ ker𝛼 ⊕ 𝑍𝛼 ⊕ ⊕𝛽≠𝛼𝑍𝛽 , (5.8)

dado que la componente de 𝑧 en ⊕𝑍𝛼 era nula. Observamos que si 𝜓 = ⟨𝑧′′, ·⟩, luego 𝜓 = 𝜑◦Ad𝑔−1 entonces
∥𝜓∥ = ∥𝜑∥ = 1 por el Lema 5.3.25, y

𝜓(𝑣) = ⟨𝑧′′, 𝑣⟩ = ⟨𝑧0, 𝑣0⟩𝑍 + 0 + ⟨𝑣⊥, 𝑧⊥⟩ = ⟨𝑧, 𝑣⟩ = |𝑣 |,

ya que 𝛼(𝑣) = 0. En conclusión, 𝜓 realiza la norma de 𝑣. Como 𝛼(𝑧) ≠ 0, tenemos que 𝑧 ≠ 𝑧′′ y luego
𝜓 ≠ 𝜑. Para ver (2) vamos a hacer los mismo pero ahora con 𝑣: existe 𝑔 ∈ 𝐾 de forma tal que, si 𝑣′ = Ad𝑔 𝑣
(en tal caso |𝑣′ | = |𝑣 |) se verifica

𝑣′ = 𝑣0 + 0 + 𝑣1 + 𝑥𝛼𝑢𝛼 + 𝑦𝛼𝑣𝛼 + 0.

Entonces
𝜑(𝑣′) = ⟨𝑧, 𝑣′⟩ = ⟨𝑧0, 𝑣0⟩𝑍 + ⟨𝑣⊥, 𝑧⊥⟩ = |𝑣 | = |𝑣′ |

dado que 𝛼(𝑧) = 0, lo cual prueba que {𝑣, 𝑣′} ⊂ 𝐹𝜑 . Como 𝛼(𝑣) ≠ 0, tenemos que 𝑣 ≠ 𝑣′ lo cual prueba
(2) y finaliza la demostración. □

Definición 5.3.30. Dado un funcional 𝜑 = ⟨𝑧0 + 𝑧1, ·⟩ ∈ 𝔤∗ que realiza la norma de 𝑣 = 𝑣0 + 𝑣1, 𝔥 una
subálgebra de Cartan de 𝔨 que contiene a 𝑣1 y a 𝑧1 y Δ+ un sistema de raı́ces asociado. Decimos que 𝜑 es
adaptado a 𝑣 si para cada 𝛼 ∈ Δ+ tenemos que 𝛼(𝑣) = 0 implica que 𝛼(𝑧) = 0.
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Observación 5.3.31. Decimos que un elemento 𝑣 es regular si su centralizador definido como

𝔤𝑥 = {𝑦 ∈ 𝔤 : [𝑥, 𝑦] = 0},

es de dimensión minimal con respecto a las dimensiones de todos los centralizadores de elementos del
álgebra. Si bien no vamos a necesitar usar elementos regulares para nuestros resultados, aportan a la
comprensión del tema. Si construimos una subálgebra de Cartan como en la definición anterior tenemos
que si 𝑣 es regular hay un único sistema de raı́ces asociado y supp(𝑣) = Δ+ (de hecho esto es equivalente
a ser regular). En tal caso se puede ver que todo funcional que realiza la norma de 𝑣 es adaptado a 𝑣. Las
demostraciones de estos resultados pueden ser encontradas en [19].

Observación 5.3.32. En el caso del grupo unitario establecimos la existencia de ciertos funcionales espe-
ciales (ver Teorema 3.1.18). Estos funcionales que realizan la norma de un vector 𝑣 ∈ 𝔲n son exactamente
los funcionales adaptados. Dicha construcción fue hecha a partir de promediar elementos y este promedio
pudo ser hecho por la siguiente propiedad: dadas dos matrices diagonales 𝐷1, 𝐷2 ∈ 𝔲n que tienen los
mismos elementos en la diagonal (pero eventualmente permutados) existe una matriz unitaria𝑈 ∈ Un para
la cual 𝐷1 = Ad𝑈 𝐷2. Si consideramos 𝔥 ⊆ 𝔲n la subálgebra de Cartan formada por las matrices diagonales,
tenemos que un sistema de raı́ces positivas asociado es el dado por las matrices de la forma 𝑖𝐸𝑘,𝑘 − 𝑖𝐸𝑙,𝑙,
con 𝑘 < 𝑙. Lo que podemos ver en forma general es que: vamos a poder construir los funcionales adaptados
con argumentos similares a los del Teorema 3.1.13 si el grupo 𝐺 actúa sobre un sistema de raı́ces mediante
la acción adjunta de forma transitiva.

Dado que en muchos casos tenemos que las raı́ces asociadas a un álgebra de Cartan no tienen la
misma longitud, este método no va a poder ser utilizado en forma general. Para visualizar este fenómeno
consideramos el grupo de Lie 𝑆𝑂 (5) de matrices de 5 × 5 ortogonales de determinante 1 cuyo álgebra de
Lie es 𝔰𝔬5 formada por las matrices de 5 × 5 antisimétricas. Dicha álgebra de Lie es compacta, por lo cual
el opuesto de la forma de Killing define un producto interno Ad-invariante en la misma. Una álgebra de
Cartan 𝔥 en 𝔰𝔬5 es la generada por las matrices 𝐻1 = 𝐸1,2 − 𝐸2,1 y 𝐻2 = 𝐸3,4 − 𝐸4,3, si 𝜖1, 𝜖2 es la base dual
de 𝔥 tenemos un sistema de raı́ces dado por:

Δ = {±𝜖1,±𝜖2,±(𝜖1 + 𝜖2),±(𝜖1 − 𝜖2)},

en este caso tenemos las raı́ces ±𝜖1,±𝜖2 son cortas y ±(𝜖1 + 𝜖2),±(𝜖1 − 𝜖2) son raı́ces largas. Si tomamos
la norma inducida por el opuesto de la forma de Killing tendremos que las raı́ces cortas miden 1 y las
largas miden 2, como la norma es Ad-invariante, tendremos que el grupo 𝑆𝑂 (5) no puede actuar de forma
transitiva sobre las raı́ces.

Si bien no podemos aplicar las mismas ideas del Teorema 3.1.18, podemos probar la existencia de
funcionales adaptados con otra estrategia, la cual se muestra en el siguiente lema:

Lema 5.3.33. Para cada 𝑣 ≠ 0 en 𝔤 existe al menos un funcional 𝜑𝑣 = ⟨𝑧𝑣 , ·⟩ adaptado a 𝑣. Si la norma es
suave en 𝑣, el único funcional que realiza la norma de 𝑣 debe ser adaptado.

Demostración. Consideramos el conjunto 𝐶𝑣 = {𝑤 ∈ 𝔤 : 𝜑 = ⟨𝑤, ·⟩ realiza la norma de 𝑣}, este conjunto
es compacto (ya que es cerrado y acotado), no vacı́o por Hahn-Banach y claramente convexo. Sea 𝑧𝑣 ∈ 𝐶𝑣

un elemento minimal para la norma de Frobenius i.e. ∥𝑧𝑣 ∥𝐹 =
√︁
⟨𝑧𝑣 , 𝑧𝑣⟩ ≤ ∥𝑤∥𝐹 para todo 𝑤 ∈ 𝐶𝑣 .
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La existencia de este elemento se debe a que 𝐶𝑣 es compacto y convexo, además 𝑧𝑣 ≠ 0 ya que realiza
la norma de 𝑣. Este elemento es además único en 𝐶𝑣 ya que si existieran dos elementos 𝑧𝑣 , 𝑧′𝑣 ∈ 𝐶𝑣 de
norma de Frobenius minimal en 𝐶𝑣 , su media aritmética también pertenecerı́a a 𝐶𝑣 y tendrı́a norma de
Frobenius estrictamente menor (ya que la norma de Frobenius es estrictamente convexa) lo cual contradice
la minimalidad.

Escribimos 𝑣 = 𝑣0 + 𝑣1, 𝑧𝑣 = 𝑧0 + 𝑧1 ∈ 𝑍 (𝔤) ⊕ 𝔨 y sea 𝔥 un álgebra abeliana maximal que contiene a
𝑣1, 𝑧1. Consideramos Δ+ un sistema de raı́ces positivas con respecto a dicha álgebra de Cartan y afirmamos
que 𝜑 = ⟨𝑧𝑣 , ·⟩ es un funcional adaptado a 𝑣.

Sea 𝛼 ∈ Δ+ tal que 𝛼(𝑣) = 0, en tal caso será 𝛼(𝑣1) = 0 (dado que 𝛼(𝑣0) = 0 por definición)
escribimos a 𝑣 y 𝑧𝑣 como en (5.7); luego 𝑣1 = 𝑣⊥ y afirmamos que 𝑧1 = 𝑧⊥. Si no fuese ası́, tendrı́amos que
𝛼 ∈ supp(𝑣1)𝑐 ∩ supp(𝑧1) y luego, como en la demostración del Lema 5.3.29, existe 𝑔 ∈ 𝐺 tal que

Ad𝑔 (𝑧𝑣) = 𝑧0 + 𝑧⊥ + 𝑤𝛼,

con 𝑤𝛼 ∈ 𝑍𝛼. Sea 𝜓 = ⟨Ad𝑔 𝑧, ·⟩, entonces 𝜓 también realiza la norma de 𝑣. Como la norma de Frobenius
es Ad-invariante, se sigue que ∥ Ad𝑔 𝑧𝑣 ∥𝐹 = ∥𝑧𝑣 ∥𝐹 y por la unicidad vista previamente, tenemos que:

𝑧0 + 𝑧⊥ + 𝑤𝛼 = Ad𝑔 𝑧𝑣 = 𝑧𝑣 = 𝑧0 +
𝛼(𝑧1)
|𝛼 |2

+ 𝑧⊥.

Esto es posible solo si 𝑤𝛼 = 𝛼(𝑧1) = 0, lo cual es una contradicción. Se sigue que 𝑧1 = 𝑧⊥ y luego
𝛼(𝑧1) = 𝛼(𝑧) = 0, lo cual prueba la primera parte de la afirmación. Si la norma es suave, el conjunto 𝐶𝑣

es un singleton y luego 𝐶𝑣 = {𝑧𝑣}. En tal caso, el único funcional 𝜑 que realiza la norma de 𝑣, debe ser
adaptado a 𝑣. □

Teorema 5.3.34. Sean 𝑣 = 𝑣0 + 𝑣1, 𝑧 = 𝑧0 + 𝑧1 ∈ 𝔤 = 𝑍 (𝔤) ⊕ 𝔨, 𝜑 = ⟨𝑧, ·⟩ un funcional que realiza la norma
de 𝑣 y 𝔥 una subálgebra de Cartan que contiene a 𝑣1, 𝑧1. Luego 𝜑( [𝑥, [𝑥, 𝑣]]) = 0 si y solo si [𝑃𝑣1𝑥, 𝑧] = 0
(ver Definición 5.3.27). En este caso

(1) Si 𝜑 es un funcional adaptado a 𝑣 entonces [𝑥, 𝑧] = 0.

(2) Si existe un único funcional que realiza la norma de 𝑣 entonces [𝑥, 𝑧] = 0.

(3) Si 𝐹𝜑 = {𝑣} entonces [𝑥, 𝑣] = 0.

Demostración. Para que la demostración sea menos técnica vamos a asumir que 𝑥 ∈ 𝔨, dado que todos los
enunciados involucran conmutadores, se puede demostrar de la misma forma el caso general.

Comenzamos utilizando el Teorema 5.3.22 y la observación que está a continuación del mismo para
escribir

𝑥 = 𝑥𝑘 +
∑︁
𝛼∈Δ+

𝑥𝛼𝑢𝛼 + 𝑦𝛼𝑣𝛼,

en tal caso al aplicar 𝑃𝑣1 obtenemos

𝑃𝑣1𝑥 =
∑︁

𝜎∈supp(𝑣)
𝑥𝛼𝑢𝛼 + 𝑦𝛼𝑣𝛼,

notamos además que el mismo procedimiento que hicimos con 𝑥 lo podemos hacer con 𝑧. Observamos que:

[𝑃𝑣1𝑥, 𝑧] =
∑︁

𝛼∈supp(𝑣)
𝑥𝛼 [𝑢𝛼, 𝑧] + 𝑦𝛼 [𝑣𝛼, 𝑧] =

∑︁
𝛼∈supp(𝑣)

𝛼(𝑧) (𝑦𝛼𝑢𝛼 − 𝑥𝛼𝑣𝛼),
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donde usamos (5.3), luego
∥ [𝑃𝑣1𝑥, 𝑧] ∥2

𝐹 =
∑︁

𝛼∈supp(𝑣)
𝛼(𝑧)2(𝑥2

𝛼 + 𝑦2
𝛼), (5.9)

entonces [𝑃𝑣1𝑥, 𝑧] = 0 si y solo si 𝛼(𝑧) (𝑥2
𝛼 + 𝑦2

𝛼) = 0 para todo 𝛼 ∈ supp(𝑣). Por la ecuación (5.5), tenemos
que

−
∑︁

𝛼∈supp(𝑣)∩supp(𝑧)
𝛼(𝑧)𝛼(𝑣) (𝑥2

𝛼 + 𝑦2
𝛼) = 𝜑( [𝑥, [𝑥, 𝑣]]).

Luego, la condición [𝑃𝑣1𝑥, 𝑧] = 0 implica que 𝜑( [𝑥, [𝑥, 𝑣]]) = 0. Por otro lado si 𝜑( [𝑥, [𝑥, 𝑣]]) = 0 entonces

0 =
∑︁
𝛼

𝛼(𝑧)𝛼(𝑣) (𝑥2
𝛼 + 𝑦2

𝛼),

como 𝛼(𝑣)𝛼(𝑧) ≥ 0 para todo 𝛼 por la ecuación (5.6), debe ser

𝛼(𝑣)𝛼(𝑧) (𝑥2
𝛼 + 𝑦2

𝛼) = 0 ∀𝛼 ∈ Δ+. (5.10)

Para los 𝛼 ∈ supp(𝑣) podemos cancelar el factor 𝛼(𝑣) y obtenemos que

𝛼(𝑧) (𝑥2
𝛼 + 𝑦2

𝛼) = 0 ∀𝛼 ∈ supp(𝑣),

mirando la ecuación (5.9), se sigue que [𝑃𝑣1𝑥, 𝑧] = 0.
Para ver (1) observamos que

∥ [𝑥, 𝑧] ∥2
𝐹 =

∑︁
𝛼∈supp(𝑧)

𝛼(𝑧)2(𝑥2
𝛼 + 𝑦2

𝛼).

Si 𝛼(𝑣) ≠ 0 entonces por (5.10) tenemos que 𝛼(𝑧) (𝑥2
𝛼 + 𝑦2

𝛼) = 0, y entonces

∥ [𝑥, 𝑧] ∥2
𝐹 =

∑︁
𝛼∈supp(𝑣)𝑐 ∩ supp(𝑧)

𝛼(𝑧)2(𝑥2
𝛼 + 𝑦2

𝛼). (5.11)

Si 𝜑 es un funcional adaptado a 𝑣, esta intersección es vacı́a y entonces [𝑥, 𝑧] = 0. El ı́tem (2) se sigue de
forma inmediata del Lema previo. Veamos (3), para ello suponemos que 𝐹𝜑 = {𝑣} y escribimos

∥ [𝑥, 𝑣] ∥2
𝐹 =

∑︁
𝛼∈supp(𝑣)

𝛼(𝑣)2(𝑥2
𝛼 + 𝑦2

𝛼).

Sea 𝛼 ∈ Δ+, si 𝛼(𝑣) = 0, el término asociado a 𝛼 no va a estar en la suma. Si 𝛼(𝑣) ≠ 0, debe ser 𝛼(𝑧) ≠ 0
(ya que sino por el Lema 5.3.29 la cara no serı́a un singleton), luego por la ecuación (5.10) tenemos que
𝑥2
𝛼+ 𝑦2

𝛼 = 0 y entonces el término que involucra a 𝛼 va a dar cero en la suma. Se concluye que [𝑥, 𝑣] = 0. □

Observación 5.3.35. Notamos que el teorema previo es la versión generalizada del Teorema 3.1.13. De-
cidimos incluir ambas demostraciones en este trabajo ya que se puede observar como en el grupo Un la
demostración es mas elemental (pero mas larga), mientras que en la versión abstracta es claramente mas
corta, pero utiliza toda la maquinaria del sistema de raı́ces asociado a una subálgebra de Cartan.

A continuación vamos a incluir los resultados relacionados con la curvatura seccional en un álgebra
de Lie compacta con una norma de Finsler Ad-invariante. Dado que las demostraciones son análogas a las
hechas en 𝔲n y pueden encontrarse en [48], decidimos no incluirlas en esta sección.
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Definición 5.3.36. Sean 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤, definimos

𝑆(𝑥, 𝑦) = 6|𝑦 − 𝑥 |2 lı́m
𝑟→0+

𝑟 |𝑦 − 𝑥 | − dist(𝑒𝑟 𝑥 , 𝑒𝑟 𝑦)
𝑟2 dist(𝑒𝑟 𝑥 , 𝑒𝑟 𝑦)

.

Proposición 5.3.37. Sean 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤, entonces

1
6
|𝑦 − 𝑥 |𝑆(𝑥, 𝑦) = lı́m

𝑠→0+

|𝑦 − 𝑥 | − |(𝑦 − 𝑥) + 1
48 𝑠[𝑥 + 𝑦, [𝑥, 𝑦]] |

𝑠

= −1
4

máx
𝜑∈𝑁𝑦−𝑥

𝜑( [𝑦, [𝑦, 𝑦 − 𝑥]]) = −1
4

máx
𝜑∈𝑁𝑦−𝑥

𝜑( [𝑥, [𝑥, 𝑦 − 𝑥]]) ≥ 0.

Teorema 5.3.38. Si la distancia en 𝐺 es estrictamente convexa, entonces 𝑆(𝑥, 𝑦) = 0 implica [𝑥, 𝑦] = 0.

Teorema 5.3.39 (Secciones planas). Sean 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤. Consideramos las siguientes afirmaciones:
(1) 𝜑( [𝑥, [𝑥, 𝑦]]) = 0 para todo 𝜑 que realiza la norma de 𝑦 − 𝑥.

(2) Para 𝑠 > 0 suficientemente chico, el camino 𝑠−1𝐵𝐶𝐻 (𝑠𝑦,−𝑠𝑥) está dentro de cierta cara de la esfera
𝐹𝜑 de radio |𝑦 − 𝑥 | que contiene a 𝑦 − 𝑥.

(3) Para 𝑠 ≥ 0 suficientemente pequeño, dist(𝑒𝑠𝑥 , 𝑒𝑠𝑦) = 𝑠 |𝑦 − 𝑥 |.

(4) 𝑆(𝑥, 𝑦) = 0.

(5) 𝜑( [𝑥, [𝑥, 𝑦]]) = 0 para cierto 𝜑 que realiza la norma de 𝑦 − 𝑥.
Luego (1) ⇔ (2) ⇔ (3) ⇒ (4) ⇔ (5). Además

a) Si existe un único funcional que realiza la norma de 𝑦 − 𝑥 (i.e. la norma es suave en 𝑦 − 𝑥), luego
todas las condiciones son equivalentes.

b) Si en (4) tenemos que 𝜑 es un funcional adaptado a 𝑦 − 𝑥, todas las condiciones son equivalentes.

c) Si en (4) tenemos que 𝐹𝜑 = {𝑦 − 𝑥} (en particular si la norma es estrictamente convexa), luego todas
las condiciones son equivalentes a [𝑥, 𝑦] = 0.

Corolario 5.3.40. Sean 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤 tales que 𝑦 − 𝑥 es regular entonces son equivalentes:
(1) 𝑆(𝑥, 𝑦) = 0.

(2) dist(𝑒𝑡 𝑥 , 𝑒𝑡 𝑦) = |𝑡𝑦 − 𝑡𝑥 | para 𝑡 ≥ 0 suficientemente chico.

Observación 5.3.41. El objetivo para la continuación de este trabajo es estudiar espacios homogéneos de
grupos con distancias bi-invariantes. Más especı́ficamente, si 𝐺 es grupo con una métrica de Finsler Ad-
invariante y 𝐾 es un subgrupo de𝐺 que actúa sobre𝐺, de forma invariante a izquierda, podemos considerar
la variedad 𝑀 ≃ 𝐺/𝐾 . Si asumimos que la métrica que se considera en 𝐺 es riemanniana, en [45] fue
probado que una curva 𝛾 ⊆ 𝐺 es corta cuando la proyectamos en 𝑀 si y solo si realiza la distancia entre
fibras de elementos del cociente. La idea, mediante los resultados de curvatura probados en [48], es probar
un resultado similar sin la hipótesis de que la métrica sea riemanniana.
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[14] C. J. Atkin: The Finsler geometry of groups of isometries of Hilbert space. J. Austral. Math. Soc. Ser.
A 42 (1987) no. 2, 196–222.

[15] R. Bhatia: Matrix analysis. Graduate Texts in Mathematics 169. Springer-Verlag, New York, 1997.

[16] Birkhoff, Garrett: Orthogonality in linear metric spaces. Duke Math. J. 1 (1935), no. 2, 169–172.

[17] F.F. Bonsall, J. Duncan: Numerical ranges of operators on normed spaces and of elements of normed
algebras. London Mathematical Society Lecture Note Series, 2. Cambridge University Press, London-
New York, 1971.

[18] N. Bourbaki: Lie groups and Lie algebras. Chapters 1-3. Translated from the French. Reprint of the
1989 English translation. Elements of Mathematics (Berlin). Springer-Verlag, Berlin, 1998.

[19] N. Bourbaki: Lie groups and Lie algebras. Chapters 7-9. Translated from the 1975 and 1982 French
originals by Andrew Pressley. Elements of Mathematics (Berlin). Springer-Verlag, Berlin, 2005.

[20] A. Brondsted: An introduction to the theory of convex polytopes. Translated from the English by K.
I. Oskolkov. Translation edited and with a preface by B. S. Kashin. “Mir”, Moscow, 1988. 240 pp

[21] D. Burago, Y. Burago, S. Ivanov: A course in metric geometry. Graduate Studies in Mathematics, 33.
American Mathematical Society, Providence, RI, 2001.

[22] F. Casas, A. Murua: An efficient algorithm for computing the Baker-Campbell-Hausdorff series and
some of its applications. Journal of Mathematical Physics 50, 033513, 2009.

[23] Clarke, Francis: Functional analysis, calculus of variations and optimal control. Graduate Texts in
Mathematics, 264. Springer, London, 2013.

[24] C. Conde, G. Larotonda: Manifolds of semi-negative curvature. Proc. Lond. Math. Soc. (3) 100
(2010), no. 3, 670–704.

[25] Coxeter, H.S.M. (1973): Regular Polytopes (3ed.). Dover Publications. 321p.ISBN 0-486-61480-8.

[26] C. E. Durán, L. E. Mata-Lorenzo, L. Recht: Metric geometry in homogeneous spaces of the unitary
group of a 𝐶∗-algebra. I. Minimal curves. Adv. Math. 184 (2004), no. 2, 342–366.

[27] C. E. Durán, L. E. Mata-Lorenzo, L. Recht: Metric geometry in homogeneous spaces of the unitary
group of a 𝐶∗-algebra. II. Geodesics joining fixed endpoints. Integral Equations Operator Theory 53
(2005), no. 1, 33–50.

[28] Dynkin, Eugene Borisovich (1947): Calculation of the coefficients in the Campbell–Hausdorff for-
mula. Doklady Akademii Nauk SSSR (in Russian). 57: 323–326.
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