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Geometria de Finsler de grupos con distancias bi-invariantes

El objetivo de esta tesis es estudiar la geometria de Finsler de grupos de Lie conexos G equipados con
una distancia bi-invariante

dist(kg, kh) = dist(g, h) = dist(gk, hk) Vg, h k € G

En el capitulo 2 estudiamos las normas de Finsler Ad-invariantes sobre las dlgebras de Lie u, y sup,
las cuales inducen distancias bi-invariantes sobre los grupos U, y SU, respectivamente. Demostramos
que dichas normas equivalen, via cortes mediante dlgebras de Lie abelianas maximales (MAB), a normas
simétricas en R". Esto nos permite ver ejemplos y propiedades de las mismas con mayor facilidad. Exhibimos
ademas una familia de normas de Finsler Ad-invariantes las cuales llamamos normas orbitales, las cuales
probamos que nos sirven de normas de control sobre la familia de todas las normas Ad-invariantes. Sobre
el final del mismo probamos que esencialmente todas las normas de Finsler Ad-invariantes que provienen
de un producto interno son, en su,, multiplos de la norma de Frobenius.

En el capitulo 3 estudiamos los funcionales que realizan la norma de un elemento 0 # V € u,, probando
que si ¢(V) = |V| entonces

e([X,[X,V]]) <0 VX €uy,

estudiamos ademads el caso de la igualdad llegando a la conclusion de que esta ocurre siy solo si [ X¢, N] =0,
donde Xc es la parte co-diagonal de X respecto a V' y N es tal que ¢(-) = (:|N)F (el producto interno
de Frobenius). Vemos ademds que en el caso de que la norma sea estrictamente convexa, la igualdad se
cumple si y solo si [X, V] = 0. Introducimos también la nocién de dual polar, diferenciacién de normas y
operadores disipativos, las cuales utilizamos para estudiar cuando vale la igualdad

V+[X, [X, V]l = V],

obteniendo que esta misma ocurre cuando V'y V + [ X, [X, V]] pertenecen a la misma cara de la esfera.

En el capitulo 4 mostramos que la una distancia bi-invariante en U,, obtenida a partir de una norma
de Finsler Ad-invariante en u, satisface la desigualdad d(eX,e¥) < |Y — X| y estudiamos el caso de la
igualdad. Introducimos en este mismo capitulo una nocién de curvatura seccional basada en el trabajo de
Milnor y probamos que para dicha nocién vale sec(X,Y) = 0 si y solo si [X, Y] = 0 para el caso de normas
estrictamente convexas. Estudiamos también el caso general donde obtenemos resultados conectados con
las desigualdades probadas en el capitulo previo.

En el capitulo 5 generalizamos los anteriores a grupos de Lie probando que un grupo de Lie G admite
una distancia bi-invariante si y solo si su dlgebra de Lie es reductiva. Esto nos da una descomposicién de
G como el producto de un grupo compacto y uno abeliano, extendiendo asi un resultado de Milnor en el
cual €l prueba lo mismo pero para el caso en el cual la distancia proviene de una métrica riemanniana en el
grupo de Lie.

Palabras clave: norma de Finsler Ad-invariante, mayorizacién, funcional que realiza la norma, métrica
bi-invariante , curvatura, métrica de Finsler, geodésica, grupo de Lie, norma unitariamente invariante.



Finsler geometry of groups with bi-invariant distances

The objective of this thesis is to study the Finsler geometry of connected Lie groups G equipped with a
bi-invariant distance
d(kg,kh) =d(g,h) =d(gk,hk) Vg,h keG.

In Chapter 2, we study Ad-invariant Finsler norms on the Lie algebras u, and su,, which induce bi-invariant
distances on the groups U,, and SU,,, respectively. We prove that these norms are equivalent, via cuts through
maximal abelian Lie subalgebras (MABs), to symmetric norms on R”. This allows us to more easily see
examples and properties of them. We also exhibit a family of Ad-invariant Finsler norms that we call orbit
norms, which we prove serve as controlling norms over the family of all Ad-invariant norms. Toward the
end of the chapter, we prove that essentially all Ad-invariant Finsler norms that arise from an inner product
are, on su, multiples of the Frobenius norm.

In Chapter 3, we study the norming functionals for a nonzero element V € u,, proving that if (V) = |V|
then

e([X,[X,V]]) <0 VX €uy,

and we also study the case of equality, reaching the conclusion that it holds if and only if [ X¢, N] = 0, where
Xc is the co-diagonal part of X with respect to V and N is such that ¢(-) = (:|N)f (the Frobenius inner
product). We also see that in the case where the norm is strictly convex, the equality holds if and only if
[X, V] = 0. In this chapter, we also introduce the notion of dual polar, norm differentiation, and dissipative
operators, which we use to study when the equality

IV +[X, [X, V]I = V],

holds, obtaining that this occurs when V and V + [ X, [ X, V]] belong to the same face of the sphere.

In Chapter 4, we show that a bi-invariant distance in U,, obtained from an Ad-invariant Finsler norm
in u, satisfies the inequality d(e*, e¥) < |Y — X| and we study the case of equality. We introduce a notion
of sectional curvature based on Milnor’s work and prove that for this notion, sec(X,Y) = 0 if and only if
[X,Y] = 0 in the case of strictly convex norms. We also study the general case, where we obtain results
connected to the inequalities proved in the previous chapter.

In Chapter 5, we generalize the previous results to Lie groups proving that a Lie group G admits a
bi-invariant distance if and only if its Lie algebra is reductive. This gives us a decomposition of G as the
product of a compact group and an abelian one, thus extending a result of Milnor in which he proves the
same but for the case where the distance comes from a Riemannian metric on the Lie group.

Keywords: Ad-invariant Finsler norm, majorization, norming functional, bi-invariant metric, curvature,
Finsler metric, geodesic, Lie group, unitarily invariant norm.
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Capitulo 1

Introduccion

En el trabajo de Milnor titulado “Curvatures of left invariant metrics on Lie groups”[55] y publicado en
1976, él estudia entre otras cosas la geometria de un grupo de Lie G cuando este mismo posee una métrica
riemanniana bi-invariante. Entre otras cosas, €l prueba que en este caso, el grupo debe ser isomorfo a un
subgrupo de R* x U, donde U, es el grupo de matrices unitarias de n X n con coeficientes complejos
y k € N. Esto motiva la pregunta natural de qué sucede en el caso de que la métrica no sea riemanniana
y esta es la pregunta que motiva este trabajo. Dado el resultado enunciado previamente, el ambiente mds
razonable para estudiar este problema es el del grupo unitario U,, cuyo algebra de Lie u, esta formada por
las matrices antihermitianas de n X n con coeficientes complejos. Se desprenden de esta forma dos dreas de
estudio intimamente relacionadas que son: el andlisis matricial sobre las normas Ad-invariantes en u, y por
otro lado, la geometria de U, cuando consideramos la métrica invariante a izquierda obtenida a partir de
una norma Ad-invariante en 1,. En este trabajo estudiamos el enfoque del anélisis matricial en los capitulos
2y 3, en los cuales incluimos los resultados originales publicados en [47], mientras que en los capitulos 4
y 5 nos centramos en la parte geométrica y los resultados publicados en [48].

Desde el punto de vista del andlisis matricial, decimos que una norma en M, (C) es fuertemente
invariante si cumple ||[UXV|| = ||X|| para todo X € M,,(C) y U,V € U,. Estas normas fueron estudiadas
y hay muchas publicaciones, tanto tedricas como numéricas, entorno a ellas. De hecho tienen muchas
aplicaciones tanto a la teoria de la informacién cuéntica (ver [33, 36, 57]) como al procesamiento de sefiales
via optimizacién convexa (ver [1, 9, 30, 64]). Por otro sobre las normas débilmente invariantes que son las
que satisfacen [[UXU*|| = ||X|| para todo X € M, (C) y U € U,, no hay tantos trabajos realizados, pero
podemos encontrar estudios sobre las mismas en [15], [45] y [46]. En esta tesis vamos a presentar resultados
originales sobre estas normas vistas en u,. Dado que en este contexto la accién de conjugacion coincide con
la accién adjunta del grupo de Lie U, sobre su dlgebra de Lie, vamos a llamar a estas normas Ad-invariantes.
Decidimos trabajar con normas de Finsler Ad-invariantes, es decir, cumplen que [1X| = 2| X| para 2 > 0
y no necesariamente para todo 4 € R. Esto nos va a dar mas generalidad y ejemplos, pero los resultados
siguen teniendo interés en el caso de normas completamente homogéneas.

En el Capitulo 2 vamos a introducir en detalle la nociéon de norma de Finsler Ad-invariante en u, y
daremos varios ejemplos. Uno de los mas importantes que mostraremos es el de las normas orbitales (ver
Proposicién 2.2.11), las cuales son una versién de las normas de Hofer introducidas en [46] adaptadas al
contexto de matrices. Estas, ademds de constituir un ejemplo de interés por si mismas, cumplen un rol



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

muy similar al de las normas Ky-Fan en el caso fuertemente invariante, con lo cual las proponemos como
las normas de control en la Observacién 2.2.20. Los otros resultados originales de esta capitulo son la
Proposicién 2.3.4, el Teorema 2.3.6 y el Teorema 2.3.8, los cuales nos permiten caracterizar una norma a
partir de mirar un corte de la misma con una subdlgebra abeliana maximal de 11, y su, respectivamente.

En el Capitulo 3 presentaremos los resultados mds importantes publicados en [47]. Realizaremos un
estudio detallado de los funcionales que realizan la norma de un cierto elemento llegando al Teorema 3.1.13,
en el cual caracterizamos los X para los cuales V + [X, [ X, V]] pertenece al hiperplano afin que soporta
a V en la esfera de la norma (extendiendo asi un resultado que es evidente para la norma de Frobenius).
Con demostraciones muy similares probamos que |V + [X, V]| > |V| para todo X € u, y cualquier norma
de Finsler Ad-invariante en el Teorema 3.4.4. Finalmente estudiamos el caso de la igualdad en el Teorema
3.5.3.

En el capitulo 4, nos vamos a centrar en estudiar el concepto de curvatura seccional en el contexto de
una métrica bi-invariante en U, inducida por una norma de Finsler Ad-invariante en 1. Dado que la nocién
de curvatura seccional definida en una variedad riemanniana depende fuertemente de tener un producto
interno, vamos a basarnos nuevamente en Milnor en [54, pag.101], donde describe la curvatura seccional
en forma intuitiva sin usar la métrica riemanniana y sé6lo utilizando distancias y normas. Esto nos lleva a la
siguiente igualdad:

rlly = x|lp — dist(exp,, (rx), exp, (ry))
r2 dist(exp,, (rx), exp,, (ry))

(Rp(x,9)y,x)p = 6lly = x|I3, lim,

la cual discutiremos y demostraremos en la seccién 4.1, para luego en la seccién 4.5 poder proponer
definicién para la curvatura seccional para nuestro caso, cuya buena definicion es consecuencia del Teorema
4.4.4 (también incluido en [48]). Esta definicién ya fue usada a nivel del estudio del signo (no del valor
concreto) en varios trabajos, como por ejemplo en [0]. Daremos también un resultado original incluido en
el Teorema 4.4.14, en el cual caracterizamos las secciones planas y finalmente aplicaremos los resultados
obtenidos para estudiar los dngulos de los tridngulos geodésicos en nuestra variedad en el Teorema 4.5.8.

En el Capitulo 5, vamos a trabajar en forma mds general y estudiar el caso de un grupo de Lie real y finito
dimensional G para el cual su dlgebra de Lie admite una norma Ad-invariante. Probaremos los resultados
mads importantes de [48]: el Teorema 5.2.15, el cual nos dice que si estamos en esta situacién entonces g
tiene que ser un dlgebra de Lie reductiva (i.e. la suma de un dlgebra de Lie semisimple con forma de Killing
definida negativa y su centro) y el Teorema 5.2.16, el cual nos dice que en dicho caso G = H X K donde H
es un subgrupo conexo y abeliano y K es un subgrupo compacto con centro finito.

Finalmente en la dltima seccion de este capitulo, repasaremos cémo se puede volver a interpretar los
resultados mds importantes de este trabajo en el contexto de un grupo de Lie cuya dlgebra de Lie es reductiva.
Esto seria bdsicamente generalizar los resultados probados en 1, y en su, a un dlgebra de Lie reductiva con
una norma de Finsler Ad-invariante. Las demostraciones son un poco mds técnicas, ya que dependen de la
construccion de un sistema de raices asociado a una subdalgebra de Cartan. Incluiremos las demostraciones
que son realmente distintas al caso original de esta tesis, las demds pueden ser encontradas en [48].



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Normas de Finsler

En esta seccién vamos a fijar notacion y probar algunos resultados conocidos para normas homogéneas
en el caso de normas de Finsler. Ademas, incluiremos algunos ejemplos y mostraremos una visualizacién
de como pensamos graficamente a los funcionales que realizan la norma de un cierto elemento.

Definicion 2.1.1. Sea E un R-espacio vectorial de dimensién n. Una norma de Finsler en E es una aplicacion
|-|: E — Rsq que satisface

(1) |X| =0siysolosi X =0 (no degenerada),
(2) | X +Y]| < |X|+]Y]| (subaditiva),
(3) |AX| = A|X| para todo A € R (positivamente homogénea).

Definicion 2.1.2 (Estrictamente convexa). Decimos que una norma de Finsler en un espacio vectorial E es
estrictamente convexa si para X,Y # 0, la igualdad

X +Y|=|X]|+[Y]|
implica que existe una constante ¢ > 0 de forma tal que ¥ = cX.

Es importante observar que toda norma completamente homogénea en E es en particular una norma de
Finsler, para facilitar la lectura, notaremos como | - | a las normas de Finsler en £ y como || - || a las normas
en el sentido usual. Cuando trabajemos en E’, el dual de E, notaremos ||¢|| a la norma de los funcionales,
aclarando previamente si estamos trabajando con una norma usual o con una de Finsler. En ocasiones, donde
el contexto sea claro, nos referiremos a las normas Finsler simplemente como normas.

Proposicion 2.1.3. Sea E un R-espacio vectorial de dimension n y sean | - |1 y | - |» dos normas de Finsler
en E. Entonces, existen constantes positivas C; y C, de forma tal que

CiIXl» <|X|i <G|X|, VXE€E,

es decir, todas las normas de Finsler son equivalentes.

11



12 CAPITULO 2. PRELIMINARES

n
Demostracion. Sean B = {E|,E»,--- ,E,} unabase de E 'y X € E, escribimos X = ), AxEr y consi-
k=1

deramos la norma dada por || X|| = max |1x|. Notamos que las desigualdades del enunciado definen una
relacion de equivalencia en las normas de Finsler de E, luego basta probar que toda norma de Finsler | - |

es equivalente a la norma || - || previamente definida. Comenzamos notando que la segunda desigualdad es
consecuencia de elegir C» = Y}, max{|E|, | — Ex|} y aplicar la desigualdad triangular:
n n n n
XI < > 1kExl = ) Lllsg() Exl < Y IXIlIsg(u)Exl = | ) Isg() Exl | IX]
k=1 k=1 k=1 k=1
n
< max{|Ex|, | - Exl} | 1X]| = G| X]].
k=1
Para probar la otra desigualdad, sea K = {X € E : ||X]|| = 1}, como E es de dimensién finita K resulta
compacto en (E, || - ||). Consideramos la funcién | - | : K — R y notamos que si X,Y € E tenemos

que |[X| - Y| < | X =Y| £ G3]|X —=Y]|, andlogamente |Y| — |X| < C||Y — X|| = C3||X —Y]| y entonces
[|X|=Y]| £ C2||X =Y]||. Esto implica que lanorma | - | es continua sobre K, y en tal caso alcanza un minimo

que llamaremos C;. Si X € E, entonces X =06 ﬁ € K. Si X = 0 no hay nada que probar, caso contrario,
tenemos que |ﬁ| > (] de donde se sigue que |X| > C;||X||, lo cual finaliza la demostracion. O

Observacion 2.1.4. Las desigualdades de la proposicion previa nos dicen que la nocién de convergencia
dada por
Xk—>X<=>|Xk—X|—>O,

define la topologia usual de E. Ademds, si bien |X; — X| podria no coincidir con |X — X|, el hecho de que
una converja a cero cuando k tiende a infinito implica el hecho de que la otra lo haga, ya que

1 Xk = X| < ClIXk = Xl = ClIX = Xkl < C'|X = X,

donde || - || es alguna norma en E y C, C’ son ciertas constantes positivas.
Observacion 2.1.5 (Homogeneizando una norma de Finsler). Si consideramos |X|- := | — X]|, lo recién
observado es consecuencia de que | - |- es una norma de Finsler si | - | lo es. Mas atin, define la misma norma

que | - | siy solo si es una norma en el sentido usual. Por otro lado, es facil de ver que si | - | es una norma
de Finsler entonces || X|| := | X| + | X|- define una norma completamente homogénea.

Observacion 2.1.6. Dadas | - |; y | - |2, dos normas de Finsler en E, tenemos que
I/RIX|1 < |X|2 < 1/r|X|1 VX €E,

donde r es el radio de la mayor bola en la norma | - || que podemos meter adentro de la bola unitaria de la
norma |- |2 y R es el menor radio de la bola en la norma | - | que contiene a la bola unitaria de la norma | - |;.

Definicion 2.1.7 (Balanceado/simétrico). Si K C E es un subconjunto, vamos a decir que es balanceado si
x € K implica que —x € K. Por otro lado si £ = R", diremos que el conjunto es simétrico si es cerrado bajo
permutaciones de coordenadas. Diremos también que una norma es balanceada (resp. simétrica) si su bola
unitaria es balanceada (resp. simétrica).
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Observacion 2.1.8. Sea B, = {X € E : |X| < r}labolade radio r centradaen O € E, claramente B, = rB;
y B, es un abierto y convexo alrededor de 0 € E. Reciprocamente, si B es un conjunto abierto y convexo
alrededor de 0 € E, su funcional de Minkowski dado por

pp(X)=inf{r >0: X € rB}

es subaditivo y positivamente homogéneo. Si ademds pedimos que B no contenga semirrectas por el origen

tendremos que pp es una norma de Finsler (cumple pp(x) = 0siy solo six = 0) y B resulta su bola unitaria.
Notamos que no estamos pidiendo que el conjunto sea balanceado, esta es la razén por la cual la cual

obtenemos una norma de Finsler en lugar de una norma usual al utilizar el funcional de Minkowski.

Un ejemplo que utilizaremos de forma repetida en R? es el que llamaremos “tostada”, que sera el borde

de la bola unitaria de norma de Finsler definida como |(x, y)| = ||(x, y)|l1 = |x| + |y| para (x, y) fuera del

x24+y?
x+y

un conjunto simétrico pero no balanceado, la norma que obtenemos al considerar el funcional de Minkowski

primer cuadrante y |(x, y)| = para (x, y) en el primer cuadrante. Dado que el interior de la tostada es

no va a ser completamente homogénea pero si va a ser simétrica. Graficamente se ve de la siguiente forma:

2 2

: el = 52
[ = |x] + 1yl
A

1
2
Figura 2.1: Tostada.
Proposicion 2.1.9. Sea E un espacio vectorial de dimensién finita con norma de Finsler | - | y sea E’ su

espacio dual.

(1) La aplicaciéon dada por ||¢|| = max{¢(X) : |X| < 1} define una norma de Finsler en E’.

(2) Dado X € E, existe al menos un funcional ¢ € E’ que verifica ¢(X) = |X| y ||¢|| = 1. Diremos que
los funcionales con esta propiedad realizan la norma de X. En caso de que exista un tnico funcional
que realiza la norma de X lo notaremos ¢yx.

Demostracion. (1) El nimero ||¢|| estd bien definido por la compacidad de la bola de E en la norma
de Finsler, que es consecuencia de la Proposicion 2.1.3 dado que estamos trabajando en un espacio
vectorial de dimension finita. La aplicacion es subaditiva y positivamente homogénea por propiedades
del maximo. El nimero ||¢]|| va a ser siempre mayor igual a cero, dado que siempre va a existir un
X € E con |X| < 1 parael cual ¢(X) > 0, esto se debe a que si ¢(X) < 0 para algin X de norma
menor oigual a 1, entonces ¢(—4X) > 0 paratodo A > 0y podemos elegir A de forma que |-1X| < 1.
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Solo nos resta ver que es no degenerada, para eso supongamos que ||¢|| = 0, en tal caso ¢(X) < 0
para todo |X| < 1. Recordamos que previamente observamos que todas las normas de Finsler son
equivalentes (Proposicion 2.1.3), sea || - || una norma usual en E y r > 0 de forma tal que ¢(X) < 0
para todo X con || X]|| < r. Ahora si tenemos un elemento X con ||X|| < r y ¢(X) < 0 entonces

|- X|| £rye(=X) =—-p(X) > 0lo cual es absurdo. Debe ser entonces ¢(X) = 0 para todo X con
[|X]| < ryentalcaso ¢ =0.

(2) Este ultimo enunciado es consecuencia del Teorema de Hahn-Banach. Ver por ejemplo el libro de
Rudin [61, Teorema 3.2] y sus corolarios.
O

Observacion 2.1.10 (Funcionales que realizan la norma). Como vimos en la anterior proposicion, dado un
elemento no nulo X en un espacio normado de Finsler (E, | - |), existe al menos un funcional ¢ de norma
1 que cumple ¢(X) = | X|. Estos funcionales se suelen llamar “norming functionals”, dado que no hay una
traduccion perfecta al espafiol, hemos optado por llamarlos “funcionales que realizan la norma”. Siempre
que los mencionemos de esa forma vamos a estar asumiendo que tienen norma 1.

Sea Bj la bola cerrada de la norma. Notamos que al ser un conjunto compacto y convexo, por el Teorema
de Krein-Milman, es la cdpsula convexa de sus puntos extremales. Recordamos ademds que X € K C E es
extremal en el sentido usual si no pertenece al interior de ninglin segmento que une dos puntos distintos del
conjunto convexo K.

Definicion 2.1.11. (Puntos extremales, caras, el cono generado por una cara y funcionales que exponen un
elemento).

(1) Decimos que X € E no nulo es extremal si X/|X| es un punto extremal de B en el sentido usual.
Notamos que una norma es estrictamente convexa si y solo si la bola de radio 1 de dicha norma es
estrictamente convexa, Esto ultimo sucede si y solo si todos los vectores no nulos son extremales.

(2) Una cara F de la bola B, del espacio normado (E, | - |) es la interseccién de una bola cerrada B, con
el hiperplano determinado por un funcional de norma 1. Es decir, si ¢ € E’, ||¢|| = 1, dicha cara es
el conjunto

Fy(r)=B, N{X€E:p(X)=r}.

En general vamos a omitir el numero r y F, va a hacer referencia a la cara que contiene cierto vector
X, en tal caso r = | X|. Esta es la definicion de cara que vamos a usar en este trabajo, algunos autores
llaman a este concepto cara expuesta. Decimos que la cara es maximal si ¢ es un punto extremal del
espacio dual.

(3) El cono generado por la cara F, es C, = Ry F,. Este cono consiste exactamente de los X € E tales
que ¢(X) = |X| para este funcional unitario ¢. Notamos que si ¢ realiza la norma de un elemento,
entonces realiza la norma de toda la semirrecta generada por el mismo, dado que para A4 > 0 vale que
@(AX) = Ap(X) = A|X]| = |AX].

(4) Decimos que un funcional ¢ expone a un elemento X # 0 si F, = {X}. Notamos que la norma va a
ser estrictamente convexa si todo punto es expuesto por un Unico funcional que realiza la norma.
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A continuacién vamos a detallar como pensamos a los funcionales a nivel gréfico, esto si bien es algo
evidente, ayuda mucho a la lectura y a los razonamientos que se desarrollan a lo largo de este trabajo.

Dado ¢ un funcional de norma 1, si consideramos el hiperplano dado por ker(¢) y miramos sus
traslaciones obtendremos las curvas de nivel ¢ = k para cada k € R.

Figura 2.2: Un funcional sobre la tostada

En la Figura 2.2 de la bola unitaria de la tostada, podemos observar en rojo el nicleo del funcional ¢
mientras que en verde y en azul tendremos otras curvas de nivel. Supongamos primero que no sabemos que
curvas de nivel son. Si miramos la primer curva de nivel a la izquierda de ¢ = 0 notamos que corta de forma
trasversal al borde de la bola, observando los puntos marcados como V y W tendremos que ¢(V) = ¢(W),
V| =1y |W| < 1, este funcional no puede estar realizando la norma de V ya que en dicho caso tendriamos
que |V]| = ¢(V) = ¢(W) < |W| < 1. De hecho, esto nos dice que la curva de nivel corresponde a un valor
k < 1,enestecasoes k = %

Por otro lado, si miramos la curva verde que estd mas a la izquierda, tendremos que debe ser una curva
de nivel con k > 1, pues sino habria un elemento R con |[R| > 1y ¢(R) < 1.

Por dltimo, la curva de nivel marcada en azul, debe ser ¢ = 1, ya que sino llegariamos a alguna de las

contradicciones mencionadas previamente y luego ¢ realiza la norma de (—1,0).

Observacion 2.1.12. Razonando en forma mas general pero con las mismas cuentas, si (E, |-|) es un espacio
normado de Finsler y ¢ es un funcional de norma 1, consideramos el hiperplano {¢ = 1}. El funcional ¢ va
arealizar la norma de los elementos de la bola unitaria que interseca al hiperplano si y solo si la bola unitaria
de la norma queda de un solo lado de los semiespacios definidos por el hiperplano, méas especificamente si
sucedeque By C{X e E:@(X)<1}6B C{X€E: :pX)=>1}

Observacion 2.1.13. Toda cara esta contenida en una cara maximal: dado que la bola cerrada del dual es un

convexo compacto, por el Teorema de Krein-Milman, existen funcionales extremales {¢;};-1 ..., de norma

.....

1, o sea puntos extremales de la bola dual, tal que ¢ es una combinacién convexa de los mismos

QDZZ/liSDi, A; =0, Z/li =1.
i i
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Es claro que si ¢(X) = |X| entonces ¢;(X) = |X| para todo i. Luego si X € F,, tiene que ser X € F,, para
todo i. Mas atin, F, es la interseccion de todas las caras maximales que lo contienen.

Lema 2.1.14. Sean (E, | - |) un espacio normado de Finslery X,V,,...V, € E.

(1) La norma es estrictamente convexa si y solo si todas las caras son singletons, lo cual es equivalente
a que para cada elemento no nulo exista un tinico funcional que realiza su norma. En tal caso, si
wx(Z) =|Z]| entonces Z = AX con A = |Z|/|X]|.

@) Vi+--+V,| =|Vi|+---+|V,| siysolosiViy,...,V, pertenecen al cono generado por una cierta
cara. En tal caso, todos los V; pertenecen a la interseccion de los conos generados por todas las caras
que contienen a ), V;.

i

(3) SinyC, = {X + Y} (donde la interseccién la hacemos sobre todas las ¢ que realizan la norma de
X +Y)yademas | X +Y| = |X|+ Y|, entonces |Y|X = |X|Y.

Demostracion. Para ver (1) supongamos primero que la norma es estrictamente convexa y F, una cara. Si
0+ X,Y € F, entonces ¢(X) = [X| = |Y| = ¢(Y) y luego

IX+Y| 2 o(X+Y) = @(X) +¢(Y) = [X[+]Y] 2 [X +7],

de donde se sigue que | X +Y| = |X|+1Y| lo cual implica que Y = cX para cierta constante ¢ > 0y aplicando
¢ a ambos lados obtenemos que X =Y, luego F, es un singleton. Por otro lado, suponiendo que toda cara
es un singleton, supongamos que existen X, Y no nulos de forma tal que

|X +Y]=[X]+]Y],
podemos considerar ¢ el tinico funcional que realiza la norma de X + Y entonces
IXI+[Y[=[X+Y|=@(X+Y) = p(X) + oY) < [X]|+]V],

concluyéndose que ¢(X) + ¢(Y) = | X|+|Y| y esto solo puede suceder si ¢(X) = |X|y ¢(Y) = |Y|. Esto nos
dice que un miiltiplo positivo de X pertenece a F, y 1o mismo para Y, como F, es un singleton, concluimos
que existe ¢ > 0 de forma tal que Y = cX y luego la norma es estrictamente convexa.

Para ver (2) tenemos que hacer una cuenta muy similar pero con n elementos. Supongamos primero que
Vi, Va, -+, V, estan en el mismo cono C, luego ¢ realiza la norma de todos estos elementos y entonces

|V1|+"'+|Vn|Z|V1+"'+Vn|290(V1+“'+Vn):|V1|+"'+|Vn|,

de donde se deduce la igualdad buscada.
Reciprocamente supongamos que |V| +-- -+ V,,| = [Vi| +-- -+ |V,], y sea ¢ un funcional que realiza la
norma de la suma, es decir, ¢(2; V;) = | X; Vi| entonces

|Zvi|=¢<2vi)=2¢(vi)sZ|vi|=|Zvi|,

como ¢(V;) < |V;| para todo i. Nuevamente tenemos que debe ser ¢(V;) = |V;| para cada i, lo cual finaliza
la demostracion de (2).
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Para ver (3), usamos que si ¢ realiza lanormade X +Y y |X + Y| = |X| + |Y| entonces ¢ realiza la
norma de X y de Y, lo cual probamos en (1). Se sigue entonces que o X, BY € N,C, = {X +Y} para ciertos
a, B > 0luego por (1) tenemos que X = | X| égl eY =1Y| é:}y,l y entonces |Y|X = | X|Y lo cual finaliza la
demostracioén.

O

Ejemplos 2.1.15. Tenemos muchos ejemplos de normas de Finsler: cualquier norma usual es en particular
de Finsler y por la Observacién 2.1.8 podemos construir ejemplos que sean normas en el sentido usual y
otros que no lo sean, eligiendo convexos balanceados o no balanceados alrededor del cero como se indica
en dicha observacién. Vamos a construir dos ejemplos concretos (uno es el de la tostada, con el cual ya
trabajamos) que nos van a servir mas adelante.

(1) La Elipse Rotada: consideramos la elipse rotada en el plano dada por

1 1
;(x+y)2 + ﬁ(x —y)2 =1.

ker(yp)
e(v) = v|

\4

1 1
S+ + 5=y =1

Figura 2.3: Elipse Rotada.

El interior de esta elipse en un cuerpo balanceado con borde suave y estrictamente convexo. Por la Obser-
vacion 2.1.8, es la bola de cierta norma de Finsler en R?. El funcional de Mikowski para este cuerpo esta
dado por

Fly) =y (37 (6307,

que es efectivamente una norma en R?. En la Figura 2.3 podemos observar que, por ser la norma estrictamente
convexa, existe en cada punto un Unico funcional que realiza la norma. En este caso todas las caras son
maximales y contienen un solo punto.
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(2) La Tostada: consideramos el segmento lineal y = x + 1, que une los puntos (—1,0) y (0, 1), el segmento
y = x— l uniendo (0, —1) y (1,0), y por tltimo el segmento y = —x — 1 que une (—1,0) y (0, —1). Cerramos
esta caja con un arco de circunferencia

1., 1, 1
- — + — — =—,
(k=57 +(-5)=>3
que une los puntos (1,0) y (0, 1). La region encerrada por estas curvas es un cuerpo simétrico y convexo en
R? con forma de tostada. La férmula para la norma de un vector est4 dada por

|G, )1 =[x + [yl

si (x, y) pertenece al segundo, tercer o cuarto cuadrante.

Por otro lado, six, y > 0, podemos describir los puntos de la bola como los puntos que cumplen x%+y? = x+y.
Luego en el primer cuadrante la norma de Finsler esta dada por

x% +y?

[(x,y)| = Tty

Gréficamente es la Figura 2.1. Vamos a agregar un grafico indicando el comportamiento de los funcionales
en los distintos puntos:

Figura 2.4: Tostada con funcionales.

Notamos en la Figura 2.4 que el funcional ¢ realiza la norma de los puntos P, Q, R, pero el comportamiento
es muy distinto en cada uno de esos puntos. En Q y R, resulta ser el tinico funcional que realiza la norma,
siendo R un punto que es una cara extremal mientras que Q es un punto que pertenece a una cara extremal
mas grande. Por otra parte en el punto P vemos que ¢ también realiza la norma y de hecho todos los
funcionales &; cuyos ntcleos trasladados estdn representados en verde realizan la norma. Se puede observar
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ademas que {P} es una cara que es la interseccion de las caras dadas por ¢ y ¥ que son justamente las
maximales que contienen {P}. En el punto S, por ser la norma estrictamente convexa en un entorno del
mismo, tenemos que el comportamiento es idéntico al del ejemplo anterior.

Por otro lado notamos que el punto R si bien es extremal, no posee ningin funcional que lo expone, es
decir no hay un funcional que realice la norma cuya cara contenga sélo el punto R. Si recordamos que
antes mencionamos que una norma era estrictamente convexa si y solo si todos los puntos de la bola son
extremales si y solo si es suave en todo punto si y solo si todos los puntos de la bola son expuestos por algin
funcional (que resulta tinico). Este ejemplo nos muestra que en el caso no estrictamente convexo, pueden
haber puntos extremales donde la norma es suave, pero puede que no sean expuestos por un funcional.

Observacion 2.1.16. Dado E un espacio vectorial real de dimensién n y una base B = {Ey, E», -+ , E,},
tenemos un tnico producto interno (-|-) que hace de esta base una base ortonormal. A su vez, este producto
interno nos da una isomorfismo lineal con E’ a partir de asignar a cada V € E el funcional ¢y (X) = (V|X).

Definicion 2.1.17 (Norma dual). La dualidad de la observacion previa nos permite definir la norma dual de
V € E como

V1" = max{(V|X) : [X| < 1},

donde (-]-) es un producto interno en E. Notamos que la norma claramente depende del producto interno
elegido.

Proposicion 2.1.18. La norma dual definida previamente, es efectivamente una norma de Finsler en E.
Ademas, dado V € E y ¢y el funcional definido por V, tenemos que ||y | = |V] .

Demostracion. SeaV # 0, notamos que que |V|" > (Vl%) = (‘I/“"I/) > 0,y si|V]” = 0entonces (V|V) =0,
conlocual V=0.Dados V,We Eyad>0

[V+W| =max{(V+W|X):|X| <1} =max{(VIX)+(W|X) : |X]| <1}
<max{(V|X) : |X| < 1} +max{(W|X) : |X]| < 1}
= VI + WY

Por otro lado
[AV]" = max{(AV|X) : |X| £ 1} = max{A(V|X) : |X]| < 1} = amax{(V|X) : |X| < 1} = 4|V/[,

lo cual prueba que la definicidn previa corresponde a una norma de Finsler.
Si p(X) = (V]|X), entonces ||¢|| = max{¢(X) : |X]| < 1} = max{(V|X) : |X| < 1} =|V]". O

Observacion 2.1.19. Si bien en la proposicion previa demostramos que la norma dual es una norma viendo
las propiedades que cumple, esto también puede ser probado a partir de la igualdad ||¢y| = |V|' y el
isomorfismo lineal entre £ y E’ que nos da la representacion de Riesz.
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2.2. Normas de Finsler Ad-invariantes en u,

En esta seccién nos centraremos en un caso mas concreto, vamos a estudiar normas de Finsler en el
espacio vectorial real de matrices antihermitianas. Los resultados originales publicados en [47] de esta
seccion estdn en la Proposicién 2.2.21.

Comenzamos introduciendo algunas notaciones. Llamaremos U, al grupo de matrices unitarias

U, =Un,C) ={U e M,(C): U =U"}.

Notaremos como 11, a su dlgebra de Lie, la cual, la cual estd formada por el conjunto de matrices antiher-
mitianas de n X n.

Definicion 2.2.1. Una norma de Finsler | - | definida en M,,(C) se dice débilmente invariante si cumple que
|[UXU*| = |X| para todo X € M,,(C) y U € U, y se dice fuertemente invariante si |[UXV| = |X| para todo
XeM,(C)yU,V e U,.

Definicion 2.2.2. Definimos para U € U, la aplicaciéon Ady : u, — u, como Ady(X) = UXU". Por
otro lado para X € u, definimos ady : u, — u, como adx(¥Y) = [X,Y] = XY —-YX.

Definicion 2.2.3. Una norma de Finsler | - | en u, se dice Ad-invariante si | Ady (X)| = |[UXU*| = | X| para
todo X € u, y todo U € U,. Notamos que la nocién de norma de Finsler Ad-invariante se corresponde con
la de débilmente invariante (definida previamente en M,,(C)) cuando la pensamos en .

Observacion 2.2.4. Dado X € u, sabemos que se puede escribir como X = UDU* conU € U, y D € u,
diagonal. Conjugando por matrices unitarias podemos permutar los elementos de la diagonal de D sin
salirnos de la orbita de X bajo esta accidn. Esta propiedad es sencilla pero fundamental en todo lo que
respecta a normas de Finsler Ad-invariantes ya que nos va a dar la intuicién geométrica de la simetria que
tienen las bolas de estas norma. Ademds, nos dice que una norma de Finsler en 1, aplicada a una matriz va
a depender en definitiva de los autovalores de la misma.

Observacion 2.2.5. Para A, B € M,,(C) la aplicacién bilineal dada por
(A|B) :=Tr(AB")

define un producto interno real, conocido como el producto interno de Hilbert-Schmidt. La norma de
Frobenius || - || es la inducida por este producto interno. Por la ciclicidad de la traza, resulta que

lUXU*||% = (UXU*UXU*) = T((UXU*UX*U*) = Te(UXX*U*) = Tre(XX*) = ||X]2,

luego ||{UXU*||F = ||X||F para todo X € u, y todo U € U,, es decir, es una norma Ad-invariante. Mas
aun, como veremos al final de la siguiente seccidn, es esencialmente la Unica norma Ad-invariante en u,
inducida por un producto interno.

Observacion 2.2.6. Si consideramos el producto interno de Frobenius, una base de u, para la cual este
producto interno es ortonormal (ver Observacion 2.1.16) es la siguiente:

B={Ek,5 (Etyn— Emy1) 5 (Etm + Em)}
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donde la notacién es la usual de las matrices canénicas con 1 < &k < ny 1l <[ < m < 1. Usaremos

recurrentemente este producto interno y cuando hablemos de norma dual (ver 2.1.18), lo utilizaremos para
definirla. Por otro lado, contando los elementos de la base en cuestidn, la dimension real de u, es

-1
dimR(un)=2%+n=n2—n+n=n2.

Proposicion 2.2.7 (Dualidad de la traza). Sea u,’ el dual de u, entonces:
Para cada V € u, el elemento ¢y dado por gy (X) = (V|X) = Tr(VX*) = — Tr(VX) define un elemento
en u,”. Ademas dado ¢ € u,’, existe un tnico V € u, que verifica py = ¢.

Demostracion. Este resultado es una consecuencia directa de la Proposicion 2.1.18 y la Observacioén
2.1.16. -

Observacion 2.2.8 (Ciclicidad de la traza). Sean X, Y,V € u, entonces tenemos que

(V| [X,Y]) = - Tr(V[X,Y]) = - Tr(VXY = VYX) = - Te(XYV — XVY)
= —Tr(X(YV =VY)) = -Tr(YVX —=YXV) = - Te(Y (VX — XV))

de donde se siguen las identidades
(VI[X.Y]) = (X[ [Y,V]) = (Y| [V, X]).

Estas identidades tambien pueden ser escritas como (V |adx (Y)) = —(adx(V)|Y) = (ady (V) | X). Luego, la
aplicacion adx cumple (adx)* = — adx, donde la adjunta es respecto al producto interno de Hilbert-Schmidt.

Ejemplo 2.2.9. A continuacién enumeramos una lista de normas Ad-invariantes en u,,.

(1) |IX]||; = Tr|X]| (norma de la traza).
(2) | X||o = max{|4] : 1 € o°(X)} (norma espectral).

(3) Forl < p < oo, ||X]|, = (Tr|X|p)% (normas p).

@ [ X|l(xy = 2 4], donde A; son los autovalores de X ordenados en forma decreciente (normas
1<i<k
Ky-Fan).
5) IXllc = max{| Tr(CU*XU)| : U € Uy} para C € M,(C) una matriz no escalar de traza no nula
(normas C).
Tenemos que |- |[(1) = || |lcos Il 1) = lI-1I1, ¥ [IX]l2 = I X]|F (la norma Frobenius). Todos estos ejemplos

son de hecho normas (completamente homogéneas) y todas salvo la tltima son fuertemente invariantes; una
buena referencia sobre el tema es el libro de Bhatia [ 15, Capitulo IV]. De hecho, la demostracion detallada
de que || - ||c es una norma puede ser encontrada en [15, Proposicién 1V.4.4]. Es facil de probar que si
C es una proyeccion unidimensional entonces la norma C es el radio numérico, en nuestro caso la norma
espectral.
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Observacion 2.2.10. Notamos que, por la Observacion 2.1.8, podemos identificar un cuerpo B convexo y
abierto alrededor de 0 € u, que no contiene semirectas por el origen con una norma de Finsler en u, y
viceversa. Si al cuerpo ademas le pedimos que sea Ad-invariante, es decir, que si X € B entonces UXU™* € B
para todo U € U, entonces usando la misma identificacion podemos construir una norma de Finsler Ad-
invariante en u, de forma que su bola unitaria sea B. De hecho toda norma de Finsler Ad-invariante se
obtiene univocamente de esta forma, al considerar B = {X € u, : |X| < 1}.

A continuacién vamos a construir una familia de normas llamadas normas orbitales que van a jugar un
rol muy importante dentro de la teoria de normas de Finsler Ad-invariantes.

Definicion 2.2.11. Llamamos SU,, al grupo de matrices unitarias de n X n con determinante 1. Identificamos
su algebra de Lie con la subdlgebra de u, formada por las matrices de traza cero que notaremos sit,. Dada
C € su, no nula, definimos la norma orbital asociada a C como

1X|o.. = max{(UCU*|X) : U € Uy} + | Tr(X)),

con X € u,. Notamos ademads que el término de la traza estd para que efectivamente sea una norma en 1y,
pero en su, este término va a ser siempre nulo. Esta es la razén por la cual muchas veces trabajaremos en
su, en vez de en u,, dado que es el espacio mas natural para estudiar estas normas.

Notamos que este maximo estd claramente bien definido por la compacidad de U, y la continuidad de
las operaciones. Veremos en esta seccion que se trata efectivamente de una norma de Finsler Ad-invariante
en 1.

A continuacién vamos a desarrollar una version del Teorema de Horn y Uhlmann sobre las cdpsulas
convexas de la érbita de una matriz autoadjunta [37]; las equivalencias para el caso de normas homogéneas
pueden ser encontradas en el libro de Bhatia [15, Teorema IV.4.7]. Para comenzar necesitamos algunas
notaciones:

Notaciones 2.2.12. Dado X € u, existen U € U, y D una matriz diagonal de entradas puramente
imaginarias de forma tal que X = UDU".

= Notaremos (ixk)zzl a las entradas de la matriz D, es decir los autovalores de D. Observamos que
cada xj debe ser un nimero real.

= Para X de esta forma notaremos x = (x, x2,x3,- -+ ,X;) a la tira formada por la parte imaginaria de
los autovalores de X.

= En general, notaremos como x! al reordenamiento decreciente del vector x € R”, denotaremos
también
I _
X = (xl)i

para no cargar la notacion.

= Dado B C u, vamos a notar como O (B) a la orbita coadjunta bajo la accién del grupo unitario, es
decir
O(B) ={UXU": X € B,U € U,}.

Si C € u,, escribimos O¢ = O({C}).
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= Si X es un sub-conjunto de un espacio vectorial, notaremos conv(X) a su capsula convexa.

Definicion 2.2.13. Sean x, y € R", diremos que y mayoriza fuertemente a x y notaremos x < y si

(1) ¥ x; < X yyparacadam=1,2,---,n.
k=1 k=1

() i X = i Vi
k=1 k=1

Vamos a probar una serie de equivalencias que nos serdn utiles para entender las normas de Finsler
Ad-invariantes y el papel que juegan las normas orbitales. La equivalencia de los primeros dos items de este
resultado (Proposicion 2.2.16) es una consecuencia del Teorema de Schur-Horn, asi que primero vamos a
dar un lema y recordar este teorema.

Lema 2.2.14. Sean z, w € R, entonces son equivalentes

(1) z pertenece a la capsula convexa del conjunto de todos los vectores que se obtienen permutando
coordenadas de w.

2) z<w

(3) Existe A € M, (R) doblemente estocéstica que cumple z' = Awl. Recordamos que una matriz
doblemente estocdstica es una matriz de elementos no negativos para la cual la suma de cada una de
sus filas y de cada una de sus columnas es exactamente 1.

Demostracion. La demostracion de este resultado puede ser encontrada en [4, Teorema 1.3]. O

Teorema 2.2.15. (Schur-Horn) Dados x,y € R”", existe una matriz hermitiana con diagonal x y cuyos
autovalores son yp, yo, -y, siy solosix < y.

Demostracion. La demostracion de este resultado se puede encontrar en el Teorema 5 del paper de Horn
[37], en el cual prueba una implicacién y cita la otra probada previamente por Schur. m|

Proposicion 2.2.16 (Mayorizacién y normas de Finsler). Sean Z, W € u,,. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) Z € conv(Ow), mas precisamente, existen (a lo sumo) n + 1 matrices U; € U, y n+ 1 nimeros reales
A; > 0con Y; A; = 1 tales que Z = Zl’.‘:ll A; UWU;.

2) z<w

(3) |Z] < |W| para toda norma de Finsler Ad-invariante en u, y Tr(Z) = Tr(W).

(4) maxyeq, (UCU*|Z) < maxyeq, (UCU*|W) paratoda C € su, no nulay Tr(Z) = Tr(W).
(5) méxyeq, (UCU*|Z) < méxyeq, (UCU*|W) para toda C € u,.

Demostracion. La primera observacion que debemos hacer es que, si Z € conv(Ow ), entonces Z se puede
escribir como una combinacién convexa de m elementos de Oy . Por otra parte, el Teorema de Caratheodory
nos permite limitar ese m para que sea menor igual a n + 1. Una demostracion de este teorema se puede ver
en [23, Proposicion 2.6]. Habiendo aclarado esto, pasamos a las implicaciones.
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Comenzaremos viendo que (1) y (2) son equivalentes. Supongamos que vale (2), por el Lema 2.2.14, z
debe pertenecer a la cdpsula convexa de las permutaciones del vector w. Esto nos dice que podemos escribir

<= Z/lo-PO'(W),

donde o recorre todas las posibles permutaciones de n elementos, Py (W) = (Wo (1), War(2)s** s Wor(n))
y > Ao = 1. Si llamamos D,, a la matriz diagonal cuyas entradas son las coordenadas del vector w y
o

andlogamente D, a la asociada al vector z y recordamos que toda permutacién de elementos de una matriz
diagonal se puede obtener al conjugar por una unitaria, obtenemos que existen matrices U, € U, de forma
tal que

D. = AgUsDyUy.
o

Para terminar la demostracion, escribimos Z = iU, DzU; y W = iU,,D,,U;, para ciertas U, U,, € U,.
Multiplicando la igualdad previa por i y conjugando por U, obtenemos

Z =3 AeUUsU, WU, UL UL,
o

que es a lo que queriamos probar.
Por otro lado, suponiendo que vale (1), y operando como hicimos previamente tenemos que

D. = AU;DyU;.
i

Como la matriz U; D\, U; es una matriz hermitiana, por el Teorema 2.2.15 (Schur-Horn), su diagonal
tiene que estar mayorizada por su tira de autovalores. Como esta tiene los mismos autovalores que W,
entonces su diagonal estd mayorizada por w y por el lema previo tenemos que su diagonal esté en la cdpsula
convexa de las permutaciones del vector w. Se sigue que el vector z también tiene que estar en dicha cdpsula,
ya que es una combinacién convexa de elementos que pertenecen a la misma, y luego aplicando nuevamente
el Lema 2.2.14, concluimos que z esta mayorizado por w, o sea vale (2).

Supongamos que vale (1) y veamos (3), aplicando norma en ambos miembros y la desigualdad triangular
tenemos que

n+l n+l n+l

1Z < DT IGUWUS | = Y UWU; | = D AW] = W],
i=1 i=1 i=1

donde en al anteultima igualdad usamos que la norma es Ad-invariante y en la dltima que la suma de los
A; es igual a 1. El hecho de que las trazas coincidan es una consecuencia inmediata de tomar traza en la
escritura de (1) y de la ciclicidad de la misma. Concluimos entonces que vale (3).

Veamos que (5) implica (1). Supongamos que (1) no es verdadera, es decir Z ¢ conv(Ow), por el
Teorema de Hahn-Banach, existe un funcional ¢ que cumple

oY) <r < p(Z) paratodo Y € conv(Oy).
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Representando a este funcional como ¢ = (X|—) para cierto X € u,, y considerando U € u, tenemos
que ¢(Z) > r > o(UWU¥) para todo U € u,. Tomando méaximo sobre todo U € U, se sigue que

Z) > max (X|UWU") = max (U*XU|W) > max (U*XU|Z) > (X|Z) = o(2Z),
¢(2) > mix (X|UWU") = mix (U'XUIW) > mix (U'XUIZ) > (X12) = 9(2)

lo cual es absurdo. Concluimos que Z € O, es decir, que vale (1).
El hecho de que (3) implique (4), va a ser una consecuencia directa de que si C € su, y es no nula,
entonces

1X|o.. = max{(UCU*|X) : U € Uy} + | Tr(X)),

define una norma de Finsler Ad-invariante en u,, lo cual demostraremos en la Proposicién 2.2.21 y del
hecho de que ambos elementos tienen la misma traza.

Supongamos por tltimo que vale (4). Sea C € u,, si C es un multiplo de la identidad, reemplazando
C = Al, la desigualdad se reduce a

—ATr(Z) < —ATe(W)

la cual es evidente pues Tr(Z) = Tr(W).
Si C no es un miltiplo de la identidad, entonces 0 # C’ = C — %Tr(C) € su,. Aplicando (4) a C’

méx (UC'U*|Z) < max (UC'U*|W)

Uel, Uel,
max (UCU*|Z) — Tr(C) Tr(Z) < max (UCU*|W) — Tr(C) Tr(W)
Uel, Uel,

max (UCU*|Z) < max (UCU*|W)
UE(L{n UEﬂn
donde usamos que Tr(Z) = Tr(W). O

Observacion 2.2.17. Notamos que la equivalencia entre (1) y (2) fue demostrada sin utilizar las otras
afirmaciones. Esto serd importante ya que utilizaremos dicha equivalencia mas adelante para probar que las
normas orbitales en el caso de que C es no nula y de traza cero son normas de Finsler. Dicho resultado fue
el argumento usado para ver que (3) implica (4) en la demostracién previa.

Observacion 2.2.18. Es suficiente chequear la condicién (3) de la proposicion previa para normas estric-
tamente convexas. Esto se debe a que toda norma de Finsler Ad-invariante | - | puede ser aproximada por
una estrictamente convexa y de las mismas caracteristicas considerando para € > 0 la norma de Finsler
Ad-invariante dada por |X|¢ = |X| + €|| X|| r. Por otra parte, es suficiente ver la condicion (5) para matrices
regulares en 1, (i.e. con todos autovalores distintos), ya que las mismas forman un subconjunto denso en
Uy.

Proposicion 2.2.19. Con la notacién de la Proposicion 2.2.16. Si Z € conv(Ow) y la igualdad vale para
alguna norma de Finsler, entonces Z y todos los elementos de la forma U; WU caen en la misma cara de la
esfera de esa norma. Mas atin pertenecen a la interseccion de todas las caras que contienen a Z. Si la norma
es estrictamente convexa entonces Z = UWU™ para algin U € U,,.
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Demostracion. Sea F, una cara de la esfera con Z € F, luego ¢ es un funcional que realiza la norma de
Z. Por otro lado Z = Z?:ll A;U;WU: y aplicando el funcional a la igualdad tenemos

n+l n+l n+l

1Z = ¢(2) = Y Lip(UWU;) < 3" LUWU; | = " W] = W] = |Z|
i=1 i=1 i=1

y luego se tiene que ¢(U;WU;) = |Z| y entonces U;WU; € F, para todo i. Si la norma es estrictamente
convexa F, = {Z} y entonces Z = U;WU para todo i y se sigue el resultado. m|

Observacion 2.2.20. En la demostracion de la Proposicién 2.2.16, mencionamos que

Xlo. = max (UCU*|X) + | Tr(X)],
[Xloe = mix (UCU'|X) + | Te(X)]

define una norma cuando 0 # C € su, (lo cual probaremos a continuacion). Si nos centramos en (4) implica
(3) de dicha proposicion, observamos que obtuvimos una familia de normas de Finsler Ad-invariantes que
controlan a todas las normas de Finsler Ad-invariantes sobre su,. Como podemos ver en el libro de Bhatia
[15, Teorema IV.2.2], las normas Ky-Fan juegan un papel similar en el caso fuertemente invariante, y por
ello proponemos a las orbitales como las normas de control para el caso débilmente invariante.

A continuacién veremos que efectivamente las normas orbitales son normas de Finsler Ad-invariantes
en su, y entonces, si sumamos el término del médulo de la traza, lo son en 1,

Proposicion 2.2.21. Sea C € su, una matriz no nula, luego la norma orbital alrededor de C definida como
Xl = max{(UCU*|X) : U € Uy}

es una norma de Finsler Ad-invariante en su, y ademds se tiene que

(1) Lanormade X se realiza en un elemento de la forma UCU*. Dicho elemento conmuta con X y luego
se diagonalizan simultdneamente. Ademas vale la igualdad:

n
Xloe = (UCU"|X) = Y epx}.
i=1
Ver la Observacién 2.2.12 para la notacion.
(2) ICloe = =Tr(C?) = ||C||%. En particular, |C|o. = 1 siy solosi||C||F = 1.
(3) Si|Clp. =1y X € Oc entonces |X|p. = 1.

(4) Sisuponemos que X € conv(Oc) entonces | X|s.. < 1, con igualdad siy solosi X € Oc.

(5) La norma es completamente homogénea si y solo si el espectro de C es balanceado, es decir o-(C) =
—o(C).

(6) Laextension dada por |X|p. = max{(UCU*|X) : U € Uy} +| Tr(X)| define una norma Ad-invariante
en .
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Demostracion. Sea X € suy, luego 3 ;x; = =i Tr(X) = 0. Si ordenamos los xx de forma decreciente se

sigue que ;L xx > Oparam =1,2,--- ,ny como ademds la suma de todos es cero, tenemos que_0> <.
Por la proposicién previa se deduce que 0 € conv(Oyx) para cualquier X € su, y ademds que, para C € su,
vale que

max{(UCU*|X) : U € Uy} = max{—-Tr(CU*XU) : U € U,} > 0.

Notamos que para A > 0, [1X|p. = lI}u}L)(g (UCU*|AX) = /llljnz:l&( (UCU*|X) = A|X|p, lo cual me dice que
eU, €Un

es positivamente homogénea. Por otro para X, Y € su, tenemos que
X+Y|o. = max (UCU*|X+Y) < max (UCU*|X) + max (UCU*|Y) = |X|o. +|Y
X +¥|oc = mix (UCU'|X +Y) < mix (UCU"|X) + milx (UCU"IY) = Xl + [¥loc

lo cual prueba la desigualdad triangular.
Para ver que es Ad-invariante, simplemente consideramos V € 1, y calculamos

VXV*p,. = max (UCU*|VXV*) = max (V*UCU*V|X) = |X|o...
| loc LI}%"( | ) Lrjrgglin( 1X) = |Xloc

Solo resta ver que es no degenerada. Sea ¢ la tira de autovalores de —iC. Como C no es un miiltiplo
de la identidad y Tr(C) = 0, entonces existen n — 1 permutaciones o € S, tales que {o%(C)}x=1....n_1
genera {v € R" : 3 v; = 0} en R" (ver por ejemplo [35]), luego la érbita de C genera su,. Sabemos
que 0 € conv(O¢), afirmamos que es un punto interior (notar que esto nos dice en particular que el
interior de conv(@¢) es no vacio en su,). Caso contrario, por el Teorema de separacion de Hahn-Banach,
existe un funcional unitario ¢ tal que ¢(0) = 0y ¢(conv(Oc¢)) > 0. Para este funcional serd en tal
caso ¢(UCU*) = 0 para todo U € U,, si consideramos dU la medida de Haar normalizada en U, y
W = f% UCU*dU, tendremos que W € su, y Ady W = W para todo U € U,. Esto es posible si y solo si
W = Al y luego debe ser W = 0 y entonces

0=p(W) :/ e(UCU")dU > 0,
Uy

lo cual ocurre si y solo si ¢(UCU*) = 0 para todo U € U,. Esto dltimo implica que conv(O¢) C ker ¢,
lo cual es una contradiccién y entonces 0 es un punto interior de conv(@¢) . Sea ahora X # 0 en suy,
multiplicando X por un escalar suficientemente pequefio, obtenemos un elemento en el interior de la cdpsula
convexa de la orbita de C, luego existe 4 > 0 tal que AX = }; 4;U;CU}. Si suponemos que [X|s. = 0,
luego (UCU*|X) < 0 para todo U € U,. Pero por otro lado

0 < AIXI} = > A(UCU;IX) <0,
i

lo cual es absurdo. Debe ser entonces |X|g. # 0, lo cual finaliza la prueba de que nuestra norma es una
norma de Finsler Ad-invariente en su,,.

Veamos (1), para ello, sean Z € su, y U € U, tal que (UCU"|X) = |X|p,., es decir, realiza la norma
de X. Consideramos la funcién f(z) = (e’?UCU*e~'#|X), que debe tener un minimo en ¢ = 0 y en tal caso
f'(0) = 0. Calculando f’(¢) obtenemos

f(t) = (" ZUCU* - "*UCU*Z|X)
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y luego f7(0) = (ZUCU* - UCU*Z|X) = ([Z,UCU*]|X) = (Z|[UCU*, X]) = 0.

Notar que usamos la Observacién 2.2.8 para la antetltima igualdad. Tomando Z = [UCU*, X] se sigue
que [UCU*, X] = 0y podemos diagonalizar ambos elementos simultdneamente. Notando como (cx);_, a
los autovalores de C, tenemos que (UCU*|X) = }}; ¢ »(;)X; para alguna permutacion o € S,,, pero cualquiera
de esas sumas esta dominada por el producto de ambas tiras de coeficientes ordenadas en orden decreciente
(ver por ejemplo [15, Corolario 11.4.4]). Lo que resta ver es que si efectivamente |X|s. = (UCU*|X)
entonces necesariamente la permutacién debe ser tal que la tira (¢, ); estd ordenada de forma decreciente.

Sea W € U, de forma tal que WXW™* es diagonal con los autovalores ordenados de forma decreciente.
Luego tenemos que

X|6.. = mdx (UCU*|X) = mix (WUCU*W*|WXW*) =
UeU, UelU,

= mdx (VCV[WXW") 2 Z Cor(i)Xi
donde V € U, esta elegida para que VCV™ sea la matriz que tiene en la diagonal la tira (c})i. Habiendo
visto entonces ambas desigualdades, se sigue que si |X|s. = (UCU*|X) entonces |X|o. = 2; Co(i)Xi-

Veamos (2), para ello notamos que
(Ueu*|c) < lUCU*|IFlICIlF = ICII7 = = Te(C?),

donde la desigualdad usada es la de Cauchy-Schwartz para el producto interno de la traza. Tomando maximo
sobre todo U € U, se sigue que |Clp. < — Tr(C?) = ||C||%. Por otro lado, tomando U = 1, obtenemos que
(UCU*|C) = (C|C) = = Tr(C?) y luego ||C||o. = —Tr(C?) = ||C||%, entonces

IC|I3 = = Tr(C?) = |Clog.,

lo cual prueba (2). Para ver (3), consideramos X € O¢ donde |C|g. = 1. Como X € Oc, debe existir V
unitario de forma tal que VXV* = C y luego

X|p.. = max (UCU*|X) = max (UCU*|V*CV) = max (VUCU*V*|C) = |Cle.. = 1
X6 lgré%( 1X) ll}gg;ﬂ( | ) gé%n( IC) = |Cloc

n+l
Para ver (4), suponemos que X € conv(Oc) y en tal caso tenemos que X = 3} A;U;CU;, donde
=1
n+l l
>, A; = 1 ylos A; son todos niimeros positivos, luego
i=1

n+l n+l n+l n+l
(UCU™| Y LUCU;) = ) A(UCUT|UCT) < ) AillCllF < ) 4= 1,
i=1 i=1 i=1 i=1
lo cual prueba que |X|s. < 1.
Para concluir (4) solo resta ver que si X € conv(Oc) y |X|s. = 1 entonces X € O¢. Notamos que debe
de existir un Uy que realice la norma de X es decir 1 = (C|U;XUy). escribiendo a X como antes y usando
nuevamente la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que

1= (ClUGXUp) = Y i(CIUCT) < ) 4 (€Il = 1.
i i
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donde U; = UyU; paracada 1 < i < n+ 1. Esto nos dice que 3; 2;(C|U;CU;") = 3, A; ||C||12r y luego, al ser
una combinacién con elemento positivos, debe valer la igualdad (C|U;CU;") = ||C||¢||U;CU;" || r para cada
1 <i < n+ 1. Esto implica que debe existir, para cada i, un nimero #; > 0 de forma tal que C = t; U;,cu;”,
pero como ambos elementos tienen normal orbital sobre C igual a 1, debe de ser #; = 1 para todo i, de donde
se deduce que C conmuta con cada U;. Concluimos que

UsXUp = Y 4,0,C0;" = C
i

y luego X = UyCU;; € Oc lo cual finaliza (3).

Veamos (5), para ello asumamos primero que el espectro de C es balanceado. Si consideramos X € uy,
U de forma tal que (UCU*|X) = |X|o. y Up de forma tal que —C = UpCU|j (notar que la existencia de Uy
es consecuencia de que cada autovalor de C tiene la misma multiplicidad algebraica que su opuesto, puesto
que Tr(C) = 0y C es balanceada), entonces tenemos que

| = X|o = (UUCUZU*| = X) = (UCU*|X) = |X|o,-

Argumentando igual con —X se deduce la otra desigualdad y luego |X|s. = | — X|p. lo cual me dice
que | - | es completamente homogénea.

Por dltimo, si el espectro de C no es balanceado, entonces —C ¢ O¢, ya que sino tendriamos una
contradiccién en la igualdad —C = UCU*. Asumamos que la norma es completamente homogénea, es decir
que | - X|o. = |X|o. paratodo X € u, y lleguemos a un absurdo. Recordamos que (cy, c2, - ,cy) es la
tira formada por la parte imaginaria de los autovalores de C ordenada en forma decreciente.

Si p es una proyeccion 1-dimensional, por la igualdad —C = UCU" y el item (1) de esta proposicién
tenemos que ¢ = |iplo. = | —iplo. = | —iplo_ = —cn. Sean ahora py, po proyecciones 1-dimensionales
ortogonales, luego, usando nuevamente el item 1 de esta proposicion:

cr+ca=i(p1+p2)loc = —i(p1+p2)loc = —cn-1—cn,

de donde se sigue que ¢y = —c,—1. Procediendo de esta forma terminamos en que ck4+; = 0 (para n impar),
oenque ¢x = —Cg41 (paran = par). En cualquier caso, o0 (C) = —o(C), lo cual es una contradiccién. Luego
la norma no puede ser homogénea.

Para ver (6), simplemente observamos que tenemos que probar que es no degenerada, todas las otras
propiedades son consecuencia de las propiedades de la traza y de las propiedades vistas previamente.
Para ello supongamos que |X|s. = 0 para X € u,, en dicho caso tendremos que Tr(X) = 0 y ademas
maxyeq, (UCU|X), luego X € su, y |X|s. = 0y como vimos al principio de esta demostracién, esto
implica que X = 0. O

Observacion 2.2.22. Si asumimos |C|s. = 1 y notamos B; a la bola cerrada de radio 1 de la norma
orbital, el item (4) de la proposicién previa nos dice que conv(0O¢) C Bj. En general no tienen porque
coincidir estos dos conjuntos, como ejemplo podemos considerar en 13 la matriz C = %diag(l, 0,-1) que

cumple |C| = 1 y la matriz X = i?zdiag(Z, —1,-1) que, utilizando el item (1) de la proposicion previa, es
inmediato ver que | X|s. = 1. Notamos que X no puede pertenecer a conv(O¢), ya que por el item (4) de la
proposicion previa, si fuese asi, deberia ser X € O¢ por ser un elemento de la cdpsula convexa de la orbita



30 CAPITULO 2. PRELIMINARES

de norma 1. Esto nos lleva a una contradiccion ya que implicarfa que existe una matriz unitaria U € U3 de
forma que X = UCU", pero X e Y tienen autovalores distintos. Luego en este caso conv(O¢) ¢ Bj. Ver
Proposicién 3.3.10 para mas resultados que relacionan la cdpsula convexa de la érbita con la bola unitaria
de la norma.

2.3. Cuerpos convexos y normas.

En esta seccidn estudiaremos la relacion entre las normas de Finsler Ad-invariantes en u, y las normas
simétricas en R” asociadas que se obtienen mirando los autovalores de las matrices. Este proceso es un
poco mads fino y serd estudiado con detalle mediante la utilizacién del concepto de MAB definido en esta
seccion. Presentaremos los resultados originales publicados en [47], los cuales estan dados en la Proposicién
2.3.4 y enlos teoremas 2.3.6 y 2.3.8. Finalmente caracterizaremos las normas de Finsler Ad-invariantes que
provienen de un producto interno en la Proposicién 2.3.10.

Definicion 2.3.1. Sea 0 € B c R", decimos que B es simétrico si para cada permutacién o € S, y cada
(x1,...,Xx,) € B tenemos que

o-(xl, .. .,xn) = (x(,-(l), .. .,x(,-(,,)) € B.

Si F : R" — R, decimos que F' is simétrica si F o o = F, donde o debe de interpretarse como una
permutacion de variables. Notamos que F es simétrica si y solo si los conjuntos de nivel de F lo son.

Definicion 2.3.2 (MAB). Decimos que M C u, es una MAB si es una subalgebra de Lie abeliana y maximal
con dicha propiedad.

En el siguiente teorema caracterizaremos como son todas estds subdlebras abelianas.

Teorema 2.3.3. Sea I C u, una MAB entonces existe un operador unitario U € U, de forma tal que
U*IMU = {X € u, : X es diagonal}. En otras palabras, las subdlgebras abelianas maximales se obtienen
a partir de fijar una base de proyecciones ortonormales {p, p2,--- , pn} y considerar los elementos en 1,
diagonalizables en dicha base.

Demostracion. Notamos primero que el conjunto ® = {X € u, : X es diagonal} es claramente una
subdlgebra abeliana. Para ver que es maximal consideramos A € u, que conmuta con todo elemento de Dy
veamos que A € D. Como iEy ; € D paracada 1 < k < n (ver notacién en la Observacion 2.2.6), entonces
AiEy = iEi kA, en particular para 1 < k,l <nconk # [,debe ser A; x = (A.Ex 1)1,k = (Ex x-A)1.x =0.
Como k, [ son arbitrarios, hemos probado que A debe ser diagonal y luego © maximal.

Sea ahora 9t C u, una subdlgebra maximal abeliana, consideramos una base de 9t como espacio
vectorial sobre R, la cual notamos {X|, X5, -- X,,}. Al tener n elementos que conmutan entre si, es un
resultado conocido que se diagonalizan en forma simultanea, luego existe U € U, de forma tal que
X; =UD;U*" paraciertas D; € Dy 1 <i < n. Sea X € M, escribiéndolo como combinacién lineal de los
elementos de la base tenemos que

X = zn:aiX[ = zn:a[UD[D* =U
i=1 i=1

n

ZaiDi

i=1

U,
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n

llamando D = } a;D;, obtenemos que X = UDU". Esto implica que todos los elementos de M se
i=1

diagonalizan a partir de U y entonces U* MM U C D. Pero como P es maximal, es evidente que U* I U

también lo es, y luego UM U = D. O

Dada un dlgebra abeliana maximal 9 C u,, podemos considerar las proyecciones ortonormales (pg);_,
que la generan e identificar un elemento de dicha MAB con un vector de R” a partir de mirar sus coordenadas
en dicha base. Mas especificamente, si X € I, entonces X = Udiag(ixy,ixy,- -+ ,ix,)U" ylaidentificacién
esta dada por X € M — (x1,x2,- -+ ,x,) € R™.

Esta identificacién nos da una isometria entre I con el producto interno de Hilbert-Schmidt y R”
con el producto interno candnico, ya que si X,Y € I entonces existe U € U, de forma tal que X =
Udiag(ixy,ix, -+ ,ix,)U* e Y = Udiag(iyy,iys, -+ ,iy,)U* y luego

(X|Y) = Te(XY™) = Tr(diag(ixy, ixo, -+ - ,ixp)diag(—iy1, —iya, -+ ,—iyn)) = X1y1 +X2V2 ++** + X Vn,

es decir el producto interno candnico en R” de las identificaciones.
Notamos que estd U no es tnica, pero la elegimos acorde a la base de proyecciones ortonormales que
generan la MAB y el orden de los autovalores queda determinado univocamente.

Proposicion 2.3.4. (Relacion entre normas Ad-invariantes en 1, y normas simétricas en R™).

(1) Sea |- | una norma de Finsler Ad-invariante en u, y sea B; su bola abierta unitaria. Para cada MAB
I C uy,, consideramos Byy = By N W. Si a Bgy lo pensamos como subconjunto de R mediante
la identificacién dada previamente, tenemos que Bgy es un abierto simétrico y convexo alrededor de
0 € R" y no depende de la MAB elegida.

(2) Sea B C R" un abierto simétrico y convexo alrededor de 0. Si pensamos a X como matriz diagonal
con entradas puramente imaginarias y consideramos

B = conv(Op) = {Z LUXU! : X € B,U; € Uy, 4; > 0, Z/li =1}.
i

Entonces B es un entorno abierto, Ad-invariante y convexo del 0 € u, y para cada MAB I, tenemos
que By N M = B. Notamos que nuevamente esta dltima igualdad tiene sentido en R"” mediante la
identificacion dada previamente.

Demostracion. Veamos (1). Como B es abierto y convexo, se sigue que Bgy = B NI C I ~ R" es un
conjunto abierto y convexo. Sea i; otra MAB, luego existe una matriz unitaria U tal que UIR U* = M.
Entonces

By, =BiNM =UB U NUMU* =U(B nM)U* = UBRU",

esto prueba que Byg y By, (vistos como subconjuntos de R") son lo mismo, por otro lado el conjunto que
obtenemos es claramente simétrico, lo cual finaliza la demostracion del primer {tem.

Para ver (2), sea B C R” un conjunto abierto, convexo y simétrico alrededor de 0. Notamos que es
evidente de su definicién que B que es abierto, convexo, Ad-invariante y contiene la matriz nula. Lo que
resta ver es que para cualquier MAB arbitraria I resulta By N I = B. Para ello, fijada M, pensamos a
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B < M (lo cual podemos hacer por su identificacion con R"). Si Z € B entonces Z € MM porque lo estamos
representando ahiy Z € Bj por ser B = conv(0Op). Por otro lado si Z € B} NI, entonces podemos escribir

7= Z/ll-Xi
i

donde X; € Op, los 4; son no negativos y suman 1.

Recordando la notacién de 2.2.12, 2.2.13 y el Lema 2.2.14, tenemos que para X € B vale x; < x para

1

i

A =) A; A; es facil ver que esta sigue siendo una matriz doblemente estocdstica y por la misma construccién
i

todo 7, luego existen matrices doblemente estocdsticas A; que cumplen x; = A;x}. Si consideramos la matriz

tenemos que Ax! = z!, invocando nuevamente al Lema 2.2.14 se concluye que z es una permutacién de las
coordenadas de x y por lo tanto Z pertenece a By, que es lo que queriamos probar. O

Observacion 2.3.5. Si consideramos el plano

n

m={(x1,...,xp) : Zx,- =0},

i=1

y nos restringimos al plano & tenemos una version andloga a la proposicion anterior en su, donde el papel
que juega R, ahora lo cumple este plano.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de la proposicion previa y nos va a permitir
relacionar las normas de Finsler Ad-invariantes en u, con las simétricas en R", mostrando la biyeccién que
hay entre las mismas.

Teorema 2.3.6. (1) Sea |- | una norma de Finsler Ad-invariante en u, y sea B su bola unitaria abierta.
Si M es una MAB podemos mirar B = B; N M como subconjunto de R” y considerar la norma dada
por el funcional de Minkowsky (ver 2.1.8) asociada a esta bola. De esta forma obtenemos una norma
simétrica en R" cuya bola unitaria es B. Ademads la norma obtenida no depende de 1a MAB elegida.

(2) Si tenemos una norma en R" cuya bola unitaria es B, podemos pensar a B C It para cierta MAB y
si miramos a B| = conv(0Op), podemos definir (nuevamente usando el funcional de Minkowsky) una
norma de Finsler Ad-invariante en u,. Este procedimiento no depende de la MAB elegida.

(3) Los procedimientos dados previamente son uno el inverso del otro, lo cual nos da una biyeccién entre
las normas de Finsler Ad-invariantes de 11, y las normas de Finsler simétricas en R".

(4) Si X € u, yx eslatira de partes imaginarias de autovalores de X entonces | X| = |x|, donde la primer
norma la pensamos en u, y la segunda en R".

Demostracion. (1) Comenzado con una norma de Finsler Ad-invariante en u,, si B es una bola unitaria,
por la Proposicién 2.3.4 tenemos que B, visto como subconjunto de R”, es un abierto simétrico y
convexo alrededor del 0 y ademas no depende de la MAB elegida. Considerando el funcional de
Minkowsky, obtenemos una norma cuya bola unitaria es B y en tal caso esta norma resulta de Finsler
y simétrica que no depende de la MAB, ya que su bola unitaria no lo hace.
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2)

3)

4)

Reciprocamente si comenzamos con una norma de Finsler simétrica en R" y llamamos B € R" a su
bola unitaria, obtenemos un abierto simétrico y convexo alrededor de cero. Pensando a B dentro de
una MAB 9t y construyendo B; = conv(Op), tenemos por la Proposicion 2.3.4, que B; es un entorno
abierto, Ad-invariante y convexo de 0 € u,. Dado que By N M’ = B sin importar la masa M’ que
elijamos, este no depende de la MAB y por lo tanto la norma de Finsler Ad-invariante cuya bola es
B tampoco.

Comenzamos con una norma de Finsler Ad-invariante en u,, cuya bola unitaria abierta es By, si
aplicamos (1) obtenemos una norma de Finlser simétrica en R" cuya bola unitaria es B. Ahora, si
aplicamos (2) a esta construccion tendremos otra norma de Finsler Ad-invariante en u,, pero esta
norma tiene la misma bola unitaria que la original, luego debe ser la misma. En el otro sentido el
razonamiento es andlogo utilizando nuevamente que las construcciones no dependen de que MAB
elegimos.

Esto es simplemente consecuencia de que ambas normas pueden ser recuperadas utilizando el fun-
cional de Minkowsky.
O

Observacion 2.3.7. Por la identificacion que hemos hecho en el teorema previo, podemos pensar en una

norma de Finsler Ad-invariante en su, y al cortarla con una MAB, trabajar con un subconjunto en R%. La

traduccion de que la norma sea Ad-invariante a nivel geométrico es que el interior de la bola que se obtiene

al cortar con una MAB sea un conjunto simétrico (ver Observacion 2.1.7) y esta es la razén por la cual en

los Ejemplos 2.1.15 utilizamos figuras rotadas. Si partimos por ejemplo de una elipse sin rotar centrada en

(0, 0) su funcional de Minkowski nos va a dar una norma no simétrica y luego no serd el corte de una norma

Ad-invariante en su, con una MAB.

Teorema 2.3.8. (1) Sea |- | una norma de Finsler Ad-invariante en su, y sea By C su, su bola unitaria

(2)

3)

abierta. Si 9t es una MAB en u,,, podemos mirar B = B; N W como subconjunto de R" N &, donde

n

m={(x1,...,x): le- =0},

i=1

y considerar la norma dada por el funcional de Minkowsky en el espacio vectorial m (ver 2.1.8)
asociada a esta bola. De esta forma obtenemos una norma simétrica en 7 ~ R"~! cuya bola unitaria
es B. Ademaés la norma obtenida no depende de 1a MAB elegida.

Si tenemos una norma en R”~!, podemos pensar a la bola unitaria de la norma sobre el plano 7 de
R™ que mencionamos en (1). Ahora podemos repetir el procedimiento del teorema anterior y pensar
a B € M para cierta MAB. Si miramos a B| = conv(Op), podemos definir, nuevamente usando el
funcional de Minkowsky una norma de Finsler Ad-invariante en u,. Este procedimiento no depende
de la masa elegida.

Los procedimientos dados previamente son uno el inverso del otro, lo cual nos da una biyeccién entre
las normas de Finsler Ad-invariantes de su, y las normas de Finsler simétricas sobre el plano 7 del
primer item.
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(4) SiX € su,yxeslatira de partes imaginarias de autovalores de X entonces | X| = |x|, donde la primer
norma la pensamos en su, y la segunda en 7.

Demostracion. La demostracion de este teorema es andloga a la del teorema anterior, ya que este resultado
es simplemente una reescritura del previo en su,. m|

Para finalizar este capitulo, como ya mencionamos previamente, vamos a caracterizar todas las normas
de Finsler Ad-invariantes en 1, que provienen de un producto interno. Comenzamos con una observacion.

Observacion 2.3.9. Sea | - | una norma de Finsler en un espacio vectorial E. Si dicha norma proviene de
un producto interno (-, -), entonces es una norma totalmente homogénea, es decir, una norma en el sentido
usual. Esto se debe a que si A € R entonces

|IAX]? = (AX, AX) = 22(X, X) = 22| X%,
y luego [AX]| = [1]|X].

Proposiciéon 2.3.10. Sea | - | una norma de Finsler Ad-invariante que proviene de un producto interno en
Uy,. Si consideramos la descomposicion de u, como u, = gen{i/} & su,, donde I es la matriz identidad
y su, = {X € u, : Tr(X) = 0}, entonces existen escalares positivos a y b de forma tal que para cada

X =S+itl con S € su, resulta
_ 2 2
1X| = 4/allS|l% + br?,

en particular, toda norma de Finsler Ad-invariante en su;, que proviene de un producto interno es un multiplo
positivo de la norma de Frobenius.

Demostracion. Sea {-,-) el producto interno del cual proviene nuestra norma. Utilizando la identidad de
polarizacién

1
XYy =2 (1X+¥P =X -7P),

es evidente que el producto interno también es Ad-invariante, es decir

(UXU*,UYU") =(X,Y) paratodo U € U,.

Por otro lado, por el Teorema de Representacion de Riesz, existe una transformacion lineal f : u, — u,
definida positiva (estrictamente) que cumple

(X,Y)=(f(X)|Y) paratodo X,Y € u,.
Veamos que si X € u, y U € U, entonces f(UXU*) = U f(X)U". Para ello notamos que, para Y € uy,

(fUXUHIUYU™) = UXU", UYU") = (X,Y) = (f(X)IY) = (Uf(X)U|UYU"),

donde la tltima igualdad es consecuencia de que la norma de Frobenius es Ad-invariante como vimos en
la Observacion 2.2.5 y por ende el producto interno (-|-) también, como observamos previamente en esta
demostracion.
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Restando ambos miembros de la igualdad previa obtenemos que

0= (F(UXU*) = Uf(X)U*|UYU*) = Te((f(UXU*) = Uf(X)U*UY*U")
=Tr(U"(f(UXU") = Uf(X)U)UY) = (U*(f(UXU") - Uf(X)U")U|Y),

y como esto vale para todo Y € u, entonces U*(f(UXU*) — U f(X)U*)U = 0, de donde se sigue de forma

inmediata que
fUXU") =Uf(X)U" (2.1)

Sea su, = {X € u, : Tr(X) = 0}, como esto es un hiperplano de u, y il ¢ su,, tenemos la

descomposicion u, = gen{il} & S. Lo primero que queremos ver es que S es f-invariante. Recordamos que

toda matriz A de n X n se puede descomponer como A = A, + A,y donde Ay = A+2A* (parte hermitiana)

y Agn = A‘TA* (parte antihermitiana), ademads esta descomposicién es tnica como suma de una matriz
hermitiana y una antihermitiana. Por otra una matriz X tiene traza cero si y solo si se puede escribir como
un conmutador X = [A, B] (este resultado fue demostrado en 1937 por Shoda [63] en cualquier cuerpo de
caracteristica cero). Como estamos trabajando con matrices de traza cero antihermitianas, es decir X € uy,
queremos ver como queda esta descomposicion en dicho caso, para ello, si X € u,

X =[A,B] = [Ap+ Aan, B + Ban] = [An, Br] + [Aan, Ban] + [An, Ban] + [Aan, Brl,

estudiando cada corchete, podemos ver facilmente que X, = [Apn, Bnl + [Aan, Ban]l ¥ Xn = [An, Ban] +
[Aan, Bn] y como en nuestro caso X = X, tenemos entonces que

X = [Ap, Bi] + [Aan, Ban].
Luego, utilizando la linealidad de f, tenemos que
F(X) = f([An, Bu]) + f([Aan, Ban]) = = f([iAn,iBn) + f ([Aan, Banl])-

Finalmente, para ver que S es f-invariante, solo resta ver que si X,Y € u, entonces Tr( f([X,Y])) = 0. Para
ello notamos que e¥ € U, entonces, utilizando 2.1, se sigue que para todo ¢ € R vale

f (etYXe—tY) — etYf(X)e—tY
derivando esta expresion en ¢ = 0 obtenemos que
JYX -XY) =Yf(X) - f(X)Y,

es decir, f([Y,X]) = [Y, f(X)]. Como el miembro de la derecha tiene traza cero por ser un conmutador,
podemos afirmar que Tr( f([Y, X])) = 0 para todo par de matrices X,Y € u, y S resulta f invariante.

SeaahoraV € su, unautovector de autovalor A de f. Recordamos que como f surge de la Representacién
de Riesz de un producto interno, necesariamente 4 > 0. Afirmamos que

su, = gen{UVU" : U € U,}.

Es claro que S contiene al subespacio mencionado, ya que por la ciclicidad de la traza, Tr(UVU*) = 0.
Para ver la otra contencidén vamos a volver a utilizar un resultado usado en esta tesis y cuya demostraciéon



36 CAPITULO 2. PRELIMINARES

puede ser encontrada en [35]. El resultado es el siguiente: si v = (vi,va,---,Vv,) € R" es una tira de
nimeros no nula que suma cero, entonces existen n — 1 permutaciones de dicha tira de forma tal que cuando
miramos el espacio generado por dichas permutaciones, obtenemos {x € R" : x| + xp + - - - + x;,, = 0}.

Aplicamos esto de la siguiente forma: sea v = (v, va, - ,v,) la tira de autovalores de V. Primero
vamos a considerar U € U, de forma tal que UVU* = idiag(vy,va,- - ,Vy). Al conjugar por matrices
unitarias, podemos obtener cualquier matriz diagonal cuya diagonal este formada por alguna permutacién
de los elementos de la diagonal de UVU™. Sean entonces Uj, U, -+ ,U,—1 € U, de forma tal que las
diagonales de D; = U;UVU*U; forman una base de {x e R" : xy +x2 +--- +x,, = 0}. En dicho caso,
toda matriz diagonal en su, se puede escribir como combinacién lineal de las matrices (D;);. Dado que
toda matriz en su, es de la forma UDU* con U € U, podremos escribir a cualquier matriz en su, como
combinacion lineal de elementos en gen{UVU" : U € U,}, lo cual prueba la contencion.

k
Notamos que si X € su, entonces X = 3, a;U;VU] y luego
i=1

k
X7 = (X, X) = (f(X), X) = (f(D | a;UVU}), X)
i=1

k k k
= (O ailif (MU}, X) = (1) aiUVU;, X) = A0 aUVU;, X) = AlIX |13,
i=1 i=1 i=1

por lo tanto, | X| = VA||X||r en los elementos de traza cero. Esto nos da la igualdad buscada en su1, y nos

dice ademads que f tiene un tnico autovalor, pues podriamos repetir el procedimiento con otro y llegar a la

misma igualdad para todo X € su,, en definitiva, la funcién f restringida a su, es la multiplicacién por VA.
Sea X = S + it] un elemento arbitrario de 1,, llamando a = YAy b = (il,iI) obtenemos

IS +itl|> = (S +itl, S +it]) = (S, S) +2:(S,il) + t>(l,il)
= a||S||% + 2t (f(S)|il) + bt*
= a||S||% +2ta(S)il) + bt*
= a||S||% + 2ta Tr(~iS) + bt*

= a||S||% + bt?,

resultando entonces que |S + itI| = /a]|S] |% + bt%, como se queria demostrar. m|



Capitulo 3

Funcionales, conmutadores y dual polar

3.1. Caracterizacion de funcionales que realizan la norma

Recordamos que si X € u, y ¢ es un funcional que realiza la norma de X, entonces existe N € u, de
forma tal que ¢(-) = (N|-). Ademads, dado que ||¢|| = 1, por la Proposicién 2.1.18 debe ser |[N|" = 1. En
esta seccion vamos a estudiar las propiedades de esta matriz N que representa via el producto interno al
elemento ¢ del espacio dual. Los resultados originales mds importantes de esta seccién publicados en [47]
son la Proposicién 3.1.8, el Teorema 3.1.13 y el Teorema 3.1.18.

Comenzamos con una observacién de indole general:

Observacion 3.1.1. Sea | - | una norma de Finsler Ad-invariante en u,. Si |V| = 1, para cada funcional
¢ que realiza la norma de V tenemos que existe N € u, de norma dual igual a 1, i.e. |[N|" = 1, tal que
¢(V) = (N|V) = 1. Luego si ¢’ = (V|-), como |V| = 1, este funcional es de norma 1 en el espacio doble
dual. Por otro lado ¢’ (N) = (V|N) = |V| =1 = |N/|’, luego ¢’ realiza la norma de N en el espacio dual. Sea
F, C u, la cara de la esfera en la norma dual dada por el funcional ¢’. Claramente ¢ = (N|-) es el tinico
funcional que realiza la norma de V siy solo si F,r = {N} y ademds F, = {V} siy solosi ¢’ = (V|-) es el
unico funcional que realiza la norma de N en el espacio dual.

Lema 3.1.2. (Naturalidad de la exponencial) Sean X, Y € u, entonces el elemento e¥ es unitario y tenemos
que
Ad,y X = 27 X,

k o4k
s* ady

o0
En particular, la expresion Ad,sy X = 53y X = ¥ X, es una funcién analitica en R.

k=0

Demostracion. El hecho de que la exponencial de un elemento de u, nos de un elemento unitario es
simplemente una consecuencia del desarrollo en serie de la exponencial y las propiedades de adjuntar. Para
mostrar la igualdad consideramos B(M,,(C)) el conjunto de operadores lineales acotados en M,,(C) y la
ecuacion diferencial para f : R — B(M,,(C)) dada por f’(s) = f(s)oady con condicién inicial f(0) = id.

Sabemos que esta ecuacion tiene tinica solucion, lo que queremos ver es que tanto f(s) = Ad,sr como
g(s) = e*2¥ son soluciones. Luego serd f = g y evaluando en s = 1 tendremos la igualdad buscada como
operadores.

37
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Notamos que la condicién inicial se cumple de forma evidente. Calculamos las derivadas de ambas
expresiones:

= = k=1

o kogk\ o g k-1 ,4k o k-1,1k-1
, s" ady ks®~" ady s ady
g(”Z(Z g ) =ZT=(ZW oady =g o ady.
Por otro lado si consideramos f(s)(X) = Y Xe™*Y y derivamos
F ()X =(f(9)X) =eYYXe™Y —eVXYe™Y =V (Y X - XY)e ™Y = f(s) 0 ady(X),

Iuego f’(s) = g’(s) paratodo s € Ry se sigue el resultado por lo observado previamente.
]

Observacion 3.1.3. Normalmente no usaremos todo el desarrollo de la expresion Ad,sv X, sino que lo
utilizaremos hasta cierto término. Por ejemplo a orden 1 y orden 2 tenemos las siguientes expresiones

Ad,sy X = Y X = X + 5[V, X] + 0(5%), (3.1

Adgey X = €Y X = X + 5[V, X] + SV, [V, X]] + o(sY). (3.2)

Lema 3.1.4. Sean | - | una norma de Finsler Ad-invariante en u,, 0 # X € u, y ¢ = (N|-) un funcional que
realiza la norma de X o de —X. ParaY € u, tenemos que

(1) ¢([X,Y]) = 0 (equivalentemente ¢ o ad X = 0 en u,) y N conmuta con X.
(2) Si @ realiza la norma de X entonces ¢([Y, [V, X]]) < 0.

Demostracion. Por (3.1) tenemos que
Ad,sy X = X +5[Y, X] + o(s?).
Luego, para cada funcional ¢ que realiza la norma de X, se sigue que
@(s[Y, X] +0(5%) = @(Ad,sy X — X) = o(Ad,sy X) — ¢(X) < |Ad,sr X| - |X| =0,

dividiendo por s > 0y tomando s — 0F, obtenemos ¢([Y, X]) < 0. Reemplazando Y por —Y, conseguimos
la otra desigualdad y luego queda probado que ¢([Y, X]) = 0. La prueba en el caso de que —¢(X) = | — X|
es andloga, finalizando asi la demostracion de la primera afirmacion.

Por otro lado para cada Z € u, tenemos que

0=e([X.Z]) =-Tr(N[X, Z]) = (N|[X, Z]) = (Z|[N, X])

donde usamos las identidades ciclicas de la Observacién 2.2.8. Tomando Z = [N, X] obtenemos || [N, X] ||127 =
0, luego [N, X] = 0. Por otra parte, aplicando ¢ a (3.2) y usando que ¢([Y, X]) = 0, tenemos que

e(X) + S([Y, [¥, X]]) +0(s”) = ¢(Adewr X) < | Adesy X| = X[ = 0(X),

en tal caso %tp( [Y, [Y,X]])+o(s*) < 0.Dividiendo en este caso por s y tomando s — 0, queda demostrada
la segunda afirmacion. m|
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Observacién 3.1.5. Dado que g : s — ¢(e*2¥X) es una funcién analitica y que tiene un méaximo
en s = 0. Una posibilidad es que todas las derivadas se anulen en s = 0; esto solo puede pasar si
@(e*r Xy = ¢(0) = |X|. Si este no fuese el caso, todas las derivadas van a dar cero hasta un cierto k par
en el cual debe ser g% (0) < 0. Como g™ (0) = ¢((ady)™ (X)), lo que tenemos es que ¢((ady)™ (X)) = 0
paratodo 1 <m < k — 1y ¢((ady)*(X)) < 0 para dicho k par.

Notacion 3.1.6. En las siguientes proposiciones y observaciones, vamos a indexar los elementos como
vi,vo2 -+, VvF, cuando escribamos k € F, nos estaremos refiriendo a que k recorre los valores desde 1 hasta
F. Nos permitiremos este leve abuso de notacidn para facilitar la lectura. Recordamos ademas que || - || es
la norma de Frobenius, la cual ya utilizamos repetidamente a lo largo de este trabajo.

Definicion 3.1.7 (Descomposicién Diagonal/Codiagonal). Sea 0 # V € u,, diagonalizando tenemos que
V = iYker VikPr con vy > vy > ... > vp, donde los autovalores estdn tomados todos distintos y de
forma decreciente, por otro lado, Py es la proyeccién ortogonal en el autoespacio asociado al autovalor vy
y claramente tenemos que Py P; = O para k # j. Para cada X € u, podemos descomponer X = Xp + Xc,

donde
Xp = ZPkXPk = Zxk y Xc = ZPkXPj = Zxkj.
k k

k#j k#j

Dichos elementos son conocidos como parte diagonal por bloques y parte codiagonal por blogues de
X, las cuales estan asociadas a la descomposicién de V. Notar que bien podria ser que [Xp, Xc] # 0, sin
embargo tenemos

X =Xp + Xc, [X, V] = [Xc,V] y [XD,V] =0.

Sea ¢ = (N|-) = — Tr(N-) un funcional que realiza la norma de V. Dado que N conmuta con V por el Lema
3.1.4, tenemos que N =1 } ;. Ni con N autoadjuntoy NyN; = O para k # j (N es diagonal por bloques).

Enel Lema2.2.21.(1) estudiamos los funcionales que realizan la norma para el caso de normas orbitales.
A continuacién, vamos a estudiar estos funcionales en el caso general de una norma de Finsler Ad-invariante:

Proposicion 3.1.8 (Caracterizacion de funcionales que realizan la norma). Sean 0 # V =i} cp viPr,
N =i} Ni con ¢ = (N|-) un funcional que realiza la norma de V'y F, la cara dada por ¢.

(1) Sij > k, cualquier autovalor de Ny es mayor o igual que todos los autovalores de N;.

(2) Sialguno de ellos es igual, luego permutando las projecciones 1-dimensionales inducidas, obtenemos
otra V € F,.

(3) Si F, = {V}, la desigualdad establecida en el primer item es estricta.

(4) Dado s € F, intercambiando proyecciones 1-dimensionales de N correspondientes a distintos auto-
valores, nos da otra ¢ que realiza la norma de V.

(5) Si ¢ es el dnico funcional que realiza la norma de V, luego N es diagonal, i.e. Ny = X ;< nx Pk, con
N4+l = Ng.

En particular si la norma es estrictamente convexa y suave, debe ser N = }’; . r nx Pk, con los ny estrictamente
decrecientes.
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Demostracion. Tenemos que

V| = @(V) = (N|V) = = Te(NV) = — Tr(i Z N, i Z viP)) = Z Z vi Tr(NsP)) = Z vy Tr(Ns). (3.3)
N ) N [ K

Ahora, si U € U,
~Tr(U*NUV) = - Te(NUVU*) = (UVU*) < |UVU*| = [V| = = Tt(NV), (3.4)

lo cual implica que si V = UVU* entonces (V) < V| = |V|. Sea {ef,.. } una base ortonormal de

el
> 7d(s)
Ran(Py) (en esta parte d(s) = dim(Py)), diagonalizando cada N tenemos que

Nyl = 4/(Ny)el  1=1,...,d(s)

paracada s € F; podemos asumir ademds (eventualmente permutando los elementos de la base elegida) que
los 2;(Ny) estan en orden no creciente. Como Y, P; = 1, si ponemos todas esas bases juntas en el orden

correspondiente, obtenemos un base que diagonaliza a N y a V de forma simultanea. Sea U € U, la matriz
k
d(k)
Nj), con j > k. Razonando como en (3.3)

unitaria que se obtiene al intercambiar e con e{ (el dltimo autovector de Ny con el primer autovector de

d(s)
VI= (V) ==Tr(NV) = 3" vs D" 4(Ny),
seF 1=l
mientras que — Tr(U*NUV) = — Tr(NUVU™) es la misma suma intercambiando los dos autovalores de N
considerados. Luego restando ambas expresiones y cancelando los términos repetidos, por (3.4) obtenemos:

Vida(k)(Nik) +vidi(Nj) < vidae (Ni) +v ;41 (Nj).

De donde deducimos que (vi —v;)(Adqk)(Nk) = A1(N;)) > 0,y como v, > v; cuando j > k, se sigue la
conclusién de la primera afimacion. Notamos que si A4(x)(Nk) = 41 (N) tenemos que

o(V) = —=Te(NUVU*) = =Tr(U*NUV) = —=Te(NV) = ¢(V) = |V| = [UVU*| = |V|,

luego V € F,, lo cual prueba la segunda afirmacién. Si la cara tiene un solo elemento y vale la igualdad
Aak)(Ni) = 41(N;), luego UVU* = V =V, pero esto no es posible dado que vy # vj. Se sigue que en
ese caso debemos tener una desigualdad estricta, lo cual prueba la tercer afirmacién. Si permutamos dos
autoproyecciones de Ng, en tal caso existe U € U, de forma que Ran(UN,U*) = Ran(Ng) = Ran(Py)
que actda permutando en el bloque en cuestién y U es la identidad en los otros bloques, si consideramos
¢ = (UNU*|-) tenemos que, desarrollando de forma similar a (3.3)

o(V) = Z vg Tr(Ny) + Z v Tr(UNLU* Pp) = Z Vs Tr(Ny) + vi TH(UNR U Py)
stk l stk

= D v Tr(Ny) + vi Tr(Ni) = (NIV) = (V) = [V].
s#k

Por otro lado para Z € u,

#(Z) =-Tr(UNU*Z) = -Te(NU*ZU) = (N|UZU") < |l¢||lUZU"| = |Z|,
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que combinado con la igualdad previa, prueba que ||¢|| = 1 y obtenemos asi un nuevo funcional que realiza
la norma de V, lo cual prueba (4). Finalmente, si hay exactamente un funcional que realiza la norma de
V., luego los autovalores de cada Ny deben ser iguales, ya que caso contrario podriamos armarnos otro
funcional que realiza la norma como hicimos para probar (4). Concluimos que Ny = ng P paracada s. O

Observacion 3.1.9. Dado que N conmuta con V, y cualquier reordenamiento de autovectores dentro de cada
bloque Ny es admisible, si es necesario, podemos asumir que los autovalores de N estan todos ordenados
en forma decreciente. Por otro lado, es claro que si A4(x)(Ni) es el menor autovalor de Ny, luego

Ni > Aq(k)(Ni)Py.
De la misma forma, si A1 (N;) es el mayor autovalor de N;, tenemos
Nj < A1 (Nj)P;.
Ambas desigualdades son con respecto al orden parcial de matrices hermitianas,
X>2Y sii (X&) > (YEE) VEeC
Observacion 3.1.10. Si [X, [X,Y]] =06 [Y,[Y, X]] =0, luego [X,Y] =0, dado que
IIX, Y111 = =(YI[X, [X,Y]) = =([Y, [Y, X]]1X).

Para la norma de Frobenius, el dnico funcional que realiza la norma de 0 # V € u, estd dado por

Y = (W| - ), luego Ny = ”‘Y”F. Por lo dicho previamente, en el contexto de la norma de Frobenius

tenemos que
ev([X,[X,V]]) =0

implica que [X, V] = 0. Lo que vamos a hacer a continuacion, es analizar esta condicion para otras normas
de Finsler Ad-invariantes. En particular vamos a probar que la afirmacién previa, sigue siendo vélida en el
caso de normas estrictamente convexas.

Observacion 3.1.11. SeaV =i}, viPr convy > vy > ... > v, al igual que antes. Si X = Xp + Xc es
la descomposicién de X en sus partes diagonal y codiagonal con respecto a V se tiene que Xp conmuta con
V yluego [X,V] = [X¢, V] (esto es consecuencia de que cada bloque de V es un miiltiplo de la identidad).
Por otro lado, si ¢ = (N|-) realiza la norma de V, por la identidad de Jacobi y (2.2.8) obtenemos

e([X, [X,V]]) = o([X, [Xc, VD = (N[ [[X, Xc]. V] + [Xc, [X, V]])
=-=(N[[V.[X,Xc]]) + (N |[Xc, [Xe. VID)
==([N, V]I [X, Xc]) + ([N, Xc] [ [Xc, V) = ([N, Xc] [ [Xce. V)

donde usamos que N conmuta con V, en conclusién

e([X, [X,V]]) = ([N, Xc] | [Xc, VD). 3.5)
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Observacion 3.1.12. Para el siguiente teorema vamos a necesitar usar alguna propiedades del orden de
matrices. Si 0 < A < B para A, B matrices hermitianas, es un resultado conocido que 0 < VA < VB'y
por otro lado es bien sabido que elevar al cuadrado no preserva el orden necesariamente. Sin embargo, en
el caso particular que las matrices A y B conmuten, la propiedad es vélida. Esto esyaque si0 < A < By
AB = BA entonces podemos escribir

B> - A= (B-A)(B+A),

llamando X = B—AeY = B+ A, es claro que X e Y son positivas y conmutan, luego se escriben como
X =UDxU*yY =UDyU" con Dx, Dy matrices diagonales positivas y U € U,. Tendremos entonces que
XY = UDxDyU" que es claramente positiva ya que sus autovalores son el producto de los autovalores de
X con los de Y. Se concluye entonces que 0 < A? < B2, lo cual usaremos repetidamente en el siguiente
teorema.

Teorema 3.1.13 (El caso de la igualdad). Sean X,V € u,, escribimos en forma diagonalizada a V como
V=iYviPrconvy >...>vpyseay = (N|-) un funcional que realiza la norma de V.

(1) o([X,[X,V]]) =0siysolosi [Xc,N] =0
(2) Sie([X,[X,V]]) =0y F, ={V} entonces [X,V] =0.

Demostracion. Si [Xc, N] = 0, por (3.5) tenemos que ¢([X, [X,V]]) = ([N, Xc] | [Xc,V]) = 0. Supon-
gamos ahora que ¢([X, [X,V]]) = 0, consideramos inicialmente Z = P;XPy + PxXP; € u, y notamos
que Z = Z¢ si k # j. Luego, por el Lema 3.1.4 y la igualdad (3.5), tenemos que

Te([Z,N][Z,V]) = =Te([N, Z][Z,V]) = ([N, Z] | [ 2, V])
= ([N.Zcll[Zc, VD = ¢(12.[2Z,V]]) < 0. (3.6)

Desarrollando [Z, N] obtenemos
[Z,N] =i(P;XPi+ PcXP}) > Ny =i No(P;XPy+PiXP))
s s
= i(Pj XNy + PxXN; — NjXP; — Ny XP;).
De la misma forma, pero trabajando con [Z, V], se tiene
[Z,V] = i(PjXviPy + Py XvjPj —v;P;XPy = viPrXP;) = i(vi —v,;)(P;XPy — Pt XP;).
Usando las igualdades previas y la ciclicidad de la traza tenemos que

Tr([Z, N][Z,V]) = =(vik = v;) Te((P; XNy + Pt XN, — N;XPi — Nt XP,)(P;XPi — PyXP}))
= —(vk =v;) Tr(=P; XNy XP; + Pt XN;X Py + NjXPiXP; — Ny XP,; X Py)
= 2(vi —v;) Tre(N;XPiX — Ny XP, X). (3.7)

Usando (3.6), se sigue que

2k = v;) Tr(N; XPiX = N XP;X) 20 Yk #j. (3.8)
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Ahora pasamos al caso general y calculamos [Xc, V]

[Xc,N] =i Z(P,XPS +PyXP,) Z Ny —i Z N, Z(PrXPS +PyXP,)
1 1

r#s r#s

- iZ(PrXNS +P,XN,) —i Z(N’XPS + N,XP,)

r£s r£s
=i Y (P, XNy + PyXN, = N, XPy — N,XP,).
r#s

Por otra parte desarrollando [ X¢, V]

[Xc, V] =i() [(PeXv;Pj+ PiXviPy = viPiXPj = v;P;XPy))
J#J
=i ) (vi = v;)(P;XPx = P XP)).
k#j

Luego ¢([X, [X,V]]) = Tr([Xc, N][Xc, V]) es igual a

== > > Tr((Pr XNy + PaXN, = N,XPs = NyXP;) (vic = v,)(P;X Py = PcXP;))
k#j r£s
=4 Z(vk —v,;) Tr(N;XP X — Ny XP;X),
k#j
donde en la dltima igualdad usamos que la expresién esnonulasolosik =ryj=s6k =sy j =r.Luego
nos queda para cada k # j el doble de la expresion (3.7). Por la desigualdad (3.8), esta expresion solo puede
ser cero si Tr(N; X Py X — Ny XP;X) = 0 paratodo k # j. Supongamos primero que j > k, y en tal caso por
la Proposicién 3.1.8, tenemos que A4(k) (Nk) = A1(N;). Vamos a mostrar que estos niimeros son iguales y
que
Py XP;N = PyXN; = 11(N;)PXP;, P;XPyN = P;XNy = A1(N;)P;XPx. (3.9)

Una vez probado esto, adjuntando a ambos lados obtenemos que:
NP;XPyi=N;XPr=A1(N;)P; XPx
NP XP;=NXP; =A1(N;)PXP;,
y entonces para j > k se tiene
PiXPiN = P;XNy = 41(Nj)PjXPy, NP;XP;=N;XPi=A1(N;)P;XPy,

i.e. [PjXPr,N] = 0. Por simetria, el mismo argumento funciona para j < k (usando A;(Ng) en vez de
A1(N})), y luego sumando sobre todos los j # k tendremos que [Xc, N] = 0.

Para simplificar los cambios de signos va a ser conveniente trabajar con X = iX, que satisface X* =X,
de hecho vamos a cometer un abuso de notacioén y renombrarlo simplemente X (sin usar la tilde) para no
sobrecargar la notacién. Observamos que X¢ conmuta con N siy solo si X¢ conmuta con N.

Supongamos primero que j > k. Sabemos que Tr(N;XP;X) = Tr(NyXP;X) con X* = X. Como
Ni = Aak)(Ni)Pr Yy da(k) (Ni) = A1(Nj) se sigue que

PjXNkXPj > /ld(k)(Nk)PjXPkXPj > /ll(Nj)PjXPkXPj,
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donde en la primera igualdad usamos que conjugar preserva desigualdades de operadores y en la segunda
desigualdad usamos que P;XPXP; = (XP;)*XP; > 0. Por la monotonia y la ciclicidad de la traza
tenemos que

Tr(PjXNkX) > Aa(k) (Nx) Tr(PJ-XPkX) > A (N]) Tr(PjXPkX),
notamos ademas que ||PkXPj||125 = ||PjXPk||125 =Tr(P;XPiX) y luego
Tr(P;XNiX) 2 daqy (NOIP;XPill7 = i (N)IPX Pz

Andlogamente partiendo ahora de N; < A;(N;)P; obtenemos por un lado que

PrXN;XPi < i (N))PkXP;XPx < da(x)(Nk) PXP;XPy

y tomando traza
Tr(PiXN;X) < L(NHIIP;XPrlIE < dary (NP X Pill7.

Usando la hipdtesis y las desigualdades previamente demostradas
AN IPEXPilIE < da) (NK) IPXPilIE < Tr(PXNiX) = Tr(PrXN;X) < Ai(N)) 1P X Pl
Como ||P; X Pk||%: = [|PrXP; ||%, tenemos que las desigualdades deben ser todas igualdades.
Aay(Ni) Tr(PrXP;X) = Tr(P; XNy X) = Te(PrXN; X) = 11(N;) Tr(Py XP; X).

Si||PrXPj|lF =0,luego PrXP; = P;XP; = 0y (3.9)es claro. Sino es asi, debe ser A4(x) (Ni) = 41(N;) =
A. Mas atin, observamos que
A=P;XNyXP; — AP;XP;XP; >0

pero acabamos de probar que Tr(A) = 0. Luego A = 0, y entonces P; XNy XP; = AP;XP;XP;. De la
misma forma, como P XN;XP; < AP XP;XPy, utilizando la igualdad de las trazas obtenidas se sigue
que

P;XNyXP; = AP;XPyXP; y  PyXN;XPy=APXP;XPy. (3.10)

Supongamos primero que 4 > 0, sea N; = N}’ - Ny donde N;.’, N; = 0 es la descomposicién de Hahn de
N;.Como N; < AP; debe ser 0 < N]+. < AP; y luego por la observacion previa 0 < (N;.')2 < /lsz. Ahora

AP XPiXPy = Py XN;XPy = PkXN;-XPk — PrXN; XPy < APy XPjXPy — P XN; XPy,

luego 0 < PkXN]TXPk < 0y esto es solo posible si PkXN]TXPk = 0. Como PkXNJ.‘XPk =| /N].‘XPk|2,
se sigue que NJ.‘XPk =0= PkXNJ.‘. Por otra parte
IP XN = Tr(PeX(NT)?XPy) < A° Te(PyXP,;XPy)

entonces ||PkXN;~L||F < A||PjXPi||F. Esto nos da la siguiente igualdad en la desigualdad de Cauchy-
Schwarz:

A|IP;XPy||7: = Te(PrXN;XPy) = Te(Pt XNTXPy) = (P XN |PcXPj)
< |PeXN; I FIIP X PjllF < AP X P



3.1. CARACTERIZACION DE FUNCIONALES QUE REALIZAN LA NORMA 45

Se sigue entonces que los vectores estdn alineados (ver por ejemplo [44]), i.e. PkXN;F = uPiXPj,y
multiplicando por P; X Py a derecha resulta u = A. Obtenemos entonces que

PyXNj = PkXN;-r - PrXN; = PkXN;-r = AP XPj,

que es la primer identidad de (3.9). Para obtener la segunda identidad, notamos que Ny > APy > 0 luego
(nuevamente por la observacién previa) VN > VAP, > 0y entonces P; X VAP XP; < P; XN XP;. Por
otra parte, usando (3.10), tenemos que

1P XVNi||% = Te(P; X/NxVNL X P;) = Te(Pj XNy XP;) = A||PuXP||% = [P, X P,
lo cual nos da nuevamente una igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz :
VAP XP;||% = VATr(P;XPiXP;) < Te(P;Xy/NcXP;)
= (P X\Nk|P;XPy) < |IP;X\NillFIIP; X Pille < VAIP; X Pl
Obtenemos entonces que P; XNy = VAP i X Py luego

P;XNy = P;X\/Ny+[Ny = VAP; XPi /Ny = VAP, X+/N; = AP X Py,

que es la segunda identidad de (3.9). Esto finaliza el caso 4 > 0. El caso 4 < 0 es similar con algunas
modificaciones: comenzamos observando que N; < AP; < 0, luego —N; > 0 y ademds, usando la
monotonia de la raiz cuadrada, \/-N; > V=AP; > 0. Luego Py X+/-N;XPy > Py XP;jV-AXPry

V=alIP;XPilly < Tr(PiXy=N;XPi) = (PXy/=N;|PkXP))
< NPk Xy =N;lIFIPcXPjllF < \/Tr(PkX(—N/)XPk)||PkXP_i||F

= \FATH(PLX P XPOIIPLXP;llr = V=2IIP; X i

Nuevamente tenemos una igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la cual es solamente posible si
PyX+[-N; = V=AP;XP;. Al igual que antes (multiplicando por \/=N a derecha) se sigue que Py XN, =
AP XP;, lo cual establece la primer identidad en (3.9). Ahora, observamos que Ny > AP, con 4 < 0,
luego si Ny = N — N, es la descomposicién de Hahn de Ny, debe ser =N, > APy y por la observacién
previa (N]:)2 = (—N,;)2 < A%2Py. Razonando como el otro caso vemos primero que P;XN;XP; =0,ie.
P;XN; = N;XP; =0.Entonces P;XN; = P; XN,y

|Pj XNyl = Te(P;XNZXP;) = Te(P;X(N;)*XP;) < A Tr(P; XPiXP;) = A%|| Pk XPjl|7.
Nuevamente tenemos una igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz

—A||PtXPj|[7 = Te(—=P; XN XP;) = (~P; XN |P;XPy) < ||P;XNi||Fl|PcX Pl
< A I1PkX Pl = Al PeXP;lI7,
lo que nos dice que P; XNy = AP;XPy, la cual es la segunda igualdad de la identidad (3.9). Ahora que

probamos que [X¢, N] = 0, vamos a ver (2). Recordamos que la Proposicion 3.1.8 dice que cuando existe
un Unico ¢ que realiza la norma de V debe ser N debe ser diagonal, i.e. N = i ) ; niPg. Pero la parte
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diagonal de X (con respecto V) es en tal caso la parte diagonal de X respecto a N, o equivalentemente,
[Xp,N] = 0. Luego en este caso [X,N] = [X¢c,N] + [Xp,N] = 0+ 0 = 0. Por otro parte si F, = {V},
citando la misma proposicién no podemos tener igualdades de la forma A,4(x)(Nx) = A1 (N;), luego en cada
paso debe ser P XP; = 0, lo cual implica que Xc = 0y entonces X = Xp. Esto ultimo es equivalente a que
X conmute con V. m|

Corolario 3.1.14 (Normas estrictamente convexas). Si la norma es estrictamente y ¢ es un funcional que
realiza la norma de V tenemos que ¢([X, [X, V]]) = 0 implica que [X,V] = 0.

Demostracion. Como la norma es estrictamente convexa, tenemos que cada cara consta solo de un punto,
luego F, = {V}. Si asumimos que ¢([X, [X,V]]) = 0y aplicamos el item (2) del Teorema 3.1.13 se sigue
[X,V]=0. O

Observacion 3.1.15. El Teorema 3.1.13 y su corolario van a ser muy ttiles para probar resultados como el
Teorema 3.5.3, del cual podremos concluir una interpretacién geométrica mas clara. Sin embargo si miramos
un ejemplo en R? usando como corchete el producto vectorial y como norma la euclidea tenemos que el
unico funcional que realiza lanorma de V es (W) = % Por otro lado la condicién ([ X, [X,V]]) =0
se traduce en (X, V) = ||X||.||V|l, 1a cual implica una igualdad en al desigualdad de Cauchy-Schwartz y

luego X y V deben ser paralelos, es decir [X, V] = 0.

A continuacién veremos un contragjemplo de como falla el Corolario 3.1.14 cuando la norma no es
estrictamente convexa.

Ejemplo 3.1.16. Vamos a mostrar dos matrices V' y X, de forma tal que existe un tnico funcional que realiza
la norma de V con la norma dada por |X|; = Tr(]X]|) (que no es estrictamente convexa) y este funcional va
a verificar que ¢([X, [X, V]]) = 0, pero que sin embargo [X, V] # 0.

i 0 -2 4
Sean V, X € u, las matrices dadas por V = ()l 2 yX = ll 23), calculando obtenemos que
=21 -5 =3
0o =i i1
2 2 2

Notamos ademads que |V| = 3. Dado ¢ un funcional que realiza la norma de V, por el Lema de Riesz,
existe una matriz N € u, de forma tal que ¢(Y) = (N|Y) para todo Y € u,. Por otro lado, por el Lema 3.1.4,
esta matriz debe conmutar con V. Esto implica, usando el Lema 2.3.3, que N debe ser una matriz diagonal,
es decir

con a,b € R. En tal caso ¢(V) = —a — 2b. Como estamos trabajando con matrices diagonales, facilmente
podemos pensar que estamos en R? con la norma de /;(R?) y entonces la norma del funcional va a ser
la norma en I (R?) del vector (ia,ib). Tenemos entonces que ||¢|| = max{|al, |b|} Y queremos que esto
sea 1 al mismo tiempo que ¢(V) = —a — 2b = 3. Es facil ver que la unica forma en que esto suceda es
tomar a = —1 y b = —1. Resultando asi que el unico funcional que realiza la norma de V es el dado por
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(p((zc: 2)) = —a — b. Como este funcional verifica que ¢([X, [X,V]]) = 0, entonces cumple todo lo
ct i

pedido y el ejemplo queda finalizado.

Observacion 3.1.17. Si ¢([X,[X,V]]) = 0 para ciertos X,V no nulos, y ¢ realiza la norma de V,
podemos escribir a V como una combinacién convexa de los puntos extremales de la esfera de radio |V, i.e.
V=>i4iVi,con0 < A; <1y >,;4; =1. Como cada V; debe estar en la misma cara que V se sigue que ¢
debe realizar la norma de cada V;. Luego tenemos que

0=o([X,[X,V]]) = qux, (X, V1))

Esto implica que debe ser ¢([X, [X,V;]]) = 0 para cada V; (notar que todos los términos son menores o
iguales a cero por el Lema 3.1.4). Por otro lado si ¢ = (N|-) y trabajamos en el espacio dual, tenemos que
0 =3¢ =>;(N'|-) con ¢; extremales, y se deduce de forma andloga que ¢;([X, [X,V]) = 0.

Teorema 3.1.18. Sea V =i, viPx € u, con vy > vy > ... > vp. Existe ¢9 = (Np|-) un funcional que
realiza la norma de V tal que Ny es diagonal, i.e. Ng =i ) ;e Ak Pr- Sea X € uy, luego oo ([ X, [X,V]]) =0
si 'y solo si [X, Ng] = 0. En particular, si hay un tnico funcional que realiza la norma de V debe tener la
propiedad antes mencionada.

Demostracion. Sea ¢ = (N|-) un funcional que realiza la norma de V, luego N = i };cp Ny con N; =
Ny = Ni Py para todo k € F. Al igual que en la demostracién de la Proposicion 3.1.8, elegimos una base

ortonormal {e’f, e } de Ran(Py) en la cual Ny es diagonal, es decir

k
2 €a(k)
k _ k —
Nkel = /ll(Nk)el [ = 1,. . .,d(k)

para cada k € F; juntando todas estas bases en el orden dado, obtenemos una base que diagonaliza N y V

de forma simultdnea. Para cada k € F y paracada l,s € Fy = {1,...,d(k)}, sea Ui ;s la matriz unitaria

k

; con ek, Claramente

que intercambia e
UkJSPJ'UIt,ls:Pj VjkeF,

y luego Uy ;sVU; ,, = V. Observamos que para cada k, existen exactamente C (k) = (d(zk) ) formas de elegir

s
! # s de cada conjunto Fi. Notamos |F| al cardinal de F' y consideramos

1 1
No=— E —_— E UrisNU; ..
0 |F| C(k) k,ls k,ls
keF

l#seF)

Afirmamos que este elemento Ny tiene todas las propiedades deseadas. Notamos primero que al considerar
todas los reordenamientos de los elementos en la diagonal de cada Ng, cada nuevo bloque de la matriz Ny
va a ser un bloque diagonal formado por la media aritmética de los autovalores de N en su diagonal, es

decir Ny =1 )} AxPx con
d(k)

1
Ak = an ; Ai(Ni).
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Por otro lado | 1 1 1
INol' < —= > === > INI'= —|Fl——C(k) = 1
IFI G Ch) 4t FI'"'C(k)

y ademds

1 1 1 1
(NolV) = —= > —— > (NIUj ,,VUiis) = 0= > =— > VI=1V],
|F| keF C(k) I#s€Fy ’ |F| keF C(k) I#seFy

Iuego |Nol" = 1y ¢o = (Ng|-) realiza lanorma de V. Si X € u, tenemos que
eo([X, [X, V]]) = (Nol[X, [X, V]]) = ([No, X]I[X, V]),

de donde se sigue que si [X, Ng] = 0 entonces ¢o([X, [X,V]]) = 0. Por otro lado, por el Teorema 3.1.13,
si po([X, [X,V]]) = 0 entonces [Xc, No] = 0, pero como cada bloque de Ny es diagonal también tenemos
que [Xp, No] =0y luego [ X, No] =0. O

Observacion 3.1.19. Sean V y Ny como en el teorema anterior. Notamos que los valores de A; para los
cuales vale la igualdad Ny =i ) Ak Pk, se obtienen al hacer promedios de los autovalores de los bloques
de N alos que notamos Ni. Como todos los autovalores de N son mayores o iguales a los de N4 (por la
Proposicién 3.1.8) entonces la media aritmética de los autovalores de Ny también va a ser mayor o igual a la
de Npi.+1, es decir, Ay > Ag41. Siparaalgin k valiese Ay = Ay, tendriamos que A;(Ng) = Ag(Ng+1) = A para
todo/ € {1,...,d(k)},s € {1,...,d(k+1)}yendicho caso podriamos escribir Ng + Ng+; = A(Pg+ Pg+1).
Siguiendo la demostracion del Teorema 3.1.13, obtendriamos que si X € u, es tal que ¢o([X, [X,V]]) =0
entonces deberia ser P X Py = 0.

3.2. Derivada de una norma de Finsler

En esta seccion estudiaremos las derivadas direccionales laterales de una norma de Finsler en un espacio
vectorial. Sobre el final de la misma, mencionaremos algunos resultados generales sobre diferenciacién de
normas que necesitaremos usar y ademds ayudan a la comprensién de las mismas.

Observacion 3.2.1. Sea h : R — R una funcién continua y convexa, entonces el limite

o h(x+1)— h(x)
lim ——~=
t—0t t

existe (en el sentido que es un nimero real 0 —co). Esto es una consecuencia de que el cociente incremental
decrece cuando ¢ — 0. Para ver esto, tomamos 0 < s < ¢ y observamos que

h(x+s)=h (;(x 1) +(1- ;)x) < ;h(x+t) L (1- ;)h(x),
luego

h(x+s)— h(x) < h(x+1t) — h(x)

s - t

, (3.11)
con un razonamiento analogo se llega a que

hix—=1t)—h(x) h(x-s5)—h(x)
—t —s '
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Proposicién 3.2.2. Dado (E,| - |) un espacio normado con una norma de Finsler y X,Y € E no nulos.
Consideramos la funcion h(z) = |X + tY|. En tal caso tenemos que

(1) Si0 < s < t entonces

| X —tY| - |X| | X-sY|—-|X| |X+sY|-|X| [|X+tY]|-|X]
< < <

3.12
—t -s s t (3.12)

(2) Lafuncién h tiene derivadas laterales finitas en el origen, a las cuales notaremos 4’ (X,Y) y 1. (X, Y).
Las pensaremos como las derivadas laterales de la norma en X en la direccién de Y. Valen ademas
las desigualdades —| - Y| < W/ (X,Y) < |=Y|y—-|Y| < W (X,Y) < |Y].

Demostracion. Notamos que £ es una funcién continua y convexa en R, luego por la observacion previa
tenemos que, para 0 < s < ¢, valen las desigualdades

|X +sY| - |X]| < | X +1tY| - |X]
S - t

’

| X —tY| - |X| < | X —sY| - |X]|
—t - —s '

Por otro lado tenemos que 2|X| = | X + sY + X — sY| < |X + sY| + | X — sY|, acomodando y dividiendo por
s > 0 de ambos lados obtenemos

| X - sY| - |X] < | X +sY| - | X|
—s - s ’

de donde se sigue la desigualdad que nos faltaba probar de la primera afirmacion.

|X+th|—|X| <!

. . Y
Para la segunda afirmacién, simplemente notamos que si ¢ > 0, entonces % = |Y|y por

otro lado lX”};l_le > |X|_|tty|_|xl = —|Y], de donde se deduce
—|Y] < W(X,Y) < |Y],
la demostracion de las otras desigualdades es analoga. |

A continuacién vamos a caracterizar las derivadas laterales de la norma en términos de funcionales que
realizan la norma de un elemento X € E.

Definicion 3.2.3. ParaQ # X € E, notamos Nx = {¢ € E’ : ||¢|| = 1 y ¢(X) = |X|}, como consecuencia
del Teorema de Hahn-Banach, tenemos que este es un subconjunto no vacio de E’ y ademas si ¢ € Ny
entonces ¢ € N x para todo 4 > 0.

Proposicion 3.2.4. Sean (E, | - |) un espacio normado de Finslery X,Y € E con X # 0. Si h(t) = | X +1Y],
entonces

X+tY|—-|X
K (07) =K. (X,Y) = lim w = max ¢(Y).
t—0* t weNx
Demostracion. Notamos que para cada ¢ € Nx tenemos que
| X +1tY|—|X]| . (X +1Y) - @(X)
> = @(Y).

t t



50 CAPITULO 3. FUNCIONALES, CONMUTADORES Y DUAL POLAR

Tomando limite se sigue que A’ (0%) > m?’\;( @(Y). Lo tnico que resta probar es que hay al menos un
PENX

elemento ¢ € N'x que realiza la igualdad.

Si X e Y son multiplos, se sigue la igualdad calculando el limite con ¥ = AX de forma inmediata
(separando el caso 4 > 0y el caso 4 < 0) . Supongamos entonces que X e Y son linealmente independientes
y sea ¢ : gen{X,Y} — R el funcional lineal dado por ¢ (aX + bY) = a|X| + bh’(0*), para a,b € R.
Notamos que ¥ (X) = |X| y ¢ (Y) = h’(0%). Afirmamos que ¢ (aX + bY) < |aX + bY|, lo cual es claro
sia =006 b = 0. Recordamos que por la desigualdad (3.12), /& es una funcién decreciente. Supongamos
primero que a > 0y b > 0, luego

X +1Y| - |X X+Lby) - |x
alX|+bh'(0") =a|X|+b ll’m+w < alX]| +b¢
t—0 t >
b
=alX|+a|X +=Y|-al|lX| =|aX + bY].
a
Sia <0yb <0, volvemos a usar la desigualdad (3.12) dos veces
X+tY|-|X X-Yl-1X
alX|+bh' (0%) < alX|+bh' (07) =a|X|+b 11’151 % < alX| +b%
t—0~ —
=alX|+b|Y|-b|X-Y|=|bY - bX| - |- (a+b)X|
< |bY —bX + (a+Db)X| = |aX + bY]|.
Sia <0yb > 0luego
X+1Y| - |X X-by - |x
alX|+bh'(0%) =a|X|+b h’r(x)l %sﬂX“bw
t—0* 73
a
=2a|X|+|-aX+bY|=|—aX+bY|—|—-2aX|

<|—-aX+bY +2aX|=|aX +bY]|.

Sia>0yb <0luego

X - 2y| - |x|
b

b
alX|+bh' (0%) < alX|+b =2alX|-alX - -Y|
a

a

=2aX| - |aX — bY| < [2aX —aX + bY| = |aX + bY|.

Concluimos que ¥ (aX + bY) < |aX + bY| para todo a, b € R, luego ||| = 1. Por el Teorema de Hahn-
Banach existe ¢ € E’ que extiende a ¢ con la misma norma; en particular ¢(X) = | X| y entonces ¢ € Nx.
Ademas ¢(Y) = 1’/ (0%), lo cual finaliza la demostracién. O

Observacion 3.2.5. Notamos que intercambiando Y por —Y obtenemos que

| X —tY| - |X]
lim ———— — = mi -Y) = - min ¢(Y),
ti>0’r t (,06/\;; 90( ) <p€/1Vx 90( )

de donde se sigue que
|X —tY| - |X]|

h_(X,Y) = lim
t—0* —t peNx
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Observacion 3.2.6. Si la norma proviene de un producto interno y h(r) = |X +1Y| = (X + 1Y, X +tY)!/?

entonces h’(0) = gfg = ¢(Y). Donde ¢ es el tnico funcional que realiza la norma dado por el Teorema

de Representacion de Riesz.

Definicion 3.2.7. Sea (E, | - |) un espacio con una norma de Finsler y sea F(X) = |X|, supongamos ademas
que tenemos un producto interno (-, -) que hace de E un espacio métrico completo (notar que no estamos
pidiendo que el producto interno induzca la norma de Finsler).

(1) Si0 # X € E, cada elemento ¢ € N, se puede representar como ¢(-) = (N, ). Al conjunto
{Ny, : ¢ € Nx} lo llamaremos subgradiente de F en X y lo notaremos como dx (F’) o simplemente
Ox cuando sea claro de que norma estamos hablando.

(2) Sea 0 # X € E, si existe un unico funcional que realiza la norma de X (en particular si la norma
es estrictamente convexa, ver 2.1.14), tendremos que Nx = {¢}. Por el Lema de Riesz podemos
representar a este funcional como ¢(-) = (N, -). A este elemento N lo llamaremos gradiente de F en
X y lo notaremos N = Nx = grad(F)(X). En este caso dx = {grad(F)(X)}.

A continuacién daremos algunos resultados de diferenciacion, para ello necesitamos algunas definicio-
nes.

Definicion 3.2.8. Sea (E, | - |) un espacio vectorial con una norma de Finsler.

(1) Decimos que | - | : E — Ry es diferenciable en el sentido de Gateaux en un punto X € E no nulo,
si para todo Y € E existe el limite HII(I) w
t—
(2) Decimos que |-| : E — Ry es diferenciable en el sentido de Fréchet en X # 0 si existe un operador
lineal T : E — R de forma tal que th}l{ % = 0. En dicho caso T es tnico y lo llamamos
—X0

la diferencial de la norma en xy.

Notamos que en general se pueden dar las mismas definiciones para operadores acotados entre espacios
normados y que la diferenciacién en el sentido de Fréchet es mds fuerte que en el sentido de Gateaux. Los
siguientes resultados van a ilustrar que sucede en el caso especifico de normas.

Observacion 3.2.9. (Convexidad y suavidad).

(1) La norma | - | es Gateaux diferenciable en x # 0 si y solo si es Fréchet diferenciable (esto es una
consecuencia del Lema de Smulian, ver [29, Lema 8.4] por ejemplo). Por lo tanto simplemente vamos
a decir que la norma es suave cuando esto sucede para cualquier X # 0; en tal caso la norma es més
atn C! fuera de X = 0 [29, Corolario 8.5].

(2) Lanorma es suave si y solo si la norma dual es estrictamente convexa, y esto sucede si y solo si hay
un Unico funcional que realiza la norma de cada X # 0 [29, Lema 8.4 e item 8.12].

(3) La norma es estrictamente convexa si y solo si es uniformemente convexa (esto se sigue de las
propiedades previas y del hecho de que la norma es equivalente a la norma del doble dual o puede ser
probado de forma directa utilizando la compacidad de la esfera).
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3.3. El dual polar y sus propiedades

En esta seccidn exhibiremos varios ejemplos de normas de Finsler Ad-invariantes y sus normas duales.
Ademas, en la Proposicién 3.3.10, daremos ciertas propiedades publicadas en [47] para el caso de las normas
orbitales.

Definicion 3.3.1 (Dual polar). Sea K un cojunto convexo en un espacio vectorial real con producto interno
(E,{-,-)). El dual polar de K es el conjunto

K°={XeE:{(X,Y)<1 VY eK}.

Notamos que K C (K°)°, de hecho tenemos que (K°)° es igual a la clausura de la capsula convexa de
K U {0}. Si K es cerrado y 0 € K, como estamos asumiendo que K es convexo, tenemos que K = (K°)°.
Todos estos resultados tienen demostraciones elementales y las mismas se encuentran en el sexto capitulo
del libro de Brondsted [20].

Proposicion 3.3.2. Sean | - | una norma de Finsler Ad-invariante en u,, B su bola unitaria , 9t una MAB
y B =By NI C R" (ver Proposicién 2.3.4). Son equivalentes

(1) Lanorma | - | es estrictamente convexa.
(2) Lanorma inducida en R" (ver Teorema 2.3.6) cuya bola unitaria es B es estrictamente convexa.

(3) El conjunto 9B (la frontera topoldgica de B) es estrictamente convexo.

Demostracion. La equivalencia de (2) y (3) es un resultado conocido que se suele usar muchas veces como
definicién de norma estrictamente convexa. Lo que nos interesa es ver la equivalencia con (1). Esto va a ser
una consecuencia del Teorema 2.3.6, que nos da la unicidad de la norma de Finsler simétrica inducida en R"
por una norma de Finsler Ad-invariante en u,. Supongamos entonces (1) y veamos (2), tenemos entonces
x,y € R" que cumplen |x + y| = |x| + |y| y queremos ver que x e y son multiplos. Para ello los pensamos
dentro de 9t como elementos X e Y y tenemos |X + Y| = |X| + |Y]| lo cual nos dice que son multiplos y
entonces x e y también lo son, esto prueba que (1) implica (2).

Por otra parte supongamos (2) y veamos (1), para ello, consideramos X, Y € u, que verifican | X +Y| =
|X| + |Y| y veamos que X e Y son miltiplos. Vamos a notar A(X) a la tira de partes imaginarias de
autovalores de X ordenada en forma decreciente, andlogamente A(Y) y A(X +Y). Tenemos en tal caso que:
| X+Y| = |A(X+Y)],|X]| = |A(X)|y|Y| =|2(Y)|, donde la norma en el caso de las tiras de partes imaginarias
de autovalores es la norma inducida en R". En tal caso lo que tenemos es que:

[A(X +Y)[ = [AX)] +[A(Y)].

Aplicando el Teorema de Weyl (ver [5, Teorema 5.1.6]) tenemos que A(X +Y) < A(X) + A(Y) = A(W)
para cierta W € U,. Por la Proposicion 2.2.16, obtenemos que |A(X+Y)| < |[A(X)+A(Y)]|. Se sigue entonces
la siguiente cadena de desigualdades:

X +Y[=[AX+Y)| < [AX) +AY)| < [A(X)[+]AV)] = [X] +|Y]| = [X +7Y],
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esto implica que las desigualdades son todas igualdades y entonces utilizando que la norma en R" es
estrictamente convexa tenemos que A(X) = sA(Y) para cierto s > 0. Notamos que esto nos dice ademas que
AX +Y) =AX) +A(Y), por ser la norma en u, estrictamente convexa.

Vamos a denotar 1(X) = (11(X), 22(X), -, 2,(X)) y andlogamente para A(Y). Sea v| un autovector
de X +Y de norma igual a 1 y autovalor 1| (X + Y). Usando el producto interno de Frobenius tenemos que

(X+Y)vilv) = (X +Y) =4 (X) + 41 (Y),
de donde se sigue que
(X)) +4(Y) = (X +Y)vilvi) = (Xvi[vi) + (Yvi|v) < 4 (X) + 41 (Y)

Por el principio min/méax (ver [4, Teorema 2.3.1] y [4, Teorema 2.3.3]) tenemos que (Xv;|v;) < 2;(X)

y (Yvi|v1) < A1(Y). Utilizando el caso del igualdad de dicho principio se sigue que (Xvi|v;) = 21(X) y

(Yvi|vy) = 21(Y). De esta forma tenemos un autovector comun de X e Y asociado el primer autovalor, si

proseguimos asi podemos diagonalizar X e Y de forma simultianea y llegamos a que estan en la misma MAB

y entonces como A(X) = sA(Y) para cierto s > 0, se sigue que X = sY para cierto s > 0 lo cual concluye la
demostracion.

O

Observacion 3.3.3. Sea X € u, con X # 0. Sabemos que la norma va a ser diferenciable en X si y solo si
es Fréchet diferenciable en X (ver 3.2.9). Esto va a suceder si existe la derivada de la norma en X en cada
direccién Y € E y por 3.2.5 ocurrird si y solo si

max ¢(Y) = min ¢(Y).
‘peNXw( ) 906NX90( )

Si queremos que valga esta igualdad para todo Y € u, deberia existir un tnico funcional que realice la
norma de X, luego tenemos que la norma es suave (donde con esto nos referimos a diferenciable salvo en
0) si y solo si es estrictamente convexa (ver 2.1.14). Por otra parte esto va a suceder si y solo si la norma
inducida en R es estrictamente convexa lo cual se deduce de la construccién realizada en el Teorema 2.3.6.
Si volvemos a aplicar el razonamiento en R para la norma inducida, tenemos que va a ser estrictamente
convexa si y solo si es suave y eso es si y solo si 9B es suave.

En conclusion: para ver si una norma es suave en u,, alcanza estudiar si la frontera de la bola unitaria
de la norma inducida es suave (o equivalentemente estrictamente convexa) en R”.

Definicion 3.3.4 (Normas autoduales). Decimos que una norma en U, es autodual si By es homotéticamente
equivalente a una rotacion de Bj.

Observacion 3.3.5. Por las observaciones dadas en esta seccion, alcanza con estudiar el dual polar de
un conjunto convexo n-dimensional B c R, obtenido a partir de cortar la bola unitaria B; C u, de la
norma con una MAB arbitraria. Dado que son conjuntos convexos, se comportan bien con respecto a las
operaciones de interior y de clausura, luego vamos a abusar un poco la notacién y llamar indistintamente
B, By alas bolas y a sus correspondientes clausuras, entendiendo de cual se trata segin el contexto.

Observacion 3.3.6. Uno podria dar una definicién mads estricta y decir que una norma es autodual si
B{ = By, pero es fécil ver que el tnico cuerpo convexo, cerrado y que coincide con su dual polar en R" es
la bola unitaria euclidea, lo cual hace que la definicién no tenga interés.
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Antes de comenzar con los ejemplos notamos que, por la biyeccién dada en el Teorema 2.3.6 y la
Observacion 3.3.5, una norma de Finsler Ad-invariante en u, va a ser autodual si y solo si su norma de
Finsler simétrica inducida en R" es autodual. Por otra parte, los elementos de norma dual igual a 1 en u, estdn
identificados via la norma de Frobenius con los funcionales de norma 1. Por otra parte la correspondencia
con R" mediante el corte de 1, con una MAB es un isomorfismo que preserva producto interno cuando
miramos el producto interno canénico de R".

Necesitamos para nuestros ejemplos la siguiente proposicion:

Proposicion 3.3.7. Sean | - | una norma de Finsler estrictamente convexa (lo cual vimos que es lo mismo
que suave) en R" y F' : R — R la funcién dada por F'(X) = | X|. Para X € R" con |X| = 1 consideramos
el funcional

¢(V) = (grad(F)(X),V),

donde el producto interno es el usual de R”. Entonces ||¢|| = 1 (equivalentemente |grad(f)(X)|' = 1)y
ademads la norma de ¢ se realiza en X.

Demostracion. Parat > 0tenemos que F(¢X) = |tX| = t|X|. Derivandoen ¢t = 1 obtenemos D Fx(X) = | X]|,
como DFx (V) = (grad(F)(X), V), sesigue que (grad(F)(X), X) = |X|. Para ver que el funcional ¢ realiza
la norma de X solo nos resta ver que ||¢|| = 1. Sea V € R" de norma 1, entonces

F(X +1V) = F(X) = |X +1V| = |X| < [X| +1]V| - |X| =1,

luego

FX+tV)-F(X) |
t
Se sigue que ||¢|| = 1, finalizando asi la demostracion. O

(grad(F)(X),V)=DFx(V) = tlir{)1+

Ejemplos 3.3.8. En los siguientes ejemplos estudiaremos las normas duales de distintas normas de Finsler
Ad-invariantes. Daremos ejemplos de normas autoduales y normas que no lo son. Ademads, exhibiremos los
funcionales que realizan la norma de ciertos elementos en cada caso. Por lo trabajado previamente, en vez
de estudiar normas en 1, vamos a suponer que ya estan cortadas con una MAB y las pensaremos en R".

(1) Supongamos que 1/p + 1/g = 1, incluyendo el caso de que ¢ = oo cuando p = 1 y vice-versa.
Recordamos que (/)" = (I,).

= Para p = 2 tenemos que la norma es autodual, esto es exactamente lo mismo que decir que la
norma de Frobenius es autodual en u,,.

» Sil < p < ooconp # g tenemos que la bola de la norma p no es una dilatacién conjunta con
una rotacién de la bola de norma ¢q y por lo tanto no son autoduales. Sabemos que estas normas
son estrictamente convexas y es facil de probar que el Unico funcional que realiza la norma de

0% x € R es el dado por p(2) = (o (sg el ™ sg)ef ™+ gt ') 2.
p

= Sin = 2tenemos que la norma 1 y la norma oo son autoduales. De hecho sabemos que la bola de
lanorma 1 y la norma oo se pueden obtener una a partir de la otra mediante una rotacién y como
(11)* = I tendremos que la norma 1 es autodual. Vamos a pensar quienes son los funcionales
que realizan la norma asociados a cada elemento de la cdscara de la bola unitaria en la norma
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1. Evidentemente, obtendremos la norma infinito, pero esta forma de razonar nos ayudard a
entender que pasa en casos no tan conocidos como en el ejemplo de la tostada y de la norma 1
en dimensiones mayores.

Comenzamos con un lado de la cdscara de la bola unitaria de la norma 1, vamos a tomar el dado
por L = {(x,y) € R? : x+y=1,x >0,y > 0} (con los otros la construccién es andloga). La
norma en estos puntos es la funcién F(x, y) = x+y, siendo la misma una funcién suave, podemos
aplicar la Proposicién 3.3.7 y obtenemos grad(F)(x,y) = (1, 1). Esto nos dice que el unico
funcional que realiza la norma de un elemento de L es, independientemente del elemento, el
dado por ¢(x, y) = x+y. Cuando lo pensamos como elemento de /., obtenemos el vector (1, 1),
es decir todo el lado L nos da un solo punto de la c4scara de la bola unitaria de la norma dual.
Lo mismo sucede con los otros lados, los cuales nos dan los vértices (1,-1), (-1, 1), (-1, -1).

Ahora nos interesa pensar cuales son los funcionales que realizan la norma de P = (0,1) y
tienen norma dual igual a 1. Sabemos que tienen que ser de la forma ¢(x,y) = ax + by y
cumplir simultdneamente que ((a, b), (0, 1)) = 1 y max{|a|, |b|} = 1. En definitiva obtenemos
los elementos de la forma ¢(x,y) = a+y con —1 < a < 1. Al pensarlos en [, son los vectores
de la forma (a,1) con -1 < a < 1.

Figura 3.1: Norma 1.

En la Figura 3.1 podemos observar la bola unitaria de la norma || - ||;. Cuando pensamos en
lado L obtenemos el vector perpendicular de norma infinito igual a 1, es decir el (1, 1) como
mencionamos antes. Si nos centramos en el punto P = (0, 1) de la misma figura, tenemos
representados en verde todos los niicleos trasladados de los funcionales &; que realizan la norma
de dicho punto y en azul los funcionales que representan las caras maximales ¢ y ¢, dados por
e1(x,y) =x+y y ¢a(x,y) = —x + y. Para ver la bola dual, simplemente tenemos que pensar
en los vectores perpendiculares a los nicleos trasladados de dichos funcionales y normalizarlos
para que tengan norma infinito igual a 1, obtenemos asi los vectores rojos marcados en el
grafico. Si juntamos todos sus puntos finales obtenemos L’ que, al trasladarlo al origen, es la
cara superior de la bola unitaria de la norma || - ||co.

Si comenzamos con la norma infinito el procedimiento es andlogo y obtenemos lo norma 1
como su norma dual.
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= Enel cason > 3 las norma 1 e infinito se van a comportar de forma distinta, por su puesto que

seguirdn siendo una el dual de la otra, pero no van a ser autoduales. Para ejemplificar esto vamos
adesarrollar el caso n = 3 para la norma infinito. Razonando de forma anéloga al item previo en
R3 podemos ver que cada vértice del cubo ||(x, ¥, z)||cc = 1 nos va a dar una cara del octaedro
II(x,y,2)|l1 = 1, cada cara de ||(x, y, z)||cc = 1 nos va a dar un vértice de ||(x, y,z)||; = 1 y cada
lado de ||(x,y, z)||lo = 1 nos dard un lado de ||(x, y, z)||; = 1. Realizando este proceso, a partir
del cubo inicial obtenemos el octaedro |x| + |y| + |z] = 1 el cual no se puede obtener mediante
rotaciones y homotecias a partir de un cubo.

Este proceso que en R asocia mediante el dual a un vértice una cara, a un lado otro lado y a
una cara un vértice se puede generalizar para entender los objetos de mayor dimensién. En este
caso obtendremos que cada cara de dimension k del poligono del que partimos nos da una cara
de dimensién n — k del poligono de la norma dual.

(2) Recordamos el Ejemplo 2.1.15 de la elipse rotada. La norma cuya bola unitaria es esta elipse estd

dada por

N

Como es estrictamente convexa, sabemos que el tnico funcional de norma 1 que realiza la norma de
p = (x,y) viene dado por

@p(v) = (grad(F)(p),v)

luego para cada (x,y) € R? queremos entender quien es grad(F)(x,y) y ver geométricamente que
representa cuando recorremos todos los (x, y) con F(x,y) = 1.

Para ello vamos a considerar la parametrizacion de la esfera unitaria de esta norma dada por

acos(t) + bsin(t) acos(t) — bsin(t)
2 ’ 2

a(r) = (

la cual surge del cambio de variables

x+y=acos(t)

x —y = bsin(t).

En tal caso tenemos que

grad(F)(a(t)) = (é cos(t) + % sin(7), é cos(t) — é sin(t)) .

Si consideramos la norma cuya esfera unitaria es la elipse rotada de radios % y %, es inmediato ver
que es la imagen de la curva grad(F)(a(t)), en otras palabras la norma dual de F es

2 b2
me:J%@ﬂM+Z@<W.

Veamos cuando es autodual, en el caso a = b es evidente, ya que ambas normas tienen como bola
unitaria una circunferencia centrada en el origen.
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3)

“4)

Para el caso general, notamos que la elipse original y la dual tienen los mismos ejes. Luego para que
la norma sea autodual debe ocurrir una de las dos siguientes posibilidades:

Posibilidad 1: no rotar y solo multiplicar por un escalar, para ello debe existir k > 0 de forma tal
que a(t) = kB(¢) donde B(t) = grad(F)(a(t)) y t € [0,2r). Haciendo esta cuenta se deduce que
a’ = b* = 2k entonces a = b y volvemos al caso antes mencionado.

Posibilidad 2: rotar la elipse en una magnitud de 7, intercambiando los ejes de la elipse. En dicho caso
deberiaexistir k > 0 que cumpla () = ky(t) dondey(¢) = (—% cos(t) + % sin(t), é cos(t) + % sin(t))
y nuevamente llegamos a la misma conclusion.

En resumen, la norma va a ser autodual si y solo si a = b.

Para el ejemplo de la tostada dado en 2.1.15 queremos realizar un procedimiento similar. Si llamamos
F(x,y) alanorma cuya bola unitaria es la tostada tenemos que

F'(x,y) = 1(x, y)lleo

para (x, y) fuera del primer cuadrante, ya que se comporta igual que la norma 1 en dicho caso.

Notamos que a diferencia de usar la norma 1 completa, los puntos (0, 1) y (1,0) tienen un tnico
funcional que realiza la norma, los cuales estan asociados al vector (1, 1) en ambos casos. Finalmente
lo que obtenemos al considerar los elementos con norma dual igual a 1 (sin incluir ain el primer
cuadrante) son los segmentos que unen al (—1,—1) con el (1,—1) y con el (-1, 1) incluyendo los
bordes.

Por otro lado si consideramos (x, y) en el primer cuadrante

F(x.y) = \/2<x ~ P20 3R

y en tal caso la curva F(x, y) = 1 esta parametrizada por

0 V2 (t)+1\/§'(t)+1 r_ . 3

= | = cos —, — sin —| con —= —.

¢ 2 22 2 4 4

Luego grad(F)(a(t)) = (\/5 cos(t), V2 sin(t)), parametrizando asi el arco de la circunferencia de

radio V2 centrada en el origen que une al punto (1,—1) con el (-1, 1). En otras palabras si (x,y)
pertenece al primer cuadrante, tenemos que

x2 +y2

2

F'(x,y) =

Finalmente obtenemos el borde de la norma dual de la tostada que es representado en la siguiente
figura, la cual se encuentra superpuesta con la bola unitaria de la tostada (en azul):

La norma dual de las normas Ky-Fan & estd dada por ||X||’(k) = max {% [1X]l1, ||X||o<,}, como se puede

ver en [60, Teorema 1]. Los funcionales que realizan la norma de un elemento dado para la norma
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V2

/ grad(F)(a(1) = (\ﬁcos(r),\ﬁsin(t))
1

Figura 3.2: Bola unitaria de la tostada y de su norma dual.

Ky-Fan || - ||(x) fueron completamente caracterizados por Watson en [66, 67] usando el subgradiente
de la norma definido en 3.2.7. Para agregar un ejemplo, podemos fijar un vector a = (ay,as, - - ay)
y notamos que el funcional dado por

(,D(X) = ((sg(al), Sg(a2)a T Sg(ak)7 0’ T, 0) ,X>

realiza la norma del elemento a, donde sg(a;) es el signo de a; o cero si a; = 0.

Como las normas orbitales juegan un papel privilegiado en nuestra construccién vamos a dar algunas
de sus propiedades con detalle. Comenzamos con un lema:

Lema 3.3.9. Sea (E, (-, -)) un espacio vectorial real con producto interno. Sean A, B C E entonces

(1) AC B= A° 2 B°.
(2) A° = (convA)°.

Demostracion. Sea x € B° entonces (x,y) < 1 paratodoy € By como A C B entonces tenemos la
desigualdad para todo y € A lo cual nos lleva a que x € A° lo cual concluye (1).

Para ver (2) notamos que A C conv(A), luego por (1) tenemos que A° 2 (conv A)°, con lo cual solo
resta ver la otra contencién. Sea x € A°, consideramos y € conv A y lo escribimos como y = }}; t;y; con
vi€A, t; 20y X;t; = 1. Ental caso

(x,y) = <X’Zti)’i> = Zti<xr)’i> < Zti =1,

donde usamos que (x, y;) < 1 para todo i por ser x € A°. Luego hemos probado que (x, y) < 1 para todo
y € conv(A) y entonces x € (conv(A))°. O

Proposicion 3.3.10 (Propiedades de las Normas Orbitales). Dada C € su, no nula, consideramos la norma
orbital dada por

X|p.. = max(UCU*|X
1 X|oc lr;leaﬁ( 1X)
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que como ya vimos en la Proposicién 2.2.21, resulta una norma de Finsler Ad-invariante en su,,. Notaremos
ademas

» By ={X € su,:|X|s. <1} (bola unitaria de la norma).

» B} ={X esu,: (X|Y) <1 paratodo Y € su, con [Y|p. < 1} (dual polar).
» Bl ={Xe€su,: |X|’@C < 1} (bola unitaria de la norma dual).
En tal caso valen las siguientes afirmaciones:
(1) B} = B} = conv(O¢). Equivalentemente By = conv(0Oc)°, en particular, el maximo puede ser tomado
sobre toda la 6rbita o sobre la cdpsula convexa de la misma:

X = max (X|V) = max X|Z ara todo X € u, .
1X|oc VE@C( V) Zemv(@c)( 1Z) p n

(2) Si & el plano dado por
m={(x,x2, -+ ,xn) €R": in =0},

1
y M una MAB arbitraria, entonces el conjunto By NP visto dentro de 7, estd formado por la capsula
convexa del vector cuyas entradas son las partes imaginarias de los autovalores de C.

(3) Si||C||F =1 entonces |X|’@C > |X|p,. para cualquier X € su,.

(4) Si||C|lF = 1 tenemos que O¢ = By N IB;.

(S SillCllr
que realiza la norma de X.

1y X € u, es distinto de cero, entonces existe un funcional de la forma ¢ = (UoCUj| -)

Demostracion. (1) Laigualdad B} = B se obtiene de forma inmediata mirando las definiciones. Veamos
que B} = conv(Oc), para ello notamos que si X € Oc¢ entonces X = VCV" para cierto V €
U,, tomando ¥ € u, con |Y|g. < 1 se sigue que 81éx(UCU*|Y) < 1 yluego (VCV*|Y) < 1
ST
concluyéndose que X € BY. Por la misma definicion de BY, se sigue que es cerrado por combinaciones
convexas y luego tenemos la inclusién conv(Oc) C Bj.

Por otro lado supongamos que X € BY, en tal caso (Y|X) < 1 para todo |Y|e. = 1, reemplazando Y

por ﬁ y multiplicando ambos lados de la desigualdad por |Y|s,. obtenemos que
C

Y1X) < Ylo. = lr}ngz{c (UYU*|C) paratodoY € su,,
€Uy

entonces

max (UYU*|X) < max (UYU"|C),

Uel, Uel,
como ademds X y C tienen traza cero, utilizando (4) de la Proposicion 2.2.16, obtenemos que
X e conv(Oc¢) que es lo que queriamos probar.

Ahora que sabemos que B} = B} = conv(Oc), tomando nuevamente dual polar obtenemos que
(B})° = (conv(O¢))° y como Bj es un cerrado convexo que contiene al cero, se deduce que By =
(conv(0O¢))°.
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IA

Para ver laigualdad del enunciado simplemente tendremos que verque = méax (X|Z) < max (X|V).
Zeconv(O¢) VeOce

Para ello si Z € conv(Oc¢) entonces Z = ), t;V; con V; € O¢, t; > O paratodoiy ), t; = 1. Entonces
i i
(X|Z) = 2 t:(X|Vi) < (X|Vi) para cierto k que maximiza el producto (X|V;), como Vi € Oc, se

l
sigue la desigualdad.

(2) Primero consideramos una MAB arbitraria. Al cortar el conjunto con dicha MAB y mirarlo dentro de
R™ se sigue que el mismo no depende de la MAB elegida, esto es consecuencia del Teorema 2.3.8.
Dicho esto, simplemente podemos elegir It de forma que C sea diagonal en la base asociada y usando
la Observacién 2.3.5 tenemos el resultado enunciado.

(3) Con la normalizacién |C||p = 1 tenemos que conv(O¢) C B; (Proposicién 2.2.21), en tal caso
B C B; luego |X|’@C > |X|p, para cualquier X € u,.

(4) Para ver este resultado usaremos repetidamente la Proposiciéon 2.2.21.3. Notamos que por dicha
proposicion |C|s. = 1 ya que ||C||r = 1. Veamos ahora la doble inclusién: si |X|s. = |X|’@C =1,
como B} = conv(Oc) y |X|’@C = 1 entonces X € conv(O¢) y por la misma proposicién X € O¢. Por
otro lado si X € O¢ entonces |X|p. = 1 (también por la proposicién citada) y como By = conv(O¢)
tenemos que |X|s. < 1, recurriendo al item previo de la proposicién que estamos demostrando se
sigue que debe ser mayor igual a 1 y por lo tanto igual a 1.

(5) Sabemos que |X|o. = (UoCU;j|X) para cierto Uy, lo Gnico que tenemos que observar es que el
funcional mencionado tiene norma 1 y esto se sigue del hecho de que [UyCUglo. = [Cloc = 1.
]

En lo que queda de la seccién nos dedicaremos a estudiar las normas duales de las normas orbitales
en su,. En general tendremos que estas normas no van a ser autoduales, salvo casos especificos y en
dimensiones chicas. Para ello estudiaremos primero estos casos para los cuales nos valdremos del item (2)
de la proposicién previa y el plano 7 serd el de dicha proposicién. Por otro lado, utilizaremos este enunciado
para caracterizar BY y el primer item de la proposicion previa para obtener By = (conv(O¢))°.

Un resultado geométrico que vamos a utilizar es el hecho de que los poligonos regulares en R? que
tienen el origen en su interior son autoduales. Esto no es védlido en mayores dimensiones, de hecho ya vimos
que el dual del cubo en R? dado por ||(x, v, z)||c = 1 es el octaedro ||(x,y,z)||; = 1. Algunas referencias
clésicas para el estudio de estos temas son los libros de Coxeter [25] y Brgndsted [20].

Proposicion 3.3.11. Sea C € su; no nula, la norma orbital | - |¢ es autodual.

Demostracion. Como C € su, entonces la tira de partes imaginarias de autovalores de C va a ser de la
forma v = (a, —a) para cierto a € R no nulo. Pensando este elemento dentro de 7 C R? y si considerando
sus permutaciones, obtendremos el conjunto de dos elementos dado por {(a,—a), (—a,a)}. Al mirar su
capsula convexa tendremos el segmento cerrado que une a v = (a,—a) con w = (—a,a), es decir B} =
conv(Oc¢) = {(-t,1) : |t| < |a|}. Por el Lema 3.3.9, nos bastard mirar el dual polar de la érbita de C para
obtener Bj. Sea (x,—x) € m, tenemos que (x,—x) € (conv(O¢))° siy solo si {(x,—x), (a,—a)) < 1y
((x,=x), (—a, a)) < 1. Utilizando las dos ecuaciones previas obtenemos que esto sucede si y solo si
_L <x< L
2lal =7 7 2lal’
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de donde se sigue de forma inmediata que By = {(—t,7) : |#| < ﬁ}. En tal caso tenemos que 2|a|’B; = B

y la norma resulta autodual. o

Proposicion 3.3.12. Si C € suj es no nula y tiene un autovalor repetido o bien 0 es autovalor, entonces la
norma orbital

- |c es autodual.

Demostracion. Consideramos primero el caso en el cual C tiene un autovalor repetido. Considerando
nuevamente la tira de partes imaginarias de autovalores de C, obtendremos un vector de la forma v =
(2a, —a, —a) para cierto a € R no nulo. Al mirar las permutaciones de este vector obtenemos tres vectores,
los dados por: v = (2a,—a, —a), w = (-a,2a,-a) y z = (-a, —a, 2a), luego la capsula convexa va a ser el
tridngulo sobre 7 formado por dichos vectores. Como la distancia entre cualquier por de dichos elementos
es 3V2|al, se trata de un tridngulo equildtero. Concluimos entonces que la bola dual unitaria es el tridngulo
equilétero con dichos vértices, el cual claramente estd centrado en el origen.

Es un resultado conocido que el dual de un tridngulo equilatero centrado en el origen es a su vez otro
tridngulo equildtero centrado en el origen, luego, tenemos que B; y Bj difieren en una rotacion y una
homotecia, por lo tanto la norma es autodual.

El caso que nos resta estudiar es si la tira de las partes imaginarias de los autovalores de C es de la forma
(a,0,-a) con a # 0. En dicho caso tenemos 3! = 6 permutaciones y la figura que forman es un hexagono
regular. Nuevamente, es sabido que el dual polar de un hexdgono regular vuelve a ser un hexdgono regular
y se concluye, de igual forma que antes, que la norma es autodual. O

En general la norma orbital no va a ser autodual y esto estd intimamente relacionado con la simetria de
la tira de autovalores de la matriz C con la que comencemos. Para ilustrar esto daremos un ejemplo en su3
en el cual la norma no es autodual:

Ejemplo 3.3.13. Comenzamos con la matriz C = diag(3i,—2i,—i) y al igual que antes pensamos en el
vector que induce en 7 C R dado por v = (3, -2, —1). Al mirar las 3! = 6 obtenemos un hexdgono sobre el
plano 7. Los vértices de este hexdgono son

vi=(B3=2-1)  w=(B.—1.-2)  vy=(=1,3,-2)
V4 = (_1’_2’ 3) Vs = (_2,_1,3) Ve = (_2’3’ _1)

La bola dual va a ser la cdpsula convexa del conjunto generado por estos vectores y estard contenida en el
plano 7. Dado que estamos trabajando con una figura plana, para comprender mejor lo que esta sucediendo
vamos a rotar el plano 7 en el plano z = 0, de esta forma podremos pensarlo de la misma manera en la cual
trabajamos en R?, para ello aplicaremos la matriz

|
—

S-si-s
S-5h-sl
S5k ©

a cada permutacion de v, obteniendo de esta forma seis vectores con su Ultima coordenada nula. Al
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proyectarlos sobre el plano z = 0 obtenemos los vectores (que nombraremos igual para aliviar la notacion)

W

Figura 3.3: Borde de la bola dual.

Este hexagono es el borde de la bola unitaria de la norma dual. Ahora queremos calcular la bola de
la norma original, para esto usaremos que cada lado nos induce un vértice del nuevo hexagono al mirar
vectores normales a dichos lados, haciendo esto y normalizando (dado que nos importa si coinciden salvo
rotaciones y homotecias) obtendremos los vértices de la bola original. Notar que calcular la direccion es
sencillo y obtenemos los vectores de norma euclidea igual a 1 dados por

wy = (2%@’ %) wy = (\/75,—%) ws = (0,-1)

wi=(22-4) ws=(254)  we=(01).

Ahora necesitamos pensarlos en el plano z = 0, aplicarles U~! = U’ para verlos en el plano r, re-normalizar
para que tengan todos la misma norma orbital y luego volver a llevarlos a R? aplicando U. Comenzamos
por llevarlos al plano 7, obtenemos asi ciertos vectores que nombraremos igual (abusando nuevamente de
la notacién ya que son los mismos pensados en el plano ). Estos vectores son:



3.3. ELDUAL POLAR Y SUS PROPIEDADES 63

1 1 1
wr=—(2,-1,-1) wy=—(1,-2,1) w3 =—(-1,-1,2)

Vo Vo v

1 1 1
wy=—(-2,1,1) ws=—(-1,2,-1) we=—(1,1,-2).

Vo V6 Vo

Observamos que el hexdgono que forman no puede ser obtenido a partir de mirar las permutaciones
de uno de sus vértices, esto ya nos dice que la norma no va a ser autodual, igual prosigamos para verlo
graficamente.

Necesitamos calcular su norma orbital, es decir la norma orbital de las matrices que inducen y para ello
usaremos la Proposicion 2.2.21, obteniendo que tenemos que multiplicar la tira ordenada (3, -1, -2) con
las tiras ordenadas de cada vector y asi obtenemos que

wile = lwsle = [wslc = 9V,

Iwalc = [walc = [welc = 6V6,

con lo cual si multiplicamos a w», wa y ws por el factor % tendrédn todos la misma norma orbital. Luego,
como multiplicar por la matriz U y proyectar al plano z = 0 conmuta con multiplicar por el factor %,
volvemos a mirar a los w; en R? y multiplicamos por dicho factor a los que necesitamos obteniendo asf los
vértices de la bola de la norma orbital. Estos son:

Nl—

z1 = (ﬁg ) 2= (3%5,—%) z3=(0,-1)
4 = (4_\—%,—%) 5 = (%, %) z6 = (0, %)

Grificamente podemos observar la bola de la norma orbital de radio 9V6 :

%
Z,
| \
) z
23

Figura 3.4: Borde de la bola original.

24

Como podemos ver grafica o analiticamente, la bola original tiene distintos dngulos que la bola dual,
esto nos vuelve a mostrar que la norma no es autodual. Otro invariante que podemos tomar es el maximo
del cociente de lados opuestos, el cual es mayor en al bola dual que en la original.
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Para mayores dimensiones el tema es mucho mas complicado, dependeré de cada caso como mostramos
previamente en sus. El hecho de que los politopos regulares no tienen porque ser autoduales en dimensiones
mayores a dos hace més dificil encontrar ejemplos donde la norma sea autodual, incluso si partimos de una
matriz con espectro simple y balanceado.

3.4. Operadores disipativos

En esta seccion estudiaremos, mediante la teoria de operadores disipativos, la relacion entre |V| con
|V +t[X,[X,V]] para X,V € u, yt € R. A pesar de que los resultados son un poco técnicos, la motivacion
de los mismos va a ser clara en el Capitulo 4 de este trabajo, mds especificamente en las secciones 4.4 y
4.5, donde se ve la importancia de esta relacion al estudiar la distancia entre e’V y ¢’X. En esta situacién
podemos pensar a la expresién V +¢[ X, [ X, V] como el término de segundo orden del desarrollo en serie de
la distancia antes mencionada. El Teorema 3.4.4 y sus consecuencias son resultados originales publicados
en [47].

Recordamos que si (E, || - ||) es un espacio de Banach, un operador T : E — E se dice disipativo
si, para cada ¢ € E y cada funcional ¢ € E’ que realiza su norma, vale la desigualdad Re(¢(7T¢)) < 0.
Del Teorema de Hille-Yosida y la teoria de operadores disipativos (ver [58, Capitulo 1] y [42]) se sigue el
siguiente teorema:

Teorema 3.4.1. Sean (E, || - ||) un espacio de Banach y T : E — E un operador lineal continuo, son
equivalentes:

(1) Para cada ¢ € E existe un funcional ¢ € E’ que realiza su norma y que verifica Re(¢(7¢)) < 0.
) |le*T|| < 1 paratodo s > 0.
(3) 1 —sT es inversible y expansivo para cada s > 0, i.e. ||€ — sTE|| = ||€]].

Observacion 3.4.2 (Complexificacién y la Norma de Taylor). Sea | - | una norma de Finsler Ad-invariante
en u,, definimos para A, B € u,

|A+iB|lyr = sup |Acost— Bsint|
t€l0,2x]
como la Norma de Taylor de A +iB en la complexificacién M,,(C) = u, &i u, de u, asociada a la norma
| - |. Esta es una norma de Finsler en M,,(C) que extiende a la norma dada en u,. Es facil de ver que
|A+iB|r = |A—iB|r y que |[U(A+iB)U"|; = |A +iB|r para cualquier U € U, en tal caso resulta una
norma débilmente invariante. Otros ejemplos de complexificaciones pueden verse por ejemplo en [56].

Teorema 3.4.3. Sea | - | una norma de Finsler Ad-invariante en u,. Para cada X € u,, los operadores ady y
adgf son disipativos con respecto a dicha norma, en particular 1 + s ady es inversible y expansivo para todo
seRyl-—s adg( es inversible y expansivo para s > 0.

Demostracion. Comenzamos pensando el operador lineal ady de forma que sea C lineal en M,,(C) de la
unica forma posible, es decir adx (A +iB) = adx(A) + i adx(B). En tal caso se sigue que

leS* X (A +iB)|r = | Ad,sx (A +iB)|r = |e"X(A +iB)e™X|; = |A +iB|r.
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Esto nos dice que ||e*%X|| < 1 para todo s € R, y por el Teorema 3.4.1 se sigue que ady resulta
disipativo en M,,(C) con la complexificacion de la norma. Dado que la restriccién a u, de la norma de
Taylor es la norma Ad-invariante con la que comenzamos, se sigue que la norma como operador de e*2x
también es menor o igual a 1 visto en u, y por el Teorema 3.4.1 concluimos que 1 — s adx resulta también
disipativo en (uy, | - |). Razonando de la misma manera se sigue que s ady es disipativo para todo s € R,
de donde concluimos utilizando nuevamente el Teorema 3.4.1 que 1 + s adx es inversible y expansivo para
todo s € R.

Por otro lado podemos escribir 1 — 52 ad§( = (1 -sadyx)(1+sady), como ambos factores son expansivos
e inversibles, también lo es el producto y entonces adg( es disipativo. Se sigue del Teorema 3.4.1 que 1 —s adg(
es inversible y expansivo para s > 0. m|

Teorema 3.4.4. Sean X,V € u, y || una norma de Finsler Ad-invariante en 1,. Si0 < s < s’ tenemos que
VI <V =s[X, [X,VIII < [V = 5"[X, [X, V]I,
por otro lado si /s > 1 entonces
VI <[V +:[X, V]| < [V+[X,V]].

Demostracion. Sea s > 0, por el teorema previo 1 — s ad§( es expansivo e inversible, se sigue entonces que
[[(1—s adi)‘IH <1.Sean ¢ = A+iB € (U, ®iuy, | - |7) ¥ ¢ un funcional que realiza la norma de &, luego

Re (¢(((1-sad})™ = &) = Re (w((1 = sad})™'&)) = €]r < lelr - lélr =0,

luego por el Teorema 3.4.1 (1 — s adi)‘l -1= sad§(1 - sadgf)‘1 es disipativo y como todo mdltiplo
positivo de un disipativo también lo es, resulta que adg((l - adg()‘1 es disipativo. Luego si0 < s < s/, el
operador

A=(1-s"ady)(1-sadk)™' =1~ (s —s)ady (1 - sady) ™"

es expansivo e inversible y luego su inversa es una contraccidn, por lo tanto
|(1 - sad%)V|=|(1 -sady)(1 s ady) "' (1 -5 ad%)V]
= A7 (1 - 5" ad%)V] < |(1 - 5" ad}) V],
lo cual prueba la primera afirmacién. La segunda afirmacién se prueba de forma andloga a la primera. O

Observacion 3.4.5 (Mayorizacién). Usando la Proposicion 2.2.16 podemos reformular el teorema previo
en términos de mayorizacion. Si 1(A) C R” denota la tira de las partes imaginarias de los autovalores de
Acuy,paraV,X eu,ys’'/s > 1 tenemos que

AV) <AV +s[X,V]) <A(V+5[X,V])
y tenemos un resultado andlogo para —[ X, [X, V]].

Observacion 3.4.6 (Ortogonalidad de Birkhoft ). El resultado previo se puede interpretar en el siguiente
sentido: para todo X,V € u, y para toda norma de Finsler Ad-invariante en 1,, el vector V es ortogonal en
el sentido de Birkhoff [16] al subespacio S generado por [X, V] i.e.

V| = inf [V — s[X, V]| = dist(V, S).
seR
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3.5. El caso de la igualdad

En esta seccién, utilizando el criterio de la igualdad desarrollado en el Teorema 3.1.13, vamos a estudiar
el caso |V| = |V + [X, V]| dando equivalencias que involucran funcionales que realizan la norma y nos dan
una nocién mas geométrica de la igualdad en términos de caras de la esfera. El siguiente teorema es original
y esta publicado en [47].

Teorema 3.5.1. Sean X,V € u, y | - | una norma de Finsler Ad-invariante en u,. Son equivalentes:

M V+[X, V][ =1V]

(2) Existe un funcional ¢ = (N|-) que realiza la norma de la matriz V + [ X, V] y cumple que [N, X¢c] = 0.
(3) VyV +[X,V] pertenecen a la misma cara de la esfera.

(4) V +[X, V] pertenece a todas las caras de la esfera a las cuales pertenece V.

Demostracion. Supongamos (1) entonces por el Teorema 3.4.4, entonces para 0 < & < 1 tenemos que

VI=|V+[X,V]| 2 |V+(1-h)[X,V]]| > |V].

Luego la funciéon f : R — R dada por f(s) = |V + s[X, V]| es constante en [0, 1] y en tal caso
calculando su derivada lateral en 1 por izquierda y aplicando la Observacién 3.2.5 tenemos que:
V+A-mX V][ -IV+[X, V]|

0= f(17) = lim = min X, V).
f/(17) = lim, -~ o min (LK. V])

En tal caso existe y = (N|-) que realiza la norma de V + [X, V] y que verifica ¢ ([ X, V]) = 0. Por otro lado
VI=V+[X,V][=(NIV+[X,V]) = (NIV) + (N[[X,V]) = (N|V) =¢(V),

se deduce entonces que i también realiza la norma de V. Por otro lado, como ¢ realiza la norma de
V +[X, V], tenemos que, por el Lema 3.1.4 o ady +¢ o ad[x y| = 0 y entonces

Y([X, [X,V]]) = =¥ cadix,v|(X) = ¢ oady(X) =¢([V,X]) =0,

y por el Teorema 3.1.13 debe ser [N, X¢c] = 0, lo cual demuestra (2). Si la norma es suave en V, entonces
debe ser F, (V) = {V} y en tal caso por el Teorema 3.1.13 debe ser [N, X] = 0.
Supongamos que vale (2), entonces

VI 2y (V) = (N|V) = (N|V) + ([N, Xc]|V) = (NIV) + (N[[Xc. V])
= (NIV+[X,V]) =¢(V+[X,V]) = [V+[X, V][ 2 |VI],

Iuego se deduce (1) de forma inmediata y también (3) ya que ¢ realiza la norma simultdneamente de V' y
de V + [X, V], lo cual nos dice que ambos elementos pertenecen a la misma cara de la esfera.

Si vale (3) utilizando un funcional que realiza la norma de V y V + [X, V] y razonando igual que
partiendo de (2), es inmediato de que |V + [X, V]| = |V], luego si V € F, tenemos que ¢([X,V]) =0y
entonces

VI=e(V)=e(V+I[X,V]) <[V+[X, V]| =|V].
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Luego V + [X,V] € F,, de donde se sigue (4). Si vale (4), nuevamente tomando un funcional que realice
la norma de ambos elementos simultdneamente y aplicando la misma cadena de desigualdades que en (2)
se sigue (1). O

Observacion 3.5.2. Las afirmaciones del teorema anterior siguen siendo validas si se reemplaza [ X, V] con
—[X, [X,V]], mediante una demostracion analoga. Si la norma es suave en V, en la condicién (2) podemos
reemplazar [N, Xc] = 0 por [N, X] = 0. Si V es tal que F, = {V} entonces la igualdad ocurre si y solo si
[X,V]=0.

Observacion 3.5.3. (Interpretacion geométrica) Notamos que el Teorema y la Observacién previa nos dan
una equivalencia en términos de funcionales de cuando no nos salimos de la misma cara de la esfera cuando
nos paramos en V' y nos movemos con el conmutador [X,V] 6 —[X, [X, V]].

Corolario 3.5.4. Sean X,V € u,, sead € R. Luego

(1) Silos autovalores de V son todos de la forma iA para cierto 0 # A € R, luego ||V + [ X, V]|l > ||Vl
salvo que [X, V] =0.

(2) SiV =1iAP con P un proyector unidimensional, luego ||V + [X, V]||1 > ||V||1 salvo que [X,V] = 0.

(3) Seal < k < nyV como en cualquiera de ambos items previos. Luego || X + [X, V]||(x) > [IV||«k)
salvo que [X,V] =0.

Podemos dar enunciados similares reemplazando [X, V] por —[X, [X, V]].

Demostracion. En el primer caso estamos describiendo las matrices que, cuando pensamos en su tira de
parte imaginaria de autovalores en R”, obtenemos los vértices de la bola de radio || parala || - ||, Si 7t = 2
serian los vértices de un cuadrado, en n = 3 de un cubo, etc. En uno de estos puntos (y s6lo en estos) existe
¢ un funcional que realiza la norma en este punto y en ningun otro de dicha bola (es decir un funcional que
los expone), luego la conclusion se sigue del Teorema 3.5.3. Para el segundo caso estamos viendo lo mismo
pero con la norma 1. En el dltimo caso se razona de la misma manera, utilizando la caracterizacién de los
puntos extremales de la bola para la norma de Ky-Fan, la cual puede encontrarse en [3 1, Teorema 4]. |
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Capitulo 4

Curvatura del Grupo Unitario

En este capitulo estudiaremos la geometria de U, cuando consideramos métrica invariante a izquierda
inducida por una norma de Finsler Ad-invariante. En particular nos va a interesar el concepto de curvatura
seccional de este grupo. Recordamos que si M es una variedad diferenciable con una métrica riemanniana,
se define la curvatura seccional en p asociada al plano 7 = gen(x,y) € T, M como

<Rp(x,)7)y’x>p

sec(x,y) = 2 x)

donde A? es el cuadrado del 4rea del paralelogramo generado por x, y y R el tensor de curvatura. En el caso

de no tener una métrica riemanniana y tener una de Finsler, lo que vamos a hacer es basarnos en la igualdad

r|ly = x|lp — dist(exp,, (rx), exp, (ry))
r2 dist(exp,, (rx), exp,, (ry))

(Rp(x,y)y,x)p = 6y — x|I? lim

donde p € M y x,y € T, M. Dicha igualdad fue dada por Milnor en [54]. Esta estrategia fue usada en
[12] y en [41] para estudiar el signo de la expresion (R(x,y)y,x) en distintos contextos. En este trabajo
la usaremos para estudiar el grupo unitario y daremos una definicién de curvatura seccional que puede ser
usada con mds generalidad.

4.1. Un poco de Geometria Riemanniana

Vamos a comenzar recordando algunas definiciones cldsicas que necesitamos de geometria riemanniana,
para fijar notacién y comprender que nos dice la curvatura seccional en términos locales del comportamiento
de las geodésicas. Para los resultados que siguen (M, g) va a ser una variedad riemanniana de dimensién
finita, la cual supondremos suave, es decir C*. Mas detalles sobre los postulados enunciados se pueden
ver en cualquier libro de introduccién a la geometria riemanniana, como por ejemplo el libro de Lee [49].
Vamos a notar como es usual V a la conexion de Levi-Civita de la variedad riemanniana que es la tnica
conexién que preserva la métrica y es libre de torsién. Mas especificamente, si X, Y, Z son campos en M y
notamos Xg (Y, Z) ala derivada del campo g(Y, Z) en la direccién de X, tenemos que

» Xg(Y,Z)=g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ) (preserva la métrica).

69
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s VxY — VyX = [X,Y] (es libre de torsion).
Asociado a dicha conexidn, recordamos la definicidn del tensor de curvatura
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ -V (xyZ
y algunas de sus propiedades:

» R es lineal en cada coordenada.

= R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z.

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.

(R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W, Z).
= (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y).

Observacion 4.1.1. Siy : I — M es una curva suave, un campo suave sobre dicha curva es una aplicacién
X : 1 — TM suave, que verifica X(t) € T, ;)M para todo t € I. Recordamos ademds que la conexion
de Levi-Civita induce una derivada covariante a lo largo de la curva y, que a cada campo vectorial X a lo
largo de la misma le asigna otro campo que notaremos %X . Dados X, Y dos campos a lo largo de y y f una
funcién suave a valores reales, esta aplicacion satisface

D _ D D
" a(XHY) = GX+ gy
X d'x X
" cll)t(f ):d{ +fc?t :

» Si X esta inducido por un campo definido globalmente X, es decir X(f) = X(y(¢)), entonces
%X = V),X

Usaremos indistintamente las notaciones % y V; parala derivada covariante sobre campos suaves a lo largo
de y. Recordamos que vy se puede pensar como un campo a lo largo de y a partir de y(y(¢)) = y(¢) y que
dados dos campos a lo largo de y podemos calcular

d
7 XK@Y (0)y) = (VyX (0. Y (@0))y ) + (X (@), VyY (1)y )

Definicion 4.1.2 (Geodésicas). Dada (M, V) una variedad riemanniana, decimos que una curva y es una
geodésica si tiene aceleracién nula, es decir si Vyy = 0.

Observacion 4.1.3. Dado p € M y v € T,M, existe una tnica geodésica y : (—€,€) — M que satisface
y(0) = py ¥(0) = v. Notaremos a esta curva y, ,.

Definicion 4.1.4 (Exponencial Riemanniana). Definimos el conjunto
&E={(p,v) €TM : vy, estd definida en un intervalo que contiene a [0, 1]},

y la exponencial riemanniana como exp : & — M dada por exp(p,v) =y, (1).
Fijado p € My considerandoel conjunto &, = {v € T,M : y,, ,, estd definida en un intervalo que contiene a [0, 1]}
tenemos la aplicacion exp,, : &, € T, M —> M dada por exp,,(v) =y, v (1).
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Proposicion 4.1.5. (Propiedades de la exponencial).
(1) & es un abierto de TM que contiene la seccién nula, y &, es estrellado con respecto a 0.

(2) Para cada (p,v) € T, M, se tiene que y,, (1) = exp,,(¢v), donde la igualdad vale cuando alguno de
los lados estd definido (equivalentemente ambos).

(3) El mapa exponencial es suave.
(4) Sic €R, tenemos que exp,, ., (1) = exp,, , (ct), equivalentemente y, . (cf) = ¥p,cv (7).

Demostracion. La prueba de estos enunciados puede ser encontrada en [49, Proposicion 5.7] y en [49, Lema
5.8]. O

Lema 4.1.6. Dado p € M existen U C T, M entorno del origen y V C M entorno de p, de forma tal que
exp,, : U — V es un difeomorfismo.

Demostracion. Ver [49, Lema 5.10]. O
Los resultados mencionados a continuacién pueden ser encontrados en [49, Capitulo 10].

Definicion 4.1.7 (Campo de Jacobi). Sea y una geodésica de la variedad (M, g), y J un campo sobre M.
Decimos que J es un campo de Jacobi si satisface

DZ
! )+ RUI1),7(0)y(1) =0. (4.1)

Observacion 4.1.8. Si y es una geodésica definidaen I C Ry a € I es tal que y(a) = p € M, dados
X,Y € T, M existe un tinico campo de Jacobi que satisface las condiciones J(a) = X y D;J(a) =Y.

Observacion 4.1.9. (Notaciones) Sean M, N variedades diferenciables y sea f : M — N una funcién
suave, para p € M notaremos como f. , a su diferencial f, , : T,M — Ty, N. Usaremos también la
notacién D f), cuando trabajemos en un ejemplo concreto como U,,.

Observacion 4.1.10. Seany : [a,b] — M un segmento geodésicoy I' : (—¢, €) — M una variacion por
geodésicas de vy, es decir I'(r) es geodésica para cada s fijo, entonces el campo %lszol“(s, f) es un campo
de Jacobi a lo largo de y. Mds ain, todo campo de Jacobi puede ser construido de esta forma para cierta
variacion de geodésicas.

Sean p € M y y una geodésica con p = y(0). Si tomamos entornos de 0 € T,M y de p € M de
forma tal que exp,, : U — V sea un difeomorfismo, tenemos que y () = exp,, (x) para cierto x € T, M.
Considerando la funcién I'(s, 7) = exp,, (#(x + sy)) para s suficientemente chico e y € T), M, tenemos una
variacién por geodésicas de y. Luego por la observacion previa el campo 7(¢) = dis |s=0I"(s, ) es un campo
de Jacobi. Aplicando la regla de la cadena obtenemos que

n(t) = (exp,,)«x(ty) = 18(2),

donde (1) = (exp,)uix ().
Notamos que 7(0) =0y que (0) =y € T, M, luego V;(0) = y.
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El siguiente lema nos servird para establecer la relacion entre la curvatura de la variedad y las geodésicas
de la métrica. Esta relacion es la motivacion de lo que va a ser desarrollado en las siguientes secciones de
este capitulo. Para establecer una conexién entre el tensor de curvatura y nuestro limite en cuestion, vamos
a considerar la funcién f(¢) = [[n(O)l, ) =ty 0)=p-

Observacion 4.1.11. Notamos que la funcién f es suave en todo ¢ en el cual (¢) # 0, por estar trabajando
en una variedad C*

Notacion 4.1.12. Con el fin de aliviar la lectura, en el siguiente lema, usaremos la notacioén | - | para la
norma y dejaremos de aclarar en que punto estamos considerando las normas y los productos internos.
Luego retomaremos a la notacion usual de esta tesis indicando por || - || a las normas y | - | a las normas de
Finsler.

Lema 4.1.13. Sea f(t) = [7(¢)ly() — t|yly(0)=p» la funcién que definimos previamente, si ¢ es tal que
n(t) # 0, entonces

e Lowoy
f(t)—|n|<n,Vyn> |yl

B 1 |
f (t)=—W<n,Vyn>+ley~nlz . |<n,V V).

Ademis en 7 = 0 vale £(0) = £(0) = f”/(0) =0y f(0) = W

Demostracion. Calculamos la primer derivada en ¢, en el caso que 7(¢) # O:

d d 1 1
() = p (Inl = tlyD) = E(n,nﬁ =yl = ﬂ2<n, Vo =yl

2[n
1
= m(n,Vym—lyl-

En ¢t = 0, como 1(0) = 0, la tenemos que calcular por definicién. Recordamos que 7(¢) = 7g(¢) donde
g(t) = exp, ,,(y) y entonces

lim

t—0

@ - }1—{% (8(1) +1¢"(1)) = exp, o(¥) =y, 4.2)

donde aplicamos la regla de L’Hopital. Luego se sigue que

f() n()

f(0) = im [ —Iyl=1lyl-1yl=0

—|y| = lim |—=
t—0 f

Para calcular la segunda derivada en los puntos en los cuales 77(z) # 0 simplemente usamos la regla del

producto para la derivada de un producto interno. La cuenta es directa al igual que en la primer derivada y

se obtiene

f(0) = ||3 (n.Vyn)’ + ||vyn|2 |<n,vy~vy~n>.

Para calcular f”/(0), debemos calcular el limite cuando ¢ tiende a cero de f”/(¢). Previamente a esto
probaremos que

1
] (n,V3Vyn) = 0.
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Usando la ecuacion 4.1 y el resultado del limite 4.2 obtenemos

1
l (n,VyVyn) =

Luego para probar que la segunda derivada tiende a cero, tenemos que ver que

1
R4 (y,nm—m( ROLT) — o (0RO, 005) =

1im—i(n,v > +ﬁ|vyn|2:0

ya que hemos probado que el otro término tiende a cero. Reacomodando la expresién tenemos que
2
|3 (. Vym) + ||Vy7]|2 O (Inl IVynl® = (n, Vym) )

1 PP - (. V)’
INEAE 3 '
|71 t

n1Vyn = (n.Vyn)”
Nuevamente, por el resultado del 1imite 4.2 tenemos que ver que hng) e =0.
t—

Aplicando la regla de L’Hopital, la identidad de Jacobi y operando:

. IV = (7, V;m)° i 2In1* (Vym, V3Vy9m) = 2(n, Vyn) (n, V;Vyn)
t—0 t3 t—0 31‘2

2(n.Vyn) (1, VyVyn)
3r2

L2001 oo\ e
= tim Sl 21 (V3. R(E 3)7) = tim
2 Il 1, V5m) 1 {n V9 V)

m
310 l‘2

= —Zlim —< > Y,V 0.
3t10|t| Vin ||(n iy =

En la ultima igualdad usamos el limite que habiamos calculado al comienzo del cilculo de la derivada
segunda. Concluimos que

lim f"'(t) =0
t—0
luego usando que f’(0) = 0 y la regla de I’ Hopital se sigue que f/(0) =0
Para finalizar la demostracién, debemos calcular la derivada tercera de f en cero, tenemos que

i L0100

t—0

le (O)

luego

1 2 |

Repartiendo el denominador, obtenemos tres términos. El del medio ya vimos que tiende a cero, luego
resta calcular los otros dos limites que llamaremos L; y L. En tal caso serd f””/(0) = L; + L, donde:

1
L1=lfm—|77|< L >
t—0 t
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Calculamos L, usando la misma estrategia que en la prueba de que f/(0) =0

1 o L yn . n .\ R(Hx y)x)
L :1/ DT ’R s =1/ _<_7R s >= )
L=l n, R(y,n)y) 15’%|§| ; (v t)y N
con lo cual
L= (¥, R(x, y)x)
1=
[yl

Usando el mismo reordenamiento que en la prueba de la derivada segunda y aplicando la regla de
L’Hopital se sigue que

2 2
1 mPIVynl? = (n, Vym) 1 In*1Vynl? = (n. Vyn)
L2:11m 703 2 :—311111 4
t—>0|?| t |y| t—0 t
1 2PV Vi Vym) = 2 (. Vym) (0. 95 V5m)
|yP? 10 413
_ L 1> (Vym, R(y,m)¥) = (1. Vi) (. R(3m)7)
2lyPP =0 3
_ 772< .n.> 1 ,<n ><n .n.>
= — 1im |22 (V,n. R(y, 2)7) — —— lim (<, V,n) (<, R(y, ~
2|y|3t1—r>l(l)|t| . R(¥. )7 S AT V) 7. 207
1
:_<y’Y><y,R(x,)’)x>__<y,y><y,R(x’Y)x>:O,
2ly)3 2ly)3

donde estamos usando que V1 — y. En conclusion, tenemos que L, = 0 y luego

_ RO y)x) - (R(x, )y, x)

fl//(o) - L] —
] |yl

>

donde en el ultimo paso usamos que el producto interno es real y por lo tanto simétrico y las propiedades
del tensor de curvatura mencionadas al comienzo de esta seccion. O

El siguiente lema nos va a ser ttil para probar la férmula de Milnor de la curvatura, la demostracién del
mismo puede ser encontrada con detalle en las notas de Meyer [53].

Lema 4.1.14. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensién finita, p € M y x,y € T, M, entonces

. t3 <Rp(x’y)y,x>
dist(exp,, (1x), exp, (1)) = t|ly = x||p — gHy——pr +0(rY).
p

Proposicion 4.1.15 (Férmula de Milnor). Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimension finita y sean
x,y € T, M. Entonces

tlly = x|l — dist(exp,, (zx), exp , (1))
12 dist(exp,, (tx), exp,, (1y))

(Rp(x,y)y,x), = 6]y — x||? lim
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Demostracion. Comenzamos utilizando el lema previo para desarrollar el limite del enunciado:

. 3 (Rp(x,y)y,x) 4
. tlly — x|l — dist(exp,, (tx), exp , (1)) . %—Iﬁy—xllp +0(1%)
1—0* 2 dist(exp , (tx),exp (¢ 150+ 5 (Rp (x,7)y.x)
( pp( ) pp( y)) t3||y_x||l’_%—1||y—x||,, P +O([6)
l(RP(x’y)yrx)
o 6 Tal, 00
i 1n01+ (Rp (x,)y.x)
- - _ g I 3
lly x”p 3 Ty—xI, +0(2°)
(Rp(x,3)y,x),
6lly — x|}
multiplicando a ambos lados por 6|y — x|§, obtenemos la férmula de Milnor. |

Habiendo probado estos resultados daremos el resultado principal de esta seccién introductoria:

Teorema 4.1.16. Sea M una variedad con una métrica riemanniana, son equivalentes

(1) Para todo p € My x,y € T,M vale que dist(exp,(1x),exp,(ty)) < |[|tx —ty||, para t > 0
suficientemente chico (donde con d nos referimos a la distancia dada por el infimo longitudes de
curvas suaves a trozos en M).

<Rp (x’y)yrx)p

(2) Paratodo p € M yx,y € T, M se cample que sec(x,y) = )

> 0. En otras palabras, M es
de curvatura seccional no negativa.

Demostracion. Supongamos primero (1) y apliquemos la férmula de Milnor dada en la introduccion de
este capitulo, en tal caso
rlly = x| — dist(exp,, (rx), exp,, (ry))

r2 dist(exp,, (rx), exp, (ry))

(Rp(x,9)y,x)p = 6lly = x[I3, lim

y este limite es mayor o igual a cero por (1), se sigue entonces que sec(x, y) = 0y luego vale (2).
Si asumimos que vale (2), observamos que la funcién definida en el Lema 4.1.13 cumple f(0) = f/(0) =
f7(0) =0y f"”(0) < 0, entonces tenemos que f(#) < 0 parat > 0 suficientemente pequefio, es decir

||(expp)*,tx(ty)||expp(tx) < ”ty”p
para t suficientemente chico. Si dividimos por ¢, llamamos v = tx y u = y, se sigue que
||(expp)*,v(u)||expl,(v) < ||u||p

si v esta suficientemente cerca de 0 € T, M.
Habiendo demostrado esto, consideramos U un abierto de 0 € T, M y V un abierto de p en M de forma
tal que exp : U — V sea un difeomorfismo y que ademds se cumpla que para v € U valga

I1(expp,)sv (Wllexp,, (v) < [luellp,

siu € T, M. Podemos asumir ademads, eventualmente achicando los abiertos que U es convexo.
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Sean ahorax,y € T,M y t suficientemente chico, de manera tal que 7x,7y € U. Si I es el segmento que
une a tx con ty en U entonces

1
dist(exp, (1), exp,, (1)) < Long(exp,,(I) = / 11(exp)er (Dlexp(r) <
0

1
< / 1115 = Long(T) = [[ty — ix|] .
0

concluyéndose asi que vale (1). O

4.2. Grupos de Lie

En esta seccidn, ademds de fijar notacién, vamos a discutir la relacion entre la exponencial riemanniana
en un grupo de Lie y la exponencial del grupo de Lie. Veremos que en el caso de que la métrica riemanniana
sea provenga de una norma Ad-invariante las exponenciales en p = 0 van a coincidir, lo cual va a ser la
motivacion para la definicién de curvatura que daremos en el caso no riemanniano. Discutiremos ademas
la cuasi distancia inducida por la métrica y daremos sus propiedades generales. Daremos las definiciones
en un grupo de Lie general, ya que si bien en las secciones siguientes a esta trabajaremos sobre el grupo
unitario U, para seguir el eje de esta tesis, en el capitulo siguiente retomaremos el caso abstracto.

Para la presentacién de generalidades de grupos de Lie nos basaremos en el libro de Lee [50], pero los
resultados no demostrados de esta seccién pueden encontrarse en basicamente cualquier libro que trate el
tema.

Definicion 4.2.1. Un grupo de Lie es un grupo G con una estructura de variedad suave (para nosotros
serd C™) para el cual las operaciones de multiplicacion m : G X G — G e inversién i : G — G son
suaves. Al elemento neutro del grupo lo notaremos 1 € G y al dlgebra de Lie de G la notaremos como
Lie(G) =T1G =g.

Observacion 4.2.2. Si bien muchas de las definiciones e incluso de los resultados se pueden dar en forma
mas general, vamos a asumir que la dimension de G es finita ya que los resultados originales de este trabajo
son todos en este contexto.

Para g € G, las aplicaciones lg, 74, cg : G — G dadas por

lg :h— gh rg :h— hg cg:h—>ghg_l

resultan difeomorfismos y /, conmuta con ry, para g, h € G, lo cual implica que sus diferenciales también
lo hacen, lo cual usaremos mas adelante. Notaremos como G L(g) al grupo de isomorfismos lineales de g.
Por otro lado, como ¢, es un difeomorfismo, su diferencial Ad, := (cg)« 1 pertenece a GL(g), esto nos da
la representacion adjunta que es la aplicacién Ad : G — G L(g) dada por Ad(g) = Ady = (cg)s,1-

Definicion 4.2.3 (Campos invariantes a izquierda). Decimos que un campo X : G — T'G es invariante a
izquierda si para todo g, h € G satisface

X(1n(g)) = (In)«,gX(g).
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Al conjunto de estos campos lo notaremos X(G).

Proposicion 4.2.4. Si X es un campo invariante a izquierda en G, entonces X queda determinado por lo
que vale en 1. Ademds, dado v € g la aplicacion X, (g) = (/)+,1v define un campo invariante a izquierda.

Como consecuencia de la proposicion previa tenemos que todo campo invariante a izquierda es suave
y de la forma X, para cierto v € g y tenemos la biyeccion usual entre g y X(G) dada por v — X,, con
inversa X, — X, (1). Por otro lado, es un hecho conocido que el corchete de dos campos invariantes
a izquierda resulta nuevamente un campo invariante a izquierda y que como consecuencia de este hecho
podemos definir el corchete en g como

[V, W] = [Xv, Xw](l)’

obteniendo asi una estructura de dlgebra de Lie en g.

Definicion 4.2.5 (Exponencial). Vamos a definir la exponencial exp : § — G como exp(v) = @(1) donde
a(t) es la unica solucién de la ecuacion diferencial @’ = X, (@) con condiciones iniciales a(0) = 1.

Proposicion 4.2.6. (1) Laecuacién diferencial que define a la exponencial tiene solucidn global. Lo cual
nos permite definir exp(zv) para todo ¢ € R.

(2) Si f: G — H esun morfismo de grupos de Lie entonces f. 1 : § — b es un morfismo de 4lgebras
de Lie y se tienen los siguientes el siguiente diagramas conmutativos:

o Ly p o — End(g)
exXpg expy \Lexpc \Lexp H
G L5 u G -2 GL(g)

donde notamos que el segundo diagrama es un caso particular del primero definiendo ad = Ad. ; =
Ad, ;.

(3) Siv,w € gentonces ad, (w) = [v,w].

Observacion 4.2.7. En el caso de un grupo de Lie G inmerso en GL(C) con el corchete dado por
[v,w] = vw — wv, tenemos que la exponencial coincide con la exponencial usual dada por la serie. Por
otro lado notamos que el segundo diagrama conmutativo del segundo item de la proposicién anterior lo
probamos para este caso en el Lema 3.1.2.

Si G es un grupo de Lie, notaremos 7'G a su fibrado tangente, el cual puede ser identificado con G X g.
Cuando hablemos de una métrica en el grupo en cuestién nos estaremos refiriendo a una métrica de Finsler
0 una métrica riemanniana sobre 7'G, por otro lado al trabajar en g las llamaremos normas y notaremos | - |.
Si la norma proviene de una métrica o induce una métrica, valdra la igualdad |- | = | - |; (donde 1 es el neutro
del grupo). Cuando trabajemos en el grupo como espacio métrico hablaremos en términos de distancias.

Definicion 4.2.8 (Métrica bi-invariante). Dado un grupo G con una métrica riemanniana decimos que:
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(1) La métrica es invariante a izquierda si para cada g € G la aplicacion [, es una isometria, es decir,
dadoshe Gyv,w € T),G

(v, win = <(lg)*,hv’ (lg)*,hW>gh-

(2) La métrica es invariante a derecha si para cada ¢ € G la aplicacion rg es una isometria, es decir,
dadoshe Gyv,w € T),G

Vaowin = ((rg)envs (rg)enW)gh-
(3) La métrica es bi-invariante si lo es a izquierda y a derecha.

En el paper de Milnor [55], él demostrd que si tenemos una métrica bi-invariante entonces la conexion
de Levi-Civita de la métrica vista en el dlgebra de Lie es V. = ad x; de aqui se desprende que las geodésicas
de la métrica coinciden con traslaciones de los grupos a un pardmetro (una demostraciéon completa de esta
afirmacion puede verse en el libro de Price [60, Capitulo 4, Seccion 3]). Este resultado nos dice que en este
contexto la exponencial riemanniana coincide con la exponencial del grupo de Lie y nos permitird utilizar
la férmula para la curvatura seccional con la exponencial del grupo.

Esto no es siempre cierto, en [ 7, Teorema 2.14] podemos ver un ejemplo sobre el grupo de Lie de matrices
inversibles con la métrica riemanniana inducida por el producto interno de la traza, en donde tenemos que
las geodésicas no son en general grupos a un pardmetro y en tal caso la exponencial riemanniana no
coincide con la exponencial como grupo de Lie. Mas especificamente, si consideramos gy € G = GL,(C)
y vo € Lie(GL,(C)) = M,,(C) entonces la inica geodésica de la conexién con punto inicial gg y velocidad
inicial govo estd dada por

g(t) — goetVOet(vo—vo)
la cual no es un grupo a un pardametro si vo no conmuta con v,,.

Definicion 4.2.9. Sea G un grupo de Lie con una norma de Finsler | - |, decimos que dicha norma es
Ad-invariante si cumple que la aplicacién Ad, es una isometria para cada g € G, es decir | Adg(v)| = [|v|
paratodov € g.

Notamos que la definicion anterior es una generalizacion de la Definicién 2.2.1.

Observacion 4.2.10 (Métricas bi-invariantes). Notamos que, como Ad, = (cg)s1 = (lg)*’g—l(r(;])*’ 1
entonces toda métrica bi-invariante en G induce una norma Ad-invariante en g. Por otro lado si tenemos
una norma Ad-invariante en un grupo de Lie g, podemos definir la métrica |X[g = [(/4-1)+ ¢ X| para X € g.
Notamos que es una métrica bi-invariante ya que si g, € G y X € TG entonces

|(lg)*,hX|gh = |(l}_,1)*,h(lg_])*,gh(lg)*,hxl = |(l}:1)*,hX| = Ith-
Por otro lado si X € T,G

|(rn)sg Xlgn = 1 D ein Uy egn (Fn)eg X1 = 1 D (Pt (I ) g X
= [Ady1 (I s g X = 1010 X] = [X]g,
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donde en el pendltimo paso usamos que la norma es Ad-invariante. En conclusién tenemos que toda
métrica bi-invariante en 7G induce una norma Ad-invariante en g y que a partir de una norma Ad-invariante
podemos construirnos una métrica bi-invariante. Como toda métrica bi-invariante es en particular invariante
a izquierda, tenemos que este proceso es reversible y las métricas bi-invariantes en TG estdn identificadas
con las normas Ad-invariantes en g.

Por la observacion anterior tenemos que en el caso riemanniano, donde la métrica viene inducida por
una norma Ad-invariante, vale la férmula de la curvatura de Milnor:

r|ly — x|| — dist(exp(rx), exp(ry))
r2 dist(exp(rx), exp(ry))

(R(x,y)y,x) = 6]y — x| rlir8+

donde estamos pensando la exponencial del grupo en vez de la riemanniana (ya que coinciden) y estamos
trasladando todo a ¢ = T1G. Esto es fundamental y la motivacion para la definicién que vamos a dar en el
contexto no riemanniano.

A continuacion vamos a dar algunos resultados sobre la distancia en G inducida por una norma de
Finsler Ad-invariante en g. Muchas veces la llamaremos distancia, pero como vamos a ver en breve, va a ser
una cuasi distancia (no va a ser simétrica).

Observamos ademds que hasta ahora no le hemos pedido regularidad a la métrica de Finsler, pero la
aplicacion (g, X) — |X|g = |(/g-1)+,gX| va a ser siempre continua y en tal caso integrable.

Definicion 4.2.11 (Caminos rectificables y longitudes). Decimos que una curva « : [a,b] — G es
rectificable si es suave en casi todo punto para alguna carta de G y la aplicacion ¢ — |a’ ()| () es Lebesgue
integrable. Para una curva suave a trozos o rectificable definimos su longitud como

b b b
Long(a) = / 1o (Dot = / (Lot )ty (1)l dt = / (U )rad].
a a a

En general nos interesard trabajar en la componente conexa de la identidad, asi que no perdemos nada
en suponer que G es conexo, lo cual haremos de aqui en adelante.

Definicion 4.2.12. Sean g, i € G, definimos la distancia entre g y 7 como
dist(g, h) = inf{Long(a) : @ : [a, b] — G es rectificable , a(a) = g, a(b) = h},

notamos que como G es un grupo conexo y localmente arco-conexo (por ser una variedad) resultara ser arco-
conexo y luego el conjunto dénde tomamos el infimo es no vacio. Como el mismo esté acotado inferiormente
por cero, el infimo queda bien definido.

Observacion 4.2.13. La distancia definida previamente cumple todos los axiomas de distancia salvo quizas
la simetrfa, luego no es una distancia en el sentido usual sino que es una cuasi distancia. Va a ser una
distancia si y solo si la norma es completamente homogénea.

Proposicion 4.2.14. La distancia definida previamente es bi-invariante, es decir
dist(kg, kh) = dist(g, h) = dist(gk, hk) Ve hkeG.
Ademds, si la norma es completamente homogénea, vale que

dist(g, h) = dist(g™', A7 Y).
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Demostracion. Comenzamos tomando una curva rectificable « : [a, b] — G que verifique a(a) = gy
a(b) = hy vamos a ver que las curvas 8(¢) = k.a(t) y y(t) = a(t).k, que también son rectificables y unen a
los puntos kg con kh 'y gk con hk respectivamente, tienen la misma longitud que a. El resultado se seguira
entonces del hecho de que el conjunto de longitudes que se puede obtener es el mismo y el infimo por lo
tanto también. Veamos lo dicho:

Long(B) = / Bls = / (k) lka = / (U)e.a Ik = / Lo epa ()0

/|(l e aal—‘/lala—LOHg(a)

Notamos que en este caso no hemos usado que la norma es Ad-invariante, lo cual usaremos en el siguiente
caso

b b b b
Long(y) = / 1, = / (k) ok = / (e |k = / U)ok U)ok ()|
a a a a
b b b
- / Yok 7)o (L)t | = / | Adr (I 1)v.a| = / (Ly)e.ad|
a a a

:/la’|a=L0ng(a/).

Para la siguiente parte consideramos & como antes y la curva @~!. Lo que queremos ver es que tienen
la misma longitud, luego el argumento se sigue como en el caso anterior. Recordamos que en grupos de Lie
vale que (@) = —=(r4-1)u.1(ly-1)s.0@’, luego calculamos

b

b b
Long(a™") = / (@Y ]y = / = (a1 )er (T 1)o@t = / ra et (L1 )r.a@ [

b b b
- / Ua)e ot (o et (g eat’| = / | Adg(ly1)e.at’] = / '] = Long(a),

donde usamos que la norma es homogénea para sacar el signo negativo y la Ad-invariancia posteriormente.
O

Mas detalles sobre distancias asimétricas o cuasi distancias pueden ser encontrados en [51].

4.3. Geodésicas y distancia en U,

En esta seccién vamos a recordar ciertas propiedades de los caminos rectificables del grupo unitario y
vamos a establecer dos hechos importantes: todas las métricas son equivalentes en esta configuracion y todo
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mapa corto en U, induce un mapa corto en U, mediante la exponencial de matrices. Ademads presentaremos
algunas propiedades importantes de la distancia en U, inducida por una norma Ad-invariante en u,. Los
resultados originales de esta seccién publicados en [48] son el Teorema 4.3.6 y el Lema 4.3.8, siendo el
segundo un resultado mas bien técnico pero que nos va a ser ttil para los resultados principales de las
siguientes secciones.

Comenzamos recordando ciertos resultados sobre la exponencial del grupo de Lie U,,. Sea || - || la
norma espectral en M,,(C), denotamos

BY ={X e My(C) : | X]loo <},

y a su clausura como B;”.
Por otro lado notaremos BCH (X, Y) alaserie de corchetes definida para X e Y suficientemente pequefios
como:

BCH(X,Y) =exp~' (exp(X) exp(Y)).

Proposicion 4.3.1 (Mapa exponencial en U;,). El mapa exponencial de U, es la restriccion del mapa

exponencial de M,,(C), con lo cual puede ser calculado como la serie de potencias usual exp(X) = )li—];

Sea B = BX Nu, y B su clausura.

(1) El mapa exponencial exp : u, — U, es sobreyectivo y su restriccion exp |z también lo es. La
restriccion exp | g, donde B = B} N u,, es un difeomorfismo con V = {U € U, : ||U — 1||« < 2}, el
cual es un abierto denso del grupo U,. Ademas

2 .
- 1Zlleo < 111 = €% lleo = 28in([|Z]|e0/2) < | Z]l0  para || Z]|eo < 7.
(2) Si X,Y € u, entonces

1 1
Dexpy(Y) = eX/ Ad,-sx Y ds = eX/ e Y X ds = eXF(ad X)Y = (G(ad X)Y)eX
0 0

e

donde F, G son los mapas enteros dados por F (1) = I_T, G(A) = e'F(Q).

(3) Si |1 - e'XesY || < 2 luego

¢ i
BCH(tX,sY) = tX+sY+—[X, Y] +— (tzs[X, [X, Y]] +1s2[Y, [V, X]])+ términos de mayor orden

2 12

los cuales son los primeros términos de la serie de Baker-Campbell-Hausdorff de (zX,sY). En
particular

BCH(1X,tY) =t(X +Y) + g[x, Y]+ % ([X,[X,Y]] + [V, [Y, X]]) + O(:*).

4) Si || X||eo + [|Y|leo < 7, luego BCH(X,Y) es una serie de polinomios homogéneos convergentes en
Lie(X,Y) (el dlgebra de Lie cerrada generada por X e Y).
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Demostracion. Comenzamos por el primer item, sea U € U,, entonces U = VDV* para cierta matriz
diagonal D = (dy,d3, - ,d,) yV € Uy,. Consideramos la matriz log(D) = (log(d;),log(d>), - - - log(d,)),
donde log es una rama del logaritmo complejo bien definida en los puntos donde queremos evaluar, como
los nimeros tienen médulo 1 entonces log(dy) = In |dy| + i arg(dy) = i arg(dy) donde arg es el argumento
elegido para la rama del logaritmo. De esta forma log(D) € u, y exp(Vlog(D)V*) = Vexp(log(D))V* =
VDV* = U, lo cual prueba que la exponencial es sobreyectiva. Como no es necesario usar la misma rama
del logaritmo para cada autovalor, siempre podremos elegir cada coordenada de log(D) de forma que
arg(dy) € [-m, n], lo cual nos prueba que exp |5 sigue siendo sobreyectiva. Dado que el conjunto V es el
conjunto de matrices unitarias que no tienen a —1 como autovalor, podemos aplicar la rama principal del
logaritmo en dicho conjunto y obtener todas las matrices antihermitianas que no tienen a izr como autovalor.
Aclarado esto y vista la construccidén anterior es ficil ver que esta rama es la inversa de la exponencial y
entonces exp : B — V es biyectiva. Serd un difeomorfismo por ser analitica con inversa analitica. La
densidad de V C U, es una consecuencia inmediata de que U, = {U € U, : ||U - 1|| < 2}.

Veamos las desigualdades enunciadas en (1):

Por un lado tenemos que, como 1 —e? es normal al ser unitario, su norma coincide con su radio espectral
y ademds sus autovalores son de la forma 1 — e’ donde it es un autovalor de Z (esto se puede ver simplemente
haciendo la cuenta con matrices o pensando en que es un calculo funcional de una funcién continua en un
elemento normal), en conclusion

|1 — %]l = médx |1—e"],
iteo(Z)

donde el maximo esta tomado sobre los ¢t € R de forma que it es autovalor de Z. Desarrollando el médulo

y utilizando identidades trigonométricas basicas obtenemos que |1 — ¢?’| = 2|sin(¢/2)|, como la funcién
sin(¢/2) es creciente en [—m, 7] y Z es normal, tenemos que para ¢ de forma que it es autovalor de Z vale

—sin(|[Z]]w/2) < sin(z/2) < sin(||Z]]e/2),

de donde deducimos que

iteo(Z

11— e”l = mé(x ) 11— =2sin(||Z]|w/2) < ||Z]].
€
Por otro lado, se puede ver que |2 sin(¢/2)| > %ltl y razonando de forma similar llegamos a que

2
11 = e[l 2 —[IZ]lco.
v/

El segundo item es un resultado clasico de andlisis matricial y puede ser encontrado por ejemplo en [34,
Teorema 1.7, Capitulo II]

Para la tercer afirmacién utilizamos (1), recordando que si X, Y € B son tales que exp(X).exp(Y) € V
tenemos bien definida la serie BCH en (X,Y) como BCH(X,Y) = log(exp(X).exp(Y)). Los coeficientes
de esta serie conocida como Férmula de Dynkin fueron estudiados por Dynkin en 1947 [28]. Nosotros solo
necesitaremos los primeros términos de dicha férmula.

La cuarta afirmacion fue probada en [22, Teorema 3.2]. O
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Observacion 4.3.2 (Grupos a un pardmetro, segmentos). Sean U,V € U, por el item (1) de la Proposicion
4.3.1 existe Z € 1, con || Z]| < 7 que cumple eZ = V~1U. A las curvas de la forma §(¢) = Ve’ las vamos
a llamar segmentos, en este caso dicho segmento une a V con U en U,. Observamos que si ||Z]|c < 7
(equivalentemente si ||V -Ul| < 2), existe exactamente un unico segmento que une a V con U en U, esto es
consecuencia del primer item de la Proposicién 4.3.1. Como 6(¢)~'6’(¢) = Z, tenemos que 10" (D) = 1Z]
para cualquier norma de Finsler y luego

dist(U, V) < Long(d) = |Z]|.

El siguiente teorema sobre la caracterizacion de geodésicas para normas de Finsler Ad-invariantes en
u, fue probado en [46, Seccidn 5]:

Teorema 4.3.3 (Minimalidad y distancia). Seay : [a, b] — U, con y(a) = U. Luego
(1) SiW € U,y Z € uy es tal que | Z]lo < 71y W = Ue?. Entonces dist(U, W) = |Z| y el camino

5(t) = Ue'? es un camino que minimiza la distancia.

(2) Si||l —eXe¥ || < 2luego dist(1, eXe¥) = |[BCH(X,Y)| = | X +Y + %[X, Y] +...|. En particular, si
X, Y conmutan, entonces dist(eX, e¥) = |Y — X]|.

(3) Siy(b) = Wy Long(y) = |Z|, para cada funcional ¢ que realiza la norma de Z tenemos que y~ 'y’
pertenece a la cara F,. En particular si Ny, Fy = {Z}, entonces 7y es una reparametrizacién de 6.

(4) Siy es como en el item previo y la norma es estrictamente convexa, entonces y €s una reparametri-
zacion continua de §.

Proposicion 4.3.4 (Equivalancia de métricas). Sea (U,, dist), donde la distancia viene inducida por una
norma de Finsler Ad-invariante en u,. Sean U,V € U, y r, R nimeros positivos como en la Observacién
2.1.6. Luego

2
— dist(U,V) < ||lU - V||o < Rdist(U,V)
nr

Ademas, (U, dist) es un cuasi espacio métrico compacto.

Demostracién. Sea B € u, tal que ||B||l < 71y €8 = U*V. Luego
IU=Vlleo =11 =UVlloo = |I1 = €®|lw < |IBllo < RIB| = Rdist(U, V),

por la Proposicién 4.3.1, 1a Observacién 2.1.6 y el teorema previo. Andlogamente
2 21
U =Vl]ew=I11-e®ll = =Bl = = =dist(U, V).
big nr

La dltima afirmacion es consecuencia de la compacidad del grupo unitario con la norma espectral y las
desigualdades probadas. |

Lema 4.3.5 (Exponencial y geodésicas). SiI" : [a,b] — (uy,]| - |) es un camino corto que une O con Z en

r zZ

Uy ¥ ||Z||le < 7, luego y = e’ es un camino corto en (U, dist) que une a 1 con e en u,. Mas atin, para

cada funcional ¢ que realiza la norma de Z tenemos que y; 1)/; CFy,.
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Demostracion. Notamos que
1 1
il =y Dexpr, Tl =| [ e hrast < [ et ds -
0 0

1 1
=/ |Ad_syt<r;>|ds=/ 7] ds = [T - Tl = ||
0 0

donde utilizamos que la norma es Ad-invariante, la férmula de la diferencial de la exponencial dada en
4.3.1 y que I es corta (ver [45, Lema 4.21]). Esto, combinado con el Teorema 4.3.3, nos muestra que y
es corta. Sea ahora ¢ un funcional que realiza la norma de Z, y asumamos que I" estd parametrizada a
velocidad constante. Con una cuenta similar tenemos que ¢(y; 'y)) = ¢(I'}) = |I'/| = |Z|, donde en la
segunda desigualdad volvemos a utilizar el Lema 4.21 de [45]. Luego

1Z| = oy, ) < Iy 'yl < 1Z]

entonces y; 'y/ C F, - Dicha contencion es claramente invariante por reparametrizaciones que preservan la
orientacion, con lo cual la hipétesis de que I estd parametrizada a velocidad constante no quita generalidad.
O

Teorema 4.3.6. Sean X, Y € u,, entonces para toda norma de Finsler Ad-invariante en u, tenemos que
dist(e*X,e¥) < |Y - X|. 4.3)

Ademds, asumiendo la normalizacién |[V,W]| < 2||V||o|W| para la norma de Finsler, si tenemos que
[IX]loo» [|¥]leo < 7/2 entonces

2
dist(e*,e¥) > Z|Y - X|.
T

Demostracion. Parala primer desigualdad consideramos la curvay(f) = 'Y e~'X, que unea 1 con e’ e X en
U,. Derivando obtenemos que y’ (1) = 'Y (Y — X)e~'X, utilizando que la norma es Ad-invariante obtenemos

que
1 1 1
Long(y) = / by~ 1)y (0)]di = / X (¥ - X)eX|di = / ¥ - Xldt = ¥ - XI,
0 0 0

entonces dist(eX, e¥) = dist(1,e¥e™X) < L(y) = |Y - X|.

Supongamos ahora que || X||e, [|¥]|lco < /2, por la Proposicion 4.3.1 tenemos que ¢ = log : V —
By Nu, es una carta de la variedad U, alrededor de la identidad. Vamos a considerar U(f) como una curva
definida para t € (—¢, €) que cumple U(0) = U y su derivada U(t) que cumple U(0) = U. No vamos a
escribir la dependencia de  por facilidad de notacién. Aclarado esto, partiendo de e?Y) = U para U € V
y derivando, obtenemos

D exp ) D¢yU =U.

SiU=eZ eV y U=UW €T, U, = uu,, utilizando la Observacién 4.3.1, tenemos que

¢?F(adz)D¢,z(U) = Dexp, D,z (U) = U = e*W,



4.3. GEODESICAS Y DISTANCIA EN ‘U, 85

y entonces D¢,z (U) = F(ad Z)"'W. Sea 0 < M < 7, asumamos que || Z|l < M y en tal caso notamos
que por la normalizacién de la hipétesis tenemos que |(ad Z)/W| < 2/||Z||«|W|. Luego con la misma
demostracién que en [0, Proposicion 4.6] se sigue que

|D¢.z(U)| = |F(adZ)"'W| < g(1Zll)IW| < g(M) |Uly
para (1) = gy~ Por otro lado de | D exp, 7| = |f01 2 74ds| < |Z| obtenemos
|U|U = |D3XPZ D¢eZ(U)| < |D¢eZ(U)|

Luego la métrica de Finsler es compatible en el entorno de la identidad dado por U = €%, || Z||le < M (ver
[43, Def. 9.1.3] 6 [65, Def. 12.19]): para cualquier U € Ty U, tenemos que

[Uly < D¢y (U)] < g(M) |Uly.
De donde se sigue que
dist(U,V) < |¢p(V) — o(U)| < g(M) dist(U, V)

para cada U = X,V = €' con || X||co, |¥]le < M/2 (ver [43, Lema 9.1.8] o la demostracién de [65,
Proposicion 12.22]). Haciendo tender M — /2 obtenemos [Y — X| < 7 dist(eX, e¥), lo cual demuestra la
segunda desigualdad del enunciado. O

Observacion 4.3.7. Para r,t € R podemos escribir:
dist(e™X, e"Y) = dist(1, e~V XY 77Xy = dist(1, eV e ") = dist(1, €%) = |Z],
donde
W=BCH((t—1)rX,rY) y Z=BCHW,-trX). 4.4)

Para un valor de ¢ € R fijo, estas expresiones estdn bien definidas para valores de r € R lo suficientemente
chicos. Donde escribamos Z estaremos pensando Z = Z,(r).

Lema 4.3.8. Con la notacion de la observacion previa, para r lo suficientemente chico, tenemos que:
72 3 /3
dist(e’*, ™) = |[r(Y - X) + 7 @t = DX, Y]+ E(6t2 — 60+ DX [X Y]]+ SV, [X Y]]+ o).
En particular si t = 1 obtenemos:

r2 3

dist(e"™, ™) = |r(Y - X) + 5 [X,Y] + ;—2 [X+Y,[X,Y]] +0(r")],

ysit=1/2

1 1
dist(e"X, ™) = |r(Y - X) + Eﬁ [(X+Y,[X,Y]]+ 1—6r3 [Y - X, [X, Y]]+ O(r™)|.
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Demostracion. Recordamos que
1 1
BCH(U,V)=U+V+ E[U’ V] + E[U -V, [U,V]] + términos de mayor orden.

Comenzamos calculando W (ver 4.4):
W =BCH((t - 1)rX,rY)

=(t-DHrX+rY+ %[(t -DrX,rY]+ 1—12[(t -DHrX—-rY,[(t - DrX,rY]] +0(r4)

=r((t-1DX+Y)+ g(t - DX, Y]+ I—;(r - 1D[X, [X,Y]] - g(z - DY, [X, Y]] +0(™).
Por otro lado escribimos
BCH(W,-rtX)=A+B+ %[A,B] + 11—2[A - B,[A,B]] +O(r%),
donde A = Wy B = —rtX. Vamos a hacer esta cuenta en varios pasos agrupando los términos que aparecen
multiplicados por 7* en una misma expresién de la forma O (r*). Comenzamos por A + B

72

A+B=r(Y -X)+ 5(: -1D[X, Y]+ g(z - 1)?[X,[X,Y]] - g(z - DY, [X,Y]]+0@™).

Para calcular [A, B], escribimos:

[A,B]=[r(t—-1)X+Y)+ g(r —D[X,Y],-rtX] +O0(r*)

=—r[(t-DX+Y,1X] - %(t - D[[X,Y],-rtX] + O(r"

=1 [X,Y] + g(ﬂ -D[X,[X,Y]] +O().
Para calcular [A — B, [A, B]], escribimos
[A-B,[A,B]] =[rtX —rX +rY +rtX, tr2[X, Y]] + O(r*)
= [2uX - X+Y,t[X, Y]+ 0@
=32 X - X +Y,[X, Y]]+ O(r")
= (22 -0 [X, [X, Y]] + [V, [X, Y]] + O ().
Finalmente calculamos

BCH(W,-rtX) =r(Y — X) + g(zz -D[X, Y] +ar’[X, [X, Y]]+ B7[Y, [X, Y]],

donde
—i(r—1)2+1(t2—t)+i(2t2—t)—i(6t2—6t+1)
YT 12 4 12 12 ’
1 1 1
=——0-1)+—=t=—.
Fe-pl-Dry=x
En conclusién tenemos que

Z=r(Y -X)+ g(zz ~ DX, Y]+ (f R I & 2 e
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4.4. Distancia y curvatura

En esta seccion discutiremos la curvatura en el contexto de u,. Como mencionamos al inicio del
capitulo y en la seccién 4.2, tenemos que en base a Milnor, para un grupo de Lie con un métrica riemanniana
bi-invariante vale la siguiente igualdad

FIY = X]| - dist(e”™, e'Y)
r2dist(e™X, e"Y) ’

(R(X,Y)Y,X) =6]|Y - X|? lim
r—0t

donde X,Y € g el dlgebra de Lie de G, la exponencial es la del grupo que coincide en 1 € G con la
riemanniana y el producto interno estd hecho en 1 € G. La idea es usar esta igualdad como motivacion para
definir la curvatura seccional en el caso de trabajar en en grupo U, con una norma de Finsler Ad-invariante
en u, y la métrica que induce. Los resultados de esta seccion publicados en [48] son el Teorema 4.4.4, el
cual nos permite dar una buena definicién de curvatura seccional en nuestro contexto y el Teorema 4.4.14,
en el cual se estudia que sucede cuando la curvatura seccional es nula.

Observacion 4.4.1. Si X,Y € u, y ¢ es un funcional que realiza la norma de Y — X, por el Lema 3.1.4
tenemos que

02 o([X, [X.Y - X]]) = o([X, [X.Y]]) = o([-X, [-X.Y]]) = o([Y - X -V, [V, X]])
=o([Y - X, [¥. X]]) = o([Y., [Y, X]]) = —o([Y., [Y, X]]),

luego ¢([Y, [Y,X]]) = 0y ademas ¢([X, [X,Y]]) =0siysolosi ¢([Y,[Y,X]]) =0.

Observacién 4.4.2. A partir de la igualdad dist(e’X, e"Y) = [r(Y — X) + O(r?)| del Lema 4.3.8, dividiendo
por r > 0y tomando limite cuando » — 0* tenemos que
d( erX , erY)

lim
r—0*

= lim [¥ = X+ 0(r)| = |¥ - X].
r—0+

Definicion 4.4.3 (Curvatura seccional a lo largo de dos rayos). Sean X,Y € u, con X # Y definimos la
curvatura seccional de U, en la identidad a lo largo de X e Y como

rlY — X| — dist(e"X, e"Y)

73

S(X.¥) = 6|y ~ X]| lim

Notamos que, por la observacion previa, S(X,Y) es exactamente el limite de la introduccién de esta
seccion.

Teorema 4.4.4. Sean X,Y € u, con X # Y, para la funcién S(X,Y) definida previamente tenemos que

¥ = X| = |(Y = X) + g’ [X + Y, [X. Y]]
2

S(X.¥) = 6]Y - X]| lim
r—0*

Y-X Y-X
X i ey - xin = -2 s p(xxoy - xap 2 0
4 @eNy_x 4 @ENy_x

r
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Demostracion. Notamos que por el Teorema 4.3.6 tenemos que para r > 0 suficientemente pequefio
d(e™X,e™) < |rX —rY|. Aplicando el Lema 4.3.8 para el caso t = 1/2 se sigue que:

lfm rlY — X| —d(erX,erY) ~ lim rlY = X| - |Z(r)|
r—0* I’3 r—0t I"3
. FY = X[ = r(Y = X) + 3 [X +Y, [ X, Y]] + £ [Y - X, [X, Y]] + O(r*)]
r—0* r3
. Y = X| = [(Y - X) + %P2 [ X +Y, [X, Y]] + =2 [Y = X, [X, Y]] + O(r?)]
r—0* 7‘2
o WX X0 + g (X4 Y, (X Y]]+ 562 [Y - X [X Y]]
r—0* 1”2
= - i (e X+ XY+ eIV - X [X YD),

donde en la tltima igualdad usamos que > > 0 y aplicamos 3.2.5. Como ¢ realiza la norma de ¥ — X
entonces, por el Lema 3.1.4, tenemos que ¢ o ady_x = 0 y entonces el segundo término que estd dentro del
maximo desaparece. Se sigue que

6lY - X Y-X
sor) ==X i w(ex+y —x i) = 228 i o(2x, 1x,y - X))
48 YENy-x 8 @eNy_x
Y-X
= X i (i (XY - X)),
4 @peNy_x

Operando de forma similar obtenemos

Y-X
S(X,Y):—| | mix o([Y,[Y,Y — X]]).
@ENy-x
Por otro lado
[V = X| = [(Y = X) + g2 [X + Y, [X, Y]] 1
i =— 4 —[X+Y,[X,Y]]) = —S(X,Y
Jim, - SO Pl XA T X YID = g SO,

donde usamos nuevamente la Observacion 3.2.5. Para concluir, notamos que S(X,Y) > 0 como consecuencia
inmediata de la Observacion 4.4.1 y la igualdad demostrada. m|

Como consecuencia del Teorema 3.1.13 y el Corolario 3.1.14 tenemos que:
Corolario 4.4.5. Si la norma es estrictamente convexa, entonces [X,Y] = 0siy solosi S(X,Y) =0.

Demostracion. Si[X,Y] = 0sesigue que BCH(sX,—sY) = s(Y—X) y entonces dist(e*X, e*Y) = |sX —sY],
luego el numerador del limite que define a S(X, Y) es idénticamente nulo, con lo cual S(X,Y) = 0. Notamos
que esto sucede adn si la norma no es estrictamente convexa. Por otro lado si S(X,Y) = 0O entonces
¢([X,[X,Y]]) = Oparalaunica ¢ que realizalanorma de Y —X (la unicidad es consecuencia de que la norma
es estrictamente convexa, ver Lema 2.1.14). Porla Observacion 4.4.1, tenemos que ¢ ([Y-X, [Y-X, X]]) =0
y aplicando el Corolario 3.1.14 obtenemos que [Y — X, X] =0, con lo cual [X,Y] =0. O
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En conclusidn, para normas estrictamente convexas, tenemos que S(X,Y) = 0 implica que el plano
generado por X, Y induce una distancia plana en U, es decir

dist(eS]X+t]Y, eSSX+le) — dist(l’e(Ssz|)X+(l‘2ft])Y) — I(SZ _ Sl)X + (tz _ tl)Y|,
siempre y cuando ||(s2 — s1) X + (f2 — 11)Y ||o < 7.

Si la norma no es necesariamente estrictamente convexa pero X e Y conmutan, tenemos que la distancia
es localmente plana (ver el tercer item de 4.3.3). Para redondear el caso estrictamente convexo vamos a citar
el siguiente teorema (para una demostracioén del mismo ver [45, Teorema 4.17]):

Teorema 4.4.6. Si la norma es estrictamente convexa y dist(eX, e¥) = |¥ — X| entonces [X, Y] = 0.

A continuacién vamos a estudiar el caso general, es decir si la norma no es necesariamente estrictamente
convexa. Comenzamos con las siguientes observaciones:

Observacion 4.4.7. Dados X,Y € u, vamos a notar Lie(X,Y) al dlgebra de Lie cerrada generada por X, 7,
es decir, la subdlgebra de Lie cerrada mds chica que contiene a los elementos X e Y. Notamos que si Z
conmuta con X e Y, entonces va a conmutar con cualquier elemento de Lie(X,Y), esto es una consecuencia
de la linealidad del corchete y la Identidad de Jacobi.

Observacion 4.4.8. Si existe una cara de la esfera a la cual pertenecen X e Y simultineamente, entonces
la distancia es plana. Para ver esto, sabemos que existe un funcional ¢ que realiza la norma de ambos
elementos, es decir p(X) = |X|y ¢(Y) = |Y|, si representamos ese funcional como ¢ = (N|-) entonces N
conmuta con X e Y. Para X, Y suficientemente chicos en norma escribimos

BCH(X+Y,-X)=Y+[X, fl1+1[Y,g]
donde f, g € Lie(X,Y). Esto lo podemos hacer facilmente usando la férmula de Dynkin [28] y agrupando
todos los corchetes que empiezan con X y todos los que empiezan con Y. Se sigue que
Y| =|X +Y - X| > dist(1, XY e™X) = |IBCH(X +Y,-X)| > ¢(BCH(X +Y,-X))
=e(X+Y = X) +o([X, f]) + (Y, g])
= Y[+ (NI[X, f]) + (N|[Y, g]) = [Y| + ([N, f1IX) + ([N, g][Y) = [Y][+0 = |Y],

donde usamos que ady es antihermitiana con respecto al producto interno de Frobenius y la observacion
previa. Luego tenemos que
dist(eX, X)) = dist(1, XY e™X) = |Y|.

Pero tenemos algo mas fuerte, si F, es la cara de la esfera dada por el funcional unitario ¢ y C, es el cono
generado por dicha cara (ver Definicién 2.1.11), la misma cuenta nos dice que

dist(eX, ™)=Y VX,YeC,

siempre y cuando sea [|X + Y||e + [| X[l < 7 (Proposicién 4.3.1), luego exp(Cy,) C U, es (localmente)
plano. Mds aidn, el mismo argumento muestra que el dlgebra de Lie generada por la cara en cuestion es
plana, en el siguiente sentido

dist(el, e*Y) = Y] VY eC, VLEeLie(F,),



90 CAPITULO 4. CURVATURA DEL GRUPO UNITARIO

ya que ¢ o ady = 0. Nuevamente, asumiendo que ||L + Y| + || L||cc < 7. En tal caso la igualdad vale si L
es lo suficientemente pequeio y ||V]|e < 7.

Haciendo un cambio de variables de lo tltimo observado, obtenemos el siguiente corolario:
Corolario 4.4.9. SiV,W € u, sontalesque W =V € Cy y ||L + V|| + |[[L + W]l < 7 entonces

dist(eX*V, eX*™W) = |W—-V| VL € Lie(F,).

La esfera de una norma puede tener caras de distintas dimensiones. Vamos a estudiar ciertas propiedades
de las caras de dimensién méxima, es decir de las que tienen dimensién como variedad con borde igual a
n* — I(recordar que dim(u1,) = n?).

Definicion 4.4.10 (Interior de una cara de dimension maxima). Sean | - | una norma de Finsler en u, y ¢ un
funcional de norma 1. Si F,(r) es una cara de dimensién maxima, decimos que V € F,(r)° si existe € > 0
de forma tal que

Bo(V) N {X € up: 9(X) = 1} C Fy(r),

es decir estamos definiendo su interior como el interior topoldgico pensando la cara dentro del hiperplano
{X € u, : ¢(X) = r}. Notamos que, como la norma no es necesariamente homogénea, debemos ser
especificos en que significa la bola centrada en V de radio epsilon, esto sera:

Bc(V)={Xeu,:|X-V|<e}.

Lema 4.4.11. Sean | - | una norma de Finsler en u, y ¢ un funcional de norma 1. Si F,(r) es una cara de
dimension maxima, son equivalentes:

(1) VeFy(r)°.
(2) Existe € > 0 de forma tal que si Z € ker(¢) y |Z| < e entonces V +Z € F,.
Demostracion. Supongamos primero que vale (1), luego existe € > 0 de forma tal que
Be(V) N {X €y o(X) =1} € Fylr),

siZ eker(p)y|Z]| <eentonces |[V+Z -V|=|Z| <eyop(V+2Z)=¢{V)+¢p(Z) =r,lo cual me dice
que V+Z € Be(V)N{X € u, : ¢(X) =r} yentonces V+Z € F,(r). Por otro lado si partimos de que
vale (2), consideramos un elemento arbitrario en B (V) N {X € u, : ¢(X) = r} al que llamaremos V + W,
luego tendremos por un lado que |W| < € y por otro lado, usando que ¢(V) = r, que ¢(Z) = 0. Se sigue
entonces que V+Z € Fy,(r) yresultaV € Fy(r)°. O

Lema 4.4.12. Sea | - | una norma de Finsler en u,, si V € u, pertenece al interior de una cara de dimension
maxima de la bola entonces existe un tnico funcional que realiza su norma.

Demostracion. Sea ¢ un funcional de norma 1 de forma tal que F, (r) es de dimensiéon méximayV € F,(r)°.
Por el lema previo sabemos que existe € > 0 de formatal quesi |Z| < ey Z € ker(p) entonces ¢(V+Z) = |V|.
Luego, si ¢ es otro funcional que realiza la norma de V, tenemos que

VI+y(Z2) =y (V) +y(Z) =y (Z+V) < [V+Z| = o(V + Z) = |V,
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de donde se sigue que (Z) < 0 para todo Z € ker(¢) con |Z| < €. Si tomamos un elemento arbitrario
W € ker(yp), sabemos que existe ¢ > 0 de forma tal que |cW| < € y luego ¥ (cW) < 0, lo cual implica
que ¥ (W) < 0 para todo W € ker(¢). Esto tltimo solo puede suceder si ¢ (W) = 0 para todo W € ker(¢),
entonces los funcionales tienen el mismo niicleo y luego ¢ = . O

Proposicion 4.4.13. Si F, es una cara de dimensién madxima en 1, es decir de dimensién n* — 1, luego
para cualquier V en el interior de dicha cara con ||V||. < 71y Z € ker ¢ suficientemente pequefio, tenemos
que sT'BCH(Z +sV,-Z) € F, y

dist(eZ, e?*V) = s|V| = s|Z + V|,

para cualquier s € [0,1]. Cuando decimos Z suficientemente pequefio, nos estamos refiriendo a que

Z+V e F,yademis ||Z|« < % Luego reemplazando Z por sZ tenemos que

s|V| = dist(e%%, e5“*V))

Demostracion. Sea V un elemento en el interior de la cara F, si Z € ker ¢ es suficientemente pequeno
tenemos que V+Z € F, (ver Lema4.4.11) y ental caso |V +Z| = ¢(V +Z) = |V|. Aplicando el Lema 3.1.4
tenemos que ¢ o ady = 0y ¢ o ady +Z = 0, luego se sigue que ¢ o adz = 0 entonces ¢([Z,[Z,V]]) =0
y como ¢ = (N|-) es el unico funcional que realiza la norma de V (ver Lema 4.4.12), podemos aplicar
el Teorema 3.1.18 y obtenemos que [Z, N] = 0 (recordamos ademas que [V, N] = 0 por el Lema 3.1.4).
Notamos que para s € [0, 1] tenemos que

1Z+sV]leo + 1 Z]le < 201 Z|o0 + [IV]leo <,

Z+sVe—Z

luego por la Proposicién 4.3.1, la serie BCH de e es convergente. Esta serie comienza con sV

y por la Férmula de Dynkin (ver [28]) el resto de la serie estd formada por combinaciones lineales de
conmutadores que comienzan con Z o con Z + sV, por lo probado previamente, deben pertenecer al niicleo
de ¢. Luego para s € [0, 1] tenemos que

s|V| = |BCH(Z +sV,-Z)| = ¢(BCH(Z +sV,-Z)) = ¢(sV)) + 0 = s|V|,
de donde se deduce que
dist(e?, e?*V) = BCH(Z + sV, -Z) = s|V| = s|Z + V|
y también que s"'BCH(Z + sV, -Z) € F,,. O

Teorema 4.4.14 (Secciones planas). Dados X,Y € u, y | - | una norma de Finsler Ad-invariante, conside-
ramos las siguientes afirmaciones:

(1) ¢([X,[X,Y]]) =0 para todo funcional ¢ que realiza lanormadeY — X.

(2) Para s > 0 suficientemente pequefio, el camino s~ BCH(sY, —sX) cae dentro de una misma cara de
la esfera de radio r = |Y — X| que contiene a ¥ — X.

(3) Para s > 0 suficientemente pequeiio, dist(e*X, e’Y) = s|Y — X|.
peq
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4) S(X,Y)=0.

(5) ¢([X,[X,Y]]) = 0 para algun funcional ¢ que realiza lanormade Y — X.

En tal caso, las afirmaciones (1), (2) y (3) son equivalentes e implican (4) y (5), las cuales son
equivalentes entre si.
Ademads, tenemos que:

a) Si existe un tnico funcional que realiza la norma de Y — X (por ejemplo si la norma es suave), entonces
todas las condiciones son equivalentes.

b) Si en (5) tenemos que F, = {Y — X} (por ejemplo en el caso de que la norma es estrictamente
convexa), luego todas las condiciones son equivalentes a que [X,Y] = 0.

Demostracion. (1) = (2) : supongamos que vale (1), es decir ¢([X, [X,Y]]) = 0 para todo funcional
¢ que realiza la norma de ¥ — X. Elegimos ¢y = (Np|-) como en el Teorema 3.1.18, por la hipétesis
del enunciado y el teorema mencionado previamente tendremos que [X, No] = 0. Ademas, dado que ¢y
realiza la norma de Y — X, se sigue que [Y — X, Ng] = O (ver Lema 3.1.4), lo cual implica que también
debe ser [Y, Ng] = 0 y en tal caso Ny conmuta con cualquier elemento de Lie(X,Y) (Observacién 4.4.7).
Desarrollando la serie de BCH(sY, —sX) podemos escribir

BCH(sY,—-sX) = s(Y — X) + Z [We. Zi]
k

para ciertos Wy, Z € Lie(X,Y) = Lie(X,Y — X). Aplicando el Teorema 4.3.6, se sigue que

sIY = X| = |sY = sX| > |BCH(sY, =5X)| > ¢o(BCH(sY,=5X)) = s|¥ = X|+ > (Nol[Wi, Z])
k

s|Y - X| +Z([N0, Wil|Ze) = s|Y — X| +0 = s|Y — X|.
k

Para s suficientemente pequefio concluimos que
spo(Y — X) =s|Y — X| = |BCH(sY,—sX)| = ¢o(BCH(sY,—sX)),

dividiendo por s es claro que s~' (BCH(sY, —sX) pertenece a la cara F, o de la esfera de radio |Y — X|.
(2) = (3): si asumimos (2), tendremos que existe un funcional ¢ que realiza la norma de ¥ — X para
el cual se verifica que

o(sT'BCH(sY,-sX)) = [s"'BCH(sY,—sX)| = |Y — X| = (Y - X).

En particular tenemos que ¢ (BCH (sY, —sX) = s|Y—X|, perocomo ¢(BCH(sY,—sX) < |BCH(sY,-sX)| =
dist(esX, %), se sigue la desigualdad s|Y — X| < dist(e*%, e*Y), como la otra desigualdad vale siempre por

el Teorema 4.3.6, concluimos que vale (3).

Y ,~sX _ ,BCH(sY,

(3) = (2): consideramos la curva y(s) = e*“ e~ =sX) para s € [0, 5], donde este es el
intervalo en el cual vale (3). Notamos que y es una curva que une a 1 con eZ donde Z = BCH (s0Y, —s50X)

y su longitud es:
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S0 ) S0
Lone() = [ Olhwds= [ @p@lds= [ 1eXe T (@ ve Y - e xe s
0 0 0
S0 S0 S0
= / |esX(Y — X)e X |ds = / | Ad,sx (Y — X)|ds = / Y — X|ds = so|Y — X|.
0 0 0
Luego, usando la hipétesis de (3) y lo visto previamente tenemos que
|Z| = |BCH(s0Y, —s50X)| = dist(e™X, &) = so|Y — X| = Long(y),

de donde se sigue que y es una geodésica uniendo 1y e?.
Si consideramos I'(s) = BCH(sY, —sX), tenemos que ¢ *) = y(s) y en tal caso, por el Teorema 4.22
de [45], existe ¢ un funcional unitario que cumple

¢(BCH(sY,-sX)) = |BCH(sY,—sX)| Vse€]0,s0].
Utilizando nuevamente la hipdtesis de (3) tenemos que
©(BCH(sY,-sX)) = |BCH(sY, —sX)| = dist(e**, e*Y) = s|Y — X]|

para s € [0, o], lo cual prueba (2).
(3) = (1): considerando la misma curva que en (3) = (2) y aplicando el Teorema 4.22 de [45]
tenemos la igualdad

©(BCH(sY,—sX)) = |BCH(sY, —sX)| = dist(e**, &) = s|Y — X|

para cualquier funcional ¢ que realiza la norma de Y — X. Derivando en ambos lados lateralmente tres veces
y evaluando en s = 0 la igualdad ¢(BCH (sY,—sX)) = s|Y — X| obtenemos que:

0=1(o([X, [X,Y]] = ([Y, [Y,X]]) = 1 (o([X, [X, Y]] - o([Y = X, [V, X]] - ¢([X, [Y. X]]))
=1 (o([X, [ X, Y]] + o([X, [X.Y]]) = o([X, [X,Y]]),

donde usamos el desarrollo en serie dado en la Proposicién 4.3.1 y el Lema 3.1.4. Se concluye entonces que
o([X, [X,Y]]) = 0 para todo funcional que realiza la norma de Y — X.

(3) = (4): asumiendo (3) tendremos, mirando el numerador del limite de la definicién de S(X,Y), que
debe ser S(X,Y) =0.

(4) & (5): por el Teorema 4.4.4, tenemos que S(X,Y) = 0 si y solo si SoEmNiynx o([X,[X,Y]]) =0y

este mismo teorema nos dice que este minimo es mayor o igual a cero. Se sigue entonces que S(X,Y) =0
si y solo si existe un funcional que realiza la norma de Y — X para el cual o([X, [X,Y]]) = 0.

Ademas, si existe un unico funcional que realiza la norma de ¥ — X entonces (1) y (5) son equivalentes,
por lo cual todas las afirmaciones lo son. Si por otra parte tenemos F, = {Y — X} y vale (5) aplicando el
Teorema 3.1.13 obtenemos que X, Y conmutan y si X, Y conmutan claramente vale (5). |

A continuacién vamos a dar un ejemplo que muestra que las afirmaciones (1), (2) y (3) del Teorema
previo no son equivalentes a las afirmaciones (4) y (5).
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Ejemplo 4.4.15. Consideramos 13 con la norma espectral y los elementos dados por

0O 1 O i 1 0

X=|-1 0 1 Y={-1 i 1

0 -1 0 0 -1 0
i 00

Notamosque Y — X =[0 i O]y en tal caso los funcionales dados por ¢ = (Z|-) y ¢o = (Zp|-) donde

0 00

100 300

Z=il0 0 0 Zy=i|0 1 0],

000 0 0O

cumplen (Y — X) = 1y ¢o(Y — X) = 1. Como ||Y — Xl = 1 y |Z|l1 = ||Zoll1 = 1 ambos funcionales
realizan la norma de Y — X. Calculando [ X, [X, Y]] obtenemos:

0 0 -i
[X,[X.Y]]=|0 -2i 0],
i 0 2

evaluando es facil de ver que ¢([X, [X,Y]]) = 0 mientras que ¢o([X, [X,Y]]) = —1.

La construccién del ejemplo fue pensada tomando a Y — X como un elemento de la bola unitaria de la
norma espectral que no es un vértice ni estd en una cara maximal, ya que en esos casos tendriamos que todas
las afirmaciones del Teorema 4.4.14 son equivalentes. El funcional ¢ es justamente uno de los funcionales
adaptados que se describen en el Teorema 3.1.18.

En el ejemplo previo se deberia poder observar que no existe so > 0 de forma tal que valga la igualdad
dist(e*X, esY) = s|Y — X| para s € [0, so]. Los desarrollos en serie involucrados hacen de esto algo dificil
de calcular, el siguiente grafico muestra con un nivel de precision bastante grande como se comporta la
diferencia entre ambos términos para el caso del ejemplo previo.

Los célculos para la Figura 4.4 fueron realizados en Sage. Para aproximar la serie de Baker se usaron

500 términos de la misma y se evalué en 1000 valores de s € [0, m].

4.5. Curvatura seccional

En esta seccién vamos a discutir nuestra nocién de curvatura asociada al limite S(X,Y). Los resultados
originales de esta seccién (publicados en [48]) son el Teorema 4.5.4 y el Teorema 4.5.8.

Observacion 4.5.1 (El caso riemanniano). Si|-| =|-|Fr es la norma de Frobenius, la cual es esencialmente
la dnica norma Ad-invariante en u, que proviene de un producto interno (ver Proposicién 2.3.10), tenemos
que dados X, Y € u, existe un unico funcional que realiza la norma de ¥ — X. Este viene dado por

_ (VY - X)

(V)= ———= para V€u,
Y - X||r !
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le—10 Difference 2*sin(s/2) - [|A(s)||_series (k=500) vs. s with 95% ClI

500 — dis) = 2*sin(s/2) - ||A(s)]|_series
=== Mean d(s) = 0.000000000034

-+ 95% CI [0.000000000031, 0.000000000037]
1.75

1.50
1.25

1.00

Difference

0.75 4

0.50 4

0.25 4

0.00 +

T T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04

Figura 4.1: Diferencia entre s|y — x| y dist(e*X, e%Y).

luego aplicando el Teorema 4.4.4 tenemos que

Y =Xl
4

1 1 1 2

ZXCYNXY = X)) = 2 (YN = 1Y,

S(X.Y) o([X, [X,Y]])=—i([X, [X,.Y]]IY - X)

en conclusion |
S(X¥) = 211X Y1

En general, cuando pensamos en grupos de Lie con métricas inducidas por normas Ad-invariantes, como
puede ser el caso riemanniano con la norma de Frobenius o cualquier otro caso, la curvatura seccional se
puede obtener de la siguiente forma: si R es el tensor de curvatura asociado a la conexion de Levi-Civita de
la métrica, X,Y € u, y A es el drea del paralelogramo formado por X e Y entonces

(RX,V)Y]X) _ S(X.,Y)
A2(X,Y)  A%2(X.,Y)
El numerador de esta expresion lo caracterizamos en el Teorema 4.4.4 y al comienzo de esta seccion

sec(X,Y) =

explicitamos como queda en el caso de la métrica dada por la norma de Frobenius. El denominador es
mas complicado, ya que no tenemos una nocidén de area en el caso de que la norma no provenga de un
producto interno, de esta forma la curvatura seccional asociada al plano 7 = gen{X,Y} va a depender
de los generadores del plano en cuestién. Para eliminar dicha dependencia vamos a proponer la siguiente
definicion:

Definicion 4.5.2 (Curvatura seccional asociada a un plano 7 C u,). Sea | - | una norma de Finsler Ad-
invariante en 4y, sea 7 un plano en u,, definimos

sec(m) = méx S(X,X+Y) =14 mix min ¢o([X,[Y,X]]),
X,Yenr, | X|=|Y|=1 IX|=[Y|=1 g€ Ny
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donde la segunda igualdad es consecuencia del Teorema 4.4.4. Notamos que por dicho teorema, este niimero
€s no negativo.

Observacion 4.5.3. Si X, Y son vectores de norma 1, es facil ver en el caso riemanniano que S(X, X +Y) =
S(X,Y)y A*(X,X +Y) = A*(X,Y). Ademas mirar el maximo sobre todos los pares de vectores de norma 1
coincide con el maximo sobre los que ademas forman un conjunto ortogonal. Esto hace evidente la férmula
sec(m) = max S(X,X+7)
X,Yen,|X|=|Y|=1
para el caso riemanniano. Utilizamos S(X, X +Y) en vez de S(X,Y), simplemente por una conveniencia de
notacion.

Teorema 4.5.4. Dado un plano 7 C u, tenemos que
(1) sec(mr) =0siysolosiS(X,Y) =0paratodo X,Y € x.

(2) Con la normalizacién |[X,Y]| < 2|X]| |Y| tenemos que 0 < sec(w) < 1.

Demostracion. Si S(X,Y) = 0 para todo X,Y € &, por la misma definicién de la curvatura seccional se
sigue de forma inmediata que sec () = 0. Por otro lado, si sec(r) = 0, entonces

mdx min o([X, [¥,X]]) =0.
|X|=|Y|=1 ¢€Ny e([X. [ 1D

Como ¢([X, [Y, X]]) = O paratodo ¢ € Ny (ver Lema 3.1.4), luego tiene que ser m}’\lfl e([X,[Y,X]]) =0
PENY

para todo | X| = |Y| = 1. Sean X,Y # 0 in &, afirmamos que hay un funcional que realiza la norma de Y y
verifica ¢([X, [X,Y]]) = 0, si fuese |X| = |Y| = 1 es claro por la hipétesis de S(X,Y) = 0. Para el caso
general, basta considerar ¢ que cumpla ¢([Xo, [Xo,Yo]]) = 0 donde Xy = % el = % y es facil ver,
usando la linealidad del corchete en cada coordenada y la linealidad de ¢ que el mismo funcional funciona
paraXeY.
Aplicando el Teorema 4,4,4, tenemos que
S(X,X+Y) = i max o([X,[X, X +Y]]) = 1] min ¢([X, [Y, X]]) =0.
4 peNy 4 peNy

Como X e Y son arbitrarios, llamando U = X y V = X + 7Y, tenemos que S(U,V) = 0 que era lo que
queriamos probar. Para probar la segunda afirmacién, por un lado ya vimos que sec(x) > 0y por otro lado
con la normalizacion elegida tenemos que

1 1
= — A i U, V,U S - A U’ V’U
sec(m) 4|uf1:1ﬁ3(|:1£}\?v¢([ [V,U]]) 4|U‘r§|25<|:1|[ [V, U]]|
1
< - max 4|U||V||U|=1. o
4 ju|=|v|=1

Observacion 4.5.5. La normalizacion |[X,Y]| < 2|X]|Y| se puede obtener simplemente utilizando la
continuidad de la forma bilineal dada por el corchete y reescalando la norma.

Para concluir este capitulo daremos algunas observaciones y consecuencias de lo probado en el caso
riemanniano utilizando la norma de Frobenius. En este caso se cumple con la normalizacién del segundo
item del Teorema 4.5.4 como veremos en el siguiente lema:
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Lema 4.5.6. Dados X,Y € u, entonces
(D 1X2|F < [1X]17.

@) 1IXYllr < IXI|FIIY]lF

Q) X Y1F < 2(IXIFIIY]]F

Demostracion. Si X = 0 es evidente el primer item es evidente, caso contrario, sea 41, Ao, - - - , 4, su tira
de autovalores. Entonces tenemos que

n
[1X][7 = Tr(XX") = Tr(X°X) = Te(IX ) = ) |l
i=1

por otro lado
2

n n
X717 = Te(X2(X2)") = Tr(x*) = ) a4} < (Z | = 11115

i=1 i=1

de donde se sigue que ||X?||F < ||X]||%. Para ver el segundo item calculamos
IXY|[7 = Te(XY (XY)) = Tr(X?Y?) = (X)) < IX2)E|IY2)|F < IXIEIY I

donde utilizamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el item previo. Tomando raiz de ambos lados se
concluye (2). Finalmente para (3)

X Y1l|F = [IXY = YX||r < [IXY[|r + IYX[|F < [[X[|FIY]|F + Y IX[|F = 2[IX]|F|[Y]|F-
O

Observacion 4.5.7. Por el Lema previo y el Teorema 4.5.4, tenemos que para el caso de u, con la norma
de Frobenius vale que 0 < sec(xr) < 1 para cualquier plano 7.

Antes de enunciar el siguiente teorema vamos a recordar la construccion de tridngulos de comparacion,
en vista de la observacion previa vamos a hacer los tridngulos de comparacion en la esfera unitaria de la
dimensién de U,, que recordamos es n2. Vamos a notar dicha esfera como S = 5"2 C R+ , los vértices del
triangulo en U, los vamos a notar con las letras a, b, ¢, mientras que los vértices del tridngulo de comparacién
los notaremos a’, b’, ¢’. Asumiendo que hay un tinico segmento geodésico uniendo a y b, notaremos a este
segmento como ab y a su longitud como |ab|. Si para a, b, c € U, existen Unicos segmentos geodésicos
que unen a cada par de dichos puntos, podemos hablar del tridngulo geodésico que es el conjunto formado
por dichos segmentos y lo notaremos A(a, b,c) € U,. Bajo las mismas condiciones, notaremos como
A(a’,b’,¢") C S aun tridngulo geodésico en S. En U, vamos a tomar la métrica riemanniana inducida por
la norma de Frobenius, mientras que en S la métrica riemanniana usual de la esfera.

A continuacién vamos a describir dos formas distintas de armar un tridngulo de comparacion:

= Construccién 1: para esta construccion nos basaremos en el libro de Burago [2 1] mas especificamente
en la seccion 6.5.2. Como U, es un grupo de Lie, mediante una isometria, podemos suponer que a = 1.
Por otro lado, dado que la esfera es una variedad de curvatura constante, podemos pensar en armar el
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tridngulo de comparacién con a’ = N (el polo norte de la esfera). Consideramos la exponencial del
grupo de Lie u,
expq : By () — V ={U €U, : ||U- 1] <2},

sabemos que es un difeomorfismo por la Proposicién 4.3.1 y ademds coincide con la exponencial
riemanniana por la Observacion 4.2.10 y los comentarios desarrollados a continuacién de la misma.
Por otro lado si identificamos el espacio tangente a la esfera con R“z, tenemos la exponencial
riemanniana de la esfera en 0 que es un difeomorfismo con la esfera sin el polo sur, el cual notamos
como P, pensada de la siguiente forma:

expg = expg |o : B‘,’;’(R”z) — S —{P}.

Sea ahora una isometria I entre u, y Ty (S) = R"z, la podemos pensar restringida y obtener la
isometria I : B (u,) — By, (an). Consideramos o := expg ol oexp,‘uln y notamos que o transforma
geodésicas por 1 € U, en geodésicas por N € S, ademds por la misma construcciéon de o tenemos
que djo es una isometria y luego o preserva dngulos de vectores salientes a partir de 1. En tal
caso si tenemos un tridngulo geodésico A(a, b,c) €V € U, y llamamos b’ = o (b) y ¢’ = o (c),
obtendremos tres puntos en la esfera a’, b’, y ¢’, como partimos de un tridngulo geodésico y o
preserva angulos entonces los vértices b’ y ¢’ se tienen que poder unir con una unica geodésica
minimizante de S — {P} (en realidad si el angulo a partir de a de los vectores es 7 y tanto b’ como
¢’ pertenecen al ecuador hay dos geodésicas minimizantes, pero los triangulos formados en este caso
son isométricos), formando asi un triangulo geodésico A(a’, b’, ¢’) en la esfera. Por construccion se
va a cumplir que |ab| = |a’b’|, |ac| = |a’c’| y el angulo formado por ab y ac es el mismo que el
formado por a’b’ y a’c’, 1o que nos interesa comparar es |bc|y |b’c’|.

a=1

1}

Figura 4.2: Construccion 1

En la Figura 4.2 podemos ver en azul los lados y el angulo que son preservados en la construccion,
mientras que en rojo el lado que queremos comparar.

= Construccién 2: esta construccion es similar a la primera, salvo que pediremos que los tres lados sean

iguales y lo que haremos es comparar los dngulos. Para poder hacer esto nos basaremos nuevamente
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en el libro de Burango [21], mds especificamente en el capitulo 9.1. Para poder armar el tridngulo de
comparacion en este caso necesitamos que |ab| + |ac| + |bc| < 2r, de esta forma va a existir dicho
tridngulo y serd tinico salvo isometrias.

2
U,
a=1

€
a

Figura 4.3: Construccién 2

Enlafigura 4.3, vemos nuevamente en azul lo preservado en la construccion y en rojo lo que queremos
comparar (en este caso el angulo).

Teorema 4.5.8. Sea A(a, b, ¢) un tridngulo geodésico en U,,.

(1) SiA(a,b,c) SV ={U €U, :||U-1||o < 2}y realizamos el tridngulo de comparacién a partir de
la Construccién 1 dada previamente entonces dist(b, ¢) < dist(d’, ¢’).

(2) Si A(a, b, c) es tal que dist(a, b) + dist(a, ¢) + dist(b, ¢) < 2x el angulo del tridngulo A(a, b, ¢) al
que en la Figura 4.3 llamamos 6 es menor o igual que el angulo del tridngulo de comparacion, al cual
llamamos w en la figura mencionada.

Demostracion. (1) Usando que la curvatura estd acotada superiormente por 1 y el Teorema de Compa-
racién de Cartan-Alexandrov-Toponogov [21, Teorema 6.5.6], al realizar la primer construccién se
deduce el resultado, es decir que dist(b, ¢) < dist(d’, ¢’).

(2) Para el tridngulo geodésico del enunciado vamos a armar los dos tridngulos de comparacién de las
construcciones previas. Llamaremos A (ay, b’l, c’l) al realizado con el primer método de comparacion
y Ay(az, by, cp) al del segundo método. Notamos que podemos tomar a; = ap = N, el polo norte
de la esfera y tenemos por un lado que en A; el dngulo formado por los segmentos geodésicos ab
y ajcy es exactamente 6 por la misma construccién, mientras que en A, el dngulo formado por los
segmentos axby y azcy es w. Tenemos en tal caso que comparar dos tridngulos en la esfera que
poseen dos lados de 1a misma longitud y un tercer lado que es menor o igual en el caso de A;, ya que
|bacs| = |be| = dist(b, ¢) < dist(b1,c1) = |bicy], por el primer item de este teorema. Como A, tiene
dos de los lados iguales a A; y el lado opuesto al lado que nos interesa mas chico, entonces el angulo
w va a tener que ser necesariamente mas chico que 6, lo cual finaliza la demostracién.

O
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Observacion 4.5.9. Podemos hacer los mismos razonamientos y construcciones comparando con el espacio
de curvatura constante nula, es decir, el plano. En este caso las conclusiones que obtendriamos son las
inversas, mas especificamente: si hacemos una construccién como la primera obtendriamos que el lado a
comparar va a ser mas chico en el tridngulo de comparacién que en U, y si hacemos la segunda obtendriamos
que el angulo también va a ser mas chico en el tridngulo de comparacién que en el de U,,.

Corolario 4.5.10. Sea A(a, b, c¢) un tridngulo geodésico en u, con |ab| + |ac|+ |bc| < 27 entonces la suma
de sus dngulos interiores es un nimero S con 1 < § < 3.

Demostracion. Por el segundo item del Teorema 4.5.8 tenemos que al armar un tridngulo de comparacién
en la esfera con lados de la misma longitud que los lados de A(a, b, ¢), los dngulos interiores no se agrandan.
Dado que la suma de los dngulos interiores de un tridngulo geodésico en la esfera es a lo sumo 37 obtenemos
que S < 3x. La desigualdad estricta se obtiene del hecho que estamos pidiendo que |ab| + |ac| + |bc| < 27
y en tal caso el tridngulo de comparacién no puede ser una geodésica completa, como estos son los tinicos
tridngulos en la esfera para los cuales la suma de los dngulos interiores es 3, se sigue que S < 3x. Para
la desigualdad m < § simplemente hay que observar que en el plano la suma de los dngulos interiores del
tridngulo es 7 y tener en cuenta la observacion previa a este corolario. O



Capitulo 5

Algebras de Lie con una norma de Finsler
Ad-invariante

En este capitulo vamos a estudiar mds en profundidad las propiedades que tiene que tener un dlgebra
de Lie g para admitir una norma Ad-invariante. Para las definiciones y notaciones vamos a referir al lector
a la Seccién 4.2 del Capitulo 4 de este trabajo. Recordamos ademads que en todo este capitulo trabajaremos
con algebras de Lie reales de dimension finita, por mas que muchas de las definiciones pueden ser dadas
de forma mas general. Ademds siempre que hablemos de un grupo de Lie G, vamos a estar asumiendo que
dicho grupo es conexo.

En la primer seccién de este capitulo nos centraremos en resultados generales de dlgebras de Lie reales
y su forma de Killing, mientras que en la segunda y en la tercera estudiaremos el caso en que el dlgebra de
Lie admite una norma Ad-invariante e incluiremos resultados originales publicados en [48].

5.1. Propiedades basicas de la forma de Killing de un algebra de Lie

Una de las diferencias mas importantes que encontramos al trabajar en un dlgebra de Lie g y u,, es que
en u, tenemos definido el producto interno de Frobenius, lo cual nos permite definir ciertas herramientas
que imitan el caso riemanniano. En el caso de un dlgebra de Lie real abstracta, el papel que jugaba antes
el producto interno de Frobenius lo va a ocupar el opuesto de la forma de Killing del 4dlgebra de Lie. La
traduccién no serd exacta, pero nos sera suficiente para entender gran parte de la geometria.

Comenzaremos definiendo la forma de Killing en el caso de un dlgebra de Lie real y en la siguiente
seccion nos vamos a centrar en que sucede en el caso de que la misma admita una norma Ad-invariante.

Definicion 5.1.1. Definimos la forma de Killing de g como la aplicacién B : g X g — R dada por
B(X,Y) = Tr(ady o ady).
Proposicion 5.1.2. Sea g un dlgebra de Lie y B su forma de Killing entonces:
(1) B es bilineal y simétrica.

(2) Sip: g — gesunautomorfismoy X,Y € g entonces B(p(X), ¢(Y)) = B(X,Y). En particular
como para g € g resulta que Ad, es un automorfismo, se sigue que B(Adg (X), Adg(Y)) = B(X,Y).

101
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Demostracion. Para ver (1) notamos que la simetria de B es una consecuencia inmediata de la ciclicidad de
la traza. La bilinealidad se sigue de forma inmediata de la linealidad de la traza y la bilinealidad del corchete
de Lie. Por otro lado para probar (2) consideramos ¢ un automorfismo y entonces para todo X,Y € g
tenemos que

ady(x) ¢(Y) = g o adx(Y),
dado que es un morfismo de lgebras de Lie. Esto se puede reescribir como
ady(x) = ¢ oady o™,

entonces

B(p(X), p(¥)) = Tr(ady(x) 0 ady(y)) = Tr(g o ady op™! o p o ady o)
= Tr(¢p o ady o ady op~!) = Tr(ady o ady) = B(X, Y).

O
Lema 5.1.3. Sean x, y, z € g entonces B([x, y],z) = B(x, [v,z]).
Demostracion. Recordamos que por la identidad de Jacobi vale la siguiente igualdad
ad[x,y) = ady oady —ady o ady,
luego aplicando esta igualdad y la ciclicidad de la traza obtenemos
B([x,y],z) = Tr(ad|y, yjoad;) = Tr(ad, oad, oad, —ad, o ad, oad;)
= Tr(ady oad, oad;) — Tr(ad, o ad; oad,)
= Tr(ad, cady cad;) — Tr(ad, cad; oad,)
= Tr(ady oady oad; —ad, o ad, o ad,)
=Tr(ady oad[y ;)
=B(x, [y,z])
O

Definicién 5.1.4 (Algebras de Lie solubles, nilpotentes y abelianas). Sea g un dlgebra de Lie, decimos que

(1) g es soluble si la serie derivada

g2 [g.0] 2 [[g.0].[g.8]] 2,
mas formalmente definida como go = gy gx = [8x-1,8x-1] con k € N, es eventualmente nula.

(2) g es nilpotente si la serie central descendente

g2 [g.g] 2[a.[a.0]]l 2 [a.[8. [g.0]]] 2,

mas formalmente definida por o = g y gx = [8, 9x-1] con k € N, es eventualmente nula,
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(3) g abeliana si ad, = 0 para todo x € g.

Definiciéon 5.1.5. Decimos que un subespacio I C g es un ideal si [g, I] € I. Notamos ademads que un ideal
es a su vez un algebra de Lie, por lo cual diremos que / es soluble, nilpotente o abeliano si lo es como
algebra de Lie.

Observacion 5.1.6. Todo ideal abeliano es nilpotente y todo ideal nilpotente es soluble.

Proposicion 5.1.7. (Criterio de Solubilidad de Cartan) Sea g un dlgebra de Lie de dimension finitay I C g
un ideal entonces I es soluble si y solo si B(v,z) = 0 paratodo v € [I, ] y para todo z € g.

Demostracion. Una demostracion de este resultado se puede ver en [38, pag. 20]. O

Proposicion 5.1.8. (Teorema de Engel) Dada g un adlgebra de Lie real de dimension finita, un ideal 7 C g
es nilpotente si y solo si ad, es un endomorfismo nilpotente para todo x € g.

Demostracion. Una demostracion de este resultado se puede ver en [38, pag. 12]. m|

Definicion 5.1.9. (Ideal de Killing, centro y radical). Sea g un algebra de Lie y B su forma de Killing
definimos:

(1) el centro de g como Z(g) = {x € g : ad, = 0},
(2) el ideal de Killing como g* ={x € g: B(x,y) =0 Vye€g},
(3) el radical de g como su ideal soluble maximal.

Observacion 5.1.10. Es claro que el centro es un ideal bilatero de g, por otro lado el ideal de Killing es un
ideal como consecuencia del Lema 5.1.3 y el radical es un ideal por la misma definicién del mismo.

Observacion 5.1.11. Tenemos la siguiente contencion entre los ideales definidos previamente
Z(g) c g~ c Rad(g), (5.1)

la primer contencién es inmediata y la segunda es consecuencia del Criterio de Solubilidad de Cartan
(Proposicién 5.1.7).

Ejemplo 5.1.12. Los siguientes ejemplos muestran que las contenciones de la observacion anterior pueden
ser estrictas.

(1) Para la primer contencién observamos que si g es un dlgebra de Lie nilpotente entonces la serie
central decreciente es eventualmente nula, con lo cual para x,y € g el endomorfismo ady oad, va a
ser nilpotente y por ende tener traza nula. Concluimos que si el dlgebra de Lie es nilpotente tendremos
que B(x,y) = 0 para todo x, y € g, luego cualquier dlgebra de Lie nilpotente no abeliana nos servird
como ejemplo. Uno clasico es el dlgebra de Heisenberg que se construye como b3 = gen{x, y, z} con
las relaciones [x, y] = z, [x,z] =0y [y, z] =0, en este caso tendremos que Z(f3) = gen{x, y} pero
como es nilpotente hy = b3 y entonces Z(b3) < b
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(2) Para la segunda contencién consideramos g = gen{x, y} con la relacién [x, y] = y. Luego tenemos
que el dlgebra es soluble ya que

[[g.8].[g.a]] = [Ry,Ry] =0,

por otro lado adi(x) =0y adi(y) = y, entonces los autovalores de adi son 1 y O (ambos de
multiplicidad simple por ser g de dimension 2), en tal caso B(x,x) = Tr(adi) =0+1=1=0.
Tenemos entonces que g+ ¢ Rad(g).

Definicién 5.1.13 (Algebra de Lie simple y semisimple). Sea g un dlgebra de Lie decimos que g es simple
si no es abeliana y no tiene ideales propios distintos de cero. Por otro lado decimos que es semisimple si su
tnico ideal conmutativo es I/ = {0}.

Teorema 5.1.14. Sea g un algebra de Lie de dimension finita, son equivalentes

(1) El algebra de Lie g es semisimple.

(2) Rad(g) = {0}.

(3) Podemos descomponer a g como g = .7, Ix donde I es un ideal que cuando lo pensamos como
algebra de Lie es simple. En este caso tendremos ademds que todo ideal simple de g es alguno de los
I y que la forma de Killing en cada I es la restriccion de la forma de Killing en g.

(4) Laforma de Killing de g es no degenerada, es decir, B(x,x) # 0 para todo x € g no nulo.
Demostracion. Ver [38, pag. 22,23] y [18, Capitulo I, §6.1]. m]

Definicion 5.1.15 (Representaciones). Sea g un dlgebra de Lie real, una representacion de g en un espacio
vectorial real V es un morfismo de algebras de Lie

p:g— gl(V) = Lie(GL(V)),
ademads decimos que:
(1) Un subespacio S C V es invariante bajo la representacion si p(x)S C S para todo x € g.
(2) Larepresentacion es irreducible si V no tiene subespacios invariantes propios no nulos.
(3) Larepresentacion es semisimple si es suma de representaciones irreducibles.

Definicion 5.1.16 (Algebra de Lie reductiva). Sea g un dlgebra de Lie, decimos que g es reductiva si la
representacion adjunta

ad : g — gl(g)
es semisimple.

Proposicion 5.1.17 (Equivalencias de reductiva). Sea g un dlgebra de Lie, son equivalentes

(1) g esun dlgebra de Lie reductiva.

(2) g se descompone como g = s @ a, donde s es una subdlgebra de Lie de g semisimple y a es una
subdlgebra de Lie abeliana.
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(3) Vale laigualdad Z(g) = g* = Rad(g).
Demostracion. La demostracion de este resultado puede encontrarse en [ 18, Capitulo I, §6.4]. O

Observacion 5.1.18. Siempre tenemos las contenciones de ideales de la Observacion 5.1.11, por la propo-
sicién previa un dlgebra de Lie es reductiva cuando esas contenciones son igualdades. Esto nos dice que los
ejemplos dados en 5.1.12 son algebras de Lie no reductivas.

Teorema 5.1.19. (Levi-Malcev) Sea g un algebra de Lie entonces existe s una subdlgebra semisimple de
forma tal que
g = Rad(g) ®s.

Demostracion. Ver [18, Capitulo I, §6.8]. O

Definicién 5.1.20 (Algebra de Lie compacta). Si g es un dlgebra de Lie, decimos que es compacta si su
forma de Killing es definida negativa. Notamos que si es compacta es en particular semisimple.

5.2. Operadores Hermitianos, rango numérico y espectro

En esta seccién vamos a estudiar las propiedades de un algebra de Lie real que admite una norma de
Finsler Ad-invariante y vamos a ver que necesariamente tiene que ser un algebra de Lie reductiva. Si bien
muchas de las definiciones y los resultados de este capitulo se pueden dar en el contexto de espacios de
Banach, vamos a asumir que el 4lgebra de Lie g va a ser siempre real y de dimension finita. Los resultados
originales de esta seccién son los teoremas 5.2.15, 5.2.16 y 5.2.19, publicados en [48].

El siguiente resultado es una generalizacién del Lema 3.1.4 dado en u, y su demostracién es andloga:

Lema 5.2.1. Sea G un grupo de Lie conexo y g su dlgebra de Lie. Supongamos que g admite una métrica
de Finsler Ad-invariante | - |. Seav # 0y ¢ € g* un funcional de norma 1 que realiza la norma de v. Luego,
para cada x € g tenemos que

(1) ¢([v,x]) =0 (i.e. ¢ o ad, = 0).
(2) ¢([x, [x,v]]) < 0.

Observacion 5.2.2. Si | - | es una norma de Finsler en un espacio vectorial real, entonces ||x|| = |x| + | — x|
define una norma en el sentido usual, es decir, completamente homogénea. Si la norma de Finsler original
es Ad-invariante,entonces la norma || - || también lo es y es topoldgicamente equivalente a la original
(ver Observacién 2.1.5). Para lo que nos interesa estudiar en este capitulo podemos asumir que estamos
trabajando con una norma en el sentido usual.

Definicién 5.2.3. (Complexificacion) Si g es un dlgebra de Lie real, definimos su complexificacién como
g® = g®ig. Esta complexificacién tiene una estructura de dlgebra de Lie compleja donde, parax, x’,y,y’ € g
y @, B € R, las operaciones y el cochete de Lie vienen dados por:

(x+iy)+ (X +iy)=(x+x)+i(y +y")
(a+iB)(x +iy) = (ax — By) +i(ay + Bx)
[x +iy,x" +iy'] = [x,x"] = [y, Y] +i ([x, y'] + [x", y]) .
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A continuacién vamos a definir la norma de Taylor en la complexificacién de g de la misma forma que
lo hicimos en la Observacién 3.4.2:

Definicion 5.2.4 (Norma de Taylor). Sea | - | una norma de Finsler Ad-invariante en g, definimos su norma
de Taylor asociada en g® = g @ ig como

|x+iy|lr = sup |xcost—ysint|.
te[0,27]

Observacion 5.2.5. Si tenemos un operador lineal T : ¢ — g definimos su extensién compleja como el
operador € : ¢© — ¢© dado por T®(x +iy) = T(x) +iT(y). Es fécil de ver que este operador sigue siendo
lineal y acotado cuando en g© consideramos la topologia inducida por la norma de Taylor.

Observacion 5.2.6. Si consideramos una norma de Finsler Ad-invariante g, la norma de Taylor que induce
en g es claramente una norma de Finsler, ademds

| Adg (x +iy)lr

| Adg(x) +iAdg(y))lT = sup |Adg(x)cost— Adg(y)sint|
tel0,2x]

sup |Adg(xcost—ysint)|= sup |xcost—ysint|
tel0,2x] t€l0,2x]

lx +iylr,

es decir esta norma es Ad, invariante. Notar que cuando escribimos Ad, (x +iy) estamos pensando en Ad(fgj y
que ademds g pertenece al dlgebra de Lie original y no a la complexificacién. No tiene porque ser la norma
de Taylor Ad,c-invariante.

Definicion 5.2.7. SiT : ¢ — g es un operador lineal definimos el espectro de T como
o(T)={1€C:T —-2id no esinversible},
es decir como el espectro de 7°. Por otro lado definimos el espectro real de T como
or(T)={t e R:T —1tid no es inversible}.
Proposicion 5.2.8. Si T : ¢ — g es un operador lineal entonces
o=(T) = (T NR.
Demostracion. Si A € R, parax,y € g, podemos escribir
(T° = Age) (x +iy) = (T = Ay) (x) +i(T = AUy) (y),

donde I es la identidad en g, mientras que /,c es la identidad en la complexificacion. Si tomamos un
operador arbitrario en la complexificacién y lo escribimos como A + iB donde A y B los podemos pensar
como operadores en g tenemos que la composicion (7 — Ayc) o (A +iB) estd dada por

(T — A1) (A = B) +i(T — Al,)(A + B). (5.2)
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Notamos entonces que si (T — A1) es inversible, tomando A = %(T - /llg)‘1 y B = —A, obtenemos que
A+iB eslainversade (T —A1,c) lo cual prueba la contencién o (T) 2 o-(T%) NR. Por otro lado si (T — A1)
tiene inversa, escribiendo (7 — /Ug)‘1 = A +iB, tenemos que A — B debe ser la inversa de T — A/, lo cual
prueba la otra contencion.

Observamos que como estamos trabajando en dimension finita nos alcanzé probar que los operadores
eran inversibles a derecha, pero con un argumento similar al de la férmula 5.2, podemos ver que vale la
igualdad sin usar argumentos de dimension. m|

Vamos a dar la siguiente definicién para operadores Hermitianos en espacios normados:

Definicion 5.2.9 (Operadores Hermitianos). Sea (X, || - ||) un espacio normado complejo, decimos que un
operador lineal A : X — X es Hermitiano si para todo z € X y para todo s € R se cumple la siguiente
igualdad:

lle"* Azl = Izl

Observacion 5.2.10. Si (X, (-, -)) es un espacio vectorial complejo con producto interno y A es un operador
lineal hermitiano en el sentido usual (i.e. A* = A) entonces para s € Ry z € X tenemos que

||eiSAZ”2 — <€iSAZ, eiSAZ> — <Z, (eisA)*eiSAZ> — <Z, e—iSA*eiSAZ>
= (z, e "2y = (z,2) = |lzl1,
luego es hermitiano segtin nuestra definicién para espacios complejos normados.

Definicién 5.2.11 (Rango numérico espacial). Sea (X, || - ||) un espacio normado. Para z € X no nulo
definimos

Nz={peX el =1, p(z) = lz|}.

Por el Teorema de Hahn-Banach este conjunto es no vacio, ademds es cerrado y convexo. Sea A un operador
acotado en X, definimos el rango numérico espacial de A como el conjunto V(A) c C dado por

V(A) ={¢(Az) 1 p € Nz, |z] = 1}
Observacion 5.2.12. El conjunto V(A) es conexo y si o(A) es el espectro de A tenemos que
o(A) cV(A),

es decir el espectro estd contenido en la clausura del rango numérico espacial. Una demostracion de estos
resultados puede encontrarse en [17, pag 88 y 102].

Definicion 5.2.13 (Radio espectral). Si A es un operador lineal acotado en un espacio de Banach, definimos
su radio espectral como
p(A) =max{|1]| : 1 € o (A)}.

A continuacién daremos una proposicién que es un resultado usual en operadores Hermitianos en
espacios de Hilbert, pero también sigue valiendo cuando trabajamos en espacios de Banach:

Proposicion 5.2.14. Si (X, || -||) es un espacio de Banach complejo y A es un operador hermitiano entonces
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(1) conv (o (A)) =conv (V(A)).
2 lIAll = p(A).
Demostracion. El primer item esta demostrado en [17, pag. 53 y 86], para el segundo item ver [62]. O

Teorema 5.2.15. Si g es un algebra de Lie real de dimensién finita que admite una norma de Finsler
Ad-invariante entonces valen las siguientes afirmaciones:

(1) o(adx) C iR paratodo x € g.

(2) B es semidefinida negativa en g.

(3) Todo elemento nilpotente de g es central.

4 Z(g) =gt ={x € g:B(x,x) =0} = Rad(g) (i.e. g es reductiva).

Demostracion. Por la Observacion 5.2.2, g admite una norma Ad-invariante completamente homogénea, a
la cual vamos a denotar para esta demostracion | - |.

Sea x € g, pensindolo como un elemento de g©, sabemos que existe un funcional unitario ¢ en g* que
verifica ¢(x) = |x|r = |x|. Repitiendo la demostracién del Lema 5.2.1 (que la hicimos en el Lema 3.1.4,
pero es idéntica) para el caso complejo se sigue que para todo z € g© vale la igualdad Re p(ad,(z)) = 0.
Esto prueba que V(A) C iR, luego la primer afirmacion se sigue de la Observacion 5.2.12.

Como o (adx) C iR para todo x € g, luego o-(ad’>x) C (—c0,0] y entonces B(x,x) = Tr(ad’x) €
(—00,0] de donde se sigue que B es semidefinida negativa.

Para ver la tercer afirmacion, consideraramos x € g. Como la norma de Taylor 5.2.4 es Ad, invariante,
C

.

tenemos que i ad, es un operador hermitiano en (g |7) ya que para s € Ry z € g se tiene

isiadle

|e T = |Ad—sx(z)|T = |Z|T,

luego por la Proposicién 5.2.14 tenemos que

lady || = [liady | = p(iady) = p(ady).

Si x es nilpotente entonces existe k € N de forma tal que ad§ = 0, lo cual implica que el dnico autovalor
de ad, es cero y entonces || ady || = p(ady) = 0, con lo cual ad, = 0 y luego x € Z(g), finalizando asi la
demostracion de (3).

Para probar la cuarta afirmacién recordamos las inclusiones de la Observacién 5,1,11, es decir

Z(g) € g* C Rad(g).

Para ver que la primer contencién es una igualdad tomamos x € g*, en tal caso B(x, y) =0 paratodoy € g
y en particular Tr(ad?) = B(x,x) = 0. Como o (ad2) C (-0, 0] y tiene traza cero debe ser o-(ad?) = {0},
lo cual me dice que adi es nilpotente y en tal caso también lo es ad,. Por el item previo tenemos que
x € Z(g). Esto prueba que Z(g) = g*. Hasta ahora tenemos que

Z(g) =g+ CRad(g) .
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Veamos que la ultima contencién es una igualdad, para ello supongamos que no, en tal caso existe x € Rad(g)
con x ¢ Z(g), luego por lo visto previamente debe de ser o-(ad x) # {0}, lo cual implica que existen r # 0
e y # 0 de forma tal que

[x, [x,y]] = ad}(y) = —r?y.

Como el radical es un ideal, debe ser [x, y] € Rad(g), pero usando que [Rad(g),Rad(g)] c g* (ver [18,
Capitulo I, §5.5]), tenemos que [x, [x, y]] € g+ = Z(g). Luego, como r # 0 e y € Z(g) entonces [x,y] =0
lo cual implica que y = 0, llegando asi a una contradiccion. m|

Teorema 5.2.16. Si g admite una norma de Finsler Ad-invariante, luego g = Z(g)®s, donde s es semisimple
y B(x,x) < 0 para todo x € s no nulo. Ademas, G = H X K, donde H es el grupo conexo y abeliano dado
por H = exp(Z(g)) y K es el grupo compacto con centro finito dado por K = exp(s).

Demostracion. En el teorema previo vimos que g es reductiva, luego aplicando el Teorema de Levi-Malcev
(Teorema 5.1.19) para el caso reductivo tenemos que

g=2(g) @s,
donde s es una subdlgebra semisimple de g. Por otro lado, mirando el mapa exponencial
exp: Z(g)®s — G,

tenemos que si z + 5 € Z(g) ® s entonces exp(z + ) = exp(z) exp(s) ya que z € Z(g). Como G es conexo,
sabemos que la exponencial es sobreyectiva y por lo anterior se sigue que

G =exp(Z(g) ®s) =exp(Z(g)) xXexp(s) = H XK.

Como el élgebra de Lie de K es compacta, es decir su forma de Killing es no degenerada, el grupo K es
compacto con centro finito por el Teorema de Weyl (Ver [19] Capitulo IX, §1.4). |

Observacion 5.2.17 (Grupos abstractos y sumas ortogonales). Sea g un algebra de Lie real de dimensién
finita y supongamos que admite un norma de Finsler Ad-invariante. En tal caso podemos descomponer a g
como

g=2(9) ®s,

con s semisimple ya que g es reductiva por el Teorema 5.2.15. Consideremos una base {e; };=;

.....

y definamos un producto interno declarando que la base en consideracion es ortonormal. Para z+s € gy
7' + s’ € g vamos a definir ahora

(z+8,7 +5)g=(2,2' )z — B(s,s),
obteniendo asi una forma bilineal. Notamos por otro lado que
(z+ 8,24 8)g =(z, 207z — B(s,s) >0,

ya que B es semidefinida negativa por el Teorema 5.2.15, luego la forma bilineal definida es semidefinida
positiva. Por otra parte serd también no degenerada ya que si

(z+5,2+8)g=(2,2)7z — B(s,s) =0,
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ambos sumandos deben ser 0, lo cual implica que z = O por ser -, -) un producto interno y B restringido a s
no degenerada (ver el Teorema 5.1.14). En conclusién, tenemos definido un producto interno en g. Ademas
para g € G, larepresentacion Ad, actia de forma trivial en el centro y es invariante en la parte semisimple,
luego

(Adg(z+5),Adg(z' +5"))g = (z+ Adg(s), 2" + Adg(s”))ge
=z, Zl)g + <Adg(s)’ Adg(sl»g
= <Z’ Z/>Z - %(S’ S/)

={(z+s,7 +5),,
g

se sigue entonces que el producto interno es Ad-invariante. Notar que lo que hemos probado, en virtud del
Teorema 5.2.15, el Teorema 5.2.16 y la Observacion 4.2.10, es lo siguiente:

Teorema 5.2.18. Sea G un grupo de Lie conexo de dimensioén finita y g su dlgebra de Lie, entonces

(1) El élgebra de Lie g admite una norma de Finsler Ad-invariante si y solo si G admite una métrica
riemanniana bi-invariante.

(2) En las condiciones de (1), tenemos que G se descompone como G = H X K con H un subgrupo
abeliano y K un subgrupo compacto con centro finito.

Por otro lado si comenzamos desde el grupo de Lie con una distancia bi-invariante y basdndonos en los
resultados Berestovskii [10], tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.2.19. Si (G, dist) es un grupo topolégico conexo, localmente compacto, localmente contractible
con una cuasi distancia bi-invariante, entonces G = H X K con H un grupo de Lie conexo abeliano y K es
un grupo de Lie conexo, compacto y con centro discreto. Ademas si definimos para v € g la aplicacién

dist(1 t
vl = lim ist(1, exp( v))’
t—0* I3

entonces tenemos una norma de Finsler Ad-invariante en g y la cuasi distancia que induce en G mediante el
infimo de longitud de caminos coincide con dist (la cuasi distancia con la que comenzamos). Por otro lado,
si partimos de una distancia, tenemos el mismo resultado pero la norma va a estar definida como

. dist(1,exp(#v))
m ——=

v[| =1
vl = lim <2

y va a resultar completamente homogénea.

Demostracion. Adaptando [10, Teorema 7] al caso de métricas no reversibles (lo cual es inmediato),
obtenemos que si G es localmente compacto, localmente contractible y admite una cuasi distancia bi-
invariante, entonces G es un grupo de Lie con una norma de Finsler Ad-invariante. La descomposicién
se sigue entonces del Teorema 5.2.16. La férmula para la norma también fue probada en [10, Lema 9],
considerando el limite con # > 0 para el caso de una cuasi distancia. m|

Observacion 5.2.20. Las hipétesis del teorema previo son evidentes en un grupo de Lie conexo de dimension
finita. Luego en este caso tenemos que el primer item del Teorema 5.2.18 es equivalente a pedir que G
admita una cuasi distancia bi-invariante.
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Como consecuencia del Teorema 5.2.18, al tener una métrica riemanniana, podemos comparar los
resultados de descomposicién dados por Milnor en [55]. En particular el [55, Lema 7.5] nos dice que G es
isomorfo al producto de un grupo compacto y una copia de R” para cierto m € N. En el ejemplo que veremos
a continuacién fijaremos un grupo de Lie cuya dlgebra de Lie admite una norma de Finsler Ad-invariante
y veremos que la descomposicién dada por Milnor y la que estamos presentando en este trabajo no es la
misma:

Ejemplo 5.2.21. En [55, Lema 7.5] la descomposicién viene dada por G = R X K’ en donde R ~ Z(g) y
Lie(K’) = s (la parte semisimple). Para su construccion, €l considera el revestimiento universal 7 : G — G,
si notamos I1 = ker(n) y 7 : G —> Gala proyeccién a la parte abeliana, lo que él hace es mirar
V = gen{pri(IT)} y su complemento ortogonal V+ c R" obteniendo que

L (KX V)

G=V
IT

=R"x K",

donde K"’ es compacto. Para llevar esto a un ejemplo, consideremos el grupo dado por G = §' x SO(n),
cuya dlgebra de Lie es g = R x s0,,, en nuestra descripcién dada en el Teorema 5.2.16 tendremos que H = S'
y K = SO(n), mientras que si miramos lo que hace Milnor tendremos que G = R X Spin(n),[1 =Z xZ y
V+ = {0}, de donde se sigue que K" = G y m = 0. Esto muestra que las descomposiciones no coinciden.

5.3. Generalizacion de los resultados

En el Teorema 5.2.15 probamos que toda édlgebra de Lie real de dimension finita con una norma de
Finsler Ad-invariante se puede descomponer como g = Z(g) & s, con s semisimple. Ademas, como la
representacién adjunta actiia de forma fiel en s, podemos identificar a s como una subdlgebra de Lie de
s0,(R) C su,(C), donde n = dim(s). La motivacion original de trabajar en u, y en su, fue el hecho
previamente mencionado, el cudl es una consecuencia inmediata de los resultados de Milnor [55] en el caso
de que tengamos un producto interno Ad-invariante en g. Por el Teorema 5.2.18, que se deduce del Teorema
5.2.15, probamos que vale también si comenzamos con una norma que no necesariamente proviene de un
producto interno. Sin embargo, no todos los resultados publicados en [47] se pueden deducir del hecho
de estar trabajando en una subdlgebra de Lie de su,. En esta seccién vamos a desarrollar algunos de los
resultados publicados en [48] que son similares a los dados en u,, pero trabajando intrinsecamente con las
herramientas de un algebra de Lie reductible.

Con este fin, vamos a tener que recurrir al concepto de sistema de raices asociado a una subalgebra de
Cartan, en tal caso necesitaremos trabajar con un algebra de Lie y su complexificacion (ver 5.2.3). Haremos
esto siguiendo la construccidn clésica en el caso de dlgebras de Lie semisimples que se puede encontrar en
el libro de Hall [32, Capitulos 7 y 8]. Como vamos a trabajar con un dlgebra de Lie real y compacta (i.e.
semisimple con forma de Killing definida negativa) la construccién se puede pensar como un caso particular
del caso semisimple, sin embargo, vamos a incluir la construccidn en detalle en este trabajo y sera incluso
un poco mas intuitiva ya que partiremos de un algebra de Lie compacta y no necesitaremos usar la “forma
real compacta”. Los resultados originales publicados en [48] son el Lema 5.3.33, el Teorema 5.3.34, el cual
es la generalizacion del Teorema 3.1.13 y el Teorema 5.3.39 que generaliza el Teorema 4.4.14.
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Observacion 5.3.1. Si f es un dlgebra de Lie compacta y g su complexificacion entonces
By (x +iy,x" +iy") = By (x,x) = By (y,y") +i(Bg(x,y")) + By (x', y)),

donde B, denota la forma de Killing de g. Esto nos dice que la forma de Killing de g restringida a f es la
forma de Killing de . Tomando un elemento arbitrario x + iy € g, si suponemos que

By(x+iy,x" +iy’) =0 Vx' +iy eg,

y elegimos adecuadamente x” e y” es facil ver que x = y = 0. Esto nos dice que si f es compacta, entonces
su complexificacion es semisimple, ya que B, es no degenerada.
Por lo observado previamente, notaremos como B a la forma de Killing de g y de T indistintamente.
En general, si g es un dlgebra de Lie compleja semisimple, siempre existe un dlgebra de Lie compacta
T de forma tal que g ~ f @ if. Este élgebra de Lie se suele llamar forma real compacta de g. Nosotros
partiremos del dlgebra de Lie compacta, ya que nos interesa estudiar la geometria de f. Su complexificacién
simplemente ser4 utilizada como una herramienta para poder hablar de un sistema de raices en {.

Definicion 5.3.2 (Subdlgebra de Cartan). Si g es un dlgebra de Lie semisimple complejay ¢ C g es un
subespacio complejo, diremos que ¢ es una subdlgebra de Cartan si

(1) Paratodo cy,cy € ¢ vale que [cq,c2] =0.
(2) Dado x € g, si [¢,x] =0 para todo ¢ € ¢ debe ser x € c.

(3) Paratodo ¢ € ¢ el morfismo ad, es diagonalizable.

Observacion 5.3.3. Las primeras dos condiciones nos dicen que ¢ es una subdlgebra de Lie abeliana
y maximal con dicha propiedad. Por otro lado, la condicién (3) nos dice que todo morfismo ad. es
diagonalizable y como ¢ es abeliana por (1), se sigue que los morfismos ad. son diagonalizables en forma
simultdnea.

Observacion 5.3.4. Esta definicion es adecuada para el caso complejo y semisimple. Una definiciéon mas
general se puede encontrar en [19, Capitulo VII, §2], junto con los resultados necesarios para probar la
equivalencia de las definiciones en nuestro caso.

Un ejemplo usual es sl,, = Lie(SL,(C)), el cual es un dlgebra de Lie semisimple y una subalgebra de
Cartan es la formada por las matrices diagonales con traza nula.

Definicion 5.3.5. Sea f un dlgebra de Lie real y g su complexificacion, definimos el adjunto de x +iy € g
como
(x+iy)" = —x+1iy.

Observacién 5.3.6. En vista de nuestro trabajo en 11,, podemos pensar en x + iy € 1, , en dicho caso, si
x* = X' (transpuesta y conjugada), tenemos que

(x+iy)" =x" —iy" = —x +1y,

lo cual motiva nuestra definicion.
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Observacion 5.3.7. Notamos que si T es un dlgebra de Lie compacta y g su complexificacion, la aplicacion
dada por — B; define un producto interno real en ¥, pero la aplicacién — B, no define un producto interno
complejo en g. Esto es debido a que la forma de Killing es lineal y no sesquilineal, sin embargo podemos
extender el producto interno real que tenemos que f a g complexificindolo como se muestra en la siguiente
proposicion.

Proposicion 5.3.8. Si f es un dlgebra de Lie real compacta, la aplicacion dada por
<X + iy’x, + ly,> = %(X,X,) + %(y’ yl) + l(%(x’ y/) - §B(x” )’)),

define un producto interno en g por ser la extensién sesqui-lineal del producto interno en ¥ dado por el
opuesto de la forma de Killing. Ademds tenemos que:

(1) Six €f,y,z € gentonces (ad,(y),z) = —(y,ad,(2)).
(2) Six,y,z € gentonces (ad,(y),z) = (¥,ad,+(z)) i.e. (ady)* = ad,-.

Demostracion. El hecho de que la aplicacién sea un producto interno en g es una consecuencia inmediata
de que — B es un producto interno en f por ser esta un algebra de Lie compacta. Para los siguientes items
notamos primero que si x, y, z € T entonces por el Lema 5.1.3

<[X,Y],Z> = —%([x,y],z) = %([y,x],z) = %(y7 [)C,Z]) = _<y7 [)C,Z]).

Six,y,z € @, escribiendo x = x| +ixy e y = y| + iy, tenemos que

([x,¥], 2) = ([x1, y11, 2) = ([x2, y21, 2) + i{[x1, y2], 2) +i{[x2, ¥1], 2)
= =1, [x1, 2]) + 2, [x2, 2]) = i{y2, [x1, 2]) — iy, [x2, 2])
= (1, [=x1 +ixo, z]) + (iy2, [—x1 +ix, 2])
=, [x*, 2D,

esto prueba (3) y como x* = —x para x € f se sigue de inmediato (2) como un caso particular. O

Proposicion 5.3.9. Sean T un dlgebra de Lie real compactay f) C f una subdlgebra de Lie abeliana maximal
entonces ¢ = f) @ i) es una subdlgebra de Cartan de g := f @ if.

Demostracion. Es evidente que ¢ va a ser un subespacio complejo de g y (1) se sigue de forma inmediata
de como se define el corchete en la complexifiacion y del hecho de que ) es abeliana. Para ver (2), sea
x+iy € g de forma tal que [x+iy, hj+ihy] = 0 paratodo hy, hy € b, en particular para todo & € }) tendremos
que 0 = [x + iy, h] = [x, h] +i[y, h] y entonces O = [x, k] = [y, k] por la unicidad de la descomposicién
de elementos en g. Por la maximalidad de b se sigue que x,y € b y entonces x + iy € ¢. Finalmente para
ver que ad, es diagonalizable para x € ¢, notamos que x = x| + ixp con x1,x2 € b, por el item (2) de
la proposicion anterior ady, y ady, son operadores antihermitianos y en particular diagonalizables, como
ademads [x1,x,] = 0 por estar ambos en b, se sigue que se diagonalizan en forma simultidnea y entonces ad,
es diagonalizable. |

Observacion 5.3.10. En la demostracion de la proposicion anterior queda en manifiesto la necesidad de
trabajar en dlgebras de Lie complejas para poder diagonalizar operadores antihermitianos.



114 CAPITULO 5. ALGEBRAS DE LIE CON UNA NORMA DE FINSLER Ad-INVARIANTE

Observacion 5.3.11. Si h C T es una subdlgebra abeliana maximal, muchas veces nos referiremos a ella
como una subdlgebra de Cartan real de f. Esto tiene sentido en virtud de la definicién mas general de
subdlgebra de Cartan que puede ser encontrada en [19, Capitulo VII, §2].

Observacion 5.3.12. Dado que nuestro interés esta en el dlgebra de Lie real compacta, siempre que
trabajemos con g un dlgebra compleja semisimple vamos a pensar que esta es de la forma g = £ @ if con §
compacta real. Si ¢ C g es una subdlgebra de Cartan, vamos pensarla como ¢ = h @ ih con h C f abeliana
maximal (ver Proposicion 5.3.9).

Definicion 5.3.13 (Raiz relativa a una subélgebra de Cartan). Sea f un dlgebra de Lie real compactay ¢ C g
una subdlgebra de Cartan. Diremos que un funcional no nulo @ : ¢ — C es una raiz relativa al algebra de
Cartan c si existe x € g no nulo de forma que

ad.(x) = a(c)x
para todo ¢ € ¢. Notaremos como A al conjunto de todas las raices asociadas a una subdlgebra de Cartan c.

Observacion 5.3.14. Si @ € ¢* es una raiz y consideramos el producto interno de la Proposicién 5.3.8,
notaremos H, al inico elemento en ¢ que satisface

a(c) ={c,Hgy),
para todo ¢ € c.

Proposicion 5.3.15. Si « es una raiz y H, es como en la observacion previa, entonces H, € i), donde
recordamos que ¢ = § + ib.

Demostracion. Si a es una raiz entonces existe x € g no nulo para el cual ad. (x) = a(c)x = {c, Hy)x para
todo ¢ € ¢. En particular podemos tomar ¢ = i € §, por la Proposicién 5.3.8, ad;, debe ser antihermitiano
y luego (h, H,) imaginario puro. La unica forma que esto suceda, en virtud de la definicién de nuestro
producto interno, es que H, € ib. O

Observacion 5.3.16. Por la proposicion previa podemos escribir H, = i, para un unico A, € . Esto nos
dice que cuando pensamos en la restriccion « a b, este es un funcional del dual de §. En otras palabras,
mediante la representacion de Riesz, podemos pensar a las raices como elementos del espacio real i) o, si
nos quedamos con los de la forma £, como elementos de b.

Definicion 5.3.17 (Espacio asociado a una raiz). Sea g un dlgebra de Lie semisimple y ¢ C g una subalgebra
de Cartan como en la Proposicién 5.3.9. Si @ es una raiz relativa a ¢ definimos el conjunto g, como

o :={xeg:[c,x] =a(c)x paratodoc € c},

a este conjunto lo llamaremos espacio asociado a la raiz @. En caso que @ no sea una raiz y no sea el
funcional nulo, notaremos de la misma forma a este conjunto pero sera g, = {0} y en el caso de que @ = 0
tendremos go = c.
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A continuacién mencionaremos algunos resultados importantes en la teoria de raices de dlgebras de Lie
complejas semisimples, las demostraciones de los mismos pueden ser encontradas en el Capitulo 7 del libro
de Hall [32], mas especificamente en las Proposiciones 7.16, 7.17, 7.29, el Lema 7.22 y los Teoremas 7.23
y 7.26.

Observacion 5.3.18. Sea g un dlgebra de Lie semisimple y ¢ C g una subdlgebra de Cartan. Si A es el
conjunto de todas las raices relativas a dicha dlgebra de Cartan entonces:

(1) Tenemos una descomposicién como suma directa de subespacios complejos dada por
a=co g

(2) Si a, B son raices entonces [§q, 83] C Ga+p-

(3) Los elementos asociados a las raices que notamos %, generan ¢ como espacio vectorial complejo.
(4) Si @ es una raiz, los tnicos multiplos de a que son raices son @ y —a.

(5) Si «a es una raiz entonces el espacio g, tiene dimension 1.

(6) Si @ es una raiz entonces el morfismo s, : ¢ — ¢ dado por

a(c)
alhg)

Sa(c)=c—=2

preserva A.

a(hg)

a(hq) €Z.

(7) Sia,B € A entonces 2

A continuacién daremos las definiciones y propiedades béasicas de un sistema de raices en un espacio
vectorial real. Por las proposiciones previas se puede verificar como a partir de nuestra definicién de raices
en un algebra semisimple compleja g de la forma g = ¥ @ if con f compacta, podemos construir un sistema
de raices reales en ¥ que cumple la siguiente definicién.

Definicion 5.3.19. Sea (E, (-, -)) un espacio vectorial real de dimensidn finita con producto interno. Decimos
que A es un sistema de raices reales si se cumple que

(1) El conjunto A genera E.
(2) Six € A entonces los tinicos multiplos de x en A son x y —x.

(3) Six,y € A entonces
(¥, x)
(x, x)

y—2 x €A,

(4) Six,y € A entonces 283 e’Z.

Definicion 5.3.20. Si (E, (-, -)) un espacio vectorial real de dimension finita con producto interno y A es un
sistema de raices, decimos que II C A es una base asociada al sistema de raices (0 simplemente base) si

(1) El conjunto IT es una base de E.
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(2) Toda raiz x € A se puede escribir como una combinacién lineal de elementos de A solo utilizando
escalares enteros y de forma tal que todo elemento se puede escribir utilizando escalares mayores
iguales a cero o bien menores o iguales a cero.

Observacion 5.3.21. Fijada una base II vamos a notar como A* (resp. A7) a los elementos de A que
se escriben como combinacion lineal de elementos de II solo utilizando escalares no negativos (resp. no
positivos). Como cero nunca es una raiz, tenemos la unién disjunta:

A=ATUA".

Para volver a nuestro caso de interés vamos a citar el Teorema 6.11 del libro de Knapp [40]. Con este
resultado vamos a construir un sistema de raices reales en nuestro dlgebra de Lie compacta a partir del
sistema de raices asociado a un subdlgebra de Cartan de la complexificacion.

Teorema 5.3.22. Sean f un dlgebra de Lie compacta, g su complexificacién y ¢ C g una subdlgebra de
Cartan de forma tal que ¢ = § @ ih con §) C T abeliana maximal. Si A es un sistema de raices en g asociado
a ¢ entonces podemos escribir a ¥ como

= > RiHa+ ) R(xg—x_a)+ ) Ri(xa+X_a).

aeA a€eA aeA

donde x, € g, son elementos que satisfacen las siguientes propiedades
(D) [xarX_oq] = H,g.
(2) [xa,xp]l =0sia+B#0ya+p¢A.

(3) [xa»xg] =ngpXasp, conng g € R que satisfacenng g = —n_o, .

Ademas este eleccion puede ser hecha de forma tal que x_, = (x4)*.

Observacion 5.3.23. Recordamos que ih, = H, y si llamamos

1

Ug = _(x(t _x—a) Va = _i(xa _x—a/),

V2 V2

como estos elementos generan ¥ como espacio vectorial real por el teorema anterior y cumplen las propie-
dades enunciadas en la Observacién 5.3.18, tenemos que forman un sistema de raices en ¥ como R-espacio
vectorial. En tal caso podemos quedarnos con una base IT y descomponer a A como A = A* U A™. Tenemos
entonces la siguiente igualdad

f:b@@Rua@@Rvazb@@z(b

aeAt aeAt aeAt

donde las sumas directas son de subespacios ortogonales para el producto interno dado por el opuesto de la
forma de Killing y Z, = Ru, ® Rv,. Ademads, se deducen del teorema previo las igualdades

[h,ue] = a(h)ve [h,val = —a(huq [UarVal = ha. (5.3)

Notamos que los elementos de la forma 4, con @ € II generan el dlgebra abeliana maximal f C .
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Para x,y € T vamos a notar como x ® y a la aplicacién lineal dada por (x ® y)z = (z, y)x. Con esta
notacion tenemos ademds que para i € h

ady= > a(D)(Va @tta —ta ®Va) = Y a(h)Ta, (5.4)
aeAt aceAt
donde Ty = (Vo ® Ug — g ® V). Esta igualdad se puede verificar facilmente viendo que ambos términos
coinciden en todos los elementos de f, los de la forma u, y los de la forma v,. Observamos ademas que si
a # Bentonces T, Tg =0y
Ti =—(Ug®Uag+Va®Vy) =—P,.

Resulta asi que P, es una proyeccion ortogonal en un espacio 2-dimensional en (f, (:,-)). En tal caso
ad%l =-Y,a(h)?*P, y los autovalores de ad, son {+ia(h) : @ € A,}.

Observacion 5.3.24. Dado que ya hemos probado la existencia de un sistema de raices reales, volveremos
a trabajar con un algebra de Lie reductiva real, es decir, volveremos a tener en cuenta el centro. Para aliviar
notacion, llamaremos g a dicha dlgebrareal y serd g = Z(g) ®f. Cuando estemos trabajando con un producto
interno, este serd el dado por el opuesto de la forma de Killing extendido al centro del 4lgebra, el cual fue
construido en la Observacién 5.2.17. Nos referiremos a este producto interno como el de Frobenius, ya que
en el contexto del dlgebra de Lie de las matrices unitarias coincide con el mismo.

Por otra parte, una raiz es un elemento a € ¥*, pero podemos pensarla en g* simplemente extendiendo
el funcional para que valga cero en el centro del dlgebra.

A continuacién generalizaremos los resultados que fueron obtenidos en capitulos previos en 1, y su,
para el contexto de un algebra de Lie reductible. Estos resultados son originales y fueron publicados en [48].

Lema 5.3.25 (Funcionales que realizan la norma). Sea |- | una norma de Finsler Ad-invariante en un dlgebra
de Lie reductiva g. Sean v € g no nulo y ¢ € g* un funcional que realiza la norma de v, entonces:

(1) ¢([x,v]) =0 Vxeg.
2) o([x,[x,v]) <0 Vxeaq.

(3) Existe z € g que cumple ¢(x) = (z,x) = (ad; | ady) paratodo x € f, donde (., -) es el producto interno
dado por el opuesto de la forma de Killing extendido como hicimos al final de la seccién previa (ver
Observacion 5.2.17) y (+|-) es el de Frobenius.

(4) Sig € Gy consideramos ¢ = (Ad, z, -) entonces ||| = ||¢||, donde ¢ es el funcional del item previo.
(5) Si z es como en (3) entonces [z,v] = 0.

Demostracion. Notamos que los items (1), (2) y (5) de este lema se prueban igual que en el Lema 3.1.4. La
existencia de z es una consecuencia inmediata de que el opuesto de la forma de Killing define un producto
interno real en un dlgebra de Lie compacta y de que (z,x) = —B(z,x) = —Tr(ad, ad}) = Tr(ad; ady) =
(ad, | ady), donde usamos que ad, es antihermitiano. Para ver (4) notamos que

W (w) = (Adg z,w) = (2, Ady' w) = p(Adg1 w) < [l¢ll| Adg-1 w| = [lell|w]

donde usamos que la norma es Ad-invariante en g, luego ||| < ||¢||. Con una demostracién similar
obtenemos la otra desigualdad. m|
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A continuacién daremos un lema que usaremos repetidamente en esta seccion, para una demostracién
del mismo, ver §2,3.Proposicién 10 en [19].

Lema 5.3.26. Sean T un algebra de Lie real compacta y v, z € f tales que [v, z] = 0 entonces existe ) C ,
una subdlgebra abeliana maximal, que contiene av y a z.

Definicion 5.3.27. Sean ¢ = (z,-) € I* un funcional que realiza la norma de cierto v € ¥ como en el Lema
5.3.25, b un dlgebra abeliana maximal que contiene a v y a z (cuya existencia la garantiza el lema previo) y
A" el conjunto de raices positivas, definimos

supp(v) = {@ € A" : a(v) # 0},
es decir, el conjunto de raices que soportan a v, de forma analoga definimos supp(z). Observamos que
supp(v)  ={a e At :a(v) =0} ={a € A" : [v,ua] =0=[v,ve]}

por (5.3). Vamos a considerar el subespacio S, = EB Zo y denotar como P, : T — S, ala

aesupp(v)
proyeccion ortogonal en S,,.

Observacion 5.3.28 (Funcionales que realizan la norma y subdlgebras de Cartan). Sean z,v € T con
[v, z] =0, consideramos una subdlgebra de Cartan ) C f que contenga a z y av. Por (5.4) y el Lema 5.3.25
tenemos que

(z,v) = (ad, | ad,) = — Tr(ad, o ad,) = Z a(z)a(v) Tr(Pgy) =2 Z a(z)a(v).

o7

Tomamos w € f y lo escribimos como w = wqy + ., della + baVve con wg € B y entonces por (5.3)

[wl= ), a@(@eva=bata)  [wvl= D, a()(~aava+bala).

aesupp(z) aesupp(v)

En tal caso usando en Lema 5.3.25, si ¢ realiza la norma de v, se sigue que

- Y a@a)(@d +b2) = ([ wl. [w.v]) = ¢([w. [w.v]]) <O. 5.5

aesupp(v)Nsupp(z)

Tomando w = u,, se sigue que si ¢ = (z, -) realiza la norma de v, entonces
a(z)a(v) >0 paratodo a € A*. (5.6)

Lema 5.3.29. Sean | - | una norma de Finsler Ad-invariante en g, v,z € g, ¢ = (z,-) € ¢* un funcional que
realizalanormade v € gy F, C g la cara asociada al funcional ¢. Si escribimos v = vo+vy,z2=20+2] €
Z(g) @ s y consideramos una subdlgebra de Cartan ) C f que contiene a v; y a z; y una raiz @ € A*.
Entonces

(1) Sia € supp(vy)€ Nsupp(z;) entonces existe Y # ¢ que realiza la norma de v.

(2) Sia € supp(vi) Nsupp(z1)€ entonces F, no es un singleton.
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Demostracion. Seakera = {hy}* C b, consideramos la descomposicion

t=Rhy @kera ® Z, ® () Zp
p+a

donde cada sumando es ortogonal respecto a la forma de Killing y la suma de los dos primeros subespacios

es b. Sea |a|? = a(hy), escribimos:

v Z
|a—|2)ha+vl Z:Z0+a_h +2Z. (57)

vV =vy+
donde hg L vy €hyhy Lz, €6 Luego

a(v)a(z)

P +{(vi,21).

v = {(z,v) = (vo,z0)z +

Por el Lema B.1 de [52] existe g € K (el grupo de Lie conexo semisimple que integra f) tal que z* = Adg 21
verifica:

» a(z') =0,
= 7 y z’ tienen la misma componente en ker «,
= las componentes de z1 y 2’ en @gxqZg tienen la misma norma.

Luego tenemos que:
7/ =Adg(z) =z20+7 =20+ 0+z  +aglg +bova+0€ Z(g) ®Rhy @ kera & Z, & ®p2aZp, (5.8)

dado que la componente de z en Z,, era nula. Observamos que siy = (z”, ), luego ¢ = ¢ 0 Ad,-1 entonces
¥l = ll¢ll = 1 por el Lema 5.3.25, y

y(v) =", v) =(20,vo)z + 0+ (vi,z1) = (z,v) = |v],

ya que a(v) = 0. En conclusion, ¢ realiza la norma de v. Como a(z) # 0, tenemos que z # 7z’ y luego
Y # . Para ver (2) vamos a hacer los mismo pero ahora con v: existe g € K de forma tal que, si v’ = Adg v
(en tal caso |v’| = |v|) se verifica

V =vo+ 0+ v +Xqlg + YaVae +0.
Entonces
o(v') =(z,v') =(20,vo)z + (v1,21) = [v| = V|

dado que «(z) = 0, lo cual prueba que {v,v'} c F,. Como a(v) # 0, tenemos que v # V" lo cual prueba
(2) y finaliza la demostracion. |

Definicion 5.3.30. Dado un funcional ¢ = {(zo0 + z1,-) € g* que realiza la norma de v = vg + vy, b una
subdlgebra de Cartan de f que contiene a v; y a z; y A* un sistema de raices asociado. Decimos que ¢ es
adaptado a v si para cada @ € A" tenemos que a(v) = 0 implica que a(z) = 0.
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Observacion 5.3.31. Decimos que un elemento v es regular si su centralizador definido como

g*={yeg:[x,y] =0},

es de dimension minimal con respecto a las dimensiones de todos los centralizadores de elementos del
algebra. Si bien no vamos a necesitar usar elementos regulares para nuestros resultados, aportan a la
comprension del tema. Si construimos una subdlgebra de Cartan como en la definicién anterior tenemos
que si v es regular hay un dnico sistema de raices asociado y supp(v) = A* (de hecho esto es equivalente
a ser regular). En tal caso se puede ver que todo funcional que realiza la norma de v es adaptado a v. Las
demostraciones de estos resultados pueden ser encontradas en [19].

Observacion 5.3.32. En el caso del grupo unitario establecimos la existencia de ciertos funcionales espe-
ciales (ver Teorema 3.1.18). Estos funcionales que realizan la norma de un vector v € u, son exactamente
los funcionales adaptados. Dicha construccién fue hecha a partir de promediar elementos y este promedio
pudo ser hecho por la siguiente propiedad: dadas dos matrices diagonales D, D, € u, que tienen los
mismos elementos en la diagonal (pero eventualmente permutados) existe una matriz unitaria U € U, para
lacual D; = Ady D»,. Si consideramos f) C u, la subélgebra de Cartan formada por las matrices diagonales,
tenemos que un sistema de raices positivas asociado es el dado por las matrices de la forma iEy x — iEy,
con k < [. Lo que podemos ver en forma general es que: vamos a poder construir los funcionales adaptados
con argumentos similares a los del Teorema 3.1.13 si el grupo G acttia sobre un sistema de raices mediante
la accion adjunta de forma transitiva.

Dado que en muchos casos tenemos que las raices asociadas a un dlgebra de Cartan no tienen la
misma longitud, este método no va a poder ser utilizado en forma general. Para visualizar este fenémeno
consideramos el grupo de Lie SO(5) de matrices de 5 X 5 ortogonales de determinante 1 cuyo algebra de
Lie es so5 formada por las matrices de 5 X 5 antisimétricas. Dicha dlgebra de Lie es compacta, por lo cual
el opuesto de la forma de Killing define un producto interno Ad-invariante en la misma. Una 4lgebra de
Cartan b en so5 es la generada por las matrices Hy = E1 2 — E31 y Hy = E3 4 — E4 3, sl €1, € s la base dual
de § tenemos un sistema de raices dado por:

A={zxe,x6,x(e1+ &), (€1 — &)},

en este caso tenemos las raices e, +€; son cortas y (€1 + €2), +(€; — €2) son raices largas. Si tomamos
la norma inducida por el opuesto de la forma de Killing tendremos que las raices cortas miden 1 y las
largas miden 2, como la norma es Ad-invariante, tendremos que el grupo SO(5) no puede actuar de forma
transitiva sobre las raices.

Si bien no podemos aplicar las mismas ideas del Teorema 3.1.18, podemos probar la existencia de
funcionales adaptados con otra estrategia, la cual se muestra en el siguiente lema:

Lema 5.3.33. Para cada v # 0 en g existe al menos un funcional ¢, = (z,,-) adaptado a v. Si la norma es
suave en v, el Unico funcional que realiza la norma de v debe ser adaptado.

Demostracion. Consideramos el conjunto C,, = {w € g : ¢ = (w,-) realiza la norma de v}, este conjunto
es compacto (ya que es cerrado y acotado), no vacio por Hahn-Banach y claramente convexo. Sea z,, € C,,
un elemento minimal para la norma de Frobenius i.e. ||z,||r = v{zv,2v) < |lw|F para todo w € C,,.
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La existencia de este elemento se debe a que C, es compacto y convexo, ademds z, # 0 ya que realiza
la norma de v. Este elemento es ademads unico en C, ya que si existieran dos elementos z,,z,, € C, de
norma de Frobenius minimal en C,,, su media aritmética también perteneceria a C, y tendria norma de
Frobenius estrictamente menor (ya que la norma de Frobenius es estrictamente convexa) lo cual contradice
la minimalidad.

Escribimos v = vo +vi,z, = 20 + 21 € Z(g) @ T y sea b) un dlgebra abeliana maximal que contiene a
v1, z1. Consideramos A* un sistema de raices positivas con respecto a dicha algebra de Cartan y afirmamos
que ¢ = (zy, ) es un funcional adaptado a v.

Sea @ € A, tal que a(v) = 0, en tal caso serd a(vy) = 0 (dado que a(vg) = 0 por definicién)
escribimos a v y z,, como en (5.7); luego v{ = v, y afirmamos que z; = z, . Si no fuese asi, tendriamos que
a € supp(vy)€ Nsupp(zy) y luego, como en la demostracion del Lema 5.3.29, existe g € G tal que

Adg(zy) =20+ 21 +Wa,

con wy € Z,. Seay = (Ady z, -), entonces ¢ también realiza la norma de v. Como la norma de Frobenius
es Ad-invariante, se sigue que || Ad, z,||F = ||zv||F y por la unicidad vista previamente, tenemos que:

a(zy)
||

0+2L+wWe=Adgz,=2,=20+ +27,.

Esto es posible solo si w, = @(z1) = 0, lo cual es una contradiccién. Se sigue que z; = z, y luego
a(z1) = a(z) = 0, lo cual prueba la primera parte de la afirmacién. Si la norma es suave, el conjunto C,,
es un singleton y luego C, = {z,}. En tal caso, el unico funcional ¢ que realiza la norma de v, debe ser
adaptado a v. O

Teorema 5.3.34. Seanv =vo+vi,z=20+21 € § = Z(g) ® T, ¢ = (z, -) un funcional que realiza la norma
de v y b una subdlgebra de Cartan que contiene a vy, z1. Luego ¢([x, [x,v]]) = 0siy solosi [P, x,z] =0
(ver Definicion 5.3.27). En este caso

(1) Si ¢ es un funcional adaptado a v entonces [x, z] = 0.
(2) Si existe un dnico funcional que realiza la norma de v entonces [x, z] = 0.
(3) Si F, = {v} entonces [x,v] = 0.

Demostracion. Para que la demostracién sea menos técnica vamos a asumir que x € f, dado que todos los
enunciados involucran conmutadores, se puede demostrar de la misma forma el caso general.
Comenzamos utilizando el Teorema 5.3.22 y la observacién que estd a continuacién del mismo para
escribir
X =Xxg+ Z Xalag +YaVas
aeA*

en tal caso al aplicar P,, obtenemos
Ple= Z Xollg t YaVas
oesupp(v)

notamos ademds que el mismo procedimiento que hicimos con x lo podemos hacer con z. Observamos que:

[Pox.z2l= Y xaluwal+yelvazl= D @@)(Valta = Xava),

aesupp(v) aesupp(v)
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donde usamos (5.3), luego

Pvx 2l = > (@) +y2), (5.9)
aesupp(v)

entonces [Py, x, z] = 0siy solosia(z) (x%2 +y2) = 0 para todo & € supp(v). Por la ecuacién (5.5), tenemos
que

- D a@aM 6 +y3) = ellx, [x VD).

aesupp(v)Nsupp(z)

Luego, la condicién [Py, x, z] = 0 implica que ¢([x, [x, v]]) = 0. Por otro lado si ¢([x, [x, v]]) = 0 entonces
0= a(a()(}+)%),
a

como a(v)a(z) = 0 para todo @ por la ecuacion (5.6), debe ser

a(Ma(z)(x2 +y2) =0  VaeA* (5.10)
Para los a € supp(v) podemos cancelar el factor a(v) y obtenemos que

@(2)(x},+y;) =0 Va € supp(v),

mirando la ecuacion (5.9), se sigue que [P, x,z] = 0.
Para ver (1) observamos que

Il = ) a@PGl+yh).

aesupp(z)

Si a(v) # 0 entonces por (5.10) tenemos que a(z)(x% +y2) = 0, y entonces

I, 21117 = >, @(2)* (x5 + Y2)- (5.11)

aesupp(v)© Nsupp(z)

Si ¢ es un funcional adaptado a v, esta interseccion es vacia y entonces [x, z] = 0. El item (2) se sigue de
forma inmediata del Lema previo. Veamos (3), para ello suponemos que F, = {v} y escribimos

vl = > a()?(2+y2).

aesupp(v)

Sea a € A*, si a(v) =0, el término asociado a @ no va a estar en la suma. Si a(v) # 0, debe ser a(z) # 0
(ya que sino por el Lema 5.3.29 la cara no serfa un singleton), luego por la ecuacién (5.10) tenemos que
x% +y?% = 0y entonces el término que involucra a @ va a dar cero en la suma. Se concluye que [x,v] =0. O

Observacion 5.3.35. Notamos que el teorema previo es la version generalizada del Teorema 3.1.13. De-
cidimos incluir ambas demostraciones en este trabajo ya que se puede observar como en el grupo U, la
demostracién es mas elemental (pero mas larga), mientras que en la version abstracta es claramente mas
corta, pero utiliza toda la maquinaria del sistema de raices asociado a una subalgebra de Cartan.

A continuacién vamos a incluir los resultados relacionados con la curvatura seccional en un algebra
de Lie compacta con una norma de Finsler Ad-invariante. Dado que las demostraciones son andlogas a las
hechas en u, y pueden encontrarse en [48], decidimos no incluirlas en esta seccion.
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Definicion 5.3.36. Sean x, y € g, definimos

. rly — x| —dist(e"™, e")
S(x,y) =6|y —x 2 lim
( y) |y | r—0* I"2 dist(e”‘, ery)

Proposicion 5.3.37. Sean x, y € g, entonces

ly =x| = [(y = x) + ggs[x +y, [x, y]]]
A

1
£ly = 21S(x. ) = lim

1 1
= —— 4 —_ = —— 1 —_ >
4¢g]1%§x¢([y, [y,y—x]]) 490213\%};; o([x, [x,y —x]]) 2 0.

Teorema 5.3.38. Si la distancia en G es estrictamente convexa, entonces S(x, y) = 0 implica [x, y] = 0.

Teorema 5.3.39 (Secciones planas). Sean x, y € g. Consideramos las siguientes afirmaciones:
(1) @([x, [x,¥]]) = 0 para todo ¢ que realiza la norma de y — x.

(2) Para s > 0 suficientemente chico, el camino s~' BCH sy, —sx) estd dentro de cierta cara de la esfera
F, de radio |y — x| que contiene a y — x.

(3) Para s > O suficientemente pequefio, dist(e’*, ¢*) = s|y — x|.
4) S(x,y)=0.
(5) @([x, [x,¥]]) = 0 para cierto ¢ que realiza la norma de y — x.
Luego (1) & (2) & (3) = (4) & (5). Ademas
a) Si existe un tnico funcional que realiza la norma de y — x (i.e. la norma es suave en y — x), luego
todas las condiciones son equivalentes.

b) Sien (4) tenemos que ¢ es un funcional adaptado a y — x, todas las condiciones son equivalentes.

c) Sien (4) tenemos que F, = {y —x} (en particular si la norma es estrictamente convexa), luego todas
las condiciones son equivalentes a [x, y] = 0.

Corolario 5.3.40. Sean x, y € g tales que y — x es regular entonces son equivalentes:
(1) S(x,y)=0.

(2) dist(e™™, e') = |ty — tx| parat > 0 suficientemente chico.

Observacion 5.3.41. El objetivo para la continuacion de este trabajo es estudiar espacios homogéneos de
grupos con distancias bi-invariantes. Mds especificamente, si G es grupo con una métrica de Finsler Ad-
invariante y K es un subgrupo de G que actia sobre G, de forma invariante a izquierda, podemos considerar
la variedad M ~ G/K. Si asumimos que la métrica que se considera en G es riemanniana, en [45] fue
probado que una curva y € G es corta cuando la proyectamos en M si y solo si realiza la distancia entre
fibras de elementos del cociente. La idea, mediante los resultados de curvatura probados en [48], es probar
un resultado similar sin la hipédtesis de que la métrica sea riemanniana.
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