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Series aleatorias de funciones

Melisa Carla Scotti

Resumen

El propósito de esta tesis es contribuir al estudio de algunos problemas del análi-
sis armónico y de la convergencia de series aleatorias de funciones usando como
herramienta espacios de series de Dirichlet.

Inspirados en el trabajo de Hedenmalm, Lindqvist y Seip, estudiamos diferen-
tes propiedades del sistema de dilataciones periódicas de una función φ ∈ L2(0, 1).
Más precisamente, nos preguntamos cuándo el sistema {φ(nx)}n es una sucesión
Bessel, una sucesión de Riesz, o satisface la desigualdad inferior o superior de la
definición de marco. Caracterizamos todas estas propiedades en términos del es-
pacio de multiplicadores del espacio de Hardy H2 de series de Dirichlet, aśı como
también en términos de los espacios de Hardy tradicional del politoro T∞. Además,
trasladamos estas preguntas al caso multivariado. A su vez proporcionamos dis-
tintos ejemplos de funciones que satisfacen estas propiedades. En particular, mos-
tramos que existen sucesiones ortonormales de L2(0, 1) que no son subsucesión de
{
√

2 sin(nx)}n.

Por otro lado, estudiamos la incondicionalidad aleatoria de series de Dirichlet
en los espacios de Hardy vectoriales Hp(X). Trabajamos principalmente con series
Rademacher y series Gaussianas y estudiamos la relación de la convergencia alea-
toria con la geometŕıa del espacio de Banach subyacente X. Más concretamente,
probamos que un espacio de Banach X tiene tipo 2 (respectivamente, cotipo 2) si
y solo si (xn)n ⊂ X se tiene que (xnn

−s)n es aleatoria incondicionalmente conver-
gente (respectivamente, divergente) en H2(X). Abordamos también esta pregunta
en espacios Hp(X) con p ̸= 2. Además, construimos ejemplos expĺıcitos que mues-
tran las diferencias entre la incondicionalidad aleatoria de (xnn

−s)n en Hp(X) y
la de (xnz

n)n en Hp(X). Esto muestra que las series de Dirichlet y las series de
potencias se comportan diferente en términos de convergencia aleatoria.

Palabras clave: Series de Dirichlet, Series Rademacher, espacios de Hardy
vectoriales, tipo y cotipo de espacios de Banach.
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Random series of functions

Melisa Carla Scotti

Abstract

The purpose of this thesis is to contribute to the study of some problems in
harmonic analysis and also to the convergence of random series of functions using
Dirichlet series spaces as our main tool.

Inspired by the work of Hedenmalm, Lindqvist and Seip, we consider different
properties of dilations systems of a fixed function φ ∈ L2(0, 1). More precisely, we
study when the system {φ(nx)}n is a Bessel sequence, a Riesz sequence, or satisfies
the lower and upper frame bound. We are able to characterize these properties
in terms of multipliers of the Hardy space H2 of Dirichtet series and, also, in
terms of Hardy spaces on the infinite polytorus. We also address the multivariate
case. Furthermore, we present different examples in which our results are applied.
We show dilation systems satisfying just one of the frame bounds. We also give
nontrival examples of dilation systems that are orthonormal sequences. Indeed, we
show that there exist orthonormal sequences of L2(0, 1) that are not subsequences
of {

√
2 sin(nx)}n.

On the other hand, we study random unconditionality of Dirichlet series in
vector-valued Hardy spaces Hp(X). We work primarily with Rademacher series
and Gaussian series and study the relationship between random convergence and
the geometry of the underlying Banach space X. Specifically, it is shown that
a Banach space X has type 2 (respectively, cotype 2) if and only if for every
choice (xn)n ⊂ X it follows that (xnn

−s)n is Random unconditionally convergent
(respectively, divergent) in H2(X). The analogous question on Hp(X) spaces for
p ̸= 2 is also explored. We also provide explicit examples exhibiting the differences
between the unconditionality of (xnn

−s)n in Hp(X) and that of (xnz
n)n in Hp(X).

This shows that Dirichlet series and power series behave differently in terms of
random convergence.

Key words: Dirichlet series, Rademacher Series, Hardy spaces, type and coty-
pe of Banach spaces.

3



4



Agradecimientos
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Introducción

“...obwohl sie ja in Wirklichkeit Funktionen nur des einen Parameters s sind,
sich in mancher Beziehung fast ganz benehmen, als wären sie von einander

unabhängige Variable.”[...aunque en realidad son funciones de un solo parámetro
s, en muchos aspectos se comportan, casi en su totalidad, como si fueran

variables independientes.]
(Harald Bohr, 1913).

Una serie de Dirichlet es una expresión, en principio formal, de la forma∑
n

ann
−s,

donde {an}n ∈ C y s una variable compleja. Es una propiedad básica que sus domi-
nios naturales de convergencia son semiplanos, conjuntos de la forma {Re(s) > σ}.
Dada una serie de Dirichlet D =

∑
ann

−s, existen tres abscisas de convergen-
cia fundamentales que definen los mayores semiplanos donde la serie converge,
converge uniformemente y converge absoultamente. A diferencia de los discos de
convergencia de las series de potencias, estas abscisas no coinciden necesariamente.

En los comienzos del siglo XX surge un problema fundamental sobre la con-
vergencia de series de Dirichlet: determinar el ancho máximo de la banda en la
que una serie de Dirichlet puede converger uniforme pero no absolutamente. En
esta dirección, el primer avance significativo lo hace Bohr [12] mostrando que el
ancho de esta banda es menor o igual a 1/2. Finalmente, veinte años después,
Bohnenblust y Hille [10] prueban que es esta cantidad coincide con 1/2. Años
más tarde, Hartmann [31] presentó otra prueba de este hecho basada en métodos
probabiĺısticos usando series aleatroias de Fourier y funciones cuasi-periódicas.

La brillante idea de Bohr fue relacionar el conjunto de series de Dirichlet for-
males D con las series de potencia formales en infinitas variables P. En el corazón
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de esta idea se encuentra el teorema fundamental de la aritmética que permite
definir la siguiente asignación. Si llamamos p := {pn}n a la sucesión de números
primos ordenada crecientemente, todo n ∈ N tiene una única representación de la
forma

n = pα := pα1
1 · · · · · pαm

m .

Por lo tanto, podemos definir α(n) = (α1, . . . , αm, 0, . . .) ∈ N(N)
0 como el multi-

ı́ndice que cumple que pα(n) = n. Se conoce como transformada de Bohr a la
biyección dada por

B : P −−−−−−−→ D∑
α

cαz
α an=apα=cα−−−−−−−→

∞∑
n=1

ann
−s.

Recientemente, la idea Bohr ha encontrado aplicaciones en varios campos, lo
que ha despertado un gran interés en el tema (ver por ejemplo la monograf́ıa
[21] y sus referencias). El trabajo de Bohr pensado desde una perspectiva moderna
permitió extender la teoŕıa de espacios de Hardy clásica a series de Dirichlet, tanto
escalares como con valores en un espacio de Banach X. Esto es posible gracias a la
transformada de Bohr que enlaza las series de Dirichlet, las funciones holomorfas
en infinitas variables y el análisis de Fourier.

El estudio de las series de Dirichlet (vectoriales) desde el análisis funcional
continua creciendo hasta el d́ıa de hoy (ver [25, 14, 20, 22], y [17] donde la teoŕıa de
series de Dirichlet vectoriales se usa para estudiar las series de Dirichlet múltiples).
El espacio de Hardy vectorial Hp(X) de series de Dirichlet está compuesto por
aquellas series de Dirichlet vectoriales que, v́ıa la transformada de Bohr, tienen
norma de Hardy p finita (ver Sección 1.1.2 para la definición formal).

Durante esta tesis usamos la teoŕıa de series de Dirichlet (espacios de Hardy
de series de Dirichlet escalares y vectoriales) para contribuir en las dos direcciones
que se describen a continuación.

Sistemas de funciones dilatadas

En la primera parte de esta tesis, correspondiente al Caṕıtulo 2, tomamos como
referente el art́ıculo [32]. Este art́ıculo es sumamente importante ya que marca
un nuevo punto de partida, logrando avances fundamentales en diferentes ramas,
como lo son la teoŕıa de series de Dirichlet, la teoŕıa de funciones holomorfas en
infinitas variables, el análisis funcional y de Fourier, muchos de los cuales están
documentados en las recientes monograf́ıas [21] y [49].

En [32] se analizan distintas propiedades de los sistemas dados por dilataciones
de una función fija de L2(0, 1). Más concretamente, dada una función φ de L2(0, 1),
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extendida a toda la recta real de forma impar y con peŕıodo 2, se estudian diversas
propiedades del sistema de dilataciones {φn}n dado por

φn(x) := φ(nx) con n ∈ N.

Es sabido que las únicas bases ortogonales de esta forma son las que provienen de
elegir como función inicial a φ(x) = C sin(πx) con C ̸= 0. Por ello, Hedenmalm,
Lindqvist y Seip relajan esta condición y se preguntan cuándo el sistema {φn}n
es una base de Riesz. Basándose en la idea de Bohr y Beurling [5, 11, 12], rela-
cionan esta pregunta con el espacio de series de Dirichlet H2 (aquellas series de
Dirichlet con coeficientes de cuadrado sumable) y el espacio de Hardy H2(T∞).
Aśı describen dicha condición en términos del conjunto de multiplicadores de H2

(ver Teorema 2.1.3). Además, caracterizan estos multiplicadores como el espacio
de series de Dirichlet que definen una función holomorfa y acotada en el semiplano

C0 := {s ∈ Re(s) > 0},

espacio al que llamamos H∞ (ver Teorema 2.1.4).

En este contexto, se puede ver que base de Riesz y marco son nociones equi-
valentes. Recordemos que un sistema {φn}n cumple la condición de marco (o
frame) si existen constantes A,B > 0 tales que

A∥f∥2 ≤
∑
n

|⟨f, φn⟩|2 ≤ B∥f∥2, (1)

para toda f ∈ L2(0, 1), y es una sucesión de Bessel si cumple la desigualdad
superior de (1).

En esta tesis, nos preguntamos qué sucede si en vez de tomar la definición
completa de frame (con la cadena de desigualdades), consideramos por separado
la desigualdad inferior y la superior (sucesión de Bessel).

Para poder presentar los resultados obtenidos sobre sistemas de dlataciones de
una función φ ∈ L2(0, 1) debemos primero establecer algunas definiciones.

Sea {en}n la base ortonormal de L2(0, 1) dada por en(x) = sin(πnx). Siguiendo
la idea de Beurling [5] de trasladarse al espacio de series de Dirichlet, los autores
de [32] definen el operador S que a una función f =

∑
n cnen(x) de L2(0, 1) le

asigna la serie de Dirichlet

Sf(s) =
∑
n

cnn
−s ∈ H2.

En otras palabras, S es la isometŕıa que manda la base ortonormal {en}n de L2(0, 1)
en la base ortonormal {n−s}n de H2. Luego, prueban que el sistema {φn} es una
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base de Riesz de L2(0, 1) si y solo si Sφ y 1/Sφ pertenecen al espacio M de
multiplicadores de H2. Nuestro avance consiste en desdoblar el teorema anterior y
obtener el siguiente resultado.

Teorema 2.2.5 (Antezana, Carando, S.). Sean φ ∈ L2(0, 1), φn(x) = φ(nx) y M
el espacio de multiplicadores de H2.

1) El sistema {φn}n es una sucesión Bessel si y solo si Sφ ∈ M.

2) El sistema {φn}n cumple la cota inferior de frame si y solo si 1/Sφ ∈ M.

La principal dificultad con la que nos encontramos a la hora de probar 2) es que
los operadores involucrados en la demostración no son necesariamente acotados,
por lo que adaptamos estos resultados para operadores no acotados.

La siguiente pregunta es, naturalmente, qué sucede cuando el sistema {φn}n es
una sucesión de Riesz. Recordemos que un sistema {φn}n es una sucesión de Riesz
si satisface las condición (2.6) pero no necesariamente es un sistema completo, es
decir, no genera todo el espacio L2(0, 1). Más concretamente, nos preguntamos si
existe alguna condición sobre la serie de Dirichlet Sφ que garantice que el sistema
{φn}n sea una sucesión de Riesz. En el Teorema 2.3.5 logramos responder esta
pregunta dando una una condición sobre la serie de Dirichlet Sφ en términos de
sus ĺımites horizontales. Para lograr esto la herramienta fundamental, desarrollada
en la Sección 2.3.1, es un teorema de Fatou clásico sobre espacios de Hardy que
se extiende a series de Dirichlet (para más información ver [21, 53]). A través de
la transformada de Bohr, se obtiene otra equivalencia a que el sistema {φn}n sea
una sucesión de Riesz que involucra condiciones sobre la función f := B−1(Sφ) y
el espacio de Hardy de funciones holomorfas acotadas.

Además, en la Sección 2.4 presentamos diferentes ejemplos en los cuales se
aplican los resultados obtenidos. Mostramos funciones φ para las cuales el sistema
asociado {φn} satisface solo una de las desigualdades de la definición de marco y
ejemplos de sucesiones ortonormales interesantes que no sean simplemente subsu-
cesiones de {C sin(nπx)}n.

Por último, en la Sección 2.5 extendemos nuestros resultados a sistemas de
dilataciones en varias variables, mediante identificación natural entre funciones de
(0, 1)k y las series de Dirichlet múltiples. Para esto es necesaria la teoŕıa sobre series
de Dirichlet múltiples desarrollada en [17] y [16]. Vale la pena destacar que esta
teoŕıa está ı́ntimamente ligada con los espacios de Hardy vectoriales, conceptos
con los que trabajamos en la segunda parte de esta tesis.

Los resultados desarrollados en este caṕıtulo están recopilados en el art́ıculo:

Jorge Antezana, Daniel Carando, Melisa Scotti. Splitting the Riesz basis con-
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dition for systems of dilated functions through Dirichlet series, Journal of
Mathematical Analysis and Applications.

Convergencia aleatoria incondicional de series de Dirichlet

El estudio y búsqueda de bases (y sistemas de coordenadas más generales) en
un espacio de Banach X es de gran interés ya que tiene aplicaciones en diversas
áreas (análisis armónico, procesamiento de señales, etc). El análisis de estos objetos
es importante porque provee mejores formas de aproximar elementos de un espacio
de Banach. Recordemos que un sistema {xn}n es una base de Schauder de X si
para todo vector x de X, existe una única expansión de la forma

x =
∑
n

anxn.

Entre las bases, las incondicionales tienen un rol central y un particular interés
ya que le dan una estructura extra al espacio. Una base {xn}n es incondicional si
para todo x ∈ X su expansión x =

∑
n anxn converge incondicionalmente, esto es

si ∑
n

εnanxn

converge para toda elección de signos εn ∈ {−1, 1}N. Un ejemplo de base incondi-
cional son las bases de Riesz, concepto que estudiamos en el Caṕıtulo 2.

La noción de incondicionalidad también se puede estudiar en sistemas más ge-
nerales, es decir, sistemas que no necesariamente sean una base de todo el espacio.
En esta ĺınea, se dice que un sistema {xn}n es una sucesión básica incondi-
cional si existe una constante C > 0 tal que para todo N ∈ N, toda sucesión de
escalares {an}Nn=1, y cualesquiera signos εn ∈ {−1, 1}N se cumple que

1

C

∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥ ≤ Eε
∥∥∥ N∑
n=1

εnanxn

∥∥∥ ≤ C
∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥. (2)

Ha sido de gran interés hallar sucesiones básicas incondicionales en espacios de
Banach. En esta dirección, fueron Gowers y Maurey quienes probaron en [28]
que no todo espacio de Banach posee una sucesión básica incondicional, dando
respuesta a un problema muy complicado. Esto llevó a considerar algunas versiones
más débiles de esta definición que desarrollamos a continuación.

Una vez más, en lo que corresponde a la segunda parte de este trabajo (Caṕıtu-
lo 3), decidimos analizar las desigualdades de (2) por separado, obteniendo las
siguientes dos nociones evidentemente más débiles que la incondicionalidad. Más
precisamente, se dice que un sistema es RUC si satisface la desigualdad superior,
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mientras que se lo llame RUD si satisface la desigualdad inferior de la propie-
dad (2). Una observación importante y evidente de esta manera de definir RUC
y RUD, es que una sucesión que cumple simultáneamente ambas propiedades es
inmediatamente incondicional.

Los primeros en introducir la noción de convergencia aleatoria incondicional
(RUC) son Billard, Kwapień, Pelczynski y Samuel en el art́ıculo [6] (ver también
[41]). Los autores dan la definición en términos de la convergencia aleatoria de
series. Más concretamente, una serie

∑
n xn de un espacio de Banach es aleato-

ria incondicionalmente convergente (para nosotros casi incodincionalmente con-
vergente, Definición 3.2.1) si

∑
n εnxn converge para casi toda elección de signos

{εn}n ∈ {−1, 1}N respecto a la medida de Haar normalizada. Luego, un sistema
{xn}n es RUC en X si la expansión de todo elemento es aleatoria incondicio-
nalmente convergente. En la Proposición 3.2.3 probamos que efectivamente esta
definición es equivalente a que se cumpla la desigualdad superior de (2).

En la segunda parte de esta tesis estudiamos sistemas RUC y RUD de series
de Dirichlet vectoriales. En otras palabras, analizamos la convergencia aleatoria
incondicional de series de Dirichlet vectoriales en espacios de Hardy. Convirtiendose
en nuestro principal objeto de estudio las series aleatorias de la forma

D =
∑

εnann
−s, (3)

donde {εn}n es una sucesión de variables aleatorias Rademacher independientes
que toman los valores 1 y −1 con probabilidad 1/2.

Si analizamos el caso escalar X = C, se deduce de [14, Proposición 4] que la
base canónica {n−s}n ⊂ Hp(C) es RUC si y solo si p ≥ 2, y RUD si y solo si
p ≤ 2. De esta manera, se recupera un resultado conocido que afirma que {n−s}n
es incondicional en Hp(C) si y solo si p = 2. Esto nos lleva a considerar la que
será nuestra principal pregunta respecto al caso vectorial: ¿Cuándo el sistema
{xnn−s}n es RUC en Hp(X) (respectivamente RUD), para cualquier elección de
vectores {xn}n ⊂ X? ¿Tiene esto relación con alguna condición sobre el espacios
subyacente X?

La primer pregunta tiene la siguiente reformulación equivalente. Supongamos
que la serie de Dirichlet

D =
∑
n

xnn
−s

pertenece a Hp(X); ¿implica esto que
∑

n εnxnn
−s también pertenece a Hp(X) para

casi toda elección de signos {εn}n ∈ {−1,+1}N? Rećıprocamente, ¿si
∑

n εnxnn
−s

pertenece a Hp(X) para casi toda elección de signos (εn)n ∈ {−1,+1}N, entonces∑
n xnn

−s pertenece a Hp(X)?
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Retomando las ideas de Bohr y Hartmann, mediante técnicas probabiĺısticas en
el reciente art́ıculo [14] se describe la región donde una serie de Dirichlet aleatoria
converge casi seguramente en la norma del espacio de Hardy vectorial de series de
Dirichlet Hp(X) pero no absolutamente. Los espacios de Hardy aleatorios Hrad

p (X)
se definen como las series de Dirichlet aleatorias de la forma (3) que pertenecen a
Hp(E) para casi toda elección de signos. Como consecuencia de las desigualdades
de Khintchine, en [14] se muestra que en el caso escalar, los espacios de Hardy
aleatorios Hrad

p son mutuamente isomorfos para 1 ≤ p < ∞. En la Proposición
3.3.5 probamos que pasa lo mismo en el caso vectorial.

Nuestra pregunta principal puede reescribirse entonces en términos de inclu-
siones entre los espacios Hp(X) y Hrad

p (X). Uno de los resultados fundamentales
en esta dirección es la siguiente caracterización (ver Teorema 3.5.1).

Teorema Sea X un espacio de Banach y p ≥ 2. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1) {xnn−s}n es RUC en Hp(X) para toda sucesión {xn}n ⊂ X.

2) Vale la inclusión
Hp(X) ⊆ Hrad

p (X).

3) Existe una constante C ≥ 1 tal que para todo N ∈ N y {xn}Nn=1 ⊂ X se
tiene

E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥ ≤ C

(∫
T

∥∥∥ N∑
n=1

xnz
n
∥∥∥pdz)1/p

. (4)

Además, en el caso p = 2 pudimos responder la pregunta que teńıamos pendiente,
caracterizar esta propiedad en términos de tipo y cotipo del espacioX (ver Teorema
3.5.1), agregando una equivalencia más

4) X tiene tipo 2.

Las nociones de tipo y cotipo de espacios de Banach se originan al querer extender
la ley del paralelogramo, lo que permite de alguna manera medir cuánto difiere un
espacio de Banach X de un espacio de Hilbert (siendo 2 el mejor tipo y cotipo po-
sible). Además, están estrechamente relacionados con las propiedades geométricas
del espacio.

Por otro lado, como aplicación del teorema de Green y Tao sobre progresiones
aritméticas en conjuntos de números primos [29], construimos ejemplos que mues-
tran que, en términos de convergencia aleatoria, las series de Dirichlet y las series
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de Fourier se comportan distinto. En particular, probamos que para un sucesión
{xn}n fija, podemos tener que {xnn−s}n sea RUC en Hp(X), mientras que {xnzn}n
no lo sea en Hp(X), y viceversa. Notar que esto no contradice la equivalencia entre
1) y 3) ya que en ellas se pide que la condición se cumpla para toda sucesión.

En cuanto a las publicaciones originales, los contenidos del Caṕıtulo 3 se en-
cuentran en:

Daniel Carando, Felipe Marceca, Melisa Scotti, Pedro Tradacete. Random
unconditional convergence of vector-valued Dirichlet series, Journal of Fun-
ctional Analysis.

Esta tesis se organiza de la siguiente manera.

Caṕıtulo 1

En este caṕıtulo presentamos los contenidos previos necesarios, pilares del res-
to de los caṕıtulos. En la Sección 1.1 desarrollamos diversas propiedades sobre
series de Dirichlet escalares y vectoriales. Nos concentramos principalmente en la
presentación de los espacios de Hardy de series de Dirichlet y sus caracteŕısti-
cas principales. Luego, en la Sección 1.2 desarrollamos definiciones básicas sobre
bases y sucesiones básicas en un espacio de Banach X. Por último, presentamos
propiedades de variables aleatorias a valores en un espacios de Banach. En parti-
cular, analizamos propiedades de series aleatorias Rademacher para luego poder
desarrollar las nociones geométricas de tipo y cotipo de espacios de Banach.

Caṕıtulo 2

Comenzamos este caṕıtulo exponiendo las definiciones de base y sucesión de
Riesz, marco y sucesión Bessel. Luego, estudiamos estas propiedades para el sis-
tema de dilataciones dado por una función φ ∈ L2(0, 1). Comenzamos analizando
cuándo el sistema {φn} cumple alguna de las desigualdades de la definición de
marco en la Sección 2.2. Seguimos en la Sección 2.3 analizando el caso en que
el sistema es una sucesión de Riesz. Caracterizamos todas estas propiedades en
términos de los multiplicadores del espacio H2 de series de Dirichlet, y también en
términos del espacios de Hardy del politoro. En la Sección 2.4 mostramos ejemplos
que cubren todos los casos mencionados. Por último en la Sección 2.5 extendemos
los resultados a sistemas de dilataciones en varias variables.

Caṕıtulo 3

En la primer sección del caṕıtulo exploramos en profundidad la definición de
sucesión incondicional. A partir de esto, relajamos esta condición para definir las
nociones de RUC y RUD. En la Sección 3.3 estudiamos los espacios de Hardy



15

aleatorios de series de Dirichlet. Luego, estudiamos la propiedad de convergencia
Hp aleatoria, espacios de Banach que cumplen que {xnn−s}n es RUC en Hp(X)
para toda sucesión {xn}n. Por último, relacionamos la definición anterior con las
nociones de tipo y cotipo de espacios de Banach.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Comenzamos este caṕıtulo presentando todos los contenidos que necesitamos
sobre series de Dirichlet escalares y vectoriales, herramienta fundamental para
abordar los contenidos de los Caṕıtulos 2 y 3. En esta ĺınea, nos concentramos en
la definición de los espacios de Hardy de series de Dirichlet y sus propiedades más
relevantes. Estos contenidos se pueden consultar en [21], [40], entre otros.

Continuamos con algunas definiciones básicas sobre sucesiones y series en espa-
cios de Banach. Luego, con la definición de variable aleatoria a valores vectoriales
y varias propiedades sobre sumas y series aleatorias. Estos contenidos se encuen-
tran propiamente desarrollados en [40, Caṕıtulo 3] y [1, Caṕıtulo 3]. Entre las
series aleatorias tenemos particular interés por las series Rademacher, ya que sir-
ven para luego desarrollar las nociones de tipo y cotipo de espacios de Banach. Por
último presentamos la definición y propiedades básicas sobre operadores absolu-
tamente sumantes. Estos últimos temas son cruciales para abordar los contenidos
del Caṕıtulo 3.

1.1. Series de Dirichlet

Una serie de Dirichlet es una expresión de la forma

∑
n

ann
−s, (1.1)

donde {an}n ∈ C y s es una variable compleja. Llamamos D al conjunto de todas
las series de Dirichlet pensadas de manera formal, es decir, sin preocuparnos por

19
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su convergencia. Este espacio es un álgebra con la multiplicación ∗ dada por

D ∗ E =
(∑

ann
−s
)
∗
(∑

bnn
−s
)

=
∑
n

(∑
dm=n

adbm

)
n−s, (1.2)

y sus elementos inversibles son aquellas series
∑
ann

−s tales que el coeficiente
a1 ̸= 0.

Es un resultado básico de análisis complejo que las series de potencias conver-
gen en discos y los radios más grandes de convergencia y convergencia absoluta
coincide. Sin embargo, este no es el caso de las series de Dirichlet.

Las series de Dirichlet convergen en semiplanos, es decir, conjuntos de la forma
{Re(s) > σ}. Como este tipo de conjuntos aparece en reiteradas oportunidades en
este trabajo consideramos la notación

Cσ = {s ∈ C : Re(s) > σ}.

Dada una serie de Dirichlet D se define la abscisa de convergencia σc(D) de for-
ma tal que el semiplano donde la serie converge sea lo más grande posible. Más
precisamente,

σc(D) = ı́nf{σ ∈ R : D converge en Cσ}.
Se sabe que toda serie de Dirichlet (no divergente en todo punto) define una función
holomorfa en

{s : Re(s) > σc} = Cσc .

De la misma manera se definen la abscisa de convergencia absoluta σa y la de
convergencia uniforme σu. Es inmediato que para cualquier serie de Dirichlet D se
tiene la siguiente cadena de desigualdades

σc(D) ≤ σu(D) ≤ σa(D).

Proposición 1.1.1. Para toda serie de Dirichlet D ∈ D se tiene que

σa(D) ≤ σc(D) + 1.

Demostración. Dado ε > 0, la serie
∑

n ann
−(σc+ε) converge y, por lo tanto, ann

−(σc+ε)

tiende a cero. Luego, existen Cε, N > 0 de manera que |an| ≤ Cεn
σc+ε para todo

n ≥ N . Si tomamos s tal que Re(s) ≥ σc + 1 + 2ε se tiene que

∑
n

|ann−s| ≤
N∑
n=1

|ann−s| + Cε

∞∑
n=N+1

1

n1+ε
< +∞.

Esto implica que σa ≤ σc + 1 + 2ε y, como ε es arbitrario, se obtiene el resultado
deseado.
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A diferencia de la series de potencias, para una serie de Dirichlet D las abs-
cisas de convergencia, convergencia absoluta y convergencia uniforme no siempre
coinciden. También existe otra abscisa importante llamada σb definida como

σb(D) = ı́nf{σ ∈ R : la función ĺımite de D es acotada en Cσ}.

Esta abscisa indica el máximo semiplano en el que la serie converge y es acotada.
El Teorema de Bohr [12], que enunciamos a continuación, permite establecer que

σu(D) = σb(D).

Teorema 1.1.2 (Teorema de Bohr). Sea D =
∑

n ann
−s una serie de Dirichlet

que define una función ĺımite f acotada y holomorfa en C0. Luego, D converge
uniformemente en Cε para todo ε > 0, es decir, σu ≤ 0. Además, existe una
constante universal C > 0 tal que para N ≥ 2 se tiene que

sup
Re(s)>0

∣∣∣∑
n≤N

ann
−s
∣∣∣ ≤ C logN sup

Re(s)>0

∣∣f(s)
∣∣.

Fueron Hedenmalm, Lindqvist y Seip quienes en [32] introdujeron el espacio de
Hardy de series de Dirichlet H2. Luego, Bayart [4] extendió está definición para
todo 1 ≤ p <∞ de la siguiente manera.

Un polinomio de Dirichlet es una expresión de la forma

N∑
n=1

ann
−s,

es decir, una serie de Dirichlet como en (1.1) pero donde solo finitos coeficientes
an son no nulos. Se considera la norma dada por

∥∥∥ N∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
Hp(C)

=

 ĺım
R→∞

1

2R

R∫
−R

∣∣∣ N∑
n=1

ann
−it
∣∣∣pdt

1/p

. (1.3)

y se define Hp(C) como la completación del espacio de polinomios de Dirichlet
con esta norma. Es fácil ver que toda serie en Hp(C) converge en C 1

2
y define una

función homolomorfa alĺı. Más adelante veremos otra definición que no proviene de
la completación del conjunto de polinomios de Dirichlet y que resulta equivalente.

En particular, para p = 2 es sencillo probar que ĺım
R→∞

1

2R

R∫
−R

∣∣∣ N∑
n=1

ann
−it
∣∣∣2dt

1/2

=

(
N∑
n=1

|an|2
)1/2
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(se puede consultar [21, Proposición 1.11]). Esto muestra que otra manera de
pensar al espacio H2 es como el conjunto de las series de Dirichlet cuyos coeficientes
suman al cuadrado. Más precisamente,

H2 =

∑
n

ann
−s :

∥∥∑
n

ann
−s∥∥

H2
=

(∑
n

|an|2
)1/2

< +∞

 . (1.4)

Este es un espacio de Hilbert con el producto interno

⟨
∑
n

ann
−s,
∑
n

bnn
−s⟩ =

∑
n

anbn.

Además, toda serie D de H2 converge y define una función holomorfa (y anaĺıtica)
en el semiplano Re(s) > 1/2 como consecuencia de la desigualdad de Cauchy-
Schwartz. En efecto, si consideramos D =

∑
n ann

−s ∈ H2 tenemos que

∑
n

∣∣ann−s∣∣ ≤ (∑
n

|an|2
) 1

2
(∑

n

|n−s|2
) 1

2

=

(∑
n

|an|2
) 1

2
(∑

n

n−2Re(s)

) 1
2

.

Luego, para todo s ∈ C 1
2
+ε la serie converge absolutamente y por lo tanto

σa(D) ≤ 1

2
.

Además converge uniformemente en C 1
2
+ε y define una función holomorfa en C 1

2
.

A los conjuntos Hp(C) los notaremos simplemente Hp cuando no nos haga falta
aclarar que estamos trabajando sobre el espacio escalar C.

1.1.1. Los espacios H∞, H∞(T∞) y H∞(Bc0)

Consideramos el subconjunto del espacio de series de Dirichlet D formado por

Definición 1.1.3.

H∞ =
{∑

ann
−s ∈ D :

∑
ann

−s converge en C0 y

su ĺımite define una función acotada en C0

}
.
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Además, por el Teorema de Bohr, que la función ĺımite esté acotada implica la
convergencia uniforme de las sumas parciales en todo semiplano estrictamente
contenido en C0. Por lo tanto, el ĺımite define una función holomorfa en C0.

Este espacio resulta un espacio de Banach si se le asocia la norma∥∥∥∑ ann
−s
∥∥∥
H∞

= sup
Re(s)>0

∣∣∣∑ ann
−s
∣∣∣ .

Esto se deduce del hecho de que H∞ es un subespacio cerrado de H∞(C0), el
espacio de Banach compuesto de funciones holomorfas y acotadas de C0 dotado
de la norma

∥f∥∞ = sup
Re s>0

|f(s)| .

Dicha inclusión es en realidad estricta. Todos estos resultados sobre el espacio
H∞ se pueden consultar en [21]. Además de ser une espacio de Banach H∞ es un
álgebra de Banach. Este resultado se encuentra probado en [21, Teorema 1.17] y
a continuación reproducimos la demostración para fijar ideas que se usan durante
esta tesis.

Teorema 1.1.4. El espacio H∞ es un álgebra de Banach.

Demostración. Dadas D1 =
∑
ann

−s y D2 =
∑
bnn

−s en H∞ y f1, f2 sus funciones
ĺımite ∈ H∞(C0), queremos ver que D1 ∗D2 ∈ H∞ y que

∥D1 ∗D2∥H∞ ≤ ∥D1∥H∞∥D2∥H∞ . (1.5)

Por el Teorema de Bohr sabemos que σu(Di) = σb(Di) para i = 1, 2. Como D1 y
D2 pertenecen a H∞ tenemos que σu(Di) ≤ 0. Por la Proposición 1.1.1 deducimos
que entonces σa(Di) ≤ 1.

Veamos que la serie

D1 ∗D2 =
∑
n

(∑
dm=n

adbm

)
n−s

converge absolutamente en C1. En efecto, para todo s ∈ C1 tenemos que

∑
n

∑
dm=n

|adbm|n−Re(s) =

(∑
n

ann
−Re(s)

)(∑
n

bnn
−Re(s)

)
< +∞.

Si llamamos D a D1 ∗D2 y f a la función ĺımite, probamos que f = f1f2 en C1.
Como f1f2 es una función holomorfa y acotada en C0 que extiende a f , por el
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principio de identidad deben coincidir en todo C0. Por lo tanto D está en H∞ y
se tiene

∥D∥H∞ = ∥f∥∞ ≤ ∥f1∥∥f2∥ = ∥D1∥H∞∥D2∥H∞ ,

como deseábamos.

A continuación presentamos los tres contextos y espacios que tienen un rol
central a lo largo de toda esta tesis. Comenzaremos por el caso del los espacios de
Hardy para p = ∞ y luego volveremos sobre esta idea para generalizarla a series
de Dirichlet múltiples en la Sección 2.5.

La idea fundamental de Bohr fue relacionar las series de potencias en varias
variables (pensadas de manera formal) con las series de Dirichlet (también pensa-
das formalemente) de la siguiente manera. Sea p = {pn}n la sucesión de números
primos ordenada crecientemente. Por el teorema fundamental de la artimética todo
n ∈ N tiene una única representación de la forma

n = pα := pα1
1 · · · · · pαm

m .

Definimos entonces
α(n) = (α1, . . . , αm, 0, . . .) ∈ N(N)

0 , (1.6)

como el multi-́ındice que cumple que pα(n) = n.

Basándose en esto, Bohr definió la biyección

B : P −−−−−−−→ D∑
α

cαz
α an=apα=cα−−−−−−−→

∞∑
n=1

ann
−s.

entre el espacio de series de potencias formales en infinitas variables P y el espa-
cio de series de Dirichlet formales D. La función B es conocida como la trans-
formada de Bohr. Es importante destacar que B es una transformación lineal
multiplicativa, i.e., es un isomorfismos de álgebras.

Hasta ahora trabajamos con funciones holomorfas definidas en algún subcon-
junto de C. Queremos ver cómo se extiende esta noción a funciones definidas en
algún conjunto abierto U de un espacio de Banach X. Decimos que f : U → C
es holomorfa si es diferenciable en el sentido de Fréchet, esto es, si existe un
funcional lineal y continuo x∗ en X∗ tal que

ĺım
h→0

f(x+ h) − f(x) − x∗(h)∥∥h∥∥ = 0.

Nos interesa el caso especialmente en el que U = Bc0 , donde c0 es es el espacio de
sucesiones de números complejos que tienden a cero. Al espacio vectorial compuesto
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por todas funciones holomorfas y acotadas f de Bc0 en C lo notamos H∞(Bc0).
Este espacio dotado de la norma del supremo

∥f∥∞ = sup
x∈U

|f(x)|

resulta un espacio de Banach.

El siguiente teorema establece la relación entre funciones holomorfas de infinitas
variables y las series de Dirichlet. Este resultado se encuentra en [32] (también
puede ser consultado en [21, Teorema 3.8]) y es crucial para el resto este trabajo.

Teorema 1.1.5. Vale la siguiente igualdad isométrica

H∞(Bc0) = H∞.

La transformada de Bohr es el único isomorfimo isométrico de H∞(Bc0) en H∞

que a cada f le asigna
∑
ann

−s = Bf , i.e. an = cα(f) para todo n ∈ N y α ∈ N(N)
0

con n = pα. Además, para cada s ∈ C0 vale que

f

(
1

ps

)
=

∞∑
n=1

ann
−s. (1.7)

La siguiente observación es una consecuencia vital del teorema anterior.

Observación 1.1.6. Toda f en H∞(Bc0) tiene una representación monomial de
la forma f(z) ∼

∑
α cαz

α que coincide con f en cada z ∈ Bc0 con solo finitos
lugares no nulos. El Diagrama 1.1.1 refleja esta idea, mostrando las asignaciones
y los espacios involucrados.

Además, se introducen estos espacios desde el punto de vista del análisis de
Fourier, para lo que necesitamos algunas definiciones. Notamos T∞ al politoro de
varias variables complejas

T∞ = {(zn)n∈N : zn ∈ C, |zn| = 1}

y dw a su medida de Haar normalizada. Recordemos que al ser T∞ un grupo
compacto y abeliano, existe la medida de Haar que es invariante por la acción del
grupo (en este caso rotaciones). Luego, para f ∈ L1(T∞) y α ∈ Z(N), el coeficiente
α Fourier se define como

f̂(α) =

∫
T∞

f(w)w−αdw.
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P P D

∪ ∪ ∪
H∞(T∞) H∞(Bc0) H∞∑
α f̂(α)wα

∑
α cαz

α
∑

n ann
−scα=f̂(α) an=apα=cα

Diagram 1.1.1: Relación entre los distintos espacios de Hardy.

Esto permite definir los espacios de Hardy para 1 ≤ p ≤ ∞ como

Hp(T∞) = {f ∈ Lp(T∞) : f̂(α) ̸= 0 solo si αj ≥ 0 para todo j = 1, 2, . . .}.

Para los resultados que siguen y para el desarrollo del Caṕıtulo 2 nos interesan
especialmente los casos p = 2 y p = ∞.

Es un resultado conocido que una función f ∈ L1(T∞) está uńıvocamente
determinada por sus coeficientes de Fourier y que la función f ⇝ f̂(α) es conti-
nua de L1(T∞) en C. Por lo que Hp(T∞) es un subespacio cerrado de Lp(T∞) y,
en consecuencia, un espacio de Banach. Estos resultado se puede encontrar, por
ejemplo, en [21, Teorema 5.17]). También se prueba alĺı que contamos con tres
contextos (o “mundos”) que son esencialmente el mismo (ver [21, Corollary 5.3]).
Más precisamente, el Corolario 5.3 de [21] afirma lo siguiente.

Corolario 1.1.7. Los siguientes espacios son isomorfos como espacios de Banach

H∞(T∞) = H∞(Bc0) = H∞,

identificando coeficientes monomiales, coeficientes de Fourier y coeficientes de Di-
richlet. El mismo resultado vale para H2(T∞), es decir,

H2(T∞) = H2

isométricamente.

Notar que la segunda afirmación es mucho más simple ya que la transformada
de Bohr manda la base ortogonal {zα}

α∈N(N)
0

para H2(T∞) en {n−s}n una base

ortogonal para H2.

Estas igualdades son cruciales ya que nos permiten transcribir nuestras pre-
guntas de un contexto al otro.
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1.1.2. Los espacios Hp(X)

Esta esta subsección está dedicada a introducir algunos conceptos fundamen-
tales de la teoŕıa de las series de Dirichlet vectoriales. Todos estos contenidos se
encuentran en [21], [48] y [20].

Dados 1 ≤ p < ∞ y un espacio de Banach X, se define Lp(T∞, X) como el
espacio de funciones p-Bochner integrables f : T∞ → X respecto a la medida
de Haar normalizada. Para cada α = (α1, . . . , αm, 0 . . .) ∈ Z(N) notaremos zα =
zα1
1 · . . . · zαm

m .

Nuevamente toda f ∈ Lp(T∞, X) está determinada por su serie de Fourier
(formal) ∑

α∈Z(N)

f̂(α)zα,

donde

f̂(α) =

∫
T∞

f(w)w−αdw.

Al igual que en el caso escalar se tiene la siguiente observación.

Observación 1.1.8. Para toda función f ∈ L1(T∞, X) y todo multi-́ındice α vale
que ∥∥f̂(α)

∥∥
X
≤
∥∥f∥∥

L1(T∞,X)
.

Por propiedad de la integral de Bochner y gracias a que |w−α| = 1 tenemos que∥∥f̂(α)
∥∥
X
≤
∫
T∞

∥∥f(w)w−α∥∥
X
dw

≤
∫
T∞

∥∥f(w)
∥∥
X
|w−α|dw =

∥∥f∥∥
L1(T∞,X)

.

Esto muestra que la asignación f ⇝ f̂(α) es continua de L1(T∞, X) en X, más
aún, es una contracción. Gracias a esto podemos definir el los espacios Hp(T∞, X)
como los subespacios cerrados de Lp(T∞, X) compuestos de todas las funciones f

con f̂(α) = 0 siempre que α ∈ Z(N)\N(N)
0 .

Dado α = (α1, . . . , αm, 0 . . .) ∈ N(N)
0 y n(α) = pα1

1 · · · · · pαm
m ∈ N como antes,

podemos considerar formalmente la transformada de Bohr

B
( ∑
α∈N(N)

0

xαz
α

)
=
∑
n∈N

xα(n)n
−s,

y definir Hp(X) como la imagen de Hp(T∞, X) equipada con la norma que hace
de esta transformación una isometŕıa.
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Definición 1.1.9. Dado 1 ≤ p ≤ ∞ y un espacio de Banach X. Se definen los
espacios de Hardy de series de Dirichlet vectoriales Hp(X) como la imagen de
Hp(T∞, X) a través de la transformada de Bohr B, esto es

Hp(X) := B(Hp(T∞, X)). (1.8)

Más precisamente una serie de Dirichlet D =
∑

n xnn
−s pertenece a Hp(X) si

existe una función f ∈ Hp(T∞, X) tal que f̂(α) = xn(α) para todo α. Definimos la
norma en Hp(X) como ∥∥D∥∥Hp(X)

:=
∥∥B−1(D)

∥∥
Hp(T∞,X)

.

En otras palabras,∥∥∥∑
n∈N

xnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

=
∥∥∥ ∑
α∈N(N)

0

xn(α)z
α
∥∥∥
Hp(TN,X)

.

Gracias a esta isometŕıa es que podemos pasar de un contexto al otro sin que la
norma de la serie que estamos considerando sea alterada.

Observación 1.1.10. Los espacios Hp(X) están incluidos entre śı como los es-
pacios Lp(TN, X), es decir Hq(X) ⊂ Hp(X) para 1 ≤ p < q < ∞. Más aún, si
1 ≤ p ≤ q <∞ se tiene las siguiente desigualdad entre sus normas∥∥∥∑

n∈N

xnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

≤
∥∥∥∑
n∈N

xnn
−s
∥∥∥
Hq(X)

.

La observación anterior se deduce directamente de la definición de Hp(X) ya
que Hp(TN, X) es, por definición, un subespacio cerrado de Lp(TN, X). La desigual-
dad entre sus normas se deduce de la desigualdad de Hölder y de que la medida
de T∞ es uno.

La definición de los espacios de Hardy vectoriales fue introducida por primera
vez en [20] y es una extensión del caso escalar definido por Bayart como vimos en
(1.3). Por el Teorema ergódico de Birkhoff-Khinchine [8] se obtiene una descripción
equivalente de los espacios a través de polinomios de Dirichlet D =

∑N
k=1 xnn

−s

ya que vale la igualdad

∥∥D∥∥Hp(X)
=

 ĺım
R→∞

1

2R

R∫
−R

∥∥∥ N∑
n=1

xnn
−it
∥∥∥p
X
dt

1/p

.

A continuación presentamos dos propiedades fundamentales de las series de
Dirichlet de Hp(X) que usaremos a lo largo de esta tesis.
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Proposición 1.1.11. Las siguientes afirmaciones son verdaderas.

(1) Las normas de los coeficientes de una serie de Dirichlet D ∈ Hp(X) están
acotados por ∥D∥Hp(X). Más precisamente, el operador cn que devuelve el
coeficiente enésimo es contractivo. Como consecuencia tenemos que si una
sucesión (DN)N converge en Hp(X) a una serie D, los coeficientes cn(DN)
convergen a cn(D) para todo n ∈ N.

(2) El conjunto de polinomios de Dirichlet
∑N

n=1 xnn
−s es denso en Hp(X) para

1 ≤ p <∞ ya que los polinomios anaĺıticos son densos en Hp(T∞, X).

Demostración. La afirmación (1) se deduce de la Observación 1.1.8 y de la de-
finición de los espacios Hp(T∞, X) y Hp(X): dada D ∈ Hp(X), llamemos f a
antitransformada de Bohr de D, es decir, a la función de Hp(T∞, X) que cumple

que D = B(f). Para cada n consideremos cn y n = pα de manera que cn = f̂(α).
Luego, por la inclusión de los espacios Hp(T∞, X) tenemos que∥∥cn∥∥X =

∥∥f̂(α)
∥∥
X
≤
∥∥f∥∥

L1(T∞,X)
=
∥∥f∥∥

H1(T∞,X)

≤
∥∥f∥∥

Hp(T∞,X)
=
∥∥B−1(D)

∥∥
Hp(T∞,X)

= ∥D∥Hp(X).

Donde las últimas igualdades provienen del la definición de Transformada de Bohr
y de que esta es una isometŕıa.

Por otra parte, la afirmación (2) está en [21, Proposition 24.6].

1.2. Bases y sucesiones básicas

A lo largo de estas secciones X es un espacio de Banach. A continuación pre-
sentamos algunas propiedades básicas sobre bases, sumas y series en espacios de
Banach.

Definición 1.2.1. Una sucesión de vectores {xn}n en un espacio de Banach X se
dice base o base de Schauder de X si para todo elemento x de X existe una
única sucesión {an}n de escalares tales que

x =
∑
n

anxn,

es decir, que las sumas parciales SN :=
∑N

n=1 anxn convergen en norma a x. En
tal caso, como la sucesión {an}n es única podemos definir x∗n(x) := an.
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Teorema 1.2.2. Una sucesión {xn}n de elementos no nulos de un espacio de
Banach X es una base si y solo si se cumplen simultáneamente:

(1) El conjunto {xn}n genera X, es decir, X = gen{xn}n.

(2) Existe una constante K > 0 tal que para todo N ≤ M , y toda sucesión de
escalares {an}n se tiene que

∥∥ N∑
n=1

anxn
∥∥ ≤ K

∥∥ M∑
n=1

anxn
∥∥.

Una sucesión de vectores no nulos que satisface (2) se conoce como sucesión
básica. Por lo tanto, una sucesión {xn}n de un espacio de Banach X se dice
sucesión básica si es base (de Schauder) del subespacio cerrado generado por
ella misma.

Una serie
∑∞

n=1 xn en X converge incondicionalmente si
∑∞

n=1 xπ(n) con-
verge para toda permutación π de los números los naturales.

Por el teorema de Riemann, la convergencia incondicional y absoluta de sumas
de escalares coinciden y las sumas en cualquier orden dan lo mismo, como para
todo funcional x∗ ∈ X∗ vale que

∑
n x

∗(xπ(n)) converge, tenemos que〈
x∗,
∑
n

xπ(n)

〉
=
∑
n

x∗
(
xπ(n)

)
=
∑
n

x∗(xn) =

〈
x∗,
∑
n

xn

〉
.

Gracias a que el espacio dual separa puntos deducimos que si
∑

n xn es incondi-
cionalmente convergente, entonces

∑
n xπ(n) =

∑
n xn para toda permutación π, es

decir, todas las sumas convergen al mismo valor.

A continuación definimos una sucesión de variables aleatorias que va a ser
fundamental para toda esta tesis. Las siguientes variables representan la idea de
considerar elecciones de signos al azar y cumplen varias propiedades muy útiles
que analizamos en las próximas secciones.

Definición 1.2.3. Llamamos sucesión de variables Rademacher a cualquier
sucesión variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas {εn}∞n=1

definidas en un espacio de probabilidad (Ω,P) que cumplan que
P(εn = 1) = P(εn = −1) = 1

2
para todo n.

Una propiedad importante de las sucesiones de variables Rademacher independien-
tes es que forman un sistema ortonormal en el sentido que E(εiεj) = 0 siempre
que i ̸= j y E(ε2j) = 1 para todo j.
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Una manera de obtener sucesiones Rademacher es mediante lo que se conoce
como funciones Radamacher.

Definición 1.2.4. Llamamos sistema de funciones Rademacher {rn}n a la
sucesión compuesta por las funciones rn : [0, 1] → {−1, 1} definidas por

rn(t) = signo(sin(2nπt)), t ∈ [0, 1] y n ∈ N.

Con la definición de variables Rademacher podemos presentar las siguientes
equivalencias a la convergencia incondicional de una serie en un espacio de Banach.

Proposición 1.2.5. Sea {xn}n una sucesión en un espacio de Banach X. Son
equivalentes:

(a) la serie
∑

n xn converge incondicionalmente;

(b) las series
∑

n εnxn convergen para toda elección de signos εn = ±1.

(c) las series Rademacher
∑

n rn(t)xn convergen para todo t ∈ [0, 1].

Una vez definida la suma incondicional podemos pasar a una definición muy
importante que estudiaremos con más detalle en el Caṕıtulo 3, la definición de
base incondicional. La importancia de este concepto radica en que luego vamos a
trabajar con dos propiedades más débiles a las que llamaremos RUC y RUD.

Definición 1.2.6. Una base {xn}n de un espacio de Banach X se denomina base
incondicional si, para todo x ∈ X, la serie

∞∑
n

x∗n(x)xn

converge incondicionalmente.

Equivalentemente (ver [40, Proposición III.3]), una base {xn}n es incondicional si
existe una constante C > 0 tal que para todo N ∈ N, toda sucesión de escalares
{an}Nn=1, y toda elección de signos εn ∈ {−1, 1}N se cumple que

∥∥∥ N∑
n=1

εnanxn

∥∥∥ ≤ C
∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥. (1.9)

A la mejor de estas constantes se la llama constante de incondicionalidad de
la base {xn}n.
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Algunos ejemplos conocidos de bases incondicionales son la base canónica de
c0 y ℓp, 1 ≤ p <∞, y cualquier base ortogonal de un espacio de Hilbert. Por otro
lado, la base sumante de c0 definida por

sn =
n∑
i=1

ei n ∈ N, (1.10)

donde {ei}i denota la base canónica de c0, es una base condicional (no incondicio-
nal) de c0. En cuanto a la base de Fourier {e2πikt}k∈Z de Lp[0, 1], es un resultado
conocido que la base es incondicional para p = 2 y condicional para cualquier otro
p ̸= 2.

Teorema 1.2.7. [40, Proposición III.5, Caṕıtulo 3] Sea 1 ≤ p < +∞. Luego, toda
sucesión de variables aleatorias centradas e independientes {Yn}n ∈ Lp(Ω,P) es
sucesión básica incondicional en Lp(Ω,P).

Por ejemplo, si consideramos {εn}n variables Rademacher independientes de-
finidas en algún espacio de probabilidad (Ω,P), como las variable son centradas
(E(εn) = 0), tenemos que {εn}n es una sucesión básica incondicional en Lp(Ω,P)
para todo 1 ≤ p < +∞.

Presentamos a continuación una propiedad importante de las bases incondi-
cionales (ver [40, Proposición III.5]), que nos permitirá deducir el principio de
contracción, Teorema 1.3.5.

Sea {xn}n una base incondicional de X, con constante de incodicionalidad C.
Luego, para todo x =

∑
n anxn ∈ X y toda sucesión de escalares {λn}n, se tiene∥∥∥∑

n

λnanxn

∥∥∥ ≤ C sup
n

|λn|
∥∥∥∑

n

anxn

∥∥∥, si X es real . (1.11)

Si X es un espacio de Banach complejo sigue valiendo el mismo resultado con 2C
en vez de C.

1.3. Variables aleatorias en espacios de Banach

Estas últimas definiciones sobre incondicionalidad nos llevan a estudiar lo que
se conocen como series (aleatorias) Rademacher vectoriales, estas son series de la
forma ∑

n

εnxn,
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con εn variables Radamacher i.i.d. y xn en un espacio de Banach X. Notar que por
la definición de variables Rademacher, para cada ω ∈ Ω esta suma se corresponde
con alguna elección de signos ∑

n

±xn.

Como son un caso particular de series aleatorias vectoriales necesitaremos algunas
definiciones sobre teoŕıa de probabilidad en espacios de Banach. Además, durante
esta tesis usaremos algunos resultados para otras series de variables aleatorias,
como por ejemplo series Gaussianas y Steinhauss.

Definición 1.3.1. Sea X un espacio de Banach y B su σ−álgebra de Borel.
Una variable aleatoria a valores en el espacio de Banach X es una función
Y : Ω → X que satisface:

(1) Y es A− B medible, es decir, Y −1(B) ⊆ A.

(2) Existe un espacio de Banach separable X0 donde Y toma valores para casi
todo punto. Equivalentemente P(Y ∈ X0) = 1.

Al conjunto de clases de equivalencia (c.t.p.) de variables aleatorias lo notamos
L0(Ω,A,P;X) o simplemente L0(Ω;X).

Para 1 ≤ p < +∞, denotamos Lp(Ω,A,P, X) (abreviado Lp(X)) al espacio de
variables aleatorias X ∈ L0(X) tales que

E(∥X∥p) =

∫
Ω

∥X∥p dP < +∞.

Los siguientes resultados clásicos sobre sumas y series de variables aleatorias a
valores en un espacio de Banach son de utilidad para los caṕıtulos que siguen.

Proposición 1.3.2 (Desigualdad de Levy). [38] Sea
∑

k≤n Ykxk una serie aleato-
ria en el espacio de Banach X con Yk variables aleatorias escalares. Luego, para
todo a > 0 se tiene que

P(máx
k≤n

∥∥∑
j≤k

Yjxj
∥∥ ≥ a) ≤ 2P(

∥∥∑
j≤n

Yjxj
∥∥ ≥ a).

Teorema 1.3.3 (Itô-Nisio). [37, Theorem 2.1.1] Sean Y1, Y2, . . . variables alea-
torias simétricas a valores en un espacio de Banach separable Y . Las siguientes
condiciones son equivalentes:
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(a)
∑∞

n=1 Yn converge casi seguramente;

(b) Existe una variable aleatoria R que toma valores en Y y una familia F ⊆
Y ′ que separa puntos de Y , de manera tal que para todo y′ en F la serie∑∞

n=1 y
′(Yn) converge casi seguramente a y′(R).

El Teorema 1.2.7 de la sección anterior se extiende para variables aleatorias a
valores en un espacio de Banach X (se pueden consultar [40, Caṕıtulo 4, Sección
IV], [26, Proposición 12.2] entre otros). Consecuencia de esto es la sigueinte herra-
mienta que más usaremos durante todo este trabajo, conocida como el principio
de contracción.

Teorema 1.3.4 (Versión cualitativa del principio de contracción). Sea {Yn}n una
sucesión de variables aleatorias de L0(X), simétricas e independientes tales que∑

n Yn converge casi seguramente. Luego para toda sucesión acotada de escalares
(αn)n , la serie

∑
αnYn converge casi seguramente.

También nos será de mucha utilidad la versión cuantitativa del principio de con-
tracción ya que nos dice como comparar las series del enunciado anterior.

Teorema 1.3.5 (Versión cuantitativa del principio de contracción). Sea X un
espacio de Banach real y Y1, . . . , YN ∈ Lp(X) variables aleatorias independientes,
con 1 ≤ p <∞. Las siguientes afirmaciones son válidas.

(1) Si las variables Yn son simétricas, la sucesión {Yn}n es incondicional con
constante de incondicionalidad 1 y, por (1.11), se tiene que∥∥∥∑

n

αnanYn

∥∥∥
Lp(X)

≤ sup
n

|αn|
∥∥∥∑

n

anYn

∥∥∥
Lp(X)

,

para todo αn, an ∈ R

(2) Si las variables Yn son centradas (i.e. E(Yn) = 0 para todo n), la sucesión
de v.a. {Yn}n es incondicional con constante de incondicionalidad menor o
igual a 2 y ∥∥∥∑

n

αnanYn

∥∥∥
Lp(X)

≤ 2 sup
n

|αn|
∥∥∥∑

n

anYn

∥∥∥
Lp(X)

,

para todo αn, an ∈ R.

Si el espacio de Banach X es complejo se deben remplazar las constante por 2 y 4
respectivamente. Si las variables Yn son de simetŕıa compleja, es decir θYn ∼ Yn
para todo |θ| = 1, la constante de incondicionalidad sigue siendo 1.
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Es importante resaltar que este principio será una herramienta fundamental en
lo que resta de esta tesis. Por ejemplo, como consecuencia del principio de contrac-
ción se deduce que {rnxn}n es una sucesión básica 1−incondicional de Lp([0, 1], X)
para todo 1 ≤ p <∞, siempre y cuando xn sea distinto de cero para todo n.

En particular, nos interesa trabajar con la aplicación del principio de contrac-
ción para variables Radamacher con coeficientes complejos ya que es la que usamos
con mayor frecuencia. En este caso, se puede mejorar la constante 2, hecho que
está relacionado con los conjuntos de Sidon y se encuentra probado en [54]. El re-
sultado mencionado, escrito en términos de esperanzas, se enuncia de la siguiente
manera.

Para toda sucesión de escalares complejos {an}Nn=1, para toda sucesión de vec-
tores {xn}Nn=1 de un espacio de Banach X y para todo N ∈ N se cumple que

E
∥∥∥ N∑
n=1

εnanxn

∥∥∥ ≤ π

2
máx |an|E

∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥. (1.12)

Sumas y series Rademacher

En lo que sigue consideraremos variables aleatorias Rademacher dadas por
funciones Rademacher rn y Ω = [0, 1]. Dado un espacio de Banach X y una
sucesión de vectores {xn}n a las series aleatorias de la pinta∑

n

rnxn

las llamamos series Rademacher, y en el caso en que la suma es finita, sumas
Rademacher.

A continuación estudiamos varias propiedades particulares de este tipo de series
y sumas. Por un lado, todos estos resultados van a ser utilizados varias veces
durante esta tesis. Por otro, son los pilares para entender los conceptos de tipo y
cotipo de un espacio de Banach, nociones que desarrollamos en la próxima sección.

En la Proposición 1.2.5 estudiamos equivalencias a que una serie Rademacher
converja en todo punto. La siguiente proposición, en cambio, habla de la con-
vergencia casi segura, es decir la convergencia en casi todo punto del espacio Ω
respecto a la medida dada por P.

Proposición 1.3.6. Las siguientes condiciones sobre una serie Rademacher en
un espacio de Bananch X son equivalentes

(a) La serie aleatoria
∑

n rnxn converge casi seguramente.
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(b) La serie aleatoria
∑

n rnxn converge en Lp([0, 1], X) para algún 1 ≤ p <∞.

(c) La seria aleatoria
∑

n rnxn converge en Lp([0, 1], X]) para todo 1 ≤ p <∞.

La desigualdad de Khintchine muestra un importante propiedad de este sistema
cuando consideramos coeficientes escalares.

Teorema 1.3.7 (Desigualdad de Khintchine). Existen constantes positivas Ap, Bp

(1 ≤ p < ∞) tales que para para todo N ∈ N y toda sucesión finita de escalares
{an}Nn=1 se verifica que

Ap

(
N∑
n=1

|an|2
)1/2

≤
∥∥∥ N∑
n=1

anrn

∥∥∥
Lp[0,1]

≤ Bp

(
N∑
n=1

|an|2
)1/2

.

La desigualdad anterior está escrita en términos de las funciones Rademacher,
pero podemos reescribirla para cualquier sucesión de variables aleatorias Radama-
cher i.i.d {εn}. En efecto, como rn y εn están idénticamente distribuidas tenemos
que ∥∥∥ N∑

n=1

anrn

∥∥∥p
Lp[0,1]

=

∫ 1

0

∣∣∣ N∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣p dt = E

∥∥∥ N∑
n=1

rnxn

∥∥∥p = E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥p.
Consideremos ahora coeficientes en un espacio de Banach X arbitrario en vez

de escalares en C. En este caso la desigualdad de Khintchine no es necesariamente
válida. Sin embargo, tenemos el siguiente resultado de Kahane (ver [35, Caṕıtulo
2] o [26, 11.1]). Cuando trabajemos con expresiones de la forma E∥

∑
n εnxn∥, nos

será de gran utilidad.

Teorema 1.3.8 (Desigualdad de Kahane-Khintchine). Para todo 1 ≤ p <∞ exis-
te una constante Kp tal que, para todo espacio de Banach X y para toda sucesión
finita {xn}Nn=1 ∈ X, se verifica la siguiente desigualdad:

1

Kp

(
E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥p) 1
p

≤ E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥ ≤ Kp

(
E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥p) 1
p

. (1.13)

1.4. Tipo y cotipo de espacio de Banach

En esta sección daremos algunas definiciones básicas y propiedades de la noción
de tipo y cotipo de espacios de Banach. Estas nociones fueron desarrolladas por
Maurey y Piesier y serán indispensables para abordar los temas presentados hacia
el final del Caṕıtulo 3.
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Definición 1.4.1. Definimos la distancia de Banach-Mazur entre dos espa-
cios de Banach X e Y isomorfos como

d(X, Y ) = ı́nf{∥T∥∥T−1∥ : T : X → Y isomorfismo}.

Por convención diremos que d(X, Y ) = ∞ si X e Y no son isomorfos.

Si trabajamos en un espacio de Banach X y tomamos un gran número de
vectores x1, . . . , xN , la desigualdad triangular ∥

∑N
n=1 xn∥ ≤

∑N
n=1∥xn∥ se vuelve

poco precisa. En cambio, los espacios de Hilbert tiene una estructura mucho más
rica, y si los vectores xn son ortogonales, se tiene exactamente que

∥∥∥ N∑
n=1

xn

∥∥∥ =

(
N∑
n=1

∥∥∥xn∥∥∥2)1/2

.

Más en general, se tiene el siguiente resultado:

Proposición 1.4.2 (Identidad del paralelogramo generalizada). Sea X un espacio
de Banach. Entonces, valen las siguientes afirmaciones:

(1) X es isométricamente isomorfo a un espacio de Hilbert si y solamente si,
para todo x, y ∈ X

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2).

(2) Siempre vale que

1

2
(∥x∥2 + ∥y∥2) ≤ 1

2
(∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2) ≤ 2(∥x∥2 + ∥y∥2).

(3) Para todo espacio de Hilbert H, y todo x1, . . . , xn ∈ H, se tiene

1

2N

∑
θi=±1

∥θ1x1 + . . .+ θNxN∥2 =
N∑
i=1

∥xn∥2.

(4) Si X es isomorfo a un espacio de Hilbert H,con distancia de Banach-Mazur
d(X,H) ≤ C, entonces se tiene

1

C2

N∑
n=1

∥xn∥2 ≤
1

2N

∑
θi=±1

∥θ1x1 + . . .+ θNxN∥2 ≤ C2

N∑
n=1

∥xn∥2.
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La demostración de la proposición anterior se puede consultar [39, pág. 161].

Otra forma de escribir
∑

θi=±1

es utilizar variables aleatorias de Rademacher

independientes ε1, . . . , εn, puesto que estas representan cualquier elección de signos.
En efecto,

1

2N

∑
θi=±1

∥θ1x1 + . . .+ θNxN∥2 = E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥2 =

∫
Ω

∥∥∥ N∑
n=1

εn(ω)xn

∥∥∥2dP(ω).

Por lo tanto, la desigualdad (4) se puede reescribir como

1

C

(
N∑
n=1

∥xn∥2
) 1

2

≤
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥
L2(Ω,X)

≤ C

(
N∑
n=1

∥xn∥2
) 1

2

.

De aqúı se desprenden dos preguntas naturales:

(a) ¿Qué pasa si consideramos una sola de las desigualdades y los vectores xn en
un espacio de Banach arbitrario?

(b) ¿Qué pasa si cambiamos el exponente 2?

Esto nos lleva a considerar las siguientes desigualdades.

(1)

(
E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥r)1/r

≤ C

(
N∑
n=1

∥xn∥p
) 1

p

;

(2).

(
E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥r)1/r

≥ 1

C

(
N∑
n=1

∥xn∥q
) 1

q

Estas desigualdades nos permitirán, en cierto sentido, medir cuanto dista un
espacio de Banach X de ser un espacio de Hilbert.

Algunas observaciones. Primero, el rol de r no es importante ya que podemos
cambiarlo gracias a la desigualdad de Khintchine-Kahane (Teorema 1.3.8). La se-
gunda observación es que, si queremos que (1) y (2) valgan para toda sucesión
finita (de cualquier largo N) necesariamente p ≤ 2 y q ≥ 2. En efecto, si toma-
mos r = 2 y tomamos un mismo vector x de norma 1 obtendremos de (1) que√
N ≤ CN

1
p , para todo N ≥ 1. Esto solo es posible si p ≤ 2. Del mismo modo,

(2) exige que q ≥ 2. Toda esta discusión nos lleva a considerar las siguientes dos
definiciones.
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Definición 1.4.3. Sea 1 ≤ p ≤ 2. Diremos que un espacio de Banach X
tiene tipo p si existe una constante C > 0 tal que para toda sucesión finita
x1, . . . , xN de elementos de X se tiene(

E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥p)1/p

≤ C

(
N∑
n=1

∥xn∥p
)1/p

.

A la mejor constante C la llamaremos constante de tipo p de X, y la notaremos
Tp(X).

Definición 1.4.4. Sea 2 ≤ q ≤ ∞. Diremos que un espacio de Banach X
tiene cotipo q si existe una constante C > 0 tal que para toda sucesión finita
x1, . . . , xN de elementos de X se tiene(

N∑
n=1

∥xn∥q
)1/q

≤ C

(
E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥q)1/q

.

A la mejor constante C que verifica la desigualdad anterior la llamaremos cons-
tante de cotipo q de X, y la notaremos Cq(X).

Las siguientes propiedades sobre tipo y cotipo de une espacio de Banach son
relevantes.

(1) Si un espacio tiene tipo p, entonces tiene tipo p̃ para todo p̃ ≤ p. Análoga-
mente, si tiene cotipo q también tiene cotipo q̃ para todo q̃ ≥ q.

(2) Todo espacio es trivialmente de tipo 1 (esto es consecuencia inmediata de

la desigualdad triangular), y de cotipo +∞ ya que ∥
N∑
n=1

εnxn∥2 ≥ máx
n≤N

∥xn∥,

debido a la simetŕıa de las variables.

Diremos que X tiene tipo no trivial (respectivamente cotipo finito o no
trivial) si tiene tipo p para algún p > 1 (respectivamente cotipo q para algún
q < +∞).

(3) Es un resultado conocido y no trivial que la condición de tipo no trivial
es más fuerte que la de cotipo finito. Más precisamente, si X tiene tipo no
trivial entonces X tiene cotipo finito [34, Corolario 7.3.11.].

Dado un espacio de Banach X llamamos FX el conjunto de todos los subespa-
cios de dimensión finita de X. La siguiente definición es crucial para poder enunciar
el teorema de Maurey-Pisier [44] (ver [26, Caṕıtulor 14]) que es de mucha utilidad
hacia el final del Caṕıtulo 3.
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Definición 1.4.5. Sean X e Y espacios de Banach. Decimos que Y es finitamen-
te representable en X si para todo ε > 0 cada subespacio de dimensión finita de
Y es (1 + ε)-isomorfo a un subespacio de X. En otras palabras, si dado ε > 0 y
F ∈ FY existe E ∈ FX y un isomorfimos u : F → E tal que ∥u∥∥u−1∥ ≤ 1 + ε.

Teorema 1.4.6 (Maurey-Pisier). Sean X un espacio de Banach de dimensión
infinita y

pX := sup{p : X tiene tipo p} y qX := ı́nf{q : X tiene cotipo q}.

Luego, ℓpX y ℓqX son finitamente representables en X. Más aún, ℓr es finitamente
replesentable en X para todo r ∈ [pX , 2].

1.5. Operadores p-sumantes

Los operadores sumantes, introducidos por Grothendiek en [30], son una herra-
mienta fundamental en la teoŕıa moderna de espacios de Banach (ver, por ejemplo,
[26]). En esta sección haremos una breve introducción a estos operadores y enun-
ciaremos algunas propiedades fundamentales que junto con la noción de tipo y
cotipo utilizaremos para concluir el teorema más importante del Caṕıtulo 3.

Definición 1.5.1. Sean X e Y dos espacios de Banach, y sea T : X → Y . Se dice
que T es p-sumante (1 ≤ p < ∞) si existe una constante C > 0 tal que, para
todo N ∈ N y toda familia finita de vectores x1, . . . , xN en X, se tiene(

N∑
n=1

∥T (xn)∥p
) 1

p

≤ C sup
ξ∈X∗∥ξ∥=1

(
N∑
n=1

|ξ(xn)|p
) 1

p

. (1.14)

Denotamos πp(T ) a la menor constante C que verifica la propiedad anterior.

Notamos Πp(X, Y ) al espacio de operadores p−sumantes de X en Y . Es fácil
chequear que Πp(X, Y ) es un subespacio lineal de L (X, Y ), el espacio de opera-
dores lineales y acotados de X a Y . Además, se tiene que πp es una norma en
Πp(X, Y ) que satisface

∥T∥ ≤ πp(T )

para todo T ∈ Πp(X, Y ). Para ver esto último, tomemos un solo vector x en la
definición de operador p−sumante. En tal caso se, tiene que

∥Tx∥ ≤ π(T ) sup
ξ∈BX∗

|ξ(x)| = π(T )∥x∥,

como deseábamos.
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Proposición 1.5.2. Sea T : X → Y un operador p−sumante. Entonces

(1) Dados U : W → X y V : Y → Z operadores lineales, la composición
V TU : X → Z es p−sumante, y πp(V TU) ≤ ∥V ∥πp(T )∥U∥ (propiedad de
ideal).

(2) si X1 ⊆ X y Y1 ⊆ Y son dos subespacios cerrados tales que T (X1) ⊆ Y1,

se tiene que el operador restringido T̃ : X1 → Y1 es p−sumante, y πp(T̃ ) ≤
πp(T ).

Definición 1.5.3. Diremos que un operador T : X → Y se factoriza a través
de un espacio de Hilbert si existe un espacio de Hilbert H y dos operadores
W : X → H y V : H → Y tal que T = VW .

Para un operador T que se factoriza a través de un espacio de Hilbert definimos

γ2(T ) = ı́nf{∥V ∥∥W∥ : T = VW, conW : X → H, V : H → Y,H Hilbert}.

Notamos Γ2(X, Y ) al espacio de operadores factorizables a través e un espacio
de Hilbert. Es fácil ver que γ2 es un norma y que hace de Γ2(X, Y ) un espacio de
Banach.

En [36] Kwapień prueba un teorema que relaciona estos operadores con las
nociones de tipo y cotipo. Este resultado se encuentra también en [26, Corolario
12.20] y dice que para X e Y espacios de Banach tales que X tiene tipo 2 e Y
tiene cotipo 2, entonces

L(X, Y ) = Γ2(X, Y ).

En otras palabras, todo operador de X a Y se factoriza a través de un espacio de
Hilbert. De este resultado se deduce el siguiente teorema.

Teorema 1.5.4 (Teorema de Kwapień). Un espacio de Banach X tiene simultánea-
mente tipo y cotipo 2 si y solo si es isomorfo a un espacio de Hilbert.
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Caṕıtulo 2

Sistemas de dilataciones

En este caṕıtulo, inspirados en el trabajo de Hedenmalm, Lindqvist and Seip
[32], estudiamos diferentes propiedades de los sistemas dados por dilataciones de
una función fija φ de L2(0, 1). Espećıficamente, estudiamos cuándo el sistema

{φn(x)}n := {φ(nx)}n

es una sucesión Bessel, una sucesión de Riesz o satisface alguna de las desigualdades
de la definición de marco. Comenzamos repasando estos conceptos elementales de
análisis armónico y luego caracterizamos estas propiedades en términos tanto del
espacio de multiplicadores del espacio de Hardy de series de Dirichlet H2 como
también del espacio de Hardy del politoro. Además, extendemos estos resultados
al caso multivariado.

2.1. Algunas definiciones

Dada una función φ ∈ L2(0, 1) la pensamos extendida de manera impar y con
peŕıodo 2 a toda la recta real R. Definimos el sistema de dilataciones

φn(x) = φ(nx),

para todo n ∈ N. Entre los sistemas de esta forma, los únicos que forman una base
ortogonal son aquellos que provienen de las funciones φ(x) = C sin(πx) con C ̸= 0
(ver, por ejemplo, [13]). En particular, sabemos que el sistema {

√
2 sin(πnx)}n es

una base ortonormal de L2(0, 1). Esto nos lleva a considerar la siguiente escritura
única para la función φ

φ(x) =
∞∑
n=1

an
√

2 sin(πnx).

43
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De aqúı en adelante, llamaremos {en}n a la base ortonormal dada por

en(x) :=
√

2 sin(πnx).

Con esta notación, la identidad previa se transforma en

φ(x) =
∞∑
n=1

anen(x). (2.1)

Fue Beurling quien tuvo la idea de asociar φ con una seria de Dirichlet en H2.
Recordemos que H2, definido en (1.4), es precisamente el espacio de Hilbert de
series de Dirichlet

H2 =

∑
n

ann
−s :

∥∥∥∑
n

ann
−s
∥∥∥
H2

=

(∑
n

|an|2
)1/2

< +∞

 .

A continuación definimos un operador que será de mucha utilidad a lo largo
de todo el caṕıtulo. Llamamos S al operador S : L2(0, 1) → H2, que a cada
f =

∑
n cnen(x) en L2(0, 1) le asocia la serie de Dirichlet

Sf(s) =
∞∑
n=1

cnn
−s.

Es claro que este operador es una isometŕıa entre L2(0, 1) y H2 puesto que manda
{en}n en {n−s}n, ambas bases ortonormales de los respectivos espacios.

Llamemos F al espacio de las combinaciones lineales finitas de en. Luego a
cada f =

∑
n cnen ∈ F le asociamos la función

Tφf(x) =
∑
n

cnφn(x) =
∑
n

⟨f, en⟩φn(x).

Queda definido otro operador fundamental para lo que sigue Tφ : F → L2(0, 1)
que satisface, como veremos, la siguiente identidad

S(Tφf)(s) = Sφ(s)Sf(s), Re(s) >
1

2
. (2.2)

Esto nos dice que el operador Tφ visto en el espacio de series de Dirichlet se
corresponde con multiplicar por la serie Sφ.

Para probar esta identidad debemos comenzar por escribir a Tφ en base {en}.
Notemos primero que {en} está dada por dilataciones de

√
2 sin(πx) y, por lo tanto,

tenemos que

φ(nx) =
∑
k

akek(nx) =
∑
k

akekn(x).
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Sea f =
∑

n cnen, luego

Tφ

(∑
n

cnen

)
=
∑
n

cnφn =
∑
n

cn

(∑
m

amenm

)
. (2.3)

Deducimos entonces que

Tφ(f) =
∑
n

(∑
dm=n

cdam

)
en. (2.4)

Recordemos que el espacio de series de Dirichlet formales D es un álgebra con la
multiplicación ∗ dada por

Sφ ∗ Sf =
(∑

ann
−s
)
∗
(∑

cnn
−s
)

=
∑
n

(∑
dm=n

cdam

)
n−s. (2.5)

Combinando (2.4) con (2.5) deducimos que vale (de manera formal) la siguiente
identidad

S ◦ Tφ = MSφ ◦ S,
donde MSφ es el operador de multiplicación de D a D dado por MSφ(E) = Sφ∗E.
Como S es un isomorfismo podemos reescribir la identidad anterior de manera que

Tφ = S−1 ◦MSφ ◦ S.

Esta última identidad muestra que Tφ y MSφ son conjugados mediante el isomorfi-
mo isométrico S. Es decir tenemos una manera de ver a Tφ como un operador entre
espacios de series de Dirichlet. Si bien la identidad la pensamos de manera formal,
como todas las series de Dirichlet involucradas pertenecen a H2 se deduce que la
misma vale puntualmente, es decir que se cumple (2.2) para todo Re(s) > 1/2.

Los espacios de Hardy de series de Dirichlet Hp(C) con 1 ≤ p < ∞ no son
un álgebra con el producto definido en (2.5). Por lo tanto, dadas dos series de
Dirichlet D y E en Hp(C) su producto D ∗E no tiene por qué estar en Hp(C). En
particular, H2 no es un álgebra y esto nos lleva a considerar la siguiente definición.

Definición 2.1.1. Dada una serie de Dirichlet D decimos que es un multiplica-
dor de H2 si D ∗ E pertenece a H2 para todo E ∈ H2.

Siguiendo la notación de [32] llamamos M al conjunto de todos los multi-
plicadores de H2. Recordemos que cada serie de Dirichlet define un operador de
multiplicación MD : D → D dado por MD(E) = D ∗ E. Como consecuencia
del teorema del gráfico cerrado es claro que que D pertenece a M si y solo si el
operador de multiplicación MD define un operador acotado de H2 en H2.
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Definición 2.1.2. Un sistema fn}n ⊂ H es una base base de Riesz de H si y
solo si

(1) toda g ∈ H se puede escribir como g =
∑

n cnfn;

(2) existen constantes positivas 0 < A ≤ B tales que

A

(∑
n

|cn|2
) 1

2

≤
∥∥∥∑

n

cnfn

∥∥∥ ≤ B

(∑
n

|cn|2
) 1

2

(2.6)

para toda sucesión finita de escalares cn.

El teorema de Hedenmalm, Lindqvist y Seip, sobre el que vamos a trabajar, se
enuncia de la siguiente manera.

Teorema 2.1.3. [32, Theorem 5.2] El sistema {φn} es una base de Riesz de L2(0, 1)
si y solo si Sφ y 1/Sφ pertenecen a M.

Además, los autores dan una caracterización de los multiplicadores de H2 como
subespacio de D. Recordemos que la Definición 1.1.3 dice que

H∞ =
{∑

ann
−s ∈ D que definen una función acotada y holomorfa en C0

}
,

y a este espacio se le asocia la norma∥∥∥∑ ann
−s
∥∥∥
H∞

= sup
Re s>0

∣∣∣∑ ann
−s
∣∣∣ .

En [32], Hedenmalm et al. demostraron el siguiente resultado que relaciona al
espacio H∞ con los multiplicadores de H2.

Teorema 2.1.4. [32, Theorem 3.1] Sea D ∈ D una serie de Dirichlet. Luego, D
pertenece a H∞ si y solo si MD : H2 → H2 está bien definida y es continua. En
este caso se tiene que

∥D∥H∞ = ∥D∥M = sup
∥E∥H2

<1

∥D ∗ E∥.

Es decir, vale la igualdad de espacios de Banach M = H∞.

En esta ĺınea, en [4] (ver también [21]) extienden este resultado para p ̸= 2.
Más precisamente, prueban que el espacio de multiplicadores de Hp(C) también
coincide con H∞.
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2.2. Marcos y sucesiones de Bessel

Nuestro primer objetivo es desdoblar el Teorema 2.1.3 en dos partes. Más preci-
samente, queremos caracterizar cuándo un sistema de dilataciones cumple alguna
de las desigualdades de la ecuación (2.7) nuevamente en términos del espacio de
multiplicadores M. Durante este análisis la principal dificultad la encontramos al
trabajar con la desigualdad inferior, ya que en este caso Tφ no necesariamente es
un operador acotado. Para sortear esta dificultad usamos algunos teoremas que
pueden extenderse de operadores acotados a operadores cerrados y densamente
definidos. Lo interesante es que para corroborar que los operadores cumplen di-
chas propiedades nos vamos a apoyar fuertemente en propiedades de los espacios
de series de Dirichlet.

Queremos estudiar nociones más débiles que ser una base de Riesz en siste-
mas de dilataciones, repasemos primero algunas definiciones sobre sistemas en un
espacio de Hilbert H.

Definición 2.2.1. Una sucesión {φn}n de elementos de H es un marco o frame
para H si existen A,B > 0 tales que para toda f ∈ H se tiene

A∥f∥2 ≤
∑
n

∣∣⟨f, φn⟩∣∣2 ≤ B∥f∥2. (2.7)

Por otro lado, si solo se cumple la desigualdad superior decimos que {φn}n es una
sucesión Bessel.

Es conocido que ambas definiciones están ı́ntimamente ligadas a operadores. A
continuación presentamos algunas definiciones fundamentales y un breve resumen
sobre las propiedades principales de la relación entre operadores y marcos.

Definición 2.2.2. Sea {φn}n una sucesión Bessel. El operador C : H → ℓ2 dado
por C(f) = {⟨f, φn⟩}n se conoce como operador de análisis de {φn}n, y su
adjunto C∗ : ℓ2 → H dada por

C∗ : {cn}n 7→
∑
n

cnφn,

como el operador de śıntesis.

La desigualdad de Bessel dice que C es un operador acotado equivalentemente,
C∗ es acotado. A continuación enunciamos algunas equivalencias a que una sucesión
sea Bessel, para más detalles sobre las nociones de sucesión Bessel y marco se puede
consultar [18].
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Teorema 2.2.3. Sea {φn}n una sucesión Bessel. Si llamamos C al operador de
análisis, las siguientes afirmaciones son válidas.

(1) El operador C es acotado de H en ℓ2, y por lo tanto, existe una constante
B > 0 tal que para todo f ∈ H,∑

n

∣∣⟨f, φn⟩∣∣2 ≤ B∥f∥2.

(1) Su adjunto C∗ cumple que ∥C∗∥ = ∥C∥ ≤ B1/2. En consecuencia, para todo
{cn} ∈ ℓ2, ∥∥∥∑

n

cnφn

∥∥∥2 ≤ B
∑
n

|cn|2.

Veamos qué relación tienen estas definiciones al estudiar un sistema de dilata-
ciones {φn}n con el operador Tφ definido anteriormente. La adjunta de Tφ pensa-
da formalmente (es decir, sin considerar su dominio) está dada por los siguientes
cálculos:

⟨g, Tφf⟩ = ⟨g,
∑
n

⟨f, en⟩φn⟩ =
∑
n

⟨f, en⟩⟨g, φn⟩ = ⟨
∑
n

⟨g, φn⟩en, f⟩.

Por lo tanto, se tiene que

T ∗
φ(g) =

∑
n

⟨g, φn⟩en.

Luego, como {en} es una base ortonormal de L2(0, 1), de la indentidad de Parseval
concluimos que ∥∥T ∗

φ(g)
∥∥2 =

∑
n

∣∣⟨g, φn⟩∣∣2. (2.8)

Observación 2.2.4. En nuestro caso, es decir, cuando {φn}n es un sistema de
dilataciones, se tiene que el operador de śıntesis C∗ es muy parecido a Tφ. En efec-
to, si llamamos L : ℓ2 → L2(0, 1) a la isometŕıa L({cn}n) =

∑
n cnen, obtenemos

que
Tφ ◦ L = C∗. (2.9)

De aqúı deducimos que {φn}n es una sucesión Bessel si y solo si Tφ está bien
definido y es acotado.

Probamos a continuación en el Teorema 2.2.5 que {φn}n es un marco si y
solo si tanto Sφ como 1/Sφ pertenecen al espacio de multiplicadores M. Luego,
por el Teorema 2.1.3 tenemos que {φn}n es un marco si y solo es una base de
Riesz. Otra forma de llegar al resultado es usar que toda sucesión que es marco
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y minimal simultáneamente, es automáticamente base de Riesz. Es posible tomar
este camino ya que el sistema {φn}n con el que trabajamos es minimal; en el
art́ıtulo [32] construyen un sistema biortogonal para {φn}; un sistema {ψn} que
cumple que ⟨φj, ψk⟩ = δj,k para todo k y j.

Estamos en condiciones de enunciar y probar que, como anticipamos, se puede
desdoblar el Teorema 2.1.3 como se indica a continuación.

Teorema 2.2.5. Sea φ ∈ L2(0, 1) y φn(x) = φ(nx). Luego, se cumplen las si-
guientes afirmaciones:

El sistema {φn} es una sucesión Bessel si y solo si Sφ ∈ M.

El sistema {φn} satisface la desigualdad inferior de la condición de marco si
y solo si 1/Sφ ∈ M.

Antes de pasar a la demostración necesitamos algunas herramientas y obser-
vaciones. Es importante destacar que a la hora de probar la segunda afirmación
(que involucra la cota inferior de la definición de marco) nos encontramos con la
dificultad que el operador Tφ no es necesariamente un operador acotado. Para sor-
tear este problema usamos que varias propiedades de los operadores acotados se
pueden generalizar a a operadores densamente definidos y cerrados. Más precisa-
mente, usamos el siguiente corolario del teorema de rango cerrado para operadores
con estas caracteŕısticas.

Corolario 2.2.6. Sean H1 y H2 dos espacios de Hilbert y T : D(T ) ⊂ H1 → H2

un operador cerrado y densamente definido. Entonces T es suryectivo si y solo si
T ∗ es acotado inferiormente.

Demostración del Teorema 2.2.5. En la Observación 2.2.4 mostramos que {φn}
es una sucesión Bessel si y solo si Tφ es un operador bien definido y acotado.
Combinando esto con la identidad

Tφ = S−1 ◦MSφ ◦ S, (2.10)

deducimos que ambas afirmaciones son equivalentes a que MSφ sea un operador
bien definido y acotado, en otras palabras, a que Sφ sea un multiplicador de H2.
Más aún, se sabe que la mejor constante en la desigualdad de Bessel viene dada
por ∥C∥ y, por la misma observación, sabemos que

∥C∥ = ∥C∗∥ = ∥Tφ∥ = ∥MSφ∥. (2.11)

Además, por el Teorema 2.1.4 esta cantidad también coincide con ∥Sφ∥H∞ . De
esta manera queda probada la primer afirmación.
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A partir de ahora nos enfocamos en la prueba de la segunda afirmación, usando
nuevamente que los operadores Tφ y MSφ son conjugados (ver (2.10)). Considere-
mos

MSφ : Dom(MSφ) ⊆ H2 → H2, (2.12)

donde Dom(MSφ) es el dominio natural de un operador de multiplicación, es decir,
el conjunto de las series de Dirichlet D ∈ H2 tales que D ∗ Sφ ∈ H2.

Observemos que como Sφ pertenece a H2, Dom(MSφ) contiene al espacio de
multiplicadores M. Además, por el Teorema 2.1.4 sabemos que M = H∞. Como
los polinomios están contenidos en H∞, por la propiedad (2) de la Proposición
1.1.11, MSφ está densamente definido.

Resta ver que MSφ es también cerrado: tomemos DN ∈ Dom(MSφ) tal que

DN
H2−→ D y MSφ(DN)

H2−→ D̃.

Queremos probar que MSφ(D) = D̃. La convergencia en H2 implica que DN con-
verge puntualmente a D en C 1

2
+ε para todo ε > 0. Si fijamos ε, tenemos que

DN(s) → D(s) para todo s ∈ C 1
2
+ε, lo que implica que Sφ(s)DN(s) → Sφ(s)D(s)

para todo s ∈ C 1
2
+ε. Como adamás sabemos que MSφ(DN) −→ D̃ puntualmente, se

sigue del principio de identidad que SφD = D̃, como queŕıamos.

Consideramos ahora el operador Q = S−1 ◦MSφ ◦ S junto con el dominio

Dom(Q) = S−1(Dom(MSφ)).

Definimos R : Dom(R) ⊂ L2(0, 1) → L2(0, 1), como

R(f) =
∑

⟨f, φn⟩en,

con Dom(R) = {f ∈ L2(0, 1) :
∑

|⟨f, φn⟩|2 <∞}.
Veamos que R = Q∗. Recordemos que f ∈ Dom(Q∗) si y solo si

g 7→ ⟨Qg, f⟩

es una aplicación continua para todo g ∈ Dom(Q). En este caso, tenemos que

⟨Qg, f⟩ = ⟨S−1 ◦MSφ ◦ Sg, f⟩ = ⟨MSφ ◦ Sg, Sf⟩

=
∑
n

(∑
kl=n

⟨φ, ek⟩⟨g, el⟩

)
⟨f, en⟩

=
∑
n

⟨g, en⟩⟨f,
∑
k

⟨φ, ek⟩ekn⟩

=
∑
n

⟨g, en⟩⟨f, φn⟩.
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De estas igualdades deducimos que g 7→ ⟨Qg, f⟩ es continuo si y solo si la suma∑
|⟨f, φn⟩|2 es finita. Esto, junto con los cálculos previos, muestra que Dom(R) =

Dom(Q∗) y que R = Q∗, como queŕıamos.

Recordemos que {φn}n satisface la desigualdad inferior de frame si existe A > 0
tal que

A∥f∥2 ≤
∑

|⟨f, φn⟩|2 para toda f ∈ L2(0, 1).

Es inmediato ver que {φn}n cumple la desigualdad inferior de frame si y solo si el
operador R = Q∗ es acotado inferiormente.

Aplicando el Corolario 2.2.6 a Q (notar que para esto es que vimos que Q es
cerrado y densamente definido), obtenemos que Q es suryectivo si y solo si Q∗ es
acotado inferiormente.

Por último nos queda por probar que el operador Q es suryectivo si y solo
si 1/Sφ ∈ M. Asumamos que Q es suryectivo y tomemos D ∈ H2. Como MSφ

es también suryectivo (por ser su conjugado a través de una isometŕıa), existe
E ∈ Dom(MSφ) tal que

MSφ(E) = Sφ ∗ E = D.

Se tiene entonces que

1

Sφ
∗D =

1

Sφ
∗ Sφ ∗ E = E ∈ H2.

Por lo tanto, 1/Sφ ∗D ∈ H2 para toda D ∈ H2 y 1/Sφ ∈ M. Supongamos ahora
que 1/Sφ es un multiplicador y tomemos E ∈ H2. Luego, 1

Sφ
∗ E pertenece a H2

y que

MSφ

(
1

Sφ
∗ E
)

= E,

y esto prueba que Q es suryectivo.

En el mismo art́ıculo [32] los autores también abordaron el caso en que el siste-
ma {φn}n resulta una sucesión completa para el espacio L2(0, 1). Originalmente, el
problema de la completitud de las dilataciones periódicas (conocido por sus siglas
en inglés como PDCP) fue introducido por Beurling en [5]. Nuevamente, gracias
a su idea de incorporar series de Dirichlet a este tipo de preguntas, se deduce
fácilmente que el sistema {φn}n es completo si y solo si Sφ es un vector ćıclico
en H2. Mediante la transformada de Bohr el PDCP equivale a clasificar vectores
ćıclicos en el espacio de Hardy H2(D∞), siendo este último un problema dif́ıcil de
abordar. En esta dirección, se sabe que las series de Dirichlet F tales que F ∈ H2

y 1/F ∈ H∞ son ćıclicas para H2 (ver [32] o [45] para más detalle). En esta ĺınea,
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la segunda parte del Teorema 2.2.5 aporta una nueva caracterización de este tipo
de vectores ćıclicos para H2.

En la sección siguiente volveremos sobre la definición de base de Riesz (Defini-
ción 2.1.2). Como mencionamos previamente, ya fue abordado por varios autores
el caso en el que el sistema es completo, es decir, cuando solo satisface la condición
(1) de la definición. Por lo tanto, en la próxima sección vamos a concentrarnos en
aquellos sistemas que solo cumplan la condición (2).

2.3. Sucesiones de Riesz

En la sección anterior trabajamos sobre caracterizaciones hechas en [32] para
bases de Riesz de dilataciones. En el Teorema 2.2.5 debilitamos la condición de que
{φn} sea una base de Riesz y le pedimos que solo satisfaga alguna de las desigual-
dades de la definición de marco. Otra manera natural de debilitar la condición de
base de Riesz es asumir que {φn} es solamente una sucesión de Riesz, es decir,
asumir que {φn} cumple (2.6) pero no necesariamente es un sistema completo para
L2(0, 1).

Definición 2.3.1. Una sucesión {φn}n ⊂ H es una sucesión de Riesz si es
una base de Riesz para el subespacio cerrado generado por ella misma. En otras
palabras, si satisface (2.6) pero no es necesariamente un conjunto completo en H.

En este caso, la condición (2.6) muestra que el sistema de dilataciones {φn}n ⊂
L2(0, 1) es una sucesión de Riesz si y solo si existen A,B > 0 tales que

A∥f∥ ≤ ∥Tφf∥ ≤ B∥f∥,

para toda suma finita f =
∑
cnen ∈ F . Como en es una base para L2(0, 1) se tiene

que {φn}n es una sucesión de Riesz si y solo si el operador Tφ es acotado y acotado
inferiormente. Además, como contamos con la identidad

Tφ = S−1 ◦MSφ◦, S

esto es a su vez equivalente a que MSφ : H2 → H2 sea acotado y acotado inferior-
mente.

Queremos determinar condiciones sobre la serie de Dirichlet Sφ bajo las cuales
el sistema {φn} sea una sucesión de Riesz. Basándonos en los resultados de [32] y en
el caṕıtulo anterior, estamos tentados a afirmar que MSφ es acotado inferiormente
si y solo si existe ε > 0 de manera tal que |Sφ(s)| > ε para todo s ∈ C0. Sin
embargo, el siguiente ejemplo muestra que esta afirmación no es cierta.
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Ejemplo 2.3.2. Consideremos φ(x) = e2(x) =
√

2 sin(2πx), luego {φn} es clara-
mente una sucesión de Riesz (más aún es una sucesión ortonormal para L2(0, 1)).
Por otro lado, Sφ(s) = 1

2s
, que claramente no está acotada inferiormente en C0.

2.3.1. Traslaciones verticales y el Teorema de Fatou

Para abordar el teorema principal de esta sección necesitamos introducir prime-
ro algunos conceptos relacionados con grupos compactos, transformada de Fourier
y series de Dirichlet. Información más detallada sobre estos temas puede ser con-
sultada en [51] y [32].

Notamos Ξ al grupo dual de Q+, donde Q+ denota al grupo multiplicativo de
números racionales estrictamente mayores que cero. El conjunto Ξ está compuesto
de funciones γ : N → C denominadas caracteres que satisfacen:

γ(mn) = γ(m)γ(n) para todo n,m ∈ N;

|γ(n)| = 1 para todo n ∈ N.

Dada una serie de Dirichlet D =
∑
ann

−s, cada carácter γ ∈ Ξ define una
nueva serie de Dirichlet

Dγ(s) =
∑

anγ(n)n−s. (2.13)

En particular, dado t ∈ R si elegimos como carácter a la función γ(n) = n−it

obtenemos la serie de Dirichlet

Dγ(s) =
∑
n

ann
−itn−s = D(s+ it),

a la que denominamos traslación vertical de D y la notamos Dt.

Existe una identificación natural entre el conjunto de caracteres Ξ y el toro
infinito T∞. Cada carácter γ ∈ Ξ se identifica con un elemento w ∈ T∞, tomando
w = (γ(p1), γ(p2), . . . ). Rećıprocamente, cada elemento w = (w1, w2 . . .) de T∞

define un carácter que en cada primo pi vale γ(pi) = wi y que se extiende de
manera multiplicativa a todo N. Por lo tanto, con esta notación, se tiene que
wα(n) = γ(n), lo que nos permite reescribir la serie de Dirichlet (2.13) como

Dw(s) =
∑

anw
α(n)n−s, (2.14)

con w ∈ T∞ que se corresponde con γ ∈ Ξ como mencionamos más arriba.

Dada una serie de Dirichlet D, las series de Dirichlet que obtenemos en (2.13)
o (2.14) se conocen como ĺımites verticales de D. Su nombre se debe a que
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para cualquier D ∈ H2 y para todo w ∈ T∞ existe una sucesión (τk)k ⊂ R tal
que Dτk converge uniformemente sobre compactos de C 1

2
a Dw. Rećıprocamente,

todo ĺımite (uniforme sobre compactos) de traslaciones verticales es una serie de
Dirichlet de la forma (2.13). Este resultado se encuentra para H2 en [32, Lema
2.4], para series de Dirichlet generales con σa(D) ≤ 0 en [24, Proposición 4.6] y es
el que le da el nombre a este tipo de series.

Observemos que llamando f = B−1(D), de la definición de transformada de
Bohr (1.7) es inmediato que

B−1(Dw)(u) = f(w · u), (2.15)

donde w · u es el producto en T∞ que proviene de multiplicar lugar a lugar. Es
decir, si w = (w1, w2, . . .) y u = (u1, u2, . . .) entonces

w · u = (w1u1, w2u2, . . .).

Gracias al Teorema clásico de Fatou [27] sabemos que dada una función acotada
y holomorfa f : D → C los ĺımites radiales

f ∗(w) = ĺım
r→1−

f(rw)

existen para casi todo w ∈ T respecto a la medida de Haar de T. Este teorema
habla de ĺımites radiales mientras que las series de Dirichlet están definidas en
semiplanos, por ello necesitamos la siguiente adaptación del Teorema de Fatou
que nos servirá para aplicarlo a series de Dirichlet pertenecientes al espacio de
Hardy H∞.

Lema 2.3.3. [21, Lema 11.22] Sea F : {Re(s) > 0} → C una función holomorfa
y acotada. Luego,

ĺım
ε→0+

F (ε+ it)

existe para casi todo t ∈ R respecto a la medida de Lebesgue.

Para más detalle sobre el lema anterior y sobre el Teorema de Fatou en espacios
de Banach X puede consultarse [21, Sección 14.11].

A continuación presentamos la conexión entre el Teorema de Fatou, las tras-
laciones verticales de series de Dirichlet y nuestro objetivo principal, caracterizar
cuándo el sistema {φn}n es sucesión de Riesz.

Asumamos que el sistema {φn}n es una sucesión de Riesz. Por el Teorema 2.2.5
tenemos que D = Sφ pertenece a M = H∞. Luego, su antitransformada de Bohr
f = B−1(D) pertenece a H∞(T∞). Se desprende inmediatamente de (2.15) que
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cualquiera sea w ∈ T∞ la función B−1(Dw) también pertenece a H∞(T∞). Esto
nos dice que la serie de Dirichlet Dw pertenece a H∞ para todo w ∈ T∞, es decir
define una función holomorfa y acotada en C0. Luego, mediante la adaptación del
Teorema de Fatou para series de Dirichlet recién mencionada, podemos afirmar
que para todo w ∈ T∞ existe el ĺımite

ĺım
σ→0+

Dw(σ + it) para casi todo t ∈ R. (2.16)

Siguiendo [53, Theorem 2], para cualquier función f de H∞(T∞) podemos elegir

un representante f̃ de f que cumpla que

f̃(w) =

{
ĺım
σ→0+

Dw(σ) Si el ĺımite existe;

0 en caso contrario.
(2.17)

Para una mejor comprensión de la elección del representante profundizaremos en
algunos detalles de su construcción. Sea A el conjunto

A = {w ∈ T∞ : ĺım
σ→0+

Dw(σ) existe}.

Veamos que |A| = 1. Como χA ∈ L1(T∞) podemos aplicar el Teorema ergódico
de Birkhoff-Khinchin [8] obteniendo aśı que para casi todo w0 ∈ T∞ se cumple la
igualdad ∫

T∞

χA(w) dw = ĺım
R→∞

1

2R

R∫
−R

χA(Tt(wo)) dt,

donde Tt : T∞ → T∞ es la función Tt(w) = (p−it · w) con t ∈ R. El sistema {Tt}t
es conocido como el flujo de Kronecker y una prueba de su ergodicidad se puede
consultar en [19].

Notemos que Tt(w0) pertenece a A si y solo si el ĺımite

ĺım
σ→0

DTt(w0)(σ)

existe. Aplicando el Teorema de Fatou para series de Dirichlet deducimos que
Tt(w0) está en A para casi todo t y, por lo tanto, |A| = 1. Esto prueba que

f̃ pertenece a H∞(T∞), y para ver que f̃ es un representante de f basta con
comparar sus coeficientes de Fourier (ver [53, Theorem 2]). Desde ahora y por el
resto de la sección, f será el representante de la función que satisface (2.17).

Nuestro objetivo es determinar condiciones sobre la serie de Dirichlet D := Sφ
bajo las cuales el sistema {φn} es una sucesión de Riesz. En el Ejemplo 2.3.2 pro-
bamos que nuestra primera intuición falla. Nuestra segunda (y exitosa) propuesta
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es involucrar el representante distinguido (2.17) y los ĺımites

ĺım
σ→0+

Dw(σ + it0).

Con esto en mente, para t ∈ R fijamos la siguiente notación

Dw(it) := ĺım
σ→0+

Dw(σ + it).

Recordar que para todo w ∈ T∞ sabemos que Dw(it) está definido para casi todo
t, por el teorema de Fatou. De esta manera, como f satisface (2.17), tenemos que
para casi todo t ∈ R vale que

Dw(it) = ĺım
σ→0+

Dw(σ + it) = ĺım
σ→0+

DTt(w)(σ) = f(Tt(w)). (2.18)

Además, si consideramos t = 0 y obtenemos que para casi todo w ∈ T∞ se cumple
la igualdad

f(w) = Dw(0).

La igualdad (2.18) es crucial para deducir observación que sigue.

Observación 2.3.4. Sea D ∈ H∞ y fijemos ε > 0. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) Existe t0 tal que |Dw(it0)| ≥ ε para casi todo w ∈ T∞.

(b) Para todo t existe un conjunto Bt ⊂ T∞ de medida total tal que

|Dw(it)| ≥ ε

para todo w ∈ Bt.

Es claro que (b) implica (a). Para la otra implicación, llamemos Bt0 al conjunto
de T∞ donde se cumple la condición (a). Tomemos t ∈ R y elijamos

Bt = {p−i(t0+t) · w : w ∈ Bt0}.

De esta manera, es claro que Bt tiene medida total. Tomemos w′ ∈ Bt y elijamos
w ∈ Bt0 tal que w′ = p−i(t0+t) · w. Luego, por (2.18) se tiene que

|Dw′
(it)| = |f(Tt0(w))| = |Dw(it0)| ≥ ε.
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2.3.2. Caracterización de las sucesiones de Riesz

Con los contenidos de la sección anterior podemos enunciar uno de los teo-
rema principales de este caṕıtulo que describe la caracterización que estábamos
buscando, no solo en términos de la series de Dirichlet Sφ sino también de su
antitransformada de Bohr f = B−1(Sφ).

Teorema 2.3.5. Sean φ ∈ L2(0, 1), D = Sφ y f = B−1(D) y sean B > A > 0.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) El sistema {φn}n es una sucesión de Riesz con constantes A y B.

(b) La función f pertenece a H∞(T∞), su norma es ∥f∥H∞ ≤ B, y vale que

|f(z)| ≥ A para casi todo z ∈ T∞. (2.19)

(c) La serie de Dirichlet D pertenece a H∞, su norma ∥D∥H∞ ≤ B y para casi
todo (γ, t) ∈ Ξ × R se tiene

|Dγ(it)| ≥ A. (2.20)

Demostración. Se deduce del Teorema 2.2.5 que {φn}n satisface la desigualdad
derecha en (2.6) si y solo si D pertenece a H∞, o lo que es lo mismo, si f está
en H∞(T∞). Recordemos que, como ya hemos mencionado, (2.6) muestra que el
sistema de dilataciones {φn}n ⊂ L2(0, 1) es una sucesión de Riesz si y solo si
existen A,B > 0 tales que

A∥f∥ ≤ ∥Tφf∥ ≤ B∥f∥.

Por lo tanto, ∥Tφ∥ ≤ B y en consecuencia ∥f∥H∞ = ∥D∥H∞ ≤ B (ver (2.11) y el
Teorema 2.1.4).

Solo nos queda por probar la parte que involucra a las desigualdades inferiores.
Es claro de la definición que {φn}n es una sucesión de Riesz si y solo si el ope-
rador Tφ es acotado y acotado inferiormente. Esto también es equivalente a que
Mf : H2(T∞) → H2(T∞) sea acotado y acotado inferiormente.

Comenzaremos por mostrar que el operador acotado Mf : H2(T∞) → H2(T∞)
es acotado inferiormente si y solo si existe un conjunto E ⊆ T∞ de medida total
donde |f | es acotada inferiormente por una constante positiva. Comencemos por
la más sencilla de las implicaciones, la implicación hacia la izquierda. Supongamos
que existe un conjunto E con las caracteŕısticas mencionadas. Dada g una función
cualquiera de H2(T∞) como el conjunto E tiene medida uno

∥Mf (g)∥2L2
=

∫
T∞

|fg|2 dz ≥ A2

∫
T∞

|g|2 dz.
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En otras palabras vimos que Mf está acotado inferiormente con constante A puesto
que aplicando raiz cuadrada en la desigualdad anterior obtenemos

∥Mf (g)∥L2 ≥ A∥g∥L2 .

Para la otra implicación, asumamos que Mf es acotado y acotado inferiomente
con constante A y consideremos el conjunto

N = {z ∈ T∞ : |f(z)| < A}.

Notemos χN a la función caracteŕıstica de N . Como los polinomios trigonométri-
cos son densos en L2(T∞) (ver [21, Proposición 5.5]) existe una sucesión Pk de
polinomios de grado nk en Nk variables (en z y z) tal que

ĺım
k
Pk = χN en L2(T∞). (2.21)

Un cálculo simple nos permite ver que

|N | = ∥χN∥2L2
= ĺım

k
∥Pk∥2L2

= ĺım
k
∥znk

1 . . . znk
Nk
Pk∥2L2

.

Notar que los polinomios znk
1 . . . znk

Nk
Pk están en H2(T∞) y por nuestra hipótesis

sobre Mf tenemos que

A2|N | ≤ ĺım inf
k

∥Mf (znk
1 . . . znk

Nk
Pk)∥2 = ∥f χN∥2L2

=

∫
N

|f |2dz

Como |f | < A en N , deducimos que |N | = 0 y,por lo tanto, E = N c es conjunto
de medida total donde se satisface (2.19).

Para concluir la prueba resta probar que (2.20) es equivalente a (2.19). Supon-
gamos que se satisface (2.19) y llamemos E al conjunto de medida total donde se
cumple la inecuación, por la definición de f tenemos que |f(w)| = ĺım

σ→0
|Dw(σ)| ≥ A

para todo w ∈ E . Juntando esto con la Observación 2.3.4 (tomando ε = A) dedu-
cimos que la t-sección del conjunto

C = {(t, w) ∈ R× T∞ : |Dw(it)| < A},

tiene medida cero. Luego por el Teorema de Fubini tenemos que C tiene medida
cero. La implicación restante también es consecuencia del Teorema de Fubini por
lo que se concluye la prueba.
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Juntando lo comentado en (2.11) y la demostración del Teorema 2.3.5 pode-
mos analizar cuales son las mejores constantes A y B como muestra la siguiente
observación.

Observación 2.3.6. Sea φ como en el teorema anterior, D = Sφ y f = B−1(D).
Luego, la mejor de las constantes B está dado por ∥D∥H∞ = ∥f∥H∞, mientras que
la mejor de las constantes A por inf ess

T∞
|f |.

Es claro que una sucesión ortonormal es un caso particular de sucesión de Riesz
que tiene como constantes A = B = 1. Una consecuencia inmediata del teorema
anterior es la siguiente caracterización de las sucesiones ortonormales de un sistema
de dilataciones.

Corolario 2.3.7. Sean φ ∈ L2(0, 1), D = Sφ, f = B−1(D). Luego, el sistema de
de dilataciones φn asociado a φ es una sucesión ortonormal si y solo si D ∈ H∞
y para casi todo carácter γ ∈ Ξ y casi todo t ∈ R se tiene |Dγ(it)| = 1.

Retomando el Ejemplo 2.3.2, al considerar D = Sφ con φ = e2 = sin(2 ·)
obtenemos que

D(s) =
1

2s
.

Luego, es inmediato que se verifica el corolario anterior ya que para cualquier
w = (w1, w2 . . .) de T∞

Dw(s) = wα(2)
1

2s
= w1

1

2s
,

y, por lo tanto, para casi todo γ ∈ Ξ vale que

|Dγ(it)| = ĺım
σ→0+

∣∣∣∣w1
1

2(σ+it)

∣∣∣∣ = |w1| = 1.

Cabe destacar que el corolario anterior también puede ser probado imitando la
demostración de [46, Proposition 5.1]. Para ello, comencemos calculando

⟨n−sSφ,m−sSφ⟩ =

∫
T∞

wαB−1(Sφ)(w)wβB−1(Sφ)(w)dw

=

∫
T∞

|B−1(Sφ)(w)|2wα−βdw.

Esto nos dice que {n−sSφ}n es ortonormal si y solo si |B−1(Sφ)(w)| = |f(w)| = 1
para casi todo w ∈ T∞. Aqúı usamos la unicidad de los coeficientes de Fourier.
Observemos que

n−sSφ = Sφn−s = SφSen = S ◦ Tφ(en) = Sφn.
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Luego, como S es un isomorfirmo isométrico, las condiciones anteriores son también
equivalentes a que {φn}n sea una sucesión ortonormal. Aśı recuperamos nuevamen-
te el Corolario 2.3.7.

Concluimos esta sección con una reformulación de un teorema de [46]. Necesi-
taremos primero algunas definiciones. Por función interna de H2 nos referimos
a una serie de Dirichlet Dψ en H2 (con B−1(Dψ) = ψ) de norma uno que cumple
que

n−sDψ ⊥ m−sDψ

para todo n,m ∈ Z+ con n ̸= m. Equivalentemente, Dψ ∈ H2 y |ψ(w)| = 1 a.e.
w ∈ T∞. Por otro lado, para todo n ∈ N hay un operador natural

Λ(n)f(s) = n−sf(s), s ∈ C1/2,

para f ∈ H2.

A partir de ahora I es un subespacio shift-invariante de H2 (i.e. n−sI ⊆ I para
todo n ∈ N ) que además cumple que

Λ(p)|I (Λ(q)|I)∗ = (Λ(q)|I)∗ Λ(p)|I (2.22)

para par de primos p ̸= q. Esta propiedad es la Condición 2 en [46]. En el mismo
lugar se encuentra el siguiente resultado.

Teorema 2.3.8 ([46]). Sea I un subespacio shif-invariante y no nulo de H2 .
Luego I tiene la propiedad (2.22) para todo p y q (p ̸= q) si y solo si I es de la
forma

I = DH2 (2.23)

para alguna función interna D de H2. Además, la función D está uńıvocamente
determinada salvo por una constante de módulo uno.

Lo estudiado hasta el momento nos permite dar una reformulación de este
teorema. Dada D como en el teorema anterior, definamos φ = S−1D. Luego, com-
binando el Teorema 2.3.8 con el Corolario 2.3.7 deducimos {φn}n es una sucesión
ortonormal. Gracias a la relación entre Tφ y S la igualdad (2.23) se convierte en

I = SφS(L2(0, 1)) = STφ(L2(0, 1)).

De esto concluimos que S−1(I) = [φn]. Además, gracias que todos los pasos pueden
ser hechos a la inversa, el Teorema 2.3.8 se puede volver a enunciar de la siguiente
manera.

Teorema 2.3.9. Sea I un subespacio shift-invariante y no nulo de H2. Luego I
tiene la propiedad (2.22) si y solo si existe φ ∈ L2(0, 1) tal que su sistema asociado
φn es una sucesión ortonormal y

S−1(I) = [φn].
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2.4. Ejemplos

En esta sección presentaremos algunos ejemplos y aplicaciones de los resul-
tados conseguidos. Más precisamente, presentamos ejemplos de φ cuyos sistemas
asociados satisfagan solamente una de las desigualdad de la definición de marco,
sistemas que sean sucesión (o base) de Riesz, etc. En particular, el último ejemplo
muestra que existen sucesiones ortonormales de L2(0, 1) que no son subsucesión
de {

√
2 sin(nx)}n.

Como hasta ahora, notamos φ ∈ L2(0, 1) a la función que genera el sistema de
dilataciones {φn}, D = Sφ y f = B−1(D).

Comencemos recordando el Ejemplo 2.3.2. Consideremos la función

φ(x) = e2(x) =
√

2 sin(2πx),

para la cual tenemos que f(z) = z1 ∈ H∞(T∞) y que D := 1/2s. El sistema
{φn}n es claramente una sucesión ortonormal (y, por lo tanto, una sucesión de
Riesz), pero D no es acotado inferiormente. Por otra parte, es fácil corroborar que
cualquiera de las condiciones del Corolario 2.3.7 se satisfacen.

El siguiente argumento nos permite deducir la mayoŕıa de los ejemplos que
exponemos en esta sección. Recordemos que toda función continua y positiva que
no posee ceros en un conjunto compacto X, es acotada inferiormente en dicho
conjunto. En particular, si f es un polinomio de N variables es claro que f per-
tenece a H∞(DN) ⊂ H∞(Bc0). Luego, si f no tiene ceros en TN , por compacidad
|f | es acotada interiormente en TN y por el Teorema 2.3.5 el sistema asociado
{φn} resulta una sucesión de Riesz. Si además f no tiene ceros en DN , su inverso
multiplicativo 1/f pertenece a H∞(DN) y, por lo tanto, Sφ y 1/Sφ están en M.
Luego, como consecuencia del Teorema 2.1.3 concluimos que {φn}n es una base de
Riesz.

Si consideramos la función φ(x) = c1c2
√

2 sin(x)−c2
√

2 sin(2x)−c1
√

2 sin(3x)+√
2 sin(6x), la función holomorfa asociada es f(z) = (z1 − c1)(z2 − c2, ) y la serie

de Dirichlet
D(s) = c1c2 − c22

−s − c13
−s + 6−s.

Tanto para este como para el caso general f(z) = (z1 − c1)(z2 − c2) . . . (zN − cN),
el sistema asociado {φn}n es una sucesión de Riesz si y solo si |ci| ≠ 1 para todo i.
Es una base de Riesz si y solo si |ci| > 1 para todo i. Finalmente, el sistema es una
sucesión Bessel que no satisface la desigualdad inferior de frame si y solo si |ci| ≥ 1
para todo i y existe algún j para el cual |cj| = 1. Por ejemplo podemos elegir una f
muy sencilla como f(z) = z1−1. En este caso la serie de Dirichlet correspondiente
es D(s) = 2−s − 1 y la función de L2(0, 1) es φ =

√
2 sin(x) +

√
2 sin(2x). Por lo

tanto, {φn} es sucesión de Bessel pero no es un marco.
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Consideremos ahora el polinomio de N variables

f(z) = z1 . . . zN − c.

Repitiendo el mismo argumento deducimos que {φn} es sucesión de Riesz si y solo
si |c| ≠ 1, y es una base de Riesz si y solo si |c| > 1.

En [9] se dan condiciones para que un polinomio de varias variables no tenga
ceros en los conjuntos TN o DN . A continuación usaremos estos resultados para
construir algunos ejemplos. Primero nos hace falta introducir un poco de notación
y algunas definiciones.

Dado un polinomio f : CN → C que se escribe

f(z) =
∑
k∈K

bkz
k, con K ⊂ NN

0 y bk ∈ C− {0}, (2.24)

llamamos conjunto de grados a K y V (K) al conjunto de vértices de la cápsula
convexa de K. Además, decimos que el polinomio multivariado f es estable si

f(z) ̸= 0 para todo z ∈ DN .

Los siguientes dos teoremas son una herramienta fundamental para construir
los ejemplos deseados.

Teorema 2.4.1. [9, Corolario 1](Región libre de ceros alrededor de TN ). Sea f
como en (2.24) y supongamos que para algún v ∈ V(K) se tiene

2|bv| >
∑
k∈K

|bk|.

Entonces f no tiene ceros en TN .

Teorema 2.4.2. [9, Teorema 5]

Consideremos el polinomio de Dirichlet D(s) =
∑6

n=1 ann
−s y su polinomio

asociado a través de la transformada de Bohr

f(z) = a1 + a2z1 + a3z2 + a4z1
2 + a5z3 + a6z1z2.

Asumiendo que los coeficientes an son no nulos, el conjunto de grados es

K(f) = {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (2, 0, 0), (1, 1, 0)}.

Luego, excepto por (0, 0, 1), todos elementos de K(f) están en el plano xy y se
distribuyen como muestra la siguiente imagen.
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De aqúı podemos observar que (0, 1, 0) no pertenece a V (K) (de hecho solo nece-
sitamos que a1, a2 y a4 sean no nulos para poder garantizar esto). Luego, si

|a2| >
∑
n̸=2

an, (2.25)

se satisfacen las hipótesis del Teorema 2.4.1. Por lo tanto, f no tiene ceros en T∞

y en consecuencia {φn} es una sucesión de Riesz.

El ejemplo anterior se puede generalizar facilmente para cualquiera

D(s) =
N∑
n=1

ann
−s

que cumpla (2.25) y tal que a1, a2 y a4 sean no nulos, esto se debe a que, en tal
caso, el indice que se corresponde con a2 no es un vértice (sin importar el número
de variables).

Para el próximo ejemplo, π(N) denota la cantidad de primos menores o iguales
a N . Además, recordemos de (1.6) que αn denota al multi-́ındice

α(n) = (α1, . . . , αm, 0, . . .) ∈ N(N)
0 ,

de manera que n = pα(n). Consideremos ahora el polinomio de Dirichlet D(s) =∑N
n=1 ann

−s con a1 ̸= 0 y tal que

|an| ≤

(
1 − 1

(1 + |a1|)
1

π(N)

)|α(n)|

para todo n = 1, . . . , N. (2.26)

Notemos que f , la antitransformada de Bohr de D, es un polinomio en π(N)
variables complejas. Si juntamos (2.26) con el Teorema 2.4.2 obtenemos que el
sistema {φn} es una base de Riesz para L2(0, 1).
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Para el siguiente ejemplo salimos del mundo de los polinomios y consideramos
una f que sea el producto de d transformadas de Möbius en diferentes variables.
Más precisamente, dados ci ∈ C∗ con |ci| < 1 para i = 1, . . . d, definimos

f(z) =
z1 − c1
1 − c1z1

. . .
zd − cd
1 − cdzd

.

Luego, f es una función acotada, holomorfa y de módulo 1 en T∞. Por el Teorema
2.3.5 concluimos que {φn} es una sucesión ortonormal en L2(0, 1).

En el caso en que d = 1, es sencillo reescribir la transformada de Moebius y
obtener

f(z1) =
z1 − c1
1 − c1z1

= (z1 − c1)
∑
m=0

c1
mzm1 .

Por lo tanto, su serie de Dirichlet asociada es

D(s) = c1 +
∞∑
m=1

(c1
m−1 + c1c1

m)(2m)−s.

y

φ(x) = c1
√

2 sin(x) +
∞∑
m=1

(c1
m−1 + c1c1

m)
√

2 sin(2mx). (2.27)

Ejemplo 2.4.3. Sea φ como en (2.27) con 0 < |c1| < 1. Luego, el sistema {φn}n
es una sucesión ortogonal de L2(0, 1) que no es una subsucesión de {

√
2 sin(nx)}n.

Como último ejemplo queremos construir una sistema {φn}n que cumpla la
desigualdad inferior pero no la superior de la condición de marco (2.7). Por el
Teorema 2.2.5, esto es lo mismo que hallar una función φ ∈ L2(0, 1) de forma tal
que D no pertenezca a H∞ y que 1/D pertenezca a H∞. Para lograrlo vamos a
trabajar en los espacios de Hardy clásicos del disco D. Es decir, buscamos una
función F ∈ H2(D) que no pertenezca a H∞(D) y que 1/F pertenezca a H∞(D).
De esta manera, la función φ buscada será la que se corresponda con la serie de
Dirichlet D := B(F ).

Una función F ∈ H1(D) se dice externa si se escribe como

F (z) = C exp

 1

2π

π∫
−π

eiθ + z

eiθ − z
log |f(eiθ)|dθ

 , (2.28)

con |C| = 1 y f una función medible tal que log |f | ∈ L1(T). Veamos que si

consideramos la función externa como (2.28) asociada a f(eiθ) = |θ|− 1
3 con C = 1

cumple todo lo que necesitamos. Por [52, Theorem 17.16] sabemos que

ĺım
r→1−

|F (reiθ)| = f(eiθ) para casi todo eiθ ∈ T
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y que F pertenece a Hp(D) si y solo si f pertenece a Lp(T) 1 ≤ p ≤ ∞. Como
f pertenece a L2(T) y no a L∞(T), tenemos que F está en H2(D), pero no en
H∞(D). Además, si analizamos (2.28) podemos ver que 1/F es la función externa
asociada a 1/f = |θ|1/3. Por lo tanto, aplicando nuevamente el teorema tenemos
que como 1/f pertenece a L∞(T) se deduce que 1/F pertenece a H∞(D). Esto nos
dice que F cumple todas las propiedades deseadas.

2.5. Sistemas de dilataciones en varias variables

En esta sección nos concentraremos en estudiar sucesiones de Riesz, frames y
bases ortonormales para L2((0, 1) × (0, 1)) de la forma

φm,n(x, y) = φ(mx, ny).

Nuestro objetivo es reproducir los Teoremas 2.2.5 y 2.3.5 para {φm,n}n,m. Para
esto vamos a necesitar varios resultados sobre series de Dirichlet múltiples que
expondremos a continuación. Comencemos primero con la definición de serie de
Dirichlet múltiple.

Definición 2.5.1. Una serie de Dirichlet k−multiple es una serie de la
forma

∞∑
m1,...,mk=1

am1,...,mk

ms1
1 , . . . ,m

sk
k

,

donde los coeficientes am1,...,mk
pertenecen a C y s1, . . . , sk son variables complejas.

Muchos resultados se pueden extender de series de Dirchlet a series de Dirichlet
múltiples, adaptando algunas definiciones, por ejemplo la convergencia. Para que
varias de las propiedades que ya conocemos sigan siendo válidas necesitamos la
siguiente noción de convergencia.

Definición 2.5.2. Una sucesión k−múltiple de números complejos

{am1,...,mk
}∞m1,...,mk=1

converge a L si para todo ε > 0 existen (M1, . . . ,Mk) ∈ Nk tales que

|am1,...,mk
− L| < ε,

para todo mj ≥Mj con 1 ≤ j ≤ k.
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Además, decimos que una serie k-múltiple de números complejos converge a S si
las sumas parciales

Sp1,...,pk =

p1∑
m1=1

. . .

pk∑
mk=1

am1,...,mk
,

convergen a S.

Definición 2.5.3. Se dice que una serie k-múltiple es regularmente convergen-
te si es convergente para todas sus subseries de dimensión j, para todo 1 ≤ j ≤ k.

En particular, esta definición implica la convergencia de la serie k−múltiple.
Esta noción de convergencia preserva todas las propiedades sobre series de Dirichlet
simples que necesitamos para extender nuestro trabajo. Un desarrollo exhaustivo
sobre series de Dirichlet múltiples y la convergencia regular se puede consultar en
la Tesis doctoral de Jaime Castillo-Medina [16].

Por comodidad, para lo que sigue vamos a considerar el problema que solo
involucra series dobles. La extensión al caso general es inmediata. Notemos I2

al conjunto (0, 1) × (0, 1). Dada una función φ ∈ L2(I2) extendemos a todo R2

de manera impar en cada coordenada y con peŕıodo 2. Luego, consideramos las
dilataciones en ambas variables dadas por

φm,n(x, y) = φ(mx, ny).

Observemos que L2(I2) tiene una base que está formada por las funciones

em,n(x, y) = em(x)en(y) = sin(mx) sin(nx).

Esto nos lleva a definir el operador S análogo a caso de una variable, que a cada
elemento de la base em,n le asigna m−sn−t. De la misma manera, definimos

Tφf(x, y) =
∑
n

⟨f, em,n⟩φm,n(x, y).

Nuestro primer objetivo es extender el Teorema 2.2.5 a series de Dirichlet dobles.
Repitiendo exactamente los argumentos usados para el caso de series de Dirichlet
ordinarias se deduce que vale

Tφ = S−1 ◦MSφ ◦ S.

Por otro lado, también necesitamos definir el espacio de Hardy de series de Dirichlet
dobles

H2
2 =

{∑
am,nm

−sn−t :
∑
m,n

|am,n|2 <∞

}
.
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, al igual que en el caso de una variable,
toda serie de Dirichlet de H2

2 converge absolutamente en C 1
2
× C 1

2
. En efecto, sea∑

am,nm
−sn−t una serie doble perteneciente a H2

2. Para todo (s, t) ∈ C 1
2
× C 1

2
se

tiene que

∑
m,n

∣∣am,nm−sn−t∣∣ ≤ (∑
m,n

|am,n|2
) 1

2
(∑
m,n

|m−sn−t|2
) 1

2

=

(∑
m,n

|am,n|2
) 1

2
(∑

m

m−2Re(s)
∑
n

n−2Re(t)

) 1
2

< +∞

Además, si para cada ε > 0 notamos

Cε =
∑
m

1

m1+2ε

∑
n

1

n1+2ε
,

usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

sup
(s,t)∈C1/2+ε×C1/2+ε

|D(s, t)| ≤ Cε∥D∥H2
2
.

Esto significa que H2
2 está continuamente incluido en Cb

(
C 1

2
+ε×C 1

2
+ε

)
, el espacio

de funciones continuas y acotadas que salen de C 1
2
+ε × C 1

2
+ε. En particular, de

aqúı podemos deducir que la convergencia en H2
2 implica convergencia puntual en

C 1
2
+ε para cualquier ε > 0. Este hecho es necesario para la extensión del Teorema

2.2.5.

Siguiendo nuestra notación, llamamos M2 al conjunto de todos los multipli-
cadores de H2

2, que nuevamente resulta ser un subespacio del espacio de series de
Dirichlet dobles. Cada serie de Dirichlet en M2 define un operador de multiplica-
ción MD on H2

2.

Con todas estas definiciones y siguiendo la misma demostración es posible
extender el Teorema 2.2.5 de la siguiente manera.

Teorema 2.5.4. Sea φ ∈ L2 (I2) and φm,n(x) = φ(mx, ny). Luego se satisfacen
las siguientes afirmaciones:

El sistema {φm,n} es una sucesión Bessel si y solo si Sφ ∈ M2.

El sistema {φm,n} cumple la desigualdad inferior de marco si y solo si 1/Sφ ∈
M2.
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El teorema anterior describe propiedades del sistema {φm,n} en términos del
espacio de multiplicadores M2. Por lo tanto, nos gustaŕıa poder tener una mejor
comprensión del espacio M2 como tenemos en el problema original dada por el
Teorema 2.1.4. Para esto comencemos analizando si en el caso de series de Dirichlet
múltiples se tiene un resultado análogo al Corolario 1.1.7.

Se extiende la definición de H∞ (Definición 1.1.3) a series de Dirichlet dobles
y múltiples de la siguiente manera.

Definición 2.5.5. Al espacio compuesto de todas las series de Dirichlet dobles que
convergen regularmente en C2

0 y cuyo ĺımite define una función acotada en C2
0 lo

llamamos
H∞(C2

0).

Análogamente, notamos H∞(Ck
0) al espacio compuesto de todas las series de Di-

richlet k-múltiples que convergen regularmente en Ck
0 y cuyo ĺımite define una

función acotada en Ck
0.

Este espacio resulta un álgebra de Banach [17] con la norma

∥D∥H∞(C2
0)

= sup
s∈C0
t∈C0

∣∣∣∣∣ ∑
m,n=1

am,n
msnt

∣∣∣∣∣ .
La demostración de este hecho es no trivial ya que requiere extender varios teore-
mas y propiedades a series de Dirichlet múltiples, entre ellas el Teorema de Bohr
y varios resultados sobre la convergencia de series múltiples.

Castillo-Medina, Garćıa y Maestre prueban en [17] que los espacio H∞(Ck
0),

k ∈ N, son isométricamente isomorfos entre śı independientemente de k. De hecho,
ellos prueban que dichos espacios son isométricamente isomorfos a H∞(Bc0). Para
lograr esto, extienden el Teorema 1.1.5 y prueban (ver [17, Teorema 3.5])
que la transformada de Bohr multiple dada por

B : H∞(Bck0
) −−−−→ H∞(Ck

0)∑
αj∈N

(N)
0

cα1,...,αk
zα1
1 . . . zαk

k −−−−→
∞∑

m1,...,mk=1

apα1 ,...,pαk

ms1
1 , . . . ,m

sk
k

,

es un isomorfimo isométrico. Luego, como ck0 y c0 son isométricamente isomorfos,
se obtiene un isomorfimo isometrico entre los espacios H∞(Ck

0). Además, prueban
[17, Remark 3.6] que si f ∈ H∞(Bck0

), tomando D = B(f) se cumple que

D(s1, s2, . . . , sk) = f

(
1

ps1
,

1

ps2
, . . . ,

1

psk

)
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para todo (s1, . . . , sk) ∈ Ck
0.

Nos queda por desarrollar esta teoŕıa desde el punto de vista del análisis de
Fourier. Como antes, y por simplicidad, solo mostraremos el caso doble. Primero
debemos dar algunas definiciones de este tercer mundo en el caso múltiple. Se
define el espacio de Hardy clásico para T∞ × T∞ como

H∞(T∞ × T∞) = {f ∈ L∞(T∞ × T∞) : f̂(γ, β) ̸= 0

sólo si βj, αi ≥ 0 para todo i, j}.

Para series de Dirichlet ordinarias tenemos el Corolario 1.1.7 que nos dice que
los tres contextos donde estuvimos trabajando son esencialmente el mismo. Más
concretamente, sabemos que los siguientes espacios son isomorfos como espacios
de Banach

H∞ = H∞(Bc0) = H∞(T∞).

En esta ĺınea, el resultado de Castillo-Medina, Garćıa y Maestre [17, Teorema
3.5] extiende la primer igualdad para series múltiples, es decir, para todo k ∈ N
tenemos que

H∞(Ck
0) = H∞(Bck0

). (2.29)

A continuación extendemos dicho resultado incorporando el punto de vista
dado por el análisis de Fourier, obteniendo aśı una versión múltiple del Corolario
1.1.7.

Teorema 2.5.6. Los siguientes espacios son isométricamente isomorfos:

H∞
(
C2

0

)
= H∞

(
Bc20

)
= H∞(T∞ × T∞).

Los correspondientes isomorfimos indentifican coeficientes de Dirichlet, coeficien-
tes monomiales y coeficientes de Fourier. Además, se tiene el mismo resultado para
H2(C2

0), es decir,
H2

2 = H2(Bc20
) = H2(T∞ × T∞).

Demostración. Como se menciona anteriormente, la primera igualdad es válida (se
puede encontrar en [17]) e incluye la prueba de la transformada de Bohr múltiple
es un isomorfimo isométrico entre H∞(Bc20

) y H∞(C2
0) que indentifica coeficientes

monomiales con coeficientes de Dirichlet. Además, dicho resultado se debe a que
H∞(Bc20

) = H∞(Bc0) isométricamente. Para hacer esto el isomorfimo isométrico y
su inversa respectivamente viene dado por componer con la función que intercala
las variables

Φ : Bc0 ×Bc0 −→ Bc0

({xl}l, {ym}m) 7→ {x1, y1, x2, y2, . . . }
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y su inversa

Φ−1 : Bc0 −→ Bc0 ×Bc0

z 7→ ({z2l−1}l, {z2m}m) .

Es claro que ambas funciones son continuas y lineales, esto implica que son fun-
ciones holomorfas entre espacios de Banach. Luego, la asignación

H∞(Bc20
) −→ H∞(Bc0)

f 7→ f ◦ Φ−1

está bien definida. Es claro que es el isomorfimo isométrico que buscábamos.

Con el mismo argumento podemos probar la segunda igualdad. En efecto, con-
sideremos el mismo isomorfimos isométrico pero de T∞ × T∞ a T∞; esto es,

Φ̃ : T∞ × T∞ −→ T∞

(w, w̃) −→ (w1, w̃1, w2, w̃2, . . .).

Nuevamente, la asignación

H∞(T∞ × T∞) −→ H∞(T∞)

f −→ f ◦ Φ̃−1

es el isomorfismo isométrico entre H∞(T∞ × T∞) y H∞(T∞) que queremos. Para

ver que está bien definida, tomemos f ∈ H∞(T∞ ×T∞) luego f ◦ Φ̃−1 pertenece a
L∞(T∞) y su coeficiente α está dado por

̂
f ◦ Φ̃−1(α) =

∫
T∞

f ◦ Φ̃−1(w)w−α dw =

∫
T∞

f(w, ŵ)w−α

=

∫
T∞×T∞

f(wi, wp)w
−γ
i w−β

p dwidwp = f̂(γ, β).

Aqúı, wi denota a la sucesión compuesta de todas las variables de ı́ndice impares
mientras que wp la de todas las de ı́ndice impar y γ = (γ1, . . . , γ2) tal que α =

(γ1, β1, γ2, β2, . . .). Esta igualdad nos asegura que f̂(α) ̸= 0 si y solo si αj ≥ 0 para

todo j, o equivalentemente, f ◦ Φ̃−1 ∈ H∞(T∞).

Combinando estos resultados con el Corolario 1.1.7 se deduce que

H∞(Bc0 ×Bc0) = H∞(Bc0) = H∞(T∞) = H∞(T∞ × T∞).
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H∞(T∞ × T∞) H∞(T∞) H∞(Bc0) H∞(Bc0 ×Bc0)∑
f̂(γ, β)wγ1w

β
2

∑
α f̂(α)wα

∑
α cαz

α
∑
cγ,βz

γ
1z

β
2

• ◦Φ̃−1 cα=f̂(α) • ◦Φ

Diagram 2.5.1: Relación entre los espacios de Hardy múltiples y simples.

Juntando todo lo anterior deducimos que H∞(C2
0) es isométricamente isomorfo a

cualquier espacio del siguiente diagrama:

Para concluir, queremos investigar qué sucede con los coeficientes al aplicar es-
tos isomorfimos. Queremos probar que, como indica el Diagrama 2.5.1 se identifican
los coeficientes de Dirichlet, monomiales y de Fourier. Para ver esto comencemos
calculando el coeficiente monomial de f ◦ Φ−1 para una función

f ∼
∑

cγ,βz
γ
1z

β
2

de H∞(Bc0 ×Bc0) cualquiera. Tomemos (z1, z2) ∈ c00 × c00, luego z := Φ−1(z1, z2)
pertenece a c00. Si definimos α = (γ1, β1, γ2, β2, . . .) obtenemos que

f ◦ Φ−1 ∼
∑

cγ,βz
α.

Como vale para todo (z1, z2) ∈ c00×c00 concluimos de la unicidad de los coeficientes

monomiales que cγ,β(f) = Cα(f ◦ Φ−1) para todo α ∈ N(N)
0 y f ∈ H∞(Bc0 × Bc0).

Por otro lado, como consecuencia del ı́tem (1) de la Proposición 1.1.11 se deduce
que

f̂ ◦ Φ̃(γ, β) = f̂(α) para todo γ, β en N(N)
0 y f ∈ H∞(Bc0).

De esta manera concluimos que las asignaciones del Diagrama 2.5.1 son válidas.

La prueba de la segunda afirmación es mucho más fácil porque se deduce
de identificar las bases ortonormales {m−sn−t}(m,n), {zγ1z

β
2 }(γ,β) y {wγ1w

β
2}(γ,β) de

H2
2, H2(Bc20

) y H2(T∞ × T∞), respectivamente.

El siguiente objetivo es usar el teorema anterior para caracterizar el espacio

M2 = M(H2
2)

y obtener una generalización del Teorema 2.1.4.

Teorema 2.5.7. Los siguientes espacios de Banach son isométricamente isomor-
fos

M2 = H∞(C2
0). (2.30)
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Demostración. Es un resultado conocido que el espacio de multiplicadores de
H2(T∞) cumple que

M(H2(T∞)) = H∞(T∞).

Es fácil ver que esto también es verdad para T∞ × T∞, esto es,

M(H2(T∞ × T∞)) = H∞(T∞ × T∞). (2.31)

Queremos combinar este último resultado con el Teorema 2.5.6 que garantiza que
H∞(C2

0) = H∞(T∞ × T∞) y que H2(C2
0) = H2(T∞ × T∞). Sin embargo, la exis-

tencia de un isomorfismo isométrico entre espacios no garantiza que sus espacio de
multiplicadores coincidan. Esto se debe justamente a que, en principio, no sabemos
cómo se comportan los isomorfismos con los productos. Por lo tanto, no alcanza con
juntar los isomorfismos mencionados sino que tenemos que mirar espećıficamente
cómo se comporta cada isomorfismo en particular. Veamos que

M(H2(C2
0)) = H∞(C2

0)

probando la doble inclusión.

⊆) Si D ∈ M(H2
2) se tiene que para toda Dg ∈ H2

2 el producto DDg per-
tenece a H2

2. Esto implica que, en particular, D.1 pertenece a H2
2. Luego, existe

h ∈ H2(T∞ × T∞) tal que D = Dh (en otras palabras, B(h) = Dh). Como DhDg

está en H2
2 deducimos que B−1(DhDg) pertenece a H2(T∞ × T∞). Además, sabe-

mos que hg es una serie de potencias formal y sus coeficientes son igual a los de
B−1(Dh)B−1(Dg). Por lo que vimos antes la transformada de Bohr es multiplicativa
y por lo tanto

B−1(Dh)B
−1(Dg) = B−1(DhDg) ∈ H2.

Como estas series tienen los mismo coeficientes deducimos que h.g ∈ H2(T∞ × T∞)
para toda g ∈ H2, es decir, probamos que h es un multiplicador. Deducimos de
(2.31) que h ∈ H∞(T∞ × T∞).

Gracias a la extensión vista en el Theorem 2.5.6 para series de Dirichlet mul-
tiples esto pasa si y solo si Dh pertenece a H∞(C2

0) como queŕıamos.

⊇) Dada Df ∈ H∞(C2
0), queremos ver que para toda serie de Dirichlet Dg ∈ H2

2

se cumple que DfDg ∈ H2
2. Por (2.31) sabemos que f ∈ H∞(T∞ × T∞) y g ∈

H2(T∞ × T∞) se tiene que fg ∈ H2 . Luego, Dfg pertenece a H2
2. La transformada

de Bohr formal B, pensada del espacio de series de potencias formales P al espacio
de series de Dirichlet formales D, manda (formalmente)

B(fg) = DfDg.

En principio, DfDg solo está en D y sus coeficientes coinciden con los de B(fg)
que pertenece a H2

2. Entonces, DfDg pertenece a H2
2.
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Concluimos esta caṕıtulo aplicando los resultado vistos en esta sección para
enunciar el un resultado análogo el Teorema 2.3.5 para series de Dirichlet dobles.
Con todos los contenidos desarrollados en esta sección la prueba del Teorema 2.5.8
es idéntica al caso de series de Dirichlet clásicas, y por lo tanto, la omitimos.

Teorema 2.5.8. Sea φ ∈ L2(I2), D = Sφ y f = B−1(D) y sean B > A > 0. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) El sistema {φm,n}m,n es una sucesión de Riesz con constantes A y B.

(b) La función f pertenece a H∞(T∞ × T∞), su norma ∥f∥H∞ ≤ B y vale que

|f(z1, z2)| ≥ ε, para casi todo (z1, z2) ∈ T∞ × T∞.

En el caso de series múltiples aún no hemos podido encontrar una equivalencia
similar al ı́tem (c) del Teorema 2.3.5. La dificultad surge al querer definir un
análogo a Dγ(it) ya que no hay una versión del Teorema de Fatou que nos sirva
en este caso.
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Caṕıtulo 3

Series de Dirichlet aleatorias

Comenzamos esta caṕıtulo analizando la definción de sucesión básica incondi-
cional. Luego, estudiamos la convergencia aleatoria incondicional (propiedad más
débil que la incondicionalidad) de sucesiones en espacios de Hardy vectoriales
Hp(X). Mostramos que el espacio de Banach X tiene tipo 2 (respectivamente,
cotipo 2) si y solo si para toda sucesión {xn}n ⊂ X se cumple que {xnn−s}n es
aleatoria incondicionalmente convergente (respectivamente, divergente) en H2(X).
Para conseguir estos resultados primero analizamos y presentamos los espacios de
Hardy aleatorios HRad

p (X).

3.1. Bases incondicionales

En esta sección estudiamos varias definiciones elementales y pilares de este
caṕıtulo, entre las más importantes se encuentra la definición de sucesión incondi-
cional y base incondicional. La importancia de este concepto radica en que luego
vamos a considerar dos propiedades más débiles a las que llamaremos RUC y
RUD. La definición de base incondicional posee varias formulaciones equivalentes,
por lo que decidimos dar la definición más intuitiva junto con las equivalencias que
más utilizamos durante este trabajo.

Recordemos de la Definición 1.2.6 que una base {xn}n de un espacio de Banach
X se denomina base incondicional si existe una constante C > 0 tal que para
todo N ∈ N, toda sucesión de escalares {an}Nn=1, y toda elección de signos εn ∈
{−1, 1}N se cumple que

∥∥∥ N∑
n=1

εnanxn

∥∥∥ ≤ C
∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥. (3.1)

75
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Es importante resaltar que C no depende de N ni de la elección de escalares ni
de la de signos. Recordemos también que a la mejor de las constantes la llamamos
constante de incondicionalidad de la base {xn}n.

Es momento de introducir una notación que nos permite manejarnos con mayor
fluidez a la hora operar con este tipo de condiciones. Si existe una constante que
cumple las condiciones mencionadas anteriormente, vamos a omitir la constante y
cambiar el śımbolo ≤ por ≲. Por ejemplo, de esta manera, la condición (3.1) se
escribe como ∥∥∥ N∑

n=1

εnanxn

∥∥∥ ≲ ∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥.
A continuación, algunas equivalencias de base incondicional partiendo de la

condición (3.1). Supongamos que {xn}n cumple (3.1) y fijemos signos εn. Como la
desigualdad (3.1) vale para toda sucesión de escalares podemos elegir aplicarla a
εnan para obtener

∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥ =
∥∥∥ N∑
n=1

εnεnanxn

∥∥∥ ≤ C
∥∥∥ N∑
n=1

εnanxn

∥∥∥.
Por lo tanto, si combinamos ambas desigualdades obtenemos que para todoN ∈ N ,
toda sucesión de escalares an y signos εn se tiene que

C−1
∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥ ≤
∥∥∥ N∑
n=1

εnanxn

∥∥∥ ≤ C
∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥.
Siguiendo la nueva notación, decimos que

∥∥∥ N∑
n=1

εnanxn

∥∥∥ ∼
∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥. (3.2)

De estas observaciones se desprende la siguiente proposición.

Proposición 3.1.1. Sea {xn}n una sucesión de vectores no nulos de un espacio
de Banach X. Luego, son equivalentes:

(a) Para todo N ∈ N, toda sucesión de escalares {an}Nn=1, y toda elección de
signos εn ∈ {−1, 1}N se cumple que

∥∥∥ N∑
n=1

εnanxn

∥∥∥ ≲ ∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥.
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(b) Para todo N ∈ N, toda sucesión de escalares {an}Nn=1, y cualesquiera signos
εn y ε′n ∈ {−1, 1}N se cumple que∥∥∥ N∑

n=1

εnanxn

∥∥∥ ∼
∥∥∥ N∑
n=1

ε′nanxn

∥∥∥.
(c) Para todo N ∈ N, toda sucesión de escalares {an}Nn=1, y cualesquiera signos

εn ∈ {−1, 1}N se cumple que

Eε
∥∥∥ N∑
n=1

εnanxn

∥∥∥ ∼
∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥,
donde Eε denota la esperanza respecto a las variables εn.

Demostración. Observemos que (a) ⇒ (b) es consecuencia de directa de (3.2)
ya que la estimación vale para toda elección de signos. Para ver que (b) ⇒ (a)
basta tomar εn = 1 para i = 1, . . . , N. El hecho de que (a) ⇒ (c) se obtiene de
tomar esperanza en (3.2). Por último, para deducir (c) ⇒ (a) podemos elegir como
sucesión de escalares a ε′nan y aśı obtener

E
∥∥∥ N∑
n=1

εnε
′
nanxn

∥∥∥ ∼
∥∥∥ N∑
n=1

ε′nanxn

∥∥∥.
Luego, como εnε

′
n es otra elección de signos podemos usar nuevamente (c) para

conseguir la estimación ∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥ ∼
∥∥∥ N∑
n=1

ε′nanxn

∥∥∥.
Por tanto, se satisface (a).

Notemos que una sucesión de vectores no nulos que satisface (a) es una sucesión
básica. En efecto, dados N ≤M ∈ N podemos tomar

εn =


1 si n ≤ N ;

−1 si N < n ≤M,

y luego calcular∥∥∥ N∑
n=1

anxn

∥∥∥ =
1

2

∥∥∥ M∑
n=1

anxn +
M∑
n=1

εnanxn

∥∥∥
≤ 1

2

∥∥∥ M∑
n=1

anxn

∥∥∥+
1

2

∥∥∥ M∑
n=1

εnanxn

∥∥∥ ≲ ∥∥∥ M∑
n=1

anxn

∥∥∥.
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En la última desigualdad usamos justamente la condición (a) para cada termino.
Por lo tanto, una sucesión que satisface alguna de las condiciones anteriores es
una sucesión básica incondicional. Si además la sucesión genera el espacio X
decimos que es una base incondicional.

Ejemplo 3.1.2. Algunos ejemplos conocidos de bases incondicional y condiciona-
les (aquellas bases que no son incondicionales) son los siguientes:

La base canónica de c0 y ℓp, 1 ≤ p <∞ es incondicional.

Cualquier base ortogonal de un espacio de Hilbert es incondicional.

La base sumante de c0 definida por

sn =
n∑
i=1

ei n ∈ N, (3.3)

donde (ei) denota la base canónica de c0, es una base condicional de c0.

Los espacios C[0, 1] y L1[0, 1] no tienen base incondicional.

El espacio H1(T) posee una base incondicional. Fue Maurey [43] quien pri-
mero dio una demostración no constructiva en 1980. Más adelante Carleson
[15] y Wojtaszczyk [55] construyeron ejemplos expĺıcitos.

A partir de estos ejemplos nos preguntamos si el espacio Hp(C) (ver la Defi-
nición 1.1.9 para X = C) tiene alguna base incondicional para 1 < p < ∞. El
caso p ̸= 2 resulta ser un problema abierto. Mientras que para p = 2 la respuesta
es claramente afirmativa. Recordemos que al espacio H2(C) (también notado H2

(2.1)) es espacio Hilbert y una base ortonormal, y por lo tanto incondicional, de
este espacio es {n−s}n. Cabe entonces preguntarnos qué sucede con la sucesión
{n−s}n para otros p. En principio, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3 (Helson-Aleman-Olsen-Saksman). Para todo 1 < p <∞ el siste-
ma {n−s}n es una base de Schauder de Hp(C).

Este resultado es obtenido en [2] como consecuencia de la acotación uniforme de
las sumas parciales, es decir, de que existe una constante Cp tal que para todo N
en N y toda serie

∑
n ann

−s de Hp(C) se cumple que

∥∥∥ N∑
n

ann
−s
∥∥∥
Hp(C)

≤ Cp

∥∥∥ ∞∑
n

ann
−s
∥∥∥
Hp(C)

. (3.4)
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Por otro lado, es fácil ver que el sistema genera todo el espacio, ya que visto a
través de la transformada de Bohr se corresponde con {zα}α que genera todo el
espacio de Hardy Hp(T). Por lo tanto, por el Teorema 1.2.2 el sistema {n−s}n
resulta base de Schauder para todo 1 < p <∞.

Ahora que sabemos que para 1 < p < ∞ la sucesión {n−s}n es una base de
Schauder de Hp(C) surge preguntarnos para cuáles de estos p el sistema {n−s}n es
base incondicional. La Proposición 3.1.4 ([14, Proposición 4]), enunciada a conti-
nuación, nos ayuda a responder esta pregunta.

Proposición 3.1.4 (Carando-Defant-Sevilla ). Sea 1 ≤ p <∞. Para todo N ∈ N
y toda sucesión de escalares {an}Nn=1 se tiene que

E
∥∥∥ N∑
n=1

εnann
−s
∥∥∥
Hp(C)

∼

(
N∑
n=1

|an|2
)1/2

=
∥∥∥ N∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
H2(C)

.

Por la Observación 1.1.10 sabemos que los espacios Hp(C) están incluidos entre śı
como los espacios Lp(T∞), es decir,

Hq(C) ⊂ Hp(C)

siempre que 1 ≤ p < q ≤ ∞. Por lo tanto, la proposición anterior prueba que valen
las siguientes propiedades:

E
∥∥∥ N∑
n=1

εnann
−s
∥∥∥
Hp(C)

≲
∥∥∥ N∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
Hp(C)

si y solo si p ≥ 2;

∥∥∥ N∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
Hp(C)

≲ E
∥∥∥ N∑
n=1

εnann
−s
∥∥∥
Hp(C)

si y solo si p ≤ 2.

De aqúı deducimos que la única forma de que {n−s}n satisfaga la condición de
incondicionalidad en Hp(C) es que p = 2. Lo interesante no es que {n−s}n sea base
incondicional de H2, esto ya lo sab́ıamos dado que el sistema es base ortonormal,
sino que para todos los demás p el sistema {n−s}n no es incondicional. Es decir,
{n−s}n es una base de Schauder condicional para todo 1 < p < 2 y 2 < p < ∞.
¿Qué pasa en el caso vectorial? No podemos esperar que sea una base de Schauder,
pero ¿existe alguna acotación para las sumas parciales de una serie en Hp(X) del
estilo (3.4)? ¿Vale algún resultado análogo al Teorema 1.1.2?
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Teorema 3.1.5 (Teorema fundamental de Bohr vectorial). Existe una constante
C > 1 tal que para todo 1 ≤ p < ∞, toda serie

∑
n xnn

−s ∈ Hp(X) y N ∈ N se
tiene que ∥∥∥∑

n≤N

xnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

≤ C logN
∥∥∥ ∞∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

.

El resultado original es de Defant y Pérez [23, Teoremas 2.1 y 3.2], su prueba se
puede encontrar también en [21, Teorema 24.14]. A diferencia del caso escalar (3.4),
en el vectorial no se puede sacar el logaritmo, es decir, no existe una constante C
que garantice ∥∥∥∑

n≤N

ann
−s
∥∥∥
Hp(X)

≤ C
∥∥∥ ∞∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
Hp(X)

, (3.5)

para toda serie y todo N ∈ N. Para ver esto consideremos el espacio de Banach
X = H1(T). Es un resultado conocido que el núcleo de Dirichlet

DN =
N∑
n=0

zn

cumple que
∥∥DN

∥∥
H1(T)

∼ logN (esto es una estimación clásica para la norma L1

del núcleo de Dirichlet se puede consutar en [42, pp. 59-60]). Llamemos PN al
operador PN : H1(T) → H1(T) que a una serie de potencias f =

∑∞
n=0 anz

n la

manda a la serie truncada PNf =
∑N

n=0 anz
n. Es también sabido que

PNf = DN ∗ f y que
∥∥PN∥∥ =

∥∥DN

∥∥
H1(T)

.

Más aún, como los polinomios son densos en H1(T) la norma del operador coincide
con ∥∥PN∥∥ = sup

∥f∥=1
f polinomio

∥∥PN(f)
∥∥
H1(T)

.

Es decir, para cada N podemos tomar un polinomio fN =
∑MN

n=0 a
N
n z

n de norma 1
que cumpla que ∥∥∥PN(fN)

∥∥∥
H1(T)

=
∥∥∥ N∑
n=0

aNn z
n
∥∥∥
H1(T)

∼ logN.

Consideremos la serie de Dirchlet con coeficientes en H1(T) dada por

E(s) =

MN∑
n=0

aNn z
n

(
1

2n

)s
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perteneciente a Hp(H1(T)).

∥∥∥ N∑
n=0

aNn z
n

(
1

2n

)s ∥∥∥p
Hp(H1(T))

=

∫
T∞

∥∥∥∑
n=0

aNn w
nzn
∥∥∥p
H1(T)

dw

=

∫
T

∫
T

|
∑

aNn (wz)n|dz

p

dw

=

∫
T

∫
T

|
∑

aNn z
n|dz

p

dw

=
∥∥∥ N∑
n=0

aNn z
n
∥∥∥p
H1(T)

.

Donde en la última igualdad usamos la invariancia por rotaciones de la medida.
Por lo tanto, hemos probado que∥∥∥ N∑

n=0

aNn z
n

(
1

2n

)s ∥∥∥
Hp(H1(T))

=
∥∥∥ N∑
n=0

aNn z
n
∥∥∥
H1(T)

∼ logN.

En conclusión, no puede existir una constante C que cumpla (3.5) porque para
todo N tendŕıamos que

logN ∼
∥∥∥ N∑
n=0

aNn z
n

(
1

2n

)s ∥∥∥
Hp(H1(T))

≤ C
∥∥∥ MN∑
n=0

aNn z
n

(
1

2n

)s ∥∥∥
Hp(H1(T))

= C
∥∥∥ MN∑
n=0

aNn z
n
∥∥∥p
H1(T)

= C,

lo cual es un absurdo.

Respecto a este tipo de estimaciones sobre las sumas parciales de una serie de
Dirichlet, en la Sección 3.3 presentamos un espacio que posee propiedades mucho
mejores que Hp(X).

3.2. Sistemas RUC y RUD

Los espacios de Banach que poseen bases incondicionales tienen una estructura
privilegiada. Sin embargo, existen espacios de Banach que no poseen ninguna base
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incondicional (como C[0, 1] o L1[0, 1]). Esto nos lleva a considerar propiedades más
débiles que la incondicionalidad de una base. En esta sección expondremos algunas
definiciones sobre convergencia aleatorias e incondicional de sucesiones básicas que
fueron introducidas en [7] y [41].

En Caṕıtulo 1 Proposición 1.2.5 recordamos que una serie
∑

n xn de un espacio
de Banach converge incodicionalmente si las series

∑
n εnxn convergen para todo

εn ∈ {−1, 1}N. Nos preguntamos entonces qué sucede si esta convergencia en vez
de ser para todo signo es para casi todo signo de {−1, 1}N respecto a la medida de
Haar del grupo compacto {−1, 1}N. De esta manera surge la siguiente definición,
evidentemente más débil que la de convergencia incondicional.

Definición 3.2.1. Una serie
∑

n xn en un espacio de Banach X es casi incondi-
cionalmente convergente cuando

∑
n εnxn converge casi seguramente para los

signos {εn}n ∈ {−1,+1}N respecto a la medida de Haar normalizada de {−1,+1}N.
Equivalentemente, si la serie

∑
n rn(t)xn converge casi seguramente respecto a la

medida de Lebesgue del [0, 1].

Recordar que rn son las funciones Rademacher definidas en Sección 1.2.4. Si pen-
samos a εn y rn como variables aleatorias, esta última equivalencia se debe sim-
plemente a que las variables están idénticamente distribuidas. Además, por el
Teorema 1.3.6 tenemos que

∑
n xn es casi incondicionalmente convergente si y solo

si
∑

n rnxn converge en Lp([0, 1], X) para algún (todo) 1 < p <∞.

Por otro lado, notemos que como la convergencia de las series no vaŕıa si ha-
cemos finitos cambios, la ley 0 − 1 nos dice que las series aleatorias∑

n

εnxn

convergen casi seguramente, o bien, divergen casi seguramente (para más detalle
ver [35, Pág. 7]). Por lo tanto, diremos que una serie de elementos de un espacio
de Banach

∑
n xn es casi incondicionalmente divergente cuando

∑
n εnxn di-

verge para casi toda elección de signos {εn}n ∈ {−1,+1}N. Esto nos dice que las
definiciones que damos a continuación son complementarias.

Definición 3.2.2. Decimos que una sucesión básica {xn}n de un espacio de Ba-
nach X es aleatoria incondicionalmente convergente (y notamos RUC), si toda
serie convergente

∑
n anxn es casi incondicionalmente convergente. Análogamen-

te, decimos que {xn}n es aleatoria incondicionalmente divergente (RUD), si toda
serie divergente

∑
n anxn es casi incondicionalmente divergente.

En [41, Proposición 2.3] Tradacete y Lopez-Abad prueban que una sucesión
básica es incondicional si y sólo si es simultáneamente RUC y RUD al mismo
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tiempo. Este resultado nos dice dos cosas importantes. La primera es que RUC
y RUD son conceptos más débiles que la incondicionalidad. La segunda es que
RUD y RUC son nociones en cierto sentido complementarias. Una vez hechas
reformualaciones de las definiciones de RUC y RUD, vamos a volver a recuperar
este resultado, en la Observación 3.2.4.

Como las definiciones de RUC y RUD hablan de series aleatorias de vectores
en espacios de Banach, vamos a necesitar algunas herramientas sobre variables
aleatorias en espacios de Banach que hemos presentado en el Caṕıtulo 1 Sección
1.3. En particular, mencionamos en el Teorema 1.2.7 que toda sucesión de va-
riables aleatorias centradas e independientes {Yn}n ∈ Lp(Ω,P) es sucesión básica
incondicional en Lp(Ω,P). Más aún, si las variables son simétricas la constante de
incondicionalidad es uno. El caso simétrico es muy sencillo, recordemos que una
variable aleatoria real Y es simétrica si Y y −Y están igualmente distribuidas (no-
tamos Y ∼ −Y ). Dos variables igualmente distribuidas cumplen que la esperanza
de cualquier función en ellas coincide y, por lo tanto,∥∥∥ N∑

n=1

anεnYn

∥∥∥
p

=
∥∥∥ N∑
n=1

anYn

∥∥∥
p
.

Como esto se cumple para toda elección de signos εn y de escalares an se deduce
que {Yn}n cumple (3.1) y, por lo tanto, es una sucesión básica incondicional con
constante 1.

El resultado anterior se extiende a variables aleatorias a valores en un espacio
de Banach gracias al Teorema 1.3.5. Este resultado es conocido como el principio
de contracción y es una herramienta fundamental en todo lo que sigue. Por
ejemplo, como consecuencia del principio de contracción se deduce que {rnxn}n es
una sucesión básica 1−incondicional de Lp([0, 1], X) para todo 1 ≤ p <∞ siempre
y cuando xn sea distinto de cero para todo n. Esto nos permite probar la siguiente
condición equivalente a que una sucesión {xn}n de un espacio de Banach X sea
RUC.

Proposición 3.2.3. Sea {xn}n una sucesión básica de X. Luego, {xn}n es RUC
si y solo si existe una constante C > 0 tal que para todo m ∈ N y toda sucesión de
escalares {an}mn=1 se tiene que

E
∥∥∥ m∑
n=1

εnanxn

∥∥∥ ≤ C
∥∥∥ m∑
n=1

anxn

∥∥∥. (3.6)

En este caso, decimos que (xn)n es C-RUC.

Demostración. Asumamos primero que {xn}n es RUC y veamos que vale (3.6).
Como {xn}n es RUC se tiene que toda serie convergente

∑
n anxn es casi incon-

dicionalmente convergente. Equivalentemente, si
∑

n anxn es convergente entonces
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∑
n anrn(t)xn pertenece a L1([0, 1], X). Definamos Y como el subespacio cerrado

de L1([0, 1], X) generado por {rn(t)xn}n y X̃ como el subespacio cerrado de X ge-

nerado por la sucesión básica {xn}n. Es claro que {xn}n es base de X̃, {rnxn}n de Y

(por la observación anterior) y que ambos son espacios de Banach. Sea Sm : X̃ → Y
el operador

Sm

(∑
n

anxn

)
=

m∑
n=1

anrnxn.

Este operador está bien definido y es continuo. La acotación se deduce inmediata-
mente del teorema del gráfico cerrado y de la continuidad de tomar coeficientes,
dado que tanto {xn}n como {rnxn}n son bases.

Fijemos ahora x̃ =
∑

n anxn ∈ X̃. Por hipótesis tenemos que
∑
anrn(t)xn

converge casi seguramente. Usando que {rn(t)xn}n es base 1−incondicional de
Y (como consecuencia del principio de contracción, Teorema 1.3.5) obtenemos la
acotación puntual y uniforme

Sm(x̃) =
∥∥∥ m∑
n=1

rnanxn

∥∥∥
L1([0,1],X)

≤
∥∥∥∑

n

rnanxn

∥∥∥
L1([0,1],X)

<∞.

Luego, el Principio de Acotación Uniforme nos asegura que existe una constante
C := supm

∥∥Sm∥∥ <∞. De esta manera llegamos a que∥∥∥ m∑
n=1

anrnxn

∥∥∥
L1([0,1],X)

≤ C
∥∥∥ ∞∑
n=1

anxn

∥∥∥.
Luego, como rn y εn están idénticamente distribuidas podemos cambiar le termino
de la izquierda por

E
∥∥∥ m∑
n=1

εnanxn

∥∥∥ ≤ C
∥∥∥ ∞∑
n=1

anxn

∥∥∥.
Para cada m ∈ N fijo, reemplazamos {an}n por {bn}n con bn = an para n ≤ N y
bn = 0 para n > N , obteniendo la desigualdad deseada.

Por otro lado, supongamos que vale (3.6) para todo m ∈ N y que
∑
anxn es

convergente. Por la convergencia de la serie sabemos que{ m∑
n=1

anxn

}
m

es una sucesión de Cauchy en X. De la desigualdad (3.6) se deduce que{ m∑
n=1

anrnxn

}
m



3.2. SISTEMAS RUC Y RUD 85

es Cauchy en L1([0, 1], X). Por lo tanto, la serie
∑
anεnxn converge casi segura-

mente. Esto nos permite concluir que {xn}n es RUC.

De manera similar, se puede ver que {xn}n es RUD si y solo si existe una
constante C tal que para todo m ∈ N y toda sucesión de escalares {an}mn=1 se tiene
que ∥∥∥ m∑

n=1

anxn

∥∥∥ ≤ CE
∥∥∥ m∑
n=1

εnanxn

∥∥∥. (3.7)

En este caso decimos que {xn}n es C-RUD. La demostración de este hecho es
similar a la anterior y puede consultarse en [41, Proposition 2.7].

Observación 3.2.4. De estas últimas formulación de los conceptos RUC y RUD
es inmediato deducir que una base {xn}n es incondicional si y solo si es RUD
y RUD simultáneamente ya que juntando ambas desigualdades obtenemos que se
cumple la condición de incondicionalidad (c) de la Proposición 3.1.1.

Es importante resaltar que las nociones de RUC y RUD también tiene sentido
para sistemas biortogonales. Por eso vamos a considerar el siguiente sistema de
Hp(X) y probar que es biortogonal. Para toda sucesión {xn}n ⊆ X, los elementos
no nulos de {xnn−s}n pueden ser pensados como parte de un sistema biortogonal.
En efecto, llamemos A al subconjunto de ı́ndices de N que cumplen que xn ̸= 0
para todo n ∈ A. Consideremos entonces la sucesión{

xnn
−s}

n∈A ⊂ Hp(X).

Aplicandole la transformada de Bohr vectorial a esta sucesión obtenemos que

{xαzα}α⊆Λ(A ⊂ Hp(X),

donde Λ(A) corresponde al el conjuto de multi-́ındices

Λ(A) = {α ∈ N(N)
0 : pα = n, n ∈ A},

en otras palabras los multi-́ındices que que se corresponden con el conjunto A
por la escritura única en potencia de primos. Luego, para cada α ∈ Λ tomemos
γα ∈ X∗ tal que γα(xα) = 1. Notemos que si definimos φα ∈ Hp(X)∗ como

φα(f) =

∫
TN
γα (f(z)) zαdz,

el sistema {(xαz
α, φα)}α∈Λ es un sistema biortogonal ya que

φβ(xαz
α) =

∫
TN
γα(xα)zβzαdz = δα,β.
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Por lo tanto, de ahora en más, diremos que {xnn−s}n es RUC o RUD si los
elementos no nulos son RUC o RUD como parte del sistema biortogonal que acaba-
mos de definir. Es importante observar que las condiciones (3.6) y (3.7) se pueden
chequear para toda la sucesión, es decir, no es necesario omitir los elementos que
sean cero.

Una vez hecha esta generalización nos preguntamos si existe alguna relación
entre que {xn}n sea RUC (respectivamente RUD) en X y que {xnn−s}n sea RUC
(respectivamente RUD) en Hp(X). La respuesta está en la próxima observación y
el ejemplo subsiguiente.

Proposición 3.2.5. Si {xn}n es RUC en X, entonces la sucesión {xnn−s}n es
RUC en Hp(X) para todo p ≥ 1.

Demostración. Fijemos z ∈ T∞. Como la sucesión {xn} es RUC en el espacio de
Banach X se tiene que

E
∥∥∥ m∑
n=1

εnanz
α(n)xn

∥∥∥
X
≲
∥∥∥ m∑
n=1

anz
α(n)xn

∥∥∥
X
.

Por la desigualdad de Kahane-Khintchine (Teorema 1.3.8) podemos reescribir lo
anterior como

E
∥∥∥ m∑
n=1

εnanxnz
α(n)
∥∥∥p
X
≲
∥∥∥ m∑
n=1

anxnz
α(n)
∥∥∥p
X
.

Integrando con respecto a z y cambiando el orden de integración, nos queda

E

(∫
T∞

∥∥∥ m∑
n=1

εnanxnz
α(n)
∥∥∥p
X
dz

)
≲
∫
T∞

∥∥∥ m∑
n=1

anxnz
α(n)
∥∥∥p
X
dz,

o lo que es lo mismo,

E
∥∥∥ m∑
n=1

εnanxnz
α(n)
∥∥∥p
Hp(TN,X)

≲
∥∥∥ m∑
n=1

anxnz
α(n)
∥∥∥p
Hp(TN,X)

.

Nuevamente por la desigualdad de Kahane-Khintchine obtenemos que

E
∥∥∥ m∑
n=1

εnanxnz
α(n)
∥∥∥
Hp(TN,X)

≲
∥∥∥ m∑
n=1

anxnz
α(n)
∥∥∥
Hp(TN,X)

.

Para concluir, usamos que la transformada de Bohr es una isometŕıa para obtener

E
∥∥∥ m∑
n=1

εnanxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

≲
∥∥∥ m∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

.
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Sin embargo, la rećıproca de la proposición anterior no es siempre cierta. Para
ilustrar este hecho usaremos como ejemplo la base sumante de c0 definida en (3.3).

Ejemplo 3.2.6. La base sumante {sn}n es una sucesión básica que no es RUC ni
RUD en c0 y, sin embargo, la sucesión {snn−s}n es equivalente a la base canónica
de ℓ2, por lo tanto, incondicional en H2(c0).

Fueron Tradacete y Lopez-Abad [41] quienes probaron que la base sumante
{sn}n no es RUC ni RUD en c0. Por completitud damos esta prueba a continuación,
para luego deducir el Ejemplo 3.2.6.

Para esto necesitamos primero recordar una propiedad muy conocida de la base
sumante que dice que ∥∥∥ m∑

n=1

ansn

∥∥∥
c0

= sup
1≤k≤m

∣∣∣ m∑
n=k

an

∣∣∣.
Para probar que {sn}n no es RUC ni RUD mostramos primero que

E
∥∥∥ m∑
n=1

εnansn

∥∥∥
c0
∼
( m∑

n=1

|an|2
)1/2

. (3.8)

Para la cota superior, usando la desigualdad de Lévy [38] (Proposición 1.3.2) ob-
tenemos que para todo a ∈ R las medidas de Lebesgue cumplen que∣∣∣∣∣ t ∈ [0, 1] : sup

1≤k≤m

∣∣∣ m∑
n=k

rn(t)an

∣∣∣ > a

∣∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣∣ t ∈ [0, 1] :
∣∣∣ m∑
n=1

rn(t)an

∣∣∣ > a

∣∣∣∣∣ .
Combinando esto con la desigualdad de Khintchine (Teorema 1.3.7) deducimos
que ∫ 1

0

sup
1≤k≤m

∣∣∣ m∑
n=k

rn(t)an

∣∣∣ dt ≤ 2

∫ 1

0

∣∣∣ m∑
n=1

rn(t)an

∣∣∣ dt ∼ ( m∑
n=1

|an|2
)1/2

.

Para la acotación inferior, usamos la desigualdad de Kahane-Khintchine (Teo-
rema 1.3.8) una vez más,

E
∥∥∥ m∑
n=1

εnansnn
−s
∥∥∥
c0

= E
(

sup
1≤k≤m

∣∣∣ m∑
n=k

εnan

∣∣∣) ≥ E
(∣∣∣ m∑

n=1

εnan

∣∣∣) ∼
( m∑

n=1

|an|2
)1/2

.

Por lo tanto, si {snn−s}n fuese RUC o RUD debeŕıamos poder comparar
(
∑m

n=1 |an|
2)1/2 con

∥
m∑
n=1

ansn∥c0 = sup
1≤k≤m

|
m∑
n=k

an|
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para toda sucesión de escalares. Sin embargo, si tomamos {an}mn=1 como la sucesión
que tiene todos unos, nos quedan las cantidades m1/2 y m, pero no existe ninguna
constante independiente de m que satisfaga (3.7). Por otro lado, para ver que no
hay constante que satisfaga (3.6) tomamos {an}mn=1 con an = (−1)n para todo n.
Luego por (3.8) tenemos que

E
∥∥∥ m∑
n=1

εn(−1)nsn

∥∥∥
c0
∼
( m∑

n=1

|(−1)n|2
)1/2

= (m)1/2.

Mientras que ∥∥∥ m∑
n=1

(−1)nsn

∥∥∥
c0

= sup
1≤k≤m

∣∣∣ m∑
n=k

(−1)n
∣∣∣ = 1,

por lo que no existe una constante constante independiente de m que cumpla que

1 ≳ (m)1/2.

Veamos ahora qué sucede con la sucesión {snn−s}n en H2(c0). En este caso
tenemos que la norma es∥∥∥ m∑

n=1

ansnn
−s
∥∥∥
H2(c0)

=

(∫
sup

1≤k≤m

∣∣∣ m∑
n=k

ann
−s
∣∣∣2ds)1/2

=
∥∥∥ sup

1≤k≤m

∣∣∣ m∑
n=k

ann
−s
∣∣∣∥∥∥

H2(C)
.

Por un lado, es fácil ver que∥∥∥ sup
1≤k≤m

∣∣∣ m∑
n=k

ann
−s
∣∣∣∥∥∥

H2(C)
≥
∥∥∥ m∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
H2(C)

=

( m∑
n=1

|an|2
)1/2

. (3.9)

Por otro lado, una versión del Teorema de Carleson-Hunt para series de Dirichlet
[33, Teorema 1.5] nos dice que existe una constante C > 0 tal que se tiene

∥∥∥ sup
1≤k≤m

∣∣∣ m∑
n=k

ann
−s
∣∣∣∥∥∥

H2(C)
≤ C

∥∥∥ m∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
H2(C)

= C

( m∑
n=1

|an|2
)1/2

.

Juntando esto con (3.9) deducimos que

∥∥∥ m∑
n=1

ansnn
−s
∥∥∥
H2(c0)

∼
( m∑

n=1

|an|2
)1/2

.
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Como esto vale para toda sucesión de escalares, tomando {εnan}mn=1 obtenemos
que ∥∥∥ m∑

n=1

εnansnn
−s
∥∥∥
H2(c0)

∼
( m∑

n=1

|εnan|2
)1/2

=

( m∑
n=1

|an|2
)1/2

∼
∥∥∥ m∑
n=1

ansnn
−s
∥∥∥
H2(c0)

,

concluyendo aśı que {snn−s}n es incondicional y, por lo tanto, RUC y RUD.

3.3. Los espacios de Banach Hrad
p (X)

Para estudiar la convergencia aleatoria e incondicional de series de Dirichlet
vectoriales necesitamos definir el siguiente espacio que fue considerado por primera
vez en [14].

Definición 3.3.1. Dados 1 ≤ p <∞ y un espacio de Banach X, definimos

Hrad
p (X) :=

{∑
xnn

−s : ∀ a.e. εn = ±1,
∑

εnxnn
−s ∈ Hp(X)

}
. (3.10)

El espacio Hrad
p (X) tiene propiedades notablemente mejores que los espacios Hp(X).

Por ejemplo, se puede mejorar el Teorema 3.1.5 eliminando el logaritmo e incluso
obteniendo C = 1. En efecto, en [14, Proposición 3] se prueba que para toda serie∑

n xnn
−s ∈ Hp(X) con 1 ≤ p <∞ y todo N ∈ N se cumple que

∥∥∥∑
n≤N

xnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
≤
∥∥∥ ∞∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
. (3.11)

Por lo tanto, usando este resultado para toda serie
∑M

n=1 anxnn
−s con {an}n una

sucesión cualquiera de números complejos, deducimos que sin importar cuales sean
los vectores no nulos {xn}n, el sistema {xnn−s} es sucesión básica de Hrad

p (X).

Por otro lado, como consecuencia de la ortogonalidad de las funciones Rade-
macher también tenemos una estimación para la norma en X de los coeficientes.

Proposición 3.3.2. Para toda serie
∑

n xnn
−s ∈ Hrad

p (X) se cumple que

∥∥xn∥∥X =
∥∥xnn−s∥∥

Hp(X)
≤
∥∥∥ ∞∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
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Demostración. Es claro que
∥∥xn∥∥X =

∥∥xnn−s
∥∥
Hp(X)

=
∥∥xnn−s

∥∥
Hrad

p (X)
. Por otro

lado, por la ortogonalidad de las funciones Rademacher podemos reescribir xnn
−s

como

xnn
−s =

∞∑
m=1

xnm
−s

1∫
0

rm(t)rn(t) dt =

1∫
0

(∑
m

xmrm(t)m−s

)
rn(t) dt.

Tomando norma obtenemos que

∥∥xnn−s∥∥
Hp(X)

≤
1∫

0

∥∥∥∑
m

xmrm(t)m−s
∥∥∥
Hp(X)

|rn(t)| dt =
∥∥∥∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
.

Retomando, en la Definición (3.3.1) estamos pensando a la serie de Dirichlet∑
n xnn

−s como una serie formal. Por la definición de Hp(X) (ver Definición 1.1.9),
cuando decimos D =

∑
n xnn

−s ∈ Hp(X) nos referimos a que existe una función

f ∈ Hp(TN, X) cuyos coeficientes de Fourier cumplen que f̂α = xn(α). Por lo tanto,
el hecho de que D ∈ Hp(X) no necesariamente implica que las sumas parciales

DN =
∑N

n=1 xnn
−s convergen a D en Hp(X). Sin embargo, utilizando un teorema

clásico de probabilidad logramos probar que en este caso dicha implicación śı es
valida, como muestra la siguiente proposición.

Proposición 3.3.3. Para todo espacio de Banach X y todo 1 ≤ p < ∞ se tiene
que si {xn}n ⊆ X cumple que

∑
n εnxnn

−s ∈ Hp(X) para casi toda elección de
signos εn, entonces

∑
n εnxnn

−s converge casi seguramente.

Para probar este resultado vamos a usar el Teorema de Itô-Nisio 1.3.3, un
teorema clásico sobre convergencia casi segura de series de variables aleatorias
simétricas .

Demostración de la Proposición 3.3.3. Sea {xn}n ⊆ X como en el enunciado. De-
finamos para ε = {εn}n ∈ {−1,+1}N la función R(ε) =

∑
n εnxnn

−s. Primero pro-
bemos que R es una variable aleatoria, es decir, una función medible. Para σ > 0
y toda serie de Dirichlet D =

∑
n ann

−s ∈ Hp(X) se define Dσ =
∑

n (an/n
σ)n−s.

En [22, Proposition 2.3] prueban que Dσ converge en Hp(X) a D cuando σ → 0,
y que las sumas parciales de Dσ convergen uniformemente a Dσ. Si hacemos es-
to con R, obtenemos una sucesión de funciones medibles que convergen en casi
todo punto a R, lo que prueba que R también es medible. El mismo argumento
muestra que R(ε) pertenece a Y = ⟨xnn−s⟩n ⊆ Hp(X) para casi todo ε. Llamemos
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Yn = εnxnn
−s ∈ Hp(X), definamos para todo k ∈ N y x′ ∈ X ′ las funciones

φk,x′ = x′ ◦ ck con ck aquellas funciones que devuelven el k−ésimo coeficiente de
una serie de Dirichlet (como en el ı́tem (1) de la Proposición 1.1.11). Notemos que
la familia F = {φk,x′}k,x′ separa puntos de Y . Además, tenemos que

φk,x′(R(ε)) = εkx
′(xk),

N∑
n=1

φk,x′(Yn) =
N∑
n=1

δn,kεkx
′(xk),

y ambas coinciden para N ≥ k. Esto nos dice que se cumple la segunda condición
del Teorema de Itô-Nisio 1.3.3 y, en consecuencia, las sumas parciales de R(ε)
convergen para casi todo elección de signos εn.

Combinando la Proposición 3.3.3 con que sabemos que el ĺımite de una serie
convergente en Hp(X) pertenece a Hp(X) obtenemos la siguiente reformulación
del espacio Hrad

p (X).

Corolario 3.3.4. Para todo espacio e Banach X y todo 1 ≤ p <∞

Hrad
p (X) =

{∑
xnn

−s : ∀ a.e. εn = ±1,
∑

εnxnn
−s converge en Hp(X)

}
.

La idea ahora es darle una norma adecuada al espacio Hrad
p (X). Para hacer esto

aplicamos la Proposición 1.3.6 ([26, Teorema 12.3] ) para obtener que también

Hrad
p (X) =

{∑
xnn

−s :
∑

rnxnn
−s ∈ L1 ([0, 1],Hp(X))

}
.

Por lo tanto, pensado de esta forma resulta natural otorgarle la norma

∥∥∥∑xnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
:=

∫ 1

0

∥∥∥∑ rn(t)xnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

dt,

que hace de Hrad
p (X) un espacio de Banach (ver [14]).

Íntimamente ligado a este espacio se encuentra Rad(X) el espacio de sucesiones
casi incondicionalmente sumables, compuesto por sucesiones {xn}n de un espacio
de Banach X. Dicho espacio es de Banach con la norma

∥(xn)n∥Rad(X) :=

∫ 1

0

∥∥∥∑ rn(t)xn

∥∥∥ dt,
(cf. [26, Caṕıtulo 12]). Tanto en la norma de Rad(X) como en la de Hrad

p (X) por
la desigualdad de Kahane-Khintchine podemos cambiar el termino derecho por
cualquier otra norma p con 1 ≤ p <∞ y obtener una norma equivalente.
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La próxima proposición nos da una forma de estimar la norma en Hrad
p (X)

sin calcular norma de series de Dirichlet. Además, es una generalización del Teo-
rema 3.1.4, ya que por la Desigualdad de Khinchine 1.3.7, el espacio Rad(C) es
isométricamente isomorfo a H2(C). Además, de esta se deduce que todos los espa-
cios Hrad

p (X) son isométricamente isomorfos entre si para todo 1 ≤ p <∞.

Proposición 3.3.5. Para todo 1 ≤ p <∞ existe una constante Cp > 0 de manera
tal que si X es un espacio de Banach y {xn}Nn=1 ⊂ X se cumple

1

Cp

∥∥∥ N∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
≤ ∥(xn)n∥Rad(X) ≤ Cp

∥∥∥ N∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
,

donde asignamos xn = 0 para n > N . En particular, esto prueba que

Hrad
p (X) = Rad(X),

con normas equivalentes.

Demostración. Dada una sucesión arbitraria {xn}Nn=1 ⊂ X, aplicando nuestras
dos herramientas por excelencia, la desigualdad de Kahane-Khintchine (Teorema
1.3.8) y el principio de contracción (1.12), obtenemos que

∥∥∥ N∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
=

∫ 1

0

∥∥∥ N∑
n=1

rn(t)xnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

dt

∼
(∫ 1

0

∥∥∥ N∑
n=1

rn(t)xnn
−s
∥∥∥p
Hp(X)

dt

)1/p

=

(∫
TN

∫ 1

0

∥∥∥ ∑
α∈(N0)N

rn(α)(t)xn(α)z
α
∥∥∥p
X
dtdz

)1/p

∼
(∫ 1

0

∥∥∥ ∑
α∈(N0)N

rn(α)(t)xn(α)

∥∥∥p
X
dt

)1/p

∼
∫ 1

0

∥∥∥ N∑
n=1

rn(t)xn

∥∥∥
X
dt.

Notar que, como queŕıamos, las constantes involucradas solo dependen del valor
de p (1 ≤ p <∞).
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3.4. Espacios con la propiedad de convergencia

aleatoria en Hp

El objetivo de esta parte es caracterizar a los espacios de BanachX que cumplen
que para toda sucesión {xn}n ⊂ X se tiene que {xnn−s}n es RUC en Hp(X). La
definición de RUC nos dice que existe una constante (que depende de la sucesión)
de manera que se cumple

E
∥∥∥ m∑
n=1

εnanxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

≤ C
∥∥∥ m∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

.

La proposición que sigue muestra que cuando el espacio cumple esto para toda
sucesión, podemos elegir en esta desigualdad una constante uniforme, es decir,
una constante que no dependa de la sucesión. En particular, esto prueba que vale
la inclusión de los espacios Hp(X) ⊆ Hrad

p (X).

Proposición 3.4.1. Sea X un espacio de Banach y p ≥ 2. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) {xnn−s}n es RUC en Hp(X) para toda sucesión {xn}n ⊂ X.

(b) Existe una constante C ≥ 1 tal que para todo N ∈ N y {xn}Nn=1 ⊂ X se tiene

∥∥∥ N∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
≤ C

∥∥∥ N∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

. (3.12)

(c) Vale la inclusión
Hp(X) ⊆ Hrad

p (X).

(d) Existe una constante C ≥ 1 tal que para todo N ∈ N y {xn}Nn=1 ⊂ X se tiene

E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥ ≤ C

(∫
T

∥∥∥ N∑
n=1

xnz
n
∥∥∥pdz)1/p

. (3.13)

Estas equivalencias, que probaremos luego, nos llevan a definir la siguiente propie-
dad de un espacios de Banach X. En lo que resta de este trabajo nos enfocaremos
en analizar y caracterizar esta definición.

Definición 3.4.2. Dado p ≥ 2, diremos que un espacio de Banach X tiene la
propiedad convergencia Hp aleatoria (abreviado X tiene la Hp−RCP ) si X
satisface alguna (y por lo tanto todas) de las condiciones en la Proposición 3.4.1.
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Para probar la Proposición 3.4.1 necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.4.3. Supongamos que existe M ∈ N y K > 0 tal que {xnn−s}∞n=M+1

es K − RUC para toda sucesión de vectores {xn}∞n=M+1. Luego {xnn−s}n∈N es
(M +K +KM) −RUC para toda sucesión de vectores {xn}n∈N ⊆ X.

Demostración. Sea {xn}n un sucesión de vectores deX. Queremos ver que {xnn−s}n
es (M +K +KM)−RUC. Dados N ∈ N y {an}Nn=1 ⊆ C, por la desigualdad trian-
gular tenemos que∥∥∥ N∑

n=1

anxnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
≤

M∑
n=1

∥∥anxnn−s∥∥
Hrad

p (X)
+
∥∥∥ N∑
n=M+1

anxnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
.

Aplicando la propiedad (1) de la Proposición 1.1.11, para 1 ≤ k ≤ N obtenemos
que

∥∥akxkk−s∥∥Hrad
p (X)

= ∥akxk∥X =
∥∥∥ck( N∑

n=1

anxnn
−s
)∥∥∥

X

≤
∥∥∥ N∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

.

De lo cual deducimos que∥∥∥ N∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
≤M

∥∥∥ N∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

+
∥∥∥ N∑
n=M+1

anxnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
.

Por otro lado, como {xnn−s}∞n=M+1 es K−RUC por hipótesis deducimos que

∥∥∥ N∑
n=M+1

anxnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
≤ K

∥∥∥ N∑
n=M+1

anxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

≤ K
∥∥∥ N∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

+K
∥∥∥ M∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

≤ K
∥∥∥ N∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

+K

M∑
n=1

∥∥anxnn−s∥∥
Hp(X)

≤ (K +KM)
∥∥∥ N∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

.

Por lo tanto, si juntamos estas dos desigualdades concluimos el resultado.
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Prueba de la Proposición 3.4.1. Por conveniencia comenzamos probando la equi-
valencia (b) ⇔ (d), y luego (a) ⇒ (b) ⇒ (c) ⇒ (a).

(b) ⇒ (d): Dada (xn)n ⊆ X definimos

x̃k =


xn k = 2n

0 k ̸= 2n

Aplicando la Proposición 3.3.5 y (3.12),

E
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥ = E
∥∥∥ 2N∑
k=1

εkx̃k

∥∥∥ ∼
∥∥∥∑

k

x̃kk
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
≤ C

∥∥∥∑
k

x̃kk
−s
∥∥∥
Hp(X)

,

por definición de la norma en Hp(X). Como la transformada de Bohr manda (2−s)n

en zn1 , el último término es igual a(∫
TN

∥∥∥ ∑
α∈N(N)

0

x̃n(α)z
α
∥∥∥p
X
dz

)1/p

=

(∫
T

∥∥∥∑
α

xnz
n
1

∥∥∥p
X
dz1

)1/p

.

(d) ⇒ (b): Recordemos que por la definición de las normas en Hp(X) tenemos
que ∥∥∥ N∑

n=1

xnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

=
∥∥∥ ∑
α∈N(N)

0

xn(α)z
α
∥∥∥
Hp(X)

.

Sea m el máximo de los αi tal que xn(α) es distinto de cero. Para cada z1 ∈ T fijo,

si usamos el cambio de variable z′i = zi ·z(m+1)i−1

1 para 2 ≤ i ≤ N , de la invariancia
de dz por rotaciones se obtiene

∫
TN−1

∥∥∥ ∑
α∈N(N)

0

xn(α)z
α1
1 zα2

2 . . . zαN
N

∥∥∥p
X
dz2 . . . dzN

=

∫
TN−1

∥∥∥ ∑
α∈N(N)

0

xn(α)z
α1
1 (z2z

m+1
1 )α2 . . . (zNz

(m+1)N−1

1 )αN

∥∥∥p
X
dz2 . . . dzN

=

∫
TN−1

∥∥∥ ∑
α∈N(N)

0

xn(α)z
α1+(m+1)α2+···+(m+1)N−1αN

1 zα2
2 . . . zαN

N

∥∥∥p
X
dz2 . . . dzN .
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Luego, cambiando el orden de integración nos queda que∫
TN

∥∥∥ ∑
α∈N(N)

0

xn(α)z
α
∥∥∥p
X
dz

=

∫
TN−1

(∫
T

∥∥∥ ∑
α∈N(N)

0

(xn(α)z
α2
2 . . . zαN

N )z
α1+(m+1)α2+···+(m+1)N−1αN

1

∥∥∥pdz1)dz2 . . . dzN ,
Como todos los números de la forma

∑N
i=1 αi(m + 1)i−1 son diferentes (se puede

pensar que están escritos en base m + 1), combinando (d) con el principio de
contracción (1.12) en la integral respecto a z1 (con z2, . . . , zN fijos). De esta manera,
obtenemos que∫

TN

∥∥∥ ∑
α∈N(N)

0

xn(α)z
α
∥∥∥p
X
dz ≥ 1

Cp

∫
TN−1

E
∥∥∥ ∑
α∈N(N)

0

(xn(α)z
α2
2 . . . zαN

N )εα

∥∥∥p
X
dz2 . . . dzN

∼ E
∥∥∥ ∑
α∈N(N)

0

xn(α)εα

∥∥∥p
X
∼
∥∥∥ N∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥p
Hrad

p (X)
,

donde en el último paso usamos la Proposición 3.3.5.

(a) ⇒ (b): Supongamos que (b) no se cumple para ninguna constante C ≥ 1.
Usando la Proposición 3.3.5, el Lema 3.4.3 nos dice que para todo M ∈ N y K > 0,
existe una sucesión de vectores

{xn}n∈N ⊆ X tal que {xnn−s}n≥M no es K-RUC .

Repitiendo esto para distintos valores de M y K, se puede construir una sucesión
que contradiga (a). Tomando M = M0 = 0 y K = 1 podemos deducir que existen
M1 ∈ N,

{xn}M1
n=1 ⊆ X y {an}M1

n=1 ⊆ C

tales que ∥∥∥ M1∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
>
∥∥∥ M1∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

.

Inductivamente, supongamos que hemos definidoMk ∈ N, {xn}Mk
n=1 ⊆ X y {an}Mk

n=1 ⊆
C de manera que cumplan

∥∥∥ Mj∑
n=Mj−1+1

anxnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
> j
∥∥∥ Mj∑
n=Mj−1+1

anxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

,
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para todo 1 ≤ j ≤ k. Tomando M = Mk y K = k + 1 deducimos que existen
Mk+1 ∈ N, (xn)

Mk+1

n=Mk+1 ⊆ X y (an)
Mk+1

n=Mk+1 ⊆ C tales que

∥∥∥ Mk+1∑
n=Mk+1

anxnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
> (k + 1)

∥∥∥ Mk+1∑
n=Mk+1

anxnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

.

Notemos que la sucesión {xn}n ⊆ X aśı definida no cumple que {xnn−s}n sea
RUC, por lo que (a) no se cumple.

(b) ⇒ (c): Asumamos que existe una constante C > 0 tal que (3.12) se satis-
face para todo polinomio de Dirichlet, probaremos a continuación que la misma
desigualdad valdrá para toda serie de Dirichlet en Hp(X). Fijemos D ∈ Hp(X)
y M ∈ N. Por la propiedad (2) de la Proposición 1.1.11, como los polinomios de
Dirichlet son densos en Hp(X) existe una sucesión de polinomios

{DN}N ⊆ Hp(X)

que converge a D. En particular, sabemos que los coeficientes cn(DN) de DN

convergen a los coeficientes de D para todo n ∈ N. Por lo tanto, dado ε > 0
podemos elegir N ∈ N suficientemente grande de forma que

∥cn(D −DN)∥X <
ε

M
, (3.14)

para todo n ≤M , y

∥DN −D∥Hp(X) < ε. (3.15)

Por la ecuación (3.14) y el principio de contracción (1.12) nos queda que∥∥∥ M∑
n=1

cn(D)n−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
≤
∥∥∥ M∑
n=1

cn(DN)n−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
+
∥∥∥ M∑
n=1

cn(D −DN)n−s
∥∥∥
Hrad

p (X)

≤
∥∥∥ M∑
n=1

cn(DN)n−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
+ ε ≤ ∥DN∥Hrad

p (X) + ε.

Usando (b) y (3.15) concluimos que∥∥∥ M∑
n=1

cn(D)n−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
≤ C ∥DN∥Hp(X) + ε ≤ C ∥D∥Hp(X) + (C + 1)ε.

Como ε es arbitrario, haciéndolo tender a cero conseguimos que∥∥∥ M∑
n=1

cn(D)n−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
≤ C ∥D∥Hp(X) ,
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para todo M ∈ N. Por último, aplicando el Corolario 3.3.4 concluimos que

∥D∥Hrad
p (X) ≤ C ∥D∥Hp(X) ,

para todo D ∈ Hp(X).

(c) ⇒ (a): Esta implicación es inmediata, por lo que concluimos la prueba de
la proposición.

El Teorema 3.4.1 muestra que si las desigualdades (3.12) y (3.13) se cumplen
para toda sucesión {xn}n entonces son equivalentes. De aqúı se desprende una
pregunta natural: ¿Dada una sucesión {xn}n ⊂ X fija, son las condiciones (3.12) y
(3.13) equivalentes? En otras palabras, es la sucesión {xnn−s}n RUC en Hp(X) si
y solo si {xnzn}n es RUC en Hp(X)? Los próximos ejemplos muestran que ninguna
de las implicaciones es válida.

Ejemplo 3.4.4. Existe una sucesión {xn}n ⊆ X tal que {xnn−s}n es RUC en
H2(X) pero {xnzn}n no es RUC en H2(X).

Demostración. Sea X el espacio de Banach L1(T2) y consideremos la sucesión
{xn}n definida como

xn(w1, w2) =


wn1 si n es primo;

w2n

2 en caso contrario.

Veamos primero que {xnn−s}n es RUC en H2(X). Para N ∈ N, sea m ∈ N tal
que pm ≤ N < pm+1, en otras palabras, {p1, . . . , pm} es el conjunto de los primos
menores o iguales que N . Sea MN = {1, . . . , N}∖ {p1, . . . , pm}. Tenemos que

E
∥∥∥ N∑
n=1

εnanxnn
−s
∥∥∥
H2(X)

≤ E
∥∥∥ m∑
i=1

εiapixpip
−s
i

∥∥∥
H2(X)

+ E
∥∥∥ ∑
n∈MN

εnanxnn
−s
∥∥∥
H2(X)

.

(3.16)

A continuación analizamos cada término del lado derecho por separado. Prime-
ro notemos que la transformada de Bohr manda {p−si }mi=1 en m variables aleatorias
Steinhaus independientes {zi}mi=1. Por lo tanto, usando al desigualdad de Kahane-
Khintchine (1.13), la definición de la norma en H2(X) y el principio de contracción
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(1.3.5), obtenemos que

E
∥∥∥ m∑
i=1

εiapixpip
−s
i

∥∥∥
H2(X)

∼
(
E
∥∥∥ m∑
i=1

εiapixpip
−s
i

∥∥∥2
H2(X)

) 1
2

=

(
E
∫
Tm

∥∥∥ m∑
i=1

εiapixpizi

∥∥∥2
X
dz1 . . . dzm

) 1
2

≲

(∫
Tm

∥∥∥ m∑
i=1

apixpizi

∥∥∥2
X
dz1 . . . dzm

) 1
2

.

Observemos que ∫
T
xn(w1, w2)dw2 =


wn1 si n es primo;

0 en caso contrario.

Luego, por la desigualdad de Jensen nos queda que∣∣∣ m∑
i=1

apiw
pi
1 zi

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫

T

N∑
n=1

anxn(w1, w2)z
α(n)dw2

∣∣∣ ≤ ∫
T

∣∣∣ N∑
n=1

anxn(w1, w2)z
α(n)
∣∣∣dw2.

Se sigue entonces que∫
Tm

∥∥∥ m∑
i=1

apixpizi

∥∥∥2
X
dz1 . . . dzm =

∫
Tm

(∫
T

∣∣∣ m∑
i=1

apiw
pi
1 zi

∣∣∣dw1

)2

dz1 . . . dzm

≤
∫
Tm

(∫
T2

∣∣∣ N∑
n=1

anxn(w1, w2)z
α(n)
∣∣∣dw1dw2

)2

dz1 . . . dzm

=
∥∥∥ N∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥2
H2(X)

.

En conclusión, hemos probado que

E
∥∥∥ m∑
i=1

εiapixpip
−s
i

∥∥∥
H2(X)

≲
∥∥∥ N∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
H2(X)

. (3.17)

Para estimar el segundo termino de (3.16), observemos que las variables w2n

2

se comportan como variables Rademacher, esto se debe a que el conjunto 2n es
lacunar [47, Teorema 2.1]. Luego podemos deducir que

E
∥∥∥ ∑
n∈MN

εnanxnn
−s
∥∥∥
H2(X)

≲
∥∥∥ N∑
n=1

anxnn
−s
∥∥∥
H2(X)

. (3.18)
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Combinando (3.17) y (3.18) con (3.16) llegamos al resultado deseado.

Nos queda ver que {xnzn}n no es RUC en H2(X). La prueba de este hecho está
inspirada en [50, Proposición 12.8], y usa el teorema de Green-Tao que dice que
el conjunto de números primos contienen sucesiones aritméticas tan largas como
queramos [29]. Dado N ∈ N existe una progresión aritmética AN de longitud N
contenida dentro de los números primos. Consideremos los coeficientes

an =


1 si n ∈ AN

0 caso contrario.

Si la sucesión {xnzn}n fuese RUC en H2(X), tendŕıamos

√
N = E

∥∥∥ ∑
n∈AN

εnw
n
1 z

n
∥∥∥
H2(X)

≲
∥∥∥ ∑
n∈AN

wn1 z
n
∥∥∥
H2(X)

(3.19)

=
∥∥∥ ∑
n∈AN

wn
∥∥∥
L1(T)

∼ logN. (3.20)

Esto último proviene de la estimación de la norma en L1(T) del núcleo de Dirichlet.
Más precisamente, como An es una progresión aritmética sabemos que existen k y
l en N de manera que∥∥∥ ∑

n∈AN

wn
∥∥∥
L1(T)

=
∥∥∥ N∑
n=1

wkn+l
∥∥∥
L1(T)

=

∫
T

|
N∑
n=1

(wk)n||wl|dw

Usando que |wl| = 1 y que wk ∼ w obtenemos que∥∥∥ ∑
n∈AN

wn
∥∥∥
L1(T)

=

∫
T

|
N∑
n=1

(wk)n|dw =

∫
T

|
N∑
n=1

wn|dw ∼ logN.

Por lo tanto, volviendo a (3.19) llegamos a una contradicción ya que dicha
desigualdad no puede valer para valores grandes de N .

Ejemplo 3.4.5. Existe una sucesión {xn}n ⊆ X tal que {xnzn}n es RUC en
H2(X), pero {xnn−s}n no es RUC en H2(X).

Demostración. Sea X, como antes, el espacio de Banach L1(T2). Definamos {xn}n
como

xn(w1, w2) =


wk1 si n = 2k;

w2n

2 en caso contrario.
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La prueba de que {xnzn}n es RUC es igual a la del ejemplo anterior y por este
motivo la omitimos. Supongamos que {xnn−s}n es RUC. En particular, la des-
igualdad de RUC se cumple para sucesiones soportadas en las potencias de dos.
Una vez más, como la transformada de Bohr manda

(
2k
)−s

en zk1 nos queda que

E
∥∥∥ N∑
n=1

εnanw
n
1 z

n
1

∥∥∥
H2(X)

≲
∥∥∥ N∑
n=1

anw
n
1 z

n
1

∥∥∥
H2(X)

. (3.21)

Un calculo simple nos lleva a una contradicción puesto que( N∑
n=1

|an|2
)1/2

=
∥∥∥ N∑
n=1

anw
n
∥∥∥
L2(T)

≲
∥∥∥ N∑
n=1

anw
n
∥∥∥
L1(T)

(3.22)

no se puede cumplir para toda sucesión {an}Nn=1.

Tenemos también un resultado análogo a la Proposición 3.4.1 remplazando
RUC por RUD. Esto nos permite definir la Hp − RDP . Enunciamos estos resul-
tados sin prueba debido a que se usan los mismos argumentos.

Proposición 3.4.6. Sea X un espacio de Banach y p ≤ 2. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) {xnn−s}n es RUD en Hp(X) para todo {xn}n ⊂ X.

(b) Existe una constante C ≥ 1 tal que para todo N ∈ N y {xn}Nn=1 se tiene∥∥∥ N∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥
Hp(X)

≤ C
∥∥∥ N∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (X)
. (3.23)

(c) Se cumple la inclusión de los espacios

Hrad
p (X) ⊆ Hp(X).

(d) Existe C ≥ 1 tal que para todo N ∈ N y {xn}Nn=1 se tiene(∫
T

∥∥∥ N∑
n=1

xnz
n
∥∥∥pdz)1/p

≤ CE
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥. (3.24)

Definición 3.4.7. Dado p ≤ 2, decimos que un espacio de Banach X tiene
la propiedad de divergencia Hp aleatoria (X tiene la Hp−RDP ) si y solo si
X satisface alguna (y por lo tanto todas) de las condiciones en la
Proposición 3.4.6
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Observación 3.4.8. Ambos ejemplos 3.4.4 y 3.4.5 también funcionan si conside-
ramos la misma sucesión {xn}n ∈ Lr(T2) para 1 < r < 2 en vez de L1(T2). De
la misma manera es fácil ver que estos ejemplos aplican para la propiedad RUD
siempre y cuando 2 < r <∞.

3.5. El rol del tipo y cotipo

En esta sección pobaremos que H2 − RCP y H2 − RDP son equivalentes a
tipo 2 y cotipo 2, respectivamente. La prueba está basada en el trabajo de Arendt
y Bu [3, Theorem 1.5]. También consideramos el caso p ̸= 2.

Teorema 3.5.1. Dado un espacio de Banach X las siguientes afirmaciones son
válidas:

1. X tiene tipo 2 si y solo si tiene la H2 −RCP ;

2. X tiene cotipo 2 si y solo si tiene la H2 −RDP .

Recordando la caracterización de Kwapień para espacio de Hilbert junto con
el teoremas anteriores llegamos a la siguiente conclusión.

Corolario 3.5.2. Para X un espacio de Banach se tiene que Hp(X) = Hrad
p (X)

si y solo si p = 2 y X es isomorfo a un espacio de Hilbert.

Demostración. Del caso escalar deducimos que p tiene que ser igual a 2. Por el
Teorema 3.5.1 sabemos que X tipo y cotipo 2 y, por el Teorema de Kwapień 1.5.4,
es isomorfo a un espacio de Hilbert. La rećıproca es inmediata.

En cuanto al caso p > 2, podemos aplicar el Teorema 3.5.1 para concluir que
tipo 2 implica Hp − RCP . Aun queda pendiente averiguar si Hp − RCP implica
que X tiene tipo 2. El próximo teorema da un resultado parcial en esta dirección.

Teorema 3.5.3. Si X tiene la Hp −RCP para algún 2 ≤ p <∞, entonces

sup{r : X tiene tipo r} = 2.

Por conveniencia empezamos analizando la propiedad Hp−RCP para el espacio
Lr(TN).

Proposición 3.5.4. Si 2 ≤ r < ∞, el espacio Lr(TN) tiene la Hp − RCP para
todo 2 ≤ p < ∞. Por otro lado, si 1 ≤ r < 2, el espacio Lr(TN) no tiene la
propiedad Hp −RCP para ningún 2 ≤ p <∞.
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Demostración. Supongamos primero que 2 ≤ r < ∞. Es suficiente probar que el
espacio Lr(TN) goza de la propiedad H2 −RCP . En efecto, dado {fn}n ⊆ Lr(TN)
aplicando la Proposición 3.3.5 y luego la desigualdad de Kahane-Khintchine (1.13),
tenemos que

∥∥∥ N∑
n=1

fnn
−s
∥∥∥
Hrad

2 (Lr(TN))
∼ E

∥∥∥ N∑
n=1

εnfn

∥∥∥
Lr(TN)

∼
(∫

TN

E
∣∣∣ N∑
n=1

εnfn(z)
∣∣∣r dz) 1

r

∼
(∫

TN

( N∑
n=1

|fn(z)|2
) r

2

dz

) 1
r

∼
(∫

TN

∥∥∥ N∑
n=1

fn(z)n−s
∥∥∥r
H2(C)

dz

) 1
r

≤
∥∥∥ N∑
n=1

fnn
−s
∥∥∥
H2(Lr(TN))

,

donde en el último paso usamos la desigualdad de Minkowski integral.

Nos queda por ver que en el caso que 1 ≤ r < 2, el espacio Lr(TN) no tiene la
Hp−RCP para ningún p ≥ 2. Sea m ∈ N y para todo 1 ≤ n ≤ m definamos fn ∈
Lr(TN) como las funciones fn(w) = wα(n). Para {an}mn=1, usamos la Proposición
3.3.5, el principio de contracción (1.12) y la Desigualdad de Khintchine (Teorema
1.3.7) obteniendo

∥∥∥ m∑
n=1

anfnn
−s
∥∥∥
Hrad

p (Lr(TN))
= E

∥∥∥ m∑
n=1

εnanfnn
−s
∥∥∥
Hp(Lr(TN))

∼ E
∥∥∥ m∑
n=1

εnanfn

∥∥∥
Lr(TN)

≳ E
∥∥∥ m∑
n=1

εnan

∥∥∥
Lr(TN)

= E
∣∣∣ m∑
n=1

εnan

∣∣∣
≳

( m∑
n=1

|an|2
) 1

2

=
∥∥∥ m∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
H2(C)

.
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Por otro lado, tenemos que

∥∥∥ m∑
n=1

anfnn
−s
∥∥∥
Hp(Lr(TN))

=

(∫
TN

∥∥∥ m∑
n=1

anfnz
α(n)
∥∥∥p
Lr(TN)

dz

) 1
p

=

(∫
TN

(∫
TN

∣∣∣ m∑
n=1

anw
α(n)zα(n)

∣∣∣r dw) p′
r

dz

) 1
p′

=

(∫
TN

∣∣∣ m∑
n=1

anw
α(n)
∣∣∣r dw) 1

r

=
∥∥∥ m∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
Hr(C)

.

Como r < 2 y las normas Hp(C) se comparan como las de Lp(C), no existe cons-
tante C > 0 independiente de m tal que para toda elección de escalares {an}mn=1

se verifique

∥∥∥ m∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
H2(C)

≲
∥∥∥ m∑
n=1

ann
−s
∥∥∥
Hr(C)

.

Esto concluye la prueba.

A continuación damos la prueba del Teorema 3.5.3.

Prueba del Teorema 3.5.3. Probaremos esto por el absurdo. Supongamos que

s = sup{r : X tiene tipo r} < 2.

Luego, por el Teorema de Maurey-Pisier [44] (ver [26, Caṕıtulor 14]), ℓs es fini-
tamente representable en X (ver Definición 1.4.5). En consecuencia, el espacio
Ls(TN) también es finitamente representable en X, ya que los espacios Ls son fi-
nitamente representables en ℓs. Como Ls(TN) no tiene la Hp −RCP para ningún
2 ≤ p < ∞ ( y esta es claramente una propiedad local, por propiedades locales
entendemos a aquellas que que dependen de la estructura de los subespacios de
dimensión finita del espacio), se sigue el resultado.

Por último veamos que vale el Teorema 3.5.1. Para esta prueba vamos a con-
siderar además de las variables Rademacher, variables Gaussianas. Por lo tanto,
indicaremos respecto de qué variables calculamos la esperanza en cada caso.
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Prueba del Teorema 3.5.1. Damos la prueba de la primer afirmación dado que la
restante es muy similar. Supongamos que X tiene tipo 2. Sea {γn}mn=1 una sucesión
de variables aleatorias gaussianas e idénticamente distribuidas. Dado {xn}mn=1 ⊂ X,
consideremos los siguientes operadores:

T : ℓm2 → X S : Y ⊂ L2(TN) → X
en 7→ xn zα 7→ xn(α),

con Y = gen{zα : 1 ≤ n(α) ≤ m} ⊂ L2(TN). Usando la Proposición 3.3.5, la com-
paración entre variables aleatorias Rademacher y gaussianas (se puede consultar
[26, Proposición 12.11 ]) y [26, Corolario 12.21], nos queda que

Eε
∥∥∥ m∑
n=1

εnxnn
−s
∥∥∥
H2(X)

∼ Eε
∥∥∥ m∑
n=1

εnxn

∥∥∥
X
≲ Eγ

∥∥∥ m∑
n=1

γnxn

∥∥∥
X
≲ π2(T

∗), (3.25)

donde π2 es la norma 2-sumante del operador (ver Definición 1.5.1). De la definición
de operador 2-sumante es inmediato que π2(T

∗) = π2(S
∗). Para concluir la prueba

del teorema queda ver que

π2(S
∗) ≤

∥∥∥∑
α

xn(α)z
α
∥∥∥
H2(X)

=
∥∥∥ m∑
n=1

xnn
−s
∥∥∥
H2(X)

,

ya que junto con junto con (3.25) esto prueba que X tiene la H2 −RCP .

Sean x∗1, . . . , x
∗
r ∈ X∗. Calcular la norma 2−sumante requiere estimar

(∑
i

∥∥S∗x∗i
∥∥2
L2(TN)

)1/2

y compararla con

∥∥{x∗i }∥∥weak2
:= sup

x∗∗∈BX∗∗

{( r∑
i=1

|x∗∗(x∗i )|2
)1/2}

.

En efecto,
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∑
i

∥∥S∗x∗i
∥∥2
L2(TN)

=
∑
i

∥∥∑
α

⟨S∗x∗i , z
α⟩zα

∥∥2
L2(TN)

=
∑
i

∫
TN

∣∣∑
α

x∗i (xα(n))z
α
∣∣2dz

=

∫
TN

∥∥∑
α

xα(n)z
α
∥∥2
X

∑
i

∣∣∣x∗i
( ∑

α xα(n)z
α∥∥∑

α xα(n)z
α
∥∥
X

)∣∣∣2dz
≤
∫
TN

∥∥∑
α

xα(n)z
α
∥∥2
X

∑
i

∣∣∣x∗i
( ∑

α xα(n)z
α∥∥∑

α xα(n)z
α
∥∥
X

)∣∣∣2dz
≤
∫
TN

∥∥∑
α

xα(n)z
α
∥∥2
X
dz
∥∥{x∗i }∥∥weak2

.

Se deduce entonces que π(S∗) ≤
∥∥∥∑α xn(α)z

α
∥∥∥
H2(X)

. Concluimos que X tiene la

H2 −RCP .

Para la rećıproca adaptamos las ideas de [3]. Dado x1, . . . , xN ∈ X, tenemos
que probar que (

Eε
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥2
X

)1/2

≲

( N∑
n=1

∥xn∥2X
)1/2

.

Dadas f1, . . . , fN ∈ L2(T) con ∥fn∥2 = 1 y soporte disjuntos, mediante cálculos
simples podemos ver que(

Eε
∫
T

∥∥∥ N∑
n=1

εnxnfn

∥∥∥2)1/2

=

( N∑
n=1

∥xn∥2X
)1/2

.

Fijemos ε > 0. Como los polinomios trigonométricos son densos en L2(T), existe
un polinomio hn =

∑Nn

j=−Nn
an,jz

j de manera que

∥fn − hn∥2 <
ε

N sup1≤i≤N ∥xi∥X
.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ∥hn∥2 = 1. Luego, se tiene que(
Eε
∫
T

∥∥∥ N∑
n=1

εnhnxn

∥∥∥2)1/2

≤
(
Eε
∫
T

∥∥∥ N∑
n=1

εnfnxn

∥∥∥2)1/2

+ ε

=

( N∑
n=1

∥xn∥2X
)1/2

+ ε (3.26)
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Notar que podemos elegir un Mn ∈ N suficientemente grande de manera tal que
las potencias de z que aparecen en hnz

Mn sean positivas y no se pisen. Más preci-
samente, tenemos

hnz
Mn =

∑
j∈Jn

bn,jz
j,

donde bn,j = an,j−Mn y Jn = {Mn − Nn, . . . ,Mn + Nn} son disjuntos de a pares.
Por el principio de contracción (1.12) y la Proposición 3.4.1 deducimos que(

Eε
∫
T

∥∥∥ N∑
n=1

εnhnxn

∥∥∥2)1/2

∼
(
Eε
∫
T

∥∥∥ N∑
n=1

εnhnz
Mnxn

∥∥∥2)1/2

=

(
Eε
∫
T

∥∥∥ N∑
n=1

∑
j∈Jn

εnbn,jz
jxn

∥∥∥2)1/2

≳

(
EεEδ

∫
T

∥∥∥ N∑
n=1

∑
j∈Jn

δn,jεnbn,jz
jxn

∥∥∥2)1/2

∼
(
Eδ
∥∥∥ N∑
n=1

∑
j∈Jn

δn,jbn,jxn

∥∥∥2)1/2

, (3.27)

donde δn,j son variables aleatorias Bernoulli. El Teorema 3.5.3 muestra que X
tiene tipo no trivial, y por lo tanto, cotipo finito (ver el ı́tem (3) de 1.4). Por lo
tanto, podemos reemplazar las variables δn,j por Gaussianas independientes γn,j. Si
definimos γn =

∑
j∈Jn bn,jγn,j, podemos observar que estas son variables aleatorias

Gaussianas independientes con varianza 1 dado que∑
j∈Jn

|bn,j|2 = ∥hnzMn∥2 = ∥hn∥2 = 1.

Siguiendo con la desigualdad (3.27) obtenemos que(
Eε
∫
T

∥∥∥ N∑
n=1

εnhnxn

∥∥∥2)1/2

≳

(
Eγ
∥∥∥ N∑
n=1

∑
j∈Jn

bn,jγn,jxn

∥∥∥2)1/2

(3.28)

≳

(
Eγ
∥∥∥ N∑
n=1

γnxn

∥∥∥2)1/2

≳

(
Eε
∥∥∥ N∑
n=1

εnxn

∥∥∥2)1/2

. (3.29)

Por último, juntamos (3.26) y (3.28) para que se vea el resultado.
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