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Series aleatorias de funciones

Melisa Carla Scotti

Resumen

El propésito de esta tesis es contribuir al estudio de algunos problemas del anali-
sis armonico y de la convergencia de series aleatorias de funciones usando como
herramienta espacios de series de Dirichlet.

Inspirados en el trabajo de Hedenmalm, Lindqvist y Seip, estudiamos diferen-
tes propiedades del sistema de dilataciones periddicas de una funcién ¢ € L*(0,1).
Mas precisamente, nos preguntamos cuando el sistema {p(nz)}, es una sucesion
Bessel, una sucesion de Riesz, o satisface la desigualdad inferior o superior de la
definicién de marco. Caracterizamos todas estas propiedades en términos del es-
pacio de multiplicadores del espacio de Hardy Hs de series de Dirichlet, asi como
también en términos de los espacios de Hardy tradicional del politoro T*. Ademas,
trasladamos estas preguntas al caso multivariado. A su vez proporcionamos dis-
tintos ejemplos de funciones que satisfacen estas propiedades. En particular, mos-
tramos que existen sucesiones ortonormales de L?(0, 1) que no son subsucesién de

{V2sin(nz)},.

Por otro lado, estudiamos la incondicionalidad aleatoria de series de Dirichlet
en los espacios de Hardy vectoriales H, (X ). Trabajamos principalmente con series
Rademacher y series Gaussianas y estudiamos la relacion de la convergencia alea-
toria con la geometria del espacio de Banach subyacente X. Mas concretamente,
probamos que un espacio de Banach X tiene tipo 2 (respectivamente, cotipo 2) si
y solo si (z,), C X se tiene que (z,n"*), es aleatoria incondicionalmente conver-
gente (respectivamente, divergente) en Hy(X). Abordamos también esta pregunta
en espacios H,(X) con p # 2. Ademds, construimos ejemplos explicitos que mues-
tran las diferencias entre la incondicionalidad aleatoria de (z,n~*), en H,(X) y
la de (z,2™), en H,(X). Esto muestra que las series de Dirichlet y las series de
potencias se comportan diferente en términos de convergencia aleatoria.

Palabras clave: Series de Dirichlet, Series Rademacher, espacios de Hardy
vectoriales, tipo y cotipo de espacios de Banach.



Random series of functions

Melisa Carla Scotti

Abstract

The purpose of this thesis is to contribute to the study of some problems in
harmonic analysis and also to the convergence of random series of functions using
Dirichlet series spaces as our main tool.

Inspired by the work of Hedenmalm, Lindqvist and Seip, we consider different
properties of dilations systems of a fixed function ¢ € L?*(0,1). More precisely, we
study when the system {p(nz)}, is a Bessel sequence, a Riesz sequence, or satisfies
the lower and upper frame bound. We are able to characterize these properties
in terms of multipliers of the Hardy space H? of Dirichtet series and, also, in
terms of Hardy spaces on the infinite polytorus. We also address the multivariate
case. Furthermore, we present different examples in which our results are applied.
We show dilation systems satisfying just one of the frame bounds. We also give
nontrival examples of dilation systems that are orthonormal sequences. Indeed, we
show that there exist orthonormal sequences of L?(0, 1) that are not subsequences

of {v/2sin(nz)},.

On the other hand, we study random unconditionality of Dirichlet series in
vector-valued Hardy spaces H,(X). We work primarily with Rademacher series
and Gaussian series and study the relationship between random convergence and
the geometry of the underlying Banach space X. Specifically, it is shown that
a Banach space X has type 2 (respectively, cotype 2) if and only if for every
choice (z,), C X it follows that (x,n*%), is Random unconditionally convergent
(respectively, divergent) in Ho(X). The analogous question on #H,(X) spaces for
p # 2 is also explored. We also provide explicit examples exhibiting the differences
between the unconditionality of (z,n*), in H,(X) and that of (z,2"), in H,(X).
This shows that Dirichlet series and power series behave differently in terms of
random convergence.

Key words: Dirichlet series, Rademacher Series, Hardy spaces, type and coty-
pe of Banach spaces.






Agradecimientos

A mis directores por acompanarme, ensenarme y, sobre todo, tenerme mucha
paciencia a lo largo de todos estos anos. Por ser brillantes matematicos y aun
mejores personas. Porque ya no sé cuél es el bueno y cual el malo.

Al jurado por su tiempo y dedicacion.
A la educacién publica y al CONICET. A la UBA por ser mi casa. A la UNSAM

por recibirme con los brazos abiertos.
A UdeSA, Marcela y Vero por el impulso.

A Diana por sentarse conmigo a escribir, a dibujar, a pintar, a tomar café. Por
formar parte de mis sponsors.

A Dani Kohen y Bibi por todo, todo, todo.
A Virchu la méas graciosa de todas.
A Nacho Perito el twittero mas famoso de exactas.

A Felipe mi hermanito doctoral por explicarme todo con lujo de detalles, por
los viajes y comidas compartidas.

A Bruno y Nati porque escribir esta tesis sin ustedes fue muy dificil. Porque
no veo la hora de que sea junio y estén acd con nosotros.

En resumen, a todos los que me abandonaron para irse a otro pais.

A Joa Singer por dejar que le queme el coco todos los dias, por las tardes
compartidas y por ser un gran amigo. Por todas las series que me recomendo y
atin no vi. Por el chisme.

A Joel por su dulzura y sensibilidad.

A Coti, Vicky, Ezequiel, Julidn y Gabriel por ser increibles companeros y profe-
sores, de grande quiero ser como ustedes. Por escucharme, aconsejarme y cuidarme.

A les jévenes que son lo mas.

A Manu y Rochi Nores los gemelos fantasticos.



A Jesi por ser tnica en su tipo.

A los amigos que me dio la facu. Pau, Martu, Caro, Julia, Cami, Mili, Carlinho,
Ivi (mi marido) y Pablito.

A Cire, Oko y San porque el tiempo es todo el tiempo. Por todo el amor y
cuidado.

A Leo6n por la ayuda infinita. Porque es un buen companero y nadie lo puede
negar.

A Leo, Solchu y Agos mis amigas del alma.
A Adri y Marce mis mamés postizas. A Emilio mi hermanito menor.

A mi familia. A mi Abuela Kate, la tia Daniela, Pablito y las Cecis. Por que-
rerme bien.

A Denu porque si te hubiese visto aquella vez en la primaria, te habria saludado.
Por ser mi hermana y la mejor familia que alguien podria desear.

A mi familia chilena por el amor mas grande.
A Mateo Longo y Santi Halcartegaray mis chiquitos.

A Lau porque nunca quiero que se vaya de casa. Porque siempre esta para y
con nosotras.

A Gustavo por su ternura y su teatro. A Juana por su musica.

A Vir por alentarme -obligarme-, cada palabra en esta tesis es en gran parte
tuya. Por ser mi familia y compartirme la tuya. Porque no sabia que existia un
amor asi.

A Messi.



Introduccion

“...obwohl sie ja in Wirklichkeit Funktionen nur des einen Parameters s sind,
sich in mancher Beziehung fast ganz benehmen, als wdren sie von einander
unabhdingige Variable.”[...aunque en realidad son funciones de un solo pardmetro
s, en muchos aspectos se comportan, casi en su totalidad, como si fueran

variables independientes.]
(Harald Bohr, 1913).

Una serie de Dirichlet es una expresién, en principio formal, de la forma

E apn”®,

n

donde {a, }, € Cy s una variable compleja. Es una propiedad béasica que sus domi-
nios naturales de convergencia son semiplanos, conjuntos de la forma {Re(s) > o}.
Dada una serie de Dirichlet D = ) a,n~*, existen tres abscisas de convergen-
cia fundamentales que definen los mayores semiplanos donde la serie converge,
converge uniformemente y converge absoultamente. A diferencia de los discos de
convergencia de las series de potencias, estas abscisas no coinciden necesariamente.

En los comienzos del siglo XX surge un problema fundamental sobre la con-
vergencia de series de Dirichlet: determinar el ancho maximo de la banda en la
que una serie de Dirichlet puede converger uniforme pero no absolutamente. En
esta direccién, el primer avance significativo lo hace Bohr [12] mostrando que el
ancho de esta banda es menor o igual a 1/2. Finalmente, veinte anos después,
Bohnenblust y Hille [10] prueban que es esta cantidad coincide con 1/2. Anos
més tarde, Hartmann [31] presentd otra prueba de este hecho basada en métodos
probabilisticos usando series aleatroias de Fourier y funciones cuasi-peridédicas.

La brillante idea de Bohr fue relacionar el conjunto de series de Dirichlet for-
males © con las series de potencia formales en infinitas variables . En el corazén
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de esta idea se encuentra el teorema fundamental de la aritmética que permite
definir la siguiente asignacién. Si llamamos p := {p,}, a la sucesién de ntimeros
primos ordenada crecientemente, todo n € N tiene una unica representaciéon de la
forma

n:pa::p?l.....p?nm_

Por lo tanto, podemos definir a(n) = (aq,...,@n,0,...) € N(()N) como el multi-
indice que cumple que p®™ = n. Se conoce como transformada de Bohr a la
biyeccién dada por

BP — D

[ee]
an=apa=cq -~
E Cp2t ———— E ann”®.
« n=1

Recientemente, la idea Bohr ha encontrado aplicaciones en varios campos, lo
que ha despertado un gran interés en el tema (ver por ejemplo la monografia
[21] y sus referencias). El trabajo de Bohr pensado desde una perspectiva moderna
permitio extender la teoria de espacios de Hardy clasica a series de Dirichlet, tanto
escalares como con valores en un espacio de Banach X. Esto es posible gracias a la
transformada de Bohr que enlaza las series de Dirichlet, las funciones holomorfas
en infinitas variables y el andlisis de Fourier.

El estudio de las series de Dirichlet (vectoriales) desde el andlisis funcional
continua creciendo hasta el dia de hoy (ver [25, 14, 20, 22], y [17] donde la teoria de
series de Dirichlet vectoriales se usa para estudiar las series de Dirichlet multiples).
El espacio de Hardy vectorial #,(X) de series de Dirichlet esta compuesto por
aquellas series de Dirichlet vectoriales que, via la transformada de Bohr, tienen
norma de Hardy p finita (ver Seccién 1.1.2 para la definicién formal).

Durante esta tesis usamos la teoria de series de Dirichlet (espacios de Hardy
de series de Dirichlet escalares y vectoriales) para contribuir en las dos direcciones
que se describen a continuacion.

Sistemas de funciones dilatadas

En la primera parte de esta tesis, correspondiente al Capitulo 2, tomamos como
referente el articulo [32]. Este articulo es sumamente importante ya que marca
un nuevo punto de partida, logrando avances fundamentales en diferentes ramas,
como lo son la teoria de series de Dirichlet, la teoria de funciones holomorfas en
infinitas variables, el andlisis funcional y de Fourier, muchos de los cuales estédn
documentados en las recientes monografias [21] y [49].

En [32] se analizan distintas propiedades de los sistemas dados por dilataciones
de una funcién fija de L9(0, 1). Mds concretamente, dada una funcién ¢ de Lo(0, 1),



extendida a toda la recta real de forma impar y con periodo 2, se estudian diversas
propiedades del sistema de dilataciones {¢, }, dado por

on(T) == p(nzx) conn e N.

Es sabido que las tinicas bases ortogonales de esta forma son las que provienen de
elegir como funcién inicial a p(x) = C'sin(wz) con C' # 0. Por ello, Hedenmalm,
Lindqvist y Seip relajan esta condicién y se preguntan cuando el sistema {@,},
es una base de Riesz. Basiandose en la idea de Bohr y Beurling [5, 11, 12], rela-
cionan esta pregunta con el espacio de series de Dirichlet Hy (aquellas series de
Dirichlet con coeficientes de cuadrado sumable) y el espacio de Hardy Hy(T>).
Asi describen dicha condicién en términos del conjunto de multiplicadores de H,
(ver Teorema 2.1.3). Ademds, caracterizan estos multiplicadores como el espacio
de series de Dirichlet que definen una funcién holomorfa y acotada en el semiplano

Cp :={s € Re(s) > 0},

espacio al que llamamos H., (ver Teorema 2.1.4).

En este contexto, se puede ver que base de Riesz y marco son nociones equi-
valentes. Recordemos que un sistema {¢,}, cumple la condicién de marco (o
frame) si existen constantes A, B > 0 tales que

AIFIP <D Kfen)l® < BIFIP, (1)

para toda f € L*(0,1), y es una sucesién de Bessel si cumple la desigualdad
superior de (1).
En esta tesis, nos preguntamos qué sucede si en vez de tomar la definicién

completa de frame (con la cadena de desigualdades), consideramos por separado
la desigualdad inferior y la superior (sucesién de Bessel).

Para poder presentar los resultados obtenidos sobre sistemas de dlataciones de
una funcién ¢ € Ly(0,1) debemos primero establecer algunas definiciones.

Sea {e, }n la base ortonormal de L?*(0,1) dada por e, (z) = sin(rnz). Siguiendo
la idea de Beurling [5] de trasladarse al espacio de series de Dirichlet, los autores
de [32] definen el operador S que a una funcién f = > cue,(x) de L?(0,1) le
asigna la serie de Dirichlet

Sf(s) = chn_s € H2

En otras palabras, S es la isometria que manda la base ortonormal {e, },, de L2(0,1)
en la base ortonormal {n=*}, de Hs. Luego, prueban que el sistema {¢,} es una
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base de Riesz de L?(0,1) si y solo si Sp y 1/S¢ pertenecen al espacio M de
multiplicadores de Hs. Nuestro avance consiste en desdoblar el teorema anterior y
obtener el siguiente resultado.

Teorema 2.2.5 (Antezana, Carando, S.). Sean ¢ € L?(0,1), ¢,(z) = ¢(nz) y M
el espacio de multiplicadores de H?2.

1) El sistema {¢,},, es una sucesién Bessel si y solo si S € M.

2) El sistema {¢,}, cumple la cota inferior de frame si y solo si 1/S¢ € M.

La principal dificultad con la que nos encontramos a la hora de probar 2) es que
los operadores involucrados en la demostraciéon no son necesariamente acotados,
por lo que adaptamos estos resultados para operadores no acotados.

La siguiente pregunta es, naturalmente, qué sucede cuando el sistema {p, }, es
una sucesion de Riesz. Recordemos que un sistema {y, },, es una sucesién de Riesz
si satisface las condicién (2.6) pero no necesariamente es un sistema completo, es
decir, no genera todo el espacio L?(0,1). Mds concretamente, nos preguntamos si
existe alguna condicién sobre la serie de Dirichlet Sy que garantice que el sistema
{¢n}n sea una sucesion de Riesz. En el Teorema 2.3.5 logramos responder esta
pregunta dando una una condicién sobre la serie de Dirichlet Sy en términos de
sus limites horizontales. Para lograr esto la herramienta fundamental, desarrollada
en la Seccion 2.3.1, es un teorema de Fatou clasico sobre espacios de Hardy que
se extiende a series de Dirichlet (para mds informacién ver [21, 53]). A través de
la transformada de Bohr, se obtiene otra equivalencia a que el sistema {¢, }, sea
una sucesién de Riesz que involucra condiciones sobre la funcién f := B71(Sp) y
el espacio de Hardy de funciones holomorfas acotadas.

Ademas, en la Seccién 2.4 presentamos diferentes ejemplos en los cuales se
aplican los resultados obtenidos. Mostramos funciones ¢ para las cuales el sistema
asociado {¢,} satisface solo una de las desigualdades de la definicién de marco y
ejemplos de sucesiones ortonormales interesantes que no sean simplemente subsu-
cesiones de {C'sin(nmx)},.

Por 1ltimo, en la Seccién 2.5 extendemos nuestros resultados a sistemas de
dilataciones en varias variables, mediante identificacion natural entre funciones de
(0, 1)k y las series de Dirichlet miltiples. Para esto es necesaria la teorfa sobre series
de Dirichlet multiples desarrollada en [17] y [16]. Vale la pena destacar que esta
teoria esta intimamente ligada con los espacios de Hardy vectoriales, conceptos
con los que trabajamos en la segunda parte de esta tesis.

Los resultados desarrollados en este capitulo estan recopilados en el articulo:

= Jorge Antezana, Daniel Carando, Melisa Scotti. Splitting the Riesz basis con-



11

dition for systems of dilated functions through Dirichlet series, Journal of
Mathematical Analysis and Applications.

Convergencia aleatoria incondicional de series de Dirichlet

El estudio y bisqueda de bases (y sistemas de coordenadas mas generales) en
un espacio de Banach X es de gran interés ya que tiene aplicaciones en diversas
areas (analisis arménico, procesamiento de seniales, etc). El andlisis de estos objetos
es importante porque provee mejores formas de aproximar elementos de un espacio
de Banach. Recordemos que un sistema {z,}, es una base de Schauder de X si
para todo vector x de X, existe una tnica expansion de la forma

T = E Ap T,
n

Entre las bases, las incondicionales tienen un rol central y un particular interés
ya que le dan una estructura extra al espacio. Una base {x,}, es incondicional si
para todo € X su expansién z =) a,x, converge incondicionalmente, esto es

S1
§ EnlnTy
n

converge para toda eleccién de signos €, € {—1,1}N. Un ejemplo de base incondi-
cional son las bases de Riesz, concepto que estudiamos en el Capitulo 2.

La nocién de incondicionalidad también se puede estudiar en sistemas méas ge-
nerales, es decir, sistemas que no necesariamente sean una base de todo el espacio.
En esta linea, se dice que un sistema {x,}, es una sucesién basica incondi-
cional si existe una constante C' > 0 tal que para todo N € N, toda sucesién de
escalares {a, }_,, y cualesquiera signos ¢, € {—1,1}" se cumple que

n=1»
LY N N
5” g ApTy g EnlnTnl| < C’H E AnTy
n=1 n=1 n=1

Ha sido de gran interés hallar sucesiones basicas incondicionales en espacios de
Banach. En esta direccién, fueron Gowers y Maurey quienes probaron en [28§]
que no todo espacio de Banach posee una sucesion basica incondicional, dando
respuesta a un problema muy complicado. Esto llevé a considerar algunas versiones
mas débiles de esta definicién que desarrollamos a continuacion.

<E.

. 2)

Una vez mas, en lo que corresponde a la segunda parte de este trabajo (Capitu-
lo 3), decidimos analizar las desigualdades de (2) por separado, obteniendo las
siguientes dos nociones evidentemente més débiles que la incondicionalidad. Més
precisamente, se dice que un sistema es RUC si satisface la desigualdad superior,
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mientras que se lo llame RUD si satisface la desigualdad inferior de la propie-
dad (2). Una observacién importante y evidente de esta manera de definir RUC
y RUD, es que una sucesién que cumple simultaneamente ambas propiedades es
inmediatamente incondicional.

Los primeros en introducir la nocién de convergencia aleatoria incondicional
(RUC) son Billard, Kwapien, Pelczynski y Samuel en el articulo [6] (ver también
[41]). Los autores dan la definicién en términos de la convergencia aleatoria de
series. Més concretamente, una serie » , x, de un espacio de Banach es aleato-
ria incondicionalmente convergente (para nosotros casi incodincionalmente con-
vergente, Definicién 3.2.1) si ) e,x, converge para casi toda eleccién de signos
{en}n € {—1,1}" respecto a la medida de Haar normalizada. Luego, un sistema
{zp}n es RUC en X si la expansién de todo elemento es aleatoria incondicio-
nalmente convergente. En la Proposicién 3.2.3 probamos que efectivamente esta
definicién es equivalente a que se cumpla la desigualdad superior de (2).

En la segunda parte de esta tesis estudiamos sistemas RUC y RUD de series
de Dirichlet vectoriales. En otras palabras, analizamos la convergencia aleatoria
incondicional de series de Dirichlet vectoriales en espacios de Hardy. Convirtiendose
en nuestro principal objeto de estudio las series aleatorias de la forma

D= Z Enlpn”*, (3)

donde {e,}, es una sucesién de variables aleatorias Rademacher independientes
que toman los valores 1 y —1 con probabilidad 1/2.

Si analizamos el caso escalar X = C, se deduce de [14, Proposicién 4] que la
base canénica {n~°},, C H,(C) es RUC si y solo si p > 2, y RUD si y solo si
p < 2. De esta manera, se recupera un resultado conocido que afirma que {n~=*},
es incondicional en H,(C) si y solo si p = 2. Esto nos lleva a considerar la que
serd nuestra principal pregunta respecto al caso vectorial: ;Cuédndo el sistema
{z,n~*}, es RUC en H,(X) (respectivamente RUD), para cualquier eleccién de
vectores {x,}, C X7 ;Tiene esto relacién con alguna condicién sobre el espacios
subyacente X?

La primer pregunta tiene la siguiente reformulacion equivalente. Supongamos
que la serie de Dirichlet
D = Z rpn °
n

pertenece a H,(X); jimplica esto que ) e,2,n~° también pertenece a H,(X) para
casi toda eleccién de signos {e, }, € {—1, +1}"? Reciprocamente, jsi > e,z,n"*
pertenece a H,(X) para casi toda eleccién de signos (e,), € {—1,+1}", entonces
> xpn~® pertenece a H,(X)?
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Retomando las ideas de Bohr y Hartmann, mediante técnicas probabilisticas en
el reciente articulo [14] se describe la regién donde una serie de Dirichlet aleatoria
converge casi seguramente en la norma del espacio de Hardy vectorial de series de
Dirichlet H,(X) pero no absolutamente. Los espacios de Hardy aleatorios #;*(X)
se definen como las series de Dirichlet aleatorias de la forma (3) que pertenecen a
H,(E) para casi toda eleccién de signos. Como consecuencia de las desigualdades
de Khintchine, en [14] se muestra que en el caso escalar, los espacios de Hardy
aleatorios ’H;;“d son mutuamente isomorfos para 1 < p < oo. En la Proposicion
3.3.5 probamos que pasa lo mismo en el caso vectorial.

Nuestra pregunta principal puede reescribirse entonces en términos de inclu-
siones entre los espacios H,(X) y H;*(X). Uno de los resultados fundamentales
en esta direccién es la siguiente caracterizacion (ver Teorema 3.5.1).

Teorema Sea X un espacio de Banach y p > 2. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1) {x,n"*}, es RUC en H,(X) para toda sucesion {x,}, C X.

2) Vale la inclusién

Hy(X) € H(X).

3) Existe una constante C' > 1 tal que para todo N € Ny {z,}, C X se

tiene
N N P 1/p
EHZE”‘T” < C'(/ HZmnz” dz) ) (4)
n=1 T n=1

Ademas, en el caso p = 2 pudimos responder la pregunta que tenfamos pendiente,
caracterizar esta propiedad en términos de tipo y cotipo del espacio X (ver Teorema
3.5.1), agregando una equivalencia més

4) X tiene tipo 2.

Las nociones de tipo y cotipo de espacios de Banach se originan al querer extender
la ley del paralelogramo, lo que permite de alguna manera medir cuanto difiere un
espacio de Banach X de un espacio de Hilbert (siendo 2 el mejor tipo y cotipo po-
sible). Adem4s, estan estrechamente relacionados con las propiedades geométricas
del espacio.

Por otro lado, como aplicacion del teorema de Green y Tao sobre progresiones
aritméticas en conjuntos de nimeros primos [29], construimos ejemplos que mues-
tran que, en términos de convergencia aleatoria, las series de Dirichlet y las series
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de Fourier se comportan distinto. En particular, probamos que para un sucesién
{z,}n fija, podemos tener que {z,n"*},, sea RUC en H,(X), mientras que {z,2"},
no lo sea en H,(X), y viceversa. Notar que esto no contradice la equivalencia entre
1) v 3) ya que en ellas se pide que la condicién se cumpla para toda sucesion.

En cuanto a las publicaciones originales, los contenidos del Capitulo 3 se en-
cuentran en:

= Daniel Carando, Felipe Marceca, Melisa Scotti, Pedro Tradacete. Random
unconditional convergence of vector-valued Dirichlet series, Journal of Fun-
ctional Analysis.

Esta tesis se organiza de la siguiente manera.
Capitulo 1

En este capitulo presentamos los contenidos previos necesarios, pilares del res-
to de los capitulos. En la Secciéon 1.1 desarrollamos diversas propiedades sobre
series de Dirichlet escalares y vectoriales. Nos concentramos principalmente en la
presentacion de los espacios de Hardy de series de Dirichlet y sus caracteristi-
cas principales. Luego, en la Seccion 1.2 desarrollamos definiciones bésicas sobre
bases y sucesiones basicas en un espacio de Banach X. Por ltimo, presentamos
propiedades de variables aleatorias a valores en un espacios de Banach. En parti-
cular, analizamos propiedades de series aleatorias Rademacher para luego poder
desarrollar las nociones geométricas de tipo y cotipo de espacios de Banach.

Capitulo 2

Comenzamos este capitulo exponiendo las definiciones de base y sucesion de
Riesz, marco y sucesion Bessel. Luego, estudiamos estas propiedades para el sis-
tema de dilataciones dado por una funcién ¢ € L?(0,1). Comenzamos analizando
cuando el sistema {¢,} cumple alguna de las desigualdades de la definicién de
marco en la Secciéon 2.2. Seguimos en la Seccién 2.3 analizando el caso en que
el sistema es una sucesion de Riesz. Caracterizamos todas estas propiedades en
términos de los multiplicadores del espacio Hs de series de Dirichlet, y también en
términos del espacios de Hardy del politoro. En la Seccién 2.4 mostramos ejemplos
que cubren todos los casos mencionados. Por ltimo en la Seccién 2.5 extendemos
los resultados a sistemas de dilataciones en varias variables.

Capitulo 3

En la primer seccion del capitulo exploramos en profundidad la definicién de
sucesiéon incondicional. A partir de esto, relajamos esta condicién para definir las
nociones de RUC y RUD. En la Secciéon 3.3 estudiamos los espacios de Hardy
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aleatorios de series de Dirichlet. Luego, estudiamos la propiedad de convergencia
H, aleatoria, espacios de Banach que cumplen que {z,n"*},, es RUC en #,(X)
para toda sucesién {z,},. Por ultimo, relacionamos la definicién anterior con las
nociones de tipo y cotipo de espacios de Banach.



16



Indice general

1. Preliminares

1.1.

1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

Series de Dirichlet . . . . . . . . . ... ...

1.1.1. Los espacios Hoo, Heo(T>) y Hoo(B

1.1.2. Los espacios H,(X) . . . . .. ... . L.
Bases y sucesiones basicas . . . . . . ... ... ... ...
Variables aleatorias en espacios de Banach . . . . . . . ..
Tipo y cotipo de espacio de Banach . . . . . . .. ... ..

Operadores p-sumantes . . . . . . . . . ... ... .....

2. Sistemas de dilataciones

2.1.
2.2.
2.3.

2.4.
2.5.

Algunas definiciones . . . . . .. ..o L
Marcos y sucesiones de Bessel . . . . . ... ... ... ..
Sucesiones de Riesz . . . .. . .. .. ... ... ... ..
2.3.1. Traslaciones verticales y el Teorema de Fatou . . .
2.3.2. Caracterizacion de las sucesiones de Riesz . . . . .
Ejemplos . . . . . . . .o

Sistemas de dilataciones en varias variables . . . . . . . ..

3. Series de Dirichlet aleatorias

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

Bases incondicionales . . . . . ... ..o
Sistemas RUC y RUD . . ... ... ... ... ......
Los espacios de Banach H*/(X) . . . .. ... ... ... .

Espacios con la propiedad de convergencia aleatoria en H,

17

19
19
22
27
29
32
36
40

43
43
47
52
93
o7
61
65



18

3.5. El rol del tipo y cotipo

INDICE GENERAL



Capitulo 1

Preliminares

Comenzamos este capitulo presentando todos los contenidos que necesitamos
sobre series de Dirichlet escalares y vectoriales, herramienta fundamental para
abordar los contenidos de los Capitulos 2 y 3. En esta linea, nos concentramos en
la definicién de los espacios de Hardy de series de Dirichlet y sus propiedades més
relevantes. Estos contenidos se pueden consultar en [21], [40], entre otros.

Continuamos con algunas definiciones basicas sobre sucesiones y series en espa-
cios de Banach. Luego, con la definicién de variable aleatoria a valores vectoriales
y varias propiedades sobre sumas y series aleatorias. Estos contenidos se encuen-
tran propiamente desarrollados en [40, Capitulo 3] y [1, Capitulo 3]. Entre las
series aleatorias tenemos particular interés por las series Rademacher, ya que sir-
ven para luego desarrollar las nociones de tipo y cotipo de espacios de Banach. Por
ultimo presentamos la definicién y propiedades bésicas sobre operadores absolu-
tamente sumantes. Estos ultimos temas son cruciales para abordar los contenidos
del Capitulo 3.

1.1. Series de Dirichlet

Una serie de Dirichlet es una expresién de la forma
Z anpn”’, (1.1)

donde {a,}, € Cy s es una variable compleja. Llamamos © al conjunto de todas
las series de Dirichlet pensadas de manera formal, es decir, sin preocuparnos por

19
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su convergencia. Este espacio es un algebra con la multiplicaciéon * dada por

pog= (San) (T = (T atn) o 2

n dm=n

y sus elementos inversibles son aquellas series > a,n~® tales que el coeficiente
ay 7é 0.

Es un resultado bésico de andlisis complejo que las series de potencias conver-
gen en discos y los radios mas grandes de convergencia y convergencia absoluta
coincide. Sin embargo, este no es el caso de las series de Dirichlet.

Las series de Dirichlet convergen en semiplanos, es decir, conjuntos de la forma
{Re(s) > o}. Como este tipo de conjuntos aparece en reiteradas oportunidades en
este trabajo consideramos la notacion

Co, ={s € C:Re(s) >c}.

Dada una serie de Dirichlet D se define la abscisa de convergencia o.(D) de for-
ma tal que el semiplano donde la serie converge sea lo més grande posible. Mas
precisamente,

0.(D) =1inf{c € R : D converge en C,}.

Se sabe que toda serie de Dirichlet (no divergente en todo punto) define una funcién
holomorfa en

{s: Re(s) > 0.} = C,,.

De la misma manera se definen la abscisa de convergencia absoluta o, y la de
convergencia uniforme o,. Es inmediato que para cualquier serie de Dirichlet D se
tiene la siguiente cadena de desigualdades

o.(D) < 0,(D) < 0,(D).
Proposicion 1.1.1. Para toda serie de Dirichlet D € ® se tiene que
o.(D) <o.(D)+ 1.

Demostracién. Dado e > 0, laserie Y. a,n~ "+ converge y, por lo tanto, a,n~(?<*¢)
tiende a cero. Luego, existen C., N > 0 de manera que |a,| < C.n’*¢ para todo
n > N. Si tomamos s tal que Re(s) > 0.+ 1 4 2¢ se tiene que

1

N 00
POIIUEIED SITRRCH) e,
n n=1

n=N+1

Esto implica que o, < 0.+ 1 + 2¢ y, como € es arbitrario, se obtiene el resultado
deseado. O]
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A diferencia de la series de potencias, para una serie de Dirichlet D las abs-
cisas de convergencia, convergencia absoluta y convergencia uniforme no siempre
coinciden. También existe otra abscisa importante llamada o}, definida como

op(D) = inf{oc € R : la funcién limite de D es acotada en C, }.

Esta abscisa indica el maximo semiplano en el que la serie converge y es acotada.
El Teorema de Bohr [12], que enunciamos a continuacién, permite establecer que

O'u(D> = O'b(D).

Teorema 1.1.2 (Teorema de Bohr). Sea D = ) a,n™° una serie de Dirichlet
que define una funcion limite f acotada y holomorfa en Cy. Luego, D converge
uniformemente en C. para todo € > 0, es decir, o, < 0. Ademds, existe una
constante universal C' > 0 tal que para N > 2 se tiene que

sup ‘Zann_s < Clog N sup !f(s)|
Re(s)>0 n<N Re(s)>0

Fueron Hedenmalm, Lindqvist y Seip quienes en [32] introdujeron el espacio de
Hardy de series de Dirichlet H,. Luego, Bayart [4] extendié estd definicién para
todo 1 < p < oo de la siguiente manera.

Un polinomio de Dirichlet es una expresion de la forma

N
E apn” %,
n=1

es decir, una serie de Dirichlet como en (1.1) pero donde solo finitos coeficientes
a, son no nulos. Se considera la norma dada por

N 1 RN )
apn”® =| lim — ‘ a,n "
H 21 H,(C) R—o0 2R / Zl
n= "R =

y se define H,(C) como la completacién del espacio de polinomios de Dirichlet
con esta norma. Es facil ver que toda serie en #H,(C) converge en C 1y define una
funcion homolomorfa alli. Mas adelante veremos otra definiciéon que no proviene de
la completacion del conjunto de polinomios de Dirichlet y que resulta equivalente.

1/p

| . (1.3)

En particular, para p = 2 es sencillo probar que

1
1/ o ) " —it
i g [ [ S

—R

1/2

) N 1/2
| = (Z ]an]2)
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(se puede consultar [21, Proposicién 1.11]). Esto muestra que otra manera de
pensar al espacio Hs es como el conjunto de las series de Dirichlet cuyos coeficientes
suman al cuadrado. Mas precisamente,

1/2
Hy = Zann’s | ZCLJF‘SHH2 = (Z \an\2> < 400 ;. (1.4)

n

Este es un espacio de Hilbert con el producto interno
o b ) = Y
n n n

Ademas, toda serie D de Hy converge y define una funcién holomorfa (y analitica)
en el semiplano Re(s) > 1/2 como consecuencia de la desigualdad de Cauchy-
Schwartz. En efecto, si consideramos D = > a,n~® € H, tenemos que

St (g ()

(o) (5

Luego, para todo s € C 1ie la serie converge absolutamente y por lo tanto

N

1
O'a(D) S 5

Ademds converge uniformemente en Ci__ y define una funcién holomorfa en Ci.
2 2

A los conjuntos H,(C) los notaremos simplemente , cuando no nos haga falta
aclarar que estamos trabajando sobre el espacio escalar C.

1.1.1. Los espacios Ho, Hoo(T*) y Hx(B.,)

Consideramos el subconjunto del espacio de series de Dirichlet ® formado por

Definicién 1.1.3.

Hoo = {Zann_s €D Z a,n"° converge en Cy y

su limite define una funcion acotada en (CO}.
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Ademas, por el Teorema de Bohr, que la funcién limite esté acotada implica la
convergencia uniforme de las sumas parciales en todo semiplano estrictamente
contenido en Cy. Por lo tanto, el limite define una funciéon holomorfa en C,.

Este espacio resulta un espacio de Banach si se le asocia la norma
H E apn ° E a,n” % .

Esto se deduce del hecho de que H,, es un subespacio cerrado de H..(Cy), el
espacio de Banach compuesto de funciones holomorfas y acotadas de C, dotado
de la norma

= sup
Hoo Re(s)>0

[flloo = sup |f(s)].

Res>0

Dicha inclusién es en realidad estricta. Todos estos resultados sobre el espacio
Hoo se pueden consultar en [21]. Ademéds de ser une espacio de Banach H, es un
algebra de Banach. Este resultado se encuentra probado en [21, Teorema 1.17] y
a continuacién reproducimos la demostracion para fijar ideas que se usan durante
esta tesis.

Teorema 1.1.4. FEl espacio H, es un dlgebra de Banach.

Demostracion. Dadas D1 = > a,n " °y Dy =Y b,n"*en Ho y fi1, fo sus funciones
limite € H,,(Cyp), queremos ver que Dy x Dy € Ho, y que

D1 % Dol < || D1ll#o [ D2l 7 - (1.5)

Por el Teorema de Bohr sabemos que o,(D;) = o,(D;) para i = 1,2. Como D; y
Dy pertenecen a H, tenemos que o,(D;) < 0. Por la Proposicién 1.1.1 deducimos
que entonces o,(D;) < 1.

Veamos que la serie

DyxDy=>Y_ (Z adbm> n=

n dm=n

converge absolutamente en C;. En efecto, para todo s € C; tenemos que

3 faatln= 0 = (za s>> (zb ) < too.

n dm=n

Si llamamos D a Dy * Dy v f a la funcion limite, probamos que f = ff; en C;.
Como fify es una funcion holomorfa y acotada en Cy que extiende a f, por el



24 CAPITULO 1. PRELIMINARES

principio de identidad deben coincidir en todo Cy. Por lo tanto D estd en H,, y
se tiene

[P = [ flloo < AN = D1l D2l

como deseabamos. O

A continuacion presentamos los tres contextos y espacios que tienen un rol
central a lo largo de toda esta tesis. Comenzaremos por el caso del los espacios de
Hardy para p = oo y luego volveremos sobre esta idea para generalizarla a series
de Dirichlet multiples en la Seccion 2.5.

La idea fundamental de Bohr fue relacionar las series de potencias en varias
variables (pensadas de manera formal) con las series de Dirichlet (también pensa-
das formalemente) de la siguiente manera. Sea p = {p, },, la sucesiéon de nimeros
primos ordenada crecientemente. Por el teorema fundamental de la artimética todo
n € N tiene una unica representacion de la forma

Definimos entonces
a(n) = (o1,...,am,0,...) € NIV, (1.6)

como el multi-indice que cumple que p*™ = n.

Baséndose en esto, Bohr defini6 la biyeccion

B.P— D
[eS)

a Gn=apa=ca s

E Cqr — E anpn .
« n=1

entre el espacio de series de potencias formales en infinitas variables B y el espa-
cio de series de Dirichlet formales ®. La funcién 8 es conocida como la trans-
formada de Bohr. Es importante destacar que B es una transformacién lineal
multiplicativa, i.e., es un isomorfismos de algebras.

Hasta ahora trabajamos con funciones holomorfas definidas en algin subcon-
junto de C. Queremos ver como se extiende esta nociéon a funciones definidas en
algin conjunto abierto U de un espacio de Banach X. Decimos que f : U — C
es holomorfa si es diferenciable en el sentido de Fréchet, esto es, si existe un
funcional lineal y continuo z* en X* tal que

o J ) = f(@) — ()

= 0.
0 1]

Nos interesa el caso especialmente en el que U = B,,, donde ¢ es es el espacio de
sucesiones de nimeros complejos que tienden a cero. Al espacio vectorial compuesto
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por todas funciones holomorfas y acotadas f de B, en C lo notamos Hu.(B,,).
Este espacio dotado de la norma del supremo

[flloe = sup [ f(2)|
zeU

resulta un espacio de Banach.

El siguiente teorema establece la relacion entre funciones holomorfas de infinitas
variables y las series de Dirichlet. Este resultado se encuentra en [32] (también
puede ser consultado en [21, Teorema 3.8]) y es crucial para el resto este trabajo.

Teorema 1.1.5. Vale la siguiente igualdad isométrica
HOO(BCO) = Hoo-

La transformada de Bohr es el inico isomorfimo isométrico de Hoo(Bg,) en Heo
que a cada f le asigna »  a,n™° =Bf, i.e. a, = co(f) para todon € N y a € N(()N)
con n = p®. Ademds, para cada s € Cy vale que

f (pi) = ganns. (1.7)

La siguiente observacién es una consecuencia vital del teorema anterior.

Observaciéon 1.1.6. Toda f en Hy(B.,) tiene una representacion monomial de
la forma f(z) ~ >, caz® que coincide con f en cada z € B, con solo finitos
lugares no nulos. El Diagrama 1.1.1 refleja esta idea, mostrando las asignaciones
y los espacios involucrados.

Ademas, se introducen estos espacios desde el punto de vista del analisis de
Fourier, para lo que necesitamos algunas definiciones. Notamos T> al politoro de
varias variables complejas

T = {(zn)nen : 2n € C, |2,] = 1}

y dw a su medida de Haar normalizada. Recordemos que al ser T* un grupo
compacto y abeliano, existe la medida de Haar que es invariante por la accién del
grupo (en este caso rotaciones). Luego, para f € L'(T®) y a € ZWM) | el coeficiente
a Fourier se define como

flo = [ fluwodw,
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B B D
U U U
Hoo(T) Hoo(Bey) Hoo

~ ca:f(a) an=0pa =Cq

Yo Ca?®

Do, A ®

Diagram 1.1.1: Relacion entre los distintos espacios de Hardy.

Esto permite definir los espacios de Hardy para 1 < p < oo como
H,(T*) ={f € L,(T>): f(&) # 0 solo si a;j > 0 para todo j =1,2,...}.

Para los resultados que siguen y para el desarrollo del Capitulo 2 nos interesan
especialmente los casos p =2 y p = o0.

Es un resultado conocido que una funcién f € L(T*) estd univocamente
determinada por sus coeficientes de Fourier y que la funciéon f ~~ f () es conti-
nua de L (T>) en C. Por lo que H,(T>) es un subespacio cerrado de L,(T*) v,
en consecuencia, un espacio de Banach. Estos resultado se puede encontrar, por
ejemplo, en [21, Teorema 5.17]). También se prueba alli que contamos con tres
contextos (0 “mundos”) que son esencialmente el mismo (ver [21, Corollary 5.3]).
Maés precisamente, el Corolario 5.3 de [21] afirma lo siguiente.

Corolario 1.1.7. Los siguientes espacios son isomorfos como espacios de Banach
HOO(TOO> = Hoo(Bco) = Hooa

identificando coeficientes monomiales, coeficientes de Fourier y coeficientes de Di-
richlet. El mismo resultado vale para Hy(T™), es decir,

HQ(TOO) - HQ

1sométricamente.

Notar que la segunda afirmacién es mucho més simple ya que la transformada
de Bohr manda la base ortogonal {za}aeN(()m para Hy(T*) en {n~*}, una base
ortogonal para H,.

Estas igualdades son cruciales ya que nos permiten transcribir nuestras pre-

guntas de un contexto al otro.
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1.1.2. Los espacios H,(X)

Esta esta subseccién esta dedicada a introducir algunos conceptos fundamen-
tales de la teoria de las series de Dirichlet vectoriales. Todos estos contenidos se
encuentran en [21], [48] y [20].

Dados 1 < p < oo y un espacio de Banach X, se define L,(T>, X) como el
espacio de funciones p-Bochner integrables f : T® — X respecto a la medida

de Haar normalizada. Para cada o = (aq,...,ap,0...) € Z® notaremos 2* =
27t 20m

Nuevamente toda f € L,(T*,X) estd determinada por su serie de Fourier

(formal)
> fla)",

aeZm)

donde
fla)y= [ flwyw duw.

'I[‘OO
Al igual que en el caso escalar se tiene la siguiente observacién.

Observaciéon 1.1.8. Para toda funcion f € L1(T*, X) y todo multi-indice o vale
que

1@ < N1l )

Por propiedad de la integral de Bochner y gracias a que |w~%| = 1 tenemos que
lF@lly < [ 7wy o

< [ gl = 1], o ey

Esto muestra que la asignacién f ~» f(a) es continua de L; (T, X) en X, mds
aln, es una contraccion. Gracias a esto podemos definir el los espacios H,(T*, X)
como los subespacios cerrados de L,(T*, X') compuestos de todas las funciones f

con f(a) = 0 siempre que o € Z(N)\NE)N).

Dado a = (aq,...,q,,0...) € N(()N) y n(a) = pf* - - - phm € N como antes,
podemos considerar formalmente la transformada de Bohr

B( Z xaza) = Zxa(n)n_s,
aENgN) neN

y definir #,(X) como la imagen de H,(T*, X) equipada con la norma que hace
de esta transformacién una isometria.
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Definicién 1.1.9. Dado 1 < p < 00 y un espacio de Banach X. Se definen los
espacios de Hardy de series de Dirichlet vectoriales H,(X) como la imagen de
H,(T>, X) a través de la transformada de Bohr B, esto es

H,(X) = B(H,(T®, X)). (1.8)

M4és precisamente una serie de Dirichlet D = ) x,n"° pertenece a H,(X) si
existe una funcién f € Hy(T*, X) tal que f(«) = () para todo a. Definimos la
norma en H,(X) como

HDHH,,(X) = ||%_1(D)HHP(’IF°°,X)'

En otras palabras,
| > wun
neN

Gracias a esta isometria es que podemos pasar de un contexto al otro sin que la
norma de la serie que estamos considerando sea alterada.

Hp, (TN, X)

::H jg: xn&wza
Hp(X) “
a€Ny

Observacién 1.1.10. Los espacios H,(X) estdin incluidos entre si como los es-
pacios L,(TN, X)), es decir Hy(X) C Hy(X) para 1 < p < q < oco. Mds ain, si
1 <p < g < oo se tiene las siguiente desigualdad entre sus normas

EE: X EE:
neN Hp(X) neN

Hq(X)

La observacién anterior se deduce directamente de la definicién de H,(X) ya
que H,(TN, X) es, por definicién, un subespacio cerrado de L,(TY, X). La desigual-
dad entre sus normas se deduce de la desigualdad de Holder y de que la medida
de T*° es uno.

La definicion de los espacios de Hardy vectoriales fue introducida por primera
vez en [20] y es una extension del caso escalar definido por Bayart como vimos en
(1.3). Por el Teorema ergddico de Birkhoff-Khinchine [8] se obtiene una descripcién
equivalente de los espacios a través de polinomios de Dirichlet D = Z,]Ll rpn~?
ya que vale la igualdad

! Ry 1/p
] —it ||
e B A DI

R n=1

A continuacion presentamos dos propiedades fundamentales de las series de
Dirichlet de H,(X) que usaremos a lo largo de esta tesis.
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Proposicion 1.1.11. Las siguientes afirmaciones son verdaderas.

(1) Las normas de los coeficientes de una serie de Dirichlet D € H,(X) estdn
acotados por ||D||y,(x). Mds precisamente, el operador ¢, que devuelve el
coeficiente enésimo es contractivo. Como consecuencia tenemos que Si una
sucesion (Dn)n converge en H,(X) a una serie D, los coeficientes ¢, (Dy)
convergen a ¢, (D) para todo n € N.

(2) El conjunto de polinomios de Dirichlet 25:1 z,n"° es denso en H,(X) para
1 <p < o0 ya que los polinomios analiticos son densos en H,(T>, X).

Demostracion. La afirmacion (1) se deduce de la Observacién 1.1.8 y de la de-
finicién de los espacios H,(T*, X) v H,(X): dada D € H,(X), llamemos f a
antitransformada de Bohr de D, es decir, a la funcién de H,(T*, X)) que cumple
que D = B(f). Para cada n consideremos ¢, y n = p* de manera que ¢, = f(a).
Luego, por la inclusién de los espacios H,(T>, X') tenemos que

chHx - f(a)”X = HfHLl(’J]‘OO,X) - ||f||H1(T°°,X)
= HfHHp(']I‘OO,X) - HSB_I(D)HHP(TOO,X) = [I1Dl3,x):

Donde las tdltimas igualdades provienen del la definicién de Transformada de Bohr
y de que esta es una isometria.

Por otra parte, la afirmacién (2) esté en [21, Proposition 24.6]. O

1.2. Bases y sucesiones basicas

A lo largo de estas secciones X es un espacio de Banach. A continuacién pre-
sentamos algunas propiedades bésicas sobre bases, sumas y series en espacios de
Banach.

Definicién 1.2.1. Una sucesion de vectores {x,}, en un espacio de Banach X se
dice base o base de Schauder de X si para todo elemento x de X existe una
unica sucesion {ay}, de escalares tales que

r = E AnLy,
n

. . N
es decir, que las sumas parciales Sy = )| a,x, convergen en norma a x. En
tal caso, como la sucesion {a,}, es inica podemos definir x}(z) = a,.
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Teorema 1.2.2. Una sucesion {x,}, de elementos no nulos de un espacio de
Banach X es una base si y solo si se cumplen simultineamente:

(1) El conjunto {x,}, genera X, es decir, X = gen{x,}n.

(2) Existe una constante K > 0 tal que para todo N < M, y toda sucesion de
escalares {an}n se tiene que

N M
1D annll < K| Y anzn.
n=1 n=1

Una sucesién de vectores no nulos que satisface (2) se conoce como sucesion
bésica. Por lo tanto, una sucesién {x,}, de un espacio de Banach X se dice
sucesion basica si es base (de Schauder) del subespacio cerrado generado por
ella misma.

. 00 . o . o0
Una serie )~ x, en X converge incondicionalmente si ) " | @, con-
verge para toda permutacién 7 de los nimeros los naturales.

Por el teorema de Riemann, la convergencia incondicional y absoluta de sumas
de escalares coinciden y las sumas en cualquier orden dan lo mismo, como para
todo funcional z* € X* vale que ) *(2(»)) converge, tenemos que

<x*,2xﬂ(n) > = Zx* (xﬂ(n)) = Zx*(zn) = <x*,2xn > )

Gracias a que el espacio dual separa puntos deducimos que si )z, es incondi-
cionalmente convergente, entonces ) () = »_,, &, Para toda permutacién 7, es
decir, todas las sumas convergen al mismo valor.

A continuacién definimos una sucesién de variables aleatorias que va a ser
fundamental para toda esta tesis. Las siguientes variables representan la idea de
considerar elecciones de signos al azar y cumplen varias propiedades muy ttiles
que analizamos en las proximas secciones.

Definicién 1.2.3. Llamamos sucesion de variables Rademacher a cualquier
sucesion variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas {e,}22
definidas en un espacio de probabilidad (Q2,P) que cumplan que

P(e, =1) =P(e, = —1) = 1 para todo n.

Una propiedad importante de las sucesiones de variables Rademacher independien-
tes es que forman un sistema ortonormal en el sentido que E(g;e;) = 0 siempre
que i # j y E(e3) = 1 para todo j.
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Una manera de obtener sucesiones Rademacher es mediante lo que se conoce
como funciones Radamacher.

Definicién 1.2.4. Liamamos sistema de funciones Rademacher {r,}, a la
sucesion compuesta por las funciones r, : [0,1] — {—1,1} definidas por

rn(t) = signo(sin(2"nt)), tel0,1]] yneN.

Con la definicién de variables Rademacher podemos presentar las siguientes
equivalencias a la convergencia incondicional de una serie en un espacio de Banach.

Proposicién 1.2.5. Sea {z,}, una sucesion en un espacio de Banach X. Son
equivalentes:

(a) la serie ) x, converge incondicionalmente;
(b) las series Y enx, convergen para toda eleccion de signos €, = £1.

(c) las series Rademacher ), r,(t)x, convergen para todo t € [0,1].

Una vez definida la suma incondicional podemos pasar a una definicién muy
importante que estudiaremos con mas detalle en el Capitulo 3, la definicién de
base incondicional. La importancia de este concepto radica en que luego vamos a
trabajar con dos propiedades mas débiles a las que llamaremos RUC' y RUD.

Definicién 1.2.6. Una base {x,}, de un espacio de Banach X se denomina base
incondicional si, para todo v € X, la serie

S,

converge incondicionalmente.
Equivalentemente (ver [40, Proposicién I11.3]), una base {x,}, es incondicional si

existe una constante C' > 0 tal que para todo N € N, toda sucesién de escalares
{a, }}_,, vy toda eleccién de signos ¢, € {—1,1}" se cumple que

N N
H E EnlnTnll < CH E L
n=1 n=1

A la mejor de estas constantes se la llama constante de incondicionalidad de
la base {z,}n.

. (1.9)
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Algunos ejemplos conocidos de bases incondicionales son la base candnica de
coy €, 1 < p < o0,y cualquier base ortogonal de un espacio de Hilbert. Por otro
lado, la base sumante de ¢y definida por

sp=3 € meN, (1.10)
i=1

donde {e;}; denota la base candnica de ¢, es una base condicional (no incondicio-
nal) de cp. En cuanto a la base de Fourier {e?™*'}, .7 de L,[0, 1], es un resultado
conocido que la base es incondicional para p = 2 y condicional para cualquier otro

p#2

Teorema 1.2.7. [/0, Proposicion I11.5, Capitulo 3] Sea 1 < p < +o00. Luego, toda
sucesion de variables aleatorias centradas e independientes {Y,}, € L,(£,P) es
sucesion bdsica incondicional en L,(Q,P).

Por ejemplo, si consideramos {e,}, variables Rademacher independientes de-
finidas en algin espacio de probabilidad (€2,[P), como las variable son centradas
(E(e,,) = 0), tenemos que {e,}, es una sucesién bdsica incondicional en L, (2, P)
para todo 1 < p < +o0.

Presentamos a continuaciéon una propiedad importante de las bases incondi-
cionales (ver [40, Proposicién IIL.5]), que nos permitird deducir el principio de
contraccion, Teorema 1.3.5.

Sea {z,}, una base incondicional de X, con constante de incodicionalidad C'.
Luego, para todo x = ) a,z, € X y toda sucesién de escalares {\, },, se tiene

HE Anln Ty, § AnTp
n n

Si X es un espacio de Banach complejo sigue valiendo el mismo resultado con 2C
en vez de C.

< C'sup A,

, si X esreal . (1.11)

1.3. Variables aleatorias en espacios de Banach

Estas ultimas definiciones sobre incondicionalidad nos llevan a estudiar lo que
se conocen como series (aleatorias) Rademacher vectoriales, estas son series de la

forma
E Enlnp,
n
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con €, variables Radamacher i.i.d. y x,, en un espacio de Banach X. Notar que por
la definicién de variables Rademacher, para cada w € () esta suma se corresponde
con alguna eleccion de signos
Z +z,.
n

Como son un caso particular de series aleatorias vectoriales necesitaremos algunas
definiciones sobre teoria de probabilidad en espacios de Banach. Ademads, durante
esta tesis usaremos algunos resultados para otras series de variables aleatorias,
como por ejemplo series Gaussianas y Steinhauss.

Definicion 1.3.1. Sea X un espacio de Banach y B su o—dlgebra de Borel.
Una variable aleatoria a valores en el espacio de Banach X es una funcion
Y : Q — X que satisface:

(1) Y es A — B medible, es decir, Y1(B) C A.

(2) Eziste un espacio de Banach separable Xy donde Y toma valores para casi
todo punto. Equivalentemente P(Y € Xj) = 1.

Al conjunto de clases de equivalencia (c.t.p.) de variables aleatorias lo notamos
Lo(Q2, A,P; X)) o simplemente Lo(€2; X).

Para 1 < p < +o0, denotamos L,(2, A, P, X') (abreviado L,(X)) al espacio de
variables aleatorias X € Ly(X) tales que

B(IXIP) = [I1X] P < +oo.
Q

Los siguientes resultados clasicos sobre sumas y series de variables aleatorias a
valores en un espacio de Banach son de utilidad para los capitulos que siguen.

Proposicién 1.3.2 (Desigualdad de Levy). [38] Sea )., Yiay una serie aleato-
ria en el espacio de Banach X con Yy variables aleatorias escalares. Luego, para
todo a > 0 se tiene que

P(méx || ZY}:I:JH > a) < 2P(|| ZYJ%H > a).

k<n p
J<k Jj<n

Teorema 1.3.3 (It6-Nisio). [37, Theorem 2.1.1] Sean Y1,Ys, ... variables alea-
torias simétricas a valores en un espacio de Banach separable Y. Las siguientes
condiciones son equivalentes:
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o - .
(a) > 2, Y, converge casi sequramente;

(b) Existe una variable aleatoria R que toma valores en Y y una familia F C
Y’ que separa puntos de Y, de manera tal que para todo y' en F la serie
Yo Y (Y,) converge casi seguramente a y'(R).

El Teorema 1.2.7 de la seccion anterior se extiende para variables aleatorias a
valores en un espacio de Banach X (se pueden consultar [40, Capitulo 4, Seccién
IV], [26, Proposicién 12.2] entre otros). Consecuencia de esto es la sigueinte herra-
mienta que mas usaremos durante todo este trabajo, conocida como el principio
de contraccioén.

Teorema 1.3.4 (Versién cualitativa del principio de contraccion). Sea {Y,}, una
sucesion de variables aleatorias de Lo(X), simétricas e independientes tales que
>, Y., converge casi sequramente. Luego para toda sucesion acotada de escalares
(an)n , la serie Y o, Y, converge casi seqguramente.

También nos sera de mucha utilidad la version cuantitativa del principio de con-
traccion ya que nos dice como comparar las series del enunciado anterior.

Teorema 1.3.5 (Versién cuantitativa del principio de contraccion). Sea X un
espacio de Banach real y Yy, ..., Yy € LP(X) variables aleatorias independientes,
con 1 < p < oo. Las siguientes afirmaciones son vdlidas.

(1) Si las variables Y, son simétricas, la sucesion {Y,}, es incondicional con
constante de incondicionalidad 1 y, por (1.11), se tiene que

H Z nanYn Z anYn

para todo o, a, € R

< sup ||
-

Lr(X Lr(x)’

(2) Si las variables Y, son centradas (i.e. E(Y,) = 0 para todo n), la sucesion
de v.a. {Y,}, es incondicional con constante de incondicionalidad menor o
wgual a 2 y

< 2sup |y, |
n

Y

Lr(X)

H Z A nYn

para todo oy, a, € R.

Z anYn

LP(X)

Si el espacio de Banach X es complejo se deben remplazar las constante por 2 y 4
respectivamente. St las variables Y, son de simetria compleja, es decir 0Y, ~ Y,
para todo || = 1, la constante de incondicionalidad sigue siendo 1.
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Es importante resaltar que este principio sera una herramienta fundamental en
lo que resta de esta tesis. Por ejemplo, como consecuencia del principio de contrac-
cién se deduce que {7,z }, es una sucesion bésica 1—incondicional de L,([0, 1], X)
para todo 1 < p < oo, siempre y cuando x,, sea distinto de cero para todo n.

En particular, nos interesa trabajar con la aplicaciéon del principio de contrac-
cion para variables Radamacher con coeficientes complejos ya que es la que usamos
con mayor frecuencia. En este caso, se puede mejorar la constante 2, hecho que
estd relacionado con los conjuntos de Sidon y se encuentra probado en [54]. El re-
sultado mencionado, escrito en términos de esperanzas, se enuncia de la siguiente
manera.

Para toda sucesién de escalares complejos {a,}_,, para toda sucesién de vec-
tores {z,}_, de un espacio de Banach X y para todo N € N se cumple que

N
]EH E EnlnTny,
n=1

. (1.12)

N
< gméx |ay| ]EH Z@nfnn
n=1

Sumas y series Rademacher

En lo que sigue consideraremos variables aleatorias Rademacher dadas por
funciones Rademacher r, y © = [0,1]. Dado un espacio de Banach X y una
sucesion de vectores {z,}, a las series aleatorias de la pinta

E T'nTn

n

las llamamos series Rademacher, y en el caso en que la suma es finita, sumas
Rademacher.

A continuacion estudiamos varias propiedades particulares de este tipo de series
y sumas. Por un lado, todos estos resultados van a ser utilizados varias veces
durante esta tesis. Por otro, son los pilares para entender los conceptos de tipo y
cotipo de un espacio de Banach, nociones que desarrollamos en la proxima seccion.

En la Proposiciéon 1.2.5 estudiamos equivalencias a que una serie Rademacher
converja en todo punto. La siguiente proposicién, en cambio, habla de la con-
vergencia casi segura, es decir la convergencia en casi todo punto del espacio €2
respecto a la medida dada por P.

Proposicion 1.3.6. Las siguientes condiciones sobre una serie Rademacher en
un espacio de Bananch X son equivalentes

(a) La serie aleatoria ), r,x, converge casi sequramente.



36 CAPITULO 1. PRELIMINARES

(b) La serie aleatoria y ., 1.z, converge en Ly([0, 1], X) para algin 1 < p < oco.

(¢) La seria aleatoria ) rnx, converge en Ly([0,1], X]) para todo 1 < p < 0.

La desigualdad de Khintchine muestra un importante propiedad de este sistema
cuando consideramos coeficientes escalares.

Teorema 1.3.7 (Desigualdad de Khintchine). Existen constantes positivas A,, B,
(1 < p < o0) tales que para para todo N € N y toda sucesion finita de escalares
{a, }_, se verifica que

N 1/2 N
Ap (Zl|an|2> < H Zlanm

La desigualdad anterior estd escrita en términos de las funciones Rademacher,
pero podemos reescribirla para cualquier sucesién de variables aleatorias Radama-
cher i.i.d {e,}. En efecto, como r, y &, estdn idénticamente distribuidas tenemos
que

N ) 1 N ) N ) N
HZanrn Lo :/0 ’Zanrn(t)‘ dtzEHZrnxn :EHZEMZ”
n=1 L n=1 n=1 n=1

Consideremos ahora coeficientes en un espacio de Banach X arbitrario en vez
de escalares en C. En este caso la desigualdad de Khintchine no es necesariamente
vélida. Sin embargo, tenemos el siguiente resultado de Kahane (ver [35, Capitulo
2] 0 [26, 11.1]). Cuando trabajemos con expresiones de la forma E|| Y e,2,||, nos
sera de gran utilidad.

N 1/2
<B | .
Ly~ 7 <Z|a | )

n=1

p

Teorema 1.3.8 (Desigualdad de Kahane-Khintchine). Para todo 1 < p < oo ezis-
te una constante K, tal que, para todo espacio de Banach X y para toda sucesion
finita {x,}N_, € X, se verifica la siguiente desigualdad:

1 al P\ 7 Y .
F(EHZ%% ) SEHZ%% < Kp<EHZ%$n
p n=1 n=1 n=1

,,):,' (1.13)

1.4. Tipo y cotipo de espacio de Banach

En esta seccion daremos algunas definiciones basicas y propiedades de la nocién
de tipo y cotipo de espacios de Banach. Estas nociones fueron desarrolladas por
Maurey y Piesier y seran indispensables para abordar los temas presentados hacia
el final del Capitulo 3.
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Definicién 1.4.1. Definimos la distancia de Banach-Mazur entre dos espa-
ctos de Banach X eY isomorfos como

d(X,Y) = mf{|T||IT7" : T : X — Y isomorfismo}.
Por convencion diremos que d(X,Y) =00 si X e Y no son isomorfos.

Si trabajamos en un espacio de Banach X y tomamos un gran ntimero de
: . N N
vectores 1, ...,%y, la desigualdad triangular ||> 7 @,|| < >0 [|z.]| se vuelve
poco precisa. En cambio, los espacios de Hilbert tiene una estructura mucho mas
rica, y si los vectores z,, son ortogonales; se tiene exactamente que

N N . 1/2
| - (Sl
n=1 n=1

Mas en general, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.4.2 (Identidad del paralelogramo generalizada). Sea X un espacio
de Banach. Entonces, valen las siguientes afirmaciones:

(1) X es isométricamente isomorfo a un espacio de Hilbert si y solamente si,
para todo x,y € X

Iz +yl* + llz = ylI* = 2|z ]1* + ly]1*)-
(2) Siempre vale que

(lz +yll* + llz = yl*) < 2([l2]* + lyl*).

(NN

1
5 Ul + llyll) <

(3) Para todo espacio de Hilbert H, y todo x1,...,x, € H, se tiene

N

1

v D 61w+ Oy =) .
=1

0;==+1

(4) Si X es isomorfo a un espacio de Hilbert H,con distancia de Banach-Mazur
d(X,H) < C, entonces se tiene

N N

1 1

@ZH%W < on D N0z + .+ Oy < O Jlwa”
n=1

0;==1 n=1
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La demostracion de la proposicién anterior se puede consultar [39, pag. 161].

Otra forma de escribir ) es utilizar variables aleatorias de Rademacher
0;i==+1
independientes €4, ..., g,, puesto que estas representan cualquier eleccién de signos.

En efecto,

2d]P’(w).

=D TR EHZ%

0;==+1

- [t

Por lo tanto, la desigualdad (4) se puede reescribir como

<Z||xnu?> <Hzenxn o <€ (ZHW)

De aqui se desprenden dos preguntas naturales:

(a) {Qué pasa si consideramos una sola de las desigualdades y los vectores z,, en
un espacio de Banach arbitrario?

(b) /Qué pasa si cambiamos el exponente 27

Esto nos lleva a considerar las siguientes desigualdades.

N i 1/r N %
(1) <EHZEnxn ) gc(ZHanp) :
n=1 n=1

N . 1/r ] N %
o Ee) b
n=1 n=1

Estas desigualdades nos permitiran, en cierto sentido, medir cuanto dista un
espacio de Banach X de ser un espacio de Hilbert.

Algunas observaciones. Primero, el rol de r no es importante ya que podemos
cambiarlo gracias a la desigualdad de Khintchine-Kahane (Teorema 1.3.8). La se-
gunda observacién es que, si queremos que (1) y (2) valgan para toda sucesion
finita (de cualquier largo N) necesariamente p < 2y ¢ > 2. En efecto, si toma-
mos r = 2 y tomamos un mismo vector x de norma 1 obtendremos de (1) que
VN < CN%, para todo N > 1. Esto solo es posible si p < 2. Del mismo modo,
(2) exige que ¢ > 2. Toda esta discusién nos lleva a considerar las siguientes dos
definiciones.
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Definicién 1.4.3. Sea 1 < p < 2. Diremos que un espacio de Banach X
tiene tipo p si existe una constante C' > 0 tal que para toda sucesion finita
x1,...,Ty de elementos de X se tiene

N 1/p N 1/p
p
(EH§ et ) <C (§ :||xn||p> .
n=1 n=1

A la mejor constante C' la llamaremos constante de tipo p de X, y la notaremos

T,(X).

Definicién 1.4.4. Sea 2 < g < oo. Diremos que un espacio de Banach X
tiene cotipo q si existe una constante C' > 0 tal que para toda sucesion finita
x1,...,xN de elementos de X se tiene
1/q
q>

N 1/q N
(Z\!ﬂfn\lq) <C (EH > enn
n=1 n=1

A la mejor constante C' que verifica la desigualdad anterior la llamaremos cons-
tante de cotipo q de X, y la notaremos Cy(X).

Las siguientes propiedades sobre tipo y cotipo de une espacio de Banach son
relevantes.

(1) Si un espacio tiene tipo p, entonces tiene tipo p para todo p < p. Anéloga-
mente, si tiene cotipo ¢ también tiene cotipo ¢ para todo ¢ > q.

(2) Todo espacio es trivialmente de tipo 1 (esto es consecuencia inmediata de

N
la desigualdad triangular), y de cotipo +00 ya que || > e 2|2 > m<éj%<H:UnH,
n=1 n~
debido a la simetria de las variables.
Diremos que X tiene tipo no trivial (respectivamente cotipo finito o no
trivial) si tiene tipo p para algin p > 1 (respectivamente cotipo ¢ para algin
q < +00).

(3) Es un resultado conocido y no trivial que la condicién de tipo no trivial
es mas fuerte que la de cotipo finito. Mas precisamente, si X tiene tipo no
trivial entonces X tiene cotipo finito [34, Corolario 7.3.11.].

Dado un espacio de Banach X llamamos Fyx el conjunto de todos los subespa-
cios de dimensién finita de X. La siguiente definicién es crucial para poder enunciar
el teorema de Maurey-Pisier [44] (ver [26, Capitulor 14]) que es de mucha utilidad
hacia el final del Capitulo 3.
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Definicién 1.4.5. Sean X eY espacios de Banach. Decimos que Y es finitamen-
te representable en X si para todo € > 0 cada subespacio de dimension finita de
Y es (1 + ¢)-isomorfo a un subespacio de X. En otras palabras, si dado e > 0 y
F € Fy existe E € Fx y un isomorfimos u: F — E tal que ||ul||ju™| < 1+e.

Teorema 1.4.6 (Maurey-Pisier). Sean X un espacio de Banach de dimension
infinita y

px :=sup{p: X tiene tipo p} Y qx = Inf{q : X tiene cotipo q}.

Luego, £, y {,, son finitamente representables en X . Mds aun, {, es finitamente
replesentable en X para todo r € [px,2].

1.5. Operadores p-sumantes

Los operadores sumantes, introducidos por Grothendiek en [30], son una herra-
mienta fundamental en la teoria moderna de espacios de Banach (ver, por ejemplo,
[26]). En esta seccién haremos una breve introduccién a estos operadores y enun-
ciaremos algunas propiedades fundamentales que junto con la nocién de tipo y
cotipo utilizaremos para concluir el teorema mas importante del Capitulo 3.

Definicién 1.5.1. Sean X e Y dos espacios de Banach, y sea T : X — Y. Se dice
que T es p-sumante (1 < p < 00) si existe una constante C' > 0 tal que, para

todo N € N y toda familia finita de vectores x1,...,xy en X, se tiene
N » N 0
YT | <C  sup @)l ) - (1.14)
=1 geX*lgl=1 \;,=1

Denotamos m,(T) a la menor constante C' que verifica la propiedad anterior.

Notamos II,(X,Y") al espacio de operadores p—sumantes de X en Y. Es fdcil
chequear que II,(X,Y’) es un subespacio lineal de .Z(X,Y), el espacio de opera-
dores lineales y acotados de X a Y. Ademds, se tiene que 7, es una norma en
II,(X,Y) que satisface

1T < mp(T)

para todo T € II,(X,Y). Para ver esto ultimo, tomemos un solo vector = en la
definiciéon de operador p—sumante. En tal caso se, tiene que

[Tz)| < =(T) sup [€(x)] =7 (T)ll«],

£€Bxx

como deseabamos.
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Proposicion 1.5.2. Sea T : X — Y un operador p—sumante. Entonces

(1) Dados U : W — X y V 'Y — Z operadores lineales, la composicion
VTU : X — Z es p—sumante, y m,(VTU) < |[V||m,(D)||U|| (propiedad de
ideal).

(2) si X1 € X yY, CY son dos subespacios cerrados tales que T'(X;) C Y7,
se tiene que el operador restringido T : X1 — Y; es p—sumante, y m,(T) <
mp(T).

Definicién 1.5.3. Diremos que un operador T : X — Y se factoriza a través

de un espacio de H:ilbert si existe un espacio de Hilbert H y dos operadores
W:X—=>HyV:H=Y ta que T'=VW.

Para un operador T' que se factoriza a través de un espacio de Hilbert definimos

Y (T)=mf{|V|||W]| : T =VW,conW : X — HV : H—Y,H Hilbert}.

Notamos I';( X, Y') al espacio de operadores factorizables a través e un espacio
de Hilbert. Es facil ver que 75 es un norma y que hace de I'y(X,Y) un espacio de
Banach.

En [36] Kwapieri prueba un teorema que relaciona estos operadores con las
nociones de tipo y cotipo. Este resultado se encuentra también en [26, Corolario
12.20] y dice que para X e Y espacios de Banach tales que X tiene tipo 2 e Y
tiene cotipo 2, entonces

L(X,)Y)=T9(X,Y).

En otras palabras, todo operador de X a Y se factoriza a través de un espacio de
Hilbert. De este resultado se deduce el siguiente teorema.

Teorema 1.5.4 (Teorema de Kwapien). Un espacio de Banach X tiene simultdinea-
mente tipo y cotipo 2 si y solo si es isomorfo a un espacio de Hilbert.
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Capitulo 2

Sistemas de dilataciones

En este capitulo, inspirados en el trabajo de Hedenmalm, Lindqvist and Seip
[32], estudiamos diferentes propiedades de los sistemas dados por dilataciones de
una funcion fija ¢ de Lo(0,1). Especificamente, estudiamos cudndo el sistema

{#n(@)}n = {p(nz)}n

es una sucesion Bessel, una sucesion de Riesz o satisface alguna de las desigualdades
de la definicion de marco. Comenzamos repasando estos conceptos elementales de
andlisis armoénico y luego caracterizamos estas propiedades en términos tanto del
espacio de multiplicadores del espacio de Hardy de series de Dirichlet Hy como
también del espacio de Hardy del politoro. Ademas, extendemos estos resultados
al caso multivariado.

2.1. Algunas definiciones

Dada una funcién ¢ € Ly(0, 1) la pensamos extendida de manera impar y con
periodo 2 a toda la recta real R. Definimos el sistema de dilataciones

on(2) = p(nx),

para todo n € N. Entre los sistemas de esta forma, los tinicos que forman una base
ortogonal son aquellos que provienen de las funciones p(z) = C'sin(nzx) con C' # 0
(ver, por ejemplo, [13]). En particular, sabemos que el sistema {v/2sin(7nz)},, es
una base ortonormal de Ly(0,1). Esto nos lleva a considerar la siguiente escritura
Unica para la funcion ¢

o(x) = Z anV/2sin(mnz).

43
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De aqui en adelante, llamaremos {e, }, a la base ortonormal dada por
en(z) := V2sin(mnz).

Con esta notacién, la identidad previa se transforma en
0
o(x) = Zanen(a:). (2.1)
n=1

Fue Beurling quien tuvo la idea de asociar ¢ con una seria de Dirichlet en Hs.
Recordemos que Hsy, definido en (1.4), es precisamente el espacio de Hilbert de
series de Dirichlet

Ho = E a,n”°: H E anpn”®
n n

1/2
— (Z |an|2> < 400
Ha -

A continuacién definimos un operador que sera de mucha utilidad a lo largo
de todo el capitulo. Llamamos S al operador S : Ly(0,1) — Ha, que a cada
f =3, cuen(z) en L?(0,1) le asocia la serie de Dirichlet

Sf(s) = io: cnn”°.
n=1

Es claro que este operador es una isometria entre Ly(0,1) v Hs puesto que manda
{en}n en {n=*},, ambas bases ortonormales de los respectivos espacios.

Llamemos F al espacio de las combinaciones lineales finitas de e,. Luego a
cada f =) cne, € F le asociamos la funcién

Tof(@) =) capnlz) = ) _(f,en) pul2).

n

Queda definido otro operador fundamental para lo que sigue T, : F — Ly(0,1)
que satisface, como veremos, la siguiente identidad
1
S(Tof)(s) = Sp(s)Sf(s),  Re(s) > 5. (22)
Esto nos dice que el operador T, visto en el espacio de series de Dirichlet se
corresponde con multiplicar por la serie Sy.

Para probar esta identidad debemos comenzar por escribir a T, en base {e,}.
Notemos primero que {e, } estd dada por dilataciones de v/2sin(7z) y, por lo tanto,

tenemos que
p(nx) = Z agex(nze) = Z agern ().
k k
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Sea f =) cpen, luego

T, (Z cnen) = Cpn=) cn (Z amenm> : (2.3)

n n n m

Deducimos entonces que

T,(f) = Z (Z cdam> €n- (2.4)

n dm=n

Recordemos que el espacio de series de Dirichlet formales ® es un algebra con la
multiplicaciéon * dada por

Sp# Sf = (Z ann_8> x (Z cnn_s> = (Z cdam) n=°. (2.5)

n dm=n

Combinando (2.4) con (2.5) deducimos que vale (de manera formal) la siguiente
identidad
S o T<p = MSgo o S,

donde Mg, es el operador de multiplicacién de ® a ® dado por Mg, (E) = Sp*E.
Como S es un isomorfismo podemos reescribir la identidad anterior de manera que

T, = S‘loM&poS.

Esta tltima identidad muestra que T}, y Mg, son conjugados mediante el isomorfi-
mo isométrico S. Es decir tenemos una manera de ver a T, como un operador entre
espacios de series de Dirichlet. Si bien la identidad la pensamos de manera formal,
como todas las series de Dirichlet involucradas pertenecen a Ho se deduce que la
misma vale puntualmente, es decir que se cumple (2.2) para todo Re(s) > 1/2.

Los espacios de Hardy de series de Dirichlet H,(C) con 1 < p < 0o no son
un algebra con el producto definido en (2.5). Por lo tanto, dadas dos series de
Dirichlet D y E en H,(C) su producto D % E no tiene por qué estar en H,(C). En
particular, Hs no es un algebra y esto nos lleva a considerar la siguiente definicion.

Definicién 2.1.1. Dada una serie de Dirichlet D decimos que es un multiplica-
dor de H, si D x E pertenece a Hy para todo B € H,.

Siguiendo la notacién de [32] llamamos M al conjunto de todos los multi-
plicadores de Hs. Recordemos que cada serie de Dirichlet define un operador de
multiplicaciéon Mp : © — © dado por Mp(FE) = D % E. Como consecuencia
del teorema del grafico cerrado es claro que que D pertenece a M si y solo si el
operador de multiplicacion Mp define un operador acotado de Ha en Hs.
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Definicién 2.1.2. Un sistema f,}, C H es una base base de Riesz de H si y
solo si

(1) toda g € H se puede escribir como g =, cnfn;

(2) existen constantes positivas 0 < A < B tales que

A(zwr) <[z

para toda sucesion finita de escalares c,,.

<B (Z ’Cn|2> (2.6)

El teorema de Hedenmalm, Lindqvist y Seip, sobre el que vamos a trabajar, se
enuncia de la siguiente manera.

Teorema 2.1.3. [32, Theorem 5.2] El sistema {(,, } es una base de Riesz de L(0, 1)
si y solo si Sy 1/Sp pertenecen a M.

Ademas, los autores dan una caracterizacion de los multiplicadores de Ho como
subespacio de ®. Recordemos que la Definicién 1.1.3 dice que

Hoo = { Z a,n”* € ® que definen una funcién acotada y holomorfa en (Co},
y a este espacio se le asocia la norma
H Z a,n”® Z a,n”®%|.

En [32], Hedenmalm et al. demostraron el siguiente resultado que relaciona al
espacio Ho con los multiplicadores de Hs.

= Ssup
Hoo Res>0

Teorema 2.1.4. [32, Theorem 3.1] Sea D € © una serie de Dirichlet. Luego, D
pertenece a H, si y solo si Mp : Ho — Hy esta bien definida y es continua. En
este caso se tiene que

Dl = IDllm = sup ||D* E].

1 Ellny <1
Es decir, vale la igualdad de espacios de Banach M = H.

En esta linea, en [4] (ver también [21]) extienden este resultado para p # 2.
Maés precisamente, prueban que el espacio de multiplicadores de H,(C) también
coincide con H.
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2.2. Marcos y sucesiones de Bessel

Nuestro primer objetivo es desdoblar el Teorema 2.1.3 en dos partes. Mas preci-
samente, queremos caracterizar cuando un sistema de dilataciones cumple alguna
de las desigualdades de la ecuacién (2.7) nuevamente en términos del espacio de
multiplicadores M. Durante este analisis la principal dificultad la encontramos al
trabajar con la desigualdad inferior, ya que en este caso T, no necesariamente es
un operador acotado. Para sortear esta dificultad usamos algunos teoremas que
pueden extenderse de operadores acotados a operadores cerrados y densamente
definidos. Lo interesante es que para corroborar que los operadores cumplen di-
chas propiedades nos vamos a apoyar fuertemente en propiedades de los espacios
de series de Dirichlet.

Queremos estudiar nociones mas débiles que ser una base de Riesz en siste-
mas de dilataciones, repasemos primero algunas definiciones sobre sistemas en un
espacio de Hilbert H.

Definicién 2.2.1. Una sucesion {¢, }, de elementos de H es un marco o frame
para H si existen A, B > 0 tales que para toda f € H se tiene

AlLFIP <3 (Fen)|” < BIFIP (2.7)

Por otro lado, si solo se cumple la desigualdad superior decimos que {¢y}n €s una
sucesion Bessel.

Es conocido que ambas definiciones estan intimamente ligadas a operadores. A
continuacion presentamos algunas definiciones fundamentales y un breve resumen
sobre las propiedades principales de la relacién entre operadores y marcos.

Definicién 2.2.2. Sea {p,}, una sucesion Bessel. El operador C': H — {y dado
por C(f) = {{f,¢n)}n se conoce como operador de andlisis de {pp}n, y su
adjunto C* : by — H dada por

C* Aentn — chgon,

como el operador de sintesis.

La desigualdad de Bessel dice que C' es un operador acotado equivalentemente,
C* es acotado. A continuacién enunciamos algunas equivalencias a que una sucesion
sea Bessel, para mas detalles sobre las nociones de sucesion Bessel y marco se puede
consultar [18].
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Teorema 2.2.3. Sea {¢,}, una sucesion Bessel. Si llamamos C al operador de
andlisis, las siguientes afirmaciones son validas.

(1) El operador C' es acotado de H en ¢, y por lo tanto, existe una constante
B > 0 tal que para todo f € H,

S| < Bl

(1) Su adjunto C* cumple que |C*|| = ||C|| < BY2. En consecuencia, para todo

{cn} €
H > con "< BY leal.

Veamos qué relacién tienen estas definiciones al estudiar un sistema de dilata-
ciones {¢y, }n, con el operador T, definido anteriormente. La adjunta de T, pensa-
da formalmente (es decir, sin considerar su dominio) estd dada por los siguientes
calculos:

(9. Tof) = (9, > _(fren)on) = > (Fren) (g, 0n) = O {9, n)en, ).

n n n

Por lo tanto, se tiene que

Ti(9) = Y (g, @n)en.
Luego, como {e,,} es una base ortonormal de L4(0, 1), de la indentidad de Parseval
concluimos que

1)) =D g, ea)| (2.8)

Observacién 2.2.4. En nuestro caso, es decir, cuando {¢n}, es un sistema de
dilataciones, se tiene que el operador de sintesis C* es muy parecido a T,. En efec-
to, si llamamos L : Uy — L9(0,1) a la isometria L({c,}n) = ), cnen, obtenemos
que

T,oL=C". (2.9)

De aqui deducimos que {¢,}, es una sucesion Bessel si y solo si T, estd bien
definido y es acotado.

Probamos a continuacién en el Teorema 2.2.5 que {¢,}, es un marco si y
solo si tanto Sy como 1/S¢ pertenecen al espacio de multiplicadores M. Luego,
por el Teorema 2.1.3 tenemos que {¢,}, es un marco si y solo es una base de
Riesz. Otra forma de llegar al resultado es usar que toda sucesion que es marco
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y minimal simultaneamente, es automaticamente base de Riesz. Es posible tomar
este camino ya que el sistema {p,}, con el que trabajamos es minimal; en el
artitulo [32] construyen un sistema biortogonal para {¢,}; un sistema {t,} que
cumple que (p;,¢x) = 6, para todo k y j.

Estamos en condiciones de enunciar y probar que, como anticipamos, se puede
desdoblar el Teorema 2.1.3 como se indica a continuacion.

Teorema 2.2.5. Sea ¢ € L3(0,1) y p,(z) = w(nz). Luego, se cumplen las si-
gquientes afirmaciones:

» El sistema {pn} es una sucesion Bessel si y solo si S € M.

» El sistema {p,} satisface la desigualdad inferior de la condicion de marco si
y solo si 1/Sp € M.

Antes de pasar a la demostracién necesitamos algunas herramientas y obser-
vaciones. Es importante destacar que a la hora de probar la segunda afirmacién
(que involucra la cota inferior de la definicién de marco) nos encontramos con la
dificultad que el operador T, no es necesariamente un operador acotado. Para sor-
tear este problema usamos que varias propiedades de los operadores acotados se
pueden generalizar a a operadores densamente definidos y cerrados. Mas precisa-
mente, usamos el siguiente corolario del teorema de rango cerrado para operadores
con estas caracteristicas.

Corolario 2.2.6. Sean Hy, y Hs dos espacios de Hilbert y T : D(T) C H; — Ho
un operador cerrado y densamente definido. Entonces T es suryectivo si y solo si
T es acotado inferiormente.

Demostracion del Teorema 2.2.5. En la Observacién 2.2.4 mostramos que {g,}
es una sucesion Bessel si y solo si T, es un operador bien definido y acotado.
Combinando esto con la identidad

T,=S"10Mgs,0S5, (2.10)

deducimos que ambas afirmaciones son equivalentes a que Mg, sea un operador
bien definido y acotado, en otras palabras, a que Sy sea un multiplicador de H.
Mas atn, se sabe que la mejor constante en la desigualdad de Bessel viene dada
por ||C]| y, por la misma observacién, sabemos que

ICI = NCT[ = Tl = N[ Mse - (2.11)

Ademds, por el Teorema 2.1.4 esta cantidad también coincide con ||S¢||y., . De
esta manera queda probada la primer afirmacién.
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A partir de ahora nos enfocamos en la prueba de la segunda afirmacion, usando
nuevamente que los operadores T, y Mg, son conjugados (ver (2.10)). Considere-

mos
M&p : DOHI(MSLP) C Hy — Ho, (2.12)

donde Dom(Mg,,) es el dominio natural de un operador de multiplicacién, es decir,
el conjunto de las series de Dirichlet D € H, tales que D x S¢ € Hs.

Observemos que como S¢ pertenece a Ho, Dom(Mg,) contiene al espacio de
multiplicadores M. Ademas, por el Teorema 2.1.4 sabemos que M = H,,. Como
los polinomios estan contenidos en H,, por la propiedad (2) de la Proposicién
1.1.11, Mg, estd densamente definido.

Resta ver que Mg, es también cerrado: tomemos Dy € Dom(Mg,) tal que
Dy ™Dy Mg, (Dy) ™ D.

Queremos probar que Mg, (D) = D. La convergencia en Hy implica que Dy con-
verge puntualmente a D en (C% 4. para todo € > 0. Si fijamos €, tenemos que

Dn(s) — D(s) para todo s € Ci ., lo que implica que Sp(s)Dn(s) — Sp(s)D(s)
para todo s € C%ﬁ. Como adamas sabemos que Mg, (Dy) — D puntualmente, se
sigue del principio de identidad que S D = D, como queriamos.

Consideramos ahora el operador @ = S~! o Mg, 0 S junto con el dominio

Dom(Q) = S~ (Dom(Ms,)).
Definimos R : Dom(R) C Ly(0,1) — L9(0, 1), como
R(f) =) _(f en)en,

con Dom(R) = {f € Ly(0,1) : > [{f, on)|* < c0}.

Veamos que R = Q*. Recordemos que f € Dom(Q*) si y solo si

9= (Qg, f)

es una aplicacién continua para todo g € Dom(Q). En este caso, tenemos que

<anf> = <S_1OMSQOOSg>f> = <M55005975f>

- Z (Z<S07ek><ga 61>> <f7 6n>

n kl=n

- Z<g7 en)(f, Z<€0a €k)Ckn)
- Z<ga en)(f5 on)-
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De estas igualdades deducimos que g — (Qg, f) es continuo si y solo si la suma
ST{f, ¢n)|? es finita. Esto, junto con los célculos previos, muestra que Dom(R) =
Dom(Q*) y que R = Q*, como queriamos.

Recordemos que {py, }, satisface la desigualdad inferior de frame si existe A > 0
tal que

AIFIF <> I(fon)l? para toda f € Ly(0,1).

Es inmediato ver que {p,}, cumple la desigualdad inferior de frame si y solo si el
operador R = QQ* es acotado inferiormente.

Aplicando el Corolario 2.2.6 a () (notar que para esto es que vimos que @ es
cerrado y densamente definido), obtenemos que @ es suryectivo si y solo si Q* es
acotado inferiormente.

Por ultimo nos queda por probar que el operador () es suryectivo si y solo
si 1/S¢ € M. Asumamos que ) es suryectivo y tomemos D € H,. Como Mg,
es también suryectivo (por ser su conjugado a través de una isometria), existe
E € Dom(Msg,) tal que

Mg, (E) = Spx E=D.

Se tiene entonces que

1 1
—xD=—xSpxFE=F &€ H,.
Sgo* Scp* © * 9

Por lo tanto, 1/Syp * D € Hs para toda D € Hy y 1/Sp € M. Supongamos ahora
que 1/S¢ es un multiplicador y tomemos E € H,. Luego, s%a x ) pertenece a Ho

y que
1
M —=xF | =F,
7 <S<P )
y esto prueba que @) es suryectivo. ]

En el mismo articulo [32] los autores también abordaron el caso en que el siste-
ma {p, }, resulta una sucesion completa para el espacio Lo (0, 1). Originalmente, el
problema de la completitud de las dilataciones periédicas (conocido por sus siglas
en inglés como PDCP) fue introducido por Beurling en [5]. Nuevamente, gracias
a su idea de incorporar series de Dirichlet a este tipo de preguntas, se deduce
facilmente que el sistema {¢,}, es completo si y solo si S¢ es un vector ciclico
en H,. Mediante la transformada de Bohr el PDCP equivale a clasificar vectores
ciclicos en el espacio de Hardy Hs(ID*°), siendo este tltimo un problema dificil de
abordar. En esta direccién, se sabe que las series de Dirichlet F' tales que F' € Hs
y 1/F € H son ciclicas para Ho (ver [32] o [45] para méas detalle). En esta linea,
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la segunda parte del Teorema 2.2.5 aporta una nueva caracterizacién de este tipo
de vectores ciclicos para Ho.

En la seccién siguiente volveremos sobre la definicién de base de Riesz (Defini-
cién 2.1.2). Como mencionamos previamente, ya fue abordado por varios autores
el caso en el que el sistema es completo, es decir, cuando solo satisface la condicion
(1) de la definicién. Por lo tanto, en la préxima seccién vamos a concentrarnos en
aquellos sistemas que solo cumplan la condicién (2).

2.3. Swucesiones de Riesz

En la seccién anterior trabajamos sobre caracterizaciones hechas en [32] para
bases de Riesz de dilataciones. En el Teorema 2.2.5 debilitamos la condicién de que
{¢n} sea una base de Riesz y le pedimos que solo satisfaga alguna de las desigual-
dades de la definiciéon de marco. Otra manera natural de debilitar la condicion de
base de Riesz es asumir que {p,} es solamente una sucesién de Riesz, es decir,
asumir que {¢, } cumple (2.6) pero no necesariamente es un sistema completo para
Ly(0,1).

Definicién 2.3.1. Una sucesion {¢,}n, C H es una sucesion de Riesz si es
una base de Riesz para el subespacio cerrado generado por ella misma. En otras
palabras, si satisface (2.6) pero no es necesariamente un conjunto completo en H.

En este caso, la condicién (2.6) muestra que el sistema de dilataciones {¢,}, C
L5(0,1) es una sucesién de Riesz si y solo si existen A, B > 0 tales que

Al < T f1 < Bl

para toda suma finita f = > c,e, € F. Como e, es una base para Ly(0, 1) se tiene
que {¢n }n es una sucesion de Riesz si y solo si el operador T, es acotado y acotado
inferiormente. Ademads, como contamos con la identidad

T, = S71o Mg 0, S

esto es a su vez equivalente a que Mg, : Ho — H, sea acotado y acotado inferior-
mente.

Queremos determinar condiciones sobre la serie de Dirichlet Sy bajo las cuales
el sistema {,, } sea una sucesion de Riesz. Basdndonos en los resultados de [32] y en
el capitulo anterior, estamos tentados a afirmar que Mg, es acotado inferiormente
si y solo si existe € > 0 de manera tal que |Sy(s)| > € para todo s € Cy. Sin
embargo, el siguiente ejemplo muestra que esta afirmacién no es cierta.
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Ejemplo 2.3.2. Consideremos p(z) = es(x) = v/2sin(27x), luego {@,} es clara-
mente una sucesion de Riesz (mds ain es una sucesion ortonormal para Ls(0,1)).
Por otro lado, Sp(s) = 2%, que claramente no estd acotada inferiormente en C.

2.3.1. Traslaciones verticales y el Teorema de Fatou

Para abordar el teorema principal de esta seccién necesitamos introducir prime-
ro algunos conceptos relacionados con grupos compactos, transformada de Fourier
y series de Dirichlet. Informacion mas detallada sobre estos temas puede ser con-
sultada en [51] y [32].

Notamos = al grupo dual de Q,, donde QQ; denota al grupo multiplicativo de
nimeros racionales estrictamente mayores que cero. El conjunto = esta compuesto
de funciones 7 : N — C denominadas caracteres que satisfacen:

= v(mn) = y(m)y(n) para todo n,m € N;

» |v(n)| =1 para todo n € N.

Dada una serie de Dirichlet D = > a,n~° cada cardcter v € = define una
nueva serie de Dirichlet
D(s) =Y apyy(n)n~*. (2.13)

En particular, dado ¢t € R si elegimos como cardcter a la funcién v(n) = n=%

obtenemos la serie de Dirichlet

DY(s) =Y awn ™" = D(s + it),

n

a la que denominamos traslacion vertical de D y la notamos D;.

Existe una identificacién natural entre el conjunto de caracteres = y el toro
infinito T°°. Cada caracter v € = se identifica con un elemento w € T*, tomando
w = (y(p1),7(p2),...). Reciprocamente, cada elemento w = (wy,wy...) de T
define un caricter que en cada primo p; vale v(p;) = w; y que se extiende de
manera multiplicativa a todo N. Por lo tanto, con esta notacién, se tiene que
w*™ = ~(n), lo que nos permite reescribir la serie de Dirichlet (2.13) como

D*(s) = Z anw™™n =2, (2.14)

con w € T que se corresponde con v € = como mencionamos méas arriba.

Dada una serie de Dirichlet D, las series de Dirichlet que obtenemos en (2.13)
0 (2.14) se conocen como limites verticales de D. Su nombre se debe a que
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para cualquier D € Hs y para todo w € T existe una sucesién (73)r C R tal
que D, converge uniformemente sobre compactos de C 1a D". Reciprocamente,
todo limite (uniforme sobre compactos) de traslaciones verticales es una serie de
Dirichlet de la forma (2.13). Este resultado se encuentra para H, en [32, Lema
2.4], para series de Dirichlet generales con o,(D) < 0 en [24, Proposicién 4.6] y es
el que le da el nombre a este tipo de series.

Observemos que llamando f = B71(D), de la definicién de transformada de
Bohr (1.7) es inmediato que

BH(D")(u) = fw-u), (2.15)

donde w - u es el producto en T que proviene de multiplicar lugar a lugar. Es
decir, si w = (wy, ws,...) y u= (uy, uy,...) entonces

w - u = (wyug, waus, . . .).

Gracias al Teorema clasico de Fatou [27] sabemos que dada una funcién acotada
y holomorfa f : D — C los limites radiales

fH(w) = 1m f(rw)
r—1-
existen para casi todo w € T respecto a la medida de Haar de T. Este teorema
habla de limites radiales mientras que las series de Dirichlet estdan definidas en
semiplanos, por ello necesitamos la siguiente adaptacion del Teorema de Fatou
que nos servira para aplicarlo a series de Dirichlet pertenecientes al espacio de

Hardy Ho.

Lema 2.3.3. [21, Lema 11.22] Sea F : {Re(s) > 0} — C wuna funcién holomorfa
y acotada. Luego,
lim F(e +it)

e—0t

existe para casi todo t € R respecto a la medida de Lebesque.

Para mas detalle sobre el lema anterior y sobre el Teorema de Fatou en espacios
de Banach X puede consultarse [21, Seccién 14.11].

A continuacién presentamos la conexiéon entre el Teorema de Fatou, las tras-
laciones verticales de series de Dirichlet y nuestro objetivo principal, caracterizar
cuédndo el sistema {¢, }, es sucesién de Riesz.

Asumamos que el sistema {¢,, },, es una sucesion de Riesz. Por el Teorema 2.2.5
tenemos que D = Sy pertenece a M = H,. Luego, su antitransformada de Bohr
f = B7Y(D) pertenece a Hy,(T>). Se desprende inmediatamente de (2.15) que
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cualquiera sea w € T la funcién B~1(D™) también pertenece a H..(T*). Esto
nos dice que la serie de Dirichlet D" pertenece a H., para todo w € T, es decir
define una funcién holomorfa y acotada en Cy. Luego, mediante la adaptacién del
Teorema de Fatou para series de Dirichlet recién mencionada, podemos afirmar
que para todo w € T existe el limite

lim D"Y(o + it) para casi todo t € R. (2.16)

o—0t

Siguiendo [53, Theorem 2], para cualquier funcién f de H,(T>) podemos elegir
un representante f de f que cumpla que

f(w) = { o—=0t (2.17)

~ lim D" (o) Si el limite existe;
0 en caso contrario.

Para una mejor comprensién de la eleccién del representante profundizaremos en
algunos detalles de su construccion. Sea A el conjunto
A={w e T*: lim D"(0) existe}.
oc—0t
Veamos que |A| = 1. Como x4 € L'(T*) podemos aplicar el Teorema ergédico

de Birkhoff-Khinchin [8] obteniendo asi que para casi todo wy € T* se cumple la

igualdad
R

1
[ xatwydw = Jin 5o i)

Too ~R
donde T; : T® — T es la funcién Tj(w) = (p~* - w) con t € R. El sistema {T}};
es conocido como el flujo de Kronecker y una prueba de su ergodicidad se puede
consultar en [19].

Notemos que T} (wy) pertenece a A si y solo si el limite

lim Do) ()

o—0
existe. Aplicando el Teorema de Fatou para series de Dirichlet deducimos que
Ti(wo) estéd en A para casi todo t y, por lo tanto, |A] = 1. Esto prueba que
f pertenece a H.(T™), y para ver que f es un representante de f basta con
comparar sus coeficientes de Fourier (ver [53, Theorem 2]). Desde ahora y por el
resto de la seccidn, f serd el representante de la funcién que satisface (2.17).

Nuestro objetivo es determinar condiciones sobre la serie de Dirichlet D := S
bajo las cuales el sistema {¢, } es una sucesién de Riesz. En el Ejemplo 2.3.2 pro-
bamos que nuestra primera intuicién falla. Nuestra segunda (y exitosa) propuesta
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es involucrar el representante distinguido (2.17) y los limites

lim D"(o + ity).

o—07t

Con esto en mente, para t € R fijamos la siguiente notacion

D¥(it) ;== lim D¥(o +it).

o—07t

Recordar que para todo w € T* sabemos que D™ (it) estd definido para casi todo
t, por el teorema de Fatou. De esta manera, como f satisface (2.17), tenemos que
para casi todo t € R vale que

D¥(it) = lim D“(o +it) = lim D™ (o) = f(T,(w)). (2.18)

o—0t o—0t

Ademas, si consideramos t = 0 y obtenemos que para casi todo w € T se cumple
la igualdad

f(w) = D*(0).
La igualdad (2.18) es crucial para deducir observacién que sigue.

Observaciéon 2.3.4. Sea D € H, y fijemos € > 0. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) Eziste to tal que | D" (ity)| > € para casi todo w € T™.
(b) Para todo t existe un conjunto By C T* de medida total tal que
|D(it)] > e
para todo w € B,.

Es claro que (b) implica (a). Para la otra implicacién, llamemos By, al conjunto
de T* donde se cumple la condicién (a). Tomemos t € R y elijamos

B, = {p~"t) . :w € By}

De esta manera, es claro que B; tiene medida total. Tomemos w’ € B; y elijamos
w € By, tal que w' = p~"*+) . . Luego, por (2.18) se tiene que

DY (it)] = | f(Tig(w))| = |D*(ito)| > e.
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2.3.2. Caracterizacion de las sucesiones de Riesz

Con los contenidos de la seccién anterior podemos enunciar uno de los teo-
rema principales de este capitulo que describe la caracterizacion que estabamos
buscando, no solo en términos de la series de Dirichlet Sy sino también de su
antitransformada de Bohr f = B7!(Sy).

Teorema 2.3.5. Sean ¢ € Ly(0,1), D = Sp y f =B YD) y sean B > A > 0.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) El sistema {¢n}n €s una sucesion de Riesz con constantes A y B.

(b) La funcion f pertenece a Hoo(T™), su norma es || f||n., < B, y vale que

|f(2)] > A para casi todo z € T. (2.19)

(¢) La serie de Dirichlet D pertenece a Hoo, su norma | Dy, < B y para casi
todo (y,t) € Z x R se tiene

1D7(it)] > A. (2.20)

Demostracion. Se deduce del Teorema 2.2.5 que {¢,}, satisface la desigualdad
derecha en (2.6) si y solo si D pertenece a Hoo, 0 lo que es lo mismo, si f estd
en H.,,(T*). Recordemos que, como ya hemos mencionado, (2.6) muestra que el
sistema de dilataciones {¢,}, C L2(0,1) es una sucesién de Riesz si y solo si
existen A, B > 0 tales que

Al < ITL A1 < Bl

Por lo tanto, ||T,|| < B y en consecuencia || f||n., = ||D|jn., < B (ver (2.11) y el
Teorema 2.1.4).

Solo nos queda por probar la parte que involucra a las desigualdades inferiores.
Es claro de la definiciéon que {¢,}, es una sucesiéon de Riesz si y solo si el ope-
rador T, es acotado y acotado inferiormente. Esto también es equivalente a que
My : Hy(T>) — Hy(T>°) sea acotado y acotado inferiormente.

Comenzaremos por mostrar que el operador acotado My : Hy(T™) — Ho(T>)
es acotado inferiormente si y solo si existe un conjunto £ C T* de medida total
donde |f| es acotada inferiormente por una constante positiva. Comencemos por
la mas sencilla de las implicaciones, la implicacién hacia la izquierda. Supongamos
que existe un conjunto & con las caracteristicas mencionadas. Dada g una funcion
cualquiera de Hy(T*) como el conjunto £ tiene medida uno

o), = [ 159Pds> 4 [ 1gP i
Toe Too
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En otras palabras vimos que M esta acotado inferiormente con constante A puesto
que aplicando raiz cuadrada en la desigualdad anterior obtenemos

1My (9)l[L. = Allgll L,

Para la otra implicacién, asumamos que My es acotado y acotado inferiomente
con constante A y consideremos el conjunto

N={zeT>:|f(z)] < A}.

Notemos xy a la funcién caracteristica de N. Como los polinomios trigonométri-
cos son densos en Lo(T*) (ver [21, Proposicién 5.5]) existe una sucesién Py, de
polinomios de grado ng en N variables (en z y %) tal que

ll’lgn P, =xn en Ly(T™). (2.21)
Un céalculo simple nos permite ver que

INT = lIxwllz, = Hml Pillz, = Hmll=™ ... 25 Pill7,.

Notar que los polinomios z{* ... zX,’Z Py, estan en Ho(T*) y por nuestra hipétesis
sobre My tenemos que

AZIN| < lminf[|Mp(27* 23 POI® = [ xwllz,

— [1ra:

Como |f| < A en N, deducimos que |N| = 0 y,por lo tanto, & = N¢ es conjunto
de medida total donde se satisface (2.19).

Para concluir la prueba resta probar que (2.20) es equivalente a (2.19). Supon-
gamos que se satisface (2.19) y llamemos £ al conjunto de medida total donde se
cumple la inecuacion, por la definicién de f tenemos que | f(w)| = h’n%) |D¥(0)] > A

o—

para todo w € £. Juntando esto con la Observacion 2.3.4 (tomando € = A) dedu-
cimos que la t-seccién del conjunto

C={(t,w) € R x T™ : |D*(it)| < A},

tiene medida cero. Luego por el Teorema de Fubini tenemos que C tiene medida
cero. La implicacién restante también es consecuencia del Teorema de Fubini por
lo que se concluye la prueba. O]
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Juntando lo comentado en (2.11) y la demostraciéon del Teorema 2.3.5 pode-
mos analizar cuales son las mejores constantes A y B como muestra la siguiente
observacion.

Observacién 2.3.6. Sea o como en el teorema anterior, D = Sp y f = B~Y(D).
Luego, la mejor de las constantes B estd dado por ||D||y.. = ||f||x., mientras que
la mejor de las constantes A por in{gss | f]-

Es claro que una sucesion ortonormal es un caso particular de sucesion de Riesz
que tiene como constantes A = B = 1. Una consecuencia inmediata del teorema
anterior es la siguiente caracterizacion de las sucesiones ortonormales de un sistema
de dilataciones.

Corolario 2.3.7. Sean p € Ly(0,1), D = Sy, f =B (D). Luego, el sistema de
de dilataciones @, asociado a @ es una sucesion ortonormal si y solo si D € Ho
y para casi todo cardcter v € Z y casi todo t € R se tiene |DV(it)| = 1.

Retomando el Ejemplo 2.3.2, al considerar D = S¢ con ¢ = ey = sin(2-)

obtenemos que
1

Luego, es inmediato que se verifica el corolario anterior ya que para cualquier
w = (wy,ws...) de T

D(s)

w a1 1
D*(s) =w (2)§ = Wi
y, por lo tanto, para casi todo v € = vale que
Tt = 15 _ _
|D7(it)| = Uli>1(1)1+ WisGr | = |wy| = 1.

Cabe destacar que el corolario anterior también puede ser probado imitando la
demostracién de [46, Proposition 5.1]. Para ello, comencemos calculando

(n"*Sp,m™*Sy) = /wo‘%_l(Sgp)(w)wﬁ’B—l(Scp)(w)dw

= [ 1S ) Pun P

Esto nos dice que {n™*Sy},, es ortonormal si y solo si | B~ (Sp)(w)| = |f(w)] =1
para casi todo w € T*°. Aqui usamos la unicidad de los coeficientes de Fourier.
Observemos que

n *Se = Sen™* = SpSe,, = SoT,(e,) = Spn.
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Luego, como S es un isomorfirmo isométrico, las condiciones anteriores son también
equivalentes a que {¢, }, sea una sucesién ortonormal. Asi recuperamos nuevamen-
te el Corolario 2.3.7.

Concluimos esta seccién con una reformulacion de un teorema de [46]. Necesi-
taremos primero algunas definiciones. Por funcion interna de H; nos referimos
a una serie de Dirichlet D, en Hy (con B7(Dy) = 1) de norma uno que cumple
que

n_sD¢ 1 m_sDw
para todo n,m € Z; con n # m. Equivalentemente, Dy € Hy y [¢(w)] = 1 a.e.
w € T*. Por otro lado, para todo n € N hay un operador natural

An)f(s) =n""f(s), s€Cyp,
para f € Ho.

A partir de ahora Z es un subespacio shift-invariante de H; (i.e. n=°Z C T para
todo n € N ) que ademéds cumple que

Alp)lz (Mg)lz)” = (Ag)lz)" Alp)lz (2.22)

para par de primos p # ¢. Esta propiedad es la Condicién 2 en [46]. En el mismo
lugar se encuentra el siguiente resultado.

Teorema 2.3.8 ([46]). Sea Z un subespacio shif-invariante y no nulo de Hs .
Luego T tiene la propiedad (2.22) para todo p y q (p # q) si y solo si T es de la
forma

T = D, (2.23)

para alguna funcion interna D de Hs. Ademds, la funcion D estd univocamente
determinada salvo por una constante de modulo uno.

Lo estudiado hasta el momento nos permite dar una reformulacién de este
teorema. Dada D como en el teorema anterior, definamos ¢ = S~ D. Luego, com-
binando el Teorema 2.3.8 con el Corolario 2.3.7 deducimos {¢,}, es una sucesién
ortonormal. Gracias a la relacién entre T, y S la igualdad (2.23) se convierte en

T = SS(L2(0,1)) = ST,(L(0,1)).

De esto concluimos que S™H(Z) = [¢,]. Ademads, gracias que todos los pasos pueden
ser hechos a la inversa, el Teorema 2.3.8 se puede volver a enunciar de la siguiente
manera.

Teorema 2.3.9. Sea Z un subespacio shift-invariante y no nulo de Hy. Luego T
tiene la propiedad (2.22) si y solo si existe ¢ € Ly(0,1) tal que su sistema asociado
Yn €S8 una sucesion ortonormal y

STHIT) = Lenl-
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2.4. Ejemplos

En esta seccién presentaremos algunos ejemplos y aplicaciones de los resul-
tados conseguidos. Mas precisamente, presentamos ejemplos de ¢ cuyos sistemas
asociados satisfagan solamente una de las desigualdad de la definicién de marco,
sistemas que sean sucesién (o base) de Riesz, etc. En particular, el dltimo ejemplo
muestra que existen sucesiones ortonormales de Ly(0,1) que no son subsucesion

de {v/2sin(nz)},.

Como hasta ahora, notamos ¢ € Ly(0,1) a la funcién que genera el sistema de
dilataciones {p,}, D =S¢y f=B"1(D).

Comencemos recordando el Ejemplo 2.3.2. Consideremos la funcién
o(z) = ex(z) = V2sin(2mz),

para la cual tenemos que f(z) = 21 € Ho(T*®) y que D := 1/2°. El sistema
{¢n}n es claramente una sucesién ortonormal (y, por lo tanto, una sucesién de
Riesz), pero D no es acotado inferiormente. Por otra parte, es facil corroborar que
cualquiera de las condiciones del Corolario 2.3.7 se satisfacen.

El siguiente argumento nos permite deducir la mayoria de los ejemplos que
exponemos en esta seccion. Recordemos que toda funcién continua y positiva que
no posee ceros en un conjunto compacto X, es acotada inferiormente en dicho
conjunto. En particular, si f es un polinomio de N variables es claro que f per-
tenece a Hy, (DY) C Hyo(B,,). Luego, si f no tiene ceros en TV, por compacidad
|f| es acotada interiormente en TV y por el Teorema 2.3.5 el sistema asociado
{n} resulta una sucesiéon de Riesz. Si ademés f no tiene ceros en D, su inverso
multiplicativo 1/f pertenece a Hy, (D) y, por lo tanto, S¢ y 1/S¢p estdn en M.
Luego, como consecuencia del Teorema 2.1.3 concluimos que {¢,}, es una base de
Riesz.

Si consideramos la funcién ¢(x) = c1cov/2sin(x) —cov/2 sin(2x) — ¢ v/2 sin(3z) +
v/2sin(6z), la funcién holomorfa asociada es f(2) = (21 — ¢1)(22 — ¢a,) v la serie
de Dirichlet

D(s) =cieg — 227 — 137+ 67°.

Tanto para este como para el caso general f(z) = (21 —¢1)(22 — ¢2) ... (28 — n),
el sistema asociado {¢, }, es una sucesién de Riesz si y solo si |¢;| # 1 para todo i.
Es una base de Riesz si y solo si |¢;| > 1 para todo i. Finalmente, el sistema es una
sucesion Bessel que no satisface la desigualdad inferior de frame si y solo si |¢;| > 1
para todo ¢ y existe algin j para el cual |¢;| = 1. Por ejemplo podemos elegir una f
muy sencilla como f(z) = z; — 1. En este caso la serie de Dirichlet correspondiente
es D(s) = 27* — 1 y la funcién de L%(0,1) es ¢ = v/2sin(z) + v/2sin(2z). Por lo
tanto, {¢,} es sucesién de Bessel pero no es un marco.
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Consideremos ahora el polinomio de N variables

f(Z)ZZl...ZN—C.

Repitiendo el mismo argumento deducimos que {p,} es sucesion de Riesz si y solo
si |e| # 1, y es una base de Riesz si y solo si |¢| > 1.

En [9] se dan condiciones para que un polinomio de varias variables no tenga
ceros en los conjuntos TV o DV. A continuacién usaremos estos resultados para
construir algunos ejemplos. Primero nos hace falta introducir un poco de notacion
y algunas definiciones.

Dado un polinomio f : C¥ — C que se escribe

f(z)= Z bp2", con K CNY y b, eC-—{0}, (2.24)

keK

llamamos conjunto de grados a Ky V(K) al conjunto de vértices de la capsula
convexa de K. Ademads, decimos que el polinomio multivariado f es estable si

f(2) # 0 para todo z € DV,

Los siguientes dos teoremas son una herramienta fundamental para construir
los ejemplos deseados.

Teorema 2.4.1. [9, Corolario 1](Regién libre de ceros alrededor de TV ). Sea f
como en (2.24) y supongamos que para algin v € V(K) se tiene

20, > > [bil.

keK
Entonces f no tiene ceros en TY.

Teorema 2.4.2. [9, Teorema 5]

Consideremos el polinomio de Dirichlet D(s) = 32°_, a,n~* y su polinomio
asociado a través de la transformada de Bohr

f(2) = ay + agzy + azzy + ayzi® + aszs + agzizs.
Asumiendo que los coeficientes a,, son no nulos, el conjunto de grados es
K(f) - {(07 07 0)7 (1’ 07 0)7 (O’ ]" 0)7 <O7 O’ 1)7 (27 O? 0)7 (17 1’ O)}

Luego, excepto por (0,0, 1), todos elementos de K(f) estdn en el plano zy y se
distribuyen como muestra la siguiente imagen.
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De aqui podemos observar que (0,1,0) no pertenece a V(K) (de hecho solo nece-
sitamos que ay, as y a4 sean no nulos para poder garantizar esto). Luego, si

jas| > > an, (2.25)

n#2

se satisfacen las hipdtesis del Teorema 2.4.1. Por lo tanto, f no tiene ceros en T*
y en consecuencia {p,} es una sucesién de Riesz.

El ejemplo anterior se puede generalizar facilmente para cualquiera

N

D(s) = Z a,n=°

n=1

que cumpla (2.25) y tal que a1, as y a4 sean no nulos, esto se debe a que, en tal
caso, el indice que se corresponde con as no es un vértice (sin importar el niimero
de variables).

Para el préximo ejemplo, 7(N) denota la cantidad de primos menores o iguales
a N. Ademaés, recordemos de (1.6) que «,, denota al multi-indice

a(n) - (ala s 7am70, .. ) € NE)N),

de manera que n = p*™. Consideremos ahora el polinomio de Dirichlet D(s) =
SN aun con ay # 0y tal que

n=1

la(n)
la,| < [1— ——— para todo n=1,..., N. (2.26)
(1 + |ar|)=@

Notemos que f, la antitransformada de Bohr de D, es un polinomio en 7(N)
variables complejas. Si juntamos (2.26) con el Teorema 2.4.2 obtenemos que el
sistema {¢,} es una base de Riesz para L*(0,1).
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Para el siguiente ejemplo salimos del mundo de los polinomios y consideramos
una f que sea el producto de d transformadas de Mobius en diferentes variables.
Mas precisamente, dados ¢; € C, con |¢;| < 1 para ¢ = 1,...d, definimos

f(z) =

Luego, f es una funcién acotada, holomorfa y de médulo 1 en T°. Por el Teorema
2.3.5 concluimos que {¢,} es una sucesién ortonormal en L?(0,1).

21— C Zd — Cq

1_0_121...1_C_d2d.

En el caso en que d = 1, es sencillo reescribir la transformada de Moebius y

obtener
Zl — C1 m
z Z — C Z C .
f( 1) 1 _ 0121 1 1 1 1

Por lo tanto, su serie de Dirichlet asociada es
o

D(s)=er+ ) @™ +ea™) 2"

=1

o(z) = V/2sin(z) + Z(c_lm_l + ei™)V2sin(2m ). (2.27)

Ejemplo 2.4.3. Sea ¢ como en (2.27) con 0 < |¢1] < 1. Luego, el sistema {¢,}n
es una sucesion ortogonal de Ly(0,1) que no es una subsucesion de {/2sin(nx)},.

Como tltimo ejemplo queremos construir una sistema {¢,}, que cumpla la
desigualdad inferior pero no la superior de la condicién de marco (2.7). Por el
Teorema 2.2.5, esto es lo mismo que hallar una funcién ¢ € Ly(0,1) de forma tal
que D no pertenezca a Ho, v que 1/D pertenezca a H.,. Para lograrlo vamos a
trabajar en los espacios de Hardy clasicos del disco . Es decir, buscamos una
funcién F' € Hy(D) que no pertenezca a Ho(D) y que 1/F pertenezca a Ho (D).
De esta manera, la funcién ¢ buscada sera la que se corresponda con la serie de

Dirichlet D := B(F).

Una funcién F € H,(D) se dice externa si se escribe como

1 e + 2 i
F(z) = Cexp %/ “log ()]t | (2.28)

67/
con |C| = 1y f una funcién medible tal que log|f| € L;(T). Veamos que si
consideramos la funcién externa como (2.28) asociada a f(¢*) = |0|"3 con C =1
cumple todo lo que necesitamos. Por [52, Theorem 17.16] sabemos que

lim |F(re™)| = f(e) para casi todo ¢ € T
r—1-
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y que F' pertenece a H,(D) si y solo si f pertenece a L,(T) 1 < p < oo. Como
f pertenece a Lo(T) y no a Lo(T), tenemos que F estd en Hy(D), pero no en
Ho (D). Ademés, si analizamos (2.28) podemos ver que 1/F es la funcién externa
asociada a 1/f = |#]'/3. Por lo tanto, aplicando nuevamente el teorema tenemos
que como 1/ f pertenece a L. (T) se deduce que 1/F pertenece a H.. (D). Esto nos
dice que F' cumple todas las propiedades deseadas.

2.5. Sistemas de dilataciones en varias variables

En esta seccién nos concentraremos en estudiar sucesiones de Riesz, frames y
bases ortonormales para L*((0,1) x (0,1)) de la forma

Omn(2,y) = p(mz,ny).

Nuestro objetivo es reproducir los Teoremas 2.2.5 y 2.3.5 para {¢@mn}nm. Para
esto vamos a necesitar varios resultados sobre series de Dirichlet multiples que
expondremos a continuacién. Comencemos primero con la definiciéon de serie de
Dirichlet multiple.

Definicién 2.5.1. Una serie de Dirichlet k—multiple es una serie de la

forma
oo

E a’mlv--wmk
S1 Sk ?
m1,...,mk:1 1o ’ k

donde los coeficientes ... m, pertenecen a C y sy, ..., sy son variables complejas.

-----

Muchos resultados se pueden extender de series de Dirchlet a series de Dirichlet
multiples, adaptando algunas definiciones, por ejemplo la convergencia. Para que
varias de las propiedades que ya conocemos sigan siendo validas necesitamos la
siguiente nocién de convergencia.

Definicién 2.5.2. Una sucesion k—maltiple de nimeros complejos

{a o
M1, Mg fmy,...,mip=1

converge a L si para todo € > 0 existen (M, ..., M) € N¥ tales que
|, m, — L] < e,

para todo m; > M; con 1 < j < k.
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Ademas, decimos que una serie k-miultiple de niimeros complejos converge a S si

las sumas parciales
p1 Pk
Spipr = E : E Amy,....;mp s

mi1=1 mp=1

convergen a S.

Definicién 2.5.3. Se dice que una serie k-multiple es reqgularmente convergen-
te si es convergente para todas sus subseries de dimension j, para todo 1 < 5 < k.

En particular, esta definicién implica la convergencia de la serie k—muiltiple.
Esta nocion de convergencia preserva todas las propiedades sobre series de Dirichlet
simples que necesitamos para extender nuestro trabajo. Un desarrollo exhaustivo
sobre series de Dirichlet multiples y la convergencia regular se puede consultar en
la Tesis doctoral de Jaime Castillo-Medina [16].

Por comodidad, para lo que sigue vamos a considerar el problema que solo
involucra series dobles. La extensién al caso general es inmediata. Notemos I2
al conjunto (0,1) x (0,1). Dada una funcién ¢ € L?(I?) extendemos a todo R?
de manera impar en cada coordenada y con periodo 2. Luego, consideramos las
dilataciones en ambas variables dadas por

Pmn(T,y) = p(ma, ny).
Observemos que L?(1?) tiene una base que estd formada por las funciones
mn(2,Y) = em(x)en(y) = sin(mz) sin(n).

Esto nos lleva a definir el operador S analogo a caso de una variable, que a cada
elemento de la base e, , le asigna m™*n~". De la misma manera, definimos

T¢f(m, y) = Z<fa em7n> @m,n(l‘v y)

n

Nuestro primer objetivo es extender el Teorema 2.2.5 a series de Dirichlet dobles.
Repitiendo exactamente los argumentos usados para el caso de series de Dirichlet
ordinarias se deduce que vale

T, = S~to Mg, 0 S.
Por otro lado, también necesitamos definir el espacio de Hardy de series de Dirichlet

dobles
Hi = {Z A 0" Z |G| < oo} .

m,n
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, al igual que en el caso de una variable,
toda serie de Dirichlet de H2 converge absolutamente en C 1 X C 1. En efecto, sea

> @mpm~*n " una serie doble perteneciente a H3. Para todo (s,t) € Ci xCy se

tiene que
Z ‘am’nm_sn_ﬂ = (Z |am,n|2> (Z |m_sn_t|2)
m,n mon % - %
= <Z|am,n|2> (Z m—QRe(s)Zn—QRe(t)> < 4oo

m,n n

[NIE
[N

Ademas, si para cada € > 0 notamos
1 1
Ce = Z ml+2e Z nl+2e’
m n

usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

sup [D(s, )] < Cel| DIl

(5,t) €C1yo4eXCoyaye

Esto significa que H3 est4 continuamente incluido en C,(C1,, x C% +c), el espacio
de funciones continuas y acotadas que salen de (C% e X Crye En particular, de
aqui podemos deducir que la convergencia en H3 implica convergencia puntual en
C 1,. para cualquier € > 0. Este hecho es necesario para la extension del Teorema
2.2.5.

Siguiendo nuestra notacion, llamamos My al conjunto de todos los multipli-
cadores de H32, que nuevamente resulta ser un subespacio del espacio de series de
Dirichlet dobles. Cada serie de Dirichlet en My define un operador de multiplica-
cién Mp on H2.

Con todas estas definiciones y siguiendo la misma demostraciéon es posible
extender el Teorema 2.2.5 de la siguiente manera.

Teorema 2.5.4. Sea ¢ € L*(I?) and omn(x) = @(mz,ny). Luego se satisfacen
las siguientes afirmaciones:

n Bl sistema {@mn} €s una sucesion Bessel si y solo si S € Ma.

w Bl sistema {omn} cumple la desigualdad inferior de marco siy solo sil/S¢ €

M.
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El teorema anterior describe propiedades del sistema {¢,,,} en términos del
espacio de multiplicadores M. Por lo tanto, nos gustaria poder tener una mejor
comprension del espacio My como tenemos en el problema original dada por el
Teorema 2.1.4. Para esto comencemos analizando si en el caso de series de Dirichlet
multiples se tiene un resultado andlogo al Corolario 1.1.7.

Se extiende la definicién de Ho, (Definicién 1.1.3) a series de Dirichlet dobles
y multiples de la siguiente manera.

Definicién 2.5.5. Al espacio compuesto de todas las series de Dirichlet dobles que
convergen reqularmente en C3 y cuyo limite define una funcién acotada en C3 lo
llamamos

Hoo(C).

Andlogamente, notamos Hoo(CE) al espacio compuesto de todas las series de Di-
richlet k-muiltiples que convergen regularmente en CE y cuyo limite define una
funcién acotada en C§.

Este espacio resulta un algebra de Banach [17] con la norma

La demostracion de este hecho es no trivial ya que requiere extender varios teore-
mas y propiedades a series de Dirichlet multiples, entre ellas el Teorema de Bohr
y varios resultados sobre la convergencia de series multiples.

Castillo-Medina, Garcfa y Maestre prueban en [17] que los espacio Hoo(CE),
k € N, son isométricamente isomorfos entre si independientemente de k. De hecho,
ellos prueban que dichos espacios son isométricamente isomorfos a Ho. (B, ). Para
lograr esto, extienden el Teorema 1.1.5 y prueban (ver [17, Teorema 3.5])
que la transformada de Bohr multiple dada por

B : Hoo(Bg) — Hoo(Cy)
- a
Z Calv---vakztlxl ce Z?k e _ e, TR

S1 Sg ?
— 1>
ajENéN) mi,...,mep=1

N

es un isomorfimo isométrico. Luego, como cf y ¢ son isométricamente isomorfos,
se obtiene un isomorfimo isometrico entre los espacios H.(CE). Ademéds, prueban
[17, Remark 3.6] que si f € Hoo(Be), tomando D = B(f) se cumple que

1 1 1
D(Slsta"'ysk):f<]§7ﬁa"'aﬁ)
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para todo (si,...,s;) € Ck.

Nos queda por desarrollar esta teoria desde el punto de vista del andlisis de
Fourier. Como antes, y por simplicidad, solo mostraremos el caso doble. Primero
debemos dar algunas definiciones de este tercer mundo en el caso multiple. Se
define el espacio de Hardy clasico para T* x T* como

~

Hoo(T* x T®) ={f € Loo(T*® x T*) : f(v,8) #0
sélo si B;, ; > 0 para todo i, j}.

Para series de Dirichlet ordinarias tenemos el Corolario 1.1.7 que nos dice que
los tres contextos donde estuvimos trabajando son esencialmente el mismo. Mas
concretamente, sabemos que los siguientes espacios son isomorfos como espacios
de Banach

Hoo = Hoo(Bey) = Hoo(T).

En esta linea, el resultado de Castillo-Medina, Garcia y Maestre [17, Teorema
3.5] extiende la primer igualdad para series miltiples, es decir, para todo k € N
tenemos que

Hoo(Cp) = Hoo( Bs)- (2.29)

A continuacién extendemos dicho resultado incorporando el punto de vista

dado por el andlisis de Fourier, obteniendo asi una version multiple del Corolario
1.1.7.

Teorema 2.5.6. Los siguientes espacios son isométricamente isomorfos:
2\ _ _ oo )
Moo (C2) = Ha, <Bcg> — H.o (T x T%).

Los correspondientes isomorfimos indentifican coeficientes de Dirichlet, coeficien-
tes monomiales y coeficientes de Fourier. Ademds, se tiene el mismo resultado para
Ho(C2), es decir,

M3 = Hy(B.z2) = Hy(T™ x T*).

Demostracion. Como se menciona anteriormente, la primera igualdad es vélida (se
puede encontrar en [17]) e incluye la prueba de la transformada de Bohr multiple
es un isomorfimo isométrico entre Hoo(B.2) v Hoo(C3) que indentifica coeficientes
monomiales con coeficientes de Dirichlet. Ademas, dicho resultado se debe a que
Ho(Be) = Hoo(Be,) isométricamente. Para hacer esto el isomorfimo isométrico y
su inversa respectivamente viene dado por componer con la funcién que intercala
las variables

&: B, xB, — B
({xl}l,{ym}m) = {$1yy1,$27y27-~~}
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y su inversa

¢_1 . BC() — Bco X BC()
z = {21t {z2mtm)

Es claro que ambas funciones son continuas y lineales, esto implica que son fun-
ciones holomorfas entre espacios de Banach. Luego, la asignacion

}iéo(lgcg) — ]J§O(cho>
frs fod!

estd bien definida. Es claro que es el isomorfimo isométrico que buscabamos.
Con el mismo argumento podemos probar la segunda igualdad. En efecto, con-
sideremos el mismo isomorfimos isométrico pero de T x T a T°; esto es,
O T x T® — T

(w,@)——%(un,ﬁh,uu,wgw.).
Nuevamente, la asignacion

Hoo(T™ x T®) — Hoo(T*)
f—sfod™
es el isomorfismo isométrico entre H.(T> x T*) y H(T*>) que queremos. Para

ver que estd bien definida, tomemos f € H,,(T> x T*) luego f o ®~! pertenece a
Lo (T*°) y su coeficiente « estd dado por

fjgl(a) = [ fod ' (ww ¥dw= | f(w,®)w®
/ /

= [ e dwdu, = fio.9)
Too xTee

Aqui, w; denota a la sucesion compuesta de todas las variables de indice impares
mientras que w, la de todas las de indice impar y v = (v1,...,72) tal que a =

~

(71, B1s 72, B2, - . .). Esta igualdad nos asegura que f(a) # 0 siy solo si a; > 0 para
todo j, o equivalentemente, f o ®~! € H,(T>).

Combinando estos resultados con el Corolario 1.1.7 se deduce que

Hoo(Bey X Bey) = Hoo(Bey) = Hoo(T) = Hoo (T x T).
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Ho (T x T*) H.(T>) H.(Bg,) Ho (B, X Bg,)

~ 0Pt -~ ca=f(a) «od
Sy Buwiwy —— 3, fle)w® ——— 3, caz® ——— 3¢, 52725

Diagram 2.5.1: Relacion entre los espacios de Hardy multiples y simples.

Juntando todo lo anterior deducimos que H..(C?) es isométricamente isomorfo a
cualquier espacio del siguiente diagrama:

Para concluir, queremos investigar qué sucede con los coeficientes al aplicar es-
tos isomorfimos. Queremos probar que, como indica el Diagrama 2.5.1 se identifican
los coeficientes de Dirichlet, monomiales y de Fourier. Para ver esto comencemos
calculando el coeficiente monomial de f o ®~! para una funcién

B
[~ Z Cy,571 %

de Ho(Be, X B.,) cualquiera. Tomemos (21, 22) € oo X Coo, luego z := ®71(21, 23)
pertenece a cyy. Si definimos « = (71, 81, Y2, o, - - .) obtenemos que

fo®l~D eypet

Como vale para todo (21, 22) € coo X coo concluimos de la unicidad de los coeficientes
monomiales que ¢, g(f) = Co(f 0 @) para todo a € N(()N) y f € Hoo(Bey X Be,).
Por otro lado, como consecuencia del item (1) de la Proposicién 1.1.11 se deduce
que

fo®(v.8) = f() para todo 7,3 en Ni y f € Hoo(B.,)-
De esta manera concluimos que las asignaciones del Diagrama 2.5.1 son validas.

La prueba de la segunda afirmacion es mucho mas facil porque se deduce
de identificar las bases ortonormales {m™*n""},, ., {z?zg}(%ﬁ) y {wi’wg}(%g) de
H3, Ha(B.z) y Ha(T* x T), respectivamente. O

El siguiente objetivo es usar el teorema anterior para caracterizar el espacio
My = M(H3)
y obtener una generalizacién del Teorema 2.1.4.

Teorema 2.5.7. Los siguientes espacios de Banach son isométricamente isomor-

fos
My =H_(C3). (2.30)
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Demostracion. Es un resultado conocido que el espacio de multiplicadores de
Hy(T*) cumple que
M(H,(T*)) = Hoo(T™).

Es facil ver que esto también es verdad para T x T, esto es,
M(Hy(T™ x T%)) = Hoo (T x T). (2.31)

Queremos combinar este ultimo resultado con el Teorema 2.5.6 que garantiza que
Hoo(C2) = Hoo(T>® x T®) y que Ho(C2) = Ho(T>® x T). Sin embargo, la exis-
tencia de un isomorfismo isométrico entre espacios no garantiza que sus espacio de
multiplicadores coincidan. Esto se debe justamente a que, en principio, no sabemos
cémo se comportan los isomorfismos con los productos. Por lo tanto, no alcanza con
juntar los isomorfismos mencionados sino que tenemos que mirar especificamente
cémo se comporta cada isomorfismo en particular. Veamos que

M(Hx(C5)) = H..(CF)

probando la doble inclusion.

C) Si D € M(H3) se tiene que para toda D, € H2 el producto DD, per-
tenece a ‘H3. Esto implica que, en particular, D.1 pertenece a H3. Luego, existe
h € Hy(T> x T*) tal que D = Dy, (en otras palabras, B(h) = Dj,). Como DD,
estd en H3 deducimos que B~1(D,D,) pertenece a Hy(T™ x T>). Ademds, sabe-
mos que hg es una serie de potencias formal y sus coeficientes son igual a los de
B~Y(Dy)B~(D,). Por lo que vimos antes la transformada de Bohr es multiplicativa

y por lo tanto
B-1(D,)B (D,) =B (D,D,) € H.

Como estas series tienen los mismo coeficientes deducimos que h.g € Hy (T x T)

para toda g € H,, es decir, probamos que h es un multiplicador. Deducimos de
(2.31) que h € Hoo (T x T).

Gracias a la extensién vista en el Theorem 2.5.6 para series de Dirichlet mul-
tiples esto pasa si y solo si Dy, pertenece a Ho,(C3) como queriamos.

D) Dada Dy € Hoo(C%), queremos ver que para toda serie de Dirichlet D, € H3
se cumple que D;D, € H2. Por (2.31) sabemos que f € Hyo(T® xT™) y g €
Hy(T* x T*) se tiene que fg € Hs . Luego, Dy, pertenece a H3. La transformada
de Bohr formal B, pensada del espacio de series de potencias formales 3 al espacio
de series de Dirichlet formales ©, manda (formalmente)

B(fg) = D¢Dy.

En principio, DD, solo estda en ® y sus coeficientes coinciden con los de B(fg)
que pertenece a H3. Entonces, D;D,, pertenece a H3. O
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Concluimos esta capitulo aplicando los resultado vistos en esta seccién para
enunciar el un resultado analogo el Teorema 2.3.5 para series de Dirichlet dobles.
Con todos los contenidos desarrollados en esta secciéon la prueba del Teorema 2.5.8
es idéntica al caso de series de Dirichlet clésicas, y por lo tanto, la omitimos.

Teorema 2.5.8. Sea ¢ € L*(1?), D =Sp y f =B (D) y sean B > A > 0. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) El sistema {©mmn}tmn €s una sucesion de Riesz con constantes A y B.

(b) La funcion f pertenece a Hoo(T* x T*), su norma || f||g., < B y vale que

|f(21,22)] > €, para casi todo (z1, z9) € T x T,

En el caso de series miiltiples aiin no hemos podido encontrar una equivalencia
similar al item (c) del Teorema 2.3.5. La dificultad surge al querer definir un
andlogo a D7(it) ya que no hay una versién del Teorema de Fatou que nos sirva
en este caso.
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Capitulo 3

Series de Dirichlet aleatorias

Comenzamos esta capitulo analizando la defincion de sucesion béasica incondi-
cional. Luego, estudiamos la convergencia aleatoria incondicional (propiedad més
débil que la incondicionalidad) de sucesiones en espacios de Hardy vectoriales
H,(X). Mostramos que el espacio de Banach X tiene tipo 2 (respectivamente,
cotipo 2) si y solo si para toda sucesién {z,}, C X se cumple que {z,n"*}, es
aleatoria incondicionalmente convergente (respectivamente, divergente) en Ha(X).
Para conseguir estos resultados primero analizamos y presentamos los espacios de
Hardy aleatorios H*(X).

3.1. Bases incondicionales

En esta seccién estudiamos varias definiciones elementales y pilares de este
capitulo, entre las mas importantes se encuentra la definicién de sucesion incondi-
cional y base incondicional. La importancia de este concepto radica en que luego
vamos a considerar dos propiedades mas débiles a las que llamaremos RUC y
RUD. La definicién de base incondicional posee varias formulaciones equivalentes,
por lo que decidimos dar la definicion mas intuitiva junto con las equivalencias que
mas utilizamos durante este trabajo.

Recordemos de la Definicién 1.2.6 que una base {z,}, de un espacio de Banach
X se denomina base incondicional si existe una constante C' > 0 tal que para
todo N € N, toda sucesién de escalares {a,}Y_;, v toda eleccién de signos g, €
{—=1,1}" se cumple que

. (3.1)

N
< CH Z T
n=1

75

N
H E Enlnly
n=1
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Es importante resaltar que C' no depende de N ni de la eleccion de escalares ni
de la de signos. Recordemos también que a la mejor de las constantes la llamamos
constante de incondicionalidad de la base {z,},.

Es momento de introducir una notacion que nos permite manejarnos con mayor
fluidez a la hora operar con este tipo de condiciones. Si existe una constante que
cumple las condiciones mencionadas anteriormente, vamos a omitir la constante y
cambiar el simbolo < por <. Por ejemplo, de esta manera, la condicién (3.1) se

escribe como
N N
n=1 n=1

A continuacion, algunas equivalencias de base incondicional partiendo de la
condicién (3.1). Supongamos que {x,}, cumple (3.1) y fijemos signos €,. Como la
desigualdad (3.1) vale para toda sucesién de escalares podemos elegir aplicarla a
€pa, para obtener

N N N
H E ATy || = H E EnEnlnTy|| < OH g Enlnly
n=1 n=1 n=1

Por lo tanto, si combinamos ambas desigualdades obtenemos que para todo N € N,
toda sucesion de escalares a,, y signos g, se tiene que

N N N
E ATy, SHE EnlnTn SCHE AT,
n=1 n=1 n=1

Siguiendo la nueva notacién, decimos que

N N
H g Ennln|| ~ H E ApTp

De estas observaciones se desprende la siguiente proposicion.

Cfl

. (3.2)

Proposicién 3.1.1. Sea {z,}, una sucesion de vectores no nulos de un espacio
de Banach X. Luego, son equivalentes:

(a) Para todo N € N, toda sucesién de escalares {a,}_,, y toda eleccion de
signos €, € {—1,1} se cumple que

N
H E Enlnly
n=1

N
n=1
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(b) Para todo N € N, toda sucesion de escalares {a,}_,, y cualesquiera signos
en y e, € {=1,1} se cumple que

N N
§ § /
H EnQnTpl|l ~ H é?nanl’n .
n=1 n=1

(¢) Para todo N € N, toda sucesion de escalares {a,}_,, y cualesquiera signos
en € {=1,1} se cumple que

N N
E EnlnTy|| ~ ” E ApTp
n=1 n=1

donde E. denota la esperanza respecto a las variables e,,.

E,

9

Demostracion. Observemos que (a) = (b) es consecuencia de directa de (3.2)
ya que la estimacién vale para toda eleccién de signos. Para ver que (b) = (a)
basta tomar e, = 1 para i = 1,..., N. El hecho de que (a) = (c) se obtiene de
tomar esperanza en (3.2). Por ultimo, para deducir (¢) = (a) podemos elegir como
sucesion de escalares a €),a,, y asi obtener

N N
EH E EnEhnTnl|| ~ H E el anty,
n=1 n=1

Luego, como e,e!, es otra eleccién de signos podemos usar nuevamente (c) para
conseguir la estimacion

N N
H E Ap |l ~ H E el anTy
n=1 n=1

Por tanto, se satisface (a). O

Notemos que una sucesién de vectores no nulos que satisface (a) es una sucesién
bésica. En efecto, dados N < M € N podemos tomar

1 s n < N;
En =
-1 si N<n<M,

y luego calcular

N
| > aur
n=1

1 M M
= §H E ApnTp + E EnlnTn
n=1 n=1

1 & 1<
= 5”2%% +§Hzgn“n%
n=1 n=1

M
n=1
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En la dltima desigualdad usamos justamente la condicién (a) para cada termino.
Por lo tanto, una sucesién que satisface alguna de las condiciones anteriores es
una sucesion basica incondicional. Si ademas la sucesion genera el espacio X
decimos que es una base incondicional.

Ejemplo 3.1.2. Algunos ejemplos conocidos de bases incondicional y condiciona-
les (aquellas bases que no son incondicionales) son los siguientes:

» La base canénica de ¢y y £,, 1 < p < oo es incondicional.
= Cualquier base ortogonal de un espacio de Hilbert es incondicional.

= La base sumante de ¢y definida por
Sp = Z e n €N, (3.3)
i=1

donde (e;) denota la base candnica de ¢, es una base condicional de ¢g.
» Los espacios C[0,1] y L]0, 1] no tienen base incondicional.

» El espacio Hy(T) posee una base incondicional. Fue Maurey [43] quien pri-
mero dio una demostracion no constructiva en 1980. Mas adelante Carleson
[15] v Wojtaszczyk [55] construyeron ejemplos explicitos.

A partir de estos ejemplos nos preguntamos si el espacio H,(C) (ver la Defi-
nicién 1.1.9 para X = C) tiene alguna base incondicional para 1 < p < co. El
caso p # 2 resulta ser un problema abierto. Mientras que para p = 2 la respuesta
es claramente afirmativa. Recordemos que al espacio Hy(C) (también notado Hs
(2.1)) es espacio Hilbert y una base ortonormal, y por lo tanto incondicional, de
este espacio es {n~*},. Cabe entonces preguntarnos qué sucede con la sucesion
{n=*},, para otros p. En principio, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3 (Helson-Aleman-Olsen-Saksman). Para todo 1 < p < oo el siste-
ma {n~*}, es una base de Schauder de H,(C).

Este resultado es obtenido en [2] como consecuencia de la acotacién uniforme de
las sumas parciales, es decir, de que existe una constante C), tal que para todo N
en N y toda serie ) a,n™° de H,(C) se cumple que

N 0o
H E apn”® g ap,n”°
n n

(3.4)

<C
© 7

Hp Hp(C) ‘
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Por otro lado, es facil ver que el sistema genera todo el espacio, ya que visto a
través de la transformada de Bohr se corresponde con {z%}, que genera todo el
espacio de Hardy H,(T). Por lo tanto, por el Teorema 1.2.2 el sistema {n~*},
resulta base de Schauder para todo 1 < p < oo.

Ahora que sabemos que para 1 < p < oo la sucesion {n~°}, es una base de
Schauder de H,(C) surge preguntarnos para cudles de estos p el sistema {n=*},, es
base incondicional. La Proposicién 3.1.4 ([14, Proposicién 4]), enunciada a conti-
nuacién, nos ayuda a responder esta pregunta.

Proposicién 3.1.4 (Carando-Defant-Sevilla ). Sea 1 < p < 0o. Para todo N € N
y toda sucesion de escalares {a,}Y_, se tiene que

Ha(C)

N 1/2 N
2 _ —s
. (Zlanl ) = H ;ann

N
]EH E Enlpn °
n=1

Por la Observacién 1.1.10 sabemos que los espacios H,(C) estan incluidos entre si
como los espacios L,(T>), es decir,

H,(C) C H,(C)

siempre que 1 < p < g < oo. Por lo tanto, la proposicién anterior prueba que valen
las siguientes propiedades:

si y solo si p > 2;

N
< H Z a,n"°
#Hy(©) ~ Nl &=

N
< EH Z Entpn °
#y(©) gt

N
EH Z Entyn °
n=1
N
H Z an,n”_°
n=1

Hp(C)

siy solo sip < 2.
Hp(C)

De aqui deducimos que la tnica forma de que {n~°}, satisfaga la condicién de
incondicionalidad en H,(C) es que p = 2. Lo interesante no es que {n=*}, sea base
incondicional de Hs, esto ya lo sabiamos dado que el sistema es base ortonormal,
sino que para todos los demés p el sistema {n~°}, no es incondicional. Es decir,
{n~%}, es una base de Schauder condicional para todo 1 < p <2y 2 < p < oc.
1 Qué pasa en el caso vectorial? No podemos esperar que sea una base de Schauder,
pero jexiste alguna acotacién para las sumas parciales de una serie en H,(X) del
estilo (3.4)7 ; Vale algin resultado anélogo al Teorema 1.1.27
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Teorema 3.1.5 (Teorema fundamental de Bohr vectorial). Eziste una constante
C > 1 tal que para todo 1 < p < oo, toda serie Y x,n"° € H,y(X) y N € N se

tiene que
| 3
n<N

Hp(X)

< (Clo NH T’
o = O8N 2

El resultado original es de Defant y Pérez [23, Teoremas 2.1 y 3.2], su prueba se
puede encontrar también en [21, Teorema 24.14]. A diferencia del caso escalar (3.4),
en el vectorial no se puede sacar el logaritmo, es decir, no existe una constante C'

que garantice
oo
H Z apn_° < C’H Z apn_°
n<N Hp(X) n=1

para toda serie y todo N € N. Para ver esto consideremos el espacio de Banach
X = Hy(T). Es un resultado conocido que el niicleo de Dirichlet

N
DN: E "
n=0

cumple que ”DNH ) ™ log N (esto es una estimacién cldsica para la norma L

(3.5)

Hp(X)

del niicleo de Dirichlet se puede consutar en [42, pp. 59-60]). Llamemos Py al
operador Py : Hi(T) — Hi(T) que a una serie de potencias f = Y a,2" la
manda a la serie truncada Py f = Zg:o a,z". Es también sabido que

Pyf=Dyxf yque HPNH - HDNHHl(T)'

Mas atn, como los polinomios son densos en H;(T) la norma del operador coincide
con
1Pl = sup ([Pv (A gy
f polinomio

. . : M
Es decir, para cada N podemos tomar un polinomio fy = > .V a?2" de norma 1

n=0 "N
que cumpla que

HPN(]CN))

~ log N.

N
I3
Hy(T) — Hy(T)

Consideremos la serie de Dirchlet con coeficientes en H;(T) dada por

My 1\°*
E(s) =) alz" (27)
n=0
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perteneciente a H,(H,(T)).

dw
(T)

HZa g (2") Hyp(Hi (T)) /HZQN E

:/ /|Zafy(wz)n|dz duw

T
p

/ /|Zaf¥z”|dz dw
T

T

N p
PICES
Hy (T

n=0

Donde en la tdltima igualdad usamos la invariancia por rotaciones de la medida.
Por lo tanto, hemos probado que

HZ@ (Qn) "Hp(Hl(T _HZ

En conclusién, no puede existir una constante C' que cumpla (3.5) porque para
todo N tendriamos que

s~ [ St ()|

NlogN.

1 S
<0 7) |
Hp(H1(T)) Z (2">
= C’H Z Mol =
n=0 " Hy(T)

Hp(Hi(T))

C,

lo cual es un absurdo.

Respecto a este tipo de estimaciones sobre las sumas parciales de una serie de
Dirichlet, en la Seccién 3.3 presentamos un espacio que posee propiedades mucho
mejores que H,(X).

3.2. Sistemas RUC y RUD

Los espacios de Banach que poseen bases incondicionales tienen una estructura
privilegiada. Sin embargo, existen espacios de Banach que no poseen ninguna base
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incondicional (como C[0, 1] o L]0, 1]). Esto nos lleva a considerar propiedades méas
débiles que la incondicionalidad de una base. En esta secciéon expondremos algunas
definiciones sobre convergencia aleatorias e incondicional de sucesiones basicas que
fueron introducidas en [7] y [41].

En Capitulo 1 Proposicién 1.2.5 recordamos que una serie )z, de un espacio
de Banach converge incodicionalmente si las series ) ¢,x, convergen para todo
en € {—1, 1}N . Nos preguntamos entonces qué sucede si esta convergencia en vez
de ser para todo signo es para casi todo signo de {—1, 1} respecto a la medida de
Haar del grupo compacto {—1,1}. De esta manera surge la siguiente definicién,
evidentemente mas débil que la de convergencia incondicional.

Definicién 3.2.1. Una serie ) x, en un espacio de Banach X es casi incondi-
ctonalmente convergente cuando ), £,x, converge casi sequramente para los
signos {en}n € {—1, +1}N respecto a la medida de Haar normalizada de {—1, +1}.
Equivalentemente, si la serie Y 1,(t)x, converge casi sequramente respecto a la
medida de Lebesgue del [0, 1].

Recordar que r, son las funciones Rademacher definidas en Seccién 1.2.4. Si pen-
samos a £, y 1, como variables aleatorias, esta ultima equivalencia se debe sim-
plemente a que las variables estan idénticamente distribuidas. Ademads, por el
Teorema 1.3.6 tenemos que ), es casi incondicionalmente convergente si y solo
si ), Ty, converge en L,([0,1], X) para algin (todo) 1 < p < oco.

Por otro lado, notemos que como la convergencia de las series no varia si ha-
cemos finitos cambios, la ley 0 — 1 nos dice que las series aleatorias

E Endn
n

convergen casi seguramente, o bien, divergen casi seguramente (para mas detalle
ver [35, Pag. 7]). Por lo tanto, diremos que una serie de elementos de un espacio
de Banach )z, es casi incondicionalmente divergente cuando ) ¢,x, di-
verge para casi toda eleccién de signos {e,}, € {—1,+1}". Esto nos dice que las
definiciones que damos a continuacion son complementarias.

Definicién 3.2.2. Decimos que una sucesion bdsica {x,}, de un espacio de Ba-
nach X es aleatoria incondicionalmente convergente (y notamos RUC), si toda
serie convergente Y . anxy es casi incondicionalmente convergente. Andlogamen-
te, decimos que {x,}, es aleatoria incondicionalmente divergente (RUD), si toda
serie divergente ) anx, es casi incondicionalmente divergente.

En [41, Proposicién 2.3] Tradacete y Lopez-Abad prueban que una sucesién
basica es incondicional si y s6lo si es simultaneamente RUC y RUD al mismo
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tiempo. Este resultado nos dice dos cosas importantes. La primera es que RUC
y RUD son conceptos mas débiles que la incondicionalidad. La segunda es que
RUD y RUC son nociones en cierto sentido complementarias. Una vez hechas
reformualaciones de las definiciones de RUC y RUD, vamos a volver a recuperar
este resultado, en la Observacion 3.2.4.

Como las definiciones de RUC y RUD hablan de series aleatorias de vectores
en espacios de Banach, vamos a necesitar algunas herramientas sobre variables
aleatorias en espacios de Banach que hemos presentado en el Capitulo 1 Seccion
1.3. En particular, mencionamos en el Teorema 1.2.7 que toda sucesion de va-
riables aleatorias centradas e independientes {Y,}, € L,(€2,P) es sucesién basica
incondicional en L,(£2,P). Més ain, si las variables son simétricas la constante de
incondicionalidad es uno. El caso simétrico es muy sencillo, recordemos que una
variable aleatoria real Y es simétrica si Y y —Y estan igualmente distribuidas (no-
tamos Y ~ —Y). Dos variables igualmente distribuidas cumplen que la esperanza
de cualquier funcién en ellas coincide y, por lo tanto,

N N
H Z AnEnYnll = H Z anYn
n=1 P n=1

Como esto se cumple para toda eleccién de signos €, v de escalares a,, se deduce
que {Y,}, cumple (3.1) y, por lo tanto, es una sucesién bésica incondicional con
constante 1.

p

El resultado anterior se extiende a variables aleatorias a valores en un espacio
de Banach gracias al Teorema 1.3.5. Este resultado es conocido como el principio
de contraccion y es una herramienta fundamental en todo lo que sigue. Por
ejemplo, como consecuencia del principio de contraccién se deduce que {r,x,}, es
una sucesion bésica 1—incondicional de L*([0, 1], X') para todo 1 < p < oo siempre
y cuando x,, sea distinto de cero para todo n. Esto nos permite probar la siguiente
condicién equivalente a que una sucesiéon {z,}, de un espacio de Banach X sea
RUC.

Proposicién 3.2.3. Sea {x,}, una sucesion basica de X. Luego, {x,}, es RUC
st 9y solo si existe una constante C > 0 tal que para todo m € N y toda sucesion de
escalares {an}"_, se tiene que

m m
EH E EnlnLy SC’H g AnLy
n=1 n=1

En este caso, decimos que (z,), es C-RUC.

. (3.6)

Demostracion. Asumamos primero que {x,}, es RUC y veamos que vale (3.6).
Como {z,}, es RUC se tiene que toda serie convergente » a,x, es casi incon-
dicionalmente convergente. Equivalentemente, si ) | a,x, es convergente entonces
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>, anty(t)x, pertenece a L'([0,1], X). Definamos Y como el subespacio cerrado
de L*([0,1], X) generado por {r,(¢)z,} v X como el subespacio cerrado de X ge-
nerado por la sucesion bésica {z,, }». Es claro que {z, },, es base de X, {rnaptn de Y
(por la observacién anterior) y que ambos son espacios de Banach. Sea S,,, : XY

el operador
S, (Z anxn> = Z AT n T

n n=1
Este operador esta bien definido y es continuo. La acotacion se deduce inmediata-
mente del teorema del grafico cerrado y de la continuidad de tomar coeficientes,
dado que tanto {x,}, como {r,x,}, son bases.

Fijemos ahora = = ) a,x, € X. Por hipétesis tenemos que > a,r,(t)z,
converge casi seguramente. Usando que {r,(t)z,}, es base 1—incondicional de
Y (como consecuencia del principio de contraccién, Teorema 1.3.5) obtenemos la
acotacion puntual y uniforme

Sm<m) = H ;Tnanxn L1([01],X) S H zﬂ:rnanl‘n

Luego, el Principio de Acotaciéon Uniforme nos asegura que existe una constante
C :=sup,, ”SmH < 00. De esta manera llegamos a que

AnTrnln < C’H T
H ; L1([0,1],X) ;

Luego, como r, y &, estan idénticamente distribuidas podemos cambiar le termino

de la izquierda por
EHananxn < C’HZanxn
n=1 n=1

Para cada m € N fijo, reemplazamos {a,}, por {b,}, con b, = a, paran < Ny
b, = 0 para n > N, obteniendo la desigualdad deseada.

<
L1([0,1],X)

Por otro lado, supongamos que vale (3.6) para todo m € Ny que Y a,x, es
convergente. Por la convergencia de la serie sabemos que

(o),

es una sucesién de Cauchy en X. De la desigualdad (3.6) se deduce que

m
{ E anrniﬁn}
m
n=1
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es Cauchy en L'([0,1], X). Por lo tanto, la serie > a,&,, converge casi segura-
mente. Esto nos permite concluir que {z,}, es RUC. O

De manera similar, se puede ver que {x,}, es RUD si y solo si existe una
constante C' tal que para todo m € Ny toda sucesién de escalares {a, }!"; se tiene

que
m
| > aua,
n=1

En este caso decimos que {z,}, es C-RUD. La demostracion de este hecho es
similar a la anterior y puede consultarse en [41, Proposition 2.7].

< C]EH Zenanxn ) (3.7)
n=1

Observacion 3.2.4. De estas ultimas formulacion de los conceptos RUC y RUD
es inmediato deducir que una base {x,}, es incondicional si y solo si es RUD
y RUD simultaneamente ya que juntando ambas desigualdades obtenemos que se
cumple la condicion de incondicionalidad (c) de la Proposicion 3.1.1.

Es importante resaltar que las nociones de RUC y RUD también tiene sentido
para sistemas biortogonales. Por eso vamos a considerar el siguiente sistema de
H,(X) y probar que es biortogonal. Para toda sucesion {x,}, C X, los elementos
no nulos de {x,n~*}, pueden ser pensados como parte de un sistema biortogonal.
En efecto, llamemos A al subconjunto de indices de N que cumplen que x,, # 0
para todo n € A. Consideremos entonces la sucesion

{onn ™} ea © Hp(X).

Aplicandole la transformada de Bohr vectorial a esta sucesién obtenemos que

{xaza}agA(A C Hy(X),

donde A(A) corresponde al el conjuto de multi-indices
AA) ={a € N((]N) (pY=n,ne A}

en otras palabras los multi-indices que que se corresponden con el conjunto A
por la escritura tnica en potencia de primos. Luego, para cada o € A tomemos
Yo € X* tal que v,(x4) = 1. Notemos que si definimos ¢, € H,(X)* como

eulf) = [ ()77

el sistema {(2,2%, ¥a)}aeca €s un sistema biortogonal ya que

0p(re2®) = / ’ya(xa)zﬁ?"dz = 0.3
']TN



86 CAPITULO 3. SERIES DE DIRICHLET ALEATORIAS

Por lo tanto, de ahora en més, diremos que {z,n"*}, es RUC o RUD si los
elementos no nulos son RUC o RUD como parte del sistema biortogonal que acaba-
mos de definir. Es importante observar que las condiciones (3.6) y (3.7) se pueden
chequear para toda la sucesion, es decir, no es necesario omitir los elementos que
sean cero.

Una vez hecha esta generalizacién nos preguntamos si existe alguna relacién
entre que {x,}, sea RUC (respectivamente RUD) en X y que {z,n"*}, sea RUC
(respectivamente RUD) en H,(X). La respuesta estd en la préxima observacion y
el ejemplo subsiguiente.

Proposicién 3.2.5. Si {z,}, es RUC en X, entonces la sucesion {z,n""}, es
RUC en H,(X) para todo p > 1.

Demostracion. Fijemos z € T*. Como la sucesion {z,} es RUC en el espacio de
Banach X se tiene que

EHZ&Tnan 'Tn < Hzan L,

Por la desigualdad de Kahane-Khintchine (Teorema 1.3.8) podemos reescribir lo

anterior como
m m
a(n) P < a(n) P
E E EnlnTnZ s E AnTp 2
n=1 n=1

Integrando con respecto a z y cambiando el orden de integracién, nos queda

2 [ | el [ S an]

o lo que es lo mismo,

m
P
EH E Tz < H E A2
1 (TN, X)
n=

Nuevamente por la desigualdad de Kahane—Khlntchme obtenemos que

m m
EH g EnlnTpn 2" < H E Ay 2™
H,p(TN,X)
n=1 n=1

Para concluir, usamos que la transformada de Bohr es una isometria para obtener

m m
EH E EnlnTyn ° < H E ApTyn °
Hp(X)
n=1 n=1

Hy (T9,X)

Hy(TV,X)

Hp(X)
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Sin embargo, la reciproca de la proposicién anterior no es siempre cierta. Para
ilustrar este hecho usaremos como ejemplo la base sumante de ¢q definida en (3.3).

Ejemplo 3.2.6. La base sumante {s,}, es una sucesion bdsica que no es RUC ni
RUD en ¢y y, sin embargo, la sucesion {s,n"*}, es equivalente a la base candnica
de Uy, por lo tanto, incondicional en Ha(cp).

Fueron Tradacete y Lopez-Abad [41] quienes probaron que la base sumante
{$n}n no es RUC ni RUD en ¢j. Por completitud damos esta prueba a continuacién,
para luego deducir el Ejemplo 3.2.6.

Para esto necesitamos primero recordar una propiedad muy conocida de la base
sumante que dice que

m
| ansa
n=1

Para probar que {s,}, no es RUC ni RUD mostramos primero que

m m 1/2
EHZ&tnansn ~ (Z\an|2) . (3.8)
n=1 co n=1

Para la cota superior, usando la desigualdad de Lévy [38] (Proposicién 1.3.2) ob-
tenemos que para todo a € R las medidas de Lebesgue cumplen que

t€[0,1] ’Zrn an,

Combinando esto con la desigualdad de Khintchine (Teorema 1.3.7) deducimos
que

€0 1<k<m

te€[0,1]: sup ‘Zrn(t)an >a| <2

1<k<m ek

dt <2

1
/ sup ‘ E rn(t)a,
0 —

1<k<m

m m 1/2
> ralt)a,| dt ~ (Z |an]2> .
n=1 n=1

Para la acotacién inferior, usamos la desigualdad de Kahane-Khintchine (Teo-

rema 1.3.8) una vez mas,

m m 1/2

EHZ&nansnn_s —E( sup ‘Zenan ) >E(’Z€nan ) ~ (Z|an|2) i
n=1 €0 n=1

1<k<m n—k
Por lo tanto, si {s,n"°}, fuese RUC o RUD deberiamos poder comparar

2
(Xt lan]")!/? con
m m
Hza’nanCO = sup |Zan|
n=1 Isksm n=~k
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para toda sucesién de escalares. Sin embargo, si tomamos {a, }I_; como la sucesién
que tiene todos unos, nos quedan las cantidades m'/? y m, pero no existe ninguna
constante independiente de m que satisfaga (3.7). Por otro lado, para ver que no
hay constante que satisfaga (3.6) tomamos {a,}" , con a, = (—1)" para todo n.
Luego por (3.8) tenemos que

Mientras que

~ o [$y

co 1<k<m ek

por lo que no existe una constante constante independiente de m que cumpla que

1> (m)Y2.

Veamos ahora qué sucede con la sucesién {s,n"°}, en Ha(co). En este caso

tenemos que la norma es
m m 9 1/2
H E AnSpn~ ° = / sup ‘ E a,n” % ds
] Ha2(co) 1<k<m | =/
‘ H2(C)

s

sup ‘ E anpn
1<k<m
== n=~k

Por un lado, es facil ver que

m m m 1/2
su apn”® > H ap,n° = an 2 . 3.9

1<k<m
Por otro lado, una versién del Teorema de Carleson-Hunt para series de Dirichlet
[33, Teorema 1.5] nos dice que existe una constante C' > 0 tal que se tiene

m m 1/2
su apn”° =C y, 2) :
> o= (e

<C H a,n”°
H2(C) ;

1<k<m

Juntando esto con (3.9) deducimos que

m m 1/2
s 2
Ay SpN N ~ |ay| )
n=1 2(co) n=1
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Como esto vale para toda sucesién de escalares, tomando {e,a,}" ; obtenemos
que

m 1/2
2
Ha(co) ~ <;’8nan‘ )
= (Zm:m |2>1/2~ Hia Spn”
n=1 n=1

concluyendo asi que {s,n"*}, es incondicional y, por lo tanto, RUC y RUD.

m
§ : —s

" EnlnSpm ‘
n=1

Ha(co)

3.3. Los espacios de Banach H;ad(X )

Para estudiar la convergencia aleatoria e incondicional de series de Dirichlet
vectoriales necesitamos definir el siguiente espacio que fue considerado por primera
vez en [14].

Definicién 3.3.1. Dados 1 < p < oo y un espacio de Banach X, definimos
H;“d(X) = {Z x,n°:V ae g, = :I:l,ana:nn_s € Hp(X)} : (3.10)

El espacio ’H;ad(X ) tiene propiedades notablemente mejores que los espacios H,(X).
Por ejemplo, se puede mejorar el Teorema 3.1.5 eliminando el logaritmo e incluso
obteniendo C' = 1. En efecto, en [14, Proposicién 3] se prueba que para toda serie
DonTan ® € Hp(X) conl<p<ooytodo N €N se cumple que

| 3 2n
n<N

. (3.11)

oo
S)ores
H;ad(X) ! H;ad(x)

. M —
Por lo tanto, usando este resultado para toda serie > ", a,z,n"* con {a,}, una
sucesion cualquiera de niimeros complejos, deducimos que sin importar cuales sean
los vectores no nulos {x,}y, el sistema {z,n"*} es sucesién bésica de H;**(X).

Por otro lado, como consecuencia de la ortogonalidad de las funciones Rade-
macher también tenemos una estimacién para la norma en X de los coeficientes.

Proposicién 3.3.2. Para toda serie Y, x,n"° € H*(X) se cumple que

(o)
ol = o) < [ o™,
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Por otro

Demostracion. Es claro que Hxn Hxnn*5|

HX - Hx”n%HHp(X) - Hpad(X)"
lado, por la ortogonalidad de las funciones Rademacher podemos reescribir z,n~
como

s

1

rpn ¥ = Z :cnms/rm(t)rn(t) dt = / (Z xmrm(t)ms> ra(t) dt.

0

Tomando norma obtenemos que

Hpad(X)

1
gy < [ | 2wty
0 m

rn(t)| dt = H T °
ol Ol =3

]

Retomando, en la Definicién (3.3.1) estamos pensando a la serie de Dirichlet
>, Tnn~® como una serie formal. Por la definicién de #H,(X) (ver Definicién 1.1.9),
cuando decimos D = )" x,n"* € H,(X) nos referimos a que existe una funcién
f € H,(TN, X) cuyos coeficientes de Fourier cumplen que fa = Tp(a). Por lo tanto,
el hecho de que D € H,(X) no necesariamente implica que las sumas parciales
Dy = 22;1 x,n~* convergen a D en H,(X). Sin embargo, utilizando un teorema
clasico de probabilidad logramos probar que en este caso dicha implicacion si es
valida, como muestra la siguiente proposicién.

Proposicion 3.3.3. Para todo espacio de Banach X y todo 1 < p < oo se tiene
que si {xn}, € X cumple que Y e,x,n"° € Hy(X) para casi toda eleccion de
signos €,, entonces Y €,x,n"° converge casi sequramente.

Para probar este resultado vamos a usar el Teorema de Ito-Nisio 1.3.3, un
teorema clasico sobre convergencia casi segura de series de variables aleatorias
simétricas .

Demostracion de la Proposicion 3.3.3. Sea {z,}, € X como en el enunciado. De-
finamos para € = {g,}, € {—1,+1}" la funcién R(¢) = > &,2,n"*. Primero pro-
bemos que R es una variable aleatoria, es decir, una funciéon medible. Para o > 0
y toda serie de Dirichlet D =" a,n™* € H,(X) se define D, = > (a,/n%)n"".
En [22, Proposition 2.3] prueban que D, converge en H,(X) a D cuando o — 0,
y que las sumas parciales de D, convergen uniformemente a D,. Si hacemos es-
to con R, obtenemos una sucesion de funciones medibles que convergen en casi
todo punto a R, lo que prueba que R también es medible. El mismo argumento
muestra que R(e) pertenece a Y = (x,n~*), C H,(X) para casi todo e. Llamemos
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Y, = epxon® € H,y(X), definamos para todo k € Ny 2/ € X’ las funciones
Yk = 2’ 0 ¢ con ¢ aquellas funciones que devuelven el k—ésimo coeficiente de
una serie de Dirichlet (como en el item (1) de la Proposicién 1.1.11). Notemos que
la familia F = {¢@y o }ro separa puntos de Y. Ademds, tenemos que

N
Pra(R(e)) = epa’( Z Pra (Vo) = Z On ke’ (1),
n=1

y ambas coinciden para N > k. Esto nos dice que se cumple la segunda condicién
del Teorema de It6-Nisio 1.3.3 y, en consecuencia, las sumas parciales de R(e)
convergen para casi todo eleccion de signos &,,. [

Combinando la Proposicién 3.3.3 con que sabemos que el limite de una serie

convergente en H,(X) pertenece a H,(X) obtenemos la siguiente reformulacién
del espacio H*(X).

Corolario 3.3.4. Para todo espacio e Banach X 1y todo 1 < p < 0o

Hrad {ann VYV oa.e g, = %1, Zé?n%n*s converge en ’Hp(X)} .

La idea ahora es darle una norma adecuada al espacio H;,“d(X ). Para hacer esto
aplicamos la Proposicién 1.3.6 (|26, Teorema 12.3] ) para obtener que también

’HMd {Z xan” Zrnxnn*s € Ly ([0,1], H,(X)) } .

Por lo tanto, pensado de esta forma resulta natural otorgarle la norma

HE Tpn° / Hg ro(t)x,n™°
Hrad

que hace de H,*(X) un espacio de Banach (ver [14]).

dt,
#p(X)

Intimamente ligado a este espacio se encuentra Rad(X) el espacio de sucesiones
casi incondicionalmente sumables, compuesto por sucesiones {x,}, de un espacio
de Banach X. Dicho espacio es de Banach con la norma

| (‘rn)nHRad(X) = (t)x,|| dt

)

(cf. [26, Capitulo 12]). Tanto en la norma de Rad(X) como en la de H;**(X) por
la desigualdad de Kahane-Khintchine podemos cambiar el termino derecho por
cualquier otra norma p con 1 < p < oo y obtener una norma equivalente.
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La proxima proposicion nos da una forma de estimar la norma en H;ad(X )
sin calcular norma de series de Dirichlet. Ademds, es una generalizacién del Teo-
rema 3.1.4, ya que por la Desigualdad de Khinchine 1.3.7, el espacio Rad(C) es
isométricamente isomorfo a Hq(C). Ademads, de esta se deduce que todos los espa-
cios H*(X) son isométricamente isomorfos entre si para todo 1 < p < co.

Proposicién 3.3.5. Para todo 1 < p < oo eziste una constante C, > 0 de manera
tal que si X es un espacio de Banach y {z,})_, C X se cumple

ey < N

E T’

5 [

’}_[7 ad )

donde asignamos x, = 0 para n > N. En particular, esto prueba que
H*(X) = Rad(X),

con normas equivalentes.

Demostracion. Dada una sucesién arbitraria {z,}Y_; C X, aplicando nuestras
dos herramientas por excelencia, la desigualdad de Kahane-Khintchine (Teorema
1.3.8) y el principio de contraccién (1.12), obtenemos que

dt

1 N
. _ / | S ryean
Hpea(x) Sy 114 Hy(X)
1 N » 1/p
~ (/ Zr ()x,n~* dt)
Hp(X)

P 1/p
dtdz)

(/ [12 momo],
dt) 1p

N
| S
n=1

Notar que, como queriamos, las constantes involucradas solo dependen del valor
de p (1 <p< o). O
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3.4. Espacios con la propiedad de convergencia
aleatoria en H,

El objetivo de esta parte es caracterizar a los espacios de Banach X que cumplen
que para toda sucesion {z,}, C X se tiene que {x,n"°},, es RUC en H,(X). La
definicién de RUC nos dice que existe una constante (que depende de la sucesién)
de manera que se cumple

m
EH g EnlnTyn °
n=1

La proposicion que sigue muestra que cuando el espacio cumple esto para toda
sucesion, podemos elegir en esta desigualdad una constante uniforme, es decir,
una constante que no dependa de la sucesion. En particular, esto prueba que vale
la inclusién de los espacios H,(X) C Hp*4(X).

< C’H ApTpn° )
Hy(X) ;1 Hy(X)

Proposicion 3.4.1. Sea X un espacio de Banach y p > 2. Las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

(a) {x,n"*}, es RUC en H,(X) para toda sucesion {x,}, C X.

(b) Eziste una constante C > 1 tal que para todo N € N y {z,}N_| C X se tiene

N
H Z Tpn °
n=1

. (3.12)

N
<C H T~ °
Hyod (X) ; Hy(X)

(c) Vale la inclusion

Hy(X) C H(X).

d) Eriste una constante C > 1 tal que para todo N € N y {z,}_, C X se tiene
n=1

N N
EHanxn §C’</ HZacnz"
n=1 T n=1

Estas equivalencias, que probaremos luego, nos llevan a definir la siguiente propie-
dad de un espacios de Banach X. En lo que resta de este trabajo nos enfocaremos
en analizar y caracterizar esta definicion.

» 1/p
dz) . (3.13)

Definicién 3.4.2. Dado p > 2, diremos que un espacio de Banach X tiene la
propiedad convergencia H, aleatoria (abreviado X tiene la H,— RCP) si X
satisface alguna (y por lo tanto todas) de las condiciones en la Proposicion 3.4.1.
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Para probar la Proposicién 3.4.1 necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.4.3. Supongamos que existe M € N y K > 0 tal que {x,n"°}32 1,14
es K — RUC para toda sucesion de vectores {xn}o yriq. Luego {x,n *}nen es
(M + K+ KM) — RUC para toda sucesion de vectores {, }neny C X.

Demostracion. Sea {x,}, un sucesion de vectores de X . Queremos ver que {z,n"°},
es (M + K + KM)—RUC. Dados N € Ny {a,})_; C C, por la desigualdad trian-
gular tenemos que

N M N
5 AnTpn ™~ ° < E Ha T n_s| + E AnTpn ™ °

nen H'r'ad(X) - nen Hgad(X) nen ’}_[rad(X)'
n=1 P n=1 n=M+1 P

Aplicando la propiedad (1) de la Proposicién 1.1.11, para 1 < k < N obtenemos
que

||akxkk;_s‘

N
‘ck( g anxnn_s> H
X
n=1
N
< H § aprpn°
n=1

H;ad(x) - ||ak/‘xk||X =

Hp(X)

De lo cual deducimos que

N
H E AnLpn™°
n=1

Por otro lado, como {z,n"°}72,,,; es K—RUC por hipétesis deducimos que

N
+ H AnLpn °
woo Tl 2 e

n=M+1

N

) gMH E ApTpn °
Ta
M (X) n=1

N N
H g ApTpn° ) <K E anxnnfs‘
ra X X
n=M+1 Hp (X) n=M+1 Hp( )

N M
<K an:tnn_SH + KH anTpn~°
< K 2 ™+ K 2

n=1 HP(X)
N M
<K 2%1:””_8“%()() + K; Hanxnn_SHHp(X)

N
< (K+ KM H oz .
< (K + ) ;a U

Por lo tanto, si juntamos estas dos desigualdades concluimos el resultado. O]
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Prueba de la Proposicion 3.4.1. Por conveniencia comenzamos probando la equi-
valencia (b) < (d), y luego (a) = (b) = (¢) = (a).
(b) = (d): Dada (z,), € X definimos
x, k=2"
T =

0 k#£27

Aplicando la Proposicién 3.3.5 y (3.12),

N oN
53 con] - ] ] | S
n=1 k=1 k

por definicién de la norma en H,(X). Como la transformada de Bohr manda (27%)"
en 27, el ultimo término es igual a
» 1/p
dzl) .
X

» 1/p
T2l dz = /H T2t
(L2 o) = (s
)

(d) = (b): Recordemos que por la definicién de las normas en H,(X) tenemos
que

Hp(X)

<C’H ok
Hyed(X) ;xk

Hy(X)

N
H ;£nn_s o) — H Z) xn(a)za

aGN(()N

Sea m el maximo de los o; tal que x,(,) es distinto de cero. Para cada z; € T fijo,

. . . +1)t—1 . . . .
si usamos el cambio de variable 2} = z;- z%m ) para 2 <7 < N, de la invariancia

de dz por rotaciones se obtiene
a1 oo an p
E Tp(a)?] 23 - 2N Xd22 .o.dzy

/Tm
(N)
a€Ny
/Tm
/Tm

5 aas e

aEN(()N)

p
‘ dZQ...dZN
X

ar1+(m+1ag++m+DNlay _as an p
E Tn(a)?1 ZoT L 2N XdZQ...dZN.

aENéN)
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Luego, cambiando el orden de integracién nos queda que

J1'S w

N aeN(N>

a1+(m+1)ag+--+(m+1
/(/\\an<a>22- o) jorH(mtartt (i)

TN-1 aeN(N)

)dzg co.dzy,

Como todos los nimeros de la forma 3% a;(m + 1)~ son diferentes (se puede
pensar que estan escritos en base m + 1), combinando (d) con el principio de
contraccion (1.12) en la integral respecto a z; (con zy, . . ., zy fijos). De esta manera,
obtenemos que

/H Z Tn(a)2” dz>— / EH Z Tn(a)2a” - - - Vea ng...dZN
TN  aeN{V TN-1 aeN{V
~ EH Tn(a)€a ~ H TpM
Z( ) Z ’Hrad(X)
a€Ny

donde en el ultimo paso usamos la Proposiciéon 3.3.5.

(a) = (b): Supongamos que (b) no se cumple para ninguna constante C' > 1.
Usando la Proposicion 3.3.5, el Lema 3.4.3 nos dice que para todo M € Ny K > 0,
existe una sucesién de vectores

{Zn}nen C X tal que {z,n"°},>n no es K-RUC .

Repitiendo esto para distintos valores de M y K, se puede construir una sucesion
que contradiga (a). Tomando M = My =0y K = 1 podemos deducir que existen
M, €N,

{wanli S X y{a})l € C

tales que

M1 Ml
H E ApTpn”° > H E AnTpn°
— HprH(X) -

Inductivamente, supongamos que hemos definido M;, € N, {2}, C X y {a,}}%*, C
C de manera que cumplan
M;

M;
_s . _s
H E Ay Lp T B > j” E ApLpn T
Hrad(X H
n:Mj,1+1 p ( ) n:Mj,1+1

Hp(X)
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para todo 1 < j < k. Tomando M = M, v K = k + 1 deducimos que existen
M1 €N, (xn)ﬁi’“ﬁﬁl CXy (an)ﬁx/}ﬁl C C tales que

Mi 1 My 41
” E ApTpn”° o> (k+ 1)H E ApTyn° )
ra X X

Notemos que la sucesion {z,}, € X asi definida no cumple que {z,n"*}, sea
RUC, por lo que (a) no se cumple.

(b) = (c¢): Asumamos que existe una constante C' > 0 tal que (3.12) se satis-
face para todo polinomio de Dirichlet, probaremos a continuacién que la misma
desigualdad valdrd para toda serie de Dirichlet en H,(X). Fijemos D € H,(X)
y M € N. Por la propiedad (2) de la Proposicién 1.1.11, como los polinomios de
Dirichlet son densos en H,(X) existe una sucesién de polinomios

{Dn}n C Hp(X)

que converge a D. En particular, sabemos que los coeficientes c¢,(Dy) de Dy
convergen a los coeficientes de D para todo n € N. Por lo tanto, dado ¢ > 0

podemos elegir N € N suficientemente grande de forma que
€
lea(D = D)llx < 57 (3.14)
para todon < M,y

Por la ecuacién (3.14) y el principio de contraccién (1.12) nos queda que

H icn(D)ns

M
n H en(D — Dy)n~
Hped(X) ; ( ) Hped(X)

M
<[ 2 eumn
H;“d(X)_ ;C< N)n

< ||D ra .
ooy T S PN lgaae €

M
< H Z cn(Dy)n™*
n=1

Usando (b) y (3.15) concluimos que

H i cn(D)n™°

Como € es arbitrario, haciéndolo tender a cero conseguimos que

H i cn(D)n™?

—— IDx gy, x) +€ < ClIDlly, x) + (C+ e

sy < 1Pl
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para todo M € N. Por ltimo, aplicando el Corolario 3.3.4 concluimos que
[Dll3gg0a(x) < C Dy, x) »

para todo D € H,(X).

(¢) = (a): Esta implicacién es inmediata, por lo que concluimos la prueba de
la proposicién. O

El Teorema 3.4.1 muestra que si las desigualdades (3.12) y (3.13) se cumplen
para toda sucesién {z,}, entonces son equivalentes. De aqui se desprende una
pregunta natural: ;Dada una sucesién {z,}, C X fija, son las condiciones (3.12) y
(3.13) equivalentes? En otras palabras, es la sucesiéon {x,n"*},, RUC en H,(X) si
y solo si {x,2"}, es RUC en H,(X)? Los préximos ejemplos muestran que ninguna
de las implicaciones es valida.

Ejemplo 3.4.4. Eziste una sucesion {z,}, C X tal que {x,n"*}, es RUC en
Ho(X) pero {x,2"}, no es RUC en Ha(X).

Demostracion. Sea X el espacio de Banach L;(T?) y consideremos la sucesién
{zp}n definida como

n

wi sln es primo;

Ty (W, we) =

277. .
Wy en caso contrario.

Veamos primero que {x,n"*}, es RUC en Ha(X). Para N € N, seam € N tal
que p,, < N < ppy1, en otras palabras, {p1,...,pm} es el conjunto de los primos
menores o iguales que N. Sea My ={1,..., N}~ {p1,...,pm}- Tenemos que

N
]EH Z EnlnTpn ° (3.16)
n=1

< IEH €ilp, Tp,D; *
HQ(X) — ; Pi pzp HQ(X)

—|—EH Z 5nan:pnn_s‘

nEMN

HQ(X)

A continuacion analizamos cada término del lado derecho por separado. Prime-
ro notemos que la transformada de Bohr manda {p; *}", en m variables aleatorias
Steinhaus independientes {z;},. Por lo tanto, usando al desigualdad de Kahane-
Khintchine (1.13), la definicién de la norma en Hy(X) y el principio de contraccién
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1
m 2 2
~ IEHE €ilp, Tp,D; °
X
Py Ha(X)
m 2
E H E Eilp, Tp, Zj
m X
T i=1
(/ 3 2
1S 0y
Pi Y Pi
- X
T i=1

wy

(1.3.5), obtenemos que

m
EH E Eilp, Tp. Dy °
— (et 2 el 27 ) H (X)

1
2

dzy ... dzm)

N

1

Observemos que

Si m es primo;

/xn(wl,wQ)dwg =
T

0 en caso contrario.

Luego, por la desigualdad de Jensen nos queda que

m N
Di — a(n
‘ E :apiwai = ‘/ E ATy (W1, Wa) 2 ( )dw2 <
i=1 T =1

Se sigue entonces que
Lo tsn = [ (|3 mt

/m(/

2
= H E AnTpn™°
Ho
n=1

En conclusion, hemos probado que
m
—S8
EH E :giapil.pipi
i=1

Para estimar el segundo termino de (3.16), observemos que las variables w3"
se comportan como variables Rademacher, esto se debe a que el conjunto 2" es
lacunar [47, Teorema 2.1]. Luego podemos deducir que

N
EH E EnlnTyn ° ,SH E AnTpn °
Ha(X) =1 Ho

neMy

N
aln
E ATy (W1, Wo)2 ( )‘dwg.
T n=1

dwl) le d

2
(wy,ws)z 0‘(") ’dwldwg) dzy...dz,

(X)

(3.17)

N
< H Z ApTynt° .
Ha2(X) "] Ha2(X)

. 3.18
- (3.18)
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Combinando (3.17) y (3.18) con (3.16) llegamos al resultado deseado.

Nos queda ver que {x,2"}, no es RUC en Hy(X). La prueba de este hecho estd
inspirada en [50, Proposicién 12.8], y usa el teorema de Green-Tao que dice que
el conjunto de ntimeros primos contienen sucesiones aritméticas tan largas como
queramos [29]. Dado N € N existe una progresién aritmética Ay de longitud N
contenida dentro de los nimeros primos. Consideremos los coeficientes

1 sine Ay
ay, =
0 caso contrario.

Si la sucesion {x, 2"}, fuese RUC en Hy(X), tendriamos

\/N:]EH Z Wi z" < H Z wyz" (3.19)
neEAN neAy
= H Z w ~ log N. (3.20)
neAN

Esto ultimo proviene de la estimacién de la norma en L (T) del nicleo de Dirichlet.
Mas precisamente, como A,, es una progresion aritmética sabemos que existen k y
[ en N de manera que

N
| > wrf|, =) o]
Li(T
neAy 1(T) n=1

Usando que |w!'| =1y que w*

N
H D v /|Z |dw—/|2w”|dw~10gN.
neAy 1

T

N
/ S (@) o |dw
L (T
n=1

~ w obtenemos que

Por lo tanto, volviendo a (3.19) llegamos a una contradiccién ya que dicha
desigualdad no puede valer para valores grandes de V. O]

Ejemplo 3.4.5. Existe una sucesion {x,}, C X tal que {z,2"}, es RUC en
Hy(X), pero {x,n"*}, no es RUC en Hy(X).

Demostracién. Sea X, como antes, el espacio de Banach L;(T?). Definamos {z,, },

CcOo1mo
k

wh  sin=2F
Ty (Wi, wa) =

2" :
w;  en caso contrario.
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La prueba de que {z,2"}, es RUC es igual a la del ejemplo anterior y por este
motivo la omitimos. Supongamos que {z,n*}, es RUC. En particular, la des-
igualdad de RUC se cumple para sucesiones soportadas en las potencias de dos.

7 —S
Una vez mas, como la transformada de Bohr manda (2"3) en zi nos queda que

N N
EH EnlpWT 27 < H apwyzy . 3.21
S et S| Sewi], (321
n=1 n=1
Un calculo simple nos lleva a una contradiccién puesto que
N 1/2 N N
2) = i " 3.22
a = apw apw .
(Z‘ d ) HZ " ey ™ Z B 2YGo) (3:22)
n=1 n=1 n=1
no se puede cumplir para toda sucesién {a,}_;. O

Tenemos también un resultado andlogo a la Proposicion 3.4.1 remplazando
RUC por RUD. Esto nos permite definir la H, — RDP. Enunciamos estos resul-
tados sin prueba debido a que se usan los mismos argumentos.

Proposicion 3.4.6. Sea X un espacio de Banach y p < 2. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) {x,n *}, es RUD en H,(X) para todo {x,}, C X.

(b) Eriste una constante C' > 1 tal que para todo N € N y {z,}_, se tiene

N N
rpn° < CH T ° ) 3.23
H ; Hyp(X) ; Hrad(X) (3:23)
(c) Se cumple la inclusion de los espacios
H(X) C Hy(X).
(d) Eziste C > 1 tal que para todo N € N y {x,}_, se tiene
N p l/p N
( [ dz> < | 3 | (3.24)
T p=1 n=1

Definicién 3.4.7. Dado p < 2, decimos que un espacio de Banach X tiene
la propiedad de divergencia H, aleatoria (X tiene la H,— RDP ) siy solo si
X satisface alguna (y por lo tanto todas) de las condiciones en la
Proposicion 3.4.6
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Observaciéon 3.4.8. Ambos ejemplos 3.4.4 y 3.4.5 también funcionan si conside-
ramos la misma sucesion {x,}, € L.(T?) para 1 < r < 2 en vez de L(T?). De
la misma manera es fdacil ver que estos ejemplos aplican para la propiedad RU D
siempre y cuando 2 < r < 00.

3.5. El rol del tipo y cotipo

En esta seccién pobaremos que Hy — RCP y Hs — RDP son equivalentes a
tipo 2 y cotipo 2, respectivamente. La prueba esta basada en el trabajo de Arendt
y Bu [3, Theorem 1.5]. También consideramos el caso p # 2.

Teorema 3.5.1. Dado un espacio de Banach X las siguientes afirmaciones son
validas:

1. X tiene tipo 2 si y solo si tiene la Ho — RCP;

2. X tiene cotipo 2 si y solo si tiene la Hy — RDP.

Recordando la caracterizacién de Kwapien para espacio de Hilbert junto con
el teoremas anteriores llegamos a la siguiente conclusion.

Corolario 3.5.2. Para X un espacio de Banach se tiene que H,(X) = H"(X)
sty solo sip=2 1y X esisomorfo a un espacio de Hilbert.

Demostracion. Del caso escalar deducimos que p tiene que ser igual a 2. Por el
Teorema 3.5.1 sabemos que X tipo y cotipo 2y, por el Teorema de Kwapien 1.5.4,
es isomorfo a un espacio de Hilbert. La reciproca es inmediata. O

En cuanto al caso p > 2, podemos aplicar el Teorema 3.5.1 para concluir que
tipo 2 implica H,, — RCP. Aun queda pendiente averiguar si H, — RC'P implica
que X tiene tipo 2. El proximo teorema da un resultado parcial en esta direccion.

Teorema 3.5.3. Si X tiene la H, — RCP para algin 2 < p < oo, entonces

sup{r : X tiene tipo r} = 2.

Por conveniencia empezamos analizando la propiedad H,—RC P para el espacio
L,(TY).

Proposicién 3.5.4. Si 2 < r < oo, el espacio L,(TY) tiene la H, — RCP para
todo 2 < p < oo. Por otro lado, si 1 < r < 2, el espacio L,.(TY) no tiene la
propiedad H, — RCP para ningin 2 < p < oo.
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Demostracion. Supongamos primero que 2 < r < oo. Es suficiente probar que el
espacio L,(TY) goza de la propiedad Hy — RC'P. En efecto, dado {f,}, C L,(TY)
aplicando la Proposicién 3.3.5 y luego la desigualdad de Kahane-Khintchine (1.13),
tenemos que

dz) '

Han

iy~ EI S o~ (St
()
< / |- fem o)
Shores

Ha (L (TN))

donde en el iltimo paso usamos la desigualdad de Minkowski integral.

Nos queda por ver que en el caso que 1 < r < 2, el espacio L,(T) no tiene la
H, — RCP para ningtin p > 2. Sea m € Ny para todo 1 < n < m definamos f, €
L.(TY) como las funciones f,(w) = w*™. Para {a,}"_,, usamos la Proposicién
3.3.5, el principio de contraccién (1.12) y la Desigualdad de Khintchine (Teorema
1.3.7) obteniendo

L,(TN)

anfnn_s = EH €nanfnn_8 ~ EH €nanfn
H ; Hyod (L (1)) ; Hy (Lo () ;
e EH Enliy = E‘ Enliy
2=y =B 2

m % m
2 (Sl ) =] e
n=1 n=1

H2(C)
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Por otro lado, tenemos que

anfnn_s anfnza(n)
[ et = (2

(L (g

N TN n—1

= (/ Zanwa(") dw)r
™ n=1

m
= || >
n=1

Como r < 2y las normas H,(C) se comparan como las de L,(C), no existe cons-
tante C' > 0 independiente de m tal que para toda eleccién de escalares {a,}",
se verifique

1

V4 D
dz

Ly (TV)

' dw)

/

s [

%
dz)

H,(C)

Hr(C)

m
H Z an,n”_°
n=1

Esto concluye la prueba. O]

m
< H Z a,n"*®
%Z(C) n=1

A continuacién damos la prueba del Teorema 3.5.3.

Prueba del Teorema 3.5.3. Probaremos esto por el absurdo. Supongamos que
s = sup{r : X tiene tipo r} < 2.

Luego, por el Teorema de Maurey-Pisier [44] (ver [26, Capitulor 14]), ¢ es fini-
tamente representable en X (ver Definicién 1.4.5). En consecuencia, el espacio
L,(TY) también es finitamente representable en X, ya que los espacios L, son fi-
nitamente representables en ;. Como Ly(TY) no tiene la H, — RC'P para ningin
2 < p < oo ( y esta es claramente una propiedad local, por propiedades locales
entendemos a aquellas que que dependen de la estructura de los subespacios de
dimensién finita del espacio), se sigue el resultado. O

Por tltimo veamos que vale el Teorema 3.5.1. Para esta prueba vamos a con-
siderar ademas de las variables Rademacher, variables Gaussianas. Por lo tanto,
indicaremos respecto de qué variables calculamos la esperanza en cada caso.
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Prueba del Teorema 3.5.1. Damos la prueba de la primer afirmacién dado que la
restante es muy similar. Supongamos que X tiene tipo 2. Sea {7, }"_; una sucesion
de variables aleatorias gaussianas e idénticamente distribuidas. Dado {x, }I"; C X,
consideremos los siguientes operadores:

T: 7 — X S: Y CLyTY) —» X
e, > Tp z% = Tn(a),

con Y = gen{z®:1 < n(a) <m} C Ly(TY). Usando la Proposicién 3.3.5, la com-
paracién entre variables aleatorias Rademacher y gaussianas (se puede consultar
[26, Proposicién 12.11 |) y [26, Corolario 12.21], nos queda que

E. ~ E,

Ho(X)

<E < mo (T 3.25
_SE, ST, (3.25)

m m m
§ : —s 2 : E :

EnTym Enln YnTn
n=1 n=1 n=1

donde 7y es la norma 2-sumante del operador (ver Definicién 1.5.1). De la definicién
de operador 2-sumante es inmediato que mo(7™) = m3(S*). Para concluir la prueba
del teorema queda ver que

Ha(X)

9 | o] = S
a n=1

ya que junto con junto con (3.25) esto prueba que X tiene la Hy — RC'P.

Sean z7,...,z; € X*. Calcular la norma 2—sumante requiere estimar

1/2
2
Lo(TN)

(Z [Eas

y compararla con

{27}

weak - okl % 1/2
, = sup {<Z|x (xz)|2> } :
=1

T**EDB x**

En efecto,
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S**

2|

i

LQ(TN) ZHZ (§"a7, 2 ZQHZ(TN)
_Z/TN‘Zx Ta(n)) O‘| dz

o (e )

_ 10 2
= [ I eI
La 20 Tan) )‘2
Ta(n)? dz

< [ IS e 13 (”Z%n)zaux
weak

< f I rawe e

Se deduce entonces que 7(S*) < H > axn(a)zaH = Concluimos que X tiene la
Ha(X
Hs — RCP.

Para la reciproca adaptamos las ideas de [3]. Dado z1,...,zx € X, tenemos

que probar que
N 9\ 1/2 N 1/2
(&S eml) s (Xheutt)
n=1 n=1

Dadas fi,...,fn € L*(T) con ||full2 = 1 y soporte disjuntos, mediante cdlculos

simples podemos ver que
o\ 1/2 N 1/2
) = (Zmlk)
n=1

(EE/THianxnfn

Fijemos € > 0. Como los polinomios trigonométricos son densos en Ly(T), existe

un polinomio h, =3 ;™ \ a,;2’ de manera que

2

dz

3

| fro = Panll2 < :
o oll NSUplgz‘gN |zl x

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ||h,||2 = 1. Luego, se tiene que

N 9\ 1/2 N 9\ 1/2
(Es > enhnn ) < (Eg > enfatn > +e
n=1 n=1
N 1/2
:(Zuxnu?x) +¢ (3.26)
n=1
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Notar que podemos elegir un M, € N suficientemente grande de manera tal que
las potencias de z que aparecen en h,zM" sean positivas y no se pisen. M4s preci-

samente, tenemos
ZMr = E b, ;2
Jj€JIn

donde b, ; = anj-m, v Jn = {M;, — Ny, ..., M, + N, } son disjuntos de a pares.
Por el principio de contraccion (1.12) y la Proposicién 3.4.1 deducimos que

N 1/2
<E€/Tuzgnhnxn ) N( /HZ&nh 2 )
n=1 2 e
(EE b2 )
n=1jeJ,
(EgEd/ ” Z Z On,jEnbn, ;2 T )1/2
n=1 jeJ,
N 2
~ (E(;H Z Z 5n,jbn,jxn

n=1 j€J,

Vv

)”2, (3.27)

donde 4,,; son variables aleatorias Bernoulli. El Teorema 3.5.3 muestra que X
tiene tipo no trivial, y por lo tanto, cotipo finito (ver el item (3) de 1.4). Por lo
tanto, podemos reemplazar las variables ¢,, ; por Gaussianas independientes 7, ;. Si
definimos v, = > iedn bn,jVn,j> Podemos observar que estas son variables aleatorias
Gaussianas independientes con varianza 1 dado que

3 bngl? = 7z |2 = [l = 1.

Jj€JIn

Siguiendo con la desigualdad (3.27) obtenemos que

N o\ 1/2 N
<EE / H Zenhnxn ) 2 (]E'y Z an,ﬂnﬂn
T n=1

n=1 j€J,
2) 1/2

N

Z (E'y Z'ann

n=1
N o 1/2

Z(Ee > e ) . (3.29)
n=1

Por tltimo, juntamos (3.26) y (3.28) para que se vea el resultado. O

2) v (3.28)
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