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Inferencia robusta para modelos parcialmente lineales de indice simple con
escala desconocida

En el problema de regresién, un clasico en Estadistica, se desea encontrar una relacién
funcional entre una variable de respuesta y un conjunto de covariables o variables explicativas.
Uno de los modelos paramétricos mas difundidos es el modelo lineal y una alternativa muy
conocida es la de los modelos no paramétricos. Ambos representan dos ramas muy importantes
del analisis de regresion. Lo mejor de los dos mundos puede encontrarse en opciones semipara-
métricas, tal es el caso del Modelo Parcialmente Lineal de Indice Simple en el que se combinan
ambos enfoques.

Por un lado, este modelo asume que la variable de respuesta y se relaciona con dos vectores
de covariables x € R? y t € R? satisfaciendo la ecuaciéon

y = Bix+no(0ht) + ope

donde la funcién 79 : Z — R, Z intervalo real acotado, el vector de pardametros (3, 00) €
RP x R? y el pardmetro nuisance oy son desconocidos. Asumimos que ||@y|| = 1 y que su
primera componente es positiva, a los fines de identificabilidad. Este tipo de modelos tienen
un gran potencial en las aplicaciones cuando se piensa en ajustar una regresion no paramétrica
multiple, ya que a través del indice simple logran reducir a uno la dimensionalidad de la
componente no paramétrica y permite, al mismo tiempo, capturar una posible relacién no
lineal entre y y t a través de la funcion 7.

Por otro lado, es bien sabido que los métodos de estimacién clasica suelen ser altamente
sensibles a la presencia de datos atipicos y por este motivo son necesarios procedimientos
alternativas robustos.

El principal objetivo de esta Tesis es estudiar métodos de inferencia robustos para el Mo-
delo Parcialmente Lineal de Indice Simple. Para ello proponemos una familia de estimadores
robustos obtenidos con un procedimiento de dos pasos y un estimador inicial a fin de poder
comenzar el procedimiento con estimadores preliminares resistentes a datos atipicos. Para el
estimador propuesto estudiamos su comportamiento asintético, deduciendo la consistencia y
la distribucion asintotica. Estos resultados tedricos se completan con un estudio de simulacion
con el objetivo de evaluar el comportamiento de la propuesta robusta frente a distintas
contaminaciones y en muestras finitas.

Por otro lado, introducimos una familia de tests robustos para chequear hipdtesis que
involucren al parametro de la componente lineal 3, utilizando un estadistico de tipo Wald
basado en el estimador propuesto. Deducimos su distribucién asintética bajo la hipétesis nula
y realizamos un estudio de simulacién preliminar para evaluar el comportamiento de los tests
propuestos.

Palabras Claves: Modelo Parcialmente Lineal de Indice Simple; Estimacion robusta;
Comportamiento asintotico; Tests de hipdtesis robustos.



Robust inference for partially linear single index models with unknown scale

In regression analysis, a classic topic in Statistics, it is desired to find a functional relationship
between a response variable and a set of covariates or explanatory variables. One of the most
widespread parametric models is the linear one, while non—parametric models are a very well—
known alternative. They both represent two very important branches of regression analysis.
The best of both worlds can be found among semiparametric models, as it is the case of
Single Index Partially Linear Model, where both approaches are combined. In this model it is
assumed that the response variable y is related to two covariate vectors x € R? and t € R
through the equation

y = ,ng + 770(96’5) + oge

where the univariate real function ny : Z — R, with Z a bounded real interval, the vector of
parameters (3, 0y) € R? x R? and the nuisance parameter oy are unknown. We assume that
|60]] = 1 and that its first component is positive, for identifiability purposes. These models
have great potential in the case of multiple non—parametric regression, since they manage to
reduce the dimensionality of the non—parametric component to 1 through the single index
and at the same time, capture a possible non—linear relationship between y and t through the
function 7.

It is known that classical estimation methods are usually highly sensitive to the presence of
outliers and robust procedures are welcome in this scenario. The main objective of this thesis
is to study robust inference methods for the Partially Linear Single Index Model. For this, we
propose a family of robust estimators obtained through a two—step procedure and an initial
estimator in order to be able to start the procedure with preliminary estimators resistant to
outliers. For the proposed estimator we study its asymptotic behaviour, deriving consistency
and their asymptotic distribution. These theoretical results are completed with a simulation
study in order to evaluate the behaviour of our robust proposal under different contamination
schemes and in finite samples.

On the other hand, we introduce a family of robust tests to check hypotheses involving the
linear component parameter 3, using a Wald-type statistic based on the proposed estimator.
We derive its asymptotic distribution under the null hypothesis and we carried out a preliminary
simulation study to evaluate the behaviour of the proposed test.

Keywords: Partially Linear Single Index Model; Robust Estimation; Asymptotic Behaviour;
Robust Hypotheses Testing.
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Capitulo 1

Introduccion

El modelo lineal es ampliamente utilizado en los andlisis de datos de regresiéon que asi lo
permitan, debido a su vasta flexibilidad y excelente interpretacién en variadas situaciones. El
modelo de regresién no paramétrico ha permitido estudiar una gran cantidad de fenémenos
que quedaban relegados, pero sufre el problema de la maldicion de la dimensionalidad. Para
combatirla, Ichimura en su tesis de doctorado en 1987, introduce el Modelo de Indice Simple
(MIS) que supone que el vector aleatorio explicativo en cuestién, t, puede ser colapsado en un
indice simple, @jt, a través de una funcién no paramétrica, 7y, que es suave y no constante.

El Modelo Parcialmente Lineal de Indice Simple (MPLIS) combina la facilidad del modelo
lineal con la sofisticacién de un modelo no paramétrico que evita la maldicion de la dimensionalidad.
Sean (y;,x;, t;) observaciones independientes cumpliendo un MPLIS, donde

yi = Bhxi +no(0ht;) + ooe; (1.1)

siendo el vector aleatorio (x£,t!) € R? x R? independiente del error ¢;. Tanto la funcién real
univariada continua 7y como el vector de pardmetros (3),05) € RP x R? y el pardmetro
nuisance o, son desconocidos. Con el propdsito de que el modelo sea identificable, se supone
que ||6g]] = 1, ya que al ser 1y desconocida, sélo la direccién del vector 8y puede ser reconocida,
y ademas supondremos, sin pérdida de generalidad, que la primera componente, 8y, es positiva.

El contexto cldsico supone que los momentos del error cumplen que E(¢|(x,t)) = 0y
E(e?|(x,t)) < oo. En este trabajo se logra, mediante procedimientos robustos, mitigar el
efecto que observaciones atipicas producen al estimar los parametros del modelo y hacer
inferencia sobre los mismos, en particular contrastar hipdtesis sobre ellos, asumiendo que el
error tiene distribucién simétrica alrededor de 0, un supuesto habitual en el marco de robustez.

Segun la bibliografia consultada, Carroll et al. (1997) son los primeros que proponen
estimadores de los parametros de un Modelo Parcialmente Lineal Generalizado de Indice
Simple (MPLGIS), o sea en un contexto més especifico que un MPLIS, ya que con la
funcién de enlace identidad proponen estimadores de los parametros de un MPLIS con o
conocido. Como resaltan Liang et al. (2010), este trabajo pionero plantea un algoritmo de
backfitting pero donde los estimadores resultantes pueden ser computacionalmente inestables,
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14 CAPITULO 1. INTRODUCCION

como indican Yu y Ruppert (2002), ademds de que la funcién no paramétrica debe ser
subsuavizada para reducir el sesgo de los estimadores paramétricos. Yu y Ruppert (2002),
segundos en la cronologia pionera del MPLIS, estiman a 7y mediante un procedimiento de
spline penalizado (P-spline) que es rdapido y computacionalmente estable pero cuyos estimadores
no resultan eficientes ya que la covarianza asintética no alcanza la cota de eficiencia semiparamé-
trica que se especifica en Carroll et al. (1997), como bien remarcan Liang et al. (2010).

Xia y Héardle (2006) proponen estimadores de todos los parametros, incluso la funcién no
paramétrica 7y, del MPLIS minimizando una tnica expresién, gran virtud que se confieren
respecto de Carroll et al. (1997). Argumentan que esa es la razén por la cual no tienen
que subsuavizar. Sin embargo, esa expresién no brinda férmula cerrada para obtener los
estimadores y es por ello que, en ese trabajo, es introducido el algoritmo PLSIM.

Justamente la bisqueda de Liang et al. (2010) es introducir un procedimiento a partir
del método de perfiles de Severini y Wong (1992) que no sea iterativo. Ese trabajo propone
el enfoque de perfiles de minimos cuadrados que permite obtener estimadores eficientes que
proveen la cota de eficiencia semiparamétrica antes mencionada. FEn este articulo estiman a 7,
usando la técnica de regresion lineal local introducida por Fan y Gijbels (1996), dependiendo
de una variable, que serd el perfil, y luego aplican el método de Newton-Raphson para obtener
un minimizante, en el perfil, de una suma de cuadrados de residuos. También basandose
en el método de perfiles, Boente y Rodriguez (2012) introducen estimadores robustos para un
MPLGIS utilizando un procedimiento de tres pasos que en su primer paso requiere estimadores
robustos y consistentes.

A diferencia de los trabajos de Carroll et al. (1997), Yu y Ruppert (2002) y Xia y Hérdle
(2006) en donde es necesario estimar consistentemente a 7y para garantizar la consistencia
de los estimadores de B, y 6y, Ma y Zhu (2013) presentan estimadores consistentes de los
parametros del término lineal y del indice simple ain cuando la componente no paramétrica
7o tiene una estimacion que no es consistente o esta mal especificada.

Yang y Yang (2014) introducen estimadores robustos de los pardmetros de un MPLIS
utilizando a la moda como medida de posicién robusta. Su propuesta extiende la de Liu et al.
(2013) para MIS.

Inspirado en la propuesta realizada por Boente y Rodriguez (2012), el procedimiento de
estimacion robusto que se propone en esta Tesis utiliza un método de perfiles robustos basado
en un algoritmo de dos pasos que en su primer paso necesita de un estimador preliminar
de o que sea robusto y consistente. Se prueba consistencia y distribucién asintética de los
estimadores propuestos, y con ésto se introduce la posibilidad de hacer tests de hipotesis. Las
hipdtesis a contrastar de manera robusta que se estudian en esta Tesis son:

Hy:B,=p3" contra H;:pB3,+# 3", (1.2)

cuyo estadistico es de tipo Wald y comprende una forma cuadratica basada en la matriz
de covarianza asintética del estimador propuesto para la componente lineal. Se estudia la
distribucién del estadistico bajo Hy y se proponen dos implementaciones que varian en la
estimacion de la matriz en la que estd basado. Se estudié el comportamiento de los niveles
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empiricos de estas pruebas de hipotesis, tanto para el procedimiento clasico como el aqui
propuesto y estudiado, ya sea en muestras sin contaminar como en contaminadas.

La estructura de este trabajo se describe a continuacién. En el Capitulo 2 se hard un breve
y conciso resumen que permitird repasar los contenidos que resultan necesarios para una fluida
lectura de esta Tesis; en el Capitulo 3 se presentara el método de estimacion que, entre otros
temas, esta Tesis propone y se derivara su consistencia. En el Capitulo 4 se desarrollara la
distribucién asintética de los estimadores propuestos; mientras en el Capitulo 5 se evaluara el
desempeno de esta nueva propuesta simulando variados escenarios de contaminacion, con el
objetivo de verificar sus propiedades robustas y compararlos con los estimadores tradicionales
para muestras finitas. En el Capitulo 6 se aplicara el procedimiento de estimacion robusto
a datos reales y se compararan los resultados de este andlisis con los obtenidos usando la
metodologia clasica. En el Capitulo 7 se propondra un test de tipo Wald para chequear
hipdtesis que involucran al pardmetro de la componente lineal y se dardan dos formas de
construir el estadistico. Asimismo, se presentaran los resultados de un estudio de simulacion
que permita evaluar los niveles empiricos alcanzados en distintas situaciones.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se describen métodos de estimacién para la funcion de regresion propuestos
en la literatura, tanto clasica como robusta, en modelos paramétricos y en no paramétricos,
que se extienden a modelos semiparamétricos como es de interés en esta Tesis. Esta descripcién
facilitara la comprensién de nuestra propuesta de estimacion robusta que se presentara en el
proximo Capitulo.

2.1. Estimacion Paramétrica: Modelo Lineal

Un problema clasico que aparece en distintos escenarios es el de encontrar relaciones
funcionales entre variables. Sea y una variable aleatoria que estd asociada a otras variables
aleatorias z1,...,7, y a otros factores no identificados que ocurren aleatoriamente, de tal
manera que la relaciéon puede escribirse como

y=m(xy,...,1,)+ 0€ (2.1)

donde m es una funcién de regresion, en general desconocida, y el término del error € es una
variable aleatoria que representa el efecto de factores desconocidos y aleatorios sobre y. Con
frecuencia se denomina respuesta a la variable y, mientras que a z1,...,z, se las denomina
variables independientes o explicativas, o covariables.

El interés suele estar centrado en la estimacion de la funcién de regresiéon m. Se suelen
hacer supuestos que limitan su elecciéon a una familia de funciones de regresién estableciendo
que la funcién m pertenece a una familia M de funciones de R? — R.

En el caso del modelo con m restringida a una familia M, se llaman modelos de
regresion y pueden clasificarse en paramétricos y no paramétricos. Se dice que el modelo de
regresion es paramétrico si la familia M puede escribirse como

M={m(zy,....2p,01,....0p) : B=(b1,...,5,) € CRP}

17



18 CAPITULO 2. PRELIMINARES

es decir, si la funcién de regresion estd indizada por un numero finito de pardmetros. En
particular, se dice que un modelo de regresién es lineal si es de la forma

m(zy,...,xp) = iy + -+ Bpxy,

siendo B = (f4, ..., ) el vector de pardmetros desconocidos a estimar.
Supongamos que disponemos de n observaciones (Y1, T11, - -, T1p)s -« -5 (Yns Tnly - - - Tnp) qUE
satisfacen el modelo

Yi = Bonwi + -+ + BopZip + € = ﬁgxi + 00€; , 1<i<n (2.2)
donde hemos notado x; = (21, ..., 2;)". En la teorfa clésica, los errores cumplen
E(e) =0, V(g)=1, cov(e,e)=0sii#j.

La forma clasica de estimar al vector de parametros 3, es mediante el método de minimos
cuadrados que consiste en minimizar, en 3, la funciéon

n

> (g —xB)%. (2.3)

i=1

Es muy conocido el hecho de que los estimadores de minimos cuadrados no son robustos,
en el sentido de que son muy sensibles a la presencia de datos atipicos. Si bien son 6ptimos
bajo normalidad, pueden ser ineficientes y sesgados bajo no normalidad. Muchas alternativas
robustas han sido propuestas a fin de aliviar este problema resultando en estimadores estables
frente a perturbaciones del modelo y a la vez eficientes bajo el modelo central.

El problema en la funcién objetivo en es que los puntos atipicos estan alejados de
la mayoria de los datos y pueden dar origen a residuos grandes que podrian dominar la
minimizaciéon. Una manera natural de controlar a estos puntos es reemplazando la funcién
cuadratica por una funciéon de un crecimiento més lento, tal como es el caso de una p—funcion
(ver Maronna et al. (2019)), que se define de la siguiente forma.

Definicién 2.1.1. Una p-funciéon denota a una funcién p : R — R cumpliendo las siguientes
condiciones:

R1. p(x) es una funcién no decreciente de |z]|.

R2. p(0) = 0.

R3. p(x) es creciente para > 0 tal que p(z) < lim p(x).

r—r—+00

Los M —estimadores, introducidos por Huber (1973), fueron pioneros en el campo de la
estimacién robusta en el contexto del modelo lineal. Fueron seguidos por su generalizacion, los
G M —estimadores que controlan el leverage de las covariables mediante pesos. Estos estimadores
tienen dos formas tipicas, una debida a Mallows (1975) y otra debida a Schweppe, Wildes
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y Rom (1970). En biisqueda de mayor robustez, surgieron los S-estimadores introducidos
por Rousseeuw y Yohai (1984) y por una versién superadora presentada por Yohai (1987)
conocida como M M —estimadores, capaces de lograr eficiencia y robustez simultaneamente.
Recordaremos brevemente su definicion.

Dada una muestra de tamano n, (y1,X1), ..., (Yn, Xn), que satisface el modelo se define
un M —estimador de regresiéon como

n t
~ . xt
By = argmian (yl/\—’ﬂ) : (2.4)
A= "
donde @, es un estimador robusto de escala de los residuos y la funcién p es una p—funcién
tal como hemos definido més arriba.
Dados 71, ...,7,, un M—estimador de escala se define como la solucién positiva 7,(r) en

s de .
T
;p<8>—b, (2.5)
donde p es una p—funciéon y b es una constante positiva menor a 1. Cabe destacar que, si
llamamos ¢ a la funcién de distribucién normal, debe tomarse b = Eg(p (u)) para que el
M —estimador de escala resultante de coincida con el desvio estandar bajo normalidad
y que su punto de ruptura, es decir la méaxima proporcion de datos atipicos que el estimador
tolera, sea min(b, 1 — b) (Yohai y Zamar (1988)).
A partir de la nocién de M —estimador de escala, introducida por Huber (1981), podemos
definir los S—estimadores de regresién para una muestra (yi,X1),. .., (Yn, Xn), que sigue el

modelo (2.2, como
/BS = arg;ninan (r</8)) ) (26)

donde r(83) es el vector de residuos con componentes 7;(3) = y; — 3'%; y 7,,(r) es la M —escala,
definida en . Estos estimadores suelen usarse como valores iniciales para otros métodos de
estimacion, tales como los M M —estimadores, debido a su estabilidad frente a datos anémalos.
Dado que no son resistentes y eficientes al mismo tiempo, ése suele ser su mayor uso.

Precisamente, con el objetivo de obtener un estimador con alto punto de ruptura y que sea
altamente eficiente bajo la distribucién normal, Yohai (1987) introdujo los M M —estimadores
del pardametro de un modelo lineal. Un M M —estimador puede definirse a través de los
siguientes tres pasos:

PAso 1. Calcular un estimador inicial Bl de B con alto punto de ruptura.

~ ~t
PAso 2. Calcular los residuos r;(3,) = y; — B,X; y computar la M —escala basada en la muestra
de los residuos observados usando una p—funcién py con b = 0,5||pg||0, €s decir 7 es tal

que
1~ (n(B)
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PASO 3. Sea p; otra p—funcién tal que pi(t) < po(t), ||p1]le = ||po]]oo, Tuego el M M —estimador

se define como
= . T
By = arg;ngpl ( é\ﬁ)) . (2.7)
i=1

2.2. Estimacién No Paramétrica de la Regresion

En el enfoque no paramétrico de la regresién no se realizan supuestos de forma de la
funcién que relaciona a la respuesta con las covariables tal como se hace en el modelo lineal.
De manera que la estimacion de la funciéon m dada en estara guiada por lo que sugieran
los datos empiricamente y sélo se asumira que m es suave. En el contexto clasico, se supone
que el término del error en (2.1)) cumple que E(¢|x) = 0, por lo que m(x) = E(y|x).

Los estimadores de nticleos propuestos independientemente por Nadaraya (1964) y Watson
(1964) pueden escribirse como un promedio pesado en el que la ponderaciéon depende de la
cercania al punto en el que se desea realizar la estimacién de la regresion. De esta forma, si
K : R? — R es una funcién integrable y & > 0 es una ventana, tenemos que para u € R? el
estimador de Naradaya—Watson esta dado por

) = 3 Wy,
i=1
donde los pesos W}/ (u) estédn definidos por
X; —u
<)
Wha) = —~ " /|
X; —u
()
i=1 h

Una eleccién frecuente es tomar al nicleo K como K(-) = K(|| - ||), siendo K una funcién de
densidad univariada y || - || la norma euclidea en R?, con lo que el estimador resulta

Al tratarse de promedios, estos estimadores pueden verse afectados por respuestas atipicas.
Hérdle (1984) estudia una versién robusta no equivariante de los estimadores de Nadaraya—
Watson, mientras que una versiéon con propiedades de equivarianza fueron considerados en
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Boente y Fraiman (1989). Los M —estimadores locales son la solucién de

iXZ;Wﬁ(xi)w (y;<—f§)”) 0,

donde v es la derivada de una p—funcién, es decir, 1 = p’ y 5(x) es un estimador de escala
robusto. Con frecuencia s(u) se elige como la mediana local de los desvios absolutos respecto
de la mediana local, es decir como la MAD de la distribucién empirica condicional de y|x = u.

2.3. Estimacion de la componente de Indice Simple

En un modelo de indice simple se tiene que

E(yt) = no(65t) , (2.8)

donde 0, € RY es desconocido y 19 : R — R es una funcién suave desconocida. Se denomina
fndice simple a 64t. Notemos que la esperanza en ({2.8) depende de t a través del indice simple,
es decir que podemos considerar equivalentemente al modelo

E(y|05t) = no(O4t) . (2.9)

Con el propésito de que el modelo sea identificable, se supone que ||6o|| = 1, ya que al ser 7
desconocida, sélo la direccién del vector @y puede ser reconocida, y ademés supondremos, sin
pérdida de generalidad, que la primera componente, 6y, es positiva.

Un modelo un poco méas general, con g(t; 8) siendo g una funcién conocida en lugar de 8jt,
fue introducido por Ichimura en su tesis de doctorado y publicado luego (Ichimura, 1993). En
aquel trabajo, se propone el siguiente argumento heuristico basado en la varianza condicional:
minimizar en @ la funcién objetivo

J(0) = E((y — E(y[0t))*) .

La propuesta pionera de Ichimura tiene la gran desventaja de ser dificil de calcular en la
practica. Justamente, en la buisqueda de un cdlculo més eficiente de estimadores del modelo
, es que surgieron nuevos procedimientos, uno de los més relevantes es el MAVE (por sus
siglas en inglés: minimum average variance estimation) ideado por Xia y Hérdle (2006), en
donde estiman los parametros del modelo a partir de la minimizacién de una sola funcién de
pérdida, la funcién objetivo, utilizando una aproximacién lineal local. Sin embargo, necesitan
de dos ecuaciones con las que iterar para obtener los estimadores, algoritmo PLSIM llaman a
ese procedimiento.

Como ya fue mencionado, Carroll et al. (1997) introducen el modelo parcialmente lineal
generalizado de indice simple. Esta generalizacién natural del modelo lineal generalizado,
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que incluye el modelo tratado en esta Tesis, representa una reducciéon de la dimension en
tanto asume que el efecto del vector de covariables t se condensa mediante el indice simple
0 t, reduciendo asf a 1 la dimensién en la que se estima la componente no paramétrica. En
su trabajo, Carroll et al. (1997), combinan las técnicas descriptas més arriba para estimar
las distintas componentes del modelo. Sin embargo, los métodos de estimacion clasicos no
controlan el impacto de datos atipicos presentes en la muestra y, en la mayoria de los casos,
en la etapa de estimacién les es indiferente contar con un buen estimador del pardmetro
nuisance ogy. Por el contrario, los métodos de estimacion robustos necesitan de una buena
estimacion de o para poder determinar cuando un residuo es grande y asignarle poca influencia
a la observacién correspondiente, y asi lograr disminuir el impacto de estos datos sobre los
estimadores resultantes.

Un primer enfoque que se ocupa de minimizar el impacto de datos atipicos en la variable
respuesta de un MIS es el presentado por Delecroix et al. (2006). Su limitacién radica en que
asume conocido el parametro nuisance oy. Boente y Rodriguez (2012) proponen estimadores
robustos para un modelo parcialmente lineal generalizado de indice simple, pero también
asumen que los pardmetros auxiliares son conocidos. Recientemente, Agostinelli et al. (2020)
proponen un procedimiento de estimacion robusto donde consideran al pardmetro nuisance
desconocido. Extienden la esencia de los MM-estimadores a un MIS, con todas las sutilezas
que el nuevo modelo planteado requiere.



Capitulo 3

Propuesta y Propiedades

3.1. Modelo

Consideremos el Modelo Parcialmente Lineal de Indice Simple (MPLIS) en el que se observa
un vector (y, x, t), donde la variable respuesta y se relaciona con los dos vectores de covariables
X y t mediante la ecuacion

y = Bhx + n0(05t) + ooe, (3.1)

siendo x € R? y t € RY, y donde B, € R”, 8, € R? y 0y € R son pardmetros desconocidos
y la funcién real univariada continua 79 también lo es. Ademas asumiremos que el error € es
independiente del vector de covariables (x,t).

Para que el modelo sea identificable, supondremos que ||6y|| = 1 y que su primera componente
es positiva, ya que por el hecho de que 74 sea desconocida, sélo la direccion del vector 8y puede
ser reconocida. De ahora en més, llamaremos S' = {6 € R?: ||0|| = 1}.

3.2. Estimacion

3.2.1. Propuesta

Sea {(vi, X, t;) }1<icn C RPFYT! una muestra aleatoria de vectores que siguen la misma
distribucién que (y,x,t), o sea

yi = Boxi + 10(05t:) + ooéi (3.2)

y los errores ¢; son idénticamente distribuidos, independientes e independientes de las covariables
(x;,t;). Respecto de la distribucién de los errores, sélo asumiremos que es simétrica respecto
de 0. Como es usual en los modelos parcialmente lineales, supondremos que el vector de unos,
1,,, no esta en el espacio generado por las columnas de la matriz que tiene a las x; en sus filas.
En otras palabras, para que el modelo sea identificable, 3, no incluird a la ordenada al origen.
Denotemos P y E a la probabilidad y la esperanza respectivamente, bajo este modelo central.

23
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Para la presentacién de los estimadores consideraremos la clase de funciones de pérdida,
definida en la Definicién[2.1.1] que reemplazard a la clésica pérdida cuadrética a fin de controlar
los residuos grandes y potencialmente influyentes, y nos permitird construir funciones de peso
adecuadas.

Sean w; : R? — R para ¢ = 1, 2 dos funciones de peso que introduciremos a fin de controlar
posibles puntos x; con alto leverage o palanca, habitualmente se eligen w; acotadas y no
negativas.

Consideremos los pesos Wgz(u) que dependen de la cercania de u a la proyeccion de t
sobre la direccién 6. Consideraremos pesos basados en un nicleo no negativo y simétrico K,
definidos por

K (ettzh— U)
ng(u) = Wh(u, 0't;) =

- 0't: —u
} :F( j

, ( h >
j:l

Y

siendo h el parametro de suavizado o ventana.

Para estimar los parametros mencionados, utilizaremos el siguiente procedimiento robusto
basado en perfiles que utiliza un estimador preliminar o del pardmetro de escala o e involucra
a una funcién de pérdida p; : R — R, p-funcién como las ya introducidas. La definiciéon de los
estimadores propuestos estd dada por el siguiente algoritmo de dos pasos:

Paso 1: Computamos 7jg¢(u) como

Mp.0(u) = argmin Y W'; (u)pr

acR i

(y—ﬁ%> wi(x:). (3.3)

Paso 2: Computamos el estimador (B,/O\) de (B, 0y) como

(,B, 0) _ argmin %Zpl (yz ﬂ X _ 776,0(9 tz)) w2<Xi) ’ (34)
BeER, c St " im g

donde 8' = {0 € R?: ||6]| = 1}.

Observacién 3.2.1. Cabe mencionar que este procedimiento en pasos sélo involucra suavizadores
no paramétricos unidimensionales, evitando asi la posible maldiciéon de la dimensionalidad
asociada a la alta dimensionalidad de las covariables t. Por otro lado, dado que en la mayo-
ria de los ntcleos mas populares, el maximo de K se alcanza en 0, la contribucién de la
i—ésima observacion al suavizador est4 determinada por la cercania entre u y 8't;. En nuestros
experimentos numéricos y analisis de datos reales la funcién p; fue elegida dentro de la familia
bicuadrada de Tukey, es decir p;(r) = pr(r/c1), siendo pr(r) = min(1, 3r? — 3rt + 7).
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3.2.2. Estimacion Inicial

El procedimiento propuesto requiere en el Paso 1 de un estimador inicial del parametro
nuisance oo que interviene en la determinacion del tamano de los residuos y por lo tanto en la
influencia final que cada observacién tendré en la estimacion. Una estimacién del parametro
de escala puede ser obtenida mediante un S—estimador preliminar.

Los estimadores iniciales podrian calcularse estimando la funcién 7y de distintas maneras a
partir de la distribucién condicional. En nuestro caso nos focalizaremos en una propuesta en la
que se computa un M —estimador local basado en la distribucién condicional y un S —estimador
para obtener una estimacion de la escala presente en el modelo. Para ello definiremos el
siguiente procedimiento de tres pasos basado en dos p-funciones: p y po.

Para cada valor de 8 € RF, 0 € S' y u € R, llamemos Fgg,, a la funcién de distribucién
acumulada de y — B3'x|0" = u y consideremos la funcién de distribucién empirica condicional
definida por

Frpou(r) = Fpou(r) =D T oou(yi — B'x:) Wi (u). (3.5)
i=1

El siguiente procedimiento de tres pasos permite computar un estimador preliminar de
escala:

Paso I.1: Para cada valor de B8 € R?, 8 € S' y u € R, computar 7jge(u) como un
M —estimador de la funcién de distribucién empirica condicional dada en (3.5)), es decir

(yi - thi —a

sp0(u)

fiso(u) = argmin > 5 ) Wi (3.6)

a€R i—1

siendo sgg(u) un estimador robusto de la escala local y h una ventana dada.
Paso 1.2: Para cada B3 € R?y 0 € 8!, sea 5(3,0) > 0 solucién de

%Z . (yi — B'xi — 775,9(0%1')) —b. (3.7)
i=1

(8, 0)

Paso 1.3: El estimador inicial o de o( estd dado por

oc=0 <,(§, é) donde (B, é) = 5 ea]mégjrrgne g 7(3,0). (3.8)

Cabe notar que sgg(u) podria ser cualquier estimador de la escala local robusto, sin
embargo por simplicidad en nuestros experimentos numéricos y en la aplicaciéon nos hemos
focalizado en el uso de la mediana local de las desviaciones absolutas a la mediana local,
MAD(Fgg.), donde Fgg, es la funciéon de distribuciéon empirica condicional definida en

(3.5). Con lo cual, de aqui en adelante sgg(u) = MAD(F\5797U>.
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Este procedimiento provee de un estimador de la escala og dado por 7 y a la vez estimadores
iniciales robustos (ﬁ, 0) que eventualmente pueden usarse en el procedimiento de estimacion

de (B, 8p) introducido en la seccién anterior como punto de partida en el proceso iterativo.
Usaremos como valor de la constante b = 1/2.

Es usual que se tome po(r) = pr(r/cy), donde ¢y es una constante de calibracién necesaria
para obtener un estimador de escala Fisher consistente. Asi, cuando la eleccion de la funcion
de pérdida corresponde a pr, la elecciéon ¢y = 1,54764 y b = 1/2 resulta en un estimador
de escala Fisher—consistente bajo la distribucién normal y de punto de ruptura 50 %. Luego,
a fin de mejorar la eficiencia del estimador propuesto cuando se utiliza el estimador inicial
resultante de los Pasos 1.1 a I.3, se usa como constante de calibracion del estimador final

c1 > ¢, siendo py(r) = pr(r/c1).

Observaciéon 3.2.2. Notemos que el estimador de escala preliminar depende también de una
ventana y para no hacer mas engorrosa la notacién, es que no se visibiliza su dependencia. Sin
embargo, es importante senalar que al ser un estimador preliminar podria tener un ntucleo y
una ventana distintos al estimador definido en (3.6]).

3.3. Consistencia

3.3.1. Consistencia del estimador propuesto

Asumamos que t € 7 C RY, luego dado 7y C 7 un conjunto compacto, llamaremos U(7y)
al conjunto U(Ty) = {0t : t € To,||0]] = 1}. Para v : U(Ty) — R una funcién continua,

notaremos ||v|jp« = sup |v(u)|.
ueU(To
A fin de simplificar la notaciéon denotaremos cuando sea necesario

Oy, u,s) = pr (y — u)

S

y también llamaremos
1

Kalw) = 3K (3)

Consideremos los siguientes funcionales relacionados a los estimadores introducidos en la
seccién anterior. Dados 3 € RP, 8 € S', s € Ry, a € R y u € R definimos

H(B,0,s,a,u) =E <¢ (y,,@tx +a, s) w1 (x)

o't = u) , (3.9)
y ademas, si v es una funcion continua tal que v : R — R, llamamos

G(B,0,5,v) =E (¢ (y, B'x +v(0'), s) wa(x)) . (3.10)
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Notemos que los estimadores definidos en el Paso 1 y en el 2 quedan determinados por las
versiones muestrales de los funcionales definidos mas arriba, es decir:

H,(3,0,s,a,u) = Z ) (yi, B'x; + a, S) ng(u)wl(xi) , (3.11)
i=1
y
Gn(B,8,5,0) Z¢ vi: B%; + 0(6't:), 5) wa(x;) . (3.12)

Consideraremos ng.¢ s(u) = argmlnH(,B 0,s,a,u) y nge(u) = argmlnH(ﬁ 0,00,a,u) de
R €R

aqui en mas. Asumiremos que las funciones de peso y la funcion de pérdida p; son tales
que vale la Fisher—consistencia de los estimadores definidos a través de los Pasos 1 y 2. En
el contexto de un modelo parcialmente lineal generalizado de indice simple con parametro
auxiliar conocido, Boente y Rodriguez (2012) analizan condiciones para garantizar la Fisher—
consistencia de sus estimadores y descartan que el pardmetro de la componente lineal, 3,
pueda contener una intercept, lo que sigue siendo vélido en nuestro caso. Mas aun, estas
autoras notan que cuando la funcién de pérdida es de la forma ¢(y,u) = p(y — u), siendo p
una p—funcién con derivada impar, la Fisher consistencia es valida bajo simetria de los errores.
El Lema [3.3.1] a continuacién prueba la Fisher—consistencia bajo condiciones de regularidad.

Consideremos las siguientes condiciones.

F1. El error representado por la variable aleatoria € ~ Fj tiene una densidad fo(v) que
es par, no creciente en |v| y estrictamente creciente en |v| en un entorno de 0.

F2. Dados (8,,01) # (By,600), donde B, € R?, 0; € St para j = 0,1y m Z no,
tenemos que el conjunto N' = {(x,t): (8, — By)'x + m(0it) — no(65t) =0} cumple
PN U {wq(x) = 0}) < 1.

Como ocurre en el contexto del modelo lineal, en el modelo parcialmente lineal de indice
simple al contemplar funciones p; redescendientes, para obtener Fisher—consistencia son necesarios
supuestos un poco mas restrictivos sobre la distribucion de los errores. La condicién F1 es
necesaria por el uso de funciones de pérdida de tipo redescendientes que son introducidas a fin
de controlar residuos grandes y requieren supuestos mas fuertes para obtener unicidad, como
la simetria y la unimodalidad de la distribucién subyacente. Cabe destacar que si a es una
constante positiva y € cumple el supuesto F1, entonces a € también lo hace. De hecho, si p; es
una p—funcién , bajo F1, usando el Lema 3.1 de Yohai (1985) se obtiene que si para a > 0

consideramos A(m, a) = E{p; [(e —m)/a]}, entonces 0 = argmin A\(m, a).

Respecto de F2, cuando wy es positiva, se reduce a pedir P({(x,t) : Bix + no(04t) #
Bix + m(0it)}) > 0, para (81,601) # (By,00), m # mo. Esta condicién estd relacionada a
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la identificabilidad de la funcién de regresién u(x,t) = B'x + n(0't), donde 6 € S* y cuya
primera componente es positiva, y al hecho de que (3, 8) y n sean tnicos. Xia, Tong y Li (1999)
en su Teorema 1 deducen condiciones para garantizar esta unicidad. Cuando ws es positiva,
las condiciones de estos autores traducidas a nuestro contexto corresponden a que t tiene una
densidad positiva sobre un conjunto convexo abierto 7 C R? y ademds que 7 (u) # 0 sobre
un subintervalo abierto de u € {8 : t € T7}.

Lema 3.3.1. Consideremos el vector (y,x,t) que cumple el modelo (3.1)). Si se cumplen
F1,F2 p, es una p—funcion y we es no negativa, entonces para todo s > 0 tenemos que el
tinico minimo de G(3, 0, s,n) se alcanza en G(By, 0, 5,1m0) para 3 € RP, 6 € S*.

Demostracién: Consideremos (8;,01) # (B, 0o), donde B; € R?, 0; € S para j =0,1y
m # no. Tomemos el conjunto N = {(x,t) : (B; — By)'x + mi(05t) — no(B5t) = 0}.
Sumando y restando Bjx + 10(0t), obtenemos

GO sm) = (6 (0. Bix+ n(010)5) o) = E [y (LA ]

- [pl (6? (B = By)'x +m(01t) — no(eét)) wz(x)}

S

= B[ (2 - 00 ) )+ L)

donde hemos llamado p;(x,t) = B;X + 77]-(03-’5), j = 0,1. Luego, si llamamos A(x,t) =
(p1(x,t) — po(x,t))/s, tomando probabilidad condicional a (x,t), sigue por la independencia
entre € y las covariables que

G(B1,0r5.m) = E|pr (2) | Efwn(x)Ly(x,b)
+ E [pl (e? — A(x, t)> wg(x)I[Nc(x,t)} .

Notemos que en el segundo término A(x,t) # 0, luego en virtud del mencionado Lema 3.1 de
Yohai (1985) y la independencia entre el error y el vector de covariables (x,t), tenemos que

B ().

Finalmente, usando esta cota y el hecho de que por F2 el conjunto N¢ N {wy(x) > 0} tiene
probabilidad positiva, obtenemos que

E

p1 (6? — A(X,t)) (x,t)

(B 01,s.m) > B o1 ()| Elea()Iu(x ] + B [ 1 (2 ) | Bl (), )]
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es decir
o
G(B1.01.5m) > E|p1 (=) Efws(x)] = G(By: 00, 5.m)
como queriamos demostrar. B

Otra propiedad interesante de estudiar es la de invariancia por transformaciones ortogonales
en la variable del indice simple. Nos interesa saber cudl es el efecto de considerar un vector
transformado (y,x,I't), siendo I" una matriz ortogonal en R?%*? en lugar de las variables
originales (y, X, t).

Lema 3.3.2. Supongamos que (B, 00) es el unico minimo de G(B,0,00,186). Sean T' € RI*9
tal que T'T =1, siendo 1, matriz identidad de g x q, t =Tt y

~ — B'x —Tig4 (0"t
G(ﬁa 07 O-Oaﬁﬁﬁ) =K (Pl (y /8 1.0 ( )> 'wg(X)) )

00

donde g o(u) = argminE (p1 ((y — B'x — a)/00) wi(x) | 0"t = u). Luego, si
a€R

(Bo, éo) = argmin G(B,8, 00,7g,9), entonces Bo =B,y 0, =T0,.
BERP,OcSL ’

Demostracién: Notemos que por la ortogonalidad de la matriz I' v por la definicién de ¢

resulta

por lo que es inmediato que 759 = 7g rtg. Esto permite deducir que G (,@0, 90, UO,ﬁBO’éO) =

(T'0)'t = u) ,

G <BO, I‘téo, 00, nBO’l—n&éO). Por otro lado, se tiene que

N — B'x — 754 (0't
G <ﬂ0,00,0'0,ﬁ[30790> = min E|p (y B 77[3,0( )) wg(x)>

BeRP OcS1 0o

y —B'x —ngree ((Fte)t t)

= { E
polnin B\ o1 - wy(x)
¢ ¢
— @'x — o't
= min E|p (y p 10 ( )) wg(x)>
BeRP OcS1 o)

— G(ﬂo, 007 0-07 7750700) :
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Finalmente, G (BO, 6y, 0, 77,530,1“90> = G(By,00,00,18,,6,) y sabiendo que (3, 8) es el tinico

vector que realiza el minimo, concluimos que B, = B, y "0y = 6, .W

Notemos que si llamamos Fg_ g, a la funcién de distribucion de y — ,66X|96t = u, entonces
Fa,.60u(r) = Fo((r — no(w))/00), siendo Fy la distribucién del error. Luego, como bajo F1,
Fy es simétrica alrededor de 0 y con densidad fy unimodal, si p; es una p—funcién , entonces

Mo(w) = 1,00 ().

Probaremos la consistencia de los estimadores propuestos a través de los Pasos 1 y 2 bajo
el siguiente conjunto de condiciones.

C1. El nicleo K : R — R es una funcién par, no negativa, acotada, continua, de variacion
acotada y satisface [ K(u)du =1, [w*K(u)du < ooy |lll'm |u| K (u) = 0.
Ul—00

C2. Dada una sucesién de ventanas h = h,, se verifica que lim h =0 y que
n—oo

7}1—{20 nh/log(n) = oco.

C3. i) La densidad marginal de t, f;, es acotada en 7.

ii) Para cada 8 € S, fg, la densidad marginal de 't, es acotada. Dado un conjunto
compacto Ty C T, existe una constante positiva A;(U(7Ty)) tal que para todo u €
U(Ty),0 € S, se tiene que fo(u) > A1 (U(Tp)).

C4. p; es una funcion continua. Las funciones de peso w; y ws son no negativas y acotadas.

C5. H(B,0,s,a,u) satisface la siguiente condicién de equicontinuidad: dados los conjuntos
compactos I C RP, Ty C T, S C Ry, para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que
si [|B1 — Ball < 6, (|01 — 02| < 9§, [s1 —s2f <y [ur —ug| <9 donde By,8, € K,
0,0, € S, 51,80 €Sy up,uy € U(Ty) entonces

sSup ‘H(ﬁhela‘slaa? ul) - H(ﬁ27027527a7u2)| <eE.

a€R

C6. H(B,0,s,a,u) es una funcién continua en (3, 0, s, a,u) y ng,9,s(¢) es una funcién continua
en (3,0,s,u).

C7. p; es una funcion con derivada acotada ).
El conjunto de hipotesis C1 a C7 son habituales en el marco de modelos semiparamétricos

y también en el de robustez, ver Severini y Staniswalis (1994), Carroll et al. (1997) y Boente
y Rodriguez (2012). Los supuestos C1 y C2 sobre el nicleo y la ventana son los cldsicos
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en el contexto no paramétrico. Elecciones tales como el ntucleo de Epanechnikov dado por
K(z) =3/4 (1 —2%) Ii_11(2) y el gaussiano, cumplen C1. Por otro lado, C2 se satisface, por
ejemplo, si h = n~¢ para ¢ € (0,1). Respecto de C3, esta hipétesis es habitual en modelos

de indice simple. Como consecuencia de i), tenemos que sup ||fs||eo < 0o. Por otro lado, si
fest
fe(t) > By, para t € 7T, entonces vale ii). Las condiciones C4 y C7 son satisfechas por las

funciones de pérdida que suelen usarse en el contexto de robustez, como por ejemplo la funcion
bicuadrada de Tukey, pr, que ya hemos presentado y que garantiza que ¢(y, u, s) es continua
y acotada. Si (y,x)|@'t = u tiene distribucién continua respecto de u, H(3, 0, s, a, u) resulta
continua. Boente y Rodriguez (2012) observan que cuando la distribucién de x|0't = u es
continua respecto de (0,u) y p; es continuamente diferenciable, el Teorema de la Funcién
Implicita implica que 1gg s(u) es continua, cumpliéndose C6.

El siguiente lema es una generalizacién del Teorema 3.1 de Boente, He y Zhou (2006).

Teorema 3.3.3. Sean K C RP, § C R.( conjuntos compactos y To C T un conjunto compacto
tal que existe g > 0 para el cual Ts, C T, donde Ts, es la clausura de una do—wvecindad de Ty.
Supongamos que se satisfacen las condiciones C1-C6 y se cumple la siguiente condicion

(C) la familia de funciones F = {f(y,x) = ¢(y,ﬁtx+a, s) wi(x),B8 € K,s € S,a € R}

tiene un nimero de cubrimiento tal que sup N (g, F, L'(Q)) < Ae™  para0 <e <1, Q
Q
una medida de probabilidad para (y,x) y A, W > 0.
Luego, tenemos que
a) sup |H,.(8,0,s,a,) — H(B,0,s,a,-)|| Py,
BEK,0€81 5€8,aeR
b) Si inf lim H(3,0,s,a,u , 0,5, s(w),u)| >0y H(B,0,s,a,u
/ BEK.0€S! ueU(To),s€S | |al—+00 (8. ) - H(B 9.0.5(1), ) yH(B )
tiene un unico minimo en ngg s(u), entonces
~ c.t.
sup |[7p.0.5 — 1g.0.5ll00c — 0, (3.13)

BEK,0e81 s€S

donde g g s(u) = argmin H,(8, 0, s, a,u).

Demostracion:
a) Usando la notacién que introdujimos al principio del capitulo, sean

Hy,(8,0,s,a,u) ZKh (u— 0':)¢ (vi, B'%; + a, s) wi(x;)

Fon(0,u) = ZKh u—9t
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Hln(ﬁaaa S,G,U)

Entonces H,(3,0,s,a,u) = For@u) Luego,
sSup ||Hn(ﬁ70787a7') _H<1879787a7')||0,oo S
BeK,0e81,5€S5,aeR
sup HHIn(/B;B?Saav') _E(Hln(1870757a7'))|0,oo
BeK,0c51,5cS,acR
+ sup HE(Hln(Ba O,S,CL,')) _H</37 O,S,CL,')E<F0”( ))HOOO

BeK,0e81 5€S,aeR

11l w01l Fon(8,-) — E(Fo, 00
loallee [0l $9D 16 (8 ) — E(Fou(8:)llo, ”e;essitm

En cuanto al denominador tengamos en cuenta que para n suficientemente grande, se
cumple que

mf  Fp.(6, f Fon(0,1)) — Fon(0,) — E(Fon(0, Moo, (3.14
oo Fon(0.0) 2 il E(Fyu(0,w) — sup [|Fon(8,) ~ E(Fou(®. )l (314)

donde

B (0.0) = 1 [ K ( “) fofo)do = [ K)ot + ) du

Dado § < dg, sealls = {u+s:u e U(Ty )HSH<(5}yM>Odemaneraquefw|<M (w)dw >

1/2, luego considerando h < 6/M se tiene que hw + u € Us. Como consecuencia de la
compacidad de Us y de la condicién C3, resulta que para todo 8 € S*,u € U(7Tp)

E(Fin(6,1) > 5 Av(th). (3.15)

Por lo tanto, es suficiente demostrar que

sSup HHln</870757a7')_E<Hln(/6>0787a7'))”0,oo Ctp> O (316)
BeK,0e8!,5€S5,acR
sup IE(H1n(8,0,5,a,-)) — H(B,0,s,a, YE(Fy, (0, )llo.cc = 0, (3.17)
BeK,0c81,5€S5,acR
sup || Fon (8, -) — E(Fou(8,))loce <2 0. (3.18)

6cSt

La convergencia de ({3.18)) se obtiene a partir de las condiciones sobre el nicleo, la sucesién
de ventanas y la densidad marginal fy requeridas de C1 a C3 y el Teorema 37 de Pollard
(1984).

Fon(e, U)] _ .
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Respecto de (3.17)), tenemos que para @ = 8 vale que
|E(H1,(8,0,s,a,u)) — H(B,0,s,a,u)E(Fy,(0,u))]
1 o
- ’EE (K (“ ; “) [H(B.9.5,a,) ~ H(8,0, s,a,un) ’

_ ‘ [ i ( - “) [H(8,0,5,a,r) — H(B,0, 5,0,u)) fo(r) dr

< ||f0|!oo/K(w) |H(B,0,s,a,u—wh)— H(B,0,s,a,u)| dw,

donde la tltima desigualdad se obtiene después del cambio de variables w = (r — u)/h. Por
la condicién de integrabilidad del nicleo requerida en C1, el hecho de que C3 i) implica que

sup|| folleo < 00, la condicién de equicontinuidad de C5 y el hecho de que h — 0, obtenemos
6csS?t

la convergencia de ((3.17)).
Probaremos ahora (3.16)). Para ello consideremos la clase de funciones

0t —v
h

gn - {gvﬂﬂ,s,a,h(yv X, t) =C ¢(y, Xt/8 + a, S)wl (X)K (
acR,0ecS veld(T)},

),,BGIC,SES,

donde C = 1/(||p1 [l w1 [loc | K ||s0). Dado que K es de variacién acotada, que 0 < K ((8't — v)/h) <
| K|l ¥ que por hipdtesis la familia F satisface la condicién (C') del enunciado, para 0 < ¢ <
1 resulta que sup N(g, G, L'(Q)) < A1e™™ con Wi > 0 y A, independientes de n para

Q

cualquier medida de probabilidad Q. Notemos que |¢g, g0san| <1y

E(gig,o,s,a,h(y, x,t)) <

K oo gest
ya que
1 U—v
E(gz,ﬁ,e,s,a,h(yax7t)) S W/KQ ( h ) fB(U) du
1 / 9 h
=—— | K w)fghw+v)hdw§—||f9|oo/Kw)dw.
FEV AR TR Helle [ £

Luego, por el Teorema 37 de Pollard (1984) tomando §2 = Dh y «, = 1, sabiendo que se
cumple C2, tenemos que

1
— Su
B ol

c.t.p.

1 n
o Z 90,8,0,5,0,h(Yis Xis i) — E(g0,,0,5,0,0(y1,%1, 1)) | — 0
i=1

n
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de donde resulta (3.16)).

b) La continuidad de ngg ¢(u) implica que es acotada sobre K x S' x & x U(Ty) vy que
existe B = B(K,S',S,U(Ty)), conjunto compacto, tal que nggs(u) € Bsi B € K,0 € S,s €
SyueU(Ty).

Supongamos que sup ||1M8.6.s — MB.6.5]|0,00 DO converge a 0 en un conjunto €2y tal que

BeK,0€S81,5€S8
P(€2) > 0. Luego para cada w € €, existe una sucesién {(By, O, sk, ux) treny C K x St x S x
U(To) tal que 1, 0,5, (Uk) — 18,055, (r) = ¢ # 0. Dado que K, §', S y U(Ty) son compactos,
sin pérdida de generalidad podemos suponer que (8,0, Sk, ux) — (B.,0L,sL,ur) € K X
S x 8 x U(Ty). Asi, T, 0,5 (ur) — N,.00,5, (ur) — ¢ # 0y por la continuidad resulta que
11840k, (uk) — NBL.0L.s1 (uL) En consecuencia, ﬁﬂk,ek,sk (uk) —NBL.0L.sL (uL) — C.

En primera instancia, supongamos que ¢ < oo. Dado € > 0, para n y k suficientemente
grandes, como se cumple la hipotesis C5 y por la continuidad tenemos que

—~ €
H(IBLy 9L7 SLyNBL.OL.sL (uL> +c, UL) < H(ﬁkv ekv Sky T1By,,04,5k (uk)a uk) + 5 )

y ademads por el {tem a) y la definicion de 7g, o,s, (ur), sigue que

~ - €

H(/Blm 0k7 Sky 118,,,0k,5k (uk)> uk) < Hn(/gka ek’v Sky 1B,,,0k,5k (uk)7 uk) + g
B €
< H,(By, O, SkanﬁL,OL,sL(uL)7Uk) + 3

€

< H(By: 0k, 5k,18, 00,5 (UL), ui) + 1

€

< H(BL? eLa SLyMB.,0L,sL (uL)v uL) + 5
Por lo tanto, concluimos que

H(ﬁL7 0L7 SLyNBL.Or.s1, (U’L> +¢, uL) < H<IBL7 0L7 SLyTIBL.0L.5L (uL)v UL) +e

contradiciendo la unicidad dada en b) a menos que ¢ = 0.

Supongamos ahora que ¢ = 0o y por lo tanto, 7g, g,,s, (ur) — 0o. Llamemos

I = lim H(B,0,s,a,u)— H(B,0,s,n80s(u),u)

inf
BEK,0€81 seSueld(To) | |al—o0
Rl = H(ﬁL) eLa SL, ﬁﬁk,ek,sk (uk)7 uL)
R2 - H(BUOL;3L777ﬁL,0L,sL(UL),UL)~
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Por hipétesis en b) tenemos que Z > 0. Luego,

lim H(ﬁL70L7 SL,G,UL) - H(ﬁLaoLa SL,U@L,eL,sL(uL),uL) >1.

|a]—o0
En consecuencia, para k suficientemente grande se cumple que
Ry >Ry +1I)2. (3.19)

Debido a la condiciéon de equicontinuidad C5, dado € > 0 para k suficientemente grande

£
H(/Bka 0k7 Sk?ﬁBL,BL,SL(uL)auk) < H(B[n BL? 5L777,6L,0L,5L(UL)>UL) + Z

y ademas

~ —~ g
H(ﬁLa 0L7 SL,7B4,,0k, 5k (uk)7 uL) < H(/Bk7 0k7 Sks 118y,0k,sk (uk>7 Uk) + Z

Usando a) y la definicién de 7, g, .s,, obtenemos que

H(B, 0. 51,7, 000 (w),us) < HoBy, O, s, 0,0, (wr), ) + 5
< Hu(By, O, 5,8, 0,5, (ur), ur) + % :
Nuevamente, usando a) resulta que
H(B1, 00, 51,7, 00 () 1us) < Ho(By, O, 51,75,.0,.0, (u), ur) + 5
< H(BL O 5115, 0,0 (0), ) +

S H(B[nelnSLanBL,OL,SL(uL);uL) +¢€

Resumiendo, para k suficientemente grande
H(ﬁlnelnSLaﬁﬁk,ek,sk(uk)auL) S H(B[ne[mSL;nBL,OL,SL(uL)auL) +87
lo que contradice (3.19). B

El siguiente teorema prueba la consistencia fuerte de los estimadores propuestos a partir
de la implementacion de los Pasos 1 y 2.

Cabe destacar que el supuesto de que el estimador de la componente lineal, B, yace
ultimamente en un compacto, presente en dicho teorema, es una condicion también requerida
en la bibliografia de estimacién robusta en modelos semiparamétricos, tal como en Boente,
He y Zhou (2006) para modelos parcialmente lineales generalizados y en Boente y Rodriguez
(2012) para modelos parcialmente lineales generalizados de indice simple.
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Teorema 3.3.4. Sean K C R? y S C R.y conjuntos compactos. Sean G un estimador
consistente de g y (,3, 9) el argumento que minimiza G, (B, 0,0, ;]\5’973) donde g g s(u) satisface

c.t.p.

sup  |[7g.0,s — M,0.5ll0,0c — 0. (3.20)
BEK,0e81 s€8S
Si se cumplen C4, C6 y C7, entonces
~ c.t.p.
(I) sup |Gn(/670a57nb,a,s) - G(,@, 973777b,a,s)| _P> 0.

B,bek,0,acS1 seS

m— 00

b) Si existe un conjunto compacto K1 C RP tal que lim P ( ﬂ ,@ € IC1> =1y G(B, 0,00, 77[379,(,0)

n>m

tiene un tinico minimo en (B, 0y), entonces (3, 0) N (B, 60)-
Demostracién:

a) Notemos que

‘Gn(ﬁa 07 S, ﬁb,a,s) - G(ﬁ, 0, S, nb,a,s)‘ S |Gn(/67 97 S, ﬁb,a,s) - Gn(ﬁ, 07 S, 77b,a,s>’
+ |Gn(/37 67Sanb,a,s) - G(ﬁ70757nb,a,8)|

= |G1n| + ‘G2n|

Comenzamos por acotar el supremo del primer término. Sean € > 0 y 7y un compacto
tal que P(t ¢ Ty) < e, tenemos que

sup |G| <C sup [|78.6.s — NB.6.s

1 n
0,00 +C2 — E I7<(ti)
B,bek,0,ae81,s€S B,bek,0,ae81,s€S n

J=1

donde C; = ||11]]oo||wa oo/ min(S) y Co = 2||p1|]|oo||w2||so- Por lo tanto, usando (3.20)) y

la Ley Fuerte de los Grandes Numeros, obtenemos que sup |G1n LLNGE
B,bek,0,acS1 seS
Ahora solo resta probar que sup |Gan| 0. Por la compacidad de IC, S y

B,bek,0,acS,seS
S!, C4 y la continuidad de Tb,as dada en C6, usando el Teorema 3 del Capitulo II de
Pollard (1984) y argumentos similares a los empleados en el Lema 1 de Bianco y Boente
(2002), obtenemos que

t.p.
sup  |Ga(B,0, 5, Mbas) — G(B,0,5,nbas)| —2 0,
B,bekK,0,acS,scS

con lo que concluye la prueba de a).
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b) Como (B,E) yace ultimamente en un compacto, existe una subsucesién convergente
(Bk,ék) a (,3*,9*) € K; x 8, es decir, (Bk,ék) LN (5*,0*). A fin de aliviar la
notacion y sin pérdida de generalidad, asumamos que (B, 5) LN (ﬁ*, 0*).

Por la consistencia del estimador de escala, la continuidad de 7gg s y de G, usando el
item a) de este Teorema, tenemos que

c.t.p

Gn (/67 07 /0-\7 AB:@&) - G(ﬁ*a 0*7 00, 775*,9*,00) — 0

y también que
~ o~ c.t.p.
Gn (/807 OOa g, 7750,90,3) - G(BO? 007 00, 770) —p> 0 )
teniendo en cuenta que 784,600,600 = "o-
Dado que Gn (/87 07 a\a ﬁﬁﬁﬁ) < Gn (1807 907 6—\7 7/7\[30,90,3) y que G(Ba 97 00, 77,3,9,0'0) tiene un
tnico minimo en (B, 0y), resulta b). W

3.3.2. Sobre el estimador inicial

Consideremos el siguiente funcional relacionado al Paso 1.1 del estimador inicial

M(B3,0,s,a,u) =E (p (L{ZX—G)

0't = u) : (3.21)

siendo s > 0. Llamaremos 1 o(u) = argmin M (3, 8, Sg¢(u), a, u) donde Sg o(u) es una medida
de escala robusta respecto de la distribucién de y — B'x condicional a 8t = u, cuya funcién
de distribucién denotamos Fg g .

Tomaremos como escala robusta condicional a la mediana de los desvios absolutos respecto
de la mediana condicional, es decir respecto de la mediana de la distribucién condicional Fg g ,,
mas precisamente

Sge(u) = MAD(Fgg,) = mediana (\y — B'% —mgg(u)| ‘ 0't = u)

siendo mgg(u) la mediana respecto de Fgg .

Notemos que si consideramos la versiéon empirica de Fgg,, es decir F,g’g?u definida en
, el estimador inicial definido en el Paso I.1 involucra a la versién muestral de estos dos
funcionales. Para favorecer la comprensién y aliviar la notacion, es que utilizaremos F, 18,0,u SN
hacer explicita su dependencia con n, el tamano de la muestra aleatoria.

Asociado al funcional M introducimos para 3 € R, @ € S, s > 0 el funcional

A(B, 6,5, a,u) =K <¢ (W)

S

o't = u> , (3.22)

donde 9 (t) = p'(t). Consideramos A(3, 8, Sgp,a,u) = 0y su tinica solucién 7 o(u).

Trabajaremos con el siguiente conjunto de hipotesis:
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I1. Fgp.(r) es una funcién continua de (3, €, u), simétrica alrededor de nj; 4(u) y con funcién
de densidad unimodal para todo 3 y 6.

I12. Sean L C R? y Ty C T conjuntos compactos. Entonces,

i) se verifica la siguiente condicién: para todo € > 0, existe & > 0 tal que si |r;—7rs| < 4§,
se tiene que

sup sup |Fgeu(r1) — Fpeu(ra)| <ce.
BEK,0€S ueld(To)

ii) se verifica la siguiente condicién de equicontinuidad: para todo ¢ > 0, existe § > 0
tal que si
lup — up| < &, entonces para todo B € K,0 € S! se tiene que

sup |[Fg0,.u, (1) — Fo.u, (1) < €.
reR

iii) para cada r fijo se verifica la siguiente condicién de continuidad uniforme:
para todo € > 0, existe § > 0 tal que si |u; —us| < 4, ||, — Bl <6, ||01 — 02| < 4,
B, €K, 0; €S u €U(Ty), se tiene que

‘Fﬁbelﬂl«l (7”) - Fﬁgﬂmuz(rﬂ <eE.

I3. ¥ : R — R es una funcién continuamente diferenciable, impar, estrictamente creciente y
acotada.

I4. A(B,0,s,a,u)y nj 4(u) son funciones continuas de (3, 0, s, a, u) y de (3, 8, u), respectivamente.

Cabe destacar que si p es una p—funcion, entonces si se cumple I1, para todo s > 0,

Npe(u) = argmin, E (,0 ((y—B'x—a)/s)
I2 iii) e I3.

o't = u) . Por otro lado, 14 es cierta si se cumplen

Estudiaremos la consistencia del estimador 7jge, definido en (3.6), a Nge Para lo que
necesitaremos probar algunas propiedades de convergencia del estimador de la distribucion
empirica condicional y del estimador de escala propuesto. Algunos de los resultados que siguen
son generalizaciones de resultados obtenidos en Boente y Fraiman (1989 y 1991).

En particular, el teorema a continuacién prueba la convergencia uniforme de la distribucién
empirica condicional. Su demostracién puede hallarse en el Apéndice.

Teorema 3.3.5. Sea K C R? un conjunto compacto y sea To C T un conjunto compacto que
cumple que eziste 6y > 0 tal que Ts, C T, donde Ts, es la clausura de una &y vecindad de Ty.
Si se satisfacen las condiciones C1-C3 e 12 ii), entonces

sup  sup sup |ﬁﬁ79,u(7’) — Fg (1) S5 0 para todo K C R? conjunto compacto. (3.23)
BeK,0eS! ueld(To) reER
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Las demostraciones de los siguientes lemas auxiliares pueden hallarse en el Apéndice.

Lema 3.3.6. Sean K C R? y Ty C T conjuntos compactos. Dado € > 0, si se satisface 12 iii),
entonces existen constantes ¢ y d tales que para todo B € IC, 0 € §', u € U(Ty), Fpoulc) < e
Y Flg’gm(d) >1—c.

Lema 3.3.7. Sean K C RP y Ty C T conjuntos compactos y F5797u(7") una sucesion de
funciones de distribucion condicional para la cual

sup  sup sup |Fae.(r) — Fag.u(r) . (3.24)

BeK,0eS8 ueld(Ty) reR

Si Fgg.(r) satisface I2 i) y 1), entonces existen ng € N y constantes positivas A y B tales
que sgg(u) = MAD(Fae.) verifica que A < sgg(u) < B para todo B € K, 0 € S*, u € U(Tp)
Yyn > ng.

El siguiente teorema da como resultado la consistencia del estimador no paramétrico. El
Teorema [3.3.14] dard més adelante una prueba alternativa sin el requerimiento solicitado en
13 sobre la funcién de score 1.

Teorema 3.3.8. Sean K C R?P yTq C T conjuntos compactos. Si se cumplen C1-C3 e I11-1},
entonces
sup ||7g.0 — M5.6ll0,00 Py (3.25)
Bek,0e8?!

Demostracion:

Notemos que para todo s > 0, A(S, 073a772§,0(u)7u) = 0 ya que por I3 ¥ es una funcion
acotada e impar y por I1 Fjgg.(r) es simétrica alrededor de 7 o(u).

Si dados B € K,0 € S',u € U(T;), lamamos 1 (v) = 1 ((v — N e(u) —b)/sge(u)), de I3
resulta que ¥,(v) es de variacién acotada y que la norma de variaciéon acotada de 1, cumple
lUsllv = [|¥]lv/sp.e(u). Luego, si definimos

R(B.6.5.0,u) = / v (T - “) AFp0.(r).,
]
tenemos que

IA(B, 8, s50(u), 156(uw) +bu) — AB,6,sp0(u),m5e(u)+b,u)|
< lslly sup | Faou(r) = Faou(r)l
re

ya que | [ pdH| < |[t)p]|v||H || si H es continua a derecha y acotada.
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En consecuencia, como por el Lema existen constantes positivas A y B tales que
A < sgg(u) < B paratodo B € K, 8 € S', u € U(Ty), resulta

sup A(B,6, 55.0(u),mj0(w) +b,u) — N(B,6,550(u),n56(u)+b,u)

BEK,0€S ueld (To)
" ~
H 14|1|V sup sup |Fﬁ7g7u<7“) - Fﬂ,@,u (T)| :
BeK,0€S ucld(To) TER

IN

Esta desigualdad y el Teorema |3.3.5| implican que, fijado b € R,

sup |A(ﬁ> 07 SB,G(“)? 77,2,0(“) + b7 U) - K(ﬁa 07 Sﬁ,@(“)? 77,2,0(“) + b7 U)| Ct—p> 0. (326)
BeEK,0€8 ueld(To)

Dado € > 0, por I1, I3 y la continuidad de A(3, 80, s,a,u) y de 15, dadas en I4, tenemos que
A(/Ba 07 S, 77;3,0(“) t&, u) <0< A(B? 07 S, 7739(”) - & u)

y por lo tanto, usando la compacidad de K,S* y U(7Ty) obtenemos que

L, = sup sup A(B,0,s,m59(u) +c,u) <0<
BEK,0€8 ucld(To) A<s<B ’
< inf inf A(B,0,s,m5¢(u) —c,u) =Ly

BeK,0€81 ucl(Ty) A<s<B

Del hecho de que A < sgg(u) < B casi seguramente si n > ny y de la convergencia
establecida en (3.26)), obtenemos que

~ L L —~
A(8.0. 55.0(1),s0u) +2,0) < - <0< 22 < R(B,6, 5p.0(u), 15 0(1) — =, )

para todo B € K, 0 € S', u € U(Ty), n > no.
Recordando que A(B, 6, sge(u),a,u) es estrictamente decreciente en a, obtenemos que
Nse(u) —e <Mge(u) < nze(u) + ¢ casi seguramente sobre K, S*, U(Ty) y por lo tanto,

c.t.p.

sup 7.0(u) — Nz g(u)] —= 0.

Bek,0e81 ucld(To)

como queriamos demostrar. ll

Bajo hipétesis adicionales puede estudiarse la convergencia de los estimadores paramétricos
iniciales resultantes de los Pasos 1.2 e 1.3. Para ello introducimos los funcionales

L(B3,0,5,0) =E (pg (y —B'x - U(ett))) , (3.27)

S

o(8,0) — in {5 = 05 L(B.0,5,150) < %} | (3.28)
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cuyas versiones muestrales son

L,(B,0,5,v) = %znzpo (yi B - U(Otti)> : (3.29)

- S
=1

#(8,) — int {s S0 La(B,0,5,750) < %} . (3.30)

Observacién 3.3.9. Por definicién, de acuerdo con tenemos que 6(3,0) < 7(3,0).
Luego usando que L,(3,0,-,7g,) es una funcién decreciente, obtenemos que

1/2 = L,(8,0,5(8,0),1786) > L.(8,60,7(8,0),7s,). Como consecuencia de la definicién de
7 (infimo de la pre-imagen por un conjunto abierto de una funcién continua), concluimos que

L,(B,0,7(3,0),730) = 1/2 y entonces 7(8,0) = 5(3,0).
Consideremos el siguiente conjunto de supuestos.

I5. po es una p-funcién continuamente diferenciable y acotada, su derivada 1y(u) = py(u) y
la funcién ~o(u) = o(u) u son acotadas. Ademads, E(po(€)) = 1/2.

I6. ||pol|lsc > 1/2 y para todo K C R? conjunto compacto
1

sup P(ly — 8% +13,4(6't)] = 0) < 1— oo
Bek,0e81 2 ||P0||oo

I7. lim  sup (P(|y| > @) + P(|B8'x + n54(0't)] > a)) =0 VK C R” conjunto compacto.
@00 Bek,0eS? ’

La condicién I5 es habitual en el contexto de robustez, mientras que I6 e I7 son adaptaciones
de las condiciones establecidas en la hipétesis 5.3 de Sakata y White (2001) a nuestro marco
de trabajo y al supuesto de independencia entre las observaciones con el que trabajamos.

El siguiente lema es una adaptacién parcial del Lema 5.1 de Sakata y White (2001) y su
demostracion se halla en el Apéndice.

Lema 3.3.10. Sea K C RP un conjunto compacto. Si se cumplen las condiciones I15-17,
entonces se tiene que

a) existen dos constantes s, > s. > 0 tales que para todo 3 € K,0 € S8, s, < 0(3,0) < s,.
b) Para cada B € K,0 € S*, L(B,0,-,1534) : (0,+00) = [0,+00) es una funcién derivable.

c) Existe 0 < §5 < s, tal que

0
nf nf 18,6515, >0, 3.31
BERDES! sE(o(8.6)—3u0(8.6)+3.) | D5 (8.9, 5. 115.0) (3:31)

donde %L(ﬂ,@, s,Ms.9) €5 la derivada parcial de L(3,0, 5,15 ) respecto de s.
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Observacién 3.3.11. Por el item a) del lema enunciado y el Lema 3.1 (c¢) de Sakata y White
(2001), para todo compacto K C RP, L(B,8,0(8,60),1n5) = 1/2 para cualquier 3 € Ky 0 €
St

Teorema 3.3.12. Sea K C RP un conjunto compacto y sea (B, é) el argumento que minimiza
7(8,0). Sila funcion e verifica que

c.t.p.

sup |[7g.e — Mg elloce — 0
BeK,0e8!
y se satisfacen 14-17,
a) entonces sup |6(3,0)—o(8,0)] SN

BeK,0eST

m—00

b) si ademds existe Iy C RP conjunto compacto tal que lim P ( ﬂ B e /C1> =1y0(8,0)

n>m
es continua en (By,0y) y tiene un unico minimo en (B,,600), entonces 3 SN Bo,

Demostraciéon:

a) Tomemos las constantes s, s,y ds como en los items a) y ¢) del Lema/|3.3.10y consideremos
0 < € < §, arbitrario. Definamos

AQ = inf 0

inf —L(B,0,s,15,)| -
BEK.OES! s€(0(B,0)—05,0(B,0)+3,) | 08 (B ol

Luego por el item c) del Lema [3.3.10] y usando que L(3,0,-,15,) es una funcién
decreciente, se tiene que para todo B € K,0 € S*

L(/Bv 07 0(16’ 0) +¢, 77;1,9) - L(/Bv 07 0(16’ 0)7 772,9) < _AQ €, (332)

y por lo tanto,

1

Ln(ﬁa 070(1370) + 5777’5,9) - 5 = Ln(ﬁaevg(ﬁve) + 5’775,9) - L(Baevg(ﬁve)’ng,e)

= Ln(,@, 0, U(Bv 0) t+é, ﬁﬂﬂ) - L(,B, 0, U(Bv 0) +é€, 77,3,9)
+ L(ﬁa 07 O'(,B, 0) +¢, 772,0) o L(ﬁa 07 O'(,B, 0)7 77;,0)
< Ln(B,0,0(8,0) +¢,7p0) — L(B,0,0(8,0) +c,135,4) — Az€,

donde hemos usado la Observacion B.3.111
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Por 14 sabemos que 73 q(u) es continua en (3,6, u). De este hecho y del ftem a) del
Lema [3.3.10 andlogamente al item a) del Teorema obtenemos que

sup |L,(8.0.0(8.6) +<.ijg0) — L(B.0.0(8.0) +.15) “ 0.
BeK,0e8!

Por lo que se llega a que en un conjunto de probabilidad 1, para n suficientemente grande

1 1
sup Ln(/87970(/870)+57ﬁ579)_§§_§A2€<0?
BeK,0eS8?T

es decir, para todo 3 € K, 8 € S*
5(8,0) <o(B,0) +¢,

O sea, que

sup [6(8,0) —0(B,0)] <ce.

BeK,0€81

De manera similar, sabemos que dado B € K,0 € S!

L(Ba Ba U(/Ba 9) - & 772;,0) - L(B? 0, 0—(/87 9)7 772;,0) Z A2 € (333)
y entonces

sup LTL(IB7070(/87 0) _gaﬁﬁﬁ) >
BeK,0e81!

Sia(B,0) <o(B,0)— ¢, tendriamos que

N —

L.(8.0,5(8,0),7156) > L(8.0.0(8.0) ~ =.150) > 3

contradiciendo la Observacion 3.3.91 Luego, 6(3,0) > 0(3,0) —csiB € K,0 € S' y
por lo tanto

inf [6(3,0)—0d(8,0)] > —«¢.

BeK,0e81!
En consecuencia, sup [5(8,0)—c(B,60)| < ¢ y tal como querfamos demostrar resulta
Bek.0eS!
que sup [5(8,8) — 7(B,8)] <0 .

Bek,0e8t

Como (B, é) estd ultimamente en un compacto, contiene una subsucesion convergente,
por simplicidad supongamos que (ﬁ, 0) es la subsucesién convergente a (ﬁ*, 9*) c.t.p.
Por el item a) y la continuidad de o((3, @), tenemos que

5(8,6) —o(8°,6") =20 (3.34)
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c.t.p.

y ademas (8, 0¢) — 0(By,00) —— 0. Como &(8,,00) > 6(3,@) y o(3,0) tiene un
tnico minimo en (3, 6y), entonces (ﬁ*,@*) = (B, 00). Luego, (B, é) ot (By, 00) v,
de (3.34), 5(3,8) = (8o, 6) = 00, quedando demostrado el ftem b). B

Observacién 3.3.13. El supuesto de continuidad de o(3, @) puede probarse bajo condiciones
de regularidad. Consideremos la funcién f(3,0,s) = L(8,0, s,154) — 1/2 para (3,6, s) en un
abierto de R? x R? x R que contenga a (3,0, 0¢). Por un lado, la condicién I5 garantiza
que f(By,B00,00) = 0, y por el otro, nos asegura que

_ t, > t . te = t
a—f(ﬁ, 0,s) = g {wo (y B'x —1ige(6 t)) y — B'x — 7i5.0(0't)
aS S S s
Resulta que (8, 80,00) = —E(¢o(€)e)/a9 # 0 pues ¢o(u)u es una funcién par y e tiene

distribucién simétrica alrededor del 0. Por lo tanto, por el Teorema de la Funcién Implicita
existen U C RPTyV C R conjuntos abiertos tales que (8,,0y) € U y 09 € V' y una unica
funcién g : U — V tal que g(8,,00) = 00 vy f(3,60,9(8,0)) = 0 para todo (3,0) € U. Més
ain, si (8,0) € Uy o €V tal que f(3,0,0) = 0, entonces 0 = ¢g(3,8), con g € C*(U). Por
la Observacién , tenemos que f(3,0,0(83,0)) = 0 para todo B € K,0 € S'; esto nos

permite considerar que g = o, y entonces resulta que (3, 0) es continua en un entorno de
(IBOa 00)

El siguiente teorema prueba la consistencia del estimador no paramétrico bajo otros requeri-
mientos de regularidad y en ese sentido es un resultado alternativo al Teorema [3.3.8, A
continuacion se enuncian las condiciones que se utilizaran.

I8. p es una funcion continua y acotada.

19. M(B,0,s,a,u) satisface la siguiente condicién de equicontinuidad: dados los conjuntos
compactos L C RP, Ty C T y § C Ry, para cualquier ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si
181 =Bl < 0,101 =02 <3, [s1—s2| <dy[ur—uz| <0 donde By,8, € K, 61,0, € S',
S1,82 € Sy uy,uz € U(Ty) entonces

sup |M(ﬂ17 917 S1, @, ul) - M(ﬁQa 92) S2, @, U2)| <e€.

a€R

110. M(,0,s,a,u) es una funcién continua en (3, 8, s, a,u) y 15 (u) es una funcién continua
en (3,0, u).

El siguiente teorema requerira que la escala robusta condicional Sgg(u) = MAD(Fge.)

. s . c.t.p.
sea una funcién continua y que sup |[sge — Sg.0l/0,.0 — 0. Estos resultados pueden ser

Bek,0eS!
probados utilizando técnicas andlogas a las empleadas en Boente y Martinez (2017).
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Teorema 3.3.14. Sean K C RP, § C R.y conjuntos compactos y To C T un conjunto
compacto que cumple que existe 69 > 0 tal que Ts, C T, donde Ts, es la clausura de una
do—vecindad de Ty. Supongamos que se satisfacen las condiciones C1-C3, I8-110 y la siguiente

(C) la familia de funciones § = {f(y,x) =p ((y — B'x —a)/s) : BE€ K,s € S,a € R} tiene
un nimero de cubrimiento tal que sup N(e,§, L*(Q)) < Ae™, para 0 < ¢ < 1, Q una

Q
medida de probabilidad para (y,x) y A,W > 0.

Luego, tenemos que

c.t.p.

(Z) sSup ||Mn<1879787aa')_M(670787aa')||0700—>0-

Bek,0e81 5€S,aeR

b) Si inf lim M(B,0,5, ,a,u) — M(B,0,S M : >0yl
) Si it Tin M(8,6,Spo(u) 1) ~ M(8.,Saolu) tsou). )] > 0 1 1o
funcion M(B,60,Spe(u),a,u) tiene un tinico minimo en nj o(u), entonces
~ % c.t.p.
sup {lilgo — Mpolloce = 0. (3.:35)

Bek,0e81

Demostracién:
a) Andloga a la demostracién del item a) del Teorema [3.3.3|

b) La continuidad de 73 (u) junto con su dominio compacto implican que 7 o(u) es acotada
en K x 8' x U(Tp). Entonces, existe A(K, Ty) conjunto compacto tal que
N5.0(u) € A(K, To) para todo B € K,0 € Styu € U(Ty).

Sea Q tal que P(Q) =1y sup |sge — Sp.6llo,.c = 0 para todo w € Q). Supongamos

BeK,0eST
que
sup |70 —772579| 0,00 N0 converge a 0 en un conjunto €2y tal que P(€2y) > 0. Luego para
BeK,0eS!

cadaw € QN existe {(By, Ok, ur) hren C KxSxU(Ty), que sin pérdida de generalidad
podemos suponer tal que (By, Ok, ug) = (B, 01, ur). Asi, g, o, (ur) —nj, o, (ur) = ¢ #
0, 15, .0, (ur) = 0, o, (ur),

58,0, (Ur) — Sp, 0, (ur) — 0, (3.36)
sgp.0p(ur) — Sp, e, (ur) =0 (3.37)

y
S,Bkvek (uk> — SﬁLﬁL (uL) (3'38)

Cuando ¢ € Ry, para k y n suficientemente grandes y € > 0, sabiendo que se cumple la
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hipdtesis I9 y que Sgg(u) es una funcién continua, tenemos que

. _ 5
M(By, 01, 58,6, (ur), 0, o, (ur) + c,ur) < M(By, Or, Sp, 0, (ur), g, 0, (Ur), ur) + 3
Ademas por ([3.36), el item a) y la definicién de 7g, g, (ur),

~ - £
M(/Bka 0k= Sﬁkﬁk (uk)7 1B3,..0% (uk)7 uk) < M</3k7 0k7 584,60k (uk)7 18,0k (uk)7 uk) + g

m
™M

< My (By, Ox, 88,0, (), g, 0, (Ur), ur) + — < My (By, Ok, 5,0, (ur), 13, 0, (ur), ur) + 1

0] W

. . £
< M(ﬂk‘? 0k7 Sﬂk,ﬂk (Uk), nﬂLﬂL (UL), uk) + - < M(/Bkn eka Sﬁk,ek (Uk), TlﬁLﬂL (UL)J uk) + 5

. 7
< M(Bln OLJ SﬁL,OL (UL), 77,@L,0L (UL)J U’L) + gg-
Por lo tanto, llegamos a que

M(ﬁL, 0;, S,@L,HL (UL),UEL,QL (UL) +c, UL) < M(ﬁu 0, S,GL,BL (UL>> TIEL,eL (UL), UL) + €.

Debido a la buena definicién de 7 o(u) por el ftem b), resulta que ¢ = 0, lo cual es un
absurdo.

Si ¢ = 00, 15, g, (ur) — 00. Debido a la condicién de equicontinuidad I9, a (3.38), a
(13.36) v a (3.37), de manera anéloga al Teorema se llega a una contradiccion.

En conclusién, se prueba ((3.35). B

Observacion 3.3.15. Del reciente Teorema enunciado, utilizando la condicién I8, se deduce

que para cada conjunto compacto K C R? y para cada conjunto compacto & C R+, la familia

de funciones § con p una p-funcion, forma una clase euclidea, entonces es inmediato probar que

tiene un nimero de cubrimiento satisfaciendo sup N (e, §, L'(Q)) < Ae™", para 0 < ¢ < 1,
Q

con Q medida de probabilidad para (y,x) y A,/W > 0.

Observacion 3.3.16. El Teorema anterior puede generalizarse para otros estimadores de
escala robustos e(83, 6, u) en lugar de Sgg(u) modificando el item ) y las hipdtesis del b) de
la siguiente manera:

i) la funcion M(B,0,¢(B,0,u),a,u) tiene un dnico minimo en nj 4(u), siendo e(B3, 6, u) un
estimador de escala robusto de Fjgg,.

b) se pide ademds que e(3,0,u) sea una funcién continua, e,(3,60,u) sea un estimador de
escala robusto de F,@ﬁ,u y

c.t.p.
sup Hen(ﬁa 97) —€<,B, 07')“0,00 —p>0
Bek,0e8?!
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Apéndice
Demostraciéon del Teorema [3.3.5:
Denominemos

Fi,.(8,0,r,u) = Z]I (—o0,r] (Y — B'%x)Kp(0't; — u) y Fon(0,u) = ZKh (0't; — u)

siendo como ya definimos Kj(u) = K (%) /h. Notemos que Fﬁ 0u(r) = F1,(8,0,7,u)/Fo,(0,u)
y por lo tanto

|Fa0.u(r) — Faou(r)] <[[Fin(8,0,7,u) — B(F1,(8,6,7,u))]
+ [E(F1n(8, 0,7, 1)) — Fig.u(r)E(Fon (0, u))]
+ |Ff3,0,u(r)||F0n(0) u) - E(F0n<07 u))H/FOn(ev u)

Como en la prueba del Teorema m, para demostrar (3.23)) alcanza con probar que

c.t.p.

sup  sup sup |Fi,.(8,0,r,u) — E(F1,(8,0,r,u))| —> 0, (3.39)
BeK,0€S! uell(To) rER
sup  sup sup|E(F1,(8,0,7,u)) — Fge.(r)E(Fo,(0,u))] — 0. (3.40)

BeK,0€S! ueld(To) r€R

Las pruebas de (3.39) y la de (3.40) siguen usando argumentos analogos a los empleados
en el Teorema [3.3.3] para demostrar (3.16)) y (3.17), respectivamente . B

Demostracién del Lema [3.3.6k

Dados 3%, 0%, u* existe un ¢* = ¢(3%, 0%, u*) tal que Fg g+, (c*) < £/2. Como por 12 iii)
Fgg.(c) es continua en (3, 6, u), entonces existe un 6 = §(3*, 0, u*) > 0 tal que si [u*—u| < 9,
18" — B <9, ||0" — 0] <, entonces Fgg,(c*) < e.

Sea B,(a) la bola de centro a y radio r. Como K x S* x U(Ty) C UBs(g0.4)(8, 0, u), por la
compacidad existen (3;, 6, u;),1 < i < k, tales que KxS* xU(Ty) C U, Bsg, 0,.u)(B;, 05, i)

Sean ¢; = ¢(B;, 0;,u;) € R tales que Fg_ g, 4,(ci) < e/2 paratodoi=1,...,k Tomando ¢ =
min; <;<x ¢; obtenemos la primera desigualdad, ya que dado (3,60, u), para algun i, (3,0, u) €
Bs(8,,0:,u) (85, 0, u;) y en consecuencia Fgg,(c) < Fggu(c;) < e. La segunda cota se obtiene
de forma analoga. l

Demostracién del Lema

Como consecuencia del Lema , al cumplirse I2 iii) tenemos que existen constantes
c < dtales que Fgg.(c) <1/8y Fgou(d) >T7/8si B €K, 0S8, uel(T).

Dada la convergencia de sucesién de distribuciones condicionales que resulta de ,
tenemos que dado & > 0, existe ng tal que si n > ng entonces —& < Fg.,(r) — Faou(r) < e.
Por lo tanto, si elegimos & = 1/8, para n > ng se obtiene que Fag.,(c) < 1/4y Fag..(d) > 3/4,
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por lo que si gg(u)(u) denota a la mediana respecto de la distribucién Fag,,, entonces
c < mge(u)(u) < d, de donde resulta que sgg(u) < d — ¢, con lo cual basta tomar B = d — c.

Por otro lado, por I2 i) resulta que Fgg, es una funcién de distribucién continua para
(8,0,u) fijo. Por esta razén, fijado (B*,0%,u*), B* € K, 0 € S, u* € U(Ty), existen
constantes ¢* = ¢(8", 0", u*) y d* = d(B",0",u*) para las que

1 7
F* * u* ) = = R F* *u*d*:—'
promar(C) = 3 prona(d) = 15
Ademads, por 12 iii) sabemos que existe un ¢* = 0(8",0%,u*) tal que si |B" — B| < %,
|0" — 0| <y |u* —u| < 0%, entonces

1 1 7 7
< Fygulc) < - L e < Fagu(d) < = te.
5~ <1lbs (C)<3+€ A TR B3,0.u(d") T

Razonando como en el lema anterior, por la compacidad existen (3;, 0;,u;), 1 < i < k, tales
que K x 8 x U(Ty) C UL Bs(a, 0.u) (B, 0:,w;) y para cada uno de ellos existen ¢; y d; tales
que Fg. 0,.,(ci) =1/3y Fa. 6,u,(d;) = 7/10, de manera que si (3, 0,u) € B, 0,u)(B; 0i, ;)
entonces
- — F, )< 1 T Fgo.u(d;) < 1 +
3 < g,gyu(cz)<3+€ Y 10 e < Fgou(d; TR

Asimismo, como por I2 i), existe un v > 0 para el cual

1 1 7 7
5_25<FB,07u(Ci—V)<§+25 y 1_0_25<FB,0,u(di+7/)<E+25.

En consecuencia, la convergencia de la sucesion de distribuciones condicionales dado (3, 0, u) €

Bs(a,,0:u)(Bs,0i,u;),1 < i < k, para n > ng resulta que

1 - 1 7 A 7
33 <Ipoules—v) <343y 153 <Fpeuldi+v) <5+ 3k

Por ultimo, tomando ¢ < 1/60, para n > ng , 1 <7 < k, obtenemos que

N 1 N 1
FB,ﬂ,u(Q’) < 5 ) F,e,gm(ci — V) > Z_l
y ademas
N 1 “ 3
Fpo.u(d;) > 5 Fgou(di+v) < 1

de donde se desprende que ¢; < mgg(u)(u) < d; para todo (3,0, u) € B, 0,u,)(Bs, 0, 1), 1 <
i <k, y ademés sgg(u) > v para todo B € K, 0 € S', u € U(Ty), n > ng y alcanza con tomar
A=v. 1
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Demostracién del Lema [3.3.10k
a) Por la condicion 16, existen a > 0ye > 0 tales que

1

inf P(ly — B'x — nj (0"t >
111 (’y /BX 77,3,0( >| > a) = 2||p0||oo +

BeK,0€81

€.

Usando esta desigualdad y el hecho de que py es una p-funcion que cumple R1 y R2,
obtenemos que para cada (3,0, s) € K x S* x Ry

L(B.6.5.m36) = po (T ) Blly = B'% = m36(0')] > a) + po(0) By — Bx = 1j5,9(6't)| < @)

S (a)( 1 +>
) z—t¢].
=5 2100l

En consecuencia,

1

lim inf L(B,6,5,1736)> |lpolloc (W

1 1
= — o€ > —.
s\\0 Bek,0e8! * €> 2 +llpolle e

2

Luego, existe s, > 0 en un entorno del 0 tal que para cualquier 8 € K,0 € S!,
L(B,0,s:,m34) > 1/2, lo que implica que o(3,0) > s..

Para probar la segunda desigualdad, usaremos que para cada (3,0) € K x S! y cada
real a > 0,

P(lyl + 18'x + nj36(0't)] > a) < P(jy| > a/2) + P(|B'x + 15,4(0't)| > 0/2).

Al ser y una variable aleatoria y cumplirse la condicién I7, el miembro derecho de la
desigualdad puede ser tan chico como se quiera uniformemente sobre K x 8!, para valores
de a suficientemente grandes, por lo que para € = 1/(4]|po||~0), existe ag > 0 tal que

sup  P(ly| + [8'x + 15,4(0t)| > ap) < €.
(B,0)ekLxSt

Luego, dado s > 0,

* p = ;
L(B.0.5.730) < ool Blly — B ~150(6'6)] > 00) +po () Blly — B — 13,0(6't)| < )
. «
< [lpoll< By = B'% = 136(6°t)] > a0) + po (=) .

de donde resulta que

N . Qg 1 Qg
sup  L(B,0,5,m3) < llpolloc €+ p0 (=2) = 1+ 00 (2) -
(B,0)eK xSt S 4 s
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Como consecuencia, se obtiene que

lim sup  L(B,0,5,1n5,) <
5+ (3.0)ekxS? ( ;3,9)

<

?

e
N | =

y por lo tanto, existe s, suficientemente grande tal que L(8,0,s,,m5,) < 1/2. En
conclusién, o(8,0) < s, cuando (3,0) € K x S'.

Sean B € K y 8 € 8! fijos. Por la condicién I5, dado s > 0 se tiene que

a Aty % Ott oty o« ett
£<p0(ﬁ/ ,BXS77579( )>>i=3—12(¢0(’y Bxsng,e( )’>>|y—,3tx—772§79(0tt)|

1
<~ [1ollse -
S

Ahora bien, dado sy > 0 arbitrario, la desigualdad anterior implica que para cualquier

s € [50/27 +OO>
B ( (y—ﬁtx—n;%,ewtt)»
s \ 70 s

y por lo tanto, en un entorno de sy tenemos que |2 (po((y — B'x — M56(0t))/5))| es
integrable. Luego, aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada resulta que

A=)

Al ser sg arbitrario, queda probado b).

< 255" [l

Consideremos

~ 21[p0]]ee o\ gek 9es!

5:§<(1 L)—h’m sup P(!Z/—ﬁtx—ﬁg,e(ett)\ﬁa)>’ (3.41)

que es un numero positivo por la condicién 16, y tomemos

1

d=
lpolls! +&

(3.42)

que verifica 0 < d < ||po||ee. Como pg es una p-funcién, por R3 e I5 existe un tnico
a > 0 tal que po(&@) = d. Fijemos 0 < §5 < s, suficientemente chico, siendo s, el limite
inferior del item a) de este lema, tal que

~  Sc
w (a5 ) <l
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Como por el ftem a) de este lema (3, 8) es positiva para cualquier 3 € Ky € S', por
el Lema 3.1 (c) de Sakata y White (2001), L(3,0,0(3,8),7n54) = 1/2. Por lo tanto,

%ZPO(&)P(ry—ﬁx—ng,o<0t>| >d>+pO(O)P<Iy—ﬁX—nE,e(9t)I Sd)

o(B,0) o(B,0)
At % ott
EPO(&)P<’Z/ ﬁ:(ﬁ 7705),9( ) >5z> ‘
Luego
>

o(B,0) 2p0(@)  2|lpolleo

donde la igualdad se deduce de que po(@) = d, con d definido en (3.42)). De esta forma,
para cualquier s € [0(8,0) — ds,0(83,0) + ] resulta que

— Bix —n% (0 1 1
P(’y B'x 77579( )| >§ = 4_%7 (3.43)

]P)<|y—5tx—772§,e(0tt>’ >0~4 ) ( ﬁx—mae(e t)| > & Se )
S (5 Sc (55
. ly — BX Uﬁe(gt ) se o(B,0)—d,
‘P< OS5 0(B.0)
§P<|y ﬁX—TI39<9t)|>d Sc Sc_(ss>
Se — 05 S

ﬂX 77,39(6” )| ~
_IP’< -(3.0) >a>.

De ([3.43) y esta tltima cadena de desigualdades, obtenemos que para
€ [0(137 0) - 687 O'(ﬁ, 0) + 53] y o1 = &Sc/(sc - 65)7

Aty % gtt 1
IP><|y B'x —nj(0't)| >&1> < +%, (3.44)

s = 2]|pol|so

Por otro lado, la definicién de € en (3.41)) implica que existe 0 < ay < a tal que para
todo B € K,0 € S,

1

P(ly — ﬁX—%o(et)|>o‘2(89+5))_W

+ ¢,

siendo s, el limite superior dado en el item a) de este lema. De manera andloga a la
cadena de desigualdades anterior, se tiene que para cualquier 3 € K,0 € St y
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€ [0(B,0) — ds,0(8,0) + 04
b <|y — B~ 156(0't)

- > az) > P(ly = 8% — 155(6"t)| > 0 (s, + 0,)).

Por lo tanto, con las dos ultimas desigualdades obtenemos que

— B'x —n% (0"t 1
P('y Bx ~130(0'0)] >a2) > te. (3.45)

s ~ 2llpollso

Combinando (3.44)) y (3.45]), obtenemos que

Ix —n* (0t
P<a2 v~ 8%~ 30 >|Sal>Z

DO ™

S

con lo cual para cualquier B8 € K,0 € S'y s € [0(8,0) — d,,0(8,0) + §] resulta

condicionando
9] \ ly — B'x — 154(0°t)] .
‘@L(ﬂ, 0,5,1m50) Yo < . Be ly — B'x — nj5,4(6't)]
ly — B'x — 15 4(0°)] .
( 02 )y — Bx — 0 0')

_ Blx — % (0t _ o't
a2<|y Bx —nj56( )’§a1]1@<a2 ly — B'x — 15 4( )’§&1>

=s’E

_2E

- S S

> 5,2 inf Wole) =

>0,
z€[az,a1] 2
donde la ultima desigualdad es cierta independientemente de 3,0 y s y tenemos que
inf wo( ) > 0 debido a la definicién de p-funcién (item R3). Tomando infimo se

z€[az,a]

prueba lo buscado. B



Capitulo 4

Distribucion Asintotica

4.1. Resultados Principales

En esta seccion probaremos que, bajo condiciones de regularidad, los estimadores que se
proponen, se distribuyen asintéticamente normal. Para ello, necesitaremos suponer que t € T
siendo 7" C R? un conjunto compacto. Denominemos Uy(7T) = {05t : t € T}, y para
v : A — R una funcién continua sobre A C R un conjunto compacto, notaremos

[[v]]4,00 = sup [v(w)].
ucA

El estimador (,@,5) de (B, ) verifica

(B,@) = argmin Gn(ﬁ,O,G, ﬁ@@). (4.1)
BERP O€S!

Sabemos que
R 0
V(g,e)Gn (,379;Ua77ﬂ,0)|(g79):(ﬁ,5) +in ( 0 ) =0

debido a la restriccién ||@|| = 1, siendo ¢,, el multiplicador de Lagrange asociado, y puesto que
todas las funciones asociadas son diferenciables.
Si llamamos
W (XZ) )
u:0tt1;

0,,(8,6) Zw (y" —Bxi—Tpo(® ti)) <xz + L golu)

G B
y
Y — /sz Uﬁe(gt)) a’\ a/\
U2, (8,0) = 1/’( g 'lB.0(U T g, et bi | wa(xi)
on Z L = 50 3,0( )u:Gtti u 3,6( )uzett,- 2(X;)
tenemos

o (3)- (049 (3)
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Haciendo una expansién de Taylor de orden 1

1

|, (0 B -8B,
0= [Ln ( 9 > +ﬁmn(ﬂ0,00)+mn\/ﬁ< 9_ 6, )] NG (4.3)

con M,, = DV, (B, é), siendo DV, la matriz diferencial de ¥,,, 8 un punto intermedio entre

B, v By 0 intermedio entre 6, y 6.
Llamaremos

X + %ﬁﬁﬁ(u)‘

X(Xa t: /807 007 UO) - (ﬁ,oﬁ):(ﬁoﬁo,uo)

o~ 0
56718:0 ()] (5.6, 3 80.0) + 507180 (0)] (56,13, 80.0) ©

Para simplificar la notacién, denotemos 7 = (b,a,r), siendo b € R?, a € S, r e Ry
definamos

X; + 2571 o(u)‘

OB (B .0,u)=r

Ai(T) = At ) = |, 25 t;
8077679(“)|(,@,9,u):r T Bunﬁ"g(u)‘(ﬁ,&u):f ’

y
= S (T (Ti(m)he
Fi T) .= F ti,’T = ~ fa
()=t ) ( ) (Folr)a
donde
P O Faolu)
(Ty(7)) —7g,6(u
H 8/82 (B,0,u)=T1
. 5?2 o? .
Li(r ng.e(u + u t;
(Ti(7))12 8630%,0( )(ﬁ’e’u) ) aﬁaunﬂe( )(ﬁ,e,u):r
_ o2 o '
(Li(T))21 = momamp.0(u) + t; np.e(u)
0008 (B.0.u)= uop (B.0u)=
y

Fir) = (%ﬁmw

) | ( 7 |
+ t; ﬁﬁ,e(u)‘
(ﬂ:eu“):T aeau (ﬁ,@,u):—r

t
) it
(B,0,u)=T1

Asimismo, llamaremos A;(T) y I';(7) a las respectivas versiones de A; y I'; que involucran a
la funcién ngg(u) en lugar de 7g¢(u).

82
auao nﬁﬂ(u) ’(ﬁﬁ,u)_’_ 7 + < au2 nﬁ,e(u)
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Para obtener la expresion de la distribucién asintotica, definiremos

n

-~ : — Boxi — g, 00 (Ot ~
Vo = V(B0 00) = 5= >t (y B — Ty Ot))m(xi)xi(mm (14)
i=1

siendo para cada i € N, 7¢; = (B, 0o, Opt;) v la matriz diferencial de V¥, evaluada en (3, ):

- i — B'x; — g e (0"t S ¢
DU,(8,0) ==~ >y (y B~ Tl t)>w2<xi>ri<ﬂ,o,eti>
=1

11 (yz- — B'x; —1jpe(0't;)

) ws(x) (B, 6, 60't)X,(8,6,6',).

— -
o2 n o
(4.5)
Por lo tanto, resulta que
~t ~t
11 i —Bx; — 1350 t;) P
M, ==, Z% ( > po we(x;)T4(8, 0,0 t;)
i " B'x; — 115,50t (45)
i — P Xi — 134 i N AT
-=-Y (y 5.4 ) ws(x:)Mi(B, 0,0't)N(3,6,6't,) .
o2 n = o
Denotemos 1
M = —EE(Xl(el)W(Xl))\l(701)At1(701)) : (4.7)
0
Vo= L LS (e unta) M (o) (1)
n—o_o\/ﬁi:1 1€ ) W2 7 7 0z .
y para j € N definamos
N 00 yi — BoXj — no(w) .
Ej(u) := E(y;,xj,u) = AL(w) (& < o wy (x;) (4.9)

donde A'(u) = E(x1(€e1)wy(x1)|05t1 = u). El comportamiento asintético de los estimadores
requerird también de

(t) =E <mxl<el>wz<xm<m>

t) = t) , (4.10)

donde recordemos que fg, es la densidad marginal de @},

W = (e )wa(x0) Aa(Tor) — 5 B (B51)y(81) fon (B4t:1)
oy o
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Y =E(ww') . (4.11)

Definimos las funcién
ml(Vl, V2) = E(E1<96t2) ’ (thtg) = (V17 1/2)) . (412)

N1.

N2.

N3.

N4.

N5.

N6.

N7.

N8.

NO9.

T C R? es un conjunto compacto, convexo y con interior no vacio.

i) Las funciones g 9(u) y ng,6(u) son tres veces diferenciables en (3, 8, u) con derivadas
parciales terceras continuas.

i) {1736 — Mol L5 0 siendo (B, é) un estimador consistente de (8, 0y).

iii) Para cada 3 € R?, @ € R? y t € T fijos, tenemos que 7z 0(0't) — 15,0(6't) Loy
n**||7,.60 — M0l| oo L5 0. Asimismo, para v = (3, 0, u)

o P '
n'/* F(%,e—%ﬂ) — 0 paraj=1,....,p+qg+1
Y (B.6)=(80.60) ||
oF P
5o (8.0 = 113.6) 50 k=23
(ﬁvg):(ﬂOvGO) 00

p1 es una p-funcién tal que p; € C3(R). Sus sucesivas derivadas son ¢y := pl, x1 := p} vy
X}, todas acotadas. Ademés las funciones y;(e)e, xj(e)e y x}(e)e? son acotadas.

Las funciones w; y wy son no negativas, continuas y acotadas. Ademaés, la funcion ws(x)x
es continua y acotada.

B (ws(x)|x|[*) < oo

fo, es una funcién acotada y derivable con derivada acotada y tal que ggf_ fo,(05t) > 0.

Las funciones E(y,x,u), su derivada parcial de primer y segundo orden respecto de u,

8m1 " 827711

— (v, v my(vy,Vy) = ————
( 1 2) y 1( 15 2) 81/281/5

31/2

my(vy,vs), my(vy,vs) = (v1,v5) son continuas y

acotadas.

K : R — R es una funcién no negativa, par, acotada y de variacion acotada tal que

JK@w)du=1, [uK(u)du=0, [v*K(u)du<ooy [u*K(u)du < co.

La matriz M; € R®Te-D)x(r+a-1) o5 o singular, donde M; es la submatriz cuadrada
superior izquierda de M definida en (4.7)).
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N10. Lamatriz 3; € Reta-1x{+a-1) o5 no singular, siendo X; la submatriz cuadrada superior
izquierda de X definida en (4.11)).

Observacién 4.1.1. Los supuestos anteriores son similares a los realizados en el contexto de
robustez en modelos semiparamétricos, tales como Rodriguez (2008), Boente y Rodriguez
(2012) y Agostinelli et al. (2020). Mas precisamente, la condicién N1 es habitual en el
contexto de robustez en modelos de indice simple, ver, por ejemplo, Agostinelli et al. (2020).
La condicién N2 es similar al supuesto M1 de Boente y Rodriguez (2012). En la Observacién
4.1 del citado trabajo se nota que el hecho de que el nticleo sea continuamente diferenciable y
el Teorema de la Funcién Implicita implican que 7jg g(u) es continuamente diferenciable en u y
dan argumentos para derivar la convergencia uniforme requerida. Por otro lado, las condiciones
N3, N4, N5, N9 y N10 son habituales en el ambito de la robustez en el campo de modelos
de regresion y resultan adaptaciones naturales al modelo tratado. En particular, N9 y N10
son suposiciones comunes de las regresiones robustas que permiten obtener estimadores de 3
y B con tasa /n. Por ltimo, las condiciones N6-N8 son habituales en robustez en el d&mbito
de modelos de indice simple, ver por ejemplo Boente y Rodriguez (2012) y Agostinelli et al.
(2020).

El siguiente lema da la convergencia en probabilidad de la matriz M,,.

Lema 4.1.2. Sean 3, 0 y & estimadores débilmente consistentes de By, 6o y 00, respectivamente.
Supongamos que T C R? es un conjunto compacto, que la sucesion de vectores aleatorios

, . ‘ o P
{t;}ien estd contenida en T y que se satisfacen las condiciones N2-IN5. Entonces M,, — M,
cuyas respectivas expresiones se encuentran en y ¢

Demostracion: Denotemos por 7; = (,é, 0, étti) con ¢ = 1,...,n. Para demostrar que M,,
6

converge en probabilidad a M, descompondremos M,, = Z MS) siendo
i=1

n ~t
11 i — B x; — no(0ht;
M,sll) _ 552 :wl (y ﬁ ~ 770( 0 )) WQ(Xi)Pi(TOi)a
i=1

@ 11 - Yi — Bth‘ — ﬁﬁ,é(étti) ~
Mn = 55 Z (3 5 wQ(Xi) [R’(Ti) - ri<TOi)] )
i=1

(3) 11 - Yi — thi - EZ -~ nt t
M® = O DR wo (%)L (7o) [775,9(9 ti) — 770(90@')} ,
i1
~t
11 i — B x; — no(0ht;
M@ = O b= P = (Bt wa (%) i (Toi) i (Toi)
i1
~t ot
11 Vi —Bxi — 1550 t;) ~ ot
MS’) = —55 le — B ’wg(Xi) [Az(Tz)AZ(Tz) - Az(TOz))\Z(TOZ)} )

g
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n ~t e
11 yi —Bxi—§& ~ ot
M) = =5 > X (T) w2 (X)X (Toi) Ni (To:) |T5,5(0°t:) — 770(96’%‘)] )
i=1
donde para cada i € N, tanto & como {; son puntos intermedios entre ﬁ&é(étti) v n0(0ht;).
Por las condiciones N2-N5 vy la consistencia débil de los estimadores 3, 8 y &, se puede
probar en forma directa que Mgf) o para j = 2,3,5,6. .
Del Teorema de Convergencia Dominada y la consistencia de 3 y ¢ obtenemos que

=~ X1
o o 0

B [ 1 (yl -p Xl: 770(00t1)> w2<X1))\1(7'01)>‘t1(7-01)] —E {%)ﬁ (€1) wz(X1))\1(7‘01)>\i(7’01)} :

Usando argumentos similares a los empleados en el Lema 1 de Bianco y Boente (2002) resulta
que para cualquier conjunto compacto K C R? y para cualquier intervalo compacto & C R+

sup
BeK,0esS

o2n 4 o o
i=1

11 Z “ (Uz - B'x; — T]O(eoti)> w2(xi)>\i(7_0i))\$(7_0i) _E |:%X1 (.7/1 - 8%y — 770(90131)) w?(Xl))\l(Tm)Xi (7_01):| ‘ Py

Por lo tanto, se tiene que I\/L(f) %, M. De la misma forma, teniendo en cuenta que ; es una

funciéon impar y acotada, que los errores se distribuyen de manera simétrica respecto del 0 y
son independientes de las covariables, resulta que

© {1/}1 (Zh — BoX1 — 770(96131)) w2<xl)r(701>} ~0.

g

por lo tanto de la misma manera que con M%), concluimos que MS) i 0, quedando demostrado

el lema. W

El resultado del siguiente lema sera necesario para la obtencion de la distribucién asintdtica
de nuestro estimador. En el item i) se obtiene un resultado similar al resultado parcial que se
establece en la prueba del Teorema 2 de Carroll et al. (1997) y en el Lema 4.1 de Boente y
Rodriguez (2010), mientras que la parte iz) serd 1til en la demostracién del Teorema [4.1.4]

L1. K : R — R es una funcién no negativa, par y acotada, satisfaciendo una condicion de
Lipschitz de orden uno y tal que [ K(u)du=1y [uK(u)du=0.

L2. glf(‘T)E(Xl(El)wl(Xlﬂegtl = u) > 0 siendo Z/[()(T) = {eét 't e T}
uclo

Lema 4.1.3. Supongamos que n'/*||7)z, o, — 70| |oo L0 y que & un estimador tal que

n'/4(5 — 0y) D 0.



4.1. RESULTADOS PRINCIPALES 29

i) Si se cumplen las condiciones N1, N8, N4, N6, L1 y L2, nh* — 0 y
nh?/In*(h) — +o0, entonces

n

- . 1 - -
n 0't) — no(0it) — ———— S K, (04t — 0'8)E;(0Lt)| = —1/2
77,60,00( 0 ) "70( 0 ) nfeo(egt) Zl h( ol 0 ) ]( 0 ) op (” ) )
(4.13)

sup
teT

donde Ej(u) estd definida en (4.9).

i1) Bajo N3 y N5 |, si G es un punto intermedio entre & y og, entonces

\/_ Z <<7062> (UOEZ> wa (x;) A (T0;) [77[30,90 (Hf)ti) = 118,60 (egti)] (@ —00) 0.
(4.14)

Demostracién: i) Tenemos que

Yi — BoX;
oy 00 (1) = arganin - Zm (LB b egir, o

acR TN

que corresponde al estimador introducido en el Paso 1 de la propuesta, pero usando los
verdaderos valores de los parametros de regresion e indice simple. Derivando respecto de
la variable a y evaluando en este estimador, tenemos que para todo u

o

1 - i 7§XZ‘ -7, o\U
521/}1 (y BoxsTlsosl >> wy (%)W, ; (1) = 0
i=1

n 0lt. —

donde ZK <OJTU) # (0. Mediante una expansion de Taylor de orden 2 alrededor de
j=1

(00, m0(u)) resulta

u) + Ay (u) (7,00 (1) — no(w)) + A7 (u) (G — 00)

[A7 (1) (73,00 (1) — no())? + A (w) (g, 00 (1) — 10()) (G — 00) + A} (u) (G — 09)?]
(4.15)

+1
2
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donde

0o

Wn(U) _ %Z% (yz - ﬁOXi - 770(“)) wl(xz)Kh(egtz o U)

11 ~ i — tXi — u
M) = =S (U ) 05t - )
gon — ao
11 & (Bt (Bt
Ai(u) - _ - i (yz ﬁoxz 770(“)) Yi ﬁoxz UO(U)wl(Xz)K}L(egtz . u)
oo N i1 0o 0o
11 u Yi — ﬁtXi —é
Ai(u) - 52, ZX& <+ w1<xi>Kh(06ti —u)
=1

2 1 yi — Bhx; — €\ yi — Bixi — & yi — Bhx; — €
o - 25 (s

=1

w1 (Xz)Kh(eétz — u)
A (u) = 11 Z L (W) wy (x;) K (04t — u)

g2n 4 g

=1

con 1(z) = X)(2)22 4+ 2x1(2)z v (6,€) un punto en el segmento que une (3, 718,,60 (1)) con
(90, m0(u))-

Como T es un conjunto compacto, nh —» +00 y se cumplen las condiciones N1 y N6, usando
el Lema A.1 de Boente y Rodriguez (2010), tenemos que

1 — . .
sup | = Y K (05t; — O4) — fa, (O4E)| 2 0.
EET n i=1
Por lo tanto,
1 « N
sup — > Ku(0t; — 0t) = Op(1). (4.16)

teT n i=1

Usando , que o es un estimador consistente de oy y las condiciones L1 y N3, resulta
que para j = 3,4,5 ||Afl||u0(¢)700 =0Op(1).

Ahora veamos que para j = 1,2 se tiene que ||A? — fo, A7 |juy(1).00 = Op(h) + 0p (n_1/4).
Como nh* — 0y nh?/In*(h) — +oo, podemos usar nuevamente el Lema A.1 de Boente y
Rodriguez (2010), pero en este caso el item b), obteniendo que



4.1. RESULTADOS PRINCIPALES 61

Al (u) = E(AL(u)) + op (n~/*) uniformemente para u € Uy(T). Calculemos E(A},(u)):

B4}(w) = 2 3 ( (L2 g ot ) )

0o

11 v — Bexi — no(u)

= ———§ E ( K,(0it; — w)E 0 NCAT
) - ( h( oY U) (Xl ( o0 wl(Xz) oY
1 .

Mediante un cambio de variables en el integrando, el Teorema del Valor Medio y el hecho de
que el niicleo K es no negativo, par y cumple [ uK (u)du = 0, deducimos que

sup_ [E(K5(65t: — u) A" (u, 05t:)) — A (u) fo, (u)] = O(h) .

Luego, Al (u) = —A'(u) fg,(u) /o0 + O(h) + op (n=1/4).
Como la funcién yi(e)e + 11(e) es una funcién impar y acotada, € tiene distribucién
simétrica respecto de 0 y los errores son independientes de las covariables, resulta que
A%(u) = E[(x1(e1)er + 1(er))wi(x1)|@hty = u] = 0. Por lo tanto, obtenemos que A?(u) =
O(h) + op (n™'/*). Reemplazando lo obtenido en (4.15), conseguimos la ecuacién:
~Wa(u) = — A (u) fo, (w) /o0 (1 + O(h) + op (n71/*)) (73,0, (w) — 1m0(w))
+ (O(h) + 0p (n7V*)) (@ — 0) + Op(1) (7,0, () — mo(w))?
+ Op(1) (0,00 (w) = 10(w))(@ = 00) + Op(1)(G — 00)*.

Por las condiciones N6 y L2, inf )A1 (u) fo,(u) > 0. Luego para u € Uy(T),

730,00 (1) = 1o u ZKh 0it; — u)E; (u) =(O(h) + op (/1)) (G, 00 (1) = mo(u) + & — o)

nf 0, (u

+ Op(1)(7lg,.00 (1) = mo(u) + 7 — 00)*.

En concluswn probamos i) usando que nh* — 0, que n'/*||7jg, 0, — M0||oo 20y que
/4G — o) 50,
it) El resultado es una consecuencia directa de N3, N5 y de que n'/4||7j3, 6, — 70||oo 50
y n/4(G — a¢) Lom

En la demostraciéon del siguiente teorema haremos uso de algunas nociones relacionadas
a procesos empiricos. Haremos referencia a resultados que pueden consultarse en van der
Vaart y Wellner (1996) y Pollard (1984), pero a los fines de completitud recordamos algunas
definiciones y resultados.
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La nocién de Q—medibilidad de una clase de funciones F puede hallarse en van der Vaart
y Wellner (1996) pag. 110 y es necesaria para garantizar la medibilidad de supremos sobre la
clase F.

Sea F una clase de funciones con envolvente F, es decir |f| < F.Vf € F, y Q una medida
de probabilidad. Dadas dos funciones f y g, el bracket [f, g] es el conjunto de funciones ¢ con

f < €< gyune—bracket es un bracket [f, g] con ||g — fllg2 < €, donde || f|lo.r = (E@(]f|r))%

Denotamos N[j (¢, F, L?*(Q)), al nimero bracketing, es decir al minimo ntimero de e —brackets
necesarios para cubrir F. Las cotas inferiores y superiores pueden no pertenecer a la clase F,
pero deben tener norma ||.||g,2 finita. Llamaremos J;j(d, F) a la integral bracketing definida
como

1
T6.7) = [ \/1+108 (M) € [ Plloa. 7. 1(@) .

La funcién Jjj es creciente, J)(0, F) = 0y J;j(1,F) < 0o. Sean Xy, ..., X,, vectores aleatorios
i.i.d. con distribucién comin P, J;;(d, F) — 0 cuando § — 0 para clases de funciones F que
satisfacen la condicion de entropia bracketing, esto es,

/‘w%mmﬂmmﬁpwm¢<m. (4.17)
0
Un resultado que sera de gran utilidad esta dado por la siguiente desigualdad.

Desigualdad Maximal para Niumeros Bracketing. Sean X4, ..., X, vectores aleatorios
i.i.d. con distribucién comlﬁn P. Sea F una clase P—medible de funciones con envolvente F'
tal que || F||pa = [Ep(F?)]2 < 0co. Dado § > 0, sea

O F|le2

a(0) = :
Vl +1og (N{] (]| Fle.2, F, L2(P)))

Luego, si ||f|lp2 < 0 || F||p2 para toda f € F, existe una constante A independiente de n, tal
que

sup [T, (f)]

Sup < AJ (6, F) ||Fllpe + VnEp (FI{F>\/EG(5)}) <AL F)|F|ee,
€

P,1

n
donde T, (f) = v/ (% S (f(X) —E (f(Xl))) .
i=1
Otro concepto relacionado es el del niimero de cubrimiento. Denotamos N (g, F, L*(Q)) al
nimero de cubrimiento, esto es al minimo niimero de bolas de radio ¢,
B(e,g) ={h : [|h—g|lg2 < €}, necesarias para cubrir F. Los centros de las bolas no necesitan
pertenecer a F, pero ellos deben tener norma ||.||g.2 finita.
En particular, las clases de funciones monétonas y acotadas y las clases de funciones que
son Lipschitz en un parametro satisfacen (4.17) si, por ejemplo, el espacio paramétrico es
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acotado y tiene un ndmero de cubrimiento finito (ver van der Vaart y Wellner (1996) pég.
164).
Definimos la integral

{Kéf'—sm{//¢1+kg = | Flla F, I2(Q))) de,

donde el supremo es tomado sobre todas las medidas de probabilidad discretas Q con || F'||g2 >
0. La funcién J es creciente, J(0,F) = 0, J(1,F) < oo y ademds J(J,F) — 0 a medida que
0 — 0 para las clases de funciones F que satisfacen la condicién uniforme de entropia, es decir,

/sww% e 1 lloas F, L2(Q))) de < oo (4.18)

En particular, las clases de funciones de Vapnik-Cervonenkis satisfacen (4.18)). La siguiente es
la version de la desigualdad maximal para el nimero de cubrimiento.

Desigualdad Maximal para el nimero de cubrimiento. Sean Xi,..., X, vectores
aleatorios i.i.d. con distribucién Comliln P. Sea F una clase P—medible de funciones con
envolvente F tal que ||F|jp2 = [Ep(F?)]? < co. Luego, existe una constante Cy que no depende
de n, tal que

sup [T (f)|
fer

IN

QW@J432W%4
CrJ(L,F)[[Fp,2-

P,2

IA

siendo

De aqui en mas, dado un vector @ € R?, llamaremos 0~ a sus primeras ¢—1 componentes,
, . ~(g—1) A A —1
asi por ejemplo, 0 = (01,....,0,1)" y 0(()(1 ) = (Bo1, -, Bog—1)".

Teorema 4.1.4. Sea (,@,5) una solucion de que estime consistentemente a (3, 6y). Si
se cumplen las condiciones N1-N10, la sucesz’én de vectores aleatorios {t;}ien estd contenida

en T, i)y ii) del Lemal4.1. se verifican, ¢ L 0o, hm nh = 400 y lim nh* =0, entonces
n—oo
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a) V(0 — bog) > 0.

b) \/_( A(q'? ﬁO(qu) ) LN N(O,M 'S, M) donde My y 3, estdn dadas en N9 y
— Y
N10, respectivamente.

Demostracion: Como consecuencia del Lema bastara con demostrar que el resultado
vale para 8y = e, el ¢g-ésimo vector canénico de RY.

De (4.3) tenemos que

Q>>Q>

0=1 (g)+ \/_L(U,BO,OO)+M\/_<
donde

gg ) (4.19)
i X; o 0 ~
(3 Bo, 0) = Z¢1 (y 160 Snﬂo o ( b )> wa (%) XNi(T0;) -

y M, esta definida en (4.6)). Notar que Vn definida en 4.4 verifica que \A/n =+/n L
A partir del Lema [4.1.2

(/J'\, 1607 90)/3
sabemos que M, i M, donde M fue definida en 1| Por lo

~ P . s .
tanto, en virtud de que ¢ — o, para obtener la distribucion asintotica de nuestro estimador

serd suficiente estudiar el comportamiento de L, (3, 3, 6)
Sea

L0(5.6.6) Zm (yz o ﬂe(’(et))wz(xm (o),

luego notemos que

\/ﬁzn(aa /607 00)

\/ﬁ Ln(O'(), ,60, 00) + \/ﬁ [Ln(aa /607 00)

— L (00, By, 00)]
+ Vn [En(ﬁ,ﬁo,eo)—Ln(ﬁ,ﬁo,eo)] .

Comenzaremos por estudiar el comportamiento asintético de

i) v/nLn(0o, By, 6o)
H) \/H[Ln(aa /60700) - Ln(007/60700)]
111) \/ﬁ Zn(aa /60700) - Ln(a\a/@mHO)]'

Respecto del item i), cabe observar que cada término de L, (0o, 3, 800) tiene esperanza

0 y segundo momento finito dado que vy es acotada y se cumple N2 i) y N5. Luego
VnL, (00, By, 00) es asintéticamente normal y por lo tanto, es un O,(1)
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Respecto del {tem ii), veremos que v/n [L, (7, By, 00) — L,(00, By, 60)] L, 0. Observemos
que

\/E[Ln(b'\, /307 00) - Ln(UOuBO: 00)]
= i ¢ V. 0 et % i f V. 0 Ot %
— %Zzl [¢1 (y Box a-\nﬁoﬂ ( ot )) — iy (y Box U%o,o ( ot ))] wQ(Xi)Ai(TOi);

0
Consideremos la j—ésima coordenada de esta diferencia y definamos el proceso

— Boxi — Oeti — Boxi — geti
ng \/—Z [wl (y Box ;7,30,0 ( Ot)> — (3/ Box Uﬁﬁoﬁ ( ot ))] w2(Xi)()\i(TOi))j;

0

con lo cual bastard probar que para todo j = 1,...,p + ¢ se cumple que J7(7) i 0, o dicho

de otra forma que dado £ > 0, '
P(|J)(o)] >¢) — 0. (4.20)

Para ello tomemos S = (00/2,200) y definamos la siguiente familia de funciones

Hj — {hf,(y, X, t) _ [¢1 <y2 - /BOX - 77ﬁ0,90 (00t)> _ ¢1 (y - /BOX — 7750790 (Oot) >] y

o 0o
wZ(X)Aj(Xataﬁov 007 Hgt)> OlS S} )

siendo \;(x,t, B, 00, Opt) la j—ésima coordenda de A(x,t, By, 0o, Oyt). Por el Teorema del
Valor Medio obtenemos que

| (y,x,t) — hi(y,x,t)| < =
ag

(yz ?7@0 0, (0 t)) Yi — BoX — g0, (04t)

|UJ2 j Xatw@m 00a et )(U* - 0‘)| )

siendo & un punto intermedio entre ¢* y ¢. Si notamos ¢(u) = u x1(u), por la condicién N3
tenemos que ¢ es acotada y por lo tanto, para o,0* € § vale que

. , 2 AR
‘hif* (y,x,t) - hf,(y,x,t)\ < O__OH\/ wQHooH(p”oo’ w2(X))‘j<X7t71807 907 0617)”0'* o O-’ ’

Entonces, si notamos By = 2||\/Ws||oo||¢llc/00 ¥ D(y,%,t) = Bi|\/wa(x)A;(x, t, By, O, O5t)]|
resulta que

e (. %,8) = B (y, %, t)] < D(y,x,t)|0" o, (4.21)

siendo D ademés una envolvente de la clase H; en L? por N2 i) y N5. Asimismo, cabe
observar que

(%) = [ (225) = 1 (9)] wa(x)A;(6x. . By, 0o, 6t)
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y por lo tanto por la imparidad de )1, la simetria de los errores y la independencia entre estos
y las covariables tenemos que E(hL(y,x,t)) = 0. A partir de (£.21)), por el Teorema 2.7.11 de
van der Vaart y Wellner (1996) el nimero de bracketing de la familia H; satisface la siguiente
condicién

N(2¢||Dllge, M, L*(Q)) < N(e, S, |- 1)) -
Notemos que para alguna constante Cy que sélo depende de o, N (g, S, |- ])) < Cy/e?. Por lo
tanto, obtenemos que las clases de funciones H; cumplen

J(0,H;) = 0sid—0. (4.22)

Como 0 es un estimador consistente, tenemos que, siendo 6 > 0, P(|g — oo < 0) > 1 —6/2
para n > ng , por lo que dado € > 0, tenemos que

P(|Ji3)| >¢) < P(|JE)| > e o0 — 5| < 8) +P(log — 5] > 0)
g
2

< IP’( sup }Ji(o)’>5>+

|oo—0o|<é

N

< 1]E( sup |J£(U)‘)—|—

€ |oo—0o|<é

En consecuencia, serd suficiente comprobar que

lim IimE [ sup ‘J£(0)| =0.
n—o0 §—0 loo—a|<d

Para ello consideremos la subfamilia de funciones de #H; definida por
'H? = {hf,(y,x,t) EH;:|lo—oo] < 5} .

Cabe notar que si k7 € M3, entonces [|h]||g2 < d[|Dl]lgz y por lo tanto, en virtud de la
desigualdad maximal existe una constante A que no depende de n tal que

E < Sup ’J%(U)|> < AJH (5’ H?) ”DHQ72 + \/EE (D<y7X7t)[{D(y,x,t)>\/ﬁa(6)})

loo—0o|<é

1
< A‘]H (57 HJ) ||D||Q72 + mE (DQ(y7 X, t)I{D(y,x,t)>\/ﬁa(5)}) . (423)

Dado que la funcién envolvente D(y,x,t) tiene segundo momento finito, el segundo término
de (4.23) tiende a 0 para § > 0 fijo y en consecuencia

E( sup \Jf;w) < AJy (6, 1,) | Dllgz + o(1)

loo—o|<é
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y ({4.20) sigue de (4.22).

Respecto de iii), notemos que tras realizar un desarrollo de Taylor resulta

\/ﬁ [En(aa /607 00) - Ln(a? 180’ 90)]

- i — BoXi — Tgy.00 (05t:) | < i — Boxi — o (Boti
_ %; [% (y Box 37760,0 (65t )> Ai(Tor) — 1 <y Fox 87730,9 (63t )) Ai(TOz’)] ws(x;)

= Ly, + Loy + L3y + Lyy + L5y,

siendo

- i : i o et i 3
L. = %;@Dl (y BOX 87750,9 ( ot )) U)Q(Xi) [)\i<7'0i) — )\i(TOi)]

11 yi — Boxi — ng,.00 (05t -
LQn _ 5% ZZIXI < 0 - Bo 90( 0 )> UJQ(Xi) [7’]50790 (eétz) — 13,00 (Ogtz)} Ai(70i>

11 & yi — BoX; — 1,0 (géti)
L3, = 5%;X1< _1Bo.80

) WQ(Xi) [Uﬁo,eo (96131') - ﬁﬁo,eo (06t,~)} [Xz'(TOZ') - Ai(TOi):|

g
111 i — Bix — & .
B =yt o (M o) [0 (0,0 685) — s O38))]” N
111 D — Boxi — & A 3
Lo = w0 (P2 o) 7 (1,0 048 0 (0580)]° [Ri() = Aran)]

con & un punto intermedio entre 7g, g, (Ogti) Y 18,,00 (OBtZ-).
A partir de las hipotesis N2, N3 y N4 obtenemos que Ls, i 0, Lyn 2o y Ls, Lo,

Veamos cémo se comporta Ls,. Observemos que

1 1 « — Boxi — O t; ~
LQn _ 5% ZXI (y /60 77:30,90( 0 )> UJQ(Xi) [nﬁoﬁo (egtz) — 18,00 (061:2)] Ai(7_01'>
=1

00

11 u Yi — /BBXZ - 77,30,90 (Bgtl) Yi — IBBXZ - 77,30:00 (egtz)
s (S o £

wa(x;) [118,,00 (O6t:) — Ngy.00 (B0t:) | Ai(T0i)

1 1
g g
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Comencemos por el segundo término de (4.24)). Por el Teorema del Valor Medio resulta que

11 <=, [yi—Bixi — ng,.6,(00t;) yi — BoXi — 1,00 (05t:)
Vi = _5ﬁ;>€1 ( = = wa(Xi) Ai(T0:)

180,60 (80t:) — T, .00 (O5t:)] [0 — 0]

siendo & un punto intermedio entre o y oy. Luego, como se cumple (4.14]) y & es un estimador

consistente, resulta que Vs, i) y lo mismo ocurre con el segundo término de (|4.24]).
Respecto del primer término de (4.24]), notemos que

1 < .
Vi, = 7 D xa (&) wa(xi) (18,00 (B5t:) — Nigg.00 (Ot:)] Xi(To:) -
=1

En virtud de que se cumple (£.13)), para u € {0t : t € T} y E;(u) definida en (4.9), se
cumple que

n

0 —no(u) = L bt: — u)E;(u) + op(n= /2
() = () = S KBl ~ ) Ey(u) + on(n ™).

j=1

por lo tanto,

n

> Kn(85t; — 64t:) E;(05t:)

J=1

1 ¢ 1
N T

- % Z X1 () w2 (x;) X (To:)op(n™/?)

y bajo N2-N5 tenemos que

n

1 & 1
1 ﬁ;XI(G)wz(X) (TO)nfeo(Béti)jzl h( obj 0 ) ]( 0 )+0p( )
Definamos
~ 1 n 1 n
Vip=—— i N (Toi) ————— K, (0t — 6't,)E. (04t
: ﬁ;[m)w(x) <ro>nf00(06ti); W(84t; — 04t,) E;(64t,)

+ Ei(0ti)v(t:) fo, (96’5@)] :
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y Namemos C(y;,%i, t:) = x1(e)wa(x:)Xi(T0i)/ fo,(05t;). Observemos que ~(-) definida en
(4.10) cumple v(t) = E(C(y1,x1,t1)[t1 = t) y que al ser K una funcién par

- 1 n 1 n
Vin="75 D> KBt — 04t)[Clus x5 ) Bi(05t;) — (k) Ei(05t:)
i=1 = j=1
1 |1
~ D | D Kn(Bit: — O5t;) — fo,(B5t:) | ¥(t:) E:(85t:)
= j=1

1 K1
-~ D> KulBits — 60t,)[Cly. x50 1) — v(8)]Ei(Ot)
i=1 " j=1

_ % > % D KilO5t: — 03t;) [y (65) — V(6] Fi(Bt;)

1 K1
-7 3 - > Kn(0t; — 04t,)[E:(05t;) — Ei(04t:)](t:)
i=1 " j=1

1 |1y
NG Z [5 > Kn(Bot: = 0t;) — fo (Bot:)

=V + Ve v v

v(t:) E;(65t;)

Observemos que E(E;(04t1)]|0ht1) = 0, entonces usando N6 y el hecho de que

sup —ZKh (64t — 6't;) — foo(egt))io,
te

por el Lema 6.6.7 de Hérdle et al. (2000), obtenemos que Vﬁ) 2 0. Para probar que \75]”) 20
con j = 1,2 y 3 bastara estudiar la esperanza y la traza de la matriz de covarianzas de cada
una de ellas, tal como se realiza en el apéndice de este capitulo.

-~ P
Por lo que resulta que Vi, — Vi, — 0 y como g Ei(04t;)y(t:) fo, (Oétl))/\/ﬁ es un
i=1
O,( 1) y 0 es un estimador consistente, obtenemos que Lo, se comporta asintéticamente como

—ZE (00t:)Y(ts) fa, (85t:) /(00\/n).

P .. .z
Veamos que Ly, — 0. Usaremos argumentos similares a los empleados para la deduccion
en ii) y para ello definiremos clases de funciones adecuadas.
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Para comenzar, notemos que

Ai(TOi)_Ai(TOi) = (Bo,00,u)=T

< (55718.0(1) — 55Mp.6(u))
&~ d 0~ 0
(5578.6(u) — @Uﬁ,e(u))’(gmgw):f + (5onp.0(u) — mnﬂ,e(u))|(50’907u)zf t;
depende de t;. Definimos 9(t;) = Ai(To:) — Ai(T0i) ¥ como en ii) trabajaremos con cada
coordenada 49;.
Para cada coordenada consideremos el proceso

1 - i — tXi - Otti
Jn(O',U> — \/_ﬁ ;¢1 (y 50 07750,90( 0 )) wg(Xi)U(ti).
Sean § = (%,20) el entorno considerado més arriba y V = {v € CHT) : |Jv]|e <
L, ||v]|c < 1}. Consideremos la norma sobre S x V como |(o,v)| = |o| + ||v||o. Cabe observar

que por el Corolario 2.7.2 de van der Vaart y Wellner (1996) para cualquier medida de
probabilidad Q se cumple que

log N (5, V. L*(Q)) < log Nyj(<, V., LA(@) < C= 7,

para 0 < € < 2, donde C' es una constante que no depende de Q.
Consideremos la familia de funciones definida por

y — Box — ng, 0, (04 t)
o

H = {houly, x.t) :2/11< )wg(x)v(t),aeS,v ev}.
Notemos que dado que v; es impar, que los errores tienen distribucién simétrica alrededor
del 0 y son independientes de las covariables, tenemos que E(hy,(y,x,t)) = 0. Como 9, y
wy son acotadas y v y su derivada son continuas sobre un compacto, h,, resulta acotada, es
decir existe una constante B tal que |h,,| < B si o € S,v € V. Ademas, tras un desarrollo de
Taylor y algunos manejos algebraicos, obtenemos que

2 x %
Mo (Y, X, ) = ho o (y, %, )] < lwaloo |:”¢1Hoo + U—OHsOHoo} (0, v) = (0", 0"
< Bly(O','U)—<O'*,U*)|.

A partir de esta desigualdad la clase resulta de Lipschitz y por Teorema 2.7.11 de van der
Vaart y Wellner (1996) tenemos que dado 0 < & < 2

Ni(eB1, H, L*(Q) < N (%,V,LQ(QD N (%S - |) :

lo que implica que

N (5811, (@) < NV Q) NS -]).
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Con lo cual la familia tiene entropia finita ya que el nimero de cubrimiento de la clase queda
acotado por los respectivos del intervalo S y de V y por lo tanto,

T(6,H) = 0sid—0. (4.25)

Observemos que por N2 ii), para j € {1,...,p+ ¢}, supses |9;(t)| i) y por lo tanto, para n
suficientemente grande, entonces

)

Como & es un estimador consistente, tenemos que P(|c¢ — 0o| < §) > 1 — /2 para n
suficientemente grande, por lo que dado € > 0, tenemos que

P( c) < p(
< P sup
loo—o]<6,[[v]|oo>0

1
< -E ( sup

€ loo—0c|<6,||v]|oo >0

jn(auﬂj) > jn(b\-a 19])

jn(a,v)‘ > 5) +0
jn(a,v)‘) +0

jn(a)D —0.

Para ello basta tomar la subfamilia de funciones de H definida por

Por lo tanto, sera suficiente probar que

lim lim E sup
n—006—0 lo0—0|<8,||v]| 00 >0

Ho = {hm(y,x, t) e H: |Ju]|e < 5} ,

y notar que
n

1

sup — h2(y,x,t) < A16%,
heHs T ; ( ) '
para A; = ||11]|% ||we||%,. Entonces,
~ 1
P < Jn(ﬁ, ’19]) > 6) < EBgAlj((S, H) +0

donde B es una constante independiente de n, de donde sigue que cada coordenada de Ly,
converge en probabilidad a 0.
En conclusién, a partir de los resultados anteriores y la consistencia de ¢ a oy tenemos que

__\/—L (00, By, 00) + 2\/_213 (B5t:)y(t:) fa, (B5t:) 2> 0. (4.26)

> € lon = 5] < 8,18l < 8) + P (o0 — 7| > 6 0|9 > 0)
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Para finalizar la demostracién, consideremos para cada 6, la matriz de proyeccion Py dada

L Ogoxa ¢+ | . En la identidad (4.19), multiplicamos a izquierda por Py,
Ogoxr I, — 600

obteniendo en virtud de la ortogonalidad

por Py =

ORP+q = Pévn + PéMn\/ﬁ < g a Igo ) . (4'27)
— VYo

Debido a la consistencia de 5, Py i Pg,. Por otro lado, como podemos suponer que 8, = e,
por la invariancia del parametro @ por transformaciones ortogonales, Lema [3.3.2] resulta que

Py, = ( Tpig1 O ) . Por lo tanto, usando (4.26)) llegamos a que j

0 0
pavni(%V),

donde W ~ N(0,X;) definida en la condicién N10. Ademds, como consecuencia del Lema
M; M,

0 0
la matriz M, M; matriz cuadrada y My vector columna; en definitiva, juntando estas dos

convergencias con (4.27)) resulta que

(M;M,)v/n ( g_ Pa ) 5w (4.28)

4.1.2, tenemos que Pz M, Lt ) siendo (M;M,) las primeras p + g — 1 filas de

Ademas, podemos reescribir a \/ﬁ(g + eo)t(é — 0y) = 0 de manera de conformar la siguiente
identidad

2600v/n (6 — 0) = —/n||6 — 6. (4.29)
Para probar el item a) del corriente teorema usaremos lo siguiente:

- \/ﬁ(é —6y) = Op(1) como consecuencia de (4.28)),

~ P . : ~
— 0 — 6 por la consistencia de 0,

- 90 = eq,
ya que garantiza, utilizando (4.29)), que
V(0 — o) = 053/n(8 — 6,) = _41\5 —0ol]* = 0. (4.30)

En conclusién, utilizando (4.28) y (4.30):
B-p B-p3 ; ;
Ml\/ﬁ ( /é(qil 0 = Ml\/ﬁ /é(qfl 0 +M2\/ﬁ(9q—90q)—M2\/ﬁ(9q—90q) 5) W,

) . qu—l) ) . Oéq_l)

junto con N9, prueban el item ). B
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4.2. Apéndice

Comenzamos por estudiar el comportamiento de Vﬁ) Calcularemos su esperanza y la
traza de su matriz de covarianzas y veremos su convergencia a 0.

Consideremos my(v1,vs) dada en ([£.12). Por la condicién N3, ¢; es una funcién impar
y acotada, ademés como los errores se distribuyen de manera simétrica respecto del 0 y
son independientes de las covariables, podemos observar que m;(vi,v;) = 0. Ahora bien,
es conveniente también observar que m;(v1,Vs) es una funcién que depende de (vq,vs)
a través de (0v1,0hv5), con lo cual se puede definir la funcién mg : R? — R tal que
mi (v, vs) = mo(04vy, 04v,). Por lo tanto,

E (—Vﬁ)) = M:—\/_EDE(KM%% — 65t1)[E1(Opt2) — Ei(65t1)]v(t1))
= n\/_ﬁlE(E(Kh(eétz — 05t1)[E1(8pt2) — E1(05t1)]v(t1)|(t1, t2)))
— P LB(K (0 2 — Ot (b1, £2) ()

—”Jﬁl om0 / mo(05¢. 0) (v — 01C) fay (v)dvdC

Uo(T)

De las condiciones N6 a N8, se desprende que
| mol@i¢.v) (o = 66¢) oy (o)
Uo(T)

_ / mo(04¢, uh + 05¢) K (u) fo, (uh + 04¢)du
Vo(T,¢,h)

075 et znt
= / [mo(egc 0:¢)uh mo( 62 ) 2h2} K (u )[fOO(GEC)"_Uhfgt G
Vo (T ,¢,h)
= { ((61¢.60) | K ) g (040 + 2oL %€) [ e Kmi @i o
Vo(T,C,h) Vo(T k)

+h/ u3K(u)mg(06C,0tht)f9t (Otbim)du] = O0(h?)
Vo(T,€,h)

definiendo Vo(T,¢, h) == {(0it — 0,¢)/h : t € T} al conjunto donde integramos luego del
cambio de variables u = (v — 05¢)/h. Como consecuencia de las condiciones N1 a N4 y la

hip6tesis nh* — 0, llegamos a que E <—\~7§i)) = (n —1)O(h?*)/y/n = O(y/nh*) — 0.
Para el calculo de la traza de la matriz de covarianzas, observemos que

~ (3 1
~Vi = =5 D Ka(Oht; — 00t [Ei(O5t,) — BBty (k) = — /2 >z

i#£] i#£]
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Por lo tanto,

- - 1 1

i#] i#]
1 — 1 <&
oY > eovZypZa)t 5 D cov(Zy, Zy)
i=1 j#k,j#i,k#i J=1 ik i#j,k#j
1 & 1 <&
+ n3 Z Z cov(Zji, Zik) + 3 Z Z cov(Zji, Zy;)
i=1 j#k,j#i,k#i J=1 itk it),k#j
n(n—1
_ nlnl) 3 ) [cov(Z1a, Z12) + cov(Z12, Za )]
nn—1)(n—2
+ ( n)g( ) [C0V<2127 Zl3) + COV(ZHa Z32) + COV(ZQ1, Z13) + COV(ZQl, Zgg)]

Necesitamos computar tr <cov <—\~/'§:;’L), —\753’3)), luego vamos a acotar cada una de las trazas

de las matrices de covarianzas detalladas.

Comencemos por el primer término. Para ello, recordemos que la traza conmuta con la
esperanza. Para cada [ € {1, .., ¢} denotemos ¢; a la constante no nula tal que v*(¢) < ¢; para

q
todo ¢ € T, siendo 7; la [—ésima coordenada de ~, y ¢ = Z .
=1
Definimos la funcion

mis(V1, Ve, V3, v4) = E([E;(04t;)—Ei(04t)][Es(05t) — Es(04ts)] | (65, ts, ) = (v1, v, v3,14)) .

Es conveniente observar que mq(v1, Vs, 3, v4) es una funcién que depende de (v, Vs, V3, vy)
a través de (061/1, 061/2, 961/3, 961/4), con lo cual se puede definir la funcién mj : R* — R
tal que myy (v, Vo, V3, V4) = miioo(Ohv1, Ohvs, Ov3, 0hv,). De esta forma obtenemos que

w(E(Zuzty) = 8 (5 (PR E6he) - B 6))

= %E <K2 (w) [E1(B5t2) — E1(60t1)] Zﬁ(tﬁ)

=1

h

t,  pt
E <K2 <M> (B, (61s) — F (06,2

< Lk <K2 (M) [E,(64t,) — El(egtl)]Q)
( ;

o)
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y por lo tanto

04ty — 04t
tl"(E(ZuZiﬁQ)) S EE (K2 (M) m11<t1,t27t1,t2>>

h? h
c 0ty — 0\t
& vV—8
= ﬁ/ / K* ( 3 ) m1100(8, v, 8,0) fo, (v) fa, (s)dv ds
Uo(T) JU(T)

— %/ Joo(s) / K?(w)maigo(s, uh + s, 5, uh + 5) fo,(uh + s)duds
Uo(T) Wo (T ,s,h)

donde Wy(T, s, h) es el conjunto que se obtiene luego del cambio de variables. Mediante un
desarrollo de Taylor deducimos que

matoo(s, uh + 5,5, uh + s) = E([Ey(0t2) — E1 (056)](0ht1, 8t2) = (5, uh + 5)
— CRE([E)(s) + B} (s Yuh /2| (85t1, Ohts) = (s,uh + s)

= u’h*my(s,uh + s) ,

siendo s™ un punto intermedio entre s y uh + s y 1y convenientemente definida. En

consecuencia, a partir de N8 resulta que

tr(E(Z1228,)) < ch||K]| / foo(5) / w? K (u)mq (s, uh + 8) fo, (uh + s)duds
Mo(T) Wo(TS h)

= O(h)

q
Notemos que tr(E(Z12)E(Z)") = Z(E(Zlg))?, con lo cual al ya tener calculada E (—Vﬁi}),
=1
sabemos que (E(Z12)); = O(h?). Finalmente, tr(cov(Zi2, Z12)) = O(h + h*) = O(h) .
Consideremos cov(Z1a, Z91). Para cada [ € {1,..,q} denotemos d; a la constante no nula
q

tal que [ (¢)n(e)| < d; V¢, e € T, con lo cual |tr(y(¢)v'(e))| < d = Z d;. De manera similar
=1
a lo realizado renglones mas arriba y observando que mqs(ty, to, to, t1) puede ser escrita como

ﬁuz(eétl, O(t)tg), tenemos entonces que

|tr(E(Z1225,))| = [E(K7 (05t — Bttl) r(y (1) 7 (t2))maa(ty, ta, o, t1))]
= |E(K;(05t2 — Opty)t ( (t1)y (t2))m12(9tt179tt2))|

En definitiva, tr(cov(Zig, Z21)) = O(h).



76 CAPITULO 4. DISTRIBUCION ASINTOTICA

Andlogamente ahora calculemos tr(cov(Zis, Z13)). Tenemos que

[tr(E(Z12215))| = [E(Kn(05ts — 85t1) Kp(B5ts — 05t )tr(y(t1)y (t1))mar (b1, ta, t, t3)))]
CE Kh ettg Ottl Kh<0tt3 Ott1)|m1100(9tt1,Httg,Ottl,O tg)l

)
_ _/MO T)/uo T)/MO < )K(T_ )|m1100(s,v,s,r)]fgo(v)fgo(r)fgo(s)dvdrds

h
= / / / K(w)|miipo(s, uh + s, s, wh + s)|fo,(uh + s)
Uo(T) I Wo(T,s,h) J Wo(T,s h)

foo (Wh + 8) fo,(s)dudw ds = O(h?),

IN

de donde resulta que tr(cov(Zi2, Z13)) = O(h?). Con un procedimiento similar, se prueba que
tl"(COV(ZlQ, Zgg)) = O(h2), tl"(COV(Zgl, Zlg)) = O(hz) y tl"(COV(Zgl, Zgg)) = O(hZ)
En conclusion
~ ~ -1
tr (COV <—V§i), —V(3)>> = %[tr(V(Zlg) + COV(Zlg, ZZl))]

1n
nin—1)(n— 2
+ ( n)3( ) [tr(COV(Zm, Z13) + COV(Zlg, Zgg) + COV(ZQl, Zlg) + COV(Zgl, Zgg))]

= O(hn™') + O(h?) = 0.

La convergencia a 0 en probabilidad de V(l) y V se obtiene con célculos y razonamientos

analogos a los de la convergencia a 0 de \7573



Capitulo 5

Estudio de Simulacion

5.1. Condiciones del Experimento Numérico

Mediante un estudio de simulacion, se comparé el desempeno de los estimadores propuestos
en este trabajo con los cldsicos respectivos usando al niicleo de Epanechnikov para suavizar.
Consideraremos el modelo

2 /2
Y = V5, + Hsin (27r <\/_ \/—_> tl-) +2¢; parai € {1,..,100} (5.1)

27 9

donde z; ~ N(0,1), t; ~U([0,1] x [0,1]) y & ~ N(0,1). Se generaron 1000 réplicas siguiendo
este modelo.

Notemos que dado 8 = (61,0,) € R? con [|0]| = 1, se tiene a € [—7/2, 7/2] 4ngulo asociado
tal que cos(a) = 601 y sen(a) = 0.

Respecto de los estimadores iniciales, en el Paso 1.1, fijando el parametro de suavizado de
la funcion de pesos en h = 0,25 y la funcién p en la familia de las funciones bicuadradas con
k = 3,44, obtenemos los estimadores iniciales de 3y, de ay el dngulo que forma 6, con el vector
(1,0) desde este tltimo, y de 0p. A partir de estos estimadores iniciales, tomando h = 0, 18
como parametro de suavizado de la funcién de pesos del Paso 1 y considerando p; de los Pasos
1y 2 como la funcién bicuadrada con k = 4,685, calculamos los estimadores finales de By y
00.

En el caso clasico, consideramos los parametros de suavizado h = 0,20 y h = 0, 18 para
las estimaciones iniciales y finales, respectivamente.

Es importante destacar que las ventanas mencionadas se eligieron a partir de un analisis
previo con varias ventanas fijas en cada uno de los contextos: clasico y robusto. No se efectuaron
las selecciones de ventanas mediante el método de convalidacion cruzada debido a los tiempos
que ello demandaba. En las primeras instancias de simulaciones se combinaron una amplia
variedad de modelos y parametros de los métodos de estimacion que permitieron identificar la
combinacion que mejor se ajustaba a lo que se queria resaltar de cada método. Los parametros

7
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k de las p-funciones que se utilizan en los métodos de estimacion robustos se eligieron de manera
de tener alta eficiencia bajo el modelo central y robustez suficiente como para penalizar a
aquellas observaciones que tienen un comportamiento notablemente diferente al de la mayoria.
Cabe tener en cuenta que k = 3,44 y k = 4,685 brindan, respectivamente, 85 % y 95% de
eficiencia asintotica con respecto a la media bajo normalidad, para mas detalles ver Capitulo
2 de Maronna et al. (2019).

Para evaluar la robustez de los estimadores, se generaron muestras siguiendo el modelo
dado en , que denotaremos por Cj, y muestras donde se contamina ya sea a los errores o,
a la covariable inserta en la componente lineal y la variable respuesta. Los diferentes escenarios
de contaminacion se describen a continuacion.

= Clpoz €1, €100 SO0 vaadiid. (1 —p)N(0,1) + pN(0,0%) siendo p € {0,1;0,2} y
02 € {49;100}.

w Cyyp i €q, .y €100 sOn viadid. (1 —p)N(0,1) +pN(9,1/16) siendo p € {0, 1;0,2;0, 3}.

n C3.n @ m observaciones de {(y;, z;)} se contaminaran de la siguiente manera: a ; por
una variable aleatoria N'(10,25/10%) y a y; por una variable aleatoria N (uc,25/10%)
siendo m € {10;15} y pc € {5;10;15}.

Notemos que la contaminacién de primer tipo lo que hace es generar un porcentaje de
errores con la varianza inflada; la de segundo tipo, traslada un porcentaje de los errores
alrededor del valor 9; y la de tercer tipo, genera datos anomalos en la covariable x, concentrandolos
alrededor del valor 10, y alejandolos asi del grueso de los datos, y a la variable respuesta y se
la contamina de manera que los pares contaminados no respeten el modelo .

5.2. Resultados

A continuacion se presentaran para cada uno de los escenarios detallados, distintos graficos
de las estimaciones de los parametros. En el caso de las estimaciones de [y, gréaficos de caja
(boxplots). Para las estimaciones del pardmetro del indice simple, o sea 6, se exponen gréficos
de flechas. Estos graficos de flechas se construyen a partir de las estimaciones de «g, angulo
asociado a 6. Se calcula la mediana muestral de las estimaciones de g para luego obtener
la direcciéon asociada a ese angulo, que es la flecha de color rojo trazada, asociada a una
estimacién 6y; ademas se calculan los cuartiles inferior y superior y los “bigotes” del gréfico
de caja de las estimaciones de «q para luego obtener las direcciones asociadas a esos angulos
y representarlas con las flechas de color negro, relativas a las estimaciones de 8. Por 1ltimo,
para las estimaciones de 79 se presentan boxplots funcionales, una herramienta grafica muy
utilizada para representar las estimaciones de una funcién real univariada, que fue introducida
por Sun y Genton (2011). Como t es un vector aleatorio, de manera de generar estimaciones de
no que sean comparables, es que se fijan, en nuestro caso, 100 puntos vy, ..., vigy € [0, 1] x [0, 1]
y se estiman en cada réplica 1y(0;v;) usando los procedimientos cldsico y robusto. En los
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boxplots funcionales, la regién pintada de fucsia representa la regién central, la curva negra
representa la curva mas profunda y las curvas rojas punteadas corresponden a las curvas
atipicas. Para comparar con la verdadera funcion 7y, es que se la representa superpuesta a los
boxplots funcionales en color verde.

La primera observacién que cabe senalar de los graficos de las Figuras[5.1] y es que
en un escenario sin datos atipicos, las estimaciones clasicas, como es de esperar, resultan mas
precisas que las robustas. En cambio en un escenario con datos atipicos, la sensibilidad de las
estimaciones clasicas a ellos, produce estimaciones que resultan inutilizables en la practica.
Justamente la naturaleza de los métodos de estimacién robusta yace en generar mecanismos
de deteccion de datos atipicos para poder neutralizar con apropiadas herramientas su impacto
en la estimacion, y que las estimaciones de los parametros resulten confiables.

Analizando ahora los distintos escenarios de contaminacién, nos encontraremos con las
destacables virtudes que los métodos robustos agregan en contextos donde se estiman multiples
parametros como lo es un Modelo Parcialmente Lineal de Indice Simple.

Empecemos estudiando lo que acontece en la simulacion realizada para las estimaciones del
pardmetro del término lineal, o sea fy, observando los gréficos de caja de las Figuras [5.4]
.10, [5.13] [5.16} [5. 19y [5.22] En los escenarios de contaminaciones Clipoz, ¥ Cayp, las estimacio-
nes robustas de 5y son mas precisas que las clasicas ya que tienen menor distancia intercuartil,
y tanto estimaciones clasicas como robustas resultan ser estables ya que contienen a 3y en la
caja de los boxplots. Es en el escenario de contaminacion Cs,y,.,,, cuyos graficos corresponden
a las Figuras [5.25], [5.28] [5.31], [5.34] [5.37] y [5.40, donde se vislumbra un mayor beneficio de
las estimaciones robustas debido a que muestran una excelente estimacion frente al pobre
desempeno de las clasicas, que se encuentran alejadas de (3, pero que resultan ser precisas
por tener una distancia intercuartil muy chica. Para ilustrar el impacto del procedimiento
robusto en este escenario de contaminacion, es que en la Figura [5.25| se muestran también
los boxplots de las estimaciones iniciales de ambos procedimientos. Es importante destacar en
este punto que los estimadores iniciales robustos no cuentan con un mecanismo para detectar
contaminaciones en la covariable x, como si lo tienen los finales, y es por eso que las estimacio-
nes iniciales robustas no resultan tan recomendables. Este hecho permite realzar atin mas
el muy buen comportamiento de los estimadores finales robustos, ya que a pesar de basar
sus estimaciones en estimaciones iniciales desacertadas, pueden detectar datos atipicos en la
covariable x y en la respuesta y logrando estimaciones que demuestran el muy buen ejercicio
de su caracteristica robusta.

En el caso de las estimaciones del indice simple 6y, podemos observar en los gréficos de
flechas de las Figuras|[5.5] [5.11}(5.14} 5.17] v |5.20[ que tanto en los modelos de contaminacion
Cl;p;og como en Cy, con p € {0,1;0,2}, en las estimaciones clésicas hay direcciones muy
alejadas de 8y mientras que las estimaciones robustas son estables y precisas. Por otro lado,
mas alla de que las estimaciones clésicas en el escenario de contaminacién Csy, 3 siguen siendo
muy malas, hay estimaciones robustas muy alejadas de 6, observando los gréaficos de flechas
de la Figura No se visualiza en los modelos de contaminacién Clsp.,., cuyos graficos
corresponden a las Figuras [5.26], [5.29, [5.32] [5.35], [5.38 v [6.41, una notable ventaja en el
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procedimiento robusto respecto del clasico. En términos generales, las estimaciones robustas
cumplen con su propésito de identificar datos anémalos para introducir un peso apropiado en
el método de estimacion y lograr estimar de manera realista al parametro en cuestion.

Respecto del pardmetro infinito-dimensional 7, los boxplots funcionales representados en
la Figura del escenario de contaminaciéon (1,49 se realizaron en la misma escala para
visualizar la diferencia del conjunto imagen en los procedimientos clasico y robusto. Como se
observa, el boxplot funcional clasico tiene una estimacién atipica de 79 y toma valores entre
-20 y 25, en cambio el boxplot funcional robusto no tiene estimaciones atipicas de 7y y toma
valores entre -10 y 10. Cabe notar que los restantes boxplots funcionales de la primera forma de
contaminacién de las Figuras [5.9] y también tienen las caracteristicas mencionadas a
pesar de no tener misma escala. En los modelos de contaminacién Cy,, con p € {0,1;0,2;0, 3},
cuyos boxplots funcionales se hallan en las Figuras [5.18] [5.21] y [5.24], més all4 de la diferencia
de valores que toman las versiones clasica y robusta de los boxplots funcionales, cabe destacar
que la verdadera funcion ng ni siquiera esta en la region central del boxplot funcional clasico,
en contraposicién con lo que ocurre para la versién robusta. Por otro lado, el modelo de
contaminacién Cy, 3, en la Figura , tiene muchas estimaciones robustas que resultan ser
atipicas, pero a pesar de ello, la verdadera funcién 7, esta contenida en la region central del
boxplot funcional. Respecto de la tercera contaminacién, Cs,,.,,., en los boxplots funcionales
de las Figuras[5.27], [5.30], [5.33], [5.36], [5.39] v [6.42| no se visualizan virtudes de la versién robusta
respecto de la clasica, sélo se puede remarcar el defecto de la version clasica en el caso en que
m = 15: la verdadera funcién 7, tiene partes por fuera de las regiones centrales de los boxplots
funcionales.

En resumen, los estimadores robustos propuestos son resistentes ante datos anémalos de
naturaleza similar a los indicados en los modelos de contaminacion Cy,,.52, Coyp ¥ Cgimipe cON
p € {0,1;0,2}, 02 € {49,100}, m € {10,15} y uc € {5,10,15}. Es decir que en situaciones
donde haya hasta un 20 % de datos que fueron medidos con errores anémalos, los estimadores
robustos que proponemos para el Modelo Parcialmente Lineal de Indice Simple logran su
objetivo de estimar correctamente. También lo hacen en aquellas situaciones donde hasta el
15% de puntos (y,x) toma valores fuera de lo comtn. Es notable, ademds, la resistencia a
datos anomalos que el estimador de 79 muestra en esos mismos escenarios de contaminacién.
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Figura 5.1: Boxplot de las estimaciones de [y bajo el modelo 1' El boxplot de la izquierda
corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimador robusto.
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Figura 5.2: Gréfico de flechas de las estimaciones de 8y bajo el modelo . El panel de la izquierda
corresponde al estimador cldsico, mientras que el de la derecha al estimador robusto. Las flechas
negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes, mientras que la flecha
roja indica la verdadera direccion.
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Figura 5.3: Boxplots funcionales de las estimaciones de la funcién ny bajo el modelo . El panel de
la izquierda corresponde al estimador cldsico, mientras que el de la derecha al estimador robusto. Las
lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como anémalas por el boxplot funcional,
mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Figura 5.4: Boxplot de las estimaciones de Sy bajo el modelo de contaminacion Ci.g 1.49. El boxplot
de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimador robusto.
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Figura 5.5: Graficos de flechas de las estimaciones de 8 bajo el modelo de contaminacién Cf.0,1.49.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,
mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.

Figura 5.6: Boxplots funcionales de las estimaciones de 7y bajo el modelo de contaminacion C1,0 1;49.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como andémalas por el
boxplot funcional, mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Figura 5.7: Boxplot de las estimaciones de /3y bajo el modelo de contaminacién C1.0.1:100. El boxplot

de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimador robusto.
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Figura 5.8: Gréficos de flechas de las estimaciones de 8y bajo el modelo de contaminacién C1.0.1:100-
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,
mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.
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Figura 5.9: Boxplots funcionales de las estimaciones de 19 bajo el modelo de contaminacién C1.9,1;100-
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como andémalas por el
boxplot funcional, mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Figura 5.10: Boxplot de las estimaciones de §y bajo el modelo de contaminacién C1. 2.49. El boxplot
de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimador robusto.



36 CAPITULO 5. ESTUDIO DE SIMULACION

o o
- ? . oa -
2
w0 w
o 7 o 2
2
== ° 2 |
= =
3
3

0 w

S S 7

[ [

2
s
° b
=] % s ¢ o
T T
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 04 08 08 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 5.11: Gréficos de flechas de las estimaciones de 6y bajo el modelo de contaminacién Cf.02.49.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,
mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.

Figura 5.12: Boxplots funcionales de las estimaciones de 79 bajo el modelo de contaminacién C1;0 2;49.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como andémalas por el
boxplot funcional, mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Figura 5.13: Boxplot de las estimaciones de Sy bajo el modelo de contaminacion C1.9 2;100. El boxplot
de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimador robusto.
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Figura 5.14: Graficos de flechas de las estimaciones de 8¢ bajo el modelo de contaminacién Cf.0.2:100-
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,
mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.
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Figura 5.15: Boxplots funcionales de las estimaciones de 71y bajo el modelo de contaminacién
C1.0,2;100- El panel de la izquierda corresponde al estimador cldsico, mientras que el de la derecha al
estimador robusto. Las lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como anémalas
por el boxplot funcional, mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Figura 5.16: Boxplot de las estimaciones de By bajo el modelo de contaminacién Ca,g 1. El boxplot
de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimador robusto.
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Figura 5.17: Graficos de flechas de las estimaciones de 8 bajo el modelo de contaminacién Ca, 1.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,

mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

Figura 5.18: Boxplots funcionales de las estimaciones de 19 bajo el modelo de contaminacién Cayg ;.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como andémalas por el
boxplot funcional, mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Figura 5.19: Boxplot de las estimaciones de 5y bajo el modelo de contaminacién Ca,g 2. El boxplot
de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimado robusto.

Figura 5.20: Graficos de flechas de las estimaciones de 8 bajo el modelo de contaminacién Ca, 2.
El boxplot de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimado robusto.
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Figura 5.21: Boxplots funcionales de las estimaciones de 7 bajo el modelo de contaminacién Co,g 2.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,
mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.
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Figura 5.22: Boxplot de las estimaciones de By bajo el modelo de contaminacién Co,g 3. El boxplot
de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimado robusto.
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Figura 5.23: Graficos de flechas de las estimaciones de 8 bajo el modelo de contaminacién Co, 3.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,
mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.
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Figura 5.24: Boxplots funcionales de las estimaciones de 19 bajo el modelo de contaminacién Ca,g 3.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como andémalas por el
boxplot funcional, mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Figura 5.25: Boxplot de las estimaciones de By bajo el modelo de contaminacién C3.10.5. E1 boxplot
de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimado robusto.
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Figura 5.26: Gréficos de flechas de las estimaciones de 8y bajo el modelo de contaminacién C.10.5.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,
mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.
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Figura 5.27: Boxplots funcionales de las estimaciones de 7y bajo el modelo de contaminacién C'.10.5.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como andémalas por el
boxplot funcional, mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Figura 5.28: Boxplot de las estimaciones de By bajo el modelo de contaminacién C'.10.10. El boxplot
de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimado robusto.
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Figura 5.29: Gréficos de flechas de las estimaciones de €y bajo el modelo de contaminacién C.10.10.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,
mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.
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Figura 5.30: Boxplots funcionales de las estimaciones de 7y bajo el modelo de contaminacién Cs.10;10-
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como andémalas por el
boxplot funcional, mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Figura 5.31: Boxplot de las estimaciones de 3y bajo el modelo de contaminaciéon Cs.q0.15. El
boxplot de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimado robusto.
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Figura 5.32: Gréficos de flechas de las estimaciones de 6y bajo el modelo de contaminacién C3.10;15.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,
mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.
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Figura 5.33: Boxplots funcionales de las estimaciones de 7y bajo el modelo de contaminacién C.19;15.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como andémalas por el
boxplot funcional, mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Figura 5.34: Boxplot de las estimaciones de fy bajo el modelo de contaminacién Cs.15.5. El boxplot
de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimado robusto.
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Figura 5.35: Gréficos de flechas de las estimaciones de 8y bajo el modelo de contaminacién C3.15.5.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,
mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.
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Figura 5.36: Boxplots funcionales de las estimaciones de 19 bajo el modelo de contaminacién Cs.5.5.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como andémalas por el
boxplot funcional, mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Figura 5.37: Boxplot de las estimaciones de y bajo el modelo de contaminacién C.;5.10. El boxplot
de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimado robusto.
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Figura 5.38: Graficos de flechas de las estimaciones de €y bajo el modelo de contaminacién C.;5.10.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,
mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.
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Figura 5.39: Boxplots funcionales de las estimaciones de 7y bajo el modelo de contaminacién Cs.15.10.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como andémalas por el
boxplot funcional, mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Figura 5.40: Boxplot de las estimaciones de y bajo el modelo de contaminacién C'.;5.15. El boxplot
de la izquierda corresponde al estimador clasico y el de la derecha al estimado robusto.
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Figura 5.41: Gréficos de flechas de las estimaciones de €y bajo el modelo de contaminacién C3.15.15.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las flechas negras representan la mediana, los cuartiles inferior y superior y los bigotes,
mientras que la flecha roja indica la verdadera direccion.
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Figura 5.42: Boxplots funcionales de las estimaciones de 7y bajo el modelo de contaminacién Cs.15.15.
El panel de la izquierda corresponde al estimador clasico, mientras que el de la derecha al estimador
robusto. Las lineas entrecortadas en rojo indican las curvas identificadas como andémalas por el
boxplot funcional, mientras que la curva verde corresponde a la verdadera 7.
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Por 1ltimo, observemos los Cuadros v b2, que aparecen en la préxima pégina y nos
brindan medidas resimenes, clasicas y robustas, de las estimaciones de 3y y ap, respectivamente.
Recordar que ayg es el angulo que forma 6, con el vector (1,0) desde este tltimo. Para empezar
a analizar la informacién que se presenta en los cuadros, contemplemos los primeros dos
renglones que se focalizan en el conjunto de datos estudiado sin introducir contaminacion
alguna. Alli se puede notar que las estimaciones clédsicas y robustas se asemejan muchisimo ya
que las robustas son superiores en, a lo sumo, un 16 % respecto de las clésicas.

Ahora concentrémonos en el Cuadro 5.1l Para las estimaciones obtenidas en los escenarios
de contaminacion Ci,p2100 ¥ Ca0.2, tanto los desvios estdndares (DE) como las MADs de
las estimaciones clasicas son al menos 3 veces las de las robustas; mas aun esas estimacio-
nes robustas son, como mucho, sélo el 23 % superior que su correspondiente estimacién sin
contaminacion, lo que permite intuir un excelente desempeno de los estimadores robustos.
Sin duda este tipo de situaciones impactan en el error cuadrético medio (ECM), donde las
versiones cldsicas son entre 9 y 12 veces sus respectivas robustas. Puntualmente, se visualiza la
estabilidad del procedimiento robusto comparando los ECMs de los escenarios bajo contaminacion
con respecto al escenario sin contaminacién, donde lo méximo que aumenta es un 51 %,
mientras que el procedimiento tradicional tiene ECMs en los escenarios contaminados que
son al menos 13 veces el ECM estimado sin contaminar.

Los tultimos dos renglones del Cuadro muestran las estimaciones para los escenarios
de contaminacion del tercer tipo, siendo el correlato de los boxplots presentados en la Figura
[5.25] Comparando con los primeros dos renglones, se ve que tanto la estimacién de la media
como del desvio estandar, la mediana y la MAD, en la versién clasica, estan subestimadas
de tal manera que impacta muy negativamente en la estimacién del ECM, que es 52,5 veces
la estimacién del ECM en el escenario sin contaminacion y 44 veces el del correspondiente
robusto.

En el caso de las estimaciones de «q, en el Cuadro [5.2] se observa que la contaminacién
C1.0,2:100 tiene el cociente entre los ECM clésico y robusto igual a 91, més ain el cociente entre
los ECM clasico sin contaminacién y bajo ésta es igual a 165,67. En realidad, lo mencionado es
coherente con las estimaciones de media y desvio estandar obtenidas que son las que influyen
en el calculo de la estimacion del ECM. Ademas la estimacion de la mediana que se lee en
esa contaminacion es el equivalente numérico a lo que se visualiza en el grafico de flechas, que
se encuentra en la Figura[5.14] donde se distingue por un lado la estimacién de la mediana y
por el otro la verdadera direccién. Bajo el escenario de contaminacion Cy, 2, las estimaciones
de las medidas de dispersion en su version clésica son por lo menos 3,36 las de la respectiva
version robusta. Para finalizar, como consecuencia de la sobreestimacion del desvio estandar,
en la contaminacién Csq0.5, la estimacién del ECM clasico es 51 % superior a la de su par
robusto.
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Contaminacién ~ Versién | Media(3) DE(B) ECM(B) Mediana(3) MAD(3)
Co Clésica | 2,237 0,210 0,044 2,233 0,200
Robusta 2,238 0,225 0,051 2,240 0,224

Co.2:100 Clésica | 2212 0,962 0,925 2,165 0,939
Robusta | 2,241 0277 0,077 2,242 0,261

Caro02 Clasica | 2,220 0,764 0,584 2,237 0,770
Robusta | 2,245 0,255 0,065 2,240 0,241

Cs:105 Clésica | 0,720 0,103 2,310 0,719 0,102
Robusta | 2,238 0,227 0,052 2,238 0,212

Cuadro 5.1: Medidas resumen para las estimaciones de [3.

Contaminacion  Version | Media(a) DE(a) ECM(a@) Mediana(a) MAD(a)

Co (Clasica 0,787 0,037 0,00134 0,788 0,0359
Robusta 0,787 0,0392 0,00154 0,787 0,0393

Croz100 Clasica | 0,673 0457 0,222 0,765 0,189
Robusta 0,787 0,0494 0,00244 0,788 0,0477

Ca0,2 (Clasica 0,755 0,295  0,0881 0,792 0,156
Robusta 0,788 0,0494 0,00244 0,786 0,0464
Cs.10:5 (Clasica 0,787 0,0519 0,00270 0,787 0,0497
Robusta 0,787 0,0406 0,00165 0,786 0,0404

Cuadro 5.2: Medidas resumen para las estimaciones de «q el dngulo que forma 6y con el vector
(1,0).
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Capitulo 6

Aplicacion: ejemplo con datos reales

Utilizaremos un conjunto de datos reales para mostrar una aplicacién especifica de la
propuesta de estimacion introducida en esta Tesis. Los 111 datos registrados diariamente
corresponden a condiciones meteorolégicas en Nueva York entre mayo y septiembre de 1973.
Las variables medidas fueron concentracién de ozono (O), radiacion solar (R), velocidad del
viento (V) y temperatura (T). Yu y Ruppert (2002) modelan este conjunto de datos mediante
un MPLIS, sin considerar el parametro de escala del error, para mostrar el buen ajuste que
brinda estimar la funcién no paramétrica 7, con splines penalizados. Adecuando su planteo a
nuestra situacién, consideraremos

O = B()R + 770(901‘/ + QOQT) + o0g€ (61)

donde 8y = (6p1,6p2) y supondremos que € tiene distribuciéon unimodal y simétrica respecto
del 0.

6.1. Una actualizacion del estimador de o

Aunque no sea un parametro de interés para el modelo que se plantea, el comportamiento
de las estimaciones de o( nos interesara para hacer las estimaciones de los parametros usando
datos reales y para plantear las pruebas de hipdtesis. En ambos objetivos no sélo se utizara el
estimador preliminar de escala ¢ si no que también se procederd a utilizar una actualizacién
de la estimacion de oy, un M-estimador de escala como se introdujo en , mediante o la
solucién positiva de

n ~t N ~t
1 yi —Bxi — 550 t;) 1
- § Lo =~ a0
n ‘= or 2

(6.2)

usando la misma p-funcién pg que en el Paso 1.2 de la propuesta de estimacion inicial. Al ser un
parametro de ruido, o tiene serias dificultades para ser estimado correctamente, en general.
En la simulaciones ejecutadas en el Capitulo anterior, aunque no esta mencionado, se procedio

105
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a analizar lo que sucedia con las estimaciones obtenidas de este estimador. Se observo que las
estimaciones clésicas resultan, en la mayoria de los casos, imprecisas sin siquiera lograr estimar
valores alrededor del verdadero valor, mientras que las robustas se mantienen alrededor de él.

6.2. Estimaciones

En primera instancia, se determinaron los parametros de suavizado, mediante validacién
cruzada, de las estimaciones tanto clasicas como de las robustas introducida en esta Tesis,

para las versiones iniciales y finales. Mds precisamente para cada i € {m € N : m < 111}
denotemos por (ﬁgg), B(’i), 5(_1), E(i)> a la estimacién de (ng, By, 0o, 00) del procedimiento

robusto, efectuada extrayendo del conjunto de datos a la i-ésima observacién, y calculemos
v (0= BOR -5 (e )
: 3.6
hrop = argmin Z ) — (6.3)
heH of

siendo p(r) = pr(r/4,685) la p-funcién de la familia bicuadrada con k = 4,685 y donde
H C R.g es un conjunto finito de posibles ventanas.
En el caso clasico, se calculara

hey, = argmin Xn: (0:= B R -7, (A, 1})5(02)»2 (6.4)

Berdcor
heH

De esta manera, resultéo que h =7y her =0, 9.

Una de las habilidades que poseen los procedimientos robustos es identificar datos atipicos.
La manera usual de lograrlo es calculando los residuos estandarizados que se derivan de la
estimacion robusta para luego identificar como observaciones atipicas a aquellas cuyos residuos
en médulo son mayores o iguales a 2,5. Se detectan de esta manera 6 datos atipicos en el
conjunto de datos analizados: las observaciones 23, 34, 53, 63, 68 y 77. Excluyendo a estas
observaciones, se calculd la estimacion clasica, que la llamaremos estimacion cldsica sin datos
atipicos. Habiendo obtenido la ventana mediante validacién cruzada, horsqa = 1,9, se calcula la
estimacion de esta version. En el cuadro que figura a continuacién se encuentran las estimacio-
nes obtenidas de los pardametros finito-dimensionales de todas las versiones mencionadas.

La Figura[6.1| permite visualizar las estimaciones de la direccién @, en sus versiones clasica
(negra), robusta (roja) y clédsica sin datos atipicos (verde). Es notable cémo la estimacién
clasica sin datos atipicos es més cercana a la estimacién robusta que a la clasica, lo que sugiere
una muy buena efectividad del procedimiento robusto. En la Figura [6.2] se realza la suavidad
que los procedimientos robustos introducen en sus estimaciones. Sumamente relevante es que
se comprueba en este ejemplo la poca sensibilidad a datos atipicos que tiene la estimacion

!Obviaremos la dependencia con el pardmetro h para que sea mas amena la lectura.
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Cuadro 6.1: Estimaciones de los parametros finito-dimensionales.

~

~t

B 0 or
ROB | 0,0457 (0,8831; -0,4692) 12,257
CL |0,0643 (0,4459;-0,8951) 13,393
CLsda | 0,0385 (0,8102; -0,5861) 10,446

107

robusta de 7, representada en color rojo en el gréfico de la derecha de la Figura Cabe
senalar que la estimacion clésica de 7y sufre la seleccion de tan pequena ventana habiendo

datos a mayor distancia que ella, y es por eso que estima constante en una parte.

Estimaciones puntuales

0.5 1.0
1

0.0

-0.5
|

-1.0

0.0

0.2

0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 6.1: Estimaciones de 8, para el conjunto de datos reales. En negro la version clasica,
en roja la robusta y en verde la clasica sin datos atipicos.
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Estimacion Clasica Estimaciéon Robusta
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indice simple indice simple

Figura 6.2: En el panel de la izquierda se encuentra el grafico del indice simple, (V, T)b\cL,
contra residuos, O — BCLR en la version clasica. En el panel de la derecha se encuentra el
grafico del indice simple, (V,T )GROB, contra residuos, O — BRO R, en la versiéon robusta. En
rojo se encuentra graficada la estimacion de 79 en cada escenario. En color azul se resaltan los
puntos atipicos detectados.



Capitulo 7

Tests de Hipotesis

7.1. Estadistico

Gran parte de la actividad en robustez concierne al proceso de estimacion, pero mas alla
de desarrollar estimadores robustos, el problema de realizar tests robustos también merece
gran atencion. De hecho, los tests de hipdtesis son parte de la practica diaria que realiza un
usuario. Por ejemplo, cuando se ajusta un modelo lineal, después del proceso de estimacion
y a fin de completar el andlisis, se suelen hacer tests individuales sobre cada parametro para
chequear si es nulo o no, y asi facilitar la interpretacién del ajuste realizado. Como un primer
paso en esta direccion y de forma preliminar, en este capitulo de la Tesis proponemos un
estadistico basado en el estimador estudiado que permita chequear hipotesis que involucren a
la componente lineal del modelo y explorar su comportamiento.

Como hemos mencionado, en general, los test robustos han recibido un tratamiento menos
extendido que la estimacion robusta. Sin embargo, es sabido que los procedimientos de tests
de hipdtesis basados en la metodologia clasica suelen heredar su sensibilidad a datos atipicos,
en el sentido de que una pequena cantidad de observaciones puede afectar el nivel o la potencia
de los tests.

Es asi que desarrollar tests de hipotesis que bajo contaminacién retengan un nivel de
significaciéon estable es deseable. Los trabajos de Heritier y Ronchetti (1994), Cantoni y
Ronchetti (2001) figuran entre los primeros que van en esta direccién en el campo de modelos
paramétricos, el primero en un contexto general, mientras que el segundo estd mas enfocado
a un modelo lineal generalizado. Estos autores también investigan la estabilidad del nivel
asintético bajo contaminacion. Mds recientemente, Bianco, Boente y Martinez (2006) y Bianco
y Martinez (2009) estudian tests robustos en el caso del modelo parcialmente lineal y en el
modelo logistico, respectivamente. Maronna et al. (2019) tratan el problema de tests robustos
y en particular, se ocupan en el modelo lineal de los tests robustos de tipo Wald.

En el caso del modelo estudiado en esta Tesis, la complejidad intrinseca del modelo que
presenta una parte paramétrica y otra no paramétrica, hacen que el estudio de tests de
hipétesis se vuelva un mayor desafio. Liang et al. (2010) desarrollan pruebas de hipdtesis
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lineales para los coeficientes lineal e indice simple y proponen un test de bondad de ajuste
para la componente no paramétrica. Este trabajo utiliza un método de perfiles que, al basarse
en minimos cuadrados, permite que datos atipicos influyan en la estimacion y en consecuencia,
en los estadisticos de las pruebas de hipdtesis que se consideran alli.

Proponemos pruebas de hipdtesis que involucran al pardmetro lineal basadas en un estadistico
de tipo Wald que utiliza el estimador estudiado en los capitulos anteriores con el objetivo de
que sean resistentes a la presencia de un pequeno porcentaje de observaciones anomalas.

Suponemos que tenemos una muestra aleatoria de vectores (y;, x;, t;) C RPTITL 1 <4 < n,

que siguen el modelo (3.2)), o sea
y; = Bhx; +no(05t;) + ooe; (7.1)
y el objetivo sera decidir entre las hipotesis

Hy:B,=p3, contra H,:B,#0,. (7.2)

Como antes, dado 6 € RY, denotamos por 81471 = (01, ...,0,-1)". Por el Teorema bajo
condiciones de regularidad, tal como fue establecido en el Capitulo [4] tenemos que

BB
vn ( a(q—l) B 0(()(171)

D _ _
> - N(O’ Ml 1(/807 OO)ZI(ﬂOa 00>M1 1(1807 90)) 3
donde las matrices M; = M;(8,, 8y) € RP+ri-DxF+i-l) v 33, = 3,(3,, 0,) fueron definidas
en N9 y N10, pero hemos hecha explicita su dependencia a los pardmetros de la componente
lineal y de indice simple. Recordemos que M; (8, 8) es la submatriz cuadrada, no singular,
superior izquierda de la matriz definida en (4.7) como

M(B,00) = (el M (7o)X (7on))

0

siendo 191 = (8, o, 96131) y

X1 + in 0\u
)\1(7'01)—(8 8556() t )’ ’
aalseo(u) + 5ompe(u)t: (B,0,u)=T01

Asimismo, tenemos que X; = X1(8,,0) € RPTa-DxF+i-1) o5 ]a submatriz cuadrada, no
singular, superior izquierda de la matriz definida en (4.11))

E(/307 90) =E (W(IBW OO)Wt(IBm 00)) )

siendo
1 1

W(/607 90) = 0—7/11(61)’6U2(X1)>\1(7'01) - ?E1(06t1)7<t1)f00 (96131)

0 0
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donde fy, es la densidad marginal de @}t;,

By(u) = =20 )wl (yl — ByX1 — TIO(U)> wi(x1) .

- A1<U o))

Al (u) = E(x1(e1)wi ()[04t = u)

y(t)=E (WM(Q)W(M)M(TM)

t, = E) .
A(By, 00) = M '(By,00)Z1(8y, 00)M; " (By, 00)

a la matriz de covarianzas asintdticas. Como recuerdan Heritier y Ronchetti (1994) el estadistico
de Wald puede definirse a partir de la distribucion asintética como

Denotemos por

wo=n(p-5) ar (5-a.). 9

donde A; es la submatriz de orden p de A(3,,0,) correspondiente a las p coordenadas del
parametro de la componente lineal. A partir del Teorema [4.1.4] es inmediato que bajo Hy,

~ t ~
W, =n <ﬁ — ,3*> ALl (,3 — B*> LN X?D . Como notan estos autores, en la practica es necesario

reemplazar a Al_l por un estimador consistente, para obtener la siguiente convergencia débil
—~ ~ t ~_1 /~ D 9
W.=n(B-8.) A, (B-8.) 2. (7.4)

A partir de ésto, resulta que la regla que establece rechazar Hj si \/7\\7” > Xfm, es un test
asintoético de nivel a.

A continuacién se detallardan dos propuestas de estimacion de A(3,, 8y) que nos permitirdn
construir estadisticos de tipo Wald del estilo presentado.

7.2. Estimacion de la matriz de covarianzas

7.2.1. Estimador de A(3,60,) usando una estimacién de 3,

Estimaremos a (8, 8y) por (B,B), a 1y por ﬁB g & 0¢ por op definido en 1) yaMy a

3} por sus versiones empiricas. O sea que

~ o~

A =M (3,0)S,(8,0)M;'(B,6), (7.5)
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llamando a M = K/I\(B, 5) y a S = 2(@, ). Tendremos que

o 11 “ Yi /8 Xi — ﬁﬁy@ (0 tz) ~ ~t
M - 6_\12:‘ - Z Xl /O'\F w2(xi>AZ(T1)AZ(TZ) (7 6)

~+

X; + 518.0(u)
9 = P ¢ ) y
aenﬂﬂ(u) + aunﬁﬂ(u) i

$(6.0)= LS w.(B.0)w(5.0 |
(B.6) n;wm, JWH(B.6). (77)
con
L B'xi ~ 750(8't:) 1
_ D Yi Xi—MNze i ~ . ~ ot ~t
Wz(/Ba 9) A_wl ~ po w2 Xz))‘l(Tz) ) Ez (0 tz)’7<tz>fh (0 tz) )
OF OF F
5 B'xi — Ti55(u)
~ OF Yi X — 7735 Uu
E; = — : w1 (X;) ,
)= it = 16%)
- n Y; B X 17\375 (b\ tj)
=3 - )W o),
O Bx; —755(0t))
~ Yy —P X —1n ~ . ~
O =D ——~xi [~ L BO T ()N (7)) UR(E)
RO
Jj=1Jh J
T (40
=1 ha
donde U;‘(t) =

~t

A 1 « 0t, —u

w=—9Y K / :
J=1

Las derivadas parciales involucradas en estos calculos las determinamos analiticamente

como sigue. Empecemos por las derivadas parciales de 7jgg(u) que serdn los estimadores de
las derivadas parciales de ng(u).
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En el Paso 1 del procedimiento propuesto, hemos definido a 7g g(u) por

N . n P — tXi —a
np.e(u) = argmin Zpl (%) w1 (Xz)W(gz(U)

g
a€eR i—1

con lo cual, verifica que

i wl (yz - ,BtXiA_ ﬁﬁ,@(u)) w, (Xz)ng(U) =0.
=1

g

Derivando respecto de 3 esta ultima expresién, obtenemos que

; X1 (yz - Xi/\_ 776,6(“)) (Xi + %ﬁg,o(u)) Wy (XZ)W(QZ(U) -0,

o

lo que nos permite deducir que

i Y1 (yi - ,BtXiA_ ﬁﬁ,@(u)> Xy (Xz)ngL’z(u)
=1

8 N g
8_77[579@)—_ n Aty o
B ZXI <yz /8 XZ/O_\ 775,9(“)) w1(Xz)W&Z(U)
=1

Derivando ahora respecto de 6, llegamos a que %ﬁ,@,g(u) cumple

. — B'x; — 1) i — B'x; — 1), 9
Z [_;Xl <yl /3 X'LA 77670(u)> 8807/7\[5,0<U)W9hﬂ(u) + wl <y ,8 Xa nﬁ,@(u)> Weh’z(u):| wl(xi) —0

i=1 o 00
y entonces
~ - i — ﬂtxl- -7, ,0\u 8
) 7> (W) T ()
~ i=1
~aiBe(u) =
90 - yi — B — Nge(u
> (B g )
i=1
donde

0't; —u\ t; — 0't, — u 0't; —u\ — 0't, — u\ t
K’ : 2INTK - K : K’ i
, ()R () k() 2 ()

a_ewe,i(u) =

siendo K’ la derivada de K.
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Por 1ltimo, derivamos respecto de u:

n

3 [—;M < - p Xza 0 (u )> gﬁ@,g(u)w&(u) o (yl _/BtXiA_ 775,0(@) iw&(uﬂ wy(xi) = 0

i=1 ou >
y entonces )

) 7> (* - P'%~ Tpals ) L e

_ u) —

oy 8.0 i “ <yi — ﬁtx%— ﬁﬁ,o(u)> Wéﬁi(u)wl (x;)
donde =

0't, — u\ — , 0't, — u , 0't, — u\ — 0't, — u
o) () e () e ()

o =1
auWe,i(u) = - o't — 2
h K
(=x(™5)

Siguiendo argumentos similares a los del Lema [4.1.2) se garantiza que fijado (3,0, 0),
M & M(3,0).

7.2.2. Estimador de A(3,,0,) usando el valor de 3, bajo H,

q\tilizaremos la hipétesis nula, por lo que reemplazaremos 3, por 3,; vy estimaremos a 6,
por 8, a 1y por ﬁﬁ*,éa a oy por op y a My a X por sus versiones empiricas. Es decir que

A =M;Y(8,,0)%(8,.0)M;'(8,.0),

llamando a M = ﬁ(,@’*, 5) yaX= f](,@'* 5) Tendremos que

o~ 11 n Z'—,B X; — Ht —~
] S eIV Bl — g, a6t wa () M ()N (F4) (7.8)

$(8..8) = > w(8..O)%(8..8) (7.9)
=1
siendo
Z 8't, R
w(8.8) = Ly [ LT 2O R - B @ w0 (3
F
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~ led Yi — ﬁixi — g glu)
Ei(u) = AT?U)%( or 2t )wl(xz-),

— Box; — ﬁgo (Gt)

UF

i (35) W, (),

? K (4= tl>
P u 1 BOXJ 77[3 9(0t> N H (
t)=) ——~x1 W (%)M (Tj) =
jzl fh (0 tj> O-F (

= ZXl
j=1

2 11%

=1 I=1 >
Siguiendo argumentos similares a los del Lema se garantiza que fijado (83,,0,0)
siendo 3, el impuesto en la hipétesis nula, M i M(B,,90).

7.3. Estudio de Simulacion: Nivel Empirico

Para evaluar el comportamiento de la propuesta, introducida en este capitulo, de pruebas
de hipdtesis, realizamos simulaciones para cuantificar niveles de significacion y compararlos
con los obtenidos en versiones clasicas. Repitiendo el mismo experimento numérico del capitulo
anterior, se generaron N = 1000 muestras aleatorias de tamano n = 100 que siguen el modelo
. Las hipotesis a contrastar son

Hy:B8=+5 contra H,:B8+#V5

cuyo estadistico del test es un estadistico de Wald, alguna de las dos versiones presentadas en
la seccién anterior, con nivel de significacion asintético @ = 0,05. Las primeras simulaciones
de las versiones clasicas de las pruebas de hipdtesis mostraron que era necesario sobresuavizar
para estimar inicialmente a oy, como lo hacen Gonzalez-Manteiga y Aneiros-Pérez (2003) y
Aneiros-Pérez et al. (2004). La ventana piloto que se utiliz6 para hacer ese sobresuavizado fue
h = 0,3. El resto de las ventanas utilizadas son las mismas que en el estudio de simulacién
del capitulo anterior. Las siguientes tablas muestran los niveles de significacién empiricos que
se obtuvieron en los diferentes escenarios.

Se observa entonces el buen desempeno de los tests de hipotesis propuestos en los escenarios
de contaminacién de tipo 1 y 2 donde los niveles de significacién empiricos son cercanos a .
Aunque esta caracteristica no muestra supremacia sobre los resultados de las pruebas de
hipdtesis en su versién tradicional, sirven para ratificar el uso de la propuesta presentada aqui.
Notemos la evidente mejora que visibilizan las pruebas de hipétesis propuestas en el escenario
de contaminacion 3, frente al paupérrimo desempeno de su correspondiente versién clasica,
cuyos niveles de significacion empiricos son siempre 1. Sin duda, este desempeno esta ligado
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Contaminacion | Version cldsica  Version robusta

Co 0,042 0,063
C1;0,1.49 0,049 0,058
C1,0,2:49 0,07 0,054
C'1,0,1;100 0,056 0,062
C'1,0,2:100 0,069 0,059
C201 0,071 0,093
Ca0.2 0,084 0,068
Ca0.3 0,092 0,065
Cs.1055 1 0,059
C3.10,10 1 0,060
Cs.10:15 1 0,057
C3.20:5 1 0,072
C3:20:10 1 0,071
C3.20,15 1 0,063

Cuadro 7.1: Niveles de significacion empiricos, estadistico del test estimando a .

Contaminacién | Versién clasica Versién robusta

Co 0,042 0,049
C1,0,1349 0,049 0,049
C1,0,2:49 0,069 0,043
C'1:0,1:100 0,057 0,046
C'1.0,2:100 0,068 0,048
C2.01 0,071 0,072
Ca0,2 0,083 0,057
Ca0,3 0,09 0,053
Cs10;5 1 0,047
Cs:10:10 1 0,046
Cs.10:15 1 0,046
C3.20:5 1 0,072
C3.20,10 1 0,056
C3.20,15 1 0,050

Cuadro 7.2: Niveles de significaciéon empiricos, estadistico del test bajo H.
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a la extrema sensibilidad de los tests de hipdtesis clasicos a los escenarios de simulacion de
la contaminacion de tipo 3 propuestos, que sistematicamente rechazan la hipdtesis nula en
cualquiera de ellos. No sorprende lo que aqui sucede, ya que estd intimamente relacionado a
lo que sucedia en los boxplots de las estimaciones de [y de la tercera contaminaciéon que se
encuentra en el capitulo anterior.

Por tltimo, cabe resaltar que los niveles empiricos calculados en la version bajo Hy son
siempre menores o iguales a los de la version estimando [y. Con lo cual, basadas en este
estudio de simulacién de los niveles empiricos, es que aconsejamos usar la version bajo H
que brindara una mejor aproximacion del nivel de significacion asintotico del test de hipdtesis
contemplado.
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