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Capítulo 1 

ESPACIOS VECTORIALES 

1.1. VECTORES FIJOS 

La estructura de espacio vectorial es puramente algebraica, pero se ins-

pira en conceptos geo~etricos que señalaremos muy brevemente y de manera in-

formal. 

1.1.1. El lector est~ habituado a representar ,desplazamientos, fuerzas, 

velocidades, etc., mediante ve~o~~. 

UamaJlemo.6 VECTOR FIJO AB" 6 (AB) a.' un paIL 'o~den.a.d.o de pun.to.6~ A Y B, i.1..a. 

ma.do.6 ORIGEN IJ PUNTA del. vec;t.o~, ~e6peci.i.vame.nte. 

1.1~2. Consideremos el conjunto VA de todos los vectores fijos con origen 

A. Supondremos conocidas por el lector las operaciones de suma de vectores 

(fiS. 1) Y de multiplicaciót\ de UJi vector por un:' ndmero real (fig. 2). Lo 

e 

E A u B e D 

4 " ,Pr ')o ., 
A 3 Fig. 2. AC' = ~Ut Air= 3u, /\"ir- (- -)u 

B 2 

Fig. 1 pero mr r; ~ = 2u. 

que mas importa para nuestro propósito es señalar quee estas operaciones, in 

dicadas por u+V (u,v E VA) Y a.u (a e R, u E VA)' tienen las propiedades PI' 

P2, P
3 

que siguen: 

PI. U c.onju.nto VA e6 un g~upo c.on.nu:ta.,Uvo c.on ~~pe~ a .ea. .6utna. de vec.

to~e.6 (o sea, el par ordenado (VA,+) en un g~upo c.onmutatlvo). 

Por definición de grupo conmutativo, esto significa que se cumplen las 

propiedades: 

1) A.6oeiativ~d: cualesquiera que sean u,v,w E VA' es 
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-2- 1.1.2 

(u+V) + w = u + (v·h.,); 

2) Conmutatlv~ad: cualesquiera que sean u y v de VA' es 

u + v = v + U; 

3) Exis te un elemento "O E VA' llamado ei.emen:to Yl.l.Lto, o neutJto ad1livo, 

tal que 

u + O [= O + uJ = u; 

-~ 
(este elemento "O es el vector nulo AA_ figura 3h 

e D 

v~ 
A u B 

Qu:. :;......_==--... u+_O ___ ..,lI-~ B .. D 

A = e 

(1) 

(2) 

(3) 
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Fig. 3·· ( 

Se demuestra que el neutro aditivo O- es crttÚ!.o (ver 1.2.3. b) • ( 
( 

4) Para cada u ~ VA existe un elemento de VA' llamado veeto~ Opue4tc de u. ( 

e indicado por -u, tal que ~fig. 4): ( 

u + (-u)[=(-u)+u] = "O 

e A 
-u 

"oa( • 
u 

B 

>-
--.. - .,,-,:e. ~ ~ .Fig. 4. AC = -AB pero BA 1- -AB pues BA é VA' 

(4) 

Se demuestra (ver 1.2.3. c) que el vector opuesto de u es únlco, 10 que 

justifica la notación -u. 

P 2' La. t7UWpUc:o.c.-i.6n de un vec.:tok de VA pOJl. u.n nr1meJLO keal tiene uta.& 

pltop.¿edadi6 : 

2a. ~o~va comb.i.nada: 

(a.b).u = a.(b.u), (a,b E R, u E VA); (5) 
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2b. Moclui.aJt: 

1.u = u, (u E VA)' (6) 

P 3'l.a..6 opeJutc..ionu de.6LLma. de vec:toJt.e6 yde muLüpUc.ac..i6n de un vec.:tolL . 

pOIL un númeJl.O Jteai. után Jte1.ac.-i.OI1C/.cla.J., pOJt W pJtop,¿edadu: 

3a. V~~but-lva: 

a.(u+v) = a.u + a.v, (a E R, u,v E VA); (7) 

3b. V~tn-lb~~va c.ombinada: 

(a+b).u ~ a.u + b.u (a,.b E R, (S) 

1. 1. 3. No.tM 

a. Cuando se habla simplemente de Mo~Uvidad suele suponerse que se 

trata de una única operación que es asociativa. A la propiedad 2a la hemos 

llamado ".asociativa combinada" porque. intervienen en ella dos operacione·s 
. . '. .' 

(en general c1istintas)~ que scindiclln del mismo modo, ambas por un punto o 

ambas por simple yuxtaposici~n: la multiplicaci~n ordinaria en R, y la multi 

plicaci~n de número por vector (ley de composición externa). En el segundo 

miembro de (5) los dos puntos designan a la ley de composición externa. 

b. Por razones análogas se llama "distributiva ·combinada" a la propiedad 

3b. 

1.2. CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL 

1. 2.1. El conjunto de los vectores fijos de origen común, con las operaci~ 

nes de adición y multiplicación por un número real (elemento del c.ueJtpo R), 

constituye un ejemplo de la estructura algebraica de Upac..io vec.:tolL-lal .6obJte 

un CUeJl.pO K (llamado c.ueJtpo de ~c.~u). Nos interesarán especialmente los 

casos en que K = R (Upac..io vec:tolLial Jtea! o sobre los números reales) ó 

K = C (upac..io ve~tolLial c.omplejo o sobre los complejos): 
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DEFINICION 

Se Uama. ESPACIO VECTORIAL (e.v.) a. toda. c.ua.teJLna. oJr..dena.da. (V, K, +, .) 

:ta..e. que V u un c.onjun..tD, K U un c.ueJr..po, + u una. opeJr..a.wn b.lnaJLi.a. en V, 

• u una. opeJr..a.c;.Wn exteJr..na. en Vc.on opeJr.a.doJr..u en K, y .&e c.u.mplen uta.6 pJr..o

p-iedade.6 : 

PI' El paIl. oJr..denado (V, +) e.6 un gJr..upo c.onmu.ta.:U.vo: 

P2• La ley de c.ompo.&-ic..Wn exteJr..na. t-iene la..& pJr..op-iedadu: 

2a. A.&o~va. comb-i.na.da: 

(a.b).u = a.(b.u), (a,b E K, u E V); (5') 

2b. PJr..op-iedad del. 1. Indicando con 1 el elemento neutro de la mu1tiplica-

cian en el cuerpo K, es: 

l.u = u, (u E V). (6' ) 

P 3' La. ·opeJr4Udn de.6Wna. en . V Y la. ley de c.ompo.&-i.c..Wn ex.teJr.na ~.t4n v-in

c.1da.da..6 pOJt ~ pILO p,¿eda.du : 

3a. V~ttlbutlva.: 

a.(u+V} = a.u +.a.v, (a E K, u, v .E V) ; (1' ) 

3b. V-i..&ttlbutlva. c.omb-i.nada.: 

(a+b).u = a.u + b.u, (a,b E K, u E V). (8' ) 

1. 2 • 2. No.ta..& 

a. La propiedad 2b se llama tambi~n "modular". Expresa que 1, que es el 

elemento neutro (antiguamente llamado "módulo") de la multiplicación en K, es 

también elemento neutro de la ley de composición externa. 

b. Si (V, K, +, .) es un e.v., por PI' (V, +) es un grupo conmutativo. Co 

mo en todo grupo conmutativo se puede definir la d-i6~enc.-i.a. así: po~emo.& 

u - v= u + (-v) (9) 
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1. 2.2 -5-

donde el elemen.to -v e..6 el .6-únUJúco u opuu.t!J de v en e..e gJLupo (V,+) es de-

cir, el único elemento w E V tal que v + w = 0, indicando con O al elemento 

neutro de la adición en (V,+). 

1. 2 • 3. E j eJc.c.ÚUO.6 

a. Demostrar que en un e.v. vale esta implicación (ley cancetatlva de la 

adición) : 

u + v == u + w ~ v = w. (10) 

[lncUc.awn: Sumar -u a izquierda y apli.car (1), (4) Y (3).] 

b. Demostrar que si O y O' son neutros aditivos, es O = O'. 

[Considérese O + O' . ] 

c. Demostrar que si u' y u" son ambos opuestos de u, es u' = u". 

[ u+u' = "O = u+u" y (10).] 

d. DClIPstrar que en un e.v., pa.ra todo escalar. a y todo.vectoru es: 

O.u = a.O = O. (11) 

e. Demostrar que en todo e.v. 

a.u = O. ~ a = O lS u = O. (12) 

1.3. EJEMPLOS DE ESPACIOS VECTORIALES 

1.3.1. Espacios vectoriales R
n y Cn 

a. El e..6pac.i.o vec.:tDJúctl (R2 , R, +, .) (plano vectorial real).· 

Sea V el conjunto de todos los pares ordenados de. números reales: 

(1) 

Definiremos en V una operación binaria que llamaremos .6wna y designaremos 

con "+", así: 

(2) 

donde los signos "+" del segundo miembro indican sumas de números. 
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Es fácil verificar que: 

(R 2 ,+) e6 un g,iupa ca nrrutaUva • (3) 

2 Por otra parte, definamos una ley de composición externa en R con oper!!. 

dores en R así: 

(4 ) 

donde el punto en el primer miembro indica esa ley de composicióri (multipli 

2 cación de un número real por un elemento de R ), y los puntos en el segundo 

miembro indicart productos de números. 

Con las definiciones (2) y (4) se puede verificar fácilmente que 

2 (R , R, +, .) e6 un Uipa.c..lo vec.toJÚa.e. (5) 

b. El e6pac..lo vec.toJt,Ú:L.f. (Rn , R, +, .) 

Todo lb visto en apara,R2 se puede generalizar para el producto cartesia 

no Rn = R )( R )(', •• x It (n factores) t o sea pélt'4! el conjunto 

(6) 

de las n-uplas ordenadas de números reales. 

Definiendo la adielón en Rn así: 

(7) 

donde los signos "+" del segundo miembro indican sumas de números, y una ley 

de composiciGn externa que llamaremos m~citcúdn de un número 'real por 

n un elemento de R , así: 

(8) 

se constata que: 

(R
n

, R, +, .) e.6 un e.ópaUO vec.toJU.a1.. (9) 

Todo 10 dicho en b subsiste si se supone que los números que allí figuran 
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son complejo4 cualesquiera, O sea, si se considera el producto cartesiano 

n C = e x e x , •• x C (n factores) o conjunto de las n-uplas ordenadas de nú 

meros complejos, y con estas n-uplas se definen la adición por (7) y la mul-

tiplicación por un complejo h por (8),· Se constata entonces que: 

(C
n , e, +, .) e6 un e.6pac.i.o vedolUai... (10) 

Consideremos los conjuntos de las sucesiones de números reales o complejos: 

(11) 

Definiendo la adición de sucesiones por 

(12) 

y la multiplicación de un número real o complejo h por una sucesión respecti-

vamente real o compleja, por 

(13) 

se constat;:"l, siguiendo las pautas de 1.3.1, que 

~ ~ . 
(R, R, +,.) Y (C ,e, +,.) ).¡on UPa.U04 vedoJUa.,tv.,. 

1. 3. 3. E6 pac.i.04 vedoJU..u.i.u de fiunuo nu 

a. Llamemos eR al conjunto de las funciones de R en C (o sea, funciones 

(*) 
complejas de una variable real) • Entre estas funciones se define la adi-

u6n en la forma habitual; es decir, dadas f:R -+- e y g:R -+- e se define la fun 

ción 

f + g:R -+- e (14) 

(*) La notación CR obedece a que si A y B son conjuntos finitos de a y b ele

mentos respectivamente, hay ba funciones de A en B ~ues para cada elemento de 

A hay b posibles valores. Entonces si BA es el conjunto de las funciones de A 

en B, y llamamos c(H) al cardinal del conjunto H, es 

c(BA) = ba = c(B)C(A) 
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por 

(f+g)(x) = f(x) + g(x) pana todo x E R, '(15) 

o sea, como la función que en cada x E R vale tanto como la suma de los valo 
( 

res' de f y de g en x. Asimismo,'. pata cada ní1mero complejo a E e se define al (, 

p1todu.e:to ( 

a.f:R -+ e (16) 

por 

(a.f) (x) = a.f(x) pMet todo x E R (17) 

Es facil verificar que con la operación (f,g) -+ f+g definida por (iS) y 

la ley externa (a,f) -+ a.f definida por (17), eR es un e.v. complejo, o sea 

R (e ,e, +,.) e6 u.n upaci.o vee:toJUai.. (18) 

Por ejemplo, para demostrar que 

(19) 

hay que probar que 

(i) (f+g)+h = f+(g+h), (f,g,h E eR) (20) 

(ii) Existe un elemento 

O' E eR :tal. que O' + f = f pana todo f E eR (21) 

[Es la función O' dada por O(x) = O, o sea, la función constante de valor O 

para todo x E R] 

(iii) Para cada f E eR existe un elemento 

* R· * -f E e tal que f + f = O 

* * [f es la función definida por f (x) = -f(x); se la indica -f.} 

(iv) f+g = g+f, R (f, g E e ) 

(22) 

(23) 
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1. 3.3 -9-

b. Sean a y b reales y a < b; se prueba como en a que también el conjunto 

C[a,b] de las funciones complejas definidas en el intervalo [a,b] = 

=. {xla ~ x ~ b} es un e.v. complejo, o sea, que 

(c[ a, b], e , -1-, .) U W'I. e.. v • (24) 

c. El conjunto RR de las funciones /te.CLe.e;., de una variable real es también 

un e.v. Pero ahora hay que restringir la ley externa (a.f) + a.f a operadores 

en R (o sea, a E R} pa·féJ. ql}_~. el resultado este también en RR. Entonces el 

e.v. es /teal, o sea: 

R 
(R ,R, -1-, .) U un e.. v. (25) 

Analogamente, R[a,b] es un e.v. /tea.e.. 

R [a b] 
Notemos que e y e ' son tambien espacios vectoriales /te.alU. En efec-

lo; ];} '(estricción de la ley externa al dominio de operadores R no nos hace 

salir de las funciones complejas. 

1.3 .lf. E.6petUO.6 ve.c.,tOIt . .éA,eu de poUnom-lo . .6 

Sea Pc el conjunto de todos los polinomios con coeficientes complejos. Ca 

da uno se expresara así: 

p = Lc. X
j 

J 
(c. E e) 

J 
(26) 

por una suma infinita donde los coeficientes c. son nulos desde un cierto ran 
J 

go en adelante~ Si todO.6 los coeficientes c. son nulos diremos que P e$ el po 
J 

wwmi.o C.elLO, indicado por 0": 

O" = Ioxj = O + OX + OX2 + . . . . , (27) 

en caso contrario diremos que p tiene g/tado l'l si c =; O Y c. = O para todo 
n J 

j <no 

Entre los polinomios en X se define la a.cLi.u6n así: dad.,::; los polinomios 

(26) Y 
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(28) 

p+q es por definición el polinomio 

... (29) 

o sea 

(29' ) 

donde en e..e. ¿, egwzdo ln.f.embJto el ¡.¡ igno "+" ind ica ¿,uma.,& de namelto¿,. Asimismo, 

para cada complejo a E C se define el pJtodu~o a.p E Pe por 

(30) 

donde, en e..e. aLtúno m.lembJz.o, el punto indica multiplicación de númeJLO¿,. 

Con estas definiciones (29') y (30) es fScil demostrar que Pe es un e.v. 

complejo, o sea, que 

(31) 

1. 3 • 5. Nota ¿, O bJte lo.6 l/v ec:toJtu" de 1o.6 6-l6-lc.o.6. 

Por definición, un vec.toJt es un elemento de un e.v. (*) 

a. Si bien cada vector fijo es un vec.toJt (elemento del e.v. de los vecto-

res fijos de origen común con él) el conjunto de todo¿, los vectores fijos no 

es un e.v. 

Si, por ejemplo, se define la suma u+v como la resultante de la "poligonal 

vectorial" formada por u y un equipolente a v (fig. 5), es v+u =! u+v si u yv. 

(*) Los objetos matemáticos se definen por sus relaciones o Entonces se intro 

duce ~eItO la e.ótnuc.tuna definida por esas relaciones en el conjunto de los 

objetos de cierta categoría (en nuestro caso la estructura algebraica de e.v.) 

y luego los objetos mismos como elementos de ese conjunto. 
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tienen orígenes' diferentes. 

Y
/'~ 

~ : 
. I 

. I . 

< .' .~ 

v 

u 

Fig. 5 

b. Los "vectores libres" se definen mediante la eql.Úpo.e.enc..i.a. de vectores 

fijos, que es una Jte1.o.c..f.6n de eqLÚva..lenc..ia. Cada "vector libre" es una clase 

de equipolencia de vectores fijos. Se demuestra que el conjunto de estos ob-

jetos es un e.v., de modo que podemos suprimir las comillas y hablar de ve~-

tOJt~ ~~~. La dificultad señalada en a desaparece demostrando que las fle 

chas u+v yv+u de fig. 5 son equipolentes. 

c;' Las fuerzas son vectores fijos y los momentos son vectores 1i,bres. (pa 

ra pasar de FI a un equipolente F2 (fig. 6) hay que agregar la cupla 

-F 
1 

Fig. 6 

En sistemas rígidos las fuerzas son "vectores axi1es". Pero estos objetos 

no son veetoJte6: no es posible definir en su conjunto A una adición + de mo-

do tal que (A,+) sea un grupo conmutativo. 

1.3.6. EjeJtc..f.c..f.o~ 

a. Completar la demostración de (15). 
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b. Demostrar (20) y (23) e indicar qué otras igualdades hay que probar pa 

ra completar la demostración de (lB). 

c. DeIOOstrar (31). 

d. Demostrar que Pc es también un e.v. real. 

e. (.i) Probar que el conjunto P
R 

de los polinomios con coeficientes rea

les es un e.v. real. 

(ii) Decir pórque no es un e.v. complejo. 

f. Demostrar que el conjunto P C formado por el polinomio nulo y los po
n~ 

linomios de coeficientes complejos de grado ~ n es un e.v. -complejo, y 

también un e.v. real. '. 
g. Decir si es un e.v. el conjunto fornlado por el pOlinoI?io nulo y los d,e 

grado = n. 

h. lndependeJ1cl.a. de .ea. ley mocú.LlaJi..En el conjunto R l< R de los pares de 
" , 

ndmeros reales con la adici~Íl, definida por ,(2), da.r unalriy externa COn opa ... 

rado~,eEl en R como multiplicltci~n de Un numero real por un elementQ de R )< R, 

, de modo tal que se cumplan todas las pl"opiedades de la definición 1. 2.1, ex-

c,epto la modular 1.u = u. (Esto prueba que la ley modular no puede deducirse 

de las demás). 

1.4. COHBINACIONES LINEALES 

1.4. 1. DEFINICION 
" , 

Se ~a COMBINACION LINEAL (c.i) de lo~ vectoh~ ul,u2~ ••• ,un (elemento~ 

di¿ un e. v. V .60 bJLe un cueJl.po KJ a. :toda po.unomlo de .ea. 6olUna. 
n 
'l a .• u. = a 1u

1
'+ a 2u 2 + ... + anun , (1) 

j=l J J 

donde a. E K (j" = 1, ... , n). Lo.6 a . .6e Lectma.n COEFTCI ENTES de .ea. c Ql. (1). 
J J ': ' 

1.4.2. Recordemos que dos polinomios ¿a.u. y Lb.u. en".f.a..6 ~ma..6 le,t/tM 
J J J J 

u
1

, ••• ,un son diferentes si y sólo si difieren en lós coeficientes de una de 
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las letras por 10 menos, y notemos que hay que distinguir entre c..l. y 1l.eJ.¡u1. 

.ta.do de una c.l., pues puede haber dos polinomios diferentes que dan, sin 

embargo, el mismo resultado. 

1.4.3. Ejemplo 

Consideremos los vectores u1 y u2 = -u1 (opUeJ.¡to de u1 en V, es decir, 

tal que u
l 

+ u
2 

= O). Entonces las dos combinaciones lineales 

y (2) 

que son dióell.ent~, pues no tienen los mismos coeficientes, dan, sin embargo, 

el mismo resultado: el vector O (vector nulo de V). En este caso diremos tam 

bién que el vector O admite por 10 menos dos ll.ep1l.e6enta..c.-i.OrLv., diferentes co-

mo c.l.de los vectores ul y u2• 

1 .4.4. Ej eJLUCÁ..OI.l 

a. Hallar infinitas c. l •. dé lús vectores 

(3) 

de un e.v. real, con el mismo resultado que 

(4 ) 

Una respuesta es: 

(2-3a)u1 + (S+a)u2 + (a-7)u3 , (a E R). (5) 

. b. Con referencia al ej ercicio a, decir si (5) da toda..l.l las soluciones p~ 

sibles. 

3 c. Vemol.ltn~ que en el e.v. R (ver 1.3.1 b), cada vector u = (a,b,c) se 

puede representar como c •. e.. de los vec tares 

(u l = 0,0,0), u3 = (0,0,1), 

univo~une~te (prescindiendo del orden en que se escriben los términos). 

d. (i) Decir qué vectores de R3 se pueden representar como c.l. de 

(6) 
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u = 1 
(1,0,0), u2 = (0,1,0), u 3 = (1,1,0); 

(ii) Para cada uno de ellos indicar todas las c.i. posibles. 

e. En el e.v. de los polinomios de coeficientes reales, decir que elernen-

tos se pueden representar COmO c.i. de 

p = X-2, 2 
q = X - 4, r =. 1, (7) 

e indicar como. 

f. Lo mismo que en e con 103 vectores (7) sustituidos por 

p = X-2, * 2 r = X -2X+2 (7*) 

1. 5. SUBESPACIOS 

1. 5.1. Vimos en 1. 3.4 que el <>.:;nj'Jtito lJ = P, de los polinomios con coefi
lo 

cientes complejos es un e.. ".1, odmplejoJ ,,. q.J.e t.'imbien lo es el .6Ltbl!onjun.:to 

s == Pn,e fOrmado por e!' polinomio nulr.;¡ ;¡-los de grado < Ji (1.3.5 ej. f) I!on 

iiu, m.t.6ma..6 opell.a.UOt'LU de6bUda..6 el'!. V (r<';'stringidas a S e V), Esto nos' muestra. 

que. en un e.v. V puede e:ii:istir un SiJb~ü!1jurltú propio S que sea a su vez. un 

( 

< 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

.\ 

e.v., con las operaciones deH.nicles ~n V. Talee subconjuntos, y el mismo V se ( . 

llaman .6ubupa.W,h del e. v. V. ( 

. ::DEFINICION 

Se llama SLlBESPACI0 de Wl e. 'J. ti a. .todo ,~u.br..oVl.jwtto (plLop:f,o o 110) no vauo 

S e V que .6ea un e.v. c.on l.a.6 mL6ma..~ ope/tctuOHe.6 de.óirúdM en v (~ paJL.ti.c.u

Wt., .6oblLe el m.l.6mo c.uM'pO de e6c.alcvr.e6). 

1.5.2. Un subconjunto S de un e.v. V sera un e.v. si se cumplen.1as propia, 
" ~ 

dades de la definición de 1.2.1, con V sustituido por S. Pero por ser S e v 

se siguen verificando P2 y P
3

, así como las propiedades asociativa y conrnuta

·tiva de la adición, involucradas en PI' Por ejemplo, puesto qua para todo par 

(u,v) de elementos de V es 

u + v = v + u, 
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lo mismo ocurre para todo par (u,v) de elementos de S, pues lo son también 

de V por ser S e v. 

Entonces, para verificar que S es un subespacio bastará comprobar: 

(i) que + es una operación binaria en S; 

(H) que es una operación externa en S con operadores en K; 

(iii) que O E S (pues entonces y solo entonces habrá un elemento nulo 

n E S, a saber, n = O, tal que n + u = u para todo u E S; ver 1.5.6 b), Y 

(iv) que para cada u E S es -u E S (pues entonces y sólo entonces habrá 

* * * en S un elemento u , a saber, u = -u, tal que u + u = O; ver 1.5.6 b). O 

sea: 

El .6ubc.onju.n.to S e V del e. v. V u un .6ubupa.uo .6.[ IJ .66.R.n .6.i .6 e c.umplen 

e6:tcu, c.ua.,t/l.O c.oncüc.,¿one6: 

(i) u, v E S => u + v E S 
. . 

(ii) a E K yuES ~~.u E S 

(iii) O' E S (S c.oYlUene a,l vec.:toJr. nulo de V) 

(iv) u E S => -u E S 

1. 5.3. Ejemplo 

Sea V = C[a,b] el e.v. de las funciones complejas definidas en el interv~ 

lo [a,b] (1.3.3 b) Y S el subconjunto formado por las funciones c.ont¿~ de 

V, que indicaremos 

S = C[ a, b). (1) 

Veamos que S es un subespacio de V, y anticipemos que el e.v. S es uno de 

los más importantes del Análisis. Se cumplen (i) y (ii) pues la suma de dos 

funciones continuas es una función continua, y el producto de una función con -
tinua por un numero es una función contiI1ua. Se cumple (Ui) siendo O la fun-

ción continua definida por O(x) = O (función constante de valor O) • Finalmen-

te, se cumple (iv) pues si f es una función continua, 10 es la función -f 
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definida por (-f)(x) = -f(x). 

1.5.4. De hecho no es necesario verificar todas las condiciones (i) a (iv) 

de 1.5.2. En 1.5.6 c se pide la demostración de este importante teorema: 

TEOREMA 

Sea V un e.v. y S una. pM..te Ha vaw de v; ~ =; s e v. La-ó c.oncüc.tonu el 

a c~ que .6-if¡uen .6on eqtúvalentu: 

el) s c.ontiene el Jte.6tLUado ele. toda c..R.. de. do.6 de.6U.6 e.temento.6: 

a,b E K Y u, v E S =l> a u + bv E S (2) 

u,v E S ~ u-v E S, a E K Y u E S =:> au E S (3) 

1.5.5. eon l'eferenda al ejemplo de. 1.5.3, para probar que (l) es un sub-

espacio de VD en virtud de la ~quivolencia el ~ e
3 

basta recordar que toda 

e.l. de dos funciones continuas d~ como resultado una funci6n continua. 

1.5.6. Ej eJr.c.ic.lO.6 

a. Sean u1 , u2, u3 tres vectores de un e.v. V sobre un cuerpo K. Verifi

car que los siguientes subconjuntos de V son subespacios: 

(i) {O} ; 

(ii) . {kulk E K}, conjunto de 10.s múltiplos de un vector; 

(iii)' {k¡u1 + kZu2 + k3u31ki E K}, conjunto de las c.l. de tres vectores; 

(iv) V. 

b. Sea O el vector nulo de un e.v. V, -u el opuesto de u en V y S un sub-

conjunto de V. Probar que en s: 

(i) Existe un neutro aditivo n si y sólo si O E S, Y en tal caso es n = O 

(ii) Para cada u E S exi$te un simetrico u* E S si y s610 si u E S ~ -u E S, 

* Y en tal caso u = -u. 
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c. Demostrar el teorema de 1.5.4 mediante la cadena de implicaciones 

C1 => C2 => C3 => C1 ' 

[IncUc.ac.'¿onu, Para C
l 

=> C2, Tornar en la implicación (2) a = 1, b = -1, Y 

luegob· = O, 

Para C
2 

=> C
3

, En la primera (3), tornando v = u probar (iii), tornando u = O 

probar (iv); con (iv) poniendo -ven lugar de v probar (i); finalmente, la 

segunda (3) es (ii), 

Para C
3 

=> C1, Si S es subespacio, aplicar (ii) y (i) para probar las implic~ 

ciones: 

a,b E K Y u,v E S => au, bv E S => au+bv E S,] 

d. con referencia el e.v. V = C[a,b1 de las funciones continuas (1.5,3), 

probar que el subconjunto S de las funciones que se anulan en un punto Xo de 

[ a, b] és un subespacio •. 

e, Se~ run .número real. O~cir si el subconjunto del e.v. R3: 

es un subespacio, 

f, Decir cuales de los siguientes subconjuntos del e.v. R2 son subespa-

cios: 

(i) . {(r1,r2) E R21r1 = O} 

(ii) . {(r
1
,r

2
) E R21r1 > O} 

(iU)" {(r1,r
2

) E R21r1 + 3r2 = O} 

. 21 (iv) {(r1,r2) E R r l ,r2 = O} 

(v) 
2

1 
2 {(r1,r2) E R r 1 + r 2 = O} 

g. Decir cuales de los siguientes conj untos de funciones de dominio [0,1 J 

son subespacios del e.v. C(O,l]: Todas las funciones continuas f tales que: 

(i) 2f(0) = f(l); (ii) 2 + feO) = f(l); 

(iii) f(x) > O para todo X; (iv) f(x) = f(l-x) para todo x 
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1.6. OPERACIONES CON SUBESPACI05 

1. 6. 1. TEOREMA 

. Si SI Y S2 .60n .6ube6paUo.6 de un e.v. v, en:tonc.e..ó . .6U hz:teJt..6e.c.c..ú5n SI n s2 

U .6ubupauo· de v. 

Sean a y b escalares y u,v E SI n 52' Entonces u,v E SI Y por ser SI sub

espacio es en virtud de (2) .de 1.5.4: a.u + b.v E SI' Por análoga raz5n es 

au + bv E S2; luego au + bv E 8
1 

n 82, Hemos probado así la implicación 

que es la (2) de 1.5.4 con S = 81 n S2; luego SI n S2 es un subespacío. 

1. 6. 2. De manera análoga se prueba él siguiente teorema más general: 

TEOREMA 

Sea. 1 LU1 c.onjunto no vac..lo de buU.c,u I:f (S.) 'El una. 6a.mlUa. de .6ubupac..i.o.6 
1 1 . 

de un e. v. v. Entcmc.e.6 .ea. .i.nteM ec.c..i.dn " 'El S, e..ó un .6ube.6pauo de v. 
1 1 

1.6.3. TEOREN:A 

Sea. M un .6ubc.onjunto c.u.alquieJLa. de un e. v. v. Ex..L6.te un .6ubupa.uo vec..to

Jt..,,(.o.,l S de v, que u el menoJt de en.:tJLe lo.6 que bzc.fuyen a M en el .6en:Udo de 

que: 

(i) M e 8 

(ii) Todo .6ubupa.c..i.o 8' que -i.ne1.uye a. M -i.nc.luye a S: 

S' .6ubupa.c..l.o y M ~ S' =? S e S' • 

Sea' {Si} el ~onjunto de todos los subespacios que incluyen a M. Este con

junto no es vacío pues V pertenece a el. Sea S = {\ S, 
1. 

(i) Puesto que ~[ es parte de cada S" es parte de su intersección. Es de-
1 

cir: M e s. 
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(ii) Si S' es un subespacio tal que M e S', entonces S' es uno de los S. 
~ 

y la intersección S de estos es parte de el: S e s' 

1. 6.4. El teorema anteriOr justifica la definición siguiente: 

DEFINICION 

Se .u.a.ma. SUBE.$PACrO GENERAVO POI[. un .6ubconjunto M de. un e. v. V, al menoJt 

.6ubupa.CÁ.o S de V que ,¿nduye a M. D.i.Jtemo.6 que M U un CONJUNTO GENERADOR 

de s. 

El subespacio generado por M se llama también cdp.6uta. lineal de M. Lo in-

d · * ~caremos M • 

1. 6. 5. TEOREMA 

Sea M una. pa!t.te eual.qLÚeJUt de un e. v. v. El SUBESPACrO M* GENERADO POI[. M 

co.i.nc.-i.de con el. CONJUNTO L VE LAS C. L. r 6,útltcv.~) de vec.:toJte6 de M. 

(i) * * Puesto que N e M y M es subespacio, toda c.l. de elementos de M 

esta en M* , * o sea L e M • 

(ii) Si u y v son c • .e. de vectores de H, 10 es también au + bv, o sea, va 

le la implicación: 

a,b E K y u,v EL=> a.u + b.v E L, 

y entonces, por la equivalencia deC1 y C3 de 1.5.4, L e6 un .6ubupa.CÁ.o de 

V. Por otra parte, para cada u E M esta en L la "combinación lineal" 1. u = u; 

luego M e L. Entonces L es un subespacio que incluye a M, y por la definición 

de M* resulta M* ~ L. 

e * * * (iii) De (i) L _ M Y (ii) M e L resulta M = L. 

1.6.6. Si bien la intersección de dos subespacios es un subespacio (1.6.1), 

no 10 es su unión, pero es útil considerar el subespacio generado por este 

conjunto. 
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DEFINICION 

Se Uama. SUMA SI + s2 de do.6 .6ubupac.'¿o.6 SI y s2 de un e. v. v, al .6ube6pa 

UO de v geneJtado poJt el c.onju.nto M = S 1 U S2' 

Entonces SI + 82 es el menor subespacio de V que incluye aS1 y a S2' Se 

pueba que: 

(1) 

1.6.8. DEFINICION 

Se .uama. SUMA SI + S2 + ..• + S de n '¿ubupaCÚD.6 s. de un e. v. v., el .6/lb 
n ", ~ 

e.6 pac..io de v geneJtado pOJt et C.Otljun:to M = SI U S2 U ••• U Sn • 

Entonces SI + S2 + .• '. + Sn es el menor subespacio de V que incluye 

a SI' a S2, ••• ,a Sil' y análogamente a (1) se tiene: 

SI + S2+ ••• + Sn='{1.'./ll = u l + ••• + 

1.6.9. Ejetc.-<.c.-<.o.6 

u , 
n 

u. E S.l. 
1 1 

(2) 

a. (i) Probar que el conjunto de los pol.inomios de coeficientes ~()mplejos 

múltiplos de un polinomio qado q, es un e.v. 

(ii) De (i) y 1.6.1 deducir que el conjunto de los polinomios de la for 

ma aX
2 + bX

3 es un e.v. 

b. (i) Probar que el conjunto S = CI[a,b] de las funciones continuas en un 

intervalo [a,b] y nulas en los puntos de un conjuntoI C[a,b] es un e.v. 

(ii) Si I C J es CI[a,b] C CJ[a,bJ. Si la primera inclusión es estricta; 

¿lo es también la segunda? 

c. Demostrar el teorema de 1.6.2. 

d. Determinar los números h y k de modo tal que u = (h,3,k,-4) pertenezca 

al subconjunto de R4 generado por u1 !:: (2,1,-1,0), u2 = (3,0,2,2). 

e. Demostrar la proposición 1.6.7. 
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\]ncUc.awn: Por 1. 6.5 Y la definición de SI + S2 ver que todo elemento u 

de SI + S2 es c.l. de vectores de SI y de S2; agrupando terminos deducir que 

u se expresa como u
l 

+ u2 con ui E Si' Recíprocamente, toda suma u l + u2 con 

u. 
,...;,. 1 E Si está en SI + S2'] 

f. Probar que: 

(i) SI + S2 = S2 + SI 

(ii) (SI + S2)+ S3 = SI + (S2 + S3) = Si + S2 + S3 

(iii) S3 e SI + SI ~ SI + S2 + S3 = SI + S2 

·':·t:'.' 

g. Demostrar que: Si S Y T son dos subespacios de un e.v. V, las propieda 

des PI Y P2 que siguen, son equivalentes: 

P l' S n T =' {O"} 

P2• Todo vector de S + T se eh~resa de una ~ola man~ en la forma u + v 

con u E S, v E T. 

[Cuando las condiciones equivalentes Pl y P2 se cumplen, se dice que la 

suma S + T es cUAec;ta.. Si ademas S + 'r = V se dice que S y T son .6ublUlpC/!ÚO.6 

.óupe.eme.it-taJúo.6 en V. J 

1. 7. DEPENDENCIA LINEAL.' BASES Y DIMENSION 

1.7.1. DEFINICION 

Se cUc.e que el. vectolL u u LINEALMENTE VEPENVIENTE (l.d.) del. c.onjW'/hJ de 

vec.:toILu' {ul ' ••• , u }.6.[ ew:ten uc.alaJr.u al"" ,a:ta1.u que . n n 

(1) 

o sea, si u admite una representación como c.l. de u l , ••• ,u
n

' 

1.7.2. EjeJr.c..[c..[o.6 

a. Demostrar que el vector nulo O" es l.d¡ de cualquier conjunto u
1

, ••• , un 

de vectores. 

b. Demostrar que: ~.[ u U lod. de' {ul' ••• ,u } y' {u1' ... ,u } e {v l ' ••• ,v }, r ,r n 
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e.!1X-O nc.M u M .e.. d. de: {v 1 ' .•. Jo V n} • 

c. Demostrar que u
1 

es l.d. del conjunto {uZ, .•• ,un } si y s6lo si existen 

escalares b1, ••• ,b
n

, con b1 ~ 0, tales que 

b 1 u 1 + b2u2 + ..• + bnun = 'O (2) 

d. Probar que en R3 , u = (1,7,-1) es l.d. del conjunto {(O,O,l), (1,3,0), 

(O~Z',O)} y representar u cama c.L de los vectores del conjunto. 

e. Hostrar sin ningún calculo que el vector de R
3 

u = (3,.1,-2) no es l.d. 

del conjunto' {u
1

, u
2

' u
3

} COn u
1 

= 0,0,-1), u 2 = (-2,0,2), u 3 = (0,0,3). 

1.7.3. DEFINIerON 

Se. di..c.e. que. el c.onjw1:to -6iJúw de. ve.c.x.o/tV,¡' {u
l

' ... ,un} e.6 LINEALMENTE IN

VEPEN'Dl ENTE (l. i.) J.,.(. ni.l1fI.uno de. .6lL6 e.leme.n:to.6 V,¡ .e.. d. del. c.onjW1.-ÚJ 6o/tnudo 

po/t lo,~ /teó.ta.nteó. 

(k .,. 1~2 •••• ,n), 

La independencia lineal es una propieda'd de c.onjun..toJ., de. ve.c.x.o/te..6. Sin 

embargo se suele llamar l. i. a loJ., ve.&oJte..6 m-L6rno.6. En este sentido se usa 

la locucian "conjunto de vectores linealmente independientes" en lugar de 

IIconjunto l. i. de vectores". 

Por ejemplo, con esta terminología, diremos que do.6 ve.&o/te..6 u,v .6on l.¿, 

si ninguno de ellos es múltiplo del otro, es decir, producto' de un escalar 

por él. 

1.7.5. En virtud de 1.7.2 ejercicio e,' {ul' ••• ,u
n

} e..6 l.-l.. J.,-l. Y J.,dlo J.,-l. no 

J.,e. v~6-l.c.a YÚY1.guna /te.lac.-l.6n .tlnea..e. 

(3) 

salvo en el caso trivial 

b = b = 1 2 ... = b = O n . (4) 
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En efecto, por 1.1.2 e e8~ por ejemplo, ull.d., de' {u2 •••• ,un } si y sSlG 

si existen escalares b¡:, .... ,bn con b1 =1 O. que verifican (3). 

Lo 9ue hemos probad~ equivale a·decir ,que: 

[u 1 t •• ' • , un} U l. i.. ll-i. IJ 6diJJ ~.i vate.l.s. ~ci6n 

(5) 

o sea, llamando c..l. t:JtÁJ1ial.. a laqt,le ~iene todos su coeficientes nulos: 

, {U
I

, ••• ,un} U l.-i.. ll-i. Y -56lD .u la. an.io4. e.t. de. u
1
"" ,un que da. COtIiO 

'l.e..~uLta.do el vec.tolL nulo U la. e. t.. brliJiId .. 

Esta propiedad, o laimplicac!5n (5), puedeu, darse como de~. de ~

depe.ndencUa Uneal de' {u p ..... u
n
}. 

1. 7 • 6 • Ej emptoll 

a. En el e.v. R2 (l.3.t a). el conjuinto' {(l.0). (O.!)} es t.i. 

En efecto. el cero deR2 es el par .(0.0). y puesto qQe a. 0,0) -+ b. (O.,U • .' 

¡:: (.!i,O) + (O.b) • (a.b),U 4.(1,0) + ·b.(O·,1) .. (0,0)' ¡~. y~6lo ~.l a • b • O .. 

b. En ele.v. de las funciones de R 'en R (1.3'.3- c) el 'conjunto' {f ,g} de 

las funciones'dadas por 

g(x) :a: X. (6) 

, . 2 
es .e. i. En efecto, de ax + bx = O resulta, haciendo x = 1 Y luego x q -1': 

a + b= O., a .. b "" O. 

y de aquí resÚl ta a .. 'h = O. 

c. En el mismo e.v., el conjuntO" {F.~} de las funciones dadas por 

G(:ic) • 2~1 

" x x+l 
no es l.i. En efecto, es a.2 + b.2 • O cualquiera que sea x. para todo 

par de coeficientes á,b tal que a ~ -2b. 

d. En el mismo e.v., el conjunto' {b.k} de las, funciones 



h(x) 
, 2 

= cos x, k(x) = 2 
sen x, 

2 
cuya suma es 1, es t.i. En efecto, de a.h + b.k = O, o sea de a cos x + 

1. 7.6 

2 
-1- b sen x = O para todo x, result~, haciendo x= O y luego x = 1T /2:a = O, 

b = O. 

1.7.7. DEFINIerON 

Se cUc.e que. el c.ol7.jun;to· {u
I

' ... ,un} e-6 LINEALMENTE VEPENVIENTE (.e.d.) ,fl-t 

'no e.6 t.L 

Notemos que aqu1 damos a la locución "linealmente dependiente" un signifi, 
'. 

;, cado distinto al a:signado por la definicioñ de 1. 7.1., donde l. d. se refería 

a un vector con respecto a un conjunto de vectores. 

1.7.8. En 1.7.1 y 1.7.3 hemos definido locuciones como "u es t..d. del con 

junto 6bti..;(;{) , {u'
l
'" ;., u . J", '''el conjunto Ó,Ú'!-Uo' {u

l
, ••• ,u } es t.i." Al inten 

n. n 

tar gE!ileralizár .. estos tOl1ceptós para cónj~n tos cualesquiera (finitos o infi:'" 

. hitos) se pl'esenta esteinconvetdente: solo podemos hablar de 4~ c.on un 

¡"U1meJLo 6hú;to de .t~mlno.6. Pues bien, nos limitaremos a tales sumas y ampli!!. 

remos la definición de c.omb-i.nae.f..6n .Unea..e (1.4.1) así: 

DEFINIerON 

( 

( 

( 

. ( 

( 

/ 

( 

( 

( 

( 

;/ 
\ 

( 

( 

( 

( 

( 

Se ¿fuma COMBINACION LINEAL de ·t.O.6 vec.:toJr.e.6 de un c.onjun:f:o (6bú-to o -út6.¿' e 
~) ( 

a :to do po UYro ml.o 

alu + a 2u .. + r
1 

r
2 

... + a u n r 
n 

donde a i E K {e.u0Po de e.óc.a!aIt.u} Ij ri
E 1. 

(7) 

(8) 

En otras palabras, el conjunto (7) puede ser infinito, pero cada c.l. (8) 

toma en cuenta solo un número finito de sus elementos, a saber: 

u , ••• ,U • 
r

2 
r 

n 

( 

( 

<. 

( 

( 

( 

( 

e 
( 

( 

( , 

( 

( 

( 
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En las definiciones de 1.7.1y 1.7.3 se hacen los cambios consiguientes 

para que resulten admisibles conjuntos cualesquiera y no solo conjuntos fi-

nitos: 

1.7.9. DEFINICION(confr. 1.7.1) 

Se. cüc.e qu.e el. ve(f;/:olt u U LZ NEA Uf ENTE VEPENVIENTE (l.d.) del. c.onjun.tD de. 

l'e.C.,éoILM' {ur}r El J.,.{o ex,Uten u~U al, ••• ,an y elemen.to.6 de 1: 

rIt' ."rn , tale6 que 

u = a¡u .... o o + a u '" 
r l . n r n 

(9) 

o sea, si u admite una representación como c.l. (1.7.8) de los vectores de 

. (u }. 
1" 

1,7.10. DEFINICION (Confr. 1.7.3) 

Se cUc.e que el. c.onjunio de veaolte6' {Ut)r E 1 U LINEALMENTE lNVEPENVlENTE 

(l.,l.) 4.1. tUnguno de .6U6 üemento.6 U~i d • (1. 7 • 9) del C!onjunto ~oJt~Jado pOli. 

lo.6 ltutLtwtu. 

Esta definición puede reformularse así: 

Se d.tc.e que el c.onjutLto de vectoltu' {u } e I u l . .(.. -6.(. todo -6ubc.onjunto . r r 

6.¿lU.to de U. u l.i.. (en el sentido de la definición de 1. 7 .3). 

1.7.11. Ej~c.iclo-6 

a. Demostrar que un conjunto {ul' ••• ,un} es l.i. si y sólo si vale la im

plicacion: 

al meno/.) un b. =1 O ~ b 1u 1 + ... + b u =1 O. 
~ n n (lO) 

b. Probar que en el e.v. R
2 

(1.3.1 a) cualesquiera que sean los nGmeros r~ 
les r,s el conjunto {(1,0), (0,1), (r,s)} es l.d. 

c. Determinar en los ejemplos siguientes (i) a (iv) si el conjunto' {u,v} 

de vectores de R2 
Ó de R3 es l. i. ó l.d., y en los l.d. dar una c.l. nula no 

trivial au + bv = O: 
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(i) u = (1,-2), v = (-3,6) 

(ii) u = (1,-2), v = (3,6) 

(iii) u = (1,-2,3), v = (4,-8,12) 

(iv) u = (1,-2,3), v = (-5,10,7). 

d. Decir para que valores de k son l.d. los siguientes conjuntos 

(i) '{(2,k), (3,2k+l)} de R2 

, . . - 3 
(ii) {(2,k,6), (3,k+l,8)} de R 

1.7.11 

e. Determinar en los ejemplos siguientes si el conjunto' {u,v,w} de vecto

'res de R2 o de R3 es l.i. o l.d., yen. los l.d. expresar uno de los vectores 

como c.l. de los otros: 

(i) u = 

(ii) u = 

(iii) u = 
'. 

(iv) u = 
f. (i) De 

(3, O) , v = (9, O) , w= (-5,0) 

(3,4), v = (-5,3), w ... (9,-17) 

(0,0,3), v = (0,4,0), w = (8,0,0) 

(2,2,0), v = (0,2,-1). w = (4,2,1) 

cada uno de los siguientes subconjuntos 

MI = {{1,0,1), (0,2,2), (J,7,1)}, 

M2 =' {{O',O,O), (1,0,0), (O,l,l)}, 

de e3: 

M3 =' {(1,i,l+i), (i,.1,2-i), (0,0,3)}, 

decir si es ·l.i. 6 l.d., dando en este caso una c.l. nula no trivial; 

(~i) Para cada Mk l.d., dar una parte Nk l.i. que genere el mismo subespa-

.* * cio, o sea (1.6.4) tal que Nk = ~. 

g. Demsotrar cUJr..ectamente que el conjunto H =' {(a l ,a2), (b l ,b2)} de vecto 

d 2 o ~l· res e R es ~.d. si y su o 51 

(11) 

h. Probar. que en el e.v. de las funciones de R en R (1.3.3. e) el conjun

to' {f,g,h} de las fUnciones dadas por 

f(x) = x, g(x) = sen x, h(x) = cos x; 

( 
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es .e.. i. 
i. Probar que el conjunto' {f,g,h,k} de las funciones dadas en [O,a] (a> O) 

por 

f(x) = 1, g(x) = x, 

es l. i. 

h(x) = sen x, k(x) = x e , 

j. Probar que: si el conjunto' {v1' •.• ,vn} es l.i., todo subconjunto de él 

es tambien l. i • 

l. d. , (12) 

entonces v es l.d. de' {u1' ••• ,un}. 

l. Demostrar que si' {u1 ' ••• ,un } es l.í. y si v no es l.d. de' {u1, ... ,un }, 

entónces' {u¡, ••• ,u ,v} es l. i. 
n . 

m. Demóstrllr.que ell el.e.v. de lásfunciones de R en R, el eonjunto 

de las funciones f dadas por f (x) = xn es l.i. 
n n 

n. Verificar que A = {u1,u2,u3} es l.i. si y sólo si 

B =' {u1,u
1 

+ u2,u1 + u2 + u3} es l.i. 

o. Verificar que A = {u1,u2,u3} es l.í. si y sólo sí 10 es 

B = {u2 + u3 ' u3 + u1' u1 + u2}. 

(13) . 

p. Verificar que el conjunto' {vl' v 2' v3} con Vi = a i u1 + bi u2 es l.d., 

forw~ndouna relación de dependencia lineal valida cualesquiera que sean ul ' 

1. 8. BASES 

1.8. 1. Co nj un:to.6 9 eneJta.dolte.6 

En 1.6.4 definimos el .6ube.6pa.~ geneJr.a.do por un subconjunto M de un e.v. 

V como el menor subespacio S que incluye a M. Tambi~n llamamos a M conjunta 
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ge.Y!.eJtadolL de S. Luego probamos (1.6.5) que el subespacio S = M* generado por 

M coincide con el conjunto de las c.l. (finitas) de vectores de M. Por tanto 

podemos definir un eonjun.:to ge.J1eJz.adolL paILa :todo el. upauo así: 

DEFINICION 

Se cU.ce qtLe. un C'.onjunx.o M ::: {ur}r E 1 de \Je.ctOILU de un e.v. v e.6 un CON 

JUNTO GENERADOR pa/ta. v, I,:,-t :todo 1} e.do!¡. u de. v e.1,:, lo d. de. M. 

o sea (1.7.9) si para cada II de V existen escalares al""'~n y elementos 

+ ti U n r 
n 

(1) 

En lugar de c.onjwrta ge./1IlJcCldo J¿ se dice tcuul:,ién "conjunto de ge.ne.lLadolLu" 

(confr. 1. '7.1.1) • 

a, Si {ur}r E I es el ccm-iuntode :t.odo,& los vectores de un e.v. V, ent0lt' 

ces' fu } Gil! un conjunto generéldor para V. r 

b. En el e.v. R2 (1.3.1 a)," {OJO), (O,l)} es un conjunto generador. En 

efecto, para todo (a,b) E R2 es (a,h) = a.(l,O) + b.(O,l). 

1.8.3. DEFINICrON 

Se l.e.ama BASE de un e. v. v a .todo conjun.:tJJ ge.neJtadolL t.JaJta. V, que .6 ea. 

ademtt6 loL 

1. 8.4. Ej emplo.6 

a. Probemos que en el e.v. Rn (1,3,1 b) es una base el conjunto 

u 1 = (1,0)0, ••. ,0) 

U z = (0,1,0, ... ,0) 

•••• 11 ••••••••••••• 

u = (0,0,0, ... ,1) 
n 
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donde u
k 

consta de un .f en el lugar k, y n-l ceros. O sea, con el símbolo 

delta de Kronecker: 

1 si j = k 

c5
jk = 

° si j '1 k, 

n 
(i) B eó un. c.onjunto genvtacloJt paJt.a R • En efecto, todo elemento 

(a p a
2

, ••• ,an) de_Rn se. r.epres~ta así: 
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(2) 

Cii) B eó l . .L. En efecto, el vector nulo TI de R
n es la n-upla (0,0, ••• ,0) 

y por (2) 

...f.. .J e • + a 11 
ti n 

..... 
- O equivale a 

es decil'~ . a a a '~ .. l· - 2 -,. .••• -- O. Por tanto . se cumple la iJnplicación (5) 

=>. a = 
1 ... 

. La base B se llama bMe can6l'Úca para Rn • 

= a = ° n 

b. En el e.v. de los polinomios, el conjunto de polinomios 

. 2 n 
B = {l, X, X , ••• , X , ••. } 

es una base, En efecto: 

. (3) 

(i) B eó un. conjunto genenadoJt. Pu~s todo polinomio aO + a1X + '" + anxn 

es una c.t. de los elementos 1, X, ••• ,Xn de B, con coeficientes aO' al"",sn" 

(ii) n ~~ ~.~. Puesto que el polinomio nulo O es el que tiene todos sus 

coeficientes nulos, se tiene: 
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equ.[va..€.e. a 

a = a = 1 2 

Notemos que la base (3) es bt6:!Júm .. 

... = a 
n 

o. 

1. 8. 5, E6 paci.o~ vec.tolLLlf1.e.o Ó-Úl-lta.mente 9 eneJLado.ó 

DEFINIerON 

1..8.4 

Se cüce que un e.v. v e6 F'IM1TAMENTE GtNERAVO 61 exL5:te un c.onjUni:o g.e-

¡.¡ YtCl..áOIL pa.'t..cL V, ó.óú,to • 

Por ejemplo, el e,v. R2 es finitamellte generado en virtud de 1.8.2b. Más 

gcmeralf!\eftté, por 1.8.4 a, R
Tl ~s Ünitamente generado. 

( 

1, 

( 

( 

( 

í. 
Acerca de los e.v. finitslllente generados flos limitaremos a. enunciar los ( 

teorew~s tunclamantales: 

.' TE()J~EAtJ.. 'OE COMPLETACI0N A UNA BASE~ En un e.~v. ~'úlliJimentegeneJtado, un· 

WJ1jLU:1.i1:J t. L' f~l'P'" ,-Ur} ,e¿¡ Wla. ba.6e~ {J . .bilm. eXi;!,ú.n l1fJ:!t:ol1...e! .1l:n4.1 ..... ~-:'! ,u..n'" 

;{:al.u que.' {u l' •.. JI ur ' ur+ 1 ' ••. , uo} e6 UY/.a. bM e.. 

1.8. Ó, Ej e!Luci.O.6 

':8cioll 

. (4). 

de un vector x de V es t1;Úc.a.. 

l Sí ~CO·n .la baseB se':fonna una we DJuÚ?nadrc. (ul'u2'~ •• ,u:.nl,Cada "vector 

de V queaaunívocamente· determihado pO.r la n-upla ordenada de coeficientes en 

(4), (zl~X2,.a~,xn)' que llamaremos n-up!a de coolLdenada4.J· 

b. DeIllOs-trar que en .el 'e.v. P~~e(l ..... j .. S. fJ,el~o~junto :á =" {l, X,. X2} " 
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c. 
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es una base. 

c. Demostrar que: 

(i) El conjunto V de las funciones f: R ~ e dadas por 

es un e.v.; 

2 
f(x) = a + b x + c x , (a,b,c E e) 
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(5) 

(ii) El conjunto de funciones B = {l, x, x2} es una base de este e.v. 

d. Considerando el vector (2,0,0) de R3 , mostrar que' {(l,O,l), (0,1,1), 

3 (1,-I,O)} no es una base de R • 

3 e. En el e.v. R : 

(i) Verificar que el conjunto' {(1,2,3), (2,O,1)} es l.~i. 

(H) Hallar una base que 10 incluya. 

1.9. DlMENSION 

1. 9.1. LEMA 

s( {u l' .. q u
r

} e.6 un c.onjunto geneJtadoJt de un e. v. v, en.tonc.u :trJdo c.on 

jun:to' {wl, ... ,wr }, (k> r), de má.6 de r vec..toJte.6 de V e.6 .t.d. 

Puesto que {ul' ••• ,ur } es conjunto generador, es 

WI = allu l + a 12u2 + 

w2 = a 2lu l + a 22u 2 + 

+ al u r r 

. ' .............................. . 

que se puede escribir 

W. = 
~ 

r 

L 
j=l 

a .. u., 
~J J 

(i = 1, ••• , k) • 

(1) 

(l' ) 

Bastara probar que existen escalares c1, ••• ,ck no todos nulos y tales 

que 
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(2) 

Para ello consideremos el sistema de ecuaciones 

............................... (3) 

con r ecuaciones y k incógnitas. Como k > r este sistema tiene soluciones no 

nulas. Sea (c
1

, ••• ,c
k

) una de ellas: veremos que cumple (2). 

En efecto, por ser (cl' ••• ,ck ) solución de (3) es 

k 
l c.a .. = O, (j ::; l, •.. ,r), 

i=l 1 1J 

Y entonces (por (1' ) y (4» : 

k k r r k r 
l c.w. = l c i 

( l a .. u .) = l ( l c.a .. ) ::; L O.u. ::; O. 
i=l 

1. l. i=l j=l 1J J j=l i=l 1 1J j::;l J 

1.9.2. Del lema precedente resulta: 

TEOREMA Sea.' {u1'"'' ur } un c.onJul'WJ geneJta.doJz. de un e. v. v, IJ ~ ea. 

. {v l' •• t , V s} u.n c.onju.n.to l . .t. Entcmc.e6 e6 s ~ r. 

1.9.3. TEOREMA S,{ {ul'.· •• ,ur } y' {vl, ... ,v·
s

} ~on bMu de un e.v., e6 

r ::; s. 

(4) 

O sea, todas las bases de un e.v. finitamente generado tienen el mismo 

número de vectores. 

Vemo~:tJr.ac.i.6n 

Por ser' {u1 , ... ,ur } conjunto generador y' {v1, ... ,vs } l.i. es por 1.9.2, 

s ~r. De igual modo se prueba que r.~ s. Luego r = s. 

1.9.4. El teorema anter:iJr justifica la definición siguiente: 

DEFINIeION 

( 
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( , 

i. 
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\. 
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\. 

Se U.ama. VIMENSION de W1 e.v. v ó.úútamen:te gel1e.Jz.a.do, IJ ~e -útcU.c.a dim (V), r.. 
( 

( 
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.al rnLmeJLO de vec..toJte.6 de una bMe c.u.a..tqJeJta. . 
.... . 

<. '. 

1.9.5. Nota. 

Con recursos superiores (y- el uso· del axioma de ~ermelo o proposiciones 

equivalentes, por ejemplo el llamado lema de Zorn) se puede generalizar el 
. . 

teorem.a· de 1. 9. 3a e.v. cualesquiera (finitamente generados o no) a~:L: do.!> , 

nUmere cardinal se tiene la generalizaci6n natural de la definición de 1.9.4 • 
. . 

. Es V de cUmen.6.wy¡ ó.f.!Uta.,· es decir, el nlÍmero cardinal dim (V) es finito, .:si 

y sólo si Ves finitamente generado. 

1.9.6. '. Ej 21r.e.I.elo.6 

~o Demostrar que: s({vP"Jq'Vs } es un conjunto l.i. cuyos elemél1,tos 
, . 

v. so:n!;d. de un conjunto' {u11I D ~., urJ, es s ~ r. 
J 

.l b. Probar que para los espacios aU (l43.1 b) y P2,C' (1.3.5 f)es . 

, 
, , 
l . . . 

'. (5) 

I c. ~~b~ar que: si' {vl} ••• ~v } es un conjunto l.í. de .&vectores de un . . s 

~.~. V f~~~mente generado, es s ~dim (V). 

do.. Probar que: si V es un e.v. de dimensión n, todo conjunto 1..i. 
; 

. r • . , I 
{Ul'.' ~ ,un} es uná ~ ... 

e. Demostrar que: si dos subespacios S y T de un e.v. V tienen la misma 

diJensión n yes S E T, entonces S = T 

f. (i) Verificar que los vectores de R4 

constituyen un subespacio Si 

·:tli) Hallar una base de S; 

th'i)·,~~ificar que dím (S) = 3. 



Capítulo 2 

ESPACIOS METRIGOS 

2.1. CONCEPTO DE ESPACIO METRICO 

2.1.1. El espacio ordinario, con la noción de cLW.ta.nua entre dos pun-

tos cualesquiera, constituye el ejemplo natural de la estructura de ~pa~o 

mU1Uc.o, y las nociones que introduciremos tienen un significado muy intui-

tivo cuando se refieren al espacio de la geometría elemental. Por otra par-

( 

( 

( 

( 

( 

te:! concepto general de 8spacio metrieo, introducido en 1905 por M. Frechet, ( 

permite dar un alcanc3 mue!!.:) mas amplio a la idea de cLU.ta.Ytua y a las no-

Ci0l18S c.on.exas de ,túl~t:t.e.; c,onti.Jw?¿dad, etc;, Una distancia se caracteriza en 

.'ibst:racto por un corto núm,z!'t::: de propisdad2s [j),uy sencillas, presentes en muy 

divSC3~8 situado!1eS del ArüÜisis qu.¡? de este modo admiten un tratamiento 

uniforme y de mayoramplítud que e{)e~ Análisis elemental clásico. 

jJiJ.it.-tO.~.A~tt'ñ¡;!,1;'e'¡f¡Qs a cada par (:K,y) de puntos de E (elemento de E x E) un 

nume¡~o real d(x,y) que llamaremos cL¿:da.nc.J..Q. de x a y, de modo que se cumplan 

estas propiedades, llamadas, aXÁ.oma.~ de dU.ta.nc..f..a: 

di' d(x,y) ~O 

d2 • d(x,y) = O~x :: y 

d
3

, d(y,x) = d-(x~ y) 

d4 • d(x,z) ~ d (x,y) + d (y ,z) . 

Asignar a cada par de puntos de"'E un número real significa definir una 

aplicación d: E x E + R del producto cartesiano E x E en el conjunto R de los 

números reales. Esta aplicáé':i.ón se llama cU6.ta.nc.i.a. en E si tiene las propie_ 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

dades di a d4 , y un 'conjunto E 'munido de una distancia se llama ~pa~o m~- ( 

búc.o. 

Formalicemos estas consideraciones en la definición sigtiiente: ( 

-34- ....... '. 
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2.1.3. DEFINICION 

Un ESPACIO METRICO (e.m.) es un par ordenado (E,d) donde E ~ un conjunto 

cu.IJO.6 e1.emen.to.6 .6 e Ua.ma.n PUNTOS IJ d e.6 una apUca.U6n de E x E en R Uama

da. VISTANCIA en E, que. cumple la..6 cond~~one.6 dI a d4 • 

2 • 1. 4 • No-tM 

a. Veremos que en un conjunto E se pueden definir varias distaricias 

d,8,p~ •• Y por tanto distintos é,m. (E,d), (E,eS), (E,eS), .... No obstante, 

cuando se sobreentiende la distancia d, en lugar de e.m. (E,d) se dice 

e.m. E. 

b. La propiedad d
4 

se llama 

de..~'¿9ua.edad .Wangu.e.a./L. En el 

espacio ordinario se interpre~ 

ta así: en todo t.'t~úíngue.o (la 

longitud de) u.n la.do M menOfL 

O .igual que .ea .óum<''t de .e.o.& .. 

O.tfLO.6 doé. (fig.). 

2. 1 v 5. E.f vr..c..[c.{OS 

a. Demostrar que si d es uná distancia, es 

Id(x,z) - d(y,z)1 ~ d(x,y). 

b. Demostrar que en un e.m. 

z 

c. Demostrar que los axiomas de distancia dI a d4 equivalen al sistema 

dl ,d2, d* : d(x,z) ~ d(y,x) + d(y,z). 

2.2. EJEMPLOS DE ESPACIO METRICOS 

(1) 

(2) 

2.2. l. Rec:ta. !l.ea.L Se puede considerar a R como un e. m. con la distancia 

d(x,y) = Ix-y I • Los axiomas dI a d4 son ahora: 



. !. 

i 
. ¡ 

, 

d1(R): Ix~y\ ~ o 

dZ(R): Ix-yl = o ~ x. = y 

d
3

{R): ¡y-xl = Ix-yl 

d4 (R): \x-z I ~ Ix-yl + Iy-zl 

S610 es' necesario verificar d
4 

(R). De 

resulta x-z = a + o. 
y entonces d4(R) equivale a la conocida desigualdad 

(1) 

2.2~2. PllUtO c.omp..eejo~ También se pUéde considerar él e COtIDW1 e.m. con 

la distancia d(x,y) = Ix"·yl . Vale todo 10 dlcho eri2 .. 2..,l. pues --(1) ·wbsia-

te para complejos. 

2s2"3,,.E.&pa.c....l.o ,,,ltñ .. l.c.o (LUcJf.~·to~ :En'tft1 cottjt.mto ,cualqui6'a B .\\O'~f¡o 

defin~mos la a~licación d~ E x E ~ R por 

. d(X,y) == 1 si x r¡. y d{x,y) = o si, x·= y .• (2) . 

Entonces d es una distancia, llamada m€:tlúc.a cLi.hCJLe:ta.. ~a validez de 

d l ,d2 Y d~ :es.'obvia;· d4 es inmediata si dos .de los tres 'puntos x~y~z.. ~~~u..:. 

ciden ... en· caso contr~rio se. tiene d(x,z) 111 1 Y d(x,y) + d(y,i) .• 2.. por 

tan to d4" se cumple en .·todos los· casas. 

·2~2.4. E6paci.ol, Rn yen. En el espacio tridimensional corriente .. 
., 

a3 = Rx R.xR la distancia euclí~a usual est~ d~f·illida. por 

t d(x,y) = IcXCYl)i6+f.(~~y~·);,.: eX;)-Y'J,t. '·:(3) 
. ~ f ;:. . . . " 

si'x .= 'ex'1,x2,X3) e y := (YpY2'Y3)' Es&s:;ie:le 1tr'¡i~icar si en los espod.Sls 

' .. Rrt de las n-1.lplas de numeras reales y ·rP de las n-upias 'de cotnplejos, la 

.. .aplicación rJ.. .dada por la 'ra,~z no negativa 
'" :: . ", . ... ' 
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si x = (xI, ••• ,xn ) e y = (YI""'Yn)' es una distancia, es decir, cumple 

las condiciones dI a d4• Esto podría verificarse directamente pero resultara 

en forma mas sencilla en 3.3. 1. b. 

2.2.5. ~pa.c.io A[ a, b 1 de .. Ca.-6 (¡WtC-io HU 11..e.a1.e4 aco.tadM .. 

Sea E = A[a,b) el conjunto de las funciones reales acotadas, de dominio 

[a,b] =" {tia ~ t ~ b}. Entonces, si f,g E El f-g E E Y está definido el núme-

ro d(f.g) = sup If(t) g(t)1 (5) 
a ~ t ~ b 

La aplicacion d: E x E ~ R definida por (5) es una ~tan~ en E, es de-

cir, cumple las condiciones dI a d4 • Esto es obvio para d l y d
3

; vale 

d2 pues d(f,g) = O ~ f(t) - g(t) = O para todo t E [a,b] , o sea f = g. 

Finalmente d4, que es d(f,h) ~ d(f,g) + d(g,h), poniendo 

f-g = u, g-h = v de donde f-h = u + v, 

se expresamedi~n te la conoc"ida desigualdad (ver 2.2. 7. b.): 

sup luCt) + v(t)! < sup lu(t)1 + sup Iv(t)! • 

2.2.6. Sube6pa~o de un e.m.;C r a,bl 

(6) 

a. Sea S un subconjunto nO vacío de un e.m. (E,d). La restriccion de la 

aplicación d: E x E ~ R a S x S es obviamente una distancia en S; se llama 

~tanC-ia -Ú'lduc.ida en S por la distancia d en E. También se· dice que el e. m. 

definido por esta distancia inducida es el subespacio S del e.m.E. 

b. El conjunto e = C[a,b] de las funciones c.on.t.úw.a..6 en [a,b] e.s un subcon 

junto de E = A[a,b1 pues toda función continua en un intervalo cerrado es 

acotada. Por tanto C[ a, b] e .. 6 un e. m. con distancia dada por (5). 

2.2.7. Ejvr..CÁ.CÁ.o/.) 

a. Sean f,g dos funciones de un conju.nto no vacío A en R, tales que 

f(x) ~g(x) para todo x E A. Demostrar que: 



-38- 2.2.7. 

(i) Si g esta acotada superiormente, tambi~n 10 está f 

(ii) sup f(x) ~ sup g(x) 
xEA xEA 

(iii) l.Es sup If(x)l~sup Ig(x)! ? 
xEA xEA 

b. Sean f y g dos aplicaciones de A en R. Demostrar que: 

(i) Si f Y g tienen las cotas superiores H y K, entonces H + K es una 

cota superior de f + g; , 

(ii) sup [f(x) + g(x)1~ Slip f(x) + sup g(x); 
xEA xEA xEA 

(~ii) sup If(x) + g(x)1 ~ sup !f(x)1 + sup Ig(x) I . 
xEA J( E A xEA 

c. Verificar que la funci.ón eS: R
n 

x R
n ~ R dada por 

. ai ~i := (x.¡y> ... ,JI:) ~ y e (Yl''''. ,y",). es una distancia en Rn • 
.l.' tt, .. 

d. 'ihú,.i 'Ht'liill: qu~ la. t'ufldL5n p ~. Rn )( Jin ..jo, R dadapol' 

p (x v) , . 

·en una distancia en Rn , 

- max' {!x1- y11, .•. ,lx - yl} .n n 

(7) 

(8) 

[Notemos que para n= 1 este e.m. y el de c coinciden con el de 2.2.1.1 

e. Para R
2 y con referencia a las distancias dadas por (4) • (7) y (8), 

describir los conjuntos: 

(i) {xl d(x,y) ~¡} , 

(ii) :' {xl S (x, y) '~ l} , 

(iii) {xl p (x, y) ~l} 

f. (i) Demostrar que si a,b E R es 

la +0 bl lal 
+ (9) 

1 + la + bl 1 + lal 1 + Ibl 

(ii) Deducir de (i) que en el conjunto R~ de todas las sucesiones de 

números reales x = (x1, ••• ,xn , ••• ) la ap1icaci6n 
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ex> ex> 
d: R x R + R definida por 

1 IXn - Yn I 
d(x,y) = l 

2 n 1 + I xn - y ni 
(lO) 

n=l 

si y = (Yl"'~'Yn"')' es una distancia. 

[ Indicaci6n. Para (i) separar los casos en que a y b 'tengan el mi.smo o 

diferentes signos y recordar que la funci6n x/O + x) es decreciente para 

x > O. ] 

ex> 
g. Verificar que en R la distancia d definida por (10) es tal que la 

distancia entre dos puntos cualesquiera es < l. 

2.3. TOPOLOGIA DE m~ ESPACIO ~ffiTRICO 

a. DE"FINICION 

Sea (E;d) tUl e.m., aEEy r > o. UronaJiemO-6 BOLA ABIERTA, o -6-imp.eemen.te ' 

WLA, de. CENTRO a E E Y RAOrO r al conJun:tD 

B(a,r) =' {x E E 'Id(a,x) <rl. (1) 

b. DEFINICrON 

V.ur.enlO.6 que ee. conju.nto u el.> un ENTORNO dee. punto a, .6"¿ ex.Á..-6:te un númeJLO 

r> O .tae. qu.e 

B(a,r) eu. (2) 

En particular, para todo r > O, B(a,r) es entorno de a. Lo llamaremos 

entOI7..HO ,~,únt!.:tJUc.o d e a. 

2.3.2. Conjwtto.6 ab,¿eJvto.ó 

a" DEFINICION 

Un pun:to a .óe Ua.ma PUNTO INTERIOR de un conjun.to H e E,t,,.¿ H u en:tol7..no 

de a. 

O sea, si existe r > O tal que B(a,r) ,e H. 
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El conjunto de todos los puntos ihteriores de un conj~to H se llama 

i.SU:.eJÚOIt. de H, Y s e' ano ta Ha. 

b. DEFINIerON 

Un. c.onjwt:áJ A J.,e llama ABIERTO .M.. A = Aa. 

( 

( 

( 

En otras palabras, A es abierto si y sólo todo punto de A es punto interior ( 

de A. 

c. TEOREHA 

Toda. bo1!.a.. abi.eA,ta. B(a,r) r¿,6 un c.onjwu;o abi.eJtto: 

B(a,r) = BO(a,r). (3) 

Demostración 

Si x E B(a,r) es d(a,x) <r, o sea 

h = r - d(aJ~) > O. (4 ) 

Se tiene (fig., y 2.3.7. e): 

U(x,h) ~B(aJr), (5) 

y esta inclusión muestra que x es punto interior de B(a,r). 

. d. El teorema siguiente reune las propiedades basicas de los conjuntos 

(que se toman como punto de 'partida para definir una topología mediante el 

concepto de conjunto abierto tomado como primitivo). 

TEORENA 

(i) El c.onjWLto vac,(o . ~ tJ et upauo E J.,on c.onjun:to.¿ ab-iVLto:6; 

-(ii) Si. A1tJ A2 J.,on c.onjun:t1M abi.eJc.,toJ." en:tonc.u J.,U -in:tell.&ecc..i.dn A = Al (') A2 

e6 un c.onjunto abi.~o; 

(iii) La LLYLú1n de Wla 6ami..Ua.. c.uai..qui.eJr.a de conjun:toJ., ab-ieJr..to.6 u un c.onjun:to 
ab.¿eJL:to, 

VemoJ.,ttt.a..iÚ6n 

(i) obvio, 

(ii) Si A = J2j se aplica (i), Supongamos A =1 C) y sea a E A. 

Como a E Ai (i = 1,2) Y Aies abierto, existen numeras r i > O tales que 
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B(a,ri ) e Ai. Si r = min (r 1,r2) es r> O y la bola B(a,r) está incluída en 

Al y en A
2

, y por tanto en su intersección A. Por tanto a es punto interior 

de A. 

(iii) Que a pertenece a la unión U significa que pertenece al menos a 

un conjunto X de la familia. Puesto que X es abierto existe un entorno 
o o 

de a incluido en X , Y por tan to incluido en la unión U. Así, todo a E U 
o 

tiene un entorno incluido en U, es decir, U es abierto. 

e. No,f.a. 

La intersección de un numero infinito de conjuntos abiertos puede no ser 

un conjunto abierto. Por ejemplo en la recta real (2.2.1), los conjuntos 

abiertos An = B(O, 1 + 1 ) :' {xl Ixl< 1 + 1 1 tienen como intersección el 
n n 

conjunto H = {xl Ixl ~ l} que no es abierto pues 1 E H pero 1 ~ HO. 

2. 3. 3. .fILonte/r..a. lj exteJt.{.olt 

Las definiciones de.pun.to . .in.teJúolt de H y de ,Ln,f.eJU..olc. ij'=' (2.3.2 ¿l). 

'puedel'1 éompletarse con las dos definiciones que siguen. 

DEFINIerON 1 

Sea H e E. Un !JLJ.ntü a. de (E,d) óe .Uama PUNTO FRONTERA de H -6-<. toda bola. 

E (A, r) c.ol'LÜene pun.-to.6 .de H y de.6u c'omp.ee.men-to H' = E-H. -Fe. conjunto 

de iO-6 pUYIÉJ-6 nILon-tvr.a. de H .óe ifuma. FRONTERA de H tj.6e ,Lndi.c.a. Fr(H). 

Ejemplos 

a. Para los conjuntos del plano complejo (2.2.2) B = B(a,r) = 

={Zl Iz-al <r} y B*= {zllz-al~r} es 

Fr(B) = Fr(B*) =' {z I I z-a I = r}. (6) 

b. Sea Q el conjunto de los númevos racionales. Es Fr(Q) = R pues toda 

bola contiene puntos de Q y de Q' = R-Q. Por esto mismo es QO= ~. 

DEFINIeION 2 

Un puYli1J a de E .6e -Uatna. PUNTO EXTER.IOR a H (H e E) .6-i. ew,f.e una bola. 

·~tB·~= B(a, r) di..6ju.n:ta. con H: B n H = () • Ei conjunto de io!. puMO.6 ex..tvr.-<.olc.e6 a. 
'l'.~:. 



-42-

H .6 e. Uama EXTERIOR de. H, 1j.6 e. '¿ncüc.e. Ext (H) • 

. E j emp.to.6 

c. Para los conjuntos 1:1 y B*. de ejercicio a es 

Ext(B) = Ext(B*) ='{z EC I Iz -z·1 >r}. 
o 

d. En la recta real R es Ext(Q) = ~. 

2.3.4. ,ConjWt:to.6 c.eJUr.ado.6 

a. DEFINIerON 

2.3.3. 

Un c.onjun.:to H .6e. UmlJa. CERRADO .61. .6U ·c.omple.men:ta!U.o H' = E-H U a.b.¿vc.:t.o. 

Tomando complementos se pueden deducir a partir de propiedades de los 

conjuntos abiertos, propiedades de los conjuntos cerrados. Sin entrar en 

detalles señalemos que mediante las llamadas leyu de Ve. MO~9an: 

(A n B)' = A I U B' , (A UB)' = A' n B',. 

r~t.\e se extien.den .a uniones e intersecciones de familias cualesquiera de con-

jtmtos) a partít" del teorema dé 2.3.2 d se obtiene el siguiente, que reune 

las propiedades básicas de los conjuntos cerrados: 

TEORENA 

(i) El upauo E Ij el. c.onju.n:to va.c.tO ~ .60n c.onjun:to.6 c.~do.6; 

(ii) S.i.. Hl Y H
2 

.60n c.onjLln:to.6 c.eNLa.do.6, en.tDnc.u .6U un.i..c1n H = H
1 

U H
2 

e..6 un c.onjem:.áJ c.eMado; 

(iii) La ..i.n:teJt.6e.c.wn de. UIICL 6am,(.f . ..w. c.u.a1.qu.i..eJta. de c.onjun:.áJ.6 c.eNt.a.do.6 e..6 un 

c.onjun:to c.eJVl.a.do. 

L. Dn conjunto puede ser a la vez abierto y cerrado, y también ni abierto 

ni cerrado, como muestran estos ejemplos: 

(i) E Y ~ son a la vez abiertos y cerrados~ 

(ii) En el plano complejo (2.2.2) el conjunto H =' {z 11 ~ Izl < 2} no es 

ni abierto ni cerrado. 
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c. Nota. 

La unidn de infinitos donjuntos cerrados puede no ser un conjunto cerrado. 

Por ejetp.plo, en C (2.2.2), los conjuntos cerrados F ='{z ECI 
n Izl ~ 

~ 1 - l } ti~nen como unión la bola abierta B(O,1) =' {z I Izl < 1}, que no 
n 

es un conjunto cerrado. 

d. Los conjuntos cerrados pueden definirse de otra manera, equivalente 

a la de 2.3.4 a: 

DEFINICION 

Un pwu:o a E E .6e. ,e..f.ama. AOHERENTE ai. conju.nto H e E .6.t :toda boR..a. B(a, r) 

c.o~z,Uel'Ul al. mvW.6 un pu.n..to de. H. El COI'l.jWI..W de loó pu.n:to.6 adheJr.en,t~ a. H 

-6e. U,cona. AVHERENCIA de H lo CLAUSURA de H} lj.6e a.nota. H. 

Se prueba esta p'r:opiedad, que puede tomarse tambi~n como definici6n de 

conjunto cerrado: 

2.3.5. DEFINIerON 

Un pu,n;(:o a de. E 4e ,f,ta.m.1. PLINTO VE ACUMULACI0N del conjw¡;to H e E .6.t e.6 

adheJl.eJL.te a H :"{a} • 

o sea" si toda bola B(a, r) contiene al menos un punto de H diferente de a 

(y por tanto infinitos, 2.3.7 ). Conviene expresar esto de atto modo: llama-

remos óo..e.a. Jz.edwúda de centro a y radio r al conjunto 

Bo(a,r) = B(a,r) - {a} = . {x E Elo < d{a~x) < r};' (7) 

entonces a es punto de acumulación de H si toda bola reducida de centro a con 

tiene al menos un punto de H (y por tanto infinitos). 

2.3.6. Con respecto a la relación de inclusión e, el interior HO es el ma-

yo r o mas incluyente de los conjuntos abiertos incluidos en H, y la adheren-

cia H es el menor o menos incluyente de los conjuntos cerrados que incluyen 

a H. Vale en efecto, este teorema que no demostraremos: 
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TEORENA 

, 
(H) H e.6 fu .,¿n-t~ec.c.-Wn de :rodol.> i.J:J-ó c.eNz.adol.l que.,[ncfuyeH a H. 

2.3.7. Ejercicios 
i~ . 

a. Decir que es la bola (1): 

(i) en la recta real (2.2.1); 

(ii) en el plano complejo (2.2.2); 

(Uí) 3 en R (2.2.4); 

(iv) en el e. m. disc reto (2.2.3), si r <; 1, 

(v) en el e. m. discreto, si r>l 

( 

2.3.6. 

( 

( , 

¡' 
I 

( 

( 

( 

<: 

( 
b. Verificar que un conjunto U es un entamo de un punto a de E si y s~10 ( 

si existe r > O tal que ( 

d(a,x)< ~~xeu~ 

c. Hediante (4) demostrar en detalle la inclusión (5). 

d. Se llama ~.tal1c.l.a. d(A,B) entre dos subconjuntos no vacíos de E al 

mero 
d(A,B) '= inf d(x,y) 

x E A, Y E B 

Se llama cU..,j.:ta.n.c.l.a d(x,A) de un punto x al conjunto A, al número 

d(x,A) = c:Í({x} ,A) = inf d(x,y). 

yEB 
(i) Demostrar que 

d(x,B(a,r» ~ d(a,x) - r. 

(ii) Dar un ejemplo con x ~ B(a,r), en el cual (11) valga con> 

e. (i) Verificar que la distancia entre dos conjuntos cumple: 

1) d(X, Y) ~ O 

2) d(X, Y) > O => X n y = () 

3) d(X,Y) = d(Y,X) 

(8) 

... nu-

(9) 

(lO) 

(11) 
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4) d(X,Z) ~ d(X,Y) + d(Y,Z). 

(ii) ¿Vale la implicación cÓntraria a 2)? 

f. Se llama dirone;t!r.o {j (A) de un conjunto no vacío A de un e.TIl. (E,d) al 
j 

supl;'emo de las distancias en~re dos puntos del conjunto: 

o (A) = sup d(x,y) (12) 
x,y E A 

P robar que: 

(i) El diametl~ de la bola B(a,r) es ~ 2r; 

(ii) Puede ser < 2r. 

g. Un conjunto A se llama ac.o.tctdo si su diámetro (12) es finito. Demostrar 

que la unión de dos conjuntos acotados A,B, es un conjunto acotado. 

h. Demostrar que en un e.m. discreto (2.2.3) todo conjunto es abierto. 

i. Demostrar las afirmaciones (i) e (ii) de 2.3.4 b. 

j. Damostra r que H~ es abierto} o sea, que el .¿n:iVr.f.olL de únconjun:tiJ cua..e..;.. 

qLUeJta. H e.6 Wt cOl1jWt:tJ) ctb..i .. e9z.:to. 

[Indic. Probar que si x E HOexiste r > O tal que B (x, r) e HO. ) 

k. Demostrar qUE: todo punto a adherente a H y no perteneciente a H es pun-

to de acunu1ación de H. 

9.. Probar que si a es punto de acumulación de H, toda bola reducida de 

. centro a contiene infinitos puntos de H. 

m. De los· conjuntos A = B (a, r), B =' {x I O < d(a,x) ~ r}; 
o 

(i) Decir si son abiertos o cerraros 

(ii) Indicar el interior, la frontera y el exterior de cada uno. 

2.4. LIMITES 

2.4.1. Límites de sucesiones 



-46- 2.4.1. 

a. DEFINIeION 

Se cUce que fu .6uc.e.6-wn (x ) de pu.n;to.6 de un e.m. (E, d) CONVERGE a TIEf..IVE n . 

HACIA el pun:to h E E, o ql.Le h e.6 el. LIMITE de x , .61.. pcvz.a cada. númeJta pa.6i.n 

Uva e: > O .6 e puede haU..aJz. un. eMeJz.O pa¿¡.{;t{.vo N = N (e:) .tal Que 

n ~ N => d (h , x ) < e: • 
n 

Se indica: JI: -+ h para n~ , o bien lirn x = h. 
n n n+>o 

b. Puesto que d(h,x ) < e: equivale a x E B(h,e:) se tiene: 
n n 

La .6uce.6-wn (x ) c.onVeILge hae1..a h .6,( Ij .66.e.o .6i.. pcvz.a cada bo.f.a. B(h,€) 
n 

de cen:tJw h ex.-W.te un. en.t{!.Jt.a pO.6mvo N = N(e:) :tal. que: 

n~N => x E B(h e:) n ,. 

c. Se prueba co~ en An.!ilisís elemental pa ra R 6 e, que: 

El punto !t E E e.6 adheJl.e.nte (2.3.4 d) al conjun .. to H e E IJ1.. IJ IJt1.fJj IJ-i 

'eXA:ó:te una. ÓUt1e6.f..d'n ex.) de H cuyo f.t.m.Ue u x • . . n . 

B. DEFINIerON 

(1) 

(2) 

U}ia .6uce-!>-Wn (x ) 6e -Uama .6UCUJ.ón. FU"IVAMENTAL a de VE CAUCHY .6'¿ paila . n 

cada e: > O ex.i...6.:t.e un en.:t.eJz.o N = N (e:) -tal.. que: 

=> d(x, x )< e: • 
rn n (3) 

Se prueba (ver 2.4.4 h) que .:toda .6ucuJ.óa convVtgen..:t.e. e.6 de Ca.uc.hy, pjaro 

la recíproca nO vale en un e.m. cualquiera. Por ejemplo, no vale en el e.mo 

Q de los números racionales con la distancia d(x,y) = Ix-yl. 
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b. DEFINIeION ( 

L/n e. m. .6e" Ua.ma COMPLETO .6,( en le. .:toda. .6ucu.idn 6undame.n:ta..t e.6 una IJuce- ( 

.6-wn c.on.VeJl.gen.te. 
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a. DEFINIeION 

Sean (E,d) Y (E*,d*) e..m. S UYL ,éubc.onjunto de E, f:S -+ E* una óunc..¿ón 

de s en E* Ij a un punto de uCll.mula.c..-i.ón de s. Se cUc.e que f ONVERGE o TIENVE 

. HACIA ee. punto h de E* . pa/1..a x tl/! .. ncUendo hci..ua a, o que h e..6 ee. i..1.rn.i:t.e de 

f(x) pCI.Jz.a x-+ a 4.[ palLa l2J.lda. E> O C!.>Út~.tt2. un námeAo ó = ó CE:) > 0, .tal. que 

x E ':.1 Y () 

Se esc ribe f (x) + 11 pa :',1 :Ji -r él~ Ó 1im f (x) = h. 
x+a 

(4) 

Notemos q~\e pa ra q'.J8 exis tá. e1 límite para x -)- a no es necesario que la fu.!!, 

ci6n esté definida en a(pu2de ocurrir que 3 ff S) Y que si lo esta no intere-

sa su valo r en a. 

b. Ejemplo 

En la t'ect2 C(22T <'2,2.1) se3 f~R:"(lJ -+ R. dada por f(x) = (x2 ... 1)/(x~l). La 

fUTlci5n f está d.efirdlf.l gÓ1CP~,l;~'~": i- 1 1'(:1'0 existe 11m f ex) = 
x+l 

:: lim (:);;-1-1) (x~1)/ {Jé-n "- :'ü, (x+l) -- 2. La simplificaci6n para pasar del 
x ..... l :,:-,1 

segundo ¡;¡íembro al tercero es valida para todo x del dominio de f. 

2.4 .4. E j e/tc-Lc.i..o ¿ 

a. Probar que una sucesión (x ) es un e.m. no puede converger hacia dos 
n 

límites h,k dife'centes. 

b. Demost ra r que: c.oncUc.i..ón ne.c.e..~CVl,¿a Ij .6Uó.[c.,te.JU:e pCV1..a que 1 im x = h , n 
n~ 

e..6 que páJc.a c.ada e.Jt.toJtno V de h ex,¿,~:t.a. LU! en:t.eJc.o N :tal. que n > N => x E V. 
n 

o sea, cada entorno V de h contiene todos los x con eventual excepci6n 
n 

de un número finito de ellos. 

c. Un conjunto es acotado (2.3.7. g) si y sólo si esta incluido en una bola. 

La sucesi6n (x ) se llama ac.o.tada si lo es el conjunto {x}. 
n n 

(i) Demostrar que toda sucesión convergente es acotada. 

(ii) ¿Es verdadera la recíproca? 
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( 

( 

d. Se dice que la sucesión (Yk) es una /.)ub/.)ucu-Wn de la sucesión (xn ) si ( 

existe una sucesión estrictamente creciente de números naturales (hk ) tal 

que Yk = x para todo k E N.En este caso (Yk) se escribe también (x ). n
k 

nk 

( 

Demostrar que: /.).[ lim x = h, en.:tcmc.u l;i..m x = h paJt.a. ca.da. /.)ubJ.¡ucu.wn de 
n-rco n x-rco n k ( 

(x ). 
n 

e. Sea (x ) una sucesión de puntos en un e.m. (E, d). Se dice que un punto 
n 

b E E es un va1.oll. a.dheJLent.e. de (x ) si existe una subsucesión (x ) tal que 
n n

k 
b = lim x • 

k-rco n k 

(i) Demostrar que si existe lim x :: h, entonces h es el ún.[co valor adhe
n 

rente de (x ). 
n 

n-rco 

(H) ¿Vale la propiedad recíproca? 

f. Demostr,9.r que~ condición necli!.saria y suficiente para que b E E sea un 

valor adherente de (x
n

) es que, para cada en1;orno V de b y cada entero N 

exista un 11 ;;:;; N tal. que :J:Cn ,E V.' 

g. Sea A un subconjunto de E. Demostrar que para cada punto a E A existe 

una sucesión (x ) de puntos de A, tal que lim x = a. 
n n 

h. Derrostrar que toda :.-,ucesión convergente es una sucesión fundamental. 

i. Verifica t' que todo €. m. disc reto es completo. 

j. Demostra r que si (E, d) es un e. m. completo y A es un sub,conjunto cerra-

do de E, entonces el subespacio (A,d) es completo. 

k. DemOstrar que si: (i) (x ) es una sucesión fundamental, y (ii) b es un 
n 

valor adherente de (x ), entonces es b = lim x • 
n n 

~. Demostrar que: condición necesaria y suficiente para que 1im f(x) = h,es que 
x+a 

para cada entorno U* de h en E* exista un entorno U de a en E, tal que 

f (U n 13) e u*. (5) 

m. Demostrar que una aplicación f sólo puede tener un límite para x+ a en S. 
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2.5 CONTINUIDAD 

2 • 5 • 1 • Co rLt,{}tlÚda.d en un pW1-to 

a. DEFINICION 

Sean (E, d) Ij (E* , d*) e. m. VilteJrKJ.6 qu.e W1.a n!.Ll1ck1n d:. E + E* u CONTINUA 

en un punt:o a de E.6,( 

lim f (x) = f (a) • 
x+a 

b. No.ta. 

Puesto que obviamente liro x = a, (1) puede escribirse así: 
x"7-a 

(1) 

lim f(x) = f(lim x). (2) 

O sea. la función f ES c.ontinua (nn a) .6.i y .6ólo.6'¿ f c.onmuta. c.on el. 

pMO /le. ¿únUe (pa rcl K 4- a) o 

c. De las definicionesdr:: a y de 2.4.3a(línúte de una función) resulta: 

TEOREM.A 

Sean (E) d) Y 0::*" .:1*) e. ni. 1.('1. (jUl1cA.ón f: E -)- E.* U c.on,;t.Ú'/.U.a. en e..e. y.x,U'/,to 

a de E .6,( Ij .ó6R.o .~.¿ paJta. .cada 11á.'ne,'!.o P0I.J,{,t{.vo E > O ex-U:te un námeJl.O 

5 = 5 (E) > 0, tal.. que: 

d(a ,x) < {; ~ d*(f(a), fCx»< E • 

2 • 5. 2 Co ntútLL.¿dad en un co n j wu:o 

a. DEFINIeION 

(3) 

Sean CE, d) Ij CE*, d*) e. tll. Una nunc...L6n f: E -+ E* .6e llama CONTINUA EN UN 

CONJUNTO A e E .6,( e.6 c.oYLÜnua. en X:odo punto de A, y.6e llama. CONTINUA .6'¿ e.6 

c.o nt,(nua en E. 

b. Sea f: A -)- B una aplicación de A en B, A' una parte de A y B' una parte 

de B. Se llama 

h/lagen (CÜJz.ec..ta.) de A' por f: feA'), 
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al conjunto de las transfonnadas de elementos de A': 

f (A ') =' {f (x) I x E A'} • 

Se llama 

~agen ~veñha de B' pon f: f- 1(B'), 

al conjunto de los elementos de A cuyas transformadas pertenecen a B': 

f- 1(B') =' {x E A I f(x) E B' } • 

Eri. 2.5.3 c se pide la demostraci6n de una parte de este teorema: 

Sean (E, d) Ij (E*, d*) e.. m. Si f U ww.. ap.V.c.awn de E e.n E* fu.¿, '&.(fjtU.en

tu pJtapi.eda.de-ll ~on equ..c:.vaee.nte.~: 

(i) f M c.a ntlJ1wt 

(ii) PaJta. ca.da. ca nj W't:t.o a.b.ú./l..to A '1-: en E*, f-1 (A*) eh abi.eJl.to en E 

(iii) PaJta. cada. c.onjwtto celLllada F* eJt El'c , f-l(F*) U c.eM.a.do en E. 

Notemos que la imagen d1Jr.ect...a. de un conjunto abierto (respectivamente: ce 

rrado) por una funci6n continuá nO es, en general, un conjunto abierto (resp.: 

cerrado). Por ejemplo en la recta real R(2.2.1) f(x) = x2 es continua, pero 

la imagen del intervalo abierto (-1,1), que es un conjunto abierto, es el 

intervalo fO,l) , que no es un conjunto abierto. 

2.5.3 Ej~c.i.~~ 

a. Demostrar que:' Una aplicaci6n f de E en E* es continua en un punto a 

de E si y s6lo si para cada entorno U* de f (a) en E* existe un entorno U de 

a en E, tal que f(U) ~ U*. 

b. Probar que: Una aplicación f: E + E* es continua en un punto a de E si 

y sl1lo si para cada entorno U* de fea) en E*, es f-l(U*) un entorno de a en E. 

c. Deducir de b que: La función f: E +E* es continua si y s6lo si la ima

gen inversa f-l(A*) de cada conjunto abierto A* en E* es un conjunto abierto 
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en E. 

No:ta.: 

Cada una de los propiedades en a,h y c caractel~za las funciones continuas 

(en un punto para a y b) Y puede darse como definici6n de continuidad que se 

extieride a espacios topológicos no necesariamente metricos. 

De a y b se obtienen condiciones de ~ontinuidad (global) suprimiendo las 

frases: "un punto a de", "de: f(a)" y "de a tl
• 

2.6. CONPACIDAD y SEPARABILIDAD 

2.6.1. Compac.,¿dac! 

a. Se llama c.uG'l..,[fl/i.ento o Jtec.abt!,únien;to de un conjunto N a una familia de 

conjuntos {Ai} iE 1 

DEFINIeION 

cuya unión lo incluya: U 
iEI 

A. ::> H. 
1 -

Un e. m. (E J d) -6 e .e.e.a.ma TOTALMnJTE ACOTAVO o PRECOMPACTO .ó-i. pMa c.adaf: > O 

e.:(.w-te un c.ublt. . .iJn-i.e.n:to FINITO rte.· E pnJr. cOl'1junto'!J de. dirul/e"t'l.o.6 (2.3.7 f) <e:. 

b. Mola. 

Una definición equivalente es ésta: (E,d) ,~e. .e·Cama PRECOAIPACTO ~-i. pct1a 

c.ada f: > O eX,t.6te. u.n. -6ubcol'ljun.to FIN1TO F ~ E tal qu.e. el (x, F) < E pMa c.ada 

x E E. En terminas intuitivos: el e.m. E es "aproximadamente finito". En la 

teoría de los e.m. estas nociones sust] tuyen a la noción de "finitud" de la 

teoría de conjuntos. 

c. Obviamente :todo e.m. 6-i.li ¿.ro e6 ):llLe.c.ampado, y también :todo J.¡ube,!Jpac.-i.a 

de. Wl e. m. p!l.ec.ompac.to e,~ p!lec.ompac.:to. 

d. DEFINICION 

V-ÚtemoJ.¡ qu.e un e. m. v., COMPACTO ,.\-t v., pltec.ompac;to tj c.omp.te:to. 

e. Ej empto,6 

el' Es obvio que todo e.m. finito es completo. Entonces, por c: todo e..m. 
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61..n.Uo e6 c.ompac;to. 

e
2

.La recta real E (3.2.1) es un e.m. completo, pero no es precompi:lcto, 

luego R no u c.ompac..to. Su subespacio (0,1) es precompacto pero no completo,. 

luego· (0,11 no u c.ompac.t:o. En cambio [O,1J e6 c.ompacXo pues es totalmente 

acotado y completo. 

f. DEFINICION 

Sea. (E, d) Wl e. m. DiJI.e.mo,¿, que u.n .6ubc.onjun.w S de. E el.> un CONJUNTO COMPAC-

( 

( 

1." 

\. 
( 

TO (respec tivamen te: PRECOMPACTO ) si el subespacio (S, d) el.> c.ompaeto (resp: ( 

plZ.ec.ompac.:to) • ( 

Por c y puesto <!I.l¿ un ~¡I.lbe8pé!cio (S,d) de un e.m. completo (E,d) es comp1e- ( 

to si y sólo si es cerra.do, ref3ulta~ Un .6ubc.onjun.tn de un e.m. c..ompa.eto u 

c.omp.:t(Úo .61.. tj .6ólo "-ó.L e:..~ r..eJI/1.ado. \ 
( 

g. TEOREK4 ( 

6ubc.cnjwi.tC' .lYi¡j¿ni:[o d~ Et.e.l1ga. a.e. me.no.ó un pun.to de ac.wnL~e.ac.1..dn. 

lhmo .. st/La..UÓ n. 

Si E finito es c:ompacto po r el' Y la condición se cumple pues E no tiene 

subconjuntos infinitos. POt- tanto podemos limitarnos a espacios con infinitos 

puntos. 

(i) Sea (E, d) compacto y S un subconjunto infinito de E. Por ser (E, d) pre

compacto, dado e: > O existe un cubrimiento finito' {A
1

,A
2

, ••• ,An} de E, tal 

que diam (A.) < E. Uno al menos de los conjuntos S () A., digamos S n Al' es 
~ 1 

infinito. Por ser (S n Al' d) precompacto (ver c) hay un cubrimiento finito 

{BI, ••• ,B
m

} de S n Al tal que diam (B
i

) < E/2. Uno al menos de los S n B
i

, 

digamos S n B
l

, es un conjunto inf inito. Po r sér (S n B
l

, d) precompacto hay 

un cubrimiento finito s n B
l

, tal que diam (C.) <e:/3. Uno 
. ~ 

( 

( 

( 

( 

Ir 
( 

( 

( 

( 

( 
( 

.al menos de los S () C
i

, digamos S n Cl' es infinito, ... La sucesión (xl'x
2
,x

3
, ... ) ( 

( 

( 
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fonnada eligiendo puntos diferentes xl E S n Al' x2 E S n BI , ~E S n el" •• 

es una sucesión_fundamental (pruébese) y por ser E completo existe a E E 

tal que 1im x = a, y aes punto de acumulación de S. , n 

(ii) Recíprocramente, supongamos que cada subconjunto infinito de E tenga 

al menos un punto de acumulación. Entonces toda sucesi6'n fundamental (x ) 
n 

conVI:: rge hacia el pun to de ac,um.J'lación de' {x } J Y po r tan to E es c.omp,ee;to. 
ti 

'Snton::es exisci r:(,3 un nÚm8l:0 b • O tal (lile: E no se podría recubrir por un 

número fi;nito de bolas dI:.' mdio h. Entonces, dado un punto xl E E existen 

un punto x
2 

E E".:í.~(Xl,11),. ti'!'! !Amto AJ E E-B(xph) - B(x
2
,h), etc. El conjun

~() í.nf-Init6 H -:::: f~\:J~x2'x,~;,<,} tir;~e por consttucción la propiedad de que 

(1) 

(al,menos) un punto"déélcumulacidna. En ... 

';'t: L.'!, b¡)1.1 B(d"t¡/:n habrlll (infinitos y por tanto) dos puntos x ,x • r s 

+ 

er~ eOIl t radicción cop (1), 

dCa,x ) < h + 
s 

2 

h -=h 
2 

h. En vi rtud del tea rema é.mte dor podemos dar esta definición equivalente 

de compacidad: 

DEFINIerON 

Un e.m. (E, d) ,.se llama COMPACTO /.}..(. c.ada /.}ubc.onjuntD -i.n61.1ÚtO de E tiene 

a.e. mel1O.6 un (.mn:to de ac.wnu1.a.u6n.' 

i
l

, La recta real R no es un e.m. compacto pues el conjunto Z (enteros) no 

tiene ningún punto de acumulación. en R. 

i
2

.Tampoco es compacto el intervalo abierto (O,l) =' {x E RIO < x < l}. 'El con-
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junto infinito' {l/n In = 1,2,3, ••• 1 tiene en R el único punto qe acumulación 

0, pero O fl. (0,1). 

i~. En c~m1?io el inten,,¡lo ~errado [0,11 =' {x E Rlo ~ x ~ l} es compacto~ 

Por ser un ~ubconjunto acotado de R, por el teorema de Bolzano-tveierstrass 

todo subconjunto infinito de ~l tiene al menos un punto de acumulación a E R. 

y como [O,ll es un conjunto c~rrado, a E (O,l}. 

a. DEnN:J:CION 

Sean (~, d) Lm e. m~, A !J a -óll.bc.ofLjuntD-ó de E • V.fItemo-ó qu.e A é.6 VENSO 

~ESPECTO VE: ~ ~.l A::> B. Un conjutz.to A den,~o lte4pecto d~ E -óe Uama VENSO 

EN TOVAS PARTES o -ó-imp.f.emen,t(! VfNS.O en E ~ 

b. NO:taA 

b 1 " Oecir que A es cle~o Itupecto de B ~quivale a cieco.ir que todo punto 

de B es punto ad~erente ~e A, o que todo ento~o de un punto de B contiene 

puntos de A. 

\ 
( 

( 

( 
'. 

( 

( 

( 

( 

(' 

( 

b 2 ~ Decir que A es de.Mo en E equivale a decir que A = E, o sea que cada (. 

abierto no vacío contiene un punto de A. 

c. DEFINIeION 

Un e. m • . (E, d) -óe llama SEPA~A8LE -ó.f. ex1..6.te. en E !ln c.onjunto deYL60 I1wneka

ble o óbrilo. 

d. E j emp.i.o 

" , 
( 

( 

( 
La recta real R es un e.m. separable pues el conjunto Q de los números ra- ( 

cionales es denso en R y numerable. ( 

2.6.3. Compac.-i.da.d Id -óepaJUtbil.f.da.d 

'¡'EOREMA 
( 

Todo e.m. (E. d) plLec.ompac¿to U -óepa!Lable 

( 
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Ve.mo.6:tM..cú6n 

Por hipótesis (ver 2.6.1 b) para cada entero n > O existe un subconjunto 

finito F e E tal que para todo x de E es d(x,F ) < l/no La unión A = U F n-n n 

es un conjunto finito o numerable," y para cada x E E es d(xgA) ~ d(x,A )< l/no 
n 

Puesto que la desigualdad d(x,A) < l/ti vale para todo n, es d(x,A) = O, o sea 

x E A. Luego A = E. 

a. Demostrar que en un e.m. discreto E(2.2.3) los conjuntos compactos son 

los conjuntos finitos y sólo ellos. 

b. P robar que si K
l

::" K2 :: K3 D ••• es una sucesión decreciente de con

juntos compactos, la intersección Kl n K2 n K3 n ... no es vacía. (Lema de 

Cantor) • 

[TncUc.. Tómese un punto xn en cada Kn y considérese el conjunto 

" M =' {x l' x2 ' • • .} • 1 

c. Demostrar que en un e.ffi. compacto E toda sucesión (x ) que tenga un so~ 
n 

lo valor adherente R converge hacia h. 

[lnCÜc..Suponiendo que no fuera lim x = h, probar que: 
" n 

(i) 

(ii) 

Una subsucesión (x ) tendría un valor adherente =1 h; 
n

k 
(x ) tendría mas de un valor adherente.] 

n 

d. Demostrar que si en un e.m. E es A denso respecto de By B denso respec-

to de C, entonces A es denso respecto de C. 

e. Mostrar que el e.m. Rn (2.2.4) es separable. 

[TncUc.. Ver 2.6.2 d.1 

f. Probar que el e.m. Al a,bJ de las funciones reales acotadas de dominio 

[a,b] (2.2.5) no es separable. 

3.7. CONTINUIDAD Y COMPACIDAD 

3.7.1. Toda función continua de un e.m. en otro conserva los conjuntos 
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compactos: 

TEOREMA 

2.~.7. 

(' 

( 

/ 

Sea. f: E -+ E' u.na 6u.nwn c.ontú1u.a. de un e.m. en o:tJr.o IJ K un conjun:to ( 

c.ompacto de E. Entonce6 

f(K) =' {y E Ely = f(x) para algún x EK} (1) 

U un co n junto c.o mpacto • 

Vemo.6:tJr..ac.Wn 

Sea (y ) una sucesi6n en f(K). Para cada n tomemos un x E K tal que 
n n 

f(x ) = y • Como K es compacto, (x ) tiene una subsucesi5n (x ) convergente n n n nk 
bacia un elemento de K: 

lim x a h E K. 
n

k 
(2) 

Por ser f continua, (2) implica (ver 2.5.1 b) 

1im y = lim f(x ) = 
.nk nk · 

Po r tan to, to da su cesi~n (y n) en f (K) 

f(lim x ) = f(h) E f(K). (3) . n
k 

tiene una subsucesi$n (y) conver
nk 

gente hacia un elemento de f(K), y por tanto f(K) es compacto. 

No.tD. 

Se puede demostrar que si f:S -+ T es una aplicaci6n biyectiva continua 

de un conjunto compacto en otto, entonces la aplicación inversa es tambi~n 

continua. 

. . f-1 Una aplicación f:E + E'biyectiva y continua juntamente con su 1nversa 

se llama homeomoJtó,umo o .tIutn.6óoltmac..ú1'n topo.f.dg.i.c.a. 

El nombre proviene de que f' conserva las propiedades topo16gicas por ejem-

pl0, un conjunto A e E es abierto en E si y s610 si feA) es abierto en E'. 

2.7.2. DEFINICION 

l. 

l. 

( 

( 

( 

(. 

( 

1, 

( 

<-: 

( 

( , 
( 

Sean (E, d) Y (E I , d') e. m. Una apl.iJ!a.c..i.dn f: E -+ E' .6e llama UN1 FORMEMENTE \ 

CONTINUA -ó.i. paJ/.a c.ada. e > O ex"Ute un ~ = ~ (e) > O .mi que 

d{x,y)<& => d'(f(x).,f(y»<e. (4) 
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Toda funci5n uniformemente continua es continua,pero la recíproca no es 

cierta en general (ver 2.7.4 a y b). El teorema siguiente establece que ambos 

conceptos son equivalentes para funciones de dominio compacto: 

2. 7.3. TEOREMA 

Todo. apUca.c..Wn c.on.t:úlua f: E + E' de domW.o E c.ompac.-to, e.6 UiÚn0Junemen--

.te c.ontinua. 

VemoJ.¡tJtacU6n 

Supongamos que f no sea uniformemente conti.nua. Entonces existirá un núroe-

ro r> O y dos sucesiones 

d(x ,y ) < l/n n n 

(x ) , (y") en E, tales que: 
n n 

d'(f(x ),f(y» ;;;;'r. 
n n 

(5) 

Por la compacidad de E, existe una subsucesión (x ) convergente hacia un 
n

k 
. 

un punto h E E, Y puesto que d{x ,y ) < lInk' por la desigualdad triangun
k 

nk 
lar la sucesi5n (Y

n 
) tambi~n converge hacia h. Por ser f continua resulta 

.. k . 
entonces 

liro f(x ) = lim f(y ) == f(h) 
nk n

k 

y esto contradice la segunda (5). 

2.7.4. Ej~~~o& 

a. Sea (0,1) el intervalo abierto' {x E R I O < x< l} . De~strar que la fun ... 

ción f: (O, 1) ~ R dada por f (x) = l/x : 

(i) Es continua 

(ii) No es unifo nuemente continua 

b. Probar que la función f{x) = x2, continua en R, no es uniformemente con-

tinda. 

é" Para la funci5n f (x) =rx , continua en [0,1] , mostrar que un número 

8 >~ correspondiente a e: = 0,001 en (4) es 6 == 10-6 • 

d. Probar que si f(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b1 , para ca-

da e: > O existe una~unción g(x) cuya gráfica es una quebrada inscrita en 

la gráfica de f(xh y tal que l"f(x) -"g(x)I<e: para todo x de [a,b} • 



Capítulo 3 

ESPACIOS NORMAnOS 

3.1. CONCEPTO DE ESPACIO NORMAnO 

3.1.0. l~oduc~n 

a. Recordemos que en algunos CUeJl.pO.6 K, tales como C (complejos), R (rea-' 

les), Q (racionales)~ a cada elemento x se puede asignar un número real Ixl 

(valor absoluto de x) y la función valor absoluto verifica: 

(i) Ixl ~O 

(ii) lx/ = O =* X ::: O 

(iii) Ih.xl ... I hl.lxl 
(iv) Ix+yl ~ Ixl + Irl. 
b. Ahora estudiaresmos una categoría de e.m. con estas propiedades: 

'P1) Sana. .iD. vez e,v. sobre un cuerpo K de escalares en el cuál existe un~ 

funci5n val~r absoluto con las propiedades (i) a (iv). 

Salvo indicación e1tpreu entenderemos que K = R (e.v. real) 6 K = C (e.v. 

complejo) • 

P
2

) La. distancia d está relacionada con la estructura vectorial por estas 

propiedades 

d(x,y) = d(X+z,' y+z), J(hx,hy) = Ihl d(x,y). (1) 

Estas propiedades (1) tienen un claro significado intuitivo: ¡a primera 

indica que la distancia entre dos puntos x,y no cambia si a ambos se aplica 

una .:tIr.a.6R..a.c.i.6n Zj la segunda indica que si a dos puntos x,y, se aplica una 

horootec.-i.o. de razón h: x + h. x, su distancia queda mu1 tip1icada po r I h l. 
c. Veremos que todo esto se logra en un e.v. real o complejo si en ~l se 

puede definir una aplicación' en R, llamada no~, con propiedades análogas a 

las (i) a (iv). 
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3.1.1. DEFINICrON 

Sea. E un e.v. Jr.eal o c.omptejo. Una NORMA .6obll.e" E eA una. apUc.ae-ú5n 11 U: 

E -+ R que C!wnp.fu .ia.6 c.oncLúuonu: 

nI' UxU > O para todo x de E; 

n2• fixU = O -" x = ~; 

n
3

• IIh.xll = Ihl.llxll pMa :todo X de E y.todo uc.aialt h; 

n4 • lIx+yl/ ~ IIxll + I/yll paJLa. c.a.da pM de eteme.n.to.6 de E. 

Se usan estas denominaciones: la aplicación 11 ll: E -+ R es pO.6..(,tiva (n 1) 

de6.búda (n
2

) I po.6.{.Üvame.l1ite hamog~ea. (n3) y .6ubacUti.va. (n4)' 

3.1.2. DEFINICrON 

Un e.v. E mwúdo de una nOILma. 11 fi .6e teama ESPACIO NORMAVO (e.n,). Se 

indica (E, 11 11) o simplemente E si Sé sobreentiende la norma. 

3.1.3. TEOREHA 

Si. 11 11: E + R ~ una. nolt.mO. en el e, v, E, en:to nc.U 

d(x,y) = IIx-yll (2) 

M WlIl cLU:ta.nc...i..a. e.n E, que. c.l.Lmpte. tal.> c..oncUUone.~ (1). 

La verificación de los axiomas de distancia dI a d4 en 1.2.1 es trivial. 

Por ejemplo la desigualdad triangular d4, o sea d(x,z) ~ d(x,y) + d(y,z), 

equivale a 

IIx-zll ~ Ux-yll + lIy-zU (3) 

y (3) resulta de x-z = (x-y) + (y-z) aplicando,n
4 

(que también se llama dé6i 

9 ua1.dad :tU.a.ng uta.Jr.) • 

Las condiciones (1) son 

IIx-yll = 11 (x+z)-(y+z)ll. IIhx-hyll = !hl.Ux-yll. (4 ) 

o'.' :. 

la primera (4) es una identidad pues x-y = (~z) ~ (y+z); la segunda- resulta 
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de n
3 

así: 

Hhx-hyH = IIh. (x-y)" = Ih l. !lx-y 1/ • 

3.1.4. Por 3.1.3 un e.n. es un e.m.; la distancia d definida por (2) se 

llama cLlldancúa .<.ndu.c..ú1a. por la norma 11 ". 

En un e.n., conceptos topológicos como ab~~o, c~ado, ~e, etc., y 

calificativos como completo, compacto, 4e~able, etc., son los que corres-

pon den al e.m. con la distancia inducida por la norma. 

3.1.5. DEFINIeION 

Un e. n. completo 4e Uama ESPACZO VE BANACH, 

3.1. 6. En 3.1. 7 c se pide la demostración de este teorema (continuidad de 

las operaciones vectoriales y de la norma): 

S~ E e.~ un e.n. Jc.ea1. o c.omplejo,y Fa (u) = a.u. ,GuCa) = a.u ·la ucai.alz.l, 

F+(u,v). u+v y F{u) =;: lIull, .En:tcmc.u F , G , ·F+ Y F .&on ÓWtcUOI1U UNIFORMEa u 
MENTE CONTINUAS en todo)., ).,u.J aJt.gumétlto~. 

a. Un elemento o· vectol;' u de un e.n. se llama un.i.:taJúo o nOlUncll si HuI! = 1. 

Mostrar que si v ~ O existe un unico vector v tal que 
o 

l/v 11 = 1 o y v .= h.v 
o con 

1 v 
y es va = IIvU • v, que se indica también Vo = lIVJr • 

[ve se llama elemento o vector normal de v.] 

b~ De n3 y n4 deducir 

/lu-v/l ~ lIull + /lvll 

y de aquí 

I/lu/l - /lv/ll ~ IIu+vll. 

h > 0, (5) 

(6) 

(7) 
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c. Demostrar el teorema de 3.1.6 usando las siguientes identidades; 

a.u 1-a.u2 = a.(u1-u2), a l ·u-a2·u = (a¡-a 2)·u, (u 1+v1) - (u2+v2) = 

= (u
1
-u

2
) + (v

1
-v

2
), y (7). 

d. Sea E un e.n.' real. Probar que la función F: R x E "* E dada por 

F(a,u) = a.u es continua. 

[lndiQaci6n. Usar la identidad 

a.u-a.u = a . (u-u ) + (a-a ).u + (a-a ).(u-u ) 
00 o o o o o o 

para probar la continuidad en el punto (a ,u ) de R x E.l . o o 

3.2. DESIGUALDADES DE CAUCHY-SCHWARZ y DE MINKOWSKI 

3. 2. l. n-up.f.a...6 ltea-te.6 
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(8) 

a. Sean x = (x1 ' ••• ,xn ) e y = y = (Y1"'.,Yn) dos n~uplas de números rea

les. Probemos que se cumple la llamada de.6..i.gua1da.d de Cauc.hy-Sc.llWCVl.z: 

[' I xk 
Y

k
] 2 ~ Ix;,' I y~. O) 

k=1 k=1 le=l 

Para ello observemos que la ecuación de segundo grado en h E R: 

n 2 2 n 2 n n 2 r (xk • h+yk ) = h I xk + 2h l ~ Yk + I Yk =0 (o) 
k=l k=1 k=1 k=1 

no puede tener dos raíces reales diferentes pues el primer miembro de (o), 

por ser una suma de cuadrados, muestra que el trinomio en h es siempre ~ O. 

Por tanto el discriminante de la ecuación (para Ah2 + Bh + C =0 es 

B2 _ 4AC) es ~ O, es decir 

[2 I xle ylJ 2 - 4 l x~'l Y~ ~ O 

y esta desigualdad equivale a (1). 

b. De la de.sigualdad (1) se deduce :esta otra, llamada du..i.gua1.da.d de AtÚt-

koW6lú: 
: ..... 

[
'n 2}1/2 [n 2J1/2 [n" 2)1/2 ·L (xk+yk ) ~ ¿ x

k 
+ ¿. Y

k 
' 

k:::! k=l k=l 
(2) 
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En efecto, se tÍí.':'Le (aplicando (1) para pasar del 2° miembro al 3°): 
: • 

• y la desigualdad entre los miembros extremos equivale a (2). 

3.2.2. n-up~ compleja4 

a. Si (x¡, ••• ,xn), (Y1"" ,yn ) son n-uplas de nUmeras complejos·, podemos 

aplicar las desigualdades (1) y (2) a las n-up1as nealeó (lx¡I, ••• , /xnl), 

(ly¡I, ••• ,IYnl). Obtenemos: 

(3) 

(4) 

b. Puesto que Ixk+ykl ~ Ixkl + IYk' se obtiene de (4) esta otra desigual

dad: 

(n 2]1/2 [n ·2)112 ln 2]1/2 
I 1~+Ykl ~ I Ixkl + =I1 Iyk '. • 

k=l k=l 
(5) 

c. Las. desigualdades (3) a (5) subsisten obviamente si las n-up1as son 

nealeó. Más aún, en eóte Ca40, (3) implica (1) y (4) implica (2) pero no re-

cíprocamente; además (2) y (5) son equivalentes. 

3. 2. 3. Suceó,w neó de cu.a.c/Jr.a.do· .6urrable 

a. Una .6uc:u-ú5n de números se llama de cuadlLado .6umable si converge abso-

1utamente la serie formada con los cuadrados de sus términos. Sean 

(X1'···,X , ••• ); n , (Yl""'Yn"") (6) 
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sucesiones de números reales o complejos, de cuadradosumable.·Entonces con~ 

vergen las series II~12, IIYkI2, lo que escribiremos como es habitu~l para 

series de terminas positivos: 

(7) 

b. En este caso también converge absolutamente la serie r ~ Yk' o sea: 

(8) 

Esto es consecuencia de la desigualdad 
'.(;, 

I ~ • y k I ~ ~ (1 xk 1
2 + 1 y k 1

2
) , ( 9) 

,., ! ~ ii. 

que a ~ vez resulta de 1~12 ~'IYkI2 - 2l xk .yk l = {Ixkl - 1Ykl)2 ;;;;. O. 
1 

De (7) y (8) resulta: 

(10) 

c. Entonces, en la hipótesis (7) convergen toda4 las series que se obti~ 

nen reemplazando 
n 
¿ por 

k=l 

00 

I en las desigualdad~s (1) a (5). {Por ejemplo, 
k=l 

I ~Yk converge absolutamerrte en virtud de (8». 

Pe~o esta sustitución de ~uma6 por ~~~ significa tomar los límites de 

aquellas para n + 00, pues para una serie convergente es por· definición 
oo. n 

I uk \= lim I ~. 
k=l \n+a> k=l . \ 

\ 

Entohces podemos considerar las desigualdades (1) a (5) que corresponden 

a las ~uc.u,(.onu pM.c..l.a1.u de (6): 

y la convergencia de las series nos p.ermite.tomar límites para n + 00, con lo 

cual subsisten las desigualdades en sentido amplio (con ~ o bien ~). Así se 
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obti~nen pMa .6uc.u-úmu REALES de. c.u.a.clJr.a.do .6wnable. las desigualdades de. 

Cauc.htj-Sc.hwcvtz: 

( I ~ yk)2 ~ r ~ 
k=l k=l 

CX) 

I Y~J 
k=l 

(12) 

y de. MinIwW6IU.: 

(13) 

y para .6uc.e..6~onU (reales o complejas) de. c.ua~ado .6Ltmable., las desigualda-

des de. Cauc.hy-Sc.J1WM..z: 

(14) 

y de Mi,nh,ot{)6lu:: 

(15) 

y 

(16) 

3.2.4. r~te.g~a.e.u 

a. Para mayor sencillez nos limitamos aquí a integrales de Óun~one..6 c.on-

~ e.n un ¡nt~va.e.o c.~do [a,b] y en 3.5 daremos noticia sobre situacio 

nes má·s generales •. 

Si f (x) y g (x) son funciones ~ea..eu vale la du.igua1.dad de. Cauc.hy-Sc.fuIJMZ 

siguiente (confr. (1»: 

. rt f(x) g(X)dXy.'" r f2(x)dx • r g2(x)dx, (17) 

a a a 

que se demuestra con el metodo de 3.2.1 a, notando que la ecuación de segundo 

grado en h E R: 
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fg dx + g2 dx = O . 
f
b 

(18) 

a a a a 

no puede tener dos raíces reales diferentes. 

b. De la desigualdad (17), con el metodo seguido en 3.2.1 b, se, deduce 

esta otra llamada du.(.gu.a.ldad de Mi..nkow.6lU: rt (f+g)2dXf/2 ,.; [t f2 dXf/2 + 
a a 

rf
b 2 ] 1/2 g dx • . (9) 

a 

c. Para funciones cualuqui..~a (reales o complejas) aplicando (17) y (19) 

a las funciones reales If(x)1 y Ig(x) I se obtienen estas desigualdades, de 

Cauchy-ScfulJOJlz: 

rt lf.gldXr .. t Ifl2dx (20) 

a a a 

y de MÚlkow.&lU: 

Ub 
Clfl+lgl)2dXr'2,.; rt If 12dXr'2 +[t Igl2dXf/2 (21 ) 

a a a 

y puesto que If+gl ~ Ifl+lgl se obtiene de (21): 

[t lf+gI2dxy!2 ,.; rr Ifl2dXf/2 + rr Igl 2dXf12, (22) 

a a a 

3.2.5. Ej~ci..ci..o~ 

a. Demostrar las afirmaciones de 3.2.2 c. 

b. Completar la demostración de (17) 

c. De (17) deducir la desigualdad (19) 

'. 
d. Verificar la validez de la identidad de Lagrange: 

. n 2 n 2 [n )2 1 n n 2 

. I xk• I Yk - I ~ Yk = -2 I I (xl,0Yk-xkyl,°)' 
k=l k=l k=l k i=l k=l 

(23) 

e. Deducir de (23) la desigualdad de Cauchy-Schwarz (1) para n-uplas rea-

.. les, y que vale con = si y sólo si los numeros ~ son pr<?porcionales a los 
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Yk' ? sea si y s610 si el conjunto de vectores' {(xp,,,,xn), (Yp ... ,yn)} 

es .e.. d. 

3.3. EJEMPLOS DE ESPACIOS NORMAnOS 

3.3. 1. E.6pac.i.0.6 de n-upfu6 

a. Veremos que todos los e.m. introducidos en 2.2, con excepción del e.m. 
(XI 

discreto (2.2.3) y el espacio R de 2.2.6 ejercicio f (ii), son normados, y 

ademas completos, es decir son espacios de Banach. En la recta real R (2.2.1) 

y en el plano complejo C (2.2.2) la distancia 

d(x,y) = Ix-yl proviene de la norma IIxll = Ixl; (1) 

las propiedades n
1 

a n4 (3,1,1) son las (i) a (iv) de 3.1.0. 

n n b. Los e.m. R y C (2.2.4) son tambi~n normados o La distancia, que en 

ambos puede expresarse así: 

d(x,y) ~ Lt 1"k-Yk1f/2 (2) 

proviene de la norma 

[
n 2)1/2 

II~II = I I~I 
k=l 

(3) 

Que (3) define una n04ma se prueba viendo que cumple las propiedades n
1 

a 
, . 

n4 de 3.1.1. Esto es obvio para las tres primeras, y n4 es la desigualdad de 

Hinkowski en la forma (5) de 3.2.2. 

3.3.2. E6pae-i.o.6 de .6uc.u.wneó 

En el conjunto de las sucesiones de cuadrado sumable (3.2.3 a), la función 

(4) 

define una norma. En efecto, de las propiedades n 1 a n4 de 3.1.1 es obvio que 

valen las tres primeras, y n4 es la desigualdad de Minkowski en la forma (16). 
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Se denota con l2 el correspondiente e.n. (*) 

3.3.3. E6pa.c1o,s de 6unc1onu 

a. Los e.m. introducidos en 2.2·.5, . a saber: el e.m. A[a,b} de las funcio 
. -

nes acotadas en el intervalo (a,bl y su subespacio C[a,b) de las funciones 

continuas en [a,b) son e.n., pues la distancia 

d(f,g) ~ sup If(t)-g(t)1 (5) 
a~t~b 

proviene de la norma: 

Uf U ~ sup If(t)l. 
a~t¡¡;;;b 

(6) 

Para ver que (6) es una norma hay que verificar que cumple ni a n4 de 

3.1.!. Esto es obvio para III a n
3

, y n4 resulta de 2.2.7b (Hi) • 

b. En el conjunto de las fUIlciones continuas en (a, b1 , también 

UfU
2 

... [fb If(X)1 2dX]1/2 (7) 

a 

es Ul'IU norma, y se indica con c2fa,bl el correspondiente e.n. (**) 

Para ver que (7) es una norma hay (jll~ verificar que cumple ni a n
4 

de 

3.1.1. Esto es obvio para nI a n3 , y n4 es la desigualdad de Minkowski para 

integrales (22) de 3.2.4. 

(*) La notación proviene de que este e.n. forma parte de una clase ide e.n. 
p 

de sucesiones, uno para cada p ~ 1. De ellos daremos noticia en 3.5. 

Si las sucesiones que se consideran son Ite.alu o bien c.ompiejM, se indi 

ca más específicamente: e.n. i 2{R) 5 e.n. i 2(C). 

(**) Las no taciones Uf U 2 Y C2 ' "f "1 Y C 1 provienen de que consideraremos c fer 

tas normas 1I~lIp' una para cada p > 1, Y e.n. Lp (ver ~.5), C2 y C1 son sub

espacios de L2 y de L
1 

respectivamente. 
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En; el mismo conjunto, tambien 
• 

IIfl11 -- Jb If(x) Idx (85 

a 

es una norma (ver 3.3.5 p) y se indica con C1[a,b] .el e.n. correspondiente 

«**) pie de pago anterior). 

3.3.4. En 3.3.5 ejerciciosd, e, f, h Y m se establece respectivamente 

que los e.n. Rn , cn, i
2

, C[a,b] y A[a,b1 son espacios de Banach, es decir, 

e.n. completos. En cambio ni C2{a,b] ni C1[a,b] es completo (para C2 ver 

3.3.5 o). 

3.3. 5. Ej eJLcicioJ.¡ 

a. Vimos en 3.1 que un e.n. es un e.m. con distancia d(x,y) = 11 x-y 11 , y 

que esta distancia verifica 

d(X+z, y+z) = d(x,y) d(hx, hy) = Ihl.d(x,y). . (.9) 

Demostrar que si en un e.m. la distancia verifica (9), entonces 

11 xII = d(x,O) eó una. noJuna.. (lO) 

[N6tese que la dista~cia inducida (3 .• 1.4) por la norma (lO) es nuevamen-

te d]. 

b. Mostrar que en un e.v. real o complejo no hay ninguna norma cuyadista~ 

cia inducida (3.1.4) sea la metrica discreta (2.2.3) (salvo el caso trivial 

del e.v.' {O}). 

... 
C. Hostrar que el e.m. R de 2.2.7 ejercicio f (ii) no es un e.n. 

d~ Por la definici6n de número real, el e.n. R (3.3.1 a) es c.omp.e.eto. Dedu 

cir de aquí que el e.n. RIl (4.3.1 b) es completo. 
. n 

e. De e completo, deducir que C es c.ompieto • 
. : .... 

f. DemostrAr~que el e.n. i
2 

(3.3.2) es c.omp.f.eto. 

Indic.a.c.i6n: Sea' {x(n)} una sucesi6n fundamental en i 2, con 

í 
" 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

e 

e 
( 

( 

( 
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X(n) = (x(n) x(n) ~(n) ). 1 '2 , ••• , 1< , ••• , 

entonces dado E > O existe un entero N tal que 
CXI 

r ',(n) (m) ,2 
[. ~ -xk < E. 

k=l 

(i) Deducir de (11) que para cada k existe lirn x~n). Pongamos: 
n~ 

lim ~n) = x
k

• 
n-+<XI 

(ii) Probar que x = (~1,x2, ••• ,xk"") E l2' y 

x(n) ~x ,en noma, o sea lim nx(n)-xU = O, 
n~ 
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(11) 

(12) 

g. Demostrar que l2(R) es ~e~ble utilizando puntos (sucesiones), con un 
• 

numero finito de componentes no nulas racionales. 

(Nótese que las sucesiones de (infinitas) componentes raciona¡es no forman 

un oonjunto numerable). 

h. Probar que el e,n. C[a,b] es completo. 

[lndica~n: Recordar que el límite de una sucesión uniformemente conver-

gente de funciones continuas es una función continua.) 

i. El teorema de aproximación de Weierstrass (ver 6.3) establece que toda, 

función continua en [a,b) es límite uniforme en [a,b} de una sucesión d~ po-

linomios. Deducir de él que: 

El e.n. C[a,b], e6 ~epa4able. 

j. Calcular IIf. 11 = 
1. 

sup /fi(t) I para las funciones: 
O~X~¡ 

f¡(x) = 

~3(x) = 

cos n1TX, 

a cos n1TX + b sen n1TX. 

sen 
nnx, } 

k. Sea f(x) continua en [a,b] y M = max If(x)l, m = 
a ~k ~b 

Probar que" 

IIf(x)-cll = sup 'f(x)-cl ~ M;n 
a~x~b 

(13) 

min I f(x) l. 
a~x~b 
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. y que ~sto vale con = sólo pa.ra e = (M+m) /2. 

:'.~ .' 

l. Decir para que valor de c es mínima la norma 

I/cos x-c.xll = sup leos x-c.xl, - I ~ x ~; 

m. Probar que el e.n. Af a,b1 (3.3.3 a) es completo. 

n. Calcular I/f i ll
2 

= rf Ifi (x)1 2dx]i/2 para las funciones (13). 

O 

o. Mostrar que el e.n. C2[a,bl (3.3.3 b) no es completo, considerando en 

[-1,1] la sucesión de funciones f (t) = arc tg n t. 
n 

p. (i) Demostrar que (8) es una norma; 

(ii) Expresar la distancia inducida por ella. 

3.4. REPASO SOBRE INTEGRACION 

3.4.0. En esta sección reunimos los resultados sobre la integral de Rie-

nian~necesarios' para el resto del curso. 

3.4.1. Tn.tegJta.l de Ri.emanl'l de. una. ~ul'lc.'¿61'l ac.otada. 

a. Sea f(x) una función real acotada en el intervalo cerrado [ a,bl. Para 

cada partición de [ a, b] : . 

1T: a = Xo < xl < ... < X¡c-l < ~ < ... < xn = b (l) 

pongamos: 

~= sup f(x), 
x. ~x~x 

le-l k 

M = k 
sup f (x) 

x ~x~x. 
k-l le 

(2) 

}; consideremos las sumas (llamadas .6wncw bt6eJÚolt 'y .6UpeJÚOIt de f en 1T): 

n 

S(1T) = kr
1 
Mk(~-~-l)' (3) 

Llamemos I'lOItma N(1T) de la partición (1) al'máximo de las longitudes de sus 
. . 
intervalos: 

( 

.( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

(-., 

'C 
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l 
( 
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(4) 

Una sucesión (~.) de particiones se llama upe~ si N(~.) ~ O. Vale el 
1 1 

teorema. siguiente:' 

b. TEOREMA 

Sea f(x) Il.ea!. aco-tada en r a,b]. PMA toda .6ucu.wn e,~pe~ (~.) de paIt 
·1-

.t.,l.c.,i,onu de [a, b] eÚj,ten lo.6 LúnUe.6 de lM .6Uma..6 in.6vUI'lll.u y .6LtpelÚ04U 

de f: 

-lim s(~.) ;:; 1, 
. 1-
1+ (lO 

lim s(~.) :: 1, 
• 1 
1~ 

yu (5) 

Adem4.6, e.6:tD.6 .umLte.ó .60n -lndepencüeJ'I-tu de la .6ucu.ic5n upec.i.a.t ('11'.) ele 
1 

g.ida. 

c. DEFINICION 

Lo.6 UmaU!.é r -be .ua.nan lLupe.c,u.vamen:te INTEGrJ\L INFERI0~ e 7NTEGRAL 

SUPERIOR VE VARBOUX de. f (x) en ( El. bl. Se .lncUc.an: 

!;:; fb f(x)dx, 

a -
d. DEFINICION 

1 = Jb f (x)dx. 

a 

Una. 6u.nc..ic5n Il.eal f (x) .6e .uama R-INTEGRABLE PROPIAMENTE en [a, bJ .6.i U 

aco:ta.da. en r a, b] Y .6on .iguale.ó 

,jU,ó .iYLtegJt.a1..u de ValLboux. 

El vaR.oIl. coman de Uama. R-I N-

TEGRAL PROPIA o .6.implemeYLte 

INTEGRAL y .6e .indiea.: 

a e.' b' b 

(6) 
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3. 4 • 2 • 1 n-teg!tai.u -imp!to p-ÚL6 
I 

a. Sea f(x) integrable propiamente en cada intervalo [a',b'} tal que 

a < a' <b' < b pero no en [a,bl. (Fig. pago anterior). Si además existe el 

límite 

lim 
a'+a, b'+b J 

b' 

a' 

f (x)dx, (7) 

f (x) se llama -impJt.op.'¿ame.YLte '¿nteg'La.b.e.e en [ a, b), el línri te (7) se llama '¿n:t~ 

g/tete (-únpJt.op-Út) y se indica fb f(x)dx. 

a 

b. Más generalmente, supongamos que [a,b] se pueda descomponer-en un con 

junto finito o numerable de intervalos Ile sin puntos interiores comunes y 

tales que en cada uno exista la integral J f(x) dx en el sentido de a. Si 

además converge absolutamente la serie 
. 00 

l f f (x)dx, 
k=l 

Ik 

(8) 

o bien se reduce a una suma finita, f(x) se llama -impJt.op-Útmente -iYI.-tegJta.bte 

en [a,b] I la suma de (8) se lla~a .¿ntegJt.a.l ('¿mr~op.[a) y se indica fb f(x)dx. 

a 
c. Un punto s de [a, bJ se llama pwLto ,6'¿ltgu.e.aIL de la integral impropia 

f~ f(x)dx si f(x) no es acotada en ningún entorno de él. Dado € > O, el co~ 
a 
junto S de los puntos singulares se puede cubrir con un numero 6.¿nito de in-

tervalos-~k de longitudes IIk l de modo que l IIk l < €. [Todo conjunto con . 

esta propiedad se llama de medida. de Pea.no-JoJtda.n nula]. 

Además, dado ~ > O se puede hallar un cubrimiento de S, C = ~ I k , tal que 

si f O es la función pJto p-i.a.mente .¿nteg:ta.bte nula en C e = f (x) en todo pun to 

- de fa,bJ-C, se tenga: 

If
b 

(b I f (x)dx - J fa (x) dx < ~ • 

a a 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

l' 

\ 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 
( 

( 

( 

C
e 
e 
e 
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( 
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( 
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3 o 4 o 3 o lntegJLa1. de 1U.e.mann 

a. DEFINIerON , 

f(x) .óe Lea.ma. R-INTEGRABLE en [a,b] .ó.i u R-.b'l-tegJLabte pJLop.io.mente o im-

p1r.o p.i.amente en [a, b Jo 

bo Una funci5n compleja se llama R-~egJLabte en (a,b] si lo son sus par-

tes real e imaginaria Re(f(x» e Im(f(x». 

Se define además: 

fb f(x)dx = Jb Re(f{x»dx + i Jb Im(f(x»dx. 

a a a 

c. Diremos que f(x) e'-' i..n.tegJLab.e.e eH fa,"') si 10 es en cada interval~ 

[a,b] (t >a) y existe el límite 

lim r f (x)dx, 
t.o)o<lQ 

a 

Análogamente se definen 

qu.e .óe buUC!Jl: r f(x)dx. 

a 

fa f(x)dx = lim fa f{x)dx, 
u-+-.o:> Jo:> f(x)dx = lim JV 

u-+-~(O 
_o:> u u 

3 o 4 o 4 • PJLO p.<.eda.du de .ea. Weg Jt.a1. de TUe.mann 

f(x)dx. 

(9) 

(lO) 

(11) 

a. Si f(x) U pJLop-iamente ..ln:teglUtb.e.e en [a,b] (3.4.1 d), lo u .tamb.i.én 

I f (x) l. 
La recíproca no es cierta. He aquí un ejemplo: 

si x es racional, 

Definamos en [0,1] la función f(t) = 
si es irracional, 

Entonces no existe la -integral r f(t)'dt pues las integrales de Darboux 

. . f· d·f O super~or e ~n er~or son 1 erentes: 

"7 
JI f(t)dt = -1 f f(t)dt = 1, 

O O 

Eh cambio, puesto que If(t)1 = ! para todo t E[O,!), existe la integral 
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y vale JI = JI .1f(t)ldt l.dt = 1. 

b. DEFINIeION O O 

f(x).6e U.amaABSOLUTAMENTE INTEGRABLE en (a,b] (ó en [a,ca), (-ca,a), 

(_co,co» .6~ e..6 ~e9~abte juntamente ~on /f(x)/.· 

c. En virtud de a, toda función propiamente integrable en un intervalo 

finito [a,b), es absolutamente integrable. 

d. Para toda función absolutamente integrable es 

(12) 

a a 

y análogamente para [a,oo), (-cu,aJ y (_co,oo). 

e. f (x) se llama de po.te.nc..i.a. p ~n:te9~ab.e.e (p > O) si es f (x) integrable 

y [f(x)]P absolutamente integrable. Si p = 2, f(x) se llama de cuaclnado ~t~e. 

94abte. Si f es real es de cuadrado integrable si existen. 

Jb f(x)dx. e lb f2(x)d~. 
a a 

f. Toda función pJtop.é.amen.te. integrable en [a,b1 es de potencia p integra-

ble para todo p > O. 

. g. Toda función continua, o bien de variación acotada (ver 6.2.6), ,en un 

irttervalo finito [a,b], es propiamente integrable. 

h. Para toda función propiamente integrable en [a,b] valen los siguientes 

:te.olterntL6 de..i valolt me.cüo: 

1°) Si m ~ f(x) ~M en [a,bj, es J
b 

f(x)dx = ~(b-a), siendo ~ un número 

tal que m ~ ~ ~ M. a 

. -2°)' Sean f y g propiamente integrables en r a,b1 y además g(x) positiva y 

no creciente; entonces existe un nGmero ~ en (a,b), tal que 

fb f(x)g(x)dx'~ g(a) r f(x)dx. 

a a 

(13) 

( 
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( 
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( 

( 
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3.4.5. Cfu.6u de. e.cíLL.f.vale.nUa. de. 6unc.-ione.ó. CWe.ó 1 [atbJ 
p 
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a. Un conjunto se llama nulo o de me~da (de. Peano-Jo~dan) nula si para 

cada E >0 se puede cubrir por un número ó-in~to de intervalos con suma de 

longitudes = E. Si una función f(x) es integrable en (atb) lo es toda función 

g(x) que difiera de ella en un conjunto nulo, y es adem~s 

J

b 
g(x)dx f(x)dx • (14) 

a a 

b. Es fácil verificar que la igualdad de dos funciones salvo en un conju~ 

to nulo es una rel¿lción de equivalencia" Entonces, por (14) c~be considerar, 

a efectos de la integración, no las funciones mismas sino las clases de equi 

valentía, y así, al hablar de una áunc.-idn f (x) sobreentende remos la c..ect.6e. de 

e.qtLlva.e.e.ncUa. .. de. f (x), formada por todas las funciones que difieren de f (x) 

en un conjunto nulo. 

c. Uamaremos 1 (atb) al conjunto de las clases de equivalencia de las 
p 

.f~,lnciones de potencia p integrable en [a,b] (ver 3.4.5 e). Tambi~n nos reted 

remos a 1 [a,b! como un c.onjLtn:to de. áunuonu con el convenio de identificar p 

dos cualesquiera que difieran sólo en un conjunto nulo. 

a. Probar las desigualdades 

. (i) sCrr) ~ S(1T) 

(ií) S(1T) ~ Jb f(x)dx ~ Ib 
f(x)dx ~ S(1T). 

a a 

b. Sea f(x) R-integrable propiamente en [a,bJ. Probar que si en cada in

tervalo [~~1'~] de una partición (1) se elige un punto ~k y se forma la s~ 

ma 
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es p~ra toda sucesión especial (~i) de particiones: 

lim L Crr.) 
1. 

-- fb f(x)dx. (15) 

a 

3.5. NOTICIA SOBRE ESPACIOS lE! 
P P 

3.5.0. En esta sección 3.5 introduc·iremos infinitos e.n. l (uno para ca 
p 

da número real p ~ 1) cada uno sobre un cierto conjunto de ~UCU'<:OtZe6, e in 

( 

( 

finitos e.n. I p ' cada uno sobre un cierto conjunto de 6W1UOHU. Estos esp~ l.. 

cios tienen importancia en el Analisis funcional, pero su estudio detenido 

excede en mucho el alcance de este curso. Omitimos casi todas las demostra-

ciones. Tampoco podemos considerar los espacios L , correlativos de los 1 y 
p p 

mas importantes que ellos, pues no tenemos el instrumento matemático esencial 

para e11o~ que es la integral de Lebesgue. Damos noticia de resultados en pro .., 

cura de una visión de conjunto, sistematizada. 

3.5.1. Sucu,(onu de. pote.nc,{.a. p .6umable (confr. 3.2.3) 

a. Una sucesión de números (~) = (x1, ••• ,xn",,) se llama de potenc.ia p 
(lO (lO 

.6umable si converge absolutamente la serie I ~, o sea, si 
k=1 

El conjunto de estas. su·cesiones se indica con l • PaJUt, P > 1 
p 

te teorema: 

1. + .! = 1, 
p q 

q =-L 
p-l .' 

l IxklP < COI 

k=l 
vale el siguie!!, 

(1) 

(2) 

(2) se llama duiBualdad de. Holde/t, y generaliza la desigualdad de Cauchy. 

Schwarz (14) de 3.2.3, que resulta de (2) para p = q = 2. 

Dos números, p,q que verifican (1). se llaman conjugado-ó •. Si p > 1 es q > 1: 

( 

( 

( 

i 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

c. 
( 

( 

'\ 
( 

( 

( 
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notemos que si p + 1 entonces q + oo. 

b. Mediante (2) se puede demostrar que:· 

(3) 

(4) se llama du.<.gua1.dad de M¿nkow.61U.. y (16) de 3.2.3 es caso parti(;:ular 

de ella para p = 2. 

3.5.2. Eópacio.6 no~mado.6 l con 1 < p < 00 
p 

TEOREMA 

Sea. p > 1. En el conjunto .tp de ia.6 .6ucui.one.6 de nWneILOJ.¡ x ;:: (xl"'" xn J •• ) 

Me¿¡ que L I x. ! p < 0:, .ea apUca.c..i.dn 11 11 : l + R de6.úU.da. poJt 
1< P p 

(

.00 .)I/P 
l/xl ::;·r !~IP .. ~ ... 

p k=l .. 
(4) 

el.! una. n01Una.. 

La verificaci5n de n
1
,a n3 es trivial, y n4· es (3). 

3.5.3. El Ca.60 P = 1 

a. Si p = 1 la desigualdad de Minkowski (3) se reduce a 

(S) 

valida en virtud de las desigualdades !xk+Ykl ~ I~I + 1Yk l . 
En cambio, en este caso p = 1 la desigualdad de Holder (2) carece de sen-

tido en virtud de la condición 

efecto, si P.= 1 la primera (1) 

número q que la verifique. 

(1) que deben cumplir los números p y q. En 

111 
es - + - = 1, o sea - = 0, y no hay ningún 1 q q 

Notemos estas dos propiedades 

(1) Si'/p + 1, entonces q = I~P + 00; 
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(6) L 1~'Ykl ::;;; [¿I~ll . sup IYhl 
l~h<oo 

(ii) Es 

Si convenirnos (motivados por (i» en decir que el conjugado de p = 1 es 

q = 0'>, Y en que 

LE IYkl~ l/q q = eo (7) 

entonces la desigualdad de Holder vale para todo par (p,q) de números conju-

gados. incluso p = 1, ~ = eo, en cuyo caso es (6). 

b. El teorema de 3.5.2 subsiste para p = 1, o sea: 

el.> una no lUna. 

En efecto, nI a n3 son inmediatas y n4 es (5). 

3.5.4. El C~D P = eo 

a. Con el convenio (7) la desigualdad de Minkowski (3) subsiste para 

.. P i:: co pues en este caso. se reduce a 

(8) 

b. Extendamos ahora el teorema 3.4.2 al caso p = O'>i 

Eti el conjunto, que .Ua.malt~.6 .e.aJI de i.a..6 .6ucu,wnu de númeJl.O.6 

x = (xl"" ,xn •••• ) aco:ta..dctó, o .6ea .ta1.u que sup IXk I < 0'>, fu apUca.c-i.dn 

11 ll eo : .e.
co 
~ R de6húda pOJL 

e.6 una nOlUna. 

En efecto, n1 a. 03. son irtmediatas, y n
4 

es (8). 

3. S. S. Vu,[gua1.dade6 paJut. bLtegJta.!u 

a. Sea [a,b1 un intervalo cerrado en R. Indicaremos con 1 = 1 [a,b) el p p 

conjunto de las (clases de equivalencia) de funciones f: [a,b} ~ e de potencia 

p integrable (ver 3.4.5 e). Para p > 1 vale el siguiente teorema: 
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b. (Confr. 3.5.1 a). Si. f El, gEl Ij..e.o~ Yu1meJt.O.6 p tJ q Ve!Ún-ican (1), 
p q , 

en:toncu f. gEl l' U dec.»t U ab~o.futamente v1.tegJc..a.b!e, y U 

Jb IJb
] 1 / P [fb ] 1 / q . If(t).g(t) Idt ~ If(t) IPcit. .Ig(t).,qdt. (lO) 

a . a a 

(lO) se llama du.<.gua1.dad de Ho!dVl. palta rueglr.a1.u. Nediante ella se pu!, 

de demostrar (confr. 3.5.1 b): 

c. Si. f, gEl (p ~ 1), entonce-~ f+g El, Ij U 
P P 

Ub 
If(t)+g(t)IPdtf'P "" Ub 

If(t)IPdtf'P + W 
a a a 

(11 ) se 11 ama du-4J u.a.!da~ de Atinfww.6 tú paJta. -integlr.a..e.u. 

3.5. 6 E6pa.Uo.6 noJUnctdo.6 I ca n 1 < p < Qg 

p 

TEOREMA (confr. 3.5.2) 

(11) 

Sea p > L En el. eo nj uYLtoI = 1 [a ,b 1 la. a.pUca.c.,{6n un: 1 -lo R de á.úLi . 
p p p p -

da poJr. 

(12) 

U una. nalr.ma.. 

La verificación de nI a n3 es trivial, y n4 es (11). 

3.5.7. E.e. c.a.60 P = 1 (confr. 3.5.3 a) 

Si P = 1, (12) se reduce a 

fb /f(t)+g(t)ldt < Jb If(t)'!dt + Jb Ig(t) Idt, (13) 

a a a 

que resulta·de.la.conocida .. _d-esig)Jaldad !f(t)+g(t) I ~ If(t) I + Ig(t)! • 

.. 
En cambio, en este caso p = 1 la desigualdad de Holder (10) carece de sen 

tido eh virtud de la condición (1) que deben cumplir los números p y q. En 

efecto, si p = 1 la prÍwera (1) de l/q = u, y no hay ningún número q que la 
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ver if i 9ue • 

La propiedad (*) 

fb lf(t).g(t)ldt ~ [Jb If(t)!dt].SUP.. Ig(t)1 (14) 
. a<;t~b 

a a 

justifica el convenio de que 

rfb ] l/q l Ig<t) ,q , palta q '" m .6.(a n.i~.ic.a sup 1 g ( t) I • 
a<:t<;b 

(15) 

a 

( 

( 

( 

( 

( 

I 

( 

( 

( 

Cón este convenio la desigualdad de H~lder (lO) vale para todo par (P.q) ( 

de numeros conjugados, incluso p .. 1. q • ca. en cuyo caso es (14)!· 

3.5.8. El ~o P = "'(confr. 3.5.4) 

a. Con el· convenio (15) la desigualdad de Minkowski (11) subsiste para 

p = CD pues en este caso se reduce a 

·sup 1 f (t)+g(t) 1< . sup I f (t) f+ sup··' g(t) I i 
Il<t<b aGit<b a<t~b 

(16) 

b. Extendamos ahora el teorema de 3.5.6 al caso p = ca. 

En el c.onju.n:to, que Uamallemo,~ lQO = IcJ a,b], de .t.a.6 6unc.i.one6 de [a,b) 

en e ac.o:tada..6, o .6ea .tatü que sup I f(t) / < m, la. apUcaCion 
aE;tE;b 

11 /1..,: leo -+ R de6húda pOIL 

I f(t) I 

e.6 una noltma.. 

En efecto, nI a n3 son inmediatas, y n4 es (16). 

3.5.9. EjeJr.~cio~. 

a. En R2 ~ R x R: 

(17) 

( 

<: 

( 

. ( 

( 

(' 

( 

(' 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

(, 

( 

( 

(, 

( 

(*) En la teoría con integral de Lebesgue se toma el .6UplteJTO uenc..ia.! \ 
sup es Ig(t) Ique se define COJll) el menor número h tal que' {t//8(t) / > h} ( 

a~t<;b 
sea un conjunto de medida nula. 

( 
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(il Escribir las ecuaciones de las"ci rcunferencias" 

1, (l8) 

para p = 1/2, 1, 2, 10, oo. 

(ii) Representar el primer cuadtante de cada una. 

(iii) Decir en qué casos /Ix 11 es una norma. . p 

b. Con referencia a la norma (19) en cada uno de los casos p = 1, p = 2, 

p = c.o, hallar la mínima distancia del punto (0,2) de R2 al subespacio 

S =' {(x,y)!y = x}, indicar los puntos de S para los cuales se alcanza, y re 

presenta r. 

c. En los mismos casos que en b determinar la mejor aproximación al vec-

2 . . I 
tor (1,1) de R en el subespacio S = {(x,}{!2) _oo<x<co}. 

d. Probar que la suma de dos funciones 1 pertenece a Ip' 
p . 

( 1 ncUc.acúdn: Aco tar ! f+g ! p. ] . 

e. Demostrar que si p > 2: f,g E Ip :::;. f.g E Ip/2' 

(IncU.c.a.cúdn: Mostrar que es aplicable la desigualck.d de Schwarz (20) de 

3.2.4 a f
1 

= fP/2 Y gl = gP/2 y acotar I/f.gl/ p/2 '] 

3.6. SERIES EN ESPACIOS NOR}~OS 

3.6.0. El concepto de serie tiene ubicación natural en un e.n., por estar 

este nunido a la vez d.:: una estructura de e.v., que permite fonnar sumas, y 

de una estructura top'61ógica (de e.ID.) que permite buscar el límite de esas 

sumas al agregar más y mas términos. 

a. Lo que· hemos visto en 2.4.1 sobre límites de sucesiones en un e.m. sub-

siste para un e.n. pues éste es un e.m. Lo que allí enunciamos en terminos de 

una distancia, puede expresarse con la norma. Por ejemplo, la definici6n de 

2.4.1 a es ahora: 
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Se cU.c.e que .ea. ~uc.e6.i.dn (x ) de pi d/lto.6 de un e. n. (E, U U) CONVERGE (1 
n 

TIENDE haiUa. el pun-to h E E, o que h e6 el LIMITE de (x ) ~,¿ paJta c.a.da. nt1tne 
n -

11.0 po~.i:ti.vo E > O ~ e puede ha1..itvt un enteILo fXJ.6.i:ti.vo N = N (E) W. que: 

n > N ~ Ix -bU < E. n 
(1) 

b. Pero ahora, la estructura vectorial de (E, U U) permite definir entre 

( 

las sucesiones las operaciones de acU.c..ldn y de mul-tip.Ucae.i.ón pOli. un e.-~(!alalL (' 

mediante láS igualdades: 

(2) 

(3 ) 

Pot: ejemplo (2) expresa que se llama ~uma. de dos sucesiones (x ) e (y), 
n n 

y se indica (xn) + (Yn)' a la sucesi6n (xn+yn) cuyos t~rminos son los puntos 

xn +Yn de E. 

3 • 6. 2. SeM.u 

" a. Las definiciones relat¡i.vas a series en un e.n. son análogas a las de 

series numéricas. Para la ronvergencia tenemos: 

Una ~ elL.i..e 
00 

(4) 

c.uyo~ :tlJt.mf.no.6 ~on pu.n;to.6 o vec.toILe.6 u
k 

de un e. n. (E, 11 1/) .6e -Uama CONVER 

GENTE ¿¿ e.6 c.onveJtgen.te fu .6uc.u.wn (Sn) de l.a.6 SUMAS ,PA.RCIA.LES 

(5) 

o sea, si existe en E el límite S = lim S • En tal caso S se llama .6uma 
n 

de la serie {4), y se escribe 

;'!:I 

00 

l uk = S • 
k=l 

. , '. . 

... ::. 

b. Si la serie (4) es convergente se llama ILe6to R de.orden n de ella, 
n 

"t •• 

a la diferenci~ s-s : 
n 

( 

( 

( 

( 

( 

<. 
( 

( 

(, 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 
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R = s-s = n n I uk • 
k=n+l 
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(7) 

Por 3.5.1 a, si (4) es convergente, dado E > O existe un entepo N' ~al que 

n > N ~ IIR 11 = 11 S-S 11 < E • 
n n 

c. TEORIDiA 

Conc:UcU6n NECESARIA pa!Ut qu.e .ea .6eJUe (4) convvr.ja, U que 

lim u = 'O • n 
n~ 

De (8) se deduce la implicaci6n 

n > N+l ~ Uu 11 <; US -SU + liS l-S11 < 2E • n n n-

No;ta 

(8) 

(9) 

Que· la condici6n (9) no· u .6u6.lue.n.t.epara la convergencia de '(4) es bien 

conocido en los casos de R y C. 

d. De la continuidad de las operaciones vectoriales (3.1.6) resulta f~cil 

mente: 

u = I u n 
y v = l v ~ U + V = I (u +v ) n n n (lO) 

y para todo escalar h: 

U = l u ~ hU = l hu • n n (11) 

3.6.3. Conv~enc.la ab.6otuta 

a. DEFINICION 

Una. .6eJUe l uk en un e.n • .6e teama ABSOLUTAMENTE CONVERGENTE .6.l U con-
k=l ~ . 

veJtgen:te .ea .óeJúe l lIuka de la.6 nOlr.ma.6 de .6M :tlJt.minOI.l. 
k=l . 

b. Puesto que la sucesion de números reales a 
n 

n 

es creciente. 
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00 

tiene límite finito o infinito según que la serie ¿ lIukll sea convergente 
k=l 

o divergente. Usaremo:s estas notaciones; 

00 00 

l "uk " 
= 00 pCVl.a. -i.ncUea.n 'que L lIukll ' u d.<.v vr..g ente I (12) 

k=1 k=1 

00 00 

l lI uk U < 00 pMa. .<.ncUccvr. que ¿ 
"

u
k

" 

u conveJlfjen.te, (13) 
k=1 k=1 

y análogamente para toda serie de .t~"WiÚ!OJ.:¡ poJ.:¡,(,t,lVO-6. 

c. TEOREMA 

En un upa.c.-lo de Bana.c.h E, una .6e,ue l u k ab-6o.euxa.mel1..te conveJtgen.te, u 

conveJLgente. AdemIÚ. 

(14) 

'Por hip6tesisconvergellluk". Luego, para cada f: > O existe un entero N 

tal que para n > N Y P ~ O es lIu n+1 11 + .•• + lIu n+p " < e:. Por tanto 

o-6ea lis + -8 11 < e: • n p n 

Entonces (S ) es una sucesión fundamental y como po r hipótesis el espacio n 
00 

E es completo, (8 ) es convergente, ~ sea l uk es convergente. 
n ~1 

Además es, para cada n: l/u 1 + ... + un" ~ lIu 1 11 + ... + l/un" y para n ~ 00 

se obtiene la desigualdad (14). 

3.6.4. ReoILdena.c..Wn de .6eJÚu 

a. DEFINIeION 

l u n 
y Iv, 

n 
(15) 

J.:¡'<' ~.te una. b.<.yec.c..<.6n f: N ~ N tal que vk = uf(k) ~a. .todo k E N, !.le dice 

qu.e la. !¡ egu.nda. J.:¡ eJLi..e .6 e ob.t.iene de .ea. p.'WneILa pOIL .ea. REORVENACI0N de :tMmi.nO.6 

f. 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

<, 

( 

( 

( 

( 

( 

( 
( 

( 

( 

( 
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,b. DEFINICION . 
Una. .6e1Úe I u .6e llama INCONDICIONALMENTE CONVERGENTE .6'¿ c.onveJtge junta-

n 

mente c.on toda o:t.lr.a. ¿ v que JtMu1.:t.a. de eU.a.. poJt JteoJtdenac..ión, IJ c.on fu m,u
n 

c. Es conocido del Análisis elemental que las series numWc.a.6 incondicio 

nalmente convergentes son las absolutamente convergentes y sólo ellas. 

3. 6.5. Notiw .60 bite 6amiUM .6umable.6 

a. En espacios normados es útil esta generalización del concepto de con-

vergencia incondicional, que abarca también conjuntos no numenables de t~r-

minos (al menos en principio, ver b2). 

DEFINIcrON 

Una áamiUa' {u i } i E 1 de ve&oJtM de un e. n • .6e -Uama SUMABLE c.on SUMA U . 
. . . 

.6,{, paJLa c.ada nt1meJLO PO.6.¿uvo e: > Oe~·te un cOHjLL~ FINITO F o ~ I :tal qu.e. 

.6.i F e.6 un c.onjwJ..to FINITO que v~.(n.[que F e Ji' e 1 t e..6 
0- -

l/U - L 
iEF 

u.U<e:. 
~ 

b. Señalemos sin demostración las propiedades mas importantes. 

b l' Co ncüc...i.ón de .6u.ma.bilidad en Mpac..lO.6 de Banac.h. 

(16) 

Cond.(~n nec.M~a y .6u6.ic.'¿en:t.e pana que una 6a.mLe.¿a,· {ui}i E 1 de vec.to

JtM de un upac.'¿o de Bana.c.h .6ea. .6umable, u que pata c.ada. e: > a eXÁ.4:t.e un é.on 

junto ó-ltúto F e I :tal que 
0-

" l u.U < e: iER ~ 

palla todo c.onjun.to ó.<.n.i-t(l R e I dMjun.to c.on F (R n F = f/J). 
o o 

bZ" Si.. -{Ui}i E I U .6umab.e.e, el c.onjun..to· {i E IIU
i 

":1 a} e.6 á'¿rúto o nume 

Jta.&.fe:. 

3.6.6. EjeJtc.lc..to.6 

a. (i) Indicar el significado de 1im en cada miembro de la equivalencia 
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lim x
n 

= 'O .. ~ lim IIx
n 

11 = O'; 

(H) Demostra r esta equivalencia. 

b. Demostrar la propiedad lim ex +y ) 1im x + 1im y suponiento que 
n n n n 

existen los límites del segundo miembro. 

c. Demostrar que 1im x = h 0# lil\l (x -h) 
n 'n 

'O, lim (a,x ) = a.lim x , n n 

aclarando el significado de la equivalencia y de la igualdad con respecto a 

la'existencia de los límites. Distinguir lú~ casos a ~ O Y a = O. 

d. (i) Deinostftlt" que lim xn = h => lim "xn" ::; ilhll; 

(ii) ¿Vale la imp1icaci6n contraria? ¡' 

e. ¿En qué casos es la convergencia de 1,1 sucesión (x ) de puntos de E¡ 
n ~ 

equivalente a la convergencia de la slJcesion (lIxn 11) de números reales? 

. 
f. Diremos que una serie I l! un un e.n. (E, 11 11 ) tiene por mayoltante 

11 

la serie num~c.a r v, de ténninos positivos, si IIu 11 ~ v • Demostrar que: 
n n n, 

,S.t.. wUt .6etr.-le r un iUene, una. nJl:t.ljUJé.rolte, Iv I1 c.onveJLB(!.;~e, e-6 db~o.iLdaméY/.-te c.on 

VVI,gente.. 

g. Verificar que una familia finita de V('.:tores es siempre sumable y que 

su -!luma en el sentido de 3.6.'5 coinci.de con el concepto elemental de suma de 

vectores. 

3. 7. SU~ESPACIOS y PARTES TOTALES 

3.7.1. En un e.m. (E, d) cualquier subconjunto no vacío S e E define un 

subespacio (ver 2.2.5. b).: En cambio, para definir un .6ubupaw de ,un e.n. 

(E, 11 11 ) admiti remos sólo los .6ubupac..l.O.6 vec.:t.olt,¿alu de E. Si S es un sub-

espacio vectorial de E, la restricción de la norma 11 11: E ...... R a S es una nolt 

ma en S; la llamaremos Yl.Oluna. .iJ1duc...¿da en S por la norma 11 11 en E. También se 

dice que el e. n. definido po r esta norma inducida es el .6ubupa.c..l.o S del e. n. 

E. 

<.' 

( 

( 

( 

( 

e 
(' 

( 

( 

( 

( 

( 
'. 
( 

,( 
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3 • .7.2. TEOREMA 

Si. S eó un .6ubeópa.c..lo vec..:toJUa..f. de un e. n. E, .6u adhe/1..e.nc.i..a. S en E e6 tam 

b-Lén un ,!'ubeópa.ci.o \Jec.tOJUiJ...e ae E. 

Vemo.6bu:tc.i.6n 

En virtud de la equivalencia C
2 

«> C
3 

de 1.5.4, basta demostrar las im

plicaciones: 

(i) x E S e y E S ::;,. x-y ES; 

(ii) x E S ~ h x E S para todo escal"ar h~ 

Vemo.6tnac.i.6n de (i). En virtud del antecedente existen en S sucesiones 

(x ), (y ) tales que 
n n 

X ::: litn x ) 
n 

y = 1 itn y • 
n 

Pero de x E: S e Y
n 

E S sigue x -y E S; entonces x-y = Hm (x -y ) es 
n n n n n 

un punto dé S. 

71entJ.ó.fJt.Ctci.6n. de (H). Por al Elntecedente e1l:iste en S lIna sucesión (xn ) 

tal que x = Hm x . Pero de x E S sigue h x E S; entonces hx = lim (h xn ) 
n n n 

es un punto de S. 

3.7.3. Sea E un e.n. y M un subconjunto de E. Recordemos (1.6.4) que el 

.6ubupa.c..lo geneJl.a.do por M es el menor subespacio M* que incluye a M, y está 

formado parlas c.l. de vectores de M. Puesto que toda intersecci6n de subesp!!. 

cías cerrados en un subespacio cerrado se, puede definí r análogamente el .6u~ 

upauo CERRAVO gwvr..ado por M como el menor subespacio cerrado Me que inclu 

c 
ye a H. Es M = "'* M (ver3.7.7a)~ 

3.7.4. DEFINICION 

Sea. (E, 11" 11 ) un e. n. V-Útemo.6 que un .6ubc.onjunto T de E u TOTAL .6'¿ el. 

* .6ubupa.uo T geneJtado poJr.. T (1.6.4) eó den.óo en,~. O sea si el subespacio 

* cerrad:> generado por T es todo E: T = E. 

En virtud de 1.6.5 esto equivale a decir que T es total si el t:.onjunto de 
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.e.M c. • .t. (finitas) de .f.o.6 vec;tcJJl.e6 de T e6 detz.,.!Ju en E. A su vez esto último 
r 

se expresa así: ( 

. . . Dados e: > O Y x E E, existe unac . .e.. de eleIl!entos de T: 
( 

tal que IIx-cII < e:. (1) 

3.7.5. Cabe preguntarse si un conjunto total T es conjunto generador de 

d .* to O el espacio E, o sea si T = E. Esto es en general falso para espacios 

de dimensidn infinita. He aquí un ejemplo: Por un célebre teorema de Weiers-

trass (ver 6.3), todu función continua en un intE!tvalo cerrado [a,b}·es uní ( 

formemente aproximable por polinomios. O sea, en el e.n. C[a,bl.con la nor-

ma IIfU = sup If(t)1 (3.3.3 a), si g ~ C[a,b] existe una sucesión (p ) 
a~t~b n 

de polinomios tal que IIg~Pnll...¡. O. Entonces el. conjunto T =' {l,x,x2 , ••• ,xn , ••• 1 

. * es total pues el subespaC!J.o generado T , formado por los polinomios, es den-

so en era, b]. PerO '.1:* es parte pJwp.l(i de ef él, bl PU t1B hay funciones 'continuas . 

que fiO san púlinóíllit)s. 

3.7.6. Una .6Uc.eb-tón (-K
n

) se: llama :total. si 10 es el conjunto' {x
n

} de sus 

puntos. La existencia de una sucesión total se vincula estrechamente con la 

separabilidad (3.6.2): 

TEORENA 

En un e. n. (E, 11 11 ) ex,u.te W1.a. .6uc.u,i.6n ,to,ta.e . .6.{ y .66.f.o .6.{ E U .6epaJta-

ble. 

VenID .6:tJr..ac.J..6 n 

Si E es separable, es decir existe un conjunto' {x } denso y numerable, n 

basta tomar sus elementos en un orden cualquiera p .. lra tener una sucesión to-

tal. 
. 

Recíprocamente, sea (xn ) una sucesión total. Sea LQ el conjunto de todas 

las c • .e.. (finitas) 

\. 

(' 

( 

<. 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

e 
( 

( 

( 

<: 

. ( . 
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(r
k 

E Q). (2) 

Entonces ~ es un conjunto numerable y puesto que, por ser (x
n

) total, el 

conjunto L de toda..6 las c.L es denso en E basta probar que LQ es .denso en 

. L .. Así es, en efecto, pues dado (2), en virtud de la densidad de los raciona 

les en R (reales) o e (complejos), el numero 

m 
IIh 1X l + ... + hmxm - (r1x1 + ... + rmxm)1I ~ k~l !hk- r k l.llxk U 

puede hacerse tan pequeño como se quiera eligiendo convenientemente los r
k

" 

3. 7.7. Ej~cicio~ 

'c * a. Demostrar que M = M 

b. Probar que toda base B de 'E (1.8.3) es un conjunto total. 



Cap1tulo ·4 

ESFACIOS PREHILBERTIANOS y DE HILBERT 

4.0. INTRODUCCION 

4.0.1. En el marco de los e.n. se estudian las propiedades ligadas a la 

vez con la distancia y con la estructura d~~.v. ¿Pod!c..án eótuc::Ua.Me., :taJnb-iht 

e.Jl ILe.lac...¿61'l c.on.la. e/.¡.tJz.uc...tU/l.a de. e..tI.) o:tJtCL6 nown.e . .6 .ta,e.e..~ C.OltO fu de. cíngulo, 
. I 

oJz.;togona.e.'[cf.ad~ dc..? La. pILe,gwt..t.rt es per,tinente pues estas nociones se presen-

tan en forma natural en el espacio VA de los vectores fijos de origencornún 

A. La ILe.6pwv.da. se obtendra viendo cómo en VA la ortogonalidad ent re vecto

res .. y más generalmente la determinación del :1ngulo de dos vectores; se rela-

cionan estrechamente con una opu'ación llamada ptodudo e.:H!.a1.aJi. ü pILoduc..ta 

-t.ntelmo. Si bien en V, . el pl'úducto <.:scaÍar de dos vectores se define tomando 
J":. 

en cnnsiderElc:J.5n el. Bngulo qu·e fonlltl!1, se observa que las propiedades de esa 

operación se ootienel). ~~·P..3 [ti r d:'! ,,~I!at ro de elL,g (la conmu tatividad y tres vi!!, 

culadas con la est ructu:r:-a v~(.::to o-.'Í..al) , COtr.o estas propiedades admiten una 

fonr.t.llacién simiL:!l" en un .f:!.'V. ,,,bstt'úcto!l cabe considera'e los e.v. provistos 

de un producto es~alar, o sea de llua operación que tenga esas propiedades. En 

tales e.v. hay una métrica no solo para l.:ts distancias~ sino también'para los 

ángulos. 

4.0.2~ PILaduc.:to C!Jc.cl1.aJr. de. ve.C.tolLe/.¡· Mio.6. 

a. Consideremos el conjunto VA y definamos entre sus elementos (vectores 

fijos de origen A) una nueva operación (u,v) llamada yYl.oduc...to v.,c.ai.cvt., que es 

una aplicación del producto cartesiano VA x VA en el conjunto R de los escala 

res (números reales). Se define así: 

(u,v) = lul • Ivl . cos(u"":V) (1) 

-siendo u el módulo del vector u y (u.v) el ángulo de los vectores u y v. 
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En otras palabras: 

DEFINIeION 

> 
u 

. v = v cos(u,v) 
u 

> 
u 

Se Uama PROVUCTO ESCALAR (u,v) de do-ó vec.:tolLU u tj v de v Aa1. plLoduc.ta 

de -óu/.) rnddu1.o-ó POIL el. c.a-óeno del. tfngulo que óOlLman. 

b. Si u y v son peILpencüc.ulaJtu, u 1 v, 
A 

es cos(u ,v) = O Y por (1) (u .v)= 

= O. Recíprocamente, si u 1 O, v 1 O y (u,v) = O, es cos (ü~) = O. Entonces: 

dos vectores no nulos son perpendicula res si y s6lo si su producto escala r 

es O: 

Si u 1 O y v ~ O : u 1 v <=> u.v = O ~ (2) 

4.0.3. De la defínici6n anterior se deduce (ver segunda figura), que; 

E.e pILoduc..to uc.a.laIL de do-ó vec..toILu u .igual. al mddulo de W'l.O c.ua1.qu.leJUt 

de e.t.eo-ó poIL .ea. plWyec.e,,{dn CiWeonal del otAo -óobtr.e te.: 

(u J v) = I u I . v = Iv I . u . u v (3) 

4.0.4. De la definici6n 4.0.2., la propiedad (3)IY conocidas propiedades 

de las proyecciones, se deduce que el producto escalar tiene las siguientes 

propiedades, que son precisamente las que interesan para nuestro ptopósito: 

(u,v) = (v,u) (4) 

E
2

• V.fAi:JUbu.:Uva c.omlúnada: 

. (u,v + w) = (u,v) + (u,w); (5) 
" 

E3' A-óociativa c.ombinada: 

(a.u, v) = a. (u,v) i (6) 
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E4' CCVLáct.eJL de6.1.Yúdo PO.6lLi..vO: 

(u ,u) ~ O y (u,u) = O .6-i Y .66R..o.6-i u = o. (7) 

. Por ejemplo la igualdad (S) se derruestra así, recordando que la proyección 

de la suma de dos vectores es igual a la suma de sus proyecciones: 

(u,v+w)= ¡u¡ (v + w)u = ¡u¡ • (vu + wu ) = 

= ¡u ¡ v + ¡ul w = (u,v) + (U,l"'). 
u u 

4.1. ESPACIOS PREHILBERTI~~OS 

4.1. O. Al consldElra r vec tares abstractos elementos de w! e. v. 1Le.ai. o COm-
" 1, 

p.f.ejo v cualquiera seguiremos un camino inverso al de 4. O. í definiremos un 

producto .escalar (u,v) como ap1icaci6n de V x V en R con propiedades que en 

el caso de un e.v. Jte.a..t coinciden con las (4) a (7) de 4.0.4 •. ,y sobre la ba-

se de este producto definiremos y mediremós longitudes y angu1os. 

'.1~1. DEFINICION 

Un e.v. Itea.l (resp.: complejo) V .óeUama ESPACTO PREHILBERTZANO.ó,(.. 

el1..tlC.e .6 u..6 ei.em en:tCJ J.¡ u,~' ~ • •• u.td deá -in-f.da una. o peJta.c.i..dn b-{.naJúa (u IV) 

cO n 1l.uui..:tado en. R (re sp. : e.n C), lla.mada PROVUCTO ES CA LAR O PROVUCTO INTERNO, 

que tiene c.on J¡;e.-!:Jpec:to CL.f.a..6 opeitac..ionu de e.v. L1.6 plLop-iedadU .6..(.gu-ievz.tu, 

que uaÍnCVLemo.6 AXIOMAS VEL PROVUCTO ESCALAR: 

(v,u) = tü,V) (1) 

E 2 • V-i.6:t1C..-ibu.:ti.va ca m b.ú1ada : 

(u,v + w) = (u,v) + (u,w) (2) 

E3' A.6oc.ia.:tiva comb-inada: 

(a.u,v) = a. (u,v) (3) 

(u,u) ~ O Y (u,u) = O <=:> u = O. (4) 
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4.1. 2. En 4.1.10 a se dan indicaciones ~ara demostrar: . 
TEOREMA 

n 
l 

j=l 

(u,O) = (O,u) = O 

4. 1. 3. No:t.M 

(u + v, w) = (u,w) + (v,w) 

-(u,a.v) = a • (u,v) 

b.v.) = 
J J 

m 
l 

i=l 

n 

r. 
j=l 

a. b. (u. ,v.), 
l. J l. J 

pMa todo' u E V. 
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(2') 

(3' ) 

(5) 

(6) 

a. Si V es un e.v.~e~~ , por ser real el producto escalar la propiedad 

E~ se reduce a la El (conmutatividad) de 4.0.4: 

.. (v,u) =(u ,v) • 

Tambi~n en este caeo la propiedad (S) se reduce a 

( l a.u., lb.v.) = l ¿ a.b.(u.,v.). 
l.l. JJ i j l.J l. J 

En virtud de (5
R
), si u ~ l a.u., es 

1. l. 

y si v 

(u,v) 

=¿ b.v. es 

= (l a.u.,v);: l a.(u.,v) 
1. l. l. l. 

J J 

(u, v) = (u, l b.v.) :i:: lb. (u, v .) : 
J J J J 

(l. ) 
R 

es decir el producto escalar es Uneal en cada uno de .6U6 6a.c:to!LU; se dice 

que es una forma bilineal. 

(5R) y (IR) se expresan diciendo que en utl Upac.-i.o p!Le.IU1.beJr..tla.no !Leal, el 

p!Lodudo e6c.a.eevt e6 una. 6oltma. b.iU.neai. .6.únUM.ea.. 

b. En el c~so mas general considerado en este capítulo si V es un upacio 

~ehieb~o !Leal o ~omplejo, las pyopiedades (5) y (1) se expresan dicien-

do que el producto escalar es una 6oltma. heIL.mW.a.na.. 
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c. Hasta aquí, hemos prescindido del axioma E4' La' fo nna henni tiana (u, v) 

se llama pO.6iliva si (u ,v) ~ O ,para todo u E V, Y sea llama deóbúda' PO.6.¿

t¡va si además (u,u) ~ O si u ~ O. Entonces las axiomas de 4.1.1. eakaet~

zan un producto escalar corno una nOJuna heJl./nLtlana de6i.rúda pO.6ili.va. 

4.1.4. TEORENA 

En :todo e..6pac.,-LtJ pltelU1.belL-tLano .6e vVl...¿Mc.a .ea .6,tgu...¿en:l:e VESIGUALDAV VE 

CALlCHY-SCHWARZ: 

2 
I(u¡v)/ ~ (u,u). (v,v)~ (7) 

Basta (ver4.1.10b) demostrar (7) en el caso en que (v,v) = 1, o sea, 
. : 

demostrar que: 

(v~v) = 1 => J(lI l v)1
2 ~ (u,u). (8) 

, Po r ser (v ,v) "",les 

o ~ (u-(uJv)v, u-(u,v)v):: (u,u) + '(u,v) 12 (v,v)- (u,v)(u,v)- (u,v)(v,u)= 

:: (u,u) -1- '(u,v) /2 _ '(u,v) ,2 _/ (u,v) 12 
= (u,u)- / (u,v) ,2 (9) 

"1 

o sea '(u,v) , .. ~ (u,u). 

4. 1. 5. TEOREMA 

En :todo Upa.c..-i.o pltelUi.bvr.:Uanao .6e ve!lÁ..n"¿c.a .ea .6.igLÚen.:te VESIGUALVAV VE 

MINKOWSKI: 

• !' 

1/2' i/2 1/2 
[(u+v', u+v)1 ~ (u,u) " + (v,v) • (lO) 

VemO.6:tJz.a.ci.ón 

Es (u+v, u+v) = (u,u) + (v,v) + (u,v) + (u,v), y puesto que la suma de un 

complejo y su conjugado es el doble de la parte real, que a su vez no supera al 

m5dulo, se tiene, aplican cb luego (7): 

(u+v, u+v) ~ (u,u) + (v,v) +21(u,v) I 
:'" " . 

~ (u;u) + (v,v) '+ 2(u,u)1/2 .(v,v)1/2 
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y esta desigualdad equivale a (la). 

4 • 1. 6 • TEOREMA 

En un upa.uo pILehli.beJL:t(ano E, .la. 6uttcidn 11 H: E ~ R deóbLida. pOIL 

Dull = (u ,u) 1/2 

U wta nOILma.. 

Hay que verificar que se cumplen nI a n4 de 3.1.1: 

0
1

: lIull ~ O para tooo u de E, 

n
2

: lIu U = O => U ::: O, 

n 3 : IIh.uD ::: Ihl. null t 

. tl4: lIu+v" < lIu 11 + l/v U • 
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(11) .. 

At 

(2) 

Ahora bien, n1 y n2 son consecuencias de E4 ; n3 resulta de Uhu n2 ::: (hu,hu)m 

::: hh (u,u) = Ihl 2 • lIu0 2 , y finalmente n4 equivale a la desigualdad de Minkows

ki (lO). 

4 • 1. 7. No ta. 

En un espacio prehilbertiano ILea1. hay una métrica no sólo para las distan-

cias sino también para los anguloso En efecto, si u 1 O y v 1 O la desigual-

dad de Cauchy-Schwarz (7) equivale a 

(u,v) 
-1 ~-----

lIull • Kva 
~1 

y en consecuencia se tiene: Si u ; O y v 1 O existe un án~10 ~ .y sólo 

~oo, tal que 

(u ,v) 
cos </> ::: 

1Iu11 • OvO 

(13) 

(14) 

Esta proposición permite dar la definición siguiente, que obviamente ·se 
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inspira en (1) de 4.0.2.: 

DEFINICION 

4.1.7. 

( 

( 

( 

( 

( 

En W1. v.,pacl.o p!l.ehil.bvL.;tú.1no 1tea1. .6e llama ANGULO de do.6 veetolte6 u y v 'w ( 

tlu1.0-5, al ángUlo <P Uluvoc.amen.te de:teJuni.na.do pOIt. f.a,& c.oncUcf.one6 (14). 

4.1.8 DEFINICION (confr. 4.0.2 b) 

En LLn upac..[o p!l.e.lú.e.beJLl..<.ano (Jz.e.ele. o c.omp.e.e.jo) E , .6e. CÜc.e que. lo.6 vec.tpltu 

u y. v .6on ORTOGONALES, o que el C.OHjLU1:tc," {u,v}u un CONJUNTO ORTOGONAL, lj 

.6e uCJúbe. u 1 v si 

(u,v) =0. (15) 

Notemos que, por (6), el ve.dOlt.. ¡W,e.O O e.6 otz-togonal a todO vector de E. 

4.1,9~DEFÍNCION 

Se Uama SLlBESPAClO de. W1 {'ÁpaC-to pJt.ehJ.lbvz.;Uano E a .todo .6f.Lbe..6pauo vec. .. 
. ' . . . . . .' .. ... 

:tiJ1UaR.. S de. E , en el. c.ual e.e pÁoduc.to uc.a..eM e.& f.a.lt.utJúc.c,,{j1n a S x S 

de.t· P'todu.~to ucct.eoJt en E. 

Noto. 

Es inmediato ver que esta restricción es un producto escalar en S, o sea, 

verifica E~, E2J E
3 

Y E4' O ~ea, si E es un espacio prehi1b~rtiano Itea.l 

[resp.: complejo J esa restricción es (ver 4.1.3) una forma bilinea1 simetri-

ca [resp.: hermitianal definida positiva. 

4. 1. 10. Ej eJLCÁ.cf.O.6 

a. Demostrar el teorema 4.1.2. . .. ~. 

[Ind.tc.: Para (2') se aplica sucesivamente E! I E2 Y E~ para (3'), E¡, E3 

Y E~; (6) resulta de (2) y (2').J 

b. Deducir (1) a partir de la implicación (8), con estos pasos: 

(i) Si v = O vale (7) con = ) 

Úi) Si v =1 O (7) equivale a la desigualdad que ·resu1ta reemp1azand:> v por 

a.v con 8· =1 O; 
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4. 1. 10. 

(iii) Si v =f O, eligiendo a se puede lograr que w = a.v verifique (w.w)= l. 

c. Demostrar que la desigualdad de Cauchy-Schwarz (7) vale con = si y s610 

si {u,v} es 1. d. 

d. En un espacio prehílbertiano /te.a1. la desigualdad de Cauchy-Schwa rz (7) 

es: 

(u,u)2 ~ (u,u). (v,v). 

Demostrarla con razonamiento análogo al de 3.2.1 a. 

e. En un espacio prehilbertiano /tea! demOstrar (11) y con ello la desigua1-

dad de Minkowski (10) aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en el desarro-

110 del primer miembro. 

f. Probar que f(u,v) = (u,v) es una funci6n continua de sus argumentos. o 

sea que, dados e; > O, u y v , existe un número positivo 6= 6 (e,uo'vo ) > O tal o o 

que 

g. Demostrar que en un espacio prehilbertiano real de dimensi~n n no existen 

n + 2 vectores que fonnen ángulos obtusos dos a dos (o sea que tengan produc-

tos escalares todos negativos). 

h. (i)· Verificar que si llti 11 = IIvll , entonces u-ves ortogonal a u+v; 

(ii) Interpretar (i) geométricamente en R2 • 

4.2. ORTOGONALIDAD. ESPACIOS DE HILBERT 

4.2.1. En un e6pac...[o p1l.ehil.beJlti.a.no E .6e c.LWe que y E E e6 ORTOGONAL a 

un CG.'JJUNTO H e E /Ji.. Y e..~ oJt:togonal a todolJ .f.oJ.¡ vectoltu de M. Se anota 

y 1 M. 

4.2.2.TEOREMA 

Sea M un J.iubc.onju.n:to c.LULf.ql.ÚeAa. de un upac..lo p1l.eha.beJt:Ua.no E. El c.onjwlrtD 

q) 
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de ,fu/.:; vectoJe.u olLtogonalu a ¡i{ el.:; un .6ubupac.i.o vec..toJU.ai. de, 

Vemo ,6:ol.auón 

4.2.2. 

E. 

Por 1.5.4. basta demostrar que si h¡ y h2 son escalares, Y¡ 1M e Y21M~ 

'::> (h
1
y¡ + h

ZY2) 1 M. 

Pero el antecedente significa que 

y entonces es también para todo x EM: 

DEFINtctON 

El ,w,oupaw i dado poJe. (1) ~e .uama SUBESPAC10 ORTO(3()NAL del. c.onjw1to rl. 

4.2.3. DEFINIerON 

Un ESPAC10 Ve' H1 Li3ERT e6 Wl upac.lo pJl.elUtbeJr,tlano completa. 

4.2.4. pJt.oyecUón oMogonai. .6&bJr.e un upaw' de HabeJL:t 

"1" 

Dados en un espacio prehilbertiano E un punto a y un subespacio de Hieb~t s. 

veremos que se cumplen estas cuatro propiedades que intuitivamente parecen 

obvias pero no valen si el subespacio S no es completo: 

= 

(i) La mínima distancia de ~ a S, d(a,S) = 

inf d(a,x) 
xEs 

= inf lIa-xll 
xEs 

/.:; e alc.anza pMa 

un segmento ah con b E S; 

(ii) Este segmento ab es único; 

(iii) b es pie de una perpendicular a S por a; 

(iv) Ningún otro punto x de S tiene esta 

propiedad. 

Estas propiedades son objeto de cuatro teoremas 

a 

E ' 

, 
I ~-

~--' 

con hipótesis común. En un primer- estudio pueden omitirse las demostraciones. 
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HIPOTESIS DE LOS TEOREMAS 1 A 4. 

E e.-~ u.n. e.6pauo plLefU1.bVtÜ.a.no, a u.n. pun:to de E fJ S un .6UbMpaUo c.ompte

:W, pon .t.a.rri:o un upacUo de H,i,ebeJl.t. 

TEOREMA 1 

EX-U-te un pwI.-to b E S .tal que 

lIa - bll = d(a,S). (2) 

Sea d(a.S) = inf 
xEs 

lIa~xll = o. Existe una sucesi6n (x ) de puntos de S tai 
n 

que lim lIa-x 11 = 6. _ Demostremos que (x ) es una sucesión fundamental. Si n n 
n4CO 

en la ideqtidad (ver 4.2.5 e): 

(3 ) 

se .p.orie U. = a-x fV := a ... x· . se obtiene 
·in . n 

osea: 

l/x -x 11
2 = 2(lIa-x 11

2 + lIa .... x ,,2) - 4 ~a - 1. (x + x )F. 
nm. m n 2 n m· 

(4) 

Pa ra m. n + ca cada una de las no mas del segundo miembro tiende a 6 , luego 

el primer miembro tiende a 2(0
2 + 0

2
) - 40

2 = 0, o sea, (x ) es una sucesión 
n 

fundamental. Puesto que, por hipótesis, S es completo, (x ) converge hacia un n . . 

vector b E S para el cual es lIa-bll = d(a,S). 

TEOREMA 2 

U punto b que veJú6'¿c.a (2) .e.6 wu.C!o. 

Ve.mo.6.t1tac.idn . 

Sea b' otro vector de S para el cual Da-b' 11. = d(a,S) .. Aplicqn~o (3) ahora 

con u = a-b y v = a-b' se obtiene 
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de donde 

Ua- !(b + b')U 2. (5) 
2 

Puesto que l(b+b')E S es 
2 

Ua- .!.(b+b') U2 ;> 15 2 Y entonces (5) da IIb < .. b0 2 ~ O. 
2 

de donde b' = b. 

TEOREHA 3 

Fe. punto b de S que veJr.-¿6.ic.a (2) u :tal que 

a - b 1 S. (6) 

Vemo.6:tJr.a.c1..órz 

Si x f 'O pertenece a S y h es un escalar no nulo, es lI a-(b + hx)'U 2 >6 2 

o sea 

(a - b - hx, a - b - hx) ... 15 2 > O, (7) 

y puesto que (a-b, a-b) = 6 2 Y la suma de dos complejos conjugados es igual 

al cbble de la parte real [z+i' .. 2Re(z) 1. (7) equivale a: 

-2 • Re { h (a - b , x) 1 + I h I 2 11 x 11 2> O. (8) 

Pero (8) no puede valer para :todo h .¡ O sino cuando Re(a-b,x) = O. Análoga-

mente, o sustituyendo x por ix, resulta Im(a-b,x) = O. Por tanto (a-b,x)= O, 

y corno esto vale para todo x de S, es (a-b) 1 S. 

TEOREMA 4 

b U el t1.u.c.o pun:to x .. de S .tal. que a - b '1 S. 

Ve.J1l0-6:tJr.a.c.1drz 

Sea b' E S tal que a-b' 1 S. Entonces, para todo x de S es, por el teorema 

de Pitagoras (4.2.5 a): 

Ua~(b'+ x)1I 2 = lIa-b'lI 2 + II x U2 • {9} 

Finalmente, (9) muestra que b' es un punto de S de mínima distancia a a 

como por el teorema 2 el único es b, es b' = b. 

( 

<. 

\. 
( 

( 

( 

( 

( 

0::. 
( 

( 

( 



4.2.4. 

DEFINIeION 

El pu.n:t.o b d e. S wúvo c.ame.iU:e. de:te.-'r.mi.nado pon (2) o pOIt (6) .6 e. Uama 

PROYECCrON ORTOGONAL VE a SOBRE S lj.6e. anota b = Ps(a). La ap¿¿eaci.ón 

p S: E -r S .6 e Uama PRO YECCION ORTOGONAL SOBRE s. 

4.2.5. Ej~cicio.6 
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a. Te.onema de Pltt(gOJr.M. Demostra r que en un espacio prehilbertiano E: 

(lO) 

b. Verificar que el producto escalar se elCpresa mediante la nonna así: 

(i)' en un espacio prehilbertiano real, 

4(u,v) = lIu+v1l 2 _ lIu_vll 2 

(íi) en un espacio prehilbertiano complejo, 

c. (i) Demostrar l'a igualdad (3)., 

(ii)' InterPretarla 'geométricamente en R2• 

d. Mostrar que, con las notaciones de 4.2.4, el conjunto p-l(O)de los 

(11) 

(l2) 

vectores cuya proyección ortogonal sobre S en O (llamado nac.leo de P
S

) es 

el subespacio ortogonal 
1 s' de S. 

e. Hallar un polinomio de grado 2 ortogonal en [O, 1J a 1 y a x. 

f. Sean u y v =1 O vecto res de un espacio prehilbe rtiano V. Halla r el 

vector de módulo mínimo de la fot'ma w = u+xu ¿Es ,este vector ortogonal a v? 

Representa r. 

g. En R3 , hallar la proyección ortogonal w de v = (2,1,3) sobre el subespa

cio, gene ra do po r {u} ;" { (1 , O, 1)} • 

h. Probar que si S es un subespacio de un espacio prehilbertiano V, enton-

ces el conjunto de vectores x E V tales que (x,u) = O para u E S es un subes

. 1 1 paC10 S ta que 
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Si se llama C!omplemen.:to olC.-togona.l de S en V. 

i. en R3 ,hallar el complemento ortogonal del subespacio, generado por 

. {(2,1,-1)}. 

4.3. EJEMPLOS DE ESPACIOS PREHILBERTIANOS y DE HILBERT 

4.3.0. De entre los e.n. considerados en 3.3 y 3.4, veamos cuales son 

prehilbertianos, y de entre éstos cuales son de Hilbert. 

4.3.1. La recta real R y el plano complejo e, que son e.n. con la noma 

l/xII :: Ixl, son espacios prehilbertianos. En efecto, la norma deriva del 

producto escalar (4.3.7 (i» 

(x,y) "" x.y (1) 

pues pa ta y :: X res1l1 ta (.x, x) ::: 
= 2 ? 

~1{ = Ix 1= IIxll-, 

Ambos MI'! espac.ios d¡:s ltilhert, pues 90n COlltpletos Ner 3.3.5,d ye),' 

n n 4.3.2. lJOS e.n. R y e ,con la norma (ver 3.3.1) 

n 
IIxll= ( I (2) 

1::=1 
son espacios prehilbertianós. En efecto, la norma deriva del producto escalar 

(4.3.7 (H»: 

(x,y) = k~1 ~'Yk' [x = (x1,···,xn), y = (Y1'··'Yn) J, (3) 

pues para 
2 2 ' 

Y =x resulta (x,x) = I I~I = 11 x 11, • 

Ambos son espacios de Hílbert pues son completos (3.3.5 d Y e). 

4.3.3. Los e.n. l2(R) y l2(C) de sucesiones reales o complejas de cuadra

do sumable (3.3.2), ambos con la norma 

(4) 

son espacios prehilbertianos. En efecto, la norma deriva del producto escala r 

(4.3.2. '(Uí». 
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(x,y) = I xkYk , [x=(x1,···,xn ':··) E ~2; Y=(Yl"·"Yn'.") E l2J (5) 
k=l 

pues para y=x resli1ta (x, x) = I I x
k 

I 2 = 1Ix1l 2 •. 

Ambos son también espacios de Hilbert pues son completos (ver 3.3.5 f). 

4.3.4. Los e.n. Na,bJ y Cfa;bl de las funciones respectivamente acotadas 

y continuas en el intervalo cerrado [a,bl, ambos con la norma (ver 3.3.3) 

IIf 11 = sup If(t) I 
a~t~b 

(6) 

no son espacios prehi1bertianos: se puede demostrar que la norma (6) no pue-

de obtenerse a partir de un producto escalar. 

4.3.5. El e.n. c2fa,bl de las funciones continuas en [a,b) con norma 

(3.3.3 b): 

IIfll2 = ( Jb If(t)1 2 dt)1/2 
a .. 

es un espacio prehilberÜano.·Eil efecto, la norma (7) deriva del prodUcto 

escalar (4.3.7 (iv»: 

pués para g == f 

(f,g) = Jb f(t) g(t) dt 

~ Ib 
2 resulta (f,f) = a If(t)/ dt = Ilfll~. 

(7) 

Puesto que C2Ia,b] no es completo (3.3.5 c), da un ejemplo de espacio pre

hi1bertiano que no es espacio de Hi1bert. 

4.3.6. Nota. 

En cambio 12 (3.4.6 y 3.4.7) es uu espacio de Hilbert. De los e.n.l e 1 
p P 

considerados en 3.4 sólo son prehi1bertianos l2 e 12 , y ambos son espacios 

de Hilbert. 

4.3. 7. Ej eJl.u.u.o 
Verificar que: 

(i) 

(ii) 

(1) es un producto escalar en R y en C, 

n n (3) es un prociIcto E1sca1ar en R y en C , 
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(iii), (5) es un producto escalar en .e. 2 

(iv) (8) es un producto .escalar en C
2
[ a,b]. 

. I ~ ,l.: 

i, . 

( 

( 

( 

( 

\ 

( 

(' 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 
( 

( 

( 
( 

( 
( 

l. 
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Capítulo .:; 

SERIES DE FOUH,IER EN ESPACIOS Dt: HILBERT 

5.0. INTRODUCCION 

5.0.0. Las ten,,'s de este capítula 5 se refieren a espacias prehil:,':rti~", 

a veces necesariamente completas o de Hilhert. Pero si se los refiere al e.v. 

ele lbs vecto,.-':'; fijos de origen común 

en el ¿spacio ordinario tienen Un ca- H 

ractE:l' tan elemental e intuitivo que 

resulta muy orientadora su presenta-

ció[\. previa e infomal en ese casO, 

5.0,1, Si los vectores ~1; ~2t ~3 

de o1~gen O son dos a dos perpendic~ 

lares ,dire,mosque el conjunto' ~l 
l't_---~--'--r---~~ 

d!;~lnáS ti en en mó du 10 o no rma 1 di re-

Q;)S que' {~i} es un conjunto ortogonal 

f normal, o c.onjun.to oJt.tonoJtm~. c~~; -- - --------- -
/ 

/ 
/ 

, 
/ 

/ 

/ 

Un conjunto ortonormal {<p.} esta caracterizada por la siguiente ;tab.f.a. de 
1 

(tjl.,<p.) = ó .. = { = 0
1 

1. J 1J 

si' i = j 

si i::f j 

~'l.leS par ejemplo (<P1'rJ>2) = O equivale a <P1 i <P2~ -y (epl'<P 1> = 1 equivale a 

I (t,: :.: l. 
, , 1 ' 

.(1) 

s 

).0.2.. Llamaremos ,~Á..,6:temc OJL.tOI'l.O,'tma.t a un conjunto ordenado (rJ>i) = (IjJPC/l2,rJ>3) 

.1':-, ,~:.:mple (1); ('Pi) define un .~.u:tema. de. c.aoiLdena.dM para los vectores de 

l',';,oC!¡'t :)~ ~~''l~'> ",:. el vector f se expresa por.la ·c.f.. 

-105-
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(2) 

esta detenninado unívocamente por la tema o rdenada de núme ros (c p c 2 ' c3 ). 

5.0~3. Multipliquemos escalannerite ambos miembros de (2) por cada uno de 

los vectores ~.; se obtiene 
~ 

y reemplazando en (2) resulta: 

c. , 
~ 

(3 ) 

(4) 

Los coeficientes c. = (f,$.) de la c.l. (2) o (4), o coordenadas.de f, se 
~ ~ 

llaman tambien ca e6-Lc.1e.n:t.e6 de. FOwUeJL de f en el sis tenia o rtono rmal . ,p. ), y 
~ 

I . 

el segundo miembro de (4) se llama .6uma. de Fowr..ieJL de f en el sistema (cp.). 
~ 

5.0.4. Para indi<;éir que ¿ c.ej>. es la suméi de Fourier de f se anota 
~ ~ 

( , 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

f '" t C:i$i' que se l~e "f tiene por suma de Fourier él r Cicfli". Entonces ( 
( 

f '" l c.$. ~ c. = (f,ep.). (5) ( 
~ ~ ~ ~ 

5.0.5. Con referencia a (2) tenemos a la vez 

f = ¿ c.tjl. 
~ ~ 

'y f 'V l c.4> .• 
~ ~ 

(6) 

Esto parecería indicar que el símbolo 'V es superfluo pues puede sustituir 

se por =. Pero en el sistema ortonormal (<P I ,4>2) = (<Pi) i = 1 2 ' si , , 

peJLO (7) 

si f no pertenece al plano de 4>1 y ~2: subespacio S generado por {4>1,4>2}' En 

cambio, es 

(8) 

donde PS(f) es la proyección ortogonal (4.2.4) de f sobre el subespacio cerra 

do S. 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 
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5.0.6. Formemos el "cuadrado escalar' de (2), o sea, nultipliquemos cada 

miembro escalarmente por él mismo. Resulta por la bilinealidad: 

(f ,f) = (L c.q, .. , I ck<l>k) 1:: I I c.ck· (<P:,cf¡k)' 
i ~ 1 k . i k 1 1 . 

Pero, por (1), en la suma doble para cada i solo subsiste el termino con 

k = i, para el cual es (cf¡.,$k) = (lj>.,Ij¡.) = 1. 
111 

Resulta así 

2 2 c 2 = Ifl2 c 1 + c 2 + 3 (9) 

que expresa el llamado teolleJna de P.u4golla~-PCVL6eva.e.. 

5.0.7. Consideremos otro vector g, tambü~n expresado por su suma de Fou-

rier en el sistema ortononnal (c/llt4>2,4>3): 

con d. = (g,q¡.) (coeficientes d~ Folirie'r de g) y fonnemos el producto. esca 
1 .. 1 

larde (2) Y (lO).·Results. 

Esta igualdad: 

l C.d. = (f,g) 
1 1 

c.d .• 
1 1 

(11) 

con c. = (f,$.), d. = (g,cf¡.) coeficientes de Fourier de f y de g, se llama 
1 1 'lo lo 

igualdad de PaJL.6eva.f. y gene ral iza el teorema de Pitago ras-Pa rseval pues to-

mando g = f en (11) resulta (9). 

5.0.8. Volvamos al sistema ortonormal (1j¡1,<I>2) = (Ij¡i)i = 1 2' De la igual-, 
dad (8), formando su cuadrado escalar, resulta el teorema de Pitágoras-Par-

seval para P
S

({): 

(9') 

Pero I P S (f) 1
2 :e;;; 1 f 1

2
; CIl tunces (9') da pa ra f la llamada dv.,.i.gua.ldad de 

Be.6~ e.f.: 
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(12) 

o sea, en un .6.útema olVtonote.ma1. c.ua..e.qtU.eJta (aquí CPi)i = 1,2).ea. .6WIU de 

lo.6 c.ua.dJr.a.do.6 de lo.6 c.oeM-c,¿entu de FoWU:eJt de un vec.tote. ·f no· .6upeJta a..e. 

cua.dtc.ado de .6U m6dulo. 

~ 
5. O. 9. Si f = OA, la distancia de A al plano S es 

y puesto que ésta es la menor de las distancias de A a un punto cualquiera 

(13) 

(13) expresa una importante PROPTEVAV VE MINlMO de los coeficientes de 

'Fóurier c
i

: de en.tJr.e toda.6 R..a.6 c.l. l ai<Pi, laque mejote. apJtox.úna, a f pote. 

hac.eJr. mlYLbnDet. mddulodeRA. d-i.áeJt.enc..út f- ¿ a i tP i , e..6 la. que tiene pOJt ·coe-

c .• 
~ 

5.1. SISTEMAS ORTONORMALES 

5.1.1. En un espacio prehi1bertiano, un conjunto {g,h,r, ••• } se llama ote. 

togon.a1. si sus elementos son dos a dos ortogonales: (g,h) = 0, (g, r) = O, ••• 

El éonjunto se llama noJuna.! si sus elementos tienen norma 1: IIgl1 = IIhll = 

•.• = 1. Para decir que un conjunto es ortogonal y normal se usa el monstruo 

. idiomático "o rtono rma1". 

DEFINIeION 

Un conjun:to S de et.emento.6 de un upauo pte.elUlbeJr.,ti.a.no .6e Uama CONJUNTO 

ORTONORMAL .6'¿ 

-- { 0

1 
f,gES =:> (f,g) 

si f = g 

si f .1- g. 

( 

( 

( 

( 

( 

( 
'. 

( 

( 

( 

( 

( 

\ 
( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

e 
( 

( 

( 

( 

( 

( 
( 
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s~ 1.2. Ejemplo 

En el esp:cio prehilbertiano e2l0,l) de las funciones contin~3s en ~l i~ 

tervalo rO,.lf, con el producto escalar (ver 4.3.5) 

-- J1 (f,g) f(x).g(x) dx (1) 

O 
~,~~ conjuntOf 

',tri>} E >7 
n ,n Lo 

é.Otl (i) 

denda el <!onjunto Z de índices ~s el de los enteros z= iO,±l,±2, ••• } es 

Ol"tonormal. En efecto, si r :1 s es 

y 

e21rirx• e-211'isx dx :: r e 211'i(r-s)x .<Ix ~ 
(} 

1
1 ' 
, dx, '= l. 

O 

~
,211'i(r-S)Xjl 

-=.1) 
211i (r-s) O . 

El conjunto ortonormal(2) se llAma ~onom~o debido a la relacion 

élntre las exponencialesl\ilaginarias y las ,funciones circulares,: 
'" 

eit = cos ~ + i sen tI, 

5. L3. TEOREMA 
.". 

en un. upa.do plLeh4hitr.:Uano .&e~:E.:# bJdo C!Mjwz;to..oJá.oYlDJuttLl S U 

6.úU:to o nwneJc.a:bl.e jo 

~or hip6tesis existe u~' ~j~. {fo}n E N numerable y denso en E., Por 

tanto, a cada f E S se piede asigilar un índice k = 1(f) de modo tal que' 

Uf-.fkU ~ 11[14. p'robemos. que,es.~ aplicación 1: S -+ N es iJ1.yec..ti.va, o, sea que 

si g es otlto elemento de S(g ';1 f). el ,índiee j IR 1 (g) que se ie' asigna debe 

.,ser diferente de 'k. En ~fectoJ es 
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1/2 1/2 M IIf-gll': (f-g, f-g) : (1+1-0-0) : v2 ~ IIf-fkll + IIfk-fjll + IIf j - g ll 

y, puesto que Uf-fk" + IIf.-gll ~ (12/4) + (12/4): 12/2, debe ser IIfk -f.1I > 
J J . 

~ 12/2 y entonces f k :¡ f j" Esta inyección de S en, un conJunto numerable N 

. prueba que S es finito o numerable. 

5.1.4. a. En 10 que sigue hemos de considerar espacios prehilbertianos o 

de Hilbert .6epCVtablv... En virtud del teorema precedente, con todo conjunto 

·ortonormal puede formarse una .6uc.e6.¿6n finita o infinita (<<j>i) : (<<j>1'<j>2'.· •• ), 

que llamaremos .6-i..6~ema. o~ono~ma..e., y es 

si i :f k 

si i : k • 

b. Si el sistema ortononnal (<<j> . ) tiene n elementos convend remo s en que en 
N 

1. co 

una suma como I ·c .¡p. ¡;:on N> n, o 
i-1 1 1 

en una serie como . l c.<j>., se 
. 1 1 1 . 

reemplazad 
1=· .. 

por O los t~ mno seon i > n. 

a. Verificar que el conjunto (2) es ortónoI1llal en el espacio C
2

[ a,a+11 

(se dice tambien que el conjunto es ortonormal en el intervalo [a,a+1]). 

, inx 
b. (i) Verificar que el conjunto {e }n E Z es ortogonal en [-1T,1T 1 ; 

(ii) Multiplicando cada función por una 'constante conveniente, obtener 

que un sistema ortonormal:en el mismo intervalo es' {einx/!:bT}n E Z', 

c. Probar que todo conjunto ortonormal {epi} es l.í. 

d. Verificar que los conjuntos 

, co 
{cos n tln : O {s~n n dco 1 

n : (3) y 

son ortogonales en [0,1T1 y hallar los siguientes sistemas ortonormales en el 

mismo intetválo: 

{i.} U {~ con n tL 
.. n 1 

fff sen n t}CO . 
1 n~l 

(4) y 

( 

( 

e 

,. 
\ 

(, 

( 

1, 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 
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IIn~aci6n. Usar 

1 
cos P t. cosq t = "2 [ cos (P+q)t + cos (p-q) tl 

1 .. . 
sen p t.sen q t ="2 leos(p-q)t - cos(p+q)t].J 

e. (i) Verificar que el sistema (~~~ema ~onom~eo) 

1, cos t, sen t, •.. , cos n t, sen n t, ••. 

es ortogonal en [0, 21T J pero no en [0,1T]; 

(ii) Probar que el correspondiente sistema ortono mal en [ 0, 21T) es 

1 cos x sen x -, 
l2.ii .fi iñ 

[1~cación. Usar 

, ... cos n x 

lit' 
sen n x , ... 

.. 1· ..... 
cos p t.senq t = "2 [seri(p+q)t-sen(p-q)t].l 

'.2, CONSTANTES DE FOURIER. APROXIMACION OPTIMA 

·5.2.1. DEPlNICION 

Vado.6 en un e.6pauo plLeWb~o c.u.a.lqLÚeJta. E un c.onjun:tD olLtonolUW.l. 

(5) 

(6) 

(n 

(8) 

(9) 

S = {$ i} iEI Y un. vewlL f ~ E, ~e llama CONSTANTE VE FOURIER o COEFICIENTE 

1)E FOURl ER (c. F .) de f lLe.6pew del. el.emen-to <1> de s, al. nWneILO 
n 

c = c (f) = (f,. ). 
n n n 

(1) 

5.2.2. Elijamos un númezo finit~ de elementos <l>1"'.'.n del conjunto S y 

propongálllOshds ·el pro:blenla '~¡gu {in te ! 

PROBLEMA 

ce madJ.J :t.rd. que el 1Le.6uLta.do g d~ fu me.joll. a.p!l.ox.lina.c.i.dn en nolLma. a. f. O ,¿,ea., 

de.te.,'1Jn.i.n.aJt. .w~ a
k 

de. modo que. ~ea. múúma. .ea. noJuna nf-gU. 
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SOLUCION 

Es 

2 
(f-g, f-g) IIf-gll = = 

n n 
= (f ,f)- L a. (f,$.)- I 

j=l J J i=l 

n 
(f- I a. <p. , f-

i=1 l. l. 

n 
a. (cj¡. ,f) + L 1. l. i=l 

n 
L 

j=1 

n 
I 

j=l 

a . <p.) = 
J J 

a.8":""($.,$.). 
1. J 1. J 

5.2.2 

( 
" 

( 

( 

( 
Por ser' {¡Pi} ortono!1l1al, en L:i suma doble, para cada i sólo queda el ter- J 

mino con j = i, para el cual ($.,</>.) = ($.,<1>.) = 1, Y teniendo en cuenta (1) ( 
1. J 1. 1. 

queda: 

= lif ,,2 + L (a .-c.) (8:"-c-:-) - L 
1. 1 l. 1. 

o sea: 

a. a. = 
1. l. 

c. C. 
1. l. 

(3 ) 

Esta igualdad nos da la solución del problema. En efecto, los coeficien

tes a. a determinar sólo aparecen en la suma L la .-c .,2 que toma su valo r 
1 l. 1. ' 

mínimo (cero) si a. = c .• Entonces la c.!. (2) de ap~ximación óptima a f 
1. 1. 

en n~rma es la que tiene por coeficientes los c.F. de f: 

n n 
g = le. eI>. = I (f , $ . ) $ .• 
0'1 l.1.· 1 1. l. 1= 1.= 

(4) 

Notem:>s que la. ~o.tu.CÁ.6nu c1Yúca., y que el valor que hay que dar a ca.da 

coeficiente a i en (2) depende -6dlo de <Pi tj no de to-6 o:tJl.O-6 e!emento-6 de! ca!::!:. 

juntv o4tonoñma.!. Esto último tiene importancia en los cálculos pues si se 

busca una aproximación mejor mediante una c.!. como 

5.2.3. Tomando en (3) a. = c. = (f,</>.) se obtiene la siguiente 6ó~a. de 
1 l. 1. 

BU-6e!.que expresa el cuadrado de la norma IIf-g ll mínima: 

( 

( 

l, 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

I 

( 

( 

( 

( 
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n 

IIf- L 
i=1 

2 
c .eI>.11 

1. 1. 
= IIf ,,2 _ 
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n 

I (5) 
i=1 

De aquí resúlta,por ser;;;;': O el primer miembro, la llamada du,(gua.tdad de. 

BU.6el: 
n 

I (6 ) 
i=1 

5.2.4. Ej~~~o.6 

a. Demostrar que para cada elemento f de un espacio prehilbertiano E con 

un conjun to o rtono rmal' {eI>.}. El: 
1. 1. 

(i) Los c.F. no nulos constituyen un conjunto finito o numerable 

<XI 

(ii) La serie r 
i=1 

Ic.12 es convergente, y 
1. 

co 2 . 2 L Ic1../ ~. IIfH ; 
. i=l 

(iii) 1im le I = O. 
n n-+<o 

(7) 

b. Probar que dacb en un espacio prehilbertiano E un conjunto ortonormal 

s =' {<jli}iEI' cada vector f de E es ortogonal a todos los el>i con excepción de 

un conjunto finito o numerable. 

c. En las hipótesis de a, probar que para cada par f,g de funciones de E 

converge absolutamente la serie 

<XI 

t 
n=l 

cd 
n n 

c.on 

5.3. SERIES DE FOURIER 

5.3.1. Con las hipótesis y notaciones de 5.2.1, se dice que la serie 

I c el> es la .6 eJr..i..e de FowUeJr.. (s. F .) de f E E, Y se ano ta 
n n 

(8) 

(1) 

si los coeficientes c n son los c.F. de f en el sistema ortonoi:maI' {eI>n}~ <l 

sea, (1) equivale a 
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e = (f, cp ). 
n n 

5.3. 1 

(1 ') 

5.3.2. Nos limitaremos a un ejemplo muy importante. Vimos en 5.1.2 que (m 

c
2
fo,1l Un conjuntoortononnal es 

{c/Jn}ne¿ =' {e21Tinx}ne¿ (2) 

donde Z = fO, ±1, ±2, ••• } es el conjunto de los enteros. Si f(x) es una fun-

ción continua en [0,1], 

f(x) 'V [ 
21Tinx 

c • e 
n 

significa por definición que los c son los c.F. de f, o sea que 
n 

J
I JI -21Tinxd c

n 
= (f,c/Jn) = f(x).c/Jn(x)dx = f(x) e x 

O O 

(3) 

(3' ) 

Destaquemos que (3) indica .6o.f.amente que vale (3'). En particular (3) no 

, indi~a nada sobre el carácter de laseri~, 1'.Ii si en el caso de converger pa·-

ra un valor de x, su suma es o no es f (x). 

5.3.3. Procuremos justificar la elección de los c.F. c como coeficien-
n 

tes de una .6eJúe (la s.F. de f) y la decisión de destacar el vínculo de esta 

serie con f. 

)~ 

a. Indiquemos con I una suma finita. Por 10 visto en 5.2.2, toda suma fi 

nita [* c
n 

e21Tinx de tenninos de la s. F~ (3) aproxima a la· función f en nOJtma 

'* (en nuestro ejemplo en mecUa c:.uadJtá.:U.ca.) MEJOR que toda otrac.l. I 
de las mismas funciones. O sea: 

JI If (x)-[* c
n 

e27Tinx j2dx ~ r jf (x)-I* a
n 

e 27T inx ,2 dx .. 

O O 

ScU.o en el.. C.a..M en que la no rma mínima 

IIf-I* cnc/Jnll = {JI jf(x)-r* cn.e27Tinx/2dx}1/2 

O 

a 
n 

21T inx e 

(4) 

(5) 

pueda hacerse tan pequeña como se quiera tomandO c.l. con mas y mas terminas 

( 

(, 

e 
( 

( 

\ 

( 

( 

( 

( 

( 

l' 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 
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(veremos en 5.6 cuando ocurre esto) la s.F. I c <p converge en. noltma hacia 
n n 

f, lo que se anota 

I c <p = f 
n n 

(6) 

* y significa que pa ra cada e: > O existe una suma fini ta I c cp tal que 
n n 

IIf - t c <p 11 < e:. n n (6') 

En cambio, en general, 

no M I c <p (x) = f(x) 
n n 

(7) 

pues esta igualdad indicaría gue palta cada x la serie num~~a I c <p (x) con-
. n n 

verge, y que su suma es el nám~o f(x), y ni una cosa ni otra resulta de (6), 

donde las funciones <p y f son elementos de un e.n. 
n 

b. Consideremos la· siguiente función definida· por una serie: 

f (x) = I 21Tikx 
bk e ; 

_CIC) 

(8) 

sus c. F. se calculan así po r (3'), .6Uponlen.do que. ~.~ pueda. -l.nt.egltM .té!r.mbto 

a .t~múto: 

cn = r 00 00 r <I b
k 

e 2rr ikx) ~ -2rr inx dx = I b
k 

e 2rri (k-n)x dx = b 
n 

_00 -.ex> 
O O, 

pues la última integral vale 1 si k = n y O si k=jn (ver 5.1.2). Entonces 

f(x) f\.¡ I b 
n 

21Tinx 
e " (9) 

c. Señalemos un casa importante en el cual el calculo formal hecho en b 

se puede legitimar, y entonces, en virtud de (8) y (9) puede sustituirse = 

por f\.¡ o viceversa. 

TEOREMA 

Si. f (x) M .ea .6uma de. una .6eJL.ie. (8) wúóoltme.me.n.te. ~onveJt.ge.n;te., úta. u la 

.6. F. de. f (x). 
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VemO.6tJtacA..6n 

'.. -21Tinx 
Al nrultl.pll.car por e que es una funci6n acotada, no se destruye la 

convergencia uniforme de (8), Y puesto que una serie uniformemente conve~ge~ 

te se puede integrar termino a tennino queda legitimado el calculo founal he 

cho en b. 

Este es un teorema especial, referido al conjunto ortonormal (2) y a una 

serie ~anom~a (8). Puede enunciarse así: .6~ una .6~e~anam~ca 

c.onveJtge UMnOJtmemen.te, e.6 la. .6.F. de.6u .6wna.. Po r ej emplo, un "polinomio 

r* 211'inx 
trigonom~trico··l.. b e es la s. F. de su suma. 

. n 

5.3.4. EjeJt~~o.6 

a. De (3). [o sea, de (3')J deducir que: 

(i) r 21Tinx 
a.f(x).~ l.. a c .e; 
.·n 

(ii)Si k es entero (k E Z), entonces: 

21Tinx e • , 

(iii) S{ r es real (r E .R) Y f es peri6dica con período 1, entonces 

l' 

[ f o nnalmen te 

(iv) 

(v) 

\' 211' inr) 211'inx f(X+r) ~ l. (c
n 

e .e 

fe-x) ~ ¿ 21T inx 
c e 
-n 

ffonnalmente, con -n = m: fe-x) ~ L c e 21Tim(-X)]. 
m 

b. De (3) [Q sea, (3')1 y 

(!dueir 

g(x) ~ I d 
'. n 

21T inx 
e o sea: (g(x), e21Tinx) = d· 

n 

f(x)+g(x) ~ L (c +d )e21Tinx. 
n n 

(10) 

(11) 

(12) 

(13 ) 

(14 ) 

(15) 

(16) 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

" I 

(, 

( 

( 

I 
\ 

I 

( 

(' 
( 

( 

1. 

I 
'. 

/ 

1, 

( 

, 
( 

( 

\ 
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c. Llamemos convofuc.i6n de f (x) y g (x) a, la función f * g tal que 

(f * g)(x) -- JI f (t)g(x-t)dt. 

o 
Deducir de (3) {o sea, (3')} y (15), que 

(f * g) (x) tU L c d n n 
21T inx e 
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(17) 

(l8) 

'tU tU tU 
d. Sea g la función definida por g(x) =g(-x). Pongamos f U g = f * g, o 

sea 

-- JI (f U g)(x) f(t).g(t-x)dt. 

O 

Deducir de (18) y a (v), que 

(f I! g) (x) tU I c d n n 

e. Deducir' de (13) y (20) que 

27T inx 
e 

(f (if)(X) = r f(t)f(t-x)dt tU L Ic.nI2.e21Tinx 

O 

(19) 

(20) 

(21) 

f. Verificar que si v es c.i. de un conjunto o~ogonai {ur}rEl' es decir, 

+ •.. + c r , entonces: 
n u 

n (v,u ) 
r. 

1. 
c. = ---

1. 1/ r 1/2 
u. 

1. 

5.4. CONVERGENCIA DE LA s.F. EN UN ESPACIO DE HILBERT 

5.4.0. En esta sección supondremos siempre que E es un espacio de H~b~ 

.6epaIulbie. Entonces (5.1.3) un c'onjunto drtononnal de E es finito o numera-

ble. 

5 • 4. 1. TEOREMA 
00 

Sea. ($n) = (411'$2'''') un -ó..w:tema olLtonolc.ma.i e.n E. La .6we I a k4-.k 
k=1 
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n 

~ conv~gente en E, e6 de~ conv~ge en nO~ma la ~uc~~n (f ) = (I ak~k)' 
00 n k=l 

Ademá..6 .!d f n -+ f, entonc~ ak =(f, ~k)' ~ de~, 

~. F. de. ~u -bumaf. 

Si m >n se tiene 

Il a
k l2

• 
k=l 00 

la ~eJÚe ·I 
k=l 

2 (m m 1 m 2 Uf -f 11 = I ak~k' I ak~k::2 L I akl . 
m n k=n+ 1 k=n+ 1 k=n+ 1 

(1) 

Entonces, para que(f ) sea una sucesión fundamental en E es necesario y 
n 

suficiente que para m,n -+ m el último miembro de (1) tienda a O, pero esto 
00 

ocurre si y sólo si I lakl2 es convergente. Por otra parte, puesto ,,.le E 
k=l 

es completo la sucesión (fn ) es convergente si y sólo si es una sucesión fun 

\ 

(, 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

darnental, y esto completa la demostraci6'n de la priemra parte. . ( 

Si f n·+ f en.E(o sea, IIf -f" -+ O) J por la continuidad del producto esca": 
. n \ 

lar (4.1.10 f) tenernos para n > k: 

-+ 00, 

y COIOO a k no depende de n 'debe ser ak = (f, CPk)' 

5.4 • 2. TEOREMA 

Sea (cp ) un ~..u.,.tema ouo no~mai. en E.· P~a .toda f E E, ~ u ~. F • 
. n 

00 

con (2) 

conv~ge en E (o ~ea, -begán la n.o~aJ. S'¿ ~u ~uma ~ s, en..tonCe6 f-s ~ 011..-

Vemo.6:tJLac.-l.6n 

2 De la desigualdad de Bessel (5.2.3) sigue que I le I es convergente 
n 

(5.2.4 a (H». Entonces, por 5.4.1 converge la s.F. (2). Finalmente 

c -c = O 
n n 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

r, 
( 
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pues (s, cP ) = c en vi rtud de la última parte del teo rema de 5.4.1. 
n n 

5.4.3. TEOREMA (Condición de representabilidad) 

Sea. (cp ) un .6.wte.ma. aJr.to nOJz.ma.-t e.n E. PMa. QUe. un ete.mm:to fde. E .6 e.a fu n ' 

.6u.ma. de. .6U .6. F., a .6 ea. paILa. que. 
00 

f = l con (3 ) 
k=l 

e..ó ne.ce..óalÚa y .6u6'<'c.i.e.n:te Que f pWenezca. al. .6ube..ópa.c..io ceJVl.a.do SC ge.neJLado 

po/[. el. ca n j u.n:to S =' {cp }. 
n 

c 
La condici6n es necesaria pues si f esta dada por (3) es f E S • SU! ·nga-

mos ahora que f E SC y sea s la súma de la serie L a k • CPk (que converge po r 

c 5.4.2). La diferencia g = f-s pertenece a S 'y es ortogonal a todas las cP • 
, ,n 

VeJt.emo.6 que g = o, o .6ea. f =' s. 

En efecto, por ser g ortogonal a todas las cp es ortogonal al subespacio 
n 

generado por ellas, y por la continuidad del producto escalar (4.1.10 f) 

tambi~n a su adherencia S que, por 3.6.3 es SC. Puesto que también g E SC, 

es g ortogonal a sí misma: (g,g) = O, Y entonces, g = O. 

a. Interpretar la última parte del teorema de 5.4.2 en la figura de 5.0.1 

y con referencia al conjunto {CP1,CP2}' 

b. Interpretar el teorema de 5.4.3 en el ejemplo de 5.0 y con referencia 

5.5. CONSTRUCCION DE SISTEMAS ORTONORMALES. 'EQUIVALENCIA 

5.5.1. La demostración del teorema siguiente muestra cómo se puede cons-

truir una base ortononnal para el subespacio generado por los elementos de 

una sucesión. 
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'l!EOREMA 

Vacía una .óuCe..6-i6n (f ) de. el..eme.i7..W,~ de. E con f 1 'O palta cú:.gÚil n, e.x"ú,.te. 
n n 

un .ó-Ló.tema on.tonolLma1. (q, ) que. ge.l'lell.a. el.. m-Umo .óLibupac..i.o ce.Mado que. el. 
n . . 

Determinemos por recurrencia: (i) Una subsucesión (f') de (f ) tal que 
n n 

{f'} sea !.i. y genere el mismo subespacio y el mismo subespacio cerrado 
n 

con 

que {fn}; (ii) Un sistema ortononnal (~n) tal que para todo r{4>l'0 •• ,4>r} y 

. Hi,." ,f~} generen el mistU) subespacioo 

(i) Sea fi el primer elemento no nulo de la sucesión (f n ), sea f 2 el pri 

mer elemento de (f n) que no sea l.do de {fi} (es decir, que no sea múltiplo 

de fp, ... Supuestos detenninados los elementos fi, ... ,fk de la subsucesión, 

f l~+l es el primer elemento de (f n) que no' seú .t. d •. de' {f i l' •• ,fk}. 
(i1) Aplicaremos a la sucesion (fi, f Z"") el siguiente procedimiento 

recu rsivo, llamado pltOc.uo de. oJz;tonolLmaLizac..i.6n de. GlLam-SchmLd.:t (Jo P o Gram, 

1883, E. Schmidt, 1907), que consiste en definir paso a paso dos sucesiones 

gl = f' <PI = g/lIg1 11; 1 

82 = f' (f 2,4>1)4>1' <P 2 = g2/ llg2 11 ; 2 

g3 = f' (f3,<P 1H 1 - (f3,<P 2)4>2' '4> = g3/l/ g3"; 3 3 

......................................................... 

•••• 0 ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 1':'1 

Es inmediato verificar .6ucu-ivame.n.te. que 

( 

I 
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\ 

I 

" 
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( 
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( 
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( 

( 

( 

( 

'" 
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(g2'<P 1) .... O {<P1'~2} es ortonormal 

(g3'<P1) = (g3'<P2) = O . {~1,<I>2,<I>3} es ortononnal 

................................................................ 
{<I>l,<I>2'··· ,<I>k+1} es ortonormal 

........................................ , ...................... . 

El proceso para definir (g ) y (<1> ) se corta si y sólo si el conjunto 
n n 

{f~} es finito: definidos gl, ••• ,gk y <P 1 ,· •• ,<Pk , se define gk+1 salvo en el 

caso de que la sucesión (f~) termine en f
k

• 

Definido gk+l no podría definirse 4>k+1 si fuera Hgk+ 1 11 = O, o sea gk+1 = o. 
Pero en tal caso sería fk+l l.d. de {<P1, •• ~,d>k} y por tanto l.d. de 

{f l' ... ,f k} 10 que no es posible en Vi rtud de (i). 

5.5.2 DEFINIeION 

'00.6 .6.l.6temM OIl;Um.OlLma1.u en un upac..i.o plLelU1.beJl..tl.ano E .6 e llaman EQUr

VALENTES .6~ genelLctn el ~mo .6ube.6pa~ ~~do. 

5.5.3. Se puede demostra,r (ver 5.5.4 b) qu,e para que dos sistemas ortonor 

males (<p
n

) y (ljJn) sean equivalentes es necesario y suf icien te que 

ti) ti) 

1jJ = I (ljJk,4>· H. y <1> = I (<I>k' l/I. )l/I. k j=l . J J k j=l J J 
(1) 

5.5.4. Ejetclclo.6 

a. Ilustrar geométricamente el proceso de Gram-Schmidt si' {fi, f 2} es l.i. 

en R
2

• 

b. Demostrar la afirmación de 5.5.3 utilizando el teorema de representabi-

lidad (5.4.3). 

POLINOMIOS VE LEGENVRE (ejercicios cal). 

234 c. Por ortogonalización del conjunto de funciones {l,x,x ,x,x } con el 
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producto· escala r 

-_ JI (f,g) f(x)g(x)dx, (2 ) 

-1 

obtener el conjunto 

2 1 3 3 4 62 3 
x, g2 = x - 3' g3 = x - sx, g4 = x - ~ + 35}' 

d, Demostrar que los polinomios p (x) que se obtienen ortogonalizando el 
n 

sistema 

2 . n 
(l,x,x , ... ,x , ... ) 

respecto del producto escalar 

-- fb (f,g) f(x).g(:l{)dx 

60n 

p (x) 
n 

siendo e constan tes 
n 

a 

= e n 

1 X2 n x 
• • lo ". 

x 

mO mI m2 · .... mn 

mI m2 ~ • ••• I mn+l 

.................... , .. 
m 1 m 2 m 3 •• , m2 1 n- n- n- n-

J 
b b rtI_a rtI 

m
r 

= xr dx = --~-- (r = 0,1,2, ••• ), 
rtI a ' 

(3) 

(4) 

(5) 

(6 ) 

k = a O + al x + ... -1- a
k 

x es otro de estos det(- .......... 

·#.inantes, con k < n, es 

fb k t Pn (x) x
j 

(Pn (x), Pk(x» = Pn (x)Pk (x) dx = c 1: a. dx 
n 

j=O J 
a a 

Por otra parte, multiplicando por x
j 

la primera fila del determinante en 

(5) ~ integrando, resultan determinantes nulos para j = O,l, ... ,k,l 

2. Con rererencin a d, halla r los f acto res c en función de los momentos 
n 

( 

(. 

(" 

( 

( 

( 

<. 

( 

( 

<: 
( 

( 

( 

(, 

" 
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( 

(, 

( 
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(, 
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m de modo que: 
r 

(i) Los polinomios p (x) 
n 

(ii) Sea p (1) = 1. 
n 

f. Con referencia a d: 
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queden normalizados; 

(i) Probar que los polinomios p (x) pueden expresarse (salvo un factor 
n 

k ) por 
n 

d
n 

n n 
p (x) = k - [(x-a) • (x-b) ]. 

n n dxn 

(ii) Hallar el factor k de modo tal que: 
n 

1°) Los polinomios p (x) queden normalizados; 
n 

2°) Sea p (b) = 1. 
n 

g. Se llaman po.tú1.omLo.6 de Le.gendJr.e los polinomios 

PO(x), P1(x), ••• ,Pn(x), ••• ,[Pn(x) degrado n]' 

(7) 

obtenidos por ortogonaliZáci~n de 1asfunciorie~ (3) .respecto delptoducto el!. 

calar (2), y tales que P (1) = 1. Probar que se expresan por la 661l.mUe.a d.e . 
n 

1 d
n 

2 P (x). = __ o - (x _i)n. 
n 2nn! dxn 

(8) 

h. Partl.endo de la forrrula de Rodríguez (8) hallar la siguiente formula 

general de los polinomios de Legeridre 

P (x) = L (-l)P (2n-2p)! 

n 2n p!(n-p)!(n-2p)! 

n-2p 
x 

mnde la suma se extiende a todos los enteros p tales que O ~ n-2p ~ n, o 

sea O ~ P ~ n/2. 

(9) 

i. Probar que el polinomio de Legendre P (x) es una función par o una fun 
n 

cion impar según sea el índice n pa r o impa t. 

j. Comparando los coeficientes de tres polinomios consecutivos resulta la 

s -l.,?;uien te 661l.mula de Il.ecu/Utenw : 
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nP (x) = (2n-l)xP l(x)-(n-1)P 2(x), 
n n- n-

(10) 

valida para todo valor de x, y desde n = 2. 

De (10) y Po(x) = 1, P
1
(x) = x, deducir las expresiones de P

2
, P

3 
Y P

4
. 

k. Con el mismo método de j, de comparación de coeficientes, resulta esta 

661Unu.fu de lc.ec.UllJl.enc..ta. palta. ..ea. deJúvada P' (x) : 
n 

(x
2
-1)P'(x) ; n xP (x)-nP l(x). 

n n n-

Obtener de (11) las igualdades 

y de aquí: 

P (1) = P 1(1), 
n n-

P (1) = 1, 
n 

P (-1) = -P (-1) 
n n-1' 

(11) 

(12) 

(13 ) 

II Probar que el polinomio de LegendreP n (x) tienen ceros reales, opues

tos dos a dos, y todos ellos en "el inte!1Va16 (-1,1). 

(!~n. Considerar los ceros de (x2_l)n y aplicar reiteradamente el 

teorema de Rolle.] 

5.6. SISTEMAS ORTONORMALES COMPLETOS 

5.6.1. DEFINICION 

Un c.onjt..l.YU:fJ olL.tonolc.m1{ {cp } .6 e Uama. COMPLETO f.J-t r10 eXÁÁte ni.ngt1n o:tJr..o 
n 

c.onjuYLto óJr.tonoJr.ma.i. dei.c.uai. f.Jea. paJvte pILOp.ta.. 

Se dice tambi~n:" {cp } es un c.onjun-to o![;tonolc.ma...t max-tmaL 
n 

5.6.2. 

En el espacio de Hilber l2 (4.3.3) de las sucesiones 

¿ ,"x.,2 < 00, el conjunto de las sucesiones 
1. 

k x ; 
{ 0

1 
(x ~k» def inidas po r x ~k) = 8 = 

1. 1. ik 

e sea, el conjunto 

(x.) tales que 
1. 

si i ; k 

si i 'f k 1 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 



5.6.2 -125-

(l,0,0, ... ), (0,1,0, ... ), x 
(3) 

(O,O,l,O, ... ), ... } (1) 

es un conjunto ortono rrna1 completo. 

5.6.3. En todo espacio de Hilbert E, a cada conjunto ortortormal{q¡ } se . . n 

asocian unívocamente otros objetos matemáticos: el subespacio cerrado glme-

rado por {~n}' la asignación de c.F. y de una s.F. a cada elemento f ce E, 

etc. El teorema siguiente establece condiciones equivalentes a la completi-

tud de {~ }, expresadas mediante esos objetos. 
n 

TEOREMA 

Co ncU.cú6n ne.c.e.óltn . .tct Ij .6Uó-i.c.,[e.nte. paJta. que. un c.onj un.:to oJ¡;{:onoJunai. {c;, } ve.-.e... n 

~: 

(i) {~} ~ c.ompleto; n . 

. (ii) Un-LcUdad. Si.f tie.ne. nul.oJ.:,.todo.6 .6U.6 c.. F. ,e.n..tonc.~ f 

e = (f ~ ) = ° pMa:t.o do n => f = O; n ' n 

(iii) El .6ub~pltc.-i.o c.e.nnado S ge.n~ado pOlt' {~ } ~ E' n I 

[O sea, {$ } es un conjunto total (3,6,4)]; n . 

(iv) Toda f E E ~ la .6uma de. .6U .6. F.: 

n 
f = 1im ¿ c .• $. 

n-7<X> i=l 1. 1. 

c:o 

l c .• ~. 
i=l 1. 1. 

c.on c. = (f, el> .) ; 
1. 1. 

(v) I gua.e.da.d de. Pa.M e.vaL Pcvr.a.. :todo jxVt. f, g de. e.le.me.n:t.o.6 de. E e..6 

c:o 

(f , g) = I 
i=l 

,j-i.e.¡.¡do c. Ij d. lo.6 c.. F. de. f Ij de. g: 
1. l 

c .. d. 
1. 1. 

c. = (f, ~.) , 
1. 1. 

d. = (g,$.); 
1. 1. 

(vi) Te.olteJna de. P,¿:tágoltCL6-PM..6e.vaL PMa :todo f de. E ~ 

c.on c. = (f, $ .) • 
1. 1. 

(2) 

(3) 

(4 ) 

(5) 

(6 ) 
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Vemo-ó:tJLau6n 

Probaremos que cada una de estas condiciones implica la siguiente, y que 

(vi) => (i). Con esto quedará probada la equivalencia de las seis. 

(i) => (ii). Supongamos que {CPn} es completo. Si existiera un f =f O ortog~ 

nal a todos los <Pn' poniendo <PO = f/llfll vemos que {<PO} Li {<pn} es un conjunto 

ortononnal que incluye a {<P } como parte propia, contra lo supuesto. 
n 

(ii) :;. (iii). Supongamos valida (ii). Para demostrar que S = E probaremos 

que no hay ningún f ~ S. Si existiera un f ~ S, por 5.4.2 y 5.4.3 el elemen

to s = L (f,ep.)cp. = l c.ej>. existe, y s E S. Además g = f-s es ortogonal a t~ 
1. 1. 1. 1. 

dos los <P ; entonces, por (ii), es g = O, o sea f = s; entonces f E S contra 
n 

lo supuesto. 

(iii) => (iv). Si el subespacio cerrado generado por {ej> } es E, entonces 
n 

por 5.4.3, toda f E E se éxpresa en la fonna(3). 

(iv) "'(v). Si vale (iv), entonces para f,g-EE es, con c. y d. dadas por. 
1. 1. 

(5) : 

n 

I 
i=l 

c .• cp.=f +f, 
1. 1. n 

n 

I 
i=l 

d .• <P • 
1. 1. 

g + g 
n 

(+ indica convergencia en E, según la norma). 

Po r otra parte 

n 

= ( I: 
i=l 

c .• cP • , 
1. 1. 

n 

I 
j=l 

d .• cp.) = I L c.d.(cp.,cp.) 
J J ., 1.J 1. J 

1. J 

(7) 

pero en el ultimo miembro para cada i sólo subsiste el término con j = i Y 

vale c. d.; por tanto 
1. 1. 

n 
(f ,gn) = l 

n i=l 
c. d .• 

1. 1. 

Entonces resulta de (7) por la continuidad del producto escalar (4.1.10 f): 

(f,g) = lim (f ,g ) = 
n n n-+«> 

n 
lim I 
n-:--:>l i=l 

(v) ~ (vi). Basta tomar f = g en (v). 

c. d. = 
1. 1. 

00 

I 
i=l 

c.d. 
1. 1. 

{ 
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(vi) ~ (i). Si {~n} no fuera completo existiría un elemento ~O tal que 

lj 1. (8 ) 

Pero reemplazando f por ~O en (6) resulta por las primeras (8): 

l 
i=1 

en contradicción con la última (8). 

5.6.4. El enunciado del teorema precedente requiere algunos cOmentarios. 

a. Hemos titulado unicidad a la condición (ii), 

Veamos que da respuesta a6)}una;U.va a la pregunta ¿está un elemento de E liní-

vocamen te determinado por su s. F.? 

Si tI Y f 2 tienen la misma s.F.: 

L '" l c ,~ 
1 n n 

es para todo n, si f Cf 2 ::1: f: 

y f 2 '" I c .~ n n 

e -c = O,· 
n n 

y entonces por (ii) resulta f 0, o sea f
1 

= f
2

, 

(9) 

(lO) 

La equivalencia (i) ~ (ii) se enuncia entonces así: la completitud del 

conjunto ortononnal {~ } equivale a que una serie L a .cp no puede ser s.F. 
n n n 

de mas de una función (aunque puede no serlo de ninguna, o sea, no ser s.F., 

ver 5,6.5 h.) 

EjempEo 

En el espacio R3 de las ternas ordenadas de números reales x = (x
1

,x
2

,x
3

), 

y = (Yl'Y2'Y3) con el producto escalar (x,y) = x I Yl + x 2Y2 + x3 Y3' y con re

:~~I~ncia al cc?junto ortononnal S = {~l = (l,0,0), c}l2 = (O,I,O)}, los elemen 

tos diferentes (3,2,1) y (3,2,5) tienen la misma s.F., a saber: 3~1 + 2$2 

[cuya suma (3,2,0) n'J es igual a :lÍnguno de los elementos dados]. Pero el 

:20r¡junto ortonormal S no es completo pues es parte propia del conjunto ortonor 
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Con resp~cto a T los elementos dados tienen s.F. diferentes: 

b. La primera igualdad en (3) se refiere a un límite según la norma de E, 

o sea, es 

lim IIf -
n~ 

n 
l c .• <j>.II=o 

~ ~ 
i=l 

También hemos escrito la igualdad (3) en la forma 

<X> 

f = l c .• <j>. 
~ ~ 

i=l 

que en los espacios de Hilbert de. Óunc.,[on.e6 I comO C
2 

[ a , b ] , 

GUIR de 

<X> 

f (x) = l c " . cp. (x) • 
i=1 

~ ~ 

(11 ) 

(12) 

debernos DISTIN-

(13 ) 

(13) agrul'a infinitas igualdadesnumericas, una para cada x, (12) signifi

"ca (11), y ninguna es equivalente a 

f '" l c .• <j>. 
~ ~ 

f (x) '\, L c .• <P • (x) 
~ ~ 

(14) 

que n.o ~on. igualdade6 y significan que los c. son los c.F. de f: c. = (f,cp.). 
~ ~ ~ 

c. Sea S =" H
1

,tP
2

,cjJ3""} un conjunto ortononnal infinito en E, f un ele-

mento de Ey c. = (f , cjJ • ) sus c.F. en S. Comparemos las relaciones 
~ ~ 

00 

I c.¡2 
<X> 

2 Ufl/ 2 ~ l Ij IIf 11
2 

= L I c·1 .. (15) 
i=1 

~ 
i=l 

~ 

La primera es la desigualdad de Bessel (ver (6) y (7) de 5.2). la segunda 
I 

expresa el" teorema de Pitagoras-Parseval y vale pa ra toda f si y sólo si S 

es completo. 

Formemos la" diferencia 

ce 

L ICiI2~O 
i=l 

(16) 

y distingamos los casos Df = O Y Df > O. 

(, 

e 

( 

( 

( 

( 

( 

e 
( 

<." 

( 

( 

c. 
e 
( 

( 

( 

( 

í" 

( 

\ " 
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(i) Si Df = O, para cada 

serie "l.: 1 e . 1
2

, tal que 

> O . f·· ,* 1 12 d ... . E: eX1.ste una suma 1.n1.ta L c. e ,term1.nos 
1. 

d¿ la 
1. 

11 f ,,2 - ¿* 1 c . 1
2 < E 

1. 
ó , ' * 2, 

11 f - I c .. <I>.1I < E 
1. 1. 

(17) 

pues por la fórmula de Bes~el (5) de 5.2.3 es 

(18) 

'!'";L 

La segtmda (17) expresa que 6 .6 e. ap/W JÚma. :tan.to c.omo .6 e. qLÚeJu1 e.n Yloltma. 

pOIt c..l.. f Ó'~n.da.6 ) de. w cp i . 

(H)' Si Ó
f 

> O, para un,a c.l.. (finita) C.ua.lqLÚvr.a. de las ¡Pi tendreHiOs par 

la propiedad de aproximacii5n óptima de las c. F., (18) Y (16): 

o sea~ si Df > O, f no puede aproxima rse enhonn.:l tanto como se quiera 
, ' * " 

por c.l.I a .,cp ; en efecto, el error es siempre;;;;' Df' . n n 

5 • 6 • 5. 'F. j e.JtUUO.6 

a. Derrostrar que en todo espacio de Hílbert sepa rabIe E existe un sistema 

o rtonormal completo 

b. Mostrar que en un sistema ortonormal infinito numerable (CPl'CP2'''')' 
00 _ 

I (l/In).cp no es s.F. 
n=1 n 

c. Con referencia al ejemplo de 5.6.4 a, decir cuales de las siguientes 

fónnulas son verdaderas: 

(i) En el conjunto ortonormal S: (3,2,1) 'V 3<P1+2CP2' (3,2,1) - 3CP1+2<P2 ; 

(ii) En T: (3,2,1) 'V 3CP1+2<P2, (3,2,1) 'V 3<P1+2CP2+CP3' (3,2,0 = 3<P1+2<P2+<P3. 

d. (i) Demostrar que si S es el subespacio cerrado de E generado por el con-

junto ortonormal'{cp.} y c. = (f,cp.), es 
1. 1. 1. 

(19) 
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donde PS(f) indica la proyeccion ortogonal de f sobre S (ver 4.2.4) 

(ii) Deducir de aquí que UP S (f) 11 ~ IIf 11. 

5.6.5 

e. Deducir de 5.6./:' e que el. teorema. de Pitagoras-Parseval equivale a 

que toda f E E SP puede aproximar en norniatanto con:o se quiera por una c.i.. 

de las qJ; (equivalencia (vi) ~ (iv) del teorema de 5.6.3). 
.1. 

f. Probar que el .6i4t0na de H. Rademac.hvr. 

es en C
2
[O,11: 

(i) o rtono Dllal; 

(ii) no completo. 

n 
~ (x) = sg sen(2 rrx), 
n 

n = 1,2, ... 
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Ca.pitulo 6 

S.::::s.IES :::lE FOURIER TRlGONOHETRICAS 

rj • 1. FORt--rA C(X~?LEJA y FORMA REAL 

6.1.1. En 5.1,~ in!::?-odujimos en el espacio de Hilbert C
2
[ 0,11 el O;:;-Lstema 

, 27Tinx) , {O + 1 + ~ } ( ) 1 . d ','>Jrton'L9.1 (2. nE Z con Z::: ,- ,- ¿,... enteros, y o conSl eramos 

ti2Ler.:i~~2m2ni:¡:: 2n 5.3.2 y 5.3.4. Aquí nos referiremos al espacio de Hilbert 

l~ => 1
2

[ -1i,1T ) de las funciones de cuadrado integrable E:n el intervalo [-Tr ,Tr 1 

::on el producto escalar 

7T 

(f,g) = J f(x) g(x)dx. (1) 

-í. 

En H, el 
inx 

e 
sistewB ~ (x) = ------

n & 
con n E Z (enteros) es ortononnal (5.1.5. b) . 

Si f(x) E ~, sti ~.F es 

00 

f (x) .... 
Ck'~k(x), c.on (f , ~k) , f\" l c

k = 
k=-PO 

(2 ) 

o sea! 

:kx 1T _iyx 00 

f f (x) I e 
f (x) e 

dx. f\" ck c.on c
k 

= 
k=_coO 6, i2rr 

(3) 

-1T 

Suele escribirse (3) también así, poniendo 

1T 

~ 
00 

f ,_ 1 f (x) L c ' 
ikx c I 

1 f (x) 
-ikx 

dx. ~1 == f\" e c.on == e 
:< t'2iT k=-o:. k k 2rr 

-Tr 

(4) 

05.1.2. En la serie de (4) agrupemos los términos en k y -k. Puesto que eil. 

CC~ t + i sen e 5e tien~: 

ilc-~ -,1[(::< 
~;. e + c' e . -k = ck (cos kx + i sen kx) + c~k(cOS kx - i sen kx) = 

-131-
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Por tanto podemos escribir también: 

f (x)iu (akcos kx + bk sen kx) 

con 

a = ·c ' + c ' k k -k' b = i(c' - c' ) 
k k -k 

o sea, teniendo presente la última (4) y que cos t = (e1t + e-it)/2 y 

sen 

a = O 

y para k = 1,2, •.• : 

r 1 f (x) a = k 211' 
-11' 

11' 

b 
i 

f f (x) k = 
27T 

...:n 

1 

11' 

11' 

f f(x)dx. 

-11' 

(e-ikx + eikx)dx = ·1 

1T 

( -ikx ikx) 1 e - e . dx =-
11' 

1T 

J .. f (x) . coskx dx 

-Tr 

Tr 

J 
f (x) sen kx dx. 

-tT 

6.1.2. 

(5) 

(6) 

(7) 

(7' ) 

(7") 

o sea, notando que (7) y (7') admiten una expresi6n única valida para 

k = 0,1,2,... [po r ello se llamO 

a = k 
1 

11 

11' 

f f(x) cos kx dx; 
':"11' 

(k = O, 1 , 2 , ••• ), 

aO/2 al termino constante en (5) 1: 

Tr 

bk = 1 J f(x) sen kx dx. 
11' 

-11' 

(k = 1.,2, ••• ) 

6.1.3. La s.F en (3) se llama .6.f. :tJUgonomUJúca. en forma exponenc...útt 

(8) 

compleja. Esta denominación se extiende a la serie en (4). La serie (5) se 

llama s.F. :tJUgonomaJúca. en forma Jr.eai, y llamaremos c..F. a los coefi

cientes ak , bk , dados por (8). 

Notemos que un sistema ortonormal en [-Tr,lI'] es (5.1.5. e): 
~. 
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1 

ll1T 
cos x sen x 

.¡:¡¡-
cos nx sen nx , ... , , ... , 

de suerte que la denominación s.F. corresponde estrictamente a: 

A (Xl 

f(x)'U ~ + L 
,¡;¡- n=l 

con lo s c. F. : 

1T 

f f (x) 

-1T 

y pa ra I'1 = 1,2, •••• : 

1T 

(A 
n 

cos nx 

./ir 
+ B 

n 

1 .rrr 
dx = V -;,2 a o' rz:;r 

A = n f f (x) cos nx dx = 
.¡;-

-1T 

sen nx ) 

/ir 

-1T 

f (x) sen nx dx =,¡; ~ b 
n 
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(9) 

(lO) 

(8 r ) 

(8 ti) 

6.'1.4. Convendremos en extender f (x) porperiodi.cidad definiéndola' en to-

da la re(! ta real me dian te 

. " 

f (x + 2k1T) = f (x) • (11 ) 

" t;, 
Hecho esto,' puesto que cos kx y sen kx tienen el período 21T , en las expr~ 

siones (8) de los c.F. se puede tomar como intervalo de integración uno cual-

quiera de longitud 21T, 

6 ~ 1. 5. Ej emp.to 

Hallar las s.F. de la función f(x). definida en[0,21T] por 

f (x) 
1T- X =--

2 
(12) 

Se tiene, '21T 

aO:C 1. J - 1T~X dx = 2~ 
1T O 

l' , 

-1T ~, 1T ' , 21T" " 

[

1TX _ ~2 ] 21T = O ~"";;'-.:--,--t~---.;,"",:""---,-,---,--,,-'7'-
O ,,"'~ 

y para k > O, integrando por partes: 
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1 
a = k 11' 

211' 

b = 1. f ~ 
k 11' 2 

O 

. Por tanto: 

ce 

E 
k=l 

211' 211' 

f 
1I'-X -z--- cos 

O . 

loe dx = _1_ f sen kx dx = O 
2kn O 

211' 

1 1 f co s kx dx = 1 
k - 2krr k 

O 

sen kx dx = 

sen kx 
k 

= sen x + sen 2x + sen 3x 
2 3 +. •• • 

a. Se llama poUnom.i..o :tJUgonom~c.o a toda suma finita de la forma 

n °kx L ck·e~ 
k=-n 

p(x) = 

6.105 

(13) 

(14) 

que también se puede escribir, agrupando los términos en k y -k, en la fonna 

n. 
p (x) :: A· + L (Ak cos loe + Bksen kx). 

O k=l 
(15) 

Se dice que p(x) es de g~ado n si cn 1 O o c 1 O, o 10 que es 10 mismo, -n 

si A ~ O o bien B ~ O. n n 

b. Mediante la conocida nd~muea de MO~v~e 

( 
o )k k + . k cos x + ~ sen x = cos x ~ sen x 

de la cual se deduce suce.sivamente 

k (cos x - i sen x) = cos kx - i sen kx, 

k k 2 cos kx = (cos x + i sen x) + (cos x - i sen x) t 

2 i sen kx = (cos x + i sen x)k - (cos x - i sen x)k, 

la fo rula reaf (15) muestra que un polinomio trigonométrico de grado n es un 

polinomio de gIado n en sen x y cos x. 

c. La forma exponencial (14) (y también la conclusión precedente) muestra 

que si p(x) es un po1inom~o trigonométrico de· grado n, [~(x)Jr (r = 1,2,.~.) 
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6.1.6 

es un polinomio trigonométrico de gracb r,n, 

6.1. 7. Ej~cicio~ 

a. Escribir la s.F. (5) en la forma 

presión explícita de los c.F c • 
n 

I c cf¡ con n n 
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{~ } o rtono rmal, con ex-n . ... . 

b. Escribir la desigualdaúde Bessel (5.2.3 y 5.2.4 a (ii» para la s.F. (5). 

c. Verificar que para la función f(x) = x en [-1T, 1T], la s.F. en forma 

exponencial compléja es 

ikx 
e 

(16) 

donde el acento indica que se omite el termino correspondiente a k = O, Y 

que la s.F. en la forma real (5) es 

<Xl 

x ~ 2 I (_1)k+1 
k=l 

sen kx 
k 

(17) 

. . -inx 
d. Mostrar que un polinomio trigonom~trico de grado n es producto de e 

po r un polinomio de grado ~ 2n en e ix 

e. Expresar cos 3x y sen 3x como polinomios en cos x y sen x. 

f. Probar que en (11) p(x) es real si y sólo si c_k = cl( (k = 0,1,2, ... ). 

g. Verificar que los coeficientes an , b
n 

de (5) son reales si y sólo si 

los ck de (3) verifican c_
k 

= c
k 

h. Verificar que 
'Ir 

J imx .-inx 
dx r si m =J n 

e .e = 
21T si m = n 

-'Ir 

(ver 5.1. 5. b) equivale a 

J 
m-n-l {2:i 

si ro =J n 
z dz = 

si ro = n 
y 

siendo y la ci rcunferencia unidad del plano complejo, dada por y(t) 

.sr ~t'¡;;;;'Ir. 

1. Deducir de (18) las igualdades 

(18) 

(19) 

it 
= l.e , 
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r { : si 
cos mx.cos nx dx = 

si 
-1T 

r { : si 
sen rox.sen nx dx = 

si 
-1T 

m 'f n 

m = n :¡I 

m .¡ n 

m = n "1 O 

6.1. 7 

(20) 
O 

(21) 

( 

( 

( 

( 

r cos mx.~~n nx dx = O. (22) (, 

-1T 

j. Si la función de variable compleja f (z) es analítica en la corona 

{z Ir 1 < I z I < r 2 }, es desa rro11ab1é allí en serie de Lau rent 

fez) == ¿ l ' n 
I • Z , 
n 

absolutamente convergente, de coeficientes 

h = 'l f f. (r;) , d~ 
n 21Ti ~n+l 

y 

(23) 

(24) 

siendo y un circuito y(t) it = r e (-1T ~ t ~ 1T) con r 1 < r < r
2

• Demostrar 

que en tal caso es 

a . ca 

f(r.e
iu

) =--2.+ l (a cosnu +b 
2 n=l n n 

(25) 

a =.!.... r f(r eit)dt, (26) 
O 2 ' 

-1T 

y para n entero positivo: 

a = 1. r n 1T 

it 
f (r ,e )cos nt dt; 

°t f(r.e~ )sen nt dt¡ (27) 

-1T -1T 

(es decir, los·c.F. de g(u) = f(r.e
iu». 

k. Sean x O,xl' ••• ;x
n 

números complejos cualesquiera, con Xo .¡ O 1- xn" La 

expresión 

'(28) 
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6.1.7 -13 7-

con 

(29 ) 

es un polinomio no negativo de grado n en <p. Hallar sus coeficientes • 

. .t. Sea 

n 
p(<P) = L 

v=O 
(A cos v<p + J.1. sen v<P) 

v v 

un polinomio trigonométrico no negativo de grado n y ténnino constante 1: 

A = 
O 1 f1f 

p(<P) d<p = 1. 
21f 

-1f 

Probar que 

con = sólo para p(<P) = 1 + cos n(<p-<P
O
). (Fejer) 

m. Sea x = cos <p~ Probar que 

T (x) = CO$ n<p = CbS n (arc cos x) 
·n 

es un polinomio de grado n en x (po,unorrú'o de. Cfte.byc.hev) • 

Entonces también lo es 

1 
U (x) = - T' (x) 

n n+l n+l 

InlÜc.ciú6n: Se usa 

= sen(n+1)<p 
seo <p (n = O, 1,2, ••• ) • 

(COS ip + i sen <p)n = cos n<p + i sen n<p. 

(30) 

(31 ) 

(32) 

·n. Con referencia a p detenninar los ceros de T y U , Y constatar que 
n n 

son reales, diferentes, y están en (-1,1). 

o. Probar que los polinomios de Chebychev (30) verifican las relaciones 

deo rtogonalidad 

J
I 
~ T (x). T (x) dx 

1 m n 
-1 1.,..x2 

O , (m.n = 0,1,2, ••• ; m =1 n). (33 ) 
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p. Probar que: 

{ 

-1 ~ x ~ 1 
lun(x)'1 ~n+l _ 

.' n-1,2, ••• 
(34) (i) Es IT (x) I ~ 1 

n 

(H) En las primeras (34) vale el signo = en n+l puntos: los n-l ceros 

de Un_1(x), x = -1 Y x = 1; 

(iii) En las segundas (34) vale el signo = sólo para x = -1 Y x = l. 

6.2. REPRESENTACION DE UNA FUNCION POR SU S.F. 

6.2. 1. Una función f (x) e..6 Jz.epJr.e.6 mta.b.te po r su s. F. 

<Xl ikx 
f (x) '" l c

k 
_e_ 

k=_oo .¡;¡:; 
(1) 

si: (i) la serie es convergen te; (ii) Su suena S (x) coincide con f (x). En tal 

caso puede reemplazarse'" por = en (1). 

A una serie de _00 a 00 como (1) la interpretaremos en el sentiqo siguien-
00 

te: Se eU.ee que la .6eJúe. l CONVERGE c.otL SUMA.ó, y .óe ano.ta 
k=_oo 

00 

(2) 

n 
lim I uk 
n~ k=-n 

(3) lj e6 .igual. a s. 

6.2.2. He aquí un caso muy importante en que esto ocurre para todo x de 

[ -11 ,11 ]. Si es 

00 ikx 
f(je) '" l c _e_ lj.ea. .6e1t-te c.onveJr.ge UNIFORMEMENTE en. [-11,11J. 

k=_oo k ¡:¡;r 

entonces (por 5.6.3 c) la serie es la s.F. de su suma 

00 ikx 00 ikx 
S(x) l e decir: S(x) I e = c -- es '" c --

k=_oo k¡:¡; k=-oo kili 

(4) 

(5) 

y puesto que (por ser completo el sistema trigonom~trico, como veremos en 6.1.3.) 

si dos funciones.tienen la misma s.F son iguales, por (4) y la segunda (5) es 

f (x) = S (x) y entonces la primera (5) lIJ.lest ra que vale (3) para todo x. 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

\, 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

(' 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

(' 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

e 
( 

( 

( 

( 

( 



6.2.3. 

6.2.3. Ej e.mplo.6 

a. Hallemos la s.F. en fonna real (6.1.2): 

a O 
f (x) 'V - + 

2 

de la función f definida así: 

f (x) = Ixl pa ra -1T ~ X ~ 11 

o sea 

{ -: para -1r ~ X ~ O 
f (x) = 

O~X~1r. para 

Los c.F. (8) de 6.1. 2 son: 

a O =} r Ixl dx = i {t 
-Ir -1T 

I (uk cos kx + bk sen kx) 
k=l 

O) f (x) 

/"'1 /!', 
,~ , ' , 

" 
! 

,-
.-

(8 ) 

-1r O 1(. 

(-x) dx + r x dx} = ; J: dx = 1r, 

O O 
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(6) 

, , , , , 
x 
~ 

= '1Tl f7r sk - Ixlcos kx dx = cos kx dx = 1 !,x sen kx111' _ 2 f1T sen kx dx = 
1r', k 'O 1r k 

-1t 

= O + 1 reos kx }1T 2 (cos kTr-l) 
1r ~ k 2 O = 1rk2 

y análogamente 3e halla 

b
k 

= ¿ r ' Ixl s en kx dx == O • 

-1T 

Reemplazando en (6) se tiene: 

Ixl 'V ;' - ~ [cos x +.l-. cos 3x + L,2 cos 5x + ... ), 
32 5 

O 

k 

k e..6 paJ1. 

-1r ~ X ~ 1r. (7) 

Puesto que la serie c.onVVl.ge. wú60J¡,me.me.I1..te. [por tener la mayorante conver-

gente i (1 +.L.
2 

+ 1-
2 

+ ... )} se puede sustituir 'V por =, y se tiene 
, 1r J S 
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Ixl = .1T _ i [cos x + 1.... cos 3x + ... ] 
2 1T 32 

SI -. 1T ~ X ~ 1T. (8) 

Para x = Ose obtiene de (8) la celebre relación para el cálculo de rr. por 

una serie: 

-= + ... 
8 

b. Hallar la s.F. de 

f(x) = (1T-x)2 en [0,21TJ (lO) 
/ 

" 

I 

I " 
I 
I 

(9) 

2 

Es 

; 1\ 
______ ~ ____ --~~~"-. ____ ~' ___ ----~x 

O 

y para k > O se obtiene, integrando por partes: 

a = k 

Por consiguiente: 

1 

k 2 

2' 2 
(1T-X) "" ~ + 

2 12 

, .b
k 

= O. 

¿ 
k=1 

1T 211' 

(11) 

Puesto que la serie converge unifonnemente (por tenerla mayorante conver

gente l 1/k
2

) se puede sustituir "" por = ,y se tiene: 

Para x 

6.2.4. 

= 

= 1T
2 

+ r 
12 k=1 

cos kx 

k2 . 

O se obtiene la fórmula 

co 2 
r 1 1T 

7 = --
k=1 6 

En ~. 1. 5. vimos que 

QO 

1T-X ~ 

- "" l. 
sen kx 

en 
2 k~1 k 

(12) 

debida a Euler: 

(13) 

(14) 

Probaremos que la ;-,erie es convergente, y representa la función en el in-

( 
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te rv ala a. b-LeJr..:to (O, 2 7T) • 
c:o ikx 

e 
a. Puesto que la serie (lO) es la parte imaginaria de I k 

pro-

bemos la convergencia de esta. Con los polinomios 
k' ' 

p (x) == ¿ e
ijx 

k . 1 
se tiene: J= 

k 

n 

\ ~ 1 '4 Pk (x) - Pk-l (x) 
k=m k 

1 - = 
n 

I 
k=m 

n 

L 
ikx 

l' ---= 
k=m 

y como (ver 6.2.10 b) /Pk (x) I :o¡;;; 1/ sen (x/2), 

n ikx 
1 1 r _e_/ :o¡;;; 

L.. 
---+ 

1 1 
Pk(x) [ - --

k k+l 

se tiene: 

2 

k=1 

] + 

k =m k sen(x/2) 

[1 1 
,m n+1 n+1 

+l1= 
m ... m.sen(x/2) 

p (x) 
n 

n+l 

y) puesto que para ID ~o c:o el último miembro tiende a cero uniformemente en 

cada intervalo [o ,211 - o] con o tal que O < Ó < 11, la serie (la) converge 

en [0,2°1t] (pues obviam.ente cotlverg~ enx= Oyen' x iOj211) yla cófiver

genciaell unifonne,m cada interValo [6 ,21T~](O < 5< 1T). 

m 

b. Pero notemos que (14) se obtiene, salvo el signo, por derivación termi-

no a termino en (12). La convergencia uniforme probada en a muestra que es-

ta derivación termino a teimino es legítima en cada intervalo [5,211 - 5] Y 
, 

por tanto en el inte~,alo abierto (0,211). O sea: 

00 

I sen kx 
O < x < 27T. (15) 

1/"-X 
--:;: 

2 k=1 k 

(15) da ~n ej emplo de serie t rigonomet rica convergente para todo x, que 

no representa una función continua. 

6.2.5. Si f es una función absolutamente ÍIn:egrable sus c.F. verifican 

lin¡ a n = lim bt'! = O 
n -70) ~-7<X> 

(16) 

.:l.ebido él la convergencia de la serie (confr.5.2.4.' a): 

L (la /2 + 
n lb 1

2 
). n 
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( 

Ve'remos en 6.2.7. y 6.2.8. que si la función f{x) cumple ciertas condicio- ( 
, 

nes se puede dar más precisión a la propiedad (16) asegurando una determina-

da velocidad de la convergencia a cero' de los c.F. Si esta asegura la conver

gencia uniforme de la s.F., tendremos como corolario que la s.F. representa 

a la. función. 

6.2.6. Recordemos que una función f(x) se llama de v~~n acotada en 

[a, b] si para toda pa rtición de [a, b] : 

la correspondiente ''variación de f en 1T": 

n 
V(f¡'IT) = L If(~) - f(~_l)1 

k=l 
(l7) 

cumple V (f ; 1T) ::::;; N donde M es una cons tan te indepen diente de la pa rtición 1T • 

. Toda. ntU1c..Wri. de. vaJt..iac-i.dn aco.tada e.6. aco:titda. 

Vale el siguiente TEOREMA VE JORVAN: 

l.a. 6w1c.,ú1n ILe.a.e. f (x) U de. vaJL.é.audn a.cotada. en f a,b] J.d. y .!tdlo .!t.l .!te pue

de eXpILe-6M. como cU6eJr.enc.i.a. de. dO-6 áunc..i.onu no de.CJLec,ien,tu. 

De aquí sigue que en t9do punto c E [a,b] existen los límites laterales 

f(c+O) = 1im f(c+x), 
x-+Ü,x>O 

y además existen f(a+O) y f(b-O). 

f(c-O) = lim f(C+x) 
x-+ü,x<O 

Por tanto f{x) sólo puede tener discontinuidades 'de primera especie. 

6.2.7. TEOREHA 

Si. f (x) U de. vcvUa.c,'{dn a.c.otada en {..1T, 1T], lct6 .6ucu..tonu (k. a
k

) y (k. b
k

) 

.6on ac.o:ta.da..6. 

En virtud del teorema de Jordan (6.2.6.) basta deIWstrar el teorema para 

f{x) no creciente, y también podemos suponer f{x» O pues ,de 10 contrario con 

sideraríamos la función f(x) + c con una constante c conveniente. 

( 

(' 

( 

\. 

( 

\. 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

(, 

1. 
( 

( 

\. 
( 

( 
( 

\ 
( 

( 

( 

( 

1, 

\, 



6.2.7. -143-

Entonces, por el segundo teorema del valo r medio ( 3.4.4 h) para cada k 

exis te un núme:ro ~ k en (-7T,7T), tal que 

~k 
. k I a I ~ f (-7T) f (-1T) J cos kxdx (k > O) . a

k 
= . k 

7T 
-1r 

7T 

y analogamente para los bk • 

6.2.8. TEOREMA 

Sea. f(x)c.onti.nua en el. Á..fl;te!Lva1o ab,¿e!L.t.o (-7T,7T),deJúvab-f.e. l/a ;t!r.OZO-6" (u 

deWr.~' .6alvo eJttin l'it1meJto n~ de. pur'l-tO-6) If c.on deJúvada. ab-6o.euta.me.n.:te .m

~e~~ab.e.e.. Entonc.e-6 lo.6 c..F. veJúó'¿c.an 

~.l~:;; ... 1:. "ir; . 

lim k.ak = O, "lim k. b
k 

= :f (-1T +0) + f (1T-0) (18) 
k-+= k~ 1T 

.. . 

De (8) de 6.1.2 resulta por integraCi6'n :por partes 

a = k 

• ~ • • 11 •• 

1 --
krr 

r f' (x) sen kx dx , 

-7T 

f
1T 

b
k 

= f(-1T +0) + ~( -O) +.l... f' (x) cos kx dx, 
k1T k1r 

-1T 

y las integrales tienden a cero para k ~ en virtud de (16) aplicada a la 

funcion absolutamente integrable fl(X). 

6.2.9. De los teoremas de6.2.7 y 6.2.8 resultan otras consecuencias de 

int~~s: 

COROLARIO . .! 

Si. f (x) e-6 deJúvab.e.e. If c.on f I (x) de. vCJ.JU..a.c.-ú1n ac.o:tada.,· .tM -6 uc. u-Lo HU 

(k
2

a
k

) If (k
2

b
k

) -60n ac.o:ta.dct6, e-6 de.w, e.W-te. un númeJw H > O .tal. que. 

De aquí resulta: 

(19) 
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COROLARIO 2 

Si f(x) tiene d~vada f'(x) de, v~~dn ~cotada, 4U 4.F. conv~ge uni-

60Junemente y la. lLeplLe6 enta.. 

En efecto, por (19) la s.F. converge uniformemente por tener la mayorante 

convergente l 2H/k2 , Y entonces su suma es f(x). 

COROLARIO 3 

Si. f (x) tiene deJúva.da 4 egunda. f" (x) con:Unua. en (-11', 1l] 4U 4. F. conveJtge 

wú~oltmemen,te y la. lLeplte4 en.ta.. 

En efecto, en tal caso f'(x), por tener derivada acotada, es de variaci~n 

acotada, y se aplica el corolario 2. 

6.2.10. Ej~clclo~ 

a~' De (14) obtener la serie de Leibniz para 'Ir: 

, 1 11' 
'Ir ... 4 (1 - '3 + 5' - "7 + ••• ). (20) 

b. Usando la expresi5n de la suma de una progresi~n geom~trica verificar 
.1'."" .......... 

que para ,.~, ,tr~~· 

es 

c. Deducir de 6.2.5 que si f(x) es absolutamente integrable, es 

Íim r f(x) sen(n + i)x dx = O. 
n-+co 

(21) 

-'!' 

Nota. (16) y (21) son casos particulares de un teorema de Riemann-Lebes-

gue que establece para toda f(x) absolutamente integrable y para r con va10-

res reales cualesquiera, que: 

;::" fb f(x) eos <x 

a 

dx = 1im Jb f(x) sen rx dx = O. 
r+<D a 

(22) 

d. Probar qu'e si f es de variación acotada en [a,b) s610 puede tener un n'[ 

mero finito o numerable de discontinuidades (de 'primera especie, 6.2.6). 
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6.3. TEOREMAS DE WEIERSTRASS y COMPLETITUD 

6. 3 • 1. TEOREMA 

S'¿ f(x) i6 c.ontinua. en [-1T,1T]y f(-1T) = f(1T) , paJz.a. cada. € > O eú6teun 

pol.(nomio ~OnOm~c.o 

Aa n 
T(x) = -- + l (~cos kx + Bk sen kx) 

2 . k=1 
(1) 

tal que, pan~ ~odo x de [-1T,1T]: 

If (x) - T(x) I < e:. (2) 

Vema.6tJr.~c..(6n 

Dividamos el intelVa10 l_1T ,1T 1 en r partes iguales por ~os puntos 

2k1T xk = _1T + ---, (k = 0,1,2, ••• ,r), y consideremos la quebrada y = f (x) de 
r r 

vértices (xk,f(xk». Por la con 

timiidad Uniforme de f(x) ,dado 

€ > O existe rO tal que, para 

todo x: 

Inscribiendo en cada vértice de 

la quebrada un arco conveniente 

puede obtenerse una función gr(x) 

c.cr 11 d cuv:..v~d~ .6 e.gun.da. c.a n;Unua. y 

g (x) 
r 

que cumpla la misma condición (3) que fr(x), o sea, para r > rO: 

If(x)-g (x) I < €/2. 
r 

(4) 

Por 6.2.9 corolario 3, g (x) es la suma de su s.F. que es uniformemente 
r 

convergente. Si T(x) es una suma parcial de esa serie tal que sea 

de aquí y (4) se deduce (2). 
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6.3.2. Del teorema anterior, llamado teorema de Weierstrass de aproxima-

ción unifonne por polinomios trigonometricos se dewce el siguiente celeb.re 

teorema de Weierstrass de aproximación unifo·nne por po1Íllomios: 

TEORENA 

SJ.. f (x) e,6 c.on.t,i.nua en un bt-teJtvalo c.eNtado [a, b], paJLa. cada e: > ° eXÁ...6.:te 

un. poUnol7ú.o P{x) W que, pMa .:todo x de [a,b]: 

ji (x) - P (x) I < e:. (5) 

Por un cambio lineal de varia 

-'11' I x bIes puede logra rse que 
.,_ ... ..R;..,_....!.....--=_._--~~--r------;¡...-~ 

~1r < a < b < 1T. Prolortgando .la a 

gráfica de. f(x) eoil los segmentos 

(-7I',O)(a,f(a» y (b,f(b»(1T,O) se 

obtiene una función a la que puede aplicarse el teorema de 6.3.1. Entonces 

existe un polinomio trigonométri.co que verifica 

I f (x) - T (x) I <e: /2 (6) 

pa ra to do x de ['" b 1 • 

La serie de Taylor de centro O de dicho polinomio. trigonometrico tiene ra 

dio de convergencia infinito, por tanto converge unifonriemente e~ [a,b] y en 

tonces existe uns suma parcial P (x), que es un poli'nondo, tal que 

IT(x) - P(x) 1 < e:/l. 

Finalmente, de aquí y (6) se deduce (5). 

. 
6.3.3. La completitud d~e ~~.:tema oñ.:tonoñmal ~gonom~co. 

a. El teore~ de 5.6.3 da la equivalencia de la completitud de un conjunto 

ortonorw~l' {~ } (i), la unicidad (ii), etc. Es decir establece una equlvalen-
n . 

c1.a mu..:tua. entre varias propiedades de fundamental importancia: basta demostrar 
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una de ellas para que quedan probadas todas. Peto hasta ahora no 10 hemos he-

cho para ningún sistema ortogonal infinito. Esto es 10 que hacernos aquí para 

el sistematrigonornetrico. 

b. TEOREMA 

En el eópauo de H,UbeJLt E = 12[ -tr ,1T1 de.&u, óunwne6 de. euaclJta.do .útte.gJtable 

e.n [-1T,7T], el conjunto oM:onoJz.ma.l· {einx/$"}n E Z eon Z =' {a, ±1, ±2, ••• } 

( C?J'l-teJl.O.6) e..~ eo mp.ee:to • 

En virtud del teorema de 5.6.3, este teorema equivale a una cualquiera de 

las proposicir;nes sigu5;:,ntes: 

S.¿ f E I,.J~"y·!iJ ':f tÚ:J1e r·~d!..O.6 .tOdO.6 /.)(1)" c..F., entonces f = O, es de-
l. 

cir 9 pert2nBc,a a la C.l(;L:;;"~ dE: D. ,( ver 3.4.5) , donde -6 es la función dada por 

O(x) : O para todox. 

(iv) Toda tunc.io11 
,--

Jo. '- E .. ;8 la suma de ,su s. F, en la convergencia según la 

no nna de E, o sea: 

n ikx 
1/2 r' n . ikx 

lim IIf- /. e 
lim Jf (x)- ¿ e ,2 O • (7) ck 

::: c -'- dx = 
n-J.<:o k=-n h1T n...¡.oo k=-n kl2.iT 

-1T 

(v) Tgualdad de. PaJL6evo..f... Para todo par f,g de funciones de cuadrado in-

tegrable en [-n,1T] es 

(f , g) = J" f(t) g(t)dt = 
_1T 

siendo v. y d. los c.F. de f y de g. 
l. ~ 

i=-oo 
r c. d." 

l. l. 
(8) 

(vi) Igualdad de. P.LtágOltcW-PaJr..6e.val. Para toda función f de cuadrado inte 

grable en [-ii ,1T] es IIf 11 2 = 

f 1f (t) 12dt= I 
i=_cc 

-iT 

00 

I 'C .1 2 
con c. = (f, el> .), o sea: 

l. l. l. i=-cc 

con c. 
l. 

= J1T 

-1T 

f (t) 
, -int 
e 

dt (9) 
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c. Vemo.6:tJu:r.cú6n del. teone.mct. 

Probaremos la condición equivalente (vi), o sea la igualdad de Pit.agoras-

Pa rseva1 (9). 

Laf6rmu1a de Bessel (5.2.3) da, poniendo Sn(x) = 
n ikx ¿ c

k 
_e_; 

k=-n l2u 

= J
u 

IIf _ S ,,2 
n 

y entonces (9) equivale a 

Uf - Sn U2 = r If(x)- Sn(x) ,2 dx -r'0 para 11 -r a> 

o sea (9) equivale a que lO.6 POWW»Ú,O.6 :tJr.igonomltJúc.o.6 S (x) VE FOurÜER 
n 

a.pltOxlman a. f (x) en mecU.a. cuadlt..át.'¿ca.ta.n.to c.omO .6e ql.ÚeJUt. 

ParadeuIDstrar esto, en virtud 'de la propiedad de aproximación óptima 

(0) .. , 

(11) 

(5,,2 .. 2) hasta probar qUé: /Ji. f (Je) U utia,~ul'tcUón de. c.ua.dJta4o .lntegJta.ble en 
.. 

", . ~. " ' 

(i) Ahor.s bien, esto vale si f (JI:) es con:tim.l.CL en virtud del teorema de 

Weierstrass de 6.3.1 pues u~ sucesión WU:~oJtme.mente convergente hacia f(x) 

converge en media hacia f(x). 

(ii) Sea ahora f (x) /tea.! y propiamente integrable en (-1T ,u], y If (x) I ~ M. 

2l<11 
Dividamos [-1T,u] en r intervalos iguales por los puntos x. = .:rr + --

K. r ' 

(k = O,l, ••• ,r) y sea 

(r) = 
~ inf f (x). 

~-1 ~x ~~ 

Por definición de integral de Riemann (ver 3.4.1) es 

lim f ~r) (~-~-l) = r f(x)dx. 
~ k=l 

,(12) 
~'~. 

(13) 

La suma bajo el límite es la integral 
'h 
f gr(x)dx de ~fu~ción escalonada 

g (x) definida por 
r 

a 
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si 

A su vez, cada g (x) se puede reemplazar por una función h (x) c.on.tinua., 
r . ·r. 

con h (_'Ir) = h ('Ir), que cumplatamb:Ü~~ 
. r. r . 

y tal que: 

-'Ir 

y po r consi~~\1Íente: 

h (x) < f (x), 
r 

-'Ir 

.. 

Ih (x) I ~ H 
r 

para x + /lO, 

r [f(X>-h
r

(X)]2 dx < 2M r [f{x)-hr(x)Jdx 7 O para 

_'Ir -'Ir 

(14) 

. Sean S (r) (x) las sumas parciales de la s.F. de h(x). Entonces para cada 
n r 

r es en. virtud de (i). 

para (15) 

, 
·Finalmente, aplicando sucesivamente la propiedad de apro~imación 6ptima 

(5.2.2) Y la desigualdad de Minkowski (3.2.4 b) se tiene: 

y. de aquí se deduce, por (14) y (15): 

f'lrrf(X)-Sn(X)]2dx·70 para n700. (16) 

_'Ir 

(iii) Sea ahora f (x) una funci6n de cuadrado integrable. 

Entonces (ver 3.4.2 c) existe una sucesión de funciones hr(x) propiamente 

integrables, tal que-

, 
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J [f(x) ~ h (x)1 2dx ~ O 
r 

para 

y la demostración prosigue cotnOen el tramO de (14). a (16). 

6 • 4 • Co nv eJr.g enc..i.a. pw~tu.a.l 

6.3.3 

(14' ) 

\. 

6.4.1. La completitud del sistema trigonométrico (e
inx /I'lff )nE Z asegura ( 

(ver 6.3.3.a (iv» que la s.F. de una funci6n f E 12 [-w,w]eonveJr.ge hacia f 

-.segt1n .ea. noJuna. de I 2 : 

«XI ikx «XI ikx 
f = I e 1im r e EN 12• ck 

;: 
ck • 

k=-Q) l21T k=-n l2iT 
(1) 

Pero esto equivale a (7) de 6.3.3. o sea: 

ikx 
ir 

e ikx n 
12. = J If (x) 

n 
1
2 

dx "" O. limJf- r e lim I ck 
ck 

n~ k=-n $ n-+a» 
-1t . 

k=-n l2iT 
(2) 

o sea a la convergencia en media de orden 2 en el intervalo [_Tt ,11'}. Ent;¡;:mces 

la primera igualdad (1) tiene un sentido gtobal en el intervalo (-~.uJ, no 

se refiere a ningún valor particular x de éste y no puede sustituirse sin 

más por la igualdad puntual (o sea referida a cada punto x de [-11' ,11'1): 

ikx e (3) 

que tiene este otro significado: para el valor x que se considera, converge 

la serie nwn~ del s7gundo miembro. y su suma es el ntimeJLO f (x). 

6.4.2. Ahor.a nos planteamos precisamente este problema (confr. 6.2.1.). 

Fija.do un X del intervalo [-Tt,Tt1: 

PI' ¿ E.6 eo nv eJr.g e.n.te .ea. ~ eJÚe numltt.lca. I 
_«XI 

y si tal cosa ocurre: 

c e
inx II2ñ ? 

n 

P 2' ¿Co.i.ncúde ~LL ~Uma. con et vcif.olL f (x) de f en x? 

Si y s6lo si las respuestas son ambas afirmativas se puede reemplazar-p.!. 

ra .ese x- la igualdad (1) por (3). 
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6.4.3. Ejemplo~ 

a. En los ejemplos a y b de 6.2.3. este reemplazo de ~ por = puede 

hacerse PaJLa. todo x de (-1T,1T] y de [O,21T].respectivamente~ 

b. La serie 

1 - + cos x + cos 2x + ••• + cos nx + ••• 
2 

(4) 

no solo no representa ninguna función pues no converge para ningún x real, 

sino que tampoco es s.F. pues los coeficientes son a = 1 Y b = O. y no cumple 
n n 

la condición lin¡ an = O (ver 6.2.5). 

No obstante, las sumas parciales de (4) se mantienen uniformemen~e acota

das en cada subconjunto de [-1T ,1T] que excluya un entorno de x = O. Ello re-

sulta de la expresión 

D (x) = 1. + cos x +cos 2x + ., •. + ·cos 
.n· 2 

sen(n+ t.)x 
nx = . ., 1 

2 sen '2 x 
(5) 

que puede demostrarse d partir de la siguiente suma de una progresión geome-

t rica de razón 

n 

r ikx 
e 

k=··n 

ix 
e : 

-inx 'i(n+1)x 
e - e 
--------~------ = = 

1 
ix 

-e 

.. -i(n~21)x.· i(n+=-21 )x 
e . - e 

.1 . 1 
-~- x ~ - x 

e 2 - e 2 

(6) 

primer miembro de En efecto, agrupando términos en k y -k se ve que el 

(6) es Dn (x) y el último es sen(n+~' )x / sen ~ x pues -it it 
e - e = -2i sen t • 

. 6. 4 • 4. r ntegJuLe de ViJúc.hle:t 

Para ver si la s.F. 

. ao 
f(x) ~- + 

2 

Q) 

I (ak cOs kx + bk sen kx) 

k=l 

(7) 

converge para un x dado en [-1T,1T] , Y si lo hace hacia f(x), debemos ver si 

existe lim S (x),y si lim S (x) = f(x), n n 
n~ n-+ol 

siendo S (x) la ~uma ~eial de 
n 

(8) 
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s' (x) 
n 

n 

I 
k=l 

6.4.4. 

(a
k 

cos kx + b
k 

sen kx). (9) 

Procuremos expresar esta suma parcial en una fama miís mapejab1e y que 

nuestre su relación con f (x). Para ello reemplacemos en (9) los c.F. ak • bk 

por sus exp rl:l S iones (8) de 6.1.2.: 

1 1T 1 re f (t) cos kt dt + sen kx [ f (t)sen kt S (x) = ''ln' f f (t) dt + - l coi:;.: kx 
n 'Ir 

k=l 
-1T -1T 

-1T 
1T n 

1 f f (t) [1.+ L (cos kx • cos kt + sen kx sen kt)l dt = :;:;: -
1T 2 k=1 

-1T 

f1T r n k(x-t) ] dt, 1 f (t) 1. + r cos 
= -rr . 2 k=1 

-1T 

o sea, en virtud de (5) : 
1T 

S (x) = n, ' ;; f i(t) D {x-t)dt 
n 

,(JO) 

-1T 
sen(n+!)t con' 

1.+ 
n 

D (t) = 
kIl 

cos kt == .0 

n ... ' 1 ¿ 
2 sen - t 

(11) 

2 

El segundo miembro de (lO) se llama .i.ntegJtal de V.i.Jt.i.c.h,ee.t y la función 

(11) núc.leo de V.fJU.c.hi.e:t. Tanto S como D soh funciones periódicas de perio-n n 

dd 

do 21T ; extendiendo f(t) por periodicidad· mediante f(t-2k1T) = f(t)(- 1T ~ t ~ tr) 

se obtiene de (10) con el cambio de variables u = x-t 

1T 

Sp(x) = ~ J f(x-u) Dn(u) du = 

, O 

= ! f f(x-u) 
-rr 

=; (f(x+t) 
O 

1T 

D (u) du + 1. J f (x--u) n 1T 
O 

D (-t) dt + 1 J1Tf (X-t) 
n 1T 

O 

y de aquí resulta, puesto que D (-t) = D (t): 
n n 

1T 

D (u) ~ = 
n 

D (t) dt, 
n 

s (x) 
n = ; fCf(x+t) + f(x-t)} D (t) dt. 

n 

O 

(12) 

(13) 

(' 

,( 

( 

' ( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 
\. 

( 

¿ 
( 

( 

( 
(' 

( 

(, 

( 
( 

( 
( 

( 

( 

( 

( 
( 
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6.4.5. ConcUciffn de. c.onveAgel1ua. 

Para la función constante f(x) = 1 es a o = 2, ak = bk = O (k = 1,2, ••• ); 

po r tanto S (x) = 1 Y resulta de (13) n . 

rr 

1 = 2 f Dn(t) dt. 
rr O 

(14) 

Fijado un x p la s,F, (6) converge con suma S(x) si y sólo si 1im S (x) = S(x),o 
n 

n~ . 
sea) si y sólo si 

1ím [S (x) - S (x) J = O • 
n n->o:l 

P(~ro~ en virtud de (13) y (1t,) , es 

rr 

S (x) 9' S(x) o: l_ f (f(x+t) + f(xu,t)~2S(x)] Dn(t) dt. n 
tr. O 

Ent:o:a.~es " paJLd c.ada.·x ~ lit!:. F CO}WIY1..g.zc,on .6uma S ex) ~.f y 6d.f.o id. 

( 

Um J[f(x+t) .,.. f(x=t) - 2S(x)1 Dn(t) dt = O lO 

n-~ o 

6.4.ó. Ee. te..olc.e.ma de .foc.aJ."¿zac.,{.Di1 de Riema.nH 

LEHA 

(15) 

(16) 

(17) 

Sea f (x) a.b.óCi,ln,tame¡i-te -úttegfuc.b.ee el1 [-rr p rr J Ij 5 un narnVLO:ta.e que O < ~ < 71' • 

Ento HC.e.6 : 

lim f(f(x+t) +'f(x-t)] Dn(t) dt = O. 
n~ 8 

Fijado x definamos en (-rr,rr] una función g por: 

g(t) =-0 si ¡tI <8, g(t) f(x~t) si 

= ~en -f~ 

Entonces g(t) es absolutamente integrable, es 

(l8) 
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11' 11' 

J [f(x+t) + f(x-t)] Dn(t) dt = f 
6 -11' 

1 g(t) sen (n + -)t dt 
2 

Y se aplica 6.2.10 ~. 

TEOREMA DE LOCALIZACION 

Sea. "f (x) a.b.6olu.tam·e.nte .lYLtegJta.ble en [-11'.11'] Ij x E [-11',11' J • La .6. F. de f 

c.onveJtge en. x .6.(. y .6d.to .6.(. e1Ú.6:te Wt yu1meM 6 . c.on O < 6 < 11' t ta.t que ex.l.6ta 

lim 
n-+<>o 

6 

f ("f (rlt) + f (x-t) 1 
O 

D (t) dt • 
.n 

Ademd.6, .6.<. el .umLte erute U .f.gLLal a .ea .6U1n:t de .ea .6eJt.i.e (lJl x.· 

Ve¡y() .6 tlta.c..w VI. 

(19) 

En virtud de (13) y (18), existe lim S (x) si y solo si existe el limite 
n~ n 

(19). y encaso afi"nnativo.es . igual a éste. 

Noto. 

In teorema de localización establece que el comportamiento de la s.F. de 

f en x esta determinado por el comportamiento de f en un entomo arbitraria-

mente pequeño de x. El resultado es sorprendente pues en el valor de la s. F. 

en un punto X intervienen todos los c.F., cada uno de los cuales depende de 

.todo.6 los valores de f en [-11',11'}. Pero (18) nruestra que para n~ el integran-

do se diluye en infinitas oscilaciones que se .compensan en el ltmite, y si no 

ocu rre otro tanto en la i:ntegral (13) es por el de~ominado r de Dn (t) t nulo 

en el origen, siendo este y su entorno 10 que influye solamente en el límite. 

6.4.7. EjCVLc.-l..W.6 
co 

ix 
e = cos x + i sen x 

x ~ n· 
a. Utilizando e = l. x In! y 

O 
sumas de las series 

c (x) =. 1 + ca s X + 
1! 

cps 2x + 
2: 

cos 3x + 
3! 

••• 

calcula r las 

( 

( 

( 

, 
\ 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

e 
( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 
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s(x)"= sen x + sen 2x + sen 3x 
~-,;;.-. + .•. 

1! 2: 3! 

[lncU.c..: Formar c + is yc- is.] 

b. Separando partes reales e imaginarias en 
00 

t ( ix)n r. e == 
1 

b: ' 
1-re 

(O < r < 1), 
n=O 

probar que 

1 + ¿ 
n=l 

n 
r cos nx = 

co 
1-r cosx r 

2' l.. 
1-2r cos :¡..+r n=l 

n 
r sen nx = 

co 

c. Obtener (5) utilizando la identidad 

1 
sen(k+ -)x sen(k - l)x = 

2 

1 
2 sen - x. cos kx. 

2 2 

6.5. CR!1'ERIOSOE CONVERGENCIA 
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"r. sen x 
2 

1-2r cos x+r 

(20) 

6.5,1. Vimos en 6.4.5. que para que en un punto X la s.F. de f(x) conver-

ja hacia S es necesario y suficiente que 

1T 

lim f 
n~ 

[f(x+t) +.f(x-t)- 2S] Drt(t) dt = O (1) 

O 

El teorema de localización (6.4.6) pennite reducir el intervalo de integ~ 

ción a [0,0] cualquiera que sea o> O , pues la integral en [15 ,1T] tiendesiem

pre a cero para n-+«> • Si ademas se reemplaza en (1) D (t) por su expresión 
n 

(11) de 6.4.4., se tiene la condición equivalente 

5 

lim f f(X+t)+ f(x-t)- 28 1 
dt O sen(n + -)t = (2) 

n~ 2 sen(t/2) 2 
O 

Esta condición (2) se cumple, (en virtud de 6.2.10 e) si el primer factor 

del integrando es una función absolutamente integrable, y entonces resulta 

este criterio de convergencia: 
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TEOREMA 

Con~c~6n SUF1C1ENTE pa4a que la ~.F. de f(x) conv~ga con ~uma S en el 

punto x u que la 6unu6n de ,t 

F(t) = f(x+t)+f(x-t~-2S 
2 sen(t/2) 

.6ea. ab.6ofu,tamen:l:e We.gJtab.e.e en un b!;teJtva1.o [0,15 J con o > O. 

6.5.2. Puesto que la función 

G(t) = 2 sen(t/2) 
2(t/2) 

= ..;..2 .....;;s;;..;.e...;..n~( t,;...:./...;;;;2.;...) 

t 

(3) 

completada por G(O) = O, es continua y acotada en todo el eje real,' F(t) es 

absolutamente integrable si y sólo si 10 es el producto F(t).G(t) y así resu! 

ta de 6.5.1 el sencillo y eficaz criterio siguiente: 

. CRITERIO DE DINI 

Co »cU~(d¡'l SUFrC! ENTE palla que .f.a. ó. F. de. ~ (x) conveJtga con ~WM S en el 

. pu.wto x U qu.e ex..U:ta un nttmeJw B >0 :ta..t que .ea. 6unc.i.6tt de t 

H(t) = t(x+t)+f(x-t)-2S 
t 

.6 ea. ab.6oltt.:l:a.men:l:e bttegJtab:e.e en el b!;teJr.va1.o [0,15]. 

E.6:to equ.,i.va1.e a que .ea. 6un.u6n 

K(t) = f (x+t)-f (x) 
t 

. .6 ea ab.6ola:tamente WegJtab.e.e en. [-o, 8] • 

La última parte resulta de la identidad (ver 6.5.7 a.): 

r K(t)dt = r H(t)dt. 

...a O 

(4) 

(5) 

(6) 

No.ta.. En particu1a r, pa ra S = f (x) se tiene una condición suficiente para 

que en un punto x la s.F. de f(x) con.veJt. a y JtepJtuente a la función. Las fun 

ciones H(t) y K(t) son ahora, respectivamente: 

= f(x+t)+f(x-t)-2f(x),. HO(t) 
_f .... ( x+---:t );.......;._f (.:...x~) KO(t) = (7) 

t t 
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6.5.3 a. Diremos que la función f (x) satisface una concU.ci.c5n de UP.6CWZ 

con constante M y exponente h, o que f (x) pertenece a la c1.a.6e LipJ1, .H ~ O, 

O < h ~ 1 si , 

I f (X+ 1 ) -f (x) I ~ N. I t I h. {B) 

b. Por ej emplo, la clase L'iPt-r1 consta de las funciones con .Jz.az6n i.nc..Jz.emen 

;ta.,i r f (2I.-rt)-f (x) lit aco tada, de módulo ~ H. En pa rticular. Si f (x) tiene de

rivada acotada: 1f t (x) I ~ MJ entonces f(x) E LiPM1. 

c. La clase Líp h es por defúlición el conjunto de todas las funciones 

f (x) que verifican (8) para a.fgún M, o sea: 

Lip h = l:J > Lip h. 
!vI O M 

6.5.4, Del criterio de Dioi se deducen varios importantes criterios que 

dan condiciones suficientes sobre la función f (x), para que ésta sea dUaNto 

.Uab·e.e e.n .6.F. (es qecir, para que la s.F. de f(x) converja hacia f.(x» en un 

punto x o en lIn intervalo. 

COROLARIO 1 

S.L .ea. óLlnc.-i.61'l c.on:ti.nua. f (:;:) peJL..tenec.e a Lip h con O < h ~ 1, U dualUz.oUa. 

ble en .6. F. 

En efecto, en tal caso existe un H ;;;;.: O tal que 

I K (r) I = If (x+t).-f (x) 1 ~ M t h- 1 
O t 

(9) 

y esta desigualdad asegu ra la integrabilidad absoluta de KO (t) en un in terva 

lo e ~ ,8) (5 > O) • 

COROLARIO 2 

La. 6anuón f (x) e.6 dUaNr.oUable. en .6. F. e.n :todo punto donde adrnfta deJÚva. 

da ·6~{;ta 

En efecto, en tal caso es f(x) E Lip L 
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COROLARIO 3 

S-l. en un pu.nto x de cU.6con.:Unui.dad ele. pIl-Únelt.a upQ.c..ie ambM JUtmM adm.i..ten 

.tange.nte.&, la s. F. de 6 c.onveJtge. en x hacia. e..e pJtomecUo r f (JetO)+f (>:-0) 112. de 

lo.ó UmUe.6 WeJUtlu, 

En efecto, en tal caso, poniendo en (4) 

s = ff(x+0)+f(x-0)//2 (lO) 

resul ta 

H(t) = f(x+t>-f(x+O) + f(x-t)-f(x-O) 
t t 

(11) 

y ambos terminos del segundo miembr.o son absolutamente integrables en [0,6), 

6.5.5. El criterio siguiente, que no demostraremos, se refiere a un inter 

valo (y no a cada punto x como el de Din!): 

CRITERIO DE JORDAN:. 

La .6. F. de una nu.nc..ú1n ab.óo.eu..:tamertte .&ltegJtable f (x) c.onveJt.g e en todo .&1-

~eJt.vai.tJ donde f(x) tenga vaJúac..i.ón ac.otada (6.2.6). La c.onveJtg~~sf.44~ wú60lt 

me ha.c.1.a. f (x) en cada. ,()z;teJt.va1.o hl:teJúolt. a un .i.n:teJtvai.tJ de c.onti.nLúdad, y 

en .f.IJ.6 pu.n:tD.6 de d.i..6c.ont.&u.údad de plÚmeJta. e.ópeue la. .6. F. c.onveJtge ha.c.i.a. el. 

plt01jJ.e11..lo· (10) de lo.6 UmUu lateJta.eu. 
,r' .~'" • 

l"" ", . 
6.5.6. Los ejemplos siguientes nuestran que los criterios de Dini y de Jor 

dan no se incluyen uno al otro. 

a. Para f (x) = l/lnO/x) en O < x < 11'; f (x) = Oen 11' ~ X ~ 2" se cumple el 

( 
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( 

( 

( 
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( . 
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( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

l. 
( 

( 

( 

( 

criterio de Jordan con s. F. convergente. pero en x = O no se cumple la condi- ( 

ción de Dini pues 

r· . ·dt/t 1 ~ 
-,.,;;.;..;;- = r -In (In -) 1 = + COI 

lnO/t) t O 
O 

b. En cambio·f(x) = xh sen{l/x) en O < x <11' (O < h < 1). f(x) = O en 

" ~ x ~ 211', cumple el criterio de Dini en x = Oeon s.F. convergente, pero 

( 

( 

( 

( 
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f(x) no cumple el criterio de Jordan pues no es de variaci5n acotada. 

6.5. 7. Ej eJtuCÁ.fJ.6 

a. Demostrar la identidad (6) descomponiendo en dos el intervalo de inte-

gración del primer miembro. 

b. Verificar que para funciones definidas en un intervalo finito [ath] es 

Lip h :J Lip k si O < h < k ~ 1. 

c. Verificar que si f (x) cumple (8) con h > 1, para todo X, se reduce a una 

constante. 

r· 
6.6. SERIES DE COSENOS Y SERIES DE SENOS 

6.6.1. Una función f(x) se llama p~ si fe-x) = f(x). Por ejemplo cos x, 

2 4 pues cos(-x) = cos x ; f (x) = 2-x + 3x , y "todo polinomio con potencias de x 

de exponentes " pares. La.furtciónf(x) se "llama .i.mpaJi. si f(':'x) ="-f(x); ejemplos 

se"n x¡,pues sen(-x) == ... sen x; f(x) ;"'3x -} t Y todo polinomio con potencias de 

x de exponentes impares. Las funciones 

f(x) = sen x + cos x 

no son ni pares ni impares. 

g(x) 2 = x-2x 

6.6.2. Nos sera útil el sencillo lema siguiente sobre la integral de una 

función par o de una función impar en un intervalo (-L,L) simétrico respecto 

del origen: 

LEMA 

S-I. f (x) e6 PAR .6e .tiene (fig.l): 

f (x) dx, (1) 

fj 1.:.-1. f (x) v., 1MPAR I.:.e .tiene (fig. 2) : 

f
L 

f (x) dx = O. (2) 

-L 
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f (x) 

.~ 
-L 

x 
., 

-L L 

Fig. 1 Fig. 2 

Este lema es intuitivamente E!\7iderite y su demostración se hace en ambos ca 

JL en JO + fL sos descomponiendo J
o 

(Ver y haciendo un cambio de va riables en 
¡ 

6.6.5 a). -L o -L 

6.6.3. Para representar una funci~n f ex) por sus. F. en un interValo..de 

longitud 211 la prolongaremos por periodicidad a partir de .~l. En· las figuras 

3 y 4 se representan funciones en r -1T,7T1 y en r 0,211'1 respectivamente, y ambas 

se prolongan por periodicidad 

!I 
I I I 

I , I 

I I 
I 

I I 
I I 

\1 x 11 x 
-11' O 1T 21T -21T 

Fig. 3 Fig. 4 

como indican las líneas de trazos. 

Del lema anterior se deduce: 

TEOREMA 

Si. f (x) e.6 PAR .6U .6.·F. U una. .6vúe VE COSENOS: 

( 
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yu 

f (x)cos 

f(x) ~aO+ I 
2 k=1 

a cos llX, 
n 

. ·2 r nx dx =- . .. f(x)cos nx dx, 
1T. . 

O 

S.i f {x} el.> 1MPAR .6U .6~F. U WU1 .6eJúe VE SENOS: 

yu 

co 

f(x) ~ r 
n=1 

b sen nx, 
n 

f (x) seD 'aX eh 2f = -7T f (x) sen nx dx, 

o 
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(3) 

(n = 0,1,2, ••• ) (4) 

(5) 

(n = 1,2, ••• ) (6) 

Se aplica el lema de 6.6u2 a las integrales en los segundos miembros de (4) 

y (6), pues si f{x) es ~. es 

y f(x) sen ux .impaJr., 

y si f (x) es .impa..l[p es 

f(x).cos nx im/~, y f{x) sen nx pa/L. 

6.6.4. Una función f(x) se puede desarrollar en un .inteJl.va.l.o de R.lmg.(;tud 

7T en una s.F. de cosenos, y también en una s.F. de senos. Por ejemplo, si 

f (x) está definida en r O,7TJ J si se prolonga al intervalo r -7T ,01 poniendo 

fe-x) = f(x), f (-x) = -f(x) (7) 

se obtiene, respectivamente, una funci6n par'o una función impar, cuya s.F. 

es, respectivamente, una serie de cosenos o una serie de senos. 

6.6.5. Eje~cicio.6 

a. Demostrar el lema de 6.6.2 

b. Sea f una función real definida en r -7T ,7T], Y 

g(x) = f(x)+f(-x), h(x) = f {x)-f (-x); (8) 
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(i) Probar que g es par y h es impar; 

(H) Deduci r de aquí que toda función real en [_1T ,1T] puede expresarse como 

. suma de una función par y una funci6n impar. 

es 

y 

en 

c. Demostrar que si 

. a O 
f (x) '\, - -1-

2 

<Xl 

L (ak cOs kx + bk sen kx) 
k=l 

f(x)+f(-x) . a O ~ 
2 

'\, -- + l ak cos kx, 

f (x)-f (-x) ____ ._~ "l. 

2 

2 k=l 

L bk sen kx. 
k=l 

«> 

d. Mostrar que si f es impar y f (n) 't. ¿ C en tonces e = -e .• 
n n -n 

(X) 
n=-oo· 

Mostrar que si f f (x) "J r inx 
.e. es par y e e n entonces c = e . n -n 

:-t".ú 

f. Verificar que en (0, 1T 1 es .. '. 

1T 1T [ 1 3 1 1 x = - _.- co s x + -- ca s x + - ca s 5x +. •• . 
2 4 32 52 

g. Verificar que la s.F. de·f(x) = (1T-:X )2 en [o,21Tl . d es una ser~e e cosenos. 
2 

h. (i) Mostrar que los desarrollos de Fourier de 

f(x) = 1T/4 . en (O,1T) (9) 

series de cOSEmos y de senos son respectivamente: 

f (x) 
1T 1T '\, -'- = - cos O 
4 4 

(lO) 

f (x) '\, x + sen 3x 
+ sen 5x + sen 

3 5 
(11) 

(ii) Interpretar las figu ras: 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

l. 
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es 

-1r b 

I 
t 
I !> 

(iii) Expresar la suma de la serie en (11). 

(iv) Decir para qué valores de x puede reemplazarse'" por = en (11), 

L Obtene r de h la suma de la serie numérica: 

"" "4 = 1 
111 --+---+ ... 
3 5 7 

j. (i) Nostrar que la s.F. de senos de 

en 

en 

f( ) ~ i [ + sen 3x + sen 5x + 1 x sen x 2 ••• 
1r • 3 52 
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(12) 

(13) 

(ii) Interpreta r la figu ra siguiente y ~stra r que representa la suma s (x) 

de la serie (13). 

-rr /2 o 

\. / 
\. / 

\. / 
\. I ./ 

,1/ 

/ 

/2rr 

./ 
/ 

/ 

(iii) Decir para que valores dC' x puede reemplazarse'" por = en (13). 



Cap!tu10 7 

LA TRANSFORMACION DE FOURIER 

7.1. $ERIE DE FOURIER EN UN INTERVALO .CUALQUIERA 

7.1.1. El conjunto de funciones 

nx nx 
1, cos -X' sen """1'; (n = 1,2,3,. •• ) (1) 

es ortogonal en cualquier intervalo [a, a+2~A] de longitud 2"A, respecto del 

producto escala r 

f
a+2~A 

(f,g) = f(x).g(x)dx. (2) 

a 

Con respecto al correspondiente sistema ortonormal (ver 7. 1.3 a) la s.F. 

de una función f(t) es 

con los c.F. dados por 

a = --.!. fA. f (x) nx (n 0,1,2, ••• ) cos r dx, = n ~A 

..:.~ A. 

b = --.!. f~A f(x) nx (n 1,2, •.. ) sen r dx, = n ~A 

-~A. 
.. 

J 
7. 1. 2. E j emp.to 

Representar en s.F. en el intervalo [a,b] la funci6n f(t) dada por 

f (t) 

f(t) = 

Es A 

1 
2" para a < t < a+b 

2 
1/2 ·----~l --- I 

I 
I 

O~ __ ~ ____ ~ ____ ~I~ ______ ~t 

i:t a+ lb 
2' 

I para a;b < t < b. 
.;.'1. -1/2 ___ J 

2 
= (b-a)/(2~). Prolongando f(t) como función peri6'dica de período 

2~A. = b-a resulta una función hnpa/t de x-a. Es a = O Y 
n 
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(3) 

(4) 

( 

.1, 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 

( 
( 

( 

( 

( 

( 

( 

r 
( 

( 
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b 
-__ 4 J(a+b)/2 1 

-,sen 
n b-a n 

21Tn (x-a) dx = 
b-a 

O 

Entonces 

f (t) 
2 

'V-
1T 

7.1; 3. Ej eJ/.c.iuo.6 

Q) 

~ 1 ( 21T(2k-l) (t-a) 
l. 2k-l sen b-a 

k=1 

(n impar) .. 

(n par), 

(5) 

a. Hallar el sistema ortonormal correspondiente a (1) con respecto al p~ 

ducto escalar (2). 

b. Obtener (3) y (ll) mediante el cambio de variables x/A = x'. 

c • Reducir el ejemplo de 7. 1. 2 a 6.6.5 h mediante un cambio de variables. 

7.2. INTEGRAL DE FOURIER 

7.2.1. Reemplazando en (3) a y b por sus expresiones (4), la s.F. de n n 

f(x) en el intervalo (-1T>.., 1TA) se ~Jede escribir as!: 

f(t) ,;. ;1TA fA f(x)d~ + 
-n). 

+ l 
n=1 

[ 1Ti fA f(x) 
J -1T A 

nx n~ 1 fA COST"tlx.COST"+;r f(x) 
nx 

sen -A dx, sen T!- ] • 
-1TA 

. 1 [A 
= zr.r -1T' f(x)dx + I 

1\ n=1 

1 --1T't.. c/ (x) (cos ~x cos ~t + sen ~x s~n ~t] dx, 

o sea: 

f (t) 00 _1 fA () 
f (x) dx + l 1TA f (x) cos n ~-x 

n=1 -1TA 

dx, (6) 

n' n+l n 1 
Pongamos X = wn y 6wn = wn+1 - wn = -1..-- - X = X' Entonces la serie en (6) 

puede escribirse así: 

¿ 'P (w ). 6w 
n=1 n n 

(7) 
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siendo 

-- 1T"1 fA ~(w) f(x) cos w(t-x)dx. (8) 

-1TA 

Procedamos ahora sin preocuparnos por las condiciones de validez de las 

consideraciones puramente fo rlllales que siguen: 

Queremos representar la función f (t) para -todo t real. Para pasar del i~ 

tervalo (-1TA, 1TA) de la representación (6) a toda la recta real R debemos 

hacer A ~ "". Las ,~eIt-iu (7) se asemejan 

be conjeturar que aproximan la integral 

a las 6u.mct.6 (finitas) de Riemann. Ca 

f~~(W)dwt y entonces para A ~ "" la 

representación (6) se convierte en O 

1 Jco foo f(t) ~:; dw f(x) ces (~\(t~X)dK. (9) 

O _00 

Esta ~s la llamada -i11:teglta..e. de FOU'L.t.eJt que (ccn Ciertas restriccl.ones, co 

mo las que veremos en 7.2.3) representa en (_,00,0:.) la funciónaJt..b.U'JLaJr..ia f (t) 

en la misma fo rma en que una s. F. representa una función peJú.cfcUc.a. 

Nótese que en la :integral reiterada (9) no puede invertirse el orden pues 

la integral f"" cos w(t-x)dw'no es convergente. 

O 
7.2.2. Puesto que 

cos w(t-x) = cos wt.cos wx + sen wt.sen wx, 

(9) se puede escribir 'en la siguiente fonna, mas parecida a una .6eM.e de Fou 

rier: 

f(t) 'V J<Xl (a(w).cos wt + b(w).sen wt)dw, 

O 

siendo (análogamente a los c.F.): 

a(w) = ~ foo f(x).cos wx.dx 

b(w) = ~ fco f(x).sen,wx.dx 

_00 

(la) 

(11) 

\ -

(, 

( 

( 

<. 

( 

( 
( , 

1, 

( 
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7.2.3. Sería difícil justificar lógicamente la línea intuitiva de pensamie~ 

to que hemos seguido al final de 7.2.1. Es mas fácil demostr.ar directamente co 

mo con las s.F.,· condiciones para que la integral de Fourier (9) c.on.VeJl,iay a-

dernás JtepJr.e6ente .ea. nunc..l6n f (t). Por ej emplo vale el teorema siguiente, que 

no demostraremos (ver Rey Pastor, Pi Calleja y Trejo: Análisis matemático, III, 

§ 99-2): 

TEOREMA 

S.f. f (t) e.6 ab.601.u:ta.men:te WeglLa.b.e.e en (_co,co). en ~odo pun-to t en el. c.ual 

.6e c.umpR.a.n c.oncUc..i.Dne.6 .6uó.f.c,,¿enA;u de c.onvéJtgenc..ia. de .ea. s. F. de f (t) hac...{a 

S, e.6 

; fco. fco " dw f(x) cos w(t-x)dx = S, (12) 

o _00 

O.6ea.: . 
CO ..... 

s= J (a(w). cos wt + b (w). sen wt} dw. 

O 

7.3. l'RANSFORMACION DE FOURIER 

7.3.1. Sea f(t) una nWlwtl paIl.: f(-t) = f(t). Entonces, en virtud de (11) 

es b(w) = O Y (13) da, para S = f(t), la expresión: 

f (t) = ; j'lO cos wt. dw 

O 

fCO f(x) cos wx.dx, 

o 
(14 ) 

e 

llamada óóJunuR.a del. C.O.6 eno de .ea. 1.ntegJtaR. de Fou'ÚeJl o también .f.n:tegJta.t de 

FOU/l.-leJL-c.O.6 VIO. 

Poniendo 

la fórmula (14 ) da 
c 

F c (w) = Ifr fco f (x) COS I.iJX. dx, 

O 

f (t) = {{¡ fco ~ C (w). cos tw. dw. 

O 

(15 ) 
e 

(16 ) 
c 
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Las expresiones (15 ) Y (16 ) muestran que existe una relación recíproca 
c c 

entre las funciones f (t) y F (ol): se dice que son tlr.a.YL6ÓOlLmada..ó de FoUlUeJr. c 

pOJr. el. cOl.leno (o de FoUJÚeJL-col.leno, t.Fc ') una de otra. 

Indicando con ~c la transformación de Fourier-cosEmo (15 c ) y (l6c) se ex-

presan respectivamente así: 

F = 'f:' (f) 
c c ' 

~. 

f = ). (F ) 
c c 

de donde resulta, reemplazando la primera en la segunda: 

f = 'F (1: (f) ) 
ce' 

y de aquí, aplicando a amh(")s miembros la ;úLanóÓo'l.ma.c.ú1n -lnveJr.va. 't-1: 
e 

o sea: .ea -tnveJWa de <y e.6 la múma t . 
e '. e 

(17 ) 
e 

(18 ) 
c 

7.3.2. Si f (t) es Una bUI1C'¿ÓI1-Únpalr.: f (-t) = -f (t) ~ por (11) es s(ol) = O 

~~¡3) da, para S = f(t)g 

f(t) = ~, JO:; sen l:it.dr.u JCJ:>f(:K) sen úlx.dx, (14 ) 
s 

O O 

llama da 6c1Jt.mu1.a. del I.l e.YW de .ea. ..f.J1-tegJr.a.e. de FouJÚeJl., o bien .i.nte,alLal de FOLVl..i.eJr.-

I.le.na • 

Poniendo 

(14 )da: 
s 

F s (ol) = ~ Jco f (x) sen olX. dx, 

O 

f ( t) = ~ ro F s (ol) s en tOl. dOl. 

O 

(15 ) 
s 

(16 ) 
s 

(15s ) y (16s ) expresan una relación recíproca entre las funciones f(c) y F$(w): 

se dice que SOn bz.(U1..6 n0Jz.maCÚL6 de FoUll.,[eJl. poJz. el I.l eno . (o de, FOu!ÚeJl.-6enO, t. F s' ) 

:.lna de otra. 

1, 

/ 
\ 

( 

1". 

I 
'. 

l ' 

\ 

f 
{ 

f,< 

( 

( 

( , 

( 

( 

( 

( 
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I 
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Indicando con'r la transformaci5n de Fourier-seno (15 ) Y (16 ) se expr!:. 
s . s s 

san así: 

F= 'ts(O, s . 
f = ~ (F ) Ys s t 

y de aquí resulta sucesivamente, como en 7.3.1: 

y 

. 7.3.3. FoJtm:t compleja 

f - ~ (~f) - 1s );'; , 

~ -1 (f) = 'r (f). .r s s 

(17 ) 
s 

(18 ) 
s 

(19 ) 
s 

Con~ideremos la fómu1a (12) para S = .f (t) -(caso en que la integral de 

Fourier representa a la función), o sea: 

f(t) =;. Jo:! dw r"'f(X) cos w(t-x).dx • 

. 0 -~ 

Puesto que la integral interior 

Jo:! f (x) cos w(t-x). dx 

_CO 

es 6unci6n p~ de w, se tiene 

f(t) = 1- JOco dw Ico 
f(x) cos w(t-x).dx. 

21T . 
... 00 _00 

Por otra parte es 

O = ~1T f codW fco·f(X) sen w(t-x).dx, 
_O'l _co 

pues la integral interior es 6un~n ~~ de w. 

(a) 

eb) 

Sumando miembro a miembro (a) y (b) se obtiene la llamada bz:teglta.-t de 

Fo~~eJt en 6oJtm:t.compleja: 

f(t) = ~1T Ice dw Ice f(x) eiw(t-x).dx. (14) 
_ce _ce 

De aquí resultan las siguientes fórmulas, ahora no completamente recíprocas: 
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F(w) = _1_ foo f (x) e-iwxdx, 
.f2; 

_00 

(15) 

1 feo iwt' f (t) = - F(w)e dw,. 
& " ' 

_00 

(.l6) 

Lrl función F se llama ~at~óa~mada de Fa~~ (t.F.) de f. La fórmula (16) 

también se puede esc ribir (poniendo T = -t): ' 

f
eo 

1 , -iWT 
f(-T) =~ F(w) e dw, 

$' _eo 
,. 

de suerte que si se indica con f lá t.F. de f, se tiene: 

" " f(T) = f(-T). 

(17) 

(18) 

Indicando con ~ la bz.cU't~6oJ{ma.c{6n de Fourier, (15) y (16) se escriben res 

pectivamente: 

F ::: r(f)" 

pero ahora es t'-l .¡. '~. 

7.3.4. Ej~ciclo~ 

a. Hallar las t.F y t.F : 
e s 

'fc(f) ={!; f' f(t) cos l.llt.dt, 

O 

~ (t) ={tf"" f(t) sen wt.dt, s 11' 

O 

de la función (decrecimiento eX(lcmencial): 

(h > O, O :so;; t < 00) • 

ln~~aci6n: Integrando por partes se obtiene 

y de aquí se despejan: 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(1 
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(24) 

. b. Con las notaciones de USc)' 05s ) y (15); verificar que si f(t) es una 

'. f~nción 1Leal.: 

¡ 

(i) Las partes real e imaginaria de F(w) son respectivamente: 

R(w) = Rel F(w) 1 

(ii) R(w) es pár e l(w) 
R(-w) 

(iii) 

= ~ fW COa wt f(t)dt~ 
121T _W 

. 1 (1.11) = lml F (w» = .:L JQ> sen wt. 
..'2; 

es impar: -~ 

= R(w), 1(-w) • -1(1.11); 

-F(-w) .. F(w). 

c. Con las notaciones de b es 

.' 1"{w) = R(w) + i l(w) al.F«(¡)~.ei.\D«(¡) 

éiendo ~«(¡) el argumento de F(w): 

I(w) 
..p (w) = arg F(w) =- atc tg - • 

. R(w) 

f(t )dq (25) 

(26) 

(27) 

. (28) 

(29) 

Se llatilá upec.:tJto de amp.tUud de f(t) al valor absoluto /F(w)1 de su t.F., 

y e.6pe.cbr.o de 6Me de f(t) al argumento tp(w) de su t.F. Verificar que.4.( f(t) 

u 1Leal. su espectro de amplitud es par y su espectro de fase es impar: 

f(t) real ~ (/F(-I.II)/'" IF(w)l. It'(-w) = ....p(w)].. 

[lncUc.a.c..ú5n: (27) 1 • 

d. Probar que la t. F. de la funci6n decrecimiento exponencial (22), o sea 

es 

f (t) =' {Oe_ht si 

si 

t < O 

t ;>0. 

F(w) i:: L....L. ; 
l21t h+icJ 

(30) 
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(i) Po r cálculo di ree to ; '> 

(ii) Utilizando (25) y (24). 

e. Verificar que la t.F. del pui..60 uvúdad (fig.): 

es (fig.): 

, 
.... . ' ':" 2" 

p( t) 

1 

o 

F(w) 

1 
? 

r 1 . si· 

p (t) = t O 
si 

t 

'l .. 

·Itl ~ 1/2~ 
If I > 1/2, 

tll 

f. Verificar que la transformación de Fourier. es UneJll, es decir: .6.i. 
. . • ",'¡" • '.~ 

.. ~ [f .. l (t)] '= F.1 c"w~ d ~ [f 2:~t)] =; F ~ (w~-!: .- ... 
~ ~. .: 

g. Verificar qu~ si 1r[f(t)l = F(~) Y c es una constante real, es 

.~ 1 w 
~ (f(ct») = --- F(-). 

.Iel e 
Nom· : " O", 

7.3,4 

(3l) 

(32) 

(33) 

(34) 

(34) es la pJl.op-Ledad de c.omtJll.e.ó·ú1n-expcul..6..t?n de la t ransfor¡nación de Fou

rier: la grafica de f(et) se,'obtiene de la de·f(t) c.on.:tlc.aylndo.f.a etl.i.a. uc.aht 

del tiempo t por el factor e, y la gráfica de F(w/a} se obtiene de la de 

F(w) expancUlndDla. en la. e.óc.afu. ~e 6..Jtec.uenc-lMpor el miSlll> factor c. 
... 

h. Calcular la t.F. del pul40 un-LtdJtio de attuña h: 

e, 
( 
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7.3.4 

(i) Por calculo directo 

si 

si 

Itl ~ 1/(2h), 

Itl >1/(2h)¡ 

(H) Utilizancb (32), (l3) y (34). 

1 sen[Ol/(2h)J al __ . __ --;.-, ~ ____ 

¡:¡;¡ ol/ (2h) 

Nota. 
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(35) 

(36) 

Las gráficas de Ph(t) y de Fh(Ol) son l~s representadas en e, cambiando a~ 

"baCl escalas en la primera y solo la de ab51cisas en la segunda: en 6st~ la pri 

mt~ra onda ,~uperior va desde -2n-h oasta 2n-h. 

Para h -+ ca, Ph (t) tiende a la "f",ncido" 6 de Dirac y Fh COl) dende a la fu1!. 

Lión constante de valor 1/127i. El Qoncepto de transfonnaci()n de FQurier se 

¿~)(th!Ode ~ distribuciones, y se prueba que la t,F. de la medida S de Dirac 

'r [15 (t») ;: 11121i", 

i. Demostrarla propiedad siguiente. llamada de. dupfuzamien:to en el. .tl~ -
po de la t; , F • : 

(37) 

j. Demostrar la propiedad siguiente, llamada de. dupfuza.mlefl.to en.fa áILe., 

cue.ncia de la t.F.: 

k. Mostrar. que 

's:- [f(t)] = F(Ol) ~ t [f(t} cos atJ Q í (F(w-o)+F(w-a»). 

(Se usan (38) y cos at = t (eiot + e -iat):1 

(38) 

(39) 

l 
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. l. Observando que la función (coseno de duración finita d) 

{ 
= cos a t 

f(tt.'= = O 

. si 

.t. 
l' 

I~I> d/2 . 

se puede e~presar como "función mowlada por un pulso" as!: 

f(t) = p(t/d}.cos at 

siendo p(t) la función pulso unidad (31), mosttar que su t.F. es 

F(w) = ._1 _ I sen d(w-n) /2 ... sen d(w+a) /2 l. 
!2; lil-U. _ '.' : . W+a 

7.3.4 

(40) 

(41) 

[Se aplica (34) para hallar la t.F. ;d~ ,p(t/d)a partir de (32):~·Luego·se 

aplica (39).1 
~.:.f ;. ; : . 
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