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Prefacio

Se ofrece una presentacion de la axiomatica de Zermelo—Fraenkel, que es
hoy aceptada como un fundamento satisfactorio para la teoria de conjuntos.
El objetivo es didéactico, no hay ningin resultado original. Esta fuertemente
influenciado por los textos en los que he aprendido la teoria de conjuntos,
principalmente los libros de Halmos |7], de Shoenfield [14], de Krivine [10], de
Sierpinski [15], de DiPrisco [4] asi como los dos primeros capitulos del libro
de Dugundji [6]. Reflejan la experiencia adquirida por el dictado de cursos
béasicos de teoria de conjuntos en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
de la Universidad de Buenos Aires. Debo a los alumnos de esos cursos muchas
observaciones que han contribuido para mejorar la presentaciéon. También
debo agradecer las perspicaces observaciones hechas por Daniele Mundici
después de una minuciosa lectura de una versiéon previa.

Si bien el tratamiento es riguroso, he procurado utilizar un estilo coloquial,
motivando los conceptos introducidos para facilitar la comprension de los
mismos por parte de lectores que no asistan a un curso formal.

Los cuatro primeros capitulos dan los elementos de la teoria de conjuntos
que se utilizan en los cursos de algebra y de analisis: Enunciados equivalen-
tes del Axioma de Eleccion, teoria de ordinales y cardinales. Los restantes
son intrinsecos de la teoria de conjuntos: En el Capitulo 5 se consideran las
consecuencias tanto del Axioma de Regularidad como de su negacion. En el
Capitulo 6 se utilizan los modelos internos para ejemplificar resultados de
independencia de los axiomas y la insuficiencia de los mismos para probar la
existencia de cardinales fuertemente inaccesibles. Finalmente en el Capitulo
7 se da una demostracién del famoso resultado de Godel sobre la consistencia
relativa del Axioma de Eleccion.

Este libro puede considerarse preparatorio para estudios mas avanzados
de la teoria de conjuntos, principalmente los métodos de forcing introducidos
por P. Cohen en la década de 1960, que ademés requieren conocimientos mas
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VI PREFACIO

sofisticados de Logica Matematica (ver, por ejemplo el libro de Kunen [11]).
Para la historia del desarrollo de la teoria de conjuntos (y de la matema-
tica en general) recomiendo el libro de Bourbaki [3].

Buenos Aires, Marzo de 2016

Roberto Cignoli



Capitulo 1

Teoria axiomatica

1.1. La Paradoja de Russell

El matemaético aleman Georg Cantor desarroll la teoria de conjuntos en
base a la siguiente definicion, dada por él en 1895:

Se entiende por conjunto la agrupacion en un todo de objetos bien
diferenciados de nuestra percepcion o de nuestro pensamiento.

Asi, en principio, se podria considerar el conjunto de todos los caballos
blancos, o el conjunto de todos los tridngulos equiléateros.

Pero esta nociéon tan amplia de conjunto lleva a paradojas, como lo de-
mostro el logico inglés Bertrand Russell a principios del siglo XX. En efecto,
la definicién cantoriana permite concebir conjuntos que sean elementos de si
mismos: por ejemplo, el conjunto de todas las ideas abstractas es una idea
abstracta. Siguiendo a Russell, llamaremos ordinarios a los conjuntos que no
son elementos de si mismos, y extraordinarios a los demés. Esto es, un con-
junto X es ordinario si y s6lo si X ¢ X y extraordinario si y sélo si X € X.
De acuerdo con la definicién de Cantor podemos considerar el conjunto A de
todos los conjuntos ordinarios. Como A es un conjunto, debera ser ordinario
o extraordinario. Si A fuese ordinario, entonces deberia ser A € A, lo que
significa que A seria extraordinario. Luego no puede ser A ordinario. Pero
tampoco puede ser extraordinario, pues si A fuese extraordinario, entonces
A & A,y por lo tanto seria ordinario. En otras palabras, hemos derivado la
contradiccion A € A siy sélosi A € A.

La nocién cantoriana de conjunto esta ligada a la nocion de propiedad:
Dada una propiedad P, podemos formar el conjunto {z : P(z)} de los objetos
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que satisfacen P (y, reciprocamente, dado un conjunto C, le podemos asociar
la propiedad “pertenecer a C”).

En 1908, en su trabajo sobre los fundamentos de la teorfa de conjuntos,
el matematico alemén Ernest Zermelo senala que la paradoja de Russell
muestra que no es admisible asignarle a cualquier propiedad l6gicamente bien
definida un conjunto como su extension. Por lo tanto la definicion original de
Cantor debe restringirse, y como esta definiciéon no ha podido ser reemplazada
por otra que sea igualmente simple y que no de lugar a paradojas, Zermelo
concluye que:

Bajo estas circunstancias no nos queda en este punto mds que
proceder en la direccion opuesta y, partiendo del desarrollo his-
torico de la teoria de conjuntos, buscar los principios requeridos
para fundamentar esta disciplina matemdtica. Para resolver este
problema debemos, por un lado, restringir estos principios sufi-
cientemente para excluir contradicciones y, por el otro, elegirlos
suficientemente amplios para retener todo lo de valor que tenga
la teoria.

En otras palabras, para eliminar la paradoja, Zermelo propone considerar
como conjuntos sélo aquellos objetos que satisfagan las condiciones impuestas
por ciertos axiomas. El proposito de este curso es desarrollar esta idea.

Intuitivamente, podemos pensar que los conjuntos se van formando en
etapas: para poder formar un conjunto, todos sus posibles elementos deben ya
estar definidos. Habria dos tipos de objetos: individuos (llamados urelemente)
y conjuntos. En la etapa inicial s6lo habria individuos. Los conjuntos de la
primera etapa estarfan formados por individuos. Los de la segunda etapa,
por individuos y conjuntos de la primera etapa. En general, los conjuntos de
una etapa estarian formados por individuos y conjuntos definidos en etapas
anteriores.

Vamos a considerar una teoria pura de conjuntos, esto es, sin individuos.
Entonces en la primera etapa tendremos el conjunto vacio (), en la segunda ()
y el conjunto que tiene por unico elemento al vacio {(}, en la tercera 0, {0},
{{0}}, {0,{0}} y asi siguiendo. De esta manera podemos concebir una co-
leccion de objetos, que llamaremos el universo de la teoria de conjuntos
y denotaremos por U. En U tenemos una relacion binaria, que llamaremos
relacion de pertenencia y denotaremos por €. Si a,b son objetos de U,
a € b se lee como “a pertenece a b’ o “a es un elemento de b”. La relacion
a € b puede darse sélo si a aparece en una etapa anterior a la aparicién de b.
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La teoria axiomatica que desarrollaremos, debida esencialmente a Zerme-
lo, tiene como proposito formalizar estas ideas intuitivas sobre el universo U
y la relacion €.

Para conseguir este propodsito, debemos fijar algunas propiedades bésicas
como axiomas. Pero aqui se plantea otra cuestion ;Qué tipo de propiedades
son admisibles? Obviamente deben ser propiedades que se refieran a conjun-
tos. La siguiente paradoja, debida a Berry y divulgada por Russell, si bien
se refiere a niimeros y no a conjuntos, muestra que hay que ser cuidadosos:

Sea P la propiedad “ser definible por medio de una oraciéon en idioma
castellano de no mas de treinta palabras”. La propiedad P tiene sentido para
ndimeros naturales: si n es un nimero natural, P(n) sera verdadera si y solo
si n puede definirse en castellano con no mas de treinta palabras. Como hay
s6lo un namero finito de oraciones castellanas que se pueden formar con no
més de treinta palabras, debe haber nimeros naturales que no satisfacen
P. Sea m el primer nimero natural que no satisface P. Esto es, “m es el
primer ntmero natural que no puede definirse en castellano por medio de
una oraciéon con no mas de treinta palabras”. Pero esta oraciéon define a m,
estd en castellano y tiene veintitrés palabras. Por lo tanto m satisface P,
contrariando la definicion de m.

Esta paradoja es de naturaleza ditinta a la de Russell, pues si bien P
tiene sentido para nimeros, no es una propiedad de los nimeros sino del
lenguaje que utilizamos para expresarla.! Para estar seguros de que hay un
primer numero que satisface una cierta propiedad, ésta debe referirse solo
a condiciones derivadas de las operaciones aritméticas, independientemente
del lenguaje que usemos para expresarla. Analogamente, al hablar de pro-
piedades de conjuntos, queremos decir propiedades que se puedan expresar
en términos de las relaciones de igualdad y pertenencia. Comenzaremos en-
tonces por definir un lenguaje adecuado para expresar en forma precisa tales
propiedades.

1.2. El lenguaje de la teoria

Un lenguaje esta formado por listas (finitas) de simbolos. Luego para
definir un lenguaje debemos dar un ntmero finito de simbolos béasicos, que

IPara una interpretacién de la Paradoja de Berry en lenguajes formales y sus aplica-
ciones a la logica matematica, ver [5].
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constituyen el alfabeto y las reglas que nos indiquen que listas de simbolos
son admisibles.

El lenguaje que vamos a definir para formalizar la teoria de conjuntos
es un caso particular de los lenguajes de primer orden, estudiados en logica
matematica.

El alfabeto que usaremos esta formado por los simbolos:

v, |7 /\7 ™ (7 )7 37 :76'

Ay = son los conectivos de conjuncién y de negacién y J es el cuntificador
existencial.

Llamaremos variables individuales o simplemente variables a las listas
formadas por el simbolo v seguido de un ndimero finito de barras |. Para
simplificar la escritura, usaremos v, como abreviatura de v seguido de n
barras. Asi vg = v, v1 = v|, vy = v||, etc.

Llamaremos féormula atoémica a las listas de simbolos de la forma: (z €
y) v (x = y), donde z e y denotan variables.

Podemos dar ahora las reglas de formacion de los elementos principales
de nuestro lenguaje, que se llaman férmulas.

Una lista de simbolos es una férmula si se la puede generar mediante un
numero finito de pasos respetando las siguiente reglas:

F1

Las férmulas atémicas son férmulas.

F2

Si ¢ es una formula, entonces - también lo es.

F3) Si ¢ y ¢ son formulas, también lo es (¢ A ).

)
)
)
)

F4) Si ¢ es una férmula y x una variable, entonces 3z es una férmula.

. Qué significa que una lista de simbolos se obtenga aplicando un ntimero
finito de veces las reglas F1) — F4)? La respuesta precisa es la siguiente:

Definiciéon 1.2.1. Llamaremos cadena de formacion de féormulas a una
lista finita X, X», ..., X,,, donde para cada i, 1 < 7 < n, X; es una lista
finita de simbolos del alfabeto que satisface una (y s6lo una) de las siguientes
condiciones:

CFF1) X; es una formula atomica,
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CFF2) o bien existe 1 < j < i tal que X; es =.Xj,
CFF3) o bien existen 1 < j, k < ¢ tales que X; es (X; A Xj),

CFF4) o bien existe 1 < j < iy una variable z tal que X; es Jz.X.

Una lista X de simbolos del alfabeto es una férmula si y sélo si existe una
cadena de formacion de formulas X,..., X, tal que X = X,.

Debemos notar que los cuantificadores se aplican inicamente a las varia-
bles y no a otro tipo de expresiones. Esta propiedad caracteriza a los lenguajes
de primer orden.

Llamaremos grado de complejidad de una férmula ¢, y lo denotare-
mos por comp(y), al nimero de conectivos y cuantificadores que figuran en
©, contados tantas veces como aparezcan.

Observemos que:

) = 0 siy solo si ¢ es una formula atomica,

(
2. comp(—p) = comp(yp) + 1,

3. comp(p A ¢) = comp(p) + comp(¢)) + 1,
4. comp(Izyp) = comp(p) + 1.

Como una aplicacion de lo anterior, definiremos inductivamente la nociéon
de subférmula de una féormula.

Sea ¢ una formula. Si comp(p) = 0 (esto es, si ¢ es una formula atémica),
entonces ¢ es la unica subformula de . Supongamos ahora que comp(p) =
n > 0 y que hemos definido subférmulas para toda féormula de complejidad
menor que n. Si ¢ = = o0 si ¢ = Iz, entonces comp(yh) = n — 1, y las
subférmulas de ¢ son ¢, y las subférmulas de 1. Si ¢ = (¢ A (), entonces
debe ser comp(v)) < n y comp(¢) < n. Las subférmulas de ¢ son ¢, 9, y
las subférmulas de ¢ y de (. Esto completa la definicién de subférmula para
cualquier formula ¢.

En lo que sigue no expresaremos todas nuestras formulas usando sélo
simbolos del alfabeto, sino que introduciremos nuevos simbolos como abre-
viaturas de formulas enteras e incluso expresaremos algunas ideas en lenguaje
coloquial.
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Por de pronto, introducimos los conectivos de disyuncién V, implica-
cidon —, si y soblo si <> y el cuantificador universal V del modo siguiente:
Para formulas ¢, y variable = se tiene que:

L oVi=a(mpA =),
2. p =2 =a0VYP=a(pAa ),
3. 0= (g —=Y)AN W — ),

4. Ve =- 3 x —p.

Las expresiones de la izquierda deben entenderse como una abreviatura
de las expresiones de la derecha.

Ademas, en algunas ocasiones, para mayor claridad en féormulas anidadas,
usaremos llaves {, } y corchetes |, | ademés de paréntesis como simbolos de
puntuacion, o simplemente no usaremos ningiin simbolo si la puntuaciéon que-
da sobreentendida. Usaremos las letras z,y, z (posiblemente con subindices)
para designar variables. Ademas seguiremos el uso habitual en matematica
y abreviaremos las negaciones —(x = y) y =(z € y) porz # yy = ¢ v,
respectivamente.

Por ejemplo
By (yex)) = (Ve ((z¢y))) (1.1)

abrevia la formula

CCECylyer) A (23 z(=(zey))))

Una variable x figura ligada en una férmula ¢ si estd afectada por un
cuantificador 3z o Vx. En caso contrario, se dice que figura libre en ¢.

Por ejemplo la primera y segunda vez que figura y en (1.1) esta ligada
y la tercera, libre. La primera vez que figura = esta libre, mientras que la
segunda y tercera esté ligada.

Definicién 1.2.2. Un enunciado es una férmula sin variables libres.

En todo este curso supondremos que las variables representan conjuntos,
esto es, individuos del universo U. Luego 3 x se interpreta como “existe un
conjunto z” y V & como “para todo conjunto z”.

Los enunciados expresan propiedades del universo que dependen sélo de
la relacion de pertenencia y de las relaciones logicas (incluyendo entre éstas
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la igualdad). Estos enunciados seran verdaderos si y sélo si expresan una
propiedad del universo de acuerdo a la mencionada interpretacion. En reali-
dad como en toda teoria axiomatica vamos a considerar verdaderos aquellos
enunciados que puedan deducirse de los enunciados que tomamos como axio-
mas aplicando las reglas logicas habituales para el uso de los conectivos y
cuantificadores?.

Escribiremos ¢(z1,...,z,) para indicar que las variables z1,...,x, fi-
guran libres en la formula ¢. A diferencia de los enunciados, ¢(z1,...,x,)
no expresa una proposicion verdadera o falsa. Seré verdadera o falsa segin
los valores que tomen las variables (esto es analogo a lo que ocurre con las
expresiones algebraicas del tipo 5z + 3 = 2y).

Cuando una variable figura como libre en una férmula ¢ puede ser reem-
plazada por otra variable que no figure en ¢ sin cambiar el significado de la
formula. Si y es una variable que no figura en ¢, escribiremos (z|y) para
indicar la formula que se obtiene reemplazando todas las veces que x figura
como libre por la variable y, y dejando el resto inalterada.

Usaremos también la siguiente notaciéon, comin en los textos de matemé-
tica, para indicar que hay un tnico objeto que hace verdadera a una férmula:
si p(z) es una formula con z libre, lxp(x) abrevia la formula

Brp(z)) A (Vavy((e(z) Ae(zly)) = (y = 2))).

Dada una férmula con una tunica variable libre, p(z), llamaremos clase
a la coleccion de objetos C,, del universo ¢ formada por los z tales que ()
es verdadera, y escribiremos C, = {x : ¢(x)}. Diremos informalmente que
estd en la clase C, si ¢(z) es verdadero. Cuando no sea necesario especificar
la formula ¢, denotaremos una clase simplemente por C y escribiremos C(x)
para indicar que x esté en C.

La idea de clase se corresponde con la idea de conjunto en el sentido de
la definicion de Cantor: son los objetos que satisfacen una cierta propiedad.
Pero en nuestra teoria, los conjuntos son los individuos del universo, y no las
colecciones de individuos, que son las clases®.

2El lector interesado podra encontrar los detalles sobre las interpretaciones de los len-
guajes de primer orden y la nocién de verdad para los mismos en cualquier texto de logica
matematica.

3Existen tratamientos de la teoria de conjuntos donde las clases intervienen como ob-
jetos que conforman la teoria. Este tratamiento es seguido en el libro de Suppes [16] y en
el Apéndice de [9]
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Tanto las clases, como el universo U, no constituyen objetos de la teoria.
Son nociones intuitivas que ayudan a entender los conceptos tratados. En
realidad, todo el desarrollo de la teoria se basa en la manipulacion formal de
listas de simbolos del alfabeto.

1.3. Primeros axiomas

Los axiomas de esta seccion se los llama con frecuencia axiomas del dlgebra
de conjuntos, ya que con ellos es posible definir las operaciones elementales
de unién, interseccion, producto cartesiano, etc.

Es razonable pensar que si dos conjuntos tienen los mismos elementos
deben ser iguales. Esto es lo que expresa el siguiente axioma. Formalmente,
relaciona el simbolo de igualdad = con el de pertenencia €.

Axioma de Extensionalidad: Vz Vy ((Vt (t €z < tey)) — (z=y)).

Como x = y implica que x e y tienen las mismas propiedades, resulta que
también vale que

Ve Vy (z=y) = ((Vt (t €z < tey)))),

por lo que el Axioma de Extensionalidad significa que dos conjuntos son
tguales si y solo si tienen los mismos elementos.

La definiciéon que sigue es un ejemplo de introducciéon de un simbolo nuevo
en la teoria.

Definiciéon 1.3.1. Sean a y b conjuntos. Diremos que a es un subconjunto
de b o que a esta incluido o contenido en b y lo escribiremos a C b, si
Vz(x € a — = € b). Escribiremos a C b para indicar que a C by a # b.

Utilizando el nuevo simbolo C, el Axioma de Extensionalidad puede ex-
presarse asi:

Vavy(((z Cy) Ay S x)) = (2 =y)). (1.2)
Axioma del Vacio: Jy Vo —(z € y).

Si a es vacio y b es un conjunto, entonces a C b. En efecto, es cierto que
Vz(x € a — x € b) debido a que (x € a) es falso cualquiera sea z. De aca
resulta que el conjunto vacio es tinico. En efecto, si a y b son ambos vacios,
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tendremos que a C by b C a, y por (1.2), resulta que a = b. El conjunto
vacio serd simbolizado por ().

Axioma (esquema) de Especificacion: Si ¢ es una formula con la variable
t libre, entonces el enunciado siguiente es un axioma:

Vedy ((Vt(tex N p(t) < (t€y)).

Los axiomas deben ser enunciados del lenguaje de la teoria de conjuntos.
El axioma anterior no es un axioma, sino un esquema para formar axiomas.
Para cada féormula ¢ tenemos un axioma. Como hay infinitas férmulas, el
esquema nos da infinitos axiomas.

Observemos que del Axioma de Extensionalidad se deduce facilmente que
para toda formula ¢(¢) y todo conjunto z, el conjunto y cuya existencia ga-
rantiza el Esquema de Especificacion es tinico. Sera designado con la siguiente
notacion:

{tex:pt)}.

Intuitivamente, el Esquema de Especificacion significa que dada una pro-
piedad P, podemos formar un conjunto con los elementos de un conjunto a
que satisfacen la propiedad. Esta restriccion de la propiedad P a los elemen-
tos de un conjunto a previamente dado es coherente con nuestra descripcion
intuitiva del universo U: todos los elementos de a deben haberse definido en
etapas anteriores, por lo tanto estan disponibles para ser elementos de un
conjunto. Esta restriccion es la idea fundamental de Zermelo para evitar pa-
radojas del tipo de la de Russell. En efecto, para poder demostrar que la clase
{z : x ¢ x} es un conjunto aplicando el Esquema de Especificacion, habria
que demostrar primero el enunciado JIyVz(x ¢ x — x € y), esto es, que hay
un conjunto que contiene a todos los conjuntos ordinarios. Volveremos sobre
este punto en el Capitulo 5. Ahora nos contentaremos con ver que el universo
U no puede ser un conjunto, esto es, que no puede existir un conjunto wu tal
que Vz(z € u). Mas generalmente, veamos que:

Ve Jy (y ¢ x).

En efecto,sea a un conjunto y sea b = {x € a: x ¢ z}. Si b € a, entonces
bébAbEa < bebADE a, que una contradiccion. Luego b ¢ a.

Axioma del Par: Vz Vy 32Vt (((t=2) vV (t =1y)) « (t € 2)).

Por el Axioma de Extensionalidad el conjunto z debe ser tnico, lo que
justifica la siguiente definicion:



10 CAPITULO 1. TEORIA AXIOMATICA

Definicién 1.3.2. Llamaremos par (desordenado) y lo denotaremos por
{z,y}, al conjunto que tiene por tnicos elementos z, y, y cuya existencia esta
garantizada por el Axioma del Par.

Cuando z = y obtenemos el conjunto unitario {x}, cuyo tnico elemento
es .

Observemos que el Axioma del Par estd de acuerdo con nuestra idea
intuitiva del universo: Si hemos definido los conjuntos a y b, en una etapa
posterior podran ser elementos de un conjunto.

Notemos también que Vz(x € {z}). Esto significa que todo conjunto es
elemento de otro conjunto, y concuerda con la idea de que no hay una etapa
final.

Antes de proseguir con el listado de axiomas, diremos algo respecto de
definiciones y expresiones como la del par.

Si ¢(z,y) es una formula con dos variables libres x e y y C una clase,
y supongamos que es verdadero Vo (C(x) — Jlyp(z,y)) (ver la notacion
introducida en la pagina 7), entonces diremos que ¢(z,y) es funcional en C.
En estas circunstancias tiene sentido introducir el simbolo F' y la notaciéon
y = F(z), para simbolizar que dado x en C, y es el tinico conjunto para el cual
o(z,y) es verdadera. A F' la llamaremos operacion o relaciéon funcional
sobre C. Es facil generalizar esta idea para obtener féormulas funcionales de
multiples variables. La definicién de par es justamente una operacion en U
que a dos conjuntos cualesquiera z e y asigna el conjunto z tal que z = {x, y}.
Otros ejemplos de operaciones los veremos a continuaciéon con la presentacion
de los axiomas que siguen.

Axioma de Unidon: Vo 32Vt (Jy (y ez At €y)) < (t € z)).
Como por el Axioma de Extensionalidad el conjunto z resulta ser tnico,

podemos dar la siguiente definicion:

Definiciéon 1.3.3. Dado un conjunto a, llamaremos unién de a y lo deno-
taremos por Ua al conjunto que tiene por elementos a los elemementos de los
elementos de a, cuya existencia esta garantizada por el Axioma de la Unién:

Velx € Ua < (Fy (y €a ANz €y)).

Una notaciéon que puede resultar mas familiar para la uniéon es U.c,c.
Esta notacion esta ligada a la nocion de familia de conjuntos, que veremos
un poco mas adelante.
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Si ¢ es un par, digamos ¢ = {a, b}, entonces siguiendo la costumbre escri-
biremos a U b en vez de U{a, b}.

Segin nuestra idea intuitiva, los elementos de un conjunto a son conjuntos
obtenidos en etapas anteriores. A su vez, los elementos de estos conjuntos
deben haber sido obtenidos en etapas previas a su definicién. Por consiguiente
todos ellos estan disponibles para formar la unién, por lo que el Axioma de
la Unién es compatible con nuestra intuicion del universo U.

Observemos que de los Axiomas del Par y de la Unién resulta facilmente

que dado un nimero finito de conjuntos a4, ... a,, podemos formar un con-
junto que los tiene como elementos. El (tinico) conjunto formado por estos
elementos sera denotado por {ay,...,a,}.

Otra operacion importante en el algebra de conjuntos es la interseccion.
Pero para definirla no necesitamos un nuevo axioma.

Definicién 1.3.4. Sea a un conjunto no vacio, llamaremos interseccién de
a al conjunto

Na={zeb: Yy(yea —xze€y)}

donde b es cualquier elemento de a.

El Esquema de Especificacion asegura que para todo a # 0, Na es un
conjunto, y el Axioma de Extensionalidad asegura que N a no depende del
conjunto b € a elegido para definirla. En efecto, si b y ¢ son elementos de a,
entonces los conjuntos

{reb: Yy(yea »zxcy)}l y {x€c: Vylyca —xzey)}

tienen los mismos elementos.

Como en el caso de la union, escribiremos a Nb en vez de N{a, b}.

El motivo por el que la definiciéon de interseccion se aplica solo a conjuntos
no vacios es el siguiente: Dado un conjunto x, para probar que x ¢ N ()
deberiamos probar que existe un y € @ tal que x ¢ y. Como esto no es
posible, debemos tener que N () = U, que ya sabemos que no es un conjunto.

Definicion 1.3.5. La diferencia de los conjuntos a y b es el conjunto

a\b={z€a: x¢b}.
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Siguiendo con nuestra idea intuitiva de formaciéon de los conjuntos, te-
nemos que si un conjunto a ha sido obtenido en una cierta etapa, entonces
todos sus elementos deben haber sido obtenidos en etapas anteriores. Lue-
go en la misma etapa en la que esta disponible a estan también disponibles
todos los subconjuntos de a, lo que permite tomarlos como elementos de un
nuevo conjunto en una etapa posterior. Resulta entonces natural el axioma
siguiente:

Axioma del Conjunto Potencia: Vo Jy (Vt (t Cx + t€y)).

Como el Axioma de Extensionalidad implica la unicidad del conjunto vy,
damos la siguiente definicion:

Definiciéon 1.3.6. Dado un conjunto a, llamaremos partes de a o potencia
de a, y lo denotaremos por P(a), al conjunto que tiene por elementos a
los subconjuntos de a y cuta existencia esta garantizada por el Axioma del
Conjunto Potencia: Va(z € P(a) <> x C a).

Ejemplo: P(0) = {0}, P(P(0)) = {0, {0}}.

Es un resultado elemental de la teoria intuitiva de conjuntos que un con-
junto con n elementos tiene 2" subconjuntos. Partiendo del ejemplo anterior,
vemos asi que tomando partes de partes podemos formar conjuntos finitos
tan grandes como queramos.

Con los axiomas vistos hasta ahora no sélo se puede desarrollar el algebra
elemental de conjuntos, sino que también permiten definir dentro de la teoria
las nociones de producto cartesiano, de relaciéon y de funcion.

Para definir el producto cartesiano necesitamos la nociéon de par ordenado.
La propiedad fundamental de los pares ordenados es que permite distinguir
entre el primero y el segundo elemento del par, esto es, (a,b) = (c,d) siy
sOlo si @ = ¢ y b = d. La tnica justificacion de la siguiente definicion de par
ordenado, debida a Kuratowski, es la satisfaccion de esta propiedad.

Definicién 1.3.7. Dados dos conjuntos a y b, se llama par ordenado con
primer elemento a y segundo elemento b al conjunto (a,b) = {{a},{a,b}}.

No es dificil probar que la definicion anterior implica que (a, b) = (¢, d) si
y solo si a = ¢y b =d (ver Ejercicio 1.4.9).

La definicién de par ordenado es suficientemente simple como para poder
mostrar explicitamente la formula ¢(z,y, z) del lenguaje de primer orden de
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la teorfa de conjuntos que expresa que z = (z,y), suponiendo que z = vy,
Yy=u01y 2z =10
Vus[(vs € v2) <>

(Vos((vs € v3) <> (v5 = w0))) V (Vus((v6 € v3) > ((v6 = v0) V (V6 = v1)))))]-

Definiciéon 1.3.8. Dados dos conjuntos a y b llamaremos producto carte-
siano de a por b al conjunto axb = {(x,y) € P(P(aUb)) : (z € a)A(y € b)}.

La nocién de producto cartesiano permite definir las nociones de relacion
binaria y de funcion.

Definiciéon 1.3.9. Llamaremos relacién entre los conjuntos a y b a cualquier
subconjunto del producto cartesiano a x b. Dada la relaciéon » C a x b, se
llama dominio de r al conjunto

dom(r) = {z € a:3y((y € ) A({z,y) € 7))}
y se lama imagen de r al conjunto
img(r) ={yeb:3Jx(x €can(z,y) €r)}.
Una relaciéon r C a X a se dird una relacién binaria sobre a.

Como un primer ejemplo de relaciéon binaria sobre un conjunto a tenemos
la relacién de igualdad:

Aa) ={(z,y) €axa:z =y} (1.3)
Se tiene que dom(A(a)) = img(A(a)) = a.

Observacion 1.3.10. Al definir una relaciéon como un subconjunto de a x b,
pareceria que estamos restringiendo la idea intuitiva de relacion binaria a
aquellas relaciones entre elementos de dos conjuntos previamente dados. Pa-
recerfa mas natural definir una relaciéon binaria simplemente como un con-
junto de pares ordenados, sin referencia a los conjuntos a y b. Esto es, llamar
relaciones binarias a los conjuntos r que satisfacen la siguiente propiedad:

zer— JxIy(z = (x,y)).

Pero en realidad esta definiciéon no seria més general que la dada. En efec-
to, como por hipétesis r es un conjunto, podemos definir Ur, y si (z,y) =
{{z},{z,y}} € r, entonces {z,y} € Ur. Luego zr € UUr ey € UUr, lo que
significa que r C UUr x UUr. En particular tenemos que dom(r) CUUr e
img(r) CUUT.
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La observacion anterior sugiere extender la nociéon de dominio e imagen
para conjuntos arbitrarios del modo siguiente:
Dado un conjunto a, se llama dominio de a al conjunto

dom(a) ={z € UUa: 3y (z,y) € a} (1.4)
y se llama imagen de a al conjunto
img(a) ={y € UUa : 3z (x,y) € a}. (1.5)

NOTACION: En lo sucesivo, para simplificar la escritura, utilizaremos las abre-
viaturas:

Ve ey p(z) y Iz €y p(x)
en lugar de

Vo((x € y) — o(x)) y de 3z((z € y) A p()),

respectivamente.

Definiremos dos tipos de relaciones que seran utilizadas con frecuencia.

Definiciéon 1.3.11. Una relaciéon binaria r definida en un conjunto a se llama
una relaciéon de orden, o, simplemente, un orden sobre a si satisface las
siguientes propiedades:

1. Reflexiva: Yz € a ((z,x) € 1),
2. Antisimétrica: YVaVy((((z,y) € r) A ((y,x) € ) = = =y)),
3. Transitiva: VaVyVz((({x,y) € r) A ({y,2) € r)) = ((x,2) € 1)).
Un orden r definido en a se dice total si cumple que
VeeaVyea ((z,y) €r)V ((y,x) €r)).

Un conjunto ordenado es un par ordenado (a,r) tal que a es un conjunto
y 7 es un orden sobre a. Cuando r es total, el par (a,r) es un conjunto
totalmente ordenado.

Obsevemos que la relaciéon de igualdad es una relacion de orden, que no
es orden total para conjuntos con mas de un elemento.
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Definiciéon 1.3.12. Una relaciéon de orden estricto o un orden estricto
sobre un conjunto a es una relacion r C a X a que es transitiva y anti-reflexiva:

Vaea((x,x)dr).

El siguiente lema, cuya facil demostracion dejamos a cargo del lector,
establece las relaciones entre 6rdenes y ordenes estrictos.

Lema 1.3.13. Sea a un conjunto y r C a X a. Se tiene que:
1) 7 es un orden estricto si y solo sir N A(a) =0 yrUA(a) es un orden,

11) r es un orden si y solo si r\ A(a) es un orden estricto. O

NOTACION: Si r es una relaciéon de orden sobre a, escribiremos = < ,. y, o
alternativamente y >, z, para indicar que (x,y) € r. Cuando (z,y) € r
y x # y, escribiremos x < . y, o alternativamente y >, x. Cuando no haya
lugar a confusiéon, omitiremos el subindice r. Méas atin, siguiendo la costumbre
en matemaética a veces designaremos las relaciones de orden directamente por
<y diremos simplemente conjunto ordenado a para indicar al par {(a, < ).

A continuaciéon recordaremos algunas nociones basicas sobre conjuntos
ordenados que utilizaremos a lo largo del curso.

Sea (a, <) un conjunto ordenado y b C a.

Diremos que z € a es una cota superior de b si x < z para todo x € b.

Una cota superior z de b se dice estricta si z € b, esto es, z < z para
todo z € .

Observemos que b puede tener a lo sumo una cota superior no estricta.
Si esta cota superior no estricta existe, se denomina el elemento maximo
o también el de b.

El subconjunto b se dice acotado superiormente si existe una cota
superior de b en a.

Un elemento y € b se dice maximal en b si no existen en b elementos
estrictamente mayores que y. Esto es, para todo x € a, si y < x, entonces
y=x06x¢&b.

Es claro que si b tiene elemento maximo u, entonces u es maximal en b
(y el tnico elemento maximal de b). Pero en general b puede tener varios
elementos maximales, sin tener elemento méximo. Un ejemplo extremo es
la relacion de igualdad considerada como relacion de orden sobre a. Si b
tiene mas de un elemento, todos sus elementos son maximales, pero no tiene
elemento méaximo. Por otro lado, si a es un conjunto totalmente ordenado,
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un elemento maximal de b debe ser necesariamente el elemento méaximo de
b.

Si en las definiciones anteriores cambiamos < por >, obtenemos las de-
finiciones de cota inferior, cota inferior estricta, elemento minimo o
primer elemento, acotado inferiormente y elemento minimal.

Se define el supremo de b como el minimo, si existe, del conjunto de las
cotas superiores de b en a. En otras palabras, s € a es el supremo de b si y
sOlo si satisface las dos propiedades siguientes:

S1) s€ay x < s paratodo x € b,
S2) siz € ay x <z paratodo x € b, entonces s < z.

Es claro que el supremo, si existe, es tinico.
Anéalogamente, se define el infimo de b como el méximo, si existe, de las
cotas inferiores de b en a.

Veremos ahora como se puede definir la nocién de funciéon dentro de
nuestra teoria.

Definicion 1.3.14. Una funcién es una relacion f tal que

Ve a((((29) € ) A (2 2) € 1)) = y = 2).
Si z € dom(f), el unico y tal que (z,y) € f sera indicado por f(x).

Sea f C a x b una funciéon y sea ¢ C dom(f).
La imagen de ¢ por f es el conjunto

f7e)={yeb:Tzec(y=flz)}

La imagen de dom(f) por f se llama la imagen de f y se la simboliza por

img(f).
Larestriccion de f a ¢ C dom(f) es la funcion f|. C f tal que dom(f|c) =
cy fl.(z) = f(x) para todo x € c¢. Observar que f~(c) = img(f|.).

NOTACION f : a — b significa que f es una funcion tal que dom(f) = a e
img(f) C b.

El siguiente ejemplo ilustra la diferencia entre f(c) y f7(c).
Ejemplo 1.3.15. Pongamos v = 0, y = {0}, z = {0,{0}} ya = b =
{z,y,2}. Sea f:a— b tal que f(z) =2, f(y) =y, f(z) = 2. Sic={z,y},
se tiene que f(c) = x, pero f7(c) = {z,y}.
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Sea f:a— byseacCb Laimagen inversa de ¢ por f es el conjunto
foe)=Hreca: f(z)ec}
Una funcion f : a — b se dice inyectiva si
Vz € avt € a((f(z) = f(t) = (z = 1)),

se dice sobreyectiva si img(f) = b y se dice biyectiva o una biyeccién si
f es inyectiva y sobreyectiva.

Si f: a — b es una biyeccion, entonces esté definida la funcién inversa
f7h:b—a: Paratodoy €b, fHy) =z f(x)=1y.

La misma funcién biyectiva considerada en el Ejemplo 1.3.15 sirve para
ilustrar la diferencia entre f~(c) y f(c).

Supondremos al lector familiarizado con las propiedades bésicas de las
relaciones y funciones. En este punto s6lo queremos destacar que relaciones
y funciones pueden definirse como conjuntos dentro de la teoria axiomética
que estamos desarrollando y establecer notaciones.

Sean a e [ conjuntos. Una funcién f : I — a suele representarse en la
forma de una familia de conjuntos indexada por I, {z;};c;, donde x; =
f(i). Con esta notaciéon se omite mencionar a la funcién f, pero hay que
tener presente que para que tenga sentido, debe existir un conjunto a tal que
x; € a paratodoi € I. Enestecaso f={te€l xa:t=(i,x;)}.

Definimos la unién de una familia como el conjunto | J,.; #; = Uimg(f),
y si img(f) # 0, definimos la interseccién como (., z; = Nimg(f).

Todo conjunto puede representarse como familia de sus elementos: Si
f: 1 — a es una funcion sobreyectora, a = {z;};c;. En particular si I = a y
f es la funcion identidad, a = {x; }req-

1.4. Ejercicios

Ejercicio 1.4.1. Escriba una formula que exprese ({a, b}, (c,d)) usando sdlo
los simbolos originales del alfabeto.

Ejercicio 1.4.2. Sea ¢(z,y) = (Fy(y € z)) V (Vz(—(z € v)))).

A) Escriba la formula o(z|z,y).
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B) Si reemplazamos las apariciones libres de x por vy, la formula que se ob-
tiene jExpresard lo mismo que la original?

Ejercicio 1.4.3. ;De cuales de los siguientes conjuntos es x un elemento,
un subconjunto o ninguna de las dos cosas?

A) Ha}, v},
B) =,

C) N,

D) {z}\ {{z}},
E) {z} Uz,

F) {z}uU0.

Ejercicio 1.4.4. Verifique las siguientes igualdades, donde las letras a,b, . ..
indican conjuntos:

A)uh=0,

B) U{a} = a,

C) Sia € ¢, entonces a C U c.

D) Uf{a,b,¢c} {a,d e}, {a, f}} ={a,b,c.d,e, f},
E) N{{a,b,¢},{a,d, e}, {a, [}} = {a},

F) n{a} = a para todo conjunto a.

Ejercicio 1.4.5. Muestre que si a,b son conjuntos, entonces (Na) N (Nb) 2
N(aNb), y muestre con ejemplos que la inclusion puede ser propia.

Ejercicio 1.4.6. De un ejemplo de dos conjuntos a,b tales que P(a Ub) #
P(a) UP(D).

Ejercicio 1.4.7. Demuestre que Yz |JP(z) = =, y que Vz(x C P(Ux)), y
muestre con ejemplos que esta ultima inclusion puede ser propia.

Ejercicio 1.4.8. Dado un conjunto a, pruebe que {a} es un conjunto sin
utilizar el Axioma del Par.
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Ejercicio 1.4.9. Recordar que el par ordenado (a,b) estd caracterizado por
la propiedad:
{a,b) = (c,d) siy solosia=cyb=d.

A) Demostrar que la definicion de Kuratowski, (a,b) = {{a},{a,b}} es ade-
cuada.

B) Determinar cuales de estas posibles definiciones de par ordenado serian
adecuadas:

(1) <a7 b>1 = {{av ®}> {ba {@}}},
(2) <a7 b>2 = {{aa Q)}v {b}}7
(3) <a’ b>3 = {{av ®}7 b}

Ejercicio 1.4.10. Todo par ordenado, por definicion, es un conjunto. Mues-
tre con ejemplos que un par ordenado puede tener un unico elemento.

Ejercicio 1.4.11. Demuestre las siguientes iqualdades, donde a,b son con-
jJuntos:

A) NN{a,b) = a.

B) (NU{a, b)) U (UU(a, b) \UN{a, b)) = 0.

Ejercicio 1.4.12. Dados los conjuntos a,b,c, pruebe que:
A) axa=0bxbimplicaa=0>,

B) axb=axcya#0) implican b= c.

Ejercicio 1.4.13. Sean a, b, ¢ conjuntos, r C axb ys C bxc. La composicion
de las relaciones r y s es la relacion

ros={{x,z) eaxc:Iy((z,y) €r Ay, z)) € s}
Pruebe que
A) dom(ros) =10 siy sélo si img(r) N dom(s)=0.

B) dom(r o s) C dom(r) e img(r o s) C img(s). De ejemplos que muestren
que las inclusiones pueden ser propias.
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C) Sir y s son funciones, entonces r o s es funcion. ;Puede ser que la
relacion r o s sea funcion sin que lo sea alguna de ellas o ambas?

Ejercicio 1.4.14. Sean a,b conjuntos y sean p,: a X b —a ypp: a X b — b
definidas por p.({(x,y)) = = y ppo({x,y)) = y para todo (x,y) € a x b. Pruebe
que pa Y pp Son ambas sobreyectivas y que vale la siguiente propiedad:

St ¢ es un conjunto y f:c—a y g: c — b, entonces existe una Unica
h:c—axbtal quep,oh=fyp,oh=g.

Ejercicio 1.4.15. Sea a un conjunto. Pruebe que:

A) la inclusion entre subconjuntos de a es una relacion de orden,
B) sib C P(a), entonces Ub es el supremo de b en (P(a),C),

C) si) #bC P(a), entonces N b es el infimo de b en (P(a),C).

¢ FEuxiste el infimo de § en (P(a),C)?



Capitulo 2

El axioma del infinito

2.1. El conjunto w

Ya observamos que con los axiomas anteriores podemos formar conjuntos
finitos tan grandes como queramos. El axioma que introduciremos ahora nos
permitird obtener conjuntos infinitos. En particular, nos permitira expresar
al conjunto de los ntimeros naturales dentro de la teorfa. Conviene destacar
que hasta ahora estamos usando “finito” e “infinito” en el sentido intuitivo.
Mas adelante daremos las definiciones precisas dentro de la teoria.

Definicién 2.1.1. Dado un conjunto a, el siguiente o sucesor de a es
a =aU{a}.

Es claro que la correspondencia a — a’ establece una relacién funcional
en el universo Y. Por iteracién podemos, partiendo de ), obtener conjuntos
con n elementos:

= () (0 elementos),

0 = U {0} = {0} (un elemento),

0" = {0} = {0y U{{0}} = {0, {0}} (2 elementos),
0" = 0, {0}, {0, {01} (3 elementos),

21



22 CAPITULO 2. EL AXIOMA DEL INFINITO

Estos conjuntos serviran para interpretar los niimeros naturales dentro de la
teoria. Como veremos en el Capitulo 6, los axiomas vistos hasta ahora no
nos garantizan la existencia de un conjunto que tenga a todos ellos como
elementos. Por lo tanto debemos postularlo.

Definicién 2.1.2. Diremos que un conjunto y es inductivo, y escribiremos
ind(y), si y sblo si hace verdadera la siguiente formula:

Dey NVe (zey — 2 €y).

Axioma del Infinito: Jy ind(y).

Resulta inmediatamente de la definicion, que si u es un conjunto no vacio,
cuyos elementos son todos conjuntos inductivos, entonces Nu es un conjunto
inductivo.

Sea a un conjunto inductivo y sea c(a) = {z € P(a) : ind(z)}. Como
a € cla), c(a) # 0, luego w = Nc(a) es un conjunto inductivo. Si b es
cualquier conjunto inductivo, a Nb € ¢(a). Luego w C b. Resulta asi que w
es un conjunto inductivo minimo, en el sentido que esté contenido en todo
otro conjunto inductivo. Por el Axioma de Extensionalidad este conjunto
inductivo minimo es dnico.

Definiciéon 2.1.3. El conjunto w sera llamado el conjunto de los nlimeros
naturales, y los elementos de w seréan llamados nameros naturales.

El siguiente teorema, que expresa el principio de induccién finita, es una
consecuencia inmediata de la minimalidad de w.

Teorema 2.1.4. Vz [(z Cw Aind(z)) = © = w).

Definiciéon 2.1.5. Diremos que un conjunto x es transitivo, y escribiremos
trans(z), siy sélosiVt (t€x — t Cx).

En otras palabras, un conjunto a es transitivo si y sélo si
Vavy(((x ey) Ay €a)) — (z € a)).

Teorema 2.1.6. trans(0) A Va (trans(z) — trans(x’)). En palabras: el
conjunto vacio es transitivo, y si x es transitivo, su sucesor x' también lo es.
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Demostracion. La expresion (x € ) — 2 C 0) es verdadera para todo
x porque x € () es falso para todo . Por lo tanto () es transitivo. Sea x
transitivo. Si y € 2/, entonces (y € x) V (y = x) y en ambos casos tenemos
y C . O]

Corolario 2.1.7. Vz (x € w — trans(x)), esto es, todo los elementos de
w son transitivos.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.6 el conjunto a = {x € w : trans(z)} es
inductivo; como a C w, a = w. O]

Corolario 2.1.8. Para todo n € w, n' estd caracterizado por las propiedades
siguientes: n' € w, n € n' yVr € w((n € ) — (n’ C x)). O

En general, que todos los elementos de un conjunto sean transitivos no
implica que el conjunto sea transitivo, como lo muestra el siguiente ejemplo:

{H{0}}.
Teorema 2.1.9. w es transitivo.

Demostracion. Sea a = {x € w: x C w}. Veremos que a es inductivo. Como
w es inductivo, § € w; ademas ) C w, por lo tanto ) € a. Sea x € a. Tomemos
y € 2’ =z U{z}, entonces y € x V y = x. Si y = x, entonces y € w; por
otra parte, si y € x, como z C w, tenemos que y € w. Por lo tanto 2’ C w.
Como w es inductivo, x € w implica que 2’ € w; por consiguiente z’ € a.
Con esto hemos demostrado que a es inductivo y como a C w, tenemos
que a = w. Esto significa que para todon € w, n C w. O

El teorema anterior muestra que los elementos de un ntmero natural
son ntmeros naturales. Intuitivamente, tenemos 0 = @, 1 = {0} = {0},

2= 1 ={0,{0}} ={0,1} ...0w' = {0,1,...,n}.

Lema 2.1.10. Vz Yy [(trans(x) N ¢ Ca') — y C x|. Esto es, si x es
transitivo e 1y’ es un subconjunto de x', entonces y es un subconjunto de x.

Demostracion. Como y € ¢, v C o’ implica y € z; entonces y € x 0 y es
igual a x. Como x es transitivo ambas posibilidades para y muestran que y

es un subconjunto de x. O]

Corolario 2.1.11. Si m,n € w, entonces (m' =n') — (m = n). O
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El lector no tendréa ahora dificultad en verificar que el conjunto w satis-
face los conocidos Axiomas de Dedekind-Peano que caracterizan al conjunto
de los nimeros naturales. Esto justifica nuestra definicion. Como los nime-
ros enteros, racionales, reales y complejos pueden construirse a partir de los
naturales por operaciones conjuntistas®, todos ellos pueden definirse dentro
de nuestra teoria axiomatica.

Vamos a dirigir ahora nuestra atencion a las propiedades de orden de los
numeros naturales.

Lema 2.1.12. Vz ((trans(z) A x ¢ x) — 2’ ¢ 2'): Si x es transitivo y no
pertenece a si mismo, el siguiente de x tampoco.

Demostracion. Si ©' € 2/, se sigue que (' € z) V (¢ = z). Como z es
transitivo tenemos que =’ C x, y esto implica que = € . ]

Lema 2.1.13. Vn [(n € w) — (n ¢ n)]: Ningin elemento de w es miembro
de si mismo.

Demostracion. Sea a = {n € w : n ¢ n}. El conjunto vacio pertenece a a
porque —|((Z) S (Z)). Si n € a, tenemos que n es transitivo y n ¢ n, y por el
Lema 2.1.12, n’ ¢ n’, entonces n’ € a. Por consiguiente a es inductivo. Luego
por el Teorema 2.1.4 a = w. O

Teorema 2.1.14. Dados m y n en w, se cumple una, y solo una, de las
siquientes condiciones: n € m, m € n, n =m.

Demostracion. Veamos primero que a lo sumo se puede satisfacer una de las
condiciones. En efecto, si m = n y m € n, tendriamos m € m, lo que es
imposible por el Lema 2.1.13. Analogamente se ve que no puede ocurrir que
m = ny m € n. Finalmente, supongamos que m € n y m € n. Entonces
por el Corolario 2.1.7 tendriamos m C n y n C m, esto es m = n, lo que es
absurdo por el Lema 2.1.13.

Para m € w, sea

Sm)={new : (nem)Vv(imen)V(n=m)}.

IEstas construcciones estan tratadas en detalle en los libros de Balanzat y de Landau
mencionados en la bibliografia.
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Decir que se cumple al menos una de las tres condiciones, equivale a decir que
S(m) = w para todo m € w. Por lo tanto, para completar la demostracion
bastaré probar que el conjunto

S={mew :9(m)=w}

es inductivo.

Primero veremos que ) € S, esto es, que S()) = w.

Para ver esto mostraremos que S()) es inductivo. Es claro que 0 € S(0).
Sin € S(0), entonces (B € n)V (n = 0), lo que implica que § € ’ =nU {n},
y por lo tanto n’ € S(0).

Probemos ahora que si m € S, entonces m’ € S.

Sea m € S, esto es S(m) = w. Debemos ver que también S(m’) = w y
para ello probaremos que S(m') es inductivo:

Como ya vimos que S()) = w, tenemos que m’ € S(), lo que implica que
0 e Sm).

Sea x € S(m'). Esto es se cumple una, y s6lo una, de las siguientes
condiciones

(1) zem’, (2) mex, (3) z=m

Como por la hipotesis inductiva S(m) = w, resulta también que 2’ € w =
S(m), esto es
(mea)Vv(x em)V (' =m).

Consideremos cada una de estas posibilidades:

1) Sim € ' entonces (m € z) V (x = m). Si x = m, entonces &’ = m/,
y ' € S(m'). Si m € x, no puede ser que se cumpla (1), por lo tanto
debera cumplirse (2) o (3) y en ambos casos obtenemos que m’ € 2/, lo
que implica que 2/ € S(m/).

11) Siz’ € m, entonces 2’ € m’ y resulta 2’ € S(m/).
I11) Si 2’ =m, entonces ' € m'. y también ahora 2’ € S(m’).

En todos los casos 2’ € S(m’); por lo tanto S(m') = w, es decir, m’ € S.
Esto muestra que S es inductivo y por consiguiente igual a w. ]

Corolario 2.1.15. Para m,n en w, se tiene que

mCn<+ ((m=mn)V(men)).
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Demostracion. Supongamos que m C n. No puede ser que n € m, pues
esto implicaria que n € n, contrariando el Lema 2.1.13. Luego, por el Teore-
ma 2.1.14, debe ser (m =n) V (m € n). Por otro lado, si (m =n) Vv (m € n),
entonces por el Corolario 2.1.7 resulta que m C n. O

Del Teorema 2.1.14 y del Corolario 2.1.15 resulta que la relaciéon de in-
clusién C define un orden total sobre w.

Definicién 2.1.16. Una relacion de orden < sobre un conjunto a se dice
un buen orden si y s6lo si todo subconjunto no vacio de a tiene primer
elemento.

Observacion 2.1.17. Todo conjunto bien ordenado (a, <) es totalmente or-
denado. En efecto, dados x, y en a, el par {x, y} tiene primer elemento, luego
debe ser (z <y) V (y < z).

Teorema 2.1.18. La relacion de inclusion C define un buen orden sobre w.

Demostracion. Ya observamos que C es una relacion de orden. Luego resta
probar que todo subconjunto no vacio de w tiene primer elemento. Suponga-
mos que b es un subconjunto de w que no tiene primer elemento y sea a el
conjunto de las cotas inferiores de b en w Es claro que 0 = () € a. Como b no
tiene elemento minimo, todas sus cotas inferiores deben ser estrictas, por lo
tanto si n € a, entonces n € x para todo x € b. Luego por el Corolario 2.1.8
tendremos que V x € b (n' C z), esto es, que n’ € a. Hemos probado asi que
a es inductivo, y por consiguiente, que a = w. Supongamos que b # () y sea
m € b. Como m' € w = a, tendriamos m’ C m, lo que es imposible. Luego si
b no tiene primer elemento debe ser vacio. O

Es inmediato verificar que si (a, <) es un conjunto bien ordenado, entonces
todo subconjunto b de a, con el orden heredado de a, es bien ordenado. De
esta observacion y del teorema anterior resulta que:

Corolario 2.1.19. Para todo n € w, se tiene que ( n,C ) es un conjunto
bien ordenado. O
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2.2. Principio de Inducciéon Transfinita

Usamos el principio de induccién para probar el buen orden de los niime-
ros naturales. Veremos ahora que estos dos conceptos estén estrechamente
vinculados.

Comenzaremos por la siguiente:

Definicién 2.2.1. Sea a un conjunto ordenado. Llamaremos seccién inicial
determinada por y € a al conjunto a, = {z € a: = <y} (recordar que x <y
significa que © <y y = # y).

Teorema 2.2.2. Sea a un conjunto bien ordenado y b un subconjunto de a
que satisface la siguiente propiedad:

(P)  Para todo x € a, si a, Cb entonces x € b.

Se tiene que b = a.

Demostracion. Supongamos, por el absurdo, que exista b C a tal que b sa-
tisface (P) y b # a. Entonces a \ b # ) y tiene primer elemento u. Veamos
que a, C b. En efecto, si u es el primer elemento de a, entonces a, = () C b.
Si u no es el primer elemento de a, entonces a, # 0. Sea z € a,. Como u
es el primer elemento de a \ b, no puede ser que x € a \ b, luego = € b.
Consecuentemente a,, C b, y como b satisface (P), resulta que u € b. Pero
esto es absurdo, puesto que u € a '\ b. O

Observacion 2.2.3. Sea a bien ordenado y z el primer elemento de a. Como
a, = () C b cualquiera que sea b, se tiene que la condicion (P) en el enunciado
del teorema anterior puede desdoblarse del modo siguiente:

(P1) z€b
(P2) Para todo z € a, si y € b para todo y < x, entonces z € b.

El hecho de que todo subconjunto b C w que satisface (P1) y (P2) debe
coincidir con w suele darse frecuentemente como una forma alternativa del
principio de induccién finita para los naturales. De hecho, este enunciado
equivale a la buena ordenacion de w (ver Ejercicio 2.6.9).
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2.3. Ordinales

De los Corolarios 2.1.7 y 2.1.19 y de los Teoremas 2.1.9 y 2.1.18 resulta que
tanto los nimeros naturales como w son conjuntos transitivos bien ordenados
por la relacion de inclusion. Vamos a estudiar ahora los conjuntos que tienen
estas dos propiedades y que constituyen una importante generalizacién de
los ntimeros naturales. Comenzaremos por algunas consideraciones generales
sobre conjuntos bien ordenados.

Definicién 2.3.1. Sea a un conjunto ordenado y b C a. Diremos que b es
decreciente si x € b e y < x implican que y € b.

Lema 2.3.2. Sea a un conjunto bien ordenado, b C a y b decreciente. Si
b # a, entonces existe z € a tal que b = a,.

Demostracion. Supongamos que a \ b # (). Como a es bien ordenado, a \ b
tiene primer elemento z. Mostraremos que b = a,.

Si y € a,, entonces y < z, por lo tanto el elemento y no pertenece a a \ b
y esto implica que a, C b.

Si y € b, supongamos que z < y. El conjunto b es decreciente, entonces
z€bN(a\b)=0: absurdo. Por lo tanto y < z, es decir y € as. O

Definicién 2.3.3. Sea a un conjunto, diremos que € es un buen orden
estricto sobre a si y solo si:

Ordy Vo (x €a — x ¢ x).
Ordy YxVyVz[(r€a Ny€a N z€a N x€Yy N yEz) — x €z
Ords Yu{(uCaAu#0) - FTzze€urANVr(zEuNhz# 2z — z€)|}

Observacion 2.3.4. € es un buen orden estricto sobre a si y sélo si se
satisface Ordy y re = {{x,y) €a xa: (x € y)V (r = y)} es un buen orden
sobre a (comparar con el Lema 1.5.13).

Definiciéon 2.3.5. Diremos que un conjunto x es un ordinal y escribiremos
ord(x), si y sblo si € es un buen orden estricto sobre x y x es transitivo. Es
decir, ord(x) es la conjuncion Ord;(xz) A Ordy(z) A Ords(x) A trans(z).
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De los Teoremas 2.1.9 y 2.1.18 y de los Corolarios 2.1.15, 2.1.7, 2.1.19
resulta que w y todos los niimeros naturales son ordinales.

En general usaremos letras griegas para designar ordinales. Por ejemplo,
la notacion Vo abreviara Vy (ord(y) — ... .

Teorema 2.3.6. St a es un ordinal, entonces:

y
11)
111)

v)

aé a.
Si x € a, entonces ord(z).
Si B € a, entonces ag = 5.

ord(a)

Demostracion. 1) Por Ordy, (o € o) — (« ¢ «). Por lo tanto a no puede

11)

111)

pertenecer a «.

Sea x € a. Como « es transitivo, x C «; por consiguiente Ordy, Ordy y
Ords se cumplen para x. Resta ver que x es transitivo. Seat € x y s € t.
Como « es transitivo, t € a y s € a. Por Ords, tenemos que s € x; por
consiguiente x es transitivo. Luego x satisface todas las propiedades de
la definicién de ordinal.

Si B € a, como el orden lo da la relacion de pertenencia,
ag={reca z<f={r€ca  xefl=anf=p4
yva que 3 C a.

Si z € o/, entonces € a 6 © = . Por la propiedad i) y Ord; tenemos
que en ambos casos = ¢ x.

Supongamos que x, ¥, z estan en o' y que x € y € z. Si los tres
pertenecen a «, entonces x € z. Caso contrario, como acabamos de ver
que o satisface Ordy, a lo sumo uno de ellos puede ser a. Si fuese x = «,
tendriamos a € y, y como y € a y « es transitivo, tendriamos o € a,
lo que es imposible. Analogamente podemos ver que que no puede ser
y = a. Por lo tanto 2 = a y Ords se reduce a la transitividad de a.. Por
lo tanto o satisface Ord,.

Sea u C o yu # 0. Si unNa # (), entonces es un subconjunto no
vacio de «, luego por Ords existe z € u N « tal que z € x para todo
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r €uNa, z# x. Como z € a, resulta que z € x para todo = € u,
r # z. Siuna = 0, entonces u = {a}, que tiene a o como primer
elemento. Luego se satisface Ords. Finalmente, por el Teorema 2.1.6,
trans(a) — trans(a’); por consiguiente o/ es un ordinal.

O

Teorema 2.3.7. Si « y [ son ordinales, una y sélo una de las siguientes
formulas es verdadera: (o € B) , (B € a) ¢ (a = f).

Demostracion. La transitividad de los ordinales y la propiedad (i) del Teo-
rema 2.3.6 implican que las tres condiciones son mutuamente incompatibles
(ver la demostracion del Teorema 2.1.14). Para ver que al menos una de las
condiciones se cumple, sea c = aNp. Sit€x €c,x € ay x € §; como
a'y [ son transitivos, t € oy t € 5, esto es t € ¢; por consiguiente ¢ es un
subconjunto decreciente tanto de a como de . Entonces por el Lema 2.3.2
y (iii) del Teorema 2.3.6 se tiene que ¢ es un ordinal tal que ¢ = a 6 ¢ € a.
Analogamente se ve que ¢ = [ 6 ¢ € . Combinando estas posibilidades
resultan los 4 casos siguientes:

(1) c=ayc=4p,
(2) c=aycep,
(3) ceayc=p,
(4) ceaycep.

Por (ii) del Teorema 2.3.6 los casos (1), (2) y (3) corresponden a a = 3, a € 3
y B € «a, respectivamente. El caso (4) es imposible. En efecto, otra vez por
(ii) del Teorema 2.3.6, (4) implicaria que ¢ es un ordinal y que ¢ € aNf = ¢,
lo que es imposible por (i) del mismo teorema. O]

Observacion 2.3.8. Razonando como en la demostracion del Corolario 2.1.15,
de la transitividad de los ordinales y del Teorema 2.3.7 podemos deducir que
si a y [ son ordinales, entonces (« € B)V (a = ) < a C 3. Ademds se
tiene que € f <> a C L < a= L,.

Teorema 2.3.9. Sea a un conjunto de ordinales, estos es
Vo (x € a— ord(x)).

Entonces se cumple que:
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(1) a estd bien ordenado por la relacion de inclusion.
(11) Si a es transitivo, entonces es un ordinal.
(111) Ua es un ordinal.

Demostracion. (i) Por el Teorema 2.3.7 y la Observacion 2.3.8, sabemos que
a estd totamente ordenado por C. Para ver que estd bien ordenado, sea
b Ca b+#0,yseaacb SiaC 3 para todo 8 en b, entonces a es el
primer elemento de b. Si no, existe # en b tal que 8 € «a. De esto resulta que
aNb # (. Entonces, como « es bien ordenado, o N b tiene primer elemento,
que llamaremos . Sea § en b. Si 0 esta en b\ a, § ¢ «, entonces v € a C 0,
y por lo tanto v C 9. Si § € aNb, tenemos que v C §. Luego 7 es el primer
elemento de b.

(i1) Por (i) del Teorema 2.3.6 los elementos de a satisfacen Ord,, y teniendo
en cuenta las Observaciones 2.3.4 y 2.3.8, de (i) resulta que € es un buen
orden estricto sobre a, y como a es transitivo por hipotesis, a es un ordinal.
(111) Como Ua es también un conjunto de ordinales, por (i) bastara probar
que Ua es transitivo. Sea 8 € Ua. Por la definicién de la union, existe a € a
tal que 8 € «, y como « es transitivo, resulta que g C a C Ua. ]

Observacion 2.3.10. La propiedad (iii) en el teorema anterior nos dice
que el supremo, con respecto a la relacion de inclusion, de un conjunto de
ordinales es un ordinal (ver Ejercicio 1.4.15).

Corolario 2.3.11. No existe un conjunto que tenga entre sus elementos a
todos los ordinales.

Demostracion. Supongamos que existiese un conjunto b tal que
Vo (ord(x) — x € b).

Entonces podriamos formar el conjunto a = {z € b : ord(x)}, esto es a
serfa el conjunto de todos los ordinales: V (ord(z) <> x € a). Como por (ii)
del Teorema 2.3.6 @ seria transitivo, de (ii) del teorema anterior resultaria
que a es un ordinal y por lo tanto que a € a, en contradiccion con (i) del
Teorema 2.3.6. O

El enunciado del corolario anterior, conocido como la Paradoja de Burali-
Forti, fue publicado en 1897 por el matemético italiano Cesare Burali-Forti
(aunque parece que el mismo Cantor ya la habia descubierto en 1895). Es
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otra paradoja de la teoria ingenua de conjuntos desarrollada por Cantor, pe-
ro al depender de una nocién compleja como la de ordinal no tuvo el mismo
impacto que la Paradoja de Russell, que utiliza s6lo las nociones mas intui-
tivas de conjunto y pertenencia. Para nosotros, la Paradoja de Burali-Forti
significa simplemente que la clase {z : ord(z)} no es un conjunto.

2.4. Conjuntos Finitos

Vamos a ver ahora como se pueden caracterizar los niimeros naturales,
esto es, los elementos de w, en términos de ordinales. Comenzaremos por la
siguiente:

Observacion 2.4.1. Si a es un ordinal, su siguiente o estd caracterizado
por las dos propiedades siguientes (comparar con el Corolario 2.1.8):

(1) acady
(11) siord(B) y o C B, entonces o C .

Definicion 2.4.2. Un ordinal « tiene un antecesor si existe 3 tal que a =
B'. Si a # 0 y no tiene antecesor inmediato, diremos que « es limite.

Teorema 2.4.3. Para todo ordinal o, las siguientes propiedades son equiva-
lentes:

1) a es limite.
1) a es inductivo.
1) Ua = a y a # (.

Demostracion. i) implica i7): Como o # 0y o ¢ () debe ser 0 € a. Si § € a,
entonces por la Observacion 2.4.1 tenemos que 3’ C «, y como no puede ser
B = a, debemos tener que ' € a. Hemos probado asi que ind(a).

i1) implica 7i7): Si « es inductivo, entonces t € a — t' € a. Como t € t/
resulta que ¢’ C «, y por consiguiente, que t € Ua. Luego o C Ua. Por otra
parte, si t € Ua, hay un 8 en « tal que ¢ € 8, como « es transitivo por ser
ordinal, tenemos ¢t € a. Luego también Ua C a.

i4i) implica i): supongamos que #i7) es verdadero y que existe un ordinal 7
tal que a = 7. Entonces v/ = a = Ua = Uy’ = ; esto implica v € v que es
absurdo por ser v ordinal. O
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De (ii) del teorema anterior se sigue que w es un ordinal limite.

Definicion 2.4.4. Diremos que « es un ordinal finito, y escribiremos
ordfin(c) si ni él ni sus elementos son limites:

Vr((z € a) = ((z =0) v (38(x = §))).

Teorema 2.4.5. Vz (ordfin(z) <> x € w). Esto es, los nimeros naturales
coinciden con los ordinales finitos.

Demostracion. Veamos primero que todos los elementos de w son ordinales
finitos. Sea a = {z € w : ordfin(x)}. El vacio pertenece a w y es un ordinal
finito por definicién, por lo tanto es un elemento de a. Si z € a, como w es
inductivo ' € w y el item iv) del Teorema 2.3.6, 2" es un ordinal. Dado que
2’ no es ordinal limite y sus elementos tampoco (porque z es ordinal finito),
tenemos que 2’ es finito. Hemos probado que a es inductivo y por lo tanto
W= a.

Ahora veamos que todos los ordinales finitos pertenecen a w. Si z un
ordinal finito, por el Teorema 2.3.7 x € w V w € x V r = w, pero como w
es ordinal limite, no puede pertenecer a x ni ser igual a z, por consiguiente
T € w. O]

Este ultimo teorema podria hacer pensar que se podria prescindir del
Axioma del Infinito. En efecto, si bien los niimeros naturales sirvieron para
motivar la introduccién de los ordinales, la demostracion de las propiedades
de estos tltimos no dependieron de ningin resultado sobre ntimeros natura-
les. Por lo tanto los ordinales podrian haberse definido antes de introducir
el Axioma del Infinito y posteriormente introducir los naturales como los or-
dinales finitos. Pero como los ordinales no forman un conjunto (Paradoja de
Burali-Forti), no tendriamos medios para probar la existencia del conjunto de
los ordinales finitos (esto se vera con precision en el Teorema 6.2.5). De modo
que aun siguiendo este camino necesitariamos de un axioma para garantizar
la existencia del conjunto de los ordinales finitos. Este camino es posible y
de hecho es el seguido en muchos tratamientos de la teoria axiomatica de
conjuntos. El siguiente teorema muestra como el Axioma del Infinito puede
ser formulado en términos de ordinales.

Teorema 2.4.6. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) Existe un conjunto inductivo (Azioma del Infinito).
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11) Eziste un conjunto ¢ que tiene entre sus elementos a todos los ordinales
finitos.

111) Eziste un ordinal limite.

Demostracion. i) implica ii): Como todo conjunto inductivo contiene a w, la
implicacion resulta del Teorema 2.4.5.

i1) implica 4ii): Supongamos que existe ¢ con la propiedad requerida. Sea
a={x € c: ordfin(r)}. Tomemos x € a. Si t € z, entonces ¢ es ordinal
finito porque x es ordinal finito (en efecto, si s € ¢, entonces s € x porque x
es transitivo por lo tanto s no es ordinal limite), por consiguiente ¢ € a; esto
muestra que a es transitivo. Como a es un conjunto transitivo de ordinales,
a es un ordinal. Si a fuese finito, tendriamos que a € a, lo que no es posible.
Por lo tanto a es infinito y como todos sus elementos son finitos, a debe ser
un ordinal limite.

i11) implica i): Esta implicacion es el resultado obtenido en el Teorema 2.4.3.
O

Observacion 2.4.7. Hemos definido a w como el menor conjunto inductivo
con respecto a la inclusion. Del Teorema 2.4.5 resulta que también w es el
menor ordinal infinito con respecto a la inclusion:

Vo ((ord(x) A = ordfin(z)) — (w C z)).

Esta propiedad suele expresarse diciendo que w es el primer ordinal transfi-
nito.

Nos proponemos ahora definir la nocién de conjunto finito.

Definiciéon 2.4.8. Diremos que a y b son equipotentes, y escribiremos

a = b, si existe una funcion de a en b biyectiva.
Definicion 2.4.9. El conjunto a es finito si existe n € w tal que n = a.

Teorema 2.4.10. 1) Sin € w y a C n, entonces eviste k € n tal que
k=a.

11) Sik €n, entonces k # .
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Demostracion. i) Seas={nc€w : Yo (x Cn)—Jk(ken A k=1))}
Veremos que s es inductivo y por lo tanto igual a w.
Es claro que () € s. Supongamos que n € sy sea x C n' = n U {n}.
Consideraremos los dos casos siguientes:
Caso 1: n ¢ x. Entonces x C n o x = n. Como = € s, x C n implica que
existe k € n C n' tal que k = Z. Si x = n, entonces 7 =z, y n € n’. Por lo
tanto en este caso se tiene que n’ € s.
Caso 2: n € x. Sea y = z \ {n}. Como y C x, por la hipétesis inductiva
resulta que existe k € n tal que k = 7, es decir, existe una funciéon biyectiva
f:y— k. Sea g: x — k' dada por
| ft) sitew,
g(t)_{k sit=n.
Claramente g es biyectiva, lo que significa que k' = Z. Para terminar de
probar que también en este caso n’ € s, hay que ver que k' € n’. Como
n' C k' implicaria que n € kK o n = k, lo que contradiria k € n, por el
Corolario 2.1.15 debe ser k' € n/. Por lo tanto n’ € s y completamos la
demostracion de (i).

i) Sea a = {n € w: Vk(k € n — k # n)}. Probaremos que a es inductivo.
() € a porque para todo k es falso k € (). Si n € a veremos que n’ € a.
Supongamos que n’ ¢ a, entonces existe k& € n’ y una funcién biyectiva
f:n' — k. La funcion g: n — k\ {f(n)}, determinada por ¢(t) = f(t) para

todo t € n es biyectiva, entonces n = k\ {f(n)}. Por otra parte, como

k\ {f(n)} C k, por i) existe j € k tal que j = k \ {f(n)}. Dado que k C n,
tenemos j € n'y j = 1, contradiciendo n € a. O

Corolario 2.4.11. Cada uno de los enunciados listados a continuacion im-
plica al siguiente:

1) x es un conjunto finito.
11) Ezxiste un unico n en w tal que n = T.
1) Siy C x, entonces y es finito.

v) SiyCxyy=2z, entonces v =y.
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Demostracidn. i) implica ii): Si ny m estdn en w y n = T = m, por el
teorema anterior n ¢ m y m ¢ n, por lo tanto n = m.

ii) implica i11): Existe un tnico n tal que existe una f : z — n biyectiva. Si
y C z, sea g = f|,. Como f es biyectiva, img(g) C n, entonces existe k € n

tal que k = img(g) = ¥.

#ii) implica iw): Como x C z, x es finito. Siy C x y T = y, sea n € w tal
que £ = n. Supongamos que x # y. Con un argumento similar al dado en
la demostracion de ii)— i), se ve que existe k € n tal que y = k, entonces
n =171 =y = k que es absurdo por el teorema anterior. H

En realidad los enunciados listados en el corolario anterior son equiva-
lentes, pero para demostrar que iv) implica i) se requiere del Axioma de
Eleccion, que presentaremos en el Capitulo 4.

Para los ordinales tenemos dos nociones de “finitud”: una, la de ordinal
finito, otra la de ser finito como conjunto. Resulta del corolario anterior que
ambas nociones coinciden:

Corolario 2.4.12. Un ordinal o es un conjunto finito si y solo si es un
numero natural.

Demostracion. Es claro que los ntimeros naturales son conjuntos finitos. Por
otra parte w es un conjunto infinito. En efecto, si fuese w finito existirian € w
tal que @ = n, y como n C w, por iw) del Corolario 2.4.11 resultaria que
w = n, lo que es absurdo. Sea ahora a un ordinal que es un conjunto finito.
Tenemos que (o € w)V (w C «); pero si w C a, por (i) del Corolario 2.4.11
resultaria w finito. O

Observacion 2.4.13. De (ii) del Corolario 2.4.11 resulta que no puede haber
una biyeccién entre dos ntimeros naturales distintos. En particular, se tiene
que 7 # n'. Esta propiedad también caracteriza a los ordinales finitos. En
efecto, si @ es un ordinal no finito, entonces w C «. Sea f: a — a\ {0}

definida por .
ro={ 5 ahea

si 8 e w.

Esta f es biyectiva, por lo tanto @ = a \ {#}. Si definimos g: o/ — a dada
por g(t) = f(t) parat € a 'y g(a) = ), vemos que g es también biyectiva.

Luego a = o/.
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2.5. Principios de Minimo y de Induccién para
clases de ordinales

Como todo ordinal es un conjunto bien ordenado, satisface que todo sub-
conjunto no vacio tiene elemento minimo y el principio de induccién transfi-
nita. El teorema que sigue extiende estos principios a clases de ordinales. El
item (i) del teorema se conoce como Principio de Minimo Para Ordina-
les y el item (7i) como Principio de Induccién Sobre los Ordinales.

Teorema 2.5.1. Sea ¢ una formula con una iunica variable libre. Entonces
se satisfacen los siguientes enunciados, donde «, 3,7 denotan ordinales:

(1) (3 alp(a))) = 3 Ble(B) A (Y 7(p(7) = B €7))))-

Esto es, toda clase no vacia de ordinales tiene un elemento minimo.

(i) (Vo {[VB (B € a) = ¢(B)] = v(a)}) = V7 ¢(7).

Esto es, si una formula vale para un ordinal siempre que valga para sus
anteriores, entonces vale para todos los ordinales.

Demostracion. Para probar (i) supongamos p(a) y sea ¢ = {y € o’ : p(7)}.
Como () # ¢ C o/, ¢ tiene primer elemento (5. Si p(7) y v € ¢, entonces
~v D . Luego 8 es el minimo buscado.

Para probar (i), supongamos que existe un 7 tal que —¢(7). Sea

c={Be”:(B<y)N-p(B)}.

El conjunto ¢ es no vacio, pues v € c. Sea v, el primer elemento de ¢. Si 5 € 7y
entonces () es verdadera, de lo contrario 7y no seria el primer elemento
de ¢. Por lo tanto, V3 (8 € 7o — () y por hipotesis implica ¢(79) que es
absurdo porque vy € a. O

2.6. Ejercicios

Ejercicio 2.6.1. Sea a un conjunto y sea re = {(x,y) € a x a:x € y}.

1. sEs cierto que si a es transitivo, entonces re es una relacion transitiva
sobre a?
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2. sFs cierto que si re es un a relacion transitiva sobre a, entonces a es
transitivo?
Fundamente sus respuestas.

Ejercicio 2.6.2. Probar que para todo conjunto a los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. a es transitivo.

2. Para todo b C a, UbC a.
3. P(a) es transitivo.

4. Ud = a.

Ejercicio 2.6.3. De un ejemplo de un conjunto transitivo a tal que U a = a
y un ejemplo de un conjunto transitivo b tal que U b # b.

Ejercicio 2.6.4. Probar que si a es transitivo también lo es Ua. De un ejem-
plo para mostrar que trans(Ua) no implica trans(a).

Ejercicio 2.6.5. Probar que si a es un conjunto tal que todos sus elementos
son transitivos, entonces Ua es transitivo.

Ejercicio 2.6.6. Probar que un conjunto totalmente ordenado (a,<) es bien
ordenado si y solo st < es un buen orden sobre todas sus secciones iniciales.

Ejercicio 2.6.7. Un conjunto totalmente ordenado es bien ordenado si y sélo
st todo subconjunto propio decreciente es una seccion inicial.

Ejercicio 2.6.8. Sea a un conjunto de ordinales. Probar que si a # 0, en-
tonces Na € a.

Ejercicio 2.6.9. Un conjunto ordenado (a,<) satisface el Principio de
Induccion Transfinita si todo subconjunto de a con la propiedad (P) del
enunciado del Teorema 2.2.2 coincide con a. Esto es, si para todo b C a, si b
satisface (P), entonces b = a. Probar que todo conjunto totalmente ordenado
con primer elemento y que satisface el principio de induccion transfinita es
bien ordenado.

Ejercicio 2.6.10. Sea (a, <) un conjunto bien ordenado tal que a es transi-
tivo y para todo x € a, x = a,. Pruebe que a es un ordinal.
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Ejercicio 2.6.11. Sea a un conjunto de ordinales.
1. De ejemplos en los que Ua € a y en los que Ua & a.
2. Sia# 0, entonces Na el primer elemento de a.

Ejercicio 2.6.12. Sea (a,<) un conjunto ordenado y b C a. Se dice que b
es cofinal en a (respecto al orden <) si para todo x € a existe y € b tal que
x <y. Sea a un ordinal y b C a.

1. Pruebe que si « es limite, entonces b es cofinal en « (respecto al orden
C) si y solo si Ub = Ua.

2. Sia# 0 ya no es limite, de una condicién necesaria y suficiente para
que b sea cofinal en a.

Ejercicio 2.6.13. Diremos que una relacion r es bien fundada sobre un
conjunto a si se cumple:

Ve((z Ca)A(z #0) = Fy((y € x) A=(Btt € ) A ((t,y) €71)).  (2.1)

Diremos que el y de (2.1) es un elemento r-minimal de x.
Demuestre que:

~

. 1T es bien fundada sobre a si y sélo si no existe una funcion f: w — a
tal que (f(n), f(n')) € r para todo n € w.

2. Un conjunto totalmente ordenado (a,<) es bien ordenado si y sélo si
< es bien fundada sobre a.

3. La relacion vacia () es bien fundada sobre todo conjunto a y todo y €
x C a es O-minimal de x.

4. Si (a,<) es un conjunto ordenado finito, entonces < es bien fundada
sobre a.

5. Sir es bien fundada sobre a, entonces vale el siguiente principio de
induccion, donde ¢ denota una formula con una variable libre:

(Vy €a ({y,x) €r — p(y)) = p(r)) = Vo € a ().
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Capitulo 3

El axioma de Sustitucion

3.1. Los sistemas Z y ZF

Hasta ahora hemos considerado los siguientes axiomas:
Axioma de Extensionalidad,
Axioma del conjunto vacio (existencia de un conjunto),

Axioma Esquema de Especificacion,

Axioma de la Union,

)
)
)

4) Axioma del Par,
)
) Axioma del Conjunto Potencia,
)

Axioma del Infinito.

Como estos axiomas fueron introducidos por Zermelo en 1908, se denomi-
nan Axiomas de Zermelo y la teoria de conjuntos que se puede desarrollar
a partir de los mismos se la simboliza con la letra Z.

Como no hay un conjunto que tenga entre sus elementos a todos los
ordinales (Paradoja de Burali-Forti), el Axioma de Especificacion no puede
utilizarse para probar la existencia de conjuntos de ordinales que satisfagan
una cierta propiedad.

Por ejemplo, si a es un ordinal. ;Existe un conjunto a tal que o« € a y
Vo ((x € a) = (2/ € a))? Cuando a = () este conjunto existe por el Axioma
del Infinito. Pero, ;existe cuando a = w?

41
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La existencia de este tipo de conjuntos es compatible con nuestra intuicién
del universo U, y su existencia podria postularse, transformando el Axioma
del Infinito en un esquema vélido para cada ordinal a y no sélo para (). Pero
este tipo de axioma esquema no seria suficiente para otras situaciones que se
plantean naturalmente:

Sea ay = w y pongamos wy = Uag = w. Usando un axioma esquema del
tipo indicado, podriamos definir el conjunto a; = {wo, wj,wy ...} v definir
wy = Uay. Asi siguiendo, para cada n € w podriamos definir un conjunto
de ordinales a,, de modo que el primer elemento de a,  fuese Ua,. Pero un
axioma esquema del tipo indicado no nos permitiria asegurar la existencia
de un conjunto que tuviese entre sus elementos a todos los conjuntos a,, para
new.

Observemos que todos estos ejemplos son del tipo siguiente:

Hay un conjunto I y para todo ¢ € I esta definido un tnico conjunto a;,
y quisiéramos encontrar un conjunto a tal que a; € a para todo i € I.

En el primer caso I = w y a, = o™, donde con el exponente (n) estamos
indicando tomar n veces el siguiente, y en el segundo, también I = wy ag = w
y @ = {Uay,, (Ua,)', (Ua,)"” .. .}.

Mas generalmente, supongamos que tenemos una relacion funcional sobre
un conjunto a (ver pagina 10). Esto es, tenemos una formula con dos variables
libres ¢(z,y) tal que Va ((z € a) — 3y ¢(x,y).

De acuerdo con nuestra intuiciéon del universo U, en la misma etapa en
que estan disponibles los elementos x del conjunto a también deben estar
disponibles los conjuntos F'(z) determinados por la relacion funcional ¢, lo
que nos permite formar un nuevo conjunto que los tenga por elementos.

Es decir, la clase {F(z) : € a} debe ser un conjunto. Este es el signifi-
cado del axioma esquema siguiente.

Axioma (Esquema) de Sustitucion:! Sea ¢ una férmula entre cuyas
variables libres figuran x e y, y sea t una variable que no figura en ¢. Entonces
el siguiente enunciado es un axioma:

Vz{[Vae VyVt (x €z N p(x,y) N olx,ylt) > y=t]—

Ju [Vy 3z (z € 2 A @(z,y))) < (y€u)l}.

Con la notacion introducida en la pagina 7 el Axioma Esquema de Sustitucion

Wer pagina 7 para la notacion ¢(z, y|t).
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puede escribirse:
Val¥a((z € 2) — (Fylp(e,y)] — Fu ¥y (Fo (z € 2 A ple,y) & (y € w).

Dada una “funcién” F' en U y un conjunto a, el axioma anterior nos
permite construir una funciéon f de a en algin conjunto: en efecto, primero
consideramos el conjunto

b={y: Jzx (r€a N y=F(x))}
cuya existencia asegura el Axioma de Sustitucion, luego, el conjunto
f={reaxb: Jx Iy (r={(z,y) N y=F(x))}.

Es sencillo verificar que el conjunto f es efectivamente una funcién de a en
b. Para expresar esta nocion escribiremos f = F/|,.

La teoria de conjuntos desarrollada en base a los siguientes axiomas se
conoce como la teorfa de Zermelo-Fraenkel? y se la simboliza por ZF:

1) Axioma de Extensionalidad,
) Axioma del Conjunto Vacio,
) Axioma Esquema de Sustitucion,
4) Axioma de la Union,
) Axioma del Conjunto Potencia,
) Axioma del Infinito.

Tanto el Axioma de Especificacion como el Axioma del Par son derivables
en ZF:

DERIVACION DEL AXIOMA DE ESPECIFICACION: Sea @ una féormula con
una unica variable libre y sea ¢(z,y) la formula (z = y A (y)). Esta formula
es funcional. En efecto, VaVv ((p(z,y) A ¢(z,ylv)) — (y = x = v)). Luego
por el Axioma Esquema de Sustitucion tenemos que

VzJuVy [(y €u) < 3z (€ 2) A (y=1z)A(y)))l,

2Este nombre fue propuesto por el propio E. Zermelo en 1930, pues le atribuyo A. A.
Fraenkel el enunciado del Axioma de Sustitucién, aunque también habia sido considerado
por J. von Neumann y T. Skolem.
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que es un enunciado equivalente al Axioma de Especificacion.

DERIVACION DEL AXIOMA DEL PAR: Dados los conjuntos u,v la idea es
encontrar una féormula funcional que restringida a un conjunto con dos ele-
mentos tenga por imagen al conjunto {u,v}.

Comencemos por observar que:

1) 0#P(0),
2) x € P(0) >z =0,
3) x € P(P(0)) <> (x=0Vaz="P()).

Con estos conjuntos formaremos la formula adecuada para aplicar el Es-
quema de Sustitucion.

Sea ¢(z,y,u,v) la formula (z =0 Ay =u) V (z = P(D) Ay =v).
SizeP(P®))y e(y)Ap(y|t), entonces y = t, por lo tanto ¢ es funcional
en P(P(0)). Por lo tanto,
Vuvo[dz(y € x < (2 € P(P(0)))) A v(y)], (3.1)
que mas detalladamente se escribe

Vuvv[Fz(y € 2+ (2 € P(PO)) A (z=0Ay=u)V (z =P0) Ay =v)].

Como cuando z = (), es y = u y cuando z = P((), es y = v, resulta que (3.1))
afirma que

Vuvo[Fz(y € 2 <> (y =u V y = v)]

que es el axioma del par.

Observacion 3.1.1. El Axioma de Sustituciéon nos permite relajar la con-
diciéon impuesta en la definicion de familia de conjuntos (ver § 1.2) que para
considerar una familia {a;};c; hay que asegurar la existencia de un conjunto
a tal que a; € a para todo ¢ € I. La existencia de a esta garantizada por el
Axioma de Sustitucion.



3.2. ORDINALES Y CONJUNTOS BIEN ORDENADOS 45

3.2. Ordinales y conjuntos bien ordenados

Definicién 3.2.1. Sean a y b conjuntos ordenados. Una funcién f :a — b
es un morfismo, si siempre que x e y estén en a y se cumpla que = < y, se
tenga f(z) < f(y); y es un monomorfismo si z < ysiysolosi f(z) < f(y).
Si f es un monomorfismo y es sobreyectivo diremos que es un isomorfismo.
Diremos que a es similar a b, y escribiremos a ~ b, si existe un isomorfismo
de a sobre .

En la definiciéon anterior hemos cometido un abuso de lenguaje comun
en matematica: hemos representado con el mismo simbolo < el orden en
a vy en b, entendiendo que del contexto resulta claro a cuél de ellos nos
estamos refiriendo. Asi si z,y son elementos de a, en x < y el orden debe
ser el de a, mientras que en f(x) < f(y), el orden debe ser el de b. Esta
convencion permite hacer la escritura (y la lectural) menos pesada, y sera
usada habitualmente.

EJEMPLO: Sea a un conjunto totalmente ordenado, y sea s(a) el conjunto de
todas las secciones iniciales de a, ordenadas por inclusién. Entonces la funcién
f :a — s(a) definida por f(z) = a, para todo x € a es un isomorfismo. Luego
a~ s(a).

Observaciones 3.2.2. Sean a y b conjuntos ordenados y f : a — b un
monomorfismo. Entonces:

(1) f es una funcion inyectiva. (Pero hay morfismos inyectivos que no son
monomorfismos, como lo muestra el siguiente ejemplo: a = {z,y}, con
el orden dado por x < y <> x =y, b = {s,t} con el orden dado por
s<ty f:a—b,definida por f(z) =t, f(y) =s.)

(11) f es un isomorfismo de a sobre img(f) C b.

(111) Si f es sobreyectiva (esto, si f es un isomorfismo), entonces para todo
x € a la restriccion de f a la seccion inicial a, es un isomorfismo de
ag sobre by(y).

La nocion de similaridad es debida a Cantor, quién utilizaba la notacion
a = b para indicar que a ~ b. Con esta notacion queria sefialar que los
conjuntos similares son iguales si hacemos abstraccion de la naturaleza de
sus elementos pero no del orden en que estos elementos estan relacionados.
En cambio, con la notacion @ = b, que utilizamos en el capitulo anterior,
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queria indicar que los conjuntos son iguales si hacemos abstraccion tanto de
la naturaleza de sus elementos como del orden entre los mismos. Una raya
sobre el conjunto indicaba entonces una abstracciéon y dos rayas, una doble
abstraccion.

Como la funcion identidad es obviamente un isomorfismo, la funcién in-
versa de un isomorfismo es un isomorfismo y la composiciéon de isomorfismos
es un isomorfismo, resulta que la similaridad tiene las propiedades de una
equivalencia: es reflexiva, transitiva y simétrica: Si a ~ b, entonces b ~ a. La
simetria nos permite decir que dos conjuntos ordenados son similares cuan-
do existe un isomorfismo de uno sobre el otro. Cantor estudié particularmente
la similaridad entre conjuntos bien ordenados, e introdujo los ordinales como
“lo que tenfan de comun los conjuntos bien ordenados similares entre si”. En
la teoria axiomatica los ordinales son conjuntos especiales. Para ver que sir-
ven para clasificar a los conjuntos bien ordenados, es fundamental el teorema
siguiente.

Teorema 3.2.3. Sean o y [ ordinales. Existe un isomorfismo f :a — 3 si
y solo st « = 3 y en este caso f es la identidad.

Demostracion. Sea f un isomorfismo de «v en 5. Sea a = {¢ € a : f(¢) # (}-
Supongamos que a # (). Como « es bien ordenado, sea 7 el primer elemento
de a. Si ¢ € v, entonces ( ¢ a 'y ¢ = f(¢); como f es isomorfismo (recordar
que el orden esta dado por la pertenencia) f(¢) € f(v), entonces ¢ € f(7):
esto muestra que v C f(7).

Dado que v C f(v) v que v # f(7), por el Teorema 2.3.7 tenemos que
v € f(y) € B,y como [ es transitivo, esto implica que v € 5. Luego por la
sobreyectividad de f, existe § € a tal que f(J) = .

Existen dos posibilidades: § € a 6 § ¢ a. Veremos que ambos casos
conllevan a una contradiccion. Si § ¢ a, entonces 6 = f(§) = v € a, que es
absurdo. Si § € a, entonces v C §, lo que implica f(v) C f(§) = v, entonces
f(y) € v; como v C f(v), v = f() y esto es absurdo porque v € a. Con
esto hemos probado que el conjunto a es vacio y por consiguiente que f es la
identidad.

Por ser f la identidad y sobreyectiva, Va(z € a «> = € ), y el axioma
de extensionalidad afirma que oo = f5. n

En la demostracion del siguiente teorema utilizaremos el Axioma Esque-
ma de Sustitucion. Veremos mas adelante (Teorema 6.1.17) que este teorema
no es derivable en Z.
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Teorema 3.2.4. Para todo conjunto bien ordenado a existe un unico ordinal
v tal que a ~ 7.

Demostracion. Sea ¢(x,y) la formula (ord(y) A a, ~y) y sea

b={x€a:3Ipp(z,p)}.

Size€ay p(z,y) Np(x,v), entonces y y v son dos ordinales similares y por
el teorema anterior, son iguales. Por lo tanto ¢ es funcional en a. E1 Axioma
de Sustitucion nos dice que existe un conjunto c¢ tal que

y € c4rord(y) A3x(z € ap(z,y)).

Veamos que c es transitivo: Sea a € c. Existe x € a y un isomorfismo f
de o sobre a,. Sea 8 € a. Por lo observado en 3.2.2 (III), f = ag ~ agp) y
por lo tanto g € ¢. Como ¢ es un conjunto transitivo de ordinales resulta ser
un ordinal.

Por otra parte, b es decreciente en a. En efecto, sea x en b e y € a tal que
y < x. Existe un ordinal « y un isomorfismo f de a, sobre a. Como y € a,,
f(y) € a, luego f(y) es un ordinal y otra vez por lo observado en 3.2.2 (III),
a, ~ f(y), lo que prueba que y € b.

Ahora probaremos que b es similar a c.

Sea F': b — ¢ dada por F(x) = “el tnico ordinal similar a a,”. Compro-
bemos que F' es un isomorfismo. Supongamos que x e y estan en by x < y.
Existe un isomorfismo ¢ de a, sobre F(y), y la restriccién de g a a, es un
isomorfismo de a, sobre g(z). Por la definicion de F, F(z) = g(x) € F(y).
Luego = < y implica F(x) < F(y). Supongamos ahora que «, § estan en ¢y
B € a. Sean x,y € b tales que a« = F(z) y 5 = F(y). Si fuese = < y, seria
F(z) < F(y), esto es, tendriamos € a C 3, lo que es absurdo. Luego debe
ser y < x. Como F' es sobreyectiva, hemos probado que F' es un isomorfismo
y b~ c

Finalmente, como b ~ ¢, si existiese x en a tal que b = a,, resultaria
a; ~ ¢,y por lo tanto ¢ € ¢ que es absurdo. Luego b no puede ser una seccién
inicial y como es decreciente, debe ser b = a, y la demostracion se completa
tomando v = c. ]
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3.3. Definicion por Recurrencia

Queremos ahora generalizar el Principio de Definicién por Induccién a un
Principio de Definicién por Recurrencia sobre los ordinales.

En el caso de los niimeros naturales, se puede definir una funciéon u cuyo
valor en n € w depende, por medio de una funciéon prefijada f, de los valores
que u toma en el segmento inicial w,,. Vamos a generalizar esta idea del modo
siguiente:

Supongamos que tenemos una relacion funcional p(x,y) (ver pagina 10).
Esto nos permite considerar una “funcion” F' : U — U del universo en el
universo, donde F(z) = y <> ¢(z,y). Si Ord es la clase de los ordinales,
queremos ver que existe una “ funcion” T : Ord — U tal que para todo ordinal
a, T(a) = F(T|,), donde T'|, = {(B8,T(5)) : B € a}. Observemos que como
a es un conjunto, por el axioma de sustitucion resulta que T, es un conjunto.
Mas precisamente, es una funcién con dominio a: T'|,: o — {T'(8) : B € a}.

Las propiedades siguientes deben entenderse relativas a la relacion fun-
cional F', que supondremos fija.

Definicion 3.3.1. Sea a un ordinal. Diremos que una funcién f es una
a-funcion si dom(f) = ay f(5) = F(f|z) para todo § € a.

Si B € ay fesuna a-funcion, entonces f|g es una [-funcion. En efecto,
para y € 3, (flg)ly = fly-

Lema 3.3.2. Para cada « eziste a lo sumo una a-funcion.

Demostracion. Sean fy g dos a-funciones. Por definicion, dom(f) = dom(g) =
a. Supongamos que existe un ordinal en « para el cual las funciones toman
distintos valores, sea 7 el primero para el cual esto ocurre. Como 7 es el
primero, si 5 € v entonces f(8) = g(), por lo tanto f|, = g|,. Como f y
g son a-funciones, y v € « tenemos que f(v) = F(f|],) = F(gl,) = g(7):
absurdo porque habiamos supuesto que f(7y) # g(7). ]

Dada la unicidad de estas funciones para cada ordinal, podemos establecer
la férmula funcional dada por

T(z) = F(f) six=aesun ordinal y f una a-funciéon
10 en caso contrario.
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Lema 3.3.3. Si existe una a-funcion f, entonces T'(a) = F(T,).

Demostracion. Sabemos que si § € «, entonces f|z es una [-funcién. Por
lo tanto f(B8) = F(flg) = T(B). Esto muestra que T|, = f|lo = f y por
consiguiente que T'(a) = F(f) = F(T,). O

Si para todo « existe una a-funcién, habremos probado el Principio de
Definicién por Recurrencia.

Lema 3.3.4. Para todo ordinal o existe una a-funcion.

Demostracion. Supongamos que para cada [ € « existe una [-funcion. En-
tonces por el Lema 3.3.3 tendremos que T'(3) = F(T'|3) para todo § € a. Sea
f = T|s Como dom(f) = «a y para todo 5 € «a tenemos f(5) = F(T|z) =
F(f|s), resulta que f es una a-funcion.

Si (x) = ord(x) A (3f z-funcion), hemos probado que

Va(Y5(8 € a A p(B)) = wla)).

Luego por induccién en los ordinales tenemos que Vag(«), es decir, para todo
« existe una (dnica) a-funcion. O

Hemos completado asi la demostracion de la existencia de la relaciéon
funcional T tal que para todo ordinal a, T'(«t) = F(T|,), y por lo tanto, la
demostracion del Principio de Definicién por Recurrencia.

Ahora veremos una reformulacién que resulta util en algunas aplicaciones.

Teorema 3.3.5. Si ay es un conjunto y Fy y Fy son “funciones”, entonces
existe una “funcion” T tal que para todo ordinal @ se satisface

ag sio=10,
T(Oé) = Fl(T‘/gl) St o = ﬁ/,
Fy(T|,) si« es ordinal limite.
Demostracion. Definamos la “funcion” F: U — U del modo siguiente:
ag siz =0,
Fi(z) si3p(ord(5) Az es funcion A dom(x) = 5'),

Fy(x) si3a (a ordinal limite A x es funcion A dom(z) = «),

1] en todo otro caso.
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Por el Principio de Definicién por Recurrencia existe una “funcion” T tal
que T'(a) = F(T|a), estoes, T'(0) = F(T|o) = ao, T(B') = F(T|p) = F1(T|p)
y si a es un ordinal limite, T'(a) = F(T|) = F2(Ta)- O

El siguiente corolario es un primer ejemplo de aplicacion de la definicion
por recurrencia, en la que intervienen sélo los ordinales < w. En capitulos
posteriores veremos aplicaciones mas sofisticadas.

Corolario 3.3.6. Dado un conjunto a eziste una funcion T, con dom(T,) =
W' tal que

1. T,(0) = a,

2. T,(n") =UT,(n) sin €w,

8. To(w) = U,eo, Tu(n).
Demostracion. Consideremos ay = a,

Fi(z) = {Ux(ﬁ) si z es funcion A dom(z) = 3,

0 en todo otro caso.

y Fy(z) = Uimg(x). El teorema anterior nos garantiza que existe una funcion
T, tal que T,(0) = a, T,(n') = Fi(T,|w) = UTu(n) vy To(w) = Fy(T,|w) =
U{T,(n) : n € w}. O

Definiciéon 3.3.7. El conjunto T, (w) se llama clausura transitiva de a y
sera denotado por Tr(a).

Este nombre se lo debe a que Tr(a) es el menor conjunto transitivo que
contiene a a, esto es:

Teorema 3.3.8. Para todo conjunto a, Tr(a) satisface:
1) a C Tr(a),
11) Tr(a) es transitivo y

1) sia Cbyb es transitivo, entonces Tr(a) C b.
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Demostracion. a = T,(0) € U{T,(n) : n € w}, lo que prueba i).

Siz € T,(w), existe ng € w tal que € T,(ng), luego x C UT,(ng) =
To(ng) C To(w). Por lo tanto T, (w) es transitivo.

Para probar iii), observemos que 7,(0) = a C b; y si T,(n) C b, entonces
T.(n') = UT,(n) C Ub = b (La dltima igualdad vale porque b es transitivo).
Por lo tanto el conjunto de los n € w tal que T,(n) C b es inductivo, luego
igual a w. Por lo tanto, T, (w) = U,.c,, Ta(n) C b. O

3.4. Suma de ordinales

Siguiendo la costumbre, el conjunto vacio, considerado como ordinal, sera
denotado por 0, 0 por 1 y 1’ = 0” por 2 (ver lo dicho a continuaciéon del
Teorema 2.1.9, en la pagina 23).

Definicion 3.4.1. Sean (a,r) y (b, s) conjuntos ordenados, con a N'b = .
Llamaremos suma ordinal de a y b, y lo denotaremos a LI b, al conjunto
ordenado

(aUb,rUsU(axb)).

Esto es, x <y en allb siy sblo si se satisface una de las tres condiciones
siguientes, que son mutuamente excluyentes:

1) = e y pertenecen ambos a a y (x,y) € r,
1) x ey estan ambos en by (x,y) € s,

1) r€aeye€b.

La demostracion del lema siguiente es muy facil y la dejamos a cargo del
lector.

Lema 3.4.2. Si a y b son conjuntos bien ordenados tales que a N'b = (),
entonces allb es bien ordenado y a es un subconjunto decreciente de allb. [

Notemos que si {(a, r) es un conjunto orenado y z un conjunto, el conjunto
a x {z} resulta ordenado por la relacion (z,z) < (y, z) si y solo si (z,y) € r,
donde z,y son elementos de a, y es claro que la correspondencia x — (x, z)
establece un isomorfismo entre (a,r) y (a x {z}, <).

Luego, dados los ordinales o y /3, los conjuntos a x {0} y 8 x {1} son
conjuntos bien ordenados y disjuntos, isomorfos a a y a 3 respectivamente.
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Definiciéon 3.4.3. Dados los ordinales o y 3 se llama suma de oy 5y se lo
simboliza a@® f, al Gnico ordinal isomorfo a la suma ordinal ax {0} U Bx {1},
cuya existencia esta garantizada por el Lema 3.4.2 y por el Teorema 3.2.4.

Observemos que si a y b son conjuntos bien ordenados y disjuntos, con
a~ayb~ [ entonces aUb ~ ax{0} U g x {1} Por lo tanto a &
es el ordinal isomorfo a la suma ordinal de cualquier par de conjuntos bien
ordenados y disjuntos e isomorfos a los ordinales « y  respectivamente.

Teorema 3.4.4. La suma de ordinales goza de las siguientes propiedades,
donde o, B y v denotan ordinales arbitrarios:

1) ElLO es el elemento neutro: 0 o =a® 0 = a.
11) Es asociativa: o ® (8D y) = (a® f) @ 7.

) a®1l=ao

V) 0o f = (adf).

Demostracion. 1) resulta del hecho que

0x{0} Uax{l} =0Uax{1} ~ a~ax{0}ud=ax{0} U dx{0}.

1) Sean a, b y ¢ conjuntos bien ordenados y disjuntos dos a dos. Se tiene
que aU (bUc) = (aUb) Uc y se verifica facilmente que la identidad es
un isomorfismo de a LI (b LI ¢) sobre (a LIb) Ll c.

1) La funcion f : o/ — (a x {0}) U (1 x {1}) definida por: f({) =

{ ((,0) siea
(0,1) si¢=a

es un isomorfismo.

1v) Porii)y iii) a @ =a® (fd1)=(a®pf)d1l=(ad[).
O]

Observacion 3.4.5. La suma de ordinales no es conmutativa. Por ejemplo,
la funcion f : 1 x {0} U w x {1} +— w definida por f((0,0)) = 0y
f((n,1)) = n’ es un isomorfismo, lo que muestra que 1 ®w = w, mientras que
por #4) del lema anterior, w @ 1 = w’ # w. Este ejemplo muestra algo mas:
no vale la propiedad cancelativa a derecha, puesto que 0w = 1P w = w
pero 0 # 1.
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Sean « y (3 ordinales tales que « € 5. Entonces 3\ « es un conjunto bien
ordenado (por ser un subconjunto del conjunto bien ordenado (), pero no
transitivo. Por el Teorema 3.2.4 existe un tnico ordinal isomorfo a 5\ a que
sera denotado por f © a. Pondremos también que & 8 = 0.

Teorema 3.4.6. Sean «, § y v ordinales.
1) Sia € f3, entonces f=a® (86 a).
11) Si 3 €, entonces a @ B € a @y (monotonia a derecha).

1) Sia® B =ad®, entonces f =~ (propiedad cancelativa a izquierda).
Demostracion. 1) Lafuncion f: f — a x {0} U (8 \ «) x {1} definida por:

f(¢) = { ég: (1); : g 2 g\a es un isomorfismo.

11) Si f € v, por i) tendremos que v = 3 @ (v © f). Luego usando la
propiedad asociativa tendremos: a ® v = (a ® [) & (y © ) y como
v & B # 0, teniendo en cuenta el Lema 3.4.2 resulta que a ® f € a® .

1) Sia®y=a®f, por i)y el Teorema 2.3.7 debe ser = .
O]

Teorema 3.4.7. St m y n son numeros naturales, entonces:
) mé&necwy
1) mdn=nom.

Demostracion. 1) Seam € wy a, = {n € w: m&n € w}. Veamos que
a,, es inductivo: 0 € a,,, pues m@ 0 = m € w. Supongamos que N € a,,.
Entonces m@n ecw, ymedn =(mdn) €w.

11) Es facil verificar que m x {0} U n x {1} =n x {0} U m x {1}, luego
m@n =mn@m,y como por i) m@ny nd®m son ordinales finitos, por
(ii) en el Teorema 2.4.10 debemos tener que m & n = n @ m.

]

Observacion 3.4.8. G. Peano demostré que la suma de ntiimeros naturales
es la tnica funciéon de w X w — w que satisface las ecuaciones: m+0=m y
m+n’ = (m+n)". De los teoremas 3.4.4 parte (iv)y 3.4.7 (i) resulta entonces
que m & n coincide con la suma ordinaria de ntimeros naturales, y por ende
que la suma de ordinales es una generalizacion de la suma de naturales.
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La nocién de suma ordinal de dos conjuntos ordenados puede extenderse
a familias de conjuntos ordenados indexados por un conjunto bien ordenado:

Definicion 3.4.9. Sea I un conjunto bien ordenado y para cada i € I sea
{a;, ;) un conjunto ordenado, tal que a; Na; = 0 si i # j. Llamaremos suma
ordinal de una familia {a;};c; al conjunto ordenado

|_|ai = (U%UT@' U U(ai X a;)).

iel icl el i<j

De acuerdo con esta definicion, x < y en | |,.; a; si y s6lo si se presenta
uno (y solo uno) de los casos siguientes:

1. Existei € I tal que z € a;, y € a; y (x,y) €714, 6
2. Existen ¢y jen I talesquei <j,x €a; ey € a;.

Notemos todavia que la suma ordinal a LI b definida al principio de la
seccion coincide con la suma ordinal de la familia {a;};co donde ag = a y
ay=0b:alb=]|],,a.

Se prueba facilmente que si los a; son conjuntos bien ordenados para todo
i € Iy disjuntos dos a dos, entonces | |,; a; resulta ser bien ordenado.

Sea [ un ordinal y {a¢}cep una familia de ordinales. La suma ordinal
Lees(ac x {C}) es un conjunto bien ordenado.

Definicion 3.4.10. Llamaremos suma de una familia ordinales {a,}¢es
al tinico ordinal isomorfo a | | cg(a¢ x {C}), que denotaremos P4 -

La existencia esta garantizada por el Teorema 3.2.4.
Estas “series” de ordinales nos permitiran definir una operaciéon de pro-
ducto de ordinales, como veremos en la seccién siguiente.

3.5. Producto de ordinales

Recordemos que en la escuela primaria nos ensenaron que el producto de
nimeros naturales es una “suma abreviada™

N veces
AN

m-n=m+m-+---+m.

Esto sugiere la siguiente definicién de producto de ordinales:



3.5. PRODUCTO DE ORDINALES 55

Definiciéon 3.5.1. Llamaremos producto de los ordinales o y 3, y lo deno-
taremos o ® 3, al ordinal 69465 a¢, donde o = o para todo ¢ € f5.

Observacion 3.5.2. Se verifica facilmente que | |.c5(a x {(}) = a x B, y el
orden definido en av X (8 es el llamado orden lexicografico inverso: dados
(7,¢) v (0,m) pertenecientes a a x 3, (,() < (d,n) siy solo si se cumple una
de las dos condiciones siguientes: 1) ( <n62) (=ny vy <.

Ejemplo 3.5.3. 20w ~ |],.,2 x {n}. Este conjunto puede listarse de la
manera siguiente: (0,0) < (1,0) <--- < (0,n) < (1,n) < --- y es obvio que
2O w ~ w. Precisamente, puede verse que la funcion f : || . 2x{n} — w
definida por f((i,n)) =2n+1, i € 2, es un isomorfismo.

new

Por otra parte, w ® 2 = w @ w. En particular, vemos que el producto de
ordinales no es conmutarivo. Como (1®1)Ow =20w =w € wBw =
(1ow)® (1 ®w), vemos que tampoco vale la distributiva a derecha del
producto respecto a la suma.

Teniendo en cuenta la Observacion 3.5.2 la demostracion de las propieda-
des listadas en el teorema siguiente resulta muy sencilla y la dejamos a cargo
del lector.

Teorema 3.5.4. St o, B y v son ordinales, se tiene que:

) 00a=ac0=0,

) 1oa=a01=a,
1) a® (Be7y)=(ae0B)® (a®7),

v) Sia>0yf>1, entonces a € a ® 3,

V) Sia>0ya®f=a@®y, entonces § =,
V) a@f = (a0 p)®a.

d

La demostracion del siguiente teorema es analoga a la del teorema 3.4.7,
y se puede hacer teniendo en cuenta las propiedades indicadas en i) y wii)
del teorema 3.5.4 y la observaciéon anterior.
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Teorema 3.5.5. Si m y b son numeros naturales, entonces:

1) mOn € w,

1) mOn=mxn,
1) mOn=n@®m.

U

Observacion 3.5.6. G. Peano demostro que el producto de ntimeros natu-
rales es la tinica funcién de w X w — w que satisface 1 as ecuaciones m -0 =0
y m-n' = (m-n)+ m. De los teoremas 3.5.4 (vii) y 3.5.5 resulta entonces,
teniendo en cuenta la Observacion hecha luego del Teorema 3.4.7 sobre la su-
ma de naturales, que m ®n con el producto ordinario de niimeros naturales,
y por ende que el producto de ordinales es una generalizaciéon del producto
de ntimeros naturales.

3.6. Ejercicios

Ejercicio 3.6.1. El teorema 3.2.J nos dice que para todo conjunto bien or-
denado a existe un unico ordinal o y un isomorfismo f: a — «. Pruebe que
también el isomorfismo f es unico.

Ejercicio 3.6.2. Sea a un ordinal y 8 un ordinal limite. Pruebe que:
1. a®p= Ugeg(a DE).
2.a0p= Ugeﬂ(a ®©&).

Los cuatro ejercicios siguientes muestran como la suma y producto de
ordinales pueden también ser definidas por recursion, aunque las definiciones
directas dadas en el texto son mas intuitiva y hacen que las propiedades de
ambas operaciones resulten méas aparentes.

Ejercicio 3.6.3. Sea a un ordinal. Demuestre que la clase

Sa ={{0,7) -7 =a® b}

es funcional y que es la unica “funcion” de la clase de los ordinales en si
misma que satisface las siguientes propiedades:



3.6. EJERCICIOS 57

a) 54(0) = a,
b) Sa(B') = Sa(B),
¢) Sa(B) = Uees Sa(§) si B es limite.

Ejercicio 3.6.4. Para cada ordinal o sea “Go: U — U7 definida para todo
conjunto x por

o stx =0,
Golz) = (z(B)) si x es funcion y dom(z) = f,
o Ueepz(§)  si @ es funcion y dom(z) = B y B es ordinal limite,
0

en todo otro caso.

Aplique la definicion por recurrencia para demostrar la existencia de una
“Fy: Ord — Ord” satisfaciendo las propiedades a),b) y c) del ejercicio an-
terior.

Ejercicio 3.6.5. Sea a un ordinal. Demuestre que la clase

P,={({8,7):7=a06p}

es funcional y que es la unica “funcion” de la clase de los ordinales en si
misma que satisface las siguientes propiedades:

a) P.(0) =0,
b) Fa(f') = Fa(B) @ 5,
¢) Po(B) = Ueep Pal§) si B es limite.

Ejercicio 3.6.6. Para cada ordinal o sea “H,: U — U” definida para todo
conjunto x por

(x(B)) ®a six es funcion y dom(z) = f' e img(z) C Ord,
H,(x) = Uge,@ z(§) six es funcion y dom(z) = B y B es ordinal limite,
0 en todo otro caso.
Aplique la definicion por recurrencia para demostrar la existencia de una

“Go: Ord — Ord” satisfaciendo las propiedades a),b) y c) del ejercicio an-
terior.
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Ejercicio 3.6.7. Demuestre que para cada ordinal o existe una unica “fun-
cion” E,: Ord — Ord satisfaciendo las propiedades:

a) E,(0)=1,
b) Ea(8) = Ea(8) @ a,
¢) Ea(B) = Uees Ea(§) si B es limite.
Esta operacion es la exponenciacion de ordinales y se escribe E,(f) = o.
Ejercicio 3.6.8. Sean «, 3,7 ordinales. Demuestre que:
1. afoar=a e
2. (aP)7 = B
3. Sia>0,0"=0.
Ejercicio 3.6.9. Demuestre que:
1. Sim,n € w, entonces m™ =m",

2. 2% =w.



Capitulo 4

El Axioma de Eleccion

4.1. Cardinalidad o nimero de elementos

Definiciéon 4.1.1. Dados dos conjuntos a y b diremos que el cardinal de
a es menor que el cardinal de b o que el ntimero de elementos de «
es menor que el de b, y escribiremos a < b, si existe una funcién inyectiva
de a en b.

Como la funcién identidad es inyectiva y la composicion de funciones in-
yectivas es inyectiva, resultan inmediatamente las dos propiedades siguientes:

1) Para todo conjunto a es a < a.

S
S

1) Si

< ¢, entonces a < c.

Qll

<by

;. Qué ocurre en el caso de que a < by b < a? -

Para responder a esta pregunta, observemos que a < b significa que existe
una funcién inyectiva f :a — b, y b < @ que existe una inyecciéon ¢ : b — a,
y en principio no hay relaciéon alguna entre f y g.

El famoso teorema de Cantor—Dedekind—Bernstein—Schroder afirma que
la existencia de tales funciones inyectivas implica que existe una funcioén
biyectiva de a sobre b. O sea que @ < by b < a implican que a = b.

Este es un resultado nada trivial, y hay varias demostraciones del mismo.
La que daremos se debe a B. Knaster y A. Tarski (1928)! y se apoya en el
siguiente lema.

Ver la referencia [17] para detalles historicos.

59
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Lema 4.1.2. Sea a un conjunto y k : P(a) — P(a) una funcion que preserva
la relacion de inclusion: siy C a, y x C y, entonces k(x) C k(y). En estas
condiciones, existe z € P(a) tal que k(z) = z. Esto es, la funcion k tiene un

punto fijo.

Demostracion. Seac = {x € P(a) : v C k(r)} y sea z = Uc = |, .. r. Vamos
a probar que z es el elemento fijo de k, esto es, que k(z) = z. En primer
lugar, como k preserva la inclusion, y « C z para todo x € ¢, tendremos que
x C k(z) C k(z), de donde resulta que z = | J,..« C k(z). Para probar que
también k(z) C z, basta observar que z C k(z) implica que k(z) C k(k(z)),
o sea, que k(z) € ¢, y por lo tanto debe ser k(z) C Uc = z. O

Teorema 4.1.3 (Cantor-Dedekind-Bernstein-Schréder). Si existe una fun-
cion inyectiva de a en b y existe una funcion inyectiva de b en a, entonces
existe una funcion biyectiva de a sobre b.

Demostracion. Sean f :a — by g:b— a funciones inyectivas, y definamos
k:P(a) — P(a) del siguiente modo: para todo ¢ C a, k(c) = a\g " (b\ f7(c)).
Es facil verificar que k es realmente una funciéon y que ademas preserva la
relacion de inclusion. Luego, por el lema de Knaster-Tarski existe d C a tal
que k(d) =d=a\ g7 (b\ f7(d)), lo que también puede escribirse a \ d =
g7 (b\ f7(d)). Entonces si definimos

f(x) sized,
M) = { g iz) sizeald,

es facil verificar que h es una funcién biyectiva de a sobre b. O

Si f es una funcién inyectiva, entonces img(f) C by a = img(f). Luego,
decir que @ < b equivale a decir que a tiene el mismo cardinal que un sub-
conjunto de b. En este sentido, @ < b expresa intuitivamente que a no puede
tener “més elementos” que b.

Una propiedad que parece natural de acuerdo con esta interpretacion es
que los nimeros de elementos de dos conjuntos deben ser siempre compara-
bles: dados ay b, a <bo b < a.

Esta propiedad no puede probarse en ZF y debe postularse como un
nuevo axioma. En realidad, es una de las formas en ZF del llamado Axioma de
Eleccion. Para comprender el significado de este postulado de comparabilidad
de cardinales necesitaremos el siguiente lema.
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Lema 4.1.4 (Hartogs). Dado un conjunto a existe un ordinal o tal que
a4

Demostracion. Sea
F ={(¢,<) € P(a) X P(a x a) : < es buen orden sobre c},

esto es, F' es el conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de a con sus
posibles relaciones de buen orden.

Sea (<) el tnico ordinal isomorfo a (¢, <) € F, cuya existencia esta
garantizada por el Teorema 3.2.4. Es claro que la correspondencia ¢ — ay,«)
asocia un unico ordinal a cada elemento del conjunto F, y por el Axioma
de Sustitucion sabemos que existe el conjunto ¢ = {o<) : (¢, <) € F}.
Veamos que el conjunto de ordinales ¢ es transitivo: Sea v € ¢ v 5 € a.
Existe (z,<) € F y un isomorfismo f de « sobre (z,<). Luego si f; es la
restriccion de f a 8 C «, resulta que f; es un isomorfismo de [ sobre la
seccion inicial (f(f5), <) de (z, <). Entonces 8 = oy(g),<) € F.

Como ¢ es un conjunto transitivo de ordinales, es un ordinal (Teore-
ma 2.3.9). Veamos que ¢ £ @ Supongamos que existiese una inyeccién
h : ¢ — a. Entonces definiendo z < y si y solo si z = h(a) e y = h(p)
con a € f € ¢ tendriamos una relaciéon de buen orden < sobre ¢ = h(¢) C a,
y seria ¢ = a(. <) € ¢, lo que es absurdo por el Teorema 2.3.6. O

4.2. Buena Ordenacién y Axioma de Eleccién

Teorema 4.2.1. En ZF los siguientes enunciados son equivalentes:
1) Dados los conjuntos a y b, se tiene que a < bob<a.
11) Todo conjunto admite un buen orden.

111) Para todo conjunto a existe un ordinal o tal que a = @.

Demostracion. i) implica 4i): Supongamos que vale i) y sea a un conjunto.
Por el Lema 4.1.4, existe un ordinal « tal que @ £ a, luego por i) debe ser
a < @, esto es, existe f : a — « inyectiva. La imagen de f es un conjunto
de ordinales, y por lo tanto bien ordenado. Luego f es una biyeccion entre
a y el conjunto bien ordenado img(f), y la relacion x < y en a si y sélo si
f(z) < f(y) en img(f) define una relacién de buen orden sobre a.
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i) implica 4i1) Supongamos ii) verdadera y sea a un conjunto. Por i)
existe una relacion de buen orden < sobre a, y por el Teorema 3.2.4 existe «
similar a (a, <). Como todo isomorfismo es una biyeccion, resulta a = @.

iii) implica 7): Supongamos que valga i) y sean a y b conjuntos. Entonces
existen ordinales oy f tales que @ =ay 8 =0, dado que a« C f 0o f C «
(ver Observacion 2.3.8), se deduce inmediatamente que existe una funcion
inyectiva de a en b o una de b en a. O]

El enunciado ) del teorema anterior suele expresarse informalmente di-
ciendo que “todo conjunto puede ser bien ordenado” y se lo conoce como
Principio de Buena Ordenacidn.

El enunciado i) del mismo teorema implica que dado un conjunto a #
(), existe (por lo menos) un ordinal « tal que los elementos de a pueden
representarse como los términos de una “sucesion transfinita” a = {25} geq-
Basta definir 25 = f(3), donde f : @ — a es una biyecciéon que existe por

Vamos a estudiar ahora varias formas equivalentes del principio de Buena
Ordenacion.

Comenzaremos por enunciar el llamado Axioma de Eleccion.

AC) Axioma de Eleccién: Sea a un conjunto no vacio cuyos elementos
son conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos (esto es, si r,y € a y x # vy,
entonces xNy = ). Existe un conjunto d tal que dNb es un conjunto unitario
para todo b de a.

En simbolos:
Ve{{z#ADN [V (x €2) = (x £ D) A [VaVy (z € 2 Ay € 2)

= ((zny=0)V(r=y)}—Jw Ve (z €2z — Tt (zNnw={t}))]}.

Observemos que este nueva axioma es compatible con nuestra intuicién
del universo U: Al tener el conjunto a, también tendremos disponibles a los
elementos de los elementos de a para formar nuevos conjuntos.

Observacion 4.2.2. Sea a un conjunto no vacio cuyos elementos son con-
juntos no vacios y disjuntos dos a dos, y sea d el conjunto cuya existencia
afirma el Axioma de Elecciéon. Por el Axioma de Especificacion podemos for-
mar el conjunto {x € d: 3b (b € anbNa = {x}}, esto es, existe un conjunto
formado por exactamente un elemento de cada b de a.
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Teorema 4.2.3. En Z, el Principio de Buena Ordenacion implica el Azioma
de Eleccion.

Demostracion. Sea a un conjunto en las condiciones del enunciado del Axio-
ma de Eleccion y sea u = Ua. Por el Principio de Buena Ordenacién, existe
una relaciéon de buen orden r sobre el conjunto u. Luego podemos formar el
conjunto d formado por los primeros elementos de los conjuntos no vacios de
a:

d={xcu:3beal(reb) ANVy((y € b) = ((z,y) € r))]}.

Por el Axioma de Especificacion podemos afirmar la existencia del con-
junto d. Como b € a implica que b C uy b # 0, se tiene que dNb # ), y
como los elementos de a son disjuntos dos a dos, debe ser d N b un conjunto
unitario para todo b € a. ]

Es importante destacar el caracter puramente existencial del Axioma de
Eleccion, pues a pesar de su nombre, no nos da ninguna regla para “elegir” un
elemento de cada conjunto de la familia. B. Russell daba el siguiente ejemplo
intuitivo para comprender mejor el sentido de este axioma: Supongamos que
tuviésemos un conjunto infinito de pares de medias. El axioma nos asegura
que existe un conjunto formado por exactamente una media de cada par. Si
tuviésemos en cambio una infinidad de pares de zapatos, no necesitariamos
recurrir al Axioma de Eleccion para formar un conjunto con un zapato de
cada par; pues bastaria que eligiéramos como elemento el zapato derecho (o
el izquierdo) de cada par.

Llamaremos ZC y ZFC a las teorias que se obtienen agregando a Z y a
ZF, respectivamente, el Axioma de Eleccion.

4.3. Formas del Axioma de Eleccion

Hemos enunciamos el Axioma de Eleccién en términos de conjuntos y
elementos, del mismo modo que fueron enunciados los axiomas anteriores.
Usando la nocién de familia de conjuntos, podemos dar una formulacion
equivalente, y tal vez mas clara.

AC.2) Axioma de Elecciéon en términos de familia de conjuntos: Sea
{a;}ier una familia no vacia de conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos
(esto es, I # 0, a; # O para todoi € I, ysii € I,j el ei# j, se tiene
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a; Na; = 0). Entonces existe un conjunto d tal que d N a; = {x;} para todo
i €1 (esto es, para cada i € I existe un inico z; € a; tal que z; € d).

Si {a;}ier es una familia en las condiciones del enunciado anterior y d el
€
conjunto cuya existencia afirma el axioma, se verifica que

f=A{{,z;) e I x Uai Ax=dna;}
iel

es una funcién. Luego el Axioma de Eleccion implica que dada una familia
no vacia de conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos, {a;};cs, existe una
funcion f : I — J,c; @i tal que f(i) € a; para todo i € I. Reciprocamente, si
existe una funcion f que satisface estas condiciones, y tomamos d = img( f),
resultarda que d Na; = {f(¢)} para todo i de I. Vemos asi que el axioma de
eleccion es equivalente a la existencia de una tal funcion f. Para dar una
formulaciéon precisa, introduciremos la siguiente definicion.

Definicion 4.3.1. Sea {a;}ic; una familia no vacia de conjuntos no vacios.
Una funcidn selectora para esta familia es una funcion f: [ — J._; a; tal
que f(i) € a; para todo i en I.

el

De acuerdo a lo desarrollado en el parrafo anterior, el Axioma de Eleccion
equivale al siguiente enunciado:

AC.3") Toda familia no vacia de conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos
admite una funcion selectora.

Para la existencia de una funcién selectora es claramente necesario que
los conjuntos a; sean no vacios, pues en caso contrario no podria ser que
f(i) € a;. Sin embargo, condicion de que los conjuntos sean disjuntos dos a
dos puede ser eliminada. Concretamente, tenemos que el siguiente enunciado,
a primera vista més fuerte, resulta equivalente al Axioma de Eleccion.

AC.3) Axioma de Eleccion en términos de funciones selectoras: Toda
familia no vacia de conjuntos no vacios admite una funcion selectora.

Es claro que el enunciado anterior implica el enunciado AC.3’, pues en
este se pide que los conjuntos sean disjuntos dos a dos. Veamos que el enun-
ciado AC.3’ también implica el enunciado AC.3. Para demostrar que este
nuevo enunciado se desprende del anterior, sea {a;}ic; una familia no vacia
de conjuntos no vacios. Para cada ¢ € I, definamos

bi:{i}xai:{<j,x>€]><Uai: J=1iA ani}QIXUai.

el i€l
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Observemos que si i # j, entonces b; Nb; = 0 (en efecto (i,z) # (j,z) si
i # 7). Por lo tanto {b;};c; es una familia no vacia de conjuntos no vacios
y disjuntos dos a dos (recordemos que el Axioma de Sustitucion garantiza
que existe un conjunto que tiene a los conjuntos b; como elementos). Por el
enunciado AC.3’ existe entonces una funcion selectora para la familia {b; }ic;.
Esto es, existe una funcion f : I — |J,;b; tal que f(i) € b; para todo i en
I. Esto significa que f(i) = (i,x;) con x; € a; para todo i en I. En otras
palabras, f es el conjunto de los pares (i, (i, z;)), y tenemos que img(f) es el
conjunto de los pares (i, x;). Luego g = img(f) es funcion selectora para la
familia {a;}icr: g1 1 — U,y @i y para todo i € 1, g(i) = 2; € a;.

Observemos que el producto cartesiano de los conjuntos a y b se puede
expresar en términos de funciones selectoras.

NOTACION: Dados dos conjuntos a y b designaremos con F(a,b) al conjunto
de todas las funciones de a en b: F(a,b) = {f € P(a xb): f: a — b}.

Lema 4.3.2. Dados los conjuntos a y b, consideremos la familia {a;}ico tal
que ag = a y a; = b, e indiquemos con S al conjunto de todas las funciones
selectoras de esta familia, esto es, S = {f € F(2,aUb) : f(0) € aN f(1) € b}.

Entonces se tiene que a x b= 5.

Demostracion. Debemos probar que existe una funciéon biyectiva ¢ de S sobre
axb. Si f € S, pongamos ¢(f) = (f(0), f(1)) € a x b. Se verifica muy
facilmente que ¢ : S — a X b es una funcién inyectiva. Para ver que es
sobreyectiva, sea (x,y) € a x by definamos f : 2 — a U b mediante las
formulas f(0) =z y f(1) = y. Es inmediato que f € Sy que o(f) = (x,y).
Luego ¢ : S — a x b es una funciéon biyectiva. ]

El lema precedente nos dice que cada par ordenado (x,y) € a x b puede
pensarse como una funcion selectora de la familia {a;}ic2, con ag = a 'y a; =
b. Como el Axioma de Elecciéon nos permite hablar de funciones selectoras
para cualquier familia de conjuntos, esto sugiere dar la siguiente nocién de
producto cartesiano para familias arbitrarias de conjuntos.

Definicion 4.3.3. Sea {a;};c; una familia no vacia de conjuntos. Se llama
producto cartesiano de la familia {a;}ic;, y se lo denota por [],.; a;, al
conjunto formado por todas las funciones selectoras de la familia. Esto es,
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Hai ={f e ]-"(I,Ua,-) Vi(ie I — f(i) € a;)}.
iel iel
Para que [];.;a; # 0 es necesario y suficiente que exista por lo menos
una funcion selectora para la familia {a; };c;. Por lo tanto el siguiente es un
enunciado equivalente al enunciado AC.3:

AC.4) Axioma de Elecciéon en términos de productos cartesianos:
El producto cartesiano de una familia no vacia de conjuntos no vacios es no
vacio.

Conviene mencionar que esta es la forma en que Zermelo enunci6 el Axio-
ma de Eleccion (con el nombre de Axioma Multiplicativo).

Ya observamos que si a; = () para algtn @ € I, entonces la familia {a; };e;
no admite funciones selectoras. Por lo tanto del enunciado AC.4 resulta que:

Teorema 4.3.4. Sea {a;}ic; una familia no vacia de conjuntos. Entonces
[Lic;ai =0 siy solo si existe i € I tal que a; = 0.

El Axioma de Eleccién nos permite de esta manera generalizar para fami-
lias arbitrarias de conjuntos la propiedad de que a x b = () si y s6lo si a = ()
6b=10.

La nocién de producto cartesiano de una familia de conjuntos es de gran
importancia en mateméatica. Por eso veremos algunos ejemplos.

Comencemos por observar que si {a; };cr es una familia tal que a; = a pa-
ra todo i € I (o sea, {a;}ics es una familia constante), entonces | J,.; a; = a,
por lo tanto [[,.;a; = F(I,a). Esto significa que podemos pensar el con-
junto F(I,a) de todas las funciones del conjunto I en el conjunto a como el
producto cartesiano de una familia indexada por I, tal que a; = a para todo
1 € I, esto es, como el producto de [ factores iguales a a, lo que sugiere que
el conjunto de las funciones de I en a sea simbolizado por a’.

En particular, cuando a = 2, esto es a; = 2 para todo ¢ € I, 27 es el

conjunto de todas las funciones de I en 2. Dado que W = 21 para todo
conjunto a, P(a) puede pensarse como el producto cartesiano de la familia
{az}zeq, donde a, = 2 para todo = € a. Esto generaliza el resultado elemental
de combinatoria que afirma que el ntimero de subconjuntos de un conjunto
con n elementos es 2.

Las observaciones anteriores muestran que la nociéon general de producto
cartesiano justifica tanto la notaciéon a’ para el conjunto de las funciones de
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b en a, como el nombre de conjunto potencia para el conjunto de las partes
de a, P(a). A partir de ahora la notacion a’ sera usada sistematicamente, en
lugar de F(b,a).

Sea {a;}ie, una familia finita y no vacia de conjuntos no vacios. Esto es,
n€w,n#0ya; #0paratodoi € n. Un elemento de [[,_, a; es una funcion
selectora para la familia {a;};c,, 0 sea un conjunto de pares ordenados (i, z;)
tales que © € n y x; € a;. Esta funcién queda caracterizada si escribimos en
forma ordenada los segundos elementos de dichos pares (zg,z1, -, Tp_1).
Reciprocamente, si tenemos una n-upla (xg, 1, ,x,_1) con z; € a;, le po-
demos hacer corresponder el conjunto de pares (0,x¢),...,(n — L, z, 1), ¥y
este conjunto de pares define una funcion selectora de la familia {a;}icy.
Por lo tanto podemos identificar J],., a; con el conjunto de las n-uplas
(xg,m1,- -+ ,x,) tales que x; € a; para i € n. En particular, cuando a; = a
para todo i € n, tenemos que [[,.,, a; = a” se identifican con el conjunto de
todas las n-uplas (xg, 21, ,z,_1) de elementos de a.

Cuando a = 2, entonces [[,.,, a; = 2" se identifica con el conjunto de las
n-uplas (zg,z1, -+ ,x,_1) tales que z; € 2, esto es, z; = 0 0 x; = 1 para todo
i € n. En particular P(n) también se identifica con este conjunto de n-uplas,
y esta identificacion es la clave del calculo del nimero de elementos de P(n).

Sea a # (). Una sucesion de elementos de a es una familia de elementos
de a indexada por w, esto es, una funcién de w en a. Las sucesiones se
escriben generalmente en la forma {;};e,, donde z, es el elemento de a que
se corresponde con n por la funcién que define la sucesion. Si {a;};c. es una
familia de conjuntos no vacios indexada por w, a; = a para todo i € w,
[Lic, @ = a* es el conjunto de todas las sucesiones de elementos de a.

Sea {a; }icr una familia no vacia de conjuntos no vacios y sea a = [ [, a;.
Para todo i € I y toda f € a, la formula p;(f) = f(i) define una funciéon
pi : a — a;, llamada la i-ésima proyeccion del producto cartesiano [[,.; a; en
el conjunto a;. Una propiedad importante de las proyecciones esté expresada
en el siguiente lema.

Lema 4.3.5. Sea {a;}ic; una familia no vacia de conjuntos no vacios. Para
todo i € I, la proyeccion p; : [[,c; ai — a; es una funcion sobreyectiva.

Demostracion. Dado x € a;, debemos probar que existe f € [[,.; a; tal
que p;(f) = f(i) = z. Por la forma AC.4 del Axioma de Eleccion sabemos
que [[,c;ai # 0, por lo tanto existe g € [[,.; ai, esto es g es una funcion
selectora para la familia {a;};c;. Si para todo j € I definimos f(j) por las



68 CAPITULO 4. EL AXIOMA DE ELECCION

condiciones f(j) = { i(j) :i i 7_£ z , se verifica facilmente que f es también

una funcioén selectora para la familia {a;}icr, o sea , f € [],c; @i, y es claro
que pi(f) = f(i) = =. O

Veremos ahora otra formulaciéon del Axioma de Eleccion.

Sea a un conjunto no vacio, entonces P(a) \ {0} es un conjunto no va-
cio y ademas U(P(a) \ {#}) = a. Luego podemos considerar P(a) \ {0}
como una familia no vacia de conjuntos no vacios, tomando como conjun-
to de indices el propio conjunto P(a) \ {0}, esto es P(a) \ {0} es la fa-
milia {b}pcp(an o3 Una funcion selectora para esta familia es una funcién
f:Pla)\ {0} — U(P(a)\ {0}) = a con la propiedad de que f(b) € b. La
formulacion AC.3 del Axioma de Eleccion implica entonces que para todo
a # 0, existe una funcion f : P(a) \ {0} — a tal que f(b) € b para todo
bePla)\ {0}

Reciprocamente, supongamos ahora que para todo a # () exista

f:P@\{0} = a

tal que f(b) € b para todo b € P(a) \ {0} y sea {a;}ier una familia no
vacia de conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos. Como a = |J,c; a; # 0,
existe f : P(a) \ {0} — a tal que f(b) € b para todo b € P(a) \ {0}. Si
d = img(f), entonces dNa; = {f(a;)} para todo ¢ en I. Es decir, se satisface
la formulacion AC del Axioma de Eleccion. Probamos asi, que la siguiente es
otra formulacion del Axioma de Eleccion, equivalente a las anteriores:

AC.5) Axioma de Elecciéon en términos del conjunto potencia: Para
todo conjunto a # O existe una funcion f : P(a)\ {0} — a tal que f(b) €
para todo b C a, b # (.

Finalizaremos esta secciéon con otra forma mas del Axioma de Eleccion.
Recordemos que si f : a — b es una funcién, la funcién inversa, si existe,
es una funcion f~!' : b — a tal que f(f'(y)) = y para todo y € by
f~Y(f(z)) = z para todo x € a. Vamos a generalizar la nocién de inversa
pidiendo que se satisfaga solo una de las dos igualdades anteriores.

Definicion 4.3.6. Sea f : a — b una funciéon. Se llama inversa a derecha
de f, o pseudoinversa, a una funciéon g : b — a tal que f(g(y)) = y para
todo y € .
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Notemos que la condicion f(g(y)) = y para todo y € b implica que f debe
ser sobreyectiva y que g debe ser inyectiva.

Es claro que si existe la funcién inversa de f, entonces f~! es una pseudo-
inversa. Pero una funciéon puede tener pseudoinversas sin tener una funciéon
inversa. Méas precisamente, se tiene que el Axioma de Eleccion es equivalente
al siguiente enunciado:

AC.6) Axioma de Eleccion en términos de pseudoinversas: Toda fun-
cion sobreyectiva f : a — b tiene pseudoinversa.

Para probar esta equivalencia, supongamos el Axioma de Eleccion y sea
f : a — b sobreyectiva. Entonces {f~'({y})},ep es una familia no va-
cia de conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos, con la propiedad que
Uyes f7'({y}) = a. Se verifica facilmente que cualquier funcion selectora
g para esta familia es una pseudoinversa de f. Reciprocamente, supongamos
ahora que toda funcion sobreyectiva tenga pseudoinversa, y sea {a;};c; una
familia no vacia de conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos. Sea a = (J,; a;
y sea f : a — I definida del modo siguiente: f(x) = i si y solo si z € a;.
Como los a; son disjuntos dos a dos, f es una funcion, y como a; # () para
todo i € I, f es sobreyectiva. Sea g : I — a = |J,.; a; una pseudoinversa de
f. La condicion f(g(i)) = i para todo ¢ € I implica que g(i) € a; para todo
i € I, lo que muestra que ¢ es una funcion selectora para la familia {a;};c;.

Observacion 4.3.7. Si f :a — b (a # 0) es una funcion inyectiva, indepen-
dientemente del Axioma de Eleccion, existe una funcién g : b — a tal que
g(f(x)) = = para todo x € a. En efecto, sea z € a y definamos g del modo

siguiente:
_Jr osiy=fl),
o= { 2 siygimg(f),
Se verifica inmediatamente que g : b — a es una funcién sobreyectiva y que
g(f(x)) = x para todo z € a.

4.4. Elecciéon implica Buena Ordenacion

Comenzaremos por probar el siguiente lema, que muestra que no puede
existir una “funcién inyectiva” de la clase de los ordinales en un conjunto.

Lema 4.4.1. Sea a un conjunto y F una “funcion” tal que para todo ordinal
a, F(a) € a. Entonces existen ordinales 5y~ tales que § < v y F(v) = F(p)
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Demostracion. Sea b= {z € a: Ja (ord(a) AN F(a) = x)}.

Para cada x € b sea G(x) el primer ordinal tal que F(a) = .

La correspondencia x +— G(z) es funcional sobre b, y por el Axioma de
Sustitucion ¢ = {G(x) : € b} es un conjunto de ordinales. Por lo tanto debe
existir un ordinal v que no esta en ¢ (pues de lo contrario todos los ordinales
formarian un conjunto).

Luego, v no el primer ordinal que toma el valor F'() € b (si no, y perte-
neceria a ¢) y por lo tanto existe § € « tal que F(3) = F(v). O

Teorema 4.4.2. EnZF el Azioma de Eleccion implica el Principio de Buena
Ordenacion.

Demostracion. Sea a un conjunto no vacio. Por la formulacion del Axioma
de Eleccién en términos de conjuntos potencia, existe una funciéon selectora
f:P(a)\ 0 — a tal que f(z) € x para todo = C a, x # 0.
Definamos h: P(a) \ {a} — a como h(x) = f(a \ z). El dominio de h es
el conjunto de los subconjuntos propios de a, y para todo x C a, h(x) & x.
Sea b & a (por ejemplo, b = {x € a:z € x}) ysea S: U — aU{b} la
"funcién"definida del modo siguiente:

) h(img(x)) siimg(x) € dom(h),
Sle) = {b si img(z) € dom(h).

Sea F': Ord — a U {b} la “funcién” definida por recurrencia a partir de S:

h(img(F|a)) siimg(F|,) € dom(h),

b caso contrario.

F(@)ZS(F\a)Z{

Vamos a probar que:
() Si g€ ay F(a) € a, entonces F(f) # F(a).

En efecto, F'(a) € a implica que F(a) = h(img(F|,)). Como F(B) €
img(Fl.) v h(img(F|.)) & img(Fl), debe ser F(a) £ F(3).

De () resulta que no puede ser que F(«) € a para todo ordinal «, pues en
este caso tendriamos una funcién inyectiva de los ordinales en un conjunto,
lo que no es posible por el Lema 4.4.1.

Entonces existe un ordinal « tal que F'(«) = b. Sea

c={ped:F(B) =0}
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Como « € ¢, ¢ # (0. Sea v el primer elemento de c. Para todo 3 € ~, debe
ser F'(8) € a, y esto significa que img(F'|,) C a. Si fuese img(F'|,) C a, seria
img(F|,) € dom(h) y tendriamos que F(y) # b, absurdo. Por consiguiente
debe ser img(F|,) = a y por (x) resulta que F'|,: 7 — a es una biyeccion.
Luego si definimos z < yenasiysdlosi f€a vy F(B) =z, F(a) =y,
la relacién < resulta un buen orden sobre a.

Hemos probado asi que el Axioma de Eleccion implica la existencia de
una relaciéon de buen orden sobre todo conjunto a. O

De los Teoremas 4.2.3 4.4.2 resulta la equivalencia entre el Principio de
Buena Ordenacién y el Axioma de Eleccidon. Si bien la demostracion del
Teorema 4.2.3 es valida en Z, en la demostracion que dimos del Teorema 4.4.2
se recurre al Lema 4.4.1 y por lo tanto se requiere el Axioma de Sustitucion.
Luego la equivalencia fue probada en ZF. En realidad la equivalencia entre el
Axioma de Eleccién y el Principio de Buena ordenaciéon puede demostrarse
en Z (ver, por ejemplo, [6, 7]).

Vamos a probar ahora la equivalencia del Axioma de Eleccion con el
llamado Lema de Zorn, que es posiblemente la forma més comun en la que
se utiliza en matematica.

Teorema 4.4.3. Sea (a, <) un conjunto ordenado no vacio tal que todo sub-
congunto bien ordenado de a tiene cota superior. Entonces existe un elemento
maximal de a.

Demostracion. Como a # (b, por la formulaciéon del Axioma de Eleccion en
términos de conjuntos potencia, existe una funcion selectora h: P(a) \ 0 — a
tal que h(zr) € x para todo = C a, z # 0.
Sea ¢ el conjunto de los subconjuntos de a que tienen cotas superiores
estrictas:
c={xePa):AsVt(t ex =t < s)}.

Para todo = € ¢, sea m, el conjunto de las cotas superiores estrictas de x.
Definamos f: ¢ — a como f(z) = h(m,) para todo = € c. Se tiene que
f(z) es una cota superior estricta de z.
Sea b & a y consideremos la “funcion” S: U — a U {b} definida del modo
siguiente:

) f(img(x)) siimg(z) € c,
S@) = {b si img(x) & c.
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Por recurrencia se define la “funcion” F:Ord — a U {b} satisfaciendo

Fla) {f(img(Fla)) si img(Fla) € ¢,

b en caso contrario.

Veamos que:
(x) Si € ay F(a) € a, entonces F(5) < F(a).

En efecto, F'(«) es una cota superior estricta de img(F|,) y F(B) € img(F ).

Por el Lema 4.4.1, (%) implica que existe un ordinal « tal que F'(«) = b.
Sea 7y el primer elemento del conjunto {$ € o' : F(f) = b}.

De (%) se deduce que si £ € € a, entonces F(§) < F(f), y como 7
es totalmente ordenado, F|,: v — a es un monomorfismo. Luego img(F|,)
con el orden heredado de a es isomorfo a v y por lo tanto es un subconjunto
bien ordenado de a. Entonces img(F|,) tiene cota superior. Si alguna cota
superior fuese estricta, img(F|,) € ¢ lo que implicarfa que F(y) # b. Por lo
tanto toda cota superior de img(F|,) es un elemento maximal de (a, <). O

Como todo conjunto bien ordenado es totalmente ordenado, se tiene el
siguiente resultado, conocido como Lema de Zorn:

Corolario 4.4.4. Sea (a,<) un conjunto ordenado no vacio tal que todo
subconjunto totalmente ordenado de a tiene cota superior. Entonces existe
un elemento maximal de a.

Veremos ahora una variante del Lema de Zorn que es muy usada en las
aplicaciones.

Definicién 4.4.5. Un conjunto a se dice de caracter finito si para todo z,
x € a siy solo si todos los subconjuntos finitos de x pertenecen a a.

Una propiedad P es de caracter finito si {z : P(x)} es un conjunto de
caracter finito. Por ejemplo, para un conjunto ordenado “ser totalmente or-
denado” es una propiedade de caracter finito.

Corolario 4.4.6 (Lema de Tukey). Sea a un conjunto de cardcter finito.
Entonces existe un elemento mazximal para el conjunto ordenado (a,C), esto
es, un elemento maximal respecto a la inclusion.
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Demostracion. Sea a un conjunto de caracter finito y sea ¢ € P(a) totalmente
ordenado por inclusién:

Vavy(((z € ) Ay €c)) = (£ Cy) vV (y € 2))).

Veamos que Uc € a. Para ello sea d un subconjunto finito de Uc. Esto es,
existen xy,...,x,,n > 1, talesqued={r € Uc: (x =x1) V---V(x =z,)}.

Para cada 1 < i < n existe y; € ¢ tal que z; € y;. Como c es totalmente
ordenado por inclusiéon, podemos suponer que los indices estan elegidos de
modo que y; C y» C --- C y,. Esto implica que d C y,, esto es, que d es
un subconjunto finito de un elemento de a, y por lo tanto d € a. Luego todo
subconjunto finito de Uc esta en a, lo que implica Uc € a.

Como Uc es cota superior de ¢ respecto de la inclusiéon, hemos probado que
todo subconjunto de a totalmente ordenado por inclusion tiene cota superior.
Entonces por el Lema de Zorn resulta que existe en a un elemento maximal
respecto a la inclusion. O

Teorema 4.4.7. En Z, el Lema de Tukey implica el Axioma de Eleccion.

Demostracion. Sea a un conjunto no vacio y sea c el conjunto de las funciones
selectoras parciales de P(a) \ {0} en a, esto es,

c={f € P(axa): fes funcion,dom(f) C P(a)\{0}y f(z) € zsiz € dom(f)}.

Es facil verificar que ¢ es de caracter finito, luego por el Lema de Tukey
existe un elemento h € ¢ maximal respecto a la inclusion. Para terminar la
demostracion bastara probar que dom(h) = P(a) \ {0}, pues entonces h sera
la funcién requerida en la formulaciéon del Axioma de Eleccion en términos
del conjunto potencia.

Observemos que si f, g € ¢, entonces f C g siy solo si dom(f) C dom(g)
y g(x) = f(x) para todo = € dom(f).

Supongamos (por el absurdo) que dom(h) C P(a)\{0}. Entonces existiria
un subconjunto no vacio y de a tal que y € dom(y). Sea t € y y definamos
h* = hU{(y,t)}. Es claro que h* € ¢y que h C h*, contradiciendo la
maximalidad de h. Luego debe ser dom(h) = P(a) \ {0}. O

La teoria de conjuntos basada en los axiomas de Zermelo—Fraenkel mas
el Axioma de Eleccion se la denota ZFC.
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4.5. Cardinales

El siguiente resultado, debido a Cantor, tendré un papel central en lo que
sigue.

Teorema 4.5.1. Para todo conjunto a, a < P(a).

Demostracion. La funcion h: a — P(a) definida por h(z) = {z} es inyectiva,

lo que implica que a < P(a).
Para ver que no puede existir una biyeccion, para toda f: a — P(a) sea

b={rxeca:x¢ f(x)}.
Si f fuese sobreyectiva, entonces existiria z € a tal que f(z) = b, lo que
implicaria la contradiccion z € b <> z ¢ f(z) = b. Luego no puede existir una

funcion de a sobre Pa, por lo que resulta a < P(a). [

Definicién 4.5.2. Un cardinal es un ordinal « tal que si 8 € a, entonces
B < @. La formula que indica que z es un cardinal sera abreviada card(z).

Los nimeros naturales y w son ejemplos de cardinales. De la Observa-
cion 2.4.13 resulta que si a ¢ w, entonces el ordinal o/ es un ordinal que no
es cardinal.

Teorema 4.5.3. En ZFC, para todo conjunto a, existe un unico cardinal «
tal que a = a.

Demostracion. Por el Principio de Buena Ordenacién todo conjunto admi-
te un buen orden. Entonces, teniendo en cuenta que los isomorfismos son
biyecciones, del Teorema 3.2.4 podemos concluir que existen ordinales 3,y

tales que B=ay 7y = P(a). Debe ser < =, pues si fuese v < f resultaria

P(a) < a en contradiccién con el Teorema 4.5.1. Por lo tanto el conjunto
c={0€~: 5 = a} es no vacio y tiene primer elemento, que designaremos
a. Entonces @ = @ y « es un cardinal: si ¢ € a, Z <ay E # a = a, enton-
ces E < @. La unicidad de « resulta del Teorema 2.3.7 y de la definicion de
cardinal. O

Observacion 4.5.4. Para probar el enunciado: Para todo conjunto x existe
un cardinal o tal que @ = T se us6 el Axioma de Eleccion. En realidad este
enunciado equivale en ZF al Axioma de Elecciéon: una biyecciéon entre o y «
permite transferir el buen orden de v a x, y por ende el enunciado implica
que todo conjunto admite un buen orden.
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Definiciéon 4.5.5. Dado un conjunto x, al tnico cardinal equipotente a x lo
llamaremos el cardinal de z y lo denotaremos card(x).

No debemos confundir las notaciones card(x), que representa la formula z es
un cardinal y card(z), que denota al tnico cardinal equipotente a .

Observemos que @ = b si y solo si card(a) = card(b), y @ < b si y solo
si card(a) < card(b). La verificacion de esto es muy sencilla si tenemos en
cuenta el teorema anterior.

Definicién 4.5.6. Un conjunto a es numerable si card(a) < w.

Si a es un conjunto de cardinales, entonces v = Ua es un cardinal: Por el
Teorema 2.3.9 v es un ordinal. Ademas, si 8 € v, entonces 3 € a para algin

o de a. Como « es cardinal, 8 < @ < 7.

Paradoja de Cantor: No existe un conjunto que tenga a todos los cardinales
como elementos.

Demostracion. Si a contiene a todos los cardinales, sea
b={«a € a:a es cardinal}.

Sabemos que v = U b es un cardinal. Luego v € b y ademas a <« para todo
a € b. Entonces como card(P (7)) € b, serfa card(P(7y)) < v, en contradiccion
con el Teorema 4.5.1. O]

4.6. Operaciones con cardinales

Definicién 4.6.1. Sean o y 3 cardinales y a y b conjuntos disjuntos tales que
@ =ay =0 (Tales conjuntos siempre existen, por ejemplo: a = {0} x «
y b= {1} x ). Definimos la suma cardinal o + § de a y § al cardinal de
aUb: a+ f = card(aUb).

La demostracion del siguiente teorema es muy sencilla y queda a cargo
del lector.

Teorema 4.6.2. La suma de cardinales goza de las siguientes propiedades,
donde «, 8, denotan cardinales arbitrarios:

1) a+f=pF+aq,
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1) a+(B+7)=(a+p8)+7,
1) a+0=q,
V) (@< B) = (a+v<B+7).

Definicién 4.6.3. Sean « y ( cardinales. El producto cardinal de o por
S es el cardinal « - = card(a x )

Teorema 4.6.4. El producto de cardinales goza de las siguientes propiedades,
donde «, 8, denotan cardinales:

) a-f=p-aq,
1) a-(8-7)=(a-p) 7,
1) a-1=aq,
v) a-0=0,
V) (@< B) = (a-y<B-7),
Vi) a-(B+7)=(a-f)+(a-7).
Demostracién. Ejercicio para el lector. 0

Observacion 4.6.5. Sean «, [ cardinales. Como por las definiciones de suma

y producto de ordinales y cardinales a + 5 =a@® Sy a-f =a® 3, resulta
quea+f<adfya-f<a®pf,yque una de estas desigualdades es una
igualdad si y sélo si su segundo miembro es un cardinal.

Teorema 4.6.6. St m,n € w, entoncesm+n=m®dn ym-n=m®on.

Demostracion. Resulta de la observaciéon anterior y de los Teoremas 3.4.7 y
3.5.5. 0

Del teorema anterior se desprende que la suma cardinal y el producto car-
dinal de nimeros naturales coinciden con la suma y el producto usuales para
los enteros no negativos. Pero la situacion es muy diferente para cardinales
infinitos, como lo muestra el resultado siguiente.

Teorema 4.6.7. Sea v un cardinal. Siy > w, entonces v> = 7.
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Demostracion. Supongamos que la afirmacion sea falsa. Como para todo
conjunto a, card(a) < card(a x a), debe existir un cardinal o > w tal que
a < o?. Sea

c={B €card(P(a)): B < B> Aw < B}.

Como ¢ # () pues por el Teorema 4.5.1 o € ¢, ¢ tiene primer elemento, que
denotaremos 7.

Seap=7x7yp,={(a,B) € p:méx{a, B} = u}.

Tenemos que p, Np, =0si p# v,y U, pu=p.

Obtenemos un orden estricto total [> sobre p si consideramos cada pg
ordenado lexicograficamente y a cada elemento de p, menor que cualquier
elemento de p, siempre que p < v. Mas precisamente, definimos orden es-
tricto <1 sobre p del modo siguiente: («, ) <1 (0, () si y solo si

max(a, f) < méx(d, ()] V [(max(a, ) = max(d,()) A (a < 9)] V

[(méx(ev, f) = mdx(4, ¢)) A ((a = 8) A (B < )]

Para ver que < es un buen orden, sea s C p, s # (). Como la correspondencia
(o, B) — méx(a, () es funcional, por el Axioma de Sustitucion tenemos que
{méx(a, B) : (a,8) € s} es un conjunto no vacio de ordinales. Sea p su
primer elemento y sean «q el primer elemento del conjunto

{aep: 3B, B) € sNpu)}

v Bo el primer elemento del conjunto

{B€u:{a,B)€snp,t.

Es inmediato verificar que (ag, 5o) es el primer elemento de s respecto del
orden <. Luego (P, <) es un conjunto bien ordenado y por el Teorema 3.2.4
existe un ordinal 6 ~ (p, <).

Como los isomorfismos son biyecciones, se tiene que § = p. Luego por
la. definicion de cardinal se tiene que 6 > card(p) > , lo que por el Teore-
ma 2.3.7 implica que v € . Por lo tanto v es similar a una seccion inicial de
6. Esto es, existe un par (ag, 1) € p tal que

T~ q= {(a7ﬁ) cp: (a75) < (alvﬂl)}'

Esto implica que v = card(q).
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Sea py = méax(aq, f1). Como py € v, card(py) < 7.

Veamos que también card(p; @ 1) < 7. En efecto, si u1 € w, entonces
también uy ® 1 € wy card(pu; 1) = g ®1 € 7. Si yuy > w, entonces
card(p; ® 1) = card(uy) € 7.

Como q C g &1 x g @ 1, card(q) = v y v es el primer cardinal estric-
tamente menor que su cuadrado, se tiene que

v < card(u ® 1) x card(p; & 1) = card(u; 1) < v,

lo que es absurdo. Luego no puede existir un cardinal v > w tal que v <
2
v O

Corolario 4.6.8. Sean o y 8 cardinales, o < [ y > w entonces,
1) a+p=7.
1) Si ) < «, entonces a- 3 = (.
Demostracion.
B=0+p<a+B<f+p=(1+1)-p=2-8<p" =4,
lo que prueba 1), y 11) resulta de

B=1-B<a-B<B>=8.

Observacion 4.6.9. Sia > w J > w entonces
a+p=a-f=mix{q,}.

Definicion 4.6.10. Sea {; }ie; una familia de cardinales. Definimos la suma
de la familia como ), ; o; = card(|J,c;(c; x {i})).

Corolario 4.6.11. Si I # 0, a; # 0 para todo i € I y ademds, I o alguno
de los a; es mayor que w, entonces Y .., o; = max{card(]),sup;c; a;}.
Demostracion. Como

T=1x| iy =Ja x () <Yl x (i) = > o

icl el iel el
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Yy
a; = o x {i} < Zai,
icl
resulta que
méx{I,supa;} < Z Q. (4.1)
el il

Sea o = sup;¢; o;. Entonces

Zai:U&i x {i} §Ua>< {i} =ax U{i}:oz-?:méx{isupai}.

iel icl i€l iel el
(4.2)
De (4.1) y (4.2) se obtiene la igualdad enunciada. O

Observacion 4.6.12. Del corolario anterior resulta en particular que la
union de una familia numerable de conjuntos numerables es numerable.

Definiremos ahora la exponenciacién de cardinales
Definicion 4.6.13. o = card({f € P(B x a): f: B — a}).

Observemos que la funcion g: P(a) — 2 que asigna a cada y € P(a) la

funciéon
1 six ey,
fy(x) = {

0 sizealy,

es una biyeccion. Luego 2% = card(P(«)) y por el Teorema 4.5.1 se tiene que:
Para todo cardinal o, o < 2. (4.3)
Teorema 4.6.14. Si o, 8 y v son cardinales,
I) al - a = oft.
1) - g7 = (a- ).

1) (o) = af".
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Demostracion. Sean a, by ¢ conjuntos disjuntos dos a dos tales que a = @,

Z:Byézﬁ.

i) La funcion h: a® x a® — a®*

dada por:

M )(x) = {f @) see
glx) siz€c,
para f € a’, g € a®y x € bU ¢, es biyectiva.
ii) La funcion h: a® x b — (a x b)¢ dada por h(f,g)(z) = (f(x),g(x))
para f € a®, g € b°y x € ¢, es una biyeccion.
i) Si f € (ab)¢, entonces f(z) € a® para x € c. Sea h: (ab)¢ — a®*¢
definida por h(f)(z,y) = f(z)(y), para f € a®, x € c e y € b. Se verifica
facilmente que h es biyectiva. m

Teorema 4.6.15. Para todo cardinal v existe un tinico cardinal v© que sa-
tisface las siguientes condiciones:

1) v <~ot.
11) Si v es un cardinal y v < «, entonces v© < a.

Demostracion. Sea A = 22", Sea a = {a € X\ : a es cardinal y v € a}.
Resulta a # () porque por (4.3), 2* € a. El primer elemento de a cumple las
condiciones i) y ). O

El cardinal v caracterizado en el teorema anterior se llama el cardinal
sucesor de 7.

Observacion 4.6.16. Como w < 2%, resulta que w < wt < 2%,

La hipotesis del continuo dice que w™ = 2¢. Y la hipotesis del continuo
generalizada dice que v = 27 para todo cardinal . Este nombre se debe a
que 2% es el cardinal del conjunto de los ntimeros reales (continuo numérico).
Luego la hipotesis del continuo significa que no hay un cardinal intermedio
entre el cardinal de los naturales y el cardinal de los reales. La validez de
estos enunciados fue un problema abierto en la teorfa de conjuntos desde que
fuera planteado por el mismo Cantor. De resultados obtenidos por K. Godel
en 1938 se desprende que la hipotesis generalizada del continuo es consistente
con ZFC y en 1962 P. Cohen prob6 que también la negacion de la hipotesis
del continuo es consistente con ZFC. Por lo tanto la hipotesis del continuo
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es independiente de los axiomas de ZFC. En otras palabras, en ZFC no se
puede probar ni la existencia ni la no existencia de un conjunto de numeros
reales con un cardinal estrictamente mayor que el cardinal del conjunto de
los nimeros naturales y estrictamente menor que el cardinal del conjunto de
los ntimeros reales. La demostraciones de estos resultados de Gédel y Cohen
escapan al nivel de este curso. Referimos al lector interesado al libro de Kunen
[11].

Teorema 4.6.17. Si un cardinal v es mayor o igual que w, el conjunto de
ordinales de cardinal v, tiene cardinal 7.

Demostracion. Sea a = {a € v : card(o) = v}. Si € v U a, entonces
rEvO6xEa,luego x € y". Six € T, entonces card(z) < v*. Si card(z) >
7, entonces card(x) > " en contradiccion con lo anterior. Por lo tanto
card(z) < 4. Si card(z) = 7, entonces x € a. Si card(z) < 7, entonces no
puede ser que z > 7, y por el Teorema 2.3.7 x € . Luego = € v U a. Hemos
probado asf que v = v U a. Como v Na = (), se tiene v+ = v + card(a) =
méax(7, card(a)), y como v > ~, debe ser card(a) = y*. O

Observaciéon 4.6.18. w™ es el cardinal de todos los ordinales numerables.

4.7. La operacion N

En esta secciéon veremos otra importante aplicacion del Teorema 3.3.5.

Para todo conjunto z sea F'(x) el primer cardinal infinito v tal que v ¢
img(x).

El Principio de Definiciéon por Recurrencia garantiza la existencia de una
operacion X : Ord — U tal que R(a) = F(R|,) = el primer cardinal infinito
7 tal que v ¢ {R(p) : § € a}.

La notacion que usaremos sera R, = R(a).

Observacion 4.7.1. St o < 3, entonces R, < Ng.

Teorema 4.7.2. Para todo cardinal infinito v, existe un ordinal « tal que
N, =17.

Demostracion. Sea v un cardinal infinito. Dado que v es un conjunto existe
un ordinal « tal que R, ¢ 7. En efecto, si fuese R, € 7 para todo «, por el
Lema 4.4.1 existirfan o y 3 tales que o € 8y R, = Ng en contradiccion con
la Observacion 4.7.1.
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Luego, v < N,. Si 7 < N,, como N, es el primer cardinal infinito que
no esta en img(R|,) y v es un cardinal infinito, tenemos que v € img(R|,),
entonces v = Ng para algin f € a. ]

Notemos que Ry = w y ¥; < 2%,

4.8. Ejercicios

Ejercicio 4.8.1. Demuestre que el Axioma de Eleccion implica que los enun-
ciados listados en el Corolario 2.4.11 son equivalentes.

Ejercicio 4.8.2. El Lema de Hausdorff dice que todo conjunto ordenado
contiene un subconjunto totalmente ordenado maximal respecto a la inclusion.
Demuestre que:

1. El Lema de Zorn (Corolario 4.4.4) implica el Lema de Hausdorff.
2. El Lema de Hausdorff implica el Lema de Tukey (Corolario 4.4.6).
Ejercicio 4.8.3. Demuestre los Teoremas 4.6.2 y 4.6.4.

Ejercicio 4.8.4. Demuestre en ZF (es decir, sin usar el Azxioma de Elec-
cion) que un conjunto a # 0 es numerable si y sdlo si existe una funcion
sobreyectiva f: w — a.

Ejercicio 4.8.5. Sean a,b conjuntos tales que a C b yw < card(a) < card(b).
Pruebe que card(b\ a) = card(b).

Ejercicio 4.8.6. Calcule el cardinal del conjunto de los subconjuntos finitos
de w.



Capitulo 5

El Axioma de Regularidad

5.1. Conjuntos regulares

Consideremos la operacion

{@ siz =0,

S(z) = U. cimg P(2) stz # 0.

El Principio de Definicién por Recurrencia nos dice que existe una opera-
cion V tal que V(a) = S(V|,) para todo ordinal . Siguiendo la costumbre
en textos de teoria de conjuntos escribiremos V, en lugar de V(«).

Se tiene que:

Vo=5V]) =10 (5.1)

sioa>0, Vo=5SV].) =|JPWV. (5.2)

BE

Es claro que si @ < f3, entonces V,, C Vs, lo que implica que P(V,) C
P(Vp). Luego para todo ordinal a:

Vasr = | P(Va) = | P(Vs) = P(Va). (5.3)

Beadl BLla

Por consiguiente,
Va(z € Vogr <> C V). (5.4)

33
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Si « es limite, teniendo en cuenta que 5 € « implica que ' € a, resulta

que
Vo= JPWs) = | Vier € U Wi

BEa BLla Bea
Por otra parte, como Vg C V, para todo 8 € «, también se tiene que
U sea VB © Va. Luego podemos concluir que

Si « es un ordinal limite, entonces V,, = U V. (5.5)
BEa

Lema 5.1.1. Para todo ordinal o, V,, es un conjunto transitivo.

Demostracion. Sea x € V,. Por (5.2) existe § € a tal que x € P(V3) = Vaan
y por (5.4) resulta que x C V3 C V. ]

Definiciéon 5.1.2. Diremos que el conjunto a es regular si existe un ordinal
a tal que a € V,; en ese caso llamaremos rango de a, y lo notaremos rg(a),
al primer ordinal «y tal que a C V.

Observacion 5.1.3. De (5.4) resulta que para todo conjunto regular a,
rg(a) @ 1 es el primer ordinal o tal que a € V.

Lema 5.1.4. Un conjunto x € V,, si y sdlo si x es reqular y rg(x) < a.

Demostracion. Si x € V,, entonces es regular por definicion. Como en la
demostraciéon del Lema 5.1.1 se prueba que existe 5 € a tal que z C Vj, lo
que muestra que rg(z) < a. Por otro lado, si x es regular y rg(z) = f < «,
entonces de (5.4) resulta que = € Vig C V. O

La clase de todos los conjuntos regulares sera denotada por V. Informal-
mente, “V = {J,,qa) Vo™

Teorema 5.1.5. Un conjunto a es reqular si y solo si todos los elementos de
a son requlares. Ademds, x € a implica que rg(z) < rg(a).

ord(«a

Demostracion. Sea a regular. Sixz € a, entonces x € Vig(q). Luego x es regular
y por el Lema 5.1.4, rg(z) < rg(a).

Supongamos ahora que todo x € a es regular y sea ¢ = {rg(z)®1 : x € a}.
Por el Axioma de Sustitucion, ¢ es un conjunto, y por (iii) del Teorema 2.3.9,
Uc es un ordinal, que llamaremos v: v = Uc. Por la Observacion 5.1.3, a C V,
luego por (5.4), a € Vg1, lo que prueba que a es regular. Debe ser rg(a) = 7,
pues si existiese 8 € 7 tal que a C Vj, serfa 8 una cota superior de ¢
estrictamente menor que -y, lo que es absurdo. O
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Corolario 5.1.6. Todo subconjunto de un conjunto reqular es reqular.
Corolario 5.1.7. Si x es reqular, entonces x & x.

Teorema 5.1.8. Todo ordinal o satisface las dos condiciones siguientes:
1) a € Va1 y

2) a ¢V,

Demostracion. Supongamos por absurdo que exista un ordinal « tal que
a & Vogr. Entonces

c={f€a®l:B¢&Vsa}

es un conjunto no vacio de ordinales y tiene primer elemento, que llamaremos
7. Si B €7, B € Vag; entonces v C Uge, Vaar = Uge, P(Vs) =V, ¥ esto
dice que v € P(V,) = V,g1 en contradiccion con v € c. Por lo tanto se
satisface 1).

Para probar 2), supongamos por absurdo que exista un ordinal «y tal que
v € V,. Entonces por (5.4) deberia existir 5 € ~ tal que v € P(Vj3). Como
B € v C Vs resulta que 8 € V3. Esto muestra que para todo ordinal v, el
conjunto ¢ = {a € y@® 1 : & € V,,} no puede tener primer elemento, por lo

que debe ser ¢ = (). Esto significa que todos los ordinales deben satisfacer
2). ]

Corolario 5.1.9. Todo ordinal v es reqular y rg(a) = «.

Demostracion. Por la Definicion 5.1.2 y (5.4), del item/) del teorema anterior
se deduce que « es regular y que rg(a) < a. Si fuese rg(«) < «, existiria un
ordinal § tal que € a C Vj, en contradiccion con el item ) del teorema
anterior. [

Corolario 5.1.10. Un ordinal B pertenece a V,, si y solo si 3 pertenece a .

Demostracion. Como a C V,, si f € a, entonces € V,.
Si g eV,, porel Lema 5.1.1, 5 = rg(f) < ay como a ¢ Va, debe ser
B € a. O

Definicion 5.1.11. Se dice que una clase C definida por una férmula ¢ (z)
es transitiva si se cumple que Vz Yy [(y € x A ¥(x)) — ¥(y)].

Teorema 5.1.12. V es una clase transitiva.



86 CAPITULO 5. EL AXIOMA DE REGULARIDAD

Demostracion. Sean x en V e y € x. Existe a tal que x € V,. Como V,, es
transitivo, y € V,; por lo tanto y esta en V. O

Veremos a continuaciéon que la clase de los conjuntos regulares es cerrada
por las operaciones del algebra de conjuntos.

Teorema 5.1.13. Si x estd en V, entonces P(z), Uz, {x} estin en V y el
rango de estos conjuntos es menor estricto que rg(zr) ® w.

Ademds, si x ey estin en )V, entonces x X y, Uy e y”* estin enV y el
rango de estos conjuntos es menor estricto que max{rg(x),rg(y)} & w.

Demostracion. Sea rg(z) = a.

Siy € P(x), entonces y C x C V,, lo que implica que P(z) C P(V,) =
Vawi. Luego P(x) es regular y rg(P(z)) < a @ 1.

Si y € Uz, entonces existe z en x tal que y € z. Como V,, es transitivo
ey € z € x C V,, tenemos que y € V,. En consecuencia, Uz C V, y se
concluye que Uz es regular y rg(Uzx) < a.

Sea o = max{rg(x),rg(y)}. Dado que = e y pertenecen a Vg1, {z,y} €
P(Vaw1) = Vame. Luego {x,y} es regular y rg({z,y}) < a® 1.

De lo visto para la union se deduce que z Uy = U{z,y} € Voa1.

Como Va1 es transitivo, también tenemos que

zxy€PPPxUy))) CPP(P(Vas1)) = Vasa-
Lo anterior implica que y* € P(z X y) C P(Vags) = Vaas. n

Corolario 5.1.14. Si « es un ordinal limite y x € V,,, entonces P(x), Uz y
{z} pertenecen a V,. Ademds, si x ey estin en V,, entonces x X y, Uy e
y* pertenecen a V.

Demostracion. El teorema anterior muestra que Uz, P(x), {x}, x x y, x Uy
e y* pertenecen todos a Vags, con f = maxrg(z),rg(y). Como « es limite y
f < «, entonces (8@ 5) € a. ]

5.2. Axioma de Regularidad

A continuacién presentaremos otro axioma de la teoria. Este nuevo axio-
ma tiene como propoésito formalizar nuestra idea intuitiva de que el universo
U se forma en etapas. Estas etapas estan indexadas por los ordinales.
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Axioma de Regularidad:
Ve(x A0 — Jy(yex A zny=0)).

Teorema 5.2.1. Los conjuntos requlares satisfacen el Axioma de Regulari-
dad.

Demostracion. Sea a # 0, a regular. Si x € a, = es regular y rg(z) < rg(a)
(Teorema 5.1.5). Sea

b= {p €rg(a) : existe x en a tal que rg(z) = G}.

Como a es no vacio, tampoco lo es b y tiene primer elemento. Sea 7y el primer
elemento de b. Existe z € a tal que rg(z) = 7. Si existiese € zNa, entonces
serfa rg(z) € by rg(x) < rg(z) = 7, contradiciendo que v sea el primer
elemento de b. Por lo tanto debe ser z Na = (. ]

Teorema 5.2.2. El Azioma de Regularidad implica que todo conjunto tran-
sitivo sea reqular.

Demostracion. Sea a un conjunto transitivo y no vacio. Sea
b={y €a: yesregular}.

Para probar el teorema basta probar que a \ b = (), porque entonces todos
los elementos de a seran regulares y por el Teorema 5.1.5 resultara que a
es regular. Supongamos que a \ b # ). Por el Axioma de Regularidad existe
z € a\btal que zN (a\ b) = 0. Como a es transitivo, z C a, entonces z C b.
Esto implica que todos los elementos de z son regulares y por lo tanto, que
z es regular. Esto dice que z € b que es absurdo porque z € a \ b. Como el
absurdo provino de suponer que a \ b # (), debe ser a \ b = (). O

Teorema 5.2.3. El Azioma de Regularidad vale si y solo si todo conjunto
es regular.

Demostracion. Supongamos primero que vale el axioma. Esto implica que
todo conjunto transitivo sea regular. Todo conjunto a esta incluido en su
clausura transitiva T, que es transitiva y por lo tanto regular, y como a es
un subconjunto de un conjunto regular, es también regular.

El Teorema 5.2.1 completa la demostracion. O



88 CAPITULO 5. EL AXIOMA DE REGULARIDAD

5.3. La teoria ZF™"

Si A denota una teoria axiomatica de conjuntos, A™ denotaré la teoria que
se obtiene agregando el Axioma de Regularidad. Asi ZF' denota la teoria
de Zermelo-Fraenkel con el Axioma de Regularidad y ZFC™ la teorfa de
Zermelo—Fraenkel con los axiomas de Eleccion y de Regularidad.

El teorema siguiente generaliza el Corolario 5.1.7.

Teorema 5.3.1. En ZFT no existe una sucesion {un,}ne, tal que upg € uy,
para todo n.

Demostracion. Supongamos que existe una sucesion x = {u,}ne, tal que
Unp1 € U, para todo n. Sea v = img(z). Si y € v entonces y = u,, para algin
n, y tenemos que u,g; € y Nov. Por lo tanto para todo y € v, yNv # () en
contradiccion del Axioma de Regularidad. ]

Corolario 5.3.2. En ZF* no existe un conjunto x = {xg, z1,...,x,} tal que
TopEx € €Ty €T

Corolario 5.3.3. En ZF" no existe a tal que a € a.
Teorema 5.3.4. En ZF*, si x # () es transitivo, entonces () € .

Demostracion. Existe y € x tal que yNax = (), pero y C x por ser x transitivo,
por lo tanto y =y Nz = (. O

El siguiente teorema muestra como se simplifica la definicién de ordinal
en presencia del Axioma de Regularidad.

Teorema 5.3.5. En ZF* el conjunto a es ordinal si y sdlo si a es transitivo
y para todo x ey en o se cumple (x € y)V (x =y)V (y € ).

Demostracion. Si a es ordinal, entonces por definiciéon se satisfacen las con-
diciones pedidas.

Para mostrar la otra implicaciéon, como por hipétesis a es transitivo, hay
que probar que se cumplen las condiciones que garantizan que € sea un buen
orden estricto sobre a. Ord; se cumple pues Vo(x & x). Sean z,y,z € a
tales que * € y e y € z. Por hipotesis, (x € 2)V (z € x) V (x = 2). Si
fuese z € x 0 z = x estarfamos en contradicciéon con el Corolorario 5.3.2.
Por consiguiente debe ser x € z, lo que prueba Ord,. Para probar Ords, sea
bCa,b+# (. Existe z € b tal que zNb = (). Si existiese x € b tal que = € z,
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tendriamos que = € zNb. Luego para todo x en b debe ser (z = z) V (2 € z),
lo que muestra que z es el primer elemento de b. Esto prueba que también
se satisface Ords. H

Veremos ahora una forma alternativa del Axioma de Eleccion en ZF™.

Teorema 5.3.6 (Rubin). En ZF, si para todo ordinal o, P(«) admite un
buen orden, entonces todo conjunto reqular admite un buen orden.

Demostracion. Como todo conjunto regular esta contenido en algin V,, y
como todo subconjunto de un conjunto bien ordenado es bien ordenado con
el orden heredado, para probar el teorema bastard probar que la hipoétesis
implica que para todo ordinal «, V,, admite un buen orden.

Supongamos entonces que se cumple que P(a) admite un buen orden
para todo ordinal «, y sea v un ordinal que supondremos fijo a lo largo de la
demostracion. L

Por el Lema 4.1.4, existe el primer ordinal A tal que A £ V,,.

Como v C V,, no puede ser que A < v y por el Teorema 2.3.7 se tiene
que v € \.

Sea r una relacion de buen orden para P()), cuya existencia estd ga-
rantizada por hipotesis y que también supondremos fija a lo largo de la
demostracion.

Para cada ordinal a, sea z(8) = {z € V,, : rg(x) = f}. Es claro que para
8,7 € a, 2(8) N z(y) = 0, y del Lema 5.1.4 resulta que Vo, = g, 2(5)-
Luego si podemos definir una relaciéon de buen orden sobre cada z(3), su
suma ordinal nos dara un buen orden sobre V,, (ver Definicion 3.4.9).

De acuerdo con las consideraciones anteriores, para completar la demos-
tracion bastara definir una funcion f: v — V,, x V,, que asigne a cada ordinal
« € v una relacion de buen orden sobre z(«).

Procederemos por inducciéon sobre v. Supongamos que a € v y que he-
mos definido f(/3) para todo 5 € «. Entonces la suma ordinal de la familia
{(2(B), f(B)) }sea define un buen orden r, sobre V.

Como z(a) C Vyg1 = P(V,), una forma de definir f(a) es extender el
orden de V,, a V1.

Resulta del Teorema 3.2.4 y 3.2.3 (ver Ejercicio 3.6.1) que existe un 4nico
ordinal § y un wnico isomorfismo g de (6, €) sobre (V,,7,). Este isomorfismo
puede expenderse a una biyeccion entre P(V,) y P(9). Como por hipotesis
este ultimo conjunto admite un buen orden, la biyecciéon podria utilizarse
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para definir un buen orden sobre P(V,). Pero el problema es que necesitamos
tener una regla para elegir un buen orden sobre cada P(V,) para todo o € v
que sea independiente de «, para evitar el uso de alguna forma del Axioma
de Eleccién, lo que invalidaria la demostracion.

Para conseguir esto, observemos que como V, C V,, g: 6 — V,, es una
funcion inyectiva, luego debe ser § € A. Por consiguiente P(5) C P(A), y la
restriccion de r a P(J) es un buen orden.

Como el isomorfismo inverso g~1: V,, — J es, en particular, una funcion
biyectiva, la correspondencia que a todo u C V,, le hace corresponder h(u) =
img(g~'y) = {g7(z) : © € u} establece una biyecciéon de P(V,,) sobre P(§).
Luego si definimos

rp = {(u,0) € P(Va) x P(Va) : {h(u), h(v)) € r},

resulta que 7p(y,) es un buen orden sobre P(V,,). Definimos f(a) como la
restriccion del orden rp(y,) a z(a).

Hemos completado asi el proceso inductivo, definiendo un buen orden r,,
sobre z(«) para todo a € v, de manera uniforme, esto es, sin que la definicion
dependa de cada «. O

Corolario 5.3.7. En ZF* el Azioma de Eleccion es equivalente a que P(«)
admita un buen orden para todo ordinal c.

El Axioma de Eleccién es un caso particular del siguiente:
ACM) Axioma de Eleccion Miltiple: Sea a un conjunto no vacio cuyos
elementos son conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos. Existe un conjunto
d tal que dNb es un conjunto finito y no vacio para todo b de a.

El Teorema 5.3.6 nos permitird probar que en presencia del Axioma de
Regularidad, el Axioma de Eleccion Multiple es equivalente al Axioma de
Eleccion. Comenzaremos por dos resultados que no dependen del Axioma de
Regularidad:

Lema 5.3.8. El Azioma de Eleccion Multiple es equivalente al siguiente
enunciado: Para todo conjunto a # () existe una funcion f: P(a) \ {0} — P(a)
tal que f(b) es un subconjunto finito y no vacio de b para todo ) # b C a.

Demostracion. La demostracion es similar a la de la formulacién AC.5 del
Axioma de Eleccion en 4.3 (ver Ejercicio 5.5.5). O
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Teorema 5.3.9. En ZF, cada uno de los enunciados listados a continuacion
implica al siguiente:

E, Azioma de Eleccion.

Ey Azioma de Eleccion Muiltiple.

E3 Todo conjunto parcialmente ordenado admite una anticadena maximal.
Ey Todo conjunto totalmente ordenado admite un buen orden.

Es Para todo conjunto bien ordenado a, P(a) admite un buen orden.

Demostracion. Es trivial que Ey implica E,. Supongamos Fs y sea (a, <) un
conjunto parciamente ordenado. Por el Lema 5.3.8 existe

f:Pa)\ {0} = P(a)

tal que f(b) es un subconjunto finito y no vacio de b para todo b € P(a)\ {0}.
Para todo b € P(a) \ {0} sea g(b) el conjunto de los elementos minimales

de f(b). Es claro que g(b) es una anticadena no vacia de a contenida en b.
Para toda anticadena k C a sea

clk)={x €a\k:kU{x} es una anticadena de a}.

Observar que ¢(f)) = a. Si no hubiese anticadenas maximales, serfa c¢(k) # ()
para toda anticadena k y podriamos contradecir el Lema 4.4.1 definiendo una
“funcion inyectiva” h de los ordinales en P(a) del siguiente modo:

g(c(0)) st a =0,
ha) = S h(B) U g(c(h(B)) sia=p®1,
Ugea h(5) si a es limite.

lo que prueba que FE, implica Fs.
Dado un conjunto totalmente ordenado (a, <), sea

c={(,z) € Pla)\ {0} xa:x € b}
Se verifica facilmente que la relacion binria sobre ¢ definida por

(b,x) < (d,y) < (b=d)A(x<y)
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es un orden parcial. Observemos que toda cadena maximal de (¢, <) debe ser

de la forma
k={(bx):bePa)\{0}},

lo que nos permite definir una funcion selectora fi: P(a) \ {#} — a poniendo
fr(D) igual al tnico z tal que (b, x) figura en k. Luego F3 implica la exitencia
de una funcion selectora para P(a) \ {0}, la que a su vez implica la existencia
de un buen orden sobre a, como se demostré en el Teorema 4.4.2. Luego Fj3
implica Fj.

Sea (a, <) un conjunto bien ordenado. La funcion g: P(a) — 2% que asig-
na a cada y € P(a) la funciéon

f(o) = {1 siz €y,

0 sizealy,

es una biyeccion. Luego si definimos un orden total sobre 2% este orden
se trasfiere por la biyeccion a P(a), y por Ey, resultard que P(a) admite
un buen orden, lo que probara que E, implica F5. Dadas f,g € 2% sea
c={x €a: f(x) # g(x)}. Si ¢c = ), entonces f = g. En caso contrario,
sea z el primer elemento de c. Definamos f < g si f(z) < g(2),y g < f
si g(z) < f(z). Es facil verificar que esta definicion da un orden total sobre
2¢. 0

Como consecuencia del Teorema 5.3.6 se tiene que:

Corolario 5.3.10. En En ZF™" los enunciados E; - Es5 del Teorema 5.5.9
son mutuamente equivalentes.

Observacion 5.3.11. El hecho que en ZFT el Axioma de Eleccion Multi-
ple sea equivalente al Axioma de Eleccion tiene una interesante aplicacion
matemaética, pues A. Blass, en el trabajo citado en la Bibliografia, demostro
en ZF que la existencia de bases en espacios vectoriales sobre cuerpos arbi-
trarios implica la validez del Axioma de Eleccion Miltiple y por lo tanto,
del Axioma de Eleccion en ZF*, resolviendo un problema que habia estado
abierto por un tiempo considerable.

5.4. Negacion del Axioma de Regularidad

Vimos en el Capitulo 1 que del Axioma Esquema de Especificacion resulta
que para todo conjunto a existe un conjunto b tal que b € a y por consiguiente
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que no puede existir un conjunto que contenga a todos los conjuntos, evitando
asi la Paradoja de Russell. Por otra parte, el Axioma de Regularidad prohibe
la existencia de conjuntos que sean elementos de si mismos. Nos proponemos
mostrar en esta seccion que el sistema ZFC es compatible con la existencia
de conjuntos a tales que a € a. Para ello definiremos un modelo, introducido
por L. Rieger en 1957 (ver la bibliografia), que satisface los axiomas ZFC y
la negacion del Axioma de Regularidad. Mas atn, en este modelo sera falso
el Teorema 5.3.1.

Comenzaremos por definir una ‘“relaciéon” €g en el universo U de modo
que en sistema (U, €f) se satisfagan los axiomas de ZFC y exista un conjunto
a tal que a €p a. Es decir, seran satisfechos simultaneamente los axiomas de
ZFC y la negacion del Axioma de Regularidad.

Sea ¢(x,y) una formula del lenguaje de primer orden de la teoria de
conjuntos con dos variables libres satisfaciendo las siguientes condiciones:

Py VavyVz((e(z, y) A (2, 2)) = y = 2),
Py Vavyvz((e(z, 2) Ae(y, z)) =z =y),
P3 VzIyp(z,y),
P, Vy3dzp(z,vy).

De acuerdo con la propiedad Pj, para todo x definimos F(z) como el
tnico y tal que p(z,y). Esto es, ¢(x, F(x)) es verdadera. Analogamente, por
P, para todo y podemos definir F'~1(y) como el tnico x tal que p(z,y), esto
es p(F1(y),y) es verdadera. Por Py y P; podemos pensar a F como una
“biyeccion” del universo I en si mismo, y a F'~! como su inversa. Claramente
se tiene que:

VyF(F'(y) =y y YaF '(F(z)) == (5.6)

Observemos que para todo conjunto a, el Axioma de Sustitucion garantiza
que las clases
F7(a)={F(x):x €a}
Fo(a)={z:F(z)€a}={F ' (y):y €a}

son ambas conjuntos.

Lema 5.4.1. Dados los conjuntos a,b se tiene que:
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(1) (F7(a) € F7(0)) = (a C D),

(1) (F(a) € F<(8)) = (a S b).

Demostracion. Supongamos que = € a. Esto implica que F(z) € F7(a) C
F~(b). Luego existe y € b tal que F'(z) = F(y). Por P3 debe ser x = y € b,
lo que demuestra (7). El enunciado (ii) es una consecuencia facil de Py. [

En el universo U definimos una relaciéon € del modo siguiente:
VaVy(z epy <> x € F(y)).

Debemos modificar las férmulas del lenguaje de primer orden definido
en el Capitulo 1 sustituyendo el simbolo € por el nuevo simbolo €. Pre-
cisamente, dada una férmula ¢, definiremos la féomula ¢ por induccién en
la complejidad de ¢. Si comp(y) = 0, entonces ¢ es de la forma (z € y)
o (z = y), donde z,y son variables. Definimos (z € y)r = (x €p y) ¥
(x = y)r = (r = y). Supongamos ahora que comp(yp) = n > 0y que hemos
definido ¢ para toda formula ¢ tal que comp(¢)) < n. Entonces se puede
dar uno (y s6lo uno) de los casos siguientes:

1. ¢ = —). En este caso debe ser comp(1)) = n — 1, y usando la hipotesis
inductiva definimos ¢ = .

2. ¢ = (¥ An). Como debe ser comp(¢)) < n y comp(n) < n, aplicando la
hipotesis inductiva definimos pr = (Vr A nF).

3. ¢ = Jx1). Debe ser comp(1)) = n — 1y podemos definir pp = Jz)p.

Vamos a probar ahora que si ¢ es una férmula correspondiente a un axio-
ma de ZFC, entonces ¢r es verdadera en (U, €r). Esto mostrara que (U, €p)
es un modelo de ZFC. Después, veremos que eligiendo una F' conveniente,
obtendremos un modelo de ZFC' que satisface la negacion del Axioma de
Regularidad.

Extensionalidad. Para ver que
VeVy WVt (tepx < tepy) — (x=1y))
es verdadera en (U, €r) observemos que teniendo en cuenta P se tiene que

Vi(tepaxrtepy) o Vi(te Flz)te F(y) < F(r)=F(y) <z =uy.
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Conjunto vacio. Sea 0 = F~1((). De la definicién de €p resulta que
Vo = (x € DF).
Unién. Sea a un conjunto y sea Upa = F_I(UyeF(a) F(y)). Es facil ver que
Vit (t €r Up(a) <>y (y Epa Nt € y)).
Conjunto Potencia. Sea a un conjunto. Observemos que

rCra+sVt(tepr —>tepa)) &

Vi (t € F(z) =t e F(a)) & (F(x) € F(a)) < (F(x) € P(F(a))).

Por el Axioma de Sustituci(’)n {FY(y):yePla)} ={z: F(x) € Pa)} es
un conjunto. Sea Pr(a) = F~'({z : F(z) € P(a)}). Resulta que = Cp a +
x €p Pr(a).

Sustitucion Sea a un conjunto y ¢ (x, y) una formula tal que ¥ (z,y) define
una relacién funcional sobre a:

(Vo (z epa— 3y dr(z,y)) & (Vo (2 e Fla) = 3y ¢r(z,y))).

Por el Axioma de Sustitucion en (U, €),

{y:3repraWr(z,y))} ={y: 32 e Fla) (Yr(r,y))}

es un conjunto.

Como el Axioma de Sustitucion es valido en (U, €r), también son validos
los axiomas de Especificacion y de Existencia del Par.

Infinito. Sea la "funcién"S definida en U por

Or siz =0,
S(xz) =< F(z(n))U{z(n)} sizesfuncion y dom(x) =n+ 1,
0 si no se cumplen las condiciones anteriores.

Por recurrencia definimos la funciéon f con dom(f) = w satisfaciendo

f(n) = S(fln)- Se tiene que f(0) =0p y f(n+1) = F(f(n)) U{f(n)}.
Observemos que = € f(n+ 1) <> 2 €r f(n) Vo = f(n), lo que significa

que f(n+1) = f(n)p.
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Por el Axioma de Sustituciéon img(f) es un conjunto. Sea wr = F~*(img( f)),
y veamos que wr es inductivo en (U, €r): Dp €r wp porque Op = f(0) €
img(f). Supongamos que r €p wp. Entonces x € img(f) y por lo tanto
x = f(n) para algin n € w. Luego 27 = f(n + 1) € img(f), lo que significa
que 2 € Wp.

Eleccidon. Sea a un conjunto que en (U, €g) es no vacio y cuyos elementos
son no vacios y disjuntos dos a dos. Esto es, a satisface:

Ir) a# 0F,
lip) Ve((z €pa) — 3t (t €F x)),

mip) Vo vy ((x €p a) Ay €p a) Az #y)) = (V2 (2 €r 2) V(2 €r 9))))-

En (U, €), las propiedades anteriores significan que a satisface las propie-
dades:

1) Fla) 0,
) Ve ((z € F(a) > (F(z) £ 0)),
) Va ¥ y (2 € F(a)) Ay € F(a)) A (¢ # y)) > (F(2) N F(y) = 0)).

Entonces, teniendo en cuenta el Axioma de Sustitucion, resulta que a; =
{F(z) : x € F(a)} es un conjunto no vacio de conjuntos no vacios y disjuntos
dos a dos. Luego por el Axioma de Eleccién existe un conjunto b; tal que

Vi 3ly (t€a) = ((y €A (y € b)) (5.7)
Como (t € a1) < Tz ((z € F(a)) A (¢ = F(2))), (5.7) se puede escribir
o Ay ((z € F(a)) = (y € F(2)) A (y € by)).
Definiendo b = F~1(b;), se tiene que
b (Vo dly ((x €r a) = ((y €r ) A (y €p D)))),

que es la formulacion del Axioma de Eleccion en (U, €r).

Acabamos de ver que (U, €p) satisface los axiomas ZFC, cualquiera que
sea la F' definida a partir de una formula ¢(x, y) que satisfaga las propiedades
P — Py



5.5. EJERCICIOS 97

Sea p(z,y) la formula:

(z=0)= =) ((z=1)= =0z #0)A(x #1)) = (z =y)).

Es claro que ¢ satisface P, — P, y la F' correspondiente estd definida para

todo x como
1 six=0,

F(z) =<0 siz=1,
x sizx#0yax#l.

Como 0 € F(0) =1={0}, 0 €r 0y del Corolario 5.3.3 resulta que el Axioma
de Regularidad es falso en (U, €p) para esta eleccion de €p.

En particular, se deduce que la existencia de conjuntos que sean elementos
de si mismos es compatible con la axiomdtica ZFC.

Sea ahora ¢(z,y) la formula
new(l(z=n)A (y={n+1})))vV(@necwx={n+1}))A (y=n))V

(mdnew(z=n)V(x={n+1})) A (y =12)).

Se verifica facilmente que ¢(z,y) satisface las propiedades P, — Py y la F
correspondiente estd definida para todo x como

{n+1} siz=necw,
F(z)=<n siz={n+1}, conn € w,

x en cualquier otro caso.

Se tiene que
.n+lepnep... €pler,

lo que prueba que sin el Axioma de Regularidad no es valido el Teorem 5.3.1.

5.5. Ejercicios

Ejercicio 5.5.1. Usando las definiciones del Ejercicio 2.6.13 probar que:
1. Si a es un conjunto reqular, entonces € es bien fundada sobre a.

2. Si € es bien fundada sobre un conjunto transitivo a, entonces a es
reqular.
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Ejercicio 5.5.2. Calcular card(V,,) para n € w.

Ejercicio 5.5.3. Sea C una clase no vacia. Muestre que en ZF' se puede
probar que la clase

7(C) = {z : C(z) AVy (Cly) — (rg(z) <1g(y)))},

esto es, la clase de los conjuntos de rango minimo en C, es un conjunto no
vacio. Pista: Eziste un ordinal o tal que 7(C) C V.

Ejercicio 5.5.4. En ZF*t, para todo conjunto x se define |x| del modo si-
guiente:

» |x| es el primer ordinal o tal que @ = T, si tal o existe, esto es, si x
admite un buen orden.

w x| =7(C,), donde C, = {y :y =T} en caso contrario.
Probar que:
1) Para todo x,y, |x| = |y| siy sélo si T =y.
11) Six es bien ordenado, |z| = card(z).
111) Si x no es bien ordenado, entonces |x| no es transitivo.

Ejercicio 5.5.5. Pruebe que en 7 el Axioma de Eleccion Muiltiple es equiva-
lente al siguiente enunciado: Para toda familia de conjuntos {a;}ic; tal que
I#0 ya; #0 para todo i € I, existe una funcion f: I — J,c; P(a;) tal que
f(@) es un subconjunto finito y no vacio de a; para todo i € I.

Ejercicio 5.5.6. Sea € la relacion de pertenencia definida por una “fun-
cion” F determinada por una formula que satisface las propiedades P, — Py
consideradas en §5.3. Pruebe que:

1. zNpy=FY(F(z)NF(y)),
2. {x,y}r = F'({z,y}),

3. {ztp = F'({z}),

4 (e = F7 ((2,9)).

Ejercicio 5.5.7. Muestre que ZFC es compatible con la existencia de con-
guntos x # y tales que v €y ey € x.



Capitulo 6

Modelos internos

6.1. Modelos internos

Recordempos que desde el inicio hemos supuesto la existencia de una co-
leccion de objetos U, que denominamos el universo de la teoria de conjuntos,
y de una relaciéon binaria € definida en U/, que denominamos relaciéon de per-
tenencia, tales que el par (U, €) es un modelo de la teoria ZFC, en el sentido
de que tanto los axiomas como los enunciados que se pueden derivar de los
mismos son verdaderos cuando se aplican a elementos de U relacionados por
€. Llamaremos al par (U, €) el modelo estandard de ZFC.

Una teoria se dice consistente cuando a partir de sus axiomas no es
posible derivar un enunciado y su negacion.

Suponer la existencia del modelo estandard implica suponer que ZFC es
consitente, porque si no lo fuese, existiria un enunciado sobre elementos de U
que serfa simultaneamnte verdadero y falso, contrariando el principio logico
de no contradiccion.

Al final del capitulo anterior modificamos la relaciéon de pertenencia del
modelo estandard por medio de permutaciones F' del universo I/, obteniendo
modelos (U, €r) de la teoria que se deriva de los axiomas de ZFC mas la
negacion del Axioma de Regularidad. Desde el punto de vista de la logica, esto
significa que si la teoria ZFC es consistente, lo sigue siendo si le agregamos
la negacion del Axioma de Regularidad.

En este capitulo, vamos a considerar modificaciones del modelo estdndard
en las que la relaciéon de pertenencia no se modifica, pero el universo es
reemplazado por una subclase C de U. Este tipo de modelos se denominan

99
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modelos internos.

En particular vamos a probar que a partir del modelo estandard se puede
probar que (V, €) es un modelo de ZFC*. Esto probara que si la teorfa ZFC
es consistente, sigue siéndolo si le agregamos el Axioma de Regularidad. Este
resultado, junto con la consistencia de ZFC con la negacion del Axioma de
Regularidad nos dice que el Axioma de Regularidad es independiente de los
axiomas de ZFC, en el sentido de que se pueden obtener teorias consistentes
tanto agregando el axioma como su negacion.

Usaremos también modelos internos para mostrar la independencia de
otros axiomas.

Al considerar los modelos (U, €r), debimos adaptar las formulas de nues-
tro lenguaje original sustituyendo € por €p. Al considerar modelos del tipo
(C, €), debemos restringir los cuantificadores existencial y universal a las va-
riables que designen objetos de la clase C. La forma precisa de hacerlo es la
siguiente:

Definicién 6.1.1. Sea C una clase y ¢ una férmula. Definiremos ¢ por
induccion en la complejidad de ¢ como sigue:

)
) si ¢ = =), entonces ¢ = —C,
1) si ¢ = (n A1), entonces ¢ = (n° Ay°),
) si ¢ = 3z 1, entonces ¢ = Iz (C(z) A ¥°).
La formula ¢¢ se dice la restriccién de ¢ a la clase C.

De la definicion del cuntificador universal en términos del existencial y la
negacion se tiene que:

Si ¢ = Vz ¥(z), entonces ¢ =V (C(z) — ¥(x)). (6.1)

Diremos que una clase C satisface un axioma A, cuando la restriccion a
C del enunciado de A es verdadero. Si A es un axioma esquema, entonces
deberéan ser verdaderas las restricciones a C de todos los enunciados de A.

Teorema 6.1.2. Cualquier clase transitiva satisface el Axioma de Extensio-
nalidad.



6.1. MODELOS INTERNOS 101

Demostracion. El Axioma de Extensionalidad es
VeVy Vttexz >tey) »x=y).
El axioma restringido a C toma la forma
Ve Vy {C(z) ANC(y) > [Vt (C(t) > (tex = tey)) - x=y|}

Sean x e y en C tales que  # y, podemos suponer que existe ¢t tal que
texytéy. ComoC es transitiva y x esté en la clase, de ¢t € x resulta que
t esta en la clase.

Luego si dos conjuntos en C son distintos no tienen los mismos elementos
de C (hay al menos un elemento de C que esta en uno pero no en el otro),
por lo tanto si dos conjuntos de C tienen los mismos elementos de C deben
ser iguales y esto es el Axioma de Extensionalidad restringido a C. ]

Teorema 6.1.3. Si C es una clase transitiva tal que C(x) — C(P(x)), en-
tonces el Axioma de Especificacion vale en C.

Demostracion. El Esquema de Especificacion relativo a C, para una férmula
@, es Vo {C(z) = Jy [Cly) A (Vt(C(t) = (tex A ¢E(t))) < tey)}
Si x es un conjunto en C, entonces y = {t € x : ¢°(t)} es un conjunto
que pertenece a P(z). Como por hipotesis P(z) esta en C y C es transitiva,
resulta que y esta en C, lo que prueba el resultado. O]

Definicién 6.1.4. Sea C una clase y ¢ una férmula con x,...,x, como
variables libres. Diremos que ¢ es C-absoluta o que C refleja a ¢ si es
verdadero el enunciado

Voo ... Vo, [C(ze) A ... A Clzn) — (p < ¢°)].

Esto es, una féormula ¢ es C-absoluta si los enunciados que resultan de
asignar a las variables libres de ©¢ y de ¢ los mismos elementos de C, ambos
son verdaderos o ambos son falsos.

Observacion 6.1.5. Al no tener variables libres, un enunciado es C-absoluto
siy solo si ¢ <> . En palabras, ¢ es C-absoluto si ¢¢ y ¢ son ambos
verdaderos o ambos falsos.

El siguiente ejemplo de una férmula no absoluta ayudara a comprender
el concepto.
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Ejemplo 6.1.6. Sea ¢(z) = —(3x (x € z)) y consideremos como clase al
conunto s = w \ {0}. Entonces ¢*(z) = -Jx(x € s\ x € z), y se tiene que
©°(1) es verdadero pero p(1) es falso. Por lo tanto el enunciado

Vz(z € s = (¢° <))

es falso y ¢ no es s-absoluta.

Resulta de la Definicién 6.1.1 que si ¢ no tiene cuantificadores, entonces
¢ = ¢ para cualquier clase C. Por lo tanto si ¢ no tiene cuantificadores es
trivialmente C-absoluta para cualquier clase C.

Definicién 6.1.7. Los cuantificadores en una formula se dicen acotados si
son de la forma Vo (x €y — ¢(x)) 6 Jx (v €y A ¢¥(x)).

Lema 6.1.8. 5i C una clase transitiva, entonces toda formula ¢ sin cuanti-
ficadores no acotados es C-absoluta.

Demostracion. Haremos la demostraciéon por induccion en la complejidad de
las formulas. Si comp(g) = 0, entonces no tiene cuantificadores y el resultado
es trivial. Sea comp(p) = n > 0 sin cuantificadores no acotados y suponga-
mos que todas las formulas de complejidad menor que n sin cuantificadores
no acotados sean C-absolutas. Si ¢ = =) 0 ¢ = (» A ), entonces ¥ y n tie-
nen complejidad menor que n y no pueden tener cuantificadores no acotados.
Luego, por la hipotesis inductiva deben ser C-absolutas, y se ve facilmente
que esto implica que también ¢ es C-absoluta.

Si sp(yoa <o Yns 2) = EI.I’(ZL‘ < Z)'QZ)(.I’, Yos - - -5 Yn, 2)7 para probar que @ €8
C-absoluta debemos probar que el siguiente enunciado es verdadero:

Yyo - Yy Vz(C(yo) A ... AC(yn) ANC(2) —

[Fz(C(x) Az € 2 AU (2, Yo, - .-, Y, 2)) & Jx(z € 2 AY(2, 50, - -+, Yns 2))].

Como C es transitiva y z € C, debe ser € C, luego la condicion C(z) es
superflua, y el enunciado anterior puede escribirse:

Yo - Yy Vz(C(yo) A ... AC(yn) ANC(2) —

Bo(e € 2 AYE(2, 5o, Yn, 2)) © Fa(x € 2 AP(@, 90, - -, Y, 2))]-

que resulta verdadero, ya que por la hipétesis inductiva 1 debe ser C —
absoluta. O]
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Sea ¢(z,y) una férmula que permita definir una relacion funcional y =
F(z), esto es, que Yz 3y ¢(x,y).

Definicién 6.1.9. Diremos que la relacion funcional F' es C-absoluta
cuando esté definida por una férmula ¢ C-absoluta que satisface la condicion
de existencia y unicidad en C:

Vo [C(z) — 3y (Cly) A ¢ (z,9)))].

De la definicion anterior resulta que si F' es una relacion funcional C-
absoluta, entonces F¢(x) = F(z) para todo x en la clase C.

De acuerdo con el Lemma 6.1.8 si queremos ver que dada una clase transi-
tiva C, una féormula ¢ es C-absoluta, bastaréa escribir una férmula equivalente
a ella donde los cuantificadores aparezcan acotados. Esto es lo que haremos
en la demostracion del siguiente teorema.

Teorema 6.1.10. Sea C una clase transitiva que satisfaga los axiomas de
Especificacion, Par y Unidn; entonces las siguientes formulas y relaciones
funcionales son C-absolutas.

a) x €y,
b) x =y,
c)xCy,
d) {z,y},
e) {z},
f) {zy),
9) 0,

h) Uy,
i) TNy,
i)z \y,
k) o,

l) trans(z),
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m) Uz,
n) Nx.

Demostracion. a)y b) son triviales por ser formulas atémicas.

¢) La formula V¢ (t € x — t € y) tiene todos sus cuantificadores acotados y
C es transitiva; por lo tanto es C-absoluta.

) Trans(x) es la formula Vy (y € x — Vz (2 €y — 2z € x)) en la que
todos los cuantificadores aparecen acotados.

Por hipétesis, los conjuntos definidos por las formulas funcionales {z, y}°,
{2}C, (2, y)¢, 0°, (x U ), (x Ny), (z\ )¢, (2/)° existen. Resta ver que
coinciden con su correspondiente no relativizado. Para ello escribiremos las
respectivas formulas que los definen de manera que los cuantificadores queden
acotados, lo que implica que las férmulas sean C-absolutas.

d) z={z,y}siysdlosiyez N xez AVt (tez = (t=x V t=y)).

e) Este es un caso particular de d)
f) z = (x,y) siy solo si
ds(se€zN s={z}) NIs(s€zN s={x,y}) A

Vs(sez — (s={z} Vv s={z,y}).
g) Podemos decir que z = () si y solo si Vt (t € z — t # t).
h)z=xUysiysolosiVt (tez—(tex Vitey) NaCz A yCz.
i)z=xzNysiysolosiVt (tex — (tey —-t€z) Nz2Cy A zCux.
j)z=az\ysiysolosiVi(tex = (t¢y —>tez) NzCx A zNy=0.
k) Que ' = x U {x} es consecuencia de e)y h).
m)y =UzxsiysolosiVs(sex — sCy)AVt(tey — Is(s€xAtEs)).

n)y = Nx siy solo si
Vi(tex - yCt)Adso{socaxAVtitesy — (Vs(s€ax —tes)) —tey}

]

Teorema 6.1.11. En las mismas hipotesis del teorema anterior, las siguien-
tes formulas y relaciones funcionales son C-absolutas.

a) z es un par ordenado,
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b) axb,

c) v es una relacion,

d) dom(r),

e) img(r),

f) f es funcion,

g) f(z) (ser imagen del elemento x por una funcion f),
h) f es funcion inyectiva.

Demostracion. Observemos que si ¢(z,y) es C-absoluta, y la relacion fun-
cional y = F\(s,t) es C-absoluta, entonces la férmula v (z,s,t) dada por
o(x, F(s,t)) resulta C-absoluta, puesto que a ¥(z,s,t) podemos escribirla
como ¢(x,y) A (y = F(s,t)) que es C-absoluta.

Usando el teorema anterior, escribiremos las formulas de forma tal que
los cuantificadores queden acotados, y algunas de las variables que aparezcan
libres sean reemplazadas por relaciones funcionales C-absolutas.

a) La formula que dice que “z es un par ordenado” puede expresarse como
dr(xet Nt=Uz) AN Jy(yes A s=Uz) A z=(z,y).

Por el teorema anterior las relaciones funcionales (x, y) y Uz son C-absoluta;
ademés los cuantificadores estan acotados, por lo tanto la férmula es C-
absoluta.

b) ¢ =a x bsiy solo si
VeVy [(r€eanyeb) — (x,y) €A
Velz€c = Ixry(xeca Nyeb A z=(z,y))]
En esta formula, todos los cuantificadores estan acotados.

¢) “r es una relacion” si y solo si Vx (x € 1 — 1z “es un par ordenado” ).
Los cuantificadores estdn acotados y “es un par ordenado” es C-absoluta.
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d) a = dom(r) siy sélo si
Ve[r€a — Jy(yeuUuUr A (z,y) €r)] A
Ve Vyl[(x e UUr A yeUUr A(z,y) €r) — x € al.
e) b=1img(r) siy solo si
Vy(yeb — 3z (xeUUr A (z,y) €r)] A
Ve Vy[(z e UUr A yeUUr A(z,y) €r) — y € b.
f) “f es funcion” si y sélo si
(f es relacion ) A Va Vy Vz
(e UUf Ay e UUfAzeUUSf) = ((z,y) € fFA(z,2) € f — y=2)]

g) y=f(z)siysolosids (s€ f A s=(x,y)).

“f es funcién inyectiva” si y so6lo si
(f es funcién ) A Va Vt

[(x € dom(f) N tedom(f)) — (f(x)=f(t) = z==1)].

Teorema 6.1.12. Sea C una clase transitiva que satisface los axiomas de
Especificacion, Par, Union y Potencia. Sean a y r conjuntos en la clase C y
supongamos que r es un buen orden sobre a y que la formula que dice esto
es ¢(a,r). Entonces la formula restringida p(a,r)¢ es verdadera.

Demostracion. La formula ¢(a,r) puede ser escrita como
[(r Caxa) A orden(a,r) A bueno(a,r)],
donde orden(a,r) es la formula
VeeaVyeaVzea[(x,x)y erN{zy)€r N (y,z) €r) = ({x,2) €r)A

(({z,y) €r Ny, @) €7) = = =y)]
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que dice que r es un orden sobre a y bueno(a,r) es
Ve{z € Pla) N z#0 — Fyllyex)AVt(texz— (yt)er)}

la formula que dice que r es un buen orden.

Bajo estas hipotesis sobre C, todas estas formulas, que definen buen orden,
son C-absolutas puesto que todos los cuantificadores en ellas se encuentran
acotados y las formulas funcionales que aparecen son C-absolutas. Por lo
tanto ¢(a,r) es C-absoluta. O

Teorema 6.1.13. Sea C una clase transitiva que satisface los ariomas de
Especificacion, Par, Union y Potencia. Si w estd en la clase C, entonces C
satisface el Axioma del Infinito.

Demostracion. El Axioma del Infinito relativo a C es
Jx {C(x) AN [I€ca AVEWCEH) = tex — () ca)]l (6.2)

Como se satisfacen las hipotesis del Teorema 6.1.10, resulta que (¢ = 0
y ()¢ = ', y como C(w) es verdadero, tenemos que w hace verdadero el
enunciado (6.2). O

Teorema 6.1.14. Si « es un ordinal limite, entonces V,, satisface los axiomas
de Extensionalidad, Fspecificacion, Conjunto Vacio, Par , Union, Potencia,
Regularidad, Eleccion. Ademds, si o > w, entonces V, satisface el Azxioma
del Infinito.

Lo anterior afirma que si « > w, entonces V, es un modelo de ZC".

Demostracion. Sea « un ordinal limite. Por el Lema 5.1.1, V, es transitivo
(como conjunto), por lo tanto transitiva como clase. El Teorema 6.1.2 afirma
entonces que V, satisface Extensionalidad. Si usamos el Corolario 5.1.14 y
tenemos en cuenta que V,, es transitivo, es facil comprobar que V,, satisface
los axiomas de Union, Par y Potencia.

Nos encontramos en las hipotesis del Teorema 6.1.3, por lo tanto V, sa-
tisface Especificacion.

El Axioma del Conjunto Vacio se satisface porque () € V.

Para ver que V, satisface Axioma de Eleccion, mostraremos que V,, satis-
face el Principio de Buena Ordenacion.

Sea a un conjunto en V,; este conjunto puede ser bien ordenado y sea
r un buen orden para a. Tenemos que r C a X a € V, y de esta manera
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nos hallamos en las hipotesis del Teorema 6.1.12, entonces V,, satisface el
Principio de Buena Ordenacion.

El Axioma de Regularidad vale en V,, por construccion.

La ultima afirmaciéon es consecuencia del teorema 6.1.13. ]

Teorema 6.1.15. (V, €) es un modelo de ZFC*.

Demostracion. La clase V es transitiva por el Teorema 5.1.12, por lo tanto
satisface Extensionalidad. Ademas, por el Teorema 5.1.13, si x estd en V),
entonces P(z), y Uz también; por lo tanto satisface los axiomas de Potencia
y Unién. El Axioma de Regularidad es verdadero en V por construccion. El
Axioma de Eleccion seria verdadero en V si fuera verdadero el de Sustitucion,
porque este tltimo implica Especificacion y con esto estamos en las hipotesis
del Teorema 6.1.12. Por lo tanto, solo resta ver que V satisface Sustitucion.

Sea ¢ una férmula con la variables yi, ..., y,, =, y libres. En palabras,
el Axioma Esquema de Sustitucion relativo a V afirmaria que: si a es un
conjunto regular tal que para cada x € a existe un tnico conjunto regular y
que hace ¢(z,y)Y verdadera, entonces existe un conjunto regular

b={y:3wx (x€a N p(x,y)")}V.

Veamos que la afirmacion es cierta. Consideremos la formula ¢ (z, y) dada
por ¢(z,y)Y A V(y). Tenemos que v define una relaciéon funcional. Luego,
por el Axioma Esquema de Sustitucion, existe un conjunto

b={y: I (xca A V(,y)}={y: Iz (xca A o,y AV()} =

{y: Ir(xeca A o(x,y)”) AV)r={y: Jz(zca A o(z,y)")}.

Por lo tanto basta ver que b es regular; pero esto es consecuencia del Teorema
5.1.5, ya que todos los elementos de b son regulares. O

Teorema 6.1.16. Sea C una clase transitiva tal que C(x) y C(y) implica
C(P(x)), C(Ux) y C({z,y}). Entonces las formulas ord(z) y card(z) son C-
absolutas.

Notar que si p(z) es una férmula con la variable z libre y C es un clase la formula
{z: p(x)}C es equivalente a {z : p(x)¢ A C(z)}; esto es, la clase de los = que satisfacen
()¢ y que estan en la clase C.
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Demostracion. Para ver que “ser ordinal” es C-absoluta, por la Definicion 2.3.5
debemos ver que Trans(x), Ordy, Ords y Ords son C-absolutas. Sabemos que
bajo las hipétesis del enunciado C satisface Extensionalidad y Especificacion.
Como C es transitiva y satisface Extensionalidad, Par y Unién, por el Teore-
ma 6.1.10 Trans(x) es C absoluta.

En Ord; y Ord, los cuantificadores estan acotados, y como C es transitiva,
se sigue que estas dos formulas son C-absolutas.

Resta probar que Ords es C-absoluta, o sea que la formula

Vu{(uCa AN u#0) - Fz[zeu ANVz(x€u N x# 2z = z€x)}
y su restirngida a C,
Vu {Cu) = [(ucCx A u#°) —

z[C(2) N z€u ANVE(C(t) — (t€eu Nt# z — z€t))]]},

son ambos verdaderos o ambos falsos cuando x esta en la clase C.

Por hipotesis, que x esté en la clase implica que P(z) también, por consi-
guiente si u C z, u € P(x) y como C es transitiva u esta en C. Esto muestra
que C(u) es redundante. En las demés partes de la formula, vemos que C(z)
no varia la verdad de la féormula porque z € u y u estéa en C, y C(t) tampoco
porque se toma t € u. El Vacio restringido coincide con el Vacio, de acuerdo
con el Teorema 6.1.10. Por lo tanto, todos los signos que se agregaron por la
relativizacion son redundantes si suponemos que z esta en la clase.

Hemos probado que ord(z) es C-absoluta. Ahora veremos que la formula
card(zx) es C-absoluta.

Primero veremos que si v esté en C, card(y) implica card(y)¢. Suponga-
mos que y es un cardinal que esta en la clase C, entonces «v es un ordinal; por
lo visto anteriormente v es un ordinal relativo a C. No existe una biyeccion
de 7 en cualquier ordinal menor. Como no hay ordinales relativos a C que no
sean ordinales, tenemos que no hay biyeccion para los ordinales relativos a C
menores que 7. Por lo tanto card(y)¢ es verdadera.

Supongamos que v es un ordinal que no es cardinal. Entonces existe una
biyeccion f de v en un ordinal g € v. Como f C y X [ CyXyyy X7y
estd en C, entonces f estda en C por pertenecer a P(y X 7). Por otra parte,
ser biyeccion es C-absoluta por lo tanto v tampoco es un cardinal relativo a
C. O
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Hemos usado el Axioma Esquema de Sustitucién para probar que todo
conjunto bien ordenado es similar a un ordinal (Teorema 3.2.4). El resultado
siguiente muestra que ZC™ no es suficiente para probarlo.

Teorema 6.1.17. (V,q., €) es un modelo de ZC" en el que existen conjuntos
bien ordenados no similares a un ordinal.

Demostracion. Como w @ w es un ordinal limite, por el Teorema 6.1.14 sa-
bemos que Vg, es un modelo de ZC*. Observemos que la relacion de simi-
laridad es V g-absoluta. En efecto, ser “funcion biyectiva” lo es, “preservar
el orden” puede expresarse por una férmula con todos sus cuantificadores
acotados y la formula f(z) (ser imagen de un z por una funcion) es Vg~
absoluta. Mostraremos ahora que existe un conjunto bien ordenado que no
es similar a ningtn ordinal.

Si r es un buen orden para w, entonces r C w X w; por el Teorema 5.1.13
Plwxw) € Vyg, por lo tanto r € V4, Por otra parte, por el Teorema 6.1.12
r es un buen orden relativo a V,,q,,. Consideremos el buen orden para w dado
por x = y si x es par e y impar, o si x < y siendo ambos pares o ambos
impares.Como w @ w es el unico ordinal similar a (w, <) y la similaridad es
Vaw-absoluta, resulta que para que exista un ordinal en V4, similar a (w, <)
deberia ser w @ w € Vg, lo que es imposible por el Corolario 5.1.10. O

6.2. Cardinales fuertemente inaccesibles

El Teorema 6.1.14 nos da ejemplos de conjuntos que son modelos de ZC™,
en particular Vg, nos da un modelo de ZC" que no satisface el Axioma de
Sustitucion. Por otra parte vimos que V es una clase que es modelo de ZFC™.
Una cuestiéon que se plantea naturalmente es si puede existir un conjunto u
tal que (u, €) sea un modelo interno de ZF.

Supongamos que tal u exista, es decir que los axiomas de ZF relativos al
conjunto u sean satisfechos. Para asegurarnos de que los ordinales y cardinales
sean u-absolutos, de acuerdo con el Teorema 6.1.16 pediremos que u sea
transitivo y que si € u, entonces P(x) € uy Uz € u, y si x,y € u, entonces
{z,y} € u. Sea A = card(u).

Observemos que para todo = € u, card(z) < A. En efecto, la transitividad
de u implica que = C wu, luego card(z) < A, pero como también P(z) € wu,
debe ser card(z) < \. Si f € u es una funcion con dom(f) € u e imgf C u, el
Axioma de Sustitucion implica que img(f) € u. Luego card(Uimg(f)) < A.
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De las observaciones anteriores resulta que el cardinal A deberia satisfacer
las dos condiciones siguientes:

I; si~yesun cardinal y 7 < A, 27 < A,

I si {7;}ic, es una familia de cardinales indexada por un cardinal ¢ tal
que que 7v; < A para todo ¢ € ¢ e ¢ < A, entonces sup;¢, v < A.

Observemos que w satisface I; e Is.

Definicién 6.2.1. Un cardinal )\ se dice fuertemente inaccesible si A > w
y satisface las propiedades I e Is.

Nos proponemos probar que si A es un cardinal fuertemente inaccesible,
entonces V) es un modelo de ZFC™, lo que mostrard que en cierto sentido
para que existan conjuntos que sean universos de modelos internos de ZFC*
es necesario que existan cardinales fuertemente inaccesibles. Pero veremos
que tal existencia no puede probarse en ZFCt.

Comenzaremos por considerar algunas consecuencias de las propiedades
[le L}

Lema 6.2.2. Si \ satisface I, e Iy, entonces card(Vy) = X, y para todo
conjunto a, a € Vy si y sdlo sia C Vy y card(a) < A.

Demostracion. Como A C Vy, entonces A = card(\) < card(V)).
Observemos que si a < A, entonces card(V,) < A. En efecto, supongamos
que esto es falso, y sea « el primer ordinal menor que A tal que card(V,) > A.

card(V,) = Card(U P(Vp)) < anrd(P(VB)) =

B<a B<a
max{card(a) , sup2°dVa)} < )\
B<a

contradiciendo la eleccion de a.
De la definicion se desprende que A es limite. Luego, V) = |J
consiguiente,

aex Voo por

card(Vy) = card(U V,) = sup card(V,) < A.

Qe Q€

Para demostrar la otra parte, sea a € V) = UaE 5 Va. Entonces existe a € A
tal que a € V,, lo que implica que card(a) < card(V,) < A. Para probar la
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reciproca, supongamos que a C V) y card(a) < A. Consideremos la funcion
f definida sobre a y dada por f(z) = card(rg(z)). Tenemos que f(x) < A
para todo x € a y ademas card(a) < A, por lo tanto p = sup,., f(x) < A. Si
x € a, f(x) < p, entonces rg(x) < 2”7 y tenemos que x € Va,. De lo anterior se
deduce que a € P(Vap) = Varg, y dado que 22 1 < A, tenemos a € V. [

Lema 6.2.3. Si A\ satisface I e Iy, entonces V, satisface el Arioma de Sus-
titucion.

Demostracion. Supongamos que valen las hipotesis del Axioma de Sustitu-
cion relativo a V); esto es, dada una formula ¢(x,y), para todo conjunto a
en Vy en el que o(z,y)" sea funcional, es decir, para todo z € anNVy = a
existe un tnico y € V) tal que ¢(z,y)". Lo que debemos ver es que existe
un conjunto b en V) al que perenezca todo y de V) tal que satisfaga op(x, y)"»
para algin z en a.

Por el Axioma de Sustitucion existe el conjunto

b={y: Jw(z€a) N (o(z,y)")}.

Tenemos que mostrar que b pertenece a V).

Por hipétesis, si z € a y ¢(z,y)", entonces y € Vy; por lo tanto b C V).

Por otra parte, podemos construir una f: a — b sobreyectiva dada por
f(x) =y donde y es tal que ¢(z,y)".

Lo anterior dice que card(b) < card(a). Como a € V), el Lema 6.2.2
implica que card(a) < A, entonces card(b) < A. Si usamos nuevamente el
resultado del Lema 6.2.2 obtenemos que b € V) y con esto que el Axioma de
Sustitucion relativo a V), es verdadero. O

Con los Teorema 6.1.14 y 6.2.3 se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 6.2.4. Si A es un cardinal fuertemente inaccesible, entonces (Vy, €)
es un modelo de ZFC.

Teorema 6.2.5. V,, satisface los axiomas de ZFC' menos el Axioma de

Infinito. Mds precisamente, satisface que no existe un conjunto inductivo en
V-

Demostracion. Por los teoremas anteriores lo tinico que nos falta probar es
que V,, satisface la inexistencia de un conjunto inductivo relativo a V,,. En la
demostracion del Teorema 6.1.13 vemos que ind(z) es V,-absoluta para todo
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a, por lo tanto es equivalente decir “inductivo que pertenece a V,,” o “inductivo
relativo a V,,”. Supongamos que = pertenece a V, y = es inductivo. Como w
es un subconjunto de z y vale el Axioma de las Partes, w € P(x) € V,,, y por
ser V,, transitivo tendriamos que w € V,, que es absurdo. O

Teorema 6.2.6. Es imposible demostrar la existencia de cardinales fuerte-
mente inaccesibles en ZFC*.

Demostracion. Supongamos que exista un cardinal fuertemente inaccesible
A en U, el universo estandard de ZFC. Esto implica que el conjunto

{a e N : «a es cardinal fuertemente inaccesible}

es no vacio y por lo tanto tiene un primer elemento que denotaremos 7. Es
claro que 7 es el primer cardinal fuertemente inaccesible en U.

Consideremos el conjunto V. Por el Teorema 6.2.4 este conjunto es un
modelo de ZFC*. Resta ver que no hay cardinales fuertemente inaccesibles
relativos. Por el Teorema 6.1.16, todos los cardinales que pertenecen a V. son
cardinales relativos a V y viceversa. En V; no hay cardinales fuertemente
inaccesibles porque 7 ¢ V. y 7 es el primero. Por lo tanto, si v € 7, entonces
alguna de las condiciones de inaccesibilidad debe fallar, o sea, al menos una
de las siguientes debe cumplirse y todas ellas conducen a que el cardinal
tampoco sea inaccesible relativo a V:

1. v < w, indica que v tampoco es inaccesible relativo a V.

2. Existe 8 € « tal que 2° > v, y como 3 € V, por el Lema 6.2.2 te-
nemos que 2% € V,; por consiguiente v no es un cardinal fuertemente
inaccesible relativo.

3. Existe una familia {f;}ic, tal que ¢« < v y para todo i € ¢, §; < 7,
pero sin embargo v < ¢, Bi- En este caso, como v C V; el Axioma
de Sustitucion relativo a V, implica que la familia {f;},c, € V,. La
transitividad de V; implica que J,, Bi C Vx. Ademas card(lJ,., 8i) <

7, luego por el Lema 6.2.2 | J,., B; € V. Por lo tanto v tampoco puede
ser fuertemente inaccesible relativo a V.

Por lo tanto (V, €) es un modelo de ZFC* en el que no existen cardinales
fuertemente inaccesibles, lo que muestra que la existencia de tales cardinales
no puede derivarse a partir de los axiomas de ZFC™. O
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6.3. El Teorema de la Reflexion

En esta Seccion veremos un resultado, probado en la década de 1960
por Ricahard Montagne y Azriel Levi, que muestra como ciertas propiedades
validas en una clase de conjuntos se reflejan en una subclase, que puede ser un
conjunto. Una consecuencia importante de este resultado es que los infinitos
axiomas esquemas de ZFC™ no pueden reemplazarse por un nimero finito de
axiomas. Otras aplicaciones se veran en el capitulo siguiente.

En toda esta Seccién utilizaremos la teoria ZFT, esto es, supondremos
u="yv.

Comenzaremos por un resultado preliminar.

Diremos que una lista de formulas ¢, ... ¢, es cerrada por subférmu-
las si toda subformula de cualquier formula de la lista figura en ¢y ... ¢,.
Por ejemplo, cualquier cadena de formacién de una férmula es cerrada por
subférmulas.

Lema 6.3.1. Si ¢ ... ¢, es una lista de formulas cerrada por subférmulas,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes para todo ordinal «:

(i) Para todo 1 <i < n, ¢; es V,-absoluta.

(i) Si ¢; es de la forma
3y¢j(x7y1a"'7yk)7 (63)

entonces
VyiVys - Vyr[((y1 € Vo) A (g2 € Vo) A - A (yp € Vi) —

(Fz(pj(x,y1...,u) = Fx(z € Vo ANz, y1, - .- uw)))]-

Demostracion. (1)=(ii). Sea ¢; de la forma (6.3). Fijemos y1,...,y, en V, y
supongamos que 3 ¢;(yi, . . ., yn) es verdadera. Esto significa que ¢;(y1, . .., yn)
es verdadera, y por (i) también debe serlo ¢} (y1,...,%,). Por lo tanto es
verdadera Jz(x € V, A (b}/"‘ (€, y1,...,Yn)), que a su vez implica la verdad de
dz(x € Vo Agj(x,y1,...,Yn)), lo que prueba (ii).

(ii)=-(i). Veremos que se satisface (i) por induccion sobre la complejidad de
b (i =1,2,...,n).
Si ¢; es de complejidad 0, no hay nada que probar, porque si ¢; es una

, L. \%
formula atéomica, entonces ¢; = ¢, .
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Supongamos que comp (¢;) > 0 y que hemos verificado (i) para todas
las formulas de la lista de complejidad menor que la complejidad de ¢;. En
particular, suponemos vélido (i) para todas las subformulas de ¢;.

Los casos ¢; = =¢; y ¢; = ¢; A\ ¢, resultan de la hipotesis inductiva y la
Definicién 6.1.1 de restriccion de una féormula a una clase.

Supongamos ahora que ¢; = Jxo;(z,v1,...,Y,) v fijemos yi,...,y, en
V. Por la hipotesis inductiva ¢;(z, y1,...,yn) ¢ gby‘* (,Yi, ..., Yn). Por lo
tanto, 3 z(x € V, A ¢;~/“(x,y1, o)) & Ja(z € Vo ANdj(z, ..., yn)).
Como por (i), Fz(x € Vo A gz, y1, ..., yn)) ¢ 3 2¢;(x,y1, ..., Yn), resulta
que ¢; es V, -absoluta. O

Teorema 6.3.2 (Teorema de la Reflexion?). Para toda lista de formulas
1, ..., On vale la siguiente afirmacion:

Va3 g > a(ér,...,¢n son Vz-absolutas),

donde «, 8 designan ordinales.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢4, ..., ¢,
es cerrada por subférmulas.
Supongamos que

Gi(Y1y -y yn) = Fx(2, 91, -, Yn)- (6.4)

Dados 41, ..., Yn, sea w;(y1,...,yn) el primer ordinal que satisface
dx(z eV, A w;/v(x, Yty Yn)) (6.5)
y sea 1;(y1,...,y,) = 0 si no existe tal ordinal. El Axioma de Sustitucion

garantiza que para todo ordinal &, {su;(b1,...,b,) @ b1,...,b, € Vi} es un
conjunto de ordinales, y por lo tanto

F(€) = sup{pu(by... . ba) by, by € V)

es un ordinal.

En el caso que ¢; no sea de la forma (6.4), definimos F;(y,...,y,) = 0
para todo yi, ..., Yn.

Fijemos « y definamos

2Reflexion: Accion y efecto de reflejar.
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50 = qQ,
5p+1 = méx(ﬂp &1, Fl(ﬁp)7 cee Fn(@)))

De esta manera hemos definido a /3, por recursion para todo p € w. Sea,
ahora, f = \/ f,. Como a =y < 1 <...58, < fpt1 < ..., resulta que § es

pEW
un ordinal limite mayor que a.
Sea ¢; de la forma (6.4) y supongamos que yi,..., ¥y, representan ele-
mentos de V3 que hacen verdadero 3z¢;(y1, . .., y,). Entonces debe existir un

ordinal £ < 3 tal que y1,...,y, € Ve y se tiene que p;(v1,...,yn) < Fi(§).
Como ¢ < 3, debe existir un p € w tal que £ < 3,, y esto implica que
F;(§) < Fi(By) < Bpy1 < B. Luego x € V,,, C Wp.

Hemos probado asi que

Yyr- -Vl € Ve Ao Ay, € V) —

(Fzpj(z,y1, .., yn)) = Fo(x € VA (z, 01, .., yn))]

y por el Lema 6.3.1 resulta que las féormulas ¢; son Wg-absolutas. O]

Teniendo en cuenta la Observacion 6.1.5, como caso particular del teorema
anterior se tiene el siguiente resultado:

Corolario 6.3.3. Para toda lista finita de enunciados ¢y, ..., p,, se liene
que el siquiente enunciado es verdadero en ZF*:

Va3B > a () < @1) A A(pn < on)).

El Axioma Esquema de Sustitucion, al igual que el Axioma Esquema de
Especificacion, produce infinitos axiomas para ZF. Es natural preguntarse si
este tipo de axioma esquema no podria reemplazarse por un nimero finito
de enunciados. Como una aplicaciéon del Teorema de la Reflexion vamos a
ver que si ZF es consistente, entonces la respuesta a esa pregunta debe ser
negativa. Comenzaremos por considerar ZF ™.

Corolario 6.3.4. Sea ¢y, ..., ¢, una lista de enunciados vilidos en ZFt. Si
a partir de ¢1, . .., ¢, se puediesen probar todos los axiomas de ZF" (esto es,
los axiomas en la pagina 43 mds el Azioma de Regularidad), entonces ZF*
no seria consistente.
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Demostracion. Supongamos que a partir de ¢q, . . ., ¢, podemos probar todos
los axiomas de ZFT.
Sea [ el primer ordinal tal que

Vi Vi
13/\"'/\§an-

La existencia de tal 3 esta garantizada por el Corolario 6.3.3. Entonces todos
los axiomas de ZFT se cumplen en Vj. Luego todos los resultados que vimos
sobre formulas absolutas valen interpretados en V. En particular, como x €
V,, puede escribirse:

On(a) A Jy(y es funcion A dom(y) = a @ 1)A
Vy(yea®l = (y(y) = |JPWO)) A (x € y(a)),
oy

resulta que si o € 3, V,, es Vz-absoluta. Entonces V.,V5 =v,n Vi = Va.
Por el Corolario 6.3.3 interpretado en V3 tendremos que debe ser valida
en Vj la siguiente proposicion:

Ja gy A A pre,

lo que significa que
Ja < Bo" A Ay,

en contradiccién con la eleccion de 3. O
Corolario 6.3.5. Sea ¢y, ..., ¢, una lista de enunciados vdlidos en ZF. Si
a partir de ¢1, ..., ¢, se puediesen probar todos los axiomas de ZF (esto es,

los axiomas en la pagina 43 ), entonces ZF no seria consistente.

Demostracion. Si existiese una lista finita de enunciados ¢4, ..., ¢, a partir
de los cuales se pudiesen probar todos los axiomas de ZF, entonces agre-
gando a esta lista el enunciado correspondiente al Axioma de Regularidad
tendriamos una lista finita de enunciados que permitirian demostrar todos
los axiomas de ZF*. Luego por el Corolario 6.3.4 ZF* no serfa consistente.
Pero vimos que ZFT es consistente si lo es ZF, consecuentemente también
ZF seria inconsistente. O

Observacion 6.3.6. Obseremos que las demostraciones de los corolarios
anteriores siguen siendo validas si a la lista de axiomas de ZF* y de ZF le
agregamos el Axioma de Eleccion, por lo tanto también resulta que si ZFC™ o
ZFC son consistentes, entonces no pueden ser axiomatizados por un nimero
finito de enunciados.
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6.4. Ejercicios

Ejercicio 6.4.1. Si a un conjunto no vacio, entoces la formula 3 z(x € 2)
es a-absoluta st y solo st U a = a.

Ejercicio 6.4.2. Demuestre que en ZF* se cumple que la formula 3 xz(z € y)
no es C-absoluta cuando C denota la clase de todos los conjuntos no vacios,
pero es C-absoluta cuando C denota la clase de todos los conjuntos transitivos
no vacios.

Ejercicio 6.4.3. Un conjunto = se dice hereditariamente finito si x y
todos los elementos de su clausura transitiva son finitos.

1) De un ejemplo de un conjunto regular finito pero no hereditariamente
finito.

11) Demuestre que V,, es la clase de los conjuntos requlares hereditariamente
finitos. Pista: Tener en cuenta el Lema 6.2.2 y que si hubiese conjuntos
requlares hereditariamente finitos que no estuviesen en V,,, habria uno
de rango minimo.

El objetivo de los ejercicios siguientes es dar una version del Teorema
de la Reflexion valida en ZF. Para ello necesitamos generalizar la nocion de
formulas C-absolutas introducidas en la Definicion 6.1.4:

Definicion 6.4.4. Sean M y N clases tales que todo conjunto de la clase
M esté en la clase N (para abreviar, M “C” N). Diremos que una férmula
(g, ..., x1) es M, N-absoluta si

VaoVay - - - Vog[(M(xg) A M(z1) AN M(xyg)) —

(cpM(xo, CTE) & gpN(wo, o xr))]

Ejercicio 6.4.5. Demuestre la siguiente generalizacion del Lema 6.3.1:
Sean M y N clases tales M “C” N. Si ¢y ... ¢, es una lista de féormulas
cerrada por subformulas, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Para todo 1 <i<mn, ¢; es M, N-absoluta.
(ii) Si ¢; es de la forma Iyo;(x, v, ..., ys), entonces
VinVyz -+ Vye[(M(yn) A M(y2) A M(yr)) —
GeWN (@) AN (2,1 yn) = Fe(M(@) A (2, u1, ., uw))-
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Ejercicio 6.4.6. Usando los resultados del ejercicio anterior, pruebe la si-
guiente version del Teorema de la Reflexion vdlida en ZF':

Supongamos que W es una clase, que para cada ordinal o, W, es un
conjunto y que se cumplen las condiciones siquientes:

Wy Sia < 3, entonces W, C Wp,

Wy Si~y es un ordinal limite, entonces W, = |J W,,

acy
Wy ‘W= J W,”
a€eOrd
Entonces, para toda lista de formulas ¢1, ..., ¢, vale la siguiente afirma-

cion:

Va3dp > al(er,...,¢n son Ws, W-absolutas),

donde «, 8 designan ordinales.
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Capitulo 7

Consistencia relativa del Axioma
de Elecci6on

En este Capitulo nos proponemos mostrar que a partir de un modelo de
ZF* se puede construir un modelo de ZFC*. Esto significa si hubiese una
inconsistencia en la teoria de conjuntos ésta no se deberia al Axioma de
Eleccion. Este importante resultado fue obtenido por Kurt Godel en 1940. El
modelo que se mostrara no es el original de Godel, formado por los conjun-
tos constructibles, sino por otro algo mas simple, formado por los conjuntos
definibles por ordinales que fue sugerido por el mismo Gdodel en 1946.

7.1. Relaciones definibles por férmulas

Dado un conjunto a, D f(a,n) sera el conjunto de relaciones n-arias sobre
a que son definibles por medio de una féormula ¢ de primer orden relativizada
a a. Mas precisamente, D f(a,n) es el conjunto de todos los subconjuntos de
a™ de la forma

{(x1,...,2,) €a" : ¢%(x1,...,2,)},

para alguna féormula ¢ con n variables libres.
Veamos como se puede formalizar esto en ZF, esto es, sin usar el Axioma
de Eleccion.

Definicién 7.1.1. Sean a un conjunto, n € w e i,j < n, entonces
(a) Proj(a,r,n)={s€a”:3t er(tl,=s)}

121
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(b) Diage(a,n,i,7) = {s € a”:s(i) € s()}.
(¢) Diag—(a,n,i,j) ={s € a":s(i)=s(j)}

(d) Por recursion sobre k € w definimos Df'(k,a,n) (para todo n simultd-
neamente) por:

Df'(0,a,n) = {Diage(a,n,i,j) : i,7 < n}U{Diag—(a,n,i,j) : i,j < n},
Df'(k+1,a,n) = Df'(k,a,n)JU{a" \r:r € Df'(k,a,n)}J
{rns:r,se€ Df'(k,a,n)} U{Proj(a,r,n):r € Df'(k,a,n+1)}.
(6) Df(a7n) = kU Df/(k’ CL,TL).

Lema 7.1.2. Sir,s € Df(a,n), entonces a™\r € Df(a,n) yrNs € Df(a,n).
Sir e Df(a,n+ 1), entonces Proj(a,r,n) € Df(a,n).

Lema 7.1.3. Sea ¢(xg,...,x,_1) una formula cuyas variables libres figuren
entre xg,...,Tn_1. Entonces,
Val{s € a" : ¢*(s(0),...,s(n — 1))} € Df(a,n)|. (7.1)

Demostracion. Haremos la demostracion por inducciéon sobre comp(¢).

Si¢eswx €xj,i,j <n, entonces (7.1) es consecuencia del hecho que
Diage(a,n,i,j) € Df(a,n). Andlogamente, si ¢ es z; = z;, (7.1) vale pues
Diag—(a,n,i,j) € Df(a,n).

Supongamos ahora que (7.1) vale para toda féormula de grado de comple-
jidad inferior a ¢.

Sip = 6 ¢ = (v An), por la hipotesis inductiva, (7.1) vale para
Y y para 7, y en consecuencia, también vale para ¢, pues Df(a,n) es un
subconjunto de P(a™) cerrado por complementos e intersecciones.

Si ¢ = Jy1b, como y no es variable libre en ¢, se tiene que y ¢ {xo, ..., Tp 1}
Si y no es variable libre de v, entonces ¢ y 1 son equivalentes, y por la hipote-
sis inductiva, (7.1) vale para ¢. Si por el contrario, y es libre en 1, podemos re-
nombrar y por z,. Luego, r = {t € a"™ : *(¢(0),...,t(n))} € Df(a,n+1),
y podemos afirmar que Proj(a,r,n) € Df(a,n). Pero

Proj(a,r,n) ={se€a” :3ter(t],=:s)}=
{s€ad”:Fz€ay(s(0),...,s(n—1),2)} ={s€a”:¢%(s(0),...,s(n—1))},

por lo que podemos concluir que (7.1) vale para ¢. O
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Nos proponemos ahora probar que para todo conjunto a y n € w, D f(a,n)
es un conjunto numerable. Para eso definiremos para m € w los conjuntos
E(m,a,n) del modo siguiente:

(a) Sim =2"-3 ei,j <n, entonces E(m,a,n) = Diage(a,n,i,j).
(
(
(

b) Sim =2"-37-5e1,j <mn, entonces E(m,a,n) = Diag—(a,n,1,j).

c) Sim=2"-3"-5% entonces E(m,a,n) =a"\ E(i,a,n).

)
)
)
)
)
)

d) Sim =2"-37-5% entonces E(m,a,n) = E(i,a,n) N E(j,a,n).
(e) Sim =2"-37-5% entonces E(m,a,n) = Proj(a, E(i,a,n + 1),n).
(f) Si m no es de la forma especificada en alguno de los incisos (a)-(e),

entonces E(m,a,n) = .
Lema 7.1.4. Para todo conjunto a y todo n € w,
Df(a,n) ={E(m,a,n) :m € w}.
Demostracion. (a) Vn € w(E(m,a,n) € Df(a,n)), para todo m € w.
Haremos la demostracion por inducciéon sobre m.
En efecto, E(0,a,n) =0 € Df(a,n), pues Df(a,n) es cerrado por com-

plementos y por intersecciéon. Supongamos que para k € w, Vn € w(E(k,a,n) €
Df(a,n)). Entonces,

(1) Sik+1=2"-3"ei,j <n, entonces E(k+ 1,a,n) = Diage(a,n,i,j) €
Df(a,n).

(2) Sik+1=2"-3"-5ei,j <n,entonces E(m,a,n) = Diag—(a,n,i,j) €
Df(a,n).

(3) Sik+1=2"-3.5% entonces E(k+ 1,a,n) = E(i,a,n) N E(j,a,n) €
Df(a,n), por la hipotsesis inductiva y dado que D f(a,n) es cerrado
por intersecciones.

(4) Sik+1=2"3-5% entonces
E(k+1,a,n) = Proj(a, E(i,a,n + 1),n).

Como, por la hipotesis inductiva E(i,a,n+ 1) € Df(a,n + 1), resulta
que Proj(a, E(i,a,n+1),n) € Df(a,n).
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(5) Si m no es de la forma especificada en alguno de los incisos (a)-(e),
entonces E(m,a,n) =0 € Df(a,n).

Hemos completado asi la demostracion de (a).

(b) Vn € w(Df(a,n) C {E(m,a,n):m € w}).

Bastara probar que Vn € w(Df'(k,a,n) C {E(m,a,n) : m € w}) para
todo k € w, lo que haremos por induccién en k . Para k = 0:

W¥n € w(Df'(0,a,n) = {Diage(a,n,i,5) : i,j < n}U{Diag—(a,n,i, ) :i,j < n} C

{E(m,a,n):m € w}).

SiVn € w(Df'(k,a,n) C {E(m,a,n): m € w}), como {E(m,a,n) :m € w}
es cerrado por complementos, intersecciones y proyecciones, también conten-
dra a Df'(k+ 1,a,n) para todo n € w. O

Corolario 7.1.5. Df(a,n) es numerable y la funcion m — E(m,a,n) de w
sobre D f(a,n) es una enumeracion.

7.2. Conjuntos definibles por ordinales

Informalmente, un conjunto a se dice definible por ordinales si se lo
puede definir por medio de una lista finita de ordinales. Esto es, si existe una
lista finita de ordinales oy, ..., @, y una formula ¢(yi, ..., y,, ) tal que

dlag,...,qn,T) <> T =a.

Observemos que cada ordinal es definible por ordinales. En efecto, sea
&(y1,x) la formula atémica y; = x. Si a es un ordinal, vale que ¢(a, ) <>
a=uz.

Veamos como se puede definir la clase de los conjuntos definibles por
ordinales en ZF™", esto es,considerndo que el universo de la teoria de conjuntos
es la clase V de los conjuntos regulares.

Comencemos por observar que a es definible por ordinales si lo es respecto
a un Vg, con [ suficientemente grande, mas precisamente, si existe 5 >
max(ayq, ..., a,,rg(a)) tal que

Vo € Va(p(ay, ..., an, 1) < v =a)?. (7.2)



7.2. CONJUNTOS DEFINIBLES POR ORDINALES 125

En efecto, si a es definible por ordinales tenemos que

Ve(plag, ..., an,x) <> = a),
para algunos ordinales ay, ..., q, y alguna formula ¢(yi,...,yn, x). Por el
Teorema 6.3.2, existe f > max(ay,...,a,,rg(a)) tal que ¢ es Vz-absoluta.

Luego, (7.2) se satisface.

Por otro lado, si se cumple (7.2), entonces a es definible por ordinales en
el universo V por ay,...,a, y 5.

Estas consideraciones sugieren como expresar la definiciéon de conjuntos
definibles por ordinales en el lenguaje de primer orden de la teoria de con-
juntos.

Definiciéon 7.2.1. Dor es la clase de todos los conjuntos a tales que:
38 >rg(a)IncwIs e f" Ire Df(Vg,n+1)

Ve e Va(s'<ax>er < x=a),
donde s” < z > denota la funcion ¢: n+ 1 — Vj tal que (i) = s(i), 0 < i <
n—1,tn)=ux.

Vamos a ver que los elementos de la clase Dor coinciden con los conjuntos
definibles por ordinales.

Teorema 7.2.2. Para cada formula ¢(z,, ..., Tr,_1,2) se tiene que
dag ... Jap_1[(Vxo(ao, - . ., ap_1,x) <> © = a) — Dor(a). (7.3)
Demostracion. Fijemos ag,...,q,_1 y a y supongamos que
Veo(ag, ..., an_1,%) > T = a.
Por el Teorema 6.3.2 podemos fijar f > max(ay,...,a,_1,1g(a)) de modo

tal que ¢ sea Vg-absoluta.

Sea 7 ={< Yo, - Yn-1,2 >E V5" 1 d(yo, . Y1, 2)} Y
s =< aq,...,0,_1 >€ (" Entonces, Vo € V3(s"< x >€r <>z = a).
Pero por ser ¢ Vz-absoluta, resulta

r= {< Yos -5 Yn—1,T >€ Vﬁn+1 : ¢VB(3/07 tee /ynfl’x)}'

Luego, por el Lema 7.1.3, r € Df(Vs,n + 1). Por lo tanto, a esta en
Dor. O]
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El teorema anterior nos dice que todo conjunto a definible por ordinales
en el sentido intuitivo, esto es, existe una formula ¢ con n -+ 1 variables libres
tal que Vz(p(ao, ..., an_1,7) <> = = a), pertenece a Dor.

Vamos a probar la reciproca, para lo que daremos una féormula ¢ que nos
servira para todos los conjuntos en Dor:

Va(Dor(a) — JaVz(p(a, x) <> © = a)).

Esta es una especie de “forma normal”. De hecho, ¢ definira una “funcién”
de Ord en Dor.

Los lectores que estén familiarizados con la teoria de funciones recursivas,
notaran la similitud con la indexaccion de las maquinas de Turing (en este
caso w debe ser sustituido por Ord) y la forma normal de Kleene.

Observemos que por la Definicion 7.2.1, a cada conjunto a en la clase Dor
le corresponde un nimero finito de ordinales: n, los n ordinales presentes en
la n-upla s, # de la definicion, junto con el m que caracteriza a la relacion
re Df(Vg,n+1): r = E(m,Vs,n) para algin m € w.

Luego, podemos indexar los conjuntos de la clase Dor por listas finitas
de ordinales, esto es, elementos de Ord<¥ = “J Ord™.

new

El primer paso sera ver que podemos, a su vez, indexar los elementos de
Ord=<* por Ord.
Si s,t € Ord<¥, escribiremos s <t si, y solo si:

(i) [max(img(s)) < max(img(t))] vV
(ii) [(méx(img(s)) = méx(img(t))) A ((dom(s) C dom(t)))]V
)

(ili) [(max(img(s)) = max(img(t))) A (dom(s) = dom(t)) A
(3k € dom(s)((sle = tle) A s(k) <t(k)))]

Se verifica facilmente que dados s,t,u en Ord<>, (s #t) — ((s<t) V (t<s))
y ((s<t)A(tau)) — (s<u).

Sea a un conjunto cuyos elementos estan en Ord<“. Veamos que (a, <)
es un conjunto bien ordenado, donde s <t significa “s <tV s = t”. Es claro
que < es un orden sobre a. Sea b C a, b # (). Para probar que b tiene
primer elemento, comencemos por observar que {max(img(s)) : s € b} es un
conjunto no vacio de ordinales, y por lo tanto tiene primer elemento ~y. El
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conjunto {n € dom(s) : s € b A max(img(s)) = v} es un subconjunto no
vacio de w y tiene primer elemento p.

Sea ¢ = {s € b : max(img(s)) = v A dom(s) = p}. Para cada i € p,
definamos ¢(i) inductivamente como sigue:

(i) ¢(0) = min{s(0) : s € ¢},
(ii) t(i) = min{s(i) : s € c A s(j) =t(j), para j € i}, para 0 <i € p.

Es claro que t € by que t 4 s para todo s € b. Por lo tanto hemos probado
que {(a, <) es un conjunto bien ordenado.

Para cada s € Ord<¥, la seccion inicial Ords = {t € Ord<¥ : t <1 s} es
un conjunto. En efecto, si f = max{img(s)}, entonces

ord;* c (Fe )™ =JBe1)"

new

que es un conjunto. Luego, para todo s € Ord<¥, Ords¥ es un conjunto bien
ordenado y por lo tanto existe un tnico ordinal « tal que Ords® ~ a.

La formula “o es un ordinal isomorfo a la secciéon inicial Ords® 7 define
una relacion funcional H(s) = a, “H: Ord<* — Ord’.

Se tiene que s <t siy solo si H(s) < H(t). En efecto, si s <t, entonces
Ords¥ es una seccion inicial de Ord; . Luego H(s) es isomorfo a una seccion
inicial de H(t), y por lo tanto, H(s) < H(t). Por otro lado, si H(s) < H(t),
no puede ser que t < s y por lo tanto debe ser s <t.

Podemos definir la relacion funcional inversa de H, J, por la férmula
J(a) = s si, y solo si, H(s) = a, que esta definida sobre la clase “imagen ”
H7(Ord<¥) ={H(s) : s en Ord<“}.

En realidad H es "sobre", esto es H 7 (Ord<“) = Ord. Para verlo, obser-
vemos primero que “H 7 (Ord<*)” es decreciente en Ord.

Sea B < H(s) y sea f el isomorfismo f: Ords¥ — H(s). Por la clausula
(iii) de la Observacion 3.2.2 existe t € Ord:¥ tal que f = H(t), lo que
muestra que si « estd en H 7 (Ord<*), también estan todos los g € a.

Esto implica que si hubiese un v que no estd en H 7 (Ord<*), entonces
deberia estar H~(Ord<*) C . Como la restricion de H a los ordinales es
inyectiva, esto implicaria que hay una "funcién inyectiva"de los ordinales en
un conjunto, lo que es imposible por el Lema 4.4.1. Luego J es una "funcién
inyectiva” de Ord sobre Ord=<¥.

Vamos a definir ahora una “funcion sobreyectiva” K : Ord<* — Dor.
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Sisen Ord<” es delaformat"< B,n,m > n,m e w,t € < domt =n
y para algun (dnico) a € Vj se tiene que (t"< z >€ E(m, Vs, n+1) <> = = a),
definimos K (s) = a. Si s no es de la forma indicada, ponemos K (s) = 0.

De la Definicion 7.2.1 resulta que K es una “funciéon” con dominio Ord<* e
imagen contenida en Dor. Ademas, como E(_, Vg, n+1): w — Df(Vg,n+1)
es sobreyectiva y ) esta en Dor (pues todos los ordinales estan), resulta que
para todo conunto a en la clase Dor existe s en Ord<*) tal que a = K (s).

Consideremos, ahora, la composicion

Ord -1 Oord<* 2 Dor

Si I = KJ, I es una "funcién"de Ord sobre Dor. Si I(a) = a, diremos
que « es un indice de a. Todo a en Dor tiene un indice (al menos uno, por
ejemplo () tiene infinitos).

Sea (s, t) la formula Ord(s) A (t = I(s)). Entonces,

Yy(Dor(y) — (Ja(Ord(a) AVz(Y(z, o) — = = a)). (7.4)

Esto prueba que todo conjunto en la clase Dor es definible por ordinales
en el sentido informal dado al comienzo de esta Seccidn.

Entonces teniendo en cuenta el Teorema 7.2.2 tenemos el resultado si-
guiente, que muestra que hemos podido formalzar la nocién de conjunto
definible por ordinales en ZF*:

Teorema 7.2.3. Dor es la clase de los conjuntos definibles por ordinales.

Nuestro proximo objetivo seré utilizar los conjuntos definibles por ordi-
nales para definir una subclase de V que satisfaga la relativizaciéon de los
axiomas ZFCT.

Lema 7.2.4. Si v,z estdn en Dor, entonces
(1) {v,z} € Dor.
(11) Uv € Dor y P(v) € Dor.

Demostracion. (1) Sean v = (o), z = I(ag) y sea ¢(yi1, y2, x) la formula:

Ord(yy) A Ord(ys) A (x = {L(y1), (y2)})-
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Entonces, Vz(¢(aq, as, z) <> = {v, z}), lo que prueba que {v, z} € Dor.
(11) Se prueba analogamente a (i), tomando como ¢(x,y)

Ord(y) A (z = Ul(y))

Ord(y) A (z = P(1(y)))

respectivamente. O

Como no es posible probar que Dor sea transitiva, vamos a considerar
la clase de los conjuntos hereditariamente definibles por ordinales, que
denotaremos H Dor, formada por los conjuntos de Dor tales que su clausura
transitiva esta contenida en Dor:

HDor ={a: Dor(a) AN\Vz(x € Tr(a) — Dor(x)}. (7.5)
Lema 7.2.5. “Ord C HDor C Dor” y HDor es una clase transitiva.

Demostracion. Sea « un ordinal. Sabemos que a € Dor. Como Tr(a) = «
y 8 € a implica € Ord C Dor, resulta que Tr(«) C Dor. Luego, Ord C
HDor. Es obvio que HDor C Dor. Veamos ahora que H Dor es transitiva.
Seax € HDor ey € x. Como y € x C Tr(z) y Tr(y) C Tr(x) C Dor, resulta
que y € Dor y Tr(y) € HDor, lo que significa que y € HDor. ]

Lema 7.2.6. Para todo conjunto a, si a € Dor y a C HDor, entonces
a € HDor.

Demostracion. Resulta de observar que, para todo a, Tr(a) = a U |J Tr(x).
rea
O]
Lema 7.2.7. Para todo o, V,, " HDor € HDor.

Demostracion. Como V, N HDor C HDor, por el lema anterior basta ver
que V,, N HDor € Dor. Sea ¢(y, x) la formula
Ord(y) A\ (x =V, N HDor).

Luego, Vx(¢(a,z) <> x = V,, N HDor), y por lo tanto, V,, N HDor &€
Dor. O
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Teorema 7.2.8. HDor satisface todos los axiomas de ZFCT.

Demostracion. El Axioma de Extensionalidad se cumple pues H Dor es una
clase transitiva (Teorema 6.1.2).

Veamos que se cumple el Axioma de Especificacion. Para ello debemos ver
que dada una formula ¢(y, z1, ..., 2x) se tiene que para todo x,y, 21, .. ., 2
en HDor, el conjunto ¢ = {y € = : p(y, 21,...,2,)7P} estd en HDor. La
transitividad de H Dor asegura que todos los elementos de ¢ estan en H Dor.
Luego por el Lema 7.2.6 para probar que c esta en H Dor falta ver que c esté
en Dor. Sea ¢(w,, ..., wg, x) la formula

Ord(w,) A -+ A Ord(wg) A (z = {t € I(wg) : @(t, I(w:),..., I(wy))"P}),
ysean y = I(o), z1 = I(aq), ..., 2, = I(ay). Entonces
d(ag, 01, ..., p,T) &> T =,

y por el Teorema 7.2.2, ¢ € HDor.
Que el Axioma del Conjunto Vacio se satisface resulta del Lema 7.2.5.
Para ver que se cumple el Axioma de la Unién, veremos que

Va(HDor(a) — HDor(Ua).

Sea b = Ua. Como por el Lema 7.2.4 b estd en Dor, basta verificar que
b C HDor. Sea x € b. Existe y € a tal que z € y. Como a € HDor,
y € Tr(a) € HDor, y como HDor es transitiva, z € H Dor. Por lo tanto,
b C HDor.

Para probar el Axioma del Conjunto Potencia basta mostrar que para
todo a en HDor, P(a)NH Dor € HDor. Sea o > rg(P(a). Entonces teniendo
en cuenta el Lema 7.2.7 se tiene que P(a) C Vog1 N HDor € HDor, y por el
Axioma de Especificacion relativo a H Dor,

P(a)NHDor ={zx € Vogr N HDor : x C a} € HDor.

Para probar el Axioma (Esquema) de Sustitucion, sea ¢(x, y) una férmula
vy a un conjunto en H Dor tal que se satisfaga

Va((z € a) — y(HDor(y) A p(z,y)TPr
Por el Axioma de Sustitucion vélido en V), existe el conjunto

b={y: (HDor(y) A (3z € ap(z,y)""")}.
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Debemos probar que b esta en HDor. Sea a > sup{rg(y)},ec»- Entonces
b C V,NHDor € HDor y por el Axioma de Especificacion relativo a H Dor,

b={yeV,NHDor:yeb}e HDor.

Observemos que necesitamos el Axioma de Especificacion relativo para pro-
bar que el Axioma de Sustitucion se satisface. Por eso debimos probar primero
que se satisface el Axioma de Especificacion. Es claro que si pudiésemos pro-
bar directamente la validez del Axioma de Separacion, no harfa falta probar
que se satisface el Axioma de Especificacion. Por otro lado, una vez probado
que se sartisface el Axioma de Separacion, sabemos que también se satisface
el Axioma del Par.

El Axioma del Infinito se satisface porque w € Ord C H Dor.

El Axioma de Regularidad se satisface porque H Dor C V.

Vimos entonces que la clase H Dor satisface los axiomas ZFT.

Veamos que también se satisface el Axioma de Eleccion (relativo a H Dor).
Como H Dor es transitiva y satisface los axiomas de especificacion, del par
y de la unién, si a y r son conjuntos en H Dor y r es un buen orden sobre a,
entonces por el Teorema 6.1.12 (r es un buen orden sobre a)#P°" es verdadero.
Luego, basta probar que para todo a € HDor existe r € HDor que es un
buen orden sobre a.

Sea a = I(a) € HDor. Como a C Dor, podemos bien ordenar los ele-
mentos de a por medio de los menores de sus indices:

r={{(s,t) €axa:3I(s=1IE) AV <Et#I(n)}. (7.6)

Es facil verificar que r define un buen orden sobre a (ver el Ejercicio 7.3.1).
Sea

r(y) = {(s,8) € I(y) x I(y) - F&(s = L(§) ANV <& F# 1(n)}
y sea p(y, x) la formula Ord(y) A x = r(y). Si a = I(«), entonces
ola,x) <> x=r.

Luego por el Teorema 7.2.2, r € Dor y como r C a x a C HDor, por el
Lema 7.2.6 resulta que r estd en H Dor. O

Corolario 7.2.9 (Godel). Si ZF" es consistente, también lo es ZFC".
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7.3. Ejercicios

Ejercicio 7.3.1. Probar que la relacion r definida sobre a por (7.6) es un
buen orden. Pista: Recordar que los elementos de a son de la forma I(§) para
algun ordinal €.

El siguiente ejercicio aclarara algunos de los argumentos usados en la
demostracion del Teorema 7.2.8.

Ejercicio 7.3.2. Sea C una clase transitiva que satisface el Azioma de Es-
pecificacion y la siguiente condicion:

Va(z € C— 3 y((Cly) ANz Cy))). (7.7)

Probar que C satisface los Aziomas de ZF menos el Azxioma del Infinito.

Ejercicio 7.3.3. Dar un ejemplo de una clase transitiva C que satisfaga el
Azioma de Especificacion y (7.7) pero no satisfaga el Azioma del Infinito.
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