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“La musica esta entre las notas”. C. Debussy.
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Este texto nace como unas notas escritas durante 2017, mientras dictaba el curso de
Anadlisis Funcional del Departamento de Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas
y Naturales, en la Universidad de Buenos Aires. Luego estas notas fueron pulidas con la
colaboracion de los estudiantes de ese curso, y finalmente ampliadas un poco durante el
dictado de la materia optativa regular Complementos de Andlisis Funcional, durante el
afo 2021. La tnica pretension que tienen es dar un panorama de los temas que al autor
le parecen relevantes, en conexion con su darea de investigacion (y otras relacionadas),
como la geometria en dimension infinita y la teoria de operadores. El énfasis estd puesto
en los problemas: la idea de cada seccion es poder resolver los problemas que se plantean
al finalizar cada una de ellas. L.as notas recogen material de los textos de Reed-Simon
[13], Rudin [15] y Bonsall-Duncan [Z2] (entre muchos otros), con unos cuantos desvios
en cuanto al nivel de detalle de las demostraciones, las aplicaciones y los ejemplos.

Los capitulos 1y 2 pueden tomarse como una introduccion a la teoria de espacios de
Fréchet y las versiones geométricas de los Teoremas de Hahn-Banach, con aplicaciones
relevantes como los Teoremas de Krein-Milman, Riesz-Markov y Runge. Los temas cla-
sicos del Andlisis Funcional y la Teor{a de Operadores estan contenidos en los capitulos
3,4,5,6 incluyendo el estudio del indice y los operadores de Fredholm. El enfoque de
la teorfa espectral y el cdlculo funcional se centra en el cdlculo funcional analitico del
capitulo 3. Cabe observar que en el capitulo 4 abordamos el estudio de la transformada
de Fourier en espacios de Schwarz; esta seccion es recomendable saltearla si el lector
ha optado por omitir los capitulos 1y 2.

Agradezco a Matias Blufstein, Daniel Mejail, Guillermo Mosse y Pablo Perrella por
acercarme, a lo largo de estos meses, una larga lista de erratas y correcciones del texto

original.

Diciembre de 2021.
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1. Espacios vectoriales y convergencia

Cudl es tu rol y lugar: es un lugar entre
los mds grandes matematicos de nuestro
tiempo, es el rol de un verdadero maestro.

CARTA DE A. ALEXANDROV A M. FRECHET, 1967.

En este primer capitulo estudiaremos los fundamentos de topologia y convergencia
en espacios vectoriales donde las operaciones suma de vectores y producto por escalares
del cuerpo base resultan continuas. Estas nociones extienden la idea de espacio normado
de manera natural, y son de vital importancia en el estudio de espacios de funciones
suaves, asi como en las distintas topologias relevantes en los espacios duales y preduales.
La nocion de espacio métrico fue introducida por Maurice Fréchet en sus tesis doctoral
de 1902 [6], y su interés se centraba precisamente en los espacios de funciones.

1.1. Espacios vectoriales topoldgicos

Definicion 1.1 (e.v.t). Un espacio vectorial E sobre R 6 C provisto de una topologia
donde los puntos son cerrados (T1), el producto por escalares y la suma son continuos,
se denomina espacio vectorial topoldgico. Lo denotaremos con la sigla e.v.t.

§ Notemos que pedir que los puntos sean cerrados implica que necesariamente toda red
convergente tiene un unico limite.

Definicion 1.2 (Base y subbase local). Una subbase local de E es una familia (V))je,
de entornos abiertos de 0 € E tales que para todo abierto U C E entorno de 0, existen
finitos jr€J (k=1,...,n) de manera tal que OZZIU% cU.

Una base local de E es una familia (U;),; de entornos abiertos de O de manera tal
que para todo abierto U C E entorno de 0, existen i € I de manera tal que U; C U.

§ Equivalentemente, una base local estd formada por las intersecciones finitas de ele-
mentos de una subbase local.

Observacion 1.3. Como para cada x € E, la traslacion ¢, : E — E dada por 1,(y) = x+y


https://goo.gl/shsMWR

1.1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

es un homeomorfismo (con inversa f_,), todo entorno U de O se traslada a un entorno
de x dado por x + U y viceversa.

Dado W C E y un abierto U entorno de 0, el conjunto

W+U:U(W+U)

weWw

es un entorno abierto de W.

Asimismo, si W C E es abierto, entonces para cada w € W el conjunto W —w es un
entorno abierto de 0. Y si (U,);; es base local, entonces para cada w € W existe i = i,
tal que U;, ¢ W —w, luego

W = U(w+ U.,).
weWw

§ Esto prueba que los trasladados de toda base local forman una base de la topologia
de E.

Definicion 1.4 (Base numerable). Si el espacio tiene una base local numerable (equiva-
lente, una subbase numerable) diremos que E tiene base numerable.

Definicion 1.5 (Redes, subredes). Una red (x)),c; en E, es una funcion x : L — E, donde
L es un conjunto dirigido (parcialmente ordenado y dados [/, j € L existe k € L tal que
k>1,)).

. l .
Decimos que la red es convergente al punto x € E (denotado x; — x) si para cada
abierto U entorno de x existe [y € L tal que x; € U para todo [ > [.

Una subred es una funcion [ : J — L donde J es otro conjunto dirigido y la funcion
[ es monotona (j < j' = I(j) < I(j')) y final (para cada [ € L existe j € J tal que I(j) > ]).
Generalmente se denota x;; = x;;.

§ Notemos que por las observaciones previas,

I !
x> x&—=x—x—0.

Asimismo, observamos que esto es equivalente a que para todo j € J y todo U; de la
subbase local, se verifique que existe [y € L de manera tal que x;—x € U; si [ > Iy = Ip(j).

Definicion 1.6 (Redes de Cauchy). Dada una red (x;),. C E, diremos que la red es de
Cauchy si para todo U; de la base local (equivalentemente, de la subbase) existe [y = [y(i)
de manera tal que x; — x; € U; para todo [, j > .

§ Notamos que toda red convergente es de Cauchy.

Definicion 1.7 (Conjuntos cerrados, clausura). Un conjunto C C E es cerrado cuando
toda red de elementos de C, convergente en E, tiene su limite en C. Un conjunto resulta
cerrado si y solo si su complemento es abierto.




CAPITULO 1. 1. ESPACIOS VECTORIALES Y CONVERGENCIA

La clausura C es la unién de C con todos los puntos limite por redes convergentes, de
elementos de C. Equivalentemente, la clausura es la interseccion de todos los conjuntos
cerrados que contienen a C:

C= ﬂ{A:ADC cerrado}:{er:H(xl)leLCC, x,—l> x}.

Observacion 1.8. Si el espacio E tiene base numerable, entonces todo punto x de la
clausura de un conjunto A C E se alcanza con una sucesion. Porque si (U,),en €S una
base local numerable de E (que podemos suponer decreciente tomando intersecciones),

i .

y x; — x, basta tomar para cada n € N, y de manera creciente, un l(n) € L tal que
. ., n

Ximy — x € U,. Se tiene entonces que z, = Xy, €S una sucesion, y que g, — X.

§ Como consecuencia, en un espacio E con base numerable, una funcion f : E - Y
tiene limite y € X si y solo si para toda sucesion (x,), C E, x, # x, se tiene lim, f(x,) = y.

Se puede probar aiin mds:

Observacion 1.9 (Metrizabilidad). Un e.v.t. con base numerable es metrizable. Esto es,
existe una métrica en E de manera tal que la distancia es invariante (esto es d(x,y) =
d(x —y,0)) y de manera tal que para n € N, las bolas abiertas métricas

B,={x€eFE:dx,0) <Y}
forman una base local numerable de E.

! No daremos esta demostracion general, nos limitaremos a probar este hecho en la
proxima seccion, en el caso de espacios localmente convexos (Teorema 1.36). El lector
interesado puede ver la prueba general en el libro de Rudin [15, Theorem 1.24].

Lema 1.10 (Subredes convergentes). Si (X)), es una red, entonces

1. Tiene una subred convergente a un punto x € E si y solo si

xeﬂ{xi:izl}.

leL
2. Si es de Cauchy, y tiene una subred convergente, entonces es convergente.

! Esta demostracion también es algo técnica y la omitimos (ver el libro de Kelley [9,
Chapter 2, Theorem 6]). Invitamos al lector a demostrar este lema en el caso de las
sucesiones.

Definicion 1.11 (Continuidad). Una funcién f : E — Y donde E, Y son e.v.t. es continua
cuando la preimagen de todo abierto es abierta. Equivalentemente, si para toda red (x;);cr

I 1
con x; # x 'y x;— x, se verifica f(x)— f(x).




1.1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

§ Si el espacio E tiene base numerable, se pueden reemplazaer las redes por sucesiones
para caracterizar la continuidad, como consecuencia de la Observacion 1.8.

Definicion 1.12 (Conjuntos compactos, completos, totalmente acotados, acotados). Di-
remos que K C E es compacto si todo cubrimiento por abiertos K C Uj;V; tiene un
subcubrimiento finito, es decir existen ji, ..., j, de manera tal que K C U, V;.

El conjunto C C E es completo si toda sucesion de Cauchy en C converge a un
elemento en C.

El conjunto T C E es totalmente acotado si dado un entorno V abierto de 0, existen
finitos puntos t;, € T, i =1,...,n de manera tal que

Tclt,.. t)+V= U(ti+V).
=1

§ Notar que se puede reemplazar “V abierto” por “V de la base local” o por “V de la
subbase local” en la definicion de totalmente acotado.

El conjunto A C E es acotado si para todo entorno V de O existe ¢ > 0 de manera tal
que A C sV para todo s > t.

§ Notar que podemos reemplazar la frase “V entorno de 0” por “V de la base local” o
por “V de la subbase local” en la definicion de acotado.

Observacion 1.13. Los conjuntos acotados se pueden caracterizar usando sucesiones,
aun en el caso que E no tenga base numerable. Mds precisamente, un conjunto A C £
es acotado si y solo si para toda sucesion (a,), C A y toda sucesion 4, — 0 en K, se

. n . . . .
verifica 4,a, — 0. Este hecho tiene una prueba elemental y queda como ejercicio.

Observacion 1.14 (Compacidad: redes, PIF). Sea K C E. Son equivalentes:

1. K es compacto.
2. Toda red (x;),; tiene una subred convergente a un elemento x € K.

3. K tiene la Propiedad de Interseccion Finita: toda coleccion ¥ de conjuntos cerrados
en K, tal que las intersecciones finitas son no vacias, tiene interseccién total no
vacla.

§ Veremos mas adelante que todo e.v.t. es Hausdorff. Por la unicidad del limite, todo
conjunto compacto es cerrado.

§ Si el espacio E tiene base numerable, la Observacion 1.9 nos dice que un conjunto es
compacto si y solo si toda sucesion en K tiene una subsucesion convergente en K.

Definicion 1.15 (Conjuntos absorbentes y balanceados). Sea 0 € B C E, diremos que
B es absorbente si para todo x € E existe 4 > 0 tal que Ax € B. Diremos que B es
balanceado si para todo x € By todo 1 € K con |1 <1, Ax € B.

Lema 1.16. Sea 0 € U C E abierto, (1,), C Ry tal que A, — +oo. Entonces

4



CAPITULO 1. 1. ESPACIOS VECTORIALES Y CONVERGENCIA

1. E=U,4,U y U es absorbente.

2. Si ademas U es acotado, entonces {/l,le : n € N} es una base local de E.

Demostracion. Dado x € E, como el producto por escalares es continuo, la sucesion
x, = A,'x converge a 0 € E. Luego existe N € N tal que Ay'x € U; equivalentemente
x € AnU.

Si U es acotado, supongamos que W es un entorno de abierto de 0. Existe r > 0 tal
que U c sW para todo s > t. Tomamos N € N tal que Ay > t y entonces U C AyW;
equivalentemente A,'U C W. o

Corolario 1.17. Si E tiene un abierto acotado, entonces es metrizable.
Demostracion. Combinando el segundo item del lema previo y la Observacion 1.9. 0O

§ Es facil ver que todo subconjunto de un conjunto totalmente acotado es a su vez
totalmente acotado. Luego, st un conjunto tiene clausura compacta, resulta totalmente
acotado. Utilizaremos este hecho sin mas aclaraciones en adelante (ver por ejemplo,
Lema 1.39).

Definicion 1.18 (Conjuntos convexos). Si C C E diremos que C es convexo si dados
x,y € C, entonces tx+ (1—-1t)y € C para todo ¢ € [0,1]. Si C es cerrado esto es equivalente
a requerir =* € C para todo x,y € C.

§ Notemos que la interseccion N;C; arbitraria de conjuntos convexos es convexa, que la
suma de convexos C; + Cy es convexa, y que si C es convexo y A € K entonces AC es
convexo.

Lema 1.19. Si U c E es un entorno abierto de 0, existe V de entorno de 0 simétrico
V=-V)talqgue V"=V +---+VCU.

Demostracion. Basta hacer la prueba para n = 2. Por la continuidad de la suma s :
EXE — E, (x,y) = x+Y, la preimagen de U es abierta y entonces contiene un entorno
abierto de 0x0 de la forma VX Vy; esto es Vi+Vy € U. Tomando V = VinVoNn(=V)N(=V3)
es facil ver que U es un entorno abierto y simétrico de 0. Claramente V+V Cc Vi +V, C
U. O

Proposicion 1.20 (Separacion de conjuntos). Si K,C C E con KNC =0, K es compacto
y C es cerrado, entonces existe V C E de la base local tal que (K +V)N(C+V)=0.

Demostracion. Si K = 0, entonces K + V = () para cualquier entorno abierto de O.
Si no es asi, para cada punto x € K existe un abierto de la base local U, tal que
x+ U, C C° (pues C es cerrado). Tomamos V, entorno abierto simétrico de 0 de manera
que V,+ V,+ V,cC U,. Entonces K C U,x(x + V,) pero ademads afirmamos que

x+V,+Von(C+V,=0. 1.1

)



1.1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

En caso contrario sea y = x4+ vi + vy = ¢ + vz con v; € V,. Despejando obtenemos
X+vi+ve+(—v3) =c. Estoes,cex+V, +V,+V,Cx+ U, C C°y esto es absurdo.
Extraemos un subcubrimiento finito de K,

Kc| Joi+ vy,
i=1
y definimos V = N, V,.. Entonces

n n
K+VcC U(x" +V.,)+VcC U(x,- + Vi + V).
i=1 i=1
Este tiltimo término no interseca C+V, pues de hacerlo tendriamos y = x;+v;+vy = c+v3
para algun i, con vy, va,vs € V.., y esto contradice (1.1). |

Como los conjuntos K = {x} son compactos para cada x € E, tenemos que

Corolario 1.21. Si E es un e.v.t. entonces E es T2 (Hausdorff), es decir dados x # y € E
existen abiertos disjuntos U,V C E de manera tal que xe U,y e V.

Observacion 1.22. Como K + V,C + V son abiertos, podemos separar también
K+V)n(C+V)=0, (K+V)n({C+V)=0.

§_ Dado U entorno abierto de 0 existe siempre entonces V entorno abierto de O tal que
V c U (puesto que C = U es cerrado y no interseca K = {0}).

Observacion 1.23 (Completo implica cerrado). Notemos que todo conjunto C C E com-

.
pleto es cerrado pues E es Hausdorff: si x,— x con x; € C, entonces (x;),c; es de Cauchy
en C y por ende convergente a un x’ € C. Por la unicidad del limite se deduce que
x=x"eC.

Lema 1.24 (Cerrados). Si C ¢ X C E es cerrado y X es compacto (resp. completo)
entonces C es compacto (resp. completo).

Demostracion. Si (x;); es una red (resp. red de Cauchy) en C, entonces también lo es en
X por ende tiene una subred convergente (resp. es convergente), a un punto x € X. Pero
como C es cerrado en X, el limite estd en C, y esto prueba que C es compacto (resp.
completo). m|

Teorema 1.23. Un conjunto K C E es compacto si y solo si es completo y totalmente
acotado.

Demostracion. Demostraremos solamente una implicacion: supongamos que K es com-
pacto. Dado V de la base local, y K C E compacto, consideramos K C Uycgk+V = K+ V.
Este es un cubrimiento abierto de K, extraemos un subcubrimiento finito, se tiene que
K es totalmente acotado. Sea (x;),c;, una red de Cauchy en K, tiene entonces una subred
convergente; por el Lema 1.10 es convergente a un punto x € E. Como K es cerrado, el
limite esta en K, luego la red era convergente y K resulta completo. m|
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CAPITULO 1. 1. ESPACIOS VECTORIALES Y CONVERGENCIA

! La demostracion de la otra implicacion, en el caso de espacios métricos, queda a cargo
del lector. El caso general requiere de la nocion de filtro que no utilizaremos en estas
notas.

1.1.1. Espacio dual, topologias débiles

Dado E e.v.t., definimos £’ como el conjunto de todas las funcionales lineales con-
tinuas ¢ : E — K. Este espacio se conoce como dual continuo o simplemento dual de
E.

Definicion 1.26 (Convergencia débil). Decimos que (x;),; C E converge débilmente a

) w
x € E si para cada ¢ € E’, ¢(x;) = ¢(x). Lo denotaremos x; — x.

1
Decimos que (¢;)cr C E’ converge débil* a ¢ € E’ si para cada x € E, ¢;(x) = ¢(x).

w
Lo denotaremos ¢; — ¢.

!
§ Si x;— x en E, entonces dada ¢ € E’ y £ > 0, tomamos U = ¢"'(B,), donde B, = {1 €
K : |1 < €}. Entonces U C E es un entorno abierto de 0, y existe [, € L tal que x;—x € U
para todo [ > [y. Pero esto dice que |¢(x; — x)| < & si [ > [y, y en consecuencia

e(x)) — p(x) = @(x; — x) —l> 0.

Resumiendo, la convergencia en E implica la convergencia débil.

1.2. Espacios localmente convexos

Definicion 1.27 (e.l.c.). Diremos que el espacio e.v.t. E es localmente convexo si E
tiene una base local de abiertos convexos. Como toda interseccion finita de abiertos
convexos que contiene al 0 es un abierto convexo que contiene al cero, se puede definir
equivalentemente un e.l.c. como un e.v.t. tal que exista alguna subbase local de abiertos
CONVexos.

Con la misma demostracion que la Proposicion 1.20, notando que la interseccion y
la suma de convexos es convexa, tenemos que

Proposicion 1.28. Sean K,C Cc E el.c. Si KNC = 0, K es compacto y C es cerrado,
entonces existe V C E convexo de la base local tal que (K +V)N(C + V) =0.

Definicion 1.29 (Funcional de Minkowski). Sea 0 € B C E convexo absorbente, con E
espacio vectorial sobre R o C. Definimos

pp(x) =inf{u e R,u>0: x € uB},

la funcional de Minkowski de B. Esta funciona como una seminorma que tiene a B
como bola unitaria; dejamos algunas propiedades interesantes como ejercicio para el
lector (Ejercicio 1y subsiguientes).
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1.2.1. De seminormas a abiertos convexos

Supongamos que existe en E una familia de seminormas (que denotaremos indistin-
tamente || - ||, = po(-), con @ € A, dependiendo de la conveniencia) de manera tal que
convergencia en E estd dada por la convergencia en todas las || - ||,. Esto es

i I
x> x=|x—-xll,— 0

para cada a € A.

Supongamos también que para todo x € E no nulo existe a tal que ||x]|, # O (diremos
en este caso que la familia separa puntos).

§ Esto ultimo dice que el espacio E es T1 puesto que si x # y existe « tal que ||[x—yl|, # O.
Pero entonces si (x;); C E es una red constante con valor x; = x para todo [ € L, la red
solo puede converger a x, y como consecuencia los puntos de E son conjuntos cerrados.

Por otro lado, dados x,y € E, a,b € K,
llax + byll, < lalllx|le + 5] [yl

y esto dice que E es un espacio vectorial topologico pues la suma y el producto por
escalares son funciones continuas.

Definicion 1.30 (Abiertos dados por seminormas). Definimos

U ={x € E :|lxll, <1},
y de la definicion de convergencia deducimos que su complemento es cerrado. Por ende
U, es un conjunto abierto, entorno de 0. Tomamos para cada 6 > 0 y cada @ € A el
conjunto

oU, ={x € E: ||x|l, <}

Entonces estos conjuntos 06U, forman una subbase local de E, y ademds dado que
un conjunto de la base local se expresa entonces como

U= ﬂ SiU,,
i=1

2 0; tenemos que

5ﬁ U, = ﬁaUa,. c ﬂ 5;Uq, = U.
i=1 i=1 i=1

§ Esta observacion nos dice que los conjuntos

tomando 6 = min;—;

.....

(5ﬁ Us» @i €A,6>0

i=1
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son base local de E.

En cualquier caso notemos que los conjuntos dU, son convexos pues
llex + (1 = DOylle < tlixlle + A =Dllylly <26+ A -1 =6

st x,y€eoU, y tel0,1].
Luego si la convergencia estda dada por una familia de seminormas, el espacio E
tienen una base local de abiertos convexos, y E es un e.l.c.

Definicion 1.31 (Familias dirigidas). Una familia de seminormas esta dirigida si dadas
a,B € A existe y € A tal que p, + pg < Cp, para alguna constante C > 0.

Observacion 1.32. Toda familia de seminormas se puede reemplazar por una familia
dirigida de seminormas, tomando para cada subconjunto finito F C A, la seminorma de
la suma gr = X ,cr Po- El nuevo conjunto de indices es el conjunto I de subconjuntos
finitos de A.

En una familia dirigida, los abiertos de cada seminorma dan los abiertos bdsicos de
la topologia, es decir, no hace falta tomar intersecciones finitas, ya que dado un abierto
basico original de la forma 6 N U,,, si F' ={aj, - ,a,}, entonces

5VF:{er:qF(x)<5}c5ﬂ U,

i=1

Equivalentemente, para armar una familia dirigida, se pueden reemplazar las sumas
finitas de seminormas por el maximo de un conjunto finito de seminormas.

§ Notemos que el procedimiento de formar una familia dirigida de seminormas se co-
rresponde a agregarle a la base local de convexos, las intersecciones finitas de todos
los elementos de la base. Salvo en algunos casos, no suele ser muy prdctica esta cons-
truccion, ya que ahora la convergencia y la topologia estdn formados por familias muy
grandes de abiertos, que resultan mds dificiles de caracterizar. Una excepcion a esta
consideracion se da en el Ejercicio 23, Seccion 1.5.

1.2.2. De abiertos convexos a seminormas

Reciprocamente, podemos construir para un espacio E e.l.c. dado, y una base local de
abiertos convexos, una familia de seminormas que defina la convergencia, de manera tal
que al recuperar la base con el procedimiento recién indicado, obtenemos nuevamente
la base local de convexos con la que comenzamos.

Supongamos entonces que (U;); es una base local de E, tomando un entorno abierto
convexo V; C U;, obtenemos una base local convexa, pero a su vez todo abierto convexo
tiene dentro un abierto convexo balanceado (ver Lema 1.41).

Entonces todo espacio E localmente convexo tiene una base local (U,).ca de abiertos
convexos balanceados. Si p, denota la funcional de Minkowski de U,, entonces la

9
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convergencia en E es equivalente a la convergencia en las seminormas, esto es
I I
x;— 0 = p(x)),— 0 para cada a € A.

Como mencionamos en el final de la seccion anterior, podemos agregarle a la base
local de convexos todas las intersecciones finitas de los mismos, para obtener asi una
familia dirigida de seminormas.

1.2.3. Espacios de funciones en R”

Muchos espacios de funciones estan modelados por familias de seminormas. Como
muchas veces las seminormas estan definidas sobre conjuntos compactos (para poder
tomar supremos), es bueno tener presente el siguiente resultado:

Lema 1.33 (Uniones exhaustivas de compactos). Si 2 C R” es abierto, entonces existe
una sucesion de compactos K, C Q tales que

1. K, C int(K,;1) para todo n,

2. Si C c Q es compacto entonces C C K, para algun n,

Demostracion. Para cada n, consideramos el abierto en R”

Vy = {x Il > il u ) By (o),

x¢Q

y el conjunto K, = R"—V,. Como retiramos todos los puntos que no estan en Q, K, C Q.
Claramente K, es cerrado y acotado, asi que es compacto. El resto de las verificaciones
queda a cargo del lector. |

1.2.4. Topologias débiles

Los dos ejemplos mds importantes de espacios localmente convexos son E con la
topologta débil, y E’ con la topologia débil*, donde E es cualquier e.v.t:

Definicion 1.34 (Topologias débil y débil*). Para cada ¢ € E’, sea p, : E — R la
seminorma dada por p,(x) = |¢(x)|. Entonces el espacio E con la familia de seminormas
(py)eerr €s exactamente E con la topologia débil, y lo denotaremos E|,.

De manera similar, para cada x € E, podemos definir p, : E’ — R la seminorma dada
por p.(¢) = |p(x)|. El espacio E’ con esta familia de seminormas (p,).cg s exactamente
E’ con la topologia débil”.

Definicion 1.35 (Topologia fuerte). Si E es un e.v.t., la topologia fuerte en E’ es la
dada por la familia de seminormas

palp) = supfle(x)| : x € A}

10
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donde A recorre la familia de todos los conjuntos acotados de E; se suele denotar
(E’,B) o E/; Como los puntos A = {x} son conjuntos acotados, la convergencia fuerte
implica la convergencia débil* y ademads la familia separa puntos. Luego Eé es un espacio
localmente convexo.

No ahondaremos en el caso general de esta convergencia en E’, nos concentraremos
en el caso en el que E es normado, y entonces E’ con esta convergencia es normado
(ver la Seccion 3.1).

1.2.5. Bases numerables, Metrizacion

Recordemos que en un e.v.t. con base numerable la convergencia estd caracteriza-
da por las sucesiones (Observacion 1.8). Si E tiene base local numerable (U,), y es
localmente convexo, tomando dentro de cada U, un abierto convexo V, que contenga
al cero, podemos suponer que la base numerable estd formada por conjuntos convexos
balanceados (como en la Seccion 1.2.2).

De ser necesario, y procediendo inductivamente, podemos definir la familia dirigida
de seminormas ||-||, = 27:1 p;(+), y la familia (||-|l.).ex €s equivalente a la original (p,)sen
pero con la virtud adicional de que

Tl < Tl < - <l < - Tl
y en consecuencia los nuevos abiertos convexos balanceados V,, de la subbase verifican
ViacV,Cc---CcVy,CVy,

es decir estdn encajados, luego ya no son solo subbase sino que (V,), resulta una base
local de E.

En cualquier caso, daremos a continuacion una formula explicita para metrizar E
cuando tiene base numerable.

Teorema 1.36 (Metrizabilidad). Si E es un e.l.c. con base numerable, y ||-||, es una familia
numerable de seminormas que define la convergencia, entonces dados x,y € E

1 fx=yl
d
() = Zznnux Vi

es una métrica invariante en E (es decir d(x,y) = d(x — y,0)), y la topologia inducida por
d es la misma que la original de E con las seminormas. Ademas:

1. Una sucesion es de Cauchy en E si y solo si es de Cauchy en (E,d).

2. Las bolas abiertas métricas B, = {x € E : d(x,0) < !/»} son base local de E.

11
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Demostracion. Que d es una métrica es una verificacion sencilla, el paso clave para

probar la desigualdad triangular es observar que la funcién ¢t — = es subaditiva para

1+¢
t>0.

Sea (xp)ren C E de Cauchy en (E,d). Veamos que la sucesion es de Cauchy en E,
para ello fijamos N € N y dado € > 0, tomamos 6 = ﬁ Existe entonces ky = ko(0)
tal que si k, j > ko entonces d(xi, x;) < 6. A partir de la definicion de d es inmediato
obtener que [|x; — xjlly < &, y en consecuencia (x;); es de Cauchy en E. Reciprocamente,
si comenzamos con una sucesion de Cauchy en E, y dado € > 0, tomamos N, tal que

Lo S,
Sriri—l, &2

Ahora para cada n < Ny, tomamos k, € N tal que

& .
[l = xjll, < N Yk, j = k.
Si ko = méx,=1_n, ks, entonces

No
L lx =yl 1 flx =yl
d(xi, xj)) = - 4 ——— +g/2
e ;WHmm Zwumwnzwm>”

< NO% +e/2=, 12)
0

siempre que k, j > ko. Esto prueba que la sucesion es de Cauchy en (E,d).

Por lo recién demostrado, la convergencia en E es equivalente a la convergencia en
(E,d), en particular tienen los mismos cerrados y en consecuencia las bolas métricas son
conjuntos abiertos. Si U es un abierto de E que contiene al 0, entonces su complemento
es cerrado. Luego d = d(0,U¢) > 0; tomando n € N tal que Y» < d, se tiene B, C U y
esto prueba que las bolas métricas B, son una base local de E. m|

§ En particular la convergencia en un espacio con base numerable estd caracterizada
por sucesiones, y la convergencia original es equivalente a la convergencia en d.

§ Atencion que las bolas métricas asi definidas no tienen por qué ser acotadas ni con-
vexas. El uso practico de la distancia introducida es entonces anecdotico y se limita
mayormente a la observacion previa y a las propiedades generales que poseen los espa-
cios métricos.

Definicion 1.37 (Espacios de Fréchet). Si E es un espacio vectorial localmente convexo
con base numerable y completo, decimos que E es un espacio de Fréchet.
1.2.6. Conjuntos acotados

Proposicion 1.38. Sea E e.l.c. entonces A C E es acotado si y solo si para todo a € A
existe ¢, > 0 tal que ||x||, < ¢, para todo x € A.

12
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Demostracion. Si A es acotado entonces para cada U, = {x € E : ||x]|, < 1} existe ¢, > 0
tal que A C ¢, U,, o equivalentemente, ||x||, < ¢, para todo x € A.

Reciprocamente, si vale esta condicion y U es un entorno abierto de cero, existen
finitos a; (i = 1..n) y § > O tales que

5 ﬂ U, c U.
i=1

Sea t = 6 ' mdx;—1, co, > 0, y dado x € A, s > 1, tomamos y = s~ 'x. Se tiene

Ca; 1.z
Doy < == <57 méx e, <0,

luego y = s'x € U. Esto prueba que A C sU para todo s > t. ]

Lema 1.39. En un espacio localmente convexo E, todo conjunto totalmente acotado es
acotado. En particular todo conjunto compacto es cerrado y acotado.

Demostracion. Sea U, abierto de la subbase local, y T un conjunto totalmente acotado,
luego T C |JiL,(#;+U,) para algiin subconjunto finito {t;};=;., C T. Luego si x € T, x = t;+v
para algtin i, algin v € U,.

Ixlle = 1l + vile <lltill +1 < cq

donde ¢, = max;—;_, ||til. + 1. Por la proposicion anterior, T es acotado. O

§ En general no es cierto que una red de Cauchy sea acotada, pues dado [, € L (el
conjunto dirigido), puede haber infinitos [ € L que no verifican esto. Sin embargo, si
(x)nen €s una sucesion de Cauchy, entonces es acotada: dado @ € A (el conjunto de
indices de las seminormas), existe Ny tal que n > Ny implica

IxXalle < 11 = Xnplle + lIXNlle < 1+ [lxaglla-
tomamos ¢, = mdax;=; n {1 + |[x,llo}, claramente [|x,|l, < ¢, para todo n € N, esto es

(xn)n - CG’UG"

1.2.7. Conjuntos convexos y balanceados

Lema 1.40. Si C es un subconjunto convexo de un e.v.t. E, entonces C e int(C) son
convexos.

Demostracion. Si x,y € int(C), entonces

xX+y

1 1 1 1
S imt(C) + émt(C) C EC + QC cC

13
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pues C es convexo. Pero

%'mt(C) + %im(C) = U (z + %'mt(C)),

z€3ini(C)

luego es un conjunto abierto contenido en C. Como el interior de C es la union de todos
los abiertos contenidos en C, se deduce que

1 1
éint(C) + 5'mt(C) C int(C),

y entonces =¥ € int(C).

La prueba de que la clausura de un convexo es convexa, queda como ejercicio. O

Lema 1.41 (Convexos balanceados). Sea U entorno abierto convexo de 0 € E, entonces
existe V C U entorno abierto convexo balanceado de O € E.

Demostracion. Si E es real, basta tomar V = U N (-U), es facil ver que este conjunto es
abierto convexo y balanceado. Si E es complejo, tomamos

Claramente A es convexo, contiene al 0 y es un subconjunto de U. De la definicion
no es dificil ver que es balanceado: si u = re? e Ccon 0 <r <1, x € A, y |1 =1,
entonces x = e~y para algiin y € U, como U es convexo y contiene al 0, ry € U. Luego
ux =rdy = Ary € AU, esto es ux € NAU = A.

Definimos V = int(A), es inmediato de la definicion que V es un abierto balanceado
contenido en U; por el lema previo resulta también convexo. Tenemos que ver que 0 € V
(V podria ser vacto). Consideramos la funcion m : KxXE — E dada por (4, x) — Ax; como
(0,0) € m™(U) y este es abierto pues U es abierto y m es continua, existe un entorno
basico (=6,0) x Z ¢ m™}(U), con Z € E entorno abierto de 0. Notemos que esto dice que
AZ Cc U si |1 < 6. Sea W = Ujys4Z C U que es un entorno abierto balanceado de 0.
Entonces W = AW C AU si |4] =1, en consecuencia W C NyAU = A, y esto prueba que
V es no vacfio. O

Lema 1.42. Si E es un e.l.c. y tiene un abierto acotado A, entonces E es normable.

Demostracion. Trasladando, podemos suponer que A es un entorno de 0; tomamos un
abierto convexo U de la base local dentro de A, U resulta convexo y acotado por ser
subconjunto de un acotado. Tomamos dentro de U un abierto convexo y balanceado
V (Lema 1.41), resulta también acotado V. Sea p la funcional de Minkowski de V. La
misma es una seminorma pues V es balanceado. Si p(x) = 0 existe 4, — 0 tal que
x € 4,V; esto es x = A,v, para todo n € N. Como V es acotado, esto prueba que x = 0
(Observacion 1.13), es decir p es una norma. Ahora por el Lema 1.16, la familia U, = %V,
con n € N, es una base local de E, y en particular E es metrizable.
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k . .
Sea entonces x; — 0 en E. Dado n € N la sucesion estd eventualmente dentro de U,
para k > ko(n), lo que nos dice que x; = %vk con v, € V. Luego p(xy) = Ynp(vi) < Yn si

k
k > ko, es decir p(x;) — 0. Esto prueba que p es continua.
Reciprocamente, supongamos que p(x;) — 0. Sea W entorno abierto de 0, y sea n tal

k
que U, c W. Como también p(nx;) — 0 para cada n fijo, esto dice que a partir de un
cierto kg, nxy € V. nW si k > ky. Equivalentemente, x, € W para todo k > kg, lo que
prueba que x; — 0 en E. m|

Definicion 1.43 (PHB). Diremos que el el.c E tiene la Propiedad de Heine Borel si
todo conjunto cerrado y acotado es compacto.

§ Dejamos como ejercicio para el lector (Ejercicios 19, 20, Seccion 1.5) probar que las
funciones suaves en un dominio de R” tienen la PHB, consecuencia del Teorema de
Arzela-Ascoli.

Definicion 1.44 (Espacios localmente compactos). Si E es un e.v.t., diremos que E es
localmente compacto si existe un entorno V de 0 de manera tal que V es compacto.

Lema 1.435. Sea E e.l.c. entonces E es localmente compacto si y solo si dimE < co.

Demostracion. Si E tiene dimension finita entonces es isomorfo a K", como la suma y
el producto por escalares son continuos y toda funcion lineal entre espacios de dimen-
sion finita es continua, se sigue que E y K" son homeomorfos, luego E es localmente
compacto.

Supongamos que E es localmente compacto, tomamos un entorno local V de 0 con
clausura compacta, y tomamos abierto U de la base local convexa de manera tal que
UcVcV.ComoV es acotado, U es abierto y acotado, luego E es normable. Pero un
espacio normado de dimension infinita no puede ser localmente compacto, puesto que
la bola no es compacta (Teorema de Riesz). Se deduce que E tiene dimension finita. O

§ También es cierto que todo e.v.t. localmente compacto tiene dimension finita (con otra
prueba).

1.3. Operadores lineales

En esta seccion E, F' denotan espacios vectoriales topoldgicos. Al conjunto de todos
los operadores lineales continuos de E en F lo denotaremos L(E, F).

Proposicion 1.46. Sea T : E — F operador lineal, son equivalentes

1. T es continuo.

2. T es continuo en 0 (para todo entorno abierto V de 0 € F existe un entorno abierto
UdeO€Etal que U c TY(V)).
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I 1
3. Para toda red (x))e;, C E tal que x;— 0, se tiene T (x;) — 0.

Demostracion. Si T es continuo la preimagen de todo abierto V es abierta, tomando
U = T7Y(V) se tiene la segunda afirmacién. Supongamos ahora que vale la segunda

. l . .
afirmacion y sea x; —» 0. Dado V C F entorno abierto de 0, tomamos U abierto con
U c T7Y(V) y tomamos [, tal que x; € U si [ > ;. Entonces T(x)) C V si ]l > Iy, y
esto prueba que 7T'(x;) — 0. Por tltimo, suponiendo que vale la tercera afirmacién sea

!
yi— yen E, tomamos x; = y; —y. Se tiene T(x;) — 0, pero entonces T(y;)) = T(x; +y) =
T(x))+T(y) — T(y), lo que prueba que T es continuo. O

§ Si E es metrizable puede probarse que un operador lineal 7 : E — F es continuo si y
solo si envia conjuntos acotados de E en conjuntos acotados de F' (se suele decir que T
es acotado).

1.3.1. Espacios normados

Para un espacio normado E denotaremos con Bz la bola unitaria cerrada,
B ={x€E :|x|]| <1}

Lema 1.47 (Operadores lineales en espacios normados). Si 7 : E — F es lineal y E, F
son normados, entonces son equivalentes

1. T es continuo
2. |IT|| = sup{lITx|| : x € Bg} < o0

3. Existe C > 0 tal que ||T x|| < C||x|| para todo x € E.

Demostracion. Supongamos que 7 es continuo, y que no vale la segunda afirmacion.
Existe entonces (x,) C By tal que ||Tx,|| > n?. Pero esto contradice la continuidad de T,
n ., . .

puesto que y, = n'x, — 0 pero Ty, —— 0. Claramente la segunda afirmacién implica la
tercera escribiendo para x # 0

X

IIT(—)II <|ITll,

Il
luego [|[Tx|| < ||T]||x]l. La ultima afirmacion dice que si una sucesion tiende a cero en
E, su imagen también tiende a cero en F, y vimos en la proposicion anterior que esto
implica la continuidad de 7. |

§ Queda para el lector verificar que para todo operador lineal,

sup (I7x] : x € Bg} = sup (1T lxll = 1} = sup {|ITall lxl| ™ = x # 0},
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CAPITULO 1. 1. ESPACIOS VECTORIALES Y CONVERGENCIA

1.4. Espacios con producto interno

Sea E espacio con producto interno, que supondremos lineal en la primera variable
y anti-lineal en la segunda:

(ax,By) = aB(x, y)y Vx,yeE, Va,feK

(en particular si K =R, el producto interno es bilineal).

Diremos que H, espacio con producto interno, es espacio de Hilbert, si H es completo,
y por eso a un espacio con producto interno se lo suele llamar también pre-Hilbert.

Claramente
lx = ylI* = lIxII” + Iyl - 2Re(x,y) ~ Vx,y € E,

y si K =R, |lx = yl> = [|xl> + |IlylI> = 2(x,¥), luego el producto interno se recupera de la
norma con la identidad de polarizacion.

2(x,y) = llac = 3P = [lxdll® = IIyll*.

Si K = C, también hay una identidad de polarizacion que recupera el producto interno
a partir de la norma:

A0x,y) = e+ 317 = Ml = yI + i (Il + iyl = Ilx = iyll?). 1.3)
Dado un subespacio S C H, su complemento ortogonal es
St={xeH:{x,s)=0 VYseS)

Es fécil ver que S+ siempre es un subespacio cerrado de H. Si x € S+ diremos que x L S.

1.4.1. Bases ortonormales

Diremos que un conjunto ortogonal {e;};c; C H (con H espacio de Hilbert) es completo
si el subespacio generado es denso. Si ademds los vectores son unitarios (i.e. es un
conjunto ortonormal) diremos que forman una base ortonormal, abreviado b.o.n.

Observacion 1.48. Si {e,},av €s un conjunto ortonormal, y (a,), € £, la suma

E anen
n

es convergente en H pues para p > 0,

n+p n n+p n+p
2 2 2
1 aje;= > ael’ =11 ) aellf =) lajf<e
j=1 j=1 j=n+1 j=n+1

st n > ngp, luego la suma es de Cauchy en H y por ende convergente.
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1.5. EJERCICIOS

Lema 1.49 (Desigualdad de Parseval). Si {e,}, es un conjunto ortonormal, entonces para
todo x € H y todo N € N se tiene

N
DK e)l < Il

n=1

N
Demostracion. Sea y = ), {x,e,)e,, es facil ver que x —y L y escribiendo el producto
. =1

interno. Luego "

I = 1l = I + 1P = [ylP?

y esto prueba la desigualdad. m|

1.5. Ejercicios

En esta seccion de ejercicios, E denota un espacio vectorial, K denota el cuerpo base de E, y en
todos los casos, K =R o6 K =C.

1. Sea 0 € B C E convexo absorbente, con E espacio vectorial sobre R o C. Definimos
pe(x) =inf{u e R,u > 0: x € uB},

By={x€E:pp(x)<1}, By={xeE: ppx)<1h.
a) Probar que pp es subaditiva y positivamente homogénea (saca escalares posi-

tivos), y que By C B C By.

b) Probar que pp es homogénea (pp(dx) = || pp(x) para todo A4 € K) si B es
balanceado. En este caso decimos que pp es una seminorma.

c) Probar que pp es una norma si B es balanceado y no contiene semirrectas
por el origen.
2. Sea 0 € B C E convexo absorbente. Probar que

a) B= By (resp. B = By) si y solo si B tiene la propiedad

1<A,4, »21lyxeB'YneN = xeB
(respectivamente 0 < 4, < LA, »1lyA4,xe BYneN =— xeB).

b) Si t> 0, tB es convexo y absorbente, y ademds p,;z = t ' pg.

c) Si E es un e.v.t. y B es abierto, entonces B = {x € E : pp(x) < 1} y ademads pp
es continua en 0.

d) Si E es un e.v.t. y B es abierto y balanceado, entonces pp es continua (sug.:
desigualdad triangular inversa).

18



CAPITULO 1. 1. ESPACIOS VECTORIALES Y CONVERGENCIA

w

. Sea E espacio vectorial y p, : E — R seminorma, para r > 0 definimos
Uy, ={xeE:p,(x)<l}, rU,={x€kE:p,x)<r}.

a) Probar que N, = {x € E : p,(x) = 0} es un subespacio.
b) Probar que rU, es convexo, balanceado y absorbente, y que si tomamos B =
U, como en el Ejercicio 1, entonces pg = p, (y luego By = B = U,).
4. a) Sea E un espacio vectorial. Probar que posee una base algebraica.
b) Probar que a todo espacio vectorial se lo puede normar.

c) Probar que un espacio de Banach tiene dimension finita si y solo si todo
subespacio es cerrado.

d) Probar que todo espacio vectorial de dimension infinita posee dos normas no
equivalentes.

5. Sea § C E subespacio propio de un e.v.t., entonces int(S) = 0.

6. Sea {x,}, una b.o.n de H espacio de Hilbert e {y,}, una sucesién ortogonal tal que
Dl =yl <1
n>1
Probar que el subespacio generado por {y,}, es denso.

7. Sea x € H un Hilbert y A C H convexo y cerrado, d = dist(x,A) > 0.

a) Probar usando la ley del paralelogramo que para todo a,b € Ay x € H,

2

+b
_é < 2llx — all? + 2|lx — b|]? — 4d°.

lla = bl* = 2l|x — all* + 2llx — bII* — 4 ||x

b) Probar que existe un unico a, € A que realiza la distancia d(x,A), esto es
llap — x|| < |la — x|| para todo a € A. jEsta afirmacién vale en Banach?

¢) Denotando ay, = II(x), probar que si A es un subespacio cerrado entonces
x —TII(x) € A*+ para todo x € H.

8. a) Sean H espacio de Hilbert, D ¢ H un subconjunto. El subespacio generado
por D es denso en H siy solo si se verifica (x,y) =0Vye D = x=0.

b) En {? sea S = {x €L’y x, = O}. Probar que S es denso en ¢2.

n=1

9. Si E es un espacio vectorial normado, E es de Banach si y solo si Y(x,), C E,
Yimeq l1xall < 0o implica que »,°, x, converge en E.

Observacién: Dado a = (ai,...,a;) € Nf un multi-indice con |a| = Y, @;, y una
. df
funcion f:R" — K, denotamos con 8° f = L
0xqy ---(')x(,k
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1.5. EJERCICIOS

10. Sea Q C R” region acotada. Probar que los siguientes espacios son de Banach.

a) CKQ)  IIfll = lIfllo + lZ 10° flleo  (k € N).

a|<k

b) Lip@) [If1l = |fllw + sup, yeq w
&) C*@) Al = flleo + 5P, e W 0 < < 1. 0u sucede si a5 17

d) BVIO 11 IIfIl = Iflle + sup {255 f (@) = fl@)l : 0=ag <+~ <a, =1}.
11. Sean E un espacio de Banach, S ¢ E un subespacio cerrado.

a) Probar que E/S es un espacio vectorial con [x] + [y] ;=[x +y] y A[x] := [Ax].

b) Si definimos en E/S la norma ||[x]|| = dist(x, S ), probar que esta bien definida
y que es, efectivamente, una norma.

¢) Sim: E— E/S esla proyeccion m(x) = [x], ver que 7 es lineal, y que ||7]| < L.
d) Probar que E/S es un espacio de Banach.

e) Sean E un espacio vectorial normado, FF C E un subespacio de dimension
finita, entonces Vx ¢ F dyy, € F que realiza la distancia, o sea

llx = yoll = dist(x, F) = inf |lx — y|.
yeF

12. Probar que en ¢*/cy la norma de [x] coincide con limsup |x,|.

n—oo

13. a) Buscar dos subespacios cerrados S y T en un espacio de Banach E tales que
S @& T no sea cerrado.

b) Sean un espacio de Banach E, un subespacio cerrado S y un subespacio de
dimension finita 7. Probar que S + 7T es cerrado.

c¢) Sean S y T subespacios cerrados y ortogonales de un espacio de Hilbert H.

Probar que S @ T es cerrado.

14. Si 1< p < oo, sea ¢ = {(x,), € € : x, = 0 salvo para finitos n}. Probar que ¢ es
un subespacio de ¢ no cerrado y ademads

a) cqoy C ¢, es denso si y solo si p < oo,

b) calcular la clausura de £, en £, (con la norma infinito).

15. Sea E espacio normado y p : E — R una seminorma. Probar que p es continua si
y solo st [|pll = sup,cp, [p(x)] < o0, y en ese caso p(x) < ||pll|lx]| para todo x € E.

Observacion: de aqui en mds Q C RY denota una region (puede ser Q = R") y
K, c int(K,,1) € Q = U, K, una familia numerable y creciente de compactos.
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CAPITULO 1. 1. ESPACIOS VECTORIALES Y CONVERGENCIA

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Funciones continuas. Sea C(Q) con la familia de seminormas

pa(f) = sup [f(2)].

xeK,
Probar que C(Q) es un espacio de Fréchet.

Funciones holomorfas. Sea Hol(Q) las funciones holomorfas en Q c C, con la
familia de seminormas del ejercicio anterior. Probar que Hol(Q) es un espacio de
Fréchet. Probar que no es normable (sug.: usando el teorema de Montel, probar que
la bola seria compacta).

Funciones suaves. Denotamos &(Q) al espacio C*(Q2) con la familia de seminormas
Pra(f) = sup,g 107 f(x)], donde a es un multi-indice. Probar que &(€2) es un
espacio de Fréchet.

Funciones suaves en un compacto. Si Q es acotado y K = Q, sea C*(K) las
funciones C® en alguin abierto V D K, y las seminormas como en el Ejercicio 18.
Probar que C*(K) es un espacio de Fréchet, y que no es normable (sug.: usando el
Ejercicio 15 y el teorema de Arzeld, probar que la bola seria compacta).

Sea C’(Q) las funciones C* de soporte compacto en Q. Fijado K C Q compacto,
llamamos Dg(Q2) C C°(L2) al subconjunto de funciones con soporte en K, con la
familia de seminormas del Ejercicio 18.

a) Probar que Dg(Q) es un espacio de Fréchet, y que no es normable.

b) Considerar C2(Q) con la familia de seminormas pg,,.. Probar que es lo-
calmente convexo, pero no es completo (sugerencia: observar que C(€) =
Un Dk, (), usar el teorema de Baire para llegar a un absurdo).

Funciones test. Sea D(L2) el espacio C;’(2) con la topologia: V > 0 es un abierto
bdsico de D(Q) siempre que V sea convexo, balanceado, y V N Dk () sea abierto
bdsico de Dk, () para todo n € N.

a) Probar que D(Q) es localmente convexo.

b) Usar que D(Q) es completo por sucesiones para probar que no es Fréchet.

Espacio de Schwarz. Sea S(RY) el espacio de las funciones C* en R? tales que
para todo k € N y multi-indice a,

Picay(f) = sup(1 + [IxID [0 f(x)] < 0.

xeRd
Probar que S(R?) tiene dimensién infinita, que es Fréchet, y que no es normable.

Sea E un e.l.c., (Pa)eca su familia dirigida de seminormas, y sea S C E un subes-
pacio. Considerar E/S como en el Ejercicio 11 y el mapa cociente 7 : E — E/S.

21



1.5. EJERCICIOS

a) Para cada a, ver que p,(m(x)) = infyg po(x — 5) estd bien definido y es una
seminorma que verifica p,(m(x)) < po(x) para todo x € E.

b) Probar que la familia (p,), separa puntos en E/S si y solo si S C E es
cerrado.

c) Sea 170,,, = {n(x) € E/S : po(n(x)) < r}. Probar que (7(,,, =n(U,,).
d) Con S cerrado, probar que E/S es localmente convexo, y que 7w es abierta.

e) Con § cerrado, probar que E es completo (resp. Fréchet, separable) si y solo
si S, E/S son ambos completos (resp. Fréchet, separables).

24. Sea (E,(p,)) un espacio localmente convexo, f : E — K una funcional lineal o

una seminorma no nula. Probar que son equivalentes:

a) [ es continua.

b) Para todo entorno V de 0 € K existe U C E entorno de 0 tal que U C f71(V).
¢) existen C > 0y finitos «, tales que |f(x)| < C ), pa,(x) VX € E.

d) ker f no es denso.

e) ker f es cerrado.

25. Probar que las siguientes funcionales son lineales, continuas y hallar sus normas:

a) ¢(x) = limx,, X € ¢ = sucesiones convergentes en £~
n—oo
1 1

b)(f) = [tf(0) dt, fe L) [-L1], o) e(f) = [tf@®) dt, f€C[-11]

-1 -1

d) (x) = X1 + X9, x € L™, e) p(x) = x;+ x9, x € P, 1< p < 0.
o X o X

He@ =) 5 xea 9e)=) T xelll<p<e
k=1 k=1

En el siguiente ejercicio x € K ¢ Q c RY con K compacto y Q region. Asimismo, a
es un multi-indice y u una medida de Borel finita en todos los compactos de Q.

26. Probar que las siguientes funcionales son lineales y continuas en cada uno de los

espacios C*(K), E(Q), S(Q), Dk (Q), D(Q), Hol(Q):

a) - 6.(f) = f(x), la delta de Dirac.

b) f  090,(f) = (-1)97 f(x), las derivadas de la delta.

&) frd°g(f) = (D [, 80"f, donde g e CQ.

d) f o ux(f) = Ji f dp. ¢) f > 8 ux(f) = (=D [ 8°f dp.
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CAPITULO 1. 1. ESPACIOS VECTORIALES Y CONVERGENCIA

27. Probar que las siguientes son funcionales lineales continuas en D(R) y S(R):

+0o0
a) f— H(f)= f f(v) dt, la Heaviside; probar que H' = d.
0
b) f = A(f) = Ypez flkx), (x #0) el peine de Dirac.
1 . f® . 1
c) f = {pv.<}(f) = lim ——dt, el valor principal de -.

L
20" Jise
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2. Teoremas de Hahn-Banach y
aplicaciones

Los buenos matematicos ven analogias
entre teorias, los mejores ven analogias
entre analoglas.

S. Ulam, parafraseando a S. Banach.

En este capitulo estudiaremos los teoremas de extension y separacion de funciones
a valores en el cuerpo base. Estos resultados, conocidos genéricamente como teoremas
de Hahn-Banach (por Hans Hahn y Stephan Banach), pueden remontarse sin embargo a
ideas de Eduard Helly [7] de 1912, sobre extension de funcionales lineales en el espacio
de funciones continuas E = Cla, b].

Recordamos que si E es un espacio vectorial, una funcion p : E — R es subaditiva
si p(x +y) < p(x) + p(y) para todo x,y € E, y que es positivamente homogénea si
p(Ax) = Ap(x) para todo x € E, 1 € Ry,.

2.1. Teoremas de extension

Teorema 2.1 (Hahn-Banach, extension. Caso real). Sea E espacio vectorial sobre R, y
S C E subespacio. Sean f : S — R lineal, p subaditiva y positivamente homogénea tales
que f(s) < p(s) para todo s € S. Entonces existe ¢ : E — R lineal que extiende a f y de
manera que ¢(x) < p(x) para todo x € E.

Demostracion. Si S = E no hay nada que probar. Si no es asi, sea x; € E tal que x; € S.
Notamos que para todo x,y € § se tiene

S+ f) = flx+y) < plx+y) < px = x1) + plx; +y).

Luego para todo x,y € S,
S(x) = p(x —x1) < plxr +y) = f().
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2.1. TEOREMAS DE EXTENSION

Sea a € R el supremo del lado izquierdo (tomando supremo sobre x € §). Entonces

f) —px—x) <a<pl+y - fQO) 2.1

para todo x,y € S, y en particular a es finito (notamos que en realidad podemos tomar
cualquier niimero real encerrado entre las cantidades del extremo izquierdo y derecho).

Definimos fi(x;) = @ y extendemos linealmente: f; : S;1 =S & (x;) — R estd dada por
Sfilx + Ax) = f(x) + Ada. Veamos que f < p en Sy claramente fi(x + Ox;) = f(x) +0 <
p(x) = p(x + 0x;) para todo x € S, ahora tomamos ¢ > 0 y cambiando x,y por ¢ 'x,¢y
en (2.1), y multiplicando por s obtenemos

J() = plx —txy) <te < pltxg +y) = f(),

de donde se deduce

filx—tx) = f(x) —ta < p(x —1x1),  fi(y +1x1) = f(y) +ta < p(y + sx1).

Hemos probado que fi(x + Ax;) < p(x + Axy) para todo 4 € R, esto es, i< pen ;.

La demostracion se termina usando el Lema de Zorn: todo conjunto parcialmen-
te ordenado, cuyo orden es inductivo (toda conjunto totalmente ordenado tiene cota
superior), tiene un elemento maximal. Para ello, sea

P={M,¥):S Cc M CE subespacioy ¥ : M — R lineal ,¥ < p en M,y|s = f},

con el orden parcial dado por (My,¢¥1) < (Ma,2) st My C My 'y Yoy, = Y1. Sea Q =
{(M;,¥))}; € I C P totalmente ordenada, tomamos X = U;M; C E, que es claramente
un subespacio por el orden total. Definimos ¢(x) = ¥;(x) si x € M;. Es inmediato que
¢ : X — Res lineal, que ¢ < p en X y que ¢ extiende a f. Esto dice que (X, ¢) es cota
superior para la cadena Q. Sea ahora (X, ¢) elemento maximal de #. Necesariamente
tiene que ser X = E, porque en caso contario, tomamos x; € E \ X y repetimos el
procedimiento anterior, extendiendo ¢ y contradiciendo la maximalidad. i

§ Si f < pen un subespacio M C E,y f: M — R es lineal, entonces —f(x) = f(—x) <
p(—Xx), esto es
- p(=x) < f(x) < p(x) VYxe M. 2.2)

En particular, si p es homogénea, p(Ax) = |A|p(x), se tiene |f| < p en M (este es el caso
cuando p es una seminorma).

Observacion 2.2. Si z € C, entonces z = Re(z) —iRe(iz). Luego si F : E — C es C-lineal,
entonces u = Re F' : E — R es R-lineal y ademads

F(x) =u(x) —iu(ix) VxekE. 2.3)

Reciprocamente, si U : E — R es R-lineal, y definimos F con la formula de arriba,
entonces F es C-lineal y es facil ver que U = Re F.
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CAPITULO 2. 2. TEOREMAS DE HAHN-BANACH Y APLICACIONES

Con esta observacion podemos extender el Teorema de Hahn-Banach a funcionales
complejas:

Teorema 2.3 (Hahn-Banach, extension. Caso general). Sea E espacio vectorialy S C E
subespacio. Sean f : S — K lineal, p seminorma tales que |f(s)| < p(s) para todo s € S.
Entonces existe ¢ : E — K lineal que extiende a f y de manera que |p(x)| < p(x) para
todo x € E.

Demostracion. Si K = R, tenemos f(s) < |f(s)| < p(s) para todo s € S, y por la observa-
cion que sigue al teorema anterior deducimos que existe ¢ : E — R que extiende f y tal
que |¢| < p en E (pues ahora p es seminorma).

Si K = C, consideramos u = Re(f) : § = R, como u < |f| < p existe U : E — R que
extiende u y de manera que U < p en E. Definimos ¢(x) = U(x) — iU(ix), entonces ¢ es
C-lineal y extiende a f. Ahora para cada x € E escribimos ¢(x) = €?|p(x)|, entonces

lp(0)| = e p(x) = p(e™x) = U(e™x) < plex) = p(x).

O

Hasta ahora, los teoremas de Hahn-Banach no requieren de ninguna topologia. Sin
embargo, la relacion con la misma es evidente si trabajamos en espacios normados o
mds generalmente, en espacios localmente convexos. El siguiente corolario es la primer
(y muy importante) aplicacion del mismo.

Observacion 2.4. Sean E e.wv.t., p : E — R continua, subaditiva y positivamente ho-
mogénea, f : § — K lineal tal que |f| < p en el subespacio S. Entonces la funcional

!
¢ : E — K que extiende a f por el Teorema de Hahn-Banach es continua: si x;, = 0

. l .
entonces como |o(x;)| < p(x;) para todo [ € L, se sigue que ¢(x;) — 0. En particular esto
ocurre si p es la funcional de Minkowski de un entorno abierto convexo de 0.

Corolario 2.5. Si E es e.l.c., entonces E’ separa puntos, esto es ¢(x) = ¢(y) para toda
¢ € E" implica que x =y en E.

Demostracion. Por hipdtesis las seminormas separan puntos, existe una tal que p(x—y) >
0. Definimos f : (x —y) — C como f(Ad(x —y)) = Ap(x —y). Entonces [f(A(x —y))| =
|[Ap(x—y) = p(A(x—Yy)), y por el teorema de Hahn-Banach y la observacion previa, existe
¢ € E’ que extiende a f. Pero entonces

e(x) —p(y) =p(x—y) = f(x—y) = p(x—y) > 0.
O

Ejemplo 2.6. La hipotesis de que E es un e.l.c. es esencial para garantizar suficiente
cantidad de funcionales del dual. Por ejemplo, si 0 < p < 1, podemos considerar el e.v.t.
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2.1. TEOREMAS DE EXTENSION

. 1
LP[0,1] dado por las funciones f : [0,1] — C tales que fo |f1P < c0. Como |x + y|P <
|x|” + |y|?, resulta un espacio vectorial; si ademas consideramos la distancia invariante

1
d(f. ) = fo f gl

esta tiene todas las propiedades de una métrica, y hace a la suma y al producto por
escalares continuo. Luego E = (L?,d),) es en efecto un espacio vectorial topoldgico, y no
es dificil ver que tiene dimension infinita (todos los polinomios estan en E). Por otro
lado, puede probarse que los tnicos conjuntos abiertos convexos de E son 0 y E (los
detalles pueden verse en Rudin [15, 1.47]). Esto tiene una consecuencia importante: si
tomamos una funcional lineal continua ¢ : E — K, la preimagen de la bola B;(0) C K
es abierta y convexa, y como contiene al cero, debe ser ¢ !(B;(0)) = L”. Pero entonces
@(LP) C B1(0) y esto sélo es posible si ¢ = 0. En consecuencia, (L”) ={0} si 0 < p < 1L

§ En un espacio localmente convexo, hay suficiente cantidad de funcionales continuas
como para separar puntos. Se deduce entonces que la topologta débil de E (ver Definicion
1.34), es una topologia Hausdorff. En cambio, con el ejemplo anterior, vemos que hay
e.v.t. donde E,, a pesar de estar siempre dado por una familia de seminormas, no es
Hausdorff. De hecho en el ejemplo anterior la topologia débil de E = L”[0, 1] resulta ser
la indiscreta: solo hay dos abiertos, que son 0 y E.

Notamos también que la topologia w* en E’ siempre es localmente convexa (en
cualquier e.v.t.) pues st ¢ # 0, es porque existe x € E tal que ¢(x) # 0, luego p.(¢) =
lo(x)| # 0, y como mencionamos en el comienzo del primer capitulo, con esto basta para
que sea Hausdorff.

Terminamos esta seccion para remarcar que en el caso de espacios normados, el
teorema permite extender funcionales preservando la norma (esta suele ser la version
clasica del teorema cuando sélo se estudian espacios normados):

Teorema 2.7 (Hahn-Banach, espacios normados). Sea E normado y S C E subespacio.
Si f:S — K es lineal y continua, entonces existe ¢ € E’' que extiende a f con la misma
norma.

Demostracion. La hipotesis dice que sup g  |f($)| = [|f]l < +o0, en consecuencia tenemos
que |f(s)| < |[f]l]ls]| para todo s € S. Sea p : E — K la seminorma p(x) = ||f||||x||, entonces
|fl < penS ypor el teorema de extension existe ¢ : E — K lineal que extiende a f con
la misma cota. Como |p(x)| < p(x) = ||fllllx]| en E, entonces |l¢|| < ||f]l y en particular
¢ € E’. Pero ademads

ligll = sup lp(x) > sup le(s)] = sup |f(s)] = [I]l;

X€BE SEBg SEBg

luego [lell = [I£1I- o
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2.2. Teoremas de separacion

Pasaremos ahora a describir las versiones geométricas del teorema de Hahn-Banach,
conocidas como teoremas de separacion. En este caso, los espacios involucrados son
necesariamente topologicos. Para ello primero probaremos tres hechos elementales que
son de interés independiente.

Lema 2.8. Sea E e.v.t.

1. Si x € U C E abierto, y € E, entonces existe € > 0 tal que x + ty C U para todo
] < e.

2. Si ¢ : E — K es lineal y no idénticamente nula, entonces es abierta.

3. Si ¢ : E — K es lineal, entonces es continua si y solo si existe M >0y W C E
abierto entorno de cero tales que |p(x)| < M si x e W.

Demostracion. Consideramos la funcion continua m : K — E dada por 4 — x+ty, como
0 € m™}(U) y este es abierto, existe £ > 0 tal que B, C m~'(U). Esto prueba la primera
afirmacion.

Si ¢ es lineal y no nula, sea y € E tal que ¢(y) # 0. Dado U C E abierto, ¢(x) € ¢o(U),
tomamos € > 0 como en el item anterior y observamos que, como x + ty C U, entonces

o(x) +to(y) = p(x + ty) € o(U) V|t| < e.

Luego Bs(¢(x)) C ¢(U) (donde 6 = €le(y)| > 0), lo que prueba que ¢(U) es abierto en K.

Si ¢ es continua, W = ¢ }(By) C E es un entorno abierto de cero que verifica
lo pedido. Reciprocamente, si existen M,W como los enunciados, y &€ > 0, entonces
V = eM'W es un entorno abierto de 0 y ademds |p(y)| < € si y € V, asi que ¢ es
continua (Proposicion 1.46). a

Teorema 2.9 (Hahn-Banach, separacion de un abierto). Sea E e.v.t., A, B C E convexos
disjuntos y no vacios, con A abierto. Existen entonces y € R, ¢ € E’ tales que

Rey(a) <y < Regp() VYacA,beB.

Demostracion. Podemos suponer que K = R, ya que en caso contrario construimos una
funcional real que verifique lo dicho, y si la extendemos mediante la formula (2.3),
entonces su parte real verifica entonces lo pedido. Tomamos ag € A, by € B, definimos
Xo = bp—ay y consideramos el conjunto C = A—B+x,. Como A es abiertoy 0 = ap—bo+xo,
C es un entorno abierto de 0, que no contiene a xo, puesto que en ese caso xo = a—b+ X,
y esto es imposible pues A N B = (). También,
(11-b1+X0+612—b2+X0 _ a + as B b1+b2 +xO€A—B+xO —C
2 2 2

lo que prueba que C es convexo. Sea p la funcional de Minkowski de C, que es subaditiva
y positivamente homogénea, ademds como xy ¢ C se tiene 1 < p(xp). Definimos f(Axy) =
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A, entonces si 4 > 0, f(dxg) = Al < Ap(xp) = p(Adxp), y st 4 < 0 entonces f(dxg) = A <
0 < p(Axp). Luego f < p en S = (xy), existe entonces por el Teorema 2.1 una ¢ : E - R
lineal que extiende f. Sea W = C N (—C), entonces si x € W, ¢(x) < p(x) <1y ademds
como x = —c para algun c € C, se tiene ¢(x) = ¢(—c) = —p(c) > —1, esto es —1 < p(x) < 1
para todo x € W, luego ¢ € E’ por el tercer item lema previo®. Ahora

p(a) —pb) +1=gla—b+ x9) = ¢(c) <1,

luego ¢(a) < ¢(b) para todo a € A,b € B. Como A es abierto y ¢ es lineal, obtenemos
que ¢(A) C K es abierto, luego tomando y = inf,cp ¢(b) hemos probado el teorema. |

§ El ejemplo elemental A = (—o0,0), B = [0, +o0) en E = R muestra que la desigualdad del
lado derecho no puede afinarse a una desigualdad estricta. Sin embargo, con hipotesis
adicionales, podemos separar mejor los convexos. Es clave en el siguiente teorema, que
el espacio sea localmente convexo.

Definicion 2.10 (Semiespacios). Si ¢ € E’ y ¢ € R, decimos que
H(p,c) ={x € E : Rep(x) = ¢}

es un hiperplano afin. Al conjunto
S(p,c) ={y € E: Rep(x) < c}

se lo suele denominar semiespacio. El semiespacio complementario u opuesto estd dado
por
S(p,0)” ={y € E : Rep(x) > c}.

SiACEyA=sup{Regp(a) : a € A}, decimos que H,(A) = H(p, 1) soporta al conjunto A.

Decimos que S,(A) = S(¢, A) es un semiespacio que soporta al conjunto A, y si > A
decimos que S (¢,8) soporta estrictamente a A.

§ No es dificil probar que si C C E es un conjunto convexo, cerrado, no vacto, de un
e.l.c., entonces C es la interseccion de todos los semiespacios que lo soportan (Ejercicio
10).

§ El Teorema 2.9 nos dice que dados dos convexos disjuntos A,B de un e.v.t, con
A abierto, existe un semiespacio que soporta A de manera que el semiespacio opuesto
soporta a B.

Veamos ahora como separar estrictamente dos convexos utilizando la compacidad
de uno de ellos.

Teorema 2.11 (Hahn-Banach, separacion de compactos y cerrados). Sean K,C C E
convexos disjuntos no vacios en un e.l.c., con K compacto y C cerrado. Entonces existen
v1 <7Y2 €R, ¢ € E’ tales que

Rep(k) <y1 <ys <Reyp(c) VkeK,ceC.

*También podriamos haber usado que p es continua en 0 € E porque C es abierto, convexo (Ejercicio
2, Seccion 1.5), y la ecuacion (2.2) para ver que ¢ es continua
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Demostracion. Nuevamente podemos suponer que E es real. Tomamos V entorno abierto
convexo de 0 de manera tal que K+V y C+V sean disjuntos (Proposicion 1.28). Tomando
A = K +V (que es abierto y convexo por ser suma de convexos) y B = C, obtenemos
por el teorema de separacion de Hahn-Banach ¢ € E’ tal que ¢(A) estd separado y a la
izquierda de ¢(C) en R. Tomamos y, = v = inf.c ¢(c) como hicimos anteriormente, y
tomamos y; = mixex (k). Como K es compacto y A = K + V es abierto la inclusion es
propia y debe ser y; < ys. O

§ El teorema anterior nos dice que dados dos convexos disjuntos K,C de un e.l.c., con
K compacto y C cerrado, existe un semiespacio que soporta estrictamente K de manera
que el semiespacio opuesto soporta estrictamente C.

Si queremos separar los conjuntos convexos tanto en parte real como imaginaria,
necesitamos cierta simetria en alguno de ellos, por ejemplo:

Corolario 2.12. Si E ese.l.c., K,C C E son convexos disjuntos no vacios, K es compacto
y balanceado, y C es cerrado, entonces existen 0 <y, <y, € Ry ¢ € E’ tales que

lp()l < y1 < y2 < lp(o)l
paratodoke K, ceC.

Demostracion. Por el teorema de separacion, existe ¢ € E’ tal que
Re (k) < y1 < y2 < Reg(c) < lp(o)l

para todo k € K, ¢ € C. Como 0 € K, tiene que ser y; > 0. Ahora si ¢(k) = €®|p(k)|
entonces

lp(k)| = e (k) = (e k) = Re p(e k) = Re p(k') < y1 < ¥2 < lg(c)|
para todo k€ K, c € C. O

Observacion 2.13. En un espacio normado, dada ¢ € E’, por la misma definicion de su
norma, para todo € > 0 existe x € E con ||x|]| = 1 tal que |[¢(x)| > ||l¢|]|—&. Para no lidiar con
los modulos, puede ser titil observar que como ¢(x) = e”|p(x)|, entonces @(e™?x) = |p(x)|.
Luego llamando xy = e x, también se tiene que para todo € > 0, existe x, vector
unitario que verifica
@(x0) = Re ¢(xp) = lp(xo)l > llell — €.
Tener en cuenta esta observacion para el Ejercicio 11 de esta seccion.

2.3. Aplicacion: Teorema de Krein-Milman

En esta seccion caracterizaremos (utilizando el teorema de separacion de Hahn-
Banach) los conjuntos compactos convexos en espacios localmente convexos, como la
capsula convexa de sus extremales. En particular los conjuntos compactos tienen mu-
chos extremales en espacios localmente convexos. Primero discutiremos las definiciones
pertinentes.
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Definicion 2.14 (Extremales). Sea E un espacio vectorial, K C E. Diremos que v € K es
un punto extremal de K si v no puede describirse como un punto interno de un segmento
que comienza y termina en K. Es decir que v no es extremal si existen x,y € K, 0 <t <1
tales que v = tx + (1—-1)y. Este segmento se suele denotar (x : y) y se denomina segmento
abierto. Denotaremos ext(K) al conjunto de puntos extremales de K.

Diremos que S C K es un conjunto extremal si para cada par x,y € K, se verifica
x:y)NS #0 = x,yeSs.

Es decir que S es extremal si ningun punto de S es un punto interno de un segmento
cuyos extremos estan ambos en K\ S.

La cdpsula convexa de un conjunto A C E, denotada coA es el conjunto de todas las
combinaciones convexas de puntos de A, y la cdpsula convexa cerrada es la clausura de
este, denotada co A.

§ Claramente, los puntos extremales v € K definen conjuntos extremales S = {v} C K
y reciprocamente si S C K es un conjunto extremal con un solo punto, este punto es
extremal de K.

§ Los conjuntos extremales S C K pueden pensarse entonces como los vértices, las
aristas, las caras, etc. de K.

Lema 2.15. Sea A ¢ B c C C E con E espacio vectorial. Si A es extremal en By B es
extremal en C, entonces A es extremal en C.

Demostracion. Sean x,y € C y supongamos que v € (x : y) N A. Como A C B, tenemos
v e (x:y)N B,y por la extremalidad de B en C, se deduce x,y € B. Pero entonces, por
la extremalidad de A en B, se deduce que x,y € A, luego A es extremal en C. O

§ La cdpsula convexa de A C E es el menor conjunto convexo que contiene A, y de
hecho es facil ver que A es convexo si y solo si A = coA. Por el Lema 1.40 la cdpsula
convexa cerrada es el menor convexo cerrado que contiene A.

Teorema 2.16 (Krein-Milman). Sea E un el.c. y sea K C E un conjunto compacto,
entonces

1. Si K es no vacio entonces ext(K) # 0.
2. K C co ext(K)

3. Si K es ademds convexo, K = co ext(K).

Demostracion. Consideramos la familia  de todos los subconjuntos cerrados, extrema-
les y no vacios de K. Esta familia es no vacia pues K es extremal de si mismo. Le
damos a P el orden parcial dado por la inclusion inversa (S < S8’ si §' € §). Veamos
que toda cadena Q = {S;},c; C P (familia totalmente ordenada) tiene una cota superior.
Para ello tomamos S = NS§;, que resulta claramente cerrado y no vacito en K por la
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compacidad de K y el orden total (estamos usando la P.LLF., propiedad de interseccion
finita). Si x,y € Ky (x,y) NS es no vacto, entonces (x,y) N S; es no vacio para cada i
luego x,y € S, para todo i lo que prueba que x,y € S. Esto prueba que S es extremal, y
por ende cota superior para la cadena (. Sea entonces S maximal en P, afirmamos que
S tiene un unico punto. Si hubiere dos puntos distintos x,y € §, tomamos ¢ € E’ tal
que los separa, y consideramos

E (S)={veS :Repl) = su? Rep(w) =y} =H,(S)NS C§
we
que es un conjunto cerrado en K. Probaremos que es no vacio y extremal. Tomando una
red w; € S tal que lim; Rep(w;) = ¥ y pasando a una subred convergente (S es compacto)
deducimos que wy = lim; w; € S, esto es, E,(S) es no vaclo. Veamos ahora que E,(S)
es extremal en K:si x,y € K, ve (x : y)NE,S) C (x:y)NS, entonces x,y €S pues S
es extremal. Luego Rep(x), Rep(y) < vy, pero

Y = Rep(v) = iRep(x) + (1 — HRep(y) <y

prueba que en realidad, Rep(x) = Rep(y) = v, luego x,y € E,(S). Como E,(S) no puede
contener simultdneamente a x,y pues ¢ los separa, se deduce que la inclusion E,(S) C S
es estricta, contradiciendo la maximalidad de §. Hemos probado que S tiene un tinico
punto, y entonces el conjunto de puntos extremales de K es no vacio.

Ahora sea C = coext(K) y supongamos que no vale la inclusion enunciada. Sea
xo € K\C,ysea A =C+V un entorno abierto convexo de C que no toca x, (Proposicion
1.28), por el Teorema 2.9 aplicado a los conjuntos convexos disjuntos {xp}, A se deduce
que existe ¢ € E’, 8 € R tales que

Rep(x) < B < Rep(xo)
para todo x € ext(K). Consideramos y = sup Rep(w) y observamos que Reg(xp) < 7.

wekK
Ahora consideramos el conjunto

E,(K)={ve K:Rep(v)=vy}CK

que argumentando como antes, es compacto, no vacto y extremal de K. Sea x; €
ext(E,(K)) (probamos en el primer apartado que el conjunto de extremales es no va-
cto para cualquier compacto no vacto). Como E,(K) es extremal en K, por el Lema 2.15
deducimos que x; es extremal en K. Luego

¥ = Rep(x) <8 < Rep(xo) <y

una contradiccion. Debe ser entonces K C C = co ext(K).

Si asumimos probada la inclusion del segundo item, se tiene
K C co ext(K) C coK

y este ultimo es el menor convexo cerrado que contiene K, luego debe coincidir con K
st este es convexo y compacto, lo que prueba que la cadena es de igualdades. |
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§ Argumentando ligeramente distinto, se puede reemplazar la hipotesis E es e.l.c. por E’
separa puntos (ver [15, Teorema 3.21]). En el trabajo [14], Roberts da un ejemplo de un
conjunto compacto convexo no vacto K C E de un espacio vectorial topologico, tal que
K no tiene puntos extremales.

2.4. Aplicacion: Teorema de Riesz-Markov

En esta seccion daremos una aplicacion del teorema de extension de Hahn-Banach
para funcionales lineales en espacios normados.

Recordamos que si [a,b] C R, una funcion g : [a,b] — K es de variacion acotada si

n—1
V(g) = sup {Z lg(tiv) — gl : a=1tg<---<t, = b} < oo,

i=0

donde m = {a = t) < t; < ... < t, = b} es una particion del intervalo. Definiendo
llgll = llgll + V(g), el espacio de funciones de variacion acotada, BV|a,b] resulta un
espacio de Banach (Ejercicio 10, Seccion 1.5).

Para cada g € BV[a,b] y cada f € C|a, b], podemos definir la integral de Riemann-
Stieltjes

b n—1
et = [ 1 =tim 3 001800 ~ 00}
Como vale

g (DI < [ f 1l V()

resulta ¢, € Cla,b]’. Dada una particion 7 podemos tomar una funcién continua f en
[a,b] de manera tal que f(t;,) = sgn{g(t;y1) — g(¢;)}; de esta manera se obtiene de hecho

llgell = V(g).

§ Notemos que dos funciones de variacion acotada difieren en una constante si y solo
si la variacion de la diferencia es nula, si y solo si inducen la misma integral de
Riemann-Stieltjes (es decir, inducen la misma medida de Borel regular en [a, b]).

Veremos que toda funcional del dual de Cla, b] tiene una representacion de este tipo.
Para ello introducimos primero el espacio de las funciones continuas a trozos.

Definicion 2.17 (Funciones continuas a trozos). Sea PCla, b] el espacio de las funciones
continuas a derecha a trozos en [a, b], que son aquellas funciones f tales que

1. f es continua por la derecha, es decir f(x) = lim f(y) para todo x € [a, b],
y—xt

2. lim f(y) existe para todo x € [a,b] y es igual a f(x) salvo para finitos puntos
yox©

X € [a,b].
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Le damos a PCla,b] la norma || - ||l para hacer de este un espacio normado. Este
espacio contiene a las funciones continuas, pero también contiene a todas las funciones
escalonadas (con continuidad por la derecha) en [a, b].

Teorema 2.18 (Riesz-Markov para un intervalo real). Sea ¢ € Cla, b]’, entonces existe
una funcion de variacion acotada g : [a,b] — K tal que V(g) = |l¢ll y

b
o= [ raz
En particular Cla,b]” = BV]a, b].

Demostracion. Por el teorema de Hahn-Banach, ¢ se extiende a una funcional lineal
continua ¥ en PCla,b], con la misma norma. Definimos g(a) = 0, g(b) = ¥(x[ar)) = ¢(1),
y para a < x < b definimos

g(x) = w()([a,x))a
de esta manera tenemos g : [a,b] — K continua a izquierda. Veamos que g es de
variacion acotada. Dada una particion n de [a,b], sea x; = Xjy4.) Parai = 0.n—1,y
Xn = Xit,.b)- Entonces si (@)i=0..n-1 C K,

n—

| > ailg (i) = gl = WO apel < Il mix ail = llgll mx o

1
i=0

Tomando a; = sgn{g(ti;1) — g(#;)}, deducimos que

D lettn) — g6l < gl

y esto prueba que g es de variacion acotada.

Si f € Cla, b], tomamos la particion t; = a + i(b — a)/n, y consideramos la funcion

escalera
n—1

o= Z S@xi,

i=0

. L, n
esta resulta continua a trozos a derecha, y ademads ||f, — fll — 0. Por otro lado,

W (fn)

n—1
TR0 = " Fw0 = . FEW N e — ¥ 0ian)
i=0 i i

b
D Fagti) - (1)) = f fodg.
Entonces , ,
e(f) = w(f) = limy(f,) = lim f fodg = f f ds.

Ahora bien, como ¢ se realiza integrando contra la funcion de variacion acotada g, por
la observacion previa al teorema, tenemos |l¢|| = V(g). O
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§ Dejamos aqui senalado (y a verificar por el lector) que en el caso en que ¢ = d. con
c € la,b] (esto es, ¢(f) = f(c)), entonces la tinica funcion de variacion acotada continua
a izquierda, con g(a) = 0, que representa a o, es la funcion de Heavyside con salto en ¢

(x) = 0 O0<x<c
EXZV1 c<x<b.

Comparar con el Ejercicio 27, Seccion 1.5.

2.4.1. Teorema de Riesz-Markov, caso general

En esta seccion enunciamos (sin demostracion) los teoremas de Riesz-Markov que
describen funcionales positivas y funcionales continuas en espacios localmente com-
pactos. Utilizaremos el teorema de Riesz-Markov para el cdlculo funcional Boreliano
(Proposicion 6.28 y Teorema 6.29).

Seguimos los lineamientos del recomendable articulo de Arveson [I] donde estas
ideas estan desarrolladas y las demostraciones se dan con detalle.

§ Denotaremos con C.(X) a las funciones continuas (a valores en K) de soporte com-
pacto, en un espacio X localmente compacto Hausdorff, munido de la norma supremo.
Una funcional ¢ € C.(X)" es positiva si ¢(f) > 0 para toda f > 0 en C.(X).

Definicion 2.19 (Conjuntos Borelianos). La o-dlgebra de Borelianos de X, denotada
Bor(X), es aquella generada por los conjuntos cerrados de X. Una medida es de Borel
si estd definida sobre los conjuntos Borelianos.

Una medida es de Baire si estd definida sobre la sigma dlgebra Bory(X) generada
por los conjuntos compactos. Toda medida de Baire es una medida de Borel, y ambas
o-algebras coinciden si el espacio X tiene base topologica numerable (por ejemplo, si X
es un espacio métrico).

Diremos que una medida de Borel es regular interior si para todo E € Bor(X),
U(E) = sup{u(K) : K C E, K compacto}.
Y diremos que una medida de Borel es regular exterior si para todo E € Bor(X),
U(E) = inf{u(U) : U D E, U abierto}.
En la descomposicion de una medida signada
M= pe = po iy — 1),
denotaremos con |u| = u; + u_ +n, +n_ a la variacion total de u.

Teorema 2.20 (Riesz-Markov, funcionales positivas). Sea X espacio localmente compacto
Hausdorff, ¢ € C.(X)" positiva. Entonces existe una unica medida u en X que es positiva,
de Borel, regular interior, finita en compactos de X, tal que

o= [ fau  viecon,
X
Si X es compacto la medida es finita y regular.
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§ Notemos que el teorema no caracteriza todas las funcionales del dual, sélo las po-
sitivas. Denotando con Cy(X) a las funciones continuas que tienden a cero en infinito
(esto quiere decir que para todo € > 0, el conjunto {x € X : |[f(x)] > €} C X es compacto),
munido nuevamente de la norma supremo, tenemos una extension para funcionales (y
medidas) signadas:

Teorema 2.21 (Riesz-Markov, caso general). Si p € Co(X)', entonces existe una unica
medida de Borel compleja regular finita u en X, tal que

o(f) = f fdu  Vf e ColX).

X

El espacio de las medidas de Borel regulares finitas (en el sentido de que |u| es
finita) en X lo denotamos M(X), este es un espacio normado con la norma dada por la
variacion total

Vi) = [ul(X) = sup )" |u(E)|
k

donde el supremo se toma sobre familias finitas de conjuntos de Borel disjuntos.

Acotando, se tiene

()] < f fldll < 1l V),
X

luego tomando supremo sobre f € Cy(X), con ||f]l = 1, obtenemos ||p|| < V(u). Y también,
aproximando a la identidad de X sobre compactos con funciones continuas, se prueba

que V(w) = [oll.
§ El Teorema de Riesz-Markov nos dice entonces que hay una identificacion Cy(X) =
M(X). En particular el espacio de medidas de Borel regulares finitas M(X) es completo.

2.5. Aplicacion: Teorema de Runge

Como aplicacion del teorema de Hahn-Banach y el Teorema de Riesz-Markov, pro-
baremos el Teorema de Runge que dice que toda funcién holomorfa en un dominio
razonable se puede aproximar uniformemente por funciones racionales. Utilizaremos el
Teorema de Runge para el cdlculo funcional analitico y el célculo funcional continuo
(Observacion 5.22 y Teorema 5.24).

Comenzemos recordando que una funcion racional en C es simplemente un cociente
de polinomios.

Observacion 2.22 (Expresion en fracciones parciales). Cancelando factores comunes,
toda funcion racional g tiene una descomposicion en fracciones parciales dada por

k
9 = po@) + D piz= )™
i=1
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donde 4; € C son los polos de g (las ralces del denominador) contadas con multiplicidad,
y los p; (i = 0...k) son polinomios; para i # 0, los polinomios p; no tienen término
independiente.

En esta seccion C denota el plano complejo extendido, donde una base de entornos
de {0} esta dada por los abiertos

Br(0) ={z€C: |zl >R} U{o0}, R>0

Equivalentemente, y mediante la proyeccion estereografica, podemos identificar C con
la esfera unitaria S? c R® con su topologia usal, identificando {co} con el polo norte
N =(0,0,1) € S3.

Algunas observaciones importantes:

1.

Estudiar el tipo de singularidad de f en oo es, por definicion, estudiar el tipo de
singularidad de F(z) = f(1/z) en z = 0.

Si f es entera, entonces f tiene una singularidad esencial en infinito si y solo si
f no es un polinomio (los polinomios tienen limite infinito en inifinito, luego se
exienden a funciones continuas p : C — C).

. Dado un abierto Q C C, las componentes conexas de C \ Q no tienen por qué

coincidir con las de @\ Q: por ejemplo, si 2 es una banda horizontal en el plano,
entonces su complemento en C tiene dos componentes conexas. Sin embargo, ins-
peccionando su imagen en la esfera con la proyeccion esterografica nos dice que
C — Q es conexo (se puede pasar por encima de N para ir de un lado al otro).

Denominamos componente no acotada a aquella componente que contiene al {oo}.

. Si K c C es compacto, entonces la cantidad de componentes conexas de C\ K es a

lo sumo numerable, ya que se trata de un abierto en una variedad, y entonces las
componentes conexas son abiertas (si hubiera no numerables componentes habria
no numerables puntos aislados en §2, contradiciendo la compacidad de S?).

Por el contario, si Q c C es abierto, entonces C \ Q puede tener no numerables
componentes conexas, ya que las componentes no tienen por qué ser abiertas. Por
gemplo, si tomamos Q = C\ C, donde C es un conjunto de Cantor, se tiene
C\ Q = C U {oo}, que tiene no numerables componentes conexas.

Por ultimo, necesitamos recordar la formula de Cauchy con especificidad:

Teorema 2.23 (Férmula de Cauchy). Si K ¢ Q c C con K compacto y € abierto, existe
una curva cerrada suave simple y C Q\ K y ademas si f € Hol(Q) entonces

1o = = L gy

5 Yz € K.
27l TW=2

38



CAPITULO 2. 2. TEOREMAS DE HAHN-BANACH Y APLICACIONES

Teorema 2.24 (Teorema de Runge). Sea K ¢ Q c C con K compacto y € abierto,
f € Hol(Q2), A; un punto en cada componente conexa de C— K. Entonces para cadan € N
existe una funcion racional g, cuyos polos estdn en el conjunto {4;}; y tal que

1f(z) —q.(2)| <Yn VzeK.

En particular f es limite uniforme en K de funciones racionales cuyos polos estan lejos
de K.

Demostracion. Sea E = C(K) las funciones continuas en K a valores complejos, con la
norma supremo, y consideremos el subespacio S C E de (las restricciones a K de) las
funciones racionales con polos contenidos en el conjunto prescripto {4;};. Tenemos que
probar que f estd en la clausura de S. Por el teorema de Hahn-Banach, basta probar que
toda funcional ¢ € E’ que se anula en S, se anula también en f (Ejercicio 9, Seccion
2.6). Por el teorema de Riesz-Markov que caracteriza el dual de C(K) (Teorema 2.21),
basta probar que si u es una medida de Borel regular finita en K tal que

fqdp:O Vges,

K
ffd,u:O.

Sea h(z) = fK(W - 2)7'du(w), z € C\ K. Derivando bajo el signo integral, es facil ver que
h es holomorfa en C\ K. Veamos que h = 0. Para ello, sea V; C § 2\ K la componente
conexa que contiene a A; (que es abierta), supongamos primero que A; # {oo}. Tomamos
0 < r < dist(4;, K) tal que B.(1;) C V;. Como para cada z € B,(4)) fijo se tiene |z — 4;| <
r <|w— 4| para todo w € K, calculamos

entonces también

N
1 . . (z—4))"
— = lim g,(z, = lim —
w—==z N—>°0q (Z W) Nemnzz(; (W—/lj)rH'I

este limite es uniforme en w € K. Cada una de las funciones del lado derecho estd en el
subespacio § (recordemos que z estd fijo), luego su integral respecto de u es nula. Pero
entonces

w—=2z
K K

h(z) = f duw) _ f 1im g,(z, W) du(w) = lim f (2 W) dp(w) = 0
K

en B,(4;), y por el principio de identidad para funciones holomorfas en un abierto
conexo, debe ser =0 en V,.

Si A; = oo, tomamos r > 0 tal que |z| > r implique z € V}, [z] > |w| para todo w € K, y
calculamos
1

N
= lim Zz‘”‘lwn,
w—72 N—-oo
n=0
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este limite también es uniforme para w € K. Nuevamente, las funciones del lado derecho
estdn en S (pues tienen un polo de orden n en A; = o0) y repitiendo la cuenta de recién,
se deduce que A(z) = 0 si |z] > r. Nuevamente por el principio de identidad, debe ser h
nula en toda la componente del infinito. Hemos probado que 4 es nula en §2\ K. En
particular, si y C Q\ K es una curva simple y suave orientada positivamente, 4 se anula
en y.

Para terminar la demostracion, ahora calculamos

ff(z)d,u(z) = fz 9§Md dp(2) = 5 — 9§f< )fd’“‘@
ﬂ'l
K

- ; 56 Fow)h(w)dw = 0
2mi
Y

donde el intercambio de integrales esta justificado porque estamos integrando funciones
continuas, respecto de medidas finitas, en un conjunto compacto. O

Corolario 2.25 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea K ¢ Q c C y f holomorfa en
Q. Si C\ K es conexo, entonces existe una sucesion de polinomios p, que converge
uniformemente a f en K.

Demostracion. Basta tomar Ay = {oo} en el teorema de Runge, y la sucesion de funciones
racionales solo tiene polos en {oo}, en consecuencia, deben ser polinomios. O

2.6. Ejercicios

En esta seccion de ejercicios, E denota un espacio vectorial localmente convexoy po(-) = ||‘l|lo, @ € 1,
denota una familia de seminormas que define la topologia de E. Ademds E, denota E con la
topologia débil.

1. Sea ACE,y (u,, C K tal que u, — 0. Entonces

a) A es acotado si y solo si para toda sucesion (x,), C A, u,x, = 0 en E.

b) El tinico subespacio acotado de E es S = {0}.
2. Sea x € E metrizable, d la métrica inducida por las seminormas. Probar que

a) d(nx,0) < nd(x,0) para todo n € N,

b) si x, = 0 en E, 4 una sucesion (4,), C R tal que lim A, = +oc0 y 4,x, — O,

¢) f : E — K lineal, es continua si y solo si manda conjuntos acotados en
conjuntos acotados, "f es acotada".

3. Sean E, F localmente convexos, sea B : E X F — K bilineal.
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10.

11.

12.

13.

a) B es continua si y solo si existen p seminorma continua en E (resp. g semi-
norma continua en F) tales que |B(x,y)| < p(x)g(y) para todo x € E,y € F.

b) St E =F = ¢ con la norma || - |l, B(x,y) = 2., X,y», entonces B es continua
en cada variable pero no es continua.

. Sea § C E subespacio no denso. Entonces existe ¢ € E’, ¢ # 0 tal que ¢ [s= 0

(sug.: usar el ejercicio del cociente de la guia 1).

. Sea (x;); € E. Un punto y, estd en la clausura del subespacio generado por los x;

st y sélo si Yy € E’ que verifique que ¢(x;) = 0 Vi, vale que ¢(yo) = 0.

a) Sea E normado con E’ es separable, probar que E es separable (sug.: si (¢,),
es denso en E’, tomar x, € Bg tal que |p,(x,)| = Y2||l¢,|| v ver que el subespacio
generado es denso en E).

b) Dar un ejemplo de E normado separable tal que E’ no sea separable.

Si ¢, € E’ son tales que ¢y = 0, entonces ¢ =0 6 ¢ = 0.

. Si § C E es subespacio cerrado, y tiene dimension o codimension finita, es com-

plementado (con suplemento cerrado).

. Si S C E, el anulador de S es el conjunto S* ={p € E": p(x) =0 V¥xe S}. Si S es

subespacio, probar que S = N{ker(e) : ¢ € S*}.
Probar que si C C E es convexo y cerrado, entonces

C = NeeerS o(C) = Neepr{x € E : Rep(x) < sup Reg(c)},
ceC

es decir, C es la interseccion de todos los semiespacios que lo soportan.
Sea x € E un espacio normado, ¢ € E’, ||¢|| =1, 1 € R. Probar que:

a) Si y € E, entonces |¢(y)| = dist(y, ker ¢).

b) St H ={y € E : Rep(y) = A} entonces dist(x, H) = |[Rep(x) — 1| (sug: dado
&> 0, considerar h = x — (Re ¢(x) — 1) xo ¢(x0)~", donde x, € E es unitario tal
que ¢(xo) >1—-¢).

c) Sea C C E convexo tal que H separa x de C, entonces dist(x, H) < dist(x, C).

Sea C C E convexo en E normado, x¢ C, B={be E : |[b—x| < dist(x, C)}, ¢ € Bg
que separa B de C, A = sup..- Re¢(c), H como en el ejercicio anterior.

a) Probar que dist(x,C) = dist(x, H) (sug: para todo entorno de h € H existen
puntos a ambos lados de H).

b) Si ¢y € C es minimizante (verifica ||x — co|| = dist(x, C)) entonces Re ¢(cy) = A.

Sea C c E normado con C convexo y x ¢ C. Entonces
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

a) co € C es minimizante para x si y solo si existe ¢ € E’ tal que
@(x —co) = llx = coll A Reg(co) = supRep(C).
b) Si C es un subespacio, entonces ¢ € C+ = {yy € E' : y(c) = 0 Yc € C} y ademds
dist(x, C) = méx Re y/(x) = max [y (x)|
donde el maximo se toma sobre {y € C* : ||y|| = 1}.

Sean f e LP(X,u) con 1 < p <oy S un subespacio.

a) go € S realiza la distancia a f < fx glf —golPtsgn(f — go) du = 0 para toda
ges.

b) f es p-ortogonal a S (o sea [|f]|, = dist(f,S)) & fx glfIPtsgnfdu = 0 para
toda g€ S.

Si x € E normado entonces la norma se alcanza con una funcional del dual,
lIxll = méax{|f(x)| : f € E, |Ifll =1}

Sea E un espacio normado y S C E un subespacio. Sean xo ¢ S y denotemos
d = inf e [[xo — yl| > 0. Probar que existe ¢ € E’ tal que ¢(xo) = L, |l¢ll = 1/d, ¢ |s= 0.

Probar que existe una funcional lineal continua ¢ : £ — R con ||¢|| =1 tal que:

a) Sixel®y T(x)=(x9,X3,X4,...,%,...), entonces ¢(x) = (T x).
b) Si x € ¢, entonces ¢(x) = lim,_,, X;,.

c) Sixel”yx,>0VneN, entonces ¢(x) > 0.
Sug.: definir ¢ en el subespacio S @ ((1,1,...,1,...)), S ={x—-T(x) : x € £~}.
Sea E un espacio normado reflexivo, ¢ € E’, § C E’ subespacio cerrado propio.

a) Probar que dx € E,x # 0 / ¢o(x) = |l¢ll [|x]].
by dAxe*S ={x € E:px)=0,Yy e S} |Ixll =1/ ¢(x) = dist(g, S).

a) St fi,..., fa f : E > C son lineales y N, ker(f;) C ker(f), entonces f € ({fi};).
b) Si f: E’ — Ces lineal y w*-continua, entonces dx € E tq f(¢) = ¢(x) Vo € E’.

. w . .
Sean x;, x € E. Probar que si x; — x entonces x; — X, y que si dim E < oo, entonces
ambas convergencias son equivalentes.

w w* . -
Sean ¢;, ¢ € E’. Entonces ¢; > ¢ = ¢; — ¢ = ¢; — ¢, y st dimE < oo, las tres
convergencias son equivalentes.

Sea C C E convexo. Probar que:
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a) C =C", donde el tltimo denota la clausura débil de C.

. w . ., . .
b) Si x, — x entonces existe una sucesion de combinaciones convexas de {x,}
que tiende fuertemente a x.

c) Si C es balanceado y tiene interior no vacio, entonces 0 € int(C). Sug.: probar
gue Y2W c C es entorno de 0 si xo + W C C es entorno de x.

23. Probar que si E, admite una norma continua, entonces dimk < oo,
24. Sea B=( {x€ E :||xl|l, <1} CE.

a) Probar que B es convexo, balanceado, y que es acotado en E,.

b) Probar que si E tiene dimensién infinita, B tiene interior vacio en E,,.
En particular, la bola de un normado de dimension infinita tiene interior vacio
en la topologia débil.

25. Si1< p<oo,en (¥, sea e" dado por (e"); = d}. Probar que:
a) Sil<p<oo, e —0, e —0.
by Sip=1¢ 250, & 40, ¢ —0.
26. Sean 1 < p < oo, X", x € {¥. Entonces x" e sup,, ||x"|l, < co Alim,_,o X} = x; Vk.

27. a) Sil< p<oo, ¢, € LP[0,1]. Entonces ¢, N @ sty solo si

sup lgull, < oo A fgon(t)dt—>f () dt Ya € [0,1].
n 0 0

b) Si ¢u(f) = sin(nnt) € L2[0,1], probar que ¢, —> 0 pero ¢, — 0.
28. C[0,1] es cerrado en L*[0,1] en || || pero no en la topologia w*.

29. Si T c E’, el preanulador de T es el conjunto T ={x€eE:pkx)=0VYpeT} Si
T es subespacio probar que (+7)* =T, donde la clausura es en la topologia w*.

X1+...+X,
—n .

30. Para cada n € N, sea ¢, : ¢co — C definida por ¢,(x) =
a) Probar que, Yn € N, ¢, € ¢ y calcular su norma.

b) Probar que ¢, <, 0y que ¢, 5 0.

¢) co D o)) D ey D ... D e, ..., @n}) y son todos isométricamente
isomorfos entre si. jOcurre lo mismo con “({g,}:2,)?
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3. Espacios normados

El arte de hacer matemadtica consiste en
encontrar ese caso especial que contiene
todos los gérmenes de la generalidad.

D. HiLBERT

En este capitulo estudiaremos en mds detalle la teoria de espacios normados, con
énfasis en la teorfa de operadores lineales entre espacios normados.

3.1. Espacio dual y doble dual

Segiin vimos en el primer capitulo (Lema 1.47), toda funcional lineal continua ¢ :
E — K en un espacio normado E tiene una norma, lo que hace del espacio dual E’ un
espacio normado.

Proposicion 3.1. Si E es normado, E’ es un espacio de Banach con la norma

llell = supile(x)] : x € Be}
para ¢ € E’.

Demostracion. Que el nimero asi definido es finito es consecuencia de la continuidad
de ¢. Es facil ver que se trata de una norma. Veamos entonces que E’ es completo. Para
eso tomamos una sucesion (¢,), € E’ de Cauchy, observamos que la sucesion (||¢,l),
es acotada en R, en particular para cada x € E la sucesion (¢,(x)), C K es de Cauchy,
definimos ¢(x) = lim,, ¢,(x). Claramente ¢ : E — K es lineal. Ademads

(0] < lp(x) = @a(0)] + lpa(X)] < & + M]|x]|
st n > ny = no(x). Esto prueba que ¢ es continua pues es acotada. Por otra parte, para
cada x € Bg,
|Q0n(x) - ‘:Dm(x)| < ||‘Pn - ‘Pm” <e&
si n,m > ny. Haciendo tender m — 400, deducimos que |p,(x) — ¢(x)| < & si n > ny.

. n
Tomando supremo sobre B se deduce que ||¢, —¢|| < € si n > ng, luego ¢, > ¢ en E’. O
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3.1. ESPACIO DUAL Y DOBLE DUAL

Con la misma demostracion, tenemos que

Proposicion 3.2. Sean E, F normados con F de Banach. Entonces L(E, F) es un espacio
de Banach.

Lema 3.3 (La inclusion canodnica en el doble dual es isométrica). La aplicacion Jg :
E — E” dada por Jg(x)(¢) = ¢(x) para x € E, ¢ € E’ se denomina inclusion canonica de
E en su doble dual. Este operador es lineal e isométrico: ||Jg(x)|| = ||x|| para todo x € E.

Demostracion. Claramente J es lineal y ademds |J(x)(¢)| = |e(x)| < llellllxll, luego
/()| < ||x]|. Pero como

llxll = max{le(x)l : ¢ € E', llgll = 1} (CBY

(por el Teorema de Hahn-Banach, Ejercicio 15 Seccion 2.6), entonces tenemos ||x]| =
IlJ(x)|| para todo x € E. O

Espacios reflexivos

§ Diremos que un espacio normado es reflexivo si J : E — E” es sobreyectiva. En este
caso, como E” siempre es completo, y J es una isometr{a, tiene una inversa que es una
isometria y se deduce que E es necesariamente completo.

Proposicion 3.4. Sea S C E subespacio cerrado de un espacio de Banach reflexivo.
Entonces S, como espacio de Banach, es reflexivo.

Demostracion. Consideramos S’ = {p : § — K, ¢ lineal y continua }, y definimos §” =
(§7)Y. Lo que el lema afirma es que si consideramos Jg : § — §” dada de la manera
habitual por la isometria Js(x)(¢) = ¢(x) para x € §,¢ € §’, entonces Jg es sobreyectiva.
Tomemos entonces ¥ € S”, es decir ¢ : §” — K lineal y continua. Definimos ¥ = y(¢ls)
para ¢ € E’. Entonces

(@)l < Il llels 11 < ot el

lo que prueba que € E”. Como E es reflexivo, se tiene ¢ = Jg(x) para algiin x € E.
Afirmamos que x € §, en caso contrario existe ¢y € E’ tal que ¢ols = 0, ¢o(x) # 0. Pero
entonces

0 = ¢ (0) = Ulgols) = Plgo) = Je(x)(go) = o(x) # 0

y esto es absurdo. Entonces si u € §’, la extendemos a una funcional ¢ € E’ y se tiene
W) = ) = Je(x)(p) = p(x) = p(x) = Js(x)(w),

lo que prueba que ¢ = Jg(x) para un cierto x € S. ]
Lema 3.5. Si E es reflexivo, entonces E’ es reflexivo, y ademds para toda f € E"" = (E")”
se tiene Jg:(f o Jg) = f.
Demostracion. Sea f € (E')” = (E”) = (J(E)). Dada ¢ € E”, existe x € E tal que
Y = J(x), luego definiendo ¢ = foJ € E’ se tiene

Je ()W) = (p) = J(X)(@) = p(x) = f(J(x) = f),
esto es, Jp(p) = f. ad
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3.2. Completacion

En esta seccion estudiaremos la nocion de completacion de un espacio normado,
y veremos como restringir y como extender operadores lineales con respecto a esta
completacion. La idea central es obtener un espacio de Banach donde el espacio normado
original sea un subespacio denso, el espacio de Banach se define como las clases de
equivalencia de las sucesiones de Cauchy del espacio normado original.

Necesitamos dos observaciones elementales antes de proseguir:

Observacion 3.6. Sean Y C X subespacio denso en X normado, sea F e.v.t.
SiA,Be L(X,F)yA=BenY, entonces A =B en X.

Si para toda sucesion (y,), C Y de Cauchy, existe un limite x € X, entonces X es
completo.

Teorema 3.7 (Completacion). Sea E normado. Entonces existe E espacio de Banach tal

1 = . g . s, . e
qgue E — E con i lineal, isométrica y densa. Ademas

1. SL F es normado y T € L(E,F), existe una tnica extension T:-E—F que verifica
Tl = [IT]].

2. Reciprocamente todo A € L(E,F) se restringe a un operador T = A|g de manera
continua e isométrica.

3. E es unico salvo isomorfismos isométricos.

Demostracion. Consideramos la relacion entre sucesiones de Cauchy en E, (x,), =~ (V)
cuando lim, x, —y, = 0. Esta resulta una relacion de equivalencia. Definimos E como el
conjunto de clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en E, y denotamos la clase
de equivalencia de (x,), como [x,]. Le damos a E estructura de espacio vectorial de la
tinica manera razonable,

[x.] + [yn] =[x, + yn]’ Alx,] = [Ax,],

es facil ver que las operaciones estan bien definidas. Por otro lado, si (x,), es de Cauchy,
también lo es (||x,|])., luego tiene limite. Definimos

Lxa 11 = Tim {26, I,

también estda bien definida pues ||x,|| < [|x, — yull + [lyull ¥ viceversa. Para cada x € E,
consideramos la sucesion constante [x] = [(x,x,---)] y definimos i : E — E como
i(x) = [x], que es claramente lineal. Se tiene

lEColl = NIl = Tim el = flxl

luego i es una isometria. Por otra parte, dado [x,] € E'y € > 0, sea ng tal que ||x,—x, || < &
st n > ngp, luego

10xn] = i)l = [(X1 = Xy X2 = Xngs o v o5 X = X+ .. )] = lilgnllxn —xpll < €
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lo que prueba que i(E) es denso en E (el limite existe pues si (x,), es de Cauchy, también
lo es (x, — xno)n y por ende también lo es (||x, — x,,oll)n, ast que es convergente). Ahora
tomemos [x]/ € i(E), j € N, sucesion de Cauchy en E. Para cada j, es una sucesion
constante de E, esto es existe x; € E tal que

[x) = [(x}, x),...)].

Consideramos (x,), C E, se tiene
1o, = 2511 = NliCx, = xpI = [liCx,) — iGxepll = 2] = [xV]| < &

si n,j > N pues ([x])); es de Cauchy en E. Luego (x,), es de Cauchy en E y tomamos
z = [x,] € E. Ahora para cada j fijo, (x, — x;), es de Cauchy en E asl que

llz = [xPIl = [x1 = Xxj, X = Xjy ooy Xy = Xy .. 2)] =lirlln||xn—x,-|| <&

st j =2 N, lo que prueba que [x]/ Ny en E. Por la observacion previa al teorema, aplicada
aY =i(E), X = E, concluimos que E es completo.

Ahora supongamos que T € L(E, F), y supongamos primero que F es completo.
Entonces definimos T[x,] = lim, Tx,, el limite existe pues ||Tx, — Tx,|| < ||T||[lx, — xull, ¥
estamos suponiendo que (x,), C E es de Cauchy, y que F es completo. Es facil ver que
esta extension el lineal, pero ademas

[EAE [lim 7| = Hm |72 [] < [I71] lim e[l = N1 1Lx.1,

luego IITII < ||IT|| y en particular T e L(E, F). Por otro lado, como i(E) C E, tenemos

TNl = sup IT[x,]ll > sup |T[x]ll = sup [|Tx|| = ||T],
[ ]lI=1 [I[x]1I=1 [lx]|=1

luego IITII = ||T||. Ahora volviendo al caso general, tomamos F < F su completacion, y
consideramos, dado T € L(E, F), el operador ir o T. Este operador tiene una extension
como la que recién construimos a E pero como i es una isometria también se tiene
Tl = [IT]l.

Por otro lado, si A es un operador lineal acotado entre las completaciones, T = Alg es
un operador lineal acotado en E, y si lo extendemos a T con el procedimiento anterior,
la observacion previa al teorema nos dice que T = A, luego ||T|| = ||T|| = ||A|| donde la
primera igualdad es porque extender es isométrico.

Por tltimo, st E < R X con X Banach, y j es isométrica y densa, la podemos extender
isométricamente a j : E — X. Como J es densa, es féacil ver que j es sobreyectiva, por
otro lado j también es isométrica luego j es un isomorfismo isométrico entre £y X. O

Corolario 3.8. Si E es normado entonces E’ = (E)’.
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Demostracion. Como F = K es completo, toda ¢ € E’ se extiende isométricamente a E, y
reciprocamente toda funcional continua en la completacion se restringe isométricamente
a L. m|

§ Si E C X de manera densa y X es Banach, entonces X es isométricamente isomorfo a
la completacion de E.

Por ejemplo ¢y C ¢y de manera densa con || - ||, luego ¢y puede pensarse como la
completacion de cq). Y por el corolario, ¢, = ¢ = .

Observacion 3.9 (Completaciones en otros contextos). 1. Con una prueba similar, si
X, Y son espacios métricos, podemos construir la completaciélt de ambos, y toda
f 1 X — Y que sea Lipschitz se extiende de manera tnica a f : X oY, y resulta
Lipschitz con la misma constante.

2. También, si E, F' son espacios localmente convexos con base numerable, la cons-
truccion se adapta para construir las completaciones de ambos y podemos extender
y restringir operadores acotados T : E — F (lineales y continuos).

3. Para completar un e.v.t. que no tiene base numerable, no alcanza con tomar su-
cesiones de Cauchy, y la construccion requiere la nocion de ultrafiltro, que no
utilizaremos en estas notas.

3.3. Espacios de Hilbert

Recordemos que un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno E que es
completo, y que supondremos que el producto interno es lineal en la primera variable y
anti-lineal en la segunda:

(ax,By) = aﬁ(x, y)y Vx,ye E, Va,feK

(en particular si K =R, el producto interno es bilineal).

Invocando el Teorema 3.7, tenemos:

Teorema 3.10 (Completacion de un pre-Hilbert). Si E es un espacio con producto interno,
entonces H = E es un espacio de Hilbert con

(Lxal, [yn]) = Hmxs, yu).

Ademads el producto interno se puede recuperar de la norma ||[x,]|| = lim,, ||x,|| mediante la
identidad de polarizacion (1.3) en H.
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3.3.1. Proyecciones

Lema 3.11. Si S ¢ H es un subespacio de un espacio de Hilbert, y € H es tal que
Iyl < |ly = s|| para todo s € S, entonces y LS.

Demostracion. Elevando al cuadrado, cancelando [|y||* y reemplazando s por ts (t € R),
obtenemos

0 < F|s|® — 2tRe(y, sy  Vs€S.

Si t > 0, dividimos por t y hacemos t — 0* para obtener 0 < —2Re(y, s), cambiando s por
—s obtenemos que Re(y, s) = 0 para todo s € §. Cambiando s por is la parte imaginaria
también debe ser nula, con lo cual (y, s) = 0 para todo s € S. O

Como S es cerrado y convexo en H completo, podemos usar existencia y unicidad
de elemento minimizante Pg(x) = so (Ejercicio 7 Seccion 1.5). Notemos que si s € §,
Ps(s) = s por unicidad.

Corolario 3.12. Sea § C H subespacio cerrado, H Hilbert, denotamos Ps : H — S a la
proyeccion al elemento minimizante. Entonces

1. x— Pg(x) € S* para todo x € H.
2. H=S®S"
3. P=Pg : H— H es lineal y acotado.

4. P? = P (P es idempotente), {(Px,y) = {x, Py) para todo x,y € H (P es autoadjunto), y
si S # {0}, entonces ||P|| = 1.

Demostracion. Sea y = x — Pg(x), entonces como ||lx — Ps(x)|| < ||x — s|| para todo s € S
(pues Pg(x) es minimizante), llamando s* = Pg(x) — s tenemos ||y|| < |ly — §’|| para todo
s €S, luego y=x—Pg(x) e S+

Si x € H, escribimos x = Pg(x) + x — Ps(x), luego H =S +S*; perosi xe S NS+
entonces [|x||> = (x,x) = 0, luego x =0, asi que H=S & S*.

Escribimos x = s+v,y=s+V con 5,5 € S, v,V € S+, ycomo Ax = As+Av,y As € S,
Av € S+, por la unicidad de la descomposicion debe ser P(A1x) = AP(x). Similarmente
x+y=s5s+5+v+V yentonces P(x+y) =5+ s = P(x)+ P(y). Ahora si s € S entonces
Ps = s,y como Px € S para todo x € H, debe ser P(P(x)) = P(x), es decir P? = P. Ademds
IPx|I? = |IsI[> < [Isl® + [VII> = ||lx][* luego ||Px]| < ||x|| para todo x € E y en particular P es
acotado. Ademds si existe 0 # s € S, entonces ||Ps|| = ||s]| luego ||P|| = 1. Por ultimo

(Px,yy =(s,8 +V)=(s,8) =(s+v,5) ={(x, Py),

lo que prueba que P es autoadjunto. m|
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3.3.2. Identidad de Bessel y existencia de bases ortonormales
Recordemos que una base ortonormal es un conjunto ortonormal cuyo subespacio

generado es denso en H.

Teorema 3.13 (Bessel). Si {e,}, € H es una b.o.n., para todo x € H se tiene

X = Z(x’ en>en
n

y ademds

I = " (el

Demostracion. Dado x € H, tomamos @, = (x,e,), se tiene que (a,), € £* por la de-
sigualdad de Parseval (Lema 1.49). Sea y = ), @,e,, queremos ver que x = y. Para ello
notemos que

<x_y’en>:an_an:() Vn,

luego x—y L § = (e,),. Pero como § es denso, existe d; € § tal que dj—J> x —y. Entonces

J
llx =yl + ;I = llx = y — d;I" > 0,
y esto solo es posible si |[x —y|| = 0. O

Teorema 3.14 (Existencia de bases ortonormales numerables). Sea H Hilbert separable,
entonces tiene una base ortonormal numerable.

Demostracion. Si {x,}, es un denso numerable, el subespacio generado por los x, tam-
bién es denso, y podemos descartar elementos hasta obtener un conjunto linealmente
independiente {y,}, que genere el mismo subespacio, luego también es denso. Ahora apli-
camos el método de Gram-Schmidt a este conjunto para obtener un conjunto ortonormal
{e.}., el subespacio generado también es denso. ]

Corolario 3.15 (Toda base ortonormal de un subespacio se completa a una de H). Si

S C H es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert separable, entonces existen
bases ortonormales {s,},enr C S, {ViJren C S+ tales que todo x € H se descompone como

x = Z @nSn + Zﬁkvk,
n k

v ademas Psx =), a,s,.
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3.3.3. Teoremas de representacion de Riesz

Dado H espacio de Hilbert, veremos que toda funcional lineal se representa por un
elemento de H, y toda funcional bilineal se representa por un operador acotado en H.
§ Dado y € H, la funcional ¢, = (-, y) es lineal y continua (¢, € H") y ademds ||p,|| = [yl
ya que la norma de ¢, se alcanza en ”i—”

Tenemos entonces una aplicacion isométrica j: H — H’ que es anti-lineal e isomé-
trica (st K =R es lineal). Veremos que esta aplicacion es biyectiva.

Teorema 3.16 (Teorema de representacion de Riesz para formas lineales). Sea ¢ € H’,
entonces existe un unico y, € H tal que ¢ = (., y,), y ademds |l¢|l = |ly,|l. Al anti-
isomorfismo isométrico R(p) =y, se lo denomina mapa de Riesz.

Demostracion. Sea § = kerg, si § = H es porque ¢ = 0, tomamos y, = 0. En caso
contrario, S es un subespacio cerrado propio, tomamos y, € S+ de norma unitaria y
definimos

Yo = ©(yo)Yo-

Descomponemos x € H como x = s + Ay,, notamos que ¢(x) = 0+ Ap(y,) = Alp(yo)|? pues
¢ es K lineal. Por otro lado,

(X,9,) = 0+ A yo) = Aly,lI* = Ap(yo)l*.

Esto prueba que ¢ = (-, y,) y por la observacion previa, tienen la misma norma. La
unicidad queda a cargo del lector. m|

§ Dada g : Hx H — K, decimos que 8 es sesquilineal si es lineal en su primera variable
y antilineal en la segunda (si K = R se trata simplemente de una funcion bilineal). El
primer ejemplo de esto es el producto interno de H.

Teorema 3.17 (Teorema de representacion de Riesz para formas bilineales). Sea S :
H x H — K sesquilineal y acotada, esto es

Bl = sup [B(x,y)| < co.

[IxlI=liylI=1

Existe entonces un unico T € L(H) tal que

Bx,y) =(x,Tyy  Vx,y€H,

T\ =|8ll, y T es autoadjunto si y solo si f(x,y) = B(y, x).

Demostracion. Para cada y € H, sea ¢(x) = 8(x,y), como ¢ es lineal y |o(x)| < [|BIl ||x]] VI,
se tiene ¢ € H’, luego existe un tnico z = T(y) € H tal que

B(x,y) = o(x) = {x,z) ={(x,Ty)  Vxe€H.

52



CAPITULO 3. 3. ESPACIOS NORMADOS

Veamos primero que T es lineal. Para ello, calculamos, para cada 4 € K
(x, T(Ay)) = B(x, Ay) = AB(x,y) = Ax, Ty) = (x, ATy).

Como esto vale para todo x € H, se tiene T(Aly) = ATy para todo y € H,A € K. Con un
argumento similar se obtiene que 7" es aditivo. Ciertamente, para cada y € H,

ITYI? = Ty, Ty) = 1B(Ty, ) < IBIIT Y Iy,

luego ||Tyl| < ||BIl1Iyll y en particular T es acotado. Por otro lado,

ITIl = sup|ITyll=sup sup |o(Ty)|= sup sup KTy, x)|
Ibil=1 Ibil=1 e, lpll=1 Il=t yli=1
= sup |B(x, )l = [|Bll,
Il=lyli=1

donde la tercera igualdad es consecuencia del Teorema de Representacion de Riesz para
formas lineales. De la definicion es evidente que T es autoadjunto si y solo si 8 cumple
la condicion enunciada. O

3.4. Teorema de Alaoglu: compacidad débil

Sea E espacio normado, Bg: la bola unitaria cerrada del dual.

3.4.1. Espacios separables

Teorema 3.18 (Banach-Alaoglu). Sea E separable, entonces toda sucesion (¢,), C Bg
tiene una subsucesion w* convergente a un punto ¢ € Bp.

Demostracion. Sea {x;}ienw C E denso numerable. La sucesion (¢,(x;1)), C K es acotada
pues
ln (x| < llgnll Il < lxall-

Luego tiene una subsucesion convergente (¢, (x1)),,. Ahora la sucesion (¢, (x2)), C K
también tiene una subsucesion convergente (¢,,(X2))n,; NOtemMos que por ser subsucesion
de una sucesion convergente, (¢,,(x1)),, sigue siendo convergente. Procedemos inducti-
vamente para obtener una subsucesion diagonal (¢, ), C Bg de la sucesion original de
manera tal que

(()On,, (-xk))neN

es convergente para todo k € N. Definimos ¢(x;) = lim,, ¢, (xx) y extendemos por densidad
a x € Bg. Extendemos linealmente para obtener ¢ : E — K lineal. Como

(ol = lim gy, (ol < Tl < 1

también se tiene por densidad |¢(x)| < 1 para todo x € Bg. Esto prueba que ¢ € Bg.
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Ahora dado x € E, y € > 0, tomamos x; tal que ||x — x|| < &/3, luego

< n, (%) = @, (X )| + |0, (X)) — (x| + lo(xk) — ()]
< l@n X = xiell + ln, (x) = @(x)l + lleol] e — x|
< lx=xll +e/3+lx—xll <e

|, (X) — @(2)]

. . . . . n
si n > ny puesto que las funcionales estdn en la bola unitaria del dual y ¢, (xx) —
¢(x;). Hemos probado que la sucesion (¢, )nen €S una subsucesion w* convergente de la
sucesion original, con limite ¢ € Bg. O

Teorema 3.19. Si E es separable, entonces Bg: provisto de la topologia w™ es metrizable
con la distancia

|
d(f,g) = Z] SAUCORFICATE
donde {x,},en es cualquier denso numerable de Bg

Demostracion. Es féacil ver que se trata de una pseudo-distancia (es finita, simétrica y
cumple la desigualdad triangular). Supongamos que d(f,g) = 0 entonces f(x,) = g(x,)
para todo n; por la densidad se deduce que f = g en Bg, y por linealidad f = g en E.

Si f; w—) f en Bgs, entonces razonando como en la prueba del Teorema 1.36 obtenemos
d(f, f) —j> 0. Reciprocamente, si f; — f en distancia, entonces cada sumando tiende a
cero en distancia, esto es fj(x,) —J> f(x,) para todo n € N. Por la densidad se deduce
que f;(x) —j> f(x) para todo x € Bg, y por la linealidad de las funcionales se arriba a la

. s w
conclusion f; — f en E’. m|

§ Atencion que en general todo E’ con la topologia w* no es metrizable, salvo que E
tenga dimension finita.

Combinando el resultado de metrizacion de la bola dual con el teorema de Alaoglu
obtenemos que

Corolario 3.20. Si E es separable, B es w* compacta.

3.4.2. Caso general

En espacios reflexivos, aunque no sean separables, tenemos algunas propiedades muy
litiles para sucesiones acotadas:

Teorema 3.21. Sea E reflexivo. Entonces

1. Toda sucesion (x,), C E acotada tiene una subsucesion w convergente.
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2. Toda sucesion (¢,), C E" acotada tiene una subsucesion w* convergente.

Demostracion. Podemos suponer que x, € Bg. El subespacio S = (x,), C E es separable,
y como E es reflexivo, entonces S es reflexivo (Proposicion 3.4).

Por el teorema de Alaoglu, la sucesion J(x,) € Bg» tiene una sucesion w* convergente,
esto es existe ¥ € §” tal que

J(x,)(@) D w(g), Vees’

Como § es reflexivo, ¥ = J(x) para algin x € §, luego

So(xnj) _J) (p(x), VQD E Sl’

Pero si f € E’, entonces ¢ = fls € S’, luego

F) = fls () = 0(x) > 0(x) = fls(x) = f(x),

y esto prueba que (x,;); C E es débilmente convergente.

La demostracion del segundo item es similar y queda como ejercicio para el lector. O

Enunciamos a continuacion el teorema general de compacidad débil* de la bola del
espacio dual. Para su demostracion, usaremos el Teorema de Tychonoff que afirma que
un producto arbitrario de espacios compactos, con la topologia producto, es compacto.

Teorema 3.22 (Banach-Alaoglu). Si E es normado, y (¢;)ic. C Bg/, entonces tiene una
subred w* convergente. Es decir, la bola del dual es w* compacta.

Demostracion. Para cada x € B, sea I, = {4 € K : |4 < ||[#ll}, que es un espacio
compacto. Consideramos T = [],cp, I, con la topologia producto, este resulta entonces
también un espacio compacto por el Teorema de Tychonoff. Consideramos la funcion
7: Bp — T dada por f = (f(x))sep,. Esta funcién es continua e inyectiva, si dotamos a
Bg de la topologla w*. Afirmamos que su imagen es cerrada. Supongamos entonces que

!
7(f)) = z €T, esto es (f), = fi(x) = z, para cada x € Bg. Definimos f : B — K como
f(x) = lim; fi(x) y extendemos linealmente, obtenemos una funcional lineal f : E — K.
Ahora si ||x]| <1, entonces

ol = lim fi(o)l = lim | /i)l <1

lo que nos dice que f es continua. Evidentemente 7(f) = lim; 7(f;) luego la imagen de 7
es cerrada. Si y; = 7(f)) —l> y=1(f) en T, se tiene fi(x) = f(x) para todo x € Bg. Pero

. . . W . .
entonces, por linealidad, se obtiene f; — f. Esto prueba que la inversa de 7 (definida en
7(Bg) € T) es continua. Como 7(Bg) es cerrado en el espacio compacto T, es compacto.
Como 7 es un homeomorfismo con su imagen, B, es compacta. O
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Corolario 3.23 (Teorema de Isomorfismo). Si E es un espacio de Banach entonces existe
un espacio compacto Hausdorff X tal que E es isométricamente isomorfo a un subespacio
cerrado de C(X).

Demostracion. Sea X = Bg con la topologia w*, que es un espacio compacto Hausdorff
por el teorema de Alaoglu. Sea i : E — C(X) dada por i(v) = f,, donde f, : X — K esta
dada por f,(¢) = ¢(v) para ¢ € X = Bg:. Es féacil ver que f, es continua, y que i es lineal.
Por otro lado

£l = suptlfu(@)l : ¢ € X} = supile(W)| : ¢ € Be} = |V,

la tultima igualdad es consecuencia del Teorema de Hahn-Banach. LLuego i es una iso-
metria y en particular es inyectiva. Como E es completo, i(E) es cerrado en C(X). |

§ Notemos que si E es Banach, como J : E — E” es una isometria y Bg es completa,
entonces J(Bg) es cerrada en Bg». Es facil ver que la inclusion es propia salvo que E
sea reflexivo. El siguiente resultado nos muestra que es siempre densa, si cambiamos la
topologta.

Teorema 3.24 (Goldstine). Si E es normado y J : E — E” denota la inclusion canonica,
entonces J(Bg) es w* densa en Bg».

Demostracion. Como Bg» = By, resulta w* compacta. Sea K = .](Tﬂ C Bgr, donde la
clausura la tomamos en la topologia w*. Entonces K es cerrado en un compacto, y por
ende compacto. Supongamos que existe ¥y € Bg» tal que ¥ ¢ K. Tomamos X = (E”, w")
que es un el.c. Tenemos que C = {Yo} no corta al compacto balanceado K. Existe
entonces por el teorema de separacion de Hahn-Banach (Corolario 2.12) una funcional
lineal f : E” — K que es w* continua y y > 0 tales que

|f(O)l <y <Ref(yo) VkeK.

Como f es w* continua en E”, existe ¢y € E’ tal que f(¥) = ¥(py) para toda ¥ € E”
(Ejercicio 19 Seccion 2.6). Entonces si x € Bg, J(x) € K y por ende

leo( = [J(x) (o)l = [FTCI <y < [f (o)l = Wolwo)l < [Ioll lleoll < lioll-
Tomando supremo sobre x € Bg se llega a una contradiccion. m|

Corolario 3.235. Sea E espacio de Banach, entonces son equivalentes:
1. E es reflexivo.
2. Bg es w-compacta.

Demostracion. Supongamos que E es reflexivo, entonces J(Bg) = Bgr es w* compacta
(pues E” = (E’)). Si (x))r es una red en Bg, J(x;) tiene entonces una subred w*
convergente a un punto ¢ = J(x) con x € Bg. Luego para toda ¢ € E’,

(x) = J(0)(@) > J@)() = @), (3.2)
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w
esto es, x;, — x en Bg.

Reciprocamente, sea (J(x;)),er una red en J(Bg). Si Bg es w compacta, entonces (x;)cr
tiene una subred w convergente a un elemento x € Bg; la cuenta recién hecha (3.2) nos
dice que J(x;,) es w" convergente a J(x). Luego J(Bg) C Bg» es w" compacta. Pero por
otro lado, el teorema de Goldstein nos dice que tiene que ser w* densa en Bg., luego
debe ser J(Bg) = Bg». Esto nos dice que J(E) = E” y entonces E es reflexivo. ]

Convexos y minimizantes

Dado C C E espacio de Banach, y x ¢ C, en el Ejercicio 13 de la Seccion 2.6 se le
pide al lector caracterizar la existencia de elementos minimizantes ¢y € C tales que

llco — x|| = dist(x, C) = inf||c — x]|,
ceC

usando el teorema de Hahn-Banach. A continuacion veremos que en un espacio refle-
xivo, siempre existe un tal elemento minimizante, y que si el mismo es estrictamente
convexo, este es unico.

Definicion 3.26 (Convexidad estricta). Sea E espacio normado, diremos que es estric-
tamente convexo si ||x + y|| = [|x|| + |[y]| implica necesariamente que x,y estan alineados.

§ Si x,y son nulos, no hay nada para decir. Si x # 0, estamos afirmando que en un
espacio estrictamente convexo si se verifica la igualdad en la desigualdad triangular,
entonces existe 4 € C tal que y = Ax. Pero entonces

1T+ Al = [l + Axl] = llx + yll =[xl + iyl = @ + [ADI]x].

Como x es no nulo, operando con esta identidad se arriba a 4 > 0, y de hecho debe ser
A= Iyl llxl=

Teorema 3.27 (Existencia y unicidad de minimantes a conjuntos convexos). Sea E
espacio de Banach reflexivo, sea C C E convexo cerrado y x ¢ C.

1. Existe ¢y € C tal que ||x — col| = dist(x, C).
2. Si E es estrictamente convexo, ¢y €S Unico.

Demostracion. Sea d = dist(x,C), si d = 0 tomamos ¢y = x. Sino, sea ¢, € C sucesion
minimizante, como
lleall < llc, — Xl + x|l < d + & + ||x]]

a partir de un ngy, podemos suponer que (c,), es acotada. Pasando a una subsucesion,
como E es reflexivo, podemos suponer que es débilmente convergente a un punto ¢y € E.
Como C es cerrado, también es débilmente cerrado (Ejercicio 22, Seccion 2.6), luego
co € C. Sea ¢ € E’, con ||¢|| < 1. Entonces

lo(x = el < llx = cll,
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tomando limite tenemos que
lp(x —co)l <d VYo € Bp.

Por el Teorema de Hahn-Banach (Ejercicio 15, Seccion 2.6), debe ser ||[x—co|| < d < ||x—]|
para todo ¢ € C, luego ¢y es minimizante.

Ahora supongamos que ci, c3 € C son minimizantes y que la norma es estrictamente
convexa, entonces como el promedio estd también en C, se tiene

Co —
2

c1+Co CiI— X
—xl =l

2l =
2 2 B

Co— X T — X
d<|| I <=M+

Por la convexidad estricta de la norma debe ser

1T — X Co— X
=A ,
2 2

con A =|lc; — x||llcg — x||”' =dd™ =1, luego ¢; — x = ¢y — x y esto prueba que ¢; = c,. O

3.4.3. Resultados adicionales: compacidad y reflexividad

§ A continuacion enunciamos (sin demostracion) dos teoremas importantes del ana-
lisis funcional, en particular sobre las topologias de los espacios de Banach, que no
utilizaremos en este curso.

Teorema 3.28 (Eberlein-Smulian). Sea E espacio de Banach, A C E. Entonces A es w
compacto si y solo si toda sucesion en A tiene una subsucesion débilmente convergente
en A.

§ Como la topologia débil no es metrizable en dimension infinita, no es cierto que toda
sucesion tenga una subsucesion convergente en un conjunto compacto (puede tener una
subred convergente, que no sea sucesion). Y reciprocamente, que toda sucesion tenga
una subsucesion convergente, no dice que toda red tenga una subred convergente. De
ahi la utilidad de el Teorema de Eberlein-Smulian. Una prueba accesible, que sélo utiliza
los Teoremas de Hahn-Banach y de Alaoglu, puede encontrarse en el articulo de Whitley
de 1967 [18].

Combinando el Teorema de Eberlein-Smulian con el Teorema 3.25, obtenemos

Corolario 3.29. Un espacio de Banach E es reflexivo siy solo si toda sucesion (x,), C Bg
tiene una subsucesion débilmente convergente en Bg.

Otra caracterizacion ttil de la reflexividad la da el Teorema de James.

Teorema 3.30 (James). Un espacio de Banach E es reflexivo si y solo si toda ¢ € E’
alcanza su norma en Bp.
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§ Si E es reflexivo, entonces la bola By es débilmente compacta por el Teorema 3.25,
y es facil ver que toda ¢ € E’ alcanza su maximo en Bg (o directamente usando el
teorema de Hahn-Banach y la reflexividad). De demostracion mucho mds compleja es
la implicacion reciproca que enuncia el Teorema de James, y de hecho el teorema se
extiende a conjuntos débilmente cerrados. Su prueba puede hallarse en un articulo del
mismo James de 1964 [8].

3.5. Ejercicios

En esta seccion de ejercicios, E, F denotan espacios normados.

1. Definamos ¢, : E — C por ¢,(x1, X2,...) = X,.

a) Si E = {? probar que ¢, “50. spn — 07

b) Si E = ¢ probar que ¢, € Bg,¥n € N pero que (¢,).en no tiene ninguna
subsucesion w*-convergente. jContradice esto el hecho de que (Bg,w") es
compacta?

2. Sea J: E — E” la inclusion canonica,

a) Probar que J es un homeomorfismo entre E, y J(E) (este tltimo con la
topologia w”).

b) Probar que si E es Banach, J(Bg) es fuertemente cerrado en Bg», y que E es
reflexivo si y solo si vale la igualdad J(Bg) = Bg».

3. Sea E normado, J : E — E”, j: E' — E’ las respectivas inclusiones canonicas.
Probar que J' o j =idg y que P = joJ' : E” — E’ es un proyector con rango
J(E). Concluir que j(E") es complementado en E’”.

4. Probar que si E es reflexivo, para toda ¢ € E’ existe x € Bg tal que ||¢|| = ¢(x).

5. Probar que si E es reflexivo, toda sucesion (¢,).cn C E’ acotada tiene una subsu-
cesion w* convergente.
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4. Operadores lineales

Hugo Steinheaus consideraba que su
descubrimiento matemadtico mas grande
era ... Stephan Banach.

BArry SimMon

En este capitulo estudiaremos con mas detalle propiedades de operadores entre es-
pacios vectoriales normados y sus duales.

4.1. Principio de acotacion uniforme

En esta seccion estudiaremos algunas consecuencias del Teorema de Baire en espa-
cios normados, para ello primero recordemos este teorema, en la version que usaremos
mds a menudo (para una prueba, ver por ejemplo el libro de Rudin [15, Theorem 2.2]).

Recordemos que un conjunto es nunca denso si su clausura tiene interior vacto.

Teorema 4.1 (Baire). Sea (X, d) espacio métrico completo no vacio, entonces X no puede
ser union numerable de conjuntos cerrados nunca densos. Luego si X es union numerable
de conjuntos cerrados, alguno de ellos tiene interior no vacio.

§ Esta coleccion que sigue de resultados (y sus variantes) suelen conocerse como Teo-
remas de Banach-Steinhaus.

Teorema 4.2 (PAU - Principio de Acotacién Uniforme). Sean E, F' espacios normados
con E completo, y {T;}ic; € L(E, F). Si para cada x € E, el conjunto {T;x};c; C F es acotado,
entonces el conjunto {||T||};c; es acotado en R.

Demostracion. Sea E, = {x € E : ||[Tix|| < n Vi € I}. Cada uno de estos conjuntos
es cerrado pues los 7; son continuos, y es facil ver que son convexos, balanceados y
contienen al 0 € E. Afirmamos que E = U,E,, en caso contrario existiria O # xg € E
tal que, para todo n € N existe i = i(n) € I de manera tal que ||T; xo|| > n. Pero esto
contradice que el conjunto {7;x¢};c; es acotado en F.
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Por el teorema de Baire, existe entonces N € N tal que Ey tiene interior no vacio.
Luego podemos afirmar que 0 € int(Ey) (Ejercicio 22 Seccion 2.6). Luego existe r > 0

tal que si ||x]| < r, entonces x € Ey. Si x # 0, normalizando x como y = ﬁ obtenemos

IT;y|l < N para todo i € I (para cualquier 0 < 6 < r), luego ||T;]| < N/r paratodoiel. O

Corolario 4.3 (Limites puntuales son acotados). Sea (T,), € L(E,F) con E Banachy F
normado. Si para cada x € E, T,x es convergente en F, entonces existe T € L(E, F) con

71| < lim inf ||7,]

y ademads lim,, T,x = Tx para cada x € E.

Demostracion. Como T,x es convergente, en particular es acotada, en principio con una
cota para cada x € E. Pero el PAU nos dice entonces que la familia ||7,|| es acotada,
luego definiendo 7x = lim,, T,,x se tiene

|7 x]| = || lim T, x|| = lim ||T,x|| = liminf ||7,,x|| < liminf ||7,|| ||x]|.
O

§ Cuando una sucesion o red de operadores tiende puntualmente a otro operador (eva-
luando en cada x del dominio), decimos que 7, tiende a T fuertemente, o que tiende en
la topologia fuerte de operadores. Se suele denotar

SOT- lilgn T,=T.

Asimismo, si T, tiende a T para cada x € E y cada f € F’,
f(Tx) > f(T)

decimos que T, tiende a T en la topologia débil de operadores. Se suele denotar
WOT- lign T,=T.

Invitamos al lector a verificar que si T,,T € L(E, F) entonces

(-1l WOT

T, >T=T, 5T=T, —T,

y también que
(-l wOoT

T, >T=T, >T=T, —T.

Corolario 4.4 (Continuidad débil y continuidad). Sean E, F normados con T : E — F
lineal. Entonces T € L(E,F) si y solo si T es w-continuo.
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w )
Demostracion. Si T es continuo, x; > 0y f € F’, entonces f(Tx;) = (foT)(x;)— 0 pues
foT € E’. Ahora supongamos que 7 es w continuo y supongamos que 7' no es acotado
Entonces existe {x,,},, C Bg tales que ||Txn|| n® para cada n € N. Pero y, = n"'x, — 0

en norma luego y, %0, asi que Ty, 2 0. Entonces para cada f € F’, {f(Ty,)}, C K es
un conjunto acotado. Pero f(Ty,) = J(Ty,)(f), y esto dice que el conjunto {J(Ty,)}, estd
puntualmente acotado como familia de operadores de F’ en K. Como F’ es completo, la
familia estd uniformemente acotada por el PAU, esto es

Tyl = J(Ty)l <M VneN.

Esto contradice nuestra hipotesis ||Ty,| = ||T || > n para todo n € N. O

Teorema 4.5 (Banach-Saks). Sea H Hilbert, x,(x,), C H tales que x, “ x. Entonces
existe una subsucesion (x,, ) tal que los promedios de Césaro

L
:E;

convergen en norma a Xx.

Demostracion. Restando x tanto a x, como a z,,, podemos suponer que x, tiende débil-
mente a cero. Luego existe C > 0 tal que ||x,|| < C para todo n (Ejercicio 2 Seccion 4.6).

n .
Tomamos x,, = x1, como {x,, x;) — 0, elegimos x,, de manera que [{x,,, x1)| < 1/22. Ahora
elegimos x,, de manera tal que

(g5 X ) < 1/2%, (g0 X, )| < 1728,

esto es posible porque tanto {x,, x,,) como {x,, X,,) tienden a cero. Una vez elegidos x,,,
1< j< k-1, elegimos x, de manera tal que

(X, X )l <27, V1< j<k-1.

Afirmamos que esta subsucesion tiene la propiedad deseada, es decir que sus promedios
Césaro tienden a cero. Para probarlo, observamos que

m m k-1 m k-1

1 2 C%m 2
lnl? = =5 >l I+ ZZRe<xnk,xn,><— = D K 3
m k=1 I’I’l k=1 j=1 m k=1 j=1
2 28E 1 "k —
= S D
k=1 j=1 k=1

C? 2 & C: 2m C*+2
m mzz m  m? m

>~
Il

1

O

§ Invitamos al lector a generalizar este teorema a los espacios LP(X, u), con 1 < p < oo.

63



4.2. TEOREMA DE LA FUNCION ABIERTA

Conjuntos débilmente acotados

Teorema 4.6. Si E es normado, entonces A C E es acotado en norma si y solo si es
débilmente acotado. Si ademas E es completo, entonces un conjunto B C E’ es w* acotado
si y solo si es acotado en norma.

Demostracion. Si A es acotado en norma estd dentro de alguna bola de radio C > 0.
Entonces para toda ¢ € E’

pe(x) = lp()l < il 1l < lpllC = ¢,

para todo x € A, lo que prueba que A es acotado en E,,.

Reciprocamente, si A es acotado en E,,, tenemos |J(¢)| = |p(x)| < ¢, para cada ¢ € E,
para todo x € A. O sea la familia (J,)es € E” = L(E',K) esta puntualmente acotada.
Como E’ siempre es completo cuando E es normado, el principio de acotacion uniforme
nos dice que existe C > 0 tal que la familia (J,) esta uniformemente acotada, esto es
SUP) izt |/,(¢)] < C para todo x € A. Pero entonces, para cada x € A, ||x|| = ||/,]| < C lo
que prueba que A es acotado en norma.

La segunda afirmacion queda para verificar por el lector, teniendo en cuenta que
ahora |p(x)| = px(¢). o

Con la misma demostracion y usando el teorema de Alaoglu:

Teorema 4.7. Sea E espacio de Banach.

1. Si A C E’ es w"-cerrado, entonces A es w*-compacto si y solo si es acotado en
norma.

2. Si E es reflexivo y A C E es w-cerrado, entonces A es w-compacto si y solo si es
acotado en norma.

4.2. Teorema de la funcion abierta

Teorema 4.8 (Teorema de la funcion abierta). Sean E,F Banach, T € L(E,F), con
S = Ran(T) cerrado. Entonces T es una funcion abierta de E en S. En particular si T es
biyectivo, es un homeomorfismo,y T~' € L(F,E).

Demostracion. Por la linealidad de T basta probar que si B}, = {x € E : ||x]| <1}, entonces
T(Bj) contiene algin entorno abierto de 0 € §. Claramente

y por el teorema de Baire existe N € N tal que N T(B}) tiene interior no vacto. Como

este conjunto es convexo y balanceado, sabemos que 0 € E es punto interior de T(B;’E)
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(Ejercicio 22, Seccion 2.6), digamos 6B C T(B%) para algin ¢ > 0 (B; denota la bola
unitaria abierta en §S).

Basta entonces ver que T (B%) C 2T(By) para probar que T es abierta, puesto que en
ese caso,

5 [e] [e]
5 Bs C T(BY).

Para ello, sea ye T (B;'E), tomamos x; € By, tal que [y — Txi|| < 6/2, luego

y—Tx € ng c 1/zT(B;_) = T(1/2 B°E).

Tomamos entonces x; € /2 By, tal que |ly — T'x; — Tx|| < 6/4, para obtener

6 o o o]
y=Tx-Txy € 2B YaT (By) =T (YaBy).
Procedemos inductivamente para obtener una sucesion (x,), C E de manera tal que

X, €

B - ; Tx; € %Bg c T (2 By).

Como X, |lx.ll < 2., 2,,1_1 =2, la suma ), x, € E es convergente (Ejercicio 9, Seccion 1.5)
y ademds si x = 3, x,,, [|x]| < 2, esto es x € 2 B}.. Por otro lado,

- s
Iy =D Txill < 5
=1

luego
y= ) Tx;=T() x)=TxeT@2B}) =2T(B)).
J

O
Corolario 4.9. Si X es espacio de Banach para dos normas tales que || - |l; < C|| - |l
entonces ambas normas son equivalentes.
Demostracion. El operador i : (X,|| - |l2) = (X,]|| - |l1) es acotado (tiene norma menor o
igual a C) y es claramente biyectivo. Luego su inversa también es acotada y esto dice
que existe K > 0 tal que || - |l < K]| - |- o

El teorema de la funcién abierta, en el caso que T sea biyectivo, nos dice que la
inversa es acotada, luego
-1 -1
[lxll = NT~"T x| < 1T T x|l

equivalentemente existe C > 0 tal que [|Tx||C > ||x|| para todo x € E. En general, una tal
desigualdad nos dice que T es acotado inferiormente.
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§ Notemos que si A € L(E, F) es acotado inferiormente, entonces es inyectivo. Pero si
ademds E es completo, entonces A tiene rango cerrado: si Ax, — y, entonces ||x, — x,,|| <
CllA(x, — x|l = CllAx, — Ax,l|, luego (x,), es de Cauchy en E, por ende convergente a
x € E. Pero entonces y = lim, Ax, = Alim, x, = Ax, lo que prueba que y € RanA.

El siguiente teorema da una reciproca de los resultados recién comentados, en el
caso en que tanto E como F sean completos.

Teorema 4.10. Sean E,F Banach y T € L(E,F). Si RanT es cerrado, entonces existe
una constante C > 0 de manera que para cada y = Tx € RanT, existe xy € E tal que
y = Txo y ademads ||xo|| < C||Txoll = Cllyll.

Demostracién. Consideramos T : E/kerT — RanT dado por T[x] = Tx. Este operador
estd bien definido pues si [x] = [y] entonces x—y € ker T luego Tx = Ty. Es facil ver que
es lineal, pero ademds para cada x € E, s € ker T,

IT [l = T x| = 1T Cx = )l < IT Il = sll,

y tomando infimo sobre s € kerT se tiene NTIx < NI luego T es acotado.
Notemos que tanto E/ker T como RanT son espacios de Banach, y que T es biyectivo.
Por el teorema de la funcion abierta, su inversa estd acotada, o equivalentemente, esta
acotado inferiormente. Esto es, existe R > 0 tal que IT[x]IIR = |I[x]|l. Ahora dado y=Tx
en el rango de T, tomamos sy € kerT tal que ||x — sol| < ||[[x]|| + R||Tx||. Entonces, si
Xo = X — S, se tiene Txg = Tx =y; ademas

lIxoll = llxx = soll < IILx]Il + RIT x| < RIT[x]ll + RITxl| = 2RIT x| = CITxoll = Cllyll

donde obviamente, C = 2R. O

4.2.1. Bases de Schauder

Una base de Schauder en un espacio de Banach E es una sucesion {e,}, C E tal que
todo x € E se escribe de manera tinica como

X = E Xpén
n>1
donde x, € K y la convergencia es en norma. Vamos a suponer siempre que la base estd
normalizada, esto es |le,|| = 1 para todo n.

Denotemos e, : E — K a la funcién que asigna a cada x € E su coordenada en la
base, esto es e, (x) = x,, es claro que es una funcional lineal. Se las denomina funciones
coordenadas de la base. Por otro lado, si P, : E — E denota

P.(x) = P, [Z xjej) = [Z x,-e,»],

Jjz1 J=1
entonces este es un operador lineal e idempotente, denominado proyector a la base. De

. . . n
la convergencia en norma de la serie, deducimos que para cada x € E, |[|x — P,x|| = 0.
Decimos entonces que (P,), es una aproximacion de la identidad de E.
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Teorema 4.11. Si {e,}, es base de Schauder en E espacio de Banach, entonces los
proyectores de la base y las funciones coordenadas son continuas. Ademas existe K > 1
tal que ||P,|| < K y lle)|l < 2K para todo n € N.

Demostracion. Como toda serie convergente en E es acotada, podemos considerar

n n
||x][y = sup || xjej|l = sup|| €’~(x)€j||,
J
noin =1

que es claramente una seminorma en E, pero como

n n
bl = 1l Tim " xje il = lim || Y xje;ll < iy,
n—oo n—oo
=1 =
se trata de una norma que verifica ||x|| < ||x|l; para todo x € E. Observemos ademads que
le, (Ol = 1xa| = [IxXaenll = 1Pyx = Pyl < ||Ppxl] + 1Pyl < 2l[x]ls- 4.1

Veamos que (E, ||-[l}) es completo. Sea (x;); C E de Cauchy en || ||;, entonces dado £ > 0
existe J € N tal que [, j > J implica

le;,(x; —x)I < 2llx; —xlh < &

luego (e,(x;)); C K es de Cauchy para cada n, luego converge a y, € K. Ahora notamos
que

N N

1) 0w =eiedl = 1 Y lim(e(x0) = €, (x;el
n=1 n=1 .

= lim|| E(e;(m — ey (xel

N
= Jim | Z_lke;(xk = x))el

N

N
lim sup|| > (e;(xe = x))esll = lim flxe = x/lli < &
k—oo n o k—o0

st j > J, esto es
N

1D 0w —epxenll <& (42)

n=1
para todo N € N, si j > J.

Como x; = ), e,(x,)e, es convergente en E, existe también ny tal que st N > n >
ny(J), entonces

N
1> expell <&
I=n
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Luego si n > ny,

=
A
|

sup ||Zyzel|| sup [||Z(yz—e,(xf)el||+||Ze,<xf)ez||)

I=n n<N<n+p n<N<n+p
< sup (IIZ(w — €j(xpel + ||Z()’1 —€[(xpel +8)
n<N<n+p
Esto prueba que ), ye; es de Cauchy en || - ||;, pero como || - || < || - |l;, también es de

Cauchy en E. Como E es completo, la serie es convergente en E, definiendo un elemento
y = Y., nen € E. Pero por la ecuacion (4.2), tomando supremo sobre N € N, se tiene que
en realidad y es el limite en norma || -[|; de (x;);.

El Corolario 4.9 nos dice entonces que ambas normas son equivalentes, en particular
existe K > 0 tal que || -|l; < K]|| - ||. Se tiene, para cada n € N y cada x € E,

n
1P, GOl = 1) xje il < Il < K,
j=1

lo que prueba que los proyectores P, son acotados (uniformemente). Por tiltimo, de la
ecuacion (4.1) se deduce que

le, Ol < 1Pyxl] + [|1Pp-rxll < 2Kl

lo que prueba en particular que las funciones coordenadas son continuas en E, y estan
uniformemente acotadas. m|

§ La familia (P,), C L(E) es una aproximacion de la identidad con operadores (unifor-
memente) acotados de rango finito. No es cierto en general que Py tienda en norma a
1 € L(E) pero si es cierto de acuerdo a la observacion previa al teorema que

sor-lim P, = 1.

Observacion 4.12. De la definicion de base de Schauder, a partir de la existencia
y unicidad de escritura en la base, se deduce que {e,}, es un conjunto linealmente
independiente, y que el subespacio generado es denso en E. Podemos definir entonces
una funcion i : E — £~ que asigna a cada x € E sus coordenadas en la base, esto es
i(x), = x, = e,(x). Esta aplicacion es lineal e inyectiva, pero ademas

li(0)lleo = sup e, ()] < 2K]|x]|

lo que prueba que es continua. Asi que todo espacio de Banach con base de Schauder
se inyecta de manera continua en £, es un “espacio de sucesiones”.
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4.3. Teorema del Grafico cerrado

§ Dados dos espacios normados E, F, el producto E X F' es un espacio vectorial con las
operaciones coordenada a coordenada, y tiene una estructura de espacio normado dada
por

11Ce, I = [lxl] + [[yll-
Si E, F son completos es féacil ver que E X F' con esta norma es completo.

La eleccion de la suma en principio es arbitraria, otras normas equivalentes en EXF
pueden ser
Yp
ICe I = Al + 1D

para un dado 1 < p < oo (0 tomar el maximo de ambas normas). Si E, F' son espacios
con producto interno, la eleccion p = 2 hace de £ X F un espacio con producto interno.

Dado T : E — F lineal, el grdfico de T
Gr(T)={(x,y) e EXF :y=Tx} ={(x,Tx) : x € Dom(T)}
es un subespacio de E X F.

Teorema 4.13 (Teorema del Grafico Cerrado). Si E, F son espacios de Banach, entonces
T : E — F lineal es acotado si y solo si el grdfico de T es cerrado en E X F.

Demostracion. Si T es acotado entonces x — (x,7Tx) es continua y es facil ver que su
imagen, que es Gr(T), es cerrada en E X F. Supongamos ahora que Gr(T) es cerrado,
como el producto E X F es un espacio de Banach también lo es Gr(T). Consideramos las
proyecciones P; : Gr(T) — E, Py : Gr(T) — F. Ambos son operadores lineales acotados
entre espacios de Banach, pero P; es biyectivo, luego su inversa P} V' E - Gr(T) es
acotada por el teorema de la funcion abierta. Para cada x € E, se tiene Pz(Pl‘l(x)) =
Py(x,Tx)=Tx, estoes T = PgPl_l, y como ambos son acotados, T resulta acotado. O

§ SiT: E — F eslineal y E, F son Banach, basta con verificar que si x, — x en E,
y Tx, — y en F, entonces Tx = y. En contraste con lo que uno haria si no tuviera el
teorema del grafico cerrado, que seria probar que si x, — x en E entonces existe y € F
tal que Tx, — yy ademds Tx = y. Trasladando al origen x, — x, se tiene el titil corolario:

Corolario 4.14 (Grafico cerrado). Sea T : E — F lineal con E, F Banach. Entonces si
siempre vale
X, > 0,Tx, > y=y=0,

resulta T acotado.
4.3.1. Proyecciones
§ Si E es un espacio normado y P : E — E es lineal e idempotente (P? = P), entonces

RanP = ker(1 — P) y ademads
E = ker P ® RanP.
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Si P es acotado, claramente ambos subespacios son cerrados. Veamos que esta condicion
equivale a la continuidad de P en un espacio de Banach, como una aplicacion del
Teorema del Grafico Cerrado.

Lema 4.15. Sea E espacio de Banach y P : E — E lineal e idempotente. Entonces P es
acotado si y solo si RanP, ker(P) son cerrados.

Demostracion. Ya vimos que si P es continuo, ambos subespacios son cerrados. Supon-
gamos ahora que ambos subespacios son cerrados. Sea (x,, Px,) € Gr(P) que converge
a (x,y) € E x E. Entonces P(x, — Px,) = Px, — Px, = 0, luego x, — Px, € ker P, lue-
go x —y € kerP, esto es Py = Px. Por otro lado (1 — P)Px, = 0 también, y como
ker(1 — P) = RanP también es cerrado, debe ser y € ker(1 — P). Luego y = Py = Px. m|

§ Diremos que un idempotente P2 = P lineal es un proyector, y en el caso en que sea
un operador acotado, notemos que como ||Px| = ||PPx| < ||P||||Px||, se verifica ||P|| > 1.
Como Q =1- P también es un proyector, se tiene también ||1 — P|| > 1.

Corolario 4.16. Sea S C E es un subespacio cerrado de un espacio de Banach, entonces
S es suplementado (con suplemento cerrado M) si y solo si existe un idempotente acotado
P tal que S = RanP.

Demostracion. Si existe un tal proyector, tomando M = ker P se tiene que S, M son
cerrados y E = S @ M. Reciprocamente, st E =S &M con S, M cerrados, dado z = x+y €
S @M, definimos Pz = x. Es facil ver que P es un proyector. Como RanP =S, kerP = M
y ambos son cerrados, el lema anterior nos dice que P es acotado. |

Observacion 4.17. Un caso importante de estas consideraciones ocurre cuando S (ce-
rrado) tiene dimension o codimension finita, ya que en ese caso siempre tiene un su-
plemento cerrado, luego existe P proyector acotado con RanP = § (Ejercicio 8 Seccion
2.6).

4.4. Operador traspuesto

Definicion 4.18 (Traspuesto de un operador lineal). Sean E,F espacios normados,
T e L(EF), feF'.Como foT € FE’, induce un operador lineal 7’ : F’ — E’ dado por

T'f=foT,

es decir T’ f(x) = f(Tx) para x € E. Este operador se conoce como operador traspuesto
de T.

Lema 4.19. Si T; € L(E,F)y S € L(F,G) con E, F,G normados, entonces
1. T" € L(F',E") y ademas ||T’|| = ||T||.

2. (Ty+Ty) =T} + Ty, (ATY = AT",
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3. STy =T'S’,
4. T”JE = JFT

Demostracion. Como ||T'f|| = |If o TIl < |IfIIIIT], se deduce T" € L(F',E’), y ademds
IIT’]] < ||IT||. Pero por otro lado, para cada x € Bg, f € Bp,

Tl =T fOl =TT HI < IOHIT Al = IAHT AL < 1T Il < T

y entonces (Ejercicio 15 Seccién 2.6), tomando méaximo sobre f € B obtenemos ||7Tx|| <
IIT’||, y tomando supremo sobre x € Bg, obtenemos ||T|| < ||T’||. Esto es, ||T’|| = ||T].

Las verificaciones del segundo item quedan a cargo del lector, y respecto al tercero,
si g € G’, entonces por definicion

STYg=g8T)=@S)T=ES"'9)T =T'(S'g) =(T'S')g.
Por ultimo, para cada x € E, f € F’,

T"Jp(0)f =T (e f = VeI f = Jp(OT' f = Je() ST = fTx = Jp(Tx)f.
O

§ Las propiedades que relacionan el rango y el niicleo de 7 con los de 7’ son bastante
ltiles, cabe recordar que el anulador de un conjunto S C E es

St={peE :¢(s)=0 VYseS},
mientras que el preanulador de un conjunto M C F’ es
*M={yeF:f(y)=0 VfeM)

Es fécil ver que ambos conjuntos son cerrados en norma. Ver los Ejercicios 9 y 29 en
la Seccién 2.6 para mas propiedades.

Veamos una propiedad importante no trivial del operador traspuesto:

Proposicion 4.20. Si E, F son espacios de Banach y T € L(E,F) tiene rango cerrado,
entonces Ran(T’) = ker T+ y en particular T’ tiene rango cerrado.

Demostracion. Sea ¢ € ker(T)*, es decir ¢ € E’ y ¢(x) = 0 para todo x € ker T. Definimos
f :RanT — K como
f(Tx) = ¢(x) para x € E.

Estd bien definida pues si Tx = Ty, entonces x —y € ker T, luego ¢(x) = ¢(y). También
es facil ver que es lineal. Como T tiene rango cerrado, existe C > 0 tal que para todo
y = Tx en el rango de T, existe xo € E tal que |[xo|| < Cl|ITxo|| = Cllyl| (Teorema 4.10).
Luego

|F(Tx)| = 1f(Tx0)l = l(xo)l < llepll1xoll < CllglHITxoll = Cliepl 1T xll,
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es decir [f(¥)| < Cll¢ll [yl en el rango de T. Por el teorema de Hahn-Banach, f se extiende
a una f € F’ con la misma norma, y para esta extension se tiene

p(x) = f(Tx)=T"f(x),

luego ¢ = T'f y esto dice que kerT+ C Ran(T’). La otra inclusion es trivial y queda
como ejercicio. |

Corolario 4.21. Si T € L(E, F) es inversible entonces T' € L(F’, E’) es inversible.

Demostracion. Si T es inversible, entonces en particular tiene rango cerrado, luego 7’
tiene rango cerrado pero ademds Ran(7’) = ker(T)* = {0} = E’ por lo recién probado.
Por otro lado ker(7”) = Ran(T)* (Ejercicio 12, Seccién 4.6), pero como T es sobreyectivo,
ker(T") = {0}. O

§ Como T"Jg = JeT, si T’ es inversible, se sigue que 7" es inversible y luego 7x = 0
implica T"Jgx = JpTx = 0 luego Jgx = 0, pero entonces x = 0, es decir, T resulta
inyectivo.

Cuando E es reflexivo es facil ver si 7’ es inversible, entonces 7T es también sobre-
yectivo: dado y € F, existe ¢’ € E” tal que T"”e” = Jr(y) pues T” es sobreyectivo, pero
como E es reflexivo ¢’ = Jg(e) para algun e € E, luego Jp(y) = T"Jg(e) = JrT(e) y
entonces y = Te.

§ Resumiendo, si 7’ es inversible y E es reflexivo, entonces T es inversible.

4.4.1. El traspuesto en espacios localmente convexos

Como ya mencionamos, podemos considerar en E’ la topologia w* aunque E no sea
normado; basta con que E sea un e.v.t. para poder definir esta nocion, y resulta ast que
(E’,w") es un espacio localmente convexo. Entonces si T : E — F es lineal y continuo,
y E,F son e.v.t. podemos definir 7°f = f o T que resulta un elemento de E’ por ser
composicion de dos operadores lineales continuos.

La continuidad de 7’ es un poco mds delicada, pues depende de las topologias que
deseemos considerar en E’, F’. En el caso particular en el que en ambos miramos la w*,
es inmediato de la definicion que 7" resulta continuo.

Sin embargo, consideraremos en la proxima seccion operadores lineales 7 : £ — F
donde uno de los espacios es normado y el otro sélo es localmente convexo; alli en cada
caso hay que estudiar la continuidad de 7’ si dotamos a un dual de la topologia de la
norma (el dual del normado) y al otro de la w* (el dual del localmente convexo).

4.5. Transformada de Fourier

En esta seccién desarrollamos los fundamentos del operador lineal conocido como
transformada de Fourier.
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Sea S(R") el espacio de Schwartz (Ejercicio 22, Seccion 1.5), de funciones a valores
complejos. Recordemos que la convergencia estda dada por la familia de seminormas

1 o = Sﬁ,?(l + [1xD 0 £ ().

donde k € Ny y a € Njj es un multi-indice.

Necesitamos algunas comparaciones entre espacios antes de proseguir. Como

IxlHACOl < @+ [IXIDLFCOL < (1 f Mo < o0,
toda funcion del espacio de Schwartz tiende a cero en infinito. Entonces

Lema 4.22. Se tiene una cadena de inclusiones continuas
DR") =CXR") c SR") c CFR") € Co(R") € L¥(R")

donde el tercer conjunto indica las funciones suaves que tienden a cero en infinito, y el
cuarto indica las funciones continuas que tienden a cero en infinito con la norma infinito.

Demostracion. Veamos que las inclusiones son continuas; las tinicas a verificar son las
primeras tres ya que se sobreentiende que los ultimos dos espacios tienen la convergencia
en norma infinito.

Sea Dy C D las funciones test con soporte en el compacto Ky = {x : ||x]| < N}.
Tenemos i : D — S que es lineal, queremos ver que es continuo. Pero por la definicion
de la topologia de D (un conjunto es entorno abierto de cero si cortado con cada Dk, es
abierto), basta probar que i|p, es continuo para cada N € N. Entonces si f € Dy, k € N
y @ es un multi-indice,

1Nl = sup(L+ XD 10 f(0)] < (1 + NY* sup |0° f(x)|
xeKy xeKn
ast que si f, = 0 € Dy, se tiene f, — 0 en S, luego i es continua.

Veamos ahora la segunda inclusién i : S — C. Se tiene para f € S

sup 0% f(Ol = 11 fllao < o0

y entonces f, —» 0 en S, f, = 0 en CJ (el término de la izquierda da las seminormas
de este ultimo espacio).

Respecto de la tercer inclusion, también es muy simple la continuidad ya que la
norma infinito es una de las seminormas de C;’. O

Observacion 4.23. Como las funciones de soporte compacto son densas en L (con la
norma infinito), entonces tambicn el espacio de Schwarz es denso en Ly en Cy (con
la norma infinito).
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Observacion 4.24. Si i : E — F es una inclusion de espacios normados, i’ : F/ — E’
dada por ’(¢)(x) = ¢(i(x)) = ¢(x) da una aplicacion entre los duales (no necesariamente
inyectiva). Si i es continua, entonces i’ es continua en norma.

Ahora bien, si i : E — F es una inclusion continua de espacios vectoriales topologi-
cos, la misma definicion da una aplicacion i’ : F/ — E’ y si les damos a los duales la
topologla w* (convergencia puntual), entonces i’ resulta continua: st ¢; = 0 w* en F’,

I
entonces i'¢;(x) = ¢;(x)— 0 para cada x € E.

Denotando M(R") a las medidas de Borel regulares finitas u en R”, y por el Teorema
de Riesz-Markov (Teorema 2.21), tenemos una cadena de inclusiones continuas

MMER") c S'(R") c D'(R")
donde los espacios los consideramos con la topologia w*. Por la densidad de S en Cy, y

la densidad de D en S (Proposicion 4.26), estas inclusiones también son densas.

Observacion 4.25 (Multi-indices y la formula de Leibniz). Para cada multi-indice a =
(ay,...,a,) € N7, denotamos el combinatorio de multi-indices @, 8 como

)= G ) )
1 2 n
y les damos un orden parcial a los multi-indices tomando el orden coordenada a coor-

denada,
,8<a<=),8i<cyi VYiell,...,n}

No es dificil probar entonces que si f,g € C*(R"), vale la formula de Leibniz para la

derivada del producto,
a
a(l — 81/ aa/—v
/g E (V) f07’g

v<a

También, dado x e R", x = (xq,...,, Xx,), denotamos
@ _ a1 Q@2 @,
X =x1x Xy

Probaremos ahora que las funciones de soporte compacto son densas en el espacio
de Schwartz, en la topologia del espacio de Schwartz.

Proposicion 4.26 (C° es denso en S). Sea f € S(R"). Entonces existe una sucesion de
funciones (¢y)nv C CZ(R") tales que ¢y 5 f en S(R").

Demostracion. Sea j > 0 una funcion suave tal que j(x) = 0 si ||x]] > 2, y j(x) =1
st ||x]] < 1. Consideramos ¢yn(x) = f(x)j(x/N), claramente ¢y es suave y tiene soporte
compacto (de hecho, su soporte estd contenido en ||x|| < 2N). Veamos que converge a f
en el espacio de Schwarz. Para eso, primero observemos que dado k € Ny, como

(L + D + D 1l < 1 llosesas
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entonces (1+ ||x|])¥|f(x)| tiende a cero en infinito, en particular dado & > 0, existe Ny € N
tal que ||x|| = N > Ny implica

A+ D )l < &/2.
Luego como siempre |1 — j(x/N)| < 2,
A+ [IxID pn(x) = fOl = (A + KD O = j(x/N)|

esta cantidad es nula si [|x|| < N (pues [|x/N|| < 1), y menor a € si ||x]| > N > Ny. Luego
lpn — fllox < & st N > Np.

Ahora dado un multi-indice @, por la formula de Leibniz y la regla de la cadena,

1 a|=v|
Z (‘j) (ﬁ) 9" F()™ j(x/N)

1 =Vl
)y (a) (_) 0" f(0)"™ j(x/N) + j(x/N)O" f.
v<a v N

PN

Con esto,

10%(¢n — )X

6" () = 0 ()
1
> (Q)—Iayf(x)t?“‘vj(x/N)l +1G/N) = 116" £

N

v | Nlel=

v<a

1
<N Z (Cj)lﬁvf O10*™ j(x/N)| + 1 j(x/N) — 1]18° f ().

v<a

La tltima parte, atin multiplicada por (1 + ||x]))*, la podemos hacer tan pequefia como
deseemos en R", para N > N, repitiendo el argumento que usamos para acotar f.

Veamos que la primer parte de la suma (tambien multiplicada por este factor adi-
cional) estd acotada en R"; como estd multiplicada por N7, habremos entonces probado

que |l¢y = fllox A 0 para todo k € N y todo multi-indice a.
Notemos que &°j(x/N) se anula en ||x|| > 2N, luego hay una cota uniforme

M = méx sup |0° j(y)| < oo,

<a yeR™

y entonces

[0

(1+||x||k>2(j)|an(x)| 0 j/N < MY+ 1D F o)

v<a v<a

< M) (V)ufuv,k.

v<a

v

S
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§ Notamos ahora que para cada n € Ny cada 1 < p < oo, existe K = K(n, p) € N tal que

1
I =1(n, = ——d
n-p) fR @+ ke =

Entonces, para cada cada f € S(R"),

1
fR 1P dx = fR AN G de < Ifly <. @3

Observacion 4.27. La cota recién obtenida nos dice entonces que para toda f € S, se
tiene

IA1lp < Cllfllo.x

donde ||fllo.x = sup(l + ||x|)X|f(x)|, y las constantes C,K dependen tnicamente de n, p.
xeR?
Se deduce entonces que también

S(R") c L”(R")

de manera continua para cada 1 < p < oo y la inclusion es ademds densa en L? (con la
norma p) pues C.° es denso en L?.

Dualizando también tenemos una inclusion (L?)" ¢ &', pero en base a la identifica-
cion (L?)" = L1 dada por la integral, podemos dar mds precision a esta afirmacion, cosa
que haremos mas adelante (Lema 4.40).

4.5.1. La transformada como operador de S(R")

Por la observacion anterior, toda f € S(R") es integrable. Definimos entonces la
transformada de Fourier de f como

Ffw =

1 .
(27‘()”/2 »fR” e_l X'Ll f(X) dx.

En ocasiones es practico usar la notacion
f=75r

Asimismo, definimos la antitransformada de Fourier de f € S(R") como

1 :
(271_),,/2 fRn P f(u) du

f=FF
Es fécil ver que ¥, F ! : S(R") — S(R") son operadores lineales.

) =

y denotamos
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Observacion 4.28. Sean P, Q : S(R) —» S(R) los operadores posicion y momento, dados
respectivamente por Pf(x) = xf(x), Qf(x) = if’(x). Entonces ambos son operadores
lineales, y ademds

1O fllese = sup(L + 1) 10 £ (X)) = 1 llas14

xeR
ast que Q es continuo en el espacio de Schwartz. También notamos que

xf = afV(x) + xfP() VaeN,. 4.4)

Luego, como |x| <1+ |x],

Sug(l + ) 16 f ()l

sup[(1+ |x[)ad* ™" f(x) + (L + )10 f o))

xeR

| flla-1k + [1flla g1

1P fllok

N

N

Esto prueba que P también es continuo en el espacio de Schwartz.

Por otro lado,

d 1 —ixu :
Eff(u) Wﬁge (—ix)f(x)dx

f e xf(x)dx = —iF [Pf](u).
R

_IW
En términos de Py Q,

Of = Pf, o bien OF = FP en S(R),
es decir que la tranformada de Fourier intercambia los operadores posicion y momento.

Veremos ahora que la transformada de Fourier es continua, para ello establecemos
primero una identidad que generaliza la observacion sobre posicion y momento.
Notemos que

a

x| = L x| < Yl

y que
a(ur (e—ix-u) — e—ix-u(_l-x)w — e—ix-u(_l')lwlxa-

Lema 4.29. El sistema de seminormas original de S(R") es equivalente al sistema

qap(f) = sup lxF10" (),

xeR"

donde a, 8 son multi-indices.
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Demostracion. Observamos primero que ¢q0 = || - |lo.0- Ahora si 8 es no trivial,
I < 1+ |Id? < @+ |1xD?,

luego
Gap(f) < 1fllasg = sup(L + [IxIDP0° f(x)I.

xeR”

Para probar la otra implicacion, notemos primero que como todas las normas son equi-
valentes en R", existe para cada j € N una constante c¢; = C(j,n) tal que

N N
Il = ( § )" < cjlldl; = e E |xi7)".
i i

Luego si k € N,
k

k n

k , k\ ,

L+l =1+ (j)nxuf Y (j)c;. >k,
j=1 j=1 i=1

y asi, multiplicando por 0% f(x)| y tomando supremo,

k n
k\ .
1ok < dao()+ Y. (].)cj- D Ges, (),
=1 i=1
donde B;; es el multi-indice que sélo tiene j en el lugar i-€simo, esto es

Bi;=(0,...,0,/,0,...,0).

Lema 4.30. Sea f € S(R"), a, 8 multi-indices. Entonces
1. 0°f € S(R").

2. Si k € N, entonces existen: a; € Nj,k; € No, t; € R (j =1...M) tales que
M
(1 + [IxlD*16* (£ ()] < Z tillfllejh; Yx €R"
=1

En particular X’ f(x) € S(R").
3. Para cada u € R", g(x) = e f(x) € SR").

4. Si a es no nulo, entonces fRn 0°f =0.

f g 0%h = (-1 f hog.
Rn Rn

5. Si g,h € S(R"), entonces
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Demostracion. De la definicion: [10° fllzx = |l fllg+ax Y €sto prueba la primera afirmacion.

Razonando como en la ecuacion (4.4), usando la regla de Leibniz para el producto,
y la desigualdad |x;|” < (1 + ||x|)" para cada i € {1,...,n}, obtenemos la desigualdad del
segundo item.

Por la observacion previa al Lema 4.29,

A+ e fel < Y i)(1+||x||)k|e—fx-u<—iu>va"‘Vf<x>l
< ), CV”)<1+ a0 f )
<> ‘V’)nuuvnfna_v,k

va
y esto prueba la tercera afirmacion.

Por el primer item de este lema, basta probar la antetiltima afirmacién para una
derivada parcial. Por la densidad, basta también probarlo para una funcién f de soporte
compacto, supongamos entonces que el soporte de f estd estrictamente en el cubo Cy =
[-R, R]". Entonces por el Teorema de Fubini,

(?xl ffaxl f[f(xl,...,R,...)—f(xl,...,—R,...)]:f()_():()’

1 - -1 -1
Cn R Cn C;IQ

puesto que (xi,...,%R,...) € 0Cy y alll f es nula.
La prueba del ultimo item es por induccion. Por lo que recién probamos,

0(gh) og Oh
0= = | ZEhig—,
jl;n 8x,~ R? Hxi M g@xl-

98y _ oh 9g
luego fRn e h=—- 0 85+ Con el mismo razonamiento, derivando xjh respecto de x; y
derivando 85, oh respecto de X;, obtenemos

62 2
f gh+8g8h 0. f8g6h+gah o
re OX; Xj Ox; Ox; n 0x; 0x; Oxj x;

Combinando ambas identidades e intercambiando derivadas parciales, obtenemos

d*g h - 0%h

g .
R” 8)(31' Xj R” ax,- Xj

Teorema 4.31. Si a, € Njj son multi-indices y f € S(R"), entonces
F105 ((—ix) f())] = (i) FUF 1),
y ademds F,F ' : S(R") — S(R") son acotados.
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Demostracion. Notemos que e~ *“(—ix)? f(x) estd en el espacio de Schwartz (consecuencia
de los items b) y ¢) del lema previo). Entonces, por el tltimo item del mismo lema,

— 1 .
W o) = o [wre ™ it fds
o
-1 ]
= ((27T))"/2 f(—iu)“e"x'” (—ix)ﬂf(x)dx
o
-1 _
_ % f 0 (e ) (=i F()dx
o
-1 2a )
- % f e 3 (—ix) £ (x)}dx
Rn

= FLO(=ix) £(x)}(u)

que es la identidad que querfamos probar.

De la propiedad recién probada, obtenemos la cota

WP fu) < C f le™ ¥ 9% (—ix) f(x)ldx

R2

a _ 1 k| q
CRnfla O f(0)] = CRnf—(lJr ||X||)k(1+ [l 0% (2 f (x))]

M 1

C t; ajk; 1 + |Ixl)*
Z iAok f (1+ [|xlD*
]:1 R}L

por la segunda propiedad del lema previo, donde k estd elegido suficientemente grande
como para que la integral sea convergente. Tomando supremo sobre u € R”, tenemos

N

M
G50 <C Y 1l f oy,

j=1
y como las gz, forman un sistema equivalente de seminormas del espacio de Schwartz,

se deduce que la transformada de Fourier es continua. La demostracién para la anti-
transformada es casi idéntica y la omitimos. |

Observacion 4.32. El resultado anterior puede reescribirse usando los operadores po-
sicion parcial y momento parcial, Q%, PP : S(R") — S(R") (donde a, son multi-indices)
y

PPfx) =X f(x), Q"f(x)=i"0"f().
Ambos son operadores lineales acotados en el espacio de Schwartz, y la identidad del
teorema anterior se reescribe como

FQ'PF = (1) P'Q°F.
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A continuacion probaremos que en el espacio de Schwartz, transformada y anti-
transformada son una la inversa de la otra. Para ello primero necesitamos algunos
observaciones, de resultados de las series de Fourier que dejamos como ejercicios.

Observacion 4.33. [Series de Fourier en intervalos y cubos] Sabemos que

1 .
en(x) = \/z_elkx’ keZ
JT

es una b.o.n. de L?[—x,n]. Luego si f € L?[-Nn, Nn], y = f(Ny) € L*[—r,n] y entonces

p —ikz
raw =3} [ o= dxaw

kezZ
-7

donde la serie converge uniformemente si f es continua. Cambiando de variable en la
integral z — x/N, y en la variable Ny — u, tenemos

Nn
1 . _
f(u) = Z 9N ff(x)e"ﬁx dx eV,
keZ N
Esto prueba que
eikx [ e 1 -
V2rN’ N

es una b.o.n. de L?[—Nn, Nr]. Denotando al cubo Cy = [-Nr, Nn]" C R”, se sigue que

ex(x) =

ik-x 1
=———, ke-=-2Z"
(2nN)"2 N

ex(x)
es una b.o.n. de L*(Cy) (Ejercicio 14, Seccion 5.6).
Teorema 4.34 (Teorema de inversion en S(R")). Sea f € S(R"), entonces
77_17'7 =f= TT_lf

y en particular F,F ! son isomorfimos topoldgicos del espacio de Schwartz.

Demostracion. Por la Proposicion 4.26 podemos suponer que f € C.°. Por la observa-
cion previa, tomando N suficientemente grande para que sop(f) C Cy, tenemos que,
uniformemente en Cy

! —ik-x iku
f = (27N)" ff(x)e K dx e'*
ke %21 5
: ! —ik-x iew 1
B (2n)"2 Z (27" ff(x)e dxy e N
kelzn
N R~
1 e e 1
= 2y >, Fli) et
ket Z"
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Ahora bien, si calculamos la integral de Riemann de x ]"\(x)e”"“ (que es una funcion
suave que tiende a cero en infinito) sobre R”, usando cubos de lado 1/N centrados
en coordenadas k € %Z”, obtenemos exactamente la ultima expresion de la derecha.
Entonces, haciendo tender N — oo,

zkul N ixu 7y _ —1 7, _ -1
Z Fli) & = T f e f(x)dx = F () = FF f(u).

ke Z" R»

fw) = ),l/z

Hemos probado que F 'F es la identidad del espacio de Schwartz. La otra igualdad
tiene una demostaciéon idéntica. m|

§ La observacion sobre los operadores posicion y momento puede reescribirse ahora
como

FPF ' =0

es decir, uno es conjugado por un operador inversible del otro (es decir que “salvo un
cambio de base” se trata del mismo operador).

Observacion 4.35. Si f € S, entonces directamente de la definicion, podemos ver que
conjugar f es lo mismo que antitransformar la funcién conjugada de f, esto es

—

f=T
4.5.2. Extension de ¥ a espacios clasicos de funciones

Comenzamos con un lema sobre la norma de L?, cuya prueba se apoya en la cons-
truccion del teorema de inversion.

Lema 4.36 (Formulas de Plancherel). Si f, g € S(R"), entonces

f |f(0)I? dx = f IO dx

Rl‘l
v ademas

f f(x) g(x)dx = f () g(x). (4.5)

R”

Demostracion. Nuevamente, basta probarlo para funciones de soporte compacto. Escri-
bimos como en la demostracion del teorema de inversion

fay= ) (fredew).

ket Zr
Por el Teorema de Bessel, razonando como antes, calculamos

[ 7o au- f @l de=IfF = 3 Kf el = 3 17008 f Pt dx.

R ke Lz ke Lz
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CAPITULO 4. 4. OPERADORES LINEALES

Polarizando, obtenemos para f,h € S, (F f,Fh) = {f, h), es decir

fri-

Tomando & :? se tiene & =g. Pero por otro lado, y por la Observacion 4.35,

—_

h:E:§:g7

v

y esto prueba la segunda afirmacion del lema. |

Extension a distribuciones temperadas
Dada g € S(R"), consideramos la inclusion traspuesta To(f) = fRn fg. Notemos que

ITg(f)|<f|f(X)I lg(0ldx < Tiglleollfllo.x

Rll
razonando como en (4.3). Esto dice que T, € S’'(R"), y nos da un operador lineal

T : S(R") — S'(R") que resulta inyectivo, puesto que T,(g) = fnlgl2 >0sig=#0.
Tenemos entonces una inclusion natural

T:SR") — SR".

que es continua si dotamos a S’'(R") de la topologia w*, puesto que si tomamos g, — 0
en S(R"), y calculamos

1T, (NN < Tlgallesll Fllo.x = Tl lloxligalloo = O
para cada f € S(R") fija.

Definicion 4.37 (Transformada de Fourier traspuesta). Sea ¥ : S'(R") — S'(R") el
traspuesto de ¥ . Para ¢ € §'(R") denotamos ¢ = ' o ¢,

N =e(f), feSR.

Teorema 4.38. Sea T : S(R") — S'(R") la inclusion natural, donde S'(R") tiene la
topologia w*.

1. T es lineal continuo e inyectivo.
2. F'oT =ToF, es decir F'T, = Tz para toda g € S(R").

3. F': S'(R") — S'(R") es biyectivo y continuo, su inversa es (F')'.
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4.5. TRANSFORMADA DE FOURIER

Demostracion. Ya vimos que T es lineal inyectivo y continuo. Para g, f € S, calculamos
usando el lema anterior

F o TYQ)) = (F'Tf = (T, 0 F)f) = f of = f Tf = To(f) = (T o ),

luego F'oT =T o F.

La continuidad de F,F ! extendidos es inmediata de la definicion: si o, = 0 enla
topologia w*, entonces para toda f € S,

Fou(f) = Gulf) = @u(f) = 0.

or otro lado, como también debe ser F - = = ¢(f) para toda f € S, entonces
P lad bién deb Flo(f) = ¢(f) = ¢(f) d S

FFe(f) = Fle(f) = F oD = ¢(f) = ¢(f),
luego FF "¢ = ¢ para toda ¢ € S'. La otra composicion se calcula de manera similar. 0O

Observacion 4.39. La inclusion T : S(R") — S’(R") también es densa. No usaremos
este resultado en lo que sigue; una demostracién usando la convolucién queda para el
lector (Ejercicio 22, Seccion 4.6).

4.5.3. Extension a espacios L’

§ De la misma manera que el espacio de Schwartz se puede incluir continua e inyecti-
vamente en su dual, lo mismo ocurre con las funciones de L?(R").

Lema 4.40. Dado 1 < p < oo, sea g € LP(R"). Definimos T, como Ty(f) = fnfg.
Entonces T, € S(R") y T : L’(R") — S'(R") es lineal, inyectivo y continuo si le damos a
las distribuciones la topologia w*.

Demostracion. El operador T es claramente lineal. Si p =1,

IT,(HI < flgl LA < llgllull A lleo = Tlgllll flloo
Rn

lo que nos dice que T, € S'(R") y ademds es T es continuo ya que si g, — 0 en L'
entonces para cada f € S fija, Tg, =T,, — 0.

Si p > 1, se tiene 1 < g < oo, luego existe K € N tal que (1 + ||x|)X? es integrable en
R”". Entonces

I = [ 1feor - f T I ol f Ik

Rﬂ

luego [Iflly < Cllfllox v ast
T (O < MIgllpllfllg < Cligllpllfllo.x
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CAPITULO 4. 4. OPERADORES LINEALES

y nuevamente 7, € S'(R") y T es continuo.

Sobre la inyectividad: si p < oo, tomando una sucesion de funciones en el espacio
de Schwartz que converjaen |||, a f = sgn(g)lgl”! (que es una funcion de L9), tenemos

Tg(fn)_f |g|p
R)‘l

luego lim, T,(f,) = llgll, > 0 si g # 0, luego T es inyectivo. Si p = oo, tomamos una
sucesion de funciones f, € S tales que

fR sl —f}] <ligll I = fll,

n 8
ot =
(1 + [IxID¥
en L!, donde K se elige para que
_ ll”
(1 + [IxID¥
Nuevamente se tiene lim, T,(f,) = R > 0 si g # 0, luego T es inyectivo. i

§ Hacemos notar al lector que esta operacion no es otra que la trasposicion de la inclu-
sion continua i : § < L” demostrada en la Observacion 4.27, seguida de la identificacion
(L?) = L? que se realiza en efecto trasponiendo en la integral sobre R".

Teorema 4.41 (Riemann-Lebesgue). La transformada de Fourier tiene una unica ex-
tensién continua ¥ : L'(R") — Co(R"), que es la restriccion de la transformada en las
distribuciones temperadas. Ademads vale la formula

1 ;

Rﬂ

fw) =

donde la integral es en el sentido de Lebesgue.

Demostracion. Para f en el espacio de Schwartz, fe S(R") c Co(R"), y ademds

1 1
1711l < s [ VN = el

R2

Ast que F : SR") — Co(R") es acotado. Pero S(R") ¢ L'(R") de manera densa (con la
norma || -|ly), y también Cy es completo con la norma infinito. Luego ¥ se extiende por
densidad a un tnico operador lineal acotado entre L' y C,.

Dada g € L!, tomamos g, € S tal que ||g, — glli — 0 y entonces ||g, — glle — O por la
definicion de la extension. Asi que

n

lim f af - f :g?f\sngt,—:gmmnfnlio “.6)
R7 R7
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4.5. TRANSFORMADA DE FOURIER

para toda f € S. Similarmente,

limf gnf — f gf
n R R
Entonces

— .~ (46) .. —~ . (45) .. =4 T _ 7
rof = [ = [timgr @ tim [ Gr Ctim [0 7 [oF =T

Esto prueba que si g € L!, su transformada (mapeada por T dentro de S’) coincide con
la transformada que habiamos definido en el espacio de distribuciones.

< llgn = gllillflleo = O A7)

Para probar la formula enunciada, si f € L!, entonces existe una sucesién de funcio-
nes (f,). € S(R") tales que ||f — fulli = 0, y por definicion de la transformada extendida,
If = fulle — O. Pero entonces

f(u) = lim f,(u) = lim (2;),1/2 f e " fu(x)dx = (Zi)n/z f e f(x) dx,

R” R”

donde la tltima identidad es porque la convergencia en L! implica la convergencia de
las integrales. m|

Observacion 4.42 (El rango de ¥ : LY(R") — Co(R")). Para n > 2, puede probarse que
F) 1= Ixllx8,0) € Co pero no estd en el rango de la transformada; luego la misma
no es sobreyectiva. Para n = 1 se puede considerar cualquier funcion impar que tienda
a cero muy lentamente (del orden de In(x)™!) para tener la misma afirmacion (ver [17,
pag. 34]). El rango de la transformada de Fourier con dominio en L' es actualmente un
problema abierto.

Observacion 4.43 (Operadores unitarios en espacios de Hilbert). Diremos que U €
L(H), con H espacio de Hilbert, es unitario si se verifica cualquiera de las siguientes
condiciones equivalentes (invitamos al lector a verificarlo):

1. Uesinversible y U*=U1 (UU*=UU =1)

2. U es inversible y ademds, UU* =16 U*U =1

3. U es inversible y ||Ux|| = ||x|| para todo x € H

4. U es inversible y (Ux, Uy) = (x,y) para todo x,y € H.
5. U verifica ||Ux]|| = ||x||, |U*x|| = ||x|| para todo x € H.

§ Respecto de la tltima caracterizacion, puede reescribirse la condicion ||Ux|| = ||x|| para
todo x € H como U*U =1, en este caso se dice que U es una isometria. Claramente
U*Ux = x para todo x € H dice que U es inyectivo (y que U* es sobreyectivo).

En cambio, la condicion ||[U*x|| = ||x|]| para todo x € H se reescribe como UU* = 1,
en este caso se dice que U es una coisometria. Aqui, la condicion UU*x = x para todo
x € H dice que U es sobreyectivo (y que U™ es inyectivo).

Notemos que un operador unitario es ambas cosas, pero en dimension finita basta
con pedir una de las dos condiciones.
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CAPITULO 4. 4. OPERADORES LINEALES

Corolario 4.44 (Teorema de Plancherel). La transformada de Fourier se extiende de
manera tnica a un operador unitario de H = L*(R") cuya inversa es la extension de ¥,
y valen las formulas de Plancherel (4.5).

Esta extension es la restriccion de la transformada de las distribuciones temperadas y
en particular es el mismo operador en la restriccion a L' N L?.

Ademads, para cada f € L*(R"), si

Fatu) = f ) dx = F e f)

lIxlI<R

(27"

. - A R—
se tiene ||fg — fllo — 0.

Demostracion. La extension existe y es tnica por la densidad del espacio de Schwartz
en L? (Observaciones 4.27 y 3.6).

Que la extension es unitaria se deduce directamente del Lema 4.36; que uno es la
inversa del otro también es evidente a partir del teorema de inversiéon en el espacio de
Schwartz, y la validez de las formulas de Plancherel también se sigue por la densidad.

Dada g € L?, tomamos g, € S tal que g, — g en L?, entonces g, — g en L? y si

fes,
|fg7f—f§f|<||g7—iﬂ|z||f||2io

y también
|fgnf—fgf|<||gn—g||z||ﬁ|zi>o

asl que nuevamente

rof = [ = [timgs=tim [ & r=tim [ 7= [¢F=Tyn)

prueba que si g € L?, su transformada (mapeada por T dentro de &) es la transformada
que habiamos definido en el espacio de distribuciones.

Ahora bien, si g € L' N L%, entonces tenemos que
TF1g=5"Tg =T%sg

donde 7 (resp. F») denota la transformada definida en L' (resp. L?). Como T es inyec-
tivo en L?, es inyectivo en la interseccion, luego ambas transformadas coinciden en la
interseccion.

Tomando la funcion caracteristica de la bola de radio R, se verifica yp,f € L'nl?,
ast que su transformada estd bien definida y es un elemento de CJ’(R) por el Teorema de
Riemann-Lebesgue. Ademds yzf — f en L2, pero por el Lema 4.36, también se tiene la
convergencia para las transformadas, que es exactamente lo que dice el enunciado. O
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4.5. TRANSFORMADA DE FOURIER

§ Se puede extender la transformada de Fourier a los espacios LY(R"), con 1 < g < 2,
obteniendo un operador lineal inyectivo y acotado

F : LIR") - L’(R"),

y esta extension, por la identidad de Plancherel, verifica

f(?‘g)f=fgf Vgell,feS.

Es decir, sigue siendo la restriccion de la transformada en las distribuciones tempera-
das, con lo cual coincide en L% N L% para todo 1 < gi,g2 < 2. Omitimos la prueba del
resultado de extension (y la cota para la norma), que requiere de la nociéon de interpo-
lacion compleja de operadores (ver [13], Theorem IX.8), el resultado preciso se enuncia
a continuacion:

Teorema 4.45 (Desigualdad de Hausdorff-Young). Si1< ¢ <2y Yp+ Y4 =1, entonces
la transformada de Fourier tiene una extension continua ¥ : L{((R") — LP(R") tal que

171l < Gl Ny

para toda f € L1(R").

Medidas y funciones de tipo positivo

Definicién 4.46 (Operadores positivos). Un operador lineal A : CY — C“ es positivo si
(An,my>0 VnpeC’

Si a = (a;)ij € My(C) denota la matriz de A en la base candnica, que A sea positivo es
equivalente a que
xax' >0 VYx=(x,...,x;) € c“.

En particular la matriz a es simétrica (decimos que el operador A es autoadjunto),
y entonces existen una base de autovectores {1;}i.;.s € C% y d autovalores reales A;
(contados con multiplicidad). Por la condicion de positividad, debe ser A; > 0 para todo
i=1.4d,

0 < (Ani, i) = Allmill>.

Y reciprocamente, toda matriz diagonalizable con autovalores no negativos define un
operador positivo en C?.

Definicion 4.47 (Funciones de tipo positivo). Si f : R" — C es continua, decimos que
f es de de tipo positivo si para todo d € N, y toda d-upla (¢;)i-1..« € R", la matriz
a;j = f(A4; — ;) € My(C) es positiva.
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Observacion 4.48. Si f € C(R") es continua y de tipo positivo, entonces tomando
d=1Lu=0eR", n=1¢€R se deduce que f(0) > 0. Mientras que tomando d = 2,
uy = u,us = 0 € R” se tiene que la matriz

( fO) f (u))
f(=u) f(0)

tiene que ser definida positiva, con lo cual tiene que ser simétrica y tener determinante
positivo. Esto implica que f(u) = f(—u) y que |f(u)| < f(0) para todo x € R". En particular
f resulta acotada.

Extendiendo en cierto sentido el resultado para la transformada de Fourier en L,
tenemos el siguiente resultado para transformar medidas finitas.

Lema 4.49 (Transformada de medidas). Si u es una mediada finita y positiva en R", su
tranformada de Fourier

— 1 ;
fiu) = f e dpu(x)
T

es una funcion continua de tipo positivo, en particular acotada. Esta transformada coincide
con la transformada de las distribuciones temperadas.

Demostracion. La transformada es continua puesto que si u, — u en R" entonces
u(u,) — u(u) por el teorema de convergencia dominada. Por otro lado, si u; € R”
i=1...d), entonces

d

d
11 T oy 1 =i (Ui=uj)x =
(uu; —upn,ny = Z u(u; —ujnimn; = W fz e i) nin; du(x)

i,j=1 g b=l

d
1 —iupx —iujx
Wf§'1e ni e~ n; du(x)
B b=

2
1
(2m)" f

R’l

d

—iuj-x
Z e i

i=1

1 —iux

1 .
f {(Zﬂ)n/z f f (u)e_””‘du}dﬂ(X)

f F(x) du(x),

du(x) > 0.

Tomamos f € C° y calculamos

f S u(u) du

esto es T3 = F'(du) donde estamos pensando a du como elemento de §’. Una vez mas,
esto prueba que la transformada de la medida (mapeada por T : L* — §’) coincide con
la extension de la transformada a S'. |
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La reciproca de este resultado también es cierta, toda funcién de tipo positivo se

obtiene haciendo la transformada de una medida finita y positiva; una demostracion
puede leerse en [13], Theorem IX.9.

Teorema 4.50 (Teorema de Bochner). La imagen por la transformada de Fourier de las
medidas finitas y positivas es exactamente el conjunto de las funciones de tipo positivo.

4.6. Ejercicios

En esta seccion de ejercicios, E, F denotan espacios normados.

. Sean ¢,,¢ € E’ con E espacio de Banach y ¢, il ¢. Entonces (||l¢al), € R es

acotado y ademas ||¢|| < liminf, ||¢,]|.

. w
. Sea E un espacio normado, sean x,, x € E tales que x, — x. Probar que (||x,||), es

acotado y que ||x]| < liminf, ||x,|| (sug: usar la inclusion candnica en el bidual).

. Sean x,,x € E un Banach, ¢,,¢ € E’. Si ¢, N ©y x, = x entonces @,(x,) — ©(x).
.St x,,x€E, g, o€ E'.Si x, s x y @, = @ entonces @,(x,) = @(x).

. Sean E, F Banach, g : Ex FF — K bilineal. Probar que 8 es continua si y solo si es

continua en cada variable.

. Sean H un espacio de Hilbert, {e,}, una b.o.n. de H. Probar las siguientes afirma-

ciones:
a) e, 0.
. w
b) Si x, — xy ||x,|| — ||x|| entonces x, — x.

c) X, 2 xsi y solo si (x,), estd acotada y {(x,, e,) N (x,e,) YmeN.

. Si {x,},en €S un conjunto ortogonal en un espacio de Hilbert H, son equivalentes:

a) Y, X, converge.
b) X, x, converge débilmente.

c) 220:1 ”)Cn”2 converge.

. Probar que si E,F son Banach y T,x es de Cauchy para cada x € E, entonces

existe T € L(E, F) tal que sot-lim, 7, =T.

. Sean E y F espacios normados, E completo, sea T, € L(E, F).

a) Si para cada x € E la sucesion (T,x), es w acotada en F, entonces (||T,)),
estd acotada.
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10.

11.

12.

13.

14.

b) Si F es reflexivo y T,x es w convergente, entonces existe T € L(E, F) tal que
T =wor-lim,, T,,.

Sea H espacio de Hilbert, (T,,), € L(H) tal que para todo x,y € H, la sucesion
(v, T,x) es convergente.

a) Probar que B(x,y) = lim,(T,x,y) es continua usando el ejercicio anterior.

b) Probar que existe T € L(H) tal que wot-lim, 7, = T usando el Lema de Riesz.

Operadores de multiplicacion. Sea (X, u) espacio de medida finita, para cada ¢ :
X — C medible definimos el operador lineal M,f = ¢f. Dado 1< p < oo, probar

a) M, : L’(X,u) — LP(X,u) estd bien definido si y solo si es acotado (sug.:
teorema del grafico cerrado y convergencia en LP implica convergencia p.p.)

b) M, es acotado sii ¢ € L*(X, 1) (sug.: si ¢ no estuviese acotada p.p. considerar
los conjuntos de medida positiva {x : |p(x)| > n}.

c) IMyll = llelleo (sug.: para ver ||M|| > |l¢lle considerar primero ¢ > 0).

d) M, es inyectivo sii ¢ # 0 p.p., y es inversible sii es inyectivo y 1/¢ € L*.
e) Dadas ¢,, ¢ € L™, probar que ¢, <, ¢ sty solo si, para algin 1 < p < oo
M, (f) = My(f) Y fel
Si T e L(E,F), probar que

i) Ran(T)* ker(T") ii) *Ran(7T’) = ker(T)
iii) Ran(T) = ‘ker(T”) iv)  Ran(T’) c ker(T)*.

Ademas, si E, F son completos y Ran(7T') es cerrado, entonces Ran(7"’) es cerrado
y Ran(T") = ker(T)*.

En cada uno de los siguientes casos, probar que el operador T es continuo, carac-
terizar T y calcular su norma (2 C Q C R” abiertos y 1 < p < o).

a) T: 6> = cy, x— x

b) T : LP(Q) — LP(Q), f +— f donde f es f extendida por O.

o) T: L) = L/(Q), [+ flo

d) T:LP(Q)— LP(Q), T = M, para ¢ € L*(Q).

e) T:L"[0,1] —» LP[0,1], f+— fox f()dt el operador de Volterra

f) S, T : €7 — (P los shifts a derecha e izquierda respectivamente.
Probar el PAU para espacios de Fréchet: si E es Fréchet, y (¢))ic; € E’ es tal que

para cada x € E, |p;(x)] < ¢, < oo, entonces existe C > 0 y finitas seminormas
(pj)j=1..m de E, tales que para todo x € E, y todo i € I,

M
(0l < C Y pi().
j=1
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15. Probar que si E es Fréchet, entonces (E’, w") es secuencialmente completo. Y que

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

si E es espacio de Banach separable, (E’, w*) es completo.

Para f, g,h € S(R"), y @ un multi-indice, definimos su convolucion como (f*g)(x) =
f . f(x—y)g(y)dy. Probar que

a) frg=gx*feSR

b) 0°(f % 8) = (0" f ) = (f %89 y [,,(f * ) dx = ([, f(x)dx) ([, e(x)dx)
o) Frg=@2n"f g fg =20 "(f+3),

d) (fxg)*h=fx(gxh),

e) C; 1 S(R") — SMR") dado por Cs(g) = f * g es lineal y continuo. jEs el
operador bilineal (f,g) — f % g continuo en S X §?

Si f,g € LI(R"), probar que

a) fes uniformemente continua,
b) si f:fg\ entonces f = g en casi todo punto,
o) frg=@n0"f g
Probar que ¥4 =1 en S(R"), y que lo mismo vale en L?(R").

Sea 1 < g < 2, probar que si ¥ : LY(R") — LP(R") extiende la transformada de
Fourier en S, entonces esta extension verifica

f(?’g)fzfgf Veell fes.

Si f,g € Sy ¢ €8, definimos para cada f € S, las distribuciones producto
(fe)(@) = ¢(fg) y convolucion (¢ f)(g) = ¢(f *g), donde f(x) = f(-x). Probar que

a) ox feS yque Gy S’ — &’ dado por Cip) = ¢ [ es w” continuo.

b) 0“(¢ = f) = (0% * f) = ¢ * 0”f para todo multi-indice.

c) (pxflxg=px(f*g)

d) ¢x ] =@0"f .
Sean f €S8, g,h € C”, ¢ € §'. Definimos la traslacion para x € R" como 7,.f(y) =
f( — x). Probar que

a) St F(x) = g(x)e(7,f), entonces F' € C°.

b) f Fh = ¢(f = (gh)) (sug: escribir las sumas de Riemann de la izquierda en un

cubo).

Sea j € CZ(R") tal que: tiene soporte en la bola unitaria, es positiva, j(0) = 1,
Jx) = j(=x), [, j =1 Sean j(x) = £ j(x/€), g:(x) = j(ex) h€ C>y ¢ € &', Probar
que
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a) jexh s—>_())+ h en S (sug: basta probar que converge en D).
b) (¢ * jg) N ¢ en 8 cuando £ — 0%,

©) Je*(8sh) > hen S (sug: (g(y —x) —1) = Vg(c) - (v — x)).
d) g.¢ %)) S penS.

e) T(S)es w* denso en &', donde T,(h) = f gh (sug: considerar Fo(x) = g.(x)p(Tyje)
y el ejercicio anterior).
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4.7. Operadores compactos en espacios de Banach

Definicion 4.51 (Operadores compactos). Sean E, F espacios de Banach. Diremos que
T : E — F lineal es un operador compacto si dado A C E acotado, T(A) C F es
precompacto (tiene clausura compacta).

Notemos que todo operador lineal en dimension finita es compacto. También que si
T es compacto entonces es acotado, puesto que A = B es acotado y entonces 7T(B,)
debe ser precompacto en un espacio métrico, luego es totalmente acotado y en particular
acotado.

Lema 4.52. Sea T € L(E, F), son equivalentes:

1. T es compacto
2. T(Bg) tiene clausura compacta

3. Para toda sucesion acotada (x,), C E, (Tx,), tiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Si T es compacto, como la bola es acotada, su imagen tiene clausu-
ra compacta. Si T(Bg) tiene clausura compacta, y ||x,|| < M, entonces x,/M € Bg, luego
T(x,)/M tiene una subsucesion convergente, y ast T x, tiene una subsucesion convergen-
te. Por ultimo, como las sucesiones caracterizan la compacidad en F pues F es normado
y completo, la tercer afirmacion implica que 7' es compacto. m|

Denotaremos al conjunto de operadores compactos como K(E, F).

Proposicion 4.53. Sean E, F, G, H espacios de Banach, K, K e K(E,F),Ae L(F,G),BEe€
L(H, E). Entonces

1. aK + BK € K(E, F) para todo a, 8 € K,
2. AK e K(E,G), KB e K(H,F).

3. Si (T,), Cc K(E,F) es de Cauchy en norma, entonces es convergente a un operador
compacto Ty, luego K(E, F) es completo en norma.

4. T € L(E,F) es compacto si y solo si T' € L(F', E’) es compacto.

Demostracion. Dada una sucesion (x,), C E acotada, extraemos una subsucesion con-
vergente de K(x,), y de esta misma extreamos una subsucesion convergente de K(x,,),
asi (@K + BK)(x,;) es convergente y por el lema previo (@K + SK) es compacto.

Ahora supongamos que A es acotado y K compacto, tomemos una sucesion acotada
(x.)n en E'y una subsucesion convergente (T'x,;); en F. Entonces (AKx,;); también es
convergente en G pues A es continuo; esto prueba que AK es compacto. Por otra parte,
si (z,)» € H es una sucesion acotada, x, = Bz, también es acotada pues B es continuo,
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luego KBz, = Kx, tiene una subsucesion convergente, lo que prueba que KB es compacto
st K lo es.

Sea T el operador acotado que es limite de los operadores compactos T, (L(E, F) es
completo pues F lo es). Veamos que Ty es compacto, basta ver que el conjunto Ty(Bg)
es totalmente acotado en F. Dado &€ > 0, tomamos N tal que [|Ty — Tol| < &/3sin> N,
y cubrimos Tn(Bg) (que es totalmente acotado) con finitas bolas de radio £/3 en F,

J
Tn(Br) € | ) (/3B + Ty,

i=1

=1,...,

J
To(B)  |_) (eBr + Tox,

i=1
luego To(Bg) seria totalmente acotado y por ende precompacto ya que F es completo.
Tomamos entonces x € Bg, y elegimos x; € E tal que [|Tyx — Tyx;|| < €/3, luego

Tox —Toxl| < | Tox —Tnx||+ 1 Tnx —Tnxill + 1 Tnx; — Toxill < |To—Tnll|+&/3+To—Tnll <&

con lo cual Tox € eBr + Tox;.

Si T es compacto, podemos suponer que [|T|| = 1. Tomemos (f,,), C Bg, y observemos
que

/00 = LHOON < ANy =Y < My =Yl

luego la familia (f,), es equicontinua y equiacotada en F. Como [|Tx] < |[x]] < 1 si
X € Bg, por restriccion, es equiacotada y equicontinua en T(Bg) C Br. Por hipétesis este
conjunto T(Bg) es compacto, luego por el Teorema de Ascoli, existe una subsucesion
(fs;); que converge uniformemente, en particular es de Cauchy. Pero

T fo; = T" full = sup | /o (Tx) = f,(TX)| = sup : 1fo; ) = fa O = 1oy = fuilleo < €

xEBE yET(BE

st J,k > ko. Esto prueba que (T”f,;); C E’ es un sucesion de Cauchy, y por ende converge
en E’, ast que T’ es compacto.

Si T’ es compacto, por lo recién probado 7" es compacto, y si Jg es la inclusion
canonica en el bidual, entonces T Jg es compacto. Pero segiin el Lema 4.19, T"Jg = J¢T,
luego JrT es compacto. Como Jr es una isometria, y JrT(Bg) es totalmente acotado,
entonces T(Bg) es también totalmente acotado y por ende, T es compacto. |

Corolario 4.54. Si E es un espacio de Banach, entonces K(E) es un ideal bildtero cerrado
(en particular completo) de L(E).

4.7.1. Aproximacion por rango finito

Notemos que si E,F son Banach y dimRanT < oo, entonces T es un operador
compacto, puesto que la bola cerrada en dimension finita es compacto. Combinando esta
observacion con el tercer item de la Proposicion 4.53, obtenemos:
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Corolario 4.55. Si T : E — F es lineal y es limite en norma de operadores de rango
finito, entonces T es compacto.

Veremos que en ciertos espacios, todo operador compacto se aproxima con operadores
de rango finito.

Teorema 4.56 (Propiedad de aproximacion finita). Si E, F' son espacios de Banach y F
tiene base de Schauder, entonces todo operador compacto T € K(E, F) es limite en norma
de operadores de rango finito en L(E, F).

Demostracion. Sea {f,}, base de Schauder de F, denotamos Py € L(F) a los proyectores
a la base (recordemos que proyectan sobre los primeros N términos de la base, y existe
K > 1 tal que ||Pyl| € K para todo N, ver Seccion 4.2.1). Sea T : E — F compacto,
definimos Ty = PyT € L(E,F). Para cada x € E,

N
T'yx=PyTx = Z T (TX) o C{fadn=1..N5
n=1

luego Ty = PyT tiene rango finito.

Sea ¢ > 0, como T(Bg) tiene clausura compacta, es totalmente acotado, tomamos
entonces una ¢/3k-red que lo cubra, esto es, existen {x;},-1_, C Br de manera tal que

T(By) C U (¢/3k By + Tx;,).

i=1

Como ||y — Pyyl| A 0 para cada y € F, existe Ny tal que N > Ny implica que
|Tx;— PyTxj||<¢3 Vi=1...n.

Entonces, dado x € Bg, tomamos x; tal que ||[Tx — Tx;|| < €/3K < &/3, y calculamos

ITx - PyTxl| < |[Tx—Txi||+||[Tx; — PyTxl| + [|PyTx; — PyTx]|

£ £ 2e &

— + -+ ||PMIIITx; = Tx|| < =+ K—= =¢.

sk T3 IPNINIT x; — T x| 3 sg = °
Tomando supremo sobre x € Bp se deduce que ||T — PyT|| < € si N > N, esto es,
Ty = PyT € L(E,F) tiende en norma a T. O

Denotaremos con Ly(E, F) c K(E, F) a los operadores de rango finito, notemos que
se trata de un subespacio propio si la dimension de F es infinita. Dados x’ € E’,y € F,
denotaremos x’ ® y al operador definido como

(X' ® y)(x) = X' (x)y

para x € E. Notemos que x’ ® y es lineal, de hecho X’ ® y € Ly(E, F) y es facil ver que
X ®yll = [IX|Illyll. Ya que se trata de operadores de rango uno, se los suele denominar
operadores elementales.
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Con esta notacion, si {f,}, es la base de Schauder de F' y {f,}, C F’ sus funciones
coordenadas, como f, o T € E’, tenemos que

n N
Py=> fi®f, Tnv=PyT=)(fioT)&f—T.
n=1 n=1

4.7.2. Alternativa e indice de Fredholm

En esta seccion discutiremos propiedades del niicleo y el rango de los operadores
compactos, y de los llamados operadores de Fredholm. Comenzamos con un teorema.

Teorema 4.57. Sea E espacio de Banach, T € K(E), A € L(E) inversible. Entonces
1. dim ker(A - T) < oo.
2. Ran(A —T) es cerrado.
3. Ran(A-T)=E < ker(A-T) = {0}.

Demostracion. Llamando T = A7'T, este operador también es compacto por la Proposi-
cion 4.53. Ademds, como A—-T =A1-T) y

ker(A — T) = ker(1-T), Ran(A-T)=ARan(l-T),

y A es un isomorfirmo, podemos suponer que A = 1.

El operador T restringido al subespacio cerrado § = ker(/—T) sigue siendo compacto,
pero para cada y € § se tiene Ty = Iy, luego T|s = I|s y entonces S debe tener dimension
finita (Ejercicio 1 Seccion 4.8).

Como § tiene dimension finita, es suplementado (Ejercicio 8 Seccion 2.6), esto es
existe F' C E subespacio cerrado tal que E = § @ F. Tomemos y en la clausura del rango
de I - T, luego existe (x,), C E tal que (1—-T)x, N y. Descomponiendo x, = s, + f, en la
suma directa, observamos que también

A-T)fu=A=T)fy+5)=1=T)x, >y

pues s, € § = ker(1 — T'). Afirmamos que (f,), C F esta acotada. De no ser asi, pasando

a una subsucesion, podemos suponer que |[f,|| = +oo, y si definimos z, = ”';"” e F,

z s 7 n
pasando una vez mds a una subsucesion podemos suponer que 7z, - v € E, ya que T
es compacto. Pero entonces

fn l) 0’

(VA

luego lim, z, = lim, Tz, = v, y con esto (1-T)v = lim,(1-T)z, = lim, z,— Tz, = 0, esto es
veker(l1-T)=S. Pero por otro lado v € F por ser limite de elementos de F, y ademads
V]| = lim,, ||z,]| = 1 luego v # 0. Esto es absurdo puesto que S y F estdn en suma directa.

Zn_TZn:(l_T)Zn:(l_T)
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Entonces (f,), estd acotada y pasando a una subsucesion, T f, 5 v. Pero entonces
o= Q=D fi+Tfi = y+v,
luego y =lim,(1-T7T)f, = (1 —-T)(y +v), ast que y € Ran(1-T).
Para probar el tercer item, supongamos primero que el rango de 1 -7 es todo E, y

supongamos que 1 — 7 no es inyectivo, considerando x; # 0 tal que (1-7T)x; =0, y la
cadena de subespacios cerrados

kerd-T)ckerd-T)*c---ckerl-T)"C....

Como 1-T es sobreyectivo, existe x, tal que (1-7)x, = x1, y asi sucesivamente obtenemos
una sucesion tal que (1 - T)x, = x,_1. Como x; # 0, x,, # 0 para todo xn. Por un lado

A-TYx, =A-T)"'0-Dx, =A-T) "Ny =---=1-T)x; = 0,
luego x, € ker(1 —T)". Por otro lado,
A=T)Y"x%, =1 =T)xy = x %0,

luego x, ¢ ker(1 — T)*!. Hemos probado que todas las inclusiones de la cadena son
propias. Ahora vamos a construir una sucesion tal que 7Ty, no tenga ningiin punto de
acumulacion, arribando a una contradiccion. Para ello, y apelando al Lema de Riesz,
tomamos para cada n un vector y, € ker(1 — 7)" de norma unitaria de manera tal que

ly, = x|l = Y2 Vxeker(l-T)""
Ahora bien, para m < n — 1,
ITyn = Tymll = llyn = Om + A= T)ya = A= Tyl > V2
puesto que
A=TY""Gu+ A =Ty = A=T)yp) = A=T)""y =A=T)"y, =1 =T)"y,, =0+0-0 = 0.
Como T es compacto, esto es imposible, y debe ser entonces 1 — T inyectivo.

Ahora supongamos que 1— T es inyectivo; como T es compacto también 7’ es com-
pacto (Proposicion 1.39), y ademdas Ran(1—-7) y Ran(1—T7") son cerrados. Pero entonces
(Ejercicio 12)

Ran(1-T')=kerl-T)" = {0} = E’,

y por lo recién probado debe ser 1 — 7" inyectivo. Pero entonces
Ran(1-T)=Ran(1-T) = “ker(1-T") = *{0} = E,
lo que prueba que 1 — T es sobreyectivo. m|

Corolario 4.58 (Alternativa de Fredholm). Si E es un espacio de Banach, 0 # 1 € Ky
T € K(E), entonces la ecuacion
Kg=A1g

tiene una solucion no trivial g € E, o bien la ecuacion
Kg—-Ag=f

tiene solucion para cualquier f € E. Ambas opciones son excluyentes.
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4.7.3. Operadores de Fredholm

Definicion 4.59 (Codimension). Dado § C E espacio vectorial, definimos la codimen-
sion de § en E como la dimension algebraica del espacio vectorial E/S. Si E es un
e.v.t. definimos la codimension topoldgica de S como la dimensién algebraica de E/S (la
clausura de S en E).

§ Ambas dimensiones pueden ser bien distintas, por ejemplo, si £ = C[0,1] con la
norma uniforme y § son los polinomios, entonces por el teorema de Stone Weierstrass
la clausura de S es E, luego la codimension topoldgica es 0. Sin embargo la codimension
algebraica es infinita, puesto que f,(x) = sen(nx) € E son linealmente independientes en
E/S como puede el lector verificar.

Al igual que en el resto de este capitulo, en esta seccion los espacios considerados
son completos.

Definicion 4.60 (Coniicleo). Sea T € L(E,F) con E, F espacios de Banach. Denomina-
mos contcleo de T al cociente F por su rango,

cokerT = F/RanT,

y diremos que T es operador de Fredholm si tiene rango cerrado, y tanto ker 7 como
cokerT tienen dimension (algebraica) finita. El indice de Fredholm de T se define como

ind(T) = dimker T — dim cokerT.

§ Notemos que todo operador inversible es un operador de Fredholm de indice 0, mien-
tras que el operador nulo no es de Fredholm si E tiene dimensién infinita.

Veamos que la condicion de rango cerrado es superflua si el espacio vectorial F/RanT
tiene dimension algebraica finita:

Lema 4.61. Si T € L(E,F) con E, F espacios de Banach, y RanT tiene un complemento
cerrado, entonces RanT es cerrado. En particular si dim cokerT < oo, entonces T tiene
rango cerrado.

Demostracion. Escribimos
F =RanT & Z,

y dotamos al producto directo E/kerT X Z de la norma ||([x], 2|l = [ITI|I[x]ll + llzll, de
esta forma resulta un espacio de Banach ya que E/kerT y Z son espacios de Banach.
Consideramos M : E/kerT X Z — F dado por ([x],z) — Tx + z, notemos que estd bien
definido, es lineal y sobreyectivo. Ademads, para cada s € ker T

IM([x], DIl = ITx + 2|l = 1T (x = 5) + 2|l <ITM[llx = sl| + [lzl,

tomando tnfimo sobre s se tiene [|[M([x], I < TN + Izl = I([x], 2)]I-
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Afirmamos que es inyectivo, supongamos que Tx + z = 0, entonces z = —Tx € RanT,
pero esto solo es posible si z = 0, luego Tx = 0 es decir x € kerT y en consecuencia
[x] = 0. Por el teorema de la funciéon abierta M es un isomorfismo y en particular
cerrado, pero E/ker T X {0} es cerrado en E/kerT X Z y ademads

RanT =T(E) = M(E/ker T x {0})
que es cerrado en F, luego T tiene rango cerrado. |

Observacion 4.62. La funcién i : RanT+ — (F/RanT)" dado por ip([x]) = ¢(x) es un
isomorfimo (con inversa f — f om). Ademas F/RanT tiene dimension finita si y solo si
su dual tiene dimension finita. Entonces en ese caso de dimension finita

dim cokerT = dim RanT~* = dimker(7").
Esto es, el co-nticleo de T se identifica con el niicleo de su adjunto 7’. Y entonces
ind(T) = dimker(T) — dimker(T").

Observacion 4.63. Si K : E — E es compacto entonces 1+ K es Fredholm, puesto que
por el Teorema 4.57, dimker(1 + K) < oo, y ademds, como K’ es compacto (Proposicion
4.53),

dim coker(1 + K) = dimRan(1 + K)* = dimker(1 + K’) < o0

ya que Ran(T)* = ker(T’) (Ejercicio 12, Seccion 4.6).

Con esta herramienta, podemos caracterizar los operadores de Fredholm como aque-
llos que son inversibles médulo un operador compacto:

Teorema 4.64 (Atkinson). Sea T € L(E, F). Entonces T es Fredholm si y solo si existe
Re L(F,E), K, € K(E), K, € K(F) tales que

RT =1+ K;, TR =1+ K.
En ese caso, R es de Fredholm y ademads ind(R) = —ind(T).

Demostracion. Si existen los operadores R, Ki, Ky, como 1+ K; es Fredholm, tiene nticleo
de dimension finita. Pero entonces ker T C ker(RT) = ker(1+ K;) también tiene dimension
finita. Asimismo, como 1+ K, también es Fredholm, tiene rango de codimension finita.
Pero entonces RanT D Ran(TR) = Ran(1 + K3), y tenemos una inclusion natural

F/RanT C F/Ran(l + K5)

luego RanT tiene codimension finita, y por el lema anterior, T tiene rango cerrado.

Ahora supongamos que 7T es de Fredholm, descomponemos

E=E ®kerT, F =E;®RanT,
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definimos K; = —Pyerr, K9 = —Ppg, que son compactos pues estos subespacios tienen
dimension finita. Como T, : E; — RanT es biyectivo y continuo, por el teorema de la
funcion abierta tiene una inversa Ry : RanT — E; acotada, la extendemos por cero en
el suplemento E, para obtener un operador acotado R : FF — E (notar que R = RyPranr
es acotado pues Ry lo es y el proyector lo es).

Dado y € F, escribiéndolo como y = e5 + Tx € Ey @ RanT se verifica TRy = Tx =
(1+ K5)y. Dado x € E, escribiéndolo como x = e; +z € E;®kerT se verifica RTx = e; =
(1+ Kj)x. Observando que kerR = E5; y que RanR = ker T, se tiene la afirmacion sobre
su tndice. |

Corolario 4.65. Si T es Fredholm y K es compacto, entonces T + K es Fredholm.

Demostracion. Con la notacion del Teorema de Atkinson
RT+K)=RT+RK =1+K,+RK=1+K,, (T+K)R=TR+KR=1+K,+KR=1+K,
donde Kj, K, son compactos por la Proposicion 4.53. |

A continuacion E, F,G son espacios de Banach.

Corolario 4.66. Si R € L(E,F),T € L(F,G) son operadores de Fredholm, entonces TR
es Fredholm y ademas ind(TR) = ind(T) + ind(R).

Demostracion. Si R, T son Fredholm escribimos RA = 1+ K;, AR = 1+ K, para A acotado
y K; compactos, mediante el Teorema de Atkinson. Entonces como T es Fredholm y TK;
es compacto, T(1+ K;) = T + TK; es Fredholm por el corolario previo, luego existe C
acotado, K3, Ky compactos tales que T(1+ K))C =1+ K3 y CT(1+ K;) = 1+ K,4. Pero
entonces

TR(AC) =TRAC =T(RA)C =TA+ K)C =1+ K3

y por otro lado, como CT + CTK; =1+ K4,

(AC)TR

ACTR = A(CT)R = A(1 + K4 — CTK)R = AR + AK,R — ACTK,R
= 1+ Ky +AK4R-ACTKR =1+ K5,

luego TR es Fredholm. La formula de los indices es un ejercicio de dlgebra lineal (no
necesariamente facil), y queda para probar por el lector (Ejercicio 10, Seccion 4.8). m|

Teorema 4.67. Los operadores de Fredholm ¥ (E,F) c L(E,F) son un subconjunto
abierto y el indice es una funcion localmente constante. En particular ind : F(E,F) — Z
es continua.

Demostracion. Dado T de Fredholm, descomponemos

E=FE ®&kerT, F=E;®RanT,
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y consideramos P = Pra.r : F — RanT, i: E; — E la inclusiéon. Ambos son operadores
de Fredholm, ademas

ind(P) = dimcokerT, ind(i) = —dimkerT.
Si § € L(E,F) es tal que ||S — T|| < &, entonces
IPSi—PTill <|IPIIIS - Tl <¢&

y como PTi : E; — RanT es inversible (ya que es biyectivo y acotado), entonces PSi
también es inversible en L(E;,RanT) (Teorema 5.7). Pero entonces

0 = ind(PSi) = ind(P) + ind(S) + ind(i) = dim cokerT + ind(S) — dimker T,
luego ind(S) = ind(T). m|

§ Por el teorema previo, como a(s) = T + sK es una funcion continua y 7 + sK es
operador de Fredholm siempre que 7 lo sea y K es compacto, se deduce que

ind(T + K) = ind(e(1)) = ind(a(0)) = ind(T),

esto es, el indice es invariante por perturbaciones compactas. En particular, si A es
inversible, A + K tiene tndice cero para todo K compacto.

Definicion 4.68 (Algebra de Calkin). Como K(E) es un ideal bildtero cerrado en L(E),
podemos considerar C(E) = L(E)/K(E) que resulta un dlgebra completa con la norma
cociente (como espacios de Banach). Notemos que C(E) = {0} si y solo si E tiene
dimension finita. Dado [T] € C(E), tiene un tndice bien definido dado por ind([T]) =
ind(T). Este niimero no depende del representante ya que las perturbaciones compactas
no modifican el {ndice. Los operadores de Fredholm pasan en el cociente a operadores
inversibles, y las componentes conexas del grupo de inversibles en el dlgebra de Calkin
estan parametrizadas por el indice de Fredholm, en particular los operadores de indice
cero conforman la componente conexa de la identidad en C(E).

4.8. Ejercicios
En esta seccion de ejercicios, E, F denotan espacios de Banach.

1. Sea E de dimension infinita. Entonces

a) Id : E — E no es compacto.
b) Si T € K(E, F), entonces T no es inversible.

2. Sea T € K(E,F). Entonces VY x,,x € E,
X, x= T(x,) — T(x).

Probar que si E = F es reflexivo, entonces la condicion enunciada arriba implica
que T es compacto.
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3. Sea T € K(E, F). Probar que

a) RanT es separable.

b) Si existe S c Ran(T) subespacio cerrado entonces dimS < co.

¢) Si Ran(T) es cerrado entonces dim Ran(7T') < oo.

d) Si dimE = oo, entonces existe (x,).en € E tal que |[x,]| =1 Vny Tx, — 0
(sug.: T acotado inferiormente = Ran(T) cerrado).

4. Sea E reflexivo y separable. Probar que todo operador T € L(E, ') es compacto.

5. a) Si T e L(% ") entonces T es compacto.
b) Sea i: {! — ¢ la inclusion. ;Es i compacta?

c¢) Probar que la inclusién i : C'([0,1]) — C([0,1]) es compacta.

6. Sean k € C([a,b] X [a,b]) y K : Cla,b] — Cla, b] el operador integral con niicleo k,

b
(Kf)(x) = f K(x ) f () d.

Probar que K es un operador lineal compacto (sug.: Arzela-Ascoli).
,Qué sucede si se reemplaza [a, b] por U con U abierto y acotado en R"?

7. Probar que el operador de Volterra V : C[0,1] — C[O0, 1] dado por Vf(x) = fox f(Hdt
es compacto.

8. Probar que para cada g € L?[0,n], la ecuaciéon f(x) — foﬂ sen(x + y)f(y)dy = g(x)
tiene solucion f € L*[0,n].

9. Probar que si K : E — E es compacto, entonces (1— K)" tiene nticleo de dimension
finita, para cada n € N,

10. Sea T : E — F operador de Fredholm. Probar que

a) T' es de Fredholm y ademas ind(7”) = —ind(T).

b) Si dim(ker(7’)) = O entonces para cada y € E la ecuacion Tx = y tiene
solucion.

c) Si A: F — G es inversible entonces AT es de Fredholm y ademds ind(AT) =
ind(T).

e)" Si R: F — G es de Fredholm entonces ind(RT) = ind(R) + ind(T).
11. Considerar S : ¢ — ¢* el operador Shift y T su inverso a izquierda,

a) Mostrar que son operadores de Fredholm y calcular sus {ndices.

b) Mostrar que S* y T* también son operadores de Fredholm y calcular sus
indices.
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12.

13.

14.

15.

Sea H espacio de Hilbert, {e,}, b.o.n. de H. Supongamos que {y,}, es un conjunto
linealmente independiente de H, tal que Y, |le, — yull*> < oo.
a) Sea Tx = ),,(x,e,)y,. Probar que T es un operador acotado e inyectivo en H.
b) Probar que T — 1 es compacto.
c) Probar que span{y,}, es denso en H (sug: T =1+ (T —1)).
d) Si {y,} es un conjunto ortonormal, resulta una b.o.n.

(Espacio de Hardy). Sea H = L*(T), con T la circunferencia unitaria. Consideramos
la descomposicion en coeficientes de Fourier de f(z) = X,z f(n)z" € H dada por

H'={feH: f(n)=0Yn<0}, H ={feH: f(n)=0Yn> 0}

Denotamos H* = H*(T) el espacio de Hardy. Probar que ambos subespacios son
cerrados y ortogonales, que H = H* @ H™, y que toda funcion ¢ € C(T) es limite
uniforme de polinomios trigonométricos.

(Operadores de Hankel) Sean P,, P_ € L(H) los proyectores ortogonales con rango
H*,H™ respectivamente. Si y ¢ : T — C estd acotada, entonces el operador de
Hankel H, : H* — H~ estd dado por H, = P_M,|y+. Probar que

a) Sik €K,y ¢(z) = 7', entonces el rango de H, estd contenido en el subespacio

b) Probar que H, es compacto para toda ¢ continua.

(Operadores de Toeplitz). Si ¢ € C(T), el operador de Toeplitz T, : H* — H" estd
dado por T, = P,M,|g+. Probar que

a) St ¢ no se anula, T, es un operador de Fredholm (sugerencia: probar que
r,T7) =P, -P.MHy, =1+K).
b) Si k€ Zy ¢(z) = Z*, entonces ind(T,) = —k.

c) Si ¢ es no nula y w(¢) denota el indice de vueltas que da la imagen de ¢
alrededor de z = 0, entonces ind(7,) = —w(yp).
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d. Teoria espectral en espacios de
Banach

El camino méds corto entre dos verdades
en el dominio real, pasa por el dominio
complejo.

J. HADAMARD

En este capitulo estudiaremos el espectro de operadores acotados en espacios nor-
mados, y daremos los fundamentos del cdlculo funcional analitico de Riesz. En este
capitulo todos los espacios vectoriales son sobre C.

Dado un e.v.t. E, definimos el espectro de A € L(E) como
0(A) ={1€C:A - A no es inversible}.
El conjunto resolvente de A, es el complemento del espectro, esto es

(A ={1e€C:A - A es inversible}.

Veamos un par de ejemplos patoldgicos antes de seguir adelante.

Ejemplo 5.1 (Un operador acotado con espectro vacio). Sea
E ={f € C*[0,+00) : f¥(0) = 0, Vk € Ny},

con la familia de seminormas ||fl|, = sup{|f®(®)| : k < n, t € [0,n]} (sobreentendemos que
para cada f € E, existe € > 0 tal que f es suave en algun intervalo (—¢&, +0)). Entonces
es facil ver que E es Fréchet. Definimos A = %, A es claramente lineal y ademads preserva
E. Por otro lado, para cada n,

ISl = supll(ANP @) : k <n, 1 €[0,n]} = sup{lf“* (@) : k<n,1€[0,n]}
< sup{lf V@ k<n, 1 €[0,n+ 1) < lf s,
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luego A es continuo. Pero para cada A € C,

(R1f)(x) = eV f e~ f()dt
0
es también continuo en E y es inversa bildtera de A —A (afirmaciones que puede el lector
verificar). Luego o (A) = 0.

Ejemplo 5.2 (Un operador acotado cuyo espectro es todo el plano). Sea E = Hol(C) con
la familia de seminormas usual. Si A esta dado por (Af)(z) = zf(z) entonces A es lineal
y continuo. Pero

(A=Df@) =2f(2) - Af(2) = 2= Df(2)

asi que toda funcion en el rango de A — A debe tener una raiz en z = A. Esto prueba que
A — A nunca es sobreyectivo, asi que no puede ser inversible. En conclusion, o(A) = C.

Estos ejemplos muestran que la teorfa espectral en espacios de Fréchet es salvaje,
y una manera de atacar estas dificultades es pedir que las inversas de los operadores
A — A estén en familias mads restrictivas dentro de L(E), obteniendo asi mas control
sobre los posibles valores espectrales de A. No seguiremos ese camino en este texto, sino
que limitaremos la familia de espacios vectoriales a los espacios de Banach, donde el
espectro tiene propiedades mds controlables.

5.1. Espectro, autovalores, radio espectral

De aqul en mads, y en lo que resta de este capitulo, sea E espacio de Banach, A € L(E).
Un numero A puede estar en el espectro de A por diversos motivos:

1. A - A4 no es inyectivo, en ese caso decimos que A € 0 ,(A), el espectro puntual de
A. En este caso E, = ker(A — 1) se denomina autoespacio del autovalor A, y todo
v € £, se denomina autovector de A.

2. A — A es inyectivo y tiene rango propiamente denso (es denso y no es todo E). En
ese caso diremos que A € 0.(A), el espectro continuo de A.

3. A— A es inyectivo y su rango tiene codimension mayor o igual a uno, en ese caso
diremos que A € 0,(A), el espectro residual.

Notemos que denotando con U la unién disjunta,
0(A) = 0,(A) Uo(A) U o.(A).
Consideraremos también los siguientes subconjuntos del espectro:

1. A— A no es un operador de Fredholm, en ese caso diremos que A € o.:(A), el
espectro esencial.
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2. El espectro discreto, o4(A) = 0(A) \ 0.g5(A).

§ También es relevante considerar cuando A — A no esta acotado inferiormente. En ese
caso diremos que A € 0,,(A), el espectro puntual aproximado.

§ El espectro esencial de A es el espectro de A mirado como operador en el dlgebra de
Calkin L(E)/K(E) (Ejercicio 12, Seccion 5.6).
Sertalamos ahora algunas relaciones entre estas clasificaciones:

Si A es autovalor de A, entonces A — A no puede estar acotado inferiormente; lo
mismo ocurre si 4 estd en el espectro continuo (si fuese acotado inferiormente, entonces
tendria rango cerrado, luego seria sobreyectivo), luego

0 p(A) U 0(A) C 0p(A).

Es posible que A esté en el espectro residual y el puntual aproximado simultdneamen-
te, basta tomar un operador que no sea inyectivo ni sobreyectivo, y entonces 0 estara
en ambos espectros.

Una caracterizacion titil del espectro puntual aproximado y su relaciéon con el espectro
esencial:

Lema 5.3. Sea A € L(E). Entonces A € 0,,(A) sty solo si existe una sucesion (x,), C E
tal que ||x,|l =1y
lim ||Ax, — Ax,|| = 0.

Demostracion. Si existe una sucesion asi, A — A no estd acotado inferiormente, luego
aunque fuera inyectivo, su inversa no serfa acotada ya que

1= [lx,ll = A = ™A = D]l < CIA = x| = 0

es absurdo; luego A € 0,,(A). Supongamos ahora que A € 0,,(A), tenemos que existe x,
con la propiedad deseada ya que A — A no estd acotado inferiormente. |

§ Notemos que si A € 0,,(A) \ 0,(A), entonces A — A es inyectivo pero no puede ser
sobreyectivo ya que en ese caso (por el Teorema de la funcion abierta) seria inversible.
Se dan dos posibilidades: o bien 4 € 0,(A) (cuando el rango tiene codimension positiva),
o bien el rango de A es denso. Entonces

Tc(A) = 04p(A) \ (0p(A) U 0(A)).

5.1.1. Propiedades del espectro

Observacion 5.4. Si u € C, entonces para todo A € L(E) se tiene

o(1—pA) = {1 - pud : A € o (A)}.
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Para u = 0 la afirmacion es trivial. Supondremos u # 0. Si A4 € 0(A) entonces
1-pA -1 —-pd) =pd-A)

lo que prueba que 1 —pud € o(1—uA). Reciprocamente, si x € o(1—uA), tomamos A = 1;—x
y se tiene
A=A =Yu[(1 - pA) - x]

lo que prueba que 1 € 0(A) y x =1—pud.

Lema 5.5. Para todo A, B € L(E),

1. 1 - AB tiene inversa a izquierda (resp. derecha) si y solo si 1 — BA tiene inversa a
izquierda (resp. derecha).

2. 0(AB) U {0} = o(BA) U {0}.
Demostracion. Supongamos que C € L(E) es la inversa a derecha de 1 — AB, es decir
(1-AB)C =1.

Esto se puede reescribir como ABC = C —1. Se tiene que 1+ BCA es la inversa a derecha
de 1 — BA:

(1- BAY1+ BCA) = 1-BA+ BCA - BABCA =1—- BA + BCA - B(C - DA
= 1-BA+BCA-BCA+BA=1.

Para la inversa a izquierda se razona de forma andloga. Ahora bien si 4 ¢ o(AB), y
A # 0, dividiendo por A tenemos que 1 ¢ o(ab) donde a,b son A y B dividido por A. Asi
que 1—ab tiene inversa a izquierda y a derecha, luego 1— ba tiene inversa a izquierda y
a derecha, luego es inversible. Multiplicando por A, deducimos que A — BA es inversible
y por ende A ¢ o(BA). Esto prueba que o(BA) C 0(AB) U {0}. Por simetria, tenemos una
inclusiéon andloga, lo que prueba el resultado. O

5.1.2. Radio espectral
El radio espectral de A € L(E) es
p(A) = max{|4] : 1 € o (A)}.
Observemos que p puede anularse sobre elementos no nulos. Por ejemplo, si E = C? y
0 1
+=(00)

entonces 0(A) = {0}, con lo cual p(A) = 0, pero A # 0. En general, el radio espectral de
cualquier nilpotente (A*¥ = 0 para algtin k € N) es nulo.
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Lema 5.6 (Serie de Neumann). Si A € L(E) verifica ||l — A|| < 1, entonces A es inversible,

A= a-AYy

n>0

y ademds ||JA7'|| < (1|11 - AlD~".

Demostracion. Basta probar que la serie es convergente en la norma de L(E), puesto
que operando formalmente con ella se verifica que multiplicada de cualquiera de los dos
lados por A devuelve la identidad. Pero la serie de las normas es convergente por la
hipotesis y L(E) es completo pues E lo es, luego la serie es convergente. La cota para
la norma de la inversa se obtiene acotando la serie que define A7L. |

§ Denotamos GL(E, F) Cc L(E, F) al conjunto de operadores inversibles de E en F.

Teorema 5.7 (Operadores inversibles). Si A,B € L(E,F), A es inversible y ||A — B|| <
IA7Y|"L, entonces B es inversible. Ademds la inversion I : GL(E, F) — GL(F, E) es continua
y tiene dominio abierto en L(E, F).

Demostracion. Como
IL—A7'Bll = IA" A - B)I<IA"IIIA- Bl <1,

se sigue que A7'B es inversible por el lema previo, y en consecuencia, B es inversible.
Esto dice que los operadores inversibles forman un abierto en L(E, F).

Si A, B son inversibles y [|A—BI| < $||A7[|™", entonces [I-A™'B]|| < § y en consecuencia
A7!B es inversible y

IB7All = I(A7B) I <A-t-A"'B|)”! <2
por la cota del lema anterior. Entonces
1B~ < IBAl AT < 2[4,
Como A™' = B' = A(B-A)B,
IA™ = B < IA7'I1IA = BIlIB7!| < 2IA7|*|A - BI.

Asi que si B — A, con A, B inversibles, B! — A7! con lo cual la inversion es continua.
O

Corolario 5.8 (El radio espectral esta acotado por la norma). Si A € L(E), entonces
pA) < IAll,

y en particular el espectro es un conjunto acotado del plano complejo.
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Demostracion. Observemos que si |4| > ||A]| entonces [|JA/A|| <1 con lo cual 1 —A/A es
inversible o equivalentemente A — A es inversible. Esto nos dice que 4 ¢ 0(A), y hemos
probado que o(A) C {1 € C: 4] < |All}. O

Corolario 5.9 (El espectro es un subconjunto compacto del plano).

Demostracion. Ya vimos que el espectro es acotado. Consideremos g(1) = A — A, que
resulta ser una funcion continua g : C — L(E). El conjunto

g_l(GL(E)) ={1e€C:A - A es inversible}

coincide con el complemento del espectro de A, es decir o(A) = g (GL(E)), lo que
prueba que la resolvente es abierta, y en consecuencia 0(A) es cerrado; como es acotado
resulta ser compacto. O

Veremos mas adelante que el espectro es siempre no vacto.

Definicion 5.10 (Resolvente). Dado A € L(E), definimos la funcion resolvente de A,
denotada R4(1) : 0(A)* = L(E) como

A Ry =A-D7
Si no hay ambiguedades, podemos denotar R(1) = (A — ).

Observacion 5.11 (La resolvente es continua). Como vimos, el dominio de R4 es un
abierto no vacio del plano complejo, entorno de infinito (estd definida en, por lo menos
|[4] > ||A]]). Se trata claramente de una funcion continua, ya que la inversion es una
funcion continua en L(E) (Teorema 5.7).

Dejamos para el lector manipularla para obtener (Ejercicio 3, Seccion 5.6):

R() = R(u) = (A = )R(DR() YA, p € o(A). ©.D

§ Diremos que una funcion f : Q c C — L(E) es analitica si para cada ¢ € L(E), la
composicion ¢ o f: Q — C es holomorfa.

Lema 5.12. Dado A € L(E), la resolvente R4(A) : 0(A)° — L(E) es analitica y ademas
lim R4(1) = 0.

[A]—>00
Demostracion. Para A suficientemente grande, se tiene ||A/A4]| < 1y entonces

1 1 1 A—00
A =7 = —lld - A7) < = > A/ = ——— 2% 0
A A Z; A1~ 11All

Luego R4(A1) tiende a cero en infinito. Por otro lado, dada ¢ € L(E)’, podemos hallar
una férmula explicita para la derivada holomorfa de ¢ o Ry(A):

i T -2
oA = D7) = ¢(A - D7),

La prueba de esta formula queda para el lector (Ejercicio 4, Seccion 5.6). m|
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Corolario 5.13. Para todo A € L(E), el espectro de A es un conjunto compacto y no
vacio del plano complejo.

Demostracion. Ya probamos que es compacto. Supongamos que es vacio para algun A,
entonces dada ¢ € L(E), la funcién g(1) = ¢((A—A)") es una funcion entera (holomorfa
en todo el plano complejo) y tiende a cero en infinito. Por ser continua, debe ser acotada
en todo el plano, y esto por el Teorema de Louiville nos dice que g debe ser constante;
como su limite es nulo, debe ser g = 0 en C. Pero ¢((A — 2)™!) = 0 para toda funcional
del dual implica que (A — 1)1 =0, y esto es absurdo. ]

Probamos ahora un lema que establece que el espectro o : L(E) — 2° es una funcién
semicontinua superiormente, en el siguiente sentido:

Lema 5.14. Sea A € L(E) tal que o(A) C Q con Q C C abierto. Entonces existe € = g(A, Q)
tal que ||B — A|| < € implica o(B) C Q.

Demostracion. Si A ¢ o(A), entonces f(1) = ||[(A — 2)7Y| es una funcién continua, que
verifica f(1) — 0 cuando A4 — oo. En consecuencia, existe M > 0 tal que f(1) < M
para todo 4 € C — Q. Sea € = 1/M, entonces si B € L(E) verifica |[B—A||<ey u ¢ Q,
probaremos que u ¢ o(B). Se tiene que u — A es inversible y ademas

I(u = A (B-A) < fWIB-All <1,

con lo cual 1— (u— A)™(B — A) es inversible y entonces

p=B=u-A)1-@-A)"B-4)
también es inversible por ser producto de inversibles. |

Corolario 5.15. El radio espectral p : L(E) — R, es semicontinuo superiormente, esto
es, si A, — A en L(E), entonces

P(A) > limsup p(A,).

Demostracion. Supongamos que no es asi, existe entonces A, — Ay ¢ > 0 tales que,
pasando a una subsucesion si es necesario, p(A,) > p(A)+6. Ahora para cada n tomamos
A, € 0(A,) tal que

|4, = p(A) + 0, (05.2)

y como |4,] < p(A,) < ||A,l], esta sucesion de niimeros complejos resulta acotada. Pasando
nuevamente a una subsucesion, podemos suponer que 4, — A in C. Notemos ahora que
los operadores A, — 4, no son inversibles, y convergen en norma al operador A — A.
Como el conjunto de inversibles es abierto, A—A tampoco es inversible, esto es A € 0(A),
y en particular, |[1] < p(A). Pero por otro lado, tomando limite en (5.2) tenemos que
|4 = p(A) + 6 > p(A), una contradiccion. ]
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Observacion 35.16. El radio espectral no es una funcién continua, es decir, el espectro
no depende continuamente del operador elegido.

Un ejemplo de esto, debido a Kakutani (ver [12, pag. 113]) se obtiene con una sucesion
de operadores nilpontentes A, € L(H), -donde H es un espacio de Hilbert separable-,
que convergen en norma a un operador acotado A, pero A tiene radio espectral no nulo.

En particular la funcion radio espectral no es semicontinua inferiormente, pues en
este ejemplo, se deduce que p(A) > 0 mientras que p(A,) = 0 para todo n € N. Luego es
falso que p(A) < liminf, p(A,).

5.2. Calculo funcional holomorfo

En esta seccion presentamos el cdlculo holomorfo de Cauchy-Dunford-Riesz, y para
ello debemos extender primero la nocion de integral de linea (usada en el plano complejo
para la formula de Cauchy) al contexto de espacios vectoriales. Dado que el teorema de
Hahn-Banach sera necesario para separar puntos, es razonable suponer que este espacio
es al menos localmente convexo.

5.2.1. Integracion de curvas en espacios de Fréchet

Sea F espacio de Fréchet, I = [a,b] C R un intervalo, y f : I — F una funcion.
Diremos que f es una funcion elemental o simple si existe una particion de I en finitos
intervalos disjuntos I; C I y una coleccion de vectores {v;};=1., C F tales que fl; = vj,
es decir, si f es constante en cada intervalo I; = [¢;,1;;1) de la particion.

Hacemos de C = C([a, b], F) un espacio localmente convexo con la familia de semi-
normas

A1l = sup [lf Dl

te[a,b]

donde (|| - |l,). es la familia de seminormas de F. No es dificil ver que resulta completo,
luego F' es un espacio de Fréchet.

Definimos de manera similar el espacio de las funciones continuas a trozos por
derecha a valores en F, PC = PC([a, b], F) de manera similar a las funciones que toman
valores en K (ver la Definicion 2.17). Claramente C C PC pero también es evidente que
toda funcion simple estd en PC y que las mismas son densas.

Luego para cada f € C, podemos tomar una funcion simple que la aproxime tanto
como deseemos en PC.

Cuando f es elemental, definimos la integral de f sobre [a,b] con la regla del
trapezoide

b 1
f f= Z Q[f(ti—l) + f)1(t = tiy).

i=l..n
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§ Definimos la derivada de f € C([a, b], F) como

1
S0 =lim = [f+ 1) = f0)].

en caso que exista. Si existe y la funcion ¢t — f’(¢) es continua, decimos que f es de
clase C!. Diremos que f es C! a trozos si es de clase C! salvo finitos puntos t; € [a, b], y
alll existen los limites

fE=tm @, ) = lim o).

Definicién 5.17 (Integral de una curva). Sea f € F = C = C(la,b],F), (f,),. € C
funciones elementales tales que f, — f en C. Definimos

b b
f f(t)dt = lim f fu(t)dt.

Lema 35.18 (Propiedades de la integral de curvas). Sea f € C(la,b], F). Entonces su
integral no depende de la sucesion de funciones elementales que la aproxime. Ademas

1. Si T : F — G es un operador lineal continuo (G espacio de Fréchet), entonces

b b
T(f f(t)dt)=f T(f(®)dt,

2. Si|l-||: F — R es seminorma continua, entonces

b b
ff(t)dt <f ILf@lldt,

en particular si ||f(¢)|| < M en [a, b], entonces || fab fII<S MO - a),

3 [ f+fr=[1
4. Lb(ﬂf+g)=ﬂLbf+ngpara toda g € C(la,b], F), para todo A € K,

5. si f es C! entonces f(b) — f(a) = fab [ (vdt,

Demostracion. Todas las propiedades menos la tiltima son evidentes si f es constante a
trozos, y se llega a ellas aproximando funciones continuas con funciones de esta familia.
Respecto de la tltima identidad, consideramos g(¢) = ¢(f(¢)) para ¢ € F’, y notamos que
g :la,b] = K es de clase C'. Entonces

b b
¢mw—wmm=mw@@=fgmm=f¢www

donde la derivada pasa dentro de la funcional ¢ ya que la misma es lineal y continua.
Como esta identidad vale para toda ¢, y el dual separa puntos de F, deducimos la
identidad del ultimo item. |
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La primer propiedad es particularmente util para reducir una ecuacion a valores
reales o complejos si usamos funcionales del dual. Ast, por ejemplo, si

b
f(soof>=0eK

para toda ¢ € F’, se deduce por el teorema de Hahn-Banach que fa b f=0€F.

5.2.2. Integrales de linea en L(E)

Ahora introducimos el calculo funcional con una identidad fundamental:

Lema 5.19. Sea y : [a,b] — C una curva simple de clase C' a trozos, alrededor del
espectro de A € L(E), orientada de forma positiva. Para todo n € Ny, se tiene

1
A= — Ow'(w—A) dw.
2ni J,

Demostracion. La integral estd bien definida pues parametrizando y, como la inversion
es continua, se obtiene una funcién continua f : t — y(£)"(y(t) — A)¥(¢) a valores en
F = L(E), que es exactamente el integrando considerado.

Sea ¢ € L(E) una funcional continua, consideramos la composicion g = —po R, :
o(A) — C, que es una funcion holomorfa por el Lema 5.12. Supongamos que |4| > ||A]l:
entonces por la formula de la serie de Neumann,

gD = g - Ay = Y A Hpab),
k=0

Tomando una circunferencia I'y ¢ C centrada en el origen y de radio R > ||A|| nos
aseguramos que ['x C 0(A)° y que o(A) C Int(I'g). Podemos entonces calcular, para
cualquier n € Ny, la integral

1 1
o SE 'g()dA = —.95 DA gAY = p(an),
7l Jre 2ri Jr, =

donde el unico término que sobrevive es el correspondiente a k = n pues todos los demas
tienen primitiva (estamos usando la formula de los residuos).

Reemplazando la curva I'y por una curva C' a trozos y simplemente orientada que
tenga al espectro de A en su interior, tenemos que

1
P(A") = o 95 (A -A) N da
Tl ¥

pues A"g(A) es analitica en el interior de la region encerrada por y y [',. Como esto vale
para cualquier ¢ en el dual, se tiene

1
A= — 56 (= A) " dA.
2ni J,
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5.2.3. Radio espectral y formula de Riesz

Estamos en condiciones de dar una formula para el radio espectral, que utiliza la
norma de las potencias del operador.
Corolario 5.20 (Férmula del radio espectral). Si A € L(E), entonces

p(A) = lim A"][" = inf A",
n—oo nx

Demostracion. Si z € 0(A), entonces 7" € o(A") (Ejercicio 1, Seccion 5.6), luego |z|" =
17| < p(A™) < ||A"|, de donde deducimos |z] < ||A"||Y", con lo cual

|z < liminf ||A"]|""
n—oo

y tomando supremo sobre z € 0(A) se tiene

p(A) < liminf ||A")|"".

Por otra parte, consideramos para r > p(A), M(r) = mng IR4(re?)||. Este niimero es finito

puesto que A — [[(1 — A)7Y|| es continua en o(A) (Observacion 5.11). Por la férmula
integral y la Observacion 5.18

1 27 ) ) )
|A"]| = Zr” f r"e™R 4 (re) rie” do|| < rM(r),
0

con lo cual lim sup ||A"||/" < r, de manera que

n—oo

lim sup IA"I1" < p(A).

n—oo

Ahora
p(A) < liminf [JA"||V" < lim sup [|A"]|V" < p(A),

n—oo
con lo cual el limite existe y coincide con p(A).

Por tltimo, de |z] < [|A"]|/" también se deduce que

p(A) < iglfllA”lll/” < Lim [JA"[["" = p(A).

Consideremos, para A € L(E), el conjunto
Hol(o(A)) = {f : existe un abierto Q D 0(A) tal que f es analitica en Q}.

Notemos que el abierto 2 C C depende de f.

§ Dada f € Hol(o(A)), consideremos una curva simple cerrada y : [0,1] —» Q de clase
C! alrededor del espectro de A, orientada de forma positiva, y notamos que

t = fyO)A = y(0)'3(1) € L(E)

es una funcion continua en o(A)°.
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Definicion 5.21 (Férmula de Riesz del calculo funcional holomorfo). La integral

1 I
@A) = 56 Jww = A)ldw = — f SOy — A y(@dr (.3)
ni J, 2ri Jo

estd bien definida como integral de una curva continua a valores en el espacio de Banach
L(E), y ademas no depende de la curva .

Para verificar la ultima afirmacion, componemos con ¢ € L(E)’, y si ¥ es otra curva
con las mismas caracteristicas, entonces la diferencia de las integrales -que son ahora
integrales de funciones a valores en C- se puede reescribir -como es habitual- como
suma de integrales de curvas cerradas, y en este caso los integrandos quedan analfticos
en los interiores, con lo cual la diferencia es nula. Una vez mds, como la integral es
nula para cada ¢ € L(E), la integral es nula como operador.

5.2.4. Aproximacion por polinomios y funciones racionales

Tomemos un polinomio
p@) ="+ +aiz + ao
donde los a; son nimeros reales o complejos. Entonces tiene sentido calcular
pA) =a,A" + -+ @A + a9

para cualquier A € L(E). Como es habitual, evaluar ag en el elemento A € L(E) lo
pensamos como el elemento ayl € L(E), donde 1 denota el operador identidad. También
seguimos la costumbre de denotar @yl directamente como «y.

Con esta notacion, si g es una funcion racional cuyos polos no estan en el espectro
de A, usando la escritura en fracciones parciales (Observacion 2.22) podemos escribir

k
g(A) = po(A) + Y (A= 2)™) € L(E)

i=1
donde 4; € C son los polos de g (las raices del denominador) contadas con multiplicidad,
y los p; (i = 0...k) son polinomios; para i # 0, los polinomios p; no tienen término
independiente.

Si v es cualquier curva simple orientada de manera positiva alrededor de o(A), se
tiene

1
p(A) = o 56 pw)(w — A)dw
Tl y

por el Lema 5.19, pero entonces también, aplicando el razonamiento a po(A) y a p;
(evaluado en A; = (A — 2;)™") se tiene

1
q(A) = o 56 gw)(w — A)dw
Tl y

para toda funcion racional cuyos polos no estén en o(A) (eligiendo la curva y para que
deje los polos fuera).
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Observacion 5.22 (Aproximacion por funciones racionales). Tomamos f € Hol(o(A))
y una curva simple y € Q\ 0(A) (Q es el dominio de holomorfia de f). Consideramos
el compacto K = Int(y). Se sigue del teorema de Runge (Teorema 2.24) que existe una
sucesion de funciones racionales g, que converge uniformemente a f en K, en particular
en y (y podemos suponer que todos los polos estdan lejos de K). Luego

1
IS (A) = g. (DIl < o f|f(W) = @)l lw — A)\dlyl
T Jy

< cte.mdx |f(w) — g,(w)| — O. .4)
wey

Esto prueba que la definicion de la formula de Riesz es natural para toda f € Hol(o(A)).

En cada componente conexa de o(A), podemos reemplazar la aproximacion por una
sucesion de polinomios, también por el teorema de Runge.

5.3. Teorema espectral

Veamos ahora como se relacionan el espectro de A y el de f(A).
Proposicion 5.23. Si p es un polinomio y A € L(E), entonces
a(p(A)) = p(o(A)) = {p() : 1 € 7(A)}.
Demostracion. Sea n > 1el grado de p. Supongamos primero que @ € o(p(A)). Escribimos
p@-a=c| |-
con A; € C las n raices del polinomio p —a. Como
pA)-a=c,| |-

y p(A)—a no es inversible, al menos uno de los factores -digamos A—A;- es no inversible,
es decir A; € 0(A). Ahora observemos que p(4;) —a = 0, luego @ = p(4;) con A; € 0(A)
lo que prueba que a € p(g(A)).

Para ver la otra inclusion, tomamos p(d) € p(c(A)) con A € o(A). Escribimos
p(@) =" + -+ a1z + co,
luego
pA) = p(D) = c,(A" =) + -+ 1A= D) = (A - Dg(A, ) = g(A, V(A - ).

Como A — 4 no es inversible, concluimos que p(A) — p(1) no es inversible puesto que de
serlo, si C es su inversa entonces Cq(A, A) resultaria la inversa de A — A. ]

117



5.3. TEOREMA ESPECTRAL

Teorema 5.24 (Teorema espectral). Dado A € L(E), consideramos la aplicacion ev, =
f f(A) de Hol(o(A)) —» L(E). Entonces

1. ev, es lineal, continua y multiplicativa,
2. f(A) es inversible si y solo si f # 0 en o(A),
3. 0(f(A)) = f(o(A)).

Demostracion. Que (f+g)(A) = f(A)+g(A) es evidente de la formula integral de Riesz, la
prueba de la continuidad es idéntica a la que hicimos para aproximar f con una funcion
racional. Para ver que es multiplicativa, supongamos primero que f,g son funciones
racionales sin polos en Q, tales que fg = h. Entonces simplemente manipulando las
funciones racionales se tiene f(A)g(A) = h(A). El caso general es imediato aproximando
f,g con sucesiones de funciones racionales cuyos polos estén lejos de Q (Teorema de
Runge 2.24).

Supongamos primero que f no se anula en el compacto o(A); como f es holomorfa
en un entorno abierto ) que contiene al mismo, existe un abierto Q; donde f no se
anula, 0(A) c ; c Q. Luego g = 1/f es holomorfa en Q; y fg = 1 alli. Aplicando
el primer item a este producto, obtenemos f(A)g(A) = 1, puesto que eva(l) = 1. Pero
entonces también g(A)f(A) = 1, y deducimos que f(A) es inversible. Reciprocamente,
supongamos que existe 4 € 0(A) tal que f(1) = 0. Entonces como f es holomorfa en Q,
existe h holomorfa en Q tal que

w—=2Dh(w) = f(w) VYweQ,

y aplicando el morfismo ev, obtenemos (A — D)h(A) = f(A), y esto dice que f(A) no es
inversible (si C fuese inversa de f(A) es facil ver que Ch(A) serfa inversa de A — 4, lo
cual es absurdo pues A € g (A)).

Para probar la férmula del espectro, fijado A € C, tenemos que A ¢ o (f(A)) si y solo
si f(A) — Al es inversible. Por lo recién probado, esto es si y solo si f — 4 no se anula
en o(A), o equivalentemente, si y solo si 4 # f(8) para todo 8 € 0(A), esto es, si y solo
si 4 ¢ f(o(A)). O

Teorema 5.25 (Composicion de funciones). Sea A € L(E). Si f, g son dos funciones tales
que f € Hol(o(A)), g € Hol(o(f(A))), entonces g o f € Hol(o(A)) y ademas

(8 0 f)(A) = g(f(A)).

Demostracion. La primera afirmacion es trivial ya que o(f(A)) = f(o(A)), para probar
la segunda consideramos una curva suave simple y; alrededor de f(o(A)), y dentro del
dominio de holomorfia Q, de g.

Como f es holomorfa en un entorno Qr de o(A), existe Q abierto tal que o(A) C
Q C Qy, (donde Qf es el dominio de f) y una curva suave simple vy, alrededor de o(A)
de manera tal que f(Q) C Int(y;), y ademads el indice de y; alrededor de cualquier f(1)
es uno para cualquier A € Q.
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Entonces por un lado,

_ 1 gw)
@) =5 95 . ze0

y por otro lado como w — f es inversible para todo w € vy, se tiene (w — f)™' holomorfa
en Q (y w¢ o(f(A))), asl que también

1
(w—fa)™ = o 56 (W= f(2)(z— A)dz.
Yo

Pero entonces

g(f(A))

1
T 56 gw)(w — f(A)dw

= o5 56 56 gww = f@)(z— A) dzdw
i 27i .

= o= g(f(@) (z = A)"dz = (g o f)(A).
i Yo

El intercambio de las integrales esta justificado componiendo con ¢ € L(E)" y usando el
Teorema de Fubini. O

Corolario 5.26 (Ecuaciones espectrales). Si existe f € Hol(o(A)) tal que f(A) =
entonces 0(A) C Z(f) ={1€C: f(1) =0}

Demostracion. Como 0 es el unico valor espectral de 0 = f(A), de deduce que {0} =
o(f(A)) = f(o(A)), de aht la conclusion. O

§ Algunas consecuencias simples:
1. Si P2 = P € L(E) es un proyector no trivial, entonces o(P) = {0, 1}.
2. Si A? =1, entonces o(A) C {-1,1}.
3. Si ¥ es el operador de Fourier en L%(R"), entonces o(¥) C {1,i, -1, =i}, pues F% = 1.

4. Si A es nilpontente (existe n tal que A" = 0), entonces o(A) = {0}.

§ Si consideramos una funcion holomorfa

J@)= Z ¢z = 20)"

neN

en Q = {z € C:|lz—zll <R}, entonces la serie 3}y, c,(A —20)" es convergente en L(E)
si ||A — zol| < R. También puede probarse que si 0(A) C £, este operador coincide con el
calculo funcional de Riesz. Lo mismo ocurre si f es entera, la serie de f evaluada en
A coincide con el célculo funcional de Riesz. Estas afirmaciones quedan como ejercicio
para el lector (Ejercicio 5, Seccion 5.6).
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Definicion 5.27 (Subespacios invariantes). Diremos que un subespacio S C E es subes-
pacio invariante de A € L(E) si AS C S.

§ La buisqueda de subespacios invariantes es un problema importante de la teorfa de
operadores, ya que permite reducir el estudio de A a sus subespacios invariantes. Un
problema abierto muy importante es si todo operador en un espacio de Hilbert tiene un
subespacio invariante no trivial.

Si A € L(E) tiene un autovalor A, entonces el subespacio
E,=ker(A—-A) CE

de todos los autovectores ligados a A, es un subespacio invariante para A, pues para
todove E;, Av=AveE,.

5.3.1. Proyectores espectrales

Dado A € L(E), supongamos que V C 0(A) es una componente de 0(A) separada del
resto, 0(A) = VU V¢ y V no es vaclo ni todo o(A).

Entonces V c C es compacto y podemos considerar una curva suave simple y al-
rededor de V, que no toque las otras componentes, orientada de manera positiva, y

definir .
P=— 9§(w — A ldw.
271 Y

Es facil ver que P es lineal y acotado, ya que la resolvente es continua en o(A), luego

Lty) .,
IP|| < o max{|[R,[| : w € y}.

Lema 5.28 (Proyectores de Riesz). Sea A € L(E), 0(A) = V U V¢ con V componente
conexa no trivial. El operador acotado asi definido verifica:

1. P* = P (P es un proyector), 0 # P # 1.
2. PA = AP (P conmuta con A)
3. Los subespacios RanP, ker P son invariantes para A.

4. Si A=A +Ay; = AP + A(1 - P), entonces AjA; = 0y 0(A)) = VU {0}, 0(Ag) =
(o(A)\ V) U {0}

5. Si 0 ¢V, entonces Ay = Alganp : RanP — RanP es inversible y c(Ay) = V.

Demostracion. Separamos V y su complemento en o(A) con sendos abiertos €, Qs,
entonces Q = Q; U Qy es un abierto que contiene 0(A) y si definimos f como 1 en €
y 0 en Q,, se tiene f holomorfa en Q. Entonces inspeccionando la definicion de P se
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observa que P = f(A). Como f* = f, y la evaluacién en A es un homomorfismo, se
arriba a P? = f(A)? = f2(A) = f(A) = P.

Si fuese P = 0, tendriamos 0 = P = f(A) y entonces 0(A) C Z(f) = €y (Corolario
5.26), contradiciendo que o(A) tiene dos componentes conexas distintas. De la misma

manera, no puede ser P=1ya que 1 - P =0 = (1 - f)(A) y nuevamente llegamos que
o(A) Cc Z(1 - f) = €, contradiccion.

Como A conmuta con (w—A)7}, la integral es un limite de sumas y A es continuo,
A conmuta con P (o bien se puede argumentar con que evs es multiplicativa, y P = f(A)
mientras que A = id(A)).

Sea v € RanP, entonces Pv = v, luego Av = APv = PAv, y esto dice que Av € RanP.
Si v € ker P, entonces PAv = APv = A0 = 0, luego Av € ker P.

Que AjA; = 0 es inmediato de que P? = P luego P(1 — P) = 0. Consideremos
Si(@) = 2f(2), f2(2) = z(1 - f(2)), entonces A; = fi(A), luego

(A = 0(fi(A) = fi(o(A)) = {zf(2) : z € 0(A)} = V U {0},

y con un razonamiento similar se obtiene el espectro de o (As).

Si 0 ¢ V, podemos suponer que 0 ¢ Q;. Entonces la funcion definida como g(z) =1/z
para z € {; y extendida por 0 en ,, es holomorfa en Q. Luego B = g(A) es acotado, y
como g(z)f(z) = g(z), se tiene BP = PB = B, luego el rango de P también es invariante
para B. Ahora como zg(z) = f(z) y el cdlculo funcional es multiplicativo, se tiene AB =
BA = P, y esto dice que la restriccion de B al rango de P es la inversa de la restriccion de
A. Del {tem anterior y de que esta restriccion es inversible deducimos que o(Ay) = V. O

§ Si el espectro de A € L(E) tiene dos componentes conexas, hemos probado que A tiene
un subespacio invariante no trivial.

9.3.2. Operadores compactos

Teorema 35.29. Sea K € L(FE) operador compacto. Sea A # 0 y A € o(K). Entonces

1. 1€ 0,(K), es decir A es un autovalor de K,
2. El autoespacio ker(K — Q) tiene dimension finita.
3. 0(K) es a lo sumo numerable, y solo se puede acumular en 0.

4. Si la dimension de E es infinita, 0 € o(K).

Demostracion. Si A # 0, entonces 47K es compacto y entonces 1 — A7'K es Fredholm
de indice cero. Pero si A no fuera autovalor, 1 — 171K seria inyectivo pero no suryectivo
(st fuera suryectivo tendria rango cerrado, y como es inyectivo seria inversible por el
teorema de la funcidon abierta). Esto contradice que tenga indice cero.

Asimismo, como K es compacto dimker(d — K) = dimker(1 — 17'K) < co.
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Si el espectro es finito, no hay nada que probar. Supongamos que es al menos
numerable, y tomemos &€ > 0. Si existen infinitos A4; € o(K) tales que |1;] > €, sea
E, = {vi,---,v;} el subespacio generado por los autovectores de cada 4;, i = 1,...,n.
Entonces la inclusion E, C E,,; es estricta (Ejercicio 6, Seccion 5.6), y podemos tomar
para cada n > 2 un vector unitario y, € E, tal que d(y,, E,—1) > 1/2. Notemos primero
que si y, = >, @;x;, entonces

(K =)y, = Z ;A x; — Z QA x; = nzll(@i = )X € By
i i i=1

Pero entonces para m <n,

1Ky, = KOGyl

”/ly_,l(K - /ln)yn - /l;ql(K - /lm)ym + Yn — ym”
= 1w = [+ LUK = Ay + LK = )y} | > 1/2

pues y, + LUK — ,)ym + 1K — A,)y, € E,_;. De aqui deducimos que la sucesién

acotada {K(ﬂ;lyn)}n no tiene ninguna subsucesion convergente, y esto es absurdo pues
K es compacto y [|4,'y.ll = |4;'] < &'. Hemos probado que O es el tnico punto de
acumulacion de o(K). Pero entonces ademads

1
IS {w > ;},

n
y cada uno de estos conjuntos es finito, ast que o(A) es numerable.

Si la dimension de E es infinita, K no puede ser inversible porque en ese caso
1 = K™K seria compacto, y eso es una contradiccion. Luego en este caso 0 € o(K). O

§ Si K es compacto y su espectro no es unicamente {0}, entonces tiene un subespacio
invariante. El operador de Volterra (Ejercicio 18, Seccion 5.6) es un operador compacto
tal que (V) = {0}, sin embargo 0 no es un autovalor, asi que no podemos concluir que
tiene un subespacio invariante. Sin embargo,

Teorema 5.30 (Lomonosov-Hilden). Todo operador compacto K € L(E) en un espacio
de Banach complejo tiene un subespacio invariante no trivial.

Para una demostracion recomendamos el libro de Lax, [10, 25.1, Theorem 1].

5.3.3. Operadores Hermitianos

Diremos que A € L(E) es Hermitiano si ¢™ es una isometria para todo t € R, es
decir si
itA

[le"*v|| = || Vv eE.

Notar que eX siempre es inversible puesto que e = (eX)! se sigue de inspeccionar la
serie de potencias.

Los elementos Hermitianos son los mads lejanos a los nilpotentes, en el siguiente
sentido:
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Teorema 35.31. Sea A € L(E) Hermitiano. Entonces ||A|| = p(A).

Demostracion. Usaremos el desarrollo en serie de potencias de la funcion arcsen :
[-L1] = [=7/2,7/2]:
arc sen(x) = Z apx~.
n>0
Los a; son reales y positivos. No es dificil probar que la serie converge uniformemente
en |x| <1, y que para x = 1 es convergente y

arc sen(l) = Z a, = f_

n>0 2

Sea B Hermitiano tal que p(B) < m/2. Entonces p(sen(B)) = sen(po(B)) < 1, y por el cdlculo
funcional analitico,
B = arc sen(sen(B)) = Z a; sen(B)*.
n>0
iB__ ,—iB

e’—e
2i

Como sen(B) = y B es Hermitiano, resulta ||sen(B)|| < 1, con lo cual

T
IBIl < )" adllsen(B)I < > ax =

n=0 n>0 2

Para A Hermitiano, supongamos primero que p(A) = 0. Tomamos ¢t > 0 y entonces por
lo que acabamos de probar, como p(tA) = p(A)t = 0, se tiene ||tA|| < n/2; haciendo tender
t — +oo se tiene un absurdo, salvo que ||A|| = 0, luego p(A) = ||A]| = 0.

Sabemos que p(A) < ||A|| siempre es vdlido. Veamos que vale la otra desigualdad.
Sea entonces 0 <t < 2p7(TA)' Entonces p(tA) = p(A)t < nt/2, con lo cual t|A|| = ||tA|| < 7/2.

Haciendo tender ¢t — ﬁ por la izquierda, se tiene ﬁllAll <7m/2, luego ||All < p(A). O

5.4. Rango y radio numérico

En esta seccion estudiamos propiedades del rango y radio numérico de un elemento
A € L(E), y su relacion con el espectro. Una referencia fundamental sobre este tema es
el libro de Bonsall y Duncan [Z]. Para x no nulo en un espacio de Banach X, definimos

D(x) ={p e X" :llgll = 1, ¢(x) = [|x]I}.

Observemos que por el teorema de Hahn-Banach, este conjunto es siempre no vacto. De
hecho, como

(1o + (1 = DY)(x) = 1o(x) + (1 = Dy (x)

el conjunto D(x) C X’ es convexo. Con un argumento similar, vemos que es cerrado en
la topologia w* de X’. Luego es un compacto convexo no vacto.
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Observacion 5.32. Notar que si X es un espacio de Hilbert, entonces para x # 0 en X
la funcional
X

$x =
[|x]]

es un elemento de D(x), y por la convexidad estricta de la bola de X, resulta unico.

Cuando X = L(FE) para un espacio de Banach E, y tomamos 1 € X, los elementos de
D(1) c L(E) se denominan estados del dlgebra L(E).

Observacion 5.33. Si M,(C) es el dlgebra de matrices con la norma uniforme, podemos
considerar la descomposicion polar dada por A = UJA| con U matriz unitaria y |A| =
VA*A (ver la Secciéon 6.2 para mas detalles). Entonces, si x es un autovector unitario
correspondiente al maximo autovalor de |A|, como este autovalor coincide con [||A]]| =
l|A]|, definimos

oa(T) =(Ux, Tx)

que resulta un elemento de D(A). Notar que si la multiplicidad de ||A|| como autovalor
de |A| no es simple, entonces D(A) tiene mds de un elemento (de hecho infinitos). En
este contexto es facil ver entonces que

{lor=(x,-x) 1 xe C", |Ixl| = 1} ¢ D(D),
dejamos como ejercicio (5.34) probar que en realidad
D) ={er =Tr(T-): Tr(T)=1=|Tlly = TrTl}.
Problema 5.34. Sea B = M, (C) el dlgebra de matrices con la norma uniforme.

1. Probar que toda funcional ¢ del dual de B estd realizada por la traza, es decir
existe T € M, (C) tal que ¢(A) = Tr(AT).

2. Probar que ||¢|| = ||T||; = Tr|T|.
3. Probar que D(1) ={Tr(T-) : Tr(T)=1=Tr|T|}.

Volviendo al caso general, sea S = {B € L(E) : ||B|| = 1} € L(E) la esfera unitaria del
algebra de operadores. Dado A € L(E), definimos para B € S el conjunto

V(A, B) = {¢(AB) : ¢ € D(B) € L(E)'} c C,

que es un conjunto no vacto; observemos que si 4 € V(A, B) entonces [4]| < ||A]|.

Se define el rango numérico de A € L(E) como
V(A) = Upes V(A,B) C C,
claramente V(A) estda dentro de la bola de radio ||A||. El radio numérico de A € L(E) es

V(A) = sup{|] : 1 € V(A)} < [IA]l.
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Observemos que V(A,1) C V(A) es obvio pero ademas si A € V(A) entonces existen B € S,
¢ € D(B) tal que A = ¢(AB). Definimos ¢(Z) = ¢(ZB), entonces ¢ € L(E) pero ademads
o) =¢@(B) =1y ||¢|l = 1; es decir ¢ € D(1). Como

A= @(AB) = ¢(A),
se deduce que A € V(A,1). En resumen, para todo A € L(E), se tiene V(A,1) = V(A).

Definicion 5.335. Dado un espacio de Banach E, podemos definir, para 7 : E — E lineal
y acotado, el rango numérico espacial como

Ve(T) ={&(Tx) : x € E.[Ix]| = 1,£ € D(x)}.

Dado A € Vg(T), A = é&(Tx), podemos considerar ¢(A) = £(Ax). Claramente ¢ € L(E),
pero ademads es facil ver que ¢ € D(T). Como ¢(T) = &(Tx) = A, se tiene la inclusion
Ve(T) c V(T) para todo T € L(E). Puede probarse [2, p. 83] que

coVg(T) = V(T),

y por otro lado cuando E es un espacio de Hilbert el Teorema de Toeplitz-Hausdorff [4]
nos dice que Vg(T) es un conjunto convexo, luego para todo operador 7' en un espacio
de Hilbert H se tiene la igualdad entre rango numeérico y rango numeérico espacial.

Observacion 5.36. ;Qué es el rango numérico de una matriz A € M,(C)? Por la Obser-
vacion 5.33), se trata del conjunto compacto y convexo del plano complejo dado por

V(A) ={Tr(TA): TH(T)=1=|TI},
y por lo comentado en el ultimo parrafo, también se tiene la igualdad
V(A) = {(Ax, x), [Ixl| = 1}.

Si A es una matriz de 2 X 2, entonces V(A) es una elipse cuyos focos son los autovalores
de A [11]. Cabe observar que esta elipse degenera a una linea en el plano cuyos extremos
son los dos autovalores de A cuando A es normal (ver el proximo capitulo).

Lema 5.37. Si A € L(E) con E espacio de Banach, entonces
1. V(A) es un conjunto compacto, convexo y no vacio de C.
2. 0(A) c V(A) y p(A) < v(A) < ||A]l.

Demostracion. Sea S’ la esfera unitaria de L(E)" con la topologia w* y ev : S’ — C
la evaluacion ev(p) = ¢(A). Esta es una funcion lineal y continua. Como D(1) C S’ es
compacto convexo y no vacto, lo mismo vale para

V(A) = V(A, 1) = ev(D(D)).
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Si 4 € 0(A), entonces A — A1 no tiene inversa a izquierda o no tiene inversa a derecha.
Supongamos que no tiene inversa a izquierda, entonces J =el dlgebra generada por
A — A1 es un ideal propio (a izquierda) de L(E). Se tiene ||l — A|| > 1 para todo A € J
pues la bola unitaria alrededor del uno consta de elementos inversibles. Luego J estd
dentro de un hiperplano cerrado que no contiene al 1 € L(E). Por el teorema de Hahn-
Banach, existe ¢ € L(E) tal que ¢(1) =1 =|[1]l y J C kere. Es decir ¢ € D(1) y como
p(A—A1) =0, ¢(A) = A lo que nos dice que 4 € V(A). Si A— A no tiene inversa a derecha,
la prueba es idéntica. La desigualdad p(A) < v(A) es ahora evidente, y ya mencionamos
que v(A) < [|All. O

Dado X c C, denotamos con co(X) a la capsula convexa de X,
coX)={zeC:z=tu+1-0A, AuecX tel0,1]}.

Como V(A) es convexo (Lema 5.37), se deduce que co(og(A)) C V(A).

5.4.1. El rango numérico y los grupos a un parametro

En este teorema damos relaciones mds finas entre espectro y rango numérico.

Teorema 5.38. Si A € L(E), entonces

1. max{Re 1: 1€ 0(A)} = inkfr Lloglle"|| = lim sup 4 log [le]|.
ne

t—+00

2. max{Im A : 1 € 0(A)} = in£ Llog|le™™|| = lim sup 1 log|le~"]].
ne

—+00

3. max{Re A : A € V(a)} = sup  log le|| = lirgl Hog lle™ ||
—0*

>0

= inf 1|1+ Al - 1) = lim L([IL + 4] - 1).
>0 —0*

4. max{Im A : A € V(A)} = sup 1 log|le™|| = liI(I)l Hog lle™ ™|
>0 1—0%

=inf }(||L - itAl - 1) = lim 1(J|L - itA]l - 1).
>0 t—0*

Demostracion. Veamos 1. Como o(e?) = exp(c(A)), se tiene
{ul - p € o€}y ={ef" 1 1€ o (A))

luego log r(e?) = max{Red : 1 € o(A)}. Por otro lado

1
log r(¢*) = log jnf [[(*)"|[" = fnf ~ log lle" ]I
neN neN 1
Sea f(¢) = log|le™|l, f : R — R. Esta es una funcion continua pero ademds es subaditiva

pues
[+ 5) =loglle"e™|| < loglle™lllle*!]l = f(t) + f(s).
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Ciertamente ) . .
I =inf —f(n) < sup—f(n) <limsup-f(r) = S.
neN n neN 1 t—+o00 I
Para terminar la demostracion del primer {tem, veamos que S = I. Tomemos a > [ y

elijamos n € N tal que %f(n) < a. Sea
m=sup{f(r) : n <r < 2n} < oo.
Dado k € N, tomemos t € [(k + Dn, (k + 2)n] y por la subaditividad de f,

f@) < flkn) + f(t — kn) < kf(n) + m,

luego
kf(n m kn m
@) +—<—a+—.
t t t
Si hacemos tender k — oo, dejando que ¢ permanezca en el intervalo dado, se tiene

kn :
T < 1, y deducimos que

Vi f(1) <

limsupY: f(¢) < «,
t—+0o
lo que prueba la desigualdad que faltaba, § < I. El segundo item se deduce del primero,
notando que o(—iA) = —io(A) y entonces

max{Re A : A € o(-iA)} max{Re A : A € —io(A)}

max{I/m u : u € o(A)}.

Para probar el {tem 3., sea u = max{Re A : 4 € V(A)}. Tomemos ¢ > 0, y para X € L(E)
de norma unitaria, sea ¢ € D(X). Entonces

o((1 - 1A)X) = p(X) — 1p(AX) =1—14
con A € V(A). Entonces
(1= tA)X]|| = |e((1 — tA)X)| = Rep((1 —tA)X) > 1 — tu. (0.9)

Si A = 0 la afirmacion es trivial. Si tomamos 0 < ¢ < ||A||™}, se tiene 1—tu > 1—a]|A|| > 0,

y aplicando la desigualdad (5.5) a X = ”}:;ﬁ”, obtenemos

=)™ A+ AIA%) = (= g7 IL = PA%] 2 1L+ £A].

Entonces . o 1o
1||A tu + t°||A
||1+tA||—1§M—1:’u—””.
1—1tu 1-1tu
Luego
w+ A%

1 1
i=inf-(|1+7A||-1) < -(|1+A|l-1) <
>0 t t 1—-1tu
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para 0 < t < ||A||"!. Basta probar que u < i para obtener, tomando limite, la primera
identidad

1 1
u=1inf -(||1 + tA|| — 1) = lim -(||]1 + tA|]| - 1). ©.6)
>0 t —0% f
Pero si ¢ € D(1) entonces ¢(A) = Y«(¢(1 + tA) — 1) para todo ¢ > 0, con lo cual
Re p(A) = Yu(Re ¢(1+1A) — 1) < Yu(lp(1 +tA)| - 1) < Yi(I1 + Al - 1),

de donde se deduce que u < i. Ahora vamos a probar la identidad
1 1A 1 1A
lim -log|le”|| = sup - log|le”’|| = u. .7
1=0% f >0 1

Tomemos t > 0, y observemos que la ecuacion (5.5) nos dice que
Rep((1—-1tA)X) > 1 — 1ulX]|

para cualquier X no nulo. Aplicando esta desigualdad a X; = (1 -tA)X y razonando por
induccion, vemos que

Rep((1 - tA)"X) > (1 - 1)"|1X]|

para todo X € L(FE), para todo n € N. Dividiendo por n! y sumando sobre n, se deduce
que

elle™™X]| = [lexp(1 - tA)X|| > Reg(e'™X) > &' ¥||X]|.

Cancelando los términos exp(1) = e de ambos lados y tomando X = ¢4 se tiene e > |le™||

para todo ¢ > 0 con lo cual

1
Supglogllemll < p.

>0

Ahora, como |le™|| = |[1 + tA + o(t®)|| > |1 + tA|| — o(f?), y usando que r'(r — 1) < log(r)
para todo r > 0, tenemos

AL+ Al -1 —o(t) 1
<

< -log|le”
1+ Al — o(?) ;loglie”l

para todo ¢ > 0. Luego

1

AN+ Al -1 -o() 1 1

t <21 tA < -1 tA <L
I+ tA|| - 0(l2) =7 Og”e I < sup : 0g||€ || < M

>0

para todo ¢t > 0, y haciendo tender t — 0F en el término de la izquierda y usando
(5.6), obtenemos (5.7). El cuarto item se deduce del tercero, de la misma manera que el
segundo se dedujo del primero. m|
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5.4.2. La relacion entre rango numérico y espectro

Recordemos que A € L(E) es Hermitiano si e tiene norma unitaria para todo ¢ € R.
Teorema 5.39. Sea A € L(E) Hermitiano. Entonces:

1. ||All = p(A).

2. mino(A) = min V(A) y max V(A) = max o(A). En particular p(A) = v(A) y ademas
V(A) = co(o(A)).

Demostracion. La primer igualdad fue demostrada en el Teorema 5.31. Para probar la
segunda, usamos el item previo y el item 3 del Teorema 5.38: tomamos ¢ > 0 tal que
ola+1t)cV(a+1t cl0,+00) y calculamos

alla+t||

1 1
sup — log ||| < sup — loge
a>0 O a>0

lla +t| = r(a +1).

max V(a + 1)

Como o(a+t) C [0, +0), se tiene r(a +t) = maxo(a + t), luego
max V(a +t) < max o(a + 1).
Como la otra desigualdad vale siempre en realidad tenemos
max V(a + t) = max o(a + 1).
Entonces de V(a) +t=V(a+1t)y o(a+1t) = o(a)+t deducimos que
max V(a) = méax o(a).

Ahora usamos que

mjn V(a) mjn V(—(-a)) = mjn —V(-a)) = — méax V(-a)

= —maxo(—a) = mjn —o(—a) = mjn o(a).

Luego
mjn o(a) = mjn V(a) < méax V(a) = max o(a),

y como V(a) es convexo se tiene la conclusion V(a) = co(o(a)). |

3.5. Resultados complementarios: dlgebras de Banach

Un algebra de Banach A es un espacio de Banach sobre R 6 C que tiene un producto
tal que |lab|| < |la||||b]| para todo a,b € A. En general las dlgebras se consideran con
unidad, y se pide que ||1]| = 1.
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Observacion 5.40. En caso de no poseer unidad, hay un procedimiento sencillo para
adjuntarle una unidad en la inclusion natural A — A; = A X K, definiendo la unidad
de A; como el elemento (0,1) y dandole la estructura de dlgebra ineludible

(A,a)-(B,B) = (AB + aB + BA, af5).
Hacemos de A; un espacio normado con la formula
I(A, )| = sup{||(A + @)B|| : B€ A, ||B|| = 1}.

Claramente ||1]| = ||(0, D|| = 1, como desedbamos. Puede el lector comprobar que se trata
de un espacio de Banach, ya que A lo era. Y por ultimo, que

I(A, &)(B, Bl < [I(A, I II(B, BII-

De hecho, con esta norma la inclusion A C A; resulta obviamente contractiva ||(A, 0)|| <
IA]l, en particular continua e inyectiva, y como tanto A como su imagen (A,0) C A;
son espacios de Banach, entonces la inclusion es abierta, y da un homeomorfismo entre
A e i(A) = (A 0) C A. Por eso el procedimiento se denomina adjuncion de unidad (en
caso de tener A unidad aproximada, es facil ver que la inclusion es isométrica).

La teoria de Algebras de Banach da un marco abstracto para los cdlculos que hicimos
en este capitulo, ya que si E es un espacio de Banach, entonces A = L(E) es un dlgebra
de Banach. Todos los resultados que probamos en este capitulo (que los inversibles
forman un conjunto abierto, la continuidad de la inversion, la holomorfia de la funcion
resolvente, las propiedades del espectro, la féormula de Riesz del cdlculo funcional, la
formula del radio espectral, el teorema del cdlculo funcional holomorfo) tienen validez
en dlgebras de Banach complejas, con la misma demostracion.

5.5.1. Representacion como operadores lineales acotados

Cabe notar que en cierto sentido no hemos perdido generalidad trabajando en L(E),
ya que toda dlgebra se representa isométricamente en el espacio de Banach E = A,
simplemente actuando por multiplicacion a izquierda (o derecha): dado A € A, conside-
ramos Ly : A — A dado por LyB = AB. Entonces L, es lineal y acotado |[Ls]| < ||All,
pero como L1 = A, se sique que ||L4l| = [|A]|.

Por otro lado, L : A — L(A) dado por L(A) = L4 es lineal, e isométrico, ya que
IIL(A)|| < ||ILCA)Y| = [|A]l, y L(1) = 1 asi que ||L|| = 1. Como L es isométrico y A es completa,
es facil ver que L(A) C L(A) es una subdlgebra cerrada en norma.

Con esto, no es dificil ver que entonces A es inversible en A si y solo si Ly es
inversible en L(A), y reemplazando A por A — A, arribamos a 0(A) = o(Ly).

Observacion 5.41. Estas observaciones muestran que la teorfa espectral en dlgebras
de Banach puede hacerse, sin pérdida de generalidad, suponiendo que el dlgebra es una
subdlgebra cerrada de L(FE), para algiin espacio de Banach E (de hecho, E = A).
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3.6. Ejercicios
En esta seccion de ejercicios, E, F denotan espacios de Banach.

1. Sea A € L(E), sea n € Ny. Probar que

a) o(A") = o(A)".
b) o(A™) = o (A)! si A € GL(E).
c) 0(A) =o(A).
2. Sea T : P — €7 dado por T(x) = (@, Xp)nen, donde 1 < p < 00y (@)penw € €.
a) R(T) es cerrado si y solo si (Ya,).en €s acotada (considerando solo los n tales
que a, # 0).
b) T es compacto si y sélo si @, — 0
¢) Ran(T) es finito si y solo si finitos @, son no nulos.
d) Hallar o(T).

3. Dado A € L(E), si R(1) = (A - A)7! es la resolvente de A definida en Q = o (A)°,
probar que para todo A,u € Q

R(D) = R(u) = (A = t)R(DR ().

4. Sea A € L(E), p € LIEY.Si f: Q= 0(A)F — C estd dada por (1) = ¢((A — )™,
probar que
() = f(Ao) = (A = 2)e((A = 29)%) 1-1 0
A=Ay

concluir que f es holomorfa en Q y que (1) = (A — )72).

3. Sea f(z) = Xpen, cn(z — 20)" holomorfa en Q = {z € C: |z —z9| < R}, sea A € L(E).
Probar que

a) La serie S4 = >,y (A — 20)" es convergente en L(E) si ||A —z0l| < R

b) Si o(A) C Q, este operador S, coincide con el cdlculo funcional de Riesz
f(A).

c) Si f es entera, la serie de f evaluada en A coincide con el cdlculo funcional
de Riesz f(A).

6. Probar que si {4;}i-1., C 0,(A) son todos distintos, y v; € E son autovectores no
nulos correspondientes a cada A;, entonces los v; son linealmente independientes.

7. Sea A € L(E) inversible y tal que 0(A) no separa 0 de o en C. Probar que

a) A tiene un logaritmo: existe B € L(E) tal que e® = exp(B) = A.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

b) A tiene raices n-ésimas: para todo n > 0 existe C € L(E) tal que C" = A.
¢) Si 0(A) c C\ (-0, 0], entonces hay un logaritmo B = In(A) tal que o(In(A)) C
{z:—nm<Imz<m}.

Sea A € L(E), A autovalor de A. Entonces f(1) es autovalor de f(A), para toda
f € Hol(o(A)). ;Todo autovalor de f(A) es de esta forma?

Sean S,T los shifts a derecha e izquierda respectivamente, actuando en ¢ con
1< p<oo.

a) Probar que o(T) ={1€C: |1 <1}, y que si |1 <1 entonces es autovalor.

b) Calcular o(S) y probar que S no tiene autovalores.

Dada ¢ € L¥(X,u) y 1 < p < oo, consideramos M, el operador de multiplicacion
en LP(X,u), y definimos el rango esencial de ¢ como

imes(p) ={1€C: Ve>0, u(x:|f(x)—1 <¢) > 0}.

a) Probar que o(M,) = imes(y).

b) A € o(M,) es autovalor siy solo si u(¢™'(1)) > 0.

c) Probar que M; = M,, si identificamos L7 = (L?)', Yp+1/q=1.

d) Probar que M, es inversible si y solo si es acotado inferiormente.

e) Si X =[0,1] y ¢ es continua, probar que M, es compacto sélo si ¢ = 0.
Si ¢ € C(T) y H,, T, son los operadores Hankel y Toeplitz en el espacio de Hardy
H*(T) = H*, denotamos yi(z) = z*, k € Z. Probar que

a) (xif 1k €Z,f € H* es denso en L2

b) Si T, es inversible entonces M, es inversible en L%(T).

¢) Oess(T,) Cim(p) = o(M,) € o(T,) (sug: considerar T,Ty, = P, — P, M,H,, para

la primera inclusion).

Sean A,K € L(E) con K compacto, probar que 0 ,4(A) = 0,.5(A + K).

Sea K € L(E) compacto, probar que si f € Hol(o(K)) y f(0) = 0, entonces f(K)
es compacto (sug: f(z) = zg(z) para alguna g € Hol(o(A))).

Sean (X, ), (Y, ji) espacios de medida, y sean {f,}, € L*(X, 1) (resp. {gm}m C L*(Y, 1))
bases ortonormales. Sea f,g.(x,y) = f.(x)g.(y). Probar que {f,8n}nm €s una b.o.n.
de L2(X X Y, uu X j1).

Sea H = L*(X,u), sea k € L*(X x X) y K € L(H) el operador integral con niicleo k.

a) Si k; = k en L*(X x X), entonces K; — K en L(H).
b) K es compacto (sug: k = 3, ., @unfu fn)-
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c) Si @, = 0 para n # m, probar que los a,, son autovalores de K y las f,
autofunciones, en particular o(K) C €2

16. Un operador es cuasi-nilpotente si o(A) = {0}. Probar que A : ¢* — ¢? dado por
A(xy, xg,+++) = (0,3, %,...,5,...) es cuasi-nilpotente.

17. Sea V c o(A) componente conexa del operador acotado A € L(E), sea P el proyec-
tor espectral de asociado a V, y F = RanP. Si Ay € L(F) denota la restriccion de
A, probar que o(Ay) = V. En particular, si 0 ¢ V, entonces Ay es inversible.

18. Sea V el operador de Volterra V : L*[0,1] — L?[0,1] dado por V(f)(x) = fox f(tdt.
Probar que V es compacto, que o(V) = {0} y que ker V = {0}.
Probar que paraa >0, S, ={feL?: f llo.a) = O} es subespacio invariante de V.
19. Si K € L(E) es compacto, y 0 # A € o(K), sea P, el proyector espectral de K
asociado a 4, E, = RanP,. Probar que
a) dimE; < co.
b) K restringido a E, es inversible y su espectro es {d}.
c¢) K admite una descomposicion en bloques de Jordan como la de las matrices,

en particular existe n = n(1) > 0 tal que E, = ker(K — 1)".

20. Sean A,B € L(E) con A compacto. Probar que para cada A € o(AB) \ {0} =
o(BA) \ {0}, la multiplicidad de A4 como autovalor de AB coincide con la de BA
(sug: probar que por restriccion, B : ker(AB — 1) — ker(BA — A) es biyectivo).

21. Sea f: Q C C — L(E), decimos que f analitica si es derivable en Q.
a) Probar que si f es analitica, entonces f’ es localmente acotada en Q (sug:
para cada ¢ € L(E), g = ¢ o f es holomorfa en Q, luego usar el PAU).
b) Probar que si f es analitica entonces es continua.

c) Probar que f es analitica si y solo si ¢ o f es holomorfa para toda ¢ € L(E)
(sug: probar que vale la formula de Riesz a valores en L(E) para f).

d) Probar que la resolvente R4(1) de un operador acotado A, es analitica en
Q=0c(A)F.

22. Sea (A,), € L(E), y supongamos que para toda ¢ € L(E), la serie ), ¢(4,)7"
es convergente en [z| < R. Probar que la serie f(z) = },-1An2" es convergente en
|zl <Ry f es analitica alll (sug: definir f(z)(¢) = ¢(f(z2)) y usar el PAU).
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6. Operadores en espacios de Hilbert

Cuando uno se ha realmente
compenetrado con un tema de estudio,
cosas que previamente parecian estar en
completo contraste, pueden ser vistas
como meras transformaciones
matematicas una de la otra.

JoHN vON NEUMANN

Estudiaremos en este tltimo capitulo operadores en espacios de Hilbert, con especial
énfasis en la teorta espectral de operadores autoadjuntos. Recordemos entonces la nocion
de operador adjunto en un espacio de Hilbert complejo H.

Definicion 6.1 (Operador adjunto). Sea A € L(H). El operador adjunto de A, denotado
como A* es el unico operador lineal en H que verifica

(Ax,y) = (x,A"y) VYx,y € H.

Consideremos por un momento la forma bilineal B(x,y) = (Ax,y). Es inmediato que
B es sesqui-lineal y acotada, con ||8]| = ||A|l. Entonces por el Teorema de Representacion
de Riesz para formas bilineales (Teorema 3.17), existe T lineal y acotado tal que ||T|| =
18Il = [IA]l. Como

(Ax,y) = B(x,y) =(x,A"y)  Vx,yeH

debe ser T = A*. Hemos probado que A* es acotado en H.

Esta misma cuenta prueba ademds que la involucion A — A* es una isometria en
L(H), ya que [|A]| = [|A7].

Atencion que si H es complejo, la involucion no es lineal sino que es anti-lineal.

Es facil ver que (AB)* = B*A* para todo A, B € L(H).

Definicion 6.2 (Operadores normales y autoadjuntos). Diremos que A € L(H) es normal
st A*A = AA", que es autoadjunto (o Hermitiano) si A* = A.
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Lema 6.3. Para todo A € L(H), se tiene ||A*A|| = ||A||*> = ||AA*||. Si A es normal (en
particular, autoadjunto), entonces
p(A) = [lA]l

donde p denota el radio espectral.

Demostracion. Tenemos ||A*All < ||A*||||A]l = ||A][%, y por otro lado, para cada x € By =
{xe H: |« <1},
IAXI* = (Ax, Ax) = (A*Ax, x) < |A*Al.

Tomando supremo sobre x se deduce ||A|> < ||[A*A|| lo que prueba que ||A*A| = ||A|>.
Cambiando A por A* se tiene también |JAA*|| = ||A|]%.
Supongamos ahora que A es normal, entonces B = A*"A = A*A es autoadjunto y
ademds (A%)* = (AA)* = A*A* = (A")?, luego
IAII* = JAA*|” = [I(AA")"AA™|| = [AAA"A%|| = |A%(A%)|| = [|A%I1%,
con lo cual ||A|?> = ||A?||. Iterando el procedimiento, tenemos que ||AZ'|| = |A|* para todo

n €N, as{ que
Al = A% ™" = p(A)

donde hemos usado la formula del radio espectral (Corolario 5.20). m|
No es dificil probar que un operador normal es inversible si y solo si es acota-

do inferiormente (Ejercicio 2, Seccion 6.5). Para operadores autoadjuntos esto permite
caracterizar mejor su espectro:

Lema 6.4. Si A* = A entonces o(A) C [ — ||A]l,||A]|]] € R y ademas ||A]| 6 —||Al| € o(A).

Demostracion. Sea A = a+ib € g(A), entonces
A= Dxl? = llAx — ax|” + [bf [|x]* — 2Re((A — a)x, ibx)
= [lAx — ax|’ + [bP Ix]I* — 2Re{ib((A — a)x, x)} = ||Ax — ax|* + |b* ||x||*.
Luego ||(A — D)x|| > |b]||1x]l y st b # 0, A — A, que es normal, seria acotado inferiormente.

Entonces seria inversible y 4 ¢ 0(A). Concluimos que 0(A) € R. Como p(A) = ||A]|, se
tiene la aseveracion del lema. m|

Observacion 6.5 (Subespacios invariantes). St A* = A,y § C H es subespacio invariante
para A, entonces S+ es también invariante para A y ademds las restricciones de A en S
y S+ son operadores autoadjuntos. En efecto, si y € S+, x € §, entonces

(Ay,x) =(y,Ax) =0

pues Ax € S, luego AS+ C S+,

En particular, como S = kerA es invariante para A, y ker A* = RanA (Ejercicio 1,
Seccion 6.5), tenemos la descomposicion

H = RanA @ kerA

y ambos son subespacios invariantes para A.
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Teorema 6.6 (Teorema espectral, operadores compactos autoadjuntos). Sea A* = A €
L(H) compacto, entonces existe un conjunto ortonormal {e,},an de H que es b.o.n. de
RanA y tal que Ae, = A,e, donde (4,), = 0(A) \ {0} C R, contando cada autovalor no nulo
con su (finita) multiplicidad. Extendiendo este conjunto con una b.o.n. de ker A obtenemos
una base ortonormal de H.

Demostracion. Por el teorema espectral para operadores compactos, sabemos que el es-
pectro de A es discreto, solo se puede acumular en 4 = 0, y que la multiplicidad de
cada A, # 0 es finita. Ademads, autovectores correspondientes a autovalores distintos son
ortogonales (Ejercicio 2, Seccion 6.5). Tomamos entonces para cada n € N una b.o.n. del
autoespacio de 0 # 4, € 0(A). Este conjunto {e,}, es a lo sumo numerable y ortonormal,
y verifica Ae, = A,e, para todo n.

Afirmamos que la clausura S del subespacio generado {e,), es todo el rango de A.
Notemos que § C RanA C H es un subespacio invariante para A, luego H =S5 & § L con
S+ invariante para A, y la restriccion A = Alg: € L(S+) es autoadjunta y compacta.

Supongamos que A tiene un autgvalor no nulo, tiene entonces un autovector no nulo.
Pero si ¢ € H es un autovector de A, entonces Ap = Ay, luego también es un autovector
de A con el mismo autovalor, y esto dice que A = A4, para algiin n 'y que ¢ € S, absurdo.
Como A es compacto, 0'(;\\) = {0}. Pero como A es autoadjunto, 0 = p(;f) = ||;\\||, luego
A = 0. Esto dice que S+ C kerA, luego RanA = kerA* c S, que es lo que afirmamos. O

Observacion 6.7. En el teorema anterior, la base obtenida serd numerable si y solo si
H es separable, si y solo si el niicleo de A es separable, ya que en cualquier caso se
tiene que para un operador compacto autoadjunto, su rango siempre es separable.

§ Denotando P, = e, ® e¢,, donde x ® y(z) = (z,y)x, tenemos que P, es el proyector
ortogonal en H con rango (e,). Luego el teorema anterior nos dice que para todo x € H,

Ax = i Ax, ee, = i A, P, x,
n=1 n=1

donde la suma es convergente en H. Dejamos como ejercicio ver que la suma es conver-
gente en norma de operadores (Ejercicio 7, Seccion 6.5):

Corolario 6.8 (Forma canodnica de un operador compacto autoadjunto). Dado A* = A €
L(H) operador compacto, y (1,), = 0(A) \ {0}, la serie

es convergente en L(E).

6.1. Calculo funcional continuo

Enunciamos un caso particular del teorema de Stone-Weierstrass que serd de extrema
utilidad. La demostracion puede verse en el libro de Reed-Simon, [13, pdg. 103].
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Teorema 6.9 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea K ¢ C compacto. Si C(K) denota el
algebra de Banach de funciones continuas a valores complejos sobre K, con la topologia
de convergencia uniforme, entonces los polinomios en dos variables p = p(z,7) son densos
en C(K).

En este capitulo, dado un compacto K C C, y una funcion continua en K denotaremos

flleoc = suplf(2)I.

zeK

Observacion 6.10. Supongamos que A es normal. Si adoptamos la convencion de que
evaluando Z en z = A obtenemos A", tiene sentido calcular p(A,A*) para un polinomio
p = p(z,z). Por ejemplo, si

p(z,2) =22 + 32+ 72+ 2,

entonces
P(A,AY) = 2A% + 3A + (A")*A + (A3,

Notemos que p(A,A*) es normal también, y el dlgebra generada por A,A* y la identidad
se identifica con los polinomios en dos variables evaluados en A, A%, donde Z(A) = A",

Observacion 6.11. Si A = A", en realidad se tiene que p(z,2)la = g(A) donde g = ¢(z) es
otro polinomio unicamente en la variable z. Luego si p, = f, con f continua en o(A),
podemos suponer que los polinomios son en la variable z y ademds, como p, — pm = Gum
es también un polinomio en una variable,

122(A) = Pn(A = llgnm(AN = p(Gnm(A)) = llgnmllcocay = 12w = Pinlloo,oay = 0.

Aqul usamos que para cada n,m, la norma del operador normal g, ,,(A) se calcula usando
su radio espectral, y el teorema espectral para polinomios en una variable

T (Gnm(A)) = gnm(0(A)).
Como L(H) es completo, podemos definir como en el caso de las funciones analiticas,
f(A) = Tim p,(A).
Esta definicion no depende de la sucesion elegida, como puede el lector verificar.

Teorema 6.12 (Célculo funcional continuo - Operadores autoadjuntos). Sean A = A* €
L(E), f,g € C(cg(A)). Entonces:

1. (f9)(A) = f(A)g(A) = g(A)f(A). (f)A) = fA).
2. lF I = N1 loo.cria)-
3. f(A) es inversible si y solo si f(1) # 0 para todo A € o(A).

4. o(f(A) = f(o(A)).

138



CAPITULO 6. 6. OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT

Demostracion. Las afirmaciones del primer {tem son obvias para polinomios, y se sigue
que valen tomando limite. Lo mismo se puede decir del segundo {tem.

Para ver el tercer {tem, supongamos primero que f no se anula en el espectro de A.
Entonces g = 1/ f es una funcion continua en o(A). Como fg = 1, obtenemos f(A)g(A) =
g(A)f(A) =1, lo que prueba que f(A) es inversible.

Reciprocamente, sea A € o(A) tal que f(4) = 0. Si p, es una sucesion de polinomios
que aproxima a f uniformemente en o(A), sea n(k) tal que

[P (D] < 1/k.

Tomamos la sucesion de polinomios g, dada por

Gi(X) = Pugy(X) = Py (D).

Como |If — gillo < IIf = Pullo + 1/k, esta sucesion también tiende uniformemente a f en
o(A). Como ¢ (1) = 0 para todo k € N, se deduce que

0 € g(o(A)) = o(qi(A)).

Luego ninguno de los gx(A) es inversible. Se deduce que f(A) no puede ser inversible,
pues los inversibles forman un conjunto abierto de L(H).

Para probar el ultimo {tem, sea 8 € C. Observemos que f(A) — 5 es inversible si y
solo si B ¢ o(f(A)), lo cual ocurre por el {tem previo si y sélo si f(1) — B # 0 para todo
A€ o(A), o equivalentemente si y solo si S ¢ f(o(A)). ]

Observacion 6.13. Si f € C(o(A)) y g € C(f(o(A))), entonces go f € C(0(A)), y ademads

(g 0 /)(A) = g(f(A)).

Esta afirmacion es obvia si f, g son polinomios, y se deduce el caso general pasando al
limite.

Definicion 6.14 (Algebra C* generada por un operador). Consideraremos C*(A) C L(H)
a la clausura en norma de operadores, del dlgebra generada por A,A" y todas sus
potencias (se denomina algebra C* generada por A). Resulta un algebra abeliana si A es
normal. Y por el teorema del cdlculo funcional, no es dificil ver que si A* = A, entonces
para toda f € C(o(A)), se tiene f(A) € C*(A), y que f — f(A) es un isomorfismo
isométrico multiplicativo entre C(0(A)) (con el producto puntual de funciones) y C*(A)
(con el producto de operadores).

6.1.1. Elementos positivos, orden parcial

Un elemento A € L(H) es positivo si A* = Ay o(A) C [0, +), lo denotamos A > 0.
Observemos que en este caso, considerando el radio espectral, tenemos o (A) C [0, ||A]l].
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Lema 6.15 (Todo operador positivo tiene una tinica raiz cuadrada positiva). Si A € L(H)
es positivo, existe un tinico operador positivo que denotamos A" tal que

(A")* = APAP = A,

Demostracion. Si A > 0 la raiz cuadrada de A estd bien definida pues es continua en
el espectro de A, as{ que A”? = VA es un operador acotado y positivo pues o(A"?) =
V(o (A)) C [0, +0). Ademds A" es autoadjunto puesto que, aproximando la funcién raiz
cuadrada en [0, ||A|]] con polinomios con coeficientes reales, (VA)* = VA* = VA = A2,

Para probar la unicidad, supongamos que B > 0 verifica B> = A. Entonces como

V2 =tsit>0 y el cdlculo funcional es compatible con la composicion (Observacion
6.13), tenemos B = VB2 = VA = A~ O

Lema 6.16. Sean A, B,T € L(H). Entonces

1. A >0 siysolo si (Ax,x) > 0 para todo x € H.
. SiA,B >0 entonces A+ B > 0.

2
3. A > B cuando A — B > 0 define un orden parcial en L(H).
4. Si A" = A, —||A|| < A <||A]| y ademads ||A]| 0 —||Al| € o (A).
5

. Si 0 < A < B entonces ||A|| < ||Bl|, y si A es inversible, entonces B también lo es y
ademads ||B7|| < ||A7Y).

6. Si A >0 entonces TAT* > 0.
7. Si A < B entonces TAT* < TBT".
Demostracion. Si A > 0 entonces
(Ax, x)y = (A"”A"x, x) = (A”x, Ax) = |[A”x|]” > 0.
Reciprocamente, si (Ax,x) > 0 para todo x € H, entoces en particular es real y

(Ax, x) = (Ax, x) = (x,Ax) = (A"x, x), luego A = A*. En particular 0(A) C R. Supongamos
que A > 0, entonces

Alxl = Ax, x) < Ax, x) + (Ax, x) = (A + A)x, x) < |I(A + D] ||x]].

Esto dice que A+ A1 es acotado inferiormente, y como es normal, tiene que ser inversible.
Se deduce que —4 € 0(A), y entonces o(A) C [0, +0o0).

La segunda y tercer afirmaciones son inmediatas de la primera.

Para ver el cuarto {tem, observemos primero que ||A|]| — A es autoadjunto. Por otro
lado, o°(A) c [-[|All [IAll], luego

a([IAll = A) = {[|All = 2 : A € o(A)} C [0, 2/|All].
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Esto nos dice que [|A]| — A > 0, o equivalentemente que A < ||A]|. La otra desigualdad es
similar.

Para probar el quinto {tem, si 0 < A < B entonces por el {tem anterior 0 < A < B <
||B||. Pero esto nos dice que

A" x> = (Ax, x) < [|BI||IxI®
ast que [IA”[| < [|BI", y entonces [IA|| < [[A”|* < ||B].
El resto de las afirmaciones queda para el lector (Ejercicio 8, Seccion 6.3). |

Corolario 6.17 (Modulo de un operador). Sea A € L(H). Entonces
1. A*A, AA™ son positivos
2. 0(A*A)\ {0} = 0 (AA*) \ {0} C (0, ]|A|[*] v A = ||A|? estd en ambos espectros

3. |A| := VA*A verifica |A| > 0, |A]> = A*A, y es el tinico operador positivo que lo
verifica.

4. Al =0siysolosiA=0.

Demostracion. Como {(A*Ax, x) = (Ax,Ax) = ||Ax|> > 0 para todo x € H, se sigue que
A*A > 0 por el primer item del lema anterior, y lo mismo ocurre con AA*.

La igualdad del espectro se deduce del caso general para A, B en espacios de Banach,
y la inclusién en el intervalo se deduce del hecho ||A*Al| = ||A||> y el cuarto item del
lema anterior.

Del lema de la raiz cuadrada aplicado a A*A obtenemos la tercera afirmacion; y si
|A| = 0 entonces A*A = |A|? = 0, pero ||A||?> = ||A*A|| = 0 y entonces A = 0. m|

Definicion 6.18 (Valores singulares). A los elementos del espectro del modulo de A,
o(|Al) se los denomina valores singulares de A. Notar que en general, |[0(A)| # o (|A])
puesto que no se trata de un operacion hecha sobre A, sino sobre A*A. Sin embargo, es
claro que

o(lA]) = Jo(A*A) = Jo(AA*) = o (A7)
También es claro que si A es compacto, |A|,|]A*| son compactos y sus autovalores no nulos

tienen la misma multiplicidad (Ejercicio 20, Seccion 5.6), luego los valores singulares de
Ay los de A* son exactamente los mismos.

Definicion 6.19 (Valores singulares de un operador compacto). Si K es compacto,
entonces |K| = VK*K también es compacto, y todos sus autovalores no nulos son estric-
tamente positivos, denotamos u,(K) = A4(|K|) (n € Ny). Los autovalores estan ordenados
de forma decreciente y contados con multiplicidad,

1Kl = po(K) > iiy(K) > -+ - > pt(K) > ptpa(K) ... > 0.
También se denomina a los u,(K) nimeros-s de K 6 valores singulares de K.

§ Si K* = K es compacto y normal, entonces si, es cierto que u,(K) = |1,(K)|, donde
los autovalores se cuentan con su multiplicidad. Esta y otras propiedades de los valores
singulares quedan para verificar por el lector (Ejercicio 15, Seccion 6.5).
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Funciones mondtonas y convexas de operadores

Una funcion f : I — R (con I un intervalo de R) se denomina monodtona de opera-
dores si dados A, B positivos con espectro contenido en I, tales que A < B, se verifica
f(A) < f(B). Una funcién g se denomina convexa de operadores si para A, B con espectro
contenido en I, se verifica

g (2A +12B) < /2g(A) + Y/28(B).

No toda funcién mondétona en el sentido usual es mondtona de operadores, por ejemplo

x|—>x2.

Tal vez el ejemplo mds relevante de funcion mondétona de operadores es f(¢) = t°
para s € [0, 1].

Teorema 6.20 (Lowner). Sea I C R un intervalo y A, B € L(H) tales que 0(A),o(B) C I.
Si 0 < A < B, entonces para todo s € [0,1] se verifica

A’ < B.

Demostracion. Recurriendo a un argumento estandar con los niimeros diadicos en [0, 1],
basta probar el resultado para s = 1/2. Supongamos primero que B es inversible. Entonces
A < B implica

B2AB? <1

con lo cual ||BY2AB™V?|| < 1, y entonces

B—1/4A1/ZB—1/4

N

||B—1/4A1/2B—1/4” < ||A1/ZB—1/2||
||(A1/ZB—1/2)*(Al/ZB—l/Z)”l/Z
||B—1/2AB—1/2||1/2 < 1

donde en la segunda desigualdad usamos que si XY es autoadjunto entonces
XY = p(XY) = p(YX) < [[YX]|

aplicado a X = B4, Y = AY2B Y4, Esto prueba que B"V/4AY2B14 < 1 0 equivalentemente
AY2 < BY2_Si B no es inversible, dado € > 0 tenemos B' = B+ € > B > A y aplicando el
resultado previo a B’ se deduce que

(B+ €)% > A2,

haciendo tender € a cero se tiene la conclusion. O

6.2. Descomposicion polar

Dado A € L(E), tomemos v € H. Entonces

[AVI[* = (Av, Av) = (A*Av,v) = (JA[v,v) = (|AIv, |Av) = || |ADII%,
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de donde se deduce que ker(A) = ker(JA|). Definimos U : Ran|A| - RanA como
UlAln := An

para |Aln € Ran|A|. Esta es una buena definicion pues si |Alnp = |A|§ entonces n — & €
ker|A| = ker A. Notemos que
UIAInll = |Anll = [l 1Alnl]

luego U se extiende a una isometria entre Ran|A| y RanA.

[— ..

Extendemos a U como cero en RanA = ker|A|, luego U € L(H) y por lo recién
calculado se trata de una isometria parcial (ver la Observacion 4.43 y los comentarios
posteriores).

Definicion 6.21 (Proyectores iniciales y finales). Si U es isometria parcial, U*U se
denomina proyector inicial de U, y UU* se denomina proyector final de U. Dado un
subespacio § C H, la notacion Ps indica el tinico proyector ortogonal a (la clausura de)
el subespacio S.

Observemos que, escribiendo cualquier v € H como v = £ + n € Ran|A| @ ker|A|, se
tiene
UlAlv = UlAIE + UlAln = U)AIE = AE = AE + Anp = Av.

Es decir, A = U|A| en H.
Esta formula se conoce como descomposicion polar de A. Algunas propiedades titiles,

como por ejemplo U*U = Pgaua, quedan como ejercicio para el lector (Ejercicio 6.2,
Seccion 6.5)

6.2.1. Operadores compactos

Corolario de la descomposicion polar, obtenemos la forma candénica para cualquier
operador compacto (decimos que K esta diagonalizado):

Teorema 6.22 (Forma canonica de un operador compacto). Sea K € L(H) compacto,
entonces existe un conjunto ortonormal {e,}, tal que si K = U|K|, entonces

K = Z,un(Uen)@)en = Zﬂn("en>ﬁ1,

n>1 n>1

los u, > 0 son los valores singulares de K (los autovalores de |K|), y f, = Ue, es otro
conjunto ortonormal. La convergencia es en norma de operadores.

§ Si K = K* es compacto, y 0 # A € o(K), tomando una funcion continua f > 0 que
valga 1 en 1y 0 en o(K) \ {4} tenemos que f(K) = P es un proyector ortogonal ya
que f sélo toma los valores 0,1 en o(K) (Ejercicio 6, Seccion 6.5). Aproximando f con
polinomios, se deduce que P = P,, el proyector espectral de K definido mediante el
calculo funcional de Riesz (Seccion 5.3.1).
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Corolario 6.23 (Proyectores espectrales). Si K* = K es compacto, 0 # A € o(K), y
E, = RanP,, entonces Kx = Ax para todo x € E.

Demostracion. Llamando E, = RanP,, tomamos K, = K|g, = KP,. Entonces K, es
compacto y autoadjunto, asi que se diagonaliza con una b.o.n. {e,}, de E, (que tiene
dimension finita). Como K, es inversible y o(K,;) = {1} (Proposicion 5.3.1) debe ser
Ke, = de, para todo n. Sea x = ) x,e, € E,. Entonces

Kx = KZ Xp€, = anKen = Zx,,/len = Ax.

n

O

Corolario 6.24. Si A, B € L(H) son autoadjuntos, compactos, y conmutan, entonces se
diagonalizan simultaneamente, es decir tienen una base ortonormal comun de autovecto-
res.

Demostracion. Dado A € o(A), tenemos para cada x € E, (incluyendo E, = ker A)
ABx = BAx = BAx = ABx,

lo que nos dice que Bx € E,, o sea que E, es invariante también para B. Como B
restringido a E, sigue siendo compacto y autoadjunto, tomamos una b.o.n. de E, pero
conformada por autovectores de B (Teorema 6.6). Como son elementos de E,, resultan
simultdneamente autovectores de A, de autovalor A (notar que sin embargo, como au-
tovectores de B, sus autovalores seran distintos en general). Podemos hacer esto para
cada autoespacio de A, y H = ®,,4)E,, obtenemos una base de autovectores de B que
es también base de autovectores de A. |

6.2.2. Valores singulares

Una caracterizacion muy ttil de los autovalores de un operador compacto autoad-
junto esta dada por el siguiente resultado, conocido como caracterizacion variacional de
los autovalores:

Teorema 6.25 (El min-max para los valores singulares de un operador compacto auto-
adjunto). Sea K = K* € L(H), y sean (4,(K)),en, los autovalores positivos de K ordenados
en forma decreciente y contados con multiplicidad. Entonces si E, C H denota un subes-
pacio genérico de dimension n,

A, =max min (Kx,Xx),
En1 x€Ep41,|Ix]1=1

A, = min max (Kx,x)
E, xeE:|lx|=1

Cambiando K por —K se obtienen formulas similares para los autovalores negativos.
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Demostracion. Probamos la primer formula, la otra queda como ejercicio para el lector.
Escribimos

K= Al een

n=0
usando la férmula canodnica, y ordenamos los autovalores de manera decreciente. Sea
S ={eg,...,e,1}*, que tiene codimension n.

Si E, 1 es cualquier subespacio de dimension n + 1, entonces contando dimensiones
existe z € § N Eyy, [IZll = 1. Como z € §, tenemos z = Yy, arex con ) ; lail? = Izl = 1.

Luego
KZ = Z a/k/lkek,
k>n
y entonces
(K2,2) = )" Aol < )il = A,
k>n
ast que

Inf{(Kx, x) : x € Epp, [Ixll = 1} < 4,

Como K es compacto, la funcion x — (Kx, x) es w-continua (Ejercicio 15, Seccion 6.5),
y el conjunto sobre el que tomamos infimo es acotado, por ende w-compacto. Asi que
podemos reemplazar el {nfimo por un minimo,

min{{Kx, x) : x € E,.,,||x]| = 1} < 4,,.

Como E, . era genérico, podemos tomar supremo sobre todos los subespacios de dimen-
sion n + 1, y tenemos

supmin{{Kx, x) : x € E,i,||x]| =1} < 4,.

En+1
Pero considerando en particular E,.; = {eo,...,e,}, alll se alcanza la igualdad tomando
x = e,. Esto prueba la primera férmula variacional. |

Corolario 6.26 (Formulas min-max para los valores singulares). Sea K € L(H) compac-
to, (U,)ns0 sus valores singulares, ordenados de manera decreciente (uy = ||K||). Entonces

U, (K) =méx min ||Kx].

En1 x€Ep41,|Ix]1=1

Demostracion. Tenemos, por el teorema anterior aplicado a |K|?, que

L(K*) =mix min (KP’x,x) =midx min |||K]x]*
En+1 XEEnJrl’”x”:l En+1 XEEnJrl’”x”:l
Pero |||K| x|l = |IKx|| para todo x € H, y ademds A,(K|*) = A4,(K|)?* = u,(K)*> (miran-
do la féormula candnica); se tiene entonces la conclusion del corolario sacando raices
cuadradas. O

145



6.3. CALCULO FUNCIONAL BORELIANO

6.3. Calculo funcional Boreliano

As{ como el calculo funcional holomorfo se basa en extender la teoria de funcio-
nes analiticas al contexto no conmutativo, el calculo funcional continuo extiende las
nociones topoldgicas a ese contexto. En esta tltima seccion abordaremos la extension
de la teorta de la medida al contexto no conmutativo, mediante el calculo funcional de
funciones medibles.

Dado A € L(H), sea W*(A) el algebra de von Neumann generada por A y A", que
es la clausura en la topologia débil de operadores (wot) del dlgebra C* generada por A.
Resulta un dlgebra abeliana si A es normal.

Antes de seguir adelante caracterizaremos las funcionales continuas en las topologias
fuerte y débil de operadores en espacios de Hilbert.

Lema 6.27. Si ¢ : L(H) — C es lineal, entonces es sot-continua si y solo si es wort
continua, y tiene necesariamente la forma

(1) = > (Txi,3)
i=1

para finitos x;,y; € H.

Demostracion. Estas funcionales son claramente continuas wort, y si una red tiende
SOT a cero, entonces también tiende wot a cero, luego estas funcionales son también
soT continuas. Veamos que toda funcional sot continua es de esta forma. Sea ¢ sot
continua, entonces existe C > 0 y finitos {x;};-;. , C H tales que

P(T) < C D ITxl
i=1

para todo T € L(E). Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz aplicada a la suma finita,
tenemos

n 12
(Dl < C W[Z ||Txi||2] :
i=1

Cambiando los x; por C v/nx; tenemos entonces

n Y2
(1)l < (Z ||Txl~||2) :
i=1

Consideremos H" con el producto interno dado por la suma de los productos internos, y
la funcion lineal continua ¢ : L(H) — H" dada por ¢(T) = (Tx1, T xo, . .., T x,). Definimos
la funcional lineal F : Rang ¢ H" — K como F(¢(T)) = ¢(T). Es inmediato que ||F|| <1
en este subespacio, luego por el Teorema de Hahn-Banach se extiende a una funcional
lineal F : H" — K con la misma norma. Como H" es un espacio de Hilbert, esta

146



CAPITULO 6. 6. OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT

funcional lineal tiene que estar representada por un vector en H" o equivalentemente,
existen yi,...y, € H tales que

F(W, ) = D (03,
i=1

En particular,
@(T) = F@(T) = F(Tx1,....Tx,)) = Y (T,
i=1
que es lo que queriamos demostrar. |

Es ttil tener presente entonces que para definir W*(A), es equivalente tomar la clau-
sura en la topologia fuerte de operadores (sot) del dlgebra generada por A y A%, ya que
como consecuencia de este lema, la clausura (wot) de un conjunto convexo C C L(H)
coincide con su clausura (sot) (Ejercicio 17, Seccion 6.5).

6.3.1. Funciones borelianas de un operador autoadjunto

En esta seccion, denotaremos con Bor(X) a las funciones Borelianas y acotadas en
el espacio X. Recordemos que f medible acotada es inversible si f # 0 en casi todo
punto, y g =1/f es acotada de manera tal que gf = 1 en casi todo punto de o(A).

Si A € L(H) es autoadjunto, y f : 0(A) — C es medible, denotamos con |[|fllc ) al

supremo esencial de f en o(A); notemos que si f es continua coincide con el maximo
de f en el espectro.

Proposicion 6.28 (Limites puntuales de funciones continuas). Sea A* = A € L(H). Si
(fi)n € C(0(A)) estan uniformemente acotadas y convergen puntualmente a f € Bor(o(A)),
entonces existe un unico operador acotado f(A) € L(H) tal que

(g, n) = lim (f,(A)g, ) Y& n € H.

Demostracion. Dado & € H, y una funcion g € C(o(A)), podemos tomar la funcional
lineal

we g (A, &)

que resulta ser un elemento del dual de C(o(A)) puesto que es lineal y

lpe(@)l < lgCNIEN = 1IEN* Iglleo oca)

nos dice que es acotada (como g es continua, g(A) es normal y su norma se calcula
con su radio espectral). Ademds, si g > 0, entonces g(A) > 0, luego también ¢ > 0. Por
el teorema de Riesz-Markov (Teorema 2.21), existe una tinica medida de Borel regular
finita y positiva ug en o(A) tal que

(8(A)E, &) = f g (1). 6.1)

a(4)
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Esta medida se llama medida espectral de A asociada al vector €.

Dada una funcion f € Bor(o(A)), consideramos

Q6 = JOdue D).

o(A)

Como f,(x) — f(x) puntualmente y ||fullco4) €5 un conjunto acotado, entonces

Q1,(&) = Q&) = [fu(A) = f(A))E, &) = [fa(®) = f(O)]dpe(r) — O

a(A)

por el teorema de convergencia dominada. Luego
Qr(§) = lim (£,(A), £)-

Como Qy : H — C es una forma cuadrdtica, polarizando obtenemos una forma sesqui-
lineal By : Hx H — C, de hecho se tiene

Br(1,£) = lim (f,(A)E, m)
para todo &, € H. Como By verifica

B (1, )| < sup || fulleoo-cay 111171l

por el Teorema de Riesz para formas bilineales continuas (Teorema 3.17), B¢ proviene de
un unico operador acotado en H que llamaremos f(A) € L(H), que verifica

(f(A)E, m) = lim (f,(A)&, )

para todo &,1 € H. O

§ Notar que lo relevante de la construccion es la existencia del limite wot f(A) de
la sucesion de operadores f,(A), a partir de una sucesion de funciones uniformemente
acotadas en o(A) que convergen puntualmente a f alli. Modificando las f, podemos
aproximar f(A) con un limite fuerte (sot) o incluso limite en norma (Ejercicio 18, Seccion
6.5).

De hecho, aunque no usaremos este resultado, toda funcién continua en un intervalo
acotado [a,b] C R se puede aproximar puntualmente con una sucesion decreciente de
polinomios (para una prueba de esto ver por ejemplo el libro de Milman et al. [5, Chapter

7).

Si f € C(o(A)) inicialmente, entonces ciertamente f(A) coincide con la definicion
anterior, la del cdlculo funcional continuo, en general f(A) € W*(A) por construccion
(pues las f, continuas a su vez se pueden reemplazar por polinomios en A).
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§ Si f es boreliana en el espectro de A, y & € H, por el teorema de convergencia
dominada la identidad

(f(A), &) = J@du().

o(A)
sigue siendo cierta, y ademas

IFAE = IFAIEP = (fAPE ) :f [FOF dug (). 6.2)

ag(A)

Teorema 6.29 (Célculo funcional Boreliano - Operadores autoadjuntos). Sea A € L(H)
autoadjunto. La asignacion

@ : Bor(o(A)) — W (A)  L(H)

dada por f — f(A), verifica ®(1) =1, y si id(z) = z, entonces O(id) = A. Ademds

~

. Si AB = BA entonces f(A)B = Bf(A),
(F2)(A) = f(A)g(A), (F)(A) = f(A)".

f(A) es un operador normal.

o(f(A)) € f(o(A)), donde la barra denota clausura.

1 (I < [/ llo.orca)-
Si f(o(A)) C R, entonces f(A) es autoadjunto,

NS A WD

Si f > 0, entonces f(A) > 0,

8. Si fesrealy g € Bor(o(f(A)) entonces (g o f)(A) = g(f(A)).

Demostracion. Tomamos f, € C(0(A)) uniformemente acotadas que converjan puntual-
mente a f en 0(A). Como cada f,(A) conmuta con B por el teorema del cdlculo funcional
continuo, para cada &, € H,

(f(A)BE,m)

lim (£,(A)BE, 1) = lim (Bf,(A)¢, 1) = lim (£,(A)¢, B'1)
lim (f(A)¢, B'n) = lim (Bf(A)E, 1),

luego B conmuta con f(A).

El segundo {tem tiene una demostracion similar que omitimos. Para probar la tercer
afirmacion notamos que la adjuncion 7' — T* es wort-continua (Ejercicio 18, Seccion
6.5); entonces por el teorema del cdlculo funcional continuo f,(A) es normal y también
ademads ]T,,(A)* = fu(A)" = f(A)* wot. Luego por el segundo item

f(A) f(A) = wor—lim f,(A)" f,(A) = wor ~lim (A = wot—lim f,(A)f,(A)" = f(A)f(A)
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lo que prueba que f(A) es normal.

Supongamos que A ¢ f(0(A)). Entonces g(x) = (f(x) — 1)' es medible y acotada en
o(A), y verifica gf =1 alli. Luego por el tercer item

gA(f(A) = D) = (f(A) - Dg(A) =1,

lo que nos dice que f(A)— A es inversible, en otras palabras, 4 ¢ o(f(A)). Esto prueba la
cuarta afirmacion.

La quinta afirmacion se sigue del item recién probado y del hecho de que f(A) es un
operador normal, luego su norma coincide con su radio espectral.

Si la imagen de f es real, podemos aproximar f puntualmente con funciones reales
continuas, y entonces f,(A) seran autoadjuntos, luego

(f(A)E, m)

lim (£,(A)é. ) = lim (&, £,(A)) = lim (F,(A)7.8)

lim (f(A)n, &) = Tim (&, f(A)m),

probando que f(A) es autoadjunto. Si ademds f > 0, sabemos que en particular f(A)
es autoadjunto, pero una cuenta similar a la anterior prueba que (f(A)£,€) > 0 luego
f(A) > 0.

Para probar la ultima afirmacion, notemos que si f es real, entonces f(A) es auto-
adjunto. Notemos que si f, — f con las f, continuas, y g, — g con las g, continuas,
entonces g, o f, — go f y ademads las g, o f, son continuas. Entonces la prueba de la
formula de la composicion se obtiene usando la formula para funciones continuas, y
tomando limites. |

§ Para entender por qué no coincide el espectro de f(A) con la imagen por f del espectro
de A, hay que notar primero que los limites puntuales no se llevan bien con la imdagenes.
Veamos dos ejemplos ilustrativos.

Ejemplo 6.30. Sea H = L*[0,1], ¢ € L*[0,1] dada por ¢(x) = x y el operador de
multipicacion A = M, = M, € L(H). De la observacion

1 1
wmmzfxmﬁQM=ffwwm:mM@
0 0

obtenemos que A es autoadjunto. Por otro lado (Ejercicio 10, Seccion 5.6), sabemos que
0(A) = im es(¢) = [0,1]. Consideremos ahora f boreliana acotada en [0, 1] dada por

(1 x=1/2
f(x)‘{o x #1/2

Entonces se tiene f(A) = f(M,) = M., = My (Ejercicio 20, Seccion 6.5). Luego o(f(A)) =
im es(f) = {0}. Pero por otro lado, f(o(A)) = {0,1}. Luego la inclusién o (f(A)) C f(o(A))
es estricta (de hecho, en este caso f(A) = 0).
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Uno podria estar tentado en pensar que el problema del ejemplo anterior se concentra
en que 1 no estd en la imagen esencial de f, y entonces considerar la posibilidad de que
o(f(A)) sea la imagen esencial de f. Esto no es as{, como muestra este otro ejemplo:

2 0
0 -3
Consideremos al funcion f(x) = x restringida al espectro de A, es claramente Boreliana
acotada, de hecho es todo lo buena que puede ser una funcién en un conjunto discreto.
Pero la imagen esencial de f es vacia puesto que la medida del espectro es nula.

Ejemplo 6.31. Sea H = C?, A = . Entonces es claro que o0(A) = {2,-3}.

El problema en ambos ejemplos es que estamos intentando usar la medida de Borel
del conjunto o(A), sin tener en cuenta al operador A. Veremos a continuacion que
la nocion correcta de medida a emplear en dicho conjunto es la medida espectral del
operador A.

6.3.2. Medida espectral, proyectores espectrales

Dado A* = A € L(H), consideramos el conjunto y de conjuntos borelianos en o(A).
Tenemos una asignacion

EY : x = W (A)

dada por EA(Q) = ya(A). Como yq tiene su imagen en el {0,1}, pqo = EA(Q) > 0. Como
)(32 = Yaq, entonces pfz = po. Luego la funcion E* toma valores en los proyectores del
algebra W*(A) C L(H).

Con la convencién de que EA(0) = 0, y extendiendo como 0 a E“ fuera de o(A),
tenemos que

= Si Q;NQ; tiene medida nula, entonces p; = EAQ) y pj = EA(Q)) son disjuntos
en el sentido que p;p; = p;p; = 0; en general pono; = pip;-

= Si 0(A) C Q entonces pg = 1.

= Si Q=U,Q,y QNQ; =0, entonces po = ), pa, donde la convergencia es en la
topologia débil de operadores (wort), o equivalentemente en la topologia fuerte de
operadores (wot), ya que se trata de proyectores (Ejercicio 17).

= Si Q; C Q;, entonces p; < p;. En efecto, como la medida u; es positiva,

maa=wmmaa=f

duett) < [ dtt) = (p 6.
Q Q;

Una asignacion de este tipo se conoce como medida espectral, o medida a valores
proyectores. En este caso se trata de la medida espectral de A. LLos proyectores po =
EA(Q) se denominan proyectores espectrales de A.
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Si £ € H y ugs denota la medida obtenida en (6.1), entonces de las definiciones se
sigue que para Q C R boreliano

He(€2) =f Xodpe = (xa(A)E, &) = (EXQ)&,&).
o(A)
Si f es una funcion simple, podemos escribir, con Q; = [s;,1;) C R,

A =) fxa@) =D FENQ)= | FLEW),

: o (4)

donde la integral de la derecha es a valores operadores y la estamos definiendo de
esta manera para funciones simples, de la misma manera que definimos la integral de
Lebesgue de una funcion simple en R.

Entonces, para cualquier f Boreliana en o(A) se tiene
fA) = F)AEA()
a(A)
donde la integral de la derecha se entiende como un limite aproximando por funciones
elementales (y este limite es wot-convergente). En particular

Teorema 6.32 (Teorema espectral, version integral). Sea A € L(H) autoadjunto y E* su
medida espectral a valores operadores, entonces

A= f AdEA(D).
a(A)

Comparar esta formula con la version para operadores compactos autoadjuntos ob-
tenida en el Corolario 6.8.

Lema 6.33. Sea A = A* € L(H). Entonces A € 0(A) si y solo si EA(1—¢&,A+ &) # 0 para
todo € > 0.

Demostracion. Por la ecuacion (6.1), obtenemos que para cada & € H,
1A = DEIP = 1A = AP &P = (A = D°&,6) = f (t = ) dug(?).
a(A)

Recordamos que un operador autodajunto es inversible si y solo si es acotado inferior-
mente, y ademds que si 4 es autovalor aproximado de A entonces estd en el espectro de
A. Con esta informacion, dejamos como ejercicio para el lector completar esta demos-
tracion (Ejercicio 21, Seccion 6.5). m|

Este resultado se puede reformular de la siguiente manera: diremos que un conjunto
boreliano Q c o(A) tiene medida espectral nula si EA(Q) = 0. Notemos que

EA(Q):0<=>EA(Q)§:0\/§€H<=>fdug:ovgem:wg(sz):ovgeﬂ
Q

Entonces 4 € 0(A) si y solo si para todo € > 0,

EMAeR:|x—A <& #0.
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Corolario 6.34. Sean A* = A € L(H), f real y boreliana en o(A). Entonces el espectro
de f(A) es el rango esencial de f, respecto de la medida espectral de A. Es decir

o(f(A))={1€R: Ve >0, EMxeo(A):|1- f(x)| < &} # 0}.

Demostracion. Para todo Q c C, y toda funcion boreliana f en o(A), se tiene ygo f =
X r-@- Luego,
(xa © f)(A) = x r1a)(A).

En otros términos
E'™(Q) = EA(fT(Q),

y tomando Q = (1 —¢&,4 + &) se tiene la prueba del corolario, aplicando el Lema 6.33 al
operador f(A). O

Con este corolario, podemos revisar los Ejemplos 6.30 y 6.31 sobre el espectro de
f(A). En el primer caso, notemos que la medida espectral (relativa al operador A = M,)
del conjunto Q = {1/2} c o(A) = [0, 1] es nula, por eso f(A) = 0.

En el segundo caso, la medida espectral (relativa a la matriz diagonal A dada) del
conjunto Q = {2} C 0(A) = {2,-3} es no nula, y de hecho el proyector espectral que se
obtiene es

A (10
mientras que

0 0
EA(-3) = ( 01 )

6.3.3. Teorema espectral, operadores de multiplicacion

El proposito de este ultimo apartado es probar que todo operador autoadjunto en un
espacio de Hilbert se representa como un operador de multiplicacion en un espacio de
funciones adecuado. Mas precisamente:

Teorema 6.35 (Teorema espectral, operador de multiplicacion). Sea A = A* € L(H).
Entonces existen: un espacio de medida (X, u), un operador unitario U : L*(X,u) — H y
una funcion real ¢ € L*(X, ) tales que U"'AU = M, es decir

U'AU h(x) = o(x)h(x)  Yhe L*(X,p).
En particular o(A) = imes(p) y ||All = ||l¢llo. Ademads si f es boreliana en o(A) entonces

U f(AU = My,

y o(f(A) = imes(f o ¢).
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Demostracion. Para cada & € H y cada f € C(0(A)) consideramos la tinica medida de
Borel finita us en o(A) tal que

(f(A). &) = " fOdu )  VfeClo(A)).
Sea V : C(0(A)) — H dado por V(f) = f(A)é. Entonces
V() V(g)) = (f(A)¢, 8(A)§) = (§(A) f(A)E, &) = " fgdus

nos dice que V se extiende a una isometria V : L?(c(A), ug) — H, cuyo rango H es
exactamente la clausura en H del subespacio generado por

(6, AE A%, .. ATE, ... ),

denominado subespacio ciclico generado por A y & Notemos que H; es un subespacio
invariante para A, y como A es autoadjunto, entonces H; reduce al operador A, esto
es su ortogonal también es invariante para A. También notemos que si restrigimos
V: L*(0(A), ug) — H obtenemos un operador unitario.

Ahora bien, si f € L*(X, ) entonces de la definicion de V y por densidad se sigue
que

V(xf) =Af(A)¢ = AV()),

equivalentemente VM, = AV como operadores de L*(o(A), Hg) luego como V es unitario,
esto dice que VAV = M,, el operador de multiplicacion por x en L%(0(A), tiy).

Procedemos recursivamente, e invocando el Lema de Zorn obtenemos una descom-
posicion
H=(DH,

donde la suma es directa y ortogonal, y cada subespacio es ciclico e invariante para A.
Notemos que si H es separable esta suma es numerable. Para cada i € I tenemos también
la isometria V; : LA(X,pus) — H que con la restriccion V; @ L*(X,uz) — Hg, resulta un
operador unitario.

Si consideramos el espacio de medida dado por la union disjunta (X, u) = (J;(c(A), ug),
entonces

L*(X, 1) = P L(0(4), £).

Definimos ¢ : X — C como ¢(x) = x en cada (0(A), ), tenemos entonces un operador
unitario U = ®V; : L*(X,u) — H que verifica

U™'AU = M,,.

De aqui se desprenden las afirmaciones sobre el espectro y la norma de A, ya que
estas valen para el operador de multiplicacion y tanto el espectro como la norma son
invariantes por conjugacion unitario.

Por 1iltimo, si f es boreliana en o(A), entonces f(UAU) = U f(A)U es inmediato

(pues es evidente si f es un polinomio) y por otro lado -también usando polinomios,
Ejercicio 20, Seccion 6.5- es fdcil ver que f(My) = My,. m|
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6.4. Resultados adicionales, conclusiones

Como puede el lector verificar, una pieza clave en la construccion del cdlculo fun-
cional y las distintas versiones del teorema espectral, es la Proposicion 5.23, donde
probamos que si p es un polinomio y A € L(E), entonces

a(p(A)) = p(c(A)) = {p(D) : 1 € o(A)}.

De este resultado y tomando limites, luego obtenemos los resultados para funciones
holomorfas, para funciones continuas (de un operador autoadjunto) y de funciones
borelianas (de un operador autoadjunto). En la demostracion de la proposicion, es clave
poder factorizar al polinomio en factores lineales, usando todas su raices.

Notemos que al ser A € L(E) autoadjunto, explotamos el hecho de que un polinomio
en z,zZ puede ser reemplazado por un polinomio tinicamente en z. Sin embargo, si A es
unicamente normal, por mas que esté bien definido el polinomio evaluado en A, A*, no
podemos reducirlo a un polinomio en una variable y no hay un teorema de factorizacion
en factores lineales para polinomios en mas de una variable (por ejemplo p(x,y) = xy — 1
tiene grado 2 pero no admite factorizacion en factores lineales).

La teorfa de Gelfand de dlgebras C* conmutativas, que no estudiamos en estas notas,
da una solucion a estas dificultades. La clave estd en estudiar el dlgebra conmutativa
A C L(H), generada por A,A* (A un operador normal) y estudiar el conjunto X, de
las funcionales multiplicativas de esta dlgebra M,, denominado espacio ideal maximal.
Munido de la topologia w®, se verifica que M, resulta un espacio compacto Hausdorff.
Se construye ast la transformada de Gelfand, que identifica al dlgebra A con el espacio
C(M,) de las funciones continuas en el espacio ideal maximal, mediante A ;1\, donde
;\\(90) = ¢(A). Se obtiene asi una caracterizacion del espectro dada por el teorema de
Gelfand que dice que

o(A) = {p(A) : ¢ € My}

y ademas la transformada de Gelfand es un isomorfismo isométrico entre A (el dlgebra
generada por A,A*) y C(M,) =~ C(0(A)). Luego la inversa de la transformada de Gelfand
permite definir el cdlculo funcional f(A) para cualquier funcion f € C(o(A)). Los Teore-
mas 6.12 y 6.29 del cdlculo funcional continuo y boreliano, que vimos para operadores
autoadjuntos, se extienden entonces verbatim a operadores normales A € L(H).

Un desarrollo adecuado de estas ideas, ast como las demostraciones de estos re-
sultados, recomendamos al lector estudiarlas del primer capitulo del libro de Davidson

[3].

6.5. Ejercicios

En esta seccion de ejercicios, H denota un espacio de Hilbert complejo, T un operador lineal con
dominio y rango en H, T* el operador adjunto de T. Si S C H es un subespacio S+ denota el
complemento ortogonal de S en H.
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1. Sea T € L(H), probar que

i) Ran(T)*
iiiy Ran(T)

ker(T%) ii) Ran(T*)* = ker(T)
ker(T*)* iv) Ran(T*) c ker(T)".

Y ademds, si Ran(T') es cerrado, entonces Ran(T™) es cerrado y Ran(T*) = ker(T)".
2. Sea T € L(H) normal, probar que

a) ker(T) = ker(T"),

b) T tiene rango denso si y solo si es inyectivo,

¢) El espectro residual es vacto, o.(T) = 0,

d) T es inversible si y solo si es acotado inferiormente,

e) Autovectores de T correspondientes a autovalores distintos son ortogonales.

3. Sean A, B € L(H) y supongamos que (Ax, x) = (Bx, x) para todo x € H. Probar que
A = B. ;Qué pasa si H no es complejo?

4. Si A* = A € L(H), probar que ||A]| = sup [{Ax, x)|.
[Ixl|=1
(Sugerencia: 4Re{Ax,y) = (A(x +y),x+y) —(A(x —y),x — y)).

5. Sea P2 = P € L(H), decimos que P es ortogonal si RanP L ker P. Probar que son
equivalentes:
a) P es ortogonal
by P*=P
c¢) P es normal
d) |IPll <1

6. Sean U, S, Q € L(H), U unitario, S simetria (S* =S = S7!). Probar que

a) oU)cT, o) c{-11)

by P =(1+S)/2 es un proyector ortogonal, y S es la identidad en el rango de
P,y —1 en el niicleo de P.

c) Si 0" =0y o(Q) c{0,1} entonces Q? = Q (Q es un proyector ortogonal).

7. Si (P,), € L(H) es una familia disjunta de proyectores ortonormales (P,P, = 0 si
n #m),y (4,) C C estda acotada, probar que

a) La serie ), 4,P, es sor-convergente a un operador acotado y normal en
T € L(H), cada A, es autovalor de T, y estos (exceptuando el 0) son los
unicos posibles autovalores de T.

b) Si 4, — 0 las suma converge en norma de operadores. Y si los P, tienen
rango finito, el operador 7" es compacto.
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c) Si A es compacto autoadjunto, 4, € R son sus autovalores no nulos, y P, los
proyectores a sus autoespacios, entonces A = ), 4,P, donde la convergencia
es en norma de operadores.

8. Sean A, B,C € L(H). Probar que si 0 < A < B, entonces

a) 0 < CAC* < CBC*
b) Si A es inversible, B es inversible y ||B7Y|| < [|A7Y]].

c) Si B es compacto, entonces A es compacto.

9. Consideramos H = C2. Probar que |A + B| no es < que |A| + |B|, siendo
2 0 -1 1
(5 0) o= 4)
10. Sea A* = A € L(H), f € C(c(A)). Probar que

a) f(A) conmuta con A, f(A) conmuta con todo operador que conmuta con A.
b) Nf (I = llfllocay = supllf(D] = 4 € a(A)}.

c) Si f toma valores reales, entonces f(A) es autoadjunto.

d) Si A > 0 entonces ||A”|| = V]IA]|.

e) Si||All <1, entonces U = f(A) es unitario, donde f(r) =t+iV1—1£%, y verifica
2A=U+U".

f) Todo operador T € L(H) es combinacion lineal de (a lo sumo) 4 operadores
unitarios.

2) La transformada de Cayley U = (A —i)(A + i)' es un operador unitario (sug:
IAx + ix]l* = [|Ax|* + [1x][*).

11. Sea A € L(H). Si A = UJA| es la descomposicion polar de A, entonces

a) |lAx|| = [[|Al x|| para todo x € H, |All = || A[ll,
b) U'U = Pranja, UU™ = Prana, |Al = U"A,
¢) Ran|A| = RanA*, Ran|A*| = RanA,
d) Si A es inversible entonces |A| es inversible y U es unitario.
12. Sea T = X +iY = U|T| la descomposicion en parte real e imaginaria (resp. descom-
posicion polar) de T € L(H). Probar que son equivalentes:
i) T es normal, ii) X e Y conmutan, iii) U y |T| conmutan.

a) Probar que si T es autoadjunto, U es una simetria (U* = U = U™),

b) Probar que si T es normal, Ran|T| = RanT luego U restringido es unitario all{
c) Probar que si T es normal se puede reemplazar U por un operador unitario V,
de manera que T = V|T| (sug: considerar V = U + 1 — Prana).
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13. Sea K € L(H) compacto. Probar que

a) Si K* = K, f € C(0(A)), entonces f(K) es compacto si y solo si f(0) =0,y
ademds si K = 3., 4,P, entonces

FK) = ) fA)P,,
n=0
b) |K| es compacto (y si |K| es compacto entonces K lo es),
c) Si K es normal, entonces u,(K) = |14,(K)| para todo n > 0 (hay que elegir un

orden para los autovalores de K),

14. Sean H = L*(X,u), k € L3(X x X) y K € L(H) el operador integral compacto con
nucleo k.
a) Calcular K* y caracterizar cuando K es normal, cuando es autoadjunto.

b) Calcular |K| y probar que o(|K]|) C £%
15. Sea K € L(H) compacto. Probar que

a) La funcion x — (Kx, x) es w-continua.

b) u.(K) = A,(|K|) = ming, maxeg: q=1) (Ax, x) donde E, C H recorre los subes-
pacios de dimension n > 0,

c) w(AKB) < ||A|l||B|| u,(K) para todo n > 0y todo A, B € L(H),
d) Si 0 < K; < K, entonces u,(K;) < u,(K) para todo n > 0,

16. Sea A € L(H), s,t € R. Probar que

e(t+s)A tA A d A _ AetA — e’AA.

a) =ee™, Te

b) Dada f € H, la curva a(f) = ¢ f C H es solucion de la ecuacién diferencial
@ = Aa, a(0) = f.

c) Si A* = A, B(t) = €™ es un grupo a un pardmetro de operadores unitarios.

t—+00

4A°— 0 en norma de operadores.

d) Si A >r>0, entonces e~
17. Sea {e,}, b.o.n. de H. Probar que

a) Si P;, P son proyectores entonces P; — P sot si y solo si P; > P wor.

b) Sean T; € L(H), ||ITi|| < M. Entonces T; — 0 wot si y solo si (T;e,,e,) 50
para todo n,m. Y T; — 0 sot si y solo si ||T;e,|| 50 para todo n.

¢) Si (T)nen C L(H) tiende wot a cero entonces ||T,]| < M.

d) Si C C L(H) es convexo, la clausura sotr de C coincide con la clausura
woT (sug: todo cerrado convexo es la interseccion de los semiespacios que lo
soportan).
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e) Sea T € L(£?) el shift a derecha, probar que O estd en la clausura wor de
C = {T"},av pero no esta en las clausuras sot ni en norma.

f) Probar que la adjuncion J : A — A* es continua woT y en norma, pero no es
continua sot (sug: considerar la sucesion T,, = e; @ e, € L(E)).

18. Sea A*=A e L(H)y f € Bor(c(A)) acotada. Probar que

a) Aproximando f puntualmente con una sucesion creciente de funciones con-
tinuas f, se tiene que f,(A) — f(A) en la topologia sot (sug: f — f, = 0 luego
f(A) = f,(A) = |f(A) = f.(A), y ejercicio anterior).

b) Aproximando f uniformemente con una sucesion de funciones simples S, se
tiene que f(A) es limite en norma de una sucesion de combinaciones lineales
de proyectores.

19. Sea A = A* € L(H). Probar que

a)A=T,-T_+i(S,—-S_),donde 7;,S; = 0.

b) Si f(x) = |x| entonces |A| = f(A).

c) Si sgn(x) es la funcion real signo, jqué relacion tiene V = sgn(A) con la
isometria parcial de la descomposicion polar A = U|A|?

20. Sea H = L*(X,p) y ¢, € L™(X, ). Sean A = M,,B= M, € L(H).

a) Probar que A, B conmutan.

b) Probar que A es normal y que es autodajunto si y solo si im es(¢) C R.

c¢) Probar que si f € Bor(c(A)), entonces f(A) = My, (sug: probarlo primero
para polinomios).

21. Sea A = A* € L(H). Probar que

a) Si A ¢ o(A), entonces ||(A — D)7} = dist(d, o(A)) 7L

b) A € o,(A) siy solo si 4 no es autovalor o bien ker(A — 1) tiene dimension
infinita.

c) 1€ 0(A) siy solo si P(1,&) = EA(1—¢,1+¢&) # 0 para todo & > 0.

d) A € o,,(A) siy solo si el rango de P(4, ) es infinito dimensional para todo
e>0.

e) 1€ 0yA) siy solo si es un autovalor aislado y su autoespacio tiene dimen-
sion finita.
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