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ALGUNAS NOTAS SOBRE LA FORMA DE JORDAN

URSULA M. MOLTER

1. INTRODUCCION

Este fasciculo presenta una breve exposicion de los resultados principales que per-
miten hallar la forma normal de Jordan asociada a una transformacién lineal de un
espacio vectorial en si mismo.

El fasciculo es autocontenido y supone el conocimiento del dlgebra lineal elemental.

Deseo agradecer a Carlos Cabrelli, Liliana Gysin y Angel Larotonda por sus fructife-
ras criticas a versiones previas de estas notas.

Date: Original: Mayo de 1995 - Corregido: Octubre 2014.
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2 URSULA M. MOLTER

2. NoTacIiON

Sean K el cuerpo de los niimeros complejos o reales, sea V un K-espacio vectorial

de dimensién n, y T : V — V una transformacién lineal. Notaremos con £(V,V) al

espacio vectorial de todas las transformaciones lineales de V en V, a saber:
L(V,V)={T:V =V, T transformacion lineal}.

Ejercicio 1. Demostrar que la dimension de L(V,V) es n?.

Si B = {b1,...,bn; b; € V} es una base de V, denotaremos con [T]g la matriz de la
transformacion 7' en la base B,

n

T(b;) = Z([T]B)i]’bi ;

=1

o sea, la columna j-ésima de la matriz contiene los coeficientes de T'(b;) en la base

B.

Nuestro objetivo es hallar una base B, en la cual la matriz de T sea lo
mas “sencilla” posible.

Para ello necesitamos algunas definiciones. Sean A € K™*" (una matriz de nxn con
coeficientes en K) e I la matriz identidad en K"*". El polinomio caracteristico
de A, xa(A), se define como x4(A\) = det(AI — A).

Ejercicio 2. Probar que x4 es un polinomio de grado n.

Recordemos la nocién de semejanza entre matrices: A, B € K™*™ son semejantes
sii existe una matriz inversible P € K™ " tal que A = P~'BP.

Ejercicio 3. Si A es semejante a B entonces x4(A) = x(A) .

Tiene entonces sentido hablar del polinomio caracteristico de una transformacién
lineal T', x7 como el polinomio caracteristico asociado a la matriz de T' en alguna
base B, ya que [T]g es semejante a [T'] p para cualquier base 5’ de V.

x7(A) = det(N — [T]B).
Indicaremos con T* la transformacién lineal 7% : V — V, dada por

TF(v) = T(T* Y (v)), k= 2,3,...

Sip € K[z] (es un polinomio con coeficientes en K, p(x) = ap + a1 + - - - + asx®),
notaremos p(7) a la transformacion lineal de £(V, V) definida como

p(T)(v) = aol(v) + a1 T(v) + -+ - + asT?(v) .

. . 2 . .
Consideremos en £(V,V), el conjunto I, T,T?,...,T™ . Este conjunto tiene n? + 1
elementos en un espacio de dimensién n?, por lo tanto es linealmente dependien-
te; entonces existe una combinacién lineal no trivial igual a 0, es decir, existen
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ag,--.,a,2 € K no todos nulos, tales que
aol +ar1T + -+ a2 T™ =0

donde 0 es la transformacion nula. Esto equivale a afirmar que existe al menos un
polinomio no nulo que anula a T'. Tiene entonces sentido la siguiente definicién:

Definicién 2.1. Si T € L(V,V), el polinomio minimal de T' que notaremos con
mr, es el polinomio monico de menor grado que anula a T.

Observacion: por los andlisis anteriores, vimos que esta definicién tiene sentido, pero
falta probar que el polinomio minimal es tinico. La siguiente proposicion sera la parte
esencial de esa demostracion:

Proposicién 2.1. Sip € K|z| satisface que p(T) = 0, entonces mr divide a p.

Dem: Sea p € K[z] tal que p(T) = 0. Por el algoritmo de la divisién, existen ¢ y
r € K[x] tales que

gmr +r
=06 el grado de r es estrictamente menor que el grado de my.

Si r no fuera el polinomio 0, entonces por 1.
0=p(T) = q(T)mp(T) + r(T) = r(T)

por lo tanto 7(7") anula a Ty es de grado menor que my lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto 7 = 0 y entonces p = ¢ myp lo cual prueba nuestra proposicién. O

Corolario 2.1. FEl polinomio minimal es inico.
Ejercicio 4. Demostrar el Corolario.

Definicién 2.2. Si W CV es un subespacio de V diremos que W es
T-invariante si T'(W) C W.

Observacion: Claramente V' y {0} son subespacios T-invariantes.

Si W es un subespacio T-invariante, entonces se puede considerar la transformacién
lineal restringida a W

T/w:W =W, T/w(w)=T(w).

Es inmediata la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2. Si W C'V es un subespacio invariante, entonces mp,, divide a
mr.

Dem: Es evidente que mp(T/w) = 0 y por lo tanto se puede aplicar la Proposi-
cion 2.1 a T/w y mp,, . O

Supongamos ahora que es posible descomponer al espacio vectorial V en suma directa
de dos subespacios T-invariantes y observemos qué aspecto tiene la matriz de T' en
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ese caso: Sean W, W' C V tales que V.= W & W' y W,W’ son T-invariantes. Si
By = {b1,...,b;} es una base de W y By = {bgs1,...,bn} es una base de W',
entonces en la base B = {b1,...,b,} = B1 UBs la matriz de T' en la base B sera una
matriz cuadrada de la forma

* *10 0
0 --- 0

[T]B: * *
0 01 % *

Esto sugiere que el problema central para hallar una expresion sencilla para la matriz
de una transformacién lineal, serd descomponer al espacio vectorial en suma directa
de subespacios T-invariantes, cuando sea posible.

Proposiciéon 2.3. Sea V un K-espacio vectorial y sean W, W' C V tales que V =
WaeW' y W, W' son T-invariantes entonces

Lo X1 = XT/w XT/
2. mp = mem(myyy,, mry, )

Dem:

1. Es una consecuencia directa de la propiedad del determinante.
2. Esté claro que p = mem(mgyy,, myy,,,) divide a mr.
Por otro lado, siv € V, como V=WeW’' v =v;+wvs convy € W vy € W
Entonces p(T)v = p(T)(v1 + v2) = p(T)(v1) + p(T)(v2). Como v1 € Wy
Vg € W/,

p(T)(v1) + p(T)(v2) = p(T/w)vr + p(T/wr)v2 = 0.

Por lo tanto p(T)v = 0 para todo v € V, y luego por la Propoxicién 2.2 mp
divide a p, lo cual completa nuestra demostracion. O

Nota 2.1. Notemos que para 2. no hemos usado la invariancia de W y W' pero
para 1. si. (Es necesaria la invariancia de ambos subespacios para 1. ?)

Nota 2.2. Es importante senalar en este punto, que dado un subespacio T -invariante,
W, puede ser que no exista ningin subespacio complementario W' que sea T-invariante!!

Ejemplo: Sea T : R? — R? la transformacién definida por la matriz: [T] B =

[ (1) 1 }’ donde B = {e1,e2}. Si W = gen{e1 }, T(W) C W, pero no existe ningtin

complemento invariante.
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3. TRANSFORMACIONES NILPOTENTES

Analizaremos primero un tipo de transformaciones lineales especiales, que resultaran
ser centrales para lograr nuestro objetivo:

Definiciéon 3.1. Una transformacion lineal T : V — V se llamard nilpotente de
érden k> 1 sii TF =0 y T~ £ 0; donde 0 significa la transformacion lineal nula.

Ejercicios:

1. Encuentre T tal que T* # 0 Vk.
2. Si T* £ 0 Vk es T inversible?
3. Pruebe que si T es nilpotente de 6rden k, entonces T es singular.

Proposicién 3.1. Si T es nilpotente de drden k, entonces mp = x*.

Dem: Como T* = 0 esta claro que ¥ anula a T. Usando entonces la proposicién

2.1, sabemos que my divide a z*. Por lo tanto, como los tnicos polinomios que
dividen a z* son de la forma 27 j < k,

mp(z) =27 j<k.
Si j < k entonces T7 = 0 y por lo tanto 7% = 0 para todo i > j. Es decir TF~1 =0

lo cual es una contradiccién, ya que T es nilpotente de érden k; por lo tanto j = k.
O

Lema 3.1. Si T es nilpotente de orden k, entonces existe v € V tal que
{v,Tv,T?v,..., T* "} es un conjunto linealmente independiente.

Dem: Como T es nilpotente de 6rden k, existe un v € V tal que T v # 0. Para
ese v considero {v,Tv,T?v,...,T* 'w}. Sean ay, ..., a; tales que
apv + a1 Tv+ -+ aka_lv =0

aplicando 7%~ a ambos lados de la igualdad, obtengo que agT* v = 0, y por lo
tanto ag = 0. De la misma manera pruebo que a; = 0,1 < i < k lo que completa la
demostracion. O

Corolario 3.1. Si T es nilpotente de orden k, entonces k < n.

Esté claro que el subespacio W C V generado por B = {v,Tv,T?v,...,T* v} es
T-invariante. Si tomamos esos vectores como base de W, observemos que la matriz
de T'/w resulta ser:

0 0 0 - 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0
T/wlg =

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 o]
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Esta matriz se llama un bloque de Jordan de k£ x k. Es una matriz de k x k y
tiene todos “unos” inmediatamente debajo de la diagonal principal. Para el siguiente
resultado, necesitaremos las nociones de espacio vectorial dual y anulador de un
(sub)-espacio.

Definicién 3.2. SiV es un espacio vectorial de dimension n, el espacio dual de V,
V* se define por

V*:={p:V = K, transformacion lineal}.

Si W CV es un subespacio, el anulador de W, se denota por W°, es el subespacio
de V* definido como

We={peV':pw) =0V weW}

La siguiente proposicion estd contrapuesta a la Nota 2.2.

Proposicion 3.2. SiT es nilpotente de drden k, consideremos W C V el subespacio
de dimension k generado por {vy, Tvo, T?vy, ..., T* Tvo} para algin vy. Entonces
existe W' C'V, T-invariante tal que V=W & W',

Nota 3.1. O sea, siT es nilpotente de érden k, entonces el subespacio
{wo, Tvo, T?v, . . . ,Tk_lvg} siempre tiene un complemento invariante!

Dem:(de la proposicion)
Observemos primero que para el caso en que k = n, la proposiciéon es inmediata, ya
que W' = {0}.

Supongamos ahora k < n.

Sea B := {vg, Tvo, T?vo, ..., T" vy, bgy1,...,b,} una base de V obtenida comple-
tando la base de W a una base de V. Considero ¢;_1 € V* la transformacién dual
de TF vy, 0 sea ¢p_1 queda definida por sus valores en la base B como

_J 1 b= T*= g
Pr—1(b;) = { 0 en otro caso.

Ademaés sean
Vi = Pp—1 oTh=1=1 i —=0,...,k—2.

Entonces {0, ..., ¢r—1} son linealmente independientes.

Sea W* = gen{ey,...,vr—1} (notar que la dimensién de W* es k). Sea W' C V el
subespacio cuyo anulador es W* i.e.

W' .= Ww*.
Probaremos que W' es T-invariante y que V.= W & W'
» Invariancia: Sea w € W/, entonces p;(w) =0, i =0,...,k — 1. Ahora bien,
parai=1,...,k—2
pi(Tw) = g1 0 T* 7 (Tw) = o1 0 T (w) = g1 (w) = 0
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con lo que solamente resta ver que po(Tw) = 0. Pero como T es nilpotente
de 6rden k, T* = 0 y entonces

po(Tw) = pp—1 0 T H(Tw) = o1 (T"w) = 1 (0) = 0.

» Suma directa: Como la dimensién de W’ = n — k, (verificar) basta calcular
la interseccién. Sea w € W NW'. Como w € W, w = agvg + a1Tvg + -+ - +
ap_1T* g, y por la definicién de ;, tenemos que

vi(w) = pg_10 kal*i(w) = a;T"vyp.
Pero como w € W/, ;(w) =0V i=0,...,k— 1. Esto implica que w = 0.

|

Definiciéon: W C V es un subespacio irreducible, sii no existen A C Wy B C W
subespacios T-invariantes tales que W = A @ B.

Proposicién 3.3. Si T : V — V es un operador nilpotente de orden k, entonces
un subespacio T-invariante W es un subespacio irreducible de dimension £ < k si y
sélo si existe vg € W tal que W = gen{vg, T, . .. ,Tfflvo}.

Dem: Sea W un subespacio irreducible de dimensién ¢, entonces, como es T-
invariante, por la Proposicion 2.2, mp/,, (x) = 2® con s < k. Si s < ¢ entonces
T/w es nilpotente de orden s y sea wyg € W tal que T 1(wy) # 0. Entonces
A = gen{wg, Two, T?wy, ..., T* 1wy} C W es T/y-invariante y por la Proposi-
cién 3.2 existe B C W tal que W = A @ B contradiciendo la hipétesis de irreduci-
bilidad de W. Por lo tanto s = £ y W = gen{wg, Twg, T?wy, . .., T* wp}.

Para la otra implicacién, si W = gen{vg, Ty, . .., T* lug}, entonces
{vo, Two, ..., T '} es una base de W y como W es T-invariante, mr, = zt.
Supongamos que W = A @ B con A, B C W T-invariantes de dimensién s y k resc-

pectivamente, con s < k. Entonces my,, (z) = 2° y mg,(v) = z* respectivamente.
Pero entonces, por la Proposiciéon 2.3,
k
My, =mem(my, ,,mry,) ="
Entonces k = £ y por lo tanto B =W, y W es irreducible. O

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema méas importante de esta seccion:

Teorema 3.1 (descomposicién para operadores nilpotentes). Si T : V — V es un
operador nilpotente de orden k, entonces existen £ > 1 y £ subespacios Wy,..., Wy
T-invariantes irreducibles, tales que

LV=WeWe&s---aW,_1e&W,
2. dim(Wl) =kysild>1 dlm(WZ> > dim(Wi_H),l <i</l-1.

Ademds la descomposicion es unica en el sentido que, si existen W1, ..., W/ subespa-
cios T-invariantes que satisfacen las propiedades 1. y 2., entonces s = £ y dim(W/) =
dim(W;),1 <@ < £.
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Dem: La demostracion se hara por induccién en n, donde n es la dimension del
espacio vectorial V.

Caso n = 1: es trivial, ya que la tnica transformacion nilpotente es la transforma-
cién nula.

Prueba que n—1 = n Supongamos que el teorema sea cierto para cualquier espacio
vectorial de dimensién menor que n, queremos probar que vale para dimensén n.

Subcaso k = n Si el 6rden de nilpotencia k = n, entonces por la Proposicién 3.3
V = gen{vg, Tvo, ..., T" tvg} es irreducible, y por lo tanto V= W; y £ = 1.

Subcaso k£ < n Si el 6rden de nilpotencia es menor que la dimension del espa-
cio, sea vy, tal que {vg, Ty, ... ,Tk_lvo} son linealmente independientes. Si Wy =
gen{vg, Tvy, ..., T* Ty}, por la Proposicién 3.2 sabemos que existe W', T-invariante,
tal que dim(W') =n — k(< n)y tal que V=W, @ W'

Como mrg, , divide a mp, T /w es también nilpotente. El 6rden de nilpotencia,
k' estard determinado por el grado del polinomio minimal - o sea k¥’ < k < n.
Por lo tanto, por hipédtesis inductiva W' = Wy & --- & Wy, con dim(Ws) = k' y
dim(W;) > dim(W;41) 2 < i < £ —1, lo cual prueba la primera parte de nuestro
teorema.

Para probar la unicidad (note que si k = n es trivial), observemos que si V =
WieoW,®--- oW, d--- oW, yademds V=W oWy - oW ®--- W,y
estos subespacios son T-invariantes, entonces

T'WV)=T'W) T (Wo) @ - T (Wy) @ --- & TH(W,), VY 3,
y analogamente
TV)=T'W)eT/ W) & - aT!W)a---oT/ (W), V j

Sean k1 > ko > -+ > kyy k| > kb, > -+ > k. los 6rdenes de nilpotencia de
T/w, y T/w respectivamente (notemos que con esta notacién dim(W;) = k; y

dim(W/) = ki respectivamente), y observemos que k; = kj = k, y por lo tanto
dim(Wh) = k = dim(W7).

Supongamos que existe A > 2 tal que para 1 < i < h —1 vale que dim(W;) =
dim(W)).

Sean ki,...,k¢ y Ki,..., k. los 6rdenes de nilpotencia de T'/yw, y T/ w! respectiva-
mente (notemos que con esta notaciéon dim(W;) = k; y dim(W)/) = k. respectiva-
mente).

Tenemos entonces

T (V) = T (Wh) @ T* (Wa) @ - & T (W) @ - - & T (W), (1)

5 (V) = T (W)) @ T"(W3) @ - - © T* (W) @ - -- & T* (W)). (2)
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Como kj, > kj, si j > h, entonces T*»(W;) = 0, para j > h y por lo tanto en (1)
queda

Tk (V) = T (W) @ TF (W) & - - @ TFn (W),_1).

Como W; y W/ son irreducibles ambos tienen bases de la forma {v;, Tv;, . .. , TFiy;}
y {v],Tv!,... T*u!} respectivamente. Como estamos suponiendo que dim(W;) =
dim(W)) > kp, 1 <i<h—1, se ve que

dim(T*0 (W) = ki — kp, = k) — kj, = dim(T*(W))), 1 <i < h— 1.

Entonces,
h—1
dim(T* (V) = Y dim(T*"(W;))
i=1

h—1 h—1

= > ki—kn=>_k —ky
=1 =1
h—1

= > dim(T*(W)))
i=1

por lo que usando (2) se obtiene que dim(T’“h(W]{)) = 0, para todo j > h, o sea
Tkh(W]’-) = 0. En particular, 7% (W}) = 0. Como k], es el orden de nilpotencia de
T/wy, se tiene que kj, < kp.

Con un razonamiento anélogo, se obtiene que kj, < kj, lo que prueba que ky, = kj,. O
sea, probamos que si dim(W;) = dim(W/) para 1 <1i < h — 1 entonces dim(W},) =
dim(W7}), lo cual concluye nuestra prueba, ya que en particular concluimos que
{=s. O
Corolario 3.2. Si T es una transformacion nilpotente, entonces xr(x) = x", en
particular x7(T) = 0.

Dem: basta elegir como base de V', B = B1U---U By, y hallar [T]g. Esta matriz es
triangular inferior y tiene 0 en la diagonal principal, por lo tanto det(zI—[T]g) = z™.
g

Si en el teorema se elige en cada W; un vector v; y la base B; = {v;, T, . .., TFiv;},
entonces B=ByUByU---UB; es una base de V y

A0 0

- 0 A 0
B= 1o o 0
0 0 A
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donde A; es una matriz de k; x k; tal que

[0 0 0 -~ 0 0 0]

1 0 0 -~ 0 0 0

0 1 0 -- 0 0 0
Aj=| -

0 0 -~ 1 0 0 0

0 0 0 -~ 1 0 0

00 0 -~ 0 1 0]

0 sea hemos conseguido una expresién sencilla para nuestra transformacién nilpo-
tente T'. Esta representacion se llama forma normal de Jordan de T’; y B se llama
base de Jordan de T'. Note que la forma de Jordan es tnica, pero la base no!

4. TRANSFORMACIONES LINEALES CUALESQUIERA

En lo que sigue se verd como se procede en el caso general de una transformacion
lineal cualquiera. Probaremos primero algunos lemas, para luego concluir con el
teorema principal.

Lema 4.1. Sip es un polinomio con coeficientes en K, entonces W = Ker(p(T))
es un subespacio T-invariante.

Dem: Sea p(z) = ag+a1x+asx?+- - -+asx®, entonces, v € Ker(p(T)) = p(T)v = 0.

Para ver que es T-invariante, observamos que
p(T)(Tv) = acTv+a T?v+- - +a, T o = T(apv+a1Tv+---+asT°v) =T(0) =0,
lo que completa la demostracién.

Lema 4.2. Sip yq son polinomios, entonces p(T)q(T) = q(T)p(T).

Dem: sea m el polinomio m =pq = q p . Entonces
p(T)q(T) = m(T) = q(T)p(T),
como queriamos probar. O
Proposicion 4.1. SiT : V = V es una transformacion lineal tal que mr =p q
conp yq polinomios coprimos, entonces
V = Ker(p(T')) @ Ker(¢(T)) ,y si notamos por T), = T/Kerp(ry)

entonces mp, =p Mmry=4( .

Dem: Toda la demostracion radica en el hecho que el polinomio 1 se puede escribir
como combinacién lineal de p y ¢ en Klz], es decir, existen polinomios m y n
tales que

l=mp +ngq. (3)
de lo cual se deduce inmediatamente

Id = m(T)p(T) +n(T)q(T). (4)
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Entonces, siv e V,

v = m(T)p(T)o + n(T)g(T)o. (5)
Llamemos ahora v1 = m(T)p(T)v y va = n(T)q(T)v.

Probaremos que v; € Ker(q(T)) y v2 € Ker(p(T')) con lo cual V = Ker(q(T)) +
Ker(p(T)).

Pero

q(T)vr = q(T)m(T)p(T)v = m(T)p(T)q(T)v = m(T)mr(T)v = 0.

Andalogamente se obtiene que p(T)ve = 0. Note que hemos usado reiteradamente el
Lema 4.2.

Para ver que la suma de los subespacios es en realidad suma directa, supongamos
que v € Ker(p(T')) N Ker(q(T). Usando (4)

v=m(T)p(T)v+n(T)q(T)v=0.
Lo cual completa la demostracién que V = Ker(p(T')) & Ker(q(T)).

Para ver quiénes son los polinomios minimales de la transformacién restringida a
cada uno de los subespacios invariantes, observemos que:

p(Ip) =0
entonces el minimal debe dividir a p. Supongamos que grado(mr,) < grado(p).
Como
mry(T)q(T) =0

y el polinomio mr,q tiene grado estrictamente menor que mr, obtenemos una
contradiccion, ya que mr es el polinomio minimal. Por lo tanto el grado de mr,
deberé ser igual al grado de p y por lo tanto son iguales (recuerden que el polinomio
minimal es monico). O

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema principal de esta seccion:

Teorema 4.1 (De la descomposicién primaria). Si T :V — V es una transforma-
cion lineal tal que
— e ek
mr =Dp1; "Dy
donde p; son polinomios mdnicos irreducibles en K|z|, entonces
V= Ker(pi(T)™) @ - - - @ Ker(px(T)™)
y dim(Ker(p;(T)%)) = d; > e;.

Dem: Se hara por induccién en & =ntimero de polinomios irreducibles que dividen
a mp. Si k =2, se aplica la proposicién anterior.

Supongamos ahora que
€L—1 €L

mr =pit P Py,
y llamemos ¢ = p{*---p;"}', ¥y p = p;* entonces mr = gp y por la proposicién
anterior
V = Ker(q(T")) ® Ker(p(T')) = Ker(q(T)) & Ker(px(T)*)
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y los polinomios minimales son ¢ y pi* respectivamente. Pero entonces, ¢ es el
polinomio minimal de 7'/ Ker(q(1)) Y tiene k — 1 factores, por lo tanto por hipdtesis
inductiva,

Ker(q(T)) = Ker(pi (1)) @ - - - & Ker(pp—1 (7))
con lo cual
V = Ker(pi (7)) @ - - - ® Ker(pg(T)*).

Notemos ademas que las transformaciones
T, = pi(T/KeI'(pi(T)ei))’ T; : Ker(pi(T)%) — Ker(p; (T)%)

son transformaciones lineales nilpotentes, de érden de nilpotencia e;, y por lo tanto
la dimensién de Ker(p;(T)%) = d; es mayor o igual que e;. O

4.1. Caso K = C. Si K = C (o més en general, cualquier cuerpo algebraicamente
cerrado), entonces p;(z) = z — A;, en cuyo caso

T, =T — \1d,

con T; nilpotente de 6rden e;. Si la descomposicién nilpotente de T; es W; = Wli) &)

- P We(j) con dimensiones k1 > ko > ky,, entonces la matriz de T),, = T; + \;Id es
en la base adecuada de la forma

A 0 0
T 0 Ay O
oo 0
0 0 A,
donde A; es una matriz de k; x kj,
N 0 0 - 0 0 0 ]
1 X 0 - 0 0 0
o 1 X -+ 0 0 O
0 0 1 X 0 0
o 0o o0 -~ 1 XN O
0 0 0 0 1 N |
0 sea
[Tp,] ? | - 0
0 Tl 0 -
[T] =
0 0 0
0 0 [Ty

es la forma de Jordan de T.

Hemos entonces hallado una descomposicion del espacio en subespacios T-invariantes,
y en cada uno de ellos tenemos una transformacién nilpotente que hemos analizado
en la seccién anterior. Por lo tanto podemos hallar, en cada componente invariante
la forma de Jordan de la transformacién nilpotente.
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Observacion: Notar que es fundamental que K = C, ya que si K = R, entonces p;
puede ser de grado 1 6 de grado 2. Para el caso que p; sea de grado 2, si bien puedo
analizar la descomposicion de t; = p;(T) no puedo despejar T),.

Corolario 4.1. Sea V un C espacio vectorial. Sea T : V — V una transformacion
lineal. Entonces existe B tal que [I'|g = D + N donde D es una matriz diagonal y
N es una matriz nilpotente y satisfacen DN = ND.

Ejercicio 5. Demostrar el Corolario.

4.2. Teorema de Cayley-Hamilton. En esta secciéon volvemos a considerar V'
como un K espacio vectorial, donde K puede ser tanto C 6 R.

Teorema 4.2 (Cayley-Hamilton). Si T : V — V es una transformacion lineal,
entonces x7(T) = 0.

Dem: Con la notacién anterior, sea V = Ker(p1 (7)) ®- - - @ Ker(py (1)), entonces
por la Proposicién 2.3,

XT = XTpl NN XTpk'
Si consideramos que estamos trabajando en el cuerpo complejo, usando la forma de
Jordan para el operador se ve inmediatamente que x7, = (x — \;)%, con lo cual:

xr(z) = (x — )q)dl (x — >\2)d2 oo (= )\k)d’“ o sea

xr(x) = p1 ()" pa ()™ - - pr(x)®

y como, por la proposicién anterior d; > e;, x7(T) = 0.

Si queremos analizar lo que pasa en los reales, consideremos el polinomio carac-
teristico de T'. Ese polinomio tendra coeficientes reales, pero en particular lo puedo
pensar como un polinomio en los complejos y entonces, por el andlisis anterior, se
sabe que xr(T) = 0. O

En general, calcular el polinomio minimal es muy dificil, pero usando los teoremas
anteriores, se puede deducir que

Proposiciéon 4.2. my y xr tienen las mismas raices.

Dem: Como (por Cayley-Hamilton) x7(7) = 0, entonces mp divide a xp. Por lo
tanto toda raiz de myp es raiz de x7.

Por otro lado, si A es raiz de xp entonces A es autovalor de T, o sea existe vy 20 € V
tal que (T'— AI)vy = 0. Ahora bien, dividiendo a m; por (z — A), tenemos que
mr(z) = (x — AN)g(z)+r, conr=ctedr=0.

Pero
0=mp(T)=(T—-X)g(T)+rI,
en particular
0=mp(T)vy = (T —N)g(T) +rI)vy =rvy ,
lo cual implica que 7 = 0, 0 sea A es raiz de mr. O
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5. ALGUNOS EJERCICIOS DE APLICACIONES

01 -1 0
a=(00) #=(00)
Muestre que AB # BA. Calcular e4, B, eAtB y mostrar que eAt8 £ edeB.

2. Mostrar que det(e4) = e2-i donde los \; son los autovalores de A (contados
con toda su multiplicidad).

1. Sean

3. Mostrar que e” siempre es inversible y que (eA)*1 = ¢~ para toda matriz
AeCm .
4. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:
a)
dyi
= TNty _ _
n 0 —anz 0)=1.
{ % = —y1— 3y (0) (0)
b)
A = By + 8y + 163
ﬁ = 4dy1 +y2 + 8ys y1(0) = y2(0) = y3(0) = 1.
Go= —dyn — 4y - 1lys
5. Sea A la matriz de coeficientes de la ecuacién diferencial vectorial equivalente
a
dny dnfly
%—Fan,lw—{—...aoyzo.

Mostrar que

1

xa=2z"+ap_12" " +--- +ag.
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