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UN-POCO DE ALGEBRA (MULTI) LINEAL ELEMENTAL

Este texto es un desarrollo esquemdtico pensado para ser complementado en clase.
Caracterfsticamente se nota Ia falta de ejemplos y comentarios clarificadores.

Se desarrolla ezplicitamente Ia relacién entre el tratamiento moderno del dlgebra tenso-
rial y el tratamiento cldsico (con manejo de indices y leyes de transformacién) de los entes

llamados tensores.
‘ Eduardo J. Dubuc

Tomemos tres espacios vectoriales V, W y H sobre un cuerpo K (puede imaginarse
- si se quiere - que K es un anillo conmutativo con unidad, o, que X son los niimeros reales,
geglin preferencias).

§1. Definicién.
Una aplicacién V x W —2— H es bilineal si:
i} (v +uw) = (v, w) + p(u,w)
p(v,w+1) = (v, w) + p(v,1)
ii) p(Av,w) = Ap(v,w)
(v, Aw) = A p(v, w)
Equivalentemente ©(}"; Aivi, Y-, pw;) = 35 5 Missso(vs, wy).

Nota. Muchas veces omitiremos escribir cosas como v € V, t € W, Yu €V, X € K,
ki € K, 1 € N, etc. El lector deberd suplir los cuantificadores, pertenencias, y toda otra
especificacidn que falte, mediante el uso del sentido comin.

§2. Proposicién. :
SiE={eeq...en}y F={fifa...fx} son bases de V y W, © queda caracterizada por
la matriz ©(e;, f;) de nk elementos de H.

§3. Definicién. |
Fijados V,W, una aplicacidn bilineal universal se caracteriza por la si-
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guiente propiedad:
i)V xW —2~ C esbilineal. |
ii) Para toda otra V' x W ¥, H existe una tnica aplicacién lineal C ¥ .5 tal

que P8 = ¢. Esta ecuacién se indica diciendo que el diagrama v { E conmuta.’

Ser tnica significa que vale la siguiente implicacién:

(1) C“—‘*H lineales, goﬂ o' = p=¢'

—-——...,

Afirmacién. Todo otro par 9,B : V xW —1~ B que satisfaga i), ii) es isomorfo al
par , C' mediante un dnico isomorfismo

C

8/
£:CnB  talque VxW lz h=y.

7]\
B

Esto se ve asf: Poru)setlenenC'——ﬂ» ByB-—-—+ C‘talesquew—r)yl’r]-e
Pero entonces £40 = 0 y ££'y = 5. Como se pueden tachar § ¥y debldo 3 la implicacién (1)
arriba, se tiene £/ =id y &' =id, lo que termina la- demostracién.

ooR

§4. Notacién (Producto tensorial).
La propledad 1), n) cara.ctema entonces (salvo isomorfismo-tinico) al espacxo Cy la

C=VoW , =0, VxW-2.VeW , &,u) —vew.

Se tiene:
VVxw 2. nx bilineal;;?i!,l.’;ez W —2+ H lineal tal que $(v @ w) '--'7'1/1(0;"tb);7 S
(! indica unicidad). El espacio V ® W se llama %producto tensorial® de V con W,
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Ejercicio. El producto K x V — V induce un isomorfismo K @ V = V.

§56. Proposicién (Producto tensorial de aplicaciones lineales).

Sean VxW —. Cla (o ‘una’ 8i se prefiere) aplicacién bilineal universal, y V —2— V,
W—Y— W un, -par de aplicaciones lineales cualesquiera. Puesto que la composmxon

Box):VXxWELY wW L, o

es bilineal [ donde ¢ x ¢ ~ indica la aplicacién definida por la formula
(2 X ¥)(v,w) =4et ((v), Y(w)) ], se sigue que existe una tnica aplicacién lineal ¢ —&— ¢
tal que:

pxy l 15 conmuta : 60=40(pxy).
Vxw L

Con la notacién §4 se tiene entonces §-: V @ W — V @ W. Se denota § = @Yy
resulta entonces la férmula:

(a) (p @ ¥)(ve w) = p(v) ® $(w) .

§6. Sumas formales (estrictamente hablando, combinaciones lineales formales).

Si § = {81,82,...,8,} es un conjunto (de “sfmbolos®), se denota L(S) al conjunto de
sumas formales Y i, i S;i.

L(S) es un espacio vectorial mediante las operaciones:

(\f:{\is:') + (im&-) =det En:(/\i + b)S;

=1 =1 z—'l

(Z /\ssi) =det Z(l\l\i)si

=1 . s=1

Se tiene una aphcacxon de conjuntos §- — L(S) que-manda- S, a-la suma- formal
Z:—l :S;” donde . A, =0sij£iy Aj = L-si § = i, Es razonable escribir esta suma
slmplemente “S;”, denotando luego a la aplicacién § —» L(S), S;i — S; con la letra
invisible (o cualquier ora letra invisible).
L(8) tiene dimensién n y una base (canénica) formada por los sfmbolos - ya promovidos
a vectores - §1,53,...,S,. Es decir, los S; son libres y generan L(S).
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La correspondencia: (337 AiS;) ~ (A1, Ag,. .., An) establece un isomorfismo (canéni-
co) entre L(S)y K. -
Cuando K es un anillo cualquiera, suele decirse que L(S) es el médulo libre en los S;.

§7. Afirmacién.

Sea B = {ese;...en} una base de V', si se consideran los elementos de E como sfmbolos,

la correspondencia: n n
( Zkeee ) ~ ( ;/\i&' )
N

$=1
e, i/

suma formal suma en V

establece un isomorfismo entre L(E) y V' (que obviamente “deja quietos” los-¢;).

§8. Proposicién (construccién de V @ W mediante bases).

Sean E = {e;,e3,...,e,} y F = {f1,f2,.-.,fx} bases de V' y de W respectivamente.
Sea § el conjunto de nk sfmbolos § = {¢; ® fs} Eecribimos § = E x F. Se tiene entonces
que V@ W = L(E x F) munido de la siguiente aplicacién:

VxW—8. [(ExF)

(3,) — 3" ® £
1

donde v =30 Nesyw= Z;?:l k5 f; son las expresiones de v, w en las respectivas bases.

§9. Comentario (a guisa de demostracién).

De acuerdo con la proposicién §3, la aplicacién bilineal ® est4 caracterisada por los
elementos (vectores) e; ® f;, que son kibres y generan L(E x F). Este hecho es lo que
esencialmente significa la propiedad ii) en definicién §8. Los elementos ¢ de L(E x-F) son
expresiones de la forma ¢ = 17, t;j(e; ® f;): Dada una aplicacién bilineal V x W —— H,
se define L(E x F) —2— H asf: (t) =aet i tis(e £5)- )

~ El chequeo que todo anda bien de acuerdo a la definicién §3 es una actividad de aquellas
que - si bien necesarias - m4s vale hacerlas en privado que exhibirlas en piiblico por escrito.



§10. Observaciones. -

Se sigue (de §8 y de §8) que los vectores {e; ® f;} forman una base de V ® W (luego,
en particular, este espacio tiene dimensién nk). De Notacién §4 se tiene entonces:

vQuw = (i:l/\.'e;) ® (Jzz:lmfi) = ':Zf()\iﬂi)(ﬂi ® fi)

que no es otra cosa que la expresién de la bilinealidad en la definicién §1. Vemos ademds
(de §7) que se tiene L(E) ® L(F) = L(E x F).

§11. Definicién (Matriz de una transformacién lineal y cambios de base).

Consxderemos V y una base E = {31 ez3...¢} de V. Dada una transformacién hneal
V —2. V, las expresiones de los tra.nsformados de los vectores de la base determinan una
matriz A = (a;;) de n X n. Se tiene; por definicién:

n
(1) ‘0(3.1') = za"’.‘ie‘ j= L2,...,n

=1
Asf, las coordenadas del vector ¢(e;) forman la j-ésima columna de la matris de ¢, denotada
aquf con la letra A.

SiveV,serd v=Y 1, zie;. Denotamos mp el isomorfismo entre V y K* definido
por la correspondencia

v~g X: V30=2z¢c; ~5 X=(z123...2,) € K",

Se tiene entonces que la matriz A de ¢ estd caracterizada por la conmutatividad del
siguiente diagrama:

® [ le 4], dme = mey,
elv) Vv —E2.K

(donde AX es la multiplicacién matricial con X escrito en forma vertical). Es decir:
(2) Si v~X y p(v) ~X', entonces X' = AX,

que es la expresién de los coordenados de p(v) en términos de las coordenadas de v. Por
definicién de la multiplicacién matricial se tiene:

(3) T = Z GijZg
=1
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que es la ley por la cual cambian las coordenadas de un vector.

Notar que (2) dice exactamente lo mismo que (1). Vemos as, por medio de (2), que las
ecuaciones (1) son equivalentes a las ecuaciones (3).

En el caso en que ¢ es inversible, los vectores h; = ©(e;) forman una base H, y
recfprocamente, dada cualquier base H, se tiene una inica o inversible tal que h; = o(e;).
Supongamos u € V, u ~g X. Poniendo % = p(v) en las consideraciones anteriores, serd
% ~g X', Luego tenemos:

Las ecuaciones (3) ezpresan las coordenadas de un vector en base E en términos de
sus coordenadas en base H .

Notar que la misma matriz transpuesta expresa, en las ecuaciones (1), ala base H en
términos de la base E.

§12. Proposicién (Matriz del producto tensorial de transformaciones lineales).
Nos encontramos en la situacién de §5, §8 y §11.
V con base E = {&:}.V —2~ V con matrix 4 = (ag5).
W con base F' = {fi} W —% . W con matriz B = (bys).
VOW conbase Ex F={e;® fo}.VOW L% v x W.
p @y tendrs una matriz (de nk x nk) C = (c(it)(js)) caracterizada por las correspondientes
ecuaciones (1)

nk
(1) v®Y(e;® fy) = 2; c(it)(7s) (& ® fr)
Se trata de encontrar a C en términos de A y de B.
Se tiene p(e;) = Y7 aize;, Y(fs) = Zf bes fe. Luego, por bilinealidad de ® y la férmula
(a) de §6 hacemos:
nk

POY(e; ® fo) = ple;) ® Y(fi) = Z aijbes(ei ® fr) .

t

- Por lo tanto tenemos
C(it)(js) = Qigbes .

Sit =3, tiu(e; ® fo) es un elemento de V @ W (ver §9), sus coordenadas cambiarén
(luego de aplicar la transformacién  ® ¥) de acuerdo con la ley (3) en definicién §11. Es
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decir, si (p ® ¢)(t) Yiethe(ei ® ft), se tiene:
nk

(3) th = Z aijbestss

Js

Supongamos ahora que se tienen otras dos bases H C V, G C W y sean o, ¢ tales que
o(E) = H, $(F) =G. De la férmula (a) en §6 se sigue que (o @ ¥)(E x F) = H x G.
Luego, el resultado al final de §11 dice en este caso:

Las ecuaciones (3) ezpresan las coordenadas de un elemento de V @ W en la base
E x F en términos de sus coordenadas en la base H x G.

§13. Definicién (tensores contravariantes).

Tomemos un espacio V' y pongamos W =V, F = E, k = n, en §8, §9, §10, §11
y §12. Un elemento v € V determina en cada base E de V un n-tupla de nimeros,
v ~g (2123...2,), ¥ = Y; zie;. Si denotamos Bases(V') al conjunto de todas las bases de
V tenemos la siguiente definicién:

Un tensor (contravariante) de orden 1 (o vector) es una funcién X : Bases(V) — K*,
X(E) = (z123...2,) tal que se tiene un elemento v € V que la determina por medio de la
correspondencia v ~5 X(E).

Se busca caracterisar cuando una funcién X es un tensor. Eﬂé claro que de §11 se
sigue inmediatamente:

- Una funcién X : Bases(V) — K™ es un tensor (contravariante) si y sélo si para todo
par de bases E, H, si X(E) = (z}2}...2}) y X(H) = (#1%2...25), los z} se expresan en
términos de los z; por medio de las férmulas (3) de §11 (donde p(E) = H) (piénselo el
lector despacio y con buena letra).

No hay peligro en 1dent1ﬁca.r al elemento v con el tensor X. Los escalares z; se llaman
“as componentes del tensor®.

Un tensor (contravariante) de orden 2 es una funcién ¢ : Bases(V) — K"*® ¢(E) =

(t) tal que se tiene un elemento (que denotamos también t) t € V@ V ‘que la determina
por medio de: ¢ ~g ¢(E), ¢ =3, ti{e: ® ¢;) (ver §9). Es decir, t(E) son las coordenadas
de ¢ en la base E x E. Se sigue inmediatamente de §12 la caracterigacién: |

Una funcién ¢ : Bases(V) — K™*™ es un tensor (contravariante) si y sélo si para todo
par de bases E, H, si {(E) = (tl;) y t(H) = (;;), los t}; se expresan en términos de los ¢;;
por medio de las férmulas (3) de §12 (donde ¢(E) = H)) (idem que para los tensores de
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orden 1, puede el lector - si quiere - ir a ver el texto después de (3) en §20).
Como antes, no hay peligro en identificar el tensor ¢ con el elemento t € V @ V. Los
escalares ¢;; se laman “as componentes del tensor”.

Convencién de Einstein. Cuando en una expresién figuren dos fndices repetidos, se enten-
der4 que se trata de una suma en la que los fndices repetidos van sumados de 1 a n.

&

Convencién de los indices arriba. Se adopta tradicionalmente la convencién de anotar los
{ndices arriba. Asf, 8i v ~5 X, e8 X = (21,22,...,3"), etc. También, dadas dos bases E, H,
(E) = H, la matriz A = (a;;), se escribe (at), es decir, el indice de la fila arriba, y el dela
columna abajo.

Se dice que las componentes z* de un vector, y las componentes ¢ de un tensor “e
transforman segin las leyes (3)” deducidas en §11 y §12. Estas leyes se escriben de acuerdo
a la convencién de Einstein:

‘) R =q§¢z-" i aj- ot e .

Asf, dadas las componentes de un tensor en un sistema de coordenadas, las férmulas
(3) permiten calcular las mismas en cualquier otro sistema.

§14. Definicion (tensores (contravariantes) de todos los érdenes).

Est4 claro que podemos definir V @ (V ® V), poniendo W = V ® V en la definicién
~ §3. De hecho, conviene generalizar la definicién §3 y considerar una aplicacién multilineal
Vi x Vg X ... x V, — C universal. Quedan todas caracterizadas salvo isomorfismo tnico
(como en Afirmacién en §3) ysedenotaC=V, 0V, 8...8V,.

Todo lo hecho para el caso p = 2 se repite exactamente igual, y le recomendamos al
lector que mis le vale creer esto que tratar de verificarlo. Asi, por ejemplo, si tenemos
bases Ey Ej...Ep de los espacios V; V...V, respectivamente, se tiene Vi @ V2 ®...9V, =
L(E; x By X ... x Ey), etc.

~ Tomemos un espacio V con base E = {e;¢;...¢,}, y pongamos como antes V; = V,

Va=V,...,Vp =V yE =E, B3 =E,...,Ey, = E. Definimos:
Un tensor (contravariante) de orden p es una funcién ¢ : Bases(V) — K(»*) tal que

se tiene un elemento- (que denotamos también t) t € VRV ®...® V (p veces) que lo
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determina en el sentido que para toda E € Bases(V'), {(E) son las coordenadas de ¢ en la
base Ex E X ... x E. Tenemos:

Una funcién ¢ : Bases(V) — K(*") es un tensor (contravariante) si y sélo si para todo
par de bases E, H, las componentes de ¢ se transforman segiin las leyes:

Ii183...8p = il ats $p $3193.wp
i =8;i6)...a7 t .

donde p(E) = H, (a3) es la matris de p en base E, t(E) = (thrfabp) y ¢ H) = (ti152--35),

§15. El dlgebra de los tensores.

Puesto que tensores del mismo orden son elementos del espacio vectorial V@V ®...9V,
pueden multiplicarse por un escalary sumarse. Est4 claro que las componentes del resultado
de estas operaciones se obtienen multiplicando por el escalar y sumando las respectivas
componentes. Asf, si ¢ y A%/ son tensores de orden 3, los niimeros At y 433 pist gop
las componentes de un tensor de orden 3, efc.

Oftra operacién es el producto de tensores. En la proposicién §8 puede verse directa-
mente que si A* y p¢ son las componentes de tensores de orden 1, los productos 7 = AfpJ
son las componentes de un tensor de orden 1+ 1 = 2. Si ahora ponemos, por ejemplo,
V=VeVyW=VeVeVeal proposicién §8, se sigue que dados tensores de orden
2, 9, y de orden 3, h**¢, los productos 17 4¥5¢ son las componentes de un tensor de orden
2+3 =85, que se llama el producto de %/ y h**!, En general, el producto de dos tensores de
drdenes cualesquiera p, q, siempre est4 definido ¥ es un tensor de ordendp ;}- g. De hecho, se

. . . oye roaucto
tiene una aplicacién bilineal (Y@V@...@K) X (Y@V‘@...K) PR Veve..vV

. p veces g veces p+q veces
que por la condicién ii) en Definicién §3 se extiende a un isomorfismo

(yQVg...m{)g(Y®Kv®...1{) —VeVve..V.

p veces ¢ veces p+q veces

Como se observa, las cuentas cierran bien.

§16. Definicién (Espacio dual).
El espacio dual V* es el conjunto de transformaciones lineales de V en K (llamadas
formas). V¢ = {(|lV S K lineal}. V* es un espacio vectorial mediante Ias operaciones
(€ +0)(v) =aet £(v) +n(v) y (AE)(v) = Aé(v). Dada una forma ¢ y un vector v:



Notacién. El escalar £(v) se denota indistintamente (¢, v) o {v,€) (no confundir con un
producto interno en V).

Si E = {eey...€,} es una base de V, toda forma ¢ queda caracterizada por los n
escalares (£,¢;). Por lo tanto, V* es un espacio vectorial también de dimensién n. Para
cada fndice j, denotamos ¢? 1a forma caracterizada por (¢f,e) = 6-’ donde 5’ es la delta de
Kroneker. Es decir, S =0sii#j,y 6’ =1 si 1+ = j. Dada cualquier forma ¢, se tiene
obviamente (£,¢;) = E,(é, e5)(¢7, &) para todo fdice i. Ello muestra que {ele?...e"}
forman una base de V*. Se llama base dual y se denota E*.

§17. Definicién (Tra.nsformacién dual).

SiV —f— W es una transformacién lineal y € € W* es una forma, la composicién
VYt w ~ K es una forma denotada ©*(€) =get £p. Es decir, si v € V, se tiene por
definicién:

{p*(€)9) = <e, p(v)) .

Esto define una transformacién lineal W* —2— V*, lamada dual (o transpuesta) de ¢.
Observar que ©* va en sentido contrario a .

Sea ahora W =V, V —£— VY yy* —&°_ y+ (pero en sentido contrariol):

§18. Proposicién (Matriz de la transformacién dua.l)

Sea A = (a}) la matris de v : p(ef) = Y :ate; (ver §11). Se trata ahora de encontrar
la matriz de ©* (en la base E*) en términos de A Denotemos B = (%) a la matriz buscada.
Se tiene por definicién: (1) p*(e*) = 7, bief. Para cualquier indice J, evaluemos ambos
miembros de esta ecuacién en el vector e,

() 1) = (e* ples)) = Y ab(et, i) = 3
(S b ) = Y Obi(e o) = b

Luego, se tiene bJ = a$. Es decir, B es la matris transpuesta do A.

La férmula (1) arriba queda: (1) *(e*) = ¥, ate’. Como p* va en sentido contrario
a ¢, una forma § € V* en realidad se mueve con la transformacmn *~! cuya matriz es
entonces la inversa de la transpuesta de 4. Si ¢ = Y: vie, y escribo p*~1(€) = ¥, yle?, se
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sigue de lo anterior y de la férmula (3) en definicién §11 que

n

3 - cJy;

(3) Y ; ly;

donde la matris C' = (c!) es la inversa de A (notar que aquf est4 involucrada una doble
transposicién). Esta es la ley por la cual cambian las coordenadas de una forma.

Sea H otra base Y @ tal que o(E) = H, p(e) = hy. Tenemos: (p*(h'),e5) =
(b, o(e;)) = (h%,hj) = 6. Luego p*(h) = ¢, *(H) = E. Es decir, p*~(¢}) = A'.
Poniendo = p*~1(¢), serd 5 = ¥; yih*. Luego tenemos:

Las ecuaciones (3) expresan las coordenadas de una forma en base E* en términos de
sus coordenadas en base H*.

§19. Definicién (tensores covariantes).

Dado V, un elemento (o forma) ¢ € V* determina para cada base E = {ereg...en} de
V una n-tupla de ndmeros ¢ ~g+ (y1%2,...9n), € = 3 yi¢'. Tenemos:
Un tensor (covariante) de orden 1 (o forma) es una funcién- ¢ : Bases(V) — K™,
¢(E) = (y1%2,..-yn) tal que se- {iene un elemento (que denotamos- también £) - ¢ € V*
que la determina por medio de: ¢ ~g+ ¢(E). Los esca.la.res ys se llaman “as componentes
del tensor”. De §18 se sigue la siguiente caracterizacién:

Una funcién ¢ : Bases(V) — K™ es un tensor (covariante) si y sélo si para todo par
de bases E, H, si {(E) = (yiy5...¥4) ¥ £(H) = (y1¥2...9s) los y! se expresan en términos
de los y; por medio de las férmulas (3) de §18 (donde p(E) = H, y A = (aj;) es la matriz
de ¢ en base E). Estas leyes se escriben de acuerdo a la convencién de Einstein:

gt =cly (donde se tiene la relacién: a};cf = 5,')

§20. Definicién (tensores mixtos de todos los érdenes).
Por ejemplo, un elemento ¢ € V @ V* determina para cada base E de V escalares tf que
son sus coordenadas (en la base B x B*) t =3, t(er® e‘) Se-tiene entonces una funcién

Bases(V) —t— Knxn que es, por definicién, un tensor mixto una ves cmnmte yuna - -

vez confravariante. Los ntimeros ¢ se llaman 9as componentes del tensor

Dadas dos bases E,H, y V —2— V, go(E) HconmatnsA ( )enbaseE’-

y matriz inversa C = (c}), se tiene V @ V* e, v @ V*, las componentes de ¢ se
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transforman segiin las leyes deducidas en §11, §12 y §18:

(3) t=aldts

(donde af ck = 6%)

Recfprocamente a toda funcién Bases(V) —t— K"%" {a] que sus componentes t(E) =
() y ¢(H) = (t{) se transforman segtn las leyes (3) arriba, le corresponde un (tinico)
elemento ¢ € V ®V* que la determina. Es por lo tanto un tensor (para ver esto, basta poner
t =3 ;s té (et ® ¢'), donde se toma una base cualquiera E. Esta definicién no depende de la
base elegida debido a lo demostrado en §11, §12 y §18).

Est4 claro como pueden definirse tensores mixtos de orden p+gq, p veces contravariantes
Y g veces covariaﬁtes, y como obtener la ley segin la cual se transforman:

Un tensor (p veces contravariante y ¢ veces covariante) es una funcién ¢ : Bases(V) —
K(®*n%) ta] que se tiene un elemento (denotado también )teVe..Vev:e...V*
(p veces V' y g veces V*) que lo determina en el sentido que para toda base E de V, t(E)
son las coordenadas de ¢ en la base E X ... x E x E* x ... E*. Se tiene:

Una funcién ¢ ; BaséS(V) — K(7*2%) &g un tensor si y sélo si paré. todo par de bases

E, H, sus-componentes {(H) = (ti%%) y ¢( E) = (#%442-45) 3o transforman segtin las leyes:

J13300dq J133..34
$182...8p . 31 482 $p .01 La Lq 33133443,
(3) . t”l’:"": — aJlajz 0aoaJ’c’1c’z oooCaq til"'"é °

donde ¢(E) = H con matris A = (a) en base E, y matriz inversa C = ().

§21. Contraccién de fndices.

El 4lgebra de los tensores mixtos se obtiene tal cual como aquf en §15. Se tiene,
por lo tanto, que para la adicidn los tensores deben tener las mismas caracterfsticas de
co y contravarianza. Para el producto los tensores pueden ser cualesquiera, obteniéndose
un tensor cuyos érdenes de co y contravariansza son las sumas de los érdenes respectivos.
En esta dlgebra se tiene una tercera operacién, la contraccidn de fndices, solamente v4lida
para un indice covariante con un fndice contravariante. Pasamos ahora a describirla (v a
demostrar su existencia).

Se tiene claramente que la evaluacidn es una transformacién bilineal:
VXV oK. (0,8) e (0,8) = £(v).

Se extiende luego (condicién ii) en definicién §3) en una transformacién lineal V@ V* & K ,
tal que %(v, £) = (v,£). Dado un elemento cualquiera t € V @ V*, t = Y iiti(ei ® ¢7). De
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§9 se tiene entonces que

W)= Yt ) = 86 = Y,
L% ] t3 R '

Abora bien, teniendo en cuenta el ejercicio en §4, m4s generalmente se tiene (por
ejemplo) una transformacién lineal:

Vevrev ¥ rev Ny,
DadoteV@V*@V* t= Yijstis(ei ®e? @e?), sih=(P® id)(t), se tiene

h=) tilene) @e =N tholet = Y thet =Y hyet,
138 178 8 8

donde hemos puesto b, = ¥°; t,.
Ee decir, dado un tensor ¢ de componentes t;'-, ) 8¢ obtiene un tensor h, de componentes
h, mediante la f6rmula:

hy= t:, (contraccién de fndiées) .

Queda claro que todo esto se generaliza para contraer fndices (uno de arriba con uno
de abajo) en tensores mixtos con érdenes de co y contravarianza arbitrarios. Resultando
cada ves un tensor de orden total disminuido en 2. Esta operacién resulta compatible con
el resto de la estructura del 4lgebra tensorial. Es decir, teniendo que contraer indices en
algtin término de una suma o un producto, da lo mismo hacerlo antes o después de efectuar
la operacién. Nétese que esto est4 implicito en la notacién clésica de fndices. Sin embargo,
tfpicamente se contraen indices entre términos distintos luego de efectuar las operaciones. -
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EJERCICIOS DE PRODUCTO TENSORIAL,

1. Cualquiera sea V, sea K x V — V, (),v) — Av. Demostrar que es una aplicacién
bilineal universal. Por lo tanto, K@V =V.

2. Sean K|[t] = Polinomios en una indeterminada, K|z,y] = Polinomios en dos indeter-
minadas. Se tiene: K[t] x K[t] — K[z,y], p(t) — p(z)p(y).
Demostrar que es una aplicacién bilineal universal. Por lo tanto, K [t|®K[t] = K|z,y].

8. Demostrar K* ® K™ = K™*™ (matrices de n X m) munido de la aplicacién bilineal
siguiente: | | | |
K®x K™ — K™™ (), (85)) — (Aips5)

4. Sean V,W cualesquiera y V x W —— € una aplicacién bilineal universal. Demostrar
que la imagen §(V xW) C C genera todo C. No existe sub-espaciopropio LC C, L#C
tal que (V xW) C L. Deducir luego que todo elemento t € V@W es una suma finita de
elementos de la forma v@w, v €V, w e W. Es decir, t = v; @ w; +v3 @ wa+... 0 S wy
para ciertos v;...v5 €V, wy ... wx € W.

Este ejercicio es muy til para hacer los que siguen.

6. Sean V,W ambos de igual dimensién finita n. Demostrar que todo elemento t eV QW
puede escribirse como suma ¢ = v, @wi +v2 @ ws...+ vk ® wk. (con k < n). Exhibir
elementos que no pueden escribirse como sumas de n—1 sumandos, de la forma v; ® w;.

6. a) Demostrar que se tiene una transformacién lineal
(Vi xVa) oW — (Vi @ W) x (V2 @ W)
b) Demostrar que es un isomorfismo (inyectivo y suryectivo).
c) Qué argumento f4cil puede darse para demostrar b) en el caso en que todos los es-
pacios son de dimensién finita.

7. Para subespacios ViV C V y Wy C W demostrar:
(inV2)@Wi = (Vi @W1)N (Va0 Wi)  (ambos subespacios de V @ W) -
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8.

Sea X un conjunto cualquiera y V un espaclo vectorial, KX y VX el espacio vectorial

- de funciones definidas en X a valores en K,V respectivamente.

a) Demostrar que se tiene una aplicacién Lineal inyectiva KX @ V —s VX,

b) Demostrar que su imagen es el subespacio en VX de todas las f € VX {ales que el
conjunto f(X) C V genera un subespacio de dimensién finita.

c) Deducir que si X es finito o V es de dimensién finita, se tiene KX @ V s VX,

¥

Mostrar que existe una transformacién lineal  : V* @ W* —» (Ve W)* tal que
(¢ ® n)(v® w) = £(v)n(w) € K.
a) Observar que no es suryectiva si los espacios son de dimensién infinita.

b) Demostrar que es un isomorfismo si los espacios son de dimensién finita.

EJERCICIOS DE TENSORES CLASICOS.

10. Hemos visto en §21 que si t’ son las componentes de un tensor, entonces h, = #}, son

11.

12.

13.

también las componentes de un tensor. Luego, sabemos- @ priori que- dadas dos bases

EH, V£V, oE) = H las h, se transforman segiin las leyes (3) en §20 De-
mostrar “a mano” que si los ¢}, se transforman segiin estas leyes, entonces ello también
es cierto para los h,.

Qué pasa si se contraen dos fndices de la misma va.lencxa. Es decir, por ejemplo, si en
la situacién del ejercicio 10, definimos Af = t’ =)t J ;Son los k¥ las componentes
de un tensor? Qué pasa si uno trata de verlo % mano®, como en el ejercicio 10.

Seat € V@VQ@V*®V*®V*. Supongamos que se tiene una base de V tal que las
componentes del tensor satisfacen la ecuacién t"k = 1%, Demostrar que las compo-
nentes en toda otra base satisfacen la misma ecuacién (el tensor se llama simétrico en |
los ndices 1, ).

Demostrar que toda aplicacién bilineal V' x V —+ K determina un tensor dos veces

covariante. Relacionar esto con la forma en que cambian los coeficientes de una forma
cuadrdtica Y*AX en un cambio de base.
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14. Demostrar que toda aplicacién lineal V —2— V' determina un tensor (mixto), una ves
covariante y una ves contravariante. Relacionar esto con la forma en que cambia la
matriz de ¢ en un cambio de base. |

Observacién. Dado un tensor (mixto), una ves covariante y una ves contravariante,
t € V@V* la contraccién de fndices #f = h € K define un escalar que es siempre el
mismo cualquiera sea el sistema de coordenadas con que se lo calcule (est4 claro puesto que
h s el escalar b = ¥(t) donde ¥ es la transformacién considerada en §21). Se dice que es
un ¢nvariante. En este caso se trata de la traza. Observar que esto permite por tanto definir
la traza de una transformacién lineal como la traza de su matriz en cualquier base.

18. Demostrar la reciproca del ejercicio 14. Es decir, dado ¢ € V @ V*, demostrar que
determina una transformacién lineal V. —2— V.

16. Demostrar que dado un tensor, una ves covariante y una ves contravariante, el escalar
h = det(t}) es siempre el mismo cualquiera sea el sistema de coordenadas en que se lo
calcule, es decir, det(t}) es un invariante. Ello define una aplicacién V @ V* — K.
{Cudl es?

17. Sea Bases(V) —t— K(»*) una funcién tal que para todo fensor dos veces covariante
Bases(V) —— K(*) ¢] producto contraido Bases(V) —2— K definido por la ecuacién
hi = t{ku,-k es un tensor covariante. Demostrar que ¢ es entonces un tensor dos veces
contravariante y una vez covariante.

Observacién. Lo anterior es un caso particular de un criterio general para reconocer el
caricter tensorial de una funcién Bases(V) —» K(**") llamado “ley del cociente?. jPuede
deducir y/o enunciar este criterio general?
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