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ADVERTENCIA PRELIMINAR.

El preéente fasgiqulo es, con algunas éhpiiagiones,-. el
desarrollo del curso de Elementos de:Pfobéﬁilidédés]y Eéfadig
tica del segundo dﬁb de las licenciaturés en Mateﬁéticas y'en
F{sica, La ubicacion del curso en los primeros afias obedece
a la necesidad de dar lo antes posiblo una 1ntroduccidn a los.
problemas y a los métodos el Cdlcule de Probabilidades, cuyas
aplicaciones crecen casi dfa por dfa y que no sﬁlo es en la a

‘ tualidad ﬁno de los campos de investigacidén matemdtica que am
recen como mfs promiSbrips, sinc que tambidn abre mayores perg
pectivas de trabajo profeSionéi a los futuros licenciados.

' Naturalmente, esta ubiéacién temprana'planfea el problem
de la_limitacién de los recursos matemdticos de que disbbnen
103 alumnos, pero sih.embargo se ha tratado de presentar la

. tquIa de las variables aleatorias discretas en 1a forma mﬁs

riquﬁosa 'y completa compatible con oicha 1imitac16n, lo que’ An
cluyp mn tratamiento del Problema cgntral del Limite més exter-

80 y dgtallado que el corriente en los textos de 1ntroducc16n

y una,exposicién de la importante teorfa de las Cadenas de Mar

' koffi,/, Sé\ha completado esta parte con la discusién de algunos

ejemplos de aplicacién,. especialmente a la Biologia y a la Fi~
sica. Se prosigue después en forma predominantemente héurism
ca, con loSdelementos de la teorfa de las variables aleatorias-
continuas, y con una introduccién lo bastante extensa a la ig
. ferencia estadfstica como para contener al menos una explica=
cién de los métodbs nds usuales. Es a esta parte que se :han
hecho algunos agregados a los temas que se tratan ordinariamqp
te en el curso, especialmente en 1o que se refiere a 1a deduef.
c;ﬁﬁ de -la ley de probabilidad del coeficiente de_rggres;én.,
'Buénos'Aires; Jﬁﬁio'de 196;;~_E,
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INTRODUCGCION

I.-. LOS FENOMENOS ALEATORIOS

L1el.= E1 chlculo .d.e probabilidades, tal como se 10 e_:_cpofxiré en este curso y de acuerdo -
con las tendencias contemporineas, tiene por finalidad la de constitulr un modelo m;tgm_é S
tico, apto para describir e investigar el comportamiemto de una clase especial y bien
- determinada de fendmenosy los llamados £ 6 nom e. nos aleatorios.,
Antés '.de comenzar con el desarrollo propio del curso ser _convenienté, por 1o ‘tan
‘to, caracterizar de una manera suficientemente precisa que se emtiende por fe'h&n'e‘nq a—i_.
leatorio, y que resultados permite obtener en su estudid el cdlculo de 'P;':Qbabilida’desr _
_ La kexperien_cia._ indica qﬁe .axiste en la naturaleza una gran cant.idad de fen6_m§nos,
‘@\M ‘presentan 1as siguientes dos c_arac't.e_risticas comuness - _ _ -
' a) @ pesar de repetirse en lgualdad de condiciones, no se dan siempre 165 mis
-inoé_ resultados, lo que hace impredecible el resultado de’ una féinica éxperie,n
“‘clay S : o - .
b) si despuds de realizar un ‘gran nfimero de observaciones se cue_nt;an 1a.s vec;es
" enque se ha dado un mismo resultadoy ¥y se calcula su frecuencia relativa (
nfinero de vaces en qQue se ha presemtado el resultado en cuestidn, dividido.
" por el nfimero total de observaciohes) es posible comprobar qué repitiendola
serle larga de observaciones, la frecuencia relativa es constante, o apro-
ximadamente constante(a) .

‘Posiblemente ei e;jemplohés simple de los fenbdmenos caréctefigados por este _comi;’or-
t.amient.o,‘ a los que denuminaremos fendmenos aleatorios, lo constituye el mas sencillo de
;;os Jjuegos de azéi_‘: el tiro de.‘la.mqneda..\ |

~ Aunque en cgéa tiro se cuide de érrojér la misma moneda, coiocéndola a la misma dig
tancia de und superficie, con el mismo é_gglﬁ.ore :merimiéndble igual irélocid_ad y_'aceleré-
“‘eldn en todos los tirés, es imposible predecir cual. de las dos caras quedard hac.ia' arriba
ol inmovilizarse sobre la supe_rf'i.c’ie-. | o
o Sin: embargo, si despuds de realizar un gran nfimero de tiros, anpt.énu‘o cada vez el rg -
-‘ su'ltadég se calecula ia frecuencia relativa conque ha aparecido una de las caras, Y se re-

‘pite la experiencia otra serle numerosa de veces, se podr§ comprobar que la nueva frecuen

(a) -La caracteristica de impredecibilidad sefialada enteriormente execluye una clase am=
plia de fenbmenos de frecvencia relativa constamte; los fenbmenos perifdicos. La combi
nacifn de la impredicibilidad y de laconstanciade la frecuencla relativa, parece carag
terizar de una manera muy peculiar el orden con que se presentan las distimtas alterna-
tivas observables en un fendmeno aleatorio. Sobre la caragte‘rizacibn de ese orden A es-
que Von Mises (20) , ‘intentd fundamentar rigurosamente el cadlculo de probabi}idades { el
nfimero se refiere 4 la lista bibliogrhfica agregada al ‘findl), pero en la actualildad pd
rece preferible una fundamentacidh axiomitica de otro tipo. ) .




‘ ‘
| ola relativa diferird muy poco de la calculada en el primer axperimento,

! : s1 el 'é‘xperiment.‘o se repite muchas veces, se encontraré que las frecuencias relati~
; vas son mas estables cuanto mis largas sean las series deé tiros que constituyen cada ex-
periencia. Este com‘;:;oi't"abnﬁehtob éhtai%iéa a decir, en un' sentido que se preciséré més a=
delaﬁte (en a1 capitulo IV), qué la frecuencia relstiva con que se presenta cada una de
las cgras de la moneda tiende a un limite, cuando el nfinero de observaciones crece inde=-

finidamente.

T2~ A pesér de incertidumbre existente para predecir el resultado de un fmicb tiro can
una moneda, la. constancia de las frecuencias, fc.anto més acentuada cuanto mayor sea el nd
mero de’ tiros, permite llegar a ciertas conclusiones fitiles. o

- 81 _el:,]ugador antes de cada tiro efectlia una apuesta de/_g\nitud a5y obtiene
un premio b sl sale, por ejemplo, el resultado cara, perdiendo si ée da el resultado

opuesto (es decir pagando 1la apuesta sin compensacidn alguna), al cabo de n  tiros su

.ganancia neta serés

ke . g =  T.b - nea

i ' endonde r es el nfmero de ve'cés que se ha presentado el resultado caré, el producto
l‘ .46 ® _por b  seré por lo tanto el total de los premiosrper‘c:llbidos, y el pro-
\ ~ducto de n por a 1o,que ha abonado como apuesta-aen las n Jjugadas reali
T %adas, 7

81 el nﬁmerg n de tiros, o jugadas, es lo bastanﬁe grande como para que la

: frecuencia relativa del resultado cara.

| L) | =z
~ saa suficientemente prbxima al valor limite £*  que experiencias amteriores han estg
. blecide. como caracteristica de la moneda utilizada, se podr‘é reemplazar. a r en la

expresibn de g por el\produéto £° .n , obteniéndose.
EON . g=neoe-a) |
,u ¥ el jugador ganari o perderd segﬁﬁ que el signo del paréntesis sea positivo o negativo.
. En consecuencia, conociendo por exPerlencias an't.eriores el valor de _' £ ¥y las rg
glas del Juego que establecen el monto de las apuestas y su relacibn con el premio, el
. Jjugador. podrd dete,rmingr con ant.i}c:.gac:.fm sl le comviene intervenir o no .en un juego ‘cor‘I"—'?
~-una moneda efect.uando una apuesta constante a o Si bien la previsibn del resultado
e _esté condicionqida a.la reallzacibn de un gran n&mero de tiros, no cabe negar Que repre -

, sen't.a un progr

--congiderable .frente a la  incertidumbre de predecir el resultado en un

3 (monedas simetricas y equilibradas) f‘=§].f/"2‘. . Al jugador

1e resul't.ar, .conv’eniyente in't.ervem.r con una apuesta constdnte a s Si lé’é reglas del

Juego est.ablecen un premio 'b tdl que ‘su producto por 1/2 sea mayor que el monto a
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de la apuesta. 81 dicho produc't.o resulta menor que la apuesta, sabs por dn't.icipado que

na le coriviene Jugar,» bi s en cambio, el producto de b por 1/2 es :Lgual a la apues
%8, el resultado ie seré indiferente. '
‘ En 1os Juegos bancados de los caslnos, se ‘astablecen 1as reglas de manera que el
casino resulte, beneficiado en una serie larga de Jugadas.,

Tomando como ejemplo el caso de la ruleta,; en gue:la frecuencia 1imite de aparicibn

de cada uno de 105 nﬁmeros da -51-7- ¥ el jugador, en caso de que salga el nfmero al que ha

apostado, percibe como premio unha suma igual a treinta y seis vacas su apuesta, la apli-,

cacibn da (1.3) conduce a : ‘

(194) Lo - n(_ﬂ;_ 36a = a) = na(____-» 1)< o

» Si el augador efactfia una apuesta cona‘c.arrt.e a 3 el juego 1le resultara a. la larga
dasfavorable. Cuando se. efectuan solamente serlas cor't.as de Jjugadas, la inestabilidad-
de las. freeuencias relativas no permite af:l.x-mar que el parentesis sea negativo, y el Jn
~gador podr§ ganar. Pero desde el punto de vista del casino, que considera a todos los -
Jugadores que juegan contra 81, como uno solo que juega un nfmero muy grande de vaces,
la. situaciép‘s'eré siempre favorable, puds entonces las frg’cdencias relativas diferirdn
poco de su'_lﬂmite, ¥ la pdrdida del conjumto da los jugadores es su ganancia. -

. odenzauoh de {A-r
Is3am: sin embargo, la situacibn anterior es incompleta, puds parte de considerar que la

frecuencia £ (frecnencia relativa experimental), es estrictamente igual a £* (i’recue_n _

cia relativfa'__limité), 0 .qQue sus d;l.férencias no alcanzan a alterar el signo paréntesis de
(1.3) ¥y (1.4). 7
Para considerar.'.concluyente esta discusiﬁn, es necesario auuuar’_la. magnitud de las
desv:l_.aci'qnevs de £ con respecto a f£* que pueden e'sp’erarse,' en funcibn del nﬁme_rb n
- de-jugadas, y por otra parte, queda abilerta la cuestibn de si una politicaid'e apuestas
' adeeuadég que ‘viﬁbule el monto de la que‘ se reaiiza antes de una ,jugada con el. résul‘taF

- do de 1la Jubada 0. jugadas anteriores (por e,jemplo, doblando la apuesta cada vez que se

pierde), permitlra al jugador aoegurarse un resultado 51empre favorable, cualquiera sea -

la relacibn entra -el producto " . b yla apuesta a o+ Todos estos problemas hallan
solucibn en el _célcuio de probabilidades, que confirman la discusibn realizada en el p§

rrafo I.8, precisando convenientemente los enunciados implicados.

Lede~=" E1 caso de los ,juegos-dé@ti’ene Mportancié histﬁrica, porgue ae su eaestudio
shrg:if: e'L cllculo de probabilidg{ies : y es til en una exposici'ﬁn del mismoy, pordue
permite formular ‘ajemplos’ sencillos. para ilustrar sus principalea resultados, sin supo
ner el canoclmiento detallado de otras cuest:,onas 28 menudo muy complejas.

" Pero si los guegoa ‘de _azar-fueran 1a ,unica aplicaclbn dela clleulo de probabilida
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des, la importancia de. este éeria muy limitada. En realidad, y en cambio) los‘fe.ném_etms
aleatorios caracterizados en al phrrafo 1.l consti uyen una amplia clase, con represep
taci&x. en muy alversos cémpos‘ de 1a experiencla, por/lo que las conclusiones a que. llsgg
ron los matemfticos de lcv‘s'-s:lgloa XVIT y XVIILI, que iniclaron el estudio de los Juegos

ds azar, han servido de fundamento a una rama de l.as matemfticas que a medida que t;-'ans-'
-eurre el tiempo cuenta cada vez con mhs aplicaciones importéntese (a) .

Cronolfgicemente, los primeros fenbmenos aleatorios estudiadoes despuls-de los jue-
gos de azar fueron 1los que seé presentan en la actividad del seguro, A

Pof ejemplos; cuando se relacionan las e_stadiéticas de mortalidad, que ;‘egistran las
defuncionses que ocurren en una clerta poblacidn ¥ en un perfodo determinedo, clasificin-
.dolas por edaéas, con las estadisticas de poblaci&ﬁ, también clasificades por edades,. es
posible 'comprobar que la proporcibn de habitantes de una determinada e’ci;d que fallecen
Aan‘tes'__fde: alganzar la 'edad_ siguiente, es una cantidad tanto més constante cuanto mayor es
la'vpoblaci&n estudiada. 1 . .

~El fenbmeno puede imberpretarse exactaélerrt.e de 1la misma manera gque en el caso de lo
juegos de azar., Para cada habitante de una cierta edad no s posiblé pradecir si f£alle-
ceré an't.és de alcanzar ls edad sigulente, o si sobreviviré,,\ lo mismo que en un _&n:{co ti-
ro de moneda no es posible predecir cudl lado se obtendri . Pero para Qn grupo grande
de habit.emteé de una misma edgd' es, en camblo, posible afirmar con mucha aproximacibn la
proporcyibn de los que fg;!.lecerén anjc.es de alcanzar la edad sigulente, asl .como en un nf=
mero suficlentemente grande de ﬁir@ de ung moneda es posible predecir muy aproximadame_g
te 1la frecuencia relativa de aparicifn de uno de los lados. ;

La diferencia, aparentemente muy importante, de que en el caso de 1la mortalidad el
coxﬁuMo de observacionss se realiza simultfneamente (en este contexto simultfneo quiers-
decir en un m'ismo periodo de tilempo, grande o pequeiioy pero deternlj.nado) éobre objetos _
diversos (los habitaptes de c,ierl'.'é. edéd) ,' mientras que en el tiro de una monada el con=
Junto de observaciones corresponde a la rei..teraciﬁn de la observacifn en el transéurso
del tiempo sobre un misme objetoy c & T e ce de s ignificacidn desde
elpunto de vista del eflculo de.problabilidades.

Todos los asegurados de ung misma edad se consierasn como un fnico Jjugador que apues
ta contra el asegurador una c'antidad £ijay, la prima p del seguro, tantas veces <,:omo a=
segurados hc;y. El reSult.aéo de cada jugada ests dado por /el hecho de que &l aseguradd
. correspondiente sobreviva a la edad en cu_estiﬁn, 0 failezca antes ds cumplir la edad ine-
médiata siguientes En el caso de sobrevivir, gana el aségurador,,. que percibe el importe

de la apuesta (prima del seguro). En caso de fallecimiento, pierde el asegurador, que ;

{a) Para una historia de los origenes y desarrollo inicial del cllculo de pi'obabilidades

hasta la comtribuchbn de Laplace, a fines del siglo XVIII y principivs del XIX, ver el
%ibro de LODHUN'ER (23). e e -
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debe abonar eano premio el importe de la pbéliza, que se denominaré ‘monto,

La fijacif)n del :meorte de la prima, para que el asegurador no pierda y sea po;ibles_-,
el funélonamiento del seguro de vida, :se funda en una discusi6n gimilar a la de los ;]ue-*
gos de azar. _ V '

El 1mporte de los pagos que debe efectuar el asegurador es iguai al producto d'e'.l_. -

_mero de fallecimientos r por el monto M de la pblizas, mientras que su recaudacibn _
total ¢8 'igﬁal.al producto del nfmero ‘n de asegurados pof la prima' [ '

_El pago neto P , seré igual a la diferenciade ambos, productos
(1.5) | | o P = ToM = nep _

Cuando el nﬁmero n de asegurados ‘es bastante grande camo para reemplazar r por
el produc.to de n y el 1imite de la frecuencia relativa f" s Se tlene
e - P = n(£".M - p)

- 51 el :lmporte de. la prima p es mayor que el producto del limite de la frecuencia
relativa por el monto ‘M de la pSIiza, el asegurador recaudard una suma superior a la-
que debe abonar, y el pago neto seré negdtivo, es decir, obtandrd un beneficio, Pero si
la prima es inferior a dicho producto, la situacibn ge :anierte, y deber& aféctuar real—
mente un pago. ,

La. solucibn equitativa para ambos. parece ser, de acuerdo con esta discusi6n la :l.,gua;' ; |
dad de la prima con el producto del monto por la frecuencla relativa. 11mite ) de manera:
que ‘los asegurados no paguen en exceso, ni el asegurador deba pagar mls de 10 que recat=
da_. El beneficio ‘del aoegurador consistiria en el uso del dinero que tiene en dep6sito
én el lapso transcurrido entre el cobro dd la prima y el pago de las pbllzas de los ase= -

' gurados fallecidoss ’ - _

Katufa;lmente, en éste caso interesa tairbo o més que en los juegos de azar el est_udié

, de laa,dés_viaEL:QQes de las frecuencias obsergadas con respecto a la fr_ecue_ncia '1imite, Yy
sa‘:;_e'r qué ocurreﬁ‘?cuarﬂo se -traﬁé de un conjunto de montos y de primas de distinﬁos impoxr
tes, corraspondientes a las apuestas variables, ciue serd lo mds frecuente en la lprécti_ca

?
problemas a los que también da respuesta el chlculo de probabilidades.

Li5.- La necesidad de estudiar en detalls el comportamiento de 1os fendmenos aleatorios

resulta aparente, para tratar de descubrir nuevas constantes asint8ticas del tipo del 1%

nimero grande de observaciones. Pero f.ambién es necesario el estudio de las desviacio=-
nes, no solo por las razones dadas anteriormente, pués hdy casos en que su anilisis t:l.e-.
" ne importancia de por &f ¥y no sbdlo para p ecisar dichas predlcc:.ones.

Un ejemplo _sencillo permite ilustrar una aplicaeion :meortant.e de este tipo de anﬁ,],,i

|
mite de las frecuencias i-elativas, lo que peimitirla formulér otras predicciohes péra un
.SiSo



h"

Si en vez de una poblaci6n de asegurados se trata de una poblac16n de enfermos, atg
eados pér un clerto ‘mal y sometidos a un determinado tratamiento, la experienc:la irﬂica '
que la proporcibn de enfermos que reaccionan de determinada manera (por e,J emplo, baja la
temperatura después de transcurridas 24 horas de la iniciaci6n del tratamiento), tiende
a ser constante al aumentar el nﬁmero de enfermos tratados. ‘

Cuarxjo se trata de una enfermedad desconocida, sobre la que se expermerrt.an distin-
tos ‘t;rart.aln:l.em:.oas.s generalmante el nfimero de casos de Que sa dispone no es tan o'rande pg
ra llegar & detenninaciones suficientemente precisaq dé 1la proporci6n de en:fermos que .
reacclonan de deteminada mane;-a frente aun tratamiento. S:Implemente, se acepta que
habrd una frecuencia limite que no se determina R y se compara' los resultados obtenidos
en dos grupos de pocos enfermos con dos tratam:.entou distintos. El problema consiste
en separar las diferencias entre las frecuenclas observadas de acuerdo a que se deban a
la posible @iferencia de esos 1limites.
| » El t.ratamiento sistemétlco de problemas de esta clase es una de las mas grandes cop
tribuciones recientes del célculo de probabilldades, que aparece dSi como herramienta
funiamantaldel método exporimental, pues ‘1o que ‘acaba de decirse con respec't.o a enfermg

dades puede generalizarse a casi cualquier campo de aplicacibn.

1060"‘ Finalmente, y ;ara no alargar asta :Ln‘t.roducca.fmi° 1a fisica de las particulas ofrg
ce unkamplio campo de aplicac:Lbn del céleulo de probabilidades. Fué ut:.lizando sus méto
dos como Bol+zmam1 pudo fundamentar estadisticamen‘he la termodinﬁmlca y obtener notables
procrresos. Tambidn con auxilio del célculo de probabilldadesPlanck pudo resolver el pr_q-
blama de hallar la ley q_ue sigue 1a radiaci&n del cuerpo negro, para no ménclonar més
que dos Jalones hist6ricos. ;

; Los problemas de flsica son més dificiles de formular desde el punto de vista del ;
calculo de probabilldades que los que presentan los Juegos de azara debido a que requie-
kren un conocim1exrho de 105 fen&nenos q_ue en los ,JuegOS se reemplazd por la enunciaci&n ;
. de las reglas. , o ; :
Por aesta cau‘sa,' ‘en_k-el" curso se harj ampiio uso de 1los e‘,jémploks de y,jueyglés,‘da’bié-rﬂo 1i

mitarse los :yde‘ﬁ.sica a aquellos gque puedan formularse s:Ln iequerir estudios especiales,




PRIMERA PARTE - N TR ¥
AXIOMATICA ELEMENTAL Y TEOREMAS FUNDAMENTALES "
‘II.- .AXIOMATICA PARA SISTEMAS FINITOS DE SUCESOS. .

IT.1l.~ Cbme,se vié en el capitulo hntefior, en la descripcién cencreta de unifenémeno
aleaterio,1ntervienen elément9s que‘carécen deAsignificacién desdé_el punte dé vispa,:
del‘célculo_de ppobhbi;idades} Basta recerdar, para lliustrar suficientemehte el,panQQ;
que; el heche que las observaclones sean repetidas sebre qn/misma.ebjeto ) reéiizadas,cg

da una sebre un objetd‘diferente (case del tiro.de una méneda ¥y de la mertalidad én una

peblaclén de edad definida, respectivamente), ne establece direrencia alguna en el tra-

tamiento per medio del célcula de prebabilidades. ;
Para censtruir .un modelo matemdtice libre de les defalles a que ebliga la especia=-

\:lizacién;en,un eampo determinade, es necesarie alslar 1as necienes primarias que intere

sany*dé;todo 1o‘due tienén‘signifieaeiﬁn unicamente para la identificacién en la expe -

- riencia del problama que se estudia.

En el cdleule de probabilidades, la necién primerim es lade suceses 3 la
ocurrencin ® la no ocurrencia de una propiedad en una observacién, y no tiene nada que-
ver con la ‘propiedad en sf, ni con el fendmeno particular que se estudia.

‘. La simllitud séﬁaladé anteriormente entre el tratamiento de las series de,qbserva-
ciones correspondientes a tiros su¢esivos de una moneda, y las correspondientes a lasgr
obser#aciones simultdneas de .supervivencia o mortalidad de sujetos de una poblgciﬁn biern
definida,-se debe a que se trata de fenﬁmenos aleatorios en cada uno de los cua1é57§e>
distinguen solamente dos sucesos. T0405:1os demds elémentos de descripcién, prppibs_de
cada uno de ellos, no 1nterv1enen. El ‘tratamiento formal desde él punto de vista del
célculo de probgbilidades, y la interpretacion de sus resultados, son identicos.

Cualquier otro fenémeno aleatorio de alternativa simple se trataré de la misma ma-f
nera, como por ejemplo el. sexo en :1los nacimientos, . B ) :

‘La experieneia ensefia que la frecuencia relativa de los nacimlentos del sexa mascu
lino entre los nacidos vivos.(y por lo tanto también 1a de los nacimlentos del sexo fe—
menino) ‘tiende & ser constante cuando el nimero de observaciones aumenta suficientemen-v
te.  .Este valor 1imite, o] tasa de masculinidad, que se encuentra en la proximidad de
Q.51 puede ser utilizado para iacer una estimacién de la composicidn segﬁn el sexo, de
una’ poblacién ‘humana futura.l k , . )

Otro caso importante de fenémeno aleatorio simple es.la inspeccién de materiales .

Cuando ‘existe una’ especificacién técnica que permite decldir si un determinado articulo




.do en ese,espacio.
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{(por ejemplo -una pieza de mdquiha o hn producto terminadb) estd o no de acuerdo ébﬁ'
ella, en ciertas condiciones ~qae. serdn *estu -
diadas d e t a l l adamente m ds adelante (en.la cuarta y
ultima parte, al tratar la inferencia estadistica), es p031ble 1nterpretar la extrac
cién de muestras (mimero 11m1tado de objetos pertenecientes a una poblacién més nu-
merosa), como un fenbmeno aleatorio. Utilizando el .cdlculo de probabilidades, y co~
nocida la'composicién de 1la poblacién total, én cuanto a la proporcién de eleméntos.

que cumplen con . la espec1ficacion {y por lo tanto tambien la de los que no cumplen

con. 1a misma), es posible predecir la frecuencia relativa con que apareceran muestras -

de una comp051cion dada. Partiendo de estos-resuitados sera posible, por métodos ri'

gurosos, llepar a uha 1nduccion o infenencia sobre 1la composioion de 1a poblacién par

tiendo de 1la inspeccién de .un ndmero 11mitado de objetos, ~Los enunciados a ‘que se |
llegaré se traducirdn en’ reglas de accion practica {aceptar o rechazar una partidaf’w
de acuerdo con ‘la inspeccién de una muestra), ua~qo+ibles de una 1nterpretacion pre~::
cisa en . cuanto a sus consecuencias (limitacién de la magnitud de los errores de diverAf

Sos tipos que pueden cometerse por apllcacidn de esas reglas).. Este campo ‘de la ins-ii'

a4

pqgclén de materiales es uno de los mds recientes y fructiferos del célculo*&é‘prdba3?5

bilidades. -
11,2.- ESPiCIO FUNDAMENTAL DE PROBABILIDADES. 51 'se identifica a un fehémeno alea-
torio eon un conjunto o espacio, a cada uno de cuyos elementos correbponde una obser-
vacion posible del mismo, la nocibn de suceso corresponde a la de subconjunto conteni
-E1 fenbmeno aleatorio del tiro de una moneda estaria repreéentado'por‘hn conjun=

to b.espacio,‘dividido en dos subeconjuntos, correspondientes cada uno a la aparicidn’

de una de las figuras de,la mbneda, cunando ésta queda ihm6vil'dé5pués de efectuado el :

'ﬁiro.

‘Lo mismo ocurre en el daso de la mortalidad. El conjunto que. representa todas
las observaciones posibles sobre seres humanos de una misma edad, experimenta una par
ticidén en dos subconjuntos 0 sucesos, que corresponqen al fallecimiento.o a la super-

‘vivencia. . De idéntica manera se procede en el caso del sexo o de la inspeccién de

materiales.

" Los fenémenos aleatorios de alternativa simple, en los que se distinguen sola =-

§ mente dos sucesos, constituyen una clase que no contiene sino parcialmente al- conjun-

fo de los fenbmenos aleatorios, . Es posible ‘que el estudio de Wh- fenomeno aleatorio
revele la- existencla de mds de ‘dos alternativas, lo que requerlré subdivisiones més
compllcadas del espacio fundamental de probabllidades. '

Por ejemp]o, én el tiro de un dado, hay sels resultados posibles, loque implica“

1

s ndt
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Vun&'subdiViSiéﬁ.del~espgéioffdndémental en seis‘sdbconjuntos.

ES.posible.imaginar fendémenos aleatorios en los que se distinguirian 1nfin£tos_sg
‘.¢eSos;_per§‘en;esta,priﬁerafparte'dékcurso,wy ennla151guiehte,~nos'11mitarem055prinb1-
...palmente al -caso de-que.solamente-e;ista»unfnﬁmero'finito-qe Sucesosyédéjéndo”péraﬂla
i tercera3pdrte el .estudio de los fendmencs con infinitas alternd%iVES”b‘éddesoﬁf

1I1,3.- SﬁGESQ.CIEﬁTO.i La identificacidn de  un sudeso con un subconjunto de!un espa -
'loio.perﬁite-una representacién_Sencilla;que'hacb~p0s1ble establecer, de upa maneré cla
Py ..fré‘i suscepﬁible dé interpretacién matemftica,. ﬁodasilas:nbcidnes auxiliares.

© Bn primer lugar, es posible considerar el mismo espacio fundamental como ano de
«gflos conjuntos en que se lo puede subdividir, y que se 1dentifica con el suceso clerto,
Vo=seava1 que se presenta en todas las observaeiones.-
‘II.4.= RELACIONES ENTRE.SUCESOS. Dada la identificacidn-entre. sucéSos -y subconjuntos
”“de ‘un espacio, a 1as relaciones posibles entre sucesos corresponderan relaclones entre
_fsubconjuntos -de ‘un mismo -espacio, y reciprocamente.
81 se denomina tanto a los 8ubconjuntos como'a los sucesos con letras maydsculas,

"es'posible_establecer el sigulente paralelismos

, SUBCONJUNTOS - . - S ' SUCES08
'1):Dado un subconjunto -4 , queda univo - ; 1) Dado un suceso A, existe'otrd suceso;
camente,determinadpﬂotro,subconjhnto X -A%, denominado el opue s't o de
:z 11am§dp-~c»o_m‘p,1'e_m eln ta rki'd' W 4 4, que correquﬁde a la no obbervacién
“od e Ay fopmédéfpor todos. los puﬁ - & de A ., Por defiéicidn, Ay A" no
tos del espacib_que.no pefteneben a ‘ pueden observarse simultaneamente.

A, ¥ que se conviens en denominar A"
Por definié%ﬁn, A y A" no tienen -

runtos en comun.

- 2). Dados dos subconjuntos.A ¥y B, se di- © . .2) Dados dos sucesos A y B, se dice qua
_Cejgup_son,r”afm'p'a n' t.e s 4 cuan son  compwat 1'b l'e:s’ cuando pue
doﬂtiénen puntés comunes. a_ ambos, - . den observarse simultdneamente. En el

caso‘del'tiro de un dado, los-suceéos
par y multiplo de tres son compatibles .
porque pueden observarse simultaneamen-

te (en el resultado 6),..

3) Dados dos subconjuntos Ay B y Se d} 3)‘Dados dos sucesos, se dice que son
ée que sdn aislados, ono + excluye n't e s cuando es impb-'
_'rémpantesi.cuando no tienen puntos en. . ‘: ;sible;obsérvéflos simultaneamente.: - En
-~ gomin. " S . . 4w o, i.. el caso'del tiro de un dado, 10s suce=
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II.5.~ OPERACIONES CON SUCESOS. Dado un sistema de sucesos en un fendmeno aleatorio,
que~coffesponde en el espacio fundament&1 de probabilidades a un sistema de subconjuh-

tos, es_pdsible definir nuevos sucesos, medlante operaciones que corresponden a las gue

son posibles entre subconjuntos,

1) Dados dos subconjuntos A y B, se 1lg

‘ma unidn de los mismos (AUB) al
éonjunto:de los elemehtos del espacilo

que perténecen a uno o a otro subcon-
. Junte.  En el caso de gue ambos subcon
juntos sean rampantes, habrd elementos

que pertenecen simultaneamente a los -

r.:n.0008y -y otros.que pertenecen. solamente '

:+a uno de ellos, 81 los subconjuntos

son aislados, los elementos de su unién

.+ perteneceran cada uno de.ellos. solamen

te a uno de los subconjuntos,

2) Dados dos subconjuntos A y B , se lla
! : . -
me intersecci 6 n de los

‘mismos (AN B) al conjunto formado por

. s .
los puntos comunes a ambos. En e. ca-

so de subconjuntos no rampantes, la in
terseccién es el con junto

nulo o vacifo.

1S

I11.6.- AXIOMATICA ELEMENTAL. Una vez establecida la nocién de sucesos.con sus nocio-

nes auxillares, o sea establecido el objeto sobre el cual se desarrolla el cdlculo de

.sos ndmero par y cinco .son excluyentes,

'

-1

1) Dados dos sucesos Ay B, se llama

suma 1d8gica (atB), o sim-

plemente s uma al suceso que
.consiste en la observacidén-de uno u
otro. 83 los sucesos son éompatible%

las observaclones del suceso suma |

pueden correspénder a la-aparicién

- simultédnea de los dos, o a la de so-

lamente uno de ellos., En el caso del

dado; la suma de los sucesos ndmer;
par y miltiplo de tres es. otro suce-

'so, gue comprende la observaciéh,si-

multdnea de ambos ( en-el resultado

6)y o la individual (en los resuita-

dos 3 y 2, por ejemplo). S5i los su-
cesos son exéluyentes, el suceso su-
ma estd formado pdr'observaciones en
las que aparece uno sélo de los sucg
80s,

2) Dados.dos sucesos A ¥y B, g6 1lama
producto de loé miSmos <siﬂi
bélicamente A.B.) al suceso formadoy
por la.observacién‘simQIténea de
ellos, Si"A y B son excluyentes,el -

producto A.B esel suceso -

imposible., Enel ejempib;

anterior del dado, el producto del
30ces0

2

{
suceso par ydﬁultiplo de 3 es el re=-
sultado 6,
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probabilidades, es posible formular la nocién de probabilidad en forma axiomética;
A cada suceso se le asigna un niémero (probabilidad), dotado de ciertas propieda-

des sugeridas por las de ‘las frecuen01as relativas, Estas propledades, son’ un conjun

to minimo, a_partlr del cual se pueden deducir’ logicamente'nuevas'propiédades, algu -~ =~

nag de las cuales colnclden con las que muestran las frecuencias relativas, y otras
que no son directamente intuitivas.

'El procedimienfo es, basicamente, el mismo que se sigue para. fundamentar axioma-
'ticamente'la geometrié;' Una vez postulada la existenéia de los entes (puntos, rectaé
y‘planos) de que se ocupara, las Dropiedades de los cuerpos en el espacio sugieren un
.conjunto minimo de relaciones entre dichos entes, a partir de lds cuales se deducen -
logicamente todas las demas, alpunas de las ¢uales son: 1ntu1t1vas y otras no,

Un con*nnto minimo de propiedades, suficiente para deducir de él todos los resul
tados fundamentales del calculo de probabilidades (en el caso de un niimero finito de
sucesos), estd dado por los siguientes_axiomas:

AXIOMA I ¢ La probgbilidad es uh nimeroc no negativo  (mayur .o igual a cero).

AXIOMA 11 ; La pfqﬁabilidad del suceso ciertb es ipgual a-la unidad.

AXIOMA IIi :hLafpfobabilidad'del suceso suma de dos sucesos excluyentes 4 y B . es
la suma de las probabilidades de A yde B |

(2.1) | "~ P(A4B) = P(A) 4 P(B).

Es de notar qué asf{ como en la geometrfa se postula la existencia de puntos, ree

tas y planos, sin definir en qué consisten, siendo posible varias representaciones

concretas, con los que los teoremas de la geometrfa se convierten en enunelados sobre

el espacio de la inﬁuicién; de distinto contenido segun la t?anséripcidn que se haga
de los entes geomdtricos, tampoco en el'célcﬁlo'de'probabiliQades se definen los suce
isog, ni-se dice cuanto valen las probabilidades, .

)
Unicamente se postula su exlistencia.y sus propiedag;s, y sa representacién ¢oh=

._créta_sobre un fenémeno aleatorio permiggvllegar a conclusiones sobre el mismo, = El

modelo matemético'asi construfdo serd util si las conclusiones a que permite llegar son.

adecuadas para la interpretacidn o andlisis del fendmeno, de la -misma forma en que el
modelo de Ja geometrf{a de Buclides es {til en elﬂesﬁacio de la intuicién, por ejemplo
para estudiar las propiedades’de la superflcie terrestre en una clerta transcripcidn
de'los pﬁntéé, reétaé:y‘planosi a condicidén gue las distanclas sean limitadas., Si las
di$tancias son méyores,'sefé necesario,dambiar la transcripciéh. |
Cunando se trata de.lé ubicacién de los cuerpos en el espacio, el ndmero de inter-
pretacioheé divefsés'del‘modek)es, al menos en lé'geometria elementalgmuy limitédo, en

~cambio en el ca]culo de probabilidades las diversas 1nterpretaciones de sus enunciado=

son sumamente varladaa, lo que hace,que su estudie sea, al comienzo, un tanto des-

'
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concertante hasba llegar a familiarizarse, con el huevo gistema de Ideﬁ?é/

I1,7.= Es fécil ver como las demds propledades de las frecuencias relativas aparecen
por deducclén, eomo consecmencia 18gica de. 1a axiomdtica elemental formulada anterior-
- ménte.. , ;

Pbr ejemplo, no fué nécesario incluir entre los axiomas quejla probabilidad. -ade
mas de- ser uh nﬁmero'ngéﬁ y no negativo, no puede ser mayor Que uno, |

Esta dltima propiedad, evidenté en las frecmencias relatiﬁasg se]demuestra comb/
: téorema.para las. probabilidades. - | _ 7

Dado un .suceso A ,conjﬁntamenta'con,su opuesto Ay queda definida una partic16n
del espacio .B: o |
242y 0 o .. . BE A+ A o ,

..Como’un suceso Jy su opuesto Son,excluyentes, por aplicacién del AXIOEA-III,:§9
tlene: | - -
(2.3) AT . ‘P(E)-,P(A)—i-P(A) oo

. Por el AXIOMA II , P(E) es lgual a la unidad, y como por el AXIOMA I tanto. P(A);
como P(A") .son nimeros no negativos, para que su suma valga la unidad, ambos son -meno= .
res queé ella, o uno de ellos es lgual 3 1 y el otro a O; ‘ S

Como A es un suceso gendrico cualguiera, gueda demostrado que P(A) no puede

.Ser mayor que la unidad, ) e , ‘ , o -

:IL.8.,=.-Un problema interesahte 1o constituye la determinacién de la probabilidad del
.Suceso imposible s al gque se denominaré con la 0 mgyﬁsculé. o
) Teniendo -en cuenta (2.3) ¥ el AXIOMA II

(2.4) PG =1 - P(A) :

@ igea f@ue-la,probabilidadvdélfsuceso opuesto es igual dl-compleménto;con_respecté a
ﬁla unidad de la probabilldad .del suceso A. ‘ '

.. Corisiderando .como suceso a todo el espaclo:el suceso opuesto- serd el suceso 1m— =

,posible, pues-el complement&rlo de un conjunto con respecto a si. mismo es el conjunto
.vaefo, o suceso: 1mposible, % aplicando (2 %) se tlene: .

(2.5) - . S P(0)= I = P(B) =1 =120 Lo S ~
- 0 sea que:lafprobabilidad‘del suceso imposible es nula, Tanto 1osfresultadoS~(2.H) 

~

como- (2,5) seran de utilizacidn frecuente en lo sucesivo.
¢ IT:9e= Como-se hizo notar: al formular'la'axiomética~elementalj;ésta establece sola =~
n‘mente;relaciénesfentre probabilidades, pero no indica cuahto valen. ﬂPragpicamente,la o
dnica probabilidad que puede calcularse por la sola aplicacibn de la axiomftica es la

del suceso imposible. En cada'prqblema habr4 que partir de los datos de 1la experien=
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cia'pafa conocer los valores numéricos de clertas pﬂobAbilidades;‘cdﬁ'a7uda“de§ié§\‘ o

o cuales y con aplicacion de” 1a axiomdtica se ecaleulan aquellas que 1nteresan.

"1ffcia /s un problema nuy dolicado. A o e S (x ﬁ7:"

7 Pero el procedimiento para’ determinar. una probabilidad partiendo de;:la: experien-_'
Una primera idea es utilizar la estabilidad de las frecuencias relativas al cre—7
cer ‘el ndmero de las observaciones, pero naturalmente sera necesario’ hacer un anali -
"sis prolijo no solo de esta estabilidad, sino también de los enunciados que pueden ha-
" cerse fundéndose én ella, todo 1o cual es materia de la inferen c ia- efé .

tadfastica que seestudiard en la Qltima parte del curso, por requerir pre - '

o viamente el desarrollo de loa elementos del\eél\ulo de prohabilidades, en forma deduc

tiva a partir de la axiomdtica.

C I1I.10.~ SISTEMAS COMPLETOS DE SUCESOS EXCLUYENTES. SISTEMAS DE LAPLACE. Histééicai
mente, las primeras probabilidades que se calcularon, ¥y que estaban vincuiédas a pro-*
_blemas de juegos de azar, se determinaron en base a un método’ auxiliar importante.
Por eJemplo, en el caso del tiro de una moneda, se distinguen dos sucesos, que son ;;_ 7
_cluyentes entre sf, ¥y que recubren todo el espacio fundamental de probabilidades. Eﬁyi"
"otros términos, forman lo que se convendré en designar como un sistema ¢ o'm
p'ly.e t .0, 'de sucesos excluyentes, yporaplicaciéndirect& del
AXIOMA III la suma de sus probabilidades seré igual a la unidad. ,
, - Pero por otra parte, consideraciones de simetria hacen pensar que las probabili-
ldades de cada una de las figuras son iguales ehtre si, lo que es confirmado en la ex-
_ perienqia)pqr el cémputo de las frecuencias’ relativas, que para series largas de,ti -
nos-dah.resultados aproximadémente iguales; por lo tanto, parece razpnable dgighér’a
la aparioién de cada una de 1as figuras la probabilidad $. . ‘

| 'La extensidn del metodo a fenomenos aleatorios que no son de alternativa simple,
requiere la demostracién previa de un TEOREMA DE ADICION: La probabilidad de 'la. suma
© . de- - n  sucesos excluyentes (knffinito), és igual a la suma de las probabilidades de

'V105wsucesoé.-- ' ' v ~—
(-2.69 o . NA+A+.N+A)"MA)+-PM y+”.+Pu )
7 La demostracién se .hace por induccidn completa. si es vdlido para n-l1 , ° por
- aplicacién directa”del,AXIOMA_III-seré vdlido para n : ‘ : o
ké:?)"lm‘m,P('f'ﬂito .:-.uh Yz P [(Af»...un_l)'“n]e; P(A '"An-l)+_P(An) = P(Al)+..l.+l?(An)

y como evidentemente es valldo para &3, es clerto para todo n finito.

Dado un sistema cbmpletoyde n  sucesos excluyentes, si consideraciones de si-

fmetria o verificaciones experimantales hacen aceptable la hipétesis de que los suce-

sos. snlequiprobables, la aplicacidn del teorema de adicidn permite entonces daducir\
B!

s
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que 1la, probabilidad de cada uno de los sucesos es 1gua1 a i%'. T I
Siguiendo a Richter (21), 8e convendré en 1lamar a un‘sistema completo de sueoho§:;
excluventes, que ademés son equiprobables, s 1 s tema a e . s ucesos. d e>
Lapla cey oen forma abreviada s i stema de L apl ac e . ' _
. . Bn-el caso de -dado equilibrado (o simétrico), la nipétesis de que 1a apariciénnf_
de cada\gna de las caras tiene igual probabilidad se verifica. exper¢mentalmenpq ‘por 1a:
igualda¢ aproximada:de las frecuanciaskrelativas. En este casoy el sistoma deﬁiaplacev.
osth :ormado pdr seis sucesos excluyentes,; y la ﬁrobabilidad‘de cadg uuo de ello§ seré~
. 1guel .2 % ‘ . ' ‘. ‘ |
Inmsdiatamsnte 8o pueden daducir, con ayada d@l AXIOMA III, 1as prob@bilidades de_f

otros sucesos: :
| P(par) = P(2¢4s6) = 3.

(2.8). . .. o,
a P(3) = P(3+6) = 2.

"R problema no queda terminado con esta determinacién de las prob&bilidades. Se-

N

N oﬂw
11

rd necesario comprobar la validez del resultado, utilizando los métodos que. proporéiOh .
na la inferencia’ estad{stica, pero hasta -tanto se establecen los fundamsntos ds:. osta‘ '

ﬁltima, se utilizaré este procedimliento para construir algunos ajcmplos ilustrativos.~ ’

II.llQJV Eé'muy'frecuente, en las apiicaciones elementales del cdlculo de probabilida~
des, que se presente el caso de poder construir un sistema de Laplace, ya Sea ‘por con=- - -
sideraciones de simetrfs o por observacién de las f;;cuencias relativas.
' Pero es tambien muy frecuente que el cdémputo efectivo del nﬁmero delsdcesoé excly
yentes eduiprobables se vea complicado por la'dificultad de la enumeracién 49 los re ="

sultados distintos. - | _
Un problema histérico, en replidad anterior a la constitucibdn del cdlecnlo de pfo-

babilidades como rama de las mgtemfticas, es el siguiente (a) 3 - :
-.Un noble italiano "Jjugador profesional y matemético aficionado" (segun Fisher) ha-

bfa notado por observaciones_prolongadas de ﬁn Juego;consisténte,gn,qrrojdr simultaneg_
‘mente tres dados, que la suma 10 aparecia més frecuentgmehte que la suma 9, Este he -~
cho aparecfa en contradiceidn con un andlisis :'réaliZqu; ~ segun el cual ara indife
rente apostar al 9 o al '10. ‘ . ‘

El razonamliento en que fundaba la indiferencia de la apuesta, consistia en, contarJQ

‘las formas distintas en que se podfan descomponer 9 y 10 en tres sumandos enteros-

"‘SUMA 9 . o S _ SUMA 10 - . - “.
126 225 ‘ 136 145 .
1& 23 ; s : 226 | 235 S

Iy 333 : ' 24k 33h

(a5 Galileo Galilei- "Considerazzioni sopra il giuco del dadi" (resenado 'por FISHERf‘
(5, page 18y ) ) . NS
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Para ahbos resultados se obtenfa el mismo Rimero de”déséémpOSiéiones;fiqude”ba-:E.
recfd thdicar que la freciencia de aparici6h'seria“la'misma. Pero no satisfecho con

las deSviaciones que aparecfadn en la précticéy‘el noble italiano’ sometid el”problema'

a Galileo, quien ha116 la falacia del razonamiento probando que cada una de las des - J,‘,J‘M

composiciones no. tenia que presentarse con igual frecuencia que las demés.k "
.-
Para demostrarlo, Galileo pint6 1los. tres dados, cada ano con direrente color,"y

encontr6 que, por ejemplo, la descomposicién 126 puede formarse de seis maneras dis -

tasz
126 . 261 . , ;
162 . 612 )
216 ) ; 621 ‘

j donde Gada ‘columna corresponde a un dado individualizado por su color.

Cuando en la descomposicién hay dos ndmeros iguales, dicha descomposici6n ‘se pue-
de presentar solamente de tres manerss distintas, y cuando 1os tres numeros son: igua-
'les, hay una sola. . . o '

‘ Por lo tanto, la suma 9 aparece dé 25 maheras distintas, y la sama 10 dea27.

" Galileo no conocia el célculo de probabilidadesquue todavia no se habfa’ inven ="’
tado, y se limit6 a computar el nimero de maneras.en 4ue podfan hacerse las descompo- ¥
slclones, considerando como distintas dos descomposiciones no solamente cudhido’ estan
formadas por ndmeros distintos, sino también cuando siendo iguales los numeros.estos e

1?%wu£ f‘4b&@l Ny
se encuentran en ‘dados distintos. _En otros: terminos, los dados son dis inguibles.;

~

Hoy es posible llegar al mismo resultado sin recarrir q pintar los dados, utili— o

zando el oélculo combinatbrio. El ndmero de maneras distintas en ‘que puede presen -

tarse una suma de’ tres sumandos, considerando como distinta una ‘suma en que los sumau *

dos son iguales cuando ‘estos tienen ubicacién distinta, o8 el de” permutaciones de. t)

‘ elementos.' ‘Cuando los tres glementos son distintos, el~ndmero dq permutaciones e5‘”
| féﬁforial dé‘3;avcuandb dOs”élemenfos son'igualeé, élzndmerb dé'permutACibnes?és fa6- 
'torial de tres dividido factorial de dos, y- cuando los tres elementos son iguales en-b”
tre si} hay una sola permutacién." ‘ .

' En ‘términos de probabilidades, hay 6§, o sea 216 resultados distintos, lo que ro“
'sulta de multiplicar los seis posibles resultados ‘de un dado por los seils posibles délf
ﬁéguﬁdﬁ v los Seié pdsibieé'gél‘tercero.f S1 1os dados son ‘simétricos, se puede con ‘="
,eluir que 1os resultados son equiprobables, 0 sea se tiene .un sistema de Laplace, =~ -
formado por 216 sucesos, ¥ 1a probabilidad de cada suceso es igual a8 '2%6 PR

Computando el numero de veces en que se presentan suma 9 y ‘suma 10, con’ ayuda

'del célculo combinatorio, ¥y multiplicando dichos ndmeros de veces por la’ probabilidad‘

'1ndividual 1, 1o que resulta de aplicar el teorema de adioién, se’ tiene finalmen‘

- ‘216' iy : e
. ‘ v 2 . . ) R - .
b o 20 L P(10) = 22,

.(2,9) o e P(?) 3% N (. ) 516
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El calculo combinatorio aparece aqui como ‘una herramienta auxiliar, de uso indica'
do cada vez que es posible llegar a la conclusién que un suceso es suma de otros exclu.
yentes, que,a su vez forman. parte de un sistema de Laplace. , |

Es necesario tener presente, sin embargo, que el calculo de probabilidades no es
un capitulo de aplicaciones de 1la combinatoria, como podria desprenderse de la manera\
' enguese lo presenta en ‘algunos textos. S1 bién hace uso de ella, sﬁ'brobiemética s
distinta, y en las aplicaciones a que modernamente se lo ha extendido, la 1mportancia
de la combinatoria es bastante limitada, en oposicién a lo que sucedia cuando su prin—.

' cipal Fplicacion eran los juegos de azar.

I.ll. - Algunos ejemplos ayudaran a. comprender 1a aplicacién del célculo combinatorio'
a problemas de probabilidades, as{ como ciertos problemas de otro tipo que es hecesa - -
rio tener en cuenta. ' . ,
: Dado un mazo de baraja, con 52 cartas y cuatro colores, de 13 cartas cada uno,se A'
plantea el problema de calcular la probabilidad de extracclones de ciertos grupos f dé,;L,
cartas., Por ejemplo LCual es la probabilidad de que, una vez extraidas tres cartas seki."
'encuentre que estas son ases? ‘ ’ . | .
La primera cuestién a considerar, es sl se trata o no de un fenémeno aleatorio.
B8 evidente que sl no se establecen clertas reglas, no seré posible encontrar frecuen-t ﬂf*
cias relativas constantes al repetir la. extraccién, ) bien se . encontrara que estas fre;  
' cuencias relativas var{an segun ‘el método de extraceidn, o
_ Para ponerse en condiciones de tratar la extraccién de un grupo de cartas como un
fenémeno aleatorio bien definido hay que introdacir reglas como la siguientez una vez 1'.'
extraidas tres cartas y anotados los resultados, hay que volverlas ‘al mazo y barajar
“cuidadosamente antes de repetir la extracc16n.
. La experiencia 1ndica que si se cumple dicha regla, la frecuencia relativa cbhk
que. aparece cadq grupo de cartas es aproximadamente constante. ’ ’
Esta cuesti&n previa de asegurarse 'si un fen6meno es aleatorio (¢] no,es esencial
~ no s6lo en los Juegos deazar, sino en casos. més importantes. Por ejemplo, en 1la 1ns-u€
peccién de materiales, es menester asegurarse previamento que la extraccién do moes - -
tras es un fenémeno aleatorio, dntroduciendo ciertas ‘reglas que ya no son tan senci - B
llas de establecer como en el caso de . un mazo de cartas, lo que obligar& a estudiar el
problema més cuidadosamente al tratar la inferencia estadistica. ‘ !
En los libros clésicos (como el de Lapllce), y en otroa textos mfs modernos pero
que han conservado el estilo de tratamiento, este problema no era eonsiderado como my
importante, pues apareeia aalvado al-considerar restringido el célculo de probabilida N

des a las extracciones de bolillas de urnas o bolilleros, de composicién dada y con

clertas reglas. Las aplicaciones de otro tipo se consideraban simplemente como asi-
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milableé‘a las ~extracclones de bolillas. Pero actualmente, en que 1as aplinaciones II
han extendido enormemente, resultaria .absurdo presentar el. célculo de probabilidadeS\“
 en esa forma, y es. necesario darle la importancia debida al problema de la glggtgr;zg 
Vg;ég de las ob gryaciones, como . se lo designa. , o , o
| Sslvada esta cuestién previa, y establecidaq laS'reglas de reposicidn de las car"

“tas al mazo y barajado ante de repetir la extracclén, el problema consiste -en determi

nar un sistema de Laplacey,en el que la aparicién de” tres ases aparezca como ‘suma’ deﬁﬁffﬁff -

un nﬁmero definido de los sucesos que 1o componen. _ B
En el ejemplo dado, el sistempa de Laplace estarla formado por todos 1os grupos_:
~distintos de tres. cartas que sa pueden extraer, cuyo. n&msro eg-el de. combinaciones de.
,de_52\elementos Lomados de tres en tres. La probabilidad de cada uno “de’ 1os grupos’i
seré_entoﬁces el inverso de ese ndmero: a 7 SR lfff.,,.r, o
‘ 1 . . ‘ - S
(2.10). _ , W P= (52) R B -“*i  l‘ ,i

‘Como hay cuatro ases, el nimero de grupos de tres ases que s& pueden formar” serd.

el de combinaciones de cuatro elementos tomados de a tres, ylfinalmente la probabilis:

dad buscada serd:

L o
211y e (3\’ I YL L T
524 (& = 3013t 52t 5525
Es 1mportante tener en guenta que ‘el problema debe formularse cun toda preci - ,f'
siSn. No es 10 mismo la probabilidad de extraer tres ases (uno cualquiera de 1os. B
grupos-de tresfque se puedén-formnr con cuatro ases), que la de extraer tres ases
determinados. ' , ' , _
Igualmente se. procede para calcular la probabilidad de extraer tres cartas que

pertenecen al mismo palo o color, que resulta sers

N -
(2.12) , =
52 850
" La probabilidad dé—que entre las tgé% cartas no haya dos de un misto palo serdy
" | ()
3 .

teniendo-ep cuenta que. sl bien con tres palos se puedsn formar*133 grupos de  tres

cartas, céda.una,de“un palo,\hay (g) grupos de_tres-palbs que se puqden'formar (v,
cuatro.yukiﬁf) '

I1.12,- Ejemplos importantes de aplicacién del célculo combinatorio a problemas de
probabilidades, se encuentran en fisica. ' /
Dado un sistema de . n  partfculas (por ejemplo, mol‘eul&s de un ;as), es po-

sible clasificarlas, al menos idealmente, en k grupos 0 cel das confog
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me a ﬁﬁé*cierﬁa“magnitﬁd.' Uncaso’ de clasificacién como el 1ndicado e obtiene cuan -
do se utiliza c6md criterio la velocidad, ‘dividiendos el conjunto de valores de "astd’ ul
tima en‘f“k intervalos, y asignando una particula a un 1ntervalo si la vélocidad de

la que se supone animada se encuentra dentro de’ ese intervalo.' En\general, ‘el orite s -

.rio de clasificacion es més complicado, y a menudo interviene en’ el una multiplicidad

de variables.

Una configaracibdn o distribucit 6“'n'j 'del sistéma ' de-
particulas se caracterizaporque Ty particulas se encuentran en la prlmera celda, T, .
en la segunda, y ‘ast sucesivamente, debiendo’ cumplirse. .
(2 14) S ST Cp + r2-+...+rk =n -

“gin embargo, deberé precisarse con claridad qué se entiende por distribucidn dis
tinta de otra. Si, por ejemplo, se considera que las particulas son’ distinguibles en’
el sentido de que dos diqtribuoiones que tiehen- iguales rj' en (2.14) son distintas
si.dos mpléculasse permutan en su ubicacién en un par de celdas dlstintas, é{ nifier o'
de,distribuc*oneb a considerar seré kn y -y& que cada particula tiene k pqsibilidae
des, ' ' . V,k L

Una vez contadas todas las distribuciones, si las hipbtesis fisicas permiten cog '
siderar que son 1gua1mente probables, Ia probabilidad de cada ana serd:

n e .

Este resultado corresponde a la estadistica fisica 1lamada de Maxwell-Boltzmann,

y sera considerada con més detalle en el capitulo siguiente.

81 se considera que dos distribuc1ones o configuraciones son.ﬁistlntas unicamen—

© te, cuando lqs sistemas -de _valores de 1os r, en (2.14) no son iguales, pero continuan

3

giendo igualmente probables, el numero total y por consiguiente 14 probabilidad, va -
rian. Esta hipétesis equivale a considerar que las particﬁlas ‘no son distinguibles ’
en el sentido antes explicado.. '

Para calcular el numero de distribuciones distintas,'con esta defin1c16n, convie
ne hacer uso de un artiflcio simple: se consideran las particulas dispuestas ljneal -

mente, estando en sucesién las que se encuentran-en 1a misma celda e 1ntroduc1endo un N

elemento de separaclién entre los grupos de particulas correspondlentes a cada celdas

" Habrdv k-1 ‘elementos de “separacidn- entre losi k grupos, y: al ndmero de distribuciof

nes distintas serd ¢l ‘de Gombindciones de n#k-1 elementos en grupds‘de ‘k—i'if”
, e

| k-1 3 | |
(2.16) | o+ ) | - o
k-1 o
La probabilidad de cada distribucibn seré, por lo tanto~
241 T S TS V)Y SO S l:; e
( 7) | _ n+k-

k-l ) L i S - ' r‘.‘
Esta estadistica 88 1lamada de Bose-Einstein.' - R :

L L
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Tambien se ha encontrado necesario estudiar un tercer tipo de estadfstica fisica, -

en el que se introduce'Ia hipbtesis auxiliar de que dos partibulas no se pueden encon-

trar simulﬁéneamente en la misma celda (principio de exclusidn), ademds de continuar

ccnsiderando que las partfculas son indistinguibles,

Evidentemente,

n¢k - (n. no pue=

de ser mayor que k, por el principio de exclusidén, y si fuera igual, como las particu~

las son indistinguibles, habrfa una sola distribucién).

"El.-nimero de distribuciones o configuracionss dlstintas serd entonces:

B (2.18)

(a)

y la probabilidad correspondientes

(2.19)

Cual de estas estadisticas se aplica a

(

an problema dado, es asunto de la fisica ’

pero es interesante senalar que ademés de las tres estadisticas 1ndicadas, es perfecta

mente posible estudiar una cuarta, en la que las particulas serian distinguibles (como

en la Maxwell-Boltzmann) y valdrfa el principio de exclusidn,

‘ain no ha encontrado aplipacidn en la ffsica.

e
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IILi= TEOREMAS  FUN D_T'A M BN -msﬁA{L;Ef s

III .= En el caso de que dos sucesos no sean excluyentes, el AXIOMA III no es direc-(:

_camente aplicable, y para establecer la formn de operar en ese caso es necesario demog
trar un teorema, . _'7 , | - ' )
ElL procodimiontos de - demostracién go funda en descomponer ol suceso suma en suce-

so§ excluyentes, después de lo. cual podrd recién aplicarse el AXIOMA III.

De acuerdo con lo visto en el capitulo anterior, un suceso y su opuesto determi -

nan una particién simple del espacio de probabilidades, o saa que cada uno de los punr
"tos del mismo pertenecen a uno u otro de los subconjuntos representativos que por de =
finicién son excluyentes. . '

..Dados dos sticesos A ¥ B que no son excluyentes, es decir que sus subconiunfos

9

reprosentativos tianen parto comdn no vacia, es posible hacsr de cada uno da elloa una >

descomposicidn en suma de sucesos excluyentes, aprovechando la particién simple deter- :

wminada por el otro suceso ¥y su opuestos

A = AB +—AB“

>(3.1\ . ‘. . o .
: : ’ B'— Ba +-BA _
A su vez, el suceso - suma de A yB admite también una descomposici6n‘iIen-i

‘suma, de@° sucesos excluyentass esta vesz de tres Yy no de dos como en 1qs casos anteriores.,,

(3.2) ' A+B-—AB+AB+AB
-ya que cada ano de les puntos del espacio pertenece a uno de los sucesos o a su opues-

, fto, ¥y no caben otras combinaciones que las 1nd1cadas en (3 2) porque de 1as cuatro

intersecciones no necesariamente vacias ‘que- pueden formarse con A, A * B y B S toma _,

dos de dos én dos, hay que prescindir de A° B, cuyos puntos no pertenecen ni a’ A 1'

-.a B, y por lo tanto tampoco & A+B. , | .', ' ;
Aplicanao ahora el anOMA II1 a (3 1) y (302)’ se tiene- N

TP CP(A) = P(AB) + P(AB"):

33 B T35~ P(AB) + P(BA%)

o P(A +(B) = P(AB ) + P(AB) + P(A B)

: de donde resulta inmediatamente- )

(3 . o P(A+ B) = P(A) t+- P(B)l - P(AB) ,

© sea el buscado TEOREMA GENERAL DE ADICION (0 de 1a probabilidad total) z

La- probabilidad del suces o suma d~9:' c t T o s

4do0s es digual a la suma 'd,e a 1 as pr.o b & b 11 i da -

‘des, me n‘o s la proba bilidad: dfq"fi.a-‘ r . a 1 1 z a . o=

ei1én e o n Juaun t a .

Es evidente que 8l teorama demostrado contiene como caso particular ol AXIOMA III

i
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26 .. . .
pues este. &ltlmo corresponde ‘a que la realizaciGn conjunta sea el suceso imposible, el
_.qte:‘ tiene ) como se vié eh el capitilo anterior, probabilidad nula.'

: Teniendo en cuenta estos resultados,. en la axiomatica formulada hubiera sido- po-
.>01ble reemplazer el AXIOMA III por el siguiente-( L e probatb 1 11daa da
'ilyav s_u o oa de- d 0s.sacesosf(excluyente:s ﬂq‘”-n o),. e ‘s’ m'e -

nor o i'gvﬂ al que la su ma de lag probabilidadess
TE3 P(A + B) € P(A) +P(B) | |
Aeonocida como desigualdad de BOOLE. Una vez demostrado que para que valga el signb
:ﬂda igualdad es necesario substraer P(AB) y. 8] AXTOMA III se demuestra como teorema y
v la nueva axiémética es equivalente a la anterior., - o ' .

S T , S '
EIII 2.— Como primaﬁ?ejeﬂplo de aplicacién.se calculard la probabilidad de ebtener,en'
;el tiro de un dado equilibrado, ‘un resultado par o multiplo de tres, Ambbs'sucesod
no son excluyentes, pues se dan simultaneamente en el resultado 6.
| Tanto la.probabilidad de obtener un resultado par como la de un mﬁlt;plo de“ﬁres
hAA Eido calculaﬁas en el capItulo~anter1er, encontrando’ que P(2) = + v P(3)_;;;/3,
. mieptras que P(6) _.1/6 N por lo tanto, aplicando (3. 4) A '
(3.6 PG+ =R + PG3) ~ P(6) = 1/2+1/3 ~ 1/6 = 2/3

ffque as la probabilidad buscada. N e

A‘III 3;- PROBABILIDAD CONDICIONAL " En el ejemplo ‘que 'Sé acaba de dar de la aplicactdn
. del teorema general de adicién, ex;ste una gran simplificacién, debldo a que la proba
&{bilidad de 1a realizacién simulténea de los sucesos par Y multiplo de tres- era conoci
fda eon. anterioridad. Pero en la. mayoria de los casos no ocurre asi, y seria necesa =
'uvio disponer de uh metodo para calcular la probabilidad de 1a ocurrencia s1mult£nea
A~de dos sucesos, partiendo de 1as probabilidades de cada uno de ellos,
A Este problema no tiene soluclén general pero, en compensacidn, su consideracién
fpermite extender notablemente la esfera de aplicaciéh del cﬁlculo de probabilidades.
, vEn el ejemplQ ya tratado del juego con ‘un .dado, la probabilidad de obtener un
'Aseis.es un ndmero que'representaqia frecuencia relativa 1imite (en'el sentido que - se.
'precisaré en el capitulo siguiente), en una sucesidr 1limitada de tiros. Pero si de _
~‘dicha sucesién se excluyen todos” los resultados impares, ¥ luego se calcula la fre - :
Acuencia relativa del resultado- seis dentro de esta sucesién restringida.‘se obtiene o
 que se‘cqnviene en designar como la frecmencia rel a t1iva con -
_d“i‘c'i e nal ,‘  dado. nn r e.s wultado par-, del resuitado seie.

) Como la experiencia indica que estas nuevas frecuencias relativas gozan de 18 misma
‘ propiedad de aumentar progresivamente  su estabilidad al aumentar el nﬁmero de observa

cieges,,parece razohable completar La'eXiomatipa formulada en el capftulo anterior,
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Tihtrodqéiendo la nocién' de p r o b:é_bti 114d a’d'f_éio n d'i’éﬁi o'nal, cuya défi

"7nici6n,seria:

' P(AB)
(3 ?) P(B/A) = PGA)

 Esta definicién de probabilidad condicional de B, dado A, que como puede verificar.

se 1nmediatamente resulta de estableoer una relacién entre las probabilidades 1gual .a

“la que existe entre las frecuencias relativas correspondientes, y es vélida sélo ouando-_.

P(A) F* 0, permite obtener numeros gque satisfacen la axiomética formulada, por lo que’ su1

designacién de probabilidades:no ¢3 arbltraria., L

fEn\@fecto, tanto P(AB) ‘como P(A) son ndmeros no_négativos,'y su cpcienté también
serd no negativo, o sea se onmple el AXIOMA I. ' ' | |

- La probabilidad c0ndicional del espacio, P(E/A), eS‘lgual al cociente de. la- proba-
bilidad de la interseccién del espacio con A, por la probabilidad de este ﬁltimo. Co -
mo la interseccién del espacio con A es. el mismo A, el cocliente es 1gual a 1& unidad,
eon lo que se cumple. el AXIOMA II.

Finalmente, dados dos sucesos B. ¥ C, excluyentes éntré s{, se tiene que:

P8 + CVa) = P(8/8) 4 P(C/AY

1gualdad que. se dsducs . expresando los sumandos del segundo miemhro segun (3. 7) y tenien '

do en cuenta que el numerador de la fraccién suma que resulta es igual a P (B+C).A , coO

mo consecuencia de la propiedad distributiva de la 1htergeqc16g-con réépecto-a-la gnidn

de eonjuntos, verificandose por lo tanto el AXIOMA III.

IIX.4.~ TEOREMA DE MULTIPLICACION (o de probabilidad compuesta). Ap;icandb‘la defini-

“cién (3.7) a 1a probabilidad condicional de A dado Bs

(3.8) : P(A/B) = —R(AR)
P@E .

“ supuesto: que P(B) # 0

, Combinando ¢3.7) y (3 8), se tiene .l TEOREMA DE MULTIPLICACION _
(3 9) _ © P(B/A).P(A) = ,P(A/B).P(B) P(AB) -

IIT.5 e~ DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA ALEATORIA. De (3.9) se deduce que cuando P(B/A) =

=P(B), también P(A/B)- P(A), lo que se enuncia diciendo que 1 dg _ suces o's

Ay B sem 4nad ependie nt es e n tre si, expresién perrecta -

mente Justiticada, pues trasladandose a la frecuencia relativa co1respondiente a las

probabilidades, se:ve que la- que corresponde a uno de los sucesos no resulta alterada

_ si” para.su cdlculo se’toman en cuenta solamente las observacionas en las gue aparece el

otro. ] L .
En términod'tal vez mds intuitivoﬁ, la posibilidad de l& aparicién de un suceso (A).
que es 1ndependiente con (B), no es alterada por la aparicién de eate. dltimo, y reci -

procamente.




fNﬁtesévquaﬁgé_haidicng que '(A)rTESLinddpendiéntg3,_b;o_n lf(BS:y?gaﬁ“?d‘Q‘:?(Bjrg_

1o que se debe a gue el concepto ésfé.estaﬁleéidd_par"1(359):en forma de relacién reefs
_@prbca, y no de causa a. efectu. 81 se ‘hublera empleado la. 1eeuc16n "1ndependienta da: ’ 
~(B)"y podria’ origin&rse la interpretacién errbnea. qie en el easo de- dependenei& (A) es'-

:causa de (B); o (B) @fecto de (), ¥ reeipzecamente.;

Cuando ‘hay 1ndependenc1a, (3.9) se transforms en -

(3.10) ' -P(AB)-;,R(A,)-.P(-B) o _ -
VGon,lé que e obtiene, .. ﬁ é‘r a. ,'e 1 ¢ a s o - pba“r ticular ~d:e "ﬂi'n-a“;aﬂ-
fp‘e n d'e'n c i:é 80 1 aB.é ﬂ t @, la’ regla euy& convaniennia s a@ﬁalé al- comeatar~.
‘en el parrafo {3. 3) 103 problemaa que se podian pres&ntar en 1la: aplicacién del teorem,'

'ma general de adiei6n,;

- Pero en cambio, aparece 1a posibilidad de una aplicaciGn 1mportante del célculo def‘

;Qﬁobabilidadéa alla_invggtigacién4d9 las;pos;blea'relgqiones-de dependencia de ‘dos sucg

sos entre sf, El método.en fdfma esgquemitica, consiste en caleular :P(AB) a partir  de

P(A) y P(B)y eh.la forma-dada~pbr (3.10) y observar‘después si las frecuencias relam -

tivas se. apartan significativamente da dicha probabilidad (con los métodos que,se 1nd1-f7

'.carén al tratar la 1nferencia estadlstica, en la parte cuarta). -

VIIi;6gv' El'tdoreﬁaldéAmdltiplicaq}énfnermite'en mughdé:dahoé.calqular'pfob&bilidadéé =

por métodos mas simples de los que resultan de aplicar la combinatoria éh_laﬂforma’éz;ej.
plicada en el capitulo anteriore' '

~La 1dea bdsica congiste en considerar el espacio fundamental de probabilidades, sol‘

‘bre el que para"aplicar-el cdleulo combinatorio.deberia~buscarse-un sistema de-Laplace
como .un. producto carteslano de otros dos. espacios ‘de prob&bilidades, ‘o ged que cada ele

-mente del conjunto producto. esté formado por- pareﬁ, ‘cada uro de cuyos inﬁegrantes perte~

nece a uno de los conjuntos, y todos los: pares que se’ pueden formar de e9ta manera ha -

llan su representacién en el canugto_productp_(un,caao.éspecial de preducto.oartesiano

“es el formado por los puntos de un recténgulo-enhel plano, que es,prbducto de los con =

~juntos.formadgs por dos de cualesquiera de sus lados que se corten).

Una vesz descompuesto elespacio fundamental de probabilidades en el producto carte=

."siano de otros dos, sobre uno de los cuales se ‘efectia la;particién:correspondiente al-

suceso Ay con la asignacién.de sus vrobabilidades (o sea,-se establece la distribucidn

-de probabilidades inducida por A), y sobre el otro la correspondlente al suceso B, 0. sea
‘ge. lo descompone en dos subconauntos reprssentativos de By B respectlvamente, asignan

‘doles las probabilidades condicionales de A,acada uno de los subconjuntos ‘del. espacio

producto correspondiente a una clerta combinacién de A con B o con § ; corresponde al

‘producto cartesiano de subconjuntos de los espacios ractores, y la probabilidad.és ignd

al producto de las probabilidades. Si interesara la combinacién de A"con B ¢ ton B
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‘el~proced1miento'es el mismo, 8616 que hay que*ﬁbmarVentonqesfla.ﬂispfibﬁciénzde,prpbdhv
bilidades en By B, condicilonal dedl: ‘ o
‘ Sea, por ejemplo calcular 1la probabilidad de que en un mazo de 52 cartas (dividie
‘do en cuatro palos o colores) se extraigan simultaneamente dos. y ‘'sean . N mismo -palo. (au
fpuesto establecidas las correspondientes reglas de devoLucién al’ mazo de los pares ex -
itrafdos Y. mezcla de 4ste antes de una nueva axtraccién) _
Para apliear el c_élcu_lo_combinatoriq9 se,@qtermina el.s4stema'de,Lap1ace-cbrre;pog'
.fdientéffcal@ﬁlan60391 nﬁmero de grupos de dos cartas:qu?'puéded formarse con’'52, y ;ug;
gq_se~mﬁlt1p;1cagia la inversa de ese nﬁm9r9~(pr9babilidéd,¢e‘cadg;uno%deflps pargs)'pp£
el nfmero de grupos‘de dos cartas que-puedah formarse cbnftrece~(que-és-el nﬁmefdidexnr
’~_tas que posee cada pnlo I} color), lo que equivale a aplicar el teorema de: adicién demog.
trado en (? 7 ), obteniéndoses ' ,
. ‘ (13)
.(3»Ll)‘ P A2 ;_} 501 2! 12013 -l
5;_ 21114 521 513’2 17 - ,
Utiliaando la. noci6n de espaclo producto, los célculos se simplifican cOnsidera -
‘ﬁ'blementa. EL espacio fundamental de probabilidades estaria dado por. el producto carte.

 51ano de otros dos espacios9 sobre el primero de. los cualas :1: ) distinguirian dos suoe-v
so0s (pertenecer ‘6'no al ‘palo en cuestidn), -con probabilidades 1/h y 3/%, y-sobre el -
segundeo se tendria tambien dos’ sucesos (pertenecer o no al palo dadoe con nrobabilida-;
des condictonales 12/51 -y 39/51 respectivamente Ve '
El _8uceso cuya probabilidad se trata de calcular esté Iormado por.el producto cag_

:tesiano de dos sucesos: cuyas probabilidades ‘aon llh Y. 12/51, y aplicando (3. 9), se.
v1ene: S '
cean e_ 1.1
' LY 17

&

,?-’}_lk;

'VIII“7.~ EXTENSION DEL TEOREMA DE LA PROBABILIDAD TOTAL.',Tehiqndd,eh quéntanuéf;gﬁ
_'.,(313) : A+A¢”.+A RS SIS R X
.. 0-gea 1@ propiedad asociativa de la union de eonjuntos, el teorema genaral de- adici&n.
. o:de’la probabilidad total, se extiende facilmente al. caso de. - ndmero- arbitraric a
. (finito) de sucesos -

Bn el caso-de A= 3 , aplicando (3 13)-y (3. 4), se obtiene:
(30  P(A4 Ay + A= Py +A ) # Pag) = P[h (8 + A ﬂ

37 _
Como A(A + A, ) = A A -+ A:A aplicando ‘nuevamente (3 4), al primer vy ultimo

31 31 32
-sumando del segundo’ miembro de (3. 14): : : . , ,
.(315) P(A +A +A) P(A)+P(A )+P(A)-P(AA)—-P(AA )—-P(AA)+
+’P(A A A )

‘ En el caso general se tienes
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(Gaky PAy 4+ Ay oo +A ) = Play )+ ALY + Ry~ Plhjho) = oo —~P(A, A+
+P(A1A A3) + cee -s--P(An oA n)-|- oo (DR ) -

. IIT.8," GRNERALIZACION DEL;TEOREMA_ DEL'.'PRbﬁUCTO.S.Proéec‘iie'ndd.;bor ‘induccién, y limitan
‘doan por:sepqillez,gl'éggbfde*indéuendencia de todos los. ‘'sucesos; entre si, se tiene_a
¢partir‘d9“(3010);

.fr(3;.1'7) o K

Al 2...A )--P(A ) P(A 3. P(A )..,.P(A )

.

55(3.18) p(AlA ceedp)= P[(AlAz...A l)An}= P(AlAe...An_l)P(A )= P(Al)P(A ).,.P(A )
'y e ha demostrado su val;dez_parg n=2, lquue se emplea precisamente en-_(3,18);
I11.9e- Bstos teorem&s déladicién y dé.muitip11¢a¢i6n1fderon'aiélédds,y]enﬁnciados;ﬁor'
'jprimera vez ‘por Laplace.  Los aufores anteriores a &1 clertamente los emplearon ﬁero |
" siguiendo la costumbre de la época, se'6cupabanfdé”fesoiVer'prbblemas'particulares, sin
w;dedicar mayor atenci6n a analizar 10° métodos empleados para deducir reglas simples de
“aplicacidn general, ‘ |
En su- aplicacidn, a fin de. evitar errores ‘que conducen a 10 que.en un tiempo fue -
;fon consideradag_paradojas,del-délculp de probabilidades, es necesario tener en cuenta,
~gue. 61 teorema de_a¢1di6h*aQ'?eerrdﬂa pioby:
~bPllidades. definidas sobre. un. ni smo e spacio . ‘
fundamental,mlentrasque 61 del producto . se aplil-.
ca en realidad al espacio producto N _
- Sea por ejemplo,. el ‘cago de una operacién de bombardeo ‘realizada sobre dos blancos
distintos. La~expeglencia 1nd1ca que debido a lgs_defqnsas antiadreas existentes, la
frecuencia con que. uh'bombardero es.derribado sobre uno de lossblancos es 037 4 ¥ O L .
sobre el btro; Se -pregunta: 4Cual es 1a probabilidad de ser derribado en und operacién
' de bombardeo sobre 10s dos blancos? - 1 _ l
Una aplicacién precipitada ‘del teorema de adicién conduciria ‘a la suma de ambas pD
ffbabilidades (identificadas en su valqr:numérico_con las frecaencias ‘relativas dadasg)
eon,loique,se'obtendria'Ia'probabilidad 1,1 ;'mhycnggue 1a.unidadjy-avidentementa_absyg.
da.’

'Aﬁnque 10s: sucesos son.- exéluyentes,(éi un.gpQréto es derribado sobre un blanco 6o,

;puéde serlo sobre el otro), lo que parece justificar 1aAsumag'ias,probabilidades-no es
tan definidas .sobre el mismo.éspécio;.ylpoi lo tanto no son 'sumables.

'l espacio fundamental correspondiente. a la operacién de bombardeo sobre los dos’

: blancos,esta constltuido por el producto cartesiano de los espacios correspondientes a

) bombardeo sohre cgda uno. - Una qu‘definidos 1Qs,cpnjuntos,correspondientes g ser derr:
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bado o no sgobre él primer blanco, con probabilidades 0, 7 y' 0,3 , enel primer espa-

clo, an el segundo espacio hay que considerar las probabilidades condicionales corres -
pondientes. Para el caso de ser derribado sobre el primer blanco, la probabilidad con=

diciunal de ser derribado sobre el segundo en la misma operacién de bombardeo es eviden

temente nula. Pero en el caso da no ser derribado sobre el primer blanco, la probabili~.“

dad condicional de serlo sobre el segunuo es evidentemente Oglt o En el espacio produg_

to, la probabilidad buscada es; por io tantos

(3.09)  P= 0,7 + 0,4.0,3 = 0,82

Camo en el espacia pzaduche, al aubeonjnnto royraaan!ntivo de ser darrihado sobre
uno u otro de los blancos tiene per conplementarie dol Qe no ser dnrribado sobre ninguf
pa, cuya probabilidad es 0,3.0,6 =0, 18 4 53@r otra manera de. calcular la probabilidad
buscada o8 simplemante restar de la unidad 1a probabilidad de 1a realizacibn: simulténea

- de los sucesos opuostos:

(3.20) f P=1 = 0,18 = 0,82

Este segundo método es tambien éplicablé con frecgenoia an lugar dektedrema de éd;
cibn, cuando por el ndimero ‘de Sumandos se éohplica su uso. Por éjemplo (Chél es‘lg pro
babilidad de que aparesca al menos un 6 en cinco tiros de un dado equilibrado?

La probabilidad de que no aparezca ninguno en un tiro es 5/6 ;' Como los resulta-k
dos en tiros sucesivos son 1ndopendientes, la probabilidad de que no aparezga ninguno en

eineco tiros es (5/6)5 » ¥ su opuesto es precisamente el sucesc de que aparezca al menos

.un 6. cuya probabilidad serd entonces:

(3.21) P=1 - (5/6)°

- La sola inspeccion de la f6rmula (3.16), en comparacién con (3.21), basta para com

. probar la utilidad de esta forma de aplicaci6n del teorema del producto en substitueién_‘

del de adicién (a).

lIII 10e~ APLICACION DE LA NOCION DE SUCESOS INDEPENDIENTES. En el siglo X1X, Mendel

investigé las 1eyes de la herencia, observando el fenémano en plantas. Los resultados

ane encontrsé fuercn sorprendentes, al menos desde el punto de vista de las ideas domir
nantes -sn .sa tilempo. ’ - : ' "

Si 8e 6fuzaban dos plantas en ‘que 1as flores aran, por’ eJemplo, rojas y blancas, de

acuerdo a la opinion comun entoaces,deberia obtenerse plantas con flores rosadas, en las'

que ambos caracteres aparecerian mezelados. Pero Mendel encontré casos en que no. suce-
de tos doy
d{a asi, obteniendo plantas en que las flores eran de unbcoloré Uno de los caracteres

se heredaba, y el otro simplemente desaparecia, en contra de una idea simplista de

ogicibn sumaria de los principales resultados y aplicaciones del cdlcu~

: a
ﬁo de pro%ggi gades, no es necasario proseguir con el estudlo de estos teoremas. Para

un tratamiento amplio de los mismos y algunas aplicaciones, ‘ver FRECHET (6)
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transmisjén por herencia9 que lleva a 1a 1dea de mezcla de los mismos.

Pero 1as 'articularidadas observadas por MENDEL no terminan ‘con este descubrimiea’-

Jto de la existencia de caracteres ‘ d ominan t 6 8 (que en 1a herencia aparenm’
temente anulan a otros). En una segunda generacién, obtenida éruzando entre si plan -
ytas de la primera, en 1as que aparecfa solamente el caracter dominanteg volvian a ob -
servarse plantas en las que el eolor de las flores era el dominado o recesivo
'y el fendmeno se producia con. frecuencias relativas muy aproximadamente constants, co=-

'“respondiendo 3/% a las plantas que moqtraban el caracter dominate, y 1/k al recesivo° 

MENDEL se 11m1t6 a enunciar estos resultados on forma de lev@s relativas a la exis,

'tencia de la domJAancia y a las frecuencia relativas de aparjcién en distintas combinaf
cionea, y su trabajo fdé practicamente ignorado.A_ WW.‘ o '!

' A fines del siglo xjx y principios del XX otroa 1nvest1gadores reencontraron las :
leyes de MENDEL, y pronto gse dié una explicacién relativamente satisfactoria de esta

urioso fenémeno.

Se‘observo que 1as células de las p]antas presentaban unos corpdsculos alargados,

11amados 10 r o m 0 s oma s por su facilidad en tomar ciertos colorantes emplea p}
dos en lé obqervacién.por medio del microscopio, y en algunos casos hasta llegé a apan‘
Wracer como que €805 cromosomas tuvieran 1a estructura de una dohle fila de corpdsculos.
J Eh la reproducci6n, las células se dividién en dos partes P gametos, y en esa di-
‘Mvisién lo0s cromosomas se dividian también, en forma 1ong1tud1na1 y quedando células de
distintas plantas, volviendo a recompdnerse los cromosomas. N -

51 se considera que los cromosomas contienen corpusculos, o] 'g enes ’ pafta-
tdores de los caracteres hereditarios, que tienen la propiedad de que cuando sa combi -
nan dos gametos, en 1os cuales hay un gene dominante en uno ¥y un racesivo en &l otro 9

- 8olo aparece en el nuevo ser el caracter dominante, y el recesivo permanece 1atente,es
decir, no 8se muestra, pero en una generacién Qosterior en la que se combinen dos game~-
tos con recesivos vuelve a aparecer, las leyes de MENDEL pueden explicarse suponiendo,
que en la reprodmcci6n 1os gametos portadores de uno u otro tipo de gene se combinan alv_
azar, con 1 nd epe ndenec 1a. ’ ‘V . ’,

A En 1a cruza de dos plantas, una @ onm inante puar a (cromosomas cbn 1cé'
dos genes dominantes), y otra r ecesiva (cromosomaa con 1os dos genes reces}- .
Avos), se combina con un gameto de una planta con un gameto de otra, y eh la nueva ;iahi
ta solo puede aparecer el caracter dominante. Pero en la segunda generacién los gamé
A tos pueden ser portadores de genes dominantes o recesivos, con una probabilida igual a 
1/2 para cada uno, La probabilidad de que se combinen,dos recesivos ed, productoudesus»;r

.

probabilidadqs,*o sea h1/h,|desgcqerdo.con_1a observacién de Mendel.

III.11,= Para continuar con la aplicacidn de la nocidn de sucesos independientes a 1a'7
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por el caracter que muestra, se llama ~fenotipo , y:en'eI-CH§d°&éibiaﬁtas con
flores de dos colores, hay dos fenotipos. Paro si se atiende.a 1a composién gemética
(composicién del par de genes), existen tres tipo 8 geneticos o g e n o t 1 W;

po‘fs' que.sons el dominante puro(yaexplicado)sel hibrido

(con un gene dominante y otro recesivo) y el re ce siv e (con 155‘dds;gehes re=

cesivos),

, El fenotipo dominante estd formado por los genotipos dominante e hibrido y su pro

babilidad a partir de uae generacibn de hibridos es 3/%, 16 que se demuestra facilman-'

te sumando las distintas probahilidadss de los subconjuntos del espacio producto.~

Es necesarilo distinguir 1as probabilidades de los genes, que se llamardn PYQqQ ,

de las de los genotipos, que se llamaran u(para los ‘dominantes), - 2v (para los hibrl -

dos), y w (para los reoesivos)
Entre estas probabilidades exigten las siguientes relacioness -
(3°22) : ‘ =u4 v 3 =v+w

que se &bmuastran calculando u  2v y v, a partir de pyaq (aplicando nuevamente

un egpacio producto, en cada uno de cuyos factores -3 distinguen dos sucesos con proba :

bilidades Py Qs

(3.23) u=p> 3 2 =2pg - 3 W =gq
con lo que.sertiénes , . . | ‘
(3.24) utv=p"+pg =p(p+a)=p
prdcediendose'igualmente para las otras dbs relacioneSa

1I1.12.- -LEY DE HARDY. Cuando tina poolacidn con una distribucién de probabilidades p
¥ q para un par de genes (dominante y recesivo), se reproduce entre si, la composieién

. genética permanece oonstante en la generacién sigulente,

Llamendo pl a la probabilidad del gene dominante en la generacién, yq.a la del

gene recesivo, se tiene evidentemente;

(3.25) wy=p° -3  2w=2pq . j ~ vi=q°
y aplicando (3.22): o N e

: . 2 E ' 2 . ,
(3:26) . ppT V=P A PA=P 4 G = AWR=@ oo

I1I.13.~ SELECCION NATURAL. Estas leyes de la herencla.parecen. contradictorias con .

una teorfa-de la evolucién, pues de acuerdo a la ley de Hardy la: composicién genética -
de la poblaci6n permanece constante, y los caracteres ‘'serfian permanentes. ‘Pero si-oen’

b o - I que los individuos recesivos tienen alguna dificultad para: sobrev1vir, afectandose_,

la pobibilidgd de sufreproduceién, es  -evidente que se producird una rareraccién,pro,-

gresiva de 10s genes racesivos en la poblacidn, y el caracﬁer,correspogdienta'tenderi

- gendtica, es necesario establecer cierta nomenclatura. El tipo aparente;“idéhtifiégdd o

A
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a desaparecer. ’ . e -
Una hipétesis axtrem& corresponde a la impoaib111dad da reproduccién de 105 1ndi-’ 
 viduos racesivos, y en este caso es relativamente sjmple calcular la velocidad de em m‘
pobreeimiento dakla_poblacién en :enotipoa racesivos, eanunqién del ndmero de genera-
~clones,. ‘ ‘ ; ' 1
En la generacién (n l)nesima, las probabilldades de loa geaotipos en 1a poblacLén

padre (o apts para reproducirsa) sarénx

FS . nu -~ v
(3.27) b _ n+l $ v —_— nAl
_ n+l Tl e w o n+l f‘Z":“;“‘

‘n+l - n+l
o sea 'son las probabilidades condieionales :de: loq genotipoa domlnante; e hibrido, dadog

elfaq\?so “posibilidad de reproducirae® (de prpbabilidad 1 = W)y y aplicando (3,25):

(3»28) - p _at Ve Py 4.Pn-Qn — by : - [
R ¥ o D+l = 1 - — - T Lo
el - q l = q L o
‘Descomponiendo la diferencia de cuadrados del denominador del ﬁltimo término, en

el producto de la suma por la’ diferencia de las bases, y teniendb en cuenta que
Py,=1-4q. ", se tiene finalmentes
(3.29) n+1—3j-_rq“-
Procediendo en 1gual forma para q a’ ‘se llega as
_ q '

(3.29)\ . . qQ . - n y

A n+1 — R .

. . 1+q, ~
de donde resulta:
(3.30) = Lol R
_ I+l dn

Como (3.30) es vélida para cualquier n 8e la puede aplicar para expresar 1/qn

_pfOSiguinndo reiteradamente hasta llegar a 1/q , con lo que se tendrds

vy

o pa e
¥y por lo tgntos ‘
. : . . . : 2
. :—u—g—n . -
(338 W TR T Taw (ﬁ'ﬁ]

81, por ejemple, g = 1/2 (_1a'pob1ac16n original es de hfbridos), al cabo de diez
generaciones en las que los.fenotipos recesivos no se reproducen, la prdbabilidgd de’
que aparezca uh recesivo en la generacién siguiente serd 1/14k4, con 1o que gueda dgmqp'
‘tpada la rarefaceidn de losfreéesivos en este caso especlal de seleccién natural.

' Este'resultadéqu?aplicado”pof los genetistas, simpleménte impidiendo la reprbdug‘
c16h de los recesivos, y-de esta manera se gliminah los genes recesivos de una_ pobla =~

- eién de hibridos; ohteniéndose aaf una variedad fija con aslgun caracter deseable, o
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ssa, los llamedos "puros por oruza". E1 procedimiento se llema "endocrfs" (en inglés,

“inbreeding "), por que depende de gque la reprdduqeidn se realice slemrre dentro de la

misme poblacidén (a)e

III;lke#"APLICACION DE LA NOCIOW DE DEPENDENCIA. 851 se dasea,calgulaz el nfmero: de ;X(
fextos distintos que se pueden escribly & mfguing en un hoja de papel com,c@paeidéd pa
fa 25'renglohes de saaenta espacios cada unoy dicho nimero se obtiene teniendo em caen

ta que en cada espacio se puode escribir una letra, o bien bhay un espacio en blancb de

s¢paracidn entre palsbres. Bl ndgero tota) de signos es 28/{alfebheto com fi, vy ' mas
el espacio en blanco, ain tenor en. cuenta signos de puntuaeiéﬂa paréntesis, etc., . los

que pueden escribirse con palabraa). En dos espaclos hay 28 por 28 combinaciones dife-.
1.500

rentes, y en el total de los 1. 500 espacios de la hoJa ha? 28 combinaciones. .
; Este nimero. depende de considerar como distinto un texto cuando estd formado por.
[} : signos distintos, com independencis de su significado. Con este definicidn da text@
distinﬁo, ol ndmero 28"° »500 mide la cantidad de inforrma gN;aér@ﬁ
que’puédelteuer une hoja de papel. l
.  Si se considera que el texto tleme que estar escrito en un idioma determinado, el
;némero'de textos distintos serd mgeho menor, pues no todas las diﬁtiﬁtas copbinaciones

que pueden formarse. tendran un sentido en ese idioma. La cantidad de textos distintos

corresponderia en este caso a la que teoricamente pedrf{e formarse-con 28 signos Yy un

nfmero menor de espacios (dado por el primer exponents entero de 28 con el cual ge ob-.
tiense un nimero superior al de textos en ese idioma), lo que -indica gue la éay&cid&d e
frangmitir informacidn que tiene'la.hoia.de papel se;aprovecha mal, debido a la eatruc
tura del idioma escrito, gue hace necesario ocupar nds eSpacio‘del teoricamente n@eq,—f
sario. : U |
‘J' " En el caso de la hoja de papel puede no ser muy importante esta obs@rvacién, gue
seria mas blen una simple curiosid&d. Poro 8l en vez de upa hoja de papel .e¢ un tsle-
tipo que trasmite 1.500 caracteres en an cierto intervalo de tiempo, se ve inmmdiata -
mente que hay una importancia acomémica en acortar el tiempo gque se necesita para tras////
mitir un cierto texto o lo que e% lo mlismo, en aumentar el ndaaro de textos que puedon
'trasmitirse en un mismo intervalo de tiempo.

 La ‘solucidn del problema requeriria efectivamante calcular el nﬁmero minimo de su
- " nos’ negcesarlo para.transmitir todos los mensajes que en escritura ordinarila requiozen
. 1. 500 espaclos, y encontrar un procdedimiento de codificaeldn, que hiciera corresponder

a cada mensaja ‘una de las combinaclones distintas que pueden formarse con esge nﬁmero

(a) En el 1libro de FELLER (4) se desarrollan-otros ejemplos de genética.‘ Para una ex-
}posicjdn mas amplia, ver, por ejemplo, R, A. FISHER:"The Genetical Theory of H&tural
Selectlion", New York (reimpresion)Dover
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menor de signos, acortando -al méximo la longitud del textooly T

F Y14 planteado, el problema es: comprensible, perg la soluci&n dista de ser 1nmedia-
ta, Sin embargo, el matem{tico nortéamericano CLAUDE SHANNON logr& encontrarla, hacien
do uso de la nocién de sucesos dependientes,

En efecto, la primsra determinacién del numero de ‘textos distintos sigue us proce-
dimiente 1d§ntico que el de calcular la probabilidad de un grupo de 1, 500 signos, cuan=
do existen 28 sigpos equiprobables (la probabilidad de cada grupo serfa el inverseo .del"
nimero ‘total de'textos).. Pero en un idiome la equiprobabilidad de los signos no es cierf
ta, ‘La probabilidad de la aparicion de un signo, depende del anterior. Por ~@jemplo,si
se tiene upa m, en castellano podrd ser saguido por una vocal, por las consonantes b 8
py 0 tal vez por un aspaclo en blanco, correspondiendo una probabilidad nula a los otres
signos. La disminucién del nimero de textos distintos se debe a que ‘en lugar de 28 ha#

brd ‘gue considerar solamente 8 signos a continuacién de una m. Aplicando 1o§ métodoseg

‘pecialésfpafa tratar caaenas de asucesos dependientes (capftulo 9) serd posible fundar

1a TEORIA DE LA INFdRMACION, como se llama a esta reclents rama~dé las mateméticgs_(é’.
111,150~ APLICACIONES 4 LA FISICA. "El uso combinado de las nociones de mdependehcia
y dependencia estadfstica, enunciadas y discutidas en el pérrafo IT.12 "del capitulo .
anterior; permite precisar el asignificado de las probabilidades de sistemas de particu-
las calculadas en II.1l2 como ejemplo. de aplicacidn del cdlculo combinatorio, haciendo
posible 1la demostracidn de teoremas que resuelven problemas fisicos 1mportantes.

Como. e jemplo, se tratard ‘con mayor udetalls algunas cuestiones relativas a la esta-
dfstica de Maxwell-Boltzmann, hasta llegar a justificar, sin mayores problemas matemé -
ticosy la ley de la radiacibn del cuerpo‘negrd, deséubierta por Planek en ;901.~‘

Suponiendo, como en II.12 , un sistema formado por gran némero de particulas de la
misma naturaleza fisica, suchpfibles de ser clasificadas en grupos segun .una ¢iefta ‘
nagnitud, como podrialser lq energia, se tendrd: |
(3+33) - ' : : rl—#-"r + eeet+ Iy =N

elrl+-e T,+ oee +o,r =0

expresiones en las que n es el némero total de particulas, u ia energfa total ‘del

sistema, y r el nimero de_particﬁlaé que poseen la energfa. e (si se admite una va =

3 : .
riacidn continua -de la energfa, lo que constituirfa una hipétesis adicional, ° serfa
una energfa p'r omedio entre dos valores que determinan un 1ntervalo).

Las hipbtesis bésicas sons (1) Existe una probabilidad Py bien definida para  que

una particula se encuentre en el grupo-J; (2) Las partfculas no ejercen ningun tipo de

i accién entre si, 1o que en particular conduce a afirmar que la probabilidad pj de una

(a) Para una exposicion de divulgacién, ver GILBAUD: "La Cybernetique" Presses Uni =~
arsitaires de France,
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. particula es lndependiente. de que existan 0 no otras particulas en el'mismo~grupo.

Considerando que las particulas son distinguibles, es. decir, que dos sistemas :de : -
particulas que tienen la misna distribucidn en grupos caracterizada por la primera ree
lagidn'de (3.33) son distintos cuando uno o varios pares de moldculas individualizadas‘
se encuentran permutadas en su posicidn en dos grupos distintos, a cada configuracidno . -
distribucidén de las partfculas cor}esponderé dnA'probabilidad. ;. e

(3e38) T P= p l.p 2...p Tx o R R
UL probabilidad (2 15) calculada en el pérrafo II.12 corresponde a la hipétesis’

: simplificada de que todas las Py son iguales entre si, o0 seaa 1 , con los’ que“ios=ex '
; ) k 3 i -
ponentes rJ se suman, obteniendose finalmente la misma expresién hallada mediante el

© uso de la combinatoria. La’ probabilidad (3 34) ha sido calculada partiendo de 1los esta\m
dos‘ microscépiec 08,0 egtados de‘cadauparticula. Pero hay que éaleilar’ la
probabiLidad de los estadbs macrosedpicos del. sistema, ‘cardcterizidos porﬁ

' que en cada nivel de energfa e‘1 se encuentran r partfculas. o g% SR

Para esta dltima finalidad, hay que sumar todas las expresiones (3 3#) correspon-
. dientes a las configuraciones del sistema en las que exlsten ry partfculas'en cada nis
vel de energia. Como todas las probabilidades (3.34) scn iguales entre si, en ‘este é§J5
so, basta nultiplicar su valor por el nfmero de combinaciones de n elemehtos; de los

~cuales r; se encuentran en el primer grupo, rr2“en el segundo, etc., obtenidndoses -
' 1 T Tk '

(3'35) . . P = Z n'. P oD eveP
rlz /1'2'. EX X rk'o l 2 k

que es la probabilidad buscada del estado macroscépico.

IIi.l6fﬁ Cuando el sistema de particulas posee una energia gohétante, hay estados .da-
croscdpicbs que nd son pdsibles,.porque el valor de la segunda,expres;6n¢de‘(3.33)~ nc k
serfa igual a esa energia constante. IR
, En este caso las nrcbabilidades (3 35) deben modificarse, porque el espacilo de m
“babi]idades se reduce a aguellos espacios compatibles con la condicidn fijada, y .1la
probabilidad del estado macroscépico tend ?\4 .
entonces la estructura de una -ﬁjr ocbabilida 4
condiciona 1, como se la‘definid mediante la férmula (3.7 ) del pdrrafo IT.
en donde A es el suceso "poseer la éneréi& dgda“ y AB "estar en el estado macréscopice
B y poseer la energfa dada" Como el suceso B-estd contenido en el'A (céda estado ma=.
croscdpico tiene una energia total bien’ definida, ¥y no puede observarse si la energia
total es otra), P(AB) seré igual a P(A), o sea a (3. 35), Y'P(A) seré 1gual a la suma &
\las probabilidades de todos los estados macroscépicos que tienen la misma energia.

Indicando a esa suma con- l/C se tendrd entonces que la probabilidad del estado macrgi

e



38 , | S
cépico, dada una cierta energfa total U, serd entonces, conforme a la definicidn de pr¢
'Vbabilidad condiciona1° S

: r
(3 36) - . Pgm Cond Py
o S rid rot .. Tl

Tk

1 r
op K3 .‘.‘pk.

N

IIT.17.= DISTRIBUCION CANONICA. De todos los estados macrocépicoslquéapaéééh‘ﬁné éiers
" ta energia total U dada, interesa. caracterizar (o sea determinar efectivamente la distri
bucidn de 1las pgrtiéulas, mediante el conocimiento de los rj ) aquel cuya probabilidad
(3.36) es méxima. La configuracién correspondiente se denominn distr i b u c 1 °on

canénica. o \ _f". : - ‘V
Llamando b.1 a_ los valores de los r:l de la thotética distribucién canonicp ¥y P a
su probabil¢dad, el .cociente de la probabilidad P, de un estado macroscépicogenérico,que

cqule“cqn 1a condicidn_de po&xr la misma energia total,,por la probabllead‘denla dis =

bugiép cgnénica; serd: _ N  -- o
. 7 =b - ;b "
) b r1: 1‘2!. rk.l

expresién en la que la constante C se ha eliminado, por figurar en el numerador y en el-
denominador . ' . S IR

Es posible determinar la forma que tienen los bj’ partiendo de la desigualdadz

. ) ~ m-n
(3. 38) . R - ﬂ: gn o
En efecto, si m)n, se- tiene ' - -

(3439) '  ml = (n#1) (n+2) ver I n =0
. nl h

" 81 m(n: .
(3:39) | e

- -m
'H%' (m+1) Zm+25...n <, pi-m

¥ si m=n 6 m=n+l, vale la igualdad.

Con esta designaldad al cociente (3.38) se acota-superiormente:

(3.40) bl'rl 1\ P22 “Tx
o <<ﬁ () _".(rﬁ)bk

Pasando a los 1ogar1tmos, se tiene

(342 1o (by=ry) lo by , }
Si'los o . - .
- - Yo ylej
bJ n. PJ e

el segundo termino de 1la desigualdad se transforma en:

(3.43) K(b -r; ) log _,1 = (log n+y ) E(b - T, )+y ej(bj - r.;]f').,' '

¥ aplicando las relaciones (3 33), resulta siempre nulo, porque por hipétesis bJ y rjlas

satisfacen. o



hracterizada por Ia forma dada de los b

:(3H5)' . A(l+z+z +---+z )—A ;

39.

Como el logaritmo de la unidad es ceroﬂ si los b‘1 tienen 1a expresion arriba 1n_-‘

dicada, el cociente (3 37) tendrd un valor menor que la unidad, cualquiera qus sean los

J (a* menos que coincldan con los b,), y por 10 tnnto la distribuciéﬂ candnica esté ca

]
8

IEI 18.- LEY DE PLANCK DE LA RADIACION DEL CUERPO NEGRO. Si se considera que el cuer

. po negro esté formado por un conjunto de particulas emisoras de radiacién daﬁecuanumé)

clasificables en niveles de energia e‘1 proporcion&les a la radiacién y a los nﬁmeros
enteros, comenzando por &l cero (hipftesis de Planck)g sé tlene que los bd de la dis -
bucidn canénica, admitiendo que todas las probabiLidades pj son iguales =ntre si (o

sea iguales a. l/k), se expresarans 9 2 ) o . Coe
. . +y-h (J-l) J=1 ' T .

‘<,3~.m_+"->~.-‘ .~ byzape RO =az o

% 7 k

oA O Y hd
en donde A ﬁ ° y z—-eyl y h es la constante de Planck.

+ Las expresiones (3 33). se transformaran en este caso, tomando 1a forma

2 | k-1 ]
[z+ 2z 4 wm=~ 4+ (k-1) 2z =Az.hdd zk =1-U '
az “z=1 '
en las que el paréntesis de’ la primera se ha sunado qegun la férmula
conocida de las progresiones geométricas de razén z y primer términc unitario, y al

segundo paréntesis se le ha‘aplicado el sehcillo artificlo de considararlo como la de=

rivada de una progresién geométrica de igual razon que la anterior, si previamente se

‘

saca factor comdn. Z,' , ' o

' E1 cociente de la segunda expresi6n de (3.%5) por la primeray o sea la energfa me

‘dia, serd:

. . X
(3:46) _ _g_é z._ig,_ . d Z: -1
Taniendo on cuenta que es posible damostrar queA ‘1=:-1/KT en donde.K es la cons=

tante de los gases de Boltzmann, y T la temperatura absoluta (ambos ndmeros son posi-

tivos), z sefd un ndmero menor que la unidadg con lo gue admitiendo que k es un nimerc

. '-_lo suficientemente grande como para que se pueda prescindir de la potencia z' (que ti‘r

de al limite cero), el coclente (3. h6) se simplifica consjderablemente'

-‘ (3o47)' o o _LI-__-:‘__(__%Z 1-z) _z_
. N ; nhe (1-z) 1~z
1de donde e deduce: R L . S
: : ‘. BT .\.”._h‘ . L .
kN y1hd L
(3.48) . U .mhie _ nhd
: Lo l-eylﬁ . 1™

3

' dﬁé‘es ia fémdéé”léy.aeikPianck para la radiadiéh7dél cuerpo negro, qué-establece la

relacién de dependencia entre la energia, la frncuencia ¥y la temperatura, primera apli

cacidn de la hipdtesis de la distribucién discontinua de la energia ( o hipétosis cuan‘

1




A i

[ |

tica ) .

nal de B dado @ resulta 1gu.al as

(3.50)  . e = P(AJB)-—- _P(B/AJ)P(AJ)_‘_

f'(£3.5_1)‘ | |  P(A, /B) =

v entre sf, y A,

o

Como comentario,'cahe observar que la dificultad del problema reside precisamente'

en la rormulacidn de las hipdteSis fisicas. La aplicacién del cdlculo de probabilida-
-des es de tipo completamente elemental, y sélo requie"e cierta habilidad algebraica ra

ra simplificar las expresiones due se obtienen (a),-

)

III. 19, TEOREMA DE BAYES. "Como consecuencia inmediata del teoremm del producto, e~

' nunciado en’ su caso mis slmple mediante la expresidn (3.0), 1a probabilidad condicio-

!

(3.49) - | P(A/B) _ P(/YP()
que es el caso mds simple del teorema de Bayes. R A% QA&) »i

e _.__/\N____q ‘M - N
8 1 el suceso A forma parte de un sistema completo a8 sucesos excluventes Aj’ la

probabilidad de B que figura en el denominador de (3 @ ) se puede expresar como . la su
ma de la probabilidades de 1l raalizacién conjunta de B con cada uno de los AJ (algu-'
_has de estas probabilidades pueden ser nulas), vy a cada uno de los sumandos’ se le pue

puede aplicar nuevamente el teorema del producto (3 9 )

con lo. que (3.49). se transforma en o ' S
P(B/A .)P(A‘~)

J
°. ZP(B/A )P(A )

en la que J ‘indica un 1ndice ‘determinado. de la famimia j(l, cee gn)y ¥ que e§ el ca '

. 80 general del teéorema de Bayes. { hars)

La probabilidad P(AJ) se 11ama probabilidad Ha priori“ y 1a probabilidad condi.n
cional calculada segun 1ndica (3 51), probabilidad "a posteriort"

'”,:III.éd.- Esta-denominaciop'correspbndé’a un experimento aleatogio mﬁy-particular,'cu

vo esquema es‘el“siguiéntéi'(i) Existe una familia de urnas o bolillerbsgfqﬁé.cbntién-

neﬁ'bolillas de dos eolores distintos, en propbrciones que en‘géneiél serén'diferentes“
; 1d§ntifica 8l bolil;ero J=esimoj (2) Ei'obSvaﬁdor cohoce 1ach@bb§i  -
cién de cada bolillero, pero no puede identificarlo antes de hacer una extraccién, y
se supone que el procedimiaento de;selqccidn del bolillero previo a dicha eXtrécqidn

es uah experimento'aleatqzio'que atribuye a cgda uqo.la probébi;;dgd ?(Aﬂ)j.(3)”Eféc'-
tuada una extraccion, y obtenido el resultado B, se trata de calcular la probabilidad
de qqe e1 bolillgro seleccionado,para_el exper;mentOISea el A;ﬁ o R

Elfobse:yadorg antes de ralizar la extraccién, tenfa solamente una :¢lerta prob 

ar En»esfds“aplicaciohés-fisicas se ha seguido é"VOﬁTHiSES tZO)"




. pilidad ("a priori" del éxperimehto) de seleccionar el bolillero A

'oas, etc.) su composicidn, la aplicacion de este principio conduce a atribuirles una “f:

_(a) J. M. KEYNES (12) Page 42,

41

Yo

“ ha realizado la extraccién, puede calcular la probabilidad ("a posteriori™ del experi-

"limento) de haber selecclonado A ’ la,que en general serd distinta de P(AJ ) . -En.otroa;v

Q
términos, (3.51) permite medir 8omo la presentacién del suceso B ha hecho variar al. cg

nocimiento que posefa el abservador; que se reducfa al de las probabilidades “a priorif .

Los aufores ci@sicds,'qUe interpretaban la nocién de prpbabilidad qomo;una’medidg

'del‘conocimiento que se tenia acerca de la realizacién del fendmeno (o "grado de‘creen‘ .

‘ela racional" del mismo), consideraron al teorema de Bayes como de gran importancia, V4

le asignaron una ‘posiclon central en el cdlculo de probabilidades. -
“Dentro de esta corriente de 1deas, hoy casl totalmente abandonads, las prcbabili— s
dades "a priori" se denominaban tambien "probabilidad de. 1as causas", ¥ para, su conociﬁ;w

~

miento ‘86 aplicaba frecuentemente un % p rineci plo d e indifer en =

;’fic 1a"y0 "pr inci pio de. - razén no saf decilenten (segun
:iSantiago Bernouilli), que consistfa en ‘aceptar que "cuando no hay razén conocida para
ngedicar de nuestro sujeto una, mfs bien que otra de varias alternativas, entonces ré=
-"lativamente de tal conocimiento,-la afirmacién de cada uno de estas alternativas tie- ..
;fjffne una probabilidad igual"(a) En el esquema anter10rmen+e explicado, si existian nxf‘”'

bolilleros, y simplemente es 1mposible deduclr. del aspecto exterlor (ausencia de mar - _'\H

Generalizando sste e squema, es claro que el teorem& de Bayes tendria una importan‘ N

cla extraordinaria, pues permite fundar un método de 1nducc16n, o inferenci a

;para investigar las causas de un fenémeno.

. En 1a teorfa moderna, en la que el célculo de probabllidades es un modelo matemé- _”
tico apto para describir y analizar. los fenémenos aleatorios, el teorema de Bayes ha
perdido mucha 1mportanc1a, pues su validez queda restringida al caso en que 1a ele -.
ccién de las arnas o bolilleros (o de- las "causas") es realmente un: fenémeno aleatorio
en el sentido precisado en el capitulo T, y se congpen las probabilidades respectivas,"
condiciones ambas nec may . frecuentes en la préctic§.1 _ ‘

Un ejemplo de aplicauién vélido del teorema de'Bayes es el siguiente: un genetis-}ﬁ,
ta se encuentra ante -un individuo (planta ° animal), que muestra un caracter dominantay;
El genetista sabe que el individuo es descendiente de una poblaci6n de hibridos, ¥ por.

lo tanto ignora si se trata de un dominante puro, o nuevamente de un hfbrido (cualquie

‘ra de los dos tipos, como se vi6 antes,en III. 11'puede provenir de una - -pareja de .pa. -pi

kdres hibridos), pero desea tener una regla\de selecci6n ‘para clasificarlo en uno -de :los . ¢

Z0os. tipos. o k S e . LR
‘La regla buscada puede obtenerse en este caso por aplicacién del teorema de Bayes

T e ¢
(».

Pero una vez. que - ..




42 :
mediante el siguilenve procedimiento- lo cruza con un 1ndiv1duo recesivo, y observa E:

hijo . muestra un caraeter dominante o) no. En el segundo caso, esté seguro de que se tra-

ta de un hibrido (si fuera dominante puro, el hijo mostraria seguramente el caracter do-

minante). En el primer caso no puede afirmar que sea un dominante puro, pero puede cal- ’
cular la probabilidad de que lo sea, que seré mayor que la que se determina partiendo sim é'
plemente~del-hecho que el individuo discutido desciende de una poblacién de hfbrides, lo
que representa'uq prOgréso, sobre todo en el caso en que prbcediqndo adecuadamente puede .
hacéf}yariar esa probabilidad, haciendola tan-cercana a la unidad como,crea-cdgve@igqfe,;f

Lé‘probabilidad en cuestidn se‘galculé‘pogﬁgplicacidn de (3 51). En una poblacidn_4w
de,descéndientés de hibridos, la probabilidad de A, (dominante puro) es 1/3, ¥y la de A
(hibrido) es\2/3. La probabilidad de B condicional de A (siendo el suge so B que el- hi-&v
Jo del individuo investigado y de un recesivo muentre el caracg;r dominante),_es 1gua1 a, :
la uni@@d,;y=la“de B cogdicional de A2 es un medio. Se tiene.

: . . P(B/A )P(A )
(3.52) < P(Ai/B) - ot ded/3 : —~1/2
AR P(B/A )P(A )+P(B/A )P(A 3y~ 1.1/73 +2/3.1/2

‘conlo’ que ha mejorado la probabilidad na priori" igual a 1/3 que el genetista Ja 'cono e
cia. 81 este dltimo aplica repetidamente la regla a diversos caSos, se equivocard -en’ pro
medioyia mitad de las veces, al decidir que es un'dominante puro cuando’'el liijo de?ésaﬁf'
cruza especial muestra el caracter dominante, lo que representa un progreso sobre equivo-'
carse los 2/3 de las veces, sl se atiene solamente a las probabilidades "a priori"

.81 considera, como posiblemente lo hard, que equivocarse la mitad de las véces es
un riesgo grande (lo que depende de circunstanéias econémicas’o de cualquier otra“c1ése;f
ineluso prestigio personal, pero'extraﬁas al célcuip de probabilidades, que no tiene uni-
dad pafa deéidir si ufia pfobabilidéd es grande o pequefia), la regla se puede peifeccié -
nar, en caso que se posible aumentaf el nimero de hijos. Silse pueden 6bservar:fn ‘hi =
jos, si’algunb muestra el ca?actér recesivo el problema estf{ solucionado en contra de la  :
aceptaéidn‘de la hipStaSis de'due el padre es dominante pdro, como antesg~pero si todos -
muestran el caracter dominante, 1la probabilidad de B condicional de A2 es’ (1/2) : Entbé~:
ces (3. 52) se transformard en: ' ‘ ‘ '

’ Lo 01/3 |
3. 53)'- < o , P(A)/B =

1.1/3 + 2/3.(1/2)%

‘la que evidentemente tiende a la unidad cuando n_crece indefinidamente (a).

III. él;- Otro caso particular, pero importante, de posible aplicacidn vélida del teore-Aﬁ

ma_de Bayes, aparece en la inspeccién de materiales, cuando es posible admitir que 1a

composicién de la produccidn de un cierto periodo, o de una partida de magnitud determi

(a)-APara méé,detalles sobre ‘el teorema de Bayes, ver el libro de David-(zh)"'




porcion de elementog defectuosos sobre el tatal, conforme a una especificaciéu determina
 Hda).. »

El 'sueeso B es, en este caso, la extraecion de una muestra integrada por A :eleJQ
1mentos. Las probabiiidades condicionales de B, dada una cierta eomposieidn, . 8e pueden
,»calcular facilmente (por procedim:entos que se. explicaran en el capitulo siguiente), y =
tienen asi todos los elementos para calcular la: probablilidad de ‘una cierta composici6n
{fdel;total,.dado el resnltado de una mugstraa Establecidas-ciertas reglas}(cantidad de»
i é1ementos que intégran la>mgﬁsﬁr&,'n aceptacién o rechazo de la produceidn o partida s@=
;gun que en la muestra el ndwero de elamantos defectucsos sea menos, lgual o mayorn que
un clerto ndmero )y mediante el teorema de Bayes serd posible calcéular la probabilidad
de equivocarse, y orientar la modificacion de las reglas para reducir esa probabilidad,

_’en caso nacesarie.

nada que se’ compra, tlene una probabllidad conocida (por composielén se entlende la pro--
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el

T ITTeAe 1.- Al comenta’ el teoremn de Bnyes, se destacé la direrencia entre  _ concep :

'1;c16n moderna del cdlculo de probabilidades, y la que de- 6ste tenfan 1os autores cl(si-;'

cos. - La: 1dea de fundamentar nxiomaticamente el célculo de probabilidades _como .un mo-.
'delo matemético de los: fendmenos aleatorlos, en la misma forma. en que la geometria 1o
-es‘del estudio de la posicién dalos cuérpos. en. el espaclo, es relativamente'reciente VA
se debe a VON\MISES, quien la dasarr0116 extensamente- por primera vez en 1919 (a).,
.este curso: se sigue, en twrnn »1np11ficada, la axio-ﬁtiea fornulada por Kolmogoroff GH
en - 1933, que se pueds expresar en forma mis compacta (segun LOEVE (lB))s : o
"Dado un espacio (suceso cierto) ¥ una familia de subconjuntos no vacia, ge
"cumplen 1as siguientes propiedadesz ' ) , s Ce e e
-1) La familia incluye sus co.plonontarios, uniones e 1ntersecciones en ndme'
:"ro finitos ‘ i e
: 2) Existe una funcidn de conjuntoy definida sobre la familia, que. es norma-
: "da, no negativa y finitanento aditiva.'.' ‘ _
' De esta manera,el c‘lculo de probabilidades aparecs como un caso do aplicacién de
la teorfa de 1la medida, utilizada en la teoria de funciones de variable real, pero es
-necesario tener en cuenta que hay problemas del cdlculo de probabilidados extranos Aua
.Los de la teoria de 1a madida, y que constituyen una problenﬁtica especial._ Ellos es- ' |
tan dados por les nocidnas de DEPENDENCIA B INDEPENDENCIA ya tratadas, por lo que el cdl
culo de probabilidades, asi como no se confunde con la. combinatoria, tamyoco se confun-~
de con la teoria de la medida, slno que usa de ambas como recursos.
Como toda axionética, el célculo de probabilidades es. aplicable al estudio de cugs

‘Itiones extraﬁas a las que notivaron su constitucién, comp se veré en ei capitulo 81 =’

5
o

;guiante. _ o ) ., | \

A;III.A 2.~ JERZY NEYMAN (b) llama ‘a esta teoria moderna de’ las probabilidades, que las

_z“interpreta como frecuencias ralativas, "teoria clésica" porque realmente lo que, interg

'-saba a los 1nterlocutores de PASCAL y FERMAT (algunos de cuyos nombres ha conservado ' ?
1la historia,como el caballero de Meré) era la frecuencia relativa conh que se presenta-.
ban ciertos resultados en los Juegos de azar. Pero desde los comien:os -1} mszclaron

cuestiones ae naturaloza més 9. menos légica, como las de’ “grado de conociniento" o

"grado de creencia razonnble" ya aludidas anteriormento, y conviene distinguir entre_

“frundlagen del Wahrscheinlichkeitrechnung themtische Zeitschrift, vol & (l9l%= '

B

(b) "Outline 'of a teory of statistical estimation based on classical theory of probabir
lity"' Philosophical Transactions of the Royal Society, vol 236 (1937) pag.333._ o :




L6
la "teorfa 1égica de las probabilidades", y la teoria de las frecuencias relativas, o
"teorfa clfsica" sl se acepta la denominacién de Neyman.

"E1 campo de aplicaci6n de ambas teorias es notorilamente distinto, porque 1a teorﬁm
c14siéa permite formular enunciados vdlidos Solamente. para - conjuntos de sujetos y de
observaciones, ‘mientra3 gue nada impide en la teoria~lpgica‘hablar«de-la~probqbilidad
dé una dnica observacién.

: Sinyembdrgo, la posibilidad de interpretar los enunciados de la teorfa cldsica en

‘forma operacional bien“definida, como seé vié al tratar una posihle aplicacidn del teo-

rema de Bayes, interpretando las probabilidades ‘como frecuencias relativas, ha permiti

do hacer de ella un uso més{extendido, y cada vez en constante aumento, gue ha plan =

‘teado huevos problemas y ha sldo motivo del descubrimiento de nuevos ‘teoremas y de ca=

pitulos integros de teoria, como la de la inferencla estadistica, mientras que la teo-

- rig l6glca ha quedado practicamente paralizada, ¥y actualmente parece que le .quedara co

‘mo dnico campo nuevo el de la teoria de la decisién, en clertos casos todavfa .no bien

esclarecidos(a).

2

"IIT.Ae3.= 'Ademds de las diferencias de interpretacidn y por consigulente de campos de

aplicacién, existen clertas diferencias de contenido formal entre ambas teorfas y de

‘las’ que es ‘buen ejemplo el principio de indiferencia, citado al explicar la interpretg .

c18n tradicional ‘del teorema de Bayes.

Este. principio de indiferencia es peculiar de la.teorfa légica (no hgquué confun

~dirlo con:lo§ sistemss de Laplace, empleados en el capitulo II, porque en estos §1ti -

mos se pafte precisamente de un cierto conocimiento del mecanismo dél'fen6meno.aleato-

" rio para deducir que 1las alternativas son equiprobables), y aun cuando no todos los

partidariés de esa teorfa lo‘aéeptan en la forma"extrema en que se lo ha ysado en el
texto, lo clertc é6s que presenta una dificultad iseria para decidir cuando es aplicable

y cuando no (ver la extensa discusién que le consagra Keynes), problema que no preo -

cupd a otros autores, que 10 usaron deaaprensivamente.

Aplicando sin 1imitacion el principio de indiferencia,'es poslble llegar a~absﬁra

dos notabléé5 éQmo‘el'siguienté?iaCual és‘lé‘probabiliaad de vida en ‘Mdrté? Esta pre

gunta tiene sentido en 1la teorfa 16gica, pero no en la ‘c14sica, 3orque en este dltimo -
caso no es posible pensar en 1a frecuencia relativa de vida en Martea
Si no se sabe nada sobre si en Marte: existe una daterminada forma de vida- (por e=

jemplo plantas de una clerta especie), se le asigna probabilidad 1/2 a 'la existentia r

y-l/2-a la no existencia, La probabilidad de que haya al menos ina forma' de ‘vida es' la

del suceso opuesto a que no haya ninguna, la que se calcula como igual a (1/2) ) O sea-

(a) Ver ‘el 1ibro de L. J. SAVAGE- "The Foundations of Statios", New York,J.Wiley3195h.
2 .
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_1gua1 a la probabilidad del suceso que simultaneamente no haya n formas de vida en Mar

te. Aumentando n suficlentemente, la probabilidad

(3.4.1) | g /2"

tiende al 1limite uno, con lo que’ se ha establecido que la probabilidad de que haya una
forma de- v:l.da en Marte es 1gual a la unidad. Pero es evidente que de esta manera ae pue
de probar que casl cualquier cosd tlene probabilidad‘unitaria '
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SEGUNDA PARTE
- '
TEORIA DBE LAS VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

1v. SUCESIONES DE BERNOUILLI. Y VARIABLES’ALEATORIAﬁ BINOMIALES

IV'l.é En los dos capitulos anteriores ha sido posible explicar9-med1ante una utiliza
c16n simple de los teoremas bdsicos, lmufundamentos de algunas ‘de las aplicaciones mds
1mportantes del célculo de probabilidades. '

Pero, sin embargo, subsisten las cuestiones planteadas en la introduccidn acerca

‘de la naturaleza de la convergencia de las frecuencias relativas a las probabilidades,,

y de la conveniencia de encontrar nuevas constantes asintéticas.

La necesidad de estudiar dichas cuestiones resulta aparente, por ejemplo, en la ‘V‘
‘ deduccidn de la ley de Planck para la radiacién del ¢uerpo negro. ¢Que sentido fisico

tiene considerar ﬁpicamente la distribucidn candnica, entre todas las que son compati-

bles con una cantidad dada de energia del sistema?

Para dar una respuesta,; es necesario estudiar previamente con mayor detalle el fe

,hémeno”aleatorio elemental, aquel que -presenta solamente una alternativa entre dos SQ-

€8308,

CIV. 2o SUCESIONES DE BERNOUILLI. Hiatéricamente, el fenémeno aleatorio elemental se

conoce con el nombre de sucesidn de Bernouilli, cuya definicién ey la de una” sucesién

" de observaciones de un fenémeno aleatorio de alternativa simple y probabilidad constan
fte (de otro modo, las observacliones son 1ndepend1entes, ya que el resultado de una no

‘afecta el de la siguiente, al mantenerse constante la probabilidad)

. ‘Para Bernouilli y sus contemporéneos .y sucesores 1nmediatos, la materializacién

de este fendmeno aleatorio consistfa en una urna o bolillero, con N bolillas, de las

que pN tilenen un caracter distintivo (por ejemple color blanco); ¥ (l-p)N tienen otro

.caracter distintivo Gcolof negro). De este bolillero se extraen bolillas, conforme a

la regla que despues de cada extraccidn se vuelve la ‘bolilla al bolillero y se agita

‘el mismo.

Intuitivamente se- comprende que el reeultado de cada eitraccidn es impredecible.,

(no. puede afirmerse em “serd una bolilla blanca o negra) y por cierto independiente del
resultado de la agterior, mientras que la experiencia indica que prolongando suficlene
temente 1la. sucesién de extracclones, la frecuencia relativa de la aparicién de cada
color presenta una estabilidad may notable.

Lo que Bernouilli tenfa en mente al hacer esta formulacién, era un juego ae azar,
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con la probabilidad p de ganary, y la probabllidad ﬁﬁ;l-p de perder. La serie de'n
observaclones representaba una pértida de n repeticiones del Juego, lo que eiplica
la terminologfa de 1llamar resultado favorable a uno de los sucesos, generalmante el d
probabilidad p , & desfavorable al otro.

Aunque contemporaneamente con. Bernouilli, el astrdnomo y matemftico inglés HALLEY
fundé, en 1693, el cdlculo de las primas de séguros sobr#-la asimilacién de la mortali-
dad a un fenbmeno aleatbrio, existiendo indicaciones précisas de que adn con anteriori-
dad la cuestiién habfa sido considerada de manera m4s o menos parecida por el‘famoso:qs-
tadistﬁ holandés JAHN DE WITT (a), y posferiormente se encontré que muchos ofros fené -

menos tenlan un -comportamiento similar, la formulacion en términos de extracciones de'

‘bolilleros y casos favorables y desfavorables ha perdurado hasta muy recientemente.

IV.3.~ Ep este cépifulo se estudiaran solamente las propledades directas de las suée -
ciones de Bernouilli, es decirg las que resultan por deduccién, dejandq para la parte
cuarta y dltima la consideracién detallada:de'103~probleﬁas»de inferencia sobre el fepé

mano aleatorio (por e).y determinar el valor de p),martiendo de las -observaclphes,

El problema bdsico es calcular la probabilidad de que, en una serle de n " obser~
vaciones, aparezca exactémente r wveces uno de 1los sucesos (y por 1o tanto n-r veces

el otro)o

Aplicando el teorema del producto, para el caso de independencla, sl la probabili-
dad en cada observaclon del suceso que se presenta r veces en n es p resulta
inmediatamente que la probabilidad de una ciérta sucesidn de” n’ obseriaciones con r
veces la alternativa en cuestiéﬁ, es igual a ‘prqn-r] Cada uno:de/estas suceslones re-
presenta un .suceso excluyente, i la probabi;idad de la apariclon de una cualquiera' de
ellas serd, por aplicacidén del teorema de adiciﬁn;‘igual a la suma deylas probabilida -
des, El nimero de sucesiones distintas seré el de combinaciones de n elementos toma-
dos en grupos de r 4 ¥y como cada una de las sucesiones tiene igual probabilidad, la
aplicacién del teorema de adicidédn se reduce al producto de dicha probabilidad por el &1
nﬂmero/de combinaciones: S

r n-r

(&.1) P, (r) =—_nl_ _Pq
. : jgl(n-r)l

Como Verificacidn de (4.1), se puede sumar -sobre todos los r posibles (de cero a
n ), y como se trata de un sistema completo de sistemas exclhyentes, la suma tiene que

ser igual a la unidad, lo que resulta | inmedlatamente por ser cada uno de los sumandos

el término respectivo del desarr¢llo de-la potencia n-ésima del binomio.(p+Q)_
. n

(4.2) o Q% (p 4—q) =1

O m——r et ' ° .

(a) Ver TODHUNTER (23), caps Ve ‘ I ' & s

N




A 51 R
‘IV.M.- VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS. 'Mediante (%.1) es posible asignar una cierta
probabilidad a cada unho de los valorés de .una vafiéble; que es discreta por‘ésfar feaa
tringida a tomar solamente valores enferps, en este céso los n4l valores sucesivos
desde O hasta n .l Este es, histéricamente, ei primer ejemplo conocidb-de’un§ ,vf§i1
riable - a.1eatoria(oestocdstica) (a). ’ :
La definiciép rigurbsa\de varlable aleatoria exige tener présehtq qué, en realidad

es Tna generalizacign del concepto dé'funcidn, porque los valores numéricos tienen go~

mo argumento un sucéso, BEstas fumelones generalizadas son de ocurrencia frecuente (por -

éjemplo, el 4rea de las figuras planas, o la longitud de un arco de curva), y se 'iaé
denomina.funcionales. Mas precisamente, una var i a b 1 e aleat oria A
es u n funciona 1l definido s o'b re uaun o s pa c,i o dae
probabil 1dade s, ¥ el conjunto de sus argumentos’ es el cdnjuhto de sﬁceéos_
‘o.sea la familia de subconjuntos que los representa en el espacio de probabilidades. -
IV, 5;— VARIABLES ALEATORIAS-BINOMiALES. Las vari;bles aleatorias en las que la corres
- pondencia entre sus valores y 1as probabilidades,o ley de p r obabi 1 i =
a a d e s, tiene 14 forma dada en (4.1) se denominan, por la analogfa entre la 1ey y el
término genérico del desarrollo de la patencia de un binomio, var i ables ‘a—
leatopias binomiale Sy locucién por la que se reemplazard en lo suce
QI;;<e1 eSquema del bolillero con su regla de extraccidn, _

El estudio de estas variables no queda terminado con la determinacidn de su ley
de probabilidad, pues del comportamiento de esta dltima es posible deducir ciertas.prg_
'kpiedades importantes, comunes a todas ellas. l '

Formando al cociente entre las probabilidades correspondientes a dos valores suce

sivos de la varilable aleatoria, se tiene:

(4.3) - Sk Pg?fl) ziaep) . . ) ryy H-r=l
- B(ry nf Zr+I5!En-r-I5' pr q Ner
n ) .
y desarrollando los factorlales en prdaucto de’ ndmeros enteros y simplificando:
. ' P(r+l) '
('l'f'nl'f') ) n'.zr (]

'—FTFT- =:531 q

Este coclente es mayor o menor qse la uﬂidad segin que r sea menor o mayor Quq"

np=q o 1o qué puede verse facilmente: o :
(4.5) p(n-r) 2 (r4l)q - np=q %r<p+q)

| La diferencié nb q oS4 en genefal, un niémero no entero. Suponiendﬁ en este caso :

que‘r1 sea el dnico entero comprendido‘an/el intervalo np q y np=q+l ., 1as probabi-*

lidades (4, 1) ‘crecen desde r—O hasta T=ryy ¥ disminuyen a partir de r-_—r1 hasta r-n..

(a)  Tambien llamada a veces 'v g riable c asual ’ por traduccién directs -
» delitaliano "variabile casuale",
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La ley de probabilidades {4.1) dé{}gg\por 1o tanto una funcidn'de T que es mondtbnﬁ
creciente desde 0 hasta alcanzar su dnico mﬁximo en rq, luego del cual ‘o8 mondtona de
creciente.

En el caso especilal en que np—q es un ndmero entero, para T = np- q el coclente (4,3).

‘es igual a la unidad. Las probabil*dades de. r y de r+1 seran iguales entre si, y a.

“plitando el razonamiento anterlor se tiene que (4.1) es una funcién monétona creciente- 

_ ‘desde Q hasta r= np=q, permanece constgnte hasta np-q+¢l, ¥y 1uego es monétona-decrecig1

i-{;e'

.IV.G;- La 1ntérpfetacién concreta de (4.1) y del caracter simple de Su comportamiento
en funeidn de r ; @s la sigulente: dado vn conjunto de N series déﬁobsérvaciones, 15
tegrada cada serie por n observaciones, la frecuencla relativa del suceso con:proba:
bilidad .p puede tomar n+l Valores, al varlar r de O hasta n . Para cada uno de
estos valores,(% 1) defina una probabilidad que para N suficientemente grande es aproxi

mada por la frecuencia relativa (ndmero de series'de observaciones en que se presenta

) el valor r/n , sobre el total N) con que r/n -aparece al repetir la serie~d§ observa«=

ciones. ) . o o ’ S - .

La probabilidad ndx1ima corresponde a un valor de r/n que es cercano a ‘p'g*' Y

'chanto mds se aleja la frecuencia relativa de ese valor, tanto més pequefla es la proba-

bilidad. _ ,
La aplicacién sistemﬁti@a de la axiomftica del papitulq 11, y de los teoremas de

 ella derivados, permite establecer un comportamiento de las frecuencias relativas. que

_es coincidente con el que puede observarse de presentar oscilaclones en toﬁﬁo a un‘qiarﬂz

to-valbr,_ Esto es una‘indicacisn,de la  consistencia entre el modelo matemitico édob-
tado y los fendmenos aleatorios Que se trata de estudiar con é1, y ademds permite pre -
‘cisar la naturaleza de las fluctuaciones, que se caracterizan ﬁof obedecer a una.ley de
probabilidades blen determinada,
.

Iv. 7;- Como eJemplo, se estudlard el comportamiento de una moneda supuesta equilibrada
(probabilidad de cada una de las figuras ilgual a 1/2), en series de 10 tiros.

El valor de r al cual corresponderé la probabilidad méxima es el entero siguien =
ta a np-q,=5-l/2 4,5 o0 sea r ==5 y que en este caso coincide con el “valor teérico
que podria esperarse sl no hubiera oscilaciones en la freeuencia relativa.

La_probabllidad de ese valor Ty =5 serdye

( 6 R )= (1)1° = 243.2:743 2243+ = 0,246
s 102 -
La. probabilidad de 1os valores veclnos, r =4 y r 6 Fran: 1guales entre 81,

J

porque al:sér p; qV=1/2 (s 1) resulta una funoidn s:Lm,étricax o
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(4.7) . P (W) P (6)=_101 [1\'7= 0,205

SRS - 7710 0 T 10 6,1,\:() o
La probabilidad dé éde:‘r tome un valor mayor que 6 o menor que 4 serd aproxima-<

 mente, teniendo en cuenta que (r) = 0,656: . ;

(+.8) p [(r-f‘+)+(r >6>] 1 = 0,656 = 0,43} o
Sy la de los valores extremos r=0y r= 10

: L 10
(4.9) L ' Plo(O) =P (10) = (%) = _oLle % 0,001

Conforme a lo que se habfa deducido por el estudio de la ley de probabillidades )
" la probabilidad méxima corresponde a una frecuencia relativa cercana (en este caso : |
coincidente) del valor tedrico. Los valores vecinos tignen también probabilidades re- | f
:.'1ativémente glevédés, pero los valores alelados poseen brobabilidédes'muy pequefias, y B |
en una repeticidn de la serie de\ n=10 .tiros con una moneda equilibfada, se observa=

ran muy rara veze.

IV.8.~ Por aplicacidn directa de la ley bilnomial, es posible resolver una variedad de
"problemas correspondientes a diversas materializaclones del fenémeno estudiado.

“"Por’ ejemplo, supuesta una tasa de mortalidad 1gual a 0,03 ;Cual es la probabili-

_dad de Qﬁé'en una poblacidh de 100 personas que pogéen 1a edad a que corresponde = esa
‘tasa de mortalidad, se produzcan en d el afio no ‘s de 10 fallecimientos? A
La probabilidad buscada es igual a la suma de los términos de la ley binomial, en

- la que n=100, p =0, 03, q= 0,97 y T toma los valores desde O hasta 10:

| ' e, 100~
(+.10) P = Z 1001 0,03°.0,97 = 0.999875
£ 71(100-1)1

Esta probabilidad es tan cercana a la unidad, que'en el caso de que la observacion . -
del fendmeno se repita a lo largo de varios afios, en todos ellos se observarf un nime-
ro de fallecimientos menor de diez. :

81 la pregunta se modifica, planteando 1a cuestién- en una serie de velnte anos.‘
en que se observan grupos de 100 personas con - taéa de mortalidad de-0,03 foen_cuantos ;;~'-"'
afios no se observaré ningun fallecimiento? Habrd que caleular un solo término depla.
ley binomial, el que resulta 1gué1 a 0,047553, o sea bastante préximo a 0,05 . Por lo
tanto, en‘veinte'aﬁoé se obserVaré que no'hay ningun fallecimiento en 20.0, 05-—1 Aafio.

81 en vez de ser un grupo de clen personas con una edad determlnada Yy una tasa de

moptalidad de 0, 03 4 S€ trata de cien piezasdeméquinaen un proceso industrial que tis
ne uﬁ nivel de calldad (porcentaje de elementos defactuosos conforme a cierta especifi-
cacidn) igual a 0,03, y se supbne ademds gue las plezas hah sido extraidas de la produg
cidn de acuerdo con un procedimiento que autoriié afgifiblgéér'lg indepehdencia,de las
observaciones, 1o que es'fﬁndamental, las pregintas anteriores se transforman en las

7




‘bles, como en el ejemplo de la moneda, el problema no es serio. Pero si n es grande

_ L '
dos siguiéntes- 4Cual es'la probabilidad de que -una muestra de 100 elementos teﬁga'un
ndmero de elementos defectuosos. comprendidos entre 0y 10 ? y 4Cual es la probabalidad
“de’ que una muestra de clen elementos no tenga ningun elemento defectuqsp?,vLOFvalo -
res numéricos son 1los mismos. ‘ ' | ‘ .
'Es lmportante seﬁalaf que toda regla de aceptacién de partldas mediante muestra
debe ser dlscutida eonoclendo las probabilidades del tipo de las calculadas a fin de

establecer la frecuencia relativa de los posibles errares, Peéro esta discusién &8 com

' pleja, y corresponde a la inferencia estadfstica.

“~-Finalmente, si en'un‘censdﬁde'pdbiacidn se hublera tabulado los grupos familiares
la pregunta gCual es la frecuencia relativa de las familias de cinco hijos, con dos
hijos Varones? podria contestarse sin estudiar los resultados del eenso, sino simple f

s mente calculando- ‘ ;

, , _ : 2
(Lr.,ll) Co T P~ _51 0,51, o,l+93
: ' 213!

‘IV.9.~ 'A pesar de la simplictdad de las aplicaciones de la ley binomial, en la précti

ca se choca ¢on la grave dificultad de los cdleculos numéricOS. Cuando n .es pequefio,

'y 1as_probab111dades son nimeros’ fraccionarios, cuyas potenclas son facilmente calcula

¥y las probabilidades no'sbn'nﬁme:os sencilles, la cuestién cambia. Los factoriales

. érecen con extraordinaria rapidez (el factorial de 10 tiene 7 cifras, el de 20 es un

ndmero de 19 cifras'y el 100 tiene 158 cifras), y hay que.usér logaritmos para calecu =~ . .
lar las potencias de probabilidades. ' ' '

La ley binomial ha sido tabulada, para clertos valores de n . Por ejemplo, " la

“tabla:'de ROMIG (31) da los valores (4+.1), para n entero y miltiplo de cinco, desde
n=50 hasta n= =100, ¥y p desds 0,01 hasta 0,50 (de centesimo en centésimo) A fin

deé facilitar las aplicaciones, la misma tabla da también 1os valores acumulados de los
terminos de’ la ley binomial, incluyendo los valores de r para los que las probabili-
dades correspondientes’ no son inferlores a la aproximacién con que ha sido calculada '
(un millondsimo). _ o

Para valores de n elevados, y para éstudiar nﬁéﬁés propiedadés,dekla ley biQQ;’
mial, espécialmente cuando se requisre sumar un ndmero arbitrario de_térmipos, lg’for-
ma (4:1) la hace de muy difieil manejo, y es necesario utilizar otros métodos pgraAdgé'
cribir la ley de probabilidades. | ' '
IV 10.-_ Un método de descripcion mu, adecuado para. estudiar las propledades de la:1éy

de probabilidades, es el de los momentos, inspirado en los métodos. empleados en mecéni

0
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ea . para describir un sistema de puntos materiales,

T

El método . consiste en 1nterpretar las probabilidades asignadas por (h"l) a cada VAo

lor delf ’ como masas de puntos materiales, diSpuestoa sobre una~ a8 recta a ana
‘distancia iguel a 1 de un cierto origen. B Z' i -
7"_Elimomento de orden J. se define como-, f
"(h¢12) ' ' ' i P (r)r
ALJ, ¥® n
Es facil ver que sl se conoce el campo-de definicién de 1a variable aleatoria (en_

‘el caso los n+l enteros desde 0 hastafn), ‘las probabillidades correspondientes~quedan

' fdefinidas como la solucidn dnica de un sistema de ecuaciones 1ineales cuyos términos in

dependientes son n+4l momentos {desde el de orden cero, que es simplemente la sumd de
,lgs,probabiliQades, hasta el de orden n) (a)s
Pp(0) 4 Pp(1)+ .uv + Py(n) =

.(htls)‘ R ’ ..;.3;000--i--eoeo..o-;ooaouito

Pr(1). 1+Pn(2)2 + oo + Py (n)n" /A/

La forma especial de loq coeficlentes del sistema de ecuaciones dado asegur:

- que
su. determlnante nunca es nulo.

5 ‘Lazutilidad de esta forma de déterminartla ley de probabilidades paréée Séffilusé
ria, porque en la definicidn de cada momento intervienen las probabilidadéé que'prééi?
samente  se desea determinar. Pero tanto en el caso de la ley binomial_como'dé'oﬁfas, ;
leyes usuales que se estudiardn mds adelante, el valor de los momehtds puede deducifséﬁﬂ':
de la forma del término gendrico de la ley, sin necesidad de calcularlo explicitamente.

Subsiste, en cambio, la dificultad de que no es qencillo resglver un sistema de e
cusciones lineales. Bl ndmero de operacliones regquerido crece rdpldamente al erscer n,
lo que>puede significér una imposibilidad prdctica, a mernos que se dispongé de una con
putadora electr&niéar;/' , '

‘Eliméﬁodo de los momentos no es, por lo tanto, adecuado parg'calcuiar‘ia prbbabi—_
lidad:de un'cierto valor de lé varilable aleatorla, lo gue en el caso de la binbmiql\
puede'hacerse medlante otros procedimieﬂ%Bs que se estqdiarén en los éapitulos VI_y‘
vIiI. ‘ | B |

Pero en camblo, tlene la lmportante ventaja de que limitando el ndmero dé-momént&s
a considerar -se tlene una descripcién simple de ia ley, que necesaniamente seré'ingom-
pleté (porque no intérvienén todos los momentos); pero suficlente para;eétgblecer pro-r’ 

pledades importantes.

IV.Il.- Los momentos que ha encontrado mmsconvenientes de utilizar sopflps de priMer y

4 (a) Disponiendo 2 un ndmero suficiente de momentos
edmpo de:- definicidn-de la varigble, Papa una demos ) ple
tensions of: Eheorems of Bernouilli Poison and Tchebicheff-. Eehoku Mate
(1917) pag. 2\1- -

Journaly Vol. 12




segundo orden. ‘ ST Brao e o s i '

la-definfolén (4,12), é1l-mbménto’ de primer arden serd:

| LRI L /u1= EPn(r')r - " pt rprqn'r.»r

' . ) Eori(n = 1)}

Para calcularlo 'efﬁctivamente, hay que tener en cuenta que el _priiner término es ny
‘lo', porque r=0, Fliminandolo, r se puede s‘implificar en todos los demds términos, con
'el factorial que figura en el denominador. Ademas , ¥ por la misma razon (r no nuid) '
LS pédra- saéar factor eomfn p , conjuntamente con ' n r'esul‘tainc'l.o; c '

#5a r=l h-r -

(Bel8) L e s
' . /li,_]_:‘npf: (n-1)1 P q
r=£(r-l)!(n-r)l . .
Efectuando el cambio de variables r-l=r' , la suma del segundo-miembro es sim"pigf

mente la de todas las probabilidades de una le_{binomial’.‘de orden n-1 , porque n-l-(r-'l)‘»
=n-r., que es igual a la uhidad, por tratarse de un éistema.completo de -sucesos-e$cclu -
yentes,; con lo que se tiene finalmente:. |
(ha16).. . M, =np

E1l momento de primer crden se acostumbra a designar con la letra m 9 ¥ por razg
nes qhe se veran mas adelante, se¢ suele denominar valor probable, y tan-
bien e spera nj-a mat é m4ti1ca de la varlable aleatoria. .

El momento de segundo orden, éplicando el mismo tipo.de simp]zificaciones que paré |

el de primero, resulta ser:

(5.17) M= iP (r)r? = np E :_(A_J.)_‘_rr =1): p" " = np (t (=) T AT
: Mé T n wl(p=1)i(n-r)} 'y (r-2)! (n-r lp 1 +

it

Xy : r=1l n-r o 22

4+ E gg-] E,' r g = np [('n-l)p+]] = n p+npgq

Tz (r=1)! (n-r)q o
S1 efectda un cambio del or;i'éen de ,r_éferencia', el momento de segundo orden varia -

7 .

r{ su valor, y se puede probar’ que pasaré por un minimo cuando el origen se llava a una

abcisa r por (r-k), donds’ k es uha constante arbirtraria que indica el desplazémieg

to positivo o negativo del origen

(4+.18) W, = ﬁp () (r-k)2 = ) P ()r° - 2k} P (r)r+ ko= M, - 2km +k®

* 2 = - n . n i 2 _

=0 AL

- «
. 2 3
sumando y restando m 3

'(h.’l‘?)_ R B RS ',u,'zz,az-{-(m—k)a - m2' »
Cualquiera que sea el - signo de la diferencia (m-k_), su cuadrado es positivo, y co
mo los otros dos térmi'noé delsegundo piembro_ son constantes, el véio_r del momento serd
minimo eugndo m<k=0 i T ) ‘_ l. I - o : |
La tpaz{'q;:fibﬁ;lﬁéyéidnno'c}riéa'sbohdile‘hﬁ;ﬂ;l‘ traslado del origen de la variable aleatoria
a su primer ‘niéh{ér;to se ilé_fmé c e ntrar la variablé. LoOs momentos referidos al
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nuevo origen se llaman ‘momen tos . centrados gy yes inmediato probaf
que el momento de primer orden de una variable centrada slempre es nulo. BEl momento

centrado.de segundo orden, minimo entre todos los momentos de &se orden que se pueden

- formar desplazando el orlgen, recibe el nombre de variansza,y se designa comun .

2
mente con LV ) .
o En el caso de la ley binomilal, teniendo en cuenta que por aplicacién de (h.19) la
relacidn entre la varianza.y el momento de segundo\brden al origen calculado en.(h.l7)

est

. B . ) .
' ' 2 2 K
_()+q20) ‘ , U’ -;/(1.2 m
la varianza es directamente igual a
()"‘021) . . (f '-;npq

IVel2e= El1 momento de primer orden de la variable binomial constituye une med i~
da® de p os i e ion, enel sentido de que identifica los valores en torno a
"los ¢uales se concentra la probabilidad, ya que oomo se vié en (IV. 5), la ley de pro-
babilidad (4.1) "es una funcidén definida para los valores enteros de r ; que pasa
por un mdximo en.el enterc comprendido entre np. y np# , si‘np no és enterg,\vaie-
ne dos valores méXimos iguales a np 'y hp#l si np es entero. \

La varianza completa esta descr1pc1on sumaria de la ley, posibilitando la intro -
duceldn de” una ‘m e d ida de dispersion, Sisellams x ala v a;f
rdable aleatoria c e n't rada, la $umatoria que défine la varian-
za puede descompbnerse en dos partes, segun que‘el valor absoluto 'x de la variable

sea inferior a f vecds Cr; o igual o mayor que esa magnitods

(4.22) o =Y P0x® + ) P (R
- 1xIK 0 xipta

Las dos sumatorias del segundo-miembro son pogitivas, porque cada uno de sus tér-

minos (producto de una probabilidad por un cuadrado) es también positivo,~por719 qua E

si se suprime la primera se tiene una d951gualdad de sentido definidos

2
(1+.22) g 2 EP ()
Piraig .
S1 en el. segundo miembro se reemplaza x° por (t43 ’ el signo de la desigualdad se
“mantiene: , SR ' | o
: 2
(+,23) | q/ Mt 0*2 bR 0
' Lo : |x|7/tW
Simplificando- la varianza: i
(Ho24). o 13t ﬂpnm
i 3tq

resulta que la probabilidad de que la variable- a -

leatori a centrad é . ado pte wvalores mayores

=3
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(he25) . R (¢
L xixta” £2

°

que es la célebra desigual&ad de TCHEBICI-IEFF (a) . .

B r' El papﬁl que-se—desempena estatﬂsigualdades reemplamer el dificil provblema de su -,
mar termino; de la ley binomial, introducieqdo una cota superlor a los valores que esas
Asumas pue&en f?mgr, cuahdo la variable aleatoria cenffada supera una magniltud fijad&
en funcidn de la ralz cuadrada‘de la varlanza. Debido a que de esta forma se puede a-
cotar.la dispersién en probabilidad de la varilable, dicha raiz cuadrada(considerada .

siempre con slgno positivo) se denomina usuaiﬁénte com’ dlspersién.

IV.13.~ La descripcion sumaria del combortamiento de la variable.alegforia binomial,
mediante una medida de posiclién y otra de disper516n, ge puede generalizar a otras va-
‘riables aleatorias. En este capltulo, se limltaré esta generallzaclén a la variable a

Ve

-leatoria f recuencila relativa, enlas suceslones de Bernoullll,

A

_ Reemplazando r por r/n en (4.14) y (H 17), se tlene inmedlatamente ques
(r26) m=p 'S =
Mientras que en el caso de la variable aleatoria binomial, al erecer n aumenta

indefinidamente su campo de definicién, y la dnica conclusién que nos permite alcanzar
!la desigualdad de TCHEBICHEFF es que la dispersidn crece tambien ilndefinidamente, pero
con maé lentitud, dado. que ;a ﬁf es proporcional a la ralz cuadrada de n, en la frecum
cié rélativakeé posibie llegaf a un resultado notablemente mas preciso: 1 a pro-
b a 5 i ;'i dad d e que el valor ab s,b lut o de la d 1~
ferencla ‘e ntre la frecu en c'i a relatilva y s u

BN

primer momehto s e.a mayor que . un clierto E, PO =
s1tivo y arbitra ; 1o, tiende al 11imilte cero
cu=s ndo.- n crece /'i ndefinidamente (teorema de BERNOUILLI)

” Haciendo E;d% ’ de-donde‘ t;s/?31 la apliqacion de 1la desigualdad de Tchebl -

cheff conduce lnmediatamente a:

. _ 2 ‘
(%.27) M P("}éf p| )é) 2 %Pf B,

ﬁl pfoducto pg no bﬁede suéeraf ﬁh éuarto, como resulta de que slendo p+q=m1l, se
tiene que pg= (1/2 + al)(l/2 ; a) = /% - 32 ,"por lo que sl .se fija un 8 positivo y
arbitrario; basta hacer crecer suficientemente n para que el segundo miembro sea me-
nor Que $§ y unlformemente en p ¥ gy con lo que se ha demostrado

el teorema de Bernouilli.

(a)'Sur les valeurs Moyennes" Journal de Mat. Puges et Appliqués. vol.12(1867)pag.l7z
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El teorema de Bernouilli se publicé en 1713, siglo y ‘medio antes del descubrimien

_por Tchebicheff de la desigualdad que lleva su nombre,’y su demostracidn’ original re -

sulté sumamente anqqua,rdebido a la dificultad de sumar~términos de la 1ey binomial(aw

Iﬁ.ih.- c ombvel primer momento de la variable‘aleatoria frecuencla relatiVa;:és‘preu
'cigémente la probabllidad b del suceso gque se presenté r veces.en n obsérvacio;
neé, el teorema de Bernouilli permite precisar el comportamiento de las frecubnelas re
létivas, de presentar una estabilidad creciente al aumentar n,.y la expresidn de qde‘
“las frecuencias relativas tienen por 1fmite a la probabilidad, a las que- 86 aludid en
ia. introducc16n, en el sentido de que la probabilidad de -un desvio entre la frecuencia
relativa y la probabilidad tiene a su vez una probabilidad que tdende a cero cuando n
crece indefinidamente. En otros términos, una vez fijado tanto el € como el § y apli=
cando (h 27) es posible determinar el n minimo necesario para que §1 la serie de 'n
observaciones se repite N veces (N suficientemente grande), la frecuencia relativa de
las series en las que el valor absoluto de la diferencla entre r/ny p es mayor quefl

seré menor que .

Es preciso tener en cuenta que (4. 27) no slgnifica la c¢con =

vergeancila de 1a s frecuencilias relativas al
nfmero p en el sentido ordinari o del anali-=
sis. Para que. se verifique ésta dltima convergencia, se. requiere determinar un n
tal-que‘parg todo n >n1 se verifique la desigualdad del primer término de (4.27),
pero e.l teorema de Bernouilli no-peprmite:
llegar a esa ¢ oneclu sién. '
Dado un conjunto de N series de observaciones,. cada nna de las cuales tiene una

longitud n2 mayor que -el n. necesario para que.segun.{(%.27). la probabilidad de la- difa

1
rencia sea menor. que & y la 1nterpretacion dada anteriormente permite ‘ehunciar que la
diferencia entre la frecuencia relativa y la probabiiidad serd menor que £ ‘al menbs'
en (1- b)ﬁ de las series, pudiendo - ser.mayor en la otras -§N. ‘81 law seriés de obser
vaciones se alargan.a n?qv nuevamente se llega a la misma interpretacidn, : p e ro
el t e or e m a a e Bernoullli no permite afirma r‘
que en ‘a.d a una de la (1= 6)N series de ob'seps

’

Yaclones qgue para n, e umplilian la deslgualdad
1 a.c o n ti nhua n cumpl i e nd o e n n3.’ Lo dnico gue autoriza a e =
nunciar seré gque las sucesiones excepclonales (que nho cumplen la desigualdad) ‘seran ehn.
némero inferior a SN, pero una sucesién que la gumplia en n, puede no cumplirla en n.
y reciprocamente. ' y ,

(a) USPENSKY (22), cap oIV, da -una demostracién similar a'la original de Bernouilli,
que puedp conaultarse para- comparar:extensiones,

1 -

.3 _
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- En realldad este tipo.de convergencia de las fresuencias- relaitivas ‘a 1as proba -
bilidades, e s una. ampliaclon del ~conec epto’ de “:c 6i§’
vergencia ordadnaria, por 107que'CanteIli (a)*la-llémd“ "d’b'h'éhg:r;
g'e neia en probabilidad, concepto que cuando se asimila la proba-

bilidad ‘a la nocidn de medidd utilizada en la teoria de funciones, resulta ser equiva

lente al de ¢ onvergenc ‘1a en m edil a. Ay

-Es muy natural preguntarse si es posible estudiar en que casos sé verifica real -'

mente la convergencia en el-sentido del analisis, de” donde’ resulta 1a necesidad de’ es=

tudiar la. .probabililidad de Lia conwv erg enc i a, expresidn

que .conjuntamente.con la de convergencia én probabilidad podrfa parecer ‘uh’ simple Jue-
go dé. palabras, pero:que no lo es, y—que da un-lugar a un importante conjunto de pro~-
blemas matematicos, cuya eonsideracion fué 1n1c1ada por Borel (b),y que escapan a las

posibilidades.de este curso, -por requerir: conocimientos de teoria de funciones que no

figuran entre sus prerrequisitos (e).

IV.15.~ Es necesario sefialar qu¢e el teorema de Béernoui1llid
no econstiltuye propiamente ttna demostracion
de )que ‘las frecuenc ias relativas conv e;rﬂg~e n
a las probabilidade s, ni mcho menos de la estabilidad repetidamen-

te observada. Estas propledades son experimentales, y resultan implfcitas‘en las pro;

" piedades mas simples que se eligleron para formular la. axlondtica del ‘capftulo II.

El teorema’de Bernouilli es simplemente uha prueba de la consistencia del modelo
matemético introduecido, con respecto al conjunto ds fehomenos que se desea estudlar
(ver,porfejemplo, la discusién de CASTELNUOVO '(l»i y simplemente permite formular esa s
propledades con la terminologia del modelo, obteniendo mayor claridad pe expresién.'

A este respecto, es interesante observar que desde el principio del desarrollo
del cdleulo dé probabilidades no se‘cayd en la confusién de creer qué se ‘hébfa demos -
trédo‘ la tendencia‘avuh limife:de las frecuencias relativasg . Segun TODHUNTEﬁ((23)'

cap -VII) el propio Bernouillll entendid que la mayor importancia ‘de sﬁ;téoréma residia

-en dar 'un método para aproximar p cuando no se conocfa. su valor,o sea en constitulr

1o :que ‘hoy se llamarfa un método de -inferencila -esta a‘ls

t i.cTa, B

. En efecto; fijados € y&, es posible determinar el n necesario para que la frg'

cuencla relativa se: aproxime con probabilidad ‘mayor que §:

_(4.28) S o Lo Co 'lt 5

e ety ‘
(a)"La tendencla ad un limite nel s¢nzo del Calcolo delle Probabilita" Rendlcontl

del Circolo Matematico d1 Palermo, vol.4+1(1916)pag .191.

(b)"Les probabllites denombrables" Rend. Circ. Mat. Palermo, vol. 27, (1909)pag.2¥7
(c)En el 1libro de FELLER (4) se pueds ver un tratamlento relativamente elemental de
estas cuestiones.




61 . .

Si. 6 =0, Ol y 5-0 o1, n zesulta 1gual 250 OOO.‘ Este ndmero resulta muy elevado Y
es considerablemente mayor qua el minimo indispenqable, debido precisamente a la natu-
raleza simple de la, acotacién’ que da la desigualdaq de Tcheblcheff, que es demasiado
1[]1'01‘601’:.8 para una aplicacién de este tipo, que requiere otros .métodos mas exactos, no
solamente desde el punto de vista numerico, sino tambien de su interpretacion’ operacio.

nal, lo que se tratard en la parte . . _ : o . R

IVe1l6,~ APLICACION A LA DEDUCCION DEL TEOREMA DE WEIERSTR4S8S. Los resultados del cal
‘eulo de probabilidades pueden utillzarse en campos muy distintos del de los fenémenos

aleatorios, slendo un buen gJjemplo la demostracion elemental del importante teoremas .

toda funcion continua. en un intervalo cerra-..

d.o_pued‘e ser a_p',r“o‘xi,mvada unif_orm_e'ntejpor';p_—‘o-'
‘11riomios. - o
Sea el polinomio, en el ciue X estz{. comprendido en el ‘int__ervélo (0,1)s

n=r 1 |

) B Ef(n) ()42

.Es'evident.e que para todo X comprendldo en (O l), se verifica o .

(}e30) - o o R f(x) -i f(x)(__ (l-x)
. \
Si f(x) es cqntinua eh el intervalo cerrado (O,_l), se verifica que es acotada en

dicho intervalo:

(4.31) £(x) &M

y que la continuidadl es uniforme: _
(%.,32) |f(x)-:€(x)\<& si lxl-x2|.<5.

Fi1ados el E, y el 6 . basta tomar n»1/é para que dado x exdsta un r/n tal
(4.33) , |x-%|(6

El valor absoluto de la diferencia entie f(x) y el polinomio y tenlendo en cuenta-

(4 29) y (k4 30), serds

@)l - ol E'f(x) - f(_)| (@ a- X

Descomponiendo_la sumatoria del segundo miembro en dos partes, segun que |x—;_]<6
. . : : . n

o tx—rl >$8
(. 35) If(x)= Pn(x\l )]f(x)-f g)l(n'xr(l-x) 4 lf(x)-f (n) x (l-x)

Ix=r/ni{8 Jx-r/nfy%
Por la contlnuidad uniforme|f(X)-f(I‘)|<ﬁsi ]x-r |_<£> y por lo tanto se verifica qu

n-r

la. primer sumatoria es menor ‘que £ 5 Yya que los terminos del desarrollo del binomio s

todos positivos, y la suma de un nimero arbitrario -de. ellos -no puede superar la unidad.



' Bernouilli, en cuya demostracién se vib que 1a acotacion (4.36) era ihdependiente de . p..

g | 62 - |
(4a36) . lecxy = £yl oy at(1 = x).n___;< g
: IxZ‘i(& (Hr) , B A

En la segunda sumatoria, la acotdcion de f(x) asegura que |f(x)-f( ﬂ $.2M s .Y -por

. B n
lo tanto. *
C ne

38 EI 200 -t )'(r)x (L -x) \<5,

x-E13 8

.81 n es lo suf1c1entemente grande para que por aplicacién del teorema de Bernouilli Ia

suma. de los términos del binomio sea menor que £/2M.
++ Teniendo ‘en cuenta (4.35) y (k. 36)
%a37) . ['£(x) - p (x)|< 2 €&

que se. verifica con independencia de x, que desempena el papel dée p en el teoremé de

‘81.1a funcion-estd definida en un intervalo~(d b), basta hacer un cambis de varia-

/bles, para llevarla a un intervalo de longitud unitdria, con lo yue queda demostrado el

teorema , con toda' generaliuad.

Existen-otros problemas, como los relativos. al estudio del desarrollo - de los nime~

ros reales en un sistema de_rﬁﬁéracién de base 10, que tampoco son fenémenos aleatorios

pero en los cuales hay una estrecha analogfa con los resultados del cdleulo de_probabi-‘
lidades. Considerando que la aparicion de un dfgito tlene una probabiliddd 1/10, - es

posible demostrar importantes teoremas (a) de la teorfa de los ndmeros.

(a) BOREL, mémoria citada en Pag.60.:




CAPITULO V.
ADICION DE 'VAQIABLES ALEATORTIA S

LEYES DE LOS. GRANDES NUMEROS

Vele= Al estudiareen,el capitulo anferior la variable aleatoria binomial, se encontrd
que. alcnmer n Japrobabilidadrse concentraba en la vecindad del primer momento o v a
1 or pro bab 1 €, autorizando asf{ a formular predicciones sobre el fendmeno alea
torio, enh un sentido precisado por él teorema de Bernouilli.

Es evidente la conveniencia de poder generalizar estos resultados a fenémenos alea
torios mds complejos,'caracterizados por otras varlables aleatorias. Por ejemplo, en
la estadistica de Maxwell=-Boltzmann, hab:ia que probar que al crecer n;'(en_el caso o -
ndmero de partieulas),>1a'probabilidad se concentra en torno a un valor de 1a variable

~aleator1a agsociada,. que corresponde a la distribucidn canénica. Como én los sl stemas

fisicos que se estud*an con esa estadistica (cuerpos gaseosos, cuerpo negro) el nimero
de particulas es muy grende, la probabiliaad se concentra en torno del estado macrosc6
pico correspondiente a la distribuclén canénlca, 'y desde el punto de vista de estudiar
propiedades del sistema resulta Just ficado 1imitarse a esa distribucién, que corres =
-ponde al- estado que se observard con una frecuencla tan cercana a la unidad, que puede
considerarse equivalente a la certeza, ’ '

Pero, . en vez de estudiar variables aleatorias particulafes, en vista de determlna
das aplicacloqes, interesa en este curso establecer métodos generales, por 1o que de -
jando de lado las estadisticas‘fisicas , introducidas sélo a tifule ilustrativo, se e§

"tenderd en este capftulo el teorema de Bernoullli, mediante la introduceidn de la ope=

raciénide suma de variables aleatorias.

'Ve2.~ ADICION DE VARIABLWS ALEATORTAS DISCRETAS Sea dos varlables aleatorias (en el
sentido antes deflnido de funciohales sobre espacios de probabilldades) X e ¥y, yda
do- un :sUCe80 del espacio producto, se le asocia la suma de las variables aleatorias.
Bl resultado seré una nueva “variable aleatoria, definida sobre el espacio producto, y
el problema general de 1a ad101un consiste en deduclir su ley de probabilidades a partr
de la leyes de 1as variables sumandos. 7

‘ Un ejemplo simple de variable aleatoria suma de otras, estd dado ‘vor 13 variable
blnomial, que puede interpretarse como la suma de n va:iables elementales, que toman
cada una- 105 valores 0 y l, con probabllidades q Y D '

La ley de probabllldades (h l) se obtuvo directamente gobre el espacio producto "
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porgue debido  a quse las va r iables sumandos son

independientes entre s 1 (en el sentido de que la probabilidad car

gque una de las variables sumandos toma un cierto valor es independiente de los valores
gue tomen’ las otras), fud posible definir en forma simple en dicho espacio producto un
sistema. de - sucesos de Laplace.
V.3.~ Dadas las ventajas querpfesenta la descripcidn de una ley de probabilidades me-
diante el  .v a1l or probabile  yla‘varianh z_é,'en vez de tratar el
problema general de la determinacién de ia71ex§de la"variablé suma a'pértir de las le=
&es de las variahles sumandos,,interesa.establecer qué rélacién.existe'éntre los_mnmen-
tos de primer .y segundo 6rden;‘de la variable suma y.les respectiVOSLQde(lés variables
sumandos. ) )
La definlclén de valor probable de la variable suma es: -
(5.1). .o _ m == kP(zk)
donde P(zy) -es la. probabilidad de qie la suma de x e ¥y tome el valor zk , Estd
probabllldad se- descompone en la suma-de las probabilidades ‘de los sucesos excluyentes
constituidos cada uno ‘por un par de- valores RIS yJ tales que xi4-yj._zk Y por 1o
tanto (5.1) .se puede expresars

(52 . . . . m —szi+yj)P(xiyj

Aplicando. la propiedad distributiva de la suma se tiene:

'(5.5)‘;- R ' =Exizp(xib'3)+zyagp(xiya)

y como la suma ) P(xiyj)_.P(xi) y Z;?(xiy )= P(yj) el resultado final ess .
G = TXPe) 4 ) yPp) = m 4w
0 sea-que el v alo r ~pAr obable d e la suma d e dos

variables. aleatorias es 1gual ‘a” la suma de

"l os valores probables de las vatiables syg=-

mahd o s,.

Conviene discutir més detalladamente el método de demostra016n de este importante
teorema, porque se funda en la aplicacidn de nociones que, como se senalé oportunamen_
te en el pérrafo (III A 1), son tlpicas del célculo de. probabilidades, ¢omo las de
depe n d e n e i a ed i n d e p e n d e'hec i_a, ¥y sa utilizacidn mediante el
método tambien tipico de 1la construccién de un espacio producto. . _

Representando las variables X e V¥ sobre dos ejes coordenados (Fig.l), un
par de valores: (x,y) identifica un punto de un; reticulado plano, y los puntos en los
que I+ y ".k se encuentran sobre - una recta 1dent1ficada por el valor de Zyo A ca

da uno de los puntos asi determinados, corresponde una probabilidad, que por el teore
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ma del producto (39) wserd: -

S R O PO ) = PGP /) = R DR/ )

La fdrmula anterior define en: cada uno de los puntos
del reticulado una. probabilidad que se designa como
£ * X % gistribucidn conjunta de x e

X X x yo La suma de (5.1) equivale a fijar un valor de z,

% ¥ « al qué se le multiplica por la suma de las probabilidg

a3 R G )
T , . . .
Fige 1 rrespondiente a ese valor de z, operacidn en general

aiffeil, . 41 aplicar 1a propledad distributiva en (5. 3), se sipue un orden mds racio=

nale. En la primera sumatoria se fija primero x y se ‘suman las probabllidades de log

pdntos ubicados sobre la vertical correspondlente, y luego se. suma segun xi.. En la

segunda se realiza uné operaCién similar, séio'que sobre las horizontales,

Fijado un valor de'xi, los distintos valores de y determinan una familia com =

; pleta de sucesos excluyentes, tal ‘que la suma de las probabllidades (5.5) es igual a
.p(xi), porque fijando 1 y.sumando' respecto de J se tlene:

(5.6) PECCRAEC )EP(yj/xi) = P(x;)

dado que la sums de todas las probabilidades condicionales es igual a la. unidad. Ya
al enunciar el teorema de Bayes, en (3.51) se aplicd el mismo procedimiento para ex =
presar'la probabilidad que filgura en el denominador. ' _ :

Es importante sefialar que el teorema dé adicién de los valores probables (5.#),
vale tanto para Qariables aleatorias dependientes como independientes, desde gue la
propiedad fundamental de que la suma de las probabilidadeé de.(5;5jAcqn resbebto a un
indice mientras el otro permanece constante es igual a la probabilidad del valor de
la variable cuyo fndice permanece fijo, bampoco depende de la dependéncia o indepen =

dencia, = %

.v;#e- El teorema de adicién de los valbres probables es cierto pafé cualquier.nﬁmero
finito de suméndos, lo que se demuestra por induccidn completa, utilizahdo la propie-
"&ad' asociativa de la sumas _ | | .
(5.7 é:l+ I PR 2"y i
“en+~dondé el fndice superiorindiadistintas variables aleato“ias, v zﬁ-l es la sama de
las n-1 primeras variables aleatorias, ¥ como el teorema es clerto para n=2, es

hc1erto para todo n.

V. 5 -: Siise'multiplica todos loé valores de una:variable aleatoria pof una constante

el valot ‘probable resulta multiplicado por la misma constante :

(5.8) S Rk =k ) _PGox

des’de los puntos ubicados sobre la récta oblicua co =
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y tenlendo en cuenta el teorema de adicién anteriormenté demostrado, resulta convenien
te.introducir un operador simbdlico E, que significa nultiplicar. cada valor pof su
probabilidad y sumar, que tendrd la propiedad de serun operador lineal
(5.9) N E(ax{- by)=aB(x) + bE(y)

Si a una variable. aleatorla se le aflade una constante aditiva, la aplicacién del
.operador E . conduce a:
(5.10) o , E(ax + c)-— aB(x) + ¢
‘porque como la constante ¢ aparece en todos los términos de la suma, es factor.co -
min de la suma de todas las probabilidades, que es igual a la unidad.

B

V 6.~ Medlante el uso del operador E es fécil demostrar el teorema de ddiclén de las.
-varianzas, aplicandolo. al cuadrado de la suma de dos varilables aleatorias,\que 5e su=- [
bonen centradas: ‘ ,

Gan . Elx+nI =867+ 5+ 29 = 56D 4 56D 4 28Gw)

S i _ 1 é-s_ varliable s aleato r.i a s son 1 n d e Pen a1 éxx
tes ehtre s f: el término correspondiente al doble producto se pueds evaluar
gin’ diflcultades, pues consiste en multiplicar cada uno de los valores p051b1es del

producto por su probabilidad, que enh este caso es el producto de ias probabilidades
(por la hipétesis de independencia), y sumar. En esta suma, se puede sumér primero
con respecto a una variable y despuds con respecto a la otra, como en (5.3), resultap
dos . .

(5.12) E(xy) = E(x)E(y)

pero como las variables son centradas, tanto E(x) como E(y) son nulas, con 1o que

)

(5.11) se reduce a: .
(5a2) - B+ 9’z 86D +EGD)
osea que, en e caso de independencila, las va -
rianzas sonh adiltilvas, teorema que se generaliza a cualquier nimero
"(finito) de sumandos. ' ' |
~ A veces se utiliza el operador D, que simboliza centrar la varilable, eleﬁarla al
cuadrado, multiplicérla*por las pfobabilidades y sumarla, peré hay que tener en cuenta
que este operador, sl bien es aditivo en el caso de independenciay no es lineal, por =
[ ' que sl una variable aleatoria se multiplica por la constante, al calcular. la varianza
esta aparecé multiplicada por la constante elevada al cuad;ado.
Vo7eo= . Como aplicaeidn que conduce a resultados nuevos, se calculard el valor probable
i y la varianza de una variable alea#oriakvinculéda a la binomial, pero mis compl;cada;
Sea el casodel- paseo aleatorlo:lineal,enelque una'pgrti
cula: se encuentra, eh el orlgen del tlempo,; en el opigen de coordenadas, y enh cada uni

dad .de tlempo reéibevun impulso aleatorlo, que la déspiaZé una unidad de longitud so =
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" bre una recta, con probabilidad p de hacerlo en el sentido pbsitivq, ¥y . q en el sen

‘tido negativo, ;

Después de transcurrido un tiempo n , la. partfcula se encpntrarﬁ a una &iétan -
cia del origen igual a la diferencia entre ei némero defimpulsos poéitivoé'y'negativos
que haya'recibido, y 2s elaro que esta distancla serd una variable aleatoria, que de -
pende de una ley de probablleades que se determina pavtlendo de la binomial,

Si se llama s a la distancia, 1 al ndmero de impulsos positivos y m al de
impulsos negativos, se tendrd: v '
C(Faw) " E =1+ m.
| ' S=1-m ’

-por ib que a cada par de valores-de n y de s corresppnﬁeré otro par de valores de
1y m bien determinado: : 7 , /
C515) 7 l..n+s' s ‘m_.n =35

— — . -

Aplicando la ley binomial, la probabilidad de hallarse a la distancia s en el

tlempo n serd:

N4 s n-sk
p—ﬁ"q‘T

(5.16) - P(s) i
| | FE) B
Los valores de ‘s _estaran comprendidos entre n y -n, pero debido a la forma
fparticular de las relaciones (5.15), que obligan a que la suma y la diferencia de n
‘y ‘de s sean pares (porque 1 y m son’ necesariamente er'teros), s1 n es par, s pue
“de fomar solamente valores pares, s1 n es ilmpar, s puede*tomar solamente valores
imparéé, bor lo qﬁe en realidad s - pusde tomar solamente n+l de los 2n4l apa~-
rentemente p051bles. , ‘ |
Bl célculo dirocto del valor probable y de la varianza en (5. 16) serfa myy com -
plicado, pero es posible apliear los teoremas de adicidn teniendo en cuenta que 8 es
tna variable'alegggria,suma de otras elementales que pueden tomar cada una de ellas ’
ids valores +l‘ ygnl con probabilidades P Y a, ¥ son independientes entre sf,
El valor probable y la varianza de. Qada una de las variables sumandos serdns
(5.17)  m=p-q ; 02—(1-p+q) b+ (~1-prq) azla D 4 bp° a=ltpq
.y los de la variable. H
(5.18) : m=n(p - q) 3 0"2= knpq , ,
- con lo que podria aplicarse la desigualdad de Tchebicheff para obtener acotaciones en

" ‘probabilidad del valor absoluto de la diferencla entre (p-q) ¥y S. ’

V9.~ TEOREMA DE BERNOUILLI GENERALIZADO. El teorema de Bernouilll permitfa demostrer

la convergencia en probabilidad de las. frecuencias relativas, en el caso de la ley bi

= rnomial, al valor py, dado:la forméfespecial que tenia la varianza de‘la frecuencia re=~

‘lativa, como una Jracc16n en lg que el numerador es constante v en el denominador apa




- cuencia relativa y p superara una clerta magnitud arbitraria, tenia por 1imit§ cero

idénticas9 con lgual eampo de exilstencla e igual ley de probabilidad, el teorema de

sSservaclones -1nd e*p endlentes de una varilable

‘finalidades del cdlculo de probabllidades.

“te de 1a ley (5.16).

68. ‘
rece h o, con lo que la aplicécién directa de la desigualdad de Tchebicheff permitia.
. L . ! '
establecer que la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencla entre la frg |

al crecer n indefinidamente.

Tenlendo en cuenta que la variable binomial es una suma de varilables aleatorias

Bernoullll aparece como caso ‘especial de un teorema mds general relativo a 1§ sum de
varlables aleatorias: L.a Puna p romediladas de varl abl e s
a 1le atorias i nde p end 1 entes figunales converge
en probabilidad al val or probable de la. v a =
riable sumando. o,

La demostracién es inmediata. La varianza de_ia variable suma de n varlables
iguqlesAes igual a n wveces la varianza de la varlable sumando., La vafiable aleato=
ria promedio.resuita de dividir cada sumando por ng y la'varianZa'correspondiénte apa
recerd dividida por \n? s con lo que varianza del, promedio Sord la del.sumando gené-
rico dividido por. n s bor lo que la aplicacidn de 1la desigualdad de: Tchebicheff con
duce a una expresién en la que la acotacidn de la probabllidad tiende a cero al'cre'n
cer n indefinidamente. . Por otra pérte, el‘valof probable del promedio, serd 1gual
al valor probable de la suma, o sea n veces el valor probable del sumando, dividido
por n , 0 sea finalmente, el mlsmo valor probable de los sumandos° .

Este teorema es una consecuencila tan directa del de Bernouilll, que en muchos tg}
tos no sblo no se lo demueatfa,asino que tampoco se lo snuncla.

Sin embargo, conviene aislarlo y demostrarlo, porque 1l-a convergene=

cla eh probabilidad del promedlo de las. ob-

aleatoria a su //v alo r probd abl ey ©es el primern
res ﬁ ltado. nuevo, nocontenido en la caracterizacidn previa de un fendme
no aleatorio, que se ha obtenido.

Ademéé; establece la forma que'havresulfado mds fructifera para el déscubrimiento

deé nuevas constantes asintéticas, que como se sefialé en.la introduccién, es una de las

V.1l0.= La aplicacién del teorema de Bernouilli generalizado al paseo al azar lineal,

conduce a obtener en forma sencllla resultados no aparentes cuando se dlspone solamen

Tomando un € 1gual al valor absoluto lp-ql , habrd un noa partir del cual, la
suma promediada tendrd el mismo slgno que (p-q),; con-una probabilidad tan cercara a

la unidad como se quiera. Como el signo del-promedic és el 'de la suma, y esta a su’

N s
\




vez es la abelsa de la partfcula, resulta gque de s pu &s "de trans cu -

; rr it do un tlempo n suficlentemente grand e, 1 a

partfcula se encontrarden una ‘posilcidar de.

abcéclsa con 1gual signo que (p=g) 'y priobabiildi -
d.A'a’d _m‘ ayor que ‘_IL-J.

i en el origen del tiempo se encuentra en ‘el origen de ‘coordenadas una pobla -.
1bn @& N partfculas, recordando la interpretacién dada al teorema de Bernouilli en
‘(IV.llF),V despuds de transcufrido un tiempo- n suficlentemente grande, una fraccién
(1 -S_)N-'de’l total de la poﬁlacién, ge encontrard en la semirecta de signo igual-ai
del walor 'p‘robab'ie (p=q) . '

La fncertldumbre aparentemente total de

5

1iega'r"~:a'ja‘1gun-a c o

h=
o
]
-
[e]
[EN

,6rv1“de la poblacidédn de partfculas, gque

=3

=;,r."{e."sui“ta".'d e la desc i1peiléd&n. del ,,me,c‘a'ni,smp del

»pa'seo al azar lineal, se ha transformado en

.

ih eehunciado def ‘'l do, . s"usceptibl_e‘ ‘de. ser ..

0 m:p robado en la ex perilencla..

‘Este esquema simple,.cuando se lo generaliza a tres dimenslones, da las bases pa

“ra una teorfa del conocido fenémeno del movimiento browniano.

Voll,= La extensit?n natural del teorema de Bernouilli y. su _ggnaralizacj,én, es a la
suma de varilables aleatorias no idénticas entre sf. ‘.~E1.primer resultado /en esta di-
reccién es el teorema de Poiss.on.(de;c,cubier.to~e'n 18327 'La .probahb ijl 1=

d¢ad de que @l valor absoluto de la diferen-

a- - suma Dpro:

(¢]
.
s
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es toma unicamente 1A05 valorésO
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i.e 1o s valores . probables, s e a superior‘que

.
)

posi.t;.v‘o.y arbitrario, ti‘.endek\a O'al

crecer .n.,

Llamando ri a cada una de las variables, y p al promedlo de los valores probablcu'

Epl/n, 1la aplicac:16n de la des:.gualdad de Tchebicheff a 1a ‘suma promediada es, te -

: niendo en cuenta que piq (l/h— y suma menor que n/h—

(‘5 19)‘ . (‘Er‘ p\)E) < Eplgi ( 1
. . ; ~ n f Sy

de donde resulta qup fi;;ado un (5 arbitrar:.o, basta tomar an n sﬁficien‘femen:teiﬁente”

grande para que 1a probabilldad de (5e 19) sea menor que dicho s

clisldédn sobre la,’p‘,o',siblle

_Vedla_,da,de variables g‘

m
dientes entre si 'cada- un;a'
i

da.d_\_e,s 4y Y Pio ywkel promedio“
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Este teorema, histdricamente importante, es conocido con el nombre de ley

-

de lo § grandes .- ndne r 0.8 , ; .
Vel2,= Tchebicheff;extendié_el resultado’ a variables aleatorias mds generales, démog
trando un teorema en el que, como en el de Bernouilll genéralizado, no se hace hipbte
sis sobre el campo de varlacldén de las variables aleatorias: . Lia p r o b‘a bi-

bilidad. . de que el valor abso luto..de 1a dife

rencia centre la suma promediada . de varLabl o
aleatiorias’.tales que la vardianza ‘de su sun a
‘i éne . un rorden..de creciliien t'oi“‘m enor - que de
2 s1endo n el ndmero de va riab les sumand oié)
el promeddo de los valores 1proba bﬁixems, s u -
3 f'é-*ku n €& positivo y . arbitrari 07; ‘tiend e .a
"4uando n crece indefinidamhente, ‘

o T < B
[

" Al crecer indefinidamente el ndmero de sumandos, la varianza de. la suma tiende a .
un iimité'que”és la suma de la serie de las varianzas. Como-esta serie es de férmihay
positivos (las varianzas son sumss de productos de probabilidades por cuadrados), sé-
lo puede ser convergente o divergente, y el teorema de.Tchebicheff‘establege-~una con
diEi5ﬁ7§&iibiéﬂte,:a’ménudb fdcil de verificar,'que‘comprende el caso de convergencia
y hasta un cierto'tipo de divergencia.

La demostracién se funda en que 1a varianza del promedio es la de la suma dividi

da bor n2.; Aplicando nuevamente la’ desigualdad del mismo Tdﬂebicheff"

o , .

(5.20) L x p(\Ei ]>E,)< Bi
n® E

‘en donde ri es la variable sumando genérica, m el promedio 2:: 1,y <f’ la-va =-.

n
rianza del sumando. Por la hipéte51s establecida, fijado un S arbitrario, basta ele

,gir~un‘ n. suficientemente grande para que 1a probabilidad (5.20) sea menor que-

. Este teorema compréndé a los dos anterlorns, como es facil verificai La 1ife~
rencia entre el enuneiado del. teorema de Bernouilli gene;alizado, en el gue figura la‘
convergencia en probabilidad, y los de los teoremas de Poisson y Tchebicheff, se @ebe
a que en los dos dltimos casos el promedio‘de los valores esperados ro es- indepen ~

i

diente de n, como ocurre en el primero.

Vel3,= Como e;emplo combinado de anlicacién del teorema de Bernouilli géneralizado y
el de- Tchebicheff, se. tomara un 3uego de azai, en.el qua el jugador tlehe uha* proba- g
bilidad-, p de ganar y. . dq, ae oerder ‘ Si se adopta como variable aleatonia +1 para

el caso de que el jugador gane, y —l si pierde, se esté én uns nueva interpretacién
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¢oncreta del modelo eStab;ocido,paEa;él paSeo'al*ézdfvlineal3,lo.auaﬂnoles'sorprenden

te, porque como se sefiald ya ¢n el cap. II , las nociones elementales en que se. funda ]

el cdlculo de probabilidades no agotan la descripci6n concreta éon que'se 1dentifica
en la experilencla a un. cierto fenomeno aleatorio, y de cada modelo siempre son posi -
bles .diversas interpretaciones. _

Si el juego en cuestion es la ruleta, y el Jugador ‘Juega a color, se tendrd

p=18/37 y q =19/37. El valor probable y la varianza son, de .acuerdo con (5172
(5.21) . Mz p=q=-=l 3 ~ lpa -
=rousg 5 ataimang

Después de un clerto ndmero elevado de partidas,iol'prohedio,’y por lo tanto 1la
suma y tendrd el mismo signo que el valor probable, y// el jugador  ha-
bré p’e rdido un ndmero de ‘ p'o rtidas mayor del
que h a gan a d o, conforme a la discusidn del paseo al azar 1ineal. .

‘ De acuerdo a las reglas corrlentes del juego de ruleta, si el jugador efoctua an
tes de una jugada‘una apuesta de magnltud a y bercibe comorpremio on el caso de
gaha} una‘suma igual a 2a., Su ganancia peta-seré por 10 tanto- a (hay que restar
.la apuesta) En el caso de perder, habré pagado el importe ‘de la apuesta sin recibir
' compensacion, y su ganan01a neta sera -3 - )

Lanueva variable . aloea torla ganancia net%a, toma
rd los valoreé a y -a con probabilidades Py q‘5 yocomo“es’fécii vorificar,,su

valor probable ¥y su varianza sont
3

(5.22) Cm=alp - Q=7 ’3’7’ 3 6’2:“'“‘213?1 =a?%%%_g_

Nuevamente, después'de'trénscurrir un nfmero elevado de partidas, la suma prOmé—
'diadé, ¥y por lo tanto la suma (que'es é; resultado financiero del juego par el juga =
dor), tend;é el signo del valor probable gi se cumple la hipdtesis del teorema de Ber
nouilli generéiﬂzado,o sea gué- la apuesta péfmonece,constante, y el ‘jJjuga =
dor perderd o on una certeza m ayor. al ‘crecer
éi nimero de Jjugada éf# Dada la Ponvnrgen01a del promedio al valor
probable que establece el teorsma de Bernoullli generalizado, en este caso dicho vae
.1or probabletiene el signlflcado de la ganancia media que puede esperar el jugador si

repité michas veces la'paftida, lo que Jusfifica el nombre de k o s p e ranza

matemégtic a, nd{s usual que nl de valor probable..

creciente de partldas, todo 1o demostrado nd es contradictorio co& el ‘hecho de que ha-
ya. jugadores que tengan una ganancia neta positiva, si se retiran inmediatamente des-
pues de ganar, en vez de permanecer jugando.

51 el ‘jugador utillza una polftica de apuestas variable, habria que utillzar el

teorema de Tchebicheff en vez del de Bernouilli generallzado,_y la conclusién ‘anteric

°

‘?Como Ta’ sewurjdad ‘a6 “la perdida esté gstablecida para un nﬁ%bro 1ndefinidamente\
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!pgdriaino,ser vélida, sf précisamente la polftica de varlaeibn de la apuesta es tal

\

que asegure la divergehcia.de la serie de las varlanzas de. un orden maybf que - el

2.
tcrecimiento de n.

Los ca51nos propietarios de’ ruletas por lo general se aseguran contra esta posibi

lidad 1ntroduciendo la regla de limitacién de la apuesta, ‘con la ‘que se tiene:

(5.23). -, - P([Z..A-mln:) <§§.;<E€.gn.

en .donde K 88 el limite superior de la apuesta, v nuevamente se obtiene qué la ganan ~

. ¢ia neta del jugador es negativa :qon una certeza tanto mayor cuanto mayor sea 61 néme~

ro de Partidas. ' ‘_ ‘ T . S i 'f |

Si no se introduce ninguna limitacién a la apuesta, la cuestlén se complica nota=

~

'blemente, y hay que hacer 1ntervenir el capital de los Jugadores.

t ,"/

Vel3e= - EI teofema de Bernouilli y los demostrados en este capitulo son los casos mds

- gimples de i’ conjunto de teoremas, conocidos con el nombre de teorémas limites del -

‘cdlculo de probabilﬂiades,:y reciben la designaciéh gehérica de leyes de

mero de repeticiones.

los-grandes ndmeros. - .
'Con los ejemplos dados, és posible comprender'ia afirmacién de GNEDENFO ¥ KOLMQ
GOROFF (1u) segun la: cual sin los teoremas 1fmites el ce,“'pto de probabilidad seria

"1n1ntelig1ble, ya que su valor - epistemolégico estd fundado en que eh los fendmenos a =

" léatorios‘'ten granvescala" (como en el caso del paseo 4l azar 1ineal de una poblac16n '

de particulas) la accidn colectlva crea regularldades estrictasy no aleatorilas, en el

sentido de que pueden.llegar a ser. arbltrariamente precisas con el crecimiento del nfe

.




CAPITULO VI

TEOREMA DE DE-MOIVRE Y LAPLACE,

VILl.; 51 bien el teorema‘de.Bernouilli,.y su extensién mediante las leyes‘de los greg
des ndmeros a las varlables aleatorlas sumas de otras, permlte llegar a conclusiones
‘1mportahtes, es evidente la conﬁeniencia de completar esas conclusiones mediante el és
tudio de la rapidez de la convergencia a las nuevas constantes ‘asintéticas descubier -
tas (los momentos de primer ‘orden).

Lo mismo que en el caso de las leyes de los grandes nﬁmeros, el desarrollo del
problema comenzé histéricamente«congel estudio de la ley binomial, para extenderse lug
‘_go a las Sumas.de varlables aleatbfias,

- Tanto pof ese motivo como porgue el caso—particularkde la ley binomial es muy im-
ipdrtante, y permite aplicaciones muy amplias, lo qué Justifica un tratamiento espepial,

ge segulrd en este curso el mismo orden.

VI.2.~ La aplicacidn de la desigualdad de Tchebicheff permitid en ol capitulo Iv, es-
fudiar en una forma sencilla el comportamiento de la ley binomial al crecer n, estable
clendo qqe la dispersidn era proporcional nada més que a la rafz cuadrada de n, lo que
~'creab&;';rlé lativamente a n, una'concentracién de la probabilidad, que
al'reemplazar'la vafiable aleatoria original por’la frecuencia relativa se convertia
en una convergencia al primer momento, de tipo espeelal. ‘

Pero la acotac16n superior que establece la desigualdad de Tehebicheff es apli
cable solaﬁente a las sumas de las probabllidades Qorrespondientes a valores de la va=
niéble.aleatoria ggntrada éuyo valor absbluto es méyor que un clerto ndmero fijado en
funcidn de 1a,dispg}sién. | _

En cambio, un estudio mds preciso-rqu}ere‘expresar en funcibdn de n ;las,sumas.
de probabilidades coffeépondientesva,un\intervélo arbitrariode la variable aleatoria
centrada, o desvio y como tambien se la'llAMA.

La suma directa de un ndmero arbitrario de términos de la ley (k.1) es un proble-
ma dificil, y ya DE MOIVRE, en 1732, halld conveniente reemplazar (h 1) por una expre.
gién asintotica.

V1.3~ -TEOREMA DE DE-MOIVRE. Una versitSn sifplificada del teorema de DE MOIVRE se ob
tiene reemplazando los. fasrtoriales que aparecen en (W.1), porisu expresidn segun laAfég

mula de Stirlings | , , :
(6.1) Cat=al e Nortn
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con lo’que (4.1) se transforma(é);
6.2) P(r) _ o o™ \ottn S

- T —ner ~(h-r) [ -
r @ N2%n (n -r) e 421f(n-r)

Los eiponenciales se simplifican directamente, asf como dos de las rafces cuadra-

das de..2 , con lo que queda ‘una.expresién en Ia que figuran las'potencias de n, r y
n=-r,. y una rafz, ademfs de-1las probabilidades: - ‘

it S 'n+ T rn-r
: 5 , )

n(r)t s e P 4
o rr+% (n = r)n_ﬁ% &

4 fin de reunir las potencias del cosficlente con las de las probabllidades, se

multiplica y se divide por la rafz cuadrada de nqu“' ’ . o o

(_fﬂ_)n-r +3

A\

(6M) : _én(r)__: 1 (;_m)”’%

y2Tnpq \ ¢

!W'Rééﬁplazando iaé_potencias por un exponencial, se tiene:

P (r) = __1 o2 L

(6.5) S ¢21(npq‘-

z = (’i‘+%’)’ log(;%) + (n-qf-%) 108[%)

en donde debido al signo negativo de z, Se han invertido las fracciones cuyos logarit-
mos. aparecen en . la gsegunda expresign (645)%

© A fin de poder introducir eldesarrollo en serie dei'logéritmo en una forma que ha
ga después simple el pasaje al lfmite para n indefinldamente creciente, conviene in-

troducir el sigulente camblo de varilabless

(6.6). S e ter-np ., rT=np+ t (npq

S - .anq L ' :
- euya significacién.se analizard despuds, y con el cual (6.5) se transforma en
(6.7)  z={(np 4 t\Vnpq +%)“log(1-'+_t9_) (nq - t \npg +;21,») log(l - _tp_ )

_ 4npq o ’ dnqu
81 se acotan los valores de t, limitando su variacién entre t, y t, (ty <t <t,),

para un . h. -suficlentemente grande,el segundo término dé los binomios de'los que se to
man los logaritmos serd ménor en valof absoluto que la unidady y'se podrd utilizar el
desarrollo: . . : , ’ ’
(6.85 L L . log(l+4 x) =x =~ ;x'z-{- R

Aplicando a (6.7), después de realizar 1a520peraciones indlcadas ¥y prescindiendo

de los términos en los que aparece n en el denomingdor ( lo que permite prescindir

(a)- Siyno_se introduce ~un Tresto, el significado precigo de (6.1) es solamente

1im ng -1 o+ La diferencia en}ri el factorial y su expiesldn aprgx1§au,

LA} -n\r“““ﬂ - da supera todo lfmite, pero el valor relativo de esta di=-
h e 2TTn ferencla tiende a céré,”@uando n . crece indefinidamen-

mente. ‘Este comportamiénto no afecta la validez ‘de 'la deduccldn que sigus, porque
se trata de evaluar el 1lfmite de cocientes de factorlales, y no de aproximar el va -
lor de un factorial.
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tambien de los restos del desarrollo en serie, se tlenet

2= (0p 4 t\[;pq+ 1)%%

= t2(¢ + 1) 3t (q+p)=,=g2

‘)+(nq ~ £\ npq 4. l)(b\]__%‘ %E\‘%%E) =

npq
(6+9)

‘expresidn en realidad vdlida sélo para el 1fmite correspdndiente a n indefinidamente
aproximadas ‘ ' ’
R : 2 : Y-
(6610) o Po(r) —___1 e"'”}.; | q‘f‘“ﬂﬁ“mnpq
N23¢npq. N2®npq

que es el teorema de 'DE MOIVRE.

Vi, Ha- Es conveniente d1scut1r el procedimiento de deduccién utllizando una represen~
»tacidn gréfica, en la cual los valores de (L. l) se llexan como ordenadas de los puntos
cuya -abcisa son los valores de la variable aleatoria. Uniendo dichas ordenadas»por rec
-tas, se. obtienen una pollgonal, en la gque 5610 los vértlces tienen el signlficado de
probabilidades . ' _

Al crecer n indefinidémente, la poligonai’se éitiende, y las ofdehadas de loé
‘vertices dismlnuyen (tratandose de un sistema completo de sucesos excluyentes la suma
tiene}que ser 1gual a la unidad, y al crecer n crece tambien e;.nﬁmero de sumandos)
y,elbl{mité de cada ung de estas brdenadas es nulo (fijadb T ,»él.valor absoluto del
desvio X =1 = pn - crece con - n 4 ycemola probabilidad de r estf -acotada superid

mente, seguh 1adesiguahhd de Tchebicheff, por 1/t A ﬁ ‘erece. como 1a rafz cuabm
| drada de, n 5 de manera que la cota es tambien ‘variable con n - 4 de tal manera
que'tiendeba cero). '

Por lo tanto, si se pasa al limite para ut r  fijo, éi-resultado eé trivial 7y
no anade»nada ‘Huevo. Pero si se efectda el cambio de variables, ¥y -se pasa al 1im1te
para uhn t ifijo, entonces se obtlene el'resultado nuev0‘(6’9), que no-es 1ncompatiu_w

1e con la conclusién anterior, porque en (6,10) aparece 1la raiz cuadrada debln en el
denominador. » » |

~ E1l cambio de variables tienen por. consecueneia que eh el nuevo diagrama el groce=’ 
so de achatamiento de la poligonal se- realiza aproximandose a la exponencial’ g:g
conocida con el nombre de ley normal, con lo que se tiene una expre%ggh a =
sintdtica de (4ol) - ihdependiente dg}los factorialesLy de las pptencias de las pro =
babilidades. | | - S |

© Bl cambio de véfiableS'(6'6)'consiste en el centfado deila variable aleatoria, y
su . A o.r’m acidn por 1a dispersién, acostumbrandose a llamar "variliable

redau cfi>d a;u a 13 variable’ ¢c.entr a.d a. ¥y’ ‘h o r mada(y desvio



76

reducid o al desvio normado por La dispersién ).

VIeSam FORMULA'DE' LAPLACE. Como la ley rIBrmal estd tabulada, el problema de hallar la
suta de un ndmero.arbiﬁrario‘de'térhinos'dg la férmula (%.l), se reducirfa a calcular

- lo desyiés reducidos t y leer-los valores.de ;grnormal en la tabla,'sumarlbs'y.di
Qi&ir ié-éﬁma pbr el. factor QEEE: lo que es ya un pfogreso éonsidefablé sobre él cdl-
culo de cada uno de los sumandos;naciendo uso de ana tabla de logaritmos de factorlale

y de una tabla de logaritmos ordlnaria para las potenclas de’ las probabilidades.

Pero Laplace encontrd, en 1801, un procedimiento ain mds sencillo y_de considera=-
ble importancia para resolver el problema de la suma, .

En lugar de considerar una representacidn grédfiea eh la que las ordenadas represat
tan las probabilidades, para deducir la férmula‘de Laplace hay que utilizar otra repré
‘sentacidn en la. que las probabilidades corresponden é las 'éreas, por lo que a gada vﬁ-
lor de- r. .se le asignard un rectdngulo de altura ilgual a la probabilidad y de espe-
sor anitario. ) , ' ,

Al hacer el cambio de variables, como las abcisas . $e dividen por {Hﬁa, las orde
nadas hay que. multiplicarlas por ese mismo ndmero para que el drea del diagrama conti-
nfe representando la probabilidad, con lo que tepiendo en cuenta (6.10), en el 1fmite
. para n indefinidamente éreciente, la probabilidad'dé que la wvarlable aleatoria redu-

Acida se- encuentre dentro de un,gierto intervalo de % seré la. superficie subtendida

par la éxponéncial 1 e % ‘0. sea la integral de la 1ey normal:
o ! \‘ 2 ta,iz

61 . P £

(6.11) | o (t (..._2(’62__; Je 7 dt

Nnpd Vom v,

une_fambien estd tabulada, y con la cual se resuelve sencillamente el problems de ha -
11ar-1a.suma_dé un. nimero afbitrario de términos de (4+.1), determinando é1 intervalo
corgespondlente de la Qariable"reducida-vt; :

VI.6.- COMPARACION ENTRE L& APROXIMACION DE LA LEY NORMAL Y DE LA DESIGUALDAD DE
'ICHEBICHEFF. Como el teorema de De Moivre es un teorema de convergencia, en ol sentl
do ordinario del ahélisis, de la ley de probabilidad a la funeién normal, es previsi -
ble que dé mejores resultados que -la desigualdad de Tchebicheff, que se limita a esta-

blecer una cota superior.

_ Dando valores al desvio reducido t ', as suflcientemente ilustrativa la si -
gulénte tabla: P .
e e PCItl > k) _
S, e [
(] "(iz P(Itl)k) 1- . at

1 ' 1 0,31732
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2 1/4 0, 04550

3 1/9 ~ 0,00264%
L v 1/16 © 0,00006

Para un desvio reducido igual o menor gue la unidad, la desigualdad de Tchebicheff
en realidad no acota la probabllidad de superarlo, porque cualquier probabilidad ho pue
de superar a la unidad. Pero precisamerdte en ese intervalo es donde 1nteresa con fre-
cuencia éstudiar las flucthaciones de la variable binomial, porque es el que incluye los
valores'de mayor probabilidad, y la iey normal resulta insubstituible, »

A medida que crece el valor absoluto del desvio reducido, ld acotacién de la desi—i
gudldad de Tchebicheff disminuye, con la inversa del cuadrado, pero la normél lo hace'v
mds rapidamente, razén por la cﬁal, laévtablas usualesfdﬁadidas como apéndice de los 11
" bros de probabilidades o de estadistica no suelen extenderse mfs.que a t=3.

En compensacién, la desigualdad de Tchebiﬁheff no sélo es utilizable éon comodidad
para. demostraciones de,conve;gencié, como en el teorema devBérnouilli,lsino que también
es aplicable a cualquier vafiable aleatoria discreta y finita, como las éstudiadaS'has;v’
"ta ahora.' La normal, en cambio es directamente aplicable a la ley binbmial, y su ex -
tensién a otras variables aleatorias es posible solamente en casos. bastante amplies, pe

ro con todo 1imitados, como' se verd en el capitulo VIII.

VI.7¢~ USO DE LAS TABLAS.~ CORRECCION DE- BERNSTEIN. El uso correcto de una férmula’

. asintética, requiere una estimacidn de los errores que se pueden cometer, o en otros :
;érminos, determinar una expreéidnvpara el restoy si1 se quiere emplearla pararobtener
valores aproxlmados.

El método empleado en VI.3 para deduclr el teorema de De Moivre, y su complemento
la férmula de Laplace, que es en esencia el empleado por De Moivre, no se presta para
esa finalidad. %Laplace, én realldad, utilizé otro procedimiént05 quevmodificado por
USPENSKY permite obtener una férmula para el resto, que no es de uso cdmodo (ver el
Cap. VII,, seccidn 11, férmula 23 de (22)) ‘ '

SERGE BERNSTEIN hallo:que para valores pequeﬁos de h ., la férmula (6.11) da vg
lores con excelente aproximacidn cuando se modifican los limites,vaﬁadiendo o restando
1/2 segun que cada 1imite sea superior que np, o menor gue ese valor.

~La demOStracién de. Bernsteln ha, sido revisada con considerable detalle por FELLER
(a), a fin de ohtener la mejor aproximacidn de primer orden, pero para las aplicacionos
corrientes.(1a correccion de Bernstein es mds que sufic1ente. para precaversede’ cometer
errores de- signiticacién. .

Naturalmente, también hay que tener en cuenta'ciertas circunstancias que sé des =

f(a) 10n the normal approximation to the Binomial Distribucion" 9 Ann. Math., Stat.
vol. 16 (1945), pag. 319. » :
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prenden de una comparacidh entre la iey normal y el éomportamiento de‘ia ley b;nomial

estudiado con detalle en el capitulc IV, _
~En primer lugar, la ley blnomial aslgna probabilldades a un ndmero finito de valo-

res:de la varilable, mientras‘que la normal es asintdtica a ~-Wya +-9o, por lo que su

1ntegrél,‘igual a la suma.de todas las probabilidades, vale 1 en el intervalo - ,+ 60,

Por 1o,ﬁénto, dado un = n 5 .atribuye probabilidades.a valores alejédos de np a los gquw
en reélidhd corresponderfa una probabilidad nula, por lo que 4(69105 y (6.11) no seran
aplicab}és,‘respectivamente. para valores o para intervalos'coﬁpréndidos.entre Valbre$-
muy a;ejadoa[ﬁe np. Para este caso.espeéial,ggELLER (%), aconseja el uso de¢ otras ex =
presiénesl algo m{s- complicadas.

)En‘segundo lugar,-(6glo)'es simétrica,~mieqtras_que la ley binomial 10 es solamen-{

te s1 p=qz=1/2, y camo :admite su dnico mfximo en la vecindad de np, serd tanto nds

asimétrica cuanto mfs se aproxime p a cero o a la unidad, porque en ambos casos el

'méXIMO se ubicafé‘cefca de, un extremo del campo de definicidn. 4La\convergencia'se’ve;

rifica::siempre,- pero serd mucho mds lentay y la aplicacidn de (6. 10) y (6.11) requerird

‘valores elevadoslde Wi

VI.B.-‘ Alggnos eJemplos numéricos permitiran aclarar'la discusién anterior..

r

. Bea por e jemplo, calcula;- la probabilidad de que para. n=10 y q=p=1/2, los v__a

lores de la variable se encuentren contenidos en el intervalo 4 £r< 6.

fCalculando la variable reduclda t, con las correcclones de Bernstein correspondien

tes (en el primer lfmite se resta porque es menor que np=0,5 'y en el segundo se suma

‘por(iue es mayor)o

t) m 1=0.9-5. —-0,951 ; t, % 640,5-5 _ = 0,i951
\L0.0,5.0,5 o 368 \1o0.0, 5 0,5
: it | _
(6'.12)‘ ' P (4t \('6)’;. 1 '§ dt = 0,6579
S 10 g yoo-— m
o ' £0,984

‘que  se compara favorablemente con el valor éxacto hasta el mismo orden decimal, que &3 .

0,6563. 4 pesar/de qué n es solamente igual a 10, por lo que habria dudas para la

~aplicac16n de (6 11), gue es vélida solamente en el lImite para n indefinidamente erg

eiente, utilizando la correccidnwde Bernstein, la ‘diferéncia es inferior.a dos milési -
/ \ '

mos. .
Si no”se hublera empleado 1a correccién de Bernstein el  resultado -hublera sido
) | ‘ )
._tl__ h-i . =~ =1, 265 3 t =1 265
et = o2
41050’500,5 . +L.2‘65

'P (h<t\<6)m‘ L fdt-o7957
; ‘ fav AR ; -
con un error de 0 #1384 por exceso con respecto al valor exacto, o sea casi del 25%, en )

.contra de mehos del 27 cuando se empleo dicha correccién.
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Es evidente que se han obtenido resultados tan satisfactorios a pesar del reducido
valor de n porcue 3¢’ trata del caso mds favorable, con p=d= 1/2o '

Como regla general, no conviene usar (6.11), adn con la correccién de Bernstein,
si p,,o 2 .o menos (y por 1o tanto también cuando p=0,8 o més) y n es pequeno,
pero es complicado dar reglas fijas, porque la magnitud del error relativo depende del
5'1ntervalo (t °t Yo Bn el capftulo VII se considerard este problema de otra manera.
Ia férmula (6. 11) tamblén permite calcular directamente las ordepadas, en . lugar
”“de (6:10) simplemente eligiendo un intervalo adecuado. Sea, por ejemplo, calcular
:1P’ (%), cuando p=q=1/2. Tomando un intepvalo de t "tal que la varigble cofregiqa
‘ral/z (en este caso la correccién es subtractiva para 1qsvdos iimites,porque ambos son
‘{nferiores a npu-O 5) comprenda a r=Y§, se tiene-I .
tl: 11._055_1 = =0;951 - 3 t2 == 9203025 == =0,316

\!10’.0,75.,0,5 \l%%.sgﬁ.o,s
(601%) , P (W) 'e",'{‘ dt = 0,2048

1
i0 ,‘!—‘“"' -0;3l6~

ique se compara muay blen con el valor exacto 0,2051.

_ : La pregunta natural es, a partir de gue valor de n es posihle-préscihdir de la
‘;enrreccién de- Bernstein. La respuesta depenae de. la tabla que Se use.
En efecto, siento. (6.10) una exponencial, la interpolacidn lineal és muy inexacta,’
y 81 la tabla de . que se disponé np.dé las diferencias primeras y ségundas para una in =
terﬁolacidn parabdlica, es preterible limitarse a conSiderar para t <valores de upa
;preSiciéh igual a la de la tabla (décimo o centésimo), calculdndolo con uha cifra mds
,pararredpndear. ' ‘ ‘
Por lo tantoy la regla serds calcular t sin la correccidn, y observar de la relg
cidn entre 172 y {HS?~31 el uso de la correccidn alterarfa el redondso.
' Para, no tener que emplear tablas extesivamente extensasy y poder realizar cédlculos
" dé gran pre01516n en caso necesario, la mejor disposicién es la de la coleccidn (27) en
~la gque t Vse da al centésimo9 y también Jas diferencias primera y segiunda, para 1legar.
al milésifo en caso necesario. Pero generalmentfe en la préctica basta una tablg, con

precisidn al déecimo do t.

VI.9.~ Como ejemplo de”las vehtajas précticas del uso de la aprbximacién,vse revisard
la determinaCién del nﬁmero n de observaclones para aproximar el walor de p con
precisidn = mayor de un.cenﬁésimo y probabilidad  1-8=0,99, que en el capftulo 1v.

- {pdrrafo IV, 15) resultd, mediante la aplicacién de la desigualdad de Tchebicheff, nada
henos’ que 250.000%

-La dasigualdad bésica se: transforma en otra correspondiente al desvio reducido,

amultiplicando todos los términos por ﬂ B
q
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(6.15)  P(Jz.p|<E) = P(~E¢r -np¢ &) = P(-E\| (r - npg a), 1 dat
[5-#1¢ - (=g (B ey [

i
| JofB
El producto €. » que figura en los lfmites, depe ser mayor que el desvio redu=-
Pq
cido necesario para qué la integral valga 0,99. Ya sea utilizando una tabla. ordina

" ria, u otra simplicada para resolver problemas de este tipo, en la que se entré por 1la

probabilidad y se halla 6l desvio reducido mfnimo para que 1d probabilidad de superarlo
sea .menor que .el argumento (como la tabla II de CRAMER( 1) ), que son muy cdmodas -porque

evitan interpolaoiones, que como se sena16 anteriormente deberian hacerse utilizando di

ferencias segundas, se tiene:

) . P ) _ _ o,
(6.16) t =2,5758 £ & \[ . n 5 (2.5798)  pq .,
. c ) 4 5 i

. Pq £ . _ ;
Como el producto pg no puede superar un cuarto, el valor de n mfnimo no serd nug

¢a superior a

(6417) o : n - (2,5798)2 %09 25 212,750

0, 0001

casl veinte veces inferior al calculado anteriormente.

El nfmero es con.todo elevado, lo que se debe al pequeiio valor de c‘. Como 'la ley
normal converge a cero bastante répidamente, se puede e sperar que aumentando algo J'se

puede disminuir el desvio reducido de tal manera que aungque la precisi&n se;incremente~

.:Xgpréciéblementé,'no'se supere.el .. n determinado mediante la desigualdad de Tehebi =

" - cheff. Feller (H) tisne un ejemplo con E=0,001 vy 3:0,05; resultando-fn:ﬁb}ooo,

_ ‘Guando se conoce el orden de magnitud de p , por ejemplo que no superé 0,10 4
0, 05 (caso de- tasas de mortalidad, o de elementos deficlentes en una produceidn indus =
trial), el producto pqy, ¥ con é1 n disminuyem apreciablemente, o .
Naturalmente el significado de la fijacién de 6‘ necesita una discusién espeécial, -
que tiene su lugar proplo en la PARTE IV (Inferencia Estadistica), pero los ejemplos da

dos ‘son suficlentes para apreciar la ventaja del uso de la normal eh lugar de 1a desi

gualdad de Tchebicheff.,

VI.10.- . PROBLEMAS TIPICOS DE USO DE LA APROXIMACION'NORMAL. Estos'problemasuson dOS HE
@) Dada l1la probabili dad p , y el numero n de

obséervac ione s, hallar la p robabilidad de que
uh - eciler’to desvifo. no supere cile rto valo r‘ (o
ﬁ.d_e : lo g uper e, o) que estd comwp r'e’n di1d o d en tfr q‘
de un clerto intervadlo. | . ' . .
. La splucidh de este problema consiste en calcular simplemente el desvio reducido,
correspondiente, (puesto que se conocen x y VApq), y hallar en la tabla la prdbab}
lidad buécada.'_Sea, por ejemplo, un fendmeno aleatorio ddn_probabilidad 'p=ﬂ1=i/2 y
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n=100y y el problema es hallar 1a probabilidad défﬁué'élfdésvfﬁﬂgdpéréfi-io:(én"ei ca-
so d& cidén tiros con una‘moneda'eQdilibrada;"haliéruia‘pfbbéﬁiiidéd“de:obtenér nds de 60
caras en cien tiros), , ' ' v i
Utilizando la tabla I de CRAMER ( 3), que ‘tiehe como Argumentos los desvios con
preciSiSn de. un‘déciMO, h&& que;utiliZar la céfreccién'de'Bernstein‘(pOrque l/2'dividif

kdd’pof’ Unpd-_ 5 es 0,1, ¥ ‘seguramente la: correccién altera la entrada en la tabla) en’,

forma aditiva. (porque siendo el desvfo positivo, se encuentra a la derecha de np)‘l
(6.18)° t; 10+ 0.5 _2,I ‘ ‘

Como la tabla referida esta dada enr ga forma :

(6.1‘9)‘./__ v . _{‘ at
| | ol

' hay que ‘tomar el. complemento a la unldad gara hallar la probabilidad buscada:

‘(616) f"f-dt—ln___l_ e-gzdt-l-0982ll|-—001786
(2) D a d o o clerta ‘probabilidad, y un ‘de s
vfio cual es el nimero mdximo n 4 e observacily
hes para que el desvio ﬂ'o supere e s a ,b robab i

114 ad. v _

Como lavprobabilidad estd dadé, basta éptrar por ellé,en ~la tabla para hallar el
desvfo reducido, del cual se despeja n . BEn un ejemplo similar al anterior, dados
pr=+%, x=20 y P= 0,10 (en el caso de una moneda equilibrada, cual es el ndmero
mdximo de tiros que pueden reallzarse para que la diferencia entre el ndmero de caras
observado y el Qaior probable no supere a 20).

Utilizando la tabla II de CRAMER ( 3).t = 1,2816 (porque esta tabls da la.probabin
lidad de superar el valor absoluto deldesvio, y la ley normal es simétrica, por 1o que

hay que entrar por P = 0,20) y se tiene:

(6.17) t = x +0,9 —1,2816 nf (10, 5)2 110,25 = 237
npq T (o, 218)2 . 0,0475

La discusién- del capftulo anterior sobre el juego a color en la ruleta puede com=
pletarse, mediante-ia aplicacién de estos'problemas tipos (a)Fijada la apuesta, el nd-
mero de‘jugadas y una cierta pérdida (que éﬁ funcién del desvf{o), hallar su probabili-
dad. (b)Fijada 1a_aﬁuésta, la pérdida y uné\cierta probabilidad, hallarAel‘ndmero mg-
ximo deo jugadas, para Que‘la-pérdida no superé\gl limite fijado, con la probabilidad
dada. ' o ‘ | - |

Vi.10.= En el capitulo anterior se vio como, al considerar 1la variable aleatoxia binOm
- mial como suma de varlables aleatorias, se puéo extender el. teorema de Bernouilli lo -
' gréndose demostrar otros teoremas del mlsmo tipo y aun_mas gensrales, vdlidos para su -

|

Vo

i
|
{
!
i
i
i
{
i
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ma de:variables aleatorias cualssqulera, con restricciones que no se refieren-a la fore

ma analftica de la ley de probabllidades, sino solamente a sus momentos de segundo or -

dens _ ’ }
... Parece naﬁural pregﬁhtarée 81 la convergencla-de la ley binomial, en el sentido or
dinario del anélisis, a la ley normal, podrfa también extenderse a la 1ey de la suma de
ariables aleatorias, conh restriociones §nicamente sobre los momentos y no sobre la for
ma analitica de .las leyes de probabilidades de las variables: sumandos.

Pero tambien es evidente que el problema asf planteado debe presentar serias d1f1 ~

¢éultades, Sin embargo, y con la 1ntroduccion de alguanos métodos especiales para el 23=-
_tudio de las. sumas de:variabl s aleatorlas, es posible resolverlo en forma relativamen

“‘te semcilla, al menos para el caso bastante general, como se har{ en eL‘CapItulo;VIII.'_f

Es.indudable que uh teorema limite ‘de este tipo, que permitirfa tratar una clase .

muy amplia de variables aleatorias con los métodos tradicionales empleados para la va -

‘riable binomial, debe ser. muy importante, por la que POLYA le-. atribuy6 la designacién

de TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE (a), expresidn feliz que ha perdufado.

(a) "Ubéreine Aufgabe der Wahscheinlichkeitrechnpng betrefzmuidie Irfahrt in

Strassennétz" Mathematische Annalen,vol 84 (1921) pag. 149,

ey




CAPITUL.O VIIL

" LLEY DE POISSON<VARIABLES ALEATORIAS NUMERABLES

VII.le~ Antes de proseguir con el estudlo del problema de la extensidén del teorema de -

De Moivre-~Laplace a las sumas de variables aleatorlas, es conveniente detenerse sn 1la
consideracién de un clerto tipb'de-fenémenqs aleatorios, aparentemente muy distintos de
155 que se han venldo fratando hasta ahora en el curso, pero. que, aparte de presentar

~Ainterés de por sf, proveen el método para salvar la dificultad,séﬁalada en el pdrrafo
VIR de la lentitud -de convergencia a. la ley nofmai por parte de la hinomial,.cuando
.:los valofe;- P sén cercanos a cero o a-la unidad. ' ' ‘
En la ffsica y en la técnica se presenta a menudo el caso de un fenéméno aleatorio,

en el que la probabilidad de un cierto suceso es una-funcidn mondtona creciente del tiem

'po,. o mfs generalmente, de una variable continua.

Por ejemplo, en la de51ntegracidn radioaetiva, el suceso consiste en el reglstro de

.un clerto intervalo de tlempo, y se divide el geriodo de observacién en intervalos de

i esa longitud ‘la experiencia muestra: (1)ILa frecuenc1a relativa del ndmero de lntervalcs

Cen los que se registrd una emisidn, frente al total de intervalos observados ’ presenta
rna estabilidad tanto mayor cuanto mds largo es el periodo de observacién; (2)81 se au=~

menfa la iongiﬁud del intervalo, la frecuencia relativa aumenta., BEste comportamiento

del fendmeno hace razonable pensar que la -probabilidad de la obserbacién de una emisiﬁn

es'funcién‘monétona creciente del tlempo. B -
El fenémeno es en realidad algo mfs complicado. En un cierto-intervalo puede ob -

servarse nlnguna emisidn, una emisién, o blen mds de una. Si se toman en cuenta -nada

nds que los intervalos en que se registr6 una sola emislén, o exactamente dos, etc, a=

parece la estabilidad de las frecuenc1as relativas y sefialada anterlormente, y resalta
vonveniente introdueir una variable aleatoria que, -al igual que la bilnomial, toma sélo
" valores enteros posltivos, lncluyendo el cero. Pero a diferencia de esta dltima varia=
ble, su campb de variacidéh no &std acotado, pues dado un n  suficientemente grande,
no existe ninguna razdén para descartar como imposlible el suceso correspdndiente a la ob
servacibn dé éxactamenté n enisiones. | S

Podria pensarse que -1 la probébilidad “de regisfraf “n s emisiones en un cler-
to intervalo es muy pequena, aen la préctica se la puede descartar. Esto se puede acep-
tar como una regla de trabajo en algunas apliqa01ones, pero desde el punto de vista do
: la“fofhulécidn de una teorfa’rigurosa, no es posible, porque desaparecerfa la regla de
que-la suma de las probabilidades de‘un-sigtemg;completoAde sucesos excluyentes es iguit




>

‘a la unidad.

8L
Por otna parte, la axiomética formulada én el capifulo 11, y los teoremas de adi -
c16n que son su consecuencia, tienen su valldez limltada a un ndmero finito de sucesossy

Pero esta ltima dificultad se obvia aceptando que la operacién de suma se puede exten-

_der a la serie (para un tratamlento ‘riguroso de esta cuestion, ver KOLMOGOROFF(iN)
‘ Cap. 11). I '

ViI.,2e- La deducciédn de 1la forma: analitlca de-lda - ley de probabllldad asociada con . esta

variabile aleatoria numée able, se realiza sin mayores dificul

" tades,  partiendo del hecho fundamental §eduelaprobabilidad de un suceso .es funcién mond-

tona creciente del " tiempo, ¥y ademas, de que la probabilidad del registro de un cierto
ndmero de emisiones en un 01erto Ahtervalo, es 1ndependiente de si en el intervalo an -
terior se registré o no alguna emisibn, o varias, propiedad que tamblen puede verificar
se experimentalmente.

A estas propledades expérimentales.se agregan dos hipétesis, qué pueden parecer nﬁyA
réstrictivas, perb que en ‘realidad no lo son; si se atiende a que los resultados que se

obtienen resultan confirmados an la prdctica. Ellas'son:-(l)La funclén. mondtona cre ~..°

. ciente del tiempo f(t), que representa.la probabilidad de la emisidn de una partfcula

en el tiempo t , es nula para t:ﬁO, es derivable a la dereché para }=0, y esta deri

-da es distinta de ceroj (2)si P(t) = f(t) es la referida probabilidad, y Q(t) es la

probabilidad de ‘no observar ninguna emisibn .en el tiempo t, 1£ diferenéia 1- (PijQ) es -
un infinitésimo con el tiempo;‘lq:que equivaies a aceptar queyal~disminuir Sufigiente =
mente t, se puede aceptar que P+Q =1. | _

En un intervalo fijo T 4como no se cohoce la forma de P(t) -y Q(t), no es posi
gie afirmar si el error cometido al aceptar P+ Q=1 es:pequefio 0 no, pefo se‘puede'ré¥
currir al artificio de dividirlq.én un ‘nimero  n de subintervalos T.. En el 1fmite
para . n indefinidamente creclente serd vdlida la hipbtesis, lo que signifiquque”para
n suficientemeﬁte-grande podr4 .aplicarse la ley binomia17$ la probabllidad de que=.en
ei tiempo T se hayan observado y emisiones seré; o
(7.1) Rz Adn¥ MT)“ .

yitn-y)! o

len la qué f(t) se ha reemplazaso por su desarrollo segun la f6rmula de Mac _Laurin, y s

ha 1lamado }\ a.su derivada en el orlgen.

Tenlendo en cuenta que, A__TzT (7 l) se transforma en:
' o . : o o
(7.2) T o (J\m) (x -A.)“‘y
» : ' y.Zn-yS
Agrupando convenlentemente los -términos, ‘de manera qué primero dparezcan.los que

son indepéndiéntes de’ n , luego el resultado de lé‘sihplificacibn de los factoria -

lés, y luego la potencia en aue filgura n 4, se tlene:
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(7.3) SR KO g)ﬂ:)y n(n-l) ,.;(n;x-ll) (1"—&)’:‘9"?

Esta expresidn es solo aproximada, perp haciendo crecer n 1a~§pr6x1mac16n me
W'jora, y al pasar al limlte se. tendrd una expresién exacta,

La operacidn del pasaje al 1fmite es sencilla. El primer -factor es constante.
ul segundo tiende a la unidad, y el tercero es cociente de potencias de an binomioy . en

-AT

el que el numerador tiende a e y el denominador a la unidad, con lo que se tiene
finalmente: - o ,
(7.4) : . 1im Po(y) — (AmY oM ¥ -t
" na® 7] =yl

¢onocida ‘con el nohbre de. .l ey d e Poiss o] n.gta sum de la serie de las

" probabilidades es igual a la unidad

40 Sl ot E “otaa o
¥=0 ¥ o ) \/
coMo corresponde por. tratarse de la suma de 1as probabilldades de un sistema completo

de sucesos excluyentes.

fViI.jgur Los momentos de primer y segundo orden ai origen se definen formalmente como
en IV,10s o | |

(7.5) M =LY 5 o=l vRW)

pero‘en‘una"variablg aleatoria numerable ya no es posible aﬁirmar, ﬁa priori" que lps
momentoékexisten,’pues su existenclia depende de que la serie correspohdiente seé Eqﬁ -
.vergente."Afoftunadamehte,‘en la ley de Polsson no se preéentan dificultadés;de este
tipo. : ' |

Pasando al célculo efectivo, para el prlmer momento se tiene:

po= Y S o e e D — et

- 0 sea que el 1gual al parémetro de la ley.

(;7“’6)

T ,
E1l momento de segundo orden al origen 'se calcula de la misma manera, aungue: el pro

';cedimientovresulta algo mas largp°

' ) ,..L y l 2 y-l 2
(7.7 pa ‘.:f:yzoty o o %} Ve (E(y-l) N .{.):'U- A
7 (y-l)' T o(yel)r Ty
Para calcular la varianza, se emplea la relacidn: -
. ) 2 . :
(708) .o . { - Iu'.?.'-

demostrada.en IV.11l ¥ que es de aplicacién general pbrque en esa demostracidén no in -

“tervino la forma partlcular de la ley de probabilldad, con 1o que se tiene

(7.9) B T L DI S

Con el momento de primer orden, o valor probable, y la varianza, se podrfa apli -
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car-la deslgualdad de Tchebicheff para una descripcién sumaria de la ley, mediante una
medida’ de posicién y otra de dispursién (ver w .12), " pero en general no serd{ necesario
porque la ley de Poisson ha sido tabulada. La tabla op;ginal estéﬁagotada, pero se en

cuentra parclalmente reproducida en_alguhos Libros.y en colecclones de tablas usuales

' como la (277, repetidamente citada.

ViI. k.- .La primera aplicacién de la ley de Poisson para eStudiar'fen6men§S aleafbriosf
distribuidos en el tiempo, la realis§ VON BORTKIEWICZ (a) a finés del siglo pasado.

| Uno de los ejémploé cl{sicos coﬁténid@s en la publicacién de- este autor, es el es .
tudio de los accidentes mortales debidos a patadas de caballo en 1k regimientos -de ca-
ballerfa alemaneS, durante los veilnte afios comprendidos entre 1875 y. 1894 En este ?a

) el intervalo es el regimiento-ano, y dﬂSGQrtando los datos de cuatro regimientos,

. qua mostraban una frecuen01a notablemente alta con respecto ‘a los otros, se tlene en

total 200 observac1ones, con 113 acc1dentes mortales, con la 51guiente distribuciédn:

‘Némero de ‘acgl Afios en que Total de a-
dehtes morta= se observé -qcidentes
. les 2 ese ndmero mortales
o 109 0
1 65 65
2 22 My
3 3 ; 9’
Yo 1 Sk
‘ - 122

Para encontfar §l pardmetro de la presunta ley de ?oisson, basta recordar que es
el primer momentolde’dicha ley, por lo que éplicando el ﬁeoremaAde Bernoullli generall
zado (V.i9), la suma promédiada de los valores observados de la variable‘aleatoria'seri
una bueha aproximacién. En el caso, la suma es 122, due dlvidida por'_ ~200 da O(i

Entrando en una tabla de la ley de Polsson por el valor del parémetro, se obtie-

nen las sigulentes probabilidades, que multiplieadas por 200 dan el ndmero tedrico de

afios: - - ' ) ) '
Némero de a- ‘ Probabilidad E ‘Nimero tebrico de
ccldentes _segun ley de . afios en que debia
~mortales - - -~ Polsson haberse observado
0 S 0,5k437 108,7
1 - 0,337 . 6643
2 . o,1012° 2042
3 ' 10,0202 B k,0
l : 0,00%2 0,8

Para el cdlculo se utilizé la tabla incluida en (27), ‘que da los valores del pa-

(a) "pas Gesetz der Klelnen Zahlen", Leipzig, 1898.
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rametro con prec151on de un décimo, por 10 que . hubo que. interpolar. ‘En -esta ﬁltima
>operac16n se aprovecho la eircunstancia de ~que las probabilidades estad dadas hata el
(sexto decimal, para calcu]ar diferencias primeras ¥y segundas ¥ hacer una interpolacion
parabolica de: las probabilidades hasta la cuarta, cifra decimal, pues tampoco en este
caso 1a 1nterpolacidn lineal es aconsejable.

' Intuitivamente, la diferencia entre el ndmero teérico de observaciones y el efeac
) tlvamente registrado no parece de importancia, lo quse resulta justiflcable sl se con
sldera . que el mecanismo del f@ndmeno es preclsamente dal tipo descrhpto en el comienw
'*o del capitulo, gues se puede aceptar que la probabilidad de recibir una patada mor~
tal ‘es una funeién mondtona del tiempo de exposicidn, y por 1o tanto deberia sesulr
una ley de Poisson. _ o 7 /'

Pero sin{embargb, no est{ claro con que critério 'se dehe gbnsiderar que las di-

: ferenciqs son significativas o no. Egte asunto se tratard qbn detalle en la Parte

. Cuarta (Ipfefehcia Estadistica) al estudiar la teorfa de 1a;verifibacién de.hipétesig‘

VII,5.-V.Mas'generélmente; Ia ley de Poisson suele describir muy bien la frecuencla
de los achdentes, y algunos otros tipos.de fenémenos distribufdos en el tiemﬁo. CE1
mismo Von Bortkiew1cz mostr6 en su publcacion que con su ayuda se 1ograba una buena
representacién del fendmeno de los’ suic1dios femeninos, utllizando los-datos co=
,rrespondlentes a los casos registrados en ocho estados alemanes.
Una aplicacidén curiosa es la de We A. Wallis (a) a las vacantes producidés. en -
~la Corte Suprema de los Estados'Unidos en uh périodb de. 96 afios, como muestra el cua

dro siguilentes

Ndmero de vacantes Afios observados . Probabilidades Nﬁmero beérico
_enel afflo - con ese ndmero ségun Poisson de - afios’

de vacantes

59 06065 58,2

0
2 o 0,3033 . . 29,1
L .9 '0,07_58 N

En este caso. el parémetro ol ,\aktermlnado de . 1a misma manera que en el ejem =
plo anterlor, .@8 igual a0 5, por 10 que no hay dificultades de interpolacién, y pa-
ra el ultimo nﬁmero se le ha asignado el .total de las probabilidades correspondienm
'tes a 4 y més (que en. 1a tabla con precisidn hasta el millon531mo, llega al 7) pues

para los restantes valores la probabilidad es inferior).,

{a)"The Poisson Distribution and the Supreme Court", Journal of the American Statist-
ical Association, vol. 31 (1936), pag. 376.«- .
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VII.6.~ La ley de Polsson es de interés no sélo para los actuarios .que se ocupan del-.

‘;{anélisis de- las estadisticas de accidentes para calcular las primas de los seguros res f
pectivos. Es de fundamental intarés tambien’ en la fisica y en la téanica, B '
_ Al comienzo se hizo referencia al ‘problema ‘de la desintegracién radioactiva.‘

‘quamer (2) discute detalladamente un ejemplo de este tipo, ¥y en el cuadro siguiente se.
'Tpuede ver una aplicacidn a 1as observaciones realizadas por RUTHmRFORD Y GEIGER an el

‘caso del polonio-"

S Observaciﬁnéé o ' '/ Perfodos con = ; " Ndwmero tebrico
N A - esé®ndmero de I  de perfodos
| obgervaciones ' A
L0 L 15 : 14,3
1 ‘ s 57,k
2 106 - 115,2
3 152 : 14,1
ok 170 15%,7
5 122 _ 12,2
6 88 83,1
7 50 47,6
8 | 17 . S 23,98
9-13 16 1 17,3

- El pardmetro correspondiente resulta ser X=%.0(determinado con preciéidn hasta la

primera cifra decimal).
En 1908, el ingeniero sueco ERLANG utilizé la ley de Poisson para esfudiar un
problema téenico de la mayor imporfancia: el dimensionamiento de los canales de inter-

conexidn entre centrales telefénicas. §5i sevquiéfe asegurarse que una comunicacién_eq'

tre abonados de dos centrales'puede.establecerse'siempre que se plda, los canales de. -
ben tener un ndmerbAeievado de vias, y resultsn muy costosos, al mismo tiempolqué su
capacidad completa se¢ utiliza rara vez. Parece.légico limitar el niémero de céna1es,}e§V“
tableciendo una probabilidad'suficientemente'pequeﬁa‘Qa;a el caso.de qﬁe uha comunica -
cifn no pueda atenderse‘por falta de vfa péra~establecerla, perb &Cuai es la ley de pro
babllidades? Estudiando la estadistica de llamadas, Erlang halld que segufa muy bieh
una ley de Poisson. o - S
Este caso fid el primeré de una larga serie de aplicaciones téenicas y econémicas
" que han dado lugar-a la'llamada teorfa de las colas, © tiempos.deAéSpera, que forma par

te de la investigacién operativa.

VIl 7.- Ia ley.de Poisgon se adapta tamblen al caso de que 1a variable no es el tiem-

R




POy sino otra cualquiera, pero tambien continua y con respecto a 1a cual se puede con =

derar qie la’ probabilidad ‘8s"ana fancién monétona creciente.

- La primera aplicacidn de este tipo la realizd "Studen" (a) al reticulado de un mi-‘
= croseopio, v estd transcripta detalladamente en el 1ibro de FELLER (H) que tambien con~
“tiené una apTicacidn a la distribucion de impactos durante el bombardeo de Londres. Tan
" to en este caso, como en el "Student", la variable continua de la que puede interpretar

-1 que la probabilidad es uha funcidn mondtona, es el éreao '
:ViItS ' Histéricamente, la ley de. Polsson fué descublerta en. relacidn con problemas muy
distintos de los hasta ahora considerados. Se trataba simplemente de estudiar la apro%}

maclén de 1a ley binomlal por un- procedimiento distintO/al de De Moivre9 y utllizable

cuando - p es-cercano a cero o a'la unidad.

La idea de ‘Poisson, en 1832, fué 1a de estudiar dicho limite del término genérico
nuando npacte, Esta~h1p6te51s varia fundamentalmente el problema de Bernoulldl y con
31guientemente toda la discusién de los napitulos Iv y Vl,en 1os que se supone‘ P coés
tdnte, y por lo tanto np crece indefinidamenue coft ne ‘ ‘ .

~ Pero si 1a convergencia en este procedimiento es més répida que con el de- De Moim
vre, para un p pequeno, es posible que haciendo np_.eﬁse tenga una expre516n aproxima
da ﬁtil 1o que efectivamente ocurren ) )
Tomando p-no 01, __50, y por 10 tanto c&—mo 5, se tiene la 51guiente compara-

ci6n de resultad05°

Ley binomial ‘A'Ley'de'PdiSSOnt

r

0 0,6050 , 10,6065

1. 0,3050 ~ 0,3033

2 0,0756 0,0758

3 0,0122 - 04,0126

Y 050015 ’ 0,0016

. ) N N N -

5 0,0001 : 040002

' 0,999% -1,0000,
Los valores de r superiores a 5 tendrianAsegun la ley binomial,‘una probabj

lidad inferior a‘cincbicienmilésimos¢kpor lo que no se los ha -tomado en cuenta.
’ Es posible ver que,ia lay de’Poiéson como aproximadiﬁn de la binomial es notéble -
ménte preclsa, a pesar ds que n -no es muy grande. '

En cambio, el teorema de De Moivre, y 1é fdrnula de Laplace, darfan errores muy
'gfandes, debido aria fuerte asimetrfa qué tlene en este caso la ley binomial. Bn efec
to, esta dltima nresgnta su mfximo, de acuerdo éonrla discusién del pérrafo IV.3 en ol

e T——

.

‘(a) Pseudénimo del eétadistico inglés W.-Gossef.~
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entoro sigulente a ‘np-q = -0 4y que en este caso es el cero,. 'y como. toma. solamente .
lores‘ positivos, resulta una sucesién decreeiente de probabilidades. Pero la ley no
mal es simétrica en torno a np —0 5’ y el error correpondlente a 1.; evaluacidn de la
babilidad acumulada en cero la normal la atribuiria a valores negativos. El error es
tanto més perjudicial cuanto que afecta principalmente al valor de myor brobabilldad

Utilizando una tabla con entrada al décimo de desvio, ‘se tendria:
(7.20) EE P(O)__;.'ila."z — 0, k2 |
L 0,703 Co

con un.error. rclativo por defecto del 27%. ’

Utilizando la tabla de 4dreas parsa. calcular la suma de las probabilidades 56 ten

, oré s : RS , +°° :
C(7.11) R €N =l [+ at =0,758
f.‘ 2'rr o%

y nuevamente ‘el error &s considerable, mlentras que sumando los térmlnos correspondio

“tes de la- ley de’ Poisson, resulta inferior a un milésimo.

VII,9.- A medida que aumenta el pardmetro ol1la ley de Polsson se hace mds sinétrica
y sus 'ordenadas dii‘iereh merios de las de ‘la ley normal-.‘ A ‘ , ’
' Cuando dada 1a probabilidad p- \< 0,02, el numero ‘n es tan grande ‘como para - qu
‘el producto np= 10, es posible utilizar la apr oxim cién normal con resultados acepta
bles para valores en la vecindad de np (|t|\( 2) ;
Debidos a su utilidad para la aproximac16n de 1ia ley binomial cuando una da 1as
dos probabllidades ‘es muy pequefia, la ley ‘de Poisson fué llamaia por VON BORTKIEWICZ
Yley de los’ pequenos mimeros", denomlnacion poco feliz qué” todavia se encuentrd en a-L‘

gunos 1ibros de estadisticae.



CAPITULO VIII
"TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE.

‘VIII de- FUNCION GENERATRIZ, ILa 1ntroducc16n del metodo adecuado para tratar el proble-
ma de 1a adicién de variables aleatorias,se debe a LAPLACE, En el Capftulo V no. fué ne-
cesario utilizarlo, porque allf se traté nada mfs que de 1a relacién entre los momentos
de 1& variable aleatoria suma y los de las variables sumandos’ pero para estudiar ol 11_'
. mite de la ley de probabilidad de 1a varlable aleatoria suma,es necesario determinar esa
ley en forma més completa de la que permiten hacer]o 1os momentos: de primer orden.
Segun LAPLACE, dada una suceslén finita o infinita de, ndmeros (que en particular-‘
pneden ser'prpbabilidades)é
(8.1) Pos Pis Posr o o o o oy pn, o« o e
s6 llama FUNCION GENERATRIZ de dicha sucesidn a una funcién de un pardmetro arbitrario
] real o complejo,tal que su desarrollo en ‘gerie de potencias del parédmetro tenga por
~coeficlentes los términos de la sucesién (8.1).
81 la sucesién es finita,el desarrollc en serle de potenciaé del pardmetro 8 se-.
r4 un polinomio, y si la shceSidn es 1limitada serf{ una verdadera serie..
- En el caso de que la sucesidn (8.1) sea la de las probabilidades de 1a ley binomial,
se tendré un ‘polinomioy, cuyo término genérico serd:

(8.2) - r n=»pr
- oopy ryy P a4 8 .

y la funcidn generatriz se obtendrd sumando todos los términos, desde r= 0 hasta
r=n (recordando que convenclona.lmente 0l=1): |
(8.3) 1‘3“)= ST €T = s a)”
porgque’ al agrupar 10s t&rminos de igual potencia r“ - (8, 2)'re§ulta ser el término
genérico del desarrollo de 1& potencia n = ésima del binomio (ps+4 qQ)e
- 81 la gucesidn (8.1) es la de 1as probabilidades de una ley-de Poisson, su funciGn

generatriz se obtendré sumando una serie:

- X iy © et k8 =% (1 - 8)
y YV = : 7. :
(8,_’+) 3(3) - z ’ 8. o.8 e );;;g'.} - e @ . é 7 ;
El procedimiento para hallar 1& funcidn generatriz no presenta, en general, dificq;

tadeS o

~VIII 2.- DETERMINACION DE Los MOMENTOS MEDIANTE LA FUNCION GENERATRIZ. Bn los ejemplos

‘.anteriores se ‘ha v1sto como al sumar con respecto a k~r'v ésta desaparece como varia-
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ble, y la funcidn generatriz de pende solamente del pardmetro s .

Cuando %(s) es un polinomio, estd definida pafa todo valor de & , real o comple-
jo,pero cuando (8) es una serle, podrfa parecer que la fijacidn ds un recinto de
6onvargencia fuera causa de algunos prdblem&é en su uso. Sln embargo, no ocurre asf,
porqﬁe' %(s) es convergente para el valor unitario del parémetro (porque entonces se
reduce a-la suma d¢ todas de las: probabilidades,que siempre vale la unidad),que es pre-
clsamente donde interesa.

- Bn: efectoy exlste uha: ‘relaclén sencilla entre los momentos de la. variable aleatorla

¥ las: derivadas de' su- funeidn generatriz para el valor 8 a-l.\

- EF1 momento ‘de primer = orden: “ae :'l_a var 1able
aleatoria o3 1gual'a'1a derivada de%_;a f unn -
el dn gene.ur atriz en.. el pun to s= 1. )

Formalmente, la derivada de la funcidn generatriz ess
(8s5) gt(s) Epr P

' .y.cuando s =1, (8.5) se transforma ens
\

RO 6 g =T pr | |
j.,‘:‘"”-que es precisamente la definicién del momento de primer orden,como se estableci6 en el
Capitulo Iv.
8i 1la funcién generatriz es un polinomio, 1a existencia de la derivada no plantea
ningdn problema.. 81 es una serie, tampoco presemtard, en general, ningun problema,
.onrque las series.de'potenqias son,indefinidamente_derivgbles en el interior'dé su re-
lcintb de'convergehcia, y de la expresién de la suma de la serie podrd establecefse si
o8l el punto s.—?l .ésté‘en la fronfera.
. Para la variable aleatoria binomial la funcidn generatriz de su ley de probabilidad
“'dada en (8.3) es inmediatqmente derlvable, y dando & s el valor unitario en la ex-
ﬁresi6n de esa derivada,se vuelvé a.tener'el momento ya conoeidb: .
(8.7)  g'(s) = n.(ps-i--q)n ;o '(l) = np
En el caso de la ley de Poisson,la funcién generatriz (8 L) estﬁ deflnida para to-
do valor de s '5 y la derivada ge calcula también facilmentez
(8.8) g'(s) = xxo XL = 8) 5 g'(1)
reéultﬁdo ya obtenido en él’Caﬁitulb VII. - '
Para obtener los momentos de ordsn superior,'los cdleéulos se complican un ‘tanto.
i Considerando solamente el de segundo orden, se tlene que formalmente la derivada segun-
fa de la funcién generatriz es : J
}‘ (8.9) g"(s) = Eprs B 2.(n - 1).n
y haclendo s=1:

C (8:10)  g"(1) =) B el = §ny r? - Y P T




93 .
“por lo que para obtener el momento de ségundo orden al origen, habrd que Sumar a la
 §¢rivada segundg en‘el punto s=1 ) el‘momento.de primer orden, o éea la derivada
‘ pfimeraken“el punto s =1: - ' \ o
(8.11) = g"(1) + gr(n)
Para la ley binomial se tilenes ,
(8.12) g"(s) = npe(n = 1)p.(ps 4 @) - BN
y aplicando (8 11):
(8.13) };, =g"(1) + g'Q) = naa-np + np = n%p? +np(1-p)—np + npq
que-es la expreaidn conocida del segundo momento al origen.
En el caso de la ley de Poisson:
(8.14) 2's)= eL e =@ - s)
y aplicando (8. ll) _
(8.15) /ui'g"(l) + g'(l) = ot
como se sabfa.
‘ Para momentos de orden superior al segundo las correcciones son mﬁs compllcadas,’

N

Por ejemplo,para i

1(8.16.‘)' h é." y(s)’ :Eprsr " .r.(r -1. (r - 2) Ep r +Ep rc = 2‘Eprr

y la férmula a aplicar serdfa:
8.17) go=e" (@) 4 ") - g'(D)
A pesar de la hecesldad de eféctuar correcclones para los momentos de orden superior
.al primero,es evidente que las funclones generatribes proveen un método‘eficiente para
.la determinacién de los,momentos, gque tlene la ventaja de ser aplicable con generalildad,
enh lugar de tener que aplicar artificlos para el célculo-de.lOS momentos, como -ocurrid

en los capftulos IV y VII,con la ley binomial y la de Poisson, réSpectivamente,

VIII.3.- FUNdfON GENERATRIZ DE A SUMA DE DOS VARTABLES ALEATORIAS..Sin embargo, la a-
.plicacién mds importahte de las funclones generatrices.no es el cdlculo de los momentos
sino el dar un pfocedimiento para la &gferminaciéh.completa'de 1a ley delprobabilidad
de’ la suma de dos varlables aleatorilas, cuando se'conocen las leyes de las vériables,

© sumandos. o ‘ - ' o -
Sea, por ejemplo, la suma de dos variébles aleatorias cualesquiéra, en la que la

ley de probabi]idad de-la primera estd dada por la sucesi6n (po,pl,,.,,pn,,,.), y la

‘de la segunda por la sucesién (qo,ql,...,qn,...). Sus- funciones generatrices serén.

(8.18) gy(s) =P Pas™ (e =PI

Sigse °forma el producto de: diohas funciones - generatrices,el coeflciente de. su’

 término genérico de potencla r seré

(8.19) (e Py 2 4. +pr_¢ql+prqo)

s L
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.0 sea igual a la'proﬁabiiidad de que la variable suma tome el valor. r o si los sumain-

dos son independientes sntre sf, con'lo que Se ha demostrado el importante TEOREMA 3

La -funeldn generatrilz de la varilable aleato=

‘T 1a suma de dos vayrlables 1nde p_e ndie ntes, es

igual al producto d e ‘1 a s funcilone 8 genera-=-
trices de las varilables sumandos.
VIII L, < Aplicando el teoremn qne se acaba de denostrar a la suma de dos variables alea-
tories binomiales indspendientes entre sf, con 1% misma probabilidad fundamental p
y §rdenes ny oy ' n, y se tiene: +un
(8.20)  E(8) = £ (8)egy(8) = (s 4+ 0) T u(ps 4 @) = (ps k) T2

La funcidn generatriz de la suma tilene la misma expre516n que la funcidn generatrwz
de una variable aleatoria binomial, con la mlsma prooabilldad fundamental p i y ore
den~v 1 *r n2, ‘por lo que si se pudiera probar que la tranaformaci6n de una ley de
probabilidad que le hace corresponder uha funclén generatriz es biunivoca, quedarfa de=-

mostrado que la.adicién de dos varlables aleatorias binomiales con. la misma probabili~

.dad fundamental .p jzﬁiene'pbr resultado una nhueva variable aleatoria blnomial con

la misma probabilided fundameﬁtal v p -y un orden ilgual a la suma de los érdenes.

En este easo‘oarticuiar, la demostracién del caracfer biunfvoco de la transforma-
cién no. ofrece dificultades,debido a Que las varlables aleatorilas son finitas. Dar
una ‘funcién generatriz-es lo mismo que dar la sucesidn de los momentos, ¥y se vi8 en ol
Capftulo IV que sl se gonocen los momentos’ desd? él de orden cero hasta el de orden n,
la ley de probabilidad queda determinada sin ambigledad, como el oonjunto que valores
gue es solucién dnica de un~sistema de ecuaclones lineales compatibles. Como la fun-
cibn generatriz de una ley blnomial es un polinomio de grado igual al ordeh de la va-
"iable,'existen‘y son distintas“de cero las derivadas hasta el orden en.cueStién; y
yueda Dor lo tanto deﬁostrado que 1a*variable ‘suma es también una Vdrlable binomlal
cuyo orden se deduce del de-1los sumandos. 7

Este resultado parece muy elemental. Sin embargo,sl se intente caleular efectiva;'
mente (é.l9)-para probarlo,directamente? se verd que no es nada fdcil, y que.eliuso de

las funciones generatrlces es. practicamente irreemplazable para poder hallar la ley

de probabilidad de la variable suma.

Como comprobaeidn, se deducird la forma de la funcidn generatriz de la variable

aleatofia binomial‘de'orden n N paftiendo de las funciones generatrices de‘las va-

‘riablesaelementaleslgue-toman'los-valores "0y 1 con las probabllidaedes constantes

Py 4 .

. La funeidn generatriz de la‘variable.sumando 631
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(8.21) - g(s) = q.5°4 p.st = (ps 4 q) _

. Colmo el teorema demostrédo en elhpérrdfo anﬁéripr se puede genrallzar a cualquier
nimero (finito) de sumandos, y todos los sdmandos_son lguales entre sf, la funcibn ge-
neratriz de la suma de n variables elémentales iguales entre sf, e independientes,
seré la potencia n-dsima de la funcién generatriz de la variable elemental, con 10 que

se vuelve a encontrar (8.3).

VIII,f.- si sekaplicq él teorema de que la funcidn ganeratriz de la suma de dos varia-
bles aleatorias iﬁéep@nﬂiant@n 88 el producto ‘de las funclones generatrices de los su~
mandos al caso de'dos varlables aleatorias -que siguen una ley de Poisson, la cuestidn
se complica porque la variable aleatoria suma no es finita, sino numerable.

| La funcién generatriz de la suma serd: , :

(8.22) g(s') = g,($)eg () & oL - 8) -0 - s)= e—(é(.wlz)(l - s)

o sea que tiene la forma de una’fdncidn'generatriz idéntica a la de la varlable alea-
toria que sigue la ley de Poisson,hcon un pardmetro o 1gual a la suma de los pardme-
tros de las.variables sﬁmandos. ' _

Pero probar 6l caracter blunfvoco de la transformacién no es, en este caso, ele—'

_mental, porque siendo la variable suma, como las sumandos, numerable, se tendria que
para determinarla por medlo de los momentos habria que resolver un sistema de infini-
tasg ecuaciones lineales con infinitas incégnitas, y probar que la solucién es ﬁnica.
El problema asi planteado excede los 1fmites de este curso, pero en camblo se lo po-
" drd resolver més adelante en una‘forma que no requiere considerar el sistema de infi--
_nitasjecuaciones con 1nfinitas incdgnifas, y con la cual se probard que efectivamente
se ﬁﬁede afirmar.qﬁerla suma d¢ dos varlables aleatorias que siguen la ley de’ Poisson,
es otra'variable'aleatoria que sigue tambidn ia iey de Poisson, con un pérémeprO'igual
,;ﬁya,la,suma'de.lgs parémetros.de las varilables sumandos., ’
VIII.6.~ FUNCION CARACTERISTICA Tanto para resolver ‘en forma’ general el problema de
la blunivocidad de la transformacién de- 1la ley de probabilidad a la funeidn generatriz,
como para calecular en forma nds sencilla el ¢dlculo de los momentos de orden superior
al primero, y poder aflicar los mismos métodos g variables aleatorias que toman valo-='
res no enteros (por ejJemplo, la variable frecuencla relativa 1ntroducida en el Capftu-
lo IV. o simplemente una variable bilnomial oentréda, (o] reducida) conviene especializar
el campo de varilacidn de los: valores del parémetro s ,sobre el que hasta ahora no

se habfa hecho ninguna hipétesis, ‘fuera de considerarlo 1imitado, en caso necesario al

recinto de convergencia de ga serie.

" 8i se limita el campo de variacién de s a los valores complejos con médulo uni-

¥
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tario s iu’ la funcidn generatriz se transforﬁ% en:

1 (8.53) (= =) oi™p

que @3 llamada fuhe ién caracterfstica de la variable aleato-

ria. ‘ . .
LAPLACE utilizd en alg&nos'problemas esta especializacidﬁkdel campo de variaqiéh

de & , pero sin darle un nombre especial a (8.23), y PAUL LEVY reivindica para Cau-
chy, posiblemente con razén, el tf{tulo de descubridor de la funcibn caracterfstica en

@l célculo de probabliidades (.-).

VIII.7.- CALCULO DE LOS MOMENTOS POR MEDIO DE LA FUNCION CARACTERISTICA. Si'se calcu-
la la derivada n-4sima de (8.23):

(8.20) ) = LM (1"

se deduce inmediatamente quet

8.2 4y - (“’g 0)
i .

o sea que el momento de orden n -‘é gsimo de la va-
riabl e aleatoria es igual a la derivada n-é
sima de su f unecidén caracterfsti c'a sy ©n el
punto cero y d4dvidida por 1 a- p.o tencia n -
ésima d é 1 a- unidad imaginaria, sin correcciones aditi— 

vas o substractivas, como ocurrfa en el caso de la funcién generatriz sin especializar’

el vaior del pardmetro.

Para la variable aleatoria binomial, 14 funcién caracterfstica es, como se dedu-
ce inmediatamente: . -
. . 1u n
(8.26) Y)(u) = (pe™ 4 q)
y los momentos de primer y segundo orden al origen resultan:

(8.27). L_P‘(u) g n(peiu.r.._ q)é/; .;L.:l.pe:'-u 3 o~ ¥ — np

(8.28) ¢ *(w) =n(n - D(pells )" T 2.12p%%M 4 npely )" 11%pelu

"(0) = n?p® - npP 4 np = n2p2+ np(1l = p) = n?p2 4 npq
i _

En la ley de Poisson, la funcién caracteristica ess
iun
(8.29) l{(u)—e'd(l'e )

y 1os momentos de primer y segundo orden al origen se calculan de igual manefa:

; 1w, -
(8:30) _\p'<u) z aogeltem (- o™ o, =20 = o

(B3 prw s Potel e - o) g y20302M0 - (1 - ety

/u'z.""? é _“.'-u . : . '
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VIII.8.~ CAMBIOS DE VARIABLES EN LA FUNCION CARACTERISTICA CORRESPONDIENTES 4 TRANSF(R= -
MACIONES DE LA VARIABLE ALEATORIA. Los ejemplos dados en el pérrafo anterior pueden qer
poco cohvinqenteS‘acerca de’lasrventajas que presenta el uso de la_funcidn earacteristi-
ca con respecto a la funcidén generatriz,pues si blen se hanlevitado correcciones'aditi-
vas o sgbstractivas en el célqulo de los momentos de,ordep superior al primero, ello
ha sido a costa'de‘alargar la operacién dé derivacidn con la introducelén de exponen-
clales que las complican. | ' .

-Pero aparte de otras ventajas que se veran en el parrafo siguiente, tambidn en el
edlculo de momentos las funclones caracterfsticas. son mds ¢émodas de usar en general -
.que las generatrices para el cdlculo de momentos, pues laa transformaciones de centra-'
~ do y reducido de las variables aleatorias, de uso constante en‘el edleculo de probabili~

dades, tienen'eu corredpondencia en cambios de variables, con los cunales se deteérminan
Zflas'nuevas funciones caracteristicas mediante las que se pueden calcular los momentos dé:
: las varlables transformadas. En cambio, al centrar y reducir una variable aleatoria sus
valores dejan de ser enteros, y la funcidn generatriz no s directamsnte aplieable.

En el caso del centrado de la variable aleatoria, la nueva funcién caracterfstica sg
" rd por definicidn-

(8.32) tp(w)-Ep o = mv
y resulta inmndiatamente que la “hueva funcién caracterfstica se deduce de la de la varig
ble no centrada, simplemente multiplicandola por un factor igual a e—imu=

(8433) y*(m = omlm g ()= FTpellE - mn

Para la varlable aleatoria binomial, se tlene:
—pi
8.30) ¥ = SNty @t s ety @Y

y por derivacién se obtiene que el primer momento centrado es nulo, y la varianza igual

a (-—npq. y .

A su vez, la funcién caracter{stica de la variable aleatoria reducida se deduce
de la de 'la variable centrada mediante el sencillo cambio de variables u gz Z . En e-

VfﬂctO, Se tiene que u=_z_, de donde'

N = -
(8.35) " (u):B)rei(r—m)u:Eprei(r - m)—é—: Y iz

Este cambio de variables tiene lmportancila fundamental en la demostracibn del teo-

~

rema central del limite. , .
Cabe hacer notar que la préctiea de indicar coh an asterisco la funcién caracterfs~
ticade la varlable centrada, y con dos y un camblo en la denominacién de 1la variable
_nara la funcién caracterfstica de 1a variable redueida, no es usual eén el cdlculo de
,probabllidades. Se la ‘ha: introducido y se 1la utilizaré en este capfltulo para evitar con

A fuslones por falta de familiarldad, pero mfs adelante .se prescindiré de. ella.




riable a 1 e a'f‘o_r T é; f(v) es 1gual a 1la probabil

kf(v) en ese punto es igual a Ppn,

08

VIII, 9.~ TEOREM), DE INVERSION LE LAS FUNCIONES CARACTERISTICAS. Otra ventaja conside=

. rable que presenta él uso de las funclones caracterfsticas es que- exlste una férmula de

inversidn"de las mismas, po} hedio del cual es posible pasar de 1affunc15nf¢anacteristim

ca a la ley de probabilidad.

En efecto, si se multiplica la funcién caracteristica por un factor exponencial de

luv

la-forma ‘e~ ', en el cual u es el pardmetro o variable de la funcién caracteristica

y v un qgevo parémetro, y al producto se 1o integra entre.ﬂf +Tf,dividiendo 1a inte-
gral por~§é}Qi o +1r e

fce.ae) (I W (P

AT Lar o ‘ )
1a hueva funci6n de v que se obtlene tiene la 1mportante propiedad de que para va=

lores ~de v iguales a los que adop tma la va-

[0

4 ad, y para valores d e v -gqgue '\n,o colneiiden c¢con

nin g uhno de la varliable aleator i_a; f(v) es nu-

1a, que es ol teorema de inversi6n.

La demostracidn os completamente elemental, pues se funda ﬁnicamente en 1as propie—
dades conocidas de las funciones trigonométricas. Enh efecto, reemplazando en (8. 36) la
funeién caracteristica por su expresidn, y aplicando la propiedad distributiva de 1a in-
tegracién respeéto de la suma (en el caso de que la funéién caracteristica estd defini-
da por medio de una serie, hay que nrobar previamente su convergencia uniforme), se tie-

nes . 7

Ja
T

-y la integral S_s igual as '
(8.38) - \/ei(r _ v)a %3u '—='ﬁcos (r - v)v+4 1 sen (r =~ v)u] dv

: <
si -V 'fes igual a un cierto de 1la varlable aleatoria, en el sumando corres=-

oondiente de (8 37) se:verificaré que el seno es hulo, y el coseno serd igual a uno,

“‘con lo que la integral serd igual a3M | mn los otros términos, los argumentos del

seno y del ¢coseno ho serah nulos, salvo en un punto: del intervalo de - integracién, pero
sus integrales serédn hulas, porque las integrales del seno y del coseno son nulas en

el intervalo =10, 1T . 8810 serd distinto de cero el término en que v=r , pero

N

como estd MU1tipli°ad0 por Py ¥y dividido por 5%? ,én definitiva se verifica que en

81l w no es igual a ningun valor de 1a variable aleatoria, todos las términos de la

_suma de (8. 37) seran nules, con lo que queda probado el teorema de ihversién.

Este teorema permite resolver en -general el problema de la blunivocidad de 1a'fran$-'

,fbrmacidn‘de‘la;ley de probabllidad a la funcidn generatrlz, que habfa quedado pendiente

al discatir anter:lormente la suma de-dos variables que segufan la ley de Poisson, Cons-
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trpyendo las funciones caracterfsticas de 1os-sumandos,rla funcidn caracterfstica de la
sume tendrd también la forma correspondiente a una ley de Poisson, y como un vrocedimien=
to inequivoco para pasar de la funcién caracterfstica a la ley de probabilidad, una fun-
cién caracteristica corresponde a una ley de probabilidad y 5610 a una, con lo queda pro-
k bado que la suma de dos varilables aleatorias que 51guen la ley de Poisson obedece: tam-
b1én a -otra ley de’ Poisson cuyo "pardmetro es la suma de los parémetros. _

Debe hacerse notar que en realidad no.hubiera sido necesario pasar por 1lg funeién

caracteristica para demostrar esta propiedéd aditiva de'la ley de Poisson, p&rque al

orobar el caracter biunivoco de la correspondencla entre leyes de probabilidad y funcio- )

nhes caracterfsticas, quedé tambidn probada la biunivocidad entre leyes de probabilidad

-y funciones generatrices. Dada una funcildén generatriz, queda determinada una funcidn ca-
racterfstica,, simplemente restringiéndo el pardmetro a tomér unlcamente valores de médu-~
lo gnitario, ¥y a una funcién caracterisfica le corresponde soiamente una funecibn genora-
tri%o,porQue'siresto no fuera cierto, se tendrfa que habrfa dos funciones generatricés
qﬁg Coiﬁcidirian en todos los puntos de un arco de curva (el ecfrculo de radio unltario
del plaho complejo, que corresponde al campo de definicidn de la funcién caracterfstica)
pero dos funciones analificas que coiqciden en un-arco de curva, coincidep‘en todo su
campo de existencia, y las funclones generatrlices son analfticas por ser sefies de poten

" clas.

VIII.10.- PLANTEO DEL PROBLEMA CENTRAL DEL LIMITE. Conforme se sefiald al final del ecapf-

tulo VI, este problema conslste en estudiar BajO‘qué condiclonzs la ley de orobabilida
des de una suma.de variables aleatorias tiepde,.en el 1fmite para un ndﬁerodé suméndoér
indefinidamente'créciente, a la ley normale
El estudio directo de la cuestidn es practicamente imposible. Pero mediante el uso
dé'las fuhelones genératricés (o carécteristicas), cuyas -propiedades mds importantes se
aéaban de estudiar?@s posible hallar una solucidén relativamente simple.
 En efecto, en lugar de permanecer ceh el campo de las le&es de. probabilldad, en el
que la suma no es una operacién definida en¥tal forma que sea posible hallar procedimien
tos generales para deducir la forma analftica de la ley de la variable suma partiendo de
- las de-las variables sumandos, y mucho nenos para efectuar un pasaje al limite}‘se recu-
rre ‘al artificlo de pasar al campo de las funciones_caracteristicas o al de las =zenera-
trices, en el que en cambio a la ouma de varlables aleatorias corresponde uha operacién’
seicilla 'que ‘es el producto. Uha vez establecidas las condiciones para que el produc-
~to de las transformadas tienda a un 1imite que ho dependa de una espeaificacldn detalla-
da de las leyes de probabllidad, se vuelve al campo de gstas {ltlmas,

Este procedimiento es un caso particular del empleo de métodos similares, muy comin
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en el anélisis matemético, especialmente para la soluci6n de ecuacjones diferanciales,-
y conocidos comunmente bajo 1la denom:nacidn de célculo operdcional. El método empﬂ&ado
para demostrar el teorema central del 1imite, es un ejemplo del edlculo operacional de
Fourler (a). . ' '
* Por 1o tanto,y el procedlmiento de demostracién del teornma central del 1{mite con-

siste en las slgulpntes tres etapas: . " . _

(l)'Estudio del 1fmlite del producto infinito de funciones garactefisticas (débido a 1&1
necesidad ‘de la inversiﬁn,conviene emplear funcionass caracterfsticas ¥ ho generatrices)
Vei'que se realiﬁarﬁ demostréhdo un teorema de Laplaces .

'(2) Demostracidn que la .correspondencila entre funclones caracterfsticas y leyes.de pro

‘babilidadrse mantiene en el limite (teorema de continuidad). Solamente se enunciaran

“a,
L

las condic1ones,dejando la demostracibn para un apéndice; |

‘ (3) Inversién efectiva del 1imlite de las funciones caracteristicas, probando gue co=

rresponde a 1a ley normal.
En los puntos (1) ¥y (3) se seguird a - VON MISES (21), mlentras que para el teorema
de’ continuidad (en el apéndice), se utilizard el método de FELLER (h) ‘

VIII;-'ll. TEOREMA DE LAPLACE PARA EL LIMITE DEL PRODUCIO DE UNa FAMIﬁIA‘INFINITA-DE

FUNCIONES, Este teorema es vélidb bara funcionés cualesqulera, gue cumplan unlcamente

. la condicidén de tener un mfximo en un punto .x=a, comun para todas, ademfs de las de-
" rivadas primeras y segundés en ese mismo punto, y aseéura, sl se cumplen ciertas hipétg

" sls que se enunciaran en el ecurso de la demgstracibn, que el 1fmite del producto infi-

hito de las funciones es la exponenclal e 2, )
Medlante un_cambio de varlables, es posible hacer que el mdximo comfn para todas
en el punto x=a Sea la unidad, con_lo que se tilene definida la familia de la siguien
te manera: o ) . .
(8.38) fi(a)=1 ‘f'(a) =0 ; fMa)=~x _
Si se consldera la familia de los logaritmos Fi(x)-— log f£(x), evlidentemente esta :

familia cumple también eon. la oondicién de tener un méximo comin en el punto X —=a (md~

ximo que serd igual a ‘cero), por lo que las derivadas primeras “serdn también nulas, y

‘las derivadas segundas, debido a que f (&)_l, seran también negativas, y aaemés lguales

2 .
a = ki H . _
(8.39) F! (a) = % (%) 3 .Fi'(a) ‘._.‘:";g):?ga) = £i(a)fi(a) f"(a) m - k% '

£2(a)

Desarrollando Fi(x) por la férmula de Mac.Laurins

(ay Para una lnformacidn sobre los métodos d% cdleulo operacional,en general,ver el
artfculo de TRICOMI,en Annales de 1VInstitut Henry Polncaré,vol. 8 (1938),nmag.111.
El c4lculo operaclonal de Fourier es tratado en una gran cantldad de textos espe-
elallizados,como los de BOCHNER, TITCHMARSH, CARSLAW y WIENER,pero 51n prestar especial
atencidn a su uso en el ca Iculo de probabllidades.
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(8.h0)‘ Fi(g) - {u -232 ki + Ry

dqnde‘Ri‘es-el resto {que para u suficientemente préximo de a es'proporcional al-pro

ducto de la tercera potencia del incremsnto jor la derivada teréera, en un punto interme
dio);

El ‘logaritmo del producto de na funciones de la familia fi(u) ser{ la suma de las”

1ogar1tmos,correspondientes, cada uno de loscuales es igual a (8.40), obtenidndouses

11:
(8.l+1) 1ogTrf () =) Fylu)g (u - a) sn_l__
4- A2 9
expresion ‘en la que se ha reemplazado a la suma k por 52.

Si se introduﬂen las hipdtesis auxiliares de que 1as derivadas segundas en el punto

u ;;g,.pienen upa cota inferior K distinta de cero, y que en un clerto intervalo en tor- -

no de ‘'a las derivadas terceras estan superiormente acotadas, en forma uniforme por una.
constante P, mediantevei;cammn de varlables w = (x = a)sn <8 posible eétabléqer la si}

guiente acotacilr, vdlida en un infervalo que contiene a  as

D ‘ " 2i* ~3
(8.42) Log ey (W) 4 ¥ | ¢ | (u=a
— sl 21N Ve K
+Pasando al limite para n indefinidamente creciente, se Tlene que si v se mantiens
dentro de un, intervalo de longitud fija. ; 2
Bl et 2 -
(8.43) 1in Tlog Trfi(w)= -y .l llri(w)_ e‘g
C m40 2 m-po bzl

0 sea Que el 1imite del'producto infinito ds una famllia de funciones que cumple con las

condiciones (8.38) y las hipétesis adicionales sobre la acot 016n inferior\de 1as deriva
8°;

das terceras en un entorno de a ', es la expcnencial e § s como se querfa demostran

' VIIT.12.- APLICAGION DEL. TEOREMA DE LAPLACE A LAS FUNCIONES GEFERATRICES.Y CARACTERIS;
TICAS. Dada una familia de funciones caracter{sticas, es ev1dente que cusmplen siempre '

¢onila primera- y ‘con la tercera de las dondiciones de (8. 38), en eJ :punto a 0, porque

su Vélor en cero es la suma de las probabilidades, 0 sea la unidad,.y su derivada segun -

da és'laAvarianza multiplicada por el cuadrade de la unidad'imaginaria{ verificandoso'

que la varianza (suﬁd de productos de cuadrados per probabilidades) es siempre p0sit1va.'

La segunda condicidn (nulidad de la primera derivada), se cumpliré en cambie, solamente
para las funciones caracteristicas de una clase especial de variables aleatorias, que
tienen nule su primer,momento, o sea en las var 1.a bles aleator 1 a Se

cen t rada s.

El camblo de variables introducido en el curse de 1a demostracidn, esquivale, confor-

me a lo visto en el pérrafo respectivo (VIII.B), a la normacién de ‘las variables-aleato- "
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rigs por la dispersién de la sume.s

W Por 1o tanto, el teorsma de LAPLACE, expresado en términos de funoiones caraote =~
‘ristions, gerfa el siguientes 1 a funo 14 n ¢araao terfatioa de
1a suma de nh variables aleatorias centrada 8,
y normadasa p or sla dispersidén de la suma, tien
de al 11¢ mite é'g cuando el ndémero de Suman =
d os crece 1ndefin idament e; 8l se cumplen §1ertas condiciones
de .acotacién de sus momentos de segundo ¥y de tercer orden.

Bstas condiciones de acotacién de los momentos equivalen a'asegurar que las varia
bles aleatorias son del mismo orden de crecimianuo, en probabilidad, es decir, que la
probabilidad de que el coclernte de dos valorcs observados sea cercano a céro tiende a
cero, ya que la acotacién de las probabilidades de una de ellas no puede ger infinita-
mente pequeﬁa con respecto a la otra de otra, por la ‘acotacién inferior de las varian-
zas, ° Tanto en &1 teorema de DE MOIVRE, ya discutido en el capftulo VI, como en el qus -
se acaba de demostrar, la normacién de las variables aleatorias por la dispersiéh de
la suma es esencial para la existencls del limite, pérque sin ella no seffa posible
probar gue el segundo miembro de (8.%2) tiende a cero para n 1ndefinidamente areclente,
" En efecte, la hipbtesis de la acotacidn inferior de las varianzas implica la divergen

cia de la gerie cuyas sumas parciales .son las 52 y esté'hecho, aplicado directamen=

n ?
te al primer término del segundo miembro de (8.41), implica que su valor disminuye mds
allf de todo 1fmite al aumentar n. AL efectuar el camblo de variables, la sucesién .
" de las pardbolas con miximo en u =0 que representan a dicho términe, ¢s modificada,
conviftiendoéezen una constante, y el orden de divergencia de la serie de'las varian-
zas resulﬁé sef suficiente para anular 1la cohtfiﬁucién del resto, como se muestra en
(8.42). Sole la normacién hace desaparecer la divergencia del primer término del sew

gunde miembro de (8 hl), mientraa que asegura la anulacién, en el 1fmite del resto.

VIII.1l3. INVERSION DEL LIMITE DEL PRODUCTO DE LAS FUNCION S CARACTERISTICAS. Si se ag
mite que cuanda la funcién 1fmite hallada es continua en el origen, es tambien una fug
cién caracterfstica de una cierta variable aleatoria, problema este §ltimo de solucin
difiecil pere del que sé da en el ap‘ndice al presente oapItulb' una ‘demestracilén reld
tivanente elemental (teoorema de continuidad), coh 1a aplicacién de la férmula de id =
verai6n (8.37) serd posible establecer la ley. de probabilidad que slgue la varilable »
aleatoria limite de la suma cuando el nimero de sumandos crece 1ndefinidamente.

La férmula de inversiép esi - |
(8.4k) f(v).-_../ (/(u) o™tV 4y
"endonde 2a funcidn caracteristica es la de 1la.

varianle ne centrad a.
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Si.ae trata de aplicarla a una funcién caracterfstica d- ana variablo aleatoria” cen
trada, -serd necesarie -maltiplicar dicha funcidn earacterfstica por ug’ factor exponencial,
como se explicd détalladamente en el pérrafo VIII.8, y a fin de mantener la igualdad en-
la férmula (8.#%),~sara'neaesario dividir por el mismo factor exponsncials

Tratandose de la-funcién caracteristica de una suma de vafiables alaaterias inde .
pendientes (que es el producto de las fhnéianes caracteristiaas de los sumandos), el
factor axponencial a introducir serd uh producto de factores, que se reduce 8 una suma
de exponentes. ZTenlerde en cuenta ;a‘forma_de dicho factor expenencial que resulta de
(8.32), serd en ééte‘caso e-j'zjmiu.='efiM9u y ¥ para diYidir.habré simplemente que
cambiar el signo del eipdneﬁte, aon le que efectuande la 1ntroducci6ane1.facfor,y_su
inverso en (8.44), agrupando los términos expoanneialés 5 introduciendo la notacidn de

_funcién caracteristica de varlables centradas empleada en el parrafo VIII 1, se tiene

finalmentes - +7 i(v M u
8,45) r(v)_. - / (u) duw
S = | Ty,

Efectuando ahora el cambio de varlables tIpico del teorema de LAPLACE.
(8n6Y : usn._ v spdu= '
se tendra 1a nueva expresién: ,o-s,

@ l+7) B AR AL
. . SR 27T A(Sw .
A-donde se ha agrupado en t 'an las‘variables que no intervianan en la integra-
cidn. Pasando al 1fmite para n-4¢P: +u1t -
. - W - -
(8.48) . lim s f(v)._..l_ K o2

" w00 2T . )
La validez de este pasaje al lfmite bajo el signo integral necesita en realidad una

demostracidn especial, porque ademas de las condiciones habituales para realizarlo, es
_necesario tener eh cuenta que el intervalo de integracion se convierte en un intervalo'
' infinito, y precisamente el teorema de LAPLACE en la forma demostrada anteriormente re-
quiere una acotacidn del intervalo de la variable para anular el resto. Afortunadamen- .
te esta’demostrdc%dn no presenta grandes q%ficultades (puede consultarse en el tratado e
de VéN‘aiSWé (21)); y obliga a introducir solamente una condicién adiéionalgnqué:ésiai
acotacion superior de las derivadaa segundas, con lo que en realidad se oompleta ‘adecug
damente la interpretacién de que el teorema se reflere a variables aleatorias de 1gua1 ;
orden de magnitud en probabilidad. ' L . ,
Dando por sentado entonces la Qalidez de (8,48), solo rasta calcular efectivamente
la integral, para lo gue hay que separar la variable de integracidn de t, agrupando los -

. exponentes y completando los’ cuadradog-'-zitw w + t244§2 +-21tw

(8.49) lim 8pf(v) —..l_ dw ..__#/ aw

obteniendose e1 cuadrado de un bi omio, con 1o que finalmente, resu%ta-

(w3 14)2
(8.50) lim snf(v) & / _ dw+it)= r—i-sn

M0




(8.53) R(x ¢ 1=
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‘ porque la integral'es igual a la rafz cuadrada de 2 T,

‘Cuando v @8 igual a uno de los valores de la variable aleatorla suma, f(v) es la
probabilidad correspondiente, como se vié al demostrar la rérmula de inversién (8,37),

de manera que cuando n - es suficientemente grande sé tiane la sigulente expresidn aprg

%
ximadas ..-_2_).( ~Mn '
(8.51) £(r) = —7!...1 e n - '
que es la forma local, o‘puntual, del téeorema central del-

1imit 8y que puede tamblen expresarse en f%fmazintevral.

(8.52) P(t1<r- n<t )= b [T 2 at
Vi Jy, ' .

VIII 14 - APLICACION A LA SUMA DE VARIABLES ALEATORIAS IGUALM"NTE DISTRIBUIDAS. Cuando

/

‘las variables aleatorias son iguales, as decir tienen igual campo de variacidn e igual

lay de probabilidad, es evidente que valen 1as hipétesis. del teorema de LAPLACE, por lo
que su.consecuencila, que es el teorema central del 1limite, tambien serd v4{lido (siempre
que existan 'los momentos que intervienen ea su formulacién y demoatracién). Como caso
particular, 'se tiene .entonces el teorema de DE MOIVRE, demostrado independientemente, pe

ro existen otros cagos no tan sencillos como este fltimo, en el cual es necesaria la de-

mostracién general que se acaba de dar, como ocurre por ejemplo en el paseo al azar, dig

cutido en el Cap. V. Si"p—q-l/2, se tieQe qge me=0 y (f ly aplicando (8. 52) se thmng
E- dx

V2'TT n JX :
Tﬁ
con lo que se completa con mucho ma s ‘detalle-la descripcidn lograda en el capfitulo cita-

do mediante una ley de los grandes ndmeroa, ya que es posible caleular la probabilidad
(en el caso, la.proéorcién de la poblacién de particulas) correspondiente a un intervalo
dado., Esta descripéidn, que pof‘simplicidad se ha referido al caso simétrico en que p=q
es ejemplo de un tipo de desgripcién‘de sistemas de gran_utilidaq e importancia eni‘{
sica, ' o . '
NIII. 15.- APLICACION A LA SUMA DE VARIABLES ALEATORIAS DESIGUALMANTE DISTRIBUIDAS. En ‘
este caso no es tan sencillo como en el anterior verificar que se cumplen las. hipdtesis
de validez, ¥y en realidad se halld’ indispensable continuar el estudlo del problema.has-' '
ta encontrar la condicién necesaria y suficiente, ya que las condiciones dadas son. sola
mente suficientes, y en @l caso general podria ocurrir que una familia de variables
aleatorias.no las cumpliera. Esta condicidén fud hallada por el matqmético finlandés
LINDEBERG‘(a) como una nueva hipétesis.aufieiente,y afios despdes FELLER logré probar gue
también era necesaria (ver apéhdice). La condicién de LINDEBERG, se:refiere'solamedﬁé
a los momentos de segundo orden centrados. )

(a)'"Eine neue Herleitung des Exponentialgesetzes in der Wahrscheinlichkeitsrechnung"
Mathematische Zeitschrift, wol. 15 (1922§ pag. 211=225,




APENDICE AL CAPITULO VITI

VIII.Aele= TEOREMA DE CONTINUIDAD. La transformacién detleyes de probhabilidad a fun-
clones caracﬁeristicas define un isomorfismo entre ambos conjuntos, en el que a la ope
racién de suma en uno le corresponde la de multiplicacidn en el otro.

Pero para poder demostrar el teorema central del limite, hay que probar quée 1a
transformacién es continua, es decir, que al 1imite de la suma le corresponde el 1imi-
te del producto, y lo que es mds delicado, que el limite del productb'es tambien una'
funcién caracterfstica. En otros términos, considerando a las funciones caracter{sti-
cas como puntos en el espacio, podrfa ocurrir que el copjunto‘de_puntos correspond1en—
tes al cohjuntd de funciones caracterfsticas no fuepa'cerrado,'y que el iimite de una
sucesién de puntos no pertenezca al conjunto. Estaféuestién se aclarar{ m&é-adelante
con un ejemplo, ' .

La demostracidén del teovema de continuidad consta, bues, de dos partes. La prime
' ‘ralespéblece que la convergencla de las funclones caracteristicaé es condicién neéesa-
,r1a y‘sur1c1ente para la convergencia de ;as leyes de probabilidad, j la segunda cda-
les son las condiciones que debe cumplir ese -1imite para ser una funcién caracter{sti-

éa.‘_._‘

ViII « A.2.~ Al demostrar la unicidad de la transformacidn, en (VIII.Y ), mediante la
férmula de 1n§er316n, se vid que a cada funcién generatriz corresponde una funcién ca-
w racterfética y reciprocamente, de mahera qué el trabajar con un tipo u otroldependevde
con cual de las dos funéiones resulta mas simple. Para la 1nver516n, era mds conve =
n}ente utilizar las funciones caracterfisticas, pero para el teorema de continuidad, vy
- trat£ndose de lefés de probabilidad de variables Qleatorias discretas, es preferible
1utiliiﬁf las funciones generatrices.

Dada una Sucesién de variables algiforias definidas para valores enteros de la va .
riable (en particular, esa sucesién puede ser la de las sumas parciales de una familia
.infinita de variables), de la que se supone que sus 1e§es convergen, O sea .que para’dl
valor J_' la sucesién de probabilidades pij converge a un cierto valor p , quedard
demostrada la parte necesaria del teorema de continnidad si se encuentra que la suce =
8idn de funciones generatrices converge.

81 g (s) es el término genérico de la sucesién de funciones generatrices :

sd
(8,4.1) g,(8) = P, + Py p12’ SARICIRIE 3 Pl SR
y g(e) as la funcién generatriz de la sucesidén de los limites de las columnas de coe =

ficientes p,.:




reemplazar términos del segundo mienbro de (8.4.5) por una serie geométrica convergeg
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(84442) B8 =P b DS D 8T e o +pd.a3+ o v e

De conformidsd con la definiecidn dg_limit@g para Qua la sucesién de las gi(a)‘eon
verja a g(s)\én un punto 8, &abe verific&rﬁe’qu@ dado uh’fl pogitivo y arbitrario.y é
partir de ﬁn clerto 1 s ol valor‘absoluto de la diferencisa ses menor gue €: i
(8.4.3) - ey () - g(a)i <& B

Como por hiﬁEtesis, ecade una de las sucesiones le converge a pj, para. cada nna
de ellas se verificaré que a partir de up cierto 1i:
Baae) pys o pd ¢ b
: | Ii;] j < 2(n+—l)

El 4 en (B.A.4) dependsr{ en generalﬂdel j , pero no es necesario establecer

ninguna condicidn adiciopal-de convergencia uniforme si la demostracién se restringe al

-
Y
|

recinto  lsl <1 ) _

Dentro de dicho recinto 86 verificaré la dasigualdads
(8+4.5) fg (s) - g(s)] \< Ep - PI 3_;.. 2—:-2 _
en la que a partir de un clerto fndice n° se ha reemplazado el valor absoluto de la
diferencia de las probabilidades por su cota superior 2 (porque cada una no pugde su=-
perar la unidad). ‘ ‘

Dado ud cierto &, habréd un eierto fndice jﬁ;n con el cual el segundo término
del segundo miembro serd menor que @)2, y bastard un 1 suficientemente grande paJ
ra que cada uno de 103‘sﬁmandos del primer término dél segundo miembro sea menor que
€ /2(ntl) , con lo que se tiene: | \ |

(8.4 .46) . lg (=) ~ z(‘s)l\(" §+%

¥ queda demostrada la parte necesaria.

La restriccién a los valores de s que cumplen IsK’l fué necesaria para poder

te, quedando un, nﬁmero finito de sumandos, lo que hace innecesario la convergencia uni
forme de 1as sucesiocnes pijg ¥ nho resta generalidad a la demostracién, '

51 la sucesién de las funciones generatrices converge, para demostrar la parte 3
ficiente del teorema hay que ntilizar la construccidn conocida por el nombre de proce=
dimiento dlagonal de Weierstraﬁs, 8 fin de probar que .cada uno de las sucesiones P14
converge a un clerto valor pj ' ‘ .

_ Tomando la primer sucesién pi s €8 evidente que sus términos estan acotados entre ]
cero y la unidad, porque se trata de probabilidades, y conforme al teorema de Bolzano,
existir{ una snbsucesiGn convergente, cuyo limite se designari{ por pﬁa Seleccionando
en-la segunda suceslén Pyq los términos que corresponden.a la subsucesién‘convergente

anterior, se tlene una nueva sucesidn acotada, que admitird una subsucesibn convergente



, ; e |

~con limibe pf En la primera'sucesidn, la subsucesién correspondiente. a la que eS‘con-
¥

tendrd el mismo 1imite, por 1o que es facil ver que de esta menera. se construye una sub

sucesidn tal que para todo ] 1las pij tienen un 1imite pJ ‘

Conotruyendo ahora la funoidn generatriz~

(8.A 7 , (s)-—p +plS+p+---+pdsj;

esta resulta como 1imite de la -sucesién de funciones generatrices correspondiente a la.
sucesidn de leyes en la que las probabilidades tenfan el 1im1te pj s bero como esta su
cesidn de funciones generatrices esté comprendida en otra que _por hipdtesis es convergen
te se verificaré ques: L

(8.4.8) | o 8(s) = gls) |
,Pero esto implica demostrar que la sucesidn,de 135 leyes e3199qvergente, porque si
no fuéia‘asi, podrian Seleccionarse subsucesionés correSpondientes a limites distintos, -

y (8.4.8) demuestra gue todos los 1inites tienen que ser. iguales, con lo que queda proba

da la parte suficiente.

;?III.A.3.- Sirla‘sucesién de leyes de probabilidad es_ta1~que‘par§ i=n 1los n prime
.ros fij spn nulos, es evidente que todos los“limites Py=0y ¥ e 1 1imit 9 ',n o
‘e's . una ley de probabili dade s.

i Para hallar la propiedad de la funcidn generatriz limite qne asegure que no se vew=
;11ca este caso excepcional hay que recordar que en ung funcidn generatriz el valor pa
ra s;;l es 1a unidad, porque 6s la suma de las probabilidades. Bn la funcién 1imite
de'una sucesi6n de funciones generatrices se cumpliré también que g(l)=1 ,'porque para
s=1 es 1fmite de_ una sucesién constantem:nte igual a l, pero sl la ‘fundién es discon-k
“tinna ya ho se verifica que la suma de las probabllidades (que es la suma de los coefie
jﬁcientes), valga 1. Preclsamente en'el ejﬁmplo éxcepcionalidadb, la funcién 1imite es
.hula_para todo valor de s, salvo para s=1, en donde tiene una discontinuidady y tdma

~ el valor 1. B kk ‘ _ | | | ‘ - |
S1 se fija la condi¢i6n de que la funcién iimite sea COhtinﬁa en el punto s=1l, se

 tendrd:

@D
(8.4.9), : g(l)=1in - st — EJ' o

s=1 370 . ‘
., ¥ Se puede asegurar entonces que la funcién 1imite es 1a funcién generatriz. de una ley

de probabilidad, eliminando asf el casoexcepcionals . .

VIII.A.4.- -Pasando de las funciones genergtricesJa.las‘cafacteristicas, el teorema de

ontinuidad se enunciard entonces: 1l.a fjg,o ndiecidbédn necesaria y

!

vergente a py en la serunda, egtd comprendida dentro de otra que. es convergente a p . y .
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‘s8uficlente para gue uha sucesidn de leyes de

robabilidad conve rja a uan 1imite que g6 a
na ley de probabilidad, 68 quée la sucesi’n

e funciones caracterf{sticas tengabcomo LfLfmi

4 o 5

e una funcidn continua en el »pu"ntO’u;-:O.v'
Como la funcidn que aparece como limite eh el teorema de Laplace es pfeeisamente‘
continua eneﬂ punto cero, queda completada entonces la demostraci6n del teorema central

‘del 1im1te.

:“VIII.A.55- El andlisis detallado del fénémégo aleatorio,elé&eﬁgél, aqgel que consiste
en la realiza;ién o no realizacién de un suceso, que se 1levd a cabo én»los capfitulos
Iv y VI, con. la introduccién de la variable aleatoria binomial y 1é\dan83trac16n dé'lai
- teoremas de Bernouilli y de De Moivre~Laplace, se puede resumir en 1as dos siguientes ,
:(1) Al crecer n el crecimiento del desvfo es mehos rdpido, ; n probda bjé
1 i da d ’ que elde n « En otros términos, dadd una cierté constante'JEJ.,‘pb-

>sitiva y arbltraria, la probabilidad de que ol cociente entre el desvio‘y n supere en.-

valor absoluto-a 'y tlende al 1fmite cero cuando n crece(indefinidamentez
(8.4.10) © lin P(Je=p|>E) —> 0
» Deboo V' n

Esta afirmacién, que es otra manera de enunciar el teorema de ﬁernouilli,‘se pre=
cisa estableciendo exaétamente,cual es el orden de creciﬁiento del desvio: »
(2) Al crecer n el crecimientb»del desvfo es del mismo orden, en P roba =
bilid a dy que el de Yo. 0 sea, que dada una constante t, la probabilidad de que
el valor absoluto del cociente entre el desvio y la rafz cuadrada de h sea menor
que un ndmero proporcional a t, cuando n crece indefinidamente tiende a una constante,
rm'vque esté dada por la férmula inﬁegral de Laplace::

1im P(I L\E:‘g_gl < tN__' / Jé‘ dt -

T

En 103 capitulos Ny VIII se generalizaron estas ‘dos proposiciones, mediante las
 1_1eyes de los grandes ndmeros y el teorema central del 1£mite, a las sumas de variables:
aleatorias sin otra hipétesis para el caso de variables aleatorias iguales que la exig‘
-tencila de los momentos de primer y segundo orden, que intervienen en el enunciado o
en la demostracién, y con ciertasf1imitaciones'sobqe el'comportamiento déylos'moméqtos'
de segundo orden y'tambien del de tercero, cuando se trataba de variables aleatorias
no iguales. - k

' De esta manera, y mediante los teoremas limitéé, el métodd de tratamiento para el

: énﬁm§§0 aleatorio elemental se extendid a fendmenos aleatorios mfs complejos, obtenien
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do- la posibllidad de encontrar auevas cm&tuﬂms-asintdticaé cuya existencia no ena evi-

dente si se consldera solamente el comportamiento descrjpto coino caracteristico de 1os - :

fendmenos aleatorios, y ‘pudiendo formular enunciados con tanta més precisién cuanto ma
yor sea el nimero de observaciones, con 1o que queda remov1da la incertidumbre propia
de todo fenémeno aleatorio y redncido su tratamiento, en casos muy generales,,a un méto.

do standard.

Es evidente, por 1o tanto, que los teoremas l{mites con cuyo auxilio se han obteni

do estos resultados, constituyen el ndcleo bésico del cdlculo de probabilidades.

VIII.A.6.~ las demostraciones dadas son solamente suficiéhtes, pero desde fecha’relat;
vamente recienté se conocen. también las condiciones nedeéarias ¥y suflcientes,.

‘La condicibn necesaria y suficiente péra la ley de¢ los grandes ndmeros fué hallada
por Kolmogoroff (a) y la del teorema central del 1fmite por Feller (b). - .

Comparando las fechas de publicacidn de estas memorias con las del teorema de Bér-
. noﬁilli (1713) y el de De Moivre (1732), puede parecer sorprendente que haya tfanscurri
@o'tanto tiempg entre el descubierto de los primeros resditados ¥ su generalizacién mds
amplia. | | 7

Este hecho se debe a que pricticamente el gélcuIO'de probabiiidades se mantuvo aje

no al gran desenvolv¢miénto matemético‘del siglq XIX, eircunstancia que hoy no aparece

como fécilmente explicable. Sim embargo, posiblemente tuvo gran'influencia el que el me

~ todo propix del célculo de probabilidades, la transformacién a funciones generatrices y
caracteristicas, cayd en desysoy y con 41 la,posibilidad\de,estudiar\sus teoremas mds
importantes. ‘ ' \ )

i La critica al métédo de las funciones generatrices, durante el siglo XIX, se debid
a un andlisis superficial del uso que de las mismas hizo-Lapihce; En efecto, en su gran
" Theofie Aﬁalytique des Probab11iteé'";.%gs funcione% generatricés”son empleadas con
frecuencia para integrar ecuaciohes en diferencias finitas que aparecen en numerosos
problemas, como se verd en el CépoIXo Boole y otros maﬁeméficos utilizaron otros proce
dimientos mds eficaces para tratar las diferencilas finitas, y se pasé por alto la impor
tancia que tenfan las funciones géperatriceé para los problemas bdsicos del cdlculo de

‘.probabilidades, a lo contribuyé el mismo Laplace, que emplea una notacidn extremadamen=
te confuéa ﬁue hace dificilmente inteligibles muchas partes de su obra. |

El estado actual del cdleculo de probabilidades, especialmente en lo que se/ refiere

a los teoremas 1imites, se haya expuesto en las obras de GNEDENKO-~KOLMOGOROFF (10) ¥y

. (a)"Uber die Summen durch den Zufall bestimmterunabhﬁngigen Gr¥ssen" Mathematische .
-Annalen, vol 99, pag. 309=319.

(b)"Uber der zentralien Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitrechunng" Ma7ﬁ;;atiséhe*
“Zeifschriff, vol %0 (1935), pag. 521=559. ' ‘
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‘iOEVE (18), gue usan recurses matemfticos gupefioreg. Una exposiciéh mﬁs-elemenﬁal, pe=-
‘ro muy clara y completa, es la de GNEDENKO (?)y qui:puede cénsiderarsa‘sin dddé-cpmo el
mejor libro de texto que hasta ahora se haya publicado en la materia.

' Tambien tlene considerable 1nterés la obra de Paul Levy, a quien conjuntamente con
Von Mises se debe la revitalizacién del calculo de probabilidades, y que en-10 que tiene
contacto con este curso se halla expuesta en (16) y (17). _

- Una exposicién de divulgacién, de lectura recomendable, se encuentra en una conferen

ia de FELLER (a).

Toms in -qub_ébilit__:iﬁ, Bulletin of the American Mathemat-




CAPITULO IX.

ADENAS DE.PROBABILIDADES. SUCESOS DEPENDIENTES.

X.le= En muchos problemas, la aplicacién directa de los teoremas fundamentales no permi-
e cglcﬁlar las probgbilidadeﬁ buscadas, sino dnicamente establecer clertas relaciones en
‘tre ellas, a partir de las cuales se las despeja utilizando métodos especiales.

Sea, por ejemplo, calcular la pfobabilidad de la aparicién de una racha de. iongitud r

a una’ sucesidn de Bernoulli (ver Capitulo IV), entendiendose que se ha prodncido una ra =

ha de longitud "r" cuando una de.las dos alternativas se ha presentado por lo menos r

eces en. sucesi6n. L
ucesién de Bernouilll, pues evidentemente‘la probabilidad de la aparicién.de la .racha va=

fporque entonces la racha es imposible. .Pero si n):r, el problema se complica.

DE MOIVRE hallé la’ solucién recurriendo a un artifieio importante, que como se dijo

nds .arriba, consiste en establecer una relacidn entre las probabilidades de observacidn de

a racha; asi definida; para varios valofes de la longitud de la sucesibn de Bernouilli..
Llamando ¥y, @& la probabilidad de observar la racha en una sucesidn de longitud n,

fés evidente que. yn+1 corresponde a un suceso que se puede descomponer en la suma de.otros

os excluyentes- (l) La racha se observé ya en el rango  n ; (2) La racha se produce &

5tal manera que puede observarse solamente en el rango nﬁki. ' f _

-Las probabilidades de estos dos sucesos excluyentes se pueden calcular sin dificultae

fdes, admitiendo que se conocen las Yy "En efecto, la del primero ‘es, por definicién, Yns

ij 1a del segundo. es, a su vez, el producto de las probabilidades de otros tres sucesos in-

y~dependientes entre si: (l) La racha ‘no aparec16 en el rango n-r (probabilidad igual a

j; yn_r); (2) En la observacioﬁ de rango ‘n=r+l no se dif el suceso que forma la racha,

‘ é cuya aparicidn individual se asigna la probabilidad ' ~ (por lo tanto, 1a probabilidad
de este suceso serd l-p-—q ), (3) En las r ltimas obsefvaciones se repitid el suce-
so que forma la racha. (probabilidad igual a- pr). ‘Finalmente, se tiene:

| (9.1) _ | 3 Ingl =¥n + @ - Ypop)ap

fectivamente en-una forma’dnica, debido a que se tlenes

§ o ~ T
- (9.2) N =F, =ee e = =¥.,=9 H V=P ‘
1y con‘estas ~cond i ciones 1niciales es posible determinar por récy

ﬂrrencia cualquier Vye

El problema no esté completamente formulado si no se fija tambidn la longitud de ‘la -

{a con B . 81 n-—r, dicha probabilidad es igual a p' 4 y s1 n¢r es igual a cero

Esta relacidn entre las yi cdorrespondientes a tres rangos distintos determina comple-‘

_tamente 1la suceéi6n dé las y4y porque dado un - n determinado es pesible calcular yn o=
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IXo2e~ Kl mismo DE MOIVHE apliecd un_prdcedimienﬁ&.aimi;a;'gl problema de la ruina de
lus jugadores; al que se aludié al figal delfuapitﬁléyvgiy due es uno de los cldsicos
uel cdlculo de probabilidades. - ' ' . | _

Sea dos jugadores que Juegan entre si (31} ciarto Juego de azar. P@:a‘uno de los
Jugadores, la probabilidad de ganar en una jugada es P ¢-,,y 1gﬁperd§rﬂJ q _(para el
otrb-serﬁn, respectivamente, q ¥y P -, pues cuando uao gana el otro plerda), y m
existe una tercera alternativa (empate)@~ =3 '

" La apuest& de cada uno de los jugadores es unitariag ¥y la ganancia neta (ver capi
tulo V, pdrrafo V.13) serd, por ‘consecuencia, tambien unitaria. Las ‘reglas de‘Juego
>establecen que hay que abonar la apussta anﬁes de cada jugada, debido a lo cual un Ju"
gador se arrulnard (no podré contlnnar Jugando), 81 su pérdida acumulada 1lega a igua=
lar su capital, y el problema consiste en calcular las probabilidades que tiene cada
uno de arruinarse, las que corresponden al triunfo del otro,. .

81 el capital de uno de los Jugadores es igual a x sy procediendo de igual
manera que. en problema ahterior delas rachas, se supone conocida‘la probabilidad de a=-
rriainarse con ese capital, llamada q;, es posible tambien establecer una rqlaci&n entrg

las probabilidades correspondientes a distintos valores de x3-

(9.3) ‘ ' a =ra +a
L . x x+1 ’ X=1

porque cuando el Jugador de capital ’x realiza una Jugada, si gana aumenta su capi-l
tal en una unidad, y si pierde lo- disminuye tambi&n en una unidad, y el suceso . "arru;
narse cuando se dispone dq un capltal X n se descompone en la suma de dos sucesos
excluyeptesz‘(l) arruina:se después de haber,ganado la primer jugadaj (2) arruinarse‘
después de-haber perdido la primera juéada.’ A s ' |
_ 51 la suma. de loé capitales.de anbos jugadores es igual ayc; es évidente que qa=0

porque cuando uno de los jugadores llega a acumular el capital de los dos, el otro &a..
ha arrulnado, y como el juego se interrumpe , la probabilldad de arruinarse corresponde‘
al suceso imposible, ; ‘ ) o

Reciprocamente,-qo=fl, porgue cuando an jugador pierde su cépital, el juego se in
.terrumpe, ¥y la probabllidad de arrulnarse corresponde al suceso cierto. , ,

En forma simétrica, se puede plantear ‘la relacién correspondiente a 1as p (que son
las probabilidades de ganar y corresponden a las de ruina del otro jugador)
AT N ‘ _,px,_- PPy APy

Qe manera mas elaborada gue en él caso anterior,:es posible demostrar que tanto'
la sucesién de - las 9x como-la de las p,, ‘que a diferencia de las Ya. de las rachas son
”suce51ones finitas, estan determinadas univocamente por las condiciones

en los 1 fmitoe '8, que se acaban de dar.
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IX.3se~ FELLER (4&) seﬁéla Que este prpblema de la.ruina devlos jugédores es completa-
mente gquivalente al.del paseo al azar lineal de una particula, realizado en. la’b mié-
mas condiclones descriptas en el Capitulo V (pdrrafo V.8), sélo que’ cohn muaros

absorbentes enlas abcisas 0y C, o sea puntos en los gue la partfcula

queda retenida si llega a ellos, problema quepresenta considerable interds para la ff

sica,

‘IXle- Las cadenas de probabdbil 14 ade s, como se llama a las .
felaéioneé del tipo de (9.1), (9.3). ¥y (9.4), son en realidad ejemplos de ecua=
'elone s en diferencias finit a sy & las que los matemfticos
del siglo XVIII y primera mitad del‘XIXkotorgaron‘gran'1mportancia, aﬁnque hoy estédn
un tanto olvidadas, salvo para su uso en problemas de interpolacién.

. "S8in embargo, la integracidn de las echaciones en diferencias finitas; como se lla
‘ma al procedimiento de encontfar una expresi6n de 1las yi o dela9qx, en funcién de
i o'dé x (funcién definida sélo para valores enteros de la variable), presenta
un gran interds, en el caso de las cadenas.de probabllidades,porque aparte de que las

3soluciones por recurrencia pueden conducir-a un ndmero de’ operaciones elevado, como
en el caso de (9.1)y si. n es grande, o ser practicamente 1mposibles, como en 59.
y en (9.4), muchas veces no interesa tanto calcular una probabilidad determinada como
el: conocimiento de las propiedades asintéticas de la sucesidn de érobabilidades.

Un e jemplo del uso de la técnica cldsica de la fntegracién de las ecuaciones - en
diferencias finitas puede verse en el tratamiento gue hace FELLER (4) del problema de
la ru;na de los Jugadores, pero también, sigulendo a LAPLACE. es posible apl;car fun -
ciones generatrices,(como hace USPENSKY (22)y Cap. V, para el problema de las rachas).
| 'Tapto con dnﬁmétodo como con el otroy a menudo resultan famb1§n operaciones demg
siado complicadas o numerosas, y.ha sido necesario hallar métodos numéricos aproxima=

dos, cuyo iniciador fué también DE MOIVRE , !

Del conjunto de métodos utilizados para tratar las cadenas de probabilidades se

seleccionard en este curso el de las funciones generatrices, ‘en la forma desarrollada

por FELLER (%) para los llamados = s u cesos r currentes,

IXe5.= Segun este dltimo autor, un suceso recurrente estd caracterizado ﬁor las 8i=-
'Vngientes'dbs propiedades: (1) Su definicién permite determinar, conocidos los reéul-
tados de ' h  observaciones 1ndepengiéntes sl se 'ha producido o no y en qué ‘rango de
observaci6n;,(2) Cada.vez que -se produce, 1és‘obsgrvaciones qne.constituyen el suceso
fecu:rente'no pueden ser utiiizadas para definir una nueva ocurrencia,

El,ejempio de las rachas servird para aclarar estas proplsdades. Sea una racha
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de longitud r=k , y en la observacidi n=fsima termina una sucesidén de seis obssrva

ciones de la alternativa due'cbnstituye la racha. Cionforme a las propiedad95w enun -
cladas, 1la racha se habré producido en la 0bservacién de rango h-2 (propiedad 1), R4
no en las de rango n=1 . '8 4;2; (por la propledad 2, una vez producida la’ racha

B

en la observacidn n-g, N hayjque empezar a contar de huevo para decidir que se estd

ante una nueva ocurrencia).

Con esta definicién, el problema de caleculayr la probabilidaé de una racha es dis
tinto del planteado por DE MOIVRE, conforme se vid anteriormente. En efecto, en el
pdrrafo IX:l, la proﬁabilidad ¥np no édrregpondia a que la racha hublera terminado en
1a'6£servac16n n=4sima, sino simplemente a que se hubiera presentado con anterioridad -
‘una sucesién de per lo menos r resultados iguales, y quedaba totalmente indetermi'
nado el saber cuantas rachas se habian producido si la sucesidn de resultados iguales
presentaba ung longitud mayor que r. '

IX.6.= Una vez definido un suceso recurrente, y dada ﬁna sucesi6n‘ilimitada‘de‘obser ;
‘ vaciones, se pueden definir a su vez dos sucesliones ilimitadas de probabilidadesz (1) .
La sucesidn ou correspondiente a 1a aparicién incondicional del suceso en la 02'
servacién de rango J. 3(2) La sucesién £y
Pprim era vezg en la observacidn de rango J.

de probabilidades de aparicidn‘ P or.

Las probabilidades Ty corfespopden_a sucesos exc;uyentes, y por.lo tanto-la-
suma de n cualesquiera de ellas no puede superar-la unidad. La serie de todas las
£y es de términos positivos, y como segun la obéervaciéh’anterior; sus'sumas ﬁapgig"v
les estédn acotadas superiormente, serd silempre convergente, ' ' A

Si la suma de la serie de las fj es la unldad, se dice que el suceso :recu =

rrente es c i ; r t o, porque tiene una probabilidad 1 de aparecer al menos una
vez, ©S1 la suma de la gerie de las fj es igual a f‘(ﬁ, se dice que el suceso
recurrente es incie rft‘o s borque tiene una probabilidad 1- f de no apae.

recer nunca,

~ B . : /

Las probabilidades uy no corresponden a sucesos excluyentes, . por lo que no
existe acotacidén superior para sus sumas parciales, y la serie puede ser convergente

o divergente (pero nunca oscilante, porque es una serie de términos positivos),

'IX.7.~ TEOREMA FUNDAMENTAL DE LOS SUCESOS RECURRENTES. Conforme se vié en el capl -
tuld anterior, dadas las suceslones uJ y £, es posible definir las funciones ge=
neratrices de ambas, como funciones de un cilerto pardmetro feal 0 compléjo 8

,tales que su. desarrollo en serie de potencias del pardmetro tepnga por coeficlentes.

los términos de ~la¥ ‘sucesiones;
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o | _ 3 ) R
(945) . .U(s) [:Js o F(s) ___;fj.sa,

»

pero en general ho se cumpliré que para 8=1 las funcionés generatriceé valen la uni‘

dad. En efecto, las sucesiones uj y h no corresponden a 1eyes ‘de probabili -

J

dad de una variable aleatoria. En la primera, los sucesos no son excluyentes, y- de la

segunda no forma parte la probabilidad de que el suceso no aparezca nunca, la que po -

drd ser cero o tener un valor no nulo, segun que el suceso sea clerto o incierto.
J

Pero entre las sucesiones u ¥y fj existe una.rela016n-fnndamental, y por

otra pgrte evidente:
6 S
(9+6) u, = 1n1+ f2n2+ +1 lul+f
dadeo que el suceso de aparecer 1ncondicionalm=nte en’ la observacién de rango n-esimo
se puede descomponer en n  sucesos excluyentes, segun que haya aparecido por: primee
ra vez en la primera observaci6n y vuelto a aparecer después de n—l observacioneb, ,y

asf sucesivaﬂente.- Por la 1ndependencia de las observaciones, supuesta en la deflni -

016n de sucesos recurrentes, 1a sucesién de las- uJ permanece invariante si se des—

_plaza el origen.

En la expresidn (9. 5), todos los términos menos ol ﬁltimo son productos en los

qué los fndices de las probabilidades suman B -. Para hacer (9.5) totalmente simétfi

ca es conveniente completar'1a sucesidn de las uj con un término u,=1 4 y tambien
la de las fj con. f —-0,0bteniendOSe entonces- -
foun+ flun_l + o o o + fnuo
n

- s8i se,multiplieakambos niembros de" "(9.6) por s, resulta que el coeficiente dék la
potencia. n-ésima de s enel desarrollo de' la funcién genefatriz T(s) (complétada

. con el término de ranao 0) tiene la forma correspondiente al Droducto de las funciones

!

ueneratrices U(s)‘ay F(s) Como (9. 6) es vdlida solamente desde 1 en adels nte, su - _

mando todas las expresiones similares,;n tendrd:
(9:7) ' - o U(s) -1E U(s)F(s)

" de donde resulta inmediatamente: _ '

L .
(9.8) : | U(S)=m ‘ | .
.que es el ; t_e orema fundamental de los sSucesos reg

curr e n t e s.

IX. 8.Q Si en”(9.8) se da a s ‘el valor 1, 'F(1) serd la suma de la serie de las fj

¥y st el suceso es clerto se tendré:
(9.9) R | F(1) =1
'y si ol suceso es 1ncierto§: k '

(9,10) - . F(Y€1 ” . oo




‘e onve

, "‘A,su vez, U(1l) serd la suma de la serie de las uy 3 de-lo'que resulta inmediaw
tamentet ~La condiciédn necesaria y Bufliciente p 8_

ra due un su ceso sea c¢lerto es que la se r1 o

‘ d_e': 1 é S ay 8 ea 4 i vergen t e, Y tambieni La c oh d i1¢ i 8 n

n e ces ria y sufilclente para que uh suceso

a
ea inclerto es que la Ser 1e de las uj sea
r

gent e,

’ La adici6n de =1 no orlgina inconvenientes, porque como no se trata de una
1eyJ de probabilidades,el valor numérieo de la funcidn generatriz para s::l no inte-
resa para el cdlculo de momentoss, Lo que importa“as sl la serle es convergente o dl -
vergente, comportamiento que nho es alterado por la adicién de una constante.

Ia sucesién de las es, a veces, més ffcil de determinar que la de las f'1 Iy

u
.. JJ
por lo tanto el teorema demostraeo permitird en ciertos casos establecer en forma in =
directa si an suceso es cierto o incierto,; en lugar de sumar la serie de las fj, asi

como deducir importantes consecuencias, como se verd al tratar las cadenas de Markoff.

IX. 9.- APLICACION A LA TEORIA DE LAS RACHAS. Definida una racha de longitud T eun

una sucesién 111m1tada de Bernouilli, como un suceso recurrente (ver parrafo IX) y no

en la forma en gue lo hizo DE MOIVRE, el primer problema es determlnar sl es un suceso

cierto 0 lnclerto.

Dada la independencia de las observaciones que caracteriza a la sucesién de Ber -

.nouilli, la probabilidad de que en el rango n termine una sucesidn de r obser-

vaciones iguales, de probabilidad p , esxigual a pr. Tenlendo en cuenta la definicion
de racha como suceso recurrente, la aparicién de una sucesién de  r obsérvaciones
iguales puede'descompqnersg~eh la suma de kr sucesos eigluyentes, cada unb de los
cuales consiste eh la observacién,de una racha en el rango n-j s vy més J. ‘su -
Cesos iguales de probabilidad p en los rangos 31guiehtes.

La probabilidad de cada uno de estos sucesos elementales serd:
(9,11) ap. g0’
con el fndice J wvariandode O a r-l.

Ia probabilidad dal suceso suma. serd igual a la suma de las probabilidades y se
tendrd: |
(9.12) : pf — u, + un 1P e o +-un_r+lpr"1

Maltiplicando ambos miembros de (9.12) por 8t , y sumando a partir de ngz=r se

tendrd en el-primer miembro una serie geométrica de razén (ps) y primer término igual

. r .
‘a (ps)’+ Limitando el campo de variacién de s con la condicién de que su valor ab -

‘soluto sea’ ‘menor , que 14 unidad, dicha serie serd cpnvergente y de suma igual a :

A . : L[]
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(9013) » '7 ) (pS)r(l + 8 +' o o ) --lE “‘..[-

En el segundo miembro, la suma de cada uno de los términos multipiicados pSr s?

serd la funcibn generatriz de las uj (menos up=1 ) maltiplicada por (ps)™~J, o sea

O L R R i Bl IO PSS
Igualando (9.1%) y (9.15): T=ps
(9.15) - [‘U(é) - 1] o= kLl = pS)pTst

(1 -s) (1« pfs")
de donde se despeja U(s)

(9.16) | U(s) = . L =8 +gp st
| S (1 - 8)(L - pr'sT)

Si_la serie U(s) fuera convergente para s=1 , su suma serid.igual al limite pg

.ra  8=1 del segundo miembro de (9.17). Pero como este 1fmite es infinito, la serie

de las . ujy es‘divergente, y por lo tanto la racha es un s‘u ce =

v

s o c 1erto.
IX.10.=- IIEMPOS DE RECURRENCIA. Traténgose de un suceso éiérto, esg posible donside -
rar entonces que la sucesibn de las fj define la ley de probabilidad de una cierta
‘variable aleatoria numerable  (si el suceso.fuera incierto, habrfa uné probabilidad  pa

ra un valor infinito, que serfa una forma convencional de decir que existe una cierta
probabilidad de que’ el suceso ho aparezca y noss tratarfa de una variable 'aléétat'.h.propiajg
llamada tien po d.e recurrencia, porque dada la inﬂepen&éncia que
caracteriza a la sucesién de Bernouilli, se puede tomar como origen cualquier Observa=
Vcién, ¥ no solo la sucesidn de las uyy como se vié al demostrar el teorema fundamental
en el pdrrafo IX.7 , sino también la de las f‘1 es siempre ‘la misma, de manera que k
fJquede interpretarse como’ 1a probabilidad de que ei suceso, una vez - observado, vuel- '
va a aparecer al transcurrir exact amehnte un tiempo § (la expresién tiempo en reali=

dad se refiere al ndmero de observac1one§2.

Ta introduccién de esta variable aleatoria permite lograr una descripeidn del fe -

.némeno de las rachas en una forma relativamente simple y hiuy completa.

81 se llama N, auna ‘nueva variable aleatoria, definida como el nmero de oclt~

rrencias en x observaciunes ¥y T a la variable aleatorila tiempo transcurrido has _

ta'la realizacibdh del suceso y  veces, es evidente que°

(9.17) / S PN, ) V) =PRI K x)

porgue la probabilidad de que el ndimero ds ‘yeces que el suceso se observa en ‘an total
fijo de x observaclones sea igual 0 supere a y es evidentemente igual a la pro-

babilidad de que el tiempo transcurrido para y .observaciones sea igual o inferior.

que X o
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Pero la variable Ty, es simplemente la suma de ¥ variablésaleatoriaﬂindes
pendlentes entre si, e 1guales a la variable tiempo de recurrencia que se acaba de de-
finir, por 1o que le serén aplicables los teoremas limites, sl dlcha variable aledto =
rla numerable posee los momentos cuya exlstencia requiseren esos teuremas. En partiocus
lar el teorema central del lfmite permitird resolver el problema de hallar la probabie
lidad de observar un nimero dado de rachas en n observaclones, sumamente diffcil
de hallar con otros procedimientos. |

- Para ello habriafﬁue determimar F(s) , lo que es posible porque conoclendq U(s)
Baéta aplidar el teoremé fundamental, y‘calcular las derivadas correspondientes en el
punto s=1 .. | ‘ _

Aunque las operaciones son un tanto laboriosas, la simplicidadﬁ&e descripeidn
que se logra es notable. Las expresiones del primer momento y de la varianza, as{ co~
vmbvalgunos ejemplos‘numéricos; correspondientes al primer moﬁento o tiemp [

medio de recu rrencla, se pueden ver en el libro de FELLER (k4),

IXell.~ SUCESOS DEPENDIENTES. CADENAS FINITAS'DE MARKOFF DE PRIMER ORDEN. = Dado un
conjunto finito de sucesos 0 e s t a dos ‘Boy By «ee By 86 dice que'cpp#fitﬁj
yen una cadena finita de Markoif de primer orden cuando dado un estado esté defipida
unha distribueién de probabilidgdes correspdndiepte al pasa)e a otro estado, o a la
\perManencia‘eh el mlsmo estado: '

(9.18) P(Ej/E )_ﬁ.x":l_:J

En otros térmlnos, la probabilidad de alecanzar un estado EJ depende Ynicamen-

te del estado anterior B g bero no de los estados anterlores a E » lo que

i i

constituye un tipo especial y muy importante de dependenéia, como .se veré:eh el pérra-'

fo IX.lk,
El conjunto de probabilidades de transiei én Pyy

puede ser convenientemente.representado mediante una matriz cuadrada de orden igual al’

ndmero de estados, y en 1la que los términos de la fila i son las probabilidades de

[a

'transicién al estado (individualizado pbr la columna):

. \poo Pol e« ¢ o Pon
(9.19) 'PI‘_‘ 0-0090000._00

Pno Pnl « s o Pnn

Como cada fila corresponde a una distribuci6n de _probabliidades sobre un sistema

completo de sucesos excluyentes, su suma tiene que ser necesariamente igual a la unil -.

‘Vdad, llgmandose a toda mat:iz que cumple Ya condicién de tener sus términos no negati-

~ vos y la suma de sus filas igual a la unidad, matriz estocdstdica.
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Para conqiderar completamente descripto el comportamiento de un sistema represen=

V.tado,por‘una cadena de Markoff de pri_yﬁﬁorden, seria necesario dar una 418 tor il
b ueidn iniocial de probabilidades Py, ¥ la probabili~
dad de una evolucidn delsistema que ge inicia en el esgtado ‘Ei ’ pasa al Ej ’f

go al . E,  hasta llegar ‘en un ndmero finito de etapas al estado - E, seria por
aplicacién del teorema del producto en el caso general (ver parrafo I11.8):

(9.20) P(Ey - Ej R T PiDijPikee+ Pgh

‘donde (Ei - By — - Ey) rebréSenta‘la sucesién de estados, llamada c adena |
0 trayectoria, que constituye la evolucién del sistema. Naturalmente, .en
unatrayectorla 1os estados pueden hallarse en cualquier orden 'y no solamente en el da=
-do por- los indices atribuidos por razones de 1dent1ficacién, a condicién que ninguna
;de 1as probabilidades de transicién 1nvolucradas sea nula, lome determinaria la 1mpo-f
51bilidad de 1a trayectoria. ' '

- La dlstrlbucién inicial, salvo en el importante caso de las c¢c adena s e.s-

'f],t aciona: T i a 5 que se definlran y estudlaran mas adelante, depende ‘de las cir;\

cunstancias particulares en que se considere cada sistema.

IX.12.- EJEMPL’OS' DE CADENAS FINITAS DE. MARKOFF DE PRIMER ORDEN. (1) Estructu- 4
r a est é'dyifgft,i ca de . d ﬁ ~lengualje escrit 0. Enel pé-
rrafo III,lR;SeAhizo réferencia a la cirecunstancia de que en un 1enguaje es@ritdvlos
distintos signos no sdn equiprobables, sino que dependen dé1 anterior.,‘La éstructura
estadistica ‘del- lenguaje podria describlrse, segun esta observacién, mediante una - ma~
triz cuadrada de orden igual al ndmero de signos del alfabeto mas uno (para incluir el
efpacio en blanco) y las probabilldades de transicién se determﬂnrianaproximadamente
computando la frecugncla relativa de los digramas (o grupos de letras) que aparecen
A‘en un texto escrito suficientemente largo, una vez fijada la letra inicial (a).

Una trayectoria de esta cadena de Markoff representaria un texto escrito en el
idioma en cuestibén. 8Sin embargo, si se determina 1a matriz de probabilidades de tran«‘
sicibn, y se realiza la extraccién de una trayectoria conforme 'a los métodos que se des
cribirdn en la parte ‘cuarta, el texto obtenido seré cn)general incoherente, aunque fo-

- néticamente recordaréual jdioma. = Esto. se debe a qué un 1engqgje ‘68 en realidad una.
cadena de Marxoff de orden supérior (la probabilidad de la apériciéh dé un signoko deir

; espacio en blanco depende no solamente del signo anterior, sino del ‘conjunto de los
tres 0 cuatro- signos anteriores), y ‘no de primer orden. ‘
hmmeasemnemen e o

(a) En los libros sobrg criptografia comno el citado mg s adelante on el pérrafo IX 21, o
se dan las frecuencias relativas experlmentales de.los ‘dlgramas mas corrientes.~ ;
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1

(2) Pagseo al & Z a *o En el pasec al azar lineal (ver pérrafo V.7), el esta= "

do Ei es simplemente la abciéa que ocupa la part:!cula.en un instante determ\.nado.»

E1l caso geheral, en el que no hay limitacién de la abcisa que la part:ieula puade ocn =

.par,requerir:ta para su tratamiento una cadena infini.ta de Markoff, porque 01" nfmero de

estados posibles k-1 1nf1nito, y caya teorfa ha sido satisfactoriamenta desarrollada,
pero gue al dgual que las de orden superior eitadas ‘mda arriba, no. seran . eonside:radas
en este curso, ‘ .

E Pero: si dLeonjunto de ‘posiciones..que. puede ocupar. la particula es finito, entonces
sf es posibla representar el paseo ‘al azar 11neal medliante una.cadeng de Harkoff fini-

“tae 'Bn el caso de los maros absorbentes , que es. identico alvproblema‘de la ruina de

los jugadores (ver pérrafo IX.3), la matriz de provabilidades de transicién serfa 1la .

|

siguiente:
1l 0 o« v o
q ¢ v o
(9.21) - ; IPI=f0 @ 0 p  «eoo

Q 0 Q 0 LRI 1

n
, 1nd1ca con la probabllidad 1. En cﬁalquiera de los estados intermedios, tiene probabi

Cuando la particula llega al estado E6 s 0al B, queda'refehida,‘loqne se

lidad 'q de volver al estado antarior, Yy p de pasar al estado siguidnré. 81 se
estudia al sistema a partir del estado Ej (abcisa inicial, o distribucién inicial
del capital de los Jugadores), la distribucidn 1nicia1 de probabilidades 'Pi , corres

pondiente se reduce a =1,V todas las demds P =0, l

v F3=
Con escasas'modificaciones a la matriz (9. 21), se puede describir otros esquemas
de interds para la ffsica. Sea por ejemplo, el caso de los mmr os refle ]

tor e s, en el gque la particula, al llegar a uno de los extremos de su recorrido,

es rebotada a la posicibn inmediata anterior. Ia Matriz‘correspondiente, que no requie’

re mayor\explieacidn,.es la siguliente:

0 1 0 0 ... 0 0 0 o0
a O p 0
q 0 o} e o o ] 0 0

'9.22) N | I I I I
0 0 o0 o .v. q@ 0O p O
0 0 0 0 ..o O q@ O P
6 0 0 o0 «vs 0.0 1 O

P St R STl
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También puede considerarse el caso en.que los muros no son perfectamente elﬁsti -

L’cos, y hay una absorcién parcig@, al que corresponde la matriz sigulente:
ST _

H

(9.23) i3]

0 0 0 0 o o @ q 0 b 0
0 0 0 0 ... 0O @ 0 p
0 0 0 0 +eo. 0 0 4 p

(3) M o_die lo de difusidén de Ehrenfest: Enl907, los es =
posos Ehredfest propusieron un modelo de difusién extremadamente simple (a)y a fin de
responder a clertas objeclones presentadas contra las teorids de Boltzmann. Sea un-
sistema de n particulas, las que estan distribufdas en dos‘recipiehtes, A y B.
El_estado del sistema est{ completamente caractgrizado por el conocimienmto delyndmero
deﬁbarticulas que se encuentra en uno de los recipientés, por ejemplo el A. Si'en un
diéfto instante se encuentra en el estado Eiﬂ (1 moléculas en el reciplente A), el
sistemé puede pa sar al estado Byl 0 E:H_1 segun que uha molécula de A pase a
B (transicién E; a .i N Yode B a, A (transicién ' Ei a ). 81 “se
“atribuye a-estas transiciones una probabilidad proporcional al ndmero de partlculas
que_;e_encuentre en el reciplente de orlgen de la particula que pasa al otro, o sea

_ P(Ei;l/Ei)::i/n' y . P(Ei+l/Ei)‘- 2_& , es posible obtenér important{simas consecuep
cias que se discutirdn mds adelante (pérrafo IX.23). ‘

‘j En forma de cadena de Markoff, la matriz de probabilidades. de transici6n es la si

guiente: _
0 1 0. 0 _eee O 0 0 O
i/n 0 1-1/n O . o 0 0 o o
0 2/n 0 1=2/R o & o 0 0 0 0

(9.24) = . R
0 0 0 0 S - 7 2/n 0
O 0 O C e © 0 1-1/n O lm
0 O 0 O o o @ 0 O l O

(a) Ps ynd T, Ehrenfest- " Uber zwel bekanﬁfe Einwinde gegen BoltzmanniSche H-Theorem"
Physical. Zeit. vol. (1908), page. 311-31k, . - - R : oo




(9.26) o Py =

en un tiempo t ya que las probabilidades correpondientes:
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vIXaljdi iPROBABILiDADES DE TRASSICIONiDEfORDEN SUPERIOR. LAS CADENAS DE MARKOFF'QOMOY"
CONJUNTO DE'SUCESOS'ﬁECURﬁENTES. La,fransicién.de un estado E, - a otro AEi_' en'
dos etapas puede realizarse pasando como estado intermedio por cualquier estado del
conjunto que constituye 1la cadena de Markoff (incluyendo como estado intermedio a los
mismos Ei y - ), salvo que alguna de las probabilidades de transicién involu -
cradas sea_nula. Como cada una de las trayectorlas es exc]uyente de las demés, la

probabilidad de transicién de E; a EJ puede expresarse como la suma de los

productos ;puk'pkj:* para todo el campo de variacidn de Xk s 9lendo nulos Lo ‘produc
tos correspondientes a las trayectorias‘impogiblés: -
. - S 2)
.25) (
(9 5 _ . ’ z::pik kJ 5,

|

~ indicando el indice superlor (con paréntesis, para diferenciarlo de un exponente), el

nﬁmero de etapas,y y pudlendo verificarse sin dificultad que
(2) =1 -

. Como (9. 25) ‘es la expresién del término genérico del producto de la matriz de
ﬁrdbabilidades de-trans;cién - |P] por.si misma, se tiene que el conjuntp de las pro
babliidades de transici6n én'dos etapas se puedeArepresentar convenientemente mediane

te el cuadrado de, ‘la matriz P, la gque conforme con (9.26), es tambien una matriz es-

.. tocdstica. _Procediendo por induccién,se tiene

(9 27) S - p§§>__ giﬁ-l) ey .

-y el conaunto de probabilidades de transicidn en t etapas eétaré*dédo por la po -

tencia de exponente "¢ de la matriz {p| habifndose adoptado el fndice t pa-

':g indicar el ndmero de etapas porque en la mayorfa de las aplicaclones de las cade-

-'nés de Markoff se supone que cada etapa transcurre en la unidad de tiempo, siendo m4s

cdémodo referirse al tiempo transcurrido ‘que al nimero de etapas. _

vado un estado genérico E; queda por lo tanto univocamente determinada la
sucesidn de probabilidades de 11egaf al estado EJ en un tiempo t ¥ tambien.
1la dg'las probabilidades de.llegar por pr imera ve ? 0 ai estado vEJ.

estan definidas

ij
por las pig).‘
\ . p(2) (2) (t) (&) ¥l (m) (t-m)
(9.28) fij _pij ? fi,‘] = pi;] = Pyy 5 ees; fij = Pij = m..l_fij,P 33

uEs-evidente que la serie i rig) es siempre convergente,vﬁérque ol 11egaf\§b‘

. pr}mara vez(a.un estado procediendo de otro es exé¢luyente con todas las alternativas ;

aiﬁf_éhes,'y las sumas parciales estaran acotadas por la unidad (ver pdrrafo IX.6 )




|

1a3
Como las propledades de los sucesos recurrenﬁes‘definidos en el pdrrafo IX.5, de

penden en realidad de la exlstencla de las dos suceslones de probabllidades da aparl -

c16n y de aparicién por primera vez;rpodria haberse prescindido de la condicién de in-

' dependencia en su definicidn, las cadenas de Markoff .pueden tratarse como un conjunto

; de sucesos recurrentes, haciendo las convenciones - fig )__ 0y gg) ::J..
© A la relacidn ' t
: ( t) £ () (t=m)
(9 29) . ij e i,‘j ij .

que con "las convenclones anterlores es otra forma de escribir 1a ditima expresidn de

(9.28), y es .a hombloga de la (9.6) de 1o0s sucesos recurrentes, LOEVE (18) la ha lla=-

mado acertédamehte relacildén central de las cadengs de Markoff, por- -

Ique efectivamente ocupa una posicién central en =l estudlo de sus propiedades.

IX.1%.- LAS CADENAS FINITAS DE MARKOFF COMO MODELO MATEMATICO DE SISTEMASVFISICOS.-
Bsta propiedad de las cadenas de Markoff, que una vez observado un estado toda la evo-
lucién futura de la cadena queda determinadayen términos de probabilidades,_gon exclu=-
sién de-lp.que ocurrid anteriormenteé al estado observado, presenta un gran interds.
En efecto, como sefiala LOEVE (18), gran pafte«de huestro conocimiento de las leyes dé
la naturaleza se refiere a los fendmenos . ‘n 0 hereditariosyes decir
que dado un estado se puede ‘describir la evolucién futura del sistems - fislco con pres=
‘elndencla de la historia anterior, y cuyo ejemplo tipico es la mecdnica del punto ma =
terial. .

Las cadenas finitas de Markoff presentan no. splo un ejemplo seLcillo de deelopro

babilfstico no hereditario, que es el homdlogo de los modelos matematicos determinlstas:

aque usa la fisica cldsica sino que como se verd mas adelante (pdrrafo IX.22), permite

famb;en justificar en ﬁna3forma relativamente simple como 1os modelos deterministas ne

.cesitan ser complementados por modelos probabilfsticos. .

IX.15.- CLASIFICACION DE LOS ESTADOS DE LAS CADENAS DE MARKOFF, Conforme a lo visto
en el pérrafo IX. 13, dado un estado de una: cadena de Markoff caracterizada por una ma=

triz de probabilidades de tran51c16n, queda inmediatamente determinado un conjunto de

k n+41 sucesiones de probabilidades de transicién de orden superior (n-rl es el nime=-

ro de estados que constituye 1la cadena) y otro conaunto de n<4=1 sucesiones de proba-i

bilidades de alcanzar por primera vez un estado determlnado.

De estos conjuntos, interesa seleccionar ciertas suce51enes partlculares, que ¢o-

;rfesponden a la vuelta al estado considerado, y a la vuelta por primera vez. Estas su

Cesiopes se identifican con 10s. nombres de probabi i idades de re-

et
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- €9.33) o wy - § (m) (t-m)
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¢cuarr encia (que corrmsponden a las "p(t) Yyde — p¢ r o ba bili hd‘a

des de recurr enc i a p or - primera vesz (o sea las 3

Para simplificar la notacién, se convendré con identificar estas probgbilidades'con un

 ,:9610 Indice inferior, ya que. no existe posibilidad de confusién._ C o

Llamando. fj- a la suma ‘de la serle de las orobabilidades de recurrencia por

‘primera vez: ' o .
‘ . ()
. o) f = £
(9301 S j ?‘;;:;J

se tendrd una primera clasifiéacidn.de‘ios~estad03~de una cadena dé Mérkoff segun que

fj sea igual o menor que la unidad. En el primer caso, el estado se llamaré per

. s 18 ten te, (porque tiene nrobab1¢idad 1 de volver a aparecer, aunQue como  se

.verd més-adelante, la interpretaciédn intuitiva puede ser errdnea), y.en el segundo

traneitorio (porque tiene una probabilidad a l-fj', distinta de cero, de

no volver a aparecer), '

’ (0) (0)
Recordandec las conyvenclones pJ =1l v fd
nes generatrices: P(S)ﬁ:Pgt),'st Yy F(s):;fgt). 5§~ 4 por aplicacldén inmediata ' del

0 y ¥ construyendo las funcio=

<

tgorema.fundamental7 de 1os sucesos recurrentes (ver pidrrafo IX.7) se obtiene el gl

~guien§e; teorémas la condicién necesaria y suf 1ed 6 n-

t e ‘.p a\r‘ak“‘q'u e un estado ' s ea persistente (tr a n s 1
tor 1 o) le sl*\lfak divergencia (conv ergencila) de l a
serile de l\a s gt) ' ' ;

Es motable que con sblo este teorema y la relacién central (229) se punden obte =
ner una gran parte de las propiedades importantes de las cadenas de Markoff.

IX.16,~ El uso combinado del teorema demostrado en el pdrrafo IX.lS; y de 1la relacién

central (9.29) permite demostrar -que una cadena finita de Markoff no puede estar cons=--

titufda dnicamente por estados transitorios.

Como la serie de las prohabil idades de pgt) -éS'convergente,‘se.vérificaré qué da
un € positivo y arbitrario, habra un tl tal que oara todo ﬁ>t1 se- tendrd:
(9.51) ' S p(t>< £ |
y medianve la relacidn central es posible probar que habrd también un ¢, tal que pa-

\
ra t >t2 se verificas -

(9.32) P(t) <&
EqalQuiera sea el Indice 1.
~ Bn efecto, la sumatoria ‘que figura en 1la relacién central (9.29) se puede descom-
poner en otras dos autilizando un indice sunertow mys "~t
. () _(6em) B(m) (tem)

£3.7ep =/ £.. s 4 13- +B]
m=1 13 m= 1] J m=m1+l

pij —
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y prescindiendo en la primer sumatoria de las i?) ’ ;t ~-m)

gunda, que tratdndose de phﬂbabilidades serin numeroq positivos que no pueden superar

¥y de 1as

la unidad, se tiene:

(9.38) B p{* & 5 p(t'm)+t(m)

i.‘l m=L J m=myh)

. La serié de las me) es siempre convergente, y la de las p(t) lo es tambidn por

.Hque se trata de un estado transitorio. Por 1o tanto, es posible elegir un nimero my

- tal que el rcsto de la serie de las fgm) representado por la segunda sumatoria = sea

-> - '

. menor;que 6/@, y fijado ese m 4 se podrd elegir un t2 tal que la suma -de los

my tdrminos que integrah la primera sumatoria sea inferior tambien a £/2, con lo

que se tendrd:

(9.3 . | n’¢ &

para todo t )t2 « El1 némero t2 dependerd de 1 , pero como dicho Indiée tiene un

campo finito de variacién, basta tomar el 't2 mayor para asegurar gue (9.35)se veri =

fica con'independencia de 1 » como-se querfa demostrar.

'si una cadena de Markoff estuviera formada solamente ‘por estados tranaitorios,bag

(t)

.. ta elegir un _t para que haciendo variar h] todas las pij que forman 1la fi-

la 1 sean menores que & /n+l (siendo n+l el némero de éstados de la cadena) en

2
té _8e ha elegldo como el mayor de los-que para cada 3 verifican (9.35) debido a

: cualquief métriz de probabilidades de transicién de orden mayor gue t y @h la. que

“.1o chal la suma de cualquiera de las filas serd menor que 5'; en-contradiceibn con

la prqpiedadlde que.tiéne gue ser necésariamente igual a la unidad, c¢on lo que seha pro

“bado la_imposibilidad de 1la existencia de una cadena finita de Markoff con todos - sus

! estados,ﬁ:ansitoribs”(lé demostracidén no es vdlida para ‘el caso infifito).

’

. IX.17.- PROPIEDADES. DE CLAUSURA DE LOS ESTADOS PERSISTENTES. Si desde un estado per=-

‘o sistente *Ej es posible alcanzaf un estado Ey ’ habrﬁ un {ndice t para el

. que ciertamente podrd escribierse: R

p(P)_ p) ;) p_(z')

o (9036) : b D .
: : J Je kk kJ _
- siendo X+y+z =t 'j las‘tres'probabilidades del se%undo miembro distintas de cero.
"En efecto, gi) no puede ser nula por hipdtesis (sino el estado Ek "no podria

ser alcanzdo desde el Ej), y tampoco péi) (porque sino el estado EJ no serfa

... persistente, ya que sino existiera un z con esa eondieién, una vez alcanzado el By

el sistedla no podria volver al EJ)' Lo que necesita una condicién adicional es demos-

trar que ¥y no puede ser nulo (en cuyo caso el resultado serfa trivial), para lo

'que hay que fijar que- tanto X como z_. son la duraci6n minima para las transicio

nes que indican los subfndices y que t es mayor que la-suma de esos minimos, en euyo

en la . s =
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caso entonces }ampoco’ pky _ puede ser’ nula ‘ para todo t (porque si (t)

%3

dila ‘paFa 648 i mayer’ que" rx#&f ‘mfnlmey By “no-serfa:persistente, ya que la |

fuera

divérgencia’de la ‘serle déi lay™ - p(t) “implica ‘que’poges infinitos tdrminos no  nu=
log)e s : s B .

o)
ooy

~Una vez fijados lo tiempos minimos i,dz;_haciendbbéariar y varfa. tamblen 't

(y)
k

.y es evidenta que. el comportamiento de ~ coh respecto a la divergencia de la se

rie tiene que ser el mismo que el de p(t) ’ “va que los términos de 1a primera suce_-
.portapte,gonclusién‘;que 4 e s d e un e t a d o p er s 1 s t e n ; e s Q
1,5 m e nKt,gt_ éde:.up wed e._ a 1 e a nz a r "otro estado’ p e T éui 8
tent e. o - “ o ' “ o

‘l El conJunto de estados que pueden alcanzarse desde un estado dado se denomina, [
LY. ansura de ese estado, y con esta nomenclatura el resultado anterior se pue-“

_dc reformular diciendo que 1 a ¢ 1 a u's ur 2 ‘de un '1e 8 tua do p e r-g_

1

sistente est é formad a .,ufn i camente porw e 8" t a d osﬁ
‘Lp ersi s t en t @ S Es evidente que 103 estados persistentes qua 1ntegrgn 1a]
clausura de otro estado persistente t i enen t o d os l.a misma -
el a. u s u r ‘a (porque si alguno tuviera una clausura menor, los estados no 1neluidosf
en ella no serian per51stentes, ¥y si tuviera una clausura mayor, los estados de esa ‘_;
nueva clausura serian alcanzables desde 1os estados deade allos que su vez se alcanza
al estado supuestamente excepcional) _ .

i cambio, desde un estado transitorio se puede alcanzar un esﬁhdo persistente N
xporque una demostracidn 51milar a la anterior para probar que el estado alcanzado 50 =
ria tambidn - transitorio no es v4dlida, va que pég) podria ger nula sin in -
currirse en ninguna contradiccidn“y en general no podria eseribirse una‘feigé16n~dgl“u'
tipo de la (9.31). ' , |

; En el caso del paseo al azar con muros absorbentes (ver pdrrafo IX.12, por ejem-
plo (2)), cada unG’de 1és egtados extremos es per51stente y su clausura estd constitusl
da por el mismo estado (un estado persistente con esta propiedad particular se- llama )
absorbent e). Los demds ‘estados son transi&orios, porque tienen wna probabili
dad distinta de cero de'no volver a aparecer ‘(que es por lo menos 1a de una trayectorit

que 1ncluya - estado ‘perulstenta).’

1X.18.- CLASIFICAGION DE‘LO§ ‘'HSTADOS PERSISTENTES. Dado-un estado persistente, es po-

sible definir la variable "aleatoria’ tiempo de reeurrenoia (ver pérrafo Ix.lbl y caleu-

TR O i -

lar su’ ‘primer momento

' (9.37) ' R L, 8 =
S L 3 m-l

(m)
.fd
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51 la serie que define dicho momento es divergehte,,el\estado ée llama nul o
y se conviene en decir que el tiempo medio de recurrencia es infinito(en realidad, 1
tiempo de recarrencla no puede ser infinito, y en un estado nulo lo ﬁnico que ocurrs
as.que ei promedio de los tiempos de recurrencia sdpera(cualquier nimero, es decir, que
tiempos de recurrencia muy grandes no tienen una probabilidad pequefia, a diferencia de
lo.que ocurre con los e§tados no nulos, en los que el promedio de los tiempos de recﬁ—
rrencia correrge en probabiiidad al tiempo_medio (9;38),‘10 que equlvale a acotar la
v]prbbabilidad de los tiempos de recurrencia may érandeé). ‘
Sif(9037) es finita, puede ocufrir que el estado 5ea periédico, o sea

pgt)'

que. las _'sean nulas salvo para un coﬁjunto‘de vaiores a& f que'es miltiplo

de un nimero (el perio&o). En los ejemplos del péﬁ:afé IX.12, tanto el paseo al . azar
con @uros reflectores como el modelo de Ehrenfest soﬁ ejJemplos de éadena? de Markoff ,
conesta&os peribdicos, porque siendo nula la dlagonal principal de la matriz de proba=
bilidades devtransigidn; es evidente que no es posible volver a un‘estadé dado sino en

un ndmero pér de etapas, y el perfodo serfa igual a dog.

51 el estado pérsistente no es nulo ni periédico, se llama e r gbddic o. EL

paseo al azar con muros eldsticos parcialmente~absorbentes es un ejemplo de cadena de
Markoff con estados ergddicos. ‘
Tanto para los estados persistentes ergbdicos como para 1os nulos vale para el cam

pontamiento asfntético de sus probabilidades de recurrencia, la siguiente relacién:

- ‘ t)
(9.38) R 1in pi® o 1
93 tboo by = J" U5
que para los periddlcos se transforma en otra muy similar-
(9;39) : B 1im (T(t)

t— o j = p;] 2-'53-

en la que 1Y es eL perfodo.

2

Conforme & la relaeién (9. 39), para los estados nulos se veriiiea que

"(9.40 - 11 ¥ o0

(9. ) ; : 0% Py
0 sea que los estados nnlos correspondefial caso de divengencia de la serie de las
(t) ;

Py con términos indefinidamente decrecientes,

‘Aplicando la demostracién utilizada en el pdrrafo IX.16 para los estados transito

rios, se tiene que también para los nulos vale:.

: )
LA « ‘1im =0
( 9 @ ) ‘ \ t—om Pij -
cualguiera sea el subindice 1 .
Utilizando el mismo método empleado para probar las propiedzdes de clausura de

los estados persistentes, raesulta lnmediatamente que desde un estado persistente es
posihﬂe alcanzdr iinicamente un estado persistente,de su misma clase, ya que las pg“)

y péy) difieren solamente en una constante, y tendrdn por lo tanto el mismo compor-



128

tamientb.asintético (similtdneamente un limite nulo, distinto de cero o ﬁn'compofta -
miento periédico). En otros térmanos, la clausura. de un estado persist=nte esfé for-
mada por estados persistentes de su misma clase. '

Una consecuencia 1nmed1ata es que en una cadena finlta de ﬁafkoff‘no_phéden gxig
tir estados persistentes nulos, En efecto, en la matriz de,prababilidédéaige'transi -
cibn (de cualquier orden t ),'en la fila que corresﬁonde a'uﬁ estado nﬁlo seran
1gua1es a cero todas. las probabilldades ubicadas en columnas correspondlentes a esta-
dos no nulos, ¥y seran distintas de cero unicamvnte las correspondientes al pasaje a esi
tados nu;ps de sa clausuras Pero como para cada estado nulo vale la relacién (9% hJ), .
es evidente gue para un indice t suficientemente grande la suma de las probabili-
dades de la fila de un estado nulo es menor gue ﬁl(igual demostracioﬁ%gue para el ca
so de uné cadéha que estuviera,formada dnicamente por. estados transitqrios, en el pd-

rrafo IX.16), en contrédiccién con la neceslidad de'que la sima sea igual a la unildad.

IX.19.~ CADENAS TRREDUCIBLES. PROBABILIDADES ESTACIONARIAS. Una cadena de M arkoff
se llama. irr e.d»u c i ble cugndo ia clausura de cualgulera de'sus_estados
goincide con el conjunto de estados que cénspituyen la cadena (témbiénisuele liamarse
transitiwva). Enel pérfafo IX.12 todos los ejemplos, salvo el del paseo al
azar con muros aBsofbentes,‘corresponden a cadenas irreducibles, porque deéde un es=-

tado de la cadena se- puede aig@nzar'cualquier otro en un ndmero finito de etapas,

Evidentemente, una cadena irreducible Eélo puede estar formada por estados pe; -
sistentes (si hubilera estados transitorios; como la totalidad de los estados no puede
- pertenecer a esa categoria, habrfa tamﬁien estados persisténtes, cuya clausura no in-
cluirfa a los transitorioé, y la cadena no respond:rfa a la definiciédn de irredueibi
lidad), y como no es posible que existan estados nuios, y todos deben ser de lgual dla
se, se concluye que los estados pueden ser unicamente o todos ergodlcos, o todos peﬁﬁl
dicos, lo que constituye el prlmer teorema de las cadenas irreducibles.

Las ‘cadenas irreducibles poseen la 1mportantisima propledad de que, asintética -
mente, la probabilidad de alcanzar an estado resulta independiente del estado 1nicia1
0 sea gque se verificé: _ A
(9.41) lim pﬁ')zpj |
generalizacién de la relacidén (9.33) probada para los’estados transitorios, y extendi
da sin ninguna variante a 1los estados nulos, . '

La demostracién depende tambisn de una particién adecuada de la relacidn central

m .
(9.29): L. t i _
E (m) (t-m) (m;) (t-m) (m) (t-m)

(9443) p(t)= " . b - l, p + iiﬂ, pj )

i} 1.‘] J - omeloij h! " m=myt
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-La serie rid - i?) as slempre convergante (ver pdrrafo IX.13), y por la
—l - -
propledad enunciada sin demostracién en el pdrrafo anterior, *%ﬂﬂ%o pgt):z pj. Por

lo tanto, prescindlendo,de los p(t =)

ml tal que el resto de la serle dé las fi?) sea menor que €. /2 y un t; tal . que
para todo 't)t se »verifique p(t"'m)<p + 8/21‘1:l sl m es menor que ml, en la

primer sumatoria, con 1o que se obtiene en definitiva,
. - m:

A - : (t) ,
(9.4k) : <(p +___) fil:lll)+

Como para cada m; se puede fijar el 't; necesario para la validez de (9.43),
en el limite para my=—00 se tendrd:

(9.45) s o < +_L)f yt §.=p3.f.

(2

iy

Volviendo a (9 h2), la segunda sumatoria es siempre positiva (suma de productos

de: probabilidades), de manera que si se presqinde de ella, y en la primera se elige un

t suficientememme grande como para quev (t m)‘> p. - "55 ’ se tendrd:
i 1.1 fij :

(9.46) (t) >y - =5 B(m)

R | _ » iy - fij &= 1]
pasando: al 1limite: , .

- - c v

Como la cadena es irreducible, fij;: 1, vy finalmente, combinando (9.45) ¥ (949)
y teemplazando fij’v por- su valor: : _ ' '
(948) Colim p(t)
(9:49) : L iBe P =y

como se querfa démostrar.
Por consigulente, se obtlens el segundo teoremasenun Sl stema re-=-

jprese n t a d o] por una "cadena Jrreducible de

M a rkof £, d espu é s de tran s#c nrrir ‘un tiempo s u

f i‘c lentement e lar g0y & s poslble prescindlilr

d e . 1 A distribu c 1 6n e.é taclonaria, ya que siendo la proba-
bilidad de hallar al sistema en un estado EJ igual a E::Pip (segun (9.20)),
al pasar al 1Imite para n. infinito se obtlene Pye

Si 1la cadené es periddica, es necesario-précisaf el signifiéado de la distribucid

estaclonaria. En toda cadena perlodica, de periodo'Tr es.posible dividir el cbnjuhto

C de estados en ¢ subconjuntos disjuntos Cy, tales que desde un estado comprendi

do en el subconjunto Cy es posible pasar en un etapa solamente a uno o varios "del -

Subconjuntbb Ci+l s en orden ciciico’(en el modelo de Ehrehfest, de perio&o =2
éxisten dos subconjuntos formados, respectivamente, por los estados de Indice par e

impar, y desde un estado par Se -puede alcanzar en una etapa solo un estado impar, y rg

en la segunda sumatorila, os posible fijar un -
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clprocamente)a -
" Las probabilidades de tran51016n p(g) son distintas de cero, para %'V mﬂlti-'
plo del periodo, si Ei y Ej ‘ pertenecen al mismo subconjunto.( Dentro de cada‘
'subconjunto, la suma de las probabllidades de orden t —-nﬁT'as igual a 1a unidad
(las otras son nulas) y el 1fmite de cada una de, ellas es 1T7}L1
Como hay Tf subconjuntos, la suma de las 1nversas de los ' 'tiémpos'medioé
de recurtren: 1a tambien - es unitaria y definen por lo. tdnto una distribucién estaclona-
ria.

'

IX.20.= TEOREMA ERGODICO. Dado gque a partir de un estado inicial eqlpGSible definir

univocamente la sucesién de propabilidades pig) y sl se adppta undwﬁariable aieﬁtg i
ria gue toma el valor uno cuandoe aprece el estado j-+, ¥ cero cuando aparece otro. es-
fado, la frecuencia feiétiva de aparicién veririca, por aplicacién-del teoreia de Ruls:
son (ver V,11): 7 (t)

0 e, (. T >e)-

en donde X, es el ndmero de aparjciones del estado Ej en una trayectoria de

i]

longitud t que comienza con el estado E; o+ Pero como por aplicacibn de un cono-

’ cido teorema de andlisis, 1a suma - promediada de una sucesidn que tiende a un limite pj,
‘tiene ese pismo 1Im1te, se verificard
(9.50) L 1im (l 13 . p; | > ‘c/)—o
¥ como pj es 1ndependiente del estado inicial B, 'se tiene el teorema ergédico de
las cadenas estacionarias de Markoff: la frecuencia r elativa
de las aparieciones de un estado en una cade =
na estacilonar i‘avj’(o" irreducible), converg o e n
pr obabilida d a q;n’ai consta nrtvev independiente
del estado inicial, |
IX.2le= APLICACION A LA BSTRUCTURA ‘ESTADISTICA DE UN LENGUAJE. Un lenguaje puede ’ser
representado, al menos en forma aproximada, por .una cadenéiirfeducibie de Markoff de
primer orden, ya que es ev1dente que dada una letra, en un texto suficiente largo se
alcanzard siempre otra cualquiera del alfabeto, 0 Sea gue la clausura de una letra ves
toda la cadena. Esta cadena evidentemente no es periddica, de manera gue por aplicacidl
del teorema ergddico, la frecueneia relativa de aparicidn tenderd a un limite 1gual a
la inversa del tiempo medio de recurrencia, con 1ndependencia de cual sea la letra 1ni-
cial del texto.

Esta constancia de la freéuencia relativa de apériéidn de lasvietrésv\y del éspa-'

eio en blanco) en un idioma, cualquiera sea el comienzo dei texto, es un hecho descubigr
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to axpefimentalmenta por los cript6grafos hace ‘varios siglos, y empleado para' la cons=
truccibn de claves y su descifre (b), e
A tftulo ilustrativo, se dan las frecuenclas reltivas de aparicién‘(exp;esadas en

%) de los signos comunes de algunos idiomas corrientes(®¢j:
“(i)caste;lanos Espacio en blancosl7%.= E 8 A:11%c= I u 0s7%.~ N & S:68.= L & R:5%.
(2)1nglés: Intervalosl7%.= Esl0%.~ T:8%.= A:7%.= I 8 S:6%.~ 0, N y R:5%.

(3)Francéss Intervalo:l7%. Eil6%.~ S:8%.~ A, R § Ni6%.~ I, T, U, L, 0:5%.

(4)Alemdn: Ii:ervaloslif.- E:lhf.= N:9%.~ A, S, I, R:6%.- D & T:SZ.- V:k%,
| Dadas las diferencias, se comprende como es un dato fundamental para los criptdgrg
fos el -conocer el idioma en que estd escrito un texto en clave antes de intentar su des
eifre (b) y ¥y reciprocamente, por qué en algunos casos se han resucitado lenguas muer :
>tas para usarlas en la transmisidn de mensajes espeéialmente importantes que requerifan
gran geguridad de cifrado (caso del Navajo, en la segunda guerra mundial). '

Dado que la frecuencia de aparicidnkcorresponde a la inversa del tilempo medio de
recurrencia, una vez conocida la frecuencia del intervalo o espacio en blanco, es po -

‘sible deducir 1a'1ongitud media de las palabras. Asf en el castellano serd de cuatro
letras y fraccién, aproximindose a ciﬁco, mientras que en el alemf{n es de mds de seis
‘1§traé (hay que recordar que al compuatar ei tiempo de recurrencia se cuentd también
la aparieidn del signo, ae manera que a la inversa de la frecuencia relativa del intar
valo hay que restar la unidad para obtener la longitud media_dé las palabras.

La fepresentacién del idioma (mds generalmente?de una fuente de informacién) median
.ﬁe‘una‘cadena delmﬁrkoff, permitié a Shannon desarfollar su famosa teorfa matemftica de
'lg informacidén, que resuelve ios problemas mencionados en el pdrrafo IIi.lh,Ay qde cada_(

dfa encuentra aplicacicnes mnds extendidas (a).

’IX.22.- APLICACIONES A. LA FISICA. Tambien mediante las cadenas finitas de Markoff es
posible explicar el papel que desempefia el'célculo de proBabilidades en la ffgica.
A principios de siglo se produjo ung polémica, que luego se hizo célebre, entré
Zefmeio y Boltzmann, ELl primero invocé un teorema rigurosamqnte demqstrado poi'PoincE
. ré, segun el cual todo sistema dindmico conservativo tiene la propiedsl de que sus esta
dos vuelven a presentarse, después de un cierto tiempo de retorno, propio de cada esta

.(a) Una exposiciéh rigurosa de la teorfd de la informacién,primero en forma simplifica-
da (para fuentes discretas), y después mgs general puede verse en A. L. KHINCHIN:
"Mathematical Foundations of Information Theory", New York, Dover,.1957.

(6) Una introduccidn sumaria, pero bastante ilustrativa, de los métodos de construccion
y -‘descifre de claves, puede verse en R. CEILLIER: "La Crytographie", Presses Universita-
res de France (Colleccidn 2ue Sais-je? N 116), Paris, 1945,

(¢) Como toda determinacidn experimental de probabilidades, la® frecuencias relativas
presentan oscilacidnes, y los datos suelen presentar pequefias diferencias segun los au-
tores. En los ejemplos, se ha seguido & . Guilbaud (obra cltada en I1I.1k)
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do (este es un ehdnqiﬁao muy simplificado del teorems de Poincerd), lo que significaba
una contradiccidén con el comportamiento irreversible de los sistemas termodinémicos que
estudiaba el séguhdo; ' ‘ _ |

La respﬁesba de Boltzmann a Zermelo no nisga la validez del teorema del ciclo 'de
Poincaré, sino que afirma, que todo estado tiene un probabilidad de éer observado, y qe
& probabilidad=s muy-pequefias corresponden tiempos de retornolmuy largos, de manera
que aunque la irreversibilidad no es tedricamente imposible, en la prdctica es inobser-
vable, Pero Boltzmann no pndeo demostrar rigurosamente sus afirmaciones.

ER el gaso especial de gue el sistema fis{%o puede ser representado bor .una cade=-
na de Markoff, finita e irreducible, la respuesta de Boltzmann queda demostrada p&r la
exlstencia de una distribuciGn estacionaria (pdrrafo IX.19), con 1la Jn&ba salvadad de“
que las probabilidades de observaciﬁn que se atribuyen a los estados deben 1nterprétar—
se dﬁicamente como‘limites, después de transcurrido un tiempo suficientemente‘iAfgbatde‘
evo;ucléﬁhéei §istemao Los tiempos medios de recurrencia tienen una relacién iﬁQéésaq .
con dichasﬁprobébilidades 1{mites, y el teorema ergédico aclara la significacidn de :15“
impréqticabilidad del comportamiznto rsversible, ya que lps estados con pequefia prdbabi
lidad y tiempos de reversibilidad-muy grande presentan una frecuencia relativa de apari
cibn muy pequeiia.

Naturalmente, para cunsiderar levantada completamente la objecidn de Zermeio, es
necesario, entre otros puntos, demostrar rigurosamente 1 teorema ergbdico, para siste-
mas bastante mis generales que las cadenas finitas de Markoff, lo que recien se logrd .

‘treinta afios mfs tarde de abierta la polémica entre Zermelo y Boltzmann (a).

IX.23e~ La discusidn anterior puede ejemplificarse mediante el estudio del modelo de
Bhrenfest, descripto en el pérrafo'IX.la (ejemplo (3)). ;

81 en este modelo el estégﬁ inicial consiste <nh 1la concentracidn de las LA mo-
léculas de una cierta masa de un gas en uno de- los dos recipientes, el segundo]princi-
pio de la termodindmica establece un sentido de difusidén hacia el recipiente inieial -
mente‘vacio, hasta que se alcanza el equilibrio térmico, con n/2 moléculas en cada
uno. La vuelta al estado inicial seria imposible.

Sin embargo, si se examina’cuidadosamente el modelo, se advierte Que no existe en
41 nada que impida la reversibilidad que establece el teorema del ciclo de Poincard.
(a) Ias primeras demostraciones (que corresponden a casos distintos)m son las siguien=
test: G. Do BIRKHOFF: "Proof of the Ergodic Theorem" Proc. Nat. Acad. of USA, vol 17
(1931)pag. 650=6604 J., V. NEUMANN: "Proof of the quasi ergodic hypothesis", 1d. vol 18
(1932), pag 70-823 T,CARLENMAN: "Applications de la thdorie des equations integrales
lindaires aux eauations differentiels non lindaires" , Acta Mat. . vol 59 (1932) pag.
63=-87. Dada 1la importancia que tiene la teorfa ergdédica, ya sea para la mecdnica es-

tad{stica o como rama de las mateméticas, existe una extensa literatura especializa -~
da. Un resumen Bel estado actual de 1la cuestidén puede verse en LOEVE (18), Cap. IX.
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Pero la solucién de la c@estidn se halla en la determinacién de la distribucién esta =
: cion&ria, que existe cualquiera sea 'n  porque La cadena es irreducible(el heeho de
aue, ndemés, sea periédica no introduce, en este caSU, ninguna dificultaa particular),
Después,de transcurrido un tiempo bqficientemente largo, la pronabilidad de un eg
do se puede-admitir que coincide con.su iimite, pero para el pasaje de un estadd a otro
vale slempre la matriz de,probabilidadéé de transicién (9.24), lo Que.permite estable~-
- cer 1& éiguiehte relacidn de recurrencia entre las probabilidades estacionarias:
(9.5 : | py=( - ibpy +dtlp,
que no es més que el resultado que Se obtiere al pasar al limite para t—® en la ox-
presién (9.27), dada la forma especlal que en esta cadena tienen las probabilidades
Py, s . | ‘/
Para los estados extremos (Eo Y E), la relacién (9.50) se reduce a:
(9.51) o pg._npl ;"p_lpn_l, ,
y como el conjunto de los estados forma un sistema completo de sucesos excluventes, de
be verificarse ademdss
(9.53) . ,‘
condicion que implica eliminar el pério&o, ¥y que la distribucion 1im1te serd de 1as in

A::l

versas de los tiempos: medios (ver pérrafo IX- 19, final).

Utilizando (9.5 v (9. 52), es posible expresar todas 1as p, en funcidn de Pg»

J
la que se despeaaré a partir de (9.53).

Parg p; se obtiene directamentes

(90”‘“) o ' ‘ p]_: npo.

- Para p, , se reemplaza el valor de p; en la relacidn de recurrencia correspon -

diente{a'pls

(959 apo=p,+2p, 3 pz—M:-llpo
multiplicando numerador y denominador por (n-2)' resulta finalmente:
| _ . . _ n )
(9.56) o =)

. Las expresiones (9.54) ¥ (9/56) 1nélcan que la relacidn de dependencia entre-piv y

p, es posiblemente de 1avforma . Como ya se lo ha probado parda dos valp

?5=(3) %o
res de . j, es necesario demostrar gque si se verifica para J se verifica para J+<1, con
lo que quedaria demostrado.para todo 3,,10 que se realiza utilizando nuétamente

(9.51):

' . n . 1 Lol
(9.57) | Q(j) po;-(J_ - ) (;]-1) p+ I Pia

, pj_,_1 “‘-‘}’Jf"l G,\ '(321) 4}5 (-1\




(9461) . | ' b, ___ (n)

‘probabllidad 4 a cada molecyla para estar en

13k . A . _
’Reemplaz;ndo los coeficientes binomiales por su expreslidén explicita en funcidn de
factoriales, y deSpués de algunas simplificaclones, el péréntesis’de (9.57) resulta. i-.
gual a Tﬁ%ﬁ%%%f y COf lo'que se ha dgmostrado que paré eua}quier 1nd1ce ji'
(9.58) ‘ ' . '. pj”g:'? 5po ;
Para determinar P, se parte de la condicidn (9.53):

om T Taeaf)e

y la sama de los coeficientes blnomiales es igual a 2R s 10 que resulta de que en:

(9.60) : (p+q)n= -E(fi).qunnj )

B ne
si p+gqg=1 , el dnico sistema de valores para el que qu . es constante e ilnde-

pendiente dé J es p=<1gij con 1p que se obtiene la expresi6nwﬁinal buscada'de
las probabilidades estaelonarilas: ’

o J
oseaque la dilistribuciédn

h'%ﬂ“

stacionaria de 1las
inversas de Los tien p os medi os de recurren -

cla es la misna que. resultarfa de asignar.

ano d e los dos reciplent e s, ,

Una vez determinada egsta dilstribucidn estacionaria (por un métodc que es en .gene-
ral aplicable para cualquier cadena finita de Markoff), es posible entoneces discutir el
equilibrio termodinémiqp ¥ la irreversibilidad en la forma en que 1o hace FELLER -(4).

La d;stribuciéq (9.61) es simétrica, por lo que ia,probabilidad méxima correspon -
«derd a  n/2. Este ﬁéximb; sin embargo, serd muy pequefio s1 n es grande, y lo que
imporfa probar es qﬁe en un Intervalo que contiene a
n/2 y le muy b.e.q-u efia magnit ud f especto a n
s e conece ern tra cas i“A L o) d a 1 a p robabililida d, propledad

asintétatica caracterfstica de 1a ley* binomial (ver pérrafo Iv. 13), precisada por’ " 1a

. fdrmula de Laplace (ver pérrafo VI. 5). ’ v

Dado que para calecular la probabiiidad de un desvio con respecto a n/2 héy éue
dividie PO  \ERQ , si n=10. 000, p=aq=1/2 \npd=50, y como la probabilidad de que
el desvio reducldo supere el valor absoluto 4,42 es inferior a O}OOO 001, resulta
que despuds de transcurrido un cierto tiempo, el sistema sé encontrard con probabilidéd
superior a- 0,999 99 en un estado tal que e; nfmero de moléeulaé'de gas en cada reci-
piente estard comprendido entre 4.779'y 5.221. Como la concénfrécién-relativa de la prg
babilidad aumenta con . n y ¥ el ndmero de moléculas de uné maéa gaseosa‘Se cuénta pa
millones (6l nfmero de Avogadro es del orden de 10%3), la probabilidad de estados tan
ase jados deltequilibfio‘qde“seah detectables por observaclén de un desequilibrio térmi-

co es pequeﬁisimaQIy su frecuencla relativa de observaclén practicamente nula.
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Mediante el modelo probabilistico de las cadenas ‘finitas de Markoff, ha sido posi-

ble compietar el modelo determinista‘dé Poincaré, precisando su significado y aclarando

lo que debé entehderse por irreversibilidad.

IXe2h4e= La ‘discusidn original del modelo de Ehrenfest se orienta de una manera distin-

ta de la aqui indicada. Suponiendo un-estado Em que corresponde a una distribucién

fuertemente rsimétrica (m cercano a n), se caleula la probabilidad de los segmentos de
trayectoria -t-1, t, t 1, en los gune en ol tiempo t el sistema se encuentré en ol
estado Em y se prbeba que la que correspondé a la sucesidén de estados Em_l- Em -

-B

o1 ? due simbblicamente se identifica

o m

<\

m=1 o o m-1

es abrumadoramente mayor que la de las otras posibles

'%fﬂ hﬂ.o 0 m¥l /omﬂ
o.m \/ o'm
'S\b m=1 8 6/;r1 _ :
’Ei‘Significado epistemolégico de los teoremas 1fmites a que se aludié en el pdrra

fo V§13 se ha transformado, debe adimitirsé que un tanto sorpresivamente,en lﬁkexplieg

ciﬁn del concépto dé irreversibilidad., 5in el célculo'de pfobabilidédes, hubiera si-J
do imposible contestar la objecién de Zermelo, y todo el caqpo de los fendmenos irre -
véfsibles eséaparia a la tentativaAde una descripeidén matemétiéa; , ‘

o Néturalmente, esta discuéiéﬁ es sblo esquemdtica, y deja de 1add importante pro -

blemas ae‘fundémentacién(a).

| IX.25,- CADENAS.REDUCIBLES. Cuando en una cadena de Markoff existen estados transitg

rios, deben tambidn existir estadbs persistentes, puesto que se ha deﬁostrado:que E]

\

‘1mposible qué todos los estados sean tr?ﬁsitgrios.

Si Ej " "es un estado persisténte, y Ei un estados transitorio, por el mismo

(a)  Tn desarrollo elemental ,sistem{tico y prolijo, de las aplicaciones ffsicas del =~
cdlculo de probabilidades; y posiblemente uno de los mds claros y completos publicados
hasta ahora, a pesar de su anterioridad a la demostracién de los teoremas ergddicos, ‘es
" ta’ contenido en la parte ‘cuarta del tratado de V. Mises (20). Para una discusién mas
detallada del modelo. de Ehrenfest se puede consultar, entre otros M. KAC:"Probabllity
and Related Topics in Physical Sclences", Interscience Publishers, New York, 1959.

Una dilucidacidn de los: conceptos bdsicos de la mecdnica estadfstica, con especial
atencion al c4dlculo de probabilidades, puede verse en: P. und T. EHRENFEST:" Begriffli
che grundlagen der Statischen Mechanik" (Encyclop.d.mathWissench,, Vol. IV. art. 32),
Berlin, 1909. : . :

Finalmente, para un tratamiento de la mecdnica estadfstica con los Fecursos que
modernamente ha provisto el cdlculo de probabilidades (teorema ergédico y teorema cen-

“tral-del 1imite); A. I. KHINCHIN:"Mathematical Foundations of Statistical Mechanles",
New YoI‘k, DOver, 191"9' . .
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método utilizado en el pdrrafo IX.19 se ?e?uestra:
t

(9.62) : ' T %im Pij - PinJ

en donde pJ‘ es la probabilidad estacionaria del estado persistente, y fiJ la su

na de la' serie de las probabilidades de alcanzar por primera vez el estado. persistente
a partir del transitorio, y que a diferencia de, lo demostrado en IX.19 no puede ser 1~ .
gual a la unidad 31 desde el estado transitorlo se pueden alcanzar distintos estados, .
persistentes, ‘ ' _

En una cadena de este tipo, uha trayectoria se puede'iniciar en un:estado transi-
torlo, pero en cuanto'aicanza un estado pefﬁistente, permanecefk dentro de la elgusu
ra del persistente y no volverd a aparecer ningun estado transitorio, lo que explica la
denominacidn de cadenas’reducib1655 puesto que el oohjunto de estadpémbbservables,selia(
reducido. -

Ei ejemplo del paseo al azar con muros absorbentes (o lo que es.equivalente, el
problema de la rulna de los jugadores), consistézﬁreéisamenfe an una cadeﬁé reduc1ble,-

© ¥y los dos estados pérsistentes no pertenecen"a la misma clausuré, por lo que un pro =
blema importante es calcular la probabilidad de absorcibn,
o) éea, calcular la ppobabilidéd de alcanzar una clausura dada a partir de una estado
transitorio tambien dadb, la Que es distinta, en general, para cada clausura, ¥y para
lo que es necesario emplear métodos algebraicos fundados en la estructura. particular de
las matrices de probabilidad@s de transicién. , | _ - i

Sin entrar en el detalle de los métodos de cdlculc de las probabilidades de absor-
cidn, es 1nteresante probar que la suma de- las probabilidades de absorcién ‘a los diver—
sos estados absorbentes o clausuras de estados persistentes, es siempre igual a la uni
dad, 0 sea que la probabilidad de una trayectoria compuesta dnicamente por estados trag
sitorios es nula (en el easo del préblema,de la ruina de los Jugadores, como los esta=
dos absorbentes correspohden a'ié ruina de un Jjugador y a la interrupqién del juego,tﬂ
teorema se traduce en la'afirﬁacidn de que el juego tiene probabilidad cero de éonti -
nuar indefinidamente, y que con probabilidad uno se arruinaré algun jugador) '

Para ello conviene efectuar una particiéh de la matriz de probabilidédes de tran-

t sicibn, previa una reordenacién de sus filas y columnas. Cada clausura de estados per

sistentés seré una submatriz cuadrada, (porque dentro de esa clausura cada estado pue-

~de ser alcanzado desde otre) y 1a prolongacién de sus filas deran todos términos nulos
porque de un estado de la clausura no. se puede pasar a otra clausura nl a un trgnsito-‘

rio. EA particular, la submatriz correspond;ente a'un estado absorbente serd de pri -

mer orden. L/ ' ' B

S1 se supone que existen dos clausuras de estados persistentes, la matriz parti -

w cionada tendrd, despuss del reordenamiento la siguiente estructura:




B, 0 0
(9+63) =0 P, 0
Lo, 1T

Pl y P2 seran submatrices cuadradas correspondientes a las clausuras de estados per=-

sistentes., T serd la submatriz cuadrada correspondiente a las transiciones de estados

transitorics entre si, y Tl y T "las submatrices (en general rectangulares) de las

2
probabilidades de transicién de los estados transitorios a los estados persistentes,

Al formar potencias sucesivas de esta matriz, tendrdn en general la siguiente ‘ez -

tructura:
t

Pl 0 0
(9.64) | Pl*= o 5 o

| p(E)  p(t) of
en donde Pt’ Pt y Tt seran. efectivamente las potenciask t-4simas de 1las submatrices
rgspectivas, ¥ *T{t)y Tat) tendran una estructura complicada que no interesa precisar
en detalle, a los fines de esta demostracidn. '

Cuando % crece indefinidamente, los términos de Tit' y Tét) tienden a IXfmites
del tipb pjfij’ como se indicé anteriormente. Los términos de T° s Por lo demostrado
en IX.i? tienden a cero, y como Pt os una matriz estocdstica, es claro que la suma de:
las probabilidade5~de absoreidn tiene por 1fimite la unidad, porque la suma déﬂlos termi
nhos de cada fila que pertenecen a Tt tiende a cero. . o

ﬁn segundo problema interesante, es calcular la ley de probabilidades de 1é varia-
ble t ie m‘p 6 de absoreildn, oseala probabilidad defque la cadena per
sista en estados trdnsitorios, pasando exactamente en el tiempo fi)Jado a un estado per=
sistente (en e1 caso de la - ruina de los jugadores, corresponde a la probabilidad de la
duracién del juego), y que tamblen se resuelven por métodos algebraicos que dependen de
la estructura particular de las matrices de probabllidades de crans¢c16n.

Desde el pumto de vista del comportam:ento asintético de las trayectorias puede
prescindirse; por lo que se ha visto, de los estados transitorios. El ecdIculo de las
proebabilidades de absorcién se ha realizado én muchos casos utilizando modelos distin =
tos del de las cadenas de Markoff, pero tiene interés la reconsideracidn de los proble=
mas cldsicos con este algoritmo, porque permite introducir los recursos del algebra de-
matriced, a menudo més eficientes que los métodos de integracidn de ecuaciones en dife-

rencias finitas, o que el empleo de la funcibn generatriz, mediante el cual Laplace re-

s0lvié un gran ndmero de ellos. ‘






T TERCERA PARTE
TEORIA DE LIA's VYARIABLES ALEATORIAS C‘ON‘T_INUAS_

CAPITULO X. YARIABLES ALEATORIAé UNIDIMENSIONALES.

:X;’l;- Es. frecuente el caso'de -que. un fendmeno aleatorio consista en un conjunto de
sucesos de potencia igual a la del continuo. Esto. ocurre, por ejemplo, cuando el re -

.sultado de una experiencia eq una medicidén, que, al menos teoricamente, puede adoptar
cualquler valor dentro de un intervalo finito o infinito.

En la préctica, dado que todo procedimiento de medicidn posee una precisién més

alld de la cual es imposible 1legar, podrfa pensarse que bastarfa con la consideracidn
de varilables aleatorias numerables, pero la misma teoria de las variables aleatorias
discretas no queda completada 8in el uso de variables aleatorias continuas, que resul-
tan introducidas naturalmante por el teorema de De Moivre y Laplace, ‘
Xe2e=  :En la caracterizacidn de 1os fenémenos aleatorios, de que se hizo uso en el cap
Iy se’ diré que se trata de un fenémeno aleatorio continuo cuando la frecuencla relati-
va de las observaciones en unzintervalo arbitrario de una variable continua, tiende a
ser constante al aumentar'tndafinidamente el nimero de observaciones. ' _

Para construir un modelb matemdtico adecuado, seria necesario podar defini;vuna
funcidn.aditiva de conjunéq o medida(due”'a cada conjuntd asigna un ndimero no negati~.
voy, ¥y que a la unién de dos conjuntos no rampantes asigna la suma de los nfmeros cofh@

| pondientes), y esta definicidn tendrfa que ser aplicable no solamente a interval os si-
no a conjuntos cualesquiera,wo por l0s menos a familias nuy amplias de conjuntos, y
"que ‘desde” 1uego contengan a los intervalos. \‘

Aunque el problema es diffcil, ha sido resuelto con suficiente generalidad median
te la teoria de la medida, que se trata en la teorfa de funciones de variable real (a).

Como en este curso no se presupone el conocimiento de la -teoria de la médida, con

- 1los refinamientos especiales’necesarios para su uso por el cdlculo de probabilidades,
el tratamiento de las variables aleatorias continuas se limitard a los casos mds sim -

ples en que los conjuntos son solamente intervalos y la funcién aditiva tiene propieda

des .sencillas.

Xe3e=_ Una medida .aplicable a intervalos; o segmentos, no tiene porque ser homogénea

(a) En algunos textos de cdlculo de probabilidades, como CRAMER (2) GNEDENKO KOLMOGORHm
(10) y LOTVE (19) se encuentran resimenes de la teorfa de la medida necesaria.
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‘es decir, no tiene por qué asignar igual medida (én adelante se dird probabilidad) a

segmentos de igual longitud. : - '

El probhlema queda resuelto sl es posible construir uLa funci6n monétona crecien-
te F(x), tal que su 1imite para +o es la unidad,y para -® es cero. A cualquier in
tervalo finito le corresponde como probabilidad, la diferencia de 1os vdlores de ’_la
funcibdn monétona creciente en 1os extremos del intervalo.

Una funcién mon6tona creclente puede tener discontinuidades, pero esas disconti -

nuidades seran dnicamente de primera especie, es decir, 'la funcién tiene en todo pun-

 toun 1Imite a 1a derecha .y otro a la izquierda. ‘En un punto de discontinuidad, ‘la

_diferencia entre los dos 1imites, 0 sea el salto de la funcién, seré la probabilidad

8

finita asignada al valor correspondiente de la variable aleatoria.

. Con -esta definicidn, 1a atribuci6n de probabilidades a un segmento se completa

Aconviniendo en tomar como valor de 1a funcidén el limite a la derecha, con lo que la &
ferencia de valores en los extremos corresponde al 1ntervalo semicerrado a la derecha. .

.La un16n ¥y la interseccién (en ndmero finito) de intervalos semicerrados ala derecha

tiene por resultado conjuntos d@l mismo tipo, por lo que la aplicaci6n a. esta clase
de segmentos de las operaciones entre sucesos, conduce a conjuntos para los que 1as
probabilidades correspondientes contindan siendo definidas. La cuest16n se complica
cuando el nﬁmero de las operaciones a reélizér con 1os sucesos es 1nfinita (ai.-
Las funciones monétonas crecientes acotadas pueden presentar sélo un ndmero fini
to o infiﬁito numerable de discontinuidades de primera especle, ¥y por lo tanto existi
ran siempre puntos de continu%&ad (que formarén un conjunto con la potencia del conti

nuo), En dichos puntos de continuidad, la funeilén monétona creciente no asigna una

. probabilidad finita a la variable aleatoria.

Xolto= lToda funcién que cumplq con las propiedades anteriormente indicadas-

(10.1) & Ax. AFx)D 0 3 Mo F(x) =1 5 ia cg‘(x) 20 _
. ‘\ . -
se llam fune i on d e \ d i s t T ibuece 1 dn, -y 1la convencidn sobre su

valor p rmlte asignarle, como se ha dicho, la’ siguiente interpretacién en términosde

\
[N

\ \ .
probabilidades= : s ‘ N

(10.2) F(a) = P(x a) e N

| | . o \./’
: - i / .
F(b) = F(a)= P( a xgb) siF(x)es contiﬁua en a3
F(b) - F(a)-— P(a¢xKDb) si F(x) es discontinua en a j
o sea, que la funcién de distribucién caracteriza 1a 1ey de ppobabilidades.

La ley de probabilii/g de una variable aleatoria binomigl dada por (H.l), puede

interpretarse como deflnjendo los saltos de una funcidn de d strlbucion, que es discon'

t

(a) Ver- nota en el péy?gfo anterlor. - : |

|
o : [
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tinua en los n+l puntos de abeisa entera comprendldos entre 0 ¥y b, y constan=

te entre los puntos de discontinuidad. La funcién de distribucién asf construfda cong
tituye lo que se llama una funcid‘n_ eaocale  a, |

La ley de Poisson posee una funcidn de distribuéidn con infinito numerable pun-
tos de discontinuidades. La férmala de Laplace define, en cambio, una fuhcién de dig

A S
ﬂgtribucidn,que_oarece de discontinuldades:

N
(10.3) ’ - P(zx§ a)= & fe'gdt=F(a)
E - o Yew

Xe5.~ la derivada de una funcién de distribucién, cuya ihtegral en un intervalo de con
tinuidad es igual al incremento de la funcién de distribueidn, y\por lo tanto a la pro-
babili&adf&e que la variable aleatoria tome valores en/ésg intervalo, se llama fun
c i 6n de densid ayq_ de p robabil i1dad sy ¥ dado el caracter
'mondtono ecreciente de su primitiva serd siempre no negativa,

Cuando las funciones de distribucién-de variables aleatorias continunas no presen=
‘tén discontinuidades, es cémodo identificarlas mediante sus funciones de densidad de
probabilidad, a condicibn de no olvidar que, en la eventualidad de un cambio de varia;
bles, hay que tener presente también el elemento diferencial, sin lo cual no quedaria
linvariante la integral sobre un intervalo, o sea la probabilidad.

En lo sucesivo, se‘consideraran solamente variables aleatorias continuas con su
ley defbrobabilidad'definida de esta manera, dejando de lado el problema mds generalde
las funciones de distribucién discontinuas.

,/
X.6.-j Partiendo de la ley de Poisson (7.4), es posible deducir inmediatamente la ley
de probabilidad de la vafiable aleatoria continua tiempo transcurri-
jd o h}als t é”,_l a realizacién de una observacién.

La\probabiliﬁad de efectuar al menos una observacidén en el intervalo de tiempo

AT serd (poniendo en evidencia el tieqpol&T):

(10.4)+ 1= o7t

qué es uha funcidn de distribuciébn continua que toma valores no nulos a pértir del ori
genltiempo, pbunto en el cual es nula (en otros términos, estf definida solamente, para
valores positivos de’la variable tiempo), porque es mondétona creciente (el férmino
substractivo disminuye al crecer AT), su limite para Ai‘-q +0 es la unidad y'para
AT = -00 . es cero (hagiendo la convencidn de que es identicamente nula para todo va=
lor negativo de Am). T

Derivando respecto de AT, se tiene:
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o.$) - f(AT)=Ae” NAT
que es la funcidn de densidad de probabilidad.

Xe7e= Otra ley de probabilidad que se deduce facllmente es la correspondiente al cua-

drado ‘de una 1ey normal:

(10.6) - P(x2 y) F(+\!‘) - F(-\F)

derivando 1la expresi6n, se tlene: :

(10.7) Wz ._.<r<+ V“y) + £(- V'y))
: : 2\y

2 _

Teniendo en cuenta que el lntegrando de (10 3) es L &3, y reemplazando en
(10.7): |

(10.8) - £(y) = L
que es la funcién de densidad de probabilidad, conoclda como 1l ey de ~J 1

e-31/2 _ : ,

e u a d ra do y que tiene gran importancia en inferencla estadfstica (comd se verd

en el cap. XIV).

X;BLQ Més'génefaimente, cualquier funcién no n e=g'a’t 1va e integrable én
todo su campo de defihicién, puede ser adoptada como funcidn de densidad dq probablli-
dad, a 5 condie 116‘5‘ de normalizarla dividiendola
por. el | valor de .s u 1ntegral,conlo gue las funciones de dis

fribuci&n y de densidad tendran 1a forma siguientei

\

(i«(‘),g) - F(x) = ff’(x) dx 3 £(x) o % ' d (x) o

en donde I es la integral sobre todo el campo de existencia.

‘Un‘ejemplo importante lo constituyen' Ias infegrales eulerianas de segunda especie

(10.10). - r(n) f =l X gy

que Euler 1ntrodujo para lnterpolar la funcién factorial, ya que integrando por partes

¢

se tiene-

\,

. . o
. oo )
o1y  [tn). g [-272 e"‘]o, + (n-l)/in-z X ax = (a-1) [ (a-1)

y continuando con el proceso, s1 n es un nimero entero-se llega a: v

(10.12) : r(n)— (n-1)(n=2) « « « [(1)
y comor(l)—l, se tiene finalmente
(10.13) () = (n-11

y como 1la integral (10.10) esté definida para todo valor de n  mayor que cero se

tiene 1a férmula de 1nterpolac16n buscada.

Ay




‘grai, a fin de que la integraciln sobre todo el campo de existencia, tenga comé resul.

~\

) 114,3 . . //‘
Conforme a lo visto, dividiendo el integrando de (10,10) por el valor de %}finte-

tado la unidad,‘se tiene una nueva ley de probabilidad, def lnida unicamente para valo=
res positivos de la variable aleatoria, ¥ cuyas funciones de distribucién Yy de densi -
dad serin: . ,

(10.1%) ~  F(X) ;F 01 g Xay ;) =_1_ "t é/"x ' /

v \ (n) O n) . Sy
Utilizando las 1ptegrales eulerianas de primera especie (introducidas para inter- |/

‘ \
polar los coeficienter binomiales), es posible tambien defilnir la ley de probabilidad
de una variable aleat

(10.1'5) F(X) = fx Pl (1 ab;u (=l <1-x)°‘“l A
(p,q B(p,q) :

con la condicién de que los pardmetros P.y g séan_positivps.

J

aria restringida al intervalo finito (0,1): ‘ R

;

/

Xe 9. Estas\ variables aleatorias eulerianas, cuyas leyes de probabilidad se acaban dj"

definir en una forma aparentemente arbitraria, tlpnen una gran importancia, por apare

cer en.los pre blemas de inferencia estadisfica.
Especialm nte, las variables gamma, completadas con la adicidn de hnoparémétro'pé
Sitivqfep el eTponente,‘desempeﬁan un papel fundamental. La ihtegralsgamma’generalia_

n y pardmetro o : ‘ ‘ - C
~ ) o

{(‘10’._16)‘5 ERE ['(n): f P PO -
permite definir|/ una familia de variableg aleatorias,a las que pertenecen la: ley equ- ,

| l

nencial y la de Ji cuadrado. Para determinar sus funclones de distribuclén y de densi

dggade,orden

dad de\probabi idad, hay que calcular primeramente la integral (10.16) a fin de 6b,e-
B

" ner el factor de normalizacidn, lo que se realiza simplemente mediante el. cambio d%’va

' . \ /
{

riables u{/-z, o dx=dzs- : w0 o
(10.17) r(n) L fzn'l o X 4z = |'gng
e , o - 0. : S8 , ‘ ‘
con lo que se tiene: X N o , ‘ : /
-1 =X n=l =Ax ;- !
=71 dx 3 f(x) = ko x e /

(10.18) i (0 = :
+5 j o

La ley e#ponenclal (10 5) es evidentemente una gamma generalizada de primer orden

parémetro )\

(10.19) J ' o f(7\T) 1)' - AT \ :
. ‘ (1 ‘ ’ . ,
, Si la léy de- Ji cuadrado se pone en la forma~
/ \'\ : : )
(10.20) - / \\ : W)= ..LL vt o2 .
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‘_serin uba gamma generalizada de orden 1./2 y pardmetro 1/2 y 81 e puede probar que
r21/2)-— V;% lo que no ofrece dificultad, utilizando en (10 10) la transe

tormaoi_dn_ de Gauss x=322, dx=22dz

R | R \ o',
(10.21) - o [m=e /zan-l o az
, | T
Haciendo ;1:.1/.2 © 2 | +oo .
' . . ' S —z° -z2 ' L
B LY Oy (e S
' ‘ (/3 . o ' '

y la ley de probabilidad de Ji cuadrado toma la forma buscadas

' _ o _ ¥
_(1023) : . r(y)-fﬁ.s e.-¥-

Xe9.- MOMENTOS DE>LAS VARIAJLES“ALEATORIAS CONTINUAS. Por analogfa con la definici6n

de momento de las variables: aleatorias discretas, se define

_ B -roo .
(10;2%)'_ o o /LL = [ ™ £(x) ax
, . ) o

como. el momento de orden n-é simo de la varlable

‘aleatoria continu a, si 1la iﬁtegral existe. El intervalo de integra-
cibn es ei de definicibn de la variable aleatoria, y si ésta est{ Iimitada en uno o en
ambos séntidos; se conviene en completarla con la funcién idénticémente nula fuera de

su campo de définicidn, con lo gue la integral {10.24) tiene validez general,

X.10.- Aplicando la definicibn (10.24) a la ley normal, se tiene

S ] (" 2] 5
(10.25) - m =$ﬁ'{’ ‘.'/;t;g-&' at .'—'.-0 _ -v .
porgue el integrando’es evidenﬁémente una fuhcidn impar, y por lo thnfo la intégral ‘f
(10.25) es nula en todo 1ntervalo simétrico en torno al origen, de. manera que pasando
al limite en forma simétrica se obtlene el resultado lndicado.

Para calcular la varlanza, como debido a (10. 25), la variable es centrada, basta

aplicar 1a f6rmu1a general e integrar por partes:
+ 00 +@

R 2 2
(10.25) 0’2 jidt = il [-te ¥ ]_oo-g- x_ /e'% dt =1
\ETT -~ 00 UZTF “2ﬁf ~ 00
con lo que resulta que 1 a ley no rmal en la expres i'o;n,f

que se emplea para la férmula de Lapla cey, e38
una ley red @ ¢ 1d a,(ver pirrafo VI.h). '
-En cambio, si se tiene en cuenta la forma utilizada en el teorem de De Molvre




| ius
(6.10), el momento dé primer orden serd - :
. ok 00 o +00
(10 26) L fxf oo tax = 1 (x-m)e 207 gy 4, _ dx -
. CNEWG Fee 2w TR \J"‘” T ,
.ipara ocuyo cdleulo simplemente se ha. sumado y restado . 'm "a la variable x, resultan—
do la primera 1ntegra1 aula y la seﬂunda unitaria. -Por lo tanto, en ei'teorema de De
Moivre 8e. verifica 1a importante propiedad que el primer momento de- 1a variable aleato
" ria utilizada para aproximar la ley: binomial, tiene el mismo’ momento que ésta ultima,
lo que se extiende a-la varianza' sin més que tomar como variahkadeintegracion gx-m)

e_integrar por partes:

L 2 ' )
+00 (3"111‘2 C ' -,
. 2 ) X i1} X=m
2 - . -L-%-
(10.27) !_/ijﬁ@i e 20% d(;—g).._.dz[-‘(x-m) e 27 /e 2w d.ﬂ.m.l o«
E \127( —-.Q« . . . T ' o 2T( ~C
Los momentos superiores de orden lmpar de la ley noimal reducida, y los centrados

hY]
de- orden impar de 1la 1ey normal no reducida, son evidentemente todos nulos, por’ la misg

ma . raz6n que el de primer orden. “Los momentos pares de orden superior, en cambio, exis: -

ten siempre y se calculan mediante una ley de recurrencia inmedlata:

)q_ (x-m)
(10,28) . . = qa /gx-m “Zet dgx—m)
X : ' -0 ¢
: « o2
| ;3 .“‘M% )+ 2 L X= . ’+
G (x-m) e 2T a - 20-1% '
'}*44-7_— '%_z—)' 39 [(x=p) e a(x-m) =30
. Eul R ) L. \]2Tf Lo o ‘
'y en general:. \ ' 7 .
(10.29) ' /Uén = _1.3.5.'. e o« (2n-1) 0_2n

T

qv{..lo.,_- " FUNCION CARACTERISTICA DE LAS VARIABLES ALEATORIAS. CONTINUAS. = También por ang

logfa cen las fuﬁéiones caracterieticae de ias aariables aleatorias discretas; se defi'

ne como funcidn caracteristica de una variable aleatoria continna a la siguiente expre
'sidn. : : .
(20.30) - o «p(u) -/ iuxf(x)dx

en’ 1a que ‘se ha hecho 1a convencién haﬁitual de completar la definicién de 1a funci6n
de densidad de probabilidad, en caso que su campo de variacién esté 1imitado, con una
funcién idénticamente rula. _

V Es evidente que (10 30) existe siemmre, poque el factor es de médulo unitario, "y
Jlas condiciones de convergencia o divergencia de una integral no se alteran sl se mul-
plica el integrando por un factor de vaior-abseluto unitario y la integral de 1a,fun_-

¢ién de densidad de probabilidad, por la condicién 1mpuesta a su primitiva, que ‘es la
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1 . .
funcién de distribucibn, existe también siempre.

En cambib, si se quisigfa'geherﬁiizarf;a_ndcién de funcién generatriz, se chocarfa

con la dificultad de que en qadé:céso habria que investige - la convergencia de la. inte

gral, . )
Admitiendo :la derivacién bajo. el signohintegralz
N . oo
‘ ~‘((nz “'n | dux n
(10.31) p (w) =1 e x i‘( )dx
S ’ par. v i

y - dando a t el valor ceros

: (ﬂ) 4-&’ .
(10.32) - ¥ 0 - [axrmax

™ &

con lo que se tierne un método para el cflculo de momentos, simllar al utilizadae con ven

A

taja en 1as variables aleatorias discretas. f
" Pambién es posible demostrar la validez de la importante propiedad de que la fun-
cibn caracteristica de la suma de. n variables aleatorias independientes, es igual '

al producto de las funciones caracteristicas de las variables sumandos.

Xelle= La funcidn caracterfstica de la variable aleatoa%a normal reducida:
4@

-t2-21ut
(10.33) \,O(u):_l_'/i‘”c %dt = fe == at
| 2Tl Lo e @

se calcula sin dificultad, simplemente completando el cuadrado de un binomib'en el ex-

ponentes .
+@ . 5 5 y
g2 (t=iu) . 1
(10.34) ’ tf(u)=e%1_ €2 dt=e?
-0

'Bi :
~ Para calcular la funclén caracterfstica ‘de la variable aleatoria normal no redn01

da, de primer momento m y varianza det
L -+ 00 2

' ; (X= m
(10.35) : P ()= —-./ lux o =owt ax
) . 2T o0

podria utilizarse el mismo método, pero es més instructivo partir’ de la funci6n carac=
ter{stica de la variable reducida y utilizar los camblos de variab;es ¥ transformacio-
nes indicados en el.pérrafo viIItB, y qﬁe se emp;eafon paré'la.inversién de la funcién .
caraqtefistica en el teorema central del lfmite (ver pdrrafo VIII.13).

La funcién caracterfstica de‘la'variablé”cen%fada se halla efecﬁuando el cambiode
Qariables u=gw en la funcién caracteristica de la variable reducida (el 1nverso del

empleado para la demOutracién del teorema de Laplace en el cap. VIII):
(10.36) ,‘p (a'w) p (w)-— Tz




: 1l+7
- Para pasar de la funcidn caraoteristlca de la varlable reduoida a la de la variae:

ble sin reducir, se multiplica por el factor eimvs

(10,37) @P‘(v),,.ga“eimw ﬁox(w) 26 imw,,ié_g )
que es la expresién de la funcién;ééracteristica de la variable aleatoria normal no re
ducida (cbnviena recordar, como se dijo én>ellpérrafo VIII.8 que en los textos de pro
babllidades no se acostuﬁbra utilizar notaciones especlales para las funciones caracte
risticas, segun que la varilable ‘éea centrédé o reducida, nl1 tampoco cambilar la deno#
7minac16n de la varilable despuds de las transformaciones). Este tipo de operaciones es'
de uso constante en el célculo de probabilidades y sbs aplicacionese. )

Mediante (10 37), y teniendo en cuenta 1a unictdad da la transformacidn entre va-
rilables aleatorlas y funciones caracteristicas, se demuestra inmediatamente que la su~

 ma de dos varlables aleatorias normales, cuya funcién caracteri{stica seria-

i(mptms)a-(d +02 )w
(10.38) _ p@=e e P41

:@8 otra varlable aleatoria normal, cuyos parémetros ‘son las sumas de los pafametros co
Mrrespondientes de las varlables sumandos, en correspondencia con la identidad entre pa
rémetros y momentos, y las propiedades aditivas de estos dltimos, que se generalizan

-.81n dificultad a las varlables aleatorias continuas.

~.

)

[=y
\

X,12.~ La funclén caracteristica de la varilable alesatoria gamha generalizada ser:

n @. ' n ?1’ 1 (A =1)x >

, - =l - o,

(10. 39) V(u) = /eiux " l *ax'= d‘ /x e dx = n
rn) 0 ' : . f(rﬂ () (ok=iu)

de donde se_deduce, por ejemplo, que la funcién caracter{stica de la variable aleato-

ria J1 cuadrado es:

L IR + '
(10.40) g P = (%) — = 1 ;
' o ' . (3 = 10)¥ © (1 - 2iw) _
La 3uma de. los cuadrados de = n _ variables aleatorias normales, reducidas e in-

dependientes entre si, tendré por funcidn caracterfstica la potencia n-¢ésima de (10.40)
¥ teniendo en cuenta la correspondencia entre (10.40) y 1a ley (10.23), resulta que su

densidad de probabllidad ser4:
n -1

. %I n
(10.%1) £(y) :3%2-)- v e -%
n

7 .
que :se: conoce cpn‘;a‘denominacién de funcién de densidad de probgbilidad de
la, ;. w.ar.iable. . aleatoria J1 cuadrado de orden n,
de gran impoftancia en Qstadistica.

-+ El-primer .momento y la varianza de esta ley, se obtendran por derivacidén de (10.
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40)
(Lo.k2) ') =

8- =]
e

.- aiu)nﬁz‘ (1 --..'a.,;.u)/l'1 :

(10.43) ’ £10) = n

y12 E ni

(1044)  *1(0) = g'(ML -
| ot (1 =-21 )%& B ( )%‘h
- u 1l « 2ia

B

(10,45)

s

‘P"'goz = t_12+2n .cf2-_-(n2+ 2n) -n2‘:2'n
12 -
X.13.~ LEYES EXCEPCIONALES. Como ejemplo de ley de probabilidad exégpcional, que no |
' posee ningun ‘momento, se dard la ley de Cauchy. .
Sed un centro de emisidn de particulas que se supone puntual y una distancia d
. dé una pantalla ilimitada. Sobre esta pantalla se toma como origen ée coordenadas el
“pié dé la perpendicular a la misma, bajada desde el centro de emisidn « 51 1a proba=
bilidad de emisiéﬂ de -Gna partfcula desde el centro y con una direccién comprendida
. dentro de un angulo.dado se acepta que s proporcional a la maghitud del éngulo;'7~ei
problema consiste en hallar la ley de probabilidad correspondiente al impacto sobre
la pantalla 1linmitada. _

Sobre la pantalla, la probabilidad de que una partfcula la 1ntercepte en el seg--
mento (0,x) s=rd prOporcional al arco cuya tangente es x/d, lo que define una funcién
“de distribucibén. La funciédn de densidad ‘de.probabilidad se hallar4 derivando:

(10.46) f(x) - 4 L(are tg.;) = 1 -1 4 v

a'x w ‘ -n‘d(l +x2) T a2 4 x>
) d
El iactor‘s- resulta de la forma en que se ha-definido la ley de probabilidad an

gular, mediante una funcién de distribuciébn que resulta proporcional al arco y que dg :
be ser normaliéada por TT a fin de que la diferencia entre los valores extremos de la
variable sea unitarla.

S1 para simplificar se toma como unidad sobre la pantalla a la distancia d ’
se tendrd: ' o -

(10.47) flx) oL 1
- M1 4 x°
Como es fdcil verificar, la integral que representaria el momento de primer or -

den es divergente, y por lo tanto lo serdn también 1las que corresponden a Los momen=
tos de orden superior.
A pesar de estas singularidades, esta ley de probabilidad, cuyo estudio presenta

. también interds por el problema del que= resulta, estf vinculada con leyes continuas
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no excepclonales, como la normal, conforme se verd en el capftulo XII, y con la distrl
bucién de Student, de gran importancia en estadfstica y que.se estudiard en el capftu=-

lo XV.

o







CAPITULO XI

. TEOREMAS LIMITES PARA LAS VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

XI.l.- Los teoremas limites estudiados en.los capftulos V (leyes de los grandes.nimeros)
y VIII-(teorema central del limite), que establecen el fundamento de los métodos asintée
ticos(v4lidos en el 1lfmite , y por lo tanto como aproximacidn para n _suficientemeg
te;gfande)‘utilizados en las variables aleatorias discretas para aplicarles el mismo trg
tamientofqpeAa la ley binomial, si es que sé las puede considerar como . sumas de un ndmero'
n de variables aleatorias, se extienden sin dificultad,para las variables aleatorias
continunas:i ’ _

El uso sistemdtico ae las,funciones caracteri{sticas permite dar no sélo demostra-
ciones mfs sencillas, sino también condiciones de validez mds amplias, aceptando la vali
. deZ de un teorema-de continuidad mas génera; que el utilizado en el Cap. VIII y que es

debido a Paul Levy (16).

Xle24= - Las demostraciones del capftulo V, supuesta la existencia de los momentos de pri
mer y de segundo orden, sé aplican directamente a las wvariables aleatorias continuas, PE
teniendose las mismas leyes de los .grandes nﬁmefos. )

Pero aplicando las funciones caracteristicas es p031b1e ampllar la validez del teo-
rema de Bernouilli generalizado. ‘ ‘

Dada una sucesién de variables aleatorias idénticamente diStribuidas;que poseen pri
mer momento, la funcidn ‘caracter{stica podré desarrollarse por la férmula de Mac Laurin:
[(11.1) / L) =1+ dmt +o(t)

Como lo que interesa es hallar la funcién caracterfstica de la suma promedlada de
las variables aleatorias, y esta es 1gual a la suma de lus variables, dividida cada una

e

de ellas por n , se tendrd:

(11.2) Lp(n\_1+__gq_+o()‘ ,

La funcidn caracterfstica de la suma serd el producto, o sea , en este caso, la po=

tencila n-esimaz

(11.3) o ..[(f(‘?_ulﬂn:[(.l-i—ﬂ_i_’f_:ﬁ-il-d(%)]n
y paéando al 1fmite para n linfihito,'se tiene

(11.4) C am [cp( )] =0

N—y00

que es la funcidn caracterisrlca de una variable aleatcria que toma el valor m con pro-
)

babilidad unitaria, y tiene probabilidad cero para cualquier intervalo que no 1nc1uye a

imt

m (variable aleatoria degenerada), por lo que aplicando el teorema de continuldad, gque

da demostrado el siguiente teorema. debido.a KHIKTCHINE: L a suma promedil a
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da de . n variables aleatorias 1denticamente

distribuid as y que poseen primer momento m,

converge en probabillidad a me

XI.3.~ Bl teorema central dei limite, deiostrado en los pi4rrafos ViII;ll a V;Ila13 va
le también'sin fingun cambio para las variiblés aleatorias continuas. Pero conviene
éhpliar su validez disminuyendo el orden de los momentos. que intervienen en su demos-
tracién, como se ha hecho en el ., pdrrafo anterlor con el teorema de Bernouilli genera=-
lizado, = : | |
- En el caso lmportante de qué las variablés aleatorias estan identicamente distri-~
bdidas, éé posible eliminar ei momento de tercer orden sin nihguna dificultad.

51 existen los momentos dé'brimer & segundo orden, y las variables.centradas,,su

funcéidn caracterfstica tendrf la forma:

(11.5) B B L?(u) —1 - 822 4 o(u2)
. T . ) . ‘ : ) ‘ - 5 . A
Normando por la dispersién de la suma V—'G"

(11.6) ' (.r =1 -_g_+o( )
Formando la fuaneidn caracteristica de la suma, y pasando al 1{mite para n infini-

tb: . . : e

(11.7) . lin (p( é“ = lin '[1 -4 4 ofu? n] _omi?

. e C D n =% (n ) -1
. ey @ 2n \ |
0 sea el teorema de LINDEBERG y LEVY: I, " suma de n variables

a leatorias idénticamente distribufdas y con

s e g.u ndo moment o, cen trada y normada por la

u

ispersién de la suma tiene como lfmite 1a
.8 u 3

(=]

ey normal reducida.
Una notacidn conveniente. es la de indicar los pardmetros de la ley normal en un
paréntesis, colocando primero el valor esperado y deSpués la dispersidn., Con esta no-

tacidn, la ley normal reducida, se denominarfa ley normal (0,1).

s

XI.4e- Como aplicacidn del teorema de LfNDERBERG y LEVY, se lo uatilizard para la deter

minacidén aproximsda de la ley de Ji cuadrado de orden n (ver pdrrafo X.12).

Dado que eSta.ley est4 definida como 1la suma de n  variables éleétorias'identi
camefite distribuidas, y los momentos de primer y segﬁndo orden de la sumA son n y
2n 4 respectivamente, para n Suficientementé grénde, la variable reducida

(11.8) ~ ! t-Y=n

i
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tendrd4 muy aproximadamente una distribdcidn normal.
Bl interds de este resultado reside en que Ji convergencla es bastante rédplda, y
todavia es posible mejorarla, sl en vesz de la ley de Ji duadrado se toma la de 2y que

converge ain mds rapldamente a la normal (2n-1, 1), segun observé R. A. FISHER.

. En el cuadro siguiente se-comparén'IOS'valores exactos hasta la tercera cifra me -

diante la aproximacién normal y la de Fisher, para lo que se usé las sigulentes férmulus

de transformaciény en las que n=30:

‘ - 30 . " :
(11.9) t,p —h\'fﬁ_ e vo= 30kop + 30
- b

(11.10) top =By, - B9 ¥p = (0 + B2

El valor de ¥y que se supera con una probabilidad P (indicada mulfiplicando
por 100, de acuerdo con:la préctica'usual de los libros de estadfstica, a fin de aho =
rrar cero y comas) se ha denominado Yps ¥ contpp al desvio normal reducido gue es supe-
. rado én valor absoluto con probahilidad 2p, utilizandose para esta ({ltima la tabla II
de CRAMER (3), habidndose empleado una tabla mds completa para p=l

: ey emodnactén dproumetin do Valor sracto segun
10 , 1,2816 39,927 40,165 40,265

5 1,6uk9 42, 41 43,488 43,773

1 2,3263 48,020 50,750 50,892 -

La aproximacién lograda mediante el método ce R.AFISHER es tan buena, que usaal =

mente las tablas de Ji cuadrado llegan solamente a n=30.

Il






CAPITULO XII.

@

1

VARIABLES ALEATORIAS MULTIDIMENSIONALES

: XII.1.4 Al estudiar las sumas de variables aleatorias discretas, en el capitulo V, se
introdujo la nocién de distribucidn conjunta de variables aleatorias (pdrrafo V.3), que
después no se‘continu6 utilizando porque el empleo de ias funciones generatriceé, o ca-
racter{sticas, permitié evitarla, \ /

Pero existe -una variedad de casos en los cuales/la necasidad de estudiar una dis -
tribucidn conjunta se presenta naturalmente, como bor ejemplo cdando‘ﬁeﬂobservan simal -
ténéémthe,dos o m{s magnitudes. En particular, el conjunto de las variables de estado
deun ‘sistema fisico, sl se admite que cada una de éilas sigue una ley de probabiliidad,
ijdentifica una distribucidn conjunta. |

Tambien aparece naturalmente una distribucidén conjunta cuando se estudian grupos
de observaciones'de una misma variable aleatoria, problema de gran importancia en esta=
df{stica, en la cual estos grupos reciben el nombre de muestras de n
elementos, o Si.se‘trata de determinar la existencia de una posible relacién
de dependencia entre dos variables aleatorias que se observan separadahente, como es el
caso del estudio de la herencia de los caracteres fisicos, en el gue por ejemplo, se

égrupan las estaturas de los padres y de los hijos.

XII;é.# VARIABLES ALEATORIAS BIDIMENSIONALES, Si un .suceso estd identificado por un
par de observagiones numéricas, se dice que estd definida una variable aleatoria bidi =
ménsiongl N lak}uncién de distribucibn conjunta se define de la sigulente manera:
{12.1) - : F(xyy)= P(X £ %, 7§ )

51 esta funcién de distribucién es suficientemente regular, serd posible definir -
ﬁna funcidn f(x;y); llamada funcién de densidad de probabilidad, tai‘que la'probabili-
dad'deQQeunaob&rvacién se encuentre en el rectdngulo de lados paralelos a 1los ejes coor

denados, identificado por las abcisag (a,b) y las ordenadas (cyd),(ver figura 2) es

d * igual a la integral doble
/ A .
7 - b
(XI1,2) f(x,y)dxdy
/) e “Ya

La probabilidad de que la abcisa sea menor que un cierto valor

x g sin establecer limitaciones a la ordenada, o sea de qué

el punto'representativo se encuentre en un semiplano limitado

G ) .
Fig.2 por la recta vertical de abcisa x serd{
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(12.2) Fy (x) = du Cff(u,y) dy
llamda - d i stribuciédn marginal de .a variable X.
De igual manera, la distribuci&n marginal de la variable y seré

(12.3) C F (y) _ﬁv /f(x,v)dx

y las funciones de densidad de probabilidad correspondientes, siempre en la hipbtesis

de regularidad de la funeidn de distribucibn, serdn:

00 400 ‘
(12.4) - ‘fl(x)".:/f(x,y)dy 3 fz(y) ':ff(_x,}')dx
~’,‘, ) . _co =0 ’

XII1.3.) JINDEPENDE/CIi.. Dadas dos variables aleatorias continuas, cuy'é;"s leyes de pro
babilidad co_nstituyen' las leyes marginales de su distribucidn conjunta, se dice que s
son independientes si para dos sucesos identificados por las relaciones an Sb H

‘¢4 y%d- las probabilidades correpondientes cumplen la relacidn establecida en

(I11.5)y cualesquiera sean los pares de valores (a,b) ¥y (c,d):

(12.5) .. Plagxgb, el ygd)=Paxgb) Ple{y£ d)
Pasando-al 1f{mite para a=z -0 'y c=z =M, .se tiene- '
(12,6) o - F(xyy) = F1(x) Fy(y)
y lag funciones de densidad dé'probabiiidad cumpliran la "sig:uiente relacién:
(I‘i2.7)r ’ . f(x,y) = fl(x) £5(y)

las tres relaciones ( 12.5) a (12 ,7) son equivalenﬁe#{- en el sentido de que de
¢ ualgilera de ellas se deducen las otras dos. o

«

XII.4,- MOMENTOS. Los momentos de una variable aleatoria.b_idimensionai se definen

(12.8) ;:ff 1yde(x,y)daxdy

o usandé la notacidn de esperanza matemétlca, que significaba multiplicar por las fun-
clones de densidad de probabilidad e ilntegrar sobre todo el recinto de existencla:
(12.9) o My =BG ,

La suma de los exponentes da el orden del momento, y segun csta deflnlcién, existen

dos momentos de primer orden, y tres momentos de segundo orden:
. voo

. 400
(12.10) _ fff(x,y)dxdy 3 m, :ff yf(x,y)dxdy

-0 ~Co
+0 Lo

}ﬂé’%ffgzi‘(x?y)dxdy?; ) _/ /xyf(x,y)dxdy 3 ,ué’?_ = /Y2f(x,y)dxdy )

- Y-00 s
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Como en las variables aleatorias estudiadas anteriormente, tienen especlal impore
> N S
tancla los momentos centrados de segundo orden:
- _ ¥

(12.11) Q’f = ff(x-ml) f(x,y)dxdy , / (x -n; )(x—m )f(x,y)dxdy‘
=]

-0

0‘2 ‘/f(y-m ) f(XaY)dxdy

XIT b= VARIABLES ALEATORIAS DEGENERADAS. - Es posible que la varlable aleatoria sea
3610 aparentemente bidimensional, y que toda la probabilidad esté concentrada sobre una
curva, o en un punto, B ‘
El estudio del caso en que la curva se reduce a uha recta es sencilio, y tienen
graq importancia. Si se introduce la forma linear auxiliar u(x-ml)-k(Ykm2)§ en la
‘qus a y v son pardmetros arbitrarios, se tiene que:
(12.12) - E[u(x-m ) + v(Y~m )12 + 2/U»llvu +. 0'2 2
Evidentemente, la forma cuadrdtica no puede ser negativa, porque su construccidn
consiste en la 1ntegracién de productos de probabilidades por cuadrados.

L/ 51 existe-un par de valores de. u, ¥ Vo tal que. la forma cuadrdtica ‘es
fnula, sin que lo sean simultdneamente Vo ¥ u, - toda la distribucibn estd con-
‘centada sobre la recta de ecuacidn:

(12/13) L u (Xem) v (Y-n) = 0

- En efecto, si existe una probabilidad distinta de cero que corresponda a un punto
0 a un conjunto de puntos cuyas coordenadas no satisfacen la ecuacién de la recta
Y;Y(XII.13), la forma‘cuadfética no puede ser nula. La potencia dé los puntos con respec

to a la recta no es nula, y comolesté elevaaa alvcuadradé, multiplicada pof-la densidad

de probabilidad e 1ntegfada, sin quevexisten términos nezativos que puedan compensar
'sucontribucién, la forma cuadrdtica tendrfa un valor positivo en contradiccién con: la
vhipdtesib. v

51 la variable aleatoria bidimendiunal no estd degenerada sobre una recta, la for

'mé cuadrética (XI1.12) serd, por lo tanto, definida positiva, pu=
diendo anularse unlcamente si u=v=0 y la investigacién del problema de la degenera
cién lineal se reduce a la discusién cldsica de las formas cuadréticas.

Si (f% es distinto de cero, es posible ‘completar un cuadrado en (XIE.12):
(12.1%) 0’lu & 2/“'11"“ + 0% = (g +-£'—”V) + v2(d2 - —-l)

si Uy v no son simultdneamente nulos, el segundo término de (32.14) puede anular

se unicamente si el dltimo paréntesis es nulo., Como (r es siempre positivo, se tle=-

'ne que la condicién necesaria y suficiente para que la forma cuadfética sea deflnida
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uositiva és que el determinante de la matriz de sus coeficientes (11amada matriz de co

varianza):
’

(215) 20’2- il'-#o
sea distinto de cero)w o .

H

Llamando ‘? -154 (12.15) se transforma ens

(12.16) ' az 0‘2 }L' = q’i ; (1-72)

cbn.lo~qge résulta que la variable aleatorila b;dimensionaI degenera-en una variable
.aleéfor1a>lihea1 si el cuadrado de fD (11amado‘coeficiente de COrrelacién) esyiguai a
~1la unidad. Si (f2 es nulo, la variable aleatoria se concentra en una recta vertical
- de abcisa o e o - L
XII.5.- DEPENDENCIA LINEAL,;_SF{el:coeficiente de correlacién es igual a la unidaa'es
evidente que al cohcéntrarSe lﬁiley de probabilidad sobre upa‘fecta, exlste una depen
‘dgncia“iin651 estr1ctaIentre las variables aleatorias definidas.por las leyes margina-
les.s S » e g R
, _Comb a.su vez, por definicién A{lz‘o sl las varlables marginales son independign
tes, se tie@é*que%el coéficiente;de corre;acidn, cuyo campo de varlacidn estd limitado
entre 41 & =1 define en clerta manera el grado de dependencia;"Si toma los valores
~extremos, habrd una relacién funclonal estricta, si toma el valor cero, habrd indepen-
'dencia, y para valores intermedios unha dependencia menos rigida, que aumentard a medi-

da que se acerca a 1 6 a =-l.

XII.6.m kREGRESIQN LINEAL. - S1 se considera que X es la variable independiente, tiene
interds el precisar la discasién anterior hallando la ecuaciSn de una recta que cumpla'
con la condicién de que'la‘espefanzé matem{tica de los cuadrados de la diferencias de
las ordenadas de los puntos de la variable bidimensional, con respecto a las ordenadas
de dicha recta, sea mfnima. En otros términos, que sea mfnima la suma de los cuadrados
de las diferencias, ponderadas por sus probabilidades. k |
: La expresién que hay que hacer minima ess
(XI1.7) B L E@Ees & -(p)?
Procediendo a cenﬁrar las variables'mdfginales, para 10 cual hay que restar los-

primeros momentos, se tiene.

(12,18) E(Y - -/5::)2— EEY - m, ) - (3(1[ - my ) -f&(—l— m_ - (5“‘132

. ' . z; "2\ .
2 _ - 2
—g2-2M B+ G B +m, -ctoepn)

N . X . Y N . " . .
para lo que primeramente se desarrollé el cuadrado como sl constara dnicamente de dos
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términoss las variables aleatorias agrupadas y las/[}:ytantes. El doble produeto es nu

lo (porque las’ variables estan centradas), y el cua aqg;de las variab%;s aJeatonias
. /

agrupadas, se volvid a desarro]lar.
‘El minimo de la expresién corresponde !/;ps valores Qe o y de {b que anulen las

derivadas primeras con respecto a 1os/mismos:

(12419) . eamp - (gml 3 3 ='%n _f 2
con lo que se tlens finalmentes Q'. q
(12,200 - o Y —m, + 6-. - m)

El coeficlente o que da la pendiente de 1a recta, se llama c.o e f icien-
te - de regresidn de y en x,° ylarecta, recta de
regreslén ‘de -y en x ' ., S

Es evidente que en los casos de una dependencia no estricta entre x e y (valores
de P cercanos. a +1 4 -1), la recta de regresién puede representar esa dependencia,
en un sentido que se prec;sara en loa capftulos XIV y XV, donde también se indicaran
algunos probiemas de éplicacién nada sencilldé, que hacen que este método de regresi&y
de gran importancia tebrica, tenga un significado préctico may-dudoso en muchos casos.

" Bs posible también determinar la regresién de x en y, resultando la recta:
Co@een) x-m1+f—(r-m> i
XII.7.= APLICACIONES DE LA DISTRIBUCION CdNJUNTA. En el capitulo V(pérrafo V) se apl}
“eb el artificio de introducir una diétribuCiSn conjunta sobre el espacio producto, a
fin de. estudiar la suma de dos variables aleatorlas. . El mismo procedimiento tiene im-
portancla para determinar la ley del cociente de dos variables aleatorlas independien=-
tes, que tiene gran importancia por apare¢er repetidamente en eétadistica.

. Sea, por ejemplo; hallar la ley de - probabilidad el cocilente de dos variables_'
Qleatorias indepe%giantes/eﬁtré si:
(12.22) ' ' 'z=1
" En,el plano (x,y), dada la independencia supuesta por hipbtesis, la densidad de

/ St

probabilidad de un. punto serd: N
(12.23) \ f(x,y) =i e'%ﬂ ‘
' 2w

y para hallar 1la densidad de probabilidad de z habra que integrar sobre todos los pun-
tos de 1la recta cuya pendiente es precisamente z(ver figura 3).

Para dicha integracién hay que hacer un cambio de variables, pasando a coordena-
~das polares,_o tambien ql més sencillos ,
(12.24) _ - S XZzy o @tﬁy = xdxdz

con lo que’ el elemento diferencial de la distribacién conjunta serd:
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©(12.25) fi{x,z)dxdz =_é¢_ é 2 xdxdz
T

La recta de pendiente z se ha transformado en otra bécta de ob=

"denada z, y la ley de probabilidad del coclente es éntoheés 1a

ley marginal de z, 0 sea que. hay que integrar (12.25) sobrd todo

Q: ourét%‘;' el campo de existencia de. kI3
2
% (12426) A _(Lf_LL
Fig.3 : f(z)dz —-dz e xdx
21T -0 :

51 se toma como varlable de integracidn x2=vu 2xdx=du, la 1integral se reduce

} .
a una gamma generallzada de orden 1 y pardmetrod (1-+z ) (2 permanece constante en la

integracién) cuyo valor se’ conoce (ver pérrafo X.9):

AR 1422 Zaszdw L
(12.27) [ ¢ 2 au=fe 2 du =__ 2
lo 0 (14 22)
y por 1o tanto la ley de probabilidad buscada es: .
(12.28) . . 7 f(z) = 1 1
T (1422)

o sea la ley de Cauchy (ver pérrafo X.1l3)
Este método, combinado con la reduccién de la integral a una gamma generaiizaaé,
permite resolver los problemas m{s importantes gue.se presentan en estadistica, como se

verd en el Capftulo XV. T

XII.8.~ INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA LEY DE JI CUADRADO. Utilizando la distribua ;

cién_ponjunta de n variables aleatorias normales, reducidas. e independiénteS'éhtré

sf, es posible dar una ‘interpretacién geométiica a la distribucién de Ji pu&dré&b; que

no sflo permite simplificar algunos problemas de aplicacién importantes, aino queﬁteg'
bidn tuvo histéricaﬁente un papel destacado.en 21 desarrollo de la estadfstica mafémg-—
tica.

En el espaclo n-dimensional, la densidad de probabilidad correspondiente .a 1la di§

tribucién conjunta de n  varlables aleatorias normales, reducldas e.indepéndléntes.

entre sf, serd: _ x2+x?+.'. .+xﬁ o2 S
(12.29) £2(r) _ e 2 1. &z , -
(270“/2 T2 |

de donde r es la distancla al origen.
La probabilidad de superar el cuadrado de una distancia_dada al origen, seré la queé
corresponde a 105 puntos que estan fuera de 1la esfera de radio lgual a esa distancia.
'La densidad de probabilidad correspondiente podrd hallarse integrando (12.29) sobre 1la

superfice de la esfera de radlo r, lo gue se reduce en realidad a multiplicar (i@;ﬁ?); )

\
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. que es constante, por dicha superficie.

Segun la férmula de LUDWIG SCHAFLI, la superficie de la esfera de radio r en el
espaclo de nh dimendiones ess*
n
SN2, 2rh-l

[

2 2
(12.30) : £(r) =('J'é')2, orh7t e-i
[ |

¥ tomando como variable y= r2 (para lo cual hay que recordar la transformaCién del

‘Multiplicando por (12.29)

elemento‘difefenqial dy =2rdr), se tiene:

n
- N2 n_1 -
(12.31) - f(y)____(ﬁ_ Z e ¥

[l
[ .
que es preclsamente la ley de Ji cuadrado de orden n , hallada en el capftulo X (p4

rrafo X.,12) en forma puramente anflftica .

XII.9.=~ Tanto la supefficie como el volumen de la esfera en n dimensxohas se qggg
constantemente en fisica estadfstica, y tlene cierto interds mostrar como se dedugen,
. también mediante el empleo de integrales gamma.

'Recordando la expresién de la integral de Gauss:
: +9
2

(12.32) : je-% ax =21 S .

. , 4~ )
integral similar en el espacio de n  dimensiones, serd:

~ +2° $+0 +0 2+22+. - ."'Rz
. _ o n Tf%
(12.32) I, = f RN 2 dx)dx, .. .dxy = (20
Pero la 1ntegral de Gauss en h dimensiones se puede transformar pasando a cqpp@gggﬁ
das polares: © 2 ;
. - -L n-1
(12.33) I = eZr dr /| dg2

n .
i ° .
en donde u/'d$2 es la integral mfltiple extendida a la funcidén angular que. resulta.
de la transformacidn de las variables y.del Jacoblano.
La integral con respecto al radio vector se reduce a una gamma, mediante la trang,

formacibn evidente:

(12.34) B =z rdr = dx
con 1o que se tiene: : 2
(12.35) . In-_’—,aT[(%)fm |
e lgualando (12.35) y (12.32):
4 .n a2 a
(12.36) 2 w22 \_(!Zl)fd;z dszr_‘z_'ﬂ’;
: n
(3
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pero esta dltima 1ntegral o8 la“superflcie de la esfora de radio uhitarlo. Haclendo

"2, se tiene:
(1237 ‘ | 2% 2
. ‘ S(ED)
gue o8 la longitud del circulo gg radio unltario; y hac;endo n=3s
(12.38) | _2_1(_% - 2_,T_(f_3: wq7
| @) @
que es 1a f£érmula de Arquimides para la superficie de la esfera ae radio unitario,
Si el radio ndles unitario, las superficies estarén en relacidn 1gual a la ‘poten~
cia n=1 del radio, con lo gue la férmula general de la superficie de’ la esfera de radio
n en el espacio de n dimensiones serds o

(12,39) , 2‘1('z oL

o 10

e integrando con regpecto al radio se tendrd el volumen:

(12.40) 27f2 r =
Gy wa ~' c A ﬂ% 'f‘l
" “Pespucs de lo visto en este capitulo se justifica la afirmacién de que las inte -

grales gamma son 2l instrumento analftico, por excelencla, de la ostad{stica matemdti-

caa ' . o : ' /
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INTRODUCCION A LA INFERENCIA ESTADISTICA.
N - ’ . S . .

CAPITULO XIII. ESTIMACION PUNTUAL

XIII 1.- Una vez desarrollados, en forma deductiva a partir de una axiomftica, los ele
mentos del cdlculo de probabilidades, corresponde tratar la aplicacién de los resulta -
dos obtenidos a la interpretacidén de las observaciones y mediciones, tema que se identi
fica con la designacidn de inferencia es t’é d{sti1ca.

En efecto, como se ver{ a continuacién, la 1nterpretac16n de las observaciones y
mediciones se realiza mediante la introduccidn de uba ley de .probabilidad.  Pero mien =
tras que en el cdleulo de probabilidades propiamente dicho se postulaba la forma de la
: ley y ge estudiaban sus propiedades, en la inferencia estadistica hay que conjeturar

'racionalmente cual es 1la ley que sigue el fenﬁmeno aleatorio, e inferir a partir de 1as

observaeiones los posibles valores de los parémetros que la identifican completamente.

Xfiifé:é: Segun palabras: de R.A.TISHERt ",..el objeto de 1los métodos estadistieos es 1a
"reduccidn de los datos. TUna cantidad de datos, que debido a su magnitud es usualmente
"1mposible de ser retenida por la mente, dehe sar reemplazada por relativamente pocas
“cantidades que deberan representar adecuadamente el conaunto,o sea, en otras palabras,
*deberan contener tanta 1nformac16n como sea posible, idealmente el total, de 1la conte
"nida en 1los datos originales."(a) ‘

El proceso de reduccién racional de ios'datos'se realiza suponiendo qhe éljcdnjuh-
to de las observaciones se puede idenxificar como una muestra de una cierta 1ey de pro-
babilidad.‘ Conocida la -forma de la ley, o sea su’ expresiﬁn analitica (normal, de Pois-
son, de Cauchy,. ete) y determinado el valor numérico de los parémetros que dentro de ca
da forma individualizan una ley eh particular, el proceso de reduccién queda 1dea1mente
terminado, y es posible realizar‘predicciones sobre el resultado de nuevas observacio =
nes, e |
"Enwla.préetiea, el BSQuema anterior a&obtq una-de las dos siguientes formas (bjzA
(1) Una serie de n observaciones que fepreSéntan mediciones o determinacioﬁes de
wna misma caracterfsticay realizadas cada una SsSobre an o}
~Jeto distinto. _Este es el problema tipico de la e s t ad{stica, vy
el significado de la 1ey de probabilidad que eventualmente se determina es describir la

(a) R.A.FISHER: "0n the mnthematical foundations of theoretical statistics"., Philosphm~‘
.l ., Transactions of the Royal Society (London): Serie A, vol., 222 (1922), pags. 309-368.
(b) Manual de ASTM referido en (30) page2.



164 :
variabllidad del caracter Que se obgerva, en una poblacién ideal de-magnitud infinita,
Bu estudio sistemdtico es una de las eontribuciones del 81 1lo XXe=
Es evidente 1la 1mportancia, tanto prdctica como tedrica, de este caso de aplica -

¢ién del cdlculo de. probabilidades.‘ Desde '8l punto de vista préotico, significa no sg
1¢ la posibilidad de obtener en forma econémica (oon un mInimo de observaciones) un cg
noclmiento sobre las caraoteristicas de una poblacidn que de otra manera deberfa estu-
diarse en su totalidad, sino tambidn, y como se veré en los ﬂapitulo sigulentes, un caw
| plemento esencial del. método experimental., Desde el punto de vista tedrico representa
'el primur ejemplo, fuera de la aritmetica, de un método coherente de ind u ccil 6 n
lo ‘que tiene gran sivnificado para la filosofia de Las cien01as.

(2) Una serie de n, observaclones, que representan mediclones de, una misma caracte
‘rIstiéé,'v r e 1t er ad as "sobre un mismo Q b J e tvq. Lste os ~
el caso"élésico de 1a tooria déblos'enrores'de'obsérvacion, ¥ unavreiécidn pfeestable -
cida entre la ley de probabilidad y el verdadero valor de 1a magnitud observada permite
hacer una determinacidn de osta dltima a partir de un grupo de observaciones afecta-‘
das por errores accidentales. Este caso de aplicacidn fué largamente estudiado por
LAPLAGE y por GAUSS. \, o

) Las dos interpretaciones distintas que se acaban de hacer del proceso de reduccién

.de los datas,‘ no p r esenta n dife re ne 1 as desde e 1

‘p u n t o ’ d e 'v i s t a del cédlculo de probabill d a d o g
»que aplica a ambas 1os mismos métodos bésicos, siendo la 1nferencia estadistica un nug,
vvo ejemplo de la utilizacldn de un mismo modelo matemético para el estudio de fendmenos‘
distintos, como se vid anteriormente (por ejemplo, en el caso del paseo al azar ¥ de
los Juegos, gsefialado en el pérrafo V. 13). Debido a esta similitud de tratumiento, el
_fdesarrollo de 1a 1nferencia estadistica en el siglo XX, ha tenido por consecuencia una
=revisi6n profunda y una, considerable mejora de eficiencia en los métodos de la teoria N
de los errores construfda en’ el siglo XIX, que se encuentra resefiada en algunos textos

de fisica, y que hoy. no aparece como aceptable.

xixi.j.- METODO DE LAPLACE.’AA fin de précisarllos‘diversos problemas qué se présentéq
en la 1nferencia estadistica, resulta convenlente discutir un ejemplo de oonsiderable
interés histnrico, siguiendo 1as ideas desarrolladas por LAPLACE en su gran tratado (a)
y aplicando el teorema de BAYES (ver cape. III, parrafos 19 y 20).

Sea un conjunto de n observaciones de un fen6meno aleatorio de alternativa
~simﬁle ¥y probabilidad constante, en 1as que r observaciones corresponden a una al
ternativa y n-r ala complementaria. Para fijar ideas, se supondré que el fenémeno

(a):L4bro 11, Cap. VI.
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estudlado es la extraccidén de bolillas blancas y negras de un bolillero o urna;oon r;eg

plazo. ‘ _ _ _'
81 existen n bolilleros de eompo;icidn pl, pa,‘... y Py odnooada, pero sin se

flales exterioraa que i@entifiquen de que bolillero se ha extrafdo las n_ . bolillas, .

aplicando (3.,51) se tendr{ que la probabilidad condicional de que ol bolillero tenga la

composicién Py dado el resultado de r bolillas de un color en h  extraccciones
. ) b
- es’ !

(13.1) - P(py/r) — _pr(1 = p)F

ipr(l - )t

en donde s e haa supunesto qg-u e todas las probabili-

dades g priori® son l1guales (por aplicacidn del principio de
1ndifefencia), y se han simplificado los coeficienteS'6ombinatorios.
La idea de LAPLACE consiste en generalizar eéte resultado para resolver el proble=
ma de determinar la composicién de un bolillero a partir de n observaciones, Supo = .
niendo que la circunstancla de encontrarse frente a un bolillero deterninado es conse =
cuencia de una eleccién entre infinitos bolilleros (o nds correctamente, fenémenos al
aleatorios de alternativa simple), que poseen todos los valores de. p 9 desde cero
,hasta .l inclasive, e igual probabilidad "a priori'. ‘
Con este supuesto, la suma del denominador de (13.1) se.convierfe én'una integral
entre 0 y 1: » .

(13.2) £(py/r) = _pi(d = p)""

1 -
f p(l-pma
0

La expresién (13.2), fijados n y r  , es una funclén de P s Que es en realil .

dad una densidad de probabilidad, y el problema consiste an encontrar 1a.forma de utili"
zar esa funcidn de densidad de probabilidad para deducir el valor més conveniente que
hay que atribu;r a . p s ¥ que sentido preciso tiene la expresién "mas convenlente'.
El problema asfﬁcaracteriZaqo es el de la. estimacién puntual.
XIIT Yem !A fin de poder operar conveniéhtemente con (13.2), es itil observar'que el dg
nominador es una funeién euleriana de primera especie B(r+ l,n-r+1), que se reduce fa
A'cilmente, sl como ocurre en el problema'considerado(bq-l) y (h-r+-1) son enteros, a una
combinacién de factoriales (de este pdrrafo 1o que interesa es el resultado final (13.
.9)).

Aplicando relteradamente la transformacidn de Gauss, ya empleada en el cap.x, pé=

rrafo 8 para calcular r-ﬁ) se tlene:
a
2
(13.3) NICE 2f 2asl xy r(b)— 2/ 2ol oV gy

0
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' Efectuando el produoto de ambas gammass

(13ol+) ra) (b) - // 23-1 2b-1 -(7 +y ) axdy

o Paaando a coordenadas polare% x-Pcouf H _.Psen‘o 3 J=¢:
: : 2(a +b)-l -? 2a-1 2b-1 ‘
(13.5) rTa) r?b) ::hJ{ vf‘ cos . Sen’ aga
| oy ¥ e g agap

Como los términos en f pueden separarse de los términos en ?5 1a.1ntégra1 doble

puede a su vez separarse en el producto de dos integrales simples. ¢

g

: b-l 2 -1 - -2b=
(13.6) r(a) r(b)-—h/ gt P f cos”p sen” ]thf

0

" La Antegral en ? es precisamente r(a-fb) con lo que se tienej
IL- PR )

. . 2' - . N _-
_(_].3,7) N r(a) r(b) = r(a-i—b). 2[cosaa 1(! senP ](Pdtp
- : . o
o La integral trigonométrica se calcula mediante la substitucidn cos qp_.z,
”fdz:-amsyunydfx ' : ,
: ‘ : 1 . Sy
S B . -1 b~1
,1(13 8) S r(a) r(b) = r(a_+ b)[ 2 (@ -3) dz .

0
y la integral del segundo miembro es precisamente B(a,b), con lo que se ha obtenido .

"‘la’ férmula buscadas

o, ) - &
3.9y B(a~’»b):—. T[:(;Lﬂb)_:i_a.._- 1) (b =1)%
" r(&,-\-'b) (a4 b = 1)

XIIL+5<= ‘Con la transformacidn demostrada en el pérrafo ahterior, (XIII.2) se convier
't,a en s . e '

(13.10) £(p/r) = 2" = " _ (Dt " . )
‘ :  B(r#l, n-r+1) ri(n - r)t

n=r

Dada en forma explicita’la,ley‘de probabilidad "a posteriori® de py, un ﬁétbdovpgg
sible para atribuir un valor conyeniente a py séria elegir aquel para el cual (13.10)-
alcanza ﬁn,méximo. Pero un instante de reflexién dehuestra que la eleccidn no es muy
justificada si dicho mdximo no es tan pronunciado como para que la integral de (13.10)
en un intervalo muy pequefio en torno a.él sea muy cercaha a-1la unidad (lo que garantii'
zarfa Que valorss alejados:del @legido. serfan muy poco probables, critepio qué se pre=
cisard en el capftulo XV). = L |

"En vez de analizar detalladamente la forma de 1la curva representativa -de (13.10), "
la ocurrencia ingeniosa de LAPLACEI@quivale a hacer n variafie ] investigar =i pa.

ra n creciendo indefinidamente 1a densidad de probabilidad se concentra también

~-indefinidamente en torno a un cierto valor, Es evidente que §619 de una manera similar
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. & 8sta se puede fundar un método de estimacién puntual del pardmetro p, pues sino se cg
“fiéfia”él fiésgo de que la precisidn obtenida no fuera la r cesaria en una aplicacién
pgiticular,»ya que en esfe caso la precisidn se medirfa por la probabilidad de que el
valor.'de p se hallara en un intervalo de longitud dada, lo que-ohliga a buscar un m 4.
‘todo-asintbédtico. ’ B |
' /E1 valor en torné al cual Se concentra 1& probabilidad 2l crecer n s de tal‘hg'
‘hera~que'pardkﬁﬁ7intér§dlo de longitud fija que lo comprenda, la integral de (13.10)
tiende al 1im1te 1 cuando ~.A tlende a +@, es precisamente el primer momento o es~
peranza matemética de (13.10).. 1la démostraci6n consiste en calcular dicho primer momef
to y estudiar la distribucién de (13.10) en torno a 41 por medio de la desiguaidad‘de'l
TCHEBICHEFF (ver pérrafo IV.12). "

1 1 : '
r+l B=-r
(13.11) m = pf(p/r)d ne 1)! (L = p) - 1 - -
| [ P J.'Tﬁ_:):j— A dp - ‘%ni-LrZ,.B(r+2’ ne=r+1)-

.0

et a1 (r ) (n o))
' “#1 (0 - )t (n4 2)1 n42

La varianza se obtiene calculando el segundo momento al origen y restando el pri-

- mero momento elevado al cuadrado (ver pérrafo (Iv.11)):

(13 12)/U§ / 2f(p/r)dp-_&'ﬁt_1)‘_ﬂ_/ (1-p) (n + 1)1 B(r+3, n-r+l)
ri(n= Zn-r;'

gn+ 911 gr +72)-= (-t - (r+V(x+2)
r._(n =)} (n + 3)! (n+2)(n + 3)

7

S a2 2 RN L o
C3.13) = MHan"_ (p 4] r+2_§r+;} ~{r+2)h - r +1)
; o e (n+2)(n 5 B4 2327 (n 42)2 () 3

N -
Yl

T,Lg §xpres16h final de la varianza es una funcién de n  que evidentemente tiende
a cero cuando n tiehde a w0, ib que tambien puede‘verse introduciendo la expresién
(13.11) de mz - /

@ R

' Sumando y restando 2 dentro ‘del paréntesis:

(13.15) : i R =2l =m ¢
- : a+3 .V L+(n+3>

_porque m es un ndmero positivo 1nferior a la unidad, y el producto por su complemento

.a 1a unidad'esté acotado superiormente por 1/4
. La expresidn;(l3.;l),_como estimaciém de la composicidn desconocida del bolillero,

K en .terminologfa mas precisd, como estimacién del pardmetro desconocido de una ley bie
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nomial, es la famosa 1 ey de sucesiones de LAPLACE;

XiII. 6e= DISCUSION ‘DEL, METODO DE ESTIMACION DE LAPLAC Este- método ha sido muy- dis
cutido, especialmente en las aplicaciones précticas que de é1 hicieron LAPLACE y POIS-
SON (hay que tener prespnte que la termigologiaﬁempleada de inferencia, estimacidn,
etc., es moderna y no se encuentra en los autores del siglo XIX), como puede verse, por
ojemplo, en USPENSKY (22) Cap. IV, Sece?.

bado”elicaracter dudoso’ del principio de indiferencia empleado, . es claro qde su vg
lidez esté llmltada al caso en que efectivamente estan definidas las probabilidades g -

priori" y son conocidas, lo que restringe considerablemente su aplicacién. Pero en su

construccidn estan en realidad dados muchos elementos de utilidad para una formulacién -~

N
dlstinta, libre de las objeciones senaladas. ’

k En efecto, lo que queda princlpalmente en claro es que la eleccién de 1a funcién
de los valores de la muestra que se utiliza para_estimar el pardmetro desconocido, de=
pende del estudio de una ley de probabilidad que atribuye-a dicha funci6n,upa prople =
dad que hace razonable adoptarla en lugar del parémetro desconocido, Esto representa
un progreso considerable, que fué sin embargo olvidado por los aitores posteriores, ma
muchas veces confundieron la funcién de la muestra con el verdadero valor del paréme -
tro, con ‘lo que los problemas de inferencia estadistica resultan completamente oscure-
‘cidos. o | | 73 . | -
. XIII.7.= METODO DE LA MAXIMA VEROSIMILITUD. - Bn 1922,-R.A.FISHER pudo estéblecer por
fin, en una memoria célebre, las bases de una teorfa coherente de la inferencia esta =
distica (5),‘que permite una interpretécién en términos de frecuencias relativas, épro
vechando la circunstancia de que una vez resuelto el problema de especificaci6n, toda

funcién de valores de la muestra, o estimador, que se utilice para calcu-
lar un valor "conveniente" para emplear en lugar @el pardmetro desconocido, resulta
ser uha variable aleatoria cuya ley go deduce de la ley del fendmeno aleatorio en.éé-
tudio. ' '

En dicha memoria se distinguen claramente las sigulentes cuestiones, que se citan
toxtualmente: - ) : : -
(L) Prob lve m'a s de Bspe c i f.i caci 6,n. Surgen en la eleccidn de la
forma matemdtica de la poblaéi6n- (2) Problemas de Estimaci 6 n.

Implican 1a eleccién de los métodos de cdlculo a partir de una muestra, de 1o que llam- ~

remos “estadisticos" (segun FISHER), ius que se utilizan para estimar los valores de los

parémetros ‘de la poblacién hipotética- (3) Problemas de distribu -

————————

(a) Ver nota del pérrafo XIII.2.

b
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c'ibé n. Incluyen 1la ‘discusibn de la distribucién de los' "estad{isticos™ -deriva=

" dos de'IAS'mueSt}as, "o eoh gemeral cualquier funeién d¢ cantidades cuya distriba
cién es conocida. ' B

Sélo en casos particulares 1os problemas de especificacién - pueden recibir una
solucién directa, y ello ocurre cuando la forma de la ley de probabilidad_se pueae de
ducir de un conocimiento del mecanismo del fonbueno aleatorio. Por ejemplo, cuando se
trata del caso del bolillero, resulta evidehté'Qﬁe es fendmeno aleatorio de alternati-
va simple, individualizado por un sblo pardmetro.constante.

En qtros casos, es nécesario formular hipétesis para deducir la forma de la ley .

. de probabilidad, y luego serd necesario verificar esas hipéﬁesis mediante un procedi =
miento‘sistemético que se discutir{ en el capitulo,sigﬁiente. El.ejemplo nds éamoso
de este procedimiento es, precisamente la teorfa de 105 errores. -La hipétesis bdsicd

- e8:."El error cometido con un insﬁrumento es el resultado de .un ndmero muy grande de
lpequefios errores independiegte? entre sf, tales que cada uno de ellos no contribuye
"ids que a una pequeila pafte del resultado"(a) .. En forma métemética, estas son_lés

Jﬁhipétesis;del.teofemé central del limite, (ver Cap, VIII, pérrafos'iz y 13) por lo que

l?gujeto a-verificacién posterio;,'resulta razbnable'cbﬁsiderar que el problema de-espeg
cificacidn de resuelve en este caso con la eleccién de la ley normal.

-Los problema de estimacidn ¥y de distribucidn estén intimamente'relacionados entrq

s{, como se verd en lo sucesivo. ‘En este capftulo nos 1imitéremos‘a considerar prin =
fcipaimente el problema de la éstimacidn, dejando para los dos siguientes un estudib
mas detallado del de distribucidn. . _ o

_ Segun Fisher, el estimador que deberd emplearse para obtener una estima-
¢ 18 n (término con el que se substituird a "estad{stico", suceptible de confusioneé
. debe vincularszcon el verdadero valor del.pardmetro mediante las siguientes condicio -

nést - ' 4

(1)Con s:ihg tencia: Para un nimero elevado de observaciones, la ley de pro=

babilidad del estimador debe concentrafgg en torno al verdadero valor del parémetro,

{la formulacién original de Fisher es~aléo distinta) y equivale a establecer la conver
'gencia en probabiiidad'(ver Cap. IV.l4) del estimador, en funcién del ndmero n de
" observacionesj .

(2) B f iciencias be todos los estimadofes posibles, corresponde elégir el de
gVarianza nfnima. Esta.condicién es de fundamental importancia préctica, porque a me-
‘Tfnudo es posible construlr distintos estimadores consistentes para un mismo pardmetro.
’fPor ejemplo, en el caso de unaaplicacién de la ley de sucesiones de LAPLACE, a un fe-
—

(a) H.POINCARE: “Calcul des Probabi;ités“, Parfs, G.Carrd, 1896, pag. 181.-
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némeno aleatorio de alternativa simple tambidn serfa posible emplear el teorema de Ber-

noullli, teniéndose por lo tanto dos.estimadores consistente 5, como se verd en el pdrra

fo siguilentey B

. . N
(13.16). o , M=l ; =zl ‘
EAROE B ~ Thnyz N

‘Pzﬁéfé iés'éue sé ha>emp1eado'ﬁ para indicar’que se trata de una astimacién, y no de un
‘verdadero valor del pardmetro. | . ‘
}"Perb ademds de esta discusién tebrica, lo verdaderéméﬁte importante es que FISHER
dié un método efectiQo para construir estimadores a la vez consistentes y eficlentes, y
‘que se funda en construir la llamada g;q,n@c ién de verosimilitud,

‘0'sea ‘el producto de los valores qué se obtienen al reemplazar en la ley de probabili-

“~ dad .los valores de la muestra, y hallar luego el valor del pardmetrojen funcidn. de las

‘Qbsgrvécionéé,“que hace mfximo ese producto (a). Es de notar que este método es
asintétic o,':eé decir, v4lido solamente en el 1im1t;ﬂ§araf ‘n indefinidamep
te creclente. |
e . n . )
~ XIII.B.- Sea, por ejemplo, el caso sefialado anteriormente, de un fenémeno aleatorio de -
Léiternétiﬁﬁasimplé}y brbbabiiidad‘constante, para el cual y de aduerdo con lo visto.ha§>
/té ahora, se dispone de dos estimadores distintos en el caso de'aplibar tambien la ley
?dé sucesiones de LAPLACE, (debiendo estudiarse para esfe dltimo, la vinculacidn con el
A'verdadero valor segun el método de FISHER).
‘El primero de estos eétimadores, indicados en-(13.16}, es evidentemente consisten
te, porque por aplicacién del teorema de Benouilli (ver Cap.Iv,-pérraforlh).converge en
‘bpobabi;idad al verdadero valor P « Pero el segundo también lo es, dado que conver-
"ge en probabilidad.al mismo 1imite, & por 1o tanto una posible seleccidn debe fundarse
‘en ol criterio dé eficienclas | ' ‘
Construyendo las expresiones de 1la varianzé de ambos estimadores, ¥y estudiando su
cociente, resulta que este ditimo tiende al l{mite uno, de manera que tamb{én son asin-
toticamente equivalentes, Estudiando con mgs detalle el problema, se puede probar sin
eﬁbargo que la varianza del primero esrsiempre 1hfe?ior‘a la del'segundo,bde'manera que
éntonces se téndrié'uha razén para preferir el estimadof fundado en el teorema de Ber=
nouilli al dado por la lgy de sucesiones, que queda relegado al papel de ejemplo histg
rico. '

{a) La demostracién figurosa de que efectivamente por aplicacién de este método se -ob
- tienen estimadores consistentes y eficientes (y tambien suficientes, condicidn auxiliar
que no se - estudlard en este curso), es muy posterior a la publicacién de R.A.FISHER,

y Se debe a D.DUGUE:"Application des propietds de la limite au sens du calcul de probg
bilités a 1'étude de diverses questions d'estimation."™ Journal de 1'Ecole Polytechni=

que”, vol. 3, (1937),pég. 305§ tambien CRANER (2), Cap.32; da una demostracidén riguro-
SAe ’ : i .
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Pero es claro que todavia queda abiefta la cuestién de si no exilste un tercer es=
timador mds eficiente que cualquiera de los dos dados. E: evidente la dificulfad del
problema, gue implica, por ejemplo, la delicada cuestién de si existe un estimador efl
clente, es decir, si las varianZES'de todos los posiblesbestimadores tienen, asintéti-
camente, un 1fmite inferlior, o en caso.contrario, si existen 1nfinitosbestimadores‘qu
puédeg’ser ordenadds en una sucesién tal que la variahza de cada uno es superior a la
- .de todos 1los siguientes a partir de un cilerto n.. .

| Es precisahenie en e ste caso donde resulta claro el poder del método de la m4xima
verosimllitud, que permite dar una respuesta mediante la aplicaclén de un procedimien=
,ito analitico simple. )

La funcildn de verosimilitud, conforme a su definicién general y a la espeéifica -
ciénben este caso particular de un fendmeno aleatorio de alternativa simple y probabi=-
lidad consfante, esgs A
(13.16) |  Lsp@-ptT

Para hallar el valor de p en funicibén de los valores de la muestra (en este ca

so r ) que hace méximo a L, conviene pasar al logaritmo:

(13.17) log L—1r 1l0g p +(n~-r)log(l-p) / ‘ : X |
Derivando con respecto a ps , '
C(i3a8y ‘ Vog 1 = ¢ _ (n-r)
3p P 1-p

.. ¥.haciendo .esta derivada igual a cero, se tiene una condicién que tiena que cumplirse
N . : c

cuando-L es méximas
(13.19) | | ]

endonde, como en (13.16),- se indica con la. barra que no se trata del valor exacto de p

o B

- .sino'de una estimacidn.

Para probar que se trata efectivamente de un mdximo, habria que calcular la deri-
’vada segunda y mostrar que es negativa, 10 que no. presenta dificultades,
» El método de la mfxima verosimilitud permite, pues, no sélo decidir entre los dos
estimadores de (13, 16), sino que cierra la cuestidn, pues serfa indtil buscar otro esti
mador, ya que no”podria mejorarse en este caso el resultado obtenido mediante el teore-

ma- de Bernouilli.

XIII.9.- APLICACION DEL METODO DE LA MAXIMA VEROSIMILITUD A LA LEY NORMAL. Dada la
ffecuencia,con que se presenta eh la préptica la ley normal, tiene interds estudiar de
talladamente la aplicacidn a dicho caso del método de 1la méxima verosimilitud.

‘ La funcién de yerosimilitud serd:




(13.20) ' : L=l 1. o 2

v su logaritmo serd: R ‘ _ ‘
N s
W ) 2 2 \rTl- (~ >
13.21) log'L = ‘(m R < - A~ Xzt )
(3 ) , 05 : T ) 2 , (T 20

Los estimadores copsistentes y eflclentes de m y de q en funcldn de las observas

‘oiones x1 (supuestas independientas entre si) serén precisamente 1as combinaciones d

de las x; que hagan mdxima (13. 20), o 1o que es: equivalente pero mds sencillo de cal

,cular, (13. 21). , o
| La condicién necesarla que debe cumplirse es la anulacién simulténea de 1as deri-
_vadas parciales de (13.21) con respectoa m ya (3 ‘ » 
o dlog L _ x4 =m) -0 - ‘, kS
dm a : -

(13.22) : ‘ | |

dlog L o (_; yer _39)2)=o

Y g .
Utilizando la primera derivada, se tiene: "

(13.23) . =X =Zﬁ

n

¢

en donde m indica que no es el verdaderp valor siho una estimaciéh,_para la que se

adopta usualmente ia notacidh del promedio, indicada por x con una barra,
Reemplando m en la segunda derivédé‘por su expresién (13.23), y tenlendo en cuen
ta que para uniformar denominadores hay que multiplicar numerador y denominador del pri

mer término por a2 'y Tesultas o

(13.24) R S D I T

—
)

: , n

" en donde nuevamente ;62 indica/qug se trata de una estimacién de la varianza y no de su
verdadero valor, siendo la/dbnvehcién mds usual emplear en su lugar 82 para evitar -
eonfusiones. V '

‘ Naturalmenta, para demostrar completamente que dichos estimadores hacen méxima
'(13 21), habria que calcular las derivadas segundas y hacer 1la dlscusién conocida, lo
que no presenta diricultades. '
XIII;lO.- El método de la mixima verosimilitud confirma los métodos tradiclonales de

, estimacién empleados paré la ley normal, que consisfen en utilizar los‘ momen =
to s‘ ‘de las mue s tras (calculados en forma similar a los momentos de l
ley, pero reemplazando la densidad de probabilidad por 1/n, y la integral por uha suma),

para estimar los momentos de la ley, que en este caso son los parémetros que la determ
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néﬁﬁgbmbléﬁahenteg qé manera nglei nétodo de la méxima verosimiiiﬁud'hbnbareoe agregar
nddéﬁhuéVb} salvo ia éi§€iﬁ5i8ﬁ ehtre estimacidn ¥ verdader ”Véldriﬁ_él‘tipb de rQlééidn
entre los dos. = | A
fnhdﬁéfo”;h rééiidad, y'daﬁo'sé observé anteriofmehtg para el fendmeno alsatorio de al
te;natiya simple} ademdfs de confirmar los métodos tradicionéies,-cierra ia discusién )
dqiuprdbleﬁa, pbr queihace claro que no es posible mejorar el resultado emﬁleahdo un es
ti’igia'dor ‘distinto (salvo una correccidn quese.introducird en el sigulente bérrafo). )

En efecto, cualquier otro estiiadof consistente no podrd tener una precisién mayor
qm§‘(13.23)‘para estimar el primer momento,

Seé por ejemplo el estimadpr me d 1 a na de 1a,mueéfra. 51 se supone que la
muestra tiene un némero impar de observaclones n=t2p=+1;’ se llama mediana de ia misﬁa
a la;observacién que ocupa el lugar p+l, una vez que 8e ordenan todas segun su magni-
tud. Nuevamente, es uné funclén de los valores de la muestra, cuya ley de pfobabilidad-
se puede detérminar, y también cumple cdn la qondicién\de consistencia, pero su varian-
za es mayor que (13.23), en la relacién (11)2 , O sea que la dispersién de 1a'm6diéna
e8:1;57 veces mayor. gue la del promedio(a)f '

En otros términos, si se utlliza la mediana, se precisaran 1.570 observaciones para-

. Obtener la misma precisidn (ﬁedida en términos de la dispersién) que se alcanza con sé-
lo .1.,000 observaciones sl se utiliza el promedio,

Es indudable que esta diferencia es suficiehte pafa descgrtar el uso de la media=-
na, a pesar de gque es mfs sencilla de determinar que el promedilo.

Esta propledad de éficiencia del promedlo permite precisar la,noqién de "informa-
cién contenida en la muestra™ que utiliza Fisher al hacei el planteo de. los problemas
de inferencia estadfstica que se reprodujo en (kIII.?). Como no es poslble mejorar sl
,rpsultado obtenido con el promedio, se puede declr que esta aéota la informacidén conte-
nida en la muestr;éhcerca del verdadero valor del‘pardmet}o a estihar, mientras que la
'mediané, que en 1.570 observaciones obtiegglel mismo resultado'que el promedib con 1,000
despérdiciéngn realidad una cantidad de 1n¥brmaoién contenidad en 1.570 observacibnes,
para éitrqer sélo la correspondiente a 1,000, Esta diferencia en la obtencién de la in
formacién se pue&e medir por~ei coclente dellas dispersiones (b). '

LN

XIII,11.- El uso préctico de los estimadores (13.23) y (13.24) obliga a una diseusién

(a) Para ampliar este ‘gjemplo, y en general todo el tratamiento del método de la mdxie
ma verosimilitud, es lnteresante la exposicidn de divulgacidn de G.DARMOIS: "L'Emplol
des Observations Statistiques. Methodes d'Estimation", Parfs, 1936, Hermann et Cie. (Ac
tualitds Scilentifiques:et. Industrielles, N8 356). .
(b) Este concepto de informacién no es el mismo que el utilizado por la teorfa de la
1nﬂormag16n de Shannon,.-aludida.en los capftulos III y IX.
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adicional. En efecto, el método de la méxima verosimilitid se funda en teoremas asin =

tdticos, es decir, vélidos para un ndmero de obgervaciones irdefinidamente crecientes ,

) pero en 1a realidad se trata siempre de un ndmerofinito de observaciones, Yy se pressh=

ta un problema de tipo parecido al discutir el uso de la férmula de Laplace (ver Cap.VI
pérrafo 7). ~ : ' ;

Una 1ndicac16n importante del tipo .de error cometido al emplear una expresidn fini
ta para aproximar un 1fmite se obtiene determinando las esperanzas matemiticas de (13,
«23)y (13.24), /

Dada la probiédad aditiva de la esperahza.matémética (ver-Cap. V, pédrrafo3), se
tienes -

(13.25) BT . B o Le(X®™)=lm'=n

n n n S, .
0 sSea'que la esperanza m"é temég tlica del estimado r
de médxima verosimilitud del pri i e r"'m omento
de la ley normal es exactamente diecho pri -
mer “moment 0 |
Por el contrario, el estimador de méxima verosimilitud de la varianza no posee esa

propiedad.' '  ‘ }

- para probaf‘la”éfirmacidn anterior, conviene modificar la expresidén (13.24), desa-

rrollando el. cuadradoe V/”f

(13.26) Z(H -%° ZX:ZL - ED x4 oF

¥y teniendo en cuenta que E Xy = nx, se tiene finalmentes

N2
13en 2 Lhd - o8
. n
Aplicando el operador esperanza matemfticas:
(13.28) B(s?) = (—Z-’EL—DL) [E(Exi) - nE(iZI

La esperanza matemética del cuadrado de uha variable aleatoria, sl se supone que °
la variable esté centrada, 1o que no orivina problemas, es precisamente la varianza, do
manera que la péimpr eSperanza matemétlca serd la varlanza de la ley de probabilidad

dél promediode la suma de' n variables aleatorias centradas e iguales a independieny

-tes entre si, la que teniendo en cuenta las propledades aditivas de 1la ley normal (ver

2
Cap. X parrafo 11) os simplemente %% o Aplicando estos resultados a (13.28):

. ) )
(1329> . ~ E(s)—L(n -U)«;u“”
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la. esperanza malemdfica def e:fimzzcs'(or de la vavianza
de una ley normal es 1gual a la varianza mul
tiplicada por una constante poritiva inferdior

a la untidad. E - , T

‘Este resultado no es incompatible con la condicidn de consistencia enunciada ante -

riormente (pdrrafo XIII. 7), porque el 1lfmite de la constante multipliqativa_para. n
indefinidamente creclente es la unidad, pero tiene la importante_consécuencia<de que si

se emplea sistemdticamente el estimador (13.24), en general se subestimard las varianzas

i

porque el promedio de las estimaciones, aplicando una 19& de los'gqéndes-ndmeroéi conver ~

)

ge en probabllidad al promedlio dé las esperanzas hateméticas, que es mqpbr'qu'éi;prome-

dio de la suma de las varianzas. _ ’
El defecto que se acaba de sefialar para el estimador (13.24) de la varianza, que no

existe en el (13.23) del primer pardmetro, se soluciona facilmente multiplicandolo por b}

1@ constante correctora HQT , con 1o que se obtiene un estimador ‘'no vicia=
) _ ‘ L
d o o tamblen insesgado de la varlanza (denominaciones. que provienen a su-

vez de las de 'v 1ecio o] s e s g o ' para la diferencia entre la esperanza matemd
tica del estimador y el verdadero valor del pardmetro):

(13.30). - Zeuﬁ

- n-l1 .
Adctualmente se ha generalizado en los libros de estadfstica el uso-del estimador ip

" sesgado (13.30) con 1a-notac16n '82 pero hay tambidn textos que continuan empleando (13,
24), por lo que hay que tener cuidado en verificar la notacién que emplea cada autor,
_.fin de evitar confusiones cuya importancia se hard aparente on el capftulo XV.

,En_lo que.sigue, se usard la notagién 32' para el estimador insesgado, siguien-
do la prdctica éorriente. , | ' S

. Cuando ‘se emplea el estimador corregido, ya no cumple con la condicidn’ de efieien -
: ci ¥y por lo tanto la eleccién entre emplear o'no la correccidn depende de la- 1mportanoil
~que_tenga el sesgo. ) : -
“Para las muestras de pequeﬁo ndmero de observaciones (caso general de las mediciones
-de ‘1aboratorio), es evldente que el error debido al sesgo es predominante, y hab:é que
““emplear la correccién.. Cuando n es grande la influencia de la correccidn es muy pe=
queﬁa; y puede preécindirsé de"ella, '

El &imite préctico esté dado por la tablas en cuyo uso que tiene importancia la for

"ma exacta de s , como ge verd en el Capftulo XV, y que fijan n mdximo para la co-

'

rreccidn en 30, en los.casos usuales,

XI1I.1R,~ DISPOSICION DE LOS CALCULOS. - Aunque la forma de los estimadores (13.23) y

(13.24) es sencilla, su cdlculo efectivo puede complicarse debldo no sélo al nimero po =
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: gible de ‘observacliones sino también a la presencia de comas ¥y frécé;‘gone's. _

©" - A fin de reducir las opebacion.es a un minimo, .y entre admeros simples, conviene
multiplicar por una constante para eliminar las comas, reemplasar las observaciones res=
tandéles una constante gue aparece como upa estimdcién aprbximada del promedio y u’tili‘-

: 2 ‘
zar ¢l desarrollo((13,27) para calcular & , ‘como Se indica en el cuadro siguientes

i x4 ' 10x4 yy =10%;=6 yf_
1 T 042 2 o - 16
2 0,6 % o 0
3 0,5 5 =1 1
b 1,0 10 . L 16
v 5 08 8 2 Y
6 049 9 - 3 9
7 Oplt - . -2 .
8 0,7 7 1 1

7 YVi=3 } ¥g=51

‘ y1‘= ‘g = 0,375 ; 52._: 1 - 8.0406 - il-8?:0.l&l ='-7,125
G120 1H062 0141 7 o -

A las observaclones xi,se lq\multiplica por 10 para hacer desaparecer las comas, ¥

observando que los extremos son 2 y 10 se adopté como medla de célcu:{.o su promédio 6,
obtenf{éndose la columna de las ¥1» de la que resulﬁa imnegiatamente ia suma -3.  Agre =
gando una columna coh los cuadrados de las ¥ir @ la suma de estos cuadrados se le resta
h; veces el: promedio &l cuadrado: .pa'r'a obtener s2 dividiendo dicha sumé por n=1l. -
El brdmedio de l'és'xi se obtiené' sumando la media de célcﬁlo al jpr}omedio de las yy

o - 2 .
y dividiendo por la constante multiplicativa. EI s~ de las x, resulta simplemente de

i o
dividir -el de las ¥y por la constante multiplicativa al cuadrado. Bl resultado final
ess

(13.31) = é.i%ZE = 0,64 ; s2= 0,071

X111.J2.- APLICACION DEL METODO DE LA MAXIMA VEROSIMILITUD A LA LEY DE POISSON. Sea
una sucesién de observaclones que se supone que slguen una ley de. Poisson, y se trata
de construir' el estimador consistente y eficiente del pardmetro X, que es»dasconocido

Las ;?raservéciones. se clasifican en k grupos (endonde -k . es el nimero méxi




177 .
mo de veces qie se ha observado el fenéfieno, por ejemplo, emisién de uhna partfecula ra =
diba&tivhg en un intervalo de longitud fija de un pardmet: » continuo, que en el ejemplo
bdado:es‘élrtiempo), y sl y'1 es el ndémero de vaces que se ha encontrado un-intervalo con

J  observaciones, se tendréz

k
('113.32) ; ZJ y'1 =n 3 Eyj =
=0 : j=0

en donde J = es el total de veces que se ha observado el fenfmeno, ¥y m el total deb
intervalos, Para formar la funcidn de verosimilitud hay que ealcular la probabilidad de
Observarrun'interv&lo con J emisiones, la que conforme con la férmula (7.4) del Cap.

VIiI, pérrafo 2, serd

(13.33) | ad o~
13.33 e
L
funcibn de verosimilitud ess
o - ‘ ko g _oky .
(13.34) L =TT(e? o) | :
L B 3=0" J¢
'y suulbgaritmo
SO TR ok
(13.39) log L = yJ(Jlogc* - log 3 - )
. i ] =0
‘ " El1 valor atribufdo a ok que hace méximo (13.3%) anula la primera derivada del loga
ritmos . ' ’
. k s .
(13.36) o C2log Ly ) ¥ (i _1)‘

de dbnde resultas

(13.37) o =R
: m

en la que como siempre se ha utllizado la notacién con barra para imdicar que no se trg

ta del verdadero valor sino de una estimacién y queda confirmado él procedimiento utili

z8do en (VII.4), que alll se fund$ en eiﬁfeorgma de Bernouilll generalizado, .e8 decir,
en lo que en inferencia estadfstica es la condicidn de consistenciaj y 1la aplicacién
del método de la mfxima verosimilitud permite afirmar que dicho estimador eé, ademds, a

sintéticamente eficiente.

XIII.]? .- OTRAS APLICACIONES DEL METODO DE LA MAXIMA VEROSIMILITUD. El hecho de que

,tambien en 1a ley de. Filsson ‘el momento de la muestra haya resultado el estimsdor nds con
veniente no slgnifica que pueda hablarse en general de que los momentos son siempre uti-
lizables para estimar pardmetros, Precisamente el método. de 1a mfxima verosimilitud ha

permitido poner en claro en qué casos conviene utilizar dichos momentos, y cuando:° o8

preciso emplear otras funciones de los valores de la  muestra, a fin de obtener estimado=
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res consistentes y eficlentes. ‘ . .

El el ocapftulo X (pdrrafo 13)y se determ1n6 la forma inalftica ‘de una 1ey de pro=
babilidad que tiene interdés para algunos problemas de fisica y de’ estadistica, la ley
de Cauchy, suponiendo conocida la posiaién del centro de emisién de partfculas con res-
pecto a la pantalla. En sl caéo de que se conozea éolgmente la distancila de; centrd_ a
la pantalla, pero no lé ubicacidn del pié de la perpendicular, y se adopta un origen ar
bitrario de coordenadas sobre la pantalla,la funcién de densidad de probabilidad';e mo=
dificas . o .
(XIII.38) f(x) = L1 - o

771 + (k = m)°

expresién en la que, como en el capftulo X, la distancia del centro a la pantalla se ha

tomado como unidad y el pérdmetro, m como resulta evidente, indica la posicidn del

pié de 1a perpendicular trazada por el centro de emisién, en el slstema arbitrario de
coordenadas. Por consiguiente, la estimacidn del parémetro y la ubicacidn del centro 2
emisién constituyen el mismo problema. @\ '

Sigulendo la prdctica tradlcional de utilizar el primer momento de la muestra, dé
do su éxito en la ley normal y en la de Poisson, ho se llega en este caso a ningun re-
sultado. ) | | | |

En efecto, ia ley de probabilidad del promedio de los valores de 1és obsgrvaciones
de una ley de Cauchy, es precisamente la misma ley (ver CRAMER (2)), y por 1lg tanto tig
noe ol mismo efecto calcular el prome&io para estimar m gue utilizar una o‘serveciul
‘aislada. El procedimiento no tendrfa sentido, pues precisamente 1o que se busca al caus
truir apa funcidn de los valores de 15 muestra es diminuir el campo de variacidn, e
- idealmente reducirlo a un punto si el ndmero.de observaciones es suficlentemente grandes

En cambio, aplicando el metodo de la mdxima verosimilitud es posible encontrar un '
estimador para n y que resulta ser una funcién complicada de las observaciones, .5i
se prefiere~una forma mds sencilla, es posible emplear la mediana (definida en’XiII.lO)
que. en el sentido p}ecisado al discutir su uso en la ley normal, resulta que en este eg
30 utiliza el 807 de las observaciones (a)y o sea que con 100 observaclones obtiens 1a

misma precisién que el estimador eficiente con 80.

XIII.18.- METODO DE ESTIMACION DE NEYMAN-MARKOFF. En el pérrafo XIILlise comprobd que
no siempre resulta conveniente utilizar un estimador determinado mediante el método & la
méxima verosimilitud, sl como ocurre con la varianza de la ley normal, el estimador es
sesgado o viciado, es decir, su esperanza matemf{tica no coincide con el verdadero valor’
del pardmetro, por 1o que para un ndmero limitado de observaclones se preseanta un error

(2) Ver G. DARMOIS (obra cltada en XIII.lOpag 18)
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sistﬁmﬁticb que puede ho ser de .magnitud despreciable.

P&rece natural preguntarse si no es posible encontrar 11 método de aplicacidn gene
ral, caﬁaz de encontrar éstimédores en 1os que la condicién de consistencia asintética
del método de la mdxima verosimilitudrgea transformada en la condicidn exacta de que
la ley de probabllidad del estimador ténga por esperanza matem{tica el verdadero valor,
cuhbliendo adends la condicidn de eficiancia de tener la varianza mfnima entre todos los
estimadofés insesgados gue pueden construirse, ]

.,JEﬁZIlNE!MAN (a), utilizando un teorema de cunadrados mipimos debldo -a MARKOFF (19)
logré estaﬁlece: un nétodo general, que aplicado a la ley normal pefmite establecer que
el_estimadbp lineal insesgado més eficlente de m- es el promedio de 1los va=
lores de la;huestra, ¥ que elestimador c¢ u ad f‘é t1c o insesgado mgs eficiente de
la”variéngarps ei dado por.(13.30). '

?;:g;ﬁiﬂperés eséecial de este método de NEYMAN~MARKOFF es que permite resolver pro -
blemgsygggplejos que Se’presentan en el diseﬁo de muestras que se utiliéan paré los re=-
levamientos estadfsticos (b). .

~75:yn)gjempio sencillo de este método es el de la estimacibdn del coeficiente de re =
‘.grqsién._ﬂver-capitulo XII, pdrrafos 5y 6). .
" Sea una sucesién de observaclones Xi Yi, correspondientes cada una a ua valor .de
ana variable Xjs Se supone que la variable Xi se mlde con exactltud, pero que la de
termipacidhads la Yi incluye un error experimental, que sigue una ley hormal, Los errg
res en cuestifn son 1ndependientes de X4. 51 entre X, o Yi existe una relacién funcio =
nal de tipo lineal, serd preclso calcular los parémetros de la recta eliminande de algu
na manera la influencia de los errores. ‘ -

) " este caso, el método de NEYMAN-MARKOFF conduce simplemente a hallar los valow-
res d;\fg;

y de/3 que hacen mfnima la suma de cuadrgdos de las diferencias entre la or=

dénada de la recta%correspondienté a un clerto valor de xj ¥ la observacidn Yi:
. . ' .2 ’
(13.39) Z; = (Y =~ &= BX,)

Igualando a éero'las‘derivadas parciaies con respecto a los pardmetros desconoci-
dos se obtlene un sistema de -ecuaclones que debe ser satisfecho por los valores de g@ Yy

(6 qué hacen minima la suma de cuadrados®
,%Z: -ZE(Yi - D(-ﬁXi) =20
QK : : :

(a)J.NEYMAN:"On the tﬁo different aspects of the representative methodi", Journal of
the Royal  Statistical Society, vol. 97 (1934), pag 558. :

(b)La teorfa de los relevamlentos estadfsticos por muestra ha dado lugar a una extensa
literatura-- especializada. Ver, entre otros P.G.SUKHATME:"Sampling Theory of Surveys
with applications",Iowa, Iowa State College Press, 195k (hay traducqion castellana{.
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- Reordenaudo ‘Ioa resultados de las operaciones, se tiene:

nO('l‘fSZXi :2!1
O(E +ﬁ21 =LY

11amadas 1as ecu aciones normal es, ycuya solucién daria los

(13.40)

valores busoados de 1os parﬁmetros.
; El procedimiento empleado coincide en este caso simple con el mé€todo de cuadrados
minimos,_intfbduéido por LEGENDRE en 1806, y descubierto independientemente por GAUSS
en 1809, que 1o hizo célebre con su teorfa de los errores. Pero debe hacerse notar mnl
existen diferqnciés fundgmentales de concepto, porque en el método de Gauss se emplean
probabilidades "a priori%, que. no aparecen en el de NEYMAN=-MARKOFF. Por otfa parte,
dentro de la teorfa moderna de la inferencia estadistica, y como se ve;é en el capitulo
XV,vla interpretacidn de los resultados y la eficlencia de los métodos son muy superio

res é lo que permite la teorfa de Gauss, la que por otra parte serfa ilnaplicable de no

aceptarse la existencla de probablilidades "a priori" (a)

XIII.l&.- DISPOSICION DE LOS CALCULOS. Utllizando algumnas simplificaclones convenien=-
- tes, es posible evitar la solucién efectiva del sistema de ecuaclones lineales(13.40),

En efecto, resolviendo la primera ecuacién con respecto a X, se tilene:

<i3.1+2) Py :Yi _ ’Z‘Xi = 7- (%

(1339) °
Reemplazando el valor de c* ah da-soguades
- v;o s 2 2 ‘
(13.43) E ][Yi -y - ﬁ(xi - x)] :E (Yi - /&xi)

en donde. las letras mingsculas indican que las variables Xi ] Yi han sldo cen =
£ r a d a s, restandoles los respectivos promedios,

. Con esta nueva expresifn, la derivada respecto de /3 es: ‘

(13.44) ‘B_E"r_ -2 Exi(yi - /Sxi) =0
A
de donde se despeja :
asve 3 &l
| | L
i

—_—
(aa)AlgunOS;ejemplos del uso del teorema de Markoff pueden verse en la obra de DAVID
(2 , : k ;

)

.
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Teniendo en cuenta el desarrollo de la suma de cuadra os empleado en (13.27) ge

Z"i = Exi -9z E‘i
Exiyi ".:E(Xi - "JE)(Y:l ) :inYi - \;Zyi - ?zxi-]-nxy =
= Exiyi -nXy

tienet

(13.46)

Por lo tanto, en un cuadro en el que figuran como dos primeras columnas las corres

pondlentes a Xie Y basta agregar otras dos columhas con los productos xiYi y los cua
drados xi s ¥ efectuar las sumas y promedlos para obtener las astimaciones insesgadas

de 1los pardmetros:

e

(13.47) ) A= :"iyi.

=7 - 3%

X111, lsﬂ TRATAMIENTO DE LAS OBSERVACIONES. Dada una sucesidn de observaciones, la re
duccidn de las mismas depende, conforme con lo visto en este capitulo, del tipo de ané-
1isis que se quiere realilzar,

S1 el problema de la especificacidn estd resuelto, por ejemplo, en faver de la ley
normal, habrd que ‘calecular los momentos de primer yrsegundo orden de la serie de opger-

vaclones, para obtener estimaciones de los paridmetros,

!
momento, y no tiehe sentido ealcular el segundo., En cahbio, si la solucidn del grpm;g

wa de especificacidn indica la ley de Cauchy, bastard con la mediana,.

~ Como se dijo anteriormente, no existén reglas generales para resolver el problema
de especificacidn. 8Sélo mediante el conocimiento directo del mecanismo del fendmeno“
aleatorio (casos de la ley de Poisson y de Cauchy), o blen por medio de una teoria'és—
peclalmente formulada guyos resultados habré luego que verificar (caso de la teoria de
los errores, en gque hipétssis sobre el comportamiento de 1os errores se traducen por
medio del teorema central del 1fmite en la ley normal)y serd posible orientarss.

.Cuando él problema se'redqc; a hallar una ley de probabilidad de forma sgnc;lla

la reduécién e interpretacién de las observaciones es también simple. Pero cuando la
especificaclién depende de una teoria comﬁiéja, sélo parclalmente cqmprobada, ¥ que da
lugaf a compiicados problemas de estimacién, como por ejemplo en el éhso de la econo =

N
metria, que busca interpretar los resultados de las compilaciones de estadfsticas eco~
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nénicas a la luz de la teorfa econdmica, se coavierte en un 0aso de alta espeoiélize-
cibn. ' » | | » :

En muchos casos, se renuncia a toda tentativa de especificacién, y la reduc@iéh‘de
las observaciones es nada més que un trataﬁiento descri&&ivo bxpérimental, calcuiandd
promedlos, cuartilos ‘(valores tales'qué una cuarta éarte de las observaciones s§ hallan
‘por encima, o-por debajo), etc., limitandose considerablemente»lasNposibiiidades{de ané

iisis, y desapareciendo la posibilldad de hacer predicciones,

0




“CAPITULO XIV

VERIFICACION DE HIPOTESTS..

N ot

XIv. 1.- En el capitulo anterior se senalé la necesidad de desarrollar un método de ver1_

ficacién de hipotesis, a fin de comprobar la solucién que se de al problema de la espe-
cificacién. ,

Este problema‘aparece no solamente como una etapa previa al de 1a estimacién, sino
que tlene inte:és de,por si{, como un segundo procgdimientp paravlnterpretar.lag opserva
ciohes. | ' | | / _ | o i

En.efécto, si el problema de 1la esti@acién, una ves resuelfo,éatisfactorlamente;
permite realizar predicciones sobre el comportamiento futuro‘(por ejemplo, en un fenéme
nb'cuya probabilidad dé aparicién depende en.forma monétona crecienﬁe de ﬁha variable
Lcontinug, como parece razonaﬁle én'el caso de ia emisibén de partfculas radioactivaé, la
estimacidn del pargmetro de la ley de Poisson correspondiente permitve predecir en un in
tervalo futuro de longitud ' determinada, y en términos de pfobab}lidades5 cuantas émisio

nes se podrén observar), es tambien importante upoder"éomprobar 81 la ley ‘que

" . sigue un fendmeno ha variado, es decir; si dadas dos series de‘observapiones es posible -

afirmar que siguefi la“ misma ley de probabilidad o no, lo que puede'hacerSe comparando'

las estimaciones correspondierites de los pardmetros, cowo se verd en el capituio ‘siguien

‘te, o blen directamente sin estimar . pardmetrops.

XIV.2.=- En lo que sigué, se entender{ por hipétesis una‘ ley de probabilidad; 81 1a
ley esté-complétamente<determinada, es decir, se da su forme analftica.y'el valor de 18
| parémétros que la individaalizan, se dice que se trata deuna. hip é§tesis
simple. Unlgjempio de hipétesis 'simple’ seria unaxiey normal, con valores numéri -
cos determinados de sus/parémetros my (;; ‘ L

" Pero sila 1éy estd incbmpletamente détérminada (por ejemplo, una léy normal con
un valor dado de CT—, pero m' puede tomar cualquier valor dentro de un 1ntervalo fija=-
'do) se tratar{ de una h 1 D 6 tes'ts ¢ omp ues ta, terminologfa justifica-
da porgque una hipdtesis compuesta esté formada por un canjunto de hipétésis simples (las
que resultan de dar al pardmetio no fijado, todos los valores compatibles con la hipb =
tesis, o sea en el e jemplo anterior;‘daﬁgbja m un valor comprendido en el intervalo,

se obtiene una hiptesis sihple intégrante de 1la hipétesis compuesta).

XIVs3.= 'Un ejemplo queﬁtiene_gieito_interés‘histérico servird para aclarar lo anterior.
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En el siglo XVIII, el naturalistq“BUFFDN decldié verifi@ar experimentalmente si
-uha moneda era equilibrada, para lo cual realizé Q.OHO tiros, de 1os-que 1,992 mostra =
ron una cara y 2,048 la otra. ¢Como proceder para'interpretar estaﬁserie de observaéiOq
nes, 8 fin de contestar a 1la bregunta de BUFFON?.

En la terminologfa introducida, la hipdtesis a verifigar es que se trata de un fe=
ndmeno aleatorio de alternativa simple, con probabilidad 1/2 o Como la iey de probabi
~ 1lidad estd determinada completamente por ei parémetro p=ﬁl/2, se trafa‘de una hipéte -
sis simple. ' . A

Una primera solucidn serfa calcular ia probabilidad del desvio entre el valor es -
perado . ‘n.p=,’+.01+0’ X 1/2=2,020 ¥ el observado x=r = np=2.01+é -'*2__,020:28.
Utilizando la aproximacién norm21 dé 1la ley binomial que sigue la probabilidad de

r ‘alternativas en n (ver capftulos IV y VI); el desvio redugido es
(14,1) |t X = I=0p 0,89

T - g

Enh la tabia I de CRAMER (3) se puede observar que la probabilidad de que ¢l valor

absoluto del desvio t supere 0,9 es aprdximadamente 0.36.

(14.2) S ORIt 30,9 = 2@ - 0,81592) & 0,36

Intuitivamente,,el resultado no es tan improbable como para desecharlo, pero es

- evidente 1la necesidad de ‘dar mayor precisién a la discusién que antecede,

o En efecto, sl se adopta un clerto limite para el valor de la probabilidad, recha-
zando la hipétesis si resulta menor que este 1imite, se puede cometer un error, consis
tente en r e c h azar la hipébtesis cuando es o© ierta
o error de primer a' ¢clas e, porque por %éjo que se haya fijado el
limite de la probabilidad, que se conviene en llamar nivel de signifi-
caci dn, una probabiiidad peqdeﬁa no significa imposibilidad, '

En la interpretacién de las probabilidades.como frecuencias relativas, fijar un ni
vel de significaciéh equivale a establecer un limite para el error de primera clase, si
ase nivel se aplica en todos 1os casos. Un nivel de signlficacién usual como el 0,05
implica que si el procedimiento de verificacién de la hipétesis se aplica sistemdtica =
mente, en promedio se rechazard la hipétesis cuando es cierta un 5% de las veces.(o un
1% , si el nivel de significacién es de 0,01),

Pero también es claro gque es posible cometer un l error de segunda
¢ lase, quée consiste enaceptar la hipétesis cuando es fal-
s a,‘y que ocurrird cuando la probabilidad del desvio reducido que se observa en un e~
Jemplo similar al anterior, es superilor al nivel de significacidn fijadd, pero el pard-
metro es distinto de’1/2. ‘

Mientras que el error de primera clase es fgcil de calcular, el error de segunda
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clage plantea probleméa mé:‘oomplioados, pero es tan importante como al de primefa; ¥
es evidente que un oriterio racional de- verifioaoidn de hipotesis debe tener sn ocuenta

ambos ‘t-pos de errores.t .

B KIV.3.- Dar ﬁn método:ﬂe vépificaéiéqddevhipétqsis slgnifica elegir una léy de proba
 bilidad, y ademds uha regi§n.cr£tioa dentro delﬂcampo‘de,vafiac16n~de la vériablé-aiea
foria, tél gue 81 ¢l punto representativo de las observaciones cas dentro de esa regidn
seirechaza.la.hipétesis;h_! v o . o ‘ -
. .Bn el:ngmploigntaﬁioﬁ,«lallqnde probabiiidad era la.normal, y la regidn eritica,
sl se, adoptajel«nivél de significacién 0 05, serfan los dos segmentOS indefinidos a
" la 1zqu1erda y a la delecha a una distancia 1 4965 a, contar del origen,

Pero es evidente ‘qu la.eleccidn del nivgl,deﬁsigqificacién no_identifica una re =
gibén critica determinada. Existen muchgs,regiohes'a‘las‘que la ley asigna la proba-
bilidad 0,05, y si se eligi6 la regién simdtrica, fué debido a las siguientes conside
raciones; (1) Parece razonable elegir como regfon critica la que se aparta mfs del ori
..gen (intu;tavamenteﬁno;ge aoeﬁtariﬁ”cgmo regién critica una que contenga 8¢l origgn;.-
yraunque_éu probabil;dad,geg_tambi§ﬁ de 0,09, porque si bien su nivel délsignificacién, o]
sea la probabilidad del error de primera @lase es la:fijada, an 9l caso de' que lg hi-

pdtQ§1s(fueraﬁfalsavy3gl-parégepbg_nogfugfa lgual'a . 1/2 si no por ejemplo a 1/9; habria

ung probabilidad muy elevada de -aceptar la hipétesis cuando es,falsa); (2) “Las.desvia

11 cionea-a:un laao-y;azotpq.de;_valor.esperado,ﬁpq”1gualmente inaceptables.
.. Para qumplirjcoﬁ-iavcondip;én de dar adecuada consideracidn a, los. dos tipos de ‘erra
f.,res, habrig qbe f;iér;go solamente un nivel de signiﬁicacién, sino- también la probabi-
-lidad del errorAde ségugdaﬁcla3eu "Pero msto qnvgeneral'es imposible, por las ‘siguientes
razones: (1) Calcular ia probabilidad del error de segunda clase, importa fijar.uga aE
v tornativa,»trapsformandose.el,proQLema36n decidir si una.de dos -hipbtesis es ciertg;
2) No:sdlo.pué&e ocurrirfque‘noﬁexista regién critica.que ¢umpla coh las dos chdieio-
hes si las alternativas son. 31mples, 31no «que el caso més frecuente es-que se trata de
veriflcar una hipétesis 31mpl° ‘contra una hipdtesis -compuesta (en el ejemplo anterior,
verificar si unalmoneda esta equilibrada,.consiste en realidad en decidir entre ia al -
- ternativa p=1/2, 3y.ia;¢ompuesta‘-—p iéual'aAcualquier valor del intervalo (0,1),
éalvo 1/2);'y.comq ; una“misma-negién,critica-lastistintas'leyes corraspondierntes .a
- una hibétesis compuesta asigngp d1stiﬁtasfprobabiiidades, el problema asi planteado no
,3'tandria sentidoe ~ - . il i w0 'éf”
La so1uci6n consiste en:establecer cond iciénes menos rigurosas sbbre el error de

segunda clase. En vez de fiJar un valor, se podria 1nvest1gar si es posible determinar

‘una regién pfit;paﬁtal qua, i _dad ‘de, no cometer el error de segunda clase, tag
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bidn llamada potencila o poder s o parad o.r, por razones facilmente
comprensibles, fdera méxima-%gra éaga una deé ' las leyes qué integran la hipéﬁesis com =
_puesta alternativa, mlentras que sé mantishe el nivel de significacién. Un mtodo que
.cumpliera con esta condicién se denomina uvn 1 f"b romente m a‘é poder o-
8 0. '

No siempre eé'posible ancontrar una regién critica que cumpla econ la condicidn an-
terlormente enunciada, y entonces serd néecesariq investigar que otrag condicionss se pue
den imponer, -de tal maqeré que el procedimiento de verificacién de hipbtesis resulte
dando uh peso - adacuado a 1os dos tipos de srroces,

Se comprende facilmente que la teorfa general de verificacidn dé%hipétesis 08 muy |
compleja, y que en cuanto los problemas se complican resultan en realidad de la compe =
tencia de especialistas (a). S , ' .

XIV.k.- Sin entrar eh el detalle de la tebrfa, cuyas dificultades se acaban de sefia-
lar, conviene aiécutir el procedimlento ‘empléeado en el c¢aso de la experiencila de BUF=
FON a«on la moheda,,a fin de flj)ar ideas. .

La elecci&n de una regién erftica simétrica en torno al valor asperado Apz=2.020
de la hipétesis simple que se trata de verificar, Implica rechazar a dicha hipdtesis co
mo inexacta cuando el desvio reducido @upéra en valér absoluto a 1,96. .S1-en lugar de
los'desvios reduéidos en torno al. valor éspéradd, ge pasa al desvio sin reducir gue es
igﬁal en valor absoluto a 62,298, la regidn critica resulta comprender a 1asuobserVacig
ﬁes que en una serie de 4,040 tiros superan a.2;082 © estan por debajo de 1.958 aparl =

 cipnes dé una misma cara.

Paro s1 la moneda es desequilibrada,‘y el valor del pardmetro es én realidad p =
=0,54%, el valor esperado correspondlente serfa 2.181,6, y se tendrd un resultado en la
reglén crfitica solamente si el desvio*noAreducidb‘es mayor que . =99 (obtenido por dife=-
rencla entre el limife'supe}ior de 1a reglén critica fijadd anteriormehte\y el nuevb va
lor esperado, ya que la otra pérfe simétrica de la regién critica resulta tan alejada
que le corresponde una probabilidad nula si la moneda esté desequilibrada con p;:O,Shi.‘
La probabilidad de rechazo de la hipétesis se obtiene calculando medidnte la aproxima =
cién normal 1a probabilidad de caer en la rezidn crftida, la que teniendo en cuenta que
V7ﬁ;i'==3l,67l, resulta igual al 4rea de la curva norhal comprendida antre ;3,12 y+0§
que es 0,99910 (empleando una tabla con entrada hasta el centésimo de desvio reducildo
TET;EE_EEBbIa moderna de la verificacidn de hipdtesis tlene su origen en las siguilentes
publicacionsss J.NEYMAN and E.S.PEARSON: "On the use and interpretation -of certain test
eriteria for purposes of statlstical inference®, 3iometrika, vol.20 A (1928), pag.l75 ¥

263, y ha recibido desde entonces considerable atenéidén, traducida en casi un cantenar
de memoriag lmportantes. Un resumzn se puede consiultar an (25) y en (26).

AN
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.aomo la de ‘la ooleccidn (27)y y reteniendo hasta la quinte clifra decimal). Por Lo tante
la probabilidad del error de segunda <lase (aceptar la hipétesis cuando es falsa), serd
en este caso lgual a 1-0,999.'1.0,' 0 Beu ‘0,00099.1' En términcs de frecuencias relativas
‘aignifica que si la moneda es desequilibrada con p=0,54 y se realizan W,040 tiros en
alla para-decidif gl es equilihrada, con un nivel de significédidn de 0,05, se &ceptarﬁ
la hipdteéis cuando es falsa en nueve de diez mil series de k4,040 tiros.

Aunque en’ el sjemplo dado la pfobabilidad del error de segunda clase es muy pequeﬁ
es ev1dente que para completar la discusidn del método empleado para verifioar la hipé=
tesls de que la moneda es equilibrada, es necesario calcular la probabilidad del error

‘de sagunda clase en funcidn de una sucesidn de valores de .p, como aparece en la tabla

siguiente;
COMPARACION DE LA PROBABILIDAD DE ERROR DE SEGUNDA CLASE .
- Y DE LA POTENGIA (O PODER SEPARADOR) EN EL CASO DE
VERIFICAR LA HIPOTESIS p.:-;o,s CON 4,040 OBSERVACE =
- NES Y UN NIVEL DE SIGNIFICACION DE 0,05,

P np =2.082-np apg . +t Probabilidad del Potencia

o ' ’ . s error d% segunda
0,51 2,060,k = 21 31,769 0,66 ,7%537 0,25463
v 6552 ©2.100,8 ‘-18‘ 31,75% 0,57 0,2843%  0,71566
0,53 2.4%,2 0 =59 31,72k «1,86  0,0314%  0,9685%
oisu | ;2;151;6 ; ;99 31,671 © -3,12 0,00090 - 0,99910

0,55  ,2.222,0 = =140 31,621 -4;42  0,00000  1,00000

‘ Como es evidente, para valores .de p muy cercanos a 1/2, la probabilidad del error
' de segunda clase.@s grande (para p=0,51 esrmayor que 0s74), y disminuye rdpidamente al
aumentar la diferencia enfre los Qalores del parémetro. k
S1i se oconsidera que I”’probabilidad de aceptar la hipétesis cuando es falsa, con
p=0,52, empleando el mismo procedimiento de realizar uha sucesién de tiros y calcular
la probabllldad de los desvios mediante la aproximacién normal es excesivamente alta,
quedan dos’ altqrnativas. Larprimera es disminuir la amplitud de la regilbén d e
aceptacildn (segmento complementario de la regién.critica), aumentando el givel
de significacidén. La segunda es conservar él nivel de sighificaci6n y. aumentar el nf =-
mero de tiros. SR . ‘ Eé&
Se comprende facilmente que si se considerara necesario disminuir el nivel ‘de sig-
nlfioacién para reducxr la probabilidad del error de primera clase, ampliando la regidn

de aceptacién, dlsminuye la reglén crftica, aumentando la probabilldad del error de se=
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gunda clase, y ss .necesario llegar a un- compromiso. X

Este tipo de problemas se .encuentra an la aceptacidn de materiales por muestra, en
donde-al error_de,primera clase recibe‘el nombre de» riesgo del produc
t o'r, ya que mide la probabilidad de rechazar.uﬁa -partida cuando sn realidad estd de-:
acuerdo con 1a especificacién, y el de segunda clase se llama ~ r 1 e s g 0 .d el
consumidor, porqueqﬁndica la probab111£ad de aceptar como conforme a una cler=-
ta especificacién una partida que en realidad ho lo est4., En CRAMER (3), pdrrafo 16.6
se encuentra discutido en forma ilustrativa esta tipo especlal de verificacion de hipd-
tesis, para el que se¢ -han calculado tablas, como la referida en (28), que para determi
nadas eSpecificaclones (porcentaje de elementos defectuosos), indican. planes de muestra

(nfmero de elementos a ensayar) con determinados riesgos.

XIV.5.= Una vei fijado el nivel_de‘significadidn, determinada la regiég eritica y cal-
culada la funcidn de potencia (o, lo que es equivalente, la probabilidad del.error de

segqnda;clase, que tomando como'variable el pardmetro es 1ayllamada caraec t e i-,:'
risti ca operativa), queda terminada la discusién estadf{stica de un

‘procedimiento de verificaciédn de hipdtesis. _

Es interesante enunciar en forma precisa el signifilcado operécional de toda la dig
cusidn anterior. Seguh QRUENOUILLE (a):"Ekiste un viejo dicho segun el cual es posible
“probar cualquler cosa mediante la gstadfstica, Mientrés gque esta éfirmgcién aparece ¢o
"mo clerta sola para la estadfstica utilizada incorrectamente, la feciproca se aﬁlica
"con 1gual validez a I esmdistiéa correcta: E S in posible probar al
e o medlante la estad?f stica, ya que- los métodos ;stadisti -
Megs correctamente aplicados nupca. permiten probar experimentalmente nada, L o gue
"estos métodos permite n, sln embargo,es averi-
"guar 1a posibilidad de error en una afirma=-
ncixé n, o 1l a confianza gue puede drepos L tarse |
"en unha me i 1cién . experimentel.t

BEn efecto, y conforme con la discusidn anterior, lo que se logra es acotar la pro=-
babilidad de los dos tipos de error, en una forma qué permite afirmar que si el procedi
miento se emplea sistemdticamente, en promedio se rechazard la hipétes?s cﬁando es ciler
ta en-un porcentaje de veces igual al nivel de significacidn, y se aceptard una hipdte-
sis cuando es falsa tamblen en um porcentaje de veces que depende de} valor que tenga
en la realldad el pardmetro.

(a) "The Design and Analysis of Experiment"; Londfés,_Griffin(& Co. 1953, pag.3. (los '
subrayados no son del autor). :
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IXIV.S.j EMPLEO DE JI CUADRADO, A menudo el problema de verificar_uné hibétesis ge plap
tea en una forma mds sencilla que en ol caso de la inspecei.n para la adeptaoiénvde mtg
rlales conforme a-una especificacién. Lo que interesa muchas veces es hacer mfnimo sl
error de primera clase, mientras .que el error de segunda clase no se considera perjudl =
cial a menos que los valores del pardhmetro difieran mucho del que fija la hipbtesis.

‘Un procedimiento que sea de apllcacidén en una variedad de casosy y que asegure_uﬁa
funcién.de potencia rapidémente:éreciente serfa de uso indicado, y este el método de JI-
cuadrado, inventado por KARL PEARSON en 1900. |

El método consiste en ealcular las desviaciones entre el valor esperado y los valo=

res ohsewados elevar al cuadrado esas desviaciones {para’ evitar la compensacién de las

.desviaciones de distinto signo); dividir a cada uho de los cuadrados por el valor espera

do, para tener una medida relativa de la importan01a de la desv1aclén, ¥ sumar todas las’
medidas relativas asi obtenidas. -
Aplicando al problema de BUFFON, se tiene:

2 ' 2 '
(14.3) l/ = (1 =ap)? L (rp - 00)® o (pbg)(rlim )= (F1 - np)® 0,776
np np ) Rpq - ’ hpq :
"El. resultado es precisamente el cuadrado de una variable que es asintéticamente nox

mai, y por lo tanto tendrd, también asintéticamente, una ley como la designada bajo el
nombre- de "ley de Ji cuadrado" en el Cap. X, pdrrafo 7 (la designacion de Ji cuadrado co
rresponde a la 1etra griega que PEARSON empled para identificar la nedida relativa - de
la desviacidn). , _ |

=7 Empleando la tabla IIT de CRAMER (3), se observa que para el cuqdrado de una:varig
: 5le'normél, el valor 3,8#1 se supera con una - probabilidad igual a 0,05. 81 -se adopfa, co
' no antes, dicha probabil;aad como -nivel de significacion, el resultiaio es ampliamente. sam
ftlsfactorio, ‘en el. sentido de ‘considerar verificada la hipStesis de que la moneda es equi
1ibrada. )

Empleando la ley normal, y no su cuadrado, se habla llegado antes al mismo resulta=
do, - por un procedimlento que requeria menos cdlculos (no se elevaba al cuadrado), pero la
fefita ja - declsiva en favor del procedimlento del Ji cuadrado es su mayor poder Separador
En efecto , si se calcula la probabiiidad del error de segunda, clase,encaso de que el -
valor exactO'del pardmetro.fuera p=0,51, es solamente,0,49093, contra 0474537 utilizan
do 1a hormal, y la potencia (o poder separada), naturalmente, es mucho mayori(0,50907 con
tra 0,254%63), Esto se.débe & que. al emplear la normal se utlllza solamente un desvio,
misntras qﬁe‘con'el Ji\g?adrado se combinan los hbs, & indica que en-tddos los casos en

que aparece como utilizable la ley normal para- verlé&par una hipétesis, conviene en rea-

lidad emplear el J1 cuadrado,.
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X1V.7.= Bl empleo corre&t‘o del método del Ji cuadrado fequirre ahaliazar nad ouidédoéé-
mente el eJemplo de la moneda de BUFFON. ,

- La medida de las desviaciones relativas expresada e (14.3) el una suma de varia -
bles, cada una de las cuales es a su vez proporciongl a una variableasintdticamente nor-
mal, Pero-la suma misme no era proporcional sino directamente.igual‘al cuadrado devuna
variabls.asintdticaménte normal, lo que se mostré analiticamente sin dificultad en la
misma expresidn (1u.4).

- Esta propledad se debe al hecho de la. exlstencia de una relacién entre las desvia -
clones de los valores observados y los valores esperadoss ' '
(1w:5) . (ry = 0p) + (ry = ng) = (r; +'ry) = nlp+ @) =0

“dado que ry4+ T =1, porque tratandose de un fendémeno aleatorio de alterqgﬁiva simple la
suma ‘del ndémero de veces que se presenta cada observacibn es igual al total de 1la obser-
vaclones, ¥y péq=al.

81 sobre uh dlagrama cartesiano se llevan como abelsas las desviaclones positilvas,

¥ las negativas como ordenadas, los puntos en los cuales la suma de los cuadrados de las
ordenadas. no subera un clerto valor con la probabilidad menor gue 0,095, se éhcontraran
dentro de un cfrculo cuyo radlo estard determinado por la ley de probabilidad que siga
la suma de los cuadrados, pero dada la existencla de la relacién (14,5), los puntos re -
présenfatimos de una experiencia posible no se encuentran en un cuarto de circunferencia
sino sobré 1la recta bisectriz del dngulo (porque p=q), ¥y la determinacidn de la regﬁm
criticé dependerélde una ley de probabilidad unidimeﬁsional, que en este caSo,resdlta
éér la de Ji.cuadnado de crden uno, - Si se aténdiera sélo al caracter asintéticamente nog
mal (salv@_una'constanté de proporciona}idad)1d§dﬁé,una de las desviécionqs relativas,
~ se llegarfa en cambio a la conclusién errénea de que habrfa que utilizar la ley de Ji éué
drado de orden dos,
+ rnnP_)

, La existencia de la relacidn (14,5) se interpreta como una
P it ' '

9 L ,
“#éstriceidn a 1la libertad de eleccidn de valores que pueden

tomar las degviaciones, pues una vez fijada una desviacién q$

L r=0p- td determinada la otra. ,

&ﬁfﬁ? ; Consistentemente con esta denominacién;se llama g f'g
o do de 1libertad de un fenémeno;aleatorjo_complg
- 5,99 jo al ndmero de clases en que se dividen las observaciones

Fige 3 ' menos uno, y la cuestidén tiene importancia, porgue es posi=
ble demostrar gue la generalizacién de la medida relativa de 1la desviacién entre 108 va=~-
lores observados y los =sperados, del tipo de la (14.3) sigue una 1ey de Ji cuadrado de
orden igual al de grados de libertad (a)e. k ;
Ta) Para una demostracidn rigirosa, que -es un tanto complicada, ver CRAMER (2)‘Cap.‘30.

\
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Sea,per ejemplo, verificar la hipdtasis de que un dafo es equilibradu (o sea que
cada una de Sis catas tisne probabilidad 1/6), utlilzando les resultados de 120 tiros.'
f¥81 fi' o3 al ndmare da veces que se ha observada el resultado i (el fndice i varfa de
la 6), ‘e forma la diferencia entre ri y su valor esperade de acierdo oon la hipétesis
':Hﬂis: -h.i 120 x 1/6 == 20, se eleva al cuadrade, se divide per 20 y se suma para todo
‘ i, Cbmo al nﬁmere de prados de libertad es lgual al de clases menos uno, en el ‘saso
_m6 - 1 -5, ¥ una vez elegido ol nivel de significacién 0,05, conforme a la tabla IiI
’j‘de CRAMER (3) se aceptaré la hipdtesis si

.‘(‘14-.,6).- B X Zg 1 - g__l_<11 070

dando por sentado que el poder separador del metodo s suficlente. Pero si hubiera un
_interés muy grande en asegurarse que una clerta hipdtesis n6 da lugar a un error de
:spgunda clase con una probabilidad elevada, habrfa que ebtudiar la funcidén de potencia

antes de considerar que una serie de observaciones de 120 tiros es decisiva,

¢

T xIv.8.- ”APLICACION DEL METODO DEL  JI CUADRADO A LA VERIFICACION DE HIPOTESIS INCOMPLR-

' PAMENTE DETERMINADAS. Una ventaja importante del método dntroducido por Pearsgn es su
'“flexibilidad de aplicacidn, que permite resolver problemas de verificaclén aun cuando
la ley de probabilidad esté incompletamente deteérminada. _

Sea por ejemplo, verificar la hipdtesis de que una serie de datos es una muestra
extraida de una ley normal. La determinacidn completa de ley requerirfa fijar los
/valores de los parémetros ny q y bero estos gon desconocidoss S8in embargoy utili -
zando las estimaciones dadas por (13 23) para m y por (13.30) para G', es’ posible di-
vidir el intervalo de éariacién en segmentos, 4 cada uno de 1os cuales y por.- medio  de
.una tabla de 1a integral de la ley normal (como la primera columna de la TABLA- I de

‘.CRAMER (3)) resulta atribuida una probabilidad Pys después de lo cual puede- proceder=
se como en el ejemplo’ dado, construyendo la expresidn
(ike7) » X Zr = 3o =l
. npi _ . .

‘ Eé necesario téher Muy presente que 6l nimero de frados de libertad no es en este

caso el de clases menos’ uno, sino que hay que restar tambien el ndimero de pardmetros

estimados por medio de las observaciones,‘ En efecto, si se representa la serle de ob=-

v

Hservaciones por medio de un punto en el eSpacio de 'n dimen51ones (ver Cap. XII, pé
”rrafo 8) la ley del Ji cuadrado de orden n indica la probabilldad de que el pune
-'to caiga fuera de una hiperesfera de radio x{ La llmitacidn &n los grados de 1libertad

debido 4 la divisién en clases resta como se aenalé antslormente, una unidad, pero la
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' los gradog de 1ibertad en une unidad adiciocnal, Similarmente, el estimador de Cr2 do=
'Vtermina una hipersuperficie sobre la que deben hsllarse todos los puntos repregentati =

7‘qos de ‘muestras que dan lugar a un mismo valor deféz,,por lo que la imposicién de estag

. tad 1gua1 a 2, y un nivel de significacién 0,05, el limite inferior de la regién criti— ‘

wora .as@gurar una razonablepunvergencia a la normal de la ley de las desviaciones), y cuan K

- XIVo9.~ VERIFTCACION DE LA HIPOTESIS DE LA HOMOGENEIDAD. A menudo se presenta el caso

.- Bs de notar gue originariamente Pearson did una demostracidn falsa de que la. estimac on

-<tres limitaciones hace que en realidad se trate de una ley de J1 cuadrado de ordeh.n-3

(a). _En‘elycaso de tratarse de una ley de Poisson, las restricclones son dos, debido a

en un solo grupo a los intervalos en gue las observaciones superan un cierto ndmero k,

al que se le agigna la probabilfdad 'jii~ei¥‘, de tal manera que ji:?i _.1. 'j

»wca_qs’§,99l de manera que se puede considerar que las diferencias entre las frecuencias

ries de observaclones, ya sea que se trate de comprobar_qué "las demds circunstancias
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circunstancia de que todas las muestras gue dan lugar a, “por ejemplo, un valor de 1a eg

' timaeién de m, estan ubicadas sobre el hiperplano de ecuacjdn S:: 1. x restringe a

la clasificaéidnten grupos y a la estimacidn de un pardmetro. En este caso, los grupos
estan dados por el nfmero de observaclofies gg un cierto intervalp de la vériebie'conb;— N

hua, y para que la limltacidn en los gFados de'libeftad'sea efectiva, hay gue inecluir

Aplicando el procedimiento & la disc&kion de los datos de W A, WALLIS, sobre las va

antes en la Corte Suprema de 1los Estados Unidos (ver Cap. VII, érrafo 5), se tienes:

S 2
(14.8) YT _ 0,8)? 12_,.,1_1 (1,7 (0,4)°2 -
X = 8,2 T20,0 T 73 Toiy =103

En la tabla III de CRAMER se puede observar que para un’ ndmero de grados de libe;

!!!!

observadas y las.teéricas no son significativas, y la hipétesis de que.las vaqantgs \§e
producen siguiendo una'ley de Polsson-con parametro c*.o 5 es aceptable.

Bl detalle de aplicacidn de este procedimiento de verifiecacldn de hipdtesis 1ncom—
pletamente determinqdas requiere-algunas precauciones adicionales. La agrupacidn de les
observaciones debe.reallizarse de tél manera que cada clase incluya por 1o menos lOy(pé-

.

do la varlable ss continua (caso de la ley normal) la necesidad de utilizar 1ntervalos
dados por %f aproximacidn mdxima de las mediciones obliga a introducir correcciones ese
peciales (es muy conveniente estudlar detalladamente los ejemplos de CRAMER (2), pdrra~

fo 30.4).

de.que la hipétesis a verificar no es una 1léy de probabilidad completa o 1ncomplétamen-

te déterminada, sino que se trata ya sea de Esegurarfque la ley no ha wvariado en dos sg

Ta) Una demostrac16n de que la estimacidn de parémetros restringe los grados de libe
en la forma sugerida por el razonamiento geometrico puede verse -en CRAMER (2) Cap.,

de pardmetros no influfa. ILa correccién se debe a R.A. FISHER.
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_Mgg méntienaq constﬂntaa"~<h;pétesis bdslea del método experi wntal), o que la varlaclon
de un factar espécifico‘tiene Lnfldenciaa ; |
La disposici,én da lasg obaervaciones an un cuadro de doble entrada (tabla de eontin-
gencia), cuando el probJama se refiere a un caso de dltﬂwnativa simpla, permite elasifi;
carlas en cuatro grupos, 581 .las columnas del cuadro indican las dos alternativas, y las
vfilas 1as distintas oportunidades en que se reaiizaron las observaciones (o la variacion

de factor) como se .indica 51mb6110amente.

' QM. ‘ ].)m. Q;, :
A A

la llamda b 1.p.6't esls nula -(inexistencia de diferencias) implica supbner

que las probabilidades correspondientes ‘a cada una de 'las cuatro clasificaciones del cLa
dro resultarfé ger el producto de 1a£ probabllidades mar g i n al é 8 de filasy
‘columnas (si no hay 1nf1uencias en el fendmeno, las. observaciunes agrupadas endl total \
se deberian comportar de 1a misma manera que las observaciones clasificadas sagun el po-
‘sible factor actuante ).“ | ‘

Las probabilidades de 1a hipétesis nula se estiman dividiendo 1as frecuencias mare

glnales por el nimero total de obqexvaciones o wz

(1490 ’ 1)1 TR .
oo . ' . : = N0

de manera que la expresién del Ji cuadrado serfa: Q“

o P | 2 z::(RZJ - (:\)UA_. 3/3 )o’>
(1%.20) X = E())i;] - op1pg) b
: ' npyp, | 91 9: ,;f,(]" V’a ’9
i 'El ﬁﬁmero ds eétimaéibnes 1ndépendientes es 24 porgue una\vez estimadé uha de las
érobabilidadés maféinales, queda tambidn determinada la complementaria y la divisién en
- clases resta otro grado de 1ibertad, de manera que habrfa que utilizar la tabla de 712
correspondiente al orden k4 = 2 -1l=1. .

El interds. de este caso es ev1dentemente muy grande en'todo trabaJo de investiga -
cibn como ya se seflalé en la 1ntroducci§n {Cap. 1, parrafo 5) y se generaliza sin difi~
cultad cuando hay‘ r filas y s columnas. Las estihadiones independientes de las
probabllidades marglnales de 1as filas son r=l ., y las de las oolumnas - U5 y el

ndmero ‘de clases rs s de manera que se tiene un numero de grados de 11bertad

(1h4,11)" : C Pars - (r 48 -2) -1 .__(r -1 )(s =1)

XIV.10.+ DIAGRAMAS DE CONTROL. BEn los §ltimos veinte afios ha adquirido gran difusién
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un método simpiificado de verificacién de la hipétesis de omogeneidad de aplicacién
principalmente en el control de progesos. indiastriales, y.tambien en trabajos de 1abora
torio. ' _ ’

Dado el gran nﬁmero de factores que influyen en.un proceso industrial los resul-'
tados del ‘mismo (por ejemplo. dimensiones de una pleza de maquina) son consecuencla de
una superposicién de efectos que no -son totalmente conbrolables en formh directa., Pa-
ro.sl se admite que estos efectos actdan al azar (sigulendo una iey de probahilidgd);
el resultado final segulirg también otra ley de probabilidad correspondiente a ia suma «
Serfa posiblemente aventurado afirmar qﬁé sg&guedé‘emplear el teorema central del limi
te para aslgnar una ley normal al resultado, pero si puede pensérse\Que la ley tendrd
primer y segundo momento, y la eiperiencia indica generalmente una ;bﬁdentracién éiéba
_da, por 10 gue puede estudiarse la variacidn de los- promedios de las muestras (grupos (
de mediciones) que se toman periédicamente, como una medida de la estabilidad de las co
condiciones en que se realiza el proceso. _

S ; El nrocedimiento tiene la ventaja de ser expeditivo, y aplicable por personal sin
mayor éspecializaclén, y consiste en calcular el primer momento de las muestras y 1le-
yar su resultado a.un gréfico, marcando un_punto para cada muestra. Previdmente, se
hébﬁqdﬁq na estimacidn del brimer momento de la ley, promadiandd'a su vez los prohe =

—dios. de numerosas muestras (o lo gue es equivalente,°promediando'el ﬁotal de gran nﬁmé

_ro de observaclones): y.se han éstablecido 1fmites pare la variacién del promedio de la-
muestra en funeidn de su tamafio, recordando .que la varianza del promedio es SE? ( la
varianza se ha estimado también mediante. la primer serie prolongada de observgtiohes),:
v multiplicando 1a dispersidn estimada (rafz cuadrada de 1la estimacidn de-la.varianza)
por 3. Los 1imites a e control para el promedlio se an.enhqnces -
iiﬁBf;" (donde la letra con doble barra indica prome&Iﬁ‘de*prvﬁé&igg:/;;iroméd16 gena~
réi);: 81 todos los puntos representativos de las muestras gque integran el grupo - de oE.
servaciones utilizado para hacer 1as estimaciones caen dentro de los 1Im1tes, se dicé:
que el proceso est 4 en. condiclones . de con t rol (la véfia
016n de las medlclones sigue una ley de probabllidad), porque si 1uera una ley normal”
la probabilidad de obtener un punto fuera de los 1imites cuando el proceso se desarro-
1la en condiciones de homogeneidad (error de primera clase) serIa 0, 00067. 81 no hay
ninguna indicacién sobre la forma de la ley, pero se admlite que los. momentos de las .
muestrau-son estimaclones vélidas de. los- momeéntos de -la 1ey,~la desigualdad de TCHEBI-
CHEFF permite asegurar un nivei de significacibn de 1/9, y'si la. ley es_aprbximadaméh-
te normal el nivel de sighificacién serd siempre muy inferior a esta cota. -

En lo sucesiVo, se toman periédicamente muestras, y se las répresénta en el gféf}

co; Cuando un punto cae fuera de los limites, se investiga la posibie causa de yariai
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.c.s:Lén, para restablecer el nivel anterlor de homogeneidadkg 0 Bea, mantener _J.(a | é'l 1=
4 a 4 (fijada por la especificacidén de quel las varilaclones de medieidn no deben supe~
rar alertos lfmites) (a). _ . o -

_ El mismo prooedimiento puede apllcarse eh un laboratorile d'e me’dioi:qnes,_ en donde
ﬁosiblemente ei personal esté'_méjor preparado que. eh uné fébr':l_;oé para utilizar un pro-~
cedimliento estadfstico mds safisfactorio pero-po resulta recomendable aplicarlo si no"
hay motives para pensar que es necesario., El caso tfpico serfa el de controlar la pre -

"eisidn de las mediciongs con un clerto aprato_o con un procedimiento de andlisis. En
este caéo, elldiagrama~da control se refiesre a- las variacionds del 52, ¥y cuando un puf ;
to caé fuera de los limites; se hace una investigacién mds precisé para cdnStatar si s

estd mantenlendo la precisidn deseada.
. , Y

XIV,1l.~ Bl problema nds gengral de la verificacién de una hipétesis no para-
m g t:rfca (o3 decir, d¢ la verificacidh de hipétesis en las que enerma-diracté o
‘indirecta no ilntervienen Qéloreé.de barémetr055 ha récibido considerable atencién en
los dltimos aﬁoé, habiendose ioérado desarroliar un importante método préctico paré la
‘verificacidn de hi}»dtesis -de homogeneidad por 'SMIRNOFF y KOLMOGOROFF _(b); '

(a) Existe una extensfsima bibliograffa sobre el control de calidad industrial medlan=-
te los grédficos descriptos, que a veces es de dudosa solvencia olentifica. Un texto
muy completo, que cubre tambidn el problems de la aceptaclén de materiales por .muestra

. indicado en capftunlos anteriores; es el de E. L. GRANT:"Statistlcal Quality Control",
'New York, McGraw-Hill, 1952, L : S o

El manual de las ASTM requerido en (31) da normas para -la utilizacidn de -los grdfl -

cos de control en diversos casos, taplas auxlllares, etc. Una aplicacién_muy intere -
sante a las técnicas de un laboratorio de radioisétofos se deseribe en R.A.FAIWES y B.
‘H.PARKS: "Rddioisbtopos", Buenos Aires, Eudeba, 1960.,"’ _ : o _
(b) Ver al texto de LINDGREEN ¥ Mc ELRATH referido en (25), caps 8. .






'CAPITULO XV
"ESTIMACION POR INTERVALOS ¥ PROBLEMNAB CONEXOS,

XV.l.- En el daﬁituln XIII se explicaron las bages de los dos métodos ‘de sstimacidn
puntual mds usuales, 1os que consistian en la seleccién de estimedores :undaﬁdbéé en
‘las propiedades de su ley de probabilidad.

‘ Tanto en el método de la mdxima- verosimilitud, de R.A.FISHER, oomo en ‘el de  NEY=
MAN-MARKOFF,no s¢ determinaba explieltamenta la ley de probabilidad del estimador, si-
ho que se construia a este dltimo mediante un probedimiento que aseguraba que’ “su leyde

probabilidad satisfacfa las condielones rijadaa de consiatencia y eficiencia._zw,

Pero oomo se veré enseguida, hay casos en los cualea es necesario determinar la
ley de probabilidad del estimador, es decir, hay que resolver el tercero de 1os probvlg
mas indicados por FISHER en la memorla citada ‘en el Cap. XIII, pérrafo 6, 0 geg el . de
distribucibn. . L

La deduccién formal de dicha ley no. presenta dificultades en los casos do estima-
oi6n de’ pardmetros més usuales, pues apoya dose en las propledades de la ley que se su
pone que siguen las observaclones, es posible deducir su forma exacta, como oourre ‘son
el promedio de las muestras extraidas de una\ ley normal, que sigue otra 1ay normal eon

el mismo pardmetro m y una varianza =p~ \» O blen la tendeneia a un, limite, .como

.también ocurre-en el c¢aso del promedio de. una m estra extrafda de una ley con momento
de segundo orden, porque entonces es vlido el te ema de LI NDEB RG-LEVY (caso espeohﬂ
del teorema oentral del limite aplicable cuando las leyesdc/iZs variables sumandoai
son idénticas, demostrado en el Cap. XI, pérrafo 3)y ¥ 0l estimador sigue .n,g{i_p”,-
tpticamente " una ley normal (a). ' ' ‘

Pero cuando ‘se trata 'de pasar del conocimiento de la forma exaeta o asintética al

uso de la ley del estimador, surge la grave dificultad que puede ocurrir que dependade-

los parﬁmetros que se: treta de estimar, que son desconocidos, y.que s precisamente lo-

que sucede con el promedio de las‘muestras extraidas de una ley normal. N

Es evidente, por lo visto,- la importancia de hallar estimadores cuya ley de proba |

bilidad no dependa de los pardmetros a estimar, y si los estimadores que se desea usar

por ser consistentes y eflcientés;-tienen esa  -‘propledad inconvenlente, habrd que~con§ f

truir funciones de los mismos que a su vez tengan una ley de probabilidad independien=- -

te de los pardmetros.

iV,2.~ En el caso de la ley normal, dnico que .se estudiard, el promedio de la muestrq =

(a) CRAMER - (2) Cap. 27 y 28, estudia ol problema en general.
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que os el estimador éptimo tanto para el método‘&e FISHBR como para de de NHYMAN=-MARK=~
KOFF, tiene preclsamente el 1noonveniehte seflalado, y pbr“lotanto, toda vez que haya de
hacerse -un estudio mds detallado que el gue permite la determinacién de un solo punto
comd estimacién Sptima, debard utilizerse una funeién del mismo, cuya constructibn se
ver( nds adelante,

" El estimador de la varianza posee la importante propiedad de que la ley de proba=-
bilidad de una funeién sencilla del mismo, es independiente de los parémetros, 1o que
 se demuestra haciendo uso de las propiedades de las funciones caracteriaticas estudia-
das en ol Cap. X,

a En efeoto, sl la suma de cuadradOS/gg,lgg diferencias entre cada’una de las obser

vaciones X; ¥y B 8e descompone sumando y restando: X , se tiene :

(15.1) Z(xi - m) = Dzi - x) + (X - m)] —Z{xi - ‘i) + o(X - m)2 -
/Nzu\-m) (x; =X) = = (n - 1)+ &(F - m)°

porque al resolver la auma que figura en el doble producto el término se anula, ya qne
2 ;:xi =nf¥k y el primer sumando es el numerador de (13 29).
Dividiendo ambos ;miembr.o,s, por G’ :

ne

“(15.2) z:ﬂi - m)?s (n - &24_ Sx - m)
N gr -

Bl primer miembro es una suma de cuadrados.de variables normales reducidas, y gi-
gue ‘una ley de Ji cuadrado de orden n (ver Cap. X, jpérrafo’ l+).

- En el segundo miembro, el primer sumando es una funcién del estimador 32 y 0‘2, eu
.ya ley no se conoce, y ql segundo e nuevamente el cuadrado de una ley normal reducida
-’(recordando que el promédio x sigue uha ley normal de parémetros my E?. )y que
sigue una ley de Ji cuadrado de orden 1., :

81 se reauerda 1a propiedad de las funciones carac ueristioas de la sume de varia=-
bles aleatorias 1ndependientes ( para lo cual habria que - probar previamente la indepen~
dencia: de los sumandos del segundo miembrq, lo que no ofrece dirieultades), se tienes
a3 W = @),y Py |

Tanto lf(u) como (pz(u) son conocidas (ver Ca-»,x, pdrrafo 12):

(a5.4) @ () =__.g£_r ; (f (W)= 1
‘ . (1 - 21)% S @ - 24u)
'y por lo tanto {f1(u) serd igual a su cociente; '

(15.5) - S A0 R S—
= CPln) T o1 - 2007

Pero este coclente resulta ser la funcién: caracteristica de una ley de Ji cuadrado

'.—-‘de orden (n=1), de manera que la funciun de densidad de probabilidad de la funcién de 32
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' y'crzés finalmentes

=] annn-

‘ . rlfn = 1)g? ()az.l - = EQ
- (15.6) : q = : Lﬂ*—-&lﬂ. e

| | | ) M
La oircunstancia de que el denomihddor del estimador insesgado sea igmal al orden

del J1 cuadrado no es casual. RuA.FISHER'probd que cuandb‘existe una relacidén lineal

entre las variables de unaAsuma de_cuadradosw(caso del promedio), se reduce en uno el
afmero. de cuadrados independientes que se suman (ver CRAMER (2), Cap27), reducciéh que
tambien queda en evidéncia al calcular %a esperanza matemdtica (vér Cap.,XIiI, pérrafo

111). De e¢ste hecho:se  deduciran importantes aplicéciones/en lo sucesive,.

XV.3.- Es conveniente interpretar geométricamente el procedimiento utilizado. La Su=
ma del primer miembro se representa como un puqto del espacio n-dimensional, a una dig
tancia del origen igual a Z:;x;-mz2','defﬁahera que la ley de Ji cuadrado.correspone
diente permite medir 1a‘probabilfﬁad he que el punto se halie fuera de una'esfera de

radio-dado si considera la funciéd de distribucidn, y la funcidn de densidad de proba-
bilidad corresponde a los puntos que se hallan sobre la superfioie de la hiperesfera W

‘(ver Cap. XII, pérrafo 8) de radio r Z;;g %-m)z ‘.

Pero si el promedio de la muestra es‘gguql a X, todas las muestras con é1 m1smo‘

promedio se hallaran sobre un hiperplano de ecuadién,I::fi %, de manera que en reali~

dad el‘iugar geométrico‘de los. puntos representativos denmuest con ust'x ¥y uan s‘ da-
dos seré una hiperesfera en el espacio (n-l) dimensional (si nx3, e a\segunda hipar-
esfera se reduce a un efreulo), y el centro de esta dltima hiperesfera serd ol punto
de coordenadas xj =X. ‘

k Es claro que la funcidn de densidad de probabilidad del conjunto de puntos repre-
sentativos de muestras con un .mismo X y 8 es la de la superficie de 1a hiperastera;

de -éentro xy= X, pero lo que no es 1nmediqto es que sea también una iey de Ji ohadrq&%

de orden (n-1), 1o que-se prueba hallandoséu fungidn'oarécﬁerfstica, como se hizoe
. . ' o Al

.h.- ESTIMACION DE LA VARIANZA. Como la ley de ‘J1 cuadrado no depende de ningun

parémetro, se podré formar’ 1nmed1atamente las sigulentes expresiones:‘

(15.7)" - P(Xp >(n-1)s >/"( )= 1= (pl.}-pa)_l-_p

- (15.8) ’, ‘ P (L85 U' {o=1)s2y=1-p
: (‘L?‘D'L 7(2”2,)- :

donde x;pl es el ‘valor que el J1 cuadrado de orden (n-l) supera con probabilidad 1-p1,
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el que se obtiene de la tabla oorrespondiente (tabla IIJ de CRAMER (3)),

o
i

, _La varianza es une eonafante caractorisﬁioa de la ley normal en estudio, la que ra
sulta reoubiqrta por un segmento aleatorio (pbrque sus extremos son variahles aieatorh@*
con’bpbhabilided l=p, de‘manefa que'mediante el artificio de construir una’funcién del
estimador con ley de probabilidad independiente de_lés pardmetros (en este caso la. ley
independiente es la de Ji cuadrado dé orden (n-ii)se ha logrado completar la,eatimacién,'

. puntual‘establgciendo la precisién de la misma, o sea un intervalo aleatorio eon una

&

j.cierta probabilidad de recurrir. el verdadero valor (a).
XV.F.; La probabilidad-: p° desempefia el papel:de un nivel.dé‘signifiéhéidng que eﬁ.
e;te'eago'mid;”;u probabilidad de cometer el error de que el segmento no recubra el vey
dadero valor, lCOmoaqé.seﬁal6lal disecutir el nivel de gigniriea616n'en:el Cép. X1v, pé-
rrarpw3,id§d9 un nivél‘exiqteq infinitos 1nfervaloa que se puedeh construir con él-mis-;
wo, y ;d,éeleec16h.del‘iqt;rvaid”mgg adequadb no.depende en este caso de un error de sg
gnndébglége qﬁe no puede §ef1nirse;x§jno'de 1a necesidad de darle la longitud mds pequé

iqa~§naiﬂlgwk ' ._ .,_ o o | | ‘ |

3 Qﬁmo.ia,léj de Ji cuaﬁrado,'espeéialmenté.para-pequeﬁos valores de n es mﬁy‘aai-

n&frieq;-la;getqrminac;6h de uniintervalo de longitgd<min1me no es problema. sencillo, |

pero eh ageﬂgigljsg'obtiéne\un‘ihﬁérvqlo de longitud cercana al éptima Adoptando plﬁzo

0 gea zilgq-w con'ib Que se‘tiene cbn probnbilidad l=p, uﬁa cotg superior de la varia

I

za, o tambidn se puede elegir p, = p,= #p.

XV.5.- LA DISTRIBUCION t DE "STUbENT". En el cuso del promedio no es tan sencillo co-
mo en ei de la varianza encoptrar_una funcién: simple del estimadpr, cuya ley de probab}
lidad rgnulpévihdebehdiehfo de los parémqfroa.‘ En realidad, hay<qu combinar la varia=-
ble aleatoria i,lpreﬁiaméhtepdgntrgda, con otra variable aleatoria, que es el estimador

~ de.su varianza ‘%2‘, vobtehiehdose por coelente (15.10),
v ; e o E h _
.En 1o sucesivo se llamard v a la variable aleatorla centrada (f‘- m),

Ea), Esta método de estimacién por intervalos se debe a NEYMAN, y se publicé por prime-
ra vez en forma bibliograficamente accesible en la memoria citada en el Cap. XII, pdrra
‘fo 3, que conjuntamente con la de FISHER referida en Cap. XIII, pdrrafo 2., y las de
REYMAR y PEARSON en Cap. XIV, pérrafo 3, constituyen los orfgenes de la teorfa moderna
de la inferencia estadistica. : v :

Una presentacién détallada del método de estimacién por intervalos se encuentra en:
ol siguiente artfeulo de J.NEYMANs"Outline of a theory of satistical estimation based
on ‘the e¢lasical thepyy 6f probabilityy:Philosophical Transactions of ‘the Royal Society
(London) vol.236 (1937), pag. 333 ya citada en el apéndice al Cap., III (pdrrafo III. A.
2). Este artfoulo se complementa utilmente con la respuesta de NEYMAN a clertas, ohjecio

. nes de R.A.FISHERs "Fiducial argument and the theory of confidence intervals", Biome =

trika, vol:32 (19%1), pag. 128,
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Para hallar la ley de probabilidad que‘éigue la varir ble aleatoria "t", hay que.
proceder como en el Cap. XII, pérrafo 7 para encoptrar la ley del cooiente de dos varia_
bles normales, es decir, hay que formar la distribucidn conjunta de & ¥ de v y
1uego, mediante un oambio de variables conveniente, intagrar sobre todos los puntos que»
eorresponden a pares de valores de .vyde s ' que hacen oonstante a “'.
L afuncidn de densidad de probabilidad de v , expresada en ‘forma diferencial,
31 ‘ ’ .
. ' nv
(15.10) £(v)ay = VB o 2VC
Fuavl

0 sea una ley normal centrada con varjanza SE

dv

La funci6n de densidad de probabilidad de 8 hay que deducirla de la de 32 - ya

'qncontrada en'el pérrafo xv.u, y que és, tambien en forma diferencial:

: ' ne=1
. 1ys2 o 235 -‘“—%;P—
- (15.12) f(m?.y_ea,((.n?alh_) = %( ) a(¢a = Qz )
" Resolviendo el d;re:encial'y;el paréntesis: : , : :
o , a=1 D=} n=2 _(g—;!gz
(15.12) £(s)as - 24) 2 (n ;_%)Tl s e 2T g4
- [(%5h)a .

con lo que‘se'tiene‘la funcién de densidad de probabilidad de s.

Si las varlables aleatorias v y 8 ; son independientes, la funcidn de densi-
_ dad- de probabilidad de su distribucién conjunta serf- el producto de sus funciones de den ;
sidad de probabilidad-(vgr Cap. XII, pdrrafo 3)1 ‘ \
N nv2 + gn-l'ns?
-

.(15-13) f(a,v)dsdé = 75" sln-2 e dsdv

‘ habiéndose agrupado los términos constantes que no intervendran en lo sucesivo en K,

-

. : n-l -
asaw S 2(#) (n-nn?lr

[l

Los valores de ;8'. y v que hacén'constante a t ,satiéfacen la relacién

gue resulta 1gua1 a

d'.v =;ts.\ Si se ‘representan graficamente (como en la figura 3, del Cap. XII, pérra-
fo 7), 11evando a 3"_sobre el eje de abcisas (dnicamente sobre la parte positiva,
_porque no tienen sentido las dispersiones negativas), ya ' v  sobre-el ejé de ordena=
das (de --u: a +a>), 1os puntos con ' t constante estaran representadas en la semi -
rrecta ‘de abcisas poaitivas que pasa por al~pr1gen ¥y tiene una pendiente’ tge& t._’ :

- Para: ha]Jar la funcidn de densidad de probabilidad de t, hay que 1ntegrar sobre to.

‘dos los- puntos de la semifrecta correspondiente, para lo cual habrfa que pasar a coordg
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nadas polares, o bien efectuar el cambio de variablea adn ( {8 sencillo empleado en el
cap. XII, pdrrafo 7y que en este caso oonsiata en reemplazar v por t deJando a
s oonstante, e integrar 1ueso sobre todo el campo de existencia de 8 (o sea de 0 a-
,4-00). En este (ltimo cambio de variables se tiene dadv = g%gg; y por 1o que (15.13) s

transforma ens ' : 2 2 o
. n=1 2 .

(15.15) - £(p,t)dsdt = __E_n s e asolt
: e .
Integrando con respecto a 83 _ (t-r(n-lﬁsz

£
4,

n-l .
Y e
(15.16) (6t = T’S-i‘-‘n[ - as ok

81 en 1la 1ntegra1 definida se efectida el eambio de variables s =V, 2sds=dv, se
tienex '

- s m—%&h
(15.17) o f(t)dt _Nug.f

con lo que la 1ntegra1 ge ha transformado en una gamma generalizada de ofden n/2 y pa=
rémetro 1gga1 al factor de w en la exponenoial. Estas 1ntegrales}se calculan faci]
mente éver Cap. X, pérrafo 9), siéngo iguéles al cooiente'deila gamma del mismo orden
por. el pardmetro elevado a.una.potenéia igual a dicho orden,.con lo que se tiene una ex .

presién en la que g que figura en el denominador de (15.1.7), se simplificé:,

N TR |- .k S A .. X
{1518 O = ha s2 +2(n BT S K+ (n - 1’]

Reemplazando K por su expresiGn (15.14), simplificando, y sacando (n=1) factor oo-'

adn’ del paréntesis, se tiene finalmente la funcidn de densidad de probabilidad buscada,
que o8 independliente de los par dmetros de la ley nor=
‘wal(a)s . , o :
. : o . -
(15.19) ; f(t)dt IE) _L(l'+_t_) ol

R o e et | e

XV.6.~ Dada la importancia que tiene en la prdotica, esta funoién de‘densidad de pro=
babilidad ha 'smo”tabuiada*(v‘er tabla .IV de CRAMER (3)). El mimero de- grados de 11 -

bertad es el de 1a ley de Ji euadrado, que aigue el denominador. s

-—m .
(a) El 1mportante descubrimiento de la ley de probabilidad de -t se debe & "Student®
(seudénimo con que efectuaba sus publicaciones W. S.GOSSETTZ encargado del laboratorio de
una cervecerfa de Dublin y uno de lo més notables especlalistas es estadfstica del 8i=
glo XX)1" The probable error of a mean", Biometrika, vol.6 (1908),pag. 1. R.A,FISHER
revisd posteriormente la deduceidn de Student probando rigurosamente la independencia
dg v y s s"Applications of Student's ﬁdstribution? Metron, vol. 5 (1925), pa(.f;
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Cuando . ))=n-l=1', o sea ' n:=2, reemplazando en (15.19) se :lene

(15.20) £OE)At == modme .i!._E
- o TN L+t ‘
que es la ley de Cauchy, y por lo tanto es simétrica y no tiene ningun momento.

Pdraivalofgs de V>1, 1la ley continfa siendo simétrica y posee momentos, verificdn-
dose que envelvlimite para p-v+® (15.19) se transforma en la normal reducid;,‘siendo’
la aproximacién bastante acéptable‘pa:a V> 30, y valores grandesvdel desvfo, lo que
puéde comprobarée‘comparando las tablés II y IV de CRAMER (3), para una probabilidad
. 0,05, A.la ley normal le corresponde 1,96 y al "t" de Student 2,04 o sea una diferen-

cla poco superior al 4%. A .

. Hay que tener presénte, antes de utilizarla, cual es la expresiln del aacon que se
trabaja. BEn la deduccidén se ha seguido con la convencidn adcptada en el‘capitﬁlo XII1
de dénomihar 82 al estimador 1 n s'e sgado de la varianza, (ver Cap. XIII, pé-
'rrafoll) pero si, como por ejemplo hace CRAMER, gse entiende por a al astimador de nd -

xima verosimilitud, la expresifn de 't cambia.

(15.21) t =Vn -1y
. 8

‘Se ve inmediatamente que (15.20) ¥ (15;9) son numéricamente iguales, dando en cada -
caso 1a eorrespondiehte 1pterpretaci6n a 8 .

En cuando al cdculo numérico, es posible utilizar los procedimientos recomendados
on ol Cap. XIII, pdrrafo 10, sin necesidad dé ninguna correccidn al final, porque tanto
numerédop'como'denominador“resultan afectados en igual forma por la constante multipli-
cativa, y por lo tanto el t calculado con los nimeros modificados es ol mismo que

el se calcularia con.los ndmeros tal como se obtienen de las observaciones.

XVeZe= APLICACION'A LA ESTIMACION DE m. Procediendo en la misma forma que en el caso
de la varienza, se tiene que
: ‘ . T . ;
(15.22) P(-t \<»)"__m_\(+t =1=p

d§ donde se deduce _ :
15.23). PR -t (N F 4ty 38 =1-p
15.23). & -t (T4 T2

La interpretacién de " (15.23) es que el segmento aleatorio tiene una probabilidad
1=p dq :ecubrir’el_verdadero ﬁalor, } por ¢onsigulente una probabilidad‘ p de ho re=
cﬁbrirlo.' Si el'procedimiento se emplea sistéméficamente, en un porqentaje P de ve-
ces, no recubrird el verdadero valor. '

Como la 1ey del t'. de Student.es simétrica, una vez fijado . p ei'segmento de
menor longitud al que cérrespbnde hha probabilidad l-p es el simétrico son respecto a

X, por 1o que en este caso el método de estimacidn por intervalos es de aplicacién més

o ' R
/
{/J
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simple que para.la varianza .

" XV.Bi= 84 en la expresién (15, 9) del t,. se co.nfunde la estimaei6n s con el verdade-'

ro valor ér se ‘tlene evidéntemente la ley normal. Este es el método de 1a teqrfg elé- B
gica de los: errores, al que se agregaba sl contepto de error probablo, definido por ‘el -

intervalo ',0‘,6745’."- A este intervalo le corresponde una probabilidad. p=%, de manera que

' s_i"s_e'f"'admito que los errores accldentales "se distribuyen normalmente en tprno al verda=~
dero valor, & los valores que quedaban fuera del intervalo les resulta atribufds ana pro
babilidad "a posteriori® menor que 1/2, porlo<ue se los descartaba, mientras que al
_oentro'del intervalo, le correspond:[a 1la nia'xima‘prdbabilidad' ng postérior:l" :
. cilmente " Justificable hablar de probagbilidades Ha priori" y "a postorirori"rry empléar el
teorama. de Bayes, cuando-se trata de mediciones reiteradas sobre 'un”mismé_ob;!eto, por:
que el verdadero valor de la medida que es el m de la ley normal, es una aons_tante";"'
" no una variable aleat’orla; "Los que soh variables aleatorlas son los ex_tremoa del lnteg
valo confidonc:l.al y dentro de el no hay ningu.n valor mas convenlente que otro. Ademés
on una 1nterpretac:|.6n de frecuenc:las relativas, es razonable disminuir la probab:l.l‘.ld ad -
de error (que tiene eL sentido de que el segmento no recubra el verdadero valor), .por
lo Que conviene d:lsminuir Py adoptandose en la préética los niveles 0, 05 y u,Ol, en vesz
'de. p‘:#, que darfa errores demasiado frecuentes.
; . Bl estimador s? converge en probabil:l.dad al verdadero valor (r N pero si el nﬁ -
' mero de Qbaervaciones es pequeﬂo, no sélo sus fiuctuaciones no son despreciables, sino '
“'qie la ley que ‘s_:ly.gue‘ t es8 la de Student y no la normal. Para un nivel p—0,05 y 3 ob-
servaciones (dos grados de- 1ibertad), el valor de t, segun 1a tabla~IV de CRAMER (3) s
,303, considerablemente mayor que el 1,960 de la ley normal, de manera que la confu -
sién entre la estimacfon y el verdadero valor conhduce a errores muy importantes. COmo
. 1,96 supera a 1,886 q_ue en la tabla de t corresponde a p_.o 20 y es baatante menor que
2,920, que corresponde a p =0, 10, el uso equivocado de ley normal conduc:l.r:fa en real:l. -
dad a una frocuencia relativa de error poco inferior al 20%,. mientras que el nivel de
significacién aparento es de 9%.
. Por esta causa, ya, desde 1937 la American Soclety for Testing Materials, cuyas nox .
mas son ampl:lmente reconocidas, recomienda el uso del t de Studont y la presentacitSn(h
resultados de : mediciones en forma de 1ntervalos conf:ldenciales ("ASTM Manual onh Presont. _
..action of Data", cuya actualizacilon es la primera parte del manual referid’o en (31)), .
dando una tabla mny préetica- (pag. 43) para los niveles py= 0,10, Py 0 05 ¥y p3=0, Glh
en la que se debe entrar por el nﬁmero de observaciones (y -no por el de grados de l:lberk

tad), y en la que se - aé:irgx y de manera que (15. 23) se¢ simplifica'
s ) e “ ¥n=1
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(15.2’+) ‘ P(x-as\(m <x+as) 1-p

disminuyendo el nimero de operaciones numéricas~a realizar (en‘este caso sa= 2;;ix4:2i3,;
: ‘ _ 8 ‘ =

Sin embargo, en una teorfa general de la estimacién, que se ocupe de otros proble=
ks que los en:realidad muy restringidos jue présenta la teoria de los erfores, ¥y en los
~que podria presentafse validamente una ley de probabllidades "a priori" queda ablerta
la cuestién de si la aplicaclén del métgdo de intervalos confidenclales no puede condu=
clr a resultados contradictorios contlas-probab114dades "a posterlori®, Segun  VON
KISES (a), no habrfa posibilidad de inconsistenclas, |

g .
XV.9.- APLICACION DEL t DE STUDENT A PROBLEMAS—DE REGRESION. En el Cap. XIII, p;rrafo
13 se consider$ el problema de una dependencia aproximadamente lineal ehtre dos varia -
blea (Xiin), de‘ las cdales se. consideraba que X, se podia,determinar con precisién

(por ejemplo, es un tiempo), 'y que Y, era el‘resultado de la superposicién de una.fun=

¢lén lineal de las Xi y de una variabie~aleatorig nbrmal,:centrada en la ordenada de la
recta con una varianza constante e independlente d’,xi' Este esquema puede representar
un simple prdblema de teoria de errores, si lés variables normales son los errores aécl
dentales de med1c16n, 0 bien‘referirse al cuadro m{s general de un fenémeno aleatorio
normal cuyo primer parémetro se desplaza sigulendo una funcién 11nea1, como se supone
que ocurre en algunos fenémenos econdmicos y de otro orden.

De 1os dos pardmetros que 1ndividualizan la recta, tlene especial interds el eco-
rrespondlente a la pendiénte, o coef i cile n‘t é de regresi 6 ny, si-

gulendo la terminologia del esquema adn mds general deScripto en el Cap. X1, pérrafo 6
¥ ReA.FISHER descubrid que la ley de probabllidad del estimador oorrespondiente

(15.25) e _ ﬂ :"1 Yy

; xy A .
deducide'ya en el Cap. XIII ﬁérrafo 14 es%normal,.y podrd aplicarse el t de Student, on

‘un némero de grados de libertad igual al de_obéervaciongs menos dos.

XVel0e= Para dehpstrar esta importante aplicacidén del t de Student basta simplemente
desarrollar la éxpresién da1 estimador (15.26)

‘ El promedio .y de ias‘qbservaciones Yy, que'se~¢tiliia'para transformarlas en las
observaciones centradas yi del numerador de (15.25), es, conforme al planteo del proble

ma s ’ P : P .
: o Y _
(15.26) y_zi_E'(*‘\- Bxy+ e _gxre

n n- .
(a) “On the foundations of Probability and Statistics" Annals of Mathematical Statilstics,
Vol. 12 (1941),pag.191. .
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en donde ya las X4 han sido centradas por su. promedio ¥y 6 es la variable normal. super
puesta a la funcién lineal., Al resolver 1a suma, el término an /3 se elimina porque
resulta factor comdn de qna suma de desviaciones eon respecto a un promedio, la que es
nula, y aparece el promedio de los valores de las variables normales e.

Lgs_yi centradas serdn. . S .
(15.28) yi =Y - ¥ = o4 (Sx '"'791 - (o'-+ 8) = ﬂ'xi,—’i-z.e{-l S E T G e
de)donde se deduce 1nmediatamente S | SO : . i 1,1F . =
(15.29) o -Zx (ﬁx S e)f = (5‘_._:_;____391 R

Lad 331 L

porque el nimero e es factor comun de una suma que es nula. Si se paba /3 al primer

niembro, en el segundo queda sélo una combihaci&n lineal de variahles aleatorlas nor -
malés‘1ndepandienpes,chentradas'(po:que los_coeficientes son ndmaros ¥ no,variables .

aleatoria!), que'es tamblien ndrmal y'centrada, con lo que ‘se ha probado. que lashdesvia,

‘ciones entre los . valores del estimador y el vordadero valor siguen una ley.

trada, conviniendo an_pasar, al primer miembro z ;1 ;, CT fli"?“‘J, .
(15.29) e . -ﬁ) \IEx Zi b, e e
de modo que la varianza de esta ley normal es la misma que la do las eix ARSI

o in AL Z"i 0'2 -

.(15.30) E o

, ' \12"1 ' E:xi 1

Para cbtener un estimador de la varianza, ‘hay que calcular la suma de los cuadran

dos de las diferencias entre los walores de Yi y las ordenadas de la recta en cuya emm
016h los parémetros han sido reemplazados por las estimaciones (13 47), o sea procedu B

com en (13 L43) y desarrollar el cuadrado:

(15.31) Z(Yi - bxi) = E’i +b }:11 - 317211}'1'—[:}'1 -0 an
porque E"iyi = bZi.

Para obtener un estimador insesgado de la varianza, hay que calcular la esporanza
matemétioa de la _suma de euadrados, la que ‘despuds de algunas transformaciones resulta‘

ser igual a (n=-2), con lo que la expresidn final seri: -

2 Eyi'b Zi

- 2

y como precisamonte el ndémero de grados de liberted de ‘t esté dado por .el depominadornﬂ

la expresi6n a emplear serd,. finalmente

R “"ﬁ: E . R )
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. aon anx- 2, medlante le oual pedran dadueirso intervalos confidenclales para estimar

v f%l B ; 7 | N |
B R ‘st 2

Para ‘el u&lculo numérico, conviens segulr la disposicidn indicada en el Caps XILT,
kpérrafo 14,8 la que habrd que agrepgar una columna cofi~los cuadrados de 1as Yi’ para 4y
terminar 2::’1 que figura en 52. ‘De esta manera, puede utilizarse tambien un control -
de las operacionas, ya que se han ealculado todos los términos de (xich yi) sy ol que
puede agregarse como cuarta columna que debe ger 1lgual a la suma de los trea primaras.
XV, 114 APLICACION DEL t DE STUDENT 4 LA VERIFICACIDN DE HIPOTESIS SOBRE m. Es evi -
déhfe que 1a teorfa de estimacién. por intervalos est{ muy ligada a la teorfa de veri-
ficaéiénvde hipdtesis. En el caso corriente, en que mediante la realizacién de. un con
Junto reduoido de médiciones se trata de'verificaf si una clerta magnitud (1ohg1tud;pg
80, composicién quimica, etc,) es la que establece una clerta especificacién; y‘se ad=
mite4qdé'los efrorés accidentales se distribuyen. normalmente en torno al verdadero va
lor5 basta formar la expresidn del t determinahdo p - la regién crftica para
un nivel de significacidn que mide la probabilidad del error de primera olase (recha -
zar la hipétesis cuando es clerta, segun lo definié en el Cap. X1v, pérrafo 3), la que
corresponde a.los valores de t mayores en valor absoluto que tpz

Gx-m >t

(15.35)

Introduciendo el m de la especificacidn, y el X de las observaciohes,J se
rechazard la hipétesis cuando se veriflca la deSiguaIdad‘anterior.-_
o Pero a diferenéia con lo que ocurre en el caso de la estimacidén pofvinﬁervalos,
en lé‘verificacién dérhiﬁotesis exlste el error de sé;unda‘clase'(prObabiiidad de éceg
tar la- hipétesis ouando es falsa), y se han comstrufdo grﬁficos de uso sencillo, que
permiten establecer el nfmero de observaciines necesario para detectarlo con una’ probg
bilidad dada, en funcién de dos niveles de significacidn (p =0,05 y 0, 01) y de la dife

rencia entre m y otro m', como el gfafico 10 de la coleceidn (27).

XV.12.~ SIGNIFICACION DELA DIFERENCIA DE DOS‘PROMEDIOS. A menudo ocurre que no se ‘tra
ta de verificar si el resultado de un conjunﬁo de mediclonss es cbmpatiﬁle con la hip§
.tesis de que m v tiené un clerto valar, sino si es compatible con el m determina
do mediante otro conjunto.de oﬂservaciones, el/qie ya no serfa un nfmero exacto, sino
an: intervalo. Estevprobléma,veniréalidad,Ves un ensayo de homogeneldad que‘podria engn

clarse.como la verificacién de la hi pétesis nula. (nohay diferen.-
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4cias éntre los primeros pardmetros de las dos leyes normal os que en cada 0as0 se supo="
ne que siguen las observaclones). En el caso de un labora torio quimico, consistirfa

en determinar sl dos muestras de un cierto producto presentan la misma pfoporci6n da

an cierto componente, y se trata de distinguir sl una diferencie entre los promedios

se debe simplemente al hecho de que el promedio de las observaciones és una variable ’

‘aleatoria (diferencia no significativa), o si existe una diferencia de composici6n (dt
ferencia significativa). ) : '
"En el caso en que se puede admitir que el <r2 de 1a} dos 1eyeé'normales es igual
el problema se reduce a una aplicacidn simplg%del t de Student (mediciones reali-
‘zadas con el mismo procndimiento ¥y en Ias mismas condiciones) '
Aunque:no.se conozca exactamente e; valor de m , la hipdtesis nula permite a f
afirmar que es- el mismo, y hay que formar el t cofrespondiente a la diferencia de
las dos ieyes normales, la Que tendrd un m'= 0 'y una varianza iguai a la suma dev lds
varianzas (la diferencia de dos leyes normales es un caso especial de la suma, tratada
en el Cap. X, péirafo 11) en que 1os m se restan pero la elevadiGn‘éi tuadrado man
tiene la suma de las varianzas,como resulta de (10.38)).
Por lo tanto, la expresién homéloga de (15 10) tendrd en el numerador la diferen
cia.(xl-xa), porgue por hipdtasis ml-m2=:0f Bl estimador de la varianza serd un po
co mas complicado. 81 en el primer'cago se han realizado nlzobServaciones, y'.n2 en 4
segundo, la varianza de la diferencia de los promecios serd igual a la suma de las va
fianzes, que en la hipéteShide.igualdadyde estas fltimas es:
,(_q_-f*,_i):(nﬁ-na)vq,a | N
By By T\ Tamy S \
e 5. o

Para construir un estigiador insesgado de G_, conviene utilizar todas las obser

(15.36)

vaclones, con 10 qué se disminuye la varianza y se tiene una estimacidn més precisa.

L

81 S, - es . la suma de los cuadrados de las diferenclas entre las observaclones y su
: 5 . . . . ;
promedio en la primera serie, y 8 'es la suma de los cuadrados homélogos de 1a segun
2 . o ' 0

la, aplicando el mismo proéedimiento que en el Cap. XIII, pérrafodli, se tiene;

2 4 2 . i 2 2
:15037) E(Sl + 82) b~ (nl -1) T + (n2 - 1) Y - (nl X n2 - 2’) T .
Tenlendo en cuenta (15.36), ig'e§pre S ’finel serds
' nn_ ¥ -%
15,38) _ t = 12 (o 4n,=-2) 2 __2

la que corresponden (nld-n ~2) . grados de libertad, lo que se*demuéstre medliante et
(ama de FISHER citado en (Xv.'8), o bien directamente por las propiedades aditivas del

di~cuadrado que. siguen las sumas de cuadrados (Cap. X, pdrrafo 12 y Cap. XV, pérrafo :
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2)s 91 el valor absoluto de. (15.38) supera el tp fijado medsante el nivel daigigniﬂg :
cacibn y los grados de libertad, se rechazard la hipétesis nula, en cuyo caso se dird
gue la diferencla entre los promedios es significativa. “En caso contrarlo, se acaptpi

la hifétesis nula, y la diferencia no es significativa,

XV.1l3.~ Como ejempld de apiicacidn de (15.38) es 1nt6reaahte discutly la serie de'ahé
11sis realizados por Lord Raylelgh a fines del siglo pasado. L
Determinando la. densidad del nitrégeno proveniente de compuestos_quimicos, obtuvo

la silgulente serle de resultados:

Fecha Compuesto de origen Ndmero de determina- ®
T Ce : clones e )
Wov.Diesl893 " oxido Nitrico Lok . 2530007
Dic, 1893 ° © . 0xido Nitroso ' -2 L 252990k
Erero 1894 Nitrito de Amonio - 2 2,293

En todos los casos se uti]izd como agente reductor el hisrro y las dos prihéraé o
series de medicionas eran ostensiblemente compatibles, superponiéndose los 1nt9rvalos
da variacidn entre las mediciones extremas de cada sarie, de manera que no habia motim‘ ‘
vo apa:ente para no adoptar el promedlo general = 2,29956 como una determinacidn naé
precisa. o o

Pero con anterioridad (agosto y setiembre de 1892), habfa realizado otra determi-
nacién de la densidad del nitrégeno partiendo del aire y utilizando como agente ‘raducs
tor el cobre, la que dié un resultado que aparacfa como mayor maﬂ, ,31025, s la serie

de cuatro mediciones entonces realizada no se superponfa son eL conjunto’ de las medicm'

\nes posterioreso

Ante esta dificultad, Lord Rayleigh, hizo una nueva determinacién a partir del al
re en diclembre de 1893, pero usando esta vez el hierro como agente reductor,rxa ‘que
did un valor m3-2 $3L00%,y en enero de 189h la dltima a partir de un compuesto quimi-‘

¢o', 1a que era compatible con las dos anteriores, Como la §1tima determinacién a par

tir del alre era superior al promedio de las tres determinacionaes quImicas-mo::2,299hZ

Se considerd significativa la diferencla, y se iniclaron antonces las investigacibhes
que condujeron al descubrimiento de los gases raros. . o

| Modernamente, un analista que utiiizara‘prbcedimientOS'estadisticos, interpreta -
rfa los resultados medlante el t s en elhsupuqsto que admitiera que las detérmida-
ciones a partir de compuestos qufmicos y la dltima a partir del aire tenfan el mismo

error experimental.

Multiplicando por 100,000 los Valores de las observaclones para hacer desaparecer
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las comas, y calculando las sumas de cuadrados de las diferancias con los promedios, se-
tienes ..

: 2 2 .
(15439) . _ s° =133.152 32 = 538

y el t serfa:

(15.40) -~ '__\1 _.3.2.:.(8 - 2) ?1’?5%" = 14,9
90

Utilizando la tabla IV de CRAMER (3) para 10 grados de'libertad, se puede comprobab

qhg el valor excédido con pi= 0,001 es 4,587, muy inferior al obtenido, y 1a‘diferéndia

entre 1o0s promedios es altamente significativdy

XV.1b.- VERIFICACION‘DE HIPOTESIS SOBRE EL COEFICIENTE DE REGRESION., ANALISIS DE VARIAN
ZA. EBn el equuema descripto en (XV, 9), si el coeficiente de regresidn es nulo, se pua-
de admitir que las leyes normales no dependen de un pardmetro (por ejemplo el tiompo),
lo que pupde constituir una conclusién de la mayor 1mportancia en numerosos campos dq in
vestigaciéﬁ. .:’ -

Una manera de verificér la hipdtesis nula en este caso serfa calcular ei intervalo
de confianza del. coeficienta de regresién, mediante (15 35), aceptandola 81l incluye el
eero, y rechazandola ‘81 no lo’ 1ncluye.,

Pero tanto para el coeficiente de regresi6n como para el coefieiente de correlacidn

(en gste §1timo caso interesan ademds los valores +l y -1 como fndices de dependencia),
si el pdmero de 6bservaciones as reducido la loy dé probabilidad‘deglos estimadoreé s
muy ablerta, y es posible liegar facilmente a conclusicnes falsas (aceptando la hipéte~
sié de 1ndependencia o de dependencia cuando ‘son falsas).

- La disgcusién desde el punto de vista de la funcién de potencia es complicada, y. por
otra parte conviene encontrar procédimientos que -sean también apiicables a casos mds com
‘plejos (como podrfa ser, en el ejemplo del nitrégeno que se acaba de discutir, verificar
-la homogeneidéd de las tres dbterminaciones a paftif de éompqestos éuimicos)._ En espa'
orden de ideas, es de fundamental’ 1mpoftahcia el métododel andlisias 4& e
vari anza inventado por R.4.FISHER, y que consiste en comparar entre s{ diferen
tes estimaciones de 15 varianza, rea;izadas de tal manera que, en caso de exiatir, denun
clan los efectos que se investigan.

El método depende de la circunstancia de que el coclente de dos estimacionss de uma

una.misma varianzas ' S2
Sy

es, recordando el resultadéo obtenido en (XV.2), igual al cociente de dos variables alea=.

torias Ji cuadrado, de orden igual al de observaciones menos uno que intervienen en cada
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estimacién, y divididas cada una por ese mismo orden:
(QsM2) | Fros ool

X
-y
La ley de probabllidad de este cocliente, se calcula de la misma manera que en el

"caso de la ley de Cauchy y del t de Student, formando la funcién de'distribucidn conjup

ta e integrando a 16 largo de la recta sobre la cual F=cte., y raéulta evidentemente

independiente de los pardmetros de la ley normal, por 1lo que es una ley exactka sucepti
ble de ser empleada para un nimero reducido de observaciones, y ha sido tabulada (ver”‘

CRAMER (3), tabla V).

' v )
El procedimiento consiste en obtener dos estimaclones distintas de la varlanza, des
compdniendc sistemfticamente la Suma de:cuadrados. For ejemplo, en el caso de vekificar‘

si1d¢ tres serles de determinaciones de la densidad del nitrégeno a partir de cofipues-

to§ §uImic6§"§on'hbmogéheas, se forma la suma de loz cuadrados de las diferencias-de las

observacliones con el promedio general:

P W W

en"doﬂdé "i Ihdipa la gerie de observaciones, y J las observaciones dentro de una

serie,

Esta suma de cuadrados se descbmpone introduciendo los promedlos ii de cada serie, .

\
_10 que teniendo en cuenta ‘que los dobles productos se anulan, conduce a

(A1.5 L) Z(x - x) = ZZK -xi) -l"Z - x)

La pfimer suma se utiliza para estimar el error experimental, rues consiste .en dim_
ferencias de observaciones con el promedio de su serie, pero la segunda as uua estima =
cién de 1la varianza de los promedios, o sea, de la posible falta de homogeneidad de las.

series.

El ndmero de los’ grados de libertad de estas dos estimaciones resulta de la propie 3

dad’ aditiva, ya empleada en la signiricacién de la diferencia de dos promedios, calcu -
lando primero los grados de ‘libertad del total (n-l), luego los de los promedios (ndme
ro de grupos menos 1) y finalmente los del error experimental por diferanciaz
' Grados de’ libertad de la diferencia.
entre series( difarenoia de‘promedios) L2
Grados de libertad dentro de las se-

ries (ernor experimental) P "~_"_ 5

‘-‘Gr_advos ‘de l‘ibgrtad' de la suma total - 8 -1=7 "
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Este .mdtodo, en cuyos detalles no podemos entrar, ha dac’o lugar a la extensa e lmw
portante teorfa del p laneo de experimentos, © sea al estudilo
de los procedimientos para disponér las experimentaciones a fin de poner en evidenoia

-'1la posible existencia de efectos variados (a).

XV.NOMAROS DE AZAR. Los métodos de iAferencia estadfstica brevemente reseflados en los
dltimos capftulos parten del supuesto esencial de que las observaciones slguen una ley
de probabilidad., | | _

‘A menudo, como en el ejemplo reiterédameqte'ﬁ%ado de la emisién de partfculas radio
activas, el anélisis del fenlmeno permite conjeturar racionalmente la validez del su =
puesto. B

Pero tambidn es frecuenyé‘el easo en que las«obserVaciones deﬁenden de un proceso
de_eleccién en el cuai interviene el bbseryador, como ocurre cuando se trata de extreer
una muestra reducida de una ppblecién mfs amplia, en la inspeccién de materiales o en
1os relevamientos estadfsticos (ver Cap. 1V, pdrrafo 8),

Los probabilistas de los siglos XVIII y XIX, perfectamente cosnclentes de esta dif
ficultad,'la resblvian estudlando solamente las extraccionss de bolillas de urhas o bo-
1illeros, segun ciertas reglas que garantizan que las observaciones siguen una ley de
probabilidad (mezclado de la urna, etc.), y en cuanto a las aplicaclones prdcticas, su-
ponfan que podfan asimilarse a las extracciones de bolilleros,

Pero la forma efectiva de realizar esta asimilacidn puede ser muy diffcil. Si se
_'tratg de inspecclonar una partida de materiales, =s muy claro que serfa absurdo colocar
todos los integrantes de la partiga dentro de un bolillero paré hacer extraccioﬁes. Més‘
racional pérece asignar un ndmero a cada elemento, y emplear un bollllero con bolillas
humeradaé, lLa extraeccidn de una boiilia con un nimero implica la eleccidn del elemento
correépondiente. V

Este método tampoco es nuy/Operativo, y la sclucién se encontrarfa si se dispusie-
ra de ung'tabla<en la que los nimeros se encontraran "al azar'. El-sentido preciso de
esta expresién serfa el de que los digitos se encontraran en la tabla con frecuencias
relativas compatibles con.la hipétesis de cada uno tiene igual probabilidad de:apari =
eién. | -

La éonfeccién,de una tabla de esta tipo no es tampoco problema simple, Una prime=-

ra tentativa, bastante exitosa, se debe al estadfstico inglés L.H.TIPPETT, el que empl«

(a) Ademds de la sucinta exposicibn del pdrrsafo 16.4+ de CRAMER (3), es sumamente inte-
resante el libro de R.A.FISHER: "The Design of The Experiment" del que exlste una tra -
duceién castellana (B.I,E,T.A. Rosario).

Una introduccidén bastante amplia a esta teorfa se 'pusde ver en R, ANDERSON & T.A.
BANCROFT:"Statistical Theory in Research"; New York, McGraw Hill, 1952, Tamblen se -
puede consultar la obra de H, de QUENOUILLE,, citada en el pdrrafo XIV.5.
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ndmeros cuyo brden de aparicidn no guardaba aparentemente, ninguna relagidn, como oeu-

rrfa con las columnas de ndmeros de estadist¢cas comerciales del Reino Unido, y confea

-elond asi una tabla de 40.000 digitos. La 1dea’ puede ser utilizada an ¢gso.dé que no .

se disponga de una tabla mejor, empleando por ejemplo las dos columnas cantralas del

'grupo de cuatro que en una gufa telefénica indican el ndmero de un abonadc, pues la or.

denacién alrabética rompe, aparentemenfe, ﬂaalquier regularidad en la atribucién de ai
chos ndmeros (ro conviene utilizar la {ltima columna, pues los conmutadores se indican

con unos pero incluyen lfneas a las que corresponden otros dfgitos, los gue aerian asi

'menos frecuentes, y en la primera, en algunos sistemas telefénicos los numeros que co-‘

_ mienzan con cero se reservan para lineas de prueba,’ de comunicacidn interna, eta, que

no figzaran en-gufa).
‘ Tablas mas seguras son las de KENJALL y BABBINGTON SMITH, referidas en (29), las
que son més extensas que las de TIPPETIT (contienen 100.000 digitos), han sido comproba'

'dgg.mediante cuatro métodos distintos de verificacidn de hipdtesis, y su mecanismo de

confeceldn parece dar mayor seguridad de que estan realmente al azar (en efecto, una

sucesién de némeros puede dar resultado favorable a un método de verificacién de hipé-

tesls, pero ho a otro,. .y de hecho los cuatro millares que:no resultaron satisfactorios

en la tabla de KENDALL verifican satisfactoriamente algunos de los métodos y otros no).,

Estas tablas, debido a los diversos procedimientos de verificaciédn empleados, deben
utilizars@ solamente leyendo los nimeros en el mismo sentido que si fuera un texto as
eritoy ytampoco deben romperse, -casos de usar grupos de dos o de cuatro dfgitos, los que
" estan indicados. '

51 de una poblaeidn de'SOIelementos se desea extraer al azar una muestra de cinco
elementos, se asigna a cada elemento un nfmeéro. A cada ndmero de orden.se le asigna a
su vez un grupo de dos dfgitos (hay 100 grupos de dos dfgitos, desde el 00 al 99), ¥y
se 1o eligen los elementos que corresponden a los cinco primeros grupos de dos digitos.
Por ejemplo, los cinco primeros pares de dfgitos de la tabla son’ L
o 23 15 75 48 59

Haciendo la conveéncidn de asignar a cada nimero de orden los due corresponden a su

.doble menos uno y ol inmediato inferior, estos cinco primeros grapos dé dos afp tos co

rresponden a * .
12 8 38 25 30

“por lo que se eligirén como elementos de la muestra_aquellos a los cuales correspondié

esa 1dentificacién.

;En las tablas se dan las referencias relativas al método de constraceibn, el tipo

de verificacién de hipétesis empledos, los millares excepcionales, etec,, de todo lo

cual conviene enterarse antes de usarlas,
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7 h-n 0880 de usar sisteméticamente 1a tebla para extraer muestraa al azar, conviene
»en lo posible no repetir los ndmeros anteriormente empleados, para evitar posibles oo
rrelaoiones (de ah{ el interés de que la tabla sea: extansa). »

Tambien se’ hqn construfdo tablae de nﬁmeroa de azar, en 1as ‘que los digitos estan
_distribuidos normalmante, para simular una ley normal (referidas en (30)), 1as que sonﬁ
de uso constanto en una variedad de problemas estadisticbs Y de investigacién operati-

va.




KB)

',’)\’l’éi i A

(6)

(N

(11)
(12)
i(13)

(14)
(15)

,(;6)
. an

(18)
(19)/ 1

(20)

225&

.New quh

:

T
-A FISHER "Th Mat matical heory of Pr lications to Frecuen
] {,-,. i R § s b A & M £

cy Curves and Statistical Methodﬁ; New Ybrk, Macmillan

":' ! B LY Lt A e
Cambridge, Addison Wesley, 1954,
H JEFFREYS:"Theory of Probability"

dom Variables"

Oxford, Oxford University Press, 1939,

J.M.KEYNES:"A Treatise on Probability" London, Macmillanh 1921, )

A, KHINTCHINE:"Asymptotische gesetze der Wahrscheinlichkeitsrechnung" (Ergebnisse
der Mathematik und ihrer Grenzgebiete), Berlin, Springer, 1933,

A. N.KOLMOGOROV:"Foundations of the Theory of Probability"? New Yor, Chelsea,1950,

P.S.LAPLACE: "Theorie Analytique del Probabilités" Paris, 1820 (vol., VII de las

obras completas).

'P;LEv23vCaiou1-degrprababilités",'Péris, Gauthier Villars, 1925,

P.LEVY:"Theory de l'Aditien des Variables Aleatories"; Paris, Gauthier Villars,
1937, )

M.LOEVE:“Probability Theory", New York. Van Nostrand, 1955,

MARKOYF ¢ "Wahrscheinlichkeitsrechnung",Leipzig, Teubner, 1912,

R. von MISESz"Wahrscheinliohkeitsrechnung und ihre Anwendung in der Statistik und

Theoretische Physik" ‘Leipzig und Wien, Deuticke, 1931.



(21)
(22)

(2

(25%

(26)

7y

(28)

(29)

(30)

(31)

~
o n oo a o o nno

'A.M.MOOD:“Introduction to the Theory of'Statistibs“;'MdGrEwbﬁiii}Vﬁew Yofk,l9§0.

£.5.PEARSON and H,0.HARTLEY:"Biometrika Tables for Statistiolans" Cambridge,

n r) owa g 0 ©'n

&
" I a’,n a o a0 oo
n an 0
0w o0
,,on

6o a® o

, » 216
H.RICHTERz"Wahrschéinliohgetstbeprie",_ger};g, Springer, 1956,
J.VWUSPENSKYz“Introduotion to Mathematioal Probability", New York, MoGrawHill, \\\\‘;

1937. ' -

I. TODHUNTER-"A History of. the Mathematical Theory of Probability", New York (re
' impresidn), Chelsea, l9h9 o R “

o

1I. ESTADISTICA

F.N. DAVID:"Probability Theory for' Statistical’ Methods" Canbrids ; Cambridge Uni
versity Pfess, 1951. : ¢ ""’f””"';f”"'
B.W. LINDGREN and G.W.MOELRATH:"Introduction to" Probability and’ Statistics"

New York, Macmillan., 1959.

I1I. TABLAS Y,MANUALES

- Cambridge University Press), 1956. ‘ :
M.G.KENDALL and B;BABINGTON;SMITHJ"TabléS'Of~Random“ngplingiNumbérS" (Trgcts f

for Computers, Ne XXIV), Cahbridge,vcsmbridgéﬂUniverSiﬁy‘Press;w195h:
H.WOLD:"Tables of Random Nomal:Deviates" (Tracts for Computers, NnxxV), Cambrid

‘gey Cambridge University Press. ' EERTR
A.S.T.M.1"Manual on Quality‘Cohtrol of Materials",

H.G.ROMIG:"50~100 Binomial Tables",?Néw'Yofk,fthn Wiley, 1947y i .00




217

INDICE
INTRODUCTION
I', LoS Fendmenos ALeatorloSe o o o o o o o o o o o o o o o o o s o o o s o
. PRIMERA PARTE
AXIOMATICA ELEMENTAL Y TEOREMAS FUNDAMENTALES

II. Axiomdtica para-s;stemas finltos de SUCESOSe o o ¢ o o ¢.0 o o ¢. 6 s o &

i{I. Teoremas fundamenNtaleSe. o o o « ¢ ¢ o o ¢ ¢ ¢ o 0 & 6 6 o 0 s o o o o @
SEGUNDA PARTE

TEORIA DE LAS VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

"IV, - Sucesiones de Bernoullll y.variables aleatorlas binomiales. « « « . &« .
VV;' Adicién de variables aleatorias. Leyas de los Grandes Ndmeros. . + . .

"VI. Teorema de De Molvre y Laplace « « o o ¢ « ¢ ¢ o o o o . e i e ¢ o o we

VII. Ley de Polsson. Variables aleatorias numerableS. « « o o oo o o o o o
VTII:Teoremg central-del limiteo e« o o .~. e 9+ & o & @ ©o & & '8 « o e e. 0 e

IX, - Cadenas de Probabilidades. Sucesos dependlentesS: « ¢« « o o o o s o o o
: " TERCERA PARTE

TEORIA DE. LAS  VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS .

‘X, Variables aleatorias unidimensionales. . « . ¢ o o « o o ece o o o .

XI. Teoremas limites.para variables aleatorias continuas: « « o« o o o oo o o

XII.Variables aleatorias multidimensiondleSe « o o o sce o o o o o o o o ¢ o

CUARTA PARTE

INTRODUCCION A LA INFERENCIA ESTADISTICA

. XIII} Estimacién puntual. ® o 0 4 s e se0es o s @ s 0o e 6 0 & e o s o s o @

XIVQ Verificacién de hipétesis. e ¢ o 06 o & o o ' 6 o o o o G e o e e o .

\\XV. Estimaeidn por intervalos, y problemas CONGXOS o o.« o o o o « o o o o

P

Al

RefGTQHCiaSAbibliograficas e o .4.—. e o s. 0 e o e o & 8 * 9 s o o o o

11
25

49
63
73
83
91

111

139
151
155

163
183
197

‘215




o

'
Y
A
;
/




Pag.

7

7

1k
1k

30
32
72

74
75

75
78
80.
92
92
94
101

103-
105
- 108
112
116
119
129
129
' 134

- 135

linea

18

33

20

12

;27

| ﬁb,

22
1k

28

ultima

17
15
17
24

8
11
32

8

Brratas advertidas

Dice
de L
37
la situacién
‘ sumé 1l8gica (AtB)
par y multiplo de 3
Co\n
*+(=1) p(A,4,e004,)
y quedando ¢élulas

<5—:—

(r+%) 1og(;3>”

aproximada

= 0, 5

P ael’ e
n(ps + q)

g'(1) =
conjunto que valores
(v = a)3p [
3t EK .

' VON MISES (21)

Des
absoluto a
en- problema
(ver pérrafgmlxﬁ )
(o en grupos de letras)
(9.43)
(9.42)
04999 99
t-1, &, t 1

By
&

‘Debe decir

as de JL
‘ 37

la caracterizacidén de la situaclén

suma 1égica (A+B)
par'y del suceso maltiplo de 3
=1 p(a45,..4,)
' y reuniendo células
Pl
52
.u+#)1wti)
(2 sl
npg npq
creclients’
np =5,

<r-ng
Vapq

n(ps i-q)“':L
g'(1) =
conjunto de valores
- .
| 3L VoK l :
VON MISES (20)
pij
-absoluto a
- en el problema
(ver pérrafo 1X,5)
(o grupos de dos letras)
(9.4k)
(9.43)
0,999 999

t-l, t , t¥1



| . .
|

|
|
K |

|

-

|

- B R Impreso en los talleres del Departamento

de Biblioteca y Publicaciones de la Fa-
cultad de Ciencias Exactas 'y - Naturales.




R
‘o

e

- %2
%4

o .52

‘75

®
@

i :5]‘,‘

T4

78

79 -
T

LA

16 -
8

e

12

15

mnn.:nizdm

YTy ge puode !‘omu
euqtro -
‘P(B,-PC(A). w
PAB+0) WA

‘ .-. “devA" ’

~i.s.c0n B0 oon B,
’ corroaponde al:
.e» do ¥

{n 1)=esima.,,

)
n.ﬂ' I'l'vqn.

oo 808 ,01 “J'

| Byr) = ..._.QL._. P?q‘?"

‘ (nl(n-z-)l
a

‘. ,«--l._....n nu
g B {H-1) (p+q’

.H-

6 _‘p(n-r)"-(r-—l)q

- t P (riﬁr-ki’ .
E
HE-pl> &) o v
gt

, Pn( r) g’

ieee m 1‘- y one

s 2 (120,
5150
2
&
ses JZTTn .
By(r) = ... (m)
q

.{‘:.s repn ‘
v"“v‘nloroe elevadoa de u ,
T R4S tE6) =

L Pl4grge) s

iwee RP a,5 )

£ = 3—@42 :

VL10.~

WAMWWWE

DEBE DLQIRs

0es 8@ puadn‘form‘a'rgp"bhr '
ouatro: ;
P((B+C}/A) =

P((B+C).A)

ses COR A 5

~we. 00N B 0 con B"‘

’ corresponde el

... GOR A“ o

XIX

(n+1)-éeima, ..
S

Pp+g
nil T T

eer 868 61 A, .,
LJO

By(r) = =Bl p“q".“" R

rl(n-—r)l RS

n B

i T o L
g rl(n-r)l p,g (p+q)
p{n-r) "-(r+l)q e

.nrl ] 'C'o

= 301 w )30 &
Bisk -

i R (r)(r-k)z

’-.P(Ir--p|>£)<-¢, _252

—-Lz 5

(r,)'ﬂ o'---t
“nt ...JZTTr

e

n(r) = ... (-'2)

R PO

.le & Ir-pnl

: valoru clovadoa dc ‘n o,

910(4 {rse) =
_i..,npns)

‘t#m;



B4,

84

85

86

89
91

92

93

96
97

98

100

108

EELY

117

126
129

137

141
142

143

145

LINFA

12*

1

0%

3
5#

16

-

19
17
18

i

DONDE DICE;

«o.gubintervalog T, ¢

P?(y)'=. vavttv--o (I}-V--l) .ot

T
0 ;én que'el .., 1eyn;L
1 90n115 Voo 5
‘.”St\iden?' R

g
.;;;aetablédefee'ei"

s?'(a) ):p s" ~2(n-1).n
Al = s"'m + g""(1) = g'(1)

pun t 0 cerb .i.

Phw =55, elirmly .-

vee. = (pe q“*qe pu)
(8 35) ’.w..(.v_.‘v! d

valor abeoluto .y

(9.5) L
(9.5) L
(9.15)

ces ¥ iT' ala ;;.th,g

eaca l’e‘ a.: -

B S A ARTEr A ERCPORRR Y

Bﬁ

10
14*

F(x) = (1—x)q”1
016y TH =

@an T

o (B3T).0u

B DECTX:

ves subintervalos AT .

Fy(y)- -‘-'-'-"-*"’—-Q——L“‘ A

o sea‘qué es ..‘.ley;,A?l =
y cOn 22 .,
"Student”

5 ae estéblédereé
g"(8) = = P, ar“z(r-L)r
Ay = g" (1) - g (1) ¥ g (1) k'
punto us=cae T o
QW%u) =5 p‘e%EF'm)u
(peiqu_‘,qe 1pq)n
£8435) cuv = ol
pondlente de (8. 38)

(£ (e, f(a) Do

oou..'-"v

2o

valorvab561Uto'éf €y
(9.6) |

(9.6)

(9.13) \
ey T la Jov,

e e calera .

Vé’—l"—T e
FX) = ooens (1m0l ax,

(10.16) TV (n) '
(10,171 T*¥(n)
' _— . +k;iL-




. PAG.

145

147

148

151

152

187

..158.

159

165

167

169
172

153 .8 tgp'?‘L';""

LINEA  DONDE DICE:

2 R

3 IV(Q) =
13 (1¢.728)

10% (10,40 )+

4  L..= .-..="-——£!’~—;.-'_
O

™ {(‘P( )

LW u

5 lim (?(n))

ol

o agh

A\
9 tzp 8J -\’
n El(u(x-ml)+...

#
4 ,‘,}».‘.B...fv- G 2.?._.-*

-3 16 F/’u

s P o

e B ut-,o(‘ﬂ"] A

Gy
7z

2% ..Q ...+...-(m -d+ﬁm1)2

* xmay oy

9  .se haa

DT v

12 m® o6 d-r =

™ (3.04) G2

12 debe vinculapy, " ¥

9 esell 1] Yy a 3

‘dxdy = xdxdz

. TR

(e’

DEBE. DECIR:

2
'%E

a2k oF
a%%“E,

oy
P(w) = imw P(w) e

debe mantenerse la, notaeibn d en vez

de u e
el pgr(me“tro ‘e
voe B v-.u‘ ='.‘___j";;;! L_i____— e
e k E‘!@.
(1-21u}

g$n+2212 Lol

p(.,,) =

P aia B 54,

R f'f’('t)l
-.. v ¥ o(E-)J

y.-%0"

E(U(X-m] 1.

m = ves dp =
(13.16) @ 2=

debe vincularse. .. .I .

ya G

KXXAN | n

LG22

/2

.-‘-*,_;:,: = 30tp + 30 tzD = -h-— S ngzp +30

' _= i(tdp +V29)2 2p=ﬁ;; -QI:JT ;’;f*(tép + ‘I.;;»)E




PAG.

173

AT

175

176

177"

- 183

190

an
;}19,‘

BT

198

199

LINEA

B T T

% B aee (!1 -

DONDE DICE: - ST

qle...
cesprimer eaporansa.. .

falta en al texto antea ded primer

renglon
B mil:l.tu...
XIIT.10.=

-'XIIIill.

Qﬂ donde fn ‘ﬂlh

ceu L, ; 1)

XIILIZ.
IIII.ISq?,
+eoBn 4l pérrefo XIIT seu.s

oo o

HII.H.

ﬂ‘ﬂ IOQ - }(-,* ees ™ aee

: ...en 18 aogunda:

XIII 15.-— .

, o8 decir, .'ge dé...'

'(1404)

e .fndou. ve

tf.?; -gfll .J...

i e ey g

++:0p0a usar
s :}.$X=fz;}'
-~o:é;?wobnA

T ecea

.0.,.. QQ.. G

lden antarior

XIS~
B “. ,'é'n ‘;ﬁ'-o' oo "«u-p

DESE DECIR:'

ques,.
o+ e808UNAR espefanz‘_g?n._._.:
eliminar los dos ultimés renglones

La esperanza matendtioa del egtima~ -
dor de la varianza... _

’ E;ﬂllmitﬁo-o
XIIT12.- . -

‘XIII.35.=
en donde 1N 68 4. .-

LX) ...,p.S(l - 1) O s,
- a{_. g
XIII .']:4,"“. '
XIIIpl')'. o -
weoEn @1 pérrafo. ﬂ-l-I.].I “."_

5{::...

_5§= ,(xil-a(_-ﬁxi.)._ 0

ene € (15»39’

B0 B L K

'y 8 dodir, .1 ‘86 da...

U (1448)

“ee e grdos, .,

T:ﬁb?":..€12 if}b?

! . ]
2ee . ave aae

*ee’  Hee . g.,.u

: ...desean “Baf

i,g i ﬁ!l Q ae'e *
f+;gpi."iln

wga

Aczug'

i;. h’ono ‘

. = (x!—m)2

1dem anterior




204 -

206

208

LINEA DONDE:DIOE;
17_' ses = X ',.
k‘la‘ ¥y un s da-
-
19 oaaea xpl coe
* g
.14 =
K
{15.15) ;
(15.18)
(15.19) ;
15 t = in-l%
- o o .
g’ oo + 18y,
. P_ﬁ).
16 (15.9)
2 (15.9)
_1f T heyy €0 18 que 8e...
1 oooy"‘ 031& oee
4 ~ooo'rn°‘mﬁleﬂ‘ Qe o .
6 }'1 LAY Rk ooo*rv.o".’.,.-ooo'.= o}g
9 porque ¢l ntmero e .o
14 | S:xi .‘
B < T
‘# ‘ t .g-...‘_:_.“__‘?"‘
* omade ...
1* 1 cusdrado ..o
15 . (15.35)
1

-Cuando el numero de la linea este afeotaao por un astoriaco "'ﬂ

DEBE DLCIR:.

ky un 52 da~

o sea
g2

n

2 -
X8 = ...

falta en el Ultimo miembro dat

= heal ¥
t n~l A

ses * tpﬂ% ) = oo

no existe
no existe
ceey y:enfla‘eé}.,.
eee J 76y @8 la ...

oes noOrmales - 6 .

yits car B ,,,+...+ei oo B lans

Poorque el nunero T ..

Z(yi —_

t 8.,,. B

ioma'dea..
Ji cuadrado...
(15 54)

arsr*a hontar deade ol pié de la pédgina,

y debe comen




