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Este fasciculo consiste en le recopilacién y redaceién
unificada de las exposicicnes que se realizeron en el &g
minario que, con el mismo nombre, dirigid ¢l Profescr
J;an Dieudonné en el Centro Regiconal de Matemédtica para
Américs Latina en los messs de agosto, setiembre y octu-
bre del presente efic., Dichas exposiciones fueron resli-
zadag (aperte de les d2l propio Profesor Dieudonné) por
los becarios del Centrec Regional y corresponden, aproxi-~
madsmente, & l2s sigulientea paries del libro:

Primera exposicién: a cargo de J. Dieudonné (§ 1 y §2)

Segunda: Jean Dieudonné ($§ 3,56 y 7)

Tercera: Héctor Merklen (Uruguay) ($10)

Cuarta: José Luis Benza (Paraguey) (§ 11)

Quinta: Horacio Felicidngeli (Paraguay)($ 4 y Ap.III)

Sexta: César Carrenza (Perd) (§¢ 9,12 y 13)

Séptime: Roberto Veldzquez (Perd) (Ap. II)

‘Octava: Alongo Viteri (Ecuador)($ 8) y Héctor Merklen

(partes 1,2 y 3 del Ap. IV).

Novena: Jean Dieudonné (partes, 4,5 y 6 del Ap. IV)
Para ia redaccién del resto me he valido libremente del
tratado de Bourbski.

El Profesor Dieudonné, a quien se debe todo lo original
que se encuentre en este fasciculo, se impuso a si mismo
la ingrats tarea de supervisar y corregir la redacelén
definitiva. - Ademds, debemos agradecer especislmente a
los profesores de la Fsculitad de Clencias Exmctas y Naty
rales de la Universidad de Buenog Aires, Dres. Luis San~
tald y Cora R, de Sadosky y al Profesor de la Universi -
dad del Sur, Antonio Monteiro, por haber leido y criticg
do el manuserico, Finalmente, nosotros, logs becariocs
del Centro Regionsl, debemos nuestro agradecimiento al
Dr. Alberto Gonzédlez Dominguez, Director ?el Centro y Jg
fe del Depsriemento de Matemdtica de la Facultad de Cien
cisg Exactss y Naturales y en general a lasg autoridades
¥ personsl de esta Facultad, por hacer posible la publi-
cacidn de éste, nuestro trabejo.

Buenwa Alres, noviembre, 1961, Héctor XMerklen






CAPITULD O

INTRODUCCION

Desde el punto de vista actual, la geometris eleuenial en dos o tres dimensiones
se reduce al estudic de una forma cusdrétics ny degenerade sobre un espacio vectoriel

sobre el cuerpo R de 1os ndmeros reales. Como ejemplo ilusirativo basta pensar

el plano ejclfcdec como conjunto de pares ordenedos de ndimeros reslea (vectores sa -

lientes del origen) (a,b} entre los cuales estdn definidas les operaciones de gums

¥y producto por escalareg:

(a,b) + (¢,d) = (e+c , b+a)
X.(a,b) = (Mg, \b) (NeR)

Junto con uns forma cuadrética pogitive po degenersdas

2
[(a,0)} = &% + b2

que da el cuadrado de la longitud [(a,b)! del vector (a,b} o el cuadrado de la
digtencla del punte (a,b) el origen.,

Egta, ia primers, aparicién de la teorfz de las formes cuadrdtices en la mateméti
ca, y més concretamente en la geometria, date de les épocas griega y babilénica; ¥y
es practicemente la dnica (en esas épocag) ya que, por ejemplo, la nocién de griogo-
nalidsd, que hoy se nos asparece como ligada estrechamente @& la forme cuadrética bési
ca, era introducida en 1s antigBedad por medic de 1z nocidn de fngulo recte (que des

cansaba & su Vez en los conceptos poco cleros de 8ngulcs, rectss, ete.)., E1 "puen =~

te" entre los dog tipos de concepciones lo constituye el tgoreme de Pitdgorss.

ivego, el avance de la geometris snglitica con Fermat y Descartes mostré le Inti-
Da relscién entre les formas cuadrétices ¥ la teorfa de lgg cémicap (por ejemple ,
Fermat ya sabe que uné ecuacidn de segundo grado en 2l plano representa una cénical,
¥ Problemas de éste y otras teorias impulseron sl estudio de las formes cuadréticas
por sf mismas (por ejemplo, el probleme de la reduccifm de la ecuacién de una cdnica
a ejes principales condujo 8 la reduccisdn de una forma cuadrétice a suma de cuadra -
dos y = iz bisqueds de sug ejes respecho de una forma métrica). Moderﬁamente se ha
puesto en eviﬁ;r::cia gue las nocivaes de polaridad, elementos conjugadeog y tangentes
en las cénicas ¢ cufdricas son weros ejemplos de relaclones de ortogonalidad respec-

t0 de Tormas cuvadriticas distintes de le forma métrice {ef, Cep. IV, §11).
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El siglo XVII ve comenzar la geometris proyectiva, y, sobre todo cos Poncelet, se
pest luego a la geometrfs proyectivg compleds (de 1s cual algo se habis esbozado en-

tes con la aparicién esporddica de "puntos imeginarios®). Asf se comienzen a mani -
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fester los primeroa motivos que llevarfan luego el estudio de formas cuadrdticas so-

bre espaclios vectoriales generalies sobre cderpos de bagse también generales.,

Los dltimos pasos en la evolucién general de la geometrie, dspendieron esencisl -
mente de la epsricidn de la nocidén moderns de aplicacidn puntusl y de la nocidén de
Sdua}idad {que se refiere lusgo & la teoris Ge las formas pilinesles); tembién depen
dieron del nuevo enfeque de les propiededes métricag y proyectiveg, por una parte, y
de las geometrfss guclidenss y po gyelidianas, por otra. Asi se llegé al convenei -
miento 3¢ que tods la geometrfa clisics conpiste en el egtudis de propiedades 9 Te -
laciones enire iuverisntes o goveriantes de ciertog grupos (como por ejémple el de
las semejanzas): gp 1s tesis de Klein en su gélebre "progreme de Erlangen”.

Asf en ¢l dltimo siglo los trabsjos se encsminaron més bién hecia el estudle de
los grupog linesleg, ortogonaleg, gimplécticom, etc. (los "grupog glfsicos”) que apa
recian como lus grupos caracteristicos de las geometries métrica, proyectivas, o de
la geometris deil "complejo lineal"; y, en relscifn con estos estudios, se desarro ~
116 el estudic de las formas cuadrdticag y bilineesles asociadag & ellas {primero be-
jo 1la forma de "producto escalar® en el "célculo vectoriel") y también de las formas

seaquilinesies hermitianss, etec.

Ademds de ls tendencis generslizadore que distingue la matemftica moderna hgy ra-
zones nistérico-précticas para 1os sucesivos abandonos de las restriccioneg sl cuer-
po de eacalares y & ia dimensién del espacio. Es bien conocido el caso del pasaje
del cuerpo resl, R , a2l cuerpo complejo, C . A fines del siglo XIX, Hilbert y
aug émulog fueron llevedos, debldo a sus investigaciones en torno a log "fundamen =
tos”, a construir "geometrias™ de tipo completamente nuevo tomndél..guerpos_ més © me-
nos patoldgicos, parz dar ejemplos y contraejemplés apropiados ensu 'estudizO'de las
relacliones entre los diversos axiomas., Tembién, desde Galois, sé fueron introducien
do aplicaciones lineales con goeficientes y vgloreg en cunerpog primes finitog,lo que
1levé naturalmente al estudio de las formes sesquilineeles y cuadréticas, y de los
grupos clésicos, sobre estos cuerpos y sobre los cuerpos finitos en general., Y es
de notar que 10s grupos clésicos asi genemuiadoe aparecleron como importantes en
dominios variados de ls matexftica clasica y moderna (por ejemple en el estudio de
los periodcs de las in‘cegralés abelienas).

-0

En todo este 1ibro, nos limitsremos el caso de cuerpos cormutativos (generalmen -

te &2 ceracteristice distinta de 2} y s gspacios vectori'{ales de dimengién-finita. El

1ibro (execepto parte del spéndice IV} estd contenido (y en forme mée generel) en el
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texto, y/é epéndices y/o ejercicios de BOURBAKI: *"Eléments de Mzthématique®, Livre
IIs Algdbre, Chap. 1,2,3y 9 (especialmente este €ltimo).
. ~0=
BEQUISITOS
Como este 1libro estd destinado espediglmente & los profesores de engefianza secun-
deria, suponemos que el lector tendré cierta familiarided con el lenguaje de la mate
mdtica moderna, y que conoce }es conceptos y propledades fundamentsles del &lgebra ¥,

en particular, del dlgebra lineal, (#)

Procederemos a deacribir estos conceptos y mencionar algunasg de sus propiedades

ein cuidarnos exgesivamente del rigor ni de las demostrazciones.

Es sabido que se denomina ley de compogiciép (interna} entre elementos de un con-
Junto E a toda aplicacién f que asigna a cada par (a,b) de un conjunto de pa ~
reea ACEXE un elemento‘- f({a,b)le E . A es el dominic de definicify de £ ;
f£{a,b) se llams ¢l gompueste de @ y b por £ . Si A= Ex E uno dice que f
estd definida gn lodes paries o sobre todo E . Es cfmodo remplazer la notacién
f(a,b} por a ¢ b {2onde “¢" es un 8igno spropiado, ususlmente "+* ¢ "=" ), Las
leyes que verificen la condicitmt & v (bec) = (aeb) v+ ¢ (a,b,c € E) seo denominen
ganciatives y es costumbre notarlsg multiplicativamente; 1las que verifican: a g b=
*=hve (2,b¢ B) se llamsn gonmitatives y suelen notarse editivemente. Por lo ge
neral, las leyes de composicién se consideran extendidas a las familias finitas de
elementos en la forma ususl: - ayvapr...vgy = (...((g3raz)vag)r...)va;) , ¥ valen pg
rs lag leyes asociativas (resp. conmutativas) los teoremans generales de ssociativi -
dad (resp. conmutatividad). Por definicién, un elemento e € E es un glemepto Deu=
tropsra laley ¢ 8i ave=cea=a (aeE) (ycuando existe es necesariamen
te dnico). Se lo nota O , 1 , en notaciém aditiva, multiplicativa, respectivemen -
te. Los elamentos x , X' +ales que xvx' = x'vx = @ se llamen gimétricos; 8i

se nota miltiplicativamente {resp. aditivemente} se denominan jinversgos (resp. gopues-
toal).

Uns ley de composicién externg entre elementos de un conjunto - (dominio de
ggg,g,@_égr_gg) ¥ elerentos de un conjunto E es, por definicién, una splicecién £
que. o ciertos peres (= ,a)¢ SLxE hace corresponder un elemento f£(% ,a) e E . Si

£ eatf definida en tode . xE se dice que estd definide en todas partes.: En lu -
gar de la notscidén £(>¢,a} se suelea user les notacicnes o&a (6 o.a ) (multi-

pilcetiva 8 la izquierda) 6 ax (6 se.oc ) (multiplicativa a la derechs) 6 2™

{expononeciall,

(#) - 3
Para detalles, puede congultarse el libro de 4lgebra linesal de Cotlar~Sadoesky.
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' Dotar a un conJunfo E de una ggtructure glgebraica es, por definieién, definir
en E una o varias leyes de composicifn internas o externas. Sean E , E' , dos
conjuntos con estructuras algebraicas homélogas (por ejemplo dotados de leyes de com
pbsicién hom6logas que representaremos con la misma notacién vy bpara E que para
E' Ly £: E—> E' una aplicacién de E en E' , Entonces, f es un homo -
morfismo respecto de esas estructuras si "respeta" cada una de las leyes de composi-
cién en el sentido siguiente: f(a vy b) = f(a) vy £(b) ., Si hay leyes externas ,
un homomorfismo debe respetarlas en sentido andlogp., Por ejemplo, si estén defini ~
das sendas leyes de composici6n externas sobre E y E° con el mismo dominio de
operadores (.. , y se notan con "]" , el homomorfismo f debe verificar la con-
dicidn: (o] x) =-&x [ f(x) . Si £ es un hemomorfismo invectivo (es decir si
es un homomorfigmo biunivoco) se dice que es un isogorfismo de E gn E' y sl ade-
més es guryectiva (es decir es una aplicacién de E gobpe E' ) se llema igomor -
figno de E gobre E' o sediceque E y E' gon isomorfos medignte £ . Los
Jomomorfismog de E en E se denominen endomorfigmgg de E , y los isomorfismos
de E sobre E , aufomorfigos de E .
-0-
Por definicién un grupe G es un conjunto G munido de uns estructura algebrai-

ca de grupo, que es la que define en G una ley de composgicidy interna gsocigtiva ,
definida sobre G , con elemento neutro e , y ial gue (notada multiplicativamente)

cada elemento a de @ tiene un inverso, 2™t (que es necesariamente dnieo). Cuan
do la ley de grupo de G es gonmutativa el grupo se llema conmutative o gbeligno y

se nota por lo general aditivamente; en ese caso, el elemento neutro se designa con

O 'y el opuesto de a con -a .

Si H<CG es ggtable para la ley de grupo (es decir 8i a.be H cuando a §y b
estdnen H )Yy si aeH implieca a'le H , la regtriccitn a H de la ley de G
es una ley de grupo en H y se dice que H es un gubgpupo de G . Para céda xe G,
1a aplicaqidn que a cada a € @ hace corresponder xax"'l es un automorfismo de G
que se 1lama automorfismo lnterior (asociado a x ). Si el subgrupo H es estable
para automorfismos interiores (es decir si xhx'le H para todo he H ¥ cualquie
ra sea xéG)-aediceque H es un gubgrupo digtigeuidode G . G y {e} son
subgrupos distinguidos de G ; =si no hgy otros, el grupo se 1llama gimple.

Si se define xw~ y (x,y elementos de G ) cusndo ye xH = {zh/h € H} (#) dog
de H ez un subgrupo digtinguido de G , "~ ™ es una relacién de eguivalencia en
G tal que: Si x representa la clase de equivalencia de x , ysi G/H es el

conjunto de estas clases, entonces la aplicacién -x.-y' T ;:S; es una ley de grupo en

#)
( Esta notacién se interpreta asf: Si P(x) es una propledad que define conjunto,

{ x/P(x)} es el conjunto de los x que tienen la propiedad P .
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G/H . Este grupo £o denomina grupg cociente da G sgobre H . (Puede probarse

que para que una relacién de equiva}enc,ia *~" en G permita definir en esta for-
ma un grupo 3/H o8 necesario y suficidnte que "~s® sema de la forma ¥y ¢ xH doae .
de H es un subgrupo distingnido distinguido de G 1},

Se 1lama gentro de G al conjunto de los 2 tales que zx=xz (x € G) . Es
un subgrupo distinguido de G .

Si f es im homomorfismo (&e grupos) de un grupe G en un grupo G' (cuyos ele
mentos neutros designemos, mespectivamente, e , e' } se demuestrs que H = £l(er)=
= {a & B/f(a} = e'} ¢s un subgrupo distinguido de G , que se llams pdgleo de F .
El grupo G/H es isomorfo al grupe £(G) = {a'e G' / existe ac G %8l que £(a)=
= a’} , Jmdgen de G por £ . Mds precisamente, ese isomorfismo estd dado por
1s aplicacién T que se define asi: £(I) = £(x} .

Si Gl , G2 , son doa grupos, la ley de cemposicién definida entre elementos de
G, x 8, mediante: (a,b) —> (a;.b; , 8,.b,) {donde a representa el par (ay,8,)
¥y b el par (by,bp) ) es una ley de grupo y el grupo Gy x G, asi obtenido se
liema grupo producto de Gl por G2 . Esta definicién se extiende sin dificulta -

des a cualquier producto cartesiano l I {Gi} , donde eada Gi es un grupo.
iel

Se demestra que cualquiera gea la parte A- del grupo G existe un minimo sub -
grupo que contiene 8 A y que se 1lama grypo engendradc por 4 ., Este subgrupo eg
t4 Tormade por los productos I Xp. .o Xy (n natursl cualquiera) donde x3 €A 6
le € A . Los grupos engendrados por un solo clemento e denominan W y en-
tre catos, los que congtun de un mfimero firnito d¢ elementos se llsmn grupeg cicli -
gogs. Si H es el subgrupo engendrado por el elemento a € G y gi H tiene p
elerentos se dice que 2 gs un elemwnto de orden p de¢ G . En genersl, 8l G es
un grupo con un ntmero finito p de elementos este ndmerc p se llema orden de G.
Si 2 ez un elementoc deorden p de G , p es el minimo ndmerc natural tal que
aP=a,a8.,..a=e¢ .

P =0~

Se 1llams snillo, A , cualguier coajunte munide de dos leyes de composicién (in-
tem;as) Aefipidag gobre A {que notaremes con "+" y "." ) tales que la primerg
&9 una Jav de grapo abellano y la gsegunda una ley gsociativa doblemente Qigtributiva
respecto de la primera, En cirss palabras, & es un anillo si estén definidas une

®suma" y un “producte” que satisfacen los slgulentes axivwass

a + (b*) = {(g+b) +c ., al(b.c) = (a.b)e
a+b = b+a a.{(b+c) = a.b + a.c
37 0e4 tal que ¥ = Ota = a (acd). (ath).c = a.e + b.e

Fara cada a¢ &4 , existe =a 4 tal que at{-a) = @
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(Estas condiciones se suponen vdlidas para todo a , todo b , y todo ¢ en A ).~
En general; si a la segunda legy (progiucto) se le exige alguna condicién suplementa =
ria, el anillo mismo se designa con el calificativo cdrrespondiente. Por ejemplo,
sl el producto es conmutativo, el anillo se llama commutativo, ete.
-0
Se dice que un anillo K es un cuerpo si el conjunto de los elementos de K di-
ferentes de 0 es un grupo resgpecto de la "multiplicacién®™ de K. . Este grupo se

" designa usualmente con la notacién & =x- {o} . El elemento neutre de g* sug

le notarse con el gimbolo 1 y estéd caracterizado por la propiedad: a.l1 =1l.a = a
(cualquiera sea & K ). Ademds, por la misma definiecidn, dado a € K , existe

ale K tal que aat=agla=1 .

Se llams garacterigtica de un cuerpo K (si existe) sl minimo ndmero de sumandoé,
m , tsl que m.x = +o . = O pgra $ode xéK . Si x¥ 0O implice que m.x ¥
# 0 para todo m # 0 _se dice que K egs de caracteristica ¢ ,
-0
REFERENCIA A LOS PRINCIPALES CONCEPTOS Y TEOREMAS DEL ALGEBRA LINEAL
I~ ESPACLIOS VECTORIALES

Sea A unanilloy E un conjunto munido de ung ley de grupo abelisno (notada
aditivamente)} y una ley externa que tiene a A como dominio de operadores y que (ng
tada multiplicativamente) satisface las siguientés condicioness

Mxiy) = Az + Ay (A+p)x = Ax +ux Alpx) = Ou)x

{cualeaquiera sean )\,/u, en A ,¥ x,y en E)., En esas condiciones se dice

que E eg un médulo (g izguierda) con pespectog 4 , o, més simplemente, que E
es un A-médulo. Si A tiene unidad (es decir si la multiplicacidn tiene elemento
neutro) y si 1a vnidad, 1 , es tembién elemento neutro de la ley externa de E 3

l.x=x (x E) , sedice qi¢ E es un A-médule unitario. Los elementos de 4
suelen llamsrse egecal y, ¥ 1a ley externa de E se denomina entonces "producto

por egcalares”,

De acuerdo con la definicién general, un hogomorfigmo, h , de un A-mbédulo E

en un A-m6dulo E' es una gplicacién de E en BE' que verifica las condiciomes:
h(x+y) = h(x) + h(y) h(hx) = Ah(x) (x,y € E , A€h)
¥ se le da el nombre especial de aplicacidn linenl d¢ E en E'

Se 1lame homotecia de razén o € A a la aplicacién h, del A-médulo E en sf
misme definide por: h&(x) = &x . Es claro que las homotecias "respetan" la suma

de E (gon homomorfismos i'especto de la estructura de grupo abelianc de E ) pero

no necesariamente son splicaciones lineales porque h«(ﬂx) =(xp)x# (ﬁtx Ix =
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= ﬁho‘ {(x) . Para que todas las homoieclas sesn aplicaciones lineales es suficien-

te que 4 aga conmutativo.

. -
Se dice que E eg ug egpacio veghoplal (e igouierda) sobre K ai K es un cuer

poy E esun K-médulo unitarie. En los espacios vectoriales s6lo se consideran
homsteeies a las de razén X # 0 ., Ellas son automorfismos respecto de la estrue-
tura de grupo abeliano de E , y si o1 cuerpo de esealares, K , ea conmtativo,
gon automorfismoa de la estructura de espacio vectorial de E .,

En 1o que sigue se userén lus notaclones: M¥+¥ | H.N pare representar 1lés con-
Juntost

MM = {xvy / xed yeN} H.N = f}\x / XeH xeN-} HNCE

HCK )
S8 M y N son subegpacios vectoriales, M+N es el minimo subespacio que los con-~

tizne.

For dofinieidn, MCE es un gubespscio vectorisl de E si x,y £ M implica que
también Ax+uy € M cuelesquiera sean A,/.i_eK . Si se define xwmy cuando
x = y+H , se camprueba que "a " es una relacién de équivalencia en E tal ‘que si
entre 1as cleses de equivalencis, X,¥,... ge defines X +y =0y y Ax = -;\—;
(A& K} , se tiene en ¢l conjunto E/M de dichas clases de equivalencia una es =
tructure de espacic vectorial (eobre K ) que se 1llama gociente de la estructura del
espacio vactorial de¢ E por la del subespacio M . (Se puede demostrar que para
que "a " sea unz relacisn de equivelencia que permita definir un espacic vectorial
cbrziente en esa forma, es neecesario y suficiente que xmj sean squivalente a x =

= y+% , donde M es un cierto subespacio vectorial de E )

3% ‘_‘1 s EZ , scn dos espacios vectoriales gobre K , puede definirse en F._l_:r:E2

ane estructura de espa&cio vectorisl (sobre K ) mediante las :Wyeé:
(xlgxz) + (yl,y2) = (x1+~yl ’ XZ"Yz) H A(Xl,xz) = ()\xl , )Xz )

(AKX , =n,¥y1¢E , X,55€E, )} . El espacio vectorial E; x E; que resulta
se llema progucto de E; por E2 . Este definicién se extiende sin dificultades a
cuzlgeier producto cartesiano DI {Ei} , donde cada Ei es un egpacio vectorial
{sobre X )} . Il propio cuerps K puede considerarse, respecto de sus operaciongs

de suma y producto, como un espacio vectorial sobre si mismo., El espacio N« A% ¥
n

ga vopTasents o 12 notacldn B,

Qe

Comnzidepeuce uca Pemilia finitas { 1 } (143 <n) de subespacios vectoriales de
% . Supenzamos que cada x B admite ung ¥y gdlo una expresién de la forma: x =
Smy vt tmyy (mg€ ¥;) . En esas condiciones, se dice que E es sumg di-
racte 4s los subespecios {M;} ¥ se escrives B =M, @My @ ... @M, . En este cg
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s0, también es E 1isomorfo al espacio producto: Ml x M2 X eee X Mn (mediante 1la
aplicacidn que a (ml,...,mn)e Mix...an y hace corresponder m+...+my € E ., )

St E=M@N , sediceque M y N son guplementarios (entre sl). Se demues-
tra que para que esto ocurra es necesario y suficiente que E =¥ + N , y que ade -
més MAN = {0§ . En este caso, la aplicacién que & cada x & M hace corresponder
su clase ¥ en el cociente E/N es un isomorfismo de M sobre E/N . Por lo tan
Xo dos subegpaciog suplementsriog de uno migmo gon isomorfos entre si. Todo subespa

cio i adwite por 1o menos un suplementario N en E .

Si {)‘i}f 31 ©°una familia de escalares tal que gélo un ndmers finito de
ellos {)\i‘g jeg (J , parte finita de I ) son diferentes de O , convendremos

en representar la suma ZJ Aix; (donde {x;} j.1 es una familia de elementos
ie

de E con el mismo conjunto Ge Indices) con la notacién: ;I )\1:1 , ¥ diremos

€
gue es una gombinacidén lines)l de elementos de E (més precisamente: una combina -
cién linesl de los elementos X, €E ). Las combinaciones linesles de {x;} jc7
conztituyen un subespacio de E gQue es el mInimo subesgpacio que contiene la fami -~

lia {xi"; y se llama subegpscio epgendrado por la parte {xi} cCE ,

La femilia 511} jey o€ llama libre (y sus elementos, linealmente independieptes)
sl la relecién ;{SE-I AjXg =0 implica Ay =0 para todo 1€ I , Las familias
que no son libres se llemen lisgdag y se dice que sua elementos son linealmente de -
pendientes, Una bage de E es, por definici6n, wma femilia libre que engendra E ,
Todo espacio vectorial admite una base {ei} jex ¥ dos bases diferentes tiénen el
mismo cardinel, que se lleme dimengién de E .y se nota d&im (E) . Si {ei} es
una bgse de E , E es suma directe de la femilia de subespacios Ke; . En todo
1o que gigue de este libro g§lo congideraremos espaciog yectorialeg de dimengién fi-

nita gobre cuerpos cammutativog.

Si M es un sabespacio de E , entonces dim (M) ¢ dim (E) ., El ndmero natu -
ral dim (B) - dim (M) = codim (M) se denocmina godimensgicp del subespacio M (en

E). Si M y N son dos subespacios de E valen las férmulas de Grassmann:
dim (M#N) + dim (MaN) = dim (M) + dim (N)
codim (M+N) + codim (MnN) = codim (M) + codim (N} .

los subespacios de dimensién 1 y 2 se lleman, respectivemente, rectes y plangg ;
los subespacios de godimensién 1 , se llaman hiperplenos. Todo subespacio de E
eg igual a la interseccién de los hiperplanos que lo cordiene,
-
Si u es una aplicacién linesl del espacio vectoriel E (sobre X ) en el espa-

cio vectoriel F (sobre K j, u(E) es un subespacio de F y N = u"l(O) =
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= fxeB /ulx) = 0} , Bicleo de u ; eg un eubespacio de E . ElL espacio u(E}
es jsomor?o al espacio cociente E/N , y su dimensién se llama Zepgp de w ., En
tonces: vangs de u = dim (u(E)) = ecodimen (u™(0)) .

58 F=F & ...0F ,cada y€ F se escribe de modo dnico en la forma y=
=¥t *¥y (yy€Fy) . Sea pi laproecciénde F en Fy , es decir la
eplicecison (lineel) que a cada y T lpace corresponder su compongnte ¥y € Fi e
Ses ui le apliecacisn lineal que a cade X & E hace corregponder la cemponente de
ul(z} en Fy , es decir: u} = pf.u . Entonces u determina perfectemente las
aplicaciones u; y ademés: ulzx) = 2 pilu(x)) = § uj{x) . Reciprocamente, si se
dan n aplicaciocnes lineales %ui} donde uj : E—+ F, , ¥ se define u(x} =
= ; uj(x) , resulta que u es una aplicacién lineal de E en F y la "componen_

te® pjou de E en F; es justamente u .

Si en luger de supmer que F se descompone en suma directa supenemos E =
= Ey 9 ... %R ,ysillamamos p; @ le proyeccién de E en E; , entonces como
ulz; = u( Z PJ'(X) } = z u(pJ(x)) , 81 se pone uy = restriccién de u a EJ. , s8e
Ve que u Jdetermina ias u ¥ vale la expresién ulx) = Z uJ(pJ(xi) . Reeciproca-
mente 8l se dan @ 3splicacicnes lineales {uj} donde uy ¢ By > F ,ysise
define u{x) = Z ud(pj(x)) , Tesulta que u es una aplicacién lineal d¢ E en F

euya restriceidn s Eé es uj o

3i se supone simuli{snesmente que E = EL®...0E , F=F,08...8F a
primer razonauiento ge apiica 2 las u; que sm aplicaciones lineales de EJ en la
sume directe "F . Si se pome ugy = pj'_(ud(:;:)) (zxe EJ) se tiene que ulx) =
= [ 9% . x = .‘ . c E .

Z_‘_ 3{py(x)) §§ul‘j(p‘3(x)) (x ¢ E)

<
B particular, see f{eds sen

Entonces E es puma directa de las rectas Ke':l s ¥ F es suma directa de las rec-

una base de E , § {f3) 3.5, una base de F .

tas Kfy . Un elemento x¢cE (rea'p. ¥YeF ) se escribe de modo dnico en la forma

x=3 = 2 (resp. ¥y =§yii‘i }y los (x‘j) (respec. (yil
3

ordenzdag de x (resp. y ) respecto de la base (ej) (resp. (f4) ). Si u:

Ee~> F &g linesl, 1las u;j de antes son aplicaciones lineales de E,j en Fy ,

} se denominan go-

que son espaclos unidimensgiomales. Entonces Uy 5 est& perfectamente determinada

por los escalsres ay4 tales que: “id(ej) =a;fy 7 1a férmula de antes se escri-
be:

= L N =
ulz) = % = u(eJ) = §% x‘.l’*‘;‘_J(’eJ) - ;% 244 ) £

qus nay diee gue 1lms eoordensdas (512 del vector ¥y = ul{x} eon:

e Ted
Jid
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-Si se nota £ (E,F) el conjunto de las aplicaciones lineales d¢ E en F , se

le puede dsr una estructura de espacio vectoriel scbre K medlante lss definiciones:

u(x) + vix}

Aulx)

1

(u+v) (x)
(Xu) (x)

(A¢e XK , x€E , u,ve £(E,F) )

Si se hace corresponder a cada u ¢ L(E,F) la matriz M(u) = (ejyj) definida més
arriba, que tiene n filas y m columnas, la correspondencia u —> M(u} es una
biyeccion de &(E,F) sobre el espacio vectoriel de las matrices de nxm ¥y es
también un isomorfismo entre sus estructuras de espacios vectoriales. Naturelmente,
este 1somorfismo depende esencialmente de las bases (eJ) s (fi) . Si los vectores
!

x¢E , de coordenadas (x‘]) s ¥<F , de coordenadas (y se representan por mg

trices columnas:

xl ) yl 4
x& y2

x = . y = . 3
& 7" :

la férmila y‘i = § aijx‘? adquiere la expresién compacte (en notecidén matricial) si- E

&ientes

W

Mul.x = ¥
Si se nota con &(E) el espacio vectorial de las aplicaciones linesles de E
en E (endomorfismos de E ), vale todo lo anterior con la particularidad de que
las matrices son cuadredss de orden m . Ademés, puede definirse en X(E) una

operacidén de producto:

e

-

(uv) (x) = ulvix))

;
Nl

alt

que convierte 8 A(E) en un apillo (con unided) y tembién en un glgebrs sobre K

(ver mis adelante). Ademds la correspondencia entre endomorfismos y matrices es tem

bl

s

bién un isomorfismo para las correspondientes estructuras de enillo y de 4lgebras @

M(uv) = M(u).M(v} .

Se designa con GL(E) (grupo general linesl o grupg linesl) a la parte de L (E)
formada por los sutomorfismog de E , que es evidentemente un grupo r’espectb dei
producto de #(E) . Este grupo es isomorfo al grupo GL(m,K) de los automorfis -
mos del espacio K aﬁ;ﬁ“gg, y ¥ también isomorfo al grupo multiplicetivo de las
mstrices inversibies de orden m (ef. Ap. IV). Su centrc estd formado por les hemg
tecias de E .

(Para simplificar) llemamos determinante de un endomorfismo u de E al determi
nante de la matriz M(u) . (Se demuestra que si dos matrices representen el miemo
endomorfismo respecto de bases diferentes tienen el mismo determinante, de modo que
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1a definicién es formelmente correcta). La aplicacién u ——> det (u) es un homo .-
morfismo del grupo GL(E) en el grupo multiplicativoe ol ¥ el nicleo de este homo-
morfismo es entances un subgrupe distinguido de GL(E) que se designa SL(E) (grg-
po egnecisl linesl). EL subgrupo especial lineal SL(m,K) d&e GL(m,K) estd forma-
do (a menos de isomorfismo) por less matrices de orden m de determinante fgusl a 1,
-que ge llsmen matrices unimodulares.
Qe
Se designs con E* (dual, de E ) el espacio vectorigl de las splicaciones linea-

lesde B en K , 2£(E,K) , pare lo cual se considera a K como espacio vecto-

rial sobre sf mismo. Los elemertos de B’ reciben el nombre especizl de Lormag li-
nealeg de E .

Si, para cada x E , se define ¥(x') = x*(x} (x'€ E) seve que ¥ es uns
forma lineal eobre E , y la aplicacién x —> % d E en (E#)# = gF es una
aplicaciér lineal que (con nuestras hipdtesis) es también un isomprfigmo entre E y
E*¥ | Es Pécil concluir de esto que E° también es isomorfo a E » ¥ Que, en par
ticular, tiene la misme dimensiénm que E . (No obstante, no existe ningdn jgome;y -

Zigmo gesnénice ¢ natural de E sobre L)

Es uesual representar el escalar x°'(x) (x¢E , x'¢E) con la notacién
£x,x*> . La aplicacién (x,x') —> <£x,x'> del espacio producto E xE en

X goza @e las propiedades siguientes?

(xty , 2'> = <x,x'> + Ly,x'> (Ax:;'> = )\(X,!'>

Lx , ='Hy> = < x,x'> +<y,y'> CEAE'D> = AN xx'>
Yy por esc se llems forms bilineal epnénica sobre E ¥y E (ef. (1.1)) .

Sediceque x¢ E y x'F¢ o son grtogonales cuande <x,x'> =0 ., Si M
es una parte de E , y si M' es el conjunte de los x'e€ youl ortogonsles a cada
elemento de ¥ (ortogonales a ¥ ) ge cumple que- M' es un subespcio de E# que
g2 denomina el gubegpacio ortosonagl @ M ., Es claro que si MCN , entonces
M*3> N' ., Siademds M es un subespacio de E de dimensién p , M¥' es un sub-
espacio de E® de dimensién n-p (de codimensién pJ}y (M')' = M* es idéntico a
¥ (cuando se identifica E con E " mediante el isomorfismo canénico mencionsdo
més arribe). Ademds, velen las férmulas:

(M‘*N)' = M' N Nl
(M,N subespeios de E o de E° )

(MAN}® = M+ N

Para todo hiperpleno H de E existe une forma linesl xﬁ e B tal que
H= ?{{1(0) = ndeclec de xﬁ ¥ dos formas lineales que tengan =sa propiedad difieren

en un factor escalar consgtante (el ortogonal a un hiperplanc es una recta del espa -
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.elo duel). Reciprocsmente, cualquiera sea x'¢g E (x' #0) sumicleo H= x'"%(0)
es un hiperplsno de E . En este caso, la ecuscién x'(x) = O se denomina gcua -
¢ién del hiperplano H . Para definir una forma linesl que se enula en un hiperplg

no basta der su valor en un punto cuaslquiers que no esté en el hiperplano.

Sea (e4) unabasede E ,y x' ¢ ¥ . Podemos escribir: x'(x) = x'( % xiei)='
= Z'x"x'(ei) . Si se designa e] la forme lineal que a cada z E hace correspon
dezrl' su j:-ésima coordensda, = , ei(x) = xi , tenemos que x'(x) =
= Z-x'(ei)ei(x} = % x'iei(x) {poniendo x'i= x'(ey) ). De shi ge deduce que
(,-ei) es una base e E , que se llama bage dupl de (ey) . Ademés se ve que
x'(ei) = x'i es justamente la i-&sima coordenada de x°' respecto de la base dual .
Puede probarse que la bese dual (ej) de ({ej) en ¥ coincide con (ei) cuando
ge identifica E con ‘ E'¥ medisnte el isomorfismo cenénico x —» X .

_ -

Seen E , F dos especios vectoriales (como siempre de dimensidn finita) sobre Kj .
sea ue L(E,F) , e y'e F ., Entonces es claro que la aplicacién y'(u(x)) de
E en K es une forma lineal, x' , scbre E . De ese modo, para cada y'e F te
nemos asignado un x'e B . Esta aplicacién y' —z 2' de ol ‘en ol , €8 tam-
bién lineal, se denomina traspoegta de u y se representa con la notacién YW . De

acuerdo con esta definicién, Y2 ests determinada por la ecuacibn:
{xy 1:u(y')> = <ulx), y*>

Si H¥(o) es la matriz de u respecto de ciertas basesde E y F , la matriz
traspuesta EM(u) (que se obtiene de M(u) cambiando filas por columnas} es justa-

mente la matriz de ‘u respecto de lag bases duales en F* ¥y ul

II.- ALGEBRAS .

See E up anillo y A un anillo conmutativo con unided 1 . Por definicidn,
E_ es un flgebra gobre A si estd definida ademdés en E una ley de composicién ex-
terna (x ,x) —> e&x , con A como dominio de operadores (también llamado en es-
te caso anillo de escalares) tal que (xx)y = x(x );) = X (xy) y tel que 13 suma
del anillo ‘E y esa ley externa definen en E una estructura de médulo unitario .
El caso gue nos interesarf es cuando A es un cuerpo conmitativo, y entonces esa a1

tims estructurs hace de E wun espacioc vectorial sobre X

Limitémonos al caso en que el dlgebra E (como espacio vectorial) es de dime-n -
aién finita n . ZEntonces la muli:iplicacién de E ests determinada cusndo se cono
cen lcs productos de los elementos e; de-una base de E 3 ey 8y =§ >‘:I.Jk°1 . En
efecto: (}; xiei)( 7 y'jeJ) = ;Z (xi.Y“’)(eieJ) . Estos datos suelen disponerse en
un cuadrado‘que se dencmina igplg Ge mltiplicacidn del dlgebra E
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18T factor 2° factor
. el 82 ses " eJ. es e en
e . %?‘uk ey E Aok S § A1ik o
€2
ei - can % >\ijk ek vee ews
e

Si A es un anillo conmutativo com unidad 1 , se llama gxtenaidn cuadrética de

A a toda dlgebra E (gobre A ) que admite una base formada por dos elementos 1,u,
uno de 10s cuales es 1a unidad de E . La aplicacidn & —> & .1 que es biunivg
ca, permite identificar entonces a A con una parte de E , y entonces todo elemen

"to de E se escribe de un dnico modo en la forma: a + bu (a,b€ A) , El £lgebra

E esg conmutativa y su tabla de multiplicacién es de la forma:

2° factor
1 u
1%T factor
1 1l u
3 u wl = ¥ut+f

de modo gue el &lgebra E estd perfectamente determinada por la relacién u? =xu+f .

Sea K un cuerpo conmutativo de garacterigtica difergnte de _2 . En esae caso,

se puede sustituir el generador u de una extensién cuadrética E de K por un
elemento v de E tal que (1,v) siga siendo una base de E y tal que v =§¢ K.
Entonces, gi § 100 es un cusdradoen K , resultg que F es un cuerpo (el imver-

80 del elemento sa+tbv estéd definido por

1
a + bv

U - S - R
a2 - §1b° aa-ébzv ).
En cambio, st 6 = ¥2#0 (¥eK) , tomando la base
o = t@+iv @ = t-2v

que verifica las relaciones: e% =& , eg T e , &€y = eye; =0 , resulta que
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E es compuesto directa de los dos Cuerpos ' Kel . (isomorfos a K ) en el genti
" do de que todo elemento de E se escribe de modo tnico en la forma aey + be2 y
ademds: (aey+bey)(a'ej+b'ey) = aa'e) + bb'ey; . Elcaso ¥ =0 no nos interesa

aqui (cf.: Bourbaki, Alg., Ch. 2],

Si E es wne extensién cuadrdtica del cuerpo K ¥y se mantiene 1a notacién de an
tes; x = a +bv | etc,, se define el gonjugado X de un elemento x E mediante
la expresién: X = a = by . Esta aplicacién tiene las siguientes propiedades:'
x+x=28 ¢k ; £.X = a2 - sz €KX 3 x= x . El escalar xx se representa
con N(x} y se llama porm de x y tiene las propiedades inmediatas siguientes:
N{x) = N(T) ; Nxy) = MxN(y) .

-g=
'Sea A un anillo cormutativo con unidad y E un 4lgebra sobre A que admite
una base de 4 slenantos unc de los cuales €s la unidad de E ¢ l,u,v,w . Se ideg
tifica A con uns parte de E mediante la inyecclén & —> o¢.1 . Si ademds la
tabla de multiplicacién de E es de 1a forma que se indica a continuacién, se dice
que E es el glgebra de cuaterniones de A relativa sl par (o, f) y_ (1,u,v,w)

8¢ llems bage candnica de 1g misma.

2° factor
187 factor 1 u v w
1 1 u v w
u u ¥ w v
: (x,Per ,x 0
v v - g =Pu 2 ! @# )
W w ~xv pu -p

Dado x=a +bu+cev+dw € E , se llama conjugado de x 4l elemento X = a - bu-
-eov-dw . Laaplicacibn x—> X es una apiicacién biunfvoca, lineal e involu
tiva (es decir X =x ) de E en sf mismo tal gue. Iy =F X , es decir es un iso-
morfismo regpecto de la estructura de espacio vectorile d; E , pero invierte el or
den del producto. Tales aplicaciones se denominan gniigutomorfigmog de E . Tem -
bién valen las propiedades: x+ X =2aeld y xX=3x= 8% - ob? - pcz +°r{5d2
€A . Seusalanotacién N(x) = xX = porma de x = norms de X y también aqul

vele la propiedad: N{xy) = N(x).N(y) . Los elementog x Qe primera- componente na
la, es decir los de la forma x = bu + cv + dw , se denominan gugternignes purog de
E y (cuando A es un cuerpo) constituyen un hiperplano del espacio vectorial E

que se nota con la letra P . S1 A =X esun cuerpr conmutativo de caracterigti-
ca diferente de 2 , la condicién necesaria Yy sufici';nte para que E sea un cuerpo

(no necesariesmente conmutativo) es que x ¥ O impliea N(x) # 0 . En ese cago, el
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inverso de x eatd definido por: x':L = X/N(x) . BEste situacién se da, por ejem -
plo, cuando K es el cuerpo ’E de los nUmeros realesy &« ¥y p se eligen meng
res que O . El cuerpo de cuaterniones clésico se obtiene cuando K =R y o =P
= <1 ,y en ese caso es costumbre dedignar a la base canénica con la notacién

(1,1,5,k) .
III.- ESPACIOS AFINES

Sea E un conjunto sobre el cual opera un espacio vectorial T de dimensién fi-
nita n 3obre un cuerpo conmutativo X (es decir, para cada ?s T existe unag
aplicecidn bivnivoca de E sobre E que representaremos por x — x+:h’ ) de tal
modo Que (x+‘?5+~.?= x+(?-ﬂ?) ¥y tal que x*6’= x pera todo xe€ E . Supongemos adg
méds que dado x€E , para cada ye&E existeun ?51' tal que x*:= 7 (es decir
que T opera transitivamente sobre E , cf. Apéndice IV) y que o es el dnico elg
mento de T que deja fijo cada punto de E (es decir, T opera fielmente sobre
E ). En esas condiciomes se dice que E g un egpmcio gfin de dimensién n =
= dim (T) y los elementos de T se denominan traglacioneg de E o vectores libres
de E . Dados dos puntos a,b€é E , existe una y sflo una traslacién ?6 T tal
que a+:= b , ¥y =g comin notar esta traslacién con b-a . Si a,b,a',b' €E ,
¥y si b-a = b'-a' | entonces también b'=b = a'=a (rezls del paralelogramo). Fija
do a€E , la splicacidén que a cade x€E hace corresponder la traslacién x-a ¢ T
es una correspondencia biunfvoca de E sobre T . Cuando se hace esto, se acosgtug
bra decir gque se considera E como espacio vectorisl tomando a coﬁo origen.- Esto
miestra que le teorfa de los espacios afines puede sumergirse en la de los espacios
vectoriales (cosa que .casi sien_xpre es necesario hacer en la préctica). De hecho, un
espacié affn "es" en reslidad un espacio vectorial sin un origen privilegiado.

. e
81V es una parte de un espacio afin E tal que al tomar un punto de V como
origen ésta se transforma en un subespacio del espacio vectorial obtenido, se dice
que V g3 ung yariedad affn de E . S5i E se considera como espacio vectorial to
mendo uno de sus puntos como origen fijo, las variedades afines son exactamente los
conﬁ_nn’gos obtenidos al trasladar subespaciog de E , Para que V gea una variedad

af{n es entonces necesario y suficiente que:

eV z >‘i=1 impligue ¢ Aixy € V .

Por eso estas combinaciones lineales cuyos coeficlentes sumean 1 se suelen llamar

combinaciones lineales afines. si . V' es la variedad afin que se obtiene trasladan-
do (para alguna traslacién de T ) el subespacioc D del espacio vectorial E , sge
dice que D o3 la diregeifn de V , y 1la dimensién de D se llems djimengién de V.
Las variedades de dimensitn 1 (resp., n<i .3 se lleman pectag sfines (resp. hiper-
Eﬁgnog af{.nqg), ete, Gua'ndo- se considera simrltdneamente a E como espacio afin o
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como espacio vectorial es-conveniente distinguir los subespacios vectoriales de E
de las otras ;rariedades afines agregando a los primeros el calificativo "homogéneo"
) "pbr el origen". Asf, un hiperplano homogéneo (hiperplsno por el origen) es todo

subespacio vectorial de E de dimensién n~1 , en tanto que un hiperplano es una

variedad afin de dimensién n-1 , ete.

Si E es un espacio affn, y si Ay =1 , el punto x€E tal que x-a =
=2 Mj (x;~2) (a,x; € E) es independiente del pianto elegido como origen y se re

presenta con la notseién x =¥ A ¥, ¥y se llema haricentro de la familie {xi} .

8i E,F son esgpacios afines cuyo espacio de traslaciones es T , toda aplica ~

cién u de E en F tal ques
u(ZAixi) ‘_‘zAiu(Xi) (ZA1=1)

se denomina gplicacién afin de E en F ., Para cada gplicacién affn u existe

una y s6lo una splicacién lineal v de T en T tal que u(x+) = ulx) + w(¥) ;

~ 1la pplicacién v se denomina la gplicacidn lineal sgocisds g la gnlicacidn affn u.

La imgpgen de una varieded afin de E por una gplicacidén afin de E en F es uns vg

P

riedad afin de F . Las aplicaciones afines biunfivocas de E sobre E constitu -

yen un grupo que se denomina grupo gg_ de E . La aplicacién que a cada aplica -

cidén afin del grupo afin hace corresponder su aplicacién lineal asociada es un homo~
mofigmo del grupo afin de E sobre el grupo GL(T) cuyo ndcleo estd formado por

las traslaciones de E , es decir es igual a T .

Iv,.« ESPACIOS PROYECTIVOsS .

Sea, como siempre, E un espacio vectorial de dimensifn finita n sobre un cuep

po conmutativo K . Se llama ggpacio proyegtivo, P(E) , deducidg d¢ E el con -

,junto de las rectas de E privadas del origen (que coincide con el conjunto de 1las

clases de equivalencia correspondientes a la relscién xny <> existe A ¥ 0 en
K tal que y = Ax ). El elemento de P(E) que en esta forma corresponde a x€E
se representarf con X y se llamard imagen ganénica de x en P(E) . Por defini~
cién, la dimensidén de P(E) es el mimero dim (E) -1 = n-1 . El espacio proyecti
vo deducido de K**1 ge desigma con la notacién abreviada Pn(k) 6 P(n,K) . Los
espacios proyectivos de dimensidén 1 (resp. 2) se llasman rectag (resp. pl_aﬁgq) pro-
yectivog. Si para una cierta base (e;) de E, (x}) son 1as coordenadas de xe E ,
se dice que (x*) es un gigtema de coordenadas homogéneas del punto x € P(E) .

Para que (xi) ¥y (x'i) " sean sistemas de coordenadas homogéneas de un mismo punto
de P(E) es necesario y suficiente que sean proporcionzles, es decir que exista

MF 0 en K tal que < = Ayl (para cada i) .

S1 F eg un subespacio vectorisl de E , 1la imagen canénica de F en P(E) ,

R B T
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T (es decir el conjunto de rectas privadas del origen que pasan per tres puntos dis
tintos-de O de F ) se llama variedad lineal proyectivs asocisda s F » ¥ puede
idem;.ificarse per un isomorfismo al espacio proyective PI{F) dJdeducido de F . Las
variedades proyectivas asociadas a hiperplanes se denominan hiperplanos proyectivos
de P{E) . A4si, todas las propiedades de los subespacios vsctorisles %tienen une
traduceién en propiedades de las variededes proyectives.
=0~

Sza E unA espacio vectorial de dimensifn n  sobre el suarpo conmutative K .
Intonces, ¢} egpscio proyectivo P(KzE) de
dueido del espacic vectorigl KxE se deng

mine egpecio proyectivo agocisdoa E .

Su dimengién es igusl e la de E . El con

Junto El = {l} x E es un hiperplano afin

de XxE (trasladado del hiperplano homogé
neo Ey = {0} x E ) y se observa que si

una recta de KxE no esté contenida en

E, , entonces contiene un punie (& ,x)

(<X , xeE] eon % #0 , y por tan

10 también un punto de la forma (1,x'le E.
Asi, lz gplicacifn que a cada x€E hace
correspender la clase (recta privada de 0)
de (1,x) en P(KxE) es una splicacién
biunivoca (llamede inveccién cenénica) de
E en P(XKxE) . La parte de P(KxE) que

no es imagen de ningin elemento de E por

esta aplicacién es el hiperpleno proyecti-

vo P(E,) (es Gecir el conjunto de las
rect;s privadas de O que no cortan a E, ) ¥ se llame RQiperpleno del infinito de
P(KxE) , y, por abuso de lenguasje, también se lo llama hiperplano del infinito de
E . E Puede identificarse a El 0 también a su imagen (por la inyeceién canéni-
cal en f’(KxE) y haciendo ésto, los puntos de E ge llamen puntos propios de
P(KxE} , en tanto que los puntos que ¢stén en el hiperplanc del infinito se 1lamen
puntos impropios o puntos del infinito, Asf, el espacio proyectivo asociado a un eg
pacio vectorisl E aparece como formado por los pumtos de E més los puntos del iy
finito'™),

En partfcular, 8i E es Je dimensitn 1 , por ejemplo si E =K , el egpacio
~N
P{(K) = P(X=K) se representa con K v se suele 1ls=mar gusrpo nroyective ssociado

{# . N
(#) Convime noter gue en csta representscidn a =olz veriedad affn V, de E; 1le co-
rrespande 12 variedsd nroyeetiva asociads el cubespacio de FxE  engendrsdopor Vi
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al cuerpe K .

Aquf, la inyeccidén cendnica de K en X asigna a cada A ¥ 0 1la rects que pa=-
~sa por (1,A) privade del origen. En es-
& = {1} xk /1,)) te caso, el hiperplano del infimito se redu

ce a un punto {pues debe tener dimensién

0 ) que se llema punto del infinito de K

k= {olxk =Ep
(y tembién de K ) y suele representarse

0
] S—

con la notacién o .

-0
Seem E, F , dos espacios vectorisles (de dimengidén finite) sobre K y sea £
ung aplicacién lineel de E en F cuyo ndcleo es N = £73(0) . Es daro que si
r es una recta de E no contenida en N , f£(r) es una recta de F ¥ esto permi
te definir una aplicacién f de P(E) en P(F) medisnte £(x) = F(x) = (recta pri
vada de O que pasa por f(x} en F ) . Segin hemos dicho, esa definicién s6lo
tiene sentido si x&N , asl que f es una aplicacién de P(E) = P(N) en P(F) ,
pero no chstante se la-llama gplicacidn proyectiva de P(E) en P(F) de centyro
P(N) ., Las splicaciones proyectivas de P(E) gobre P(E) que ademés son biunivo-
cag formsn un grupo que se llama grupo proyvectivo de P(E) y se represents con
PGI{(E) , y es isomorfo al grupo' cociente de GL(E) por su centro (esto es: el sub
grupo distinguido formado por las aplicaciones " z€ GL(E) tales que zu = uz pare
tods ue€GL(E) ). Cuando B = E**l ge usa la notacién PGL (K) 6 PGL(n,K) en lu
ger de PGL(ER'1) |

HIPCTESIS Y NOTACION

En todo este libro, salve indicacién expresa, s6lo se consideran espacios vecto -

rieles de dimensién finita sobre un cuerpo gonmutastjvo. Los espacios vectoriales se

notarén con les letras E , F , G, etc.; sus elementos, com x , y , ete.; el

cuerpo de base con la letra K y sus elementos con o , N\ s S etc.

Sebbio o} oot

it i b e et

T
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GAPITULO I

FORMAS BILINEALES Y SESQUILINEALES
GENERALIDADES

l.- FORMAS BILINEALES Y AFLICACIONES LINFALES ASOCTADAS
1.1.- DEFINICIONES

Se dice gue una aplicacién @ del gpoacio vectopisl producto ExF en un egpacio
gectorial G es bilineal si verifica las condiciones: ’ '

(B) dlx+x, , ¥ = #(zy,5) + Bx,,5} #(x , y1¥55) = ¢(x,yl) + B(x,y,)
g(rx , ¥y} = Mx,y) #x, \y) = Aex,y)
(¥ NekK ; ¥ X, V'xls aneE H *yr Vy]_, VyaéF)

Si @ es bilineal de ExF en G , consideremos, para cada ye F , la splica -
cion dyly) : E—> G definida asi: dy(y) : x—>d&(x,y) (x€E) ; es in-
mediato que cada dg(y) es una aplicacién lineal de E en G . Andlogemente, pa-
re cada xeE 1la aplicacitn s¢(x) definida asi: Sg(X) -t y—> @#x,y) (y&F)
es una eplicacién linesl de F en G . En otrssg palabras, para cada ysF ,
dy(y) e L(E,G) , y para cada xcE sg(x) e L(F,G) . Entonces, si se conside-
ren &£(E,G) y &(F,B) del modo usual como espacios vectoriales (sobre K) 1las

condiciones (B) pueden volver a escribirse en ls forma siguiente:

1]

(B')  aylx +xp) sg(xy) + sy(xp) sg(Ax) = Aegy(x)

que expresan que dy : y — da(y) es una aplicacién lineal del espacio vectorial
F en el espacio vectorial XL(E,G) ,y sy ¢ x—-P'sg(x) es una gplicacién 1i-
neel del espacio veetorial E en el espscio vectorisl &(F,G) . La gplicacién
dy (zesp. sy ) ge }lama splicacién lineal sgociada g & g la derecha (pesp. 2 ls
izguierda).

Eeeiprocazente, es un sencillo ejercicio comprobar que si se da una aplicacién 13i
nesl @' : y-——> alyl de F en X(E,8) y sl se define &(x,y) = [&y)](x) en-
tonces @(x,y) es una aplicacién bilineal de ExF en G que tiene a d como apli
cacifn lineal asociads a la derecha, También, si se da una aplicacién lineel s
x > alzx) de E en #(F,0) y se define @(x,y} = [x)](y} , entonces @ es
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una aplicecién bilines) de ExF en G cuya aplicacién bilineal asociada a 1la iz~
quierda es 8 .
-o=
Nos interesard especialmente el caso en que G= K : Jag splicgcicnes bilings ~
lg;g de ExF gn el cuerpo de egeslaregs K  (considerado como esgpacio vectorial so -
bre sf mismo) s¢ denominan formag bilineales sobpe ExF . Cusndo F=E , se tig
nen las formgs bilineales sobre ExE que se llaman simplemente formeg billnesles

gobre E ,

“FEn este caso particular las aplicaciones lineales asociadas a ¢ tienen como es-
pacios de llegade & XL(E,K} y &(F,K) que no son otros que los duales B , Ff
de E ; F , respectivemente, 4sf, dg , bor gjemple, hace corresponder a cads

¥y T ura formg linesl dglyle B que, por definicién, verifiéa la igualdadi

<x, dg(y) > (para cada x€E )

Blz,y}

Anélogammte, para ceda x  E , la forma linesl sg,(x)éi?‘# verifice la igualdad:

gix,y) £y, sg{x)\> (para cada yeF ) .,

1.2.- FORMAS BILINEALES NO DEGENERADAS

Se dice que uns formg bilinesl sobre ExF gg degeneradg & la izcuiepds si exigte
un eiemento po nuwlo % €E ial gue

#(z,5) = 0 (¥ yem)

Z Jggeneradg 2 la derechs si existe un e;g.gnto no milo ¥, F tal gue

——
—

O(x,y,} = 0 (¥ xeE)

Una forma bilineal simultdnesmente degenérada a la izgnierda y a la derecha se 1llame
simplemente Segererada, |

‘Recordemos que para que una aplicacién lineal ses ipyectiva es necessrio y aafi -
cliente que su ndcleo se reduzea a O . Ahore blen, 8i @ es degenerada a la dere-
cha (resp. a la i

5D zquierda? la forma 14ineal dg(yo) (resp. aa(xo) ) es nula pars
cade y, # O (resp. x, ¥ 0 ) que verifica la condicién Ge arriba ¥ por tanto dy
(resp. 8y ) no es inyectiva., Reciprocemente (por la misme razén) si ay (resp.
8y } po es inyectiva entonces ¢ es degenerade a la dereche (resp. 2 1a izgquierda)
%31 se ha probado que uns forma bilines] ea mo degenerada 4 ¥ 88)o 5i gus dos gpli-
f3cioneg ilneales agociedas son inyectivas. (E1 teorema 1 de (1.4} emplia un poce

eate resultade}.
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1,3.- MATRIZ DE UNA FORMA BILINEAL
‘Sean (ei) (izi¢m) ¥y (fg) (12£j<m) bagses de E y F respectivamente, y
sea (f una forma bilinesl sobre ExF . Entonces ims condieiones (B) dicen que
# eogté determinada por los valores 85~ d(ei,fj} € K pueg si x¢E , yecF |
estog vectores admiten expresiones dnices de lg Forma x = ; zi 2, , ¥ = Zyd fj ¢
3

s
7 entonczs?

El ‘. - .
glx,y) = 9l 2 z* ey . S ¥ £5) = J_x" ¥3 (s(e.;,:r’j}
i J i3 =

° B(sy) = E: Lyl

0 gia

La matriz (313) 83 denoming meiriz de & rpespecto de las bagses (ey) (:fj) ¥ 8}
=E ¥ {es} es 1déutica s {e;} , 5o decir a4 ¥ s uua forme bilinesl sobre E
gl determinante de (g:lJ) se 1lema discriminsnte de & ¥ se nota con

Dy = det (ggy) = det (@leyg,eyd)

1.4.= JRTOGONALIDAD

Hemos visto que 12 nocidn de ortogonalidad aparece de modo natural cuando se con-
siderz un egpacic vectorial E y sa dusl * y ¥ también saberos que E es lsomox
foe E . Pero como no existe isomorfismo canénico entre E y E# , no tenemos
ningiir medio natural de identificar E ¥ E# para definir una relacién de ortogong
1lidad entre elementos de E . Pare ellc se necesita dar de glguna manera un isomog

fismo particular entre E ¥y E#

y a3 €l quedard referida una tal relacidn de ortogg
nglidad. En este numers veranos como puede servirnos a tal efecto el conccimiento

de una forma bilinesl no degenersda sobre E

™

See @ une forma bilineal sobre ExF ; 81 x E , y F gedicocue x & ¥
'gon ortogonsles con relacidn a2 ¢ gi #(x,y) =0 . §& E , F , eatfn conteni - '
0g, respectivemente, en E , F , ge dice que sw ortogonsies con relacién g & gi

godn elemento de E; es ortomnel s cada glemento de Fy .

El conjunto de los clementos de E ortogonales & Fy se nota:
F§ = {er / #(x,y} = O para cada y&Fl}

¥ es ¢en tcdos los cssos un gubesvacioc Yegierial do¢ E . En efecte, de las condieio-
ree (B) se deduce que &t % éFy (L$ic®) entorces ﬁ(% Az . ¥} =

T Agxy €D,
i

El subespacio Ff se llama e gubegpacio ortogorsl a3 1= maxte 7, ge T (siempre
N o
“i

&g )11 (é".zi,yﬁ =0 pera cada y F; , lo que simifies que también

con wslacisn & ¢ ). Andlogamente, el conjunto Ge los elementcs de F ortogo-
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nales & E; esun subespacio de¢ F que se llama el gubegpacio ortogonal a El(#) .

Es evidente que si H , H' son subegpaclios de E {resp. de F ) y gi HCH' ,
entonces H'2CH® y tgmbiém HC (H?)® = HO? | pues por la definicién todo xeH
es ortogonal a cada y ortogonal a H , cs decir a cada ye a° . A su vez esta
relacién da, como caso particulart H°CH®? (usando en ella H® en Ingar de H ),

¥ la primera propiedad que mostramos dice que si HCH®® |, entonces H® D HO20

. s 0 000
Entonces resulta en definitiva: &® = H%%9 |
Ademgs, con este lenguaje 1a definicitn de 1.2 se expresa asf: @ eg no de-

generada g 1a izoulerda si y g6lo gi F° = {0} y no degenersda a la derecha si y
s6losi E°={o} .

Manteniende la wotacidén, podemos demostrar shora que:

b

Le dimensitn de F/E® gg igusl 2 la dimengién de E/F° .

En primer lugar, observenos que si x,¢ Fo , yc£E° s entonces
fb’(:r:\'*::3 ; vev,) = dlx,yl (Y xeE , ¥yeF) , y eso mestra que s6lo depende de

.lag clases £,y de x,y , en Ios espacios cocientes E/F° ’ F/E° s respecti

vamente. Enfonces, si se define @(x,y) = @(x,y) es claro que @ eg mms forma bi-
lineal no degenerada sobre (E/F®)x(F/E®) . (Esta aplicacifn @ tiene importancia
er machas Cuestiones ¥ se llams forma billineal no degenerada sgociada a @ ).

Entonces, como sabemos, da es una aplicacién lineal inyectiva de F/E° en el
auel (E/F%)* _
que la dimensgién de (E/F°)* , la que & su vez es igual a la de E/F° . Remlta

de E/F® , Por lo tanto, la dimensién de F/E° es menor o igusl

asf: dim (F/E°) ¢ dim (E/F°) , ¥ razonando en la misma forma con sz resulta

también dim {E/F°) < gim (F/E®) 1o que prueba el lems,

Corolarip 1 :

81 & es sdemds no degenerada, para cada subegpacio M (de E Sde F ) gove
rifica codim (M%) = qim (M) , g M = MOO

Demostracifn:
Si @ es no degenerada F° = {o} ¥ E® = {0'; . S5i, por gjemplo, M es subesg-
pacio de E , la restriceién de ¢ a MxF es una forms vilineal sobre MxF y por

lo teato dim (E/F% = lim (M) = dim (#/M°) = codin (M%) ., Aplicando este resulta-

(%_'L)Més adelante (cbgervacidn que sigue &1 corolsrio del teorema 1) se indica la relg
cién entre egte nocifn de ortogonelldad y la del capitulo O, Si se usa esto, la de-
mostracién precedente eg superflua,
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do a NM® = nO°° que es el or‘cogdnal de M°® ge tiene que codin (¥°) = dim (Ei.°°) s
10 que prueba gue dim (M) = aim (M°®) y como ¥ M°° cso implica qus M = 4°° .
1g.4.4.

Copolario 2 3

8L ¢ &9 sdemds no degenerada y M, N gon subespacios {ambog de E 9 smbos de
T ) se tisns:
(M+N)? = MPn n®

(nn)° M® + NC

Damogtrecién:

Esg claro que el ortogonel a M+N +tiene que ser necesariamente ortogonal a M y

a N , es decir: (M#N)°C MPAN® | perc también todo elemento de H° N° o5 ortg
gonpl & M y & N ypor tanto a M+N , es decir también: MO N® ¢ (M#N)® . Eso
pruebg 1a primera parte.

Para probar la segunda, llamemos G a ¥O+r° , de modo que por lo establecido
hesta aqui: G° = B°°nN% = MAN (corolario 1). Ademds, como MOCG , también
GOCH¥®? =M ., Apliquemos entonces el lema a 1a restriecién de & a MxG . Se
tendrd: dim (M/G%) = aim (G/M%) , que por 1o ya dicho puede escribirse:
aim (M /¥ %) = dim (G/M®) = codim (M°) ~ codim (G) = dim (M) - codim (G) . ¥ co-
mo f{eorolario 1) dim (MAN) = codim (MAN}® resulta que d&im (G) = &m (MAN)®
Finaimente, recordando que (MAN)® = =g , esto implica que G = (Bnu)® ¥,
visto la definiecibn de & , esto era lo que habia que demostrar.

-0

Zzte lema 1 permite formular la siguiente definicifn:

Sez £ wuns forma hilines) sobre ExF ;5 ge llama rango de ¢ 2 1lg dimensiém
comdn de_ E/F® y F/E® .

:

Lag aplicacioneg linesles agociadag é upa formg bilineal tienen el mismo raengo
que ells,

Dempstrascidn:

Y2 hemos visto qbe, por ejemplo, el mécles de ag es E° , ¥ por Lo tanic su

renge es igusl 2 dim (F/E%) = rango de ¥ . bimslogs Gemostracién para &g -

-
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Teogma% H
Si dim (BE) = dim (F) lag condicioneg gizuientes gon eguivalenteg:

(a) La gplicacién dy es inyectiva
(b) La aplicaciém dy es suryectiva (es decir gobre F )
(¢} La aplicacién 8y es inyectiva
(@) La aplicacién sy es suryective

(e) La forma bilineal ¢ es no degenerada.

Demostracibn:

Por la hipétesis dim (E) = dim (E*) = aim (F) = aim (F¥) . Como dy vade F
en E , sies inyectiva: dim (F) = dim (dy(F)) £ aim (E*) = aim (F) prueba que
dd(F) = E¥ y por 1o tanto (a) dimplica (b} y, por lo mismo, (c) implica (4) .

Ahor_;'é, ei, por ejemplo, dy es suryective, como su ndcleo es E° , 8e tiene que
rango de 4y = dim (F/E®) = aim (E*) = dim‘(F) , ¥ eso prueba que E° = {0} ‘, es
decir que dy es inyectiva. En esta forma se prueba que {b) implica (&) ¥y que
(a} implica (¢) . Por otra parte, como (lema 2) ds ¥ sy tienen el mismo rango,
resulta por argumentos del mism tipo que (&) es equivalente a (e} . Finalmente,
como ya vimos que (a) es equivalente a la afirmacién simaltédnea de (a) y (e¢) ,
¥ como éstas son equivalentes, se tiene que (e) es equivalente a (a) y equiva-

lente a (e) , 1.q.d.d,

Copolario:

Si ¢ e adenfs no Jegenerads ge tiene pecegariamegie dim (E) = dim (F) 3 &l
teorema eg mplicable. Por lo tanto:’ '

(=) 8y (resp. dg ) es un isomorfismo de E sobre F (resp. de F gobre EY)
¥y en particular para todo yeF existeuny sflowm y' = da(y) 6 B tal
que @(x,y) = <x,y'> (¥xeE) ., '

Adendg:
(b) Existen bases (e;) (£fj) de E, F , respectivamente, tales que

gij = a(ei,f;j) = gij
donde 813 es el simbolo de Kronecker, es decir si;j =0 sl 1¥J ¥
fgg=1 .
Demogtracidn:
S1 £ es no degenerada, = {0} , ¥ = {O‘ , e modo que (lema 1)
Aim (E) = dim (F) . Ahora, por el teorema, dy es un lsomorfismo de F sobre E'

(y andlogamente 8y ). zhtonces, 8i (ei) es la base dual de una base (ey) de E,

la imagen f3 = d_a']'(ej_) es una'base de F . Como ademis la bage dual tiene la pro
pledad de que (ei,e5> = 51# , 8@ tiene:
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g(ei’fd) = ( ei » dw(f'j)> - < ei ,93 P = gij ¢
1.9.4.4,
Qe

CBSERVACION: El teorema anterior permite justificer 1o que se adelant6 al comien
zo de este nmimero pues segdn &1, cuando £ es no degenerada, las dos aplicaciones
dy 'sg, , 8on sendos isomorfismos entre los espaclos correspondientes. Por otra

parte, las igualdades:
#lx,y) = {x, a5y)> = Ly, s(x)>

mlestran qie T£E e yeF son ortogonales con relacidn 2 @ sl y s8lo si x€E
¥ lg Perma linesl da(y} € E ;s 0 yeF y la forma lineal eg(x) € ¥ son ortogo-
nales en ¢l sentido corriente del 4lgebra lineal, A4Asi, la relacién de ortogoneslidad
enfre elementos de E (para el casc en que & es una forma bilineal gobyrg E )
aparece como .un'"transporte" a E de la relascién natural de ortogonalidad entre E
y E* que se efectds identifieando 5 & E mediante el isomorfismo dal . (Con
viene observar aqui que, siempre cuende @ es forma bilineal sobre E , la rela -
cidn de ortogonalidad entre elementcs de E adn no es satisfactoria desde el punto
2g fista de la geomztria. En efecto, como @(x,y} = O no tien por qué ser equiva -~

lente & f(y,x) = O , esta relacién de ortogonalidad go seris gimétpieca.)

Si se aneliza egta situacién con mds detenimiento se veré“que las propiedades de
ortogonglided contenidas en ios corolarios 1 y 2 del lema 1 son simples traducciones
de las conocidss propiedades de ortogonalided en el sentido nsturai del dlgebrz 1i -
neal. \

-0

1.5.- ADJUNTQ DE UN ENDOMORFISMO
Mant enemos lasz hipbtesis y notsclones de 1.4 , pero suponemos ademés ue E= F

¥y que @ , foruma bilineal scbre E , es ng Jezeneyads.

Sea u un endomorfismo de E° . Para cada y¢E existe un dnico y'e E (c?f.
zorolario del teovema) tal ques @(ulx) , y) = (a4(y*))(x) . Pero esta igualded se
escribe, por la definicién de &y en la forma:

glu{x) , y3 = dix,y*) (¥ xek)

Fzts nos permite definir una aplieascidn u™ : % =y E egeribiendo: t_'.#(y) =yt
Por otrs parte, ea inmediatc verificar que W es lneal, es decir es ua endomorfig

mo de E . Eate eﬁdgmarfisgc- u# 8¢ dencaina adjuntc g isg izeuienda dol endomor -
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figmo u , y por su definicién verifica la comdicidn:
#ulx) , y) = oz ,u¥(y)) (Yx€E , yeE)

Anglogamente, se pﬁede definir (luego de probar su existencia) gl adjunto de u
8 1o derecha (que seguiremos designando con o) ¥ que estéd determinado por la con-
dicién: ’

#(x , u(y).)) = g(u®(x) , y) (Yx€E , yeE)
N

- Egtas férmulas mnestran que si v es el adjunto a la derecha de u , entonces u

es el adjunto a la izquierda de v (¥ z;eciprocamente)..

2.- FORMAS SESQUILINEALES
?
Veremos aqui que todos los resultados del 41 se extienden (con la misma demostrg

cién) a un tipo més general de aplicaciones denominadas sesquilineales.

2.1.~ DEFINICION

Designaremos con J un gutomorfisme de K , es decir, por definicidén, una biyeg
cién de K sobre si mismo que regpeta la suma y el producto. Si se usa la notacién

exponencial, las propiedades formales de J son:

Se dice gue una splicacién ¢ de ExE en G g una aplicagién sesquilinesl pa-
ra J (o respectode J ) gi ge verifican las condiciones:

(s) Blxy+xp , ¥y) = &xq,y) + B(xp,y) ;  G(Ax,y) A 2(x,y)

It

Wx , y#y0) = @z,y) +B(x,30) ; HxAy) = Aoy
(\‘l‘x,\z‘xl,ng_,eE.; VY,VYJ_,VYQ,CF;/\EK)
Cuando G =K , ge dice gue # es una forma Sesquilineal (para J ) gobre Exr (P
Designemos con FJ el espacio vectorial definido en F reemplazando su maltipli
cacién por escalares por ests otra:

()\,y) ~—3 X\ "escalar" y = /\le (A€K s YJEF)

donde J' designa el autgmorﬁsno inverso de J J-l . Entonces, las condicio-

nes (S) expresan que @ (sesquilineal para J de Exf en G ) es una aplicacién

(#)

Esta situacién se presenta naturalmente y con frecuencia en-el caso complejo{cf.26)
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bilineal de Ex en G . En efecto, las tres primeras condiciones de (S) eon
idénticas & las tres rrimeras de (B) , y en cuanto 2 la dltims, se tiene:,

] L
¥(x, A"escalar"y} = o(x, 3 ¥) = (N dlxy) = X &xy)
que es la Gltima comdicién de (B) escrita para el espacle M oen luger de F .

En particalar, eso vale cuando ¥ es una forma sesquilineal sobre ExF . Defi-
nsmos en estée caso la aplicacién @' : FxE —> K medisnte: @'(y,x) = #x,y)° ,
ghe es una forma sesquilinesl sobre FxE , Entonces ella también se idemtificard =
una -aplicacién bilineal @' ae FxEJ' . Sea &y , dys , lms aplicaciones linea
les asociadas (a la derecha) a la forma bilineal # sobre ExF y a la forma bili-
neal @' sobre Fxi . respectivamente. Por definicién, ge dice que dy es ls
aplicecidn lines) ssogiada g Jlo forma sesquilines) # pgobre ExF ,_s 18 derecha, ¥
dyo , 8¢ llsma la gplicacién lineal agociads a la forme sesguilineal & , 2ls iz-

uierda, y ge renresents con Sy - Entonces, usando las férmulas que caracterizan
a dy ¥~ g (cf. 1.1} se dedice que dy ¥ sy asi definidas verifican las candi

ciones:

=,y = (x, dg(y)> = <y, sg(x) >J (¥x€E , yeF)

2.2,~ FORMAS SESQUILINEALES NO DEGENERADAS

Sea ¢ una forma sesquilineal (para J ) sobre ExF . Se dice que @ ep no de-
generadsa, o degenerads g lg izquierda, O degenersda a la derecha, gi la forma bili -

neal correspondiente sgbre- E:';PI &3, respectivamente, no de ada, o degenerada g
1a izquierds, o degenerada a la derechs. .
. —om

2.3.~ MATRIZ DE UNA FORMA SESQUILINEAL

Se extiende al caso de formas sesquilineales lo dicho en 1.3 : 1la matriz de
@ respecto de las bases (ey) , (fJ-) de E, F , es por definicién:

y cuando E = P (forma sesquilinesl gobre E ) se define el discriminente de ¢

son relacién s 1s base (ei) ) mediante:
Dy = det (@iei,ej))

ape
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- 2.4.,~ ORTOGONALIDAD

Se extiende a @ sesquilineal sobre ExF 1o dicho en 1.4 sobre elementos y par
tesde E y F ortogonales con relacién & @ . Con la misma notacién de alll y

con el mismo razonamiento se pfueba que si Flc F , entences Ff es un subespacio

de E 1lamedo gl gubespscio ortogonal g F'l . En la misma forma resulten las otras
propiedades! '

HCH & H.fc H°

O = g°°°

dim (F/E°)

dim (E/F°)

(En 1a demostracién del lema 1 se reguieren ligeros cambios de notacibn que provie -
nen de que 81 @ es sesquilineal, dy es lineal de il en Ef y 8y es linesl

7’ # # # - :
de en F | y no lineales de .F. en. E y de E en F | respectivamente , |
como sucede cuando ¢ es bilineal), ]

Se extiende también la docién de pango al caso de @, sesquilineal mediante:
rengo de @ = dim (E/F°) = gim (F/E°)
y valen (con las mismas demostraciones) los hechos siguientes: :

d¢ vy 8y tiene el mismo rango que o () .

TTORTIY WINPT 4 AR O

81 dim (E) = dim (F) , es equivalente decir que dd es inyectiva, o que es sur

yectiva, o que 8y es inyeetiva o que es suryectiva, o que @ es no degenerada (ex

tensién a eate caso del teorema 1) .

T T

Si @ es no degenerada, necesariamente dim (E) = dim (F) y existen bases (ey),

(fJ.) de E ; ¥ , respectivamente, tales que 81y ] d(ei,f'j) = §

ij ]

codim (M%) = dim (M) ( M= subespacio de E 6de F , & no degenerada) 1

M= MP° ;

(u+N}° = M°nN° (M, N , subespaciosde E 6de F , @ no dege ;
“(MAN)® = ¥° + N° rada)

2.- ADJUNTO DE UN ENDOMORFISMO

Igual que en 1.5 se prueba que si & es una forma szsquilineal (para J ) so -

k)

bre E , no degenerada, y sl u es un endomorfismo de E , entonces existe un dni

#
¢6 gndoworfismo uw  (adjunto de u a la izquierda con respecto a ¢ ) tal ques

¢
*) ¥ son spliceciones semilincales (ver def. en 13.1 )
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dlulz) , ) = dx, v*y) .
La linealidad de u# resulta inmediatamente del siguiente cdlculo:

#(x , w*(y;42,)) = dlulx) , yp47,) = Hulx) , 1) + Bulx) , ¥,) = B(x , u¥(y))) +
+ oz, dy,)) .

#x , W*(Ay)) = Bux) , dy) = Moux) , 3= Nz, viiy) = ax , wFiy))
( ¥z, ¥y, ¥y, Yy, €B
(Andlogamente, para el adjunto a la derecha).

Si u; , u, son dos endomorfismos d¢ E , valen ademés las propiedades:

(uy + ua)# = ug + ug
1* = 1 ( 1 = aplicacién idéntica de E )
(hu* = AT uf (Aek , J* =3

(u0) = ¥ Lo
1°¥2 2+ N

v ademds, s1 u es un sutomerfismo, vale: wH#* = (¥

Todas estas propiedades son de demostracién directa. Veamos por ejemplo la terce

ra y la cuarts. Lg_ tercera resulta de que:

Fhulx) , y) = Xdulz), y) (MY ez , ) = (N gz, dfly) =

g(x , \'F)) .

¥ la cuarta de que:l

#luy - up(x) , 3) = dlux(x) , dily)) = d(x , i) .

2.6.- EL CASO K=
Cusndo K es el cuerpo de los complejos, C , existe un automorfismo (involuti

vo) patural: J : A —> 3\ , Que lleva cada complejo en su complejo comjugado.

Cuando E y F son espaéios vectorisles sobre OC , 81 se habla de formas sesqui-
lineales sin indicar el sutomorfismo J , deb_e_ sobreentenderse que se trata de egte
automorfismo naturel, Para este caso, las cond:’f?:iones {S) se escriben:

Fmg*+zy , ¥) = @x,y) + 6(xp,y)

g(x , yl*yz) = (Z(x,yl) + (d(x,yz)
A dix,y)
N o(x,y)

¢z, y)
#(x, \y)
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y las propiedades del operador "adjunto": u ——» ¥ son:
# _  # i
(o du)" = my + W,
¥ =

& -

# _ . # 34
(ul‘“z) = w, . w
(wy* = (u¥)-1

OBSEHV;_'&CIOI\I: La teoria de las formas sesquilineales comprende la de las formas
bilineales, que se obtienen cuando J es la identidad. De shil que, por ejemplo,las
propiedades del operador "adjunto" indicadas en 2,5 valen también si & es una
forma bilineal (tomsndo J igusl a la identidad) .

I

oy

|




CAPITULOQ II

FORMAS HERMITIANAS Y ANTIHERMITIANAS

PROPIEDADES DE ORTOGONALIDAD

3.~ CRTOGOMALIDAD: RELACION SIMETRICA

%.1.~ INTRODUCCION

Volvamos a la situscién de los mimeros 1.4 y 2.4 ¢ K es un cuerpo commtati
vo, E un espacio vectorisl de dimensién finita, n , sobre X , y @ es una for

ma sesqvilineal (respecto de un automorfismo J de X ) o bilineal {casec particular

en que J es la identided) gobre E .

-

Probemos la sigulente definicién: gi x e y son vectoresde E , ge dice gue
X es ortogonal 8 y (respecto de & ) sl y s6lo si @(x,y) =0 . Es esencialmen
te 1a misma definicidén de 1.4 ¢ 2.4 adaptada a este caso pues glli el hecho de
que se consideraban dos egpacios distintos, E , F , permitfa decir simplemente
"... X e y son ortogonales si.. " , en lugar de "... X es ortogonal a y si...
«e.".) Ya hemos observado de que si. X es ortogonal a ¥y no necesariamente y es
ortogonal a X ¢ nuegtra relscibén de grtogonalided no tiene por gué ser gmgtr‘ica.
Sin embargo, desde el punto de vista de la geometrfa interesa definir una relacibn
de ortogonalidad simétrica,- 1o cual puede lograrse imponiendo ciertas restricclones
a la forma. Hgy dos goluciones evidentes del problema: Poniendo la condicién sim -

plificadora de que J es la identadad (es decir ¢ es bilinesl) puede exigirse ade

més:

(o) #x,y) = &(y,x (¥z, 4y €E)
.0 blen

() #(x,y) = -B(y,x) (¥x, ¥y € B)

Lag formas bilineales que satisfacen (¢} se denominan gimétricas, y las que satig
facen (x) , antigimétricgs. (En partes importantes de este libro se supondré que
el cuerpo K es de caracteristica diferente de 2 , y en ese caso, como se veré

més adelante, una forma bilineal es antisimétrica si y s6lo si es glternads)

Darsmog 8 continnseidn, una solucién aparentemente mucho mds general de nuestro
[ ]
~obleas Ae oriogonajidad gimétrica, es deecir el problems de definir una forma ses -

Guilineal tel aue la relecién de ortogopalidad correspondiente sea simétrica. Asi
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se llega a le consideracién de las formas £ <hermit ianas,

-0

3.2.~ FORMAS £ -HERMITIANAS
En todo lo que resta de este capitulo, salvo indicacién expresa, se mantienen las

hip6tesis ¥y notaciones del capitulo 1, con la excepcién de que el automorfismo J

Se supone sdem¢s inwlutivo (es decir (A9)Y =)  paratodo »e€ K )., Pare poner

de manifiesto ests restriccidén, medificaremos 1la notacién eseribiendo A— A en

lugar de A —> N

Sea £¢K  Si @ esuna forms sesguilineal (pare J ) sobre E , decimog
que @ eg €-hermitisna, si ademéds cumple la condigifn:

(h) #(x,y) = & d(y,x) (¥z, ¥y ¢ B
Nétese que si ¢ no es idénticamente nula se tiene E€=1 pues:
#x,y) = 8,0 = EC€TxY) = EE£ dixy)

En los casos pariiculares en que =1 ; O £ =1 s @ se llsma simplemente
hermitispa o antihermitiana, respectivemente. Las formas bilineales simétricas son
1as' formas sesquilineales hermitianas respecto de la identidad, y las formas bilineg
les antisimétricas son las fHrmas entihermitianas respecto de la identidad. Convie-
ne notar {porque aerd usado) que en €l caso de formas hermitianas la relacién de "ad
junto” tiene la propiedad (inmediata): u'® =u .
-0
Vamos a mosirar shoera que las formas  <hermitisnas tamblén proporcionan solucio-

nes al problema de artogonalidad simétrica. Pero esto es inmediato porque
|

#x,y) = 0 &< dgy,x) = 0 ¥y (¥y,x) = 0 < @&(y,x) = 0

-0-

3.5.- REFERENCIA A SOLUCIONES GENEBALES DEL PROBLEMA DE CRTOGONALIDAD SIMETRICA.

Daremos sin demostracién algunas propiedades interesentes de las formas sesquili-
neales, & , que definen una relacién de ortogonalidad simétrica en E ., De modo
que shora suponemos por una vez que J es un sutomorfismo cualquiera de K (no ne-
cesariamente involutivo), y haremos la restriccidén adicional de que el rango de &
es nayor o igual que 2 {(de otro modo se est4 manifiestamente en casos excepciona -
les). &Qué se puede decir de @ si 86lo se le impone la condicién de ortogonslidad

simétricas

Hzx,y) =0 = @gy,x) =0 7
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En primer luger, se puede comprobar que existe M€ X tal que: @(x,y) =
= Max,m)7 .

Obgervemos luego que, cualquiera sea «¢K , la forma &'(x,y) = ¢ g(x,y) es tam
bién sesquilineal para J . En efecto: '

B (Nx, ¥) = x@(Ax, y) = der Blx,y) = \ & (x,y)
g (x , Ay) =X B(x ,\y) = Nxdx,y) = AT @' (x,y)

(Ademds, 1a relacién & (B'(y,x))Y = £.¢Y(@#(y,x))Y nos dice que si J es involu-
tivo, si @ es {-hermitiena y si & = oY , emtonces @' = X@ también es &-her

mitiana para J )

Obgervado esto, se puede demostrar que 12 existencia de la forma @ a ortogmali
dad simétrica implica que J es imvolutivo, y que existe ¥ € K tal que @' = & g

es, 0 blen hermitiana, o bien antisimétrica.

En resumen, decimos que se puede demostrar que toda forma gegquilineal a ortogona-
1idad siméirica puede reducirse a una formg hemitians o 2 una forms enmtigiméirica,

De shl que el estudio précticamente se enfoca sobre éstas que tienen ademds otras

propiedades importantes por otras razones.

-0

1
3.4.- MATRICES DE IAS FORMAS € -HERMITIANAS

Si @ es um forma £-hermitisna (para J ) sobre E , se cumple en particular

que:
gy = Beye) = ETleje) = Ly

Reciprocamente, si se da una matriz (gij) con esa propieded y se define @(x,y) =

= g( § z ey %y’J e;) = Z = 39 dle,,e;) = ; = ¥ g3; se camprueba Tdcilmen-
1

te que & es una forme &£ ~hermitisna (para J ) .

Lag mtrices (gij) que verificen la condicién:

81y © €51

¥ que como acabamos de ver caracterizen a las formas  -hermitianass para J , se

1lleman tembtd én metrices € -h tisnas para J , Los casos particulares som los si

gulientea:
g = -é;j_. (patriz hermitiana)
g; = ——gj_i (matriz sntihermitiana)

g3 = 851 (matriz simétrica)



40
g5 = =8 (matriz antisimétrica?

-0~

4.~ VECTORES Y SUBESPACIOS ISOTROPOS

Ademés de las hipétesis y notaciones generales indicedas 81 comienzo del $3, su

*pon;iremos aqul que # es £ =hermitisna y po degenerads. En este caso F°° = F pa=
ra todo subespacic F

4:1.~ DEFINICIONES

Se dice que un vector x E es ig6tropo (con relacién a ¢ ) cuendo
(1) #x,x} = 0

Si F es un subespscio de E , se dice que F eg un gubespacio igbtropo si existe

- x¥0 , =zc¢F , tal gue sea ortogomel @ F , es decir @(x,y) = O para todo y¢F,
En otras pelabres, F gg is6tropo si y sflo si FAFO-#{o} . Segin vimes (cf,1.4)
@ Bs no degenerada el y sélo si E° # {0‘ , €s Gecir que & gs no degererads gl y
86lo si E es no is6tropo. Por la misma razén, un subespacio F gg is6tropo gi ¥
86}o gi ls restriceidn de & & F es degenersds. (Aquf hemos usado libremente del
hecho observado en {¢3 de que la relacién de ortogonalidad definida por ¢ es -simé-

trica; eso implica, por ejemplo, que @ es degenerada si y sblo si es degenerada a

la izquierda 0 si y sblo si es degenerada a la derecha, etc...)

Un subespacic F gp totglmente isbtropo cupndotodo yeetor x F es ortogonsl g
F . Otras definiciones equivalentes son las siguientes: F es totglmérite is6tpopo

8iy sblo si 1g restriceiénde & a F eg idénticamente puls, F es totalmepte
ig6tropo 81 y s6lo gi FCFo

Observemos que & dos (resp. n } gubespacios Fl s FZ- gon fotalmente igétropos
X ortogonales (regp. ortogonaleg dos g dos} entonceg G = Fy+F, (pesp. gu suma) ¢g

totalmente isétropo, ¥y reciprocamente. Enefectb, si x€F , x,€F, , se tiene
por la hipétesis:

¢(x1’zl) =0 d(xl’xz) =0 d(xz,xl) =0 ﬁ(xz,xz)'g 0 .

Si =,y ¢ G , sdmiten expresicmes de 1a forme x = x¥x, , ¥ = y3%y, (donde
X,y &€ F1 ; Xp,92¢€ Fy ) ¥ por lo tanto:

Bx,51 = Blxy,51) + Oxy,70) + Kxpyyy) + Kxpyya) = O

lo gue demuestra que G es totalmente isdtropo.

L i o i h 4
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-3
E
e

~Las giguientes propogiciones gop eguivelenteg:
(a) F es un sibespascio no is6tropo de E
(b) F° ez no isbtropo
(¢} E=TFerx®
Demostyacidn:
En primer luger (b} implica (&) porque ei F° es no isé’t‘;ropo, comp FnF®c
C FO0F® |y como FnF™ = {0} , tembién FAF® = {0] y F es no isétropo.
Dado que E = F @ F° implica en particular FnF° = {0} se sigue que (¢) implics
similtdnecamente (a) y (b) . Finslmente, (a) implica (e) pues si F esg no
1s6tropo, FNF° = {0} y =demfs Aim F® = codim F , de donde F +F°=E ,

G

41:3." HIPO-PESB

En todo lo que sigue de este pardgrefo, es necesario suponer que ¢ y K son ta

les que se verifica la siguiente condicién:

(T) Dedo xe¢E& , exigste &eK tal que:
#xz,x) = X + Ex

Esta suposicién no es demasizdo restrictiva desde el punto de vista préctico. Por
ejemplo si el cuerpo K es de caracteristica distinta de 2 (de mopdo que existe
el inverso de 2 , + ) y si @ es hermitiana (€ = 1) se puede escribir:
¥x,2} = ¥ #(x,x) + + 8(x,x) y la condicién (T) se satisface con X = % &(x,x) .
Ba clero que la condicidn (T) se verifica trivialmente cuando ¢ es elternada
(ver definicibn al comienzo del capitulo 5).

-

4.4.~ Loma

1

Sea F un gubespacio totslmente isétropo, F # {0} . .Entonces para cade x%F°
X para cada X €K , edste yeF 1al que:

g(x+ty , xty) = o« + £

Demogtracién:
Segdn la condteidn (T) , existe ffe K tal que &(x,x) = f+ EP . Ahore, si

yeF

It

vy . wy) @ + £ 5- + Fx,¥) + dzxy) +0

{ 9(y,y) =0 porque y€F y F es totalmente isdétropo). Se puede escribir tembién
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asi:
Pixty , xty) = (@(x,y) +ﬁ )y + E(d(x,y) +B )

y esto reduce el problema & encontrar un y F tal que #(x,y) +f =« , cosa
siempre posible porque @ no puede ser constante ya que en tal csso serla idémtica-
mente nula en contra de la hipbétesis de que es no degenerada. En efecto, si

@(xz,5,) # 0 , por ejemplo &(x,y,) = A, se tiene &z, p50) = & ~f poniendo
M= (E%EE ¥ entonces Jo =¥ € F resucive ¢l problema.

-

4.5.~ Teorema 2 ¢

Sea F un gubespacio totglmente isbtropo de dimensién »r

(a) Si F' es un subegpacio totelmente is6tropo de dimengién r y F'n FO ={of
(es decir F' po contiene vectores no npulog ortogonales 2 F ), entone
F +F' gspo isétrovo y gi (fy) esuns base de F , existe upa bage
(fj) de F' tal gue o(f;,£3) = S;; ( &, = almolo de Erauscker).

(b} 81 G ep un gubespscio totajmente isétropo de dimensién menor o imel gue
r tal gue GNF° = {0} , entonceg existe un subespacio totalmente isétrope
F' de dimensiép r que gontiene a G y también verifica F'AF° = {o} .

Demogtyacién de (a) :

Llememos @' & la restricciénde & a FxF' . Si f'¢ F' ,. larelscitm
" @(£,£') = 0 pere todo feF " implica £' . % -{parque se supone me F' no
tiene Vectores no nulos ortogenales a F )., Eso significs que f£' —~— dgf(f') es
inyectiva, y por tento (teorema 1 del §1) &' es no degenersds. Entonces (por de-
finieién) F + F' es no isbtropo,

Demostpracién de (b) :

Razonaremos por recurrencia sobre la dimensién s de G (que por hipbtesis cum-
ple ssr ). Es claro que basta probar el enunciedo siguiente: $i s<r gziste
un gubespacio G'C G tal gue G' es totelmente isétrope, dim (G') = s+l X
Ga'n¥F° = {o} .

Sea @' 1la restriceitn de ¢ & FxG . Sabems que s5i uns forma gsesquilinesal
sobre FxG es no degenerada, entonces dim (F) = dim (G) 'y de modo que podemos asg

gurar que @° es degenerada. Pero como por hipétesis Gnr° = {0} , tiene que ser
Fng® # o} (de otro modo @' seria no degenerada). Entonces G°NF ¢ G + F°

pues siends G°NF totalmente isbtropo, se tiene: G°nN T C (G°AF)° = g% + F°

Demosgtraremos en primer lugar, por el absurdo, que (d no estd contenido en
G +F° ., Enefecto, si G°c G+ F , entonces G°° =G 56°nF%° =6°nF , -

Jl
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tonces G°n F estaria contenido tanto en F como en G y se tendrfa: GN F <
c GnFec @nF° = {0} , en contra de que, como vimos, GonF ¥ {o} .

Sea entmeces xeG® tal que x c%. G+F° y sea y&G°NF , Entonces xty € G°
pero rﬁyé G+F° ., Ahora, como x¢ G+F° = (G°n F)° , Por €l lema k-si ge da un
% & K siempre existeun y € G°NF tdl que @(xty , xty) = & + € & , y tomando
x =0 , deducimos; que existe y € G°NF tal que @(x¥y , xty) = 0 . En resumen,

x' X +y es un vector isbtropo tal que x'€ Gg° pero x'% G+F° .

.Siendo, por eso, la recta Kx' ortogonal al subespacio totalmente isétropo G

’

el subespacio ‘G' = G + Kx' O G es también totalmente isétropo (ef. 4.1 ), y como

¥

x* no puede pertenecer & G Dporgue ya no pertenece & G+F% 5 ¢ , G' tiene dimen

sién 8+l .

Solo resta por probar que también ¢'nF° = {0} . Para ello supongamos que G°
tieneunpunto z = g+ Ax' (g€G, AN€K) tsl que =z F° . Observamos en primer
término que tiene que ser A=0 perque 8i no, como z¢ Fc G_+F° ., ¥y 8€GC G+I‘,’

regultaria x' = _z_;\g e G+F° , en contra de la elecci6tn de x' . Entonces, sien
do A =0 , s tiene que z=ge€ G , y como z€F° , tembién z € GnF° = {O% s
es decir 2z =0 , 1l.q.d.d.

Corolario :

Si F es totalmente is6tropo, existe un gubegpacio totaimente isdtrope F' de
1la migms dimengidén igl que FAPF' = {O} Y tal que F + F' no es isétropo.

Dem¢ stracidn:

Basta aplicar la parte (b) del teorema con G = {0} y luego la parte (a) .

-

4.6,~ SUBESPACIOS TOTAIMENTE ISOTROPOS MAXIMALES

De acuerde can la terminologis usual, se dice que F es un subespacic totalmente

igsétropo moximel- si:

(1} F es totalmente isétropo;
(2) F no estd propiamente contenido en ningdn subespacio totalmente is6tropo,

es decir, " GDF y G = tot, isétropo " implica G=TF .

Observemos que si F es totslmente isétropo maximal y si x es iso;tropo y xeF°

entonces x¢ F . Si no fuere asi, F + Kx seria un subespscio totelmente is6btropo

distinto d¢ F que contendriza F .
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Teorema 3
Sean ‘Fl » F, , dos subespacios totalmente igétropos maximgles y F = Fl Fy .

Sesn S; , S, , subegpocios -guplementeriogde Fen Fy , Fy , i
(gs decir: F; =5 @F , F,=5,8F )y S=8 +85, . Entonces existen dos

ent

subegpacios G, H (de H ) tgleg que:
(a) G+F , 8§ , H , sonno isétropos y ortogonales dos a dc;s;
{(b) E=F8&S@GeH ;
(¢} H no contiene vectores isétropos (diferentes de 0 ) ;
(d} G es totalmente isétropo;
(e) dim (F;) = dim (Fp) ; dim (G) = dim (F) ; dim (5) = dim () ;
¢odim (H) = 2 . dim (Fy) .

Demostracion:
Procederemos por pasos:
(1) &, 3 S, gsen totalmente isétropos, porque estdn contenidos en subespacios to-
* talmente isétropos.
(2) Si y S; esortogonal g S, , gs decir 8i ye§n Sg , entonceg ye F{ .
es decir y es ortogonal a F; . Luego, con mayor razén, y g9 prtogonal a
F , y por-lo tanto tambi&n y 3 ortogongl g F2 , pero siendo ye S1 s 88
igétrops {cf. 1 ), y como F2 es totalmente isétropo maximal, se sigue que -
veF, {¢f. observacién al comienzo de este ndmero). ZEse a su vez implica:
yE€ Slﬂ F2 = 's:‘.f\FlnF2 = §A0F
relacién ‘yeS;NSy implica y =0 , o sea $,1S) = {0} . Del mismo modo
. o _ '
se demestra que tambidén S,N S = &05 .

{0% « En resumen, hemos demstrado que la

(3) Las dos ¥ltimas conclusiones de (2) implican ques
dim (S;) ¢ codim (S3) = dim (Sy) ¥y dim (Sp) ¢ codim (s) = dim (59
o sea dim (5)= dim (S,) . Esto prueba la primera y la tercera partes de (e). -

(4) Usando los resultados de (3) y (2) , podemos aplicara § y S, la par-
te (a) del teorema 2, que nos dice entonces que S + S, = S no g isbtropo.
Esto prueba la segunda parte de (a) .

(5) Anora, (4) junto con el corolario del teorema 1 , nos dicen que S° eg no.
isétropo, y.ademés: ‘So = (5,+5,)° = spnsd DF?_/\FZ DF;NFy = F , es decir:
s’>F .

(6) Razonemos anora en ¢l espacio no isétropo s° ¥y epliquemos el teorema 2:4
existe un subespscio de S° , G , totalmente igétropo tal que dim (G) =
= dim (B) , GnF° = {O} ¥ G+7F gesno isétropo., Esto prueba (@) , la pri
mera parte de (&) , y 1a segunda parte de (e} .

(7) Sea H el artogonal sl subespacio no isbtropo G+ # de S° en gl espacio S°

, Sabemos que H es también no isbtropo y eso prueba la tercera parte de (a) .
Comc G + P s°

G+ F es ortogonal a S , y tamhién H es ortogonal a

}
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S por le miama razén; y por definieidén, H es ortogonala G+ F , Eso _
prueba 1o que faltaba de {(a) .

Ademés, por (6) , lasuma de G y F es directa y entonces usando lo
que sabemos, la definicién de H ¥y el corolario del teorema 1, resulta que s®
es suma directade G, F y H . Y de ahi resulta finalmente que E es suma
directade G , F , H y S , lo que prueba (b) . '

(8) Demostraremos shora (c) , Para ello observemos que, como H es ortogonal 2
G +F y estd cantenido en S° , es ortogonsl a F ¥y a S; ¥ por otra parte,
H/\Fl = {0‘3 . Asl, HcC F:g = (Sl + F)° ¥y entonces, por la observaci 6n que
precede al teorema, H no puede comtener vectores is6tropos no nulos pues és -
tos estarfian también en o

(9) Falta solamente la dltima parte de (e} , que es ya trivial en virtud de lo eg
tablecido. En efecto:

codim (H} = dim (F) + dim (8) + dim (G) = 2, dim (F) + dim (S) =
= 2, dam (F) + 2, dim (8;) = 2. dim (Fy) (porque s=35§; 85s,) ,

y asl queda el { eorema completamente demostrado.

Corolario :

»

Dos subespacios totslmente igbtropog maximgleg tienen 1o misms dimengiém. Si F
28 un subespacig totalmente isétropo meximagl existe un subespagcio F' iotglmente
igétropo maximel tal gue F + F' g no isétrope.

Demostrgeitn:

Basta aplicar a F el corolario del teorema 2 para la existencia de F' +total -
mente isétropo tal que F'nF = {0} y talque F +F' no sea isétropo, la primera
parte del corclario se sigue de (e} del teorema y ella implica que F! también es

totalmente isétropo maxinal,

=0

4.7.~ INDICE DE UNA FORMA ¢ ~HERMITIANA, BASES DE VECTORES ISOTROPOS, FORMAS

e e

NEUL RAS.

El corolario del teorema 3 permite definir: ge 1llamg Indice, Vv , de & , a
la dimengién comdn a los subesgpacios totalmente isétropos meximsales. EIL misno coro-

lario asegurs que 2vVv<n .,

=0

PR
A

T,

b

L}

.

|
i

ielindicede # 28 V21 ,xs3i a#0 esunvector isbtropo existe uns

hoge de E de l1a forma {a y €y ene s en} formada por yectoresg isétropos.

HO




Demostracién :

Sea VysessyV, = & una bagse de E . Seguramente, existe un i tal que

@(a,v4) ¥ 0 (i #'n) pues de otro modo seria a ortogonal a E ,en contradiccién

con que @ se supone no degenerada. Entonces se puede volver a ordenar los vecto = )

res (vy) de modo gue

g(a,vy}) # © {151i«r)
@(a,v,) = 0 {r¢icen)
Definimos shora los vectores:
o= vy (pera 1<i<zr ) y ty, = vty (para r¢i<n)

Veamos que los ti son linealmente independientes, es decir que constituyen una nug
va bagse de E . En efecto, si:
n

2_ Xt =0 = 2>\ivi +i>‘i<vi+v1)=o -
i=]1 i=1 T

=% L-_i (>‘1)v1 + szz + ... + >\nvn = 0

y como (vy) es una familia libre:

l.q.4.4.

Por otra parte, si 1¢i<r , dle,ty =d(a,vy #0 , y sl r¢ig¢n , también:
d(a,ty) = @la,vy+vy) = Bla,v;) + dla,vy) = 0 + d(a,v;) #0 . Esto prueba que gxig-
te una bage de E formada por a Y yectores no oritogonalega a . Modifiquemos
el orden suponiendo que a , t5 , ..., t; es una base formada por a ¥ vectores
no ortogonales a a .

Sea Fy = Ka + Kt (22ig¢m) . Decimos que existe ej€F, , isbtropo. Para
ello, podemos saponer Q!(ti,ti) ¥ 0 porgue si no basta poner e; =ty . Como Ka
es totalmente is6tropo y t; no pertenece a (Ka)® , €l lema 1 nos dice que dado
«¢K existeun ye€Ka tal que @(tg4y , ty4y) = o + £ & , Haclendo « =0 ,
tenemos en particular que existe- Nj€K tal que & Ajatty , hjatty) =0 , ¥ en-

tonces basta poner &5 = Mhja *tty .

Ahora, la demostracién del lema estaré completa si mostramos que 8y€0y-0098

es una base de E , eg decir que dicha femilia es libre. Para ello, supongamos que
n

faqa + E /<383 = 0 . Eso iaplica:

b

i adajd




’

: A7
n ak
ﬁ~13+§;/¢1 Aia+§/‘ﬁi= (/“1*;/“1’\1’8";;/‘1*1:0

y como a’t2""’tn son linealmente independientes, se tiene:

: f‘i*gﬁ‘iAi o

2
fy = O

1}
o

L]
o

fa =0

que implica M =0 (14ign) , 1l.q.d.d.
0=

Se gice gue 1 forms & -hemmitiana no degenerada # eg meutra gi E gs sums di-
recta de dos subespacios totglmente is6tropos (respectode @ ). E1 corolario del
teorema 3 asegura que &stos son entonces totalmente isétropos maximales (y por tanto
de la misma dimensién), de moGo que para que E admite uns forma neutra es negcega -
rio que sea de dimensidn par. Tembién resulta que si dim (E) =n.= 2k y.si E ag
mite una forma neutra, entonces &sta es de Inmdice % =k . Del teorema 2 ge sigue
que si ¢ es neutra B aduite uns base de la forma el”"’en/Z’fl""’fn/z tal
que @(ey,Ty) = 813 . Ademds resalta de zhf que dog formg neutrag ¢ , €' so-
" bre egpacios de la migma dimengién, E , B' , gon eguivalentes (es decir, existe un
u: E—> E' tal que: &'(u(x), ui(y)) =d(z,y) ).

igomorfismo
-0=

Supongamos que E es suma directa de dos subespacios E, , E, , ¥ sean ¢1 ’ ¢2
formas &-hermitianas sobre El , E2 , respectivamente, Si x e y son vecfores
de E , se descomponen de menera unica en la forma: X = x5 +x3 , ¥ =¥ +¥2 -
(%),7; € By 5 %), € E,) . Entonces se puede definir: @(x,y) = & (xy,y,) +
+ @(x5,¥5) ¥ es inmediato verificar que & es tembién una forma & -hermitiana so-
bre E que se llama gumg directs de’ (51 ¥ @5 . (Esta nocidn se genersliza a gu-
oy directs gde vna familia de gplicaciones gegquilinesles: ﬁi ¢ EyxF; —» G po -
niendo #(x,y) =; (x4:¥4) para x (reep. ¥.) en la suma directa de los By (res
pectivamente de los Fy ) ). Es claro gue con esta definiciénm, Ey y E; son ortg
gonales con respecto a & ¥y ¢1 , @, son las restricclones de ¢ a K, E2' ,res
pectivamente. Reciprocamente, si Ey y E, son subespacios ortogonales y suple -
w.nizsias Tespsote de una forma  ~-hermitiana @ |, entonces @ es suma directa de

om

sus restricclones a E; ¥y E2 .

Podemes demostrar shora que: Jg gumg directs de dos formag neutras es una forme
neutrg. Da efecte, ai E=El®E2,El=Ei0Ei,E2=EéaE§ysi¢1es
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una forma neutra socbre El para la cual E-i Yy Ei‘ son totalmente isdtropos, y (52
una forma neutra sobre E, para la cual E3 y B3 son totalmente isbtropos, entog
ces su sume directa, ¢ , es una forma neutra. Pues es claro que E =E} & EJ @
® Ef # E; ¥ sl ze pone F, =E 6E , Fa;EieEE yes E=TF, 8 F, y éstos
son totslmente is6tropos para & (porgue, por ejemplo, E{ , EL son totalmente isg
tropos para @ , ¥, Y entmces también para § , ¥y por la definicién de ¢ , tam
bién son ortogonales para & ).
0=

Una dltime consecuencia del teorema 3 es la siguiente: Ja forme _ =<hemmitjang ¢
g suma directas de una forma pneuirs ¥ ung forme de Indice O ., En efecto (con la
notacién del teorema 3) sabemos que E es suma directade H® y H , donde H® =
=F, 6 F, , de modo que la restricciénde & a H® es una forma neutra (porque
Fl ¥y F2 son totalmente is6tropos), y la restriccién de & a H es una forma de
Indice O <{porgque H no contiene vectores isétropos distintos de 0 ), y de ahi 1le
pro_posicibn. ’

«D=

T
i

ot b

ey




CLPITULO ZII

L

FORMAS HERMITIANAS Y FORMAS CUADRATICAS

5.— FORMAS CUADRATICAS

Como en capftulos entericres, en este parfgrafo, K designa un cuerpc conmutatis
voy E un espacio vectorial de dimensién finita, n , sobre X .
-0

R2 | y ests definido el

En la “geometris snalitica plana™ es K=R y B

(yl,ya) mediante la expre -

"producto escalar" de dos vectores x = (xl,xz) y ¥
sién: (x|y) = It + xz:i'z - Es un sencillo ejercicio verificar que ( | ) es una
forma bilineal simétrica soﬁre ’RZ . 4gl, les formas bilineales simétricas spare-
cen como generalizaciones de lg-nocifn de producto escalar en el caso clésico, Ade-
més, en la geometria enalftica \plada se define la longitud o el mddulo de un vector
mediante [x| = |/ (x1)2 + (x?)2 (suponemos que no puede haber confusi6tn entre los
indices superiores y los exponentes), y la norma de un vector mediante: N(x) =

= (x1)2 + (x%)% = Ix12 = (x|lx) . Bs frecuente pensar el plano como espacio afin ,
en cuyo caeso, la longitud de x se interpreta como la distancie del punto x =

= (xl,xz) gl origen (0,0) .

As{ como lsg formas bilinesles simétricas generalizen la nocién de producto esca-
lar, las formag cuadrédticag generalizan la nocibén de normg de un vector en el caso
cldsico ( = cuadrado de ls lopgitud = cuadrado de la distancia sl origen). Antes de
definirias, notemos todavia que la funcién N(x) de E en los escalares tiene las

siguientes propiededes:

B(Ax) = (x| Ax)

(x+y |xcvy)

Nizlx) = N N(x) (MeR , zeR?

(zlz) + 2(zly) + (yly) = N(x) + N(z) + 2(xly) ,

N(x+y}

0 ses que N(x+y) - N(x) - N(y) es uma forma bilineal simétrica.
-0
Sea Q una gplicacién del egpscio vectorisl E en el cuerpo de escglares, K .
Se dice gue Q es una formg cuadrética si:

(@ arx) = A Q=) (F NeK , ¥ x¢B)
Bz, = Qxwy) - &(x - AF) = Qy+x) = Q) - 0 = By, x) (¥x,¥yeD
&g una forma bilinegl simétrigcg gobre E , que se llama forma bilineel ai
métrica gsociands a la forma cuadratica QR . ‘ .

Usendo las condiciones (Q) , tenemrs ques
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Q(2x) = 4.Q(x)
#x,x) = Qx+x) - G(x) - &x) = 4 Q=) - 2 AUz} = 2 Q)
es decir:

@lx,x) = 2.Q(x)

que nos dice que si el cuerpo K ez de caracteristica 2 1la forma bilineal ssocia=-

da a Q es alternada (ef., capitulo 5).

Es evidente (por les condiciones (Q) ) que si F(x,y) es cuslquier forma bili -

‘nesl sobre E , entmnces Q(x) = F(x,x) es una forma cuadrdtica cuya forma bili -

neal (simétrica) asocisda es #(x,y) = Flx,y) + Fly,x) .

Esta eBtrecha relscidn entre formms bilineales y formas cusdréticas permite apli-
car a los espacios provistos de una forma cuardtica la teoria de las formss bilinea-
les (o sesquilineales, o ~hermitienas}. Asf, por ejemplo, se habla de formas cua-
drdticas no degeneradas (por definicién, Q es no degenerada si y sélo si su forms
bilineal asociada 1o es), o de ortogonalidad con relacifén a una forme cuadrética
( x es ortogonal a y resvecto de & , S8i y s6lo soi 1o es respecto de la forma bi
lineal asociada), o de indice de una forma cuadrdtica (por definicién, si K es de
caracteristica distinte de 2 , el Indice de Q es el de su forms bilineel asocia -

da), etec.

Por eso, el estudio de unz forma cuadrbtica (en lo que a este libro respecta) es
enteramente Equivalente gl de ciertas formas bilineales. Por ejemplo, si K es de
caracteristica 2 , la teoria de las formes cuadrfticas coincide con la teorla de
las formas slternadas, que se desarrollerd sumariamente en el capIitulo 5, Por eso,en
este capitulo nos ocuparemos del caso en que la caracteristica de K es diferente

de 2 .

En todo lo que sigue de este capitulo, supondremos que K es de caracteristica
diferente de. 2 . En tal caso puede definirse f(x,y) = % ¢d(x,y) , de modo que f
es una forma bilineal simétrica tal que Q(x) = f(x,x) . RecIprocamente, cuslquie-
ra sea la forma bilinesl simétrica f£(x,y) , la form cusdrdtica Q(x) = f(x,x) tig
ne como forgi& bilineal asociada & @(x,y) = £(x,y) + £{y,x) = 2.f(x,yi . De modo
que en este caso hay correspondencia total entre las formes cuadrdticas y las formas
bilineales simétricas, y es usual tomer com forme bilineal esociada & @ no la ¢
de antes sino la f de ahora, lo cual no mpdifica en nade la situscibn.

-0 -
Sea (ei) una base de E , y K de caracteristica cdiferente de 2 . Si x =

= § xiei , se tiene:
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Q(x).= £ix,x)} = £ gxiei , ;z‘je‘j) = zd iix‘? f(ei,ed) =

2
=§ (=1 «Qley) *%’—3 rixd, f(ei’e:;) .

-0~

§6.~ GRUPQ UNITARIO ¥ GHUPO_ORTOGONAL. SIMETRIAS. SEMEJANZAS

6,1.- DEFINICIONES

Sea # uns forma hermitisna scbre un espacio vectorial E de dimensién finita

n sobre un cuerpo commtativo, K .

Log sutomorfismes, u , de E isles gues #(u(x) , u(x)) = &(x,y} ge depominap

3 fismos (o trangformaciones) unitsrieg. Formen evidentemente un grupo que se
designa con W(g) , 6 ‘Pn,((b') ¥ se llama gmupo unitsarioreletivo s @ . Cuando
J es la identidsd, los automorfismos u tales que @Qu(x)) = Q(x} (donde Q es
la forme cuadratica definida por @ ) se llamen gutomopfismos ortogmales'y forman
un grupo dencminado grupo _q;p_ggg} (suponemos en egte cago, ademfs, que XK o5 de
caracterdstica diferente de 2 ). El grupo ortogonal se designas con @(Q) & ¢ (Q
¥ evidert emente coincide econ WY(&) .

En este 1libro sblo estudisremos el grupo ortogonal en los cesos més sencillos.

Por eso, en todo lo gue gigue de¢ este pardgrafo supopdremog gue ¢ s upa formg
bilines) eimbtrica no degenersds ssocisda s una forms cuadrdtics Q y que K es de
cervacteridiics diferente de 2 o

6.2.~ Teoremg 1 :
La gplicaciép u —> det u es un homomoyfiasmo del grupo ortogonal sobre el sub-
grupo miltiplicstive {1,-1} de kK .
Dempgtracitn:
Ya sabemos que u —> det u es un homomorfismo de GL(E) en K , de modo que
sélo ha:zy que probar la dltima parte, es declr que una transformacidén ortogonal tiene

Geterminante 1 6 =1 (y que las hay de los dos tipos). Paras ello, fijemos una bg

se de E y designamos con (gi.]') = G la matriz de ¢ , y con (uij) = K(u) la mg

1rlz de un sutomerfisme ortogonal u , Si demostremos jue
¢ = ‘ua

resultard!
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det (G) = det (U) . det (G) , det (U)

que, como det (G) # 0 porque @ es no degenerada, implica (det (U))2 =1 1lo que

dezuestra el teorema (pues las simetrfas (cf. 8.5) tienen determinante -1 y las ro

tacicnes, o la identided, determinante 1 }.

Para probar la pelacién indicada arriba basta hacer el célculo:

gi.j = g(ei,ej) = & ;uikek ’ §udle1) = lgl uik nJl ﬁ(ek,el) =

= ; Uiy B u.jl equivele a G = tUGU (*)

6.5.~ ROTACIONES

Semdn el teorema 1, las trensformaciones ortogonales de determinante iguala 1 ,
cénstituyen el ndcleo de un homomorfismo y por lo tanto formen un subgrupo distingui
do de Y(Q) que se llama grupo de las rotaciones y se representa con ¥PH(Q) .

Ses u un gutomorfismode E , ¥ o &l sutomorfismp gdf 19 Entonceg:

(a) uePiQ) giy sblosi v = u (y por tanto también u e ©(Q) )
(v) Si we®@Q ygi E; &8 un sabespacioy E2-E1 , entonceg g u(E))CE
se tiene: w(E) = n#(El); =F x uE)=u (E2) .

Demostracién:

La relacidén @(x,y) = d(u(x) , uly)) es equivalente, por definicién de adjunto,s
glu¥al(z) - x , ¥) =0 (para todo y E ) de donde como @ es no generads, v*u(x)=

= x para todo x , ¥ esto prueba (2) .

Luego, siendo u- un sutomorfismo, dim (uw(E;)) = dim (E;)} , de modo que si
wE)CE , tembién u(B)) =B ; si edemds ue ©(Q) , usando (a) resulta
que también U#(El) =E . Sea shora xe E; , yeE ; entonces la relacién
g(x;y} = 0 implica @(x, u#(y)) = 0 porque u#(y)GEl , ¥ de aht: @lulx),y) = C
(t‘yﬁE) , es decir u(x)€E, ., Entonces, com para B, , sesigue u(E;) =
= ¥¥(E,) = E, .

Corolerio 1 :

Sea By no is6tropo y sea ‘PEl(Q) el pubgrupo d¢ P(Q) formado por los sute

#)
(#)rambién resulta £éctlmente del Ap. IV, teorema 1.
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morfismos ortogonales, u , teles que w(Ey) =B , y gean (&) , 9¥(Q» ,
log grupos ortogonales relativos 8 las pestriccienes @ , Q, , de Q 2 E L, E,

Tespeetivamente. Entonces ‘FEl(Q) es isomorfo a1 gmpo producte ‘P(Ql) X ¢(Q2)'
Denpsiraeidns

Ses ue¢ ‘PEl(Q) . Por el lema, 8i uj , Uy son las restricciones de u a Ey,
E, , respectivemente, s tisme que W & Py L, ¥ up € P(Q;) , Entonces es de
verificseidn trivisl cue 1z aplicseién u -—> (ul,uz.'l ¢8 una biyeccibn de (pE,(Q)
gobre (?(Ql) x @(Qz) aue recpete las leyes de estos grupos, es decir un ieomo;fig
mo., En efecto, en este ceso £ = T & @ y c=2da aplicecilén lineel uw : E— E
estd determinade nor sus restricclones By U, Si u, v e ‘pEl(Q) s

uv € @EL(Q) Yy sus restricciones som u , v y u, vz , respectivamente.

Co;o;,gri__g _3; H

El subgrupo de %(8) formedo por los u tales gue u(x) = x pars cada x en

E , esisomrfoa Q) .

EZn efecto, es sabido que el subgrupe {identidad de El} X ‘F‘(Qz) es igomorfo a

‘-?(QE) hi por‘ esc 2ste gorolario ge sigue del corolario i ..
-0=

OBSERVACION : El grup¢ ortogonsl de un espacio de dimensi6én 1 (o también el
grupo ortogonel correspondiente a la restriccién de Q a un subespacio no igétropo
de dimensidn 1 ) esté formade por las aplicecidnes x ——> x (idenmtidsd) y
x ~> =x (gimetris respecto del origen) que se notan, respectivamente, 1 y -1 .
En efecto, toda aplicacidn iineasl @z una recta en gi misma es de 12 form x—> x
y si pertenece al grupo ortogenal, la relacifn #(Ax ,\ © = @(x,x) implica
A=ty

tonces, segdn el corolsrio 2, hay sélo dos splicaciones ortogonales que dejan
fijos todos los purtos de un hiperplano no isétropo. Una de ellas es la idemtided,

¥ la otra estd determinadas por:

s(x) = x ( x en el hiperplano)

s(x) = -x ( x en la recta ortogonel al hiperplano).

Se vé& que smbas aplicaciones son involutivas (es decir, por ejemplo, que s2=1 ).
Como vemos & ver; s es la simetria respecto del hiperplano considerado.’

-

6.5.~ FROLECORES ORTOGNALES. SIMETRIAS

En general, 81 p es un endomerfismo de un, espacio vectorial E , se dice que

o2 Uz Droyeetor si p2 = p , es deeir si para todo x : plp(x)) = plx) . Tem-
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bién se dice que p(E) gs gl subespacio gobre el cugl pragvecta p . Por otra par-
te, un endomorfismo u se denomina jnvolutive si w=1 (1o que implica que es un
automorfismo igual a su propio inverso) .

Para gue el epdomorfigmo u -sea involutivo es ngc.'gsargo ¥ suficiente gue gl en -
domprfismo p = % (1-u) gea un proyectar. En tal g_gggj;am%igg o = & (1t} eg
un proyector y es claro que u = p"' -p .

(b) Si u es involutivo, los subespscios V¥ = p+(E) y V" = p™(E) son suple -
mentarios. V' esel conjunto de los vecitores tales que u{x) = x (vectores inva -

rientes para u } y V- el de los vectores tales que u(x} = -x .

Demostracifn:

si w?=1 , S tiene:
(3(1-u))2 = ($.1)2 =t u + (3 w2 = 3.1 + £.1 - +.u = ¥1-1) ,

es decir (p’)2 = p~ . Deghaciendo en sentido contrario el razonamiento, se ve que

si p~ es un proyector, entonces w? =1 . Y un céleulo como el de arriba muestra

que también (p"')2 = p'.+ .

(b) Es claro que E = Vv* + V= asi que para probar que la sum es directa basta
ver que vav = 10} . Para ello, comencemos observando que si zeV+ ’ p+(z) =
=+ (1+u)(z) =z y si 2e¢V , p(2) =% (l-u)(z) = 2 . De ahl se deduce que en
el primer caso es u(z) = ¥(u¥l)(z) = z y en el segundo: wu(z) = Hu-1)(z) = -z .
Si =z estuviera en los dos espacios & la vez, eso implicaria z = -z ¥y -2z seria
0 . Finalmenté, u(x) = x implica x =4+ x ++u(x) V' y, enflogamente, u(x)=
2 -x impliea x V- .

OBSERVACION: Reciprocamente, si se da la descomposicién E = V' @ V™ existe una
¥y s6lo una involucién u que tiene a v ¥V como subespacios propios en el sen-
tido anterior., Basta definir la aplicacién lineal u mediante u(x) = x (x¢ v

¥y u(x) .= -=x (xeV") y notar que es involutiva. Ia unicidad es consecaencia direg
ta de 1o que precede.

-0~

Lemg 3 ¢

Con 1 notacién de) Jems gnterior: 81 u g involutiyo, lagires condiciones si-
guientes son ecuivalenteg:
(a) ue P
(b) Los subespacios ot = p+(E) s U” = p (E) sca ortogonales (lo cusl impli-
ca que ademés son nc isétropos).
(c) u= u_# (es decir u es hermitisno, cf. §9) .

N
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Las transformaciones involutivgs u gue verifican yna (y‘por tanto las tres) de &g~
tag condiciones se llgmon simetrisg. En particular, se tiene! ung transgformscién or-
togonal u gsune simetrfs siy sélo si existe un mbespacio no isstropo M tal
Qe ulx) =x en M y u(xy=-x en M° .

Demestracidn:

sit xeU' y yeU™ |, se tiene: @(x,y) = @lulx) , -uly)) = <@d(x,y) = d(x,y) =
= Q0 , es decir: (@) d4implieca (b) .

Sgpongames &hora que U+ ¥y U~ son ortogonales y sea x,y dos vectores de U+,
o _dos vectores de U™ , 0 unvector de vt y otrc de U” ., En el primeroc o segan
do caso lo observado arriba prueba que se tieme @(x,y) = F(ulx) , w(y)y 6 &(x,y)=
= g(-u(x) , =al(y)) = g(ulx} , u_(y)) respectivamente; en el tércer cago se tiene o
bien @x,y) = glulx) , ~u(x)) = 0 o bien = @(-u(z) , ul(y)) =0 , sezdn cufl de
los dos vectores es el que estd en U* . En todos los casos esto pruebs que

ue Q) , de modo que-tan\zbién (b ) implieca (a) .

Finalmente, ug @(Q) es equivalente a u' = ut , de modo qe si w2 =1 ,

ueP(Q) es equivalente a u =u’ , o sea (a) equivale a (c) .

Ia ditima parte ge demunestra asi: Si u es una simetrfs, baste poner M = ut
" ¥ reciprocamente, si M es un subespacio no isétropo, la aplicacién ortogonal defi-
nida por: uw(x)=x en M y ulx)= =« en M° (corolario 1 del lema 1) verifica

wl= 1 ¥ es por consiguiente uns simetria.

Este teorema establéce una correspondencia biunivoca entre las simetrlas y los
subegpacios no isétropnos. - Para ponerla de manifiesto se acostumbra a decir que u
£s 18 simetrls respegto de M ., Como nos interesarfn especiaslmente las simetrlas
respecto de hiperplanos, en lo sucesivo si se dice gimetrfs sin otro calificative

deberd gchreentenderse que se trata de una simetria respecto de un hiperplanc (no

is6tropo).
0=
Lema 4
St we Y@ ,ysi s e ls gimetrfs regpecto d¢ M , emtonces 1 conjugada
wsw L eg 1a simetris respecto de w(M) .

Demgstracién:

En primer lugar, notemos que (wew )2 = wew L waw L = 1 (porque 82 =1) , de

1

modo que wsw ~ eg una simetria. Entoncest

wy) , y ¥)
w(y) , y M%)

wsw"'l(y) = waly) = wly) = x (x

Al

wew +(x)

u
[}

waw T (x) wsw‘le) = waly) = w(=y) = -x ( x

praeban qu2 el subespacio de la simetria wsw‘l es justamente w(M) .
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Terminemos este ndmero mostrando la férmila que da las gimetrias respecto de hi -
perplenos. Sea s 1la simetria respecto del hiperplano H y sea aecH® , a #0 ;
cada x€E se escribe de modo dnico en la forma x = xz + Aa (xg€H) , de modo

que: s(x) = x5 - Aa =x ~ 2Aa . Y podemos caleular )\ en la foma siguientet
#(x,8) = BlxgrAa, a) = @(xzg,a) + Ada,8) = A d(a,a)
de modo que se obtiene finalmente la expresidn:

s(x) = x-28x8) .

=

6.6.~ SEMEJANZAS

Un automorfismo u de E se denomina gemejsnza de gmltiplicador & €K (X # 0)
si: @ulx) , uly)) = xxdlx,y) (Vx, ¥y eB) .

Es claro que laes semejanzas forman un grupo, notade S(Q) , ya que la férmula
que las define permite verificar que si u es una semejenza de multiplicadar O ,
¥ 81 v una seme janza de multiplicador ﬂ y entonces uv es una gemejanza de mu}
tiplicador «f . Esto mismo indica ademds que la aplicacién u —> miltipl.(u)
es un hogomorfismo de S(Q) en el supe miltiplicative X¥ . EI nficleo de este ho
momorfismo (semejenzas de multiplicador igusl a 1 ) es precissmente el gpupo oriogo-

nal, gue es entonceg un subgrupg distinguido del grupo de las semejenzag.

También (obviamente) el grupo H .de las homotesias (de razén no mula) es un sub-
grupo distinguido de S(Q) , y més precissmente g pultiplicador de la homtecia de
razén A 98 A .

Sea v ‘1a homotecia de razén ﬂ , ¥ u una trensformacién ortogmal, Entonces
Z(wvu(x) , waly)) = ﬁa #(x,y) , de modo que vu .es una Semejenza cuyo maltiplicader
es un cuadrado., Reciprocamente, si w es una semejanza de multiplicador ﬂa ,8ea
v 1g homotecia de Tazén B . Entomces: Glwi(x) , wi(y) = -}5 Fwix) , wy)

= = ¥(x,y) = @(x,y) es decir que Wl = u es una transformacién ortogonal y por

consigniente también es w el producto uv de una transformacién ortogonal y por
conglguiente tamblén es w el producto uv de una transformacién ortogonal por una
homotecia.

—0-

Si u es la semejanza de multiplicador o , Como
#x,0y) = x B(x,7) = dlalx) , uly)) = @z, vuly))

¥y como @ es no degenersda, resulta que u#u &8 1a homotecig de razbn & =
= multipl. (u)} . Como el determinante de esta homotecia es o® (n = dim (E) ,

aoecd b g
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deducimos:
(et )2 = & = (multip. u)®
lo que nos-induce a analizar por separado los dos casos sig}xientes:

Si n gs igpsp: n = 2q+¥l , llamemos h a la homotecia de razbn ox =9 det(n} .
Decimos que h’lu es una transformacifn ortogonal, es decir qus en este caso tpds
gemejanza es el producto de ung homotecia por uns t;ang_f;ormaciﬁfl ortogonal. En efec
to, h™l eg 1a homotecia de razén x3(det u)™' , y de multiplicador:
o¢24(det u)™2 | de modo que el multiplicador de h™lu es: & = &2d(get u)=2 =

n

= (aet Wl (det w2 =1 .
SL n egpar: n= 2q , la relacifnde arriba pruebs que
det u = t_o(q

¥ eso permite clasificar las semejanzas en dos tipoa: 1las seme janzas tales que

det u = (mlt. u)n/2 se llaman directag y las otras, jnversag. Es claro que lag

gemejangag directag forman grupe, que es up subgrupo dighineuido de S(Q) ¥ gue Son-
tiene e] grupo de las rotacigneg s*(@) . Lo notarsmos con ST(Q) .
-0~

$7.- PROPIEDADES PARFICUIARES DE LAS FORMAS HERMITIANAS

En este pardgrafo mantenemos tambidn en general las hip6tesis y notaciomes prece-
dentes pero supondremos, para simplificar, que X es de caracterfstica diferente de
2 . @ designa una forms hermitisna no nula (pero no necesariamente no degenera ~
da) pera un eutomorfismo J . Como ya hemos obaervado,/ euandd J es la identidad,

@ es bilineal simétrica, y por tanto toda la teorfia es splicable a la forma cuadré-
tica definida por & : Q(z) = #(x,x) (o bien Q(z) = 2 #{x,x) ) .

(#)Aqui se usa det (u) = det (u#) , relacibn que se prusba asf: Si R es la ma &
teiz do '(6 , vale la fémmula: @(x,y)} = xRy . (Debido el escaso uso que haremos

de esta fémmula nos pareclé preferible excluirla de los caspftulos I 6 II para sim -
plificar 1a expresifn. Pera el me conoce un poco de cdlculo matrieisl, su demostra
c¢ién es irmedista). Entonces, si M , M* sgon las matrices de u ’ u® , se tiene :

Ty , thﬁi‘y = thM'y , de donde: M' = Rty , que implica: det(u) = det(u®) .
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7.1.~ Teorema 1

E admite una base ortogonal (para & ), es decir, por definiciédn, _un_g base (ei)
tal queg ¢(ei,ej) =0 , (173 .

Demogtraciby - ¢

En primer lugar, debemos observar que existen en E yectores no igbiropos. De
otro modo se tendria que, para todo x y para todo y en E : @(x,y) = -8(z,y)
{(que se deduce de @(x+y , x¥y) =0 ) y tommndo x e y de modo que &(x,y) =1

resulta 1 = =1 (porque @(hx,y) = = @(hx,y) impliea ;\ = ~\ para ted A€EK)

¥y K serls de caracterista 2 , c/ontra lo supuesto,

Razonemosg por recurrencia: suponemos que si la dimensglén del espac16 es menor

que n , existe base ortogmnal. Entonces, sea X . Do igbtropo, es decir @(x,x) ¥

ol

¥ 0 . Sabemos que s1 H es el hiperplano (#) ortogonal a Kx , entonces E =
=H® Kx , ypor la hipétesis de recurrencia, H admite una base ortogonal

n n
ma es obvio si m= 0 o8l n=1 , vale para tado n .

' {ezz...,é } . Luego, {x,ez,...,e} es una base ortogonal de E . Camo el teore

w i

-0=

i

7.2.=~ BEFERENCIA A LOS CASOS CLASICOS

TR R

En lo que sigue nos referiremos en diversas oportunidades e los dos casos clési -

cog siguientes:

L

(1} K es el cuerpo R  de los némeros reales Yy J es la identidad, de

o

.modo que & es bilineal simétrica y puede cansiderarse como asocla-

dvd s

da & una forms cuadrética.

(2) K es el cuerpo { de los numeros complejos ¥y J es el asutomorfig

mo que lleva cada complejo en su conjugado.

il

Para abrevisr la exposicién en lo que sigue {y siempre que no de lugar a confugl ones)

PRFTISET I

cuando se haga referencia & una forma hermitisna aoblse R o sobre ( debers so -
breentenderse que Se hacen, respectivemente, las hip6tesis de (1) 6 (2) . A veces di

remos simplemente: "cuando K= R *© , 0" en el caso real" , etc.

En cualquiera de los dos casos, para todo x&E se verifica que @(x,x) es zeal

(pues en el segundocmso se tiene: @&(x,x) = &(x,x) ).

En cuglquiera de los dos casos, diremos que ¢ es pogitiva (resp. pegstiva) si
P#(x,x) 30 para todo x€E (resp. $0 para todo xeE ), Para ello es necess -
rio y suficiente que si (eq) es una base ortogonal de £ se veririgue @( ej,e4) 20

.
H ™
; . I

! #* i
¢ )E'! subespacio H ortogonel a x es de dimensidn mayor o igual que n-1 , pe
31 TOo como no contiene a x porque éste no es isétropo, debe ser de dimengibn exacta -
| mente n-1 ; de ah! que digemos  hiperplsne H . ‘
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(respec. @(e;,e3) €0 ). Si @ es positiva y no Jesenerada veremos que tiene que

-werificarse o eiz;i) > 0 y por lo tento E no gontiene vectores igétropos (dife-
rentes de 0 ), y @(x,x) (6 Q(x) cuando Q estd definida) es un cuadredo para tg

do xe¢E

Corolario de) teorema 1 :

Si K=R ¢ K=C ysi & espositive nodegenerads, entonces existe una
base ortonormal, es decir, por definiciftn, una base (ei) tal-que: (a’(ei,eJ) =0
¥y .

Demostracidn:

El teorems 1 dice gque existe una base (e{) ortogoral., Como & es positiva no

degenerads podemos escribir:

2 ¥o

1

glel,ef)
tef, §7, corolario del teore-
Blef,el) = 0 (173 me 1).

y entonces, definiendo e; = —J@— e} , seveque (ey) es la base ortonormal reque-
i

rida (#) .
-0m
7.%.= MATRICES #
Si E admite una base (ei) ortogonsal pars la forma hermitiana ¢ , la matriz

(gid)l= (d(egyej)) de & es de la forma:

/gll 0 0 oee 0
O 8p O ... O

0 B3z ... O

0 0 0 see  Bn

donde, eventuslmente, algunos de los gﬁ‘_ puede ser nules (cosa qie sucede si y s6-
lo si @ es degeneradé). La férmula que define a & es evidentementel

@ Zi xieil, yjej} = ; xiy'igii (en elcaso real es un "polinomio homogéneo de se -
gundo grado en dos varisbles").

Si FE admite una base ortonormal para & , la matriz de & es:

P
s

En el capo general, se puede afirmar la existencia de base ortonormel si, por
ejemplo, # es no degenergGa y para cada x¢E existe un (e K tal que @(x,x) =
= e@ . La demostracidn.es trivial,
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1 LR X4 o
o ee. O
c 01 ... 0O
0 ... I |

y la férmuls que define a & ‘es: () xie,.‘ . 2 y'jej) =Z Iiy'i {en el caso real
- - T

1 d
&ata generalizs 1o expresién ordirasris de} pmoéneto escalar).

Qe

{8.- LEY DE INERCIA

En este pardgrafo supondreios edemfs que K=R 6 X=C y qe @ es positi-
vJ L]

8.1.~ Tecremg 1 *

Para todo x y para todo y en E vele la desigualdad de Schwertz:

#(x,y) B(x,y} & &(x,x).8(y,5y) .

Demostracién :

Supongemos primero que x = Ay ; entonces:
dx,y) Bx,3) = Oz, Ax) Blx, ax) = 3 Nel(x,8(x,x) = Blx, 000\ x,H )

1o que prueba el teorems en la forma: @(x,y) &(x,y) = &x,x)¥(y,y) . En el caso

general se puede razonar asi:
0 £ Blxthy , +2y) = @x,x) + No(y,x} + Nd(x,y) + A\ d(y,y)

(para todo escalar )\ ). En particular, escribiendo A= A d(x,y) (XeR) se
tiene que pera todo % real:

=20, y) B(x, v} 8(y,y) + 2 B(x,y) B(x,y) + #H(x,x) 3 O

Pero este es un polinomio de segundo grado en X con coeficientes reales. Sabemos
que paras que tenga signo constante el diseriminante tiene que ser menor o igual que
0 , es decir:

a2
[a/(x,yx Way) | & Bxy) dny) 8x,x’ 3,3)

—— 2
Entonces, sl @(x,y) ¥ 0 , dividiende por @(x,y) ¢(x,y) = ¥(x,y)|  , @e tiene la
desigusldad de Schwartz., Cuendo @(x,y) = O , esta desigunlded es evidente.
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Sorolario i

Para gue @ ge2 po degenerads es necesario y suficiente gue #(x,x¥ O pars ca-
da x gdiferentede O en E .,

Deﬁmgt;ggion :

Si existe x # 0 tol que @(x,2) =0 , el teorema 1 dice que pera todo y ¢
oé8(x,7} #x,y) £0 , o sea que x es ortogonal a todo E y ¢ es degenereda .
En cambio, si @#(z,x) ¥ O pewa todo x diferente de O , no hay vectores isétro -
pos no nules ¥y ¢ no puede ser degenerada,

-0

8.2.~ LEY DE INERCI4

——

Sea ¢ una forma hemmitiaps sobre E (no necesariamente positiva, pero suponien

doadnque K=R ¢ K=C ), entonceg:

(a) Existen dos subespaciog E' y B tsles que E=E' ® E- @ E° , la restric -
cien le # g E es pogitivg no degenerada y la restricciénde # a E es
negativa no degenerada.

(b) Existe ung bsse ortogonal (ey) de E tal cue

@ é x:"ei ,,§ y-jej) = g; xiy™d -_g iyt

i=g+l

(c)Si dim (E') =8 y dim (E7) = t , estas dimengiones gon las mismes para co-
gs par de gubegpacios E* , E- gue yerificuen (a) . s es la méximg di-
mensién de log subespacios en los gusles ¢ es pogitiva no degénerada y t
&8 la méxime dimension de los gubespscios en log cueleg @ eg negativd no de-
generada.

(d) El rango de @ g3 s+t .

(e) 81 ¢ es no degenerada, su Indice, V , es el mepor de los pOmeros s Y t.

El par (s;t) ge denomina gisnstura de & .

Demogtpacidn:

Procederemos por pasos:

(1) Sea (ef) una base ortogonsl de E y ordenemos sus elementos de mdo que

o(ef,ef) >0 (1s1i¢8) ; Hef,el) 60 (stlgigett)

: ¢(.e§_,ei‘} =0 (evt¥l§ign) .
Entonces, usando el cerolario del teorema 1, resulta que vale (a) s8i se 1la
ma E' (resp. E~ ) al subespacio ergendrado por {ei,..,,eél, (resp.

{e’;ﬂ,o.,,eéﬂ} , ¥ 86 ve que E° es.el subesracio engendrado por

{eé+t+1:~--=eﬁ§ .

{2) Para probar (b) , obgervamos que:



(3)

(4)

(5)
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)
o

2
W(ei,ei) = P?_GR » @lej,ef) = -eiéR , #lelef =

segdn que sea 1¢1Ss , g+l&i%ett , 6 s+t+l <¢ifn , respectivamente.
Entonces si se pone e; = e}/ €5 , (eq) sigue siendo une base ortogonal pe
ro shora se tiené: @le;e5) =1 , 6 -1 , 6 © , segin que 1¢igs , 6
g¥l ¢ige¥t , 6 sH+l5ifn , y vale (b) .,

Sea P (resp. N ) un subespacio de E +tal que la restriccién a- P (resp.
a N)de & es positiva y no degenerada (resp. negativa y no degenerada) .

Si se prueba que dim (P) & dim (") = s (resp. dim (N) dim () = ¢ )

‘se tiene la dltima perie de (e¢) , y ésta implica la primera parte porque si

hay otra descamppsicién del tipo (a) : E = 5o 5~ @ E° resulta, por una
parte, dim (E'*) dim (E";) , e intercambiando las letras: dim (E') ¢

< aim (E'M) , ¥ andlogamente para E .

Observando esio, razonemos, por ejemplo, para P , Por la definicién de Et
PN(E" 9 E°) = {01 lo que prueba que 1a suma de P , E  y E° es directs.
Entonces dim (P) + dim (E7) + aim (E9) &< n , de donde, escribiendo la rela-
c161-1 andloga que se deduce de (a) , se concluye dim (P) £ dim () =8 .
Lsf, (e) estd demostrada .

Por definicién, el rango de # es la dimensién de E/E® , que & igwal a la
e un suplementario de E° | es decir, por ejemplo a dim (E') + @im (E7) =
= g+t . Esto prueba (4) .

Demostremos, finalmente, (e) . Designemos por €l momento con q &l menor
de los nimeros s y t (que en este caso verifican s+t = n porque siendo
¢ no degeneraéa es E2= O ), Definimos: F = subespacio engendrado por
{el+eS*1""’eq+es+q} ; F' = gubespacio engendrado por {elees_,.l,...,eq-e's,q}.
En primer lugar, vesmos que F y F' son totalmente isétropos., Por ejemplo ,
8i x =§ )\i(ei+es+i) yei y= § /“1( ei-vesé_) (elementos arbitrarios de

F )} se tiene:

ﬂ(x,y) = ;J_ Ai #J' ¢(ei+e8+i ’ ej+ea+j) =
/

= Z )\i My (Fleg,e5) + ¢(es+i,edf + Bleg ege) + Blegyg,eq43)) = 0 |
i3

(debido a las propiedades de la base (ei) ; sitodos los Indices son dis -
tiﬁos de & pares, el paréntesis es nulo porque la base es ortogenal; en capm
bio si i=j , el paréntesis es 1+0+0-1 y nuevamente se anula).

#n segundo lugar, notamos que F + F' estd engendrado por los vectores
{el,...,eq,es+l,...,es+q} » ¥ €60 nos permite conclvir que F + F' esno
isétropo. Entcnces, 81 H es su subespacio ortogonal, ssbemos que H es no
isétropoy E=(F F') & HE . Ahora, recurriendo a los e; que engendran

H 8e ve en seguida que o bien & restringida a 'H “es positiva no degenera-

e Lt v ol el
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da o bien esta restriccién es negativa ne degenereda, En ambos casos se con-~

cluye que H no contiene vectores is6tropos,

Por ctra parte, como F es totalmente isétropo, F F° , y de ahf:

Fc F+F' =9 (F+F')°=HDF = F+HCFO
Pero como dim (F+H) = eodim (F') = codim (F) = dim (F%) , se tiepe necesa -

rismente que F + H ez iguala F° ,

E1l resto de la demostracisén se resume asi: demostraremos quefsi z es un
vector isétropo pertensciente a F° , entonces necesarismgnte 2z pertenece

a F ., Eso probard que F es un subespacio totelmente isétropo maximal y
por lo tanto Y =dim (F) = q .

Como FOP=F 6 H , untal 2z se escribe de modo dnico en la forma z =

=2p + 2y (2peF , 2zg€H) . Entonces, usando que F es totalmente is6 -

tropo, que H es artogonal a F y que 2 se supone is6tropo, se tienes

0 = #z,2) = dlzg,zgp) + Hlzp,zy) ¢(zH,zF) + @z, 2)

vale decir: #(zg,2y) =0 . Y como H no contiene vectores isétropos dife-
rentes de O , resulta zg =0 , esdecir 2% 2, F , 1l.q.q.4, (#)
—0=
OBSERVACION: Segén 7.3 , la forma @ puede escribirse (por ejemplo en el caso

real) como un polinomio homgéneo de segundo grado de la forma:
= 1,3,
d(z,y) ZJ: Y gy

La ley de inercia dice gue puede hacerse un "cambio de base™ de modo que Q se re -

duzcs a una suma algebraica de cuadrados:

d(z,y) = f: xiyi -i xjtvi
=1 i=g¥l

2 2
«Ux) = g(x,x} = i: (xl) -f (=)
i=1 i=g+l

¥ 1a signatura (st} indica la centidad de cuadrados, s , afectados del signo. =+
. ¥ la cantidad de cuadrados, t , afectados del signo = . Ademés, el teorema dice
que estas "cantidades” son imdeperdientes del método seguido para la "reduceidn™ de

'la form @ SRR

-

() Aqui se pruebs un hecho completamente general de la teorfa de subespacios total-
Qiente"ié&ropos= S), E=FeF' 6H con F ¥y F' iotalmente is6tropos, F+F' no
igétropo y ortogonsl a H y H sin dinmin vector igéiropo no nule, entonces F y F'
gon totalmente igdtropos maximales.
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§9.- BEDUCCTON DE ENDOHORFISMOS NORMALES I HERMITIANOS

En todo este parégrafo supondremos que estamos en uno de los casos clésicss:
k=R ,
bre E (cf, 6.12 }J. Por primera vez estudiamos en este pardgrafc relacimeg de

6 k=C , ¥y que @ es una forma hermitisna positiva y no degenerada sg

otra forme sesquilineal con respecto a la forma fundemental @ (“forms métrica®™) o

(cosa que en ciertos casos ea equivelente) relaciones de un endomorfismoe de E con

-

9.1,— ENDOMORFISMOS NORMALES, REDUCCION
Teoremg 1
Sea S un coniunte de endomorrismos de © ial gue 8% u€S , entonces taghién
u* €S (abreviadamente: S ez gstable para la aplicacién u —> a* )
(a) Si V es un aubespacio d¢ E gstsble parg S (es decir, si wu(V)CV para
ceds ueS } gnionces V° es eatsblepars S .
(b) E g¢ descompme en sumg directgt E=E 0 ... @ E, de gubegpacios ortogo-
nales dos g dog y egtables minimgleg para S .
(esto dltimo signifieca lo siguiente: en primer lugar, u(Ei)CEi para cada un€ s |,

¥ en segundo lugar, 31 F es un subespacin no nulo contenido emun E; y si u(F)

CF para cada u £ , entonmces F= B ),

Demostrgeidp de {a) ¢

Por 1la hip6tesis, si eV 3 yeV , se tiem:

dy, w(x}} = G ,x) = 0 (¥ye?) que implica ulx)€v® .

Demogtracién de (k)

Razonamos pﬁr recurrensia sobre n = dim (E) , observando en primer lugar que la
proposicién es trivial a1 n=0 o8l n=1 (en tél caso el propio E es minimal
y estable para S }, Suponemos eatonces que 81 F es un espacic de dimensién menor
que n manido de una forma como @ , entonces F se descompone en suma directa de
subespacios Fy estables minimales para una familia de endomorfismoscmo S y ortg
gona¥es dos a dos. Sea #ntonces n' 1la menor de las‘dinensionea de loa subespacios
no mlos de E estables para 'S , y sea V un subespacie estable para S y de di
mengién n' . Entonses, e.lam,\v e3 estable minimal, pero por (a) , también
¥® es estable para § y su dimensién es menor que B . Entonces VO y la res -
triccin de & a V° px:opoi'cionan una situacién en la sual ea aplicable lsa hip6te_
sis de recurrengia: V° ée degcompons ‘en suma directa &~ subespacics ortogonales
does a dos y establss minimales para S . De aqul resulte que tembidn E=V @ v°

tiene #aa’ propieded.
—0—

1

|
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—
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Se dice que un endomorfismo es pormsl si conmuta con su adjunto, es deeir:
u(u¥(z)) = w*(u(x))' para cads x€E ., Antes de enunciar el teorems particular de
reduccidén de endomorfismos normsles, recordemos alginas définiciones. Si u eswun
endomorfismo d¢ £ , un x€E , x¥ 0 , se llama yectop propio de u si existe
un egcalar A  tal que u{x) = Ax (es decir, si y e8lc sl u deja invariante la
recta de x , o 81 y 8dlo sl esta recta es estable para u ). En tal caso, dicho

escalar A se llama valor pwepic de u .

Iecorems 2 ¢
Supengemps K =C ¥ gea u un endomorfismo mormel de E . Entonces E gg
descompone en sumg dipecta de subegpacjos E; ortogonales dos g dos y de dimensién

‘1 isgles gug cuslgujer elemento no pulo de cuglquier E; gg un yector propio de u,
Y existe en E ung base ortonormas) formada por gutoyectores de u .

Demoatracidn:

Aplicaremos el teorema 1 al 4igebra S engendrada por u ,u y 1 (es decir 1=
ninina élgébra de endomorfisno que contiene estos tres). Como por hipétesis u#u =

= qu® s S es commutativa y est£ formada por los polinomios construfdos con las

tres "variables® u , u® y 1 , es decir por los endomorfismos de la forma:

#
hZ th |.1h (u )X . Como (uh(u#)k)# = uk(m#)h , €8 estable para la aplicaciém
X

*
u—> u .

Entaces; el teorema 1 dice que E = Fy & ... 8 E; donde los E; son ortogane -
les dog s dos y estsbles minimales para S . Decimos que una vez que se demuestre
que cada E; contiene un vector propio x; para u : u(xj) = Xjx; , el teorems

puede considerarse demostrado.

En primer lugar: u(Mxzy) = mulzy) = M N{ % prueba que cade recta Kx; es es
table para u . Si mostrams ahora que los autovectores de u también son sutoveg
tores de u® , €8as rectas serén estatles para u® (y légicamente también para 1)
¥y por tento pera S , lo que implic’a_ré: Ej = Kxgy + los Ej serén unidimensiona-
les. Con mds precisién que lo afirumdo, d emostremos que, en generel, si u(x) = \x,
entonces u#(x) = ;x (con la dnica hipétesis de que u es normal). Por una parte,
tenemos: @lu(x) , x} = A &#(x,x) = &z, A0 = gz s u (x)) , es decir que

t = u¥(x) = Ax es un vector ortcgonal & x . Pero ademds:

Fut(x) , W) = B(E+ Az, t+ AD = A AB(x,x) + B(t,t) =

FINE, W) + 8(g,t] = Bulzx) , uiz)) + d(t,t)

duu(z) , =) + G, t) = dlau(x,z) + B(t,t)

= gl (x) , «F(x)) + Bt,t)
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lo que nos dice que @(t,t) =0 , y siemdo ¢ positiva no degenerada, esto implica
t =0 {ef. 7T, corolario del teorema 1), Por la definicién de t , es entonces

u#(x) = ;x , l.q.q.4. ' -

Entonces, puede considerarse demostrado quecada By es de dimensin 1 , de
modo que tomendo un vector en cada Ei 8e tiene una base oriogonal formda por auto
vectores de u (y de u* ) ., Ybya sabemos que a partir de ella (siexdo @ positi
va y no degenerada) siempre se pusde construir una base crtonormal formada por vectg

res proporcionales a les dades,

Asi hemos reducid el teorema a demostrar solamente que cada subespacio estable
minimel E; coniiene un autovectar de u . Para ello, comencemos observando que
siendo By estable pera u J para u# » las restricciones de éstos a E; son en-
dogorfiggos de E; , y, obviamente, endomorfismo normales de E, . Entonces 1o
que queremos resulta en la forma sigulente: sea dada en E; una base cualquiera y
sean (xJ) 1as coordenadas de wn punmto <x By , ¥ () 1la matriz del endomorfis

mo uy (restriceién de u ) a Ei . La ecuacitn u(x) = Ax se escribe entonces

BSI;
§ a. % ’- x X (k - 1 2 eoe m)
El | At 4 ?

(suponiendo que m es la dimensi®n de E; )}, &e modo que equivale al sistema lineal
homogéneo: '

L]
(w]

(an&)\)% +eit et .., ta

1m m

821,,:1 + (322- ))22 + oo + 82mxm =0
%1 xl * tee P e * (amm-)\)xm

cuyo determinante es:

811 812 cee &lm

AN =

sevenvrsvsvcecoses

\8,1 cevasenve amm

Como A(A) =0 es una ecuacién algebreica de grado m s )\ con coeficientes
cogpledes, sxiste por 1o menos un valor complejods A talque A(AN) =0 ,
¥ sabemros que el sistems homogérmeo correspondiente a ese valor tiene una_soluci6n
1déni ieamants ula qus proporcionas las coordenadas ds=1 autovestor buseado,

-0

i 1

i i
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9.2 .~ ENDOMORFISMOS HERMITIANOS

Se dice Que un endomorfisne u de E es hermitisge si uw” =u . En consecuen-
cla, todo cndomrfismo hermitlgno eg normal.

Ieorema 3. g ¢
See X=C ,y u unendomorfismo hermitismo d¢ ¥ . ZEntonces todos sus m -

tovectores pertenecen 8 R , ¥ existe una bhege de formada por gutovectores de
E formada por autovectores de u , que es una hase ortonormsl.

Demoatracidn

Ya que u es nommel, vale el teorema 2, y por tanto s6lo hgy que probar que si
ulx) = Ax para un cierto x¢E , x#0 , entonces A es real. Pero ests es
inmediato porque hemos visto que si x es autovector de u , también lo es de u#,

¥ que vale mds precissmente: a*(x) = ;\x , entonces si u es hermitiano resulta
)r = :X- ’ l.9.9.4.
O
Teor emg é :
Sea ¥=A ,y u unendomorfiemo hermitisno de E . Entonces existe una ba-
ge ortonommal de E formada por sutovectores de u .
Demoatracidn: '

Usaremos el teorema 3 a, para lo cual hemos de "sumergir® E , & , u , en un ca-

80 en que dicho teorema ses aplicable,

Sea Ec = ExE (por ahora sélo como conjunto) y demos a E, una estructura de es

pacio vectorial sobre C mediante las definiciones:

(x1,¥7) ¥ 25 = (z3,¥2) , entonces zq + zp = (x3¥xy, ¥y1+¥5)

sizl
si >\

Xx+if (0(,/5 reales) y z = (x,5) ¢+ Az = (Ax=By, Px+)Ay)

Ea un simple ejercicio de célculo verificar que esta suma zq + zp y este producto
por eacalares %z , tienen todas las propledades requeridas para hacer de E, un

egpacio vectorial sobre ¢

En particuler, si «€ R | se tiene Xz = or (x,7) = (x x,0y) = ¥(x,0)+%(0,y)

ysi JBeK , se tiene: ifz = 1}(x,y) = (=B, f=x) = -f,0) + B(o,x) . De
aqui resulta que 8i se identifica E a una parte de E, mediente la inyeccién :

x —>» (x,0) , el elemento (x,y) de E, puede escribirse en la forma: (x,y) =

= {z,0) + {&,y) = (5,0) - 1,1(0,¥) = (x,0) + 1.(y,0) = x +iy .

31 se define #, e E, mediante:

B, (x+ly , x'+ly') = @(x,x) + 1i0(y,x*) - ig(x,y') + gly,y")
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¥y se recuerda que & (por estar en el caso real) es bilineal simétrica, y que 1 =

= -4 , se comprueba en seguida que @, es sesquilinesl (para X = A )y qe

dc_(x+iy , X'+iy') = @ (x'+iy' , x+iy) , es decir que ¢, es una forma hermitiena
sobre Ec . Ademds, (heciendo y e y' iguslesa O en la definicitm) ¢c(x,y) =
= @(x,y) , de modo que @, extiende a ¢ . TFinelmente:

B (x+iy , x+iy) #(x,x) - 168(y,x) - o #(x,y) + &y,y} =

#=,x) + gy,y) 2 0

prueba que @, es positive, y si z = (x,y) # 0 (lo que exige que 0o x 6 y 6 ap

bos sean no nulos) es ﬂc(z,z) > 0 , de modo que ¢c es positiva y no degenerada.

Ahore extendemos u a E, mediante la definicién: u (x+iy)} = u(x) + i ulxy)
¥ results (mediente célculo trivial) que u, es un endomorfisme hermitianoc de E, .
(Se puede probar en la misma forma que si v es cualquier endomorfismo de 'E y si
se define v (x+iy) = v(x) +i v(y) , emtonces (vc)# = (7#)c , es deecir que
(v)*(xtiy) = V(@) + 1 V() L)

Entonces el teorema 3 a dice que E, admite una base ortonomal (para ¢, ) ,
(#)

zj5 = x5 + 1y (1¢ J $n) farmada por sutovectores de u, ¢
uelzy) = >‘;ij +1Ng; (AJCQ E)
es decir: ulxj) + i ulyy) = ij‘j + i )Jyj , Que implicet
u(xz) = Ay x4
u(yy) = )\J ¥
Ahors bien, comp “u es hermitieno, el teorema 1 es aplicable al espacio E y a

la familia S que consta del s6lo elemento u . E se descompone en suma directa

de subéspacios E; ortogonales dos a dos y estables minimales psra u . Entonces,

i
¥ por lo tanto se concluye come alli que cada E; admite un autovector psra u .

el rezonamiento precedente es aplicable a ceda E; (ertendiendo E; a E e ? ete)
?

Ya sabemos que eso implica que E; (por ser estable minimal pare u ) es de dimen~
8ién 1 y que si x4 Ei , (.xi) es una base ortogonal de autovectores de u que

se lleva inmédiatan}ente a una b ase ortonommal formada por sutovectores de u . E
teorema estd demogtrado () .

==

#

( )No_ hemos probado, porque es inmediato, que E, es de dimensién n aobre ,
si E es de dimneién n sobre [ . Por ejemplo, ume bsse de E, es (ey,0) si
e; esuna base de E .,

## .
( )Este razonamiento, splicado al caso en que u es normal {(no necesariaments her

mitieno) permite demostrar que los subespacios estables minimsles para u u :
el caso real) son de {iimensgén 1 6 2 p? P v (en

il
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9.3.= CASO DE AUTOMORFISMOS ORTOGMNALES, O UNITARiIOS

Si u es un sutomorfismo unitario, como u# = u"l s también es normal y vale el

teorems 2 (ef. 1a nota (##) que es aplicsble a eate caso)., En pasrticuler, dicho
teoreme vale también para automorfismos ortogonales en el caso real (que son, en ese
cago, los sutomorrismos unitarios para la forma bilineel simétrice asocisda a la fop
ma cusdrdtica dada).

=-0=

9.4.~ INDOMORFISMOS HERMITIANOS Y FORMAS HERMIT IANAS

Para cada emomorfismo hermitiano u , consideremos la splicecién Y, de ExE
en K definida asi:

Ye(my) = dux) ,y)

‘Q

Decimos que ¢ es una forma hermitiane sobre E . Eun efecto:
. .

Yooe | 9} = dalex') ,3) = gulx) , 3 +dalx’) , 3 =

\Fu(x,y) + ‘Pu(x',y) s ete,

yi Yolzy) = gulx) ¥ =8z, uy)) = gluly) , 3 = Y G&,x) .

Reciprocsmente, si Y es upa forms hemitiena sobre E , como ¢ se supone no
degenerada, el corolario del teorema 1, §1 , dice que si se fija yeE , para cada
x¢E , exiate un uUnico elemento ulx)e E tal que Y(x,y) = dulx) , y) , y luego
es inmediato comprobar gque u ‘x — u(x) es una splicacién lineal de E en

E que es un erndcmorfismo hermitisno maess

gla(z) , 7)) = Yixy) = Yiy,x) = duy) , x} = &(x , uly))

es decir u = u¥ .

Adem%s, la gplicacibn u —> \I)u es cleremente biunIvoca, de modo que es una
biyeccién del conjunto de los endomorfismos hermitiancs de E sobre el conjunto de
lag formss hermitisnas gsobre E . Esto permite traducir cuslquier propieded de los

endomorfismos hermitisnos en una propiedad de las fomas hermitianas, Por ejemplo:

Teo:ga__g_ :
(Reduccién de une forms hermnitisng respecto de ung formg hérmitians & , pogiti-
Y2 g no degenerads}. Si ‘Y g une forpa hermitieps sgbrg E (siempre en los ca -

ERE A 4 . 8 K= ¢ 1, existe ups base (ei) de I gque es ortonormal respec-
tod Y -
Demostracion:

Sda u el endemorfismo hermitisno esociado a Y segtn ls observacién preceden-
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tet Y(x,y) = @(u(x) , y) . Sabemos que existe una base ortonormal (para ¢ ) |,
(eg) , cuyos elementos son autovectores de u : u(esd =A1ei (kiER) . En -
tonces Yley,e) = Gluley) , e5) = Ay Blegpey) =0 (s 17§ , l.a.q.d.
-0-
OBSERVACION: Segdn vimos en 6.3 el teorema afima que sl esté dada en E una
forme positiva no degenersda ¢ , para cada forma hermitiena Y existe una base

(eg) tal e

2
Flx,y} = Zx‘y‘i F(x,x) = ;Ixil
(k. =C )
2
(x,y) = ;aiixiy'i (x,x) = éan [t

y férmulas similares cugndo K = Q . En otrag palebras, la matriz de ‘{/ con reg

pecto a esa base es una mstriz diagonal de la forma:

;. 0 O

855 0

0 ...ay

en la cusl algunos aii pueden ger nulos si ‘{’ es degenerada. Né6tese que los ajq

[« KINT®]

son inverisntes por ser autovalores del endomorfismo hermitiano correspondiente, Adg
més (por la misma razén} si todos los ay; son diferentes, ellos determinan 1la base
(ey) univocemente (demuéstresel}. Como Veremos en el eapitulo siguiente, este teo-
rema enclerra el teorems de reduccidn de 1g ecumcidpn de vns cuddrica a ejes principa-
des.

-0=
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CAPITULO. IV

APLICACIONES GEOMETRICAS

En este capitulo supondremos, para sloplificar, que E es un zgpacie vectorial
de dimengitén finita gobre el cuerpc real, R . Con @&(xly) designaremos una for-
ma bilineal simétrica positiva y no degener=sde scbre E , y con Q 1la forma cuadrg
tica Qfx) = (x{x) . El nimexo (x|y) ruede considerarse como el producto e sca-
lar de los vectores x e y ,y @(x) como el cuadrado de la distancis del pumto
x al origen: &Q(x) = d(x,o)2 =,c’1(0,x)2 ; el ndmers VQ(x) se noteré también con

Ixl y se llamers longitud del vector x .

Para alginas cuestiones, es dtil comsiderar a E como espacio afin (tomando-como
.éspacio de las traslaciones de E al propio espacio E= T ). Por una @nica vez no
tems can x , ; , & un mismo elemento segdn se considere como punto del especio .

"affn E o como trasiacién perteneciente al espacio vectorial T = E . Asi, la
traslacisén : aplicads al punto x da el pumto x*t , de modo que con la notacién
de la introduccién escribiremos: x + ?= xtt |, ete., y siempre la diferencia x-=y
de dos puntos de E representas una treslacidn de T (més precisamente, la trasla -
ciﬁn- ¥=7 que aplicada a y da =x ). De modo que, por ejemplo, si * e y son
dog puntos de una recta affn, la direccitn de este recta estd definida por el vector

CE=y , ete.

Cumndo ests dada en el espacio vectorial T = E una forma (x|y). con las propig
drdes de arriba, se dice que se ha definido una métrica (euclidea) en E , y el es-
pacio sfin E provistc de dicha forma se denomina gspacie guclfdeo. - le distancia
entre dos puntos x e y de un espacio:euclidec se define medisnte: Adi(x,y) =

S - . -
= | xay | = \l(x -yl x-y5) . Por ejemplo, si x,y, 2z son tres puntos del eg
—_— — o
pacio euclideo E ., para que leg vectores y-x y gz~X sesn ortogonales es necessa-
) —_—
rio y suficiente que O = (y=-x|z—x) =
-> - - - -> - .=y atr
= (ylz) = (x|z) -~ (yIx) + (x|x) , condi -
eién que se verifica sl y ablo si

. - wy > >
F=lyx) + (z=xlz-0) = (yly) + (zlz) -

- —_— —
- 2.(ylz) , es decir que y-x y z=x

son ortogonales si y s6lo si

' dz(x,y), + ég(y,z)~= dz(y,z}

Este es el teorema de Pitdgorag.

Sea Vv una aplicacidn afin del espacic euclideo E , y sea u la aplicaciém 1j
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T2

neal asociada {(cf. Cap. 0). Se dice que v esun movimiento de E &l y s6lo si u
es una transformacién ortogonel para la forma & definida por ( | ) en el espacio
vectorisl T =E . Andlogemente, Vv eg una gemejanzg de E si u es una semejan

za de T=E .

-

De manera similar, se extienden a los subespacios euclideos todas las nociones

m4s impartantes de espacios vectorisales.

A modo de' ejemplos digamog los sigiientes: Si x e y son dos puntos distintos
determinan una recta afin, que noteremos con %;y (es 1 variedad afin engendrada

por X e ¥y ) que estd definida por la férmula:

Ry

{zeE / z = 2+ My-x) = (1-)~)x+>\Y}

0 también:

izeE/z Az + My, oon )\+/4_=1}

RW

Si x,y, z son tres puntos que no estén en una misma recta afin, los vectores

> — - —> .
a=y-x Yy b =2z-x son independientes. Entonces, x, y , z determinsn un pla-

no afin (la veriedad afin engerdrada por ellos) que estd definido par:

- -

Pz = {tGE/t=x*>‘a+/"b= (I=A-p)x = Ay - pz I
o también:

LI {teE/t= Mz + uy + ¥z, em "*F"V=1}

-0=

También serd ussda la nocidn de espacioc proyectivo asociado al-egpacio euclideo
E (que es el P(RxE)) en donde E puede identificarse con el hiperplano proyecti
vo definido por las rectas de KxE que pasen por los puntos de la forms (1,x) .
Para sbreviar, nos referiremos a esta situacién diciendo solamente: "considersnd s
E como parte del espascio proyectivo asociado...", etc.

-

10.- ANGULOS

En este parégrefo mantenemos las hipétesis y notaciones indicadas.al comienzo del
capitulo, perc supondremos n = dim (E) = 2 ., No obstante, seguiremos usando la no
tacién K en lugar de Rr porque lg mayvor parte de 1o que diggmos aquf yale psrg

Suerpos copmtativoa cualesquiers de ceracteristica diferente de 2 (si K es cusl
quier cuerpo conmtative de cgaracteristica diferente de 2 , no tiene sentido 4 ecir

que ( | ) es positiva, pero debe seguirse suponiendo gue es no d egenerada).
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Con (el,ea) se designa una base ortonormal de E , pero para permitir la gene-
relidad 1llamaremos %1 = (egleg) , ¥, =.(esler) ¥ $= - o/ &y (én el caso
general, la base sélo se supone ortogonsl, cm lo que €& ¥ e, sonno ia6tropos y
s6lo puede asegurarse que 0(1 » &Ko 8on diferentes de O ;- en el casp real con
la suposicién indicada se tiene que &7 = K,=1 , ¥ $=a ). Se notard con

G 1a matriz de ( | ) respecto de esta base:

0{1 0) a b\
y con M(u) =
0o X, c
la matriz del endomerfismo u tal que : u(x) = u(xlel-*xzea) = (ax1+bx2)e1 +
+ (cx1+dx2)e2 .

[}
]

Como vimos en 6.6 hay s6lo dos ftipos de semejanzas:i 1las semejanzas directas, w,
caracterizadas por la condicién: multipl (w) = det (w) y las semejanzas inversas ,
que cumplen en cambio: multipl (w) = — det (w) (recordar que suponemos que la di -

mensién es 2 ) .

En cuanto g las simetrias, précticamente las hay de un sblo tipo, es decir las si
metrias respecto de rectas (hiperplanos porque la dimensi6én es 2 ). Por ejemplo ,

la simetris respecto de la recta Kel (puesto que lleva el vector de coordenadas

(1,0) en (1,0) y el vector (0,1) en el opuesto (0,-1) tiene como matriz:

1 0
()

En cuanto a la simetria respecto del origen: x—% <x , es obvio que su matriz est
c -1
de modo que también es une rotacién (y por supuesto también es la homotesia de ra =

z6n -1} .

-0=-

10.1.- PEOPIEDADES DE LAS SEMEJANZAS PIRECTAS EN EL PLANO

Para realizar el egtudio general de las semejanzas del plano, podemos limitarnos
al subgrupo S+(Q) de las semejenzas directas. En efecto, si w es una semejanza
inversay s 1la simetria respecto de Ke; , es claro que wsl' es una semejanza
directa (con el mismo multiplicador que w ) y, mcipz;‘oca_mente',~ Si W es una seme -
Jjanza directa, ws, es una seme:j'anza inversa con el mismo multiplicador que w .
{Bs obvio que esta propiledad no es privativa de 8¢ ¢ dejamos al lector la senc"i:

ila tarea d: encontrar relaciones generales entre semejanzas directas e inversas.)

P
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Sea \P una forma bilineal alternada y no degenerada gsobre E (es decir, una
forma bilineal tal que Y(x,x) = O para cada xe¢E , lo que implica WY(z,y) =
= =\Y(y,x) para todo x y para toedo y en E , ef, capitulo 5). Por el corola--
rio del teorema 1, §1, por ser \}J no degenerada, fijado y&E , para cada x¢E

existe un dnico elemento w(xz) ¢ E tal que (xly) = W(w(z) , y) , ¥y esa relacién

permite deducir que w : x*=—? w(x) es un endomorfismo de E ,

Antes de proseguir, debemos llamar la atencidn sobre la siguiente propiedad de
1as_formas gliernadas en dimensién 2 : cualqulers sea el endomorfisnc u de E
ge cumple que: Y(u(x) , u(y)) = det (w). Y(x,y) (¥x,¥y) €E) . En efecto, si
1a metriz de u es (2'3) sabenos que ufx) = u(xle1+x2e2) = (axl+bx2)el +

+ (cxl+dx2)e2 , ¥ entonces, usahdo las propiedades de Y +tenemos:

it

¥ (alx) , ulyh) (axt+bx2) (cyt+dy?) - (ayi+by®)(czt+ax®) Ve, e,)
1372

(ad~be) (x]wz-xzyl) k[r’(e:,_,e:z) = det (a} W(x,y)

Entonces volviendo a 1o de antes, si u es una semejanza directa podemos escri -

bir:

Ymix) , uly)) = ¥ dmix) | uly)) =

det (u) (xly) = (u(x)|uly))

get (w) ¥ Hwatz) , )

y como, por la definicién de w , det (u)(xly) = det (u). Y(w(x),y) , esas rela -

ciones y el hecho de que \V es no degenerada implican

w = u es decir: W = ug

Como q’ todavie esté indeterminada, tomemos en particular 1la forms alternada cu
ya matriz es: (_g %) , ¥ calculemos la matriz del endomorfismo w correspendiente:
M(w) = (ai;]) . Introduciendo coordenadas, la relacién (xfy} = Y(w(x) , y) se eg

cribe:

1 2 -
x]7°(1+xy20<2 =

((a11x1+a12x2)e1 + (-32111+32282)e2 ) y1e1+y2e2) ’

i

(x1e1+x2e2 | Xlel“yzea)

es decir, usando la matriz de H
2
lel °(1 + x%zuz = (allxl+&‘|.2x )32 - (82131+822x2)y1

Entonces, desarrollando el polinomio de la izquierda y teniendo en cuenta que los pg
linomios de ambos miembros deben ser idénticos (porque la relacién inicial vale para

=0 ’

todo X ¥ rera todo y en E ) ge dedice en seguida: a1 = &p

8., =
12 2
851 = =%y , es decir que:

h..u-k..\.;n .



. 0 0(2
Mw) =
&

de donde, le relacitn ya establecida wu = uw eg equivalente a i

COC A (o) ()

1

que implica, efectuando las operaciones e identificando los elementos correspondien-
tes: cX, = -0(1b y =0tga = -‘de y 4%, = ax, |, -%b = eX, , es decir :
a=da , b= Sc .

Asi se ha probado que gi u gg una semejenza directs, gu metriz es necesariamen-

[+

te de ia forms

a 5b ;
M(u) =(b ) (a2 - sz # 0)

a

(1o dltimo debido a que u es un automorfismo y por lo tanto su determinante es di-

ferente de 0 ) .,

Se ve, por otre parte, inmediatamente Que la suma y €l producto de matrices de la

") -

es otra matriz de esa farma (aunque eventualmente podria tener determinante nule), y

forma

lo mismo ocurre cuando se multiplica por un escalar. Esto significa que dichag ma -
triceg forman un Algebra, A , que es subdlgebra de L(E) s Que es un #dlgebra con

mutativa pues com K es conmutativo basta caplcular para ver que:

e 5B\ [far sb-) a sb-) a sb)
b e b' a' b* a' b a
Ahora bien, si se designa con v el elenento de A ¢ v = 1

.w (cuya matriz es

(g g) ¥y si se representa con 1 a la identided de E , Se ve que: paracada uc€a

vale una expresién de la. forma:

b .
u=al+b.v (v2 = $.1} (siendo M{u) = (a 5 ) ) .
b a

Entoncas, como tanto 1 como v son semejanzas directas, esto prueba que A eg la

"gubdlgebra de¢ JL(E) engendreds por lag semegjenzag directsg. Ademés, esa misma ex-

presidén demuestira que 4 es una extensién cugdrdticg de K generada por v ¥y 1la

wnidad de A . Aplicando entonces a A 1la teorfa general (ver la parte correspon-
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diente de la introduccién) tenemos los resultados siguientes:

Si § esun cuadrado, es decir si §=%2 (€ K) , A escompueato direc
to de dos cuerpos isomorfos a K . (Es dtil observar aqul que este caso se presen-
ta 81 y s6lo si E contiene vectores is6tropos pues la ecuacién

2
(i1e1+x2e2 | x1e1+x2e2) = 0 es equivalente a $ = ()—1;15)
Esto dice ademds que si hay rectes isbtropos éstas son necesarigmente dos, y que to-

dos los vectores isétropos estdn dedos por la expresién )\ei h -175- X es (varian -
do A ). )

En cambio, si & no es un cusdrado en K s+ A es un cuerpo, ZEsgte es el caso
gue nos interess porqus como hemos supuesto K = R y ( 1) pogitiva no d egenera-
da, sabemos que no hay en E vectores isétropos. Mds precisamente, sabemos que con
nuestras hipétesis es S = =1 , que no puede ser un cuadrado de un ndmero real.Eso
mismo implica que en nuestrocaso A es igual al conjunto de las semejanzas direc -
tag porque el determinante de una aplicacién perteneciente a A es de 1la forma

2

82 - sz , eg decir es, con nuestras hipbtesis, igual a a +b2 >0 (exceptudndose,

por supuesto, la aplicacién nuls).

Usaremos la notacidn general de las extensiones cuadrdticas:

si u=a+bv , u=a-=-bv y N(u)=uu=a?'-5b2=de’r.(u)

Realicenos une Wltima observacién, dado x€E no is6tropo (lo que permite tomar-

1o como primer vector de una base ortogonal) la igualdad:

( v $32) /1 '

\yz yl 0 y2

prueba que para cada ye¢E existe un elemento u de A (que en €l caso real que

nos interesa serd una semejanza directa) tal que u(el) =¥ . En general entonces
para cada x no isbtropo y para cada y¢E existe una dnice aplicacién ued tal

que ulx) =y .
En resumen, hemos demostrado lo siguiente:

ZIeorema fyndamentgl:

La gubdlgebra A de X(E) engenirads por S (Q) g ung extensién cusdratics
de X . Si E po tiene Vectores isbtropos, A s un cuerpo; en c¢aso conmtrarig ,
&3 compuesto directo de dos cuerpos isomorfos a X . ued gl ysélo gi sumatpiz

M) = Sb)
u) =
\b a

£3 de ls forma:

.
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% ues*(Q) iy ablo sl ademfs eg a®- 52 ¥ 0 . Si E ge conaidepe com A-mé -
&ylo regpecto del producto por eacalares: u.x = u(x) (u€4) entonces el A-médulo
E o5 engendrado por cuslquispr elemento x€E pno 1gbiropo, gs deeir el conjunto
{u.x"}={u(x)} es igual a E ., Si ademés se in;;:,guggl_a;ghipdtga_s_d_g_ugg_ig—
gipio (Kk=@R , (xly) positiva y no degenerada) 4 gg un cuerpo que goincide
son S'(@) si ge le priva de la splicecién puls , (de hecho, cmo se verd, A es
dsomorfos C ).

Consecuenciag:

(1) Para que un clemento w de A& , u = a +bv sez una homotesia es necesario
y suficiente que sea b =0 pero a 79
{2) Los elementos de A con a=0 pero b# O (es decir los8 u = by ) trans-

formen cada vector x = xlel + x2e2 en un vector ortogonal & x , es decir:
(x ] bv(x)) =0 (¥x¢E) . En efecto, recordando cuél es la matriz que de
fine a v , tenemos que: w(x) = 5:2e1 + xlez , ¥ entonces: (v{z) | x) =

= (gxael + x1e2 | xlel + xzez)
finicién de § .

§x8 oty + 222y = 0 en virtud de le de

Reciprocamente, s'i un endomorfismo u = (2 g) tiene 1s propiedad de iransfo_;:
mar cada X en un vector ortogonal a x , entonces u es de la forma

4 =cv . En efecto, la relacién (x | u(x)) ¥ 0 se excribe, pasendo a coor
densdas: (axl+bx?)x g (cx]"l'tixz)xz(x2 = 0 (para todo par de valores =,
x° ). Entonces haciendo primero =0 , x% =1 y luego 2 =0 , %=
=1 , se deduce a=4d4=0 , y esto a suvez implica que la relacién supues

ta es de la forma: xlxz(bul-*ct:("z) =0 , 1o que 1leva a b/c = = &,/
, €8 decir gue:

- )
(0 9)

2
(3) 81 u es una semejanza directa, para que u~ sea una homotecia es necesario

1"

cY $ 1.q.d.da

y suficiente que o bien u gea una homotecia, o bien u sSea un automorfismo
que trensforma cada vector de E en un vector ortogonal & 81 (es decir: u =
= a+bv (az- sz # 0) es tal que uw? es una homotecia si y slo a 6 b
son nulos, pero no ambos). En efectos w2 = (a2+§b2)+2abv -es una homotecia
si y=s6losi ab=0 , es decir si y s6lo si 6 a 6 b son nulos (pero no

.amboa).
(4) S1 u es un endomorfismo de A , se verifica mediante cdlculo directc que

(ulx) | ) = (x| aly))y (¥=x,¥y €E) , lo que significa que todos los
. # _ =
elementos de A verifican la condicién: ua Fu .

(5} Ta hemos visto gae u es una aemejanza inverss sl y s6lo si es de la forma

\n

ve, , domde WE s*(e) y s es la simetria respecto de Ke; . Como ahora
2

i '] : i : ] : 3. 1
1

mes 1a matriz de 81 podemos escribir la condicién necesaria y suficiente



(=]

para que u sea una semejanza inverses diciendo que su matriz debe ser de 1a

(e 'Sb) (a2 = §b2 7 0)

b -2

forma:

(6) EL grupo S* e conmitstivo (porque S+CVA)_ . Si x e y son no isétropos
_existe un ue€ st tal ¢que u(x) =y . En efecto, segdn el tecrema el con=
Junto de los u(x)} es igual a E (&l dsjar x fijo y hacer variar u en
A ), de modo que existeun u en A tal qie ul(x) =y , y este u es dni-
20. Si == Ay , u es 1a homotecia de rezén A , y por tarto es una
semejanza directa; si x e ¥y son linealmente independientes, podemos con-
siderar{del mismo modo) la dnica aplicacién de & , u' , tal Qe u'(y) = x s
de medo gue se tiene: wu'ul(x) =x , w'(y) =y , lo cual implica que uu'=s
s g'uzl , es decir\-gué u es inversible y por cmsiguiente tazbién u

pertensce a s . '

Zsto prueba, ¢n partiecular, que dadas dos rectas no is6étropas, R y R',
existe una semejanze directa u tal que u{R) = R' , y es claro que toda sg
mejanza de 1a f&ma au (a€K) tiene la misma propiedad (st a#0) . Ep
tonces es inmedieic que si se consideran les clases de seme jenzas directas ©
que s88le difieren en €l producto por una hombteeia, es decir los elementos de
s*t/8 (H= grupo de las homotecies), entonces dadas R y R*! como antes s
‘siempre existe un dnico elemento de S'/H tal que cualquiera de ;ﬂls Femejan-
zas lleva R sobre R' , De hecho el grﬁpo S+/H puede considerarse ope -
rendo sobre las rectas de E y escribiremos P(B) = R* (para V¢ str)
cuendo cuplquier semejanza u de la clase Y verifiea u(R) = BY ,

7) ¢ es un grupo conpuistife (porque estd contenido en st). six e y
son vectares no isdtropos de la misme longitvd, existe una rétacién u y une
sola tal que ul(x)=y .. En efecto, sabemos que hey une dnica semejanza di-
recta tal que ulx) =y , y entonces la relacibén supuesta: (x|x) = (yly)
dice que u tiene multiplicador 1 , es decir u es una rotacién,

Utiiicemos shora nuestras hiptesis restrictivas: K&a® , y (x|y) es
- positiva y no deé;nerada._ En este caso, dades dos semirrectas no isbtropas

R,y.R" , existe uoa rotscién dnica, u , tal que u(R) =R' , En efec -

to, eomo (x|x) es un cuadrado para todo x , siempre se pueden encontrar

(medisnte multiplicacién per escalares apropiados) dos vectores x , y de
R, B* , respectivamente, que tengan la misme longitud, por ejemplo tales

ques (iix) = {yly) =1 . Entonces la rotacién u tel que ulx) = ¥ lleva

R sobre R' . La unicidad resulta de que por el teoresa hay unma dnlca apli

I

cacidn de 4 'que leva T e y .

(8) Como el grupo ortogonsl es un subgrupo (dlstinguiiio) del de las semejanzas,

i
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8l @ es una trensformacifm ortogonal de determinante igual & =1 , & es

una semejanza inversa., Por lo tanto debe verificar:

s = (a -SD) -a? + §02 = 1
b  -a
¥ esas condiciones implican (haciendo el céleulo) que 8 =1 , es dacir que
s eg una simetria. De otro modo: para que 3 pgea une simetris, es necess-
rio y suficiente que det (8) = =1 (siempre que se suponga que & es une
transformscidém ortogonall., 4si, en el plane, se da el caso excepcional de
que s6lo hay dos tipos ée transformacinnes ortogenalea: las de determinante
1 son las rotaciones, las de determinente <=1 son les elmetrias (respecto
de rectas) (ef, Ap. IV, Cor., 1 del tewema 4}, Si & e= upna simetria respeg
to de una rects no isétropa R , es cbmodo decir que R es el gje de la sgi-
metrfa s . Evidentemente, cuslquiera see ¥ E , ol eje de 8 es la ree-

ta deteruinada por el vector 5—‘3%3 (ef.: 8.5 ),

Si x e y =on vectores no isdtropos de la misma longitud, hay una sime -
tria dnica, s , tal que 8(x) =y (y, por supuesto, tembién: s(y) = x -}.

3i tal simetris exigte; @s dnica y tiene como eje la recta determinada por

m porque. 8(\%! = M—;—ﬂﬁ tiene que ser igu_al a M = m L4

2 2 2
Y efectivemente (verificacién directa) la simetrfa euyo eje paéa por %I

éiena 25? pmpi\.-eded. (¥ el lenguaje clésico esto se expressba diciend que
las diagonéles de un rombo son ejes de simetria del mismo, o que 1la bisectriz
de un tridngulo isbgceles es eje de simetria del tridngulo.) Bl razonemiento
enterior no es apliecable 81 x = -y , pero en este caso se comprueba directg

mente que la gimetria cuyo eje es la recta ortogonel g la de x e y resuel

’ fe ila cﬁgstidn.

' Vesmos shora cémo se comporta uns simetris eon relacién a los vectoreg isb

- tropos (si existen), En viiftud de lo que ya sabemos sobre las matrices de

9)

les sinetriss ¥y las coordenadas de los vectores isétropos, basta considerar:

e -%b .‘)‘ ANTMRY
( «a] +d- (A7)

A>. -a (z% (axTa))

le¢ que prusba qﬁe 8 1lleve una de las rectas isétropas sobre 1a otra.

Ses shora u = a#hy  (a= .sz = 1} una rotacién, y s. una simetrfa. Enton
cea Tgns™w (rotacifn comjugada de u ) es justemente la rotacién imersa:
saa™t o= uTt | ¥ara depstrerle, podemos. (csmbiando la bese de E 8i es ne-
cesario) suptner qze 8§ esg la‘ simgtris 8; respecto de KP’.L ¥ ent.cnges

ey = & D tupiten ques

v 'S
3. ( & =% ) i a ~5t\f{a Sb 10
B {aw™) = de donde: M(gue™mu) = =(31
b

KLeh " @ \=~b a a

=fyen

)
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T0.2.— TRIGONOMETRIA PLANA
Como veremos luego, los éngulos de semirrectas se corresponden de modo natural
con las rotaciones, en tanto que los dngulos de rectas se corresponden can las clow
ses de semejanzas directas proporcionales de S+/H . 91 no se introduce en el pla-
no una orientacidn, no.es posible definir unlvocamente las funcicnes trigonométrices
que dependen de la base elegida en el dlgebra A ., No obstante, nos.limitaremos o
este caso (por simplicidad) construyendo ung trigamometria que depende esenciaimente
de nuestro generador v de A . (Pare el estudio de la trigonometria propismente

dicha, enviamos al lector al gpéndice I).

Fijamos de una vez para siempre el elemento ve A v = 5 € H ( H= grupo de
lag homotecias, que se identifica con K# en la extensién cuadrética A ) que juntc
con la identidad 1 genera el &lgebra A .,

Hecho esto, a cada aplicacidén u st se 1a puede escribir de modo dnico en la

forma u = g+bv . Como los escalares & Yy b dependen de uw , usaremcs la nota-

It

cién: u= clu) + s(u) . v . Como veremos luego, ¢{u) y s(u) son, respectiva -
mente, proporcionales al coseno y al seno de uno de los dngulos que forman dos semi-
rrectas R , R' tales que u(R} = R' . Sea ¢ s*/H . Entonces es claro que si
u, u' e ® , geverifica que cfu) , s(u) , son proporcionsles & clu'} , a(u').
Conviene para lo que sigue considerar A como easpacio vectorial de dimensién 2 con

bage (1,v]) y considerar el espacio proyectivo deducidoe, P{A) , que es isomorfo a
¥ . Les rectas del egpacio A sm justemente las clases de s'/m (semejanzas pro
porcionalies) y por tanto éstas estdn tembién en isomorfismo con E . DBste isomor -
fismo es Justamente el que hace corresponder a cada Ye gt /B lag clases de pares

proporcionales {)\a(ul‘ s \e(u)} (coorderadas homogéneas de ¥ ) . ‘Es cbmodo reg.
presentar estos elementos de K medisnte t(u) = 5-&1-} (siendo u€?P) entendiéne
dose que cuando c{u) =0 , t(P) es el punto del infinito t(¥) = o € 4 .

La fupeién () ep entonces una biveccidp de stm gobre X gque ge denoming
funcibn tangente. Se dice que t() es la tengente de o

De acuerdo con 1a definiciém, si t(¥) ¥ 6o un clemento de ¥ es la semejanza
1+4(Q)v . Si t(P') ¥ oo también 1 +t(Y') v e Y*' . Calculemos la geme-

Jjenza producto:
1+8(@)v 1 +t(Q)v = 1+ 5¢(9) £(9") + (t(PI+(P*)) v

Si notamos el grupo s*/H aditivemente (cosa que se justifica porque es conmitativo)

esa Telacién nog permite afirmar que la tangente de + * es:

£(Grpry = €D+ (€ (#)
1+ 5t(@) t(yY)

que es un auténtico "cociente® si 1+ St(W) t(Y) #o .
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Sean © , 6' dos rotaclones. Razonando en la misma forma snterior, s. se nota el

grupo conmtativo $'(Q) aditivemente se tienes

e(0+0') = c(8) c(8') + Ss(0)sle’)
(&5}
a{e+e') = al®) cl(e') + c(e8) s(6*)
¥ la condicién de-que det (8) = 1 se escribe:
c(G)z- gs(@)?‘ = 1 (3#38)
Usando que 8i u = a +bv entonces su matriz es
M(a) = ( a Sb)
b a
se tiene que
c(8) $s(o)
M(e) = (F2d)
s(e) <o) .

En el caso'que nos imteresa, K=R y (| ) es positiva no degenerada, y si
N (el,ez) es ortonormal, en las férmulas anteriores hay que poner -1 en lugar de S
-0
Antes de pasar a la definicién de los fngulos, es cmveniente que mencionemos las

dos relaciones fundamentales que ligan los grupes S'/H y ¢% .

La primera es el homomorfismo canénico, 1 , de &% e S'/H . Esto gignifica
1o siguiente: como ¢'CS’ , & cada rotacién 6 1le corresponde la clase (dnica) de
semejanzas de S'/H a la cual © pertersce, esa clase es i(@) , y es claro que
i 1 @8 — i(e) (pensada como aplicaciémn de s* en S'/H ) es el homomorfismo na-
tural que existe emtre un grupo y su cociente por un subgrupo distinguido. (si se
piensa como antes a A como egpacio vectorial de base (1,v) provisto de la forma
cuadrdtica N(u) = 92- Sba que en €l casor eal que nos interesa es positiva y no de-
generada, S*/H es el conjunto de las rectas de A , y el grupo de las rotaciones
estd formado por los puntos del "elrculo unitario™: a- sz =1 ; si & es un pun
to de este efreulo, la clase de semejanzas gue determina en S+/H estd. representada
por la recta que pasa por © , de modo que 1 puede interpretarse como la aplica -
cién que a cada punto del cfreculo unitario hace corresponder la rec?:a que passa por
é1). Las Unicas rotaciones que scn también homotecias son las aplicaciones 1 y -1,
ez desir 8TNE = %1’.1} y por consigiiente, el ndcleo del homomorfismo i de d)+
en S*¥/H es precisamente el subgrupo distingnido {1,-1} de ¢ . Por las propie~
dades generales del cociente, sabemos que 0%/ §1,-1} es isomorfo a la imagen 1((])*)
s* {con, la imagen de antes, esto significa que el conjunto de las rectas de A

S

que cortan el circulo unitario esté en correspondencia biunivoca que les pares de pun
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tos del efrculo unitario (rotaciones) situmdos en semirrectas opuestas, ya que si es

una rotacién, su clase en el cociente 0%/ {1,-1} 83 el conjunto {9,—9} ).

(Usando aqui otra vez la notacién mltiplicativa para evitar confusiones con la no-
- Au2

+ — - - N(u)

morfismo de S° . En efecto, basta ver que: uv = 4.¥ . EL ndcleo de este endo =~

tacién de un principio) demostremos que 1la splicacién u —3 es un endo -

e

morfismo es, por definicidén, el conjunto de las semejanzas directas u tales que
2 -
1_1 = N‘(I ; =1 , es decir las semejanzas u. teles que u =n , que, por la defini -~
u u
cién de conjugado en una extensién cuadrdtica, resulia ser justamente el conjunto de

las homotecias, H . Entonces la aplicacidén que a ceda e S+/H hace correspocnder
la aplicacién u/4 (donde u &s cuglquier semejanza directa perteneciente a la cla-
se P ) es un igsomorfismo entre el grupo s*/H ¥ el subgrapo imagen en st y iso-
morfismo que representaremos con 4 . Decimos que, mnés precisasmente, d g3 un igo-

morfismo de S*/H gobre ¢* . Para demostrar esto hay que probar dos cosas: que

cada aplicacién de la forma u/d es uns rotacién y que si © es una rotacién siem -
pre existe una ué¢ S+ tal qee 6 = u/u . Lo primero es inmediato si recordamos que

las rotaciones son los elementos de A de norma igual a 1

w8 = w2 = ) e i (CILSRY
u N(u) N(u) N(u)
Para probar lo segundo, distinguiremos dos casos: supongamos primero que la aplica -
cién 1 +06 Jde A es inversible (insistimos en que aguf la sums es la suma del espa
¢io vectorial A ), Entonces, si ponemos u =1 + & , tenemos: © u = e(1+e) =
=9 + 9-9 =g +1=u , lo que prueba que € = uw/a . En cambio, veamos qué dcurre
si 1+ @ no es inversible, es decir si N(1+8) =0 6 (1+0)(1+ 5) =0 , Siin-
troducimos "coordenadas™: © = a + by , esa relacién implica 2(1+a) = 0 , y usando
que az-bz =1 , se deduce que tiene que ser a= -1 ,y b=0 , o sea que la Uni
ca rotacifn © tal que 1 + 6 no es inversible, es 8 = =1 , Pero entonces, como
nuestro generador v cumple que Vv/¥= -1 , resulta que también en este caso se pue
de expresar a © en la foz:-ma pedida: € = -1 = v/¥ y ¥ la afirmacién esta d emostra-
da,
-0-

Puesto que 1 es una aplicacibn de d)+ en S+/H , y como d es una aplicacién
de. S*/E sobre ¢* , el homomorfismo producto: d-i es un éndomorfismo de ¢
en tanto que el otro producto: i*d es un endomorfismo de S*/H . Si volvems aho-
ra & notar aditivamente estos grupos, podemos mostrar, con m&s precisién, que valen

las férmalas:

j.a(lpy = Y + 9 2 (¥Yestm)

a-i(8) = @e+0 =20 (6cdh

Ya-vimos en la consecuencia (4) del teorema fundsmental de 10.1 que en general se

oo 08 st R
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cumple © 7 @™ , de modo que si 8-€ $*(Q) ", siendo su adjunto iguml a su inverso ,
concliuimos que 8 = 0~1 (hecho que ya fué usedo en el razenamiento anterior), de ma-
nera que en la notacidén aditiva de ¢+ debemos escribir: 8= -0 . Por definicién,
i1(8) es la clase de semejanzas que contiene a © , y entonces para determinar la rg
tacién d(i(8)) hay que tomar un elemento de esta clase, por ejemplo el propio © ¥y
eseribir 9/6 s Que, en notacién aditiva, es igusl a 6-{-8)= ¢ +© =20 . Esto
prueba la segunda férmula., En segundo lugar, si ¢ e st , sea uéP ; entonces
por definicién, ld('{) es, ﬁ%éf ¥ la clase de semejanzas i(dA({)) que correspon-
de a esta aplicacién es la misma que la que corresponde a ut2 que es justamente la
clase P+P =29 , l.g.q.d.
-0

Veamos qué consecuencias tienen aquellas relaciones desde el punto de vista de la
trigonometria. Sea V¢ s*/a , tal que t(0) =t # ® . Sabemos que una semejan-
za de la clase lf es precisemente 1+ t(P)v =1+ tv , y la rotacién &( Y) es
entonces: (1+tv)2/N(1+tv) . Como N(14tv) = 1 = s , si se calculan las coordeng
das de la rotecién da(‘) respecto de 1a base (1,v) se tiene:

- 2% - 1+84
s( ‘s(t?)) T 2e( a( @) ) s

Si aplicamos esa firmala gl caso en que © es una rotacién tal gque la tangente de

la clase i(8) , t , no es infinita, y recordando que &{( if-) ) = 26 , tenemos:

- 2
s(20) = —2t c(20) = }*_S_t,‘,
1- 8% 1-§t

Andlogamente, para ceda clase Ve S+/H cuya tangente, t , no sea infinita y ade -
més verifique: 1 + S 70 s vale 1las expresién;:

t2p) = 2L o
¢ 1+ 5t

En efecto, pare cada Wes'/H , a(¥) es una rotacién, © , tal que la clase de
semejanizas i(28) de 26 es 2 , entonces basta aplicar la férmula precedente y
la definicidén de la funcién tangente.

-0~

10.3.- ANGULOS (EN EL EFLANO)

Recién en este numero haremos efectivas nuestras hipftesis de que K ez el cuerpo
U‘% de los ndmerocs reales, { | } una forma positiva no degenerzda sobre E s
(el,ez) una base ortonormsl, étc._, con lo cual usaremos Lug resultados anteriores

aplicedos a este caso ( §=2 , ete.) .

e
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Consideremos los pares ordenados de rectas: (R;,R;) del espacio E , y defina -
mos 1a relaci6h (By,Ry) ~ (R{,R4) cuando y s6lo cuando existe una semejenza directa
u tal que. u(Rl) = R'1 y ﬁ(122) = R'2 . Es claro que esta relacién es una relacicn
de equivalencias por definicién, la clage de eguivalencia (para ~ ) del par
(Ry,Ry) ge llama el dngulo gue formg la recte Ry con lg rects E, , ¥ se Cepresen-
te gon (RjRy) . |

Se tiene la propiedad fundamental siguiente: si (Pl,:RZ) = (R_I'_:\Ré) entonces tam-
bién (I;'l/’\R'.‘:) = (Rzl,\Ré) . En efecto, 1a hipbtesis significa que hay una semejanza
directa u tal que u(Ry) = K} y u(Ry) = R} » ¥ la tesls es que exigte una seme -
janza directa u' +tal que u'(R_L) = P“.'L y u'(Rz) =R} . Eso se dmmuestra asf: se
gin la consecuencis (6) del teorema fundamental de 10.1 , existe u'" tal que
u'(R) =R , ¥ s* es conmutativo, de modo que: u'(Rp) = w'u(Ry) = wu'(By) =
T o= u(Bi) = Ré , 1l.9.9.d. Regulta de ello que la cmdicién necesaria y suficiente pa
ra que (Rll,\F?) = (Ri,,\R'z) es gue existes uns semejanza directa Que superponga por una
parte Ry con R, , y por otra, Rf con R} (y en ese caso tal semejanza superpg
ne en la migma forma los lados de cialguier dngulo igual a ellos). Entonces, 8i se
hace corresponder a csda éngulo (Blll,\Rz) la clase de S'/H formada por las semejan-
zas directas tales que llevan By sobre R, , esta correspondencia es evidentemente

una biyeccidén entre el conjunto de los dngulos de rectas, que llamaremos V‘?‘; y ¥ €1

conjunto de lag clases de semejanzas, s*/H . Usaremos 1la notacién ¥ para desig- -

nar el dxgule que asy queda asociado a la clase Qe S+/H , ¥ que se llameré el 4n -
£ulo de las seme janzas de Y ., Esa biyeecci6n nos permite "transportar® al conjunto
\740 la estructura de grupc abeliano de S+/H (un éngulo es la suma de otros dos

cuardo su semejenze es la suma de las que corresponden 2 &stos, etc.). Asi ,Vfa £e8
un grupo (grupo de los éngulos de rectasF isomorfo al grupo S;"/H , ¥ valen évidentg

mente las férmulas:
A A A
(R,R'}] = (R,R"} + (R",R') (formula de Chassles)

(cualesquiera sean les tres rectas R, R' , R" ) y, en perticular:

A

(R,R) = 0

A N
(R,R') = - (R',R)

Segin ls consecuencia’ (2) del tecrema fundamental, todos los pares de reetas orto-
gonales definen un éngulo ique por lo anterior eg igwml a su opuesto, esdecir es un
elemento de ‘1'43 .de orden 2 ) que se llama Angulo recto. Otro modo de ver que el
éngulo recto es de orden dos, consiste en observaer que uns de las semejanzas de éngu-
lo recto es precisamente l2 v , cuyo cuadrado es una homotecia, y por tanto v2 de
fine el #ngulo nule, Eso dice justsmente que el éngulo definido por v cumple: .

"recto" + "recto" = O ,
-Ou

e L sl
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Todo 1o que acabsmos de hacer para rectas puede repetirse para semirrectas en.la

forms sigulente:

Si R.I.’ R, , Ri , Ré son gemirrectas, definiemos (B]_,Rz) ~ (R.I'.’Ré) cuando y sé-

1o cuando existe una rotacién & tal que 9(1?1) = F]'_ , O(Ra) = Esta es una

R! .
relacién de equivalencia y la clase del far (R),Ry) e llemg el _é_fxgu_]_._g que forma la
gemirrecte R, con la gemirrects R, _y_ge lo repregentg con ls notacitn (Fll,\Rz) .
Igual que antes se demuestra (usando (7).en lugar de (6)) que pgra gue (Rl_/:Rz) =

= (Ri R'5) es neceserio y suficiente gue (Rl R{) = (RZ,Ré) ¥ tembién necegario ¥
suficiente que exista una potscién 6 (que debe ger ¥nice por (7)) tal gue superpon-
£8 1os ladoe de log &ngulos iguales, es decir: 6(Ry) =R, y O(R]) =R§ (y enton -
ces & superpone también los-lados de los otros #dngulos iguales a ellos)., Si a csada

rotaciém © se le hace corresponder el dngulo 5 que forma una semirrects F1 con
la semirrecta Ry tales que O(Rl) = Rz , Se ve que esta correspondencia es una bi-
yeccién del grupo ¢F <obre el congunto 1 de los éngalos de semirrectas. Esta
correspondencia biunivoca permite "transportar® a V‘fi la estructura de grupo abelig
no de ¢* , de modo que tenemos también un grupo de log Angulog de semirrectas iso -
morfo al grupo de rotaci , bare el cual valen lag relaciones:

(RR) = (B3R + (ROR) (ChassLes)
Al

(R\R) = 0

A N

(R,R*) = - (R',R)

La rotacién <1 que lleva ceds semirrecta sobre la semirrecta opuesta es involuti-
va, es decir (-1)2 = 1 = jdentidad = elemento neutro del grupo de rotacicnes, y por
tento el gngulo ¢ue ella define, llemado gngulo llapo (4ngulo-.que forma-una semirrec-
ta con su obt;est\a) es un elemento de orden 2 del grupo /ﬁ , €s decir verifica la
relacién: "llano" + "llano" = 0O ,

-0~

Llapemos con d al isomprfismo de 04'0 sobre t41 que se obtiene transportando
de modo natural el isomorfisme 4 de s*/H sobre ¢+ (esdecir lg imagen por a
del #éngulo de dos rectas que se superponen por Ye st es, por definicién, el 4ngu
lo de dos semirrectas que se superponen por d(P)e ¢’ ); y llamemes T el homomox
Pigmo de d4—1 en 440 que se obtiene transportando de modo matural el homomorfismo
g §e ¢+ e.nk S+/H . Razonando sobre las aplicaciones (es decir recorda.ndé la defi

nicién de 4 ) se ve que’ d opere como indica la figure:

En cuento 2l homomorfismo 1 , razonemos

asi: Si © es la rotacifn que lieva la se-~

mirrecta R sobre la gemirrecta R' , to - \q l'

das lag semejanzes proporcionales a & es

decir lag de 1la clase i( ) 1levan la rec-
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ta que contiene a R sobre la recta que con-

tiene & R' . Eso se expresa diciendo q1;e _ R'

sl % es el dngulo de la semirrecta R con

le semirrecta R' , emtonces i(%) es el A k!

éngulo de la recta R con 1la recta R' . Sg /

bemos que con las hipétesis que hemos realizg
do, st se dan dos rectas y en cada una de

ellas se elige una semirrecta siempre hay una

rotacién (dr*ca) que lleva la semirrecta de

la primere recta sobre la semirrecta de la se

gunda. Se deduce de aqui que el dngulo de las rectas dadas proviene del éngulo de

las semirre~tas elegidas mediante el homomorfiame i . Esto prueba que (en muestro

caso Treal) gl homomorfigno i es suryectivo. Como ejercicioc sencillo (que puede ser

Util) instamos sl lector a demostrar que en este caso €l grupo ¢+ es isomorfo al

grupo coclente st/ut (donde HY es @ subgrupo de las _h.anatecias de razdn positiva).
-0

Usando las propiedades de logs hoemcmorfismos 4@ e i , se deduce que:
d (i(«)) = 2 i(alx)) = 2&

y ambas gplicaciones compuestas son suryectivas. Esto pruebs, en particalar, que
siempre existe la mitad de un dngulo de rectas o de semirrectas (cosa que puede demosg

trarse también sin utilizer las hipétesis tan restrictivas de K = 62 , ete. ).

Los isomorfismos que & una clase de semejanzas de 'S+/H hacen ¢orresponder un 4n-
gulo de rectas y que a una rotacién hace corresponder un 4ngulo de semirrectas, permi
ten tragladar s los dngulos las funciones t( ) , a( ), e( ) , que se llamen
tangente, seno y coseno, respectivamente y se notan comunmente con tg , sen , cos |,
respectivamente. También se extiende la funcién tangente a dngulos de semirrectas me
diante: tg(8) = sen (8) / cos (_3) , ¥ se definen las funciones nuevas: cot (8) =
= 1/tg (5) , cot (V) = 1/tg (;P) , con valeres en el cuerpo proyectivo &/_ (fun-
ciones cotangente) . Entonces las férmulas deducidas amtes (poniendo sghora S =1)

se escriben asil:

te (Bs ) = (D) v ea (8D
1-1tg (\f’)tg(‘f?')

~

tg (2\3) = 2__-__1;_5_‘1_@_)

1-+tg (‘@ )2
cos (6 +6') = cos (8) cos (8') - sen (8) sen (8F)
sen (6 +6') = sen (6) cos (6') + cos (8) sen (')

sen'2 (8) + c052 (& = 1
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.- . -~ -~ 2 “
cos (28)" = o582(8) - sen®(8) = l_-_t&é_(g)_
1 +1g7(e)

o

-~ - - ~ 2
) = 2. . -
sen (28) = 2. sen (8) . cos (&) 1—4:?%

1+t32 (a) [

cos? (8)
1+ aot2 (8) = —-—%——;—
: sen® (o)

=0

(BSERVACION IMPORTANTE: Hagemos notar que hasia aqui (es fiecir luego de haber he-

cho 1la teorfa de éngulos y la trigonometrfa, que seré&n completadas en el apéndice I )
no ha gido necesario introducir ninguns nocién de medida de dnmilog. Simplemente re-
sulta que log dngulos de rectas son asimilablag s Ezlicaciones de stsE Y los de
demirrectas s las de ¢+ , de mod que los grupos de éngulos de rectas o semirrectas
son isomorfos a los grupos S+/H y ¢+ , ¥ por tanto pueden tener propiedadea muy
diferentes de las propiedades del grupo aditivo de K . De hecho hay un dngulo de
rectas privilegiade, el pecto, y un &ngulo privilegiedo de semirrectas, el llanc, que
tienen la propiedad de que sumados congigo mismos dan ¢ ., Si K es, como siempre
se ha supuesto, de caracteristica diferente de. 2 , ningdn elemento del grupo aditivo
de K (salvo.el O ) puede tener esa propiedad. Ademfs, y es importante, no tiene
ningdn sentido geométrico el considerar los "dngulos descritos™ por semirrectas que
den "una o mas" vueltas slrededor de su origen. La rotacién que superpone una semi -
rrecta consigo miams es Unica y es la rotacién nula, El 4ngulo que forma una semi -
rrecta consigo mismo es dnico y es el édngulo O . Es absurdo "dotar" a una semirrec-
ta que "ds vueltas" de memoria para que se pueda saber cuéntgs vueltas ha dedo para
describir un dngulo y distinguir asi (para dos semirrectas superpuestas) los éngulos
0, 21T, 4T , etc. Estos fngulos (y otros andlogos) no existen.

Lo’ que si existe es un homomorfismo entre el grupo aditivo de K y el grupo aditi
vo de los &ngulos (de semirrectas, por ejemplos) que en el caso clésico es el conoci
do § —» 1% , PEro esta es una cuestién totalmente extrafa a 12 geometria: un
tal homomorfismo puede muy bien no existir si no se impomen ciertas restricciones al
cuerpsc K ., Decimos esto sin pretender disminuir la importancia del homemorfisme
o —> 1% de (R sobre el gmupo de rotaciones, qie da nade meros que los caracte-
res del grapo localmente compacto y commitative (R, de importancia fundemental en

el Ansligig Moderno.
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§11.- CUADRICAS ¥ ESFERAS
11,1.— CUADRICAS PROYECTIVAS ¥ AFINES

Sea dim (E) > 5 , y sea C una forma cuadrdtica sobre E y ¢ su forma bili -
neel simétrica asociada. El conjunto C = {xéE / C(x) = 0} (#) ge 11lema cono igé-
tropo de gcuecién C(x) = 0 (nbtese que si
x ¢ C , entonces 1la recta KxcC | y de 0a3
ghi la denominacién de cono: el vértice del ;- )
cono es el punto O ) . Sabemos que las \<

rectas (privadas de 0 ) dé E pueden asi-

milarse a puntos de un espacio proyectivo de /

dimensién n-1 : P(E) =P . .u imagen

canénica ' del como € en el espacio P (es Yo
decir el conjunto de las rectas privadas de

0 de € ) se denomina cufdrics proyectiva

s , e ecugciobn homogénea C(x) =0 (##)

(esto porque las coordenadas de un punto x

de E -son coordenadas homogéreas del punto

proyectivo correspondiente X en P , ¥

la ecuacién C(x) = O es, por ejemplo si

la base es ortogonsal, un polinomio homogéneo de segundo grado en esas coordemadas).
Si se saca a P su hiperplano del infinito, los puntos restantes pueden identificar-
ge al hiperplano E, (ver figura), hiperpleno afin de E que se obtiene.trasladando
el hiperplano E°~ al punto p (y esto puede hacerse de infinitos modos), y esta
identificacién consiste en asociar a cada punto propio de P (que es’una recta de E)
su interseccidén con E, . Entonces gl cono C le corresponde su interseccién con
El ( = conjunto de puntos lpropios de la cuddrica proyectiva 5 ). Esfo nos permite

definir las cuddricas afines en la forma siguiente:

Si 1 es un espacio afin de dimensién n-1 22 , elijamos uno de sus puntos como
origen can lo que L se convierte en un espacio E, (vectorizl) de dimensidn n-1 t, '
y sea E = QxEo ¥y P el espacio proyectivo. deducido de E , P = P(E) , es decir
el espzcio proyectivo asociado gl espacio vectorial E; . Ya hemos dicho varias ve-
ces que L puede identificarse al hiperplano afin F._L ='{1} xEo de E , gque a su
véz puede penéarse como el conjunto de los puntos propios de P . Entonces, se lla-
ma ¢uddrics ofin, S , 2 todo conjunto no vacio de’ L tal que S = ;nEl = EnL ’

donde S designa una cuédrica proyectiva de P . IEn otras palabras, una cuddrica
afin es el conjuntc de los puntos propios de una cuédrica proyectiva del espacio pro-
(#)Esperamos que el lector no kabrd de confundir el cono ¢ con el cuerpo de los

complejos ( . _
(#£cgando € es de Indice O , puede ser G={O‘} ¥y S ser vacio,
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yectivo asociado., Cuando la dimensién de E es 3 (es decir cuando la dimensién de
P 6de L es 2 ) las cuédricas proyectivas reciben el nombre particulsr de génicas
ectivas, y las cuédricas afines, el nombre de cénicas aﬁiﬁe .
~0-

§i la forma cusdrdtica C que define una cuédrica proyectiva es no degenerada, d_i
cha cuddrica también se llama no degenerada. Si S es una cufdrica afin, se pwede
denostrar que sblo pueden darse dos posibilidades que se excluyen mitusmente: o bien
existe una Unica cuddrica proyectiva no degenerada S tal que S'= énL , 0 bien no
existe ninguna, En el primer caso, se dice que la cuddrica affn S &s no degenerada.

- =0=
Sean ‘_71 , \;2 dos variedades lineales proyectivas de P y sean V;-, V5 , los

gubespacios de E cuyas rectas (privadas de O ) definen los puntos de los primeros.

Diremos que \-{l ¥ 52 son variedades gonjugadag respecto de 1la cuddrics proyectiva
g si ¥ s6lo si los gubespaciog Vy , Vp gon ortogonsles regpecto de lg forma cua -
drétice C gque define g 5 . (Por ejemplo, los puntos proyectivos X ’ 5 son con=-
jugades si las rectas Hx , Ry , son ortogonsles en E respecto de C , es decir,

en este c2s0, si y s6lo si ¢lx,y) =0 ).

Sea V_ una variedad proyectiva, y V el subespacio correspondiecnte en E § sea
VO ¢l ortomnsal (para C ) de V , ¥y \-I'O la variedad proyectiva definida por ve .
En estzs condiciones, diremos que v es la polar de ‘7 respecto de la cuédrica S
(es claro gque la polaridad es una relacifn simétrica). Si § es no degenerada, y si
V es un hiperplano, V© es wma recta, de modo que la polar yo de v es en este
caso un punto de P ¢ se dice que v° es el polo del hiperplano proyectivo \7’ res
pecto de lg cuddrica no degenerads 5 . Cuando V es un subespacio isétropo de E

(respecto de 1a forma C ) V ¥ VO tienen por lo menos un punto en comdn con la

cuddrica 3 ; en este caso, Se dice que v {y \70 tarbién) es tangente a la cud -
drica g o
—0=

Ses shors S una cuddrica afin no degenerada y 5 la cu&drica proyectiva no dege
nerada {dUnica) tal que S = énL . Si Wy , W son dos variedades afines de L ,
se dice que son gconjugadas respecto de S gi las variedades proyectivas correspon -
dientes, ‘71 y 62 (iguales a W@, , W, més sus puntos impropios, es decir tales que’
;’:}. L=1w ete,) son conjugadas respecto de g . La pelar de una variedad afin
¥ es, por definicién, la variedsd affn W® = V°AL correspondiente a la polar V°

je le variedad proyzetiva V asociada a ¥ (es decir que cumple: VAL =W ) . En

3,

e

Hy
[}

pra totalmonte similer se extienden g los espacios afincs las nociones de polgo de
una varieded afin, o de yariedadss gfines tangenteg, respecto de una cuddrica S .

-0
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El polo del hiperplano del infinito de P se denomina centro de la cufdrica pro -
yectiva S (v.de 1a cuédrica afin asociada: S = SnL ) . Usando las propiedades de
'las bases ortogonales (cclmrespecto a la forma C ) se puéde probar que tomando el
centro de S {resp. S cofuo origen de L y eligiendo una base ortogonal (para C )

del espacio vedtorisl asi obtenido, la ecuacién de S es de la forma:
-2 +ayx®)2 s L+ a (P = 0
¥y la ecuacifén de S es de la forma:

ay(x2)? + ag(x)2 + L.+ g (@) = 1 ()

(esto siempre que el hiperplano del infinito no sea targente a la cuddrica, es decir

cuando el centro es un punto propio y por tanto es un pamto de L ).

Cuando el hiperplsno del infinito es tangente a ls cufddrica, el centro es un punto
impropio ¥y es usual decir que S (6 S) es una cuédrica gin centro., En este caso,se
puede demostrar que existe un origen de L y una base ortogonal (para C ) tales que

la ecuacién de S , por ejemplo, es de la forma:

ay(x2+ L +a (EHE P = 0 (#4)

Si n=73% , las ebnicas sin centro se llaman pardbolas y su ecuacién (llamndo x
2 ¥y a las coardemadas de un punto de L } es de la forma ax2 +y =0 0 puede redu
virge a esta forma. Las cdnicas con centro que no cortan el hiperplanc del infinito
,recta del infinito en este caso) se llamen elipses, y sus ecuacimes pueden llevarse

t 1a forma x2

+ y2 =1 ; 1las restantes (que cortan la recta impropia en dos puntos)
te llaman hipérbolas, y sus ecuaciones pueden llevarse a una de las formas: x2-y2=1,
-

-

Antes de pasar al estudio de las esferas (afines) necesitamos un nuevo concepto.

Se dice gue un subespacio M de E es débilmente ortogonal a otro N si se da
na cualquiera de las relagelones siguientes: McN® 6 MON® (estas relaciones son
quivalentes, respectivamente, a NcM° R4 NOM° , de modo que gi M eg débilmente
rtogonal a N , entonces también N es débilmente ortogonal a M : Jg relacién

#) Recordar_ la exprésién general de una forma cuadrética respecto de una base ortogo

12l (ei) . DPara obtener esta ecuacién para S Dbasta elegir uno de los ey si =
miendo la resta gue corresponde al centro. For la ley de inercia es posible lograr
e leos 8y sean iguelesa 1 6a -1 .

) Para deducir esta ecuscién hacemos las siguientes sugestiones, La resta del cen
;70 esg ahora is6tropa (respecto de C ). "Tomarla como la de e, , elegir un vector
-s6tropo e; tal que c(el,en) = 1 y tomar una base ortogonal del subespacio ortogo
wl el plano de e, ¥ e, . EIsta da los ep,...,epy -
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&g simétrica), En 1a misma farma se ve que M es débilmente ortogonal a N sl y 8é
lo si MP es débilmente artogonal a N°

s

i V;, YV, , s dos variededes afines de un espacio afin, se dice que son per=~

pendiculares si sus direcciones {es decir los subespacios vectoriales obtenidos al
trasladarlas al origen) son débilmente ortogonales. Pars designar esta relaciftn es -
cribimos V1 1 V2 . Por ejemplo, para que dos rectas afines sean perpendiculares,
es necesario y suficiente que al trasledarlas al origen una de ellas contengs el hi -
perplano ortogonsl a la otra., En el caso de dimensién 2 , dos rectas son perpendicu
lares si y s6lo si son ortogonales.

-

10.2.~ ESFERAS

Sea L un espacio afin de dizensién n-1 , E, el espacio vectorial obtenido al
tomar un punto de L como origen, E = GleO , P=P(E) el espacio proyectivo aso
ciado a L = E, . Como hemos hecho varias veces, identificamos L con I = {l}xEo.
Siendo E el produc‘?o de 1a recta K ¥y el hiperplano Eo , notamos los puntos de

E en la forma: x = ()\,xo) donde M es la componente de x en R s ¥ Xg la

componente de x en Eo . Bs inmediato verificar que la funcidbn:
= ( )\,xo)
(/,L,yo)

donde ( | ) es una forma bilineal simétrica pogitivg y no degenerada, es una forma

Bny) = (K lyy) - PPAu

¥

bilineal simétrica de Indice 1 gobre E , La forma cuadrética definida por ¢ es:

Cl{x) = @&(x,x)

2 \2
(x,lxy) = € X .
¥ el cono isétropo ¢ correspondiente es:
¢ = {xsE/(x [x)) = 6’2}
o'*o

Es claro que no existe ningdn punto proyectivo ®KxeP tal que ()\xol}‘ x,) = A2 (°2
cuando )\ = 0 , de modo que la cuédrica proyectiva no degenerada definida por C mno
tiene puntos impropios y por tanto puede identificarse con la cufidrica =fin (intersec
cién de ( con L=E ):
- - 02
s = {xoeL / (x lx,) = @ }
. #
Les cuddricas a2fines de este itipo se denominan esferas ( )- Mds precisamente, se

dice que S gy lg esfera de L de centro en el origen y radioc (© ., En la misma

. . R . - )
forma, ussndo la forma bilinezl simétrica Q'co(x,y) = (xg=cq | Xomey) = p—,\/“ que

) Notar que 2n el casc n =2 , éstos son las elipses de 11,1
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se obtiene cambiando el origen a ¢, » Se llega & la cuddrieca:
s ={xeL/(x-c Ix-c)=82}
c, o : o o %o o

que es el conjunto cbtenido trasladando S mediante la traslacién co-O de L y se

llama egfera de gentro ¢, ¥ radio e .

Una vez aclaradas las ideas fundamentales, podemos razonar siempre dentro dei €3pg
cio affn L ya que en cualquier caso el razonamliento completo puede consistir, a lo
sumo, en los siguientes pasos: pasaje de L al espacio vectorial E o al espacio
proyectivo P . razonamiento en E 6 P , respectivamente, y "regreso" a L , ¥y
confiamos en que el lector esté suficientemente familiarizado con estos pasajes como
para que ellos puedan suprimirse en lo que sigue. Por eso, a partir de aqui, modifi- -~
caremos la notacién (para simplificar) suprimiento €l subIndice “o" en las letras
que designan puntos de L ., Entonces, la ecuacién de la esfera S, de centro ¢ y

radio es:

Y

(x=c | x-¢) = &%(x,e) = e2 (x,eel , eR)

donde, como dijimos al comienzo del capftule, d(x,y) es la distancia del espacio eu
clideo L definido por la forma métrica ( | ) .
N o
Aplicando la teorfa general de 11,1 vVemosS que 8i Vl s V2 son dog variedades

afineg de L , ellas serén cojugadag respecto de 1la esfera S, siy gblo sit
(x-¢ | y=e) = €2 ¥zl , ¥yeVy)

Si V es una viariedad afin de L , su polar, V° ’ estd definida asi:
Vo = {xeL/ (x~c | y~e) = e? , para tedo y Vf

¥ la variedad V serf fangente a S, siy sblo si la interseccifn vnVv° es no va-
cia, en cuyo caso los puntos de esta interseccién también pertenecen a la esfera §,.
En particular, un hiperplano H geré tangente a Sc 8l y s6lo si su polo g perte

nece a S, . DFPor lo tanto las condiciones de tangencia se pueden escribir asi:
V es tangente a Sc si y s6lo si existe x V tal que
(x~¢c | y=c) = ,92 para todo yeV

Es obvio que cada punto de Sc es conjugado de si mismo (autoconjugado), de modo

que si p€S, , 1z polar de p - es:
conjunto de los y de L tales que: (p-c | y=-c) = €? .

Agl, notamos en primer lugar, que ésta es una ecuacién lineal en L , es decir

una ecuacién de la forma f£(y) = k (donde f es una forma lineal no nula scbre
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L= Eo ), ¥ eso comprueba que la polar de un punto es un hiperplano, Es més, ese h_i:
perplano psga por p porque p mismo verifica la ecuacién: (p-c | p-c) = 92 dado
que pe S, , de modo que ese hiperplano es €l hiperplano tangente a S, gue pass por
p . Veamos ghora que p es el Unico punto que tienen en comin la esfera y el hiper
plano. En efecto, en el espacio vectorial E , p corresponde a unvectar x 31g6-
tropo para ¢ , la cual, como vimos, tiene Indice 1 . El hiperplanc en cuestifn
corregponde aquf al hiperplano ortogonel a x , H . Si hubiera en H otro vector,
y is6tropo y no colineal con x , el plano de x e y seérla totalments isétropo y
el indice de ¢ seria 35 2 . Luego, en H , los vectores is6tropos (para ¢ ) son
los de la recta de x ., Esto lleva aque, en L , p sez el unico punto comin a
S ¥y €l hiperplano targente.
-0

Sea 2z un punto de la recta Rpc (determinada por péSc Yy ¢ ), recta formada

por los puntos ¢ + X (p=-c) ¥y que-tiene la direccifn del vector p-¢c . Si ¥y es

un punte del hiperplanc tangerte en » a Sc , tenemos:

(z=c | y=p) = (p-c ] y=p) = (p-c y-c={p-c)) = X\ [(p-c | y~c)=(p=c | p=c)] =
= N(02.¢% = o

lo que prueba que el hiperplsno tangente en » & Sc es pervendiculer a 1z rects

(1lamada dismetrsl) gue pasa“por el puntc de tengencia y por el cemtro de lz esfera

(recta dismetral gue pass por D ) .

-o-

Razonemos ahora (psra cimplificar la escritura)
sobre esferas S con centro en el origen de L (es
t0o no constituye pérdida de generalidad porgue las
propiedades Gue vatos & estudiar se conservan en las
traslaciones de L ). Consideremos las rectas gue
pasen por un punto & de L y cortana S (es fg_
c¢il probar que en general corten a S en 2 puntes

¥ nunca en més de dos, porque las "soluciones" del

problems de interseccidén deben satisfacen (en coorge

)(#)

nadas) un sistems de segundo grado . Sea R wuns

recta que pasa por a y corte a S en X43%p. Como
estos puntos estén en la esfera (que tiene centro en
el origen) se verifica (xlxm) = (x51%5) , ¥ vpor
tanto (xm+xp | x=%p) = 0 , lo que prueba que 1la

recta dismetral gue pasa por x.l+x2 es perpendicu-

(#lgi o+ ¥t es un punto de una recta que pasa por
a y s+¥t €S , se debe cumplir: (a+ §t|a+ §t)-
- e2 = 0 que es una ecuacibn de segundo grado.
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lar & la recta R (este hecho corresponde al teorema clésico que dice que las diago
nales de un rombo son perpendimlare\z\s). Entonces podemos efectuar el siguiente razo-

namiento:

(Xl-alnga) = (ala) + (xllxz-a) - (elxy) = dz(a,o) - €2+ (x2|x2)-(aIxz)'*‘(x1|xz-a)=

dz(a,o) - 02+ (xo-alxy+x,) = d2(a,0) - p2 .

Esto significa que el nfimerc (xl-alxl-a) es independiente de la recta R elegi-
da (con tal de que corte a S en dos puntos). Se 1o llama potencia de e con rela-
cibng S . Si Sc es la esfera de centro ¢y radio P s, ¥y 81 agl , resulta

trivialmente por traslacidén que la potencia de & con relacién a S, estd dada por:
(g-e | x,-8) = a%(a,e} ~ €2

(basta reemplezer x; , x5 , @, 0 , por x+*c , Xp+tc , at¢c , ¢ en la férmula ante-
rior).
~-0= ‘
Sean ahora & , S, , las esferas de centros c¢; , ¢ ¥ radios 91 s 6’2 res -
pectivamente (ademés suponemos que }Yos centros son distintos), y consideremos el con-

junto:
H = {xéL / (x=c, | x=cq) -€2 = (x=c,|x-c )-Ezf
1 1 1 2 2 2
que no es otro que el conjunto de los puntos de L que tienen la misma potencia res-
pecto de las esferas, -~

Vegmas cémo transformar las condiciones que determinan a H en una ecuacién linedl,

lo que probard que H es un hiperpleno:
Por la definicién se tiene:

x€H &= -2 (xle)) + 2 (xley) = €f - PZ + (cylep) - (egley)
> 5 2 2
> (xlegmey) = H P22 P20 (o) + eyl

que es evident emente una ecuacién de la forma (x|e) = k , es decir una ecuacidn li-
neal. Asf se ha demostrado que el conjunto H de los puntos de L que tienen igual
potencia respecto de S; ¥y S, es un hiperplano de L , que se llama hiperplano re-
dical d¢ S; ¥ S, . Es claro que si un punto pertenece a las dos esferas, entonces

tiene potencia nula respecto de smbas, y por tanto est4 en H : gl hiperplanc radi-

cal de dos egferas gque se cortan contiene su intersgggién.

Puesto que la ecuacién de H es de la forma (xl|eg=e,) =k , si x' y x" son
dos puntos de H , se cumple (x!-x"|¢;~c,) = © , lo que prueba que el vector x'-x"

es ortogonal al vector e;=C , © tembién que el hiperpleno radicel, H , de 51,55,
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28 perpendicular e la rects de log centros, Rc1c2
. .-

"Ma_njteniendo la notacién anterior, decimos que las siguientes condiciones son equi-
valentes: .

(a) Existe un punto t comina S y Sy tal que los hiperplanos Hy , Hy, , tan

gentes, respectivamente, a Sl ’ 32 , en t ,-son perpendiculares.

(6) La potencia ae ¢, con relacién a Sy es (’% .

(b') La potencia de ¢, con relacién a S) es 932. .

(c) El hiperplano H (radical) es la polar de ¢ respecto de S, .

(c') El hiperplano H (radical) es la polar de c, respecto de & .
Como vimos al final del ndmero anterior, Hl 1 Hz si ¥y s8lo si la recta ortogonal a
Hy es perpendicular a la recta ortogonal a Hp , 1o que ocurre si y sélo si v
(t—cllt-c2) =0 De modo que (a) es una condicién equivalente a que exista er
S; S, un pmto t tal que (t=cylt-cy) = O . .Por otra parte es inmediato (escri-
biendo las ecusciones correspondientes) que (b) es equivalente a (b') y que (e¢)

es equivalente a (e¢') , Demostremos que (a) implica (b') &> (b) :

(eg=cpley=ey) = (eg-t-ley=t)leg=t=(cp=t)) =

= (Cl—tlcl-t) + (ep=tley=t) + (cl-tlt-cz) + (t-czlcl-t) =

= - 2 2
= (eg=tley=t) + (ep~tle,=t) = 91 + 62,
es decibi
2 . L2
(°1'°2|°1'°2’ - 92 = 91

€3

Ahora, para ver que (b) &=2 (b') implica (¢} <==> (¢') tenemos que h_t7>717'obar que

ooy logrey) = €2

ung cuglquiera de las igualdades equivalentes de arriba implica que 8i x€H = hiper -
plano. redical , entonces pertenece a la polar de- c, respecto de Sl (y reciproca
mente) y tembién a la polar de c¢; respecto de S, (y reciprocamente). Fero esto
es inmediato porque usando esas relaciones se tiene: ST e

;. 2(X|02-°1) = ef - eg -~ (cllcl) + (calcz)

1 {que es ls ecuscifn de H )} eauivale sucesivemente a:

e(x!cz-—cl) Qi + _9% - (cz-cllcz—el) - (cllcl) + (czlcz) (=D

202 + 2(eqlepmey) &> (x-cylepmey) = 932_

Z(Xl 02“'01)

y anfdlogemente: <> (x—czlcl—cz) = Pg (que son las ecuaciones de las polares en

cuestién).




96

Por medio de cflculos similares se prueba que (c) <> (c') implica (&) , de

s . e ~
modo que l1las cinco condiciones son equivalentes.

Por definicién, cuando S1 s 82 (de centros distintos) verifican una {y por tanto
todas) de las cordiciones anteriores, se dice que Sl ¥ 82 son dps esferag ortogona-

les.

Dejamos a cargo del lector 1= terea de deducir otras propiedades. conocidas de la
geometria cldsica de dos o tres dlmensiones dentro de esta {eoria mfs genersl. Por
ejemplo, demostrar que si Sl R4 82 san ortogoneles, si x es un- pnto de I cu=-
yas potencias respecto de Sl ¥y 82 son w; , Wy , respectivamente, entonces vale.

la relaecidn:
Wy twy, = 2.(x-c1|x-c2)

-

11.3.- LA INVERSION

Consideremos un punte p L y un ndmero real, & diferentede 0 . Si x es

un punto de 1L diferente de p , existe en larecta de p y x , Rpx un punto

(dnico), u(x) , tal que xz-clul(x)-c) = {porque en

(L= N I no hgy rectas isbtropas). Egto permite definir una

aplicacién puntual: x — u(x) del conjunto L - {p}

vm:p(ﬂ sobre si mismo, que deja invariantes las rectas (priva -

das de p ) que pesan por p (si bien en gemeral no de-

ja invariantes los puntos de dichés rectass). Ademés,. co

mo lo farma métrica ( | ) es simbtrice, la definicién

P dice que si y es la imagen de x seghn esta permuts -

cién tef. Apéndice IV) de L-{p} , entonces también x

es 1a imagen de y .pera la misma permutacién u . In otras palabras, para todo x

diferente de p se. cumple: u(u(x)) = x : 1g gplicacién u gs uns permutacién in-

' volutjva de L- {p} . Por definicién, estas permutaciones se denominan invergiones,
y més precisamente, se dice que u es la inversién de pole p ¥ potencis & .

Si u, v son inversiones de polo p Yy potencias & ,j3 respectivamente, tome
mos p como origen de L (p=0) ysea x#0 . Como u(x) est4 en la recta que
une x con el origen (recta homgénea de x') , existe un escalar A tal que
w(x) = Ax , y, antlogamente, w(x) = A X . Entonces, como por definicién de inver
sién (uxlu(ux)) = A , y por lo mismo: (xlu(x)) = Nxix) = , 5y (xlv(x)) =
= mlxlx) = B , se tiene Xt = P (porque (z|x) # 0') . Entonces v(x)=
= (‘,Bo(.l)u(x) y siendos wu{x) arbitrario en I~ {p} , se sigue que uvt ea la ho-

motecls (restringide a L-{p} ) de razén /B .
-



97

Considerembs ahora la esfere S de centro ¢ que pasa por el origen O (es de =
cir cuyo radio cumple: (c|e) = f% ), v sea u 1la homotecia de polo O y potencia
X . (Una situacién equivalente se tiene si se considera cualquier esfera y. una in-
versién cuyo polo pertenez:a & la esfera), Si x€S , x#0 , u{x) es de la
forma Ax . Celeailemos A . Por definicién de
w® u , (xlu(x)) = Mzlx) =& y por definicifn de

S : (x~clx=c) = 92 . Desarrollando esta expre -

X
sién y usando las relacién anterior tenemos: X =
. = 2. A.{x|e) de donde deducimos luego:
¢
\_/ (clulx)) = Xleln) - X

2 (elx) 2

Esto significa que la imagen de S= {O} por la inversifnm u esté contenids en el hi
perplano cuys ecuacidén es (clz) = —; (zeL) . Pero de hecho podemos ver que 4i =-

cha imagen es todo este hiperplano, es decir: si z L verificas {efz) = %— , €0

tonces existe en S un punto x diferente de 0O tal cue ulx) = z ; Puesto que

H no contiene &l origen, porque X es diferente de 0 , ‘tiene gemtido considerer
o

(z|z)’

el punto u(z) = Az . Entonces, la relacién (zlu(z)) = & , implica A =

de donde, usando la ecuacién del hiperplano podemos calcular:

(a(z)=clulz)=c) = (u(z)]ulz)) - 2(clul(z)) + (cle) =

2 2 2 ;
- X 26 2 & & 2 _ 2
= 2(z|z) - (clz) + = D - + @ =
(z]z) == (zlz) ¢l ¢ (zlz) (zlz) e

¥ esto prueba que u(z)é S , de menera que si se escribe x = u(z) , este punto res

ponde a 1a cuestidén: u(x) = z (porque u es involutiva),.

Unsa i_gvegsién de polo p iransforms tods esfers gue pasa por p (privgda de p)
en un hiperplano ortogonal z la recta gue une p con el cenfro de lg__esfgga; ¥ todo

hiperplano gue no pgsa por p &n ung esfera gue pessa por p ¥ cuyo centro estd so ~

bre la recta perpendicular gl hiperplano y que contiene g p . (la condici6n de or-
togonelidad aqul indicads resuita usando la ecuacidén del hiperplano, la cugl miestra

que si z' , 2" estdn en la imagen de S , entonces (z'-z"|c) = O ; 1a asercién
sobre la imagen de un hiperplano que no Lasa por p- es congecuencia obvia de la pri-
mera en virtud de que las invergiones son J‘m_rolgtivas).

-0-

Conservemos las hip6tesis y notaciones del razonamiento anterior pero suponiendo
ahora que S no contiene ¢l polo p =0 ,
¥ usemos la leura W pare designar 1= po-
tencia de p respectode S : (en la fi
gara) w= (x]x,) ¥ 0 . Entonces, si v

‘+es la inversifn de polo p y potencia w,
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es claro que v(x;) = x (y v(xp) = =x) ,y por lo tento, v irensforma S e sl

misma. Ahora bien, ya hemos visto que la aplicacién compuesta uv'l es la homotecia

de razbn /w , lo que prueba que u(S) = uv'l(S) , imagen @& S por u , es
igual a la imagen de S por una.homctecia, y por tanto es una esferé’ cuyo centr;) es
e' = -%— .¢ , y cuyo radio es e = % £ (que 1as homotecias trensforman esferas
en esferas en la forma indicada, es un hecho simple de demostracidén inmedidta que de-

jamos a cargo del lector).

Ung inversién de polo p transforma toda esfera que po pasg Rot p en otra egfe-
I8 que Do pass por P guUYO eentro es la imagen del gentro de la esfera dads por ums
homotecia de centro p ig razén igual al coclente de la potencia de la imversién
por la potencia de  p respecto de la esfera dadg.

-

Supongamos ghora que, o bien la dimensi6én de L es 2, o bien razonamos en un
plano de L que pasa por el polo, p (= 0) de la inversién u . En este caso,las
esferas de L (resp. las intersecciones de las esferas de L con el plano P } som
esferas de un espacio afin de dimensidn 2 y se denominsn gipcunferencias. Supongamos,
camo antes, que tenemos
una circﬁnferencia s ,
que la inversifn u trang
forma en una circunferen-
cia S8' ,y@me p no
pertenece a S (por tan-
to tampoco pertenece a .
S' ). Razonaremos cor la
a.yuda de la figura., Sea .
i) 1a recté que pa_sa por
el vector x (es decir
por el punto "X y por el
origen p), T 1la tan -
genteen x a S , T¢
la tangente en uly) a S' , siendo u(y) el punto correspondiente de x en la ho-
motecia del razonamiento anterior que lleva S sobre S' , Como T forma &ngulo
recto con la recta R;,.. , debe transformarse por esa homotecia en una recta que pa

se por uy) y forme dngulo recto con R » Como, por otra parte, dicha homo

ctuly)
tecia lleva D sobre D , ¢l éngulo de D con T tiene que ser igual al dngulo de

D con T" , dmmde T" que es la perpendicular a. R en u(y) , tiene que

¢'u(y)

(#) Conviene notar el la figura al pie de la pégina anterior, que por un razonamiente

ant eripr (p’ég, ), las direcciones de las rectas cxp, ex, son simétricas. respecto
del hiperplano ortogonal a la direccién de la recta PXXy .
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gér la imagen de T por la hox_npt ecia mencionada, ZEntonces podemos eseribir:

; A A A

(p,7) = (p,7*) = (T!,D)

do_pde T' e3 la tangente en u(x) . En efecto, eé f£eeil ver usando-las propiedades
que vimos en el 810 que uma simetria (en el pleno)} invierte los éngulos de rectas,es
decir, si la simetria s lleva unarecta R en R' , y unarecta R, en R]'_ , en .
tonces el dngulo -(R:\Rl) es igusal al opuesto de (R.'.(,_\B.i) , es decir iguml a'_l
(Bi/,\Rl) . Entonces basta aplicar este hecho a la simetria ~que 1lleva uly) sobre

u(x) ¥y cuyo eje pas"é por ¢' .

En resumen, la inversién u es tal que el éngulo qu'éAforma 1la recta deta'minada
por x y u(x) conla tangente en x a S , es igual &l opuesto del érgulo que
forma aquella recta con la tangente en u{x) a §' .

-0

Sé‘an shora 'S , S, , dos esferas oﬁogonaleé (que no pasan por p )y S, Sé ,
sus imdgenes respecto de la inversién u . Razonemos shora en 'el plano determinado
por los cérfhms ¢ , ¢, de Sy, S, (que necesariamente comtiene los centros ¢
cé de Si N Sé ) ¥y por el origen p =0 . Sea x un punto comdn a las circunfe —
rencias correspondiertes (es decir las intersecciones de S , Sp con aquel plamo} .
Como los hiperplenos tangentes en x a las dos esferas son perpendiculares, y el que
contiene al radio Rxcl es perpendicular al que contiene al redio: Rxcz y -ete., rg
sulta que las rectas Rxc; ¥y Ryop son perpendiculares entre si, Si las llamamos ,
respectivamente, T; ,y T, , vesulta que T) es la“tangente a la circanferencia
S, en el punto x | , e tanto que T, es la tangente a la circunferencia Sl en x,
Esto pruebs, eﬁtre ocras cosas, que ‘las circunferencias de interseccién también son

ortogonales., liamemos D a la rectaque pasa por x Yy por p , ¥y razonemos sobre

la figura siguiente: N
N\
s -
1 \\ 1'
Cs AN
. \ TZI
N _
S T N\ L
N ?
N N3
== PN =22
< 2N
‘52—
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Como acabamos de ver, el 4ngulo (D:\Tz) es igual al dngulo (Tg\,D) , ¥ el éngulo
(D:'\rl) igual al édngulo (T:'CD) , donde Tj , T} son, respectivamente, las tangen -
tes en u{x) =a Sé ¥ Si . Entqnces, el &ngulo (T{:TZ) , que es recto y es la
suma de los dos primeros, es igusl al dngulo (Ti,'l'é) (#). Esto prueba, en primer lu
gar, que también las circunferencias S{ , Sb son ortogonales, pero también prueba
que las esferas de s, Sé son ortogonales, pues sus respectivos hiperplsnos tangen

tes en u(x) contienen sendas rectas ortogonales (en el plano cmsiderado).

Dos eaferasg ortogongles gue ng contienen el Qo.l'o de @ inversién son irensforms -
das por ésta en dos esferag ortogonales.

-0 -

N

Otro razonamiento igualmente simple permite demostrar tembién que:

Si Sl contiene €l polo » y S, no lo cantiene, entonces Si £s un higerglan-oA
que paga por el centro de la esfera S} (y se dice que un tal hiperplanc es ortogo-
na].‘a la esfera); si lag dos egferas contienen el punto p , los hiperplanos §i,S'2
son perpendiculegres entres?f . '

-0=

Terminemos este ndmero con las propiedades de lg ianversién respecto de una esfera:

Sea u la inversién de polo ¢ =0 , y de potencia &= €2 50 , ysea S 1a
e_sfera de centro ¢ ¥y radio 9 . Si los puntos X, x2 , determinan una recta
que pasa por ' ¢ , las propiedades siguientes sm equivalentes:

(a) u(xl) =% ¥ u(xz) =x -

(b) % , zp , son conjugados respecto
de S (es decir, cada uno est4 con-
tenido en la polsr‘del otro, o tam -

bién, en férmulas, (xl|x2‘; = P2

(¢) 8i S; es una esfera cusglquiera que

pasa por los puntos ¥, X, , en -

tonces S es ortogonal g 5 .

En efecto: si ulx) =z, , (xlulxn)) = (xlxp) = & = €2 , de modo que (a) im
plica (b) . También (b) es equivalente a (c) porque si x; , X, estdn en una
misma esfera (por ejemplo de centro ¢ ) se verifica que la potencia de ¢ (centro
de S ) respecto de esa esfera es, por definicién, igual a (x1|x27 = 92 , que es
una de las condiciones necesarias y suficientes para que Sy S, sean ortogoneles .

Finglmente, es claro también que (b) dimplica (a) , porque si X, estd en la rec-

1S Py

También se puede rezonar asl: Como ya vimos (pég. }, las airecciones de las rec-
tas Ty , T, , son simétricas de las direcciones de las rectas T, T, , con rela- -
cl6n a un mismo hiperplano (el ortogonal a la direccién de la recta por u(x)), En -

tonces, como I; , T, son ertogonales, I, Té también lo son (ef. nota al pié de
1la psg. ). - ‘ )
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ta que pasa por xn ¥y por el polo de la inversién, c y si ademés se verifica

(xllxz) = €2 = o« , entonces () [x5) = (xy]u(x))) , lo que prueba que x, = u(x).

Cuando se cumple una (y por tanto todas) de estas t res propiedades, se dice que u
es la invgfsién respecto de la esfera S ., Noétese, en particular, que u deja fijo-
cada uno de los puntos de S .

-0~

11.4,- EL GRUPO CONFORKE

Volvamos a la situacién del comienzo de este parégrafo, sin modificar-la notacién.

Llamemos f, &l punto (1,0) de E .Con

sideremos en E 1a forma bilineal positi-

va y no degenerada?

(Zf(x+‘)\f1|y+,uf1) = (xly) + M

donde x , y sonpuntegsde L=E, )y

sea C 1la esfera de centro en el origen y
de radio 1 (conrelacién a la forma mé -

trica & ). Notemos con s 1la inversién

de E de polo -fl y potencia 2 ., De

“h

cimos que la imagen de L = E, (hiperpla-

no de E ) es justemente la esfera C (pri
vada del polo =fy ). Para ello, en vista de lo que ya sabemos de las inversiones 'y
basta observar que la relacién: @(0-(~f;),f;-(-£f7)) = 2 , prueba que s transfor-
ma O en f; . Esta inversién s ge denomina proyeccidén estereogréfica de L go-

bre C de¢ polo ~f; (y también st= 8 Se llama la proyeccitn estereogrifica de
C sobre L de polo -f ).
Si u es una inversi6n de E, = L depolo c¢ , la aplicacién wu' = sus™l 1leve

la esfera C (privada de -f; ¥ de s(c) ) sobre la esfera C privada de los mis
mos puntos y por tanto puede prolongarse u' a toda la ésfera C definiendo que
u'(~fy) = alc) , u'lc) = =f; . Hecho esto, es claro qie¢ u' es una permutacién
involutiva (ver el apéndice IV) de la esfera C sobre SI migma, que se llama inver -

sitn en C deducide de la inversién u en L .

Andlogamente, si Vv es una simetrfa (afin) de L resbPecto de un hiperplano, la
aplicacién sva"1 lleva ¢l conjunto C privado de -fy sobre el conjumto C priva
do de -fl . Si ls designamos con v' , ésta aplicacifn puede prolongarse a una
permutacién involutiva de C scbre C mediante: v'(-f3) = =p; ., Hecho esto, Jla
permutacién v' de C sedenomina la simetria de C deducida de 13 simetrfa v de
L .
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El subgrupo ' del grupo gimétrico (C) (ver apéndice IV) engendrado por lag
. inversiocnes y.lss simetrias de C ge denomina grupo conforme de C (y tembién, por

asbuso de lengusje, grupo conforme de L )

Las propiedredes mds importantes del grupo conforme, que no demostraremcs, son las

siguientes:

(1)

(2)

(3)

estd engendrado por l=s simetriss v' y por les inversiones u' asocis-
das a invergiones u de potencie positive. (Para demostra:le, hay que pro -
bar primero que en L toda traslacifm es producto de simetrias respecto de
hiperplanos, y usar que el producto de dos inversiones es una homotecia, que
una inversifn de potencia €0 es producto de la de potencia -&X>0 ¥y
la simetria x —> -=-x ¥ que ésta es el producto de las simetrias respecto
de 108 n hiperplanos de coordenadas.)
Si u' es ls inversidén asociada 8 u ¥ la potencia de u es pogitive, en -
tonces u' esg ls regtricecibtnm a C de uns inversién ii__g E , rgsgggto de unsg

esfera ortogonel @ C , o si no es la restriccibn a C de uns simetrIs res-

pecto de un hiperplanc homogéneo de & . Hay propiedades andloges pare una
simetria v'. (Parse la éemostracidn, notar que u es la inversién J:"especto
de una cierta esfera S, de E, ¥ es tembién la restr:iccién a 'Eo de la in
versién de E , Vy con respecto a la esfera S del mismo centro y el mis-
mo radic en E . Si se pone S' = 8(S) es claroque S' es ortogonel a C
puesto que S es ortogonel a Po ; 8l toda esfera que pasa por X s X
es ortogonal a S , toda esfera que pasa por s(x) , s(xy) es ortogonal a
s(8) = 8 ., Por lo tanto la inversitn de esfera s8' es v' = gvs+ (por=
que s(xe) = s(v(xl)) = v'(s(xl)) . Se sigue que su restricciéna C es .
sus'l , es decir u' ., (En la dltime parte se usa la caraeteri_sticar de la
inversién con respecto & uns esfera dedas en pag. J).)

Consideremos el espacio F = (RxE , y en él la forma cuadrética d efinida por
Qz(_ A,x) = A2 #(x,x) (donde shora x designa un punto de E y no de Eg.
Entonces, el gmupo conforme /' de C (6de L ) es igomrfo al grupo co -
ciente Q(QZIZ(Qz)) donde Z(Qz) ‘es el centro de ¢)(Q2) « (Idemtifics.
C con la interseccién del cono isétropo Z H QZ( N,;x} = 0 y el hiperplano
N-=1 identificadocon E y designar
con e el vector de F centrode C .
Con las notaciones de 2 , sea e¢' el
centro de S' , H el hiperplano polar

de c¢' con relucién @8 C ., ILa relacién

(hle') =1 en E se transforma en
@5(h,c') = 0 en F por definicién de
Q, . Entonces en el pleno P definido

por las rectas O:i, Ox2 » las rectas

1 oo 03 e s bt il

e
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i

i

ik

gl

v \\ 3



(4

(5)

103

Oh , Oc' son ortcgonales respecto de la restriceidn ¢2,P de &, a P , ¥
Orj_ s 0x2 son las rectas is6tropas de ese piano. Entonces, ellas se trans -

forman una en la otra por la simetria con respecto a Oh en ese plano. D‘?
otro modo: si se traza por h una paralela a Oc' , los pumtos ¥ 4 ¥p

en que corts a 0xy , Oxo son gimétricos con relacién a h . Entonces, On,
0y2 son transformedes una en la otra por la gimetrls w relativa al hiper -
plano H que pasa por O y H (respecto de @, y en F ! ). En otras pa-

labras, la restriccién de esta simetrla al cmno igbétropo determina completamen
te u' ., El reciproco se deduce fédcilmente (userdo €l lema 2, 4.7 ), ¥ es

claro que -w tembién determina s u' . Usando ahora el teorema 1 del Ap.

IV, se obtiene la isomorfia del grupo conforme con el cociente de O(Qz) por

su centro,)

Identificando E como es usual con una parte del espacio proyectivo asociado

P(F) , el conjunto de los puntos de P(F) que o bien no son puntos de E
(puntos impropios), o bien son puntos de E pero #(x,x) 1 , se pueden po-
ner en corresrondencia biumivoca con las egferas e hiperplenos de L , de mo
do que a dos puntos distintos del primer eonjumto y conjugados respecto de C
correspondan dos esferas ortogonales de 1 . (Manteniendo las rotacicnes:
8l S" es una esfera ortogonal a S' , su centro ¢ tiiene que estar sobre
H pues ella es a2 la vez ortogonal a S' ya C y entonces su centro debe
tener la misma potencia respecto de estas dos esferas y potr lo tanto estar so
bre su hiperplano radical, Se pasa shora a las esferas de E con centro en

E, , considerando s(S!') y o(S") y es clarome decir que dos tales esfe -

o
ras de E son ortogomales es equivalente a decir que sus intersecciones con

Eo son dos esferas de Eo ortogonales. Con esto t od esté précticamente de

mostrado.)
La geometris asociada al grupo §5(Q)/ 5 es la geometria no euclidiana hi -

perb6lica.

-0=






CAPITULO ¥

"GRUPOS SIMPLECTICOS Y FORMAS ALTERNADAS

812,~ FORMAS ALTERNADAS. BASE SIMPLECTICA. GRUPQ SIFPLECTICO

12,1,~ FORMAS ALTERNADAS

Sea K un cuerpo conmutativo (no se excluye que K sea de caracteristica 2 ) y

£ un espacio vectoriel de dimensifn n sobre K .

Ung forma bilineal ¥ , sobre E , ge ;&altern_a,ﬂdggl ¥(x,x) = 0 pars ca-
da x en E . En particular, se verifica: Vixdy,xty) = Yix,x) + Y(x,y) +
+ Wy, x) + Yy,y) = ¥Yi(x,y) + VY(y,x) = 0 , de modo que toda forms glternada es
antisimétrica. En cembio, si ¥ es antisimétrica se tiene, por definicibm W¥(x,x)="
= - Yx,x) , lo que implica 2 ¥(x,x) =0 paracada x en E , ysi K esde
caracteristica diferente de 2 , V  es alternada. Por lo tanto, en ese caso, una

forme es alternsda si y s6lo si es antisimétrica.

La primere observacién dice también que toda forma alternada es <=l-hermitiena res

pecto del automorfismo idémtico de K , de modo que valen para las forms alternadas
todas las propiedades de las formas  -hermitianas,

—o-
12,2.- Teorema 1 :
Existe ung base (e;) de E , y un entero par, 2r O taleg que
3 . r . - Y 2. 1
Yix,y) = WY(E& x"ei y 2 y‘Jed.), = z (£29=1 23 _ 423y23-1)
T : 7
J

donde \|’ es una forma slternada deda prevismente. Tal base se llama simpléctic

—_—

(para ¥ ). EL rango de \Y &g siempre un ndmero par, ¥ mdg precisamenté. eg
igual a 2r .

Demostracién:

Este teorema es casecuencia del dltimo resultado de 4.7 . En efecto, en un su-

plementario de E° \P es no degenerada y aqul se tiene necesariamente H = 0

porque todo vector es is6tropo (notacién de 4.7 ) . No obstente razonaremcs asi:

En primer lugar, podemos suponer ¥ #o pues si Y = 0 el teorema es trivial.
B 4
Ademds, podemos limitarnos el caso en que es no degenerada, demostrando que entonces

necesariamente n = 2r y el resto del t eorems (esto equivale a razonar en un suple -~
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mentario de E® , aprovechando que en E° Y es idénticemente nula). Razonaremos

por recurrencia sobre la dimensitn o , de E .

La suposicibén de que { es no nula implica que n vele por menos 2 , pues si
se Verifica Y(x,y) ¥ O para un par de veetores x e y de E , éstos son necesg

riament e linealmente independientes.

st n=2 ,y VY no degenerada, existen ei , eé (1inealmente independientes )

tales que ‘P(e;[,eé) # 0 (por la observacién precedente)., Si se escribe

e \[’+ e:'L y ¥ &y =,,eé , (el,ez) es una base que es la base gimpléctica
(ei,,ez)

buscada (con r =1 =n/2 ). En efecto, esa eleccién implica que S”(el,ez) =1 ,v¥
\(’(ez,el) = <1 , de modo que

‘P(xlel*'xzez y y1e1+y2e2) = fly? o g%yl

Supongamos entonces que si se tiene una forma alternada no degenerada sobre un es-
" pacio vectoriel de dimensidn menor que n , entonces necesariamente esta dimensién
es par ( = 2r') y valen las restantes afirmaciones del teoréma. Sea V¥ una forms
elternada no .degenerada sobre E de dimensién n . Como ¥ es no nula, existen
(iguel rezonamiento que artes) dos vectores e, , €, , linealmente independientes,ta
les que \}’(.el,ez) =1 , Sea P el plano engendrad? por ellos; decimos que P
es no is6tropo. En efecto, si existieran X\, , M, (no los dos nulos) tales que
para todo )\ y para todo pm se verificara P(Noort o2 }x_e1+,'ue2) = 0- reaul
tarfa A M - Ap, =0 (VA ,VnéK) , lo que es sbsurdo. Entonces E es suma
directa de P y P (cf. teor. 1 del §4),;V Y’ es no degenerada en P° , que
tiene dimensién n-2< n . Por la hipétesis de recurrencia, P° es de dimensibn
par y admite una base simpléctica es,ey,...,e5, . BEntonces resulta por simple cél-
culo que e7,€5,€3,...,8pp €S Una base simpléetica para todo E .
-0=

Corolario:

81 A es ung matrig slterngda (es decir matriz de una forms glternnda) existe una
matriz inversible B tal que:

0 1 0 0 4] cs e sve ove see (X X1 0
-1 O 0 0 0 LR X see sve ovvw oee 0
0 0 0 1 o] LX) e®e a2es eoe veo 0
cg O L 0] 0 «ve 4y eee vee wen O
toag ° 0 vee oo ver . 0 JO 1 0 ... 0
O wev vee ves vee O |- 0Ol 0 ... 0
O o 0 sees oo vao to0 oo 0 soe 0
: LI
. .' ]
Q 0 0 tev ee eer ees are aee een O

\/h—a/ ’
2mr
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\
Demostracidn:

En efecto, si VY es la forma alternada definida por A ysi B es 1a ;ma_triz

que relaciona la base dada con una base simpléectiea, - 1:BAB eés la matriz de . ¢ res-

pecto de 1a base simpléctica, que es de esa forma (%) .

0=

12.5%.- GRUPQ SIMPLECTICO,

Los sutomorfismos de E teles que dejan invariante una forma slternads W.
Vux),uy) = Yz, o sea las transformaciones unitaries(para ¥ ) se 1laman, en
este caso especial, transformsciones gimplécticas (para ¥ ). Forman un gupo (que
no es otro que el gupo unitario de -Y ) que se 1lama grupo gimpléctico de ¥ y que
ge designa con la notacién Sp(Y) . Las matrices dé las transformaciones simplécti

cas se llaman mgtrices simplécticas y se puede demoatrar que todas ellas-tienen deter
minente igual a 1 . (cf.: Bourbeki, Alg. Ch.9, &5, Prop. 3) .

-0 '

15.~ REDUCCION DE UNA FORMA ALTERNADA RESPECTO DE N4 FORMA HERMITIANA POSTTIVA.

Suponemos en este parigrafo que estamos en el caso K ;'Q 6 K=C. (cf. s 6.2)%
¢ designa una forma hermitiana positiva y no degenerada gobre E ; Y/ designa uns

forma altemada sobre E .

13.1,~ APLICACIONES SEMILINEAT.ES

Una aplicacién u de E en E se llamg semilinesgl si cumple las condiciones:

u(x+y) = ulx) + y(y)
- W=z ,VyeE, ¥lek
u(Ax) = \ulx) *a 0y , ¥Aen

Como # es no degenerada, para cada xé&E existe un dnico elenento u#(x:) de E
e TTE Ty Y )
tal que @(x,u(y)) = @(u'(x},y) (¥ye E) (cf. corolario del teor. 1, §1). Enton-

ces la aplicacién W oz~ u#(x) “es una aplicacién semilineal de E en E

pues:

Blxytxy , uly) = Bz , uly)) + Kxp , y3) = B (2)33) + Blu*(x0),y)

\

gOxuly)y = Nglx, wy)) = NguHx , 5 = #Xv¥x ,y)

#
( )No hemos demostrado en los:eap. I 6 II la férmula *ma para un cambio de bage dg

‘bido & que s6lo serfa usada aquf; Para la demostracién ver cuslquier texto de 4lge-
bra lineal, por ejemplo Bourbaki.
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Por definicidén, u* se denomina 1a adjunta de la aplicacién semilineal u {respecto
de la forma hermitisna ¢ ).
-0=
Nuevamente, debido a que @ @es no degenerada, si Y  es una forma bilineal sobre
E , para cada xX€E existe un dnico elemento u(x) en E tal que (p(x,y) =
= Flulx),y) (¥ycE) (cf. corolario del toer. 1, £1) , 7 es inmedieto verificar (en
forme parecida & la del razonsmiento anteric ) que la aplicacifn u : x —? ulx)

es Semilineal.de E en E .

Reciprocamente, si u es uma aplicacién semilinealde E en E , la forma ¢
definida por Pix,y).= #(u(x),y) es bilineal, La demostracitn es del mismo tipo ;

a modo de. ejemplo mostremos .ques

‘P(xlqe y ¥ = dlulxy+x,) , y) = Blulxy),y) + ‘~¢(u(x2},i) = ’-P(xl,y)-l- (P(xz,y)

Prz,y) = B(hx),y) = dhulx),y) = Afaix),y) = Xdux,y) = APy .

Esto muestra que de esa manera se pueden poner, mediante & , en correspondencia bi=
univoca los conjuntos de las formas bilineaie_s sobre E y de las aplicaciones semi -

lineales d¢ E en E . Observemos, finalmente que en esta correspondencia Y s

alterneda si y s6lo si gu golicagién semilineal sgocieds u , verifica u' = -u - (es
dgeir u#(_ﬂ.--ﬂ-;-u(xi‘ ’ ¥xe® ). ’
En efecto, si ¥ es alternada se tiene:

#u*(x),y) = Kxuly)) =8, = Y,x = ~¥axy =
= - gulx),y) = #(-u(x),y} (Vy<&E) implica: u#(x) = -ulx)
(reciprocamente, de modo similar), T

13,2.- REDUCCION IE FORMAS ALTERNADAS., ' INVARTANTES

-3
l@
1

Sea S una familia de gglicggiéneg gemilinegles d¢ E en E ggtable parg M#"
8 gecir: ueS jmplics u®€S . Entonces:

(a) 8§ V gs un subespacio de E estable pasra S  (e.i.s u(V)cV , ues )
entonceg el ortosonal (respecto de. & ) v°. es egtable para S .

(b) E se descompone en guma directs E=E @ ... & E, de subespacios ortogona -
les dog & dog y establed minimaleg para S5 , en el sentido de que gi un gub -
egpecio no nulo F egtd contenido en un E; y gg estable para S , entonces
F="E (cf.:. tearemal del §9 ).

Demostracidn:

(8) Si xeV® , ueS , se tiene @(y,ul(x)) = B(u*(y),x) = 0 para cada yeV .
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1o que implica que u(x)eV® y V® es estable para S .
(b) (la misma demostracién de (b) del teorema 1 del §9 ).

Corolario:

Si u es semilineal y s , E Be descompane en sums direeta de subespa -
cios grtogonales dos g dosg y estasbleg minimales para.- u . (Basta aplicar el teore-
ma a la familis S formada por u y =-u , observardo que un subespacio es estable

para u 8i y s6lo si lo es para =-u ,)

Teorema 2 :

3% Y esuna forma alternada gobre E , exigte uns bage (e;) , ortonormsl pg-
ra @ , tal gue respecto de ella la matriz de V¥ gs de la formas

ese oese oes O
LN 2 oo w oo 0
ees oeee eee O
LR 4 LN s®e o
see LR R ] L XN J o
0 0 0
0 0 0
0 0 0 0 o O 0 0] o ... © 0
0 o 0 0 O 0 LN ) [ X J LA R J oee *ve o o

donde los &3 son mimerog reales po negativos (adn gi K = €.

Demogtracidn :

Sea u 1la aplicacién semilineal asociada a W : Y(xz,y) = glu(x),y) . Sabe -

2y

mos que W= , ¥ w? es evidentemente lineal y ademés: (u 6" = (—u)(-u)=

= y? , de manera que u? &s m endomprfismo hermitiano de E . Sabemos que enton-
ces se puede asociar a u® s mediante la _¢ s upa forma hermitisna 9, , de 1a

cual nos interesa observar que es negativa (ef; : 9.4 ). En efecto:

g, (x,%) = gu¥x),x) = #xui(x) = B*(x),ux) =

= glulx),u(x)) £ 0 porque & es positiva .
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Por el teorema 1, E se descompone en suma directa de subespacios estables minimg

les respecto de u . Sea V uno de ellos. Como v’ es hermitiano, (y como V es

2 2,

también estable para u ), sabemos que V contiene autovectores x#%0 de u H

w?(x) = ax (ef.: §9) . Por 1la observaci6n anterior, 0‘(u2(x),x) = a @(x,x} S a ,

-~

de menera que a40 (parque @(x,x) >0 ). Definamos entonces los vectores siguien

tes’
y = Vea.x +ulx) e v
z = Veg.x=-ulx) €V

con lo cugl u(y) = - {——a.z , ¥ u(z) = V-a,y . Estc prueba que el subespacio de
V engendrado por y ¥y por - z es estable pare u , y.por tanto es iguala V (de

modo que V tiene a losumo dimensién 2),

Hay que distingiir dos casos: si y = 0 (lo cual es equivalsnte a =0 ), las

# N

expresiones de y y de 2z prucban que a =0 , es decirque u(x) =u(x)=0 ,y
la recta Kx es egtable para u , o sea V = Kx , Entorices, la restriccidtn de ({/
a V es unag forma alternads sobre V que es de dimensidén 1 , y por consiguiente

esa restricciém es nula,

Si y#0 , también 2 ¥ 0 , y como ¥ (y,2) = -\/.-; #(z,z) # 0 , estos vecto -
res gon linealmente independientes y V es de dimensién 2 , Por otra parte, usan-

do las relaciones ya establecidas se deduce facilmente que @(y,z) = -a #(x,x) -

- Flulx),ul(x)) = 0 , asl que y y =z son ortogonales (para £ ). Sabemos que en

tal ceso es posible maltiplicar estos vectores por escalares reales apropisdos de mo-
do de tener una base y',2' , ortonormal (para & ) de V . Ademds, - Y es und
forma alternada sobre V cuya matriz respecto de esa base es de la forma (_g 8)
(con b= Y(y',z') , bel ). Finalmente, si X 4 X, pertenecen a diferentes
subespacios estables minimales, Vy , Vo , para u , como estos eépacios son ‘ortogo
nales para @ , se tiene W(x),x,) = glu(xy),x,) = O . Entonces, hemos probado
que E 8e descompone en suma directa de subespacios V:,_,...,Vp estables minimales
para u , de dimensiones 1 & 2 que admiten bases ortmormales (para @& ) respec-
to de las cuales la.restriccidn de Y tieme matriz (0) o matriz (-Ob 8) , Tes -
pectivamente, y ademds los V;- son ortogonales dos a dos regpecto de la forma \}’ y
también respecto de la forma @ . Entonces es claro .que la reunién de las bases an-
tes mencionadas proporciona una base ortonormal (para @ ) de E respecto de la cual
le matriz de Y es de 1a forma indicada en el teorema,

0=

1%3.5.~ REFEBENCTA 4 LOS COMPLEJOS LINEALES
Sea V un espacio'vectoriel de dlmensién impar: 2r+l sobre el cuerpo @ s ¥

congideremos en el espacio vectarial F =  zV - nna forma alternada, V’ , no degeng
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‘
rada (nétese que para que tal forma exista es necesario que. la dimensiftn de F sea
par, de shi que se supuso que la de V es impar).. Se liama gompleio lineal proyec -
iivp asociado a ¥ gl conjumto Co de las rectas mroyectivas del espacio proyecti-
vo ®(F) (es decir las variedades proyectivas de dimensién 1 de P(F) ) que se ob
tienen como imdgenes canénicas de los planos totalmente is6tropos (respecto de la

forma ¥ ) de F .

Sea R 1a recta ortogonral a V en F
/ (respecto de ¥ ) quwe(por ser Y alter

nada) esté4 contenida en V . Supongamos

/ que en V esth dada una forma ¢ bili -
/

sea H el hiperplano de V ortogonal a

]
A
/
E \\ : / neal simétrica positiva y no degenerada, y
la recta R respecto de ¢ . Ed F , el

R i subespacio H es no is6tropo (respecto de
v ll ¥ ) y por tanto su ortogmal (para V¥ )
es un plano P , no isétropo, tal que
E

F=P@®H ,yobviamente RCP ,

Sea E el espacio afin {1} ¥V ¢ F . Entonces ¢l conjunto C de las intersec—
ciones de la forma T[nE (donde TT es un plano de F totalmente is6tropo para
V¥ ¥ no contenido en V ) se dencmina complejo lineal sfin ascc iado & Y . (En
cierto sentido, C es igual a Co menos Sus elementos impropios). La recta A =
= PNE ge llama gje del complejo lineal C respecto de la estructura de espacio eu-

clfdeo definida en E por &

Esto mueatra que la teorfa clédsica de los complejos lineales estd inclulda en la

teoria general e las formas alternadas.

El caso més interesante se tiene cuando la dimensién de F es 4 , (cf.: Bourbs

ki, Alg.,.ch.9, §10. Ex.16) .
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APENDICES

Suponemos que quien lea estcs apéndices estd suficientemente familiarizado con los
conceptos y razonamientos del texto. Los temas que aquf se tratan (éspecialmente en
los spéndices III y IV) presentan més dificultedes que los del texto, por lo menos pg
ra el que se inicia en estas cuestiones. Debemos hacer la advertencila de que en algu
nos casos se utilizan conceptos de &lgebra linesl sin dar sus definiciones (que no:
aparecen tampoco en €l texto). Ademds, las-demostraciones son bastante mds concisas
que lass del texto. A todo aquél que desee informacién gdicionsl sobre los conceptc_)’é
fundamentales, remitimos a los capitulos del tratado de Bourbaki citados en la intro-

duecidn.

-0

I,- ANGULOS EN EL PLANO ORIENTADO

Aqui se completa el parégrafo 10 mantenlendo su notecién: E es un espacio vecto-.
rial de dimensién 2 sobre el cuerpo K ; (x|y) es una forma bilineal simétrica pg
aitiva y no degenerada; (el,ez) es una base ortonormal de E ., Ademfs, supondre -

mos que el plano E estd orientado, lo que significa lo siguiente:

Se ssbe que 8l ser dim (E) = 2 , EAE es unidimensional, de modo que fijedo un -
bivector xAy # 0 , exislte una dYnica semirrecta de E_/\E que lo cntiene y que se
llamerd positiva; sus bivectares.también se llaman positivos, y los de 1a semirrects
opuesta, negativos. Una vez que se hace esto, se dice que E es un planc orientedo,

0 que se ha dado una orientscifn en E

=0-

I1.1,— TRIGONOMETRIA EN EL FLANO (RIENTADO

-Como ya hemos dicheo, en un plano orientado la trigonometrla puede desarrollarse
sin smbigliedades, como aeduciremos del siguiente lema. Este prueba el hecho intuiti-

vo de que las semejanzas directas no cambian la orientacién del plano,

Lema H

2

da ue€s’ , todos lop bivectores de la forma x-Aul(x) pertenecen a una misms
gemirrecte de EAE (gl variar x .en E ). )

Demostrgcion:

El caso en que u es una homotecie es trivial porque 8i es asl se verifica

xAul(x}) =0 para todo x . Si u no es una homotecia, xAu(x} no es nuto si.

4
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x7#0 . Sea y otro vector cualquiera y mostremos que yau(y) es un mdltiplo po-
sitivo de .:;*;Au(x) (que es lo que hsy que demostrar)., Como no hay en E vectares
isétropos, existe una semejenza directa w tal que w(x) =y , y entonces:
TAuy) = w(x) auw(x) = w(x) Awa(x) = (det (w))(xAul(x)) , con lo que queds demdstrg
do.ya que como (xfy) es positiva, el determinante de w ea positivo,
-0=
Si A es el &lgebre de endomorfismos engendrada por las aemejgnzas diréctas, sabe
mos que existen en A generadores v tales que v'2 = S =<1e® , De hecho, exisg-
ten dos y sflo dos de tales splicaciones que difierten en su signo, y por el lema pre-
cedente, hay ung sola tal gque para cada x E , x v(x) es un bivector positivo.
Este hecho nos permite determinar sin ambigliedades el generador v de 4 gque hemos
utilizado en el parégrafo 10 para construir la trigonametrla, por eso es claro que en
el plano orienteds 1a. trigonometria puede desarrollarse sin ambigliedades.
~0=
Ademds de las farmulas que ya conocenos, valen en este-cago otros dos resultados
frecuentemente usados en la seometria elementsl, Phra ello, convengamos en definir
el fngulo del vector x cop gl ¥ector y , que designamos con 5y Lomo igual
8) dngulo de la gemirrects gueg contiene @ x con ls semiprecta gue contiecne g y .
Hecho esto, afirmamos que valen las férmiles: '

N
cos (xyy) = L=l e.sen (xy) = —{zoy)
Ixl. |yl Ix!. l¥1

donde e designa el dnico bivector positivo tal que la extension ( | )(2) de
() a EAE cumple: (ele)(a) =1 .

Para demostrer la primera férmula, designemos, para sbreviar, con x' AN

x/I1x| e y/lyl , respectivamente., Smbemos que existe una Unica rotacién, 6 , tal —
que 8(x') =y' , la cual 2std4 determinada por: © = cos (xfy) + sen (x’,\y') e V.
Entonces, usando la expresién de y' en funciém de x' que se deduce de 8(x') = y*

tenemos:
. n Fa¥
(z*ly") = (x' | cos (x,7)x'} = cos (x,y)
que es-otra manera de escribir la primers férmuila.

Para demostrar la segunda, comencemos recordando que, por definicifn:

(xyl3)  (xp175)

(A%, , 53 AF)(p) *® (xplyy)  (xplip)

Entonces, procediendo como antes, tenemos: N

(' A¥y') = x'A(cos (x/',»\y)x_‘ + sen (x/,\y)v(x')) = sen (x:\y) . x'av(x?)
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¥y recordando que Vv gira los vectores un gngulo recto, un cglculo directo muestra

que:

. 1 0
(x'n v(x!) , xi'Av(x'))(z) = I | =1
lo 1]
de modo que la férmula anterior es la que querigmos demostrar con e = x'Avi{x') > 0.

-0

I.2.- SECTORES ANGUIARES

Sean D, , D, , D, , tres semirrectasde E ,y X,, % , X, , vectores no nu-
los que les pertenecen, y considérense los bivectores X, axy , X AZy 3 XoAaXg e
Si dos de tales bivectores (por 1o menos) son (estrictamente) positivos, diremos que
la terna Dy , Dy , D, , es dipecta. (Esta nocifn es evidentemente independiente de
cudles son los vectores no nulos que se eligen en las semirrectas)., Nétese que si
D

5 ».D1 , Dy es directa, entonces Dy , Dy , Dy ¥y Dy, Dy, D son directas, en

tanto que Dy , Dy, D, ; D, , D, ,D; ¥y D,,D;, D, nosan directas.
Vamos & mostrar ahora que el hecho de tener una orientacién en el plano b permi-

te definir un orden total en el conjunto de las semirrectas distintes de una semirrec

ta prefijeda. de antemano. Sea D, una semirrecta fijada de una vez para siempre, ¥

sobreentendsmos que todag las semirrectag consgideradas sen diferentes de Do .

Diremos gue Dl'$ D, (léase: "D; precede 2 D," ) git o bieg D, =D, , obien

lg terma Dy, Dy , D, gs directa. Es'claro entonces que para toda semirrects D
se verifica D D ; y como las ternas D, , Dy , D y Dy , Dy , D; no pueden
ser simultdnéemente directas, si D;§D, y D, <D, entonces necesarismente D, = D,
Ademés, es claroque o bien Dy £D, o bien Dp4$D; , cualesquiers sean las semirrec-
tas Dy ¥ Dy . Por lo tento, nuestra relacién es un orden total si y s6lo si se

demiestra que es una relacién trensitiva, cosa que, por otra parte, no es trivial co-

mo las anteriores.

Sea e un bivector positivo que tomaremeos como base de E E , y si X01X)3Xgy X3

son vectores no nulos de Do,Dl,Da,D3 , escribiremos:

X3 X5 = ajj e (1,J =041,2,3)

Siempre puede suponerse que e =x Ay , donde (xo,y) es una bese de E . "Enton=-

ces, sl se pasa a coordensdas:

Xy = 1.Xg + 0.y, X = X3Xg t Xy o, 12=Plxo+/327 R x3=rlxof 7"2‘/

¥ se calcula.en funcifn de estas coordenadas los valores 8,1 » 823 1 835 9 83y 5 B

83> ¥ luego €l valor de e538p%5 + apslwy + agsayp 9€ comprueba que:
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ag1e23 * 82831 * sp3812 = O (*)

Hecho esto, pasemos a demostrar que "4 " es trensitiva, pesra lo cusal supondremos
qué DleD2 y I>2$D3 , Y demostraremos que le D3 . Es claro que podemos limi -
tarnos el caso en que ninguno de los signos " " es el signo "=" | de modo que el

teorema puede sustituirse por este otro: gi las ternas Do D1 D2 Y Do D2.D3 son

directas, entonces también Dy Dy Dz &g directa. Distinguiremos dos casos:

(1) Sea 8y €O . Tenemos que probar que entonces aj3 t asy son positives .
Como D, D; D, es directa, 2,>0 y a,>0 , ¥ entonces 8,,<0 . Ahora, camo

D, Dy D3 es directa, e so implica que az3>0 ¥y a30> o . Entonces, de los signos
establecidos resulta que (#) tiene negativos su primer y tercer términos, ¥ como

ademés a5, es negativo, 84 o, l.q.q9.4.

(2) Sea a ;>0 . Siademés fuera az3>0 , D, D) Dy serfa directa y el teore

1
ma estarfia demostredo. Si, en cambio, agn€0. , como Dy Dy Dy es directa, results

que 2)0 y a..>0 . Entonces a

%o 23 20
ser ala>0 . Entonces, usando estos signos en la relacién (#) , se deduce que

<0 y como D, D1 D2 es directa, tiene que

83160 , es decir a3 >0 lo cual junto con la suposicién inicial prueba que Do Dl
Dy es directa, 1.q.q.d.
. —-

Dedas dos semirrectas Dy , D, \distintas) llamamos gector sngular (abierto) de
origen Dl_ ¥ extremo D2 al conjunto de las semirrectas D tales que la terrs
Dy DDy es directa. Si se sgregan a este conjunto las semirrectas Dj , Dy , el
conjuhto obtenido se denomina gector angular cerrado de origen Dl ¥y extremo D2 .
Usando la relacién de orden que hemos definido entre semirrectas, podemos afirmar que
el sector de origen D; y extremo D, coincide con el conjunto de las D tales que

D€ D <D2 para la relaecién de orden definids por cualquier semirrecta Do tal que

1
Dy Dy D, ses directa. (Demostracién a cargo del lector).

-Q-

Teorema 1 :
Con la notacién de antes, el conjunto totalmente ordenado de las semirrectas dis -
tintag de D_ es isomorfo sl cuerpo ifotalmente ordenado

o
Demogtrgecidn
Todo consiste en definir una funcién £ de (R en el conjunto de las semirrectas
diferentes de DO de modo que sea suryectlva y estrictamente creciente, Para ello ,
elggimos una base de E formada por un vector Xo de la semirrecta opuesta a Do y
otro vector y tal que X, ¥ sea positivo., Para cada nfmero real t , defiqimos
£(t) igual a la semirrecta que pase .por el punto (l-tz)xo + 2ty . Es claro que

£(t) nunca puede coinc¢idir cen D, , de modo que f va efectivamente en el conjun-
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to deé las semirrectas distintas de Do

Veamos que T es estrictemente creciente, es decir que 1a relacién t t' impli-
ca que la terna D , f(ti , £(t!) es directa, Para elloi, usemos los vectores de cg
da Semirrecta que fueron usados arriba al definir la funcién f , expresando los bi-
vectores correspondientes mediante el escalér que multiplica el bivector positivo

Xo ¥ . Vemos que D, , f{t) , £(t') es directa si y s6lo 8i dos de los ndmeros
-2t ,  (1-t?).2t - (1-t'%).24 , 2t

son positivos. Ahora bien, si t y t' tienen signo distinto, la hipbtesié dice
que -2t y 2t' son positivos. Luego, notendo que el segundo ndmero es igual a
(t'-t)(1+tt').2 , 81 t y t*' son del mismo signo, este segundo nmimero es positivo,
Si se da el caso t'>0 , el tercer nimero es también positivo; al, en cambio,

t'<0 , es el primero el otro que es positivo, 1.q.4.d.

Para terminar, debemos mostrar que £ es,,éuryectivg, es decirque si D es_ una
semirrecta diferente de D, , existe un nd"mero real t tak que f£(t) =D . Sabe -
mes que si D es diferente de D, , existe un unico 4ngulo @ tal que 2¥=
= (-DO'\,D) , donde -D, designa la s)emirrecta opuesta de D, . Ademds, como el 4p
gulo (-D;\,D) no es el llano porque D # D, , resulta que Y no es el éngzulo ree-
to, y por consiguiente su tangente, t , no es infinita. Entonces, una de las seme-

janzas asociadas a 2¢¥ 1lleva el punto x, sobre el punto (1-‘!:"'3)x0 + 2ty , lo que

0
prueba que D = £(t) .,

Asi, el teorema est4 completamente demostrado,

~-0=

II.~ ALGEBRAS DE CLIFFORD, CUATERNICESES Y GRUPO ORTOGONAL

Por razones de simplicidad, supondremos aqui que K es un cuerpo commtativo de
caracteristice distinta de 2 , ¥y E es un espacio vectorial de dimensién finita, n,
(particulerment e m=2 6 n=3 ); ¥ designa una forma bilineal simétrica no de-

generada sobre E , ¥y Q la\ forma cuadrética asociada,

II.1,- ALGEBRA DE CLIFFORD

Supongesmos que existe un éléebra con unidad, 1 , sobre el cuerpo K tel que el
espacio vectorial E puede "sumergirse™ en ella, es decir existe una inyeccibn de E
en el dlgebra que permite identificar E con una parte del ‘flgebra, y supongamos ade

més que vele ls condicién:

zx = @x,x) ., 1 (¥x ¢B) (c)



118

(es decir, pensando el elemento x como perteneciente al flgebra, su cuadrado es
igual al mfltiplo de la unidad segdn el escalar @(x,x) ), y que E engenira el 41~
gebra total, Una tal &lgebra, que notaremos con C(@) , y que, bajo ciertas condi -

ciones se puede demostrar que existe y es unica salvo isomorfismo, se llama ¢l dlge -

bra de Clifford de E provisto de & |
De la comdicién (C) se pueden deducir inmediatamente estas ~tras propiedades:

(1) Pera todo X y para todo y en ECC(g) vale:
xy +y.x = 2 #xy).1

(para demestrarlo, usar que (x¥y).(x+y) = B(x+y , x*y) . 1 , desarrollar ambos miem
bros y simplificar),
(2) Para que dos vectores X e y de E sean ortogonales (para ¢ ) es nece-

sario y suficiente que:
Xy = =YX
(consecuencia trivial de (1) ).
(3) Para que x E tengé inverso x % en el algebra C(@) es necesario y sufi -
ciente que x no ge is6tropo, y en .tal caso:

£ = =
#(x,x)

(tembién consecuencia trivial de (C) ).
-0
Sabemos que si H es un hiperplanc no isétropo de E y a es un vector no nulo
ortogonal a H , la simetria s, respecto de H estd definida por:
s (x) = x-22x8) 4 (ef.: 6.5 al final)
a g(a,a)
Congideremos entonces el elemento a.-x.a-l ¢ C(g) (imagen de x por el automorfismo

interior definido por el-elemento inversible a' ). Usando (%) tenems:

a.xea L = 2:X8 = gx, 8 = (2 #(x,a).1 - x.a) A =
@(a,a) @#(a,a) @#(a,n)
= 2 ﬂm s 8 = X 2.3 - _ x4+ 2 _Lx.&l a = = sa(x)

G(a,s) " Ba,e) dla,a)

Ast que (exeepto por un signo) la gimetrls respecto d¢l hiperplsno ortogonal g a s
la restriccién @ E del automorfismo interior del 4lgebra de Clifford definide pop

a : x——> g.x.ad ,

&y .
(#) Para la definicion general; existencia y desarrollo de 1a teoris en forma mhs pre
cisa; ver Bourbaki , Alg. Ch.9, §9 .

A,
kmmm:\.:
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Es bien co'no'cido, ¥y lo demstraremos en el apéndice IV, que toda transformacién or

togonal de E , u es de la forma:

donde .e:ai es la simetria respecto del hiperplano ortogonal al vector no isétropo 8.

Entonces, usando el resultado anterior y razonando por induccién completa, se dedu

ce que si se piensa E contenido en C(@) , la transformacién u esté definida por:

u(x) = (~1F alaz...akxa;l...aglail
es decir que para'cada u §(Q) existe un elemento b = 81...8, € C(¢) ial due u
i’s {galvo el signo) la restriccién a E del sutomorfismo interior definide por .'h &
ulx) = £ b.x.b~> . Reciprocamente, gi b gs un elemento inversible de C(@) cuyo

automorfigmo interjor deja E Jinvariante (es decir: bxb L € E parg gada x E ) ,

— SRR B o e =2

En efeeto, si bxbL € E podems escribir:

-1

-1 b.B(x,%).1.b™ = @(x,x).1

Fbxbl | bxbl) 1 = bxd™F bzbl = bxxb

-1

lo que implica: @(bxb ,bxb_l) = g(x,x) pera cada x€E .,

-0~

Sea e),e5,...,, una base ortogonal de E , y pongamos &g = #(ej,e4) . Por
definicién, el dlgebra de Clifford, C(@) , estd engendrada por los elementos 1,e,,
e-vs€ , ¥ estaré perfectasmente determinade una vez que se de la tabla de multipli-
cacién correspondiente., En todo lo que sigue, identificaremos tembién K & uns par-
te de C(@) mediante la inyeccibn: XA —> X.1 , dmde 1 es la unidad de C(g).

Entonces, es claro que la condicién (C) equivale a éstas:
ej.€y = °<i€ K ei.e_j = -eJ.ei (J # 1)

De aqui resulta gue, si bien C(#) no es conmtativa, es posible reordenar los factpg
res ey de un producto cualquiera siempre que se antepongé (segin wrrespmda) un

gigno + o un signo - . Por ejemplo?

epepegeres = ejejesl-eseq) = ~ejeplesegle, = ej(-esepleger = -ejeseseseq =

33 e1e2 3567

Emo cuando los factores son distintos,:y si hay dos iguales se tiene resultados como

éatez

82%1%4%5% T TR2f1%%1® T e2%1%1%% T M1%%%
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Por consiguiente, todo elemento de C(#) es o bien un escalar, o bien el producto
de un escalar por un elemento de la forma: ejej...ep (i4j<...<p) . Por otra
parte, se puede demostrar que 1,el,...,en ¥y los productos de dos o més elememtos
que son de esa forma son linealmente independientes, de modo que constituyen una base
de C(@) . Pero se ve (haciendo corresponder 1 a la parte vacla) que esos elemen~
t08 egtén en correspordencia biunivoca con el conjunto de partes del conjunto {el,..
«.e»en} , ¥ por lo tanto son en total 2 . Esto-demuestra que el glgebra de
Clifford (gi existe) de un esvecio de dimensidén n tiene dimensidp .

-

II.2.- CASO n=2

Suponemos aqui que E es de dimensién 2 , Si aplicamos el razonamiento preceden-~

te & una base artogonsl (el,ez) llamando e = €8 al cuarto generador del dlge -
bra de Clifford, se ve que éste estd definida por la tabla de multiplicecién siguien—

te:
2° ¢,
1° r, 1 e1 - e ez
1 : 1 e T oep es
& & 1 &3 e
&2 *ep =€ Xz %
es e:, - t:(le2 61 -&y x5

que g jugtemente ls del dlgebra de cuaterniones genereda por w=e¢ , Ve, Y.
w=es , pelative al par (&, P) = (0(1,/3é)' .

En general (para cuslquier glgebra de. Cliffard) la releacién bxb = p'aprd
(x€E) es equivalente a ex = x¢ (con ¢ = b*1b) , de modo que paraque b y b’
definan una misma tranaformacién ortogonel de E es necegeric que c¢ conmite con to-
dos los x de E . Para esto, si escribimos ¢ en la.forma Agt Ajey+ Aoe s Azes,

se tiene que cumplir en particular:
(No + Mep + Npep + Nges) e = Agey + Apay = Apes - %3 hgep =
= Ngep * Agmy + Ages + X3 Ager = e Ao + Ay + Ages + Ages)
y relaciones andlogas con ez'_, e3 en lugar de e De ellas results inmediatemen

te que Aq = )\2 = >\3= O , es decirque c es un escalar: ¢ = ol , Esto

prueba dos cosas: 108 elementos de C(#) gque definen una misma transformacién orto-

gonsl gon proporcionsles, ¥, el centro de C(@) estfé formado por los escalgres :
-c = x .1 . (#) L)
mEste resultado vale engeneral para todo n .
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Ei el caso general {dim (E) = n) tienen importancia fundamentsl los subespacios
vectoriales de C(@) aQefinidos asi:

et (subespacio engendrado por los productos de 1la forma .e'ilﬁeiz...eiak 1
con wn ndmero par de factores)

c (@) (subespacio engendrade por 1 ¥y los productos de la forma ej_l...ei
- 2k

con un ndmero Ampgr de factores)

Es claroque C=¢"ec , ¢.ctcct , ¢fctect , cfcTccm y cetect
Veamos la importancia de estos subespacios en nuestro caso de dimenéién 2 . Sabemos.
que las trensformaciones ortogonsles son reetricéimes a E de ciertos satomorfismos
interiores de C(@) . Mds precisamente, J'..as gimetriss, son los sutomorfismos:

X —=p -axa™~l que corresponden a un vector acE , 1o igbtropo. Veremos en el epén-
dice IV (ef. Ap. IV, teor. 2), que toda rotacién de E es un producto ée dos sime -
frias, de modo que toda rotacién es de la forma: x —> (alaa)x(alaa).l . Ahora Hden,
todo elem:ento de E se escribe en la forma: a = >‘1e1 +-N o€, , de modo que los ‘a
que definen simetries pertenccen necegarismente 8 C~ ., Y el producto de dos elemen=
tos de E es de la forma: &8y = X, + Azaz (para demostrarlo baste multiplicar) ,
de modo que log €lementog de C(g) glge, definen rotecioneg de E pertenecen necegeria~
mente s C* .

-0-

Sabemos que si x ¥ 0 implica N(x) # 0 , el 4lgebra de cuaterniones C(¢) es
un cuerpo. Evidentemente, esa condicidén no se satisface si E admite vectares 1s6trg

pos, de modo que conviene ver cémo es el dlgebra de Clifford en este caso.

Si E admite vectores isétropos, sabemos Qe necessrismente tiene dos (y s6lo dos)
rectas isétropas distintas, y que se puede elegir una base de E , fl ’ f2 , forma-
da por vectores isStropos y tal que @(f;,fp) = d(fz,fl) =1 .- Entonces en el dlge -
bra de Clifford se verifican las relaciones: ffl_fl = fzfz’ =0 ,y fifotfofy =1
Entonces, si tomames camo cuarto generador a f3 = £;f, , se castruye fécilment e la
siguiente tabla de multiplicacién.que define a C(@) :

2% £,
o
1" factor 1 fl f2 f3'
1 1 fl £5 f5
fl fl 0 f3 0
b ) f2 1—f3 0 )
-
f3 f3 5 Q f,5

Consideremos shora & 4lgebra de matrices My(K) cusdrades de orden 2 , que sabe -
mos es un espacio vectorial de diiensiﬁn 4 pobre X (iguel dimensién que C(&) ) que
tiene como base canénica la formada por las unidades matriciales: By = (%'8) ,
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E, = (8 %) y By = (g 8) y By, = (8 g) . Entomces, usando la Gefinicién del pro
ducto de matrices, se ve .en seguida que si se identificg: £y = E21 , f2 = E12 ’

£3 =By ¥ 1= Eyp+Eppy = (59) , latebls de mtiplicecién de] Alzebis de Clifford
goingide Son la tabls de multiplicacién de M,(K) . Esto prueba que si ¢l Indice de

¥ es 1 , gl Algebra de Clifford de E gg isomorfs g M,(K) y por tento también
isomorfa &l 4igebra de los endomorfismos de E , (8) .

-l =

II.3.- CASO n =

Sea como giempre (el,ez,e3) une base ortogonal de E , que ahora suponemos de di

mensién 3 . Como sabenos, el 4lgebra de Clifford, C(#) , tiene en este caso dimen -

sién S , pero en cembio la subflgebra C'(@) tiene como base a 1 , 11~= eyey

12 = ezey ¥ i-), = -D(3e1e2 (luego veremos €l por qué de elegir asi los eleméntos de
la base) y por consiguiente tiene dimensién 4 (como ocurrfa con la C(@) del caso de
dimensién 2 ). La tabla de multiplicacién de ¢* se determina por el mismo procedi -

miento que ya hemos utilizsdo en otros casos y se tiene:

W

epe50pe5 = mejezese, = =XzX, = B
eseresey = —esepepes = -3xX5 = B,

2., -
—lz X, = =By Py

[
G O

S

2 -
X3ze1€0818p = -°<§°<1ezez

y anflogemente, L1, =15 , iyl = - By, , iz = - Bi, . Esto prueba que
C* 8 el flzebre d¢ cuaternios con base (1,1;,1,,15) pelative &l par (F,, f,) .
0=

Designemos con I el subespacio de C* (hiperplano) de los cuaternios puros, es
decir los z C' tales que z = =32 (o tembién los cuaternios que tienen la parte eg-
calar nula), y con j el elemento ejepes de C(#) (el "octavo" elemento de la ba -
se). . Entonces decimos que lg gplicacién . x —> x.j eg una bgegcibng_g E en P,

"En efecto, basta observar que:
e1.d = e;€8e5 = °<lil ’ ered = 0(212 , eg-.‘l = _,13,

lo que prueba que la base de E se corresporde con la base de P y como la aplica =~

cién es lineal, es una biyecciédn.

Ya vimos que para que un elemento be C(@). defina unae transformacién ortogonal es
necesario que sea inversible. Ret¢iprocamente, podemos demostrar shora que i beg C+
y éi b es inversible, entonces bxb™L ¢ E psracada x€E , o sea b define una
transformacion ortogonal. En otras palabras: pars gue un elemento- de C' defina uns
trensformacién ortogonal eg necessrio y suriciente que Sea invepsitle. Ia Gemostracién

resulta de que bxb L = b(xj )b'lj-l = bpb'lj"l = p’,j.l €E , porque P es invariante
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respecto de antomorfismos interiores, es decir que siendo p = xj un cuaternio puro ,

-1

. . -1 . . .
‘entonces también p' = bpb = es un cuatemio puro, de modo que p'j es un elemento

de E .

Ya vimos que i dos elementos de C(@) definen la misma transformacién ortogonsl,
entonces son proporcionales; shora como (4p. IV) toda rotacién es producto de un nime
TO par de simetrias, proviene de un elemento de ¢’ s ¥, andlogemente las transforma-
clones ortogoneles de determinante -1 proviénen de elementos de C~ , se siéue f4 -
cilmente que ‘ei (C*)# es el grupo multiplicativo de los elementos inversiblesgde C+,
entonces ¢f(Q) &5 isomorfo a (C+)#/K# . Si su§Onemos ademds que el Indice de ¢
es 1 , smbemos que C’ es isomorfa a M,(K) ~ Z(E) , de modo que (c* es 1so0 -
morfa el grupo GL(2,K) . BEsto prueba que 8i ¢] iIndicede & es 1 , el grupo de
las rotaciones en tres dimengjones ¢+(3,K)'r‘\'5 chH¥x &3 isomorfo s], £Iupo proyecti -
Yo PGL(2,I) % GL(2,K)/(centro de GL(2,K)) (porgue g} gentro_de GL(2,K) estd for -

zado por mgtriceg diagonsles y eg entonges igomorfo g -K ).
-

IIT.~ TEQREMA DE WITT
Tn este apéndice se completa el §4, de modo que se hacen las mismas hipbtesis ge-
nerales que alii, y también se usa la misma notacién., Ademds, se supondrd que &

cumple la hipétesis de (4.3)).

ITT,1.~ ENDOMORFISMOS METRICOS

De acuerdo con losconvenido, & es una forma f-hermitisna sobre un espacio vecto -
rial E de dimensién finite, n , sobre el cuerpo conmtstivo K.. Sea @' una
forma L-iiemitiana sobre otro espacio vectorial E' de dimensién n' sobre K ,
Entoﬂces, toda aplicacién lincal u .de E en E' sé denomina hamomorfismo métrico
(respecto de & » ' ) 8l para cadsa x y para cada y en E ge verifica:
g'( u(z) , u(y) } = @(x,y) . (Esta definicién no necesita que las formas sean no

degeneradas, ni.tamboco que sean § -hermitisnas, pudiendo extenderse sin cambios a fop

mas sesquilineales cuslesquiera).

Zeorema 1

8i dim '(E)' = dim (B') y ¢ g ©' son po degencpadag, entonces todo hamomorfismo
métplco u s E —> E' e un isomorfigmo (métrico)

Deposiracidn: '

Si u(z) =0 ,paracada y E se tiere #(x,y) = @1(0,uly)) 2 0 y porlo tanto
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eso implica x = O , es decir que el miclec-de u es {Og ¥y por lo tanto es inyecti
va. Eso demuestra €l teorema porque los espacios son de la misma dimensién.

-

III.2.- TEOREMA DE WITT

Si dim (E) = @im (E') , si @, @' son & -hemmitisnas no degeneradas gue cumplen
lz condicién (T) de (4.3) x si existe un isomorfismo métrico de E sobre E'

entonces todo isomorfigmo mé&trico (es decir homomorfismo métrico invectivo) de un sub-

espacio F de E en E' puede prolongarse en un isomorfigmo mé;riéo de E sobre E'.
(La demostracifén que sigue puede aplicarse atn en el caso més general en que K no es

conmutstivo e incluso si su caracteristica es igusl a 2 ),

Demogtracién:

Comencemcs realizando la observaci6n de que si E y E' son isomorfos, podemos 1%
mitarnos al caso E=E' , @ =¢@* , es decir a probar que gi u. es un homomorfismo
métrico inyectivo de un-subespacic F de E en E , entonces u puede prolongarse

(#)

a todo E , menteéniendo su caricter imyectivo.

Procederemos por pasos:

(1) st F, , ¥, son subespacios de’ E con interseccién reducida a {0} y siouy,

u, son homomorfismos métricos de F; , F, en E , respectivamente, y si
F(uy(x9),u5(x5)) = Blxy,%x5) (¥xy ¢Fy , Vxp€Fp) , entonces el homomorfismo u :
X = qtx, = u(x) + uy(x)) es im hogamorfigmo métrico de F, @ F, en E gque
prolonca uy ¥ Uy . La afirmacién es précticamente inmediata porques:

xy+x, , ¥1W,) = Hx,¥;) + B(x1,¥,) + Byq,xp) + B(x,,¥,)

G(ul(xl)mz(xz) , u1(y1)+u2(y2))

= gluy(m) , uylyy)) +8uy(x) , unlyy)) + Eduy(y,),uy(x,)) + Bluy(x,),u.(y,)) =

B(xy,51) + B(xq,5,) + ea(yl,xzi + Hx0,75) o

Ademds, 81 w) Y H, son invectivos ¥ también u (F )N uy(F,) = {0} , entonces u gg
inyectiva. En efecto, la @ltims hipStesis significa que la suma de “l(F],) y uZ(Fz)
es directa, de modo que la suposicibn u(x) = uy(xy) + us(x;) = 0 implica simulténea-

mente ul(xl) 0y uz(xz) = 0 de modo que si ambos homomorfismos son inyectivos,es

% 20 §y =, =0 y también x =0 ., Esto dice que el picleo de u es {o} , de

{#) .
Pueds descartarse el cago w que ulx) = x en F ,pues entonces la prolongacién
s evidente, ’
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modo que u es inyectivo.

(2) Estudiemos shora el caso particular en que u  es un homomorfismo inyectivo de
F en E tal qe dejs fiios todos los pantos de un hiperplano U de F (7. En eo-
te caso €l teorema de Witt puede demOStrarse' con ciérta facilidag:

Por la hipétesis, todo supelementario de U en F es una rects, de donde se sigue
que el conjunto,de los elementos de la forma ju(x) — x} (xeF) es una recta que
llamaremos D . Observemos entonces que si pudiera hallarse un subespacio F' orto-
gonzl & D que tenga interseccidén nula con 'F y tal que ademgs F' A u(F) = {0} ,10
dicho en (1) nos pemitiria extender u a F+F' | En efecto, camencemos observando
que, por la definicién de U y de D B(ulx),y) = #(x,y) = #lu(x)—=x , y) =0 para
cada y en F' , de modo que si F' ge elige como se indicd arriba puede aplicarse
(1) con F' en lugar de Fy , F' en lugar de Fp , u en lugar de wy ¥y la identi-
dad de F' ‘en lugai' de LV Pero podemos decir mds: no s6lo u puedé extenderse
a TF+F' gino que esto puede hacerse de modo que la extensibn de u deje fijos-cada
1_1n6 de los puntos de F! , ¥ por tanto se sigue cumpliendo para la extensifn que

D= {u(x).x / xeF-l»F'} . Y por dltimo debemos notar que se tiene la propledad siguien

tes

si x,y&¢ F ¢(u(x)’ , u(y)) = Pulx) , uly)) - dlu(x),y) =
(#)
=@(x,y} - Fulx),y) = d(zx-ulx) , ¥)

que nos dice que si x U (o sea u(x) = x ) entonces @(x,u(y)=y) = O para cada
y¢F . En otras palabres: U estd contenido en el ortogonala D en F , y por
tanto, con mayor razén, UCDC .

(2a) Observado esto, supongamos que adem$s F no esté contenido en D . Tomemos
entonces un x de F que no sea ortogonel a D , Para cada y¢F , la férmula (#)
nos dice~ que @(y-u(y),x) ¥ 0 implica @(ulx),u(y)=y) # O y por lo tanto tampoce
u(F) est4 contenido_en D° . Eso implica que FnD® = u(F)NnD°=U , y por tanto ,
si se elige F' de modo que sea un suplementario de U en D° , F' verifica las
condiciones indicadas al comienzo de (2), de modo que sabemos que u puede extenderse
en un homomorfismo- inyectivo de F+F' en E ., Pero F+F' , por lo que hemos dicho,
contiene a D% y es distinto de D° , y D°® es un hiperplano de E ., Esto signifi
ca que necesariamente F+F' = E , es decir que .u puede extenderse a un hommorfismo
inyectivo de E en E , y por lo tanto el teorema ée Witt estd demostrado en este cp
80,

(2b) Supongamos shora que F estd contenido en p° . Usando la f6rmila (#), ve =
mos que 81 x e y son puntos de F , la relacifn @(u(y)=y,x) = O implica
@(uly),ulx)=x) =0 , que nos dice que fambién u(F) estd cratenido en D° ., Enton-
ces, como D es igual a {u(x)‘-“-x} (xeF) , también pco® » @81 que D g ung

(#)Se descarta, como siempre, el cago. u{x) = = en tod x de F .
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rectn igb6tropa. Para encontrar shora un subespacio F' en las condiciones indicedas
al comienzo de (2), hugguemos un guplenentario (en D% ) g F y u(F) , La exis -
tencia de un tel suplementario es obvia si F= u(F) ., Si F # u(F) razonamos asi:
Sea x un elemento de F que no pertenece a U , y sea y un elemento de u(Fl que
tampoco pertenecea U , Por la definicién de U , sabemos entonces que F = U¥Kx,
u(F) =U +Ky , y es claro q ue x*y no puede pertenecer a F porque y no perte_
nece a U (si 'x+y F , ysxty-x F ulf)=U ),y anflogamente, Xty tampo-
co puede pertenecer a u(f) . Bsto signiftca oue K(x*y) es una recta que es a la .
vez suplementaria de F y de u(¥F) £n el subespacio F+wu(F) . Entonces, tomanio un
sumplementario G de F+u(F) en D° , el subespacio F' = G + K(x*y) es simulténeg
mente suplementarié de F ytde u(F) en D° ,
Es claro que F' wverifica las condiciones indicadas sl comienzo de (2}, de modo que
u puede extenderse a F+F' = u(F) + F' = D® . Ademds, si ¥ es la_prolmgagidn de
u como homomorfismo métrico inyectivo de D° en E , tenemos que vixp,Xge) = v(zp)+
+ xf. (porque como ya vimos, la prolongacién de u dejaba fijos los puntos de F' ).

Esto significa que v(D°) = D° (teorema 1).

Asi, hemos conseguido reducir la demostracién del teorema de Witt a este caso : tag
nemos un automorfismo métrico, v , de un hiperplano (que antes era p° , Pero que
aghora notamos con F ) de E y queremos prolongarlo a un automorfismo métrico de E.

(Por construccidén, v deja fijos los puntos de un hiperplano V de DO ),

Para resolver este problema, vamos a basamos en lo dicho al camienzo de (2), Co -
mencemos demostrando que si z E , existe z' E tal que &(ulx),z') = ¢(x,2) pars
todo x en F . En efecto, la aplicacibn que a cada x€F hace corresponder el es-
calar ¢(u'»1(x),z) es una forma lineal sobre F que es restriccién a F de una for-
ma lineal sobre- E . Y sabemos que todas las formas lineales-gsobre E pueden- escri
birse como aplicaciones del tipo: x —> #(x,z') (cf.: Cor, del teor. 1, 1) ,
l.9.9.4. Pero podemos hacer m4s: gi Se¢ subone que =z no pertenece a F puede ele -
girse z" tal que: z"?‘, F. , @u(x),z") = B(x,z) pars todo x€F y @(g",z") =
= @g(z,2} . Decimos que eso puede lograrse con 3z" = x! + u(y) -y siempre que se
elija apropiademente y en F ., En primer lugar, como yeF = n° , ya vimos que
uly) -y € D , y entonces @B(ul(x),u(y)-y) = 0 , de modo que también @(ulx),z") =
= @(x,z) . Ademds, como z' e F=D° | podenos splicar a D el lema 1 de 4.4 . que
nos dice que se pu_ed_e sumar & z' un elemento de D de modo de tener un 2z" tal que
@(z",z")
y en F

#(z,2) , y como todos los elementos de D son de la forme uly)=y , con

D° , la afirmacién queda demostrada.

Entonces podemos tomar F' = Kz y prolongar v a tods E _mediante lo dicho en.

(1), poniendo, en F* , v'(z) = z* , ete, Esto prueba también el teorema de Witt

en este caso, !
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(3) Fara demostrar el teorems de Witt en el caso general, usaremos lo demostrado en
(2) (2a) y (2b) para rezomar por recurrencia sobre = dim (F) . Observemos que el
teorema es obvio si r = 0 pues basta tamar, por egeinolo, u igual a la identidad de
E Q _ '

Sea U un hiperplano de F , ¥y u, la restriccibnde u a U . Entonces, .por
1a hipbtesis de recurrencla, existe un automorflsmo métmco de ® , v, » Que prolon-
ga a uo . Entonces, volu es un homomorfismo métrico inyectivo de F en E que
deja fijos cada uno de los puntos de U y estamos dentro del caso especial demostrado
en (2)., Sabemos que existe un automorfismo métrico de E + Vq ., Que prolonga a
v;]‘u ¥ se sigue, obviamente, que el automorfismo. mg_étm‘_.co__de E v v, prolonga u .
El teorema est& demostradc. o ‘

-
RS

II1.5.= APLICACION

Sean "V ; W, Vi, Wl y subespacios totalmente isétropos de E , todos de la mis-
_ma dimensién, ¥y talesque los subespacios V+¥ y"‘ Vy#W; son'no isftropes. Entomces,

existe un gutomorfismo métrico _c]g- E tal e u(V) =V, , u(W) =W, . Este teare-
ma es importante porque permite garantizar la existencia de transformaciones ortogona-

les que superponen.ciertos elementos igb6tropos, cosa que de otro modo no puede lograr- -

de

se en general {pero que puede ser bastante fécil cuando :los elementos son no is6étro -
pogl}:.i- .En el apéndice IV haremos uso frecuente de esta propiedad y diremos solamente
como Jjustificacién: "existe, por el teorema de.Witt, una transformacién ortogonal tal

qug:, N etq.

‘Para demostrar ‘aquella aflmaclén, recordemos que ‘existen bases (e5) (f..'i) de

v, w, reSpectivamente, tales que (Zl(ei,fd) = 513 . Ahora, si e'gVy , sabemos
que e' ?.(Wl -,- de modo que (;aua 1 de 4.4) se puede swmAr a e' un elemento £' . de

Wl de tsl modo que

Ble'+£' , e42') = gle',£') + Egle', ) = SyvEs

i3

de donde se deduce fAcilmente que existen bases (e) , (£}) de V3 , Wy , respec
tivamente,. tales que ﬁ(e;,fj): ¢(ei,fj) ¥y, obviamente, tales que ¢(ei,e3) =

= glegyey) = (£, £3} = B(£4,€5) = 0" . Entonces, si se define ‘uley) = e} , ¥
u(£y) = £} , resulta que u es un homomorfismo métrico inyectivo de VA sobre
Vi, tal que u(v) = Vl y ulw) = W; , ¥ luego, prolongando a todo E mediente el
teorema de Witt, la propledad queda demo strada.

-
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- IV.- ESTRUCTURA DEL GRUPO ORTOGONAL Y DEL GRUPQ- FROYECTIVO GRTOGONAL

Aqul ge hace un estudio mds o menos profﬁndo del grupn ortogonal definido en el §6.
Se mantienen las hipétesis y notaciones de esé pardgrafo: E es un espacio vectorial
de dimensién n sobre un cuerpo conmutativo, K , de caracteristica distinta de 2 j
¢ , una forma bilinesl simétrica no degenerada sobre E ; Q , la forma cuadritica
asociada a # . Como los cuerpos finitos de 2-y 3 elementos, %, , ;;73 constituyen
césos excepcionales, supondremos que K _g:iég.gg por lo menog gineo elementos.

IV.1,- GENERADGRES DEL GRUPQ ORTOGONAL

Sea E , u una trensformgeidn-ortogonal; si u(a) ~a no eg igbtropo, la si-
metria s prespecto del hiperplsno H orfogonel s ula) ~ a yerificg sula) = a
si ula) - a g8 igbtropo pero a no es isétropo, entonces ula) + a no es isétropo

]

¥ Bi 8" es la simetria del higez_'gligno ortogonsl a8 ula) +a , gse tiene a'ula) =

.
= ~n . -

Demostracion:

Todo se reduce a gplicar la férmula de la simetria respecto de un hiperplano, La

gimetria respecto de H es de la forma 8(x) = x = 2 Ml——.ﬁl(a)—a) {cf.:
@F(u(a)=g,ula)-a)
6.7, al final). Se ve que si se hace x = u(a) , el coeficiente-de (u(a)=a) se ha-
ce igugl & 1 de modo que: s(u(a)) = u(s) - (ula)-a) =a . St @ aa) 70 y
#(u(al)-s,u(2}-a) = 0 , ro puede ser @(u(s)+a,u(a)+a) = 0 porque las dos dltimas re-
laciones implicarian @(u(a),u(a}) + @(a,a) = 2 §(a,a) =0 , lo que contradice ls pri
mera relacién, Hecho esto, la dltima mrte del.‘;’lr'ema se prueba igual que la primera.
w-

Teorema 1 :

Toda ue $(Q) es un producte de gimetrfas respecto de hiperplanos: Jlag simetriss
engendran ¢l grupo ortosonal.

Demogtracién:

Razonemos por recurrencia sobre n = dim (E) , usendo ¢l hecho de que ¢l teorems
se verifica trivialmente si n=0 ysi n=1 . Fijemos un vector & , no isétro-.

po, ¥ sea H su hiperplano ortogonal.

Si se da €l caso ula) =& , :ta;nbién"' u(H} =H y u (restringida a H ) es una
transformaclén ortogenal de H que tiene dimensién n-=l , Por la hipbtesis inducti-
va, sn H | uw es un producto de simetrias s8] respecto de hiperplanps de H (sub-

espacinz de¢ E de codimensién 2 )., Perc estas simetrias se extienden trivialmente &

simetplas respecto de hiperplanos & E , &3 , definiendo syle) =& , ¥ es claro
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que u es también el producto de las s; entodo E .

Si sucede que ula) = -a , y si s es la simetris respecto de H , es claro que
su(a) = a . Por lo anterior, su es producto de simetrias 8 de donde u es el

producto de s por las s; (recordar que las simetrias son involutivas).

En el caso general, vimos en el lems 1 que, como & €8 no iadtropo, o bien 'u(a)-a
o bien u(a)+a son no isétropos. El lena 1 dice que en el primer caso hgy una sime -
trla, s , tal gue su(a) = a , y en el segundo, una simetrfa s' tal que s'ufa) =
= -a , y entonces el teorema es cierto por los razonamientos precedent és,

—©=

Segin el corolario de lema 1 de 6.4 , las rotaciones que dejan fijos los puntos
de un subesnacio de codimensifn 2 se correspohden biunivocamente con ciertas transfor-
nmaciones ortogonales del plano ortogonal (cuando los subespacios son no-isétropos), Pe
ro s u es una tal rotaci 6n, su metriz consta de dos bloques diagonales correspon -
dientes a uno de esos subespacios, y como uno de los bloques es la matriz identided y
el determinante totales 1, el determinante del otro bloque tembién es 1 . Se sigue
que dichas rotaciones se corresponden biunivocemente con las rotaciones de aquél plano,
Por eso, las rotaciones que dejan fijos los puntos de un subespacio no isétropo de co-
dimensién 2, se 1lamsn potaciones planas. Butre ellas, son importantes las simetrias
(que en francés reciben el nambre particular de "renversements"), es decir las trena -
formac iones ortogonales involutivaa due dejan fijos los puntoé de un subesgpacio no isé

tropo de codimensién 2 .

Teorema 2 :

Toda rotacién, u , s un producto de rotaciones plengs ‘involutivas (es decir sime
trias respecto de subespacios de codimens én 2), giempre gue n 3 ' .

Deqostrecioén:

La demostracién es précticemente la misma del teorema 1. HRazonaremos por recurren~
cia "descendente™ a partir de n , y luego probaremos que el teorema vale si n =-% ,
.Asi que, por hip6tesis inductiva, el teorema vale en espacios de dimensién menor que

n .

Fijado a E , no is6tropo, sea H su hiperplano ortogonal. Si u(a) = a , tam-
bién w(H) = H y u es una rotacién en 'H , de mod que se descompone en producto
de simetrfas s:'l :
gando estas simetriss a By mediante la definicitn sj(a) =a , g resulta ser el

respecto 4 e subespacica de H de codimenﬁén 2’ (en H), Prolon-

producto de las a8; e todo E y el teorema es cierto en este .cago,

Seq ahora u(a) = -a ., Si s es cuslquier gimetria respecto de un aubespacio de
codimengidn 2 que esté contenido en H , 8{(-a) = & , de modo que —_ esté en el cg

so enterior.

-t " "
drpe

U
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En el caso genersl, como & Do es isétropo, o bien ula)-a 6 blen u(a)+a son no
is6tropos. FRazonemos s6lo con la primera suposicién. Es claro que el hiperplano ortg
gonal a ufa)-a contiene a ula)¥a y (por el lema 3 de m4s adelante) este hiperplano
contiene un plano wio is6tropo en el cual estd u(a)ta . Si s esla simetria (= ro-
tacidén plana involutiva) respecto del ortogonal a este plano, se tiene: su(a)-s(a) =
= u(a) -=a y sula)ts(a) = -u(a)=a , de donde se sigue su(a) = -2 , lo que nos

lieva a un ce$o ya estudiado. Andlogo razonamiento cuando u(a)+a es no isétropo,

Sea shora n=3% , Ya'aabemoa que u es producte de simetrlas respecto de planos
(= hiperplancs en este caso) y cu'md'ellas tienen determinante -1 , debe ser producto
de un‘ mimero par de tales simetrias, Entoflces basta demostrar que si s8,t son sime -
trfas reaspecto de planos, entnces el producto st es también un producto de sime -
trias respecto de rectas. Sean U, V¥ , los hiperplanos de s y t . Como st dg
ja fija la recta UNV , si ésta no es isétropo, st. es una rotacién plano (en el
plano ortogongl a UnYV ). Larestriccibn de st a su plano se descompone fdcilmente
en producto de dos simetrias del plano respecto de rectas (por ejemplo st en el pla=-
no lleva la semirrecta R sobre la R' , puede tomarse como primera simetria la de
eje R , y como segunda la que tiene por eje la bisectriz del 4ngulo de R con R' ).
Iuego, basta prolongar estes simetriss a todo E de modoque colncidan con la transfor
mecién ¥ — =x en la recta UNV para tener st descompuesto en el producto de
dos rotaciones Qlanas involutivas,. Si UNV es is6tropa, se considera un tercer pla=-
no W tzl que UNW y WV son rectas no isétropas. Si w es la simetrila respec-
to de W , el razmamientc anterior dice que sw y wt son, cada una, producte de
dos rotaciones planas involutivas, y por 1o tanto 8t = swwt es producto de cuatro rg

taciones planas involutivas, 1l.g.d.d.

(Se puede demostrar también este teorema sin usar el lema 3 asl: se toma un vector
a no is6tropo, Siempre hay un "renversement"” que transforma a en ~-a . Uno dg
los vectores ufa)-a y u(a)+a es no isétropo. En el s egurdo caso, hay un planoc no
isétropo P , ortogonal a u(a)+a q1:1e contiene a ula)=a ¥y un "renversement" que
tiene a P como subespacio V- (notacién de 6.5 ) que cambia ufa)+a en ula)+a y
u(a)-a en u-u(a) y que por lo tanto lleva .a ,en ula) . Si ula)-a es el né isg
tropo, hay, en la misma forma, un "renversement" que transfarma a en «-u(a) ¥y otro
que transforma -u(a) en u(a) . De modo que siempre que h %3 podemos limitar la
demostracién sl caso u(a) = a , que ya fué hecha. Cusndo n= 3 , también vale la
reduccidn al caso que n deja invariante un vector no isdtropc;, b , de modo que su
restriceitn al plano , ortogonal a b , es una rotacién. Esta se expresa como
producto de dos simetrfas (ver el razomsmiento anterior) s, , sp de Q . Luego se
prolongan s, , S, a "renversements" poniendo si(p) =-b y 8i(b) = -b y todavia

se tiene u = SJ'. sé )

-
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-

Lemg 2:

Sea ue $(Q) , si u(x)-x es igouvropo para todo x no is6tropo, entomces u(x)=x

eg is 6tropo para todo x .

Demostracitn: -

Sea x un vector is6tropo e ¥ uno no iséi:ropo._ La ecuacién de segundo grado :
@(x+ Ay , x*Ay) = 0 no se verifica por lo menos para tres valores de A (porque no
puede tener més de dos Soluciones y suponemos que K +tiene por lo menos 5 elementos).
Eso significa que hgy por lo menos tres vectores no isétropos de esa forma en E ,
Parg ellos, es decir pare esos valores de A , se tiene por la hipbtesis:
Fwlx) ¥ Aw(y) , w{x)+\w(y)) = 0 (donde hemos 1llamado w a u~-1 para simplificar la
notacién). Asf, tenemos una ecuacién de segundo grado que se verifica para tres valo-
res distintos de la variable >\ . Eso implica que se verifica idénticamente, y en -

tonces haciendo A = O sge tiene la tesis del lems: @(w(x)|w(x)) =0 .

—-0=
Zeorema 3 :
8i n=2 y gi ued(Q) no deje ningin yector no puio fijo (es decir el rango de

w=u-l es 2 ), gntonces u gs producto de dos simetrias (régpectq de rectss = hi -
perplanos). ‘

Demostracién:

Como w(E) =E y E tiene vectores no isétropos parque @ es no degenerads, no
sucede que u(x)-x es isétropo para todo x , de modo que por el lema 2, existe un
a no isétropo tal que u(a)-a es no is6tropo. Sabemos que si 8 es la simetria reg
precto de la recta artogonal a wu(a)-a , entonces su(a) = a , lo que nos dice que
su deja fija una recta no isétropo y por tanto su es una simetria t . De ahi se
sigue que u = st .

-0=

Se puede demostrar méds generalmente que:

Teoremg 4 :

Con la notacidn de antes, si w(E) no es totalmente isétropo u es un producto de

r gimetrfas (r = rango de w) pero no de menos simetrfas; si w(E) eg fotslmente
isftropo, u .es producto de r+2 gimetr¥as pero no de menos simetrfas. (Se razona

por induccién a partir del teorema 3, pero la demostracién es demasiado fatigosa y ella

en ei'-vf':tj:arece de interés para nosotros).

Corglagrio 1 :

Si ued(Q) , entonces u eg producto de un phmero de simetrfas no mayor que n =
= dimensidn del gspacio.

Demostracidn:
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Si w(E) no es totalmente isétropo, lo dlce el teorema. Si w(E) es totalmente
isétropoy n»2 , r+2¢n (si, por ejemp;l!.o n=3 , r esalorsumo 1 por ser
la dimensidn de un subespacio totalmenke isétropo menor o igual -que la mitad de la di-
mensién del espacio) ¥y nuevamente basta usar el teorema, Si n =2 ya sabemos que u
es 0 una rotacién 6 una simetria, y que las primeras son mroducto de dos de las segun-

das., Si n =1 , trivial.

Corolgrio 2 :

n es impary ued(Q) , det(u) s1 , u deja fijo un vector no nulo. Si

& 12

pary det (u) =1 , u deja fijo un vector no nulo.

Demogtracidn:

En el primer caso, u es producto de un numero par y por tanto menor que n (corg

lario 1), de simetrias. Los hiperplanos de estas simetrias tienen interseccién de ai-
mensién por lo menos 1 y esta interseccidhk tiene todos sus puntos invariantes para u.
Anélogo razenamiento para el otro caso,
-0=

Los planos no isétropos, PCE , que contienen rectas isétropas (necesariamente son
2) se llamari hiperb6ligps. Las transformaciones ortogonsles (resp. rotaciones) que de
jan fijos los puntos de un subespacio crtogonal a un plano hiperbélico se llaman trans-
formsciones ortogongles hiperb6licas (respec. rotaciones hiperbdélicas).

‘Tgorema 5 : .
Si Q es de.dndice VY>1 , ((Q _estd enzendrado por las trensformciones hiper-
bélicas.

Demostracidn:

Si n=2 , WV es necesarismente igual a 1 ¥y la afirmacién es trivial porque
todas las transformaciones ortogonales son hiperbélicas, ZEsto nos permite razanar por
recurrencia suponiendo que para los espacios de dimensifn menor que n el teorems es

cierto.

El teprema 1 nos autoriza a razonar solamente para una simetrla, s , regecto de
un hiperplano, Sea a no isétropo, H el hiperplano ortogonal, s 1la simetria res-
pecto de H . Existe un vector isbtropo b no ortogonal a ‘a . Entonces, el plano
P de a y b es hiperbblicoy s deja fijos los puntos de P® , Luego s es hi-
perbélica, 1,q.4.4d.

IV. 2.~ EL GRUPQ [E CONMUTADORES

Designaremos con 2.(Q) el grupo de comutadores de $(Q) , es decir el subgrupo
engendrado por los elementos de la forms uvu tv—t ,» Yyeon [(Q) el grupo de cuadrg
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dos es decir el subgrupo: engendrado por los élementos de la forma u2 « Bs claro
que para todo.grupo vale .(Q)c I"(Q) porque todoc onmitador es producto de cuadra -
dos: uwra vt = w(uin)d(vh? .

Q) = MQ .

Demostracidén:
2

Segdn lo que acabanos de ver, bastae demo strar que todo elemento de la.forme u”~ es
producto de conmutadores. Razonaremos por recurrencia sobre el mimero de simetrias cu
yo producto es u usando el hecho de que la proposicién eg obvia cuando este mimero
es 1 6 2. Suponemos entonces que si v es prbducto de p-1 simetrias entonces v2
es producto de conmutadores. Sea u = sv (s = simetria) una transformacién producto
de p simetrfas. Entonces la proposicién queda demostrada por la igusldads
w2 = (svs™vIw?

Ieoremg 7 ¢

S2(Q) es engendrado por los elementos (st)2 , donde s y t gon simetrfag (reg-
pecto de hiperplgnos).

Demogtracidn:

El claro que los stst son conmtadares, de modo que engendran un gubgrupo G con
tenido en J2(Q) . Probemos primero que los conmutadores del tipo sus™har (s = si
metria) pez;tenecen a G , Razonamos por induccién a partir del numero de simetrias

que componen la transformacifn ortogonal u : suponémos que si v es producto de

p-l simetrfas, entonces svs-:_"v.le G . Entonces, tenemos:

tut=lul = tsts.s.tvt"lvvl.st ¢ G  (si t es simetrfs)

porque tsts ¢G , tvt~vl ¢ g por la hipStesis inductiva y s.tvt~ivil,s™L ,
transformedo de G por un aut amorfismo interior definido por una simetria tambi'én per

tenece a G (en efecto: ya vimos (lema 4 de 6.5) que si we@d(Q) y s es una sime-

tria, entonces wsw™l es otra simetrla, y de ahl se sigue que G es invariente para

automorfismes interiores).

Ahora podemos probar por recurrencia que todo cuadrado u2 de una transformacién

ortogonal pertenece a G , En efeeto:

w’ = svew = (évs-'.l'v":l‘)v2 = eee

¥ entonces el teorema 6.completa la demostracién de que #2°Q) C G

Teoremg 8 :
Si n»3 , el grupe 0'(Q) Je conmitadores de $'(Q) es igual al subgrupo Q)
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de &(Q

Demo cidn:

Las mismas demogtraciones de antes (usando simetrfas respecto de subespacios de co-
dimensién 2, es decir rotaciones planas involutivas, en lugar de simetrias respecto de
hiperplanos) prueban que tambidn 27(Q)  es igual al grupo 5e cuadrades ["T(Q) de
$*(Q) . Por otra perte, si s y t son simetrfas, st ¢ (@ , de modo que por
el teorema anterior: -(Q) e SLY(Q) . Como reciproéamente es obvio que ¥(Q) ¢
c2(Q) , €l teorema estd demostrado. '

L bl

Corolario:

El cociente $7(Q)/2(Q) es un grupo commutstivo cuyos elementog son todos de
den 2 .

Demostracidén:

+
En efecto, cualquiera sea ue § (Q) , para todo v; y pera todo v, en J2(Q)

®
lo
T

se tiene: uvquv, = (uvluvl)v]'_lv2 € Q) , loque prueba que la clase de u ,
u. $2(Q) , multiplicada por si misma, de el elemento neutro del cociente, que es la
clase -0(Q)

-0—

8i K es un cuerpo ordenado pitagbrico (cf, Bourbeki, Alg., Ch.VI, 2, Ex.8), o gea

si toda suma de cuadrados es un cusdrado, si @ es positivay si E admite base orto-
normsl, entonceg -(Q) = $*(Q) . Esto ocurre, por ejemplo, si K es el cuerpo & .

Demogtracidn:

Basta probar que toda rotacién vplana es el cuadrade de una rotacidén plana. Si en
an pleno u es una rotacién que lleva x sobre y (x e ¥y en el "circulo" unita -
rio) las.hipétesis hechas implican que la bisectriz del 4ngulo de Ox con Oy corta
al circulo wnitario en un punto z . La dnica rotecibn v tal que v(x) = z verifi

ca v2=u y l.q.q.d.

IV,3.- CENTRO DEL GRUPO ORTOGONAL

Lemg 3 :

Ioda recta is6tropn d¢e E g interseccidén de dos planos no isétropos (si n>3 ) .
Demostrgcibn:

Sez x un vector isotropo. -Eﬁsteun ¥y ortogonal & X perono colinal a x ,
Y un z no isftropo ni ortogondl & x . Entonces x ¥y 2z definen un plano rio isé~

tropo, P , y los vectores x e y+#z definen otro plano no igbtropo P! que es dig
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tinto de P , Por lo tanto, P y P' se cortan segin la recta is6tropa que contie-
(#)

nea X .

Teoremg JO:

Las Unicas gplicaciones lineales biyectivas gue conmutan con todos los glementos de
#(Q) son las homotesiasg de E .

Demostracidn:

Cuando n = dim (E) = 1 , el teoremas es cbvio,

Supongamos que n33 y sea v una biyeccidn lineal que permuta con las transforma
ciones ortogonales. Si H es un hiperplano no ig6tropo, sea 8 1la simetris respec
tode H , ysea xe¢H ., Entonces: v(x) = va(x) = a(v(x)) nos dice que v(x) que
da fijo para s , de modo que v(x)e¢e H . Eato prueba que v deja fijo H y anélio-
gamente se demestra que deja invarisnte la recta ortogonal a H ., 4si, v deja in-
varientes todas las rectas no isétropas y por tanto, también los planos no isbtropos .
Entonces, por el lema 3, v deja invariahtes todas las rectas-de E . Esto basta pa

re asegurar en general que v es una homotecia pues; 8l a y b son no colineales:

via) = X =
vib) = )\b b
v(a*b) = dg4pla+h)
implican
)‘a = Xb = )‘a+b

Cuando n = 2 , se razona asi: sea & s © una bass . "togonal de E . 851 Q
es de fndice O no hay vectores isbtropos y entonces, ¢l ::zonamiento precedente prue
ba que si v commuta con lgs transformaciones ortogonai-x. deja invariantes todas las
rectas de E y por tanto es una homotecia, Si no, Q es de fndice 1 ¥ por el mis-
mo motivo, v deja invariantes las rectas no isétropas. Entonces observamos que exig
teun X # 0 tal que e+ Xe, es no isétropo, de modo que por lo que acabamos de de

cir, existe A€ X talque v(e1+°<e2) = (e1+0(e2) y entonces Vv es la homotecia

de razén >\ . : 1.9.49.4.
-D-
Teorems 11 :

El cgutro de ¢(Q) estd formgdo por las dos gplicaciones siguientes: 14 x —» x,
-l ix —» -x ,

En efecto, si v es una transfomacién ortogonal qie conmute con todas las trans -

<#)La existencia de 2z results por ejemplo del corolario del teor. 2, §4. Enton -
ces, Yy puede elegirse en el ortogonal el pleno no isétropo que pasa por x y z
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formaciones ortogogales, por una parte v es una homotecia, y por otra debe verificar :
B(vix),v(x)) = #(x,x) , de modo que si la razén de la homotecia es A , se tiene

)\2 = 21 . Reciprocamente, es obvio que estae dos aplicaciones son artogonales y con_
mitan con todas las transformaciones ortogonales, l.q.q.8.

-0

Corplario:
Si ny3 , el centrode $7(Q) es igual sl centrode ¢(Q).

Demogtracidn:

Si v esté en el centro del grupo de rotaciones, resulta, como en el teorema 10, que
deja invariantes los planos no isétropos (porqué debe conmutar con lag rotaciones pla -
nas) y esto implica que deja invariantes todas las rectas y por tantp que es una homote-
cia, El resto es trivial.

" La restriceifn n>2 es efectiva porque sl n = 2 , el grupo de rotaciones es conm
tativo y en general difiere del grupo - {1,-1} .

=Q.~

IV,4,- SPLICIDAD DEL GRUPO DE ROTACIONES {3(®R) = 56(3,R) .

La notacién (I);( @\) o la 50'*(3,@') se usa para designar el grupo de rotacién en
el caso particular en que K=R , E= @3‘ , ¥ @ esté definida por la msiriz uni-

dad respecto de la base candnica formada por los veetores i = (1,0,0) , Jj = (0,1,0)

‘¥ ¥ =1(0,0,1) . Supongemos que estamos en este caso.-

Un grupo se llama gimple si no contiene subgrupos distinguidos no triviales (e}q decir
diferentes del subgrupo formado por el Unico elemento 1 , y del grupo total).

Teoremg 12

05(R) es simple,
Demostracidn:

Como los subgrupos distinguldos son los estables mra automorfismos interiores, basta
probar que si s es una rotacién diferente de la identidad, el subgrupo engendrado por

los transformados de s por automorfismos interiores es todo el grupo de rotacicnes, En
otras palabras, basta demostrar que toda rotacién es un producto de rotaciones de una de

las formas: usu™? 6 us tu > , donde u 4);(01) . Distinguiremos tres casos:

(a) = eg invointiva: 82 =1 ., En este caso la proposicién es corolario del teo-

.
rema 2. En efecto? en el caso 1)3(@) se cumple ademés cuz dos "reversements" cuales-

quiera son gonjusmdos pues dadas dos rectas cualesquiebe existe siempre una rotacién que

transforma una en la otra (tedr. de Witt).
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Como: n es.-impar, 8 dé;a una recta fija (corolario 2 del teorema 4), D , ¥y

_ est8 peivfectamente determinada por la rotacibn del plsno P o:r_fogonal a D obtenida
eomo restriccién de- -s (.':pecordar que estaﬁos en el caso clésico: no hay vectores isH
tfopos_). Si; 5 es el énéulo de esta rotacién, podemos suponer que es digtinto del

liano porque si no estarfamos en €l caso (a) . Entonces caben dos posibilidades:

(b) - cos gSz > 0 ., Puede tomarse D como tercer eje de coordenadas, Sea e P
un vector de longitud 1 , y sea - e' su
transformado: e' = s(e) . Tomewos en D
un vector £ de longitud 1 ., Decimos que
existe un escalar . A€R tal que si a =
= etXf , a' =sla) 3 e'+ Af , entonces
a y a' son ortgi@onales. En efecto, un
tal A\ verifica esa condicién 8i:
B(a,s(a)) = @(e*\f|e+78) = X2 + cos 6 =0,

¥y enttnces es claro aque siempre existe wmn

tal A\ real porque hemos supuesto cos 840,

Designemos con t 1la simetria respecto de

la recta Qa , de modo que _sts‘l es la

-1

simetrla respecto de Qa_' . Eso significa que tsts por ser el producto de dos

simetrias de ejes ortogonales es la simetria respecto de la recte ortogmal al plano

1 (que es obvismente una rotacién) es involu-

de a y a' ., Asi, por un lado tsts
tiva, ¥ édenés estd en el subgrupo distinguido engendrado por 8 porque tsta™l = _
= (tst"l)s-l , de modo que por (a), este grupo es también igual a 1)3(@) en este ca
so,

(c) cos géz > 0. Entonces, decimos que existe un entero positivo k tal que
cos (ké) &L 0 . Supongamos en efecto, que se hubiera demostrado que cos e >0 ,
cos (h+1)e L cos (h®) para O¢h <k . De shf resultaria sen (h+1)® 3 sen (he)
(ﬁor la relacifn cos® + sen%6 = 1 ) y sen (he) 2 0 (pdr recurrencia sobre h ).
Entonces se tiene: Cos (k+1)@ = cos k@ cos @ — sSen k8 sen @ L cos kO - sen® , ¥ 1la
recurrencia puede continuarse, lo que prueba que no puede ser cos k8 > O para todo k.
Por lo tanto, tenemos en el subg}.upo distinguido engendrado por s un elementﬁ, oK
cuyo éngulo, k@ , tiene coseno negativo o nulo. Entonces, por (a) o por (b), tam -

bién en este caso dicho subgrupo distinguido es todo 0;( ®) .

Debemos hacer notar (cosa que se ve en la demostracién) qie este teorema estd inti-
mamente relacionado con propiedades gspecialeg del cuerpo real.

o, .

'IV.5.— SIMPLICIDAD DEL GRUPQ PSL{a,K) (n22) .

Antes de entrar en el tema, recordemos élgunas definiciones.
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Si E es un conjunto cualquiera, las biyecciones dg E sobre E se denominan
pérmutaciones de E y constituyen evidentememte un grupo que se llama g*_ugg'gimétri-
code E y senota ((E) . Si dos conjuntos tienen el mismo cardinal, sus gmpos
simétricos son isomorfos. Los subgrupos de ((E) se llaman grupos de irsnsformscio-
nes 6 grupo de permutaciones de E

Sea I' un grupo de pemutaciongs de E , Si dados dos partesde E de k ele-~
MENtos: &) ,.esy8; ¥ by,...,b, siempre existe una pemutacién f de ' tal que
£(ay) = b; , entonces I" ge llamg k veces transitivp. Cuendo k =1 , el grupo
se llama simplemente transitivo, o se dice que [ opera transitivamente sobre E .
e relacidn ™ x es equivalente a y si y s6lo si existe un elemento fe&l/' tal que

f(x) =y ™ es una relacién de equivalencia en E . ILa clase que contiene el elemen

‘to x B se llama Srbita de =x para r ¥y es el conjunto de las imdgenes de x por

elementos de ' . E se descompone en partes disjuntas dos a dos cada una de las
cuales es una 6rbita (la 6rbita de cualquiera de los elementos que contiene). .Si 7

es transitivo, E es la 6rbita de cuslquiera de sus puntos.

En 1o que sigue introduciremos otros conceptos relacicnados con 1los grupos de perma
taciones a medida que sean necesarios,
-0=
Ya hemos dicho que con GL{n,K) se nota el grupo genersl lineal (cﬁn,junto de auto-

morfismos) de K2 , con” SL{n,XK) el grupo de los asutomorfismos unimodulares.

" PGL(n,K) ea el grupo proyectivo correspondiente (que es isomorfo al cociente de

GL(n,K) por su centro ) y PSL(n,K) es la imagen de SL(n,K) en PGL(n,K) por-
la aplicacién cenénica de GL(n,K) en FGL(n,K) . '

L

I

é H

El grupo PSL(n,K) eg dos yeces transitive (recorder que n)2 ) ,

Demostracidn:

;El enunciado es equivalente a probar que si se den dos pares, a,b , a',b' , de
vectores linealmente ;lndependientes (es decir Ma i‘/u.b , ra'# /u,b' ), que es lo
mismo que- dar Qos pares de rectas de E , entonces existe uha gplicacitn u de
GL(n,K) que lleva a sobre a' y b gobre ‘b' , Pero la existencia de una tal u
es fglﬁnediata si se piensan dos bases de E s una.conteniendo a,b , la otra contenign
do g',b' . '

-C=

'8i [T"C G (E) es'un grupo transitivo de permutaciones de un conjunto E , e dice

que 7 es imprimitivo si existe una particién no triviecl de E com;'iatible. @:‘on el
grupo. Es decir, si E se descompene en una femilia {Ai} de partes aisjuntas dos a
dos, distintas de E , tales que una tenga por lo menos 2 elememtos y tales que cual-

quiera sea fel' , f£(A)C A; (§ igusl o distimto de 1),
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Tios grupos transitivos que no son imprimitivos se llamen primitivos.

Leme 2 ¢
81 I' gs k _veces transitivoy k322 , entonces es mrimitivo,
Demogtracién:

Sean Aq,A, , dos partes de E de una particidén compatible con el grupo. Tomemos
a y b en 4 , a' en A y Db en’ A, . Por la hipbtesis, existe fel
tal que f(a) =a' , f(b) =b' , y esto contradice la definicibn de 4y y A, .
Por tanto, no existen particiones coempatibles con el grupo y /7 es primitivo.-

-0-

!

emd -

Hoy

A
Todo subgrupo distinguido distinto de {e| de un grupe primitivo es transitivo.

i

Demostracién: I

Sea I un grupo primitivo, y N un subgrupo distinguido de f' ., Sea U 1a 6¢
bita del punto x E para el gruwo N , y sean sel , t&N ., Entonces:
st{x) = (sts."l)s(x) prueba que el conjunto: sU = {er /3y : ‘x = s(y) s yeU} es
también una drbita de N , Entonces, si N no fuera transitivo, existirien més de
una Orbita para N que constituirisn une particifn de E compstible con el grupo r ’
en contra de que I es mrimitivo.
-0=

sea ' un grupo de permutaciones de E , Para cada x€E 7, el stzbécnjuntc) de

r

(2]
]

ixef' / s(x) = x} es un subgrupo de I’ que se llams gstabilizador de =x.

I

D

B
I

Si N es un subgrupo transitivo de r , 8e verifi F=N‘Sx cuglquiera sea
el punto x en E ,

Demostracidn:

En efecto, s1 s es cualquier elemento de r , 8(x) es unpunto de E , y co~
mo N es trensitivo, existeun t en N tal que t(x) es s(x) , es decir:
ﬂ’ls(x) =x . Estro pracha que t'ls estd en Sx , demod que s es el producto
de t€N por un elemento de Sx s  leq.q.d.

~Qe .

[l

emg g de Iwasawa:

Sea " un grupo primitivo de permutaciones de E . Si se verifican las comdicio-

|

nes:

—

- I es igusl a su propio grupo de conmitadores [ .

- RDara cada xe€E , S, tigne.un subgrupg abelisno, H, , gue es distinguido en
Sx' ¥ los subgrupos de la forms sts-l,_ (sel) engendran I,
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entonces I s un grupo simple.

Demostracién:

Tomemos un subgrupo distinguido, N , de I' , distimto del {1} , vy demostremos
que necesariasmente N=]' , Si x€E , como N es transitivo por el laﬁl 6, ée ve-
rifica que M= N.Ss . Adem4s, la segunda condicién nos dice que cada_ elem;nto s
de {7 puede escribirse como un producto de la forma: s =] | sihis;.l , donde los
s; estdn en r' , ¥ los h; en H, . Le primera obServacidn dice que si también
es un mroducto de la forma tju; , con 6N y u; €5 . ‘Entonceé, como H_ es
distinguido en S.x , tenemos:

1

Sihiszl = tih:']_t; (con hi = llihiuzl € Hx ). (#)

Observemos ahora que, siendo N distinguido, todo producto de la forma tht'h?

con t y t' en N r«, p”uede escribirge asi:
tht'h' = t"hh* (donde t" = tht'W™’ y por tanto t"E&N )

Quiere decizj gue, si bien N no es conmutativo, los productos de ese tipo pueden
transformarse de mod de tener un factor de N al principio y.luego los factores res-
tantes en el mismo orden en que estaban inicislmente., Podemos aplicar esta propiedad
a los factores cuyo producto es s , que por (#) son de la forma indicada. Esto
prueba que todo tal s. puede escribirse como un elemento de N multiplicado por un
elemento de H, , es decir M= N.Hx . Pero shora, aplicendo esta propiedad podemcs
ver enseguida que N contiene todo conmutsdor de [' , En efecto, si ['= N.H, ) ,
un commtador cuslquiera de [ es de la forma (th){t'h')(th)~L(t'h*)~L , con-los
elementos t,t' en N, y los h,h' en H; ., Pero por lo ya vimos un tal producto

siempre se puede escribir en la forma: t™ .h.h'.h-]'.h’-:L

=t" &N , porque H, es
abelieno, Entonces, N contiene el grupo de conmutsdores de r , e por hipbtesis
es igusl a ' , de modo que N =17 , l.9.q.d.

-

81 E es un espacio vectorial sobre un cuerpo K , ge llama frgnsveccién de hi -
perplano H & todo sutomorfismo de E que deja fijos los vectares de H ¥y par pasa-
Jje al cociente se convierte en la identidad de E/H . Se sgbe que si t es una tel
transveceién y £ une forma lineal no nula que se anula en H , entonces existe un
vector a en H tal que, para todo X en E vale la £6rmila: t(x) = x+f(x).a .

Reciprocamente, todo sutomorfismo de ese tipo es una transveccién respecto de un hiper

plano que pasa por a Yy en el cual se¢ anula f

Sea (ei) una base de E y consideremos una transveccién cuyo hiserplano ses el
engendrado por los € (k # 1) , Fijemos un Indice j 7 i1 , y supongamos que la
transveccidn es de la forma: t(x) = x+f(x)e'J- . Entonces, es obvio que t est& de -

terminada cuando se da t(e;) = ej+e;  , ya que por hipftesis t(e) = ex si k #i.

3
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Como t es conocida cuando se dan los indices i,j ¥ el escalar )\ , la representare

mos con la notacidn Bi,j(>‘) , ¥ por lo dicho es claro que su matriz es

1 O es e O LA N 2 O
0 1 40 O o0 O

I R Y R R AN RS E R R XY
S eSO CRPEOETOIPITRIEITPSILIYS

0 0O «00 1 +e0 O

Bij(>‘)= = I+ AEiJ.

0 0 wee A oee O

SsswsssccvoenseeRRILEIRESE

0 0 LA R RN N NN N N] 1

(una matriz igual a la de la identidad pero que en la fila j ¥y en la columna i tiene
el elemento A en lugar del O , o sea es lgual a la identidad . I m4s la unidad mg -
tricial Eij multiplicada por )\ ). Reciprocamente, es claro que todas las matrices

de la forma Bi;j(>‘) , A # 0 definen una transveccion. Pero hay mds: lag Bij())
son trangvecciones perienecientes gl grupo SL(E) = SL(n,X) . (Obvio).(')

Investiguemos cémo operan estas matrices mediante mulitiplicacién., Si A = (ai.j) es
una matriz dé orden n cualquiera, los elementos de la matriz A'Bij( A) eson los mismes
que los de A , excepto los de la columna 1 : el ayy debe sustituirse por
ayy + >‘5k,j , 0 sea, ge sugtituye la columna i por la columns i gugeds con lz J
multiplicads por X . Andlogamente, la matriz Bij()\)A se obtiene de la matriz A

_sugtituyendo 1g filg i por 1g fils 1 mdg ls fils j multiplicadg por N .

Hechas estas observaciones, cuando n 2 2 , es un sencillo ejercicio deducir que si
A es une matriz de determinante igual a uno, se puede lograr por medio de varias multi-
plicaciones a la derecha y a la izquierda por matrices de la forma B; J( N) '(variando :
i,3 v A0 ) que A ge convierta en la matriz identidad. Se sigue que A es un
ﬁroducto de matrices de la forma Bf]-‘()) , ¥ como éstas estdn en SL(n,XK) , hemos de-

mostrado el siguiente:

Lema 2 ¢
Fl grupo 8L(n,X) estd engendrado por jrgg'svgcbiongg,

[

(')Obaérvese que, inversamente, si se da una trensveccldén t , exigte una base (e )

pera la cual ella tiene la forma Byp(1) (basta.tomar n-1 de los e en el hiperpla-
no de. t , ete.) y por lo tanto dog transveccioneg cualesquiera son conjugedas en GL(n).
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El grupo SL(n,E) gs igual a su propio grupo de conmutadores.

Demogtrgeidn:

Hgy que bprobar que tods trénsformacién unimodular estd en el grupo de conmutadores, o,
por el lema 9, que toda transveccién Bij()\) es un producto dg conmutadores de SL(n,K).
Para €llo, basta razonar para una transveccién particular porque dos de ellas son cmduga
das respecto de un automorfismo interior de GL{n) , y SL(n) es distinguido en GL(n);
por tanto, si una es un producto de conmutadores la otra tembién. Tomemos entonces 1la

trasveceidn 821()\) que es:

12
0 1 0 4ee O
0 o

cesssennsssveescny

0 o0 ... 1

de modo que podemos limitarnos a los bloques de las dos primeras filas y las dos prime -

ras columnras. Consgideremos las matrices;
A po ) B = (l 1)
o ut o 1
Ellas pertenecen a SL(n,X) y un cédlculo directo muestra que su conmutador es:
2
- - 1 =11
aBals?l - ( s )
‘ 0 1l

que ‘nos dice que Bi (W) = BA™18"1  gi ge toma A= }\,2-—1 ¥ A de modo que ,A,z-'/l.

3 .
Esto demuestra el lema. (Nétese que aqui se usa que el cuerpo tiene mas de tres elemen-~
tos).

=

Teoremg 13 :

El grupo PSL(n,K) es aimple.

Demostrgeidn:

Sea 2z un punto del espacio proyectivo Pn(K) , ¥ a un punto.de b cuya imd -
gen candnica en Pn(K) sea justsmente 2z (podemos pensar, si se quiere, & z como una
recta privads del origen y a a como un punite de esa recta). Los lemas 4 y 5 dicen que
PSL(n,K} ez pripitive, y el lema 10, que es igual a su grupc de conmutadores. Entonces,
bastard encontrar subgrupos I, que cumplan las condiciories del lema de Iwasawa para que

este lema pruebe que PSL(n,K) es simple. Para ello, consfderemos las transvecciones

del vector a 4 x-—> x + £(x) . a donde f eos una forma lineal tal que f(a) £ 0,
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que forman un grupo abelisno y designemos con H'z a la imagen' candnica de este grupo en

PSL(n,K) . Entonces por su definicién y por lo demostrado antes, resulta que H esun

subgrupo distinguido del grupo S, tel que los grupos tﬁzt-l = Hi(g) engendran
PSL(n,K)} (eato ultimo porque SL(n,K) es engendrado por transvecciones y porque por el

lema 4, cualquier punto de P, puede obtenerse como imagen t(z) de 2z porun t €

PSL(n,K) )} . Entonces, por el lema de Iwasawa, €l teoremas queda demostrado,

-

IV.6.~ SIMPLICIDAD DEL GRUPG P .. (Q) .

Aqui se hacen las hipétesis de que Q es una forma cuadréticé de Indice vV = 1 so-
bre EXER sy que n33 yse excluye €l caso en que simulténeamente n=4 y W = 2,

Comencemos con gslgunas propiedades del grupo de conmutadores del grupo artogonal |,

£ (Q) , que nos serdn necesarias.

Lems 11 @
Sea P -un pleno hiperbdlico, Tods transformacion orfegonal (resp. tods rotacién) )

u , ge puede egeribir en lg formg u = sv , donde 8 es ung trangformacién (resp, ro-
iscidn) hiperbélica de plano P y ve £ (Q) .

Demogtracidn:
Si u es hiperbélica de piano P' , como por el teorema de Witt existe una trans -

formacidén ortogonal t tal que t(P) =P' , ge sigue que u es de la forma u = tst.l=

= s(sltat™) y el lema estd demostrado en ese caso.

En el cago general, si u es una transformecién ortogonal, por el teorema 5 u es
producto de p trensformaciones hiperbdlicas y podemos razonar por recurrencia(') o En
tonces, u = tu' donde u' es producto de p-1 transformaciones hiperbélicas, y t es ~
hiperbélica. Por la hipotesls de recurrencia, u' se puede escribir u' = s'v' (con
8! hiperpdlica deplano P y v'&€.n ) , ¥ por lo que vimos antés, t=s8sv ( 8
hiperbdélica de plano P , ve 2 ). De ahi se sigue que tembién u es de €sa foma
porque: ss'(s' Lve'vllww' .

-
Lems 22 :
Si log planog P,P' gon hiperblicos, existe ve.(L (Q) tal que v(P) =PF' .
Dggog;u;gci_on:

Sgbemos (teorema de Witi) que existe una franafomacidn ortogon_al, u , tal que

u{P) = P' , y por el lema precedente, u es de la forma sv , Cl YE N ¥y 8

(") g u=gsv con s hiperb6licay ve £2 .+ Si u esuna rotacidén, como v 1o
es tamblén, s es una rotacidn.
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hiperbélica de plano P' . Esgto implica que también v(P) = P' y el lema ests demos -

trado.

I~
D
i

»
.

[=-u]

Sea R una recta no ortogonala RB' , y R unanu .-togonal a Ri y ¥-ademds ,
R,R",R;,B] , isGtropag. Entonces existe uns trensformacisn ve 41  tal que V(R) =
= Rl ’ v(R*) =Ri %

Demogtracidy :

Los plenos P,y definidos por R,R' ¥ Rl,R:'L s respectivamente, son hiperooiicos.
El lema precedente dice que existe una w € .1).: tal que w(P) =P' y como w es una
transformacidn ortogonal, lleva necesariamente R y R' gobre Rl y Rj_ , bero no sa -
bemos si lleva justemente R sobre Ry y RY sobre R{ . De todos modos, basta en -
contrar otro elemento de L)L que lleve .w(.R) sobre By y w(R') sobre R{ . Asi,
el problema se reduce a encontrar una aplicacién de JSL tal que lleve cada recta isé-
tropa de un plano hiperbélico sobre la otra. Sea a un vector no isétiopo ortogonal
a P , Existe en P un vector (necesariamente no isétropo} b , tal que Q(b) = Q(a)
(porque hey en P vectores x tales que Q(x) toma cualquier valor deseado (') ), Co-
mo agbemos, exlste entonces ung transformacidén ortogonal t que lleva a sobre b :
t(a) = b . Ahora, por la eleccion de a , si s es la simetris de piperp.l.ano ortogo_

nala a , se tieneque s(RY=RR y e(R') =R' . Si a' & tat™t

, sabemos que a'
es la simetria de hiperplano ortogonal a b = t(a) , de'modo que 8'(R) =R' , ¥y
g8'(R*) = R ., BEntonces basta tomer v = a's = tst-le L1, paera tener: v(R) = R*. ,

v(R') = R ) loQodcdo

-0=
Lems M4 ¢

84 =,b,b' gon ireg vectoreg isétropos distintos tales que a gs ortogonala by g
b* , existe veL)L tgl gque vla)=a , wb)=b' , '

Demostracidn:

Supongamos primero que b no es ortogonal a bh' . Entonces, usendo el teorema de
(4.5) po;iemos encontrar un vector &' no ortogonal a a , isétropo, y ortogonsl a by
'a b' , Entonces, el subespacio F de E ortogonsl a a y a' es no isotropoy de

dimenaiones mgyor o igual que 3 (porque se excluye el cago n=4 y VN =2 ‘). Si apli
camog a F el lema precedente, concluimos que existe v' en el grupo de conmutadores
del grupo ortogonal de la resteiccién de Q a F tgl que v'(b) = b' . Ahora, si se
extiende v' g todo E mediasnte una aplicecidn v que deje invarientes las rectas or

togoneles &8 F , ge tleneuns v en S que satisface lss condiciones del lema .

1y’ . .
( )EII efecto, si en P se toma una base formada por vectores isétropds,

a(xteyrxle,) = 2622 Blep,e,) o
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Supongemos ahora que b es ortogonal a b' . Nuevamente, consideramos a' isétrg
po y no ortogonel a a , y— el subespacio .F de antes, no isétropo, ortogonsl a a y
a' 'y de dimensién mayor o igual que 3 . Sean, respéctivaménte, b -bi , ves:t—ores
de las rectas F N (KatKb) y F N (Ka+Kb') , respectivamente (e isétropos porque los
plenos Ka+Kb y Katkb! son evidentemente totalmente isotropos). Sea ¢ un vector de
F , isé6tropo, ¥y no crtogonal a b1 « Es claro que ¢ tempoco es ortogonal a b pero
es ortogonal a a . Entonces, el razonamiento enterior puede usarse shora y medianfe
¢l deducimos que existe v, en L2 tal que vy(a) =a , vy(b) =b, , demodo que
a y vyby) =bi.

Pero esto es inmediato porque por el lema precedente, existe v5 con esa propiedad, don

s6lo falta encontrer otra aplicacién v, .en S tal que vy(a)

de’ vé pertenece al grupo de conmitadores del grupo ortogonal de la restriccicn de Q
a F , y luego basta prolongar como sntes v 8 todo E de modo que deje inveriantes

las rectas ortogonales,

Se dice que un grupo de permutaciones opera fielmente sobre el conjunto en cuestién
cuando la unica transformacidn del grupo que deja fijos todos los puntos del camjunto es

la identidad.

Lemg 15 :
Ses C ¢l conmjunto de las rectas igétropag de E + EL grupo proyective P (Q)
opersg fielmente sobre C .

Demostracien :

Congiderando las rectes de E como puntos de B, , es claro que toda trensformacién
de P.SY hace correspuz'xder,.a una recta otra recta, .c:ie ﬁodo que PN es un grupo de =
permutaciones sobre las rectas de E ., Por otra parte, es obvio que cualquier recta isd
tropa debe trensformarse en una recta iséiropa por cualquier fransforma_cion proyecti-
va ortogonal. 4

En nuestro caso entonces, todo se reduce g demostrar que si u es una transformacién
ortogonal que déja invariente cada reéta isotropa de E , entonces u es una homotecis,
Pero esto pricticemente ya fué¢ demostrado antes pues si u deja fijas las i-ecta.s isotro
pas, deja fijos los pianos hiperbé6licos, y toda recta no is6tropa es iqtu‘sgccién de dos
planos hiperbdlicos. Se sigue que u deja fijas todas las rectas de E y por tanto es
una homotecis. (Para probar que si x. no es isétropo hey dos plenos hiperbdlicos que
se cortan en la recta de X 8e razona mds o menos como en el lema 3 & sge toﬁa y iec-
tropo 'y ‘no‘orto'gonal a X , ¥y 2z no isétropo, ortogépal a X pero no ortogonsl a y ;
el planode y y 2z es no isétropo y por tanto contieme .y' 1sbtropo y'no crtogonel a
x 3 entonces logplanes de x e y , ¥ de ¥ e y' resuelven el problema; para de
mostrar la existencia de vectores-como los anteriores se usa que. K tiene mss de tres
elementos, es decir por 10 menos ¢inco elementos.)

-
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Lemg 16 -
El grupe PA.(Q) , considerado como grupo de ermitaciones del conjunto C de lag
rectas igbtropas de E , gg primitivo.

stracidn:

Supongamos, por el absurdo, que C admite una particidén compatible eon P , y sea
M una de las partes de esta particidn cm dos elementogs R, R' distintos, como mini -
mo. Si probamos que esto implica que M es todo C , tendremos unas contredicecidn que
demostrard el lema. Si R es ortogonal a R' , M contiene todas las rectas ortogo -
nalesia R 6 a R!' (lema 14). Ademds existe (por el teorema de (4.5)) R" ortogonal
a R pero no ortogonal a R' , y por tanto R"€ M , ZEntonces, reemplazando R por
R" sl fuera necesario, podemos suponer que R y R' no gon ortogonsles. Sea B'.I. una
recta de C no ortogonal a R , El lema 14 dice que hegy una transformacidn de P AL
que lleva R, R' gobre R, By} , de modo que también R; € M . Razonamdo en la mis
mg forma con R' , tenemos que M c.ontiene todas las rectas 1sétropas no ortogonales a
R y todas las no ortogonales & R' . Si el indice ¥V de Q es igual a uno, estas
son todas las rectas isttropaay C=M . Si V 2z 2 existe (por el teorema de (4.5))
una recta isotr‘ope R‘.L , No ortogonal & R y ortogonal a R' . Por lo que acabamos
de ver;, Ry € M y por el lema 14 existe una transfarmacidén de PJSL que deja tija R
y lleva R, sobre cualquier recta isétropa prefijeda distinta de R' y oriogonal a R'.
Fso significa que M contiene también todas las rectes isdtropas ortogonales a R' (y ,
por lo mismo, todas las ortogonales a R ), Eato. completa la demostracidn.

-0=

Como lo indica su titulo, esta ultimg parte del apéndice tiene como objetivo la demog
tracidn de que el grupo ‘PAL es simple. Para €llc nos basaremos en el lema de Iwasawa,
y poi' tanto necesitsmos probar todavia unas cuantas cosss. Por ejemplo, debemos cons -
truir los Hx con las proﬁﬂ.edades del lems de Iwasaw‘aj demostrar que PJLL es igual
a su grupo de conmtadores. £n tbdo esto penssmos el grupo P{ como grupo de permuta-
ciohes del conjunto C de las rectas isttropas de E ,

Lemg 17:
8. a (ng nulo) es un yector igétropoy L es el hiperplano ortogonsl, ls transvec-
cién de L definidapor t, : z—> z +@(z,y) a (yfijoen L) ge extiende de

ung golameners en ung transformgeién ortogonal P( a,yj de todo E - (Recordar.que:
agL).

Demogtrgeién:
Come Q(a) =0 y como -z es ortogonal a a , es inmediato que Q(z) = (z+({z,y)a) ,

de modo que t_, puede extenderse a todo E por el teorama de Witi. Asf, lo unico que

a
hay que probar es que esta extensién, que notamos F(a,y) , €8 dnica,

See b un vector isétropo no ortogonal a & , y P el plano hiperbdlico definido
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por a ¥y b . Si u,u' son dog extensiones de’ tg , coinciden en el subespacio
F ortbgmal de P . Entonces, le trensformacidn ortogonal uu™ deja fijos 3Ios
puntos de F Yy por congiguiente deja im_rariante el plano P . Pero en el pleno P ,
a'u~l es una trensformacién ortogonal que deja fijo un vector isotropo (el 'a ) y enton
cen las propiedades vistas en (10.1) asegursn que u'u-l es la identidad en P , Por
lo tanto, u' es iguala u en todo E ,

om /
Lema 18

Gon 1s notecion de entes, yalen lag fémuleg:

e(a.y)' ()(a,y'lj = ?(a,y-iy') (y,y'€ L}
b (a,hy) = ?('Xa,y) (N70)
-1
"'e(a,y)" = Q(v(a),v(y)ﬁ‘) © paracada v en §(Q ,

y edeméis la relacién P(a - 1 es equivalente a la relscién y =Ka .
?

Demostracidn: !
Por ¢l lema precedente (unicidad), baste probar las releciones en L {oen v(L} 1a
tercera)l, 1o cual es inmediato a partir de la férmula que define L
0=
Lo que hemos demostrado_nos permite la observacién sigiiente. Con le notacidén de en-

tes, el conjunto de las aplicaciones ortogonales de la forma p (a isdtropo ,

¥y €L ) es un subgrupo abeliano de @(Q) , que no cambia si ae(:;zzituye a por M\a

(\ #0) ,, es decir un subgrupo que s6lo depende del punto Ka€ C , Entonces, si re-

presentamos con x la recta Ka , y con H, la imagen de aquél grupo en PP(Q) , se :
tiene que H_ eg un subgrupo conmitativo de PO(Q) tal gue pgre cads v <€ BO(Q) -
vHxv.l = Hv(x) + In particuler en‘;;ogces, H; es un subgrupo distinguido del estgbili-

zador de x en PO(Q) .

=0

Lema 19:
El grupo de permutsciones P.Q. s eigendredo por log H, ( x yeriendoe C ).

Demostracidn:

Comencemos demostrendo que cualquiera sea x , Hy ests contenido en P ¥y no &f
16 en P9 , como hablamos visto. Para demostrarlo, alcailza con ver que las splicacio -
nes P( &,¥) que corresponden & los y de una base ortogonal de F (notacion del lema
17) estén en el grupo de cammutadores (). (Q) (donde a es, como siempre, un vector igp
tropo cuya recta es x ). Eso mismo equivale a su vez & demostrar que para cada y € L-

¥ no iséiropo, f{ )€ £ o Pero sl recordamos le férmila que define las t, -, ve

(a,y
mos que cuendo y no es is6tropo, t, es el producto de las simetrias s y s' res-
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pecto de los hiperplanos ortogonales a y. y a ¥y' = y+Q—(y)a , Tespectivamente (obsger -
var que Q(y) = Q(y') ). Ahora bien, por el teorema de Witt, hay una trensformacién or
togonal, u , tal que u(y) =y' , lo que significa que s' es. igtal a usw™t  (Cf.:
lema 4 de (8.5))s Por lo tento, en.el hiperplano L , P(a,y) coincide can susu~te
fL , ¥ entonces por la unicidad dé la extensién (lems 17) esa igualdad signe siendo vg

lida en todo E , de modo que € €L, lLeg.d.d,

(a,y

Ahora hay que demostrar que los }f } engendren el grupo de commutadores, -

(a,y)
Ya vimos (teorema 7) que fL = Ha(Q) e;té engendrado por los conmutadores de la forma
susu"‘L , donde 8 es una simetrls respecto de un hiperplsno. Sea 2z ortogonal al hi-
perpleno de s . Si el plano P definido por z y u(z) es is6tropo, y si & es
el (unico) vector isétropo .que contiene, entances susu'l pertenece al grupo Hy cuya
imdgen cenénica es Hy (esto se sigue del cdlculo anterior usando que Q(u(z)) = Q(z)

porque u€ {(Q) ) . Esto prueba que en el caso considerado, los commutadores de #(Q)

son transformaciones engendradas por los P( a,y) °

Si', en cegmbio, €l plano P es no isétropo, decimos que qute un aubespacio V de
E , no is6tropo, de dimensién 3, que contiene P y un vector isétrope ¢ . Eso es ob
vio si P es hiperbélico porque se puede tomar ¢ en P , Como todos los vectores
igétropos no pueden pertencer a un mismo hiperplano (cf.: lema 2 de (4.7)), si P no es
hiperbélico, existe un vector isotropo ¢ que no pertencce ni.a P nig P° , Enton-
ces el subegpacio V = P+Ke tiene¢ dimensidn 3 y contienea P ya ¢ ‘e Fglta probar -
que V es no isétropo. En primer lugar, notamos que V no puede contener ningdn plano
totalmente isdétropo pues de otro modo éste cortarias a P en una recta isétropa.(;y hemos
supuesto que P no es.hiperbdlico). Entonces, si V <fuera isdtropo, chd seria un

subespacio totalmente isétropo no . nulo que, por lo ahterior, necesariamente es igual a

'la recta K¢ , y eso contradice la eleceién de ¢ , 1l.q.d.de

Ahora, spliquemos a lg restriceidén de Q@ a V lo dicho en el spéndice II: el grupo
ortogonsl (Dv ‘de la restriccién de Q@ a V es isomorfo sl grupo PGL(2,K} (Gf,.: fi-
nal del apéndice II), y por lo tento, su grupo de conmutadares L1y es isomorfo al gru
po PSL(2,K). Esto y el teorema 13 pruebsn que ¢l grupo J). y .eg un grupo simple. Aho-
ra bien, en general, si un grupo es simple y H es un subgrupo cualquiera, los elemen -.
tos de 1la forma ulm™ (theH , u en el grupo) engendran todo el grupo. Por lot en-
to, aplicando las propiedades ya. establecidas, se sigue que en V, el cunmuta&or susu-l
es {en el caso que rios ocupa) producto de restricciones a 'V de ’qransformaciones‘de la

forma 'P(a ¥) (con a e y en V ). Pero entonces, éstas (’( dejan fijos los
b

vectores ortogonales a V y por tanto susu™t

a,y)
es tembién iguel a su producto en todo

el espacio E .

Por o tanto, los generadores de {L ’ susu-l son siempre productos de transformg
ciones de la forma P(a yy de modo que L2 es engendrado por ellas, Esto demuestrs
?

el lemsg,
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B
S

El grupo de conmutadores de PN eg ignal a P .

Demostracién:

Por el lema precedente, basta demostrar que cada elemento de cada }& pe:i:ténece al
grupo de conmitadores de PXL .« Por las hipétesis hechags a K , existe un N no nu
lo cuyo cuadrado es distinto de uno. Sean a y b dos vectores isdtropos tales que
®(a,b) =1 y P el plano hiperbdlico detinido por ellos. Sea v 1la rotacién de plano
P tal que wa)=3Aa y vid) = X% (usar las férmulas del parégrafo 10). Sabemos

que vPe 01 . Si y es ortogonal a a se tiene:

2 -2 N=1
v©. P(a,y) v ? e(ﬁ,(’sz-l)y) (lema 18)

(a,y)

de mode que cada elemento de H, es un conmitador de elementos de N y por lo que he

mos dicho en general sobre las transvecciones. De aqui, pasando a PJSL se deduce la

tesis del lema.
=-0=
Teoremg 14 ¢
El grupo P.fL es simplge .

Demostracidn:
En efecto, los lemas anteriores dtcen que para P  (como grupo de permutaciones en €C)

wvalen todas las condiciones del lema de Iwasawa .
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