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las demostra01ones para no entrar en los detalles de algunos‘le-

régrafo 7.

El oﬁjgto.de ééta etpoerLdn gs"q§r[pg méfodo elementallpa—

ra_infrodu01r la,lntegral ée‘Lebeague ﬁe'hodo tal gue 1a teoria

R

resulte acce51hle, sin una_g Qpara016n espe01a1 a los IiSlcos e
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1ngen1eros, por egemplo.Aw o e - . em
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Ias funciones sum-bles estdn definidas, en lo qg%ngigué;,gg
mo limites en casi to’s punto ("pfesque partout") éc series do
funciones caracteristicas de intervalos. Por otra parte, no hey
ni s¥quiera scesi’ad de definir previamente la nocién de "prec -
que partout“;‘ya ane basta decir que la serie converge hacia la
funcién dada en todo punto en que converja absolutamente. Asi,lia
nocidn de convergencia absgoluta puede eliminar, en las demostra-
ciones, 12 nocidbn de convergencia en casi todo punto ("presque
partout"), lo cual da a la teorfa un aspecto mds familiar al and
lisis cldsico,

Se encara, desde el ¢omienzo, el tratamiento de fuuciones
de varias variables. Sin embargo, el estudio se limita a las fun
ciones de valores finitos. Esta restriccidén que, por otra parte,
no es mds que aparente, permite considerar el conjunto de las
funciones integrables como un espacio lineal, En brincipiq se
dan demostraciones completas, salvo para los teoremas 3,1, 5.1 ¥
5.2, en cuyo caso sblo se esbozan los lineamientos generales de

”rn = £ f
la expos1016n

Lo dﬁe es'ésgnc1a1 en los parggrafos"}-G s?n ‘lag’ propléaades (1),
. H 4| ,"-‘ ,‘__A 2ot 3 ‘; T i ; ("f Yif2 S . £ \
(Z) y (Di, que 51rven ‘de base para las dbns1derac1_nes s1gu
: ol O LTBED [ 204G i' R af; —] iy [ JEVSS
fes' vy ‘s asi que 14 “teoria se vuelve axiomé {ed s partlr ‘delp

Sowl g saofForasdil |, fledyeucil,

(1\!'!'

&‘w
mas geométrlcos carentes de 1nterés en el resto d

IR TSR S RO (_".)y.-,lv ey

L

No se ha tentado dar en este curso una exposicién completa
de la teoria de la integral (que serd, en cambio, el objeto de

‘ 31508/
| /
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un librc que se encuentra ya en preparacidn). Eo obstante se ve
f4cilmente, ain desde la "Primera Parte" que es la mds importan
te, que la exp051cidn que se ofrece difiere aon31derab1emente

de las presentaciones anterlores *), Por esta razdn fue necesa-

rio demostrar, en la "Segha&a E@rté",.la equivalencia de las ng

ciones introducidas con “1he ‘ab Tebesgue: Esta "Segunda Parte®
es un poco menos eleme- tal y -su lectura exige, sobre tcdo en los
pardgrafos finales 16 - 17, un cierto conocimiente de teorias
mds cldsicas,

#*) Gfr. por ejemplo: P.J.Daniell, A generai form of integral,
Ann.. of Math. 19, 279-294 (1917); Beppo Levi, Teorfa de la in-

tegral de ILebesgue 1ndepend1ente de la nocidn de medlda Publi-~

caciones del Instituto de Matemdtica, Rosario, 3, 67-116 (1941);
N.Bourbaki, Intégration, Paris (1952)

o
i
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Consideraremos funciones f(x) , donde x = (gl, ,ca,&q) ’
y supondremos que estdn definidas en todo el espacio y gue to=-
man valores reales finitos. ELl no considerar ios vzlores + v
—-oo no constituye ninguna restriccidn, y en cambio es convenien-
te para poder comsiderar al conjunto de las funciones "sumables”
como espaci: .ineal, ‘

Si a = (xl, ...,dq) vy b= (Pl, .,.,Pq) R
agx quiere.decir °‘i<£~i para i = 1, eoe, Q
x<LD significa ii( F,i para 1 = 1; casy Q .
Con esto es inmediato el significado de agx<b ,

Definicidn:

Llamaremos in tervalo al conjunto de todos los
x tales que afx{b , para a y b finitos dados.

Definicidén:
Llamaremos func idédn simple auna funciébn
caracterf{stica de un intervalo., Es decir, dados asb ,

1 1 para af{ x<b
£(x)= 4(
0 en los demds puntos,
El conjunto agx<b se llama el s oporte de la funcién
f(x) « En el caso 1lfmite a = b 1la funciédn f(x) tiene su so-
porte vacio y es idénticamente nula.

Definicidédn:

Ia integral de una funcidn simple f de soporte afx<b ,
que denotaremos con Sf , serd el "volumen del soporte", en

este sentido:

§ = Gr-apen@e-ag) *1€85<Bs (121, euns a)
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§ - - SERIES FUNDAMENTAIES Y FUNCIONES SUMABIES. .

Definicidén:

.
e g Uee

Una serie :

(2.1) R RN el

donde ~Ai son nimeros reales y fj funciones simpies, es una

serie fundamental siy sélo si la serie

es convergente,
Jas funciones simples fj pueden tener soportes arbitrarios.

Notemos ademds que (2.1) es.una serie de funciones, sobre cuya
convergencia todavia no afirmamos nada, y que en cambio (2.2)

es una serie numérica (de términos no-negativos, ya que Sf2>0 )e

Definiciébn:

Diremos que una funcién £ es s umable siexiste
une serie fundamental con la propiedad siguiente: en todo pun-—
to en que 'Alfl(x)-¥32f2(x)+-... converge absolutamente se tie-

ne la igualdad £(x) =;11f1(x)4-xzf2(x)+-... .

Esto lo expresamos diciendo que " f se desarrolla en la serie
fundamental Alfli-szzq—... " , y escribimos

T AT e

§ 3 - INTEGRAL DE FUNCIONES SUMABIES .

Definicidén:
Para toda funcién f sumable definimos como su integral a

:Sf =A; Sfr\-;\-z Sf2+ cee
si £ 31:1-17 Apfodoer
Ia serie 21 Sfl-l-kz: gi’z-i— ... converge, porque lel-\- /\2f2+ eea

es fundamental por hipétesis.




v

Es claro que tenemos que probéf que la definicién dada es
correcta, que Sf’ estd unfvocamente determinado. Es decir, hay

que mostrar gque su valor no aepende de la eTeoc16n de la serie

fundamental en que se desarrc’l& 1a *uncian k- .
Previamente necesitamos unos teoremas auxiliares,

L T eorema 3.1
oo Sea lel+-22f2ﬂ-..z una serie fundamentdl,

- Si klfl(x)+-12f2(x)%-...;; 0. en todo punto donde la serie con-

verge absolutamente, y si ademds esta serie diverge a +®en los
demnds puntos, entonces A]_Sfl+/'\:28f2+'...;o .

e v

TS
L

Idea de l1la demostracidn:

Se puede aumentar un poco los soportes de las funcilones
cuyos coeficientes son positivos y disminuir . un poco los sopor-
tes de las funciones cuyos coeficientes son negativos, de tal
manera que dado cualquier nimero positivo 3>0 s las sumas par-
ciales-de la serie as{ modificada permanezcan mayores que -8
para n suficientemente grandes, Ia modificacidén de los coefi-
cientes puede efectuarse ademds de tal modo que

12 la suma ﬂ1§?1+‘128f24-... para la serie dada sélo di-

fiera en poco de la suma andloga correspondiente a la
serie modificada y

22 fuera de un intervalo comin a todas, las sumas parcia-

les de la serie modificada sean siempre positivas.

Entonces ya se puede mostrar fdcilmente que la suma

es mayor que un ndmeroc negativo arbitrariamente fijado, y por
consiguiente no menor que cero,

Teorema 3,2

E1 conjunto de los puntos, en los que una serie fundamental
converge absolutamente, es denso en el espacio, Es decir, dada

la serie fundauental )lfl+il2f21-... , existe en todo intervalo




no vacio asxgi) un punto, donde la serie converge absoluta-
mente.

P I YT
-) ot
~ ~

Demostraal..é
Razonamos "por el absurdo". S’upénganos que exista un inter-

--., -

valo a¥x<b no vaclo tal que la serie dada no converja abso-
lutamente en ningin punto del mismo. Sea f o la funcidén simple
con soporte a<x<b , y consideremos la serie

Puesto que al agregar un sélo té€rmino a una serie no se cambis
su comportamiento en cuanto a la convergencia, esta serie tam-
bién es funda.menfal; por hipétesis no.converge absolutamente en
alx{b , luego diverge a c0; y fuera de dicho intervalo el tér-
mino Xofo desaparece, de modo que la serie allf es convergen-
te a un 1fmite no-negativo o divergente a o6 . Por lo tanto la
serie (3.1) satisface las hipbtesis del teorema ‘3.1l y deducimos

que - .Rogflo‘ Sfl.\.mz\ Sf2+ eee 20
esto es: ml!S 1+|A2‘Sf2+".>-;\.°gf° =M.

Como podemos elegir A <O y arbitrariamente grande en valor
absoluto, resulta que la serie M |Sfl+|3\ |Sf +aee no puede

ser convergente y por eso no ser fundamental. Asi hemos demos-
trado que es imposible que la serie Alf1+A2f2+ ees NO conver-—
ja absolutamente en todo un intervalo.

Teorema 3.3
Si para una serie fundamental la relacién /{lf1+A2f2+ oo 20

tiene lugar en todo punto donde la serie converge absolutamente,
entonces )lgfl-blzgfz--\— eee 20 .

Notemos que este teorema es mas fuerte que el -3.,1 , pues
no pedimos nada en los puntos donde la serie no converge absolu-
tamente.

Demostracidédn:

Por hipétesis Hll'gflﬂ;{zl sz-j-... converge.




Para todo £> 0 existe un fndice n, tal que

(3.2) R, =|ln+l‘ an +»1+|7\'n-+2\8fn 422 <8 -

o} o 0 o o) s

En los puntos de convergencia absoluta de Alfl*’A2f2+""
también se cumple la desigualdad o

(3.3) A2 +AoE,+.. .+)\ndfn3.])\ho+1| fn0+1+ N A
puesto que en esos puntos también ésta serie converge y

AEyF oo .+An6fn;+.\)no+1-\fno+l+ e AT ATt e O

En los puntos. restantes (3.3) diverge a o . Entonces por el
teorema 3,1 se obtiene

(3.4) )18f1+128f2+...+kn0 an+ R,;OZO )
¥y como ‘ : |
7‘n318fn31+7‘n328fn32+ v 2 '(\.Rné-l‘ ang—l"'nngz‘gfna-z*’ °* ) = "Rno
resulta, sumapdo esta desigualdad a '(3:.4), que
_xlg'fii—lzgfz-\-.'{.; -2y 7 - 2e

y puesto que € es arbitrario, queda probado el teorema.

Teorema 3.4
Dadas dos series fundamentales, tales que

:\lfl-%"_ ;\21’2‘\- eee X ngl+ t).zg2+ coo
en todoﬁpunto en que ambas convergen absolutamente, se tiene la
desigualdad" ‘ ' ‘ ¢

Demostracidén:

En los puntos comunes de convergencia absoluta de las se-
ries dadas es

fass - MTitpgy ~Aofo deee =
= (ngl*' r(2g2 Feee) }-",()‘.lfl'*‘ Aofot eee, = 0.
Como la serie del primer miembro también es fundamental, el
teorema 3.3 implica que




fulggl - 118*-'1*‘ {lzggz - 7\2Sf2+--- 20
y por lo tanto - :

Mgﬁ t*zggz*\- oo > 7‘181?1“' A.281'.2'*' cee s
como queriamos demostrar,

Teorema 3.5

,

Si dos series fundamentales verifican
en todos los puntos en gue ambas convergen absolutamente, enton-
ces _ _ ¢ ¢
Demostracién:

Surge inmediatamente del teorema 3.4 , si se consideran
las dos desigualdades opuestas.

Ahora podemos probar el siguiente resultado fundamental,
ya anunciado.

Corolario 3.6

Ia definicién de la integral de una funcidn sumable es
correcta.

Demostracién:

8i. £OOA Ey+ A Ert ... ¥ tambidén oo 181+ HoBp e o s
estas dos series tienen el mismo limite £(x) en los puntos x
en que ambas convergen_?bsolutamente, ¥ por lo tanto

AS£'=.)lS?i4f};§fé*,... = %lggl*’FQSgZ*"" .

§4 - EJEMPIOS DE FUNCIONES SUMABIES .

Vamos a dar algunos ejemplos de funciones sumables defini-
das en la recta real,

E;j_e mplo 1

Toda combinacién lineal de funciones simples es sumable.

Si S, T llflq-...44xnfn es una tal combinacidén, la serie




7.

donde fn-\-i' y 121 , son funciones simples cualesquiera, con-

verge absolutamente en todo punto y ademds

S‘Sn = Algf.l+ ...+)\n3fn .
Obviamente lo dicho también vale en espacios de varias

variables,

Ejemplo 2

Ia funcién
"4 x+1 para —-lQx O
P(x)={ 1-x para O0{x1

0 en los demds puntos ,

"es sumable. E1l grdfico corres-
pondiente estd dado en la fi-

e gura 1, -
Queremos aproximar la f

mediante funciones simples ade=-
-cuadas. Llamaremgs f(‘a,b)- a
/ \ o la funcidn caracteristica del
s N\ ‘intervalo agx<b .
y ._\\ ' "E1 primer paso en nuestra
—— ‘ : =  @proximacidén estard dado por
la funcién

! | ezl L) -

. N En un segundo paso agre-

Ajéj , e garemos la siguiente coribina-
X cién lineal de funciones sim-
_ N o Dles: :
-4 figl3 1 - 8y l[f 3.~ 2y+
. B 2" 4 ( 49" Z') -
# f 1l 1 f, 2
+ (" Zy Z)+ ( z: %)] ¢

Ia figura 3 representa la nueva apro’x’imaciiS-n sl+ 8, ..
. r




En general agregaremos en el paso n-&8imo la suma

. 1 .
8§ = = £ n +f n AN + see
n an‘ ( 28-1 _2 -2) ( 27=35 2 -4) '

o0 ! o - oh " o0
f(.. p— ) f(2 : ) b oeee 4 f'(231-2 2!1_1)].' *
? ? .
on’on n’,n on ’ e

Ia serie S+ 854+ eee + S, 4+ ... converge absolutamente en

tpdo punto, ya que se trata de una serie de términos positivos
mayorada por la funcién £ . Ademds es f£4cil ver que el limite
' es la propia funcidén f . Para probar que la serie es fundamen-
tal es necesario todavia asegurarse que la serie correspondien-
te a las integrales es convergente. Se comprueba inmédiatamente
que esta serie es
-+ 2+...+ nt eee =1 ,
2- 2
¥y que en este caso su suma es el valor de 18 integral.

Ejemplo 3
Toda funcién continua, cuyo médulo estd mapforalds pox una
funcién sumable, es sumable,
" Para la demostracién hay que efectuar una constructién
‘andloga 4 la que se hizo en el ejemplo anterior. Los detalles
de esto los vamos a omitir,

Ejemplo 4

Ia funcidn -
S X =&
fa(x) = {o si x A&
es un ejemplo de una funcién sumable discontinua,

: Es fdecil dar una serie fun-
damental que converge -en tode
punto a £y .

Sea Pn' una sucesidn decre~

- ciente de nimeros tal que B
fig.4 oA y oonsideremos las funcidhes simp
ples

b
3
i
o
1
i
i
N
i




f0= f(dgllzl) ’ fﬂ: f(pn_‘_lan) ) (n=1,2, ...) °

Entonces la éei'ie' S’i’o-gfl-gfz--‘... converge absolutamente,
[

porque salvo el primero todos los términos tienen el mismo signo.
Ademds
f0(=f0- fl" f2- oee
converge =n todo punto.
La integral ae .4 es
4
lim Sf-—Sf-...—gf ) =
S o 1 n-1 )
= tim | pr=o)=(Br- Bo)- eee =By~ B )] = 1w (@ -ot) =0,
....n.__w[rl (81~ B2 Pn-1Pn e By
‘De este ejemplo se desprende que las funciones caracteris-
ticas de intervalos cualesquiera en la recta - abiertos, cerra-—

dos, semiabiertos - son sumables. Porque las funciones caracte-
risticas de a<{x<b , agLxgb , a< x&b son, respectivamente

f(a,b)"fa ’ f(a,b)+ & f(a,b)' T+t &

Por lo que hemos demostrado, las integrales corvespondien-
tes son iguales,

Ejemplo 5
Ia funcién de Dirichlet
1l para x ©racional
d(x) = . .
0 para x dirracional

es sumable,
Pars demostrarlo, ordenemos los nimeros racionales p/q

en una sucesidn Xqy Opy eee y Xyy oee J representemos la fun-
cidén d4a(x) por la serie

a(x) = £, + £ + ...

%y ¥ ’

donde las f&_ estdn definidas como en el ejemplo anterior.

i
Recordando que fui= Ailfil*;liZfi2+"" s, tenemos por el pro-

cedimiento diagonal que

ax) = ) Aygfay =3 Ay s
3 K



1o

y se puede ver que la serie es fundamental, Por dltimo, puesto
que gfdi= 0 , la serie de integrales Sf&1+'8f“é+ see. cCONVEr-
ge & cero. y por lo tanto Sd =0 ,

Bl presente ejemplo es interesante por dos razones. Ia fun-
cién de Dirichlet

12 no tiene integral de Riemann y sin embargo es sumable, y
29 es una funcién no-negativa, que vale 1 en un conjunto
denso, y a pesar de ello su integral es nula,

§5 - DOS TEOREMAS IMPORTANITES SOBRE IAS FUNCIONES SUMABIES

Teorema 5,1
Si una funcién £ es sumable, entonces |f| también es su-
mablé. Ademds, si foo llf1+-12f2+-... s entonces

S\fl's I)\llgf1+1k2'\-gf2+...‘ i

Idea de 1a demostracidédn:
En todo punto en que la serie Alfl+—A2f2+-... converge

absolutamente, wvale
[£] = 1lim |A1fl+...+)nfnl .
n—00
Ia sucesién lefl*""'kxn:n‘ puede transformarse en una serie

fundemental

que converge absolutamente en los mismos puntos que Alfi+22f2+-...

y tiene la propiedad siguiente:

eee = 1i AP oo £ .
vlgglﬁ't‘lzggzi— - 1m°° Sl 1 1+ +An nl
De esto sigue

S\fKnl_i*meAﬂ Sf1+ s+ Ayl an): |2, Sfl-{-\kz\ sz.,.-... .

.m:' - “

E
f
2
k
E




Teorema 5.2 g ;
Si 1n.»son funciones sumables y 1,+ 1,4+ ... converge

en todo punto absolutamente hacia uns funciGn' b ; y si
Szt + Gitghee oo

converge, entonces f es sumable y ademds

\z= 814+812+..~. .

Idea de 1la demostracidn:

Cada una de las funciones li puede désarrollarse en una
serie fundamental .

(5.1) 1300 2497 11+212 joteee (1i=1,2, .. )
Ia serie . ." .
(5.2)  AppPyy+Ag,t 12+A21?21+X13f13+R22f2_2+7‘31f31+ cee s
en la que cada término de las series (5.1) apareéevuna,~y sélo
una vez, en general no es una serié fundamental Pero-es posible
reordenar primero én cada-una de las series (5 1) un némero fi-
nito de térmlnos, de tal modo que la suma de las series asi mo-
dificadas quede inalterada, pero también la serie (5.2) resulte
fundamental, En todo punto en que esta dltima serie converge
absolutamente, ella converge hacia f . De esto sigue la igualdad

.~ E S,f = 814+812+000

§6 - PROPIEDADES BASICAS DE LA INTEGRAL .

Teore mia 6.1
Si f es sumable, entonces Af es sumable para todo

ntmero real A , y ademés S.( AL) = 7\81’

Demostraci dn:
Sea TOOA T 4+ A Ept eee o

Las series Zlfl-}-szz.\. ces ¥ ?\lifl,-i-}(/\zfz-;-. .. tienen los

mismos puntos de convergencia absoluta, y en esos puntos se ve-

- ceos
TR e o AU AT ) = AN I AT e s

NERE I
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y Mlll Sfl-i- |7(12l Sf2+ +es converge; es decir:
A2 AN 2 + Moty teen

Entonces

Teorema 6,2

5i £ y g son funciones sumables, entonces f+g tam-
bién es sumable y S(f+g) = Sf + Sg

Demostracidédns: . .
Sea £ lel+ )‘2f2+ cer ¥ ENME T '(l2g2+ cee s
Entonces : )
AT+ kllg1+7(2f2+ Mogpteee =
= (A f1+AE5+.00) + (Mg + Hggg-\-...) - thg

en los puntos en gque las treés series convergen absolutamente,
y 86lo en ellos. Ademds

11 et feg eee = A §e ) + Qi een
Huego f+g N»le1+t11g_1+'... .

R18"-’1""[11881'*‘“' =.
(Algfl-\—... )+(‘Alggl+... ) = gf+gg .

Teorema 6.3
St £3>0 , entonces S:EZO .

y

S\( f. +g)

Demostraciédn:
Eg una consecuencia inmediata del teorema 3%.3.
Porque si f(\’/'llfl+12f2+... » en.los puntos de convergencia

absoluta de la serie es /'\li’l'!-xzfz +... = £30 , y por lo tanto

_218f1'+)\28f2+..; = Sf;o .

S( Af) = Rllgf1+212§f2+... = R(}\lgfl,+).zgfz+ ee) = Agf :

{




-t
A

Teoreme 6,4

Si una sucesidn de funciones sumables £, es mondtona,

‘an'§m para n = 1,2,.e0 y £ —>Tf (puntualmente) ,
entonces £ es sumable y an-—->8f .

Demostraciién:
Sea fn= 14+ ...+1n.Entonces la serie 14+12+”.

satisface las hipéuvesis del teorema 5,2 . En ccnsecuencia f es
n
1 —E - )
sumable y ademds an 5 gf y poraque an 814-{- ...+B*n o

c.ntetize o lo que hemos demostrado hasta ahora, rodemos
decir que el conjunto L de las funciones sumables es un espa~
cio lineal - es decir: si f,gelL, entonces f4+gel (cf. teo-
rema 6.2) y Afe L para todo nimero real A (c¢f. teorema 6.1) -,
con la propiedad adicional de que feI implica |fl€L . Sobre
egste espacio lineal tenemos definida una funcional gque a cada

f€el 1le asocia el nimero real S.f s vy esta funcional tiene las
siguientes propiedades bdsicas,
(J) S(?\f_) ='AS:E para todo A real (cf. teorema 6.1) ,
(1) S(f+g) = Sf-\-gg (cf. teorema 6.2) ,
(z) £20 dimplica (;f>,o (ef. teorema 6.3) ,
(D) si tna sucesién‘ de funciones f €L es monétona,
Igfn‘.QM para n = 1,2,,.. y f -—=>1f , entonces
fel y f,—= \f (cf. teorema 6.4)

Se demostrard mds adelante que l= propiedad (J) es consecuencia
de (4) y (2), de modo que ella no es esencial,
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. §7 ~ TEQRTA AXIOMATICA DE IA INTEGRAL .

Veremos en seguida cdémo de (4), (2) y (D) pueden deducirse
todas las demds prbpiedades interesantes de la integral, sin ha-
cer ya referencia a la definicidn especial de la integral que
hemos dado, Quiere decir que podemos basar una teorfa general
de integracién en las propiedades (A), (Z) y (D) tomadas como
axiomas, y entonces esa teoria incluiré_como caso particular
a la que parte de la integral que hemos definido mds arriba.

Consideremos un espacio lineal PF de funciones reales
definidas sobre un conjunto arbitrario X , tal que si fePF ,
entonces |f|€F . ‘

" Sobre T, suponemos definida una funcional que a cada fun-
cidn f 1le asigna un nimero real Sf ; de tal modo que se sa-
tisfagan los siguientes axiomas:

@ Scter = fe+fe
(2)  £30 implica (230 .

Leeremos Sf como "integral de f¥,
A partir de (&) y (Z) se pueden demostrar fdcilmente las
siguientes propiedades de la integral.

Teorema 7.1

SO =,0 .

Demostraciédn:
Pongamos en (4) £ =g =0,

SO-+§O . Esto implica SO =0,
LY

Entonces SO
Te orema 7.2

(-0 --(z.

Demostracidén:
Utilicemos nuevamente el axioma (4), esta vez con g = - f,

Entonces gf7+ S(_ £) = So =0 ,

en virtud del teorema 701; Ia tesis resulta inmediatamente.




a
o ¢

Ve - g) =\ - Sg .
Demostracidn:

Haciendo uso del axioma (4) y el teorems. 7.2 tenemos

Q(f - g) = S[f»i-(- z)] = Sf.g_g(_ g) = S Sg Sf Bgé ]

lTeoxremses

Laor'em

<7 implice .

Demostracsidn::
.« £>0 : equivalente a la hipétesis. El axioma (Z)

inplica S(g - f);;o ¥ por el teorema T.3 gg -Sf;o y O
R

s2a Sg;Sf ¢

T

g orema T.5

Demostracién:
Por el teorema 7.4, £&|E) implica Sf<S\fl , ¥ -2t

implica -Qlf! S(-Ifl) S , debido ademds al teorema 7.2.
Por lo tanto S|f|<$f<glfl es decir |Sf S|f| .

Teorcma T.6

g}fl;: 0 dimplica Si’ =0 K

Demoetraciidn:

De O§‘:§fi< g]fl = 0 se deduce S-f =0,

Para la demostracidén del préximo teorema vamos a utilizar
el lem2a siguiente,

Lemnma
Si 9(A) es una funcién real de variabie real monétona,
tal que @(7\—%—%{_) =C{/(ﬁ_‘,~+<§’(p) para todo 9\,{& , entonces para
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todo A se cumple ®(A) =?.?(i) 5

Demostraciidbdn:
Escribamos

| 29(27Y) =92y +9(2 L) = 9ol 21) = 9(1)
De aqui resulta -1 -1 .
Q(z ) = 2 ?(1) ’

y por induccién se obtiene

2™ = 2729 (1) .

Por induccién sobre m. se prueba mas generalmente que la

F(m.2™) = m.27 ¢ (1)
vale para todo m = 1,2, ... . De esto se obtiene fdcilmente,
teniendo en cuenta la ecuacién funcional dada, que esta misma
férmula también vale para m = 0, =1, =2, eee o

Es decir, la igualdad @A) = AP(1) queda probada para
todos los valores A = m.2” 2 , Como el conjunto de estos nime-
ros es denso en la recta y la funcién P(A) se supone monétona,
la misma igualdad debe verificarse para todo A real,

férmula

Teorema 7.7

S(af) =xSf para todo A real,

Demostracidén:
Supongamos primero gque f>0 & f<£0 y consideremos la

funeién ) = {(An) .

Esta funcién cumple las hipétesis del lema anterior, como conse—
cuencia de (A) y el teorema 7.4. Luego

fae -e) =29y = Af1e - Af2 .

En el caso general de una £ cualquiera podemos escribir
f =+,

+ f(x) si f(x)=20
' (x) =
0 en los demds purtos

donde

gl t

IO O T

HE | T A v
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¥ _ f(x) si 2£(x)€0
£7(x) = 0 en los-demds puntos .

Es f4cil ver que valen las igualdades A
=L (e+12) vy £ =% (2~ |2]), :

¥ por lo tanto, en virtud de las propiedades del espacio lineal
| P, que f+e F, fTfe P s ¥ podemos hablar de sus integrales.

| Teniendo en cuenta ademds que " fT20 y £ 0, se justifica
1a siguiente caderw de _gualdades.

S(;T?'-‘f) = S(Af“'+ﬁi') = S?«f‘."-e-gﬂf‘ = )\Sf++’kgf' =
=A(Sf“+ Sf') = kg(f‘ig-f') = _7\8:? \

§8 - FUNCIONES EQUIVAIENTES .

Definicidn: .
Diremos que f es equivalente a g, en sim-
bolos fNVg , siy sblo si S‘i’-g\:O.

' Esto es ciertamente una relacién de equivalencia, ya que
se cumplen los axiomas

(1) r A CEIN
(i1) Si foog , entonces goof |
(iit) S8i fovg y govoh , entonces fouh

La verificacién de (i) y (ii) es trivial; vemos a hacerlo para(iii)
De
12 -nigle - g+l - bl

Gz -nlsliz- el + §le-nl
y como ambos términos del segundo miembio se suponen nulos,
resulta foOh ,
Podemos probar ademds las siguientes propiedades de la re-
lacién de equivalencia.

sigue

(iv) Si f£™Ng , entonces para todo A real es
dfNg ¥y Ifloolegl, fTougt , o0 g

H




(ol Si lef2 Y 81008 entonces
fit+ g ot +rg,
max (fq,87) Nmax (£5,8,) ,
| min (flvgl)Nmin (fg‘ogg) H
(vi) Si foug-, entonces Sf = Sg ‘a
Demostracidén:
foog cuiere dec. 7 S\ - gl = 0. Por 1lo tantc
S|Q&f -gl = IO(IS\f -gl=0.

tCongide: amos esta propiedad del valor abscluto:

- Nzl =lell<iz - el
Teniendo en cuenta que el primer miembro de esta desigualdad cs
una funcién pert:enecieute a P , podemos 28cribir en base al teo-

EE |g|\<Slf - gl =

.Iuego |flovijgle -

Antes de concluir con (iv), probemos la primera parte de (v):
Sl(fl'*“gl) - (f2+82)!$8‘f1— f2\+g|gl- gz‘ =0 .

Gracias & ésto resulta fhrevgh, £7os g~ . Porque

=5 (212 v g =3 (s+lel) ,

y entonces, como fmg implica 1£lev\gl, es

e £+ |2leog + el - |
y finalmente |

5+t o5 (g+]el) . | g
Andlogamente se procede para i 1
=iz , £ =3 (-12D .
la segunda y tercera afirmacién de (v) se prueba en formae
similar, verificando previamente que

rema T.4

max (£,8) = 3 (£+g+l2-g|) , min (£,g) = 3 (£+& - | £-g}) . 1

Por §ltimo, - l Sf _ Sg |"= |_;$(£ - 8)| € Slf - gl =

es decir




, %
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§v - CONVERGENCIA SEGUN LA NORMA .

Definidlecién: ‘
Sean fn.eF ’ £ E-F * Dir_emos -que la éuc_,esién_- fnv;con‘v_erge

a‘f segd la norma,yescrlbl”‘emos fn—&xv-‘:_f,

siy s6lo si gl - f|—>0 para n—»00
~Y0bservaciin 1

. Distinguimos en 1. notacién a la nocidn de counvergencia
recién definida de la convergen01a pu.ntual f —=1 usua1

porque se ti. . - de nociones estrictame;ﬁ'e diferentese Por ejem~

plo la sucesién 2, ;01(1 | 3.2
X =
: 1+n4x4

tiene l1lfmite cero en todo punto y -sin embarso Slf | no conver-
ge :a cero. ‘ C

{

Observacién 2.1
El limite segwin la norma de una sucesidn convergente de
fu.ncmnes en general no estd definido un:!vocamente ya que

:En._,f impllca fa_h_,.f-i-h para toda h tal que

Sihl 0o (quiere decir: h es’ equlvalente a cero)

En efecto, : '
Slf - (f+h)| S|f - fg+S\hl S.Ifn-uf‘ e O e
) Sin- embargo podemos afirmar: - - A

st f —-,-f y .‘fn_g,.g ', entonces fcx:g .

) Ei’ectlvamente ’

Slf - elg Slf- : l+§lf - gl——»o :
Dicho brevemente, el 1lfmite de una sucesidn convergente seglin
la norma estd definido- salvo una funcidn equivalente a q’er;io.

Teorema . 9.1 . .. ; :
Si f -—--f K entonces ?«f ——-»—)\f para todo R real .
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i saorema 9,2
Si f L, Yy gn._e,..g, entonces'- fn+gnr-§-f+g, R

Teoremeae 9, o
e e NN

si fn—a—-f y. entonces

Omitimosv las demostraciones, porque son totalmente evidentes.

Teore o a 9.4
Sean fn . £, g funciones perteneclentes aPj Gn nuime- .

° ros positivos tales que En——r 0 . 8i las fn tienen la propie-
dad de que !f‘n - f\s E_ng s entonces fn—‘-’—-f y ademéds
g 1
puntualmente.
Demos'tra'cey'.dn:
Gle, - o1 < Sese - Efe - epu—mo .
Por otra parte '
l£,(x) - £(x)| L€ 8lx) = €N —=0

_.para cada .x fijo.

§10 rN’UEVA.S PB.OPIEDADES EN BASE AL AXIOMA (D) .

A partir de ahora wamos a agregar a (A) y (Z) una nueva
suposiéidn sobre nuestra funcional \f , para deducir m4s pro-
"~ piedades de la integral, partiendo de los tres axiomas conjun-—
tomente. Se trata del axioma (D) ya mencionado anteriormente.

(p) si u.na suc‘esién de funciones -f €F es mondtona,
punto, entonces f&F Yy gf ——-’Sf .

Observacidén: ‘
La condicién " len\$M " puede sustituirse por

" an es convergente " , tratdndose de f, mondtona.
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Lema de Patou 10.1
51 feE,f>O_,f-—->f en todo punto y Sf u,

entonces f£&F 'y st M.
(Pero -en general no podemos afirmar que gf —!—Sf e

Demostracidén:
Introducimos las funciones auxiliares
&np = miz (fﬁ,..;,fp) para pxzn.

. Entonces
| Enp€F ¥V 8pp=0 .

Pare cada n fijo gnp es una sucesién monétona no-creciente
rara p.—-zf-eo e Mds ain -
\ iM ( n’ n+1,..') = gno

Como por definlclén A
0< gnipg £,

es

| s Sgnp$ ans .
y por lo tanto & T Ep satigfacen lag hipbtesis del

axioma (D). Iuego podemos afirmar que g,€F ¥

'Sgnp\sgn y 81 p—>co ..

Ahorz
Osen <t

n .
y - [ g
0\<Sgn\< anS ¥
y la sucesién &, es monétona no-decrec:_lénte, ¥y como fn—r-f por

hipétesis,
lim g = 11m{1nf(n, n+1’°")} = lim inf £, = lim £, = £ .

Una nueva aplicacién del axioma (D) nos da fE&P - y Sgn/Sf .

De Sgn <M Bse deduce \z L ¥ . como queriamos demostrar. '

Teorema 10,2
Si £ eF, f ~—»>F en todo punto, ¥ Skn< M, donde
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kn = max (‘f-ll ’O-lenl) ’
entonces f&F y fn-—gn-f .
Demostracidén: .
Consideremos las funciones auxiliares
Enp = min (fn,'...,fp) , hnp = max (fn,...,fp) , (p2n) .
Entonces se verifica . '
| " KpS EppS PnpStp o
lo que implica .
-1 (e fmp

|Sgnp‘ém y |Shnp\$M°

Como para cada =n Ifijo las sucesiones gnp y hnp son monéto-
nas segin p , tenemos

Bap N 10 (£,204.00) = gy

By B (B Eg,) = By
para P -—>00, Ademds

8ip€F » By EF

Luego deducimos del axioma. (D) que
gneaF' ’ hnEEF

Sgnp\ggh ’ Shnp'/ghn .

Como g Kby, resulta todavia
- M'SASgnls Shn.S'M y

(e, I§alsn

gn/ T 3y hn\ t,

el axioma (D) implica f€F y .
(e o Sl

Pero como tambiéh valen las desigualdades

| ei<f<hy ¥ B SEShy

es decir

J

y que

es decir

¥y como




ge tiene
‘fn: £1< by~ &,
y finalmente -

Gz 1< G - o =G - fbr( G - fo) =
Esto quiere decir que Ai’n—g-,i’ ’ c.‘on lo que concluye la demos-—
tracidn. ‘

Consecuencia inmediata de esto dUltimo es que gfn——f»gf »
debido al teorema 3J.3.

§‘ll - CONVERGEKCIA EN CASI TOBO PUNTQ .

Defindicidn:
Diremos que una sucesién de funciones :fn pertenecientes a B

converge a f£f en casi todo punto, y escribiremos

fnf_:;f ,

si y sélo si existe una sucesién de funciones g, tales que
gneF ¥y gnc\)fn s que converge a. f puntualmente.
Observacién 1:

Si congsideramos esta definicién en el espacio I de las
funciones sumables definidas en el §2 s resulta en particular

gque '
. P amd
f oo Alf1+ 12f2+9 L) impllca %lfl'\' LI 0+Rn:fn — :f .
Pues gea
A . ')\lfl-t- .o .+Xn:fn , 8i ')\lfl-l- ess couverge absolutamente
€n = hid en los puntos restantes

Entonces g, —> f puntualmente, y como las funciones
hy = klfl"' ee +knfn- = &n

son nulas en los puntos de convergencia absoluta de )lfl-}-... ’
por el teorema 3.5 se tiene : '

it =fo-o,

gnN )1f1+ so e +}nfn °

0 sea
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§i £ 3 f , entonces también_..:fn"_‘_‘;h para toda

funcién hof ,
En efecto, existen g, tales que g, oOf y g, ,—>f .

Sean hn= g, £4+h 3 entonces h-nm g O fn ¥y hn.-——-‘h . .

Ahora vamos a mostrar que el 1fmite "en casi todo punto”
es Unico a menog de funciones equivalentes., Es decir,
t,"=g ¥ fnC:-h implica ge¢oh &

Demostrecidn:
Por hipétesis existen funciones. g,00f, con g —>g

y hncu f, con h,—=h .
Por la propiedad transitiva de la equivalencia es ademds g,V by .
Si llamamos 1n = g,~ lcnn » entonces ln--p-,g' -h,
Considerando que

fmax gtz ygfozre st <fige i) =0,
podemos hacer uso del teorema~10;2 para deducir que |

g - heF y ln-fa—g-h.
Ahora _

e - ni<fle - st +flen miefing nl =i - g4fin - n o
¥y g™h ., V

Observacién 2:
Se verifica fdcilmente que de fn’_.‘_;f sigue

afa25 AN S afle X Sl
Es una consecuencia inmediata de que
g, —> f implica g;' —> f",' ’ g;__; £

y . . + + . om -
8y OO f, implica g, 2 i’n ’ g, O fn .

Definicién s

Diremos que f es menor o igual que g en casi todo punto,
en simbolos fgg , si ¥y s8lo si existe he€f +tal que hsg en
todo punto. ‘
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"Observaciédn 3:

Considerando esta definicidn en el espa.cio L y evidente~ -
mente _ o
EOAMTF Aot eee T B& A4

implica : :
gt .

Pues tomando
. { gy81 APy ees’ converge absolutamente
f en los puntos restantes
resulta h&f en todo punto y hoog .

Teorema de Lebesgue- 1l.1

s1 f,€F, 2, 1T .y \fnlgfoeF , entonces
Demostracién:l _
Por hipétesis existe una suces'ién g, tal que g cof,
y g,—*%, yuna. sucesién h, tal que hoof ¥ |hn|§' £, .
Sean _ .
kn = max (lgll "“"gn‘l) ’ ln = max (|h1| ’---’lhn‘) .

Puesto que gnmh—!--‘l, resulta de las propiedades de la relacién

que hemos probado, que
lea)olby| 5 max (1&gl s lep)) omax (Ihg), In,))
¥y por induccidy que -:

k,eol, &
‘ 1n§fo. - ‘
ky =Sln<Sfo =M , g €F , gy—T ;

luego es 1fcito aplicar el teorema 10.2 & la sucesién g, para
obtener que f£€F y g—nf_,f « De aquf se desprende finalmentes

S\fr;-' £ sglfn- g,‘l\+Sl'gn- 2| =.§lgn- 2| —0 ,

eato es,

Ademds
Ahora -

fn—o-’f ‘o
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§12 - CONJUNTOS INTEGRABIES .

Sea ZCK", La funcién caracter:{st:.ca dé 3. es’
(1 si xeZ -
P _
(X) {0 Sl Xéz .
Puesto que la correspondencia entre los subcongun‘tos Z de X
v sus funciones caracteristicas es biunfvoca y tal que 2,C2Zy

es eguivalente a £, <f22 y vamos & usar en la notacién la.

1 ; , .
misma letra Z para designar tanto al conjunto como 2 su-fun-

cidén caracterfstica, sin tener gque temer confusiones. Por supuegs
to que asi aparecerdn relaciones chocantes en un primer momento,
como por ejemplo 1$ Zo, 0 &JZ, = max (Zl,Zz) , Dero que

serd fdcil interpretar correctamente en .cada caso.
Pueden verificarse las siguientes relaciones bdsicas entre
conjuntos y las correspondientes funciones caracteristicases -

Z2,NZ, = min (3q,%Z,) , (;\zq = 1233 Zg s

“Ia primera, por ejemplo, quiere decir que leu Z2 = max (le,fz"}. k

DPDefinicidbdn:
Un conjunto ZCK se llamard integrable siy
sélo si la funcién caracter{stica ZETF . '

En este caso estd definido QZ , que llamsremos la
meddida de Z, ‘

Introducn'emos a continuacién un simbolo muy ¥til para 1o
que sgigue, *

Dei"i’nici_dn:

si  |=zlglyl
e

ly|-sign x _"si [x!)]yt .

Necesitamos dar una expresidn cerrada de eéﬁa‘ fgpcidn,.-en

e
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"l2 que intervengan Unicamente las operacionss de suma,-resta,
multiplicacién por constantes, y valores absolutos. Una tal ex-
presidén es la siguiente:

(12.1) '[x]y = %x-i-%IXHyH - %\5{ -yl + -
+%;-|X+ly|.- l=- izl - %lx-ly|+IX+lyll\ ’

cuya validez puede crmprobarse analizando separadamente los si-=
guientes casos, que .orman un sistema completo:

12 D&8xLY , 52 X$OQY$|xl ’ .
22 v]yY&E 62 -|lyl€xL0gy
38 yExgo , 72 Y$O§XS|Y| ’
40 xLy< 0, 82 -Ixiyg 0sx . '

Enunciaremos algunas propiedades del sImbolo que hemos de-—
finido,

() |x|£y implica [x]y =x , ‘

® |y = |0l - ® =y = |G|

(&) [z, - [z .= #0), (& [x][Y]|x|= (=],

G B Ml o

) X, —=>X , yy—=Yy implica [xn]yr‘l-——r [le ,

() S5i y toma el valor 0 6 1, [x]ny—a>-xy .

Se comprueban por verificacidén directa, salvo en los casos
(ﬁ) y. (}) , donde hey que tener en cuenta que [x]y es una fun-
cién continua de x ey, Para (&) ademds hace falta observar
que, [x]ny—>x , [Z]ny—’z .

Teorema 12,1 _
Si fePF y 2 es un conjpmt'o integrable, entonces fzeT.

[N

Luego estd definido SfZ , aue llamaremos "integral de I sobre

el conjunto Z" , y lo denotaremos con \f
Z
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Si Zl 9 22 son integrables y 2122 = 0 , ge verifica

21UZ2 Zl Z2..

Demostracidén: ' ,
Debido a (8) vale 2, = [£] , —£2 .

Como- lfDISf , esto implica por el teorema de Lebesgue 11.1

qu:e fZeF. .,
Por otra parte, si 4,%4, = 0, entonces’ Z2,VZ, = 21+ Z, ¥

Z1UZ2 . Z4 Z5

§13 - FUNCIONES MEDIBIES .

Definicién:
) Una funcién £ definida sobre K se llamard me d i b 1l e
si y sélo si. [f]gEF para toda funcién ge&F .,

De (&) se deduce que si una funcidén medible £ estd mayo-
rada por una funcidén integrable g , o sea \f\Sg , entonces
ella misma también es integrable,

A

L~ g
~N
~
A -
//
g U ™
e \\

by A \\ -g’

Pig.5 £

Vamos a aclarar el significado intuitivo : de [flg .
Se trata simplemente del propio sfmbolo [X]y aplicado & los
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velores .ue tomen las funciones en un mismo punto. Entonces
[f]g vale £ en los puntos en que |£{lgl , ero si |21 lel,

[f]g tome el valor |g|.sign £ . Es deeir, se "corta" a la fun-

cién £, que puede ger "demesiado grande" en algunas partes, con
el médulo de g . Si £ y g son continuas, en vista de (12.1)
[_f] resulta contln_ua. Su aspecto puede verse en la figura 5,

donde la 1fnea gruesa representa la funcidn [flg .

Denominaremos L1{8 «.l conjunto de las funciones medibles.
Observendo (12.1) se ve gue si f&F , entonces [f] €P rera
toda gePF. I _o FCUG .

Teorema 13,1

W es un espacio lineal y ademds fe WL implica |£ie Y.

Demostracidén:

sSea. £€WL, geP y A#0 . Por (§) , D«i’] —R[f]l ,

y como - }-ge_F s resulta ;{fem El caso A= O es- tr1v1a1
si £, heWo , [f-i—h]g = lin [[f]ng+ [h]ng] .
como se vié en (%) . [f]ng y [h] pertenecen a F por hi-

pétesis, luego su sume también, Ademds .
| [t g ] | S hele®

-y por el teorema de Lebesgue 11,1 [_f+h]geF . Luego F+he Y.
Pinalmente, debido a (%), es

Detl, = ELler 5 lelems.

Para las funciones caracteris‘ciéas Z medibles se puede
dar el teorema siguiente, andlogo-'al 12.1.

fTeorema 13.2
Si f€F y Z es medible, entonces fZEF ., Luego estd

definida . g ? = sz y ¥ 81 2, 22 son medibles tales que
7 4




2122 = v , se verifica . y s
. : ) Zlu "2':; i
Demostracidmn.s. - . o woioied

Es exactamente la mlsma que 1a del teorema 12 1 Sdlo hace

[f] ng = [ ][nz]

(ef, propiedad (6)) y la d:eflnlcldn de funcién medible,-:

o

§14 '~ APROXIMACION ‘DE IA INTEGRAL'POR BAWDAS RECTANGUIARES .

Para lo que 31gue necesitamos agregar un:. axloma, ‘que- llama-
remos: de. Stone,. y: es. éste . tmiclae v a4 T oL L uE

B AR A gt

(s) /16 m A S

Consecuencia 1mned1ata es que SRe para todo O real, porque
m es u11 espaq;:l.o lineaX, . .. i, $1) ol

Se verifica fécm_mente qué?este -axioma: estd :satisfecgho,

si P se interpretd como 61 espac:Lo’ L de las func:Lones
U T
sumables (en el sentido:del  §2).! V S N

Teorema 14,1 R R .
Si la funcién TFEF , entpnees bl lcon;]unto N

E (f(x}>!“0() _ 0(>:_Ov "',

. J\l!
es :Lntegrable .

Demostracigbini:s ¢ oz

¥ L ): ‘
Ia funcién caracterfstica del conjunto en cuestldn puede
expresarse asf: ., .: ;lLag B £ E CCTENE FLge rouut onal oo
Ty =-(:-:'(- 11m ‘min (Ln(i‘ -0() ,‘oc Y inghn wtroed
1’1-’00

Porque si Ff(x)L™A , entonces (T -0()+ 0 y f«(x) =.0

y si £EI>® 7, -entondes (£ Lol P >0 y g nartlr de un"!no e8

n (fi- (x)"' oL ey ‘mlnl(‘n(f-—u)"' o) o= , ek

il
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luegu Iy (x) = 1 . Como

o< min ( n(g -a)r,a )g tfer ,
lo que se verifica 1nmed1ata.mente, el teorema de Lebesgue 11.1
‘nos asegura que fy es integrable., . o

R r A

Consideremos una funcidn £ integrable ¥y no-negativa, y
una sucesidén estrictamente monétona de nimeros reales positivos
aue diverja hacia co : '

O. ‘—‘(_\,' (‘-\ ul < 'co<un< L3 I —'».';.;c- c:

¥ observemos estas sumas
Zl (d - 1 1) f .

Entonces resulta s&f ,

TomemoS ahora una sucesiédn An de sucesiones

0=uno<0‘nl< ..'<uﬁj< see —up OO

tal que para n —e 00

(1401) Sn = s?p (un-j- o(n,j-l) — 0 .
y sea i -
s = (o ) £
n- i=1 ni~ n i-=-1 “ni

- ILas funciones

g,= (£ =8 )%
un
pertenecen & F , son no-nega-
tivas, y la sucesién de estas
Oy \ funciones tiende monétonamente
N /7// hacia la funcién limite £ .,
W7 Ademds
/,’ ' \ gns Sn.sﬂ £
8| VE
£ig.6 \ ¥
g £-S. Sgns S Sn < Sf .
Por lo tanto
(14.2) lim s, = £ lim S S
| n—»00 11 —»- 0O




32

1. igualdades (14.2) ofrecen la posibilidad de una nueva
definicién de la integral, que se basa en el concepto de con-
junto integrable,

En efecto, supongamos dada una funcién no-negativa- £ y
una sucesién A , definida como antes, Ademds las funciones
funl,funz,... estén definidas como en el teorema 14,1, Repre-

sentemos con gf la medida del conjunto en el cual ¢ >>u nj
nj

y con Ssn a la suma
4.3 (= 12;:1(%1 1) (B

donde s, es... definido por (14.1)

Ia, funcién f se llamard integrable, sipara una
cierta sucesién A

todos los conjuntos, en los cuales f >Qq,; » Son integrables,

todas las sumas (14.3) tienen valores finitos, y

la sucesién Sy estd acotada (y luego es también conver- °
gente).

En tal caso la igualdad (14.3) también vale en el sentido
de lag definiciones introducidas anteriormente, y por lo tanto

el limite de 'Ssn debe ser justamente gf‘w Esto prueba aue am-

bas definiciones son equivalentes, Ademds lo que acabamos de de-
mostrar nos muestra que para c ua lguierzr sucesién An _
todos los conjuntos donde £ > >0 sgon integrables y por con-
siguiente, que el valor de la integral es independiente de la
eleccién de la sucesién A .

‘Ia definicién de la integral puede extenderse a funciones -
con valores arbitrarios (no necesariamente no-negativos), si

se pone
Ia integral gf existe, si ambas integralés Sf+.y S(- £7)
existen.

En el caso particular de interpretarse ¥ como el conjunto
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de lzs funciones sumables seguin el §2, la dzfinicidn que hemos
dado aqui coincide con la definicién de Lebesgue., Féro en la
teorfa de Lebesgue la definicidn de la meéida es diferente de
la gque nosotros hemos dado, y por consiguiente para obtener
una, demostracidn completa de la -equivalencia de las integrales,
todavia en necesario comprobar la equivalenciade las medidas.

Finalmente convisne sefialar que nuestra anterior defini-
cidén abstracta es esc:cialmente mds general, porsus no requie-
re un axioma que asegure que las funciones constantes sean mea-
dib =s {axic 2 de Stone).

————= 0 0 0 =———e






SEGUNDA PARTE

§15 - INTEGRAL SUPERIOR .

En nuestra .teorfa axiomdtica de la integral partimos de un
espacio 'F ‘de funciones, sobre el cual suponfamos definidd una
integral. Vamos a consiuerar ahora un conjunto mds amplio que
el ® .

Definricidémne:

feAf si y s6lo si existe una funcién geF tal que |f|Lg &

Evidentemente FDF y pues toda f&F satisface a esta deli-
nicién si tomamos g = |£| ', que pertenece a F. Ademds F tam-
bién es un espacio lineal tal que f&F implica |f|eF .

Definimos ahora sobreﬂ T una funcional de la sigiiierite

manere.. -

Sf:inf._gg ’
g2t

donde el Infimo se toma sobre todas las funciones ge&F que cum-
plen gzf . Este mimero ‘es siempre “finito porque el conjunto
de las funciones ge&PF con gzf no es vacio por ‘definicidn.

Leeremos Sf como "1ntegral superlor de f" - .
Se ve 1nmed1atamente que si .feP , entonces S'f = \f .
Tuego se trata’ de une extensidén de la funcional S al espécio E .
La integral supérior tiene las s1gu1entes propiedades fun-

damentales .

(1) | S(‘Dkf) = O(Sf_ pe::;'a rtoﬁdor d>0 :,

(2) §(f+g5 le+ e s

(3) si fgeg entonces Sf$ Sg ,
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\4) §f - SE+§? :

Eemostrac'i'dn:
.S(di’) = inf Sg = . inf h =USf ( heF ) .
g=uL- h=t.g>f
(Ia hipétesis ol>0 fué usada al dividir por ®X en la desigual-
dad gxof )e
si f,geF, y h,keF son tales que f<h , g<k , entonces

f+g< h+k ¥ _S(f+g)$gh~+gk. .

Como esto vale para todo par h,k , también e$

Clit+e)< int \h<+ inf Sk = Sf+Sg .

v h>f k>g ,

Para demostrar (3) observemos que si he&P y h}»g , también

es h2>27f ; luego )
inf Shs inf Sh .

h>f ~h2g

Por dltimo sea f = ft4+£f~ . fsg‘ implica f"'& gt v £ Ke .

Si gebF , eﬁEonces 'g*,g—e.E_ y

fersfer . frele
Sf+ + Sf'$ Sg++8g' = Sg .

§f++ §f‘ & §i’. .

La desigualdad opuesta estd asegurada por (2). Asf concluye la

Sumando:

Iuego también

demostracidn,

A estas propiedades (1) a (4) Se llega en base a los axio-
mas (A) y (Z), supuéstos satisfechos por la integral que estd
definida en F. 5i a &stos les agregamos el axioma (D) se puede
deducir ademfs la propiedad

(5) si £,.€F, £, 2 y feF ,

entonces Si‘n —— Sf .
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Demostracién:
‘Pera cada n existe una funcién g, €F , tal que gn2t,

¥ S%{Sf’n-{—% . Adends existe una funcién g&P , tal que
| £1<g . Sea h, = [gn]g ..Entonces también vale h eF , b2t
(15.1) Shn( gﬁn+ }-1 ’
y adends h LzeF . §-2 '
%p = min (hn,...,hp) ’ ( p=>n ) I
entonces 15_ £F . Como la sucesién fn es no-decreciente y cada

una de las funciones hn"“’hp €8 no-menor que fn , vale
(15.2) £ Epp Sy
§us i -

Puesto que knp\ kn = inf (hn’hn-\—l””).’ el axioma (D) impli-

ca kneF y
Sknp—-b-gkn pa'ra p—=o0b .
De (15.2) sigue
(15.3) - £,8k,Sh<E
(15.4) (2. {maefnsle -

Como la sucesién k, es no-decreciente y est4 mayorada ‘por g,
ella converge a una funcién k&g , que por (D) pertenece a F ;
ademds Skn—-p—gk .
De (15.1) y (15.4) se obtiene,
. : 1. (e s

(15.5) . Skn -Eggfnggkm ,
de donde resulta an——-vgkz para n—»0o,
De (15.3)'obtenemos ££Lk .y por lo tanto Sf\(Sk . Por otra par-
te £,Kf implica_ ang Si’ , ¥ por (15.5) es 'Skn - % $Sf .
de modo-que Sk{i f, para n-—»oo, Esta desigualdad, juntgmen—_

te con la anterior, implica que \k = Sf « Por consiguiente an-—»S .
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Observacién:

Se puede mostrar que los axiomas (1) 2 {(5) son independien-~
tes entre si, y que conjuntamente son equivalentes al. siguiente
sistema de dos axlomas.

S(o{f) - qu++ O(Sf para 830

Si las funciones f y fl,fz,.o. pertenecientes

fio

1
2

[[=)

a ¥ cumplen la desigualdad £$f1+f2+ eee » ¥ 8i la serie

del segundo miembro_es absolutamenté convergente en todo'punto
y ademds la serie Slfll-k Slf2|-k... converge, entonces

L +Tot e €F ¥ S Sf1+Sf+ ces |

Para hacer una teorfa mds general se puede tomar cualquiera
de los dos sistemas de axiomas dados vy abstraerse del espacio
F y la integral que le dieron lugar. En lo que sigue preferi-
remos el grupo de axiomas (1) a (5). '
Partiendo por ahora de (1) a (4) solamente, podemos dar
la siguiente

Definicién:

Una funcién fE€F se llamard integrable siy
© sélo si Sf,: - S(- £) . '
Intuitivamente el significado de la definicidén es éste,

Ia integral superior fué definida como el Infimo de las integra-~
les de funciones de F que aproximzn a la -f "desde arridba' .

"Andlogamente hubiésemos podidc definir una integral inferior

como el supremo de las integrales de funciones pertenecientes
a B y que aproximan a £ '"por abajo". Entonces

g b Some g e fem

y las funciones integrables resultarfan ser aquéllas para las
cuales las integrales superior e inferior coinciden,

o3
Ia definicién anterior caracteriza a un subconjunto F
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de F , €1 de las funciones integrables.

Si permanecemos en el caso particular de haber partido de
un espacio * determinado, tenemos todavia la inclusidn rCT .
Porque si fe€PF , la linealidad de la integral implica que fetl:" .
Es decir, tenemos rcFcF .

Una cuestién muy importante es poder decidir si vale asimis-
o ~S
mo FCF ., Es decir, si" F=F , o con otras palabras, si el con-

- junto de.las funciones integrables segin nuegtra Ultima defini-

cidén coincide con el e. pacio F de partida., C si por el coutra-
rio se obtiene una familia mds amplia,

'a respv “ia es negativa, en el sentido de que en gereral
F ;érf' . 51 tomsmos por ejemplo como F al conjunto de las fun-

ciones escalera con la definicién de integral que es usual para

ellas, se obtiene en T a las funciones integrables en el sen-
tido de Riemann, que evidentemente no todas son escaleras.

Si en cambio partimos. del espacio L de las funciones
sumables (en el sentido del §2 de la primera parte) , resulta-
rd que I = T .

Antes de probar este resultado," vamos a volver un poco
atrds, para estudiar el caso general, ahora ya agregando (2) y
por lo tanto también-el axioma (5) para la integral superior.
Demostraremos en seguida que una condicién necesaria y suficien-
te para que en la construccién indicada resulte P = T s, €S que
se verifique el axioma '

(c) si zeF y el , |flges ¥ Slg] =0 , entonces f&P.

Demostraciédn: .
Si P = 7 tiene lugar, el axioma (C) se verifica trivial-
mente. Supongamos pues, reciprocamente,.la.validez de (C) y to-

nemos uns fe'F" ., La observacién que hicimos luego de la defini-

cién de una funcidén integrable,y las propiedades del Infimo y el
supremo, aseguran la existencia de funciones gn,hn,g y h de P

tales gque ‘
gLeg, &b b,

¥ | | ggln-__'.Sf' , Shn_.,-§f .




La

Sean ‘ : -, )
: gnp = m.ax (gn,oao,gp) 9 ’ hnp= mm f‘.hn-’ao.,'hp)

‘para pzn . Entonces

EipST 1y ATy = 5 (Gipgses)

b p€F By SNEy = 10t (By,hyg,.el)

para n fijoy p-—eoo , Ademés,.,como
SgnlS S‘_gnp S‘-‘S hnp sghnl ’
el axioma (D) implica 'g_'neF y - %E P y

sgnp/'g-g-ﬁ ’ ghnp\SHn

para p—eoo ,

Como la sucesidn gn es no-crec:.ente y la suce516n E no-

decreciente, y adends
g<gns [ 130 ,Shsh

" resulta que existen las funciones lfmite g = 1:i.m§'n 4 B = 1lim .En

y debido a (D) es geP? , he?P ¥y

Sg 11m8gn . S‘E:iimgﬁn“ .
Adends ELELE , es decir |
(15.6) oSt -g&h-g .~

T (e Sae freSne o o

se obtiene para_n-—=0o que

e<lzelealmele
o sea S Sf-SE y§>orlgotan§o S(‘E-g)-—o.

En base a la hip6tesis (c), de (15.6) resulta- £ - g€F ,

y como g€PF y P es un espacio lineal, - :
(f." §)+§ =felF ,

que es lo querfamos demostrar.

Con ésto la demostracién de que L = T, donde T es el
espacio de 1as funciones sumables segdn el §2 , queda reducida
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a la verificacidn del axioma (C). Para efectuarle, nos basare-.
mos en dos teoremas previos., ‘

Peorema 15.1 :
S1 £e€lL y £20 , entonces para todo &>0 existe una
fu.ncién g y una serie fundamental \yg;+ P‘2g2+"' , todos

cuyos coe-lclentes Fl son no-negativos, tales que

_ng-lgl‘\'{lggg-‘:--- y 82T 7 S(g"f)<8 .
Pemostracidén:

Jupo_n-ga‘t . qgue fo lel+;\2f2-+ eeo o Como esta serie es

fundamental, vale

Ian—\-l\ S n+l+lln+2l Sn+2+ e < E ’

para n suficientemente grande. Recordando que |2 ( = xi- ); ’

esta desigualdad la podemos escrlblr as{s

- Qni-l& na1t A'n+2S ng2 e ) < (Xn-\-l n+1+’/\*;1+28fn woteeed
y como

+
xn+18 n+1+1n+2 &fn+2 e 20,
también es cierto que

(15.7) = Aoy $ 2t Ano $uot -0 < 2

Por otra parte, para el & dado tamblén es-vdlida esta otra des-
1nua1dad'

siempre que n se tome bastante grande. Esto se justifica de
la siguiente manera, R

De foo 11f1+ lz.,f2+ e e Sigue le1+ ece 4 Al:lfn B T ’
debido a la obs.l del 8§11, y (Ajfy+...+A,f) = £,

por la obs.2 del mismo § ‘Pero puesto que por -hipdtesis f;p ’
.es £ = 0 y entonces (}\1 1+...+1nfn) 5 0.
Ademds

‘(?\ f1+...+2 o) | | UL ST W RS

\ lq1|f1+°°'+|1n|f Illl"'l""lazlf +.-. Nf y




‘arrolla en la serie siguiente:

n2

y esta dltima serie también es fundamental, luego fo sumable,
Entonces, en virtud de la obs.3 del §11 se juede aplicar el
teorema de Lebesgue, y resulta (Ali’l-\- ...+Anfn)' ~%.0, ]
es decir ) :
S(?\lfl+ cee A )T —=0
lo que demuestra (15.8).

Una vez fijado un n adecuado, consideremos

n : +
(A fr+ oo +ALT,)
Esta funcién puede expresarse como tngl-\- cee +‘1ng con todos

los '_ui;O s 1o cual no es totalmente trivial, pero puede veri-
ficarse elenentalmente. Sea ahora g wuna funcién que se des-

BN B e +Ppgp+xtl+1fn+l+>‘+n+2f,n+2+ vee
Evidentemente todos sus coeficientes son no-negativos y la serie
es. fundémental. Veamos que esta funcibén g satisface la tesis
del teorema.

: + +
g - 2= AAf 4 A T) + (1n+lfn+1+w;l+2fn+2+ R
. , _
= At ee e+ Ty) = AT+ A gt o0) =
-= = ATt .o +’,\nfn)' - (An+lfn+1+)n+2fn+2+ cee) =0
Iuego g - £20 . Finalmente, usando el axioma (D) y las des-
igualdades (15.7) y (15.8) ,

g(g - f) = -,-S(k1f1+.--+;{nfn)'-- . |
. - Q;ri-l' fn+1+}\;1+23fn+2“’ EEPAS stz=¢% . & -

Asf concluye la demostracién.

Teorema 15,2
si feL, £f20 ¥ gf = 0 , entonces ng = 0 para
toda funcién g .

Demostracidédn:
En virtud del teorema 15,1 precedente existen funciones
(15.9) = & Ay Tu1t AnaTnat -

con S\ni;o, , tales que e, 2t ¥ S(gn - ) < ';'n .
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' Por hipdtesis esto equivale a decir que Sgn<, }'n .
2

' Consideremos ahora la sgerie

] (15-10) S’_‘!}.tnifni = %1h1+k2h2+ soe ’
R ¢ W A i
donde "kizo « Como ’

)‘1Sh1"'k2§h2+'" = Zlm ni = 2 Sgn< 1,

‘la serie k1h1%~x2héﬁ-... es fundamental, Esta serie diverge

a \-{-ob en todo punto en gue f£>0 . En efecto, en todo punto
cade -na ée 1 = series (15.9) o bien converge a g, » O diver-
ge.hacia +00 . Entonces la serie (15.10) debe diverger a + 0 en
los puntos, en los cuales £2>0 . 1Ia serie -
' Ay = Ay 1*42h Aghpt oo
también es fundamenta.l pero en los puntos, en los que £>0 ,
no converge absolutamente.x Por otra parte, en sus puntos de con-
vergencia absoluta converge hacia O , es decir hacia f , o tam~
bién £g . Pero esto quiere deeir, que.

- fg0 Ayhy - 11h1+A2 2-—-- }\2h2+... ’
'y por lo ‘tanto

$2e = Afny - llghlq.zzs 7\2&112.\;;.. -0,

como querfamos demostrar.

El teorema 15,2 también puede interpretarse asi} En una ‘
funcidn equivalente a cero se pueden modificar arbitrariamente
los valores distintos de cero, con lo cual la funcién sigue
siendo equivalente a cero. . ' :

En efecto, si g O , la funcién £ = g satisface las
hipbtesis del teorema 15.2, y se deduce la afirmacién. De esta

interpretacién resulta la propiedad (C) como caso particular.
Con lo cual la-igualdad L = L estd demostrada, ' _

De esto puede extraerse f4Acilmente la conclusién que la
integral que.nosotros hemos eonéiderado es mas general que la
integral de Riemann. En efecto, la integral supexrior de Riemann
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by

R
S se obtendrd considerando el espaclio lineal de las funciones

egcalera f = )1f14-...+-R , ('fi funciones simples). Entonces

evidentemente es S Sf ’ donde la primers de estas integra-

les se toma en el sentido considerado anteriormente. De aqui
resulta’ ' RA

A ne-fensh < -

Tuego si RS(- f) = g¢ , entonces también debe ser - S(- f) = Qf

. es derir que 1n existencia’ de la’ integral de Riemann implica la.

existencia de ia integral _bf . Evidentemente en este caso am-
bas 1ntegraleq gon iguales, : ’ ’

§16 - MEDIDA EXTERIOR DE LEBESGUE .

‘Nosotros hemos convenido en llamar integrable a un conjunto

"%, 81 su fun016n caracteristica, que denotamos zon la misna

letra % , pertenece a L (en realidad nuestra definicién era

mds general). Si % ademds estd en L , estd definida su inte-
gral superior \2 , Nos preguntamos si el valor de esta 1ntegra1
superior es en general igual a la medida exterior de Iebesgue
PE(Z) del conjunto. un hecho que parece muy plausiblé” después

de haber demostrado que L = L . Efectivamente la respuesta es
afirmativa, y la damos con el’

Teorema 16,1
' Una funcién ccaracterfstica % pertenece a T si y sélo
si H (2) <« o0 , En ese caso SZ = Ve(z)

Demostracdidédn:
Supongamos que (Z)<:co Por la definicién de la medida

' axterior de Lebesgue He(Z) , existen intervalos abiertos ‘gin ,

tales que \‘JG) Z (es decir, el conjunto Z estd recubierto

por.ikJ;an V) y S —-—kxe(z) para n—e0o ,
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donde S@in es el volumen de @in » Sear. Iin intervalos cerra-

dos inferiormente, tales que sus interiores sean iguales a @i

(es decir, si Oin =;,gain’b'in)gq entonces I = [air;’.-_b’in) ) .
| Evidentemente vael;e ' iz-:_—f.‘l.lina E (gin?’ Z 3 S(gin = SIin s de

donde resulta Z SIin-—»' t).e(z) para n-—s-o5o , Ia suma Z,I
i=] i=

n

puede considerarse como una serie fundamental particular,_ todos

" cuyos coeficientes son iguales a 1, Si se escribe g oo 21
e = "in ?
. . I=4 .

y se pone g = 1l en todos los puntos en que la serie diverge
(para obtener funciones con valores finitos), resulta A= TR

gn;r'z , €L y Sgné_, %e(z)_" . Pero entonces la definicidn

de la integral superior implica que SZ'$ ve(z) .

Supongamos ahora que Z€L , Demostraremos que SZ > Pe(z) .

Por definicién de integral superior, para fod'o €>0 existe una
PEeL tal que T2Z y .Sf(SZ-{-% . Por el teorema 15.1 exis-
ten una funcién g y una-serie fundamental t,(lgl-t- t‘?g2+ ese
tales que
. (4
-8NH1g1+P252+"_? y &2f ¥ S(g"‘f)<'4" .
Sea ® un nimero mayor que 1 , cuyo valor preciso recién.se de-
terminard mas adelante. Entonces
(16.1) ugmu-hgl-y-uhgz-g—...
vy og>f (la igualdad sélo puede valer en aquellos puntos, don-
de g = 0 ) . BEn todos los puntos del conjunto Z , es decir en

todos los puntos, en los cuales Z>0 , vale odg>f>Z . Ahora
podemos elegir & de tal modo, que (o - 1)\g <-§' . Entonces

olgg(SZi-%-&' . N

Sea .
8, = uhgl-\-...-q—ulu.ngn
y sea 2, el conjuntc de los puntos, donde s, >1. Entonces

]

evidentemente an S, ¥, como la sucesién. sn'es no-decre.ci_ente,

5
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tenemos Zn$ Zy.q + Puesto que ®g>32, la suma de la serie (16,.1)

siempre es mayor que 2% , o aun infinita, Por consiguiente'para
cada punto existe un fndice n, tal que para n;;no en ese
punto la suma parcial S, €S mayor que Z . Se puede mostrar
que es posible representar al conjunto Zn como una suma finita . ;
de intervalos disjuntos (y cerrados inferiormente) ; como el
conjunto Zn se ha definido en base a una combinacidn lineal fi-
nita de funciones simples, aqui.sélo se trata de und demostra-
cién elemental, en cuyos detalles no queremos detenernos. En

forma andloga, cada uno de los conjuntos ZZ'D:\'l - Zn puede re-
presentarse como una suma finita de intervalos cerrados inferior-
mente. Escribiendo todas estas. sumas en forma sucesiva, se obtie-
ne una serie de intervalos ' '

h1+h2+-o- =zl+(zz-zl)+(Z3'Zz)+ ses 3

evidentemente en general no serd h?ﬂ = %, = 2, 1 - Pero como las

diferencias 2 - Z _, son disjuntas entre si, asf también los

intervalos hn son disjuntos entre si, Ia serie h1+h2+...
puede considerarse fundamental, porque

Sh1+gh'2+... = limSZn< lim S,s = u(hggl+ﬁzgg2+...)=u?g<o@.

Cada uno de los intervalos hn puede cubrlrse por un intervalo
abierto @n , de 141 manera que

- . . & '
S@n‘-ghn&:«:;n : |
Entonces ' =

R R e

N .
rerv como U @na Z2 , es decir el conjunto Z estd cubierto

por los- 1ntervalos @ ’ cle 2llf resulta que 1
TEIRS S@ <SZ +E .

Puesto que el nimero pOSl‘thO T puede elegirse arbltrarlamente
- pequefio, obtenemos la des:Lgualdad deseada P. (z2) & SZ .




LY

§17 - EQUIVAIENCIA CON IA  TEORYA DE LEBESGUE .

En este § queremos probar todavia que

12 un conjunto A es integrable en el sentido de ‘Lebesgue
(es decir, medible con una medida ‘.L(A) finita), si y sélo si

Ael 5y S(-A)=—§A' ;

22 en ese caso Wu(4) = SA .

Para cllo necesitamos saber en primer lugar, que todo conjunto
abierto O ;.__lie desarrollarse en una serie de A'f'unciones 'simple.s
| O=2+25,+ ... , |
gue converge en todo punto hacia O, Ia demostracién puede ha-
cerse por el "método de las redes", y aquf no la daremos en\sus
detalles, Como todas.las funciones que aparecen en este desarro-
1lo tienen sus soportes disjuntos, por un conocido teorema sobre
la medida de Lebesgue tenemos
WO = (£ )+ plE) +oeoe
Pero la medida }"(fn) del soporte de :f:‘n es igual al volumen

de dicho soporte, es decir H(fn) = Sf-n . Por lo tanto resulta

que para conjuntos abiertos © vale la igualdad t"(@) =S’@ -
que Y€L . o

Si A es integrable en el sentido de Lebesgue,. entonces
para todo niélmero positivo € existe por definiciédn un conjunto
abierto O C A , tal que P.e(A -0)<eg . _Pezo por el teoremé. 16.1

esta desigualdad.la podemos. escribir como S‘(A -0)< € , de don-
de resulta -

(17.1) o -fo<ce .
En lugar de @ C A podemos escribir O€ A y O bien - L. -0,
lo que implica la desigualdad g(- A)SS(-@) . Como V€L , te-
nemos S(-@) = -S@_ y lli‘ego g('- A) & -gg . Df.esté desigual-

dad y (17.1) sigue SA + X(-— 4) < E,_'_. Como XA + S(-- A)> 0

siempre es vdlido y € es arbitrario, obtenemos finalmente




-}“e(A) -_S -ya tenemos la igualdad {1(11.) SA deseada.
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SA +S(- A) = 0, cuyo significado es la integrabilidad de A en

- . o~
el sentido del §15 § s decir A€l , porque L =1,

Para conjuntos A integrables segin ILebesgue, tenemos por
definicidn H(A)..: l,Le(A) . Pero como mas generalmente vale

Todavfa nos resta mostrar que de AE€L y S i) = YA
L}

se deduce la integrabilidad en el sentido de Lebesgue, Ia demos-
tracién puede basarse por ejemplo en el siguiente

Teor.ma de Carathéodory:

Un conjunto A es integrable en el sentido de ILebesgue =i
y s8lo si - (A)<w y ademds

(17.2) tle(z) = ‘J.e(Z\A)-t-‘,I.e(ZﬁA)

para todo conjunto 2, tal que F,e(Z) < oo,

- Volvamos primero ur poco al estudio de la integral superior
que hicimos anterio~.ente, y consideremos para una fncién fe L
la condicién s+ uiente:

(2) Sh S(h - i’)+S Apa‘.ra toda hei" .

Esta condicién es trivialmente equivalente a esta otra, que es
mds "simétrica" : '

(v) g(h_-}-f) = §h+§f pai-a toda he‘i‘ .

Podemos probar fdcilmente que cualquiera de estas condiciones
sobre f es equivalente a que f . sea integrable, en el senti-

cic; de que gf = - S(- T)

Tomando en (b) h = = £ , tenemos S S f) +S . Pero

como la funcién O .es integrable, es SO 0=0 y £ inte-
grable,
Reciprocamente, sea *f lntegrable y h cualguiera, Entonces

Sh g( (h+2) +(- 2) ) € S(h+f)+§(-‘ £) = g(h+f) . §f
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Xh+Sf.é S(h-}-f) y ¥y como la desigualdad o uesta tiene luger

siempre por el axioma (2) ., (b) estd satisfecha.

"‘ %, n.t Q °

Ia propos1c16n que : Qusrémoéuﬁemeeuwa$ es una consecuencia
del qlgulen-te -® '.0 ® ® w» oo e v w

TeorTrema 1T7.1

Ia funcién caracterfstica de un conjunto A pertenece a
L, siy sblo si Ve(A3‘< o0 y A satisface la condicién (17.°
de Carathéodory para todo conjunto Z,, tal que Fe(z)<:oo .

Demo..racidn:
Como antes, denotaremos con 2 indistintamente al conjuntc
v su funcién caracter{stica. Ademds tendremos en cuenta gque henos

probado ve(z) = SZ . Entonces la condicidn de Carathéodory se
escribe como- - - -
Sz- - S(Z\A)-{-S(ZhA) .

S5i ademds expresamos de la siguiente manera las funciones carac-
teristicas en cuestién, )

ZNA = max (Z,A) - A = (% - A)Y

ZOA = min (Z,A) = A4+(Z2 - A)” ,
podemos considerar en su lugar la condicién

Sz = S(z - A)++§(A+(Z =A)7)

Si A€L 6 tj.e(z)<oo,. resulta A€T . Iuego

§(A+(z = A)7) = §A+§(Z - A)

§(z - Ay §A+§(z - A)” =
(@-a+,

observando el axioma (4) . Como SZ = HE(Z) , sigue que 1la

por (b)’ y
S(z - a4 S(A+(z - A)7)

condicién de Carathéodory (17.2) es equivalente con (a), lo cual
prueba el teorema 17.1.
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Ll teorema de Carathéodory, mediante el teorema 17.1, im-
plica que el conjunto A es integrable en =l sentido de ILe-
besgue si y sélo si su funcién caracterisxlca pertenece a L .
Entonces SA.: rL(A) 2&:es§a magsra‘tamblén gqueda demostra—
do que la medida de Lebesgue PL(A) es equivalente a la medi-
da - SA introducida en nuestra teorfa, Por el §14 , esto ademds
tiene por consecuencia ‘que la 1ntegra1 definida -por nosotros es
equivalente a la de ILehesgue, si se tomz la correspondiente in-

terpretacién de F .
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