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PREFACE

Ce volume reprodt_xit le cours que j'ai eu 1'honneur de professer
& 1'Université de Buenos Aires pendant 1'ét& 1961, sur )'invita -
tion de cette Université et de 1'UNESCO., Le temps limité dont

je disposais ne m'a pas permis de traiter des représentdtionsdes
groupes localement compacts de fagon plus apbrofondie, et Je me
suis borné & des questions qui ne demandaient que relativement
peu de préliminaires et pouvaient intéreaser & la fois des analys-
tes et des algébristes.

Deux auditeurs dg mon cours, MM. Portz et Toranzos, ont bien
voulu se charger de la lourde t8che de la rédaction, d'apr‘es les
notes prises su cours; ils s'en sont acquittés avec beaucoup de
zele et de soin et je leur dois de nombreusges observations et sim-
plifications utiles; qu'ils veuillent bien trouver ici l'expression

de ma reconnaissance.

J. Dieudonné
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INTRODUCCION

El presente curso consiste en una ;xposiciOn detallada de la teorfa de funciones esféricas pro-
puesta por R. Godement en [5] , con algunos prolegémenos. Esta teorfa - y sobre todo la pre-
sentacién que hemos adoptado - es lpa.rticularmente interesante ya que une de manera rmuy estre -
tha cuestiones de dlgebra por una parte y de anélisis por otra. Mds exactamente: verd el lector
que los poderosos instrumentos algebl;aicos de que nos proveer4 el capitulo III simplificardn nota

blemente los problemas de andlisis funcional resueltos en los que le siguen.

Obteridremos como subproducto de apreciable valor la teorfa de representaciones de grupos
compactos (cap. IV), que es una generalizacién de la correspondiente teoria bara grupos finitos
desarrollada por G. Frobenius (y contenida en [12] , donde adem4s aparecen listas completas de
los trabajos dé Frobenius, publicados en su mayorfa en el Sitzungsberichte der Preussischen
Akademie, de Berlin). La ‘generalizaci6n de los resuitados de Frobenius a grupos de Lie compac
tos se debe a F. Petgr, H Weil y E. Cartan (bibliograffa en [13] ). Una vez demostrada la exis .
tencia de medidas de Haar, los métodoé integrales de H. Weil (y en consecuencia los resultados
de Frobenius) se extienden a su generalizacidn definitiva: el caso de grupos compactos. Gran par
te de [13] (primer tratamiento sistemdético y completo) est4 destinado a esta tarea. Exposiciones
més modernas ge enciientran en -[10] , [6] y [9] . Cada una de estas obras (y por gupuesto
[13] ) contiene casi integfaﬁente nuestr;os capftulos I, II, y IV. EIl capftulo III estd integramente
contenido en [1] . (La fuente clﬁsica de 1a teorfa de z6calo y piés es [4] ). Los prime ros cua -
tro capftulos son, en consecuencia, cldsicos. Los dos siguientes, que estd4n parcialmente estudia-
dos en [9] , son casi cldsicos. La teorfa de representaciones inducida se remonta a Frobenius
- es decir al comienzo del giglo - para los grupos finitos ("erzeugt Darstellung", [12] ). Para
el caso compacto puede verse [13] (nuestro teorema V... / coincide con una efirmacién suya, en
la pdgina 83, que generaliza un teorema de Frobenius), y para el caso general (localmente compac

to), [2] . Algunos trabajos de G. Mackey ( |:7 :[ ) tratan también el tema.

El capftulo VII - aunque aparece dltimo... - es la parte central del curso y adn no esté con

tenido en ningdn libro: hemos seguido |_5] . Del caso particular de grupos de Lie, que tratamos
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en el pardgrafo 3 de este capfiulo, se encuentra una somera exposicién en [3-‘ .

La hnpoﬁmcia de la teorfa general de funciones esféricas (a la que, repetimos, estd dedicado
el curso) se hace evidente al comprobar que los polinomios de Legendre y las funciones de Bessel
son ejemplos de tales funciones y que algunos teoremas generales permiten obtener resultados cld
gicos referentes a ecuaciones diferenciales y funcionales y representaciones integrales ae estas
funciones especiales. Para llegar a los polj.no.mios de Legendre hemos dedicado un pardgrafo com
pleto al estudio de los polinomios armdnicos, pese a que aparecen tratados en el Fasclculo 3 de es
ta coleccidn, debido a gue nuestro enfoque es algo distinto y por lo tanto las presentaciones difie -

ren.

PRERREQUISITOS

Usaremos continuamente estructuras algebraicag : grupos, anillos, mddulos, espacios vecto-
riales y dlgebras. El lector deberd conocer, por lo tanto, los resultados referentes a estos con -

ceptos, en el nivel de [1] , Livre II, Chap. I, II y IIL

Con igual frecuencia aparecerdn estas estructuras topologizadas: resultados principales en el

nivel de [1] (Banach-Steinhaus para tonelados, por ejemplo).

1
También ge utilizardn medidas de Haar (nivel de T8 i , 10] ) [13] ), integracién en espacios
localmente compactos ( [8] , [ 1 ] , Liv. VI)y rudimentos de integracién a valores vectoriales

(también [1], Liv. VI).

Con respecto a Grupos de Lie, muy poco méds que la definicién es necesario: el lector gque ha-
ya estudiado el "Theory of Lie Groups' de Chevalley (Princeton, 1946) o [10_7 podrd matar la mos

ca de un cafionazo. Para nuestras necesgidades, f 2_7 es satisfactorio.

(No se usaré4 ningdn concepto de geometrfa cofnpleja o de topologia algebraica).




NOTACIONES

Agruparemod a continuacidn las notacienes y definiciones generales que se utilizarédn a lo largo
de todo el texto. Al comenzayr ~uda pardgrafo, con ndmero propio y bajo el subtftulo "Notacién"

agruparemos las notacionez e hipStesis proplas de ese pardgrafo.

1) El stmbolo " ® " indicard el final de cada demostracién; la notacidn '"sii" serd una abrevia-

tura de " si y solamente si " . Ambas notaciones son debidas a P. Halmos.

2) Designaremos con R v € a los cuerpos topoldégicos de ndmeros reales y complejos respec-
tivamente. Cuando se afirme una propiedad para el cuerpo K , deberd entenderse que dicha pro -

piedad es vdlida para 8 y para € .

3) Preferiremos denotar con letras géticas mindsculas a los ideales de los anillos que aparecen
en el texto. Usaremos las dltimas letras latinas maydsculas para indicar las representaciones de
grupos en espacios vectoriales. En general las primeras letras lat inas mindsculas indicarén ele -

mentos de espacios vectoriales y las dltimas elementos de grupos.

4) Si A es un anillo cualquiera, -el anillo de las matrices cuadradas de orden n sobre A se

notari con M (A).

5)Si G es un grupo de operacién " 0", llamaremos GRUPO OPUESTO de G , al grupo G°

cuyo espacio base sea el mismo de G y con operacién "0 " definidapor sC t = t @ s

6)Si X es un conjunto, notaremos con LX a la aplicacién idéntica de X en sf mismo.

7)Si Gy G' son estructuras algebraico-topolégicas (grupos topoldgicos, espacios vectoriales
topolégicos, etc.) notaremos con Hom (G, G') al conjunto de los homomorfismos continuos de G
en G' . Abreviaremos Hom (G,G) con End (G) . En él‘ca.so particular de dos médulos G y G’
ambos sobre el mismo anillo A , n otaremos en los cagos susceptibles de confusién, Hom A(G, G').

Andlogamente End A(G) .

8) Si E es un espacio vectorial topoldgico, designaremos con GI(E) al grupo de los automor -
fismos algebraicos de- E , con el producto de composicién usual. Notaremos con %“:,f(E) al sub

grupo de los automorfismos bicontinuos. En particular, si E = K® usaremos la notacién GlL(n,K),
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considerando a este grupo canénicamente isomorfo al sub grupo de Mn(K) formado por las matri-
cela inversibles. Ocasionalmente necesitaremos destacar dos subgrupos de GL{(n,K): 0(n, k) for-
mado por las matrices inversibles ortogonales, es decir, aquellag matrices en que su inversa

coincide. con su transpuesta, y SO(n,K) constituido por las matrices or:togonales de determinante
igual a 1 ". Para las propiedades y resultados referentes a estos grupos de matrices, puede con

suliarse Chevalley, op. cit.

9)Si Ey E' son dos espacios vectoriales en dualidad (topoldgica), designaremos con

07 (E,E') a la topologfa débil de dualidad de E .

10) Si G es un grupo topolégico localment\e compacto y unimodular designaremos con ds a

una medida de Haar bildtera de G En particular, si G es compacto tomaremos, si.n aclara
cién previa, ds normalizada, es decir tal que ﬁds = 1 . Notaremos con Np a la norma-p
G -

definida por
1/p
N,@® = [sc [ts)] P de l€p <@

Designaremos con LP(G) al espacio de Banach de las (clases de) funcioneg f tales que N p(f)< .

11) Sea %E '\.}‘\ una familia de subespacios del espacio vectorial topoldgico E . Diremos
€L
que E es SUMA DIRECTA TOPOLOGICA de los E)\ y notaremos

E-& B
XeLA

sii se verifica

a) E = & E)v

A€L
b) E, N6 - 0}
A e " { .
Andlogamente, sea {H,\i una familia de subespacios del espacio de Hilbert H . Diremos

AeL
que H es SUMA HILBERTIANA de los H)‘ y notaremos

H = ® H

A
AeL



sii se verifica que

a) H= & H
,\eLA

b) Si g« # A entonces 1-5“’ es ortogonal a H

Para propiedades y resultados referentes a esta dltima definicién, puede consultarse [ IJ R

LivreV, Ch. V, §2, N°2.







CAPITULO I

REPRESENTACIONES DE GRUPOS

8 1.- PRIMEROS CONCEPTOS Y EJEMPLOS

1.1.1. - NOTACION

Designargmos con G un grupo topolégico localment e compacto con elemento neutro e , y cu-
yos elementos serdn notados habitualmente por s, t, ", €. E gerd un egpacio vectorial topo-
légico sobre el cuerpo K y sus elementos se indicardn con a, b, ¢, %X, y, z . En el caso de que
G y/o E carezcan de estructura topoldgica se mantendr4 las definiciones considersndolos provis

tos de la topologfa discreta.

1.1. 2. - DEFINICION

Llamaremos REPRESENTACION de G en E a toda aplicacién T de G

en f.f(E) que sea un homomorfismo algebraico. Si ? es una determi-

nada topologia de Tj&f (E) , llamaremos REPRESENTACION €-COMPA-

TIBLE a todo homomorfismo continuo de G en ‘90( (E) . Si el homomor-

fismo es inyectivo, diremos que la representacién es FIEL.

Por abuso de lenguaje, cuando esté bien determinada la topologfa € sobreentenderemos que las
representaciones consideradas son ?f-compatibl_es. Frecuentemente nos referiremos a E como
"el espacio de 1a representacién T ". En otras palabras, unz representacién de G en E ser4
una aplicacién T que a éada elemento s de G asocia un automorfismo continuo T s de E , de
forma que T e LE ; Ts°Tt = Tst 4 s,t € G . En estas condiciones se verificard que

(T yl=-
S S-

L’ asf que los automorfismos ser4n no solo continuos sino bicontinuos.
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I.1.3. - DEFINICION

Llamaremos ANTIRREPRESENTACION de G en E a toda r;apresentacidn

del grupo opuesto G en E

Segfin esta definicién, si & -~ Uy es una antirrepresentacién de G en E se verificard que

U, = LE H Us°Ut=Uts .

Daremos a continuacién una serie de ejemplos que aclararén el sentido real de estas definiciones.
En estos ejemplos rio especificaremos topologfa para tfff(E) , es decir que no trataremos la

compatibilidad de 1as representaciones que émunciaremos.

L1l.4.- EJEMPLOS

A) Si G esun grupoy E un espacio vectorial, ambos sin estructura topolégica, les asigna-
mos, de acuerdo con (I, 1, 1 ), 12 topologfa discreta. Entonces resulta ser 9.,( (E)=GI(E) , ¥y
todo homomorfismo algebraico de G en GL(E) es una representaciénde G en E . Atalesre
.pr.esentaciones suele llamirselas represeﬁiaciones algebraicasg, y, por contraposicién, topolégi-
cas a las definidas en (I.1.2.). Sin embargo, esta distincién es superflua ya que, como hemos

visto, las algebraicas son caso particular de las topolégicas.

B) La aplicacién T: G —> ¥ Z(E) definida por Ts = LE cualquiera sea se¢ G, es una re-

Presentacién de G en E que llamaremos fepresentacidn trivial.

C)Si G es un subgrupo de. ﬁ‘ff (E) con alguna topologla localmente compacta, la inyeccidén

candnica de G en YL(E) es una representacién de G en E

D) Sea G un-subgrupo de GL(n,K) , con la topologfa inducida. Sea E = ,me el espacio vec
torial de los polinomios de n varia}bles, con coeficientes en K y de grado menor o fguala m ,

con la topologfa habitual como espacio de dimengidn finita. A cada T ¢ G’ le asociamos el opera_

dor TO‘ que actda en E , y definido por
(Tp PXx) = P( " x) PEE ; xecK" "

Es inmediato que Ty es un automorfismo continuo de' E , y ademds se verifica que Tgo= L .
E

Finalmente veamos que:
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' - -1 _ “1_ -1 _ S S
T 2P = P5ac2) = PGT o T (PoZ™7) = T,oT P

luego 1a correspondencia § —> Td‘ es una represgentacionde G en E . Si F es el espacio
de los polinomios de n variables, con c9eficientes en K y homogéneos de grado m , la misma
fBrmula (') nos permite definir una representaciénde G en F .

E) Sea E = L2R3) , como espacio vectorial sobre € , y sea G = SO(3,R) , ambos con su

topologfa habitual. Sea s-—= T, definida por
(T,0(x) = fs™x) feE ; x « R3 ; s&G

Razonando como en-el ejemplo anterior se demuestra que esta aplicacién es una representacién de
G én E . La mecénica cudntica asocia al 4tomo de hidrégeno un operédor hermitiano H que ac
tda en Lz(Ra) » lamado operador de Schrddinger. La importancia de la representacién que aca-
i

bamos de definir reside en que el operador H conmuta con ella, es decir que TsH = HT g cual -

quiera sea s & G , lo que resulta de 1a simetrfa del stomo de hidrégeno respecto de su centro.

Como ya hicimos notar, en los ejemplos precedentes no especificamos ninguna topologla en
Gt (E) . Veamos ahara tres topologfas que pueden asignarse naturalmente a este grupo a par-

tir de la topologfa de E .

a) Topologfa fuerte o uniforme.

Es la topologfa de la convergencia uniforme en acotados (ver [ 1_] Livre V). Si E es de Banach
es la topologla dada por la norma habitual de operadores.

b) Topologfa puntual fuerte. (m4s débil que la anterior)

Es aquella topologfa por la cual un filtro { Une } tiende al elemento U sii { UO( {x) } tiende a
U(x) en la topologfa de E , cualquiera sea x4 E .

c) Topologla puntual débil (m4s débil que las anteriores),
Es la topologiz por la cual un filtro fU.,(} tiende al elemento U'€ g’f(E) sii {Uq,(x)} tien-
de a U(x) en la topologla (~(E,E') paratodo x € E . Es claro que esta dltima topologfa no es

adecuada en espacios donde no valga el teorema de Hahn-Banach,

I.1.5. - EJEMPLOS

A) La fepresentacidn trivial definida en (I. 1. 4. B) es siempre compatible con cualquiera de las
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tres topologfas descriptas.

B) En GL(n,K) lag trés topologfas coinciden. La inyeccidn candnica de cualquier subgrupo es

compatible., Las fepresentaciones descriptas en (1. 1. 4. D. ) son ambas compatibles.

’[ : C) La representacién descripta en (1. 1, 4, E) resulta compatible para la topologfa puntual fuerte

de ‘3].‘ (L2(R3 )), y por ende para la puntual débil,

)
| A continuacién daremos varias definiciones en forma muy suscinta. Sin embargo, como los con

ceptos a definir son fundamentales, se recomienda al lector especial cuidado en profundizar una

|
|
i por una.

P 1.1. 6, DEFINICIONES

Diremos que una represgentacién es de DIME NSION FINITA N si su espacio de representacién

tiene dimensién finita N . Llamaremos CARACTER ABELIANO de un grupo G a toda represen-
tacién de G de dimension 1 . Sean T' y T" dos representaciones de dimensidn finita de G

en E' y E" , respectivamente. Llamaremos PRODUCTO TENSORIAL de T' y T" ala repre

sentacién T'® T" de G en E'® E" definida por
n n

t tny 4 - "o,
(T'® T \; x; 8 y;) g (T'x) © (T y;)

‘ Llamaremos SUMA de T' y T" ala representacién T!'®T" de G en E'®E" definida por

(T' GT")s(x+y) = (Tg x ) HT] y)

En la definicién de producto tensorial podemos quitar la restriccién de dimensidn finita para

E' y E" dotando a E'® E" de una adecuada topologfa de Grothendieck.

1.1.7-- DEFINICIONES

Sea T una representacién de .G en E . Diremos que un subespacio F de E es INVARIANTE

PARA T (o mds brevemente T-invariante o T-estable) sii T (F)CF cualquiera sea s¢ G . Di

remos que T es ALGEBRAICAMENTE (Resp. TOPOLOGICAMENTE) IRREDUCIBLE si E no con

tiene ningdn subespacio (resp. subespacio cerracio) propio invariante para T . En caso contrario
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diremos que es ALGEBRAICAMENTE (resp. TOPOLOGICAMENTE) REDUCIBLE,
Es fdcil probar que T es algebraicamente (resp. topoldgicamente) irreducible sii para cada
) ¢ .
XxXEE , x$0,el conjunto TGxﬂ 'lTsx ; 8 &€ G} genera todo E (resp. es un conjunto to-

talen E ),

1.1, 8, ' DEFINICIONES

Sea T una representaciénde G en E . Sea L un subgrupo de G y F un subespacio T-inva
riante de E. Llamaremos RESTRICCION de T al subgrupo L , ala representacién T' de L
en E definida restringiendo el campo de varisbilidad de T . Llamaremos CONTRACCION de T
al subespacio F , ala representacion T de G en F definida agociando a cada s & G el opera

dor Ty definido restringiendo el T, 8 F .

I1.1.9. - DEFINICION

Diremos que una representacién T de G en E es COMPLETAMENTE

m——

REDUCIBLE si E admite una descomposicién E = ® N tal que se ve -
iel

rifique Viel :

a) E; es T-invariante y cerrado

b) La contraccién T! de T a E{ es topoldgicamente irreducible.

Si T es de dimensién finita, serd completamente reducible si se puede descomponer el espacio
de representacibon E = E; ©... ©Ey enforma que cada E; sea invariante y la contracciénde T

‘a él irreducible.

Recordemos ademds que, para una base prefijadade E , Tg es una matx;iz de nxn Inversi -
ble. Es f4cil comprobar entonces gue la completa reducibilidad de T equivale al hecho d_e que, pa
ra cierta base de E , los operadores Ty sean zr;agrices formadas por "bloques" cuadrados colo-
cados sobre la diagonal principal, de forma que la longitud de cada bloque sea precisamente la di-

mensién de cada uno de los E; .
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Y que cada 8 —n Tt sea irreducible.

1.1,10. - DEFINICION

Sean T y U dos representaciones de G en los espacios E y F

respectivamente. Diremos que T y U.son SEMEJANTES sii exis-

te un isomorfiamo (de toda la estructura) ¥: E.-—» F tal que

el siguiente diagrama conmute para todo s & G :

T
5 > E

E -
V‘I ¢
F

8 > F

Es claro que las propiedades de irreducibilidad 'alg_ebraica y topoldgica, completa reducibilidad,
ete, , sé congervan por semejanza. Ademés la semejanza es una relacién de equivalencia en el

(eupu esto existente) "conjunto” dé todas las representaciones de G (ver IV.6. 1.).

1.1,11.~ DEFINICION |

Sea T una representacién de G en el espacio de Hilbert H .

Diremos que’ T eas UNITARIA si cualquiera sea s€ G , el opera-

dor Tg es unitario es decir, si se verifica que (x | y) = (TsxlTsy)

“para todo par x,y de elementos de H .

i AR AL




I.1,12. - EJEMPLOS

A) Sea G=R , el grupo aditivoreal, y E » C2 el espacio complejo bidimensional, Asocia ~

/1 0
T =
x x 1 7

La correspondencia x—s T, es una representacién de G en E puesto que Ty eGL(2,C) ;

mos a cada x€R la matriz

Tp= g yademds se verifica

(1 0)(1 o) (1 o>
T, T = = = T
¥y x 1/\y 1 xty 1 Xty

Observemos que el subespacio formado por los vectores con primera componente nula es T-inva -
riante, luego la representacién es reducible. Sin embargo, como se ve de inmediato, no es comple

tamente reducible.

B)Sea G=GL(n,€) y Q el espacio vectorial de las formas cuadrdticas de n variables com-
piejas. Definimos una representacién T de G en Q en la misma forma que en el ejemplo (I. 1
4.D). Veamos que esta representacién es i.rreduci.ble. Sea NCQ el conjunto de las formas no de
generadas. Desgignemos con T ala funcién de Q en € que a cada forma cuadrética asocia su de
terminante. Entonces es inmediato que ]I~ es continua, ¥y que C {03 es abiertoen € . Pero
N ='TT"1 { C{O}} luego es abierto en 'Q , y como es no vaclo, generatodo Q . Sea ahora F
un subespacio T-invariante de Q , gue no se reduce al elemento nulo. ﬁnste entonces ¢a €EF |,
P, #0 , esdecir, que si r = rangode ), , entonces 1§ rgn . Sifuera r=n entonces P EN.
En caso contpa.rlo, si r<n , existen, por el conocido teorema de reduccién de formas cuadréti -

cas, 8y, 83, ..., 8. € G tales que verifiquen

r+i-1 9
¢i B Ts.¢0 : Z *k
i k=i
] n-r
Pero por la invariancia de F serd @€ F , y por lo tanto también serd @ = Z ¢i ¢ F , pero
i=1

QPEN ., En esta forma se demuestra que FON y por 1o deducido anteriormente es F = Q , lue-

go T es irreducible.
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C)Sea G = GL(n,C) y sea B el espacio de las funcionales bilineales en €"x C® , es decir,
que B = e c™: "6 es el espacio de lcs tensores dos veces covariantes. Definimos la
repregentacién U=T® T de G en B como producto tensorial de la representacién definida en
el ejemplo anterior, pero aplicada al espacio €7* de las funcionales lineales en €". En otras

palabras, sgrﬁ:
(UEW)(x,y) = W(s'lx, s71y) 8¢G ; WeB ; (x,y)cCx€? -
Ahora bien, cualquiera sea ¥eB , podemos escribir .

qﬂ(x.y_) = {/;s(x.y)*‘ S/A(x,y) donde sean
Py = HPy)+ Vig,x)
Py = HPey) - Py, x)

Si lamamos S al subespacio de las funcionales bilineales simétricas y A el de las antisimétrl -
cas, es inmediato que ‘;‘;és y §”A£A . Entonces podemos expresar B=S® A ., Resulta f4
.cil demostrar que estos subespacios son U-invariantes, y més aun,, la contraccién de U a cada
uno de estos subespacios es irzjeducible. ‘La demostracién de este ‘ﬂlti.nio. hecho para S coincide
con la del ejemplo anterior ya que S Q.. -En el caso de .A lademostracidn es andloga. Hemos

probado asf que la representacién U de G en B es completamente reducible. .

Como hemos supuesto desde. el comienzo que -G es localmente compacto y unimodular, sabemos
que existe una (dnica a menos &e un factor constante) medida de Haar bildtera ds . .Esta medida
nos resultard de gran utﬂigiad ;;ara el estudio y construccién de representaciones de G . Enel ca
so de que G sea compacto, como veremos en el Capftulo IV, se puede calcular todas lés represen
taciones de G con el auxilio- de esa medida. ‘El. irisfruinénto principal para este gs‘l;udio serd un ti
po de representaciones. de G ,° engloba;do bajo el nombre genérico de "pepresentaciones regulares'
¥y que ahora pasamos a definir. Es conocido que el egpacio L2G) es un éspacio de Hilbert. En el
cépftulo IV veremos que en algunos casos .admite también la estructura de élgebra. Definiremos dos

representaciones R y R' de G en L%(G) mediante

(R, £) () = f(ts.) }

s.t€G 5 feLQ) "
(RL D)) = (s~ 1t) . :
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Eg inmediato, por la invariavcia de ds , que scn‘ representaciones unitarias. Sin embafgo, sal
vo .por este hecho, observermos que en la definicidn no es esencial que el espacio de representacién
sea L2(G) . En otras palabras, lz férmula (') permite definir representaciones sobre otros sub
espacios de C'G . Para que esto sea posible es necesario que tales .Bubespacios tengan definicio -
nes' razonablemente buenag y {opologfas convenientes, es dec;u‘, como diremos habitualmente, que
sean espacios funcionales 'razonables”. Ejemplos de tales espacios son LP(G) , ? G) , & (G),

K@), yéi G es deALie, Dw) , y ?(G) .

1.1,13, - DEFINICION

Llamaremos REPRESENTACIONES REGULARES (resp. & derecha y a izquier-

da)de G en un espacio funcional razonable, a las repregentaciones R y R!

dadas por la férmula (') .

L. 1,14, - PROPOSICION

Las representaciones regulares de G en ‘L%(G) son compat ibles con la topo-

logfa puntual fuerte deALAG)).

Probaremos que la representacién R : G —» %L (L.Z(G)) es contin ua en un punto, digamos
85 » de G , cuando en %(Lz(G)) se considera la topologfa puntual fuerte. Eso significa que ,

fijada una funcién fé&€ L?'(G) , para cada & >0 , existe un entorno U de 8, tal que
N, (R f - Rsof) < £ si seU . (1)

Consideremos primero el caso en que f¢ K (G), es decir cuando f es cortinua y su soporte K
es compacto. Sean ademé&s W un entorno compacto gimétrico de e ( = unidad de G )y H=
=K s;I W . H es compacto y como f es continua serd uniformemente continua sobre H , de

donde se concluye la existencia de un entorno V(W de e tal que se verifica
E
| ftts) - fts,)| < £ /|H]| (2)

toda vez que tc H , ss;1 €V (aquf |H| = sH ds. ; [H, # 0 puesto que W tiene interior), Pe-

ro entonces U = Vs, es el entorno buscado ya que de (2) se concluye (1) sin dificultad:
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2 i
Ny(Rgt - By 0) = ($G|f(ts)-f(tso)| at) =

= (Sﬂlf(t's)'f(tso)lz awtee .

Sea ahora f€L2(G) . Se sabe que X (G) es denso en L2(G) , lﬁego existe geXk (G) tal que

Ny(f - g < &/3 ypor ser R unitaria sefd
N,(Rf - Rgg) = ﬁz(-nsof -Rg g) = Nyt-g <& /3
Pero como
(Rgf - Rsof) = (RBf -Rg.g) + (R.g - Rsog) + (Rsog - Rsof)

obtenemos la tesis. La demostracién para R' es andloga.

1.1.15, - EJEMPLOS

A) Analicemos nuevamente el ejemplo (1. 1. 4. E), La teorfa de representaciones de grupos com
pactos, que estudiaremos en el Capftulo IV, permite afirmar que t oda representacién de un grupo
compacto en un espacio de Banach es irreducible 0 completamente reducible. Abora bien, SO(3,R)
es compacto, y L%R3) es no sdlo de Banach sino de Hilbert. Ademds es inmediato que la repre -
sentacién T considerada es unitaria, y por lo tanto, los subespacios invari;intes E A’ , que, por
la teorfa general, son de dimensidn finita, resultan ser ademds ortogonales dos a dos. Es decﬁ .
vale que

&% - e =&,
AeéL

Como dijimos antes, el operador H de Schrbdjnger conmuta con todos los Ty ; entonces se
puede demostrar que su restriccién a cada. E es un escalar, es decir que vale

HEf = Af V § €E

En otras palabraé, cada E>‘ es un s_ubespacio propio constitufdo por autofunciones de H . La
descomposici6n asf obtenida nos d4, segtin la mec4hica cudntica, los posibles niveles )\ de ener -

gla del 4tomo de hidrégeno; en sus diversas etapas estables.
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B) Sea G =U el grupo muitiplicativo de los complejos de médulo 1 (circunferencia unitaria).
Scz R la representacién ceguiar de & en LéW) ya definida. Puesto que @J es compacto, R se
r4 completamente reduciblé por la teorfa general ya enunciada, es decir:

L%u) = 9 E
n

n

‘Pero como U es abeliano, para que las contracciones de R a cada E , Sean irreducibles, es
necesario, como demostraremos poco mds adelante (Prop. I.1.18) que cada E, sea de dimen -
8i6n 1 . En efecto, resulta E, ser el subespzcio generado por la furc idn ‘/n( ?) = }:n = eine

(n entero), donde es 6 =arg § . Entoncessi f(9)=f ("}-) € LZ(U) pociemo poner

@ s8]
€0 = AF) => o F' =5 e
-0

n=-a
donde los c_ son los coeficientes de Fourier de f , que se obtienen, por la ortogonalidad de los

n

subespacios En , mediante.
- 2
A A -in®
o, = (FlP) = THFna¥ - § wore™ a0
U 0
Es decir que, al afirmar que la representacién regular de U en LZ(U) es completamente reduci-.

ble, y que 'LZ(U) es suma hilbertiana de los subespacios E, de dimensién 1 , hemos expresado

brevemente el fundamento tedrico del desarrollo de Fourier.

C) Sea R la representacién regular de G en K(G) topologizado con la norma del supremo .
Un sencillo argunento de continuidad uniforme permite afirmar que en este caso también hay com-

" patibilidad. Dejamos al lector el cuidado de hacerlo.

Si imponemos condiciones adicionales al grupo o al espacio, las representaciones pueden cono-
cerse més detalladamente. Algunas propiedades en este sentido son explicitadas en los enunciados

siguientes.

1.1.16. - PROPOSICION

Sea G localmente compacto y E tonelado, y sea T una representacidn de
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G en E , compatible con la topologfa puntual fuerte de YX°(E) . La apli-

cacién T: (s,x) —= T x es continuade GXE en E

Sea (t,a) un elemento arbitrario de. GY¥E y U un entorno abierto de Tta. . Por hipétesig
existe un entorno compacto K de t tal que s8i 8K entonces T g2 € U . Perocomo Ty =
= {Ts ;8¢ K} es imagen continua de un compacto serd compacto en Y E) para la topologla
puntual fuerte,y, puesto que E es tonelado, serid equicontinuo por Banach-Steinhaus. Entonces
existe un entorno V de a tal que T,V U cualquiera sea s€ K . Pero esto equivale a la con

tin uidad gimultdnea de T en sus dos variables.

Esta proposicién permite afirmar que si se satisfacen las hipdtesis, la representacién hace ope-
rar a G continuamente sobre E , en el sentido de ['1:] , Ch. I, 3eme, Edition. En particular
puede aplicarse la proposicién a las representaciones regulares en que el espacio funcional razona

ble elegido sea tonelado. @

1.1.17. - PROPOSICION

Toda representacién fuertemente continua de un grupo compacto en un espacio

de Hilbert es semejante a una repi‘esentacién unitaria.

Sea G compacto, ¢ un espacio de Hilbert (con producto escalar ( | ) ), y T una represen

tacién de G en % . S5i definimos
. [x, yj = $G (Tgx , Tsy).. ds

donde ds es la (dnica) medida de Haar normalizads, resulta fdcil verificar que [ , ] satisface
los axiomas de producto escalar. La dnica propiedad no inmediata és qu'é si x# 0 entonces

llxhi = [x, x]';? > 0 . Pero recordemos que 8 -—» Ty (x) es una funcién continua, y por lo
tanto también 1o es h(s) = | Tsxfj 2 . (Tgx | Tgx) y ademds es h(s) positivay h(e) =

= (Tex ,Tex) = (x Ix) > 0 , de donde resulta de inmediato lo que buscdbamos.

14 .
Designaremos con & al espacio “# con el producto éscalar f , ] . Sea 1T 1laaplica
cién idéntica de % en ?'(’. Veamos que ﬂ“ es un isomorfismo de espacios vectoriales to-

polégicos.
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Como -8 —> Ts es continva para la topologfa puntual fuerte, para cada x & 7 , loa elemen-
‘tos T_ x forman un conjunto acotado (en virtud de la compacidad de G ) y entonces los operado -
res Ty son unifermemente acolados en norma por el teorema de Banach-Steinhaus. Es decir que

exigte una constante B tal que cualesquiera sean 8€ G ; x & F&
”TBx” < B |Ix]l

Entonces resulta fdcilmente que

sl = (5 lrgeli? a0 5§ |lxl? as = B Jjxl]
G G .

Por otra parte observemos que si y = Tgx entonces x = T;l y =T -1 Yy Yy razonando como
8

antes serd llx”_ < B lllxl] loquepruebaque /| f y Ml W son equivalentes. Sillama -

mos T' a T considerada como de G en 7{’ verifiquemos que es unitaria. En efecto

[Ttx, TtyJ = SG (Tstx ’Tsty) dx = SG (Tsx[TBy)ds = [x,y]

Ademds T' es semejante a T puesto que ’I"so Tr= TTOTEl Y s &G . )

1.1.18. - PROPOSICION

Toda representacién irreducible de dimensién finita de un grupo abeliano es

un cardcter abeliano.

Sea G abelianoy s —> T g una representacién irreducible de G en el espacio E de dimen-
sién finita pero indeterminada. Sea t un elemento arbitrario de G . El operador Ty serd una’
matriz cuadrada inversible de nXn donde n es la (desconocida) dimensién de E . Existird en -

tonces al menos un vector nonulo agE y un complejo ) tales que
Tya = A a ")

Llamemos E)\ al subespacio de los autovectores de T, con autovalor X\ es decir al subespacio

de todos los vectores que verifican (') . Sea x6E y s5¢G , entonces se verifica
TTgx) = Tygx = Tgx = Tg(Tyx) = TgAx) = A T x

es decir que, por definicién de E A Tsx €E S lo que equivale a decir que E N es invarian
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tepara T . Pero es evidente que E:\ f{o} ya que a€ E , entonces serd E/\ =E por ser
T irreducible. Esto equivale a afirmar que 'I‘t es una homotecia de razdn )\ . Pero en el razo
nami ento precedente t era fijo pero arbitrario en G , es decir que todos los operadores Tg son
homotecias. Entonces, necesariamente deberd ser dim E = 1 ya que en caso contrario, cualquier

subespacio propio gerfa T-invariante, en contra de la hipStesis de la-irreducibilidad de. T . B

Observemos que en la demostracién de la proposicién precedente hemos hecho uso expreso de la
hipétesis de dimensién finita de la representacién., Es natural preguntar si se mantiene el resulta-
do si quitamos esa restriccién. Dicho mds rigurosamente: Toda representacién topoldgicamente
irreducible de un grupo abeliano es un caricter abeliano? No existe demostracién general ni con-
traejemplos de ésta afirmacién. Sila representacién es unitaria en un espacio de Hilbert, se pue-

de demostrar que se verifica la afirmacién.

1.1.19. - DEFINICION

Sea 8 —p Ty una representaciér.de G en E . Llamaremos REPRESENTA-

v
CION CONTRAGREDIENTE de . T a la representacién s —» Tg de G en el

dual topoldgico E' , definida por

<x,x'> = <Tsx,'}‘/sz> .'8€G ; xXx€E ; x'¢E'

Si E es de dimension finita, o bien si no tiene topologfa, se puede definir la representacién con

tragrediente actuando en-el dual algebraico E* .

Si llamamos "transpuesto' del operador. U 'que actda'en E , al operador "t"U:que actia en E',
definido por
<x Jgux') = <U x ,‘ x'>
resulta de inmediato que cualquiera:gea s G , vale ¥5 =t -1

8

I.1.20. - EJEMPLO

Analizaremos un ejermplo importante de representacién contragrediente. Sea R" el espacio de
n variables realesy G = GL(n,R) . Estudiaremos la representacién - T de G en el espacio

o@ = ,@ (R?) - de funciones de prueba (ver [11] ), definida como en (L. 1. 4.D), es decir :

O —
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v
(T D) = #s™lx) s8eG ; fef; xeR"

Recordemos que cada elementc 8 G serd una matriz de nxn inversible s = (3-1;]) y que si

X =(X1,...,%,) € R® entorx es serd:

alj Xj

M=

y = o8ex = (yy,..0y,) tal que yi ©

.
L]
[y

v~
La representacidn contragrediente g ~—» T s actuard en el espacio ‘/9 ! es decir el espacio de

"Schwartz de distribuciones en R® (. [11] ) ., y estard definida por la relacién
v s
{Tarx, Tat) = (ox . 1D 8£G ; te b xed” .

%
Trataremos ahora (afortunadamente con éxito) de calcular Tso( cuando o pertenece al subes-

pacio 7(« de las distribuciones con soporte en el origen. Notamos con D; la derivacién en el

origen con respectoa x; : Dy=(&/ a'xi)xgo . Si )\ esun multitndice )\ = (A 1evesApn)

con cada Ai "entero no negativo. 3 A significard, como es habitual, el productoe

D>‘“

5. M D)\z
= 1 2 LI IR} n -

D

Es claro que cada ]-)-A es una distribucién con soporte en el origen. Vale ademés que el subes-

A

pacio generado por los 13‘ estodo 2 ( [11] , Tomme I, Th, XXXV), es decir, toda distribu

cién con soporte en el origen es combinacién lineal (finita) de distribuciones del tipo D A . Esto

v
permite reducir el problema de la determinacién de T gobre 2 aun problema algebraico ele-
mental. Emn efecto, si para cada sistema de p Indices entre 1 y n (G ='GL,) iy,... '1p se con

gidera, la distribucién Dy R D, (puede haber répeticidn, por supuesto), es claro que la familia

i

|4

-delos Dy ... D1 es un sistema de generadores para el subespacio de /¢( de los polinomios de
1 P

derivacidn homogéheos de grado p . Ahora bien, mediante un simple c4lculo, se comprueba

que, s8i 8= {aﬁj € GL, , vale.

e
n

Ean. 8 « o v 8 . D
h1h22 hpp h

1 P
hy hp 1

De esta f6rmula se puede concluir que el subespacio de los polinomios homogeéneos de derivacién

4
de grado p es invariante para T .
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COMENTARIO:
v .
En particular cada Ts (o mejor, su restriccidn a dicho subespacio) es representable con res -
pecto al sistema de generadores Dil ves Dip mediante una matriz, y es fdcil comprobar a par -

tir de (1) que si se considera ordenadas a las componentes de la distribucidn

= oy .. X .

lexicogrt'xﬁcamente a partir del ditimo subifndice de forma tal que se obrenga una matriz columna

A(¢) , setiene
A(';‘.so() = s@8®... 08. Alx)

ss 0

con p factores iguales a & (utilizamos la definicién A®B = ( 11 ) ).

1.1.20.1.- M4s adn, de (1) resulta el sigiiente hecho importante: si U es la restriccidn de
T al subgrupo ortogonal de GI..n ¥y A es el Laplaciano en el origen: A = z Di2 s A es inva
riante respecto de (todos los operadores de) la representacién U . Eso es ilnmediato obgervando
la férmula (1) y la definicién de matriz ortogonal. También es posible hacer el cdlculo sobre las
matrices representantes en la siguiente forma. Segin lo dicho, las n2 componentes con respec-

.V
toa { DiDj} de Tg A estdn dadas por los elementos de la matriz fila
B = s®s.J

donde S es una matriz cuyos elementos S 1 forman un sistema de componentes de A en tér-

minos de los DiDj .

Es claro que en este caso es posible tomar S 1 = ( S ij de Kroneker) y entonces (puesto gue
5 es ortogonal) las componentes de B resultan
By k. *. 2 gi_j“hi“kj' = Zi okt O

5

. V :
Eso significa que T, A = A . Estapropiedad serd utilizada m4s adelante (Cap. VI, B 2).

-
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§ 2 .- PRODUCTO DE CONVOLUCION

Este pardgrafo consiste, en gran parte, en un formulario sobre el producto de convolucién de
funciones y medidas, es decir en una coleccién de pequefios lemas sobre este tema, cuyas demos-
t raciones, generalmente triviales, dejaremos a menudo a cargo del lector. En esoé casos, con-
signaremos estos resultados a continuacién de su correspondiente ndmero, $in subtftulo ni enun -

ciado formal.

I.2.1. - NOTACION

Designaremos con G un grupo topolégico , localmente compacto y unimodular. En general,

. las funciones y medidas sobre G serdn a valores complejos. Llamaremos ? (G) al espacio.

vectorial de las funciones continuas sobre G , y ,7{ (G) al subespacio de las funciones continuas
con soporte compécto. M(G) serd el espacio de todas las medidas sobre G ,. M 4(G) el subes-

pacio de las medidas acotadas y /K C(G) el subespacio de las medidas con soporte compacto. Es

c
conocido que Vg c)C f«g j(G)C /{ (G) . En particular, si G es compacto los tres espacios coin

ciden. También admitiremos conocido, ya sea por definicién o por demostracién, que
M- K A € ¢
@=Key ; fher=Fey ; M @ = (Fay

{ver apéndice: Ba.)

1. 2. 2. - DEFINICION

‘Sean .0( y /36 /Z(G) . Llamaremos CONVOLUCION de o y /8 a

la medida 8= & *)6 definida por.la f6rmula

( (e)aT(e) = §§°  ftw da (1) d B (u)
G GXG

cualquiera sea f€ K (G)

No podemos édsegurar que' X * (3 exista cualésquiera sean o y ,5

Sin embargo se pue -
de probar que Y existe si O(,p € /KI(G) o bien si al menos una de ellas tiene soporte (ver
demostracién en [1 1] ). Podemos generalizar por simple iteracién esta definicién para la convo-

lucién de més de dos medidas. Para asegurar la existencia pediremos que todos los factores per-

N
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c
tenezcan a 1(G) o bien que todas menos una estén en /@ (G) . Sila convolucién de tres medi

das tiene sentido, entonces vale la propiedad asociativa.

1. 2. 3. -~ PROPOSICION

El egpacio vectorial ‘//Z 1(G) con el producto de convolucién y la norma habi -

tual es un dlgebra de Banach.

Con su norma Vg 1(Gr) es un espafilo de Banach, ya que es dual de un espacio de Banach. Obser

vemos ademds que cualesquiera sean 0{,,5 £ ;4/1(G) y féJ( (G) se verifica

\<0<*,B » f>| = '%GXGf(St) dq(s)dlg(t) \\(

S sup | § geaa@ gl < fef e BB
s¢G G

y divitiendo ambos miembros por ||f 1 y tomando supremo resulta

s B)l < [lacll 11BN

1.2.4. -

En las hip6tesis generales del parigrafo hemos supuesto que G sea localmente compacto y uni
modular, a fin de asegurar la existencia de una (iinica a menos de un factor constante) medida de
Haar invariante por traslaciones a izquierda y derecha. La importancia de este hecho para el te-
ma concreto que tratamos en este parigrafo, reside en que ds nos permite identificar funciones
conmedidas, es decir consgiderar a los espacios funcionales como subespacios de los espacios de
n;edidas anteriormente mencionados; y en esta forma queda automdticamente definida, a partir de
(1. 2. 2) 1a convolucién de una funcién con una medida, y de dos funciones. En efecto, sea £(s) lo-
calmente integrable, entonces es correcto identificarla a 1a medida /if que a cada g¢ K (G) le

asocia el ndmero

{firg) = $G g(s) £(s) ds 7y

Observemos que esta aplicacié n solo séré biunivoca en ciertos espacios funcionales, ya que si

h(s) es una funcién igual a f(3) salvo medida (de Haar) nula, entonces serd /Lh = /{_f . En
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adelante consideraremos a una funcidn integrable f indistintatmente, como funcién ¢ como medi-

da. Aplicando la invariancia de ds y el teorema de Fubini resulia que

{

G

{ g(tu)f(t)dt} du (u) =
G

I —

G/

L}
~~——~

r -1 -1
g(s) £(su )ds] dgi(u) = g(s) [ f(su™*)d £ (u).] ds
o L D = 0 ey

Lo que equivale a afirmar que la convolucién de la funcién £ con la medida /,(_ es una funcién

dada por

(£ * u) (t)

[}

£t 1) d g (u) (B)
SG ”

Andlogamente serd:

(D) SG ta™ 1) dac(u) ©
Es claro que solo podemos asegurar la existencia de las funciones definidas por (B) y (C) fijando
adecuadas condiciones sobre f y M- . Sabemos que existirdn si la funcién es localmente mteéra-
ble y la medida tiene soporte compacto, o bien si fe L1(G) y /ILE HLa) . Luego estudiaremos
este caso con méds detalles. También podemos asegurar la existencia de f */4 y foxf cual -

quiera sea si f es integrable y con soporte compacto.
/A g

Finalmente, si consideramos que /4 es también una medida con densidad /(g es decir una
funcién g(s) , resulta de (B) la cldsica definicién de la convolucién de dos funciones, que por la

invariancia de la medida de Haar ds puede expresarse como

(f* g)(t) = S f(ts™1) gls) ds = S f#(s" 1) gt 1) ds = g £(s) g(s~1t) ds (D)
G G G

A continuacién hemos agrupado algunos resultados muy necesarios referentes a la convolucién

de dos funciones o de una funcién con una medida.

I.2.5,- LEMAS

A) Si f,ge LYG) , entonces 1* g € LYG) NEIG) y ademds se verifica

N, (£ * g) & Ny(f) . Ny(g) .
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B) 5i te LP(G) . B¢ LUG) con pzl, q=1, p-1+q'l = 1 entonces
©
fxge LG y Noo(f*g)_c Np(f) . Nq(g) .
C) si f,geLz(G) , entonces f* g¢ LZ(G)ng(G) .
D) Si f€LP(G) , gé‘Ll(G) , entonces f*g ¢ LP(G) y ademds vale

Np(g*g) < Np(f) . Ny(g) .
E) Si f&€LP(G) ,/Lé V/J Ya) . ‘entonces f*/ué LP(G) y ademds vale

No(t* e ) € Npio) . [l
Omitiremos las demostraciones de A), B)y C) que pueden consultarse en [8] o bien en E 13_].

Como veremos en lé. siguiente proposicién, 15) es un caso particular de E). Solo nos resta en-

tonces demostrar E). Sea h€LUG) con p'_1+q-1 = 1 , entonces usando Fubini y H8lder, se ve

rifica

h, ok = § nis)(txuXs)ds = | his) ) flat™1) dec(t) =
Lne e o pea o = e stoh

I ntottet™) [ dsat- & | 1l N _n) N
GsXG SR Al NG Ny

-1
= W\ nis)tst™ dattlds ¢ 1) ull
G?é” pultile < lip

de donde se obtiene inmediatamente la tesis.

I. 2, 8. - PROPOSICION

LYG) es un ideal bildtero en el digebra #£(G) .

Estrictamente, la demostracion de . esta proposicidn se reduce a reunir varias afirmaciones
dispersas en el téxto_ previo, -Es conocido que L"(G)’ es un espacio de Banach con la norma N1
. Ademds si consideramos:a cada funcién te-Ll(G). como medida, la norma de .&4 1(G) definida
en12.3. coincide cohla Ny(f}. Medianté la identificacién definida en 1.2.4.(A) podemos con-
siderar a LI(G) como subespacio del dlgebra. M 4G) . Finalmente si observamos que la de -

mostracidn de 1. 2. 5, E. vale tanto pars, f*M como para -/(.*f , haciendo p=1 , resvitala
-

teais.

12.7.- LEMA

Sea e K (G)., entonces:”
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a) si llué/f(c) , txue &) .
b) Si/ué/{l(G) ELYR )N Lle) .

c) 51,/4-€/ZC(G) , f'tﬂék(a) ]

2) Sea sopf =K compacto . Por la continuidad uniforme de f , dado &£ >0 existeunen -

torno compacto V del elemento neutro e , tal que( para todo t&£G y cualquiera sea s¢t.V =

= V', vale |#(t)-f(s)l < € . Luego

'- = uly - f(sut u)| £
bee s poxe - @xpuxe| ]SG[f(t ) - fteuap () |

RS SGl ftul) - feu ™y @ ’/,Ll (u) <& | & (k")

donde K'=K LV' es compacto. Luego f *4L es continua.

b) Resulta de a), del hecho que E(G)C LI(G) y de L.2.6.

¢c) Sea sopf=K , sop_/a, = M , entonces resulta inmediatamente que sop (t‘”/‘a JCK.M com

pacto. B

Observemos, que si bien en el lema precedente hemos demostrado los resultados para f*/q ,

los razonamientos pueden repetirse, mutatis mutandis, para MEt

1.2.8, -

En el egpacio CG de todas las funciones complejas definidas sobre G , definimos los tres ope

radores

Tle) = X&) ; fe) = #s7l) He) = Hs™l) - (4)

Estos tres operadores son involutorios, y juntamente con la identidad L " forman grupo de

acuerdo con la siguiente tabla:

L. - \V4 nJs

L t - v ~
- - L o v
v N ' L —
~n N v - [
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Ademas "v" es lineal y los owros dos son antilineales, es decir

(M) = AT y O™ = AT

Estos operadores tienen la imporiante propiedad de dejar invariantes a todos los espacioé fun -

cionales razonables. En particular, en LP(G) se verifica adem4s que

v - ~t
Np(f) = Np(f) = Np(f) = Np( f) (C)
Finalmente puede demostrarse muy f4cilmente que cada vez que f * g estd bien definida se

verifica

.._
3*
® |

(f*g) = *

L

v
; (fg) =

™

;- (f*g) (D)

1.2.9.-

La definicién de estos operadores puede extenderse por dualidad a los espacios de medidas po-
niendo

(M8 = (T = $G?(s)d/,i.(a) | W

M. 1)y = (/L?) . SG}?E)_d/L(sj (B)
% = T = -5-1 s

ey =T SGf( ) dpets) ()

donde /4., se toma en algin espacio de medidas, y f recorre el espacio funcional cuyo dual topo

"16gico ea dicho espacid de medidas. Estos operé.dores‘ déjan invariantes también a los tres espa -

clos de medidas. considerados, es decir que si /Lé' V/z (}) entonces también /q /,(, /ws/’z (G);
andlogamente para V/! Ya) y % ) .

En particular, si M6 /{ I(G) se verifica .

I pell =t =Bl el o

Se prueba fécilmente que ai /Lf esla me. dida cOn' densidad asociada a f por la identificacién
deI. 2. 4., entonces /I.f /l/uf /I-f serdn las asociadas a- f £ .y T respectivamente. En
otras palabras, la definicién de estos operadores en un espacio de medidas, dada por-las férmulas

), (B)y (C), restringida a un espacio funcional por la mencionada identificacidn, coincide con

RSO
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la definicién original de los mismos operadores para funciones dada pbr L 2.7.(A)

Finalmente, es posible probar, a partir de I. 2. 7.(D) que

- - - Vv v v w T~ o~
(/a»\'-v) =/ux-v ,'(/u,*v) :\7»/4 ,'(/u,n-v).-.VX,u (E)_
I.2.10, -
Llamaremos Es a la medida de Dirac concentrada en el punto s ., definida por
(Eg 1) = §H)a&E (1) = o) (a)
G

Resulta inmediatamente

E xm, 1) =8 Hut)d & (w dut) = § Hst) declt) (B)
{Eerprt) = 8 ) dui § 2eet) o

pr €y td = ff ) dEgdu) = § flus) dpetw) (©)

GxG G

En particular serd

(E*E, .1 - SG fleu) d€ylu) = fat) = (& ., £

es decir que fs* é-t = 6st . De aquf resulta que si a cada s asociamos el operador Ty defi-

nido por

Tgft = Es * (D)
tendremos una representacién de G en cualquier espacio de medidas.

Convolucionando €_ con una funcién f tendremos las funciones f'trgsla.da.das en 8" de f :

8

(Extit) = 2(s7h) ; @ *EXt) = fts™1) (E)
Es inmediato demostrar que
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Por otra parte, si e es el elemento neutro de G ,resulta de inmediato qué Ee es unidad pa-

ra la convolucidn en cualquier espacio de medidas.

1:2.11. -~

Estudiemos-la relacién entre el producto de convolucién y el producto escalar de dualidad. He
mos visto enl. 2, 7. que si f es una funcidn de X (G) y /u. una medida acotada, fAAC es una
furc i6n continua e integrable y en estas condiciones tiene sentido integrarla respecto de ofra medi

da acotada % , con lo que se obtiene

£h20, v = {§ fet ) dvis) = § fet) dutl) dv(s) =
< # GS)(S'G /L G§(G /U-

éin(st) gl avie) « {1, vep)

Dicho brevemente, se verificard

A, V> = (1, \77«\4'.) B <ﬂ*f.\7>'= <f,/{*\7) (a)

Combinando este resultado con la dltima observacidn de I. 1. 9. resulta
f e dum. = (Eopd = {1, Egxp) = (10, E3 = (il te) (B)
G ' : ' ’

interesante {6rmula que expresa la integral de f réspecto de /b( como el valor en e de un pro-

ducto de convolucién. De (B) resulta la f6rmula
v v v. - VY v Vv
(MrD)(e) = (xp) (&) = exm)le) = (T, ph> = {1, M) (©
De (B) 6 (C) se concluye que, para toda & L2 .

o~ ~/ '
Exf(e) = fHfle) = (N () (D)

1.2.12. - EJEMPLOS

A) Mediante €1 producto de convolucién podemos estudiar mé4s cémodamente las representacio -

nes regulares de un grupo G y sus contragredicentes, definidas en el pdrrafo anterior. Si G es
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finito o carece de topologla, podemos considerar a las representaciones regulares como de G en

cC espacio vectorial de todas las funciones complejas sobre G , y quedarédn definidas mediante

v
(RgD)(t) = fts) = (E*ED@W = (* &)@
)

"

R, DM = (s"t) = (£ xnHw)

v v
Existen dos representaciones contragredientes Ry y R'S de G en z/‘/( (G) que se pueden defi-

nir por

v

\IIKS/L.-./L*&S:/l*g;;_l ; ;{é/q=5‘s*/q,

En efecto, por I.2.10 (A) tendremos

v v

<1\?,/8/L'Rﬂf> = (/u,* 6'5 , f*és) = (/u‘f* {s*és> = </t(,£>
y andlogamente para R} y g’s

B) Sea como antes G localmente compacto, y R su representacién regular en el espacio
7{ (G) , que ya hemos estudiado en 1.1,15C. Ea inmedijato verificar que la definicién del ejer-
cicio anterior coincide con la previa, si consideramos f& 7{ (G) . La contragrediente serd una

representacién de G en el espacio //{ (G) y estard definida por
v é/ .
RB/" = /U. * g = /L* és-l

Ahora bien, sabemos que el soporte de & .1 es compacto (G es Tl ), y como vimos en I.
s .
2.2. esa convolucién estd bien definida cualquiera sea /o( y ademds es una medida, lo que asegu’

ra que la contragrediente est4 correctamente definida en esta forma.

C) Sea ahora G un grupo de Lie. Otro espacio funcional razonable es f (G) , espacio de las
funciones indefinidamente diferenciables. Veamos que la aplicaci6n s —> R, definida como A)
es la representacién regular de G en (? (G) . Por definicién d>e grupo de Lie, 1la aplicacién
h: t—>1ts del entorno V en el entorno V'=V.8 es indefinida.mente diferenciable, y por lo

‘tanto, si f@& E(V) entonces R f = f.h € E(V') , como querfamos demostrar.,

v '
La contragrediente RS serd una representacién de G en f (G) , espacio de las distribucio-

nes con soporte compacto. Observemos que las igualdades I.2.10 (A) valen formalmrente si
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tef@, uve F@

Egs decir que si un miembro de dichas igualdaéea‘-éizisfe, v entonces existe el otro y es igual al

primero. Con estas hip6tesis, la contragrediente, existiendo, estard definida como antes

Ro&t=Oxg -1
8 .

) - K .
En [_11] se démuestra que 5 (G) es cerrado para la convolucién, y puesto que

Es-‘ 1€ &G) » la definicién precedente es correcta.

Finalmente, como aplicacién de L. 2. 11 (A) se: obtiene-un resultado que serd de utilidad mds

adelante,

1.2.13.- LEMA

Si E A(G) estalquL# * £z 0 cualqui iera Sea f GJ((G) ,_entonces

JJ- es idénticamente nula.

Porl.2.7. a) sabanu'qne /u*t‘ 6&6) Entonces, sienl 2.11(A) hncemoa > 5 .
resulta </a !, =0 paratoda SGJ((G) . )

- ey -

i. 3.1. - NOTACION

En general mantendremos las hip6tesis y notaci;ones’ del parﬁgzja.fo.anteripr. Utilizaremos ,
sin mencifn expreaa, la identificaciéh de funciones y 'médidas estudiada en I, 2.4. En otras pala-
bras, consideraremos d los espacios funcionales ‘como Eubespaqioa ﬁe 1_05 espacios de medidas .
Llamaremos &(G) al espacio de las medidas épn soporte finito, .esto es al espacio vectorial ge

nerado ‘por las medidag {E_ s} < de Dirac-
8 E

1. 3. 2. - . DEFINICION

Llamaremos TOPOLOGIA VAGA de «M (G a & (&‘G)-. l(é)' ) .

. R
N B
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En otras palabras, direino_s que el filtro de medidas ; /u,‘} converge en la topologfa vaga a la

e dida /tp sil cualquiera sea f& K(G) , {(/,LA, f>} converge a O&, f> . Por econo-

mfa de lenguaje, diremos & menudo "lfmite vago", "clausura vaga', ''vagamente denso", '"con-

verge vagamente "', etc., con sentido obvio.

I.3.3.- TEOREMA

’ &
&(G) es vagamente denso en /{ (G) .

c
Observemos que el sentido del enunciado es que si /u 61% (G) , entonces para toda fe K (G)

vale que.
K ¢ K £y k
fs)du (8).= (£, = lim { £ .y = lim s f, = Ui £(sy)
SG A Kt pe) <'%°1 81> 21 °1< s; m"?ci 51
lo que en la recta R coincide con el concepto de ""sumas de Cauchy" para definir la integral.

€
Observemos que una base de entornos de 0 en ﬂ (G) con la topologfa inducida por la vaga ,
es@d dada por los polares de los conjuntos finitos de K (G) , es decir por los conjuntos de la

forma

U, - {/.LJ](/-L, il g1 Yier

donde F es un subconjunto finito arbitrario de .K (G) .

. <
Para que se verifique 1a tesis es necesario y suficiente que cualquiera sea /4. & //g (G) vy
F-= { fi,000 ofm&CJ’f (G) exista \ZeQ(G) y tal que Vé/L +Up . Como F es una fami-
lia equicontinua (puesto que es finita), y K = soly«— es compaéto existé un cubrimiento finito de

K, fWi} i=1,...,k tal que para toda f,€F siverif'ique OSCWi £, < 1/)]/{_,/}k . Sea

V un entorno compacto de K contenido en W = u Wi . Entonces, por ia complet?. regulari-
i ’

dad de G existe una funcién real W definida en G tal que:

a0 <1
b) Yy =1 ;
o) O(fwvr=o0

Sea ahora ;%} una particién de la unidad (ver [1] Livre I, Ch, IX) en G , subordina-

da al cubrimiento {Wl, s Wy, CV} y llamemos (’/71 a las funciones (Fi = ‘P Wi .
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Con estas hipdtesis, si 8; esun elemento arbitrario de Wi , como se cumple ( fn‘ /u.)

=i§ <£n ﬁoi ./L) , sumando en 1 resulta:
II é totey) (P 17 - <fn'/"—>j $ f' > e V) - {8, Pupe) |

»

[y

< ?)((fn(sp-fn)ﬂ,/t)l < ?(OScW ) (G ul) <
L k

y si lamamos C; = (¢, /4.) y V= ZC E é Q(G) hemos demostrado simplemente que

]<\7 he f}]Sl cualquiera sea fnCF ,esdecirque Ve +Ug . B

1.3.4.- TEOREMA

Toda medida puntual E s 8 limite vago de funciones de 2’ (G) con sopor-
(.} -

te arbitrariamente préximo a By o

Es el cldsico teorema de existencia de unidades abroximafdva para la convolucién. Solo dare-

mos un esbozo de su dem_oatracién. La demostracidn rigurosa puede ¢consultarse en [ 6] o bien
en [1 1]
Sea { Vi } \eL un filtro de entornos de 8, que tiende a { 55}— . Podemos construir una fa
milia de funciones { 2 } \eL de J( (G) tales que verifiquen las siguientes condiciones
a) sop g"\c V;\
b) g, ()20 Vsca

c) g.(s)ds =1 .
3\

Es sencillo demostrar, con estas hipdtesis que {g) } tiende vagamente a & 5, Es decir’

que, cualquiera gea &€ x(G) e.

(ﬁg? = scf(s) gﬁs)ds — (i,é-so) = (s} . ]
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1. 3.5. - COROLARIO

/ <
K(G) es vagamente denso en AL (G) .

La demostracién es inmediata a partir de 1, 3. 3. y L. 3. 4.

En los tres lemas siguientes consideraremos a la convolucién por una medid'a fija como una .
splicacién de un espacio de medidas o funciones en otro, y trataremos de dar condiciones para
que esta aplicacién sea continua. Por Supuesto, en este tipo de consideraciones seri esencial
la topologfa que se atribuya al espacio funcional o de medidas en consideracién. HG)  se
estudiard munido de la topologfa vaga, mientras que g (G) tendrd la topologla de la convergen
cia puntual y jf (G) Ia topologfa lmite inductivo de las topologlas fuertes de los espacios de
Banach % (G,A) de las funciones continuas con soporte contenido en un compacto fijo A{ver

apéndice § 4. ).

I, 3. 6. -~ PROPOSICION

Sean V) o ‘7; €'/;gc(G) . _Entonces la aplicacién de t’/{ (G) en sf mismo,

A vagamente continua.
L

Por 1.2, 10 (A) resulta que para cada &€ X (G) vale

<90*/d'*7 4f> = (/‘L; \V7°*f*¥71>

v v
yporl.2.7.¢c), WV *xf* \71 serd una funcién de JL(G) . B

1.3.7. - PROPOSICION

Para toda 4¢& /g(G) , la aplicacién f —f*A de JL(G) en £(G)

eg continua.

Bastar4 que demostremos que para todo s€G , la aplicacién £ — (f*.L)(s) es continua en

JKAG) . Pero recordemos que

E*A M) = LTxpm, £3> = <f,/\&/*55>

v
Pero /0-* E g €8s una medida, es decir una funcional lineal y continua. B
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I1.3.8. - PROPOSICION

c - ‘ )
Para toda u«€ tg (G) la aplicacién f .——i» - de X (G) en sf{ mismo
7 7 T

es continua

Bastard con que demostremos que pa.raAtqdo compacto AC G, la aplicacién f— f¥4t de
X (G,A) en K (G) es continua. Ahoi;sbién, como vimos en 1.2.7., sl sopp = B , enton -

ces fRuL € %(G.A.B) donde A.B es compacto. Ademds es fdcil verificar que /I ﬂ‘/a// £

clief Mk . | B

Observemos que estas dos proposiciones siguen valiendo si en luger de considerar fﬂyt pone

mos /4- *f , En particular, de 1.3.8. resulta el signuiente corolario.

1.3.9. - COROLARIO

En.el digebra Jf {G) , la convolucién es separadamente continua. g'

Reapecto a la continuidad de f*g en ambas yariables conjuntamente, no podemos afirmar nada

sin imponer restricciones sobre G .

Hemos designado con LP(G) al espacio de las funciones complejas definidasien G y que tienen
su potencia p integrable en la medida de Haar.. Este espacio con la norma . Np' resulta ser .un -
espacio de Banach. Tratarémos de obtener pnAreAal'zltgdo andlogo a 1. 3. 4. t';ue‘nos adegufre la exis

tencia de unidades aproximafivas en _Lp(G) .. Previamente necesitamos el lema siguiente,

1,8.10.~- LEMA

Para cada £€LP(G) con p>1 ,.las aplicaciones de G en L_p(G) L

8 —>» fa*f , B—> t*fL gon continuas.

Por 1. 2.9, serd suficiente con que demostremos.Ja continuid_qd en el elemenfp neutro e de G.

Sea primero f€ .k (G) . Entonces por la continuidad uniforme de { resulta que para cada

4 > 0 .existe un-entorno V de e tal que

Nm(é's*f-f)477‘ 'Para.todo sg V.
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< -
Pero Np€N_, luego también vale Np«f J D277

Sea ahora f€LP(G) , existird siempre £'¢ JC(G) tal que valga Np(ﬁf') <77 . Siehorare-

cordamos que NP( 5s*f) = Np(f)' para toda £& LP(G) , entonces vale

Np (€ ¥t = 0 € Ny (€ gHie-tn + Ny E #11 - £+ N(t-0)< 397 ®

1. 3.11. - PROPOSICION

Sea ’U:{ U} una familia fundamental de entornos compactos del elemento

neutro de G . Existe una familia ﬁxi‘ . de funciones de _QP(G)ta-
—un ull

les que para toda f€ LP(G) es h* ——= f ennorma Np _,_segin la

base de filiro ‘ZL .

Sea (Fu la funcidn caracterfsticade U , y h = k( (pu* fu)- donde k = Ny( ¢u* Wu))']'
Resulta entonces que -
a) th o ;
b) h , €8 continua ;
c) sop h, C u? ;
d) N1(hu) =1 3

e) Nm(hﬁ)f 1

Todos estos resultados se obtienen casi de inmediato. Sea f& LP(G)

-

Np(hy *¥£-£) = Np [SG hy(t) (€ y¥tXa) at - f(s_>] .
N, [SGhu(t) (Et*f- f)(s)dtJ = Ny SUzhu(t)‘[(.C't*g - {)(g)] dt) <
e Neolhy) Nylpr-na < § , Nt ot - D at

U U

Pero como Np(f ¢*€ - f) es una furcidn continua de t que se anula en e , puesto que U2 es

compacte (por serlo U ) resulta la tesis. : B
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§ 4.- APENDICE: INTEGRACION

Si Y es un espacio topolégico, llamamos, como ya se dijo @(Y) (resp. : f (Y) ; Z (Y))
al espacio de las funciones complejas continuas (resp. continuas y nulas en el infinito ~ es decir,
que tienden a 0 segdn la base de filtro de los complementarios de compactos de Y - ;. nulasg fue

ra de un compacto) definidas en Y .

8i ACY , con f(Y,A) notaremos el sub-espacio de g\.Y) de las funciones nulas fuera de

A,
Sea X un espacio topolégico localmente compacto.

1) Para cada compacto KCX , Z(X,K) admite una topologfa, {K , como espacio de Ba -

nach con la norma N_(f) = sup If(x)l .
’ x€X

2) Sobre .7\. (X) queda definida-en forma natural una topologfa (localmente convexa para la eg-

tructura real subyacente), a saber el lfimite inductivo de lag topologfas ?K

€y - s T

en la que A (X) es completo, si X es numerable al infinito.

3) K (X) admite también una topologfa ?o: de espacio vectorial normado: la inducida por la

norma N_ (convergencia uniforme).

4) g(X) admite una estructura de espacio vectorial localmente ¢onvexo con la topologfa ?c

inducida por la familia de seminormas
Pkg(f) = sup If(x) [
x£ K

donde K es# un compacto de X (convergencia compacta).

Seguiremos llamando gc a ld topolog fa inducida sobre. el sub-espacio ]C(X) .

5) Los completados de x) con las topologfas ?c y -Z;, son, como.se comprueba'm.:
cilmente, canénicamente iaomortoé a '?(X) y i (X) , el primero topologizado (Zc) también
mediante la misma familia {pk} de antes, yjé(x) (con una topologfa notada Z‘m ) mediante :
Nco .

El primero es localmente convexo y el segundo un Banach.
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6) Por definicién, llamaremos MEDIDA sobre X a todo elemento del dual topolégico de 7{ (xX)
provisto de la topologfa 'ZL . Al espacio de las medidas: (K (X))' se lo nota generalmente
/f{ (X) . Siuna medida es continua también para la topologfa 'gco (resp. rg-c )se dice que es a

cotada (resp. de soporte compacto )y en ese caso se extiende, en forma dnica (y obvia) a une fun

cional 'Tw-cgptinua sobre JC(X) (resp. '(;-continua sobre  &(x) ).
De esta manera, el subespacio ML) (resp. »g (X)) de las medidas acotadas (resp. de so-

porte compacto) es candnicamente isomorfo al dual topnlégico del espacio K (X) (resp. g(x))

con la topologfa zm (resp. Q)

7) Si X es numerable al infinito ( [1] , Liv, III) (por ejemplo un grupo topolégico con una
cantidad numerable de componentes conexas), Z (X) con Z; es localmente convexo, comple-

to y metrizable, es decir un Frechet.

.8) Como los espacios de medidas (cualesquiera, acotadas y de soporte compacto) son isomor -
fos a duales de espacios localmente conexos, pueden a su vez ser topologizados mediante las topo
logfas fuertes del dual { [ 1] , Liv. V, chap. IV). En particular l/{ 1(X) es, -con su topologfa
fuerte, un Banach (de norma notada Il Ili ). Ya hemos usado esta topologfa frecuentemente

(1. 2. 8. en adelante).

9) La nocidn intuitiva de soporte ("soporte de la masa de 1a medida") no es hostigada por nues-

tra audaz nomenclatura para /g €(X) , debido a que es vdlida la siguiente proposicidn:

1.4.1. - PROPOSICION

Una medida A es de goporte compacto (es decir /lél/[ (X)) siy solamen-
) 7 - 7

te si exisie. KCX , compacto, tal que 4 se amila sobre g(x , X-KNK (X).

En efecto, si /(6 ‘6 ¢(X) , es continua en la topologfa z c ¢+ loque sélo ocurre si para al

gdn compacto JCX , vale:
[<t.pu)|e xpp
para algdn k real y positivo y toda f .

Pero 81 K es un entorno compacto de J (que existe por ser X localmente compacto), como

Py se anula en Z’(x » X-K) , también debe anularse A .
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La reciproca resulta de la existencia (que se puede demosirar con recursos elementales de to-
pologfa general: completa regularidad de compactos y sistemas fundamentales de entornos de coni

pactos en espacios localmente compactos) de una funcién f€(X) , a valores reales, tal que

ot <1

t

n
(<]
g
>
[}
e

£ =1 en

donde H es un entorno compacto de K . En efecto, si ha—> 0 en {c ) hai ~—= 0 en

) 61‘ y por lo tanto

g 1P = <h;f,/u> —> 0

de manera que /u es continua en ? . ®
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CAPITULO II

ALGEBRAS GRUPALES

La estructura algebraica de un grupo no es lineal, y por lo tanto tampoco lo es el problema de
sus representaciones, La experiencia matemética ensefia que es mé4s cémodo y fructffero traba -
jar con aplicaciones lineales. A lo largo de este capﬁ;alo intentaremos "linealizar" el problema
de las representaciones de un grupo. Para lograr este 'objeto,sumergirembs el grupo G en un
conjunto més syplio, munido, ademds de la estructura multiplicativa de G , de una estructura
de esgpacio vectoﬂal, més precisg.mente, en un 4lgebra, que designaremos como "algebra émpa.l
de G" . En los capftulos subsiguientes obtendremos importantes resultados referentes a las re
presentaciones de G , a través de las representaciones del dlgebra grupal. Observemos que no

daremos métodos para asociar candnicﬁmehte a cualquier grupo G una determinada dlgebra gru-

~ pal, sino que en cada caso elegiremos, por definicién, el Zlgebra grupal mds conveniente, a fin

de asegurar la relacién mds estrecha posible entre las representaciones del grupo y las del dlge-
bra grupal. Asf, en el pardgrafo 1, definiremos como &lgebra grupal de-un grupo localmente com
pacto a un dlgebra de medidas, mientras que en el segundo pardgrafo, para el caso de grupos de

Lie, elegiremos un dlgebra de distribuciones.

8 1. - ALGEBRA GRUPAL DE UN GRUPO LOCALMENTE COMPACTO

I.1.1. - NOTACION

Designaremos con G & un grupo topolégico localmente cdmpacto y unimodular (si ademds G
tiene una estructura diferenciable no se la considera aquf. En ese caso el camino gue seguiremos
para construir un 4lgebre grupal para G es otro y estd expuesto en nuestro préximo pardgrafo. )
Mantendremos, en general, las definiciones y notoci ones del capftulo anterior, en particular la
identificacidn de funciones con medidas, estudiada en el segundo pardgrafo del Capiftulo I, que usa

remos sin necesidad de expresa mencién-




-48-

II,1. 2. - DEFINICION

Sea A vn 4lgebra con una topologfa compatible con su estructura de grupo adi-

tivo, y E un espacio vectorial topolégico, ambos sobre el cuerpo K . Lila -

maremos REPRESENTACION de A _en E a todo homomorfismo algebraico T

de A en el 4lgebra éni(E) de los endomorfismos continuos de E . Dada

una topologfa ‘€ de é,,!g,(E) , diremos que T es € -COMPATIBLE si es

un homomorfismo continuo en ?'

Es decir que T ser4 una aplicacién que a cada elemento z&€ A asocia un operador continuo

’I‘z en E de forma que se verifique:

Tt = Tz 0 Ty ; Typgt = Tyt Ty ; T, ,*AT, (A& K

Avn cuando no estudiaremos especialmente la compatibilidad o no compatibilidad de las repre -
sentaciones de 4lgebras, consideraremos, salvo mencién expresa, a éﬂd(E) dotada de la topo i

logfa puntual fuerte de operadores, definida en el capftulo anterior para %(E) . :

.

La mayorfa de los conceptos relacionados con representaciones de grupos, definidos en el Ca-
pitulo I, pueden aplicarse mutatis mutandis a las representaciones de 4lgebras, luego no se justi

fica que los volvamos § definir en este caso. -

1I.1. 3. - DEFINICION °

Llamaremos ALGEBRA GRUPAL de G al 4lgebra /fZ ¢(G) .dé las medidas

sbbre G con soporte compacto, con las operaciones-de suma habitual y pro-

ducto de convolucién.

Evidentemente, cuando G sea compacto, el dlgebra grupal ‘serd %(G)‘ .

Observemos que no hemos especificado la topologfa del é.lgebré grupal, Generalxnénte la con-
sideraremos dotada de la topologfa vaga restringida, -que segdn I, 3,9, iniduce en ‘G la topologfa

inicial,
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I1. 1, 4, -~ PROPOSICION

Sea G un grupo finito. Entonces existe una correspondencia biunfvoca en -

ire las representaciones de G y las de su dlgebra grupal, que conserva el

espacio de representacidn.

Es éste el caso clédsico. Consideremos el espacio vectorial € [ G] de las combinaciones 1i-
neales formales, con coeficientes complejos, de los elementos de G . Observemos que hay un
isomoﬁismo de 4lgebras entre % (G) coz'1 la convoluéidn, y € EG] con el producto formal .
En efecto, agociando a cada s la medida de Dirac LCS , vemos que toda AL perteneciente a

I/%(G) queda definida dados gus valores en cada s&G . En otras palabras, podemos expre -

/‘ =seZG/L(s) (“5

Iid'suma y producto por escalar se corresponden con las mismas operaciones en € [ G ] , asl
como la convolucién de dos elementos simples £ s ¥ ét (ver 1.2.9.). Pero entonces por 1i -
nealidad, la convolucién se conserva para alalquier par de medidas, lo qhe pignifica que % (G)

y € [ G} son efectivamente isomorfos.

Dada una representacién s —= Tg de G en E , definimosla aplicacidén T#- que a cada

/M € /’l (G) asocia el operador

4
/ %—'G/m)T“

que serd una combinacién lineal de automorfismos continuos de E , es decir un endomorfismo

continuo de E . Es inmediato verificar que T es una representacidn de /{ (G) en E ,

Reciprocamente, dada una representacién U -de I‘/[(G) en E , asociamosacada s G el
operador U; = 'Ug' . Para verificar que s —S U's‘ es una representaciénde G en E , bas
8
ta comprobar que ciialquiera sea s G , U's es un automorfismo de E . Pero esto es inmedia

|
to ya que (U'S) = U'_l . B
s \
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1. 1.5. - PROPOSICION

Dada una representacién U del dlgebra grupal /f{ %{G) en E , podemos

asociarle canénicamente una representacién U' de G en E .

Hemos quitado aquf la hipétesis adicional de finitud para G , manteniendo las hipdtesis'genera
les de local compacidad y unimodularidad, Sin embargo, la demostracién coincide con la segunda
parte de la proposicién precedente. En efecto, basta asociar a dada s G el operador U's = Ug

que ¢como ya vimos es un automorfismo continuo de .E . Ademés

U, = U = Ug xg = U000 = U'loU! ]
st eat 8 é;: Es Et 8 t
Recfprocamente, dada una repregentacién de G en E , pairemos construir candénicamente
una representacién de [/( ¢(G) en E . Sin embargo esto no se obtiene tan inmediatamente como
en el caso finito. Analizaremos primero el caso particular en que E es de Banach, y luego estu

diaremos un caso'mds general, imponiendole a ' E algunas restricciones pero mucho mds débiles.

1. 1. 6. - PROPOSICION

Sea T una representacidn de G en el espacio de Banach E , compat:ble

con la topologfa puntual fuerte de ?ﬂ(E) Entonces es posible cons -

truir una representacién de ,/% c(G) én E , candnica.mente asociada a T.

Dada /ué /% %G) , y cualquiera sea x E , &efini.nio&

o

Te "“.. = S&(Té'x).d/b((s)_ - (')

Esta definicién tiene sentido, ya. que es 13 integra.l sobre G de una funcién vectorial continua,
respecto de una medida /LG /4{ °(G) (ver [1] Livre Vi, Ch III) Ademﬁs, por la linealidad -

de la integral, es evidente que 'I# respet@. la estructura 1vectorial de E . Por otra parte, si

/\.L Ve ;I{C(G), entonces .

Tf,uﬁx)_ = Tg[ S;;(Ts'xid/i(s)]' 2 GTt G(T x)d/u.(s)] dv (t) =

= o wavwaie - "tf;

GXG

,Vt

e
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\

Baatar4 entonces que demostremos que x -—> T/‘ x es continuo cualquiera sea /u é /( ¢a),
para que T# gsea una representacién de /t (G) en E . Sea sop /t = K , entonces se verifi-
ca que:

'/Lx

<

} s (T x)?u(a)/ s; ”Ts x' dde.(B) £
< fx s:u 5 ap] ) ™)

Pero K es compacto, y por la compatibilidad de T , el conjunto {T ¢K ©8 corhpacto en

8 s
‘ff,f,(E) luego puntualmente acétado, y por el teprema de Banach-Steinhaus es fuertemente aco-
tado, es decir que existe una constante CK tal que valga HT a” & Cg cualquiera sea s<K ,

y sustituyendo en A") resulta

HT}{ x” & Cy V/L”k Hx" 8

II. 1. 7. - DEFINICION

Sea T.una representacién de un grupo localmente comgécto G _en un espacio
vectorial topoldgico E . Diremos que T es PRACTICAB LE si el espacic E

es tonelado y adémds para Lada. x&E y cada compacto K de G , el conjunto

de los elementos T gX o para 8€K , estd contenido en un compacto convexo

de E .,

Esta condicidn se satisface autom4ticamente para toda representacién cuando E es tonelado y

casi~completo. En lo que sigue se verf la naturalidad de esta definicién.

1. 1. 8. - PROPOSICION

Sea T una representaciénde G en E , practiéable y compatible con la topo-

logfa puntual fuerte de f.//;_ _.__Podemos entonces construir una represen-

tacidn T# de g//z %(G) en E . asoclada candn.lcamentea T , y que verifi -
que 'I" = T V scG .

#

Es una generalizacién de II. 1. 8, Definimos T/ ( ¥ como en (') de II.1.6. La primera parte
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de la demostracién coincide exactamente con dicha proposicién. Solo diferimos en la demostra -
cién de la con tinuidad de la apliccién x —> 'r/ix . Lea familia *{ TsZ‘ geK 8 acotada puntual
mente y la practicabilidad ssegura que podemos seguir aplicando el teorema de Banach-Steinhaus.
Entonces cualesquiera sean xoe‘E » K ( = soporte de Vad ) compactoen G , & real positivo

Y p , seminorma continua gohre E , existe un entorno V de X, tal que
p(Tx - Tgx,) < &
para todo se¢ K ytodo x¢ V , de donde resulfa
p( SK (T x - Tgx,) dlu.(s) ) £ sK.p(T.Bx - Tgxo) df/u., (8) £ E "/t”
lo que implica la continuid;.d de T# . ' =
/4_,
Dac.la. u;ui repregentacién T de G en E , si podemos construir como en II.1.6. o bien IL 1.8

la representacién T# de /’l ¢G) en E , yiuego obtenemos segdn II.1.5. una representa -

cidn (’1‘# » de G en E , entoncés es superfluo observar que (T# M coincide con T .

Observemos que J{ (G) puede ¢onsiderarse como subdlgebra de /Z ¢(G) .- Tiene sentido en-

#

tonces hablar de la restriccién de T‘f .a K -(G) que notaremos con { —> ’Iff .

I.1.9. - PROPOSICION

Sea T una representacién practicablede G en E , y F un subespacio ce-

rrado de E , Entonces son equlvalentes

a) F es invariante para; T .

Tt

b) F es invariante para .

c) F es invariante para f —-—*Tf -

a) === b) : Sea F+ el subespacio de E' ortogonala F .. Entoncessi x¢F , x'& Ft ,

cualquiera sea /u. & € S(G) se verifica

<Ti x,x) = sG(TBx,x")d/c(s)-: 0

’a que (Tax , x') = 0 cualquiera sea 8&. G puesto que por hipdtesis Tsx‘éF . Entonces
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T’ixe(F-&)-& = F = F .

/
p) == ¢) : Inmediato.

¢) ==32> a) : Por el teorema L. 1.4. , cualquiera sea te¢ G es 61: limite vago de g’(eJ{(G);

y por lo tanto, si xé F , x'€ F*+ se verifica

<Ttx, x) <T§tx, x'> = SG <Tsx, x') d€(s) =

li:(n SG <Tsx, x'} g‘x(s_)ds = I;n <’I’§x, x') = 0

es decir que 'I"ﬂ-xG(F‘-‘-)-‘- =¥ = F , &

.

I.1.10, - COROLARIO

Una representacidén practiceble T de G en E es topoldgicamente irreducible

sil lo es T"|= .

Es inmediato ya que por la proposicién anterior los subespacios cerradoes invariantes coinciden,
B

Supongamos que G sea compacto. Entonces el 4lgebra grupal seri r/é (G) y todos log espa -
cios funcionales "'razonables’ pueden considerarse como subrspacios de [/{ (G) . En particular
como veremos en el Capftulo IV , L2(G) serd subdigebra de ,/J (G) y tendrs $entido considerar
la restriccién de p—> ’I)#: a Lz(G)‘ . Como mi4s adelante usaremos ampliamente esta sub~

#F

f1gebra, designaremos con f —> T¢~ adicha restriccién,

II. 1. 11. - PROPOSICION

7

Sea G compacto, ' T una representacidn practicablede G en E , T v

N

zé‘ definias,. La irreducibilidad topoldgica de una cualquiera de estas

reg‘esentaciozies" implica la de lag otras dos.

La proposicién resulta inmediatamente de 1. 1. 9. si recordamos que X (G) = £(G) es denso

en LG) .



1. 1. 42, - PROPOSICION

Sea G un grupo compactoy T y U dos representaciones practicables de

G en.E; . La Semejanza de cualquier par T,U .; Tf,li'#‘; T# &# im-

plica la de los otros dos pares.

La demostracidén, inmedieta, queda a cargo del lector.

I, 1,13. -~ PROPOSICION

Sea G m compacto y T una representaciénde G en E practicable

y_compatible con 1':-1 topologfa puntual fuerte de End (E) . Entonces la re -
presentacién T ﬁ (G) —o End (E) es continua para la topologfa vaga en

;&(G) y puntual débil en End~ (E) . En particular T7; 7 es continua para

la norma de L2(G) y topologfa puntual débil de End. (E) .

NOTA: En lo que sigue suprimiremos los sfmbolos f y ## i salvo cuando haya lugar a con

fusién.

- - ———

8 2.- ALGEBRA GRUPAL DE UN GRUPO DE LIE

II.2.1. - NOTACION

Sea ahora G un grupo de Lie. Tiene .Qéntido ahora definir el espacio s {(G) de las funcio -
nes sobre G mdeﬁni.damente diferenciabies, ¢on la topologi’a. de Schwartz (ver {11_] ). Eles-
pacio dual [ ’(G) es p or deﬁniciﬁn e1 espacxo de las distribuciones con soporte compacto. No
corresponde que hagamos aquf la teori‘a de la’ convolucidn entre distribuciones. El lector interesa
do puede consulta.r f2] donde constataré que 6 (G) es un 4lgebra con el producto de convolu -~

cién. Usa.remos frecuentemente la notacién de Schwartz‘

§ 1ta) dx (0) = <f,l>(> 1€ €@ 5 x 6 £1C)

No utilizaremos resultados referentes a distribuciones vectorieles. “Es obvio que todos Jos sig
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nos de derivacidn que aparecen en eate pardgrafo son respecto de ia variable en G . En caso de
ambigledad pondremos como subfndice la varfable de dérivacién. Se utiliza en este parédgrafo un
teorema de aproximacién anilogo al I. 3. 4. cuyo enunciado es: "Poda medida puntual é.s es 1f-
mite vago de medidas }LfA s f) (s) ds con fA & a9 (G) (espacio de las funciones de £ (@)
con soporte compacto) " . La demostracién de éste resultado para. G = R puede consultarse en
[ 11] , Ch, 1. La demostracién general se reduge & este -caso tomando un entornode t en G

- suficientemente pequefio para que sea isomorfo a un abierto de R .

11, 2. 2. - DEFINICION

Sea G un grupo de Lie, Llamaremos ALGEBRA GRUPAL de G_al dlgebra

5_’(6) de las distribuciones con soporte compacto, con las-operaciones de

suma habitual y producto de convolucién.

Dade una representacién T de G en E , debemos definir una fépresentacidn ’I‘f del £1ge -

bra grupal en E . Con el precedente del pardgrafo anterior, podemos definir formalmente

Ta(x -_Ttx - sG(Tsx)do((s)

pero esta definicién no tiene sentido ya que 8 -—-sTBx no es una funcién numérica sobre G si-

no vectorial. Esto buede sqbéana rae haciendo
(To(x. x') = SG(TB::, x'> do(s) x'¢ E! Q)

siempre qué 1a funcién (numérica) s —> <Tsx R x’) pertenezcaa & (G) cualquiera gea
xgE y x'¢c E' . Atfn en este caso solo podrfamos asegurar que T pertenece a Hom (E, E™) »
es decir que en general no serd una representacién del dlgebra grupal. Debemos entonces res -

tringir el espacio de representacién,

II. 2,3, - LEMA (GARDING)

Si T es una representacidn compatible de G en E , exkiste un subespacio

denso E° , tal que si x€E° , entonces la funci6n vectorial x —> T.x es

. indefinidamente diferenciable
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Consideremos el .siguiente subconjunte de E :
H = }Tyx s {(Tgotta)ds | xeE , 16D@)f
G : ,

Designaremos con E® al aubespacio generado por H .- Veamos que 10os vectores de E® veri-
fican la tesis. Bastard que lo vermqu'emos para los vectores de H , ya que por la linealidad de
la representacién y de la derivacidn, el resultado se extenderf atodo E° . Sea b¢H . Enton-

ces

Teb = § T (T, 0 fe)ds = (T, x)f(a)ds = § (T, x) 2" 0) ds
A G G G

Si f tfene soporte contenido en el dominio de un mapa, puede ser considerada como definida en
un abierto U de R™ . La medida ds correspor’ide (mediante dicho mépa) a una medida sobre U
con dénuldad (l1amemos ¢ » por ejemplo) indefinidamente diferenciable respecto'de la de Lebes-
gue de R® (Chevalley, cap., V). Si t varfa también en el dominio de un mapa, la expresién (abu

so de lenguaje: s,t variables en RM ):
Tyx ft™ls) ¢ (s) aR”

es indefinidamente diferenciable con respecto al pardmetro t .
En el caso general (soporte de f» compacto cualquiera ), una particién indefinidamente dife -

renciable de la unidad reduce el probiema al que acabamos de tratar.

Veamos ahora que E° es demso en E . Sea'x E arbitrario. Siempre podemos escribir
xsT £ x Ademds, por el resultado mencionado en II. 2.1, podemos expresar (fe como 1fimi
e

te vago de 2'\- en £(G) . ‘Pero entonces X, = 'T’,'\ x tiende a 'I'( X = x , y;:omo todos
o .

les x5 ‘pertenecen 8 H. resulta que E = HC E°c E .-

Por el lema anterior 1a funeidn numésica § =~ ( Tgk , a'} pertenece a & (G) y por 1o
tanto 1a definieidn:
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{Tyx, x) = T x, x> dx(s)

SG

tiene sentido y podemos agegurar que Tb( € .Hom (E,E'*) .

Por la completitud de E sabemos que la funcién u : x' —-9< T«‘;( x, x'” sers de la forma
x! — (y,x'> con y¢ E sii u es débilmente continua sobre todo conjunto equiéontinﬁo de E!
(ver Cl] , Livre V, Ch, VI, 8 3, Ex. 3-d ). Sea entonces B un subconjunto equicontinuo ;:le E!,

y sea x}\e B y x'| —» x' débilmente. Sea x¢ E° arbitrario. Entonces, por el lema anterior,

A
para todo fndice de derivacién V' es DQTx una funcién continua y lineal en x , luego vale

v
pV(rT - - v. -V, v
Taem) = (P71, ) — (DT, x> DY Tgxd ()
uniformemente en todo compacto contenido en una carta fijade G .
v,
En efecto, es inmediato que D‘?< Tgx, x'> = <D Tgx, x'> , ysi K= gsop X serd

gDVTSx ‘ BE€ Kf “un compacto en E , y por la equicontinuidad de B se verifica (') . Pero se-

gdn la topologfa de € (GQ) , esto implica que
SG<TSx , ::\'} dx (8) —=> SG <Tsx , x') dex (8)

luego T .xEE , es decir que _Hom>(E°,E) .
ueg o(x s decir g TD(C

Demost remos finalmente la invariancia de E° . Por la linealidad de ’]5( seré suficiente con

que demostremos la invariancia de H . Sea entonces b = Tf a & H , y calculemos

T b= [{(r a)f(s)dsj ot (8) = § § (T.(T_ a)i(s)dsdox(t) =
X sG t[SG 8 \ | SGG t' s

= 4 § (T aMtlshsder(t) = § (T a)( § f(t'ls)d«x(tﬂ ds = § (T e)gle)as
cc ° ¢ ®*la G

donde g(s) = (X *£Xs) € ;D(G') (ver [1]3 » Ch.\1 )y por lo tanto

T{?C(Tfa) = Tg(a)é’H B

II. 2. 5. - TEOREMA

Dada una representacién practicable T de G en E completo, podemos
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construir una representacién X —o Tx de &£ G) _en el subeapacio

de Garding E® , asociade caadnicamentea T .

En el lema anterior hemos visto que T, & End (E®) cualquiera sea la distribucién A€ &£’(G).
Entonces solo nos falta verificar que la ap]icacidh or—» Ty respeta la estructura algebrai-
cade &£'(G) . Que respets lu linealidad es inmediato por definicién. Veamos entonces que -se’

verifica TK*P'- T,(°Tﬁ . En efecto

{retrg 0, xy - sG$G (T (Tx), x) dx aMflt) =

- '$G$G <Tstx. x> d((s) dft) = $G {Tyx, x> dx*f)u) = <To'(»=,8x‘x'>

" 11.2.68. - EJEMPLO

Analicemos un ejemplo en que E° es un subespacio propifode E . Sea G =U el grupo de Lie
de los complejos de médulo 1 , con la operacidn de producto habitual, U es compacto y abelia-

no. Sea 8 —> R, la representacién regular de U en £w) , definida como en 1.2.11, El

kit G L4 L St AR R s v daru e ST S

digebra grupal sers D) » ¥ el subespacio de Garding E° serd el subespacio generado por

Loy

el conjunto H de las funciones h de la forma:

R A s Y

ht) = (RAND = § RN gla)ds = § Hst) gls)ds. = €% D) &)
U U

con g& 2w, y por lo tanto HC Q(U) » ¥y también E° GIQ(U') + luego es un égbpspﬁc:lo p.o-
ple de ' ?(U) . ‘



CAPITULO 11

MODULOS Y AMILLOS SIMPLES Y SEMI-SIMPLES

"Hasta cuéndo, oh simples!
amaréis la simpleza?"

Prov. 1.22,

Este Capftula es independiente del resto de 1a obra (salvo el pardgrafo 1) ¥y puede con
gsiderarse como una exposicidn detallada de los prerrequisitos algebraicos necesarios para su
comprensidn. Al comienzo de algunos pardgrafos se mencionard en qué parte exactamente serdn

utilizados {por primers vez) los conceptos en ellos introducidos o estudiados .

Se supondrd condcida la teorfa general de mo6dulos sobre un anillo no conmutativo
dual, proancto tensorial) que se encuentra en [1] . Liv, lI. Chap I y Chap III . Salvo expresgién
en contrario, todas las digebras que i.nter.vienen en este ¢apitulo son dlgebras sobre L . Desde el
pardgrafo 3 (inclusive) hasta el pardgrafo 9, n° 2 (inclusive) se supondrd ademds que todos los a_
nillos de operadores de un mddulo poseen unidad. Salvo que se¢ jindique otra cosa, los sub-anillos

de anillos.con unidad se supondrd que contienen a esa unidad .

8 1 RELACIONES ENTRE LA TEORIA DE REPRESENTACIONES Y LA TEORIA DE MODULOS

Veremos en este pardgrafo que la nocién de representacién lineal de un dlgebra y la

de médulo son esencialmente la misma .

1. 1.1, - DEFINICION

Si A es un dlgebra, llamaremos A-mdédulo a todo espacio vectorial E sobre Ctal

. gue sea un A-mddulo Eé.ra la estructura subyacente de anillo de A y que ademds

cumpla: )
(A ak=a(Ax)= A(ax)

cualesquierasean A€ C, a € A, x € E .,

Naturalmente se pide a log homomorfismos y submddulos de mddulos sobre dlgebras que posean




las propiedades de linealidad correspondientes ;

Supongamos que A es un dlgebra (no necesariamente con unidad) y que f es una representacién
de A en un espacio vectorial E (sobre E ); es decir

P: A ——> End_ (B)

C
y es un homomorfismo de dlgebras . Podemos entonces definir a partir de f una estructurdde
A-médulo sobre E mediante
(a, x) — a.x =f‘(a)x
Bi a € A, x € E.
Esta ley externa evidentemente cumple laa leyes distributivas respecto de las sumas de Ay E
y ademds si a,b€ A, x€E y A € €, vale
(ab). x = Pablx= (P(a) o L(bNx = L)L (bIx) = a.(b. x)
(Aa).x = P(Aa)x = (AP(ad)x = Ala.x) = P(a)(Ax) = a.(Ax)
de mianera que con ella E es efectivamente un A-médulo .
Si por el contrario suponemos que E tiene una estructura de A-mdédulp, puede definirse
PiA——> Endc'(E)

mediante £ (a)x = a.x, y es inmediato que P eﬁ una representacién lineal de A en E.

Esto permite afirmar que hay una correspondencia biunfvoca en las prepresentaciones linea
les de un 4lgebra A en un espacio E y las estructuras de A-médulo de E . Diremos que.
los elementos de un tal par estdn "asociados" : "la estructura asociada a una repljésentgcidn" .
y también "la representacién asociada a una estructura de A-mdédulo” .

Veamos cémo se traducen las propiedades especiales dg una 2 otra forma .

Segin I.1.10 , dos representaciones P y f" de un 4lgebra A en espacios E, E'
resp., SOn semejantes 8i y solamente si existe un isomorfismo vectorial de E en E' ,

ut E--»E', tal que para cada a € A, vale
P\(a) = qu o F (@) o wul

Pero eso es equivalente a decir que E y E! con las estructuras-de A-médulos asociadas

son A-médulos isomorfos . En efecto, vale, paracada a€ A, x€ B,

u(ax) = u(Pa)x) = @ o PENx=(f(a) o uwx-=
=p' (@) (u(x)) = a.u(x)




y como u es ademdz C-lineal , eg una isomorfismo de A-mdédulos .
La reciproca es lnnecdiata .
Andlogamente, podemos afirmar que el concepto de representacidn irreducible (L 1. 7) co

rresponde al de mddulo simple , en 21 sentido de la definicidn siguiente:

1. 1.2. - DEFINICION

Diremos gque un mdédulo es SIMPLE si no es 0 y no tiene submddulos

propios .

La equivalencia es inmediata, Decir que un A-mdédulo E no es simple es lo mismo que decir
que tiene un submddulo propio F , que resultard, a fortiori, un subespacio de E estable para
la representacién asociada, por lo que ésta serd reducible, y recfprocamente .

Finalmente veamos el caso de representaciones regulares ( I. 1. 13. ).

Es evidente que la estructura de A-mdédulo asociada a la z;epresentacidn regular (izquierda) de
A es la de AS » e8 decir la estructura de mdédulo a izquierda que tiene A sobre sf misn;o
([1], Liv. @, Chap. I, B 1, n91, exemple 1).

Podemos resumir estos resultados.de la siguiente manera:

HI. 1. 3.- DICCIONARIO

Si A esundlgebray E,E' dos espacios vectoriales sobre € , es vdli-

do el siguiente cuadro, donde las estructuras de mddulos de la derecha

son las asociadas de lag representaciones de la izquierda:

J_o y P! son representaciones se- E y E' son A-mddulos isomor-
mejantesde A en E y E!', fos .
Ja es una rgpresentacién irredu- E es un A-mddulo simple,

ciblede A en E.

>

P es la representacidn regularde

A,

Segin esto, la teorfa de representéciones puede utﬂiia_r cohceptos de dlgebra lineal y recip;g
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camente . M4s adelante (8 8 ) veremos un ejemplo de tal ne~

8 2.- ADJUNCJION DE UNIDAD

. o~ )
Sea A un 4lgebra de la que no se sabe si tiene o no unidad . Llamemos A = € x A so -
bre C .

Si definimos en IK una operacién producto por
(x,2).(x', a') = (xx!, xa'+x'a+a.a')

donde x,x'€ @€ , a,a'€ A, ésta induce sobre X una-estructura de 4lgebra con unidad
(1,0) . La comprobacién de que se cumplen las leyes asociativa y distributivas es inmediata
[1] . viv. 1, Chap. 8, App. n® 1. Ver también [6), 8§ 20. C).

Es claro que la inyeccién

a—> (0,a)

de A en X es un homomorfismo biunfvoco de 4lgebras y que su Magen es un ideal bild-
tero de rK . Esto nos permitird consideré.r a A como un ideal de ,X , 0lo que es lo
mismo, que ‘X es una ampliacidn de A . Existen varias relaciones interesantes entre
ideales de A e ideales de K y el lector podrd sin duda descubrir algunas . Agqui no necge
sitamos ningdn resultado en ese gentido ( [1] , loc'. cit. ). Lo que nos interesard es con
siderar la posibilidad de extender mediante est:a construccién el dominio de operadores de
un mddulo.

n
Si E esun A-mdédulo , se trata de definir sobre E una estructura de A -médulo..

Es natural imponer la restriccion siguiente
(0,a).x = ax paratodo x€EE, a€A

~
ya que los elernentos de la forma (0,2) forman una réplicade A en A . Perosi

queremos que se verifique esa igualdad, para cada elemento (z,a) de A serd

ax - giz=0

(z,a). x

(z,a).x (1.2-1 a) (zx) s8iz7 0
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y por lo tanto la estructura quedard totalmente definida cuando se determine como operan los ele
mentos (1,a) , a € A .

Como se verifics de inmediatc, si se define
fa {x) = (1,a).x - ax
la ley externa que se quiere definir serd una ley de mddulo si

fa € End, (E), paracada a€ A yademds

fa—b~ab +a+b = aof + faob + faofb .

para cada a,b € A, considerados como elementos de EndC(E) por la representacién asociada,
Es evidente que es suficiente tomar para ello £, = Lﬁ , {(aunque no necesario!) con lo que la

ley externa resulta .
(z,a).x = zx + ax.

o
Si E esun A-mddulo’ entonces, segidn lo anterior, también es un A-mddulo con esa ope-
racién. Consideraremos en lo que sigue esa dnica estructura de 'X-médulo de cada A-mddulo.

Veremos que las propiedades de E con ambas estructuras son esencialmente las mismas,

Imr. 2. 1. - PROPOSICION

Sea A un dlgebray E un A-mddulo ., Los submddulos de E como
a
A-mddulo y como A-mddulo coinciden .
. ) -y )
En efecto, 3si F es un A~submédulo de E , tambijén es un -A-subrnddulo puesto que &i

a€A z2€C, xCF
(z,i).x = zx ¥ ax € F

y todas l.as otras propiedades no dependen del anﬂlo de operadores y por lo tanto se satisfa

cen autométicamente. La reciproca es inmediata .

De aquf resulta en particular{que un ‘A-médulo simple es también 'K-simple y vicever
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1. 2. 2.- PROPOSICION

Si E,E' ‘sondos A-mddulos, vale

HomA (E,B') = Homx (E,E')

En efecto, si wE -->» E' es un A-homomorfismo, valdrd
‘u((z,a). x) = u(zx + ax) = zu(x) + au(x) = (z,a).u(x)

{los homomorfismos son C-lineales ! )y por lo tanto u€ Homx (E,E'). La recfproca es inme

diata .

Estas propiedades nos permitirdn suponer siempre que los médulos.a congiderar 1o son sobre
dlgebras con unidad, y todos los teoremas que se enuncien sobre submédulos u homomorﬁsmgs
serdn vdlidos sin restriccién de generalidad .

Nota: En el caso general de un anillo en lugar de un 4lgebra, puede hacerse una construccién anid
loga mediante Z x A (Z = enteros). Dejamoé al cuidado del lector la repeticién del proceso y la

demostracién de II1,2.1.~- y MI.2.2,- para ese caso .

§ 3.- MODULOS SIMPLES

Este pardgrafo estd destinado al est_udio elemental de los médulos simples (def. en HII, 1.2, -}
Desde el comienzo, hasta el corolario III. 3.6 (inclusive), A representars.un anillo con unidad.
Desde I. 3. 7 en adelante, un 4lgebra (sobre € , en virt‘ud de la convencidn hecha a comienzo
del capftulo) con unidad . |

Todos los médulos que aparecen son mddulog unitarios a izquierda .

III. 3. 1.- PROPOSICION

Todo A-mdédulo simple estd generado por cada uno de sus elementos

|
ki
:
|
3
3
i
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(diferente de 0) .

En efecto, el submdéulo generado eén cualquier médulo por un elemento no nulo es no nulo, y sf

el médulo es simple, debe coincidir con el total. -

AN

Mds adn, 8i M es simple , x€ M y x § 0, entonces A,.x = M, yaque A.x es el

submddulo generado por x .
Sea E un A-mddulo simple . Para cada x no nulo de E podemos considerar la aplicacién
tx : A’a -->» E ‘ definida por
f (a) = ax.
b

En virtud de lo anterior, fy' es un epimorfismo de A-mddulos . Su nicleo, que notaremos
M, serd un submddulo de A , es decir un ideal a izquierda de A , que se llama anulador de
x 8 . - -

x (-[1] , Liv.II, Chap. I, 81, n®9 ). Evidentemente vale

M - {aeA; ax=0}

De esas obgervaciones resulta de inmediato :

mI. 3. 2. - PROPOSICION

Todo A-mdédulo simple E es isomorfo a todo mdédulo cociente

As Wx donde 474 x ©6 el anulador de un elemento x no nu

lo cualquiera de E .

O

. 3. 2.- COROLARIO

Para cada x no nulo , /# 5 €9un ideal maximal a. izquierda

de A.

. En efecto, fx-l establece una correspondencia biunfvoca entre los submddulos de E y los

ideales a izquierda de A que contienena 4y { 1] viv. 11, Chap. 1, 88, Th. 5). Pero
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como E es simple, se concluye que A no tiene ideales propios a izquierda que contengan a /m/x

lo que equivale a decir que Afy x ©8 maximal . ’ v

El mismo razonamiento del corolario anterior permite afirmar la recfproca, es decir:

I, 3, 4. - COROLARIO

E esun A-mddulo simple , gi y solamente si es isomorfo a un

A-mddulo cociente Ag/my  donde A4/ es umideal maximal a

izquierda de A . | ' @

1, 3. 5.- PROPOSICION ("Lema de Schur')

Si M,N son dos A-mdédulos y u:M --> N es un homomorfis-

mo no nulo, entonces

i) Si M es s.i.mple-g u_es inyectivo .

ii) Si N es sﬁnple , u_es suryectivo .

iii) Si M y N son simples, u es biyectivo .

En efecto, la imagen de u es un submdédulo no nulo de N y su nicleo un submddulo de M dis
tinto de M . Haciendo las hipStesis de simplicidad de M o N resultan i)y ii}). De i) y ii)re

sulta iii).

OI. 3. 6. - COROLARIO

El anillo de endomorfismos de un mddulo simple es un

cuerpo .

Si E es un médulo simple, todo endomorfismo no nulo de E es biyectivo por el lema de Schur

y por lo tanto tiene inversa . ' . @

Veremos ahora que ese cuerpo estd bien caracterizado en un caso particular que serd muy im,
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‘portante para nosotros

UI. 3. 7.- PROPOSICION

Si E es un A-mdédulo simple (y A un dlgebra sobre C

segun se convino a comienzo del pardgrafo) de dimensién

finita sobre C, el cuerpo End, (E) es isomorfoa C.

:

Sea K = End, (E). Si A€ C, A opera sobre E mediante
Alx) = A x
ysiu € K, vale
(,A'o‘ u).(:x) = Q. u(x) = wlx) = @ o \)(x)
de manera que C es un subcuerpo central de K.
.81 n esla dimensitSn de E se cumple
C = K C Endy(E) C Endn(E) = Mu(E)

y entonces K es un cuerpo que contiene a C como subcuerpo central y es de dimensién finita
m sobre él. Pero eso no puede ocurrir a menos que C = K. En efécto, si x € K, losele
mentos

O

1= x°,x,...,xm

son linealmente dependientes sobre C, y por lo tanto valdrd
Z aj xj_ = 0

con 2y, ... a, nimeros complejos no todos nulos. Pero puesto que C es algébraicamente

cerrado, eso implica x € C. C®

Veamos ahora una interpretacién del lema de Schur en términos de representaciones. Sea A
un 4lgebra sobre C, E y E' dos espacios vectoriales sobre C de dimensidn finita (n y m

resp. ).
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Si Py (°‘ sonA dos representaciones de ‘A _en E y E' resp., fijando bases ex;x B y E' se
puede suponer que para cada a € A, (o(a.) y f‘(a) son matrices complejas (de n x n 'y
m X m resp.). Si u:E-—> E' es un homomorfismo de A-mddulos pars laé ‘estructuras
asociadas, u Be puede representar por una matriz P.(de n columnas y m filas) que cumpli-
rd

P L@ fr

para cada a de A. Si suponemos que |{° y f)' son irreducibles, por el lema de Schur, P se-
rd 0 o biyectiva. En este dltirao caso se podrd concluir que (" y /0 ‘ son semejantes {y por lo

tanto en particular que n = m).

8 4 MODULOS SEMISIMPLES

Veremos en este pardgrafo el importante concepto de médulo semisimple (III . 4. 5.). Con-
vendremos que durante todo €1, A representard un anillo con unidad y que todos los A-médu-

los son unitarios. En virtud de las observaciones del pardgrafo 2, final, esto no constituye una

restriccidn.

II.- 4. 1.- TEOREMA (Krull)

Sea M un A-médulo, {Npl, . . unafamilia de suoms

dulos simples de M tal que M = > Ny. Si F es un

submddulo de M, existe L -C A tal que

M=FO@@PN, ()€ L.

Sea ,% la familia de todos los subconjuntos I de A para los cuales la suma

F+> N
AE!I

sea directa (ambas: + y 2 )

Como p € . /% R _/% ¥ §. Ademds con el orden de inclusién, es inductivo, como ‘se
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compruéia‘a fdcilmepte, y entonces,-por.Zorn, existe LC A maximai en /‘6 . Sea

N=:F® ?L Ny . Si demostramoe que N = M , el teorema estard probado. Para ello ob -
servemo:que 81l N€ L, N7\ CN ysi A ¢A-L . la suma N+ NA no puede ser directs por .
la maximalidad de L . Pero en ese caso N A N)\| # 0 y como ,N)‘ es simple, serd también

Np C N. Entonces Ny C N paratodo A € /A , dedonde M = Ny = N g
Recordemos (, [1_-! Liv. II, Chap. 1, B1, n°4, def. 4) quesi M es un A-mddulo, dos

submddulos M1 y M2 de M se llaman suplementarios cuando M = MI‘QM2 y que M selld

ma mondgeno (loc. cit. n® 5 ,.def. 6 ) cuando estd generado por un solo elemento.

1. 4. 2.- 1LEMA

Todo A-mdédulo mondgeno no nulo tal que cada sub-mdédulo suyo

tiene suplementario, tiene un submédulo simple .

Sea E untal A-médulo, x € E un genefador . Como E es unifario, serd Ax = E . SiCy
es el anulador * de x en A (definido'para un mddulo cualquiera como se definid para simples
en el pardgrafo 3 ), .por el lema de Zorn existe un ideal a izquierda n;aximal My de A tal que
avCc My .siwMm, =Ws/o@ M, es un submédulo de E ya que M, =“B/aac Aa/af E

Sea M2 un suplémentario én E de M1 . Entonces
A /
- = 8loy - Bs

y M_ es simple por II. 3. 4.-

2

OI. 4. 3. - TEOREMA

Las siguientes propiedades c_!e un A-mdédulé_M son equivalen-

tes:

—

* El anulador de un subconjunto cualguiera ( |_1] Liv.1l Chap. II, 8 1, def. 11 ) H de un A-mg

dulo M se notard a veces "Ai)A (H)" .
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a) M es suma de submdduios simples

b) M 'es suma directa de gubriddulos simples

¢) Todo submdédulo de M tiene suplementario .

a =) b resulta del Teorema III. 3. 1.~ tornando F = 0

b =) c resulta también del Teorema Ul 4. 1.- aplicado a cada submddulo de M .

c é a es la dnica‘parte no trivial del Teorema . Sea P la suma de todos los submdédulos sim-
plesde M. Si P# M, P tiene un suplementario no nulo P' . Sea F cualquier submddulo °
mondgeno (no nulo)de M contenido en P'. Evidentemente'F hereda de M la propiedad de que
cada uno de sus submdédulos tiene suplementario . (Si NG F tiene suplementario .Q en M,
QN F es suplementariode N en F ). Pero entonces del lema INI. 4, 2.- se concluye que. F

tiene un submddulo simple, que a posteriori resultars un submddulo simple de M no contenido.

en P , loque contradice la definicién de P . B

1. 4. 4. - DEFINICION

Diremes que un mddulo es SEMISIMPLE cuando verifica cualquie-

ra de las condiciones equivalentes del teorema III. 4. 3.- .

Todo médulo simple es semisimple, todo espacio vectorial es 'un mddulo semisimple, el médu
lo 0 es semistmple . Por el contrario el Z-médulo Z no es semisimple . Déjamos a 1a buena

voluntad del lector la verificacidn de estos enunciados .

iII. 4. 5.~ PROPOSICION

Sea M un A-mddulo semisimple, M = > N, una descompo- -
AEA 4
sicidn de M en suma de submddulos simples . Para todo submddu

lo N de M , existe LC/A talque N esisomorfoa & Ny,

NEL

En efecto, por c) del Teorema anterior, existe un submddulo P suplementariode N . Si

LCA estal que
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(III. 4. 1.-) 82 tendrd

>
m
e

como se queria . 4

S

III. 4. 6. - COROLARIO

Todo submddulo vy todo cociente de un médulo semisimple son se-

misimples .

e

S

Si M es un A-mddulo semisimple, de la proposgicién anterior resulta que todo submddulo-de

T

M , por ser isomorfo a un mdédulo semisimple es semisimple. Si N es un submédulode M, .

oe s wm e
LTS ST T

como M / N®YP cualquiera sea el suplementaric P de N en M y por la primera parte P es

semisimple, también todo cociente M / N es semisimple . 8

TS T

III. 4. 7.~ COROLARIO '

R A

Con las mismas hipdtesis que en la propogicién III. 4. 5.-, si N

es un submddulo simple de M , existe >‘o €/\ talque N y Ny,

gon isomorfos .

En efecto, por III. 4. 5.-, N serd isomorfo 2 una suma @ N,_\ y como es simple, L no
AEL
podré contener mds de un elemento . ' =

IIl. 4. 8. - PROPOSICION

Si M; .M, _son A-médulos semisimples isomorfos , y

: m
Ml=éNi- . M, = @lPi

[
n



aon dos deacompdsiciones de M X M, en suma directa finita de
« &

submddulos simples, 2ntonces n = m Yy existe una permutacién

f de |'l . nl tal gue N, es isomorfo a P .
" ; n & f(i)“

Este resultado puede deducirse directamente del Teorema de Jordan-Hdlder ([ 1] , Liv, 1I,
Chap. 1, §8, n° 14, Th. 8),

Sin embargo, podemos hacer una demostracién particular (que pér supueéto es una adaptacién
de la del teorema de J-H) de la siguiente manera. Supongamos que n¢ m . Por III. 4. 7.~ exis-
te j tal que NnQin ."Entonces también

n-1
@ NyM /N M [ PaED P

Procediendo de la misma manera n-2 veces mds se obtiene

v~ r,

' tel

donde I tiene m-n-1( ) 1) elementos. Como N, es simple, esto no es posible, Luego n { m .
Como el enuntiado es simétrico, n=m . Ademds la permutacién f ha sido construfda en esta

demostracién, de manera que la proposicién es védlida . ]

1. 4. 8.- DEFINICION

El invariante por isomorfismo. n se llama la LONGITUD del A-mé

dulo M, . Se nota ']/A(_Ml)_.

Esta definicién conduce a una teorfa de médulos de'dimension finita', que contiene como caso
r;aﬂicular a la de los espacios vectoriales. La condicién de finitud impuesta es aparente. El re-
sgltado sigue siendo v4lido y la demostracién aplicable para cualquier cardinal (serd suficiente
para eso usar induc.cién) . Este caso general puede vers-e en ( [1] . Liv. 1I, C'hapf 8, § 3, n% 5,
Th. 2).

COMENTARIO:

Si D es un cuerpo’cualquiera (no comnmutativo), se puede demost}ér idc,iimente que el anillo
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EndD ((DB)“) es isomorto al anillo Mn(DO) deé las matrices de n x n sobre el cuerpo D° opues
to al D . En este dltimo, las n familias de matrices columnas son claramente ideales minimales
a izquierda y su suma es directa . De allf se concluye que si D es un cuerpo cualquiera, el mé-

Il s .
dulo (EndD((DS) )S tiene longitud n .

Nog desviaremos ahora de la teorfa general de médulos semisimples para dar las definiciones

y algunas propiedades de los médulos isotfpicos y las componentes isotipicas de un mdédulo .

I, 4.. 10.- DEFINICION

Si F es un A-mdédulo, diremos que un A-mdédulo es ISOTIPICO DE TI-

PO F si es suma directa de'submddulos isomorfos a ¥".

Todo mddulo es isotipico de su propio tipo. Un espacio vectorial gobre un.cuerpo K es isotfpi
co de tipo K g " Si es de dimensidn infinita es isotipico de tipo' (K s)n para todo n . Este es un
éjemplo tfpico de médulo isotfpico . Cuando no interese de qué tipo es isotipico un mddulo, se dirji
solamente que es "isotipico" .

Si A es un anillo, tode A-médulo simple es isomorfo (II. 3. 4.-)a un mddulo cociente AB/M
donde MV es un ideal a izquierda maximalde A . Si llamamos YSV (A) ala familia de tales co
cientes, un A-mdduloc M serd isotipico de tipo F , donde F es .simple, si y solamente si es iso
tfpico de tipo E para algiin E €X” (A) , como es evidente. Mds adn, no solamente de un E € )r(A)
determinado, sino de cualquiera de la clase en ‘8'/ (A) de los que le son isomorfos. Si notamos (co+
mo 1o hemos venido haciendo hasta ahora) con "' la relacién en ¥~ (A): "E y E' son isomorfos"

y con 6 (A) al cociente
S @ = Y/

por abuso de lenguaje diremos que n A-mddulo M es isotfpico de tipo A s para >\ € 6 (A), si
existe E € 7‘\, tal que M es isotfpico de tipo E . Este abuso es correcto por las observaciones
anteriores y tiene la ventaja de .suprimir las repeticiones innecesarias. También diremos que un mé

dulo simple E es "detipo A " ( Ae 6 (A)) cuando es isomorfo a algdn médulo de \ .
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l. 4. 11. - DEFINICION

Si M es un A-mdédulo y )\E 6 (A), al subiédulo M}\ , .suma de to

dos los submddulos de M de tipo A, lo llamaremos COMPONENTE

ISOTIPICADE TIPO A\ de M .

Es decir, para cada mdédulo simple E, se consideran todos los submdédulos de M isomorfos a

E . A su suma se la llama componente isotipica de tipo E o tipo A , con E J E' €, A de M.

Las componentes isotipicas de un m6d\’110 cualquiera son mdédulos semisimples .isdtﬂpicos. La é',
plicacién A — Mx (de 6 (A) en ,k (M)) solamente identifica los | A tales que My = 0
Sobre los demds es biunfvoca (H1. 4. 7.-). En un mddulo 'isotfpico solament-é pueden ser compo-
nentes 15s submddulos impropios: 0 o el total . Ambos a veces, el.primero solamente: gi no es
semisimple y el segundo solamente_:pbr ejemplo en un espacio vectorial . En particular un médulo

simple puede tener solamente 2 0 y a 8f mismo o a sf mismo como componentes isotfpicas .

III. 4. 12. - DEFINICION

Si M esun A-médulo, N un A-mddulo simple de tipo A y la com-

ponente de tipo A de M tiene longitud n , notaremos [M:N7= n

(o, si es necesario  [M:N] = n ).
A

III. 4. 13. - DEFINICION

Se llama ZOCALO de un médulo -M , vy se nota 6 Mt a la su-

ma de las componentes isotfpicas de M .

Por supuesto el z6calo de unmddulo es un submdédulo y coincide con la. suma de todos sus submé

dulos simples .




1. 4. 14. PROPOSICION

. El zdcalo de todo médulo es un médulo semisimple. Un mddulo

es simisimple si y solamente si coincide con su zdcalo. [+ ]

Ademds puede afirmarse que el zécalo de un mdédulo es may or submédulo semisimple delﬁng.
dule dado.y por consiguiente el mayor élemrento del lgebra de Boole ( completa) de sus submddu- )

los semisimples.

II1. 4. 15 PROPOSICION

M .

NI

Por definicién GM =Z M, . Veamos que esa suma es directa. Para un elemento

Para todo A-mdédulo M, vale G

%GG(A) fijo, llamemos P, al submddulo de M
Py = My o E My
TN
P,\ es gsemisgimple (III. 4. 6). Si NC P, es un submddulo simple de .P.)\ ‘., gerd NC M, ¥y

¥
por lo tanto (LIl 4.7), N serddetipo A. Comoadends NC] My y ) My=) Ny ,
' TFA TFr .

¥
donde iNi} 1EA es la familia de los submddulos de M de tipo ¥ , por HOL 4. 7 serd
¥ .

NasNi)b , paraalgin i,
°

ne ningin mdédulo simple, y como es semisimple, debe ser 0. Eso prueba que

AG’@M}\

M 2eGa)

1. 4. 16 PROPOSICION

Sea M un_A-mddulo. Las componentes isotfpicag de un submddu

" lo N de M sonlas intersecciones de las componente isotipicas

de M conelzécalode N. o

Las dos dltimas proposiciones toman una forma mds simple cuando se trata de 'mddulos sem_g'

gsimples. Las resumiremos en el siguiente

¥, . Pero como ¥ f A, eso es absurdo. Luego P, no contie

RS o s S et 2 Siaprapg e Y

Py ST o e
P Tt LT T e Ty
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III. 4. 17° COROLARIO

Todo mdédulo semi~-simple eg suma directa de sus componentesisa-

tipicas. Las componentes igotipicas de un submddulo suyo se obtie-

nen por intergeccién de las componentes isotfpicas del médulo total

con el submddulo .

.Las nociones de zécalo y componentes isotipicas tienen un sentido muy preciso en el caso de -un

mddulo de la forma A g+ COmMO veremos en el préximo pardgrafo.

§ 5.- ZOCALO Y PIES DE UN ANILLO

Como en el pardgrafo anterior, convendremos que la letra A representard un anillo,aunque no
necesariamente con unidad. Sin .embargo, a fin de ser acordes con lo que se decidié al comienzo
del capitulo, debemos considerar solamente mdédulos sobre anillos con unidad. En particular nota-
rémos Ag al .K-mddulo A, enlugar del A-mo6dulo A como es habitual.

Es inmediato que para un ideal a izquierda 't de A es eguivalente afirmar que es minimal (es
decir tal que no existe nihgﬂn ideal a izquierda estrictamente intermedio entre 0 y 1 ) ‘o que el

K-;mddulo 1, es simple. Segdn eso, los submdédulos simples de A, no son otros que los ideales

minimales a izquierda de A ( "imis" en adelante ).

II. 5. 1 PROPOSICION

42 2
Si iesunimide A, 1=t é 1= 0.

En el primer caso, existe a€? tal que da= Aa =4 .

Como 12 es un ideal a izquierda y ‘LZC 1* , por la minimalidad de '1' serd 1'2= é '1«2= 0

Para cada. a€} R 'La es un ideal a izquierda y {act de manera que 6 '1a=1 é

1'a=0. Si suponerhos "1:2=1¢ , como | 112 = Z 1,3, existird aG_i' , tal que {raf: 0, esdecir
a€d

tal que '1; as= 1« . b2

Diremos que un ideal M4 ( resp.un elemento a)de A es IDEMPOTENTE -cuando 2

{resp. al=a ), ¥ que es NILPO"I‘ENTE cuando 2= 0 ( resp. a2z 0),
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11, 5. 2 PROPOSICION

Todo imi _idempotente de A tiene unidad a derecha ( y por lo tanto

contiene un elemento idempotente )

Por la proposi¢ién anterior, si ‘L es un imi idempotente, existe a€'1r tal que “= 'L.-h.
Sea e€l tal que a=ea. Para cada’ x€ 1 , 8erd vdlido

(1) (x'xe)a=xa-x(ea)=0

N

Pero si llamamos 4+ al conjunto M= {y€ 1, ya= 0}, se comprueba inmediatamente que. i

M es un ideal a izquierda, tal que #C ¢ . Pero como ag 4 , no puede ser 44-:1 , ¥ por
lotanto #=0. Es prueba que y€1 ., ya=0, entonces y=0. En particular de(1)

se concluye xe=x para x€l . a8

Seguin esto, todo imi idempotente se puede suponer de la forma  Ae con e idempotente

(aunque no todo ideal de la forma Ae con e -idempotente, ( €f 1) es un ideal imi:IV. 1.8 ).

oi. 5. 3 PROPOSICION

Sean 1= Ae, 1= Ae! dos imis idernpotentes de A .

1) _Todo homomorfismo £:-4 —> 1' ‘de A-médulos es

de la forma f(x)= xa' para algin a'€ ' $' .

2) 4 vy 1' son A-médulos isomorfos siy solamente
11'-1".

.3) SiA 11 '"#1' entonces 11'=0 .

4) Para todo a.GA;)La'A-'t o {a=o0.

Veamos el punto 1). Como todo elemento de 1 es dela forma xe, con x€A ,

si -f€HomA(‘L, 1"). gerd
f(xe)=x f(e)

y por lo tanto f(x)=f(xe)=xf(e) como se querfa demostrar.
Obsérvese que ademds se puede asegurar a'=f(e), o lo que eslo mismo, f(e) determina a
f ( esa gorresbondencia es, por razones evidentes un isomorfismo entre los grupos et y

Hom 4 ( t. 1'). (ver mL 5. 14)

g

e

g AP TS

fm e i e
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2). Si suponemos que 1/ y 1 oen isomrfos, por la parte i) existird a'€ 1' tal quelaco

rresponduncia
x ~+——> xa' |, x€ i
! ; far= 4 ori W
ea 1-1 y sgobre. Pero entonces a'="v , y a posteriori = . Veamos la reciproca

Como 4 y 1’ son A-simples, por el lemz de Schur{dI. 3. 5), si 1 y. t'. no son isomor
fos, todohomomorfismo de {en %' serd nulo, y utilizando nyevamente la ﬁrimera. parte se
concluye far= 0 , paratodo a'€4' , dedonde 4V =04 . Esto es también una demostra -
cién de 3).

4). Resulta de qﬁe X —*xa e¢ un homomorfismo suryectivo de A-mddulos entre 1 y ta.

de manera que si no es 0, por ellema de Schur, es biunivoco. Entonces es un isomorfismo. 2]

II. 5. 4.- DEFINICION

Si A es un anillo, Nlamaremos ZOCALO IZQUIERDO (o solamente

ZOCALO) de A, y notaremos con (9, , al z6calo del A-mddu-

lo Ag (I 4. 13.).

Ol . 5. 5.- DEFINICION

Si A es un anillo, llamaremos PIE IZQUIERDO (o solamente

PIE) de A, acada componente isotfpica no nula del A-mddulo

A (UI. 4. 11.). Diremos gue un anillo ee RENGO si tiene un 59

lo pié.

Como caso particular de III. 4. 15. se tiene

HI. 5. 6.- PROPOSICION

El zdcalo de un anillo es suma directa de sus pies.

o1, 5. 17.- PROPOSICION

Losg pies de un anillo son ideales bildteros que se anulan mutua -

mente,
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Sea A elanillo, <UL unpiéde A. Por definicién serd

o = Z ’Lac
<€l
donde {_13 €1 es una familia de imis de A,
Si a es un elemento cualquiera de -A

ULE=Z1/A3

Yy como 'Ivoga es 6 0 6 isomorfo a "l’oc (III. 5. 3, 4)), en ambos casos 133 CA,ya que

(X ea la componente igotfpica que contiene a 1,& y por lo.tanto a todos sus isomorfos.

Luego (L A C (L y U es un ideal a derecha de A ; como también lo es a izquierda por

ser suma de ideales a izquierda, es bildtero.

Veamos ahora la segunda parte de la propogicién. Sean (U y UL' dos pies distintos de A,

Entonces

o' c U A

por ser ambos ideales bildteros. Pero por Il 4. 15, UL N = 0, yentonces O o= o.

-II, 5. 8.- COROLARIO

g A €sun ideal bildtero de A.

Para un anillo cualquiera, se puede demostrar que las condiciones siguientes son equivalentes:

1) El anillo ( ;;A no tiene ideales bildteros nilpotentes.
2) Todo imi de A es idempotente.
3) Los pies de A son anillos fieles (un anillo B se llama fiel cuando el B-médu

lo By esfiel (1, Liv II, Chap 2).

La equivalencia de estas propiedades se encuentra en [4] « Aquf demostraremos algunas
propiedades de los anillos para los cuales algunas de las condiciones 1), 2) o 3) ‘se satisface.
Sin embargo, como no demostraremos la equivalencia de ellas, supondremos vdlida la 2), Esta‘
categorfa de anillos gerd la que nos permita unir la teorfa puramente algebrafca co.n la teoria.to

polégica de representaciones (Chap. IV, 88 1, 2, 4). Por esa razén daremos la s}guien-
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_ te definicién:

I0. 5. 9.- DEFINICION

Diremos que un anillo es SATICO si todos sus imis son idempe ] 3 \

tentes.

Ejemplos no triviales de tales anillos aparecen en IV, 1, 6.

1Y, 5. 10. - PROPOSICION

Si A es un anillo sdtico, los -pies de A gon ideales bildteros mi y B

nimales y ningdn ideal bildtero 4~ de A tal que /prngA * 0

es nilpotente.

Sea UL unpiéde A, o un ideal bildtero de A talque 0 # ou' ¢ UU. Porser (N sé : 5

misimple, existe un ideal a izquierda bc o ta que {(II, 4. 3.). [ 2B
. @k = o ik
y por lo tanto

(1) ' o covnds o

ya que 'UU. es ideal a derecha y g’ a izquierda.

Como UU' y fr son submddulos a izquierda de (JU , son también mddulos semisimples = 3

(ILL, 4. 6.) y por lo tanto sumas de submddulos simples, es decir de imis:

N R W PR L}%‘:i/ﬁ L IF P

*E€J

Pero entonces, 8t K % ¢ , serid

s d b radi | e desad g i) gk

U[“'& = 1’0‘9 'L,f;o ~ 1';50 70

(por I. 5. 3., 3)), lo'que dontradice (1). Luego K = § , £~ = 0 yporlotanto U = L.

Con esto queda demostrada la primera parte de la demostracién. La segunda es inmediata. En e-
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' had
fecto veamos que todo ideal a izquierds contenido en @A es idempotente, Sea 4 . Como

@A es semisimple, y Z es un submddulo, serf también gemisimple, es decir suma de imis:

VoS

A€M

Pero entonces
~ N 2 v/
1205y 1 2-%4, =124

Evidentemente resulta la segunda parte de la proposicién aplicando lo dicho al ideal fmGA .

Siguiendo a [1] (Liv. II, Chap. 1, 8 8, no 5 ; Exemple.8), recordemos que si H es

un subconjunto cualquiera de un anillo A, se llama ANULADOR A IZQUIERDA (resp. DERE-

T R

iTTRay

CHA), Ang (H) (resp. Ang (H)) al conjunto de los elementos y € A talesque yH = 0 (resp

Hy = 0). Todo anulador a un lado es ideal a ese mismo lado.

ol. 5. 11.- COROLARIO

Si A es un anillo s4tico, para todo pié U de A y todo imi 1/

contenido en U se cumple: Ang( ) Nl = AngyN= o,

En efecto, como el anulador a izquierda o derecha de un ideal bildtero es también un ideal bild

tero, .U N Ang(il) ser4 un ideal bildtero, Pero entonces, en virtud de II. 5. iO.

LN Ang(tl) = 0 S v N Ang( = UU

8i LN Ang(h) = (L., serd UL‘..C "Ang (%) y por lo tanto 2 - 0, lo que contradice

la segunda parte de Il 5, 10. Luego  UUL{) Ang(0l) = 0. Veamos que también Ang(l)n()l.= 0.

Como 'L es un ideal a izquierda, Ang( 'L) es un ideal bildtero., Pero entonces, de la misma ma-
nera que antes, tambiéﬁ deberd ser Ang(t) NM=0 o Ang( 1)/\ = o . En el segundo ca-
so, serd vilido (U C Ang( 1) y por lo tanto O 'L = 0, es decir en particular '[,2 =0, 16

que no puede ocurrir si A es un anillo sdtico. Luego Ang( t) netL= o
[}

Obsérvese que la propiedad And(C)l.) N Ul= 0 es vAlida para cualquier ideal bildtero mini -

mal idempotente U de un anillo cualquiera).

Er—i

R o A e L

SRS T L X ATa
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De 26te corolario se deduce inmediatamente que la condicién 2) implicaala 3):

Y, 5. 12, - CORCI.ARIO

Los pies de un anillc gdtico son anillos flejen.

Evidentemente la propiedad de ser fiel equivale en este caso a Ang(C‘L) nieL = o,
=

La segunda parte de la Proposicidn II, 5. 10 permitz afirmar que también la condicién 2)

i implicaala 1), Estas equivalencias n¢ nos interesan y el lector tampoco.debe prestarles aten-
i '

I cién,
! Los enunciados anteriores han puesto en evidencia algunas de las relaciones existentes entre .

un pié de un anillo gatico y el anillo total. Ahora veremos otros que 8e refiesren ala estructura internade

caaqa pié, y que tienden ala demostracién del importante teorema III. 6. 6. que obtendremos en el pré-
ximo pardgrafo. Como cada pié de un anfllo es también un anillo, es natural estudiar a su vez sug

" imis, pies y zécalo, Afortunadamente la teorfs ee trivial para anillos sdticos, como lo afirman

) lag cuatro proposiciones que siguen.

1. 5. 13. ~ PROPOSICION

——

Sea A un anillo sffico. Si oL es un pie de A, los imis de A

X contenidos en UU coingi’den con los imis del anillo % ,

L { . ‘ T
i Sea | un imi de A ‘contenido en U, St 1 es'un ideal & izquierda en & tal que-OHCL

:i el ideal en A /‘W[«.? C)L:t. 'cumple:ﬂ
m ¢ §cl

Como por II. 5. 11., ademds vale' A4 # 0, de le minimalidad de 1. (en A) se deduce

e V=1
.Luego. 'I, es minimal en f)lz._

1 ) |
‘Reciprocame nte, si 1, es unimide UU , el ideal M/t‘ = 1 de A cumple
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' | 'l

m' ¢l ' i

. T ,‘

y adends, nuzvamente por IH, 5. 11., /ZM/' # 0. Pero entonces de la minimalidad de 'L enf)

'y ]
U resulte A = 11 ¥ por lo tanto que '[/ es un ideal en A. Evidentemente es entonces

minimal 8

Esta proposicidn permite afirmar ‘que 1os pies de un anillo sdtico no tienen imis "propios" y

SN AR

por 1o tanto se concluye que también son sdticos y rengos.

En virtud de II.- 3. 6., se-concluye que si 7 esunimide A (sdtico, como hasta ahora)

contenido en el pié (U , el anillo End Ob.( 1) es un cuerpo, Para futuros usos, veremos un le !

ma referente a ese cuerpo, (del que ya se adelantd algo en 1z demostracidn de II, 5. 8.), que |

afirma que tiene una réplica en 1, .

1

[

:

:

OL 5 14.- LEMA 1

Si A es un anillo gdtico, 1/ = Ae un imide A (e un idempo-

tente unidad a derecha para 1 ) contenido en un pié U , el sup

anillo e} = ele = ele e A e de A {que est4 conte-

nidoen 4 ) es un cuerpo antiisomorfo a End 't h.

Recuérdese IIl. 5: 3. Es claro que todo endomorfismo f de 1 como U mddulo queda

individualizado por el elemento f(e). Si entonces se define la correspondencia

t —E—= (e

es inmediato comprobar que es un antiisomor{{smo entre End .y (1,) y eAe, Enetecto, si
f € Endu,(t). ef(e)e = ef(e) = f(e.e) = f(e), y por lotanto es claro que F tpma valo

repen eAe, Su biunlcida.d es inmediats.

Aunqgue no hemos adelantado nada, el resultado III. 5. 13, no es el mds fino en ese sentido,
y el que shora sigue (basado en III, 5. 13.) es mucho més potente: los pies no tienen ideales

a izquierda de ninguna clase, gue no lo sean de A.
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A

oIS, 15, - PROPOSICION .

"§1 A es un anillo sdtico, log ideales a izquierda de A conteni -

dog en un pi¢ de_A_coingiden on los ideales a izquierda de _ese
pié considerado como anillo, .

Esg claro que todo ideal a izquierda de A conternido en un pié Ol de A es un ideal a izquier

da del anillo 4 . Veamos que también vale la recfproca. Sea A4/l un ideal a izquierda del ani
o .

o (L. Entonces, como & esun X -mddulo semisimple (III. 5. 13.) tambiénlo es /41 ,

‘de manera que 4 serd suma de imis de ¥
L
/“4/ = Z 1’0(-
-
Pero comd por @I, 5. 13., los imis de O, son imis de A, 44{ es un ideal de A.

Veamos finalmente 1o que ocurre con los jdeales bildteros.

I, 5, 16. - PROPOSICION

Los pieg de un anillo sédtico gon anillog sin ideales bildteros no,

triviales (es decir anillos “'casi - simples" ([1] , Liv. II, Chap

8, 8 5 . Ej. 5) g. ue no tienen necegariamente unid,ad;(en reali-

" dad son "gimples" ; v. I, 8, 1.).

Sea A un anillo sdtico, Cleunpiéde A. Si & es un ideal bildtero no nulo del anillo T,
serd en particular un submddulo semisimple de C)UB y por lo tanto suma de una familia no vacfa

de imis
b ¥ e IE 9
Pero entonces

(1) bovs (X 10(T 1) = S Ll 1=
‘ KEJ p€r .

©,8) € IxI oKe€l

por I 5. 3., 3). Como ademis 6" es un ideal a derecha en

@) boc b
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1 8ges,

e

y entonces de (1) y (2) se concluye OU = b.
[}

Con estas propiedades damos por terminada la teorfa general de z6calo y ples de anillos. Usa-
remos estos conceptos en IV. 1 y IV, 2 para el caso de 4lgebras Hilbertianas, y en parti

S
cular en IV. 8 para el caso L2 (G), donde G es un grupo compacto, si bién todo el capftulo

IV estd construfdo en base al lenguaje de pies y zdécalos.

E] lector intereésado en aplicaciones de propiedades (teoremas de representécién,‘ propiedades
de linealidad) de estos conceptos a la teorfa general de anillos podré consultar, adem4s de [4] .‘

los ejercicios 9 y 10, de § 5, Chup. 8, Liv I, de [1] . E

[om

8. = UN_TEOREMA DE WEDDERBURN
Los resultados de este pardgrafo se utilizardn por primera vez en IV. 1. 13.

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo D, no necesariamente conmutativo, H un ﬁipe; i

planode E y B = Endp(E) el anillo de endomorfismos de E.

Sea 1‘1—1 el conjunto de los elementos u de B tales que u(H) = 0. Es claro quesi

u € /LH vy v € B, vu(H) = v(o) ='o.\ de manersa que 11.1 es un ideal a izquierda -

de B (la Z-linealidadde by es inmediata).

Como H esun hiperplano, si u € 1’1-1 y u + 0, valdrd u"lo) = H. Enesta situa

cidn es vélido el siguiente

1 1 esunimide B.

Serd suficiente probar'qﬁe 1’!-1 es tal que todo ugy F 0 de 'I’H es un _B-éenerador. Su-
pongamos elegido uy . Si u € 11'1' y %o € H, sesn zg = uo(xo), 2 = u(xg). Como

uo-l(O) = H, zo noesnulo. Sea entdnces v # B tal que w(zp) = z . En estas condicio

nes se cumple ’ . J
: i
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1) vug(H) = 0 = u(H)

) wvuglxg) = vizg) = z = ulxp)

ycomo E = H e Dx, , se concluye que vug = uw

La situacién anterior se nos presentard naturalmehte en la teorfu general, Sea A un anillo

sdtico (sin necesariamente unidad), ¢ unpidde A, 'L un imi contenido en CU y D ela

nillo de sus endomorfismos como OUU -mddulo: D = Endy( 1).

De manera evidente, 'L es un D-mddulec (més aun, un N - D ~ bimédulo en el senti~
do de Cartan-Eilenberg) y como D es un cuerpo (Lema de Schur; III. 6. 13; III. 5. 14,) pode

mos considerar la represgentacién

Tw""b s U EndD(I')

del anillo C& en el D-espacio vectorial 4, definida por
w, b

T (y) = xy xew, yel)

(comparar con la definicién), para la que se puede afirmar:

I, 6. 2.- LEMA

La represgentacién T%‘)L es fiel,
P i 4 _ o
8i Ty = 0, s8erd xy = 0 paratodo y € y por HIL 5, 11, x = 0. a
Mediante T v b eg posible agociar a cada elemento de ¢l un subespacio del D-espacio

vectorial 1/ . Serd suficiente definir

o, 4,)-1

d ) = (14 (0) (x € Q).

Con esa notacidn:

m. 6. 3.- LEMA

@ es constante en Z,,}f (= Zuc - {0} ), para cada imi Zo,,

contenido en T,
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Sean x, y € 10( , X,y # 0. Queremos probar que ¢.(X)= ¢ (y). Como por I 5. 13.,-‘.

A 1.‘,( esun imidelanillo gty ¢txC 1/3( serd U{x=0 o OUlx= 1}0( . La primera posibillgéd_"
contradice a III. 5. 11.-, de manera que JLx = 1"& . Anﬁlogamer_lte se puede afirmar /Ly .to(
Pero entonces existen z ,wt € /1 tales que y = zx, x = ty . Si ahora bed (), ;sera Txm’/tb =

xb = 0, de manera que yb = (zx)b = z (xb) = 0 y por lo tanto también b € (‘) {y), es decir

¢ (x) C ¢ {y). La inclusién contraria se demuestra de la misma manera .

Al subespacio ® (x), con x € 'l.o( , Xx# 0 lo lamaremos Heg , ya que segin el lema anterior.

no depende de x sino de &

. 6. 4.- LEMA _ i

Sea { 1«°< L(e I la familia de todos los imis contenidos en el pie /T, it
i

1. , _como antes, un imi destacado de ¢/l . Para cada X€1I,

.I;I_.«. es un hiperplano del espacio vectorial 1 (sobre D) .

Sea X € 1 fijo, ey un idempotente perteneciente a 1“ y unidad a derecha de ' B

1 o . En virtud del lema anterior, Hye E ¢ (e o¢). Supongamos que Ha( no sea un hiperpla’ ;','\

no de t . Exigtirdn entonces a, b€ ¢ tales que la suma H+ Da+ Db sea directa.

Sean Q a, = '.’I‘ea"' 4 (a), b1 =T em-‘;(b). Si a,b fueran linealmente dependientes
% ;
existicfa A €D tal que 'al = Nb;, Yy entonces i

T%Lm'¢(a - )\b) = a;- \b; =0

‘de manera que a- )b pertenecerfa a -Ho( , lo que no ocurre. ;]

Entonces a;= e ¢ & PyT e, b sonlinealmente independientes y en particular nonulos {

En esas condiciones, AnOL (ay) F AnOL (b, ) ( pié de pdgina 67). En efecto si suponemos

Anm( al)f- Anm(bl), la aplicacién
A tay ——— tb, t€ oL

estd bien definida (tal =t’é1=ﬁ t-t' € Anw(al)::) t-t' € An“ (b)) = tby = t'by)



| ¥ evidentemente pertenece 8 D * End,, ( 4y.

\ .

i Pero como }\ (al) . }x(e“ al) = ey b1 ] bl . 8y l-a1 resulten linealmente dependientes

| sobre D , lo que ya se probd no ocurre ,

Entonces Angy (81) f Angy (by).

Podemos suponer por lo tanto que exite y €cn , tal que ya, = 0, yb1 ] . Si lamamos z

%

al elemento ye T ge cumplird

za = ye, a=2ya, =0

zb = ygy b= yb, # 0

de maneraque z§ 0 y a€ (b (z) , y como por construccién, a ¢ ¢ (.ed Y, tendremos

H

Mediante una aplicacién del lema III. 8. 1.- construiremos ahord una familia de imis de

i
i
{

- B = Endj (4) a partir de 108 imis de O .

g0 que son ideales entodo B , y , més aun, miqimales.

OI. 6. 5.- LEMA

Paracada = €1, M esunimide B . Sila sumaz 113 _.e8

directa , también la suma Z “F es directa .
. pes

Sea H, como antes. Sabemos por WLI. 6. 4.~ que Hu( es un hiperplano de {' (como E.

V. sobre D), de manera que por Il 6. 1,-,

41'4;{= {uGB; u(H?()=0}

esunimide B .,

”

. er, 1
Si “64‘&: serd u= Tt para algdn t€ "'q‘ y entonces como H :C (le. i'

(0) por

Pa h.’ .

(j) (z).f () (e, ) en contradiccién con I 8. 3.~ Luego Hy esaun hi_perplano . 2§

Si {‘h}df I es como antes la familia de todos los imis de (X , llamaremos %% a los subconjun.

| tos de B :
i .
* o, b
At,= T
! [
| % |
| ) . \ ) Ut,‘
‘ Es claro que para cada o €1, W, esun ideal en el anillo T .y . Veremos sin embar-, .




definicién de H L s sqra u(HeL )=0 , oloque eslo 'mi.srxm wu€Mmm, . He‘mos probado enton-
cés que 4z, C 1 . Veamos que taln.ibién_.vale la inclusién inversa. Elijamos a € # tai que

a § H, . Los endomorfismos u pertenecientes a -#/4, quedan ca;'acterizados (por ser
Hy un hiperplano) por sus valores u(a) . Esto equivale a decir que para que dos elementos
de --114 sean coincidentes es suf1c1ente que tomen el mismo valor en a. Porel ;nismo argu-
mento de minimalidad de siempre, debe ser %, a=0 o 'td_ a= 4’ . Pero 1‘. a=0 e-
quivalea a€H ., » loque no ocurre por eleccién de a . Entonces d. a =1’ . En particular |

e,

existe v € 1«0(_ tal que va = u(a). Pero entonces T, ’ y u son dos elementos de /M1,

que coinciden en a, de lo que se deduce que son el mismo, y en consecuencia puede afirmar-

) PR
se que todo u € w2, es dela forma Tv para algtin v€ 1;‘ » y por lo tanto que u per
tenece a 44, . Habiendo probado 4, C#%, y M, C 4, getermina el lema. La segun-

. .t -
da parte es evidente, puesto que la aplicacién T es fiel (Il. 6. 2.-) 4

IIl. 6. 6.~ TEOREMA (Wedderburn)

/'\-I

Si A es un anillo sdtico , OA su zécalo .v C%  uno de sus

pies, las propiedades siguientes son equivalentes :

1) El A-mdédulo % tiene longitud finitan. -

2) Si ¥ eésun imi cualquiera contenidoen X , U y M, (D)

son anillos isomorfos, donde D es el cuerpo opuesto al cuerpo

End., (4).
3) El anillo Ut tiene unidad . G
4) Tt contiene un elemento no nulo del centro de A
1=—>2
Sea U= 1;1 , ©® 12 ® ...® | unadescomposicidnde T en suma directa (finita

n

e, b
por hip6tesis) de imis, T la representacién T 1

, D elcuerpo End,, (1 )y B oele
nillo Ent.iD (‘fr ). Por IlI. 6. 5.-,B contiene a la suma directa de los n imis M , imdgenes

por T de los ‘f, . Pero entonces la dimensién m de {'i como D-espacio vectorial debe

i
ser mayor o igual que n . Esto es claro a partir del comentario de la pdgina 70 . Por otra

parte si Hi (i=1, ... n) son los hiperplanos de ’Ll, correspondientes a los 'L i construf-
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/
dos como en los lemas anteriores (H; = ¢ (x;) , 0 f xi € 1‘1. )y b€ OHi » serd x, b=10

para todo X, € 1'1 (i=1,... n}) de manera que CUb = 0. En consecuencia O Hi =0 (O1. 5. 11.>)

. Pero en un espacio de dimensién m>n , n hiperplanos tienen una interseccidn de dimensién

> m-n, de donde m = n . Pero entonces B = @ 44'1‘ y T es un isomorfismo (de anillos)en
tre Xy B ,yporlotanto LB A Endp ((Ds)n) = Mn(D°) (ver nuevamente el comen-

tario citado mds arriba) .

2 —»3

Es evidente ya que todo anillo de la forma End tiene unidad .
3—/—)4

Demostraremos que si X tiene unidad, ésta pertenece al centro de ( ’>A . Sea e dicha
unidad. Es claro que e conmuta con todo elemento de ¢ . Por otra parte, si CX' es otro

pi€de A, et QU e=0 (III. 5. 7.- ). Pero entonces e conmuta con todo elemento de

, -2 = ot . . «= ).
todo pié y por lo tanto con todo elemento de @A ya que @‘ A @ &(III 5. 8.-)

4':':;1.

Supongamos que ¢ sea un elemento no nulo de < , central en ‘ DA . Sea Cl= GB 1,0(
una descomposicién de /2 en suma directa de imis. Como cEet, serd c= " Cy
<XeJ

con ¢, € t JC ¥, Jfinito. Porser U un ideal bildtero c(«n, =(ey, cC ST
o« oL Y A A

Pero ademds c GA = GA ¢ es un ideal bildtero y como ¢ GA 2 ecdif 0 (OL 5. 11)

y (/2 es minimal (III. 5. 10. -) debe verificarse ¢ GA = eA ¢ = o, de donde se deduce

o - GAc= Z C‘;Acu‘= @D 1.

~ET <€ J

de manera que C/T tiene longitud finita .
Nota: la condic'idl‘i 4) puede debilitarse, como se ve en la demostracidn, a la exigencia de un e

en lugar de su centro, -

lemento de ¢/T, no nulo, en el "normalizador" de 6 A

L N
e afubiiee

R MM & b g
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"§7.- ANILLOS SEMISIMPLES

Nos ocupamos en este pardgrafo de un caso particular de médulos semisimples: los de la

forma As donde A es un anillo (recuérdese que Ag esun A-médulo). Ese serd el significa 2

do de A cuando no se indique otra cosa .

III. 7. 1. - DEFINICION

Un anillo A se llamard SEMISIMPLE si el médulo A es

semisimple .

I, 7. 2.- PROPOSICION

Un anillo es semisimple siicoincide con su z6calo. Todo pie de

todo anillo y el zécalo de todo anillo son anillos semisimples .

Obsérvese sin embargo que un ideal a izquierda de un anillo semi-gimple ( 0 aun simple:

8 8) puede no ser semisimple (columnas en M, (C) .

Pese a la aparente generalidad con que comenzamos el pardgrafo y que conservamos en la
definicién dada, continuaremos con el caso interesante de los anillos con unidad . Para tales
anillos, As serd solamente un A-mdédulo , (puesto que es innecesa_irio poner lo que ya es-
t4!)

'

oI 7. 3.- PROPOSICION

Un anillo con unidad es semisimple si y ‘solamente si todo

mdédulo _sobre él es semisimple .

Sea A un anillo con unidad .

Evidentemente gi todo A-mdédulo es semisimple , 16 es en particular A y por lo tanto A

SS LA

gt

T

DT




es semisimple. Vearnos la recfproca, Sea M un A-mddulo y supongamos que A es semi-
siz;aple. 8i 1 es un imi de A -( submddulo simple de As) , para cada elemento a€ M,
la aplicacién f: { ——»M definida por

f(x)= xa
es un homomorfismo de A-mddulos y entonces por el lema de Schur (Iil. 3. 6.-), 4a =06

1 a es un submddulo simple de M.

N=Z1,a

con 1, recorriendo la familia de los imis de A y a recorriendo M. Es claroque N

Consideremos el submddulo de M

es semisimple y ademds se cumple

N = Z e 4oum

¥ ya que Z'L=A, por ser A semisimple, N D AM=M.

Eso’prueba que M es semisimple . @

I, 7. 4.- ‘PROPOSICION

Si_A es un anillo con unidad semisimple, todo A-mdédu-

lo simple es A-isomorfo a un imi de A .

Resulta inmediatamente de III. 3, 4.- ¥y ol 4, 3.- ¢ ) observando que un suplemen-

tario de un ideal maximal a izquierda es necesariamente un imi. . =

‘ Veamoa ahora uha propiedad de los ideales de un anillo semisimple con unidad:

III.' 7. 5.~ PROPOSICION

Si A es un anillo con unidad semisimple, todo ideal a jz-

quierda de A tiene unidad a derecha .




En efecto, si ‘L es un ideal a hquiefda."por I. 4. 3.-, c) existe un ideal a izquiérda

'1, ! tal que

.A=1«$1" . _; |

Pero entonces existen e € 1,, e'€4! talesque 1=e+e' (1 eslaunidadde A)ysi

1Rr o

RIS B ol B v R oa

x €A, serd

% = xe + xe'!

y como xe € 1, , Xxe'€ fL' » las aplicaciones x—> xe, x——>xe' son las proyeccio

nes de la suma directa. Pero eitoncessi x €}, x=xe.

a8
I 7. 6.- COROLARIO
Todo ideal a izquierda de todo anillo selhis'imple con uni-
dad es idempotente . .
I, 7. 7.- COROLARIO :
Todo anillo semisimple con unidad es un anillo sético. - K

En virtud de este ltimo corolario, podemos afirmar que es vilida la primera conclusién -
de la proposicién II. 5. 10. - para anillos semisimples n unidad, pero en este.caso tambiéy

vale la reciproca:

A

oI, 7. 8.- PROPOSICION

Si A es un anillo semisimple con unidad y (/Z~.eé un ideal

bildtero de A , son equivalentes:

1) Ces un pie.
2) _Ctes minimal .




02~

Todo pié es minimal por I, 5. 10.- . Sea ¢ un ideal bildtero minimal de A .. Por ML 4.

17..- gerd

@B ano,

neG(a)
donde C'l)‘es el pi€ de tipo A de A . Pero entonces pdr minimalidad de 0; , serd 'OL- 0‘»)\
para algdn A 8
|
1. 7. 9.~ PROPOSICION
|
% Si A es un anillo semisimple con unidad, Aqs es de longitud fi-
8
K nita .
|
‘ Sea A - @ {u una descomposicién de A en suma directa de imis de A . Como
‘i; ‘{e I ?
A Z a, con J finito, serd
p oLET
:,‘ a = Z a 8.d‘
| JET
i

para cada a€ Ay por lo tanto A = @ ’Lo(.
3ET

El dltimo resultado de este pardgrafo es muy importante y serd utilizado mds adelante en el

caso topoldgico .

! I 7. 10.- COROLARIO

Si_ A es un anillo semisimple con unidad, los ideales bildteros mi-

E ) . ", : .
; nimales (= pies) de A. son, en cuanto a anillos, isomorfos a anillos

I . -
de matrices sobre un cuerpo no. necesariamente conmutativo (el des-

cripto en III. 5. 14.- ).

" (use II. 6. 6.-)
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§ 8.- ANILLOS SIMPLES

Todos los anillos y 4lgebras que aparecen en este pardgrafo a partir de III. 8. 2. - tienen uni-

dad .

1. 8. 1.- DEFINICION

Se dice que un anjllo es SIMPLE si coincide con uno de sus

ies .

Todo anillo simple es rengo y semisimple .Todo pie de todo anillo es simple (III. 5. 13.-),

~
A es un anillo simple el A-mddulo A es isotipico .
8

Obgérvese que la definicién dada coincide con "anillo sin ideales bildteros propios' si se ha 8u|

puesto semisimplicidad (III. 5. 15.-), es decir: simple * semisimple + casi simple .

De LI. 7. 4. - podemos concluir:

UI. 8, 2. - PROPOSICION

. Si A es simple, todos los A-mdédulos simples son isomorifos y to-

dos los A-mddulos isotf;)icbs y del mismo tipo .

En efecto, por III. 7. 4.-, los A-mddulos simples son isomorfos a imis de A , los que a

su vez son isomorfos entre sf por ser A simple. La segunda parte resulta de la primera .
De la misma manera, de II. 7. 10.-, II. 5. 14.- y IIL. 3. 7.- se concluye:

HI. 8. 3.-_PROPOSICION

'

Un 4dlgebra A es simple de dimensién finita sobre C sii es iso-

morfa a un dlgebra Mn (C) de matrices .




~04~

JII. 8, 4.- COROLARIO
. ’

Toda ilgggbra simple y. de dimensidn finita sobre C es de di
2

mensién n® paraalgin n € N.

Como enr My (C) se comprueba inmediatamente (ver comentario pag. 70" ) que las familiag

de matrices columnas

0-.0 aj 0.0

son imis, teniendo en cuenta III. 8. 3, se concluye

1, 8. 5.- COROLARIO

Para un 4lgebra simple (sobre C) son equivalentes:

1) tiene dimensién nZ2.

2) tiene longitud n como mdédulo sobre s misma).

3) sus imis tienen dimensién n.

III. 8., 6.- COROLARIO
Si A es un 4lgebra simple de dimensién finita y 'L uno de
sus imis, la representacién
s b A ——=  End.(l)
(ver pdg. 84 ) es un isomorfismo de C-dlgebras.

III. 8. 7.- PROPOSICION

Si_A es un 4lgebra sobre C simple v de dimensién finita,

para que dos A-mddulos de dimensién finita sean A-isomor

’
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morfog es necesario y suficiente que sean C-isomorfos (o 1lo
gue es 1o mismo que tengan la _misma_dimensién).

Si A es simple (y con unidad como se ha supnesto desde HI. 8.2.), todo mddulo sobre ’A
es semisimple (IIl. 7. 3.) y hay una séla clase de médulos éimples: Sean M, N dos A-mé
dulos tales que dime N = dimg M < + .

Sean entonces

m
N = @ Nj M = @ M;

i=1 - 1=1

descomposiciénes de N y M en suma directa de submd&dulos simples (finitas por ser ambos de
dimg finita). Como n dimeN; = dimg N = dime M = dimc My y  dimg Nj = dimg My

serd n = m.
Si ademds {‘fl} son n isomorfismos
¢ Ny ——
de A-mddulos, y se define f: N ——> M paracada x= Z % , % € N; por
f(x) = f(z x1) = Z q)j_(Xi)
e.s inmediato que f es un isomorfismo de A-m\ddulos entre N y M. Esto prueba la sufi.ciencié.‘

de la condicién. La necesgidad es inmediata,
=

Este mismo enunciado puede traducirse a la afirmacién de que la dimensién es un invariante ca

racterfstico en la categorfa de Jos mddulos de dimensidn finita sobre un 4lgebra simple ( con uni-’

~dad). Como vale
1o 00 . 4@ = dimg o0

también lo es la longitud (en la misma categorfa).
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§ 9.- EXTENSION DEL DOMINIO DE OPERADORES

NC 1: EXTENSION

- Usaremos la notacién (Cartan-Eilenberg: Homological -Algebra) que explicita el anillo de ope
radores de un mddulo y el lado al que opera mediante subfndices : AM = M esun A-mddulo a

izquierda, Mg = M esun A-mdédulo a derecha.

Sean A, B dos 4lgebras sobre C y supongamos que B tenga unidady que A seaun
B-bimddulo (i.e., B opera a izquierda y a derecha sobre A y vale b(ab!) = (ba)b'.) . No su-

pondremas que A tenga unidad.

Nos proponemos el problema de asociar a cada B-mdédulo a derecha E un .A-mddulo a izqui-

o
erda (tecnicamente : un A-mddulo. Ningin problema en ese sentido).

Una manera natural de proceder es la siguiente: ' se sabe que se puede proveer al egpacio vec-

torial gobre C
I = HomB (EB 3 AB)

de una tal estructura designando por a.f al homomorfismo x —— af(x) de Eg en Ag.

Es suficiente asociar al B-mddulo E el A-mddulo 1.

NO 2 : UN TEOREMA DE FROBENIUS

Supongamos que A es un dlgebra sitica (III. 5. 9.) yque a esunpiéde A de dimensién
finita sobre C con unidad u, central en A (segdn IIl. 6. 6. u, es centralen 6A' Aqufng .
cesitamos algo mds). Entonces la aplicacidén p, : A —> a que manda ‘X en uyx = xu,

es un proyector de A sobre a que induce una descomposicién de A como suma directa A=a @ at

donde a'( el micleode p, )estambiénunideal bildtero. Notaremos p;, €l proyector de A sobrea’.

Supondremos como en el n® anterior que A es un B-bimddulo y que tanto a como a' son
B-submddulos y, mds aiin, que todos los ideales izquierdos y derechos de .2 son, respectivamen

-te, submddulos para las estructuras izquierda y derecha de A como B-mddulo.

Como es conocido la descomposicibn A = a @ a' induce una descomposiciénde I en

suma diref:ta "I, @ I, dedos A-médulos izquierdos I, = Hom  (Ep, ag) ¥y
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I

mo ademds py P, = 0, a' opera trivialmente gobre 1, de manera que la estructurade I, co

mo A-mddulo estd determinada por la estructura de I, como a-mdédulo.

IM. 9. 1.~ TEOREMA (Frobenius)

Supongamos que E es un B-mdédulo simple (a derecha) y que

todos los ideales minimales a izquierda y derechade a son

B-semisimples. En ese caso gi \J es un ideal minimal a dere

cha y 1/ un imi de_a, vale

aln 4] S, VP =]
aonde '\.r y E se congideran como B-mddylos derechos,

" Demostracién,

La primera igualdad es evidente ya que, como dijimos, A opera sobre I; solamente por a.

n

Como a es de dimensidn finita, serd (III, 8. 3.) ‘a = r; suma directa de idea-

i=1
* les minimales derechos r; y ademds (I 8. 5.) dimca=n2, dimgr; = n

nj
Como por hipdtesis cada rj es B-semisimple, existirdn descompoéiciones ry © @'Wi 0 )

. j=1
de cada ri como suma directa defun nimero finito de) B-submddulos simples.
" Pero entonces:
(1) I, = Hompg(E, aJ = EiB Homg(E, ry) = @ Hompg(E, M i.j)

y en virtud del lema de Schur (I, 3. 5.), si Homg(E,#/,j) + 0, serd
Homg(E , #y ;) = Endg(E) = C (UL 3. 7.).

De .(1) resulta entonces
2) Ib = W

donde m = Z [ri' E] 'y como todos los r; son B-isomorfos (por ser A-isomorfos ya

.que a es un pié), se concluye:

(3) m = n [ri,E:l = n [\.,/:E]

al = HomB(EB, a'B) _y_el proyector sobre I, estd dado por f—>» py o f = u,f. Co- .




donde r es cualquier ideal minimal a derecha de =a.

Por otra parte (III. 8. 2.) como 2 es simple, I, es semisimple isotipico de tipo 'f, donde

P
t es cualquier imi de a, de manera que existird una descomposicién I, = @ - M; donde
_ - I+ 51
cada Mj es a-isomorfo a 'L » ydonde p = [Ia, 1,] .
Pero entonces
(4) dimgly = p.n=n ,[15,1]
yde (2), (3) y (4) se concluye
1 m
al:la,ll,] =p=—n- dlmcIa —r-l—= [r,E] 8

U, 8. 1. 1.- NOTA

Volvamos a la situacién del N° 1, pero supongamos que adem4s A es un ideal izquierdo del
anillo /\ . Entonces es claro que se puede dar 2 I una estructura de /\-mddulo 2 izquierda

~

(y no s6lo de A-mddulo como hemos hecho hasta ahora) con definicién andloga:’

Si £f€ I , A € /\, designaremos con A f el homomorfismo x ——)7\. £(x).
Puesto que /\ no interviene en 1III, 9. 1., el enunciado no es afectado por esta generalizacidn

de la nocién de extensidn.

IoI._ 8. 1. 2.- NOTA

" Si se parte de dos B-mdédulos E y E!' isomorfos, 10s /\-médulos Iy I''son /\-iso-

morfos. Es una verificacién inmediata.

N° 3 : UN TEOREMA DE BURNSIDE

Sea A un 4lgebra simple con unidad y de dimensién finita sobre C, es decir un glgebra Mp(C)

y B una subdlgebra no nula de vA, pero que no tiene necesariamente unidad. .Supondremos a A

" identificada con Mp(C) (lo que no se puede hacer canénicamente) y también con Endc¢ (CR).

oI, 9. 2.- LEMA

C? es un B-médulo fiel,
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Esto @s inmediato yagque B C A = Endc(Cn).

II, 9. 3.- ILEMA

Si C™ es un B-médulo simple, B es transitivo sobre CZ,

Si E = {x €Ct; Bx = 0} es claro que E es un B-submédulo de C”, Como CP' eg

B-simple, E= 0 o E = CP. Perono puede ser E = CU en virtud del lema IIL 9. 2.,

amenos que B = 0, y hemos supuesto lo contrario. Luego E = 0., Si x ﬂﬁ 0, x € Cn,
entonces Bx # 0 y como es un B-submddulo de Cn, que es simple, ser4 Bx = CP', Lue-

go B es transitivo. ‘ v
|’

Nota: este resultado ya fué obtenido para anillos con unidad (III. 3. 1.) y puede también dedu

cirse de allf con poco trabajo. ' 1

or. 9. 4.- LEMA

Si CPR es un B-mddulo simple, B es un anillo semisimple.

Sea L4/L = ﬁm'm' donde ¥ es la familia de todos los ideales a izquierda maximales de

no N
B (8 2). # C B, puestoque B € Y2 (la ampliacién se ha hecho mediante C!). Si a €44,

serd a € AnB (x) paratodo x € C™ (IIl. 3. 3.), de manera que ax = 0, paratodo x € ch, ¥

lo que sdlo puede ocurrir si a = 0, en virtud del lema I, 9. 2,

Segin eso, gy = 0. Como B es de dimensidn finita, existe una subfamilia 7], de B tal

que también m My = 0, N, finita,
M € 1,

Sea

1 Bl

F =
mE M,

~ n . ' .
Como cada B [, con 4t € M, esun B-mdédulo simple (II. 3. 4.), F (gue es suma
finita de réplicas de cocientes de ese tipo) es un B-mddulo semisimple. Sea f: B —» F de

finida por

f(a) = )
2 @me m € M,
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[ .
"donde a . es la imagen de a por el isomorfismo candénico B—+B/au- .

f es un ﬁ—homorfismo. Si f(a)=0, serd a4, =0 paratodo M+ f—mo lo que sdjo ocurre

si a€m ,, para todo 42 € 7, , esdecir si a=0. Eso pruebaque f es inyectiva. Pero
. o ) .

entonces B es un B—submddulo de F y como F es semisimple, tambiénlo es B (IIL. 4.6, ).

Luego B es un anillo semisimple. ®

Im. 9. 5.~ LEMA

Si C® esun B—mddulo simple, B es un anillo simple.

Sean Cr, Ot/piésde B; a€Cr , al€dl, x, x'€C" tales que ax % 0, a'x'# 0(le-

ma II1,9.2). Si y€CP, existen b, b' € C® tales que

bax = y

bta'x! = y
por el lema III. 9.3,
Pero entonces, por ser Oty CUideales a izquierda,( y ser' c" B-gimple,
Lx=ct oxt = c?
De allf se concluye L %5 én = A =", de maneraque CL CU'# 0. Luego

= (II.5.7) y B es rengo. Como también es semisimple (I11.9.4), es simple. &
y - . .

I, 9., 6.~ TEOREMA (BURNSIDE)

Si B es una subdlgebra (no necesariamente con unidad) de

A= .EndC(Cn) tal que c® esun B-mddulo simple, entonces:

B=A,

Segin los lemas anteriores, B es un 4lgebra simple. Pero entonces como es de dimen-
8idn finita, es de longitud figita y por lo tanto tiene unidad (teorema de Wedderburn III. 6. 6).
Por II.7.4 B tiene un imi isomorfo a C®y por lo tanto de dimensién n. Pero entonces

de Ii.8.4 y II.8.5 se concluye que B tiene dimensién n? y por lo tanto B = A,
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f§ 10.~ SIMPLICIDAD Y PRODUCTO _ _TENSORIAL

Todas lag dlgebras que aparecen en éste pardgrafo tienen unidad.

Veremos ahora algunas relaciones entre las propiedades de simplicidad y los productos &.

I, 30, 1.- LEMA

Sea B un 4lgebra simple de dimensidn finita sobre C, A un 41-

gebra sobre C. Cada ideal bildtero de B ® cA esdelaforma

B & CC}L donde O es un ideal bildtero de A.

En virtud de II1.7.3, podemos suponer que B tiene una base e; i,i=1, ...

j
€ijehk © theik

Todo elementode B & CA serd entonces de la forma

;; eij Q aij.

con aij & A,

Supongamos gue’ ,’ es un ideal bildtero de B & CA . Sea

z = e.. ® a..
oo ®

un elemento de b

Si llamamos LI al elemento de :
Uy = (ehhﬂl) 8z & (e ®1)
se cumple
“hk =IZJ ®hnCijekk 2
y como
®nh i *kk " Sh‘i § ik Snk
serd

Yk - Chk @ Pnk

Si ¢,d son dos elementos cualesquiera de B, seréd

n tal que
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e, d® a :l®LDEa, & d3ES

y como B es simple, todo elemento de la forma

e
xﬂabk ,h,k=1,2,... n.

con x € B esté.en,lr .

Si (U es el ideal bildtero engendrado por los elementos a que aparecen en la descomposi-

ij
cién de algén z € /Z/ (se entiende que el sentido es 'z recorriendo #"), es claro que

‘%=BECUL ‘g

De ésta proposicién resulta un lema que usaremos en III. 10, 3.

. 10. '2.- LEMA

Sea B un dlgebra simple sobre C, de dimensién finita. Las 41-

gebras EndC(B) y B QCBO (B® = opuesta de B) son candnica-

mente isomorfas.

B EC B® es simple por aplicacién reiterada de I11.10.1, ya que si B es simple, también
B® es simple.

Sea u:BXB%——> Endc (B) definida por
u po (2) = bzb® (z € B). p
i

‘Es claro que, puesto que u es C-bilineal, gueda definida una aplicacién C-lineal de

B QCBO en EndC(B), que lamaremos también u. Como se cumple
Y, R B (by & b = Ybybg ® B by ) = by by® b by°
serd
o BHY) @ by @ g ) 7012 2P Ty g O g p0yi®)

y por 1o tanto u es también un homomorfismo de 4lgebras, no nulo (ul ®1- id.). Se concluye

que u es inyectiva (puesto que B ECBO es simple) y como
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dim (B B B®) = (dimc(B) )2 .= dim (Endp (B) )
es claro que también es suryectiva, es decir un isomorfismo. ®
Recordemos que si A es un anillo, se llama CONMUTANTE ( o centralizador ) de una p;;--
te MC A al conjunto M' =i X; ¥xm=mx Y m€ M}.
Veremos ahora una proposicién que se refiere a la disjuncién lineal de una parte con su conmutan

te, en condiciones especiales.

Ii. 10. 3.- PROPOSICION (WEDDERBURN)

Sea A un 4lgebra sobre C, B una subdlgebra simple de dimen-

sién finita de A, Si B' es la subdlgebra conmutante de B, el

homomorfismo C-lineal candnico de B EC B' en A es un iso-

morfismo de anillos,

El isomorfismo candnico de B EC B' en A es el que completa el diagrama

BxB —&F——> A
] /—y
1 -7
B®. B

donde g és la aplicacidn bilineal g{x, y)= xy. Llamémoslo f. De f sabemos que es C-li-

neal. Veamos primero que es multiplicativo. Serd suficiente probar que

f((by @ b)) @ (by® b)) = £(b; & b}).f(by & bh)
pero
f((b, @ b}) ® (b, ®bL)) = f(b) by @bib) = byb,blbl

f(b; ® b}) £ (by@b})

(]
o

que evidentemente coinciden ya que b'lb2 = byb} por ser B' el conmutante de B.
Probaremos ahora que f es inyectivo.
Si 4 es el nicleo de f, es un idealibildtero de B R~ B' y por el lema III,10.1, de la

forma
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= '
A1 =B EC
donde M’ es un ideal bildtero de B'. Segtn eso, paratodo.’ y€ M gerd 18 y€M y por

lo tanto
'y = f(1®y) =0

de manera que M= 0 yentonces = B® 0=0.
Adem4ds es suryectivo.

Para demostrarlo consideraremos a A como mddulo sobre un nuevo anillo.
si A= B EC B° , A tiene una estructura de A-médulo:
(b ® b°, z) —» bzb® (z € A)

y, puesto que A es simple (II1.10.2), A es A-semisimple (IIL 7. 3):
s D
LEX

donde cada MaL es un /\ —submddulo simple de A.
Ahora bien, B es un /A\—~submédulo de A con estructura na’turalmen.te e-
quivalente a la de EnclC (B) ~mddulo (gracias a IIL 10.2., y a la definicién
del A-médulo A), y en particular, /\-simple.
Pero eso obliga a que cada M, sea N~isomorfo a B (il 8.2) median-
te, digamos \KL: B—M, . Sillamamos m, a los elementos

Y, vale Y=Y ®.1.1)=0&1) W)= bmy i = bmy
y tambien Yy 0 =401 b) =1 @b W (1) = 1myb = myb,
1o que prueba que m € B' cualquiera seay .
Como M, = A my , paracada o , sia €A es unvelemento c{xalquie-

ra, debido a que
a =Pwmy

serd

a=>_—_(be(&b°°¢)m&_=2b*m°‘ b =Zboc,b?(. m, =
Y iy, ¥ B my)
de manera que a € (B . B' ), yporlotanto f es sobre. ]
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8§ 11. - IDEALES REGULARES

Recordamos que los anillos (o dlgebras) de este pardgrafo no tienen necesariamente unidad, co

mo se convino al comienzo del capitulo .

1. 11, 1. - DEFINICION

Un ideal JU a izguierda de un anillo A se llamard REGULAR si

es propio y existe u € A, tal que para todo x € A ge cumple

x -xu € O7. A los elementos u para los cuales se satisfaga .1lo

anterior se los llamard UNIDADES para or.

Un mismo ideal regular puede tener muchas unidades (que evidentemente no estdn contenidas
en él). Si UV es unideal regular y u es una unidad para O , todo ideal a izquierda {r .

tal que R C ﬁ , u g’ 5 es regular y u es una unidad para él.

111, 11. 2. - PROPOSICION

Cada ideal regular de un anillo A estd contenido en un ideal regu-

lar que es maximal en la familia de todos los ideales propios .

Es una aplicacién standard del teorema de Zorn .

II. 11. 3. - PROPOSICION

Si A% es un ideal a izquierda regular y maximal de un anillo A

la representacién T de A en AS/M definida por

Ty vy = xy

donde X es la clasede x en As /Mt ) es irreducible . Toda

representacidn irreducible de A es semejante a una tal represen-

tacidn .
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La pnmera parte es evxdente (ver TiL. 4. 3.-).

\Supongamos que M es un A-mdédulo simple . Si llamamos N al conjunto N = {x, Ax = 0}
se comprueba inmediatamente que N es un submddulo. Pero entonces 0 N=M d'N=0 por
la simplicidad de M , ‘j ‘como N =M implica AM = 0 , lo que no ocurre por definicién de re-
presentacién, serd N =10.

Sea x# 0. Como- Ax es un submédulo de M y no es 0 por lo anterior, se concluye Ax = M.

Sea u € A talque ux=x . Entohces MY As/AnA(x) ysi a€ A,
(au - d)x = a{ux-x) = 0

de manera que An,(x) es regular de unidad u

Como A [/ AnA(x) es simple, AnA(x) es maximal . . &

Veremos ahora un resultado sobre ampliacién de ideales regulares maximales .

111. 11. 4. - PROPOSICION

 Sea A un élgébra , € € A un idempoténte. B-=eAe. - -Si es

un ideal regular y maximal (a izquierda) de B , el conjunto

W:{xEA; eyxeé‘/n, ’V- yIEIA}

es un ideal regular y maximal (a izquierda) de A tal que #/NB =%

AVl es evidentemente un ideal a izquierda de A . 'Sea v € B una unidad para M ., Si

x,y € A, se cumple
ey(xv-x)e = eyxve - eyxe = (eyxe)v - ( eyxe ) € M

(recuérdese que ev = ve = v), de manera que xv - x € At
Luego v es una unidad para -4 . Veremos que 1 NB =41,
Supongamos que z € 4 A. Entonces eyze = eyez € 4 cualquiera sea y €A,y por lo tanto
2 € M . Luego #.CM. N B,
Como -mt h B es tamb1én un ideal en B que contlene a 1+ , porla rﬁammahdad de éste,

para probar W =’1114/ N B, ser4 suficiente mostrar que 444 N B no estodo B , olo que es lo
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mismo, que vale Bq‘./WI«
Pero si ocurriera B¢-'Wl/ , serfa v € ¥ (v = unidad para 4 ), y por lo tanto

eyve € /4  paratodo y € A ., Como también
eyev - eye = eyve - eye € 4+

ge concluye eye € 11 para todo y € A, es decir 4= B lo.que es absurdo .
_Lugego A NB =M

Veamos finalmente que % es un ideal maximal (a izquierda). Para ello demostraremos
antes que e es una unidad para 4.

En efecto, como
ey (xe - x)e = eyxe - eyxe =0

paratodo y € A, resulta xe - x€ 44 , cualguiera sea x € A . . Ahora demostraremos que
es maximal. Supongamos que A1’ es un ideal a izquierda tal que WC/VW’)* A Con'.xo e
es una unidad para e hemos visto que e ¢/M4x’, y que Aty es>regu1ar de unidad e . En
‘particular (como e € B) es claro que B¢ 414 . Pero entonces 4+ N B = 44 , atendiendo

a la maximalidad de 4+ . Sea x € 44 . Entonces . xe - x € m4 y por lo tanto xe € my .

Pero'de allf, eyxe € N B para todo y € A, de manera que x € 47, Eso prueba que

!
M = 41 y por lo tanto que 4L  es maximal . 8




CAPITULO 1V

REPRESENTACIONES DE GUPOS COMPACTOS

Podemos detallar el contenido de este Capitulo . En el primer pardgrafo dam;Js algunas pro -
piledades cfe las 4lgebras hilbertianas (completas), que coinciden con los "Hilbert Rings' de [9]
y con las "H® - dlgebras' de Ambrose, segin [_6] . El estudio tradicional de los ideales mini-
males bildteros de una td4l dlgebra ( LG] R [_9] ) se hard a través de la teorfa de z6calo y pies
(Cap. III) . Dos casos particulares ocupan los pardgrafos 2 y‘3 : las dlgebras hilbertianas rengas
y lag dlgebras L2 {(G), donde G es un grupo compacto . Con ese material damos en los \iltimos
tres pardgrafos (caracteres, representaciones irreducibles y coordenadas de reducibilidad) los
resultados generales de la teorfa de representaciones de grupos comp actos {falta el caso de gru-

po de Lie, que puede verse en Chevalley, "Theory of Lie Groups" (Princeton, 1946), aunque es-

tos grupos aparecen también en nuestro Capitulo VII) . '

B1.- ALGEBRAS HILBERTIANAS COMPLETAS

~
Sea- A un dlgebra sobre C . Diremos que una aplicacién x —> x de A en simisma es

una INVOLUCION si y solamente si verifica las propiedades

~
I1 X = X
~r ~I ~/ ]
12 (x+y) = x+y
I, (X2) = RX
i ~
I4 (xy) =5%

- paratodox, y€ A, e C.
Llamaremos ALGEBRA HILBERTIANA COMPLETA a todo espacio de Hilbert (complejo)} que

"sea un dlgebra de Banach () con la misma norma en el que esté definida una involucidn que satig

faga . :
S N
AH, Si x#0,%#0
AH3 (xylz) = (y|;z).

(*) Por 4lgebra de Banach entendemos un dlgebra normada, completa y tal que verifique la desi-

gualdad  xy|| < x| . |y
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Aparentemente el axioma A.H3 es asimétrico respecto del producto algebraico. Veamos sin
embargo que no es asf .

De AH1 resulta (z |z) = (z |;), y si hacemos

2z = )\x+/uy

serd
Gl = D2 el 2 s xfaly + 2w lo s |ul? gyf
G- N2 IR oAy o R G0 )

e igualando término a término se obtiene
AH, (xl|y) = (F|%
Finalmente de AH4 y AH3 (teniendo en cuenta 14) resulta
~ N AL N | A ~
(xy |2z) = (z |yx) = 32 |%) = (x |25 ,

es decir

AH, (xy |2) = (x |zy)

que es la propiedad simétrica de la AH3

Los mimeros complejos, con la conjugacidén, forman un dlgebra hilbertiana completa (abeliana)

En el pardgrafo 3 veremos una importante categorfa de ejemplos .

Si M es un subconjunto de un dlgebra hilbertiana , designaremos con M al subespacio orto

gonal de M : M* - { x (xly)= 0, % yGM}.

IV. 1. 1. - PROPOSICION

Si {’ es un ideal a izquierda {derecha) de un dlgebra hilbertiana ,

4
1' es también un ideal a izquierda (derecha) .

~ L
Si yé€ 'Ll, (zylx) = (yl2x) = 0 paratodo z€ A, x¢€ '1/ , de manera que At Ci‘L

(andlogo a derecha) . . ®

s TP
i<
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Veamos ahora algunas propiedades de los elementos idempotentes (III. 5) de un 4lgebra hilber

tiana .

IV. 1, 2. - PROPOSICION

Si A es un dlgebra hilbertiana , e' un elemento no nulo idempoten-

te de A , entonces

1) Jel=1

2) & es idempotente .

3) Los ideales Ae y eA son cerrados .

La propiedad 1) resulta de 1a desigualdad Ixyl< x| . § yil delas dlgebras de Banach:

el Beel . Yell el .y
el Vel el bel

"2) es evidente y para demostrar 3) observen_uos que e es unidad a derecha para Ae . En e-
fecto, si x € Ae, serd x = ze para algin 2z € A, y entonces xe = zee = ze=x. 81 y es ahora

un elemento de A tal que y = lim Xy, X, € Ae, se cumplird, por continuidad del producto

X = X €& ——> e
X n y

de manera que y = ye y entonces y € Ae . Andlogo para eA . &

«

Diremos que un elemento x de un dlgebra con involucién es AUTOADJUNTO si y solamente si

¥ = x.81 x es autoadjunto , X" lo es también para todo n € N, Si x,y son autoadjuntos, x-y

también 1o es; si x,y ademds conmutan, xy también lo es y finalmente %x es autoadjunto cuales

quiera sea x .

IV. 1. 3.- PROPOSICION

Si €) . &y _son dos idempotentes autoadjuntos de un dlgebra hilbertiana

- A _, las propiedades siguientes son equivalentes:

1) (_9_1]_92) = 0
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2) L.l " 0

*3) L. =

Veamos que 1) implica 2). Si (e, [:ez) = 0, entonces

y por lo tanto e

2
0= (e e | e, e2) = (e e2|e1 e2)= !le1 e2||

12=0.

- Es claro que 2) implica 3) , puesto que

.Y entonces e;e

Ve egll = Nie ep™ U=l e, el

2=0 => e2e1=0.

Finalmente supongamos que eqe = 0. Entonces

(ellez) N (elellez) = (el-lezei) =0

y-eso prueba que 3) implica 1) . La demostracién estd completa . &

't’ es un ideal a izquierda cerrado de un dlgebra hilbertiana A, serd en particular un es

pacio de Hilbert , y si consideramos la representacién TA‘{’ definida en _
los operadores Ty tienen algunas propiedades que describimos en el siguiente:
LEMA

Iv. 1. 4.-

Si 'S ]',l,. eg 12 norma como operador de un operador S acotado

End ('L ) (es decir un elemento de B ( 'f)) se tlene

1) J_TA'ﬁlt = |x u

2) (T‘”’ -

3 A b, - T TA 4'1! Jr2F ) ;

donde con S§# notamos el operador adjunto de S

.

La degigualdad 1) resulta inmediatamente . Por otra parte de AH3 se concluye

At

(T y’lz) = (le‘ﬁ‘.‘#z)
X X

s

ey

e
T
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lo que equivale a la afirmacién 2). Finalmente la propiedad 3) resulta de que

AL L ALY DAL L pALE A, i

T S TR (o AEC S E S TR :
y por lo tanto (ya que J SS% i = Tslz = 0s*f?) resulta

ALty . A, b2 AL by2 : .

P I TE R LA P TR ;

Luego el lema estd probado.

v. 1. 5.- TEOREMA (Ambrose)

Todo ideal a izquierda (derecha) no nulo de un 4lgebra hilber

tiana contiene un elemento idempotente autoadjunto no nulo ( vy,

en consecuencia, toda 4lgebra hilbertiana és sética.)

Sea A un dlgebra hilbertiana, 1, un ideal a izquierda no nulo de A, x un elemento no nulo

de1

Llamemos z al elemento xx . zZ € 1/ y es autoadjunto. Veremos que a partir de z pue
de encontarse en 1, un elemento que sea ademds idempotente. Puede’ elégirse x‘ € /L de tal
manera que el operador T‘? . A (que en adelante llamamos ,RZ)' sea tal que

IRZ [ TA ’ A'l] A) = 1, paralo cual es suficiente corregir el x inicial mediante un esca -

lar adecuado,
. : . 2 .
Mediante 2) y 3) dellema IV. 1. 4. se concluye "R(Zz) || = “Rz || = 1, e iterando,

IR(zzn) “ =1

cualquiera sea n € N.
Por otra parte
nRzn"-.l = "Rszn]lé i Rz“ "Rzn“ = “Rzn“

de manera que ‘[ [ R,n 1 } es una sucesién no creciente y como para valores de n de la for-

ma 2:I es idéntica a 1, serd identica a 1 en todos sus términos.
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Entonces por 1) del lema IV. 1. 4. también vale || zB]| = 1 paratodo n € N. Sean aho-

ra m=n+p,m,n, p naturales, Entonces

l@2™ | 22my ) = (2P 227 220y |- | zp 227 | 227 =
Slrop I 20 | 22™ = 20| 229
y ademés
2™ | 22M) = R 2*PTP | B, 2R P) =
5|]Rzpﬂz 2B P | 2ntpy . (,2m | 20
es decir que
1€ @2m | ,2m) € 2m ,2n) < (25 | ,2n

lo que prueba que la sucesién { (z2n ‘ 22 ny }n es no creciente y acotada inferiormente por 1.

Entonces éxiste a 21 talque a = lim-(z2n { z2m),
: n

Veamos que esto implica que la sucesién { z2 n } es de Cauchy. En efecto

" 22m - 21 |2 . p2m | 2my L 5 p2m | ,2n)
+ (z?.n [ zZn) £ g9¢ (zzk ] ZZk) - a)

s8i k = min(m, n)

Sea e = lim zzn.

~ ~
Entonces e2 = lim z%" = e, y por lo tanto e es idempotente. Adem&s e = lim (z21) =
2mb2,

= lim 220 = e , de manera que también es autoadjunto. Finalmente, como ez” = lim z

se puede afirmar que e € { . como ademis ” ell = 1, e es solucién del problema que nos

habfamos propuesto.
g

Diremos que un elemento x de un anillo es REDUCIBLE POR IDEMPOTENTES siy solamen
te si existen dos idempotentes ey y eg enel anillo, no nulos tales que ejep = ey €= 0, x =

= e; + eg. Todo elemento reducible por idempotentes es idempotente.

Consideremos el caso de un 4lgebra hilbertiana. Si un elemento es autoadjunto, reservaremos

e

TN T
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la denominacién REDUCIBLE para reducible por idempotentes autoadjuntos. Si e es reducible
y autoadjunto y e = e;+ ez esunareduccibnde e, vale H e ‘:2 = " el“ 2 4 ”e2 ” 2 , ya que

(ey | eg) = 0 por 1IV. L. 3..

Diremos que un elemento es IRREDUCIBLE siy solamente si no es reducible {por idempoten
tes cualesquiera si no es autoadjunto y por idempotentes autoadjuntos si lo es).

De lo anterior y utilizando IV. 1. 2. 1.), resulta:

IV. 1. 6.~ LEMA

Todo elemento autoadjunto no nulo de un 4lgebra hilbertiana de

norma menor a VvV 2 es irreducible.

v. 1. 7. PROPOSICION

Todo ideal a izquierda no nulo de un d4lgebra hilbertiana con-

tiene un idempotente autoadjunto irreducible no nulo.

Sea 1 un ideal a izquierda no nulo de un dlgebra hilbertiana A. Por el teorema IV. 1, 5.

sabemos que existe un idempotente autoadjunto e € 4|, , e F 0.

Si e es reducible existirdn e; e, idempotentes autoadjuntos ortégonales no nulos tales que

e = e + ey y valdrd

Jel® = el ® + [ ez

Como e; = eje, i = 1, 2, ambos e; pertenecen a ’L . Utilizando ahora la proposicién

IV. 1, 2, 1.) se puede concluir

2 2
RN T [

= [ ey

Pero entonées. dado un idempotente autoadjunto reducible e de 'L , siempre es posible en

contrar un idempotente autoadjunto e' también es ,[, tal que

| e

<]

- 1.

.
Y T
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Teniendo en cuenta el lema anterior, no es posible que el proceso contimie indefinidanente, de

manera que en algin paso se encontrard un idempotente autoadjunto irreducible, como se querfa.
R’

. Veamos ahora una caracterizacién de los imis de un 4lgebra hilbertiana.

Iv. 1. 8. PROPOSICION o

Un ideal a izquierda '{: de un 4lgebra hilbertiana A es mini- .

mal si y solamente si 'L = Ae , donde e es un elemento i-

dempotente autoadjunto irreducible de A.

Sea 1' un imi. Por IV, 1. 7., existe e € 'L » idempotente autoadjunto irredugiblé no nu
lo. Pero entonces 'L = Ae por la minimalidad de ’L . Reciprocamente, supongamos 1, = Ae "*
donde e es idempotente y autoadjunto, Probaremos que si 'L no es minimal, e es reducible.

) ' [ .
Si 1, es un ideal a izquierda de ‘A tal que 0 1 * 1 R 1 C 1, y e' es un idempo-

)
tente autoadjunto de 1 ,» VEeremos que
?
e = (e - ee') + ee' - )
eg una reduccidn de e, es decir que ‘e es reducible mediante
e = e + eg

donde ey = e-ee', ey = ee'. En efecto, como e es unidad a derecha de 'l , ¥y ambos

e y e' son idempotentes autoadjuntos, vale

1) ei = (e-ee)? = e-ee'-eecle + ee'ee! = e - ce'-ee'tee' = e-ee! = ey

g

2) e2 - eetee! = eete! = eet = e, 3&[

2 i

i

nooAY ~—

3) 'E‘l= e-ee! = e-ee'e = e-ee'e=e-ee' = ¢ ¥

1

4) ey = ee' = ee'e = ee'e = ee' =e¢, o
5) ejeg = (e-ee'dee' = ee'-ee'ee' = eet -ee' = 0

6) eg’'e; = 0 (delo anterior y IV. 1. 3.)

S6lo nos falta probar para que sea una reduccién que e; ¥ 0 F ey. Perosi e; = 0,
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. ! .
entonces' e = eg = ee' € 'l, de donde 1 c 1« , contradiccién. Entonces e; ¥ 0. Co
mo ademds e'eg = e'ee' = e'e' = ‘e' , también es ¥ 0.
&
Esta proposicién permite calcular todos los imis de un 4lgebra hilbertiana en el sentido siguien

te: se puede afirmar que los imis son los ideales imdgen por la aplicacién

x —L > ax

del conjunto B de los idempotentes autoadjuntos irreducibles no nulos, La imdgen de dos de ellos,
e, e eslamismasii ee' = e , e' e = e'. Enparticilar f es biunfvoca en B N C, si
C es el conmutante de B en A.

Iv, 1. 9.-° COROLARIO

Todo ideal a izquierda de un 4dlgebra hilbertiana contiene un imi.

Iv. 1, 10.- PROPOSICION

Si A es un glgebra hilbertiana y /L un imi de A, contenido

en un pié UU , el cuerpo Endm,(i) es isomorfo a C.

Sea e un idempotente de A tal que 1, = Ae. Sabemos por el lema II. 5, 14. que el subani
llo eA€ de A es antiisomorfo a Endgy (1,). Pero eAe es entonces un cuerpo normado -
completo (con la norma inducida por A) en virtud de IV. 1, 2. 3.) qu; és un 4lgebra sobre C,
y entonces por el tec;rema de Guelfand - Mazur (Fasciculo 6 de est;a Coleecién, I. 6) debe ser

isomorfo a C. Luego la proposicién estd demostrada.
2]

Iv. 1. 11.- COROLARIO

Si A es un dlgebra hilbertiana, ¢U unpiéde A y e, e!

dos idempotentes autoadjuntog irreducibles de A contenidos

en (U , el espacio vectorial Homy (Ae, Ae') es de dimen-

sidn 1 sobre C.

N
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Sea u: Ae —>» Ae' un homomorfismo no nulo, entonces, por el lema de Schur es

un isomorfismo. Todo otro homomorfismo de Ae en Ae' es de la forma ugv donde v es un

. endomporfismo de Ae, y por lotanto v € eAe, que-por IV.l.10. es de dimengién 1 sobre C
=

IV. 1. 12.- COROLARIO

Sea | un imi contenido en un pié ¢ de un 4lgebra hilber -

tiana A. En egas condiciones existe un .homomorfismo de a

nillos f (= fob.{,) del conmutante Zgy, de OU en A (que

es un subanillode A) en C, f: Zy— C, tal que

ex = f(c)x

paratodo ¢ € Zg ytodo x Ei .

En efecto, por 1a proposicidn IV. 1. 10., si o € End(/l ('1.), existe a € C tal que
ol(x) = ax
paratodo x € 1/ .
Supongamos que c¢ € Zt)b Entonces la aplicacién
x —» o (x) = ex

es un elemento de Endw(t), y por lo anterior existe a € C tal que

Evidentemente a es dnico, y la aplicacidn
¢ —> a

é8 claramente un homomorfismo, que responde a lo enunciado.

La proposicidn IV. 1. 10. es de' mucha importancia, pues juntamente con el teorema de We-

®

dderburn (III. 8. 6.) nos permite obtener el siguiente, que a su vez no serd de gran utilidad en

el pardgrafo 3:
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IV. 1. 13 TEOREMA

Si t en un imi contenido en un pié C/Z de un dlgebra hi.-l-l

bertiana A, las propiedades siguientes son equivalentes:

1) O tiene longitud finita ( es decir /LA () ©)

2) U tiene dime_nsidn finita sobre C.

3) 1' tiene dimensién finita sobre C.

En efecto, si OU tiene longitud finita n, por III. 6. 6 es isomorfo al anillo M, (C) (v.
1. 10), de manera que dimc U= nz. Eso prueba que 1) implica 2). Por supuesto 2)‘1m-
plica 3) y, finalmente, si suponemos 3), como la representacién candnica de C/U en t es
siempre inyectiva (III. 6. 2) , se puede afirmar que O es una subdlgebra de M (C). Peroen
tonces tiene la longitud finita ( y a posteriori es todo M, {C),de manera que también de 3 )secon

cluye 1). y el teorema estd demostrado. - =

4

Por supuesgto si vale alguna de estas afirmaciones equivalentes, el pi€ resulta cerradoen A y

con unidad, hechos fundamentales gobre los que volveremos mds tarde.

Iv. 1. 14 PROPOSICION

El zé6calo de un 4lgebra hilbertiana es denso en élla y sus pies

son ortogonales respecto del producto escalar.

’

" Sea 6 el zécalo de un dlgebra hilbertiana A. Supongamos que'el ideal bildtero ‘{Fadh(G)

no coincide Icon A

Entonces {‘r't es también un ideal bildtero (IV. 1. 1), y no nulo. Pero entonces por \IV.‘ 1.9,
/{rj' contendrd un imi que no estard contenido en 6 , en contradiccidén con la definicidn de z§-
calo.

Veamos ‘Ia segunda parte de la demostracién. Si UT, OC'  son dos pies distintos de A y
x€EUL, y€ O serd

n

X = / xi ei
i=

[=
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donde X, Y €'A, €, e{ son idempotentes autoadjuntos irreducibles de CZ y O 1

respectivamente.

Sabemos que en esas condiciones e'{ e; =0 paratodo sistema 1i,j (III.5.7), de manera

] l
que E 3
E" .
_ ' _ ~ t _ o
(xly)-Z (xiei]yjej)~Z(ijilejei)—0. t
i,j L] :
Eso significa que € LR Q
.
Lo
IV. 1. 15 PROPOSICION P
v
i
Toda dlgebra hilbertiana es suma hilbertiana 7*

de las clausuras de susg pies. 0

Eista proposicién es evidente, si se tiene en cuenta que las clausyras de dos subespacios ortogo
nales de un espacio de hilbert son también sﬁbespacios ortogonales. Después es suficiente obser

var la proposicién.anterior. =

La proposicién demostrada puede generalizarse de la siguiente manera :

Iv. 1. 16 PROPOSICION

Todo ideal bildtero de un 4lgebra hilbertiana es suma hilbertia

na de las clausuras de los pies de A contenidos en €l .

Sea 6" un tal ideal. Es claro que por la minimalidad de los pies (III. 5. 10 yIV. 1:5 ) si
O es un pié, 6 OC ﬂ' ¢ _C/Z N é‘= 0. Si OZ es la familia de todos los pies de A,
dividamos C‘jZ en dos subconjuntos L y M, LuM =UC-' , L A M=p, mediante

L={ e ;nct} X
m={ e ;oxntl=0} .

fCa
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Es cl [@3@&:
8 claro que o

€L

= 2)‘ /\)(GB&/ 0, por el corolario IV. 1.9 existe un imi 1, tal que 1ev .y
MEM

entonces de ane L‘)b =0 ( evidente a partir de IV. 1 15) se concluye /L C OU, para algin

U €M, absurdo ya que de allf se concluye 1, (s 6« N (')(; 0.

GBE-LCZJ .. 41\@& =0

¥ EL UL EM

Entonces

y por lo tanto A= fﬂ@@ E)—(, de donde 'g)-' = @ .&, como querfamos demostrar.®
thé M U €L

v, 1. 17 PROPOSICION

Los pies de un 4lgebra hilbertiana son invariantes respecto de

la involucidn, Sus clausuras ( con la estructura inducida ) son

4dlgebras hilbertianas ( completas ) rengas . -

Sean Ay YU . como de costumbre. Si '1, = Ae ( e= idempotente autoadjunto irreduci-
ble) es un imi contenido en (U , se cumple
-

1/5 BA = eA C U

puesto que (X, es un icieal bildtero. Pero entonces

) ~
~
w=)1=) 1o
jcen 1C%
~o .
de donde se concluye ¢f,= (U por la simetrfa de N/
Segin eso, la estructura de A induce por restriccién una estructura de dlgebra hilber-
tiana completa en la clausura de cada pié ( recuérdese que ~J es una isometrfa). Es’'claroque
U esunpiéde ¢ ya que es un pié de sf mismo. Ademés, si O tuviera otro pié, serfasu

ma hilbertiana de sf misma y de la clausu'ra de este pié, absurdo.

Luego (U es un dlgebra renga . 2]
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Utilizando el concepto de ' suma hilbertiana externa' veremos ahora una propiedad cons-
tructiva de las dlgebras hilbertianas.

= E aY .
La suma hilbertiana externa A(A= @ €7 ?‘i ) de una familia {Ai} J€1 de dlge-

bras hilbertianas ( conipletas) de normaé “ ”1 es, por definicién, el digebra de Hilbert

completada ( como anillo) del dlgebra G -suma directa de las dlgebras  A;:
G =65i Ay
con las operaciones inducidas por el 4lgebra con involucién TT Ai y la norma
i
Il = g 0= 1} -
Que G es un dlgebra normada resulta del hecho siguiente :
ol = I} £ot ] =Ml = ol sd 1} 0%
€N, ({""1'"1 | vill i} < w( (A N, (v} 0=
<N (gl i} M (f Dyl 30 = Il Ayl

( Cauchy- Schwarz! ).
El principio de prolongacién de identidades ( [1] Li.III, chap. 1, 3¢ é&d. ) 8, n°1,cor. 1
de la prop. 2) permite afirmar que A es efectivamente un 4lgebra hilbertiana. Ademds si A

es un dlgebra hilbertiana dada y
x = Z *a
Yy =)

donde Ol es la familia de los pies de A, entonces la igualdad

o eI

W) e
que resulta de III. 5. 7 y del Théor. lde [1] , Li. V. § 2. n02 , permite afirmar que A

es isomorfa a la suma hilbertiana externa de las clausuras de sus pies.

Podemos enunciar entonces:

TTEEES
I TS
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Iv. 1, 18. - PROPOSICION

Toda 4lgebra hilbertiana es (isomorfa a una) suma hilbertia-

na externa de dlgebras hilbertianas rengas .

Se concluye que la forma mds general de dlgebra hilbertiana es

®-

donde {Ai} es una familia de 4lgebras rengas, y por lo tanto serd suficiente estudiar las estruc

E

turas de las 4lgebras rengas para conocer la de todas las dlgebras .

Volviendo a la proposicién IV. 1. 15.- , podemos observar que a cada pié CU (de un 4lgebra
hilbertiana dada) se puede asociar un proyector ortogonal E{(U ) de A : el que estd asociado a

Adh (CU) en la descomposicién

A = GB Adn ().

Es claro que esos proyectores son ortogonales dos a dog y que vale

(, - Z E ()

en la topologfa puntual fuerte (Cap. I). Adem4s dichos proyectores se pueden calcular muy fédcil

mente para los piés de longitud finita. En efecto, si (I es un pié de longitud finita, por III. 6.

6. - tiene unidad u o . Como ademds
a = (u ;)'& = X
*Uey o

es claro que '\1{% = ua‘(téngase en cuenta IV. 1, 17.-) .

Sea ahora F el proyector

Fx = Xy

(= u o ¥ por oI, 6. 6.-, dltima parte de la demostracién) , evidentemente contiguo y de rango ,

& (= Adh (&), por IV. 1. 13.-).-Como ademds vale
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(x-Fx | y) = (x|y)—(xum!_y)=(xly)~(x|yu0b)= iy)-&x|{y) =0

paratodo x € A, y € ¢l , seconcluye que F es el proyector ortogonal sobre ¥ , €es

decir que coincide con E() . En resumen:

Iv. 1, 20.- PROPOSICION

Los proyectores E(%U) forman una familia ortogonal y comple

ta de proyectores de A. Para aquellos UU que tengan unidad

Uy, (o lo que es lo mismo que satisfagan cualquiera de los enun

ciados equivalentes de IV. 1. 13.), vale ademds :

E(0) = TA

o i
Es_decir
E(Q)f = uy « f.
8 2.- PROYECTORES_EN ALGEBRAS RENGAS

En todo este pardgrafo supondremos que A es un 4lgebra hilbertiana (completa), y a partir de

IV. 2. 2., que ademds es renga, de pié .

Se ha visto un teorema de reconstruccién de A a partir de sus pies (IV, 1. 15, IV, 1. 19.).
Por otra parte, cada pié es suma direc{a de imis. Si se combinan ambas propiedades puede dar

se un teorema de descomposicidn de A mediante sus. imis, aunque, contrariamente a lo que ocu-

rre con los pies, se podrd desechar una cantidad considerable de ellos. Concretamente, podemos !tj}

enunciar:

V. 2. 1. PROPOSICION

Para todo conjunto E C A de idempotentes irreducibles au-

toadjuntos ortogonales dos a dos (IV. 1. 3.), maximal res -
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pecto de esa bropiedad, se cumple: A = e € E Ae.

(La existencia de tales conjuntos estd garantizada por el lema de Zorn).

Por IV. 1. 2. y IV. 1, 8., cada Ae esunimi.de A, y es cerrado. De la ortogonalidad
de los elementos de E resulta inmediatamente la ortogonalidad de los subespacios Ae. Pero
t. @ - ; *

= € E Ae debe ser todo A, pues de otra manera el ortogonal [f de é’ (que es un i-
deal a izquierda) contendria un idempotente autoadjunto irreducible (IV. 1. 7.), lo que contradice
la maximalidad de E.

]

Tales familias maximales nos serdn muy dtiles en t~do este (breve) pardgrato. Por esa ra-

2dn elegiremos una determinada, de aqul en adelante, que supondremos subindicada ( en forma

fiel) por un conjunto /\  con un 'punto distinguido A {ei} i€

Llamaremos ti alimi Ae;, si iFA , 1« al imi Ae>\ , v Pj alos operadores Ti*.i‘lr

es decir los definid.osx\por
\.
P;j x = ejx (th ).

De esta manera obtenemos una familié, {Pi} 1€A de elefnentos de Endc( 1/ ), también in-

dicada por A .

N

IV, 2. 2, LEMA

Para cada i€ /\ , Pi es un proyector continuo ortogonal au-

toadjunto de rango 1. La familia {Pi} i€ A es ortogonal

(en el sentido algebraico).

La idempotencia de P; es inmediata, a partir de la misma propiedad de e;. Como ademds
*
= A't ~* = Aot = '
Py = (T, ) = 'rei = P, (V. L 4.)
también son autoadjuntos. Por otra parte, puesto que Im (P;) = eit = ejle, de IV.1.11.,

se concluye que

dime (Im (P;) ) = 1.
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Finalménte, como
(x-e;x | ejye) = (x lejye) - (egx | ejye) = (x | eyve) - (x | Sjejye) = 0

también son ortogonales, y es claro que Pin =0, 8i i ¥ j.

Seguin el lema anterior, para cada i puede sefialarse (Zei“melc) un elemento a; en

Im(P;)) C 'l tal que naiu‘ 2 1 ypara el cudl velge Ln(F ¥} = Cay.

La familia Pj es coumpleia ¢h i sigtlcuie s5emldo:

Iv. 2, 3.- LEMA

La familia {ai} ieA ©sortonormaly completa en t , ©

lo que es lo mismo, “ = @ Im (Pj) .

Se ve claramente la equivalencia a que se alude en el enunciado. Sea % = @ Im (P;) . Si

y es un elemento de t ortogonal a % ., en particular lo serd a todos los subespacios Im(F;).

Pero como cada . P; es un proyector ortogonal, eso solo puede ocurrir si Pj(y) = 0 para to-

dp i €A . Ellema IV. 2. 1. permite concluir de allfque y = 0, puesto que

2
Ay = (@Aei)y c Y Aejy = ) APi(y) = ©

y en particular y es un elemento de &T N Any (O ), que es el ideal nulo por II. 5. 1l.,
g

Como la correspondencia i ——> P; es fiel, ya que t no tiene anulador (como

CT- médulo: 1. 5. 11.), podemos concluir:

v, 2. 4.- COROLARIO

Todas las familias maximales de idempotentes autoadjintos

irreducibles.ortogonales dos a dos de A son equipotentes.

Su cardinal es la dimensidn de cualquier imi de A (como eg

pacio de Hilbert).

4
i
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Recordemos (ver J. Dixmier, Les algebres d'opérateurs dans l'espace hilbertien, Cahiers
*Sci. XXV, Gauthier - Villars, Paris, 1957) que si % es un espacio de Hilbert cualquiera,
en el 4lgebra de Banach B (JB) de los elementos continuos de Endq ( 76), 10s elementos u ta

les que para toda base ortonormal ixi} 1€ 1 de % cumplen:

S;(umi) | ux)) < o

forman un ideal bildteroc #¢ (76) {contenido en el ideal bildtero de 'os oneradores compactos
y que con cada operador contiene a su adjunto). A tales operadores se los llama OPERADORES

DE HILBERT-SCHMIDT de 45 .

V. 2. 3, PROPOSICION

ALl

Para cada x € A '—Tx

es un operador de Hilbert-

Schmidt de § .

En efecto, serd x = ; Xe; ycomo xaj = Xe;a; , Se tendrd

lxai " < |xei “

de donde
ALY 2 2 2 2
1Z Ity agl = Ei: fxas || ~< g lIxes I}~ = =y
es dec‘ir '
A, 2 2
W et e te gxy ®

Nota 1: Se puede (en el caso general, %= espacio de Hilbert cualquiera, u € B (76)) )

demostrar que el nimero

e lll = 5 o 2

si es finito para una sola base ortonormal, 1o es para toda otra y permanece invariante, y, ade-

mds, que la asignacién

—l
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es una norma que provee a 4 ( %) de une estructura de espacio de Hilbert. De esta manera,

la f8rmula (1) de mds arriba, se escribe

I < |l

o lo que es lo mismo, la aplicacién x —» T‘:": ' de A en # ( t ) es acotaday su

norma {(como operador) es menor o jgual a 1.

Nota 2 : Ei hecho de ser A renga 5o ge utilizé en forma insustitutble salvo en IV.. 2, 3.,
que es un resultado intrascendente. Sin cmbargo de esta manera queda uniformizasdo el lenguaje
(por ejemplo en dim~{Im(P;)), enla eleccién de aj ) y como no se usard en formas mds gene

rales ninguno de estos resultados, hemos pretérido prefijar esta restriccidn.

§ 3. caso  L2(Gq)

v, 3. 1.- NOTACION

Durante todo este pardgrafo, G representard un grupo compacto.

Sabemos que el espacio I.;2 {(G) delas "funciones" de cuadrado integrable en la medida de

Haar ds de G (que se supondrd normalizada) con el producto escalar
tlg =<£,8% = S f(s)g(s) ds
G =
es un espacio de Hilbert.

Como permiten demostrar inmediatamente 1.°2. 5. C y D es también un dlgebra de Banach
~
con el producto de convolucidn, Podemos ademds definir en L2 (G) una involucién f — £
mediante

?(s) = f(s 7).

Hemos visto en I, 2. 7. que esta aplicacidn satisface los axiomas Iy, Iy, I3, 14 y AH;

del pardpgrafo 1 de este capftulo y se satisface también

s
2]
'
.
!
A
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- v - ~
AH3 f «glh) = <& 4g,h >=<Ug, £ o h>= (gt 4 h)
: - A4 v ~ ~ ~
y AHy flg=<1f,g >=2¢< g, =g, > (g|H

~ .
Ademds si £ # 0 (en L2 (G)), vale (f # £)(c) = (Ny(f))® por L 2. 10.D., y por lo

~ ~
tanto f % £ ¥ 0 {(en 1.2 (G): puesto gque f * f es continua como se demuestra facilmente).

Eso prueba AH, .

Podernos afirmar entonces que L2 (G) con su norma, el productc de convolucidn y la involu-

cidn ya definida es un dlgebra hilbertiana (completz). En particuler podremos aplicar a este ca

so los resultados del pardgrafo 1 de este capftulo y (en virtud de IV, 1, 5.) los del capitulo

III sobre anillos sdticos (II. 5. 9.).

Como es obvio mediante identificaciones naturales (ver 1. 2, 4., L 3. 9.) 8l G es compag

to se puede suponer
Cw cLium c Ll ¢ M) > G

(aqut /%C = /%1 - M y la topologfa scvit Ja de lanorma || {l}), y ademds vale
Ny () 2 No(f3Z Ny(f) = If fdsll,

visto lo cual:

a) L1 (G) es una subdlgebra cerrada de Jé (G) (I, 2. B.); su topologia es

la inducida por la de '/% (G).

b) Ll(G) es la clausura de L2(G) en d‘é(G).

v, 3. 2.~ TEOREMA

Si “C L2(G) es un subespacio cerrado de LZ(G) ,_son e-

quivalentes:

1) 4’ es un ideal a izquierda en L2 (G) (resp.der.)

2)  _{r es un submédulo de L3(G)_como Q(G)-médulo _a

izquierda, (Q(G) = espacio vectorial de las medidas
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de soporte finito : ver 1,3, 1), la operacidn exterior: q,f—> qxf

{ resp. derecha, la operacidn : f,g—> fyq ).

Sea hyy comoen 1.3.11, ©Entoncessi f€ ﬁ‘, hy % és % f—> Esakf en L2(G)
y como  hy * 55 € G(G) C Lz (G), es claro,por ser 6‘ cerrado, que 85 * £ € é‘ . Luego
Q(G) * é‘ Cc b’ . (obsérvese que esta demostracién es vdlida para.todo p=l).

Eso prueba que 1) implica 2).

Como 6‘ es cerrado por hipétesis, serd '-4’ = t"l\"' ( la ortogonalidad entendida paralaes
tructura de espacio de Hilbert de L2(G) ). Como se muestra inmediatamente, si 6" es Q(G)
estable a izquierda, también lo es ‘é"'.

Si se calcula é—-‘- + resulta :

L 1
ge &t sii (tlg)=0, wiel

y como ,&-x‘ es Q(G)—estable, serd
é—‘L
( E *tlgr=0 ¥s€ G, €
o sea
<fx g, Es7= 0
; ~ ﬁ, _ l,-u- i -
o lo que es lo mismo, f*g=0, de manera que = coincide con la imagen por ¢V del

. > L K “
anulador a derecha, $ de &‘ como subconjunto del anillo 1.2 (G). Pero es claro que 4 es
~

un ideal a derecha y por lo tanto t- es un ideal a izquierda. ®

Veremos ahora dos lemas ( muy conocidos ) vélidos en LZ(G) y que permitirdn estudiar

este caso particular en detalle,

V. 3. 3 LEMA

Una funcién 'h de & (G) es central en L2(G) siy solamen

te si cumple bh(xy)=hlyx) paratodopar x,y€ G.
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Por definicién, una funcién h est4 en €l centro de L2 (G) sii
hxf=f€fxh
para toda fE€L2(G), es decir, sil

{ nestreebae f(st)n(t™l ) dt

G

L]
a—

(  f(st)n(t Hrat { f(st'i)im(t)de £(t74) h(ts)dt
G G 5

y por lotanto h  serd central sii
{ f(t"H(h(st)-nlts) Ydt=0
G

para toda f€ L2 (G), 1lo que solo puede ocurrir si h(st)=h(ts) p.p., es decir, supues
ta h continua, h(st)=h(ts), ¥ 8,t€G.

Luego €l lema estd probado. -]

Iv. 3. 4 COROLARIO

Toda funcién continua central en L2 (G) es central en \%(G).

(.2.4.ByC) =

Teniendo en cuenta la completa regularidad de todo grupo topolégico ( Ll] Liv.III, Chapll

resulta también :

Iv. 3. 5 COROLARIO

G es abeliano si y solamente si L2 {G) es abeliano .
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IV. 8. & _LEMA

Cada ideal bildtero cerrado no nulo de LZ(G) contiene un

elemento no nulo del centro de L2 (G).

i
Sea {}' un ideal biiatero, no nulo, cerrado de L2(G). si g€lr , g # 0, lamemos f{

al elemento de f‘ :

~ 1%

f=g» g.
Sabemos que f es continua y que f(e) = (N, (g) 2 4 0(1.2.10.B).
Como és * f y f % &s también pertenecen a é’ (Iv, 3.3), serd

v
. -1 - A
ht) = SG f(sts™*) ds = lim E &Si * §f % ESi .)3t

una funcién de 6’ y también continua ( 6‘ es cerrado!)

Pero h(e) = f(e) # 0 y ademds 3
h(tu) = g f(stus™l)ds = s f((su)tulsu)l)ds = S f(suts—l) ds = h(ut) L(
G G G

de manera que por el lema IV. 3.4 se puede afirmar que h es un elemento no nulo del centro

de L2(G). Luego &1 lema estd probado. =

Si O es un pié de L2 (G), podemos considerar el ideal bildtero Adh{( ¢CT ) de L2 (G).
Adh( U ) es un 4lgebra renga, (IV.1.17), de centro no nulo por el lema anterior. 4
Supongamos elegida en Adh( OT ) una familia de elementos {_ei}; i€ A comoen el pa- .
rdgrafo 2 de éste capitulo. ( 1' es el imi destacado). i‘é[

Aplicaremos los enunciados de ese pardgrafo, con la misma notacién, a este caso.

IV. 3. 17 PROPOSICION i

Los piés de L2 (G) son de dimensién compleja finita y por

lo tanto cerrados.

Si f es un elemento central no nulo de Adh(dT), por el corolario IV.1,12, para algin

k € € secumplird t 4 g = k.g cualquierasea g Et . Ademds k # 0 yaqueen
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caso contrario f perteneceria al anulador a izquierda de 1, en Adh( Ot) que es un ideal bi-

l4tero cerrado, y por ser f{ central, dicho anulador coincidiria con Adh( <), absurdo.

Pero entonces (IV.2.5, (1))

1

' Adh(or),1 . 2 2 .
> (N, (T ;)% = 2 Ak|? (e =y k) 2 £ (N, (0))?
i i

lo que no puede ocurrir salvo en el caso en que la familia {ei} sea finita. Pero en ese caso

(IV.2.1):

n n
amcn) =@l - Pl -
i=1

i=1

y en consecuencia /T es de longitud finita y por lo tanto (IV.1.13), de dimengién finita, como

se queria probar,

V. 3. 8 COROLARIO (Teorema de Peter-Weyl)

Si G es un grupo.compacto :

a) los piés de L2(G) son subdlgebras hilbertianas de

L2(G) (y en particular estables con respecto a la in-

volucién ) de dimensién finita y con unidad (la que es

autoadjunta ). El proyector E(a) de L2(G) enun

pié 2 estd dado por

E(a) f = £ * u, = u, * f

donde u, _es la unidad de a.

La dimensién de cada pié es igual al cuadrado de su

longitud. Ademds cada uno de ellos es (no canoni-

camente) isomorfo a un anillo del tipo Mn(C)+ don-

de n_ es igual a la longitud del pié.

Hay coincidencia entre la nocién de pié y la de ideal

bi¥4tero minimal.

b) Los piés estdn formados por funciones continuas.
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c) Los piés e imis de L2 (G) son respectivamente idea-

les bildteros minimales de M(G) e imis de M(G).

Demostracidn.
a)Iv.3.7, 1Iv.1.17, 11.6.6, IN.8.5, IV.1,20, IV.1.13.
b) En efecto, si f € a, serd -f=£f% u_, y por lotanto continua en virtudde 1.2.5.a

a

c)L.3.5, 1.3.6. &

Con esto damos por terminado el gstudio en general de los piés de 1.2 {G), G cornpacto.

En el pardgrafo siguiente usaremos continuamente los resultados del §ltimo corolario.

Utilizaremos mds adelante el siguiente :

IV. 3. 9 LEMA

Las propiedades siguientes son equivalentes :

a) G es abeliano.

b) Los piés de L2(G) son de dimensién compleja 1.

Demostracién.

Si G es abeliano, L2(G) es abeliano (IV.3.8) y en consecuencia cada pié de L2 (G)
es abeliano. Pero entonces, puesto que los piés son isomorfos a anillos M (C), serd n=1,
y por lo tanto dim_, a=1. La recifproca es inmediata, ya que si los piés son de dimensién 1,

(&
son abelianos y a) resultade IV.1.14 y IV.3.6. &

ALGUNAS PROPIEDADES ESTRUCTURALES DE LOS PIES DE L2 (G).

Iv. 3. 10 PIE TRIVIAL.

En un 4lgebra del tipo L2 (G) (G compacto como hasta ahora) puede demostrarse fdcilmen_
te que el espacio vectorial de las funciones constantes es un ideal bildtero. Ademds su dimen-
sién compleja es igual a 1, de manera que es evidentemente cerrado y minimal, o sea(IV.3.9)
un pié. Lo llamaremos el PIE TRIVIAL de L2 (G). La unidad de ese pié es, como se com-
prueba fdtilmente, la funcidn constante u(s)=1.

Mds adelante daremos algunas propiedades del pié trivial.
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Iv. 8. 11 UNIDADES MATRICIALES.

Sea (JZ un pié de L2 © compacto como hasta ahora). Por IV.3.8 serd

Adh (on) = L= éi - @Ulei
i=1 i=1

doncz para cada i, e; es unidempotente autoadjunto irreducible y i’i es uh imi tal que

e € 1’1‘. (Iv.1.8). Cada 14 i tiene dimensién compleja n (III.8.5y IV.1.10). Si llamamos

P:i = T:Q"l , como {Pi} es una familia de proyectores ortogonales dos a dos de rango 1
i

(IV. 2. 2) existird una base ortonormal ay, ... a, en 1’1 tel que Py ( 1!1 }= Ca;.

Como

oo bcap= bipcdn- b V-4 b - 4

para cada par a;, aj de elementos de { ai} existird un elemento eji € {’i tal que

Ahora bien, la representacién e 101 es un isomorfismo entre JT y Endc( 111)

(IIl. 8.8), de manera que proveyendo a 4'1 de la base {ai} , induce un isomorfismo en-
tre Ay Mn(C). De allf se deduce que los elementos e son (después de elegidos los

ai) dnicos, y que se corresponden con las-matrices.

i
0 0
i 1
0 0
de d . = .
e donde a su vez se concluye que ejj * a, Sjk a;

Para cada s€ G notaremos Ma(s) la matriz

1
o enl®) o €in(s)
(IV.3.12.1)  M,(s) =
% en,(s) % e (s)

a; (veremos mas adelan-

Por supuesto Ma(s) depende de la eleccidén de los elementos €, a;

te { IV.5.3 ) que las matrices asf construidas son semejantes para dos elecciones distintas :
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AMa(s) A"l = M;(s). A independiente de s).

IV, 3. 12 LEMA i
La familia eij y la matriz Ma(S) cumplen:
o~ i
1) eij = eji
C
- = & P 5
2 ey vy ik J ih *° %ka
3) Pera calza i, _, a # &, = V..
i o =Y

4) Nyleg) = (n)? §

5) eij(e) = n (e=unidad de G)
n e

6) Zleii = u es la unidad de a. ‘
x;

7) Paratodo par s,t de elementos de G, vale:

1 ) 1 )

8) La aplicacién s —oMa(s) es una representacién de G en CP.

9} Para cada i, la familia {eji} i1, ..., n esunabase algebraica

de 1»

1

1) En efecto,

4 . - § - - %
(akl eji * ah) = (e, a | a.h) = ey (a.j [ ah) = Sik S‘h = (akl ey + ah), ;

) ]
de manera que {(
T é’JL, 11 - 4 k
3 ‘i ;-

y por lo tanto (IIL. 6, 2)

~
= e.. 1
1 R :

e..
J J1
2) y 3) resultan del isomorfismo con Mn(C).

4) Es inmediato que todos los eij tienen la misma norma:
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2 _ _ _ ~
(N (e;)" = (eijl eij) = (egy * ey ey * eyj) = ey * ey I e,

~)_
i*ey T

i 2
ey * ey | egyxeyy) = (egy | egy) = (Ny (e )™,

Sin embargo, para obtener ese valor es necesario un pequefio cdlculo. Llamemos tk a
oL €k (ver ¢} . Sabemos (IV.3.2 6 IV.3.8), ,quelos 1'k son invariantes por traslacio

nes a izquierda:

te g, = fst) € 4
Como para cada j, ejk* ekk = ejk' los elementos ejk‘ j=1,2, .. n forman una base
de ik . Pero entonces, para cada s € G, existen n® complejos Cij(S) tales que

‘ n
() e (st) = Zlcij(s) &5y (t).
Como ademds
~
ejk(t) = <ej1 * elk) t) = (ej1 ekl)(t) = SG ejl(ts) ekllsi ds i

si se reemplaza’en (1) este valor de e, (t) y se hace después t = e (unidad de G), se obtie-

jk
ne:
2 2
(2) eik(S) = 2:1 cij(S) (ej1| ekl) = ¢; (8) (eyg | ept) = e (s) (Nylep))®.
J:
Finalmente haciendo g=t ! y i=k=1 en(l), resulia

_ -1\ _ - ’
en(e) = Z clj(S) eji(s ) = Z clj(S) elj(S)
J J

y s5i se observa que (N2 (el) )2 = ei(e) (I.2.10.B), se tendrd

' 4 _ 2 . 2 . _
(Nz(eﬂ)) = (Nz(ei)) ei(e) = (Nz(ei)) Z Cij(s) eij(s)— Z elj(s) elj(s)

en virtud de (2), de manera que

(N (e )0 = § (Np(ey)) ds = 5

- 2 .
o elj(s) elj(s) ds = Z N2(e1j) =
K| J

= n (N, (e;;) )?
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o lo que es lo mismo

Noj

3) N2 (eu) = (n)

~J
5) De 2) resulta eji * eij = eij y de 1): ei.‘i % €. = e...

En consecuencia, por 1.2.10.D y 4):

~
€.

- 2 _
n = (N2(eld)) = ij

* e’ij(E) ® &5 (e).

6) Resulta del isomorfismo con M, (C!.

7) Es inmediato también si se tiene en cuenta las igualdades (1), (2) y (3)
de la demostracidn del punto 4) aquf arriba.

En efecto serd
= -1 -1
LN (st) = E (n) eﬁ(s)) {n. ejk(t))

epe(st)=)  ciyle) ey (®)
por(l}, y, utilizando (2) se :l'mede reemplazar ¢yj por eij/ (Nz(eu) )2 que por (3), es lo mis-

mo que e./n:
eji (st) =Z (n)? ej(s) ejk(t)
J

y dividiendo por n:
()1 ;) (st) = Z (n7} e (s))( n! e (t))
i
8) Evidente a partir de 7):

M, (st) = M_(s) Mg (t).

9) Resulta del isomorfismo con M (c). &

IV, 3. 13 COROLARIO

Si a esun pié de L2(G) de unidad u y longitud n,

vale Nz(u)=n y u(e)=n2.

Demostracién.
De u-= Z e Y ey L ey i¢j, resulta (Nz (u))“2 = Z (Ny (eii,) )2 = nz. Por otra

parte u(e) = n? en virtud de 5) y 6) de 1v.3.13
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§ 4 . CARACTERES

Veremos ahora la nocién de cardcter de un grupo compacto. Durante todo el pardgrafo,
G representard un grupo compacto. Las propiedades fundamentales de los caracteres estdn
descriptas en el teorema IV.4.2, cuya demostracidn se basa en el lema IV.3.12. Después
de dicho tgorema, consideramos dos casos particulares (cldsicos): 1° grupo compacto abelia
no, 20 grupo finito. Con respecto a este Gltimo caso, remitimos al lector a (12)y a Van
der Werden, Moderne Algebra, donde se encuentran ejemplcs y aetalles, aungue los resul-

tados fundamentales estdn contenidos en nuestro IV.4.4.

Recordemos que dos elementos s,t de ungrupo G se llaman.conjugados si existe
vE€G tal que vsv'l=t. Larelacién "s y t son conjugados" es una relacién de equi-

valencia. Sus clases de equivalencia se llaman ''clases de conjugados™.

iv. 4. 1 DEFINICION

Si G esun grupo compactoy a es un pié de L2 (G)

llamaremos CARACTER
u

. R a
de G asociadoa a, a la funcién Xa = 5.
a

de unidad u, _y longitud n_,

V. 4. 2 TEOREMA

1) Los caracteres son funciones contiruas autoadjuntas,

centrales en MI(G):

a) xX = X

a a
b  xk e spx X, uE M@
y ademds vale :

c)X*‘X=—1'x

a a Ny a

2) Vale, cualesquiera sean a, s, t:

Aalsts ™) = X w




3)

4)

5)

6)

=138~

(es decir, los caracteres son constantes sobre clases

de conjugados ).

La familia {Xa} de caracteres es ortonormal :
$ X, (8) X Te) ds=0 af a'
fl, )2 as =1

y ademds si a. es el pié trivial,

(o]

{ X, (s) ds. = © af a,

Si Ma(s) es una repregentacion de G construida

como en IV.3.11l, wvale:

X, (8) = Tr (Mg (8))

Y en particular:

Xa (e)=long a =dim de la representacidn s »M_ (s).

Foérmula integral. Para cualquier cardcter x , vale:

Xle) S A(usu-1t) du = X(s). X(t).

Toda funcién céntral f € L2 (G) se puede desarrollar

en serie de caracteres

= LA, . X

a

donde )\a = (¢, Xa) ( 010 que es 10 mismo, la fa-

milia de caracteres es ortonormal y completa en el cen~

tro de AL'z (G).

" 1) Rebulta de la definicion de cardcter y de IV.3.9 y IV.3.5.

2) IV.3.0 y IV.3.4.

3) IV.1.14 y 1v.3.1

wif
2

Rk
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4) 1vV.3.12,6

5) Segin la definicién, si eij es una familia como en IV.3.11, serd (IV.3.12.6):

Xio) = % Y eo)
A4

y entonces

ol = £ 5 e e

i

Pero entonces , por 1V.3.12.7 (aplicado tres veces) se concluye :

X(usu_lt)=—14— E eij(u) e].h(s) ehk(u'l) eki(t)
iJjAth

§ (eij(u) ehk(u_l)) ejh(s) eki(t)

:3*|...

y por lo tanto

S x(usu'lt) du =

2 <$ ej; () - epy (™ h) dd> ein(s) ey (t)

ap[...

y teniendo en cuenta IV..3.12.2 resulta :

&'X(usu‘lt) do = —,,1-4 E 5jh Sik e (@ eipls) eplt)

- 1 ;
= —n-z eji(e) ejj(S) eii(t)

y como eji(e) =n (IV.3.12.5), obtenemos finalmente :
S X(usu lt) du = 'tl't—‘ X (s) . X (t)
de donde, por IV.4.2.4 resulta IV.4,2.,5

6) Es claro que toda funcidén del tipo f = Z Aa . X 2 ©8 central (IV.4.2.1). Reciprocamen
tesi f es central, serd f =Z fa. donde fa es la proyeccién fa =E(a)f=u,*f de f
gobre a (IV.1.15, IV.3.9). Pero entonces si f es centr?l, como u también es central,
serd .fa central en L2 (G) yen particular en a. Ahora bien, el centrode a es

Cua =C Xa en virtud del isomorfismo con Mn(C) (es fdcil demostrar que el centro de My, (C)
es CI, I=identidad), de manera que tendremos £.= )‘a xa. y entonces f=z "a' ’xa' como

querfamos probar. &
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IV. 4. 3.- CASO PARTICULAR: G ES ABELIANO

Si G es un grupo compacto abeliano, los piés de Lz(G) son de dimensién 1 (IV.3.10.-)y

entonces la férmulairtegral IV.4.2,5 se transforma en
Nie) %) = 5 Kwsu™l) au = § Xist) au = Xist) .

A~
Esto prueba que los caracierss soa funcicnes multiplicativas. Como X = X (v.4.2.1) ’

serd
~ —_—
ey = Koy = Xeh - (x ot
de manera que
2 [
X ] = Xy xXo - 1
Si recfprocamente f:G— C cumple I =1 y f(st) = f(s).f(t) , entonces

~ —_—\
fw - twh= (To)7 - tw

y ademés
fxgilt) = $ titsHg(e) ds = £(t) S f(s'l)g(s) ds = Af(t)

lo que prueba que el subespacio Cf es un ideal bildtero, evidentemente cerrado y minimal, es
decir un pié. Como ademds f 4 f = f , se concluye qué f es la unidad y el caracter de ese

pié. Resumiendo, hemos probado que:

1V. 4, 3. 1. - PROPOSICION

Si G es un grupo compacto abeliano, log caracteres de G coinci-

den con los homomorfismos continuos de G en el grupo multiplica-

tivo de los nimeros complejos de mdédulo 1

Teniendo en cuenta IV.3.6.- y IV.4.2.8,~ se tiene también:

R T

L; o
At
hi
ki
o
it
i
it
b
N H
P
4
hils
;
I

gy i o
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IV. 4. 3. 2, - PRQPOSICION

Si G es un grupo compacto abeliano, los caracteres de G for-

man una base ortonormal de LZ(G) .

Esta dltima proposicién se reduce, cuando G es el toro de dim ensién 1 , G= Tl

firmacidén de que el sistema trigonométrico es completo en L2(T1) .

IV. 4. 4. - CASO PARTICULAR: G ES FINITO

En el caso en que G es un grupo finito de g elementos, la integral de una funcién

f:G ..—p C se reduce, como ya dijimos muchas veces, a

1
S fs) ds = & 2 f(s)
s€ G

y es claro que aquf Lz(G) = CG = C [G] (ver Cap. II) .‘

Para este caso entonces el teorema IV, 4. 2. - se transforma en el siguiente:

IV. 4. 4. 1. - TEOREMA

Si G es un grupo finito:
Los caracteres de G son funciones centrales de su 4lgebra de

1.

rupo:

Z Aits™1) i(s) = Z A s)as™1)
s s

2. Cualesquiera sean s , t y el cardcter X , vale:

Xsts™hy = X )

o lo aue es 1o mismo, los caracteres son constantes sobre las

clases de conjugados .

3. -Ortogonalidad:

ala a-
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}; xa(S) Xa'(s) =0 , siafa.

2

S

2

:4

x (s)
a

y si a,_es el pie trivial, vale:

v

_,_;_'xa(s) = 0, af R

4, Vale

Z long (a) X (s) =
2 a

y en particular

Z (long (2)¢ = g
a

5. Férmula integral

Ae) Z ivsv 1) = g K(s) A1)
v

6. Una funcién f:G—2 C es centralen C [:Gl sii es combina-

cién lineal de caracteres .

7. El nimero de caracteres es el mismo que el de clases de elemen-

tos conjugados .

8. Si s, t no son conjugados:

Y xe w ah - o0
a a a

Es claro que 1,2, 3,5 resultan de IV. 4, 2. - También 6 resulta de 1IV.4.2.- teniendo
en cuenta que el nimero de caracteres es finito . Segdn IV. 3.4, - una funcién es central en
C [G_-J' sii es constante sobre las clases de conjugados. En consecuencia el subespacio de
las funciones centrales tiene dimensién igual al ndmero de tales clases y como 10s caracte-

res forman una base de dicho subespacio, resulta 7 . Finalmente 4 resulta de lo siguiente:
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si fv G —» C es la funcién que vale g en e y 0 en s ¥+ e, esclaroque f

es central en C [G] (m4s adn, es la unidad de C [G] ) y por lo tanto serd

o
L

oA %

donde >\a x'a = u, = f = long(a) 'X-a x« f = long(a) 'X'a y entonces

[
[}

Z long(a) X
a

a

de donde resulta 4 (IV. 4. 2. 4).

Finalmente veamos la demostracién de 8. Por 5, vale

Y X Kaeh = = ¥ A Aesviehs L T (T X e X vav k)
a g a,v g€ v a .

ysi s y t no son conjugados, vsv 1¢7l == e paratodo v, de manera que cada suma

}; Xa(e) 'Xa(vsv'.'lt'l) es nula por 4, y por lo tanto hemos demostrado 8.

§ 5.- REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES Y REDUCIBILIDAD

Iv. 5. 1.~ NOTACION

2
Durante este pardgrafo, G ser4 un-grupo compacto, ds su medida de Haar; L (G) su 4l
gebra de grupo, es decir lo que hemos. estado estudiando ; Q el conjunto de los piés de

\

Lz(G); si en € /4 s Ugr s Mgy s xm y E( o) serdn respectivamente su unidad, su

longitud, su caréicter y el proyector L2 (G) — %L  (Ver 1IV. 3. 9.); O, serd el pié trivial

(]
y XO su caricter, llamado a veces el caricter trivial, Con gr designaremos una categorfa
de (objetos) espacios vectoriales topoldgicos a la que pertenezcan todas las subdlgebras de
U%(G) y cerrada respecto de subesgpacios (los morfismos de %’ son, como es natural , las
transformaciones lineales continuas). Supondremos ademds que las dimensiones sobre C de to-
dos los objetos de %‘ estdn acotadas por un cardinal of . %— determina una nueva categorfa

(de monoides semitopolégicosfk ), que se notar4 2/’ , cuyos objetos son los submonoides de los

monoides Hom (H , H) (operacién composicién y topologizados mediante la convergencia puntual

* Monoide semitopolégico = espacio topolégico + operacidn’'asociativa separadamente conti-
nua,
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débil de operadores) donde H es un objeto de %' , los subgrupos de G y las subdlgebras de
J‘@(G) {con su estructura multiplicativa y la topologfa vaga) y cuyos morfismos son homomorfis
mos de monoide, continuos; (respetando las unidades, cuando las hay) tales que si parten de un
subgrupo de G, son representaciones practicables (II. 1. 7.) continuas para la topologfa pun-
tual fuerte de operadores. En adelante diremos representacién solamente cuando se trate de re
presentaciones que son morfisn.os de ’2/) , 0, lo que es lo mismo, cuando el espacio de repre-
gentacién es un objeto de % y ella es praciicable. A cada representacién queda asociada la fa-
milia de las que le son sémejuntes. De esia manera la familia de las representaciones de G
(resp. L2 (G), /té(G) ) - que es una subfamilia de la familia de los morfismos de ,)/‘ - que
da dividida en clases disjuntas. Por abuso de lenguaje diremos que una tal clase es unitaria, de
dimensién finita, de dimensién n, irreducible, etc. si sus elementos son representaciones
que tienen esas propiedades, respectivamente. Cuar}do digamos ‘una clase de representaciones"

se entenderd que se trata de una clase segin esa particién.

Notaremos AG) (= A (G, Z— ) ) la familia de las clases irreduciblesde G y P(G)
(= PG, ,é, )) la de todas las clases. Andlogo para un subgrupo de G. Como la traza deu
na representacién de dimensién finita es invariante por semejanza, si % € PQ)y 13 es de

dimensidn finita, notaremos Tr ( e ) lafuncidn Tr ( T ) donde T es cualquier representa ~

c¢ién en % .

En los capfiulos que siguen (m4s exactamente en los préximos dos) supondremos siempre que
la convencién "G es un grupo compacto" induce todas las notaciones hasta aquf descriptas, de

manera que las usaremos sin previo aviso.

Veremos en este pardgrafo una parte importante (y cldsica: ver [10] , [13] )de la teorfa

de representaciones de grupos compactos que utilizaremos posteriormente en el tratamiento de

las funciones esféricas sobre grupos compactos (caps. V y VI)

Comenzaremos el estudio de la descomposicién de representaciones como suma de representa

ciones irreducibles por el caso m4s importante: las representaciones regulares.

Recordemos que llamamos Ry y R‘s a las representaciones regulares de G:
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(¢ € L2(G).)

Sea 1/ un imi de L2(G). En virtud de IV. 3. 3., t es estable para la representacién

RI

's En consecuencia también lo es para las representaciones R'f y R! , f € qu (GQ),

A
}1 € M(G). Recordemos que R'f y pr se definen por:

n
-

*
[1°}

Ry g = { Ry g.f(s) ds
R)Jg=SR'Sgd/1(s)=)x*g.

Llamaremos T a la representacién que se obtiene mediante contraccién (I. 1. 8.) de R!

a i .

Si a es el pi€ que contiene a 't , Se puede expresara a como

i@:‘; b

1

donde cada '{/i es un imi y 1/1 = "r'

Si se construye ahora una familia ejj como en IV. 3. 11., en 1/ queda determinada una
base: {eil} (i=1, ... n) (IV, 3. 12. 9.) y por lo tanto la representacién T tendrid

en términog de la base ejy , una representacion matricial:

T, = Ml(s).
IV, 5. 2.- LEMA
1) © La representacién T es irreducible.
2) La matriz M (s) coincide con la matriz contragredien-

te (inversa de la traspuesta) de la M, (s) definida en

IV. 3. 11.: M(s) = "M, (s).

3)  vale: Tr(Tg = Xz(s) = X (s

l). Es inmediato a partir de II. 1, 11. y de la minimalidad de 1‘




-147-

2). Paracada i,

L N -1 1 -1
(Tg o eil)(t) o Gi1 (s "t) = %: - eij (s ) ejl(t)
de manera que
1 -1 1 -1
" ell(s ) . enl(s )
M(s) = . .
i "1'1(5-1‘\ ..... -4 (;rm(s-l)
t -1,
y por lotanto M(s) = M, (s}

3). Es claroque a estambién un pié y que la familia Ej_j se comporta con respecto

a a comola ejj con respecto a a, Como ademds eii

vale:

Tr(Tg) = Tr (M(s)) = Tr ‘M, '(s))
Evidentemente 2) significaque,si x € ¢ , entonces vale:
1:M;;l(s) ox = tMa(x;_l) . x = &s ® X
de donde, pasando a M(G) resulta:

t v
M(p) . x = Ma()l).x=).\*x (/UG M(G). )
t v
donde "M, ( P ) est4 dada por
t v tag-l
Ma (i) = § tmils) 4 p (o)
Obsérvese también que mediante T solamente opera sobre 1' el pié a ylosdemids

piés a' ¥ a operan trivialmente mediante la transformacién nula.

IV. 5. 3.-  DEFINICION

Notaremos mediante c¢{(a) la clase de todas las representacio

nes de G semejantes ala T del lema anterior.

Es claro que dicha clase no depende del imi que se elija en a paradefinir T ya que dos

v
ey (IV. 3. 12.1.),

Tr(M, (s)) = Tr (Mg ()= X o(s)= (5
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tales imis son M({G) - isomorfos y por lo tanto las representaciones sobre ellos resultan seme-

jantes.

La 'parte 1) dellema IV. 5. 2. nos permite concluir el importante:

Iv. 5. 4.- TEOREMA

Para todo grupo compacto G, la representacién regular R!

de G en LZ(G) es completamente reducible (andlogo para

R).

. En efecto, L2 (G) es suma directa topoldgica de imis (IV. 1. 15., IV. 3. 8.) y las contrac

ciones de la representacién regular a éstos son irreducibles por IV. 5. 2, 1.,

Nota: En este caso se puede afirmar mé4s que lo que la definicién de completa reducibilidad

(I. 1. 9,) exige: a saber que se descompone el espacio en suma directa topolégica de subespa -~

cios cerrados invariantes minimales. En general (ver IV. 5. 7.) -no se podrd afirmar tanto.

La representécidn regular ha sido entonces descompuesta. Veremos en lo que sigue que cual-
quier representacién también puede serlo y que las componentes se obtienen de la misma manera.
En efecto, para la representacién regular se obtuvo L2 G) = @ a, donde a recorrela
famﬂia de los pies de L2(G). Pero cada pié a de L2(G) esla imégen de L%(G) por el ope

rador R'ua y estos operadores pueden sefialarse en cualquier representacién: Tua .

Iv. 5. 5.- PROPOSICION

Sea T una representacidnde G de espacio H.

1) Para cada pié a de L2 (G), el operador Tua (que

abreviaremos Tj;) es un proyector continuo de H.

2) Las im4genes T, (H) son subespacios cerrados de
H, estables para los operadores Ty , p € M(G)
3) Los proyectores T, son ortogonales entre si :

TaTyr = 0, 81 ag a' yvale: H = éTa(H).
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Ademds gobre Ty (H) solazﬁente opera el pié a: todo

otro pi€ a' opera trivialmente mediante la transfor f
i

macién nula,

4) Sea ‘ un imi de L2 (G) contenido en el pié a. Con

sideremos a t como LZLG)-mddulo simple. Enton

ces el subespacio T, (H) es la comporiente ‘isotfpica IH

de ti&{« del L2(G)-médulo_H. i
1) Resulta de la idempotenciade uy: uy % u, = 1uy. ik

. i
2) La im4gen de un proyector continuc. es siempre cerrada. Si’ P € MG) y.x € H, »ii“

Ty (Tax) = Ty T, x = Th #uy X € Ta(H) yaque 2 esun M(G)-ideal (IV. 3. ,

9. cJ). ' ‘ YE‘?!

. .o : fih

3) Esclaroque si a # a', T, Ta = Tug * ugt = 0 envirtudde I 5. 7., r!
De allf se concluye que " T, (H). C ker T, si 'a ¥ a' y en consecuencia, por ser IJ"‘

ker Tg' cerrado, vale - H

@ TaH) ~ e ker T,

aF a

De donde se concluye

o i
@ T N Tum - i

az a |

Llamemog” B = @ T,(H). Para concluir que H = @ T, (H) serd suficiente (No-
a a

taciones, 10), pag. 10) probar que B es denso en H.

Ahora bien, 8i f; es una familia en L%(G) que converge vagamente a la medida ée

(I. 3. 4.), serd Tfi — 'I‘ee = I (identidad de H), verificdndose la convergencia en

la topologfa débil de H (I 1. 12,).
Pero entonces para todo x € H, serd
(1) Tf. X =% X

1

débilmente en H (en decir en la topologfa O (H, H'), H' = dual de H. Ver notaciones,



4)
ple e isotipico (IIl. 8. 2). Como ademds sobre T, (H) solamente opera a, 1o mismo
vale para L? (G). Luego Ta(H) estd contenido en la componente isotipica de tipo t de
H. Reciprocamente, sea ECH un LZ(G)'-submddulo simple 1.2 (G)-isomorfo a 1' Yy
sea U:E— t un tal isomorfismo. Entonces, si x€E se v’eriﬁcﬁ
Ux= ug * Ux = UT, x yporlotanto x=T, X
de donde EC Ty (H). En consecuehcia la;cq_mponente—»-isoti’pica de tipo 1 ( suma de tar _
les E) estd contenida en T,(H). o
IV, 5. 6 LEMA
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. 8), pdg. 7 ) Como ademds f; = Z £, x uy serd
‘a

(2) Tfi=; T, Ty o

la suma también en la convergencia puntual débjl de H ( ver. 1I. 1. 12), y por lo tanto de
(1) y (2) se concluye que x es limite débil de elementos de B =@Ta(H).

En consecuencia B es débilfnente denso y, siendo un subespacio, es también fuertemente
denso ( [_I] ,Liv.V, Chap. IV, 2, Prop. 4(Cor.2 ). ) como querfamés demostrar.

La dltima afirmacién es consecuencia trivial de que si afa, T, Tge=0.

Como Ta(H) esun a-médulo, y a es simple, es claro que Ta(H) es a-semi-sim

Sean T, T' dos representaciones de G en espacios H, H'

Y supongamos dque para un pié de L2 (G), H y H' son a-mé

dulos isomorfos mediante T y T' { en particular se tendrd

T, = identidad de H, T} = identidad de H'). Entonces H y H'

gson M (G)- isomorfos y en particular T y T! on'sem:e‘Lantes. )

Si U:H—> H' esun a-isomorfismo, para cada }1€ M (G) se tendrd °

(1) UT, x x = U

I poa

0
c
]
=]

T}I*Ua

ycomo p xu, € a, serd
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(2) UT, vy, = Thox g, "

De (1) y (2) resultaque H y H' son M(G)- isomorfos y de allf es evidente que T

'y T'  son semejantes. _ =

LIV, 5. 7 TEOREMA

Toda representacidn (practicable y compatible con la topolo-

gla puntual fuerte de operadoreg ) de un grupo compacto es

completamente reducible.

Sea T:G—> Endc (H) una tal representacién. Por IV. 5.5 se puede descomponer a H

H= é T, (H)

a .

como:

¥ & cada Ta('H) es M(G)-estable. Como ademds T,(H) esun a-mdéduloy a es simple,
T,(H) es a-semi aimple isotfpico (IIL 8. 2, IL 7. 3).

Pero entonces existen descomposiciones’

e - B

donde cada Hy, ; es a-simple y a-isomorfo aun imi t de a (III. 8. 2) . En particular
de dimensidn finita y por lo tanto cerrado-en H. Como ademds sobre T, (H) s6loopera a y e

cada H, es d-estable, resulta que cada Hai es también M (G)-estable.

En consecuencia (IV. 5. 6) la contraccién de la representacion T a H, , es semejante a
la contraccidn de la representacidn regular de t y por lo tanté (IV. 5.2.1) irreducible. En

congecuencia H  queda descompuesto mediante

H‘A
H= @ H, . . Ry

a i a,i

y T escompletamente reducible (I, 1. 9) &

‘Nota: Obsérvese que la suma H= @ H, i no es en general una suma directa topold-
»
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gica como ocurre en el caso en que T es la representacién regular. Eso se debe a que, cuan
do T esla representacién regular, cada Ta(H), siendo un pié, es de dimensidén finita. Esta

sola condicién asegura que la suma es directa topoldgica.

Abandonamos ahora el problema de la descomposicién de representaciones para volver a las
representaciones irreducibles. Como hemos visto a cada pié a se asigna una clase c(a) de
representaciones irreducibles: la de las representaciones semejantes a la contraccién a un imi

de a de la representacién regular de G.

"IV. 5. 8 PROPOSICION

Si a#a', entonces c(a)# c{a'). Toda répresentacién irre-

dueible de G  est4 en alguna clase c(a).

S .
Si a#a!' y 1/ C a, 1' € a'  son imis, las contracciones a ‘L y t de lare
presentacién regular de G ‘o pueden ser semejantes porque sino 1' y 1, ' serfan

M(G)-isomorfos (II. 1. 13 ) lo que contradice a aFa'.

Sea ahora T una representacién irreducible de espacio H . Segin 1IV.5.7, se pue-

de descomponer a H como:

w- D

a,i a, i
donde cada H, ; es M(G)-estable y cerrado’'en H. Pero siendo T irreducible, debe ve-
rificarse
H = Hy

para algin H ;. Comocada H es M(G)-isomorfo a un imi i de a, estd demos-

a,i

trado que T pertenece a alguna clase .c(a). =

Segdn esta proposicién, la funcién c: C7Z S A es biunivoca y sobre, y una des-—

' oy
cripeidn . sencilla de  c¢(a) _apartir a eslaprovista por 1IV.5.3. Reciprocamente, vea—
mos cémo se caracteriza a dada la clase c(é)_-. Sea entonces D una clase de representa-

ciones irreducibles de G . Es claro que si D=c(a) 4 y ’X.a es el caracter de a, se ten
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drd (IV. 5. 2. 3): Tr(D)= xa ., yenconsecuencia a= I,.iz(G) * Tr(D).
Resumiendo:
. IV. 5, 8 PROPOSICION
Si_ D€ A(G), 'y. a=L2(G) % Tr.(D), entonces a es.
un pié de L%G) y se cumple c(a)=D. Notaremos Jp a
dicho pié,
V. 5. 9. 1. NOTA
En virtud de la correspondencia biunfvoca entre pies y clases
irreducibles, utilizaremes a menudc‘;-lag notacionesg XD‘ un,
n, para designar el caracter, la unidad y la longitud del pié
Jp con DE A(G).
Ademds es inmediato que son védlidas las siguientes relaciones:
'X.D = Tr. (D) ; np = dim D ; uD:nD',’X’D
Jp = L2@ « Xy =X px12(0)
IV. 5. 310.- PROPOSICION

81 T es una representacién (practicable y compatible) del gry

po compacto G en H, existe una descomposiciénde H_como

A\ (@), don-

suma directa topolégica H = Hp -, DE

de Hp = Typ (H) y ademds cada Hp es suma directa (alge~

brafca) de subegpacios M(G) - estables, de dimensidn finita e

igual a la dimensién de D, de manera tal que_las, contraccio=

nesde T a estos subespacios pertenecen a D. Sobre Hp so

bre Hp solamente opera el .pié Jp ; todo pié opera trivial -

mente mediante la a_glicaciOn nula,
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Es evidente que esta proposicién es s0lo un enunciado mds explfcito y completo(gracias a la nota -
cidén introducida en la proposicién anterior Mel teorema IV,5 7 -, luego no hay nada que demos -

trar . [}

IV. 5. 10. 1. - NOTA

Vale aquf 12 misma observacién que se hizo al final de IV.5.7.-, Si cada- HD es de dimensién

finita, la suma H = @ H

. es directa topoldgica .
D, i D,i

§ 6. - COORDENADAS DE REDUCIBILIDAD

Veremos en este pardgrafo que a cada clase de representaciones semejantes de G’ puede aso= |

ciarse una familia de mimeros cardinales subindicada por AG), que en ciertas condiciones

(dimensidén finita, por ejemplo) la caracterizan .

IV. 6. 1.- NOTACION

Conservaremos las notaciones e hipdtesis del pardgrafo anterior. Conviene tener presentes los

resultados referentes a longitud de un mdédulo obtenidos en el pardgrafo III.4. .

IV. 6. 2. - DEFINICION

Sea T una representaciénde G en H, DE A(G)y a'=7J

D_‘

Diremos que D estd contenida en T (D& T) sii el subespacio Ta (H)

no es nulo ( o sea, si el proyector Ta no es nub . Diremos que estd

contenida p veces sii p = 1',3 (Ta (H) ), es decir sii p esla

longitud del a-médulo T (H) . Notaremos este hecho p = (T:D).

Es evidente que T'# D &ii (T:D)=0
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Teniendo en cuenta IV.5.5.4.~ , ai 1, es un imi de L2(G) contenido en el pie J’D, (T:D) no

es otra cosa que la longitud de la componente isotipica de tipo 1, del L%(G)-médulo H .

IV. 6. 3.- LEMA

El cardinal (T : D) es invariante por semejanza en T .

Obvio a partir de 1a observacidn anterior, ya que las componentes isotipicas y sus longitudes se

conservan por isomorfismo . &
El lema anterior permite extender la definiciénde ( : )a clases de representaciones Seme-
jantes poniendo
(Z:D)=(T:D) si T e%

Si ol es un cardinal que acota lag dimensiones (sobre € ) de todos los objetos de la catego-

ria %' (IV.5.1.-), es claro que»‘ ( Z : D &L cualquiera sea Z € P(G),y D€ A(G).

Sea A = [0 ,et] el intervalo de cardinales menores o iguales a ‘oL

Para cada Z € P(G), es claro que la aplicacién

Z:g —_ {(%:D)}

. , DE A(G)
de P(G) en ABC) coid bien definida.

IV. 6. 4. - DEFINICION

Llamaremos COORDENADAS DE REDUCIBILIDAD de la clase de re- -

presentaciones g de G , alaimagen de g por la funcidén ¥ es

decir, a la.familia de cardinales (} D ) donde D recorre O(G).

El lector podré4 sin duda demostrar sin esfuerzo el siguiente lema.

IV, 6, 5.- LEMA

Sea N el conjunto de log cardinales finitos, y sea ademds
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G AlG)
Al )n A

B = ¥t (N ). Entonces ¥ es biunfvoca gobre B .

En particular, si g v S son de dimensidn fini._ta, y ademds

4 (g) = ¥ (S)Lentonces g =S .

Es decir que si las coordenédas de reducibilidad de g son finitas, 1( g ) caracteriza a g .
Usaremos en ese caso la notacién 'g = @ (Z:D)D.
NOTA: 8Si todos los objetc;s de la categori’aD%«% fueran espacios vectoriales topolégicos comple -
tos, la aplicacién ¥ serfa biuntvoca sobre todo P (G) .

Como dijimos ya en IV,5.1.-, si z es una clase de representaciones de dimensién finita de
G , notaremos Tr ( Z ) la funcién (sobre G ). Tr (T s) R doﬁde T es cualquier representacidn
perteneciente a 1a clase '6 .- Veremos ahora algunas relaciones entre laé trazas, las coordénada.s

.de reducipilidad y los caracteres .

IV. %. 6.- PROPOSICION

Para cada clase de representaciones 'g de dimensién finita de G

vale:

(8- ‘*’k%’:D)Q_D

D€ A(G)

Sea T:G——> EndC (H)tal que T €- E: . Puesto que T es de dimensién finita, la descom-

posicién IV.5.10.1.~ de H serd de la forma
n- @D =
D D

Donde hay solamente un ninmiero finito de subespacios HD y cada uno de ellos es de dimensién fi-

nita. Ademds (nuevamente por IV. 5. 10, -) cada HD se descompone como:

"D
H, = @ H_ ..
D3 ot
de tal manera que las contracciones a HD i de T pertenecena D . Pero entonces las trazas

de esas contracciones con X, p °n virtud de 1IV.5.3.- y IV.5.2.3.- y es claro ademds que

(Iv.6.2.~ 1. 4. 9. ~) ng = ( % : D). Teniendo en cuenta que la traza de una suma de representa-
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ciones es la suma de las trazas de las componentes (I. 1. 8.-) . resulta Tr ( 3 )r Z(t: D)_ ZD

a
IV. 6. 7.- COROLARIO . -
Si g es de dimensidn finita, ( g :D )= !TrQZ)I XD ) .
Evidentemente, ya'qde los caracteres formanun sistema ortonormal . ®
IV. 6. 8. - COROLARIO
Si g y S son clases de dimensidn finita y Tr ggz = Tr { 3 ),
entonces '3 Y S coinciden : g 5 S . '
En efecto; en ese caso (g:_D) = (8: D) paratoda D . -]

X
epewccncunrescansavaw
.................
--------------

------
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CAPITULO V

REPRESENTACIONES INDUCIDAS

§ 1. - RESTRICCION DE REPRESENTACIONES

Si K esun sutigrgpo compacto del grupe topolégico G , toda la maquinaria del capitulo ante -
rior se puede utilizar para estudiar las represgntaciones de K , y en particular las restricciones
a K de las representaciones dé G, definidas en’' (I.1.8.~). Estudiaremos en este pardgrafo las
propiedades de tales restricciones, suponiendo que G es también compacto. En el capitulo VII le
vantaremos esta hipdtesis suponiendo solo que G es localmente compacto, aunque esta generaliza

cién nos interesard a su vez en el caso particular de las representaciones de dimensién finita .

V. 1. 1.- NOTACION PSS, LT ey | Wr N ny | Ao o

8 Sea G un grupo topoldgico compikt&bal #254n (sGbgrapé corhflctofid G:a» Notapemoivadn ndes
a la medida de Haar normalizada de G , y con d0° a la medida de Haar normalizada de K.

Existe una inyeccién natural ¥ ———> V¥ de m,(K)en m(G) dada por

redl (@)

----------

G

Es inmediato due se trata efectivamente de ura inyeccién . A través de ella, también L2(K)pug
de considerarse como subespacio de m (G) ya que, segin vimos en (I. 2.4.-)es LZ(K)C -.m(K)
Andlogamente para LP(K) con p21 , Observemos que no es posible inyectar a los elementos de
LZ(K) como funciones en L2(G) , ya c.lue a priori las medidas ds y do° no estédn relacionadas.
M4ds exactamente, si f € LZ(K) yla extenéemos a todo G considerdndola nula fuera de K, la_
medida (en G ) que se le asocia serd f(s)ds , mientras que procediendo como hemos dicho antes,
la medida asociada serfa I(6°)do , que no tienen por qué coincidir . En efecto, si K tiene me
dida ds nula, LZ(K) se aplicarfa, como funciones, enel J de L2(G) , lo que no ocurre con la in
yeccibn propuesta .

Si f€ X{G) y VE m (K), por identidad de expresién resulta
f c* W= (£% V*)/

donde la convolucidn en el primer miembro se extiende en M (K) y la del segundo en M (GY (vé
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ase L. 2.2. - en adelante, en especial 1.2.4.B ). Pero entonces si p es' otra medida de mu() se-
rd .
£ - = ~ -
<f.(\7;“(.p)>-<f/K,\7;'{)1)-<f/KI"::)l.v>‘

(f E;*)/K' 7= <s E(F)"‘, V *y=Lf, O* a u*y

(se ha supuesto que ( )': P = ()1*)~ lo que se demuestra sin dificultad) . Esto permite afirmar que
la inyeccidn Vv — V* respecta el producto de convolucién de m(K) , es decir, es un mo
nomorfismo de-4lgebras. Sg comprueba fdcilmente que también respeta las topologlas: es un iso -
morfismo topolégico (isométrico) entre «m.(K) y su imagen, topologizada ésta con la norma de
JN (G) (ver 1.3 y L 4). A partir de este momento consideraremos identificada ~/M(K) a una sub
dlgebra de \./'z’(G) : su imagen por x,

Notaremos con d los e€lementos de A(K) (familia de las clases de representaciones irreduci
bles de K , de acuerdo con las notaciones e hip6tesis introducidas en IV.5.1, -, y que usaremos
en lo que sigue sinraclaracidn previa), con J d y u 4 el pie y la unidad correspondiente, respecti
vamente, etc.

A cada . d se puede asignar dos transformaciones de JNG) en st mismo, definidas por

.n-d()‘) = )ld * »*Pd

Py (p) = Py * P
Obsérvese que Py es una extensién a JTL (G) del proyector E(d) (II. 3.9.a)de L2(K) en 'Id

V. 1. 2.- LEMA

Para cada ‘d € A (K), los operadores ‘lT_. y p, Son proyecto-
—a d

res ortogonales de L2(G) .

La idempotencia y la simetrfa de ambos resultan inmediatamente de las correspondientes pro -

piedades de u , . Todo operador idempotente y autoadjunto es ortogonal . -]

d

Por restriccidn, cada clase irreducible D de representaciones de G induce una clase de repre
sentaciones (de dimensidn finita por IV.5)de K . Por supuesto, tales representaciones no gon ne-
.cesariamente irreducibles, pero pueden descomponerse en suma de irreducibles segin IV.5.12, - .

La expresion (D :d) (IV.6.2.-) representard por lo tanto un ndmero natural (hemos conserva-
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do el nombre de D para la clase que contiene a las restricciones, y a prioni no sdlo a ellas, ylo
. seguiremos haciendo durante todo el pardgrafo) . A
Usaremos los operadores estudiados en V. 1.2, - en las proposiciones siguientes, pero antes ob*

tendremos el siguiente resultado, f4cil y muy wtil:

V. 1. 3,- PROPOSICION

(D:a) = § Xple) X (o)de
K d

Bvidente a partir de IV.6.7.~- y IV.5.,2.3.~ .

V. 1. 4. - PROPOSICION

Si d€ A (X) y DE A(G) son equivalentes:

a) d ¢ D o )X * X(e)zo
D d
c) xd*‘—ZD(e):O » “d)3‘L= imi; tCJDt.alque ug* £=0
e)vt =i_mi;£‘J vale u -* b =0
D d
f) ud* JD=0 g) ud*uD_=0

h) J, * = 0 i L) . =0
)d JD x)E(JD)_p

N

) .E(J )=0
Jp‘d (D)

la convolucién entendida en sz (G) en todos los casos .

{ae=—> b)

Inmediato ya que (D :d) = é{?(,D(O') Xploydo = xD * ')Cd te)

(b &= c)k

Evidente ya que 'XD es central en Jn(G) por IV.4.5.-




- 181~

(ae==>d):

Sea T la contraccidéna t de la representacidn regular de G., Es claro (IV.5.2) que

TED, yporlotanto d ¢ D sii Tud(t)= ug % b=o.

(ae——>e):
Es vdlida la misma demostracién de la equivalencia anterior, considerando todos los posibles imis

de JD y recordando que todas las representaciones de la forma .s—> Ts = és * f per

tenecen a D.

(ed——>1):
Evidente ya que : ‘ID = Z 1,
{eiy
( {&>g):-
Es claro que f=% g. Supongamos que ud * up = 0.

Entonces vale ugy * J’D‘= uy * up S .}'D =0,

( f&==yh):

Es claro que h =%{. Si suponemos que uy * JD = 0 entonees se verificard
Jd*JD=Jd*ud*JD= 0 .

(6= 1i):

‘Recordemos que E(Jp) es el proyector de L2(G) sobre Jp (Iv.5.1, IV.3.9).

Se verifica 9 9
E(JD) (L°(G)) = ug ¥ up ¥ L_(G) = ug % JD

Pd .
entonces

pd. E(JD)EO sii Ud*JD=O.
(ieE==>j):
En efecto, los proyectores Py ¥y EWp) conmutan, ya que uy - es central en JrZ(G)
como sevi6en 1IV.4.5 &
V. 1. 5 - PROPOSICION

Paracada d€ A (K) existeuna D€ A(G)talque d€D.




-162 -

Supongamos que VD € A (G) se verifique que d ¢ D. Entonces, en virtud de

“V.1.4.f se verificard

Py (L2@) =p, ( @ Iy)C adn () py3p))=0

ya que Pd (JD) = ud * JD
“Eso eqhivale a afirmar que el operador Py . es nulo, o,lo que es lo mismo por 1. 2. 12, que
Uy es la medida nula, lo que es absurdo. @

Gracias a la proposicién V. 1. 3 el ndmero (D :d) puede calcularse mediante una integral.
Volviendo a la definicién de dicho mimero, sé puede dar otras maneras de calcularlo, qué detalla- -

mos en la giguiente proposicidn:

V. 1. 6.- PROPOSICION

Si d€-A(K), D€ A (G), todos los nimeros siguienies coin

ciden con (D :d):

n, = longitud de J4 * -tD (con. tD cualquier imi de LZ(G)
contenido en JD) , como JD-mddulo (donde la operacién

%" ge entiende en M (Y.

.A= longitud d * omo J .-mddulo .
n ongitud de (1.1‘:l 1’D) com b

2
n3 = cociente de las longitudes de ’Jd * JD como Jd-mddulo,
y la de’ JD como médulo sobre sf mismo . X
s i . i . »
n, come_ntelentre d1mC (Jd JD) y

: 1 : 1
{(@im 3% . @im (30}
ng = cociente entre dim (Jq *.4y D) y {(dimC(Jd)}% } ,
con 1'D como en n

1 ° .

Veamos que ny = (D :d). La contraccidn T dela representacién regular de G en 1'D perte-

nece a la clase D . Pero entonces serd Tud( LD) = Uy * 1/ D = Jd * LD y seg.lin ia de-

finicién de (D : d) dada en IV. 6.2 (y IV. 6. 3. ) resulta

(D:d) = lonng(Jd* “LD) = n
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0 = 1 i =
Puesto que Uy LD J LD es inmediato que ng = n_.

%
d
Es claro que J__ se puede expresar como suma de imis. J_ = 1

D D =1 ¥p

enla que p=longJ . Valdr4 entonces
D

= ¥* =
ng (longJD) long 5 (Jd JD)

d
E 1 @ x4 (long J_)
= ong = n_. (long
1 Jd d D 1 D

luego n, = 0,

. .
Segdn IV. 3. 9 vale que long JD = (dimc (JD))7 de donde resulta
%
-m, - (dim (Jd.* JD')) /- ((dim Jd) , long J)
pero como ademds vale

)
: - . . z
dim (J 4 * JD) long Iy (Jd * JD) . (dim (Jd))

" resulta finalmente que n4 =n, .

El caso de ns' se tratd exactamente igual que el precedente .

Mediante los teoremas generales de descomposicién del capitulo IV, podemos dar méds propie-

dades de lag restricciones que estamos estudiando -

V. 1. 7.- PROPOSICION

Si { es un imi contenido en J_ , la familia de las restric-

ciones a t de los proyectores Py cOR d € D, forman una

familia finita completa de proyecipres de ’t .

Sea T la contraccién a {‘ de la representacidn regular de G . Ya sabemos que TE€ED.

Entonces por IV.5. 13, - se verificard

b Do by - @ o (h)

d d

y ademds, para cada f € 4y valdrd

Ny

LG
==

gaice

e I

Hrrt R s s




‘ml@de

fa %Tu;‘(f) r% ug*t . g Py ()

uy =Py serd no nulo en 1« sii d€D (por definicion IV.6.2.-), de manera que

podemo‘s expresar las sumas anteriores

1. d@D Tud(t? - P b

Ahora bien, T

deb
£ = ) p 4 ()
deD
y esta dltima expresién es vdlida cualquiera sea f€ 't . : ®

...................

8 2. - INDUCCION DE REPRESENTACIONES

Nos proponemos ahora el problema reciproco del que tratamos en el pirrafo anterior: el de la

extensién a G de las representaciones de K .

V.2 1.-
Sea T una representacién de K en el espacio H ..Es claro que T provee a H de dos estruc
turas de \.MK)-mGdulo: una a izquierda mediante’ (}1 , X)—>» ’I‘}l X y otra a derecha mediante

(p, x)—>Tyx.

Ahora bien, LZ(.G) es un ideal bildtero en J?Z(G) (1.2.5.-)y como MK) _es una subdlgebra de
J’Z(G)‘ (v.1.1.-), L2(G) es en particular un Jn(x)-bimddulo. Pero entoﬁces estamos en la si
tuacibn descripta en IL.9.1.- yIL9.1.1.- con A= (@), a=1%c), B- MKIyE-H,
y' entonces, por nr.e.1.1.-, al J’Z(K)-‘mdd\;lo derecho H se puede asignar un Jn(G)-médulo iz~
quierdo 1 y estk ﬁltimo induce una representaciﬁfx TG de G enel espacio I . En consecuencia.
hemos descript,o un\ procedimiento que permite asociar a toda representacién de K una represen-
tacién de G . Pero puesto que el espacio I se define (III. 9. n°1) como el espacio vectorial de

los homomorfismos algebraicos del médulo H en el médulo LZ(G ), las tbpologras se han desper-
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diciado y la representacién de G que se construye no estd relacionada de ninguna manera con la

topologfa inicial de G . Este hecho obliga a abandonar el procedimiento en condiciones tan genera

les. Sin embargo es muy adecuado para el caso de representaciones de dimensidn finita . Esto cops
tituye, por supuesto, una restriccién, pero en las aplicaciones sélo nos interesard poder extender
a G representaciones irreducibles de K y comc sabemos (IV.5. 8. -) éstas son de dimensién fini-
ta .

Supongamos entonces que T es de dimensidn finita .

En ese caso los J’?(K)-homomorfismos de H en L2(G) serdn continuos y sobre I=Hom ) (H,

LZ(G)) queda definida en forma natural la topologfa de la convergencia uniforme, que coincide en es

te caso con la uniforme debido a la local compacidad de H .

V. 2. 2. - DEFINICION

Si T es una representacién de K de dimensién finita, llama-

remos REPRESENTACION INDUCIDA por T a la representa-

G
cién T de espacio ] descripta mds arriba». A

Segdn las convenciones de IV.5.1,~, para que TG pueda ser llamada realmente una represen
tacidn serd necesario mostrar que es continua de G en EndC(I) con la topologfa puntual fuerte y
que es practicable. La practicabilidad es obvia ya que I es un espacio de Banach y la continuidad

’ . G . .
resulta dequesi x€H, v€Il, s8€ G, entonces (’I{‘B v)x = és ¥ y(x) yde allf, si 8 —>S8,,
A €, > & ? :
se ¢oncluye g ¥vlx) —» C_  * v(x) en L(G) (L.1.14.-).
. o N
Sup.ongamos ghora que D es una clase de represeﬁthéiones irreducibles de G y que T es una
N .
representacidn irreducible de K . Nos proponemos calcular (TG: D). Para ello serd suficiente

conocer el LZ(G)-mddulo TG(I) donde a eselpie a=17J
a

D’ .
; o Gy = 7€ inci = . Ol TG:D
Segun vimos en II.S.n°l1, Ta () Tua(l) coincide con I . Homfm’(x) (H,a) y-como ( )
es (IV.6.2,-) la longitud de Ia como L2(G)-médulo, serd
(1) @®m) = [1,: 1]

2 .
donde {/ es cualquier imi de L (G) contenido en a .

Por otra parte, la restriccibnde D a K contiene a T (D:T) veces y se verifica

i
) P
At
i
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5

(D:T)= [1, : H] . Si consideramos a T como una representacién a derecha p—> Tﬁx
MK) v

: y llamamos r al ideal minimal.a derechla t , e.s claroc que t;\mbién valdrld
: v
(2) (D:T7=[_1¢:H] : [izn}[r:r{]

y entonces de (1) y (2) se concluye (TG:D) = (D:T) . Hemos pro‘ba-do por 1o tanto el siguiente teore-

ma:

V. 2. 3. - TEOREMA

Si T es una representacién irreducible de K, TG la repre-

gentacidn inducida por T y D una represertacién irreduci-

ble de G , vale (TG:D) = (D:T).

Teniendo en cuenta III.9.12.- se puedé afirmar que si T1 » TZ‘ son dos representaciones seing
G- G

jantes de K, T1 . T son también ‘semejantes. Pero entonces eg posible trasladar la nocidén:

de representacién inducida a clases:

V. 2. 4. - DEFINICION

Si Z -es una clase de representaciones de dimensidén fi-
— -

nita de K , lamaremos CLASE INDUCIDA por © ala cla-

) G
se % que contiene a las representaciones TG, TE€ Z .
De esta manera, V.2.3.- puede presentarse como

V. 2. 6,- PROPOSICION

Paratoda d |, (Td:D) = (D:d) .

. ) . G N
Para terminar este pdrrafo mostraremos que el espacio I de la representacién T puede iden
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tificarse a un subespacio de un espacio m4s concreto: (L2(G) » .
V. 2. 6.~

Sea n un ndimero natural. Es claro que F = (LZ(G) )® con la topologfa producto es un espacio
de Hilbert. Notaremos V(s) los vect.ore_s de F:son n-uplas de funciones I1 de Lz(G) I.

si pe€ JK(G), definimos p*V , V* p o comolas n-uplas p*f , f *p .-
Segdn- L. 2.5, - esa definicién provee 2 F de una estructura de J)?(G)'bimddul,o (II1. 9. n°1) y (L
2.5.-) Jh "(G) opera continuamente sobre F . .

Supongamos que n sea la dimensidn de la representacién T de K en el espacio H . Es cla- _
roque cadabase€de H induce un C-isomorfismo (cuya definicién es evidente: v— v (by), &iby

es la base ) :
(1) Hom (H, L¥G)) - F

Por supuesto en .Hom (H, L2(G)) podemos considerar una estrt.;ctura de mddulo a izquierda so
"bre \-/)Z(G) deducida de la L2(Gi y el isomorfismo (1) es un t/n(G) -~iaorz;orfismo. Mds ain,
si topologizamos a Hom C(H, L%(G) ) medianté convergencia puentual fuerte (o uniforme, es_l&
mismo) el isomorfismo es también top-olégico. En consecuencia podemos identificar Hom C(H.Lz(G)')

. _ : G
con F . Pero entonces el espacio I= Hom K (H, Lz(G) ) de la representacién T queda iden

MU
tificado un subespacio cerrado ya que es cerrado en HpmC (H,L (G) )- de' F . Se trata entonces de
decidir cudles son los vectores V{(s) que lo forman. Como se ha elegido una base en H, la repre-
sentacién T se expresa matricialmente: To' = M(© ). Ahora es claro (dejamos al lector ia ve

rificacién inmediata) que el asignar a dicha base el vector V (8) conduce a un (./n(!()-homomor-

fismo si y solamente si se verifica la relacién
v
(2) M(p). V.= V¥ p (ue k)

Teniendo en cuenta la continuidad de T , para que ge&eriﬁque (2) es necesario y suficiente
que eso ocurra para medidas puntuales, es decir:
;. v
(3) M(e). Vity = virx & v O,
condicién que es entgonces una cargcterizécién de loé vectores V de I . En consecuencia podemos

definir TG dé manera un poco més concreta como la representacién regular




¢ v) = visl)

gsobre el espacio de los vectores V que satisfacen (3).

Jeremos ahora el caso particular en que la representacién T esla trivial de K:T € do' es de~

cir la inducida por el pie trivial .

G : .
Para dar una buena descripcidn de do nos.serd itil obtener antes una propiedad de los espa -

cios homogéneos .

V. 2. 7.- LEMA

Sea G/K = { 8K, 8 = G} el espacio topoldgico cogiente de las

clases a izquierda médulo K, TU la proyeccifén candnica de G

en G/K . Entonces la funcional m sobre £ (G/K)definida

por mff) = S foTL (s) ds es una medida normalizada y posi-
G

tiva gobre G/K , invariante respecto de todos 1os homeomor-

fismog TC(t) —— T(at) = 5. T(t) de G/K_en afn-,xismo.

T.a llamaremos la MEDIDA COCIENTE de G _mddulo K:
m = ds/K.
Es evidente la C-linealidad de m , asf como su invariancia. Ademds se verifica:

|m@ || S someas| 2sp  (re Tl sup. lelen
G 8€G S € G/K

lo que prueba que m es una ‘medida .

V. 2..8.- PROPOSICION

2
Sea H = L (G/K) (para la medida cociente ds/K). La apli-

cacién U:G——> Bnd , (H) definida por U_#(T(t)) = £(Ts "))

es una representacién de G » que pertenece a la clase inducida

por la clase de representaciones de K ' que contiene a la trivial dp .
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. 2
Es inmediato que se trata de una representacién, Como dim dj =1, serd ademds I1CL (G) y
f€1 sii £(t)=1f(ta ) ((3)de mds arriba) ya que la representacién d  tiene por expresién ma-

tricial M( 6" )= 1. Pero entonces 1 es isomorfo a L2(G/K) y la representacién U es semejan-

2 .
te a la contraccién a 1 de la representacién regular de L (G) , lo que prueba que U € ‘df, como

querfamos . =&

V.2 58.- NOTA

Evidentemente las mismas conclusiones son v4lidas si se consideran clases a derecha médulo

K., representacién regular a derecha, etc.

B s e m e — - —,_——mm e m——————————
.........................
_____________________




CAPITULO VI

FUNCIONES ESFERICAS SOBRE GRUPOS COMPAC TOS

B 1.- DEFINICION Y PRIMERAS PROPIEDADES

Definiremos y estudiaremos en este pardgrafo a las funciones esféricas definidas sobre un gru

po compacto.

VI. 1. 1.- NOTACION

G gerd un g}upo compacto y K un subgrupo compacto de G. Los elementos de  A(G) (ver
IV. 5. 1.) los notaremos D, D',... ylosde AK) 4, d',... Para cada d, p4 ten

dr4 el mismo aigx'u'ficado queen V., 1, L.: Pq (u)= ud* u con u € J%(c;).

Sea 11 un imi de L2 (G) contenido en €l pié‘.ID , T la contraccidn a {V de 1la represen-
tacién regular R' de G. Segin V. 1. 7., las restricciones a 1« de los proyeciores py con
d € D forman una familia completa. Pero entonces para cada s € G valdrd la igualdad:

(1) Tg = 2~ paTs

d€D
de la que a su vez resulta

(2) Tr.(Tg) = D Tr. (pg Tg)

dCD

Teniendo en cuenta que Tr . (Tg) = XD(S) (ver IV. 5. 2. 3.) la férmula (2) puede escri,

birse

—

Xpls) = ¥ Tx. (pg Ty

dCD
o lo que es lo mismo :
(3) A sy = 3 Tr. (Tyy Tg)
d'€D d

Se observa entonces que cada d € D determina una funcién sobre G : s — T}' ATyy Ts)

que se puede considerar como un 'pedazo" del cardcter XD . Es decir, se puede recuperar




.ﬁ;.?»‘-

x D ® partir de sus pedazos, basta para ello sumarlos. A tales pedazos de cardcter los llama-

remos funciones esféricas sobre G (bien entendido, ellas dependende G, K, D y d). Porpsu

puesto, como las trazas sdlo dependen de las clages de representaciones semejantes (es inmedia
to que la traza de una representacién es invariante por semejdnza), es claro que en (3) la repre
sentacién T puede ser reemplazada por cualquiera gemejante, es decir por cualquier otro repre

sentante de la clase D:

Resumiendo, podemos proponer la siguiente:
V1. 1. 2.- DEFINICION

Si T es una representacidén de G en el espacio H pertenecien-

te a la clage D, llamaremos FUNCION ESFERICA asociada a

d, D a la funcidn

Pa, ple) = TrilTyy , g4 Tr(Tyy Tg).

Damos a continuacién una serie de propiedades de las funciones esféricas.

VI. 1. 3,- TEOREMA

1. Toda funcidn esférica es continua.

2, .8i d ¢ D, lafuncibn esférica p 4 p_es idénticamente
F]

nula,

3. Para cada D, v_ale XD =

¢
dCD d.D

4. + Cualquiera sea la funcién esférica ﬂd‘ p s vale

$a,plo8) = f4q pls o) , s€a, ¢ € K.

Elijamos {' C Jp ysea T, como antes, la contraccién a 1« de la representacién regular

R

1. Es evidente yaque Tr y T son funciones continuas de sus variables.

2, Si d ¢ D, serd .(IV. 6. 2.) Tud,= 0 y por.lo tanto pd‘D(s) = Tr(Tyy Ts) = O.
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3. Se trata simplemente de la f6rmula (3) de principio del pardgrafo..
4. Como u, es central en Jn(K) » Pg conmuta con Ty , O € K, yutilizando en

tonces la propiedad Tr(MN) = Tr(NM), se tiene:

4, pto s) = Trlpg Tg Tg) = Tr(Tgpg Ty ) = Tr(Ty Te Pg) =

u

T!’(Pd TS TO') = ¢d,D (s o). &

Como se ha visto, las funciones esféricas ticnen un ccmportamienzo #ndlogo al de los caracte-

res (IV. 4. 2.).

Veremos ahora una propiedad especial que tienen las funciones esféricas del tipo pdo; p don-

de do es la clase de la representacién trivial (es decir la clase trivial) de K.

Vi. 1. 4.- PROPOSICION

Lasg funciones esféricas de la forma pdo,D verifican

$4,,D@ s) = P3,, D50 ) = Py pls), s€G, 6 €K,

y por lo tanto estdn definidas sobre los cocientes G/K,

G \ K, de las clases laterales a izquierda y derecha.

‘Sea T como en el teorema anterior, Puesto que 'ug, esla funcién constante U4, (s} = 1

se verificard ug, * 6‘ = 6‘,- * Ug, = U4, » de manera que
ﬁdo,D(c s) = Tz‘(Tudo * éos ) = Tr(T“do* Es T,) = Tr(Tlldo' T,) = pde(s)

yde VI 1. 3. 4., resulta la proposicién . ®

§ 2 - POLINOMIOS ESFERICOS (1)

Nos proponemos ilustrar mediante ejemplos concretos las generalidades de los capitulos prece

dentes, estudiando en especial las relaciones entre las representaciones de SO(n+ 1, R)y las

(1) Enla redaccidn de este pardgrafo y del siguiente ha colaborado el Lic. Ricardo Nirenberg.
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correspondientes a ésa situacidn. A fin de realizar tal estudio necesitamos conocer algunas pro-

biedades de las funciones que son restriccién de w polinomio sobre una esfera y e:i especial 'ouan-l
do el polinomio es arménico. '
VI. 2. 1.- NOTACION

Sea G = SO(n+1,R), K = SO(n, R) (n 2 2). K se puede considerar como un subgrupo

de G si se lo identifica con el subgrupo de las rotaciones de R™1° que dejan fijo un punto P de

la esfera unitaria S, . Notaremos s los elementossde G y @ losde K. Supondremos

que RP! tiene coordenadas Xy, ... Xp, z)yque P= (0,... 0,1) i

Consideremos la representacién T de G en el espacio L2 {S,) definida por- Tgf (x)

= f(_s'-_l,. x). (Es claro que la representacién T puede considerarse definida gobre todo 7((Rn+ 1)

puestoque si 8 € G , x € R®!, 5. x sfefpre estd definido. ). Como es obvio, esta re .

presentacidn es unitaria,

VI. 2. 2.-_LEMA

Si_E es un subespacio no nulo T-estable de dimensién finita

de WK(S,) (= funciones continuas sobre ‘S_n), existe una dnica

funcién f en E tal que

2) Si g€ E y g(P)= 0, entonces (gl f) = 0, el pro-

ducto escalar entendido en LZ(Sp). i

Sean fo, € E, xo € Sy tales que fo(xo) # 0. Tal funciény tal punio existen por ger bl

E # 0.

Como G es transitivo sobre Sp, existe so € G talque Tg  £,(P) = f5(x;) # 0.

Esto prueba que el subespacio F = { g €EE, gP)=0 } és propio.

Como E es de dimensidn finita, es un espacio de Hilbert con el producto escalar inducido por
Lz(Sn), y entonces existe f € E, f 5 0 talque f L F . Mediante una homotec¢ia adecua

da f satisfard 1) y la parte de existencia estd demostrada.
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Veamos que tal funcidn es tinica. Eso resultard de mostrar que el espacio ortogonal de F es

"de dimensién 1 (es decir Que F es un hiperplano). Pero esto es obvio puesto que F ‘es el

nicleo de la funcional lineal g —> g(P), que por ser E dé dimensibn finita es continua.

VI. 2, 3.- LEMA

Todo subespacio E no nulo de ‘JC(S,,) de dimensién finita y

T - estable contiene una funcién f tal que

1) f(P) = 1'.

2) paratodo € € K, Tef = f.

Veremos que una funcién f que satisfaga 1) y 2) del lema anterior satisface también 1) y
2) de éste. En efecto, si & € K, lafuncién Teg f cumple Tgqg f(P) = f('-l. P)=£f(P)=1,

vy ademds, si g(P) = 0, setendr4
(Tg tlg) = (Tg £ | Ty (Tg-18)) = (£ [ Tg-18) = 0

{recuérdese que T es unitaria), Pero entonces, comy segdn el lema anterior, f es dnica, se

rd f = Teo f cualquiera sea ¢ € K. ‘ =

VI. 2. 4,- DEFINICION

Diremos gue una funcién continua sobre S, _es ZONAL si

cumple las condiciones 1) y 2) del lema anterior,

VI. 2. 5.- LEMA

Si un subegpacio de dimensidn finita no nulo y T-estable de fun-

ciones continuas contiene una sola funcién zonal, entonces es T~

irreducible.

En efecto, si E es un tal subespacioy E = F @F' con F, F' también T-estables, F,F'

contendrédn cada uno una funcién zonal, y entonces E contendrs dos funciones zonales distintas. &
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Llamemos P(n) al espacio vectorial de los polinomios de n variables a coeficientes comple-
jos (P(n) = C [Xl ) eas Xn] ), Py, (n) al subespacio de P(n) de los polinomios homogéneos

de grado m; se cumple evidentemente P(n) = @ P(n).
m

La restriccidn de los elementos de P(n) considerados como funciones sobre R® a Sp-1 in-

duce una aplicacién f —> © de P(n) en %(Sn-l). Es inmediato ‘que vale:

VI, 2. 6.- LEMA

La corregpondencia f —» f® es lineal e inyectiva,

En consecuencia los espacios Pp(n) y P,% {n) son isomorfos.
Notaremos H,,(n) es subespacio de Pp,(n) de los polinomios arménicos: f € H_ (n) sii’

'a . .
Af = 0 ( m:[%3;?>. Por VL 2. 6., Hpy(n)y H > (n) son también isomorfos.

VL 2. 7.- LEMA

Los subespacios P (n) y HY, (n) son invariantes- para la re-

presentacién T, cualquiera sea m.

. El caso de Pr% (n) es inmediato. La invariancia de Hp (n) resultade L 1. 20. 1., 8

VI '2._ 8.~ Recordemos que a las variables en R las Hamamos x = (X, e X Zh

Si abreviamos y = (Xj, ... . Xn), toda funcién éobre r* 1 puede considerarse
como funcidén de las variables y, z. En particular, si £ es un polinomio .de P (n+ 1), existi
r4 una dnica descomposicién de f:

: m
(VL 2. 8. 1.) fx) = fly,z) = -Zo 2 Qy(y)

donde Q. € P_ _.(nk

/51 ge define wl(f) = Z Qi , esclaroque w es un isomorfismo e espacios vectoriales)

B . m ' .
_entre Pp(n+1) y @ Py (n). Llamemos w' a la transformacién lineal
k=0

w': Ppintl) ——> Py _(n) @ Py (n)
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definida por w'(f) = Q, + Q

Entonces se tiene:

VI 2, 9.- LEMA

w'! es un‘isomorfismo de €spacios vectoriales entre Hm(m-l)

Y “Pm (n. glé Py (0.

) .
Sea fG‘Hrh(n+ 1) . Entonces si f(x) = Z 2 Qk (y) es la descomposdicién canbnica, serd:
_2 -
Afx) = ) k(k-1) z¥ Q ) + =¥ AQ )
y como Af = 0°, valdrd
k(kél)Qk+ AQ _, = O

para todo k
Pero entonces
' g L L
= (- 1)2k% .Azk Q, , si k espar
(VI.2.9.1) Q

e 1 (k-1)/2
= (-1)(k /2 ! A Q, , si k esimpar.

de manera que Qo y Ql determinan a f y por lo tanto Q°+ Q1 determine a f . Segin eso,
w' es injectiva como aplicaciénde H_ (n+ 1) en P (n)@ P (n) . Evidentemente es tam
™ m m-1

bién sobre a partir de las relaciones (VL. 2. 9. 1) que dan un método para calcular explicitamente f-:

(y).

ol £ 08
(V1.2.9.2) f(x) = Z (- 1)[7k] T Ai Q

o (1 - (-1)%)

([t] = parte entera de t. ).

VI. 2. 10.- COROLARIO

n+m-1 nl+m-2v
dim_ H (n+1) = +
cm ( n-1 ) ( n-1

Evident d P | = "1
vidente a partir a i = .
partir ce im (n) =
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VL 2. 11,~ LEMA i
. ‘e I i

e

s

ox 238 S

}_ig) (n+.1) contiene una sola funcién zonal . (1)

En efecto, si- f(x) = Z 2K Qk(y) es una funcién zonal de HQ (n+1) ,gerd T £ = £ , i,

G € K y por lo tanto :
f(x)=zzk Qk(U'-‘.y) » U‘GKI

de- donde se concluye Qk(y) = Qk( T.y), GE€ K . Teniendo en cuenta que K es transitivo so

bre Sn- (téngase en cuenta que n = 2), eso s6lo .puede ocurrir si todos los Qg “son constantes,

. es decir si los Qk son de la forma

_ 9 h (k)
Q () = A (Y x2)

donde 2h(k) = m-k.

Si m es par (resp. impa:r), para k impar (resp. pér) Ak' serd necesariamente nulo y en par -

ticular @ =0, Q (y) = A_|y|  (resp. Qy) = A, |y|™1, @, = 0)
: 177" % "o i 11y ' So :

Pero entonces en virtud de VI.2.9.2. , f estd determinada a menos de un factor constante,
que queda determinado por normalizacién £ () =1 . &
VI 2. 12.- LEMA '

. g?n (n+ 1) es T-irreducible {n 2 2) .
&

‘Evidente a partir de VL.2.5 y VI.2.11.

S ECP(n+ 1) esun subeépacio, notaremos r°E al subespacio {rzi,f €EE } . donde
r? = Z xf + 22 . Esclaroquesi’ ECP_ (n+ 1) , entonces r’E € P_+2 (n+1) .

{, .

VI 2. 13.- LEMA

8 nZ2, Hy@m+l N 2P ,(n+1) = 0

"y

(1) Béq@éﬁx_‘de‘s;e que eéntodoeste B , n> 2 segin VL 2. L.-

R g -
. b
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Es claro que E = H_(n+ 1) N rZPm_z(n+ 1) es un subespacio T-estable de Hm (n+1) .,
En virtud de VL. 2.12.-, 81 E § 0 , serd E = Hm (n+ 1) . Pero eso no ocurre ya que &i
f € Hy(n+1) estal qué w‘(f).= Qo+ Q; con Q(y) = X;n ) Q1 =0, de VI1.2.9.2 resultaque
f no depende de Xz, N Xn y por lo tanto (como n 22) no es de la forma f= r2g . Luego E=0

como querfamos demostrar , ®

VI 2. 14, - PROPOSICION

staz2, P+ (D B+
m m-2k >0 M2k

Loscasos m=0, m=1 sontriviales.
Si m>2, por VI.2.13.-, lasuma H (n+1) + rsz-2 (n+ 1) es directa .
m - .

Si se supone (induccidn)

‘P (a+1) = H (n+1) ® r*H _ (+1) @
m-2 m-2 m-4

se concluye

P (1) D H_(+1) ® r2Hm_z(n+1) @ ...

m+n-1 m+n-2
Como dimC Hm (n+1) = . + -, se tendrd

n-1 n-1

dim r2k

C m-2k = 0

'-2k+n-1 -2k+n-2 m-k+n-1 m+n
Yo )T R TH
m-2k 20 n-1 n-1

k=0 n-1 n

Hm—2k (n+ 1)

N——
n

de manera que @ H 2k (n + 1) tiene la misma dimensién que Pm (n+ 1), y entonces ambos
m- .

coinciden . ‘ ]
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VL2, 15. - COROLARIQ i
sin»2 , PQn+1) = HQ . (n+ 1)
m m-2k 0 i
|
.............. !
VI 2. 16.- . i
- i
Si llamamos S , w.Zp 20 alsubespacio de P(2) generado por el polinomio !
é m, p . .
- _ix ym-p = i :
(Xl + x.Xz) (X1 J.Xz) es claro que la suma S @ Sm, p ©° directa y vale S qpm(z) Cod
. |
Pero como. S y Pm(2) tienen la misma dimensién m+1 , se concluye 3
m
P (2) = @ S A
m p= 0 m, p '
, !

oI Sy

y en consecuencia, de VI.2.9. -, se concluye » finalmente:

Trr

(VI.2.16. 1) H_(3) = S @ |
m 0sp<m ™P ' opgpsgm-1 m-1,p

Vi 2. 17, -

Obsérvese que 10s subespacios Sm p son invariantes para la representacién T, (K es en
4

e v sa e

este caso SO(2,R) ya que las rotaciones o del plano de variable compleja u = X1 + 1'.}(2 ac

tdan mediante

3

“@.u = ety (t real)

m-
y entonces, si f(Xl,Xz) = (X1+ ixz) P , se tendrd

1 p,mP eit(m-Zp)

Tg f(u) = £(0 " .uw = u

I ITaTtTmeym T s e

»

y por lo tanto Tg f€ S ) . Luego S © . es Tg -estable . Como ademds los S " sonde
m, p m, p m, p I
dimensién 1 , se puede afirmar que son subespacios Tg -irreducibles. ‘_
En congecuencia, la f5rmula VI.2.16.1 da una descomposicién de H (3) como suma directa.
m

de subespacios Tg -irreducibles .

Terminamos el pardgrafo con una descomposicién de L2(Sn) como suma hilbertiana de los
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subespacios H?n {(n+1) .

VI. 2. 18.- PROPOSICION

Los subespacios HO (n+ 1) son ortogonales en LZ(Sn) vy vale

m
%)= @ mo wm+yn .
m
mZ0

"La representacién T es unitaria y cada H:’n (n+ 1) es un subespacio irreducible . Ademds
si m#p, las contracciones de T a H:n n+1)y Hg (n+ 1) no son semejantes ya que en ese
caso dim (HS (n+ 1)) # dim (H; (n+ 1)) (ver VI.2.10,-) . Pero entonces IV.5.  se gpli-
ca aquf' y se concluye H:n (n+1) | H‘;) (n+1) (m#¥p).

3

En cuanto ala segunda parte, como se puede afirmar que p° (n+ 1) es denso en L2'(Sn) (teore

ma de Weierstrass sobre aproximacién uniforme de funciones continuas mediante polinomios y des

pués densidad de las continuas) y ademds p® (n+ 1) = @ p2 (n+ 1) = @ H® (n+1)(VL
, . mz0 m . m>0 W -
- - ) = o
2.15.-), seconcluyeque vale LS ) @ H° (n+1). Luego L _(Sn) @0 Hm (n+1) ‘&
’ m 2 ‘

Obsérvese que la descomposicién del emunciado es la que corresponde segin la teorfa general
(ver IV.5.10. -) . Aquia ge tiene HD = H:’n (n+ 1) cuando D es la clase correspondiente y
HD = 0 paradas otras .

-En 'particular resulta: (T : D)= 1 (<] " (T : D)= 0 segin sea el caso .

. 8§ 3. - FUNCIONES ESFERICAS CLASICAS

Como prometimos en el pdrrafo anterior, eétudiaremoé ahora ‘algunas funciones esféricas del
grupo SO(n; RJ. Estas funciones, aunque definidas en SO (n,R), podrdn considerarse como armé
nicos esféricos. En particular obtendremos los polinomios dé Legendre (que reconoceremos por

su ecuacidn diferencial : 8 4. - ).

A fin de unificar la nomenclatura y poder considerar simultdneamente una sucesion de espacios




de dimensidn finita contenidos unos en otros (y en consecuencia una sucesién SO(n, R) donde cada
grupo es subgrupo de los de Indice n mayor) procederemos, como es frecuente, fijando subespa

cios de .12 .

VL 3. 1.- NOTACION

. . .
Sea 17 el espacio de Hilbert de las sucesiones (reales) a = { an} tales que Z a, < ® con

i . .
la norma | a||= (Z ai)2 . Notaremos ( , ) el producto escalar en 12 . con e designa-,
i
remos la sucesién cuyas componentes valen 0, salvo la de fndice i que vale 1, La familia e 1 .

e es ortonormal y completa en 12, Designaremos con BY el subespacio de ,12 generado

gt
por los elementos e’i, ceee . Estos elementos inducen un isomorfismo E"= R" .

Sea A el grupo de los automorfismos (unitarios) de 12 , egsdecir wE€ A si w:".l2 —»12. w
es linealy |Ix | =||:w(x)" paratodo x €.1%. Con A, notaremos el subgrupo de A de los au-
tdmorfismos w €A tales que w(e;) = e;, si i>n
En vartud del isomorfismo EP = R”, podemos considerar identificados a En con Rn ¥y por lo

tanto a Ah con O(n,R). Esta identificacién permite sefialar el subgrupo Gn = 8O(n,R) de Al .

y en virtud de ella, los elementos de (‘in son éntonces matrices ortogonales (especiales) .

Llamaremos S ala eafera unitariade 12: S = {x€ 12, " x||= 1}y y Sn a la esfera de

n+l, 1

E"hs - snE™
n

Es claro que se cumpie :

a) G_ ‘es el subgrupo de G de los automorfismos w €.G tales que w(e )
n ‘ n+l ntl entd

e .
nt+l

: b) Si TCn e.s la proyeccién de Gn+1 sobre el espacio homogéneo qn+1 /Gn =

{Gns , 8€ Gprep } ; TCn es continua y abierta .-

-1
¢) Llamemos p a la aplicacién pn:G —> S, definida por pn(s) =g .e
n

n+l n+1’

es continua y se factoriza = w : donde w es el homeomorfigmo de G G
pn " y Pp n oTl'.n n N n+1f n

e e S
en Sn definida por wn(Gns) =38 . en+1

d) Notaremos Fn la medida sobre Sn que resulta de trasladar por W la medida co
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ciente (V. 2. 7.) ds/ G dg G 4 / G,

Mp €8 invariante por la accidn de G‘n_,‘1 sobre Sn' Como hay una sola medida normalizada

sobre S invariante respecto de Gm_1 (*) P es la medida ordinaria de Sn como subvariedad

+1-
de ET - Rn‘H Notaremos Lz(Sn) el espacio de Hilbert L2(Sn , ug).

e) La identificacidn de E™ con R® nos permitird hablar de '"poliromios sobre E™}

"'variables Xy, ... X, de E™", etc. y trasladar todos los enunciados del pardgrafo anterior.

f) Ccon T degignaremos la representacién T . G, —> LZ.(Sn'l) definida por

(Trs1 £) (x) = f(a”l. x). Segin se vi6 (VL 2.) los subespacios HJ (n) y Pl%—(n) son TM-esta-

., m n . n : . .
bles. Notemos T ° y v m resp. lag contracciones de T, a estos subespacios. En vir-

tud de VL. 2. 12, T ™ es irreducible (n Z 2). Llamaremos D"’ ™ ala clase de represen

taciones irreducibles de G, que contiene a T"* ™. Paracada n > 2, la clase D™ 0 esla

trivial de G, , puesto que . 0 significa un cambio de variable en H% (n), espacio (de dimen

sién uno) en el que sdlo aparecen funciones constantes.

: : o
g) Con Zn. m designaremos la (d¥nica segdn Vi. 2. 11.) funcidn zonal de Hp,(n)

Reformularemps con la actual notacién algunos resultados de pardgrafo anterior. Es inmedia

to que el isomorfismo w' de VL -2, 9. conmuta con la representacién T™. En consecuencia,

de VI. 2. 9.° resulta

Vi 3. 2.- LEMA

‘ . . +
La restriccién a Gn de la representacién T8 1, m es feme-

.jante a la representacién v™: ™ P gyt m-l

De la misma manera, de VI. 2. 15., resulta

................................................

(*b) El lector podra demostrar que una medida SO0(n, R) - invariante es O(n R) - invariante.

La unicidad para el caso 0(n, R) estd demostrada, por ejemplo, en [8] .
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VI. 3. 3.- LEMA

Si n 2 3, las representaciones V©*™ y o -2k
m-2k =0
son semejantes.
y combinando ambos lemas:
Vi. 3. 4.~ LEMA
m
" 8i n » 3, la representacién @ Tt P o5 gemejante a la
. p=0
a la restriccidén a Grn de la representacién Tn+ 1, m,

VI. 3. 5.- Supongamos que T es una representacién de un grupo compacto cualquiera G en
el espacio de Hilbert H, yque H= ﬂ?l H; donde cada H; es T-estable y

i .
la contracciénde T a H; es irreducible de clase D; (con i¥ j =>» D { Dj). Entonces

(H) yademd4s D C T sii D = D; paraalgdn i. Por otra parte (T:Dy)= 1,

Hi=TJ 5

Dj
Todog estos hechos son evidentes a partir de las definiciones (IV. 6. 2.).

Vi. 3. _6.- LEMA

Sean D € A(Gn) N G 1la clase que contiene a la restric-

ciénde TR*Lm , G,. Entonces, si_n 2 3, las propie-

dades

«) D =D"P oparaalgdn p, 0% p% m.

) Dc@C
" son equivalentes e implican: -

%) gZ:D)=1.

Si, en cambio, n= 2 . setendrd D C Z sélo cuandp D sea

la clage de la alguna de las representaciones de G, (=50 (2, R))

en los subespacios S\ o, Oég—‘- m 6 Sm,l.p. ,

0<p<m-1 (ver: VI 2. 16.) vy en ese caso vale también

(Z:D)=1.
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La primera parte (n = 3) es consecuencia directa de aplicar lo dicho en VI. 3. 5. al lema

’

VI 3. 4.. El caso excepcional n = 2 resulta de observar que de VI. 2. 16, se concluye que la

restriccibn a G, de T3 + g semejante a la suma de las 2 m + 1 representaciones {diga.-

mos Sm'i ., 0£ i % 2m) correspondientes a los subespacios $§ p > S

m, Pero en

m-1, p *
tonces también a este caso se puede aplicar lo dicho en VI. 3. 5.

1, m I
. Gn

VI, 3, 7.~ Sinotamos mediante D la clase Z , el enunciado anterior se pue-~

de formular también por ( Sm‘ i clase de Sm'i) :

ntl, m

1

n, 0 n, m
G, - P @D . DT

Si nz3,

m, 2m

® S

Ca
3
o

D

D ‘Gz'

Obsérvese que ,J 0,0 _ D2' 0

. 2
y que &sta es la dnica clase irreducible de la forma D * m
ya que, segéin (I. 1. 18), por ser G, = S0(2, R) abeliano, toda representacién suya irredu-
cible es de dimensidn 1 y es fdcil ver que si m # 0, dim (Dz’ m #+ 1 >(.' atencién: VI.2.10.

no ge aplica aquf'! ).

VI. 3. 8, - Comovimosen VI 3. 1.:0, Gp+1 / G, puede identificarse a Sy mediante el

homeomorfismo w,, " (la demostx‘ac‘it.Sn de que w, es en efecto un homeomorfismo
es muy sencilla. Podrfa consultarse también Chevalley, ''Theory of Lie Groups'', Ch, II, 2a,
6 {1], wLiv. 1, Chap. 3 (3eme. é4d.), 8 4 , Prop. 4). Pero entonces se puede definir una

n+1

representacién U de Gn+1 en Lz(Sn) de la misma mahera que en V. 2, 8. (en rigor; son

clages al otro lado. Ver V. 2, 9.):

n+l
Us (G, t) = £(G,ts)

+ .
y como vimos en V. 2, 8., vt 1 pertenece a la clase inducida por la representacién trivial de

Gy» Abhora bien, la repreéentacién Un+1_ coincide con TP'! yaquesi f€ L2(Sn) . x € Sp,

w;]‘ (x) = G,t, setendrd:

4

U:H f(x) = U:+1f(Gn t) = (G, ts) = f(s-lt-l. en+1 )®

= f(s”!, x) = T g(x),

Pero entonces podemos afirmar:
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Vi. 3. 8.- PROPOSICION

1 Tot!

pertenece a la clase inducida por la representacién
trivial de G .

Tn+l

2) Las coordenadas de reducibilidad de son:

n+1

(t®*':D)= 0,81 D # D**H™ paratodo m

(ro*l . pd*Lmy o 1 | para todo m.

o sea: T"! - @ pntl,m
m2z20

3) Si D € A(Gn+1) LD“’>O C D, entonces D= pttl.m

para algdn m y a posteriori (D : pt.0y = 3,

Demostracion:
1) Resulta de VI, 3, 8,
2) Resultade VI. 2. 18, y VL 3, 5.
3) Segin V. 2. 3. se tiene (Tn+1: D) = (D:D™0)

Pero entonces utilizando 2) y VL 3. 6. (o VI 3. 7., si n=2) resulta 3). ®

VI. 3. 10.- Ubiquémonos en el caso K= S0(n,R) , G S0(n+1, R) y consideremos ahora

lag funciones esféricas pd ,D cuando d = d, = D20 es1a representacién

trivial. Segdn VL 1. 3. 2, y VI 3. 9, 3., las funciones ¢d° D serdn nulas si D no es
. . - N ]

de la forma Dn+ l,m n+l, m las notaremos

D ntl, m"*

Para ellas vale la proposicién siguiente; que es el resultado principal del pdrrafo:

. A las‘funciones esféricas pd
0O »

V1. 3. 11.~ PROPOSICION -

Para todo par n 23, m, vale:

Demostracién;

‘Recordemos (VI. 2, 11, VL 3. 1. g} que Zy, m €8 1a dnica funcidn zonal contenida en

n, m
Ypn-1,0)

(®»™;pa-1,0) - ;1 (VL 3.6., VL 3. 7.), el Jpa-1,0) - médulo M= WHp(n) tiéne long

‘Hp (m).” Llamemos W al operador W = de H7 (n) ensf mismo. Como
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, 5

i
Wi
¢

’

fud 1 (IV. 6. 2.) y como JDn-l,O) tiene dimensién compleja 1, también M tendrs di-

(

mensién compleja 1, Sea ahora (b;j) una base para H:ﬂ (n) tal que

(tal base existe por razones obvias) y notemos gon (aJi(S)) la matriz que representa a Tg‘m

enlabage (b;) y con A= (ag) la matriz qu representa a W. Como Wb; = b;, es claro

que A es la matriz: a.i = 1, aJi = 0 en los otros cdsos. Pero entonces

(1) (8) = Tr(wrl™) = Tr(A.(ai(s)) - a;(s)

pn,m

y como ademds

1 .1 . ¢mb,m - -1
(2) - ag(s) = a(s). 2, . (e)) = (T, Zy,mlley) = 2, (s 7. e,
de (1) y' (2) podemos concluir
= -1
(3) pn_m(s) Zn.m(s . ey
Pero (3) es el enunciado de la proposicién, que queda por lo tanto demostrada. ®

De esta manera hemos caracterizado todas las funciones esféricas pn m*
. »

El caso n = 2 es trivial puesto que S0(1, R) se reduce a la unidad y por lo tanto se tendrd

Pap X o

teres de S0(2, R), olo que es lo mismo, con los caracteres del toro unidimensional Tl , €8s

de manera quelas funciones esféricas en esa dimensién coinciden con los carac-

decir lag exponenciales eint , n € Z

B 4. ‘ECUACION DIFERENCIAL DE LAS FUNCIONES ESFERICAS pn, m:

Veremos ahora una ecuacién diferencial cuyas soluciones son las funciones zonales Z, m Y
. L

por lo tanto (VL 3. 11.) las funciones esféricas f, ..

Sabemos que Z es invariante por S0(n, R) y por 16 ta.ﬁi;o de la forma

ntl,m

2
Zn+1‘m(X1, vene Xp,2) = flz, Z Xi)
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donde f(z, z') es un polinomio en dog variables,

Como en S, vale Z Xf =1 - 22 » el polinomio-f ser4 tal que el polinomio g de und va

riable def.inido por g(t) = f£(t, 1 - t2) satisface znﬂ;m(xl s oor Xy, 2) = glz). Como
Z,41 , m pertenece a H?n (n+2), f seridun polianio.ho'mogéneo de grado m en las variablgs 'j;-._j

X;, z yporlotantovaldrd £ Az, AZ20) = £(Nz, 7~ (A2 xD)= APz, 3 X2 ) =

=A™ f{z, z'), y entonces:

(1 AT gt) = £ Ay, xz(;-tz)j.

De allf, derivando respecto de I sucesivamente y haciendo después A= 1, Bse obtiene

. _ of 2, _ L2 2f .2
(2) mg(t) = t. P t, 1-t%) + 2(1-1t°) ar t, 1-1t%

2 2 2 a%s 2
(2 m(m-1) gt) = t2 == (¢, 1-t2)+ 4t(3-t?) ———— (t, 1-t2) +
322 2z 92! .
2 . :
2
+ 4(1-12)2 Lo, 1-5+ 201-1%) 2L @, 1-19
' 9212 : ?z!

Por otra parte, de la definicién de g se concluye, derivando directamente,

2f

3 g = t, 1-1t% - 2t , 1-t2) it
°z oz! b

2 ' 2 2 i

d

(31) g't) = 2 (t,1—t2)—4t —-:’)——f—(t,l-tz)+4t2——-f-§(t,1-t2)- bl
222 9z 22! ?z!

- 42 i

2 az'b(t' 1-t%) t

y entonces de (2) y (3) se obtiene ‘f
0f 2 . 4

- 1 = — - LB

(4) mg(t) - tg'(t) = 2 Py (t, 1-1t% ,D

i

yde (2') y (3') ’
2 2 ¥

? 2 2, 2°f e

(5) mm-1) gt) + (1-tD) g"(t) = ——i—(t, 1-t5)+ 4 (1-t)) ——=(t, 1 - t?) i
922 2212 i

. I

1

Finalmente, como Zn+ 1,m es una funcién arménica, se tefidrd !
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2 2 2 2
f
0= "Af= .?)_i + Z 2f _ 21 + 2n — + 42! a1
9z ?zf 922 22! 2212
y en particular
2 2
f
(6) <L 5 (t, 1-t2) + 2n —--—(t 1-t2 C 5 (t, 1-t2) = 0.
Dz Cra 2z .

Como sumando (5) 4 (4) multiplicado por =n se obtiene en el segundo miembro cero

(por(6)), se concluye
(1)  (1-t2)g"(t) - ntg'(t) + m(n+rm-1)g(t) = 0
que es la ecuacién pr_ometida.

Esta ecuacién, cuando n=2, eslacldsica de Legendre, lo que prueba que si P_ son

n
los polinomios de Legendre ordinarios(l), vale

Zg o (Xpuo.. Xp2) = P(2)
y por lo tantd, =i 8= ( sij) es una ma.trii de SO (3,R) de inversa s_l = (uii ),
se tiene
s
11 12
pa.m(s) (ugs) P
891 822

Vessesseas e © ¥ 4 6% 8 88 44648 v ea e m e aE L4 aes B a0 e eI P AR A s 48 s e e meu s aas e

(1) En rigor, son proporcionales a los de Legendre, y tales que P (1)=1.




CAPITULO VII

TEORIA GENERAL DE FUNCIONES ESFERICAS

§ 1. - DOS OPERADORES

VII. 1. 1.- NOTACION

G serd un grupo topol6gico localmente compacto y unimodulary K un subgrupo compacto de G.

Noj;‘aremoe con D:8g ——> TS una representacién practicable y topoldégicamente irreducible de

G en el espacio vectorial H . En general H serd de dimensién infinita.

Consideremos la restriccién de D a K . De acuerdo con lo visto en el pardgrafo IV. 5 vemos que
para cada clase d .EA (K) existen una unidad uy y un proyector T, (definido enIV.5.5.-).
Designaremos con H(d) al su espacio cerrado T d(H). En géneral no podemos asegurar que H(d)
sea de dimensién finita. En efecto, sabemos que H{d) = @ M, donde M = t imis de
Jq » y ademds dim toL = dim d = k < @ perono sabemos.si hay un nimero finito de M, 's.
Para la validez de la teorfa que désarrollaremos en este capitulo es esénciai agregar la hipdtesis

adicional de que H(d) es de dimensidén finita.

Consideremos el dlgebra 3{, (G) de las funciones continuas nulas fuera de un compacto, con
la topologla usual lfimite inductivo de las topologias de los espacios de Banach J‘_{(G,A) {(funcio-
nes continuas nulas fuera de un compacto fijo A) (ver Apéndice I,4). Definiremos sobre esta 4l1-

gebra dos operadores con propiedades muy similares .

VII. 1. 2.- DEFINICION

Llamaremos OPERADOR BECUADRO al o@rador definido por

hitts) > 19 (s) = § 20 soHdo .
K

VL. 1. 3.- DEFINICION

Llamaremos OPERADOR PI 41 operador definido por
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__Ed:f—v ﬂ'd(f) zu kfvu,

- Observemos que ‘7 depende solamente del subgrupo K , mientras que 172 d' eptd determi-

nado por una representacién irreducible d€ A(K).
Si K es un subgrupo centralde G , l; es el operador identidad. En particular 1o serd si i

G es abelianoosi K = {e} - Si d, esla representacién trivial de K , ﬂd (f) es constan
. % . .

te sobre. K .

Podemos extender 6 a JTZ (G) por dualidad definiendo < i,)u" >=< f" , }17 . Como

<th,g>- SGt"(s_) g(s) ds = § a8 { ac t(o s g -

nga' SGf(S) g(o s 0 1) as

ngc ng(c so Mgk ds

«

sGds f(s) gﬂg( cso YHdo = SGf(s) gh (8) ds =

<f,gh>

esta definicién es correcta ya que restringiéndola a J", (G) resulta la definicién original .

VI, 1. 4, - PROPOSICION

ﬂ' 4 -28.un proyector continuo en __ JUG) .

La linealidad de este operador es trivial, y su idempotencia resulta de la idempotencia de u 4
(IV.3.9.-) . Finalmente, la continuidad se obtiene de la proposicién 1.3.8.- . A la imagen de

JG) por T4 1a notaremos con Hia . ‘®

VIL. 1. 5. - PROPOSICION

b es-un proyector continuo en j’f. (G) ..
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a) 6 es lineal: Es inmediato ye que por cdlculo directo ge obtiene
( A+ ppl @ At @+ pgl (@
b) # es idempotente: Por la iﬂvariancia de la medida de Haar vale
M th(zs zHh:§ 1(eT sztohar - SK feT)s (0T )'.1)d0' = 14 (s)

e integrando nuevamente respecto de ¥

te Hw.

c) 11 es continuo: Es inmediato que si f € M(G) entonces the J{(G) ya que sopf=M

en la medida de Haar de K (normalizada!) obtenemos

(£9)% (8)= 2% (8) cualquiera sea

(compacto) implica sop f"- C KMK = M!' (compacto).
Si f€ J‘{.(G, M), y como vimos t4 € %(G, M!) ambos espacios de Banach con la norma de

la co_nvergencia uniforme, tendremos entonces:

Iefl = sup  [t4 @] - sup |§ f(o s GI'I)d'G'I <
S€EM! sEM!? K
< sup f(0s o "1)|de =  sup i es o )| =}t
N R T W ERe T N

Luego la aplicacién f——» f!’ es continua en las respectivas normas, pero esto sucéde cual
quiera sea el compacto M C G , asf que la aplicécidn mencionada eg continua en la topologia limi
te inductivo de JU(G) . La imagen de H(G) por esta aplicacidn la qotaremos 'JL%(G) T ®

Losa operadores que estamos estudiando no son endomorfismos de dlgebra topoldgica, dado que.
no respetan la estructura multiplicativa del producto de convolucidén. Sin embargo cumplen otra pro
pledad levemente mds débil, por la que merecen ser denominados "operadores de Reynolds", cu-

ya demostracidn veremos en las proposiciones siguientes .

VIL_1._6.- PROPOSICION

M Tyxg = T oiox T, ()

En efecto: o

(,'T (f)* ) = * (( * f ok )k g)x =
al 4 e ug * ug b L L
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(};A:*t*tud)*(ud.*g*ud) = ‘Wd(f)'ll Trd (g) &

.yo. 1. .. - PROPOSICION

th *g)h8 = £5 % gb

De la férmula (') de VIIL 1.5. - resulta £ (0 8)=1fh (s 0 ) para todo, T € K .
Entonces

h 2gh ()« § e (08 o) e -

- Sch ng" tle s o™l gt) at = $Kd<r SGH (1t gyt -

-1 “lyge - -1 -1
$chrSGf"(t Delot o )dt—SGf"(t sat § g(ot o Hae

(2h * gh )(s) : ®

VI. 1. 8.- COROLARIO

Hid) y g{;!’ (G) son subdlgebras cerradas de 7“,(@

De VI 1,4,- y VIL 1.5.- se deduce inmediatamente que son subespacios cerrados. Por VI 1
6.- resultaquesi f,gé€ H (d) entonces f{* g€ :H/(d) . Andlogamente, a partir de VII. 1,

7.- ge obtiene que f,g€ j{,"(G) implica que f* g€ R& {(G). 2 .

Vil. 1. 9. - PROPOSICION

Si f€ 'J‘L(G) ,_8on equivalentes las siguientes afirmaciones: .

a) £ Rho).
b) £V = Vi ¥ ve Jiw)

a)=—% b): £=19% 'y porla férmula (')de VIL.1.5.- resulta

f*'ga- = 6-0, *f para todo o€ XK, yporlostqoremael.s.a.- y L3.8 -
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resulta b) ,

b) ===> a): En particular serd paratodo O € K, & *f = £*&,
y multiplicando ambos miembos por & _ ) tenemos que

s) = (£ __ *t&p N8) = 1( 08 oD
o -1

e integrando respecto de 0° en la medida de Haar de K resulta a)

VI. 1. 10.- COROLARIO

J

(G) es el conmutante en JYZ@ de -ﬂz(x{) .

Sea Q tal conmutante, es decir el conjunto de medidas ne€ J.'Z(G) tales que para toda

ve M) vale }n?

vV ox 2o Vea;no's primero que Lm‘(G) C Q. Sea
pE J'Zl’ (G) , entonces para toda f € %(G)

<tpy=<1ph> =<fh.}1> =<£a,-1*fh*5o. SR

2K E * e €00 p > =CE L *tr Eo L p> -

S <L Eprpr £ >

Luego P a é‘a' *); * 60' -1 'y razonando como en VII. 1, 9. -, por L 3.6.- resulta }.1 € Q
Veamos ahora que Q C .JY(Z"(G) . Sea }.16 Q, entonces }I

tanto

= €L oxpx 50__1 y por lo

topy =<t € *px € 5 =<E__ *txé ,p>

= dgtto s o Hape

e integrando respecto de O ambos miembros en la medida de Haar de' K tendremos

{apy = SGd pe) (e s o haw = § 7 (e)dpe -

= th py = (4, )1‘!>

cualquiera sea f.€ %'«_(G‘)._. luego € JTZ" (G) .
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yvo. i, 11.- COROLARIO

Los operadores pi y becuadro conmuﬁn .

Sabemos que u_€ L2 (K)C JQ (k) C m('G) y por 1V.3.5.- y Iv.3.9.- uy es central

d
en dﬂ (K) . Entonces, por el resultado anterior, u " b - vy 'y 8i aplicamos VII.1l.7.- resulta-
rd ﬁ.nglmexﬁe
Th)y - xfh %y = *f+u )l = (W § ]
d(f ) uy f uy (1.1d £ ud) ( d(f))

De acuerdo con la hipdtesis adicional hecha en VIL 1,1, - , H(d) tiene dimensidén finita n , y
por lo tanto el anillo A = End C(I-I(cl)) resulta ser (pa.ra. una bage prefijada de H(d)) isomorfo a
M,(C). |

Sea p€ m (q) tal que el operador Tp deje invariante a H(d), entonces notaremos con T:
8 la restriccién de T a H(d). De acuerdo con eso, Tg € A y por lo que dijimos 8¢ puede supo
ner que es una matriz)lde nxn . Nos interesard determinar el conjunto mds amplio posible de medi
das de G tales que sus operadores asociados dejen invariante a _l-l(d) y por lo tanto sean suscep-

tibles de tal reatricci-dn‘ s

VL. 1. 12. - PROPOSICION

S§i n pertenece al subespacio JTZ(K)+ ug * JIe (G) de

c )
J)?, (G) , entonces H(d) es invariante respecto del opera-

dor T .

I

Cc
Sea p = Vv +u g * f con V€ JW (K, pE€ tnz (G) , entonces, recordando que

i“d 'de , serd

TP (H(d)) = (T, +T“§*€ Y (H(d) C
CTy, (H@)+ Tuy (T (HWA) = Ty Tud (H) + Tud (Tp (H(M)

y como u, es central en JW(K) (IV.3.5.- 'y IV.3,9,-) serd ud’!'v = v *u, de don




de resulta que T}.\ (H@) C H(d) .

Esto permite afirmar, en particular, que H(d) es un Jfl (K)-mddulo .

Mds precisamente, dn (K) opera sobre H(d) como lo hace J q como veremos en la proposi-

cidn siguiente. En adelante designaremos con p d al proyector de LﬂZ(K) en J d definido por

pd(}l)=}1*ud .

VI. 1. 13. - PROPQSICION

Paratoda V€ JI0(x) vale T8 - 79

En efecto, como 'rﬁ es.el operador identidad en H(d), tendremos para cada Ve Jrz (X)
d .
d . pd d _ ,d = md
T =Ty . T = T = T 22}
v v W V sy pd( V)

Esta proposicién presenta varios corolarios interesantes .

yo. 1. 14. - COROLARIO

H(d) puede descomponerse como ‘H{d) = ?‘lli donde los H,

son dY? (K)-simples , y también J d-\si.mges ._En particular
H{d) .es setnisimple isotipico y su longitud como Jr?gl{)—mﬁdu-

loy como J d-mddgo coinciden .

En efecto, si H(d) = @Hi es una descomposicién en J d-mddulos gimples, como

(Hi) C Hi ya que, por IV,5,10,-, los Jd' con d'# d operan por

TS (H) = T
es también un Jrz (K)-subﬁddﬂo, evidentemente

d
Py (V)
1a aplicacidn nula en H(d), entonces cada Hi

gimple ya que JdC' N x) . - 8

gd verifica las siguientes propiedades: i
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a) pd(_;rd)C Iy A
b) La aplicacién T : Jd — A (= EndC(H(d))) es inyectiva .
o {rd | tes, }<f 5| V€ J2 x) }

Ademds tales propiedades son caracteristicas de J 4-°

" Veamos que J d satisface esas propiedades. a) es trivial. Como J 4 8 simple, y es..‘tﬂvi‘al
que todo mddulo distinto de 0 sobre un anillo simple con unidad es fiel, Td gerd inyectiv.a, lo
que prueba b). Finalmente, c¢) resulta de VII. 1.13. -

Sea V € S, entonces Td - Td

v Pd(v)
vocaen S, °=pd(°) ., ¥ por lo tanto SCJd .

y como por a) py(¥) € S, y por b) T es biunt-'

Sea por el contrario, fGJd , por c¢) existirid V€S tal que T? = Tg ., pero puesto
que Td e8 biunivoca en Jd serd £=V , es decir que JdC S . Luego S = Jd . a

VI. 1.16.~ COROLARIO

Sea B={T§| vV € J??(Q} , Yy sea k=dimcf,entonces N

los anillos B , J y Mk(C) -son simples e isomorfos .

d:

El primer isomorfismo se deduce de VI.1.13.- y VIL 1, 15.-b). El segundo resulta del teo-

ream de Peter-Weyl (IV.3.9.-) . a

Trataremos a continuacién de describir mds detenidan'nénée.el anillo | B mediante la ya mencio-~
nada identificacién con matrices de n x n .
Con este objeto repasaremos dos notaciones habituales del cédlculo matricial:
a) Notaremos con 1p a la matriz unidad de dimensiéd p , e decir la matriz de p xp con. 1
en la diagonal principal y ios restantes elementos nulos .
b) Si.M y N egon dos matrices : M = (aij) » N = (bij) notaremos con M BN ala mﬁtriz'
3N

Mg N =

tTE
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A esta ditima notacidn la consideramos como una simple abreviatura.

Vi, 1. 17.- . PROPOSICION

Para una base adecuada de H(d), el anillo B puede ser ideg
tificado con eLgManHSC'i "formado por la_é matri—~
ces de la forma 1, & M.‘! donde _&re@rre el anillo M(C)
con k = dim & y p * long J,Z(K)(_H('d)) = (D:q)

P
Procediendo comq en VII. 1, 14, podemos descomponer a H(d) = @ H; dondecada H;
i i=1
es JQ(K) - simple y J4- simple. Entonces resulta que
dim Hy = long Jg = dim d = k para i = 1,2,...,p

Eligiendo en H(d) una base cuyas primeras k componentes pertenezcan a Hl" lag siguien-

tes k a Hp, etc., identificando End~(H(d)) con M, (C) mediante esa bage, y recordando que

la matriz que represente a T? con-f € J d deberd tener a cada H; como subespacio invariagl

te, se concluye que deberd ser de la forma

Sin embargo, como cada Hj es Jq4-aimple y son todos Jy-ieomorios entre sf, esos bloques

deberdn ser matrices semejantes, de manera que cambiando la base propuesta por otra adécuadg,

serd M; = M2 = ... = Mp y la matriz total serd de la forma I, B M. .
. 8.

Es inmediato comprobar que el conmutante en Mp(C) del subanillo I, & M, (C) es el subani

1lo Mp(C) 5 Ik" esg decir el subanillo formado por las matrices de la foima

. 6111 ’ aml vae alpI
agy1 agel ... ‘ asz‘ con I = I
a1 a I .o a1

pl p2 PP
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y segin el teorema de Wedderburn (II..10. 2,) vale
Mp(C) = Mpk(C) = (Ip B M(C)) ® o (MP(C) ® .Ik)

Hemos visto que B es isomorfo a I, ® Mg (C), pero en adelante nos resultard mucho més-
dtil considerar también a A y al conmutante Mp(C) B I de I, -] My (C) como imdge-
nes por Td de anillos adecuados {no necesariamente conté:x)idok en JTZ:(K)) » 10 que obtendremos

en las sigulentes proposiciones.

Li’é.maremos 3‘{5 (d) = }L(d)f\j{;" (G). Entonces es obvio que w_(d) C ’J‘((d“)'. 9 o) lld
*,.JYZ°(G), y por VIL 1, 12,, H(d) serd invariante para los operadores ‘I‘? : con £ é""% (d)
o, en particular, f G‘}{ﬁ (d). Por lo tanto { | f € j’t(d)} y {Td ‘ £ G-:K:' (d)}

gon subanillos de A = M, (C).

VIIL. 1. 18.- PROPOSICION

La aplicacidn Td de /:H/(d) en A _es suryectiva. .

Como la representacidn T de (m(G) en H es topolégicamente irreducible, ldado x € H
(no nulo), el conjunto {T}’ (x) I P € JI'Z, (G)} es denso en H. Andlogamente,
{Tg(x) ( g € % (G)_} serﬁ. denso en el conjunto anterior y por 1o tanto denso en Hi . Por la
continuidad de Ty resulta que el conjunto {Td Tg(y) = Ty Tg Tqlx) = T“d* g% “d ) Tf(x)
continuidad de T4 resulta que el conjunto {’T d Tg(y) | g€ K % y--Td(x) }es denso en-'l‘d(H);H (d).

Pero ademds Td’l’ {yy=T TgT (x)=T (x')=Td (x) con f= 'lT' igl)e J{(d). Es decir que

*g ¥ l.ld
el conjunto {Tf(x) | fe{}{)(d)} es denso en H(d), y por lo tanto la restricciﬁn de '1‘d : %(d)es
una representacién topoldgicament e irreducible, y puesto que H(d) qs de difn ensxon finita serd algebrai

camente irreducible. Finalmente, por el teorema de Burnside resulta la propogjicidn. =

L4 imdgen de j{," (d) por la aplicacién T° es el conmutan-

te B! eﬁ A del subanillo B.

Sea f € 3{_}7 (d), entonces por VIL 1. 9.f conmuta con toda. V € (STZ(K), y por lo tan-

d . . : . .
to T? Ty ° Tg Tg luego la imdgen de :K:L' (d) estd contenida en B'. Veamos la inclusién
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inversa. Sea U € B!, entonces por VII. 1. 18. serd U = T;l con f € %(d) y ademds se

verificard
¢ =rdrd 1d ) - SKTg,T;’Tg,_l o = (SK Ty Ty Ty dor )
= (| a0 {, Teac-1ile) ds I {0 T t(6" s o) ds)?
=($G'r‘a ds ‘Kf(ods of = (sG T, £1(s) ds)? = 'ifj,
Es decir que U= Tg éon f = fg € %“ (d) . |

Supongamos elegida en H(d) una base adecuada como la construfda en VIL 1. 17., y sea como
antes n=dim H(d), k=dim d, p= long JSRIK) (H(d)) yporloyavisto n=p. k. . Entonces

vale el siguiente:

VI. 1. 20.- COROLARIO

Y
Para cada f € 3{. {d) existe una y s6lo una matriz U, de

p x p, tal que T? = U, ®m I Adem4ds la cerrespon-

y

dencia f —» Uf eg una rem*esentacfdn irreducible de

%‘((g) en CP,

La _existéncia de tal matriz resulta de las proposicbnes anteriores teniendo en cuenta las relaclo
nes enunciadas anteriormente scbre A, B, suconmutante B' y sus representaciones matriciales.
Puesto que M ® Ik = N B lk implica que M'= N, la unicidad es. inmediata. Por otra parte,
como vimos que B' = conmutante de B = MP(C) @ I,,todas las matrices de p-x p se obtie
nen de esta manera, Esto demuestraque si f-——> U; .es una representacidn (en. CP), es

irreducible. Pero el hecho de ser una representacidn resulta inmediatamente de

™M @L)® 8 )= MN 8 I




8 2.~ FUNCIONES ESFERICAS EN GRUPOS LOCALMENTE COMPACTOS

vho, 2. 1.- NOTACION

En este pardgrafo ugsaremos la r_xotnci&n, hipdfesis y resultados del 8 i,y muy especialmente
la hipétesis adicional de que H(d) es de dimens;dn finita .n. Ademi4s subon;iremos preﬁjadi una
base de H(d) qi:e cumpla las hip&tesié de la Proposicidn VI, 1. 17. y que; por'lo tanto, garan-
tice que se cumple VII, 1. 20.. Bajo tales hipétesis, para cada 8 € G, (Td '.1’.'51)d serd ung ma

trizde n x n.

Estamos entonces en—condicioﬂgq gimilares al capftulo VI, y podemos adaptar la definicién

VI 1. 2, a nuestro cargo:

vo. 2, 2.- DEFINICION

Llamaremos FUNCION ESFERICA de tipo (D, d) y altura

p = (D:d) alafuncién p(s) = pD.d(é) = Tr, (TdTB)d.

Es inmediato que § € G (G). Anora bien, sf D es de dimensién ﬁnitg)'r d =.d, repre-

sentacién trivial de K, entonces p = X D De este ejemplo se deduce Aqu_e el sbpo:"t_‘e de' P

no es necesariamente compacto.
si p e JNe), detinimos:
) d_ Ciaad
Bip) = Tr.(Ty Ty = Tr. Ty SGTB ap (s))® =

= SG Tr. ('rd'rs)d d p(s) = SG p(s) d)x(s) = <p..u>

" Andlogamente, si g € %-(G). pondremos
d
pa) = Tr.(TqTy = < ¢, g>A

En lo que sigue utﬂizarembs a menudo, y sin mencién previa, dos resultados elementales del
cdlculo matricial: S§i M, N, X y P son matricesde n x n, entonces:

a) Tr.(MN) = Tr. (NM)
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b) Tr.(XP) = 0 paratoda X v P=0

VI. 2, 8.- LEMA
. ;‘i;j
g =@ ' o
l:l"u{
!

En efecto, paratoda f € %(G) se verifica b

i - iy . d -1 h
<p.t D $G pis) 1'(s) ds SGTr. (Tq Tg)ds SKI(O'E o™") do }‘J
- ( -1 d _ '
= Tr. ( sG sx Td TS t( o8 o ) do ds) = I',
d i
=1r.(§ { Ty Tg-1g0 f(s) do de) = :
r $G SK d T‘ 18 o 8 i 8 m
. ;‘53(
. d. ’
Tx. (ﬂK Ta To-1 (f, Tg H(6) ds) T do) i
- SK Tr . (Ty To-1T, T, ) do = Sx Tr. (TgTy Tg-y Ty) dot,
= Tr. (14 T!‘)d = <p .8 i“
B I
- b
VIL 2. 4.-  LEMA j
S i
v = B i
Tyw - |
. b

Cualquiera sea- £€ %(G) se Qerﬁﬁ:a o ' I !
. oy

- - d i

<(‘T§ .t = ugsp *uy,t) =<ﬁt“d*f*_“d 72 Tro(TyTugageng) = |l

= Tr.(Tyy Ty Ty Tug Tuy) = Tr.(TaTp'= <) . i

vo.. 2. 65.- LE

8i t € "}{}(d) entonces <>-p , £> = kTr. (Ug) donde

f ——> Uy _es una representacidn irreducible de dimen-
P A
8ié6n p de H (d).
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En efecto, ya gue por Vi, 1. 20. se vermcaré'

<.ty s Tr(TP:Tr.(W, B 1) - k Tr. () .

Veremos en seguida que las tres propiedades dadas por estos lemas caracterizan a las funcio-

nes esféricas correspondientes a d. Pero antes demostremos dos lemas auxiliares,

VII. 2. 6.- LEMA

Sea { € C}{.ﬁ(d). entonces gon equivalentes las afirmaciones
. v . v’
1) £ P = o

2) <f* g,p> =<g*f.¢> pua.lquierasea.gefj'{,q(d).

1) = 2): <f*g.¢>=<g,;*¢>= <g,¢¢;>=<g.*f,p>

2)=>1): Procediendo en forma inversa a la primera parte obtenemos que para toda
v v
g € ’}L“(d) se verifica < g, fxf§ » = { g, $ = £ . Claro que esto no basta para de -
mostrar 1), Sin embargo, haciendo uso de los resultados del pardgrafo anterior y de losg lemas

precedentes extenderemos este resultado para toda g € % (G)."

4 g,;*¢> = {tng,p V= evugng, Prug d

=< f*(u‘d*g*ud)'p >=< f*(ud*g*ud),¢h>

=<(f*(ud*g*9d))h, p > - < f*(ud#g*ud)q.ﬂ>=

=<(ud*g*Ud>h*f-P>=<s*§»P>=<'g.¢*§> ®

viu. 2. 17.- LEMA

Con la notaci6énde (VIO. 2. 5.), si f € ’j{zh(d), son equi-

v
valentes las afirmaciones : a) f*@ = 0 b) Ue= 0.

a) == b): En efecto, para toda g € ’:}Lh(d) se verifica

k Tr.(Ug. Ugd= kTr. (Uga ) =< P oxg Y = %P, g > = 0
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Pero, de acuerde con lo que vimos en VM. 2. 5., Ug recorre todo el anillo de matrices

Mp(C), por lo tanto debe verificarse b).
b) = a): Razonando a la inversa, resulta que para toda g€ (d)
{ixp, gy = p.t*g) =  KkTr.(U;Up) = 0
y procediendo como en el lema anterior, extendémos este resultado atoda g € (\-%(G), lo que

demuestra a),
&

VII. 2, 8.- TEOREMA (Godement)

Paraque f € m {G) sea una funcidn esférica de altura

correspondiente a la representacién irreducible d de

K , es necesario y suficiente que satisfaga:
a) p = ﬂt'
b) Wyp = p

c) Existe una representacién irreducible f -—=% U; de

dimensién p del 4lgebra %h(d) tal que si f e')@w)

se verifica < p, f> = k Tr.(Uy) con k=dim d.

La necesidad resultade VII. 2. 3., VIL 2. 4. y VIL 2, 5.. Debemos probar entonces la su

ficiencia. Jugard un papel importante en esta demostracién el dlgebra %h(d), pero un inconve-

niente serio r'esidir4 en el hecho de que esta dlgebra carece de unidad y por lo tanto no se le pue -

den aplicar algunos de los importantes resultados del capftulo III. Para salvar este inconvenien-

te definimos
C”Z(d) = Jq + (,}{)(d)

donde la suma no seri necesariamente directa. Es inmediato que Md) es una subdlgebra de
¢
JYZ (G). Ademds uy es unidad de m(d). En efecto uy es, por definicién, unidad de Jg, y

por VII. 1. 4. vale que

frug = ug*f=f cualquiera sea f € %(d)
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J, es subdlgebra simple de Jn*; (d) con la misma unidad, y por IIl. 10.2. serd

d
) = 34 @ conmut. de g

Ahora bien, el conmutante de Jq en :H,(d) serd igual a su centro més el conmutante de Jq

en :Hz (d) que por VII. 1. 9. es %Q(d). Entonces
(1) Jn(d) = Jdg ®/(C.ug+ %h(&))

De la proposicién I. 3. 117 resulta que el conjunto {60,* uy | o € K } es total en
Jq ycomo J4 es de dimensidn finita n? existird un conjunto finito {dl} i=1.2 n2¢K
22,004,

n
tal que Jy =€B C( éo-i* Uq) y sustituyendo en (1) tendremos
i=12

n2
2) Sy - B Ca * (cova+ }i,t‘m))
=1

Ademds, si f, g € }i,h(d) se verificard
i*eg,p > = kTr.(Upag) = kK Tr.(Up U = kTr.(U Uy = g*f, »

v v
ypor VIL. 2. 6, serd P * f = f * P cualquierasea f € I}{.oh(d). Por otra parte, de a) y

b) resulta
20,*p=p*é°, ¥ ud*'p:p*ﬁd
Reuniendo estos tres dltimos resultados con (2) resulta que

v

(3) P * p = p * ;1 cualquiera sea P € JYZ/ (d).

. ‘ v
Definimos el conjunto P = { p € m(d) l po* p = 0} . Por definicién P esun

ideal a izquierda, péro por (3) resulta gser bildtero.

De VII. 2. 7. resulta inmediatamente que P N %h(d) es el nicleo de la representacién

f —  U;.

Por el teorema de Burnside, existe v € '}i;h(d) tal que U, Ip y por lo tanto, para to-

da t € JNa) se veriticars

n

<ﬂ,f> =<p,f*v>

{p,v*f 7 = kTr.(UyUp = kTr.(Up)

Entonces, de VI. 2, 8. y razonando como en VII. 2. 4. tendremos que
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P« v = v oxp =P
Por definicibn de P resulta que v es unidad de m(d)/P, luego P es regular
(OI.11.1),

Por otra parte, sabemos udﬁP, entonces de (2) resulta

' 2
(4) PD Qn;l 5aﬂ * (PN U"ﬁl’(d) )
1= 1

Puesto que la imagen de t‘—-—-’Uf es de dimensién finita p, P :}fh(d) tiene codimen

sién finita en % 4 (d) fy por ende P tiene codimensién finita en Jn(d).

Una vez determinadas estas propiedades de P podemos prescindir del dlgebra Jn(d).

En efecto, sillamamos P!'= P() :J’fz(d), se verifica de inmediato que P! es ideal bildte
ro, regular y de coc_liinensién finita en %(d). Obsetvemos que por 1. 3.7, la aplicacidén
f~—<—v; * §  es continua en (J’L(d), y como P'  es imagen inversade 0 por esta apli-

cacién, P' es cerrado en %(d).

Sabemos por II.11.2 que existe en % (d) un ideal a izquierda, maximal y regulai‘ A
tal que f’CA. Evidentemente A tiene codimensién finita en %(d), entonces ( [1] R
Livre V, Ch. I, 8 2, N°3, Prop. 3) si N es suplementario algebraico, serd suplementario
topoldgico, y si llamamos (P al proyector continuo de j’ﬁ(d) en :}'I:(d)/N serd A= C_P-I(O)
luego cerrado en rJ'fa(d). Pero j’{/(d) es cerrada en %(G ) (por VII. 1. 4) luego A esce

rrado en % (G).

Definimos m- {re Hio| T exnea VYge Je J

Por 1Il. 11.4 sabenmios que M es ideal a izquierda maximal y regular en j’é(G) y ade
méds que A=M N %(d).

Por 1I.3.9 laaplicacién Rg f—>g*{ es continua en %(G). Ademds en VIII. 1.4

vimes que i d era continuo. Por lo tanto

-1
M= f\ R W (A) ) resulta ser cerrado.
g€ H(@ 8 ¢ d ) "

Si llamamos H= H (G)/M podemos asegurar que H es una espacio vectorial topolégi-
co, de Hausdorff { [1] , LivreV, Ch.I, §1, N°6) y tonelado (Ildem, Ch.1I, § 1, N°2,

Cor.1), pero no podemos asegurar que sea cuasi-completo (Idem, Ch.1V, S 4 , Exerc. 10-b).
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Designaremos con %] a la aplicacién candénica de :%(G) en H, y como siempre R s

indicard Ia representacidn regular de G en %(G).
Definimos la representacién s ——Ts de G en H mediante
T (8(f))=6(R, £)

Sea S uncompactode G y f€ j’f)(G)! F=sop f tambi-én compacto. Entonces pa—
ra todo s€S el soporte de Rsf estd contén:::do en el ct.Jmpacto St =$ . F . ' La-aplicacién
( lineal y continua) s -—>RB f serdde S en J’ﬂ( G,S!') que, como ya vimos, es un espacio
de Banach.

Entonces, la cdpsula cénvexa cerrada (en %(G,S') ) ' del conjunto { Rsf | SES } serd
un compacto L_C 3’{; (G, S'), y también compacto en J{»(G) con la topologfa limite inductivo.

Finalmente serd
{Ts(e(f) y=8 (R 1) |ses) C e(L)

don'de 6 (I;) es un convexo compacto en H. Luego la representacién T, es practicable, y
es posible (,II. 1. 8) extenderla a JR?C (G).

En particular , la restriccién de esta representacién a %G) serd algebraica y topolégica-
mente irreducible por III, 11. 3. Llamaremos D ala clase de representaciones equivalentes

a ésta.

Por lo vista anteriormente sabemos ademds que

H(d) = -Td(H)= RHiayym N Jy= Hiarya

es de dimensidn finita. Entonces (ver VIL 2. 1) es posible definir 1la funcién esférica ﬂd(s), de
tipo (D, d) yaltura q=(D:d). Ahora bien, sea g*—-T'g la restriccién a :}’Ch(d) de
f— T;. Esta representacidn actuarden J’fﬁ(d)/ MM j’fﬁ(d)= j{,h @/a M j’(ﬁ(d) .

Por otra parte, puesto que f-——*Uf es una representacioén irreducible, el dlgebra
’:}’f; E’(d)/ (pM /:Kh(d) ) es simple por el teorema de Burnside, y como |
AM :}{'h (@)= M) jﬁb‘(d) es un ideal bildtero que contiene a P ,J{fh(d) Y que no
contiene a la unidad, entonces, Q M j{, b(d) =P (:K: E'(d) , Yy por lo tanto Ug: 0 implica

=0,
Tg
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Por VII.'2. 5 existe una representacién irreducible de :}'fﬁ(d), de dimensién
(D:d)= q, f~——>W; tal que para toda f€ %h(d). vale
<ﬂd.f > = (dim d) Tr. (Wg)= k Tr. (Wg)

Recordemos ademds que para toda g€ %h (@) es Tr. (T'g y= < ﬂd, gy
Sea entonces  f € :}'L b(d) vy Ug=0'. Porlotantoserd T;=0 y ademds
- "1 A - -1 VT ys o
Tr. (W, Wp) = k <Py gxE Y kT (T Ty = 0
cualquiera sea g€ j{, k'(d), es decir que W_.=0.

f

Tenemos entonces dos repres’enfaciones irreducibles de %h(d), f—>U; y {—>W_,
tales que el micleo de la primera contiene al nicleo de la segunda. Puesto que se trata de repre-
sentaciones de dimensidn finita, resultan ser semejantes. Entonces p=q y cualquiera sea

fe€ jfh(d) se verifica
<P, t Y = k Tr.(Uy) = k Tr.(wWp) = Cpt>

Pero entonces, procediendo como en la segunda parte del Lema VIL 2, 8 resulta que el resul~

tado previo se extiende paratoda g€ % (G) o1lo que es 1o mismo, 0= pd . .24

VI 2. 9 PROPOSICION

S p(sot)u (o) do = S p(tos) u, (o) doo con s,t€ G.
K d K d

La demostracién se basa en el resultado a) mencionado antes dé VII. 2. 3 .

En efecto, si s,t€G, entonces tendremos

fplsot) uy (@) do= | Tr.(TyT o

d F
) u,(0) do =
K d

t

d _ d _
Tr (1T, (§ Ty ug(0) a0 TS - Tr Ty T T, T =

a_ d_ ‘
Tr Ty T, Ty T )%= To (T, T, Ty 7,)% = § pleosrig(oras @
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2, 10 PROPOSICION

SKP (6so tt)de = SK p (0tola)do paratodo s,t€G.

Definimos AT;' = SK Tg s o-1 do . Entoncés, para todo CEK  vale

T, T = T de = T . T do =
s SK T 6so 1 SK tosolzl T

= 7§
K ‘T('CO')S(Z‘O')_]' Ty do. Ts Tz

Usando este resultado  tendremos

-1 '= b d _
§# (68 607 ) a0 = oo (T Th T Y T (T Ty

& d-
TIT, T, .y

] d -~ _ / d._
SKTr.(TdTS T, ,-1)7dZ= Tr.(Ty T} Tf)

(]

-1
Tr. (Ty T8 Ty T8 )4 = Tr. (T, TH T, TH ) =SKP(O't6' 5)do ®

Para concluir el pardgrafo veremos un importante teorema de caracterizacién de las funcio-

nes esféricas de altura 1 por medio de una ecuacidén funcional. Este teorema fué demostrado en

un caso particular por Gelfand, siendo posteriormente geﬂéfali‘zado con la demostracién que da-

mos

VII.

aquf ( esencialmente basada en el Teorema VII. 2. 8) por R. Godement, en [5]

2. 11 TEOREMA (GELFAND - GODEMENT )

Sea f(s)€ C (G) vy no idénticamente nula en K .

Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a) @ es una funcién esférica de altura 1.

b) P(s) p(t) = SK p(6 s 6 1t) d6 paratodo par s,t€G.

a) => b): Si P es funcidn esférica de altura 1, entonces es un cardcter del dlgebra

:}ﬁL’(d) yaquesi f€ :%h(d) entonces se verifica
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{p,f)= Tr. (Uf)-—- U, = )\f

puesto que Uf es una matriz de 1x1, es decir un nimero complejo.

Entonces para toda f, g€ Mh(d)

GBotxgd= Ay = A A =<0 (e

Sean ahora f, g€ :%(G), entonces tendremos

(p“fh*g> =<p‘:" fh*g>=<p‘(fh*'g)h> =

=(,th « gh =<Ed*p¥ad'f‘3*gb> =

=<P,ud*fh*g‘?*ud>=<¢.(ud*£‘?)*(ud « gh)> =

=P.ug #£0 (P ug x gy= <Pty (Pley
Usando 1. 3.5 resulta que para todo par of , /3‘ € Jf?f(c;) se verifica
BN apr= Py <p.py

En particular, si ponemos L= & R ﬁ = ét serd o[l? = 3K éo* sg-1" do
s

y tendremos
ple) pw = <p. &> <P, Ey = <p,Lix €5 -
= SGSG p(rrt) doéh(r) d ét (r') =SG p (rt) daLLl(r) =

- : . -1
}-SKdoSGp(rt) dédsa_l(r) = SKP(oso t) do

b)==" a): Razonando en forma inversa a la que lo hicimos en la primera parte, podemos deducir

a partir de b) que

(1) pratupy e paydp.py

para todo par ¢ , /3 de medidas de soporte finito, y'por 1.3.3 y I 3.6 se pue

¢
de extender este resultado a todo JTZ (G) .

De. b) se obtiene inmediatamente < p, £ > = p(e) = 1 y haciendo 3= Ee
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'

P> = Cpofae s - (ptyd gy
para toda o€ Jf?f (G), o lo que es lo miSmb

(2) p = *PE’

Existe d€ A(K) tal que iId * pPpfO0. Enefecto, si paratoda d€ A(K) y para.
toda f€ JL(K) fuera f * Ed * =0 serfa f£* P =0 porelteorema de
Weyl, y por I1.2.13 serfa  idénticamente nula en K en contradiccién con la hipdtesis.

Por VII. 1. 11 resulta udh = uy -

Entonces -
Bougy <popy = poug x p> = lug x p,op>

. Jr&c . : - .

cualquiera sea P € (G). Puesto que a, * p £ 0, de L2 11B resulta {p, ud)f 0,

y sihacemos p= és y m = (<p,ud>)'1
p = m.(ﬁd * P)

y reiterando el procedimiento serd

¥y por la idempotencia de Ed serd m3l ya.,que m = m? y m§FO.

Si en el razonamiento anterior permutamos la ubicacién de )1 y oouy resulta p=p *ﬁd

Entonces tenemos

(3) p=ud*p=p*ad=‘ﬁ5(p)

Ademds de (1) resulta en particular, que para todo par f,g€ %(G)

poty <pogy=<p.t5 « g>»

Yei £, g€ j’ﬁ%(d) y ponemos <P, E> = Af tendremos

/\f.Ag.= >\f*g

y la aplicacién f —— >‘f serd una representacién ( irreducible ! ) de dimensién 1 de :Kjd)

Observemos que la aplicacién f—> >\f no puede:ser idénticamente nula en -%E’(d). ya que
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en ese caso, por (2) y(3) resultarta <p,f>=0 para toda f€ W ) ¥y por

I. 2. 13 esto implicaria p 2 0, contrariando la hipStesis. Este resultado, juntamente con(2) |
' “Lﬂ-"

y (3) completan las hipdtesis del teorema VII. 2. 8 de Godement. Q i

8 3. : FUNCIONES ESFERICAS EN GRUPOS DE LIE.

VIL 3. _1 NOTACION 3

Sean G un grupo de Lie real y conexo, y K un subgrupc cdmpacto ( luego de Lie )de G '

Designaremos con ‘f a una carta arbitraria, es decir un homeomorfismo de un entorno Uo ‘!‘

de 0 en R"  sobre un entorno U de e (elemento identidad } de G, 5

Como antes, serd /é (G) el dlgebra de las funciones indefinidamente derivables, definidas

]
en G, y ,(ﬁo (G) el dlgebra de las distribuciones con soporte compacto. Utilizaremos fre-
cuentemente la subdlgebra QJ,(G) formada por las distribuciones con soporte en el elemento

neutro e de G.

Designaremos con JQ (G) al espacio vectorial formado por las funciones analiticas en G

Podemos definir las funciones esféricas en forma absolutamente andloga al pardgrafo ante -
rior. Sin embargo, ahora tenemos instrumentos mds potentes, puesto que podemos trabajér con
funciones derivables o analiticas y con distribuciones. Con estos medios nos proponemos dar un
teorema de caracterizacién de las funciones esféricas, andlogo al teorema VII. 2. 8, pero con’

condiciones considerablemente m4ds débiles. O

Si o€ (u(G) , se demuestra ( [11] Ch. i1, 8 10, Theoreme XXXV )que elegido un
sistema de coordenadas locales de un entorno de e, es o= ; cy con las

¢ constantes. Podemos definir el operador X, 4que actia en é(G) mediante

X, () = o * f Zl c; D' f(e).
£
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LEMA

Si X es un operador continuo definido en é(G). son

equivalentes:

a) X.R] - R!. X Yiea.

b) X=X, con o€ UG

b)==> a): En efecto, es

(X, (D)) (s)= (ol * D(s) = § t(tThs) aw (1)
' G

= <CRy0Y ,uy = (RE, LD

Entonces vale

Ri (X (£))

(s) =

(X (D) ()= (R D), o>

v
= <Ry (RIE), <L) = (Xy (R11))) (s)

a)= b):

Es inmediato verificar que

Definimos la aplicacién lineal continua.de é (G) en C

e Uw@).

Entonces

(X(£)) (8) = (R! X(f))le) = <(R'Sf)v ,d > =

v
= <(RLE), *>= (oL ox £)(s) = (Xg (£))(s)

Vi. 3. 3 DEFINICION

Diremos que la distribucién

o € U(G) es ELIPTICA

si para un sistema de coordenadas locales de un entorno de

; o= b & b
e es de la forma a éé*_»Zi a; Dy ée+§aij D; DJ Ee

donde la forma cuadrdtica Z ay §1 g] es’positiva no

LA

degenerada.

Diremos que

el operador

X,  es ELIPTICO si ol es

elfptica .

oL i —=(X {) (o).
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VI 3. 4 PROPOSICION

Si una distribucion & € U(G) es elfptica para un sistema

de coordenadas locales, lo es para cualquier otro sistema .

n

Sea U un entorno de 0 en R, U unentornode e en G y CP una carta de

° .
) {
U, en U. Paracada f€ é(G) llamaremos £f°= f o‘f’. . Andlogamente, si = e.é(G)}
gserd o’ eé.(R“) tal que <ol®, £° D= {ely £ >

Supongamos que para esta carta sea &L eliptica y que

oL = : _ a,. D, D,
2 ée+ Zl aD & + % a;; D; D &e
Entonces serd
) <y £ % = <o 19 > = af®(0)+2 a D, £2(0)+ J_ a, D;D. £° (0)
) i ! i u J )
Sea ahora U; otro entornode 0 en RY y sea Y= ( ?1. ‘?2...., ‘j’n} un ho

meomorfismo dos veces diferenciable de U, sobre U, , tal que manda 0 en 0. Si ahora po—
nemos f¢ = £° o ¥ se verificard

Djf° = ) ((D f® )o¥)D; Y,
k

2)
D; D; £° = th( (D Dt }o ¥)D, ¥y, D ‘f‘k+Zk ((D 120 f)D;D; ¥,

Entonces, sustituyendo en (1) serd:
L £ Y= a0 (0)+ Y am, 1°°(0)+ ¥ a!. D;D, £°°(0)
~ i 2 LT
i ij
con

) = >\ A
a’j_j h,kahk ih “jk

donde el determinante J = {( Aij)) es el Jacobiano de \}’ en el origen, es decir que Aij =

= Di qu(o) . Puesto que SU esunhomeomorfismoserd J# 0 . Pero ademds es:

(3) %_a{j 5133 - ;{ 2 D Vi

con T?h =Z Aih gi y por lo tanto la forma cuadratica (3) es positiva no degenerada, es decir que
i
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7

ol serd eliptica también en el sistema de coordenadas locales LP' = (Po (f_l pero como ‘~P era
arbitrario, hemos demostrado que la elipticidad de o es intrinseca, es decir no depende del'sis-

tema de coordenadas locales elegido. B

Necesitaremos ahora un resultado cldsico demostrado por S. Bernstein en 1904, que sélo enun-

ciaremos, y cuya demostracién generalizada puede consultarse en [11] , Chap. V, 86 .

VII. 3. 5. TEOREMA:

Sea f € é(G) , £ eaq(G) y_ X, __eliptico. Enfonces,

si X (f)=Af+g implicaque fe SG) .

VIL 3. 6. COROLARIO

Sea f € é(G) , h eﬂ(G) y Xy _ elfptico. Entonces

-2 =n implica que f¢ Sq(G) .

Resulta del teorema anterior por induccién. En efecto, para n =1 es el teorema anterior .
Supongamos que se verifica para n-1 . Sea.g= (X4 - A)f . Entonces geé ﬂ(G) ., ya que

(Xy- AP lg=h , perocomo f verifica X f = Nf+g , también fé€ ctﬂ(G)-. &

v
Podemos demostrar sencillamente que si o € U (G) es elfptica, también o loes. No

obstante, nos sers iitil'm4s adelante el siguiente resultado, considerablemente mds fuerte.

VII. 3. 1. LEMA :

Sea & =al, +Za1D &, +Za D; D; €. _entonces
gera < = bE+ZbD £+Za D;D; €

e donde'los

coeficientes de los térmmos cuadrétlcos coinciden.

Sea, como antes, (P una carta arbitrariay £°=f °f‘P . Entonces ‘serd fo%x) = f2(8(x))

donde 0= (91, ..., 8,) estal que:

Bi(x) = -xj +w, (x) con Dle(O) 0 paratodo i,j

Por lo tanto serd:
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D.‘i 8, (0) = = § o (delta de Kronecker)

y aplicando las férmulas (2) de VII. 3. 4, para cambio de variables con SU= 6 , tendremos g

<, §p= Lat®, P>

N\
<
[
\V)
u

o] o (o)
b £°(0) + iZbiui £ (0) + %: a;; D; Dy £ (0)

y .
es decir que o serd de la forma enunciada. &
Podemos definir el operador "becuadro en é (G) conservando las propiedades demostra-

das enel B 1. Podemos extender este operador a é‘ (G) ya /U(G) definiéndolo por duali~

dad KB, £ >= KL, 10>,

]
Las correspondientes subdlgebras sérdn él?(G) \ é ?G) y ’U,é(G). También podemos

restingirlo a (W(G) obteniendo el subespacio c%b(G) de las funciones gnalﬂicas tales que

£ =8 .

VIi. 3. 8.- DEFINICION-

. "
Llamaremos TOPOLOGIA & de é (G) a la topologia

débil de la dualidad ( é '#(G) ; ¢97[7(G)).

VII. 3. 9.- LEMA

I}
’léb(c) es densa en 'é 1’(G) con la topologfa & . a

Esto equivale a demostrar que si f € 5( 17((}) , entonces f = 0 es equivalentea < f,o/>=0

para toda o € Ql $(G). En efecto, puesto que f es analfticay G es conexo, {e,d¢>=0
para toda ‘ol € U (G) implicaque f = 0 por el principio de prolongacién analftica, ya que
(elegido un mapa) todas las derivadas de f en el origen son nulas, luego f es nula en un entor-

no del origen, ; pero ademés es f = £h luego <f,« > =<1, a(b’ 7 y basta con que

<t , > = 0 paratoda ol € ué(G).

N

(G, pa-

Deseamos probar que el operador “be_cuac_iro" conserva la elipticidad al actuar en




.ra lo que necesitamos el siguiente resultado previo.

vio. 3. 10.- LEMA

Sea U _un entorno qle e en G. Existe un entorno W

! 1

contenido en U ytalque 6., W. 6

C U _para todo

g € K.

Sea V un entorno simétrico de e tal que V3 C U. Paracada 6 € K f{ijo existe un en-

torno W, de e, contenidoen V ytalque o. Wd. 0"1 C V. Ahora bien, paratodo

TE V. ONK se verifica
. -1 -1 -1 -}
CWg.C "CV.O.Wg. (V.6) 2V, 0 .Weg.0 .V CV CU
Como K es compacto lo podemos cubrir con un ndmero finito n de entornos de la forma

n
V.o . Sea W = m Wq . Esfdcil verificar que W cumple la condicién del lema.
i=i 1 ]

VI, 3. 11.- PROPOS ICION

El operador ‘''becuadro' conserva la elipticidad al actuar

en ,u(G).

Sea ol € U(G) ysean U, U, ¥y (P comoen VIL 3. 4. Sea W el entornode e que

verifica el lema anterior y sea W, = QP -I(W ). Entonces est4 bien definida la aplicacién
w6 , x) = PHe, Pw.e™

de K x W, en U, , y ademds es indefinidamente diferenciable en ambas variables. Finalmen

te, sin notamos g(6@ , x) = f2(u(6 , x)) tendremos
/

€hPw =§ g6, % do
K

y por la £6rmula de derivacién de Leibniz resulta

" p» i = § D> g6, ¥ a6
» K



donde el operador de derivacidn se entiende respecto de las componentes de  x.

Si consideramos a g(o, x) como funcién de x solamente, aplicando la primera de las fr .

mulas (2) ‘de VIL' 3. 4. , convenientemente iterada, obtenemos que

("

resulta que . : N

(Ill

. donde los coeficientes son

ma dada en VII. 3. 4.. Entonces, de.acuerdo cc;p la segunda de las férmulas (2) de VIIL. 3.

tendremos que en('') los términos con derivadas de segundo orden serén de la forma
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D g6 , x) = I (DP1° tulo , x). gi'k c kD%k(u , x)

A W Y

Ahora Bien, observemos que u{6 , 0) = 0 cualquiera sea 6 € K. Entonces de (') y (') J

¢

) <o, o Y, a0y ¥ e, D" e7 °(0) = 3 by pt £ (0)
~

; Gt W ‘
b. = ¢ i{ D" u,{oc, 0)do (c,, constante)
P I SK Lk k ' A '

Utilicemos ahora la hipdtesis’b4sica, es decir la elipticidad de of . Sea o elfptica de la.for

Z a.ij Z [Dthfo(u(O‘ , X)) Diuh (60, x) Dj uy (¢ , X)] ' !4‘
ij hk A '

Si ponemos ahora vpi (6 ) = Djup (0 , 0) y ademds hacemos

bij = g Ahk sK.Vhi (o) ij () d6

i
t
f
los términos cuadrdticos de (!'*) tendrén la forma ‘

o 1
1Z b Dy Dy £ (0) |
i !

Sea § = ( 51. ave §n) un vector no nulo cualquiera. Sabemos que la forma cuadrdtica

Z 2y %i ;l. es positiva no degenerada, y por el teorema cldsico de descomposicién existen

n

. ry of Lie Groups", Chevall_ey)‘ resulta I[

formas lineales F; independientes y tales que -

Yoy & 5 - T w5 :_
1) i

1

Definimos la matriz V(6 ) = ((vy;(0" ))). De la teorfa elemental de grupos de Lie (ver "Theo

vyile) = Dyuple, 0) = &
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es decir que V(e) = I, (matriz -identidad).
Finalmente tendremos: )
by & En - SK [Z ap i () vy (6) gj] do =
2

f > v, ) de >0

K *
puesto que el integrando es una funcién continua y estrictamente positiva para & = e . Entonces
. c(h es eliptica.

©

VII. 3. 12.- LEMA

’ v
Existe € ﬂb(Gytal que 9=« yquepara to-

da f € %(GL Xp_- XN )t= 0 implique f € 54 (G).

Sea ¥ € U(G)yelfptlca. Llamemos /49 XLI Por VII, 3. 11. /8 es eliptica, y por

VIL 3. 7. tamb1én/3 lo es. Ademds se verifica que (,@ )h = (Fh)‘l F . Si ponemos
o = ﬁ /9 observamos que

v )
a) ol g (u—b(G) ;b)) oL =L ; ¢) o  es elfptica.

De esta {ltima observacién y del Corolario VIL. 8. 6. resulta la dltima parte de la tesis.
. 24

Una vez terminados estos pfeli.minares pasemos al probler:ia enslf. Sea s—> T, unare
presentacién topoldgicamente irreducible, practicable y compatible de G’ en H completo, perte
neciente a la clase D € A (G). Definiremos el subespacio de G;:E'ding H, como el subespa

cio generado por el conjunto
fae m]a=mx ; xeH; 1€ 9((3)}

' ]
Recordemos (II. 2. 3.) que Hy esdensoen H y que si ol € é (G) entonces T, estd
definida en Hg, y ademds H, es estable paralos T, .

\

Sea d una clase de representaciones topoldgicamente irreducibles de K. Para que podamos
definir la funcidn esférica de tipo (D, d) exigiremos como en el pardgrafo anterior, gue H(d) =

= T4 #H) = Tug (H) sea de dimensién finita. Bajo esta hip6tesis resulta el lema siguiente.
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vo. 3. 13.- - LEMA

La funcidn T : g —» <Tga¢3> con a € H() vy

b € H es analitica.

Puesto que Hy, es densoen H, Ty(Hy) serd denso en H(d), luego igual a H(d) ya que éste

]
es de dimensién finita. Por otra parte, Hg, es estable para los operadores T, con o€ Jé (G),
as! que tendremos
H(d) = Ty (@) = Tgq(Hg) = Ty, (Hyp) € Hy

) .
Esg decir que T, a estd definido para toda ol € é (G) y toda a € H(d). Sidesigna~

mos, como en el pardgrafo anterior, con TS a la restriccidn de Ty ‘a H(d), serd TS un en
domorfismo de H(Q).

Sea o« € ué {G) que satisface las condiciones del lema VII. 3. 12.. Puesto que H(d) es
de dimensidn finitd n, existe una base {el, ces s _en} y una n-upla A= {)\1, e A n} y

un multi-fndice m = {ml, e s mn] tales que
(1) Ty - M) ey = 0

Sea b € H, fijo. Definimos la funcién 6 (s): G —> R" mediante
(2) Gi(s) = <T;ei', b>

v
Veamos que la funcién 6 (s) es autofuncidn del operador (X, - A YB. En efecto, para cada

i de 1 a n se verifica

Ky - XN og(s) = [ (o =Xy EPF™PIx] (e) = (B 8,) (s) =

B o# < To-je.b> = SG KT 1y e, > dp ) =

SG<TS_1Tt esb > df = (T Ty e, b
Pero por (1) es T{g ej = 0 paratodo i de 1 a n, asf que vale

K, - A Be) = 0

y por VIL 8. 6. es ‘é(s) analitica, y por ende también lo serd 8 (s} y cada una de sus compo-
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nentes 6;(s). Pero dela definicién (2) de lag 6;(s) y del hecho de que los e; son base de

H(d), resulta que la funcién F(s) es combinacién lineal de las 8;(s), luego analftica.
®.

VI. 3. 14.- TEOREMA

Toda funcidn esférica sobre G es analftica.

Para cierta base {al, vee o an} de H(d), el operador (TdTS)d es una matriz de n xn, cu
yos elementos estdn dados por c¢jj = <Ts aj, a; > . La funcién esférica ﬁD 4¢s)r =9 (s)
Il

serd la traza de esa matriz
d
p(S) = Tr. (Td TS) = Zcii(s) = Z <TS ai » 81>
i i

pero por el lema VII. 3. 13. cada uno de estos sumandos es una funcién anaiftica de s.
3]

Daremos a continuacién el teorema de caracterizacidn de las funciones esféricas en grupos de

Lie, andlogo al teorema VII. 2. 8..

VIL. 3. 15.- TEOREMA (Godement)

Para que f(s) sea una funcién esférica de altura p es ne-

cesario y suficiente que:

a) p(s) € ﬂ(G).

b) Exista una representacién irreducible od —> U‘

de dimensién p del 4lgebra /ub(G) tal que para

todo oL e Uba < p,xX>= k. Tr.(U, )

con Kk no nulo.

‘Necesidad: La necesidad de a) surgede VIL 2. 3. y VIL 3, 14.. Veamos la necesidad de
b). Supongamos que fp sea de tipo (D,d). Entonces serd H(d) de dimengién finita n, y como

]
vimos en VIL 3.13. si o € é (G) estaré bien definido el operador Ti en H(d). Desig

naremos con

A = End(H(d) = M(C)
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s (18] e Ko }

B, = {17 [ e AHE

u

BY { T:l( I oL E ub(c‘)} il

Se verifican las siguientes inclusiones ;
g ADB, i B,DB : B,D By i,

g
Perosi o€ /é (G), es ol % 60. = éc *o{ paratoda 6 € K, (la demostracién
eg totalmente andloga a la de VII. 1. 10.), y por le tanto todo elemento de B!, conmuta con los

T es decir (VII. 1, 19.) que B'.= B') .

0' ?

. b
Veamos que la aplicacién o ~—> Tg de /& (G) - en B!, es continua en la topologla O

y la topologfa puntual dé&bil de operadores (que aquf es simplemente la topologfa usual de matrices) :"‘-‘
respectivamente, Es decir que, cualquiera sea a,b € H(d), « ——> < TS a,b> de /é’?G) ‘
en C es continua, 8illamamos 6(g) = <TS a , b ) tendremos, por el lema VII. 3. 13. que
8 = En: Gi donde cgda Oi es autofuncién de un operador Xﬁ con /9 eliptico y ﬁ =/3# .

i=1
Tendremos entonces

Es decir que las Bih también son autofunciones de st y por ende 6 § es analftica., Enton

oL < TG Q.b> =8,y = <o,xt> = (ol uy |

¢
es - continua regpecto de la topologfa 6 de é Z7(G) como querfamos probar., Pero este resul-
tado junto con el lema VII. 3. 9. nos dicen que B'; es densoen By = B! y por ser de dimen

s8idn finita serd

B']_ =z Blo = Bi

Por fin, del lema VII, 2, 5. resulta la necesidad de D), i

Suficiencia: {;l;l

A) Demostremos primero un resultado andlogo al VIIL. 2. 7. Ud = 0 es equivalente a
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v ué
p *oL =0 con LE (G). Sea VU, = 0, entonces

prt > = {p,f *dy = kTr (Ugup= 0

‘v
cualquiera sea /3 € ub(G). Pero o es un operador diferencial con coefeicientes analiti-

, v
cos, luego p * o  es analftica y ademds

(p*é)"": p*i"=p*:4

v ﬂq v
luego p *oL € (G) ypor VII. 3. 9. es p * < = 0,

v

Recfprocamente, sea p * od = p, entonces

~

-1 - v
Tr (U Ug) = Tra(Ug, ) = K < P ol > = K¢ prd, =0
cualguiera sea ﬂ € u17 (G), pero. por el teorema de Burnside es -
& &
{U,I@ | pe W@} = my©
luego serd _U, = O.

B) Definimos  V ={ oL x P | e Uk (G)} . De A) y del hecho de'que (Uﬁ (G)
v

es invariante por la aplicacidn & ——= resulta inmediatamente que dim V = p2 , por el

teorema de Burnside, ya'que la aplicacién o —==» o * P eg lineal y tiene el.mismo ndcleo

que elde « —> U, . que, como vimos recién, tiene codimensién pz.

C) Si F € ’&‘ (G), entonces § * /(3 € ﬁ G) vy /8 * p € ﬁ (G).

En efecto, si elegimos o € ’U.é? (G) tal que satigfaga VIL. 3. 12., razonando como en VII,
3. i3., existird una base {31- PN apz} de Vv, tal q\ée (X_{ - >\i)m; a; = 0 parato

p
da i de 1 a p2. Pero p € V, luegoserd P =) §; tales que
. i=

=1

Ky = Ap™ip = (o= X EQ"™wp =0 =1, ..., 0

Recordemos que la convolucién de k distribuciones es agociativa giempre que esté definida,

por ejemplo si los soportes de k -1 son compactos. Este es nuestro éaso,_asf que

. % -
Ky = A g £ = (- X E T a g sf) =

= [(ot—- Ay Ee)’°‘mi * P ].*ﬁ = 0
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Luego, por VII. 3. 12, todas las p * (g serédn analfticas, y por lo tanto también lo serd o

p *ﬁ i pl . Anélogamente para (5 * P, ,,”
D) Designaremos con

={-=l*p < € é't’(c)}; {f*p-féj{—»(G)} !

Consideremos la aplicacién « —> o & p  de é’é’(G) (con la topologfa 6 ) en V©
(con la topologfa de la convergencia puntual). Demostraremos que dicha aplicacién es contfnua.l En
efecto, sea s € G, fijo:

(Lo () = {Xnp, E> =<, E % p7 =
b, E > =l (E I, Elspy -
] s |

oL, (P o® éi’)-">

Pero por C) es (p * E.Z)v analftica, y obviamente pertenece a CW(G) Luego

o« —> o( * P es continua. ' :

E) De VIL 3. 9. y D) resultague V es densoen Ve, Pero V es de dimensi6n finita,
luego cerrado, es decirque V = Vo. Por otra parte, 3’{;[?((}) es denso en /é {(G) conla to
pologla @ . Enefecto, si f € HUAG)y (g, t> = 0 paratoda f € HG), enton

ces cualquiera sea h € %(G) ‘
<oty =<n, 9> =< nf, 1> =0

Tomando el soporte de h bastante pequefio, y una carta, nos reducimos al caso G = Rn, y
. entonces 3:‘&) h{t) dt = 0 paratoda h € jé (R™), luego serd f = 0, Luego 3’&!‘(0)

4
es denso en %?G) y razonando como antes serd V' denso en v°. Finalmente
VvV o= Vo= ve

?
F) - $ conmuta con todos los elementos de é (G). Sea ™€ ub(G), fija. Entonces,

cualquiera sea '/ﬁ‘ € /Z/KE" (G) serd

(ol * p,/8> = 9, o< */3> = kTr.(Uy Ug) =
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- KTr. (U Uz)=<P./9‘*g<>=<f’_*°<,/3>

Es decir que para toda o € (U,A’(G) es p ¥« = (¥ p . Yopor VIL 1. 9. y D) ex-

1
tendemos esta igualdad a é %G),
G) Existe d € NK) tal que Gd * i = p. Enefecto, vale
pe)y =<p, E> = kTr.(U) = k.p ¢ 0

Luego § no es idénticamente nula en K, y por el teorema de Peter-Weyl existe d € AK)

- \ - - - 1
tal que uyq *pF 0, Por VIL 1. 11. es uy = ué' , luego uy € é £7(G). Por 1o visto en E)

d
existe of € 4[.‘4’((}) talqge Ed* p = o % P .

Sea /-'7‘6 @[é (G) arbitraria, entonces, por VII. 1., 10. serd
f’*o(*,b:fl*ﬁd*p=ﬁd*/3*p=o(*/3!kp
Y por A) serd

Uy Uy = TU.s

v = = v v
A I Y A TR
Pero las U/‘g’ son todas las posibles matrices de p x p, luego U;Z = m Ip o, lo que es
lomismo, uy * § = m P, y por la idempotencia de uy serd

luego m=1 y uq* p=§.

H) Paratodo f € %E{(G) se verifica

v

fapefaugap=Ggen »p=5%p con g€l
Wiay H
Entonces V ser4 la im4gen de (d) por la aplicacién f—= f * P,

v
Paracada f € :%zh(d) definimos Wy = U, con o€ Us (G) talque f * p =
v
= o« % p , Por E) esta definicién es coherente. Adems la aplicacién f ——> W es sur

yectiva sobre MP(C ). Ahora bien, sean o y f como reciény sean g € -:}f}b’(d) y

B € uE’(G)taIes que g * P =/§ * f  entonces
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luego

W g™ Uuwp™ Uy Vg™ Wy W,

luego 1a correspondencia f ——> W es una represestacion irreducible de dimensidh p de HAq).

Ademds se verifica
4 ) v
(P, )= (8 % Prle) = (oL x Plle)= < p,<> =
= kTr. (U, ) = kTr.(Wy)
Este dltimo resultado, juntamente con G) y a) completan las hipétesis del primer teorema de
Godement VII. 2. 8..
&
Deseamos ahora caracterizar las funciones esféricas de altura 1 en grupos de Lie. Para eso

necesitamos el siguiente resultado previo:

VI, 3. 186 LEMA

Sea f € cﬂ(G) y t € G, lamemos Ff(s)=$f(0'sc"]?:)d6'
K=

La aplicacidn f —2 F; es continua en /é (G).

Debemos demostrar que para todo 5, € G y todo Indice mdltiple A= {- >\1, ces s )\n}

D;\‘ Fg ( &P (x) . s4) tiende a cero uniformemente en U, cuando f tiende a cero en (G).

Eligiendo el entorne U, suficientemente pequefo podemos dar un cubrimiento finito { Uj}, L K
. iFLhees

del compacto K talguesi & € Uj y x €& U,, podamos expresar los puntos

" 6 x 6t= P, o)s
con sj fijoy w(x, 0) analitica de Ug x Uj en Ug.

Sea ahora {rj }j=1 g una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {Uj} . Si
peses

ponemos fj(y) = f((f’(y)sJ-) podemos escribir

N

. k .
' Fe (Pxiso) = _Zl gK ry6 ) fwx, 6)) d@
1% .

Ahora resulta inmediatamente que D; Fe( (f’ {x) so) es una combinacibn lineal de términos de

la forma
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5 2
SK rj(tr)D}1 £ lwix, 6)),[71:?.}(» D wylx, 0’)] do

Ahora bien, si f tiende a 0 en la topologfa de ’é (G), por definicidn cada una de las fun-

ciones y—w D" £ (y) tiende uniformemente 2 0 en U  y por lo tanto también y — DU (w(x, 8))

tiende uniformemente a cero en Uy,xU de donde resultalo que queriamos demostrar. &

jn

Vi, 3. 17. TEOREMA

{
Sea Y € é é{(G). Son equivalentes las afirmaciones:

a) Y es proporcional a una funcién esférica de altu-

ra 1.

b) Y _es autovector detodo X, cgh &€ (u,é'(G).

a) =—> b) ¢ Si en B) delteorema VIIL. 3. 15. hacemos p = 1 serd dim V = 1 ypor

lo tanto, cualquiera sea <L ¢ Qté (G) valdrd

Xy (0= L& Y= A ¥

b) ==> a) : Por el teorema de Bernstein-Schwartz (VIL. 3. 5.) Y euqﬁ (G). Podemos
definir entonces FY(s) como en el lema anterior. Por VIL. 3. 16, la aplicacién’ Y — FY
es continua en /g (G) y podemos usar la férmula de Lcibniz de derivacién bajo la integral, es
decirsi <« € (78 (G)
(L x Fy)(s) = § (% ¥)(6 s 61)d6 =
K

- }\CA Y(6s6 H)do = N, Fols)
7Y
K
Ademds tendremos que,

Fl = ) Fo(T sThaz =) veTsz 6 azae-
K KxK

=Y ae § v (werse 2 do = Fyls)
K K

Por fin serd, para toda o € U (G)

<Py, oLy = < F;'.d> - <FY,<>ZE'>= (LT Fy)(e) =
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= )\;L"!FY(Q)
'y andlogamente
Cy,ay=<yhod=<v,oti>= (Lhryn)e -
= )\0\217 Y (e)

Es decir que Fy y Y son dos funciones analiticas que tienen proporcionales todas sus deri

vadas en el origen, luego son proporcionales. Es inmediato que Fy(e) = Y(t) y por lo tanto

Y(s) .. ¥Y(t) -
° ( =S Y s o’tt) do

Fy(s) =
Y Y (e) K

y si ponemos P (s) = Y(s)/ Y(e) serd
pis) Py = SK p s o t)de

ypor VIL 2. 11 § es funcibn esférica de altura 1.

VIL. 3. 18.- COROLARIO

Sea G un grupo de Lie compacto y conexo, v sea g(s)

una funcién central de G. Entonces, para que g seaca

rdcter es necesario y suficiente que sea autovector de todo

‘operador X4 con ol enélcentrode L (G).

Si ponemos K =.G y veamos que es un caso particular del teorema anterior. En efecto, decir
que g es central equivale por IV. 3. 4. aque g(s.t) = g(t.s) cualesquiera sean s,t € G
y-por VII, 1. 8. esto equivalea g=g § . Porotra parte, y con la misma demostracién que en"

VII. 1. 10. resulta que el centro de {U(G) es @(é(c
. &

ok doiietionoRoNeiel e
e RoRoRoloke X
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