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PREFACIO

En estas notas hacemos énfasis sobre la
relacién existente entre grupos de Lie y gru-
pos de transformaciones diferenciables. Sobre
geometrfa diferencial suponemos conocidas las
nociones de variedad, aplicacidn diferenciable
y campo de vectores. Agregamos un apéndice
sobre las nociones de categorfa y funtor.

La redaccién de los dos primeros capitu
los ha sido influifda por un trabajo de R.Palais
sobre G-espacios |11 ; en § 5.2 y § 5.3 mu
cho se debe a2 §S.Kobayashi and K.Nomizu [10] ,
y para el capitulo 7 S.Helgason [5 ha sido fre
cuentemente usado. Por supuesto, C.Chevalley
2] fué constantemente consultado.- L.a biblio-
grafifa orienta sobre las diversas fuentes.

Finalmente, quiero agradecer al Sr. J.
C.Merlo por su constante ayuda durante la re
-daccién de estas notas.

-

PHILIPPE TONDEUR

Buenos Aires, junio de 1964,
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CAPITULO 1. G - OBJETOS.

Los primeros dos pardgrafos de este capfias sou esenciales para todo el desarro
No posterior, mientras que 8 1.3 y 8 1.4 s6lu scrdn necesarios para la lectura de 8 2.2,

Para las nociones de categoria y tuntor, ver ol apéndice.

8 1.1. DEFINICION Y EJEMPLOS.

. 1/ :
Sea G ungrupoy X un objeto de una categoriz N\)., Designamos con Aut X

el grupo de las equivalencias en [X , X]

DEFINICION (1.1.1.)

Una operacién de G sobre X es un homomorfisino T)p: G —>» Aut X.

Con tales condiciones, X se llama un G-objeto con respecto a T

Diremos también que G opera sobre X mediante el homomorfismoB.

Ejemplo (1.1.2):

Un G-objeto en la categorfa Ens de los conjuntos es un conjunto X provisto
con un homomorfismo % : G —> Bij X, donde Bij X designa al grupo de las biyec
ciones de X. Tal homomorfismo puede definirse equivalentemente mediante una aplica

cién -que designamos con la misma letra G -

Gx X —> X
(g, x) ~o~or 75g (x)
que satisfaga:
= (3 € € X

B) To(x) = X , e identidadde G , x € X

La'relacién a) del ejemplo (1.1.2.) sugiere llamar operacién a izquierda "a una

operacidn el el sentido de (1.1.1.). Una operacidén a derecha de G sobre X serden




tonces un h_omomorfismo T: e — Aut X, donde G° _es el grupo opuesto de;' G,
ﬂes decir, aquél que tiene los mismos elementoes que G, y cuya multiplicacién es (gyg2 P=
= gogy . Entalcaso, X sellama un G°-objeto. En lo sucesivo utilizaremos la pala.-

bra operacién como sinénimo de operacién a izquierda, salvo mencién explicita en contra-

rio.

Ejemplo (1.1.3.):

Si G esungrupoyacada g € G le asignamos la correspondiente traslacién
. aizquierda de @G, designada con Lg y definida mediante Lg (’K ) = g '] , ¥ e G,
obtenemos una operacién (a izonierda) L : g A Lg, sobre el conjunto subyacente
_de G. Aﬁdlqgarg_ente, las traslaciones a derecha Rg, definidas mediante Rg'(y =% g, :

determinan una operacién a derecha sobre el conjunto subyacente de G.

Ejemplo (1.1.4.): ]

Sea f : G—> @G' un homomorfismo de grupos. f° determina una operacién

& de G sobreel conjunto subyacente de G!', definida mediante 'ég = ,L}, ()

g € G. Y andlogamente, se obtiene una operacién a derecha G~ mediante

T

Cg=RBp (g )

Ejemplo (1.1.5.):

Sea G ungrupo. Acada g € G le asignamos el automorfismo interior ".Tg in-
ducido por g, a saber "Jg(.X) = ga" g-l . Y € G. Entonces 7T: gfvvv\»"Jg

es una operacién de G sobre G.

Ejemplo (1.1.6.):

Si H es un subgrupo de un grupo G, la aplicacién GxH —>» G definida co
mo restriccién de la multiplicacibn G x G —> G, define una operacidn a derecha

‘G de H sobre el conjunto G, a saber, Z’h : g ~~»gh, h€ H g€ aG.

Ejemplo (1.1.7.):

Supongamos que el grupo G actia sobre el grupo G' mediante B : G .=~ Aut Gt

En el conjunto G' x G 1la multiplicacidén




(g, ¢y tugany) = (e} By led), grey) » 8% € G', g € G5 (1=12),

define una estructura de grupo; tal grupo se llama producto semidirecto, y sedesigna *

con G! Xp G. ’ b

Consideremos los homomorfismos:

j: G —> G' x5 G , con jg" = (g', e) ;
p: G'xegG —> G » con plghg) = g ;
s : G ——> G xe G , con sl(g) = (e, g) ; R

donde g,e € G , g',e' € G' ; e, e' identidades.
Llamando G! Xoo G =P , €s inmediato comprobar que la sucesién o ﬁ
(*) e —> @' —s> p —P5 g — o H

es exacta (es decir, la imdgen de cada homomorfismo coincide con el niicleo del siguiente): °-

y ademds se cumple pos = 1lg .

y -

Reciprocamente, cada sucesién exacta del tipo (*) -ahora, cor; P dado aprior%j
y un homomorfismo s: G—> P quecumple pos = 15 -tal s se 1lama una des#_‘-..“
composicién de la sucesidén (*) - define una operacién B : G —> Aut G' de G en G, ‘ :
de la manera siguiente: si T : g ~ > g (el g es la restriccién a G' del autOm(')r;:.;%

fismo interior de P determinado por s(g).

En definitiva, concluimos que el conjunto de los G-grupos estd en corres;iondenc‘:ia_“_._

biunivoca con las sucesiones exactas (¥) que poseen una descomposicidn.

En este curso, consideraremos solamente categorias .}(7 cuyos objetos poseenr un
conjunto subyacente y cuyos morfismos son aplicaciones de los conjuntos subyacentes. En

forma precisa, esto significa que existe un functor

V:.K)-———>Ens

que puede pensarse como aquél que para cada objeto de J: hace "olvidar" su estructura
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adicional y considera un morfismo como aplicacién, considerdndolo sé6lo como su conjunto

subyacente.

Para evitar constantes repeticiones, haremos uso de la siguiente convencién en lo su
cesivo: (1.1,8. ). Para cada objeto X de una categorfa 5L, designaremos también con X

a su conjunto subyacente VX,

Una operacién del grupo G sobre el objeto X define una operacién sobre su con-

junto subyacente. Mds generalmente:

PROPOSICION (1.1.9.):

Sea F:6—= J6' un funtor covariante de la categorfa JG en la categorfa G,

Una operacién del grupo G en X € J6 induce una operacidn bien definida en

FX € X'

Demostracién: F define un homomorfismo Aut X —>» Aut FX. ‘Mediante
composicién con el homomorfismo dado G —> Aut X obtenemos un homomor

fismo G -—» Aut FX, que es la operacién buscada. 2

Observacién (1.1,10,):
Si en una categorfa .K; sélo congideramos como morfismo a las equivalencias, obte
nemos una nueva categoria JGiso . Evidentemente, la anterior proposicién conserva su

. !
validez si damos solamente un funtor F : Kliso —> K’iso'

. t . .
Si F1 JO — [0 es un funtor contravariante, una operacién (a izquierda)de G
spbre X induce una operacidén a derecha de G sobre FZX, y una operacién a derecha

de G sobre X induce una operacién (a izquierda)de G sobre FX.

Ejemplo (1.1.11.):

Consideremos el funtor P: Ens —% Ens quehace corresponder a cada con-
junto X. el conjunto PX de sus subconjuntos, y a cada aplicacién X — X' la aplica

cion inducida PX — PX' de subconjuntos. Sea X un G-conjunto; en tal caso,

i
]
4
4
i
E
s
)



por (1.1.9.), PX esun G-conjunto.

El funtor P-1 : Ens —> Ens, que tiene el mismo efecto sobre los objetos que
P, pero que a cada aplicacién P: X —> X' le asigna r -l: PX' —> PX (imdge-

nes inversas de subconjuntos), transforma cada G-conjunto X en un G°-conjunto PX.

Ejemplo (1.1.12.):

Sea R un objeto fijo de la categorfa JO. Elfuntor contravariante nk . .K)—>Ens,

definido por:

n® (%) - [X,R] -, x € A

R (P) (£) = 0 ¢ ” i € grx',R] R C. X — X%,

da para cada operacién (a izquierda)de G sobre X, una operacién a derecha ae G so
bre el conjunto [X , R] . 81 C:G —> Aut X esla operacidn duada, desiznuinu

TC*¥: ¢ — Bij [X, R] a la inducida.

Ejemplo (1.1.13.}):
Sea /\ un anillo y A:Wf: la categorfa de los /\ -médulos a izquierda. Un G-

médulo X estd definido por una operacién de G sobre X por aplicaciones /\-linea-
les, es decir, una representacién de G sobre X en el sentido usual. En virtud de

(1.1.9.), tal representacién induce una operacién de G scbre el conjunto de submédu-

los de X.

Teniendo en cuenta nuestra convencién (1.1.8.), iiene sentido hablar de un elemen

to de un objeto X, a saber, un elemente dcl conjunto subyvacente de X.

DEFINICION (1.1.14),

Un elemento x del G-objeto X sc llama invariante (o G-invarian-

te) cuando x es fijo bajo cualquier transformacidn < g, es decir,
Gg(x) = x paratodo g € G. Un subconjunto M C X se ilama
{invariante si es un elemento invariante de PX con la G-operacién

inducida (ef. Ej.(1.1.11.), es decir, si ?;g(M) C M para todo g€ G
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Ejercicio (1.1.15) \
| Sean X y X' G@G-objetos de JC con respecto a ‘6‘: a—> AutX y

'E': G —P Aut X' respectivamente,.

| :

Entonces G'g(@)- 'Z;‘go 2 'Gg'l » £ € G, P X =—> X!, define
una operacién G =——> '[X ) X']' ((1.1.12,) es un caso particular de esta situaci¢n, si
consideramos la G:-eperaeidn trivial sobre X'). Mostrar que existe un funtor que induce

esta operacidn, segin la proposieién (1,1.8.)

RS LEL LD L

8 1.2. MORFISMOS EQUIVARIANTES.

Sean G y G' grupos y ./ﬁ una categoria. Sea X un G-objeto de~K) con res-
R ]
pecto a ’6 : G—» Aut X,y X' un G'objeto de .K) con respecto a g: G! —>»

- Aut X'.

DEFINICION (1.2.1.)

Un morfismo f -equivariante ‘P: X — X! con respecto al

homomorfismo Jo: G —» G' es un morfismo P : X —s Xt

de }<> tal que el diagrama

‘conmuta para todo g € G. En particular, si G=G' y f = 1g,

diremos simplemente que P es equivariante.

Ejemplo (1.2.2.):
Sea X un G-conjuntoy X' un G'-conjunto con las operaciones dadas en (1.1.2.).

Entonces una aplicacién P 1 X—» X! es f -equivariante 8iy sélo si el diagram
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[

GxX——=»X
fxpl 1@
Glx X!il.xl

conmuta.

Ejemplo (1.2.3.):
Sea f : G—> G' un homomorfismo de grupos. Si G y G' operan sobresf{
mismos por traslaciones a. izquierda (ef. (1.1.3.)), entonces la aplicacién Y.¢ -G

es f -equivariante si y sélo si

Cigrea) = Py (p(gg).

En particular, P mismo, por ser un homomorfismo, es un ejemplo de una aplica

cién f -equivariante con respecto a traslaciones a izquierda.

Si en cambio consideramos las operaciones de G y G' en sI mismos dadas por

automorfismos interiores (ef. (1.1.5.)), entonces paratodo g € G .el diagrama

conmuta, es'decir, f es f -equivariante.

Ejemplo (1.2.4.):

Consideremos la operacién a derecha del subgrupo H de G, como en (1.1.6.).
Entonces un homomorfismo f’ : G—> G tal que f (H) C H es fP/H-equi-

variante, donde f/H designa la restriccién de f a H. En efecto,

JO

G————»G

Rhl . lﬁfm)

G ——>G

. °
* conmuta, por ser- f(gh) = F) 7w ., £2€ G, h € H.
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Pjemplo (1.2.5.):
Toda traslacién a derecha de un grupo G es una aplicacién equivariante del G-

conjunto G definido por las traslaciones a izquierda. Esto es precisamente la ley de

asociatividad de G.

Ejemplo (1.2.6.):

Si %?: G —™ Aut X es una operaciénde G sobre X, entonces para cada
g € G, la aplicacién ’Z;g : X—> X es €‘Jg - equivariante. En efecto, el diagra

ma

conmuta, por ser Gg 'Z?y‘ = Z;gqﬁ g-1 ’Z;g

Ejemplo (1.2.7.):
Sea X un G-conjunto. Para cada elemento fijo x, € X , p(g) = 'Eg(xo)

define una aplicacién: p: G —> X. §Si consideramos la operacibnde G sobre G

definida por traslaciones a izquierda, entonces p es una aplicacién equivariante.

Si X, X', X" son G, G! G" - objetos respectivamente,’ f : G— G' y
f': G'—> G'" homomorfismos, y ¥Y: X—> X', {!: X! —> X" mor-
fismos f, §'-equivariantes respectivamente, entonces So'o ¥ es un morfismo

[ N
f °f -equivariante.

En efecto el diagrama
X
% l
X

conmuta por conmutar cada uno de los diagramas ''cuadrados" que lo constituyen.

‘Xl Pl -:XII

P
» lg?(g) | 17’?% P ()
_L-Xl .__'P_>X||

A consecuencia de estas consideraciones, la definicién siguiente tiene sentido:
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DEFINICION (1.2.8.).
Sea G un grupoy ,_K) una categorfa . La categoria LKJG es aque-
lla cuyos objetos son los G-objetos de 56 y cuyos ‘morfismos SO:n

los morfismos equivariantes de .K) .

Como complemento de la proposicién (1.1.9.), tenemos:

PROPOSICION (1.2.9.):

| Sea F: H, —> ‘K,l un funtor covariante, sean X y x! G, G'-objetos
de SG , respectivamente, f: G —» G' unhomomorﬁsmo’, y P:x—Xx1.
un morfismo f’ -equivariante. Consideremt;s la operacidén-natural inducida en FX
y FX!'. Entonces F((P): FX —>= FX' es f -equivariante con respecto a
esas operaciones. Para cada grupo G fijo, queda definido en particular una ex-

tensidén de la aplicacién de la proposicién (1.1.9.), que transforma G-objetos de

/ /
ff, en G-objetos de K , @un funtor FG: K C—s \K>G

Demostracién: El diagrama conmutativo

se transforma por F en el diagrama commutativo

. F(¥)
FX—>» FX!
Gy F( Gp(g)
e)

F(Bg)— > FX!

lo cual prueba la _f’ -equivariareia de F( ©) con respecto a las operaciones indu

cidas sobre FX y FZX'. Elresto es obvio, ®




PROPOSICION (1.2.10):

Si un morfismo equivariante P : X —> X' en ff)G ‘es una equivalencia en ‘K:,
entonces su inverso 4 : X' —> X es también equivariante. Es decir, P: X=-» X1

es una equivalencia en .K)G.

Demostracién: Recordamos que €l hecho que ¥ esuna equivalencia en .fﬁ sig-

nifica que existe ¥ tal que #¥ = x ¥ SO'Z,L = 1y

Consideremos el diagrama:
1

X
o A=
X xi— % X x
ﬁ’g‘l l@é@) Jfg
X x— % ox
- w
1x

¥

s ® s

.

El diagrama (1) conmuta por hipStesis, y también conmuta, obviamente, el
diagrama exterior. Estos hechos implican que

-

t
de lo cual, multiplicando por "{- a derecha se obtiene
]
Te¥ - ULy

relacién que expresa la conmutatividad de @
]

Existe un funtor candnico V: %G —> J{) consistente en "olvidar" la estruc
tura impuesta por 1a G-operacién (andlogo al funtor V :.K) —== Ens considerado an-
tes, pero ahora V sélo olvida la estructura de la G-operacién, y no las posibles otras
estructuras sobre objetos de K ). Por otra parte, podemos definir de manera natural un

funtor ("inyeccidn")

I:.K)'—"’J%G,

considerando en cada objeto X de f(, la operacidn trivial 'Z;’: G —> lx € Aut X,
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De tal manera, fG puede considerarse como una subcategoria de -JL() G.

En consecuencia tiene sentido hablar de morfismos equivariantes ‘lo : X — R,
donde X es un G-objeto de fﬁ y R un objeto arbitrario de \/G . A una aplicacién

tal la Ilamaremos un morfismo invariante. Mds precisamente:
DEFINICION (1.2.11.).
Sea X un G-objeto de f(; y R un objeto de JL)) . El morfis-
mo P: X —> R se llama jnvariante cuando paracada g € G
el siguiente diagrama conmuta:

'@gléR

PROPOSICION (1.2.12.):

Sea X un G-conjunto, X' un G'-conjunto, y ¥P: X —> X' una aplicacién
_f’-equivariante con respecto al homomorfismo f: G—>» G'. Si x € X es

G-invariante, entonces (P (x) es f (G)-invariante.

]
Demostracion: Basta notar que ?;Jo (2) (P(x)) = (P( 6°g (x)) = SO (x), en vir-
tud de que ng(x) = X .
w
Como consecuencia, resulta que subconjuntos G-invariantes de X se transforman

en subconjuntos f (G) -invariantes de X'.

Ejercicio (1.2.13):

‘K)G puede ser considerada como una categoria de funtores (interprétese G como
una categoria comsisiente en un tnico objeto, y con morfismos g, para g € G, defini

dos por la ley de composicién natural). Entonces morfismos equivariantes son transfor-

maciones naturales. El1 funtor FG de (1.2.9.) es el funior candnico inducido por

F entre las correspondientes categorfas de funtores.
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Ejercicio (1.2.14.):

5i X y X' son G-ijetos de c,% , el conjunto de morfismos de X en X es,

segin {1.1,15.), un G-conjunto. Loés elémentos invariantes bajo tal operacién son los

morfismos equivariantes X = X!'. En particular, los morfismo invariantes X-—> R,

donde R es un objeto de J’G , son los elementos invariantes bajo la operacidn defini

daen (1.1,12,).

g1.3.

Fededkesfe Rk ok

ORBITAS.

Para simplificar el tratamiento consideraremos solamente el caso de G-conjuntos,

en vez del mds general de G-objetos.

DEFINICION (1.3.1.).
Sea X un G-conjunto. La érbita (o G-6rbita) 4L (x; de x€ X

es el conjunto L (x) = {Eg(x) | g € G} .

LEMA (1.3.2.).

Las 6rbitas forman una particién de X.

Demostracién: Es obvio que el conjunto de 6rbitas cubre a X, Solamente resta

probar quesi x, x' € X y £ (x) N N (x') #¥ P, entonces £ (x) =

= ) (x').

‘En efecto, supongamos que.. y € L)L (x)M\ L (x!'); esto.significa que existen

g, g -E G tales que
Teglx) =y = Ggl(xl).

Sea 2z € () (x) ; entonces para algﬁn. g" € G serd z= 'z;"g"(x) =
= Eéi' rC;g:'l (Y) = 'z;g" —_f@g—l %’g,(x'_) = ’Eg_"g'l g'(x') , lo cual

implica z € () (x'). Esdecir 0 (x) C Oo(x').
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La simetrfa del razonamiento asegura la tesis.
aQ

Designaremos con X/G al gonjunto de las 6rbitags , es decir, al conjunto cocien

te obtenido a partir de X identificando entre sf los puntos de cada 6rbita; sea ademds

o

/”‘X : X —» X/G la aplicacién candnica.

LEMA (1.3.3.).

v x es invariante.

Demostracién: La tesis expresa que "ﬂ)X( B’g (x)) = fﬂ;{ (x), ytal igualdad es

cierta por constituir las drbitas una particién de X.
’ ]

Consideremos ahora el diagrama

X
m‘l R
X

Cyet

donde R es un conjunto cualquiera y Y una gplicacidn. La aplicacién compuesta

/G

Yo . x ° X —> R serd también invariante. La reciproca de tal afirmacién es también

verdadera:

LEMA (1.3.4.).
Sea X un G-conjunto, R un conjunto arbitrario, y Y: x—> R unaapli-

O_.YsiY
cacién invariante. Entonces existe una dnica & : X/G —> R tal que Y= "X'

Demostracién: Que ‘P es invariante significa que paratodo g € G es p°2’)‘g= tg.

es decir ¥ (?:cg(x)) = Yx), x € X. Sifijamos x y variamos g, vemos

que ¥ toma valor constante en cada 6rbita, por lo cual induce la aplicacién L

Tal % es dnica, pues si existieran 'Z"'l s 142 tales que 'zl»l ° ,TrX = ?+2°{T|_‘X, '
[

el hecho que ‘. x es suryectivo implica 1}—1 = Yy &

En consecuencia, hemos probado: .
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PROPOSICION {1.3.5.):

Sea X un G-conjunto; fl_lJX : X —> X/G la aplicacién natural en el conjunto

de sus Orbitas, y R un conjunto arbitrario. Entonces la aplicacién

EX/G ’ R] - |:X‘ R]inv

que transforma cada aplicacién QI‘: X/G —» R en una aplicacién invariante

UoTW: X—>» R, es biyectiva,

La propiedad enunciada en la broposicidn es una propiedad universal, en el sentido

que caracteriza a X/G, salvo una biyeccién candnica.

En forma precisa:

PROPOSICION (1. 3.86. ):

Dados Y (i= 1,2) y ; : X —> Y;, silas aplicaciones bvi, R] —>

LX s R:] definidas por composicién con qr i son biyecciones, entonces existe
una Gnica biyeccién G : Y, —> Y, tal que To T(l = ’lTJz
Demostracién:

Puesto que Y; e Yy cumplen ambos la propiedad universal, e-

xisten aplicaciones & y (7 tales que los diagramas

ATERAN

conmutan. Entonces, también es conmutativo el diagrama

X
. Tt
“1/ \\‘_1
Yl G Yl
En virtud de la unicidad, debe ser 0T = 1y 1 Con un razonamiento andlogo re
sulta Go G = 1 el

Yy, » Y en consecuencia O es una biyeccién. ]
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El hecho que (1.3.5.) es una propiedad universal de X/G permite definir X/G A
en cualquier categoria; claro e'sté, previamente habria que demostrar la existencia de tal

drbita-objeto.

PROPOSICION (1.3.7.):,

Sea X un G-conjunto, X' un G'-conjunto, f: G —» G' un homomorfis-

mo, y w: X —> X' una aplicacién F -equivariante. Entonces existe una uni

ca aplicacién

% : X/G—> X'/G!

tal que el siguiente diagrama conmuta:

X L X
4

X/G — X'/G!

Demostracién: Sdélo hay que probar que (WX' e \P es invariante, puesto que u-
na vez establecido eso, la propiedad universal (1.3.6.) asegura la tesis,

Se tiene:

(,-IT)X|O{P)O g’

g

fﬂ’x.o(%@g) = rer‘°(’gP(g)°\0)
(’IT’XIoT;f(g)“YJ = fTrxlolp ’

+ donde la dltima igualdad estd asegurada por el hecho de ser /IT’ Xt invariante.
Entonces /T x1° @ es invariante. ¥ queda definido como la factorizacion de
fﬁ‘x'op por X/G ‘-:E"

Esta proposicién muestra que existe una correspondencia funtorial

/G : Ens® —> Ens

mediante




El funtor /G se llama funtor divisién por G.

Ejemplo (1.3.8.):

Sea G ungrupocy H un subgrupo que actia sobre G por traslaciones a derecha
(cf. (1.1.6)). "En tal caso el conjunto de 6rbitas G/H es simplemente el conjunto cocien

te, cuyos elementos son las clases izquierdas mddulo H.

Andlogamente, sea H' un subgrupo de otro grupo G', y G'/H' el respectivo conjunto

de drbitas.

Sea ademds ¥ : G —> G' una aplicaciéntalque ¥ (H) C H' y Y (gn) =
= Sa(g;‘ﬁ'slo (h), g€ G , h € H. Entonces £ es ¢/H-equivariante.

o~
Por consiguiente, segin (1.3.7.), existe una dnica ' que hace conmutativo al diagra

ma
G b G'
S
G/H—Y » aym

En el caso par:ticulér en que ¥ seaun homomorfismo, y H y H' sean subgru

~
pos normales, P resulta ser el homomorfismo inducido en los grupos cocientes.

Consideremos ahora un grupo fijo G. Cada aplicacién equivariante ¥ : X —> X!

o~
induce una dnica aplicacién ¥ : X/G —> X'/G , en virtud de (1.3.7.). Obtene

mos asi un funtor covariante B: EnsG — Ens , definido mediante

B(X) = X/G¢ , B(¥Y) =¥

Una consecuencia inmediata es que una equivalencia ¥ : X —> X' en Ens® in

i
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duce una biyeccién Y : X/G —= X'/G en Ens.

La definicién de drbita de un punto de un G-conjunto X se extiende.para cual -

quier parte M C X mediante

oo - {'Gg(x) | ece . x e mf
es decir, la 6rbita de M es la unién de las 6rbitas que intersecan " M.

Entonces queda definida una aplicacién

L : PX —= PX

que, como se ve inmediatamente, es
- ’T-l aw
-()- - [ X (] ”X

En particular M es invariante siy sélo si 2. (M) = M. Las 6rbitas de puntos

son los conjuntos invariantes minimales.
Dedicaremos la iltima parte de este pardgrafo a la nocién de grupos de isotropia.

DEFINICION (1.3.9.).
Sea X un G-conjuntoy x € X. El conjunto Gx={g€ G |g°g(x)=X}

se llama grupeo de isotropifa de x .

Es sencillo comprobar que Gy es efectivamente un subgrupo de G.

La proposicién siguiente describe como varfa G, al variar el elemento x.

PROPOSICION (1.3.10.):

Ggy = gGx g™l (= Jg(Gy) ., g €G, x€ X

gx

Demostracién : Sea h € Gy , esdecir hx = x , donde para simplificar la

notacién escribimos h enlugarde Op. Entonces
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(ghg™!) (gx) = ghx = gx ,

39 cuasd implica )

gG, g'1 C Ggx

Adem4s, como g (gx) = x , el mismo argumento prueba que g'ngxg C Gy.
1]

Entonces, si llamamos SG al conjunto de los subgrupos de G, hemos definido u-

na aplicacién
Y: x — sa ,

definida por ©x) = Gy , x € X, lacual, por (1.3. 10.) hace conmutativo al dia -

grama

p

X ——— 5G

N

X — —» SG

es decir @ es equivariante. Por consiguiente, segin (1.3.7.), ¥ induce una aplicacién

~

Y : x/G — SG/G

que a cada 6rbita de x hace corresponder una clase de subgrupos conjugados de G ; si

n
fﬁ’x(x) es la 6rbita de x, entonces P (’ﬂi( (x)) se llama el tipo de 6rbita de ’lT'X(x).

Veamos algunos casos particulares.

'Sea { e} la clase de subgrupos conjugados consistente en la identidad e € G,
y sea ) (x5) de tipo de érbita 5e} . Entonces para cada x € () (xp5) existe un dni-
co g € G talque gxo = x. Puesto que si existiera otro g' talque gxg = g'xp ,

o sea g'-lgxo = xo esto implica g'-lg = e , esdecir g'= g.

Sien cambio Q (xo) es detipodedrbita G y x € €L (x5), entonces cada ele
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mento de G deja x fijo, esdecir x es G-invariante, y por lo tanto () (x,) = xq.

En otras palabras, los puntos fijos son las Grbitar e tipo de Srbita G.

Ejemplo (1.3.11.): N

Sea GL (n, R) el grupo lineal general ; sus elementos son matrices nxn con

elementos redles y determinante no nulo.

Tal grupo opera sobre R" conla multiplicacién matricial ordinarioc. El origen

{o} y su complemento R"- {0} son las drbitas.
El grupo de isotropia de {o} es GL(n, R).

Ejemplo (1.3.12.):

Sea O(n, R) el subgrupo de GL(n, R) constitufdo por las matrices ortogona-

les.

Las Of{n, IR)-6rbitas de R" son las esferas de radio con centro en el origen .

El grupo de isotropfa decada x ¥ 0 esisomorfoa O(n-1, R).

Ejemplo (1.3.13):

Sea @ V o el plano complejo @ con el punto del infinito adicionado, es decir,
la esfera de Riemann.

+ b
El conjunto de transformaciones del tipo z m%a , con a, b,c,d € C

y ad - be # 0 es un grupo que opera sobre € \J @ .

Puesto que, segin se puede probar, para cada par de puntos de @ \/ @ exista u-
na transformacién del tipo mencionado que transforma uno en el otro, resulti que hay u

na s6la S6rbita : la 6rbita de cada punto es la totalidad de la  esfera de Riemann,

Ejemplo (1.3.14.):

Sea la operacién de un grupo G sobre sf mismo por automorfismos interiores. Los

puntos fijus son los elementos del centro CG . Hemos ya considerado la G-operacién




- 24 -

inducida en €l conjunto SG de subgrupos. de G. La drbita de cada subgrupo es su cla
se de subgrupos conjugados. Por cbnsiguiente los puntos fijos de la operacién son los

subgrupos invariantes de G.

Por dltimo, veamos cudl es el efecto de una aplicacién equivariante en los grupos de

isotropfa:

PROPOSICION (1.3.15):

Sea X un G-conjunto, X' un G'-conjunto , f: G —> G' un homomorfismo,

y ‘P: X —> X' una aplicacién f-equivariante. Entonces f(Gx) C G'g&(x)-

Demostracién: Sea g € G, , esdecir gx = x. Entonces f(g)()o(x) =

= Y@x = ¥,  esdecir Fflg) € Glyy,

Ejercicio (1.3.16.):

m

Es sencillo comprobar que la aplicacién (L = ,WX o iy

PX —> PX defini
da mds arriba satisface las siguienies relaciones:

a) O =6

b) M C (M),

c) QM) = oM,

) o Ump = U o)
A A

Entonces () es un operador de Kuratovski en X que define una topologfa en

X mediante la relacién: M C X es cerradosiysdlosi 42 (M) = M.

Esto sigue siendo cierto si consideramos cualquier relacidn de equivalencia R en
. . N . . _ f'\’—l —~
X -no necesariamente definida por un grupo G - y la aplicacién L = "] x © M

PX — - PX , donde ’TI;( : X —> X/R esla aplicacién canénica,

Mds generalmente, probar que si R C X x X es una relacién en un conjunto X,

el operador de saturacién ) : PX —> PX definido por JSL (M) = } y € X|(x,y)€

€ R paraalgin X € M} satisface las propiedades a), b), ¢), d) siy s6losi R




es reflexiva y transitiva.

Ejercicio (1.3.17.):

Considérese la topologfa definida en el ejercicio anterior en un conjunto X por una-

relacién de equivalencia R. Probar que

a) M C X escerradosiysdlosi M es una unién de clases de equivalencia;

b) M C X escerradosiysélosi M es abierto.

Ademds, encontrar las condiciones a imponer sobre X/R de manera que para la

topologfa en cuestién X satisfaga:

a) el segundo axioma de numerabilidad ;
b) sea compacto ;
c) sea conexo

Ejercicio (1.3.18.):

Sea X ‘un G-conjunto, R unconjuntoy ¥ : X -——» R una aplicacién. Sea
X provisto con la topologfa del ejercicio (1.3.16) y R con la topologfa discreta.

Entonces ¥ es invariante si y s6lo si ¥ es continua.

seksiesdeleieokkg

§1.4. PROPIEDADES PARTICULARES DE LOS G-CONJUNTOS.

Sea X un G-conjunto, definido mediante T: g — Bij X. Sea e laidenti.

dad de GQG.

DEFINICION (1.4.1.).

w -
La operacién O se llama efectiva cuando T es inyectiva, es de

3
. x> .
cir Ker ¢ = 5 e |

Notemos que los elementos de Ker 'G’ son los contenidos en todos los grupos de




-26-

isotropla, es decir,

Kerz;’= m(}x ’

Observemos también que si ’6 no es efectiva, entonces existe una factorizacién
~J
‘C a través de G/Ker T

G&‘
Bij X
G/KerE”~ 0

. AN\
y G/Ker G opera en forma efectiva sobre X mediante O

Ejemplo (1.4.2.):
Si el grupo G opera sobre sf mismo por automorfismos interiores ‘Jg , enton-

ces Ker 7 = CG , donde CG es el centro de G.

DEFINICION (1. 4. 3. ).
La operacién & se llama lbre cuando Gg(x) = x para algin

x € X implica g = e.

Evidentemente, toda operacién libre es efectiva, La locucién 'libre' proviene del
hecho que tal operacién es 'libre de puntos fijos'' ; mds exactamente, si g ¥ e, enton-
ces Z;’g no tiene puntos fijos. Para cada x € X, el grupo de isotropfa se reduce a la
identidad : Gy = {e} . Cuando G es libre, el G-conjunio X se suele llamar un

G-conjunto principal.

Ejemplo (1.4.4.):
Laa operacibnde G sobre G por traslaciones a izquierda, es libre. Si H es
un subgrupo de G que opera sobre G por traslaciones a derecha, entonces la opera-

cién es también libre. Las Orbitas constituyen el conjunto  G/H.

T




DEFINICION (1.4.5.).

La operacién 7 se llama transitiva cuando para cada par xj,x9 € X
existe g € G tal que 'ng (x1) = xg . Siparacada par xj, x3 el
elemento g que cumple tal condicién es dnico, la operacién se 1llama

simplemente transitiva.

-

Toda operacién simplemente transitiva es libre, puesto que 'Gg x = x , teniendo
en cuenta que '(fex = x, implica g = e.

Reciprocamente, una operacién libre es simplemente transitiva en cada 6rbita, pues-

-1
to que si g1%x:.= g2% , entonces X = gy g; = e , Oosea g; = g2.

La definicidn de operacidn transitiva puede expresarse también asf: existeun x, € X

'

tal que L (x,) = X. En otras palabras, X es la 6rbita de cada uno de sus elementos.

Entonces X/G es un punto. Esta propiedad permite definir transitividad de una G-opera-

cién en cualquier categorfa, pero para eso es previo definir la nocién de punto.

DEFINICION (1.4.86.).

Un G-conjunto X se llama homogéneo cuando G opera transitivamen

te sobre X.

Asi, cada operacidnde G en X define una operacién transitiva sobre cada G-6r

bita, convirtiéndola en un espacio homogéneo.

Por ejemplo, la superficie esférica unitaria Sn'1 de R"™ esun espacio homogéneo
respeciode O(n, R); y el disco unitariode @ 1lo es también respecto a los holomorifis

mos,

Un ejemplo fundamental de  G-conjunto homogéneo, fundamental en el sentido que el

lema (1.4.7.) explicitard, es el siguiente:

Sea H unsubgrupode G, y G/H el conjunto cociente de la operacidn de H

a la derecha. Definimos
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‘

Gy G —» Bij (G/H)
mediautz

Oy (gad = Yen , Y€ G.

! Funmoz gue GJH  es un G-conjunto homogéneo, es decir 0’ es transitiva, Hay
que ver gus avs ocpda par gH, g'H  existe }’ € G talque G'y (gH) = g'H ; para

- . . A - ' -
elio, hasta slegis 5" = g'g 1

Veremos ahora que todo G-conjunto homogéneo X puede considerarse como un
cago particulsr del fliimamente descripto, es decir existe un subgrupo H de G y una bi

yeccidn equiverisnte ¥ : g/H — X.

PROPOSICIGN {1.4.7.)%

Sea X un G-conjunto homogéneo, x, € X un elemento fijo, y H= Gy, - Sea

‘?: G/H —» X definida mediante ')a(gH) = gxo . Entonces P es equiva -

viante y biyectivo, es decir, una equivalencia.

Demostracién:

; a) El diagrama @
53 G/H——> X

T

G/H—F— »X

conmuta, porque

(Gy o ¥)gH)
(Fo 09) (gn)

Bplax) = (BpOgrtxo)
P(rem = Gpgx)

y G es un homomorfismo.

"

Entonces &0 es equivariante.

b) Por ser X homogéneo, Y es suryectivo.

c) l\(J(qu) = @(ng) significa g%y = g9%,, es decir g-zlgl € Hosea g, €¢g
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lo cual implica g'lH C ggH . Por.tratarse de una particidn, ‘resulta giH =

= gaH . En consecuencia, ‘P es inyectivo, ]
]

Estudiaremos ahora la efectividad de una operacién sobre un conjunto homogéneo. En

virtud de la proposicién anterior, podemos suponer, sin perder generalidad, que tal conjunto

es deltipo G/H, donde H es algin subgrupo de G.

Sea pues la operacidén transitiva ya definida

0: G — Bij (G/H).
Sundcleo K = Ker §© es la interseccién de todos los grupos de sotropfa. El gru
po de isotropia del elemento gH € G/H es por definicién el conjunto de Y € G ta-
les que 0“7‘ (gH) = gH , es decir }"gH = gH. Tales j/' son precisamente los de la

forma ¥ = ghg-l, para h € H. Entonces

K = Ker 07 = m gHg-1

g€ G
Esto prueba, en particular, que la interseccién que aparece en la férmula es un sub-
grupo invariante de G, ‘puesto que asflo es K por ser un nicleo. Indicaremos con |
K =<3 G el hecho de ser K un subgrupo invariante de G. Se cumple ademds K C H;

basta considerar g = e en laltima férmula .

Sea ahora L un subgrupo cualquierade G quecumple L <G y L C H.

Puesto que paracada g € G se cumple
L= gLgt! ¢ guglt ,
resulta L C K. En consecuencia, hemos probado:

PROPOSICION (1.4.8.):

Sea G ungrupo, y H un subgrupo del mismo. Entonces existe el mayor sub-

grupo invariante de G contenido en H, a saber, el nicleo de la oper;}cidn
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G -—» Bij.(G/H) , y tal subgrupo invariante médximo coincide con m gH g
ge G
CORCLARIO (1.4.9.):
G opera efectivamente sobre G/H sfy.sélo si el dnico subgrupo invariante de G

contenidoen H es {e} .

Ejercicio (1.4. iO. )

Estudiar el efecto de la ele ccién del punto € X enla proposicién (1.4.7.). Es

X0
decir, estudiar cudl es la relacién entre las diferentes equivalenciar obtenidas cuando se
varfa x,. N

sokokdkkokok

ok
%*
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CAPITULO U ‘G - ESPACIOS .

La lectura de este capitulo puede ser omitida sin que esto éuporiga perjuicio..para. la

comprension de log siguientes.

8 2.1.

DEFINICION Y EJEMPLOS.

DEFINICION (2.1.1.).

Un grupo togldg' ico G es un grupo que es un espacio topolégico tal

que las aplicaéiones N
a) G x G —» G , definida mediante (gj, g3) ~~~rg183, 'y
b) G —> G , definida mediante g~~-»g !, son continuas.

DEFINICION (2.1.2.).
Sea G un grupo topolégico. Un G-espacio X es un espacio top61_<_5 .
gico que es un  G-conjunto, y ademds la aplicacién G x X —> X

definida por la operacién de G sobre X es contihua.

Un caso paticular de G-espacio que nos interesa especialmente es aquél en que

X = G,y G operapor traslaciones a izquierda.

fismo..

DEFINICION (2.1.3.).
Un homomorfismo f : G —> G' de grupos topolégicos es un'ﬁg

momorfismo de grupos que ademés es continuo.

Sea ahora X un G-espacio, X' un G'-espacioy [ : G —> G' unhomomor

DEFINICION (2.1.4.).

Una aplicacidén ‘P : X —» X' sellama f -equivariante cuando

\P es f’ ~equivariante entre los G-conjuntos X,X', y ademds es
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continua,

Observemos que si ¥ es [ -equivariante, el diagrama

GxX—> X

*'rxsol jgp

GxX'—— X!

es conmutativo, y f‘x ¥Y  resulta también contfnua por la propiedad universal de la topo-

logla v'producto.

Ejercicio (2.1.5.):

Sea X un espacio topoldégicoy G = Aut X el grupo de homeomorfismo de X en

sf mismo.

3

Para dar sentido a la proposicién "X es un G-espacio", es necesario dar una topo

logfaen G; pof ejemplo, la.topologla discreta en G conviertea X enun G-espa-

cio.

Si X es localmente compacto, se prueba que la topologla compacta-abierta en G

es una solucién del problema.

Skl

8 2.2. ESPACIO DE ORBITAS.

Sea G un grupo topoldgicoy X un G-espacio. La topologfa cociente en el conjun

to de 6rbitas X/G es la mds fina que hace a ‘Il : X —> X/G contfhua.

DEFINICION (2.2.1.).

El espacio de érbitas X/G es el conjunto de 6rbitas con la topologia .

cociente.

)
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PROPOSICION (2.2.2.):

La aplicacién canénica |} x ¢ X —> X/G es abierta. La topologfa de X/G es

la inica que hace a fer continua y abierta.

Demostracién:

a) Sea M un abiertode X. Como ?fg : X —>» X es un homeomorfismo
(puesto que (?;g);-l = (bog'l es contihua), '(?g (M) serd abierto, y por lo
tanto también lo es la unién

. _ r'*-’-‘l e
L J Gg(M) = (M) = (Tix o Mx) (M).
gE€EG .
Por la definicidn de la topologfa cociente esto implica que I. < (M) es abierta.

Esto prueba que . x €s abierta.

b) Sea X un espacio topoldgico, Y un conjunto, y M: X —> Y una apli-
cacién. Veremos que dos topologfas T; y Ty en Y tales que ambas

a

hacen continua y abierta a KIT R deben coincidir.

En efecto, si O esun T -abierto de Y, ’lT;l(O) serd abiertoen X~

'y A (1)) = O serd Tg -abiertoen Y. .
®

Ejemplo (2.2.3.):
Sea G un grupo topolégicoy H un subgrqpo de G con la topologfa inducida.
La operacién de H sobre G por traslaciones a derecha convierte a G eﬁ un
H-espacio. La aplicacién candnica ’iT G: G —> G/H sobre el espacio de drbitas_ es

contfnua y abierta.

La pi'oposicidn (2.2,2.) d4 una caracterizacién de la topologia de X/G. Otra carac -

terizacién puede darse por la siguiente propiedad:.

Sea R un espac16 topolégico arbitrario. ILa aplicacidn ’lf'vw'-vzfo’ﬁ' que manda fun-
ciones contfouas ¥ : X/G —/> R en funciones contlnuas X —> R, es inyectiva. -

Z:: ) M
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Entonces (1.3.5.) puede completarse con:

PROPOSICICN (2.2.4. )

Sea G un grupo topoldgico, X un G-espacio, ’ﬂ‘X : X —> X/G la aplicacién
candnice sobre el espacio de las 6rbitas , y R un espacio topolégico. La correspon
dencia ?+ — '%‘orITX que transforma funciones contfnuas de X/G en R, en

funciones continuas invariantes de X en R, es biyectiva.

Sean ahora G, G' grupos topolégicos, f : G —> G' un homomorfismo, y X, X"

sean G, G'-espacios, respectivamente. -Entonces:

PROPOSICION (2.2.5.):

Una aplicacién f-equivariante SO : X —> X' induce una y sélo una aplicacidn

nJ ’
contfnua P : X/G —> X'/G' tal que el diagrama

x— £

Xl
Ty [ Ay

X/G L /G

conmuta.

. ~
Demostracién: En virtud de (1.3.7.), s6lo hay que probar la continuidad de ¥,

la cual, segun (2.2.4.), es una consecuencia de la continuidad de /ﬁJX. o. (10 .

iy
Ejercicio (2.2.6.): (Sobre grupos topolégicos).
Sea G un grupo topoldgico. Entonces:
a) Si H es un subgrupo de G y H es abierto, entonces H es cerrado (consi-
derar la particién de G definida por los elementos de G/H) ;
b) La componente conexa G, de la identidad de G es un subgrupo invariante

cerrado ;

. c)' Si G es conexoy Z,L un entorno de la identidad e, entonces G es genera-
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do por u ,» es decir, cada elemento de G 'es un producto finito de elemen-

‘tosde‘ZL .

Para la parte c), pueden hacerse las siguientes congideraciones. El entorno
t‘~ ?/L/\ ZL-l satisface ?)/ C % y b’ 1. &’ . Considérese el conjunto
'Z)‘n= {gl...gn l gi GA# , 1= 1~,...,nJ2 . :(),oozLan eéungrupo, el
n

grupo generado por ?)’ . e es interior a 7).00’ pues © e € ‘Z)" (& z),co. Entonces

cualquier punto de 7)' es interior, pues las traslaciones a izquierda son homeomorfismos

que dejan V¥ ®© invariante. (% P es abierto en G y por lo tanto cerrado. Entonces, por

_ loo)
ser G conexo, es ?)‘ = G.

Ejercicio (2.2.7.): _

Sea X un G espacio sobre el cual G opera transitivamente. Sea H = Gx, el gru
po de isotropia de x, € X . La aplicacién P G/H —> X definida en (1.4.7.)

mediante gH "\~ gxo es una equivalencia de G-conjuntos y ademds es continua.

Sin embargo , no es necesariamente una equivalencia de G-espacios. La afirmativa
significarfa que (ﬂ -1 es contfnua (y por lo tanto ¥ un homeomorfismo), en otras pa-

labras, que (P es abierta. El contraejemplo siguiente se debe a Bourbaki.
, 2 _ 2,2 .
Sea R operando sobre el toro T ° = R“/ Z° mediante
C Balxr,x2) = (x9 +X (A), xp + & (8))

‘donde A € R, (x1,x) € T2 , : R-—> R/Z el homomorfismo can6-

nicoy 0 el nimero irracional.

Para cada (x3, :-:2) fijo definimos ¥ : R—> T2 como en (1.4.7.), obtenien

do una inyeccién contfnua. Consideremos la imdgen X = o (x1, x3) con la‘topologia

. relativa. Veamos que tP : R—> X esuna biyeccibén continua, pero no un homeo -
morfismo. En éfect;), X es denso en Tz (lo que se puede probar) y no pued,_e, ‘ser

-y

. homeomorfoa R. el siesie ook Kok




CAPITULO TIiI. G - VARIEDADES.

. En este capitulo se introducen las nociones fundamentales de este curso. En los ca-

pitulos siguientes se hard un estudio mds detallado de G-variedades y grupos de Lie.

83.1. DEFINICION Y EJEMPLOS DE GRUPOS DE LIE.

En lo que sigue, toda variedad se supondrd de Hansdorff, pero no necesariamente co

nexa. El adjetivo diferenciable estard tomado en el sentido C %,

DEFINICION (3.1.1.).
Un grupo de Lie G es un grupo que‘es, una variedad analftica tal que
las aplicaciones:
a) GxG —> G , definida como (g1, g32) ~~» g1 g9 (muilti
‘plicacién) ; 'y
b) G — G, definida como gWg'l (inversidn), sean a-
naliticas. \
Aclaramos que al _decir que un grupo es una variedad analitica queremos significar

que el conjunto subyacente del grupo tiene una estructura de variedad analitica.

Supondremos, salvo indicacidén contraria, que la variedad es real; en tal caso el gru-

pode Lie G se ﬂama real, y se llamaria complejo si la variedad.lo fuera.

Una primera observacién sobre los grupos de Lie es que su dimensién (como varie-
dad) es la misma en cada uno de sus punios, lo cual es una consecuencia inmediata del si~—

guiente hecho:
Dos componentes conexas G; y Gy de un grupo de Lie son difeomorfas.

Para probar esta dltima afirmacién, sean g; € Gj , i = 1, 2 ; la aplicacién
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SO : Gy —> G, definida mediante traslaciones a izquierda : P o= Lgy Lgl' 1 esan

difeomorfismo.

A continuacidén damos algunos ejemplos de grupos de Lie,

'Eiemplo (3.1.2, )

‘'R™ con 12 estructura aditiva de grupo y la estructura ordinaria de variedad analitica.
Su dimensidn es. n. Andlogamente el grupo de Lie C" tiene dimensién compleja n 7y -

real 2n.

Ejemplo (3.1.3.):

T"= R"/ Z", conlas estructuras inducidas por R™. Su dimensiénes n.

Ejemplo (3. 1.A4. ):
GL (n,R), con la estructura de.variec'lad angli’_cica inducida por ]an que lo contie l
ne. EIl hecho de éer una variedad resulta por sér un abierto lo cual se prueba, observan-
do que la funcién determinante GL(n, R} —» R es contfnuay GL(n, R) esla im4

gen inversa de un abierto, a saber, el complemento de { o} . La dimensién es n2.

Ejemplo (3. 1. 5. ): N

Sea X una variedad diferenciable, y T X la variedad de los vectores tangentes de

X, que es un fibrado vectorial sobre X.

La correspondencia T : B — ?}' se puede extender a un funtor covariante

entre la categorfa de las variedades diferenciales y sf misma ; si Y. x — X,

entonces TY : TX —> TX' es la aplicacién inducida sobre los vectores tangen

tes.” Ademds T posee la propiedad
~NO
T(X1xX9) = TX; xTZXz.

. . o N - m
Sea ahora en particular X = G un grupo de Lie. La multiplicacién G xG —> G

en G induce una multiplicagiénen TG :
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_ T T(m)
TGxTX = T(GxG) — TG-

Es inmediato que T (m) es efectivamente un producto, por lo cual TG es un grupo,
y més aidn, un grupo de Lie, pues T (m) resulta analftica, y andlogamente para la inver

sién.

Por ejemplo, la asociatividad de T (m) resulta de la conmutabilidad de

T(m)x lpg
TG x TG x TG = TG x TG
T
TG x TG (m) > TG

lo cual es consecuencia del cardcter funtorial de T ydelhecho TG x TG =T(GxG)

Las demds propiedades de grupo se prueban andlogamente.

Ejemplo (3.1.6.):

Si G; y Gy songrupos de Lie, entonces Gj x Gy (con las estructuras de gru- .

po y variedad del producto cartesiano)} también lo es.

DEFINICION (3.1.7.).

Sean G, G' grupos de Lie. Un homomorfismo de grupos de Lie

f : G —* G'esunhomomorfismod grupos que ademds es analitico,

Hacemos notar que en la literatura sobre el tema, el término homomorfismo (de gru-
pos de Lie) es reservado a veces para designar a un homomorfismo analitico de grupos de

Lie tal que f’ : G —> f(G) es abierto.

Ejemplo (3.1.8.):

Sea V un espacio vectorial n-dimensional sobre R . Cada basede V define
un isomorfismo de grupos GL(V) — GL{n, R) , el cual permite definir en el

grupo GL(V) de automorfismos de V una estructura de grupo de Lie, Tal estructura
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es independiente de la base elegida, puesto que dos isomorfismos tales sélo difieren en un

" automorfismo (interior)de GL(n, R).

Ejemplo (3.1.9.):

Sea G un grupo de Lie, TG el fibrado de los vectores tangertes (ef. (3.1.5)), y

Ge el espacio tangente en la identidad e de G.

! Dando a Gg la estructura de grupo de Lie definida por la adicién, la inyeccién na-
tural j : Ge —= TG esun homomorfismo de grupos de Lie. Asimismo lo esla

proyeccién natural p: TG — G, que 2 cada vector tangente le asigna su origen.

La sucesi6n .
O— Gg 2> TG B g — ¢
es exacta, y ademds p posee una seccidn, a saber, la inyeccién natural s: G— TG,

que satisface la relacién pos = 1lg.

Ejercicio (3.1.10):
Sea G un grupo topoldgico localmente euclideo, es decir, tal que posee un entorno
de la identidad homeomorfo a un abierto del espacio euclideo. Entonces la componente G,

de la identidad de G ‘tiene base numerable. Por consiguiente, G es paracompacto.

Ejercicio (3.1.11.):

Todo grupo de Lie es localmente conexo.

Ejercicio (3.1.12):
La componente de la identidad de un grupo de Lie G es un subgmpo abierto dq3 G.
Puesto que en un espacio localmente conexo las componentes son abiertas, la -propiedéd

enunciada es una consecuencia del ejercicio anterior.

Sesiesfesiedfesieskdede




S

- 40 -

8 3.2. DEFINICION Y EJEMPLOS DE G-VARIEDADES.

En lo que sigue, G designard a un grupo de Lie, y X auna variedad diferencia-

ble.
DEFINICION (3.2.1.):
Sea G un grupo Vde Lie. Una G-variedad X es una variedad di-
ferenciable que es un G-conjunto con re'specto a la aplicacién GxX~—»
—» X, y ademds tal aplicacién es diferenciable. El par (G , X) e

llama un grupo de Lie de transformaciones .

Entonces, X esun G-objeto enla categoria 27 de variedades diferenciables ;

en la definicién se exige ademds que la aplicacibn G x X — X gea diferenciable.

Sea ahora X una G-variedad, X' una G'-variedad, ¥y f : G — G' unho

momorfismo de grupos de Lie.

DEFINICION (3.2.2.).

Una aplicacién ‘f? i X —> X' gellama £ -equivariante cuan-
does f -equivariante en el sentido de (1.2.1.) y ademds es diferen

ciable.

Ejemplo (3.2.3.):

R -variedades son de fundamental importancia en la teorfa de - G-variedades, 'y reci-

4

ben el nombre especial de grupos a un pardmetro de transformaciones. Las estudiare-

mos en detalle en el capitulo V.

Ejemplo (3.2.4.):

La operacién de un grupo de Lie G sobre su variedad subyacente por traélaéionea
a izquierda convierte a G enuna G-variedad. Lo mismo ocurre con'la operacién de G

sobre G definida por automorfismos interiores.




Ejemplo (3.2.5. %
Sea V un IR -espacio vectorial de dimensidn finita. Entonces GL(V) es un gru-
pode Lie. Sea G ungrupode Liey ©: G ~> GL(V) un homomorfismo. Lla

maremos & T una yepresentacidn de G en V, cuando la aplicacidn GxV —» V,

es diferanciable.

Qbservacidn;

Como vimos al final de 8 2.1,, paraun Ge-espacio X localmente compacto, la
continuidad de la aplicacién G x X -—— X puede expresarse. por la continuidad del homo-
morfisme G —> Aut X que define la operacidn, cuando Aut X estd provisto con la
topclogfa compacta-abierta. Seria deseable describir de manera andloga la diferenciabili -
dadde GxX —» X paraun G—espacio X. Para ello, el grupo Aut X de difeomor-
fismos de X deberfa en primer. lugar ser provisto de una estruciura diferenciable, lo cual
‘Presenta serias dificultades. A pesar de ello, utilizaremos este punto de vista en considera

ciones heurifsticas.

Ejemplo (3.2.6.):

Sea X una G-variedady T el funtor que asigna a cada variedad diferenciable
su fibrado tangente. Puesto que T conserva productos directos, TX es una T G-va-
riedad, y como ademds G es un subgrupode TG (ef. (3.1.9.), TX es una G-variedad.-
Este hecho justifica muchas notaciones cldsicas en la teorfa de grupos de transformac ines

que a primera vista aparecen como exceslvamente abreviadas.

-

Ejemplo (3.2,7.):

Sean G y G' gruposde Lie y G' una G-variedad con respecto & una operacién
’G : G —> Aut G'. Entonces el producto semidirecto G' xg G definido en (LL7.,
es un grupo de Lie, Esto generaliza el ejemplo (3,1.5), que corresponde.a la operacidn

trivial ae G en G

Ejemplo (3.2.8.):

Sea: G un grupo de Lie; consideremos la sucesién exacta




de (3.1,9.).

Laseccibn s: G —=» TG de p definida mediante la inyeccién natural de G
genera una operacién de G sobre el grupo aditivo Gg definida como ’Gg = qJ s(g) Ge

(ef. (1.1.7.) ). Esta representaciénde G en Gg, llamada representacién adjunta,

posee una especial importancia en la teorfa de grupos de Lie. TG es isomorfo al pro-

ducto semidirecto Gg x# G con respecto a la operacién G .

sesleaoleifeaksesk
Jeslesk
*
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CAPITULO IV.  CAMPOS DE VECTORES.

Comenzamos aquf con la teorfa de G=variedades y grupos de Lie, en detalle,

8 4.1. FUNCIONES REALES.

De ahora en adelante omitiremos el adjetivo .diferenciable; sobreentenderemos que

todas lag variedades y aplicaciones que aparezcan son diferenciables en el sentido C @,

Sea X una variedad. .Designarerpos CX al. conjunto de las funciones definidas 80
bre X y con valores reales, es decir, el conjunto de los morfismos X —> R dela

categorfa 'b" .

Con las definiciones usuales de suma y producto de funciones, CX es un anillo con-
mutativo con unidad. . También se 1o puede considerar como R - 4#lgebra, ‘identificando el

conjunto de las funciones constantes de CX con. R .

Sea X otravariedady P X =—» X' una aplicacidn. (P induce una aplics

cién {P*: CX' —= CX definida como
O*@) = o P, f# € CX'

No ofrece dificultades el probar que (P * es un homomorfismo de anillos que ade -

més. respete las funciones constantes y la unidad,
En consecuencia, la correspondencia

X n~~p X R (PM’V‘\'\P*

define un funtor contravariante

C: Z"—-—P%

sntre las categorias de variedades &' y la de anillos conmutativos con unidad ﬂ .
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Anélogarﬁente, si en CX consideramos.la estructura de R-dlgebra, C esun

funtor contravariante entre y la categoria de R-d4lgebras con unidad.

En particular, si X esuna G-variedad, entonces CX esun G°-anillo.

Ejercicio (4.1.1.):

Sean X y X' variedades. Probar que cualquier homomorfismo de anillo CX!'-—»

—> CX es un homomorfismo de R - dlgebras.

Ejercicio (4.1.2.):

Sean X, X' variedadesy {;: X . — X' (i=1,2) dos aplicaciones tales que

@f = (02* . Probar que ©, = e, .

Ejercicio (4.1.3.):

Sean X y X' variedades paracompactas y P CXt —» CX un hdmomorﬁs -
mo de anillos tal que }.1( 1CX') = -ICX . Entonces existe una tnica ‘P : X —»= X!

tal que ‘p * = P En otras palabras, la aplicacién -
x, x| —> [cx, cx]

que transforma aplicaciones @ : X — X' en-homomorfismos de anillos {0* :

: CX! — (X es biyectiva. El ejercicio (4.1.2,) muestra que es inyectiva; para
probar el resto, trdtese de imitar la teorfa de dualidad para /\ -médulos sobre un ani-
1lo /\ , considerando a CX como el dual de X; el estudio del doble dual d4 el resul-
tado querido. La propiedad expresada por este: ejercicio permite en principio una algebri
zacién de la teorfa de variedades, puesto que cada propiedad de X es expresable como

una propiedad de CX. El ejercicio siguiente es un ejemplo de esta gituacidn,

Ejercicio (4.1.4.):

Una variedad X es conexa siy s6lo si el anillo CX no se puede descomponer en

un producto directo no trivial de anillos.’
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S 4.2. OPERADORES Y CAMPOS DE -VECTORES.

Consideremos ahora al conjunto CX de funciones reales gobre una variedad X, co-

mo un R -espacio vectorial,

DEFINICION (4.2.1.).

Un operador sobre X es una aplicacién R-lineal A: CX —» CX.

Ejemplo (4.2.2.):

Un automorfismo de CX es un operador sobre X. Asimismo, un campo de vectores

es un operador sobre X.

Designaremos con OX al conjunto de operadores sobre X, que, con las definicio-

nes usuales, es una R-4lgebra.

DEFINICION (4. 2.3.).
Sea ‘P : X—>x Xt un difeomorfismo entire variedades. La aplica

cién R : OX =—» OX!' estd definida mediante
_'1 )
Pa= P aoP* |, A e ox.

Observemos que es necesario suponer que @ sea un difeomorfismo, ,y no una apli-
cacién (diferenciable) cualquiera, pues en este dltimo caso no se podrfa asegurar la existen
. %=1 ' - . - ;
cia de - . Paracada A £ OX, - SO*A es precisamente la aplicacién que hace conmu

tar al diagrama

cx « & cx
A ! 1@A
CcxX <—LCX'
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.y es inmedialo comprobar - por construccién- que (]0* es un isomorfismo de. R-dlgebras

Es evidente que la correspondencia X ~"“$0X , SOWH define un funtor

covariante

O: {U/iso %iso

entre las categorias de variedades (con los difeomorfismos como morfismos) y la de R-41-

gebras (con isomorfismos de dlgebras como morfismos) .

Sea ahora X una G-variedad con respecto a un homomorfismo '6’ : G — Aut X.
Entonces, segin (1.1.9.), OX es un G-objeto en la categorfa de B-é.],gf_ebras. Ademsis,

se ve inmediatamente que los elementos invariantes bajo esta operacién forman una R-sub

dlgebra de OX.

Consideremos ahora un anillo /\ , yuna /\ -dlgebra asociativa c\iélquiera O.

En O se puede definir una nueva multiplicacién, llamada corchete (bracket)o conmutador,

[,] : O0x0 —» O , mediante
[Al,Az] = AjAy - BgA; , A, Ay €O
Esta operacidn es bilineal y satisface (donde A, Ay, Ay, Ag € 0):

a) [a,a] -0

b) [Al, [Az, A._;]:l + [Az, [A3, Al]] + [A3, [Al‘, ‘Az]] =0
La relacién b) se llama identidad de Jacobi.

Tal multiplicacién conviertea O enun dlgebra de Lie, en el sentido siguiente:




Sa7 -
DEFINICIQN (4.2.4.).

Un A -médulo O esun 4lgebrade Lie con respecto a una aplicacién
bilineal [ s ] : Ox0 — O c;.a.ando [ . ] satisface las

condicionses a) y b).

DEFINICION (4.2.5.).

Un homomorfismo h: O —> O! de 4lgebrasde Lie O, O' so-

bre un anillo /\ es una aplicacién h.; O —> -Of /\ -lineal que

satisface
h [AI,AZ] = [hAl,hAz] » A, Ag € O,

La construccién realizada mds arriba hace corresponder a cada AN -4dlgebra asocia~
tiva un dlgebra de Lie. Asimismo, en virtud de la definicién de [ » ] , cada homomor
fismo h: O —> O' de /\ -dlgebras asociativas es un homomorfismo de las corres-

pondientes dlgebras de ‘Lie. Queda pués definido un functor covariante

AOZas ——>A[m

entre las categorias de /\G%s de /\-4lgebras asociativas y L6¢de /\-élgebras de Lie,

Aplicando esto a la R-4lgebra de operadores sobre X, obtenemos:

PROPOSICION (4.2.6.):

‘Sea X una G-variedad con respecto a G :Gg — Aut X,y (2’;)* A =

-1
= @*g., ATy » A€ Ox.

Esta operacidn conviertea OX en un G-conjunto, y congerva las estructuras de
R-4lgebra y R-dlgebra de Liede OX . En particular, los elementos invarian-
tes por la operacién constituyen una R-4lgebra y R-4lgebra de Lie, respectivamen

te.

Como consecuencia de (1.1.10.) , (1.2.9.) y (1.2.12.) resulta:




PROPOSICION (4.2.7.):

Sea X una G-variedad, X' una G! -variedad y SO: X~—> X' un di.t'eomc;rﬁ_.g
mo ;p ~equivariante con respecto a un homc;morfismo f : G —> G'. Entonces
510* : O —» OX!' es f -equivariante con r.especto a las operaciones definidas

en {4.2.6.). Ademis, (P*- transforma operadores G-invariantes sobre X en o-

- peradores )o (G)-invariantes sobre X'.

Ahora aplicaremos estos resuliados a los campos de vectores. Si A es un campo

de vectores. Si A es un cambo de vectores, se fiene, para f € CX:

= = -—d_'— . :
(Af) (x) = Axi at f(yt),iwo ’

donde Ay, es un vector tangenteen x € X y yt la representacién paramétrica de una

curva 'X : R —2 X que pasapor x Yy tiene la direccién de Ay.

Un campo de vectores A : CX —> CX cumple las siguientes propiedades que

son caracteristicas :

(i)  A(f;+fy) = Afy + Afy,
(i)  A(fyfy) = Af; . £5 + f;.Af, ,
(i) A(A) =0

donde f;,fy € CX y X € R C CX.
Como consecuencia resul’Fa que
AQAD = AAM® , A €ER, fecx ,
de manera que A es lineal.

Llamaremos DX al conjunto de los campos de vectores sobre X. Es obvio que DX
es un subespacio vectorial de A OX , pero sin embargo no es una R-sub4dlgebra, puesto que

Ay, Ay € DX no implica que Aj. Ay € DX,

Se cumple en cambio [Al s Az] = AjAg - AgA; € DX, esdecir, DX es
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uita subdlgebra de. OX con respecto a la estructura de R-4lgebra de Lie. La veracidad

de esie hecho resulta f4cilmente a partir de la definicién de DX.

Sea ahora P : X —>» X' un difeomorfismo entre variedades. Como ya vimos,

{0* : OX —=> OX!' es un isomorfismo de dlgebrag de Lie.
En particular, si A € DX , no ofrece dificultad comprobar que ?* A

= (F*'ol Ao ﬁﬂ* € DX' , y porlo tanto
l @, : DX ~——> DX' ,
[ :

es decir, el diagrama

i I it
DX—L) DX!
conmuta, donde i, i' son las inyecciones naturales.

Entonces, como consecuencia de (4.2.6.) obtenemos :

COROLARIO (4.2.9.):
Si X esuna G-variedad , DX esuna G -]R-é.lgebra de Lie con respecto a la)
-1 ) .
operacién € definida por ('E’g)*A = (f* o Ao (‘0* . En particular, los -lemeu

tos invariantes de DX constituyen una R-4lgebra de Lie.

COROLARIO (4.2.10.):
Sean X, x' G, G'-variedades, respectivamente,. f: G —-—> G’ unhOmOm;)_._J;_
fismoy @ : X —> X' un difeomorfismo que es una LP-equivariancia. Entou -
ces fQ* : DX —>» DX!' es Jo ~equivariante con respecto a las operaciones de
(4. 2. 6..). En particular, los elementos invariantes constituyen una R-subdlgebra y

una R -subédlgebra de Lie, respectivamente.

Daremos ahora uﬁa forma explicita del efecto producido por Sp* sobre los campos
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de vectores

LEMA {4.2.11.).

L

Zee 7y X == X' un difeomorfismo, x € X y f{' € CX'. Enton

N o * . .
res L Ve Rige = A ( Sp f'). Ademds, si ({’*x : Tx(X) —»
g '"1‘1-':9( }

0 4 =
£ f-t.)(;!?(x) = ¢*X'Ax .

x) &%} es la aplicacidn tangente inducida por Sﬂ » entonces.

+*

Demestracién:  ( (P*A) Y x) f1 = [( (f* A) f—,'] [‘f’(xS_\
[P*¥emre] @ = [@PHH] @
B(Pr]l @ = a, (P*m.

Para la segunda parte, recordamos que la a‘piicacidn tangente inducida por gﬂ estd

definida mediante

(Peg Ax) B = AL (PF 1)

Esta férmula y la primera parte de la tesis dan el resultado querido.

dedfeskesiioleokok

8 4.3. ALGEBRA DE_LIE DE UN GRUPO DE_LIE.

Sea G un grupode Lie.

DEFINICION (4.3.1.).

El dlgebrade Lie LG del grupode Lie G esla IR-dlgebra de Lie

de los campos de vectores invariantes con respecto a la operacién de G

sobre sf mismos por traslaciones a izquierda.

Seapues A € DG. Serd A € LG cuandc (Lg)* A = A paratodo €€ G. Que

LG es efectivarmente un dlgebra de Lie surge claramente de (4.2.9.).

El siguiente lema asegura que LG es suficieniemente rico. Designarﬁos con Gg

al espacio tangenteen g € 'G , ycon e alaidentidadde G.
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LEMA (4.3.2.):

. ° ~
Para cada A, € Ge existe un dnico X € LG talque Ag =

~
Demostracién: Si existe tal A , deberd cumplirse

~ . ~
lo cual prueba la unicidad.
. ~
Para probar la existencia de A , definimos

~
Ag = (Lg),  Ae .

>

Debemos prqbar la invariancia y la diferenciabilidad de
La invariancia de. K significa que
~ ~ A
GJX)* A=A ’ X €EG ,

lo cual estd asegurada por la cadena de igualdadeB

Ae-

(L Rhygg = (Lg)*ng = (L (Lgly, Be = (LY Lyl e =

puesto que cualquier elemento de G buede escribirse de la manera, X g ,con g

fijo,
ns
La diferenciabilidad de A significa'que
~
A : CG—» CG.
Para ver esto, notemos que, para f € CG
o o
Ane = Rgt= [, a.] t= A, @wE0

Si I esun intervalode R que contiene el punto O y K :

I ~» G unacur




: d
va diferenciabie en G tal que —=— Xt

- Ae , eliltimo miembro coincide con

t=0

2. * ; -
At [(Lgf)(dlf)]ﬁo YR £20 P

~
que depend= diferenciablemente de g, por lo cual lo mismo ocurre con Af. Es decir ,

Af € CG.
Q

La correspondencia Ag —~wes A  establecida por el lema define una aplicacién
R -lineal

: G, — LG

que es evidentementemente biyectiva, y por consiguiente un isomorfismo de IR-espacios vec

toriales. Es decir, hemos probado :

TEOREMA (4.3.3.)
La aplicacién @ : Gg — LG definida mediante [ae(Ae)] g

(Lg)*e Ae es un isomorfismo de R-espacios vectoriales.

Esto permite definir sobre Gg una estructura de 4lgebra de Lie, con la cual Gg

es frecuentemente denominado el dlgebra de Lie de G.
Una consecuencia inmediata es elr

COROLARIO (4.3.4.):

La dimensién de LG como eéspacio vectorial coincide con la de G.

10

~
La férmula Ag (L g)*e Ag define pues un isomorfismo
(Lg), : Ge —* Gg

paratodo g € G.

Mds generalmente, también serd un isomorfismo la aplicacién

P(g1, g2) : ' Ggg —= Gga g1, %€ G ,
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definida como

= |
P(gy, 89) = (ng)*e © (Lgl)*e s
que posee ademds las siguientes propiedades :

1) P(g2:g3)°P(g1:g2)= P(gl:g3) » g10g2:g3e4G H

2) P(g, g) = 1(;g , g €G

DEFINICION (4.3.5.).

.Una variedad X que posee una familia de aplicaciones lineales P(g;, gz):

: Tge(X) —» Tge(X) , g1, g2 € X que satisfacen las relaciones

1) P(gg, g3) o Plgy, g9) = Plgy, g3} .,

2) P(g: g) = ]-Tg ’

se llama una yariedad paraleliz_able\ (con respectoa P). P se llama pa-

ralelismo sobre X,

En vista de las consideraciones efectuadas, obtenemos:

COROLARIO (4.3.6. i

' La variedad subyacente de un grupo de Lie G es paralelizable,

Sea X una variedad de dimensién n paralelizabley e € X un punto fijo. Sea
Aie , 1= 1,...,n, unabasede Te(X); tal base determina sobre X n cam
) . ~

pos de vectores = Aj definidos mediante

~
Aig = Ple, g) Aj, s
y puesto que, segin surge claramente de la definicién, P(g;, g2) es un isomorfis

~
mo, resulta que paracada g © X los vectores Aig constituyen una base de

Tg(X).

Ejemplo (4.3.7.):

Puesto que el espacio tangente al grupo de Lie R en la identidad es isomorfo a IR,
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de (4.3.3) obtenemos que L R = 'R . Entonces la estructura de dlgebra de Lie en
L R estd dada por la multiplicacidn trivial, puesto que ésta es la dnica posible en 1.

Andiogamente, si T = R/ Z , resulta LT = R.

Consideremos ahora un IR-espacio vectorial V de dimensidn n. Sea G= GL(V)
su grupo de automorfismos que, como sabemos, es isomorfo a GL(n; R) y es un abierto
del glgebra £ (V) de endomorfismos de V. EI espacio tangente Gg se identifica con

L) paratodo g € G, yla multiplicacién en GL (V) es la restriccién de la aplicacidn
bilineal =@(V) X OG(Vi — cll;(V) que define la multiplicacién en of (V). Esto muestra que

(Lg)*d Ay = gAK » para g € GL(V) y Ay € Gy identificando con £ (V).
A base. de"es_tq, mostraremosz .

PROPOSICION (4.3.8.):

Con la identificacién canénica de L (GL (V)) con el espacio tangente en la identidad,

sé‘éumple L(GL(V)) = - o(?(V) , como dlgebras de Lie.

Demostracién: La tesis significa que el 4lgebra de Lie del dlgebra asociativa

L (V) coincide con el Algebra de Lie del grupo de Lie GL(V).
Para ver esto, sea A;, Ay € L(GL(V)), y considéger‘rfo"é
(A1, 257, = (=% Ag,) (g) Ay — (-L.A )(g) A
1.82]¢% (55 Bog 1g. 7 {5 H1g)(8) Bag

férmula que es vdlida en toda la carta globar dada por la inmersién GL(V)C 9@ (V).
d
Puesto que Aj; = gAje , Obtenemos (Tg_ Aig),(g) Ajg = Ajg Ajy , lo cual

prueba que

[A1, Az]g = Mg A2g — Agg A1 = [Alg: Agg] s

que es, haciendo g=e, el resultado buscado, puesto que el miembro derecho es el

conmutador en 08 (V).

Hemos definido el 4lgebra de Lie LG. de un grupo de Lie G considerando la oper_él
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ciénde G so-bre s mismo por traslaciones a izquierda. Si efectuamos la misma construc-
cién con las traslaciones a derecha obtendremos otra dlgebra de Lie RG, a saber, el 4l-
gebra de Lie de los campos de vectores invariantes a derecha. Tal como hicimos en (4.3.
3.), podemos definir un isomorfismo - Ge —* RG de R-espacios vectoriales, obtenien

do asf que LG < RG, como R-espacios vectoriales.

En 8 4,6. veremos que hay también un isomorfismo natural es de las estructuras

de R-4lgebras de Lie.

Ejercicio (4.3.9.):
Sea G. ungrupode Lie, CG el R-esgpacio vectorial de las funciones reales so-
bre G, DG 1la R-4lgebra de Lie de todos los campos de vectores sobre G,y LG -

el dlgebra de Lie de G. Probar que

SeeglkRkde

8§ 4.4. EFECTO DE APLICACIONES SOBRE OPERADORES Y CAMPOS DE VECTORES.

Hasta ahora hemos hecho corresponder.a cada grupo &e Lie un dlgebra de Lie, es
decir, hemos establecido una aplicacién entre los objétos de las correspondientes categorias.
Para extender taléplicacié_n a un funtor , es necesario definir también la cofrespondencia s0
bre los morfismos. Hasta el momento (en 8 4.2.) hemos estudiado el efecto de difeomor-
fismos sobre operadores; ahora geheralizaremos tales consideraciones a cualquie;' aplica-

cibn (es decir, diferenciable).

Sean X, X' variedades y A, A! operadores sobre X, X', respectivamente. ~
Sea (P : X = X' una aplicacién (diferenciahle), pero no necesariamente un difeo-

morfismo.

DEFINICION (4.4.1.).

A y A' se laman (P-relacionadgg cuando el diagrama siguiente
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conmuta:

cp*

X «——1+— Xt

N

CX - cx

Observemos que, en particular, si ‘f es un difeomorfismo, entonces A y (F*A
.. o *-1 .
(definido en B 4.2.) son (P -relacionados. En el caso general ()0 no existe necesa
riamente y por consiguiente (p*A no estd definido. Entonces, para un A dado, no pode-
mos afirmar la existencia de algin A' que cumpla la definicibn, ni tampoco, en éaso de e-

xistir, asegurar su unicidad.

LEMA (4.4.2.).
(i) Sean A; y A4y , i = 1,2 operadores Cf-relacionados_eg Xy
X' respectivamente. Entonces los siguientes pares de operadores

f también estdn ‘P -relacionados:

AL + Ay y Al + AY

A1 Ay y Ay AL ,
| [A15 4] y [A1. a3]
: (ii) 8i A y A' son operadores sﬂ-reiagionados, entonces para ca- '
g da A€ R , AA 'y AA' estdn  P-relacionados.-

Demostracién: Sea f' € CX' ; entonces

p* [ay + apy e] - ¢* (A g 4 A'zhf'_) - (p*(A'l oo+ Ay - F

= A (PFE) + Ay (P = (A + A (PRI,

lo cual prueba que Aj+ Ay y A'1 + A'2 estdn {0 -relacionados.

Que Aj Az y A] A} tambiénlo estdn resulta inmediatamente de la conmutativi-

dad de




CX' = CX'__ . CX

1 2

&
¥ que para los corchetes vale la misma afirmacién, resulta de lo anterior y de (ii).

Y (ii) se justifica mediante:

(P* [( AA')f'] = (p* [)\ (Axfy)] - SO*A ] LF* (Arf) = .

= AL ACPEE) = (AA)N( Pry .
' 4]

El lema probado se aplica, en particular, a campos de vectores. En este caso, la no

cién.de fﬂ ~relacién puede explicitarse mediante la

PROPOSICION (4.4.3.):

A’y A' soncampos de vectores (en X y X' respectivamente) ¢ -relacionados, -
si y s6lo si paracada x € X se cumple Y. A .= A', . (donde es

la aplicacién tangente definida-por ¥ ).

Observacién: -No-debe pensarse que para cada A se puede definir a A' mediante e

Al P (x) = . Ay como campo de vectores, puesto que al no ser ? necesaria -
X

mente inyectivo puede suceder que aparezcan dos diferentes valores de A' en un mis

mo punto, por lo-cual A' no serfa un campo de vectores. Nétese que -en la prcoosi -

cién enunciada, A' es un campo de vectores por hipétesis.

Demostracién: Sea f' € CX' ; - entonces, por definicién de (F*x
(Qag At = A (Prm = [acP*rm] )

y por otra parte

Alpy T = 1) (Pg)) = [P*aren] .
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8 4.5. EL. FUNTOR L.

A cada grupo de Lie G. le hemos hecho corresponder su dlgebra de Lie LG. Que

remos ahora extender esta correspondencia a un functor entre las categorias respectivas.
) o

LEMA (4.5.1.),
Sean G y G grupo‘s de Liey f: G—# G' un homomorfismo de
grupos de Lie. Entonces, para cada A € LG existe un tinico Ae LGt

talque A y A'son F -relacionados.

Demostracién: Supongamos que, dado A, existe tal A'. Ental caso, por (4.4.3.)

deberd cumplirse Al = Jo*e Ao, donde e y e' sonlas idenfidades de G y G'

respectivamente. Puesto que existe un dnico A' € LG!' tal que A‘e. = Ay, la

unicidad de A' queda probada.

Definamos pues A' como 2l dnico elemento de LG' que satisface A} = _JD* Ae .
: T Fe

Resta probar que A y A' estdn S -relacionados, lo cual se obtiene de :

A‘J“(g) N (L.P (g) )* A'e' = (Lf’(g) )*e f*e Ae =, (L-F(g) o ./c )*eAG‘ =

(F > Lgl, Ae - ﬁ*g (Lgl, A = f’*gAg o

Obsérvese que en la demostracién efectuada sélo se utiliza la restriccién de S oaun

entorno abierto de la identidad. Esta circunstancia sugiere dar la siguiente:

DEFINICION (4.5.2).

Sean G y G' grupo de Lie. Un homomerfismo local G — G

definido en un entorno abierto U de la identidad e de G, es una apli-
cacién /O: U — G' tal que, paratodopar gj,ge € U que

cumple gj;gs-€ U, satisface la relacién

ﬁ(g’lgz) = /o(gl) /O(gz).

Por éjemplo, la restriccién de un homomorfismo /O G —* G' a un entorno

1
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abierto de e es un homomorfismo local G —e& ‘G'. Pero no todo homomorfismo local es

1la restriccidén de un homomorfismo.

Si identificamos cada aplicacién con sus restricciones a los abiertos del dominio, po-
dremos componer homomorfismos locales. De tal manera queda definida la categoria LY ]
de grupos de Lie, cuyos objetos son los grupos de-Lie y cuyos morfismos son los homomor

tismos locales.

Una equivalencis en 69 ge llama un isomorfismo.local de grupos de Lie; mds

explicitamente:

DEFINICION (4.5.8.)

‘Dos grﬁiaos de Lie G y G' son Jocalmsnte 1somor£_os cuando exis -
ten dos ablertos U y U' teles que e €vca ye €U CG y
un difeomorfismo /S : U —s U! fal,qt.te /L y su inverso A':U'—

—+ U son homomorfismog locales.

- En virtud de la observacién hecha de que la demostracién de (4. 5. 1. ) sélo utiliza la

restriccion de / a un entorno abierto de la identidad, obtenemos :

T_EQREMA (4.5.4. )‘.

Sean " G y G' grupos de Lie, y P: G —= G' un homomorfismo
1;~c€1. Entp_nces'la,térmui'a (L(P )A)e' = P*Q,Aé , para. A € LG R
define un homomortiemo de dlgebras de Lie L(f): LG —> LG,

y el diagrama

Ge Ip*e G'e
I -
16 ) _ ia

.. conmuta, donde ae es el isomorfismo definido en' (4.3,3.). Ademds,

'bﬁ"campbs'vecto:'iehs' AE LG vy I'.:(ﬁf)xfl':é LG' son P -re
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lacionados.-

Lrocstracibn: Ve todo ha sido probado en (4,5.1.), excepto el hecho que ‘Li(#)

L

&z un nomomorfisme, lo cual es una consecuencia de (4.4.2.). :
2]

Observernos que cada homomorfismo P : G —= 'G' define de manera andloga

un hegomorfismo  R(P )1 RG —> RG' delas élgebfas de Lie de campos vectoriales

invarizntss o derecha.
Como complemento de (4.5.4.) podemos enunciar:

PROPOSICIDN {4.5.5.):

si F:G6 —= g es"u_z_l isomorfismo, entonces L(F) = /D* LG, donde

F.: DG —= DG' es la aplicacién definida en B 4.2..

Demostracion: Hay que probar que el diagrama

LG L.(lo) - LG
; |

DGv " jo* B - DGI

donde i es la inyeccién natural, conmuta. En efecto, si A € LG, se tiene:
(W By = e Lre Ae = Ly Lahohe ..

y por otra parte, segin (4. 2. )
(PyBlp) = DAY .

Conviene tal vez observar que en general no se puede definir L(Ff ) mediante £ ,,
pues £ %« 86lo tiene sentido cuando F esun difeomorfismo. Sin embargo, como hemos

visto, L(f) puede definirse para cualquier homomorfismo local # .

De (4.5.4.) resulta inmediatamiente : "° .
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TEOREMA (4.5.86.).
La correspondencia G—awv» LG, S+ L(FP ) define un fun-‘
tor covariante L :s89 —»BO?% entrela categoria de grupos de
Lie y homomorfismos locales y la categoria de IR -dlgebras de Lie y

homomorfismos de 4dlgebras de Lie.

También podemos considerar el funtor definido por la correspondehcia G v G,
jo_mm/—jo*e . La conmutatividad del diagrama de (4.5.4.) expresa que a& esuna trang

formacién natural de este funtor en L, mds adn, una equivalencia natural.

Ademds, puesto que L transforma equivalencias en 08\9 en equivalencias en

& &2 , resulta :

COROLARIO (4.5.7.):

Las dlgebras de Lie de grupos de Lie localmente isomorfos, son isomorias.

Aplicar'emos este resultado a la inyeccidén natural Gy —* G de la componente
conexa Gy de la identidad de G, que eS8 un isomorfismo local. Se tiene pues LGo o LG,
1o cual muestra que el dlgebra de Lie de G estd determinada por Gy, mds aun, por cual-

qQuier entorno de la identidad.

Ejemplo (4.5.8.):

El homomorfismo canénico R—* T = R/Z es un isomorfismo local. ‘En con-

secuencia, L R =~ L'J , hecho que ya hemos apuntado.

El lema siguiente, junto con (4.5.8), muestra que un homomorfismo de dlgebras de
Lie no proviene necesariamente de un homOmorfi__srno de los grupos de Lie (aunque, como

mds adelante probaremos, siempre proviene de un homomorfismo local).

LEMA (4.5.9. ).

Sl /O: ﬁ' —» R -‘es un homomorfismo, entonces /O = 0,
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Demostracidn: Puesto que V4 'ﬁ’ ) es compacto, estd contenido en un intervalo

ICR. Sifuera /= 0 existirfaun t/€ T talque L@) # 0,y por
consiguiente, se cumplirta alF () = S (nt) ¢ I para unentero n suficiente -

mente grande, lo-cual es una contradiccién.
Y

Puesto que £ = 0 no induce el homomorifismo identidad LR & LT , queda

justificada la afirmacién inmediata anterior a (4.5.9. ).

Ejemplo (4 5.10.):
Sea V un R -espacio vectorial de dimensién finita y- % : G— GL(V) una’
representacién del grupo de Lie G en V. Hemos probado en (4.3.8.) que B (V) es
el dlgebra de Lie de GL(V). La aplicaciGn P es entonces, segln puede probarse, di

ferenciable, y por consiguiente induce un homomorfismo L(7%): LG —» L(V).

DEFINICION (4.5.11.).
Sea A unanillo, V un A-mddulo y L) 1a A -dlgebra de Lie
delos A-endomorfismosde V. Si O esuna /\-flgebrade Lie,

3 una representacién de O en V esun homomorfismd 7:0 — ad’(-v).

‘ Ental caso V se llamaun O-mdédulo con respectoa [ .

Entonces, segin (4.5.10.), una representacién de un grupo de Lie en un R-espa-
cio vectorial V de dimensién finita V' define una representacién‘del dlgebra de Lie LG

en V.

Siguiendo el ejemplo (4.5.9.), una representacién de un grupo de Lie G es un R-es
pacio vectorial V de dimensidn finita define una representacién del dlgebra de Lie LG en

V.

Consideremos ahora el homomorfismo det : GL (V) —» ]R* , donde R* es el

grupo multiplicativo de los reales no nulos. El dlgebra de Lie de R* es R. Probare

mos que:
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PROPOSICION (4.5.12.):

El homomorfismo L (V) —= R dé dlgebras de Lie inducido por el homomorfis

mo det: GL (V) —= R* es la aplicacién traza.

Demostracidn: Sea A € (V) y Of; unacurvaen GL(V), con O = e,

o= A. Entonces,

;

det, A = —— {deto(t}l a0

Sea n la dimensién de V. Para cualquierr n-forma (O sobre V no degenerada

y cualquier n- upla de vectores v;,..., vy de V, se cumple

w(vl,..., vy) . det &, = W (A VL seens O(t"n) .

y por lo tanto

d f L
W ((vi,..., vn). dety A = e {w(o(tvl,...,c(t vn} te0

Z (O V], ooy X Ving s d'(tvi, O, Vitlseees O(t'vn). e 0
i

P WV] ,eeey AVi, e, V) = WV ,.ee, V) T A,
i -

lo cual prueba que det*e A = tr A. En virtud de (4.5.4.), sigue la tesis.
Q
COROLARIO (4.5.13.):

tr (AB) = tr(BA) , si A, B € L)

Demostracién: Puesto que ir: og(V) — R es un homomorfismo de dlgebras

‘. de ILie, se cumple, para A, B € L)

|
o

tr (AB.- BA) = tr [A\, B___! = [tr A, tr B:l

puesto que el iiltimo corchete es el trivialen R.

”‘E'em lo (4.5, 14.):

Sea G un grupo de Lie y
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0 = G > TG -G e

la sucesién exacta considerado en (3.1.9.) y (3.2.8.), que induce una sucesién (que se-

gin veremos en (7.5.6.) es exacta)

P N T T IR T T T R PR AT

0 —= L(Gg) —= L(TG) - LG —— 0

con homomorfismos de dlgebras de Lie, y donde vale ademds LGe == Ge (ver(4.6. )}

La inclusibn G — TG induce un homomorfismo LG —e L(TG).

seokeksodok ok ok

§ 4.6. CONSECUENCIAS DEL CARACTER FUNCTORIAL DE__ L.

(4.6.1.) Algebrade Lie de un grupo producto : Sean G; y Gg grupos de Lie y-G1 x Gy

el grupo de Lie producto. ILas proyecciones-canénicas
pi = Gle‘g—f Gj . i= 1,2
son homomorfismos de grupos de_ Lie y por lo tanto inducen homomorfismos
L(pi) : L(G;xGg) —= LGy , i= 1,2
| 4

de 4dlgebras de Lie.

Sean e; y eg las identidadesde Gj; y Gy, respectivamente. En virtud de

(4.5.4.), el siguiente diagrama, que expresa la naturalidad de 2e, conmuta :

Gy
. ®6y
G1.xGs)
( 1-X 2)(61, 32)\
1xGg { Go
LGl

L(Gy x Gp)——___Lipp)
LG,
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En este diagrama, las fleghas verticales son isomorfismos.
E}l isomorfismo R-lineal

(Gl X Gz) Gle X Gze

o
(61 » €2 ) ) 1
implica pues el isbmorfismo de  R-espacios vectoriales

L(G;xGy) &£ LG;xLGy .

Si designamos

g; ¢ LG;x LGy -—— LGj N i=1,2,

a las-proyecciones naturales, tal isomorfismo estd dado por el diagrama conmutativo giguien

te:
L(Gy x Gg)’ X " LGj x LGy
- L(py) q2
LGI LGg
Nuestro propdsito es transportar a LGj x LGy la estructura de dlgebra de Lie de
L(Gl b4 Gz) .

Para A € L(Gj xGg), se tiene X (a) = (L(Pl)A. L(pg)A) = (Ay, Ag) , con

Aj = L(pj)A , i=1,2 , yandlogamente, si A'€ L(GyxGp) :
oX(A") = (L(p1)A'-, L(pp)A') = (Ay, AY) .~

Entonces, puesto que L(pj) , i= 1,2 , son homomorfismos de dlgebras de Lie,

se cumple :

[, al = @wey [A,4] . L) [A, 8] = (A, Ay],[A2,45])

e
A L P Mo e

Definimos ahora :

ety
=TT

&

R
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[xa, xwn] = « [ A, A ] .
‘1o cual significa

(%) [(Al,Az), (A'I,A-Z‘)] = [Al,A'l] s [Az,A'z]_‘ ) , A, AL € LGj (i=1,2)
Con tal definicién, X es un isomorfismo.

Md4s generalmente, sea A un anilloy Oy, Oy A -4lgebras de Lie. Considere -

mos el mddulo producto 01 x Oy conla aplicacién bilineal
[] : (O] xO0y) x (O] xOy) —= O;x0,
definida por (#). Entonces O3 xO5 esuna A -4lgebra de Lie.

DEFINICION (4.6.2.).

El producto directo de dos N -dlgebras de Lie O; y Oy es el dlge

bra de Lie Oj x Oy con la multiplicacién definida mediante .(¥).
Concluimos entonces:.

PROPOSICION (4.6.3.):

Sea Gj x Gg el producto directo de los grupos de Lie. Gy vy Ga. Entonces el dlge-
bra de Lie L(Gj x Gg) es canfnicamente isomorfa al dlgebra de Lie

L(G1) x L(Gg) producto directo de las dlgebras de Lie LG; y LGy.

rd

Hacemos notar que conmutabilidad para la multiplicacién en un dlgebra de Lie signi-

fica que tal multiplicécion es la trivial : [Al . Az], = 0 paratodopar Aj, Ay , puesto
que [Al_, Az] = - [Az R Al]. . Entonces resulta claro que el'dlgebra de Lie producto de

dos 4lgebras de Lie conmutativas, es conmutativa.

Ejemplo (4.6.4.):
L(R"™ = LR x...x LR . Peroyahemosvistoque LR = R , conla estruc
tura trivial de dlgebra de Lie ; entonces L{R®) = R, conla estrﬁctura trivial . Ang

logamente se prueba que I.( T = R".
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(4.6.5.) Relacibnentre LG y RG. Sea G: ungrupode Lie y G° suopuesto. Defi-.

nimos el isomorfismo

mediante

g) = g1, g €G.

LEMA (4.6.6.).
I*e.': - lGe .

-Demostracién: Consideremos la aplicacién !p : G —= (G definida por (p (g)=

= gg'—1 = e ., Puestoque § es constante, se cumple v *g 0: Gg — Ge.

Pero por otra parte :
U] xg = (Rg‘l)*g + (Lg)*g_l I*g ,

y por ¢omsiguiente

-1

Tag © -u.,t.g),,g_1 o(Rg-l)*g = - (Lg-l)*e °(Rg-1)*g

Haciendo g = e resulta la tesis.
]

Observemos que la férmula
I = = (Lg- Rgy-1 , €
*g ( g 1)*e O( g )*g g G

que aparece en ‘el curso de la demostracién muestra que la aplicacién tangentea 1:G-—=G
estd ya determinada en cada punto por las aplicaciones tangentes de las traslaciones. Este
hecho puede ser usado para probar que la diferenciabilidad de la multiplicacién GxG — G

en un grupo que es una variedad implica la diferenciabilidadde I1: G —= G.

~Sea ahora A unanilloy O una N -d1gebra de Lie. EIl dlgebra de Lie opuesta

0° esel /\ ~-médulo O con la estructura de digebra de Lie definida mediante

e L
s 5
BV R X R (W

TRt

o,
e

e L A el st Y
Vs E Rk

e T

ot g
R i

e

ST

st

o



- 68 -

. -0 ) .
[Al » Az] = [Az » Al] = '[Al » Az] . Al ,<A2 € 0.

PROPOSICION (4.6.7.).
Sea G un grupode Liey G® su opuesto. Si se identifica LG con Gg ¥y L(G®)
con G':’e ~mediante el isomorfismo canSnico ae de (4.3. ), entonces se.cumple

L(G®) = (LGP, donde (LG)° es el 4lgebra de Lie opuesta de LG.

Demostracién: En virfud de la identificacién mencionada resulta L(I)= I*e -para
el isomorfismo I: G —= G°. A Aj € LG, i= 1,2 , le corresponde
I*e Aj = - A{€ L(G®). A |}\1 » A2] € LG le corresponde por una parte

[— A1 s Az] LG y por otra [—Al R -AZ] LiG oy * puesto que I es un isomorfismo.

En consec¢uencia , . .
[Ai' AZ’] LG°) - T [Al’ AZ].LG : [Al’ Az] (LG)° =
COROLARIO (4.6.8. ) |
Sea G un grupo de Lie, LG el dlgebra dg Lie de los campos vectoriales invarian -
tes a izquierday RG la Qe los invariantes a .dergcha. -8i ge iden;ci.fica LG y RG

con G, mediante el isomorfismo canfnico ae, entonces RG-~= (LG)? .

Demostracién: Observemos que cada traslacién a izquierda de G es una trasla-
cién a derecha de G° , y recfprocamernte, de manera que LG = R(G°) y RG =

= L(G°).
En virtud de la identificacién mencionada y de (4.6.7.), resulta la tesis.

-

Esto prueba pues la existencia de un isomorfismo natural = RG 2 1G.

Otra consecuencia inmediata es.el

COROLARIO (4.6.9.):

Siun grupo de Lie G es conmutativo, entonces LG es conmutativa.

Demostracién: La conmutatividad de G implica RG = LG. Pero RG = (LG y
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por lo tanto LG =.(LG). :
&

Veremos en la seccién 8 6.2, que la proposicién reciproca de (4.6.9.) es también

i e b, v Nk g

.verdadera'si G es conexo.

SNy

stk ekl

§ 4.7. REPRESENTACION ADJUNTA DE UN GRUPO DE LIE.

Consideremos la operacién de: G sobre G -siendo G un grupo de Lie- dada
por los automorfismo interiores J: G —= Aut G (ef. (1.1.5.)). De acuerdo con (1.
1.9.), el functor L transforma el G-grupo en una G-4lgebra de Lie LG ; tal operacidn

es la composicién de los homomorfismos del diagrama

I Aut G —Ee Aut LG

G

DEFINICION (4.7.1.).

La representacién adjunta de un grupo de Lie G es la representacién BN

de G en LG inducida por la operacién de G sobre G dada por los au

tomorfismos interiores. En simbolos, Ad g = L(Jg).

PROPOSICION (4.7.2.):

Sean G y G' grupos de Lie, y f : G —= G' un homomorfismo. Entohce‘s.

L(f) : LG —= LG' esuna ' § -equivariancia con respecto a la representacio-

nes adjuntas de G y G'.

Demostracidn: La tesis afirma que el diagrama siguiente conmuta :
L()Y)
? LG
Ad.g s Ad P (g)
L(f) .
LG f - LG'

Para ver esto basta notar que



GI

Ig IP(g)
G G

corimuta (ef. (1.2.3.)) y tener en cuenta el caricter functorial de L.

Consideremos el isomorfismo candnico =2 : G, —= LG de (4.3.3. ), que per-
mite considerar a ée cd;no el dlgébra de Lie de G. De (4.5.5.) resulta que el efecto
de Adg: LG —= LG sobre G estd dado por la aplicacién  (Jg), :G,—=Gg . Esto
prueba que la.operacién de G sobre G, definida en (3.2.8) es precisamente la representa~

cién adjunta, si consideramos a G identificado con LG.
Otra descripcién de la representacién adjunta estd dada por la siguiente

PROPOSICION (4.7.3.):

Sea G ungrupode Liey Ad T G —= Aut LG la representacién adjunta. Enton

ces, A € LG implica Ad g A = (Rg-l)*_A .

Demostracién: . En virtud de (4.5. ) se cumple

Ad g A = L(Jg)A = -(Jg)*A ;
y por otra parte, si . A€ LG ,

(Jg), & = (Rg-1),(Lgle A = (Rg-1) A .
Esto muestra que la operacién de G sobre G por traslaciones a derecha definde
una operacién a derecha de G sobre LG, ¥y la representacién adjunta describe precisa -

mente el efecto de tal operacidn .

R g b
- ) . . ‘ . ) L de Y frageese ORENRY A
T RIS CR  T  P T PN TE DN ORI IFRN N F7 PLnern ]
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CAPITULO V. CAMPOS DE VECTORES Y GRUPOS A UN PARAMETRO DE
TRANSFORMACIONES .

El dlgebra de Lie de un grupo de Lie proporeciona una detallada informacién sobre
el grupo mismo. La clave para la comprensién de este hecho estd dada por la relacién exis
tente entre campos de vectores y ecuaciones diferenciales ordinarias, el estudio de lo cual

es el objeto de este capitulo.

8 5.1. GRUPOS A UN PARAMETRO DE TRANSFORMACIONES.

DEFINICION (5.1.1.).

Una R-variedad X se llama un grupo a un pardmetro de transforma

ciones (abreviadamente, g. l-p.t.).

Sea X unavariedady §: I —= X , t vagt, -donde I es un intervalo

=__d__gt

abierto de R que contiene al punto O- una curva en X. Si designamos % It

al vector tangente a X en el punto § ; » Se cumple

th'=-—‘l—f(5t) s f € CX ,
dt

fdr.mulaAque caracteriza a § - -

Seapues Y : RxX —= X , (t,x) e ) t(x) un grupo a un pardmetro

de transformaciones. Si para cada x € X definimos el vector

ax = L@, - Lpt(x>|t=0

. __d (A _

un campo de vectores sobre X. -

Notemos que para definir A no hemos hecho uso del hecho que ) estd globalmente
definido, sino solamente de que estd definido para t en un entornode O € R . Esta

consideracién sugiere la siguiente
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DEFINICION (5.1.2.). S - - )

Un grupo local a un pardmetro de transformaciones locales (abreviada-

mente, .gl. 1-p tl.) definido en un abierto’ U de X , es una apli

cacién ( : Ig x U —= X , (t.x)Mms..(p_t(x) , donde I¢ es

e

-un intervalo abierto (-'E;s_ J)C R , € > 0, talque:

PR TToe TR

a) paracada t € Ig , Y 4 : U —= P, (U) es un difeomorfis- »
mo, y
b) si t,s,t+s8 € Ig y (p-s(x) € U , entonces lp’t+‘s(x)= 3

= P ) . : i

Entonces, andlogamente que en el caso global, la ecuacién '

d
Ax=-ﬁt—‘ot(X) t=0 wt(X) t=0 ‘

tiene sentid_o para x € U y define un campo de vectores A sobre U, . llamado el campo

de vectores inducido por el gl.1l-p tl. § .

Observemos que la propiedad b) que expresa el hecho que {11 t es.un’ R-grupo lo
cal no es necesaria para la d:a'finicidn del campo de vectores inducido. Sin embargo es esen
cial en la demostracién de la proposicién siguiente, la cual se pliede expresar intuitivamente
diciendo que el flujo provocado por Y en U es estacionario, es decir, independiente de

t (piénsese t como el tiempo y ) ¢ (x) la posici6n del punto x en el instante t). .

PROPOSICION (5.1.3.):

Si A esel campo de vectores inducido por el gl.1-p tl. lp = g x U==X,

entonces ) ; satisface la ecuacién diferencial
. -CP t(x) = A?t (x) ’ t € Ig , x€ U ,
y la.condicién inicial

Qo) = x .
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Demostracién: Sea f € CX ; entonces, para cada x € U fijo, es

p . _d o s 1 P =
P o0t = —G- 1 ) = lm (109, -0, 0] =

) 1
= 1lim [—S- £(o (@,.(x))) *.f(wt(x))] = —dd: f ((PS((Dt(x)))IS=O =

s—=0

. = A?t(X)'f'«

COROLARIO (5.1.4.):
Sean © ,YL : Ig x U —= X dos gl.1-ptl. definidasen U. Si ¢ y Y

inducen los mismos campos de vectores, entonces coinciden.

La tesis no hace mds que expresar que la solucidén de la ecuacidn diferencial (P t(x) =
A‘Pt(x) con la condicién inicial \Po(x) = x , es dnica, lo cual es un resultado de 1la

teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Ahora, aplicando el teorema de existencia de solucién de ecuaciones diferenciales or

dinarias, probaremos que:

PROPOSICION (5.1.5. )

Sea A un campo de vectores sobre X. Paracada x € X existe un €>0, u
entorno U abiertode x , yun gl.1-p tl. @ :I¢ x U —= X que

induce el campo de vectores A sobre U.

Demostracién: En virtud del teorema de existencia, la ecuacién diferencial
(.‘pty(x) = A Pt (x) conla condicibn inicial (P ,(x) = x , tiene solucién ; sea
ésta (4 (x).

Veremos ahora que (P satisface la condicién ) de la definicidn (5.1.2.) , es

decir ,

Qi (Psx)) = Qg x)
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cuando ambos miembros estdn definidos. Si designamos A 1 (t) al primero y

o 5(t) al segundo (paracada x € U y s € I¢ fijos) se cumple

()= WP ) = AQ (Ggx) = Ax,@) o

.‘7.‘2“): Pirg )= AQ(x) 7 Ady(t) -

Es decir & | y o 5 satisfacen la misma ecuaciéi diferencial. Ademds o{;(0)=
= "o 2(o) = (p s (x) , de manera que el teorema de unicidad de ecuaciones diferen

ciales aseguraque & | = o, .

Resta ver que (p satisface la condicién a) de la definiciénde gl. 1-p tl. Sa-
bemos que Lp t(x) depende diferenciablemente de X =puesto que la solucibn de la ecua-
cién diferencial depende diferenciablemente de las condiciones indiciales~- y-ademds: Y’o

es la transformacién identidad. Entonces
Wi (@) = P (P.x)) = Polx) = x
prueba que Cp t es invértibie, y por lo tanto un difeomorfismo.

Hemos visto pues que cada campo de vectores es inducido porun gl. 1-p tl ,

que no es necesariamenteun g. 1-p t .

DEFINICION (5. 1.6).
Un campo de vectores A en X es completo cuando es inducido por un

g. 1-p t .

Por ejemplo el campo A definido en R consistente en los vectores que en cada
punto tienen longitud uno y estdn orientados positivamente, es completo y estd inducido por
lag traslaciones. La restriccién de tal campo a la subvariedad (0, 1) C IR noes en~

cambio completo, pues las traslaciones no transforman (0,1) en (0,1) .

Un criterio de completidad de campos de vectores estd dado por el :
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LEMA (5.1.7.).

e
!

S-e‘a‘ A un campo de vectores en X tal que existeun € >0 y un

glol-p tl. Y :Ig x X == X queinduce a A (Observacién:
€ es independiente de cada x € X). Entonces ‘-P posee una ex-
tensibnaun g.l-p t. que inducea A , y por consiguiente A

es completo.

Demostracién: (P { esun difeomorfismo para | t I £ 0 . Lo extenderemos para

todo t € IR . Para ello, escribamos

- |3 €
t—K?+r » K entero , |r|><—§-

y definamos

(We Fop . x>0
(Pt =
<¢_,%)'Kolpr ., K<oO

Tal (p t satisface las condiciones exigidas.

Ejemplo (5.1.8.):

Todo campo de vectores A sobre una variedad compacta X es completo.

Para concluir este pdrrafo, observemos que la relacién existente entre campos de
ve'ctoresAy gl. 1-p tl. descripta-arriba, es el origen de la denominacién de 'gransform_a

¢ién infinitesimal dada a los campos de vectores.

FesesieokRork

8 5.2. GRUPOS A UN PARAMETRO DE TRANSFORMACIONES Y APLICACIONES
EQUIVARIANTES.

Comenzaremos estableciendo 1a siguiente convencién en la notacién : dado un grupo
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local a un pardmetro de transformaciones locales sobre X , lo designaremos con £

y hablaremos del campo de vectores A Vinducido sobre X , :sin mencionar explicitamente

su dominio de definicién. Ademds, dado un campo de vectores A sobre X, escribiremos =
simplemente "q_ ¢ bara significarun gl 1-p tl queinducea A en algﬁn‘subconjunto

de X.

Deber4 sobreentenderse que las férmulas que aparezcan serdn vdlidas sélo cuando

tengan sentido. Por ejemplo, ellas tendrdn sentido cuando sélo apareceun g. 1-p t.

Hasta ahora hemos considerado pares (X, A) -obién (X ,"4-,6) - donde X es
una variedad y A un campo de vectores inducido por 1{. ;- El sentido de este pdrrafo se

rd estudiar los morfismo entre tales pares..

Sean ﬁu't y 'q,’t gl 1-p tl sobre X y X' respectivamente, y Ay A"

sus correspondientes campos.de vectores inducidos. Entonces :

PROPOSICION (5. 2.1.):

Si LP : X —w X! es una aplicacién tal que (% Y - ’L{.'t o\P para todo t,

entonces A y A' son Y -relacionados.

Demostracidn: Sea x € X f{ijo y consideremos la curva en " X' definida por

() (4;(x)), t variable . Por diferenciacién obtenemos

. . = A,
; v *ylx) &) v Yt (x) Yt lx)
Por otra parte, si consideramos la curva "q_’t (Y) (x)), resulta

*r

Puesto que (I}.t(x)) = Y " ((p (x)) por hipétesis, concluifmos que

Py w0 = Yo )

lo cual muestra que A y A' son -relacionados, en virtud de (4.4.3.). ®




-77 - .

4 , } 3

Es conveniente llamar a una aplicacién () : X' —= X' que satisface (PoYy, = I

= "I‘L't ° (p , una equivariancia con respecto alos gl.1-p tl. dados Y ; y Wy - .
{5.2.1.) asegura gue los correspondientes campos de vectores A y A'!' son Y -relacio

nados. Esio es caracterIstico para aplicaciones equivariantes ; mds precisamente, se

cumple :

PROPOSICION (5. 2. 2. ): \ , :

Sean A y A' campos de vectores en X y X' respectivamente, y Y t ¥ U’ .
los correspondientes gl.1l-p tl. Si (.P : X — X' es una aplicacién tal que

A y A' son {f -relacionados, entonces se cumple (P o Yt = Yy oY - i

Demostracién: Para x € X, sea & ,(t) = (P 4,(x)) , « ZA(t) =7~P'~1; (@)

Entonces & 4 (o) = O(_z.(o)_ = @ (x). Probaremos que  y = A g mosirando

‘que ambos satisfacen la misma ecuacién diferencial. En efecto,

X, @) = lP*'o,t(x; Agix) = Alagt) s

en virtud de (4.4.3.), puestoque A y A' son (P -relacionados. Y ademds »

X 2(t) .= A'ofz(t)

®
COROLARIO (5.2.3.):
Sea ( : X — un difeomorfismoy A un campo de vectores sobre X que
genera el gl. 1-p tl. .’q,t . Entonces el campo de vectores (P*’A sobre
. -1
X' generael gl.1l-p tl. q)°1|—t°(-P .
‘Demostracién: Basta observar que A y (p A son (p -relacionados.

Aplicando esto a automorfismos, obtenemos :

COROLARIO (5. 2.4.):

Sea LP : X —» X un difeomorfismoy A un campo de vectores sobre X que

generael gl.l-ptl Y .- Entonces YxA=A siysélosi PolY =7fto(P
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Observinios que este corolario conserva su validez cuando LP es un automorfismo
local, e3 decir P : U —o QYU), U abiertode X, y . difeomorfismo. Enton
ces P . A debe interpretarse como un campo de vectores en P (U), y puede ser defini

do con la férmula de lema (4.2,8.).

Consideremos en particular 'L], g » Que esun automorfismo local de X en el senti

do aquf expuesto. Como se cumple 'q_,s °'u_t =1[« % o'u,s para todo t, entonces (5.
2.4.) asegura que ('L]fs)* A = A. Esto significa que el campo de velocidades A del flu-

jo '74, t es invariante por el flujo, propiedad que caracteriza a los flujos estacionarios.

Obtendremos ahora algunas consecuencias en el caso en que la variedad X conside

rada sea un grupo de Lie G. EIl lema siguiente es inmediato a partir de (5.2.4.)

LEMA (5.2.5.).

Sea AE€LG y U, el gl.1-p tl. generado por A. Entonces
Lgo'L’,t—"ruhtoLg » t€]R, g€G.

PROPOSICION (5. 2. 6. ):

Todo campo de vectores sobre G invariante a izquierda es completo.

Demostracidn: Sea A€ LG y Yy, el gl I-p tl. generadopor A. Vere

I! mos que existe un € > 0 y una extensiénde Y.  aun gl 1-p tl.

N
! ’L],: I¢ x G —= G, de modo que la tesis resulta ser una consecuencia de (5.

] 1.7).

Seapues Y :I¢g x U — G, con €> 0 y U un entorno de la unidad e € G.

(2"
Una condicibn necesaria para la existencia de. Y} es (usando (5.2.5.))

N

; Y48 = (U o Lgle) = (LgoYy)le) = Lg(lile))

n
Definimos pues Y por esta férmula ; es inmediato que cumple la propiedad exigi
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PROPOSICION (5.2.7. ):

.Sea A€ LG y Ut el g. 1-p.t. generado por A’ Entonces'l;.t= R'll»t(e)o,

En virtud de (5.2.5.), la proposicién enunciada es un caso particular de la siguiente:

PROPOSICION (5.2.8.):

Sea G ‘un grupo (algebraico) . La aplicacién 4 : G —— G es una traslacibn a '

derecha (y por consiguiente Ruké ) = ) siysélosi Y conmuta con las fra_slg

ciones a izquierda.

Demostracién: La asociatividad muestra que la condicién es neceésaria. Recipro-

camente, sea Lg o 'l], =Y o Lg paratodo g € G. Si ¥ € G, entonces

gW(¥) =Y (g8), yenparticular gVY (e) = U (g), es decir, Y (g)= BYer & -

2

sesfessiofesiefede

8 5.3. CORCHETE DE CAMPOS VECTORIALES.

Daremos una interpretacidn geométrica del corchete de dos campos de vectores, to-

mada de K.Nomizu and S. Kobayashi, [‘10] , p.15.

"PROPOSICION (5..3.1.):

Sean A y B doscampos de vectores en la variedad X, y (.P't el gl.1-p tlL —

generado por A . Entonces, si x € X',

. 1 :
[2. 8], - lim [ 5, - (o5

Haremos la demostracién basdndonos en dos lemas.

LEMA (5.3.2.).
Sea E>0, Ig = (-€,E)CR y f: Ig xX —= R con
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ffo,x) =0 , x € X. Entoncesexiste g: Ig xX—= R tal que

fh,xz) = tg(t,x){Ademés, glo, x) = -aa—f— (o,x). .
. Y.
En efecto, basta definir glt,x) = so 3t (ts, x)ds .

LEMA (5.3.3.).

Sea | . generadopor A. Paracada f € CX existe g € CX tal
que fol, = f+tg y go= Af. Lafuncién glt,x) = g (x)
est4 definida, para cada x € X, en un intervalo |t| € € , conal-

gin € > 0.

Demostracién: Si aplicamos el lema anterior a la funcién F (¢, x) = 1Y, (x)) -

- f(x) obtenemos f o), = f+tg . Y ademds,

(Af) (x) = lim % I:f(ﬁpt(x))-f(x)] = lim -+ flt, x) =

t—=0 t—=0 *
= lim g,x) = g, (x).
t—20 Y
, Demostracién’de (5.3.1.): Sea { € CX, y consideremos la correspondiente

-1
gt € CX definida en (5.3.3.). Pongamos ademds x4=\§ , (x) . Entonces
(P, Bl f = (BEY))(x) = (B (x) + t (Bgy)(xy) ,
vy por lo tanto

. 1 ' 1
lim -——[B -((Q,) B)] f = lim —[(Bf)(x) - (Bf)( )] -
t-» 0 t X q)t* x t—0 t *t

- lim (Bgy)(x) = Ay (Bf) - Bxg_ = Ay(Bf)- By (AD) =[a,B] =
t-=0 ®

COROLARIO (5.3.4.):

Sean A y B campos vectoriales en X y @ ¢ el gu 1-p tl. .generado por A.

Entonces, si s € R y x € X , secumple
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L
(W), [A.B] ) = Um o= | (@), B), - ((Wt.-_i_s)*B)x,v]:.

Demostracién : Puesto que, segin la observacién al final de 8 5.2. , se cumple -

((Ps)*~A = A , entonces

(Pg) [A, ] = [(‘P;)*A, (kps)*B] = [A, (9, B]

Aplicando (5.3.1.) obtenemos

1 o
[A, (@) B]x - lm [((tps>*s )= (@), (), Bl ] =

) 1
- Wm [((cps)*B)x - ((cpt+s)*3)x] :

PROPOSICION (5.3.5.):

Sean A y B camipos vectoriales en X, que generan respectivamente los gl. 1 -p

tl, kpt y Y- Entonces [A,B]= 0 siy sélo si (pt°u—s =7I—S°Cp't va

ratodo s y t.

Demostracidn:

SiPioyg = ’u_s P, paratodo s y t, entonces por (5.2. ) es

(Lpt)*B = B , lo cual implica [A,B] = 0 envirtudde (5.3.1.). B

Recfprocamente, si »[A , B] = 0, de (5.3.4.) resulta —(%— ( (\Pt)* B), = 0
paratodo t. Entonces ({f t) B = B paratodo t, por lo cual, segin (5.2.4.),

(§; conmuta con todo U . a

- * PROPOSICION (5.3.6.):
Sean A y B campos de vectores en X, que generanlos gl. 1-p tl. q)f y 'l[_t
respectivamente. Si [A, B] = 0, entonces X = LDt o'u.t = Urt ° (p { esun

"gl. 1-p tl. yes generadopor A+ B .,

Demcstracidn:_ La proposicién (5.3.5.) prueba que X, esun gl. 1-p tl. Ade
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mis ,

F \

X0 = Wy )+ (W gty

AX-t (x) + (Lpt)*h’ (X)B-Ll't<x) °
Y

Pero- (- t);B = B enviriud de (5.3.5).y (5.2.4.).° ‘Entonces;
{ q)t)* b‘t(x) BLH:(X) = Bq)t(ll't.(x) )y = th(x> , y

Xt(x) = (A+B)Xt (x) . E

Sesesiedeeiok

8 5.4. SUBGRUPOS A UN PARAMETRO DE UN GRUPO DE LIE.

DEFINICION " (5. 4. 1. ).

Un sixbgrupo a un parédmetro de una grupo de Lie G es un hOmOmorfi_s' )

mo (de grupos de Lie) A : R —= G.

Observacién: Sea X una variedady ; un g 1-p t. de X. Podria pensarse en
considerar t Aa(p ¢ ¢como un sﬁbgrupo a un pardmetro R —» Aut X de Aut X.
Sin embargo, no tiene sentido hablar de diferenciabilidad de tal aplicacién. Sobre esto, tén

gase en cuenta la observacién hecha a continuacién de (3.2.5.).

Por ejemplo, el homomorfismo trivial O : R —= G es un subgrupo a un pardme
trode G. No es cierto que un subgrupo a un pardmetro no trivial X : R —» G sea

necesariamente una inyeccién, como lo muestra el siguiente:

Ejemplo (5.4.2.):

El homomorfismo canénico R —= R/ Z = T es un subgrupo a un pardmetro

de .

Sea A un campo vectorial completo sobre G y k.? t € g. 1-p t. generado por
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A. Sidefinimos

&, = (pt(e) ) e unidadde G ,

entonces of : R —= G y d = P, (e) = e, pero A no es necesariamente un

subgrupo a un pardmetro de G. En cambio silo es si A es invariante a izquierda, como

1o muestra la

PROPOSICION (5. 4. 3.).

Sea G ungrupode Lie, A € LG, (§ el g. 1-p t. generadopor A,y
& : R ~—= G laaplicacién definida mediante X t = \P't (e) . Entonces
es un subgrupo a un pardmetro de G. Ademds (Q t = R°‘t >y (_pt estd completa-

mente determinado por & .

_ Demostracién: En virtud de (5.2.5.) ; tenemos

Ky = Wipagy (@ = Py (@ () = (@ o Lig (o)) (o) =

T Ly )o@y le) = Pple) Py ile) = Xy, Ay

T S R, T T L T T

I

Ademds, (P, = R, resultade (5.2.7, ) .
2] F

Se suele a veces explicitar la relacién \.P t T R_o(t con la frase siguiente : Ma

AT s i

transformacién infinitesimal generada por un campo vectorial invariante a izquierda, es

una traslacién a derecha''.

Designaremos con e el corijunto .de los subgrupos a un pardmetro de G. La

dltima proposicién define mediante .o t = (Pt(e) una aplicacién
d: g — ac

.. LEMA (5.4.4.).

.Sea A € LG, &= 4)(A) € JoG. Entonces & es la solucién de

‘la ecuacibn diferencial X ¢ = Aoy conla condici6n inicial &4, = €.

N\
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Demostracién:

o(t = (_pt(e) = A‘(’t(e) = A°‘t , .poz'-.(5'.1.3.),fyademas

A _ = LP (e) = e.
o o o
Este lema describe la aplicacién: (b : LG —% iDG y muestra que es inyectiva.

Para probar que es biyectiva, comenzaremos con el

LEMA (5.4.5.).

Sea ® € Jo G. Entonces o.(t = (L“t)*e&'o = (R"(t)* :xo'
e

Demostraciﬂn: De & t+s - (3(t o(s = O(So(t , diferenciando con respecto
a s resulta

® -

qt+s = (Lo(t)*o(s O(S = (Ro(t)*o(s O(S »
y haciendo s= 0 se obtiene la tesis.

- TEOREMA (5.4.6.).
Sea G un grupo de Lie. Paracada A € LG definimos §(a) =
= K € inG como la solucién de & t = Ax 4 con condicién dni-

cial X ,= e . Entonces (b: LG — foG es biyectivo.

Demostracién: Sea X € $G. Si K= (l) (A) para A € LG, entonces se

cumple necesariamente A, = & , , lo cual prueba la inyectividad de ¢ .

si & € $oG, definimos A € LG como el campo vectorial tal que. A, =& .

Entonces, por (5.4.5.) resulta A« = (Lo(t)* 6(0 = o, , lo cual prueba que .

¢ es suryectivo.
2

El lema (5.4.5.) muestra que con la misma definicién se obtiene una biyeccidn
RG — % G. De hecho, los vectores tangentes de la curva t ~An~eX " pertenecen tan-
to al campo vectorial invariante a derecha que define & » como al invariante a izquierda.

La situacién estd descripta por la si—

/
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g"uien’te :

PROPOSICION (5.4.7.):

Sea A € LG, X-= ¢ (A) € ;EDG Y €€ G. Entonces Ag= (g )t-l'O .

Demostracién: Sea {p; el g. 1-p t. generado por A. Entonces \Q—;'t:‘(g'-)'=

Por (5.4.3.) resulta ' ’

Pite) = Ray (@) = gty » ¥

. (g) (g o)

L

]

Haciendo t =0 seobtiene Ag,(g) = Ag = (go(t)t=o

Una consecuencia de (5.4.6.) es :

PROPOSICION (5.4.8.):

Sea I un intervalo abierto de IR que contienea O y & : I —» G un homo

morfismo local de grupos de Lie. Entonces existe un udnico subgrupo a un pardme--
~

tro X : R — G de G talque & I=¢o

. N
Demostracién: Definimos A € LG mediante &= Ae , ¥ & = ¢(A).

El lema (5.4.5.) se aplicaa & y muestra que X 1= (L t)*e o o Y por lo tan
[3 * N .

to Ay = (Le(t)*e Ko = A - Pero o es también una solucién de tal ecua

cién diferencial, y ademds o(\o\=' 3‘( o - €. Esto pruebai que X esuna exten-

sibnde & . La unicidad surge del hecho que existe un dnico subgrupo a un paréd.

metro con & o dado.
) Q

Como muestra el ejemplo del isomorfismo local T —= R, no existe necesaria

e

mente una extensién de un homomorfismo local G —= G' de grupos de Lie, a un homo
morfismo (global) . De la-teorfa de grupos topolégicos resulta que una tal extensién existe,

‘
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si G es simplemente conexo (ver 7.2.5.). La proposicién (5.4.8.) esun caso par-

ticularmente simple de esta situacién.

LEMA (5.4.9.).

Sea G ungrupode Lie, A,B € LG , o y_P los correspondigntes
elementos de £G, y LPt y Q}'t los correspondientes g. 1-p t.
generados por A y B. Entonces (Ptofq’s = ysb Cf’t para todo

t y s siysolosi dtﬂs = PS o, paratodo t y s.

Demostracién : Sea g € G ; entonces, por (5.2.7.) y (5.2.8.), es

((Pt" 'qs)(g) = ((ft ° ’ZPSO Lg)(E) = (Lgo qtoq"'s)(e) )
= (Lge $)(Ps)= (LgePr o Lpglle) = (Lg o Lggo Gle)

lo cual muestra que

(o 'Lfs)(g) " g fs
Andlogamente ,

(Ys o P = gty s -
De las iltimas dos igualdades resulta la tesis .
Consideremos la expresién

(Go Y@ = & pg oy

que aparece en el curso de la demostracién .

En particular ,

(P o Yy) (e)-= Br % -

Si [A,B] = 0 , entonces, por (5.3.6.) ,

L\’A‘;‘.‘_’u' S, L L



X= PpoMy = U @, ‘ _

ezun g, 1-p t. ;

Xple) = Py ooy = oy Pt o i

es un subgrupo a un pardmetro, y A+ B el cbrrespondiente campo de véctores. En con-

secuencia

PROPOSICION (5. 4.10. ): e |

See A,B € LGy ¢d, P e £ a Jlos correspondientes subgrupos a un paifé

metro. Si [A,-B] = 0 , entonces o'(-'t Ft = Pt O(t = Xt define un sub -~

grupo a un pardmetro, y A+B’ es el correspondiente campo de vectores invarian

te a izquierda.

De (5.4.9.), aplicando (5.3.5.) , obtenemos

PROPOSICION (5.4.11.):
Sean A,B € LG , q-)t y l],t los g. 1-p t. generadospor A y B,y
ol y F los correspondientes subgrupos a un pardmetro de G. Entonces las si -

guientes afirmaciones son equivalentes:

a) -[A, B] =0
b) (Pto ’Qs = 1}'8 ° Clot ., paratodo t y s ;

c) ol ¢ FS = /35 oly ., para todo t y s.

En el capftulo VI veremos que la condicién c) es equivalente-a ol t ﬂ £ = IB t'dt \

paratodo t (Ver 6.4.3.).

Consideremos ahora un homomorfismo LP: g—> G de grupos de. Lie, Cada_,
oLe & G determina por composicién con P un elemento Pocte La. La apli
cacién L (P) : f G —%» .f G! ast definida es compatible con la aplicacién ¢ de

(5.4.6.). Mds precisamente : A




PROPOSICION (5.4.12, )

Sean G y G!' grupos de Lie, y P: G — G' un homomorfismo. Entonces

el diagrama siguiente conmuta :

L(p)
LG - > LG!
¢ ¢
Gl £ G!
G — G' ’

donde JL(P) esla composicidncon P , y (DG y d)G, las aplicaciones de

(5.4.6.).

L
Demostracién: Si ol € :f G, entonces -(PooL )t lt= O= P*e olo . Esto sig

nifica que el diagrama siguiente, sin la linea horizontal media, conmuta

e
Ge »G',
%G 1 aeGl
L(p) v
LG » LG!

o6 | - e
ch - ue(P) ?fG' -

Ademss, el d.iagrama superior conmuta, por definicién de L( §). Puesto que e

es suryectiva (de hecho, biyectiva), el inferior también conmuta.
: ®

Consideremos el funtor de olvido V : £ 02, —> Ens, que asigna a cada dlge
bra de Lie su conjunto subyacente, y a cada homomorfismo de dlgebras de Lie la corres-
pondiente aplicacién de log conjuntos subyacentes. La proposicién (5.4.12.) asegura que

4) : Ve I, —» ,E es una transformacién natural, mds ain, una equivalencia natura:.

st dedeskdedosk

8 5.5. CAMPOS DE VECTORES DE KILLING .

En esta seccién se estudia la relacién-entre subgrupos 2 un parémetrb de un grupo
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d‘g Lie G 'y grupos a un_parémetro de transformaciones de una G-variedad. X.

Sea X wuna G-variedad con respecto al homomorfismo- %'G — Aut X, o
y oo: R —> G un subgrupo a un pardmetro de G. La composicién de homomorfis-

mos

oL (<
R—> G — Aut X
define un grupo a un pardmetro de transformaciones CFt de X, puesto que la aplicacidn( -

RxX —» GxX — X

(t, ) A (d-'t» x) M’Gdt (x) = (Pt(x)

es diferenciable.

DEFINICION (5.5.1.).

El camipo de vectores de Killing A* sobre X definido por o€ aE'G,

es el campo de vectores inducido porel g. 1-p t. C(/t .

Observacién: Como ya hicimos notar en § 5.4. , seria deseable considera_z; a (?t
Gomo un subgrupo a yn pardmetro R ——% Aut X de aut X ; entonces Cpt
definirfa un campo de veciores sobre Aut X, en la forma explicada en 8 5.4..
Puesto que esta forma de encarar la cuestién presenta dificultades, 1o hemos hecho
én cambio.de la manera indicada mds arriba. La ecuacién diferencial c;)t (x) =

k|

A*c?t (x) que describe la relacién entre (Pt y A% puede ser (heuristicamente)
>
escrita como (Pt = A’*q,t , interpretando ahora a A* como a un campo de vec- )

tores en Aut X. Esto describe A* séloenlacurva .t a (Pt de Aut X.

Ejemplo (5.5.2.):
Si T: R —> Aut X defineun g. 1-p t. T, de X, entonces el campo de

vectores de Killing A* definido por lp: R —> R es justamente el-campo de

vectores inducido por -C’t
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PROPOSICICN (5.5.3.):

-

Sea G cperando sobre G por traslaciones a izquierda. El campo de vectores de
Kiiling sobre G definido por. ol € oe G esel _cé.rhpo B € RG (invariante

- [ ]
a derecha) caracterizado por do = Be

Demostracién: El g, 1-p t. CPt = Loy sobre G induce, en virtud de (5.4.‘f.>

3.) y (5.4.6.) un campo de vectores B invariante a derecha sobre G, caracteri

zado por Be = X ;.
R

Ejemplo (5.5.4.):
Sea P: G —> G' unhomomorfismo y T ¢ — Bij G' la operacién

de G sobre G' definidapor Ty = Lp(g) -

Sea ol€ Lc, y CPt = LP(dt) = L(P°°L-)t‘ el g.1-p t. de G' induci-

do por ol . (Pt induce el campo de vectores invariante a derecha B' en G', carac

terizado por Bft = (fool) (t)’t=0 = P*e o

Si componemos la correspondencia ol ~+~w* B! con la aplicacidén canénica RG—L G,
se obtiene, de manera obvia, el homomorfismo R(f) : RG —> RG! definido por.

P: G — G'.

Ejemplo (5.5.5.):
Sea V un IR -esphcio vectorial de dimensidn finita ; consideremos la represen

tacién natural de GL(V) en V.

Sea of un subgrupo a un pardmetrode GL(V) y v € V. Entonces el cam-

po de vectores de Killing A* sobre V definido por o sgatisface Af, = :’o , don-

de wv; = o, v -Pero o= o,y = o oL v r (5.4.5.). Entonces A*
t tv - t t o t V. POT R0.%.0.0

satisface Af, = &0 v, es decir, A¥ esel campo de vectores canénicamente defi-

nido por el endomorfismo o'(o e L (v).

Aplicaremos ahora los resultados de 8 5.3. a los campos de vectores de Killing.
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PROPOSICION (5.5.6.):

Sea X una G-variedad cocn respecto al homomorfismo T: G — Aut X',

ol un subgrupo a un pardmetrode G, y A* el campo de vectores de Killing sobre

X definido por ol . Entonces, si C es un campo de vectores sobre .X,. se cum-’ J
ple, para x € X : : h
[A*, c] = lim —1— [_Cx - (0T C)x] '

X 4wy . ;

Demostracién: ('Cof-i),£ esel g. 1-p t. de X generado por A*. Entonces

la fé6rmula se obtiene como caso particular de (5.3.1.).
[}

~

COROLARIO (5.5.7, )

Sea G un grupo de Lie, of € La y B € RG el correspondiente-campo de

5
ok A
'jﬁ

vectores invariante a derecha. Entonces, si C es un campo de vectores sobre G,

e

se cumple, para g € G

[B‘C]g -

Demostracién: G opera sobre G por traslaciones a izquierda. Por (5.5.3.), B -

AR A e\ R

1 S
lim — |Cp - ((Lg.), C) .
t—v0 ¢ [g tx g]

BLAELIS TV ERE

S VA Ui

es el campo de vecotres de Killing definido por el € ‘£ G con respecto a tal ope

racién. Basta pues aplicar (5.5.6.).
]

Observemos que en particular, si C € RG, la férmula obtenida expresa el cor-

chete en RG mediante L g o Evidentemente, hay una f6rmula.andloga para campos de

vectores invariantes a izquierda.

PROPOSICION (5.5.8.): -

Sea G un grupode Liey A, C € LG. sSi o€ £ G es.el subgrupo a un pa

rdmetro definido por A, entonces se cumple, para g € G

[A,"c] - dlt {Ad(olt)}lt___oc " ) |

donde. Ad : G —> Aut LG es la representacién adjunta de G,
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Demostracién : Andlogamente que en (5.5.7.), se cumple

[a.c]g - L + [ce - (Rap 0] -

Ahora, como C € LG , es (Ldgl)* C = C, esdecir (Ry,)xC

= Ad(d ;1) C , lo cual muestra que

[a.c]g = - = {a ‘d:cl? Cel |£=o .

que puedé escribirse

[- A.C]g= %— {aa (a5 gl |t=0

Puesto que al subgrupo t a0l t- LY, " le corresponde el campo de vecto-

res — A € LG, se obtiene el resultado querido.
"
Hemos supuesto que Ad : G —> Aut L.G es un homomorfismo de grupos de Lie.

Esto sigue de la continuidad de Ad (ef. 8§ 6.3.).

ekl

85.6. EL HOMOMORFISMO @:RG —»DX PARA UNA G-VARIEDAD X .

El conocimiento-de esta seccién y de la siguiente no es necesario para la compren-

sidn del desarrollo que sigue.

Mostraremos que la operacién T: G — Aut X define un homomorfismo

0 : RG —> DX de dlgebras de Lie. En primer lugar, veremos que

LEMA (5.6.1.).

Sea X una G-variedad, X' una G'-variedad, f: G —> G' un homomorfis
mo, y (f X —> X' una f -equivariancia. Sea o¢€ LG, o'=Pocl €
€ Lar, y A* y A los campos de vectores de Killing definidos por ol yol'.

Entonces A* y A'™ gon (P-relacionados.

R s s e o . . =
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Demostracidn: Sean ‘!.','t . 'l+'t los grupos a un paré;i:efro-de transformaciones B
de X, X', dgﬁnidos por &, o, es decir, Ql-t = ?:d_t . M't= z&'t . Bas

ta probar, en virtud de (5.2.1.), que se cumple
]
Qo = Y o
La fP-equivariancia de (P significa la conmutatividad del diagrama

GxX < - X

P | K

. ]
Gix X! ?:*.. X

Puesto que Ol'= Pool , ‘el siguiente diagrama es también conmutativo.

.O(,X ix

RxX —Gx X
1133.()91 l P£x¢
o'y Uy
- Rx Xl : - rGlxX'

Componiendo ambos diagramas, obtenemos. el diagrama conmutativo

RxX hi : %X.»
i,
v 3

RxX! —
_que prueba (Foll"t = Q}'t ° <F .

Podemos ahora probar el fundamental

TEOREMA (5.6.2.).
Sea 'G un grupo de Lie, X una variedad, .RG el dlgebra de Lie de

los campos de vectores sobre G invariantes a derecha, y DX el dlge -

bra.de Lie de los campos.de vectores sobre X. Una operacién: C:c—

- —> Aut X que definea X como una G-variedad induce un homomor

J B
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fismo.

0: RG —= DX

81 B & RG y oX€E LG esel subgrupo a un pardmetro definido por &t = By "

entences O (B) es el campo de vectores de Killing sobre X definido por of .

Demostracién: Sea B € RG, G(B) € DX. Veremos que B y 0(B)

son- p-relacionados, conun p: G —* X, por lo c;ua_i el teorema serd una con-

secuencia de (4.4.2.).
Sea xo € X ; definimos p: G —=> X mediante
p (g) = Eg(X) .

Entonces el diagrama

L
G g
pl
% Tsg

es conmutativo. Considerando la operacién de G sobre G por traslaciones a iz-

He——0n
e

Y

quierda, esto significa que p es una equivariancia, Sea o€ L G.. Los corres
pondientes campos de vectores de Killing sobre- G y X son p-relacionados’en

virtud de (5.6.1.). El campo de vectores de Killing sobre G definido por ol es,
por (5.5.3.), el elemento B € RG . Pero el eampo de vectores de Killing sobre

X definido por ol es justamente C(B), demaneraque B y ((B) son

p-relacionados.
2

Designamos con KX el conjunto de camp;ds'de, vectores de Killing sobre la ‘G-va

riedad X. Entonces KX = Jm ¢ , ypor (5.6.2.), KX es un dlgebra de Lie,

Ejemplo (5.86.3.):

Sea G operando sobre G por traslaciones a izquierda. Por (5.5.3.), el dlge-
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bra de Lie de campos de vectores de Killing es RG , y el homomorfismo G : RG>

—> RG es la identidad " 1gg .

Ejemplo (5.6.4.): ' ~ : .y
Séa P: G —> G' un homomorfismo y T: ¢ —» Bij G' la operacién

de G sobre G' definida por 'Ug = L P Por el ejemplo (5.5.4.), sabemosque
_ el dlgebra de Lie de 10S campos de vectores de Killing es una subdlgebra de RG' y el

homomorfismo R(f) : -~RG"‘ — RG' es el homomorfismo U de (5.6.2.).

Ejemplo (5.6.5.):

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién finita; consideremos la representa

Y T T T S R R R T B R S P
e e ——— e

cidn naturalde G = GL(V) en V.

IR s Ve S T

Identificamos RG y LG con Gg mediante los isomorfismos canénicos. Enton-
ces por (4.3.8.) sabemos que LG = L ). Tenemos también, por (4.6.8.), que

RG = (LG°. Entonces RG = ( £ (V) .

PN ey

i
i
i
+
i

Usando (5.5.5.), vemos que el homomorfismo G : RG — KV es en este ca

so la aplicacién canbnica ( Ly —> DV, que a cada endomorfismo A € £ )

le asigna el campo de vectores | A: = Av . Que esta aplicacién conserva el corchete,

i
L5 S, o TR LAIL "'?- FTHTERIST TR

se ve de la manera siguiente.

Sea Aj,A9 € L (V) ; sucorcheteen (£ (V) es AgA, - AjA,. Por

otra parte, tal comoen (4.3.8.) ,

R B T S A T AT

: d % d : A
* * = ( —— * AT - (=——— A¥* ) A .
[A » A9 :IV ( Ty sz ) (v) 1, ( g 1V) (v‘ 2y

Pero
d * * % *
(_d—v_ sz) (v) Alv - A.2v Alv = By,
y per lo tanto 4 ”

bt
* * _ _ ¥
[Ai , A2]~v = (Ag Ay - AL A, - il

tal como querfamos probar. :
y ) ) i



- 96 -~

M4s generalmente, consideremos una representacién del grupo de Lie G en V. El
homomorfismoe & : G —> GL(V) induce un homomorfismo R(T): RG —

— R(GL(V)) = ( £(v))°, y el homomorfismo inducido 0 : RG — DV es justa

mente la composicién de tal homomorfismo con el homomorfismo ( £ (V) )° —> DV des

cripto anteriormente.

Observamos que la situacién general para una G-variedad X es en algin sentido
similar a la d.el ejemplo (5.6.5.). La operacidn T:G —= Aut X induce por compo
sicién con el hmﬁOmorfis_mo natural -que es-un isomorfismo- una representacién G —¥
~—> Aut CX de G en CX. Ecxiste sin embargo la dificultad que CX es demasiado gran
de y no podemos hablar de diferenciabilidad de la aplicacién. Pero si no tenemos en cuenta.
esto, podemos considerar el homomorfismo inducido ~RG — DX ¢ OX en el dlge
bra de operadores sobre X como la representacién de RG en CX inducida por la repre

sentacibnde G en CX, exactamente como en (5.6.5.).

El dlgebra de Lie de los campos de vectores de Killing sobre una G-variedad es

por definicién un dlgebra de Lie de campos de vectores completos. Es natural preguntarse .

si cada dlgebra de Lie de dimensién finita de campos de vectores completos sobre una varie
dad X puede ser interpretada como el dlgebra de.Lie de.campos de vef:tores de Killing co-
rrespondiente a la operacidn de algin grupo de Lie G sobre X. Discutiremos la situacién
en el caso particular de un éigebra de Lie conmutativa; para el caso general, puede consul

tarse. R. Palais , [12] ; la respuesta es positiva.

Sea G un grupo de Lie conmutativo que opera sobre X. Puesto que G: RG —
— KX es suryectivo por definicién, el dlgebra de Lie KX es conmutativa, Recipro-

camente :

PROPOSICION (5.86. 6. ):

Sea K un 4dlgebra de Lie conmutativa y de dimensién finita, de campos de vectores

completos sobre X. Existe entonces una operacién del gtupo aditivo de K sobre X

vk

(.




_‘9'7 -

tal que el dlgebra de Lie K. es el dlgebra de- Lie de los campos de vectores de Ki-

i

lling de,_'dic,h'a.'operacidn.- , e

Dem‘détracidn: Consideremos en K la estructura aditiva, que lo convierte en un
grupo de Lie con dlgebra de Lie K. Definimos.una operacién de K 'sobre X dela

manera siguiente. Sea A€ K y (ﬂc el g. 1-pt. Vde X generado por A. Si

ponemds' ’E’ A= (Pl , ‘esto define una aplicacién ’g : K—» Aut X. Vere-

mos qie & es un homomorfismo.

Sea .A:,B €EK vy ﬁot N ’f}t los g.-1-p t. generados. Por (5.3.6.),
Xt = (ﬁ ° ‘Y/t es el grupo a un pardmetro de transformaciones generado por
A+ B. Eritéhceg» 'EA+B = X, = (Fl ° ’%4 ' ’XA ° ’ZB , tal COI;lO queria.

. mos probar.

Observemos que '?”atA = ('Ft . El subgrupo é un pardmetro de K cprréspondié.ix
tg a A es. t —~n+»tA , v por consiguiente el correspondiente campo de vecto- '_

" res de Killing A¥ sobre X satisface:
* _ _d .
Ay = & {(ztA (X)}

Esto prueba que el homomorfisino'del' teorema (5.6.2.) es en este e€aso laA identidad,

d . _ .
R A ot A

£=0

1o cual concluye la demostracién. ,
&

El homomorfismo (] : RG —= DX definido en (5.6.2.) expresa propieda-

des de la operacifn ’E’ G =—= Aut X ; por ejemplo :

PROPOSICION (5.8.7.):

Sea ?;: G —= Aut X y ( : RG —% DX el homomorfisnio inducido. En-
tonces : |, 1) Si C es inyectivo (es decir, una operacién éfectiva) entonces
(0 es inyectivo ;

it) Si 'g es una operacién libre, entonces todo campo de vectores

de Killing es o bien idénticamente nulo o bien no nulo en todo
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punto,

Demostracién: Sea B € RG y X € J5G el correspondiente subgrupo a un

pardmetro. Entonces (G—B)‘f’t(x) = ({’t(x) , donde (ﬁt - '?;o( .
t

i) Sea (B = 0. Entonces (Ft(x) =0 y (Pt(x) = X pé.ra todo x

y t. Porser © inyectiva, '(\Go( = 1x implica O, = e , y Be =

t
0, esdecir , B = 0.

= q/Q

ii) Sea (0 B), =0 paraalgin x € X. Entonces (po(x)_ =0y (Pt(x)=

= x paratodo t , con x fijo, en virtud de la unicidad de solucién de

¢, x) = (U-B)‘(t(x) con (fo(x) = X . Puesto que T es libre, (Ft(x)=

14

= o{t(x) = x para algin x implica O(t = e ; entonces, de la misma

manera que antes resulta que B=0 y (¢ B= 0. (Recuérdese que toda

operacitn libre es inyectiva; entonces en virtudde (i) B=0 y

son afirmaciones equivalentes) .

dB=0

Obsérvese que la inyectividladde ¢ : RG — DX no implica la inyecti

vidladde & : G —» Aut X.

Ejemplo ({5.86.8.):

Observacién:

. el homomomorfismo canénico R —— R [Z =7

Un homomiorfismo  f©: G — G' induceé una operacién &: Lo /©

de G

. sobre G' (ver (5.6.4.)) y el homomorfismo inducido ¢ es R(F) : RG —> RG

R(F) puede ser inyectivo sin que T- Lo f . losea. Es suficiente mostrar un

FP:G6 — G no inyectivo con .P*e : Gg ™ G', inyectivo. Esto sucede para

Discutiremos los resultados de esta seccién desde el punto de vista heuristi

co varias veces mencionado, que gonsidera a Aut X .como un grupo de Lie. Es esta una

1

operacién efectiva sobre X y por.consiguiente define, segin (5.6.7.), una inyeccién

~S

R(Aut X) L. DX . Es natural pensar que la imédgen es el conjunto de todos los cam~-

pos de vectores completog sobre X. Sin embargo, este conjunto no es un dlgebra de Lie,
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lo cual destruye muchas esperanzas. De 1o contrario, hubiéramos considerado esa dlgebra
como R(Aut X). (Enel caso enque X es compacto no hay problema, pues todo campo

de vectores es completo) .

Cualquier operacién G : G —* Aut X puede ser pénsada en forma que defi
ne un homomorfismo R(%¥) : RG —= R (Aut X). Entonces el homomorfismo

~
. @ : RG — DX de (5.6.2. ) es justamente la composicién 0= T o R(%).

Ejercicio (5.6.9.):

Sea G un grupo conmutativo que. opera sobre una variedad X, y KX el dlgebra de
Lie de los campos de vectores de Killing sobre X. Probar que todo elemento de KX es-‘

invariante con respecto a la acciénde G sobre KX.

ekl .

8 5.7.. CAMPOS DE VECTORES DE KILLING Y APLICACIONES EQUIVARIANTES.

Estudiaremos aquf la compatibilidad con aplicaciones equivariantes del homomorfis-
mo G_ : RG — DX definidoen 8 5.6., para una operacidn a izquierda. Es claro
que consideramos una operacién a derecha de G sobre X, obtenemos un homomorfismo

: LG —= DX.
En prirher lugar, ;}robaremos el

LEMA (5.7.1.). '
Sean X y X' variedades, (P : X — X' una aplicacién, y A, A}
A, A'z pares de campos de vectores (P -relacionados en X, X, Si -

(P ‘es suryegtiva, entqnces A'1 = A'2 .

.

Demostracién: | (P* es‘inyectiva, puesto que '(é'fl = ‘(*fz , O sea fl‘.’,_(f =

= Af29 (f’ , implica f; = f3 cuando (\0 es suryectiva. Pero-por definicién de '

¥ -relacion, el diagrama siguiente conmuta (para i= 1,2) :
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(P* CXI

CX
cx * v* CX!

.

y

La inyectividad de  §* implica AY = Ay

PROPOSICION (5.7.2.): -

Sea X una G%-variedad con respecto a una operacidén a derecha | . GO-» Aut X,
X! una G°-vériedad con respecto a una operacidn a derecha B : GO— Aut X,
/0 : G —» G" un homomorfismo, y (‘0: X —= X' una aplicacién L -equi-
variante. Sean ( : LG —= KX <= DX y ¢': L& —- KX' &= DX’
los homomorfismos inducidos del teorema (5.6.2.).- Si o _l:oien' G opera efectiva-
mepfe sobre X o bien (p es suryectiva, eptonces existe una dnica aplica;:idn ()/ :

XK —= KX' que hace conmutativo al diagrama

LG S - KX
L(P) : ¥
4

LG q KX!
y ademds & es un homomorfismo de dlgebras de Lié.

Demostracifn: . Sea A € LG. Por (5.6.1.),los campos de vectores A¥* =

= () y _ (r’(L.( P)a) son V—relacionados.

Supongamos en primer lugar que G opera. efectivamente sobre X, es decir, que
T: GO— Aut X -es inyectiva.. Entonces, por‘ (5.6.7.), - O es tainb_ién inyec
tiva. Por lo tanto, para A* € KX existe un dnico A € LG con ¢ (A} = A%

Definimos ¥ (A*) =. T .(L(P)A

Subon'gamos ahora que -’ ‘F és’ suryectiva, y sea A € LG, Puesto que A¥ =0 (A)
'y ' @(P)a) son  P-relacionados, por (5.7.1.) T '(L(P)A) estd untvo

camente definido por A¥; Podemos entondes definir K como antes.
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La unicidad de (Y " sigue de la suryectividad de d: LG -—'F KX, vy § esun -

homomorfismo, ‘en virtud de (4.4.2.). i
)
COROLARIO (5.7.3.):,
En el mismo estado de cosas que en (5.7.2.), si Y. X —> X' es un difeomor
fismo SO -equivariante, entonces el diagrama siguiente conmuta :
LG » KX ¢ DX
L(_F)I 5’] 1 (p*
LG'_____, KX'e ___, DX'
Demostracién: Si C € DX, entonces C y {,C son {f-relacionados.
Entonces ﬁo* IK.X = X .
]
Aplicarexms -ahora el resultado obtenido al difeomorfismo ’Eg». 1: X —» X de
finido por una operacién a derecha C: GO —= Aut X. Notamos en primer lugar que: -
LEMA (5.7.4.):
'Ug_l : X —= X es Ug—eéuivariante. .
Demostracién: EIl diagrama
g-1
X X
hgxl ¢, J Crg o) '
X el x
conmuta para K € G :
’\G = ) - = ‘%/ = (Z -1 90 Z .
Tg(y)° %1 ?"ogZ(g'l ° Xg'l gl el” ¥ g

Entonceé, aplicando (5.7.3.) obtenemos :

PROPOSICION (5.7.5.):

Sea  &: G°—w Aut X unaoperacién aderechay ¢ : LG —= KX <= DX
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-el-homomorfismo inducido del teorema (5.6.2.). Entonces el diagrama siguiente

conmuta :
w0 KX c . DX
Adg (Bg-1),
16 T KX e . DX

Recordamos que. Adg = L( Jg). Es evidente ademds que ( ?‘a’g-l)* = o, g deg-
ne DX como G-dlgebra de Lie, puesto que = es una operacién a derecha. Por

consiguiente :

TEOREMA (5.7.86).

Sea X una éo;variedad con respecto al homomorfismo fg GO—»
—# Aut X. Consideremosla represertacién adjunta de G en .LG

y la operacién de G- sobre DX definida por o g= ( 'Eg_ 1),. Enton .
ces el homomorfismo inducido {J : LG — DX es una ‘equivari'ég .

cia.
Para A € LG ¥ el correspondiente A*= @ (A) se cumple
(Bg-1), &* = T (adg A)

Esto muestra en particular que .fgg transforma campos de vectores de'Killing en

’

campos-de vectores de Killing.

Ejemplo. (5. 7 7.):

Sea G operando sobre- G .por traslaciones a derecha. . La conmutativid'ad del diagr_a:"

LG c - - » DG
A.d.gi lA(Rg'-l)*-

LG e ~ DG

expresada en el teorema, es precisamente la proposicién (4.7.3.).
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Para operaciones efectivas, Cr es una inyeccidn, en virtud de (5.6.7.). El dia-

grama conmutativo

LG r w DX
Adg l O(g
I
LG 7 DX

muestra que O( : G —» Aut DX puede interpretarse como una extensién de la re-

presentacidén adjunta de G.

|
LEMA. (5.7.8,). ‘

homomorfismo X : G —= Aut DX definido ppr g = (%,-1),

: . s f

El homomorfismo T G° — Aut X es inyectivo si y sélo si el - l
|

es inyectivo. !

Demostracién: X esla composicién

I 8 * I

G —= G —2» Aut X —— Aut DX

* . . il

gwg-ln—/\/\/\/—':fg']_/wv\»('ggrl)* . : ’

1 es biyectivo, y * es inyectivo puesto que (0 € Aut X con (P* = lpx impli ; 1

ca P*X = 1Tx(X) y ﬁp= 1X .

Entonces X es inyectivo si y sélo si T s inyectivo. |
a 2] i

Observacid : Para una operacién a izquierda @ : G —» Aut X, setiene andloga i

mente el diagrama conmutativo

RG a DX
R(Jg) ‘g_g
RG_ T _ DX ,

donde ‘ gg = ('Eg)* ]

y ~ " es por lo tanto una equivariancia con respecto a la opera -
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cién (a izquierda)de G sobre RG y DX. Tomaremos otra vez el punto de vista heuris
" tico de considerar a Aut X como a un grupo de Lie. Aut X opera naturalmente sébre X
~S

a izquierda, definiendo un homomorfismo T : R (Aut X) —= DX (ver la observa -

cién al final de B 5.6.).

Para cada P € Aut X, eldiagrama

~/
RAut X) — €  _ DX

R(J¢ )l 1 4
~S
R(Aut X) T DX
es conmutativo.
’ ~
Porgser U una inyeccién, (f* : DX —% DX  es una extensiénde R( 7fp ),

gue es la representacién adjunta de Aut X en R(Aut X). Usando el argumento de la de-

*
mostracién de (5.7.8.), vemos que Aut X —— Aut DX que transforma ¢ en

3 . ~

" ﬁ , es inyectivo. Siendo {  'una inyeccién, esto concuerda con (5.7.8.).

. .

¢ el
e Helieeltoelols de ke ok
¢

2 e s
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CAPITULO VI. LA APLICACION EXPONENCIAL DE UN GRUPO DE LIE.

La relacibn entre subgrupos a un pardmetro de un grupo de Lie G y campos de vec
tores invariantes sobre @G, estudiada en 8 5.4. , se utiliza para definir una aplicacién

exp : G¢ — G , que posee importantes propiedades.

8 6.1. DEFINICION Y NATURALIDAD DE _exp.

En lo que sigue convendri identificar (y asflo hacemos) LG con Ge por medio del
isomorfismo @ de (4.3.3.). Designaremos con A € Gg a un vector-tangente en la iden
tidad e del grupode Lie G.

Recordamos que, segin (5.4.6.), cada A € Gg = LG define un subgrupo X a -

un pardmetrode G, talque A = &,.

DEFINICION (6.1.1.).

La aplicacién ~exponencial exp : Go —> G esla aplicécién defini

da mediante

exp A = °<1 . A€ G ,
donde O( es el subgrupo a un pardmetro de G definido por A,

si & € &£HG esun subgrupo a un pardmetro de G, y para t € R fijo defini-

mos ﬁs = & , -entonces evidentemente es también ﬂ € £HBG; ademds se cump}e: -

LEMA (6.1.2,).

L4

/o‘ =t <>.(o

Demostracién: Sea f € CG ; entonces
. _ d d L .
£f=—— £(flg) = — f((g) = t ofy f
/% ds Fs s=0 ds S 1s=0 ®

Este lema muestra que exp (tA) = D(t » buesto que tA ‘define_ﬂ y ﬁl"' °{t
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aAdemds X esun homomortfismo : °<t1+'t2' = O(t'l' o(tz , de manera que

obtenzmose irunadiatamente

PROPOSICION (5.1.3.):

exp (ét1+'gz)A) = e.xp(tlA) exp(taA) .

Le proposicién (5.4.10.) muestra quesi A,B € G, , con 0(, ﬂ € J&£a

}os correspondientes subgrupos, y [A ,‘B] =0, entépces d’t = dt ﬂt es un sub

grupo a un pardmetro, y por cdnsi’guiente

exp (t(A+B)) = exp(tA) exp(tB) ,
que para t = 1 s8e convierteen

exp (A+B) = exp~ A . exp B ,
lo cual prueba en particular:

PROPOSICION (6.1.4.):

Si el dlgebrade Lie LG de G es conmutativa,entonces exp : Gg —™ G es

un homomorfismo del grupo aditivo de Gge en el grupo G.
La consideracidn siguiente servird para justificar la notacién exp.

Ejemplo (6.1.5):
Sea V un R-espacio vectorial de dimensién finita, y G = GL(V). En (4.3.8.)

vimos que después de la identificacién de LG con G, tenemos LG = Og(V).

Sea A€ &), y oK € &£LG elcorrespondiente subgrupo & un pardme-

tro. Veamos que

tA 1 o
exp (tA) = O(t = e = Z : (tA) .
n=0 o

En efecto, si definimos



resulta

Por otra parte, también se cumple

O(=1V s O(t=0(;c0(= o(tA,

" de manera que = y ﬂ satisfacen la misma ecuacidn diferencial con la misma condi -

cién inicial, lo cual implica -4 ='/3 .

-En particular, sea V = R . Entonces GL (V) = ]R*, donde R¥* esel grupo
multiplicativo de los nimeros reales no nulos. El dlgebra de Lie de R* es R, con
la (dnica posible) multiplicacién trivial. La aplicacién exp : R —= R* es precisa

‘mente la funcién exponencial ordinaria." -
Mostraremos ahora la naturalidad de exp , es decir:

PROPOSICION (6.1.6.):

Sea ./O : G —» G' un homomorfismo local. Entonces el diagrama siguiente to-

mado en el sentido de aplicaciones locales, conmuta:

Ge € Glel
expl' ] exp '
G AN ¢

Demostracién: Sea A € Gg. Si O(t = exp (tA) es el correspondiente sub-

grupo a un pardmetro de G, entonces

PeX @, o= fre o= S b

@
i[i-]
iid
i
i
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Por lo tanto ,

exp (t P*e A) = /Dexp (tA) ,
ypara t=1

exp (/D*eA) = /oexp A .
Como aplicacién, reéulta :

COROLARIO (6.1.7.):

Si g€ G y A € L.G , entonces
exp (adg A) = glexp A) g1

Para probar esto, basta sefialar que adg = L ( J g), por definicién. Obsérvese
que en virtud de la identificacién LG = Ge , larepresentacién adjunta opera

en Ge

Otra aplicacién de (6.1.6.) es la siguiente. Sea V un R-espacio vectorial de
dimensi6n finita. El d4lgebra de Lie de GL(V) es, segin (4.3.8.), 08(V). El homomor
fismo det: GL(V) — R™ induce, segin (4.5.11.), el homomorfismo tr: &(V) >R

de dlgebras de Lie. La naturalidad de exp implica que

COROLARIO (6.1.8.):

si A€ L) , entonces det exp A= exp trA.

La imdgen de la aplicacién exp: Gg —= G estd conteni'da; evidentemente,
en la componente conexa G, de la identidad de G. EIl ejemplo siguiente muestra que

eXp no es necesariamente suryectiva, ain en el caso en que G sea conexo.

Ejemplo (6.1.9.):

Sea SL (2, R) el grupo de matrices cuadradas 2 x 2 con deferminante = 1,

SL (2, R) es conexo. Mostraremos en primer lugar que existen en este grupo elementos
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que no son cuadrados.

Sea g € SL(2, R) , vy

det (AI - g) = A2 )\trg + det g

su polinomio caracteristico (I = matriz unidad ; tr g = trazade g). En virtud de un

teorema de dlgebra lineal, se cumple

gz-trg.g+detg = 0

- Entonces, teniendo en cuenta que det g = 1 yeloperador +tr es el lineal:

0 = tr(gz-trg. g + det g) = ’trg2 - (trg)2 + 2,

de manera que

1:rg2 = (’crg)2 -2 2 -2

Por lo tanto, todo elemento 1 € SL{2, R) talque irl < -2 (por ejemplo,

(70
0o -4

talque g“= 1.

) no puede ser un cuadrado, es decir, no existe ningiin g € SL(2; R)

no es suryectiva, siendo G =SL (2 ; R). En efecto,.

Veamos ahora que exp

silo fuera, paracada 1 € G existirla A € G, tal que expA = 1. Si X es

el subgrupo a un pardmetro definido por A, entondes 0(1 = 1., Ademds, 1 = O(l =

= 0(% X, = (X, )2 , esdecir, 1 es un cuadrado.
2 z

Observacién: Sea X una variedad y (Ft y g. 1-p t. de X generado por un campo

de vectores A* sobre X. Siconsideramos a (Pt como .uzx.s}g@grupo a un pardmetro de

Aut X, sugiere escribir

(Pt = exp tA*

Sea 'E G — Aut X una operacidn, € aBG';';unﬁ'subgrupo a un pardme

tro, y A* el campo de vectores de Killing definido por <, Entonces, por definicién, se
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cumple:

Z;dt = exptA* s

o también, si A € G, con o(t = exptA

. - A*
’C expt A* expt

Esta igualdad expresa la conmutatividad del diagrama

Ge cr e K X
exp l exp
G ° - » Aut X

donde 0: Gge—> KXc———DZX es el homomorfismo inducido por la operacién
‘G: G —»Aut X . En el vértice superior derecho del diagrama no se puede colocar
DX enlugarde KX , puesto que solamente a campos de vectores completos le es apI_i_

cable exp . Entonces, exp es ailin en este caso una transformacién natural ( de funto-

res convenientemente definidos ).

§ 6.2. exp COMO DIFEOMORFISMO LOCAL EN LA IDENTIDAD

PROPOSICION ( 6. 2. 1. ):

La aplicacidn lineal tangente expy, : Gg—> Gg inducida por

exp : Ge—bG es la aplicacién identidad.

Demostracién: Para cada A € Ge se Immple

exp*o A = exp*tA A | t=0 = { exP*tA -g—t ( t A ) } \ t=0 =

= d o = \ ’ ‘
T ~xP(tA),t=o ,A 3]
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En consecuencia, aplicando el teorema de existencia de funciones implicitas, re-

sulta :

TEOREMA (8. 2. 2. ).

Existenunentorno abierto N de O en G, vy un entorno abierto Ng
de e en G , tales que exp: No—>N, esun difeom'orﬁsmo analiti-
co.

Llamaremos log : Ny —>N, 2 la aplicacién inversa de exp , que de-

fine pues una carta en un entornode e.

DEFINICION (6.2.3.).

Una carta canénica de G en e esunpar (Ng, log) forma-

do por un entorno abierto N, de e en, G y un difeomorfismo

log : Ng

log N, = Ny —= G,
que es la aplicacién inversa de exp, No .

Una aplicacidén inmediata de ( 6.2.2.) es la siguiente :

PROPOSICION ( 6.2.4.) :

La componente conexa de la identidad G, de un grupo de Lie G es conmutati-

vasi LG es conmutativa.

Demostracién: La imagen de exp contiene un entorno abierto U de e en

G. Puesto que, segin (6.1.4. ), exp:Gg —> G es unhomomorfismo, resul-
ta que el producto conmuta en U . Pero U genera G, , de manera que G,

es conmutativo.

3]

Esta proposicién, junto con (4.6.9. ), implica:

. L




W
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TEOREMA ( 6.2.5.)
Sea G un grupo de Lie conexo. Entonces G es conmutativo

siysélosi L G es conmutativo.

LEMA (6.2.6.)
Sea y G —>G' en homomorfismo. Entonces L (f) :
L G——= L G' es inyectivo ( suryectivo ) siy sélo si ‘P* g

es inyectivo ( suryectivo )paracada g € G.

Demostracién:.  P(g¥ ) = P(g) P(¥ ) implica, para ¥ = e,

f*go(Lg)*e = (L‘P(g) )*elo P*e > y'

-1
Prg = (L pg) ket © fre © (Lgle

PROPOSICION ( 6.2.17.).

Si G es un grupo de Lie conmutativo y conexo, entonces exp: L G—>G es

suryectiva.

Demostracién: Vimos en (6.1.4.) quesi LG es c¢onmutativo, entonces

exp : L G —» G es un homomorfismo. Sea G!' su imagen,
exps, es la aplicacién identidad y por ( 6.2.6.) expxp es un isomorfismo
para cada A € L G . Por consiguiente G' es un subgrupo abierto ('y cerra-
do )de G , esdecir G' = G. 4

]

Sea ahora P: G—>G' un homomorfismo local, y (N_, log) una cartaca

_ nénica en e . La naturalidad de exp (( 6.1.6. )) implica que para cada g € N, se

(%) Plg) = exp(L(P) logg) .
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Es decir, f'l Ne queda determinado por L ( J’)). La siguiente es una aplicacién

. de este hecho.

PROPOSICION (6. 2. 8. )

Sean p;: G—=G', (i=1, 2), homomorfismos locales. Si L ( £;)

LG——LG' (i=1, 2 ) coinciden, entonces existe un abierto U de e en

G enel cual es -Pl = fz.

Demostracion: Sea U= N el dominio de una carta candnica. Entonces (¥)

dice que Pl(g)= fﬁ,_(g) paratodo g € U.
' (3]

En virtud de que si G es conexo, cada entornode e generaa G , resulta

como consecuencia:

COROLARIO (6.2.9.)

Sea G conexoy _Pi: G——>G', i=1, 2, homomorfismos .

L(Py) = L(P,) implica f; = P,

Este corolario puede expresarse diciendo que el funtor L : f &—»f@? es
fiel en 1a subcategoria de.grupo de Lie conexos y homomorfismos globales.

Una aplicacién del resultado obtenido es la siguiente:

PROPOSICION (6. 2. 10. )

Si G es conexo, entonces Kerad = Z G , donde Z G designé. al centro de

G.

Demostracién: Por definicién, ad = L oJ . Pero, segin vimos, L( jg) =

= lLG implica _jg = lG" y por lo tanto Ker ad = Ker J =zaG i

N TR e
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Cbnside.remos el problema de-construir un homomorfismo local G ——=G' que
induzca un homomorfismo dado L G—> L G de 4lgebras de Lie. No podemos esperar
que G —>G' seaun homomorfismo global en general, como 1;.) muestra el ejemplo, ya
analizado anteriormente, del isomorfismo L T —L R, que no es inducido por ningin

homomerfisme T ——R.

PROPOSICION (6. 2. 11.)

Sea h:L G——>L G' un homomorfismo’de las dlgebras de Lie de los grupos de
Lie G, G',y (N_, log)unacarta canbnicaen e de G.

La restriccibna N, de todo homomorfismo local G—=G' que induce hA es
necesariamente de la f<->rma f= exp o__h o0log : N, —= G'. Reciprocamente,
si LG y LG' son conmutativos, entonces la aplicacién P: Ne——G'

definida por la f6rmula mencionada es un homomorfismo local que induce h.

Demostracién: Hemos visto ya que la restriccién de un homomorfismo local

G——> G' a Ng es necesariamente de esa forma.
Por (6.1.4.), si LG es conmutativa, exp es un homomorfismo
G— G, de manera que tambiéh log es un homomorfismo ( local )
G —> Ge . Entonces f es un homomorfismo.
Si L(f): LG—>LG' es el homomorfismo inducido, es evidente que
f*e : Gg—= G'o1 es justamente h , lo cual prueba que L (P)=h a
La aplicacién f’: Ng — G' definida por un homomorfismo de dlgebras de Lie
h:LG—>LG' esunhomomorfismolocal G—>G' queinduce h ainenel c:aso
enque LG y L G' no sean conmutativas.
Sin embargo; una prueba directa de este hecho reqherirfa un andlisis mds profun-
do de la situacién

Cf. los comentarios hechos a continuacién de la propdsicidn (6.4.2.).
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En el capftulo VII construiremos con un método diferente un homomorfismo local
G —> G que induceun h: LG — LG' dado (ver (7.2.3.). Entonces, la unici-

dad probarz que el f: Ne — G' definido en (6.2.11.) es un homomorfismo 1dcal.

Ejercicio (6.2.12.):
Sea G un grupo de Lie que opera efectivamente en una variedad X, con respecto
a T: G — Aut .X , y sea KX el dlgebra de Lie de los campos de vectores de
Killing sobre X. Probar que g € G satisface ( gg)*A = A par;. todo A € KX

si y' s6losi g estd en el centralizador de la componente G de la identidad de G.

Sedesggekk Rk

8 6.3. UNICIDAD DE LA ESTRUCTURA DE GRUPO DE LIE.
Comenzaremos probando la importante

PROPOSICION (6. 3. 1. ):

Sea G un grupode Liey o: R—> G un homomorfismo en el sentido alge-
braico que es continuo. Entonces existe un A € LG talque o{; = exp tA, ypor

consiguiente oA es analitico, es decir, un subgrupo a un pardmetro de G.

Demostracién: Sea (U, log) una carta canénicade G, y V un entornode e

en G tal que Vv CUuU.

Si g € V, entonces g2 € VV CUy logg 7y log g2 estdn defmiaos.

Considere_mos el subgrupo a un parélmetro de G definido por t ~~—~~~exp (t log g);
en particular, si t = 1 , exp log g = g. El elemento g2 estd en este subgrupo
a un pardmetro y g2 = exp 2 log g. Por oira parte, g2 = exp 16g g2 , por ser
g2 € U. Entonces log g2 = 21log g, O sea g = exp (3 log g2) , lo cual signi

fica que g estd unfvocamente determinado por g2.

Consideremos ahora el homomorfismo continio o ; R—> G. Existeun & >0
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talque ©; € V paratodo t que cumple [t|{€& . Pedemos suponer 5__= 1
(de lc contrario se cambia el pardmetro t por At de manera que el nuévo paré;

metro esté definido para todos los valores cuyo médulo es £ 1)

Definimos o; = g € V ; exp(}log g) es una rafz cuadradode g en V, y°
es dnica, por las consideraciones anteriores. Esto fr’xuéstra’ qué od; = 'e:ip‘(é-log g),
. 2

osea log ol = $+ A, con log o(_]_“'== A,

Procediendo por iteracidn resulta log of (+ ) = —213- A ,.y por adicién log o/ ( 2)°
2n on .

=—2Er7Apara ng$2,p€N*.

Esto muesiraque 1log o, = r A para todo racional diddico r talque 0 £ r < 1.

Entonces, por contiﬁuidad log °‘t = tA , es decir .°(t = exp tA.
- (7]

"Para generalizar (6.3.1.) a homomorfismos arbitrarios, haremos uso del

LEMA (6.3.2.).

Sea G un" grupo de _'Lie, ¥y Ge un producto directo MxN.de espacios
vectoriales. Entonces la aplicacién ¢ : Mx N —-> G definida me
diante" (b(A,B) = exp A exp B , para A €EM, BEN, es un

difeomorfismo local en O.

Demostracién: En virtud del teorema de funciones inversas, sdélo hay que pro‘bar .

que ¢*o : Mx N —> Ge es un isomorfismo.

Se cumple (b = m o (exp M x-exp N), donde m es la-mult_iplicac.ién m

: GxG —> G. Entonces, si (X, Y) € Mx N , setiene
¢*° (X,Y) = Mi(e o) (exp,‘,‘o X, expy, Y) =
eXPx X + exp*oY = X+Y ,

por'ser  expy,, = identidad, segin (6.2.1.). Entonces ¢*° es la identidad. -
. : ~ ﬂ

e o
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Observacifn:. El lema se generaliza sin &iﬁcultad para una descomgoéicidn' Gg = Mlx

.. X Mp en un nimero finito de subespacios vectoriales M1 C.Ge.

LEMA (6.3.3.).
Sean G y G' grupos de Lie 'y P: G —= G' un homomorfismo
élgebraico. Si § es diferenciable (analitico) en e, entonces es

diferenciable (analftico) en todo punto.
Demostracién: Basta notar que folg=1L P (g o p
Estamos ahora en condiciones de probar el

TEOREMA (6.3.4.)

Sean G y G' grupos de Lie y- f: G —> G' un homomorfismo

algebraico, que es continuo. Entonces £ es .analftico, es decir, es

un homomorfismo de grupos de ‘Lie.

Demostracién: Sea A € Gg. La correspondencia t ~~~~p (exp tA) es un

homomorfismo continuo R —> G, y por lo tanto existe A'€ G', tal que

: P(exp tA) = exp tA',

Sea Aj (i=-1,...,n ; n = dim G) unabasede Geg, y AY el vector de G'g
n

n
con f'(exp tAj) = exp-tAY. Entonces 9‘1131 exp tj Aj) = J.T-'-"-l exp tjAY .

n
La aplicacién ¢ : R® ——> G definida por ¢ (t'l,...,tn) = iT;-rl exp tjAj es

un difeomorfismo local en O, por la observacién a continuacién de (6.3.2.),

Existe entonces un entorno V de e en G tal quetodo g € V puede expresar-
.n

se en la forma g = ;Di exp tj A;, donde tj depende analﬁ%camentg de g.

n n

La férmula [ 1=TT1 exp tj Ay) = 1131 exp tj A} muestrg que £ es analitico
en 1;a identidad, y entonces, . por (6.3. 3; ) P es analftico en todo G. »
]

Observacidn: La aplicacién f*é : Gg —> G, estd dada por £ *eAi =AY,
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i=1,...,n.

COROLARIO (6.3.5.):.
Sean G y G' grupos de Lie. Si G = G' como grupos topoldgicos, entonces

G = G' como gruposde Lie.

Demostracién: -Sila igualdad G = G' se cumple én el gsentido de grupos topoldgi-
cos, la aplicacién identidad es un homeomorfismo, y por lo tanto, segdn (6.3.4.), _

un difeomorfismo.
[

Esto muestra que el dlgebra de Lie de un grupo de Lie es de hecho una propiedad

del grupo topolégico subyacente.

Esto sugiere el problema de saber que grupos topolégicos son grupos de Lie, es de
cir, cudndo se los puede proveer de una estructura analitica compatible con la est’ructur:;
de grupo, y tal que la co‘rrespondiente topologfa coincide con la dada. A.M. Gleason (Ann,
of Math. 56 , (1952), p. 193 - 212) ha probado que todo grupo topéldgico localmente com-

pacto, localmente conexo, metrizable y de di'.mengidn finita, es un grupo de Lie.

Fdeopddekeokkok

8§ 6.4. APLICACION A PUNTOS FIJOS DE G-VARIEDADES.

Como aplicacidén, daremos en esta seccién una caracterizacién de los puntos fijos

enuna G-variedad por el dlgebra de Lie de campos de vectores de Killing.

LEMA (6.4.1,).
Sea X .unavariedad, A un campo de vectores y CPt el gl.l-ptl
génerado por A, Un punto x € X esun éunto fijo de toda transforma

cién CPt siysblosi Ay = 0.

':Demostracid:';: B (rt("‘) = X paratodo t implica - (Pt(x) 11:"0 = 0 y por lo

tanto A, = 0,
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Reciprocamente, sea Ayx = 0..Entoncesla ecuacidn diferencial q)t'(X) = A (P{:(x)

tiene solucidn (Ft (x) = x paratodo t, ytal solucién es dnica. R
. . RS -

Ejemplo (6.4.2.):
Enla esfera S2 de dos dimensiones todo campo de vectores tiene un cero. -~ Por

consiguiente, todo gruf)o de un pardmetro de transformaciones tiene un-pupjtoifijd.

Mds generalmente, sea X una variedad compacta. La anulacién de la ca.récférfs'f_:i
ca X(X) de Euler-Poincaré es una condicién necesaria y suficiente éaré. iaA'eAxisten.-
cia de un campa de vectores sin ceros (Recuérdese que campo de vectores éignifica.
campo de vectores diferenciable). En consecuencia, t-odo g.' 1-p-t.- dé una. va;:'iedad

compacta X- con X (X) 5= 0 tiene un punto fijo.

PROPOSICION (6. 4. 3. ):
Sea G un grupo de Lie conexo que opera sobre X mediante C: G —> Aut X,
y sea KX el dlgebra de Lie de campos de vectores de Killing sobre X. Un punto

x € X es G-invariante siy sélo si A’; = 0 para todo A*€ KX.

Demostracién: Sea x G-invariante. Para cada ol € £ G se cuniple‘

‘G ¢ (x) = x , yporlotanto A% = 0 para el correspondiente campo de vectores

de Killing sobre X,

Reciprocamente, sea A; =0 paré todo A* € KX. En virtud de (6.4.1.),
para todo ©ol € L G se cumple ge(t(x) = x para g € U. Puestoque Ges.

conexo, U genera G y entonces g(x) = x paratodo g € G.
Q

En particular, sea G: G —> GL(V) una re’presentacidn de un.grupo de Lie
conexo G enun IR-espacio vectorial V de dimensi6n finita. Un punto v € V -
es G-invariante siy s6lo si Af; = 0 para todo A% € KV. Como hemos visto en
(5:5.5.), el campo de vectores de Killing A* correspondiate a o E .f G estd

definido mediante Af; = G*e ol o V - Entonces v € V es G-invariante siy

0

i R et I P
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s6lo si ( T, A)v = 0 para todo A € Ge . Si consideramos la representacién induci-
e .
da.L{(Z): LG——L (V) de LG en V, vemos que v€ YV es G-invariante siys6

losi (L(Z)A)v = 0 paratodo A€ LG.

Esto motiva la siguiente :

DEFINICION (6.4.4.).
Sea A uncampo, M una A-4lgebrade Lie, V un A-espacio
vectorial, y G: M —),E (V) una representaciénde M en V.

‘Un elemento v € V se llama invariante, o M-invariante , cuando

G(A)V = 0 paratodo A € M.
Se cumple entdrices’:

PROPOSICION (6.4.5.):

Sea V un R—espaqio~vect6}ial de dimensién finita, G un griupo de Lie conexo,

C: G —— GL(V) una representaciénde G en V ' y L(G) : LG —> f‘(V)

la representacién inducidéa de LG en V. Un elemento v € V es G-invariante

~ :
-

8i y sblo si es LG-invariante.

Aplicaremos ahora (6. 4 3.) al caso de un grupo de Lie G conmutativo.

PROPOSICION: (6.4.6.) :

Sea X una variedad. Las siguientes afirmaciones son equivalentes :

a) Para cada grupo de Lie G conexo, conmutativo, n-dimensional, y cada o

peracién G : G — Aut X, existeunpunto x € X que es G-inva-

riante ;

b) Toda operacién del grupo aditivo R" sobre X tiene un punto fijo ;

c) Para cada n-upla Ay,..., A, de campos de vectores completos que
cumple [Ai,Aj] =0 (i,j= 1,...,n), existe un punto x € X tal
que Aj, = 0, para i = },..., n.

Demostracidn: a) . implica b) es-claro.
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b) implica c). En efecto, sean Ay ,..., A, campos de vectores completos sobre
X con [Ai s Aj] = 0, i,j = 1,..., n , ycongideremos el grupo aditivo

K generadopor Aj,..., An. Envirtud de (5.6.6.), existe una operacién de

K sobre X tal que el dlgebra .-dé"'?-Lie conmutativa K es el dlgebra de los campos
de vectores de Killing de tal operacidn. K es isomorfo al grupo aditivo iz , para’
aigﬂr;- k € n. La operaéidn &e K sobre X induce entonces una operacién del

grupo.aditivo IR® sobre X, que por hipStesis posee un punto fijo x., En virtud de .

(6.4.3.), x esunceroparacada A € K; en particular Aj, =0, i=1,..., o

¢) implica a). En efecto. Sea G un grupo de Lie conexo, conmutatiyo, n-dimen
sional; ©: G —>» Aut X una operacién de G sobre X, y KX el dlgebra de
‘Lie de los campos de vectores de Killing. Se cumple dim KX £ n. Sea
A1,..., Ap un sistema de generadores de KX. Entsaces E&i R Aj] = 0. para
i,j = 1,...,n. Por hipétesis, existe un cero comin x € X de esos campos

de vectores de Killing y, por (6.4.3.), es G-invariante.
]

Si algﬁna de las afirmaciones, a), b), ¢) de (6.4.6.) (y por consiguiente todas)

se cumple para un cierto n natural, entonces también se cumple para todo m £ n.

La variedad subyacente de un grupo-de Lie G conmutativo, de dimensién n, " no
satisface, evidentemerite, ninguna de las tres afirmaciones. La opefacidn de Gg sobre
G por traslaciones a izquierda no tiene puntos fijos, y cada n-upla de campos de vectores
invariantes Ay,..., Ap satisface [Ai R Aj] = 0 ém que ninguno de tales campos de

vectores tenga ceros.

Ejemplo (6.4.7.):
Para la esfera de dos dimensiones S2, la afirmacién c) de (6.4.6.) dice, en
el caso n = 1, que todo campo de vectores sobre s2 tiene un cero, lo cual es verdad_e

‘ro, y es una consecuencia de X (s2) == 0. Para n=2, la veracidad de la afir-

macién b) fué probada por E.L. Lima (Proc. AMS, Vol 15 (1964), p. 138-141).
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8 6.5. FORMULA DE TAYLOR.

Aquf haremos uso esencial de la analiticidad de G. Ademds, supondremos LG

identificado con Ge .

PROPOSICION (6.5. 1. ):

'

Sea f € CG una funci6n analitica en g € G, y A € LG. Entonces existe un

& >0 tal que paratodo |t|{< € ~ se cumple
QO n .
t ; :
f(g exp tA) = Z — [A_n f] (g)
n=0 D= :

Demostracién: En virtud de la analiticidad de f, basta probar que

'[Anf] (g) = [(ﬁ—)n f(g exp tAA)]t=0 R

lo cual haremos por induccidn, y serd vdlido para todo t.

Elcaso n = 1 resultade (5.4.7.).

Si suponemos vélida la igualdad pé.ra algdin n, entonces

[an*1 1] (o) = [a*@an] @ - [(—gT)n(Af:) (g exp ;A)] t=0

dn d ] _. dn d ]
— — A = — —— A
[( a ). Qu f{g.exp tA exp u ‘) ‘=0 ~I:(_d ) . f (g exp v. ) 0’
u=0 '
dondeshicimos t+u = v.
[y

Designaremos con O(t?) (n natural) un vector (no necesariamente el mismo en

cada expresién en que aparece) en LG tal que existe € > 0 de manera que para

0 < ftj<e Ttln_ O (t%) es acotado . y analttico.

PROPOSICION (6.5.2, ) -

Paracada A,B € LG y t suficientemente pequefio, se cumple 3

2
(1) _-.exp tA exp tB = exp {t(_A+B) + 12__ [A"B] + O ('t3)‘} s
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(ii) ~ exp(-tB) exp tA exp tB = exp {tA + t2 [A,B_] + O(t_3) } oy
(i) . exp (-tA) exp(~tB) exp tA exp tB = exp {tz [A,B] +o0@}.
Demostracidn: Sea f analfticaen e; (6.4.1.) asegﬁra que
[aRf] (e) = [(—‘-’—)“ £ (exp tA)]
dt t=0 |

y entonces

[Aan f] (e) = [('c%')n (-éi—s)m f (exp tA exp sB)]

t=0
s8=0
Entonces la serie de Taylor para f (exp tA exp sB) es
i .
f(exp tA exp sB)= D gyl [a® B £] (o),
n,m O : :
y en particular ,
tn+m o._m
f(exp tA exp tB) = Z, - |_—A B f] (e) ,
n.m>/0 n. m.
en donde puede observarse:
coeficiente de t = [af] (e) + [Bf] (e) ;

ow

coeficiente de t2 3 [Azf] (e) + [AB f] (e) + 1 LBZ f-_l (e)
Por otra parte, (6.2,2.) asegura que se cumple

exp tA exp tB.= exp. Z (t) ;

donde Z : 1 —> Gg, I esunintervaloabiertode R que contiene 0, Z

es analftica en o‘y Z (o= 0.

Entonces

zZ@) = tz, + 22, + 0%

paraalgdn Zj;, Zg € Gg .

- Sea { cualquier funcibn lineal en una carta canfnica en e ; en particular {f es
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analitica y

f (exp. tA exp tB)= f (exp [tZl + tZZZ + O (t3)} ) =

f {exp {tZl + 2 Zgy } Y+ Of (t3) =
® : o S
1 X ’ o )
2 o Lezy « 2% 1] @ v 0 @)
n=0 ‘ : '

donde O'(t?) es ahora un nimero real con las mismas propiedades de analiticidad

.y acotacidén definidas antes para, vectores. Obsérvese qué tal! 0'(t3) tiene esas pro

piedades por ser f lineal.

De la dltima expresién obtenida, resulta :

coeficiente de’ t

[z, ] (o).
[sz] (e) + % [Z% f_] (e)

coeficiente de t2

La comparacidén de coeficientes con los del desarrollo anterior da

1

[25£] " ()

{a+Br 2} @,

{3 [a.8] t} (@

y puesto que estas igualdades se verifican para cualquier funcién lineal f en una .

carta candnica en e, resulta:

Z,

A+B |,

[a.8] .

Zgy =

(Mg

lo cual prueba (i).
Para probar. (ii), aplicamos (i) dos veces:

exp (-tB) exp tA exp tB = exp(t("B)~ exp (t{(A+B)+j2- [A,B]' + Q(tz)})= '

exb{t (-B+ {A+B+—;— [A,B_] + O(tz)'}) -

\
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+ 2 [B.{aB+ 4+ [4,8]+ 06d}] +o6h T -

exp { t(A+ -1‘2— [a,B]+ 0ou?))+ £ -[B.a]+ o) +00d ] =

exp {tA + 2 [a,8] + oed 1.

La demostracién de (iii) es andloga :
exp (-tA) exp (-tB) exp tA exp tB =
- exp (¢ {-a+B)+ L [a,8] + 0D }) exp (t{A+B+-T§[A.,]E_',]-lT o))"
= exp (t(-(a+B)+ & [A,B] + 0} +a+B+ 4-[4,B]+ 0t®)) +

2 . 4 :
+ _;__ [-(A+B)+—2-|:A_,B] + C)(t2)+A+B+—1:2—- I_'_A,B]+Q!(t2;_|+0(t3))'=

= exp ¢°[A,B] + 0% .
8

Observacién: Sea No un entorno abierto de O en Gg,, tal que la restriccién exp | Ng:
i No —> Ng es un difeomorfismo. Entonces, si A,B € Ny .yademds exp A. expBE€

€ Ne , podemos definir :
AoB = log (exp A . exp B)

Esta férmula define una ley de composicién (parcial) en No ytalque O es una i-
dentidad, Ademds, exp es un isomorfismo de Ny sobre N, provisto con la composicién

ahora definida.

Entonces la f6rmula (i) de (6.4.2.) puéde escribirse, para A,B € LG y .t su

ficientemente pequefio:

tAotB = tA + tB + } [tA,tB] + 0% .

Puede probarse ademds (cosa que no haremos aqui) el hecho fundamental que para
- \% -
=
t suficientemenfé*?pequeﬁo O(t3) es expresable mediante operaciones sobre A, B en

/
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LG. Eséo significa que la ley de multiplicacién del grupo G estd completaménte-determiri_g
da en un entorne Ne" de e en G porel dlgebra de Lie LG. La férmula (i) de (6.4.

2.) d4 precisamente los primerocs dos términos del desarrollo.

Ademds se puede probar (lo cual tampoco haremos} que cada homomorfismo h:LG+ .
—> LG' de dlgebras de Lie es un homomorfismo con respecto a la composgicién o en
No. Esto muestra en particular, que la aplicacién P: Ng —> G' determinada por

h : LG — LG' segin (6.2.9.) es un homomorfismo local G’——-r'G' que induce h..

Aplicaremos ahora (6.5.2.) para probar la .

\ \

PROPOSICION (6. 5. 3. ):

Sea A,B . € LG. Entonces lag afirmaciones siguientes son e'quivalentés :

(1) [A,B] =0 ;

(ii) exp sA exp tB = exp tB exp sA , paratodo ‘s,t .

- (iii) - exp tA exp tB exp tB exp tA , paratodo t.

Demostracién: Que (i) implica (ii) , resultade (5.4.11.), y que (i) impli-
ca (iii) es trivial. Para ver que (iii) implica (i), obsérvese que, por (6.4.2.),

(iii) implica
' At 3} = e L e,d+ o 3)}-
exp{ t(a+B) + 5 [A,B] + 0% [ = exp {t(B+a)+ 5 [B, 0

para t suficientemente pequefio. Entonces [A ,B| = [B,Al , es decir

o, B] - 0. 5

La férmulas (i) y (iii) de (6.4.2.) implican también el siguiente-

COROLARIO (6.5.4.):
En las mismas condiciones que en (6.4.2.), se cumple :
t2

(i) exp t (A+B)=exp tA exp tB exp {—-2— [A,B] + 0 (t3) } =
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= exp tA exp tB . exp O(t2) ;
(ii) exp {tz [A, B] }= exp (-tA) exp (-tB) exp tA exp tB exp o(t3):

Demostracion:

exp (-tA) exp(-tB) exp t (A+ B) =

expe { -a+B)+ L [a,B] + 0t }) epta+m) -

exp (t({ }+ (A+B))+tT2[{} , A+ B | +.O(t3))

+

exp [A,B] + o%)

Ademds,

exp (-tB) exp (-tB) exp(-tA) exp tB exp tA exp (1:2 EA, B] ) ‘
= exp{ £2 LB, A] + O(t3) } exp {tz I:A, B] } = exp o@d).
. . 02

La férmula (i) de este corolario muestra que la curva t ~~~>exp tA exp tB
tiene el mismo vector tangente en e que é1~ éubg_ru‘po a un pardmetro t ~~~rexpt(At+B).

Ademds, de (5.4.10) se deduce que el término O(t3) se anula” si I__A s B:| = 0,
La férmula (ii) describe a | ..[A R BJ como el vector tangente en e a la curva
t A~® exp (- vt A) exp (- VvVt B) e'x'p Vi A exp Vt B.
Otra consecuencia de (6.4.2.), queA serd itil posteriormente, es la siguiente :

COROLARIO (6.5.5.):

Sea A,B € LG. Paracada t € R se cumple:

. 't ‘ n
(i) exp t(A + B) = lim (exp v A exp —E— B)
n—>
2 | t n?
(ii) exp {t [A, B] } = lim {exp (-—— A) exp (-—t-B)exp—t—- A exp—t—B}
T pn-—eo n n . n 'n
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Demostracién : Sea t € R fijo y‘ n suficientemente grande. En virtud - de

(6.4.2.) se cumple.
- 2
1 1 = -y i 1 ‘ L
exp nAexp - B exp{n(A+B)+2n2 EA,B] +0(n3)} .
y por consiguiente
{ LA exp LB - t(A+B)+-t—2' [A B] +O(;L)}
L®*¥P 4 *P } exp { 2n ’ ’ n2 ’

“de donde (i) surge inmediatamente. Para mostrar (ii), basta observar que por

(6.4.2.) es

t n
{exp (-—I;— A) exp (- —:1— B) exp —:— A exp %B} =

2 ‘ 2 :
= {exp {—;té- [A,B] + O(-—ri%)}}n = exp{t2 [A,B]+ O('—-I-];-)}"
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CAPITULO VI ' SUBGRUPOS. Y SUBALGEBRAS .

§ 7.1. SUBGRUPOS DE LIE .

Antes de-definir 1a nocién de subgrupo de Lie, probaremos el siguiente

LEMA (7.1.1.).
Sean H y G ‘grupos de Lie, y V' : H —> G un homomorfismo
inyectivo. Entonces el homomorfismo inducido L({¢) : LH —=> LG

es inyectivo.

Demostracién: Sean o; € Lr (i=1,2) subgrupos a un pardmetro de H ta

les que (Lo & = o Olz . Por ser Ll inyectivo, es d'l = dz . Entdr_i
ces la aplicacidn By (ty: £ —> LG inducida por | es inyectiva, lo
cual muestra (ef. (5.4.12.).) la inyectividad de L(l) . .
8]

Obsérvese que, en virtud de (6.2.6.), toda aplicacidn lineal tangente L*h 3

Hy — GL (h) es inyectiva.

DEFINICION (7.1.2.).

Un subgrupo H de un grupo de Lie G es un gubgrupo de. Lie de G cuando:-

(i) H es un grupo de Lie; y

(i)  la inyeccibn L: H “—> G es analitica.

Si H es un subgrupo de Liede G, (7.1.1.) yla observacién que le sigue asegu-

ran que el par (H,l ) es una subvariedad de G, de acuerdoala

DEFINICION (7.1.3.).

Un subconjunto H de una variedad’ G es una subvariedad de G cuando:

(i) H es una variedad ; y
# o5y

(ii) la inyeccifn LiH ¢~——> G esuna inmersién, es decir, { es
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. diferenciable y L*h' : Hy —= G b(ﬁ) inyectivo para todo h € H. .

Si H es un subirupo de G y también una subvariedad de G, entonces la/‘estructg
ra analitica de ‘H es localmente inducida por la de G, y por lo tanto las operaciones de

grupo de H son analfticas. En consecuencia, H. es un subgrupo de Lie de G.

Obsérvese que' un- subgrupo a un pardmetro ol: R —> G ed unsubgrupo de

Liede G siysélosi da -es inyectivo.

Si H es un subgrupo de Lie de G, por (7.1l.1.) la inyeccién (: H — G -
induce una aplicacién inyectiva L(¢) : LH —* LG, de manera que bodemos identifi -

car LH conuna subdlgebra de LG, yescribir L({) : LH ¢<—— LG.

LEMA (7.1.4.)
Si H es un subgrupode Liede G, la aplicacién exp: H, — ) H

es la restriccién de exp: Gg —> G,

Demostracién: Después de la identificacién canénica, el lema expresa la naturali

dad (6.1.6.) de la aplicacién exponencial .
' ®

PROPOSICION (7.1.5.):

R A
Sean Hj (i = 1,2) subgrupos de Lie conexos'del grupo de Lie G. Si LH1'=

= LHy , entonces H; = Hy.-

Demostracién:  Existe un entorno abiertode e en H; que también es un entor

no abiertode e en H, (t6mese una carta candnicaen e y usese (7.1.4.)).
‘ o

Usaremos, sin democstrarlo, el siguiente

LEMA (7.1.6.).
Sean X e Y var_iedades » S una subvariedadde Y, y (P X —>»Y
una aplicacién diferenciable tal que (P(X) C S . Sila aplicaci6n induci

da (f’ X —> S es continua, entonces es diferenciable .
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l:EMA (7-‘1. 7- )-

Sea H un subgrupo‘_d_e Lie del grupo de Lie G. Entonces LH esel
conjunto de eiementos A € LG talesque t ~~amexp tA esuna

aplicacién continua R — H.

Demostracidn: A € LH implica que t ~~ s exp tA es-i una aplicacién dife -

renciable R —> H.

Reciprocamente, si A € LG y t ~~=exp.tA es una aplicacién continua

R—> H, por (7.1.6.) es también diferenciable, y por consiguiente A € LH.
o .

- PROPOSICION (7.1.8. )

Si dos subgrupos de Lie H; y Hy; de G coinciden como grupos topoldgicos,

entonces también coinciden como grupos de Lie.

Demostracidn: (7.1.7.) caracteriza el dlgebra de Lie utilizando solamente la es- .

tructura topolégica. Por (7.1.5.) es Hy, = HZO

, vy por lo tanto la aplicé.ciéjxil‘.

identidad H; —> H, es un isomorfismo (ver 7.2.6.). :
ﬂ .
Esta proposicién es evidentemente una consecuencia de (6. 3.5. ), pero hemos pre-

ferido dar una demostracion directa. R
Podemos ahora enunciar el

TEOREMA (7.1.9.).

Si H es un subgrupo de Lie del grupo de Lie G, entonces LH esuna

subdlgebra de LG. Cada subdlgebra de LG es el dlgebra de Lie de un

dnico subgrupo de Lie conexo de G.

‘Demostracién: En vista de las consideraciones precedentes, sdélo resta probar que

para cada subdlgebra ﬁ) de LG existe un subgrupo de  Lie H conexo'de G

talque LH =6'
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Si tal subgrupo de Lie H existe, entonces debe cumplirée exp 6C H, vy
ademds exp f} contiene un entorno abierto de e en H, de manera que genera a

H.

Esta observacidén permite définir a H como el subgrupo genérado por exp ﬁ), .
El problema es ah;';ra probar que tal H (conla inyeqcién correspondiente) es una’
subvariedad de G. No efectuaremos tal demostracién aqui; en cambio, esbozare -
mos una demostracién de tipo diferente (ef. Chevalley [2] , pdg 109, th . 1),'
que hace uso del teorema de existencia de variedades integrales de un campo involu-

=2

tivo de espacios vectoriales sobre una variedad.

Sea H un subgrupo de Lie de G. Entonces los coconjuntos (cosets) a izquierda
de G mddulo H son las variedades integrales maximales del campo W de espa

cios vectcriales sobre G definido por los éspacios tangentes de 10s coconjuntos.

Reciprocamente, dada una subdlgebra !f) C LG , es posible reconstruir el campo

W de espacios vectoriales. Wg ‘es precisamente €l espacio vectorial { Ag |A €
eh}

Por ser ’F) una subdlgebra, W es involutivo. Sea H la variedad integral ma-

ximal de W que coniienea e. Paraverque H esun subgrupo de G, obsérve -

se en primer lugar que el campo W de espacios vectoriales es invariante por tras
laciones a izquierda. Por lo tanto, las variedades integrales maximales sélo permi

tan entre s por traslaciones a izquierda. .

Si h € H, entonces Lh—lh = e , de manera que Lh-lH = H. Reciproca

mente, si Lg-l H=H,con g €G, eritonces 'g € H. En consecuencia H =

= { g ] Lg-l H = H} y H esun subgrupo de G. Y como ademds es una
subvariedad de G, resulta que H es un subgrupo de Liede G.
. : .- . &
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Ejerci;:io {(7.1.10.):

Sea X una G-variedady H un subgrupo de Lie de G. Entbnces X esuna

H-variedad. Sea @& : G ——¥ Aut X una operacidn efectiva de G sobre X, y

S una subdlgebra del dlgebra de Lie KX dé los campos de vectores de Killing. Exig
te entonces un Unico subgrupo de Lie conexo H de G tal que 1a.re'stricci<'Sn de T a

H define una operacién sobre X de manera que S gea el dlgebra de Lie de los

campos de vectores de Killing.

(s ot 22

8 7.2. EXISTENCIA DE HOMOMORFISMOS LOCALES.

LEMA (7.2.1.).

Sea P : G —> G' un homomorfismo local de grupos*de Lie. Si - 8
L(f‘) : LG — LG' es'un isomorfismo, entonces §f es un iso -

morfismo local. 3

Demostracién: Por ser .L(f) un isomorfismo, existe en un entorno abierto de - -
A ]

e' en G' una aplicacién u , inversa local de P: G— G', y como y es un L

homemorfismo local u también lo es. Entonces f es un isomorfismo local.
®

Ejemplo (7.2.2.):

Si G es conmutativo, enftonces, por (6.1.4.); exp : LG =~ G es un homo -

morfismo. Pero L(exp) = lyg: LG — LG, ypor lo tanto  exp es un iso
morfismo local. Si G es corexo, exp es ademds suryectiva, por (6.2.7. ). .Eg

to es suficiente para determinar la estructura de grupos de Lie conmutativos y cone

" xos (ef. 8 17.3. ). o . _ , !

Hemos probado én (6.2.11.) la existencia de un homomorfismo local P: G —G i

que induce un homomorfismo h: LG —> LG' dado, para grupos conmutativos.

.\hora probaremos este hecho en el caso general.
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TEOREMA (7.2,3.).
Sean G y G' grupos de Lie y h: LG —> L,G' un homomorfis
mo de dlgebras de Lie. Entonces existe un homomorfismo local P ‘

: G —> G' talque L(P) = h.

v
»

Notese que por (6.2.11.), en el dominio de una carta candnica f debe coincidir

necesariamente con exp o h o log.-

Demostracién: Sea b - { (A,n)) | Aerc } o A es una subdlge

brade LG x LG' provisia con la estructura de digebra de Lie dada en (4.6.2.).
Sea K el subgrupo de Lie conexode G x G' cuya dlgehra de Lie es ‘?{ .

Sea p: G x G' —> G la proyeccidén natural, y A= p |k : Kk — G.
L(AN): ‘g{—-—-* LG eslaaplicacién dada por L(A) (A, h(A)) = A, yporlo
tanto es un isomorfismo. Por (7.2.1.), A es un isomorfismo local con inver-

sa local P G —> K. Ademds, L(p)A= (A, h(A)) para A€ LG.

Lia composicién de p conla proyeccidn p es un homomorfismo local P
: G —> G'. Por construccién es L(f.)(A) = h(A) para A€ LG, 'es de-

cir L(f)= h.
Q

Este teorema, junto con la propiedad (6.2.8.)de unicidad, expresa que L es un
funtor completamente fiel sobre grupos de Lie y homomorfismos locales, en dlgebras de

Lie y homomorfismos de dlgebras de Lie.

Para poder hablar de.unicidad en sentido estricto habrfa que considerar gérmenes
de homomorfismos locales, es decir, habria que identificar homomorfismos que coinciden

en algin entorno de la identidad.
Hemos visto en (4.5.6.) que un isomorfismo local de grupos de Lie induce un homo

morfismo de dlgebras de Lie, 1o cual es una consecuencia trivial del cardcter funtorial de

g

oy )
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L. Ahora estamos en condiciones de probar :

TEOREMA (7.2.4.).
Dos grupos de Lie G y G' son localmente isomorfos si y sélo si sus

dlgebras de Lie LG y LG' son isomorfas.

Demostracién: Si h: LG — LG' es un isomorfismo, existe por (7.2.3.)

un homomorfismo local f: G —> G' que induce h, ypor (7.2.1.) S’ es

un isomorfismo local.
Q

Este teorema expresa el hecho mds importante que hemos probado hasta el momento.
Nos dice exactamente que tipo de informacién sobre un grupo de Lie podemos obtener de su
dlgebra de Lie. N6tese, por ejemplo, que (6.2.5.) es una sencilla consecuencia de (7.

2.4.).

Para corﬁpletar el estudio, habria que saber sitoda dlgebra de Lie sobre R y de
dimensidn finita es el dlgebra de Lie de algiin grupo de Lie. Esto es efectivamente asi, pe
ro no lo probaremos aqui. Una posible demostracién se obtiene usando el siguiente teore -

ma debido a Ado :

Toda dlgebra de Lie q sobre IR de dimensién finita es isomorfa a una subdlge
bra del dlgebra de Lie 0} l1(n, R) de GL (n, R), para algin n. EI subgrupo cone
xode GL(n, R) correspondiente a esta subdlgebra es un gruﬁo de Lie cuya dlgebra de

Lie es isomorfa a Gf

Esto muestra también que todo grupo de Lie es localmente isomorfo a un subgrupo

del grupo GL(n, R), paraalgin n.

- Otra cuestién a precisar es la relacién entre. homomorfismos locales y homomorfis
mos {(globales). Sea f: G —> G' unhomomorfismo local. Si G es cone-
x0, sabemos ( (6.2.9.)) que existe a los umo una extensién a un homomorfismo global

G ——> G'. Haremos uso del siguiente lema sobre grupos topolégicos :
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LEMA (7.2.5.)."

Sea G un grupo topoldgico conexo, localmernte conexo y simplemente
conexo, G' un grupo topolégico arbitrario, y f: G —> G' un
homomorfismo local (de.grupos topolégicos). Exjste entonces una dni-

ca extensién de f a un homomorfismnio F: G — G'.

Demostracién : La unicidad es clara. Pazja pro,ﬁar la existencia, consideremos

la siguiente topologfaen G x G!

Sea V C G un entorno conexo de e en el cual P estd definido. Si (g.g) €.
€ Gx G', un sistema fundamental de entornos estd definido por N (g, g', W) = .
= {(x,x')] X = wg . x* = P(w)g' , WGW}.,donde W esun

entorno abiertode e en G talque W C V .

Probaremos que 1a proyeccién. p: G x G' —> G es un revestimiento de G.

La aplicacién w ~~~~~(wg , fP(w)g'), es un homeomorfismo W —» N(g; g',.W).

Si W esconexo, entonces N(g,g', W) esconexo y p|N(g, g', W) es un ho-

meomorfismo N(g, g', W) —> Wg.

p~1 (Wg) es 1a unién disjunta-de los N(g, g', W) .con g'€ G'; y N(g, g'.W) -
son subconjuntos abiertos y conexos de esa-unién. Entonces G xG' es localmente

conexo y p un revestimiento.

Sea 6 la componente conexa de (e, e')en G x G'. Entonces ('é' ., pl E) es
un espacio revestidorde G y .pla un homeomorfismo, siendo G simplemente
conexo. Sea\ jp elinversoy ?= qep, donde q: GxG' —> G' es
la proyeccién candnica. Si v € V, entonces F(v) = PV, ¥y f" es una

extensién de f .

Resta probar que: 'Pv - es un homomorfismo. Por definicién, si v € V y g € G,

se cumple . ? veg) = £ (v) F () = F(v) A?(g). Si v; € V, por induc -
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~—-l

cién resulta P (( l vilg) = (TlT ?(Vi)) ?j(g). y en particular P(TT vj) =

o A - . i
= TI £ (vi). Entonces - .F((Ti-' vilg) = P (ﬁi vi) £ (g). Puegto que V ge-

~
nera G, £ resulta ser un homomorfismo,
&

“PROPOSICION (7.2.6.):

Sea G un grupo de Lie conexo y simplemente conexo, G' un grupo de Lie arbi-

trarioy §f: G —. G' un homomorfismo local. Entonces existe una ﬁniéa ex-

tensién de f aun homomorfismo ? : G — G\
Nétese que en (5.4.8.) _proba.mos un caso particular de esta proposicidn,

COROLARIO (7.2.7.):
Sean G y G' grupos de Liey h: LG —> ‘LG' un homomorfismo de dlge-
bras de Lie. Si G es conexo y simplemente conexo, entonces existe un dnico homo
morfismo f: G'™—= G'talque L(f) = h. Si G' es ademds conexo y

simplemente conexoy h es un isomorfismo, entonces § es un isomorfismo.

Demostracién: Para cada homomorfismo h: LG — LG' existe por (7.2.

3. ) .un homomorfismo local P: G —> G' queinduce h. S5i G es conexo

y simplemente conexo, por (7.2.7.) f puede extenderse univocamente aun homo

morfismo.

Sea G' es conexo y simplemente conexo. Si h esun isomorfismo, su inverso- K
es inducido por un homomorfismo  A: G' —> G. Como L{ N°f) = 1;4,
por la unicidad resulta A °f = 1. Andlogamente Pors= 1g1 ; entonces .

f esun isomorfismo. & :

Como aplicacién, consideremos un grupo de Lie G conmutativo. Por (6.1.4.),

exp: LG —= G es un homomorfismo, y es el inducido por el homomorfismo

l1g: LG —> LG de dlgebra de Lie. Entonces (7.2.17. ) asegura :
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PROPOSICION (7.2.8.):

i G esun grupo de Lie conmutativo, ‘conexo y simplemente conexo, entonces

exp: LG —= G es un isomorfismo.

Obgervacidn: Mencionaremos aquf sin demostracién la existencia de un grupo revestidor
universal para cualquier grupo de Lie conexo. M4ds precisamente, sea G un grupo de
~
Lie conexo. Entonces existe un grupo de Lie G conexo y simplemente conexo y un ho-
~ . ~
momorfismo (-F: G —> G que es un isomorfismo local, tales que (G, ¥ ) esuna

variedad revestidora.de G.

-
(G, ¢ ) posee la siguiente propiedad universal : Para cualquier grupo de Lie H
conexo y simplemente conexo y cualquier. homomorfismo f t H—> G, exis-
~ ~ P
te un tnico homomorfismo f :t H—> G tal que Q? o f’ = f .
AN . -
Si G es un grupo de Lie conmutativo'y conexo, el par (LG, exp ) és el grupo re

vestidor universal de G.

Seaahora G un grupo de Lie conexo, G'un grupode Liearbitrario, y S’:G —G! un
~ : ' .
homomorfismo local. Sea (G, ) el grupo revestidor universalde G. Entonces el homomorfis
~
mo local f of: G —>G! posee, envirtudde (7. 2. 7. ), unadnica extensiénaun homomorfismo
~ o~ .
qf’:G ——>G'. Si G' es conexo y (G',cf') el grupo revestidor universal de G', existeuninico ho-
momorfismo ¥:G—>G'talque Y'oY =V
Supongamos en particular que P :G—>G! esunisomorfismo local de grupos de Lie co-
~No~ ~ P ~
nexos. Lo anterior muestraque Y :G—>G'esunisomorfismo local. Ypor(7.2.7.), Ves un
isomorfismo.
Entonces, un isomorfismo local de' grupos de Lie conexos induce un isomorfismo de
los grupos revestidores universales. Esto significa que a cada clase de grupos de Lie lo-
calmente 1somorfos le corresponde, salvo isomorfismo, un tnico grupo de Lie, que es el

grupo revestidor universal de todos los miembros de _la cIasé. Cada miembro de 1la clase

se obtiene del grupo revestidor universal dividiéndolo por un subgrupo normal discreto

PO
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(ef. 8 7.3.).

En virtud de (7.2.4.), existe una aplicacién inyectiva de las clases ..de grupos de
Lie localmente isomorfos en las clases de R-4lgebras de Lie isomorfas, y por el teore

ma de Ado mencionado mds arriba, esa aplicacidn es biyectiva.

El problema de clasificar todos los posibles grupos de Lie conexos se descompone
pues €n dos etapas. En primer lugar, encontrar todas las R-4lgebras de Lie; y luego,

hallar todos los subgrupos normales discretos de un grupo de Lie simplemente conexo.

En particular, consideremos el problema mds restringido de clasificar todos los po_
sibles grupos de Lie conmutativos y conexos. Cada dlgebra de Lie conmutativa estd carac

terizada por su dimensién. El problema se reduce pues a encontrar todos los subgrupos

discretos de un grupo de Lie simplemente conexo conmutativo. En virtud de (7.2.8.), és

te es justamente el problema de hallar los sdbgrupos discretos de un R-espacio vectorial

de dimensién finita. Esto es lo que haremos en la préxima seccién.

seseiesk gk

8§ 7.3. SUBGRUPOS DISCRETOS .

Sea G un grupo de Liey H un subgrupo del mismo. Examinaremos ahora la po

sibilidad de definir a H como subgrupo de Lie de G.

Dada una topologfa sobre H -no necesariamente la relativa inducida por G- con
la cual H sea un grupo topoldgico, existe a lo sumo una estructura de grupo de Lie que.

convierte a H en un subgrupo de Lie de G. Este hecho estd asegurado por (7.1.8.),

El ejemplo de los racionales § &—> R muestra que con la fopologia relativa so
bre H, no existe necesariamente sobre H una estructura de grupo de Lie que induzca

tal topologfa y convierta a H en un subgrupo de Lie de G.
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Por &ra parte, H puede siempre considerarse como una variedad O-dimensional,
con la topolog:%a discreta, resultando H un subgrupo de Liede G. El élgebga de Lie de
un grupo de- Lie O-dimensional es O, y por 16 tanto es O 1la subé.léebré'de LG corres-
pondiente a un subgrupl; O-dimeﬁsi_onal de G. El ejemglo D <&~ R tarﬁbién

muestra que exceptuando esta manera trivial, en general no es posible convertir H %enun

subgrupo de Lie de G. i

DEFINICION (7.8.1.).-
Sea G un grupo topoldgico. Un gubgrupo digereto H de G es un

subgrupo que €s un subespacio discreto de G.

Cuando G es un grupo de Lie, es natural considerar un subgrupo discreto H co
mo un subgrupo de Lie O-dimensional. Observemos que un subgrupo discreto de un gru-

pode Lie G esun subgrupo' cerrado (G es un espacio de Hausdorif) .

Ejemplo (7.3.2.):

Sea 0 < p & n. ZP esunsubgrupo discreto de R".

PROPOSICION (7.3.3.):

Sean G.y G' grupos topolégicos y P: G —>.G' un homomorfismo que es
ademds un isomorfismo local. Entonces el nideo de § es un subgrupo normal

discreto de G.

Demostracién: Existen entornos abiertos N, N' de e, e en G, G'res

pectivamente, tales que § | N : N —> N!' esun homeomorfismo. Entonces
Ker f N= {e}y e esunpuntoaisladode Ker f .. Puesto que lastras
laciones son homeomorfismos, todo punto de. Ker f esaigladoy Kerf es

discreto.
2]

COROLARIO (7.3.4.):

Si G es un grupo de Lie conmutativo, el nicleo del homomorfismo exp: LG —
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—> G es un subgrupo discreto del grupo aditivo de LG.

Demostracionl: Basta notar que, segin (7.2.2.;), el homomorfismo exp es

un isomorfismo-local.

[

Se presenta pues en forma natural el problema de hallar todos los subgrupos discre

tos del grupo aditivo de un JR-egpacio vectorial V de dimensién finita. Todo subgru -

po tal es isomorfoa Z p’ donde p no supera a la dimensiénde V ; mds precisa -

mente :

LEMA (7.3.5.).
Sea V un IEi-espacio vectorial n-dimensional, y D un subgrupo

discreto del grupo aditivode V. Sea p < n la dimensién del sub
espacio gexierado por D. Entfonces existen p vectores vi,... »Vp

en V linealmente independientes que generan D.

Demostracién: Supondremos conocido el resultadoenelcaso p =1, 'y proba

remos el caso general por induccidn.

Supongamos pues que el lema es verdadero para todo k< p, y sea D un sub

grupo discreto que genera un subespacio U p-dimensional de V.

Existe un subespacio A (p-1l)-dimensional de U generado por elementos de D.

Sean Vi, ..., Vp-1 vectores linealmente independientes en V que generan

D n A,

Se cumple D+ A/ ‘A-= D/DNA ; este isomorfismo algebraico es tam-
bién un isomorfismo topolégico, lo cual resulta del hecho que esos grupos son local ’

mente compacto y ademds D + A tiene base numerable (una demostracién se dedu

ce de S. Helgason [5] , p. 111, corollary 3.3.).

. Por éonsiguiente- D+ A /A esdiscreto, y como se trata de un éubgrupo del es-
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pacio 1-dimensional U/A, estd generado por un elemento Vj, + A. Entonces

2 s vy son linealmente independientes ¥ generan D.

&

Ahora estamos en condiciones de determinar la estructura de los grupos de Lie

conmutativos y conexos.

TEOREMA (7.3.6.):
Sea G un grupo de Lie conmutativo y conexo, de dimensién n. Existe entonces

unentero p, 0 Lpgn,talque G & RVPy 5P,

Demostracién: Por (6.2.7.), el homomorfismo exp: LG —# G es suryec

tivo. Entonces LG/ Ker exp .es isomorfoa G en sentido algebrafco, y no o-
frece dificultad ver directamente que es un isomorfismo de grupos de Lie. Por
el momento admitimos este hecho (en (7.7.6.) probaremos una afirmacién méds

general).

Pero Ker -~xp o ZP paraalgin p talque . 0 pg n, por (7.3.5.).

Entonces G =2 R" 2P .
]

COROLARIO (7.3.7.):
Si G esungrupo de Lie compacto, conmutativo y conexo de diménsidn_ n, en-

tonces G 2% F°.

Como mencionamos al final de 8 7.2, , un paso en la resolucién del problema
de clasificacién de grupos de Lie consiste en encontrar todos los subgrupos norma
les discretos de un grupo de Lie simplemente conexo. Esto se simplifica conside-

rablemente usando la siguiente

PROPOSICION (7.3.8.):

Sea H un subgrupo normal digcreto del grupo topoldgico conexo G. Entonces H

. ‘estd contenido en el centro de G.
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Demostracién: Sea h € H. La aplicacién G —» H definida por g -~~~

~Me gh g"1 es contfnua. Como la imdgen es- conexa, debe reducirse a un punto )

y por lo tanto coincidir con h. ) .
)

A

Faeskoeiesiesiek

8 7.4. SUBGRUPOS ABIERTOS : CONEXION .

Sea G un grupo de Liey H un subgrupo que es un abierto de G. H es una subva
riedad y por lo tanto un subgrupo de Lie de Q. Como la inyeccién es un isomorfismo lo -
cal, el dlgebra de Liede H es LG. Puestoque LG = LG implica Hgy = Go ., -todo

subgrupo abierto H de G contienea Ggp.

Recuérdese que todo subgrupo abierto es necesariamente cerrado . (ef.(2.2.6.)a)).

Ejemplo (7.4.1.):

-Bea V' un R-espacio’vectorial de dimensién finita y det : GL(V) —» R* el

homomorfismo determinante: Puesto que R* noes conexo, GL (V) tampoco 1o es,

Por otra parte, cada par de bases de V c¢on la misma orientacién _(habiéndose elegi

do una orientacién en V) pueden transformarse la una en la otra en forma continua por

automorfismos de V. Esto muestra que det_l( ]R+) es la componente conexa de la

identidad en GL (V), donde R* = {x € R*| x> o

Sea H un subgrupo abiertode G, y G/H el conjunto de los coconjuntos a iz -

quierda mdédulo H. Como tales coconjuntos a izquierda son abiertos en G, la topologia

cociente es discreta'y G/H puede considerarse como una variedad O-dimensional. En

particular, si H esnormal, G/H puede considerarse como un grupo de Lie O-dimen

sional. Esto se aplica en particular a la componente conexa de la identidad, de manera

que X= G/ Gy esun grupo de Lie O-dimensional.

Ejemplo (7.4.2.):

Sea G = GI.:, (V) el grupo de automorfismos de un espacio vectorial- V de dimen
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si6n finita. Entonces, por (7.4.1.), es 2(= Zz .

Como toda componente conexa de G es difeomorfa a Gg, lavariedad G es di-

feomerfz a G, la'variedad G es difeomorfa a Go x'y .
' /
No existe sin embargo un difeomorfismo canénico. Una descomposicién s: 8 — G

de la sucesién exacta

e-—PGo‘-—"G——Y—be.

origina un isomorfismo de G con el producto semidirecto Gg X g , donde -
1 bj —> Aut Gy es el homomorfismo definido por ’Zg = Us(b’) ‘ G, ., para

X € X . Tal seccidn existe en numerosos casos particulares.

Ejemplo (7.4.3.}:

Consideremos G = GL(V), donde V esun R-espacio vectorial de dimen -
si6n impar. La reflexién en el origen de V junto con la identidad de V constituye u-
na imégen isomorfade Zs = G/ Gy en G.

En el caso de un grupo conmutativo G, una descomposicién s: X — G

de la sucesién exacta e —» G — G — X — 0 define un isomorfismo de G

con Go xX-.A

Ejemplo (7.4.4.):

Sea V ‘un IR-espacio vectorial de dimensidn finita. Sea U un subespacio vecto
rialde V, y a € V, a ¢ U. Lé unién de U y sus trasladados por miltiplos en-
teros de a esun grupo de Lie G co\n la topologfa relativa de V. U es la componen
te conexa de la identidad de G, y el grupo de componentes conexas es isomorfoa Z .
La sucgsién exacta 0O — U — G} —Z —> 0 tiene una evidente des -

composicibn s: Z —= G, vy G uxz.

ek eeieckkok
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$ 7.5. SUBGRUPOS CERRADOS .

Hemos visto que los subgrupos discretos y los subgrupos aibertos de un grupo de

Lie G son subgrupos de Lie. Ambos tipos de subgrupos son cerrados en G; mds general it

mente :

TEOREMA (7.5.1.).

Sea H un subgrupo de un grupo de Lie G. Si H es un conjunto cerra
do en G, existe una Wnica e"sﬁﬁctura de grupo de Lie en'H tal que su
correspondiente topologia es la iopologi‘a inducida por G, y talque H

es un subgrupo de Lie de G.

La unicidad es.una consecuencia de. (7.1.8.).

Sea H un éubgrupo cerradode G, y 4 C LG definido mediante
$- {a € Lg| exp tAE€H , Vie R} .

En primer lugar veremos que '% es una subdlgebra de LG. A € la implica
tA € f,é por definicién de /L . Si. A, B € 'IQ , entonces (6.5.5.), (i) asegu-
raque paratodo t es expt(A+B) € H, pues H es cerrado. Entonces A+B € ‘& .
Andlogamente, (6.5.5.5, (ii) asegura que exp 12 [A , B] € H , lo cual prueba dque

[A , q € /&D . Entontes, /,6) es efectivamente una subdlgebra de LG.

Sea H* el subgrupo de Lie conexo de G tal que LH* = ’b . Por definicién de

Ja se cumple exp % C H, y por lo tanto H*C H, por ser H* generado por

exp b

Consideremos en H la topologia relativa de G. Veremos .gue cada entorno V de

e en H* esun entorno de e en’ H. Esto mostrard que H* esun subgrupo topolégico

de H (usando el hecho que H¥ &—# H es continua), y ademds, tomando V = H*,

que H® es abierto en H (pues e es un punto interior'de E* en H). Y por lo tanto, -
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H* = H, como grupos topolégicos. Hg es pues un subgrupo de Lie de G, y puede conver

tirse en una subvariedad de G con ayuda de las trasglaciones. Entonces la- multiplicacién

HxH —% H es diferenciable, y H es un subgrupo de Lie de G.

Resta ver pues que cada entorno V de e en H* es un entornode e en H Su-
pongamos que esto dltimo no fuese verdadero ; veremos que esto conduce a una contradic-
cién.

Existe una sucesién ¢,,..., ¢, ,... en H-V talque lim ¢, = e.

1 k Kk > k
@
Sea M un subespacio complementario de Ja en LG. Por (6.3.2.), existen entornos
abiertos, conexos y acotados U; y U2 de O en M y ’k’ respectivamente, tales que
(1? : (A,B)~r—wexp A exp B para A€ M, BE /‘9 es un difeomorfismo de

Uy x U2 sobre un entorno abiertode e en G. Podemos suponer pues que € =

exp Ag exp By con AL € U; , B, € Uy y exp By € V.. Entonces Ak+ 0

y lim Ay = O

Puesto que Ay # 0, existe un entero 1, > 0 tal que refA € Uy y
(rg+ 1) A ¢ Uy . Como Uj es acotado, podemos suponer, considerando una subsuce -
sibnde ry, que ry Ay converge hacia cierto A € U;. Como (r, + DA, £ U vy

Ay —= 0, A estd enlafronterade U;, y en particular A # 0.

Sean p y q enteros,y q > 0. Podemos escribir pri = gsp + { , don
.tk .
de sk y tyg sonenterosy 0 ity < q . Entonces lim q Ay = 0, de manera
que
prk

p . 8k
exp — A = lim exp .- A, = lim (exp A,) € H
P aq i p a Kk K Xp A

Por continuidad resulta exp tA € H paratodo t € IR. Entonces A € 4& ,

lo cual contradice el hechoque A € U; C M y A=+ 0.
x

Los casos particulares de (7.5.1.) consideradds. anteriormente, donde H es dis

creto o bien abierto, corresponden respectivamente a 108 casos en que /&3 es 0 o bien



- 147 -
LG.

COROLARIO (7.5.2.):
Sea H un subgrupo cerrado del grupo de Lie G , LH el dlgebrade Liede H
con respecto a la dnica estructura de grupo de Lie definida en (7.5.1.). Entonces

LH = {A € LG|] exp tAe€ H , Vte R} .

Efectivamente LH fué definida en la demostraciénde (7.5.1.) en la forma indi-

cada en el corolario.

Observacidn: (7.5.2.) mantiene su validez para cualquier subgrupo de Lie H de G que

tiene un mimero numerable de componentes (ef. S. Helgason [5] , p. 108).

Una clase importante de subgrupos de un grupo de Lie son los niicleos de homomoyr

i

fismos.

PROPOSICION (7.5.3.):

Sea L g — un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces Ker f
es.un subgrupo de Liede G y L(Ker/f ) = Ker L(S), donde L(Sf)

: LG —® LG' es el homomorfismo inducido de dlgebras de Lie.

Demostracién: Ker /° es un subgrupo cerrado de G y por lo tanto un subgrupo

de Liede G. Por (7.5.2.), es L{Kerf) = {A € LG| SPlexpta) = o',

Vte€ .R} -, donde ‘e' es la identidad de G!'.
Por la naturalidad (6.1.6.) de exp ,

SLlexp tA) = e , paratodo t € R
es equivalente a

(exp (L(f) tA) = e, paratodo t€ R ,

lo cual es a su vez equivalente a la existencia de un € >0 talque L(L)ItA =

= 0 paratodo |t| <& . Esto significaque L(f)A = 0. Por lotanto ,
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L{Ker f ) = Ker. L(F).
\ ®
Esto muestra en particular que el micleo del homomorfismo L(F): LG — LG

es un dlgebra.de Lie. Esto, claro estd, es verdadero para el nicleo de cualquier homo -

morfismo de dlgebras de Lie.
En lo que respecta a imdgenes de homomorfismos, se.cumple :

PROPOSICION (7.5.4.):

Sea /0: G —. G' un homomorfismo de grupos de .Lie, y sea G conexo.
Entonces imf es un subgrupode Liede G' y L(im/# ) = im L(Ff), don-

de L(P): LG —% LG' es el homomorfismio inducido de digebras de Lie.

‘Demostracién:. Sea H el subgrupo de Lie conexo de G' tal que LH = im L(f);

H es generado por los elementos exp{L(f)A)con A € LG.

P(G) es generado por los elementos “(exp A) con A € LG. Pero por (6.
1.6.), _PlexpA) = exp(L(F)A). Entonces A (G) = H, por se conexos

ambos grupos.
8

A
Observacién: Se presenia la cuestién de saber si la aplicacién inducida _/o : G —»> f’(G)

es un homomorfismo, es decir,. analftico. La respuesta es afirmativa (ef. (7.7.6.)).

Consideremos ahora la sucesién de homomorfismos de grupos de Lie.

) £ L

G —— G — g"
v la sucesién inducida de homomorfismo de dlgebras de Lie
7 ~
L(P) L(P")

(X) LG' — LG —— LG"

PROPOSICION (7.5.5. )

Sea G! conexo. Entonces la exactitud de (&) implica la exactitud de (X).
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e’ ”
Demostracifn: Si im # = Ker” , entonces, por (7.5.3.) y (7.5.4.) es

im L(£) = Lm#’) = Li{Ker #” ) = Ker L(FJ. _
=

Ejemplo (7.5.6.):

Sea G un grupo de Lie conexo. La sucesién exacta 0 ——» Gy ™ TG —> !

— G — e de grupos de Lie induce una sucesifn exacta 0 > G —
—= L(TG) —= LG —® 0 de dlgebras de Lie. Notemos que la descomposicién na- :
tural G &“——> TG de la primera sucesidn define una descomposicién 1.G —» L(TG)

de la segunda. : g

Obsérvese que la afirmacidén reciproca de (7.5.5.) no es verdadera, aidn cuando to

dos los grupos sean conexos,

Ejemplo (7.5.7.):
Sea ./C‘ : G —= G' un homomorfismo que es a la vez un isomorfismo local. En

L(P).

tonces 0 —» LG — LG'— 0 es exacta. En cambio, e —»= G —

—= G' —» e' no es necesariamente exacta, es decir, G y G' no son necesariamen

te isamorfos . ‘

El resultado parcial siguiente es a veces itil.

PROPOSICION (7.5.8.): ) .

Sea /: G —+ G' un homomorfismo de grupos de Lie ; sean G y G' -cone

x0s. Entonces £ es suryectivo siy sélo si (P): LG — LG' es suryectivo.

Demostracién: Si /2 es suryectivo, las dlgebras de Lie L(P)LG y LG',

de ./0 (G) y G' respectivamente, deben coincidir, lo cual prueba la suryectividad

de L(P).

Recifprocamente, sea L(/) suryectivo. Entonces Ja*g ¥ Gg G'fkg) c8

suryectivo para todo g € G, segin (6.2.6.). Pero esta propiedad para una a-
plicacién diferenciable implica su suryectividad, 2] !
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La condicidn de que G' sea conexo no puede ser omitida, como lo muestra-el ejem
plo de la inclusidh de la componente conexa de la identidad en un grupo de Lie no conexo,

que induce un isomorfismo de dlgebras de Lie.

La afirmacidn andloga para i.hyecéidnes no es verdaderé.‘ Vimos en (7.1.1.) que
una inyeccién P G —# G' induce una inyeccién L(f): LG — LG'. Pero la
inyectividad de L(f) no implica la inyectividad de /9, tal como muestra el ejemplo. del

homomorfismo canénico R —= T .
ook

§ 7.6. SUBGRUPOS CERRADOS DEL GRUPO LINEAL GENERAL.

Sea V un R-espacio vectorial de dimensidn finita ¥ GL(V)} el grupo de auto-

morfismos lineales de V ; estudiaremos zhora algunos subgrupos cerrados de GL (V).

Sea (t):V'xV'_—']R

una forma bilineal no degenerada sobre V, y H el subgrupo de GL(V).que 'deja; Cl) in

variante, es decir :
H = {g € GLWV)| & (gv, gw) = ¢ v, w , Vv,we V}
Paracadapar v, w € V' , consideremos la aplicacién
GL (V) — GL(V) x GL(V) —= V x V —= R
g A~ (g, g) e (gv, gﬁ)WQ) (gv, gw) ,
que es continua, por serlo (t) . Entonces-

S({v, w) = {g € GL(V)' 4) (gv, gw) = ¢(v. w)}_

es cerrado-en GL(V), lo cual prueba quee H es un subgrupo cerradode GL(V), pues

to que
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H = N s,w).
. v,wev

Identificando el dlgebra de Lie de GL(V) con o5(V) (segin (4.3.8.)) obtenemos -

la siguiente caracterizacién de LH :

PROPOSICION (7.6.1.):

e = {A € L) ¢(Av,w.)+ dwv,Aw) =0, Vv, w € v}

Demostracién: Sea A € LH ; entonces paratodoc t € IR es exp tA € Hy ;

(b (exp(tA) v , exp(tA) w) = 4)(V, w)

para v, w € V. Diferenciando con respectoa t y haciendo t=0 resultia

¢ v, w+ v, Aw = 0.

Reciprocaments, supongamos que A € ag(V) satisface esta condicién. Sea A*

la aplicacidn lineal adjunta de A con respectoa d) ». caracterizada por
¢(Av, w)y — d)(v, A*w) = 0.

La hip6tesis se expresa pues mediante A*> = - A .-

Entonces, en virtud de la expresién

m .

tAR

exp tA = Z -.S———
n=0 n!

dada en (6.1.5.), resulta
(exp ta)¥ = (exp tA)"!

paratoder t € R, 1locual sigm‘.fica que exp tA € H paratodo t € R.

Entonces A € LH.

‘B

Si ademds la aplicacién ¢ es simétrica, el grupo H ‘se llama grupo ortogonal
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de V con respecto a ¢ , Yy se simboliza con O (v, ¢)’. Su dlgebra de Lie consiste de

log operadores de V que son antiantoadjuntos con respecto a d) .

Ejemplo (7.6.2.):
Sea V un R-espacio vectorial de 3 dimensiones y q) una métrica euclidea, y
€1, €, eg una base-ortonormal de V- con orientacidn positiva. V se convierte en un
élg_ebra de Lie medlgnte la definicién [el R e2] = e, [e2 R e3] = e R

ks el = e

Como ya dijimos, identificamos L (V) con el digebra de Lie de GL (V).
Para a € V , definimos A € og(V) mediante
Av = [a s v] . v eEV
Entonces ¢(Av, w)+ (b(v,Aw) = (‘)( [a, v] , W) + ¢(V.. [a, w] ) = 0,

como resulta inmediatamente de la interpretacién de ( [a R v] , W) como volumen orienta
do del paralelepipedo definido por a, v y w. Entonces A estd contenido en el 4lgebra

de Lie LO(V, CI)) del grupo ortogonal O(V, ('J) con respecto a 4) .

La aplicacién J: V —= LO(V, q)) es lineal. Como [a . v] = 0 para todo
v € V implica a = 0 para la particular estructura de dlgebra de Lie que hemos defini-
do sobre V., resulta entonces J inyectiva.. Y como tanto V como LO(V, d)) tienen
dimensién 3, J es un isomorfismo lineal . Ademds J: V —= LO(V, (b) es un di
moffiémq de.dlgebras de"I;ie, puesto que si A;v = [ai»-"] , VEV ,i=1,2,

entonces

[Al , A v

AjAgv - AjA v = [21, [az,vj] - [as. [ai"ﬂ] =

B1.2ag . v .

en virtud de la identidad de Jacobi .




Vemos asfque V es isomorio a1> dlgebra de Lie del grupo O(V, ¢), y eliso - .
morfismo estd realizado por la aplicacién J : V. —= 10(V, q)) , definida mec‘iianteﬂ
a —~~an-= A | donde Av = [a,v] R v € V. .
| ¥

Para ver el significado geométirico de 1a correspondencia a-—~~~s» A, congidere“—
mos el subgru§0 a un pardmetro X de O(V, q)) definido por A, el cual satisface -
o

: = AO{t , por (5.4.5.). Si v €V y v, = O(tv , entonces

{,t = o(tv=A°(tv=Avt= [aavt] . /

La férmula {it = [a s Vt] muestra que el subgrupo a un pardmetro X de

o, ¢) definido por A es el subgrupo a un pardmetro de las rotaciones de V con eje a.

O(V, §) opera en V por automorfismos de la estructura de dIgebra de Lie defini
da en V. Entonces el isomorfismo J : V. —» LO(V, Cl)) define una representa -
ciénde O(V, ®)en LO(V, d)). Si designamos con 0: o, ¢) — Aut LO(V, (P) l

a eésa representacién, 0  estd definida por
(TgA) ) = [ga, 9] . g€O0W, b, a€vV, A= J(a)’,

paratodo v € V. Estia representaci6n es justamente la representacién adjunta de

O(V, Cb), puesto que para todo v € V se cumple
((ga) () =[ga, 9] = g[a, g lv] = gty = @aghm ,

y por lo tanto

O’gA = gAg?!

Sea ahora nuevamente V de dimensién finita é.rbitrario, y q) una forma bilineal
no degenerada y simétrica sobre V. Supongamos ademds que d) es positiva definida.
Utilizando el mismo argumento que para GL (V) (ef. (7.4.1.), se prueba que la componen

te conexa de la identidad es el nicleo del homomorfismo det : O(V, ¢) —» R* ; tal
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grupo se simboliza con SO(V, (b) .

PROPOSICION (7.6.3.):

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién finita, ¢ una forma bilineal, simé
trica y positivo definida sobre V, O(V, ¢) el grupo ortogonal de V con respecto
a d) , ¥y SO(V, ®) el grupo de operadores ortogonales con determinante igwl a

uno. Entonces O(V, (b) y SO(v, d)) son compactos.

Demostracidn: SO(v, d)) es un subgrupo abierto de O(V. R d)) » ¥y por lo tanto

cerrado. Por consiguiente , sélo es necesario probar que O(V, ¢) es compacto.

o(v, d)) es un subgrupo cerrado de GL(V), el cual es un subconjunto abierto de
og(V) ; entonces O(V, d)) es cerrado en £ (V). Basta probar pues que

o(v, Cl)) es acotado en og (V).

Sea l l : og(v) —» R lanormaen o@‘(V) con respecto a q) , defi

nida mediante

1

¢ (Av, Av)?

su - I

vEV b, v)?

vsE 0
Todo g € O(V, ¢) satisface |g| = 1, lo cual brueba la propiedad de acota-
cibnde O, (b). '
&
Sea ahora ¢ : VxV —= R  una forma bilineal, no degenerada y antisi:ﬂétr‘i'

ca sobre V, siendo V de dimensién par. El1 subgrupo de GL (V) que deja q) inva -

riante se llama grupo simpléctico de V con respecto a 4) » Y se designa con Sp(V ,4)).
Puesto que esencialmente existe uné. dnica’ q) cén las propiedades indicadas, resulta que to
dos los grupos simplécticos sobre V son isomorfos enire sf. El %lgebra de Lie de.

Sp(Vv, (l)) consiste, segiin (7.6.1.), en los operadores de .V que son antiautoadjuntos con

respecto a ¢ .

Congideremos ahora el homomorfismo det : GL(V) —# R¥, cuyo nicleo se
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designa con  SL (V).

PROPOSICION (7.6.4.):

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién finita. El conjunto de operadores con

;

traza igual a cero es una dlgebra de Lie, y es el dlgebra de Lie de SL (V).

Demostracién: En virtud de (4.5.11.) se cumple L{det) = tr ; y (7.5.3.)

asegura que
L(Ker det) = L(SL(V)) = Ker tr.

Sedesfedesieio sk

8 7.7. ESPACIOS DE COCONJUNTOS Y GRUPOS COCIENTES .

TEOREMA (7.7.1.).
Sea G un grupo de Lie, H un subggupo cerradoy G/H el espacio de
6rbitas de 113. operacién de H sobre G por traslaciones a derecha (ef.
(2.2.3.)). Consideremos la operacidn natural de G sobre G/H (ef.

. 8 1.4.). Entonces existe una dnica estructura de variedad analitica S0
bre G/H que induce la topologfa cociente y conviertea G/H en una

G-~variedad.

Sea H provisto con la estructura de grupo de Lie de (7.5.1.). Sea M un subes
pacio vectorial de LG talque LG = M ® LH, y p: G — G/H la proyeccién
canénica. El teorema (7.7.1.) se basa'en el lema siguiente, cuya demostracién omiti -

mos (ef. S.Helgason, [5] , p.113):

LEMA (7.7.2.).

Existe unentorno U de O en M talque exp| U : U — exp(U)
es un homeomorfismoy p| exp(U): exp(U) —> p(exp U) es un ho—

meomorfismo sobre un entorno de p(e) en G/H.
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La estructura de variedad analitica en G/H es entonces definida como sigue. Si Ng

+ es el interior de p(exp U) y ﬁ el interior de U, entonces
. o -1 ' . -1 )
(exp] U)Y" o (plexp(U)) " : No — Uc M .
es una cartaen p(e) € G/H.

G opera por homeomorfismos sobre G/H , lo cual define una carta en cada pﬁnto de
G/H. Para probar que tales cartas definen una estructura analftica en G/H hay que ver

que son compatibles.

Por construccién, G opera por aplicaciones analfticas sobre G/H. Obsérvese que

por definicidn de la estructura de variedad sobre G/H, p es una aplicacién analftica.

La unicidad de la estructura analftica en G/H, tal como se enuncié en (7.7.1.),

résulta de la dltima afirmacién de la

PROPOSICION (7.7.3.):

Sea X un G-variedad con respecto a una operacidén transitiva T : G — AutX.
Sea H el grupo de isotropfa de xo € X, ¥y P: G/H — X la aplicacién de-
finida mediante So(gH) = %’g (xo). Supongamos G/H provisto de la estructu-

ra de variedad analftica arriba definida. Entonces F’ es diferenciable.” Ademds,

si (P es un homeomorfismo, To es un difeomorfismo.

Demostracifn: Usaremos los simbolos N, y U con el mismo sigm'.fica.do gue an

tes, y B = exp (U). El homeomorfismo p|B: B —= N, permite definir a
B como subvariedad de G, y cenverte a la :if;yeccidn t: B &—+» G ‘en dife -
rez_miabie. Si ¥:G —»= X esla g.plicacién definida como 1)"(g) =

= 'Eg (x), se cumple ?I N, = Yol o (plB)—1 .y {ﬂes por consiguimte

diferenciable.

Supongamos ahora gque P es un homeomorfismo (ef. la observacién mds abajo).
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Si la aplicacién lineal tangente de - ‘P es un isomorfismo en cada punto, P serd

un homeomorfismo. Por ser- ()o una equivariancia (ef. (1.4. 10. ).), basta probar

eso en el punto xo. La descomposicién, (FlNo = ')”a (4 o(pl B )'1 muestra que
X : ’

sdlo es necesario probar que - "Y—;e s Ge C— Txo(X) es-_sﬁryé'ctiva.
Veremos que Ker .‘f)*e = Heg , por lo cual
rango Py ® dim G - dim Ker ¥,_= dim G - dim H = dim G/H = dim X

(la dltima igualdad por ser O( un homeomorfismo), y esto concluird la demostra

cidén.

- Resta ver pues que Ker Y*,e = He. Por ser H el grupo de isotropia de xq,
se cumple He C Ker ”%,e. Reciprocamerte, sea Ae € Ker ’;”*e. Sea A*
el campo de vectores de Killing sobre X definido pc.: Ae, ¥y A¥*= T (a) pa-
ra A € RG, conla not_acio“n"ﬂde (562) Entonces A y A* son fy-—relacig‘

nados (ef. la demostracién de (5.6.2.)), lo cual prueba que ‘}U*e A, = A:o = 0.

Entonces, por (6.3.1.), exp tA. € H paratodo t € R, y por lotanto, segin

(7.5.3.), Ag € Hg.

~
7

a
Observacién: La aplicacién (.( G/H —’- X definida en (7.7.3.) es un homeomor-
fismo, si G tiene un mimero numerable de componentes. Con esta condicidn,_ el argu -
mento expuesto prueba, para cualquier’ G-variedad X (con una-operacién no necesariamen

te transitiva)y xg € X, que ‘1 : G/H—-— X es un difeomorfismo sobre la 6rbita de

X0 .

Antes de considerar-el casoenelcual H esun subgrupo normal de G, damos 1la

siguiente
DEFINICION (7.7.4.):

Sea q un dlgebra de Lie sobr'é un anillo /A . Un ideal '/;4 de % es un

~

1
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subespacio vectorial de ‘% __wq.ue.sat'isface [A, B] € ‘% para todo
A€ % y B E 7"] . '

Si ‘& es un ideal de % , el espacio vectorial cociente % /4\(1 estd candnica

i " R - - Ve

mente provisto de una estructura de 4dlgebra de Lie, y @ es el nicléo del homomorfis-
mo canbnico GJ —_— ‘7 /%/

Reciprocamente, el nicleo ‘{y del homomorf1smo de algebras de Lie con domi-
nio % es un ideal de % , yel isomorfismo de espac1o vector1a1 de /'AJ con su

imégen es un isomorfismo de dlgebras de Lie.

PROPOSICION (7.7.5.):.

Sea H un subgrupo normal cerrado-del grupo de Lie G. El grupo cociente G/H
con las estructuras de variedad definida en (7.7.1.) es un grupo de Lie. El homo
morfismo canénico p: G — G/H induce L(p): LG — L(G/H) , con

[a¥4

nicleo LH, de manera que LG/LH = L(G/H).

Demostracién: El grupo cociente G/H es un grupo topolégico con respecto ala
topologia cociente. Cons1deremos la dnica estructura de variedad de (7.7.1.) so-
bre G/H tal que la aplicacién G x G/H — G/H dada por (g, xH)-»\e>gx H

es analitica.

Resta probar que las operaciones de grupo en G/H son analfticas, lo'cual es inme-
diato. . Por construccién de la estructura de variedad sobre G/H, p: G —* G/H es

analitico, y por comsiguiente un homomorfismo de grupos de Lie.

Consideremos L(p): LG —% L(G/H). Por (7.5.3.) es Ker L(p) =

= L (Ker p) = LH. Entonces, L(p) induce un isomorfismo ‘LG/LH—ﬂ— L(G/H).

Observemos que si H es un subgrupo normal no cerrado de G, entonces el grupo-

cociente no es un espacio de Hausdorff.

Una consecuencia es la -
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PROPOSICION (7.7.8.):
Sea /0 : G —= G' un homomorfismo de grupos ;ie Lie, y G conexo. Sea
/g: G/Ker/a —_— ﬁ(G) la aplicacién candnica inducida por /0 . Entonces./av
es8 un isomorfismo de grupos de Lie, siendo G/Ker/o provisto con la estructu
ra de .grupo de Lie de (7.7.5.) y P (G) conlade (7.5.4.). En particular, la

A
aplicacién F : G — P(G) inducida por /O es analftica.

Demostracién: Consideremos el.diagrama conmutativo :

exp

LG

/U(G) C—— = G!

L(P)
exp exp
m) /

L{G /Ker f) L(f (G)) c— = LG'

2 1G/L(Kerf) & 1(P) LG

Existe a lo sumo una aplicacién X: L(G/Ker /0 ) —» L(P(G)), que hace
conmutativo al diagrama, por ser L(p) suryectivay L(P(G)) &= LG'in-

yectiva.

Consideremos el isomorfismo canénico X : LG/L(Ker ) — L(PILG in-

ducido por L( L) : LG — LG ; d/ respeta la conmutatividad de] diagra -

~/
ma. Esto prueba que /O es analftica en e, por ser justamente d’ en una

carta candnica.

~J

Entonces JO es analftico en todo punto. Ademds L(F) = d"  es un isomorfis-
~

mo y por lo tanto .P es un isomorfismo de grupos de Lie.

“ -v
La aplicacién. f JD : G —» JO(G) es la composicién Jf)° p de homomorfis-

mos analiticos, y por consiguiente es: analitico. N
[
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‘CAPITULO VI GRUPOS DE AUTOMORFISMOS .

8 8.1. EL GRUPO DE AUTOMORFISMOS DE UN ALGEBRA .

Sea oz una IR-dlgebra de dimensién finita, es decir, un IR-espacio vectorial

de dimensién finita con una aplicacién bilineal ¢ x % —a OF

GL(O2T) esel grupo de automorfismos del espacio vectorial subyacente, y

Aut &z el grupo de automorfismos del 4lgebra S Entonces, Aut o c Gi(02).

Ejemplo (8.1.1.):
Cualquier R-4lgebra de Lie (%

LEMA (8.1.2.).

Aut Ce es un subgrupo cerrado.de GL( & )..

- Demostracién: Paracada A,B € (8% , consideremos la aplicacién

GL( Bz ) —= GL(Cz) x GL(&s) —= Oy Or 0%

definida mediante
e (P,P) e (PA, $B) = PA. PB

Por ser continua la multiplicacién Cx & —n Oz ( &% tiene dimen

sién finita), esa aplicacién es continua.

El conjunto

S(a, B) = {‘Fe GL(6z) | ¥a. ¥B - ‘P(A.B)}

es la imdgen inversa de (F (A.B) con respecto a tal aplicacién, y por lo tanto

es cerrado en GL(OZ). Y puesto que Aut (%) = ) S(A,B), resulta
" A,BEG

también Aut(82) cerrado en cL(&Z).
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Usando entonces (7.5.2.) , obtenemos:

PROPOSICION (8.1.3.):

sea & uné. R-4lgebra de dimensidn finita. Entonces Aut &z es un grupo
de Lie cerradode GL(&Z), y su dlgebra de Lie 8(®2) estd caracterizada

por

By = {D € '06(0?), exp tD € Aut & , paratodo t € ]R} )

v

Designamos o@ ((9"8) el dlgebra de Lie de endomorfismos del espacio vectorial

subyacente de %

DEFINICION (8.1.4.):
Una derivacién D de O esunelemento D € o5 (5%) que

satisface, paratodopar A, B € Gz »
D(A.B) = DA.B + A.DB

PROPOSICION (8.1.5.):

El dlgebra de Lie (B ) es el conjunto de derivaciones de &z .

Demostracién: Sea D€ 0(82). si A,B€® y te R, por (8.1.3.)

i

se cumple
exp tD (A.B) = (exp tD . A).(exp tD . B)
Diferenciando con respectoa t y haciendo t = 0, resulta
D(A.B)= DA.B + A.DB ,
lo cual muestra que D es una derivacién de &z
Reciprocamente, sea D una derivacidn de Cz . Por induccién se obtiene

DA .B) = > . ——— p'a . DiB , i,j2 0.
i+j=n : : :

T
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(Si n= 0, la igualdad mantiene su validez, siendo D© la identidad).

En virtud de (6.1.5.) se cumple

o0
tDM

exp tD = Z '—(—‘—— s
n=0 n.

y por lo tanto

D tD @O .A. (2] :
exp DA, B) = 3 2L (a.p) - (3 $RIA, S eDi B,
no B so ¥ {9

= (exp tD.A). (exptD.B) ,

y exp tD € Aut & paratodo t€ IR . Esto muestra, por (8.1.3.), que

DE J(B=).
' 8

Observacién: El hecho que el conjunto de derivaciones de &t es una subdlgebra del &1
gebra de Lie 0@ ( Sz ) resulta también en forma directa, y sin ninguna restriccién sobre
la dimensién de &¢ . La proposicién (8.1.5.).sugiere considerar heurfsticamente el &1~

gebra de Lie de derivaciones como el dlgebra de Lie del grupo de automorfismos de &e .

En pa.rtic.ular, sea X una variedady CX la R-dlgebra de funciones X —» R.
El dlgebra de Lie DX de campos de vectores sobre X es el dlgebra de Lie de derivacipo

nes de CX. Por (4.1.3.), Aut X puede identificarse con Aut CX. De manera que

' puede considerarse a DX como el dlgebra de Lie de Aut X, hecho que anteriocrmente he-

mos sefialado en forma repetida.

Si X esuna G-variedad con respecto a la operacidn T : G — Aut X,
@ induce una operacién B¥*: G —= Aut CX. Si T : RG —= DX eselho
momorfismo definido en (5.6.2.), 0™ puede considerarse como el homomorfismo de

dlgebras de Lie inducido por el homomorfismo ¥ *,

Fodokdokokk

PRSI WY
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8 8.2. LA REPRESENTACION ADJUNTA DE UN ALGEBRA DE LJE.

Comenzaremos con algunas cbservaciones sobre un digebra de Lie ‘% sobre un

anillo N\

Todo elemento A € ? origina una aplicacién lineal adA : 7 —_ 7 defini

da mediante

(adA)B = [a, B

LEMA (8.2.1.).

ad A es una derivacién de %’

Demostracién: La identidad de Jacobi, expresada en la forma

[, [B1.B]] = [a.B] .B;] + [By. [A. B ,
da el resultado querido.

DEFINICION (8.2.2.):

Sea % un dlgebra de Lie. La derivacién interior de ? defini .

da por A € (? es la aplicacién ad A : 7 — % .

Consideremos la aplicacién ad: % —. o@(? ) en el dlgebra de Lie de en~

domorfismos de ? .

LEMA (8.2.3.).

ad : ? — A g ) es un homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demostracién: Se trata nuevamente de una consecuencia de la identidad de Jacobi, .

a saber

(ad [A;,AQ) B = [[Al,Aﬂ :1§_|_ - [Al' [Az'B]] - '[Az' [Az'q] )

=(ad A; o adAy)B - (ad Ay o ad A))B= [ad'A;, ad A)] B. -

A
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Hemos visto anteriormente que ad(?) C B(% ), donde O ‘(g) es el dlgebra
de Lie de derivaciones de 7 ' , que es una subdlgebra del dlgebra de Lie ag ( 9’ ).

También designaremos ad: ?’ —_—  dY( 7 ) al homomorfismo inducido por
ad : ‘7 — b 7 ).
DEFINICION (8.2.4.):

Si ‘%’ es un dlgebra de Lie, el homomorfismo ad: % — 3 (g )

se llama la representacién .adjunta de &t s, Y €S una representacion
de 9 en ? i .

La imd4gen de tal homomorfismo es el conjunto de derivaciones interiores de ?’ »

que constituye un dlgebra de Lie.

El micleo 06( % ) de este homomorfismo es un ideal de % , llamado el cen-
tro de ? . /7(%) estd caracterizado por A € /?(7) siy sélo si I}k,ﬂ =0

para todo B € ? .

Consideremos ahora un grupo de Lie G , Aut LG es un grupo de Lie, por (8.1.
3.), y su dlgebra de Lie es, segin (8.1.4.), el conjunto de derivaciones 3(LG) de

LG.

La representacién adjunta Ad: G —= Aut LG, segiin lo visto anteriormen_

te, induce un homomorfismo L(Ad) : LG —» 3(LG).

TEOREMA (8.2.5.).

L({Ad) = ad.

Demostracidn: Sea A€ LG. Entonces L(Ad)A = _dgt— {Ad exp tA} =0 POF
definicién de L (Ad). Pero por (5.5.8.), el segundo miembro es precisamente

ad A.
"
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COROLARIO (8.2.6.):

Si G es un grupo de Lie conexo, entonces L(AdG) = ad (LG) .
Demostracid'n:- Por (7.5. ), se cumple
L(AdG) = L(im Ad) = im L(Ad) = im ad = ad LG.

COROLARIO (8.2.7.):
Si G es un grupo de Lie'conexO, su centro ZG es un subgrupo de Lie de G; cuya

dlgebra de- Lie es el centiro de’ LG

Demostracion: (6.2.10) asegura que ZG = Ker -Ad , y entonces, por (7.5.3.} i

ZG esun subgrupo de Lie cerrado de G, condlgebra de Lie L (ZG) = L(KerAd)

= Ker L(Ad) = Ker ad. Pero Ker ad es el centro de LG. I E

Observemos que Ad: G —» Aut LG induce un isomorfismo G/ZGgAd G

i

de grupos de. Lie..

COROLARIO (8.2.8.):

Si A € LG, entonces exp ad A = Ad exp A.

Demostracién: Basta tener en.cuenta la naturalidad de -exp.

Haremos uso del siguiente
LEMA (8.2.9.). |
Sea V un R-espacio vectorial de dimensidn finita, G un grupo de

Lie conexo, ? : G —> GL(V) una representacién de G en \.
y L(¥): LG — A& (V) la representacién inducida de LG- 'éx,i_" .
V. Un subespacio vecfori_al _W' C V es %(d')-mvariante siy.-so=
losfes L(7?%)LG-invariante. En forma mds _éreciga: TgW S W,

paratodo g € G siysélosi (L( T)A)W C W paratodo A € LG.:

R ————

Demostracién: Sea- W C'V G-invariante, A€ LG y W € W.’
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Se cumple o
A )w = - 12T I v}
que es el vector tangente de la curva t W'Z:exp tA W en W para t = 0,

y por lo tanto (L(T)A)w € W.

Reciprocamente, sea W C'V LG-invariante, es decir, (L(T)A)W C 'W-para—
todo A € LG. De (6.1.5.) resulta inmediatarhente que (exp L(%¥)A)W C W.
Por la naturalidad (6.1.86.) de exp esto es equivalente a 'Kexp AW ‘€ W pa

ratodo A € LG.

Sea G = {g € G’ 'bg wC W} . Entonces G es un subgrupo de G. Por .
~ o .
lo anterior, G contiene un'entorno de e en G y por consiguiente G = G.
. 2]

LEMA (8.2.10.).
Sean G y G' grupos de Liey H y H' subgrupos de Lie conexos de
G y G' respectivamente. Sea £ G — G' un homomorfig

mo. Entonces L(H) € H' siysélosi L(P)LH'C LH' .
La validez surge claramente de (7.5.4.).

Sea ? un dlgebra de Lie. La definicién (7.7.4.) de un ideal de g puede ex-
presarse también de la manera siguiente: un subespacio vectorial ‘%’ C ? es un i-

deal si y s6lo si %/ es ad & -invariante.

Sea G un grupo de Lie. Vimos en (7.7.5.) que el dlgebra de Lie de todo subgru-

po normal de G es un ideal de G. Podemos ahora enunciar :

PROPOSICION (8.2.11,)
Sea H un subgrupo de Lie conexo de un grupo de Lie conexo G. Entonces H es

un subgrupo normal de G siy s6losi LH es unideal de LG.

Demostracién: LH es unidealde LG siy 8élosi LH es ad LG-invariante.
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En vista de L(Ad) = ad yde (8.2.9.), esto es equivalente a 1a Ad G-invariancia

de LH, esdecir, Ad g LH C'LH paratodo g€ G. Pero Ad g = L(Vg) por

definici6n, y usando (8.2.10) resulta Adg LH C LH siysélosi U, (H) € H.

Entonces, LH es unideal de LG siy s6lo si Ug(H-) CH para.todo g € G.
, . ®

COROLARIO (8.2.12.):

Si G es un grupo de Lie gbnexo, Ad G es un subgrupo de Lie normal de

(Aut LG),.

" Demostracién: Ad G es canexo, y por lo tanto contenido en (Aut LG),. Por

(8.2.6.), es L(AdG) = ad LG.

En vista de (8.2.11.), sélo hay que probar que adLG es un ideal de L (Aut LG) =

= 9(LG). Este hecho es vdlido para cualquier dlgebra de Lie % .

En efecto, sea D € d(‘%) y A€ % . Hay que demostrar que

{_D, ad-A] € ad'% . 8 B € % , se cumple

i\

[D,2da] B=D [A,H - [o,Dpd = [DA,H (ed DA) B,

es decir, [D , ad A] = ad DA.

Observacién: El grupo Ad G es necesariamente cerrado en Aut LG.

Sesfesiesesifesksk

§ 8.3. EL GRUPO DE AUTOMORFISMOS DE UN GRUPO DE LIE.

Sea. G un grupo de Liey Aut G su grupo de automorfismos (de la estructura de

grupo de Lie; recuérdese sin embargo (6.3.4.) ).

El funtor L define un homomorfismo L '+ Aut G —» Aut LG en el grupo de

k4

automorfismos de LG. Si G és conexo, (6.2.9.) prueba que ese homomorfismo es inyec
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tivo.

Ejemplo (8.3.1.):
Consideremos el grupode Lie "T'= R/Z . Aut T — Aut(L °T') =

L4
= QL (R) = RY es inyectivo. ' Se cumple Aut o' = { llﬁ, . - lcﬁ,} ,  donde

-lgp  es la aplicacidn inducida sobre T por - llR (ef. (8.3.4.)).

Si G es conexo y simplemente conexo, el homomorfismo L : Aut G —= Aut LG

es, por (7.2.7.), un isomorfismo.

Ejemplo (8.3.2.):

G = R. Entonces Aut R-= R™.

M4ds generalmente, sea G un grupo de Lie conmutativo, conexo y simplemente co- -

nexo. Entonces, por (7.2.8.), exp: LG —= G es un isomorfismo. - Aut G ——

—» Aut LG = GL(LG) es un isomorfismo.

Sea G un grupo de Lie conmutativo y conexo. Un automorfismo (P ~de G define
un automorfismo L(¥ ) .de LG. Consideremos el homomorfismo exp: LG — G.

Entonces, por la conmutatividad del diagrama

LG L® e
expl exp
G ¥ .G

resulta L(¥f) Ker exp € Ker exp.

Hemos probado as{ parte de la

PROPOSICION (8.3.3.):

Sea G wun grupo.de Lie conmutativo y conexo. Entonces la imdgen del homomor-
B ' -
fismo L : Aut G —® GL(LG) consiste de los automorfismos ¥ de LG ta-
N - .
les que (P Ker exp C Ker exp.
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H
v

Démostracién; Tenémosque propa'r que dado (P € GL(LG) tal que
)

~N
(P Ker exp C Ker exp , existe ﬁ” € Aut G talque L(¥) =¥

~

La igualdad (expe ¢ }) Ker exp = e implica que existe una factorizacién :
A ~
(F : G —» G de expe® 2 a través de exp, y evidentemente L ( (f' ) = ¥ .

2]
‘Observacién: Existe una caracterizacién similar de Aut G para cualquier 'g:rupo de Lie
. o N
conexo, Sdélo hay que considerar el grupo revestidor universal G y el homomorfismo re

~N
vestidor G — G.

La proposicién (8. 3.3.) permite determinar Aut G, mediante G '—“’i—. LG/Ker

exp . A base de esto, probaremos :

PROPOSICION (8.3.4.):

Si G = "?n, entonces Aut G 2 Aut Z%.

Demostracién: Se cumple 'T'n oL LG/ Z n, designando Z " aun subgru-

pode LG isomorfoa 2Z™. Entonces Aut 7 = {Y¥€ GL@G)| Y (z") ¢

c 2%} , esdecir, Aut T = Aut Z" .
: 5]

Aeskskoh ek
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APENDICE - NOCION ’DE,‘CATEGORIA Y FUNTOR

DEFINICION .

Una categoria chg estd constituida por :

(i) Una clase de objetos, A, C , ... ;

(ii) Para cada par de objetos, (A, B), un conjunto E&,B] cuyos
‘elementos se llaman morﬁsmos , tales que (A,B) # (A',B')
implica [A,B] mn I:A',BZl = § ;

(iii) Para cada terna de objetos, (A,B,C), una aplicacién

[A,B]‘ X [B,C] — [A,C] , llamada composicién de

morfismos , simbolizada con (ol , fb )w@d si
KL € [A,B] y PE [B,.C] A
(iv‘)‘ para cada objeto A, un elemento identiglad 14 € .[A , A] ;
.y de manera que los entes introducidos satisfacen los siguientes
dos axiomas :
1) ol € [A,;a]' . Pe [B,c] - [C,D], implica
X (pd) = (Yﬂ yol (asociatividad) ; y

2) K € ‘[A,B] implica X 1, = y 1Bo( =X

Como ejemplos de categorias, pueden mencionarse :

a) la categorfa Ens de los conjuntos, cuyos objetos son los'conjuntos.'y los morfis
mos son las aplicaciones entre conjuntos ;

b) la categoria g de los grupos, cuyos objetos son los grupos y los morfismos -
son los homomorfismos de grupo ;

c) la categoria 2? de los espacios topolégicos, :cuyos objetos son los espacids tg--

polégicos y los morfismos son las aplicaciones continuas entre tales espacios.

Conviene hacer notar que la notacién X € [A, B] es frecuentemente reempla

zada por la mds familiar notacién ‘'‘funcional" A :A—> B 6 A i> B.
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DEFINICION .

- Un morfismo X € [A,B] de la categoria \% se llama una equi

valencia cuando existe @ € [_B,A] tal que {50( = 1p y

AP = 15. ' -

Para cada objeto A de K » €l conjunto de las equivalencias pertenecientes a

[A , A] forma grupo, el cual se designa con Aut A ("automorfismos' de A).

DEFINICION .
!
Un funtor covariante F : J’C — .K) entre dos categorias }ﬁ
[} 4
y fG es una correspondencia tal que :
. !
i) a cada objeto A de J% corresponde un objeto de J,:C , desig
nado con FA ;

ii) a cada morfismo ol € [A,B:I en f{) correqundeunmorff_g

. {
mo de [FA , FB] en S , designadocon Fct ;
de manera que se satisfacen las condicbnes siguientes :
1) F(pcl) = F(p) FOD) ;

2) F(IA)= IFA'

Si en la definicién dada se remplaza la condfcidn 1) por la siguiente:

1y F(PO) = F() F(PB),

entonces el ente F asi definido se llama funtor contravariante.
Como ejemplos de funtores, podemos mencionar :

a) P : Ens —> Ens, definido mediante :

Si X es un conjunto, entonces PX es el conjunto de las partes de X, ysi 1

kf’" : X —» X'y MCX, entonces P(P)M = 5@(:{) , x € M} =

= ©wn, P es covariante.
b) Pl: Ens —> Ens, definiendo P7l1X igualqueen a), y P H(P)m=
":[;" -1 (M) . P_l es contravariante.

-

i

|
A
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e) h® ; }ﬁ —>» Ens, donde R esun objeto fijo de la categérﬁi%.. definido

como sigue: ,
Si X es un objeto de fG . hR(X) [X R] ¥y si : X —> X',
hR((P ME) = £foP , donde f': X' —> R , hR es contravariante.

d) Funtor-&e olvido V: ff) — Ens., donde fG es una categoria en la cual
cada objeto posee un conjunto subyacente y cuyos morfismos inducen aplicaciones
de tales conjuntos. Si X es un objeto de .K, » VX - frecuentemente desig-
nado con X, para evitar pedanteria en la notacién - es su conjunto.subyacente,
y si 80 : X —» X' es un morfismo de fG , F( (P ) és la aplicacién in-

ducida por - @ entre los correspondientes conjuntos subyacentes.

Este ejemplo puede generalizé.r‘se en el sentido siguiente : si K es una categorfa
] .
cuyos objetos son los de la categoria \f(; con una estructura adicional, el functor de olvi

]
do V: J{) —_—> K serd el que suprime la estructura adicional de los objetos de fd .

) . 1
Sea ahora fd » J’C dos categorfas, y F , G funtores de fﬁ en fG .

DEFINICION.

Una transformacién natural ¢ : F—> G es una correspondencia
que a cada objeto X de Jo le asigna un morfismo ¢X : FX -

—» GX de fﬁ . , de manera que el siguiente diagrama

FX - » GX
s:(%l b lc(%
FY — —>» GY |

conmuta para todo morfismo ()0 X —» Y de .K) .

Ejemplo:
" Sea K un campo conmutativo, K)7 (E; la categorfa de los K-espacios vectoriales,

D: 6 —> NG el tunctor detinido por 1a dualidad, y D?: K)76 — KJTG
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ei tuhci;or gque a cada 'K-esp;acio vectorial le gsign‘a: su dobie "dual. La relacién
EX‘(x)(x') = <x4".\x> , x €X, x'€ X',
define una transformacién natural -E : Ident. —» DzA,
La composicidén de transformaciones naturales se efectﬁg. de manera obvia..

DEFINICION .

Una transformacién natural Cl) : F—> G se llama una equivalen
cia natural cuando existe una trans'forma.c.i_dn natural 2/— : G—>F
talque_?;Lo(I)'= 1p . ¥ 4)02} = lg , donde lp vy lG son
las transformaciones naturaies idénticas F ——> F y G —> G, ‘

respectivamente.
PRODUCTOS.

Sea fG una categorfa. Un objeto T de f<> se llama terminal cuando para
cada objeto K .existe uno y s6lo un morfismo K —> T. Entonces el unico morfis
mo T —> T es ly, ydos objetos terminales cualesquiera de K, sonequi

valentes.

Sea J un conjunto de fndices y { Kj}jj €5 una tamilia de objetos'de SO . Sea-
0 { Kj} la categorfa cuyos objetos son 'familias { qj : QU —> KJ I i€ed }
de morfismos (qj)-——> (q'j) en Q (Kj) eém OC 1 Q —> Q' tal que

q'j oL o= qj » j € J. Un objeto terminal en eéta categoria €s un producto de .

Kj . Entonces

DEFINICION.
Un producto de { Kj} jeg eswm objeto P de /G con los morfis-

mos pj: P—>Kj, ] € J , tal que cada familia de morfismos

J

gj : Q@ —> K; puede expresarse mediante - qj = Pj of , conun
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dnico X :q — P.

El producto, asf como cualquier objeto terminal, es dnico salvo equivaiencia en

‘(/D{Kj} ; en particular el objéto-producto P is dnico salvo equivalencia en .jd .

SUMAS. ]
Sea ;fﬁ una categorfa. Un objeto S de fG se llama inicial cuando para ca-
da objeto K existe un ¥nico morfismo S —>» K. Entonces el #inico morfismo

S—>» S es 1lg , y dos objetos iniciales cualesquiera son equivalentes. -

Sea { K. una familia de objetos de f() , J un conjunto de indices. Sea "’

e
_/ (Kj) la categorfa cuyos objetos son familias flf’j: Ky —> B ’ h € J-} de
morfismos de jé con rango comin R, y cada morfismo (f:) —» (P%) en
: J J
%(Kj) esun OC : R —> R' tal que OQfJ = fs , J € J. Un objeto

inicial en esta categorfa es una suma de Kj , es decir,

DEFINICION.

Una guma de {KJ} i€ g es un objeto S de f() con los morfismos

]
:Kj —> R puede expresarse mediante OCC 6'3- = _]oj ‘con un wnico

6j: Kj —> S , j€J, tal que cada familia de morfismos G'J

KX:8 —>»R .

La suma es tnica salvo equivalencia en @, (Kj) ; en particular, el objeto-suma

es uUnico, salvo equivalencia en JG .

ek ko
ek e Medicdolieienciile ook ok
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