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I. PRELIMINARES TOPOLOGICOS
1, ESPACIO TOPOLOGICO.
Definicién I. 1. Se llama espacio topolégico a un conjunto de puntos E ‘en el cual
se distinguen una familia de subconjuntos ilamados abiertos, que cumplen log siguientes a-

xiomas:

1. EI conjunto vacio es un abierto.
2. La unién de cualquier nimero de abiertos es un abierto.
3. La,interseccidn de dos abiertos es un abierto.

4. El conjunto total E es un abierto.

Para un mismo éon’jgnto E 1las familias de abiertos pueden ser diferentes; lo_s es-
pacios ;copoldgicos correspondientes son entonces 'también diferentes. Al asignara E u-
na familia de abiertos, sp" d1ce que se le ha asignado una e'strug:"'cura. de esbacid topolégico,
o bien una topologia. |

Si sobi'e un mismo co_x;jun";o se tienen definidas dos topologias y ocurre que todo a -
bterto de la prim-era. es taiﬁbién un aBiertb de la segunda, p_ero no al revés, se dice qug es-

ta dltima tbpologia es més fina que la primera

Ejemplos.
i.}, Tomando como dnicog abiertos el conjunto vacio ¢ y el espacio mismo E, -

se tiene definida una topologia. Es la menos fina de todas.

2. Tomando como abiertos todos los subconjuntos de E (inclufdos ¢ y E )se
- B
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tiene otra topologia: se llama la topologia discreta de E . Ella es la mds fina de todaslas

topologias positles para el conjunto E .

3. Sealarectareal -o{x{o . La familia de abiertos a ¢ x. (b s juntoconig.f
unién de un mimero cualquiera de ellos define una topologia. Obsérvese que la condicién 3
vale para cualquier nimero finito de abiertos, pero puede no valer para. un nimero infinito. .
Por ejemplo, con la topologia? mencionada, los abiertos =-1/n { 1:: {1/n, par; n=1, 2,

3, . . . tienen por interseccién el solo punto x = 0, que no es un abierto.

" 4. Sea un conjunto de puntos A contenido en el espacio toiaoldgico E . Tomando
como abiertos de A las intersecciones A (1U (U = abiertode E ) se tiene definida

sobre A una topologia, puesto que
UCANT)=ANU Uy, (ANULIN(ANT,) = AN (TN Uy

Esta topologia se llama la topologia inducidaen A porla ’cbpologia’ de E.

2. BASE DE UN ESPACIO TOPOLOGICO.

-

Definicién I. 2. Se llama base de un espacio topologico E a toda familia de abier-

tos {UGL} de E tal que todo abierto de E esuniénde U, . El conjunto vacio ge in

terpreta como unién de "ninguin' abierto U .

Son importantes los espacic;s topologicos que admiten una base numerable. Se dice,

a veces, que 'qaleé espacios satisfacen al segundo axioma de nun:ier_abilidad. :

Sea E un conjuntoy {U oL} una familia de subconjuntos. Interesga saber si { U d}

puede tomarse como base de una topologia de E . Para ello es necesario y suficiente que:

a) E sea unién de Uy ;
b) la interseccidén de dos Uy . cualesquiera sea también unién de U ol

\




Con estas dos condiciones es clarc que se cumplen las condiciones de definicién de

espacio topoldgico.

Dos bases que determinen la misma topologia, o sea la misma familia de abiertos

de E , se llaman equivalentes.

3. EL ESPACIO NUMERICO R".

Definicién 1. 3. Se llama espacio numérico R™ al conjunto de todas las n-uplas

(xg, X3, -« . .. ’ Xp) de nimeros reales, dados en un cierto orden. Cada una de estas n-
uplas se llama un punto del espacio y los nimeros reales X1, X9, - « .+, X 8e llamanlas

coordenadas del punto.

Tome'mos en RD 1la familia de abiertos formada por los puntos x(xl, Xo, + + .,

xp) tales que

aj{ xj {bi i=1,2, ...,n. (1. 1)

SR
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siendo a(aj, ag, . . ., ay) y blby, by, . . ., by) dos puntos de R®. Llamaremos

a estos abiertos intervalos de R". Ellos definen una base en Rr® ,. por cumplirse las -
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tondiciones a), b) del mimero anteripr. La topologia correspondiente se llama la topolo-
gia natural de R™ Siempre que se mencione R® como espacio topolégico se entenders
con la fopbiogia anterior que tiene por abiertos a los intervalos y a los conjuntos formados .
por unién de los mismos. h

Sien (I.1) se suponen aj y b; racionales, los intervalos (L.1) constitayen

vl iigd

también una base de la misma topologia anterior, pues todo intervalo real es suma de inter

valos racionales. Por tanto:

El espacio numérico R® conla topologia natural definida por los intervalos (I.1) °

admite una base numerable.




Se puede dar a R® una estructura de espacio métrico definiendo la distancia entre

dos puntos x,y Dor

N[

awy) = [ Sy g m ¥ x, - yn)z] w2

la cual satisface a los postulados requeridos a.toda definicién de distancia. El espacio R"

con esta métrica se llama el espacio euclidiano de n dimensiones.

Una esfera abierta de R"™ con la métrica anterior es el conjunto de puntos y .ta- o

les que d(x,y){r ; x eselcentrodelaesferay r elradio. La esfera se dice cerra. F

L
I
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da si se consideran también los puntos y tales que d(x,y)=r. . .

4. ESPACIOS SEPARADOS O DE HAUSDORFF.

Definicién I.4. Se llama entorno de un punto x € E, atodo conjunto Uy CE

que contiene a un abierto que contienea x.

Definicién 1. 5. Un espacio topolégico E se dice que es separado o de Hausdorff,

si cualesquiera que sean los puntos x,y € E, existen entornos Uy, Uy sin punto co~-

mun.

Nota. No debe confundirse "s:eparadb" con "separable', nombre éste \iltimo que se

da a los espacios topolégicos que contienen un subconjunto denso (ver Definicién I,10) y nu- o

merable.

Ejempilos.
l, Sea E compuesto de dos rectas con la parte x €0 identificada y las partes
x>/0_ diferentes y en cada caso los abiertos sean los intervalos. Los puntos x = 0 de

cada recta son dos puntos diferentes de E ¥y sin embargo no tienen entorno sin punto co-

min, b sea, E no es separado.




2. La recta real tomando como abiertos las semirectas a la derecha de todo punto
. :(g(i {®) es un espacio topolégico no separado. Vemos asi, que sobre la recta real, lo‘s’
-abiertos  adx{b ylos a{x {w definen topologias diferentes, pues la primera es se-

‘pargdé.'y la segunda no. La primera topologia es mds fina que la segunda.

5. OTRAS DEFINICIONES.

En las definiciones que siguen E representa siempre un espacio topolégico

. Definicién I. 6. Se dice que un punto x es interior a un conjunto ACE , s8i A
es un entorno de x . EIl conjunto de los puntos interiores de ©A se llama el interior de

A.

De_ﬁ_n_icién I.7. Se dice que un punto x es adherente a un conjunto A CE sitodo
‘ entorno de ;‘ contiene por lo menog un punto de A. El conjunto de los puntos adheren -

tesde A se lama la adherencia de A y se representa por A .

Definicién 1. 8. Se llaman conjuntos cerrados de E a los complementarios de los
abiertos de E, esdecir, alos E -U, siendo U, un abierto de E. EI conjuntova

clo y el espacio entero- E son, a la vez, abiertos y cerrados.

Definicién I.9. Un.punto x se dice que es punto frontera de un conjunto A de

E , siesalavez punto adherente de A y de su coq)plementar_io E - A . El conjuntode

los puntos frontera de A se llama la frontera, o el contorno, o el borde de A .
Definicién 1. 10. Un conjunto A se dice que es densoen E si A=E.

Definicién I. 11, E se dice que es conexo si, siendo A y B abiertosde E

no vaclos, la relacién A\JB = E implica ANB # ¢ .




6. COMPACIDAD.
Definicidn 1. 12, Un espacio topolégico E se dice que es compacto, si todo cubri-
miento de E por abiertos econtiene un cubrimiento finito.

Para probar la compacidad de un espacio topbldgico es a veces \til la sigulente

Definicidn 1. 13. Una familia de conjuntos se dice que tiene la.''propiedad de inter- o

seccidn finita" si toda subfamilia finita de la misma tiene interseccidén no vacia. . z .

Se tiene entonces el signiente teorema, que viene a ser la definicién dual de compa-

-

cidad:

Teorema I. 1.

E es compacto gi y gulamente si toda familia de conjuntos cerrados de E que F

tenga la propiedad de intergseccién finita tiene interseccién no vacia.

Demostracién: a) Supongamos que E es compacto. Sea {C ol} una familia '_de
cerrados con la propiedad de interseccidn finita; hay que demostrar que' su interseccidén no
es vacia. Si fuera vacia, los compl__ementario's {E - C cL} serian abiertos que cubren E
' y por tanto un ndmero finito de ellos también cubre E . La interseccién de los Cd. co-

rrespondientes a estos iltimos serfd vacia, contra la hipétesis de que {Cd_} posee la pro- -

g

! piedad de interseccién finita. - S

! b) Supongamos que se cumplen las condiciones del teorema. Queremos demostrar
que E es compacto. Sea {Ai} uh cubrimiento por abiertos de E ; .los complementa-
rios {E -A o&} tienen interseccién vacia. 'Por tamto existe una familia finita de ’ j

{E - A d} con interseccién vacia. Sus complementarios forman un cubrimiento finito de

' E por abiertos.

También facilita la demostracidn de la compacidad de ciertos espacios el siguiente

Teorema 1. 2.

! En la Definicién I. 12 los csbrimientos ds E pueden limitarse a cubrimientos. por
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abiertos de una base deteﬁni;xada.

En e'fec_fd, sea {Ud} un cubrimiento por abiertos cualesquiera y - B una base.-
Lamo cada Uét es unién de abiertos de B, sc¢ tiene también un éubrimiento { B uz}‘ c;)n
BJ-G B . Si para todo cubrimiento {Bd} ' existe un cubrimiento finito formac_io por Bj,
‘B, + - » , By, comocada B; pertenece aunciertoc U; de {U“} también estos
Ui formardn un cubrimiento de E . Es decir, con sdélo suponer que la condicién de la

Definicién 1. 12 se cumple para abiertos de B, se deduce que se cumple para abiertos

cualesquiera. .

‘Sin dar la demostracién, que puede verse por ejemplo en LEFSCHETZ, Algebraic

Toéology,. pdg. 20, enunciaremos el

Teorema I. 3.

o . . n
Todo subconjunto cerrado y acotado del espacio numérico R~ es compacto.

Dec;ir ffgcotéido" significa que las coordenadas de sus puntos-estdn acotadas.

7. "ESPACIOS TOPOLOGICOS LOCALMENTE COMPACTOS, REGULARES,
. NORMALES Y PARACOMPACTOS.

Conviene tener presente las siguientes definiciones usuales. (Ellas pueden variar li
geramente de un autor a otro; aqui vamos a seguir esencialmente el libro de J.C. Kelley,

Topologia General, traduccidn castellana, EUDEBA, 1962. A este libro remitiremos ta.rh-

bién para las demostraciones de los teoremas que se mencionan).

Definicién 1. 14. Un espacio topolégico E se dice que es localmente compacto, si

todo 'pnnto del mismo posee un entorno _cbmpactp.

Segiin el Teorema I. 13 resulta evidente que el espacio R" es localmente compac-

to, aunque no.compacto.

Definicién 1. 15. Un espacio topolégico E se dice que es regular, si para cadapun

P

‘to x 7ycadaentorno U de x, existe_lixi entorno cerra:do V de x talque V(CU.
11
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Definicién I. 16. Un espacio topolégico se dice que es normal, si para cada par de
conjuntos cerrados y disjuntos A y B, existen cohjurrtosabier,tos y diajum_os' U yyvVv

talesque ACU y BCV.

‘Definicién I. 17. Dados dos cubrimientos {UcL} R {Vﬁ} de un espacio topoldgi-,:-

co E , se dice que el segundo es mds fino que el primero, o que es un refinamiento del _

primero, sipara todo V@ existeun U, tal que Vp cy, -

Definicién I. 18. Un cubrimiento . {U d} ‘de E se dice que eglocalmente ‘-ﬁni'.to‘,: si

para todo pun;:o x€E existe un entorno de X que solamente tiene punto:comnin conun
nimero finito de conjuntos de. {t&} . El cubrimiénto. {Ud} se dice que es dé tipo finito,

si todo conJunto 0y solamente tiene punto coxmjn con un mimero finito de conjuntos de

Definicién 1. 19. Un espacio topoldgico E se dice que’ es ggracomgcto st es sepa

rado y todo cubrimiento por abiertos de E admite un refinamiento por abiertos localmen-

‘te finito.

Los espacios topolégicos que constituyen el sostén de las variedades diferenciables,

que definiremos mds adelante, son espacios separados de base numerable. Interesa, por .
tanto, ‘que recopilemos algunos resultados de estos espacios y sus vinculaciones con los que

acabamos de definir,

Teorema 1. 4.
Todo espacio topoldgico de base numerable es gseparable ( = contiene un subco'njunto'
numerable denso en el espacio).

Basta tomar un punto de cada elemento de una base numerable (Kelley. p. 62). -

Teorema I.5. (LINDELOF)

~ En un espacio topolégico de base nurherable, todo cubrimiento por abiertos de un sub

conjunto arbitrario, tiene un subcubrimiento numerable. (Kelley, p. 83).
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En este enunciado, como en todos los demds, dentro de los ''numerables' inclufmos

a los conjuntos '"'finitos".

Teorema 1. 6.

Todo espacio topolégico regular de base numerable es normal (Kelley, p. 135).

Teorema L. 7.
Todo espacio topolégico separado y localmente compacto es regular. (Kelley, p.

169).

Teorema I. 8,
Todo espacio topolégico localmente compacto, separado y de base numerable es pa-

racompacto. (J.G.Hocking - G.S. Young, Topology, p. 79).

13
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II. APLICACIONES ENTRE CONJUNTOS

1. APLICACIONES ENTRE CONJUNTOS.
Definicién II. 1. Sean X, Y dos conjuntos, Una relacién f queacada x€ X
hace corresponder uno y un sélo y = f(x) € Y se dice que es una aplicaciénde X en

Y o también una funcién definida en X con valores en Y . Serepresenta f: X—> Y.

Definicién II. 2. Una aplicacién f: X —> Y se dice que es
a) Sobreyectiva o éhnplefnente "sobre", si f(X) =Y, es decir, silas imagenes
de los puntos de X cubrentodo Y.
b) Inyectiva si f(x) = f(x') implica x = x', es decir, ningin punto de Y pue.
de ser imagen de méds de un puﬁto de X. |
“e) Bixectiya, si es sobreyectiva e inyectiva a la vez.
Si Y =X, laaplicacién que a cada x hace corresponder el mismos x se lla-

ma la identidad o aplicacién idéntica. 5i XY, 1la restric,ciéﬁ de la identidada X se

llama la inyeccién naturalde X en Y.

Para toda aplicacién biyectiva .f :X —>Y, estd definida la aplicacién inversa
fl:y—>X, talquesi y=1f(x), es x =_f'.1(y) .

Si f no .eé biyectiva no existe la é_piicacidn inversa. Sin embargo, si ACY se

representa por f'l(A) al conjunto de puntos de X cuya imagen por f sea A

2. COMPOSICION DE APLICACIONES.

Definicién I. 3. Dados tres conjuntos X, Y., Z 'y dos aplicaciones f:X —>Y,

15




g:Y —> Z, laaplicacién X —> Z definida por z = gf(x)) se llama la aplicacidn

compuesta o composjciénde f y g. Se representa por ‘gof.

Procediendo sucesivamente se define la composicién de varias é.piicaciones.'

Yor lz misma definicién, es siempre
fo‘ﬂo-h)'(fog)o.fl g

ysi f, g sonbiyectivas es también

oty larlggl,

3. APLICACIONES CONTINUAS.

Lag definiciones anteriores valen p‘are.‘conjuntos cualesquiera., Sean ahora E , E!

doa espacios topolégicos.

Definicién II. 4. Una aplicacién f{; E —>» E' se dice que es continua en un punto

x € E, s8iparatodoabierto U' de E! que contiene a f(x) ‘existe un entorno de x

cuya imagen estd contenida en U',

Definicién II. 5. ﬁna aplicacién f: E —>» E' se dice que es confinuaen E si

es continua en todo punto x de E.

Representando por f'l(U')- -al conjunto de punfos de E cuya imagen por f es
U'CE', se puede también decir que " f: E —-)E',' ‘es ‘continua si la imagen por i1

de todo abierto de E' esunabiertode E".

Ejemplo. A
Sea E. el segmento 04t 2T COn~‘1a.t6pqlogia-dg' intervalos (intervalos abier-

tos, mds los de la forma 0{t{a). Sea E* Iacn-cunferencia x'=cost, y =sent

con los intervalos correspondientes 2 a {t{b como abiertos. ‘La aplicacién {:E —>E'

16




definida por t — (cos i, sen t ) es continua, Encambionoloesla fl:E'—>& ,

pues el abierto 0{t{l de E no es imagen de ningdn abierto de E'.

Definicién II. 6. Una aplicacién {:E —> E' se dice que es una aplicacién topol6-

gica o un homeomorfismo, si es biyectiva y bicontinua. Decir bicontinua significa que son
\ . -1 )
continuas f y f ~.
Por definicidén de continuidad, se deduce que los homeomorfismos y sus inversos
transforman abiertos en abiertos, o sea, conservan las topologiasde E y E'.
Otras consecuencias inmediatas de la definicién son:
a) La composicién de homeomorfismos es un homeomorfismo;

1 b) Los homeomorfismos conservan la compacidad.
4 .

4. APLICACIONES DE R’ EN R™.
~ Dado un abiert6 XCR" una aplicacién f:X —> R™ estd determinada por m

aplicaciones fj:X ﬁRl de X enlarectareal R! , tales gque
f(x) = (£1(x), fao(x), . . ., fy(x)) (II. 1) .

para todo x€X. Es decir, si (xy, Xgy o« 04 X

o) sonlas coordenadas de x€ X e

(y1. Y2, ¢« « » ym) lagde y€ R™ , 1a aplicacién f define las m funciones reales
yiFfi(xl,Jiz....,xn) , 1i=1,2, ..., m. (11. 2)

Reciprocamente, m funciones reales del tipo (Il.2) definen una aplicacién
f: X —>R™.
r

Definicién II.7. Una funcién F(x1, %9, . . . , xp) se dice que es de clase C

(r entero 2> 0) en el subconjunto X de R" siexisteny son continuas todas las deri-

vadas parciales de F hasta el orden r inclusive, en todo punto de X.

17




Se dice también: a) Que es de clase C® sies continua én D & b) gque es de cla

w .
se C si admite en X y son continuas las derivadas parciales de cualquier orden;
¢) que es de clase Cw o analitica, si en un entorno de cada punto de X admite un de-

sarrollo en serie de potencias absolutamente convergente.

Definicién II. 8. Una aplicacién f:X —> R™ de un abierto X de R® en

m

R se dice que es de clase ct (r-espec{iva-mente de clase Cm o analitica), cuando
?

-

son de clase CT (respectivamente de clase C® o analfticas)en X las aplicaciones
fj: X —» R! definidas por f, o sea, las funciones (II. 2).

Para abreviar, diremos que una aplicacién es diferenciable si es dé clase C 1,

Definicién II.9. Se llama matriz jacobiana de una aplicacién diferenciable

f: X —>R™ (X =abiertode R") a la matriz de las derivadas parciales °or1;/ ﬁxj
(i=1,2,...,m; j=1,2,...,n). Si ném y la matriz jacobiana tiene caractc

ristica n en todos los puntos de X, la aplicacién se llama regularen X.

Definicién II. 10. Sean dos abiertos XCR" s YCR™. Sea f:X —>Y unaa-
plicacién diferenciable. Si existe la inversa l.y —x y ademds ella es también di-

ferenciable, se dice que f. es un difeomorfismode X en Y.

En muchos libros de Andlisis (Apostol, Mathematical Analysis, p. 143-144; Rey
Pastor - Pi Calleja ~ Trejo, vol. 11, p. 163) puede verse la demostracién del siguiente teu-

rema sobre funciones inversas:

Teorema IIL 1,
Sean X , Y dos abiertos de R". sila aplicacién f: X' —>Y es diferencia-
ble y el jacobiano de la misma no es nulo en el entorno de un puntc 3o € X, existe enton-

ces un entorno U de xp talquela restriccién f: U ~—> {(U) -es un difeomorfismo.

Recordemos que el jacobiano es el determinante de las derivadas parciales J(f) =

= (©f;/ Pxj) y recordemos también las relaciones

18




e~ 1 -1
HgoD) = 3ghaw , 3™ = [3) (L. 3)

E& !nteresante observar que el teorema I.1 asegura dnicamente un difcomorfismo

"iocal™, en un entorno de cada punto para el cual sea J(f) 3= 6. Puede ocurrir que aun

slendo J(f) =k 0 entodo puntode X, la f:X —»Y no resulte biyectiva en todo

Z

X . Por ejemplo, gea f: Rz -—» R™ definida por

xl xl
yl = e coSs XZ » yz = e sen xz

Es J(f) = ez":1 »# 0. Sin embargo no es biyectiva, pues a los puntos

(x, xo + 2k ), k = entero, ‘corresponde el mismo {y1, ys)
2 1, Y2

También vamos a utilizar el siguiente y cldsico teorema de las funciones implfcitas,

cuya demostracién puede verse en los mismos lugares citados:

Teorema M. 2.

Indiquemos con x(xj, Xg, . . . , X5 a los puntos de RrR® y por
{1, ¥2. - - +» ¥m) alosde R™. Sea Uptm un abiertode R x R™ y
£:Upmin —= R™ una aplicacién de clase CT (r>0). Sea p(x%, y°) = p(x‘l), xg se e
e X0 Y9 ¥ - - - . Y3) un punto de Up+y Paraelcualsea flp)= 0 y el deter
minante jacobiano 3 Of/9y) en p sea % 0. En estas condiciones, existe un entor-
no abierto V, de x° en R" yunaaplicacién g:V, —>» R™, tales que:

a) g esdeclase CT;

> b) g(x°) = ¥°

c) f(x, g(x)) =0 paratodo x€ V.

5. ESPACIOS PRODUCTO.

Sean E;, Eg5 dds espacios topolégicos. Consideremos el conjumto cuyos elemen

tos son los pares (x;, xg3) con x€Ey, X9 € E5 . Este conjunto se llama el produc-
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to directo de Jos conjuntos que constituyen E; y Eg . Para introducir en el mismo u~
na topologia se definen los abiertos de la siguiente manera. W scréd un abierto si cualquic
ra de sus puntos pertenece a un producto directo de abiertos c{.e E1 y ‘E‘.2 respectiva-
‘ mente, el cual producto esté contenido integramenteen W .
Estos abiertos, incluyendo el conjunto vacio, satisfacen a los axiomas de espacio
topolégico (N° 1). El espacio topolégico as{ obtenido se representa por E; X E, y se

llama productode E; y Ej.

Teorema II. 3.

La aplicacién p:E; X Eg —> E;° definida por plx], x3) =%y, con x; € E,,
%9 € Egy , e8 continua.

En efecto, si U es un abierto de E;, suimagen inversa - p—l(U) es el conjun
to de pares (x;, x_z) tales que x;] €E;, x9 € Eg, osea p—l(U) = U X Ey5 que, por
definicién, es un abierto de E1 X Eoy.

Andlogamente, también es continua la aplicacién q:E; X Eg —> E5 definida
por q(x;, X3) = X9 . Estas aplicaciones se llaman las P royecciones de El X Egy sobre

Ey ¥y E,5 respectivamente.
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I1I. PRELIMINARES ALGEBRAICOS

1. CATEGORIAS.

Se utiliza lx palabra "clase" para indicar un concepto méds general que el de conjun-
to. Las operaciones con clases ser4n las mismas que para conjunios, pero se podrdn con-

siderar otras m4s amplias; por ejemplo "la clase de todas las clases parciales de una cla-

se". Desde luego, todo conjunto es una clase.

Definicién III. 1. Categoria es una clase T de objetos A, B, C, ... conlos

-siguientes axiomas:

I. A todo par de objetos A, B € @ le estd asignado un conjunto (que puede ser
vacio) que se indica con Hom(A, B), cuyos elementos se llaman morfismos (u homomorfis-

mos). Si f € Hom(A,B), se escribe f: A —>B .

I. Paratodaterna A, B, C estd definida la composicién de morfismos

Hom(A, B) X Hom(B,C) = Hom(A,C), de manera que siexisten f € Hom(A,B),

g € Hom(B,C), existe también el morfismo comypuesto g o f € Hom(A,C), el cual sa-
tisface a los siguientes axiomas:

"1Ij. Dados los morfismos f:A—>B, g:B—>C, h:C—>D, seve
rifica

hofgofl=(thogot.

‘O3. Paratodo A € € existe un morfismo eg:A —> A talque
ep o f =1 paratodo morfismo f: X———?A y fo ep =f paratodo morfismo
£: A — X. .

Elmorfismo ey se llama la jdentidad de’ A en A .
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Si se tienen los morfismos f, g, ' , g' que actuan como indica el siguiente

diagrama

f (1. 1)

We—
-
m

y secumpleque g o £ =g! o #, se dice que el diagrama (IIl.1) es conmutativo.

Ejemplos.

1. Categoria de todos los conjuntos y aplicaciones cualesquiera. Objetos = conjun

tos cualesquiera. Morfismos = aplicaciones cualesquiera entre dos conjuntos.

Si se consideran solamente aplicaciones biyectivas se tiene una subcategoria.

2. Categoria de los grupos. Objetos = grupos. Morfismos = honiomorfismos en-

tre grupos.

-

3. Categoria de los espacios topolégicos. Objetos = espacios Fopoldgicos. Morfis

mos = aplicacibnes continuas entre ellos. Silos morfismos son los homeomorfismos, se

tiene una subcategoria.

4. Categoria de los abiertos de un espacio topologico. Objeto = abiertos de un es

pacio topolégico dado E . Morfismos = Hom(A, B) se compone de un solo elemento, que
es la inyeccién natural A —> B si ACB jy es el conjunto vacio si A no est4 con-

tenidoen B.

5. Categoria de las funciones numéricas. Objetos = aplicaciones de un conjunto

1 -
X en R . Dar un objeto significa dar el conjunto X ; -entonces el objeto A estd cons
iituido por todas las aplicaciones X —> Rl . Pondremos A {X —_— RI} .
Morfismos. Sean dos objetos A {X —_ Rl} , B{Y -_— Rl} . El conjun-

to Hom(A,B) s6lo estd definido si XCY y entonces Hom(A,B) consta de un solo e-

22 . : . ) '3 -

- Soe VX e e e e e S —_ . ~ - e

A
4]

R i

T

T




lemrento: la restriccién a X de las aplicaciones Y —r!,

De igual manera, si E es un espacio topoldgicoy XCE , considerando solamen
te las aplicaciones X ~—>» rl - nulas fuera de un compactode E , con los mismos mor
fismos anteriores, se tiene la categoria de las funciones numéricas enn E , nulas fuerade

un compacto.

. . r .
6. Categoria de las funciones de clase € con valores reales. Consideremos con

juntos X, Y, ... de R". Objetos = las aplicaciones de clase CT de un conjunto
X en R1 . Dar un objeto A significa dar el conjunto X ; el objeto A { X Rl}
estd constituido entonces por todas las aplicaciones X —> R! declase CF.

Morfismos: Igual que en caso anterior, siendo A {X ——»Rl}:, B{Y'—-—» Rl}.

el conjunto Hom(A,B) solamentie estd definido si X(CY vy entonces Hom(A,B) cons-

ta de un dnico elemento, que es la restriccién a X de las aplicaciones Y —> R!.

Para r = 0 se tiene la categoria de las funciones continuas con valores reales.

7. Categoria de las aplicaciones continuas. Objetos = las aplicaciones continuas

entre dos espacios topolégicos. Dar un objeto A equivale a dar un par (M, N) de espa
cios topolégicos; el objeto A'(M, N) es entonces el conjunto de las aplicaciones continuas
entre ellos.

Morfismos: Si A(M,N) , B(M',N') son dos objetos, el conjunto Hom(A, B)
solamente estd definidosi M'CM y N =N', encuyocaso Hom(A,B) es la restric-
ci6bna M' de las aplicaciones continuas M —> N.

Si se sustituyen las aplicaciones continuas por aplicaciones biyectivas, se tiene la

categoria de las aplicaciones' biyectivas entre espacios topolégicos.

2. FUNCTORES.

Definicién 1. 2. Un functor covariante de una.categoria € en una categoria C',

es una aplicacidn - (') . que a cada objeto A € @ hace corresponder un objeto (P(A) eq!
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y a cada morfismo f: A —» B de @ un morfismo

dw: S — $ ®) (171 2)

de ', con las siguientes condiciones:

L Qley) = ega) ;
2. Si f:A—»B, g:B—>»C, entonces

@('g oD =Q@od®. (. 3)
Si (II.2) se sustituye por
do:d®—dw@ (1. 4)
y (Il 3) por |

beon =000 @ (m. 5)

se tiene la definici6n de functor contravariante.

" Ejemplos.

1. Sea @ la categori.a-de las aplicaciones biyectivas'y @' la de las aplicacio-
nes continuas entre espacios topolégicos (Ejemplo 7 del N° 1). Un objeto de € es elcon
junto de aplicaciones biyectivas entre dos espacios topolégicos M, N, sea (MyWN),.
Un objeto de €' serd (M,N), = conjunto de aplicaciones continuas. M —> N. Defina

-

mos
B ((, N)y) = (M, M) .

Un morfismo f: (M, N}, —>» (M", N')b solamente estéd definido 8i M'CM ,
N' = N 'y entonces f{ es la restricci6na (M',N) de las aplicaciones biyectivas entre
M y - N . ‘Se define é (f) como la restricciéna (M',N) de las aplicaciones continuas

entre M y N.. Es evidente que se trata de un functor covariante.
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2. Sea @ = categoria de los abiertos del espacio topolégico E. (Ejemplo 4
del N° 1). Sea Ty = categoria de las funciones continuas de valores reales (Ejerhplo 6

del N° 1),

Para todo abiert'o_, U de E definimos @ (U,) = conjunto de las funciones conti-
nuas U —>» Rl - Para el morfismo f:U —>V-: (solament.e, definido, sil UCV, en cu
yo caso es la inyeccifn natural U .-~V ) se define @ (f) =.restricciéna U de las
funciones continuas sobre vV, o sea,.. a cada func;idn de @:(V) corresponde su restric-

cibna U, que es una funcién de § (U).. Es decir, el orden de actuacidn es

§ {f): @ (V)h -——7@ (U) . Se trata por tanto de un functor contravariante,

3. PRE - HACES.
Sea G.‘E la categoria de los abiertos de un espacio topolégico E (Ejemplo ¢4, N°

1)

Definicién II. 3. Dada una categoria cualquiera € y un espacio topolégico E ,

se llama pre-haz de base E y devaloresen €, a todo functor contravariante de (DE

en Q.

Ieactil . .
Es decir, un pre-haz _f‘ hace corresponder a todo abierto UCE un objeto

-2 . .
.(}' (U)E€ ¢ yatodopar U, V talque UCV, un morfismo

. - 23
e Fw— Flwo

‘con las propiedades:
1. rg = identidad, cuélquieré que sea U .
2. Si UCVCW, es
F

' #
. o~
. Se dice que rg es la restriccién de. _f- ) {U).

Un ejemplo de pre-haz es el ejemplo 2 del mimero anterior, el cual se llama el
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'pre4ha.z de lgs funciones continuas sobre E .

4. HACES.

Definici6n III.4. Un pre-haz sobre el espacio topolégico E se dice que es un
haz T sobre E de valores en una categoria € , cuando se cumplen las siguientes
condiciones:

1. Sea { Ui} una familia é‘ualquiera de abiertos d= E, cuya unién sea el -

abierta U . Sean, s, t dos elementos de T (U). si

para todos los U;, entonceses 8 =t.

o
2. Con la misma notacifn anterior, si s; € . _fl (Ui) ypara i, j cuales-
o o~
quieras las restricciones de s;, 8y a UiﬂUj son iguales, entonces existe s € f‘ (U)

cuya restricciona U; es s; paratodo i.

Segin 1 el elementos s es tinico.

Ejemplos.

1. El pre-haz de las funciones continuas sobre E . es un ha_i

2. Sea E =R" y @ la categoria de las aplicaciones R" ——>R! de clase
¢’ (Ejemplo 6 N° 1). Paratodo UCR" sea T(U).’ el conjunto de las funciones
U > R1 de clase Cr . Resulta que T es un haz,! llamado el haz dé las funciones

de clase Cr sobre RT.

3. Sea @ la categoria de las aplicaciones numéricasde E . Siatodo UCE
se le hace corresponder el conjunto - 7:’ (U) de las aplicaciones numéricas U —= Rl,
se tiene el haz de las aplicaciones numéricds de E .- Se llama también el haz de las fun-

ciones numéricas sobre E .
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Imponiendo restricciones-a las aplicdciones numéricas . U — R}, setienen

distintos haces de funciones numéricas sobre E .

4. Dada una aplica_cién continua f:E —» Rl , se dice que tiene un mdximo-en
el punto x € E, si existe un entorno de x para cuyos puntos y valga f£(y) < f(x).'
A cada abierto UCE- hagamos corresponder el conjunto ?I(U) de las aplicaciones

é U -—-7R1 que teagan a lo sumo un méximo en U . Con la restriccién usual rg si
b

‘UCV, estos conjuntos TI(U) forman un pre-haz. Sin embargo no forman haz, pues

1 puede no cumplirse la comiicidn segunda.

5. Sea (. la categoria de las funciones definidas en E , nulas fuera de un com
pacto de E (Ejemplo 5 N° 1). A cada abierto UCE se le hace corfesponder el con -

junto TI(U) de las funciones de € ~definidas.en U . Es un pre-haz, pero no un

haz, pues tomando una familia {U1} _ Aj'qi_xe cﬁbra ) E ¥y para cada U; la funcién ca-

racteristica (iguala 1 en U; e.iguala cero fuera de Uj ) la dnica funcidén cuya res

»

RS

i,

tricci6n a todos los U, es dicha funcién caracterfstica es la constante 1, que no per-

tenecea (.







iv. VARIEDADES DIFERENCIABLES

1. VARIEDADES DIFERENCIABLES.

Definici6n IV.1. Una variedad diferenciable de clase ct (r> 1)y dime;lsién
n estapar ( E, ?) compuesto de un espacio topolégico separado.y de-base numera-
E

ble E y de un haz de funciones numéricas ?, sbbre sujetos al siguiente axio-

»

ma:

"Para todo punto p € E, existe yn entorno abierto U de p yun homeomor-
fismo ({) de U sobre un abierto D de R-n que transforma la restriccién del haz

T a U sobre el haz de las funciones de clase ©% sobre- D" .

Por restriccién de (f-'v a U se entiende el haz de base U que a todo abier-
to U' de U asaociael conjunfo _/F (U). ~E1_1tonces el axioma_ anterior significa que
si £ € '(}T(U) es fo (-P_.l ec’ y, reciprocamente, si h ect estd definida sobre
D, entonceses ho (? € (J-V (u).

Cuando a un espacio topolégico separado y de base numerable se le asigna un haz
T y una familia de homeomorfismos en las condiciones anteriores, 'se‘ dice que se ha
dado al espacio una estructura de variedad diferenciable.’ . '

Sin necesidad de repetirlo ca,da vez, supgﬁdremos _éiempre . r_>/'1 .

Los puntos de E se llaman también puntos de la ,vari'_edad-.diferenciable V(E,F),

de manera que en lo sucesivo serd eqqivalente escribir p €E 6 pe€V.

Definicién IV.2. Un par (U,(fJ ) de un abierto y un homeomorfismo, en las condi

ciones que figuran en la definicién de variedad diferenciable, se dice que constituye una

29

2

ST A

R O

i

SAUBINT oY

N R RS

= SRSl ey <

o 1:ctat

e
[N

A GRS

1




| cartade U.
8i (Uj, (-Pi) es un conjunto de cartas que cubren toda la variedad diferenciable, se
dice que constituyen un atlas de la misma.
Dada una carta (U,(? ), cada punto p € U queda determinado por las coorde-

nadas xj, X3, . . . , X5 del punto k?(p) € R". C(ada una de estas coordenadas es u

na funcién de p . El conjunto de esas funciones constituye un sistema de coordenadas lo-
cales para U, o sea, para un entorno de p.

Sean (Uy(P 1) , (Uz, (‘?2) dos cartas cuyos abiertos’ U; , U; no tengan inter-
seccién vacia: sea p € UlﬁU2 =W . Sean X1, x9, C e xn Y Y{s Y2r + ¢+ ¥n
las coordenadas locales de p en la primera y segunda carta respectwam ente. 1.8 fun-
cién yiy) que a cada punto y(yi, v2, . . . s yn) hace corresponder su i-ésima coor-

r . a
denada es de clase C° (para cualquier r ); por tanto ¥ o (‘PZ pertenece a _!" (W),

. -1
En consecuencia (yj Q(Pg) o L(Dl es de clase C* sobre (Pl(W). Estas funciones

yi=yi(xl‘ X2:---.Xn) i=1,2,...,n) (IV.1)

? son las que definen el cambio de coordenadas x —> y de la primera carta en la segun-

da.

-1
Analogamente, las funciones (x; o Q?l)o L{«’ 9 , Osea

X =Xy Yoo o - -, ¥y) s, 1L 2,.. ., n (Iv.1)"

i que definen el cambio de coordenadas. y —=> x <de la carta A..(UZ'L?Z) en la (UI,LP .
son también de clase CT¥ .
Siendo las funciones (IV.1) y (IV.1) de clase’ Cr con r1l, los deterfni_

-1 t o ot e
nantes jacobianos J = @yi/axj j, J .= }Z)x'i/@yj{ -existen en W vy como ademds

su producto debe ser iguala la unidad, ambos deben ser distintos de cero en W .

: Reciprocamente, supuesto un espacio topolégico E :en 1a situacién anterior, de
manera que los cambios de coordenadas LP,, o (-f 1 sean 51empre de clase CT, 'a§ig~
-1 : -
nando a cada U; el conjunto de las funcmnes £ tales que f o (h sea de clase Cr,

5 30

fal firg

T E ’:i{‘.‘ ;

VIR




—_

tendremos sobre E un haz cuyas restricciones a U; son llevadas sobre los haces de

2T S i T

funciones de clase CT¥ sobre LFi(Ui).

Esto permite dar otra definicién de variedad difgérenciable, equivalente a la Defini-

cién IV. 1., que muchas veces es itil, a saber:

Definicién IV, 1*. Una variedad diferenciable dg clase CT y dimensién n es
un espacio topolégico separado y de base numez;able E que admite un cuﬁx‘imiento por .
abiertos- {Ud_} y una familia de homeomoﬁr’fismOS LP ol ¢ Uo(_ —> D = abiertos de
Rn ,"-—~'tales que si p € Uo(, ('\‘U/a » las coordenadas x; del punto x = (Po( (p} vlas
¥y del punto y = LFB (p) estdn ligadas por funciones yj = yi(le,'iz, e, xn) de
clase C%¥ (r 7 1) y determinante jacobiano distinto de cero. Es decir, las aplicaciones
(-r{a o (‘fo-Ll de Q{)&(Udn Ur__; ) en &P{S u,N U[S_) "son de clase CT y jacobiano no

nulo.

Naturalmente que por la simetria de la definicién, también las funciones x; =
= xi(yq, Y20 o v s ¥n) son de clase ct y jacobiano no nulo, |

Esta definicién dé;iende del atlas iU s \p o(,} definido sobre E . Para sermés
precisos, hay que definir una equivalencia entre atlas y considerar como idénticas dos va
rigdades con el mismo espacio base E y atlas equivalentes. Se prc;cede completandola

*
Definicién IV,1 con las siguientes.

31



Dos atlas de clase C¥ sobre E se dice que son equivalentes si su unién es tam

bi&n ux atiae de clase CT . Esdecir, {U ivalent 0! i
4 e {d_,‘fd} gse?uvaenea SU(-‘? kPF} sipa

ra cada par de fndices o, 3  la aplicacién (ﬂé U o ©8 un difcomorfismo de cla-
. r N ]
ge C de (U U' ) sobre (U uL).

Dos variedades diferenciables segin la Definicién IV. 1* sobre un mismo espacio
topoldgico E 'cuyos atlas sean equivalentes se dice que son .idénticas o que se trata de

una misma variedad diferenciable.

2. -VARIEDADES DIFERENCIABLES ISOMORFICAS,

Segin la Definicién IV .1 ﬁn mismo espacio topolégico E puede ser sostén deva
riedades diferenciables diferentes: basta cambiar el haz (_F/ .

De manera general, dada (E, (F) basta {ransformarla por un homeomarfismo
Lf :E —> E queno sea un difeomorfismo, para tener una variedad di'feren.ciable dife-
rente. En este caso, el haz T' es el que asigna, a cada abierto LP (U), el conjun-
to de las funciones f g (-?-1 , con f€ T(U) W

Sea, por ejemplo, E = R1 y (}T el haz de las funciones de clase CT dela
abscisa x de R1 . Sea (-(7 X —> x3 =t . Toda f£(x) queda convertida en
f(t1/3) . Si f(x) esdeclase CT, la funcién f(t1/3) , como funciénde t, puede

)

que solamente sea de clase C° entodo abierto que contenga el origen. Luego (Rl, T—:J
. . . . 1 ! . I
es una variedad diferenciable diferente de la (R”, T ) . Ssiendo T = haz de las fun-
ciones de clase Cr de tll 3 , consideradas como funciones de t.
o1 1 T
En este ejemplo, ain siendo las variedades (R, T) y (R, f’ )} diferentes,

existe el homeomorfismo (-P que transforma una en otra. Este hecho conduce a introdu

cir la siguiente

Definici6én IV.3. Dos variedades diferenciables (E, T) y (E', T' ) sedice

que son isomdrficas o equivalentes (aunque pueden no ser iguales), si existe un homeomor
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G -1 ! }
fismos (P:E —> E' talque, paratoda £ € f {U), sea fo P "€ § (“P(U))’

i 1 R A N R T T AR

b -1
y reciprocamente, paratoda f'€ f (U'), sea f' o('P € .};}(LF (um.

Es dificial encontrar variedades diferenciables que tengan por base un mismo es-,

ST e TR,

pacio topoldgico y.que no sean isomorficas. E1l primer ejemplo fué dado por J. Milnor
(Ann. of Math, 1956, 64, 399-405) al probar que la’ 7T-esfera admite varias estructuras

diferencjables no isomdérficas entre si.

Se sabe poco acerca de las condiciones que debe cumplir un espacio topolégico pa.‘_i
ra que pueda ser base de variedades diferenciables no isomérficas. Ver: M.A. Kervaire,

Amanifold which does not admit any differentiable structure, Comm. Math. Helvetici, 34,'{:'

1960, 257-270.

3. SUBVARIEDADES DIFERENCIABLES.

"Sea V una variedad diferenciable de clase CF y dimensién n.

Definicién IV.4. Una variedad diferenciable V, -se dice que es una subvariedad
de V, de clase' c® (s é r) y de dimensién m , sise cumplen las siguientes condi-
ciones:

a) Para todo punto p € Xr;l‘, existe un sistema de coordenadas locales
p(xl, Ko, - .. . xn) , definidas en un entorno abierto U de V, que contienea p, )

respecto del cual UNV; esta representado por ecuaciones de la forma
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Xl = Ema1 e Fgo oo o Kb, X S E0, Xy, L, X)) (IV.2)

donde las funciones de los segundos miembros son todas de clase cs.
b) Los abiertos de V, son las intersecciones UﬂVl (U = abiertosde V).

Los homgomorfismos de estos abiertos en abiertos de R™ son los
Wip —> &y x5 - . ., %) € R

(\J .
y el haz J"l de V; eslarestriccién de ?1/ a v,.

Lia subvariedad Vi es entonces de clase CS s, puesto que si
f

F(xl, gy + ooy x,) € ct, resulta F(xl, Xgs o+ v 5 X ., fn) € cS,

m’ 'm+1: *

8i m =n, puede prescindirse de la condicién a). En este caso hay que obser
var que a todo subconjunto abierto de V se le puede asignar una estructura de variedad
diferenciable de la misma clase y dimensién que V ; basta tomar los mismos homeo -

morfismos y el mismo haz que definena V.

Ejemplos.

1. Elplano R con el haz de funciones analiticas sobre el mismo, es una varie

dad diferenciable analitica.

3 4 4/3
Paralacurva y”“ -x =0, elsistema (IV.2) sereducea y =x / que es
de clase. C1 (pues en el origen y'' = ). Por tanto y3 - x4 = 0 es una subvarie-
dadde R% de dimensi6n uno y clase cl. *

Obsérvese que la misma curva y3 -x%t=0 por la aplicacién (x,y) —> x

(proyeccién sobre el eje x ) es topolégicamente equivalente a R1 . Por tanto, tomando
sobre la curva la topologia y el haz de funciones analiticas de una variable de R! tras-
ladados por ese homeomorfismo, resulta analitica.. Vemos asf que son dos cosas distin~

tas considerar una variedad por si misma que como subvariedad de otra.
2. Sea [': y = f(x) una curva, como la clisica de Weiertrass, que sea continua
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pero sin tangente en ningir puntc. Como subvariedad de R:Z no es diferenciable. En e
s s 2 .2 -
fecto, por una aplicacidn LP : R —>R' lacurvapasaa LP( M): y' = Fx'). Si
. -1 .
LP es un cambio de coordenadas ,locales, LP debe transformar las funciones de cla-
se C* enfunciones declase CT; por tanto y = f(x) deberia ser de clase CT . En

' cambio, como conjunto de puntos, por ser [' homeomorfa a R1 , Por proyeccién so-

bre el ej'e. x , 'puede asigndrsele una estructura de variedad diferenciable analitica.

4.‘ PRODUCTO DE VARIEDADES DIFERENCIABLES.

" Ya sabemos lo que es el producto El X Eq de dos espacios topoldgicos, y loque:-

son las proyecciones p':E1 X Eg -—>E1 Yy Q:E; X By —> E, (§1, N° 7). Da-

) ) . 7 o
do un haz de funciones ?1 sobre El , a cada funcién f1 e F 1 (Ul) , U1 = abier |

to de E1 , corresponde una funcién f1 o p definida sobre el abierto p'l(Ui) de

‘El» X E2 . Esta correspondencia transforma el haz ?‘1" sobre E1 , enun haz

«1 &~
. _f—l sobre E1XE2 .

cién” £, € ?Z(Uz') . Uy = abierto de E,y, .‘correspc?nde.'una funcidén fs 0 9 sobreel

i ' :
Analogamente, si f, esunhaz sobre E g» @cadafun

abierto -q'l(U'z) de E; x Eg y esta correspondencia transforma . ‘Fz en un haz

q_'1 Tz sobre Elez .

"Definicién IV.5. Dadas dos variedades diferenciables (E,, ?-Jl_) y (Eq , (_F_Jz ),

se llama variedad producto a la que tiene por espacio topolégico base el producto E1 X 122

5’ por haz de funciones la unién de los p-_1 r}Jl y q—1 TZ antes 'deﬁ.nidog.

-

Evidentemente la variedad producto es otra variedad diferenciable cuya dimensién
‘es la suma de las dimensiones y cuya clase es igual a la menor de las clases de los espa-

. cios factores.
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5. VARIEDADES DIFERENCIABLES CON BORDE.

Representemos por R: a la parte de R" para la cual es x >/ 0. Conla to-
pologia inducida por la de Rn , 8e tiene definida en Rf: una estructura de espacio topo
16gico.

éi en la definicién de ‘var:ledad diferenciable se sustituye R" por R_:_‘ , setle-
ne la definicién de variedad diferenciable con borde.

E1 conjunto de puntos de una variedad diferenciable con borde V , para los cuales
existe una carta que los representa en puntos con X, = 0, constituyen el bordede V
y se representa por V.

Es inmediato comprobar que AV es una subvariedad diferenciable de V de

dimensién n-1.

6. ORIENTABILIDAD.
Consideremos la definicién IV. 1" de variedad diferenciable V . Supongamos que
-1
V sea conexa. Supuesta-cubigrta por un atlas {Ui’ ('Px} llamemos %Jij = (Pj o (Pi
a las transformaciones de coordenadas entre cartas del atlas para las cuales sea
Uif] Uj % 0. Ya observamos en § 4, N° 1 que los jacobianos d'e estas transformacio-

nes son siempre distintos de cero.

Definicién IV. 6. Si existe un atlas {_Ui: ‘?1} tal que todas las k‘}ij tengan el

jacobiano positivo, en los correspondientes abiertos Uif'\U la variedad V se lama

J' 2
orientable. En caso contrario se llama no - orientable,
Supongamos que V sea orientable yse A = {Ui. ('Px} un atlas orientado. Sea
(U,’P ) una carta local cualquiéra de V talque U sea conexoy pueda cubrirse porun
nimero finito de abiertos de A. Considerexpos dos abiertos de A ' que tengan puntoco

min con U; sean Uy y Uy . Pongamos UN Uy = Uy # 0, UNTY = Uoy

-1
# 0. Queremos demostrar que el jacobiano J( ({?o LF1 ) en cualquier punto p € U,

36




ti.ene el mismo signo qué el jacobianc J( QP o (FoL-l ) en cualquier punto q € UO»eL .
Consideremos un camino [ :p = p(t) ( = imagen homeomdrfica del segmento 0 ét<
Q 1) contenidc en U talque p(0)=p, p(l)=gq. Este camino P puede cubrirse -
con un mimero finitc de at‘xiertos de A (puesto quetodo U lo puede ser); sup_o‘ngam(')‘s
que sean Ul’ 9s v v - , Um = UoL . Cambiando si es preciso la numeracién de los Ind_l
ces, podemos suponer que sobre r existen los p.untos pi € Uiﬂ Uj41., 1=1, 2, .
., m~1 tales que los arcos P1 Pi+1 de [ esten contenidos en una misma com
ponente conexa'de UMUj4+3 . El jacobiano J( QP o (\0—11) tiene el‘mismo signoen p
y en todos los puntos de la componente conexa de UM Uy que lo contiene (puesto queno
se anula en este abierto); en particular el mismo éigno que en- p; € U;MNUy. Eneste
punto p es P ° ({7;1 = ((-P o Cﬁl) o ((Pl o (-P;l) y por tanto J{( (‘Po (?él)p =
3 Do (‘ﬁl )p - J(QFI o (‘?él)p . Como J(P, o(-?;l) % 0, por suponer el atlas A o-

rientado; resulta
. -1 . -1
signo J((PO~CP1 )p = gigno J((Po (‘?2 )p
: 1 1

- . -1
= signo J( ('?o &Pz )pz

la dltima igualdad por pertenecer P, ¥ Py 2 la misma componente conexa de Uf'\Uz.

-1 - - M
Analogamente, en el punto P, es '(Po CPB = (LPO '(-le)o(q)2 ° k?'sl) y
por tanto  J( (’?o q);l)pz = J( L?o W;l)pz . J((Pz o (‘Pgl)pz . El jacobiano

Ten-l
J( (on(‘Fs )p es positivo por suponer A orientado y por tanto
2

-1, -1 -
signo J( CPO q’z )pz = gigno J((P o cP3 )p2 = signo J( (‘Po(‘Pgl)p s
3

la Wltima iguaidad por pertenecer pg Yy p3‘ a la misma componente conexa de Uf'\U3..

-1 -1

Prosiguiendo sucesivamente resulta el enunciado, o sea, J( ¢, LFI )p = S8 LPoL )q'
. ' __
M4s generalmente, si A {U; R (-?1} _ es otrq atlas de V también orientado,

) _ept -1 .
queremos demostrar que los jacobianos J( (Ph o ('Pi ) de los cambios de coordenadas

' -1
(_fh o CP tienen todos el mismo signo, para todos los valores de h, i, en los pun

1
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tos en que estdn definidos, (o sea en los puntos para los cuales sea U;] f'\Ui % 0). kn
efecto, dados dos puntos cualesquiera de V , sean, p\€ U'lf\ U1 , q € U"g'f'\ Um .

se pueden unir por un camino !_' , ¢l cual, por ser un conjunto compacto se puede cu- -
bz:ir- por un mimero finito de abiertos de A', Tomemos una sucesién de puntos p = P,

Bas - - -, By £ q tales que s € U{ M U{+1 , 1lo cual siempre es posible cambiando,

si es preciso el nombre de los fndices. Aplicando a cada Ui yal atlas A el resulta-
do anterior, resulta inmediatamentg el enunciado.

Este hecho prueba que los étias_ Qx:ientédos de V se cl'asific;a_n en dos clases,
siendo de una misma clase los relaciona_.g_io's p_c;r.cambios de coordenadas de jacobiano po-
sitivo y de distinta clase los re}acior_lagloé por _cam.l.:)ios de coordenadas de jaccbiano nega-
tivo. Cada cldse se dice que define una orientacién de la variedad V.

De aquf se deduce un criterio que a veces es itil para decidir acerca de la no orien

tabilidad de una variedad diferenciable, a saber:

Teorema 1V. 1.

Si una variedad diferenciable V__tiene dos cartas locales (U, L? ) y (U, (P )

talesque p € UNU', q € UNU' y
- ! - 1 -
signo J(LP ° (-P IA)P, = signo HE o Cf ‘l)q (Iv.3)

entonces V no es orientable.

Naturalmente qué ]:.a, hipétesis (IV 3) solamente es posible si UM U' no es co
nexoy P, d perténecep a distix.fvc.é.'componente conexa, puesto que el jacobiano de cual-
. quier cambio de coordenadas locales es Ssiempre distinto de cero.

Demostracién.. Supongamos que V fuera orientable y sea {Ui :(‘?i} un atlas .
orientado. Sean Uh , Uk abiertos del atlas tales que p € U],1 , g€ Uk . Puesto

que p, q perfenecen a U', por el resultado demostrado ultimamente, es
. ! -1 . | -1
signo J(LP o th )p = signo J(Y o ka )q
y por pertenecer p, g a U, también
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“ . signo J(th o CP-I)p = signo J((‘Fk o (')D-I)q.

Pero
Q" @ty - 3@y o (P‘l p = 3T, Py
Q' oif’;lj, )y - J(&P-'k,.o. QF'I )y 4 OLP'Uq.
’ D estas igualdades y las dos anteribfé_s se deduce signo J( (P' o k?-l )p = signo

s

1 -
J((F o QF 1 )q , contra lo supuesto.

.

o

.

Este criterio va a servir en el capftulo siguiente para demostrar que el espacio pro

oy R S 3 £t A Tk
=R A

yectivo real P, no es orientable para n par,

Otra definicién de orientabilidad. Otra manera, equivalente a la anterior de defi-

nir la orientabilidad de una variedad es la siguiente,basada enel concepto de pseudoescalar.

Definici6én IV.7. Se llama pseudoescalar sobre un variedad diferenciable V ato
do elemento definido en cada carta local (U, (P) por una componente H, funcién de

. -1
punto, tal que por un cambio de coordenadas ((7 10 (P se transforma segin la ley

. -1
siendo J =J ((‘fl o (‘F ) el determinante jacobiano de la transformacién de coordena- .

das.

Definicién IV. 8, Una variedad diferenciable V se dice que es orientable, si so-
bre ella existe un pseudoescalar € tal que €2 =1.
Obsérvese que, como € no puede anularse, por ser €2 = 1, solamente pue-'

den darse los casos € = + 1, € =~1. Ambos casos corresponden a las dos orientacio

nes posibles de V.

Esta definicién coincide con la anterior, pues si existe un atlas con todos los
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J>0, los pseudovéctorés son +1 o -1 (pues segin (IV.4) esta definicién es consis-
tente para tocia carta). : Reciprocamente, si existe €, tal que €2 = 1 , consideremos
las cartas para las cuales es € =+ 1 (indiquemos sus bases con Uy ) y aquellas para
las cuales';es € = -1 (indiquémos sus basescon V- ). Entodas las U. hagamos
una permutacién de coordenadas (x‘l, Xg, « + « 4 Xg) > (%9, X1, . . . » X,) conlo
cual, en todas las cartas serd € = +1 . Este atlas es un atlas orientado segin la Defini.

cién IV. 6.

Ejemplos.

1. Atlas de la esfera S2 . Supongamos la esfera de radio unidad y utilicemos no

me’nclai:ura gepgréfica,para A.mayor brevedad. Para representarla ‘bastan dos cartas, a sa
ber: , |
a) La proyeccién estereogrdfica sobre el plano del ecuador, desde el polo norte,
de }os puh_t_os del hem'isfe;'io sur, mis los del hemisferio norte de latitud | (? < 30° N .
b) La foroyeccién estereogréﬁcé sobre el pl;mo del ecuador, desde el palo sur,
de los puntos del hemisferio norte, mds los del hemisferio sur de latitud (P < 30° Ss.
Las coordenadas x;, xg -deun punto p({},cf) por a) &gon |
| Xy =hcos & , Xy = hi'sen 6
siendo h la distancia al centro del punto ima-
gen dg p.

h '~ © Las coordenadas del mismo punto por b)

‘son

‘y1=h'cosG » Yg =h'sen &

Es fdcil ver que h h' = 1. Por tanto, las
férmulas de transformacién son
. Xl . X2

Ji1 =
x2 + x2 x2 + x2

Y1 =
‘ 1 %2 B T
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¥y por tanto el jacohiano vale

1
Je - ——————

2
(x§+x§)

2

Vemos que tiene signo constante y por tantoque S  es oricntable. Obsérvese

que 2+ x% % 0, pues los udnicos puntos en qxie es x, =0, x,=0

1 1 9 son los polos,

gue no pertenecen simultaneamente a las dos cartas.

2. La banda de M&bius. Se llama banda de Mébius al rectdngulo 0< x éa s

0K y_é b, con la relacién de equivalencia
(0,y) cv (a,b-y)

¥ la topologia inducida por la de R2 . Para fijar las ideas pongamos a =6, b=2 y

consideremos los abiertos

Ug: (0€x<{2, 0gyg{2IJ (4 {x£6, 0£yK2)

y las aplicaciones de ambos en Rz( % s \j )

(Fl': identidad , %=X ,? =Yy

CFZ: % 6 +x , Cj = 2-y para (04}{(2-, 04y<2)
Sex LY

Las dos cartas (Ul , (Fl ), (U2 , (Fz) cubren la banda. Consideremos el punto

y para (4<x46, 0{y£2).

Alx,y) con 1<{x <2 que pertenece a las dos cartas. Las coordenadas de QPI(A) son

las mismas xl,y y las de (F2(A) son %=6+x , "2 = 2 -y ; por tanto

: 71 NHE, 9
J((on(f’l)= g . = -1

o(x, y)
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Para el puntc B(x, y) con 4{x<5, gue también pertenece a las dos cartas;

el cambio de coordenadas CF,) o (f)l es E =x, 'é.—- y yportanto J=1, En

1

consecun cia, segin el Teorema IV.1 la banda de Mdbius no es orientable.

La banda de M&bius es una superficie con borde. Si se considera el mismo rectdn

gulo 'Aﬂgf.x <a? » 0€y<{Db con las relaciones de equivalencia
{0,y)eu (a,b-y) s (x,0) r (x,b)

se tiene la Namada "botella de Klein'", que es una superficie diferenciable sin borde. Ha

llar, como ejercicio, un atlas de la misma y probar que no es orientable.

7. ORIENTABILIDAD DE LAS VARIEDADES PRODUCTO.

Sean Vi y Vg dos varied.ades diferenciables y consideremos la va;riedad pro-~
ducto le vy Si (xi) es un sistema de coordenadas locales de V, enun entorno
del punto p y (yj) un sistema de coordéhadas locales de Vg3 en un entorno del pun-~
to q, elconjunto (xj, yi) €s un ai'stem;a_ de coordenadas locales en un entorno de
(p,q) € V1 X V2 . Sea (x{ . yi) -otrd sis_fcema anglogo de coordenadas locales. Es evi

e
dente la siguiente relacién entre determinantes jacobianos:

! 1 t 1 f t ] ? ] ]
a(xl,x P .,xn,yl,yz....,ym) a(xl,..,xn) Q(yl..ym)

2
a(xl, x2'-, - . sy xn.f, yl, y2, P ym) a(xla -'n_;in) a(yl, -ym)

que escribiremos simbdlicamente,

L,y P& _2() (IV. 4)
g,y ) 2x) 2(y) ’

Supongamos que Vi X V, sea orientable. Entonces se puede elegir un atlas de
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V, yunode " Vy tales que el jacobiano (IV.4) sea siempre positivo. Fijando el punto

T

q de coordenadas y;, siempre se puede suponer que el jacobiana  &(y')/ ) ky) en

1% gy aROTy

q es positivo, pues en casc:) contrario se haria-el cambio Yy T "Y1, ¥} T XK,

Pasots it ]

v g

que cambia el gigno de este jacobiano pero no. el‘de (IV.4). Con esto, el primer factor

2 (xY)/ 6 (x) debe ser siempre positivo, .e_.s decir, Vl ‘es orientable.
Andlogamente, fijando p, resulta que el factor " @(y')/ @ (y) deberd ser
siempre del mismo signo que 2 (x')/ .©@(x) (tomadoen p ) y por tanto Vg estam

bién _orientable. Se tiene as{ el sjguiente

Teorema IV. 2.

Si la variedad diferenciable producto de otras dos es orientable, también lo son es

tas dos variedades.

Corolario. Si una variedad Vl no es orientable, ninguna variedad producto

Vl X VZ gs ovientable.
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V. EJEMPLOS DE VARIEDADES DIFERENCIABLES

1. EL ESPACIO NUMERICO R".

El espacio rR" @1 , N° 3) es una variedad diferenciable analftica y, por tanto,
de cualquier clase Cc’ . Basta tomar como homeomorfismos LP la identidad y como
haz el de las funciones analfticas (o de clase C¥ para cualquier r ) sobre R™.

ESta variedad diferenciable puede tener diferentes interpretaciones. Por ejemplo,
gl conjunto de las matrices detipo nXm (n filasy m columnas) con elemenios a,ij'
r?:ales, puecie identificarse con R™™ poniendo ajj = Xp(i- 1)+ Se tiene asf una topo
logia en el conjunto de dichas matrices y en base a ella una estructura de variedad difereg;
ciable analitica.

Todo espacio vectorial de dimensién . n sobre los reales, puede también conside- |
rarse como una variedad diferenciable de dimensi,éﬁ n, con la identificacién natural:

vector de componentes xj = punto de coordenadas xj .

. n

2. VARIEDADES REGULARES m-DIMENSIONALES EN R .

Sea M un conjunto de puntos de R® conla topologia inducida por la de RrR®.
Supongamqg que cada punto x € M tenga un entorno abierto Ulx) = Unﬂ M (Un = a-"

bierto de RrRY) -que ‘éeaL iniagen de un abierto U’:n de R™ (m {n) por una aplicacién
£: Um —> U(x) (v.1)

. regular de clase C' . Recordemos que "regular" significa que la matriz jacobiana de

f tiene caracteristica m .
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En estas condiciones se dice que M es una variedad regular de dimensién m

y clase Cr contenida en R .
Si x(xl, Koy + 0 - 2 xn) son los puntos de Rn y u(ul, ug, - . ., Uy) som

los de R™ , las ecuaciones de f serdn de la forma
xi=fi(u1,u2,...,u),i=‘1,2,...,n (V.2)

y se llaman las ecuaciones de M .en el entorno U(x).

Por ser f una aplicacién regular, el teorema II.1 de las funciones inversasnog
dice que para cada par u®, f(u®) = x% existe un entorno de u°® en el cual se pueden
despejar las u; como funciones de m delas x;. Suponiendo que estas sean las m

primeras se tendr4, por tanto,
- —1 . ) (V .,
ui-.fi.(xl,xz....,xm), i=1,2, ..., m .3}

las cuales serdn también funciones de clase cf. Cada puntode M tiene por tantn un
entorno difemorfo a un abierto de R . Asignando a MV el haz de funciones de clase
cT sobre R™ inducido por (V.2) y (V.3), resulta asignadaa- M una estructura
de variedad diferenciable de clase CT .

Sustituyendo (V.3) en (V.2) resulta que las ecuaciones de M en el entorno

MﬂUm ‘son de la forma

X 41" (Pm+1(x1’ Xgs « o 0 xm), S S"Pn (xl_, Xgs - » xm) (V.4)

siendo las KPh de clase cr. Segun la definicién IV.4 setieneasique M esuna
subvariedad diferenciable de RI1
Consideremos ahora el conjunto de puntos de R cuyas coordenadas satisfacen

a un gistema de ecuaciones de la forma
Fj(xq, X3, . « ., X3) =0, i®1,2 ..., m (m{n) (v.5)

tales que la matriz ( ’&)Fi/ ’axj) tenga caracteristica m.
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siguiente, segin lo dicho en 8 4 , N° 3, sele puede asignar una estructura de variedad
diferenciable analitica, inducida por la de

lementos reales cuyo determinante es igual a la unidad. Su variedad es el conjunto de pun
2
tos de RT

de las funciones Fi .

mentos reales y determinante no nulo. A cada matriz (aij) corresponde un punto.de RE-—

por la correspondencia aij = xn(i'l)'l'j (i,] =1,2,.00.4, n), excluidos los puntos gue sa-~
tisfacen a.la ecuacién det»(aij) s f(xl, Xgs o ¢ o s xn'z) =0

Por tanto, la variedad de GL({n,R) es un subconjunto abierto de R® . Porcon

S

Segin Teorema II.2 de las funciones implicitas, en un entorno de cada punto

en la forma

x0

que satisfaga (V.5), se podrdn despejar m -de ias variables, sean Xn» Xpogs oo . s
© o Xpemtl

x; = &Fi(xl, Xgy « v+ ’ﬁx-m)’ i=n-m+l,...;,n (V.8)
y por tanto se estard. en la situacién de las ecuaciones (V.4).
Se tiene asf el sig*;liente

Teorema V. 1.

El conjunto de puntos de Rn " cuyas coordenadas satisfacen a un sistema de ecua-

ciones de la forma (V.5), tal que la caracteristica de la matriz ( aFd . axj) sea m,
constituye una subvariedad diferenciable de R® de dimensi(m n-m.

La clase de esta subvariedad diferenciable, segiin el teorema 1.2 , ‘es la misma

3.

VARIEDADES DE L.OS GRUPOS CLASICOS.

a) Grupo lineal general GL(n,R). Esel grupo de las matrices ' nxn con ele-

an

Direimos, mds brevemente, que la va-
Grupo lineal especial

riedad de GL(n, R) es una subvariedad analitica de dimensién n® de RT .
b)

SLin, R).

Es el formado por las matrices n¥Xn dee-

cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién
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detlag) Z1xj, xp, . . ., x2) = 1 v. 7

No todas lag derivadas parciales 'af/ 2x i=1,2,..., n2) pueden ser nu-~

g
las. En efecto, la funcién f es homogénea de grado n ’y por tanto, segun la relacién

de Euler, se cumple

i=1
'lo que obliga a que algunas de las 2f/ Qki » entodopuntode f =1, sea distintade
cero. Por tanto, segdn el Tgt;rema V.1, la variedad del grupo SL(n,R) es una subvarie
dad diférenciable_ analitica de dimensién n® - 1 de _an .
Los elementos aij de una nt.iatriz de SL(n,R), atn cumpliendo la condicién de
que su det’erminanté ’valé uno, no estdn acotados; es decir, la variedad SL(n,R) no es

compacta.

3) El grupo ortogonal 0O(n), Es el grupo de las matrices nXn ortogonales, o

sea, las matrices que cumplen
AAt=E (vV.8)

siendo A' = matriz transpuesta de A y E = matriz unidad.
Las relaciones que deben cumplir los elementos de una matriz A(aij) para que

sea ortogonal son

Zaih 2y, A,Sij (Lj=1,2 ..., n (V.9)

siendo gij los sfmbolos de Kronecker. Estas relaciones {V.9) sen independientes.

En efecto, para ver que pueden cumplirge todas menos una, consideremos: a)Caso i =

= j-= io . Basta tomar la matriz que difiere solamente de E por tener el elemento dia-

gonal de lugar ip igﬁal a k31; _para esta matriz se cumplen todas las relaciones
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(V.9) menos la cofrespon&iente a i=j=izg. b) Cazo 10 # j, - Consideremos lama

iriz
| '
1, : 0 .' 0
i ;
—————— S€Ngl ccsessa00 COBO ~ =~ = — i
| : 0
A = 0 : '-_ i 'O
o e e - sen e e s et 0o s COSMN— = = —~ i
| . en b Alf i,
! 1 .-'o
0 ; 0 | 1
| 1
1° " JO

Para esta matriz; el producto A At, difiere de E unicameénte en los elementos

e 3. ° e = sen{ A+ ). Es decir, se cumplen todas las condiciones (V.8) ex-"
Ibdo = Tlolo _
cepto la correspondiente a los valores i =ig, j = jo--

7

El ndmero de relaciones (V.9) es 1 + 2+...+n=%nn+1) ypuestoque

son idependientes. resulta: la variedad de 0(n) es una subvariedad analftica de dimensién

2
2 n(n-1) de R" (segin el Teorema V. 1).
o n
De las relaciones (V.9) se deduce que a8y =1 i=1,2,...,n)

" =
y por tanto 'ajzh £ 1; esdecir, 1a variedad de 0(n) es acotada. Por otra parte, ¢l 1~
mite de matrices ortogonales es una matriz ortogonal (pues lim A .lim A:; = lim (A, A.B)'-' . ;

=lim E = E )., Por consiguiente, segin el Téorema 1.3, la variedad de_ 0(n) es compac

ta.

De (V‘.ﬁ) se deduce IAAtl = ’ Alz =1; eé decir, j A' = + 1. La variedad

0(n) se descompone asf en la correspondiente a las matrices orfogonales de determinante .

+1, que constituyen el subgrupo .O'f'(n)_ llamado de las rotaciones, y la correspondiente
: a las matrices de determinante -1 R las cuales no forman grupo. Ambas partes son a-

biertos de 0(n) y no tienen elemento comun. Por tanto: la variedad _0(n) no es come-

Xa.,

A cada A € 0(n) corresponde una transformaci6n lineal x'=Ax de R® so-

bre si mismo que deja invariante el origen de coordenadas. De estas transformaciones,
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aquellas que dejan invariante el vector (0, 0, . . ., 1) corresponden a matrices dela °
forma
0
0
‘B .
A= :
0o0...1

con B Bt =E, osea, B € O(n-l); Reciprocamente a toda matriz B € 0(n-1} co-
rresponde la matriz A anterior tal que x' = Ax deja invariante e . Como cualquier
vector de médulo unidad, (xl, Xg, « « -, xn) con x% + xg ...+ xle =1 puede dedu
cirse de e por una t?ansformacidn A ,. resulta que entre estos vectQres, o sea, entre
los puntos de la esfera (n~1)-dimensional Sn_.l. y los puntos del espacio homogéneo -
0(n)/0(n-1) hay un homeomorfismo. Es decir: para 'n} 2., €l espacio homogeneo
0(n)/0(n~1) es homeomorfo a la esfera s”1, .

E1l mismo razonamiento vale para el grupo 0+(n) dé,las -,rotaciox}és, o sea, se tie
ne también: para n>/2 ., el espacio homogéneo 0+(n)/ 0+(n-1) es homeomorfo a ‘Sn-l.

Para n=2, 0+ (1) esla pircunferencia .S.l .. Por induccién resulta que la va-
riedad’ 0+(n) es el producto Sl.l-l_)( Sn-2 e e .. X S1 . Como producto de variedades
conexas, la variedad 0+(n) es ella misma conexa..

Sin embargo o' (n) , bpara n }2 , no es 'simplemente conexo', en el sentido de
que no todas las curvas cerradas contenidas en la variédad 0+(n) pueden reducirse aun
punto por deformacién continua dentro de la misma. Para n =2, como 0+(2) es la
circunferencia Sl' , €l resultado es evidente. Consideremos elcaso n.= 3, o0 seael
grupo 0+(3) de.las rotaciones alrededor de un punto del espacio ordinario _de 3 dimen
siones. Cada una de est;s rotaciones puede representarse poi‘unve.c;tor cuya direccién es
el eje de rotaciﬁn y <;uyo médulo es la aﬁ:plitud de la rotacién con 0$<? <(|T Para

- 'S (-f £ 0 tomaremos el vector en e} sentido opuesto. De esta manera 0+(3) queda

representado por los puntos interiores de una esfera.del espacio ordinario de radio T
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mas los puntos de la ;:upex;ﬁéie, con el convenio de identificar los "puntos de la superficie
Jue son d;‘ametralmente opuestos, ya que las rotaciones alrededor de un mismo eje deam
plitudes W y - o coinciden. | |
En esta variedad las curvas cerradas repreéentadas por 'un didmetro de la esfera
no pueden reducirse a un punto por deformacién continua, puesto que los puntos de la es-
fera diametralmente‘opuestos nunca pueden llevarse a coincidir. . -
En cambio, un didmetro recorrido dos veces si pt.xede reducirse a un punto, como

se ve intuitivamente en la sucesién de figuras adjunta.

. A B |
- B A

Se puede ver que toda curva cerrada M de Q+(3) o bien es deformable a un

punto ( M eo 0), o bien es deformable a un punto cuando se considera recorrida dos ve-
ces. (2" ~> 0). Para la variedad general 0+(n) la situacién es la misma que para

n = 3.

; .
froEimakiy S8 - o

BUERLMEL T E A AT

Para més detalles ver por ejemplo H. BOERNER, Darstellungen von Gruppen,

Berlin; 1955, p.190-197.

4) El grupo unitario U(n). Seanahora x; (i=1, 2, ..., n) variablescom-

plejas. Representando por X; al complejo conjugado, por X a la matriz columna de

las X; ypor xt ala transpuésta o matriz fila de las mismas variables, las transfor-

T LR L&

maciones lineales x' = U x que dejan invariante a la forma

§=§tx

S ; i .
forman el grupo unitario. Para ello debe ser x' x' = g U Ux=x x }ypor tanto
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-t - .
U UsE., . (v.10)

Esta es la condicién que caracteriza a las matrices complejas nXn . del grupo u~

nitario. Poniendo U = (uij) ; la condicién (V.10) equivale a las

n -
h=1

Igual' que para el caso real se prueba que estas relaciones son independientes. Pa-
ra- 13 j cada relacién (V.11), equivale a dos (hay que igualar a cero la parte real y la

imaginaria); para i = j es una sola. Por tanto €l mimero de relaciones es n + 2 1+

2
+2+...@m-1)) = a2 . Como cada matriz compleja de U(n) es un punto de Rzn_., re

sulta que la variedad de U(n) es de 'dimens_iéni n2 .‘

Igual que para 0(p) se ve que la variedad'c-l-e'. U(n) es compacta. En cambio, al

contrario de O0(n), la variedad de U(n) es conexa, por serlo el plano complejo exclui-
do el origen.
5) Los grupos simplécticos. Consideremos el espacio numérico complejo de 2 n

R4n

dimensiones, equivalente a . Representemos un punto por la matriz columna forma-

da por sus coordenadas (xl, 22, e v, x2n) . Introduzcamos la matriz

0 E\
J = (V.12)

siendo E 1la matriz unidad de orden n° y consideremos la forma

n
$- E iYitn = Xjen¥i) =X Iy (v.13)
o
Las transformaciones lineales x' = S x que dejan invariante a é cumplen 1a

condicién

stasay. L 14)
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Estas transformaciones, o las matrices S correspondientes, forman un grupo,

Hlemado el grupo simpléetico complejo .Sp(n, C)..

Para calcular la dimensién de Sp(n, C) eé fitil la siguiente observacidu.- Si
U{E) es ua entorno de la identidad° B, a cada punto S podemos asignar el entorno’
U(S) = SU(E), es decir, U(S) es el conjunto de los puntogs x' =S x, para x € U(E)
Lia aplicacién x ——»x' tiene inversa x = S-1 x' y es continua; es decir, es un h.o-‘:
meomorfismo. Por tanto basta calcular la dimensién de‘uﬁ entorno U(E) para tenqr'la
dimensién de la variedad. En un tal entorno se puede poner S =E + € H (£ suficiente-
mente pequgﬁo) y la condicién (V.14) se escribe (E + 6 Ht)‘:] (E+¢&H)=JT, osea,

HI+JH+ EHJH =0, ypara £ =0 resulta

HtJ.+JH=0' (V.15)
Poniendo
!
Hy Hy
H =
Hg Hy

la condicién (V.15) da

H, =-H , H,=H, H,=H, .  (V.16)
La primera ecuacién implica n2 condiciones entre nimeros complejos, o sea;

2._.n condiciones entre nimeros

2
reales. Como las matrices H se represertan por puntos de RBn , resulta que

2

2n? entre reales. Las otras dos, cada una implica n

la variedad de Sp(n,C) tiene 2(2n° + n): dimensiones.

Si solamente se consideran las matrices unitarias de tipo 2nX2n due cumplan

(V.14) se tiene el llamado grupo simpléctico lineal Sp(n) (nomenclatura de Chevalley,

Lie Groups, Cap. I, BVII). En este caso la matriz S =E + £€ H debe cumplir la con-
~t -t —t —t
dicién S S=E, osea, H+H + & H H=0, ypara &€ =0 resulita H+H =0

que equivale a H‘t +H=0.
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Esto nos dice que -a las ¢ondiciones (V.16) hay qu:e agregar las

kA ey t ey
. = - - m - . v.o 17

2

La primera ecuacién implica n condiciones (realés ); 1la segunda, siendo Hz

y Hy simétricas segin (V.16), implica ,n(n + 1) condiciones (reales). ‘En totalson

2n? + n, que restadas de las del grupo Sp(n,C) dan 22 +n. En resumen: .

Las variedadés de Sp(n,C) yde. Sp(n) son subvariedades analiticas de.. ,ggl!

de dimensiones 2(2n2_ + g) vy 2 nZ + n. respectivamente.

Por ser Sp(n)CU(n), la variedad Sp(n) es acotada, y como ta&lﬁfén es cerza-
t, ' . i B 3 A i L,
da (puessi S, IS, =J y Sp —> S, también S JS =J) resulta que la variedad

de Sp(n) es compacta.

En el captulo siguiente (§ 6 ,- N° 7) veremos que todas las variedades de grupo

son orientables.

4. VARIEDADES DE STIEFEL..

Sea el espacio euclidiano real RTY2 | A1 conjunto de r vectores por el 'origen

. de médulo unidad y ontogonéles entre si {el, €9, = - ., er‘} se llama una rfréferencia.

(en francés repére; en ingles frame). El conjunto de todas las r-referencias , con lato-
pologia que vamos a mencionar, se llama la variedad de Stiefel S, . 1

En primer lugar veamos la dimensién de Sen - Determinar un vector e; ese-
quivalente a determinar un punto en la esfera Sr‘+n41 (punto extremo del vector). Una

Sr+n-2

vez determinado e; , para determinar ey hay que dar un punto en una , Sec

cién de sr+n-1 por el hiperplano por el origen ortogonal a ey . Procediendo sucesiva
mente resulta que {el, €qs ¢« v er} depende de
r{r+ 2n-1}
(r+n-1) + (r+n-2)+ ... +n =

2
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par:imetrqs. Esta es la dimensién de Sen -

Esta misma manera de fijar una r-referencia permite dar una carta local para ca
da una-de ella.g; basta tomar por coordenadas de {el’ €3, + « o er} las (.-‘oll, 0(2.. .
. e :dri-n-l - @1, .« e ey ]gr+n-'23.' . . ) de los extremos de los vectores ey, €y, .
. « €4 B8obre las esferas respectivag. Siendo estas esferas variedades analiticas, tam-
bién lo. serd” S, .

Obsérvese que S0 ed la variedad del grupo ortogonal 0(r). M4s generalmen-.
te, puesto que el subgrupo de &(r+n) que deja invariante una r-referencia {el, ey, -

.. . el;} es precisamente 0(n), resulta que Srn ge puede identificar con el espacio

cociente O0(r+n)/ O(n) .

. Ejercicio.
n

Probar: a) Sln =S b} S, = variedad formada por todos los vectores tangen-

2n
tesa gotl,

5. GRASSMANIANAS.

Definicién V.1. Se llama grassman:iana Grn al conjunto de r-planos (= subes-
pacios lineales de dimensién » r ) que pasan por el origen en el espacio euclidiano real
RrF¥R coﬁ la topologia y estructura de varieded diferenciable analitica que veremos a con
tinuacidn. | |

Un r-plano de Rr+n por el origen estd determiinado por r puntos independien
tes de Rr+n , distintos del origen. Poniendo las cooi—'denadas de estos puntos en filas su
cesivas, resulta una matriz.de-tipo r X(r + n); el hecho de que los puntosl sean indepen’
dientes se traduce en que esta matriz debe ser de cafacterrstica r.

Representemos por ) M.- M(r X (r+n);r) al donjunto de estas matrices. Si X€
M y A - esuna matriz no singular de tipo 'r X r, lamatriz AX representa el mis-

mo r-plano, puesto que sus filas corresponden a puntos que son combinacién lineal de las -
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de X 1y por tanto son puntos que también pertenecen al r-plano correspondientea X .
Reciprocamente, si X y X' son matrices que representan el mismo r-plano ,pues-
to gue los puntos que determinan X' deben ser combinacién lineal.de los que determi-
nan X ; existe una matriz r'Xr no singular A falque X' =AX.

En particular, si A ='oL (X,)- . esuna submatriz r X r no singularde X
‘(formada por las columnas de lugares dl' 0(2, s e, 'O(r') el r-plano correspon-
diente a X puede representarse por ‘<X x)lx » que es una matriz r X(r+n) quecon
tiene una submatriz unidad r X ;' . Haciendo esta normalizacidn paratodas las X cu
ya ol (X) no sea singular (&(X) = submatriz de X formada por las columnas delu
gar Ay, Ay, .. ., o, }, resultan libres los elementos de una matriz r X'n, re-
presentable por un punto de R™ . Resulta as? que cada punto de la grassmaniana Grn

tiene un entorno abierto representable en R'™ por la aplicacién o (X ylx —> R™,

la cual constituye una carta local de G., en R™ . Paralos r-planos con | =4 (X)‘: :

= 0, hay que tomar otras r columnas (sean las de lugares {31, {32, N ‘ﬁr ta
les que la matriz @ (X) correspondientée no sea singular) y tomar la carta {3 (X)-IX
— > RD

Hay que ver que con la topologia inducida por la representacién anterior, es es-

pacio Gy, resulta seEaradd. Sean X, Y dos puntos de G si ellos pertenecen

rn
a una misma carta local, la separabilidad es evidente, pues ella equivale a la separabili
dad de R™. Supongamos que pertenecen a cartas distintas; sean o (X) , ﬁ (Y) las

matrices r X r no singulares que definerr estas cartas. Por hipétesis es l o (X)l 2%

®0 y |o((Y)

= 0. _ Si hubiera una sucesién de r-planos Z que tendieran al mis -~
mo tiempoa X ya Y (loque seria posible si - G, ~ no fuera separado), resultaria
que I ol (Z)| tenderia al mism;no tiempo a cero y a un valor distinto de cero, 10 gue no
es posible dada la separabilidad de R1 .

Para ver que G, es una variedad diferenciable analitica falta unicamente ver

que se pasa de una carta local a otra por funciones analiticas. En efecto, para pasar de

0((X)_1X a ﬁ(}i‘)’lx basta multiplicar la primera por fs (X).-l ol(X) ; es decir,
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las operaciones son de producto e inversién de matrices no singulares. Ello se traduce
gn-ecuaciones analiticas entre los elementos de las matrices.

La variedad Grn es compacta. En efecto, para determinar un r-plano sepue
den tomar T puntos ortogonales dos a dos y de mddulo unidad(*). Entonces la matriz

X correspondiente tendrd sus elementos acotados (pot satisfacer a las condiciones de

n
ortogonalidad E ajhajk = ) hk. h,k=1,2, ..., r). Portanto estas matricesfor
i=1
_man un conjunto compacto de Rr(r+n); su proyeccidén sobre R™ 1o serd también.

En consecuencia:

Las grassmanianas Grn son variedades diferenciables analiticas, compactas,

de dimensién rn.

A cada Grn corresponde una variedad dual -Gnr , asignando a cada r-plano
por el origen de Rrh“ su n-plano ortogonal. La correspondencia es biyectiva. Ade=~
mds, si X, Y son dos matrices de elementos correspondiertes, la condicién de orto-
gonalidad es X Y =0 ; por tanto los elementos de X e Y estdn relacionados por
funciones diferencialbles. £s decir: la correspondencia G., —2 G, esundifeo-

-morfismo.

6. EL ESPACIO PROYEC'_I'IV ODE n DIMENSIONES.

La grassmaniana Gy, , osea, el conjunto de las rectas que pasan por el origen

+ . . .
RrR® 1 , sellama el espacio proyectivo de n_dimensiones p".

Segiin lo ya visto P"  es una variedad diferenciable analitica compacta de dimen
gién n . Cortando las rectas que pasan por el origen por la esfera S de centro el
mismo origen, a cada recta corresponden dos punto diametralmente opuestos. Ello hace

que p" pueda también definirse como la esfera S en la cual se consideren identifi-

(*) Se entiende por ello que son.ortogonales entre s{ y de médulo unidad los vectores que
unen el origen con los puntos.
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cados los puntos diametralmente opuestos.
Segin el método general del nimero anterior, cada punto de P® da lugar a una
matriz X = (xq, Xg, -+« » Xp41) con las condiciones:

a) No todos los x; son nulos a la vez;

i
b) Las matrices X y aX , siendo a un nimero real distinto de cero, repre
sentan el mismo punto..

Con estas condiciones, las coordenadas xj, X3, . . . , Xp+1 e llaman lascoor

denadas homogéneas de los puntos de P°

Para formar un atlas de Pn basta tomar las n+1 cartas (Ui- (Pi) forma-
das por los abiertos U; correspondientes a los puntos para los cuales es x; *0 y
los homeomorfismos

(P 1 Xg41 C o Xn+l-i Xn+1 n+2-i
i® = s s 8 e i = T gi =
X: xi

1

(v.18)

Xy gn xj-1
— 2 ° 3 i B e —
X X

Las EI:, para h=1,2 ..., n son hé’coofdena.’das nofﬁomogéneas del

punto (xl,‘xz, cee s n+1) en el_abierto Ui . Los signos menos a partir de

E;ﬁz ! no son aqui _necega.rios, pero con convenientes por lo que ve;'émos ens‘eguida.'
Congideremos las dos cax;ta's‘ .i =1, 2., Por comodidad de escritura uatﬁémos

El' g PRI E"n a'las coordeﬁadés no‘homogéngas de la primera cartay )?1, .-’?2'

. .. ', an a'las de la segunda, o sea,

E _L -_2 -—L’.."‘gn-m

X3

T

R
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Dé aqul

@20(9113771._?,...,On_1, gn P ea

y el determinante jacobiano resulta

_1. n_l
A 2N EYS
. §n+1

A 1
Log puntos p(1, 1, ..., 1), a(-1, 1, 1, .. . 1) pertenecen a las dos cartas
ala vez.yenellos, si n es par, el jacobiano tiene signos opuestos. Por tanto, segin

el Teorema IV.1, el espacio proyectivo real no es orientable si n es par.
-1

Para n impar debemos formar los jacobianos in = J((Pj o @'i ) . Suponga-

mos j>»i. Es

joit+l j-i+2 n+l1-i
. -1 .
P ,9 . Tl ?5:1 '§'2= §; ¥—‘1+1"J= §i :
j i ° SJ - > j L 3 s " * 2 j " F]
J-1 J- i~
4 ¥ 5!
. §'n+2-i . ~n .
g n+2-j i § n-j+i i 'gn-3+1+1 -1
T I e e e e s s . =T e . T o e
i i J \g:i'l ] ‘EJ'l
E i : i i
‘sj—i-l
.gn L i
J ;j-i
i
y in resulta de la forma
j-i
f —p; b
0 p2 b
b
in - . . 3 ] a -
-b s
.. ?3'1’*'1 0 n-(j-i)-1
-b pn
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b = —r y los p; son expresionessim 3

5

ples cuya forma explicitada no interesa. EIl desarrollo de 'in es inmediato y resulta

. -1 .
in = J((Pj o Pl ) = 9y j'il)n+1 .
3 |

donde 1

ax —/ —— —

( EJ’I )2
i,

y por tanto, siendo n+1 par, resulta J i > 0 para todos los cambios de coordenadas

-1
(?j o ‘?i .. Es decir, la variedad es orientable. En resumen:

Teorema V. 2.

El espacio proyectivo real P" s orientablesi n es impar y no orientable 8i

n_es »

Ejemplos.

a) Para n = 2 (plano proyectivo real) se tienen las tres cartas

i x X '
P 2, . |
4 = . = =
1 _El x 2 % - - o

1 *1 T
X X
Pz’vf xz ’ 772”"';2—
b 4 X ==
‘Ps‘C1=" ~ §2=" xz [

correspondientes a los abiertos Uy(x;¥ 0) , Uy(xg# 0), Ug(xzs 0). Las ecua- :
ciones de los cambios de coordenadas E ——? 7 , /7 -——) r » ;—-—-} E ) L

son respectivamente:

| -1 ?2 -1 . 1
kPz°"‘)1"”’)1"‘§:" ,72=_?—1"- Jo1 =~ ?i
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=1 : . 1 1 :
'LP1° '3 =21= ’ \;72"" » J13 ® 3

S
S°

tas

1772t x ’ 22 "1, 3 X1

R R
.: =._ » 23 K 3='-—
&Fz L X3 *2
A R
3 -1 X3 ? 2 13 y 3
X X

S 1 - — 2 e — =

?4.51 x4 ’ 62 x4 ’ ‘63
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7. OTROS EJEMPLOS DE GRASSMANIANAS.
1. Ggp . Es el conjunto de los planos (2 dimensiones) que pasan por el origen
en R4 .

Para dar uno de estos planos hay que dar dos puntos p(xl, Xg, X3, x4) R

alyq, ¥9:. Y3 y4) no alineados con el origen, es-decir, tales que la matriz

X3 X2 X3 X4
X = ) (V.18)

tenga caracteristica 2.

Una carta de G22 abarcard los planos con

X X
|| <t g0
Y1 J2.

1

para los cuales es

- 1 ] x y
dx)t . x = )

0 1 Z t

Las coordenadas del plano correspondiente a X en estacartason x,y, 2, t.

Otra carta abarcard, por ejemplo, los planos con

x4

%0

,‘_ (3(X)l .

X2
T2 Y4

para los cuales es
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-1 x! 1 y! 0
P-(X)' X = .
z! 0 t! 1
Las coordenadas del plano correspondiente a X en esta carta son x', y', z!,

t' . "Para hallar las férmulas de transformacién ténemos la-ecuacién matricial

Xy e -1 e x, (1 0 x y) x! 1 y' 0
Yo y ¥y Yo 0 1 z t z! 0 t! 1
que permite calcular x', y!, z', t' enfunciénde x, y, z, t.

En efecto, poniendo

Y4 _ ?4 X x |d14| 1
o | 4| [ aal] I | OCMI
0( = =
oo _Jz_ X2 Y1 Y2 _ Bﬁl 0
[ 24 | a4 | 24]
y por tanto | I I I
1 0 x y [otigl 4 xIC"14 - %14
<1 oL | [ |24 i 2N "
24 "1z =
o 1z t _ |~a| o _ Aol | _ Yl"‘1z|
[ot24] |24 |24

La dltima columna da

y finalmente
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s =t tx

., y'=-

vz, me==Lt g X
y Yy y y

Para cubrir G?‘2 bastan 6 cartas, correspondientes alds 6 menores de orden

2 de la matriz X.

2. Coordenadas pliickerianas de recta: la cuddrica de Klein, La grassmaniana.

G22 puede tener otra inerpretacién interesante.

Sabemos que el espacio proyectivo P3 es el conjunto de las rectas de R4 que

pasan por el origen. Cada plano de R,4 que pasa por el origen es una recta de P3 .
Es decir, Ggg es la variedad representativa de las rectas del espacio,proyectivo detres
dimensiones.

Como ya observamos, en la matriz (V.18) correspondiente a una recta de Ps',

las filas constituyen las coordenadas homogéneas de dos puntos de Ps ; representemos

por x, y a estos puntos. Los determinantes

'seila_man las coordenadas plickerianas de la recta determinada por los puntos x, y .

Esgtas coordenadas tienen las siguientes propiedades:
a) No son nulas. S5iasifuera, las y; serfan proporcignales a las .xi i=1,
2, 3, 4) y como son coordenadas homogéneas, corresponderi}ii:{ a' un mismo punto de P3."..'
b) Si se eligen otros dos puntos x', y' _para determinar la misma recta, se-

réd

! = + My ! >\ t
X A TR S ¥i® Nt MY
y por tanto

T = x! yl - x! A - W '
Pij =% %5 T %595 (A oy -} }\1 Y By
con >\/L1 - >\ 1 % 0 silos puptos x', y' son distintos.
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Es decir: las coordenadas pliickerianas correspondientes a una misma recta, di--.

fieren en un factor constante.

c) Las coordenadas plickerianas no son independientes. En efecto, se tiene la

identidad

X ) X3 Xy
Y1 y2 y3 J4 . :
: = 2(pyyPgy * PgyPyy + Py Pys)

Yy Jg Y3 V4
obtenida desarrollando el determinante por la regla de Laplace.

Como el determinante es nulo, resulia la identidad

PigPgq + Pgy Poy + Ppybe3=0. (V. 19)

d) Dadas las p.., no todas nulas, con la condicién (V.19) ellas determinan
una recta unica de P3 . En efecto, suponiendo por ejemplo Py + 0, la recta deter-

minada por los puntos

x(0, P12, P13 P14) ., (-1, 0, 1323/1312. P24’P12)- (V.20)

tiene las coordenadas Pyj (teniendo en cuenta (V.19)).

0 estd bien deter-

Esta recta es dnica, pues el punto en que corta al plano x4

minado por las relaciones

Pj2 Pi3 Pig

y analogamente estd determinado el punto en que corta al plano x4 = 0.

Obsérvese que segin (V.20) las coordenadas pjj ¥ oL Pij (oL = constante no
nula) definen la misma recta. De aquiy de a) y b) resulta: las coordenadas plickeria
Considerdndolas como coordenadas homogéneas delos

nas son coordenadas hemogéneas.
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puntos de pd , la ecuaci6én de segundo grado (V.19) represénta una cuddrica.de P5 .-

llamada la cuddrica de Klein. Es decir::

Las rectas de P.3 se representan biunivocamente por los puntos de una-'cﬁ_édri*

ca de P'5 , llamada cuédrica. de Klein.

Veamos la condicién para que dos rectas pij , "p{j' tengan punto comdn. En tal .
caso los pares de puntos (x,y), (x',y') que las determinan est4n en un mismo plano y

por tanto se tiene

= P1g P'344 P31 P'ag + PigP'ag + P3gP'yp +

[ ] ! =
Py P3; + PagP'yy = 0.

Reciprocamente, si esta condicién se cumple, las rectas estdn en un mismo plano

¥y por tanto se cortan.
Si representamos por a tanto a la recta de coordenadas pij como a su punto
correspondiente en pd y analogamente por b a la de coordenadas p{j ¥ a su punto

correspondiente, escribiremos
= 1 ; ' N )
(@, b) = PiaPlgy ¥ Py Plyy + PiyPlag * Py Plyp + Pyy Py
+ Pyg Py -

Si a, b, ¢ son tres puntos de P5 , los puntos del plano que ellos determinan
son de la forma d =>\ a +)A- b + ]) c ()\, /U~ s \) £ nimeros reales no todos nulos). -
Si a, b, ¢ son rectas que se cortan dos a dos, seri

(a,a) = (b,b) = {c,c) = (a,bz = {a,c) =(b,c) =0

De aquf se deduce que cualesquiera que sean >\ s Mo \) se verifica
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(>\a+}al,b+9c:, >\a+/,l,b+\)c)=0

o sea, el punto d representa una recta; es decir, es un punto de la cuddrica de Klein.

Por consiguiente:

Los planos determinados por tres punios de la cuddrica de Klein, correspondientes

a rectas que se corten entre si dos a dos, estdn contenidos en la cuddrica.

Esto prueba que la cuddrica de Klein contiene dos familias de ‘planos, a saber:

1. Planos correspondientes a todas las rectas de P3 que pasan por un mismo
punto;
2. Planos cofrespondientes a todas las rectas de P3 conienidas en un

mismo plano.

De aquf, de manera evidente: dos planos de la misma familia tienen un punto co- -
mun. Dos planos de familias distintas o no tienen punto comin o tienen una recta de pun-

tos comunes.
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Vi. ESPACIOS VECTORIALES TANGENTES

1., UN LEMA SOBRE EXISTENCIA DE CIERTAS FUNCIONES.

Para varios propésitos es interesante el siguiente

LEMA. Dadas en el espacio euclidiano R® dos esferas concéntricas de radios

a y b respectivamente (a { b), existe una funcién G(X:l, X9, « - . , X5) declase
C® que vale cero en el interior y en el contornv de la primera esfera y vale uno en el
exterior y en el contorno de la segunda. Entre ambas esferas es 0<e<1.

Para corstruir ¢ empecémos por el caso de una sola variable x. Dados dos
intervalos cerrados [—a , a:l . [-b , +b] 0{a<b deleje x, vamosa cons-
truir una funcién \{-) (x) € CP° tal gue sea nula en E— a, +.a__] y valga 1 fuera de

[:-b, +b:}.

Pongamos
(P(i) = exp| — . S
(x-a }b-x)

para a<x<b. y

(P(x) =0 fuera de [a,b_( .

Pongamos también .

AN )
b
!@(x) dx = A, (f(x) = -—;:fcp-(t)dt )
-0

a b

Xy

Es claro que

a

AN

c‘J(x) =0 para - {x

‘{/(x) =1 para x> b.
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Analogamente, pongamos

h 4

‘ {(x) = exp para b x -a .
¥ " (x+aXe+b) xS
(",
%«‘)1 {x) =0 , fuerade -b gx g-a
y luego =g °°
_b x
, ¥
I\ |
J
i
b -a x -b -a x

La funcién €-(x) = (f/ (x) + L'/l (x) esnulaen [-a, + a:l y vale 1 fuerade

[-b,+b]. Ademiés (P,(PI, W, (]Ul y por tanto @ son de clase c®
@
'
:
" i
= " <7
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Pé.ra pasar al casode n dimensiones, basta suponer que el centro de las dos es
" feras es el origen de coordenadas y poner r = (xf‘ + x% +, .. ..+ xrz‘; )% ; entonces la
funcidn .-O(xl, Xo, + 7o 4, xn) = 8(r) cumple las condiciones del lera.

En vez de dos esferas de radios cualesquiera &z, b (a<b) , se pueden tomar dos
" cubes concéntricos de lados paralelos e iguales respectivamentea 2& y 2n€ . El
lema vale entonces igualmente, pues basta tomar una esfera circunscripta al primer cubo
y oira inscrip‘l:a en el segundo, que resultan de radios a = \[n—E , b=n€ , conlo
cual el lema es aplicable a ellas y resulta s_afis_febﬁo para los.cubos.

Sea ahora A un conjunto com'pacto de Rh y B un abierto que lo contiene.
Tomemos & suficientemente pequefio para que todos los cubos de lado 2n€ qile tie-
nen punto comun con A queden interiorés a B. Siendo A coémpacto, se puede cu-
brir con un ndmero finito de cubos de arista 2€ ; sea N este mimeroy sean 9; (i=
=1, 2, ..., N) las funciones ¥ anteriormente definidas correspondientes a cada u-

no de ellos y a sus concéntricos de lados _ 2 n€ . La funcién

N
h=1-T1—]'ei i

es de clase Coo’ vale ‘1 en A, estdcomprendidaentre 0 y 1 yvale 0 fue-.

rade B . Se tiene asi demostrado el siguiente:

LEMAII. Si A es un conjunto compacio de R y B __un abierto que lo con

. @ : .
tiene, existe una funcién de clase C , siempre comprendidaentre 0 y 1, queva-

le 1 sobre A v esnulafuerade B.

2. PARTICION DE LA UNIDAD.
Puesto que toda variedad diferenciable V es un espacio topoldégico localmente
homeomorfo a R™ (= cada punto tiene un entorno homeomorfo a un abierto de R%) y

RrR? es localmen te compacto (8§ 1, N°17), resulta que toda variedad diferenciable es
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localmente compacta.

De aqui y de los teoremas 1.7 y 1.8 se deduce:

Teorema VI. 1.

Toda variedad diferenciable es regular.

Teorema VI. 2.

Toda variedad diferenciable es paracompacta.

Estos resultados y los lemas del nimero anterior son dtiles para demostrar el si-

guiente

Teorema VI. 3. (Particién de la unidad, Dieudonné, C.R. 205, 1937, p. 593-595),

" Dado un cubrimiento pof abiertos {Ui} de la vari_edad diferenciable V , exis-

te un conjunto numerable de funciones g; tales que:

a) gi>/0 , -Zg;ﬁ 1;

b) g; € c® y tiene soporte compacto contenido en U1 H

c) cada punto de V tiene un entorno que solamente tiene punto comun con un

nimero finito de soportes de las g; .

Recordemos que se llama soporte de una funcién continua al menor conjunto fuera
del cual la funcién es nula, '

Demostracién. Siendo V regular, cada punto tiene un entorno U!' cuya adhe-
rencia U' pe‘rtenece a algin U; Yy al dominio de una carta local que contiene al puuato,
Por otra parte (Teorema 1.5.) el cubrimiento por estoé U'! posee un subcubrimientc
pumérablé; sea {U{} .. Por ser V paracompacta, ‘el cubrimiento {U;} admite un
refinamiento por abiertos, sea {Ul' '} , que es localmente finito, Todavia, este cubri
miento admite un refinamiento {Ai} tal que Zx C U}' . En virtud del Lema II del
nimero anterior, para cada para A, Ui" tenemos una funcién hi de clase Cm , do

soporte en U{" que vale 1 en. Ai . Las funciones
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Z h;

tienen 1as,<:propiedades del enunciado como es inmediato constatar. Obsérvese que la su-

g;

ma del denominador es finita.

Corolario. Si A esun compactode 'V y B un abierto que lo contiene, exis oo ‘5
te siempre una funcién de clase C00 cuyo soporte estd contenid_o en B, comprendida - |
entre 0 y 1 eiguala 1 sobre; A,

En efecto, basta considerar la particién de la unidad Z gi = 1 .subordinada &l
cubrimiento {B, V-A} . La suma de las funciones g; cuyo soporte tiene pun'tt:) cdimih
con A es una funcién que tiene las propiedades del enunciado. Este corolario coincide

con el Lema II del mimero anterior para V = R™.

3. VECTOR TANGENTE.
Sea V(E, r}:r ) una variedad diferenciable de clase CT (r>/ 1). Dado un punto ~

(-\!
g p de V, representemos por .f' (p) al conjunto de las funciones que pertenecen a

%’Up) para algiin entorno Up, de p.

- Definicién VI.1. Se llama vector tangente contravariante, o simplemente vector °

1

- tangente 2 V enel punto p, atoda aplicacién h:T {(p) > R~ tal que:

. a) Sea lineal, es decir,
A £+ M g) = A hif) + M hig)

para todos >\,/~L€R1 , fg C?(p)

b) Sea una diferenciacién, o sea,

K(f g) = h(f) g(p) + £(p) hig).
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De esta definicién se deducen las siguientes
CONSECUENCIAS.
1. Si f = k = constante, es h(k) = 0.
En efecto, para cualquier funcién 2z es
= k hig), semin a)
h(kg)
= h(k) g(p) + k h(g), segdn b)
Igualanda y simplificando resulia h(k) g(p) = 0 para cualquier g(p); -por tanto h(k) =

=0.

2. Si f esnulaenunentornode p, es h(f) =0,

En efecto, tomemos un entorno abierto Up de p contenido en el entornv dado
y perteneciente a una carta de <V, éea (Up,(P ). Sean E'l C E2 dos esferas de
R™ concéntricas y contenidas en (F (Up). Segin el Lemal, existe g € C®, nulaen
Eij eiguala 1 en R" - Egy . Poniendo g, =g o(P ,» serd f=.g;. Deaquf, apli

cando b)
h(f) = h(f g4) = h(f).0 + O.h(gy) = 0 ,
lo que prueba el enunciado.

- 8, Sidos funciones fl . fz coinciden en un entornode p, es h(fl) = h(fz) .
En efecto, f - f2 cumple las condiciones de la consecuencia anterior y por tan
to h(f1 - fz) = h(fl) - h(fz) 20.

De 1 y 3 sededuce:

4, Si f es constante en un entornode p, es hip) =0,

4., ESPACIO VECTORIAL TANGENTE.

Definiendo  (R'+h")f=h ®)+h" & .  (Nh)L=ANh)
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para >\ € rl , resulta que los vectores tangentes enun punto p € V forman un es-

pacio vectorial sobre los nimeros reales. Se llama el espacio vectorial tangente a V
en el punto p Yy se representa por Tp .
Queremos ver la dimensién de Tp . Consideremos un sistema de coordenadas lo

cales x; definido por la carta (Up, (-P ) que contienea p. Toda funcién € ?(p),

definida sobre Up , puede considerarse como una funcién de clase CY¥ de las varia -

ples x; definida sobre (P (Up) € R®. Para no complicar la escritura pondremos

. 1
f(x) para indicar esta funcién (en realidad seria fo CF ). Pondremos también £(p)
para indicar el valor de la funcién para las coordenadas xi(p) de p. Utilizarémos,

ademds, la notacién

2
I. = £ , i=1,2,...,n,
1 B
axi
Siempre se puede escribir
n
f(x) = £(p) + E f; (Pix; - x3(p)) + g(x) (VL. 1)
i= 1

donde la funcién g(x), definida en un entorno de p, cumple las condiciones
gp)=0 , gyp)=0 para i=1,2,...,n. (V1. 2)

De la relacién
Srettley x) () +x1(p) , Hxg - xpp) + xp(p), o4 . ) =

n
=2 g - x PN FxB), - .., ) (kg - X0,
1

yde (VI.1) se deduce la identidad -
1

n
g(x'l, S » xp) = g(x - xi_(p))'fgi(t(x1 -xepN+xy (), . ... Ydt
0

Aplicando la propiedad de ser h una derivacién y que la integral anterior es nu-
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la en el punto p, resulta
high=0 .
De squi, aplicando h a (VL1),

h(f) = [tfifp)h(xi) . © (VL.3)

Esto nos dice:

a}) ‘Todovector h €.'Tp ‘8€ expresa como combinacién lineal de los vectores

~.

hy: f ——>1(p) = ( ot ) (VL4)
5

X5

Es claro que estas aplicaciones son lineales y son diferenciaciones; por tanto son

vectores tangentes. Ademds, son independientes, por serlo las derivadas parciales de
lag funciones.

Es decir: los vectores h; constituyen una base de Tp.. Se llama la base aso~

ciada al sistema de coordenadas locales. x.. La dimensién de este espécio €8, en con-

1

gecuencia, iguala n.
b) Todovectores de la forma
n . o
h: f——>._§_ ——f——) >\ - (VL5).
1\ 2x; P i ) .
i : .
donde las >\ = h(xi) son las componentes de h .en la base anterior.. -

c) Por un cambio de coordenadas x; —> x’_{'., ~siendo

n .
| -
o . Z 91 _Pxin (VL 6)

exi m=1 ax;n Qxi

resulta

h: f_..; i( ot ) (ax;) >\i (Vi.7)

1. i= 1
m, ¥ 1 me p axi p
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. 5. - - R
y por tanto, las componentes )\ dé h en el nuevo sistema de base (af/ ax'm )p ,

resultan ser

1 n 9 1 .
>\m=Z m N (VL. 8)

=1\ axi P

Esta es la ley de transformacion de las componentes de los vectores contravarian

tes por el cambio de coordenadas x; —>

En el cdlculo tensorial cldsico, la relacién (VI.8) se toma como definicién de vec
tor ¢ontravariante.

1. \2
En forma de matrices, si e = es una base de Tp y >\ = ()\, )\, .

n
. s >\ ) son las componentes del vector h, serd h = )\ e . Por un cambio de base
. N '
e' = Ae (A =matriz nXn no singular), debeser h = Ne = )\ e' y por tanto
|
>\e = >\Ae, de donde
' -
XN = Aat
que es la ley de transformacién de los vectores contravariantes por el cambio de base

e'=Ae.

5. VECTOR TANGENTE A UNA CURVA.

Sea unh punto p de una curva F de clase C1 (= imagen del segmento real
0 < t < 1 en la variedad diferenciable V por un difeomorfismo). En un sistema de
coordenadas locales y en un entorno de p las ecuaciones de |_-I serdn de la forma
x; = Xj (t) conlas x;(t) € cl. Elvector

h:f——?Z(af)xi(p)

i ox%; /p

pertenece a Tp y se llama el vector tangente a l—1 en p. El espacio vecto-

rial tangente Tp estd formado por todos los vectores tangentes en p a las curvas de

(4

/

R A s

e
5

i

et

hECeet:

H
¥

P S

lietas

rely
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RS iR

e

\
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la variedad que pasan por p. Los vectores tangentes a las curvas (;1 =t,xg =0, .
....;xnto),(i'lio,xzat,X3=0,.....,xn=0),.....,'(;1=0,

xg ®=0, ..., x, =t) forman la base asociada al sistema de coordenadas locales x; .

6. COVECTORES Y ESPACIO VECTORIAL DE LOS MISMOS.

%*
P

Tp —_—> Rl) , es otro espacio vectorial, también de dimensién n, cuyos elementos

El espacio dual T_ de Tp (o sea, el conjunto de las aplicaciones lineales

se llaman covectores. Se llama el espacio vectorial tangente dual de la variedad V en
‘el punto p.
%*
Para hallar una base de Tp se sigue el método general.

Consideremos la base

hy 1 f —> (f;), (VL.9)

(C *
de Tp y los covectores (Pi € Tp definidos por
(Pi (hj ) = 5 ij (VL. 10)

Estas condiciones y la de ser (-Pi lineales, permiten deﬁrﬁr “Ei(h) para cual

quier h. En efecto, siendo la expresién general de los vectores de T
. b

R

p)

serd
i -
PRCVES A (VL. 11)
y por tanto
n - -
) - 21 Q)0 m (VI 12)
Es decir, toda LP ‘es combinacién lineal de las (Pi con ciertos coeficientes
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CF(hi) qué dependen de la (‘F considerada. Por tanto, las LPi forman una base y

las (P (hi) son las componentes de (P respecto de la misma.

Para dar un covector (P hay que dar las componentes

I ° -
My o= (-P(hi) (VL 13)
y luego (*P es la aplicacién lineal que a cada "h € Tp hace corresponder el nimero

real Z/U’l (Pi (h) , o sea
n
(P :h —-—*rZ/“*i (ﬂ (h) (VL 14)

se puede escribirse

N n ]
(P? =Z/‘Ai (P: (VL 15)

donde, en cada caso, % debe sustituirse por el vector al cual quiere aplicarse LP .
De. aquf se deduce la ley de transformacién de las componentes /M'i por un cam-

bio de coordenadas x; —> x}. En efecto, la ecuacién (VIL.8), permutando el papel .

de las x;, x{ se puede escribir

>\m=i _9%m }\,i

=1\ 9xy Jp

o sea, segin (VI.11)

. 3 n " a

1 < ,
: “m
“ b= 2 |—=- ¢ (VL 16)
i ax'i p

) Por tanto .

n

* §

' . ' (PJ‘ = }‘)'m (Pm = Ml

N m=1 i,m=1

de donde

(VI.17)
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Esta es la ley de transformaci6n de las componentes delos vectores covariantes.

‘En célculo tensorial cl4sico esta iéy se toma como 'défin_icigﬁn de los vectores covariantes.

En notacién matricial, si € = ( 61, 62,‘ .« o i,l&n ) es una base de T; y

M :
/k -( H ) son las componentes de un covector (‘F, serd (‘F = 0 /4- . Por un ¢ambio

2
debase ©' = 8A (A = matriz n X n no singular) debe ser ('f = 6)*- =8 = OA/U.'

de donde

JrrmaT

que es Ia ley de transformacién de las componentes de los covectores por el cambio de

€1
A *
Si e = e.z

base €' = 6A.
) es una base de Tp, la base asociada © de Tp se define

- . ,
por las relaciones (’{TI-. 10), o sea Ql(ej) = 8 Por un cambio de base e' = Ae, la

J:

base asociada sufrird un cambio ©' = 8B ; qﬁeremos ver la relaciénentre A y B.

Si para sinipli_ficé.r la escritura convenimos en que los Indices repetidos indican que van =t
sumadosde 1 a n, de acuerdo con el criterio usual en cdlculo tensorial cldsico, de

. A1
la relacién 9'1('ej) = 5 :

jo @ se deduce

i o . . _ SR
o (a, e ) acm : L (em) a. b Spfn 3irn

jm “m i jm Psi b

s =
85 (ep,) si

ajm

lo que significaquees AB=E, osgea, B = A"1 . F=-

7. PRODUCTO ESCALAR.

-

A : z , \ 1
Definicién V1. 2. Dado un vector contravariante h:f{ —_—7 f; )\ " ¥y uno

covariante (P : h —> E /“=1 CPi' , sellama producto escalar de los mismos, al

nimero real

(poy - Qued mN
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Puesto que el primer miembro no depende del sistema de coordenadas, resulta que

2;/“-1)\1 =21:/*'i )\'i

para cualquier sistema de coordenadas, como puede comprobarse directamente a partirde

debe ser

las f6rmulas de transformacién (VI.8) y (VL 17).

8. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION.

Dada una funcién f € T(p) , Qqueda definido un covector (df)p por la relacién -
(df)p h = h(f) (VL. 19)
) 1 _
gue a cada'vector h € Tp hace corresponder h(f) € R . En efecto, se tiene

@\ By + Mhy) = (Aby + Mhylf = X by (1) + by (0 = A (d) by +
+ M), hy

y por tanto (df)p es una aplicacién lineal de Tp en R '

Definicién YI. 3. El covector {(df )p definido por (VI.19) se llama el diferencial

de f enelpunio p.

En particular, fijando un sistema local de coordenadas que contenga el punto p,
para f=x;, es

(dxi )p h = h(xi)

y teniendo en cuenta (VI.5) y (VI.11)} resualta

i
(dx;)y h = A = P, w (VL. 20)

y por tanto para cualquier covector CP , segin (VI.15), es
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n
) (‘F*:z /"‘i (.dxi)p*

‘es decir, las diferenciales (dxi )p forman una base de T; .

También, juntando (VI.19) con (VI.5) resulta

n
(), h = > ( aaf ) (dx; ), h (V1. 21)
. _

1 xi-'

que es la férmula cldsica del diferencial de una funcién.

Resumiendo: supuesto definido en un entorno de p un sistema local de coordeua-
das xi , Vel diferencial de una funcién f es la aplicacién ‘lineal_que a todo vector contra
variante de componentes >\i , hace corresponder el nimero real |

n
(af), h >y (Bf ) N (VL. 22)

1 ax-
’p

En particular, el diferencial de x; es la aplicacién que a todo vector h decom
i i
ponentes >\ , hace corresponder la componente )\ .

De aquf se deduce, teniendo en cuenta (VI.8), que por un cambio de coordenadas

X; —> x{ , debe ser

n
. ox!
(dx!) = (——J— (dx_) . (VL 23)
1'p ; axm)p m’p |

9. ESPACIO DE LOS VECTORES TANGENTES.

Sea V una variedad diferenciable de clase CT y dimensién n.

Definicién VI.4. Se llama espacio de los vectores tangentes a V al conjunto.

T(v)=L,l Tp T (VL 24)
_PEV

unién de los egpacios vectoriales tangentes a V en todos sus puntos p.
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Teorema VI.4.

T(V) es una variedad diferenciable de clase Cr-l v dimensién 2n.

Demostracién. Un punto de T(V) esunpar (p,h) con p€V, he€ Tp. Pa
ra todo p existe un sistema de coordenadas locales x; y una base asociada h; de

E i
T respecto de lacuales h = hy )\ ; recordar (VI.4). La aplicacidn

pl

1 2 5§
(p,h) —> (xl, Xgs o o v s xn;>\, N, e, >\n) (VI. 25)

representa en R2n a los puntos de T(V) correspondientes al abierto de V para el '
cual valen las coordenadas locales xi . La correspondencia (VI.25) es localmente bi-
yectiva y por tanto permite inducir a T(V). la topologia natural de RZn . Respecto de
esta topologia T(V) resulta un espacio separado; en efecto, sean (p,h), (p',h') dos
puntos distintos de T(V); si p = p', ‘las coordenadas x; son las mismas y basta to-
mar entornos distintos de h, h' en Tp = Tp' para tener entornos disjuntos en T(V).
Si p #p', basta tomar entornos disjuntos de p y p' en V.

Para ver que T(V) es una varieglad.di!erenciéblé, se observa que si en otra car

ta distinta de la (V1. 25) es

12 m
(p,h)—?(xi, xl2""‘xx'1;)\: >‘\,...,.>\) . (VI.%G)

las férmulas de transformacién entre las coordenadas de un mismo punto de T(V) son

las correspondientes a las aplicaciones (reeordar (VI 8))

= ox! m .
. (V1. 27)

i 'i
xj_—’x{ 3 >\—’>\=

1 O%m /P
La aplicacién X ——>xi es de clase c’ por ser V de clase Cr, con

lo cual la aplicacién (VI, 27) resulta de clase Cr-l . Queda asi probado el teorema.

Definicién VI.5. Se llama espacio de los covectores tangentes, al conjunto

V) = U T, (VL. 28)
‘pEV
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unién de los espacios covectoriales tangentes a V en todes sus puntos p.

Igual que antes se demuestra que T*(V) es una variedad diferenciable de clase

Cr_1 y-dimensién 2n.

Teorema VL 5.

IL.a variedad T(V) es orientable.:

Demostracién. Segin (VI-27) el jacobiano del cambio de coordenadas ‘(x,->\) -

1 .
—> (x; >\) vale

1_ 2"
| e o 2 .
5 e = |P&) | N o (V1. 29)
° x") | o)
* ? (x)

donde 2 (x')/ 2(x) representa el jacobiano de la transformacién x ——> x'. Segin

la Definicién IV. 6, la desigualdad anterior prueba el teorema.

Corolario de este teorema y del teorema IV. 1 es que para las variedades V .no

orientables, los espacios T(V) no son nunca los productos VX"’.[‘p .

Conviene considerar con detalle la diferencia entre T(V), definida por (VI.24)

yel prbducto VX Tp (p un punto fijo de V ). Naturalmente que aqui, como en todo '

lo precedente, el espacio vectorial Tp se considera como una variedad diferenciable e-

. i
quivalente a rR" , con la identificacién natural: vector de componentes >\ = punto de

1
coordenadas >\ .
Para la variedad produéto VX Tp , el espacio vectorial Tp

. Por otrapar
. '
‘conduce a ecuaciones de la forma >\ =

mo y los cambios de coordenadas x —> x' en V np influyen en Tp

te, un cambio de coordenadas en Tp

m ' )
= E m >\ con los coeficientes ain independientes de x . Por tanto el jacobia-
©m

amn/amw

R |- X"

no de un cambio de coordenadas en V X T.p es de la forma
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presién que ya no es un cuadrado, ¢omc en (VI.29) y en consecuencia V ><Tp puede -0
no ser orientable. Como Tp n Rn s orientable, el producto V XTP serd orientable

.

o no segin lc sea V.

Si V es orientable, puede ocurrir que sea T(V) = VXTp; en este caso se dice

que .V es una variedad paralelizable. Si en cambio T(V) * VXTp , la variedad WV

se llama no paralelizable.

Para las variedades paralelizables, fijada una base h; de T,, se tienen en ca
da punto de V., bien determinados, los n vectores tangentes hi . Cada uno de estos

vectores es un puntode V XTP = T(V) vy por tanto ellos varfan con continuidad sobre V
Reciprocamente, si V es tal que admite en cada punto n vectores tangentes h;, in-
dependientes entre si, que varian con continuidad sobre V , se pueden tomar en cada pun
to estos vectores como base del espacio vectorial tangente correspondiente y por tanto
T(V) = VXTp .

De aquf se deduce:

Teorema VI. 6.

Las variedades de gripo son siempre paralelizables. En efecto, basta tomar enun

entorno de la identidad los n vectores tangentes h; y tomar luego en todo otro punto

los trasladados por la operacién correspondiente del grupo.
De aquf se deduce, segin el teorema VI.5 y €l corolario del tecrema IV. 1, que:.

Teorema VI. 7.

Las variedades de grupo son orientables.

Ejemplos.

1. El toro T2 es una superficie _paralelizable. Basta tomar en cada punto los
dos vectores tangentes al meridiano y -al paralelo correspondientes para tener dos vecto-

res tangentes en cada punto de la superficie que varian con continuidad. Mds generalmen=-’




te, es inmediato ver que el producto de variedades paralelizables es paralelizable. Encon

secuencia, el toro n dimensional ™ a slx slx e e XS1 (n factores) es paralelizable,

por serlo la circunferencia Sl .

-2 ; ~
2., La esfera ordinaria S noes pa;'alelizable. En efecto, mds adelante demos
,trgremdé >( g 9 N° 6 ) que sobre ella no existe un campo continuo de vectores tangentes

(y por tanto tampoco un campo de pares de vectores tangentes). En consecuencia: la s2

no es‘variedad .de_ grupo.

3. Recordemos que la norma de un cuaternién o = a; + a-zi + ag j+ ag k es.
N(X) = af + ag + a‘g + aﬁ . Por tanto, los cuaterniones de norma unidad estdn .represen-
tados por puntos de 83 . De aquf y-de la relacién N(o! f:? ) = N(oL) N( ﬁ ) se deduce
que S3 es una variedad de grupo (es la variedad del grupo e ) 85, N°3). Se
pugde demostrar que S1 y SVs. - son las dnicas esferas que son variedades de grupo. (H.

Samelson, Comm. Math. Helvetici, 13, 1940, 144-155).

4. La esfera S7 es paraleiizable, pero nc es variedad de grupo. (Ver Steenrod,

Topology of Fiber Bundles, Princeton 1951).

5. Sobre S2m-1 -exigte siempre un campo continuo de vectores tangentes. .En'

efecto, sea el punto (xl, Xos o o v 5 Xpns Xppipegs o ¢+ s x2m) de la esfera E xiz =1
(que es la SZm-l ). En este punto, el vector (X410 “Xmagr v - o -xzm; Xyp oo o

s2m-1 = siendo evidente

.+, X ) es perpendicular al radio y por tanto es tangente a

que varia con continuidad sobre esta variedad.

A10. CA.MPOS DE VECTORES.
Sea V(E, {F') una variedad diferenciable de clage _Cm Un campo dé vectores

sobre V es una aplicacién X tal que a cada punto’ p € V hace corresponder un vec
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tor Xp de Tp'

Indicando con Xf a la funcién que a cada punto p hace corresponder el mimero |

real pr , resulta que un campo de vectores X puede también definirse como una apli
cacibn  —> Xf de T —_— ? que sea lineal y una diferenciacidn, es decir,

gque cumpla
X(af; + bfg) = a Xf; + b Xfy, X(fg)=gXf+fXg (VI. 30)

con a,b€R!, 1,,f€ I .
Dados dos campos de vectores X, Y sobre V, seindicacon XY ala aplicé_
cidn J" —_— resultante de componerJa Y conla X . Esla aplicacién no esun g

campo vectorial puesto ciue no es una diferenciacién. En efecto, se tiene
XY(fg) = X(gYE+£Yg) = YI Xg + g XY + Yg Xf + f X¥Yg

y para que fuera una diferenciacién no deberian estar los sumandos primero y tercero. -
~ En cambio la combinacién [XY] = XY - YX siesuna diferenciacidﬁ, COmo ex ...

inmediato comprobar, y como ademds es lineal, resulta un campo de vectores.
Al operador . E‘ (X) que al campo de vectores Y le hace corresponder el cam-

po [XY] se llama la derivada de Liede . Y con respecto del campo X, o sea, por

definicién
L& Y= [xy].
Como ejercicio se pueden comprobar f4cilmente las relaciones
a) [xv] = - [vx]
b) [x(vz)] +[v(x2)] + [2x¥)] = 0 (identidad de Jacobi).

0

Expresién mediante coordenadas. Dado un sistema de coordenadas locales X,

un campo de vectores A estd dado.pof

A= z“ai 9

’()Xi




con al(xj, x9, . . ., xp) € c®. si B= 2 % es otro campo de vectores,
resulta )
. 2 .
: A . )
AB =) dbl, L 4 gty —2
i,j @x;i ?x; 9xj
~. : i i 2
AB|=AB -BA = (@b’ j - b a ;)
’ ; ) l,j ' GXj’.

. donde con una coma se ha indicado la derivada parcial ordinaria. La ltima expresién es

también la derivada de Liede B respecto de A . En notacidén cldsica, la derivada de

Lie del vector bl respecto del campo a' es

Lib = E (aibj i bl al i).
i 3 ) J.

11. APLICACIONES ENTRE VARIEDADES DIFERENCIABLES. DIFERENCIAL DE

UNA APLICACION.

Ya sabemos lo que es una aplicacién diferenciable de un abierto de _Rn en R™

{Deftinicién I11.8).

P

. 1
Sedn ahora dos variedades diferenciables V(E, F ) y VHE!, (.F ) declase CT

y dimensiones n y m respectivamente, .

Definicién VI. 6. Una ablicacidén i) : E —% E' ge dice que es una aplicaciéndi-~
ferenciable declase CY¥ de V en V' (y se escribe también (—? : V—>V'), sipa
. t
ra todas las cartas (U, , LFo(,) de V y (U‘ia\ , (P? ) de V' tales que @ (Uol) -

C U}F, las aplicaciones .
!

(’Ff'g 0o QE; . (Pd (U} ——>QP;3 (§(q¥)) (VL. 30)

son de clase CT .

Obsérvese que las aplicaciones (VI.30) son aplicacic;nes de ébieﬁos de RM en
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Analogamente a la Definicién 11.9, una aplicacién ? de un abiertode V en

un abierto de V' se dice que es un difeomorfismo; si lo es la aplicacién (VI. 30).
Sean p, p' = é(p) un par de puntos correspondientes. La aplicacién é , sSu-~

puesta de clase CT (i-),,l) , gubordina una splicacidn
' ic- : Tp =% Tpe (VI 31)
definida por -
§ « (M)ig)=higod) (VL. 32)

: il ’
paratodo h € T'p y toda funcién g € f‘ (p'). Esto significa que el vector de T ot
- * A N'
correspondiente al h es la aplicacién que a toda funcién g € J“- {p') hace correspon-

der el mimero real h(g o @) .

Para ver que @# (h)(g) es efectivamente un vector de Tp, hay que demostraf ,

que es lineal y que es una derivacién:

a) Es lineal. Teniendo en cuenta (VI.32) y la linealidadde h es

Buhd ng + pgy) = b (g +
+ /u.x,gl)o (I)) = )\ h(g oé).*
+ '/J.Lh(gl o @) = )\ @‘(h)g +
+ Jo by (m)gy

b) Es una derivacién. En efecto, se

tiene

§, g gy) =higg; o §) = hio Pie1 0 §) =
=h(g o Pl (g1 0 Plp + (80 ), higy 0P
= @g(h)‘g.gl (p') + (“Q* (h)g;.2(p').

Definicién VI.7. La aplicacién @, definida por (VL 32) se llama la diferencial
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de la aplicacién {) -

Si en entornos de p, P' se suponen sendos sistemas de coordenadas locales X

Yy i=1,2,...,n5 8'71, 2, v ..,m) Yy ¥, =);(‘(x1,' X9, - - + » X,) sonlase-
cuaciones de Q , al vector
; o .
§ i
1 @xi

i
de componentes >\ , corresponde el vector

de componentes _ _ ‘
1d ) .
O Yt i
A = E —= X. (V1. 33)
i ox.
" En’estas f6rmulas y en las siguientes las derivadas parciales se entienden tomadas

enel punto p.
La aplicacién §* , junto con la & , define una aplicacién T(V) —>T(V')
que en coordenadas loéales se expresa

BN | 2 n iz i
(xl,xz,...,xn;>\,}\,...,%)—)(yl,...,ym;zeil)\,....
“ai

Y Bmo N,
’ . axi .

Por tanto - ? « queda determinada por la matriz (9'};( / axi) de tipo mxn.

Para que la correspondencia Tp — Tp, sea inyectiva, o sea, para que en
Id s
i
(V1. 33) todo vector )\ sea homélogo de un solo >\ , debe ser m >/n y valer n

la caracteristica de la matriz ( oy ' |/ ©xi). En efecto, sifuera

n
“3 o x.y ey
1 ox; 9x; .'1

seria
n 9 ‘
E yo(, (>\ )\ Y= 0 (dzl,é,...,m)

1 9x




N . A ) . ¢! i
y para que de esta relacidn se pueda deduvcir que 1\\1 = '>\--, para i=1}1,2, ...,n
es necesario y suficiente que sea .m) n- y que la caracterfstica de (Py 1o/ 7©%;) sea

h’u’

Definiciés VI, 8. Uns aplicacién § :'V —=> V' se dice que es regular en elpun

i@ P, Bi su diferencial §* : T p 2 T p' ed inyectivaen p.

Se dice que es regular en V 'silo es ertodo punto p € V .°

Para V = R®, V's R®, esta definicién coincide con la Definicién II.9.

OBSERVACION. En el caso de ser V'= Rl-, 1a aplicacién § vV —r R!
es una funcién numérica sobre V y é* es la diferencial de - § del N° 7. En efec-
to, en este caso la unica yal‘ es y(xj, X3, « . ., Xp) ® § y segdin (VI.33) es la apli

\1 :
cacién que al vector de componentes )\ hace corresponder el nimero real

NI L I

1 6xi

. con las derivadas parciales tomadas en p; por tanto, segin (VI.23), es

be=ad

12. APLJCACION ADJUNTA.
*

Veamos si la aplicacién é determina también una aplicacién lineal entre Tp

&
y Tp,.

La manera natural de definir una aplicacién T: —_— T;, serfa hacer corres-

" -ponder-a cada covector ('F , quea h hace corresponder (-P-(h) € Rl , €l covector
('F que al vector h' hace corresponder el mismo mimero real (;F (h), o sea, (‘P(h')=
= QP(h) , siendo h' = @.(h) . Sin embargo esto no es posible en general, pues puede ha

ber vectores h' € T que no sean homélogos de ningin h y para ellos no se sabria

pl
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'
que valor dar a (17 (ht).
. o * X
En cambio sé puede definir la aplicacién é : T , —> T_ que al covector ~

]
[] p p ]
(-? hace corresponder el covector (‘P que a h hace corresponder LV (h) = Cf {ht)e

€ R1 , siendo h! = é*(_h) .

Y *
Definicién V1.9. Se llama aplicacién adjunta de §* y se representa por @ , a

]
la aplicacién T:, — T: definida por § ——> ¢ tal que
1 .
P = P (VI 24)

siendo h' = (ﬁ* (h).
i e{ el '
En coordenadas locales, si h = ( >\ ), ({) = (}ki), h' = (A ), ('F = (ﬂ-o(_)

donde se indican entre paréntesis a las componentes del vector o covector respectivo, se-

gin (VI1.-8) es
. . . 1ed ' i
({?_{h)-z P N, (‘P(h')‘Z}’u A =Z}Lx%— A
dai xi

y por tanto de la condi;::idn (V1. 24) se deduce
é*- .:-Z-—?yi‘-— ' i=1, 2 n. (VI25)
T ey S e R
Es decir, la aplicacién adjunta @* hace corresponder al covector de componen-

!
* ¥
tes /J'ol de Tp, el covector de componenties }*‘i de Tp dadas por (VI.."’.5) .

NOTA. Asi como @* , junto con @ , da una aplicacién V) —>T(V!),
N° 9, 1la aplicacién (Fk no puede, en general completarse a T*(V') — THV),

pues si § no es inyectiva, no todo p' € V' tiene correspondiente inico p € V.

13. TENSORES EN UN PUNTO.

Definidos Tp y T se establece la siguiente

*
pl
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Definicién VI.10. Se llama tensor r veces contravariantey m veces cova-
riante de la variedad diferenciable V en el punto p (diremos que es un tensor de tipo

{r,m)), a todo elemento del espacio vectorial producto tensorial

R * Jn *
TPE...ETPETPE.....ETP (V1.26)

con r factores Tp y m factores T; .
Este espacio producto se representa por T;(p) . En particular es T(];(p) = Tb~,
o . *
Ti(p) = Tp .
Dada una base de Tfn(p) todo tensor de tipo (r,m) tendrd prtm componen=-

tes. Interesa ver como se transforman estas componentes por un cambio de coordenadas

x, —>»x!.
1 i
. ) 1 i

Para fijar las ideas tomemos un caso particular, por ejemplo el T2 . Sean a}k
las compohentes de un tensor en el sistema de coordenadas X . No ponemos de manifies
to el punto p para simplificar la notacién, pero debe entenderse que nos referimos siem
pre a un punto fijo p de V. La ley de transformacidn de las a}k debe ser la misma

i
que la del producto A /'Lj lJ K de un vector contravariante -y dos vectores covariantes.
Por tanto, segin (VI.8) y (VI.17) serd
n
. 9x! Qxl Ox h

atl = 1 . B ayy (VL. 27)

jk p ' 1
h,1,s=1 6xh ij 9xk

La regla es completamente general, es decir:

Las componentes de un tensor de tipo (r,m) se transforman por un cambio de
coordenadas 1o mismo que el producto de r . vectores contravariantes y m vectores
covariantes.

Naturalmente que esto no quiere decir que todo tensor de tipe (r,m) sea el produc
to de r vectores contravariantes y m covariantes, lo cual no es cierto, como es evi-

dente de la misma definicién de tensor, o bien como se deduce de la observacién de que un
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tensor de tipo. (r,m) tiene nF¥m

cOmponent;es independientes, mié.ntras que las com-
ponentes del producto-de m+r vectores se deducen todas de las n(m+r) componentes
de estos vectores.

El célculo tensorial cldsico define los tensores como conjuntos de componentes su-
jetas a la ley de transformacién anterior por iun cambio de coordenadas. Esta definicién

es itil para el estudio del 4lgebra tensorial. Puede verse, por ejemplo:

A. LICHNEROWICZ, Elements de Calcul Tensoriel, 1951;

L. A. SANTALO, Vectores y Tensores, EUDEBA, 1981 (Cap. X).

Campos de tensores. Sien cada punto p €.V se tiene un tensor de tipo determi
nado, cuyas componentes respecto de los sistemas de coordenadas x;, x;' de dos cartas

que contienen un mismo punto, se trahsfozjman segin la ley de los tensores (la (VI.27)

para el caso de tensores de tipo (1,2) ), se dice que se tiene un campo de tensores o,sim
plemente, un tensor sobre V. |

En este caso, si- V es de clase ct y las componentes del tensor son de clase.
c®, con s-< r-1, se dice que el tensor o el campo de tensores son de clase cs. Ob
sérvese que, siendo s < r-1, laclase C® ‘es independiente del sistema de coordena-

das.
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VII. FORMAS DIFERENCIALES EXTERIORES

TR PR
1, ELSIMBOLO - € 1 ¥ 1

: il, 12, s 'iq

Sean i, j Indices que pueden tomar los valores 1, 2,...., q . Las dos pér-
mutaciones iy, ig, « + +, ~i_q), Gy, dgs » « + » jq) de los nimeros 1, 2, .. .-, q se
dice que son de la misma paridad si se puede .pasar-dg unﬁ a otfa por .un'min'wrb par de
trasposiciones (perrh{niacién de dos i’ndiées entre si); en caso contrario se dice que-son de
di_stinta paridad. | “

" Muchas veces es ttil el siguiente simbolo

.8i (]1, jz, e e ey Jq), (il" 12, « s e 3 iq)
son de la misma paridad,

jl.jz,---..jq o
€ si son de distinta paridad, (VII. 1)

il,iz,...,iq
si en una de las permutaciones hay algdin

indice repetidoe .

En particular se suele también poner
12 .....q
ie i : . VII. 2
ell_,lz,...,lq' ei i i ( )
. 1 2 * s s 00 q -
Este sfmbolo sirve, por ¢jemplo, para expresar en forma de suma el desarrollo de A

un determinante. En efecto es.
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o
[
=
[V ]
[
NLO =0
]
m
-
-
=
[ and
[
=b'
2.4
~~
<
B
[}

[u] -

-----

donde la suma estd extendida a todas las q permuotaciones de los Indices.

Mds generalmente vale

a . . iy i ig
|u| € . E €1y iy uglug? ... ug (VIL 4)

Jyeewes j -
1 q 11, .» lq
¥ también
» ]l ..... ) . A .
Iul = ; €i lq u%l u12 u%q
in... i 1 1 J2 Iq
1’ q

donde se suman los Indices i peronolos j.

2. FORMAS ALTERNADAS.
Sea E un espacio vectorial de dimensién finita n sobre los reales rl. Indi

caremos por Eq al espacio producto EXEXEX ., , .XE de g factores iguales.

Definicién VII. 1. Una aplicacién f:E —> R1 se dice que es lineal, si secum
o X+ v) =l ax)+ ‘8 £(Y) (VI 5)
paratodos X, Y € E, ol (3 €R.

' Definicién VII. 2. Una aplicacién f: E4 —> 'Rl se dice que es ‘g-lineal si es

lineal para cada uno de los factores, es decir, si se cumple
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Xy Koo Ky A X HB XL Xy o X
(VIL. 6)
df(xl,.,.,xi,...,xq)'l'ﬁ f(xl,‘\_...,Xi,.,Xq)

cualesquiera que sean i%=1,2,...,q, X €E, oL, ﬁ.e R.
Las aplicaciones q-lineales se llaman también formas q-lineales sobre B9,
Para q = 2 se llaman formas o aplicaciones bili;zga.les. En este caso obsérvese la iden

tidad
HX+Y , X+Y) = f(X,X) + #(X,Y) + #(¥, X) + {(Y,Y). (VIL. 7)

Definicién VII. 3. Una forma q-lineal f sé dice que es alternada si se anula ca-
da vez que dos variables toman el mism_o‘va.lo.r.
Para abreviar se las llama también formas q-alternadas.

Si f(X,Y) es alternada, de (VII.7) se deduce
(X, Y) = -£(Y,X). (V1. 8)

En general, para €l caso de md4s variables, excribiendo (VII.7) para dos cuales-
quiera de ellas, resulta que las formas alternadas cambian de signo al permutar entre si

dos cualesquiera de sus variables. Se puede por tanto escribir
f(Xil, xiZ’ e v e, Xiq) = €i1' e 1q (X1, X9,..., XQ) (VI 9)

que se reduce a (VI.8) para q = 2.

Sea E una base de E . Serd.

n

X, = Z x B (VL 10)

hsl

l,Ez,-.o,E

y por tanto, para toda forma gq-lineal vale el desarrollo

8 5 1 .2 q
(X, X5, « o .., X.) = a Xy Xpoo. o« o X (VIL 11)
1 2 4 hln-.-:hth h2 o hq hl hz hq
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‘ donde se ha puesto

‘a *fE, WEp, -0 Bpy ). (VIL 12)
hy By . . . by hy* Ehye By

Si f es alternaday q‘)l,u , e (VI.312) alguno de los >Eh se debe repetir y

por tanto los coeficientes a'h1 h. Son-todos nulos. De aqui: si el espacio vectorial
-+« by

E tiene dimensién n, todas las formas q-aliernadascon q> n_ son nulas.

B . Supongamos q¢un . La férmula (VIL11) se puede escribir : x

hl"'hq 1
e D Lo sk

(X1, X3, « v ., Xq) = ah, ... , . .

o bien, poniendo

‘ X Xl xl )
hl h2 ‘o e » - hq 4 -
2 2 2 :
: A(hl.hz,... By) = by Thy x"q (VI 13) i
’ q  ,.,... x4 =
*h,  *n, *hy

y teniendo en cuenta (VI.4),

E N N

Xy, Xgo o 000 Xg) ® hE( < ahl.”hqA'(hl,..,hq) (VI 14)
1¥ - g s

EEREED R

Es decir: las formas q-alternadas Eg —— R1 son combinaciones lineales de

los determinantes de orden ¢ tomados de la matriz de tipo gXn formada por las com.

1t

ponentes de 108 q vectores variables de E ,

n E :f

Como el nimero de estos determinantés es ( ) , resulta que las formas q-al- p =

q . I

ternadas sobre un espacio vectorial de dimensién n, forman otro espacio vectorizl de £

dizﬁensidn (g) .

i
i
‘
|
i
i
{
!
i
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PRODUCTO EXTERIOR.
Sea f{ una forma gq-alternada sobre 1ok y g una forma p-alternada sobre
eP.
El producto ordinario fg no es en general una forma alternada; por ejemplo,
i(X,Y)g(X,Z) no es en general nulo a pesar de tener dos variables iguales.

Vamos a definir un producto, llamado producto exterior o de Grassmann y notado

/\ » Que da, por resultado una forma (q+p)-alternada sobre gdtpP . Se define por la

f6rmula

f Xis o o vy -: . ; ; f',X',.," i ,.l"‘
/\g( 1 Xq+p) €11.‘. lq"' 1q+p (Xll 12 qu) g(X1q+1 -3

e s X5,) (V1L 15)
1q+p

donde la suma estd extendida a todos los valores 1,.2, ..., g+p de los Indices con

las condiciones
. . - - - *
i, ip<. '<1q . 1q+1<' . '<1q+p . (VII. 15)

Esta forma e;<: alternada, ~Para verlo observemos primero que, siendo alternadas
,» £ las condiciones (VII. 15 )* pueden suprimirse con sélo agregar en el segundo miém
bro el factor (p!q! )-1 . En estas condiciones, si dos vectores son coincidentes X; =
= X., en la suma del segundo miembro son nulos los sumandos en que los dos vectores
pertenecen a una misma forma f 6 g ; para los sumandos en que pertenecen a distinta
forma, el producto f(... X;...)g(... Xj ...) es factor comin de la suma €, ;. , jot
+€.,,.j...4i... que también es nula. Por consiguiente siempre que sea Xi = Xj est

tNgl.., X,., 'Xj, ...) =0, loque prueba que f)\g es un (q+p)-forma alternada,

E1l producto exterior tiene las siguientes propiedades:

1. Asociativa: fA (gAh)=({(fAg)Ah;
I1. Distributiva: £\ (g+h) s fA g+ {Ah

III. Anticonmutativa:
tAg =P gAt (VIL 16)
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Las dos primeras son inmediatas y la dltima resulta al observar que si en
€1q . iq +p se quieren poner Jos p ltimos Indices a que sean los pTMemé_, cada uno
de ellos debe adelantarse q lugares, lo que significa q cambios de signo; luego ento
tal hay qp cambios de signo. ;

Por la propiedad III el producto exterior de dos formas iguales de grado impar

es niilo,

Este producto exterior permite escribir de otra manera, muy 4til, la expresidnge

“"neral (VI 14) de una forma gq-alternada. Consideremos las formas lineales

£ : X —> x, , osea fh(_Xv)'xl_1 (VI. 17)

‘es decir, lag formas que a un vector X hacen corresponder su componente Xp (h =1,

2, .., n).

Segin (VI.15), es
AR - Z €1 Xp % * Al k)
h,k :
¥, en general,
fi]-/\fiz/\ cos /\ flq "A (il’ iza . e oy iq)

Por tanto se puede.escribir
- fa= E aij.. .1 £\ 2N ..... N\fq.
. . R
11<.. 1q _ .

Andlogamente sers
g-ij ] flegéAo.o-oAlgbn
. 7. d1ee+dp
p

y el producto exterior se expresa entonces, ‘simplemente (por 1a propiedad distributiva}

' iy io. i ,
f/\g-z a;. 3 bi . EIAL2AL..ALP. (VIL 18
& " L— Fy...dg Yigeadp \ \ .
1€ <
Jl<"<]p
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4. FORMAS DIFERENCIALES.

~

Detinicién VO.4. Se llama forma diferencial exierior de grado ¢ en un punto p

de una variedad diferenciable V , atoda forma g-alternada sobre el espacio Tp
. ’ . *

T=T X Tpx ..... )(Tp {potencia gq del espacio vectorial tangente TP)S )

Supuesto un sistema local de coordenadas, la diferencial (dxi)p es precisamente

la aplicacidén que a todo X hace corresponder su componente Xx; (§ 6 N° 7). Por tan

to toda forma diferencial exterior de grado q se escribe en la forma

= Z ail ig *e- iquilf\dxiz‘l\...}'\dxiq (VI. 19)
11'<. < 1cl
donde hemos prescindido de indicar el punto p en las diferenciales para no complicar

la notacién.

La forma (P puede estar definida en un dominio D de V ; entonces los*coe-

ficientes a; ;.  sonfuncionesde p: se llaman componentes de LP en el sis
1 2 LI ) q
tema de coordenadas x; .

Las formas diferenciales exteriores de grado uno se llaman formas de Pfaff. Se~

gin 86 (21) un ejemplo de forma de Pfaff lo constituyen las diferenciales de las funcio-

’

nes diferenciables,

df:iZ S

Naturalmente que no toda forma de Pfaff es la diferencial de una funcién.

ot
dx; . (VI 20)
X

Definicién VII.5. Una forma diferencial qD de grado q se llama descomponi-

ble si es el producto exterior de q formas diferenciales df; , o sea,

(P = dfl/\dfz/\ ..... /\ df (VIL 21)

siendo f; funciones diferenciables.

(*) Para q = 1, la condicién de alternada no tiene sentido; basta que la forma sea li-
neal. Ademds, no confundir esta notaciénde T9 conlade 8 6 NO 11; allf se tra-
taba de un producto tensorial y aquf de un produtto cartesiano de espacios.
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§. CAMBIOS DE COORDENADAS EN LAS FORMAS DIFERENCIALES.

i en la forma (VII. 19) se hace el cambio de ccordenadas

xiaxi(x' ‘2,...,xx'1), i=1,2, ...,n, (V1. 22)
es, segin (VI 23),
n
. 9 x4
———— 1
dx, = dxh

i .
h=1 axgl

con las derivadas parciales-tomadas éiempre en el punto p. De aqui, por la propiedad

distributiva del producto exterior

B(x; ...x; )
(P Z Z e M dxl'llA..._)\dxlf‘.q (VI 23)-

a
il iz es e
1<-- lq hI-», q e(xi'_ll. ‘...X.k'_lq)

La aparicién de los jacobianos en la segunda suma nos dice que por cambios de-
coordenadas las formas diferenciales exteriores se transforman como las expresiones qxié
aparecen bajo el signo de integral multiple en el analisis cldsico.

Es decir, en los integrandos de las integrales rqﬁltiplés, “del analisis cldsico, el

producto de diferenciales es un producto exterior.

d.:ﬁ‘l N... /\ dx!  ycomparando con (VI
1 -

hg

Ponierdo <P E ah h
1 2...

h1<. .£ h
23), teniendo en cuenta la antisimetrfa de 1ds coeficientes ail ipe..ig ? segin (VI 12).
eee g
resulta
? x, ox,
‘ -1 9 (VIL 24)
al = oo a. . . o
hy h,...h : : ' ' iji5 .. 1
142 q gy axhl axh‘q q

0 sea, segin §6,N°11:

ponentes de un tensor q veces covariante antisimétrico.

De aquf que las formas diferenciales exteriores de grado q puedan también defi
nirse como las-aplicaciones lineales del espacio producto tensorial Tpﬁ . E'T'!') (g

factores) en los mimeros reales. Fijando un sistemalocal de coordenadas, el mimero
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real que la forma diferencial (‘P (VIL 19) hace corresponder al tensor de cbmp_onentgs
iee. i iy.. .
. 1. 1- . R
>\ q es 2 iy, Vg >\ con todos los Indices sumados de 1 a n,
Supongamos que la variedad diferenciable V sea de clase cY. Entonces se di
ce que una forma diferencial exterior (P esdeclase C°, s ér-l » 8t sus coeficien

tes son de clase CB® ., Segin la ley de transformacién (VIL. 24) esta definicién es intrin-

seca (no depende del sistema de coordenadas).

6. DIFERENCIACION EXTERIOR.

Definicién VII. 6. Se llama diferenciacién exterior a una operacién d que atoda

forma diferencial QP de grado gq hace corresponder otré forma d‘P de grado q+1,

con las sigunientes propiedades:

Loa, + @,y =ap, +alp,.

2, Si f es'una funcién diferenciable (0-forma), es
a(tW) = at AP+ 1a(f : (VI 25)

donde df representa el diferencial ordinariode f.

3. Si (P es descomponible, es d(-F =0.

Esta definicién es intrinseca. Vamos a ver como se expresa d en un sistemade

coordenadas locales. Sea

Q’Z,ai ig ... g @i ANdx, Ao Adxg . (VIL26)
11<...<1q 172 q q

Aplicando 1), 2), 3), observando que dxil/\ dx12/\ VA dxlq es descompo-

nible, resulta

d<g = E da;. _“iq/\dxil/\..../\dxiq.. ‘ (VIL 27)
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Reciprocamente, vamos a demostrar que esta operacién (VIL. 27) satisface a las
condiciones 1), 2), 3).

Las 1), 2) son inmediatas. Para la 3) debemos observar primero la férmula

d(LP/\ q/) = d({’/\w + '(-1)‘1({7 A d'qJ (V1. 28)

siendo q el grado de (P y H/ otra forma diferencial exterior cualquiera.

TR A1t [ Y YR T S o

En.efecto, s8i es

Y 'z.ail...iqd*il/\"'/\dxiq’ V-2 LT ASTIACN

(R RO

serd
(_P./\X}J.Z 810 dg By @i N eeAdx A ax, /\ ALY
¥y segin (VIL 25)
déP/\IV) = d(f/\w + Z.'ail.-..iq dbj L ge AN X N Ndx; =

d(P Vi Z B enig dxll/\../\dxlq/\del.”JS/\del/\../\_deS

- d(F/\\P + P AGY.

Sentada la fé6rmula (VIi. 28), para probar que la operacién (VII.26) satisface a

R R R B e e R e e

1 U O T T [ [

3), se procede por induccién. Para una l-forma descomponible es

(def-Z °

f dx;
Qx,-_

[ g2 X
a -Z I - £ dx;/\ dx; = 0

(VII. 29)

Para una ¢-forma descomponible es C‘F = (\Dl /\ df y si se supone que la condi~
cién 3) se cumplé para formas de grado g-1, de (VI.'28) y (VI.29) resulia quetam

bién se satisface para formuas de grado gq.
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En particular, siendo segin- (VII. 27) d(P una suma de formas descomponibles,
es
adlp =0 (VIL 30)

cualquiera que sea (-\7 . Esta propiedad de ser nilpotente de indice 2 el operador de di- SR "

terenciacién exterior, se conoce con el nombre de teorema de Poincaré,

7. ESPACIO DE DE RHAM DE UNA VARIEDAD DIFERENCIABLE.

AT I 3
A= i 5=317%
= TS -

Sea V una variedad diferenciable.

Definicién VII.7. Las formas diferenciales exteriores oé sobre V tales que

1
it

dol = 0 , se ]lama_.n cerradas. Las formas diferenciales exteriores o/ sobre V ta-
les que OZ =dj> , siendo (3 otra forma diferencial exterior cualquiera, se llaman -
exactas.

E1l conjunto de las formas diferencialeé de grado g sobre V , con las operacio .
nes ordinarias de suma y producto por un escalar, forma un espacio vectorial FY sobre
los reales. Las q-formas cerradas forman un subespacio Fg del anterior ¥ las exactas

otro subespacio de este dltimo, que representaremos por Fg . Bvidentemente es
95 pd 5 pd
: F*:OF c 2 Fe

Definicién VIL. 8. El espacio cociente F(?/F(;1 se llama el espacio de de Rham

de la variedad diferenciable V .

Si se consideran F3 , F(? y Fg como grupos abelianos, con la misma operacién

de suma anterior, el grupo cociente F(?/F(g1 se llama el grupo de de Rham de V.

NOTA. El reciproco del teorema de Poincaré, a saher ''si para una forma dife -
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rencial ol -es do(,; 0, existe una forma diferencial (5 tal que o = dﬁ "

es cierto localmente; se trata de un cldsico teorema de existencia de ecuaciones diferen

c les.

En cambio no es cierto globalmente. Sea, por ejemplo, V la esfera bidimen-
sional de radio unidad y cousideremos una forma diferencial de orden 2.cuya integral
sobre V no sea nula (por ejemplo ol = sen® d@ /\ d(? = elemento de 4rea de V).
Si fuera oé = d {5 y uniforme sobre. V, por el teorema de Stokes que veremos enel

‘.

capitulo siguiente, tomando una circunferencia médxima r , la integral a lo largo de e
1la de (3 serfa igual a la integral de ol sobre la semiesfera que queda a su iz;luie;
da. La integral de ﬁ sobre r' "en sentido opuesto seria la integral de sobre
la otra semiesfera. La suma de ambas integrales serfa la integral de ol sobre toda

la esfera y por tanto # 0. En cambio la suma de las dos integrales curvilineas, por

estar extendidas sobre un mismo camino recorrido en sentidos opuestos, debe ser tero.
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8. LA FORMULA DE STOKES

1. SIMPLE . g~-DIMENSIONAL EN RP.

Definicién VOI.1. En R® , sediceque gq+1 puntos Ag, Aj,.eess, Aq son

independientes, si la matriz de tipo (q+1)X (n+1) formada por las ordenadas de los pun

tos mds una columna de elementos iguales a 1, tiene caracteristica gq+1 . Condicién.

necesaria para ello es que q £<n.

Definicién VnI. 2., Dados q+1 puntos independientes A; de R", sellama

q-simple euclidiano o simple de dimensién q, al conjunto de puntos de la forma

X = AgAg+ AAp+.eees FAg Ag

con )\i‘>0,' >\o+ >\1+ +>\q = 1'. Se representa por Sq =(Ag, Ay, v 0 0 e

, Aq) . Los puntos Aj se llaman los vértices dei simple. Un O-simple es un punto

de RT.

Si se reemplaza >\1> 0 por >\i>'0 se obtiene la clausura sq de sq .

La diferencia Eq-sq es el contorno del simple. Este contorno estd formado por las ca-

ras del simple. Se llaman h-caras del simple o caras de dimensién h a los h-sim-

+1
ples cuyos vértices son también vértices de sq; su nimero es (g_'_ 1) . Las O-caras

son los vértices y las l-caras las aristas de Sq Obsérvese que las caras no pertene

cen al simple.
En la definicién anterior el simple es el mismo cualquiera que sea la ordenacién

de los vértices. A veces conviene tener en cuenta esta ordenacidn, llamando simples de

r

la misma "orientacién' a los que tienen los vértices ordenados de manera que los Indices
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forman permutaciones de igual paridad y de distinta orientacién en caso contrario. Es de

cir:

Definicién VIII. 3. Un q-simple euclidiano se dice orientado cuando se tiene en

cuenta la ordenacién de sus vértices; se representa por (Aio, Ail‘ e ey Aiq) . Dos

.., A

g-simples orientados (A; , Aj, ..., Aiq)- ¥y (A; , A jq) se dice que

o iy i 5 A
tienen igual orientacidn si las permutaciones de los Indices son de igual paridad y de dis-
tinta orientacién en caso contrario. Los g-simples de la misma orientacién que (4,

Ay, o 00, Aq) se llaman positivos y los restantes negativos. Se escribe

(Aio_, A ) = - (Ajo, AJI, « & o 3 AJq)

i v e e g

si las permutaciones (io, I iq) R (jo’ Jgr oo v v e jq) son de distinta paridad.

2. SIMPLES, COMPLEJOS Y CADENAS DE UNA VARIEDAD DIFERENCIABLE.

Sea dada una variedad diferenciable V de clase C¥,

Definici6én VIII. 4. Se llama q-simple de V al resultado de aplicaren V un
simple euclidiano 8q Por un difeomorfismo f. Lo indicaremos por G q® 4 8q -

Los vértices de (J, serdn los puntos Af = fA;. Las caras de O:l son las i

q
méigenes por f de las caras de 8q - La orientacién de (f’ q es la del Bq correspon

diente.
Definicién VII, 5. Un conjunto finito de simples de V de-dimensiones q = 0,
| S , n se dice que forman un complejo K si se cumplen las condiciones:

a) Dos simples del conjunto no tienen punto comin; b) Todo simple que es cara de otro
simple del complejo, pertenece al complejo.

Si todos los simples de K estdn orientadoé, el complejo se llama orientado.

" Definicién VIII. 6. -Se ama q-cadena’ (de ~oeficientes reales) de un complejo
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i de V atoda combinacién lineal finita cq = E )\iG'ql con coeficientes reales
de g-simples de K.

En p'a\.rticular (-1)07; indica -qu , O sea, el simple con la orientacién opues-
ta.

. i’ i i
Con_lahley de a..d1c16n _S_ >‘iG; .+ E /“'i Gq = E (}\i +/"*i )Gq
i i
v la >\(§ >\i G; ) = z (>\ '>‘i ):G: para cl producto por un escalar, el conjun-
to de las g~cadenas de K forma un espacio vectorial, que representaremos por
Cq(K) . El elemento cero es la g-gadena con todos los coeficientes nulos y el opuesto
i K i Y

de’ E >\1O:1 es z )\i(-(;‘a ).

Sea G; =(AL, A}, ..., A'él) un q-simple de V . Indicaremos por

i A
Ogeg = (AL, AL, « o ., AL <. ., AY)

al (gq-1)-simple del controno de g Gue resulta al suprimir el vértice Al. Esclaro

i )
que de G se deducen g+1 simples Uq-l s correspondientesa i= 0,1, ...,

q

Definicién VIII. 7. Se llama borde del simple orientado 0: y se indica por

0Ug 2la (g-1)-cadena
q

90y = Z -1 (my (VIIL 1)

=0

El borde deuna g-cadena se define por la condicién de linealidad
£ . i
5Cq = z >\i B Gq

Teorema 1.

E1l borde del borde de una cadena es nulo, o sea

O Qeqg=0. (VIL 2)’
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Bastard demostrarlo para un simp_lé. Es

. N
9906y = 2y -0y, ay, ... VAL e Ay -

i

q
) -ni| 2 CLR AL, . AL LA LAY
i=0 h=0

i(-n‘f'l @r, .. fai\ ) {AI el A‘-l] =0

h=i .
puesto que cada (q-2 )-éimple aparece dos veces con el sigho cambiado: en la primera SE:

ma con signo (-1)ith y en la segunda (-nithl

3. LA FORMULA DE STOKES.

Sea (U,(P) una carta de la variedad diferenciable V y x; las coordenadas

-locales correspondientes. Dada una .g-forma diferencial exterior © definidaen U ¥y

un dominio o de una subvariedad diferenciable V! de dimensién q contenido.en
U, laintegralde 8 extendidaa 0~ se define como la integral de Riemann, en el sen
tido cldsico, de la 'expres;ién,de ® enlas coordenadas xj, - extendidaa s = LP G .
Dada la ley de transformacién de las formas ”difere'ncialeis' exteriores por un cambio de
coordenadas (87, N°5 ), .esta definicién es intrfnseca.

Considerex';nos,_ en particular la (g-1)-forma
W = adxg A dxg/N\ L A dg AL ANdxg

i3 . . - .
donde dx; estd exclufdo; definidaen U. Sea (J; un g-simple contenidoen U.
Queremos calcular la integi‘al de w sobre 9 G’q .

S8i f es el difeomorfismo tal que Gq *fsq., siendo s, un simple euclidia-

q

no, podemos hacer el cambio (‘P GI! === 8 con lo cual la integracién sobre el con~

q 2
torno de (PGq se reduce a la integracién sobre el contorno de Sq - Supongamosyahg

cho este:cambio-y, pata no complicar la natacidn, sigamos representanco las coordena-
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das del espacio que contiene sé por x;. Todavia.se puede suponer, sin restric

1

ci&n de generaiidad, que Bq es el g-simple de vértices

(o, . ?., 1,0, .,0)

A1, 0, ..., 00, A0, L,0,...,0,...,4

Con esto, la forma Uj solamente es distinta de cero sobre las caras
(Al, A28 e o o Aq) y (AO‘ s » l;.
, Ai’ e e Aq) . En las restantes

caras, de ecuacién “xp = 0 (h % i),
es W so,
S1endo esq z (- 1)(A°,

A
...,Ai,...,Aq),seré

jw f(,o + (-1 [ W (VI 3)
A

(Aj...Ag)  (Ag...A5.AQ)

Por otra parte, la diferencial exterior de (.l) es-

n .
aW = (-1t 94 AN ; @:a axp A ..
Dxg WaEl

‘ysu integral sobre G; 'valg _(puesto que para 6:1 es Xg+] ® Xq+2® - - "
= xn ] 0) ’

JW = (DL (a@) - aP) axy AL oA g DL dxg (viIL4) -

G'q (Ao'f‘Ai“'Aq) | A{

siendo a(Q) y a(P) los valoresde a en los puntos extremos Q.y P en - L
que sy es cortado por;las' rectas en que solo varia x; (Ver ld figura). §
|

La segunda integral de (VII.4) coincide con la segunda de (VI 3). La

K
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primera de (VIIL 3) se-puede reducir a una integral sobre 1a proyeccién de (Aq, Ay, .

.o Aq) en (Ao" e o5y ?&\1, e e e Aq); por esta proyeccidn es

(Bgs v v v s Bpe e o s AY = (A, oo Ay e, A =

N D it 7 VAP VAR W

y por tanto, la primera integral de (VII.4) es también igual a la primera de (VII.3).

f fd W (VIIL. 5)
) G,

W =
Uq Gq

Resulta asi

Por la linealidad de la integral esta f6rmula vale igualmente si 0:1 es una
(q-1)-forma diferencial exterior cualqtiiera, no necesariamente monomia.

Sea ahora Cq una g-caderia de la variedad V tal que cada q-simple G'ql
esté contenido en una carta (U, (Pi) . Para cada simple vale la férmula (VII.5).

Por consiguiente, dada la propiedad aditiva de la integfal, resulta la importante f6rmula

fw = jdw (VI 6)
@cq cq

Esta férmula puede demostrarse para dominios méds generales. Una discusién

de Stokes

precisa de las condiciones minimas de validez puede verse en H."WHITNEY , Geome-

tric Integration Theory, Cap. III, Princeton, 1957 .

Para dominios mds generales D, una vez definido el contorno C}») . bay que
dar sentido a las integrales de ambos miembros de (VIII.6), en el caso en que ambos
dominios de integracién no estén contéhidos en una sola carta local, Para ello si {U,}

es un cubrimiento localmente finito por abiertos de la variedad, se toma una particiénde
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la unidad g; respecto del mismo (Cap. 6, N° 2) y se considera la integral de g; ()

sobre cada U;MD; la suma dé_estgs integrales (suma finita) es la integral deseada.

4. HOMOLOGIA.

Definicién VII.8. Se llama g-ciclo de un complejo K atoda q-cadena de

borde nulo.

Los g-ciclos forman un subespacio vectorial Zq del espacio vectorial Cq

de las g-cadenas de K (N° 2).

Segiin (VIII.2) toda g-cadena de'la forma 9cq+1 es un g-ciclo. Por tanto

se rpiede establecer la siguiente
Y Definicién VII.9. Los g-ciclos de la forma 'd cq+1 sellaman g-bordes.

Los gq-bordes de K forman un subespacio vectorial Bq de Zq . Se tiene

asi
Cq I 2q I Bq
Definicidén VIII. 10. E1 espacio cociente Hq = Zq/Bq se llama el g-ésimo espa-

cio de homologia de K.

Recordemos que el espacio Zq/Bq (que algunos autores indican mds propiamen

te por Zq-Bq) es el espacio vectorial que resulta al divadir Zgq en clases de equiva-

lencia considerando dos g-ciclos como equivalentes (se dicen homélogos) cuando su.di-

ferencia es un q-borde .

Def_inicién_ VII.11. La dimensién de Hq se llama el g-ésimo nimero de Betty
del complejo K.

Cabe preglintarse por las propiedades del espacio Cq/ Zq . Probar,como ejerci-
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cio, que es isomorfoa Bg.; (isomorfismo dado por cq ---> 9cq).

5. COHOMOLOGIA.
Vamos a estudiar el espacio vectorial dual C92 del Cq de las g-cadenas de

un complejo K.

Definicién VII.12. Se llaman g-cocadenas, a las aplicaciones lineales de Cq

en los reales.

Indicaremos una g-cocadena por

M. cq --->fq(cq) € rl, (VIIL. 8)

Por ser lineal debe ser {3(0)= 0. El conjunto de las q-cocadenas del comple-

jo K forma el espacio vectorial C% dualde Cgq.

Definici6én VIII. 13, Se llama coborde.de una g-cocadena f3 ala (q+1 )-cocade

g fq . Cq+1 hadadd 4 fq( a Cq+1 ) . (vm.s)

Teorema VIII, 2.

Cualquiera que sea {9 es
$§dao0.

En efecto, es
Definicién VIII. 14. Se llaman cociclos a las cocadenas de coborde nulo.

Los g-cociclos forman un -subespacio'vectorial de C.‘q que se representa por
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Definicién VIII. 15. Un cociclo f2 se dice que es un coborde, si existe fa-1

fal'que 9 § g2l

Los cobordes forman un subespacio vectorial BY de 2z9. Resultan asitres

espacios vectorialess C%, Z9, B9 conla relacién evidente
ci>oz9oB9 , (VI 10)

- Definicién VII. 16. ‘El espacio vectorial cociente 2989 = H? ge llama es

g-ésimo espacio de cohomologia de K.

Por tratarse de espacios de dimensién finita, la dimensién de H? es la misma

de Hq.

6. LAS FORMAS DIFERENCIALES COMO COCICLOS.
Sea V una variedad diferenciable. A toda forma diferencial exterior o{ 1 de

grado q se le puede asociar la g-cocadena J o(q definida por la relacién

7o cq —> (%, © (VL 11)

Cq

De aqui, segin la definicién de coborde

S ety ¢ cq+1».7}-> A2 (VIIL. 12)
Degel
y segiin la férmula de Stokes
§ el t cpyy > | acl? (vIL. 13)
Cq+l
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0O sea
§ o) = qaedy. (VIIL 14)

De (VHL 13) y (VI 14) se deduce que la aplicacién dq---} I hace co-

rresponder

‘a) A toda forma diferencial cerrada un cociclo;

b) A toda forma diferencial exacta un coborde.

Por tanto:’

Teorema VII. 3.

La aplicacién XA--->JF 9 define un homomorfismo entre »el espaci_o de de -

Rham RY y el espacio de cohomologia HY deun complejo K de una variedad diferencia-

ble V.

El llamado Teorema de de Rham, m4s dificil de probar, establece que ese homo

morfismo es un isomorfismo.
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IX. INMERSIONES Y SUMERSIONES DE
VARIEDADES DIFERENCIABLES

1. APLICACIONES ENTRE VARIEDADES DIFERENCIABLES.

En 86, N°9 se dieron las defini¢iones fundamentales para el estudio de las a=
plicaci?nes dé una variedad‘diferenciable V., (de dimensién n ) enotra Vp (de
dimensién m ). Sabemos 1o que es una aplicacién diferenciable y lo que es una “a‘piic_ai

: cién regular. Observemos que la Definiciéh VI.8 de aplicacién regular es equivalente

a cualquiera de las dos siguientes:

a) La diferencial de la aplicacién aplica vectores tangentes independientes en

vectores tangentes independientes;

b) La diferencial de la aplicacién aplica todo vector no nulo en un vector nonu

lo,
Es importante el siguiente:

Teorema IX.1.

Toda aplicacién regular f es "localmente biyectiva", es decir, todo punto

p € V,, tiene un entorno UpC Vi tal que la restriccién f : Up --> f(Up) es biyec

- tiva.
Demostracién. Basta hacer la demostracién suponiendo que f actua entre a-

biertos de espacios euclidianos R" y R™, pues Up y f(Up)' son homeomor'fosx

a entornos de estos espacios.

Observemos que en R% el espacio vectorial tangente "I‘p _en cualquiera de
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i sus puntos se aplica biyectivamente sobre RP (a cada vector de Tp corresponde un
f punto de RZ y reciprocamente} Por supcner £ regular, la aplicacién diferencial

fx (86, N°9) aplica Tp Whiyectivamente sobre f,,;(Tp) que por ser fy lineal’

es un subespacio vectorial de T, , al que corresponde un subespacio lineal de R™

que contiene p' = f(p) ..

poriegd 3t

Podemos suponer que p' es el origen de R ¥y que el subespacio R™® co-

rrespondiente a f*(Tp) tiene por ecuaciones yp41 ® Yp+2 *.- - - * Ym * 0. Enes

TR TIT a

"te caso la matriz jacobiana (9);‘ / ’axi) se reduce a las primeras n f{ilag; las

) .
b restantes son nulas, puesto que deben ser nulas las componentes

14 i
>\ 'Z (*9:& /@xi )p >\ "para oK = n+l, ..., m, cualesquiera que sean

g las >\1 . Sea Trp, la broyeccié_n de R™ scbre R™' ypongamos g(p) =
% = an (f(p)) . Esta aplicacién g es regular (por tener la misma matriz j?.cobiana

F que f ). Por tanto, segiin el teorema de las funciones inversas (Teqrema II. 1), exis
te un entorno de p y su correspondiente por g, entre los cuales g es biyectiva.

Por tanto también lo serd f entre los entornos corresppndienfes, pues si f(p) =

= f(p;), con p% p;, serfa g(p) % g(p;) y de aqufl Tl'l;ll g(p) = —[T;} g(p]_),' o
sea, f(p) = f(p1). Queda asI demostrado €l teorema.

En cambio una aplicacién regular puede no ser biyectiva en grande. Por ejem-
plo‘ la aplicacién entre los arcos s, s' de la figura, definida por isometria, es regu L

lar, a pesar del punto doble M'=N', pues enun entornode M que no éon’cenga a

‘N la correspondencia entre Uy, ¥y f(UM)
es biyectiva. Lo mismo para un entorno de .

N que no contengaa M.. ¥

A 1= )
M'=N
Definicién IX.1. Se llama conjunto limite L; de una aplicacién f:V, --*

E I

~>» V., al conjunto de puntos .q € V,, tales que existe una sucesi6n Pys Pgs - - - -

- Pgs» - - - € Vy queno tiene punto limiteen V, ¥y sin embargo f(py) --->q.

Si Vv

n ©s compacta, Lg és vacio para cualquier f, éues toda sucesién infi-

A D o R AT T T L
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nita Py tiene punto limite-en V.

Ejemplos.
1. V, = segmento abierto -1 { x {+1; V_, =rectareal -0 {y {+ .
Aplicacién f:x --->y = x,

Los puntos y = -1, y =1 constituyen Lg.

2. .Vn = gemirecta abierta 0 € x ¢ o . V_ = plano euclidiano. ~Aplicacién

m
f:x-->(x, sen(l/x)).

El conjunto imite L; es el segmento x = 0, -1y 1.

Definicién IX. 2. Una aplicaci6n diferenciable f : V, ---» V_, se dice que
esy
a) Propia, si Lg(\f(Vy) = 0;
b) una inmefs-idn, si es regular y propia;

c) una sumersién, sies regular, propia e inyectiva.

La definicién de sumersién equivale a la siguiente: sumersién de V, en "Vm
es toda aplicaci6n diferenciable tal que V, y f£(V,) resultan homet;)morfas' seginla
topologia subordinada a f(V,) por latopologiade V,, . ,

En efecto, por subordinar entre Vo ¥ f(Vn) un homeomorfismo diferencia-
ble, es regular e inyectiva. Por otra parte, si no fuera propid existirfa una sucesién
{pk}, sin punto limite en V, ytalque q = lim f(pk) € V,; todo entorno de gq

contendria puntos f(py) y por tanto cualquier entorno de f-l(q) contendria puntos

de la sucesién {pk} , osea py contendria una sucesién tendiente a f_l(q) €V,

contra la hipétesis.

. Ejemplos.
1. V, * segmento semiabierto 0 é.x < 2T Vm = pla_.ho euclidiano;
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£ : x ---> (senx, cos x).’
Es regulazf; pero no propia, pues la sucesién ' X, = 20 - 1/k (k=1, 2,...):

no tiene limite en el segmento y gi en la imagen, pues f(x) --->(0,1) € £(Vy) .

2. La aplicacidén entre los arcos de la figura \iltima es una inmersién, pero no

una sumersién del primer arco en el plano euclidiano, por no ser inyectiva.

= gemirecta abierta 0 < x <@ ; v_ = plano eﬁc’lidiano; f" i X ==

3. V m

n

-» (x; sen(l/x)). Es una sumersién de la semirecta abierta en el plano euclidiano.

4. La aplicacién del segmento 0 £x <1 enelarcodela figura adjunta,

.con el extremo abierto tendiendo A

= 1

al punto M no eé propia, pues

M = Ly pertenece a la imagen I )

del segmento. y

5. V, ® semirecta 0 <x (m ; V, = plano euclidiano. Aplicacién f .defi-

nida por

a) f(x) = (x,sen(l/x)) para 0 < x {2/1T,

b) f(x) = cualquier arco de curva que une el

1 "-;ﬂ-- -

punto (2/T[, 1) con B(0, -1) empal-

T=-"~=-"\1"r

" mando-con tangente continua en los extre-

mos, para 2/ < x £1 :

c) f(x) = (0, x-2) para 1 £x <.

Se trata de una aplicacién no bropia,_ pues

L; = segmento (0, -1 Ly <1) € £(Vy).
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2. SUMERSION DEL PLANO'PROYECTIVO REAL EN R4 . (Hilbert Cohir Vo~
ssen, Geometry and imagination, pdg. 340, N. York 19586). .

2

El plano proyectivo P es el conjunto de puntos de la esfera unidad

ul +v2 + w2 =3 (IX.1)

de R3 » con la relacién de equivzlencia

u, v, w)OIJ (~u, v, -w). . (IX. 2)
Sean x, y, z,t las coordenadas de R4 . La aplicacién f definida por

x-uz-v2 y=uv, zZ=uw, t=vw

2

es una sumersién de P2 en R%.
Demostracién., La aplicacién es regular. En efecto, las dos primeras filas de
la matriz jacobiatia forman el determinante

2u -2v 2
= 2(u2 + v¥)
v u
el cual solamente es nulo para el punto (0,0,1). Para este punto el determinante for-
mado por las dos ultimas filas de la matriz jacobiana (teniendo en cuenta que en esepun

toes O w [ Puz 9 wj @v = 0), vale }; luego la carracteristica de dicha matriz
es siempre 2 y i es régular.

También €s propid, por ser p2 compacto.

Falta ver que es inyectiva, es decir, que si dos ternas (uj, vy, wi) y (ug,

Wy, Wl cumplen (IX.1) y dan un mismo punto de r? , O sea,

u?‘ Y? ’"ﬁg" Vgx u;vy *ugvy, ujw) ®ugwyp, Viwy *Vyw)

(IX. 3)

ellos corresponden a un mismo punto de P2 . Consideremos los siguientes casos:

atl ty, vy, w; son diferéntes de cero. De (IX. 3) se deduce
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u3 vz w2

uy Vi w3

y por tanto los puntos de R3 de coordenadas (“3’ Vis wl) y (u2, Vo, w2) egtédn
en una misma recta por el origen; en consecuencia si pertenecen a la esfera (IX.1),
son puntos diametralmente opuestos y por la relacién de equivalencia (IX.2) son un
mismo punto de P2 .

b) uy = 0, Segin (IX.3) serd ugvg = 0, uygwy = 0; caben dos posibili-
dades: si ug = 0, resultade (IX.3) vy = + vg, w; =+wg ¥ setiene un solo pun-
to de P2; si vy = o, W3 = 0, resulta u% = -v%, de donde vi®ug=0 y de

aqul ug = v9g ® wy = 0 yno se cumple (IX.1)

Andlogamente se discuten los casos v; = 0, w; = 0. Resulta asi probado

que la aplicacidén es inyectiva y por tanto una sumersidén, de acuerdo con el enunciado.

3. SUMERSION DEL ESPACIO PROYECTIVO COMPLEJO PXC) ENEL ES-
PACIO EUCLIDIANO DE (n + 1)2 DIMENSIONES.

El espacio proyectivo complejo de n dimensiones, que se representa por
P™C), es el conjuntode (n+1)-uplas (z5, 29, - .+, 2p) de n mnimeros com-

plejos, no todos nulos, con la relacién de equivalencia
(Zgs Z1s « + « 5 20V (ANzg, N2y, o 2., Azp) (IX. 4)

para todo iimero complejo >\ no nulo.
En virtud de esta relacién de equivalencia se pueden normalizar las coordenadas

de manera que se cumpla la relacién

tz9Zy+. ..tz 2, =1 (IX.5)

donde una bzrra indica el complejo conjugado. Con esta condicién los 2y Qquedan de- -
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terminados salvo una substitucién
zp ---> e"e 2y . (IX.6)

Segin (IX.4) en un entorno de los puntos con 1z, % 0 pueden tomarselas.
coordenadas z] = zh/zo = x + :i,xh,*_l_1 (h=1, 2, ..., n) yportanto PHC),
._como variedad real, es de dimensién. 2n (las coordenadas locales son xj, X3, . . .
Teee s Xgp ). Si Z, = 0 se elige una variable zm+ 0 y procediendo analogafnente la

dimensidn resulta siempre 2n.
Consideremos la sig'uiente__ aplicacién f de P™C) en el espacio euclidiano

de (xi+1)2 dimensiones:
Xp= V2 zy 2p
th' th = 2z Ek-l-zk 'z'h (EX.17)
Yk ® - Yy = ilzy 2 - 2 7))
para h,l;:.‘ =012, ...,n y h% k. Setiene asf efectivamente

n(n+1)

n(ntl): , = (n+1)%

2 2

{n+ 1)+

coordenadas reales Xh » Xpk » Yhi (h-# k) del espacio euclidiano de dimensién
(n+1)2 . Queremos demostrar que las ecuaciones (IX.7) definen una sumersién { de

2
PYC) en RMOF1L)N

. 2
a) A cada p € P™C) corresponde un punto de R(n+1) » pues la substitu

cién (IX.8) deja invariantes los primeros miembros de (IX.7). Ademds, de (IX.7)

se deduce

2 Xk zk

Lnk = 1 Ypy Zn
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2
n+l1)
y por tanto gi 2z, z!' tienen un mismo correspondiente en R(‘ es ‘Zh/zk =

= zf /zl'{ y segiin (IX.4) se trata de un mismo punto. Esto nos dice que f es inyec
tiva.

b) Vamos a ver que es regular. Pongamos

. _ 1
z°=(1-x%-x§-. .. --x%n)g
Zh =xh+i}.{n+h (h = 1, 2, ) n)

con lo cual se cumple (IX.5). Observemos que 2z, resulta real, lo que siempre es

posible por una substitucién (IX.8) .
La matriz formada por las filas de la matriz jacobiana correspondientes a las
derivadas 9Xgy/ dxy , DYox/9xp para k=1,2,...,n; h=1,2,..,

2n, resulta ser (puesto que 3z, = 2,),

2 zg

y por tanto IDI = (2 z,_-,')zn . Si 2% 0, es |D| ¥ 0 y f resulta regular. En
los entornos de-los puntos con 2z, =0, seeligeun 2z, ¥ 0 y se procede de mane-
ra andloga.

c) Como P™C) es compacto, f es propia.

Queda as{ probado el enunciado.

La dimensién (n+1)? puede disminuirse. Por ejemplo, para n =1 se tie-

ne la recta compleja, equivalente al plano de Gauss y este a la esfera de dos dimensio-

nes, sumergible de manera obvia en R3. Segiin el teorema de Whitney que enunciare

mos a continuacién, P™C) puede sumergirse en el espacio euclidiano de dimensién
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';1n+1.

4. TEOREMA DE WHITNEY.
Whitrrey ha demostrado que toda variedad diferenciable de dimensién n puede

sumergirse en el espacio euclidiano de dimensién 2n+1 (Ann. of Math. 37, 1936,

p. 645-680). Aquf vamos a demostrar una forma mucho més restringida de este teore

ma, pero que sin embargo es \til en muchos casos.

Teorema IX. 2.

Toda variedad diferenciable compacta puede sumergirse en un esmio_euclidia-

no de un mimero suficientemente grande de dimensiones.

Demostracién. Sea V, la variedad, supuesta de dimensién n. Sea p un

punto de ella y Up un entorno que por un homeomorfismo CP sea aplicable sobre

un abierto (P(Up) de R®. Tomemos una esfera de centro (P'(p-) contenida en
(P(Up) . 'Es claro que existe un homeomorfismo (‘Pl (de clase CT, para cualquier

r ) de estaesfera sobre la esfera O(3) de centro el origende RP yradio 3, tal

que el origen sea LPI (“P (p)) . Consideremos las esferas andlogas O(2) y O(1)

de radios 2 y -1 ycentro el origen. Pongamos W = (‘Pl o (P v

-1 -1 -1
ug = Y oen, vy Yhoen . v =P oun.

Haciendo-'esta operacién para cada p € V, tendremos a esta variedad cubier

ta por los abiertos Uy . Siendo compacta por hipétesis, se podrd tomar un nimero fi

nito d¢ ellos, sea N, que la cubran totalmente; sean U]i , i=9%,2, ..., N.

Sabemos (B 6, N¢1) , que existe en R™ una fun;:ién positiva y analftica (?(x) tal

que

1 en O(1)
Q) = <1 en O(2)-0O(1)

0 en RT - O(2)
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Pongamos, para i=1,2,...,N; h=1,2 ...,n

‘ f5i(P) = @(x) s fhilp) = xhé(x) , X = \\)i(p) . (IX.8)
para p € Ujé y f5i(p) = f;(p) = 0 si p no pertenecea U% .
’ ) ) .
Sea { laaplicacibnde V, en R'\T(n"'1 " definida por
Yoi = 0oi{P) s ¥pi = Iy (p) (IX. 9)

para i=1,2,...,N; hs=12 ...,n.

Esta aplicacién es de la misma clase que V. Hay que ver que es una sumer

sién.
En la matriz jacobiana, las filas correspondientes a las derivadas de las funcio-
nes 'fli‘ fZi‘ e e e fni forman una matriz unidad de tipo nXn, para el indice i

talque p € Ui . Luego f{ es regular.
Falta ver que es inyectiva. En efecto si dos puntos 'p, p' de V, pertene-
cen a un mismo abierto Ui1 » no tienen las coordenadas x, iguales y segin (IX. 8)

tampoco las fhi serdn todas iguales. Si pertenecen a abiertos Uil R U{ distintos,

segin (IX.8) las primeras coordenadas foi son diferentes. En ningiin caso, portan

to, puntos diferentes de Vy pueden tener la misma imagen.

5. EN TODA VARIEDAD COMPACTA DE CLASE C' PUEDE DE#INIRSE
UNA METRICA DE RIEMANN DE CLASE CT"1,

Vamos-a hacer una aplicacién importante del teorema de Whitney'éu'ftérijor. En

N(n+1)

el espacio euclidiano R ., lamando ahora Yys Yoo v o * a’'sus coor

* IN(n¥1)

denadas, tenemos la métrica euclidiana

ds? = dy? + dy

2
1 - * AYN(n+1)

Teniendo en cuenta (IX.9) 'y llamando x;, a las coordenadas de (-p(p') _en
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RY, esta métrica subordina sobre Vp la métrica
N@n+i) [ n

ds? = 2 > _ym_ dxp,. ' (IX. 10)
m=1. \h=l 9xp o

Poniendo
N(n+1) 9
¥ oy
8hk ~ AZ___ = = (IX. 11)
m=1 2 Xy ka

. ' +i
resulta que la métrica euclidiana de RN(n 1) subordina sobre Vn la métrica

n .
ds? = Z Shk dxp dxi
h, k=1 ‘

Una métrica de este tipo, corn el segundo miembro siempre positivo (segin

(IX.10) ) excepto para puntos coincidentes, se llama una méirica de Riemann. Seguin
(IX.11) silas yp, 6onde clase ¢’ , los coeficientes 8hx Son de clase Cr"1 .

Queda asI probado el siguiente

Teorema IX. 3.

En toda va_riedad diferenciable compacta de clase Cr - puede definirse una mé-

trica de Riemann de clase €T 1,

El teorema es vdlido aun sin ia condicién de compacidad.

Ejercicios.

1. Calcular la métrica de Riemann del plano proyectivo subordinada por la su-

mersién en R? definida en el N° 2.

2. La '"botella de Klein"” es la variedad compacta de dos dimensiones definida

por los puntos del rectdngulo

0€&xLa , 0Ly Kb , a>b

.

con la relacién de equivalencia

{x,0)"J(x,b) , (0,y)V(a,b-y)
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y la topologia natural de RZ. Hallar la sumersién de esta variedad en, R%.

El teorema (IX. 3) anterior es evidente "localmente". Es decir, en el abierto

‘de toda carta se puede definir 1a métrica de Riemann deducida de la euclidiana del es-

pacio sobre el cual el abierto se representa. M4s generalmente, sobre el abiertio de
. - n
una-carta se puede tomar una métrica cualquiera de la forma ds? = Z hij dxy dxj ,
i,j71
eligiendo las funciones hij de manera arbitraria en el sistema de coordenadas xj
y conviniendo en que debg’n;ﬁansform,afsg como.¢omponentes de un tensor covariante
de segundo orden por cambios de cobrdenadas, .pai‘é que ds se rmhantéenga invariante.
La dificultad aparece al querer definir la métrica pdra toda la variedad. Como ejem-.

plo para poner de manifiesto esta dificultad vamos a demostrar el siguiente teorema

(Ehresmann, C.R. 216, p. 628, 1943):

Y Teorema IX. 4.

Para que en una variedad diferenciable V, se puedda definir una métrica de

la forma ds? = E hij dx; dxj tal que el segundo miembro sea una forma cuadrdti-

ca de signatura + + . . . + -~ entodo punto, es necesario y suficiente que sobre

A" exista un campo continuo ae vectores tangentes.

n

Demostracién. Por el teorema (IX. 3) existe siempre sobre V, una métrica

definida y positiva (métrica de Riemann) ds4 = E gij dx; dxj . Supongamos que e-
. . : 2 _ E . _
xista también la métrica ds< = h,-_j dx; dxj de signatura ++ . . . + -. Ob

servemos que gij y hij se pueden suponer simétricas; en caso contrario bastaria

1t = 1 Wt g L : 3 .

poner gij 2(gij + gji) . hij 2(hij + hji) con lo cual los nuevos coeficientes ya

serian simétricos.

Llamemos G a la matriz (gij) y H ala '(hij). Consideremos las for-

mas cuadrdticas

g = atGu , h = ¢*Hu

que aplican los vectores u del espacio vectorial tangente de ° Vn “enun punto p,
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en los nimeros reales.

Dos vectores u, ug se llaman Aconjug'ados respectode g s8i u‘G_t;o =0

y respectode h si ‘utHuo = 0, Queremos determinar los vectores ug cuyos

conjugados son los mismos respecto de g y respecto de h . Egp decir, las dos e-

cuaciones anteriores en la incégnita u deben ser equivalentes, y por tanto
. (H- \Gluy = 0 (IX. 12)
para algin >\ . Para que esta ecuacién matricial {enga solucién debe ser

=0 (IX. 13)

|lg- Xa

gque es la ecuacidén caracteristica para >\ . Las rafces de esta ecuacién son todas

reales, pues si hublera dos imaginarias conjugadas >\ , >\ los vectores u, de-

terminados por (IX.12) serian u,, Uy Yy entonces

CH-AGlug =0, @H-AGE,=0

de donde

WH-AGu, 30 , ul(H-AGT, =0

y puestoque H y G son simétricas, restando resulta

(N-N\)TE Gug =0

Si >~ =% >\ es ig G uy = 0, lo que no puede ser por haber supuesto que

g era definida positiva.

Siendo las raices de (IX.13) reales, también lo serén los veectores uy cal-
culados por el sistema (IX.12) (vectores propios). Tomando las direcciones de estos -

vectores como direcciones coordenadas, h debe reducirse, por hipétesis, a la for-

ma h= )\ 1 u? + >\2 ug + ... " >\nu121 ,» es decir, hay un solo vector propio se-
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ginelcuales h £0. Queda asf determinado so!:}re Vn un campo.continuo de vé_c_:_
p
tores tangentes, de acuerdo con el enunciado.
Reciprocamente, sapongamos que existe un campo de vectores tangentes conti

nuo sobre V.

ns sea. u = ulp) este campa. Sea gij una métrica de Riemann so-

bre V_. Eligiendo, para cada carta, las cbordenadas de manera que u tengalas
componentes (0, 0, . . ., 1} serd
n-1
de? = z - Bij dxg dxj + dxlz.l
i,j=1 -
La métrica

-1

9 .
ds“ = 2 .. gl] Xm de - dxle
i,j=1

es del tipo deseado.

6. NOTAS Y BIBLIOGRAFIA.

4. Md4s dificil que el problema de la sumersién es el de la sumersién isomé- -

trica. Supuesto dada en V, una métrica (en general de Riemann) se trata de ver .
las condicdiones para que sea sﬁrﬁergible en un espacio euclidianq de manera que la
métric& subordinada por este iltimo sea la métrica dada.

En este sentido hay el resultado "local" de E. Cartan segin el cual todo es-
pacio de Rieinann "en el en£6rno de cada punto" puede sumergirse isométricamente en

'n+1

un espacio euclidiane de | 9 dimengiones. (Ann. Soc. Polonaise de Math. 8§,

1927, p. 1-7).
Resultados mé&s recientes sobre sumersiones isométricas en grande se encuen
tran én J. NASH, Ann. of Math. 60, 1954 (383-3965’; N. H. KUIPER, Proc. Konikl.

Akad. Wet. Amsterdam , Serie A, 58 , 1955 (pdgs. 545-556 y 683-689).

2. El Teorema IX.4 es caso particular de otro m4s general, a saber: Una
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variedad diferenciable compacta admite una méfr;ca de-signatura k, siy solamen- |
te si admite un campo continus de k-planos tangentes. Ver STEENROD , The Theo- -

ry of Fiber Bundles, Princeton 1951, pdg. 207 .

3. La esfers bidimensionzl no admite un campo continuo de VectoreS;:t&ngen-

tes. En muchos casgos esitil la propiedad de que la esfera de dos dimensiofies no ad
" mite un campe de tarlgentés sin singularidades, Vamos a dar una deniostracién ele-
mental y directa de éste resultado (Fe}'lchel, Matem. Tids, B, 1932).

Sea *C un circulo mdximo de la esfera. Fijemos en cada punto de la esfera
una orientacién, por ejemplo la que gira en sentido contrarid al de las agu.jas del re-
loj mirando desde el exterior. Fijemos también un sentido de recorrido cualquieraa
C, conlo cual én cada punto éuedairé bien determinado el versor tangentea C . En
cada punto P de C tendrer;los as{ el versor tangente y el vector del campo; sea

q) el dngulo entre estos dos vectores, medido segin la orientacién fijada. Cuando

P describe G, al volver al punto de partida, el dngulo habréd variado en un milti-

siendo k un mimero entero, positivo, nulo o negativo.

plode 2[T , osea

Tomemos dos puntos diametralmente opuestos sobre C y hagamos girar goﬁ
é_ontinuidad este circulo alrededor de ellos. Como el campo es continuo, el mimero
k obtenido por la misma operacién anterior deberd también variar con continuidad,
y como es entero, permanecerd constante. Al volver a'superponer C gobre gimis
mo, después de girar 180° , el sentido de recorrido de C aparece invertido; el
dngulo de la tangenie a C con el vector del campo es ahora &Y =—|T + (.P . Por

tanto dLP = d(P y la variacion iotal de LV serd

fd(f/=~qu)=—2kﬂ".: | ;

-C




\

Como este valor debe ser el mismo anterior, resulta k= -k y por tanto
k=0, -

Por otra parte consideremos la familia de cfrculos menores paralelos a C,
que van desde C hasta el polo O del mismo, Haciendo en cada uno de ellos la o
peracién anterior, por la continuidad del campo, también k deberd permanecer
constante. Al reducirse C al punto O, como en este punto hay un soio vector,
el dngulo (-P varlaen + 27T (el sigho depende del sentido de recorrido), puesto
que el vector del campo es fijo y el versor tangenté varfa en + z-ﬂ— . En consecuen
cia resulta k = il .

Este resultado es contradictorio con el resultado k = 0, lo cual prueba que
la hipétesis de la éxistencia de un campo continuo de veéfores tangentes no es admisi

ble.
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X. VARIEDADES CON UNA CONEXION AFIN

1. FORMAS DIFERENCIALES LINEALES VECTORIALES.
Sean Ty el espacio de los vectores tangentes en el punto x de la variedid
diferenciable V y T: el espacio de los covectores (B 6, N° 3, 5) o espacio de -

las formas diferenciales lineales en el mismo punto. En lo que sigue supondremos

que el punto x puede variar en un abierto de V . Para abreviar, pondremos
1 g 1. * L m¥ - i
T. = Tx ’ Tl Tx > Tl T-XETX > Tll TXETX ! -

Definicién X. 1_. Se llama forma diferencial lineal vectorial o forma de Pfaff

vectorial o, simplémenté, forma diferencial vectorial en el punto x de una variedad

diferegciable V, a todo elemento de Ti .

1

Fijada una base -&; de T~ yuna 8l de Ty, toda forma de Pfaff vecto-

rial se escribe Z a% BjE ej y puede interpretarse de dos maneras distintas, a sa
ber: a) Como unl ’v]ector cuyas componentes gon formas diferenciales lineales; es de-
cir, como_la aplicacién que a la funcidén diferenciable f hace corresponder el covec~
tor zj' a;:‘ e; (£)6J ; b) Como una forma diferencial lineal con valores en Tl; es

decir, cpomo la aplicacién Tl -—=> Tl que al vector h € T! hace corrésponder el
vector Z al o (n) e; . Esta diversidad de interpretacién conduce a cierta impregi-

{ L]
5 sién en lanomenclatura, haciendo que a veces se les llame '"vectores' yotras veces''for-

mas diferenciales', cuando en realidad son una combinacién de los dos.

No habiendo posibilidad de confusién, se suele suprimir el sfmbolo de producto

tensorial, escribiendo simplemente E a% Y| e+
Lj
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si ol es la base dual de la ej, o sea, BJ (ei) = SJi la forma de Pfaff vec

torial
ax= ) oo, ' (X.1)
i

se llama el vector desplazamiento corregpondienie al punto x . La aplicacién Tl -
m

--?Tl que le corresponde es la siguiente: al vector h = E )\ eq € 7! leco-
m

i . )
rresponde dx(h) = z >\ Ol(em)e = z >\ e =h , o sea, laaplicacién dx

i,m 1,
es la identidad, condicidén que caracteriza al vector desplazamiento.

2. DIFERENCIAL'COVARIANTE DE VECTORES Y CONEXION AFIN.

Hemos definido en § & R N°® 7 1la diferencial de un& funcién: es un coveetor.
Pero hasta ahwo hemos defma.do la diferéncidl de un vector. Una primera ideg ge-
ria, para. &Z em , definir dh = Z @N ) e ; esta es la llamada dife-

rencial ordina-la del vector h Tiene el mconvemente de no tener caracier intrinse

co, esdecir, su valor depende de la base ej. Para verlo es cémedo utilizar nota -

cién matricigl, poniendo 1 2 A
aj a1 ¢« ¢« ¢ . al\
1} 11 e n
i eg . ” 4 ag az.,...az!
sal |, A=(A,NL.....A), A . /
n e an an/

con lo cual es dh = d% .e. Uncambiodebasees e'=Ae. Por este cambio,,
1 .
como el yvector h =no depende de la base, debe ser )\ e' s }\ e, O sea, )\ Ae=
$ _ ~ _1
= >\e y por tanto >\ » )\'A 1. Por otra parte, de AA = B se deduce

da.A"l+4.da™! =0, de donde

dA™l = -a"lgaa-l, (X.2)

Por tanto

DRI ARG



3 w1 C S
4 dA = dX.a"l - N Alaaatt,
. t )
» Para que dh = aN. e fuera intrinseca, deberfa ser d.>\ et wdA 2 -
.en cambio es
id
it [] - .
t d_}\.e'td)\.e-)\A-ldAe
| 9 . '
13
es decir, la fdz'.t‘.érencifal ordinaria de un vector, depende en general de la ba_.se~dei es-
x pacio 7l .
gl_ Se trata'de ver si puede obtenerse una diferencial intrinseca; ello se co,nsigu'eﬂ o
B con la siguiente
‘ Definicién X. 2. Se llama diferencial covariante en el punto - x de la variedad
s diferenciable V, a toda aplicacién ‘D T 1o 'I_‘i' que cumrpla las sig-u'i:entes prg ‘
piedades
‘D(h # h'} = D(n) + Dlh'). ,
5 B (X.3) -
D(AL H) = dol . h # &L D(h)
E paratodo h, h' € T! ytoda fimeidn, & € cl.
Obsérvese que ol .h s tns NEiEaids abreviada d& d{_R®h .
) —— nl; L.
Aplicandg;{Xs8) a cualiiér vector h = 2 >\ em: resulta
ooy T
3 2 ym [T .
3 Dih).# Dh = @A. em * >\ Dep): X1
‘m

¢ détErminada para cualquier vector si se conocen s dj-- -

y por tanto; Dh- €5tary
ferenciales covaridntes ’Dé5,; de los veetores base. Se quiere, segun la definicidn,

que séa ‘De € Tll ; por tante Hdy que dar : ' L ia

»

. i
-~ Dey = Z Whe.m=12 ., n(X5)

:

i . . .
siendo («Um formas de Pfaff. Estas n? formas diferenciales lineales, que pue-




den escribirse en forma de matriz

(X.8)

) \wﬁ (A)g

deben cumplir la dnica condicién de que la- diferéneial covariante sea intrinseca, o

sea, que por cambios de base €' = Ae, su expresién quede invariant®. En forma

B

matricial, la diferencial covariante (X.4) se e'scribe:
Dh = (d>\+)‘uﬂ'-)e . (x.7)
y para que sea intrinseca debe ser
e {1 REak
@A+ AShye=@h+ XN SU)er.
v _1 L
k Para e'= A e, >\ = >\ A esta condicién se escribe,’ segin (X.2),

@A+ ASVye=@h - AalaasAa ) are

de donde
1 d
5 =aa.at+adlal (X.8)
Se llega asf a la siguiente

Definicién X. 3. Se llama conexién afin sobre una variedad diferenciable V

de dimensién n, a toda matriz <Q: de tipo o Xn de formas diferenciales linea-

les, tal que por un cambio e' = Ae de la base de Tl , Se tfansforme segin la

ley (X.8).

Obsérvese que de (X.5) se deduce que la suma de dos conexibnes no es una
conexién,
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Dada una -conexién afin -(S-Z , la diferencial covariante repecto de ella del
vector h estd dada por (X.7). Esta expresién se suele interpretar de dos mane-
rag:

a) Como vector cuyas componentes son formas diferenciales lineales. Si
se indica por D)\ a la matriz de estas componentes relativas al vector k, se tie

DA =dX + ANSL (%.9)

En este caso D)\ se llama propiamente la diferencial covariante del vector
cuyas componentes forman la matriz >\ .
b) Como un elemento de Ti’ . Desde este punto de vista, Dh :wes un ten~

sor mixto de segundo orden. Como tal tensor, Dh se llama la derivada covar?.fgtf‘je.

de h.

Para ver las componentes en ambos casos, supongamos elegido un sistema de’

coordenadas x;j . Las formas de la conexién se escribirdn
. i
i .
W = E f;j dx; S (X, 10}
J

siendo Ar::j(x) funciones de x que se llaman los coeficientes de la conexién.

Las componentes de la diferencial covariante (X.9) serdn

L — oy
DN =dX +}:|:j NI (X.11)
m,]

i=1,2 .....,n.

Como elemento de Ti‘ , (¥.7) se escribe

Y PA_L R
Dh = (—L+ N E;j)dxjﬂei

i:m: J 9 Xj

y por tanto las componentes del tensor derivada covariante del vector de compoaéntes
N
son
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X .= '9’\1+.ZE§/\#’. o (X:12)

3l 3
{ Xj
La notadién del primer miembro, para indicar estas componentes es la usual en

cdlculo tensorial cldsico.

3. DIFERENCIACION Y DERIVACION COVARIANTE DE COVECTORES. "
Si /"i son las componentes de un covector respecto de la base ol , parau-

tilizar la notacién matricial pondremos

!
Mo

Fadl RO I 6=(le... 6% C(X.13)
M

con lo cual el covector E /;,i 8l se escribe simplemente 9))« .

i

Igual que para los vectores, la diferencial ordinaria de un covector 6 /J‘- se

define por 6d }A— » Pero notienecaracter invariante, depende de la base elegida en
i y por tanto tiene poco interés. Para conseguir una expresién invariante, en el ca
so de-los covectores hay dos caminos, a saber:

a) La diferenciacién exterior. Representando por Tfl el espacio vectorial

de las formas diferenciales exteriores de segundo orden, la aplicacién Ty ~—> TTI
que a cada covector © )b hace corresponder su diferencial exterior de. /u. - 8AAd /A.

1
tiene caracter intrinseco. En efecto, por un cambio de base ' = 6B, es /u, =

= B']')A« y por tanto
(deNjL - A AN = (de.B - 6 AdB)B™ M 4 (e"‘f\dé')'B'l/uv ALYl

= de./w - e/\de..

La diferencial exterior de un covector (.P se llama el rotor de (.P y se re-

presenta rotq) . Elegido un sistema de coordenadas x; -y la base gt = dxj , se
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R |

b
¥

rd (P = Zl /‘ki dx; y por tanto | - -

TO’C(P = ch“’i/\dxi= Z( Iy _ D ydxy Ndx;
: i<k Dk, 9 x

Las componentes del rotor son, por consiguiente

D A, C
/u'ik = )A'l - /u'k (X.l‘l)
D xy  x;

Se trata, por tanto, de un tensor covariante antisimétrico.

b) La diferencial covariante. Andlogamente al caso de los vectores, se defi

ne una diferencial covariante para covectores como una aplicacién D : Ty ---»Tq;

que cumple las condiciones

p(p + (. D((P)+D((P')
D(a/\P ) = da(P + aD[P

1
para todos (P Yy (P € T1 y toda funcién a € C1 .
Obsérvese que en la segunda igualdad debe entenderse da (‘P = da E(-P .

Igual que para los vectores, la diferencial covariante estard definida siempre

que se disponga, como dato, de una matriz

—1 —2 Y

W; Wi.....W;
&= Wy Wy« Wy

(X. 15)

(,{)n wn.....wn

de formas diferenciales, dadas en una determinada base o' , gue definan DO = BQ.

Con esto, para todo covector (P =8 )k serd

D(P=e(d}k+¢f_2/u,). (X.16)

La dnica condicién que debe cumplir SZ es que D('? sea intrinseca, o sea,
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conserve la forma por cambios de base 6! = 8B, /A,' = B’I/L . Para ello debe

ser
é'(d/»' + JT'/A.')= o(dp + TL}L) (X.17)

El primer miembro vale

——

8B(-B laB B” /u,+131d}¢ J}, 1)
= 6(-dBB~ /J«"I'd//b + B JU /Jv

¥y para que se cumpla (X.17) debe ser
—_— -1 =
Jo-=8"aB+8'J] B. (X. 18)

Para comparar esta ley de transformacién con la (X.8), supongamos que el
cambio de base 8' = 8B sea el inducido por el cambio e'-= Ae debasede T!.
Ello sighifica que B = A-?' y por tanto

N s -da.alsa.F .4l L (X.19)

Cualquier matriz (.QJ de formas diferenciales lineales, que por un cambio
de base e' = Ae setransforme segin la ley (X.19) puede servir para definir la di-
ferencial covariante de covectores.

Se tiene asi la posibilidad de construir una geometria sobre la variedad diferen
ciable V a partir de dos conexiones afines (QJ R 5_?/ , una para la diferencial co-
variante de vectores y otra para covectores. Por simplicidad, aunque no por necesi-

dad, sge ha procurado ver si la matriz Jl puiede deducirse de manera simple de la

.S), , de manera que baste dar una sola conexién (Q, para tener también la (Q; “

Para ello se observa que es suficiente tomar

ﬁ - -8 (x.20)




con lo cual la ley (X.19) resulta equivalente a la (X.8) . Esto es lo que se hace co~
-munmente, estableciéndose el siguiente convenio, justificado por las consideraciones

precedentes:

Dada una conexién afin (Definicién X. 3), la diferencial covariante de un covec-
tor ('P = 9 /u. estd dada por la expresién (X.16), teniendo en cuenta la (X.20), o

S:,ea
D<P -Q(d}..\,-¢97)k) (X.21)

y. puede interpretarse de dos maneras:

a) Como un covector cuyas componentes estdn dadas por la matriz

D = dm - Sl/u ' (X. 22)

En estecaso, D /-b se llama, proﬁiamente, la diferencial covariante delco

vector de componentes }k .

b) Como un elemento. de T1'1 , O sea, como un tensor dos veces covarian-

te. En este caso recibe el nombre de derivada covariante.
Una veé fijado un sistema de coordenadas x;, las componentes en ambos ca-
sos, teniendo en cuenta (X.10), resultan
Djbry = dptpy - ) I_I:;/A.deJ , m=1,2 ..., n. (X.23)
: i,j ' A
para la diferencial covariante, y

= ——t——a m _ Zf":i /"i (X.24)

. i
9 x;

Jemi

para la derivaci_a covariante. La notacién del primer miembro es la usual en el cdlcu-

lo tensorial cldsico.




4. DIFERENCIACION COVAR NTE DE TENSORES.
Conocidas las diferenciales covariantes de vectores y covectores, respecto de
una conexién afin dada, la diferencial covariante de cualquier tensor se define inmedia

tamente, aceptando el siguiente

Convenio: La diferencial covariante de un producto tensorial de vectores y co- i
vectores, se calcula por las mismas reglas de la diferencial ordinaria y la diferencial
covariante de las funciones (escalares) coincide con la diferencial ordinaria de las mis
mas.

Veamos unos ejemplos. Sea G = Z t% o ® e; untensor mixto de segundo
orden. Si representamos por t ala matr;;J (t;:) ypor O, e alas matrices fila
y columna respectivamente de ei » € , se puede escribir G =06te, dondeen
los productos ei e; se entiende Ol ® e.j .

J
De agui’

DG =D6.t.e * 8dt.e + 0.t.De (X.25)

o bien, siendo D6 = -B\Q; , De = ‘Qv e , resulta
DG = 6(dt +1S5% - Sdt)e (X.26)
Es decir, la matriz de las componentes del tensor D¢ es

Dt = at + 1SV - L t. - (X.27)

De manera andloga, para un tensor dos veces contravariante G = et te

. t
(et = matriz transpuestade e ), resulta D(o = et(\Q) tet+dt+ uQ, )e y por

tanto sus componentes son

t .
Dt=dt+tﬂ{.~94t. (X.28)




. Para un tensor dos veces covariante C = 0t et resulta D‘G = 6(-..Q..t +

dt - \Q, ) 6 y por _tanto sus componentes son
‘ t
ot = dt - SVt - ¢4, (%29

Una vez elegido un particular sistema de coordenadas x;, respecto del mis-

mo las componentes anteriores (X.27), (X.28) y (X.29) se escriben, respectiva~

F SWrg
tik = qu Kty [
.s 13 4
td 2 ——— Z kth+ Zl_‘ Jmx 30)
s
bk © PO tmj " L—ljk tim *
Xy m - - _m

Para tengores de orden superior al segundo ya no es prictico el'uso de matri-

mente

ces, pero la dife;jenci'al covariante de un tensor cualquiera se obtiene siempre aplican
do el convenio mencionado de que la diferencial covariante de un producto tensorial se
calcula por la misma regla de la diferencial ordinaria y que la diferenciallcovariante

de escalares es la diferencial ordinaria de los mismos. Por ejemplo, para. un tensor

del tipo Té ». O8sea E § tﬁ 6 Y GJ B e , la diferencial covariante es

. 1)Jl
. . i K
DG = zij (dtk Reimelme i DO B oV B o +tf 01 B DO B e+t o' ® ol ® De,)
,k ,
y conociendo las expresiones De § U) e , DB z . (O; ¢ en términos
J

de la conexién afin dada, se obtienen las componentes de DG . Respecto de un sis-

tema de coordenadas xj , sustituyendo valores (X.10) resulta, para la derivada co-

2 tk k m m
k i | m I ko _ I k
tijs = + Z ms tij - Z is  tmj Zm js  tim
m

m

variante,

Xg .
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La derivada covariante es giempre una apiicacién de sz;x en Tll;l 412 ©

sea, da como resultado un tenscr con un indice mds de covariancia.

Observacidn. Para aceptar el convenio anteriqr hay que demostrar que elmis
mo tiene caracfer intrfnéeco, es decir, que es invariante por cambios de coordenadas.
Vamos a probarlo para el caso particular de un tensor mixto de segundo orden. Sea
el cambio de base

e'smAe, 0= GA'I, t'-='AtA_1, .Q:‘dA.A;l'l'ARA-l;
(X.31)

una simple sustitucién en (X.26), teniendo en cuenta (X.2) permite comprobar

D‘G' = or(atr + 01§ - SUtr)er = a(at +t8d - Sltle=DT

lo que prueba lo afirmado.
Para el caso general, la comprobacién de la invariancia es mds larga, perono

supone complicaeidn.

5. LA DIFERENCIAL EXTERIOR DE TENSORES.
* Lt 2
Sea T =T N\NT N\ ... VAN T, el espacio vecforia.l de las m-formas
diferenciales exterioresten un ‘pu_nto x de la variedad diferenciable V. Sea TF =
T .
Tlgrlg .1l el espacio vectorial de los tensores contravariantes de grado
r . Pongamos T’:g = T;] WTY, Si m } 1, adémds de la derivacién covariante

hay otra ablicacién lineal T* ———> T +1 Iimportante, que vamos a definir.

Poniendo 6'1'*lm = @lIA .. A em, ey,

. ip ejq E...Eejr,
cada elemento &e T;f es de 1la forma
E j1-e-dr gl1--+im . .
& = t11... 6 L ?31"‘_]r (x.32)
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Pondremos A

. g

dC = @t IeAg't - im w e, - i

1...1m Jl"'JI‘ .::‘

(X. 33) :

J1e e o giteseim m j1e.-dp plie--ig ”
+ i 2+ de . .+ (- f . 2] . .
i1eeedpy ey, .5 Tt 5 /A\Dej. .5,

donde, en el segundo miembro d indica 'diferenciacién exterior'" (para el escalar !

tJ:]_.. Jr

i...1 coincide con la ordinaria) y D indica ''diferenciacién covariante'" . En
ceedy -

el primer miembro, cén la misma d indicamos a la nueva operacién que llamare -
mos "diferenciacién exterior" de tensores; ella queda definida por la igualdad (X. 33).

Obsérvese que sélo es aplicable a los tensores G € T’:If , No a un tensor general

r

de Tm

Esta operacién tiene caracter intrinseco. Vamos a verlo para el caso particu e

lar m = 1, r = 1. En notacién matricial es C = Ote € TT]‘ = T% y la diferen

cial exterior resulta . s

dG = dete - 8/\ dte -8t/\ De.
|
e i
El primer signo menos es consecuencia de la notacién matricial, que no permi “

te poner dt/\8 y obliga a poner en sulugar -8/\dt. Por el cambio de base

(X.31) resulta

1]
dG =ade'tle - 8'Adt'e' - 8't'ADe' = dote - 8/\dte - 8tADe = d &

lo que prueba el enunciado. Para el caso general, la demostracién se reduce a una

comprobacidn, no dificil en cada caso particular, pero engorroso de escribir en gene

ral.
Para un sistema de coordenadas dado x;, es et = dx; y silas componen-

tes de C son t;:‘, serd

E 2t s
dG = (———dek/\dx.]'ei-t}[—i—; dxj/\dxkes).
i,j.k I xy
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: o
Por tanto, la diferencial exierior es el tensor, elemento de Ty cuyas com-

ponentes son

ot ’c?ti i '
i i k 8 8
dyty = - +r;;tj’!s_jltk'
CRIN 2x

6. DESPLAZAMIENTO PARALELO.
Sea V una vaniedad diferenciable con una conexidn afin <Q./ . Sea C =
= C(t) unacurva diferenciable en V (= aplicacién regular de un intervalo de R1

en V).

Definicién X.4. Un campo de vectores h(x) . se dice que.forma un campo de-

vectores paralelos a lo largo de C, o que los vectores han sufrido un desplazamien

to paralelo a lo largo de C, cuando Dh = 0 entodos los puntos de C.

Elegido un sistema de coordenadas x;, si >\1 son las componentes de. h
y %; = xi(t) las ecuaciones de C, las ecuaciones del paralelismo, segin - (X. 11);
son

N Z —i om |
Z £ + [;‘{ /\_.xk-o, i=1,2 ..., n (X. 34)

k Oxy m,k

>,

donde los puntos indican derivadas respecto-del pardmetro t. Este sistema de ecua
ciones en derivadas parciales permifen calcuiar )\1 en cada punto de C a partir
de una posicién inicial X (p) . En general el traslado por paralelismo depende de.l
camino, es decir, al pasar del punto p al puntp. q, el vector que resultaen q
depende del camino seguin el cual se ha realizado el desplazamiento.

Para covectores las ecuacionesd’,el paralelismo son también D(? =0. Se-
gin (X.23) si el covector CP tiene las componentes /u'i (er el sistema 'de coor-

denadas x;), las ecuaciones del paralelismo gon
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).
13
i

m,k

9 M. m .
Z—é—ik;-zm{ /wmick=“o , i=1,2,...,n. (X.35)
k axk

Definicién X.5. - Una curva se dice que es autoparalela (a veces se dice tam~

bién geodésica) si sus vectores tangentes son paralelos a lo largo de la curva.

Como los vectores tangentes son los de componentes X5, las curvas autopa-

ralelas serdn las integrales del sistema

L i' -
xi+ k’;;kxmxk=0 (1=1,2,...,n) (X.36)
m,

Las curvas autoparalelas dependen del pardmetro t ; sélo son invariantes

por cambios lineales t--%a t+b.

7. FORMAS DE TORSION Y DE CURVATURA.

Dada una variedad diferenciable V , se tienen en cadd punto x las n for,

mas diferenciales lineales 6! que constituyen la base del espacio de los covectoreié_f_";

ellas forman la matriz 0 = (81 62, . . o7).

Sien V est4d dada una ¢onexién afin, se tienen, ademds las n2 formas di
ferenciales lineales (A)i que congtituyen la matriz ..Q, ; también ellas estdn defi
nidas en cada punto x de V.

A partir de las formas 0, \Qz se trata de ver si pueden obtenerse otras
formas diferenciales que sean intrinsecas a V y a su conexién, es decir, que no de
pendan de la base elegida. Para ello disponemos de la diferencial covariante y de la
diferencial exterior que hemos estudiado.

Consideremos primero el vector desplazamiento (X.1), o sea,

dx = O e. (X.37)

Se trata de un elemento de 'T% y por tanto, aplicando la-diferencial exterior
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‘ ce dog. el operador d.

(N® 5), resulta el elemento de T’;l

a({dx) = (d9 - 9/\.<.Q-)e

que se llama el tensor de torsidn. Obsérvese que dx- es una notacién, no una dife-

rencial exterior, y por tanto no puede aplicarse la propiedad de ser nilpotente de indi

Las n formas diferenciales de 2° orden, elementos de la matriz

G = de - NS (X. 38)

se llaman formas de torsién de la variedad, relativas a la cohexidn_ S).c .
1

. M . .
Diferenciando exteriormente el tensor de torsién Gee€eT 9 se obtiene el
clemento @ € Tgl siguiente

ae = e-/\.(d;.Q - sz/\‘QJ)e (X. 39)

que es el llamado tepsor de curvatura. Lasg r_12 formas diferenciales de segurdo

grado

@) - aSL - SLA S (X. 40)

se llaman las formas de curvatura de la variedad, relativas a la conexidn S?[ .

Por diferenciacién exterior de las mismas, resulta
a(®) = - @/\Q, + LQJ/\@ ) (X. 41)

que son las llamadas identidades de Bianchi.

Férmulas explicitas en coordenadas locales. Supongamos un sistema de coor

‘denadas-locales x; . Para simplificar la egcritura vamos a suprimir los signos de
sumacién, sobreentendiendo que siempre que aparezcan dos Indices repetidos en una

misma expresién monomia, se'trata de una sumade 1 a n. Supongamos que sea

148




i3
d
4
i
¢

#adg, , WPelim dx (X. 42)
con lo cual resultz
G - ~e/\.Q = - m dx/\dx =-~-§(rh mi )dxi/\dxm
Las componentes del tensor de torsién son, por tanto

Ti—lmh , %(lun f—l ). (X.43)

Un espacio serd de torsién nula si

[ = Tt

se dice también que la conexidn afiu es simétrica.

Por otra parte, indicando con una coma a la derivacién parcial ordinaria, sg
rd .
b h
AW; = [ jm, i G At

&/\Lﬂi = <w§/\w§‘> = ([?nj [;:hdxm/\dxk)

con lo cual queda

Las camponentes del tensor de curvatura se expresan (prescindiendo por cos-

h h j h j —h
(En k™ ik,m'*'l—i?n |_J; 'I-i—kl [j—lnl)dxm/\dxk-

=

tumbre del factor 3),

~

obgervidndose la antisimetria

(X.45)

Se tiene por tanto
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@ = %:R?km dxra/\dxk ’

de donde
. , '
/\ &Q; = %Ria [sp dxm/\\dxk AN dxp
18
SUA® - 1y Ry axp Ay A,
d @t' z R}ilkm.q dxg Ny Ny

con lo cual las identidades de Bianchi (X.41) se escriben

8

‘h .
h 8 h
.[Rikfn,q + |—s: lem - E; Rskm:l dxq/\dxm/\dxk =0

Sacando factor comun los productos dxq/\ dxm/\dxk' para q<m< k, sus

3 coeficienteg deben ser nulos y teniendo en cuenta la propiedad de antisimetria (X.45)

. renulta

(X.486)

8
o+ l—u: 'quk

1qk m sm- 1qk

Por otra parte, segin la regla de derivacién covariante es

h
ikm;q ~ R?km,q"'_l_s: R?km - l——' s r—| RlSm - l-_|th

RrR

Si la conexidén afin es simétrica se observa que el primer miembro-de (X.46)
equivale a Rlilkm;q + Rx-fmq';k + Rlilqk;m . Por tanto, para espacios de conexién afin

simétrica, las identidades de Bianchi (X.41) se escriben-en la forma ciééiéa

h h
Rikm;q * Rimq;k + Riqi;m = 0 (X. 47)
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