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INTRODUCCION

En lo que sigue haremés una exposicidn general de las ideas en
las que se basard el presente curso.

No habrd por tanto demostraciones, sino solamente una presenta
cidén del panorama general, plantedndose -las cuestiones que serdn demos-—

tradas en los capitulos siguientes.

I.- Mecdnica cudntica no relativista

Supondremos aquf{ que un punto material que se mueve en el espa

cio de tres dimensiones, no tiene una posicidén determinada en cada ins-

-~ tante, pero su "estado" estd fijado por una funcidn de ondas Hf .

No precisaremos ahora la funcidn de ondas;'admitiremos,solameg
te, como queda dicho, gque el estado de un punto queda fijado por la fun-—
cién qj'(x,y,z).

M4s exactamente: el espacio en que vivimos es un espacio afin
de tres dimensiones que designaremos con E3; Por tanto, en lugar de es-
eribir \+/(x,y,z), pondremos \4/(x),:@onde X indica un punto de E3.
Con ello evitamos la notacidr q/(x,y,z) que sugiere la existencia de
un sistema de coordenadas, sistema que no viéﬁe dado directamente por la
naturaleza.

En el espacio E. hay ademds una nocidén de medida de longitud,

3
gue puede precisarse observando que en el espacio vectoriéi asociado a
E3 puede introducirse la nocidén de producto escalar, o bien una forma
cuadrdtica positiva, mediante la cual quedan definidas las longitudes.
Observenmos, de paso, que lo que éxiste en la naturaleza es la
nocién de comparacidén de longitudes, no asi la de unidad; pero puede su

panerse que hemos elegido una unidad de longitud una vez por todas,

E. es por tanto un espacio euclideo afin,

3
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\r(x) es u.na i’u_nclén definida en E_,con valores comple;;os.

3.
Es, adfemés/ de cuadrado sumable. Se tiene ademé.s: :

1.1 JN/(X)I dx =1{.

. B1 sjgnifiecado de esta integral es claro, dado que s:L en E3 es-
té definida una longitud, exis¥e una nooidn de volumen; y hemos 1ndicado'
con dx el elemento deA volumen,

Por otra parts, \f-/(x) puede interpretarse como una densidad de
probaﬁi;idad de presencia en el siguienfe sentido:
| Si ) es un subcongun:bo de E3, ¥y si ademds un punto tlene a

"]/(x) como. funcidn de ondas, entonces la probabilidad de que una medzg—

cién de Ia _pps:.cn.dn del punto dé un resultado en () es:

[I¥oofdx.

i {1 es todo el espacio E

3 la probabilidad es, desde luego,‘

igual a umo.
Ahora bien} si un punto tiene éh'un cierto instante uda fun’cjgtfn
de ondas \V y ¥ el punte se mueVé al variar el tiempo. t, sppondremo's

que en ¢adw instante tiene una funeibn de ondas determinada,.

Rondremos \-V(x,t), que da para cada t la fumcién ¥ que corres

ponde al punto.
E} movimiénto d4el punto esté.:". dade, pues, por una funcidn de cuge-
tro variables’ Es decig;; \V (x,t)‘es’cé‘definida sobre el espacio EBXEI,

»

producto del espaecio 33 y. el espacio El. Digamos que E1 es un espacio
afing dado que no hay un orj.gen de los tiempos fijado por la naturalgz’a;
pero de la misma manera que antes, podemos fijar em El, _un:‘s’entido ¥y uns
unidad.

Observemos que Y (x,t) no es, por cierto, una funcidn arbi-

traria. Veremos en seguida cudles son las condiciones que le impondremos.

———
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Por lo pronto, ‘~|/ es para cada t una funcién de ondas; y ade
mds es sabido que satisface a.una ecuacidén diferencial, la ecuacidn de
Schrddinger, que suponemos conocida para el caso de una particula libre.

Tendremos asi:

1.2 [[V(X,f)fzdx =1,

Es 2
I3 KM Ay
bt 2m ’ PA %
donde: ‘k = constante de Planck reducida, es decir E—%ﬁ ’ 20 IR
' m = masa de la particula,
A = laplaciano, el cual tiene un sentido intrinseco, pues en E

3

est4 definida una forma cuadrdtica,
En todo esto no tenemos en cuenta la Relatividad
Hagamos notar que la ecuacidén I.3 debe ser considerada en el sentido de
las distribuciones, pues en virtud de I.2 \l/e L2, para cada +t, sien-
do I.2 el espacio de las funciones de cuadrado sumable; por ta.ntov, en ge=
neral,no tendréd derivada en el sentido usual,
Se pﬁede demostrar una propiedad de la integral que figura en

I.2, a saber:

si Y es una funcién medible, si la integral I Yout)fdx -
. A
es finita para casi todo t, y si ‘V . gatisface a la ecuacién de Schrodin-

ger en el sentido de les distribuciones, entonces la integral anterior

tiene el mismo valor para casi todo t.

Por tanto,si es igusl a uno para un cierto +, y si es finita
para todo +, es igual a un;f‘ para casi todo t. |

Se puede ver que las relaciones que figuran en I.2 y I.3 no son
iz;varia.ntes para el grupo de Lorentz. No pueden ser, por tanto, las ecua-

ciones de una partf{cula en la teoria de la Relatividad.



.

Trataremos ahora de encontrar las ecuaciones de las particulas

~Lorelativistas,

II.~ Mecdnica cudntica relativista

El descubrimiento de las ecuaciones de las particulas relati-
vistas fue, en cierta forma, cdriééo. Cﬁénﬁo se vio que la ecuacidn de
Schrédinger no era relativigt;gamente'invariante, se buscaron las ecua-
ciones de primer orden en t que fueran relativisticamente invariantes, lo
cual se vio que no era posible. las solas ecuaciones invariantes, son del
tipo de la ecuacién de Klein-Gordon que son de segundo orden en t.

Dirac hallé otra que es de primer orden pero, para ello fue
necesario suponer que ?/ es una_funcidn vectorial de cua@ro componentes.

Con ello se introdujeron en la fisica los espinores. Partiendo pues de

_una idea falsa, como era pretender que las ecuaciones eran de primer or-

den respecto de t, Dirac encontrd las ecuaciones del electrdén., Para el me

sén tenemos ya la ecuacidén de Klein-Gordon, de segundo orden respecto del

- tiempo..

Nosotros vamos a proceder en una direccién completamente dife-

rente, No haremos hipdtesis sobre el orden de la ecuacidn a que debe sa-

_-yisfacer la particula,sino gge;t?atgremos de encontrar lavnaturaleza.de

las funciones de ondas, haciendo el minimo de hipétesis.

Nos basaremos en cuatro principios generales,

12 Hay que comenzar por‘éambiéilla nocién de espacio.

Tomaremos el espacio E4, universo de la relatividad, espacio
afin sobre el cual existe una forma eua&fética, la forma cuadrdtica de
Loréntz, Qﬁe proviene de un producto escalar, Indicaremos con (x,j) el

producto escalar de dos vectores de E4,es decir, de dos elementos del es-
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pacio vectorial E4 asociado a E4.

La forma cuadrdtica de Lorentz se obtiene tomando el producto
escalar de un vector por si mismo, esto es: (x,x), y la signatura se toma
igual a 3;1 .,

Es decir, si se toma un sistema de referencia de Lorentz se ten
drd:

II.1 (X,%) = xi + xg + x§ - xg

Bsta dltima expresidn no estd inmediatamente dada,pues no hay
un sistema de coordenadas privilegiado. Sélo se da la forma y la signatu
ra. Los sistemas referenciales de Lérentz son precisamente aquéllos en
los que dicha forme se escribe como en 11.1.

Hay otras cuestiones sobre el sentido del tiempo y la orienta-
cidén del espacio. Se puede comnsiderar, teniendo presentes los resultados
de la teoria de las ecuaciones de evolucién en la fisica, por una parte,
¥ las recientes investigaciones de Yang-Lee, por otra, que posiblemente
estén dados en la naturaleza el sentido del tiempo y la orientacidn del
espacio, .

Si estudiamos un punto material que se mueve, no es ya posible
distinguir su funcidén de ondas en un instante t, S6lo se puede considerer

Y (x) conx € E4.

ordenadas de Lorentz, serd posible'tener q/(x) para cada t, con lo cual

De cualquier manera, si se toma un sistema de co-

se define una funcidn de ondas sobre E3.

Veamos cudles serdn las propiedades de la funcién de ondas. Es-

ta funcién no es- de ninguna maners arbitraria, dado que hemos visto en el
. o
caso no relativista que por una parte satisface a una ecuacidn dife:en,;h

cial y por otra hay una condicién de normacidn que expresa que ciertas

Rl

integrales son finitas,
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Haremos las siguientes hipdtesis: Siendo una funcidn de 4 varia
tles no serd mucho suponer que eg, localmente sumable y que en particular
es una distribucidn; la 1nd:|.ca.remos_.pon1endo: \ffe % (E s donde%(E )
.41';dica; el espacio de las distribuclones definidas sobre E4. Veremos més
a@elaﬁte fgna”eﬁ_«'realid’ad \f/ es propiameﬁte’ una funcidén, pero no hacemos
ahgra este, hipélesis,

‘Ademds, para una particula supondremés gue las funciones de on-
das forman un subespacio Jé de 9/ (E4). % serd, pues, el espacio funcio
nal de-la pa.rticulé..:

Si tenemos en cuenta I.,2, vemos que estamos en presencia de un

espatie de Hilbert, que puede ser descripto de la siguiente manera:

16 es el espacio de las distribuciones Y (z,8) e D’ (E 1)

que verifican la ecuacidn de Schrddinger en el sentido de las distrlbu-

W@lem
integral JIW(X f)l dx es finita,

Porsotra parte, esta 1ntegral es la misma para casi todo to

El preducto escalar en este espacio serd:

I1I,2 (Y, 1Y) =j‘l’(x Y x,e)dx

q_ue.‘t:a.mbié_n tiene el mismo valor para casi todo t. Nétese que
la integral estd A‘_bomada. sobre E3. .

Para el caso presente sélo se sabe que e 9‘/(E4).

Tampoco Se supone gque las \V son fu.nci.ones,' pero de,todas mane-
ras JO tiene una estructura de espacio de Hilbert que ésté. definido por
un producto escalar: ( \-}{ “-!i )?é .« Bg decir, que tenemos una norma
para la cual 76 es completo.

Agreguemos algo méds. Sabiendo que en todo subespacio natural de

/
@ la topologia es mds fina que la inducida por 9 , tendremos que en
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’d — .v. / .
% la topologia es més_ fina que en 9 . Es decir. si una sucesién con-

verge en el sentido de la norma, converge también en el. sentido de las

, distribuciones

Una $ltima cond‘ic,ién:poﬁdre_mos para Y e 76 , "KI/‘“%= 1 .
Resumiendo lo dicho en este punto podremos poner: .

54: espacio afin con sentido de + y orientacidn fijados; con
producto escalar (x,y); con signatura (3;1); |

% € 9/ (E4') espacio de Hilbert mds fino;
Y e % J “\V”%= L
Planteemos ahora la siguiente cuestidn: conocido el tipo de Par
ticyla determinar 7{73 es decir,determinar el conjunto de las L 4 que lo
definen y su producto egcalar.
Suponéremos gue la determinacidén compieta de 76 es un proceso

intr{nseco a partir del espacio E, munido del producto escalar (¥,¥), con

y)

_sentido de t ¥ orientacidén fijados.

Veamos qué significa prec'isamente este enunciado, Sea el espa-~

cio E4 y consideremos otro ejemplar F,., Sean % y]@ los espacios de

4

Hilbert correspondientes determinados por el mismo proceso,

2 Yy F.4 un isomorfismo

II.3 < F
II.3 E4 4

correspondencia biunf{voca que conserva el producto escalar y las orien-

Si hay entre E

taciones, este isomorfismo debe inducir una correspondencia biunfvoca en

tre }(’) y%.

Por lo pronto,el isomorfismo E 4<—> F 4 induce una corresponden

cia

/ /
me  BEp=—>=Fw,)
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por transporte de estructura y como queremos que la determinacidn de ;6

v ]6 sea intrinseca, ese isomorfismo deberd transformar toda distribu-

cién perteneciente a ]6 ‘en una distribucidn perteneciente a..76; se ten-

drd por tanto una correspondencia entre 5% ¥y Ko que deberd ser un iso-
morfismo. . : '

Es decir: cada vez gue se tengan dos ejemplares dei espacio a-

fin de signatura dada, gqueda definido un isomorfismo entre ellos; este

isomorfismo define un isomorfismo entre los espacios de distribuciones

definidas gobre ellos, el cual a su vez induce un isomorfismo entre ]6

Esta es la expresidén rigurosa, equivalente a decir que la deter

ninacidn de 76 a partir de E, se hace por un proceso intrinsecd.;

4

2% Podemos tomar ahora en lugar de F4 el mismo E4. la corres-

pondenci;a 34-4—-» E4 gea en .este acaso una correspondencia de Lorentz pro-
pia o, 1;01' abus-o de lenguaje,de Lorentz; es decir, una correspondencia: que
conserve la forma cuadrética,', la orientacién del tiempb ¥ del espacio. Su
pond;‘edos una transformacidn de Loréntz iphomogénea., pues E4 es un espa;-
cio afin y nd vectorial. |

Sea _/\- una particular transformacidn de Lc;rentz; ella define
un automorfismo de E,, el cual define a su vez un automorfismoe del espa-

4
/ ] .
cio de las distribuciones g (E4), 'y esta operacidn sobre las distribu-

~ciones debe dejar el subespacio }& invariante, conservando el producto

egscalar definido en €1,
Es decir, /\ ,que opera sob?e 9/(E4~), induce sobre ]é un ope-
rador unitario. ». | “ -
¢ Cudl es ahora miestro problema?

Dado E4 afin, con su forma cuadrdtica, hallar todos los subes-
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pacios pertenecientes a Sé que son invariantes Lprentz.

Si logramos conocer todos esos subeSpacioé, conoceremos por tan
to todas las particulas.

Existe un método geﬁeral para determinar todos los subespacios
buscados.,

Es el siguiente, Consideremos una funcién sobre E,xE , es decir,

4%
un ndeleo K(x,§). Diremos que K(x,&). es de tipo positivo si para todo sis

tema de n puntos

xl; xz;..f.xn & E4 ’

y para todo sistema de n ndmeros complejos

zl; 22;....zn e C ,

se tiene

11,5 Zj K(x_i;xj) zi?j > 0 .

i,

.Lo indicaremos escribiendo K /~ O.

[

BEsta condicidn puede ser enunciada de distinta maneras

Dados n puntos arbitrarios L) la matriz

K(xl’xl) K(lex2)-----K(xlvxn)
K(xz_,xl) K(xz,xz).....K(xz,xn)
II.6 Gevtecaccecssesassessosncatonas
K(xn,xl) K(xn,xz). cee .K(xn,xn)

es herm{tica positiva, es decir, todos sus autovalores son rea-—

les-y poaitivos.

Esta propiedad queda definida asi para ndcleos-funciones.
' 8i conmsideramos ahora un micleo distribucién, es decir, una dig
ti‘ibuci6n Kx § definida sobre E 4xE 4 se puede definir la propiedad an-
y

terior también para estos nidcleos.
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Ahora bien: es posible denibstrar que hay eorrespondeﬁ_cia. biunf-
voca entre lbé 'subespa.cios de Hilbert de 9/ con topologia mds fina que
" la inducida por %ly los ndcleos de tipo positivo, K. € > 0.
y

- Es decir: todo nidcleo Kx 7 O define un subespacio de .9/ con

&
egtructura de espacio de Hilbert de topologf[-a més fina que la inducida por

/
9 , L reciprocamente.

' Hay que buscar,entonces, los K. 7 0, nmicleos-distribuciones

% 3
que son ;:ihvarianfes para todas las transformaciones de Lorentz.

Ahora bien: las méds sencillas de estas transformaciones son las
traslaciones, K serd enmtonces invariante por traslacién,

En el caso de gue K fuera una funcidn, esta condicién se expresa
poniendo

fI.? Kz , §) = K(z-2 3 -3) para todo B ,
de lo cual resulta gque K es funcidén de la diferencia x- § , dado que si
se fija un origen O‘, en cuyo caso‘el espacio serd vectorial, se obtiene

Kx,5) =K(z-§ ;0),

que depende s8blo de x-& .

En el caso en que K sea una distribucién invariante por trasla-

/[, =
cidn, se puede ver que es posible encontrar una distribucién H € 9 (E4)

tal que
I1I.8 K ., =H )
x:§ K= g
El hecho de ser K 7 O se expresa ahora formalmente de la misma
manera: - ' ) ' .
11.9 Z— _ = -
~ B(x,-x,) 2,2, >0 .
i, .

Las distribuciones de tipe positivo aparecen, por otra parte,
en la teorfa de las distribuciones sobre grupos conmutativos;y puede ver-

se que mediante ello es posible caracterizar las distribuciones de tipo
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positivo sobre E4.
Con este fin recordaremos el teorema de Bochner:

(1)

Condicidn necesaria y suficiente para que una distribucidn sea

de tipo positivo es que sea temperada y que su transformada de Fourier

sea una medida temperada positiva.

De acuerdo con esto,nuestro problema es encontrar las medidas
positivas que son invariantes con respecto al grupo de Lorentz., Es decir,
hay que buscar en E4,

didas }i- temperadas positivas e invariantes con respecto al grupo homogé

donde suponemos ya elegido un origen, todas las me-

neo de Lorentz,
Para ello es necesario recordar los resultados obtenido por P,

D, Methée (2)

en su tesis.,

Por lo pronto, busquemos cudl ha de ser el soporte de /L . Por
ser invariantes ILorentz, su soporte estard formado por Srbitas del grupo
de Lorentz, las cuales pueden clasificarse de la siguiente manera.

Consiéerando el cono de luz con vértice en el origen, tendremos
una primera especie de drbita,que serd el hiperboloide de una napa en el
exterior del cono. Lia indicaremos coﬂ‘<:> . Consideremos ahora los hiper-
boloides de dos napas. Puesto que el grupo de Lorentz conserva el sentido
de t, cada napa es una 6rbita, Tendremos dos especies de 4rbitas que lla-
maremos-<:> y (:) .

Una cuarta especie serd la napa del cono de luz del mismo lado

del tiempo que (:> 3 la llamaremos (:) . Una quinta especie serd la otra

(l)L Schwartz, Théorie des distributions, Paris, Hermann et Cie. 1950-
1951; vol,II, pag. 1l32.

En lo que sigue,al referirnos a esta obra, lo haremos con las 1etras
T,D, seguidas por la indicacidn del volumen y la pdgina correspondiente,

(2)P.D. Metﬁée, Sur les distributions invariantes dans le groupe de Lo-
rentz., Tesis. Comm. Math. Helv.,vol. 28, fasc. 3, 1954,




nape del cono de luz,gue denominaremos ¢on @ . Una sexta especie serd

el origen,que indicaremos con @ .

—

Ahora bien: si una medida M de tipo positivo es invariante

Lorentz, su soporte debe ser una coleccidn de Srbitas,y mediante los re-—

sultados obtenidos por Methée se pueden determinar todas esas M .

3 __ __  Haremos uns nueve hipStesis, que llamaremos hipdtesis de

la energia positiva, Supondremos que existen sélo particulas de energlfa

poéit-iva, Desde el momento que hemos fijado un sentido del tiémpo, distin-

guiremos entre el cono de luz positivo y el negativo., Decir que la parti-

cula t;ene engrg:ta positiva éignifica, como veremos, gque el soporte de
}J. no piiede contener puntos fuera del cono de luz pqgitivo. Es decir,

como tipos de drbitas sélo deben admitirse los indicados por @ ' @
7 © .

42 Definiremos, por dltimo, gqué entendemos por particula ele-

mental. Esl necesario para ello recordar lo dicho en el principio 12 de II.
donde se establecid que para una partfcula existe un espacio de Hilbert
% . Supongamos que exista otra particula cﬁyo espacio es ]6 tal que
](, C %; diremos entonces que la segunda particula es mds elemental
que la primera. Es decir, la particula es tanto méds elemental cuanfo més
pequefio es su espacio de Hilbert correspondiente.
Si _]G C ]é , el espacio Jé podria ser descompuesto en dos
espa‘.—cios ]6, A%Z tales que '
76 = 76,07,
y por tento le particula se descompondrfa en dos, cada vez que su espacio
ge descompone en la suma directa de dos espacios,

Elemental querria decir que ]6 ho puede descomponerse en una
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-guma directa de dos espaciog de Hilbert.

El planteamiento parece asi absurdo. pues en general % ‘puede
descomponerse en la-suma de dos espacios) pero no hay que olvidar que ex=-
iste otra condicidn,que es la invariancia Lorentz,

Diremos entonces gque la particula es elemental si % no contie

ne subespacio propio gue sea invariante Ilorentz.

Veamos ahora qﬁe’ significé. esta propiedad para los micleos. Por
lo pronto,si b - 76,@ %7,_
los respectivos ndcleos cumplirdn la relacién K = Kl + K2 .

Por tanto K es un nicleo correspondiente a una particula ele-
mental, si no es posible expresarlo como la suma de otros dos micleos K‘.L
N K2 , excepto sélo si Kl ¥y K2 son proporcionales a K .

Para la correspondiente medida /u, s esta pi'opi'edad se traduce
diciendo que f.L no es una suma de medidas semejantes, excepto si son pro
porcionales, Ello equivale a decir que el soporte de /U. estd4d contenido
en la adherencia de una sola dérbita, pues éi estuviera contegidb en la
unidn de d/os 6rbi‘tas cerradas, /..L se descompondria entonces en la suma de
dos medidas.

Hay entonces tres tipos de medidas positivas 'elem'.entales inva-
riantes Lorentz que son, a menos de un factor:

+

}.Lm: cuyo soporte se encuentra en el hiperboloide positivo

de constante m.

+

Mo

e

cuyo soporte se encuentra en la superficie del cono po-

gitivo.
8 : cuyo soporte es el origen.

.Estos tres tipos de medidas definirdn las particulas elementa~
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. les.

Sus transformadas de Fourier, llamados propagadores e indicados

en la Fisica Cudntica por los simbolos
N, s O, 1 |
son,como funciones de la diferencia x-§& , 108 micleos K buscudos,

Mds tarde habrd que determinar los operadores hermi{ticos que
corresponden a la medicidn de magnitudes fisicas, En realidad, es preferi-
ble ver cudles son los tipos de operaciones invariantes Lorenté y de qué
manera es aceptable definir estos operadores como las magnitudes respec=
tivas,

Hemos obtenido en ;o que precede la; particulas escalares: me= .
sones de masa m y O respectivamente y,ademds, el facio.

Perolhay otras, como los fotones y electrones. Péra obtenerlas
hay que- partir de otros axiomas? aceptando distribuciones no ya escalares

sino vectoriales, para lo cual es necesario introducir el espin. Las par-

t{culas se clasifican entonces por su espin g.
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1. E1 espacio afin El.
g

—lp
Recordemos que: un espacio vectorial En es un espacio cu-

yos elementos se llaman vectores X, ¥, ...} e€n el que existe una no-

) ... - -> . ->
cion de adicion x + y entre dos elementos; un elementoe O , llamado

. . . . 2 \ A—"
origen; y una multiplicacion por los escalares J\ , de modo que X es
un vector del espacio. Los axiomas de la adicidn y de la multiplica-

’ t

¢idén son bien conocidos y no los repetiremos aqui; sbélo diremos que,

—
con respecto a la adicidn, En es un grupo y que hay ciertas relacio-

nes de la multiplicacidén con la adicidén. Existen ademds en -E; bases ,
Yy si estas bases tienen dimensién n , se dice que el espacio es de di
mensién n .

Pasemoé ahora a ocuparnos del espacio afin, enunciando los

axiomas que lo caracterizan.

Llamamos especio afin de dimensidén n , 2 un conjunto El'y
2.

[N

’ — )
a un espacio vectorial asociado E , con ciertas relaciones especia-.
'y -

ey

les entre ambos, que estableceremos a continuacién.

-

I) Los elementos de En son los puntos del espacio afin y los elemen~

—
tos~de En son, por abuso de lenguaje, los vectores de En .

- >
u €k

II) Si a e E , entonces a+ue E ; es decir, la suma-

de un punto y un vector es ur punto. Esta operacidn es tal que al

—>

par constituido por un elemento de En ¥y un elemento de En le

hace corresponder un elemento de En , satisfaciéndose los siguien

tes axiomas.

-—
1.1 a+0=2a ;

1.2 (e +2) +v=a+ (L+v) .
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N : En realidad, este udltimo axioma es consecuencia de otros,pe

o . ro nada impide adelantarlo desde ahora.

En la relacién -
: - —r — — .
\ 1.3 (a+u) +v=2a+(u+v)

en el primer miembro, a-+TI es un punto de En ¥ al sumarle ?7
se obtiene un punto de E_ . En el segundo miembro T +7V es un
vector y al sumarle a este vector un‘punto, se obtiene un puntoe.

\ Esto parece evidente, pero lo es sdlo porgue hemos escrito la ley
de composicidn entre En \'g -E; con el signo + ; pero esta nota
cidén se justifica precisamente en la anterior relacidén de asocia-

tividad. Seria conveniente, pues, escribir la ley de composicién

con otro signo, y después de analizar la relacién mencionada, con

cluir que se la puede escribir con el signo + .

El axioma 1.1 podria deducirse de 1.2 y 1.3 .
ITI) Cualquiera que sea a . fijado, la correspondencia
1.4 u—>2a + u

es una torrespondencia entre el espacio vectorial y el espacio a-
s bl . R —
fin., Cuando u recorre el espacio vectorial, a + u recorre el

espacio afin, una vez exactamente.

Es posible adoptar otra notacidén interesante.

Sean a, b, puntos de En . Hay un vector y s86lo uno tal

que a+u=0D (en virtud de III) ;

gse puede entonces escribir

—
u—':a—b’
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y decir que la diferencia de dos puntos es un vector.

También se puede escribir

En este caso tenemos la famosa relacidn de Chasles

— o = >
1.5 ab + be + ca =0,

que se puede escribir como sigue, con la notacidn de la diferencia :
N -—rp
1.6 (b-2a) + (ec-1b) + (a=-c) =03

lo cual parece evidente, pero lo es sélo si hemos ya adoptado la nota-
cidén de la diferencia. Pero la justificacién de la notacién de 1la dife
rencia implica precisamente la relacioén de Chasles.

Veamos como .1.6 se-deduce a partir de 1.5 .

Pongamos:
- iy
u=b=-a , v=¢-=D>D;
o bien:
— »—’.

-reenplazando obtenenos

-

a + (E'+7;) .

> -
c=f(a+u) +v

Es decir,
> -
c—a=u+1v

Por tanto, en 1.6 los dos primeros términos tienen como su~

ma ¢ - a , que es. el opuesto de. a - c , y por consiguiente 12 sums
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es cero. (l)

iy
En adelante se entenderd como elemento de En s un elemento
del espacio vectorial asociado a En s ¥ el espacio afin En serd de-

finido sobre eir cuerpo de los nimeros reales R .

En posee varias estructuras, en particular, una estructura-
topoldégica, una estructura diferenciabie, etec., que se introducen de -
la manera siguiente.

5i fijamos en En un origen O , con respecto a este ori--
gen En se convierte en un espacio vectorial; con ello significamos

o , . - - . .
que dado 0 , la correspondencia u—"0 + u , es una correspondencia

biunivoca ‘entre el espacio afin y el eéspacio vectorial, lo cual permi-

te transporvar 1ia estructura vectorial del espacio vectorial asociado,
sobre E, mismo.

Se pueden introuucir asi en En las mismas estructuras, to-
poldgica y diferenciable,que las del espacio vectorial dsociado.

La estructura vectorial lntroducida en esta forma en E de

‘pende de la ‘eleccidén de O , pero las estructuras topoldgicas y dlfe-

renciables son independientes de O .

2. Las distribucionés sobre E .
—— ————T)

Vamos a definir ahora las distribuciones sobre el espacio

(1) Lo dic¢ho hasta este momento constituiria una introducecidn correcta
de la geometria elemental. A. saber::se introducirian primero los-
cuerpos: real, racional y_ compleao. Después los espacios vectorla-
les sobre un cuerpo,. ¥y, -por ultimo, la nocidn bdsica de -la geome-
tria elemental, que es la-nocidn de espacio afin con un espacio --
vectorial asociado.
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En , espacio afin respecto del cuerpo de los numeros reales. Sabemos

- . . X . n . .
como se definen las distribuciones en R , es decir, en un espacio -
vectorial con base dada. Previamente necesitamos conocer el espacio de

las funciones (P .

a) 21 espacio 55 sobre E .- Comencemos por definir las funciones
Eé3

‘P(x) indefinidamente diferenciables y con soporte compacto en En .
En R" estas funciones son, directamente, funciones de n varisbles.
Pero en En no tenemos ahora ni origen ni base dados. En primer iugar
definiremos el soporte de q’(x) con la definicidn usual. En segundo
lugar, la propiedad de ser indefinidamente diferenciable la precisare-
mos de la siguiente manera.

En E q?(x) es funcidn no ya de n variables, sino de-
un punto variable.
Tomaremes un sistema de referencia, es decir,vun.o;igen yu

na base del espacio vectorial asociado :

> > -

2.1 o, el,.ez, cereny € »

De esta manera cada punto x € En tendrd ahora .n coorde=

nadas X)s Xy eereey Xy as{ que podrd ponerse:
2.2 x =0+ Ez_x. 3; .

Estard entonces definida una correspondencia biunivoca en-

. /
tre En y g s Y-podremos decir:

Una funcién ¢ (x) sobre En es indefinidamente diferen-

ciable, si en la anterior representacidn .q7(x) se-convierte en una

funcidn de n variables xl’—x2’ ""'L—xn que es indefinidamente di-~

ferenciable.
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Esta propiedad no depende de la eleceidn particular del ori
gen O ni de la base, pues por una transformacién de coordenadas se
ve inmediatamente que una funcién P (x) indefinidamente diferenciable
en una base,lo es también en otra.

La topologia de 96 es la miéma que en el caso de Rn . Hay
que definir primero la topologia del espaciogqq, topologia de la con-
vergencia uniforme del subespacio de Sé y formado por las funciones de

éZ)M s, que tienen su soporte en un compacto fijo M (convergencia u-~

Aniforméide las funciones q7(x) y de sus derivadas parciales). Cuando

decimos derivadas, suponemos que hemos elegido una base; pero se ve-
que si un sistema de funciones converge a cero en una base, converge a
cero en otra base distinta.
El espacio.Sé es,entonces, el limite inductivo de los es-
pacios Q M-
{
/ K1
b) E1 espacio Sg , sobre E . Sp' serd el dual topoldgico del espacioﬁﬂ

munido de la topologia fuerte de espacio dual, como se hace usualmente.

- N/ /
Tenemos ahora &ﬁ y’ﬁg . Las propiedades de.S§ ¥y 5§ que se -
demuestran en R™ son exactamente las mismas en este caso, pues eligien
: g % / .
do un sistema de referencia, los espacios y relativos a En se

S/
: . . n .
convierten en los espacios 55 y %9 relativos a R~ . En particular,son

espacios de Montel, tonelados, reflexivos, etc.

Observacidn. Una funcidén f(x) , localmente sumable, no es ahora una -
distribucidn particular.
Recordemos gque en el‘gspacio r® una funcién £(x) local-

mente sumable es la distribucidn definida por
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2.3 ¢ —> [nf(x)‘P (x) ax .
R

Pero en este caso la integral no existe, dado que no hay,en
En s ningin elemento de volumen parficular dx , siendo por lo tanto
imposible integrar.

Podriamos introducir en E la nocién de funeidén f£(x) lo

calmente sumable, diciendo que para una base dada, f(x) se convierte

en una funcidn de n variables, localmente sumable, y viendo que resul
ta localmente sumable para toda otra base. En esta base tendriamos un
elemento de volumen dx , pero este elemento no serfa invariante por

un cambio de base.

Las distribuciones que hemos definido en lo que precede son,
en fealidad, las corrientes sobre una variedad indefinidamente diferen
ciable, de grado n Yy especie impar. De grado n , pues ﬁéles el dual
de un espaci&>§§ de funciones ordinarias, y de especie impar, pues 59
es el espacio de las funciones ordinarias;o,si se quiere,9§ es el espa
é&o de 1;3 formas diferenciables de especie par.

No es necesario,por otra parte, seguir considerando las co-
rrientes. Recordemos solamente que 95 y gglno estaban definidos hasta
ahora mis que en Rn ¥y ahora los hemos definido en En , ¥ que una
funcién £(x) mno es unaldistribucién particular.

Adgmés, no hay en En nocidén de derivada, y hemos wvisto
que ‘'solamente con la introduccidén de una base podemos hablar de derivg
das.

| ;Més adelaﬁ%eiééga dificultad no subsistird, pues en el espa
cio afin de Lorentz, que céﬁsideraremos, existe un elemegto de volumen

especial :
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dx = dxl dx2 dx3 dxo ,

gque es un elemento de volumen privilegiado. Entonces una funcidén f£(x)
definird una distribucidn particular, por la relacién 2.3 .

Una medida de Radon. }A« , €S, en cambio, una distribucidn

particular, pues estd definida como funcional por la relacién -

2.4 ¢ ——>/J.(‘f7) ;

para LF continua con soporte compacto.

3. Conjugada de una distribucidn.

Sea T una distribucién. Definiremos® T por la sigulente

relacidn:
3.1 T(¢) = () .

El segundo miembro de 3.1 tiene sentido, pues siendo (Pé%,
es ?é@ y (@) es la distribucién T aplicadaa @ . Pero T de
be ser una forma ge’lineal sobre @ , ¥ T(?) es antilinegl. Por es-
ta razén debemos tomar el conjugado de T(_(F) s 1o que justifica 3.1.

Se puede también escribir 3.1 de la siguiente manera:

3.2 (@) = (@),

cambiando ¢ por ? .
De esta manera, aparece como la prolongacidén de la relaciédn
usual de la conjugada de una funcién £ , pues ? verifica 3.2 en u

na base dada.
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En particular si ¢ es real, es decir, si P = ? , se: ob=-
tiene -

E(cp) = T(¢) .

Diremos que una distribucidn es real, si es igual a su con-
4 R FON o I - . .. . . ' :

‘J'.ug_”a:da, 0 sga,s:. es

3.3 (@) =1(P) .
Si ¢ es real, esto significa que
3.4 () = () ;

es decir, el valor T(<P) es real. Podemos decir, en virtud de 3.4 ,

gue T es real si toma valores reales para P real y también que la

conjugada T de una distribucidn T , toma valores simétricos de los

valores que toma T _para ¢ _imaginaria.

Digamos, por dltimo, que toda distribucidén T se puede es—

cribir de la siguiente manera:

T=U+iV,

en qué U ¥y V son reales.

4. Los nidcleos K .
X,y

Sean X, Y dos espacios afines de dimensién){ my n
respectivamente. Podemos formar el espacio afin producto Xm. X 'Yn y Cu
yos elementos son los pares de elementos que pertenecen a Xm e Yn ,

respectivamente.-
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El espacio-vectorial asociado es el producto de los espacios

s
/

vectoriales asociados, existiendo la siguiente relacidén entre ambos:
4.1 (a,b) + (E,¥) = (& + U,b + V) .

Definicidn.- Se llama ndcleo, & una distribucidn Kx ¥ sobre Xm x_.Yn .
b

En particular si los espacios son R® y BR"

, una funcién de
dos variables K(x,y) define un ndcleo particular; pero en el- caso de
tratarse de espacios afines una funcidn no define ningin nicleo.

Siendo Kx,y una distribucidén, define una funcional linesgl

¥y continua
4.2 P (x,5) —E(P) ,

siendo K( (P) un numero complejo.
Sea ahora @(y) una funcidn de gy sobre Yn . Con K
’ ]

y P se puede definir una distribucidn T, sobre X . La indicaremos

pdniendo

/
4.3 Ky Pe 9x .

Debemos ver que obtenemos una funcional sobre We 9’ 5+ Que

serd conocida si conocemos su valor sobre toda ‘{’ , es decir, si cono-

cemos:
T (Y(=) -
Tomaremos como definicién la siguiente:
4.4 K,y (Y P =1, (Y& .

El primer miembro de esta expresidn tiene un _sgntq‘.do cla:pq, ]

dado que K_ y ©° uns distribucidén respecto ae x,y , ¥y Y(x) (P (y)
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es una funcidn que. pertenece a Qx v (recordemos que K v 7 P(y)
’ 9
son fijos).
Por tanto para cada Y dada, siendo ¢ fija, el primer miem

bro de 4.4 da por resultado un n}imero complejo.

'~ Demostremos shora que la correspondencia

4.5 RECOES SIS FORNCOP

es lineal y continua.
Es lineal. En efecto: si se pone uyl +.}+’2 en lugar de V¥,

se tendrd

4.6 Kx,y((kyl-»k\/z)fp) =Kx’y (\ylcp+q./2<p).-_
="Kx,y (‘-Vl‘P) + Kx’y (WZ‘P)

por la linealidad de K .
Xy ¥
Es continua. En efecto, si U/J.-»O en 9x s 81 \Vj tie-
ne su soporte contenido en su compacto fijo, y toda derivada de \V_i
tiende a cero uniformemente en una base dada, los productos \Vj @ tien
den a cero y tienen sus soportes en un compacto fijode X xY . Por
otra parte, como CP es fija, las derivadas parciales de \Vj CP tienden.
a cero uniformemente puesto que las \yj cumplen esta condicién. Por
tanto los ndmeros complejos K_ y( \yj @) tienden a cero, y en conse-
2
cuencia la correspondencia 4.5 define una distribucidén. Es decir:
K @D’
. (P € 5t
‘ Vamos a resumir lo dicho. Sea K_
sea € .
¥ PeD,

-]
Se tiene K.(péQx ’

14 S /
un cle K
; un micleo, X,yegx,y ,

s

con la definiciédn:-
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4.7 K P)y (¥() =K (Y @) -

Caso particular.

S5i se toma una base, se tienen 1los espacios R® y R ses
entonces positle definir un elemento de volumen. En tal caso una fun-
cién K(x,y) localmente sumable, de dos.variables, define una distra .

bueidn; y la transformacidén 4.3 se escribe

1.8 K.Q-= fK(x,y) ¢ (y) ay ,

. . n
que define una funciédn sobre R .

Veamos el significado de f_[‘x en este caso. Tendremos

4.9 T (YD) =E  (Y@PG) =

ﬂmx‘,yw(x)q’(y) ax dy =

f‘V(X) dXI K(x,y) P(y) ay ;

lo cual muestra que Tx es una funcidn, dado que su valor sobre W(x)
se calcula por una integral, siendo tal funcidn la integral que figu-’

ra en 4.8 .

Hemos visto que para cada K
X,y

fijo y cada (P(y) fija,

K. define una distribucidn, elemento de Q’X .

Supongamos ahora CP (y) variable; entonces para cada

P(ye 9 el ndcleo K define un elemento K de 9/
Ty b ' ° (P x °

?

Bs decir: K define una aplicacidn
, ; -

4.10 CP —_— K.(P

aeSZﬁ en‘g,.
ged, _enery
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Veamos cudles son las propiedades de esta aplicacidn.

Es lineal. En efecto

4.11 K.(<P1+CP2) =_K.CPl+K,CP2 )

pues para toda Y el primer miembro da

K AP, +P,)) (W) K.((cpl +P,) V)=

=EAQ ¥+ P =k, (&) @ (1) +E (V) P oly);

el segundo miembro da
(K.(Pl +K.9,) (YY) = E.@) (¥) + &.¥,) (¥) =

= Kx,y(\V(X) CPl(y))+ Kx’y(:\i’(x) Po(3)

lo cual prueba 4.11 .
. . . . 4

Es continua. Se tiene una aplicacion de QY en gx gy €S-~
pacios vectoriales topoldgicos. Sabemos que el espacio 9 es limite
inductivo de los subespacios 9M s ¥ es conocido que para que una apli
cacidén lineal de un limite inductivo de los subespacios QM en un es-
pacio vectorial sea continua, es necesarioc y suficiente que la restric
cidn a cada9 sea continua.

M
. . . g /

Demostremos entonces que la aplicacidn ( M)?gx es con-

tinua. Supongamos que . € 35 ) ue . — 0 en ) ;-es
pongamos que P, € (D) ¥y awe P, D)y

decir , cpj ¥ todas sus derivadas convergen a cero, uniformemente, con
servando su soporte en un compacto f‘ijo M.

Consideremos los valores de K'(Pfl sobre \V cuando ‘Y re-

corre un conjunto acotado de ,9 x ° Se tiene por defiqicién

(€D (¥) =X, (Y= @ ).
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C'omi)robemos que estos numeros complejos tienden a cero. En
efecto, si ¢ J.—»O ¥ Y permanéce acotada, Y (x) CPj(y)—-»o en gjx v
?

pues un conjunto acotado de 9 estd formado por funciones gue tieren su

soporte en un compacto fi;j'o (1); Yy como las CPj~ tienen sus soportes

en un compacto fijo, los 'sopor’ces de W(x) LP j(y) estan contenidos
en un compacto fijo de X xY .- Por otra parte toda derivada de CPJ.
converge uniformemente a cero; pero LV es acotada y es sabido que un
conjunto acotado de 9 estd formado por funciones cuyas derivadas de

(2)

todo orden estdn uniformemente acotadas .

Entoneeé si toda derivada de (Pj tiende a cero uniforme-
mente y toda derivada de Y queda uniformemente acotada, toda derivada
detl producto converge uniformemente a .cero. Ahora bpien, como 'Kx,,v es
una distribucidn, los numeros complejos Kx,y (W(x) CPj(y)) tienden a

cero.

En conclusidén: hemos demostrado que si K es un ndcleo, de-

fine una transformacién lineal yAcontinua de Qy en 9; .
Reciprocamente. Sea I wuna transformacidén lineal y conti-
nua Eﬁy—+ 9; . 81 L se puede definir por un ndcleo K , este ni-
cleo es dnico. Veamos ante todo que si K existe, estd determinado.
En efecto: conocida CP s conocemos KcP ¥ por consiguiente
(K.CP) (YY) . Luego se conoce este valor para toda Y ; es decir, se
conoce el valor de la distribucidn K sobre toda funcidn definida en
X x Y que tenga la forma de un producto. Por linealidad es conoéido

su valor para todas las funciones de 9 que tengan la forma

4.12 cPl \}}l-!- (PZ\IJ2+......+§0£\,/€

_ (1)“1';1). I, pég. 69, Théoreme IV.
(2) 1,0, ivid. '
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También 1o serd para todos los limites de funciones de esta

1
forma, convergentes en 59 ¥ es conocido que:?

X
toda funcidn 'e(x,y) € %x v es 1limite, en el sentido de
T

D

, de sumas finitas del tipo 4.12 .-

Por tanto K es una distribucidn bien conocida. Es decir:
si la transf&rmacién L estd definida por un ndcleo K , este nudcleo
es dnico.

Queda pendiente la cuestidn de si la transformacién L estd
siempre definida por ua nicleo.

La fespuesta es afirmativa, teniendo presente el teorema de

-, (2)
los nucleos H

. : . N/
Toda aplicacion lineal y continua 9},—* 9x se _puede de-

finir por un ndcleo K .
Xy Y

/
Observemos gque siendo Sé:x 5 el espacio de las distribuecio
b4

.nes sobre el espacio afin producto de X e Y, ¥ o@( gy; @’x) el
. . . . R /
espacio de las aplicaciones lineales y continuas de $§ ¥ en ngx’ el
teorema de los ndcleos demuestra que estos espacios son los mismos; es

decir,
/ /
413 P =L(D DY .
Esto dice por lo pronto que, como conjuntos, son idénticos.
Pero hay una cuestidn topoldgica.

En gélx,y hay una topologia, que es la topologia fuerte del

dual. En<[3 hay varias topologias importantes, y la mds utilizada es la

(1)
(2)

‘7,D. I, pdg. 108, Théoreme IIT .

L.Schwartz, Théorie des noyaux; Proceedings of the International
Congress of Mathematicians. Cambridge, Mass., 1950, Vol. I,pp 220-
-30; especialmente Théoréme III, p. 223.
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'bo;polqgia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos acotados, to
pologia que se indica escribiendo "Cb ( Qy; 9;) .

A priori, estas dos topologias son diferentes; pero se pue-
de demostrar que son las mismas. E1 citado teorema de los nicleos con-
tiene también esta demostracidn.

ez . . . /
En conclusion. Existe un isomorfismo entre los espacios 9

. XY
/
¥ o@( gy; 9 x) s ¥ si se toman las topologias anteriormente menciona

das, este isomorfismo es también un isomorfismo topolégico.

5. Conjugado y simétrico de un micleo K . ,

Hemos ya definido el conjugzado complejo de un ndcleo X .

5.1 X (0(x,y) = K (B(x,¥)

de acuerdo con 3.1 , dado gue K es una distribucibnen X x Y .
En particular, si © (x,y) tiene la forma W(x) P (y) ,

obtenemos

5.2 E(YE P =K (V&) Q).

Pero de acuerdo con la definicidn 4.7 de ndcleo, esta re-

lacidn se puede escribir en la forma

5.3 .P) (¥) = &.P) (),

puesto que s1 se pone K.$ =T , en el segundo miembro dé . 5.3 tene-

mos T(Y) ; pero en virtud de 3.1

5.4 T(Y) =T (9],
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¥ en el primer miembro de 5.3 tenemos (f.(P) (YY) , es decir
— -
K. (F =T 3

lo cual prueba que la férmula de la ¢onjugada, valida para una distri-

bucidn, es también védlida para un nucleo; pues de lo dicho anteriormen

te resulta

5.5 K=K .

Definamos ahora el simétrico de un ndcleo K .
Consideremos el caso de tener el producto de dos espacios
.corlfu_ndidos, E X E . En este caso escribiremos K .
n n x,g

Si e D, se tiene chegl, ¥ es vdlida la relacién
(K@) (¥) =Ky o (Y(x) (§)) ,
donde K.eed; ve9D; Kok € gx,g ; \I’(x)‘f’(’é)e@x’g .

Si K es una funcién K(x,8) , el simétrico es ° = K(E,x).

Para una distribucidn pondremos
s S .
5.6 (K) (¢) =k () ,

donde ( es una funcién de dos variables (P(x,g) vy hemos escrito
P = PG .
s ) 9/
Pero.n;)s interesa conocer K.(P para K € (En x En) H CPe
s- .
D), *.9edE) .

Podemos poner
5.7 K. P) (YY) = & (Y(x) ¢ (5)) .

Pero,en virtud de esto,
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K (Y(x) P (B) =k (Px) ¥ (),

¥y el segundo miembro de esta igualdad es igual a (K.Y) (¢P) .

Seri entonces
5.8 R.@) (W) = ®&W) (P) .

En particular el ndcleo se llama simétrico si

y antisimétrico si

%t = x .

/
6. Los espacios de Hilbert % contenidos en 9 .

Hemos dicho en la introduccidn que si se busc; una teoria
conveniente de las particulas elementales, es necesario buscar los es-
pacios de Hilbert que son subespacios del espacio de las distribucio-
nes sobre En , ¥ que hay una correspondencia biunivoca entre estos
subespacios y los nicleos de tipo positivo. Esto equivale a decir que
el espacio de las distribuciones de ondas -en En para una particula

debe ser un espacioc de Hilbert gque cumple la relacidn
/
7o c 9 () .

Prdcticamente los espacios de Hilbert que conocemos, para
las particulas usuales, son espacios de funciones; pero buscaremos los
espacios de Hilbert de distribuciones con métodos muy generales; mds a

delante veremos que son en realidad espacios de funciones. Pero por
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.ahora no hacemos esta hipétesis.

/
Consideremos el espacio ‘g (En) ., ¥ sea% un subespacio gue

tiene estructura de espacio de Hilbert. Hay entonces un producto esca-

lar que denotaremos asi:

6.1 (v, x.vz)% .

Esta expresidén es una forma lineal con respecto a ‘4/1 ' Y
antilineal con respecto a \Pz . Define entonces un producto escalar.
Ademds es una forma cuadrdtica positiva, en _él sentido de que es
(YI{Y¥Y) >0 para Y # 0 .

Esto significa que % es 'u.n espacio prehilkertiano. Pero un
espacio de Hilbert tiene una propiedad mds: es completo con respecto a
la norma definida por el producto escalar.

Nuestra primers hipdtesis serd, pues, gue % es un espacio

de Hilbert. .

No hacemos, en _cambio, ninguna hip’étesis sobre el producto

escalar, gque no tendrad ninguna relacidn con-los productos escalares u-

suales.

Es decir que, si bien estamosAhab:.'Ltuados a trabajar con el
producto escalar en L2 s, & saber: f\ﬁ‘fé
cibn de ningin tipo entre este producto escalar y el definido en 6.1 .

dx , no supondremos rela-

Zjemplo. El mds simple de los espacios % serfa el espacio reducido a

0 . Consideremos un espaci;) también simple,- aunque no trivial como el
antedicho. Sea un“espacio de dimensidn igunal a @o, contenido en 9/(En),
formado tomeando wna distribucién eeg,(En) ¥y todas las que le son
proporcicnales. Introducimos una estructura de espacio de Hilbert, de-

-finiendo el producto escalar de la siguiente manera:
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6.2 (x8]66), =<f ,

donde X ¥y (:5 son numeros complejos. Se puede también poner en el segun
do miembro c«ﬁ con ¢ >0 , lo cual daria otro producto escalar. Evi

dentemente 6.2 no tiene ninguna relacidn con la expresién

6.3 fo( 6.p6ax ,

dado que la integral no tieme sentido, puesto gue e Yy © no son nece-
‘sariamente funciones.

Hay otra hipltesis razonable a introducir. Es sabido que t'g
das las veces que tenemos dos espacios funcionales, uno de ellos conte
nido en el otro, la topologia e's"_m'a'.s' fina que la inducida por el segun
do. ,

Por ejemplo: si consideramos sobre el segmento (0,1) el

espacio € de las funciones continuas y los espacios i ¥ 1 con

P3»a>1l,se tiene

!

ek t) ¢.
cetfci1lici -
¥ la topologia de C es mds fina que la inducida por R , més fina

a su vez que la inducida por Lq , ¥ més fina que la inducida por ,Ll.

Nuestra segunda hipdtesis serd pues la siguniente: la topolo-—

/
gia de % es mas fina que la inducida porog .

En otros términds, si \Vv tiende a cero en el sentido de % ’

’
tiende a cero en el sentido de 9 . Esto lo escribiremos asi:

= 0 > 1,50
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7.a. Vamos a mostrar shora, gue & %se le puede asociar un nuidleo

/
KI-EGQX/S .

Kx 5 serd un elemento del espacio de las distribuciones de
’

finidas sobre En X En . Para mostrarlo consideremos la funcién cpe@.
I é . . j
Esta funcion define una forma lineal y continua sobre g 3 hay enton-

/
ces eng una forma lineal y continua
T —» T ((P) , P fija
0 bien una forma antilineal y continua

T—7T (@) |,

(Recordemos que se puede poner: T (¢) =1 .(?) ).
) . . ,

Ahora bien: si es antilineal y continua sobre’,@ lo es a
fortiori sobre ]é s pues ;é es mas pequefio y con topologia mds fina
gue la inducida.

En efecto: si esta forma antilineal estd definida para todo
I ’ 3 . . Af
T . de 9 ;, estara definida para todo T de ]é , Puesto que ]é es un
: y, P ' w %6 . '
subespacio de 9 ., Ademas s1 T —>0 en ., en virtud de la segunda
. , o mis T ' \/
hipotesis (topologla de mds fina), T—>0 en 9 s ¥ por lo tanto
—_ e — </ , —~—
T—0 en9 . Como T es conbtinua en9 , los mimeros T ((P) tien
den a cero, lo que muestra que la forma T ((P) es continua en %

Tenemos entonces una forma antilineal y continua sobre'}é H

pero}é es un espacio de Hilbert y es sabido que las formas antilinéa-

les .y continuas sobre los espacios de Hilbert completos, se pueden de-

finir por un producto escalar con un elemento fijo de }é . Existe en-

tonces un (Pe% tal que

T.a.1 T, —T (p) =1 ()= (CP\T)}(o, .
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Es decir: para V’(P eg ’ 3 d)e 7671:8;_!. que se cumple T.a.l.
Ademds (P es dnico.

Hay entonces una aplicacidn de los elementos de D en los
de % . Esta a."plicaeién es lineal pues, T ((P) es lineal en P v
(CP\T) es lineal en d)

Veamos que es continua. Si Cp—a 0 ‘en 9 hay que ver que

/
4)9 0O en % En efectot -como 9 es dual topoldgico d99 , la con-
vergencia a cero eng significa que T (CP)—>O unlformemente si T
/
recorre un conjunto acotado de 9 .
% @/ P ; R
Pero como C s con topologiid mas fina que la inducida,
. ) L . y /
un conjunto acotado en ]é' es a fortiori un conjunto acotado en 9 .
Por consiguiente, si es cierto que T ( (Pv')—>0 cada vez que T re-
/ . _

corre un conjunto acotado en g s €l1lo es eierto a fortiori si T re-

corre un conjunto acotado de %

En conclusion. (¢‘T) —> 0 uniformemente si T queda

acotado en %

Ahora bien: se sabe exactamente cual es la topologia de ]é H

es equivalente decir que elementos de% tienden a cero en el sentido

de la topologia fuerte de]é a decir que el proc}ucto escalar con la

bola unidagd converge uniformemente a cero, o0 bien que el prodticto es—~

calar con elementos acotados de % . convefge uniformemente a cero.

Por 1lo ta.n'bo, el que CP-»O en 9 implica que ileﬂ—-»O y
en v1rtud del enunciado anterior.
Hemos démostrado pues que la aplicaciédn
¢ — ¢
(D) (®’)

es lineal y continua.
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A fortiori:. siendo (p elemento de }6 s es _elemento de ,525’ ’
¥y si esta aplicacidn 9—’% es continua, también es continua la apli-
cacidn 9—*9’, puesto que si (f?u—»O eng » hemos visto que ||C,,)v“—v0
en % s+ ¥ por consiguiente en 9’ s pues % tiene una topologia mds fi-
ns que la inducida por 9/ .

Hemos construido, pues, una aplicacidén lineal y continuat

$—¢ .
(®) ()

Pero el teorema de los nicleos nos dice que a toda aplica-—

R . . ‘ / -
cidén lineal y continua 9—-»9 podemos atribuirle un micleo.

En resumen, (Pég define una forma antilineal, continua sgo
£ —_—

bre 9 ¥y a fortiori, sobre % s T—T ~((P) . Por un teorema fundamental
de la teoria del espacio de Hilbert, toda forma antilineal continua so-
bre% se puede definir con un elemento fijo (P de % , que es dnico.
Se tiene asi una aplicacidn cpeg—>¢é # , lineal y continua.

A fortiori, se tiene una aplicacidn lineal y continua

/ . . ’

(p.eg — ¢69 y ¥ en virtud del teorema de los nucleos obtenemos
el ndcleo K ., » Que es dnico.

'8

7
Estudiemos ahora el micleo Kx . Suponemos 9 y,@ defi-~

'§

nidos sobre un mismo En .

Kx § verifica la propiedad gue lo caracterizas
9 .

(b =K. 9
es decir para ¥ T ¢ 7@ , che@ , se tiene:

7.2.2 T (@)= (P ‘T);(, = &9 |D, .

Reciprocamente: si un micleo verifica esta propiedad, es el

-
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nicleo asociado 41 espacio de Hilbert por™el método precedente y de

manera unica,

Podemos decir que al espacio de Hilbert }é’ estd asociado
el dnico ndcleo, tal que paré cualquier T de % y cualquier @ de
9 s, Se verifica la igualdad 7.a.2 . Pero si-es fécil comprobar que
un ndcleo que cumple esta propiedad, es uUnico, no se puede ver que e-
xiste, excepto por aplicacidén del teorema de los micleos.

Como consecuencia de 7.a.2 , resulta, si se toma en lugar

de T 1la distribucidn K.y , gque es un elemento de Ho

T (P) = (E.Y) (@) = K.¢) () =Ex,§ (P (x) V(&)

y por té.nto para V WG@; V'Lpe@

i/

@) () =E, (P VE) = @[y,

Es decir, como propiedad particular de X , resulta que
cualesquiera que sean P y Y de © sy Ko @ ¥ X.Y son elementos
de 17(9 ¥y su'producto escalar en % es igual al valor de la distribu-

cibn K sobre el producto P (x) Y (5) .

4 Sabiendo que % existe.

7.b. Obtencidn de % , a partir de Kx £
. . - 9

En 1o que sigue nos pla.ntearemos la cuestidn de ver de gué

manera se puede obtener % , Si se conoce el nucleo de K ¥y se sabe

gue}('? existe, aunque este Wltimo no es conocido -a priori.

Ello tiene un interés puramente heuristico, pero el método
de obtencidn serd utilizado mds adelante.

En este sentido, el asunto serid mds sencillo que en T.a ,
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desde el punto de vista de los teoremas utilizados, aunque la demostra
cién serd mds larga. All{ los resultados se han obtenido fécilmente,pe
ro se ha debido recurrir, en cambio, a2 la parte no trivial del teorema
de los nucleos..

En primer lugar, si conodemos K 4 conocemos K. para
‘V'(P& @ . Conocemos.por lo tanto ciertos elementos de 76 , @ saber:
todos los K. @ . Estos elementos forman un subespacio de% de ]é

que podemos indicar asi:
5 =29 F ,

donde._ he}nos indicado con K.g el transformado del espacio 9 por el
nﬁqleo K.

No conocemos %,, sino solamente un subespacio % .

Pero conocemos, ademis, el producto escalar en]G_, pues si
K.(‘) y K.Y son dos elementos de ]{9, su producto escalar se puede

calcular de la siguiente maneras

- T ——
7.0.1 X.@ | K. ¢y) = Kk (Px) ¥(5)) ,
dado que si K.¢ , K.Y son dos elementos de% s, Su producto escg
lar es el valor de la distribucién Ex £ sobre la funcién P (x)V(5)
b4

Se ve inmediatamente que ]G es un subespacio denso en 76 en

—

el sentido de su producto escalar.

En efecto. Recordemos que: condicidn necesaria y»sufig}iente
para que un subespacio de un espacio de ﬁilberj; sea denso, .-es que no
exista ningin elemento distinto de cero del espacio éue sea ortbgonal
a este subespacio. ) -

Ello equivale a decir que: si T € /@ , tal que T.LK, P
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. para + (P € 9 entonces: T. =0 . .~ ’ i i RV
"Pero el producto escalar-de T ' con K. @- en el espacio de
Hilbert.es T (¢) .
A -,
Por lo tanto: (K.qf T)}é-—- 0 para ¥ @ significa T (P)=0
cualguiera sea.tP---, es decir:. ‘T = O, o bien T = 0

Ahora bien: % seria éntonces la completacidn de .76 o

Hay una pequefia dificultad. Se tendria por lo pronto
. /
KectheD .

Sabemos que]é es denso; ]6 no lo coﬁocemos y decimos que
es la completacidn. de ]6 . Pero la coﬁpl-etacién es un éspacid abstrac-
to. Se puede construir, por ejemplo, como el espacio de los filtros de
Cau:chy\ con una relacién de equivalencia, pero és abstracto. Si se cong

N\

truye .7‘6 , completado de -}\;,no estard en general inmergido en 9 /, y
por -ta.nt-o,.,,ff—\; no permite obtener inmediatamente % . - .
A
Pero observemos que ]G es denso; que _7{. C ?C y ¥ también -
que: K C % . Habréd que encontrar _la coz_'respondencia entre fe y ]é .

Hemos supuesto que% existe pero que no es conocido, de ma

-nere que no podemos conocer, de immediato, esta correspondencia.

. . ,76 N4
Ahora bien: hay una inyeccion natural de. en 9 4 que es
- in 1 inua a6 JG on D’ !
‘una aplicacidén lineal y continua de en . Es decir, conocemos la
s , ' / . / .
aplicacion lineal y continuat K"Q , Siendo 9 completo. Y es sabi
do-que una aplicacién lineal 'y continua- dé un espacio incompleto E
en un espacio compleéfo. F se continde candnicamente de una manera ﬁni_
R 1
ca en una aplicaciéx;'lineal ¥ continua del completado- .-E de- .E-, en PF.
I 4 , - .
‘Por tanto, la aplicaciodn K—’@ se puede continuar-de ma-

La)
. - /
. nera dnica en una aplicacidn ]6‘*9 'y de manera que la primera sea
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la aplicgeidn compuesta de la inyeccidn candnica de A en su completa-
A . . ) . .
do ]G y de la segunda.
Es decir, se tendrd:

G —Fo D’

~—

La aplicacién .%"9 /'es la dnica aplicacidn continua que
sobre]G coincide con la inyeccidn natural. Observemos que siendo abs-
;:'rac:bb el completado de-]ﬁ ,' hay diversas maneras de elegirlo. |

Tomando entonces un segundo ejelﬁplar del completaé.o de ]G,
que ﬁiia.maremés .K , hay por lo pronto una corfespondencia candnica en-
tre]ﬁ y]G ademds tenemos una inyeccidn candnica .76—"]/2 HIR 4 1a:in

yeccion natural antedicha %—’9 ‘se continda de manera dnica en la a

. pllcaclon .76 —>9 g

Podemos entonces construlr el siguiente diagrama commutativo

jp—V

N1/

A/

e

(Cualq_uler camino entre las flechas del diagrama da el mismo resultado)
Tomemos ahora como]ﬁ y €1 mismo %
. . . 2 —»9/ ) s
Qu.iere decir que la apllcac:Lon ]6 es la unica aplica-~
cién continua gue, sobre .76 s coincide con la inyeccidn natural. Pero
; 10 76 en D t10ne - ~
la inyeccion natural de J© en tiene esta propiedad; entonces, es la
misma que la anterior.

Podemos dibujar el siguiente diagrama:

: /
(a) (a) prolongacidn de Jo—D
/ ] ~ (b) isomorfismo canénico
) . (¢) inyeccién natural

76

© (b)
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V4 ' '
El espacio %Cg es 1a. imagen de]G por la aplicacion pro
/ ¥ N .
longada % “’9

Podemos, ademds, consignar el siguiente diagrama

-
o 76 < D’
~z
Si tenemos un elemento' e;n -76., estc; elemeﬁto .tieneﬁ.una :1.1;19.-
gen englque se conoce, precisamente, por la prolongacidén de la éi;ii-
.cacion .Kv—"@ ; los elementos de% seran entonces estas img enes,
Alo cual nos da el isomorfismo en‘bre% y % v
o En conclusidn: Los elementos de ]6 los conocemoé mmplemen-‘

~ -
te como las imdgenes en9 de. los elementos de% B abstrac‘to. Conoce-

f“x-.

mos entonces el 1somorflsmo %“’% s ¥ pPOr lo tan‘to conocemos tamb:.én
~

el producto escalar en % , dado que lo conocemos en .7(9 .

En 7.a y 7.b hemos visto, en resumen, que a todo subes-
vacio H en D’ | : .
pacio en y con estructura de espacio de Hilbert le corresponde un
nicleo K , y que el conocimiento de K - determina este subespacio.
La recirroca no es la misma cosa. Hay que hacer la construc-—

cibn de "7.b sin suponer que % existe. No nos‘ es posible hacerlo aho-

ra; necesitamos antes enunciar una propiedad del nidcleo X .

8. Los ndcleos de tipo positivo.

En la literatura matemdtica se introduce la nocidn de micleo

de tipo positivo, para los nudcleos funciones, de la siguiente manera.

N
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Sea K(x,& ) una funcidén sobre el producto X x X del es-

pacio X. localmente compacto, arbitrario, por si mismo.

Definicidn 1%: Se dice gque K. es un ndcleo positivo, (en simbolos

K > 0), si para todo sistema en nimero finito de puntos xl,'xz,..',xe eX

vy para todo sistema del mismo mimero de ndmeros complejos zl,'zz,.,z € C

4
se tiepet
8.1 %K(xi,xj) 2y By >0

En particular: si X es el espacio discreto de n . puntos,

los valores de X(x,g) forman una matriz cuadrada hermitica de #hipo
positivo. La nocidn coincide con la enunciada en la definiciédn 1% ,
pues 8.1 signifiea que para todo sistema de f elementos xl,...,xe
de X , la matriz de los valores K(xi,xj) , que es una fxf matriz,

es hermitica de tipo positivo. (cfr. Introd. II)

Propiedades:

I) K(x-,;c) es siempre real y positivo.
En efecto: aplicando la definicidn para un sélo punto se tiene:
K(x,x) z2z»0, pero 22z »0 , y por tanto K(x,x) > O .

II) K(x, &) = K(E,x) : simetria hermitica.
In efecto: basta tomar un sistema de QOs puntos; se tiene en-

tonces que la suma:
K(x,x) uu + K(g,g')vF + K(x,g)u? + K(g,x)’ﬁv

serd real positiva.
Pero K(x,x) , K(E,§) son reales y positivos en virtud

de I) ; si se elige u =1, siendo vV realy positiyb, se dedv



. - 44 -

que K(x_,\g YV e K(E,x)} v es real ¥y positivo cualquiera que éea V3
. de 1o cusl resulta que K(x, g) y X( E yX) son comple jos conjugago.s.
Vamos a introducirfa#bra otra nocidn de nidcleo de tipo posi-
tivo mds adaptada a la teoria modérna‘deAla medida. -
Supongamos que K es una funcidn continua de dos variables.
“Sea fb una meédida de Redon sobre .X , con soporte compacto;“y donside—

remos la integral

8.2 | Xixjx(x,g) Tp) B

que es un nimero que depende de /(/l . La integral de ' 8.2 +tiene senti-
'do,. \da;io‘que }L .tiene soporte compacto y mo:imiporta entonces el creci-

miento de K en el infinito.

Definicidn 2%: Se dice que un ndcleo-funcidn K , es de tipo positivo

en el sentido de Radon, (K (}R’O) » 81 para cada medida de Radon en X ,

con soporte compacto se tiene

8.3 1 &=, 2y apix) apits) » o
[z apen gfics >

" Se ve inmediatamente que la definicidn 12 es un caso parti-

cular de la 22, cuando se toma como medida f,l. una masa discreta, es de-

cir:

peS S

i Xy

L

~donde (Sx- es la medida de Dirac en Xy
’ - L -

. En efecto, la integral 8.3 dard:

_ﬂx(x,gj au(gzién) a (-.JZEJ‘S}J) _

XxX

K
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ﬂK(x,g) %zi 4 (d,0)a (5XJ)

XxX

2 3, 7, Ux(x,§> a(§, ra§, )
ot | t j

= Zzi 4 K(xi,xj) .

que coincide/:{.con la expresién 8.1 .
Parece, asi, que la nocidén enunciada en la definicidn 22 es
més rica que la contenida en lg 1% .

Vamos a ver que es la misma. Es decir, si un ndcleo es de ti-

po positivo en el sentido de la definicidn 12, 1o es en el sentido de
Radon.

Hay varias demostraciones. Una de ellas consiste en calcular
. . / . .
la integral 8.3 con las sumas de Riémann, que son expresiones del ti-
po 8.1 , y observar que si estas Ultimas son positivas, su limite tam-
bién lo seri.

Preferimos dar otra demostracidén mds general. Para ello re-—

(1)

cordemos la definicidn y los dos teoremas siguientes:

Definicidn: Se dice que las medidas Nj ;» (sucesidn o f!il.tro; esto dl-

(1) N. Bourbaki. Integration ch,III , § 5, N° 3 , prop. 4. Esta refe

rencia muestra que si WU j—- W vagamenteé, estando acotadas, en‘iipn-'
ces /..( ® /.Aj — Iué}L vaganmente. Entonces para .cada.funqion
H(x, g) continua con soporte compacto, se tiene =

lim HH(x,g)d/ij(x) d/ujgg)= HH(x,g)d./u(x_)Afi/l{(%) -
Pero aqui suponemos, ademds, que las M. tienen sus soportes em un
compacto fijo M . Si se toma una fu_ncién continua X con soporte
compacto e igual a uno en M , las integrales con K(x,E) son las
mismas que las integrales con H(x,§) = X (x)X(E)K (x,8) que tig
nen soporte compacto. '
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timo en caso que el espacio X no tenga base numerable de _entornos),

con soportes compactos, convergen vagamente a la medida )i,, si para

toda funcidn continua q? con soporte compacto se tiene:

Teoremat Si los soportes de /‘lj estdn contenidos en un compacto fijo;

si laé“normas de /’lj estdn mayoradas por una constante fija, es decir,

(1), se tiene

"/LA ] Sldu < M ; zrst /uj——>/u, vagamente

j( K(x,g) dfuj(X) d/‘ij(§)—rjr K(ng) d/.,((x) d/-i(g)
XxX ' XxX

El principio de la demostracidén de este teorema es el si-
guiente.

Considerados los productos tensoriales }/L (x) @},U'(g) como
medidas en el espacio producto, estas medidas ti"enen: éus s,opor"ces con-—-
tenidos en un compacto fijo y sus normas estdn acotadas, pues los fac~
tores t:i;enen sus soportes en comi)actos fijos, ¥y la norma del producto
tensorial es el producto de las normas. Constituyen, pues, una sucesidn
o filtro de formas lineales sobre el espacio de las funciones continuas.'
Por otra parte, son formas equicontinuas sobre el espacio de las funcio
nes continuas, 'y se sabe que si formas lineales equicontinuas conver-
gen simplemente sobre un counjunto denso, convergen simplemente sobre
todo el espacio_: Pero en nuestro caso estas formas lineales convergen
sobre el cén,ju_nto de las funciones K(x,E) que son del tipo P (x) Y (§);

¥y estas dltimas forman un conjunto denso, -lo cual denmes_ti‘a el teorema.

(1)

Con el agregado de estas dos cond1c1ones, diremos que la convergen-
cia es fuertemente vaga.
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(1)

Teoremas Toda medida de soporte compacto se puede aproximar, en el

sentido de la convergencia fuertemente vaga, por medidas que son sumas

finitas de medidas puntuales.

Sea ahorawﬁ@7el conjurnto dé las medidas fb de soporte compag
to ygﬂéq un subconjunto de /%9 .

Diremos que.ﬂéq es denso en‘/%’en el sentido de la convergen
cia fuertemente vaga, si cada ;L dejhg se puede aproximar por una suce-

sidn o filtro, fuertemente vago de aﬂéq .

Supongamos ademds que la integral

If}{(x,g ) d/u(x) dF(%)
XxX '

7
es positiva para toda fi,é 4‘“& . E1 primero de los teoremas enunciados
precedentemente nos permite concluir que esta integral serd positiva ra
ra cada we J"(O

Haremos dos aplicaciones de este resultado.

12 Aplicacidn., Serd para demostrar la afirmacién hecha en la

pag. 45 , a saber: si un ndcleo es de tipo positivo en el sentido de la

definicidn 12, lo es en sentido de Radon.

_ En efecto: sea

ZK(x ,x ) z; E > 0 -
i,

pars cada sistema xl,....,x de puntos y cada sistema de

¢ BireesesZy

nimeros complejos.
En virtud de los dos teoremas antes enunciados se deduce que

K(x,E) es de tipo positivo Radon.

(1)

N.Bourbaki. Integration ch.III. Conv1ene aclarar que para de
mostrar este teorema se hace uso de las sumas de Riemann.
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Antes de hacer la segunda aplicacidén, veamos la demostracidn
directa de esto mismo, utilizando las sumas de Riemann, como habiamos
anunciado.

Para ello, consideremos la misma integral

Hx(x,g) ap(x) au(s)
XxX ' ‘

¥y formemos las correspondientes sumas de Riemann, como si fuéramos a
calcularla a partir de su definicién. Dividamos el soporte de fL en

ung suma finita de subconjuntos:
.ﬂl’Qz,......,ﬂ{‘ .

E1l soporté del producto de las medidas queda entonces divi-
dido en una suma finita de subconjuntos de la formaa-jl i X S)'j .

S5i se toman puntos xl,xz,....,xz en cada ugo de los subcon
Jjuntos j)'i ¥y puntos’ (xi,xj). del espacio producto para los respecti-
vos productos f) i x.fl i las sumas de Riemann serén”

8.4 2 R(x,x) L HUQ)
1,4

Si se pone simplemente Z i = }l(fli) , 1la suna. 8.4 resul-
ta real y positiva por hipdtésis. Todas las sumas de Riemann de la in-
tegral considerada son, pues, reales ¥y positivas; ¥y como la integral es
limite de estas sumas, serd también real y positiva.

22 Aplicacién. Supongéﬁgs X =R y con su base ¥.su elamen-—
to de volumen. Entonces lés funcio#es localmente sumableé-sén medidas
particulares, dado gque son ahora distribuciones particulares.

E@trellas medidas de soporte éompacto, podemos considerar

las ﬁediéas
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8.5 - @ (x) dx , con (Peg .

Es posible, asi, considerar.como subespacio_/%l al subes~

pacio definido por 9 . En este caso la integral anterior se escribe

8.6 ffK(x,‘g )P()P(E) ax ag .
R xK

Podemos entonces enunciar la siguiente

Definicidn 3%. Se dice gue un ndeclzo K es de tipo positivo, si la ia-

tecral 8.6 es positiva para toda cpe@ .

e

Demostremos ahora que 9 es denso en./%para la topologia

fuertenente vaga.

En efecto. Si W es una medida de soporte compacto, se puede
regularizar por una funcidn FE D , obteniéndose P* u_ < 9 . Si
hacemos que F tienda a la medida LS de Dirac, para lo cue;.l tonamos las

Pj positivas, con integrales iguales a uno y con soporteé que tien-~
‘dan a cero .uniformemente para -J—» o, vemos que las regularizadas de

una medida convergen vagemente hacia esta medida. En efecto,

(LL* Pj((f?) = ﬂ‘P(xw) Fj(y) éu(x) ;

¥y como Fj converge fuertemente vagamente a CS , ¥ Wes fija, por el

14

teorema general antsrior tendrenos

ﬁ ¢ (x+y) fpj(y) a u(x) —*I‘P(X) aU(x) = uL(p) .

Pero adends las medidas WL ¥ Pj tienen sus soportes con-
tenidos en un compacto fijo, que es, por ejemplo, un entornc del sopor

te de W,y ¥ estdn mayoradas en norma, puesto que

[uspd g bl fipg e
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y como Pj>0 y fPJ dx = 1 , resulta -

pxPill <

En conclusidn: las regularizadas de una medida cbn}ergen
fuertemente vagamente hacia esta me@ida. Es décir, el espaéio 2; es
denso en el espacio de las medidas con soporte compacto. Pér 1o tanto,
si X es de tipo positivo segun la definicidn 32, es de tipo positivo
Radon

Tenemos ahora tres definiciones de nidcleo de tipo positivo.
En las dos primeras se gtiliza un espacio general X ; en la tercera,
en cambio, se utiliza el espacio R .

Esta dltima puede ser extendida a un nicleo-digtribucidn,

de la manera siguiente.

Definicidn 4%. Se dice gue el ndcleo X definido sobre R x RV

’

b

8s de tipo positivo, -en simbolos Kx §>- 0 -, si para V‘cp eg se
, —Si para s

verifica
8.7 Kx,§<<p<x)¢(g)> > 0.

Esta definiéién es admisible, pues en el caso de que XK sea
una funcidn continua, la nueVa'def;nicién coincide con la definicidn 32,

En general operaremos'en el espacio En » ¥ el micleo estafé
definido sobre el producto’ En X En s a causa de lo cual no se podrdn
comparar las nociones de ndcleo-funcidn de tipo positivo y la de ndcleo-

distribucidn de tipo positivo; pues, en este caso, una funcidn no es una

distribucidén particular. Pero nos interesan los nicleos, cuya existencia

R N T

conocemos, pues conocemos las distribuciones sobre En X E y los defi-

n

nimos directamente como de tipo positivo por la relacidén 8.7 . .
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No se podrd decir, pues, que si K  es una funcidén:-se tendrdn
estas mismas propiedades. Pero si en En se considera una base, pueden
identificarse las funciones con distribuciones particulares; y, en este
caso, la relacidn 8.7 es precisamente ia definicidn usual para el ni-
cleo funcién.

Observemos, para terminar, que hemos necesitado no sdélo el
caso de las medidas puntuales de la definicidén 1%, sino también el ca-~

so de las medidas (P (x) dx , con CP 69 y para lo cual hemos necesi-

tado aplicar los teoremas generales sobre limites de medidas.

9. Correspondencia entre % v los nicleos K de tipo positivo.

Hemos visto en 7T que si % es un espacio de Hilbert, subes~
) /
pacio de D con topologia mds fina que la inducida, le corresponde un

nicleo K caracterizado por la siguiente relacidnt
9.1 Yrelb ,vped .| D ="(¢) .

Decimos caracterizado, pues hay un sélo ndicleo gue cumpla

la rélacién 9.1 .

Si ponemos T = K.Y, la relacién 9.1 'se escribe as{i:
¥yeD, vpe®D.
se tiene
sz melry) =Ey (P P(E)) .

' 'Aiioré. :bien, este nicleo K debe ser de tipo positivo, cemo

se comprueba facilmente, dado que si en 9.2 hacemos (P =Y , el se-
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gundo miembro de la igualdad de Ex,g ("(P(i)?(g ), éue es el produc-
to escalar de K. @ por si mismo en el espacio de Hilbert Jf) ; ¥ es-
te producto e;calar es | positivo. De acuerdo con la definiciéﬁ 42, resul-
ta pues que K > 0.

Pero

9.3 TR P(E)) = K(PEIP(E)) .

Como el primer miembro es real y positivo, también lo sersd
el segundo y por consiguiente K(?(x)‘P(g ))> 0. Cambiando ¢ por cF
se obtiene: K(CP(x)?q-?(g )) >0, lo cual prueba que K > O.

A partir de este resultado y sabiendo.que

9.4 R P(E)) = K(FlP(E),
se obtiene, proce-diendo de andloga manéra, 'SK 7 0 , y por consiguien-

te 9K > 0.

Es decir: los cuatro ndcleos:

9.5 K, X, E, X

son tales, que si uno es de tipo positivo, los demds también lo_son.

Por otra parte, habiamos visto en 8 s Prop. II) que si un

micleo—funcidn K(x,g) es de tipo positivo, tiene gimetria herm{tica,

es decir
K(x, g) =E(§ yX) .

Vamos a demostrar que en el caso de un ndcleo-distribucidn,

K 7> O, también se cumple esta propiedadt,“.que en este caso se escribe
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Se tiene én efecto, por definicidn de ndicleo conjugado y nd-

cleo simétrico

9.6 (6 (x,5)) = *K(6(x,5)) = K(F(E,0) .
Hay que demostrar que, si K > O , se verifica la relacidn
k(0 (x,5)) = K(6 (x,8)) 3

—

o bien, en virtud de 9.6 , habrd que demostrar que'

9.7 k(0 (x,8)) = K(O (& ,x)) .

Es suficiente tomar © (x,g) = g(x) n(E§) siendo g y h

€ 9 s, pues estos productos son densos en 9 X
H

En lugar de 9.7 habrd que demostrar pues que:

K(g h) = K(h(x) e(€)).
Iferb, por ser K » O , se tiene
L (P(x)P(E)N>0 .

Tomemos P = g + An, siendo A un ndmero comple jo.

Se tiene:
9.8 K, g ((8°A n)(g+AR) 20 .
. El desarrollo de esta _expresidn nos conduce a la desigualdad
9.9 | ] | .K(g 'é)+)\7 K(h .1_“1).-*-})\ X(h g)+ A K(g h) } 0.

Los dos primeros sumandos ‘K(g g) ¥ |/\|Zk(h h) son reales

¥ positivos, pues se. sabe . que- k((P- ?) es real y positivo. Pero si
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toda la exp;esi'én <_9.'9 es real y positiva_., Z_l,.a.,suma_.f;,
MK, o (a(2) B(3)) + AE, . (&) B(5))

debe ser real cualquiera sea A . Pero una suma del tipo « /\-+ (5 A
sélo puede ser real para cualguier A s 81 ' y(:} son complejos conju-
gados.

Por lo tanto las cantidades

M
- / C

r'.' s T 4r
xx?g(ﬂ‘ﬁ €80 7 K (ex)n(s) de

son complejas conjugadas, lo que prueba que
9.10 K=" .

Es decir, un micleo de tipo positivo tiene la propiedad de
la simetria hermitica.
Por consiguiente, si K es de tipo positivo,' los ndcleos

St , K, ° son de tipo positivo, y se tiene ademds

S , t =K .

X =

10, Caracterizacidn de los elementos de % .

Sabemos ahora que si se tiene un espacio de Hilbert %con—
tenido :e_r_l_,,g, ; con topologia mds fina que la inducida, se puede encon-
trér un nucleo I_{x,§>' 0 .que_ cumple la relacién caracter:’.sticg 9.2 .

H;é.md.si\fis"té, ta‘m‘ﬁién, cémo Se caracterizan los elementos de
]@ a paz:tir de K .. Son todos Ios elementos K. (P .-Ellos forman un

subespa,‘g;i.o denso, y podemos hecir que ]é es la completacidén de los ele-
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mentos X. q) que forman an subespacio para la topologia inducida.
Pero este enunciado no es adecuado como caracterizacidn de% .
Seria mejor tener, directamente a partir del nidcleo K , una
.caracterizacion de los elementos de . Para ello enunciaremos el si-

guiente

/ 5 .
Teoremg. Si T ¢ 9 s_Ppara que T ¢ 76 es necesario y suficiente que

exis.ta-/una constante ¢ 2> O tal que
T E_(@@0P(EI? pira ¥pe®
10.1 T <« c(Kx’g(CP(x)CP(§))) pira Vped .

La condicidn es necesaria. Si T € 76 s Se tiene la igualdad

(P) = (K.<P|T)76

en virtud de 9.1 ; y por lo tanto, teniendo en cuenta la desigualdad

de Schwarz

10.2 |E(‘P)l =A|(K.<P§T,?,6.| < HK.@.“% .[[T“}é ;

pero

A% —
K. pl, = g @), = & (P@F M.

Ia relacidén 10.2 nos da

[Tl <ol . &, (PP,

5

La desigualdad 10.1 vale entonces con ¢ = ||'.l?||76 .
‘Vemos ademds que el extremo inferior de los valores de ¢
gue satisfacen a 10.1 es la norma de T en ]6 .y 'puesto que la nor-

ma de un 'elémento ‘T es el extremo inferior de los ndmeros (S\T)x,ﬁ‘s“

cuando S recorre ua conjunto denso. Es decir, el criterio nos permite
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no s6lo verificar si. T 6_7(0 y sino que da, ademds, una maners de.en-

contrar su norma.

La.condicidn es suf"ic_ieAnte. Supongamos que se cumple 10.1 ;

‘hay que mostrar'que T € 76 R

Consideremos la forma lineal
10.3 K. Q —> HP) .

Observemos que no es evidente que 10.3 sea una fofm'a lineal,
pues E(tp) depende de @ y n6é de K. , y el conocimiento de K.
no permite en general determinar a (f . Hay que mostrar enftonces que si
se conoce K. , E(LP) queda determinado, (aunque quiza ¢ no lo
quede).

Por diferencia de dos elementos, hay que mostrar que K.¢=0
implica, né necesariamente Y =0, pero si E(Cp) = 0 . Pero esto re-
sulta, trivialmente, de la mayoracién 10.1 , pues el segundo miembro
es la norma de K. @ , v si ‘este es cero, lo serid su norma y por tan-

to E((P) = 0 . Podemos escribir ademds 10.1 en la siguiente formas

10.4 f2(@)| < e ||K.cp||Jé

Entonces la forma
K. —> o( P)

no sélo estd definida sobre K.9 (K.D son los elementos K.

con tP € 9 ), sino que es una forma lineal y continua, pues estd ma-
yorada i)or el producto de una constante por la norma de X. @ . Pero
"entonces tenemos una forma iineal y confir{ua sobre un subespacio denso

¥y mayorada por' ¢ . Por lo tanto se puede definir por continuidad sobre
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todo el espacio, con la norma mayorada por ¢ . Como conocemos todas
las formas lineales y continuas sobre un espacio de Hilbert, tendremos

un elemento S de ]é tal que
10.5 (P) = (K.@ |5)
¢ ¢ | ”

Pero podemos escribir el segundo miembro de 10.5 de la si-

guiente manera:

(K. |8), =5(¢) 35

¥ en consecuencia S = T para V’\’P e P ; por lo tanto

T e #b

Hemos asi demostrado completamente el teorema directo, que
afirme que 'a cada% le corresponde un ndcleo K > O .

Resumamos los resultados.

}6 - 9, con topologie més fina que la inducida, determina un
ndcleo Kx,g eg;’g y se tiene Kx,§>- 0.

K es una aplicacidén lineal y continua de 9 en ]@ .

Conocemos, ademds, la relacidn que caracteriza a K :
Yreo ,VoeD ; kg€ 0, ¢l =2p),
¥ por lo tanto

Vo ¥ved; @olry), =5 (PP .
G

Ademds, siendo K. D el conjunto de los elementos K.@ se

- +tiene que K.gé%, y es denso en 7@ .

Por dltimo, conocemos una condicidn necesaria y suficiente
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para que T € 76 a saber: debe existir c¢ +al que

|T(@)| <o K- ol - (i, ¢ (9 ¥ .

f

11. Reciprocamente, dado Kx,g 7 O existe un% ¥y uno solo, tal gue

K sea su ndcleo asodiado.

X,E

La cuestidn serd ahora mds "elemental" en principi\o‘, que la
proposicion directa del T7.& , pues no se utiliza el teorems de los
nicleos; pero la demostracidén resultard mds complicada en los detalles.

Fl nicleo K estd dado. Buscamos ]@ ..'Sélb sabemos por 7.b
que si ]é existe podemos encontrarlo a partir de K ..

Uomencemos entonces por formar ]é'como si existiera. Para

ello, si Cp € 9 , consideremos los elementos K. CP ;s que tienen sen-
tido, pues X es un nicleo. Son distribuciones, y al conjunto de esfas
distribuciones le llamaremos % . Se tiene _K C 9’ . .]G es un sub-
espacio vectorial, puesto que el n.ticleo K es .una aplicacién lineal;
¥, por tanto, la suma de dos elementos K. @ es un elemento del mismo
tipo.

Analicemos la topologia. qure-% ‘conocemos la topologia in- -
ducida por 9’ , Pero la que interesa es la topologia del producto es- “
calar. E1 proceso normal serd pues introducir enﬁf) un producto escalar,

¥ parece natural tomar para ello la siguiente relaciédn:

1.1 @@ | Riy) =K (PIY(E) .

’

Pero esto es ilusorio, pues K. o K. en general, no
— . oY 7 -

determinan a @ 6 ‘Y respectivamente. Hay tal vez varias maneras de re-
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presentar un elemento de% en la forma K.(.P s Pues la corresponden-
cia ¢ —= K. @ mno es biunivoca. |

Es decir, para estar seguros de que 1l1.1 define. realment;e
un producto escalar en ](;) , habrd que mostrar que 1l.1 mno depende de
la representacidn elegida. Pero el segundo miembro depende de @ y Y .
Entonces, para poder afirmar que 1l.1 define un producto esca.la;r S0-
bre Jo , habréd que ver que sélo depende de 'K.¢ 'y K.Y ymnode@
yde Y .

Dicho de otra mamera: hay que ver que .Si K(Pl =K. @,

vy K.\Vl =K.y, , se verifica también

11.2 E(¢1¢1) =E(CP2¢’2) .
Es decir
11.3 (P, %)) A-—K(>q72’q72) =0.

Sumando y restando E((le_}’il) al primér miembro resulta
(P =P IV) + (P LV -Y,)) = 0.

Hay que ver que ambos sumandos son nulos- Mejor dicho, hay

que ver que
K. (@ 1-Pp) = 0 == E(P-P,)¥)) = 0

cualquiera sea \-{Jl s ¥ andlogamente para ei segundo sumando.
Poniendo @ en lugar de CPI— CP?_ ¥ Y en lugar de Y,

hay que ver que

K.9=0 :—>E((P¢) =0 cualquiera sea LI”



- 60 -
Pero, por la definicidn de ndcleo . (cfr.4) resulta
QYY) = & PYNP) ;
ademds, por 5.8 y 9.10 se puede poner
E9)P) = C.PNY) = ®PXP) ,
de lo cual resulta
E(PY) = €.9NY) .

Entonces, si K. = 0, el segundo miembro es nulo para to-

do ¥ y por consiguiente E(LP‘}/) =0.

Para el segundo sumando se tiene
X(QY) = E¥)P) ,

¥y como K.Y = 0 resulta K(\'P?) =0,
Por otra parte, el segundo miembro de 1l.1l es positivo,

puesto que K es de tipo positivo; por lo tanto, reemplazando Y por

¢ resulta
K.@|K.P) =E(@P) > 0.

En definitiva resulta que 1l.1 es un producto escalar

prehilbertiano.,

v E . -~ . - 13
]6 es pues un espacio prehilbertiane, no necesariamente se-~

parado ni completo.

Para q_ue]() tenga estructura de espacio de Hilbert hay que

mostrar entonces en primer lugar gue la expresién (K.ip} K.\P )Jé ‘es

4

una norma y no una seminorma; y en segundo lugar que es completo.
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Lo primero equivale a mostrar que

(K.Q |K.P)g =0 —> K.@ =0 (peroné P=0, en ge-
neral).

En otros términos, dado que el primer término de esta impli-

cacidén es igual a Z( q??) . hay que mostrar que
K(PP)=0=—=> K. 9=0.
En efecto, de la desigualdad de Schwarz

Ko (PEVEN S & (PPEMEE, (V@ V(507

5
se deduce que si K(PP) = 0 resulta K(CP¢) = 0 ; o bien, E(W?):O
para todo Y

Pero
EWP) = E.¢NUY) ;
por lo tanto
E.P)Y) =0
para todo Y , es decir ﬁ? =0, y también K. = 0 , que es lo que

se queria demostrar. -

Tenemos ahora el espacio vectorial .76 , con norma hilbertia-

na. Hay que completarlo. Se presenta la misma dificultad que en 7.b

/ -
Sabemos qué .76(:@ . Podemos completark pero en general
, /
‘el completado no estara ya en 0@ .
Comencemos: por ver que la topologia de'% , serd mas fina

’ /
gue la inducida por Q .
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Dividiremos la demostracidn en dos partes.

a) Demostraremos que la aplicgecién P—K.P de %) 'g_xl% *

es lineal y continua.

En otros términos, ¢ — K. , transforma un conjunto aco-
tado deg en un conjunto acotado de Fo .' Péro es sabido que 9 es bor-
noldgico, ¥y que si un espacio es bornoldgico, la apligaci_én que transfor-~
ma un conjunto acotado en un conjunto acotado es continua..

’ No es necesario, como veremos, recurrir a este enunciado. Po-
dgmos ver direétamente que si (P recorre un conjunto acotado de 9 ,
los elementos XK. ¢ permanecen acotados en Fo s es decir,,.su normsa, per—

manece acotada.

En efecto, se tiene

“K.CP“; =K(pP) .

si 9P (x) permanece acotada en D,y por tange también,

?(;) s Se tendrid que ‘P'(X)TP-(E) permanece acotado en %x,g 3
¥y puesto que K es una distribucién, E(,(P$) perﬁanece acotado, ¥
ello implica que K. Trecorre un conjunto acotado de AD .
"La convergencia es eviden‘i:e, razona.n&o de lal misms manera.
Si @—> 0 en 9 M+ con soporte _co;trbenid‘o en un -compacto
fijo M , cp@-—»o en Qx’g 3 ¥y como K es uns_z,distribuciép, resul—~

ta E(Q¢@)—0 .

b) Demositremos ahora gue la tOpologia.de]@ es mds fina que

la inducida.
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En otros términos:

Pero la convergencia en 9 ! es la convergencia uniforme en
todo conjunto acotado de 9 .

Habrd que ver entonces que:

Si K(P——> 0 en Ao, y si Y queda acotada en 9 (1o

cual equivale a decir que \V gueda acotada en 9 ) , se tiene
(K. @NY)—>0

uniformemente.

. Pero si. ¥ qﬁeda acotada en 9 , hemos visto en a) que
K. queda acotada en .% 3. por consiguiente en el producto escalar
(K.CPI K.¥) , uno de los elementos tiende a cero en el espacio _767 ’
"y el otro .piarmanece' acotado en el mismo.

Se’ tiene entonces
K. 9 |K.¥) =K(PY)—>0
uniformemente, o 1o que es lo mismo,

K. ) F)—0 s

—

y.como K = %k , se tiene que

(EePUY)—= 0

uniformemente.-

Volvamos ghora al problema de completar _% .
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A

Savemos que la completacién]@es abstracta;.k’) es un eéj)a-

. . /
" cio de Hilbert contenido en 9 y con topologia mds fina que la inducida.

p . " ‘7,0 '9’

Ademds, la inyeccion natural - es continua, pues la

topologia de]@ es mids fina que la inducida. Esta aplicacidén continua
. ' A

se puede prolongar entonces a su completfado }\9 s de manera.que la apli-

.- /
cacidn .7\:—"9 se pueda factorear de la siguiente manera:

11.5 Ko ——>9_’ ;
\}%/

. - / :
es decir, la inyeccion natural ]\9—’9 s que es continua, se prolon-
- N P ’E
ge de manera Unica en el producto de la aplicacidn candnica jU — Ao
o . 2 - ﬁ /-
© ¥y de una aplicacion continua del completado abstracto en E .

Ahora es necesario mostrar una- cosa esencial, a saber: la

L4 .

”~
. / .
aplicacién Ko+’ es biunivoca.

”~
Si no fuera biunivoca no se podria representar % como sub-
. 9/ - . ' . . s ) .
espacio de . En cambio cuando una aplicacion de un espacio en otro
es biunivoeca, se puede siempre identificar ese espacio con su imagen
en el otro.
- Vs
Llamemos % a la imagen de .KD en 9 . Tendremos entonces

el siguiente diagrama:

Jo—76—2' . .
\A/\/ ’ ‘
- RO

>

Hay por lo pronto una cbrrespondencia biunivéca entre el es-
~ -
. T . /
‘pacio}\ﬂ ¥y el espacio % , que es un subespacio de .9 .
Ademds, serd siempre poésible munir a%' de la topologia trans-

-~

~ ..
portada de ](7 ,- puesto. que 1la aplicacidn ]6—'/76 es biunivoca.




- 65 -

L :
En consecnenciay, la aplicacidn ]é —"9 es continua, y tam-
Vé ) . P ¢ /\— 9/ - . N
bién lo es la aplicacidn ]\1—’ . Ello significa que la topologia de
%) es mds fina que la inducida.

- e . / )
in definitiva: 76 es un subespacio de 9 con estructura de

espacio de Hilbert, con tqpolog:’.a mds fina que la inducida por 9, ' ¥

es un comvletado concreto de K:J .

Hay que mostrar, ademds, que el ndcleo de % eg’ precisamen-
te el ndcleo K de partida, lo cual es trivial. El udnico espacio que
. . . . g/
puede satisfacer a nuestra. exigencia es la imagen en de un completa-

”~N
do de ]\9 , por la aplicacién de A5 en 9, .

Por lo tanto, la sola cosa a comprobar es que la aplicacidn

-~ 7 ..
]\,_-,—>\9 es vpiunivoca.,

La cuestidn no es de ninguna manera trivial, pues si se tie-
. k . 9, : - ’ » . .
ne un subespacio del espacio y con topologia mas fina que la in-
ducida, el segundo completo, ¥y el primero nd; si tomamos el -completado
-~
abstracto ]\9 , se tiene el diagrama 11.5 ¥ no es cierto que la apli-
L .y . SV
cacidn ]\9"9 sea en general biunivoca. En la prdctica sérd siempre
biunfvoca. Pero esta reflexidn hace ver, de cualquier manera, la nece- .

gidad de demostrar la biunivocidad.

Tratemos ‘de caracterizar la aplicacidn

Sea T e JAO . Se tiene (K.¢ | T)._K’ =-EE((P) .

[

> . s 9/
Sea T € K> . T tiene una imagen candnica en ‘que lla-

maremos T .
Queremos ver gque T se determina a partir de C por la rela-

» P
cion

. A = T(P) 3
11.6 (x q?_I,t)jG (¢)
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v

1la cual serd efectivamente una determinacidn de la imagen T a _partir
de € , pues en el primer miembro de .11.6 si C es conocido,""coflo-
~ .
ceremos los productos escalares con K. @ en ]G y por - tanto T serd
conocida. como distribuciodn.
La demostracidn es la siguiente.
’\ - - + . N '
T e ]g se puede aproximar por una sucesidn de elementos
Ao . Es decir: — .
T, € Ao decir: T —>= C
Llamemos T las imdgenes de tn . Sera T, = Cn puesto que
- ) Y . . >R v, U
.76 estd inmergido en 9 . Pero dado.que la aplicacidn Fo 9 es

~
. R . - /
centinua, si los elementos de RO convergen, sus imdgenes en 9 tam-

bién convergen. Tendremos entonces, si se escribe 11.6 para ‘Cn :

11.7 (K.cpltn)ﬁ = 2(¢)

al hacer n— 00 , los productos escalares del primer miembro conver-
gen, puesto que t.:n convefge en .7\: . En el segundo miembro Tn con-
verge a T en b’ . Por conéiguiente Tn((P)—=rT:((P) 4 obteniéndose
de esta manera la relacién 11.6 .

_Ahora es fdcil probar la biunivocidad va mencionada.

Ello equivale a probar que si C es tal que T = 0 , enton-

’

cest C =0,

En efecto, si . T = 0 , cualquiera sea P se tiene por 1l.6
_T'((P) = 0y ‘luego en ]G , C es ortogonal a todos los K. ¢ . Pero
los elementos K. ¢ <forman el espacio ]6 Ad.enso en su completado. &
es pues ortogonal a un subespacio denso y por consiguiente C=0.

Fa
En conclusidn: }G puede ser reemplazado por su imagen, bien

, ’ r'd 3
determinada en B ; se téendra asli un subespacio de Hilbert con topolo-

gla mds fina que la inducida. En este caso- C se identifica con T .

L
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Ademds, la relacion (K. I'T)}G = _'T-(CP') es la relacidn que
carécteriza el nidcleo asociado a 7@’,.10 que prueba que el subespacio
de Hilbert }é’que hemos obtenido tiene K -‘como ndcleo asociado.

La reciproca enunciada en 11 gqueda asi demostrada.

Observacidn. Hasta ahora hemos visto que hay una correspondencia biuni-
voca entre los subespacios de 59, que tienen estructura de espacios de
Hilbert y topologfa mds fina que la inducida, y los ndcleos de tipo po-
sitivo sobre En b ¢ En .

Es conveniente destacar que decimos espacio'de Hilbert" y no
espacio "prehilbertiano”. Pues si tenemos un subespacio de 59/ y con es
tructura prehilbertiana, es decir, con una forma hermitica positiva y
con topologia mds fina que la inducida, pero no necesariamente comple~
0, no existird el micleo correspondiente. En efecto, en la definicidn
misma de ndcleo ha interVenido esta circunstancia, cuando dijimos que
una forma lineal continua en ese espacio se puede definir mediante el
producto escalar con un elemento fijo del espacio. Por otra parte, si
" tenemos un subespacio de 59,_con topologia mdS fina que la inducida y
no completo, se puede completar. Si el completado se puede identificar
con un subespacio, es decir, si la aplicacidén candnica de la completa
c¢idn en §é' es biunivoca, entonces el completado se puede identificar
a un subespagio, ¥y en este caso ha& un nicleo gue corresponde al com-
pletado. Ademés, todos 1os,subespaciostque tienen el mismo completado
tienen el mismo nicleo.-

Pero si ®l completado no es un subespacig de 59/ y s decir,
si la aplicacidn candnica del completado en 59/ no'es biunivoca, no

existird el nidcleo correspondiente.
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il

12. Algunas propiedades de los nudcleos de tipo positivo y los subespa—

-

cios de Hilbert correspondientes.

a) Estructura de orden entre los micleos K > O .

Definicidn. Se dice que K, < K, , si K, -K; > 0.
Esta relacidn de oraen es, evidentemente, transitiva y re-

flexiva.

Broposicidén. Si_ K, £ K, ¥ K, < K, o se tiene: K, =K, .
En efecto: la primera parte de la hipdtesis significa K2-K1"> 0;.

por 1o tanto, en virtud de la 3% definicién de 8 serd
12.1 (X, -E NPP) >0 .
La segunda parte de’ la hipdtesis da, andlogamente,
12.2 (&, =K )(Pp) » 0 .
. Las reldciones 12.1 y 12.2 prueban que se tiene siempre
®, - E)(PP) =0

. Pero se conoce la igualdad que da el valor de una forma her-
mitica sobre (P; mediante una combinacidén lineal de¢ cuatro valores,

puesto que si H es lineal y antilineal se tiene:

12.3 HPP) = 3 (H(@+¥N(P+P) - (P-¥NP-9) +
+ AH(@HY) (P W) - (@ -1 ¥)(P-19)) -

Entonces si una forma es nula para todas las expresiones del

tipo (P$ sy los cuatro términos de 12.3 son nulos y por tamto H( (P.¢)=O,Z
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o bien H(QPY) = 0. .
Ello prueba. que K2 - Kl es nulo sobre todos los productos
PY vy por tanto es nula como distribucidén sobre el producto tansorial

9 xg y ¥ por densidad serd nula sobre todlas las funciones CP/,\ \Q;lﬂd"a).

por consiguiehte, K2 - Kl = 0,

b) Estructura de orden entre los subespacios de Hilbert ]b .

Definicidn. Se dice que %1< %2 si ‘761C ]62 ¥ la norma -de %2

és mayorada por la norma de ]61' .
BEs decir, si T € ](al sy la norma de T como elelﬁenfb de

% i
1
i, < el .

La definicidn implica que la topologia de ‘7{0'1 es mds fina

es mayor que la norma de T como elemento de %2 s O Sea

gue la topologia de ]é 5 .Implica también una relacidn de orden entre

los subespacios, transitiva y reflexiva.

Proposicidn. Si %l<%2 Y %2 < %1 se tiene %l = %2 Y las

normas coinciden.

En este caso la’demostracién es evidente.
. 2 ‘ 1
Ejemplo. Tomemos %2 =L 3 ]61 = 9 1.2

7.,

% 13 espacio de .Beppo TLevi o sea espacio de las funciones

espacio de las funciones de cuadrado sumable.

-

que son de L ¥y cuyas derivadas de orden uno en el

sentido de las diétribuciones son de L2 .
Se tiene: ]61 %2 .
v/ A 2 —_—
En %2 se tiene la norma: ||f | 2= ff fdx ;
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2 n 37
. s || £ - ry 9z __i
en ]él se tiene la norua: “ ”9 %’2 =l (£ £f+k Z d%, D%, Yax.
%1- estd contenido en ]6 5 1 DO sélo con topologfa mis fina,

sino- con norua mis grande.

¢) Relacidn entre la estructura de orden de los espacios Jé

v la estructura de orden de los correspondientes ndcleos K.

Sean Kl Yy K2 los nucleos asociados a los espacios %1 y

o, -

Proposicidn. Si Kl< K2 se tiene: ,761( %2 v reciprocamente.

En efecto: K, 4 K, significa que
12.4 K (pP) < () para Vo cP .

Aclaremos que si quisiédramos obtener la 1101us1on ]é, - o 1
considerando 1os elementos Kl.CP Yy K2.<P ’ serla dificil ve:plo, pues

" gon elementos distintos.

Por esta razén usaremos la caracterizacidn de los elementos

de ]é dada en 10 .

Si T 6%1 se tiene
) — - T
12.5 T(P) < X (PPN*®

; . . . oo
¥ el extremo inferior de las constantes ¢ es “ T |l 1"
) . i

Pero teniendo en cuenta 12.4 se tiene-

L
2

() < e (PP))

¥ por consiguiente, en virtud de la mencionada caracterizacidn, resulta

ve 6, . S
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Por otra parte, como la desigualdad se verifica con ¢ = " T " 17
¥y el extremo inferior de estas constantes es la norma de T en ]é 5 Se
£ ] , - I
E i '
concluye que J T !' 5 esta mayorada por ¢ . Es decir, " T ” 5 £ hT || 1

Recinrocamente. Supongamos %lC %2 s COn norma mAs gran-—

de. Sea T 6%1 . Tendremos
12.6 Q) = K,.¢|T), = (&,.@]|T) ,

puesto que si T € %1 se tiene T € %2 por ser /61C %2 .

Escribamos 12.6 para T = Kl. P ; se verifica entonces

12.7 (Kl.CPIKl.CP)%l = (K2.<,D|Ki.<p)%2 :

(Kz.kaKl.(P)%z < "Kg-q’"%z' IKl'(P"];Z J

en virtud de la' desigualdad de Schwargz.. Perc por hipdtesis, la norma
de un elemento de ]61 en %l es mayor que la norma en ]éz . Por lo

tanto se puede poner
12.8 o150 P, < |50l [0 Plig, =
- E(PPNE & (pPNE
De 16 dicho se dedude

El(qja) < (K—z(‘P?))% (1?1((;)?)')% ,

¥ dividiendo por ﬁ(E_l.( (P@) )_% se obkiene

L
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K (0¢)1* < @ (eeNE
S0 & (RERNR ’
o bien, elevando al cuadrado
K (PP) € L5(PYP) ;

es decir

K, £ —K-Z y también K, £ K, .

d) Condicidn para gque dos subespacios %l Y 7@2 de 9/

tengan interseccidn nula.

Definicidn. Se dice que dos ndcleos K, ¥ K; son gxtranjeros si no

tienen minorante comdn, excepto cero.

) /
Proposicidén. Para que dos subespacios -f%l Y %2 de 9 tengan in-

terseccidn niila, es necesario y suficiente que los micleos asociados

Kl ¥ K2 sean extranjeros.

Comencemos por ver que Si tienen interseccidn no nula, hay.
un ndcleo minorante comin de. los micleos asociados.
En efecto. Sea %o = %lﬂ %2 £0 , si iogra.mos manir
a %o de una estructura de espacio de Hilbert, mayorada por -las de
%1 ¥y %2 ,- habremos probado la asercidn, pues el midcleo Ko esta-
ré mayorado ;pér. .K] ¥ K'2 s-en virtud de la relacidn de las estructu-
ras,.J por consiguiente Kl y K2 no sera’.n"extra.njerqs.

-

Vamos & munir a %o de la estructura dada por la norms
12.9. =G = l=l3+ l=l3 -

Es. sabido que com la norma 12.9 existe un producto esca-
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lar en Jéo s para definirlo b;asta tomar la suma de los productos esca-
lares dados por 15.3 normas de ]él Y %2

Probemos que con la estructura definida por 12.9 , %o es
completo.

Consideraremos una sucesidn de Cauchy Ty en % s en el
sentido de la norma 12.9 . Pﬁesto que se& tiene ET Ml l'l‘ " , €S a
fortiori una suces:‘_.én de {auchy en ﬂol ¥y como jeste espacio és comple-
to, TV —’»Tl en ]él . Un razonamiento andlogo nos permite concluir
que -TV—> T2 en ]62

Si T, = El?2 , la cuestidén estd terminada, pues el elemento

1

Tl = 'T2 es un elemento To de ]éo. , Por serlo simulténeamente de ]6

vy }62 . Ademds si T

1

v—>TO con la norma de %l ¥y la de %9 sy CONn-—

verge con la norma suma de las dos.’ %o es, por tanto, complefo.

~

Hay que ver entonces que se tiene siempre Ti = T2 . B efec~

to TV — Ti en la topolog:'.a ‘de %1 ¥y por consiguiente en la topolo-

Vi
gia de 9/ s bues ]é tiene topolozgia mads fina que 9 ; ¥, por idén-

sica razdn, TV—"T2 en 9 . luego las dlstrlbuclones l y T2

. ’
las mismas en P’ .
Teniendo en cuenta la reflexidn anterior se deduce gque los

nicleos Kl y X, no son extranjeros.

Reciprocamente. Si K'L y K2 no son extranjéros se- tiene
7,0 %6, #o.

In efecto, si Kl vy K2 no son extranjeros, existe un ni-

cleo K £ 0 mayorado por Kl ¥ por K2 . Luego su espacio de Hilbert
no se reduce a cero y estd contenldo en %l ¥y en % 3 es decir, la’
interseccidn no se reduce 'a cero.

Repitiendo, vemos que si %ln Zéz # 0 , existe un ndcleo



o T4 =

Ko minorante comus 3¢ X. ¥ -Kp v reciprocamente. Vale entonces la

negativa,; es decir, qus K, 7 ¥, son extranjeros si y sélo si

% lﬂ %2 # 0 , gue es el contenido ds la proposicidn enunciada.

e) Suma directa de dos subespacios %l ¥ %2 en el caso

de interseccidn nula.

, 76

Peodemocs en este caso consiruir, a partir de % 29

1l

un nuevo-espacio de Hilbert, suma directa de los dos dados:
Ho- F @K
1 2 ’
Como espacio vectorial es la suma directa algebrdica de los

elementos de ambos espacios, y como estructura de espacio de Hilbert usa-

remos la dnica estructura natural para este caso, poniendo,' para T=T1+T2

212 = Jmli~ Inlg, -

Se tiene asi un ésp_a_.cio prehilbertianc que es completo, pues..
8i se toma una sucesidn de Cauchy en % » las primeras componentes for-
«
man una sucesidn en %l s, las segundas en %2 ¥ tenemos dos elementos
1{mites cuya suma serd el eleménto lfmite de % .
Veamos ahora que este espacio, suma directa de %1 y %2

tiene, como nidcleo asociado, la suma de los ndcleos Kl ¥y K2 .

En efecto, sea T, € %1 ; se tiene

12.10 T(P) = .| Ty)g, = e @ l.Tl)]é .

puesto que % % % s Ty € % " significa T, e%

Pero el espacio % tiene un micleo asociado K . Se tiene

entonces
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12.11 & . ¢ | )y = .9 | T )z -

Esto muestra que para K. @ e% y K. VA %1 los pro-
ductos escalares de estos elementos con cada elemento Tl de %l
los mismos.

En otros términos: Kl' @ es la proyeccién de K. P sobre
% 110 sea la diferencia K.Y - K- ¢ es ortogonal a ]61 . Esto
equivale a decir que K.AKP tiene como proyeccidén ortogonal en %l
K- ¢ 5 y, por un razonamiento andlogo, que K. tiene como proyec-
cién ortogonal en %2 a K. @ . Por tanto K. es la suma de ‘sus:

dos proyecciones:
K.(P=K1.(P +K2.(P ,
¥ por c'onSiguiente

K=K1+K2 .

f) Caso de interseccidn no nula.

Supongamos - ahora que %l ¥y % o ‘tienen interseccién no re-
ducida a cero.

Vanos a definir la suma %:l +762 . Algebrdicamente serd la
sume. de 'los espacios, es dec;".r,' el conjunto de todas las sumas formadas
por un elemento de %l ¥y otro de %2 - Parae défj.nir- la norma proce-—
‘deremos como s:.gue.‘ ) -

Si T € % %2 ) podremos representa.r a T como la su-
) ma de un elem_ento flg ‘761- y ‘otro de %2 ’ es decir P o= Tl + T2 ..Pe-

0 T tendra una inflnldad de. estas representaeiones, dado que la in-

terseccion no es nula..
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Pondremés entonces
fnll2 2 5.0 o2 ] 2
2az [e]e e (PR Dnlg )

-

Ia indicacién T = Tl + Tz significa que hay gque tomar el

inf. para todas las representaciones de T de la forma T, + T, .

1l 2

Utilizando las propiedades generales de los eépacios de Hil-:'
bert, se puede ver que la expresién 12.12 défine una norma: Es una
norma prehilbertiana y el espacio es completo. Se tendrd entonces un es-
.pacio de Hilbert, -

Ia idea de la demostracidn es la siguiente. Se conéidera la
" suma direcfa hilbértiana abstracta. Se puede aplicar naturalmente en 9/
¥y la imagen del par (Tl;Tz) es precisamente T = Tl + T2 . Pero este
espacio es un cociente del espacio suma directa abstracta, por el subes
'pacio cerrado formado por los pares de distribuciones cuya suma és ce-
¥0} ¥ en este caso, justamente, la norma cociente se define por el infi-
mun. Agemés, cuando se tiene el cociente de un espaci§ de Hilvert por
"ﬁn subespacio cerrado, es sabido que ‘dicho cocientz tiene la ectructura
de espacio de Hilbert. (E1l cociente de un espacio de ﬁilbert'por un c.b-

espacio cerrado es un espacio de Hilbert). Se puede ver, por dltimo, gque

el micleo K asociado a este espacio es la suma Kl + K, .

- g) Generalizacidén para un mimero finito de espacios.

Dados k espacigs de Hilbert ;%;1’;252"”"’;qgk.’ se pue-
de preguntar en qué condiciones la interseccidn de estOS'espacios se re;

duce P cero, Bs posible ver que ello es as{ si los ndcleos asociados som

globalmente extranjeros; es deeir, si y sdlo si no hay minorante comin,

excepto cero..
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Pero la cuestidn mAs interesante es ver cuando los k- .-espa-

cios dados son algebrdaicamente independientes.

Definicidn. Un ndmero finito de espacios de Hilbert son llamados inde-
pendientes, si cada uno tiene interseccidn reducida a cero con la sume

de los restantes.

-»

‘Se puede ver que un ndmero finito de espacios de Hilbert son

independientes si y sblo si cada ndcleo no tiene minorante comdn, excep-

to cero, con la suma de los demds.

Esta propiedad no la utilizaremos en lo que sigue.

h) Expresidén del ndcleo K asociado a.]%s , mediante una ba-

se ortonormal de 545 .

Sea Tl’Tg’%""’mv ye++. Una base ortonormal de-;%z .

El conocimiento de esta base determina complétamenfe a qu ,:
pues los elementos de ;ﬁg se férman a partir de las combinaciones linea-
les firitas de la formé E;:cv TV . Estas forman un subespacio denso y
en este subespacio conocemos el producto escalar y por tanto la topolo-
gia. Completdndolo, se tiene una completacidn abstracta; su imagen ean?’

nos da ;Ag . Conocido ;%; debe ser conocido el nucleo asociado K .,

Proposicidn. ELl ndcleo X estd dado por la siguiente serie, siempre con-

Yergente en 9,=
12.13 leg = ;(T,)XH(TV)g .

La férmula 12.13 suministra una expresidn muy concreta del
nicleo.

En efecto. Consideremos el elemento K, ‘-P € ]é . (Puntualice-



-8 -

mo3 gue K no es cunocido ;7 tratamos de hallarlo).
K. q% sizne una descompbsicién,,én la base ortonormal, de la

siguiente forma:
VY

1a serie que figura en 12.14 es convergen‘e en JRS y a for-

/ A
tiorli en 59 « Lcs coeficientes c(v tienen por-expresién
={ ’
= @91, .
Pero de la férmula fundamental 7.a.l resulta

(€. ¢[7)), = T,(@) .

Volviendo a 12.14 podemos poner
K. p = Zﬂ(cp) Ty »
)Y

D'
iserie convergente en o

Pero se puede escribir

12.15 T,() T, = (0) m(T,), .

" nsues el segundo miembro tiene, en virtud de la definicidn de la opera-

3ién "punto", y la de producto tensorial, la siguiente expresién:
12.16 ((Ty)xﬂ(Ev)g .cp_}(&y) = (2,), (1), (Y= P(E)) =
=Tv(_~y)Ey(cp) .

Si se observa que el primer miembro de 12.15 es una distribu-

cidn cuyo valor sobre Y es
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(T, (@) 7,)(Y)

se obtiene

Ty (@)1, = (1) ®(T) . P .

Por consiguiente
12.17 . K.Q = ZEV ()1, =Z(T.v)x¢si(5),’)§_ P
v v

/
gue es una serie convergente en :ZD .

Consideremos zhora la serie

12.18 E (T,,)xa(T,,)g K
Y
que es una serie de nidcleos o bien una serie de distribuciones.
Hemos visto que el valor de 12.18 para cada q? converge
/ , S
en Sé hacia el valor del nucleo K .
Se tiene entonces una serie de ndcleos, serie de aplicacio-
. G D . L cons
nes lineales de en . Es decir, se tiene una serie del conjunto
/
de las aplicaciones OES( 9 ;9 ) tales gue para cada ?'6;9 , la se-
rie de las imégenes es convergente.

Pero una sucesidn convergente es acotada y por tabto equicon-
tinua, puesto que 56. es ‘tonelado. La serie precedente conveige pues,
uniformemente sobre cada conjunto relativamgnte compacto de &9 . Pero
SD es un espacio de llontel, y por consiguiente cada conjurito acotado
de 59 es relativamente compacto. La serie precedente converge entonces

A / .
en e[:b( Sg ;99 ) , v hemos aceptado con el teorema de los nidcleos gue
g , . A g.o .
la tepologia de las.aplicaciones b( ;Eé ) - coincide con la topolo-
o - 7 .
¥ de [
dow®D,

Recitrocamente. Supongamos que un ndcled Kx esté expresa-

' 5
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do por la suma

12,19 KX,5 = g(Kv)XE(K?)g

convergente en 9, . s posible deducir que los K forman una base or-
-tonormai del espacio % ?

En general esto es falso, como se ve con el siguiente contra-
ejemplo.

Si se toma

Kx,g = TxT§

+ ‘l‘ng ’

no es posible que, én ]é , Sea T-x ortogonal a si misma. Imego no es
posible responder afirmativamente a la pregunta.

Hay por lo pronto u.ha condicidn de independeneié. de los K y
Es necesario que el sistema de los Kv sea libre, es decir, que los Kv
sean independientes.

Libre signiﬁ,ﬂpa. algebriicamente libre, es decir, que no exis-
te una combinacidn finij%_a % cy T, = 0 excepto si todos los ¢, son

cero.

Se adivina que no es suficiente., Enunciaremos la siguiente

Definicidn. Se dice que un sistema de elementos de un espacio vectorial

] » p ’
topolégico (en nuestro caso .9 ) es hilbertianamente libre si la relacidwm

Z.cv T, =0 (con suma infinita, convergente en el espacio dado), ¥y la

mayoraciodn Zlcvlz<oo implican c,, =0 .
: y

Proposicidn. Condicidn necesaria y suficiente para que de 12.19 se de-

duzca que los Kk, forman una base ortonormal, es que el sistema de los

KV sea hilberti»anamente libre.

P
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13. Transporbte de estructura por un isomorfismo.

En lo que precede hemos considerado el espacio afin En s, De-~
ro no ha intervenido, hasta ahora, su estructura. K

La unica propiedad que ha intervenido es que se trata dé una
variedad indefinidamente diferenciable de dimensidén n , numerable en
el infinito; lo cual permite definir las funciones indefinidamente dife-
rénciables sobre En que constituyen el espacio &9 (En) , de las dis-
tribuciones sobre En que constituyen el espacio ﬁé’(En) , dual de

59 (En) , ¥ los nicleos o distribuciones sobre En X En .

Sean ahora En y Fn dos variedades indefinidamenté dife-
renciables de la misma dimensidén n .

Sea una aplicacién G , de E ~sobre F _, biunivoca, in-
definidamente diferenciable y tal gque su inversa (7_1 sea también in-
definidamente diferenciable. O es entonces un isomorfismo de la es—
tructura de variedad indefinidamente diferenciable.

Todo ente que se puede definir sobre la estructura de En

‘se puede transpgrtar sobre la estructura de Fn.
Si‘ q7 es una funcidn definida sobre En , se puede trans-

portar, obteniendo una funcidn definida sobre Fn que denotamos con

Gq? , que estd determinada por la relacién

13.1 G Pex) = Plx) .

’ . 'BEsta relacidn significa que la transportada de una funcidn

toma, en el transportado de un punto, el valor de la funcidn en el pun-
to inicial.
Pero 13.1 no puede servir como definicidn, pues para cono-

cer O qD sobre Fn habria que conocer su valor en un punto arbitra-

3
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rio y de F , es decir, habria que conocer @G (P(y) . Ahora bien,
todo 'y se puede escribir ¥=0x; y puesto que U ¢és un isomorfig

mo serd x = Ci-lyﬁ, con lo cual obtenemos como definicidn:
, ’ -1
13.2 Cem=@(¢g 7 ,

con la cual queda determinada . efectivamente una funciédn.
Si ( es indefinidamente diferenciable, también lo serd
CY(P y Pues se trata de un transporte de la estructura indefinidamen
te diferenciable; es decir, si QP€ & (E,) , también serd cheg(gz)
Partamos ahora de una distribucidén T sobre En . Esta dis-
tribucidén se puede transportar, obteniéndose une distribucidn sobre Fn.

Para ello pondremos, teniendo.en cuenta 13.1
13.3 G Q) =) .

Es ésfa una propiedéd caracteristica de la transportada de
una distribucidn, pero no sirve como definicidn, puesto que la defini-
cidn de transportadas debe dar el valor de O T sobre una funcidn ar-
bitraria de D) .

Pondremos como definicidn

13.4 G 2(¥) = MG Ty) =T (Y(G(x) .

Se puede ver que si una distribucidn tiene ciertas propie-
qades de orden la imagen tendrd 1% mismas propiedades, pues se trats
de un transporte isomérfico. —

Analicemos el caso de los nicleos. Sean G y T dos iso-

morfismos indefinidamente diferenciables
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El par (G ,T) da el isomorfismo del producto de los pri-

meros espacios sobre el producto de los segundoes

(G,2) v .
En X G’n-—, Fn Hn 3

de tal manera que toda distribucidén definida en el espacio que figura en
el primer miembro (que por definicidn es un nidcleo) es transportada a una
distribucidén definida en el espacio que figura en el segundo miembro (que

también es un nidcleo). Se tiene pues, si K es un ndeleo
13.5 (G,T)k((6,T)P) =k(P),

donde con (G,T) ¢ indicamos la imagen de (P(x,§ ) por los isomor-,
fismos O y C que actdan sobre x ¥y g respectivamente. En particu-

lar‘para.unafunc_:ién CF(x,g) de la forma &P(hx)L{/(g) se tiene
13.6 (G,C)Kx;g(ﬁth):l{(qu/) ;

pero segin la definicidén 4.7 de micleo, el primer mlembro de esta
igualdad es ((O,T)EK. TY ) W(P) y el-segundo es (K.LV)(\p)

Se tisne por lo tanto

137 (6, T)E. TYNGTP) = KYHP) ,

e Fm x Hw

dondé': (6,C )X es un nicleo sobre E X F7’

; C Y es una funcidn so-
bre H ; (G,T)X.TY es una disgribucién sobre P S @ es una
funcidén sobre _Fn ;7 K. LV ‘es_una__ distribucion sobre E, ¥ P esuna

funcidn sobre En .



- 84 =

Por otra parte sabemos que el valor de la distribucién K.y
sobre (p es el mismo que el valor de la distribucidén transportada
G (K.Y) sobre la funcidn transportada O ¢ .

Se tiene pues
13.8 ((T,TIEK. TYNT @) = (BE.YINGTP) ;

y como ambos mismbros son iguales para todo O ¢ , es decir, para to-
da funcidn sobre Fn , resulta que las distribuciones de ambos miembros
son iguales.

.

Se tiene asi
13.9 (G,TYE. TY = G K.Yy) .

Observemos que es imposible eguivocarse en la aplicacidn de
las transformaciones que figuran en 13.9 , puésto gue sobre K no hay
obra transformacién 'natural como no sea (G,T) , dado que K estd
definido en En x Gn . S0bre q/ no hay otra transformacidn natural co-~
mo no sea C , pueé ‘V es una funcidn definida en Gn . Sobre K.Y
no nay 'ot:’a transformacién natural como no sea O , pues XK. L'I es una
diétribucién sobre E_ .

£l significado de la relacidén 13.9 puede sintetizarse di-

cierdo que el transformado del "ounto" es el "punto” de los transforma-

dos para las transformacionss gue son posibles.

Mds adelante nos ocuparemos del caso en gque

]
tendremos entonces distribuciones de En que se transportan a distri--

buciones de Fn v nicleos de En x IEEn que se transportan a distribu~
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ciones de F x P .
n n

En este caso 13.9 -se escribe de la siguiente manera:
13.10 (6,6)k.0¥ = G .y) .

Si convenimos en escribir O en lugar de (G,0 ) tendre-

mos
13.11 GK.OY =6 (K.y) .

En la 7{sica se encuentran siempre férmulas de este %ipo,
cuando se quiere expresar que ciertos entes son invariantes respecto’

de una transformacidn de Lorentz, aunque aparecen no claramente escri-

Lt

“‘vas.

Ia cuestibén es sencilla: desde el momento en que se tiene

un transporte de estructura de En a Fn , se debe transportar todo,

¥ la‘dnica manera de hacerlo correctamente, es escribir en un miembro

el 6 -transformado de €l mismo ¥ en el otro miembro los G —-transfor-

mados de todos los elementos..

Hay otra complicacidn que tiene su origen en el hecho de gque

Fn = En y G es un automorfismo de Lorentz del espacio afin En y que

transporta funciones, distribuciones, ndcleos u operadores definidos en

‘un espacio de Hilbert de E , sobre funciones, distribuciones, ndcleos

‘u operadores definidos en un espacio de Hilbert de Fn .

Para escribir correctamente la férmula que expresa la inva-~

riancia debe tenerse en cuenta que em un niembro debé- figurar el G -trans—

" formado de todo ese Tiembro y-en el otro 1os ' G -transformados de todos

108 elementos.

Observemos por otra parte que la férmuld 13.3 ; que dice
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NG P) =NP) -

parece de naturaieza distinta, pues de acuerdo con el criteric expresa-

do: debiera escribirse '
13.12 CHOoP)= G (NP)) -, S

pe:;'o en este caso T((p5 es un nimero pom_’éleﬁo y el O ‘del segundo’
miembro indica al automorfismo idénticvt de los ndmeros complejos, éﬁes;'
to gue los automorfismos de las variedades no actian Isobr.e«los nﬁefoé.
Por tdl razén © puede supriﬁirse en.la escritura.

Conviene reéalcar que esto no seria cierto si se tuvieran
distribuciones de valores vectoriales, en cuyo caso el G-transfbrmado
del segu.ndo miembro puede ger de dlstlnta naturaleza y habra que escri—

bir entonces G (T(P)) .

' o ' . 6. .
Supongamos ahora que se tenga la transformacion . En —_— Fi,_ -
que sobre E_ se tenga un espacio de Hilbert o con topologfa mﬁs:fi-'- :
na gque la inducida, y que se quiera.e'stu&iazf el transporte del espacio

% por medio de O . Se tendrd
. - _‘
b2 -5 76,

donde G% sefé un espacio de disffib;zéiones 'sobre F, con topolog:[a
ma,s flna. q_ue la inducida, transportado de % . Esto signiﬁca. gque se -
: tra.nsporta el espaclo y también la topologia.. Un elemento del segundo
espacio es una distribucién G -transformada de una distribucidén del pr;
mer‘espacio. Como el producto escalar es un nimero comple;]o _que_no es .
tré.psformado por 6 , habrd _con;ervacién de los prokiuctos escalarés;‘ pQ

dremos poner pues
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13.13 (6s|6m, = (s|m,

Para obtener una férmula de tipo completamente geperal ha-
bria que escribir O delante del segundo miembro, pero por lo dicho
mids arriba, siendo el segundo miembro un ndmero complejo, no cambia
con O .

Ia relacién 13.13 permite decir que se ha establecido en
el espacio transformado una estructura de espacio de Hilbert con una
topologia mds fina que la :?.nducida, y de esta manera todo queda conser-

vado.

Planteémonos ahora la cuestidén de saber cudl serd el ndcleo

correspondiente a O % . Para ello enunciemos la siguiente:

Proposicidn. Si a % estd asociado K , a 0_% estd asociado O K .

En efecto: sea (pe9 ' y T € % . Se tiene

€.¢|m, =) .

Aplicando la transformascién O se tendrd:

o1 6GK.GCP |G =T
13.14 - Plom) o =(¢)

-

puesto que hay conservacién del producto escalar.

-

-Pero -
13.15 (@) = G HCP) .

Llamemos XK' al miclg_g_‘c_o_r__res,pohdiente a O }6 . Por defini-
cién tendremos, siendo G @ , G T  elementos arbitrarios de O 9 N4

4 % respectivamente:
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13.16 ®.6¢|6 " = GNEP) ;

Teniendo en cuenta 13.14 y 13.15 debe verificarse para

cada G T elemento de G /b

(cx.sgoIGT)G]G

- ®.6Q |G
®'.0@ | D

de donde

O K. G(P =K', G(P
y siendo O CP un elemento arbitrario de 69 se tiene

6K =K'.

L d

4

En conclusidn: el mfcleo del transformado del espacio de Hil-

bert asociado es el transformado del micleo.

Considerem.os en particular el caso en que 6 ~es un automor- -~
fismo de E en si mismo. % serd llamado entonces, invariante coh .
respecto a O si es invariante como éspacio de Hilbert; es decir, si
para VT e% se tiene G T ¢ % y, ademds, "6 T" = "T" .
En.otros términos: 6% es idéntico a }é , lo cu/al signifi-
ca que el conjunto de los elementos es el mismo y la norma es la misma,

0 bien, que 6 opera unitariamente sobre ]6 .

Podemos enunciar el siguiente:

" DTeorema: La condicidn necesaria y suficiente para que % sea 0 -inve-

t
riante, es decir 6% = % , con conservacidn de la estructura de es-

pacio de Hilbert, es gque el micleo asociado sea O —invariante, esto es

GK=XK
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‘Bsto dltimo es equivalente a decir:

para V‘cpe@ ,4 L}/eg d'eb‘e ser: -ﬁ(ﬁ'(p O"_q;) ,=E(Cpt'-/), .

14, Ndcleos invariantes por traslacidn.

.Dg acuerdo con el teorema enunciado al final del pardgrafo
13, cuando se quieran tener los espacios de Hilbert definidos sobre un
espacio afin, que sean Lorentz-invariantes, es decir, tales que cada
transformacibén de Lorentz los deje invariantes como espacios vectoria-
les y opere unitariamente sobre ellos (conservando la norma), se debe--
rdn buscar los ndcleos Lorentz-~invariantes.

Hagamos notar dﬁe si se quiere estudiar una particula ele-
menfai de tipo determinado, es natural postular que su espacio de Hil-
bert sea Lorentz-invariante, como mds adelante veremos.

Esta cuestidn de la invariancia del espacio de Hilbert fren-
te a un grupo dado es de gran importancia, pues es la clave pars eluci-
dar completamente qué debe entenderse por particula elemental.

‘Por ejemplo: en el espacio cldsico de la mecdnica de Newton
seria ﬁosible buscar también las correspondientes particulas elementa-
les. El1 grupo seria distinto del grupo de Lorentz, y las particﬁlas se~
rian desde luego diferentes; no serian ya fotones, electrones, etc. Es
posible ver, que en tal caso una particuld elemental debe tener una ve-
locidad bien determinada.

Esta cuestidn la eqnsideraremosﬂdeééﬁéé del estddio.de; gru~
po de'Loféntz, cuando nos écupemoé de la influencia de otros grupos so-

bre las particulas que se obtienen.




Es importante recalcar dhe tales particulas depegqeﬂ en gran
manera de la eleccidn del'grupo. As;'en dependencia de que en el grupo
de:Lorentz se considere la posibilidad de cambiaf el sentido del tiem-
Do o né, se obtienen particulas completamente distintas.

" Nosotros nos propondremos, per ahora, una cuestidén puramen-

te: matemdtica. La interpretacién fisica vendrd mds tarde cuando anali-
ceﬁos ciertas propiedades de 'los resultados obfehidos.

El problema serd el siguiente. Se tieﬁe una variedad E_ ¥
un grupo G de transforméciones sobre En ¥ se quiere un método parg
deﬁerminar todos los subespacios de Hilbers de 591 invariantes con res-
pe@to a este grupo o lo gque es equivalente, todos los ndcleos invarian-
teé con réspecto a este gTupo.

' Comenzaremos por un caso particular. E serd el espacio afin
y 'G serd un subgrupo sencillo de Lorentz, el grupo de las traslaciones.

Estamos aquf en presencia de un caso particular del problema,
pues si hay invarianecia con respecto al grupo de Lorentz, habrd también
idvariancia por traslacién.

- —
En espacio afin tiene asociado un espacio vectorial En » He-
—

mos visto.en 1 que los puntos de En ¥ los vectores de Bn estdn li-~

gados por la operacidn

Sea G el grupo de las trasleciones. Una traslacidn estd de-

3

finida precisamente por un vector de En , llemémcsle '5? con la opera~

cibn -

—p
X —> X +2a ,

e -

. . .que escribiremos Z}; ; traslacidén del espacio afin E ~definida por -

e T R T

g
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un elemento ? de - En
El conjunto de las traslaciones constituye un grupo de ope-~

radores cuya ley de composicidén coincide con la ley de adicidn del es—

- paeio vectorial

14.1 tg 0 T—.-E = ‘Zz+¥

E1l elemento 7,'3- es la operacidn idéntica y el inverso de
/
Nuestro problema es hallar los subespacios % cC 9 (En)
invariantes por todas las traslaciones (lo cual no quiere decir que to-

do elemento de % sea invariante).

. . - >
Més precisamente: cualquiera gue seag a € En y_la correspon-

diente traslacidn z;-é debe conservar el espacio % y sobre €1 debe
operar unitariamente.

Esto é_q_uiirale a decir que cada traslacidén define sobre
una operacidn unitaria ciue lo deja invariante.

Pero sabemos que esto es lo mismo que decir que el micleo K

es invarianie con réspecto a todas las: traslaciones, és decir,

donde con Ty indicamos-el par (t.g’ R tg) .

Si K es una funcidn, la relacidn 14.2 se escride
14.3 K(x -8, &-8) =K(x,E) ,

gue'és la definicidn de invariancia por traslacién para una funcion,

Supongamos, por otra pai'te, fijadp un origen O en En . De’

esta manera queda definida una correspondencia biunivoca entre En vy En

— ; »
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pues a cada x é-ﬁ; se le hace corresponder O +'§T € En . ,

Tsta correspondencia permite transportar la esfructura del
egpacio vectorial sobre el espacio éfin ¥y hﬁcer de este Ultimo un espa~
é} cio vectorial; es cierto que la estructura vectorial obtenida depende
;f del origen elegido, pero ello es coémodo para ciertas demostraciones.

Por lo tanto, si la relacién 14.3 es cierta para vaids 7;,

no serd necesario poner la flecha, pues de acuerdo con lo dicho hemos

i identificado los espacios En y En .

i

' Tendremos pues

. 14.4 - K(x - a,E~ a) =K(x,§) .

I3 S5i en particular se toma & = § , se obtiene
14.5 K(x - a,E~ a) = K(x =%, 0) = K(x,E) .

Pero K(x -&, O) es una funcién H(x -%) , funcidén de una
sola variable definida en En., de la diferencia x - § .

: Eﬁ conclusidn. Si un Wicleo-funcidn es invariante por tras-
lacidén es simplemente una fumcidn de una variable tomada como funcidn
de la diferencia x - § .

Reciprocamente: si tomamos una funcidn de una variable y se
reemplaza ésta por x -§ , se tiene una funcidn de dos variables, nd-
cleo~funcidn que serd invariante por traslacidn, pues se hace siempre
la misme traslacidn para las dos variables x, § ¥ por tanto se obtie-
ne el mismo valor de la diferencia x = § ;

Si K es una distribucidn la cuestidn es mds complicada.
Hemos visto, en efecto. én el caso anterior, gque era esencial poner

a = E para que una de las variables de K +tomara el valor cero (14.5).

L
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Ello no tiene sentido para una distribuciédn, pues no tiene
sentido hablar del valor de una distribucidn en un punto.

Seg En el espacio afin: G el grupo de 1as traslaciones j

Suponemos que Kx es -invariante por traslacidn, es decir,

i §
T

n

!

. - . s e
que cualquiers que sea a € se verlflc_a la relacion

14l6 t-at K =K .

Veremos que la condicidn 14.6 es equivalente a afirmar que

/I
existe una distritucién H € D (En) tal que

X
x,g x-F
/s /

Obsérvese que hemos dicho H € SB(En) ¥y noque HE Sa(En),

puesto que x - E§ es la diferencia de dos puntos y por tanto es un ele-
—

mento del espacio vectorial asociado En .

Pero debemos definir la significacidn de una distribucidn
&ﬁ'§ como distribucidn sobre el producto En X En , para poder inter-
pretarls como nicleo.

Se presenta pues un problera de definicién, que consistird

en hallar una -correspondencia natural de la forma

14.7 e @) = x, mug € D, xm)

Para las funciones es evidente, pues se tiene

14.8 K(x,5) = HE-E) .

Para las distribuciones esta correspondencia es imposible

si no se agrega otra hipdtesis. Recordemos aqui que una funcidn no es
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una distribucidn particular si no existe elemento de volumen. Ademds
el problema no queda resuelto i no hacemos hipdtesis sobre el elemen-

to de volumen.

—
Supongamos que sobre En se fije un elemento de volumen dua

(meédida de Haar o de Lebesgue, invariante ‘por traslacidn). Sobre En
existird también un elemento de volumen que llamaremos dX Y sobre el
producto Eh X En se tendri el elemento dx d g invariante por tras-
lacidn; este elemento de volumen nos permitird considerar una funcidn
como una distribucidn y esta identificacidén se comservard por trasla-
- P

¢iodn.

Si el elemento de volumen no fuera invariante por traslacidn
tal identificacidn no subsistiria y todo dejarfa de valer.

—r 3

Ahora bien, sobre En hay una infinidad de medidas de Haar
o de Lebesgue que son proporcionales entre si, pero no hay ninguna pri-
vilegiada.

—p ~
Podemos suponer elegida en En una medida particwlar entre

todas las medidas de Lebesgue proporcionales. Al mismo tiempo quedard

definida una medida en En ¥ en el producto En x_En .

—
hnl

Una funcidn sobre B définird entonces una distribucidn
particular y andlogamente una funcidn sobre En X En definiréd una dis-
tribucidn. Por otra parte esta correspondencia enitre funcidn y distri-
ﬁucién particular se conserva por traslacidn.

Volviendo ahora a 14.7 y 14.8 , trataremos de averiguar
la significacidn de Hi:~§ , como distribucidn en En b 4 En .

Esta.significacién es clara, en virtud de 14.8 , cuando H
2s una funcidbén. Para definir H-— s cuando ?H es una diétribueién,

%

lo que ocurre es generalizar en forma natural la férmula 14.8 , intep-
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pretédndola en forma funcional y pasando mediante una extensidén por con-

tinuidad al caso de una distribuecidn.

Més precisamente: diremos que una operacidn que es conocida-

para las funciones de 59 3 tiene una buena generalizacién‘para las dis—
. ) )

tribuciones, si es una aplicacidn continua gue, para dichas funciones,

es la operacidn dada ¥y si.es la sola aplicacidn que tenga esta propie~

dad.

En esto consiste el método para generalizar en forma natural
otras opéraciohes como ,las de derivacién, multiplicacién, transforma-
c¢idén de Fourier, etec.

En nuestro caso, diremos que una transformacién que a cada
EE. le hace corresponder un nicleo, es una transformacidn razonable si

tiene las dos propiedades siguientes:

I) si H .es‘funcién continua la trensformacidén es la definida’
por 14.8 :

E(x,8) = H(X-§) 3
. N / > Y
II) es una transformacidn continua de §9 (En) en ;é (En X En) .

Si existe una tranSformacién'semejante,'hay sé;b uns, pues
‘es continua y es conogida sobre-un subespacio denso.

Para encontrarla, utilizaremos un método particular; pero
si se cumplep las dos propiedades ;nunciadas més arriba, la transforma-
cién serd la misma que la obtenida por cualquier otro método,

‘Para ello calculemos la integral

ﬂK(x,g) P(x,&) ax ag .

Con la definicidn 14.8 obtenemos
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M

14.9 A HK(x,g) CF(x,g) dx dg =

= jsH(x -.§) ":F(x,g) dx dg. .
. — —_—
Hagamos un cambio de variables, poniendo u = x\-’g s GO~
mando x ’ e comé nuevas variables; el Jacobiano J cumple la rela-

cién: |J|=1 y por lo tanto: dx dz = ax du .

Se tiene entonces:
14.10 h Hx -§) P(x,5) axdg =
= SSH(E) LF (x,x-1) dx 44 .
El primer miembro de 14.9 se puede escribir
Kx,§ (P(x,5))
¥ el segundo miembro de 14.10 se puede escribir
(Hy @& lx)‘ (@ (x,x-8)) .
Es decir, la definiciédn de H}-{:— como ndcleo seriat
14.11 He .-(CP(x,g )) = (Hx & L)(P(x,x-4)) .

Nos proponemos ahora verificar que 14.11 establece una co-
rrespondencia qué tiene las propiedgdes I) y 1II).
| Ante todo observemos que lx es una funcidn, pero como tene-
mos el elemento de volumen d4x , ix defineﬁuna distribucidn que es pre-
cisamente la medida dx . Esto.muestra porqué es indispensable haber elg
gido el elemento de volumen, a causa de la intervencidn de lx como dig

tribucidn.
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Veamos ahora que,en virtud de 14.11 hemos definido una dis-
tribucidn, 'cuando H es una distribucién.
! Es evidente que es una funcional lineal sobre 9 . A_demés

es continua. En efecto, supongamos que (Pp — 0 en 9 XK , mante—
niendo sus soportes en un compacte fijo de tal manera que sus derivadas
convergen mifOrmeﬁent~e a cero.

| Poniendo CP‘,(X'X‘E).: \I{,(x,-&) se ve que los soportes de %
quedan contenidos en un compacto fijo, puesto que si X, § quedan aco-
tados también quedan acotadés x,x—§ 3 ¥ como cada derivada parcial de
Y con respecto a X § W se escribe por las férmulas del cdlculo di-
ferencial a partir de las derivadas parciales de CP con respecto a X,E,
si estas convergen uniformemente a cero, también 1lo hara'.r;‘las ﬁrimeras.
x5 Y(x,4) —0 en 9 %

Por consiguiente, como Hﬁ' es una distribueidn, Hff = 1::

Es decir, si CP (x,)—=0 en' D

s ry . 7 -> ° > N nd
es una distribucidén en u,x ¥y si (P(x,x—u) = Y(x,u) convergen a
y 14
~ cero en 9 =3 el segundo miembro de 14.11 converge a cero.
. : ,
Tenemos pues. una correspondencia que a cada distribucidn so-
- ,
bre En hace corresponder una distribucion sobre En X En . Esta co-
rrespondencia es evidentemente  lineal; para las funciones continuas -da
el resultado que buscamos pues lo hemos visto mias arriba-al -generalizar
14.10.

36lo resta, por tanto, por demostrar que es continua, de

acuerdo con el enunciado de pa'.g.- 95. Para ello, supongamos -que H‘-ls.—PO

en 9’(’5 ) § hay que ver que H—= —>0 en 9/ 3 o lo que es lo
n’’? x-§ X E ?
mismo, hay gue ver que fo’g (CP(x, g )) —=0 "uniformemente si (P que-
-da acotada en 9 . Pero si @ queda acotada en D ,  Yi(x,0)
' x’% ) X’g — -

queda acotada en J T °
9
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Como Ha» —0 ¥ 1x es fija, el producto tensorial de am-

”
bas tiende a cero, esto es Hﬁ' & lx —»0 ‘en 9 x -1; y en virtud de la
s

‘continuidad bien conocida del producto tensorial.

Se tiene entonces un conjunto acotado en 9 X -‘-1- ¥y una dis-
’

tribucidn que converge a cero; corverge, por tanto, uniformeménte a ce-

ro y la aplicacidn resulta continua.
Es conveniente expresar el resultado.de ofra -manera.

Tenemos ahora esteblecida una correspondencia lineal y con-

‘Al —»
tinua que a cada elemento de 9 (En) hace corresponder un elemento de

ot ) . _
&9 (En X En) y tal que para las funciones, tiene las propiedades exi-

gidas.

Observenics que para transformar la integral 14.9 hemos he-
cho un cambio de variables gue analizarem\os con mas cuidado.

Hemos puesto allf: dx 4§ = dx dd .

En el primer miembro de esta igualdad x, E recorre el espa-
cio En b ¢ En 3 en el segundo miem'bro x,ﬁ' recorre el espacio En x-i::l
Bl cambic de variables que estab;eoe el pasaje de %, E a x,-u? es un

-
isomorfismo irdefinidamente diferenciable de En b'e En sobre En b’ En

definido por:
Xs’é —> X, X8,

o
transformacidn de En.x En sobre En b4 En } ¥ su irversa

—-> e
XyX-! €— X,U

e o "
es una transfcermacidn de En x En sobre En X En .

Tenemos pues dos variedades 'indefinidamente diferenciables

—rp [
de dimensidn 2n : E xE, v B, xE 7yune transformacidn indefini-
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damente diferenciable de la primera variedad sobre la segunda y la trang

formacidn inversa.

Segin 1lo que hemos visto mds arriba hay siempre una transfor-

macidén que a cada K_ , nicleo sobre E x E_  , atribuye un ndcleo

'§
—
Hx T sobre En X EIl $ ¥ hemos visto también que la correspondencia que

s

a vartir de K define H estd dada por

M2 Er (YD) =K (Y E))

que interpret=mos diciendc gue el valor de Hx T sobre la funcién ar-
i ?

X, & sobre la imagen de W .en el '
’ Y

—
primer espacio, \V(x,x—g) s obtenica por la transformacidn inversa

-bitraria Y (x,q) es el valor de K

de X,—PX-% .

Inversamente, a partir de H el ndeclec K estd dado por:
14.13 Kx,g (P(x,g)) =8, > (Plx,xu)) .

Tenemos asi una transformacidn bien definida entre distribu-
- | :

ciones sobre En b4 En y distribuciones sobre En X En y la cual consig
te en el cambic de variables para el caso particular estudiado.

En esencia se tra‘lja de un t;'ansporte de estructura vor un
isomorfis_mo ¥y eyidentementg es un isomorfismo enfre ,ambAos espacios de
distribuciones. Estamos entonces seguros que si K —= 0O se tiene g—»o
y reciprocemente. |

B ?é»ro er virtud de 14.13 y_ 14-.112 , en la corresﬁbndencia
-general entre _las distribuciones de x,ﬁg_ y‘ }as de ‘x,ﬁ’ y la dis‘qribu—
cidn llamada H\:g es simplgx}gntei la iz{:_ag-en de _ H

- vez la distribucic’)n, Hf{ = lx .

T la cual es a su
gU: - B

: P ~ En otres términos: existe una correspondencia que a cada K
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hace corresponder un ¥ yacada H un K, En ei'casb-particular en
el cual, como distribucidn de dos variables HX»H- tomamos un producto
?
tensorial de una distribucidn de una variable He 7 la distribucidn lx’
la distribucidén que se obtiene en X, § es la.que hemos indicado con .
.
X- g

Resumiendo: en lugar de definir simplemente s hemos

H.-_'-
%~
. Y I d . .. .
considerado un proceso mas general, a sabep, una correspondencia entre
3 3 ] M - . I - -.
distribuciones de X g sobre En b'd En ¥y Gistribuciones de x,u so-
B —
bre E_x E .,
n n
Entre estas dltimas hay ciertas distribuciones particulares

que dependen de una sola variable ¥y ellas son de la forma H‘-; 2] lx H

la distribucidn que le corresponde en X; 5 es la que heme¢s llamado

H—»

x5

.Se ve asi que la correspordencia es continua, pues es la res—
triceidén de una operacidén continua sobre un espacio particular.

Hemos obtenido;'puesl }a correspondencia entre distribucio-

— ’ .
nes sobre En ¥y distribuciones Sobre En b4 En , ¢omo caso particular
de la correspondencia entre distribuciones sobre En X En y distribn-
ciones sobre En x_En s & partir del producto tensorial.

Con esto hemos.terminado el primer problema: la definicién
de H—>

x-g
El segundo problema gue tenemos es el de la equivalencisa,

que enunciamos agfi: es 1o mismo decir que K és invariante por trasla-

cidn o decir que K ‘tiene la forma E;:g oy donde H es una distribu-

cidn sobre el espacio vectorial asociado.

Para verlo, consideraremos el nidcleo Kx ¥ sea Hxla' el

1§

. —
ndcleo obtenido por cambio de variables. Sea a & E . Se tiene el ni-
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cleo- transportado Ta 'Cg) K. ¥y se .quiere el ndcleo asociado en
’ B :

g

- -
x,u ., Llamémosle H! —».,
Xy

En virtud de 14.12. se puede poner:
14.14 COH s (V) = (T2 T) L M W(x,2-E))

pero teniendo en cuenta la definicidén de trasladado 13.4 , el segundo

miembro de 14.14 es igual a
. -
14.15 Kx’g (Y(x+a,x-E)) ,

puesto que hay que reemplazar X por X -*:';.‘ ' g por § +—97 , en:cu~
Yo caso x - E no varia, pues la traslacién a se aplica a ambos tér-
minos de la diferencia, A su vez 14.15 , en virtud de la definicidn.de

K a partir de H (14.13) , se puede poner
14.16 Hx,-u: (l}’('x;e.',_ﬁ)) ,

que por la definicidn de trasladade serd
14.17 (Tz Ty By 3 (Yix) .

Comparando este dltimo con el primer miembro de 14.14 se

tiene . -

© .18 g = (T &) By = (T By

donde hemos puesto Tz = I = la identidad.

¥s decir, que efectuar en la correspondencia entre Kx E y
Hx gl una-misma traslacidén sobre las dos variables de K , es lo mismo
? : . : . ) . .
que efectuar la misma traslacidn sobre la primera variable de Hx RN
b i

Se puede enunciar pues el siguiente
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Teorema. Condicidn necesaria y suficiente para que K sea invariante

por las traslaciones ( Ty Tp) es gue, en la correspondencia eneral,

H sea invariante para lag traslaciones que actian sobre la primera va-
riable.

éue sl una'aiétiiiuéién de dos variables

(1)

Pero es sabido
es invariante por traslacidén de una variable, es independiente de esa
variable; y en este caso se ve que para que una distribucidn de dos va-
riables x;E' sea independiente de la variable x , es necesario y su-
ficiente que sea el producto tensorial de una distribucidn de la varia-
. ble u por la distribucién 1 de la variable x . Es decir, H

tiene la forma H- ® i
u X

Pero en este caso K se llama Hx-

5 E

E "segin nuestra de-

finicién anterior.

Hemos demostrado pues el

Teorema: Para que el ndcleo K sea invariante pdr traslacidén, es nece~
sario y suficiente que sea de 1la forma Q;:% , donde H es una dis-
I d > '

$ribucion sobre:* En .

Podemos decir pues, que las distribuciocnes Ig;:g asociadas
a las distribuciones H definides sobre el espacio vectorial En , de-
terminan la categorf{a completa de los ndcleos invariantes por trasla-
eidn.,

De lo qﬁe precede se deduce, en conclusidén, que para que un

/ . — :
subéspacio )%B de SD (E,) ,_con topologfa mds fina que la inducida sea

invariante por traslacidn, es necesario y suficiente Jue su nicleo esté

. . / —pe - -
definido_por Hx:-—E ,_donde H e P (E,) es de tipo positivo.

(1) ¢.0.1. ch. v § 5.
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En este enunciado decimos que H es de "tipo pbsitivo“‘g"s"i-.én-.
4o H una diétribucic?n de una variable sobre el espacio _vectbri'al :E; .

Hasta ahora hemos usado la locucién de "tipo positivo" para
sglificar a un ndcleo Kx,g definido sobre la variedad inﬁefinidamen—
te diferenciable E xE_ .

Las nociones no son en principio las mismas, puest‘o que i'e-
pita’.moslo, "la definicidn de distribucidn de §:i_,po positivo vale para dis-’
tribuciones cuya variable recorre un grupo, y la de nudcleo de tipo po-
gitivo vale sdélo para distribuciones cuya variable recorre un yrod_ucto

de variedades.

Aclararemos esta diferencia en el siguiente pardgrafo.

15. Distribuciones y nicleos de tipo positivo.

Comencemos tratando el caso de una funcidn,
Sea K(x, E) un nticigo—ifuncién.
-Hemos dado en 8 (Definicidn 12) la definicion de ndcleo-

~

funcidn de tipo positivo, que repetimos aqui®
K(X, g) >' o .

gi para 2 xi,...,x'e H V'zl,...,ze s+ se tiene
J
15.1 ZK(xi,xj) 2y 24 >0 .
Se ve que esta definicién es vdlida para funciones de dos
vé.riables que recorren el mismo conjunto arbitrario.
‘Sea ghora H(u) una funcidn de una variable que .recgi're un

grupo abeliano,
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. Definicidén. Se dice gque H(u) es de tipo positivo si para 'Vul,.;..,u H

) 'V'len--,zg i se tienes .

15.2 - ZH(ui-uj)_zi-'zJ 7/ o .

Si H es de tipo positivo segin esta Yltima definiciénm, lo
notaremos poniendo: H >> 0.

Observemos que esta dltima defini‘cién_és una particulariza-

3

cién de la definicién 15.1 .

En efecto: una Funcién. H(u) sobre un grupo es de tipo po-

sitivo en el sentido de la teoria de los-g"n:zpos si el ndcleo H(x -&)

es de tipo positivo en el sentido de la teoria de los ndcleos.

Pasemos al caso de una distribucion.-

Hemos dado en 8 (Definicidn 38) la definicién de ndcleo-

distribucidn sobre una variedad indefinidamente diferenciéble En' x En’
de tipo positivo, a saber:

Kx’g >' o,

si para V’(P ePD (En) -y Se tienet

15.3 ¢

K s (PO P(ED S0, .
Sea ahora H» una distribueidn sobre el espacio-vectarial
- ) .
E
n

. La nocién de distribucién de tipo positivo, generalizacién de.la
de funcidn de tip6 positivo es la sigui:ente.

'Definicic’;n(l)

o —
. La distribucidn Ha-_ gobre el espacio vectorial -'En es

() T.D. ’II §9.
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de tipo posS1tivo si para Yolx) & 9 (En)- se tiene:
15.4 Hex8) > o ,

v -~ X v

donde 6 =06 y O(x) = e(-x) .
Recordemos quejesté definicidén se obtiene a paftir de la co-

rrespondiente a la de una funcidn, con el mismo procedimieﬁto que la 3?

“Definicibén de 8 se obtiene a partir de la 1% Definicidn de é ’ pdf

aproximacidn de las medidas y»la nocidn.de convergencia fuertemenfe §aga.
En particular, si H es una funciﬁn, lé'definicién 15.4

oincide con la 15.2 .

Veamos ahora que para gque H—> sea de tipo positivo en el

x-&

sentido 15.3 dé 1os ndcleos es necesario y suficiente gue He sea ‘de

3ipo positivo en el sentido de 15.4 .

Para el caso de una funcidn la cosa es evidente, como ya lo
. heﬁoS hecho notar.

Para una distribucidn no‘es'taﬁ evidénte. Elijamos un origen
particular, es decir, un puhtg'distinguido, de manera de poder identi- i
ficar el espacio afin y el espacio vectorial asociado.

Sea 0 una funcidn sobre el espacio vectorial y q? una fun-

"0idn sobre el espacio afin, y calculemos la expresidn

©15.5. Hx,_g(q?(_x)$(§)) .

De acuerdo con 1a_definicién general 14.11 se tiené

1.6 B (PP (E) = L eR)PE P =

=8, (@) Plx-w)) = 1,([@ () P (xma) 2

n
"
[}

v ) T~
B, ( Sff(x)?p (u-x) dx) Hu(JCP(x) P (u-x) ax)



_lqs-

= H,(P*Ph) = HPxP) .~

Hemos escrito u en lugar de. 37, después de haber identifi-
cado el espacio afin En con el espacip vectorial .E; , pues en tal ca~-
80 no es ngqgsario“gti;izar las‘f;egpas{ﬂAux .

J Cpmo sejfe, es necesario-éleéifiﬁﬁ.;rigen, rues de otra.ma-
nera, siendo q> una fuﬁcién sobre el éspacio afin,'no-existiria la con-
volucidén y no tendria tampoco sentido hablar de q; desde el momento en
gue no hay origen respecto del cual definir la simétrica de una funcién.

Consideraﬁdo el primero y dltimo miembro de 15.6 vemos que
si uno es positivo, el otro también lo es, lo cual significa que la de-
‘finiéiéﬁ 15.4 ’dé una distribucidén H de tipo positivo sobre .5; con-
siéé}ado como grupo o ésﬁacigwféctqriai,Aqoincide con la defiﬁicign
15.3 para Hizjé considerada como gdcleo sobréﬂla ,variedadn‘En X En .

Ello no es sorprendente; en efecto, la definiecidn 15.4 de
una distribucidn de tipo positivo en el sentido de los grupos, se obtie-
ne a partir de la definicidén 15.2 , de la misma manera que la defini-
cién 15.3 de ndcleo-distribucidén de tipo positivo se obtiene a partir
de 15.1 ;3 y hemos visto al comienzo del-presente parééraf; que 15.1

es equivalente a 15.2 .

16. La convolucidn sobre los egpacios vectoriales y afines.

En-las cuestiones que hemos tratgdo'apareceh en general un
espacio afin y su espacio vectorial asociado. Es'posible definir dos +ti-

pog de convolucidén de la siguiente manera.
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. y
.a) Sean las distribuciones: S , T € 59 (E;) . Ia convolucidn

se define como usualmente sobre el espacio vectorial En :

161 (8% 1)@ = (578 NPE+T) .

T ’ / /
" b) Sean las dos distribuciones S eg(En) , TE& 9 (ﬁ;) .

Ta convolucidn se define sobre el espacio afin En:

En esta expresién el producto tensorial del segundo miembro
define una distribucidn sobre x?E; ; ¥y como <P('é‘, + —6) es una
.funéién.sohre En s pues §-+;; es un punto de En s+ la convolucidn

resulta definida sobre En .

» Si se elige un origen sobre el -espacio afin En y-se iden-~
tifican En Ly .E; , Obtenemos 1la misma férmula 16.2 .

En otros términos: si elegimos un punto O arbitrario de

En cumb-origen, el espacio afin se convierte en espacio vactorial y
las diétribucionesi S,T serdn distribuciones sobre el espacio vecto-
‘rial; tienen un prodﬁcto de convolueidn qﬁe:eé una distribueién sobre
el espacio vectorial, es decir, sobre el espacio afin énicial, que es
el mismo, y. el resultadoAQg depende de la eleccidén del origen puesto

que 'b) hace ver que ée puede obtener directamgnte.

Observacidn. Es £écil ver que no existe la convolucién sobre E_ . Se.
podrialpensar~en elegir un origén 0 en E Ya partir de ello defi-
‘nir una convolucidn; pero es evidente que dsta definicidm dépendpria._
del origen elegido. o .

Vedmoslo con un ejemplo. Sean las distribuciones
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- . éa ! (S-b , con a,b € :En . :.; ‘

Si tratamos de dar sentido a la expresidn

5;1'*;§>b

- vemos que ello no es posible, desde:el momento en:que no existe ningu-

na operacién definida entre & y b .

Elijamos un origen O , Tenemos entonces un.espacio vectorial.
—_ — ]
En . A cada a 1le corresponde el vector a - 0O y a cada b el vector

—— —

D - 0. En t2l caso éa y cS p SoB masas puntuales sobre En y se

puede poner, como es sabido
—_ — —
CS:-B* 51;5 = Oa0+1b-0 °

El segundo miembro de esta expresidn designa la masa puntual

sobre el punto que corresponde al vector
0+ a0 +10-0 ,

pero este punto de En depende evidenteﬁente de O .

Podémos decif que asi como la adicidn de los puntos definida
por 1la eleccidn de un origen O , depende de O , la convolucidén también
deperde de O .

En otros términos: existe la convblucién de dos distribucio-
nes definidas sob;e e; espacio vectorial, della misma manera gque hay
adicidn entre los vectores. |

Hay convoiucién'entre una distribucidén definida sobrg el es-
pacio vectoriél y una distribueién definida sobre el espacio 3£in de 1la
misma manera que hay adic;én de un vector y un punt&,

En cambio, no hay convolucidn sobre-el espacio afin, pues no
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hay adicién entre los puntos del espacio afin.
Definida la convolucidn, podemos definir ahora la regulari-
zacidn,

Se presentan tres casos,

/ —-
a) Sea la distribucién T ¢ (E,) ¥ la funcién indefini-
damente dife_rénciable a soporte_compacto X e 9 (f:;) . La regulari-
zgda T % & define una funcidn indefinidamente diferenciable sobre

- e —
Evn cuyo valor en X es

- I .
(T *X)(x) = T-§-(°((x -8)) .
ok I :
b) Sea la distribucidén T € 9 (En) ¥ la funcidén indefini-
damente diferenciable de soporte compacto o é“g (En) . La regulari-
zada T % & define una funcidn indefinidamente diferenciable sobre

En' cuyo valor en X es

- —tp
(T % o )(x) = Tg(«(x ~-E)) .
. ’ ' , '
c) Sea la distritucién T & P(E)) ¥ la funcién indefini-
\ . .
damente diferenciable de soporte compacto & € g (En) . La regulari-
’ zadg. T % X define una funcidn indefinidamente diferenciable sobre

En cuyo valor en x es8

(¢ )x) = 2o (X (x5 -
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17. Subespacio JG) invariante por traslacidn y distribucién H de tipo
pesitivo asociada.

Recordemos la relacidén entre los subespacios de Hilbert ]6
/
de 9 (En)‘ con topologia mds fina que la inducida y su ndcleo asocia-

do. Podemos distinguir dos casos.

I .A . " .
r Caso general. %c 9 (En) H KX £ nicleo asociado, definido en
! < ?

En x'En 3y K )’ O en el sentido d_e los nucleos, lo que significa que

5 para ¥ P e 9 (En) se tiene

| | Eoe (PO PEN B0 .

| .. Para bbtener }6 tomamos los elementos K. (p ¥ ponemos
®.@|r.y), =K(@Y)

}(7 es la completacidén del §onjuntb de los K.

ggso de invariancia por traélacién. -Se supone elegida una medida de lLe-

i vesgue particular, elemento de volumen dx . Al subespacio ]é le co-

[ -
rresponde una distribucién H €& 9 (En) de manera que

X,E x-5
con H » 0 en el sentido de los grupos, lo que significa que para

> : Yo e (.,é (1—3;) se tiene
(e * B) >0 .

éCuéles son los elementgs correspondientes a K. cP en este.
caso 7 Vamos a demostrar gue, en lugar de K, CP tendremos ahora H*q; ’

-expresién que define una funtidén indefinidamente diferenciable sobre ?n
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K1 - ;
de acuerdo con 16.2 , puesto que H 69 (En) v CP € Q _(En) .
| Comencemns vor elegir un origen en En ,'ep_cuyo caso esta-
remos sobre un espacio vectorial. El resulta@o serd indepen@iente,del '
origen elegido.

Observemos que son dos cosas distintas el elegir-un origen
para hacer la demostracién y el obtener una férmula en la que el ori-
gen no interviene; de este recurso se hace uso a menudo. Por ejemplo,
en un espacio Veétorial se acostumbra elegir una base para hacer una
demostracidn, obtenidéndose un resultado que es independiente de la ba-
se elegida. En nuestro caso conviene elegir un origen en el'espacio a-
fin En con lo cual este espacio se convierte en vectorial, pero el
resultado es independiente “del origen.

Tenemos que ver entonces gque

Se tiene por definicidén de nidcleo (la operacidén "punto" ha

sido definida en 4.7 ) s

17.2 (B PUY) = g (W @ gD

Pero por definicidn de Hi—g , distribucién invariante por

traslacién (efr.15.6)sel primer miembro es:

17.3 (1, @ B (Y(x)P(x-8)) = Ha(L (W(x) P(=-0))) =

HE({\V(X)‘?(JI:\;) dx) = H;i( I\V(x) C\[,?('E-x) dx) =

BYxP) = ExPI(YP) .

Notemos que para pasar del tercero a} cuarto miembro de esta
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série de-igualdaées ha sido nécesario elegir'un origen en En y & £in
de poder escribir la funcidn simétrica C\(; de la A'fu.n'cic'm- ¢ . En cuan-
to‘ali_.pasaje 'dél q_ﬁinto al sex{;"g miemiiro, se'justifica teniendo en cuen-
ta la siguiente regla practica.

En un pfoducfo‘éééalar enféi qué 1os factores son convolu-
ciones de varias distribucipnes, con'}a bdndiéiéh de'que uno de ellos

sea una’ funcidn indefinidamenteIdifer'enciable (para que el producto es-

calar tenga sentido)
17.4 (AxB*%C).(DxExF xG) ,

se puede pasar de un factor al otro verias de las distribuciones con
tal de escribir sus simétricas; es decir,; 17.4 resulta igual a

(Aa; ]\J,* F).(]}/*g*.ﬁ x&) .

En estas dos expresiones hemos indicado con un punto el pro-
ducto escalar. | --

Volviendo sahora a 17.3 ¥y tenliendo en éuehta i17.2 obtene-~

mos

17.5 Hx-§'<P =_H*<p

Observemos por dltimo que en la demostracién ' 17.3 hemos.
utilizado un origen, pero -que el 'resulta,do es independiente del origen.
El producto escalar {1e dos elementos “H %X ‘P ~ es ahora, en

virtud de 15.5

17.6 Ex@ | Bxy) =HQxY)

En esta férmula se sobrentiende que se ha elegido un origen
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en En sy puesto que de otra manera no podris hablarse de la convolucién
(P * ? , que no tiene *sentido en un espacio afin.

Por otra parte podemos escribir
‘ - ~ (5 - .A..,> v L A
17.7 H(P*P) = (OXT.(@*P) = (O).(HxPx ) =
= (O)(ExexP) .

"c}ionde se indica con un punto el producto escalar.

En efecto, hemos puesto ?I' = é *E ¥y hemos, tenido en cuen-
ta.la regla préctica a.?ltes enunciada para pasar H de un factor é.. ofro

v s

escribiendo su simétrica. H = B

Pero el _}iltim,o'miembro dé 17.7 es-el vé.lor en el origen de
la funcién indefinidamente diferenciable H * P *x $ . o

Podemos introducir el concepto de traza de una funcién con~-

tinua, con 1lo cual se tiene

\
AY

17.8 (). Exe*x§) = Ol xpxP) =
=BrExgxP) ,

. ~ .
teniendo en cuenta la simetrfa hermftica de H que nos da H=H ¥
suponiendo gque hemos elegido un origen.

Se obtiene asi finalmente

_.(.H*(F\H*LP)% ‘%'L(H*CP*'CP’) ’

" mi se ha fijado un origen; ¥y

Ex@|Ex Y, = @) - Ex PP

R

si no se ha fijado un origen.
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En resumen. Si % ‘es un espacio de Hilbert de distribucio-
nes sobre En , lnvariante por traslacidn, se fo puede definir Qe nane-
ra dnica como sigue.

A % se le asocia una distribucidén H sobre .el espacid
veci';o.rial asociado —E-}:l ’ de +tipo positivo.en el séntido_ de las distri-
buciones sobre un grupo. ‘ --

Para todo P € 9 (En) , Se consideran los elementos Hx @,
convolucién que tiene sentido pués H estd definida sobre el espacio
vc_ectorial y ¢ sobre el espacio affn; H *@ da una funeién sob_re.
ei: espacio afin, | |

Como producto escalar de _dos elementos H X CP s H *-ky”

tomamos .

Exlaxy), = ExPIY) = ExYUP) ,

en formga intrinseca (sin eleccidn de origen) o bien
Exp|axy ) =0rExPxP) ,

con eleccidén de origen y el correspondiente transporte de estructura

—
de E sobre E ., )
n- n

A partir de la norma ‘definida por este producto escalar se
toma la completacidn del éonjunto de los H=x CP » ¥ se obtiene 7(9 ‘o
Tenemos asi la descripcién completa de cémo se obtiene el

espacio de Hilbert a partir de una distribucién de tipo positivo sobre

—_

CE s todo espacio de Hilbert invariante por traslacidén se puede as{ ob=-

tener de manera dnica.

Se presenta ahora ialcuestién siguienté. Para determinar to-

"dos los espacios de Hilbert ]6 , invariantes por traslacidn, hay que
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determinar las distribuciones de ﬁipo positivq_ggprgﬁ-g; .

Para ello serid necesario utilizgr el ﬁeqrema de Bochner,
que permite considerar las medidas temperadésAde tiﬁo positivo sobre
el espacio dual, lo cual hace necesario la utiliéécién de la'transfor-
fiada de Fourier sobre un espacio vectorial, que estudiamos a éontinuaf

cién.

18. La transformacién de Fourier en un espacio vectorial.

— .
Sea En un espacio vectorial de dimensidén nj; sea £(x)
—
una funcidn definida sobre E .
Tratemos de definir la transformada de Fourier de #£(x) .

Se conoce ]a transformade de Fourier en .RF (2)

, pero aquf
no se trata de la misma cosa dado que en general en TE; no tendremos
da&é ninguns base.

Ia cuestidn es por un lado mds diffcil 'y por otro mds fdeil,
pues;o que siendo la estructura dél.espacio menos rica, es posible ver
mejor lo que pasa.

Ante todo, vea?os que si se escribe

e = | o) T LB g
B

n
esta expresiﬁn no tieﬁe sentido pues no existe elemento de volumen dx.
No hay, por lo tanto, definicidn de transformada de Fourier de una fun-
cién £(x) que dé por resultado otra funcidn g(p) .

Si en lugar de £(x) se tienme una medida.'}k(x) sobre E_

(1) 5p. 11 §2.
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‘su transformada de Fourier éstd definida y es una funcién g(p)

g(p) = LE, e-2i,Tl' =2 ap(z)
n

—tp

‘donde g(p) es una funcién definida sobre el espacio dual de E »
) ,‘-:.-E_u: ot . - L. . -~ N R . . P . C . -
que indicaremos con E ; '(X,p) es el prodicto escalar del vector =1

'y el corrector p . Para hacer notar esta circunstancia escribiremos .

E
n

g(-‘ﬁ) = f., AT CHF 2, ;4(5:’)' :

-

—
- 51 se tiemen dos bases duales en En y En se puede_poner

{Z,p) = XDy EgPp boeees F XD .

_ Desde el punto de vista algebrdico se puede decir que la

:‘t_r‘a.n‘gformé.da ‘de Fourler de une cosa definida en el espacio 'vecforial

dado es otra cosa definida en el dual.
" —
En particular, la transformada de una medida en E,6 es una

. o . ¢ ip— ' :
funcién en En .

. i Desde el punto (i'e vista de la teorf{a de las corrientes, la
mediia.' }A— es una corriente de grado n vy especie impar, y la funcidn
es una corrienté de grado cero y especie par.

-~ )

No serd necesario, en lo que sigue, considerar las corrien-

-

. — .
tes, pues elegiremos en En una medidas de Lebesgue invariante dx ,
que permitird identificar las funciones con las distribuciones.
Por otra ‘parte se sabe que si existe una medida de Lebesgue

—_ -
dX en En , existe otra medida dp sobre el dual. En .

-Recordemos, en efecto, giie hay dualidad entre las digebras

-

exteriores de En Y .BE_ 3 si se consideran los elementos de volumen

n

de grado n , la definicidn de dX corresponde a la eleccién de una
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unidad particular entre los elementos de volpmen de gradc n, qpe for-

-

‘man un esPaclo vectorial de dimensidn uno en En 3 ¥ la definicidn de

_ di' cbrresponde a la eleccién de una unidad particular entre los -elemen

- o . :
tos de volumen en el dual En ;3 ¥ puesto que los espacios vectoriales

—

de los elementos de grado n en En h'g En estdn en dualidad y tienen
la dimensidn uno, resulta que la eleccidén de una unidad en un espacio
determina una unidad en el dual.

En virtud de esta eleccidén habrd identificacidn entre las

. —
funciopes ¥ las medidas y se podrd hablar de distribuciones sobre, En

-

yEn-

Se sabe, ademds, qué la transformada de Fourier puede ser
definida para distribuciones temperadas.

—

Una distribucidn sobre En es temperada si con la elecciédn
de una base en -E; se.convierte en una distribaeidén temperada en R® .

Es necesario demostirar que en tal caso, la propiedad de ser. -
temperada es independiente de lé base elegidé;

Por razones de brevedad no damos esta demostracién aqui.

Pasemos ahora a la definicidn y propiedad;s de la transfor-
macidén de Fourier de una distribucién.

Sea: cPe :f(E ) » donde j(E ) es el espacio de las fun-

ciones de decrecimiento rapldo,con sus derivadas,sobre E ; Te tka ),

donde :/(E ) es el espacio de las distribucionesg;temperadas sobre Eh‘~

Pondremos, jndicando con ; la transformeda-de Fourier:
I o
18.1 TFT(CP) = T(‘?PCP) .

En el primer miembro T es’ une, distribucigp sobre el espa-

cio vectorig, gﬁPT €8 una dlstrioucion sobre el esgpacio covectoria;é

»
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dual, vy CP una funcidén también sobre elA coveci:orial; por lo tax;to

el primer-miembro tiene sentido. En el segundo ?fCP es una funcidn
sobre el espacio vectorial, T una distribucidén también sobre el v:e;—
torial, y por tanto el segundo miembro tiene sentido. »

La transformacidn reciproca la indicaremos con ; s ¥ Se ob-
I3 . .. i

+24i17 2iTr

. vad . -
tiene de f y poniendo e en lugar de e N

Se tiene

18.2 ?f T:T’?t”;z .

Férmula de Parseval. Sean f£ , g funciones de 72 con respecto a la

medida de Lebesgue elegida. Sus transformadas de Fourier: F, G sSon

funciones de T2 y se tiene
18.3 Jfgdi’= fF'—GdF .
Podemos también consignsar las. siguientes férmulas
18.4 (Jz.f5=1 A, SZ.F]_=5 ,

o qras . . 29
18.5 ?fa_xj = 2iTT Py ?f(-hﬂ'xj):a—Pj .

Esta dltima férmula tiene sentido sblo si se- supone elegi-

da una base en el ,espacid, pues la derivada parcial se 'puéde definir
solamente .respecto de una base; para poder escribir "pj, -consideramos
la base. dual en el espacio dual del espacio dado.

Supondremos ‘conocidos los espacios ‘UM ’ (9(; y el pasaje de

(1)

.la multiplicacién a la convolucién . Recordemos que (9M es el es-

.pacio de las-funciones de crecimiento lento conjuntamente con sus deri-~

§

() pp. 11, n. 5 y 8 ' -
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vadas; (9’0 es el espacio dg las distribuciones de decrecimiento répido.

La transformada. de Fourier transforma el espacio (QM en (9,0
y reciprocamente.

Ademds, (jm es el espacio dé los multiplicadores de f ¥y (9
el espacio de los convolutores 7’0 transforma la mulsiplicacidn en ;
convolucidén y viceversa.

Todo esto es conocido sobre e.l espacio R s Dero se ve que

- —p
se extiende al caso en que el espacio es Eﬁ .

Observacidén. En la Fisica se usa la transformada de Fourier con la ex-

pohencial -

donde & es la constante de Planck reducida.

Ta razén de tal uso proviene de los a'.xiomas de la.Me.cé.;:‘li'ca
cua:ntica, en partlcular de la 1ntroducc10n del operador herm::tico que -
.deflne la velocidad. Es por ello que las férmulas lizadas a f * apa.re-.:
cen.alli con factores My &

La harmonia pliédg restablecerse eligiendo las ﬁnida&eS' d'e__‘ma.-_i\
nera que la constante de Planck no reducida sea igual a uno, en cuyoca—-

e-2'11T (x,p)’ las

so &= 9111. . En la exponencial tendriamos entonces:

formulas en las que intervienen TP F *coinciden as{ con las que he-

mos dado antes.

Como hemods dicho antes, utilizaremos e]'..sjiguientei_-

: : - o o/ Con .
Teorema de Bochner (1).4Para que una distribucidn H € 9 (’E‘;) ‘sea:._,,fj_)}ﬂo

(1) TtDo II‘f‘ Ch- VII\ y § 9 9 ThéprémemII .
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!
. es necesario v surlcie;lte gue H sea temperada; jes -decir, H € :f(E-;),

Y que su transformada de Fourier sea una medida }A.>,O y_temperada.

Este teorema nos permite lograr con'sic'ierables _simplificacio—
nes, puesto que en lugar de la distribucién H , podremos utilizar la.
medida }k que es un objeto mds simple; esta m'edidal estd definida sobre

oo
el_ espacilo Eri .

19. Algunas propiedades del subegpaq'ib ]é invarisnte por traslacidn.

Sea <pe@ .,y He :70,, se tiene entonces H x P € % ;
ademdas, H%x @ € :f’ y tambidn H*(P € OM c f/.

En efecto. Por ser H'k ¢ la regularizada de una distribu-
ceidn tgmperadla. por una funcién de 9 ., serd una funcidn indefinidaﬁen—
~ te diferenciable de decrecimiento len*l;o, as! como todas sus derivadas,
lo que equivale a decir que H* (P es un elemento de OM ¥ por con-
ssigulente de Up ! . )

" ‘Penemos as{ un subeSpaéio »particul’ar de Jé s invariante por
trdaslacidn, cuya adherencia es precisamente ]&', euyos elementos_fxon
distribuciones temperadas.

Vamos a ver qué tod'as.ias distribuciones de % son tempera-
das. Es decir, no sélo los elementos H % Cp son temperados sino que-
también todos los elementos de_% .(o'btenido par completacidn de ios
‘H % (P ) son temperados.

Ademds no sélo se verifica que %C gfcon topologia mds

, l ) ‘ r A , ’ A 4 4
fina que la induecida por e@ y 8ino-tambien %C j) con. topologia mas

- - - ’
fina que la inducida por f .
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Antes de demostrar esto, examinemos la- aplicacién

-Sabemos, que es una aplicacién continua de 9 en % . Pero
se ve fdcilmente que es continua de 9 en % con la topologfa induci-
da por :f .

En otros términds. Si ({J € 9 » tiende a cero, no con la topo-
logla de 9 gino con la topologia de f (1o cual es menos restricti-
‘vo), entonées H x @ —0 en % .

En efecto, si fijamos un origen, se tiene
19.2 laxe] = EexFNE .

81 (P —>0 en ‘:f R ‘CF vy f{?*‘? convergera'.ntambién.‘a
cero y como H es tempecrada, se concluye que H( Cp_* §)—-> 0.

Por lo tanto el 'carécter temperado de H implica que si ¢ —0
en_9. con la topologia inducida por :f , ta.m‘_ﬁién serd Hx ¢ —= 0
en J .

Entonces la aplicacién 19.1 se puede prolongar por continui-
-dad, obteniéndose una aplicacidn lineal y continua de :7’ en ]é s puess
to que 9 es denso en ':f .

De la misma manére. la apiicacién 19.1 eé continua de 9 en
29-'@11 la topologia inducida por :f ; se pu..ed'e también prolongar y es-
‘é;'prolongacién debe ser la misma que la anterior; pero esta Wltina pro-

longacidn es la convolucién,' ya conocida como aplicacidn continua - de f

x /
- en 9 . Obtenemos pues . el siguiente diagrama

T —H—9 .
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Hemos asi’demostrado que no sélo para (P € 9 se puede con-
siderar este elemento de % ,.siné que también para @€ :f , el elemen-
to Hx¢ pertenece al espacio de Hilbert y la apl.icacién LP —'H*(P
es una aplicacidn continua de ‘f en el espacio de Hilbert.

En particular, si (¢ recorre un conjunto acotado de ':f s
H % ¢ recorre un conjunto acotado de % .

Podemos ahora demostrar la afirmacidn drecedente a saber:

: 14 , 14
%esta contenido en f y_con topologia mds fina que la inducida.

Sea T e ,7@ . Se tiene, en virtud de 10.2 y 19,2

19.3 l&:‘(cp)lguT”%."H*@"; :

Si Qe D  tiende a cero en :f y la expresién 19.3 con-
verge a cego. Entonces: T((P) - 0 y por tanto, si (P € 9 conver—
ge a cero con la topologfa 1nduc1da. por :f , resulta T((p) —0, 1o
que prueba que T es ’cemperada. ¥ por comsiguiente T &8 tempersda.

En conclusidn: cada distribucién de 76 es temperada y la
férmula 19.3 es verdadera no sélo para (P ¢ 9 , 9ind también para
gp’ € y ", por continuidad. '

C_omi)robemos ahorg que la topolog:fa de % es mds fina qQue la
inducida. Ello -equivale a mostrar que si T—»0 en % = T —>0
enﬁf’ ;.0 1o que es egquivalente: si (p queda -acotadé en f ‘, E( fp')->0
uniformemente. | |

Pero observemos gue si @ queda acotada en :f , la expre-

.si6n "H *cp";’ queda acotada, y s1 T—0 en H " T "76

converge a :cero. Entonces T( @) —> 0 uniformemente, si T—>0 -en Y/
y si tp queda acotada en j’ $ 1o cual significa que si T —»= 0 en ]é '

/
T—>0 en :f y ¥ por tanto la topolog:’.a es mds fing que la inducida.
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Es notable -observar q,ue.hel'ngs comenzado ¢on un subespac'io veo—
torial de 9/ con topologia mds fina que ié inducida, y que el sélo.hé-
_cho de que este subespacio seali'.nvaria.nte por traslacién con su estruc-
_tura de espacio de Hilberf, implica -que esté: contenido en y"con topo-

logia mds fina que la inducida.

20. E1 espacio _7[ % y transformado de Fourier de %.

Ahora, a partir de la invariancia por traslacidn el probl'ema
f“--es mas sencillo y es matural hacer uso de la tra.nsformaclon de Fourler.

- Veamos qué s:.gnlflcado ‘clene ?f ]é ’ tra.nsformado de Fourier
del subespacio % .

Desde luego, si no tenemos un orlgen en E };-f ]é no tie-
ne sentido. Elegiremos pues un origen en Eri » de manera que . En se con-
vierta en un espacio vectorial.

~ Considersmos la: transformada de Fourier de cada distribucidn.
elemento de ]é , formando asi un nuevo espacio ?f]é , Sobre el cual
transportaremos por medlo de ,(77f la topologia de Zé .

Examinemos el espacio 97’% nds detenidamente.

Sobre En existe una medida /.L > 0 , temperada; nos pro-
ponemos mostrar qﬁe el espacio _(f\fjé es él espacio de Hilbert cons-
trufdo a parfir de la medida //.-} 0 . Dividiremos la cuestidén en va-

rias partes.

‘a) EL espacio de Hilbert Lgl_‘, ‘mgociado & - /lL>/ 0.
Un elemento de Lib - no es una funcién £ , sino una clase de

funciones equivalentes £* ; dos funciones de una clase son iguales, en
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en el soporte de la medida /L .
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casl todos los puntos, respecto a }.L . BEs decir

£ € Li,“ 3y f° es una clase.

g,h & £° , 81 g= h,}L-p.p. .

Adelantemos que en la Fisica 1la médida /.L éstéré concenitfa-
da sobre un hiperboloide; en tal caso la expresidn )L-p.p. tiene una
significacidn especial dado que en todo el resto del espacio la medida
es nula.

En general, /L-p.p. tiene en cuenta solamente lo que pasa

E1 espacio szk es pues, un espaclo de clases de funciones;
¥ una clase de funciones pertenece 23 szb sl todas laes funciones de
esg clese son de cuadrado sumable resvecto de /L . En el espacio L;‘,

introducimos el pro&ucto escalar
20.1 (£ lg)l.%=‘ gfgd/u, R

stendo £ y g dos funciones cualesquiera de las clases f£° y g°
respectivamente.
- 2 ar
Este espaclio de Hilbert I’f"' no puede se f % y pues un
elemento de este dltimo es una distribucidn sobre E ¥ un elemento del

primero es una clase de funciones respecto de }L .

Para establecer una relacién entre ambos introduciremos otro -

espacio de Hilbert.

‘b) E1 espacio de Hilbert /\; .

Un elemento de /\}i serd una distribucién T que ¥enga la
' 2

forma AT=f'./A, y8lendo £ € £* y £° € I:/w .
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Para cada f de 1la clase f° , el producto f./w tiene sen-

,5ido como distribucidén poniendo

20,2 f}i('(P) = (f ¢ dfb .

Es la definicidn clésica. Si MZ0 ¥y £ es locaimente su-
mab‘le respecto de }b y Se puede definir una nueva medida f/l.b s es de-
cir, una distribucidn.

Observemos que esta disfribucién no depende .de la. eleccidn de
f dentro dCe su,clase f£° , sino solamente de dicha clase,

En efecto, si dos funciones son },(,-p.p. iguales, la medida
f},& es la misma; y, reciprocamente, pa:r_a que f/u., y g/,u., sean las mis-
mas medidaa, es necésario y suficiente que £ y g sean iguales /U.-p.p

. _Considgremos pues el espacio de las 'distribucionés o medidas

del tipo °§f/w , munido del producto escalar

20.3 -- (f}h |_gj.L)A%I = gffg’d/.b 3

el cunal tiene sehtido, pues £ y g ;pertenecexi a 1'2},4, N es ademés

independiente de la-eleccién de £ ¥y g en sus clages respectivas £°

y g8 .

Este espacio /\i es candnicanmente isomorfo al espacio La},, .
Hay una correspondencia bﬁszyoca entre una clase de funciones £’ ele- .
mg;rl::o' de L"}‘, » ¥ una distribucién bien determinada del tipo f/h 3
.todAos los productos de /LL ‘pQr las func;Lones que pertenecen & una misma
qlase dan la misma f /.p i y, rgcip:f‘opamente, dos funciones que dan la
mismé distribucién al mul.-ti.j)ii-cé,rlas por }b pertenecen a la misma cla-
se -de .1'.-2}‘_ Es, decir, hay un ‘isomorfismo completo entre /‘\ )‘“ y I'ﬁu,

lo que Drueba que- /\2 es tam'bién un espacio de Hilbert desde el mo-
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: L2
mento en gue L’L lo es.
e ; s 2 4 o . -
Por otra parte el espaclo Apb es mas conveniente que el

L}L pues el primero es un espacio de medidas; y né de clases, como lo

v

es el segundo.

'

_ 2 el . 2 e
Demostremos ahora gue: A}k 9P (E ) ¥ también /\,,_ C Y(En)

con topologia mds fina que la inducida.
— ,
Hay que mostrar que: £ /.A. € :f .

Consideremos la relaciédn

20.4 fU(Q) = (cpfd/u, ,

y veamos que se puede extender para CP ejp\como forma 1ineal-continua.

En efecto. Si @€ f se tiene la mayoracidn

20.5 [J'cpfd)u,’ é'(ﬁcplzd}?‘_)%(‘f,f]zd#)% .

51 Qe j’)y /,u, -es temperada, entonces ¢ es de cuadrado su-
mable respecto de ).b ;s el primer factor del segundo miembro estd acota-
do, y el segundo factor también lo estd por ser £ € LZP‘, . Por'lo tan-
to el primer miembro e;sta'. acotado; es décii-, @£ es sumable y .la in-
tegral tiene sentido.

Ademds, si P-—0 en f s el segundo miembro de 20.4
converge a cero, 1o que prueba que f /).' es temperada.

Seria fdcil mostrar también que la topologia es mds fina que

la inducida.

¢) Veamos ahora que /\/i es_exactamente f % .
Recordemos cémo se conétruye % en este caso. Se toman las

funciones H *.¢ con P e :f):, ¥ se introduce el.producto escalar:

&
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20.6 Exp [Exy )= OXE%¢xF) .

. Ho todos 1los elgmeptos de % son de la forma H x ¢ , pues
hay que tomar la completacidn de los H % (P para obtener ]é .

Si @ e jo , H x P 676 ¥ el producto escalar tiene la for-
ma 20.6; el espacio.de los Hxk Cp con este producto escalar es den-
so en el espacio de Hilbert % .

Era ya denso si ¢ e@ .. Tenemos asi un subespacio denso
con l__a topologia inducida por %'; % se puede caracterizar pues,de
la manera siguiente: es el dnico espacio de Hilbert contenido en f’ con
topologia mds fina que la inducida y tal que sobre el subesi)acio ante-
rior induzca la norma.dada por 20.6 de manera que este subespacio sea
denso. -

Decimos que estd .caracterizado pues ]6 es la completacidén co-
mo ya lo hemos vigto.

fectuesos ahora la transformacidén de Fourier. Podremos. de-
cir que (]ffé es el dnico s‘ubespacio de Hilbert con topolagfa mis fi-
na que la de Jﬂ/ , .que contiene los elementos (P Lb y Siendo 4) € ‘f,

con la norma

20,7 (o ,\\}/}L)?% =__¢;|-f/lt.(l) ,

donde: (I):(JEFCP H \]".:-(Pig ; }A_:.?FH ‘o

Bl segundo miéinbro pro”viene del hecho de que hay que tomar la
traza, que se‘ calcula por la transformada de Fourier. sobre la funcidn 1.

Pero como }.L es téinperadé;.y d) y ‘-I/ son funcionés de j’ y
d? ‘V/u, es una medida ré.pidamenteﬂ decreciente; el vaior de esta ﬁedida

sobre 1 serd pues: (q) \l—/‘dy, .
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;Qué es _en-cé.ctament_e 97076
Es el dnico espacio de Hilbert contenido en' f que contiene
"c.omo subespé,cio denso el espaéid de los (P/u,.con d)'e jp :, mu-nido de
/. o
la norma dada por 20.7 .
’ Pero justamente el espé.ci§ /\2- ‘ciez.ze e;satas propiedades.
En efec‘bo, es un espacio de Hilbert contemdo en :f , que contiene el
espaclo de los 4)}1, , CORn /\L temnerada, con la norma dada por 20 i
Y este dltimo es denso en /\)4., ’ pues -es sabido que en ‘el espaclo de
Hllbert las funciones continuas de soporte compacto son densé.s, ¥y por
tarito es denso en A}b . el espacio de las ¢/Lb siendo las ¢ funcio-~
nes continuas. de soporte .compacto'. ' . |
Pero cada funcidn continué. de soporte compacto es también 1i--
~mite, en el sentido de este espacio o en el sentido de 9 , de la con- '
ve‘rgencia uniforme, etc., de funciones indefinidamente diferenciables
de soporte compacto, por regularizaclon.
Por 1o tanto, el espacio de los CI)/.A. s cOn 4) 9 es denso
Yy a fortiori, es denso si ¢e -
En conclusidn: ?’pfé s unico espé,eio de Hilbert que contie-.

ne el espacio de los 4) W como subespacio denso, es exactamente el es-

pacio

Mo - |
En resumen. Hemos determinado todos los subespacios }6 que
'tienen la propiedad de ser invariantes por traslacidn. o,
.Para determinar uno- de'ellos hay q,uq elegir una medida ‘/.LM>,.0,
temi:erada sobre .En 3 ¥ hay que formé,r e; éspacio de AHilbert /\i;,cg—
rrespondiente a /AL s, cuyos elementos son todas las medidas o distribu-
ciones de la forma 47’l.bhwdonde Ct’ .es una funcién_ de la clase 4)'6 Lj",

munido del producto escalars
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(C’)/,b(«!\f[}/«)?,}é = Iq)'“lfd}k .
Mediante la tralrzsfoma;da de Fourier obtenemos un espacio de -

—
Hilbert sobre 'En’ Habiendo elegido un origen O en En se identifi-

ca E!1 . con En ¥ por transporte de estructura obtenemos un espacio
L] .

de Hilbert sobre En .

21. E1 grupo afin.

Estudiaremos ahora'un grupo mis amplib que el grupo de las
traslaciones.,

Sea En' el espacio afin, y G un grupo que"'}conti'ene al gru-
po de las tra;slaciones (por ejemplo, el grupo de Lorentz inhomogéneoj.

¢ serd un subgrupo del grupo afin.

Antes de definir el grupo afin, comencemos por definir un ope-

rador afin sobre el espacio afin En .

Un operador afin es un operador O sobre En que conserva

‘1a estructura afin.

%Bllo significa que un operador afin es un operador O sobre

e

En tal que existe otro operador (G (opérador "flecha") sobre el es-

pacio vectorial asociado En que goza de las dos propiedades siguientes:

— e

a) .0 es un operador lineal de En (que conserva la estruc-

1
L :
tura vectorial) ; »

—

b) Existe una relacién entre 6 y O dada por

21,1 G(b)-G'(a):(_):(b-a).
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Es decir, la diferencia entre los O -transformados de dos

’ —
puntos, diferencia que es un vector, es el :_6' -transformado de la dife-

rencia de los dos puntos.
B —

2 T, .
El operador O es unico, en virtud de '21.1 .

También se puede definir un operador afin de un espacio afin

en otro, con la misma definicidn anterior.

Un- operador-afin puede ser o no inversi‘ble; lo que entendemos

por grupo afin és el grupo de los operadores afines inversibles.

Se ve inmediatamente que si un operador afin O es inversi-

ble, su inverso es tambiéﬁ un operador afin de tal mane'ra que el "inver-
— N
so de O +tiene como operador "flecha" el.inverso de © .

’

Ademds, para gue un operador afin G sea inversible es ne-
-—t

cesario y suficiente que 5 seg inversible, o 'b:"Len que el determinan~

-— .
te de O sea diferente de cero.

Entre los operadores afines existen ciertos operadores nota-

bles inversibles, que son las.traslaciones.
Si 2 e En podemos considerar la traslacion 'Cg sy que es
un operé.do‘z‘ afin; y el operador "flecha" asociado a €1 es la id.entidad,'

pues si T es una traslacién, -se verifica que
_ -
C() - T(a)=b-a ;

y.por lo tanto el operador "flecha" asociado es la identidad en virtud

de 21.1.

Reciprocamente: para gue un operador afin 6 sea una traslas-

~elén es necesario y suficiente que el operador "flecha' asociado sea el

" operador idéntico.
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se verifica que

—

OC)-O(a)=Db~-a ,
o bien O(b) -b= G(a) -a ;

lo cual muestra que el operador es una traslacidn.
En otros términos: las traslaciones son los operadores afi-
nes asociados a la identidad en el espacio vectorial asociado.

Bl conjunto de las traslaciones es un subgrupo del grupo afin.

Se ve inniedia‘bamen‘i:e que si G y T son dos operadores afi-
nes, el compuesto Qo T es un operador afin y el operador "flecha" a-
s'oéiado es. el compuesto de los correspondientes operadores -'Iflecﬁa" de
los dados, es decir

—— —_—
21,2 GoT = Go T

También se ve que el grupo de las traslaciones es un subgru-
po invariante (o distinguido, o normal), del grupo afin, lo‘ cual signi~
fica que si t%f es una traslacidn y O un oiaerador afin cualquiersz,
el operador G o Ty © 'e) -1 es una traslacidn.

En efecto, el operador "flecha" asociado se obtiene, en vir-
tud de 21.2 , poniendo flechas sobre cada uno de los tres faé‘tores.

Pero '-f% = 1 ; obtenemos pues é o0 -1 o sea la identidad,

gue. corresponde en este caso a la traslacidn: 6!(5) .

Observacidn. Lo que se entiende por grupo de Lorentz homogéneo es el

grupo de Lorentz sobre el espacio vectorial.

El grupo de Lorentz inhomogéneo es el grupo de todos los ope-

radores afines cuyo operador "flecha" asociado pertenece al grupo de Lo-



rentz homogéneo.

Descomposicidn del grupo afin. Si elegimos un origen O en Ep , este

— —_
se puede identificar con el espacio- veetorial En . Entonces si O es

un operador lineal sobre -E; , queda definido un operador afin sobre
En , que llamamos (E;)O(x) s verificéanSe
— —-
21.3 (6).fx)=04+ O (x-0) .

Este operador afin depende de O .

Ahora bien; elegido O , todo operador afin O se puede es-
cribir de manera udnica como el compuesto de una traslacidn y un opera-
dor asociado z través de O a un operador lineal, de acuerdo con 31.3,

es decir

21.4 G =Tzo (8’)0 .

. —p
E1l segundo factor es el operador asociado a O por la rela-

ciédn 21.3 , y el vector a es igual G (0) -0 .

v

Esto es evidente, pues el operador (O -y el operador (CS)O
—
tienen el mismo operador "flecha" asociado @ , lo cual significa que
——p
6 se obtiene por la composicidn de ((3)0 y una transformacidn cuyo

operador “"flecha" asociado es la identidad, es decir, una traslacidn.

Pcdemos escribir por lo tanto
—_—
Co (G, -

Para determinar la traslacidn hay que encontrar el transfor-
—
nado de O . Pero el transformado de O por ((5)0 es O (en virtud

. .=
de 21.3 ) y por la traslacibén es O + a j el resultado debe ser O (0),

con lo cual se obtiene 21.4 .
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Esta descomposicidn es muy usada en Fisica.

En efecto, es frecuente descomponer en Fisica el grupo de
Loregtz inhomogéneo diciendo gque cada transformacién de Lorentz inho-
mogénea Se compone de una transformacidn de Lorentz homogénea y una
traslacidn.

Pero counviene adverti; que esto es imposible sin la previa
eleccién de un origen O en En ; con ‘lo cual cada operador afin, re~
sulta ser el compuesto de un operasdor candnicamente definido con el sub-
Andice O (de acuerdo con 21.3 ) a partir de un operador homogéneo,

que es el operador lineal sobre gl espacio vectorial, ¥y una traslacidn.

22, Clasificacidn de los subespacios JQZ ghe son G-invariantes.

Consideremos el espacio afin Eh ¥ un subgrupo G del gru-
po afin que contenga al subgrupo de las traslaciones, por e]emplo, OI:
grupo inhomogéneo de Lorentz, y que conserve los volumenes.

Hacemos la hipdtesis de que G contiene el subgrupo de las
:traslaciones. Tal hipdétesis puede paréber innecesaria, pero notemgs que
si tal hipdtesis se cumple, el micleo K deberd ser invariante por trag
lacidn, y que en ese caso conocemos ya su forma. Es una razén de simpli-
cidad.

Es ﬁecesario suponer también que G conserva las medid;s de
Lebesgue, pues de otra manera el resultado seria més complicado; por
otra parte, el hgcho de gque las traslaciones conservan las medidas, no
implica que un grupo_més amplio también las conserve.

Nos proponemos pues, el‘siguienté problema.

Bugscar todos los subespacios ;4% C SD’(En) con topologfa
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mds fina gue la inducida y G-invariantes.

Ello es eguivalente a%us'c_a.r los micleos Kx, 0 y G-in~
variantes.

Pero K es ya invariante por ‘tréslacién ¥y por lo tanto sabe-
mos que tiene la forma H—2

> °§ 1
una medida de Lebesgue. Ademds H € 9 (E) v B %O,

si se supone elegida de una vez por todas

‘J;Como se expresa shora que K es invariante por un grupo G
¥ no sblo por las traslaciones ;?

Sebemos gue K , por el hecho de ser invariante por trasla-
cidn, tiene la for’ma Hx—_-'%- ; donde H es una distrj.bucién de tipo po-
sitivo sobre el espacio vectorial asociado.

Podemos pues preguntar: éQué propiedades adicionales debe te-
ner H para que el nmicleo X sea invariante por G ?

.Evidentemente debe.ﬁrg,tarse de una condicién en la que las
traslaciones G no intervenga.n ¥y ;n la que intervenga dnicamente el co-

'c:.en’ce G/ del grupo G por el subgrupo ‘G de las traslaciones.

Pero este cociente es exactamente el grupo de los operadores

asociados a g s que llamgremos G .En efecto,-, G contiene a el .
y todos" los operadores de & aue son de la misma clase respecto dé G
tienen exactamente el mismo oi:-eradbr "flecha" asociado.

En otros témingis,.' G es isomorfo a G/'G

— —

Ahora bien, G opera sobre En $ en consecq.encia. es muy pro-
beble que H sea una distribucidén de tipo positivo G-inveriante.

"Demostremo® antes una relacién mds general. 81 H es una dis-

’

—

tribucidn sobre E, » se pueds definir H—E ; aue es un adclee.
Sea O un operador afin.; Qué significard G(H—E) , trans-

formade del ndcleo por medlo de § 7 Vamos a ver que se cunple 1la relacién
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22.1 G ( §) =(6 H)—% ;

w—
en la cual G H es la transformada de la distribucidén H por el opera=-

- a

dor "flecha" asociado a O , aplicando después x - E , que es la ope-
racién mediante la cual a la distribucibén H se le- hace corresponder

un ndecleo.

Para demostrar 22,1 calculemos el valor del Primer miembro !
aplicado a la funcidn (P(x,g ).

Se tiene

22,2 G(H»)(?(x.g) H-»(S((p(x.g)))

HX—_E(CP(G x,0E)) = (1, ® H) (6(6'X.6‘(:’c-'ﬁ)) =

L ® Hy(¢ (6,6 x -8d)) ,

donde hemos puestoc O (x-u) = G x -,_G’ﬁ’ por definicidén de operador "fle-
cha" asociado al operador O .( 21.1 ) .

Tenemos en el Ultimo miembro una distribucién en x,u apli-
cada & una funcién de O x,0 u . Segin la definicién dé¢ transformada
de una uistribucidén se tendrd el valor sobre la funcién de x,u de la

transformada de la distribucibén por G respecto de x, y por O respecto

a T{ . Es decir,
22.3 (6(1) ® G Hy) @ (x,x-) =
= (1x @AE Hﬁ)((P(xsx:ﬁ)) ’

puesto que hemos supuesto que O conserva los volimenes. (Serd G1 =

interpretando & 1 como.funcién; como distribucién 1 es la medida de

L

i.ebe,sgue y C1=1 ‘como distribucién significa entonces que O con-
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serva los voldmenes, es decir, conserva la asociacién entre funcién y
distribucidn).

El dltimo miembro de 22.3 es igual a

y.comparando con el primer miembro de 22.2 se obtiene 22.1 .

El resultado es vdlido para todo operador afin O que con-'
serve los volimenes.

Ello es evidente por transporte de estructur‘a.’,' puesto que la
correspondencia entre H y H XTE estd definida si estd definido el
‘volunmen.

Por. lo tanto, para todo operador que conserve el 1‘r01umen Se-
rd cierto que esta correspondencia se conservard.

En conclusidn. Decir que el micleo HXTE es invariante por
los O de G es equivalente a decir que H , como distribucién sobre
TE; , -8 invariante por los g de ?

Vamos a buscar, pues, todas las distribuciones H » 0 so-
bre TE; s invariantes 4c':on respecto a un subgrupo G del grupo lineal

que conmserve los volumenes,

Este problema es equivalente al siguiente.

—>

’ -

Sea En el espacio vectorial y G wun subgrupo del grupo
lineal qué conserva los volimenes; supongamos que hemos fijado de una
vez por todas ung medida de Lebesgue dx .

Se pide enboh‘tr'ar en estas condiciones todas las distribu-
. ! -, . — e . ’
ciones H € 9P (Ens s H » 0, que son G-invariantes .. *

Para resglverlo vamos a &plicar la trgxié_formacién‘ de E'Surier.

‘Sabemos que’ SZfH.: /.b co'.nﬂ /J.)O ‘temperada, ¥y reciprocamente,
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Pero H es invariante por G(; Qué propiedades de invarian-

cia tendrd }.4, ?
. —_—

Por Lo pronto }A, estd definida sobre el dual de E .
Habrd que pasar de un grupo sobre un espacio a un grupo so-

bre el dual del espacio dado. Se trata de un transporte de estructura.

De ello vamos a ocuparnos en el parsgrafo siguiente.

23. Transporte de estructuras ¥y transformacidn de Fourier.
Sea O un isomorfismo de En en si_mismo.o en otro espacio;

—

O transporta todo lo que se construye en En y en particular trans-

- . .
porta su dual En . Es decir, cada- O define , por transporte de es-
tructura, un isomorfismo O del dual En .

b ot

Para definir G +tengamos en cuenta dicho transporte de es-

— -—> - -
tructura, lo cual significa que si x € En i p €E 6se tiene

21 (BE, 53)=<F.T) .

- En rigor, deberiamos anteponer O al segundo miembro, pues

ya h.}emog'dvich-o que el 6 de un miembro es el miembro construfdo con
todos los (G ; pero debe recordarse que O no opera sobre los escala-
res,

Ia relacién 23,1 no eé ezﬁaétamente__una definicibn, pues
nara conbcer O P hay que conocerlo ‘no para O x , sipo para los ele-
mentos % . '

La’definicién seriai

C—p e g <_.-1-> -

2%.2 x,067?
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O se denomina el contragrediente de & , pues el segundo miembro de

23,2 se: puede poner de la siguiente manera:
- t=-1
2‘3.3 < X 6 ‘P- > P

. t

g PSRN

por definicidn de transposicién. Comperando 23.2 ¥y 23.3 resulta

. - —
es decir, O , contragrediente de O , es el transpuesto del inverso,

¢ bien-el inverso del transpuesto.
Hay pues, una correspondencia entre un operé;dor g sobre
-1:3;' ¥y un operador sobre el dual ‘E—n que es el contragredienfé de 5 .
‘ *-Pox.' otra parte
— v -
23.4 GoT = GoC .

Hay en 23.4 conservacién del-orden_, pues por tratarse de un
transporte de estructura, se conserva el orden del'producto-de dos ope~
radores, |

Hay edemds cambio del orden por el inverso y el transpuesto
¥ por consiguiente hay conservacidn dei‘orden por el inverso del trans-
puesto, con lo cual resulta de muevo, conservac:_l.én de orden en 23.4 .

Si volvemos a la pregunta formlada el fin del parderafo 22,
podemos afirmar ahora que: decir gque una diétribucién temperada es in-
variante por un operador 6. es e.q,uivalente; a deeir q,ue" su transforma-

~da de Fourier es invariante por el operador "coflecha"

Tenemos ahora ?3; ¥ i—n y los espacios :f'(i’n) y-’y/(i;-) .
Entre estos dos se construye canfnicamente la transformada dé Foui'ier

7

—_—
‘& partir no mds que de En ¥ de una medida de Lebesgue.
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— -
Entonces si se tiene un operador O de En sobre otro espa-

cio, que puede ser el mismo, se transporta todo y en particular la trans-.
— / -

formacidn de Fourier Szf construfda sobre En' Es decir: si T € :/(En);.

T’ / = . =

_} T e ‘f(Eu) ; si se calcula O de 71‘ el resultado debe ser -el

mismo gue si se calcula © de T y después _(/ppde esta dltima.

Tendremos asi
- . —
23,5 6 Fr=F (6D ,

que puede interpretarse diciendo que hay conmutacidn entre ? ¥y el iso-

morfismo.
En otros términos
57- 75,
o bien
5T

Observacidn. Hemos supuesto que g conserva los volumenes. Hay que ver
que ‘6: conserva los volumenes del dual, como es conocido en la teoria
de los operadores.

Recordemos que Si un operador conserva los volumenes, su de-
terminante es igual a uno.

Ademds, el determinante del contragradiente es igual al de-.

terminante inverso del determinante del operador deado, puessa que el-

operador transpuesto tiene el mismo determinante que el operador dado

¥ el operador inverso el determinante inverso, ¥y por tanto. también es

igunal a uno; de lo cual se deduce que el operador contragrediente con-

serva los volumenes.
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Demostremos ahora 23.5 .

Se podyia demostrar partiéndo del siguiente principio gene-
ral! si una operacigﬁ estd definida.canénioamente a parfir de una es-~
tructura, debe conservarse por todo transporte de estructura. Pero,

&qhé éignifica que la operacidn estd definida candénicamente ?
Significa gque cada paso de la demostracidn es.invariante.por

los antomorfismos del espacio. El que mds tarde debamos hace;\demosfra-
ciones de invariancia proviene del hecho de que nos acordamos de la in-
variancia-sélo al final.
Esto nos dice que en realiéad serfa necesario verificar la
invariancia, o sea el oarégter intrinseco,cada vez que definimos algo.
Por ejemplo, al definir la transformada de Fourier QF’:no he~
mos analizado si esa definicidn es intrinseca, ¥y esto nos trae compli-

caciones mis tarde,

Volvamos a la demostracidn de 23.5 . Se tiene .
23.6 (G F 2 (@) = (Faq(sm

en virtud de la definicidn del valor de O de una distribucidén sobre
una funecién. Pero p@r definicibn de QFPE, el segundo miembro de 23.6

es igual a

23.7 NF QG = o [ ATED ¢EH a5) .

Hagamos. un cambio de variables poniendo:
-« - 4~
Or=2a
i

Como O conserva los volumenes, el Jacobiano es igual a uno.

Bl segundo miembro 45 23.7 vals per lo taitor
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: . = =1
23.8 T(J AT G Y @@ ap =

pads T 0N

. +
7 (e"zm( O *"%o(&) ay) =

- 2 MO %9 63 ap) =

NFe(c3 .

Pero por definicidén de G T , este Ultimo miembro serd igual a

23,9 (G T @)= (FG ) ;

y comparando con 23.6 resulta
- - :
§Fr- Lo .

Podemos afirmar en definitiva, que es equivalente decir que
H P 0 es ?—invariante, y decir que /L),O es 4('3-—imra.rilante.

Ello significa que para hallar todos los subespacios de Hil-
bert sobre el espacio-afin que son 'G-?nvariantes, con las hipbtesis he-
chas sobre G ‘(subgrupo del grupo afin que contiene las traslacioﬁes)
hay que hallar, 39bre el duwal .E; s todas las medidas }1,;;0 tempe-
radas y fE;invariantes;~y hay que construir después el espacio de Hil-
bert de la maﬁera comé lo hemos hecho en lo que antecede.

Es decir, conocemos todqs los espaclios de Hilbert que son in-
variantes por un subgrupb, si coﬁocemos las médidas gue son invarisntes
por un cierto grupo. "

No resolveremos el problema de encontrar todas las medidas
invariantes por un grupo més. general. Obseryemos_solamente que si una
medida )kb es invariente por un grupo G , su soporte serd también in-

variante por G , pues el soporte de la tranéformada de una medida por
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‘une operacién, es el transformado del sopofte de dicha medida.
Se concluye entonces que el sopofte de la medida debe ser
un conjunto invariante.

Pero-los conjuntos invariantes ;lamados conjuntos saturados

respectorde un grupo, son las uniones de érbitas.

Una orbita o tréyéctorlg respecto de un grupo, es la unién
de los transformados de un punto.

En consécuencia, si tenemos un grupo que actﬁa sobre un es-
pacio, &ste se puede descomponef en -0rbitas, es decir, en clases de e~

guivalencia respecto de los movimientos del grupo.

Vemos asi que si una medida es invariante respecto de un gru-

Do, su soporte debe ser necesariamente una reunién de dorbitas.

24. La nocidén de particula.

La puestién.qne'abofdamos en este paridgrafo no tiene quizds
,mucho interés fisico, pero es esencial desde el punto de vista matemd-

tico.

Tenemos un universo que es una variedad indefinidamente di-

ferenciable En y con unakestructura suplementaria.

Sea G el.grupo de éstructura, grqbo.de todos los isomor-

fismos de la variedad que conserven su estructura;

-Por ejemplo: el universo puede ser E4 con una forma cua~
drdtica de Lorentz y G el grupo de Lorentz, grupo de los operadores
que conservan la_estfuc@ura afin y la forma.cuadritica.

En lo que sigue daremos una serie de definiciones generales,

a saber:
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a‘.) Particula escalar. Una particula escalar sobre el univer-

. ; _
'so es un espacio de Hilvert % P (E_n) con topologia mds fina que

la inducida.

b) Movimiento de la partfcula. Es un elemento Y € % con

la condicién ||'"V"= 1l . En la Fisica se acostumbra a llamarlo estada,
pero es preferible decir movimiento, pues significa todo el'movimiento'

de la particula en el tiempo.

c) Particula de tipo universal. Una particula se dice de ti-
po u.niversal; si todos los observadores la 'obéerva.n como 'd_ei mismo tipo,
e.s.decir, si % es G-invariante, o bien, si los operadores del grupo
G operan unitariamente sobre 76 .

Hay pa.rt:iculas .que son de tipo universal ¥y otras no. Por e-
Jjemplo, en la Teoria de la Relatividad, un mesdén escalar es una particu-
la de tipo universal; pero ser:[a‘ posible construir un subespacio é_ue se-
ria un espacio de mesones de masa m- y velocidad de méduio |—1;| res-
pecto. 2 un referencial u observador dado: se tendria asi una particula
de tipo no uni‘veréal pues ofro ‘qbserva.dor no la veria con el mismo va~
lor de |?| . |

Hasta el presenfé se han clasificado todas:las particulas de
tipo universal sdlo en el caso de E4 con el grupo de i;orentz,.. pues'
son las que mds interesan en realidad.

d) Magnitud fisica relativa a una partfcula. Son conocidas

en la Fisica, distintas magnitudes relativas a una particula a saber,

el médulo de la velocidad en un instante dado respecto a un referencial,
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la masa en un instante dado, la masa en reposb, la carga eléectrica y -
otras.

Pero es necesario dar una definicidn matemdtica. En general
en los tratédos de fisica se diee que una magnitud fisica és un nﬂmerd.
real que resulta dado por u.n operador autoadjunto A sobre % ; el
cardcter autoad junto de 4 estd ademds justificado por el hecho de que .
el valér de la magnitud es uﬁ nimero real. o

Pero se debe hacer notar que esta justificabién no es comple~
ta desde el momento que intervienen alli operadores no acotados, cuyas
coﬁplicaciones hacen siempre. delicada la definicidn de operador autoad--
junto. '

Serd mds interesante para nosotros reemplazar esta nécién de
magnitud por otra que no hace intervenir a los operadores no acotados.

Por otra parte, no es cierta la afirmacidn que una magnitud
fisica es siempre real. ‘

Por ejemplo: si< £ es la longitud (que es un nimero real),
i'e es imaginario. Una fase Y puede ser real pero la eippnenciai eixf
es un numero complejo. o

Tomemos la experiencia de los_orificios de Young: un haz pa-
ralelo de fotones incide sobre una pantalla con dos.orificiqs g ¥ b
y en otra pantalla paraleia afié'primera se reciben los fotones prove—
nientes de la difraccidn en. los orificios.

Supongamos gue se quiera saber cudles de. los fotones recogi-~
dos en la segunda pantalla provienen del orificio g & D .

’ Hay una probabilidad'paré.qne un fotén haya pasado por uno

delellos,‘y ei resultado de una mediciém no serd un nimero, sino la

~ afirmacidn: este, orifigio.o este otro. Se podria replicar que numerando
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lvs orificios obtenemos cémo resultado el nimero asignado al orificio;
‘pero no hay porqué’ numergrlos desde el momento gue es un conjunto de
d&s\ elementos solamente.

En este caso, como se ve, la magnitud fisica ton;a valores,
no sobre la recta reai, sinq sobre un conjunto de dos.elementos.

Daremos entonces la siguiente:

Definicién. Magnitud f£fsica observable, relativa a una partfeuln, gue
toma sus valores en un conju.ﬁ‘l:o general, €s una descomposiciéﬁ espec—
tral de % respecto a un egpacio X , localmente compacto.

Veremos en lo que sigue, que por ser una descomposicidn es-

'pectra.l se'tiéne‘en realidad un sistema de proyectores, los cuales son.
oéeradores acotados; se salva as{ la dificultad que presentan los ope=-
radorgg no‘acé,tados que aparecen usualmente en !la P{sica.

Se entiende por desc‘omposmic’m egspectral de ,76 respecto a
-‘_X_ -y una correspondencia que a cada subconjunto ‘borelia.ﬁq F de X a-
tribuye una,\.r'a.riedad ]éF de- %*; de acuerdo s axiomas que .veremos en
seéuida. \
' SeAtien'e' la correspondenciad |

a cada ‘conju.nto boreélieno F —’-%F subespacio vectori,a;!,h,

cerrado de }é ; con las siguientes propiedades:

o => 75;7‘"
. = Hog=J0

1m) s1F=%1 7, %Ef"%ra

ITI). S -F=-LnJJz';1 : %r.=§%n'
. S N n

I) F

F .
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Lﬁj significa unién numerable de P~ disjuntos, y ? es la

suma directa hilbertiana (efr.l2.e)
IV) %F = n %(9
V)

donde (9 recorre el conjunto de los abiertos que contienen.
a F . Si X es metrizable, IV es consscuencia de los an-
teriores, pues F es igual a.la interseccidn de un conjunto

numerable de abiertos.

e) Medicidn de ung magnitud f£isica. Sea una magnitud fisica

dada por una descomposicidn éspectralé Qué significa una medicidn o
bien una tentativa de medicidén de dicha magnitud ?

En la Mecdnica Cudntica es sabido que una medicién nunca da
un valor cierto sino sola.mentg una proba.bilidad de obtener diversos va-
lores. v
Por lo "b"é.nto-, si es el movimiento particular consideradﬁ,
s6lo existen probabilidades de encontrar diversos valores de la.magnitud
fisica para este movimiento.

Tratemos de ver cémo viene dada-esta ley de probabilidad.
Como la magnitud fisica tiene sus valores en X , es necesario dar una
ley de probabilidades sobr; X de manera gque para cha subconjunto de
X conozcamos la probabilidad para gque una medicidn ‘de la magnitud nos
d€ un resultado en dicho'subeonjunto.

Para ello hay que der ;ma'me'dida. positiva de masa total iguel ,_

‘& uno sobre X.

Para cada F boreliano,subconjunto de X,y para cada l{/ ’

tomaremos como probebilided paera que la medicidén de la magnitud dé un
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resultado en F gl.némero ||“1F||2 cuadrado de la norma de la proyec-
cidn H/F de \V‘sgpre la variedad ;QSF .

Se debe verificar que de esta manera se tiene una medida po-
gitiva de mase tetal igual a uno, lo gue eguivale a decir que se tiene
una ley de probabilidad.

Pero recordemos los axiomas que definen tal medida: en pri-
mer lugar la medida del vacio es cero y la medida de todo el espacio
€8 uno; vemos que estos axiomas se cumplen con los valores de "\VF uz ’
puesto que la rroyeccidén de ¥ sobre O es cero y la prdyecdién so-
bre % es ‘-V cuya norma es uno.

Ademds, si un conjunto F es una unidén numerable de conjun-—
tos disjuntos Fn , la probabilidad de T debe ser la suma de las pro-
babilidedes de los F_ . Pero en virtud de III),]%F serd la sume dit'
recta hilbeffiana de subespacios ortogonales, y por consiguiente el cuva-
drado de la norma de la proyececidn de HJ sobre ;QSF es gxactamgfpe la

de las normas de las proyecciones sobre ](f):,

: n
Por ultimo, la medida de un conjunto F debe ser la cota

guma de los cuadrados

inferiqr de las medidas de los abiertos que lo contienen, lo cua} se
cunplird en virtud de 1IV) .,

Tenemos asi una definicién correcta de la medicién de hna
magnitud. Conocida la descomposicién espectral y el movimiento de la
pa;ticula, podemos conocer la distribueién'de probabilidad de la medi-
eidn de la magnitud. .

Ejemplo. En la exﬁerienqia de los orificios de Young se tie-
‘ne X = (a,b) . Ia descomposicién espectral estd dada por: %a ¥ V%‘b ,
subespacios ortogonales cerrados y suplementarios y por los subespa-

cios cd}respondientes.al subconjunto vacio de X ya X mismo, que
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son O ¥y }é respectivamente.-

Dado el movimiento LV , Sean \Pa ’ \Vb las proyecciones

de Y sobre %a y %b5se tiene
Y = Y,.+¥, » com "‘l-’“z:.l' . .

Entonces 1l& proba'ﬁilidad para que una medicidén nos haga sa-
ber que 6l fotén ha pasado por & es " L;a. " 2 ¥ la probabilidad para
que dicha medicién nos haga saber que un fotén ha pasado por b es.
Yl ® - '\

Digamos por dltimo que podria darse una definicidén mds gene-
ral de la medic¢idn de una magnitud utilizando una nocidén mis moderna de.
la descomposicidn espectral, gue hace intervenir la definicidén de medi-
da, no como medidé, de subconjuntos, sino como funcional sobre las fun—
ciones continuas. De todas maneras, la definicidn que hemos dado mds

arriba es correcta.

f) Soporte de una magnitud fisica. Es el soporte de la des-

composiéidn espectral, el cual se define como el mds. pequefio subconjun-
t0 cerrado de X cuya variedad correspondiente sea % ﬁismo.

En otros términos, el complementario del soporte es el mds
grande Subcopjuﬁto abierto de X cuya var:'l.ed'ad'cor-respond:i‘.ent'e es ‘cero.

Si XOC. X es el soporte de la descomposicidn espectral, e-
1llo significa gue para cada medida de u.na magnitud rela‘biva-a cada mo-,
'vi'miento \}/ , Se encuentran valores en Xo con probgbilidad igual a uno.

El testo de X no tiene importancia, es decir, en toda medi-
cidén de la magnitud la probabilidad de encontrar un resultado fuera de

Xo ‘es igual a cero.
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g)Ayggggtud'fisica‘de tipo universal. Una magnitud fisica se
dird de tipo universal si "todos  los observadores la ven de la.misma ma-
nera”.

' Esto significa que si un obse;vadpr encuentra una distribu-
cidn de probabilidad para un movimientp determiﬁado dé la particula, o;
tfo bbservador cualquiera encontrard la misma distribucidén de probabi-
lidad..
~'Observemos gue no se dice que encuentren el mismo reaultadb{

1o cunal es incorrecto desde el momeﬁto que se trata de una probabilidad.
Ademds la definicidn tiene sentido 86lo en particulas de tipo universals
si la partiéula no -es uniﬁersal la magnitud f£isica respective no pﬁede--
ser universal. |

| Precisemos 1o dicho. Consideremos una magnitud fisics, que
llamarembs EZ s dada, comd se sabe, por una. descomposicién.espectrai.
Sea, 5 € G un -elemento. del grupo estructural G . (6 da la trans--
formacion parq,pasar de un observador a otro).

Se tiene por lo pronto e} ]6 % 3 adema.s 9] opera uni- -
tariamente! sobre qu , pues hemos supuesto uns, particula de tipo-uni—
versal. -

Podgmos'trahéformar la déscomposiciéﬁ espgc{ral por 'CT s Ob-
teniéndose gsi una nueve descomposiecidn especfral que gqueda definida de
la siguienté.manefa: e FC X 1le atribuimés CT;%:F.,_franéformada
de la variedéd ;zs‘F por o .

' . Diremos ‘que -esta nueva descomposicidn espectral, transforma-
da de: la dada por (v} ’ corresponde a una nueva magnitud fisica CT Z
transformada de %, por O

Todo esto puede ser exprésado wsando la nocién de probabili-
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dad de la manera. siguiente: pa.ra una ma,gnitud 'z 4 un mov:.mlento Y- y

un subconjunts F , se tiene la probabilldad "LIJ% " ; para la mag-

nitud ¢ Z , el movimiento 6’"’ ¥y el subconjunto F , se tiene la _pro_; B

babilidad”_ov 6 %s ” 2 5 y debe ser -

| 2z "2 ) “6%’7&3‘ ”2

" pues la proyeccién de G Y sobre 3. % , es la trandformada por G

de la pljozpeccion de L,V sobre 76 P ¥ por lo tanfy ambas t:.enen la
misma norma en virtud de que O eos uniteria.
Pero en general, si la magnitud €{sica % no es de %ipo uni-

versal, su transformadea O % no es la misma.

Ejeg_l_plos_;.‘:Tomemo_s como magnitud. figicé %, 1 médulo de velocidad res-
pecto a un referencial. 8i haceémos una transformacidén de Lorentz Yo o‘q-‘*-‘-
tendremos log mismos pesultades, es decir, 6 Z noserd igual a 32 .
Ia masa de una particula no es tampoco de tiéo- u:ui’veraé.l, pues
depende de 1la velocidad en cada referencial, y distintosl‘.bﬁsérva..ddres
no obgervan la misma masa. En cambio, la nasa en' reposo .es de 'tii)o uni-
versal.
Para terminar, 'puedé decirse byrevementhe que ung mé.gnitud,fi—
sica es de tipo universal si es G-invariante; o bien, para cada 6' € G,
la -franaformacién de la magnitud por ‘ O es la ide:n'bi\-'iad, es decir, la ”

magnitud O Z coinecide con la me.gﬁitud ) .

h) Megnitnd ciertg.. Diremos gue una magnltud es cierj“é. si el ’

soporte .@e itud fisica_ wniversal se reduce a un ] untae

Podr:fa; aeclrse q_ue es la descomposw clon espectral de Dirac
relative & un punto. S A




- 151 -

En efectc, si el soporte de la magnitud es un punto, la va-
riedad correspondiente es el espacio ;R? entero)y para él resto es ce-
ro. - -

En este caso para todos los movimientos de la particule la

nedida de esta magnitud da siempre el mismo resultado.

Ejeﬁglos. Para un electrén libre la carga eléctrica es una magnitud cier-
ta; si se hace una medida de la carga eléctrica se encuentra siempre el
mismo resultado.

Si se toman los electrones con velocidad de médulo dado res-

pectd a un referencial particular, le corresponde un espacio de Hilbert

’ para el cual el méduloc de la vélocidad con respecto a este referencial
i es una magnitud cierta.
Pero en general, para un electrén, el médulo de la velocidad

no es ung magnitud cierta.

i) Partfcula elemental. Se dird que una particula es elemen-
tal si es ﬁe tipo univeréal ¥y si cada megnitud fisica de tipo universal
es clierta.

De acuerdo a esta definicién, serd evidentemente dificil ve-
fificar cqéndo uns particula es elemental, pues-seré,necesario verifi-

car que todas las magnitudes universales son ciertas,y para las part{-

_culas conocidas sélo hemos verificado que las magnitudes gue conocemos
son ciertas; pero.podria haber ademés otras magnitudes no conocidas ain

'y la particula dejaria de ser elemental.

(1)

Cuando decimos, por ejemplo, que un electrdén €S una par-

(1) Tomamos este eJjemplo ain cuando el electrdn no es una particula escg
(lar.
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ticula eleﬁental entendemos que la masa en reboso ¥ la carga eléctrica
que son magnitudes universales son.a la véz magnitudes c;ertas.'
| En cambio el médulo de la velocidad respecto ; un referen-
cial dqado y la masa en ﬁovimiento no, deéde el momento que no son mag-
nitudes universalegs.’

Pero si nos referimos a la Mecénica Clésica los cambios ‘de
un observador a otro no son los mismos, pues hay un espacio absoluto y
el médulo de 15 velocidad respecto a este absoluto es unﬁ magnitud de
tipo universal; y en'este caso el electrén dejarfa de ser una particu-
la elemental, Pues no tiene un médulo de la vélocidad que sea una mug-
nitud cierta. |

La particula elemental correspondiente seria un electrén de
velocidad de médulo dado.

Esta observacidn revela que la nocién de particula elemental
depende. del grupo considerado. )

Si En tiene, por ejemplo, una estructura muy rica (de tal

manera que el grupo se reduce a la identidad) cada particula elemental

tendria un espacio de Hilbert de una dimensién.

Hemos dicho que en la Mecdnica Clésica una particula elemen-
tal de tipo dado tiene una velocidad de médulo dado, cuando la particu-
la es libre. Pero si existe un campo exterior que actda sobre la pgrti—
cula. la velocidad cambia, lo que implica que dicha particula dejard de
ser elemental de un tipo dado y pasard a ser una particuls elemental de
'otfp tipo. ‘

En este caso la velocidad cambia continuamente por accidn

- del campo, y por comsiguiente habrd un cambio continuwo ea el tiempo del..

' tipo de particula elemental.




- 153 -

En la Mecdnica Cudntica, en cambio, hay otras caracterizacio-
nes de la particula gque no son, como en el caso anterior, caracteriza-
ciones continuas, :

R Por ejemyld, el hecho de ser electrdén o positrén es una cea-
racterigacidén discontrnoe de la particula. -

Se puede entonces pensar, por anslogis con el easb anterior,

que la accidn de un campo en la Mecdnica Cuéntica hard cambiar el tipo

de particula .elemental hacIeﬁdo'posible pasar, en forma discontinua, de

la creacién a la aniquilacidén de particulas como en el caso de la reac—

cidn

positrén + electrén — fotén

Para aclarar adn mds el concepto de particula elemental, plan

r

teemos la cueétién de definir una particula no elemental.

Fisicamente, un fotdén, un electrdén, por ejemplo, son particu-

' lgs elemen?ales; pero unsa particﬁla_no elemental no es un sistems de

dos particulés eleﬁentales. No se podria decir, por ejemplo, que el sis-
tegg &é un-;ie;;rén ¥ un fotdén es una particula no elemental y que un
prbtén‘solo esﬂuna'partfbpia elemental. No se trata de‘éllo.

Un sis¥e¢g\degdos particulas no es una particula no elemen~
%al, es un conjunto de dosxbarticulas elementales, lo cual no es 16 mis-
mo. Una'barticula elemental o no élemeﬁtal es siempre una particulé.

En efeéto, para el sistema ée dos particulas el univers? énfh

no es el mismo, pues en este caso la funcidn de ondas correspondiente

es el producto tensorial de las funciones de ondas de cada particuia y

esté definida entonces sobre el.producto E; x E de los universos res-

pectivos.
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Para tres particulas tendriamos como universo el producto

En X En b 4 En .

En conclusidén, un sistema:de varias particulas no tiene na-
da que ver con una particula no,elemental. Una particula no elemental
\sera'. siempre una particula.

éQué gignifica entonces el ser no elemental ?

Simplemente, que el espacio de Hilbert respectivo 76 y CoOn-
M tiene por lo menos dos subespacios %1 ¥y -%2 ortogonales, invarian-
tes por el grupo estructural.

Ji Puesto que hay por lo menos una magnitud X que tiene dos,
valores, esta magnitud se puede dividir en la unibén X, + X, -de dos

1 2

conjuntos extranjeros a los que les corresponden variedades propias ]61

, 76,

Cada uno de los subespacios % 1 Yy 7(2 2 puede definir o no

una particula elemental, pero define al menos una particula mis elemen-.

tal que la definida por % ¥ no se puede decir que la particula no e-

e

lemental de tipo definido por ]6 estd compuesta por dos pa.rt:’.culas de

i

P

los tipos definidos por %1- y ]é o Dues es falso.

Pero la particuls definida por ]é tiene la probabilidad de

ser de tipo definido por % 1 é ]é 2 después de una medicién.

Por ejemplo, consideremos los espacios de Hilbert del protéu’

y del electrdén. Son subespacios extranjeros, y por tanto su interseccién
es nula. Seria posible tomar la suma directa de estos espacios de Hil-
bert e introducir la norma correspondiente a la suma directa.

Tendri‘a.mos un espacio de Hilbert y la particula correspondien-

te serfa la particula electrdén o protén, de manera que si se hace una

medicidén, para un movimiento, hay una probabilidad de encontrar que sea
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un protén y una probabilidad, complementaria de la anterior, de encon-
trar que sea un electrdn.
~ Un ejemplo tomado de la Fisica, serfas el caso del nucleédn,

que puede ser protén o neutrdn.

Una partfcula no elementsl es entonces, una particula para
la cual pueda encontrarse una divisidén de la misma en particulas de ti-
pos més elementales, dg manera qué para cada una de esté.s hay pé.ra. un
movimiento. dado;\ unsg, p:.robabilidad de ser de un tipo u otro.

En el caso analizado mds arriba, de la particula definida por
](9, la fuhcién LV tiene proyecciones \Vl_ y \IJZ sobre %1 y\%z.

La Lirobé.bilidad para que una medicién aé, para un movimiento
dado, un reéﬁ]itado de tipo %l , €8 “\yl " 2 ¥ la probab;lidad_ parsa
que dé un regs'u‘ita.dq de tipo %2 y €8 " Yo “ 2, -

I -Esto se ve ‘fmuy bien en el cago de un electrén considerado en

el marco de la Mecdnica Cla':sica. A11f un electxfén no es uns part:(cula

elemental, pues no ‘tiene velocidad cierta respecto al espacio abs"oluto;

.ha;y, en cambio, para un movimiento dado, una reparticién de probabiii-

dad de las velocidades, siendq posibles todos los valores reales posi-
tivos. Hay, por lo tanto, une probabilidad para que el electrén sea del

¥ipo correspondiente a tal velocldad o a tal otra, y esta descomposi-

-cién da la probebilidad de que esta particula elemental sea 4¢ un *ipo

ain més. elemental.

En resumen: una particula no elemental no es el sistema de

_varias part{culas, esAuna particula que tiene varias probebilidades de

',ser, para cada movimiento, de tipos mds elementales.

Despuds de estas consideraciones, tratemos le ver de que ma~

nere sé tradice matemiticamente, €1 hecho que la partfcula ses elemental,
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Tomemoé para ello el subespacio de Hilbert ;ZB correspondien-
te a una particula y el grupo estructural &., y sed una representacién
unitaria de G en JRZ s €8 decir, sea una correspondencia que a cada e-
lemento de G asigna un operador unitario de JQ% , de tal nmanera que
al products de los elementos de G le corresponda ei producto de los
operadores, al inverso el invérso, ¥ al elemento unidad el operador uni-
dad,

.Recordemos gue una representacidén unitaria de un grupo &
en un espacio de Hilbert se dice irreducible si no existe subespacio
cerrado propio invariante.-

Ahora bien, decir que la particula es elemental es egquivalen—

te a decir .que la representacidén de G en }%; es irreducible.

En efecto, si la representacidn es reducible, significa que
hay un subespacio invariante., Pero si un éubespacio es invariante por
dh grupo unitario, el subespaci§ ortogonal es también invariante.

Existe entonces un sistema de dos subespacios cerrados or-
togonales,.ambos invariantes y por ip.tanto hay unaAdescomposicién es-
pectral que al vprimer valor le hace cofresponderfun subespacio, y al
segundo valor el segundo subespaclo.

Por consiguiente hay una magnitud f£isica de tipo universal
que no es cierta, pues tieme entonces dos valores. Tal magnitud es de
tipo universal, pues cada uno de los subespacios es invariante por el
grupo, peroc no puede ser cierta pues precisamente tiene dos wvalores.

. Entonces, si lé representaéién del grupo es reducible, hay
 por 1o menos una magnitud f£isica de tipo universal que no es cierta ¥y
por consiguiente la particula no es elemental.

Reciprocamente, si la particula no es elemental y hay por lo
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tanto una verdadera descomposicidn espectral (cuyo soporte no es un pun-
to), es posible encontrar dos subconjuntos Il‘l ¥y F2 de X, comple~
mentarios, tales que les correspondan sub:va.riedades propias de ]é q;l—é_:
son invariantes.

La representacidén del grupo serid por lo tanto reducible.

Podemos afirmar que hay equivalencia entre decir gque la repre-
sentacién de G en ]é es irreducible, y decir que cada magnitud fisi-
ca de tipo universal tiene wvalor cierto.

En relacién a esta idea, y con alcance mis genera:"l., demogtra-

remos el sigulente

Teorema. Hay equivalencia entre decir gue una particula, cuyo correspon--

diente subespacio invariante es }é »£8 elemental, y decir)gue para ca-
da particula "mds elemental", cuyo correspondiente subespacio invarian—
te_es %l (cada elemento G € ¢ gpera unitariamente en %1 psien~
. do ademés 76 1< % ) , se deba tener %l = % con norma propercio-

nal.
. Observemos que siempre existirdn subespacios méenores que /—'é .
‘que seré.:; los obtenidos multiplicando la normal. de ]é por u.na’éonstante
nmayor .que la unidad, pero serdn los 'ﬁn’icos, en el caso que nos ocupa.
Notemos también que el grupo opera unitariamente sobre los
subespaclios, es decir, se trata de particulas de tipo uﬁiversal.
El teorema dice entonces que, cada vez gue ]61 es uh esS-
pacio de Hilbert contenido en % con norma mads grande y también G-=in-
‘variante (es decir, el grupo ¢ opera unitariamente en %l) se tie-

ne % 1= ]é con norma ma'.é gran&e.
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de la Teoria de los Caracteres o de la Teorfa de los Convexos.

Demostremos ahora el.teorema enunciado.

I) Supongamos una particula no elemental, la representacidn del
grupo G no es entonces irreducible, pues hay por lo menos un subespa-
clo propio que es G-invariante. .

Por consiguiente_,,;no'.sélo hay un subespacio invariante con
ung norma mas grande, sino también un subespacio de Hilbert invariante
¥ por lo tanto un subéspacio invariante con la misma norma. A fortiori,
]& no es extremal.

Conclusidn: si la particula no es _'elementa.l ]é no es extre-

mal,

II) Supongamos que la particula es elemental. En virtud de la defi-
nicién de particula eleméntal, no habra',ﬂsubespacio propio cerrado con
la. misma norma gue: sea invariante, pero podrfa haber un subespacio de
Hilbert con norms més grande gque sea invariante.

Supongamos entonces que la i:art:’.cula. es elemental y que sea

Fo1< 70 - o

Vamos a mostrar que % 1 €8 el mismo que Jé ‘00N NOrmMa Pro-

" porcional. |
B Es evidente e;z el caso en que ]é 1 no es8 denso en }é ’

pues su adherencia también serd invariante, y serd por tanto un subes-
pacio propic invariante..

Pero s8i }é . 8 dénso, este razonamiento no es vdlido. Con-
sideraremos entonces el operador J .definido por la aplicacién idénjbi—

ca de %1 en %.

Este operador es continuo de %1 eﬁ]é pues la topologia

. )
R
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de ]él es mas fina que la de ]é .
Sea J* el adjunto, operador continuo de JO en %1 , de-

finido por la relecién

24.1 (%, q/l>761‘ =<¢, J ty1>76 ,

para V(bé]éivqjié%i . :
El segundo miembro de esta igualdad es igual a (4) ’ ‘~P1>

pues J es la inyeccién idéntica. Se tiene entonces.

<J*¢'q}l>%l=<¢ '.\P;|_>'76 ’

que constituye la caracterizacién de J* . Pero)puesto que % esta

1
contenido en ]é con norma més grande, un opera’.doz" de ]6 en % 1 de~
fine un operador de % en si mismo, que es simplementé el operador
B=J J%* obtenido por el prodi:.cto de la aplicacidn de % en % 1 ¥
la inyeccién candnica de % , e % .

El operador B estd definido de la manera siguiente:
¥pe o, sde foy.s
V¢ € % y ¥ qj'l € %1 ’

ge tiene

~

2.2 | '<B¢,’. Vi) %, = (‘3’!‘4’1?;.5

Se puede entonces decir que cada vez que tenemos un subespa-
. elo % , de % con to_polog:[-a méds fina, tenemos un operador de /6 en
% que tiene la propiedad 24.2 . o

Ademds, si % , es también invariante, significa que B es

invariante, lo cual puede ser escrito de la siguiente manera:
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YGec GBGs1-3

lo cual es cdasi intuitivo pues O deja invariante las configuraciones
de % y %I’*" pues operajc-unita-rfg.amenté sobre ambos, y por lo tanto
deja invariante el operador qué ge deduce de estas configuraciones.

Veamos esto mismo en detalle. Consideremos la expresidn
. 1 .
24.3 G BG | Yy ;
3 W.d?_l 7%

tiene sentido, pues si Cp € %, es 5_14) e o ; 1a imagen de este
dltimo por B estd en %l '3 pero O deja ]él invariante, es de-
cir, G B 6_14; € %l . E1 producto escalar 24.3 tiere asf un sen-

tido preciso.

"Pero 24.3 “se—puede escribir de otra ﬂxa,néi:é. pasando O del

primer elemento al segundo, teniendo en cuenta que O es unitario en

% 1 ¥ le definicién de B

S mm =1y | -1 =1 -1

24.4 {367 | o k|/1>761—<6 $r 6 Y,
Pero como 6_1 es unitario en ]é , Se tiene que 24.4 es

igual a

24.5 (P, Wl>7(a - (3¢, \Vl)%l ,

nuevamente en virtud de la definicién de B ..
Comparando 24.3 con el segundo miembro de 24.5 vemos que

G B 6-]"(‘5 es un elemento que tiene para cada ‘Pl de %1 el mis-

mo producto escalar que B d) s lo cual pruéba que ambos elementos son

iguales, y por consiguiente

GBG Lt=38
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Si tenemos entonces un espacio 5451:4 ;kz en el sentido e-
nunciz@o mds arriba, tenemos en consecuencia un operador continuo de JR;
en si mismo que conmuta con los operadores de G . '

Pero es conocido el siguiente teorema de las representacio-

nes irréducibles.

reorems. En una representacién unitaria irreducible de un grupo G _en '
uﬁ espacio de'Hilber'EI todo operador que conmuta con los elementos del
grupo es proporcional a la identidad, es decir, es una homotecia.

Es evidente, pues si el operador es hermitiano, tiene una
déscomposicién espectral. Si es ademds invariante por & su descompo-
sicién espectral es también invariante; pero:no hay subvaried;d inva-

_riante¢ excepto cero y el espacio entero pues la representacién es irre-
ducible.

No hay, por lo tanto, otras variedades espectrales que cero
¥y el espacio entero y por consiguiente el operador es un escalar.

En otros términos, todo operador hermitiano que commuta con
el grupo es un escalar.

Si el operador no es hermitiano tiene en cambio una descom=-
posicidn candnice de la forma M + iN , donde M y N son hermitianos
y si el operador conmuta con el grupo también conmutan M y N y en
virtud del razonamiento anterior, ambos son escalares.

En conclusidn, el operador es un escalar.

Volviendo ahora al operador B podemos escribir
B= AI ,

donde h. es un escalar e I el operador identidad.- Como consecuencia

obtenemos que los elementos B CP son de la forma A(b Yy pertenecen a
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%l y ¥ por lo tanto ]é 1 es el espacio ]é entero.

Volviendo a 24.5 , podemos escribir

e ALY L8V

esta relacidén prueba que el producto escalar en /76 1 es proporcional
al producto escalar en % .

Ahora biéh, conocemos la manera de pasar de los es_pa.cios de-
Hilbert a los mieleos‘, lo cual nos permite emmcia;r esta Ultima propie-

dad de la manera siguiente.

La condicidn necesaria y suficiente para que una garticula
sea elemental es gque su micleo asocizdo Kx E sea G-elemental.
. . ]

Definamos qué se entiende por ndcleo G-elemental.

Un ndcleo Kx E seréd G-elemental si para cada nife&'e;n EI 2
*

también invariante por el grupo G ¥y que satisface la condicién Kl{Kx g s
. s

se tiene que Kl es proporcional & K

X, *
f]na particula es entonces elen?ental si y sdlo si sﬁ nicleo
asociado es extremal, entendiéndo por elle el hecho que fodo étro i~
cleo mayorado por el primero, en el sentido de la estructura de. orden
¥y que es inva.riante por el grupo, €8 proporcional =21 primero.
Supongamos ahox:a que En sea un espacio affin y G wun sub-
grupo del grupo afin que contenga las traslaciones y que conserve los

voldmenes.

Sabemos que el nidcleo Kx g se puede representar entonces
?

por ung distribucién H-—> definida en el espacio vectorial asociado

x=~§

—

En~ , de tipo posi"ai.vo e invariante por el grupo G .

Una particule serd entonces elemental si y sdélo si la distri-

: —
bucibn de tipo positivo H definida en En es extremal, entendiendo
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-

—

por*ella el hecho que toda distribucidn de tipo positivo en En ‘mayo-
rada por H , en el sentido de 1la defizjicic’m de tipo positivo y G-inva-
riente, es proporcional a H .

Podemos aplicar azhora la transformacidén de Fourier y obtene-
mos finslmente; teniendo en cuenva lo visto anteriormente, el signiente
resultaci-o:

a cada particula elemental escalar estd asociads, de manera
inica, una medida /..b positiva, temperada definida en ‘En ,:-inva.rian-
te y que €s extremal en el siguiente senﬁdo: paras cada }41 mayora'da.

- L ot
por /.b s en el sentido de las medidas positivas y G-invariante se tienes

})‘1 = C,. /,L
Ejemplo. Si G es el grupo dé 1las trasla.cienes,‘ G es entonces la ‘:!.den-
tidad ¥ las medidas extremales son las medidas de Dirac definidas enm E .
En-este caso las distribuciones de tipo positivo elementa.les

P
en -En s 8on 1os cara:e'beres, es decir, las eprnencia.les.
Los espacios de ‘Hilbert }6 corres;pondientes son espaclos de

una dimensidn que representan pa:;t:'.culas de velocidad con_stante.

Nuestro problema serd ahora el siguiente. Sea ‘un ‘espa~

.
. En
cio vectorial (en particular el espacio dual del espacio E -asoclado
L = ’ . Vs - -
a En’ ). Sea G un subgrupo del grupo lineal de E' que’ conaerva. 108'
voldmenes. Encontrar todas las medidas /J« 20 tempera.das sobre E
que son G-extremales, es decir, tales qué toda medida .,,u.-l pqsitiva. G—:I.n-

variante ¥ mayorada por /UJ sea proporcional a /.b .
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‘Demostraremos ahora el siguiente

Teorema. Sea X .un espaeié localmente compacto con una base numerable
| (1)

de_abiertos . Sea G un grupo de homeomorfismos de X ; entonces,

gl la medida }A, 20 es extremal, tiene su soporte en la adherencia

de una sols drbita.

Observemos que no puede decirse en general que LL tiene su

7
soporte en una sola dSrbita.
P,

Por ejemplo, en el caso E4. con el grupo de Lorentz, el co-
no de luz sin el origen és una érbita, pero una medida no puede tenew
como soporte el cono sin origen; tendrd que tener como soporte el conmo

con el origen, es decir, la adherencia de la Srbita mencionada.

Dembstraci(Sn. Sea M el soporte de /A/ ¥ sea un ;puntc; a M . Razona-
Temos 83610 s.obre M como si X no existiera, es decir, haremos X = M,
dado que M debe ser unas unidn de Srbitas, pues /Lb es invariante; &
opera sobi*.e M Yy podemos entonces restringirnos a M,

sea UV una vecindad de a sobre M , Como g pertenece al
soporte ello significa que cada vecindad de a tieme respecto a /.b unsa
medida estrictamente positiva. ) _

Tomemos €1 saturado 7/} de V', unién de todas las Srbitas
que contienen puntos de v '; serd un.-conjunto éb;erto de M dado gue

"e8 una unidén de abiertos.

(1) Recordemos que una base de abiertos es un sistema de conjuntos abier-
tos tales que cada gblerto-del espacio es una unién de conjuntos_de
la base. Tal'es el caso de los espacios usuales y en particulaer E_;
basta toma:r en tal caso las bolas de radio racional con centros

en los puntos de coordenadas ‘raclonales.
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~

Veamos que UV’ contiene casi toda la medida /bbjo lo que es
" equivalente, su complemento tiene medida nula respecto a ;JJ . 5i no
fuera asi serfa posible dividir a M en la unidén de dos conjuntos: i}:
¥ su complemento; cada uno de ellos es G-invariante y de medida dife-
rente de ceroj por lo tanto la medida obtenida por restriceidn de/Lb a
uno de estos conjuntos seria una medida mayorada por'}i. ¥ no propor-
cional a }A, , lo cual es imposible, pues‘/lz es extremal.

Por consiguiente,‘z; contiene casi toda la medida W .
Esto es verdadero para cada ’L7 sy Pero si hay una b;ss nuae-
rable de abiertos el punto a +tiene una base numeraﬁle de vecindades
—
’

L] N
171, 1fé,....., Lf',... cuyos sagturados 'Uyl L}é,....., 1);,... son

fn
tales que sus respectivos complementarios tienen medida nula, y como
une unidén numerable dé conjuntos de medida nula es de medida nula, la

N
unidén de los complementarios de 1)Jn' tiene medida nula.

En otros términos, la interseccidn de todos los :E;n es ca~-
81 todo M . Se puede poner que casi todos los puntes X € M pertene.
. e~ ~
cen g f:]?}i » Pero el hecho que X € 12; , Significa que la 6rbita
que pasa por X contiene puntos en.'UV# , e8 decir, contiene puntos en
todas las vecindades de g ; dicho de ofro modo: para casi todo X 1la
érbita que pasa pbr x es-adhierente a a . (Observar que el conjunto
excepcional de medida nula depende de g ). Esta propiedad es verdadera
para cade & , pero como hay una base numerable de abiertbs, existe en
X un conjunto numerable y denso B 18ogececcrBgece para obtener el
cual es suficiente tomar uwn punto en cada elemento de la base de-abier-
tos.

De esta manera, para casi todo x 1la 6rbita que pasa por é1

‘es adherente a a, ; para casi todo Xx 1la drbita que pasa por é1 es.adhe-
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rente a a, ¥ aes{ sucesivamente hasta a.n s ete.

Ello equivale & la existencia de una :I:nfinidad numerable de
condiciones y por 1lo ta.iﬁ:o puede decirse que para casi todo X 4-la 6i'-
bita que pasa por ‘X es a.dherenté a todos los a, lo cual significa
que para casi todos los puntos X la érbita que pasa por X es densa.

Tomaremos una propiedad més débil, a saber, e?ziste un x de
M tal gue la ‘orbita gque pasa por X es densa.

En otros términos, el soporte de M est{ contenido en la
adherencia de una 6rbi*l;a, q.e.d.

Es posible encontrar una érbita cuya adherencia es exacté.men-
té el soporte de la medide.

E.n"cAonclusién. Podemos dgéir .que cada vez .que, X céntiene
-. une. base numerable de abieri:o's_, ung medida G—invé.riante es/ extremal sé-

lo si su soporte estd contenido en la adherencia de una séla érbita. -

26, E1 esga.dib afin En Yy el grupo oi‘togona.l frele.tivo a una forma cua-

drética.

Al espacio afin En '1ke -asignaremos shora una forma cp.adré-'
tica fundamental, es decir, una forma bilineal smétrica obtenida con
el producto escé;lar de ‘dos elementos ? ’ ? del espaecio vectorial aso-
ciade.

Esta forma la nmotaremos con

'26.1 O (El .
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. . -] — ) -2
Para abreviar reemplazaremos la expresidn (xl X) por x .
Ahora bien, es sabido que una forma bilineal no degenerada

‘ —
define un isomorfismo ?)/ del espacio En

‘- .
sobre En ; ¥ reciprocamente,
todo isomorfismo de En sobre su dual En y define canénicamente una
forma bilineal no degenerada sobre el espacio vectorial En y en virtud

de la siguiente relacién

26.2 (AFT>= ED
-3
en el segundo miembro se tiene la forma bilineal sobre En s en el pri-

— L ]
meréd ¥ X es un elemento del espacio dual En y se tiene el producto

—_ .
escalar de dualidad entre un elemento del espacio En ¥ un elemento de
su dual.

Esta expresién define Y-x', elemento del espacio dual; ¥y

: — -

por consiguiente define una aplicacidn X de En sobre En que es
un isomorfismo si la forma bilineal dada no es degenerada.

La expresidn 26.2 ,.puede ser escrita, si la forma €s simé?
trica, de la sigaiente manera: LESH R

Pero si b’ es un isomorfismo del espacio vectorial sobre su
dual, trdnsporta toda la g_stmqtura de E-n a una estructura de En ¥y
en particular transporta la forma cuadritica. Hay entonces, otra forma
c‘uad_rética sobre el dual definida por transporte de estructura que se
liams la forma cuadrdtica adjunta de la dada.

Su definicién es la siguiente. Si p,q eEn , 8e tiene

263 G-ty |yt
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—>
escalar en 'En .
Por definicién de 2{ » el segund¢ miembro de 26.3 puede

ponerse
]l < -— -] (1)
26.4 Y P.1)=(?, ¥ a) _
Las igualdades 26.3 y 26.4 pueden escribirse, con otras
letras, de la siguiente wnanera

D) =% =<2 d>={27D .

Esta férmula se interpreta en fisica diciendo que en el ter-
cero y cuarto miembro se tiene un producto escalar de dualidad que es
una expresidn del fipo :%;,ajbj con todos los signos + ; en los dos
primeros miembros hay en cambio una suma con signos - ¥y + que depen-

den de la signatura.

~ Sea ahora G el grupo ortogonal relativo a la forma cuadrd-
ticaen E_ .
n
—p
Un operador de En se llama ortogonal si comnserva la forma
cuadrdtica. Un operador afin sobre En se llama ortogonal afin, si el

—_—
operador asociado en el espacio vectorial En conserva la forma cuadrd-

+tica. En el caso particular de E4 con una forma de signatura (3;31) ,

(l) . — gl - — -
Conviene poner, para cada x € E_ , x = ¥ x € E_ . Es decir, con

la misma letra y una "flecha" o ulla "coflecha" desggnareMQs dos ele-
mentos: uno del espacio y otro del dual en correspondencia por Y .
Es lo que en Fisica se llaman las coordenadas covariantes y contra-
variantes de un vector. El nuestro es otro lenguaje; es mejor deecir
que un vector en un espacio tiene coordenadas respecto a una base,
que coinciden con las coordenadas contravariantes de la Fisica,y el
mismo vector tiene una imagen en el dual cuyas coordenadas, respec-
ﬁ; a una base dual coinciden con las coordenadas covariantes de la
Pigica. )
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el grupo mencionado es el grupo de Lorentz.

-—

—
Sean G y G el grupo asociado a G ¥y su contragrediente.

—

Aclaremos desde ya una posible ambigiedad. Si tomamos G € G
- -—

hay para O € G dos interpretaciones posibles. Primera: la definicién

pay t =2-1
ya dada en 23.3 a saber, O = (O y €3 decir, el contragrediente
—
de © . Segunda: como tenemos una forma cuadritica que transporta toda

— —-— -
estructura de En sobre su dual En s O podrias significar el trans-
formado de 6. por el isomorfismo X definidq por la forma cuadrdtica,
es decir, 5 = 2{63 b’-l .

En general ambos son diferentes. Pero si O es un operader

ortogonal,los dos operadores recién mencionados son iguales

En efecto, Se tiene para el primero:

26.5 4 6‘1“" "">= 35D

— .
pero si QO es ortogonal, coaserva la forma cuadriatica; hay que trans—

portar por X y .2l primer miembro de 26.5 da
26.6 -1t ‘-1‘- =-1 -1 t*-14-|--
. Y rGF e =BTyt EE D .,

pues el primer miembro es el producto escalar definido por la forma cua-
- —

drdtica y en el segundo se ha pasado O al primer elemento, puesto que
e o

O conserva l1a forma cuadrdtica.

El segundo miembro de 26.5 se puede poner, transportando

por ¥
26,7 5 .

Comparando 26.6 y 26.7 resulta que los productos escala-

Tes son iguales para cada —x’. Los primerbs elementos son iguales para



- 170 -~

cada 1; ¥y por lo tanto se obtiene
26.8 -1 X_l tTs-1 _ b/-l

0 bien

'b,-'—l t6-1_= 6 X-l
XG‘X‘I q.e.d.

—r

" Veamos ahora que si O € ? es ortogonal, ‘6 e"a es or-
'I:ogonal respecto a la forma cuadrdtica adjunta.

Ello es evidente pues la forma. cuadratica. adjunta se obtiene

de la forma cuadrdtica dada mediante ,e; transporte de estructura debi-
_— —r—

do a X s 'Y hemos visto que precisamente 6 se obtiene de O por el

transporte de-est__ructura debido a X . .Es decir, X 'bx'-anspox"'i:a,ftodo,

la forma cuadrdtica yun dperador que 'l-a conserva, los cuales se con-

vierten enguna form cuadrédtica y un operador que la conserva, respec-—

tivamente. -

Por consiguiente, el- transformado del grupo ortogonal estd
contenido en gi gr_t'}po ortogonal de la transfoz;mada; ello significa que-
si —G’ es el grupo. ortogonal de la forma cuadrdtica, T es el grupo
ox;togonal de la forma cuadrética ad junta.

—_

a) Introduccién de coordenadas. Tomemos en E, una base or-
,tonormal con respecto a la forma cua.dratica dada.

S5i los vectores x ’ y tienen como coordenadas xl,xz,...,x

e: yl,;2,...,yn respectivamente, el producto escalar de dichos. vecto-

res se escribei




_fl']l -

n
26.9 (x|y) = Z gj x;i yj

donde E';] =+ 1 . El nimero de los +1 y -1 da la signatura de 1la
forme cuadritica.

‘-

En 1la base dual el producto escalar de dos vectores p , Q

se escribe en forma andloga

26.10 $Jp; -i €5 Py qj

. —
Pero observemos que: X, son las coordenadas del veetor x

—

respecto a la base inicial del espacio E_ ; la imagen de X por Y es.

L ]
X , ¥ sus coordenadas son 'Ej x; en la base dual de la base inicial

¥ no en lg base transportada por br y pues el transportado del vectorJ
X ,tiene en la base transportada, exactamente las mismas coordenadas

—
xj que el vector inicial x .

Is lo que se acostumbra a hacer en Fisica donde se conside~

-

ran las coordenadas contravariantes y covariantes de un vector que son

—

en realidaF las coordenadas de un vector en la base del espacio En
¥ las coor%enadas ‘de su imagen en el espacio dual E en la base dual
de la iniecial, resPectivamente.

’ Lo tomarenos eﬁ%onces, como regle general. Es decir, tomare-
nos siempré la bhase dual en el espacio dual 'y no la transportada. No se-
rig Gonvagiente tomar en el espacio dual 1la base dual en el caso de un
espacio vectqfiél,fcomo se hace en general, y la base transportada en
el paéo en que se tiene una forma cuadrdtica, pues de esta manera las

vférmulas generales de los espacios vectoriales no seguirian siendo las

mismas, en el caso particular de tener una forma cuadrdtica.
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b) La transformada dé Fourier.

En 18 hemos visto que la transformada de Fourier se define

como
26.11 g(®) = 'ge'zmc‘"’) £(X) aF

que tiene séntido si existe un elemento de volumen. Pero en este caso
esta condicidn se cumple puee hay una forma cuadrdtica que permite de~
finir dieho elemento de volumen.
: La expresidn (‘x’,‘f} en la exponencial significa el produc-
—

to escalar de dualidad. Si se toma una base en En Y la base dusl en

. - )
el dual En se tiene
26-12 <—.X’,‘f)>= xlpl + X2p2 + oce0ee + xnpn .

Observecidn. Los fisicos escribeﬁ la transformads de Fourier j£ , en
el caso particular del grupo de Lorentz, éon nn signo menos en el dlti-~
mo término de la expresidn 26;12 » lo cual constituye una verdgderg’
transgresién a las reglas generales que conviene observar en los cédlcu-
los.

En efectoy el signo menos significa que en lugar de conside-

—
rar a ; como una transformacidn entre una distribucidn en En ¥ una

- —p
distribucidn en el dual En s Se regresa al espacio En por el isomor-

fismo 8'-1 ¥y se considera que _f £(X) es una funcién g(¥) en el

mismo espacio, definida por
. 7= | =% ’
26.13 g(y) = Ie*ﬁr(x , V) o

relacidén en la que figura la forma cuadrdtics (§'r§) en la exponen-

cial, y por consiguiente hay que hacer aparecer la signatura, que en el
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caso de Lorentz contlene unﬁsolo signo nmenos.

La- consecuencia inmediata de tal procedimiento es que'tpda; N
las férmmlas que sirven en el casc general en que no seAtiene forms cua- .
drédtica, no sirven para este caso particuiar Y hay que rehacerlas.

Ademds ello estd en contradiccién con la distincién que se

hace en la Fisica entre el espacio de configuracidén y el de los impul-

— e
-80S, pues X e Yy pertenecen al mismo espacio; pero se considera que

X pertenece g; espacio de configuracidn e E;' al espacio de los 1mpul;
s@s, lo cual significa que en realidad se tiene en cuenta el punto de
vista. general pero,sin-decirlo, se identifiea'el espacio de los impul-
sos al de configuracién, introduciendo asi la forma cuadrdtica.
Nosotros usaremos la transforma@a de Fourier en ia forma da-

da para el caso general, pero digamos, para terminar, que lay en reali-

"dad algunos cascs particulares en los cuales Esté permifid@'y”ee adn
indispensable identificar los dos espacios.

Por ejemplo, si tomamos jc sobre el mismo espacio con la

- 7 .

‘forma‘cuadrética, f: se convierte en un operador unitario en L2 que
tiene variedadeé espectrales; o bien, si se buscan las distribuciones .
o funciones que son iguales a su transformada de Fourier, es claro que
conviene que ambas estén en el mismo espacio. Pero son casos muy parti-

~

culares.,

c) E1 elemento de volumen dp .

A . —-
Si hay un elemento de volumen  dx sobre En hemos visto
. , - -
que hay también un elemento de volumen .dp sobre Eh .
Este dltimo se puede calcular dé tres maneras distintas que

den el mismo resultado, a saber:
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1) (ﬁ; estd asociado a 4%  en general sin intervencidn de ninguna

forma cuadritica, como lo hemos visto en 18 .

II‘) d?p; es el transportado de dx por el isomorfismo X que depen-

de de la forma cuadritica-

- IT' ) Siendo d% el elemento de volumen asociado & la forma cuadrd-

—_ -
tica sobre En s dp no es otro que el elemento de volumen aso-

P -

ciado a la forma cuadrdtica adjunta sobre E -

27. Caso particular: E4 con forma cuadrdtica de signatura (331).

—
En una base ortogonal de E4 el producto escalar de un vec-

-tor. por si mismo se escribe

82=(;r§)=x§+x§+xz—x§

3 x =c¢t ; t = tiempo

s

Una base ortogonal de este 'tipo es 1o que se llama un refe-
rgncia,l de Lorentz.
g En el espacio dusal. ‘E4 ¢ tendremos
-2 e 2 2. 2 2
"= @|®) =p] +5,+ Py =P, -
G es ahora el grupo de Lorentz 1nhomogéne'o, es decir, el
grupo de los operadores afines que conservan la forma cuadrdtica.

Formamos después G y G 3 G esel grupo de operadores
{ . )

- lineales que conservan la forma cuadratica, y G el grupo de los ope-

radores contragredientes.
Nuestro problema general es buscar sobre E 4 las medidas
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1}).) 0. E—inva.riantes ¥ extremales.

Hembs visto que el\soporte de‘uya medida }J, de tal natura- .
':leza, estd coﬁtgnido,en la adhérencia'de una sola érbita.

_Ana;?eemos, en primer lugar, 1gs érbitas en el caso del gru-
po de Lorentz. _

- . -—
Es conocido que hay cuatro categorias de érbitas en E4 y 8

Saber:

12 categorfa, Estd dada por los hiperboloides de &os napas., La ecnacién

de estos hiperboloides es

Si se considera el grupo de Lorentz entero, una érbita estd

compuesta por las dos napas del hiperboloide.

28 Categorfa..Esté dada por los hiperboloides de una napa de ecuacidn

p2 - k2

3% Categorfa, El cono de luz entero, sin el origen

P2 =0

42 Categorfa. El origen, que constituye una Orbita singular.

<

28. Las.distribuciones invariantes por el grupo de Lorentz.

(1)

Methée ha enéontrado una-expresién de las distribuciones

(1) Loc. cit.
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invariantes por el grupo de Lorentz entero.

En este pardgrafo recordaremos esos resultados. Hagamos

' 2 e 2 2 2 2
28.1 vep = (pl p) = Py + Py + oo + B 1= P

en una base ortoacrmal.
Si consideramos ahora una funcidén f(v) de la variable real
v , ¥y reemplazamos Vv por p2 obtenemos una funcidén de p , f(p2) que
es Lorentz-invariante, pues lo es p2 . .
Tratemos shora de generalizar el pasaje de £(v) a f(p‘)-
para una distribucidn. -
Sea I una distribucién definida sobre la recta real R .
Queremos ver si al reemplazar v por p2 obtenemos una distridbuciodn
Tpaj definida en E_ . _.
Ello no es posible sin algunas restricciones. Si Tv estd
definida sobre toda la recta R , es decir, si T € D(R) , s6lo es
posible definir TP2 en el coﬁplementario del origen O de 'E; , €8
decir, Tp2 € 59,(5;— 0) pues hay una complicacién en el origen O .
| Para obtener tal definicidn utilizaremos el mismo prihcipio
utilizado en el caso de la definicidn de HxTE en 14 ,

Razonaremos de la siguiente manera. Si hay una aplicaciédn

F'm) —P'E - o)

que sea continua con la topologia de las distribuciones, y tal que pa-
ra cada funcidn continua £(v) se obtenga f(pz) , esta aplicacidn es
dnica. Pues, en efecfo, basta *conocerla en un subespacio denso deSéQR)
¥ las funciones continuas’'de una variable real forman tal subespacilo

denso.
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Se podrd obtener entonces por un proceSO-particnlar ocual-
qniera ‘¥ serd independiente de este proceso. (cf. 145 I y II)

Para efet_tua.rlo tomemos una Jna.se en E ..Sea 8 € E wn
.punto de QO ’ complemento del origen, Hay una vecindad de & -suficien-
temente pequefia tal que en ellq,gé pueden tomar como coordenadas yniver—
sales locales (n - 1) de los », ¥ la coordenada v ; es decir, toma-

remos de lugar de las coordenadas.
pl’p2”"”P1‘1-l’Pn ?
las nuevas coordenadas

s V
n-1

P, 1D, seceeyP
Vl V2 y

Podemos ahora reordenar las segundas de manera de tener las
mismas que las primeras excepto Vv que corresponderd a una cierta p

. Va
Se tiene entonces el Jacobiano de las nuevas variableg respecto a las

primeras

1 o .‘.'............... 0

0 1_.-0.'---00000-0.0?0

a(P 1P, seeeyP y V) . -
v v - G0 eGP eO0s s e GO PBRPROROISNOEBOOBBORPEEPOSDS
) a (Plipzi"""!pn_ltp) aav g dess gv s e gv
o A P\'n 2, |
0- -»o [EEEEEENEANNNRSENNNNJ 1

+ dv + .
= ]
5Pvn Yn
gue muestra que se podfa hacer tal cambio de coordenadas s‘izﬁi‘:'hay' una vee

cindad de a donde una por lo menos de las derivadas parciasles respec-
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to de v es diferente de cero.
Pero las derivadas parciales de v respecto de las primeras
coordenadas son nulas s8lo en el origen 0 ; por consiguiente, fuera

del origen hay puntos en los cuales-una de tales derivadas parciales

7~ ho -¢8 nhula, de lo que se“deduce que hay’ uns ‘vecindad’ donde podrén in-

““troducirse las coordenadas lodales arriba mencionadas.

Veamos ahora como se escribe el valor de la funcién f(bz)

'sobre un elemento CP& D (En) . Serd

28.3 f(pz)(?) = g ff(pz)?(pl.pz,---.pn) dp,8p,...dp .

Como cada punto a tiene una vecindad del tipo introducido
méds arriba, es posible hacer un recubrimiento de C 0 gPor un conjunto

numerable de abiertos {2 i> de manera que cada Q tenga las mismas

i

propiedades que la. vecindad de cada a ; se podrd tomar ademds una par-

‘se tendrd para 28.4 : .

ticién de la unidad o 4 » subordinada a este recubrimiento, con lo cual
28.3 puede pone.se:
26.4 > g....fo( (027 P (2) ap

i
donde en lugar de PysPyreceesp, 86 hae puesto p y 4p en lugar de
d.pl,dpa,....,dpn . La suma ,28.4 es tinita pues CP tisne un sop@té
compa;cto en CO y 26lo un ndmero finito de los o 4 Son en conseouen-
cia diferentes de cero sobre el soporte de @ .

Tomemos en cada Q ; les nuevas coordenadas

B¢ 'V 3

yl"pv2,¢0..’P

vn-l

N 3 @*
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dp " dp. ....dD av

. v, Y Y
28.5 Z[---fo(‘i(P) £(v) @ (p) —2—2—= 07l

i 2| p l
Vn

pues, en virtud de 28.2

dp = dpldpz...dpn =

Ia expresién 28.5 se puede escribir entonces

dpy ses dg)
i 2|P ‘
Vn

> jf(v)(b. (v) av .
i +
Ademds p se puede expresar mediante las'goordenadas
pvl,...,ﬁvn_l,v , de manera queAla_integral mﬁ%fiplenAue'figura en 28.6
es la integral (n-1)-uple que hemos llamado q>i(v) .
x Las funciones (Pi(v) son indefinidamente diferentiables
con soporte compacto, pues io son las funciones CKijﬁ q?(p) ; i se
infegra réépecto de todas las variables excepto v , se obtienen fun-
,éiones de v, 1ndefinidamepte diferenciasble con soporte compacto.
El razonamiéptq es andlogo al caso del producto fensorialf

()

. de distribuqiones

Pasemos ahora a la generalizacidn.correspondiente al caso

de una distribucidn.

51 - Tv es una distribucidén sobre .R., definiremos el valor

1) 55,1 §5.
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de Tpg sobre una funcidn CP (p) , cuyo soporte no contenga el origen,

de la siguiente manera: 3"

d ..Ild
Pv B

y ¥
28. 7 Tpaup(p))=;mv<j...jo<i(p)<p<p) el
f P
| "

e

= g Tv(¢i(v))

Ia relacién 28.7 muestra que la distribucién Tpg e_st?
bien definida. Ademds, se puede ver que si Tv—>0 sn 9’ ®) ,

752 —0 en 9’(5; -0). |

En efecto, supongamos que ¢ (p) aqueda acotada en 9 (i-n) .
Entonces la funcién CP i(v) , elemento de 9 v ! definida por la inte~
gral sobre la superficie del hiperboloide queda también acotada, y e.omo
T, 0 , los nimeros Tv(CPi(v)) tienden a cero uniformemente, y t;m-
bién su suma Zi 3 por consiguiente: sz(CP(p))—»o uniformemente,
para "P (p) acotada en 9 (i-n) ; en definitiva sz —0.

21 proceso particular que hemos desarrollado para definir sz
no aparece como un proceso intrinseco, pues aparentemente depende de la
eleceldn de 14 base del recubrimiento en CO y de la particidén de la
unidad, .

Ffero observemos que consiste en una aplicac16n> continua de
9’(‘3)“ en 9 /(E;l- 0) tal,que se verifice para las funciones continuas.

Por consiguiente, cualquier otro proceso que se emplee para
definirla llevard al mismo resultado de acuerdo a lo que hemos dicho mds
arriba.

Hay otra dificultad: no se ve de inmediato que el resultado

as{ obtenido sea Lorentz-invariante, pues si se hace una transformacién

de Lorentz, se transforma completamente todo el proceso de definieidn.




-181 -

Pero se ve razonando por continuidad. Pues si Tv -e3 una
distribucidén en R , se puede expresar por un limite, en el sentido de
las distribuciones, de funciones continuas o indefinidamente diferen-
ciables f£(v) , en virtud de la regularizacidh de Tv .

Pero en virtud de 1la continuidad,.TPZ serd el limite de
fn(pz) , en el sentido de las distribuciones, y como las funciones
fn(pz) son Lorentz invariantes, también lo serd sz .

Se puede ver también de la siguiente manera. Si hacemos una

transformacidn de Lorentz obtenemos una nueva correspondencia
D) —PDE - 0)

que es también continua y que para las funciones continuas coincide con

1a:9peracién definida; por consiguieéente obtenemos la misha oper§9ién,

lo cual significa que cada sz es Lorentz-invariante. ~
Methée ha demostrado que de esta manera se obtienen todas

las distribuciocnes Lorentz-invariantes en CO . b

]

29, Las medidas minimales en el caso del grupo de Lorentz.

-t

~

Consideremos el grupo de Lorentz entero.

a) Orbita de 1% categoria. Hiperbeloide de dos napas de ecual

b

cién p2 = - ¥ . (cfr. 27) .
- . Busquemos la forma de la medida }Az)&) con soporte en es-

te hiperboloide y Lorentz-invariante.
Sabemos que tuera del origem 0 , debe tener la forma} Tp2 H

+

pero, por otra parte, sz corresponde a una 8istribucidn sobre R con
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soporte en el punto v = - ﬁz s ¥ son conocidas todas las distribucio-
nes con soporte puntual en R ; tales distribuciones son e¢ombinaciones
lineales de la medida de Dirac y sus derivadas.

fero buscamos justamente una medida ¥y no una distribucidn
cualquieras; Tv debe ser entonces una medida puntual positiva y, a me~
nos de un factor, hay una sola medida positiva que tenga como soporte
el punto v = = M2 .

Tal medida es la medida de Dirac en dicho punto que notare

mos con el sfmbolo 5 v+ 31'2 , ¥ que estd definida por

29.1 S yu (P = @ab) .

En definitiva, la tnica medida positiva que tiene su sopor-
te en el hiperbvoloide considerado es, a menos de un factor, 8 p242
definida en CO . Pero si M £ O , no hay, como hemos dicho, dificul- -
tad en el origen O .

En efecto, se podrd definir esta distribucidn por "acopla-

(1) , teniendo en cuenta que la distribucidn definida

miento de partes"
" por 3 p2+M2 en CO y 1la distribucidn igual a cero en el complemen-
tario del hiperboloide coinciden en la interseccidén de ambos abiertos;

queda asi definida una distribucidén en todo el espacio.

Conclusién. Toda medida /.L>,O , cuyo sororte estd contenido en el hi-
perboloide p2 = - M2 tiene la forma °5p2+l[2 , donde ¢ es una cons-
tante positiva.

Bay un enunciado reciproco general, que no hemos probado, a

(1) ‘!.';_D.I. ch. I pag.26. Principe de nrecollement des morceaux".
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saber: si una medida /~/‘v>/0 tiene su soporte en una séla Srbita es ne-
cesariamente extremal. Para &1 caso particular que nos ocupa la medida

es necesariamente minimal.

b) Grbita de 2% categorfa. Hiperboloide de una napa de ecua-

En este caso 1la medida /_,b tiene por expresidn

g pe- k2

Pero este caso no tiene, como lo veremos, interés en Fisica.

c) Orbita de 32 catezoria. Como de luz de ecuacién p2 =0,

Hay una dlflcultad, pues tendriamos }J— (S pz q_ue proviene
de 6 con soporte =:n v=0, ya esta Wltima le corresponde una dis-
tribucidén definida en CO de En s de acuerdo al resultado de Methée,
perowc';,ue no estd definida a priori en el origen mismo, ¥ que no se pue-
de prolongar immediatamente. |

Siguiendo a Methée, consideremos las distribuciones sobre los
hiperboloides p2 =3 & , definidas en el espacio entero.

Tomemos la distribucidn sz +g ¥ veamos si existe limite
de égta cuando & —0 .,

Se demuestra que este limite existe y se llama por definicidn
5 02 definida en el espacio entero.

Este limite es ademds Lorentz-invariante pues lo es 8 2+5 H
tiene su soporte en el cono de luz ¥y es minimalj; pues sl hay otra medi-

da positiva gue sea mayorada por ella, debe ser mayorada también fuera

del origen, debe ser entonces proporcional a 8 pg fuers de¢l origen y
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por lo tantc es proporcional a (SI@ en el espacio entero con el agre-
g_a:doJ tal vez, de una masa puntual en el origen; ‘pero ‘como el limite no
tiene ninguna masa en el origen, una masa mayorada por aquella no puede
tener masa alguna en el origen. )

) qu consiguiente, es prqurq';ifqr;a.]é‘-g ‘:3!;_?,“?553' , (Spg siendo
también eitremal. Si hubiera otra medida positiva que- tuviera su sopor-

te en ¢l cono de luz seria una combinacidén lineal de aquella y de la

delta 8el origen, es decir, seria de la formas
S0 85

pues de esta forma son todas las medidas que tienen su soporte en el

cono de luz; si es minimal debe ser de la forma (Spgﬂ o bien ;3 (S ’
- . 1

pero esta dltima no tiene como soporte el cono, sino solamente el Ori=-

d) Orbita de 4% %‘bégoria. Origen O . La medida en es-

te caso es la delta del origen (S .

Estudiemos ahora con mds detalle las medidas obtenidas en
cada caso.
-

Comencemos por-el caso a) , en el espacio E4 .

"Para definir Spg +M2((P(p)) + hay que tomar el recubrimien~-

tode CO , Sobre cada napa del hiperboloide p2 = - M2 se puede to-

mar siempre un mismo sistema de coordenadas posibles a saber:

SO S - -
Plip21p31 = pl - pz P3 pO ?
pues J = aav = - 2’_p'6 # en csda napa del hiperboloide considerado.
)P

(o)
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El recubrimiento se forma en este caso de un sélo "}bierto”-""
que es el complementa.rlo del origen CO , la suma Z ,8e reduce en~
tonces a un sbélo término. Co .

Se tiene as{

dp dp dp
2.2 CP(v) o P (») 12|p2 ,

¥ por consiguiente el valor de 5P2+M2 sobre CP(D) seréd el valor

de Cp(v) , Dare Vv = = M2 ’ pxies en este caso es Tv = 5v+112 s 1o
cual da por resultado ‘ ‘
. dp
2
29.3 O 2,2 (@) =/ () 212 %B3
2 (F p2=-42 4 3|, |

Mostremos ahora que épz +y2. ©8 temperada. Es evidente: pues
podemos tomar para (P no sélo una funcidn de 9 sino de f en cuyo
caso le integral de 29.3 es auin convergente, pues siendo (P rdpida-
mehte decreciente en el infiﬁito, dividiéndola por |p°| que crece in-
-definidamente, dicha integral es convergente y por consiguiente 29.3 .

- define una forma lineal ¥y continua sobre f e;z 61:?65 términos 5 p2+32'
es temperada. 4 R

Se le puede apljcar entonces la transformade de Eourier ?f

(1) | k-3

pa:ra el caso En ’

pero.la definicién de l?a dada por Methée es distinta de la introducida

Esta tran'sformada ha sido ‘ca.lcula.da por Methée

en este curso.

No daremos los detalles del cé;.culo para obtener la transfor-

(1)

P.D.Methée. Transformées de Fourier de Distributions inveriantes
lides a la reésolution de 1'équation des.ondes. Go,lloqt}e,s Interna~
tionaux du C.N.R.S.

‘Nancy, Avril 1956, pdg.145. .
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made de Fourier en este caso.
e
Notemos que la medida estd deflm.da en E By 0 de menera que

aplmaremos ;/ para obtener el nicleo correspondlente que Sera una

distribucién H en E, dada por:

4

N, (2T MV -22)
V= V2

donde: +vp = valor principal de Cauchy,

5 K (ZTM\/-_)

29.4 . H= T(5p2+mg)=VP(MTT

N funeidén de Neumann,

1
Kl = -n " Xelvin,

Y = " " Heaviside,
xz =(_x— _;) ..

. Como 12_‘ ‘es negativo en el interior del cono de luz y posi-

‘. tivo en el exterior la expresidn - ‘/:? ' que figura en el primer suman-

do de 29.4 +tiene sentido solamente en‘e'.‘L interior del cono; por esta

razén apareée el factor Y(-x_z) cuyo valor es uno en el interior v ce~
ro en el exterior de dicho cono:.

Andlogamente, en el segundo sumendo, aparece el factor I(xa

que anula al segundo sumando dentro ;lel cono donde ﬁo tiene sentido V? .

En definitiva, se toma una.,_funciéh de Neumann N. en el in-

1

terior y una funcidn de Kelvin Kl en el exterior del ‘cono. Ia .suma de-

~

flne una func:.on en todo el espaclo 'y hay que 'boma.r por dltimo el v.p.

(valor principal), entendido aquf en la m:l.sma. forma que la definida

por Methée, a saber:

Tomemos une funcidén o distribucién de la variable v- y ha~

gamos el cambio de variables v = x2‘ en el sentido en que lo hemoe he-

* cho mds arribe pa.ra'él.espaci‘d'-;'d\:ié,i__ ‘EIL .

Tenemos que encontrar primero la ¢orrespondiente diatri'buci&p

Y(-x )+2M.———- Y(xz) )
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en R . De acuerdo al issarr.llo asintdtico de Nl(v) y Kl(v) en el

origen v = O dados por

<[+

N (V) ~ - 1%7
1
Kl(v) -

vemos que la singularidad se encuentra en dicho origer.

Si se tiene en couate 29.4 se e gue .. la czeindad de v = O
s'e_{:iene una expresidn de tij. Z—VE para V' . - &i; as8te caso se pue-

de definir la distribucién yalor principal de Cauchy.

Se tiene entonces bien definida en R tel distribueién; ':bas-
ta tomar la‘ imagen p'or el cambio de varigbles v = =" énel sentido de
Methée pé.ra obtener la definicic’m en todo el espacio —E; . Peroi as:( ;10
.q,ueda. definida inmediatamente en todo el espacio, pues. existe una dif:L-
cultad ‘en el ofigen‘ 0 de 'E4 .

Methée ha deéarroliado cé’.lculos especiales con las 'partés fi-
gb_gg -que -aparecen en este problema, q_ﬁe mu'.es;trén que-le imaven referi-
) {d:& ,tiia'ne sentido En todo el espacio y que este sentido coinciie con lo
que nosotros déseamos.-

Ia idea es la sigiziente: para calcular el valor ‘de tal distri-

—p L
bucién sobre una funcidn \(P en E AL ‘calcula primerc sobre las re-

. 2. _2 2 2 .
giomes p L -& 3 P >E . - 3

Se obtiene as{ un resuiigdb'éue depende de & ¥ se calcula
por dltimo el limite para & —= 0 . _
i Dlga.mos que en 'Fisica la d1stribuc16n H se ‘1lana %

Lo

7~ \
¥ se escribe con el simbolo A\ obtem.éndose

w2 MA@ E et
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ZX es una de las llamadas "funciones singulares" de la Electrodindmica

Cudntica.

ObsggVacién. El método que hemos utilizado desde el comienzo, consiste,
como se ha visto, en ung série de desarrollos teéricds-que 1levan a
3 p2+M2 .

Podria decirse. que todos esos desarrollos han sido simples,
pues no han existido en realidad grandes complicaciones de cdlculo. En
cambio, el dltimo paso hecﬁo‘para obtener H consiste en un cdleulo
muy complicado que no hemos dado aqui.

Pero digamos que no hubiera sido posible predecir en forma
immediata que una distribucidén Lorentz-invariante de tipo posiﬁivo'y'mi-

J

nimal tuviera la forma que hemos dado en 29.4 .

Finalmente veamos pars este caso a) cudl es el espacio éﬁé
correspondiente. Recordemos que hemos dicho mds arriva (conclusidén de a))
que la medida 25 p2¥M2 aparece multiplicada por una constante positiVagn

El micleo correspondiente tendrd entonces la misma constante. .
Pero los espacios de Hilbert correspondientes a todos los micleos propor-
cionales son los mismos espacios con norma mis grande que er{correspon~
diente al ndcleo dado.

Se puede decir entonces que definen iahmisma barticulawglemen-
tal, pues para ésta, los movimientos son sclamente Lgs elemen%os de nor-
me igual a la unidad. ] :

Para formar JQ? una vez conocida H recordemos que hay q&%

tomar los elementos de la forma H %k (p . Como producto esca]_;arltoma.mos:

(Hx IH*k}’ by = %r(H*CP*'TJ) ,

=




- 189 -

después de elegi? un origen:§n<?1 espaqio afin E4 para que tepga sen-
tido ei segundb miembro de esta expresién. .

Se obtiene asi un espacio prehilbertiano y ﬁsr ﬁltimolhéﬁéé
que-tomar la completacidn. En esta forma obtenemos la descripcidén com-

®
ple¥a de un primer tipo de particula elemental.

Tomemos el caso b). Se tiene un hiperboloide de una napa.

Hay dificuitad puéébeitcambio de coordénadas del caso anterior no eg'a—
decﬁado, pues p = se anula en la intersecéién del hiperboloide con;el
plano P, = o. o .
Hay que tomar un recubrimiento. Ademds no hay en CO un sé-
lo sigstema de coordenadas, y por otra parte la transformada if? es muy
dificil. | “

No consideraremos este caso pues como lo hemos adelantado y

veremos luego, no interesa en Pisica.

Tomemos €l caso c). Se puede utilizar el resultado 29.3

del caso &) calculanio la integral sobre el cono en lugar del hiperbo-

loide. Pero se tiene un ccciente por rpo‘ que en este caso se anula

en el origen. Pero 5 L

|P es localmente sumable en el origen. En efec-

ol
to, se tiene

p | =\/p° + 02+ 05 ;
| ol 1 2 3

Si designamos con g, las coordenadas _pl;pz;p3 (coordena-

das de espacio) y con p, la misma p_ (coordenada de tiempo), tendre-

moss

: dq.dq.dq 4dq ﬁq dq‘
I(p(p) —1272T|3-=___U[<f’(ql,q2,q3,]/q?*qgf_gi) 4z 3

\Z P2 2
2 qi+q2+q3
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‘teniendo en cuenta que en el coneo se verifiea Py *+ pg + p§ - pi

"
o
-

- ¥ por consiguiente

| 2| . h e
Pero en el espacib de tres dimensiones una potencia de expo-
nente estrictamente 1nfer~or a 3 de -%— deflne, como es sabido, una

J}JI

funcidn localmente sumable; deflne por tanto una d1stribu016n que es-

1

tempgrada por Ias mismas razones gque en el easo a), pues la singulari—
aad én el origen no,cambla su caracter de temperada.

la expresién de H és la siguiente:

29.5 = Tf(épz) = g,

que 53facuerd6 con Kethée se -obtiene como limite de 29.4 , en el sen-

2ﬂx2‘

$ido de 1as dist»ibuciones temperadas, para M—=0 .
Ta "funcidn singular® correspondiente de la Electrodindmica

Cudntic: »s llamaca X! ¥ ee tiene, en este caso

- Ea . . - .-
-

H=27D{X) .

"La partiecula f{sica correspondiente es una”particula ‘sscalar

-

‘g mASA cero; pod’i-:’.a llamarse fotén escalar, pues el fotdén es de masa
VRS > ’

cerg psro de espin uno.

Anglidemos el caso d), Le medida correspondiehte en E4 es

e S del origen. Bor consigulente .
. ‘;ff (O =1 .

Fa®a ver a qué particula corresponde, observemos qne serd

-

g

/‘

[4 =1 v por lo fanto }é es el espacid’ de laa funciones constantes;

#15 y e w

T e T e e ey
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el espacio de las funciones complejas constantes es un espacio vectorial

en el cual puede introducirse el producto escalar

(x|p), =B,

7 :

con lo cual se obtiene un espacio de Hilbert de dimensiédn iéual-a la
unidad. En este caso, hay un sblo movimiento poéib%e. Los operadores

de masa4y'velocidad, para esta particula; son cero. Podemos admitir que

tal particula representa el vacio.

i3

30. Casos de algunos subgrupos importantes del grupo de Lorentz.

Hemos dicho y=2, que el grupo de Lorentz inhgmogéneo‘és el
subgrupo del grupo afin que conserva una forma cuadrdtica de signatura
(3;1). -

En este pardgrafo nos plantearemos el probleﬁa de la determi-

racidn de las parficulas elementales en el caso de algunos subgrupos

del grupo de Lorentz inhomogéneo; a saber:

‘a) Grupo de Lorentz de orientacién. Es el subgrupo del grupg
de Lorentz inhomogéneo. formado por los eperadores .que comservan la o-

rientaclon del espaelo E4 .

Es un subgrupo distinguido de indlhe igual 8 dos, 1o cual
51gnif1ca qne el grupo total tisne, respecto a este subgrupo, dos cla-

ses: la clase formada por el subwrupo mlsmo, clase de los operadorbs

v

que conservan la orientacidn de la elase de los operadores que

B . 4 y .
1a invierten; los determinantes de tales operadpres_t;enen como valor

—
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'2:1-reépeot1vamente;
Se trata de un grupo més'pqueﬂo que ‘el grup6~tot31,?pero co-
mo contiene también las traslaciones y dejauinyariantesilos voldmenes, ‘
puede plantéarse todo el problemd de 1g particpla eleﬁeﬁtal-desde s co-
mienzé. . o0 Ewiaii e e S T L S O é. R
Pero -observemos que no habrd en este caso ninguna diferemcia
con respecto al caso generél, pues las drbitas en 15.

4
'las medidas positivas son las mismas y por consiguiente los espacios de

son las mismas,

Hilbert correspondientes son los mismos.
En consecuencia, las part{culas elementales,con respecto al
grupo de Lorentz entero o con respecto al subgzupo de lLorentz de orien-

tacién, son las mismas.

b) Grupo de Lorehfz ortocrono., Es el grupo de los 6ﬁerad§:es
) @e Lorentz que conserva el sentido del tiempo.
» Se puede estudiar mé; ficilmente sobre el espacio 75; asp-
ciadot sabiendo gque el cono de luz tiene dos hojas, se ve que an operas
dor puede conservar las hojas del econo o intercambiarlas. |

Llamaremos ortocrono a un operador d; Lorentz qne conserve
las hojas del cono, lo que eqnivale a decir qne conserva el sentido -del
tiempo, ¥ llamaremos wpe*ador anticrono & un operador que lo invierte.

Existe, pues, un subgggpo dxstiggg;do de indice igggl a dos
qne es el subgrupo ortoerono, el grupo de Lorentz inhomogéneo tlene dos
clagses respecto a 61. la clase de loa operadores ortocronos y la de 1os
anticronos. . .

El problema de las particulas elementales para el céso del

subgrupo ortocrono es diferenze del caso general, pues las 6rbitas en
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Ea_}son diferentes..en-uno u otro caso. e s

En efecto, salvo los hipertoloides de una napa que.son lgq
‘mismos, . pero que no inrergganien,%isica, en los hiperboloides de dos na-
‘pas, gada napa constituye uria Srvita.

Las érbitas resultan, por tahto, mis pequefias que en el caso
general. Andlogamente para el conc de luz.

Por consiguiente, las medicas positivas son mds pequefias.y
los espacios de Hilbert son tambiér diferentes, como lo veremos en el

caso 51gu1ente.

T AT AT ~

..ﬁé) Grupo de Lorent% propio. Hay una interseccién de los gru-
pﬁs de los casos a) ¥y b) aque es el grupo de los operadores que con~
. ervan el sentido del tiempo y la orientacién de zi{iuv
B Esta interseccion eonstltuye un subgrupo. de 1nd1ce cuatro.

) ﬁﬁy, con respecto a dleho subgrqpo, cusiro clases de operadores en el
sv0 de Dorentz entero: la clase de los operadores éﬁe"ébhse;vaﬁ 1a
orlenta *on b4 el sentida del” tlempo, la clase de los oneradores qne coh~
' servan ol ~é4 do del tlempo e 1nv1erten la e:lentaclén, 1a clase de
los us .:io.v2rten el sentido del tiempo y cConservan ia orientacidn; y
jla clase de »L0S que 1nv1erten ambas cosas a la vez.j

Se puede mostrar gque estas ‘watro claces son las cugtro com-
‘ poﬁentes‘conexas del: Grupo de Lorentz.

Observemos ahora que para el Grugo de Lorentz Egcgi ‘las 6r-

bitas son las mlsmas que para el ggugo ortocrono, pues ‘el cambio de la.

orlentaeloh ne cambla 1as O“bltas.

"

| Por co;siguiente, las partlculas elementqles respecto al sub-

grup¢ de Lorentz pr-pio son las mismas que las obtenidas respecto al gru-
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po de Lorentz ortocrono. Habrd que examinar, entonées, cualquiera dq,ios
dos casos. -

En primer luger veremos cudles son las medidas invariantes
con las nuevas érbitas que aparecen ahora.

Para ello es necesario‘introduCi;’dhafnueva idea que se en-
cuentre también en la Tesis ya citada de Methée, idea que resumimos a

continuacidn.

Hemos visto que si Tv es una distribucidén en la recta R

-—

se puede definir la distribucién T2 en E,

de este tipo son las udnicas Lorentz-invariantes en el complemento del

-0, 7y las distfibuciones

e
_origen O de E4 .

Sean ahora; de acuerdd c§n Methée, Sv ¥y Tv doé'Qiétribﬁ-
ciones en R que coinciden en el abierto v > 0, lo cual tién;.ééﬁ-
tido, pues es siempre posible escribir qué dos distribuciones son igua-
les en un conjunto abierto. =

. Consideremos en CO de jE; y la disfribu&iSnAque‘es ignal
a Spg» en el abigrto dgfiqido por el complemento del.cono de luz nega-
tivo.

Spg estd definida en todo el espacio, pero sélo la conside-
_ raremos en el abierto men&ionadq.

De andloga manera cqnsiderarémos ‘TPZ en'éi-abierto'defini-
do por el complemento del cono de luz positivo. | ”

| Tenémos as{ dgs distribudionés,'cada‘una de 1#5 cuales estd

i

definida. en un conjunto abierto en COQO de E4 .

Estas dos distribucioneé coinciden en la interseccién de‘ﬁg—
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cono positivo.

_.195_

definldo analltlcamente por la expresion p2 > O. . _ A _ .
Tenemos, en deflmtlva, un recubrlmento de CO ‘i;o;'mado por
dos conjuntos abiertos, los complementos de los conos posi'tivos' y ﬁega—.
tivos.
En cada abierto hay una distribucién sz v ipz quemcoin-
ciden en la intersececidn p2 > 0; se tiene asi una situacidén bien cono-
: .

cida en la *teorla de las dlstrlbuclones, a saber: se tiene dos distri-

buciones U definidas en dos conguntos abiertos ‘O'l ¥y Q

l ’ 2

respectivamente, y tales que U.I coincide con U2 en la intersec-

Por el princl-plo de "acoplam1ento de partes" (1) estas dos

distribuciones deflnen una distribucion U en la union de los abiertqg,

de la manera que sigue.

Sea (P € @ , con soporte en la unién de los abiertos, y
tratemos de calcular el valor U (@) . Tomemos use pariicién de la
unidad o(,l. ’ 0(2 , respecto de dichos abiertos, siendo.,_é( 1! 0(2 € @ ;

‘4

0(1,’6(2 >z 0 3 o(l +o(12 =1 . Se tigne
TLP) = TN @) v TN, p)

Y este valo.;' es independignice de X 1 ¥ > ¢4 2

) .. Para nuestro c.a.so sz ’ sz definen entonges en co | una
distribucidn que ilaméremos *léambién U , de tal manera que U = Spa
er:1l.:e1 ._gompl:emento del coné negativo'y U = T P2 en. el complem;ento‘del

Si (P e @ con soporte en CO ’ el va.lor ) ((P) se cal-

cue P

(1) Principe du recollement des morceaux (loc.cit.).
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<

cula, después de tomar una particidén de 1a unidad respecto a los comple-

mentos de los conos, por la sigulente relacidn:

u(Q) = Spg (O(ICP)~+Tp2 (X, @)

siendo este valor independiente de 0(4-1 y .4 P

[
E
. . , 4
por un par de distribuciones Sv' ’ Tv sobre R s que coinciden para

Se obtiene as{ una distribucién en CO de , definida
v >0,
Este distribucién U definida por el par (5,5T,) es inva-

riante por el grupo de Lorentz propio, pero no por el grupo de Lorentz

entero, pxie's si tomamos un operador O del grupo de Lorentz propio, G
deja invariantes a Sp2 vy sz definidas en COl'.dé '(E:_ ¥y tambiép
deja invariantes a los complementos de los comos, y por lo tanto de;a
invariante al sistema formado por Sp2 en el compleménto del cono nega-
tive ¥ Tpg en el complemento del evono positivo.

’ E.n e,onqlusién., la distribucidn formada por el par (Spg;T'pg)
queda invariante frente alA grupo de Lorentz proplo. Pero-se ve que no
es invaria.nte por un __op.erador anticrono, por ejemplo; pues sl C es un
tal operador, G -deja invariente a Sp2 s -COMO tb&g operador de Lorentsz
-dejea tembién invariante a Tp'& pero intercambia los conos, y por tanto
sus -complementos y por cons?'Lguiente el par (SPZ;TPZ) se transforma en
e; par (sz;Spg)' que es una nueya -.:'aistribuciém '

Se obtienen asi por el métodg :_expuesto distribuciores que

son invariantes por el grupo de Lorentz ortocrono pero no por el grupo

de Lorentz entero ¥y Methée ha demostrado que en esta forma se obtienen.

todas las distribuciones invariantes por el grupo de Lorentz propio en

GO0 de E,
84-
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31. lLas medidas positivas invariantes por el grupo de Lorentz propid:

Consideremos lag érbitas correspondientés & ‘este grupo.
Tomemos en primer lugar una 6rbita definida por un__hipez&i&-

loide de. una napa.

Una medida positiva con soporte en esta érbita e invariante

por el grupo de Lorentz propio, debe ‘Eener su soporte en dicho hiper':bo-

%

-q_ﬁé definen la distribueidn ya considerada en el caso del grupo de¢ Iio-

~ grupo de Lorentz Grtocrono, para el grupo entero, o para el de orienta-

loide; su cono.cimi‘entohen el CO es suﬁ.ciezgté 'pé:é‘a ¢onocérla en to;
do el espacio, pues dicho hiperboloide no contiene ‘€l origen _:,0;’.‘;:1'1'3':':38'.
definirla se debe usar el principio de acoplamiento de parte‘s";"

Debe ser una distribucién definida POr un par de. distribu~
éiones de R con soportes en un punto de R que cumpla :lé"éondiéi'éi-

v > 0 . Se tiene entonces:

Sv=T;sr=5v—k ’

rentz entero, a.,saber: 5 p2k *

Por consiguiente, para esta 6rbita la invariancia para 6l

cién.es siempre la misme obteniéndose en definitiva el mismo espacio de
. * . 3 -
Hilbert que en el caso anteriormente tratado.

‘Veam';s,, en segundo lugar, la érbita definida por uné5‘ﬁo'ja de

.

un hlgerboloide de dos iapas contenida en el cono de luz P o‘sit‘i'%d. ‘
Ia med:lda busca.da estarg definiaa de la. ‘siguiente ma.neras en

el abierto cbmplementario del cono de luz nggativoz la distribucién A

5 a2 v es decir, CS con soporte en un punto de R para v 03 y

en el abierto complementario del cono. de Uz | ositivos la: distribuoién
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“par qne define una distribuclon dlstlnta de 5 2+M2
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4

Cdgusl e Gero. . fat i i S et

Obtenemos enﬂdefinitivé la distribucidén que corresponde al

EEE TP

par

(‘§v+m2 o)

FE N RN

3 A

Ademas, como el soporte de la dlstrlbuclon asi definlda no

cqhtiene~al origen, se puede prolongar a uns distribucién en el espa-

cio entero sin nrnguna dificultad.

Se puede hacer un razonamlento andlogo, considerando la ho-

ga del hiperb0101de de dos napas contenlda en el cono de luz negativo.
En conclu51on, obtenemos dos dlstrlbuciones definidas por

1los pares:
3.1 .((Spg_,;mg 0) y. (03 5p'2+mg)' 3
cuya suma darie la distribucidn

' fSlpz;&m? ’

que hemos encontrado anterlormente.

En FlSlca se acostumbra escrlblr 31 1 con la notacion

B2 Opae T .3 Opage TR

respectivamente, i)ue's_ 8i tomamos la medid_a_a (S ,pz '+M2- gue tiene como so=-

porte las dos hojas del hipérﬁploide~y se.la multiplica por la "funciédn

de Heaviside deltconb"i*L&(P)‘"6'¢:I(eb) , Se Obtienen las medidag

' que tienen 'como soporte-cada hoja por separado.

Pero-esta notacidn tiemg el inconveniente que hace aparecer
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un producto multiplicativo de distribuciocnes que .siempre trae cuestio-
nes delicadas, no asi el par dado por cualguiera de las’ 31.1 . !
Solamente desde el punto de vi'st‘a simb61ié6 jruede._ﬁ ser utie

lizadas sin peligro.

Veamos por dltimo las Srbitas definidas por.las .ﬁo]a’s del
cono de luz y el origen.

Obtenemos, com un razonamiento andlogo al anterior
. o . O .
($2s0° v (0358

por una parte, y la medida de Dirac 8 del origen, por otra.

La dificultad en el origen O se salva en la forma que he-

mos visto anteriormente.

Siguiendo con el método. que hemos analizado més arriba, obte-
nidas estas nuevas medidas positivas, se deben tomar suQ transformadas
de Fourier inversas ?_f ’ pa;'a,_;_obtener las distribuciones H de tipo
pogitiyo correspondientes,fﬁadas en Fisica pr‘opag’_a.dores,

Pars hacerlo. observemos gque habiamos visto la si_gniente_ rela~ “

cidn

pero podemos admitir que la medida 8 p24M2 puede ser considera.da camo,

el par (ép2+M2 (S p2+m2) de -acuerdo a lo visto en este pa.ragra.to.

Es decir

31.4 T (vcspz,,mz ; (Sp2+m2) =2MA,py

"En virtud de cdleulos andlogos a los de 31.1 , que no con-
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. n‘sién.é.mlos aqui 's"e'];:uede ver gque 1a transformada 7, del par
_(CszJ,Mz_; -592+M2)

-e8 la siguiente:

TEan ?(S , 5 GoNG B -";ql‘(gnm.v-xz) . 2 8 | |
- ‘-_.'31.5 F ) 225 .‘1)2+M2)=.}(‘—Mir RV T(-x")E(x)+ xzé.f-:(x))
donde: J, = funcién de Bessel,

E(x) = g + 1 en el cono positivo ' ,
“ { -1 en’el cono negativo
O 42

Obsérvese que no aparece el simbolo vp pues la funcién
g (2nu \/fx2)

\j 2 ’
-X

es una funcidn entera.

délta del cono.

En Fisica Se acostumbra a desiznar con el simbolo 2i N(Al)'ZﬂM

s‘ a la distribucién dada por 31.5 .
‘Por semisuma y semidiferencia de 31.4 y 31.5 obtenemos

f . . .
las transformadas }-P que interesan en nuestro caso, a saber:

P s e R

| — A+ i - .
;‘ 31.6 7 (5p2+mz;0) = 2'7—2—1 =2MA %y s
e A-1iA *
31.7 }-f (0;5p2+M2) = 2—“——-24 = ZHA an ’

que corresponden en Fisica a las llamadas "funciones singulares" A.Z‘mﬂ
+
¥y A 310
Ia transformada 'de Fourier de la primera tiene su soporte en
....21 .cono positivo, y la transformgda_@e Fourier de la segunda, en el co-

no negativo, én contraposicidén a lo que se hace en Fisica a causa de que
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)
allf se usa la transformada de Fourier con signo menos en la variable
“tiempo. *
r + . .
Por razones que veremos luego, sodlo »ZX»&"M tiene interés

fisico. s

32, Ia ecuacidn de Klein-Gordon.

Vamos® a mostrar ahora una propiedad de la distribueidn H

asociada a la medids ,}L sy ¥ une propiedad de la distribuciém de ondas Y.

(1)

Supongamos una particula correspondlente al valor M .3 con~
sideremos el hipervoloide dg dos napas, si se trata del grupo de Lorentz’
entero, o cada una de hojas de dicho hiperbeloide si se trata del grupo
de Lorentz ortocrono; en particular puede tomarse el caso M= 0 en el

que consideraremos los conos respectivos.

VTeorema. La distribucidn H gue corresggpde a cada M, satlsface g la
ecgac1on de Kleln-Gordon.

32.1 (- 4Tr2 wW)H=0 ,

en el sentido de las distribucienes. Ademds cada distribucidén de ondas

ql 5 ;Q?M ’ donde ;RZ es el espacio de Hllbert de la particula corres-

pondlente g__M , satisface tambiéh a la ecuacitén de Klein—Gordon
2 2.,

En estas férmulas [] 28 el D'Alembertiano.

(1) Diremos, en tal caso, particula de pardmetro M.
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Es conocido que existe un operador invariantse Lorentz que en

cada referencial tiene como expresidn

DZ 02 32 02
0-%5+ .
xl axg &x

En Mateméti-ca, este operador es usado con signo cambiado.
3

Demostraecidn del Teorema. Veamos primero 32.i . La distribueién H es-
. * - .

t4 definida en F}4 . Iransformando por Fouxier el primer miembro obte-

né;hos:

- 4% M2 (P% Mz)}b
pues

(}..FD= - 42 P p2 ; (cfr. 18.5)

}Les la medida asociada a H .
Pero esta medida tiene su soporte en el hiperboloide pg«+ M2= 0

o en una de sus hojas. El producto (p + Mz))& es entonces nnlo pues

((p+M2))u)(<p> PGP () f(p+M2)<p

p2+M2=0

en vir‘i:ud de la definicidh de la multiplicacidén de una medida por una
funcién indefinidamente diferenciéble : p2+ M2 . Pero el segundo miem‘bro'
es la integral de la funcidn (p + Mz) (P sobre el hmerbuoide respec-
t0 a la medida },4, ¥ esta funcidn es»nula.. sobre el hipertoloide; la in-
tegral es por lo tanto nula.

En cuanto a 32,7 , tomemos un origen O en el espac'ié.af:!n
E4 , de manera de considerarlo como el espacio vectorial i‘; .
Hemos visto mds arriba , (20.5) , que el transformado del es-
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pacio de Hilbert ;ﬁ; por jL es otro espacio de Hllbert, es decir, si
\}/e%m ’ 7‘ Y tiene 1la forma Lf}i«, donde \lfe L

Efectuando la tra.nsf—ormacion de Fqurier del”p,rimer miembro

de 32.2 , obtenemos

2 Y é
e %)Y .
- Pero, de la misma maners que en el caso anterior,

(%*+ ) (Y () =j @) Y afi=o

P 2., M2=0
pues la funcién (p + Mz) ¥ tI/‘ que figura. en la integral es nula en el

soporte p + M2- 0 de }.b .

En lo que precede hemos hablado de particula de pa.ra'ui;etro M.
En lo que sigue veremos el significado fisico de esté paré.me_tro._
Se sabe en Fisica Cudntica Clédsica que, para una partficula,

la eantldad de moumlonto mva .en la d:l.recclon b4 3 es un va.lor P :921-0

del‘:op'erador z'ﬁ.'s;; . '
De 12 misma manera la energfa E =_:|nc2 es un valor propio

dei V'dp‘e'f'a_dor' - 2hrr gt ,' o bien la magnitud % = mc es un valor pro-
h_ 0
Ziﬂ' Es

‘pic. del operador =
0. GkL-op 211r 5
Por consigulente el valor de m2(v2- c2) es definido por

el opérador" -'- - 2 s en otros terminos, el operador D'Alembertiano .

D corresponde a la magnitud
S 2; -
+ 4 m2( 72-

32-) . .

-5 donde ‘m_ -.es la iiasa en Teposo; reem-
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plazando este Gltimo valor en el anterior se obtiene

42 2 ¥R 2 amZ? 2
m o4 = m ]

L2 e 2 2 T 2. ~o

h c -V h

+

siencc m. la masa en reposo.

En definitiva, el operador
2 2 . RN
magnitud i——EE— mi
. h . ,
Pero 32.2 signiflcé."qu'e"[:] Y=4T¥Y , es decir, el va-

|_J <tiene como .valor propio la

i

lor 4TT2M2 es un valor propio del operador [:] para la funcién propia

Wj sy ¥ por 1o tanto
22
4N c” mi =42

o bien

h : a

esdecir, M _es proporcional a la masa en reposo de la particula.

Observacidn. En estas consideraciones se han aceptado muchas cosas, en
contraposicién a toda la teoria anterior en que no se ha supuesto nada

relacionado a la correspondencia entre la medicidén de la velocidad y

b9 a9
el operador. - 537 Oxj s, 0 de la energia y gl operador - 2T Dt ’

etec. -
Hasta ahore con la sola hipétesis que la particula es ele-
mental hemos obternido la ecuacidén de Klein-Gordon. '
Para establecer le correspondencia ante@icnagnecesitﬁmos ha~-
cer hipdtesis su.;..cinentariae que no haremos a;qui.
En conclusidn, en la ecuacidén de Klein-Gordon no intervie-
nen otros principios de la Mecdnica Cuénticéjdpe no sean los gue aupo-

nen que la partfcule es elemental.
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Para terminar digamos que, entre las 'pai-tieulas aceptaﬁieé,
gada. particula se puegle cara.cterizé.r por una constante M _positi\'ra.o
' 'nnl_a.,'su. pa.ra'metx:o, si se trata del grupo de ﬁorentz entero, y de una-
co:ns‘b:a.ﬁte y un signo (signo de la hoja del hiperboloide), si se trat_é,

del grupo de Loremtz propio.

33. La nocidn de dis_tribucién a valores vectoriales. (1)

Recordemos como se define una distribucidén escalar sobre la
variedad indefinidemente diferenciable E, de dimensién p .

L Una distribucién escalar T , elemento de Q)I(En) ‘es uns
forma lineal y continua sobre 9 (En) s es decir, una aplicacidén 1li-~
neal y continua 9 (En) —~C (C cuerpo de los escalares).

Sea ahora F u.n:e.spacio vectorial topoldgico, localmente
convexo y completo. .

Tratemos de definir una distribucién vectorial sobre En ’
es decir, una distribucién con valores en F , |

Po;' analogia con el caso escalar diremos: und distribucién
vectorial T , elemento de Q‘I(En;F) es una aplicacién lineal y con-
tima D(E)—>F . )

Si T es una distribucién vectorial, entonces =T’((P) € 7.
Ademds, s1 QP—"O en 9 , por ejemplo si (¢ y sus derivadas parcia-
les clor,ufyergen ﬁniformemente a cero, y comservan sus sopor¥es en un eom-
pacto fijo, T(Q)—>0 en F.

La definicién del soporte de una distribucidén wvectorial no

(1) L.Schwartz. Théorie des distributions & valeurs vectorielles. Ann
Inst.Pourier 1958.
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tiene dificultad. .

Correspondencia entre funciones y distribuciones con valores en F ., Pa--
ra poder hablar de tal correépon&ehcia es necesario ante todo”fijar'uh
“plemento de volumen dx en la variedad E£ )'lb'ﬁismo que “en el caso
escalar.
= ’ > 03 Y
Sea £ una funcidn continua definida en En' con valores en

= s g £ - :
F; f define una distribucién de acuerdo a la relacidén

=

33.1 () =f (x) P(x) ax .
B
-0 n o

La integral que aparece aqui.es una integral con valores vec-

]

_iog%ales,_peré si :?? es. continua. QP es continus con soporte compacto,
el;p?oduqto;es:cpntinuq,conEsgporte.comiactp,,enponces.ia integral. exis-
te si F es completo. (Si F ﬁo es completo, el valor de la intqgrgl
puede -hallarse en la'completacién de F ).

Por otra parte, si se introdu;en coordenadas en En s Se pue-

R . =
den ‘definir las derivadas parciales de una.distribueion veetorial T ,

de acuerdo con la relacidn

T = A
- Oxa {P)=-1 (?y;;) .

Andlogamente se definen otras propiedades usuales en las dis-

tribuciones escalares.

: Veamos ahora la siguiente ﬁrdpiedad;'que serd de utilidad
’Aﬁés‘aaelaﬁfe. ‘ _

Sea T uwna distribucién con valores en F . Sea u una apli-
" cacién lineal y continua de F en otro éspaeio vectorial topoléglce G .

. =% ,
La imagen de T respecto a u , que se notara con Gﬁ’,.es
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una distribucién con valores en G .definiaa por:

33.2 F(P) = u®P)) 3

=> ) .
en el segundo miembro T(() és un elemento de F y su imagen por u

es un elemento de G .
. <

En particular, podemos tomar como u un elemento’ f' del
dual de F que es una aplicacidn lineal y continua de F en el cuer-
po escalar C : T ‘

= <= . )

La-imagen de T por f' es una distribucidén escalar, pues
en virtud de 33.2 el segundo miembro serd un elemento de C , es de-
~ T .
¢ir, un ndmero complejo.

" Dicha imagen serd escrita con la notacién
33.3 (T, 5>,
¥y suivéidr’sobre '(P serd por definicidén y en virtud de 33.2
33.4 <?’,"E‘-> (@) =(He) , T >

pues en lugar de u ponemos ahora el producto escalar.dé dualidad 33.3 .

Veamos ahora el siguiente

Teorema. Sea En un espacio afin_x supongamos fijada en En una medi-
. -
da de Lebesgue. 5i una distribucién T estd definida por una funeién

. 5

continna '??xz , esta funcidn es dnica.

En el caso escalar es conocido, pues si una distribuciéﬁ és-
tg definida por una funéién-localmente sumab;e, esta funcién es conoci-
da p.p., pero si es ademds continua, una funcidn confinﬁa conocida p.DPs
é8 conocida en todo el conjunto de definiciédn.

En el caso vectorial es algo mds diffcil, Si T es una dis=-
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tribucidn definida por una funcidn ? de acuerdo a 33.4 la distribu-
cién esoalar (?,?'> estd definida por (?,?' > aue es una fu;acién es~
.. ecaler continua y estd bien definida, par;. todoax los valores de x

" Por consiguiente, la funcién :-f’(x) que define la distribucién
? es 't.al que para cada elemento ?‘ del dual de: F 9 €1 ,p:jogt;g.'l:o:_es!‘ca-_
" lar ('?(x») ff") es biemn conoeido.. .

3 Ent_onces_ =f’(x) s para x fijado, es un elemento de ¥ cuyo
producto escalar con todos los elementos del dual es bien conogido, es
Qecir, é1 mismo es bien conocido.

‘ .El teorema seria falso si reempiazamos funcidén continua por

funcidn localmente sumable, Iiues' para cada elemento del dual habria un

conjunto de medida nulae que podria variar con dicho elemento.

Supongamos ahora que el espaciv a;fin‘ En sea considerado co-
mo producto Ek x Em de ‘dos esﬁacioa afines de dimensiones- k y m
: respectivamente. Indicaremos con X e. ¥y puntos de cada uno de estos
espacios.,

Se tenﬁré.: n=k +mn,

Ademds, el esja.cio vec't:oria.:l.':-1-3:1 asociado a E es ei pro-

ducto, dado por la sume directa de los espacios vectoriales asociados .a

Ek_ y -Em ' xespe?tlyamepibe. )

| S .y
E1 espacio de las distribuciones &) (E,) seré escrito en
) , )
x,¥y

El Teorema de los Nicleos nos permite escribir candnicamente

este caso con la notacién 9

la relacidn
e /.. e, / '/. =/
33.5 Diy ~DLI D~ DYDY

relacién que interpretaremos. diciendo que pay una correspondencia biuni-
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voca entre las distribuciones de dos variables independientes, elementos
. .
de le’y , ¥ las aplicacdiones lineales y continuas de 94}7 en glz H
.p"ero estas aplicdciones forman precisamente el espacio de las distribu-
" ciones de la variable Y con valores en el espacio vectorial ‘topolégic“o
de las distribuciones de la variable x .

También puede enunciarse esto mismo intercambiando x por ¥

como lo indica el tercer término de la relacibn 33.5 .

Tomemos ahore el nicleo Kx v considerado como distribucidn
’

en X,y § su valor sobre X, ¥ gse define por medio de la expresion
al b (x,¥) defi dio de 1 id

Kx,y(q)(XQY)) .

. N : . ]
Si consideramos a K como ®plicacion de 9 v en Qx s DO-
demos decir que es la distribucién que a cada @€ D y bace corres-
ponder K(P elemento del espacio vectorial topolédgico- le .- Es decir,

como distribucidén vectorial de la variable ¥y con valores en 9; s €8

la distribucidn que a cada (P le hace corresponder lo que‘ hemos llama-
do K. (P .
Considerada, en cambio, como distribucidén de x con va.loresj

en 9; es la distribucidén que a cada VY€ 9:: le hace co:responder

~

lo gue hemos llamado SK&V .

- E1 Teorema de los MNicleos nos muestra pues, que el espacio

de las distribuciones con valores en otro espacio de distribuciones, es
idéntico al espacio dée las distribuciones definidas sobre el producto
de los espacios de las variables. .

Pero el Teorema de los Nicleos es un caso particular de teo-
remas mds generales que se. pueden éplica.r fa'otros espacios distintos de

e : / ’- , .
9 x ¥ 9y . Haremos una aplicacion al ¢aso de las distribuciones tem~-
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e E e

' pera,das con valores vectoriales. . o S »
Una distribucidén vectorial temperada, elemento de b’ (E ;F)
- @8 una aplicacién lineal y continua- :f'(Eh) —>.F.. Esta es una. genega~ )
- 14za0ién natural de la definicién de una distribucién escalar tempera-
da elemento de f ,(En) que es una:gplicacién lineal ;Y.‘P,O};l:ti,na.‘j.h,}. de,:
'E/(En) —»C , (C es el cuerpo: escalar). .

En forma a.na’ioga a 33.5 se muestra que.

33.6. S~ ~ ST | |

e,

es decir, una distribuciéﬁ temperada de X,y se puede considerar como
" distribucif.. temperada de y con valores en el espacio de las distri-

buciones temperadas de X3 andlogamente cambiando ¥y por X .

Sea ahora Tx,y una distribucién definida en elnproaucto de
-'dos'bspagios afines enwlo;'gue;se ha.fijédo medida de Lebesgue.
Mrataremos de ver si tiene algin significado decir. que se pue-
-~de fijar un valor particulaer a una variable para obtener una distribu-
cidén de la otra.
A priori, no lo tiene, pues tratdndose de una distribucidn,
- o tiene sentido fijar el valor de la variable.-

Pero consideraremos a Tx,y como elemento de 9; con va-
lores en;.g,y s~ 0 sea.como elemento de -Q’X(Q’y) s ¥ supongamos que
T eomo .distribucién vectorial sea una funcién. continua vectorial;.es de- .
- ‘eiry. suponemos q_ue T-x’ v es una funcidn continua de X con valores
en g/y

% "v: ;- Hemos -visto més arriba- que siiuna distribucidén con valores

55 yeeteriales o una funcidn continua,  esta funcidén estd bien determina-

¢t dan--Entonces, s¢.podrd fijer un valor cualguiera de x , ¥y obtendremos
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una distribucidn de y . . s e

" En este caso, ¥y s6lo en este caso, diremos que T es una

distribucién para la cual se puede fijdr un valor de ic_ .

(v

Més precisamente. Diremos que una distribucidn "T’x ¥ es u-~
o - 3 ’ -
x

na_funcién continua de x , si considerada como distribucién de x. con

. , = . 2 R
valores en. - es.una funcion continua.
En este caso esta fgncién,cqntinua estd bi‘e;n detgrminada y
7

pare.cada valor de . x da una distribucién de y . B

“Es decir, para cada x se tiene

- ) /
'?X)égy ’

Yy en_.este caso escribimos

T =f (x
x,y y() ’

que significa que para cada x , que puede ser fijado, obtegexhos una

distribucidén de y .

Ia notacidn fy(x) " indica justdmente gque se pﬁede fijar x
obteniéndose una distribucidén de y .

Veamos en este caso que significa s‘l‘.‘{{(y) . Se tiene:
33.7 LY@ = 2 (DY)

puég hemos visto que interpretade s_T como .nMcleo, elemento de @:’X(Q;),
existe un elemento °T, Y(y) ; v en este caso, si es una funcidn, debe
ser'upa funecidén continua-de x . S . - . . *

| Pgro_ en el segundo miembro dé . 33.7 se ’c-iéie. que para cada

X , fy es una distribucidn cuyo valor sobre (P(Y) da un niimero . que

depénde de =x , es decir, una funcién-de x .
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Por otra parte veamos qué significa T. P(x) . Se tienes

T. P(x) = [fy(x)'q?(x) ax , |

pues. hemos visi;o (33.1) gque si una distribucidén con valores vectoria-
les estd definida por una funoidn, su valor sobre (P(x) se calcula
© por la integral del segundo miembro. -

Por dltimo, el valor de T, - sobre una funcidn CP(x,y)
L]

se calculard de la siguiente manera:

¥

T,y P (2¥)) 5 fdx(fy(x) Pz,7))

es’ decir, fijamos x , obtenemos gara fy(x) u.ng‘. distribucidén de ¥y
¥y en u(f.(x,y) una funcidén (Pde ¥ indefinidamente diferenciable a
soporte compacto; tomamos el valor de la distribucién fy(x) aobre es-
ta funcién (. dé Y s se obtiéne wunndmero comple jo cj_ue dependg de x;:
este mimero complejo es'una funcién conti;u;‘de X con soporte compac-

2

to cuya inteng-al da un ndmero c‘omple;io, que es el valor de Tx,n' sobre
an 5 '
P (x,5) .
Habrs qué mostrar que de tal manera queda definida una disd
tridbucidn; ello se héce por medio de un ragonamiento deA continuidad.
Ademds hay que mostrar gque esta distribucidén definida por el
proceso anterior coincilde \con T. .
Péro efet;tivament_e colncide para las :EJmcfones del tipo
(p(x,y) = o((x)~r3 (y) como se puede ver utilizando las férmulas prece-
dentes)' y.si dos distribuciones coinciden para las funciones for‘;nadas
por los productos de Ffunciones de una variable, coinciden Jpara tode@
las funciones,

En resumen. Sabemos qué signifi®e decir gqie T, y ©°una
e * 4

4
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“funcidn continua de x. y Qﬁe‘ se puede fijar el yalor de X Anéloga,-

:ﬁent‘e"'para. y .Pero en-gene’iia;l nG se podraf fijar Xx e X sim{zlténea-
- mente., - .

Es 8dcir, puede suceder gue T y camo distribucién de x
]

con valores eﬁ- 9’3 ‘gésd*tina furectéh con'tinua 0 aun mdeﬁnidamente di-
- ferenciable, o bien como distribucidn de § con valores en ‘9:( sea
“ung fumcién continma o indefiridamente diferencisble; pero que ,,_,,a\in(é.si.,

fio se pueda Pijar simmltdneamente x e Y.

E; €mplo. Tomemos 1og espacios ai‘ine's'z,f;Ek y Em ignales. las 1etr_as
X e x son entonces nombres._diferentes,de.la. ilisma verigbie,. las llaw .
maremos X, § .

Tomemos la digtribucién
- P -T . - 8
. X ,g X g

con la-definicién

8 g (Plzg)) -Jcp(x,x) a

.

como hemos nsto ya, en el caso de la. def:.nicion de H (_pi_‘r. 14.11

»5 °
En la distribucion 8 x-§ se puede fijar E pues se -trata
de una funecidén continna de \g con valores en el espacio de las distri-
. ' \
bucio_,nes de X ¥ el valor en 5 es. pre_cisam_en;e (> .counsiderada

2-E

como la masa unidad respecto = x con'_sopor‘se.,en el quntc x = § .
Es 'ademés-una funcidn indefinidamente diferenciable de &
con valores en 9

En v1rtud de la paridad de 3 s Podemos escri}gir (S-’g-"-x-- en
luga.rﬂ-de, Sx__g.

El razonamiento anterior nos muestra gue puede ser fijado x
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) obteniéndose una distribucién de la variasble & que es ia_. mesa unid’ad
:con sopor'l;e en el punto § = x 3} -Se tendria en este caéduna fti.’;loién
' 1ﬁdef1n1damente de ; con valores en 9; |
Pero no se puede fijar simultdneamente x,§ pues (Sx;g
'-"no es u.na fune;on de X, g :8ino una dlstrlbucion.
R En general, se pueden repetir los argumentos toma.ndo la dis-
..-',ki;_‘;f.bu'c'iéil. Hx.-_ 5 y obtendr:.a.mos que H_ . ‘es una funeién indefim.damen..
te diferenciable de § con valores en Q/x s su valor, para § dado,
es la distribucidn de X que llapamos H ¥y que sometemos a la trasla-
cidn t5 s es decir, CTgH.
_ Se puede también fijar x , pues.es una funcién indefinida-
‘mente diferenciable de' x con valores en Qé que se obtiene tomando
H ¥ tomando despues la trasladada C: H .
Pero evidentemente en Hx-g no se puede fijar simulténea-
mente x,§ pues es una distribucién de ambas variables.
fpdria decirse, fisando un lenguaje fisico, que se estd en
presencia de un principio de incertidumbré,,degde el momento que es po-
sible fijar una cualq,q;i_g_ra de las dos variables, pero no las dos simul-
tdneamente.
' Eétas consideraciones wnos permiten ahora presentar una pro-
piedad de las distribuci;nes de»__ ondas,
Sea \IVe ]61\‘[ " di_s'tr:.‘bucién dé ondas elemento del espacﬁ
de Hilbert de una particula..?élemental de pardmetro M respecto .del
gz;up_o entero.o del grupo pi'o v10 ae Lorentz. Los fisicos la escriben
'}lj(xo;xl;xz;x3) suponiendo que se han‘tomado coordenadas. Pero es en

realidadl una distribucién y no’ tiene entonges sentido indigar el wvalor

de ‘~|/ para valores _particulares de las veriables. Se podrd definir el
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>valor de - \.V sobge @ GQ 3 es decir. “-’L,V‘(‘:‘(P.;).\«-;_pgro,n’b"f Y (x) para
" an valor’ part:l.eula.r de x ."“' o / o o

Veremos, sin embargo,*"t‘ziﬁ.*pfdpie’dad intéresante qué o 12 Si-

o d: btmbuciones de ondas \IJE % “#on distribuciones
-.e_agecij;;les Lnr las cua}es se puede f:.;]ar un vglor pa.rticuler del tiempo,
o bien, de X, , obteniéndose una distribucidn de las variables de es-
bé,cid 'xi:,x-z',x3 o

Esta distribucidn tiene una significacidn fisice muy precisa.
] R‘eccii-iiemos que L|/ describe el movimiento; pues bien, si se -fi:i‘é.‘ x, la

. d@istribucidn obtenide serd el estado de la Egrticuls:en*eiutiempo £ijado.

Defim.elon. Unsa distribucion iy se llama. semiregglar en sj. con=*.

Xy
: siderada como distribucion de X es una funcioh indeflnidamente difexren-

ciable con- valores en 9/

La ueﬁnicion supone que se ha ﬁaado un elemento de volnmenf»-

\ -
-~

dx , con. respeoto B la variable X

Semirogglar sigm.fica que es garcialmente reggla.r respecto &'
una. de las variables. Puede ser a la vez semiregular en X y en Y 1lo°

s v,
co.a.l no implica que sea una fu.nclén -de x,y ’ como lo hemos v:.sto enel- .

e:) emplo 3-5::—:{ . T

34, Luws cistribuciones _"M ¥ \V_M como distribuciones. re latee'bfi-d‘gi... >

‘Sea ahora- % i el éspacio-de- Hilbert de  larparticula’ ele=
" fiental” esealar de parfmetro - I, -Hefios aralizadc ya Aicho-espacio: sabes

mok: Gue queda-detefminado por un’propagador’ HM " éuya’ trahsformada de
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- Fourier es - 5 p2+M2 ,8i:8¢e oconsidera el grupo de Lorentz entero, o bien
los pares (8p2+M2’ 0),(0 ; 8p2+M2) en el sentido 'de Methée, si se
considera elwgrupo de-Lorentzapropio._ae'i

Mostraremos que el vropagador HM y cada ¥ M € %M‘ g dis-

,z-;txjj.pggilqz‘re,_sf _Qef:i;nid_lg'_‘s;}f’-gxie B 40 son: semiregq;areg, respecto a,i tiempb, es

""f’d?.éii"fv"i‘esfpie'cto.-.a X, e Do e

Para ello e8 necesario comenzar expresando el espacio E4' co-
mo un producto E.lx E3- s 1o cual est posible tomando coordenadas especia-
led,

_Serd necesario fijar también un valor del tiempo, por lo cual
- ..Se debe abandonar el punto de_‘ vista invariante de la Peorfa de la Rela-

tividad.
i A tal efecto, fi;jemos uris &irecc:lén del tzempo. Tomemos una

recta a.rbitrarla. en F..4 contenida en e1 cono de luz.

'\

Ia direccién perpendicular, en el sentido de Ld::entz, seré
la direccidn del espacio de tres dimensiones; pero no serd necesario fi-

A

Jar coordenadas en el espacio de tres dimensiones. Llamemos™ El a una

recta arbitraria a la recta introducida mds arriba. El es un espacio
afin de una dimensidn en el oual existe una unidad, dada pof la forma

cuadriatica de Lorentz; por consiguiente.en E

1 hay una medidae de Lebes-

gue dxo .
Como consecuencia resulta que se pueden identificar las fun-
oiones ¥y las distribuciones de la varlable t:.empo.
- ' rlaemos ahora una vez por todas un hi"perpla.no perl,endlcular
a :.E'_L ¥ llamémosle E3. . Este hiperplano es en"r,ealidad_ Jn espacio eu-

clldeo con.tres dimensiones, es deécir, un espacio  afin con una-forma

- cuadrdtica positiva que es .la forma .induciga  s¢bre dicho hiperplanc por
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la forma de Loréntz.
Se tiene as{ que E4 es isomorfo como espacio afin al pro-

ducto Elx E3 , pues cada punto de E, estd contenido en un hiperpla-

: 4

no paralelo a E3 s que corta a E en un punto bien determinado, y la

1

recta paralela a E corta a. E3 en un punto bien determinédo.

1

De esta manera, todo punto del espacib se puede representar

en formae uUnica mediante un gunto del egbacio E1 ¥y un punto del espa-

cio E, . .
° %3

Se ve asf que E, con su estructura de espacio afin es el

4

producto de los espacios afines El .y E3 . Ademds la forma cuadrdti-

ca de'Lorentz en E4 es igual a la suma.directa de la forma cuedrdti-

ca de E3 mds la forma cuadratica de El . (Obsérvese que la forma

ouadritica de E, es positiva y la de E, es negativa).

3 1
Llememos X e y las veriables en Eq ¥ E3 respectiva-~

mente. Cada punto x de E, se podrd indicer en la forma % = (xo,y).

4
En genefal x, esun punto del éje de los tiempos, pero no' Necesaria-

mente un nimero si no se ha elegido en E1 un origen y un sentido.

Veremos ahora que las distridaciones H_ y Y son
i X51Y Xor ¥
funciones continuas de xo con valqres en SD?; siendo ademds indefini-
damente diferenciable de xb con valores en g;’y , en otros términos

veremos que son semiregulares.

Podremos poner:

H =-H (x
Xor¥ Y( 0)

. Yxo,y=\yy(xo) g

La demostracidén la haremos de dos maneras. La primera, utili-




T

_ciable de x, con valores en S§
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zando el hecho de gque tanto H como W son soiuqiones de la ecuacién

TR

de Kleln-Gordon y demostrando que toda dlstrlbuclon T solucién de lg

ecuacién de Klein—Gordon posee esta propiedad.'
. Mas preelsamente. toda dlstrlbucion Tx ¥ soluclon de la
- e 0! "

ecuaclon ([] 4TT2M2)T O es una funcion indefinidamente dlferen-

J

¥y A .
La segunda demostracion la haremos utlllzando la transforma—

Acion de Fourler . En uh cierto sentido la primera demostracién es mas
general que lg segunda pues una solucién de la gcuacion de Klein-Gorden
no es en general temperada como es neceéario éuponer para api;car la
tpansformadg de Fourier, y en caﬁbio la propieéad menéionada'sg yer;fi-
ca en un gran mimero de ecuaciones en derivadas“parciales. |

En otro sentido, la segunda eo més general que la primera

_pues puede extenderse a ciertas particulas no elementales que no veri~

fican la ecuacién de Klein-Gordon.

.

Para verlo consideremos una ecuacidn diferencial ordinarisa
(de una varisble + ) homogénea con coeficientes constantes de la for-
ma

34.1 | T(m) +(xm- (m 1) + e -l-d T'+ d T '°

1)

Es conocidoe Q que-toda distribucidn’ Tt solucidn usual de
34.1 es una furcién indefinidamente diferenciableé en sentido usuzl. Pe-
0 no es lo mismo en el caso vectorial sin alguna hipdétieeis suplementa-

« ria.

Sea F un espacio vectorial topoldgico, localmente convexo

' F."’ T;D. T ch. V Théoréme IX .
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. ==l
y completo y consideremos una distribucidn vectorial Tt de. una varia-
ble + , solucidn de la ecuacidn diferencial 1ineal»hombgéneancon coefi-

cientes, constantes

v34.2 Fm) F(w-1)

= =
o1 + .ee + 0(1T' + ?{OT =0 ,

gue tiene sentido pues-se conocé ya el significado de las derivadas de
una distribucién vectorial. TLos (4 j Ssonen este caso aplicaciones 1li-
neales y continuas de F en si mismo, es decir, cada o’(i € £(F;F)

gueda definido por la relacidn ya considerada

(T (@) -

< @)

Se podria preguntar ahora si la distribucidn ?’ solucidn de
34.2 es también una funcidn indefinidamente diferenciable de t con
valores vectoriales.

En general, es faiso. Hay que agregsr una hipétesis, necesa-
ria en el caso vectorial y que se verifica autométicamente en el caso
escalar, a saber, gue la distribucién sea localmente de orden finito,
es decir, que en cada intervalo acotado la distribﬁcién sea una deriva-
de de orden finito de una funcidn continua.

Ello no eé eﬁ general verdadero para las distribuciones con
valores vectoriales, pues "existen distribuciones de este tipo-qnq en
un intervalo tan péqueﬁo como se quiera son de orden infinito.

Entonces, haremos la hipdtesis que E’ es.localmente;de or-
den finito.

En tale;=condiciohes una solucién T de 34.2 es una fun-

oién indefinidamente diferenciable, es decir, regular.

Demostra¢idn. Se hace por -recurrencia. Supongamos un intervalo finito
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%
¥y supongamos que T es alli ura derivada de orden k de una funcién

=
continna f .

La ecuacidén 34.2 puede escribirse

34.3 1 pl Y

k+m-l =~ ¥ =
ne1 D f-...—t><°Dk-f.

Como los operadores 0(i no dependen de t , conmutan con lea
derivada, de manera que en el segundo miembro de - 34.3 se tiene en de-
finifivé una suma de derivadas de 4rdenes k,k+l,...,k+m-1 ,

Pero cada derivada de un cierto orden de una funcién conti~
nna es a fortiori una derivada de orden superior de otra funcién:conti-'
nia a saber, la primitiva de la precedente, de manera que las derivadas
del segundo miembro se pueden reunii en una sola derivada de una fun-

>

cibén continua, obteniéndose

.D(k+m) f=-"= D(k+m—1) ?

34.4

1

de la cual se obtiene
-34.5 DT = ET+ Polinomio ,

pues%serfa E? mds una distribucidn cuya derivada de orden k+m-1 es
nuia; y se puede demostrar, lo mismo que en el caso escalar, que unsa
distribucidn cuya derivada de un cierto orden es nula es un polinomio.
(Basta para ello reducir el caso vectorial al caso escalar efectuando
el producto escalar con un elemento del dual F' ).

E1l segundo miembro de 34.5 es una funcién continua por ser-

= - . . - . = s .
lo £ ¥y el polinomio; en consecuencia D £ es una funcién continua.



. R

,Pero hemos supuesto q_ue T era una der:.vada. de orden k de

la func:.on contlnua. f ' ¥ la. primera. derlvada. de esta. dltima. es tam--
bién una funcién cont:.nua, -1o cual muestra que - Tm .es una derivada de
orden k-1 de una funcién contirua rara k >1,

Si se repite el.razonamiento k veces.se deduce que’ T ‘es
una funcidn continua ?. Es decir,‘ del;hecho que, ? es loca].mex;tg de
orden finito se deduce que T es una funeidn conti.nua ? ’

Veamos aho'ra gque és indefinidamente diferenciable.’

‘ Supongamos que ? 8 h veo;es continuamept_é diferenciable,
es decir g e Ch )y ¥ veremos que es h+l veces contimmamente difef;ﬁ-'

cla.ble, es decir, es un elemento de . ch 1

Por un razonamiento analogo al anterior obtenemos de 3‘4:?2"

areemplaza.ndo T por f ,'

34.6 . D(m‘)» ?=- ?(m-i) - 0( }’(ﬁl—2) —— _«o?

m-1 m-2

o bien de acuerdo & 34.4

4.7 - p(m) T2 _:‘D"(m-l)_ re

?

.do‘nq.e también Z € Ch .

De 34.7 resulta que

~

D T'= ¢ + Polinomio ,

de lo cual se deduce que D f es h. veces contlnuamente diferenc:.able
pues el polinomio es también h . veces continuamente diferenela.ble. '
h En conclus:.on. si f es h .veces continua.mente diferencia-

R o =’, .
-'ble, su derlvada lo es tam'bién, lo- cual prueba. que hid h+l veces

"contlnuamente dlferenc:.a.ble. Pero para ‘h = sy T es continua.‘?)Se de- -~

St
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' duee entonces que T 'e':s" 1ndef1n1damentedlferenclable ; q,:e d.
Volvamos ghora a la eeuaeion de Klein—Gordon, podemos escri-

" bir .

B 347":8_,' i
32 2 2
A = a 2 + axa + 2.
2 X3

es el Laplaclano.
Consideremos a T como distribucién de xo con valores en
, .0,
9 v° La ecuacion .34.8 nos dice que T satn.sface a una ecuacion di-

ferencial de segundo orden llneal, homogénea. con coeficientes constantes.

'.....'.~ 0

Tenemos en el primer término la derivada. de segundo orden de
T respecto a 'xo sy yenel segundp término el operador /\+ 4'ﬂ2M2
/
que es un operador'lineal y continuo sobre 9 ¥ pues la derivada es

/ _ . )
una operacidn lineal y continua sobre 9 y el Laplaciano se compone

y o
de una suma de derivadas; se tiene, ademds, la multiplicacidn por la
g . *

constante 41T?M2 ,'que también tiene esta propiedad.

N
s e

La ecuacién 34.8 puede ser considerada entonces una ecua-
cién diferencial vectoriel del tipo 34.2 enque m=2, °=A+4 e

siendo n;_&los ldg o restantes. 3 . . . ’ _ sz
Entonces si T es de orden 1ocalnent; f:.nlto serd una fun-
c:lén indefim&amente (h.ferenci‘able de xo con valores en Qly

Pero T mno es de orden finito, pues declr que es de orden

&

f:l.nito en un intervalo finito de xO' equivale a aﬁmar que 31 se toma

un :mtervalo finito del e;‘e del tlempo El, en toda. la. h:l.perba.nda. forma-

.-.’
&l

da por los hiperpla.nos E3 perpendiculares a El que pasan por los ex=-

»
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tremos de dicho intervalo, ? ser{a una derivada de orden finito de u-
na funcibn continua del tiempo co: valores en Q’y s 10 cual es falso.
Pero si consideramos la restriceidn de T & un cilindro de
espesor finito, con eje paralelo a E1 ¥y limitado paf los dos hiperpla-
nos E3 mencionados y consideramos en este cilindro la ecuaciéﬁ dife~
rencial 34.8 resulta que T es de orden localmente finito en dicho
cilindro, pues éste es un conjunto acotado del espacio E4= Elx EB,; pe-

ro sabemos que en un conjunto acotado de E, 1la d;stribucién T se

4

puede escribir como la derivada de orden finito de una funcién conti-
-

nua f(xd,y) , es decir

o) wa) o
Tx’y.- on Dy f(xo,y) y

que puede ponerse

_ olp) n(a)
I Dxi’ (qu 2(x,¥))

gue mueﬁtra gue T es una derivada de orden finito, ed el sentido de
las distribuciones, de la expresidn contenida en el paréntesis, la cual
puede ser considerada como funcidn continus de X, gon valores en.§2§1y .
Pero ello prueba que T es una funcién indefinidamente dife-
renciable Qe x, con valqres en 9 ,y en toda la hiperbanda, pues si es
cierto en cada cilindro acotado, es decir, en cada abierto, lo serid en

toda la hiperbanda,

Observacidn. lLa ecuaéién‘dg‘KleinsGOrdoh no es la.ﬁnica que posee esta
propiedad.

Se pﬁede demostrar que toda-distribucién, solucién de una e-
cuacién diferencial eq'derivédas parciales con coeficientes constantes

tal que contenga un término con una derivada de orden méximo con coefi-
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ciente unidad, es decir, toda solucidén de una ecuacidn del tipo

h=0 . o
 Ep > O .h.h
—_— (__..) D ?=0 ,
axlg nen-1 0% ¥

es semiregular.
En el caso6 de la ecuacidén de Klein-Gordon la misma demostra-
cidén prueba que T es también semiregular respecto a X13%, é x3 se-

paradamente. .

Para el caso de.las distribuciones H y Y que estamos es-
} ./
“tudiando, sabemos que estas son elementos de bpx v * Podemos poner en-
: o?

tonces
T € / ’ / / /
3oy Y T2 (LD~ LS
= o

es decir, T puede ser,considerada como distribucién de x, o sélo
en 9; sino también en “/; . _

Por consiguiente, podemos tomar F = f/ ¥ repetir ‘Eodos' 19§f
argumen";os y pero ahora T es, no sbélo localmente, sino globalmente de
orden finito, pues se sabe que tdda distri‘bucién- temperada es globalmen- .
te de orden finito.

Se puede entonces escribirs

r - D}‘{i’ p{®) ((x,) ay) 2(xy,7) 3
dentro del paréntesis figura el producto de polinomios de las variables

X, € y por una funeidn acotada. Esta expresidn puede ser escrita tam—

bién de la siguiente manera: -

w ol @ (2xy) ) £xen)
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Pero 1la eipresién D§Q)(P(xo)'Q(y) f(xo,y)) es un elemento

/ - : .
de :1py,; se deduce entonces que T puede considerarse como una deri-
vada de orden finito en X, de una funcion copti: - con valores en ‘Jp;_

En conclusidn: para cada X_ 1a seccidi de T que obtene-

o

mos es una distribucidén temperada de y ; en otros términos, es una fun-

] . ’ /
cifn indefinidamente diferenciable de x, con velores en Uff .

Consideremos ahora la distribucidn de ondas q/x v Hemos
(v}4
.“fijado’ ya una direccidén del tiempo El ¥y una direceidén del espacio : E3

: ylhemosqidentificado el espacio afin E, con el producto E.x E3 .

4 1

Sabemos ahora que para cada X, en El tenemos en E3'una

distribucidén temperada que llamaremcs la seccidén de la distribucidn de

ondas Y para el tiempo X, .

‘La distribucién de ondas Y describe el movimiepﬁo de 1a
particula y la seccién de ¥ para X, describe el gstado de la particu-
la-én.e; tiempo -xo s, de manera que q/ se d=sccapone en el conjunte de
todas lés gecciones obtenidas pars cada X, . . .

| "t En otrog términos, la distribucibn Y describe la evoluecidn
de_la particula y en cada instante se puede detérminar‘una distribucidn
<'qué deséribe el estado de la particuls. :

Més édelante estudiaremos el coﬁjunto de todes los estz2dos
pafa un éiempg determinado X, . Pare nacer.c formaremos un espaéio de
Hilvert coﬁteﬁido en QQI(EB) con topologia mds fina.que la inducida.

S IR Este espacio resultari tomando para cada X, las trazas en

E, de 1ss ‘distribuciones de ondas V', Estas trazas forman un espacio

de Hilbert que serd -munido con la misme norma de- q/’,_tOmando como ‘nor-

ma de cade seccidn o traza la misma norma de q/ .
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contenido. en 9 "(EB'): - con topologia mds fina qu: la ixducida y también

_mencemds por tratar el caso d= H . En este caso tenemos un origen f:.ja.-

. do en el espacio, pues H estd definide en el espacio vectorial 134 y
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invariante por el grupru sriegonal.

1

Veamos akrora la fsegunda maners "de demostrar gue H Yy 3

x
ooy

\i/'x son d1st11baclpr.es ruregulares de X . H

Cde Ve e T baegkugn DR RN LG B T gy i

) Ut:.liza.remos cemo hemos dleho la. tra.nsformada de Fourier. Co~-

1t

) — —— ——pm
supondremos que hemos hecho E 4= El:_: E3 .

Consideremos la distribucién H. _ = H (x ) ; para cada x
Xg)¥ ¥ O o

fijado resulta una distribucidén de la varizble y cuya expresidén que--
remos hallar.

Aplicando la transformedade Fouriér a H obtenemos
34.9 .' : ?fH = 8P2+M2 Y(-p) ‘.

Recordemos que hay tres tipos de distribucicnes H , corres-
pondientes. al hiperboloide de dos napas y a cada una de las .napas por ,
separado; aqui h.emos cdnsiderado la correspondiente.a la hoja 'inférior |
asociada a la energfs positiva. : ' : . f

Queremos hallar la e'xpresién de H para un valor particular a;

de x_ .
o, ~

‘Ahora bien, si una distribucién es una funcién -—f(xo—.) conti-
nua con valores vectoriales de la variasble x , para obtener su valor
en un-punto xo = ab procederemos de la siguierte manera: tomaremos el

valor de :-E’(xo) como distribucidén sobre un conjunto de fumciones

({? (xo) € 9 que cumplan las siguilentes.condiciones:

-e’

>0 ; S(f(xo) ax =1
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¥ el soporte de CP tiends uniformemente al pi:n'l;.o a.'o ’ és decir, se
‘tendré, CP—’.‘-’.Sxo-ao‘

* BEn estas condiciones debemos tener

=

34.10- f(ay). = lim ?(CP)_

?—9
X%
_Para el caso de Hy(xo). tendremos

: Hy(f'o) = lim Hy({p(_xo)) ;

P02,

este 1fmite como distribuciln de y implica ef limite del valor de es-

. - N s - t - .
‘ta distribucién scbre cada funcién O (y) € D g § Dor otra parte es
_}‘ggqibl,e_;‘ tomar O(y) :7”}_ pues sabemos que H es una fimc_ién indefini--

.demente diferencisble con valores en f y,' .

Sei t;lene 'en'hqnces .

Cosan H(8,)(8(y) = Lin ;xo’y(mxo)é?(y)) ;

X8

en el segundo miembr;".t&'e-‘"esta .expresién se calecula primero el valor’ de-

‘1a distribuecién H " sobre la funcidn CP (i o) O(y) y despuds: se cals
. : Q2 . ’ .

cula el 1fmite indicado, lfmite cuya. éxistenola: conocemos.

Pero en virtud de 34.9 , H' es una transformada:dé-Fourier:
H= ‘;.FS p2+u2 Y(-p) ,

y por consiguiente ¢l valor de la distribucién H, . sobre la furecién
0 .

ﬁo(‘xo)‘ O(y) serd dado, teniendo en cuenta la definicién de la transfor-

Tl

b
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nmada de Fourier de una distribucién o de la transformada inversa, a sa-

ber,

(Fag) =xF ) ,

.por la relacidn

. | o 7"
34.12 B, (Px) 03 = O 22 Yo F @ x) F (B

xo! y

pues la funcidn de X,y es, en este caso, el producto Cf(xo) O(y)
y su transformada ?.f se dg¢scompone en el producto de la transformada

dé cada una de ellas.

Hagamos

e b Feey s Ow=-Fow ;

" hemés’ puesto p = ('150,9) pues si el espacio estd expresado como produc-
to del especio de la variable X, ¥ el espacio de la ﬁri-\ablé ¥ 48U

dual también es un producto, es decir, cada punto p del dual se expre=-

sa por el per po,q de una variable de' ung dimensidén y una variable de
. o

tres dimen;iones.

Ia relacidti 34.12 opuede escribirse entonces
'.?‘H'xo"my(?;(:tiq)<9(?.?)) = 8p2+M2 Y(-p)(¢(p°) @(q‘)) ;

_pero conocemos el valor dé»'S p2'+m‘2'Y('P) - sobre (P(po) -@'(q) (cfr.
' 29,3) a Baber: - '

d(x,) O(a)

- daq
2 |2l

34.13 0 jo.me TN Plny) Hla) =
On

donde G M iihdica,;l.a:m;iaf negativa del hiperbbloiae de pardmetro M., Te-

o

" “piendo en cuenta que en dicho hiperboloide es:




.y.en la hoja negative

P—=‘\\I’;.2"; )

[¢)

se puede llevar este valor al segundo miembro de 34.13 obteniéndose:

. \/ 2 N
34.14 B, (P(x)0(y) = f‘_d? (= Vo 3, O(g) ag .
o!Y o 4E3

2 \/q',2 + M2

Hay que tomar ahora ¢l limite de esta expresién para’ (P"-?Sx

-8
o

. )
pero los términos @ (a) ¥ 2 \/q_2+M2 no cambian; d) que es la trans-
formada de Fourier de CP s converge simplemente = e2-i’lTa.°p° en %odo
P, bpes

(i) = S(P(x ) e21ﬂ'xopo x|,
o 0
¢ 24T 2117
- o I xoPq _ J2ilTagp
lim CP = lim jcp(xo) e ax = e o ,
CF g 5 X -8
0 o
y ademds

I CPI _ r T(P (xo) --,eai'l—l' xoPp' dx e jCP(ch) dx = 1 4

Ziﬁaopo

es deecir, ¢ converge Simplemente a e v estd acotada por 'l § .

por lo tanto (p converge a e*2iM8olo _ o~2iT 2o v.q2+14? .' ¥ esté acota~
dé. por 1 ; por el teorema de Lebesgue, si una funcién converge simple~
mente a un 1fmite guedando acotada por una funcidn sumsble su integral ‘
coﬁverge; por cohsiguiente la integral del segundo miembro de 34.14

¢onverge a un limite, obteniéndose:

| | | -2iTTa ‘V.q2'+M2
34.15 Hy(ao)(a(y)) = fﬂ 2 2 2 @.(9) aq -

5, 2.




) gj.g‘pifica que

Pero hemos puesto @ = f e ; en @ 1a varisble es g

yen O es y.

N B N 2-
Si en 34.15 reemplazamos 9 = )‘ @ s 8e ve que el va-

lor de * 'Hy sobre . Tp@ es el valor de ?fﬂ sobre ® .+ lo cual

e~2iagV 2+ 1P
2 .q_2-i.-ll.12. |

Hy(%) =

y fina.lmen:té-

— e-Zi'iT aoq\'/' q2+M2'
B(a) = F (=2
2 q2 e

34,16 )

donde se sqbre’entiend»e que Tp es uns transformada de Fourier en el es-

pacio de tres dimensiones, pues Hy(a.o)',- una vez fijado a_, es una
—— to

distribucidén sobre E3.. »

Se puede mostrar que la expresidn contenida entre paréntesis

en 34.16 , es temperada de manera que tiene sentido tomar su transfor-

- mada de Fourier, es decir, 'Hy(ao) estd bien determinada.

Con ello hemos obtenido lo que. buscdbemos. Tratdbamos de ha-
llar Hy(_ao)‘-‘ sin eonoce_r_lo',y hemos encontrado¢. la expresién 34.16 , y
habria que mostrer que si la consideramos como funcién de X con va-

N ' . . / - . N .

lores en ‘9y es justamente. ;Lo que buscabamos.

Tenemw: - la expresidén explicita -de una funcibn de xo con va-

/ . ) ’ .y
lores en Qj ¥ "o bien en vpy, -y se verifica facilmente que esta expre-
g8idn es una funcidn indefinidemente diferenciable de x, con valores

m[ . J

n ¢ [o] .
en . y D[ ¥ -

Queda por ver que la distribuci_én definida por esta funcidén
es la distribucién inicial H (x.) , lo cual no es dificil.

o

En‘pa.rti‘.cula.r para a = 0 =: obtiene:
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- FF 1 A
34.17 5 (0) = f (—F=F=) -
y J; 2\/q2+M2

Para calcular esta transformada inversa de Fourier recorda-

‘remos la siguiente férmula:(l)
.
_— r 3r = r=3
5 - 2
1 .2 2 2T 2
34.18 Q =76 ?-f( )° = PEM |y.| K (2muM|y]|)
2 ) -
i q A r(g) . 321‘
excepto para r = - 2k , en cuyo caso
A
Qo = (- 5 + M2) 8 .
47 .
Se tiene entonces:
. H(0) =% =} ——
34 %9 y( ) 5 Q1 7] ’

que es pregisamente lo que obtendriamos si en la expresidén de H dada

por 31.4 y sgs. se hace x = 0.

En el caso de la partfcula de pardmetro M = O se obtiene

34.20 H (0) = —2—
¥ 2T |5]%

Las expresiones 34.i9 ¥y 34.20 muestran que’;Hy(O) es u-.
ns, funeidn, pues no aparece el simbolo Pf ; en la primera, M £ 0 , se

tiene una funcidén de Kelvin Kl s cuyo comportamiento en el origen es

. 1 st
Ael tipo Ty’ de manera que Hy(O) se comporta como
1

2
{7l
finito Kl decrece exponencialmente., Podemos afirmar entonces que

§ pero en
ly|2

el espacio de tres dimensiones es localmente sumable. En el in-

1
H (0 L.
Hy()e '

(1) T.D. I pdg. 48; II pdg, 116. Férmulas IT 3; 20 y VII 7; 23,
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Andlogamente en el caso M = 0,

Observacién. En 31.4 y sgs. se habia obtenido la expresidn de on,y
pare varios casos y en particular para el caso en que se tomaba la hojg
negativa del hiperboloide.

Defalli podrian deducirse las exﬁresiones 34.16 , 34.17 ¥y
34.19 dando a xo el valor ao ¥ O respectivamente, lo cual es 1li-
cito, pues se tiene una distribucidén dada por un vp , es decir, una
pseudo-funcidn en la que es posible fijar el valor de la variable.

Se obtendria as{ un vp respecto de la esfera Seccidn del
cono -de luz con el hiperplano x°= ao ; hay también una 5 cuya expre-
8idén, al hacer tal seccidn, se puede haller sin dificultad.

Pero habria que verificar después, que la expresién obteni-
da define una funcidn indefinidamente diferemciable de x, con vaiér
en 99;_, que coincide con on,y .

Hay otra manera’que consiste en probar que al hacer X, =8
se obtiene una distribucidn y mostrar .gue ésta distribucidn en ¥ de~
pende de a, s de manera indefinidamente diferenciable,y que asi se ob-
‘tiene la distribucidén H total.

En otros términos: habria que tomar a priori la seccidn en
ao y mostrar que da H ‘pues si ello se muestra sabemos gue si una dis-
tribuecidn se puede expresar como funecidn continua de xo con valores
en 9;_ y esta funcién es dnica. '.

Se obtendria asi el mismo resultado gque en el presente paré-
grafo, afirmecidn que no vefificamos aqui,

Puede haﬁer dificultad en el caso x = 0 , es decir, cuando

1a esfera coincide con el origen, ¥y en particular no es seguro a priori

que para obtener Hy(ao) se pueda hacer x°= ao 3+ hay que hacer un pa-
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saje al 1fmite como  funcidn continua.
Estas consideraciones podrﬂgn servir al mismo tieﬁpo parg'ob-
" tener expl{citamgnte la transformada d; Fourier.indicadq en 34,16'.
: De la misma manera se pueden estudiar q/y(ao) 3 pero en. es-
te caso.no hay origen fijado para el tiempo X, ; Sabemos gu% \V es u-
ria didtribioidn dé éndas en el espmcio affn, mientras gque eﬁwelféﬁso de

H se tem’.é. ya un origen, desde el momento que estaba definidé, én el es-

pacio vectorial; se :?‘?tem'.a por ello una exp:.r'esién de Hy(O) mas s/im- :
ple que la de Hy(ao) . |

En el caso-de Y podemos decir que todos los valores §é \Vy(a.o) ‘
deben tener el mismo cardcter en cuanto & su simplicidad.

Podria fijarse un origen del tiempo pero si se hace no'es Ro-
sib}é' que \Hy(o_i dea wds simple que los otros. Esto mismo nos’-d.ice\ q,t;e
es suficiente fijar un origen del tiempo y estudiar ,\Vy(o) pues para
conocer \Vy(ao) bastard fijar el origen en otro punto cualquiera.

El método para obteger_ \{/y(ao) gerd aquf el mismo gue hemos

usado para obtener Hy(ao) ¢ hacer una transformacidén de Fourier y pasar

2l l{mite para cp[.‘,_,Sxo_ao . Se obtiene, después de fijar un origen

34.21 )

— . \/ 2
—F Q/\(&) e-1211Ta° q a2
Yoa,) = £ _

2 q_2 + M2 ’
la transformada de Fourier se efectda en el espacio de tres dimensiones
‘E—3 . Repitamos que ?Pq/ s elemento de, (JZP% ’ tiené la forma ‘}/‘/k
donde \{/‘ € I.)%,, , (supuesto elegido um origen).

Pero si \'f'_e le,, s 8e puede considerar el soporte de/J, y

tomar allf{ las coordenadas tridimensionales ¢q , pues cada punto de la

—
B

hoja negativa del hiperboloide gueda definido por su proyeccidn sobre 3

por la paralela a la direccidn de ;El .
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Podemos escribir entonces todo elemento de m en la for-

ma \]o.k donde \lf\ es. ahora una funcidén de -g :.solamente. Es decir, su~

pondremos agui que la transformada de Fourier de- 4 estd definida '.por
el producto de la funcidn .L}/‘»de la variable gq. muitiplicada por la me-

dida@;‘}.bisgue,;en el caso presente, es:. 8§2+M2 Y(=p)
Veé.mos ahora las principales propiédades de \Vy(ao) .

I) Para M £ 0, \V(g)‘é 12 .

En efecto; es \}/‘(q) € L}2‘, y por lo tanto, en virtud de
34.21 se obtiene

2
34.22 J——-‘-‘!-)I— dg < o0

lo cual prueba gque

.\f(q)
\/2 Va2 + M2

y a fortiori

2 q,2+M2

Entonces la funcidn

g}/‘ (a) 21l aoV/ 2
2

q,_2+ M2
~es una ,fuz_mic’m de Lq s en virtud del teorema de Plancherel, su trans-

34.23

formada de Fourier'i’-’ es una funcidn de L° . En conclusidn:
Yy €
para cada a.o .

Ademés en Lg y. Lyy depende continuamente de a, - En otros




"L, y depende continuamente del pardmetro =x
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términos la aplicacién

xo — \V (Xo)

oo«

El —> L

<

es una aplicacién continua. Para demostrarlo hay que ver que si X, —> 2,
\Vy'(xo) € Li , converge a \Vy(a.o). |

Aplicando la transformacidn de Fourier, es suficiente verlo
para la funcidén 34.23 . Pero si en .esta funcidén (donde se ha reemplaza-
do a.o por xo) se hace x°—+ ?’d s Se tiene el caso, de una funcién
que converge simplemente a un limite y que estd acotada por-una funcién
de cuadrado sumable (pues la exponencial tiene médulo igual a uno) ;

2

por el teorema de Lebésgue se ve que converge en .Lq .

En definiti%a. Para cada valor del tiempo x_ , fijado, la

. seccidn del movimiento Y por el hiperplano Xx,=a s una funcidn de

2

¥y o

En cambio, no se puede fijar ademds la variable de espacio gq

pues las funciones de cuadrado sumable no tienen valor. determinado para-

todo q .

II) Caso M =0 .

Es mds complicado. Se tiene haciendo M =0 en 34.22 3

?

S—\ﬁﬂ-ﬁdq<t><3

2la|

¥y por consiguiente
4 CVIP
V2 ]al v,
2]

pero de aquf no puede deducirse ahora que —2(-3- es una funcidn de .I-i

2 e
q ?

\]




pues g =0 en el origen.
Pero podemos descomponer esta dltima funcidn en dos seccio-

nes tales gue en la primera sea |g[<£ 1 j—‘en la segunda |q_| >1.

{ . Para |q_|>l;si—“r(-q'LeLZ,tmbién,—MmeLZ.
! . V2 Tq] q 2 |q q

Para |q|< 1 podemos poner
Vi Y. 1 .
5 . - 3 ] .
2lal - Valq] Vzjal c
. "
‘ donde se ve que el primer factor es de I.i ¥ el segundo es de Lq con

o < 6 y por consiguiente es de L,

El producto es entonces una funcidn de Ll. Es decir, la fun-

: ' cidn __(_q_)_“/" 2

2l ha sido separada en dos partes: una pertenece a L ¥y la

otra a Ll.

Haciendo una transformacidén de Fourier, se deduce -que la fun-
cidn \Vy(x'o) es la suma de dos funciones: una de Lo v la otra de L .

Se deduce de ello que W _(x ) es localmente de cuadrado sumable que
¥y o e e e

indicamos poniendo:

2
\Vy(xo) €L .

loc.
Ademds se puede definir una aplicacidn continua
x, —-)-\Vy(xo)\

S

l ‘1L0C.

I11) y es una funcidn.

De acuerdo & I) , Y es una funcién continua de X, con va-
lores en Ia? s DPero de ello no se desprende inmediatamente que \V sea

una funcidn de (xo,y) .
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(1)

Recordemos, sin embargo que, si se razona en forma local

tomando un conjunto acotado de (xo,y), el espacio de las fuaciones de

L2 con valores en L2 es isomorfo al espacio L2 s €8s decir,
xo y ’ Xgs ¥

. 2 ,.2 2
.2 2 L. (L)) ~VIL .
34.24 2 (By) VI

Pero siendo H’ una funcién continua de x, con valores en

n

L~ , es. también una funcidn de cuadrado sumable de x, con valores en

-

L . Se deduce entonces, en virtud de 34.24 que q/ es una funcién

d e

localmente de cuadrado sumable de las varisbles (Xoyy) .

IV) s8i q/y(ao) es conocido, es,conocido \Vy(xo) para_todo valor x

Es un problema de valores iniciamles. Esta propiedad depende .
esencialmente del hecho que tengamos una sola hoja del hiperboloide de
dos napas (hoja negativa), pues si hubiéramos‘tomado las dos hojas kaq)
lno podria haberse expresado como funcién de q , pues para cada punto
del espacio habrie dos proyecciones, una sobre cada hoja del hiperboloi-
de, y por lo tanto no podria usarse qQ como coordenada en el hiperboloi-
de. —

Supongéﬁos que hemos tomado un origen y fijado un valor a, .
Ia expresién 34.21 nos permite calcular entonces la funcidn kaq) .
Pero si H/kq) es conocida, toda la Histribucidn de ondas es conocida,

Hay entonces una descripcidn por un valor inicial. Podriamos
decir que este ha sido el origen de un error que llevd en Fisica al des-
cubrimiento de la ecuacibn del electrén. Dirac consideré esencia; que
1lg partfcula satisficiera a una ecuacién diferencial en derivadas par-

ciales de primer orden, de manera gue el valor inicial determinara los
: [ = ’ B

Lo

(1)‘Seminaire L. Schwartz 1953. Paris. Notes polycopiégs.
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otros valores de la funcién de ondas.

Pero es conveniente sefialar que péia ello no es-neceéarié gue
la ecuacidn sea de primer orden en todas las variables; podria ser-una
ecuacidn de evolucidn de primer orden_en,el tiempo y de un tipo muy ge-
neral, de convoluc¢ién por ejempl&,_en las dgmésfvariables.

Dirac encontrd asf la ecuacién del electrén, pero no podia
haber encontrado la del mesén, pues esta Yltims es la ecuacidn de Klein-
Gordon que es definitivamente de segundo orden respecto al tiempo.

.Pero en virtud del cardcter del soporte de la medida que se
encuentra en una sola hoja del hiperboloide de dos napas, el conocimien-
to de los valores iniciales permite obtener los otros valorés.

Busquemos entonces la ecuacidn de evqlucién satigfgeha por
la funcidn de o6ndas. Queremos obtener el valor \Vy(bol ‘a partir ée
Yyleo) - A

‘ Teniendo en cuenta la expresidén 34.21 vemos gque habri que

multiplicar dentro del paréntesis por:

e-(bo-ao) a2 +M2

Hagamos
. . - ?—f -(bo-ao)\/q_2+M2‘
Gy(bo- ao) = e

Se puede poner entonces

>
oY

~ (b)—W(a)()Gy(bo-aT,
es deeir, qJ (b,) estd dada a partir de Y{y(ao) ‘haciendo la convolu-
cidén con G (b °) . A

Sefialemos que &  § b son dos puntos del espacio afin de .
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una-diﬁ;nsién El , eje de lpé tiempos; bo- ao es entonces un.punto
del espacio vectorial 75; ‘asociado a El .
~ La variable. que aparece como subindice de Gy es evidentemen-
te la del espaeio_véctorial ?E; ’ de'manera que ‘tenemos una convolucidn
de uns distfichién del'espacio afin E3 Y una del espacio vectorialiﬁs.
Para hallar la ecuacidén de evolucién, obéérvemés que en 34.21

la derivacidén del primgr miembro respecto a x, (nhabiendo reemplazado
-a, ‘por- X)) equivele a multiplicar dentro del paréntesis porf
—21Trp° = =21iTT q? 0 9
. o, 3 , ' gﬁ?’ A7\ [e2 i
y gg&a mzltiplicacidn es equivalente a convolucionar con JF* (=2il q~+M").,

Sé obtiene asi:

34.25 Yy(x)= Y (= )* (-2imrQ 1)=(-211TQ )(* V=)

0x, |
en virtud de la definicidn de <Qr'dada en 34.18 . Iteréndo ¥ teniendo

en cuenta el caso r = - 2k , se tiene

32
0x

0o

2 )
= (A - 42 ¥®) Y, (=)

Ytx) = '(-m'zfa_z)(f) Y (xy) = =420l :%5)3(’5)\}’,(%);

o blen
(O-+m?¥) Y _(x) =0 ,

‘que es la ecuacién de Klein-Gordon.
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tp B
35. E1 espacio de Hilbert 7@ u=,) »_espacio de los estados para el
. ¥

tiempo X, .. pera la particula de pargmetro M .

Un elemento de %M(x ) es una seccién del espacio de Hil-.
‘bert ;ﬁ? M correspondiente a la particula de pardmetro MZ, para el
.. valor. xd= del tiempo.

Es, en virtud de lo visto mds arriba, una distribucién tempe—
rads en E3 . Puede concebirse, en realidad, como distribucién definida

sobre el espacio de tres dimensiones“ortogonal a E en X, 0 bien

1

como la proyeccidn sobre el hipei‘pla.-ﬁo_ de. tres dimensiones E3 perpendi-

cular a El s hiperplano.que hemos introducido para definir el_‘les;pacio
E4 como producto El X E3 .

'y Estudiemos este espacio %-M(xo) con mds culdado. En. primer
AN i

lugar defindmoslo como espacio de Hilbert sobre E., ; “sus elementos son

3
d;i.stfibuciones temperadas y es necesario introducir un. producto e\s'cs.lar.
Pondremos como producté escalar de dos secciones para el tiem-

po X, el producto escalar de las distribuciones de ondas corz‘espondien-:

tes, a saber:
35.1 (Y, (=) | (wy>2<xo>)%(xo)= AN B

que estd bien definido_ pues la seccidén en un instante particular deter-

ming combieta.mente como hemos visto, la distribucién de ondas. Es decir, ‘

si conocemos dos sec'ciones, conocemos bien las distribuciones de ondas
¥ por comnsiguiente su producta escalar.
Tenemos as{ un espacio vectorial con un*producto escalar que
.es8 isomorfo a ]6 por cons:.guiente es un espacio de Hilbert.
p : Most‘remos que la topologia de %M(-xo)' es_“ina'.s fina que
Qy(EB) -6 més fins aun que :/);(E3) .

2
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'Elld equivale a decir que, si un estado convérge a éei-o‘coﬁ'--
la-topologia intréducida. i:or el producto escalar 35.1 , converge tam=
bién a cero como distribueién temperada. H

En efecto. Si ‘-I'/ converge a cero como estado, es decir, en
% (x )} , converge también a cero la distribucién de ondas correspon-_
diente, es decir, en % s habrd que ver entonces que si 1la distribu-
eién de ondas converge a ¢ero en %l{ , Su seccidn converge a cero en’
fy(E3) s bues de la, mismg. manera gque hemos .visto que la seccién de VY
pare X, pertenece a In?, , enel caso M# O, se ve :I.nme'dia.tamén;be que
sgi Y—>0 en %m y. \l/y(xo) —fro- en -I-a-

Esto ﬁmeba que si un elemento \}/ (x ) - converge en el espa-
cio seccidn % (x ), olo q,ue es 1o mismo en %l , converge a cero
en I-y y a fortiori en Uﬂ; ’

Para el caso M = 0 , hay que sepé:rar 1a funcién en dos par-
tes, como lo hemos hecho més arriba; se ve entorices que si la distribu-
ciéﬁ de ondas vy con_w’rerge a oero en % la seccién \Vy.(_xo)A es la su-
ma de dos Ffunciones, una que converge & CGeI0 6n L2 ¥ 1a otra que con-

J
verge & tero en L 1o culaJ, significa que la suma converge a cero en

:fy(EB) . o
’ En otros términoa, tenemos un ~eapacio de Hilbert de distr:!.‘bn-

ciones temperadas sobre. 33 , con topologfa mis fina que la :I.ndneida

por fy(E3) _
Preguntémosnos a.hora, cudl serd el grupo de invariancia de

— -

_,' %ﬁ(-xo) . Serd evidentemente el grupo ortggonal inhomogéneo de E .

.;—,i;'e's si tomamos un operador ortogonal de E3 ¥ no ‘cémbimos &X fiempo,

obtenemos un Voperador de Lorentz de E 4 que debe operar unitariamente

sobre el espacio de Hilbert % ¥ comp la seceidn conserva.el froducto
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escalar debe operar unitariamente sobre el espaclo de las secciones
7@(19)_ . - L

En definitiva. Tenemos un espacio de Hilbert sobre E'3 _eom -

- : , A

topologia mds fina que la inducida por :/Y(-Eli) e invariante por el

grupo ortogona.l. s *

Toda le teoria heche sobre los espacios ]é puede hacerse

ahora con %(x ) utilizando el grupo ortogonal de E3 en lugar del

grupo de Lorentz de E4 y con 1a diferencia que % (x ) no es ya ele-

mental en el sentido que no es extremal.

| Seﬁalemos que. el hecho que % ~es extremal respecto ali
_.gruim de Lorentz no demuestra que el espacio seccidn %(x ) ' Bea ex~
’trema.l por el grupo ortogonal, debido a que el grupo oriogonal corres-l
“ponde a un subgrupo muy reducido del grupo de Lorentz el subgrupo for-
mago por las transformaei_ones de Lorentz< que conservan el eje de_al‘ tliem-
P0o, lo cual muestra que‘%m(xb) podr{a no ser extremsal, pués siendo
més péquefio, elAgmpo podrie ser reducible. |
| . -' Tratemos de ver ahora cuél serd el propagador H y la medi-
' da /A, correspondientes a %M(xo) . )
4 Adelantemos que el propagador H serd el valor Hy(O)_ CO~-

rrespondiente a %M , calculado en el para'grafo anﬁerio_r.

Observacidn. E1 espacio de .\Hil’bert -de las secclones %ﬁ(xo) debe ser
el mismo para todos los valores de Axo . '
| Para un movimiento determinado obtenemos diferentes secciones
para diﬁf,ez,'ei:‘iile.s’_~ xo -y pero los espacios de Hilbert correspondientes son
los mismos, pues se pasa de un valor de "xd a otro por una traslacién

paralela al eje E v esta traslacién es un operador de Lorentz, o

l ?

El propagador de %M(ao) serd entonces.independiente de & o’
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¥ como lo veremos en seguida, es Hy(O) .
Hemos visto, que por transformacidn de \Fourier el espacio %m

se convierte en el espacio de las funciones ’”}/\(q) tales que

siendo el cuadrado de la norma de ‘{f(q) , exactamente ‘esta iﬁtegral.
Pero en virtud de lo visto en el parderafo 20 c. se deduce

que la medida /JJ ; que define a %'M.(xo) y €8

_ dq -
. 2\/d®+ o

por consiguiente el propagador H = ?p},(, es, en este caso,

-
?

aq
( T ) = B (0)
2 q +

R

como habfamos obtenido en 34.18 .

:‘:36. Ia densidad de probabilidad de resencia en el espacio de los estados,

Reéorde;nos que en lc;s principios de l-a.- Mecénica Cua’.n‘t:i&a Clé-
sica se considera, en la representacién de Schrddinger, un espacio de
Hilbert ]6 , espacio éte 19? estados en cade instante.

Un ﬁovimiento estd dado por un elemento Y (%) , tal que pa-
ra cada t pertenece al espacio de Hilbert ]6 siendc; su norma igual a
uno.

Para medir la abeisa x de una particula (suponiendc.) que se

estd sobre la recta con un origen elegido), se ‘toma el operador multipli-

cacién por X Y 1la descomposicidn espectral que corresponde a este ope; )




- 244 -

-fador.es la deséomposicién espectral de la medicidn dé la dbscisa.
. En este caso el espacio JRE es el espacio Li .

Se puede demostrar que él_operador multiplicacién por ;, es
.éntogdjunto‘y que tiene una descomposicién espectral.

Pero nosotros hagblaremos s@lo de descomposicidn espectral
sin referirnos al operador, como lo hemos hecho al definir una magnitud
fisica por una descomposicidn espectralj

Tenemos entonces dos cosas.

Primero, una‘descémﬁosicién espectral en general, es decir,
un espacio X ¥y una correspondencia F ——.éng

Segundo, la descomposicién espectral de un pperador herm{ti-

-co A , que es una descomposicién-egpectral-en que X es la recta R

j donde éi.operador A se puede escribir como
A= fxdE(x) '

respecto de esta descomposicidn espectral.

- La copexién entre ambas nociones se hace ficilmente y en de-
finitiva se ve que en lugar de considerar el operador autoadjunto multi-
plicacidén por _5_,vio cual es delicado,.ea me jor considerar lo que sigue,

Sea la descomposicion espectral en qne X = JHS- L§
y la correspondencia que a cada conaunto boreliano F de la .recta atri-
buye 'al subespacio de LR formado por las funciones que son nulas'fue-
ra de F .

Se tiene as{ una descampos;cién espectral (en pafticular, sl
Fl- ¥ F2 sonidisjgntos resulta inmediatamente que las dbs variedades
correspondienteSTéon'ortogonales) . |

' Este enuriciado no,éupone la definicidén de operador autoadjuntd.




- 245 -

Resumiendo: el espacio de los estados es shora Li'; una  fun-

:.i 7 la medicién

cibn de ondas es para cada + un elemento ..q}(t)‘é
" de- x corresponde a la descomposicién espectral que hemos dicho.

Pero fara ﬁedir, para un movimiento Y (t) , la magnitud dade
bor la posicién en el instante 1t = to s -9e debe ﬁener una ley de proba-
bilidad, es decir, una correspondencia que a cada conjunto boreliano F,
‘agsigne un ndmero positivo. ‘

| | Este nimero serd la prﬁbgbilidéd fara que una medicién de un
:valor-en F . Esta probabilid;d es, de acuerdo a lo visto en 24 e., el

cuadrado de 1a4nprma_d9'la proyeécién de’ qj(to) , elemento de L2 , SO-

?

bre la vg;iedgd4formada por las funciones nulas fuera de F ; obtendria~ .

mos as{ para la probabilidad el valor

J, ol e 5
en efeétb,xia proyeceidn orftogonal dé q/(to). sobre dicha variedad es
la funcién_iéual a WY(t,) enel conjunto F e iguel a dero-fuepa de
F yel cuadrado de lg norma de esta-proyeccién en el esﬁa&io de Hilbert,
es el cuadrado de su integral que es simplemente el cuadraddfdé ls inte-
gral ;obre_ F ;_ |

De acuerdo a esto para definir la posicién de la particula
paré .t = t; se toma dbmd‘éspacio d; Hilbért el espacio de.los'estados
2 'y no el espacio.de los movimientos.

En este caso un movimiento se describe por una trayectorie-

eniei espacio de Hilbert de los estados,
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:37. Descomposicidn espectral de la posicién en el espacio de los movi-
mientos. '

Vamos a tratar de generalizar lo dicho en el pardgrafo ante-
rior;- ’
o A:Tenemos el espécio de Hilbert ;QZ de la particula elemental
de parémetro M.

Ensayemos medir la magnitud'fisica definida por 1la posici5n_
en el instante xo_; decimos la posicidn en el instante X, ¥ nd sélo

2
la posicidn, pues para un movimiento dado no es lo mismo en un instante

o en otro. )

En el caso anterior podiamos decir sélo la posiéién ¥ tﬁmqr
después Y en el instante t, , pues se trataba del espacio de' los es-
tados. Ahora, en cambio, es el espacio de los movimientos; la magﬁitud
es la poéicién en el instante x , siendo x_ un punto del espacio a-
-fig By .

o Ademﬁs los valores de la posicién no serén ya ndmeros, sino
velores del espacio E3. (serfian puntos del hiperpiuno pggpend;culﬁr a
Ei trazado por X, s pero por medio de una proyeccidn paralela a Elw
podemos tomar puntos de E3).

El espacio X de los valores de la magnitud fisigamég shora
E3 . Hay que definir entonces una descomposicién espectrél qge,a cada
‘conjupto boreliano F de X atribuye un subespacio JQ;F de ;ﬁé de
tal.manera gue cumpla los aiiomas respectivoé ¥ que pueda servir para me-

dir la magnitud f{sica: posicién en el instante e S
" Analizaremos varias posibilidades.

I) Generalizacidn inmediata. Tratemos de definirla en forme natural.
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¥y veamos que no resulta satisfactorio. Podfiamoq proceder en la misma
forma que en 36 : para cada F +tomariamos como.variedgg_ JQSF la
obtenida de la 'manera siguiente:! consideremos.el espacio secpiéﬂ_éqz(xo)
y sobre &1 construyamos la variedad . ;ﬂZ(xo)F en el instaﬁye x forma-
do por las secciones H/(xo) nulas fuera de F . A

Ellas tienen;sentido pues para cada instante las. ?’(xo)
son funciones de cuadradbﬁqumable o localmente de cuadrado sumable, co-
mo lo hemos visto en 34, y decir gue son nulas fuera de F para F

medible, tiene entonces una significacién clara. —
[

Podriamos shora pasar de ;ég(xo) a ;q;'pbr el isomorfismo

existente entre ambos espacios,

Finalmente ;ﬁZF quedaria determinado de la siguiente mane~
ra: si se'define sobre el espacio de las seccioges, es el subconjunto de -
secciones que son nulas fuera de F ; si se define sobre el espacio.élo— '
bal, es el cojunto de las distribuciones de ondas cuyas secciones patras

x° son nulas fuera de F ,

Pero conviene sefialar q_ue° ;HGF depende entonces de x°'= es
decir, la descomposicidn espectral depende de s lo euai es evidente
pues la posicidn de la partfcula varfa con el tiempo.

Pero es fécil ver que de &sta manera no se obtiene una deéccm-
posicién espectral, . pues né‘tiene'las Propiedades que hemos é;igido opor-
tunamente, y en particular se ve que si Fl y F2 ,son'disjun$oé las va--
riédédes ?orrespondientes ;QSFl Yy ;Q;Fz no son ortogonalegf

Se concluye entonces,' que la multiplicacién por ‘xj no es un

operador'antoadjunto ni aun simétrico en ;ag'.’Ello es debido a que no

-estamos shora en el espacio L2-, sino sobre un espacio de Hilbert con=-

“ pletamente diferente, lo cual es sabido desde la introduceién del espa-
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cib % .
Por consiguiente 1o habré en esta forma, una medicion posi- .

ble de la magnitud del tipo que esta.mos considerando.

"II) Procedimiento frecuente en Fisica. En algunos tratados de .Fi{si-
ce se introduc’:e una forma de medir la magnitud xj 'q_ue consiste en lo
siguiente.

- Sabemos-que la distribucidn de ondas ‘V tiene como trans-

formada de Fourier en E4 la expresidn

37.1 - \}/‘},L ., o

¥y en consecuéncia D \V (a 1ndlca la derivacidn con respecto a’ x

" 81 se- ha formado un sistema de coordenadas) tiene como transforma.da. de

Pourier

37.2 2112, Y

" Pomemos shora las sdSciones en el instante X, Hemos vig-
to que, \Vy(xo) tiene como transformada de Fourier
L/zq) e--2;i.’|Txo\/ Q24
37.3 . > ’
: 2 q +ltl2

que se determina a partir de- 37.1 .

.

" Ia ‘seccién correspondiente a aoq} es _(_ao\{’)y(xo) , ¥ tie-

ne entonces por transformada de Fourier la expresién

B ) / H — ' 2
37.4 EN \\r(q) oAM= 0" + ¥
f . ' . -

. Iy
gque se obtiens multiplicando 37.3 por 2iT q2+l\tl2 .

n 1 ’ y ) ] . '
En definitive tenemos idos expresiones A\Vy(xo) 3 (bot}')y(xo)
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cuyas transformadas de Fourler en E3 son »37.3 Y 37;4 respectiva=

mente.

Si aplicamos el teorema de Parseval se deduqe; mnmtiplioéido

37.3_ por la conjugada de 3T.4
31.5 Suyy(xou d,¥)y(x,) ay'=

(Vg Vi 1=
2 \/q2+M2
- 4T uqﬁiku;ﬂﬁg =

- 4T

-1 |y

Por consiguiente

By

1l
37.6 -TﬁIEWaoqjdy=l ’
3

pues la norma de Y en O es igual a umo.

La expresién 37.6 se toma,en algunos tratados de Fisica,

como la densidad de la probabilidad de presencia, pues su integral es

igual a uno.

Pero ello no es licito, pues si bien la 1ntegrai 37.6 es

“igual a uno, el integrando no es positivo ni tampoco real.

Esta segunda dificultad puede evitarse tomando en ambos mien

bros la parte real: se tzndria, puesto que R1=1,
l - .
R(- = g Y (x) O, Wylx) ap) =1 ;

pero el hecho que esta expresidn sea igﬁal a uno no pruebsa que el in-

tegrando sea positivo. Mds ain, se puede ver que tal integrando no es
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‘'positivo y por consiguiente no es apto paré definir una ley de brobabi—
lidad.

Ademds, una cosa mds grave es que dicho integrando es el pro-
ducto de una funcidn \Vy(xo) por una distribucidn Do\yy(xo) y 7
por lo tanto carece de sentido.

Es cierto que las transformadas de foﬁrier de estas dltimas
son funciones y que, en ese caso, el producto existe como nmuestran 37.1
y 37.3 , perc el teorema de Parseval no es siempre aplicable.

Mds precisamente: si se tiene f € 2 i 8 ¢ 2 . (Para
M= O ninguna de las dos pertenece a L2).

¢ Supongamos Qque F y G sean sus transformadas de Fourier;

-se tiene F € I;2 s G ¢ L2 . Puede suceder que ;FE dy ‘tenga sen-
tido, pero ello no autoriza a suponer que el producto £g , ¥ a fortio-

ri la integral gfig dx , también lo tenga.

III) Impogibilidad de calcular‘la probabilidad de presencia., En Fi-

sica se acostumbra a decir que el problema no tiene interés en la Teo-~
r:fa: déﬂ los Campos, y por lo tanto no es necesarioc calcularlo.

Pero podria replicarsée que es imposible concebir una parti-
cula libre sin localizacidn, y que, por tanto, debe ser factible calc;z-

lar ‘dicha probabilidad de alguna manera.

IV) Nueva definicién de la probabilidad de presencia. Si el espacio
%y(xo) "fuera exactamente el espacio L?r serfa natural decir que la

descomposicidn espectral de la medicidén de la magnitud en cuestidn es
la que ya hemos analizado, a saber, a cada F le corresponde la subva-
riedad (L?r)F « Pero sabemos gue. %y(xo) no es el espacio L?' , ¥ en

particular sabemos gque su métrica no es la métrica de este dltimo, que

-
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eatd dada por la integral del producto de un.eleﬁento por el conjugado
de otro.
| Pero, por otra parte, es sabido que todos los espacios de

Hilbert de dimensiones infinitas numerables son isomorfos.

Es posible entonces de infinitas'maneras encontrar un isomor-
fismo tal que a cada ‘V del espacio de Hilbert seccidén le haga corres-
ponder un elemento 6 e L2 y es decir, tendremos ¢l siguiente isomor-

fismo
Y —0

Fotz) —3

de maneré Jue podamos tomar la descomposicidn espectral en L2 y deter-
minar %F para F contenido en E3 .

En otros términos, para obtener }6 p tomaremos en"L?r el
subespacio (Lszr)F de las funciones de guadrado sumable gque son nulas
fuera de F , y pasaremos a % por el isomorfismo inverso.

De esta ma.nera-s_e obtiene sin dudas una descomposicidn éspec-
tral, pues las subvariedades %Fl y %'Fz serdn ortogonales, pues
corresponden por un isomorfismo de espacios 'de, Hilbert a subespacios

ortogonales de L§ .

‘Se tiene as{ u.na verdadera descomposicidn espectral en %(xo).
Pero hay una infinidad de isomorfismos entre d‘OS espacios de Hilbert co-
mo se ve al {tomar una base ortogonal en cada uno y ponerlas en correspon-—
dencia,

Si se toma un isomorfismo cualquiera, no habré en general,

ninguna significaclién fisica relacionada. Pero tengamos en cuenta que

hay una condicién fundamental a imponer: la magnitud respectiva tendrd
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que ser inyériante por el grupo ortogonal de E3 . Bs dpcir, si O es
un elemento del grupo ortogonal de E3 ’ G actdie sobre los elementos
de l?%;(xo) ¥y actia sobre Ey 3 para un estado LVy(e,o) la probabili-
dad de encontrar la posicién en F debe ser la misma que la probabili-
dad, para \Vy(ao) s de encontrar la posiciénen GF.,

En otros términos, para obtener una descomposicién espectral
interesante desde el punto de vista f£isico, debe conmutar con las trans- -

formaciones del grupo ortogonal dé B en el sentido que hemos defini~

3
do oportunamente,

Hay que buscar entonces, todos los isomorfismos W—>6 que
conmuten con los operadores del grupo ortogonal de E3 . ?ales isomor-
fismos gefinirén descomposiciones espectrales que conmutaréi en el gru-
po ortogonal de E3 .

Nuestro problema es shora Bﬁsciﬁ“todos los isomorfismos del
tipo indicado.

Sea. un isomorfismo

% (a) — 2
2

entre el espacio de. Hilbert seécidn yI .
Comé en todas las operaciones con buenas propiedades que trans-

forman espacios apropiédos~en otros del mismo tipo, se puede demostrar

que este isomorfismo estd definido por un micleo. Es decir, existe un

nicleo J | -q_ﬁe define esta operacién y tal que la imagen de Y& %(ao)

es J.¥ . |

; Pero si esta operacidén debe commutar con las traslaciones de

- /
E3 » €1l nicleo J tendrd la forma J _g siendo J € Sé CE3) . Ello

5

-
equivale a decir que la transformacién 2 que noz estamos refiriemdo ten—

P
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dré la forma

Y->0=0xy .

Pero se quiere también que haya invariancia no sélo respec-

to & las traslaciones, sino también respecto al grupo ortogonal éntero.

En virtud de las mismas ideas anslizadas en el caso del micleo

Hx—g_ podemos afirmar gue J debe ser invariante por el micleo ortogo-

—
nal de E, .,
3
En definitiva: hay que tomar todas las distribuciones inva-

riantes con respecto a los operadores ortogonales de E ¥y formar las

3

convoluciones de manera que la aplicacidn

Y —IxVY

establezca un isomorfismo entre ;zz(xo) y L2.

Se puede demostrar que puede aplicarse la transformacidn de
Fourier en la relacidn precedente.

Admitamos que 3 es teiperada y recordemos la expresidn de

la transformada de Fourier de q/y(ao) dada en 37.3 ,

fp‘ Y (a) = %q) 21T aOV}qz‘“ i
vooe 2 Aq?+ Y

37.7

en que H/Eq) ‘es tal que

[ 1Y (g?

37.8 [—(-9-)—dq<°0,
2\/q2+ M2

siendo su norma precisamente esta integral.

Habrd que hallar entonces un operador de multiplicacidn da-

do por una funcidn gue dependa 88X de Iql , de manerz que se obtenga
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el espacio Laq con su norma respectiva. Teniendo en cuenta 37.7 ve-.

mos que dicho multiplicador debe ser

37.9 Ao =\2 Vi ? |

pues su>producto con 37.7 da
. | 2
H/Zq) e-21Trao\/q + M?
\/2 \/QZHM2

funeidn que en virtud de 37.8 pertenece a L2q cdn le norma dada por

la misma integral.
/\(q) es ademds invariante por rotacidn.
Si regresamos ahora al espacio inicial tomando la antitrans-

formada de Fourier, resulta

a1l .
— ? ¥4 .2 -1
12 F Nw= vz o= 22— |5 ¥ omu 3,
L 4

en la que aparece una funcidén de Kelvin que decrece rdpidamente en el
infinito,

Si formamos las conveluciones con cada ij(ao) obtenemos
.10 ) = dJ a
37 O, =9, % Y, (=) ,

que da para cada elemento del espacio de Hilbert seccidn, un elemento

de L2 ; Esta correspondencia establece un isomorfismo entre ambos es-

pacios, iSomorfismo gue conmuta con lcs operadores del grupo ortogonal.
Hay, natufalmente, muchos otros que tienen la misma propie-

dad. Para ello, en lugar de tomar para /\(q) la expresibén 37.9 , se

puede tomar la misma multiplicada por uwne funcidn h(|q|) , tal que
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h([q‘) =1, pues este mnltiplicador debe definir un isomorfismo de
espacios de Hilbert y ser invariante por el .grupo ortogonal hcmogéneo,
1o cual exige que la func16n sea de médulo igual a uno y dependa de q

En general podrd tomarse por lo tanfb‘

.- 2 ~
37.11 2 q,2+M2 ei“(Q) ’

donde O((q?) es uns funcidén medible de q? .

Sefialemos que entre todas las posibilidades para el micleo
Jy s la expresidn 37.1} es la dYnica que sea positiva y que da por tan-
to para J_ , una distribucién de tipo positivo. | :

Esto dltimo implica una condicidén de cardcter métemético“pero
no se ve a qué condicién fisica corresponde. Digamos gque Jy ‘es el mds
simple posible de los ndcleos.

Podemos ahora tomar como descomposicidén espectral de ;Qs(ao)
la descomposicidén transportads por el isomorfismo inverso que serd defi-

nido por
Yileo) = O%3;

donde

1
e 3
i
fr—Ll—=20q - "-”‘4" By *x emu )

' V2o ()
2\/q?m? ' e 4_

Podriamos asi conocer la medicidén de 1la longitud.

B =
J

38, Medicién de otras magnitudes,

a) Velooidadi-Sg-acéstgmbfa'décir eg'la‘Mecéniqa,Cuéntica-Clé-
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" sice que para medir la componente de la velooidad ¥ ,v_eﬁ‘ la direccién
xj;, habiendo tomsdo un sistema de cqordenadaé, gevdebgncogéiderar el

:operador autoadjunto ‘ L e

.;E__._EL_ = -
211-[ x‘j ? j - 1’2!3 P

y tomar su descomposicidén espectfal, qn; eé'ﬁﬁagde;composici6n:éspec-
tral correspondiente a la recta real, y que esta descomposicidn da la
maghitud mv;j y donde m es la masa en movimiento,

Veamos que es lo mismo, a tal efecto, tomar la funcién

o la funcién O , pues en virtud de 37.20 , © se obtiene de ¥ por

medio de una convolucidn, y por consiguiente, la derivada respecto de xj'

da el mismo resultado. Es decir, sabemos que el operador

h O

2iTT Ox

J
es autoadjunto sobre L2 ¥y su descomposiciéﬁ espectral da la medicidn
de la velocidad en xj 3 el razonamiento anterior nos muestra que es lo
mismo considerar dicho operador sobre el espacio de Hilbert seccidn en
el instante Xo , obteniéndose la misma descomposicidn espectral.

Se ve entonces, que para la medicidén de la velocidad no. hay
prqblema: tomar:el opera@pr de derivacidn sobre éqé(xo) o sobre L

da el mismo resultado.

b) Energia. La energia m02 corresponde al operador

° he 3
- )
2iTT O x

como se dice en la Mecdnica Cudntice Cldsica.

En este caso, a diferencia del anterior, hay que tomar una
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- derivacidn en la direccidén vertical al hiperplano E3 , €8 decir; n6 po-
‘demos hacerla sobre la seccidn sino sobre todo el movimiento.

‘ Para. éllo hay que obtenér el movimiento que corresponde & 6
pero teniendo en cuenta que J-y no depende de X, s si en lugar de to;
mar la seccidn LIJ y 9 para un instante las tomemos para cada valor
de x_ , obteneinos junto al movimiento Y un movimiento & que es una

funcidn sobre E 4 ¢ Se ‘encuentra asi:

38.1 O iotar = Yiotar *(Sxo® Iy

donde debe entenderse que para efectuar el producto de convolucidn de

: '\Vtotal con Sx = Jy » hay que tomar para cade x  la convoluecién .

o
de la seccién \V(xo) con J_ .

Pero se trata de una convolucidn, y por consiguiente la deri-
vacién no presenta ninguna dificultad. Es decir, el operador de deriva-

2.

- eidn respecto de xo es el mismo en % 0 en
En definitiva, para la medicidén de la energia podemos tomar
Yséo0.

Para terminar digamos que en virtud de 34.25 el operador

‘:‘,cuya.,(_iea:;composieién espectral da la energfa es, suponiendo h = 1

¢) Momentos c:i_.néticos. Se definen como los operadores

‘! ‘1\ a; ] a
8.2 - SiTT (x2 axs--‘x:{ 3?2) ’

respecto a la direceidn 11 , por ejemplo.

Se demuestra que en I-2 eéte-loﬁerador,nes autoadjunto y su
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@escomposicién espectral da la medida del momento cinético.
A primera vista pareceria que' hay una dificuitad, pues junto

a una derivada, aparece también una mltiplicacién por X, vy xq ya

priori estos operadores son autoadjuntos en I° pero no en % . Es de-

cir, parecerf{a que para obtener el momentoicinético hay que tomar la

descomposicidn éspectral de este operador sobre el espacio L rela~
tivo 2 8 ¥ regresar a % por el isomorfismo inverso.

Pero se puede ver que la combinacidn de estos operadores de
multiplicacién y derivacidn que interviene en el momento cinético da

un operador gque es el mismo en % o' en L2 .
es el operador infinitesimal de

Ello se explica, pues 38.2
) )

una rotacién y la transformacidn % — L° conmuta con las rotaciones,
es decir, dicha transformacidn es invariante por rotacidn; por consiguien-

te el operador infinitesimal de una rotacién antes o despuéds de la tran3-

formacidn es el mismo,

En resumen, .Los operadores de velocidad, energia y momento
cindtico se calculan sobre O de la nismg manera que sobne ‘V + Ia po-

sicidén, en cambio, se calcula s8lo sobre © de 1la menera usual,

Podemos agregar ashora lo siguiente. En lugar de considerar
una seccidén consideremos todo el movimiento: si‘a partir de \V e 9(E )

caleulamos O € 9 (E ) dada por la férmula 38.1 , obtenemos una nme-

va distribucidén que se puede definir para cads xo . Ademds, para cada

xo obtenemos una funcidén de I° con norma igual a uno, de manera que

céda espaclo seccidn resulta ser el espacio I

Se puede ta.mbién buscar la. ecuacién de evolucién que verif:l.-'-

ca 6 ¥ se encuentra dque es la misme q_ue 1a, que verifica \IJ pues 38.1 -

]
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es una convolucién y no serd cambiada, por lo tanto, por ofra.convolu~

" eién como la que aparece en la ecuacidn de evolucién de ¥ . Se obtie-

ne as{

06
b_xo = -.21”9_1 X 9 .

(y)

De la misme manera que para ¥ 1a iteracién de ésta nos.da

.1a ecuacién de Klein-Gordon para O

(0-4m2¥)0=0

Conoclusidn., A partir de Y se puede definir una mmeve distribucién de
‘ondas 0 que ‘se obtiene por la convolucién de la férmla 38.1, aun-
que o8 mAs simple consideré.r las secciones y hacer la convoludién con
Jy cuya deterﬁmcién explicita conocemos. Esj:a nieva distribucidn de

ondas 9 tiene las siguientes propiedades.
I) Satisface la misma ecuacidén de evolucién y de Klein-Gordon,

II). Los espacios de las secciones son mds sencillos que los de Y

pues cada espacio seccidn es el espacio I.2

IIi) Ia correspondencia entre 9 y \V es invariante por el grupo

ortogonal de E3 .

IV) Los operadores de velocidad, energia y momento cinético de la
Mecénica Cudntica Clisica se calculan sobre e oV indistin-

tamente, pero el operador de posicién se calcula sobre (3 ¥y no

sobre \V .

Parecér:’.a asi que la verdadera distribucién de ondas es"e

} no ‘-P s Pero @ no es Lorentz-invariante pues queda determinada poi-
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medio de . Y & partir de 1a-fijggién;deJunngjeﬁgel tiempo E, .

_ La situacién'es la siguiente: Y es la sola distribucién de
ondas que tiene la invariancia de Lorentz, es decir, JRS es Lofentz-iﬁs'
wariante, y no hay entonces otra posibilidad mds que el espacio ;42 de
las Y . Pero sobre Y no se puede caleular de’ wna manera sencilla la
posiciép‘de la particula.

Si hacemos una transformacidén que depepde de la descomposi-
éién de E4A en E1 x E3 pero que es. invariante por el grupo ortogonal
de E3_, obtenemos una nueve distribucidn de ondas que para esta descom-
f£ijada, se convierte en una verdadera distribucién de

posici6n de E4

ondas sobre la cual se pueden. calcular todas 1as magnitudes fisicas qne

se desean.

En este caso la probabilidad de presencia estd dada no por

|\|/y(a.o)|2 , sino por '

16,(a|% = | ¥ ta) x5 |2 .

Puede agregarse que esta dltima probabilidad no es de carde-
tef‘local, es decir, si se conoce, en un instante dadd, la seccidn Hf
en un conjunto determinado de E3 no se puede conocer la probabilidad

de presencia correspondiente.

Para conocerla en este caso es necesario conocer la secqi6n
VY completa. Pero J contiene una funcidén de Kelvin que decrece;ré—
pidéﬁgnté de manera qne~préqticamente si se observan_loé.valores numé-~
riéos s€ ve que hay una "casillocaliéaéién"

Ademds, si la seccién q’ tiene un cierto soporte, ello no

gignifica que la particula esté contenlda en ese soporte, pues @ tie-

ne su soporte en el espacio entero, pero puede decirse, por la misma ra-




J

- 261 -

zén que la anterior, que O esté "casi concentrada" en dicho soporte.

Si fuera la Unica solucidn posible serfa necesario ddoptarla

pero hay una infinided que se pueden clasificar matemét;cansnte. Jy ea

la dnica que sea una distribucidén.de tipo positivo. Las otras SQn'de di-

ferentes signos o complejas, .y dan probabilidades de presencla diferen-

tes.

Se puede mostrar ademds, que?esté proceso se puede efectuar
parz todas las particulas escalares o veqtoriéleé de masa igual .a cero

o diferente de cero, con excepcidn de las particulas .de masa qero'y-es-_

pin diferente de cero.

Para un fotén, por éjemplo,-parece que no habrfa localizacién

posible, o bien no habria densidad de probebilidad de presencisa.

39. E1 problema de la energia positiva.

Hemos visto que la energfa E = mca se mide -por el operador
_ P} .
- E%%r ?55— . En el espacio dual, en virtud de la transformacidén de
. °

"Fourier, este operador corresponde al operador de multiplicacién - ep

Es clarc que este energia debe ‘ser positiva, lo cual signifi-

ca que el operador de multiplicacién por - P, -debe tener un espectro

ﬁuramente positivo.
Esta condiciéﬁ de energfa positiva excluye la consideracién
de'algunos hipérboloides; IOS-de/hna naps se excluyen, pues en ellbs Po

toma valores de ambos signos; ehfre los hipérboloides de dos napas_saio

“estd. permitida la hoja en que - P, es pogitiva.ngtofe§~1o'§ne se ad-

mite generalmsqté en Fisica. Pero apqrece'uha:dificultad‘matemﬁtic&«y

qs_iue en tal caso no se puede tomar como ‘gruve estructural ;l_gﬁhpd'dg~
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Lorentz entero y hay que tomar sélo el grupo de Lorentz proplo, lo cual
»:e’guivale/ a decir que no es ‘~pe>rm1t;ldb un cambio en el sentido del tiem- :
Po.

Ahora bien, el hecho que en.la f{sica de la interaccién, ‘por
. ser un fendmeno estadistico, el sentido del -flempo: :tenéa. una significa-
cién precisa (como en la ecuacién del calor), nada autoriza @ fijar el -

_égnti@o., pues estamos acostumbrados en la Mecdnica Cldsica, mecdnica de

un ptm’co libre, que en la ley fundamental de un punto libre, F = dltﬁgv) .

¢l sentido del tiempo no debe tener una importancia especial y aqui apa-

rece tenerlo,
Analicemos la cuestidén con mds detalles.

Si se cambia, por ejemplo, el sentido del tiempo, la expresidn

- %- -BQI— cambla de signo y por consiguiente no-puede servir para cal-
.ecular la energia.

Serd necesario decir gue para un sentido del tiempo, la ener-.

gfa se mide con la expresidn = %T- 3-;!— Y para el otro sentido se mi-
o - ‘

9

de con la expresién + 2??1. ax , de manere -de obtener el mismo resul-

ta.dc en los dos casos.

™n razonamiento andlogo puede hacerse coh respecto a las com- -

X

ponentes de la velocidad; &stas se miden con los operadores ?1;_? IR
' 3
que no dependen del sentido del tiempo. Pero el sentido de la velo-

cidad depende del sentido del tiempo,.esto es, si en un sentido del tiem~

po la componente se.m’ide con, fﬁ- -g?-, én_ el otro sentido del tiem~
‘ | Y 3 { j
po gse mide con - v ax .

Se puede admit:.r entonces que hay un sentido privilegiado

- del tiempo con respecto al cusl la énergia y las componentes de 183. ve-
-  Tan e : ne 0 - _h ) '

looidad se calculan con las expresiones . I T

S T xp on am dx, Y 2W I,

e ——




K B

L\-.-A.‘.h-p.

- 26% -

‘respectivamente, y que si se cambia el sentido del tiempo la energia y

las componentes de la velocidad se calculan por estas expresiones cam-
biadas de signo, de manera tal que: se tenga siemp:p_e',lha misma hoja del
hiperboloide.

Esta solucidén no es la ideal, pues seria préferible estable-

cer que en la Mecdnica Cudntica una perticula elemental libre ses inde-

pendiente del sentido del tiempo.
Teniendo esto en cuenta proponemos la siguiente solucidn. Co-

mo no hay sentido privilegiado del tiempo, tomaremos el grupo de Lorentz

entero,

En tal caso, el espacio de Hilbert de la particula 76 debe

descomponerse en uns suma directa de dos subespacios de Hilbert %“ ¥y

%P s ©8 decir
% =%‘¢%‘5 i

ca.@a uno de los subespacios %q y %{3 deben ser invariantes por el
grupo Fle Lorentz propio ¥y @eben ser intercambiados por los operadores
ie Lorentz anticronos.

' X ¥ {3 son dos {ndices que indican los dos conos de luz,
de manera que cada uno de ellos se individualiza por uno de estos .fndi.
ces ¥y no con el signo + 6 - . .

%e( corresponde al cono de-luz de fndice X , ¥ %p al
cono de luz de fndice P 3 para los elementos de %q , 81 se toma el

sentido del tiempo q_ue corresponde al cono de {ndice X la energia y

,1a.a componentes de la velocidad se calculan con 1los opera.dores

- -
211r FEN y 21T 3 x,

sentido del tiempo que corresponde al. cono de {mndice P la energ:[a

« Para los elementos de %{5 y 81 se. toma el
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| ¥ las componentes™de la veloéidad se calculan con 1os nifsrios “opéradores.

" “Ental caso vemos que 108 dos':‘sﬁbesﬁfﬁaéitoé‘"}%&':"Sf %{5 corres-
poriden, en el espacio dual,. a émbas"'napés‘“&éj..'Iiip(;rb&loi&é ‘Y no e una so-
la como se hace en Fisica,

Si’‘se acepta esta explicacidn; no'hdy posibilidad de distin-
guirurse\nktldo ‘del tiempo que tenga unprlv:Llegid particular en una ‘par-

ticula elemental.

Finalmente, €l eoperador de multiplicacidn que corresponde en

Qe

el espacio dusl al operador -~ 5117,-5'— serd respectivamente i- c(p )'

so'bre el subespacio % v =c(p )(3 sobre el subespacio %‘5/, donde

(p )«‘ y (p )P son los valores de P, cuando el sentido del tiempo .
- es el qué corresponde al cono X & @ respectivamente. En conclusidn,

el operador de multiplicacidn es: + clpo‘

Ello prueba que %o( debe ser el subespacio de ]6 formado
o F
por las distribuciones cuyas transformadas de Fourier f tienen su so-

—

porte en el cono de luz de f{ndice 13 . En este caso el opérador de ener--

gia en ?]6 es la multiplicacién por 'CIPOI =c Vq_ + i en % es
la convo.l_ucién con cQ_j . ‘

Es preferible entonces: usar las dos hojas del hiperboloide
pg.‘comidiezido la energia no con el operador -cpo sin'o" con el operador -
+ ‘c.lpol gque es un operaidor‘ de espectro positivo, 1o cual permite uti}i—
za.r' ‘el grupo de Lorentz entero. | .

S1 se utiliza el grupo de Lorentz propio en una partfcula -
que es elemental respecto al grupo de’ Lorentz entero, esa particula de-
ja de ser elemental: aparecen entonces Hos tipes de particilas éléﬁen_.

" tales, el tipo -of ¥ el tipo [3 ; due -corresponden é,:'los_,sub‘e"sbacio's

%q ¥ %13’. si Y t"iéne como projécciones \K‘ Y WP sobie %a‘

Tt —— @
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ygéagp la probatvilidad de que en este movimiento V’ la particula sea
de tipo X ¢ B es |Yi[% ¢ kAR respectivamente.

Para el grupo proplo una particula elemental debe ser del
tipo o § f3 y pues ahora el tipo X § (5 es una megnitud univer~
sal respecto al grupo de Lorentz propio, y por consiguiente debe tener

un valor cierto.

Recordemos que hemos dicho que para el grupo dé‘Lorentz pro-

"pilo hay que considerar una sola hoja del hipeFboloide; la particula de

tipo o corresponde a la hoja de indice (3 : es la partfcula, la otra
es la antiparticula. '

De esto se deduce que hay una magnitud f£isica de tipo uni-
versal con respecto al grupo de Lorentz propio que no lo es con“fespeea
to al grupo de ‘Lorentz entero, ¥ que separa la particula en otras dos
de distinto tipo.

Si se tiene en cuenta que la carga eléctrica de una parti-
cula cargada toma dos valores opuestos y que ambos valores se intercam-
bian por una reflexidn del tiempo, se concluye que se tiene asi una mey
nitud f{sica natural que permite distingﬁir los subespacios é&gq ¥ ;Q

Conviene recordar que en las ecuaciones de Maxwell, la deri-
vada del campo eléctrico .con respecto del tiempo es el rotor del campo
magnético; este Ultimo no cambia al cambiar el sentido del tiempo, ¥y p
consiguiente no cambia la derivada gue hemos mencionado. Pero una deri
vada cambie de signo al cambiar el sentido de la variable, y por 1lo ta

(1)

t0 debe cambiar el signo del campo eléctrico.

(1) El caso de la particulas neutra lleva a un problema distinto, pues

es necesario considerar distribuciones de ondas con valores reales

-
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Se ve asi que, de acuerdo a este planteo, hay una magnitud
f{sica que no conocemos y que distingue, para una partf{cula de pardme-
tro . M dado, dos po;s'_ibilidade's segin sea el cond de luz elegido.

Hay entonces una magnitud fisica con dos valores y se ve que f

" -es la ¥Ynica posible que dependa del sentido del tiempo, pues sobre el . i

espacio ]é el grupo de Lorentz entero es irreducible y el grupo propio

-e8 reducible de una sola manera en dos componentes.

En cqnclusién, toda magnitud fisica que depende del sentido
del tiempo para una particula debe ser uns funcidn de ésta. Es ldgico
entonces considerar que tal magnitud constituye una interpretacié:q na-

tural de la carga eléctrica.



ERRATA S

" ‘Pag. Linea donde dice " debe decir
! : N
3 T es decir ’2‘%" . es decir 317
27 i la topologla es 1t 1a topologia es
orrientes corrientes (ver G. De Rham: Varié-
2 12 !corrlen %és ]))ifferentiables. Act, Sec.- et
nd.

25 21 :.K.-cpegj K. ?eg'

36 6 @y 0 en P si @,—0 en 9
36 7 (Pv 0O en }6 v-.-..o -en ]é
44 9 que depende de que depende de /.1 . )
45 4 . que coinciden que coincide J
55 13 [(K.Q Tigl (K.@ Il . /»A
59 22 .cualquiera sea cualquiera sea N
§ noou (K K Pl : R AR 257N
| non P, (Rl 5 9gp,
! .
- o1 (K@ K- (Kye Pl X1-Pl 755
90 2% '1lamémoslo a llamémoslo &
e . .
107 8 X En En X En
116, 5 corrector covector
124 17 .no puede se 5‘-/’ FO no puede ser f%
131 1 se verifica que En efecto si* el operador "flecha"
: agociado es la identidad se veri-
: _ fica que
136 17 ' subgrupo G i subgrupo g
143 21 ;en realidad en la realided -
158 1 .de la Teoria de los Caracte- Puede decirse que en la categoria
-res o de la Teoria de . los " de los espacios de Hilbert G-in-
:Convexos variantes, /& es .extremal en el
. sentido de los puntos extremales
de la Teoria de los Caracteres o
3 . de la Teoria.de los Convexos
: 163 7 ia cada L A cada
168 1 ,escalar en En . pues para obtener el producto esca
B lar de p y q es necesar:.o trans
portarlos sobre el espacio E por
medio de )’ R4 tomar el produc-
A to escalar en En ‘
134 14 - La medida La medida }L —
195 1 definido araliticamente por los conjuntos abiertos, intersec~
1a exprasin 150 lin guo sn eots onao be ol abter
. expresién . p2>0
P07 24 S1 T es - Si T es
216 18 -recta arbitraria a la recta iecta arbitraria paralela a la rec
a
226 1 1contenido en Q ! (EB con Veremos que dedes;.{al%ag:ra se obtie
: neunes acio de Hilbert con
gg'g %aym’é:mgigg que-la en gy' (& con topologla ;::igg -

na que la mducida y lambien




{
I




L . R N 4
' P “

.l . CURSOS Y SEMINARIOS DE MATEMATICA

Fasciculo 1. Matemdtica y fisica cudntica . . . . Laurent Schwariz
Fasciculo 2. Condiciones de continuidad de ope- )
radores potenci_oilevs y qe Hilbert. - .~ Mischa“Cotlar - ... .~
? Fasciculo 3. Integrales singulares y sus ‘.:‘.oplic.c— )

ciones o ecuaciones - diferenciales

————

hiperbdlicas. Seminario dirigido por  Alberto P. Calderén

Fasciculo 4. Propiedades eh el contorno de fun-

- clones andliticas: . . ... .. ... Alberto Gonzdlez Dominguez

T

Fasciculo 5. Te_,jorio constructiva de funciones. . . Jean Pierre Kahane

S

Fasciculo 6. Algebras de convolucién de suce-
siones, funciones y medidas sumables  Jean Pierre Kahane
Fasciculo 7. Nociones elementales sobre nicleos

A ’ : singulares y sus aplicaciones . . . . Juan Carlos Merlo

Fasciculo 8. Funciones arménicas . . . . . . . . Stephan Vagi

Pedidos:

Departamento de Matemdtica

s

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Averida de Mayo 760 - 2° piso

Buenos Aires - Argentina.




