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. S ADVFRTENOIA

-:__;g, - s

E1 presents fasef{culo es uﬂh émpliaéién-déiuﬂés notas mimeograriadas por

esta Paculiad eun 957, y reproduce el material de un curso - seminario dictado

en 19L) cvn el Institute Matemético de Buenos Aires y en 1958 en Washington Uni-

-versity de Saint Louls. Su p#ihcipal opjeto eg servir de introduceidn a los re-
cientes trabajos de gslderdn ¥y Zygmund sobre integrales singulares, ykaléupqs;
:tépicos estrechamente vinculados.a los mismos, como la teoria de Bpeﬁadoreé po~
tencialeg y espacios de Sobolev. u

Pl orden seguido en esta publicaecidn es el de la exposicidn durante el
curso, perc para informarse sobre los resultados fundamentgléé conviene hacera
algunas alteraciones, a saber; |

1) Después de los 88 1 y 2 del Cap. I, leer los §§ 1 , 2 del Cap. IV, y
voléer luego al § 2 del Cap. II.

2) Pare la demostracidn del Corolarioc 4 , pig. 46, conviene tener en
cuenta lé nota J del § 7, Gap. IV.

3) E} § 9 del Cap. II puede omitirse, basta leer la definicidn de la pa-
gina 80, ¢l enunciado del teorema 5, pég. 87, y l1a demostracién de este teo-
rema dada en la pdg. 98.

4) Para el teorema 16, pdg. 181, parte ¢}, es necesario tener en cuenta

la nota L) al final del § 7, Cap. IV; lo mismo para el teorema de Ydung, en »

la pig. £40.

He tratado en lo posible de hacer la exposicidn en base a metodos gene-
.rales, con vistas a poaibles generalizaciones y vinculacionag eon otras teo-
rfas. Para no presuponer mas conocimientos que la teoria. deﬁla integral de
Lebesgue, he insertado demostraciones de alguncs hechos bien conocidos.

Mucﬁo agradezco a Rafael Panzoné, E. bklander y Cora Ratto de Sadosky la

valiosa ayuda prestada en la redaccion de estds notas.

Buenos Aires, 1959 o VL%L%?S%?g E% I N

-1 l_’il_._ , T . . 4 e
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I. TIPO DE OPERADGRLS

Pru-speeae—

CENERALIDADES

1.

L n . : "
Usaremos lgs notaciones siguientes, E designard el asspacio euclideo
- .n , 1 n
de n dimensionesy cada punto x d¢ E es una n-upla de niimeros reales, x ='(x ,o¢9x<)0
n . . . ' 11 n n, . .
" Dados dos puntos x , y de E , x+y designard al punto (2 +y 5o 4y ), ysi a 83 un

. 1 n, . .
escalar (un nfmero real) ax designarf al punto (ax ;..,ax )j ademfs escribiremos

1

) . .
(z,5) = xlyl tyeegt XY, |x|= [(xr)2 Foot (xn)2]-§ = (x,x)%'= distancia de x al origen,

Si A es un conjunto de E° designaremos con !A[ gu medida (o medida exterior) de Le=~
basgues la integracidn respecto de esta medida se designarid con dx , Ademis de la medida de
Lebesguewunsideraremos otras medidas j& de Lebesgue—Stieltjés (de Raddn) y para 8stas usare-
mos las notacioneﬁjL (A), éju . P - Lp(En) indicard el conjunto de todas»ias juncidﬁes

f(i) definidas en En 5, medibles y tales que lf(i)lp es integrable Lebesguej para una tel

1l = {JE;jf(x)l'P}%

. n ol
M&s generalmente, dado un conjunte E (por ejemplo un cubo de E y un dominioc, un

funcidn escribiremos

circulo, ete..) y una medidiju en E , designaremos con ‘LP(Eafg) al conjunto de todas las

funciones f(x) definidas en E , medibles, tales que If(x)lp o8 integrable respecto aejk
sébre E, o l _ '
Consideraremos también el caso en que E = {},2,.,,n;.J es discreto f}L es una medi-
i de sobre E, En este caso’p.queda perfectamente determingda éonodiendb los hﬁmeroa/}l(n) = me-
didadel punto n, pues todo conjunto de E es una suma numerable d; puntos y suvﬁedi&a os .
suma de las medidas respectivas., En este caso, ung funeibén definida en E :és'una“suceéian

h(n) = L 7 su integral es una suma ¢
Suepe Bnpen .
E
En particular,'siju es la medida con masa uno en cada puhto; es decir éi/u.(n) =1 o ene

&nNAWH%mwﬂWJ

Como es usual, dos funciones de Lp g¢ identifican si difieren tan solb.eh puntos de un con-

~<

tonces la integral filtima se reduce a la suma

Jjunto de medida nula,
En el Andlisis se consideran preferiblemente los espacios Lp con ﬁ;}i,’pues en este
caso ”f“p verifica la desigusldad “f + g]|P4$,|f” ot “glip v tiene todas las pro-

piedades de una normaj esta desigusldad no vale si p<1 , El caso p = © no se excluyes

© )
recordemos que se dicd 'que f € L si existe un nlmerofijo M +tal que e(x)&¥. para




<A B
< i [

*

tcdos les = salvo un conjunto de medida nula., Se prueba facilmente que entre todos estos
nfmeros ¥ nay uno minimo que recibe el nombre de sup esencisl de f y se designa con
“f || o = sup esenc. de lf(x)l .

"Si fn(x) es una sucesidn de funciones definidas en E , diremos que fn(x) converge
puntualmente a f£{x) si 1lim fn(x) = £(x) para todo x de E , exceptuando un conjunto de
medida nuvla (respecto de la medida que opera en E ), Diremos que fn converge a f en media

(p), 0 que fn—>f en Lp, si todas estas funciones pertenecen a Lp ¥y si |[f - fp“ P—-—)O

rara n——jo .
Si i‘n——-af en I_,P s en general, no se puede afirmar que fn(x)-——-s»f(x) puntualmentej
pero si se puede afirmar de que existe una subd sucesidn fn que converge puntualmente a f(x).
Rec{procamente, si fn(x) converge puntualmente g i‘(x) nci> gse puede, en general, afirmar de
que fn converge a f en Lp $ pero esto es cierto si la sucesidn fn(x) tiene una mayoran-~
te en LY s es decir si existe una funcidn fija G(x)eLp tal que jfn(x)l < 6(x)
para todo n /y para casi todo x . FEn efecto, supongamgs que  lim f‘n(x) = f(x) para casi
todo x s ¥ que |fn(x)1$ ¢(x) , donde G(x)&LP, ¥y probaremos que fn—>f en LY .
De 'fn(x)‘éc-(x)' resulte [f(x)| <B(x) , luego ,fn(}:) - £(x)| €26(x) ‘ ,
'fn(x) - f(x)l P LoP !G(x)'p . Como |fn(x) - £(x)|*—>0 para casi todo x , y como
2?‘]({ (x)|p es integrable, podemos integrar término a término (por el teorema de paso & lfmite
bajo el signo integral de Lebesgue) resultando
!fn(x) - f(x)lp dp—>0 , es decir “fn - f ”P-—-)O , como queriamos ver,
~ Una funcibn g(x) , definida en E , se dice gimple , si existen p ‘conjuntos Al-,..Ap ’
medibles, acotadas, y de medida finita, y p constantes al,.aap , tales que
e(x) = a,lgl(x) +...+apgp(x) , donde gi(x) es la funcidn caracteristica del conjunto L
Es decir una funcibn simple es una funcidn medible que toma un nfimero finito de valores y que
es nula fuers de un conjunto ascotado de medida finita, Si = = En ¥y si los conjuntos Ai
son cubos (de lados paralelos a los ejesj, diremos ‘que g(x) es funcidn simple . escalera,
Designaremos con Lo .al conjunto de todas las funciones simples. Este conjunto
Lo = LO(E) tiene las 3 propiedades siguientes ¢ 1o Lo es un lineal , es decir un espacio
vectorial (es decir si f , gel = entonces tambidn af(x) + bg(x) € Lo)
; 2° Para todo p es "LOCLP . 3° Parz todo p , es ]‘_.° denso en 1P § esto guiere decir que
dada £€1F y £>O s existe una geLo tel que “f - gﬂp< é ( o tambidn, que e~
®)

b %

riste mna sucesidn gn de Lo tal que ,gn——bf en L

n . .
Si E=E  indicaremos con Le al conjunto de las funciones slementales-=escaleras: Le
e¢s también un lineal ¥y és denso en todas las L?_g,

P

Otro conjunto importante de Tuncicnes, que es linsal y denso en todas las L~ o es el

D




n . . .
@ = bo(}s‘ ) = conjunto de las funciones f(X) que son continuas.y que se anulan Tueran de
)
un conjunto acotado (este conjunto acotado varfa con f ). 3Jea 9(.'9 el conjunto compues-
. ‘ [»]
to dé aquellas funciones de q@o que tienen derivades de todos los ordenesy entonces 9 os

tambibn denso en todas las LP

Finalmente recordemos que para toda funcidn medible y no-negativa f(x) existe una su~

cesidn no-decreciente de funciones simplas gn(y) , tales que’ Oégl(x)é . égn(x)ga..

v gn(x)—-bf(x) puntualmente(y reci{procamente). Si f(x) es medidle y de signo cualguie-

ra existe todavia una sucesidn €, de Lo tal que  f(x) = lim gn(x) , Dpero la sucesidn

1
I
{
b
i

g, no es necesariamente monbtona.

En todo lo que -sigue, salvo indicacidn contraria, se considerarfn tan solo funciones y

conjuntos medibles.

2. DEFINICION DE TIFQ

Sea B = {x} ‘un conjunto fijo con una medida fija también}k s

y sea E = {y} otro conjunto (en general en un espacio de dimensidn diferente) y/ﬁl una *

medida en E1 . Sea = {f(x)} un conjunto de funciones definidas en E § supondremos

gus zes un lineal ( es decir f , gEaC implica af + dbg 6.;[! ). Consideremos un ogerédor

‘h = Tf definido en pC s que & cada funcidn f(:é) de le le hace corresponder una funcidn

n(y) definida en E,.
DEFINICION 1 . Diremos que el operador T es de tipo (p , s) sobre cﬁsi',se verifican las

condiciones siguientes:
a) s(jCL"('E «9/") $ b) para toda f de,& la funcidn h = Tf

s -
vertencee & L (E1 ,jl-‘l) $ c¢) eriste una constante X fija, tal que pare toda f deL

se verifica
ez, el o
X . P g -
Se entiende que en (1), ”f” 0 desirna {é[lf(x)[ djk} s ¥ H.Lf”s = “ h” .

/s
designa {f |h(y)|s d/*«l} ' .
5

La minima constante M para la ~nal.vale la desigualdad (1) se llama la norme del ope-
fédor T y se designard con “’l‘“ . A vebes, para precisar, escribiremos Mp,s = ”’I‘“ D,8
y heblaremos del tipo 1 (E,/J» ) g 15 (El ,/_(1)).

" todo par de nfimeros  (p ,s) asociemos un puntec P del plano de coordenadas (l/p,l/s)k
¥y en vez dei par (p , s) h&hlarerﬁos del punto P , Diremos entonces que T es de tipo P
si T es de tipo (p , &), Por ejemplo si’ P = (%, %), T de tipo P significa que T es

s ~3-



de tipo (2 + 2). 81 Se congideran tan solc los espacios Lp} norusuos con p=1l, entonces
ol pﬁnto P=(1/p , 1/s) estars dentro del cuadrado unitario del plano. Bn particular si

p =8 entonces P estd en la diagonal principal del cuadrado,

la otra diagonal del cuadrado estf formada por' los puntos (l/p N l/s) tales que

1/p + 1/5 =1l . En tal csso decimos que p y s son nfimeros conjugados y escribimos

) P
< % =1 % =
s = P ) de medo gque 1/p +l1/P$ L) D /(p - 1) (

)

n)

El punto (% , %) es el punto de interseccidn de ambas diagonales y corresponde al tipo
(2, 2).
Un operador T definido sobre eZi se dice lineal si T (af + bg) = aP (f) + bT (é) ’

[

cualesquiera sean las constantes . & 4 b « Suponemos conocido el siguiente teorems que vale en

todo espacioc normado:

TEOBEMA DE EXTENCION, Seajc LP un lineal y .sea T un operador lineal

de tipe (p , s) sobre aéj . Si es denso .en Lp s entonce$ existe un tnico operador T
' P

1

deflnldo en todo Lp tal que Tl es de tipo (p , s) en L y Tlf = Tf para todo £ de

225 Més afin - - J|T1H

BEn particular, si T es de tipo (p , s) sobre Lp, ¥ lineal, entonces T ‘queda per—

feetamenteAdeferminado por sus valores Tf para las f de L° 4 de L (3 de jE) 555
Recipraocamente todo opera&of linegl de éipo (p s s) sobre Lo (& éEL 6é9) es la restrlcoiﬁn
a LO de un fnico operadqr de tipo (p 4 s) sobre tp@p Lp, Por eéq para detarmlnar el tipo

de T eos suficiente estudiarlo sobre Lo’ loqug'haremps frecuentemente en lo sucesivo,

Observacidn : Si E =:{1,2.,n,.. de ‘modo que toda funcidn h sobre E es una sucecién
‘hn , designaremos con - L0 al conjunto de todas las sucesiones h tales que .hn = 0 para
n > no, donde no varia con h. P;ra tal h simple la suma Elhnl P g8e reduce a une suma fAia-‘
nita y por tanto h pertenece a todo LP(E) ¥y se comprueba facilmente que LO es densq’en

N\ todo LEP(E).

Si T es de tipo (p ,s) sobre L¥" entonces T transforma a toda funcidn f de LY en
une. funcién h = Tf de 1° 3 pero esta condicién por si sola no constituye la definicidn
de tipo, es necesario agregar la condicidn esencial (15 con M independiente de f.

Suponemos también conocido el siguiente teorema que vale para todo espacio normado &
Teorema. Para un operador lineal h = Tf definido en todo LP son eguivalentes las dos
‘condiciones siguientes ¢+ 1) T es de tipo (p , s) en g 3 2) para tode sucesién fn ds LY

“al que f ——af en ;LP, ge verifica T ——an en L
Ooscrvemos todavia que de la cendicién (l) de tipo sigue que si f..varfa en la esfers
b

unitaria. |]f|k§1 de I~ entonces los Tf correspondientes varian en la esfers

Ilhil =;l de L s Bs decir un operador T de tipo (p 2 s), transforma conjuntos acotados de

Lp en conjuntos acotados de L . Por tanto un operador de tipo (p s s) es lo mismo gque un ope=-

Y D

rador continuo de L en L s ¥ lo mismo gque un operador acotado de L en L o

o




L
3. EJEMPLOS DE OPERADORLS . | N\
' BJEMPLC 1 . Sea . E = {z} la circunferencia O wun

intervale (e , b) de longitud 237, dx la medida de Lebesgue sobre E; y sea
E' = {..vn,..-l,O,l,..n,GJ ¥y —j" la medida sobre ' de masa 1 en cada n 3
’L'(n) = 1 . Para toda f(x) de i (E) es f£(x) g inx integrable, pues & ~ -

‘tiene mddule 1 para todo n . Luego podemos definir el operador
b

Fr - h(n) = h o= 1/2:(] £(x) oI 4y (1)

a
Este operador hace corresponder a toda f(x) definida sobre E una funcidn

h = h(n) definida sobre, E'. BEste operador es de tipo (1 , ) s pues para tode n

b
lu(n)l =< 1/e7 . f |g(x)] &x = 127X ||f||l s luego
&
A “hn“ ms 1/23.( “f“ 1 °

El operador es también de tipo (2,2) s bues por la desigualdad de Bessel,

2 -
e ll, = Zhwl®< /e | le@I? e = 1|22 .

En el dibujo adjunto estén marcados los dos puntos (1/i , 1/ ) y (1/2 5, 1/2) que,

como acahamos de ver, responden al tipo del operador,

Ejemplo lg. Sean E-, dx , E°* ,‘}b' comoen el ejemplo anterior.
' 3
Consideremos &hora el operador %F
) [s2)
Fn £(x) = 3 b o1 (2)
ne- OO 1,0

que hace corresponder s funciones h(n) = hn definidas sobre E' funciones f(x) deo=

finidas sobre E. Este operador es de tipo (1 , @), pues =i I)iiiLl (E'), es decir
8i Zzlhnl es convergente, entonces la serie (2), es absolutamente convergente y se
tiene para todo x, If(x)}ﬁs ZZIhnI = l!hlll .

Por otra parte, el operador (2) estld perfectamente bien definido sobre Lo g es8 decir
si hn es nula para n>X. Por el teoremz de Riesz-Fischer este operador es de tipo

(2 , 2) sobre Lo’ pues en virtud de este teorema pare toda h de Lo se¢ tiene gque
el - IF* ), e [ el 2 ax = Epa)? - [l 2 .
a

2
Luego, como L0 es denso L (B'), el operador (2) se extiende de una finica manera a
. X . 2
un operador de tipo (2 4, 2) definido en todo L (E'). Luego (2) defineun operador de ti-

go (2 4 2) sobre L% H4s alin se prueba en la teoria de las series de

~5-




Fourier, que los operadores (1) y (2) son inversos uno del otro, es decir, para toda f

de L2 (E) vale ¢

£ = J:/Kh = fﬁ'(f:d £). (3} .

i L

BJEMPLO 2. Sea E = E Bf = EH |, /}L uJ}&’ = medida de Le=
besgue, y sean ‘F’ f - h(y) n L f(x) e“z:{l(xgy) dx R (3)
E
b4
Fiu - f(x) = ‘j; h(y) e+23‘(i(x9y) dy . (4}
i

n . - .

El operador (3) transforma funciones f(x) definidas en E en {wnciopnes h.y; defi-~
n . 8 . ;

nidas en E , y(4) transforma funciones k(y) en funciones £(x) . Comc en el sjemplo 1

se verf que estos operadores son de tipo {1 . ®) . Por el teorems de Plancherel, cuya

demostracidn se da més abajo, estos operadores son de tipo (2 , 2} , ¥ cada uno es in=

verso del otro sobre Lzs Més precisamente, los operadores (3) ¥y (4) estén bien de-

finidos sobre Ln, v el teorema de Planchersl dice gue son de %ips {2 , 2) sobre Lo 9

2
¥y por lo tanto se extiendem a todo L .,

EJEMPLO 3, Sea k{x) una funcién fija, definide en E, k(x) et ().,

Fijando k(z) y variando la funcibn £(x), consideremos el vperador convolucidn:

Tf = n(y) = fwk =  fy-x) k(x) 4 . (5)
i

Por un teorema de Young (ver el libro de Zygmund, cap. 4, o nuestros apuntes de Funcio- ;

nes Reales), si f(x) pertenece a P, p=1 , la integral (5) existe para casi

todo y , de modo que la funcién h(y) est& definida para casi tode y , y mds

atn h(y) tambidn pertenece a Lp y se tiene la desigualdad siguiente:
el , = Meeell ) < A, -l - (6)
Cono l,k" 1 = M es un nimero fijo , la desiguzldad (6) muestra que el ;

operador (5) es de tipo (p , p) para todo p < 1; incluyendo P = WO .

Observacidén 1 . M&s gensralmente, sea k(x) &€ 12 5 q=1, y sea p
P

tal que i/p + 1/¢ > 1 . BEntonces para tods f de L la funcidén nfy) de (5)
estd definida para casi tode y 3 wls afm, h(y) ©pertencce a 1Y donde

1/r = 1/? + l/q -l g ¥y se tiene
el = Ml el o (e m

Observacidn 2 , Los resultados que preceden valen lo mismo para funciones f,

definidas sobre la circunferencia, entendiendo poer y = x la diferencia de los &ngul

b



correspondientes. M&s generalmente, supongamos que  k{z) y f(x) estén definidas en \
un cubo de lado 2, y sea B el cubo de igual sentro y lado 1. Entonces podemos definir |
h(y) = f fy-x) k(x) ox
B

para todo y de ¥ 3 pues si x © y wvarianen ® ] | ¥y -x no se sale del
dominio de definicidn de las funcioneé, y la filtima integral tiene sentido. Entoneeé g~
le: si k()& 1! (E)y el operador h = Tf es de tipo (p 5 p) pare toﬁé
P }1 donde h  se considera definida en E. '

BJEMPLO 3a . Para cada 6 > 0, sea k(x) = l:& ia funecibn igusl a uno

gi =x pertenece al intervalo (0 , & ) ¥y a cero en caso counitrario. Sea
£
Te £ = ¥k = 1/6 j f(y -x) dx . (61)
O
Este operador es de tiro (p , p) para todo ¢ , pues

&
_f (g ) dx = 1 , para todo E>o0 .

e I A
Més atin todos estos operadores, para diferentes C s tienen norma uniformements aco-
' tada, ” Tg " = l,pues por 1o visto en el ejemplo 3 la norma de ‘1‘6 88 Menoyr
Cigual que ||k | 1.

Observemos que si F(x) es la primitiva de f(x) entonces (6b) se escribe

(2 9 ® = 2 = [f+€) -] /E .

Cuando 6 tiende & cero TE, £ tiende a f(;y) para ocasi todo y , y también en

Lp si f pertenece a I-p y p>13 la demostracidn de este hLecho serd dada
nés adelante. Observemos todavia que 6l operador Tﬁ estsd dado por el niicleo

k& } para 6 tendiente a cero el operador T@ tiende al operador unidad 1 |
mientras que el nficleo k& ' tiende & cero; as decir el operador limite no esti més dado

por el nficleo limite, si el nicleo se considera como funcidn. Peroc si se toma el 1fmi=
te en sentido de distribuciones, el nlcleo limite no seri la funcidn nula sino la dis-
tribucidén delta,y entonces se mantiene también en el limite la correspondencia entre
nficleos y operadores.,

EJEMPLO 4 . Vimos que toda funcibn . f(x) de 1? (E")  tiene una transfore

2
made de Fourier h(y) = f £, k(y) €& L (En) s ¥ aque reciprocamente, toda

h(y) de 1°  es la transformada de una

3
£, £ = F h . Sea ahora m(y)

una funeidn fija, acotada @

im('y)l = M para todo y de S,

iy o



PEL Ty i g S

s

: o
Dada h(y) de i (En) , es facil ver que h(y) m(y) tambidn serf de L  , ¥ gue
l!h(Y) m(y)llg == M»llhu 5, 5 em efecto, se tiene

. N
P2 2 2 2 2 2112
la(s) wo)l o = fn |m(.v)l | v = ® ,,,‘gn EOIETE ffﬂﬁg
E E
Ahora; dada f de L2 s le corresponde su transformada de Fouriex &k = cg’f o

Como h es de L2 s h(y) m(y) e= tembidn de L2 y por tanto ss le transfurmzda de

cierta funcidn g de L2 . Asi pues 8 toda f de L2 le corresponds una g ., resulivan-

do definido un operador g = Tf por la fHrmula s
= &
g = ™ =  Fouy wy - FFa . {7}

Evidentewmente este operador es lineal, y es facil ver que gs de tipo (2 , 2% . pues

por el teorema de Plancherel se tiene que :

lell , $"Fe‘“2 = Jla@ sl , = u.rll, =< ¥ llg], o luega

lell, < wliell, -

El operador Tf definido por la fdérmula (7) se llama operador definide por

el multiplicador n{y) o ABi pues todo operador dado por un multipliocsdor acotads es

de tipo (2 ,2) ydenorma |7l = ¥ , domde ¥ = sup de gmgy)ge

De la misme manera se define el orerador multiplicador con series, om ves de imte=
grales, de Fourier ¢ Si con las notaciones de los ejemplos 1 y la , £(x) pertemece
a 1% (B , ¥ m(n) = m es una funcidn acotada en E' [ﬁﬂ = H

entonces la fdrmulas

ho= 1/2T f £(z) o ax

-3
\FT& z: inx
= h = h
g(x) (n m) m hoe ,
definen un operador g = Tf s llamado operador dado por el multiplicader {mh} 9

y como mids arriba se verd que este operador es lineal y de tipo (2 , 2}, con norma
menor igual gue M = sup de Imn l .
Uno de los objetos de este curso serd estudiar tales operadores multiplicadores en

los espacios LP para P % 2 .

Observacidén 3 . S1 & +tiene una medida finita ¥y si f(x) perisnece a
2 . 1 &
L~ (B) entonces f es integrable,; es decir pertenece a L~ (E) (umds gene~
ralmente, si g & p ¥ r € 1% entonces £ € 1? J « Esto no es cie




to 81 E tiene medida infinitas ( la demostraoidn de esto puede verse en los apuntes
de Funciones Reales) ., Ahora, en el ejemplo 1 , el espacio E tiene medida finita
2J , luego si £ es de Lg(E) ella es de L° (E) y su transformada de Fourier

osté bien definida por la férmula (1).

Pero en los sjemplos 1la, y 2, los espacios E? 8 En tienen
. P . 2 '
medidas infinitas, y si f& L no se puede esegurar que las férmulas (2) & (3)
) A(4) tengan sentido. Por eso en estos casos la transtormads .}f f se defi-

nié antes en Lo s luego se probd que es de tipo (2 , 2) en L09 ¥y esto permitid ex-

e s 2
tonder su definicidn a todo I o

4 o TEOREMA DE PLANGHEREL

1

Para simplificar consideraremos el caso de E
pero los razonamisntos gue siguen se extiendsn facilmente a todo En -
Sea f(x) & L2 (El) y consideremos la integral de Fourier
% ® ~ixy
Fr = My) = (1fem ) = _}f f(x) e ax . (1)
-~ 0
Como f(x) puede ser no integrable, la fdrmula (l) no tiene aln sentido. Para dar~

le sentido se puede proceder, de 1as tres maneras siguientes 3

a) La integral (1) esté bien Qefinida si € Lo 3 probando que Froes
de tipo (2 , 2) =obre L, s podremos extenderlo a todo 12 » con lo cual (1)
adquirird sentido paya toda f de L2,

b) Sobre todo intervalo finito es f(x) integrable _(cfr. Observacidn 3) , .
luego para todo a finito estd bicn definida la integral

a-

4 -5 =i
Fof = 5 (»n = @ex)F [ ) Toa. (1)
~a
Probando que , para @& tendiendo al infinito, la funcién Fa tiende hacia una
; 2
funeibn F(y) en L , podremos tomar esta funcidn F(Y) como definicidn de

la integral (1) . Para que esta definicidn sea correcta, es necesario probar ademis que
ol f(x) et n 12 (es decir, si f es tal que (1) tiene sentido y
estf bien definida) entonces Fa tiende F(y) en Lz, siendo T(y) dada por
(l) . Obsérvess, que aqui se trata deprobar de que F& tiende a un limite en L2
pero no que tiende para casi todo y , es decir puntualﬁente 1la convergencis pun-
tual de Fa (y) , para £ de L2, es una de las cuestiones delicadas del Anflisis
Harmdnico).

c) Si £ es de L0 la integral (1) ostd bien definida, e integrands de

0 & y , tendremos, llamando H(y) la primitiva de P(y) ,
.o ¥



n' 2 (s3] -‘.i,xy _
Ky) = j Fody = (1/2% )77 f £(x) ay  (2)
o -

1y

(para deducir (2) hemos intercambiado el orden de integracibn, lo que eg lisito en

nuesiro caso pues la integral doble
¥ .
f j !f(x) o 7l ax ay = ‘y‘_ﬂf(x)i ax es finita
o = QO

¥y podemos aplicar el teorema de Fubini).
2 - s
Ahora, si probamos que para toda f de L la integral (2) estd bien definida
y qué la funocidn H(y) correspondiente es derivable en casi todo punto y , podremos

definir la transformada (1) por la férmula

L Le:a] e“iI}’ =1
My) = d/dy {(1/237[)'3 j f(x) ————  dx} . (2a)
iy
“ =

] 2 £* .

_An8logamente, si f es de L , la transformada £ no esté definida,
R
y también su definicidn puede hacerse segfin uno de los tres métodos a), b), ¢)o

. 2 1
TEOREMA (de Plancherel). Si f(x) pertenece a L (B ) , entonces cada uno

de los tres métodos a), b), 6), son aplicables a f(x) y los tres definen una

misma transformacidn 5;? f = P(y) . Los mismos métodos se aplican para lz trans-

% ®
formada J: h . Més ailin, JFV f ¥ .f: h son operadores -unitarios:

|Foell, = Bell, o ATl - i, ()

. . . 2
son inversos uno del otro, os decir para toda f de L

v log operadores

vale: () = F (F o, | (@)

Demostracibn . 1) Probaremos antes que se aplica el mdtodo a) g O Sea quse

el operador (1) es de tipo (2 , 2) sobre Ls o también que si g & L,
entonces vale “G(y)“ 5 = |.g'|2 s, donde. G(y) = -}f g. Tenemos

" 2 = ¥4 i ® x) o XY * 2) o2 = |
~f. IG(y)l dy 1/2 .‘l; dy {{ . g(x) e. dx“z;m g(z) iz =

1/2K Jg’mj

00
- Q0

i

a 3
&(x) e(z) ax az j (s - x) g4
-2

~10-




© L0
= 1 / 'Zoo g(x) glz) —— : ixz_ 2) dx dz -
®
= ,Jj g(x) S, (x) & g (5)
= GO .
donde 0 ,
5, (x) = /g ﬁZ:D glz) —= z E%z“ 2) . (58).

Probaremos ahora que, para toda g de Lo s Sa(x) tiende a g(x); para &
tendiente & infinits, manteniéndose menor que una constante c para todo a ¥y  todo
x . De ahi va a seguir quoe el integrando de la filtima integral .de (5) se mantiens me -
nor que c 5 _g(x)a ; luego por el teorema de integracidn bajo el signo de limite de Le-

beague, se obtendrd de (5), haciende a tender a infinito, que

@ 2 © 2
j lG(y) | dy = j If(x)l dx lo que probari que el operador es
-0 -

de tipo (2 ,.2) sobre L, -

Asi pues debemos probar que para g de Lo la integral (5a) tiende a g(x)
en forme acotada. Como toda g de Lo es una combinacibn lirieal de funciones carac~
teristicas de intervalos, basta probarlo en este Gltimo caso, es decir basta probarlo pa=
ra el caso en que g(x) es igual & 1 en un intervalo (c ‘é; d) finito,y nuli fue-

ra de este intervalo. Para este caso tenemos gue

g (x - 2)
s, (®) = 1/ f Sen:_Z"z az =
1/ ja(x - ¢) sent (5b)
= dt . 5b
g a(x - 4) *

Ahora, en los cursos de Andlisis se prueba que la integral

8
f sent dt / t
A

estd acotada por una constante C para todo A , B, lo que prueba que

5, (|
()
estd acotada por C , para todo a y todo x . Ademd8s si x estd fuera ds (¢ , 4)

entonces a(x - d) y a(x = c) tienen igual signo y tienden ambos a + @ 9

luego en este caso (5b) tiende a cero; en este caso g(x) es sambidn cero 9

luego Sa(x) tiende & g(x) . Si x esta dentro de (c , d) , (5b) tiends a

oy




e v] 12 - R ’ B
5% 4{;0‘ sent &ﬁ/ﬁ » que como "se ga?e os igual a ?Eé@ = 1 3 lusgo tg? -
bién en este caso S tiende & g(x) , y esto prueba ls aplidsbilidad del mdtedo a).

2) Sea f de 12 ta1 que f£(x) es pule fuers de un intervale , (= 4,4).

Entonoes la integral ‘(1) tiene sentido y defime una funcidn F(y) $ por otre par—

" te ol método . a) .tewbiln adjudica a f£(x) una transformada que designaremos oon

- ~ :/ 3, . . , * lad Iy
f(y) . Veamos que [ F f] (y) =  F(y) en casi todo y ,A;s decir gque ol

método a) define la misma funcidn que la integral (1), en el caso cuando esta inte-

gral existe y se reducs & una integral de - =@ A, Para ello sea' gn uue, Su-
cesidn de funciones de LQ tal que todas las &, se anulan fuera de (=4 , A} ¥
tal que gn tiende & f emn L2 , 6s decir Hf - gn“ 5 — 0. Entonces por lio
visto en 1), temdremos qus Gw = j? e, tiende a JF f en L, y por tanio
una subsucesidm de Gn(y) tiende a Lf'fl (y) en casi todoA T ‘

Por otra parte, como Gn(y) = (1/2F®) " “i gh(x) o Y ax ,

~A

tendremos de (1), y aplicando la desigualdad de Schwartz, que

IN

A
l7) - o] ® = 1/2]f[j | 2x) - & ()] dx] ;
_\

= 1/2% [fo[f(x) - g, ° de UA 1 dx] -

= G0

it - el — o

Es decir Gn(y) tiende uniformemente a F(y) sypor lo visto mis arriba una subsuce-
8idn tiende a F(y), luego F(y)  coincide con L}Tf] (¥) .

2a) Sea shora f € 12 ) Llc o de modo que para ella la integral (1) estd
bien definida y da una funcién F(y) ; veamos que tambidn shora esta funcién y)
coincide con la funcidn [ngf] (y) que da el método a), Para ello sea £ la
funcidén igual a f(x) en (-n , n) y nula en los demds puntos. Entonces £ tien-
dea f£(x) en 2 ¥y su transformada Fn(y) por lo recién probado, es dada por (1)
luego tiende a F(y) en tode y . Pero por a), Fn tiende a frf(y) en L2 ¥
una subsucesidn tiende puntualménte, luego de nuevo obtenemos que PF(y) = F £(y).

3) De 2) y de 2a) resulta énseguida que el método b) es aplicable, pues
la férmula(la) no es otra cosa que la transformada de Fourier de la funcidn fa igual

8 f(x) en el intervalo (-a , a) y nula en los demds puntos., Como £, tiende a

=12-




1

£(x) en 12 vesulta de 1) aque .ﬁf. tiende a & £ ven 12,

R
Lo dicho se aplica tambidn a f y de lo visto en 1) resulte ademés que .F b 4
» :
'.F gson operadores unitarios; es decir verifican (,3.) o -
4) Veamos que el mdtodo d) se aplica también. Por ser F ¥y f‘ unitarios
.2

resulta, como se sabe, que no cambian el producto escalar, lu‘@go&da.s f,g de I

..y designando con F , G sus transformadas de Fourier, se tif@ne

oD (a4}
d/’ O f(x) e(x) dax = J/ F(x) G(x) dx . (6)
Si tomamos g(x) jgual a 1 para O <x<3 ¥y nula en los demfs x , se ’sendxr@
a.‘l - B &
?Fe\; ay) = (/22 (e izy 1) / (-iy) , luego por la Gltima £6r=
mula,

- :
Analogamente, aplicando la férmula (6) a .F obtendremos la fdérmula (2) .
5)Finalmente, para funciones caracteristicas de intervalos, se comprueba por un
célculo directo, conocido del curso de Andlisis, que f = _Ff (‘FT £)e Luego

esta férmula vale tambien para combinaciones lineales de tales funciones, es decir para

. las funciones f de Lo « Como Lo es denso en L2 resulta del método a.) de

definirla transformada de Fourier, que esta flrmula vale para toda f de L2.

Con esto queda probado sl teorema de Plancherel.
_ Observacidn . DBl m8todo D) puede interpretarse asi = Sea
k(x,y) = e"ixy ¥y sea ka(x V) = k(x, ¥) si x €(-a ,8) , y’nulc para
los demds x. Entonces Fa('y) puede escribirse

Q0

(1/2% )“% j £(x) ké(x s ¥). dx

= Q0

Fa(;v)

Por tanto el método b) consiste en aproximar el nficleo  k(x , ¥) por nficleos k%

"buenos" , en el sentido de que cada ka da una integral convergente.

5. INTEGRALES SINGULARES o

Bl método usado en el teorema de Plancherel para definiz

. 2 P
la transformada de Fourier sobre L puede formularse en términos generales como si~-




gue. Consideremos un nficleo XK(x,¥y) , xEEn, yéEn ¥y ol operador T definido }

pér la fépmula

Te ‘F(”)il{; k(x., y) £(x) ax . (7

Si para (caéi) todo v € s k(x ,y) f(x) integrable en x , entonces la férmula
(7) hace corresponder a la funcidén £(x) una funcién F (y) . Si el nficleo k(x ,.y)
es "suficientemente bueno" ‘entonces (7) existe (como integral de Lebesgue) para todas
las f(x) de ciexto LF , yquesda entonées definido un operador T en LP « Uno
de:los problemas bisicos, respecto de este operador, es determinar su tipo (p , s) 9

D

S
es decir para que valores de 5 es T un operador acotado de L~ en L ,

Sin embargo, en muchoscasos, el nficleo k(x , y) no es suficientemente regular y

la integral (7) no existe si £ o8 una funcidn general.Bs decir, en general (7) es %
: |
una integral singular cuyo sentido debe ser definido. Por tanto tenemos entonces 2 pro- E

!

gplemas : definir el operador T para f generalesy y luego determinar el tipo del
operador asi definido.

Ambos problemas se reducen generalmente a un problems de tivo, es decir de determi=-
nar para que valores p , 8 o8 el oéerador de tipo (p s s).

Eﬁ efeéto,para definir’ la integral (7) pueden usarse los métodos siguiente, que
ya hemos aplicado en el caso del teorema de Plancherel.

Mé&todo A . En general es posible encontrar cierto conjunto L. = {g(x)}

T o
de funciones tal que 'Lo es denso en cada Lp y tal que (7) estd bien definida, como

integral de Lebesgue, para toda £ = g de L0 o En tal caso queda definido un

operador T =  Fy) gobre Lo .

Ahora, si logramos probar que este operador es de tipo (p , s) sobre L , por el te-|
> ‘A P ‘mwmo

orema de extencidn, T se extenderd de une Gnica manera a todo el 1 s ¥ obtendremos

un operador Tf = F definido en todo LP

s ¥ de tipo (p 5 8) . Podemos enton
ces tomar a la funcidn My) = [T&j (v) como definicidn de la integral singu-
lar (7) , efin si esta integral no existe.

Método B . Fn vez de aproximar la funcién f(x) general por funciones simples

podemos gproximar el nficleo k(xz , y) por nficleos "buenos" KN(K , ¥) tales que
K(x yy) = lim Kﬁ#x ) ¥y tales que para cada N 1la integral

o= m = [ REn (0 e (72)

sea bien definida. Tenemos entonces para cada N un operador 7 .

14



N
(a veces se hace N tender a caro) s entonces definimos F(y) como el velor de (7).

Si ?if = F tiende-a una funcidn limite Py) al tender N al infinito

La forma mas simple para elegir los nficleos Kﬁ es foortar - el nicleo K(x N y)
(cfr. la observacidén que precede). ‘

Ahora, FN(Y) puede tender a T(y) en dos sentidos, en media (s), o pun -
tualmente (en caso del teorema de Plancherel se probd la convergencia-media y no pun =
tual), y cual de estas convergencias tienes lugar (o ambas), depende de la teoria particu-

lar, os decir del nlicleo particular,

Tenmbién es importante averiguar si FN converge en forma dominada (es decir si
existe uma funcidr fija G(y) & L® tal que %FN(y)\ £ G&(y) para todo
vy y todc N).
Ademés, si todos los operadore TN son de tipo (p , s) y sus normas ||TN|l
estén acotadas por una misma constante ¥ , entonces el operador limite Tf = F(y)
serd también de tivo (p , 8) ¥ “T“ < M

Resumiendo , cuando tenemos una integral singular de la forma (7), se presentan

los problemas siguientes @

1) Probar que (N existe para £ €1 , donde L es denso en los
° ° g)
1 . yque Tf es de tipo (p , &) sobre L . (Aqui L pusde ser L , 65)8 s 8/ etc..).
2) Elijiendo los nficleos aproximantes KN (en general cortando el nficleo
definidos por (7a), son de tipo (p 5 8)

K(x , y) ), probar que los operadores TN 3
con normas uniformemente acotadas, i

]T “ £ M,
n

mno

£

3)  Probar que FN(y) = TN sonverge puntualmente a una funcién limite
l P(y), para toda f de cierto ¥ s ¥ determinar eslos P,

4) Determinar los Lp tales gue FN converge en media-(s) para toda
e | r € 1%,
s 5} Determinar cuando FN(y) converge puntualmente en foxrma dominada (en 1%)

Clarc que todo lo dicho se aplica a operadores mis generales de 'la forma

W) = K, ) ap , (70)
) .

€S

donde x€E , yE&€B', y }.{ es la medida que actua en K.

En el presente curso consideraremoqﬁiferentes operadores singulares del tipo (Tb)
y resolveremos los problemas l) _ 5) para estos operadores. Para alguno de estos
operadores haremos uqbstudio nés profundo, determinando, ademis del tipo del operador

también lo que llamsremos semitipo, seudo tipo, tipo completamente continuo, y si Tf

~15~




es lipshitziana, et0.......Una vez, resueltos estos problemas de tipo y completa con-
tinuidad, estudiaremos las ecuaciones integrales con tales ulicleovs, y finalmenie a-

plicaremos estos resultados a ecuaciones difprenciales,

IT CRITERIOS GENERALES D

=
3
i
=
(o)

|

LEMAS AUXILIARES

1.

.Sesz como antes F = {>x_} 5 }& la'medida sm B, S3
£f(x) , g(x) son dos funciones definidas en E, desigharwos con (f 4 g &l pro-

ducto escazlar

(£,8 = Jéf(x)gﬁd} (1)

B
Por el teorema de Hélder, este producto escalar existe si f & A , & €& A 9

p>=1 , ademis I(f . g)‘ = {{f Hp iiglipﬁ

Usaremos frecuentemente el siguiente

LESA 1 . Si £ &L ,p 3 13 entonces : 1) para toda g € LPT
”g|‘P* = 1, vale l(f 9 g)!'55 ]!flin< $ 2). existe una g tal que
lelpe = 2 5 B, - G.o.

Demostracidn . Partg l) o8 consecuqncia,inmsdiata de ls desigualdad de Hbl=

"der, Para probar 2), sea Hiﬂlp = g ¥ pongamos
1 = S .
gx) = (1) |2 | T s (@)
Entonces tomando en cuenta que * = p/(pml) ° ¥ {p-l) = P

P/P”s =  p-l 5 tendremos

e |® = @ |t@|® 2w s = /e[

lle || o - { J @/a)® le=] ® de Vet 1/a)Pt (ﬂfﬂp)""l .

p-1 p=l
= (l/é) a = 1 9

luego

ademis

f{; a (1/&)13“1 ap =

¢he) = famrt P ap o/t

], b




= & = “f“p ?
lo gue prueba el lema 1 .

p

Si f &€ L o _p:é?- 1 , entonces
!lfﬂp = swp (2,8 el g = 1o g€ (2)

donde el sup se toma para los posibles g € Lo simples, con “g” o = Lo,

Demostracién .- Evidentemente basta probar gque ”f" o &£ sup (£, 8)
g & L s H@“pa = 1, o ssa que dado £ > 0, existe una tal ) g € iuo
con nf!!P = (f,g) + & . Por 2) del lema 1 ‘existe una h e ¥
con Hhﬁ - = 1 , tal que I!” “p = (£, h). Podemos aprox:{mar- h(x)
con una & ELO tal gue iﬁgil o = 1 ¥ tal que Hh - g“ o <£ /“f” -
Entonces Hfﬂ = (£,b) = (£,8 + (f, h=g), ¥y como por la

desigualdad de Hdlder (£, bog) < “f" o ”h - g” - =< ”f “13 & /“f”p = & ,

resulta }!f[{p < (t,8 + & 1,q,d,d .

Pasaremos ashora a otrp lema, concerniente & funciones analiticas.

De los elementos de la teoria de funciones analitices se sabe que si-  F(z) es
analitica en un dominio D s entonces l 7(z) ! no pu‘ede""alcan'zazj 6l méximo en un
punto interior de D. Luego, si gF(z)l < M en todo ¢z de la frontera de: -
D g entonces también !F(z)i < ¥ en D . Mis aﬁn,’ basta pedir gue la -ded -
igualdad lF(z)1 = M se verifique en todo 2z de la frontera sélvo un nlmero
finito de puntos zlgung siempre que ses  lim sup EF(z)l < e parg g =P 2:{ s

i =, lgeeD o (En caso en que D es un &ngulo o una franja, la Gltima condi~

cién puede reemplazarse por mds generales alin, del tipo‘de Phragmén-Lindeldf) .
En particular, si D 8 la franja 0 == x = B{(z) < 1 ', tenemos

oste principio del miéximo mddulo ¢ si para todo punto finito % de la frontera de

D es 1F(z)\ L My ysipara z-—p e ~ es  lim sup !F(z)l < @ , entonces
%F(z)l L X en D. {M&s generalmente, en vez de lit;l sup ’F(zj} - @
' se puede pedir que m(y) = sup l F(z + iy) l sy 0 < x <1 , noorezoa uls

répido que una exponencial) .

=l



De este principio del maximo mddule se deduce facilmente el siguiente teoreme ,
andlogo del teorema de los tres circulos de Hadamdrd .

LEMA 2 (Teorems de las tres rectas) . Sea Mz) , 2 = x + iy , una

funcidn analitica en la franjs 0 << x = Rz) < 1,

Si se wverifica que 2

1) para todo punto z = iy o de la recta X = 0, es !F(iy)g < M

T L
2) para _todo Zz = 1+ iy 4 Qe la recta x = 1 ,88 LF(}. +iyj < MQ

3) ‘F(z)g es scotada en ls franja 3

entonces, para todo z. = t + iy de la recta x = % 4, wvale
IF(t+:z,y}§ :5.Mi”t MZ , 8L O=t<tl .
Demostracibn . Sea G(z) = o~ Fa), a=0 . Entonces
;Ic(a)! s e IF(z)l ; de modo que sobre la recta x = O _es lG{z)!sgiml
sobre la rects x = 1 eé IG(Z)% = o Eé 9 ¥ en el restoc de la franja es
'G(z)l < o iF(z)l , lusgo acotada. Aplicande 8l principio del méximo médule ,
tendremos que !G(t + iy)l =L max (Ni s o Mé) . Eligiendo a para gue sea

8 . a _
Ml = € M2 g08 decir e = M1M2 5 tendremos

lG(t ¢ iy)] = e&.c lF(t'+ iy)f = M luege

1 9
5t + 1] < w e ow At - Pt

l,q94d,d.

Obsexrvacidén 1 o Por lo dicho mfs arriba, el lema 2 vale si F(z) es analitica

tan solo en O <x<1l , ai lim sup lF(z}] =< M para z—iy

1
lim sup {F(z)l = Mé para z—1 + iy y si lim sup ‘F(z)l << @
para % — OO (o més generalmente, si !F(z)l no crece més répidamente
que ung exponencial) °

Obsexrvacidn 2 . Poniendo M{%t} = sup !F(t + iy)a .y para los posi-

bles - o<y < o 4 (es decir M{t) = sup‘lF(z)( sobre la recte x = )

1= §Z{(1)'t s © sea que

el lema 2 dice que  M(%) << M(O)
log M(%) == (1 ='%) log M(0) + + log M(1) . Esto significa que log M(%) es

una funcidn convexa de 1+ .

2_o TEOREMA DE CORVEXTDAD
- Sea E = { x} con la medida‘j& 9 El = {y}
=18




con la medida }e. 1 ¥ considsremos operadores k = Tf que a funeiones  f(x)
definidas en B loa hace corresponder funciones h(y)‘ definidas en El .
Supondremos gue T actua sobre L0 = LO(E) = funciones simples en X,

Sea ashora Tz un operador funciﬁn de la variable compleje z = U+ iv H

es‘v decir, para cada 2 de un dominio D tenemos un operador 'I‘z sobre Lo N
h = ".1"Z £ Para cada 2z , la funcidn ‘1‘z £ estd definida en El s ¥y si
g EZLO(E:L) es otra funcidn simple definide en El. podemos formar el
producto escalsy (Tz £,8) = B, [Tz f] (v) s(y) a Mo
Fijendo las funciones e L@(_ E) g€ Lc;(El) s ¥ variando 2 , obtendremos
u_né,_funci&n de la varisble compleja 2
B(z) = (T f, 8 (3)
El operador T, 36 dice analftico y mcotado en el dominio . D = { z} s
si pars todo par de funciones & Lg(E) s g € Lo(El) s la funcibn corres -

pondiente H(z) -, definids por (3) y es analitica y acotada en D .

TEOREMA DE CONVEXIDAD PARA OPERADORES FUNCIONES
s Sea _‘I_‘Z un opera.dg:ln‘J fun =

cidn de la varisble compleja z = u+iv , tal gue @

(1) para cada =z de la franja 0L u = R(z) =1 , es T  un opera -

dor lineal, ¥ Tz es analitico ¥ acotado en dicha franja §

(2) pare tode g2 = iv des la recta u = 0 , es T de tipo

(1:l 9 sl) ‘= $ipo Pl sobre Lo po0on ”Tiv fH sls Ml “f”}l para

£ € L . g, = 1
o '’ P._l’l 3 (4)

. (3) para toda %= 1 + iv _de la recta. u = 1 ,_Tﬁ es de tipeo

(p2 5 sa) = tipo P, sobre L, , con

“Tl + ivfi} s < Y, “f” p% \pa.ra’.':_,'i:;g €'. L5 Py 92:}! 1 o {5)

Entonoces s a) pars todo O<+t=1 , el operador T, es de $ips

(po,8) = %ipo P , donde P = (1/p , 1/8) os dado por




1/13 & ! t—- -+ - M 1/5 = t + mi- 0 (5)

Py Pa & %2
(es decir P divide al segmento P1~?g en_partes prgporcionsles & t ¥y
(L=1%) ).
b) se tiene [T, £l < MHf”p y £EL (7
siendo M < Mllm‘t Mzt (8)
Observacibn 3 . o Este teourTems se halls implicitamente demostrade en wrabajos

de Thoxin , Calderdn , Zygmund , e Hirshman, y explicitamente formulado poxr E. Stein .

Demostracién . Por el lema 1la Dbasta probar que para tode £ £ LO(E)

Yy pare toda g € Lo(El) ¢ “g“ o = 1 vale

1-% ]

Ml Eﬁz o (8&)

/A

E(Tt t,e) < m ![fllp' , con M

Sean ¢

a(z) = (p/p, = 2/p;) 2+ /B, 5 B(z) = (g%/sF = &*/a¥) 3+ s¥/s, , (9)

#(z) = <’I‘z )y | (g)b(z)> = “E/:[Tz fa(z)] (¥) [;b(z)] (@) ap,y

i
i
i

(10)

Vamos a probar las siguientes propiedades o

p/p, si =z = iv
1) La parte real RB( a(z) ) =
p/p2 si %z = 1+ iv , adomis a(t) = 1

‘s@/sg si & = iv

R( v(z) ) =

s*/sg si 2 = 1+ iv , ademSs bB{%) =

F(t) = (T,f,8)
En efecto tenemos a(iv) = p/pl + i(P/P2 - P/Pl) T

a1 +4v) = (p/p,) +4(p/p, ~2/p)) 7 5 a(t) = 2/p(1=1%) +pfo, t =

= p( (1=%)/p, +t/p)) = »:1/p (poxr (6)) N

=20=




anélogamente para  b(z) .

2) si f, g €L, entonces F(z) definida por (i0) es analitica ¥
acotada en 0 s u <1 .
En efecto, como f ; & son simples se tiene que f(x) u Ci en un conjunto
ALy i= l..p 5, g(x) = d.j en un conjunto Bi s 3 = 1 .ok, siondo los
Ai (Bj) disjuntos entre si . Por tanto

2L E ot e, 8P L g w

4 a
donde fi = funcidn caracteristica de A & de B% » Tuego
Tz fa(z) = ;EZ c ia(z) Tz fi s ¥ vesults

Mz) = j -rzf'a(”) gb(z.) ap, = 2 g, 7(2) d.;(z> £ og) =

El 1,3 i g 4 °F

a(z) b(z)
§_j c, :13 Hijr(z)

donde las Hij(z) son analitices y acotadas por hipdiesis; pues T _ os analiti=
l. ‘ & v

co ¥y acotado,

- | T i % P}i}?
= “s 2
3) Parg z iv , es lF(z)| = ﬁi. Q\HUH p’j 1
) )
para g = 1+ iv es lF(z)!&g i, { ﬁfilp ) p/pg
En efecto, Bes por ejemplo z = iv, Por 1) eg
i iv ! o ¥
PRSI PRSI R
luego aplicando la desigualdad de Hﬁlder tendremos ¢
) a - .
a(iv) b(iv) l < ” &(1v)” it b{iv)
[pw)| = fr,, 2200, PO <y . e PR
3 1
y como por hipdtesis Tiv es tipo (Pl 9 sl} 5

lF(iv)

53

< Lo, e

@@l

el 3




s {fdd ey ) T (S e P

/7, */sf »/p,

s el T Cllell g Tt = el

Andlogamente para z = 1 + iv,

De la propiedad 3) y del,lema 2 , resulta que
. p/p, | 1-% 3 o/p,) t-
ae ] < (i, C e} o) 1) (M2< . "’) ,

¥y como P/Pl (1 -1) + P/P2 t = p/p = 1 9

7oy | < w7t o flell

Como (1) = (Tt f, 8, la filtima desigualdad se reduce & (8a) , lo que prucba

el teorema.

COROLARIO . (Teorema de convexidad de RiGSZuThorin)

Si h = Tf 68 uUni Q=
‘perador lineal de tipo ﬁpl . 81) = .tipo Pl gobre L con norma Ml , ¥ tambidn de
& ,
. = s 4 8
tipo gpz ’ 32)_ tipo Pz sobre LU con norma L2 N antonces
para todo punto P = (1/p , 1/s) del segmento Pl__Ph eg T de tipo (p 4 8)
. i < -
sobre LU y con norma M tal gue M<u 3t ¥ 1=t . (8b)
1 2 9
donde ¥ ; 0O+t =<1 , es la relacidn en gue P divide g P1—~?2 s 88 dec
i/p = t/p1 +(1 = t)/pz s 1/s = t/s1 + (1 - t)féz . (62

Observacidn 4 . ‘La desigualdad (8b) expresa que si M(%) es la norma de T

respecto al tipo (p , s) , donde p , 5 estan dados por (6a) , entonces

lg M(%) os funcidn convexa de t. Es decir si T s de tipo P, y P, , enton
ces T es de tipo P para todo P del segmentoc P P2 y la norme es funcidn
convexa de P , B

Demostracidn . Pongamos ‘para todoc 2z complejo, Tz = T, Bl operador fun

cidn TZ asi definido es analitico y acotado en 2z , pues
22



¥

l

2)

b} ¢ Sd

funs=|

N

(7, 5 8 = (If, g) = constante para cada f, g € L fijos .

Para z = iv es T = T ¥y " Tiv es de  tipo (pl 9 ai}
con norma < M, , para 2z = l+div, T '= 5 oe de tipo (92 s 82) con
norm%AsgﬂE o Luego se cumplen las hip&tesis.dei teorems de convexidad para opera~
dores funciones,; y resulfa : ’ 5 Gt
E2 I LY PR R [ IR Pt
pruebg el corolario .

. ‘ . < . Y
Observacilén 5 . En 8l coewolario que pruoceds {@e@gﬁm& de Riemz-Thorin} se

supone que Tf estd definide pars todas las funciones ¢ & Lé 8 valores reales o

complejos, ¥ la linsalidad ; e N . g
T(Glfl + Ozfg} 6, 'l(xl) + 6, T{f?_) vale

para constantes Ci complejos.

Si T estd definido sobre f reales, el teoremd deja de ser cisrto para el ocase

Pi > Bi

pl < El s p? < 52, es decir para el itrifnguls inferior del¥cuadrado de log

g es8 decir en el drifngilomperior del tgpedreads de los tipos® . Pers si

tipes® , el ieorema subsiste afin si Tf estd definide mclo para lag f € L@ ro=
aleosy mis afin en oste caso se puede dar una demostracidn “real® que no usa la teoria
de variable compleja, 3y es precisamente la demostraciég orviginal dada por ¥. Riész o
M. Riesz probd,por tamrio, ol teorvema parz el tridnguloc inferior y con variabls real

Thorin completd el casc del tridngulo supericr. Més tarde Calderdn y Zygmund probaron

que el teorems subsiste para operadores T sublineales .

3. APLICACION é_TRANSFORMACION_Qg_FOURIER N »
‘ fionsideremos por separads el

casc de series y de integrales de Fouriexr,

A) Series de Fourier ., Bn los ejomplos de la parte I  hemos defivide

n o= Fog para toda f£(x} & LI(E) s donde E = {;:} = (0, 27}
(0 la circunferencia) con medida de Lebesgus dx , y dende h = hn = h(n)
es una sucesidn o una funcidn sobre ’El = { co=Hgeoaly 2geonpao} . con
medida ji de masa uno en cada n . Para\ £fEL tenemos ademfs gque

IS T2 (42
f = (J: £) ¥y que vale la desigualdad de Bessel E:*hn ]' < ]hﬂa 5
su opuesta l\f1]2 :E;thn‘ig .

Vamos a extender eata teoria de I para LP R con 1<p <2

TEUREMA DE HAUSDORFF - TOUNT  para series

23




&) La transformacidn de Fourier )

? i s T

hm m «ETf = (/2% ) .Jflx) e S g

gs de tipo {p , %) sobre L para 1 =9 S.2 o luego se extiende a uvn
¥
D

orperador f: f sobre Lp « Por tanto, para toda £ E I, l=<rg 2,
esté definido el operador hn - F £f , ¥y vale

i

th” s < “f“p (2w ) e, {11)

b} La antitransformacidn

% ¥ .
Fon = flx) = L b S (12)

es ds tipo (p , o) sobre LOLE}) , 8i 1l < p <=2, v se extiende a todo

L? (E}.) . Luego para toda sucesién h & _Lp (El) e L =p =<2 4, las sumas
pd 3

AR
parcialesde la seris (12) convergen en media p#‘ hacla uns f(x) € Lp s ¥
mis alm se¢ tiens

: 1/p% “ .
' 1
(1/2% ) Il S hn“p (11a)
* o~
8, = Foor h,) (11b)
c) Si £, .gQLPJL 1 sp <2 ., ysi Fe f’gg entonces

f = g, JIdem para dos h de LY (El) .

Y1

Demostracidn o a,) Bn parte I vimos qus .F es de tipo (r, co) sobre

L vy que ”.F £ “ o < “f“l s ¥y tambidn de tipo {2 4 2) son

“JE' £ u o = 1 ilf“ 2 o Aplicando el tecrema de Riesz~Thorin veremos que F
es de tipo (p , 8) sobre L~ para todo p s s tales que el punto
P = (1/p , 1/8) pertensce al segmento P, P_ , donde P. = (1 4 O

i 2 1

Pp = (3/2., 1/2) . Pero tales puntos P = (1/p , 1/s)

estan caracterizados por la condicidn s 1/p + 1/s = 1, L/2=1/v < 1

es decir 8 = g¥ y lsps<2 , lo que pruebs la parté a) de la

A -
b) Anflogamente se prusba gue F es de tipo  (p , »¥ ) wi

M

¥y que vale (lla,) . Para probar {llb) s Observemos que =i &

_245,




5 ¥
ces f = }: o) pertenece a L:p con p* = o ¢ ¥ como f(x) e3té deofi-
&t
nida sobre un intervalo de medida finita, resul¥a que bambidn fz) &€ LQ °
- e m
Para cada m, sea £  la sums parcisl de {12} . es decir T, = j? h( )
i il
donde hn(m) = hn 8i n<m, ¥y ceroesi n= Como h( )
. p ' - s
tiende a h en L , por (lla) '[f = fm“ o = Ep - hmﬁlp—~4>0 s ¥ Qﬁ
% .
tiende a £ en LP . Luego con mis razdu (par yratarse de uvn intervalo finito)
fm tiende a £ en L s ¥y para toda g € L se tiens que gim s &)
o a . . ~duw e . ()
tiende a (f ;5 g)- Poniendo g, = @ s Obtendismos (fm s gn) hn 3
F : x ego  haos
(£ , gn) = fln) , ¥ hn = bn pare todé g ¥ n§  luego  hacisndo
{m) il
n—s 0, resulia b * '““**j:f(m) ; © =oa b= £(z) , que ez {11B)
c) Si f,8 € L’  entonces f g € L s  luego como se sabe de los
elementos de series de Fourier, J: f = JT & implica f = g , salve
medida nula » Si h , h' € LF (2)y, 1 <&p <2 entohces por  (11b) ,
% s
Fa = Fla implica  h_ = A ;
n n
Observacibn 6 .  En la demostracidn de  {1ib) ¥ ¢) , hemes usade

" el hecho de que E +tiene medida finita 3 osta demostracibdn no se aplice pues al

caso de integrales de Fourier, Por otra parie, para P = 2, 88 pgi w© 2'9

luego  (11) se reduce a la desigualdad de Bessel , y (lla) & su opuesis, 3 entre

ambos dan la desigualdad de Parséval. Perc tal igualdad us puede obienerse si
p # 2, pues entonces ¥ %' P ¥ (lla) no o8 la desigualdad opuesta de la

(11) .
B) Integrales de Fourier . Ahora 68 E = B = By -la wedida de Leobesgue .

TEOREZMA DE HAUSDORFF-YOUNG=TTTCHMARSHE pars integrales

&) E1 operador
Fr = Fy) = (/2% )1/"’2 ff(x} N ‘ (172)

es de tizo  (p , p¥ ) sobre L0 8i 15 p= 2 , lusgo se extiende a un opera=




H . . PR
i vera toda f 4 {,Li.@)
« . L 1 /2 f ) iX‘,‘ . § <
idem para O FE e £y o« {(3few ) J Eyy e ¢ ay {12b)
. LD . . . . i 5L
b) Si 7 € W g oL oy 2 v g3 B e 3 £ optonces para todo Z

<
o

ey

f-‘a o A
R Y - F e f R
{wp 8y = (3fW 7

Jo

g}

&y (34)

@ .
f fx) ax = {3fzH 37
o

e) Si f g € U 9 1L = g 2 o ¥yl JF = J & o eutonces

f = & 3§ idem para

Demo@tracibn ) seruebs igual gue en el beorems anterior . Pare probar

1l 14 observemos gue esbtas Flrmulas pueden esoribirse
9 A

- o i TR
{(®, ny o= (T, Eg) . {13a)
N f i
(£, b = (F, Eg)
donde k_ es la Puncidn saracteristics del inte

4

4.1/2 _ i
H = (?tg) @WE_ . B

D

Es evidente que h L vers tede B 1L,
&
)Y .
Z 4 H” L para tedo p 1 . puss para valores grandss de y o8

z ot
; ) Y =1 . -
_IE% (y)' = /2T }% 1?1 s lusge Ai::, 1P < est. “ri 2, gue os inie-
grable pars grandes valores de¢ 3 , si v > % . Para %zri & 1 e EZ{;?}

a

adeyr %lsude a sero y baste &

acotada (pera = y—0 ; &l sumer e regla de

L'Hopital para ver que E_ es acotuds en el oery) o

fd

’d

sta férwula fud probsda ya (ver tecreme

)

.

Probaremos aliora, por &lomplog H%}w

de plancherel) @i £ €L, rare probarle pava £ € °  goneral, sean :E’né L

w2 G



tales que sgf - £ P —~—3 0 ,
S nyg »

Por la férmula  {1llc) ya precbada tensmos E;ﬁ‘ - P Ei p“?”“'gii - fn “ P—"“‘“‘% o

donde P = } fn 0 Aplicande Hilder tondremos teriendo en cuenta que

&8,

b, € 1* | _
(@ -F ,n }i < ig}? - Fﬂggpﬁ “h%: “Em

luego
N - i ! £
(3?73 <] h‘ﬁ,}} i (E g h@) ~ ° {1-«)
ORI
Teniends 8n cuendta gue ﬁﬁy‘“ &L N %Q}}@“ngmw 1
7 b 4 ih u "
4 » S0 N | g i . 7%
[(£=2 58 )§ s ggfmimggg} . ggzﬁ EE e 0
8 3 3 04 &
luego o B e
& (£ 5 B ) (2, BE%) . (17)
n 5 i
Como pare cads £  vele (E‘m s B ) - (fm . 5%3 R obtendremos  de

(16) ¥ (‘16&‘} pasando al 1fmite , la igueldad (A.Ba)

Andlogamente se prucba {34&) o

La parte o) es consecuercis immedizta de (34) ¥ {3%3}@

Obssrvacin 7 oSi b@ém f i‘ estf definida para toda £ & LP

. ) §
3.~<p~<2g ¥ Ffa?éip ﬂosﬁapuedewwdadam FELP

Aex;_g@ unw 1P 2§‘%§ £ e Es decir F (Lp) c Lp o

"
peTo nO Q,F L‘g) = Lp ® Un ~ontrasjemplo que pruceba esta &.ﬁrm&ciﬁn puede verse-

en el libro de Zygmund , Cap. 12 , ejereieio 3. Bn efecto, en este sjercicio
se da un ejemplo ds una FE LP'§$ tal que la funciém del segundo miembro de (14)
correspondiente, no es derivebls on %y para oasi todo 3, Si fuera F = F s 9
esta funcidn (14) $endria deriveds en casi tode = ;37. sata derivadas seria f , -
en virtud del teorema gus prscede. ) ‘

Observemos, por otra parte, gue 1la fbrmula (14} vale para l=<p<<2, ox-
cluide p = 1 gsn sfecto, en la demostracidn se usd esencialmente el hecho que
HZ € 1?f s lo cual wvale =solo sii P> 1.

Resumiendoy; de lo visto results gie podemos hablar de la transformada de Fourier
de £ pare toda £ ds LP s L =P L2 , ¥y que vale el teorema de unicidad o
gsea existe uns correspondsncia biunivoca entre £ ¥ F g (el teorema de u-

DT
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nicidad fué prebado ayui para l1=<p=<?2, elcasc p = 1 es cldsico ¥y pue-

de verse en 12.1 del libre de Zygmund) .

4., FUNCION DE DISTRIRUCION

Sea como antes E = {x}, J“

medida de E
¥y sea f£(x) =20 une fupcibn medible, ne-negativa, definide en B . Entonces

por definicién de medible, para todo a=>=>0 os medible el conjunto

B [ﬁ] = E(f;» 8) m= conjunto de los puntog x tales que f(x):» a s
Designaremos con D{a 3 £} = D{a) & la medida de esue conjunto s

Ha) = B{a ;5 £} = ‘fﬁ Ela) = medida del conjunto {f(x):ﬁ a} (1)
Para .£=0 fija, D{a , £} = D(a) eg una funcidn de la variable real

a>0, y tiene las propiedades siguientes 2

a) D(a) es no-creciente y sontinus & derecha , de mode que =D(a) es
‘no-decreciente y continua a derscha, o8 dooir -D{a} es una funcién de distribu -
cién (en sent;do‘genaraliza&o)ig'llamada.funciﬁn de distribucidn de la funcidn f .
Obsévese que*_f(x)‘ es funcidn &e le variable X , que en general no es real, mien-
tras que. D(a) = D(a j £) es funcidn e la variable real 4.

La demostrecidn de la propiedad a) 88 ve en los cursos de "Funciones Reales"

y no la daremos aqui .

b) si 0=1g_ () , ysi fn(x) £ £(x) (el signo .J  indica que

fn(x) es una sucesidn no-decreciente y que su limite es f(x) , para todo x) ,
entonces Dn(a) 7 D{a) para todo & >0 , donde Dﬁ(a) = Dla fn) 0
Dojamos le demostrascidn de b) a cargo del lector s como ejercicio ficil.

¢) En general, si f(x) = fl(x} + £.,(z) no se puede afirmar que

s
D(a) = Dl(a) + D2(a) R v ni siguiers que a) < Dl(a) + Dz(a)
(aqui Di(a) = D(a , fi) } . Peoro se tiene
si f = f, +%, entonces D(2a) < Dl(a) + Dg(a) . (2)

M&s generalmente, si para tode x vale f{x) = clfl(x) + ozfa(x), c, = oons-

tantes, entonces

D ((cl + 02) a) = Dl(a) + Dz(a) . (3)

D G
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En efecto, sean ¢ A -= oconjunto de los x en que f(x) = (c:1 + 02) &

A = conjunto de los X  tales gque fi (x) = a , A2 = {fz(x)>’a} .
Entonces (3) dice que (A) f‘L(‘éj) + (AZ) sluego (3) quedari probvado
81 mostramos que A C A U A ° Para probar esto Gltimo , sea.i x € A g
entonces (c +c ) a < f(x) e, f l(x) + c 2(3() + Luego debe ser b i‘l(“x?) = g,
b fQ(X) = a , pues de lo contrario seria (cl+}02)a. = clfl(x) + 62f2(x) o
Luegos x & Al, ) X € Az g O S°a x & Al (V) A2 9 1,q,d,d.

Andlogamente se prueba que

f(x) = ecglx) implica D{ca 5 £) = D(a ; g) » {4)

d) Si, para todo x, f(x) = fl(x) + fz(x‘) s y si para todo  =x 4
fl(x) <= a , entonces
D(2a ; £) = Dlaj £,) (5)
En efecto, sea x tal que f(x) = 2a , entonces 2a < f(x) = f (x) + fz(x)

= a+ fz(x) . luego fz(x) =& , 1o gque prueba que B(f>12a) C E(f2 >a),

e) Si f =0 es medible , y si B(a) = B(f>a) , entonces para todo

p> 0 ytodo a > 0, vale la siguiente desigualdad de Tchebicheff

Loar s [ | 2| * ap ; (6)
E(a :

luego con mis razdbn 3

o ,
ey o= 1/ el Pap = (el /w7 . (1)
/ B P
En efecto, para probar (6) basta observar que para todo x & E(a) vale
‘f(x) | PSP s luego laintegral de la derecha de (6) es
kapji- (B(a) ) = af D(a) 3 para probar (7) basta observar gue le integral
de (6) es = que la de (7) pues E(a) C E .
£) si £ € R s, £ 2 0 , entonces
y‘/

D(a) = D(a; £)=—> 0 , para a ——t e (8)



v més aln
P

a® D(a)—— 0 para a—— (8a)

En efecto, (8) resulta de (7) observande que ahora Hf“ p = nfimero finito

fijo y a—3 ® . Para 'probar (8a), observamos que (8) significa que

1

’ )&,(E(a) )—0 para a—r® 3 y por el teorema de la absoluta continuidad

de la integral de Lebesgue de acd resulta que la integral del segundo miembro de
tiende a cero , luego dc (6) sigue (8a) .
1 =1
g) Para todo conjunto Borelianoc A € E~ de la recta , sea f = (A)

= éqﬂjunto de todos los puntos x de B tales que f(x) € A , y definamos
h : -1
J O P (£7(8)) .

Bs f8cil ver que }@J(A) asi definida es una medida de Borel=-Stieltjes sobre

(6)

(9)

la

rocta, llamada la medida inducida por f. En particular si A es la semirecta (in-

tervalo ‘nfinito) x > a , a =0 , entonces JyJ(A) = D(a) = D(a s f) &

Luego si A = J = un intervalo semicerrsdo, se tiene
si J = (a ,b) entonces JMJ(J) = D(a) - D(b) .

Por tants /x’ es una medida en la recta y podemos integrar respvecto de ella

(9a)

funciones; la integral respecto de }MJ se indicari con %}ﬂ o con ~dD(a),

en virtud de  (9a) .

Si  f(x) = 0 es funcidn medible en B , y si G(a) es una funcidn medible

Borel de la variable real = a , podemos considerar la funcidn compuesta

o(f) = ¢(£) (x) que serd funcidn medible de x (por ejemplo, si G(a) =

f
tendremos G(f) e (x) ), lusgo podemos consideraxr la integral de esta Glt

funcibn. Se tiene entonces 2

a
<]

ima

LEMA 3 . Sea f(x)= 0 medible en E y sea G(a) = O medible

Borel ds la variable real a . Entonces se tiene

(s:o]

fc(f) (x) ap u/mc(a,)_ djré =f G(a) 4 (-D(as £) ),
(o 0 0

donde M es dada por _(9) .
30
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Demostracién . Sea antes Gf{a) = funcidn caracteristica del conjunto A

donde A es medible Borel, de modo que Gla) = 1 si a € 4 ¥y cero en
caso contrario. Sea B = f (A) . Tendremos entonces G(f) (x) = 1 si
x €B, y G(f) (x) = © si X no pertenece a B ;3 es decir G(f) = fun-

¢ibn caracteristica del conjunto B . Luego, recordando la definicidn de dﬂ' ten =

dremos

(]

f G(£) (x) ap

B

B) = ' (A) = G(a) a @ .
X yx [ e ap

de modo que (10) estd probada en el caso en que G = funcidn caracteristica de un
conjunto Boreliano . ILuego ésté claro que (10) es cierta si G o8 una combinacidn
lineal finita de tales funciones caracteristicas, es decir si G es una funcibn
simple, medible Borel.

Sea ahora G(a) medible Borel, general. Como G(a) = 0 , existe una suce -
s8ibdn Gn(a) = 0 %tal que cada Gn es simple y Gn } G . Por lo ya probado s

para cada n vale

D
4 G (£) d}u = j; G, (a) dja . (10a)

Como Gn ;G Gn(f)‘f G(f) , aplicando el teorcma de Beppo=Levi sobre integracidn
de sucesiones mondtonas, obtendremos de (10a) , haciendo n — © , la %8sis (10) .

En particular, haciendo G(a) = a®, obtenemos

b @ f . ® aP a : |
4(1‘(1)) ap = -[o apdj& = / d D(a ; f) (10b)

0

En lo que sigue usaremos frecuentemente el siguiente lema, que permite expresar la

norma ~p de una funcidn f(x) mediante su funcidn de distridbucidn D(a) .

LEMA 4 ., Sea f(x) = 0 medible , D{a) = Dla 3 f) , ¥y O<p < .

Ibntonces,

£(x) Pa - T D(a) da (11)
—4 /‘L P f a a a

0

donde la iltima integral esti tomada respecto de la medida de Lebesgue da ordinaria .

Bn particular, si f(x) verifica ademis f(x) = M , entonces

i
{ (f(x),) P dp = D j; ap«l D(a) da (11a)
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Observacidn . Para p = 1 , la férmula (11) da la conocida f£érmulal
de l%esperanza de la Teorfa de Probabilidades , si E es un espacio de probabilidadec
es decir si }u'(E) = 1 .

Demostracidn . Vamos a probar antes la fdruula (1la) suponiendo que

f(x) >m >0 en los puntos en que f(x) # O, de modo que si f(x) ¥ O
vale O <m< f(x)=< ¥ <o . En este caso D(a) = O para a > M, pues
no hay puntos x tales que f(x) = a = M § andlogamente fL'(A) = 0 si
A estd fuera del intervalo (m M) ¥y no contiene al cero . Luego en este caso

la férmula (10b) nos da

M M
J[f (f(x)) P dpL = / af d].L‘ = - ‘/ af a D(a)
B m

m

D . . . . .
Como a s una funcidn absolutamente continua, podemos aplicar la integracién por

partes y escribir, teniendo en cuenta que D(M) = O

i
f (e(x) Pap = -u® D(m) + u” D(m) + p f 2Pl D(a) da -
E

m
i .
= m" D(m) + p f a¥™" D(a) da . (11b)
m

Pero como en todo x en que f(x) > O vale f(x) > m , resulta que

E(f =0) = B(f> m) , osea DO) = Dm) , ¥y como D(a) es no-creciente

resulta que D(a) = D(m) para todos los a tales que O=<asmn .
- 1 a 1

- lusgo ot D(m) = J[ pap- D(a) da = D(m) ‘/f p at ™ aa .
0 0

y por tanto la férmula (11b) se reduce a la (1lla) .

Consideremos ahora el caso de una f(x) = 0 general . Para cada entero n, ;
sea £ la funcién tal que fn(x) = f(é) en los x enque 1/n < f(x) = n|
y f(z) = 0 on los demds ~ X . Se verifica entonces facilmente que
fn(x) § £(x) . Como fn(x) > 1/n > 0 (en los puntos en que no es nula) , cada

fn ostd en las condiciones del caso recidn probado, luego para cada n vale (to =

mando en cuenta que Dn(a) = D(a j fn) = 0 si a > n) que
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“é‘ (fn (x)) D = j;n aP-1 D (a) da = % “4:5 D (a) da .

Por la propiedad b) tememos .Dn(a) J D{a) s ¥ fn(x-.) J £(x) , luego podemos

pasar-al 1imite bajo el signo integral en la dltima férmula, resultando la t&sis (11)
. . 1,q958;4d

Vamos a deducir de (1la) el siguiente lema , que nos serd util en lo que sigue

v al que nos referiremos como "lema numérico" .
LEMA 5 (lema numérico) . Sea b >0 una sucesidn de niimeros reales tal
que 5
0< h <1 , ~h h +is{ para todo i ¥ n, (12)
donde 0 = ¢ <1 . Entonces vale
Z ono=ob)s @+ cY?/a-6) (12)
(efr. Béla Sz-Nagy , Acta Soc. Mat. , 18 (1957) pég. 190 )

Demostracién . Sea B = {1, 25 so g D ..} s M la medida discrete
con masa uno en cada n R f(n) = LY § D(a) 1la funcidn de distribucidn de
b= f . Ia fofmula (1la) da ahora (pues ho=<1 Y

Fu -/ i
b= f d)u. = f D{a) da , (11c)
B 0
Ahora D(a) = nimero de indices n tales que h >a. Sea A = pa)y ,
donde & >0 estid fijado . Esto quiere decir que hay A elementos h ,.005h

Yy
que son > a . Bvidentemente ng ~-n, = A1 ¢ pues los n, son distintos s duego

por la hipétesis (12) tendremos

h hn = é'g'“l s ¥ por otra parte hn hn = a.2 R
i R 1
luego azs:_ 6‘4 1 , ¥ de acd encontramos que £ < 1 + 2 log a / logé (tengass

en cuenta que log $<0 ). Asi pues, D(u)s 1 +2loga/logl , yde (lle)

obtenemos

1
Zhn = / {l-*-EJOga/logé)da = () .
0
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Andlogamente se prueba  (lda) »

La parte ¢) es consecuencia imnmediata de (14) y (13) .

2

L

5. OPERADORES CASI ORTOGONALES EN

——
——

Sea X(x) una funcidn fijs delinida en

1
Ex1 = {x} « Vimos en el ejemplo 3, seccidn I, que si ke L entonces el opers -~
dor convolucidn Tf = f#% k es de tipo (p , p) para todo p = 1 y
”T“ < ” k ” 1 ° Perd si k(x) no es integrable entonces el operador T = f&k |

debe tratarse como un operador singular . De acuerdo a lo dicho en la pagina 14, po -

demos en este caso presentar al nGcleo k como una serie de niicleos '"buenos” :
k(x) = kl(x) + kg(x) + coe + ki(x) + oo (1)

donde cada niicleo ki(x) € Ll(En) » Cada operador 'i‘if = f# ki es de tipo
(p , p) 5 1luego tambidn cada operador

Sy = Syf = fx (kl+..+kn) (2)

es de tipo (p s D) para todo N . Si se puede probar que las normas de los S‘N

estan uniformemente acotadas y que SNf converge en media a un limite F 4 pe.ré toda
£ de Lp s entonces se podrd definir F = Tf = £f% k , y el operador

Tf = lim Sy £ asi definida seri de tipo (P , B) »

Vamos a indicar a continuacidn un caso general en que se puede afirmar gque tal

. 2
cosa ocurre , para el espacio L

NOTACION s En lo que sigue usaremos también la notacidn

() = [ & g:f (d) = +ransformada de Fourier de g(x) . (3)
TEOREMA _l_ o Sea kiix) € Ll(En) una,_sucesidn de nucleos integrables ,

A\
v sea para cada N el operador Sydefinido por (2) « Si la serie PN ki(u)

converge puntualmente y acotadamente, es decir si

20;1 ,Ei(“) = h(u)  pars casi todo u € En (4)

y si

N\
ki(u) ’5 M , para todo N y todo u , (5)
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entonces valen las propiedades siguisntes s

a) | Sy £ | , = M “fu 5 para toda f € L2(En) ¥ todo N, es

decir los operadores SI\T son de tipo (2 , 2) con normas uniformemente acotadas 3

b) para tode f & LZ(En) las funciones S._f = F

' convergsn en
N N

media =2 hacia una funcidn limite F que se indicarB con F = Tf = % 3. 100 k.

-
KA

c) el operador Tf asi definido s un operador multiplicador de +ipo

{252) , siondo h(uw) ol multiplicador, y |7l ,= u | f“2 o

Demostracidn . Tomando en cuenta el teorema de Plancherel, y rscordando ¢ue

la transformade de Fourier de una convolucidn es igual al producto de las transforma-—

das de los factores de convolucidn, y usando (5) tendremos que

ff‘;q () = S;;'f {(u) = ?(v.) {k; (u) + oo + 1“'{; (u) } ’

N " Sy f“ 5 = U FN” 5 ™ H %\\N“ 5 = { gn |lf(u)| 2 | ?cl(u). + e +,];N(u)!2 du} 1/2

s{fEn b"[zll?(u)’zdu}l/z = M H?HZ = U ”fug 4

con lo cual queda probada la parte a) de la tésis .

Por otra parte, de (4) tenemos que para casi todo u € En vale

2
I OV IR CV D SO N O N B (6)

- A A~ N -~ 2 21~ j2
y de (5) tenemos l h(u)lgm . lf(u) n(u) - f(u) L, 1 ki(u)l = i [f(u) l o

2 ¢ 2
Gomo f & L° , es tambidn F(u) e La(En) s  luego M2 [f(u)’ es una
. funcidn integrable, de modo que para todo N  las funciones de (6) se mantienen

mayoradas por una funcidn integr&bie . Luego, por el teorema de Lebesgue podemos

integrar (6)  término a término Tesultando

1i

mN__, o ’|§(u) n(u) = F(u) 2. -1; Tci{u)” , = 0 . (62)
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C N 2 2 2 A 2, n
Cowo | F(u) n(u)| " =M l‘?(u)l , es f(u) h(u) € L°(E") v por el teore-
ma 4o Plancherel ?(u) h(u) es la transformada de Fourier de una funcidn

F(x) € LZ(En) s, o8 decir

Bw aw) = Fw o, Fe 15" . | (6b)

Je (8a) y (6b) tenemos, por el teorema de Plancherel , -

, o oy ~ ~ N -~ '
e - F - F = f oy { “‘“‘60

(RN l NH 2 ” £(u) n(u) - Fw) L, K (@, ’

lo qus prusbs que SN f = FN tiende en media -2 a F 4 lo que prueba la parte
-b) de la tésis .

tomo Tf = P o= lm P, || e, = 1| m |, = Lim|| Sy f“ , <lim % I,

se ve que F = Tf es de tipo (2 , 2) y norma = ¥ , Finalmente, como Tf = T
(6b) muestra que T es un operador multiplicador, siemdo h(u) el multiplicadox,

' 19(}_96.,&9

Observemos que si kl(x) ’ kz(x) son dos funciones integrables entonces vale

jn[ k, Icz:'(x) dx m[ jan i, (x) d.x:‘ . [an

k (x) ax s (D)
: A

pues por ol teorema de Fubini se tiene

Ln [ fn kl(.x-—t) k(%) dt] ix = J/;n k() [{n k, (x=t) dx] ix =

% 1

-
W

- jn k, () [_{;n kl(x) dx ]:dt “[fn» k(%) dt][jn k, (x) d_x]

& B B

Si  k,{x) y k. (x) ‘son ambas nthegativas, entonces de (7) obtenemos
l‘klié k2” 1 = ” kllll lisz,‘l » Pero sl estas funciones son de signo cualguie-

ra entonces solo se pueds asegurar que

.- La
[ I P CHE P
‘ ' que
En general JI kﬁﬁ* leil puede resultg; mucho mis chico quell le 1 [[ké“ 1

M&s afin en el Andlisis es de frecuente uso el "Principio de Regularizacidn" que se |

basa en el hecho siguiente : si una funcidon dada se convoluciona con otra, su "na -
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turalesza" mejora, en general, Es decir,‘si la funeidn dada‘se continuia o derivable ,
a1l convolucionarla (con uns_funcidn integrable) obtendremos otra funcidn continua ¥y
derivables y si la funcidn no es continua, la convolucidn puedé resultar continua si
el otro factor de convolucidn es "bueno". Lo mismo la norma disminuye en general .

<

Chhore, sic T = % ok vy PF = £¥K L =
thorey si llf £ kl ’ izf £ 50 tendremos'gue Tl T2 £

P T f = f=® (klﬁ k2) . Sgbemos que. ” Tl" = “ kllll ’ llﬁ%{]fs 'J kz" 1?

luego también H ‘I‘lT2 N = u kl.* k |2 s Ppor tento si la némna ” kl* lqé ” 1

2"
disminuye nmucho ,( en comparacidn.con k || y‘” Il ) s también disminuiri
T , ® 14 2 1l

la norma de T1 T2 . Bs deciry el Principio de Regularizacidn se refleja en los

operadores de.estd modo ¢ JASi"Ti-,‘Tz
>

k,, es de esperar que, en general, la norma.de " T, by

son los operadores de cogvolucidn c¢on kl s

2,[ sepf, mucho mis peque -

fa que 1la de I} Tl“ ylfTDH ?(aqui hablaremos de la norma de Tl NZ considerado

2 .
como operador de L en L, es decir la norma (2 , 2) ) .

3
De estas consideraciones resultard mis claro el sentido del tecrema siguiente .

TEOREMA 2  (de los nficleos casi ortogonales) . Sea k (;) e I (En) una
sucesidn .de nlicleos integrables tales que para todo par i 4.3 se verifica
b
k # k = N? £
[ e w0 (8)
donde u , € son constantes fijas y O0=€& = 1 ., (82)

Zntonces estos niicleos verifican las hipdtesis (4) ‘y  (5) del teorema (1) _que

precede, y por tanto se verifican las propiedades a) R b) y c) de dicho teorema.

Observacidn- ¢ Si ” k. #® k, “ = 0 entonces k,» k = O 7 de-
—— : : i i+ 1 i i+]

cimos que ki y k. ¢ son ortogonales § en este caso los operadores Ti = = ki

5 ortogona_es

T . = k _wf  verifican T, . fF = T, T, f = 0 , para tods f.

i+ i+ . i i+] i+]

La condlclon (8), que implica que la norma ” T T, j“ disminuye en "praﬂﬂesién

geometr1ca”, expresa por tanto una propiedad de “caS1 ortogonalidad" s Y ©8 por 250

gue nos referiremos al teorema 2 como al de los nicleos casi ortogonales,.

" DemoStracidn . Como 1a transformada de Fourier de k.* k. . ss
E i i+3

g (u) k (u) s ¥ como 1a tranoforma01on de Fourier es de tivo (1 , @) , *eudrcio.
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pare tigdo uw€ B, ;

|5 O (RO < | R*kgl =2 3 . (8b)

Para cada u & yrue . i@i(u)[ es una sucesidn numdrica y (8b) muestra que esta su-

cesidn verificae le hipdtesis del ilema numérico vistomds arriba. Luego por dicho lema

tendremos o N
=<
T ia ] ki(u)' S
de modo que la serﬁ.e Z: i:i(u) converge absolutamente, ¥y por tanto simplemente ,
para cada u , s8e verifican las dos condiciones 4) v (5), 1,q9,4,4,

COROLARIO 1 . Sean ki(x), hi(x) 5 dos sucesiones de nficlqos tales gue

1) jn‘ k‘i(x) dx = O , para todo i = 1,2,., $ fn hi(:z) dx = O 3
B B
2) 4;1 I ki(x)‘ ax = | ki” ;] = ¥, para todo i g || hi” 1S B
3) ki(x) = 0 para le > (1/e ) i ’ os<é<1 3
1 -4

3a) hi(x) = 0 para | x| > §° = (1/8&) ’ 0= §f<1 3
4) para %odo  h € B s ¥y todo i , se verifica

j ]k(i+h)~k(x)|‘dx;-s M&ilhl $

o 1 i : ;

él [b(x+b) -n(x) | ax < u €Y hlA - u1/e)

-

i

Entonces cada una de las sucesiones k1 g ht(x) 5. 6s casi ortogonal, es decir veri=-

fica (8) , luego definiendo

Spf = £¥ (k) + oe. s k + By + eee + hx)i.'," (89‘)‘{,

los operadores S, £ verificarin las propiedades g.), b)) del teorema 1

_ féon 2M en vez de M) ,

Observacidn ¢ Por lo dicho mis a.rr,ilba., la condiciénv 1) es esencial . pars
la casi ortogonalidad, pues implica que ki(x)_ no tiene signo constante § vimos
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gue oi ios k (%) tienen signo constante no podrd disminulr la norma | Ki“ K4+;ﬂ|1

Damosiracidn En viritud de la condieidn 1) podemos escribir

. _— ¢ - ) k. (1) dt
kol (0) J{n K, (x = 1) k(%) -

£ J’
o J " (‘J\i '{ -2 + w2 3 't d‘.t
:}"iﬁ By U85 (x - %) at n ki+é () g ( ) )
2 K )

(X) 1 die '

.
E 1, B e ws e
dn 3 (%) { Fieg (x = 1) Xyied

S hanbo, teniende en cﬁenta qus ki (%) = 0 para l tl = (1/& )i ¢ tendremos apli=

cando 3) ¥y 4) aque:

7
2
i 3

= é;l ki (t)l { N{Z;l ki-l-.‘j (z - %) mki-&-;} (:z)! dx ] it =

- [tL o ERCIN| j; iy =8 =y (] dx}&ts
!‘ff“‘i |5 @] | ME'MHI] at <
3| =<

’ 43 =i
’g[aﬁ;é"i lki(t)l[moﬁ, £ ] as <

H k—%%ki‘-:»;;“ 1 L‘ ( ) (i)!{:ki-s-j (x”’t)’“km‘ (x)] dt|-‘3‘x =

i

A

) ,
= u & f’k.{t)| a8 = ¥ &l 0
En i
lo gue prusba la casi ortogonalidad de les kﬁ (x) . La demostracidn para los hi (x}
88 del todo andloga ( intercambiando en el razonamiento gus preceds ki con ki+j') °
% COROLARIC 2 . Sea k (x) € Ll (B? )  un nficleo integrable tal gues
1) fk(:z)ﬁxmﬁ R j[k(x)l dxa” k” = M 3
En En 1

2}  para todo k € B- sa verifica ﬂj; | (x+h) =k (x)l ax <= Eﬁ;! Y
B

3) k(x) =0 DAYE el >1" ,

Entonces, indicapdo com n la dimensidn dsl espacio y poniendo para cade 1 = 1,2,..
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ko) = &7 K &7 E) (9)
(5 = (/&80 (/e )P x)s EM k(e tx) (9a)

los nlicleos ., o h, varifican las hipdtesis del corolario 1 y por tanto las su =
i i -

mas (8c) werifican las prepiedades a) . b) o ¢) del teorema 1 (con M = 2M) .

Observacifn . Diremos ¢ue los nbcleos ki 9 hi , definideos por (9) y (9a)
son gensrados por ¢l nficleo fundamental k{x) por dilatacibn de la variable .
. ' 1 i
Demostracion . Si | x i:> (/&) .entonces [ E7 x l =1, luego
ki(x} - et k( éi'x} m 0 y se verifica 3) del corolario 1 . Poniendo
£ 2 = y, dx = ( £n1)n ay (rn = dimensidn del espacio), tendremos

"

g;lki(x—bh)wki(x)ldx - g™ é;[k( etxs et ox( et o) ax -

= E‘,’“j‘(f_""j')n j:lfk(y+ 8ih)mk(y}{dygﬂ\&ih[ mmailhl .
E

luego me verifica 4) del corolario 1 , y anflogamente 3e& comprueban las demés con- :

digionss 1,q,d,d
b 3 b Rk

2
6 APLICACION A TRANSFORMADAS DE HILBERT EN L°

A)  La transformads clésica ,

. . I 1 .
& l-dimensional de Hilbert de la funcién f£(x) ; = € E , se define como

\ HE(x) = F(x) = J(: ﬁr’%ﬂ at = j_fm £(t) at . (1)

@ X1

Le funcidn l/t no es integrable en ningin intervalo gue contiene el cero o el infini
tédgporque log t es infinito para + = O y para +t = o0), luego la integral (1) en
general no existe como integral de Lebesgus, y debe itratarse como una integrel singu-
lar, precisamente como un valor principal de Cauchy. Para cada & = 0, eliminando
un intervalo (=~ & ¢ € ) ¥y un intervalo | 4 !:”1/’6 , la funcidn f(x —~t) / t
seé hace integrabls., IKs decir, para cada £ < 0 definimos (cfra pag. 14) el ope-
rador HE f defimnido asfi {f '
He £ (x) = Fe (x) =

fgx - t) at

.
e<ltl =< 1/ %
el O

Eg



- ;(f&} Si/& £z - 4) _.dt} i '{-.Sx-L + SM/&' £ d.t} (2)

] ‘X =t
<1/ (3 K =1/t - FI+E x

La integral (2) existe para cada & -~ .0 s como integral de Lebesgue . La in =-.

|
tegral (1) se define como L

Hf (z) = lim ﬁfe £(x) . para E— 0 , ’ . [©)

donde el Gltimo limit;e puede entenderse en éeptido puntuyal o met;ia.-(p). : Qtie tal
limite existe, es decir que Hf pue.dp;e defix_iiécse por la férmulla .‘ (3) , es cosa *bas -
tante difioi_l. de probar. Para funciones féx) co'ntinu‘as (y en forma algo modifi -
cada, para intervalos finitos) la existencié'del lilﬁite puntual (3) fud probade por
Faton. Para funcionmes f(x) de I.z(El)' , la oxistencia del lfmite (3) , en se’n'-
tido de oonfrergencia média—-(2), fué probada por Lusin. Asi i:rues‘ por el teorema. de

Iusin Hf estd definido para toda £ de L2 , y-més atn Hf es un operador de

tipo (2 , 2) . M. Riesz extendié este resultado & todos los ? con P >l ,

P< o ., Ademds Privalcff y Plessner probaron ls convergencisa puntua,i de (3) .

pare toda. f& L' . ytodo p= 1.

En este i)é.rrgfo, .oomo aplicacifn del teorema de los nfcleos casi ortogonales , )

vamos a deduoir los resultados de Lusin, es deoir para el oag‘d.d.el_ espacio ‘ L2

Sea J 91 conjunto 21_1 -3 I tls 21 ) i = 0, b:t lgi 2,1 3’00'-

1 . .
de modo que J i se compone de los dos intervalos simétricos .-,,(;..2.1 ’ --21.1]~

(_21':L ’ -21§ | ] .

Para cada i = 1,2, 3, .. definimos

. ) 1/t si .‘t' €J , esdecir 1/2 <|~t|$ 1, , ,
. , o | -

O  enlos demés "t 3
1/t =81 t e J, » s decir 21'1<.‘*-:-l tlgai ’
k() = ' (4a).
) 0 en los demé:s t ’ i = 1’ 2 9 oo )
l[t' s8i teg J,, es decir 2-1.1< It's 2-1 .
-1 O :
b (%) = (4v)

. 0 en '108‘ d.emés i 3 1= 1’ 2, e

Es evidente entonces que se tiene




w : ~ 0 . )
"‘1 ki(t) + z: ] hi(t) + k() = /v, pere todo | i . (5)

Vs aln se tisnoc

S 1. i
ki(t) = (7 ok .((—;—)1 t) , - | (5a)
; ; = 2 1 ol o 1 + S =
hi(1.) = 27 k{Z7 %) . (5b)

Fn el .ctao, 1ac probar (5&) s Observomes que si t estd fuers de Jj €8

kj(t) = 0 ; 7pero si t no rertenece a Ji ~entonces (1/2)? t no perte~
) ] . : 1 . )
nece o JO y tauhién k ((]/?) t;) = 03§ lucyo (Sa)~\es cierto si 1 no
perto:. se @ Ji . Si % €'£%~ entohces (1/2)1 t G'Jﬁ ’ luego para tal
s¢ liene ) i . i - i,
k (+) = 1/t k ((1/2)° ) = /(1) t) = 27/%
¥y por tento (5a) vale también pure este cuszo . ‘nflognuente se prueba (5b) N
- =N
Considerenos primero sole les & de la Torma € = 2 ¥ Ppogfamos

E f = I _f = g ﬁit:—t—)dt, (6)

2-1'3 < l’_t I <2N

¥y valios & probar que la sucesidn PNrf converso en medis bacis un operador de

tipo (2 , 2) ., \

kividentemente (6) pucde eserivirsc asi

©
, Iy "
: 1 ;
By, £(x) S f(x = t) [ k(t) + 2.-1' ki(t),+ 21 hi(t):l it =
| N N |
= »* : .
= f [k* Ly B s hl] ’ ‘ (6a)
es decir (teniendo en cuenta (5a) y (ﬁb) ), los HN f son del misme tipo que.
los S]‘I del Corolario 2 , con Cﬂ: 1/25, JFor lc fténtorsi probamos que nues-
tro nivleo k(t) ,idefinido bor (4) A verifica las condiciones ' 1) — 3) del
Corolaric . , podremos afirmar que dicﬂo Corolario es aplicable & los operadores H

. N’
o5 wvinenie que el nlicleo k(t) JefinidO‘por' (4) verifica las condiciones

1) » 3) del Corolario 2, con M = 2 log 2 , Veamos que verifica tawbidn la con~'
dicion 2) de dicho Corolario . Evidentemente beste considerar solo los valores
{h[<:‘1/4 g Tues vora |hl Z1/4 tendremos

i |

e




flk(x:fh)-—k(x)ldx = 2 J;'lk('x)l ax = 2 | /4] at =
‘ E1 B~ T 1.

|
1 . | .
- 4.S L oar s 4 < 16 ,(%)s 16|h| ’
1/2 SN

y 2) se verificacon M = 16 . Si|h|<<1/4 , sea A el conjunto de los X .

"teles que x ¥y x + h ambos peiteneoen a . Jo = { 1/24; |t|:5‘1} sy B el

conjunto de los x ' tales que % y X+ h ambos no pertenecen a Jo, ¥y c

el conjunto de los x +tales que uno de los}dos puntos X, x+h pertenece a
' |

J, ¥ el otro no. Para X &€ B tenemos I k(x + h) = k(x)l = 0 , Para

x € A tememos | k(x +1h) = k(x)| = | 1/(x +b) -~ 1/x| = |h/x(:é +h)|= 4|h’|'.
Para x de C s & k(x) = 0 & Xk(x+h) = O, luego

~|k(x + h) - k(x)l e |1/k.+ hl 6 = l l/kl ’ 1uego! k(x +h)=k(x) |s§ 2,

Ademés es évidente que |A1 leOI = 1 ¥ que la medida del conjunto C es
s;B'IhI (C = 1los puntos que distan menos @el hl de la frontera de Jo) .

Por tanto,’ '
: _é; lk(x + h) = k(x)l adx = S; + J; + j; 'k(x f h) - F(x)l ax <

<o|s| + 4lul|a]+ 2]c|=4|n| + 16]n]| - 20| n] .

Asi pues la condicidn 2) del Corolario 2 s8e verifica con toda seguridad con

Ms< 20 ., Obtenemos pues del Corolario 2 el siguiente

COROLARIO 3 ., Si H_f estin definidos por (6), entonces los He £ son

- - \.
operadores de tipo (2 s 2) con normas uniformemente acotadas " HN" = M, ¥y
. o ,
para cada.- f de L (E%) las funciones FN = H_ f convergen en media=-2 haw-
< N g
cia una funcidn liﬁite F € L2 . A esta funcidn limite se la designa con Hf =« F

"y se la toma como definicidn de la integral (1). El operador Hf asi obtenido )

sobre L> , 88 de tipo (2, 2) .

Este Corolario 3 prueba el teorema de Lusin pero tan solo para los valores did~

‘dicos 2V 4o £ >0,

43



Para extender el Corolario 3 a todas la- Hé £ , bagsta probar que si para cada €

se toms el N tal que

Ml £g o™ y ¥y sedefine Dgf = H f-H f,

' : 2 ' 51
entonces Dé f tiende en media a cero para toda f € 1 . Para probar este Gltimo

punto observemos que

donds
' Iy (1) = {
s - {
> Mls g < 2F

De  (Ta) , (7Tb) , (Te)

Déf = f*kﬁ + :f5'~)lﬁhl1:T
1/t si &< |t|<2™

O en los demds t ,

1/% si M e |t < 1/
0 en los demis t
, M < 178 < M

ge deduce enseguida que

' (%) dt = Kt (%) 4t = O
L% IS

e, = Sy lass 2 5 |nyf, <2

De estas formulas se deducen facilmente las propiedades siguientes

a) Si  g(x) es la funcidn caracteristiga del intervalo finito

(1

(72)

(T0) .

(7e)

(&)

(8a)

(&sb)

entonces g-*'kﬁ;ﬁg) = 0 s x no pertenece a uno de los intervalos

~N -
(a =2 ,a+2 N)

% (b-z"N,b+2"N) .y

o

En efecto, como kﬁ'(x)

gw ki (x) = S

pertenece a uno de estos dos intervalos .

|4]< 2™

Si x estd fuera de los intervalos indicados, es decir a distancia mayor que 2-
. ’ =N
de la frontera del intervalo (a , b), como |_t|<= 2

. ner también fuera de estos intervalos, y siendo g(x)

44~

s nula para |x| > 2="N

g(x - ) ki (%) dat

lg“* kﬁ (x), = 2 si x

podemos escribir'

(9)

ge va a mante-

en (a4, b)

¥y




que g(x —.t) " serd constante para todo| 't en :(9) 4y pero como |.g(t)l =1,

la integral (9) es

que por (8a) es =< 2 :R . ;‘

g(x) = O _fnéra de (a - b),{éstﬁ clarJ-Quew‘ W(xi~5L). sbré constonte  en

9) ¥y 1la intbéfél de'&(9§ se réducird a

jk' (t) dt
gue es nula por (8)

S5i x estd dentro de uno de lons intgrvalos indicados, rio’ podemos afirmar més
i , IS .

< _5 Iy (et =gl o

s:

g
I

b) Si ¢(x) es la funcibn caracteristica del intervalo (a , b) , enton-
. N N .
ces: g % ht (x) = O si X no pertenece a (27 =b 4 2 1 + b) 5 a
- l‘ .
(-thl ~“ b .y -"-215I +b) , v - | 7o hﬁ (x)lf.ss ’2b/2N , si . x .. pertenece a
| ‘
X . L -
b, 2" ) s A T R
En efecto, como g(t) = O  si | t] >1v, tenemos
' 1
gxnt (@) = § ok (x-t) s() b (92)
RIS T ‘
‘ N
Como ki se anula fuera de (ZN y 2 +1) (-2N+1 ’ -ZN) , ¥y como |t |<:b,

esta claro que la integral (9a) es nula si X estid fuera de los intervalos in-

' ' ' -N
dlcados o En los demis x , puesto que | g(t) |$§1 y |kﬁ (t)|=<;2 s la
. ) : -N .
integral (9a) es = 2b.1.2 .

c) Sl fog es la funcidn caracteristica de (a , b) entonces
ll!""* k! || o >0, ” g hy ”2ﬁ 0 , y por tanto [ De g.uzﬁ 0 para&—> O
‘L ] :
En efecto, por  a) g% kﬁ (x) no es nula en dos intervalos de longitud
total 4.2 , y es = 2, luego la integral del cuadrado de esta funcidn es =<
~N N 1
4.2 -4 = 8.2.' es declr " g-x‘c-':k&” < (8. ZN) /2—>0 para N — oo
. N
Por b), g * hﬁ (x) no es nula en un. conjunto de medida 27 + 2b y es
2b/2 en este conjunto . Luego la integral del cuadrado de esta funcidn |
(2 + 2b) / (2b + 2 ) 0 para N-— oo . Luego también Ilg-# hﬁ" é_;o

¥ tomo DE g = g% k' + g% h' rosulta también Da.gug——aO o

N N
el 5



d) Para toda £€1%  go tiene . |lDe f“,, JHL ‘

Bn efecto, de (8a) resulta I * kﬁ" "k "1 "i [ o <2 " "
"f % h! ”2 = "f " o » ¥ oomo n f = f % kI:I + % hI:T resulta
e e, <4 lell, -

COROLARIO .'4 . (Téorema de Lusin) . Si He £ _esté definido por (2),
entonces los E% f son operadores de tiyo (2 , 2). _con normas. uniformemente
acutadas Jl_HaJl < M,y para ceda £ do  Lo(EY)_ las funciones
Fe .= Hs f convergen enfmedia—é hacia una funcidn limité“ n ﬁ‘G.L . 'A esta
funcién 1imite se la desigﬁa con Hf = P : y se la toma como defin?ciﬁn de la’

\ ' 2
integral singular (1) . _El operador Hf asi obtenido , sobre L , es de tipo

2 4. 2)
. - =N -N
DEMOSTRACION HC f = HN f + Dg £ , 2 N1 < €<2 s
basta, en virtud del Corolario 3 , probar que “Dt f||2 —0 para toda f € L2

Por c) ‘esto es cierto para toda g(x) y funcidn caracteristica de un-intervalo ,
. | | )
duego también para toda g E‘Lo » Dada feL cualquiera , sea g € Lo

1

tal quo e - ¢l , <&, donde &‘ og arbitrariamente pequefio . De f = g+(f-g)
sonanos g ol , <% e, o c-@ ], o veor @, lIn 2], <

"1)€ sll.+4 | - g, = (X 5"2_+ 4 d . Como g€ L, s ..||,]>(S gl ,— ©
y siendo 4 §  arbitrariemente pequefio, esto prueba la tésis.

B) Pasemos ahora a las llamadas transformadas de Hilbert n-dimensionales .
4 I -
Consideremos por ejemplo el caso del pla;né sy = 2, ¥y veamos cual es el anflogo b

il
~~
Py
St

del operador Hf(x) " cuando x n punté de E2 . Como Hf es 1la

\

convolucién de f ‘con el nficleo = 1/1; ’ se trata de ver cual es ol i

an&logo de este nficleo en el caso de 2 o mis d:.mens:.ones .

Para ello observemos que el nficleo | K(t) = l/t esti caracterizado., sa.l-l;
vo un faotor constante, por las dos propi{é‘»dades siguientes |= a) para todo a >0
es K(at) = a~t K(t) = a X(t), donde n = 1 = dimensidn de E |

b) k(1) + K(-1)

i

0, es’'decir K(-1) = -K(1) . En efecto , la propieda@%i

~4 6~



|

1

) daaue  K(t) = BIK() et 430, K(+) = || K(-1) sl t€0
|

'Ng de modo que K(t) qﬁeda"determinado oono;iendo los vialores K(l) Ng K(~1) 3

s . ‘ . .
zW' la propiedad b) muestra que basta conocer el valor - K(1) . ~Imego a) y b) de

terminan el nficleo 1/t salvo un factof}constante. Observemos todavia que 1 y =1

1 :
nitaria de E " estd constituida por los des puntos l1,-1 |, de modo que b) o

. . . ; | :
., Paede expresarse diciendo que el "valor medio"-de K(ﬁ) sobre¢' la "esfera unitaria de

$ ‘
' |
o
P

. 4
| constituyen todos los puntos t de El fde mddulo 1t| = 1.3 es deocir, la "esfera u
1
B @3 nulo, : b

Al pasar a dos dimensiones, los anél$gos del nficleo 1/t serén, por tanto, los nf

clecs K(t), t € E2-, que verifican lgsldos prbpiedades siguientes:

a) Para todo .a> 0 y todo + € B se tiene  K(a t) = a2 K(t) 3

b) el valor medio de K(t) sobre lg eircunferencia \tl = 1 es nulo,
La propiedad a) da ﬁ(t) = %] fz K(f/ [t] ) donde el punto t/ |t| pertenece
a la circunferencia unitaria , de modo que K(t) queda determinado conociendo sus va
lores sobre la circuﬁferencia Itl = 1.
Para cada t sea t' = t/ It| y w(t?) - K(t'), entonces w(t') es una funcibn de
finida sobre la cirocunferencia unitaria § de ou s ¥ las condiciones a), b) se es-

: |
riben asi :

w(tt) . 4

K(t) = [-tlz ’ (10)

f w(t?) d.t'. = O ’ ( 10a )
s

En caso del plano, los runtos t' de S pueden ponerse en correspondencia biunivoca
con los puntos {§ del intervalo ( 0, 2T ), de modo que podemos escribir w(t')= w(ep)

‘considerando que w((P) es una funcién definida en ( Oy 2T ) , resultando
AL

|2 , (= argumento de ¢ , . (10b)

K(t) = w(ep) /[t
2T : o
f w(¢Q) a@ =0 ’ , (10¢)
o
. : . ig
donde Itl = modulo de t , (P = argumentode t, t = |t|'e .
g 1 .
mientras que en caso de El la "circunferencia unitaria de E " consta solo de dos
puntos y, salvo faoctor oohstante, hay solo una funci6n~ w(<p) que verifioé (10&)
en ol caso de E2 la circunferencia unitaria es un continuo y hay una infinidad de

rd

diferentes funciones w( Q) que verifican (L0 ¢) « Bs decir, en caso de

~4T~




_E2 “tendremos tantas transformadas de Hilbert como fundiones  w( {) " definidas en.

(0, 2T) que verifican ( 10c) . Tara cada tal funcibn w(() tendremos una corres

ponciiente transformads de Hilbert

"H f(x) = [Hw f:[ (x) = f%(w(t')/[tlz ) =

:f £x-t) ED) 4y o f £ (x-1) L) 4 (w)
2 .

Itl2 . |t ]

5y B

. n , : .
Analogamente, en caso dé E , n = 2 , para cada funcién w(t!) definida 80

bre la esfera unitaria S = ['t‘} ¥ que verifica ( 10 a) , se tiene el operador
| w(t ) :
18(x) = [H £ (x) - f £ (x - %) L at . (11a)
i ]

La funcibn w(t') . 86 llama caracterfstica del operador (119.). En caso de

E1 la funcibn caracteristica w(t!) os igual a +1 si t' =1 s Yy -1 =ai
tt = =1 ,' es decix: w(t') = signo de t . . Asi pues, en caso de E" y el operador
H £ es la convolucibn de f con el nficleo K(t) = w(tt) / |1: | %, donde w(t'_)
veririca (10a) . | -

81 n =2, podemos escribir t= (1131 ’ téj'= ItI eiQ ’ 'w('t')_ = w(@) 3
un-caso importante es el de
+

w(ep) = ei]fq’ b g ko=

1, Z2,.. (1)

4 . i -

w(@) , = cos ¢ = tl/ |ﬂl 5 w(ep) = sen ¢ = t, /%] 5 (110)
‘ .

¥y en particular los casos

R\v((p)‘_ = ‘o}os 2¢ ‘; w((f) = 'sen 2¢ . (114)

..“ls\ ‘

NOTA: Los operadores de Hilbert 2~flimensionales con caracterfsticas (lle) &

|

(114) s aparecieron por primera veB en lf'Teo;-_ig, del Potencial. ¥n efecto, toda fun-

cibn £(t) = f(*b1 ’ t'2) definida en Ez‘ |'genera el potencial Newtoniano

. . 1 f . 2
U (xl..’ x, ,13) = ;.*..’(t1 s t2)—R—.dt1 at, =

2

e




Fripas o -7

=1/2 .
2 2 2
- t,) {tl +1," +x ] dt, at (12)

12

K RN - T B0 %, 3

0.,
3

dnulan fuera de un ciroulo, de modo.que la integral de {12) se extivnde no a todo

en el semiespacio x Generalmente se consideran funciones £f(t) . que se
2 / o .
B sino a un-circulo finito. Como. 1/R = 1/|t| es integrable en todo tal

| :
circulo, la funcién. (12) .estd bien definida como una integral de Lehesgue. Con -

‘ . \‘»\-. !

deremos ahora las derivadas parciales Ui? ’ Ui', ‘Ux 3 en la teoria del
N ] 1‘ _ ) . Vo e
Potencial tiene importancia estudiar el co&portamiento de estas derivadas para
| ‘ g
,_Xj———ﬁn0~ ¢ La derivada en x3 es igual a

X

x ’ dt. dt
y.a | 3%,
U 3 (xl [} x2 3 x3) = - ‘Zﬁ- w2 f(fl ) tz) ‘——:;;——-

que es la integral de Poisson de ~f(t) .y un resultado clésico afirma ‘que Ux

o i
tiende a .~f(x1 R x2) para casi todo X = (xl s x,) de E, , cuando
x.—0 .

3

Fl estudio del limite corcespondiente para Ux ’ Ux es mis dificil y ha

. . . : L1 2 -
sido concluide tan solo recientemente en los trabajos  de Zygmund y Calderdn .
" B 4 ’

Se tiene, en efecto,

1 3 R
3
1 1
= - - : i
4 f o Bz =%, x, = 1) : — 3%, 4%,
. (t.% + 57+ x5 M
Via T % T
vy haviendo X, = 0 resulta’ ¥
1 f | | \ t,/ |4 | (
b /2 f(x1 ~ 1 s X, = 1, T at, dt, (12a)
y esta es la,.transformada de Hilbert B f con caractristica - w(t) = tl/|t|=
= cos(p oASi pues’ el estudio del comportamiento de las derivadasf-U;", U#
. ’ O o ‘-1 . |2
llevan a transformadas de Hilbert 2-dimensionales gon carucivristicas (11e) .
v R .




"~ probado en 1952 que para toda f € Lp y tode p~1, p <<, las funciones

H& £ convergeh en media-p haciz una fu%cién linite Hf , ¥y que el operador

Hf asi obtenido es de tipo (p , ®) 3 adgméf ellos probarog que el limite (14)

existe en sentido de 1\L convergencia ‘pun’t\mjal‘para}toda fe L‘p - sl =1 ,
P < @, - - | |

Andloguaents, vonsideranio ol potencial logaritwico

. . .
u(x 5 ¥) = g j2 f(x - t) log 1/|t] at ,

'se presenta la cuestidn de la existencia de las derivadas de2-do orden de u(xz , ¥)

problema que ha sjercido una influencia considerable en el desarrollo histbérico de la

teoria de las funciones ds variable real. Derivando formalmente dos veces bajo el signo

de integral en la ﬁltimaiﬁrmula_se obtiensen integrales de Hilbert 2~dimensionales HW f

.donde w(@p) = cos 2 6 w(¢p) = sen 2 de modo que también la
?

teoria dzl potencial logaritmico conduce 2 la consideracidén de transformadas de Hilbert
multidimensionales, con caracteristicas de la forma (11lb) “(en caso de n = 2),

: ; 2
Volviendo a la transformads HI definida por (11) o por (11a) s CoOumo 1/|t|

4 0
"no es integrable en ningGn entorno del origen ni del infinito (en la medids de‘E“)‘,

la integral (11) no existe como una integral de Lebesgue y debe tratarse como una

integral singular .

Como en el caso l=dinensional , deiinimos para todo &= o0,

J £(x - t) ——W(t;) at  (13)

i) f(x) = ‘H 'y (X) = |
¢ Eue <] E<|+] <14 I¢]

weE
Esta integral existe para todo € = 0 , pues 1/|tl2 es acotada en el con -

junto € <=|t|<: lé‘ , luego la integral (11) se define como

Bf(x) = lim He £(x) para &£ -—0 |, (14)

donde el 1{mite se entiende en sentido pun%ual o media~(p) . Calderdén y Zygmund han

i ? -

En este pérrafo, como aplicacidn del; teorema de los nlicleos cask ortogonales |,
4 : i o

vamos & deducir la convergencia media de | Hg f[ -en ‘el espacio L“‘, es decir

: ’ 2 o
proburemos que para toda f de L las funciones He f oconvergen en media-2

hacia una funcidén limite = Hf , y que el operador Hf asi definido es de tipo .

i
PRI g2
[




b2, 2) . A

[

Supondremos que la funeidn caracterlstioa cow(E) e w( @ ) ', ademfs de an~-

i tlsfacer la condiclon esencial (10a) . verlfloa. la cond.1016n d.e Llthltu, 0 veneral -

men‘Le la COl’JdlClOn 31gulente s para todo h € E ¥ para toda funclon dlferenc m

ble n( @ 9 tal que h( ¢ )l Ihl ’.

2 |
f |w(¢,‘>+h(c‘>))~w(({))|d(f<

0

se tlene Ny

(15)

Aﬁg_mﬁ
=

| b | _
,(13, funcién h( ¢ ) hace corresponder & un - ¢ de (0, 2T) -otro punto h( @ )
i de (0, 2T ) ) . ' ‘ e -

. Sea Ji el conjunto i-l << ItIS 2i y 1 = 0,%X1,% 2, .. de modo
‘que J i. es un amllo clrcular. Para cada 1 = 1,2, .., definimos -
‘w(t.'.)/ |'t|2 = w( g )/ |t|2 osl 1€ J 9 s decir si P R IUES
3 k(t) = "
’__rl . " . 4 . t . "
(6] en las demds +t 3§ g e R ('16)
:i '_w(_t"..)_/lt|2 8i tET, , e gecir 2371 < ltls ot
k() = | - (168)
\I Q en los d.emé-s t ’ i u. 1, 2’ ees .‘
? ' S (s 18F T e t€3J . 5 es decir 27 < [t] s 2™,
/ hi(t)' = ~ ‘ ©+ (16b)
; 0 en los demas t 3§ . 1 = 1,424 3, .. |
2 Evl:'i.dentemente.' se tiene o
i - 2 .
Zl°° X, (t) + Z“’ n,(t) + k(t) = w(t)/|6)° . (17)
i by i -
para todo t de 'EQ o UWAs aln se tiene
.yl oy ei, 1 1 o4i L
k (t) = (—5) k(- (—5=) )y (18)
hi(t_) - 2t (et 1) . . Lo (18a)
Como en el caso l-dimensional,; consideremos primero los € 'de la forma €= 2.'1\I
Y pongamos |

e



f

Hf = H T - ~f(x - %) dt (1)
2w - -I 17 2 A
Yy vamos a probar que la sucesidn HN f converge en media hacia un operador dae tipo
Evidentemente (19) puede eseribirse asi
N z - N
Hle. = _4; f(x - t) [k(t) + Zl ki(t) + ):’1 h (t)] at =
N N . :
= \ ‘ ' 1¢
£ % [k+Zl ky o+ Zl hi] , (12a)
. es decir (teniendo en cuenta (18) )s los’ HN £ ':son dPl nismo tipo que los SN f

& -1 .
(16) s

del Jorolario 2,

" .k(t)' ’

con

definido por

podremos -afirmar qus dicho Corolario es aplicable a los operadores

s evidente que k()
3) de dicho Corolario .

mente bastz considerar solo los valores

la}

yina  42) .
o Sea A ol conjynto de los t teles que t y t +h ambos ﬁerteng‘f
cen a Jo = {1/? < || =1} , BE el conjunto de los ~ t tales que t ‘y,&:
t +h ambos nd> pertenucen a Jo y ¥ C el conjunto de los t  tales que .|
uno e los ios pnptos t, t+h pertonece a JO ¥ ¢l otro no . ;
Tara "t de B  tenenos k(4 +h) -x(t)] = 0 . Para t de Ay
ponyeade T R t+h = 1 o f1 s  tendromos 1/2 <r , =1 ’,
alénis ‘ : % . ) .@
l «(t + h) .~ ‘c(t)' w( ({Jl /frl 5 w( e )/r |$
1
: |w( (Pl) - ‘N((p)l /-r12 4! Q,IW((P)I |r1 - r’ / (rl2 r2) R

de modo gue . j ‘

f et + v) = x(t)| at =

A . % 4

..;r;z.,

verifica las condiciones

definido por

Veamos que verifica también la condicidn

w(tt)

Por lo tanto si- probumos que nuestro nucleo

1) ‘= 3) del Corolario 2 ,
HN
verifica las condiciones

2)

suficientensnte pequeros

(16) 1y

Lvidente ~

N

(cfrs pé



1 2
o , °© o]

. ' w - o v;r‘ - |
[ ([T el T KEILEL

i
[

o | ‘ :
< cst. [./()zwllw(.q))-w((f+1:}(‘-?) )Id.(?} + cst, Irl—rl 9

|
donde- @ = ¢ +n ‘P-). , Ih( T )I < ost. 11 . |r - rll = |n] .

Luego por (15) tendremos

|
f |x(t + B) = k() |lat < cst. {n] (20)

A ‘
Por otra parte, para - tec tenemos que k(t + h) = k(t) es igual a

k(t +h) oa k(t) , pues uno de. esto? términos es nulo, luego Ik(t +h) - k(t)l
=< 2 , y como el conjunto C - tiene medida 4|h|, resulta que '
f Ik('l; + h). = k(%) |dt‘ < lests [n] - S (20a)
5 ) ' !

- (20) ¥ (20a) . sigue la bondicién 2) del Corolario 2 y por tanto obtenemos

el siguiente ,
J

COROLARIO 5 . Si. H_f estég definidos por (198.) , ¥ 8i la funciédn

bl

caractristica w( ¢ ) verifica (10a) y (15) , entonces los operadores HN £

son dé tipo (2 , 2) con normas uniformemente acotadas "_HNH =<. M, y para cada

2 :
f de L (E2) las funciones FI\T = HN £ convergen en media=2 hacig una

funcidn limite F € L2 o« A esta funcidn limite se la designa ocon Hf = F

Y se la toma como definicidn de la integraf (11) . El operador Hf asf{ obteni -

do sobre L2 es un operador multiplicador y de tipo (2 , 2)

Los razonamientos de las péginas 44 y 45 se aplican también a los operado -

res actuales definidos en E2‘ 9 de modo que. el ultimo Corolario 5 wvale también

para todas las H; f , cualquiera sea - € =0 . (Ofrecemos al lector, a titulo
de ejercicio ficil, verificar que lzos argumentos de las piginas 44 y 45 'se apli-
can al caso actual) . Andlogamente este Corolario vale en todo En ’ de modo
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gue obtenoc.os definitivamente el siguiente

‘COROLARIO 6 (teorema de Calderdén-Zygmund-¥ijlin) . Sea _HE f definido

por (13) en el espacio En, ¥y supongamos que la funeidn caractristica w(t?)

verifica ademis de la condicidn esencial (10a) tambidn la condicién

o f Iw(tt + B(+*) ) =w(t)]| at' = u |n| , (15a)
S ~

donde S es la esfera unitaria 14l = 1 de EX ¥ h(4!) una funcidn

diferenciable de S en S  tal que’ |h(tl)L < |l . Entonces para toda

f € L2(En) las funciones Hee T tiendsn en media-2 a una funcidn.limite Hf ,

cuando £ —> 0, ¥ Hf os un operador lineal de tipo (2 , 2) .

Observacién 1 . La condicidén (10a) es egencial, pues de lc centrario la

integral '(11) no va a existir atn para las funciones més simples; por eojemplo si

£(t) = 1 pare todo 1t , entonces
. : o o
He(x) = (@) 4y . = f w( @) dcp} dr =
2 2 s
B l6] 0 r 0 :

@® l om
= a f — dr donde a = f w( @) dc
- ' 0

i

Luego si a % 0 , la integral (11) no éxisfe en ningﬁh X .

!
i

Observacidébn 2 . La demostracién'dada aqui-del Corolario 6 difieré de la
demostracidn original de Calderdn y Zygmuﬁd o Kijlin enuncid anteriormente el Corola-—

rio 6 pero en formaaincompleta ¥ oon deﬂostr&cién,no_del_fédo correcta (Mijlin pro -
baba tan‘solo que el ioperador Hf , que ?sté bibn definido para las f€ L, ele -

. 2 1 i .
mentales, se extendia a todo el L § pero Mijlin'no consideraba la convergencia en

media-2 de los . He f) . El Corolario 6icontien§ éﬁi@gntemente como caso particular

al Corolario 4 , el cual se demostraba g?neralmgnte con métodos de la teorfa de fun =

ciones analiticas 3 la primera demostr&ci§p con “variéble real".fué,dada:porBesicovitchg

¥ perfeccionada por Lusin. La demostracidn de Calderdén~Zygmund de Corolario 6 tampoco
=54
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Uga funciones analitiocas « :

7 . EXTENCION A TIPOS (p 5 D) «

Vamos ahoxa a e_xtende‘i' los resulta'dosAd‘.el pé.rra.fo 5 a los ,eépa.cios 1P ’
’ | hatniabainl )

o # 2.+ En dicho pérrafo dimos cond.icionéé que permiten asegurar que los opera.do" -

. Tos Sy £ , definldos po:r: (2) , ,oonvergeﬂ en media~2 hacia una :E‘tmclon llmlte ‘I'f,

\

| para toda f d.e 12 , ¥ que Tf es de tipo (2 9 2) Ahora., d.a.remos condic:.ones
: que permiten asegurar .que, para. toda y £ € L‘ .y los SN £ convergen en media,—p*
M haoxa un opera.d.or i q_ue es de tipo (p p*) Gomo para “p~ = 2 es ¥ = 2,

los teorema.s que siguen oonst:.‘tuyen una extens:.on de los d.el § 5 e ',

Antes de pasar a estos teorema.s Veamos: una :.mporta.nte generalizacidén del teore -

ma de Plancherel 'deb:.d.a a Hardy, Littlewood. ¥ Pa.ley N .Ya. Vvimos un® generalizacidén de'

este teorema debida a Hausdorff - Young , segin la oual para todo lg .‘1.9"5 2 se - |
" tiene S L ’ |
. % L .

"‘F £ " p* S "f ” P ‘ - (1)
que pafa ‘p. = 2 se reduce al teorema de Plancherel. Si bien (1) es una..gener_a_:
lizacién de “f“ 2 < II?HZ , en la férinula (1) a.pa,recen las normas p ¥ p* .
siendo p¥* ;4 P s8i. p ;1 2 mientras que en el teorema de Plancherel te-—

1

nemos en ambos miembros normas - 2. Se gquiers pues una general:.za.cn.on de la desigual. -
dad de Plancherel .= Bessel en que figuren exponentes p en ambos miembros « Tal gene -

ralizacidén es dada por el siguiente

'TEOREMA DE HARDY — LITTLEWGOD — PALEY . S} :l<psS2 , entonces se tiene -

f ‘|?(u)| P lu-|$i(p-2) o< © f lf:(x) P oax (2)
] ~3 : : 9
[ M RV )
donde Gp es una constante que d,épende solo de p , j la misma para todas las f€& 1P
Para p = 2 es n(p-2) = O 'y se obtiene la desigualdad de Plancherel-
Bessel que dice que el opérador - .Ff = F es de tipo (2 9 2) « Para p ;( 2

este’ operador no es de tipo (p ', p) , pero vale (2) [La desigualdad’ (2) dice

que Fe = 7 ~ es de tipo (2,4 2). 8i en B = {x} se toma la medida de

-55~




Lebesgue dx y en T o= {u} se toma la medide ponderada |u| »(p-2) 4du]' . .

le desigualdad (2) serd probada mis adelante, en el capitulo siguiente, por ahora va-
mos g aceptarla sin demoshraclon ¥y la usaremos " para generallzar los ‘teoremas del - § 5
" Observemos todavia que (2) mo vale para. ‘p' = 1 pues la’ cons‘ban'l;e GP' tiende/

B o0 cua,ndo p tiende a 1 .. Asi pues 1a desiguald&d_ (2) df.i.f:l.ere dela (1) en

que en ainbos mlembros figura el mismo p y adema.s en que 'Cp var:l.a. con p (mlentras

que en (1) es c, = 1 'para todo P ) excluyendose el valor p =~ 1.
TEOREMA la o. Sea . k.(x)& 1t (2 una sucesidn de nducleos integra ~ _
S = 3 et = sl = i

bles, v sea para todo N el .o;pera.dor A Sp £ definido vpor (2) , pde. 34 + Sise

verifica s .

lim R S s N ,- '
N30 E‘_]j 1 ka(u) = h(u) : R_fa.ra.bucgs.‘. todo. uer, . (3)

’Ej (u)l < X lul""d » para todo N ‘ﬁ;casi tode u €E . (4)

0 d <-n = d.im- de Eu,:p1 = 2nf(e+4d) , p* = p/(p=l) =

= 2n/(n-d) ; | S - (5)

e’ntorrceg s - ”SN 1’” - =< "CPM “fllj ' para ‘tod,a, . :fé i'p ¥ todo N, \

l
4
‘

a8 decir los Opera.dore: SN gon de tipo (p o %) gon normas uniformemente acotadas ; {

’

‘b) pare toda f e'IIP (En ) lag funociones . SN £ o= FN' convergen: ,_é_n N

media~p* hacia una funcidn limite re 12 (BY) que se indicard con

: o

F = Tf = £ * E k_j 3 ! | .

[, - { e ' N * . ;
' ¢c) el operador T asi definido es_un operado:z- multiplloa,dor de 'l;ipo (p 5 p*)

U,

‘#fendo h(u) el multiplioador ¥ ||Tf||P* 55 G . “f”

t
o1

S -
by, ’

4 . . * . ]
Observacion 1 o El teorema a.flrma q,uef, 'ba,go 1a.s hlpotes:l.s (3) y €4) 5 ol i

pperador Tf ‘es de tipo-P donde P = ( (n + c'i.)/2n ;s m=4d)/n.) .« Para obte -

S

)



H ,|r
HER
e .
ner este punto P en el cuadnado de los tig?os.ha_y que intersectar-la dlagonal secun-

A . , . |

i/ daria con la paralela a lg diagonal principal a
I |
1 ‘ . |

|| diatancia d/n-. En efecto, las ecuaciones |de

Y| estas dos rectas son respechivamente :

- J,/p + l/r = 1, l/p e — c‘x./n g de dbr‘xde.

ge obtiene 1/p = (n +a)/2n, 1l/r (n‘- a)/en

¥y como 1/p+1/r a 1 se tiene r = p* T op*

bserv-a.cion 2., P dw O - ‘ ol '
ara O es p 21 5’ . i = (n + d)/2n

'H el teorema, la se reduce al teqrema 1 .

Demostracién Sea antes f€L o Luego € 12 y también -F

s = ¢ * LI k, €% (ver (6) vhe. 6) .
De (5) tenemos que 1.<p = 2n/(n+d)= 2, . luego para este p son
' aplicables ambas desigualdades (1) y (2) « [Usando estas desigualdades ¥ la hipdtesis
’ ) : ® A o '
(4), y observando que por ser Fy e 12 es Fy = .F Fyy ' » tendremos (recor—
| . S

dando que 2n' = np+dp,dp = n(2-p) ) ,

sy <l o* || IIP* = H (M { |\p (u)l Pau e
- {‘4,‘?‘ |?(u) ‘I\jTal k("‘)i P du} 1/p =u {‘é lg(u)l |u| -dp du} iy _
o [ [ ] opeD ) <

< 1o, ([l e - e, e

lo que prueba la parte a) de la tésis .

Por otra parte, de (3) tenemos que para casi-todo -u vale

' 1| 2 a0 - @) ZF B@|® - oy (@)
N—ow o .'l
y de (4) tenemos Ih(u)l =M lul'd R I Zf Ic‘a(u)l LM |u| -d ,- de modo que

- g



| pare todo N las funoiones del primer miombro de (6) son mayoradas por la funcién

T @ - 2 (2] P R o (@? |2 [ nR)

- Pgta funcidn H(u) es integrable, pues por (2) +tenemos, supuesto fe1f

_[E;l Hu) @ = (a0)P J,{n l?(u)\P 'luln(l"e) du\f (@) ¢ “f "p]p < oo'

Iuego por el teorema de Lebesgue podemos integrar término a témmino le igualdad (6) ,

: resulta.né;o',q_ue - ) R
| 2w - 2@ LY % @ I, —o (62)
es decir Flu) Zlf ch (u) converge en media~p hacia £(u) n(u) y

¥ en particular ?(u) hfu) € IF, 1=p=2. Inego la funcidn F(u) 1(u) tiene
por el teorema de Haudorff-Young, una transformada de Fourier que llamaremos
F(x) € ijk () , "y como S; f = £ * Z:l:\: kj' = FN es la transformada

de Fourier de fu) - El_.f '12:.' (uw) , resulta de (6a) , usando (1) , . que

|7 - FN“.p* < ! tn-? 7 K ” —0
o sea Fy - comrergé en media~p* ‘haéia F . s afn P o= f) n(u) , lo due
prueba la tésis para el caso e Lo . ‘
| Sea ahora £ E€1IP cualquiera. Elejimos una sucesién. f° &€ L, tal que

"f-- fm"p —30 , "fm - fm+2 ”p —>0 , luego 8y 7 converge en media-p* o

hacla una funcidn Gy. (x). «  Como ”GN” px = lim "SN £ ”p* < 'Cp M 1linm ”fm”P al
| | = _cp M,"f" p ! teném‘os JIGN IN * = C:p M.‘ Ilf Il p ° Por otra
parte (ver (6)‘ pég. 6) sy £ - sN fm"Ps 3| I£ - f“’"P —0 ,
| luego SN = tiende en media-p a [ Sl\T T ', ¥ por tanto debe ser
Sy £ = GN(x) en casi todo X e ~‘Luego | uSN :E'” o* S c, 1 "f "p R 'Tl.o
que prueba la parte a) -para ' £ € IF }cualQuiei‘a, y andlogamente se extienden las

a partir dé funciones elementales 1

partes b) ¥y c¢) , por el pasc al limite
9Qy0yde

-
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‘de e(x)y 'é’e indicard con “g “(d) ’
. . ' h o

DEFINICION .  Una funoién  g(x) ?.efinida en E . se dird Lipehitzians

de o;cgleh d, en sn'.mbolos g(x) € Lip d, si existe una constante :f:‘:.:ja. M 'ba.l que.
para todo. €, n c ¥ se verifica
d
|elx + 1) - g(x)| ¢ u |nl* (1)

La minimd’ constante M para la cual vale  (7) se llamaré la norma Lipshitziana

W

|
o

Ia funcidn  g(x) , definida en 1{‘, se dird - Lipshitziana en media~p de

orden d'; sl existe una constante M ' 'bai;l que para toda b € B vale

Sl - sl = w o w

Es deoir ahora la desigualdad (7) no vale para cada punto individual x et .
sino en promedio-pe La minima constante M que verifica (Ta) se llamari la norma
., . , ’ . N : . ! ‘ N
.Eil (p 2 ) 'y se :mdica.ra,i com ., - "g“ (o, a) ° |
En particular si * g(x) € Lip (1, 4) . esto significa que para todo h'€ E*

' | : . ‘ T te K : .

vale

‘é |g(x +h) - g(x)' = 1"g" Q, a) [K|d (Tv) B

LEMA do LEBESGUE . Si ﬁg;_)ex.l (B) ysi__gxelip @ ,4a), en-

j_g_nces,ja.ra'todo u € B la transformada de Fourierm gu) = ‘Eﬁ werifica

el <2 felg, ok - @

Sheorveolon 3" | Is definicibmde g €Lip (b, ) se apliod también al

caso cuando g(x) estd de:t‘ini&a en (o' , 2TM) ¥ es periddica , o a :t‘lmoio:ies'

"."“peric,')dicas' en En Inego el lema de Le'besgue vale tamb:!.en para los coe:t‘n.cientea :

. de Fourier o f £ d.e wna tal i‘\mcion per:.odlca. .

. Demdstracion Por definicidn tenemos, puesto que g(x) es integrable,

.

*
-




aw - [ ) S2TEE) o )

€

luego sustitutyendo x ‘por X +h ,

'é(u)= é’n e(x +h) o ~2T i(x,u) '-27ri(h,u) ix 5’ |

de donde
2 Wi(hyu) Bw) = 4 glx + 1) e-.-2‘n‘.i(:‘c,u') . (5)
N . . - L ) 4 . -2 ‘”i(x,u) X .
B‘estando {9a) de (9)  y teniendo en ciénta que el mddulo de ) 81 e
gua.l a uno , tendremos
- MO )| - [ [y 0 - ateen] BT ax]s
- oL , . . - * ' d : . . ..
< 4,. le() - a(x +;;1)I i < oo, o) P S Gw)
| { .
cualquiera sea h €. ]‘s‘n Fa.ja.do u € ,. tomamos h  de 1gual a.rgumento que e L
~es decir sobre la recta que une 91 origen oom w , y el mfdule  |u| = 1/(2 |u.|) 5 :

tendremos en'boncei_ab : . 1
B (yu) = |uffa), = 2/2 , |n| = (2fu)™ ,

1 - ez’h’i(h-,,u) a1 - (<1). = 2 , Iuego de (9‘b) resulta

2Je @l s fell @, o (:zlul>°1

. lo que pmeba la tésis .

. Obgervdcidén & . 8i _g(x) € Lip (L, d) | Son & >1 entoné'es~ gfic) ~.es

- d

una, aonstan'be (1uego g(x) =0 , su;questo que . g(x) o8 in‘begra.ble) Y es decir i‘uera. 'l

sle la. funcidn. nulq ‘no msten funqiones Lipshi'!;z:.ana.s (1 9 d.) de orden d.? 1 o

E.n efecto 81 g €.Iaip @, d.) con @ 7 1 ,\hacemos en (9‘0) }hi - €/uw

donde t‘l . es un nimero arbitrariamente . pequefio gentonoes 2771(11 ’ u) 27T:1.€

] 21ri(h,u) I Lzma 8

il = 6/ 27y Bl é es suficientemente pequeno o ':,

Iuego d.e (91)1 reanlta ‘
o



T

| si

2w lelqa | o (ﬁ/lul)d / ( c/z L ||g||(1 d-.lj .

a=>1, - 150 , haciendo, € ~—>0 nesulta. B(e) para todo

u £ 0. Iuego ||.‘;§j|| 2. = 0 5 ¥ por el teorema de Plancherel "g"_2 = 0
luego  &(x) =. 0 en ogsi todo X o |

&(x) €upa, a>1,
| .
peyo en estos casos resulta

La misma observacién se aplica si
g(x)

" necesariamente nula \[pues si. g'(x):‘,:‘ esta’.?defin:i\.da, en (0, 2T) y es periddica , '
1 . : | . L

asi como en caso

en que es periddica ; g(x) =

"' menos

4 ’.I,fa.rhipétesis g €Lip (1 ,4) ,a> 1 ‘dard = .Fg =0 para tode i
! ' i = 0 , 1luege ahora solo podem?s afirmar que  g(x) = constante = h,
~p;|;dien’clo ser. ;( O] )
| Observemos  todavia que si g(x) € Ll-(En)' entonces g(x) € lzl.p (1, 0)

:a:om "g" (1 0) = 2“ g""__l, ’ | es, decir Lip (1 ’ O)es pra.ctn.ca.men‘be 1o mismo :
e (ﬁ“) |

'que -en efecto ,

f g+ )] ax {lg(x)lax -

4 ot + 1) - g(x>|

_ =24n ls(x)l

dx ‘= 2 ".3”1 y 2 e ”1 |a[°

(9¢)
! . 1. ’ ’ . . ' Lp N .' 1 E;D.
TEOREMA 2a (de los micleos casi ortogonales en. )e Sea k.(x) €L (E)
== ' - J .
una. sucesidn de micleos integrables tales que para todo par ' i, se verfieca
X X, . || s w2 &l < (20)
i i4j |l (1, 24) e ? 4
dgnd.e M , €,04 son éons‘hantes fi'ja.s ¥
0 E&'<1 0 ds 12 . (10a)
Entonces estos nﬁcleos verifican las hipbtesis (3) Y (4) del $eorema - la o'y p@:m

’l:a.nto Vern.:t‘::.can las prop:.edad.es a) , 'b) v ¢) ‘de dicho “teorema o

ey

o Observacisn 5., Comopara d = 0  sge t.i‘ene

ki+.1’ " (r,0) =<

61—

constante , no
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= ‘2 ”ki * ki+:j " 1 0 el feorema Ja se red_.uce. Aa.l -'beorema. 1 para d = 0. '
For otra parte la limitacidn d = '1/2 es natural , pues por lo vj.stbo en la Obser-
vacidn 4 la condicidn (10) no puede verificarse para j' d'><l/2 y 2421 , al
menos que lgsvnﬁcleos k, * Aki+j gean idénticamente‘nulés;
Denostracidn - gopo 1a transformada de Tourier de 'k; * k. es
'3%‘u)’§i¢j(u) , lz hipdtesis (10) da, en virﬁud‘del 1ema‘dé Lebesgue , que para

todo u EVEn vale

[ ] R < e ] 2 o @ ]2 e

. ~ . i -
Para cuda u € fijo , Iki(u)l es una sucesidén mumérica , ¥ la \*)tima
desigualdad muestra que esta sucesiln veriii:a la hipltesis del lema numérico del pirra.

fo -4 . Imego por dicho lema tendremos

Eﬁ"’ @] ey [f*,

|

para todo N . Si |u| % o , estq mrestra que b4 Ii%(u)l es. abso -
lutaments couvergente y se verifican lais ninotesis (3) ¥ (4) del teorema . la,,
1,q,d,d.

| :
COROLARIO la . - Sea _kj(x) €1t (") una sucesién de nficleos tales que :

T

. € we W, amaiede 3 = 4y Paee (1)
= " : < Hié'(lpd)'j | para todo. J = 1,2, e (11a)
Il @, = T
|
O0<dsg l/2 0 € <1, (11v)
|
Entonces la sucesidn . ki(x) verifica la hipdtesis de casi-ortogonalidad  (10) ¥
pere con éd en viez de & \, y por tanto , si 4 >0 - ‘Sse verifican las propie-

.Observacidn 6 . El Corolario ﬁ corresponde al caso a

el “caso d = 0 se impomian ademis otras du: hipStesis ki(x) dx = O

dades. a) , b) y c). del teorema la .

0 , pero en

y kj(x) = 0 si. |x| * &3 . que no se exigen.si 4 > 0 o
~

|
|
.}.5 -
I
\



.Esto se d.ebe a que el Oorola.r:ho la  dice que las hipé'l;esia (11) 'y (1le) :l.mpl':l.-'

can la cond.:l.on.on (10) ‘con €% on e de ¢ . si a>o entonces
cl<a y vale (10) con € "-—v' ed< 1 ; pero si d = O es €t -1
mientras que-el teorema Pa exige que sea, ‘C <1l . Po:cl‘esb‘el_ caso d = O
necesita ademds de las hipdtesis (11) y (1la) atras suplementarias .
Demostracidm . De (11) , I"’cenﬁienérq en: cuenta, (9e) , ¥ la-desigualdad (Ta)
I . : ’ ' " ' ‘ N
i de la page 36 , obtenemos ' o
. é {
! »
. ‘ ol e % 4+ h) = k. ¥ ' 3 2
- én |-ki ki eh) =k #* ko, (x) | ix = 2 ".ki " Kiey ”1 <
, 44 o-(i4j) @ | SN
'Bo::e otra parte, mwecordanda la definicidn de k, ¥ k. .(x) tendremos usande (1la)

_énlki* k49 (z f.h) ..'k;.i * kiﬂ.(:;)ldx

f I/ JE+n-t) k) a - 41 ke, ( ..,.,G") k, (+) d“tl ax

< _4; I_léi(t)l. [4 | i+a(x +h =) - ki+j(x-t) | dx ] a =
[/En Ik: (1;)| dt] [4“ |lci+j (x:..f-l-.h.) - }ci+j(;)-| d.x] .

= Paly Pagla, o bl <s® o™ O 6D pp g

Dadas Zb.‘e-lif1 s, .congideremos antes el camo
6'(i+j) d

g=-(i+) < b . ‘En este caso.

|:“|d 9 in" de '(3.-2) obbenemos - ' |
/ Y ki*d(x * h) - k * ki+j(;r-)| ax = 2u? i g=(iv) a

=63
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d

os decin se cumPi’e" (10) cos € en voz de €& .

Sea ahora —(iﬂ) = I_h 0. sea e(i+:j)__ S'hl -1 ', Iuego coma 1=2d = 0

.t‘endremas shora G(i*j) (1-24) <|h|-(1"‘2d*) . Do (128.) ‘cbtenemos entonces

im4;n~lkiﬁl‘ Iy pq(z+ B) - i+j(x) |&x < 2 it ((-) Sifj)JhI
=M2 gdd - ((3+3) "1r2§) =< w2 (e lhr—(l—-Zd) b = M2 ( £y |h|4.2d ’

de modo . que también an este caso se werifica (10) com: €% envez de € > 1,q,4,d
. . EACS Aok Audd

'GOROLARTO 1b: » Sea -hjfx.l € 1t !En ) una_sucesidn de nficleos tales gué :

! - ~(1-2) 3 ' T
"h;]" (1 . 1) = M € para toda ‘;] = ‘.L, 24 oo (11a1)
0<cdsgl/2 . ose<1' . o )

)

por; tanto se aplioan a esta sucesién la,s propiedades a) , 'b) ¥ cL del teorems 1la e

En atros térmimos, el Gazmlam Jla. vale si reemplazamos enm: 1as.hipotqsls.

(ll 3 por =j « Ia demostracidn dél Comolario 1b . es del tode andloga a la del Corola—

rio; la. y no vamos a repetirda .

COROLARIO | 28:-’ e« Ses k(x) u:érx micleo tal que 1) k(x) e I:l' (%) 3

2) k.(:x:! e Lip ! R ) Eml;onoes ind.:.oa.ndb con n la d:unension d.el eapaca.o L.E...
'm..endo para cada :} = 1, 2y o0 ::, '
:ica..(x-)” a é‘(rf"d‘)’tj‘ k(.EE.j x) . B (13)

py(x) = DI geiy (132)
I0<c1<l/2 , 0s<€ <1 , |  (11B)

64~
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los micsleos k, ¥ b, . verifican las hipdtesis de los Gorolamios la 3 1b

L

i zes eo'bivamente y_vor tamto las pmnieda,des a) 3. b) y o) del teorema la _( con

U = [sup, Hk“ 1 “k'-" Q, 1)] ) -“

1 ‘ '

O'bs'e:cvacién:l ba. + El Corolario 2; corresponde al casé +d =0 y también |

aqui en el,caso- 4 = QO se imponen doslc.ondiciones suplementarias , f k(x) dx = |

¥ k(x) = 0 ' para |x |=1 " por la misma- razén explicada en la observacidn. 6.
La d.emos'trécién del Corolario 2a es! del todo ane'.ioga. a la del Corolario 2 y

no vamos a repetirlae

Diremos que los niicleos kj , hj » definidos por (13) y (13a) son genera

dos por el nicleo fundamental I(x) por dilatacidn de-orden (n=d) delava -

risble . Asi pues, si k(x) wverifica (13) , (132) y (11v) , entonces

. poniendo
. - % : o0 700 ] P
SEILIE WIS CE S K R P 1T R T
|
se tiene para toda f €1? , las funciones SI\T f convergen en mcdia-(p*) hacia -
* : , .
una sce1’®. y sf es de tipo (p 4 P*¥) , para p =.2n/(n +4d) v

.. 8+ EXTENSION A d<mn o OPERADORES POTHNCIALES

—— —— —— .

ientras que en el teorema la, d puede tomar todo velor <n , en-el-
teorema 2a& Y los Corolarios 1la. y 2a tenemos la limitacién = 4 < 1/2- « Veamos
que estos dltimos teoremas pueden extenderse a todos los va.lore_s d=n impo -~

niendo algunas hipdtesis suplementarias .

HMemos definido la clase Lip(l , d) ‘+tan solo para d<sl1l 3 vodemos exten-
der la definicidn. a valores d>1 del modo siguiente . Supongamos antes que
n = 1 de modo que g(x) estd definida para x de B , e8 decir es funcidn

de una variable real « Si d>1 wsea m _ el entero mis préximo a 4 ,

m<d<mtl , ¥y sea g(_}n.’) (x) 1la m~ima derivada de  g(x) .

=65




Diremos que _ g(x) € Idp(l , 4) gl existe la derivada g(m) (%), e%t,-.'

g(x) €Lip (1 5 d=m) = Iip (1, a') en el sentido ordinaric. (como d' = demg 1
gabemos que quiere decir Lip (1 , d*) ), es decir si |
| ' - L ds y
41 le® (x + 1) - g™ (x) lax < u [ul*® . (25)

1 1) < '
para toda h€E , ¥y si g (x) €1ip (1, 1) para. i< m. en el caso
m21. Iamninima constante M que verifica (15) se designard com - "g" e )
Para d=<1 es n =0 , g(m») = & y ¥ obienemos la definicidn anteriom

si g(x) estd definida en E* , se.define g(x) €Lip (1, 4) =i (15)
se verifica para cada deriwvada parcial de.orden m~  de g(x) .

Con: esta definicidm , el. lema de Lebesgue, es decir la desigualdad (8) , subgiste

afm para. d>1 o En efectb, co nsideremos para simplificar el caso de - El ’ vy

sea 4”1 , m<d<€mil . 8i Bw) é-fg ’ ’cbmd .g(i)‘G.Lip r,1),

luego . g(l) es absolutamente continua ,J resulta que F g(m) = é’(m) (n) =

= u°gu) . Camo g(m) € Lip (1, d-Tm) , resulta del lema de Lebesrma wora
|-(M) ‘

d=1 que A |um-§(u)l = M Iu
|

)] < u u]™®

. .Como en. la demostracidn: del teorema. 2a se usd tan nolo el lema de Lebesgue y |
|

de donde sigue

,- 1yq9d40-

el lema numérico , resulta inmediatamente de lo dicho que el teorema 2a  +ale para

todo 4 tal gue Osd<n , siempre que Lip (1 , d) se entienda en el sentido ‘

que acabamos de definir .-

Antes de pasar a la extensidn -del dorolafig.v la a valores d<n ’ hagémos la

siguiente | | ‘ 0 f ‘
. : ’ S
Observacién Ts »  Sean kj-(x) gl '(x) dos sucesiones de micleos inte ~ j
) 1 J v . \”'j
grables y ] '
- - .
- P % N ' = %
Sy £ £ Z:]J k; 5 §'f £ PN ks
g | : |
Si para todo X _y todo j  se verifi\qa 'lk,j '_Lx!l = Q__k:j(x) o kj_E:. S A s

: X N ‘
para los operadores _ Sp f xg._ﬁ!._e_n__‘]_._a._s;._‘t!r_e—g _propiedades a) , b) , c)  del teorema la

o
X
- -
1

g

| GG



"
res ‘

(menos la parte que dice que Tf

A ny 4 .
En eT.‘écto, basta considerar el, caso de una

_no-negativa . Para una tal f(x) | tendremos , para todo j y todos x ,

|
\
A
!

propiedades walen para log SN' £ e

P 0.

;|If * kj' (x)l f(x - t)kav(-’t) d-t‘ < 0 . 4 f(x‘— ‘b) ka(.b)d.'b '=..

4 !
( ‘ | .
= ¢ * K(x) . L -
‘Lu‘eg\o para todo x  tendremos ‘

| |SN' £ (x) ,_' SN.; f(x)'l = |Z§1 £ % k.j'(x)l S ,Zg'f * ;'kj(:c) CI
= ISNl f(x) - SN f(x)l ‘ ’
¥y por tan -

=

e

“SN' £ - 'S‘Njéf ¢ ||S1\T i sl‘.TJ_ f"p—x

anidlogamente , |

"Sﬁ. f" p* "SNf

be "SN - le f."p*‘,—_—’o v

. vt - St f"‘ —0 J
s £ - s 2

I'o*

= ¢

Ip*

resulta entonces.

w e, o

w2 lln = = Bl
también "Sﬁf" p* .s‘ 1,@,&,;1.

COROLARIO lc . Sea k. (x) € Ll(E"iL una sucesion de micleos y sea

O<den o Siexisteun a', 0 <d'=< 1/2

(n-a1)/ (n-d)
ilkj.(ﬂll : / —-

ke ¥ (x) =
J°

ge verifican las condiciones :

" k;j* " 1, = ¥ ¢3¢ 9y J =1y 2y e , O0x¢ <1 , (16)
, , (1-at) j . , .
k (x) ky(x) = 0 si i # 3 , (7).

entonces los operadores SN f = £ ¥ Z%I\_T lgj verifican las propiedades

.

68 un 6pera.do:-nmlt1p1-icaddrr) 3 entonces las mismas



a) 3 b) y o) del teorema la. .(menos la parte que dice que Tf _es un operador multi-

plicador) . Io mismo vale si emw (16) y (16a) se sustituye i por | =i .

A : .
Observacidn _8. si d = 1/2 y si los kj(x) son no nagativos en m

tonces el Corolario lc se reduce al Corolario la, (o al Corolario 1b) , pues enton—

des podemos tomax ar = 4d ¥y serd lcj* = kj(x) .

* DemostTacion ‘pars tédo =z , real o complejo , definimos el operador.

s g @) o

Vamos a probar que para todo nﬁmerp real a 8e verifica

Is:x 2] wS||f.|| 1 i (19) -
- Bn. efecta, si z = ia = imaginario puro , ‘tenemos para todo -J ‘;'y' todo x ,
Ikﬁ* (x)l ial = 1 , yen virtud de (17) para cada .x fijo hay solo,un suman-
do.en la suma P ij*.(x)li que no es nulo « Imego - '.Elfl.kj*(x)lial = 1
| : ' . N ia ‘
. . para ’ﬁodo X es decir IlEl |kj* ‘,(x) | o =1 -

'De ‘la ltima desigualdad y de la-desigualdad de Young (ver (6) , pige 6) . resul-
ta entonces - , ; '
* " X * - »
st ) = Bl 12110 = [2farr
! -
‘1o cual prueba (19) .
Vamos a probar ahora que para ‘Fodo ia real se verifica

|
|

B EH A PR L .- e/ +a), (200
donde CS’M‘ no depende de f£(x)  ni d;‘e I\T‘ . En efecto, pa;c-é. todo tal a tene~ y
- [l < e @] (208) -
¥ 'le.o's nicleos . |1:j*i verifican las Lipéjtesis del Corolario la, con

| ! . .
d = d's= 1/2 . Iuego por dicho Corolario la , y tomando en cuenta (20a) ¥ la

Observacién 7, resulta que vale (20) o

.-'?8-




© Ahors éz* ‘m LS

22

.z, evidentemente acotado pars '

Elkj*(x)l z = kzl +1.c‘zv"
por tanto B |S"z*‘ i‘(x)'S ‘

ey

-

es acotado en

2) o

'Hemos probado pues que

(p ».0%).

' L =

”sN' f" p* =

En virtud d.e (20b)

la parte b) , sea f € 1P .

nes elementales fijas , se tiene “k.:'i*(x) lH

donde

e * s @) e % ks o)

e

£f(x) =20

‘88 un opera.d.or a.nla'.tico de 1a varia.hle oomple:]a

o

R(z) s°1 (pues si - £ , g son funoio=
| = gup [1", Ik.*(x)|] ' s Iuego
| ‘ Ikz'| =1 y |k "| Z’_kj*
| ‘}'*" kv, [sxe, el
b ¥ pox, tanto |(S ¥* f . g)l
IR

La degigualdad (19) dice que Sz*T £ es de tipo: (1 4, ) = (pl , 'rll)' '
para z = O+ia , comnorma. =1 I3 la (20) dice que es de tipo (s 4.8%) =
= (p2 ’ rz} para z = 1+ ia. y , com D, = 8§ = 2_An/(n'+ a) |
22‘ a g% = on/(n -a) R ¥ no:mna = C M. Por el teorema de Convexidad (firer
pa,g. 19) resulta. que pa.ra. todo 0 <t < 1 es 'S_b* f de tipo (p., r) ~com

A d-%, b , 1_1-% , %
P Py L o ] T2
1t t ' | .
¥y norma = 1 (Cs M) . Hagamos t = (n~-4d)/(n~-4a') , entonces
' obtendremos : | , |
TIRL ' ’ . ¥ 51N '
* . ¥* =3 %* 4 | .
|x,%(x))| ;@] s s =2 xR @]
|5 2@ = 8 2 para todo x | (20m)
1~ 1-% n + 4! - n+da 2 . 1-%_ . n-at . ne=d
. p 1 *~n F 2n ’ T " e T T ¢ T 2n
luego r o= p¢ 'y S§*f esde tipo (p 5 P*¥) com P = 2n (n + a ..

£ % ZN Ikl = S*f es de tipo

. con norma, uniformemente acotada 3

Il

esto prue'ba en pa,rticula.r 1a. parte a) d.e la. tésis « Para probax

entonces

sy £(x) =

69w



= }:’g £ ¥ ..,|1cj(x.)| ' Gonverge monéj;qnamame,lpara. oada  x . (pues -~es"1'ma,

suma a términos 2= O) hacia un limite finito o infinite §' f(x) ’, luego

syt 2@ T S s 20| P

y por el teareme de Beppo Levi , de integracidn de sucesiones mon6tona.s, se tiene

st 2] ;_ulim. 4SN'f"P*- < Unow g, = 'M'."f".P .
Iuego IS' flp* e 1t v la sucesién

|st £(x) -~ s "2(x) [ ® —s ©

N . p* " p* 1 : . . . , .
es dominada pox 2 |S g < . Iuego se puede integrar termino a -termino
'la dltima sucesidn , resultando que "SN' f- 8t f " g0 » ¥ con mis razén
" . . . . w
s " e " * ool
lst=sge]|e—0 5 pues |st - s £| = |Z% £ * k=

< LR % | = s f-g'f . topmebslaparie B), 7 lao)

es consecuencia. fdcil de "a) y b) ,. 1,q,d,d
‘ : ' 30sdycle

COROLARIO 2b Sea 0<d<4mn , ysea k(x) un micleo tal que para

cierto 4t , 0<d's1/2 _se verifica : '

3 @]V L o) e @) 5 ) mEeu (.1 5

3) k(x) = O _fuera del anillo € < l:i:L§ 1_ . Entonces indicando con. n la

‘dimensidn del espacia, ¥ poniendo

k() s €Ml o, ja1,2,.00 , 0 €<y,

hy(x) = e m0)T . (e ) Ca 3=1,2 .

’ . "lﬂ ' . ‘ e ’. - .‘ i 8 N . . .. j‘
los niicleos k. ¥ .h;j . las h;gotes:.s!de_l Gpmlﬁmo. 1o (para +j_, =3 Tespec - |

Ll .

. ’ : | - i
t;i.va.mente,) s - de mado que los operadores| . Sy £ definidos por (14) vyerifican las |}

propiedades a) 5 b) y c¢) del teorema 1'a  (menos la que afirma que el operador

|

1imite Tf es un operador multiplicador

=70~




La verificacidn és del todo andloga a la del Corolario 2 y no vamos & repetir -

il 12, solamente observemos que la condicidn (17) resulta.de la 3) , pues como k(x)

' ‘es nulo fuera de € =< les 1, kj(x) ~es nulo fuera de < [xl =1l ,
luegs si i # 'j el nicleo K, serd nulo donde -kj(x), no es nulo ; por tan
ifﬁ“to ki(x) kj(x) = 0 para i # ji.
S o

(L

5 ; .| . v '
Observacién 8 .« ln la demostraclonldel teorema la  tan solo se usd el
. I—d

i

i - | . | x (T T
i hecho de que Fy = Sy f verifica Fy = F (EN) donde IFN(U» < Mfu

- para todo 1 « Por tanto la misma demostracidén prueba el siguiente

TEOREMA 1b Sea ™ = F un- operador tal que para toda e 1? ’

se tiene F = Tf = F* (f(u) hiu) ) con [h(uﬂ = U ul_d , M = cons-

" tante fij# , siendo O<d<sn , p = en/(n +d4) , n = dimensién de En o
Entonces Tf es de tipo (p , p*¥) ¥ se tiene ”Tf" ot S M CP ”f” p donde

la constante Cp gse mantiene acotada si p. se mantiene en un intervalo (1 +& ,:ﬂ

€ >0 , y tiende a irfinitc 3i p tiende a uno ( ver observacidn jue sigue al e-
. | )
nunciado del teorema de Hardy - Littlewood - Paley ) .

Para cada' d, O<d<it , n = dimensidn del espacio, consideremos el
operador \
{ .
' K f(x - %) 1
[H :t‘] (x) = F(x) = / L Tl S T RO S (22)
q ‘ /P |t|n-d |t!npd
donde |t| os la distancia al origen del punto t (es decir h|2 = t12 + e tn2 )

Hy £ se llamard operador potencial de orden d , o también integral fraccio-
naria de orden d. Ye?emos enseguida que, coﬁfrariamenfe a las transformadas de Hilbert
la inyegral (22) se trats como una integral de Lebesgue j no como una integral sin-
gular . Sin embé}go también acd (para d > 0) se presenta el problema de para que
;§&£ciones f(x) existe la integral (22) y oual es el tipo del operador Hy o |
| _Hardy y Littiewdod (para el caso n = 1) , Sobolieff y Thorin (para 11>-1)';

han probado que el operador Hd f es.de tipo (p , T) para todo p , r tales que

1 1 d a -
— - = - <p <1 , (23)

~T1l-




ac's decir H f es de tipo P para todo P in'berior al segmento paralelo & la dia-
gonal del cuadrado de los tipos, a distancia d/n . En pa.rticular, la interseocién

de este seémento con la segunda diagonal es el punto (1/p , 1/r) donde = = p* ,

p = 2n/(n + ) (dfr.Obse;"vacién 1) « Es decir, en particular, H, f esde

tipo (p s D*¥) para p = 2n/(ﬁ +d) .

| " Como apliocacién de los tcoremas generales de esta seccidn, probaremos qﬁe H, £

es de tipo: (p » ) para p = 2n/(n + 4) . Para ello pongamos

P/ e 1< s 2
k (t) = k() = . ' (24)
)  en los demds t
1/ |¥] -4 i 23 < Jt| < 2+
k(%) = { _ - (24a)
0 ) en los dema’-s t 9 j = 1, 2, vee
| 1/ 622 B R N
hj(t) = (2413)
0 " en los demds ' % ’
de modo que
\ (.
DD (0 +hy(8) )+ k,(8) = /™ (240)

Como en el caso de la transformade de Hilbert se comprueba facilmente que se verifica. :

5 = W™ k(@ e, 5 e 1,2 ()

ny(t) = o(m-4)3 '1:(2a £) o, Jom 1,2, o0 (258)

i :
iy que el nicleo k(t) = k, (t) pertenecle a Ll(Ep) ya ILip (1, 1) , es decir
ver:.flca la h:Lpotesis 1) 3 2) del Corolario 2a , ademas k(t) se anula fuera del-

T
|

anillo 1< [t 2 . - |
MAs ain, poniendo = 1/2 k*(t) - Ik(t)l (n=1/2)/(n~a) .
se tiene

-'ia- ‘




1/ || =2/ i 1=tz '
K*(t) = { | - (26)

0 en los demis t ’

'de modo que k*(t) verifica las condiciones 1) , 2) y 3) del Corolario 2b «
i | Teniendo ‘en cuenta estas o'ilaserva.c:.o‘nes vamos & deducir el siguiente

| \
S

! : .
TEOREMA 3 .(de Hardy-Littlewood , SoboZ‘Lieff , Thorin) . Sea O=<d<n

¥

i 'p = on/(n +d) . Entonces : 1) Para todal f € I¥ , las funciones
| v : - S ‘ '

R (x) = fx -~ )/ |¢]*¢ at (222)

E< i) < ¢t

convergen en media-p* , para € —» O , hacia una funcidn limite F(x) que se

designarad. con By, £ e 2) El operador H,.f as{ definido es de tipo (p , p°) ,

.siendo “Hd f|| o = €] p » &iendo M = M, adotads para los p de

“' 5.'(1 +€ ,2-C ), es decir para los d tales que <d<n-€ . « 3) Para

toda, £ € 1P , 1a integral (22) existe, como integral de Lebesgue, para casi todo
1 :

x , o8 decir las funciones , E (x) convergen también puntualmente hacia  F(x)
- T R ” 1

j "4) Si O~=<d=<1/2 , entonces para casi todo u € P vale

. - c
lim ‘.f 1 -i(t,u) d
, 3 — e at = — ’ (27)
1}——-00, "‘lﬂ < A Itlnd Iuld A .

donde Cd es una constarite y se tiene, para toda f e 1° 2 que
T om- F* ( Fu) . Cd_/luld ) . (27a)

la funcidn Cd/ [u ¢ e toma como definicidn de la transformada. de Fourier de

1/ |t n-d ..+ 5) Si_ 1/2=da<=mn , no se puede afirmar gque valga (27) , perc

té‘dlé;fw.r';'i._a',',';\rale,,_,,,-(‘27a) .+ Es.decir en todo caso, para todo O<d<n , el operador

e A & N L (d
Ed f . ‘es unopérador multiplicador, con multiplicador c dZ|u| .

Demostracidn - a) Si Sy T estd definido por  (14) y los ndoleos kg

a3




h por (24a) , (24b) , tendremos que

S, f = j o f(x - t) at /]t .
N oV = g <2V

Como el nﬁcl‘eo ko - k  wverifica la»hipé'tesis del Corolario 2b , -tendrexﬂ§s por di-
cko Corolaric que SN f converge en media~p* hacia una funcidn 1:'.mit9 P = H d f
y que el operador . H, £ asi obtenido es de tipo (p-5 p*) « Por tanto las funciones
P, {x) convergen en media-p* a P(x) .cuands € recorre los valores o N .
Luego las partes 1) y 2) de la t8sis quet:{‘aré".n. probadas si mostramos que T tiende
en media a F(x) ocuando € tiende a cero recorriendo todos los valores positivos .
Para ello basta mostrar que si N es tal gue . Z_N-l < € = Z-N entonces

12 - F. _ﬁ = F& -85y T tiénde en media a cero cuando N fiend.e a -infinito .

P
Pero ésto Ultimo,resulta enseguida observandoe que

. IISN, @) -1 @) = <5,<|“°/|. e l2Gx = ) as 718172 <
< 2_1:-1<£ e |26x - o)/ 129 - _[SN "Ifl] () - (s tl]

— 0 ’

luego “SN f-F " p = "SN (1£1) - SN+1( |f|)

Bl oues el € 1? , luego S (|£])  tiende en media-p* hacia Hd(lfl) . )

P*

Con’ esto'qued,an probadas las partes 1) y 2) de la tés,is .
b) Sea f €1LP , Para cada x las funciones [SN (|£] )] (x) con-
vergeén puntualmente hacia la integral, finjﬁ.ta, o infinita ,

J(x) = 4 l:['\(x - 't;{)'d.tl | Hn_d‘ '4; .

Por oira parte estas funciones = - Sy ( |f| ) convergen en media hacia Hd( [£]) = o(x)

. L p-)(- . - ) il : . p*
| gue pertenece a L - - . ILuego G(x) ‘l-es finita en casi todo =x , ‘pues . 'IG(x)[

il es integrable . Una subsucesidn de Sy (1€]) - convergé puntualmente hacia  G(x)

en casi todo =x (ver pag. 2) . Luego 1 J(x) = 6(x) en casi todo. x , y por

L T4




J(x) eg finita en casi todo X ngto muestra que la integral
\ . |
. '.':J.f.‘. ST IV ' = ‘\

’

o Hem 9 e /BT e

A

wa b ety Ty d L . 3 \ . . : . . . . ’ .
es convergente abzolutameate en casi todo x|« Isto pruebu la parte 3) de:la tésiss

PR AN

c) ' Sed Moo= g < 1/2 .+ TFongamos

Coa i T e
. . P .--'.:_l‘.-

C o VI e S SN
HN (t) iz k’-(t) + ‘EIII k..] (‘t) + . Z‘l ha(t) VB R B T A AN SR SN

afew  VEy 0 ot R o, O en los,demas t.,. .1 .
de m’éd'é'giqu.e S £f:'= £ *oo M o ' | o , Lo
Por-el Gorola®io 2a ., ﬁl\T (u) ~converge hacia un limite. .h(u) en casi todo
u € En iy Be tiené que : oo .
Hyf = F = F* (@) n@ ) .

En pRftdculariel 1imite . (27) existe para.caci todo " u ., :.y es igual a ..h(u).

. i} .
cuando A recorre los valores {& = 21\T . ‘'Luego la parte 4)i‘de la .tes:.s,’-quedaré -

-probada si mostramos que el 1inite (27) ‘existe para A tendiendo al infinito ,

i , -
| para todo A , ¥ que h(u) =. Cy bul d

Para ver que el 1imite en (27) existe para "todo A " s basta p::;oba,r que si

2N<"“~A <= 21\1*:1 . - entonces la.expresidén siguiente tiende a cero.para casi todo . u :

\
L

A -i(t,u) _ 1 ~i(t,u)
HN‘“’“MZA = e | - |t|£2N'F‘|n——d. o e

LN
v

+ | " / L ) g |

N |t <2 £ 2¢

By (u:)..“’ &) I

- donde (t) = 1/ |1:|n'-(l siv_ ) 2 = htl <A 3 y cero en.los demds t . Como
1/t " d es 1ntep‘rcLble pa,ra | Itl < 1 es eva.dente que BN (u)—)O .
yir ‘y

:" Gomo mas ari;lba se conprueba. fa.cllmente que g kA (¢) € Liv (1 ,'1) “y que

Saa -h(n—-d) ' ..;L' N G e ~
"kA " 1,1).s 2 50 5 1ue'go.‘por el lema de Lebesgue X, (u) <

~ =
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.S'Z—N(n-'-d) bl ™ —0 - entoto uw £ 0.

Asi pues la expresidn (27) tiende a un limite h(u) cuando A ntieﬁé; a in-
finito, para todo Ca £ 0 ; veamos que h(u)"‘= cdlul'd .« Para ellqlobservemos
qué si en” (27) hacemos la sustitucidn t = ¢cs , A= ¢cB, se oi%iene una
éipresién anélbga coﬁ lé en vez de A , con é'u en vez de u , ¥y con un factor

ol . Bsto significa que h{u) = o h(c u) luego h(u) = |u|—d h(u/|u|) . .
s decir? coimo u/lul . es un punto de la superficie de la esfera unitaria dé‘ Do §
basta conocer los valores de b(u) sobre esta esfera « Pero “h(u) tiene sobre
dicha esfera un valdr.oonstante de R pueé\para cada N 1la funcidn HN (¢) solo

| depende del médulo [t| de t , luego ﬁN (u)  solo depende de [ul l, y en el 1l{mi-
te, h(u) = .lim ﬁN (u) tambidn depende solo de |u| , es decir es constante so-
bre cada esfera |u| = r o Asf{ pues resulta que h(u) = Cq Iuléd donde dd

es cierta constante. )

Para calcular la cogstante Cq » aplicamos la férmula de Parseval a las funcio-
eTTﬂtI

:nes ;H.N-'(t) ¥

v
t

4; By (t) ‘e"m*’lz at = 4“ 1ELN‘(u) e"'1T|“|2 au

| .
o 2 | 2y o
' pués, . e x p (-Tjul%) = F (e xp (=Mt1%) ") .+ Recordando due para 0 <4 < 1j2
1 - .
| es lﬁﬂ (u)5| = Mlul'd‘ 5 podemos hacer N-—» 00 ¥ se obtiene (puesto que Hy (%) —
i [

{

| .

v

e N PR M

o emr et D w e L bl o W

de donde resulta que .

6y Lon/2 g (d/2) /P (n=a)/2 ) « (28)

d) Consideremos dhora el caso 1/2§é d=<n . Ia expresién (28) es la fun-

o ke ST ‘ ! ! . .
. eidn analitica en = d  luego define la constante C, ‘atin para d=>1/2 . Veamos
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Izqﬁe si Cy estisasi definido, se tiene H,f = F* (R). Cy Iul-d ), 8l
. ‘ ‘
€ 1P . Para ello consideremos el operador

Tof o= Fro( Flu) Cy la)=% ) (29)

or teorema 1lb este operador T, f esté gién definido para todo O<d <n ¥ es
e tipo (p s P*) , » = 2n/(n +4d) . Debenﬁos pues probar que T, f (x) = Hyf (x)
ffpara. toda f£€I¥ yeasi todo x | Para ?110 basta probar dque para todo par

1
, 8 €L es ‘

(taty8) = (52,8 | (30)

B . ' : ¥*
i En 'efgcto (30) darad (Td. f-H f, g) = 0 , ycomo Ty £-H, £ € *" , po -

5' fvdemos tomar una sucesidn g; tal que sea (cfr. lema 1la , pag. 1T)
lin (T, £=H, £, ¢g) = "Td £ - Hdif”P* =0

'f}ia‘llﬁego Ty £(x) - Hy f(x) = O en casi todo X . : )

Para probar (30) , pongamos para todo z complejo , O Izl < n

CH, £(x) = /En f(x - t) at /|t|*? ~ (31')'

T, f = F* (f(u) c, lul %) = 4“ “B(u) c, |u|"'z ,ei(ui,x) du (31a)

como

9 £(x)| < /En le(x - )| at /o)™ , a =_ﬁ ,

2z

ol operador H_f estd bién definido y de tipo (p , p*) , » = 2n/(n +4d) ,
d = RZ_ ° .
Anilogamente, por el teorema .1b , Tz f serd de tipo (p , p*) . Mis a¥in po-

niendo

./ £z - t) |8 ™% at

2-N< l‘bl =< 'ZN

2a-N< |t|4-;~ 2N

B, ()

Tz,N £(x) ft‘\(u).cz |4l —z el(u’x) du i

17~



| tendremos gue IIHisN f,lr*'ss Mz "f" ﬁ ’ “TZ,N L” p¥ - N% ”f”p y Y Mz se
 mentiene acotado si 4 estien (€ ,n-€) , 4 = R . :
% Bvidentemente las funciones

Z

O A O ORI CHNE I

G () = fo T, g @ e - (1, 42,0

gon analiticas en =z (suﬁuestés r,gé Lo) » ¥ por la desigualdad de Hlder

@, x fr o< N5, gt lell, < feb, g,

BT _z’
y andlogamente para Gy (z) « . ILuego las funciones Py (z) Gy (z) se mantie-
nen acotadas si ¢ < R, < n - ¢ ' y para N — o ellas tienden a (Hz f,g)

¥ "(Tz f 48 4 respectivamente « .
Luego las éunciones 1{mites ;‘.F(Z)i.f ‘(Hz £y, 8 , G(z) = (‘I‘z T, g) , son
analiticas en 2z . Pero para 2 = d, con O<d <:1/2 estas funoiones'coincidgn
" en virtud de la parte .4) de la tésis , luego [(z) = 6(t) para todo 3 , es de~
eir (H& f~, g) = (Td f,g) yara todo d , O<d<n , lo que prueba el teore-

. Mae

‘Observacién 9 . ._ En la demostracidn’' de las partes 1) , 2) del teorsma que pre-

! ’ ' . .r. .
cede, no hemos considerado el caso limite d = n .« Pero en este caso se tiene

an(%) a ‘é; £(x ~ ) !f|° at = \é; f(x) dx ,‘

luego |an(x?| = "f" L -‘ para todo | x |, y‘esto prueba que llan" OOSSHf" 1
o sea que Hf es de tipo (1 , o) , es dgcir de tipo (p , p*) con p = 1 =
" 1

= on/tn+n) = 2/(a+d) , si A4 = B .

Observacion 10 . Conviene modificar\la defipicién del operador H.f poniendo

d

S

) —1 ‘ fh,n,v NUAN 1 - +d .
de(x) = (cd) .ué; vE(x - t) Itl n at (32)




Bt o= Fx (2@ ™) o ES

Il es deeir, H,f es aliora un operador multiplicador, siendo el multiplicador |u|'d

|| En particular de (32a) se deduce facilmente que si O< d + d''<n , entonces
- ) - -d! |
|l (a + d)” = |u] d |u|isl s luego i

:} ! * . " } ) \‘fy'
o ‘ =y “n+d' » : :
l‘ » Hd + 4t f = \de * Itl ha Hd.' '(de) o (33)

q?La férmula (33). , debida a M. Riesz, es fundémentalAen'la teoria del potencial ; su de~

J;ducoién rigurosa se hace usando el heéhoAqne 1 de = - lim Sg¢ £ , por paso al limite

5@qué*dq@gmos a oargo del lector como ejercicio feil . :

Obgervacién 11 .  1g patte 3) de la tésis del dltimo teorema que afirma ls con—

2 vergenc1a puntual de la intégral (22) s ©8 consecuencia 1nmed1ata de la parte 2)7 del
';ﬁmismo teorema . Es decir en este caso, d>0, la convergencla‘puntgal no presenta difi-
cultades, 10 que se debe al hecho de que (22) es una integral.de Lebesgue . En cambio
en caso de los operadores de Hilbvert, dados por integrales singulares, el problema de la

i’
iﬁ.convergencza puntual es mucho més difiecil ¥y sera tratado mas adelante .

9 . EXTENCION A TIPOS ( 1? (E“) , IPNE ) .

En las dos secciones anteriores hemos considerado operadores Tf de la forma

m(x) = 4 fx-t) Ks) @ RN

‘donde f£(t) y K(t) estdn definidas en E° s ¥ hemos mostrado que bajo ciertas
. , * :

. pondiciones la funcién F(2) = T£(x) pertenece a 1Y - , es decir es finita la
| integral

"Tf"p* = “F"p* - { 411 IF(X)IP* dx} 1/p’." ’ : ' (35)

>

L]

"Tf"p*'s M "f"p .}

ey {28




Ahora, si - " C‘En es un subespacio de dimensién m <& n , podemos en partiou-

lar considerar la norma respecto de este espacio, es decir la integral

e - {

/o % ()| P dy] Ve | (35a)

donde dy indica la medida de Lebesgue m-dimensional . El hecho que la integral (35)

sea finita no nos permite asegurar que lo sea la integral (35a) s Y menos aun podemos

afirmar que “‘I‘f” Pﬁm) =M "f" >
Definicidn s Si para btoda. f E: P es finita la integral (35a) ¥y si e-
xiste una constante M  tul que "Tf“ p£m) = M "f" p  Yara toda f , enton

; *
ces diremos que el operador Tf es de tipo ( IP(EY) , 1P (&%) ) .
Anflogemente. sea E°C. E° , K(x) definida en todo E° y f£(t) definida

en Em « Podemos conasiderar para todo X de En la ir;tegral

T(x) = E(x) = f

/o £(s) K(x=-t) av , (34a)

es decir F(x) estd definida en E" , pues T -t s un punto de E° vy K(x=t).  :
| ~
estd definida en este punto .

| *
Diremos que el operador Tf asi definido es de tipo { LP(&") , 1P (B s

\

m<n, si el p§n) < u |z p(m) ~, donde

Il p(m) = { _/;m |£(4)] ® d‘c}‘ Vo o, (35b)
|

si B CE podemos escribir B = B = B ’ Em = (%
B = {(tl ’ tz)} ,n luego si K(%) ?sté definida en E" escribiremos K(t) =
= K(tl , 1:2) « Usaremos entonces las nota'r.ciones siguientes (aqui{ u € E s =
‘ ] '
= (ul ’ u2) .‘ ) | 1

K(u) = ’ﬁ(“l ’ uz) = [F K (ul ’ ué) - ‘E/; K(t) e—i(t,u) at




g W . i

-i(tx u,_) -yi('bz, u,,) : .
- /m 4—m K(ty » 1‘a) e R R e dty Aty 5 (36)

)
a2
£

[
-~
o
[
o
!

- 5,9 '(?1‘ » ¥p) = -4 K(ey 5 ) ) a (60)

v
~

i
i
|
|

[J-.Tz K] :(tl ’ u2); = ‘411'-@ K(t ). ¥ ) e‘l("‘2 ) dt, (36b)
' : - B ; . :

{ ad : g ! ‘
I Es decir, K (u1 ’ t2) es la tranformada de |Fourier de la funcidn K(tl R t2) =

| = K, (tl)' s . considerada como funcidén de ?1 con parametro. t, « Se tiene eviden-
i tomente
A42

ﬁ(u) = ﬁ.(l.ll‘ ’ ".’-2) = K (ul ’ uz) = [—FZAIé] (u'l ’ uz) ] . (360)

" siempre que estas expresiones tengan sentido . Por ejemplo, si K€ L2(En) entonces

i para casi todo es K(t1 , tz) [ l?(En) s como funcidn de %, 5 .y se puede ss~

2
. eribir las cuatro férmulas (36) , (36a) , (36b) , (36¢c) , ademids sers

’i? (uy 5 %) = [ 2* ’12] (uy 5 %) . (364)
Si K(t) = K(tl ’ t2) y f(t.) = 1‘(1;1 y t2) son amb;s definidas en E°
T P(t) = P(by %) = (£ %K) (8) (37)

. . 4 L
entonces se tiene la formula clasica _

A . -~ ~
Bluy 5 up) = Tluy 5 u) K(wy ,uy)
Pongamos ahora, G(tl) = F(t1 5 0) ' ‘ (38)

De modo que  G(%,) estd definida en E' , y veamos como se expresa la transformada

' de Fourier de G(tl) y . es decir -

6(u1) = ¥ (u1 y O) ; .4£;; G(fi) e-i(ti’ui). aty .o ' (38a)

9' Es facil comprobar que 88 tlene 1a férmila

. =8l

N




"G\(ul):; _4; [

A, | ‘..-,_.1 o e o . a0 o
. G(ul.)_ - /En—m , (u; 5 ) ¥ (g >=t,) ak, _(:3.9)“_ ;
en efecto ’ .A | | |

2 'énm f(xl"t1’°"°)K(’°1,t)dt dt]‘ '1("1’“)

. f_m at, 4; " f(tl_; 15) atl- 4 'K(g.l . ‘_'1;2) e-i_(ﬁ,ul). a‘i(tl’"l) ax, =

e PN

En particulalr de (39) se obtiene, a,plica.ndo la désigualdad de Haldef :

-n

i la(ul)l' = l'ﬁ?(ul-’ Q)l < {/ lf (ul y t )lp dt } 1/ {-/ IK (uy , )l 2} 1/

SR : . (40) o
Anflogamente si f(tl) est definido en E'C E oy k() = K(tl', té)‘en-
P, ysi Plx) = F(x1 ’ x2) = f * K-', estd definida por la férmula (34a) , enton

ces 6 tiene

Bag 5 up) = P = B Ry ,u) o (41)

1

La demoétracién de (41) es del todo andloga a la de (39) .

..LEMA 6 - Sea B = (s} = {(6; 280} E C E- .En - B8

B {_tnll>enym = {tz}, ¥y sea - KK_J .-tn) un nucleo 1ntegrable tal gque para todo

u1'€ E° es :
p* ] 1/p* _ (n-m-pd)/p o y
{4n'-m 64 (u1 , b )| dtz} S = M |u1| : - (42)
Si osd<n , ysi p = (n + m)/(m +4d) ,_'enfonées el operador Tf = f * X

definido DOT (34)‘1 es de tipo ( IP(E) , Lp*(ﬁm) ) i.

Demostracidn . | ‘Papiend6  ’G(tl)' = F(ti y 0) =- Tf(tl , 0) , tendremos

e (40) 3 (42) aue
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:Iﬁ(-“l_)l,p =< ¥ |u)] el én-m "I?'(ul ! 'tz)' : &2 *

Teniendb':'en' cuenta que m-m- pd = m(p -’2) : y que G(tl) = _F ( G(u Y),

tendremo apl:.ca.ndo ioa teoremas de Hausdorff-Young y d.e Hardy—Littlewood—Paley .

IN

ucup* - el JS s'.{jﬁn Jou|? oy } ¥
= -'M” {4‘ "-|uﬂ-?l'|m-'(p—'2); '[f_m If (u , tzii)lp dt;, 4“1} 1/p =-
= IMA {f_m‘ d.‘tlz- L/E-m 1?1 (ul , _"2)'# |u]J fn(ia-z)' d“1 } .1{p <

S m';{ f_m“

.

k‘/E'm if-(tl' "1_;2)|'P' at) ] at, }'IZP = M '?I.,A "f" p.(n) J

..
H
3

lo que prueba la tésis .
LB _6a - Sea_ f(t,) definida en EcE , Kt , t,) - definida on
P . Py 3 Rx) = M(x ,x) = f*EK definida por (Ma) -

Si 0£3d<n , D = (n+m)/(n+d.) ¥y si

‘ {4““ lK(ul s )IP du. };1/1’ = |u1| (n—m—Pd)/P , _(42&)‘

-e_x;’tb‘zicésﬁ Tf es de tipo L-Lp(fEt_n)v y -LP*(EI_I). .)  .

Demoitrasidn. » ...Bn efecto, teniendo en cuenta que ne=me=pi = m(p-2)

 usando {41)- ;- ca;-é;) ¥ los teoremas de Hausdorff-Young'y Hardy-littlewood-Paley , tend

o Cren
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; B0 |ﬁ(ul ,.-ue)lp |?(ul)|13 dul auz ]1/1) <

= M[ 4,, |?(u1).lpf gl n(>-2) dul} Vo < u o, { 43 |f(ti)|_? dtl} e

.lo que prueba la tdsis .

A

Obgervacidn. 12 . BEn el lema 6 solo se usé el hecho que Tf .es la antitrans

'R ' . ’ ) 1
| formada de Fourier de A(39) y que la funcidn H(ul , t’2) = ¥ (ul , t2) verifica
i (42) o Por tanto este lema se.aplica a operadores Tf definidés por la relacién
x f Floy 58, By, 5y at,) )
' E m W oo By Blyy o, %) dby (43
' \
Il donde B(uy 5 t,) verifica , )

{/ I CHPE S B ‘1-"2} 1V < u |u,| (“"m""d)lp_ . (43a)

Anélogamente ol lema 6a se aplica a operadores Tf definidos por:

o= {B(wy) H(y o, uw)) | (43b)
con : : "
{n—m IH(ul ’ u2)|P du, = M |u2| n-m-pd . : - (43¢)
TEO . 4 . Si losA nicleos k,j‘ e Ll(:Eni) verifican las condiciones (3) v
(4) del teorema la , y si
0<d<n , m<n<m+2d , i_ p = (m+n)/(m+a) |, (44)
entonces ¢ a) Si - f € LP(En) ge tiene. ) "SN f“ P,Em) < op M "f“ p(n) ¥y las
funciones Sy L(_t]j'.\, 0). L E‘N_Ltl-) ._lconvergen en norms . " “ psm) ha.c;i.a, un

; *
ifmite F(t,) € I’ (") que se designard F = T

b) Tf es de tipo ( Lp(-E?) ,'L?*(Em) )‘l‘ y. "Tf "p%(em) = °2M "f" p(r.l) :

- =84~
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. BT i .
las FN_itl ’ 1;2! =Sy fgtl y tz)_ _conjergen'en‘ I? () hacia una funcidn 1{mite
- Tf(tl . tél,_ v el operador Tf es de tipo LLP(Em), Lp*(En) ) . .

. 7 . . “
Observacion « Para m = n el teorema 4 se reduce al teorema la pues en este

caso sera (m +n)/(m +a) = 2n/(n +a) -

Demostracidn . Fijemos N ¥y pongamos X = Z 1; kj s luego por hipdtesis

tendremos o : _

By »w)l = ¥ (ug? 4 Y2, (45)

" ' : ' : ‘ ,
Como K (ul ’ t‘z) = [Fz* I?] (u1 ’ t2) s tendremos por el teorsma de Hausdorff-Young

usando (45),

{f-m 14 (ul s B )IP* d*t?_.] Mt {“F_{n ~m |K(u3; » up)| P au ]l/p

< u {f_m (‘lu1‘|2"+ |u2|2~)-pi/2 dhg} M =

II\

w o™ [ aslnPw Ve g

donde se ,hizo la substitucién u, = |u1| Ty s ¢3.u2 = Imzln-m av, .
. De p = (m+n)/(m+d) ¥ n<m+2¢ sigue p<2 'y pd =
= n¥+m-pn >n-~-m, luego la (1tima J.ntegral de (46) es finita, igual 2 cierta cons
fante &o lLuego K(tl ’ tz) venf::.ca. la condicidén (42) del lema 6 , y por. d.:Lchm
. lema resulta que Sy f = £ *X = ZN 3 verifica "SN f" (m) =
c‘p M "f " I(>n) , donde M né; depende de ‘N Luego queda probada la _prn.mera par-—
EA.’-Ge de a), de 1a tésis, e iguai como en el téorema la de aqui se. deduce el resto de a) y
de b) -
Ana'.loga.mehte se prue'ba‘que K verifica la cpndici6n (42a.) del lema 6a, pues se

- tiene ' ' : _
Lo By sal iy = 2 o (o 72

Que es la expresidn que figura en (46) y por tanto = o Iu1|n-m-pd. .
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- Lﬁlséé del’ lema 6a results 19. parte o) de la tésis.,

'l'eniendo en cuenta la observacidn 12, la misma demostracidén del teorema 4 nos da el

siguiente

TEOREMA 4a-+ Sea h(ui L, ug) una funcidn definida en E" = E°xE" " tal que

a5 w)l = w0 (gl ? o2 (47)
ponﬁa.mos H(ul . tzﬁ |F2* hl ( 1Ltnl ) J Sea Tf . definido por (43) o Entonces,

8L 4, m . n verifican (44), el operador Tf es de tipo (IP(E) , Lp (%)) o And--

_gamente definiendo Tf pox (43b), Tf serd de t:Lpo (Lp(Em) . LP () .

Analoigamente_ se demuestra el siguiente

: TEOREMA 4b . Sea L = {f} una clase lineal de funciomnes simples defini-

des en B = B xEBD ¥ gea h(u:L . ug) una funoidn definida en E° que

verifioa la condicién (47) « Si para toda f de £ y toda funcidn simple g(xll

definida en E° se verifida

l_ém Tf(x'l sy 0) 8‘(1’-1) 511‘ s XM l'/E;m @(ul) é.ul ‘é‘n—m /f(ul ’ u2) h(u1 ’ u2) du2|
- | ‘ (48) |

. : %
entonces el operador Tf es de tipo ( LP(En) , I EY ) sobre £ . Andloga~-

’

», ' %
mente si Tf estd definido por (43) , Tf serd de tipo (LP(E") , 1P (&) )

supuesto que 4 , m , n verifican (44) .

Demostracién .De (48) obtenemos, aplicando la desigualdad de Hélder y la de Ha

usdorff - Young., - , |

R ’: %)l = M'Ié‘é(tl). du;“{{n-ml 'f\(“.lﬁuzﬂp* :4‘.5“2} Yot {én-mlh(ul,uz)lp auz} 1/P} |

© Wt .
3

= M! j;m 2(ny) dul[ \{;n___; I./i\’l(ul,t2)|1° dtz} 17P {-én-m Ih(ul’ug)lp'dug} l/p}lv




virtud de (48) 1la integra.l en el segundo oorchete verifica (46), es dec:.r es

Mlu |m(p—2) y la demostra.c:.on se termina como.en el lemb 6
l

u1|(n-m-1)d)
ema 6a 5 observando gue "Tf “ ,(,m) = su1> .ll(Tf ’ s)l . s

|
l

Il { /E“‘ [f‘_m Ex (o 5 ¢ J? e ] [f @y 5w | e, ]dul}‘i/g,

0

TEOREMA 5 . Sea. H f(xl el o Jeradcr potencial definido por (22) y_suponga~

Mmos que a ,m,n ,p verifican la condiclon (44) . Entonces, si f(xl , x..) estd

de EB"

; 1dief:l.:n:i.dla. en B2 = EEX B, 1a integral H,: __(_xl , 0) exiiste para todo X,

'salvo medida nula (m~-dimensiongl), y el operador '.I‘f(x._l_) = Hd-f—(-xl , 0) es de tipo

o8 de tipo  (IP(E) , 1 (&) .

L . . B
Demostracion . Haremos la demostracidn de la primera parte del teorema,

»c:.r para el operador ‘I'f(x ) = H i’(x » 0) , cuando f estd definida en

:;i:gi:que Tf(xl) es de tipo ( IP(EM) , Lp*(]i.‘m) ) sobre D (ver. la definicidn

| e pig 3) . - | \

§

0<d<n existe la integfal -~
o 2 2y =(n-d)/2
(%) = ué; £lx- by o=tp) ([5]7 + [8,]) 4ty dt, =

= . | . 2 2\= _d) 2
lxl- 1;_1|<A | | '(-<A f(xl-tl’_t-?) (ltll +‘|t2| ) (n-a)/ dt, dt,

* . m ' '
P(E , 1P (E) . s £(x;) esti definida en E . entonces el operador Tf(x]_ﬁgL—:

es de-

En';la.

a) Vamos a probar antes el teorema para las funciones f£(x) de L , es decir

de ﬂ

Gomo toda f de ® es mula fuera de un cubo de lado A y es infinitamente deri-

vable, ella y su transformada de Fourier pertenecen a todas las clases Lp, ¥ para todo !

(49)

En virtud del teorema 4b basta probar gque para toda funcidén simple g(xl) , definida

I
en LI, vale

_én 12(x)) g(xy) ax; = o4 41, F(wy) duy {n—m Boy55) (fuy] +[ug)
=87

2)-d/2
(50)



podenos suponer que. también  g(x))- mse anula fuera de |x3| <A ,. de modo que

(Tf I". g) = ‘/ |

ARE

-/ f . : : 2 2y=(n-a)/2 A 5’
" [ty] < 24 I'lt2|.<A 8(x)) 2(x=6;9=8,) ([t = +[t5| ) ((51;/ 1 “2
; por tanto ambos miembros de (50) -estdn definidos para valores .c-omple.jos de d ,

E d -+ ia 4, ¥y son funciones anal:'.tiéé.; en d ',‘ si 0<ad <'.n . Imego basta establecer
que la igualdad ('50) vale pa.x%a.{ 0<d< 1/2 , y ella valdré para todo otro 4,

.0 < a %n . ' 4 .

Sea pues A< l/2, y para todo N sea
| 2 a)/ ’ 2
(K(t) 5 t,) = (_|1:l|2 +lt2|2)'(n" 2 s fy|? +|t,) <¥?

Ry (b, ) = (52)

0 en los demgs ,(tl ’ 1;2)

i de modo que

‘ Tm_fA(xl) - £H*K = |tj|2 +|t/|.2<N £(x) =t ,=t,) (|t1|2 +-|'c2|2)"(""‘1)/2 at, at, ;\
: 1 ol =

{ a.dema',_s téndre;mos

(r£ 4 &) = (TzA £,8) = |z{|“ . T, £ (1) alxy) dxl‘ T (53)
(Tf, g) = (ﬁ‘N £, 8) para todo N> 2a y ‘ . (53a)
(12 ,8) = 32 0 (mf,8) - (53b)

|

g

‘ . ’ . i |
. ol

S '
“ : ‘ : $ ra |
: ':(_}o!no TN £ --».,f *KN s OOmMO KN es in%egrable y £, ag:’. como f, 7 sy £ son ‘

[ de;. 1® ‘para todo D , son aplicables. laslfémulaé (39) 7 (36) , de modo que

|
1
|

(b f,8 = (F (2,8 =

by - % ;
= -/E;n &(uy) auy 4»@ i"“"i (uy,t5) KzN (uy,4p) at, (54)
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Ia funocidn i’l'q(ulf, 'y t2-) s ©Omo funoidn de . t, 5 pertensce a 'Ll(-i,n‘m) pe

i 3 1 . P !
il no a 12 ; si foese ?{N €12 podriamos escribir, por la férmula de Parseval ,

- gi-

.-_/E‘n_m }t(u]_,uz)%(ul,tz) d"b f ? ( ,u) KN(u]_’u) ‘1“2 -

) ‘4““"‘. Bluguy) Bylogsmy dmp - (55)

i

. Al A.
Esta férmula es sin embargo cierta aﬁn rara K¢ el s pues aproximando,a ?(N

'Qén funciénes H de L ’ teniendo en cuenta. que "?{N -ﬁ" o S "?I; - H"l

1

?
¥ que f( P ) €L , se deduce fac:.lmente la val:.dez de (55) .
il . . A

Por ‘tanto la formula (54) se ‘esoribe } ‘ ’

LN

(2y 5 &) - /E; 8(u,) au, '4_,,1 2(uy u,) V.’ﬁN'(ulsué) au, . .

|

Por lo visto an'tes sabemos que si Ta< 1/2 entonces JKN(u , )I M kil -4

y KN(U‘) converge hacia’ d|u| -4 Luego, como Pert , haciendo ¥ tender'

o) om0 - oy B i o B (mf? oy,

que es la igualdad (50) deseada e

. %
b) Veamos a.hora. que Tf es de Hipo ( LP(En) , IF (Em) ) sobre.todo

1P() . Con las notaciones anteriores tenemos .

el s Wb ) s e e
luego pa.ra. f de -(D tenemos . ’ -
"TN f" (m) M "f " -con M independiente de N . (56)
S . '
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]

domo S myg s v ey < It/I<N
e . 1

f"ﬁ_.';e:r’xdremos

J

|(TN s 8)| =

'Sea ahora f una fundién simple escalera y

‘que tienden a f en IP y en Lp (tal sue

comun) . Entonces por (57) , .y por (56)

“f - ,gi" p¥ —3 0 ,' 0 que -

Jal”

ra de un intervalo y se eligen las-: &5 tambi

() gt

dx, 4 £(x =ty 0=t Kgltg,%,) aty

TS N 6t) -
e £ * %
qu 4 glx)) (£ %K) (x5 ,t,) oy
e el el e el o el
PR T . P 1/
by o (f b ]
. : [ - . L ) 1 , 1/p* |
= °n..||8(.|l p.*{ | Itled at, {m |f(‘_‘1"-“\’.97)|P "”1J; /» ¥ Ll
cl}.“ﬁl/P*. el e N2l 5 ) | |
(en. ol prefltimo paso se usé la desigualdad de Holder con { S dt] Vet | yl/2%)
. : ‘t2| i¥ |
dg mod& que I(TN.'f ’ g)-l. < oﬁ "f " p "“g"“p* ’
lo que inplica';en virtud del lema 1 , pég l;l, que
"TN f“P oX "f" " éara. todo P (57)

1

sea g:L ' una, encesion de funciones de &
esion exlste pues i‘ ea acotada y nula fue-

én acotadas'y- nula.s fuera de un intervalo

tendremos, puesto cﬁle "f - &; " p-<—50_‘,~, |




‘1‘

con

. gea

i donde M no depende de N . Es'decir (56) vale ‘pava toda f simple .

ik lo que prueba que (56) vale para toda £ € I¥ @on M independiente de N .

“Tf“ p”(‘m) 'A Hm “T f" (m) “f“ ' lo que prueba el teorema, 1,q,

1 < Il o P -a e b sl s

N P S C T I R N G

[
i

Iy fllp*'\ bel, »

\-

5 . %

Si f es ahora cualquiera de 3:Lp(En) s £=0 , eligimos una sucesién cre -
; ‘

ciente de funciones simples £,/ tales que f,i(x) $ £(x) .. Por el teorema de integra ‘

cion de sucesiones mondtonas tendremos Ty ;C‘i'(:) 1 Ty £ (x) , HTN fl] o* =

,‘ = Lim & fi" po < lim M ||£i|| o = X "f" o

’ Como para "£=0 se tiene '1' £ (x ) J Tf(x) s Obtendremos nuevamente

d,d.

10 .- NQ'I‘A_S_ DIVERSAS _;A_I_o CAJ’ITUID II .

4A) Pare toda funoidn - f(x) (real o compleja) definida en E- , designaremos K
£* 1la funeidn f*(x) = £(-x) . Evidentemente £ = (g% .
Sea Tf = f * k un operador convolucién con el nicleo k(x) € L]'(v-En ) » ¥

™f = f£* k* . Se. tienen entonces las dos férmulas sigl.;iontes .
(7€ , g) = (f, T g) ’ A 4 ~ (58)

(Tf ’ 8) = (Tg* ’ f*) . (59)

En efecto, se tiene :- -

(2t , &) = 4 [/

fa £(x - t) k(t) dt] g(x) ax =

- 4; [41 £(x) g(z+t) d:;] k(t) dt = ‘4; [/En é_('x';t) k() dt] £(x) dax -

41 Te* (=x) £(x) dx = 4; Tg*(x) £(-x) dx = -(Tg* , £*)
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lo que prueba (59) , y andlogamente se verifica (58) « 'La f‘é:pmula (58) expresa que si
T es dadc por la convolucién con k(x) entonces el operador conjugado ss dado por
la convolucidon con k¥(x)

Observemos todavia que

Il = 1=k, o (60)

pues al ‘tomar el valor absoluto e integrarndo , podemos sustituir £% por f .

_B), Es necesaﬁ.o tener er; cuenta que los lemas 1 . Yy 1 a. wvalen para "I;odo
pal pero :debe',ger P <o ; estos lemas no valen para p = _ 00 (nétese que en
la demos'traci_én del lema 1 se usé la relacidn If(x)lp = If(xv)l .|f(x)|p_1 , que. no
tiene gentido si P = o) . Sin embargo estos lemas valen para p = 1 . Mas ge -
neralmente, para todo p=21, p £ , vale que el espacio conjugado de Lp es el
1P (es ;.ecir foda funcional lineal y continua £ (f) sobre I es de la forma
A(£) = (f. ’ g‘) donde g es una funcidn fija de 1LY *~) . BEn particular el conjugar
do de Ll és el L®.. Pero el conjugado de L% no es el Ll (este conjugado es dado

por medidas finitamente aditivas)

J)él lema 1 a. se deduce esta otra giefinicién de tipo

2da. definicidn de tipo (p , r) : un operador h(y) = Tf es de tipo

(pyr),l=gp,r , r<00, sipara toda f£(x) ¥y toda g(y) simple se verif{i -

ca

[ez 5 &) = o JJel, el o | ~(61)

donde M es una constantr fija independiente de f(x) y de g(y) . Ndtese que esta

definic;‘.én 8dlo se aplica en el caso T << 00 o
En efecto, si Tf es de tipo (p , r) en la‘definicidn comin, entonces por la
desigualdad de H3lder, (2 &) < |Tf|| v "g" o = N "f" "g" o

Reclprocamente, si ‘I‘f es de tipo (p , r) segun la. 2da.. def:l.m.clon, entonces (si
\
1< r<oo),porellema1a. ;. |
|
| .
“'I'f" r ° agp (tf 5, 8 007' "g“;r* = 1

-

luego “Tf" p = SuP (T'f y 8) = supaM "f" » "g" o = M "f"p B

“9 2o




\ ‘ '
o sea Tf es de tipo (p , r) en la definicidén domin . v
' B N ' s .

LEMA 7 . Si Tf = f *k_ es un operador convolucién con un k(x) € Ll(E'_l)
' i

y 8i Tf es de %ipo (p 2 r) , entonces Tf| es también de tipo (r* , p*) , siempre

N ' ‘i' .
que sea ;p,r?l‘,p>l!.. Bs decir, si \Tf = f *k o5 de tipo P, donde P .

es un punto del cuadrado de los tipos, entonces Tf es también de tipo 'P' donde P!
es el simétrico de P respecto de la diagonal secundaria . . En p'a.rticjlla'r, gi Tf es
T I . | . [ y ] s

de tipo (p , p) , lo es tambiém de tipo (p* \, p*) ; siempre que .p~1 . EL lems no
. o, N ' ’ : " g i . "

va}’e ‘si‘. P =1 . | -
N
Remostracidén . Supongamos que Tf = f * k \\.
es de tipo (p ’ r) scon p~1l, de modo que vale \\ P!
| \ ) . c
(61) para todo par.de funciones simples. Usando las N\ /-C" :
l : NN\ :
’ . . ! / .
férmulas (59) , (60) , tendremos | . //\_ E 1/t
ez, @) = [(mer, )] = . L === | N |
! Ll i B DR
S N T TP S N e AN

ycomo p = (p*¥)¥., de la 2da. definicidn de tipo  ‘“——— },}/‘_/’.\"1/

resulta que Tf es de t¥po (xr* , p*) , siempre que
sea D= ® , 08 decir p>1 . Si P es el punto de ooordenadas (1/p , 1/r) y

P' su siméirico respecto de la diagonal secundaria (ver dibujo), entonces de la igual
‘ dad de los tridngulos A BP y B P' C resulta que las coordenadas de P' son

* *:
(1/1' ’ 1/p%) ’ 1,q,d,d. 4

C) Uno de los objetos de este curgo es estu‘d;i.ar lag propiedades de tipo de
los operadores de Hilbert H f (ver férmula (11) )} ¥y de los operadores potenciales
H,f (£formula (22) ) .

Los opera&ores wa son de tipo (p » p) para todo l<p <o , Aes ‘decir
son de /tipo P, para todo P interior a la aiagonal principal del cuadrado de les ti-
pos . Lste operador no es de tipb en los exiremos de dicha diagonal « Sin embargo ,

en el extremo superior (1 , 1) el operador wa es lo que se llama de tipo debil ,

nocidn que serd estudiada en el capitulo que sigue . En este oapitulo se probari el

=93=
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-giguiente teorema de Marcinkiewicz , que generaliza el de Riesz - Thorin de la pdgina 22:
v - .

8i un operador Pf es de tipo debil Pl y de tipo debil P2 s entonces Tf es de tipo‘

(fuerte) P para todo P interior al segmento P, P,

. Ahora, en el capitulo presente Lemos establecido que Hf es de tipo (2 4 2) o8 i

decir de tipo P1 s silendo Pl el centro de la diagbnal del cuadrado de los tipos : En

el capi{tulo siguiente estableoeregos que H.f es de tipo debil (1, 1), o sea de tipo
debil P2 donde P2 es el extremo superioi de la diagonal; luego del teorema db Maroi -

kiewicz;aeguiré‘que wa es de tipo P para todo P intewior a la mitad superior de

la diagonal. Del lema T , recién probad;, seguiré entonces que Hf es también de
:' tipo P para los resténtés P de.la diagonal, y con esto ¢uedarén establécidaé'las pro~-
piedades de tipo para H.f .

/3agamos'notar que en el extremo inferior de Ja diagonal. wa no es ni siquiera
de fipo'debil;.ésto no contradice al lema 7 pues dicho lema no se aplica ai caso exXcep =
1 qional P = 1, de modo que un operador puede ser de tipo o tipo debil (1 , 1) y no ser
de tipo (0 , O) , que'es el punto simétrico . - .

Los operadores potenciales H,f 'sén de tipo (p y *) = tipo P para todo P
interior al segmento. 2 paraielo a la diagonal a distancia d/n ;5 en el extremo supe-
rior P2 de este segmento de es de tipo debil , pero no es ni siquiefa de tipo debil Ny
en el extremo inferior de 2.

En este capitulo ya hemos establecido que H_ f | es de tipo P, , si P

d 1

punto medio de £ . En el capitulo siguiente ﬁrobarembs que de es de tipo debil en

el extremo P2 de £ , y de ahi.por el teorema de Marcinkiewicz resultara que ﬁ&f o8

es el

de tipo P para todo P interior a la miLad superior de L. Por el lema 7 esto serd
. ’ | .
cierto también en los restantes puntos de 2 . .

El mismo método, se aplicard para éétﬁdiar loe tipos (LP(E®) , L'(E") ) de los

operadores de .

Asi pues, para establecer los teoremas de tipos de los 6peradores wa y de'

solo nos falta demostrar el teorema de Mér&inkiewicz ¥y establecer que son de tipo debil

, : .
en las puntas superiores ¢orrespondientes , lo que serd objeto del capitulo que sigue.

t
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Observemos todaviélque,'por razones qﬁe;se veran luego, la'verificaci6n de que

B,f es de tipo debil - P, , en la punta, es fdcil . La verificacidn correspondienteé

para H f esen cambﬁo compllcada ¥y exlge la introduccidn de otra nocidn de qua81-ti

| . po que Be veré en el capitnlo proximo. Se probara que quasi-tipo implica tipo debil ,

y '1a verificacién de gue, Ef  eside qnasi—tlpo (1 , 1) serd ficil, con lo cual se

: . [
| . probara el tipo debil de; HEf. @ s

L

Finalmente observemos que, como . se vi$ en el teorema 3, la convergencia puntual -
.d% ia integral (22) , correspéndiente’al opérador H&f s no presenta dificultades ;
e% cambio la convergencia puniual para Ew# es mucho mas difieil de. probar, y serd
e;tablécida mis adelante al demost%ar.el tiﬁo del operador maximal asociado a wa .
D) En la demostracidn del teorema de convexidad, pagina 21, hemos supuestoJ
ihplicitameﬁte que las funciones f£(x) , g(x) etc. son reales y no negativas. Para
atlaptar la demostracidn al caso: general de ?unoiones complejas, basta definir la fun -
cién P(z) por la férmula Mz) = (Tz(fz) , gz) , donde (con las notaciones de
la pég. 20) : |

Jfla(z) sign (£) sii 1/p 4 0 , £, = £ si lfp=0 |,

sign (g) =i 1/s £ 1 s 8, = & si s =1

8‘|'b(.'?.)-

-e

el resto de la demostracién queda sin oambiar .

En la hipdtesis (2) de este teorema de convexidad, se supuso gue la con=iante ,Mi

es la misma para todos los iv = 2 de larecta u = 0,y analogamente que e =
xiste una Mé para todos los g = 1 + iv Mde la recta u ; 1 .

En base a un teorema.  de Hirshman, E.'St;iﬂ extendidé el teorema de convexidad al
caso cuando M, = Mi(v) ) My = M2(v) variah con v 3 el operador Tz’ es entonces
de tipo (p , s) con nortma M que se expresa mediante las funciones Ml(t) ’ Mé(t) de
un modo determinado gyue generaliza la desigualdad (8) « (Ver el trabajo de E.Stein en
Transactions Am. Math. Society , Vol. 83, 2, (1956), pp. 482-492, especialmente pag. -
- 483) . J
Calderén y Zygmund (Anne of Mathe étudies; Princeton 1950, Studia Math. (951)
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194 - 204) ban extendido el teoremi de convexidad de Rié§z~Thor1n (pdg. 22) al caso de
| un operador Tf definido sobre las clases B de H;rdy 3 es decir han susti%uido en
| el ' :.rema de Riesz~Thorin las clases P de Lebeggue por las clases B . E. Stein y
G VoisE (Tohoku kath. J. Vole 9 pp. 318-339 (1957) ) han extendido este teorema de
Calderén & Zyemund al caso de operadores funciones Tz « Los mismos'autqres han obteni
do todayia otra generalizacidén del teorema de convexidad en gue ademis del operador ’I‘Z
cambia también la medida del espacio, al variar z ‘ ‘ j
E) £l teorema de loé.nﬁcleosucasi ortogonales (ver pig. 37) puede generali-
zérse al caso cuando en vez &é una éuce;ién k, de micleos, tenemos un continuo de ni-

cleos kt(x) = k(t+ ; x) donde t€ E", x €E°. Por ejemplo se tiene este teore

M3 ¢ Sea kt(x) Ele(En){; una familia de micleos dependientes del parametro continuc

t € tal que para todo par t .8 de valores del‘parémetro, vale la desigualdad

. G b ! ’ m
ey * kg lly < o g R (62)

| @ - |‘h|£ L) at (63)

i

. 1. ) .
D f = £ *H ; . - ' (63a)

entonces los T f ' son de tipo (2 , 2) , con normas uniformemente acotadas, y conver - i
N - - i g " - .

gen hacia un operader Tf de tivo (2 , 2) que sé indicard formalmente como

P

- £ % 1x) = [ L o Cy
T | £f*H s H(x) | 4 kt(x) dt | (63pb)
rE.Més generalmente, sgltiene’un”teorema anéﬁogoupqqiendo

|
Hy (x) = Itl\{ﬁ Cky(x) 4, p Ly ' (63¢)

donde }L es una medida deIRadén en ﬁm;. Para- m= 1 ¥y 'an‘discreta se obtiene

entonces, comc caso particular, el teorema 2 anterior .
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Andlogamente se generalizan los teoremas 2a y 4 « Estes generalizaciones se ba-

. . ’ . ! \ )
en una generalizacidn correspondiente del lema numérice (pdg. 33) , al cual se le

Sea V(a) = 0 una funcidn decreciente de a == 0 ,

b) .una funcidén creciente en . a =0 en >0, y sea M una medida de Ra~

en o v [x " “la med:Lda.-jA- de la esfera. de’ centro X ¥y radio |x - y'l

h(t) y 'l; € PC):] una i‘unc:.on tal q_ue Ih(lt)| § M, y tal unara todo par g8 , &

e B se verifica : N

W(w)] s @) g V([s,4) I (7}

ler ntonces : :

[ et atn oD M .

g ; 1 1 «

i ” j Ih(z)lp dp s p j a?* v (wa, a)) aa , (65)
o 0 \

i ; ,

idonde _V ! o funcién inversa de ¥V -

Esta foma del lema numéri'co permite obtener diversas extemnsiones del teorema de

?S‘J.‘os nicleos ortogoneles. la demostracién de (65) puede hacerse por el mismo argumento

¢

;ﬁsado en 1la phg. 33 . ILos defalles geran objeto de un articulo de préxima publioaciéﬁg
F) " El teorema 5 es debido é Sobolieff quien lo demostrd, en su libro sobre
jAplicéciones del Andlisis Funcional a la Fi{sica, en forma menos general y tan solo pa-
ffa~el caso de dominios finitos. En el mismo libro Sobolieff.propoﬁ{a como problema ia
?Femostracién del teorema 5 en su forma‘completa. El problema fué resuelto‘pof Ilin y
;meolitzky (ver Uspehi Mat. Nauk, XII (1957) ) e independientemente por el autor y;f
ﬁfR.APanzone (ver nuestro articulo en la Acta SZeged de 1958 y el trabajo sobre Operado-
,Enes Potenciales, de préxima aparicidn, asi como‘la exposicidn hecha en la reunidn de
la U.M.A de 1957), quienes ademis establecieron 6l tipo debil en la punta del segmen-

b to de los tipos(ver capitulo siguiente; el ﬁaterial de los parrafos 7 - 9 del presen:ﬁk
‘%te capitulo y parte del capitulo siguiente, esti tomado esencialmente de nuestros dos
“articulos mencionados) « A contimuacién damos la demostracién directa de Ilin del tel
r;orema 5, que reduce el caso de tipo (LP(E") , Lp*(ﬁm)) al caso ya probado anterior -~

{ mente (teorema 3)-de m=n .

e -




Demostracidn de Ilin del teorems 5 . Sea como antes p = (m+n)/(m+a),
0<d.<n y M<n-<mr2d , E = {xl}, B o {xal, En='meEn-mn

= {({1 ] 32)} 'y ¥ sea

P

- | | o f(xl-t 4 =5,) dt, dt,
F(xl) o de(xl)_ = Hd,f(ﬁ » 0) a"ém {n—m. (Itll ltzlz)fn-d)/2.

En virtud'del lema 1 es suficiente probar que para todo g(xl) € IP(% , ,. ﬂg" p a1
& = vreal ) 86 verifica

(R 5 ote) N o e

iz')_ues esto equivaldrd a ‘ (m)

||F||p* < M_ufn]p :

_ Usando la definicidn de F(xl) ¥ aplicando la desigualdad dé Holder tendremos:

oy o) = | 4,,‘ Px;). 6(x;) oxy|

Lr
0

- - Bz, = b, 5 =t,) aty at
) ‘4‘“' o) A fn“'"‘ uz;T? +3L|t21.-2)%?’”d’}2 2] e

/A_

: g, e o at : 1) -x
s.én g(x].) dxj- 401 ¥y 14':’” If("i"f;’tz)‘?’d}tz]'l/p [./ - ltll 2 +|t9| 2§p*(p-_-dt)/2] ’

Como p = (n+ m)/(n +d) -y p* = p/(p ~1) = (n + m)/(n -4) tenemos que
p"‘*(n ,;; d) = n+m 1uego hac:.endo ‘en’ 1a ult:.ma integral 1& aust:.tuc:.on t2 Itllv' ', "
d.'l;2 It dv s tendremos que

W ‘

|z 5 &) = /Em‘g(xl,)‘ ax, _é‘dtl '[{Tn‘_“f(gl’-tl,té):lp d't?] 1/p

[4;-::: sl mm

Im—m




] 1/@

ém g(x) ax 4:11 [{n_r? | |f(xl-tij7 tz)lPdtz

at

P | 1/p* “
[‘é“ (2 Tlrvlz)(n*m)/z} 8 ij p* |

1L

il .
¢Como n+m>m la integral en el segundo GOfchete es convergente y da un niumero fini
. . 1

fito A « Como nsgm+ 24 , tenemos ? < (2m ¥ 2d)/{(m+d) = 2, p*>2, 2m/p*< m,

; podemos esoribir 2m/p* = m - ' con d' = m(l - 2/p*) + Iuego tendremos

! [ o

: : ' G(xy = tq) o
(P, &)| < 4 4:1 &(x,) [fE“‘ 'lt:llm_d,l: dt1] ax, =‘

-= N JQ; g(xl) #d' é(xl) ax, y

?donde se ha puesto ' -

6(t,) = [{n_m ) (s, , ’fz)lp dtz] Ve

N N

E.y donde Hd'G es el operador potepcial en el espécio _Ep s ©s decir de la variable

1° Cémo Hy,G actia del espacio &° allespaqio E™ por 61 teorema 3 ya proWa-
[ do, Hy,G es de tipo (p1 ’ plf) @n p, = 2n/(m + d') = 2m/m(2 - 2/p*) = p .

; Asi pues Hd'G es de tipo (p 4 D*) , o sea

%‘t

] 1/p

[Ear® Jpr < X fof, = ® [ém

le(¢)1® at,

'S
\

[ {‘4‘ lf(t » t)l ® } dtl]l/p = M [/E; lf(t)lpdt] 1/p

=1,

Por tanto de la preiltima desigualdad obtenemos, aplicando HElder y usando la {ltima

desiéualdad,
e, el < a Jell, o) sars el - w l2) ),
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10 que prueba elh teoremna.
-También puede demostrarse el Yeorema 5 por una veriﬂéac:ién_ directa de las hipét_e_
sis de los lemas 6 s 6a , en el oa.s;:o en que mn - (n +'m)/2 <b\d <n - n(n.'-o- m)/(2m + 1)
l;iégo extendiendo la tésis a los demds 4 . ' .
G) El teorema 2 de los nidcleos éa.si ortogonales en L2 es ocaso particular 3
del teoreme mis general siguiente (los ~1ect6res' no familiarizados con éigebras de opel %

radores pueden omitir la lectura de esta nota) :

" TLOREMA DE 1S OPERADORES CASI ORTOGONALES EN ESPACIO DE EILBERT :

N

Sea 4 = {f} un egpacio'de Bilbert (por ejemplo Lz)l T,= T.f una sucesién

de'operadores lineales y acotados de H en H talés que 3

1) cada T,.. s hermiteano : (‘I‘if 2 g) = (f , T g_)_

2) los T, comutan =' 'Ti__‘llj = Tj—?‘-‘i '3 ]
3) son casi crf:dgonales : "Ti Ti+;j " < »Mz_ CJ , € <1 .,
Entongces ¢ - &) si Sgi= T * eee + Ty g0 tiene ISg] < ¥ o(€) , para todo W;

b) yara todo ‘£ de H , los 6lamentos SN £ 'convergen,hacia un elemento Sf 3

c) . 8f es un operad.or linea.l y acotado de norma ||S|[ = Mo(&) .

Evidentemente ‘basta probar la.s partes a) y b) de la tdsis .

I

Demostracién de a.l (debn.d.a. a TBela, Sz. Nagy, Acta Szeged. 18 (1957) ) -

Por un conooido tveorema de Gelfand y Neumark (ver por ej. Neumark, Anillos Normados
(1956), en ruso, o la traducoion inglesa, Cap. III ’, parra,fo 16) existe un espaca.o o~
p,olog:.co. oompac'_bo W = {w} tal que el algebra. generada por los Ti es,isoformo al
d.emla.s func:.ones cont:.nuas gsobre W . Bs dec:n.r,- a todo operador Ti (asi oomo a todo
SN y e 'blodo Ti m, ) corresponde una :t‘tmclgn continua t, (w) (o respe'ct:i.vagxente‘ ‘

N (w) ), defin:.da. en ‘W, de modo %8l que ?. LI cprresponde‘_la}--fﬁznciﬁﬂ" )
:!.,(w) tj(w) y vy a Sy la funcidn (w) + l.. + by \(w) sy (w) , y ademds me veri

. !
fica que , . : : 1

VI N IO B U IR L B B LTI Y
La hipdtesis 3) implica entonces 1a desigualé.ad.‘- lti_(w) tjv(w),l »5 e Cj, , que vale
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il a'.ra. 40do w . Del lema numérico de la pige 33 Tesults entonces

i(w)l-l- .o
' “SN“ = Moc(€) .

Demostracion de b! (indica.cién oral de :}:. Hirsahman)

[Por el teorema espectral de Algebras comutatu‘ms reo'ulares (ver cap. IV, parrafo 17 del

(. \
..

'1libro de Neumark citado) emsten .,ubespac:.os ’I de H ta.les que, ¢ (1) Todo £ ade

by (w)| = Mcl(€); para todo N{ , luego |s (w)l € M c(€) , ¥y por tento

M
il
N
b
)

N *

fH es igual a f = }7 x‘a ’ donde f perLenece a H y Ia serie es abesolutamente

|
:\
hil.
i

§ convergente, L llf " < .. (2) .-Para tod?- a existe une. medida W= {w}

talque H == {f } es . 1=10morfo al 1° (n ,"}4. , de modo que a todo fa de H_  co-

i‘responde un f (w) de L2 (W ’ ) (3) ' Para tsdo f de H y para todo T,
; }L 1 & a . : 1

L @ o : '
2 (asf como todo T T, ) el elemento g, = T, T, también pertenece a H . 'y se tiene

Wy e
- ' 9

e 6,00 = 1, (w) £ (w) - | B ) .

De (1) resulta. que es suficiente probar b) para todo .fa de H_ , y todo H_ .

l '
-

E En efecto, supongamos que b) es clerto para todo f, . ¥ probemos que es. cierto para
R ; .

’ = E fa. = i‘:l 'fai = E fi y\z,f ;.—_-‘ I" a; . Tomemos j . tan gra;nde para que
e L3 g l<€ i |
En virtud de a) tendrenos que "SN ( z:;fﬁ £ ) s; M "{: il =me.

emas para cada i = 1, s , j, SO tiene. pors.lo supuesto, que
L '\4’?

' f, - ST, “ < & para N suficiente..ente grand®. e acé resulia que |
SN i i ’ . ¥
ls. (P £)es(B® £ .= jE+ii .6 o.con & arbilrariamente
N 1 i 1 i P = 1 o :

‘e

?e‘queﬁo, o 'sea que 'SN £ tiende a Sf“ o’ G s
i AR | F]

Nos queda pucs tan solo probar q_ue pa.ra un, 1‘ de H “se, xférii‘ic:a que SI\T £

una EHucesidn convergente. FPor la propg.eda.aes (2) y (3) al elepento g, = Sy fa
L3 g , . ) o 2 . ,
de H o les corresponfe vla £uncidn & (w) = SI\T (w) Ia(w) de L° (w ’fka) ),
por tanto bastaprobar que las funciones &y (w) convergen en media~2 resypecto de la

. medida /., + Ahora en a) hemds probado que Z o0 [ti(w)| < i.ll , 0 sea con mis ra-

. 26n L tl(w) en corvxr{rente g N‘»r tanto las (W) - convergen en cada W de W
19 . , ’
- g une furcidn 1dmite s(w) , ¥ Se tieme ._\s.‘_ J)f » Luego tambien
\ o | : .
]_f.»-.N (v} - (v | —=> 0 para, todo w de W

. ~101=
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d 1os operadores S verifican las propiedades a) , b). y o) del teorema que precede .

’ . I\ . . .
P L2, quedan abiertas las cuestiones siguientes :

/,,

Later P A o

y 7 fI?N (W),"ﬂsﬁwnw F%f My f.fLu?go pé:g foda gm (W) .= 8y (w) fa(w) " tenemos , é

lgy () - s(w) £,mMI? — 0 para todo w de W

¥ L§N (w) - s(y) fa(w)l2 = 4-M12 |fé(ﬁ)|2' = funcidn integrable respecto de P -

Podemos pues integrar término a término la Gltima sucesidn, obteniendo
S ey - st £, M2 @ —r 0
Uy &y " Ta Mo ,

o sea ||gN - s(w) £ "2 ~— 0 , 1o que prueba la tdsis .
Anélogamente se. generalizan los teoremas sobre sucesiones de pardmetro cont{nuo;

indicados en B) a operadores en espacios de Hilbert. Por ejemplo se tiene el siguiente

Teorema de operadores casi ortogonales dependientes gg_gg.parémetrO'continuo s

Sean V., W (y JL_como en E) , vy supongamos que a tcdo x de En corresponde un o0 -
4

perador hermiteano T; en el espacio de Hilbert H, tal que si para todo par x , ¥y

de E* los operadores T , T _ comutan y verifican la desigualdad
J »

(Y1)

||‘W('J,‘x ;Ty-) I = vz, )

entonces,poniendo

S, = m"fﬂ‘ ©_ ap(x) ,

Evidentemente en estos teoremas se puede reemplazar la condicidn de que los Ti
son hermiteanos por la de que los Ti son;normalqs ¥ que los '1'i as{ como los vTi*

comutan entre si. En esta forma el teorema 2 queda abarcado como un caso particular.

. . . o _ . i
H) Con respecto al teorema. anterior, de los operadores casi ortosonales en

Problema 1 ¢ ; sigue siendo cierto fl teorema de los operadores casi ortogonaleéf?
r) - - “ .‘ .
en L si los Ti no comutan; idem si los Ti no son hermiteanos o normales ?

14s importante para nosotros esc el siguiente 3%

. | - ' i
Problema 2 3 Generalizar el teorema de los operadores casi ortogonales nara u~!;

7

|
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b seradores T, de P en P, p # 2 ?uponiendo que los T, son eimétricos

en el sentido de que la relacidn (Tif sy 8) = (£, Tig) se verifica para todo par

;Wf » & de funciones elementales de L o . |

La solucidn del problema 2 permitird po%iblemente uniformizar y simplificar va -

I ' rios resultados referentes a tipos (p , D) ,}“"

i

La demostracion anterior de G) no se apllca a IP s D # 2, y para la solucidn
\

B '

|

18 “
g

‘del Problema podrla ser atil tener una demoptraclon dlracta (del caso precedente, es

- decir de L ) que no use el teorema del,lsomorflsmo del algebra generado por los Ti

j;;con las funciones continuas en VW . Una tal demostraclon (para la parte a)_de la té-

d  sis) fué dada originalmente en la Revista lMat. Cuyana, 1 (1955), 41-55,.y pasamos a

esbozarla a continuacidn.

A pesar de ser la demostracidn que 51gue directa y elemental, ella no se apllca

I3

f@§@g al.caso. de .Lp e+ P # 2 , pues ella usa 1a £érmula

N [ I 4 e (6e)

@
|

) T
# que vale .para. operadores hermiteazos 1 en L° , pero no para operadores T en P .
. 3 o < S
[Fn realidad msaremos la. £6ruula (66) sélo con r de la forma r = 2° ; para estos
' ’ . S ) . as L n. ! - 4
la Zormula \66).ps_consecuoncla directa de ln relacion

R : C (e6a)

(1) - (et Y4 - L) ete ..

~ Para probar (56z) buste cbservar que, por ser I hérmi%eano, se tiene para todd f

t .
t
RIRLONY

it

If‘pues (661) du. Il

2 : \e
de L, l2e||? =. (22 ,42) = (£, ") s [|%] o) <
<l2l pel Bl - ARL EDE L e K] € (BRDYE s pero

reciprocanente, [t | = [o(ee) | s fell Dec = fl2 | Jzi gey
2112 el » tueso. Il < N2 I? , que junto con la desigualdad prece -
dente da (66a) ] .

La idrrula (66) puede gvesaliserse, pire operadores T en 1P ;, simétricos, de
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- la manera siguiente @ sed Tl el operador definido por

lel = 2w (o F YV (66b)
B . —» 00 . »
' donde Tl indica ahora la norma respecto de IP es decir |T.|. = |T£ para
los ||f||? = 1 o '

' caso.de'los IF 2 D # F 2 .

Lz) y la férmula (66b) puedan tal vez proporcionar un camino para la golucidn de este

teorema es M = 1 .

Tf = T [T (e (o [(Tf)'P"ll)P*’l] )p"l]“ )

-

entonces se puede probar que vale la férmula

L4

Sin.embargo la férmula (66b) tiene el inconveniente de que para p ¢ 2 el ope-

rador Tl no.es lineal y esto dificulta la extensién de la demoétracién que sigue al

As{ pues, el Problema 2 estid sin resolver, pero la demostracidn quefﬁigué (del caéo-f

problema.
Pasamos ahora a esbozar diche demostracidén directa del teorema de los operadores

ortogonales en 12 5 enunciado en G) .. Podemos suponer que en la hipétesis 3) de este

De la hipétesis de este teorems tenemos que || Ty " <1 yaque | T 5ém-1| )]
y la tdsis equivale, en virtud de (66), a que el 1{mite (para r tendiente a infinito)

de la expresidn ' ~ | .

| g LN ) AL/E 0 e AT |1/
a, = () (y + o BT Y= sl (66¢)
es menor que un nimero fijo' e(€) , indepeAdienteade' N . Por la:férmula de Léibnitz

tenemos que W

i
l

.o'o- TNaN

]
]
A
=3
[]
P

~ \T
Syt = (T +oee Ty

. (67)
8 | Sy

Consideremos:un término cualquiera T sjsn T

1 ‘de esta suma, y escribimoslo



\
LA ’vm‘ E }, Lo S f e ‘ PRSI

ol N (2, T, )“ ('l‘ p Y2 ..., - (68)

1 L2 M2
: |
i y

Il es decir como producto de potencias de productos de pares (con eventualméente una poten-
' oia de un solo factor sin pareja) . Por ejemplo, si tenemos elngérmino

5 1o escribimos, por ejemplo, como

2 .20 03 m0 6

, . 2
T T, Ty Ty '1‘5 Te~ = (1'1 T6) (TZT

)2 (z, Tt (%)3 . (68a)

éQ Acada ‘término de 1la forma (68) 1la asociamos el punto o el vector [al R —aN)

:ﬁ del.espacio (discretol de N dimensiones Edisc e En particular indlcamos con

vi m‘el vector v tal que aj = ey h? 1 ¥ a; = 0 si 1 # j sy M o
1.

i | A toda descomposicién del término Ty T ee TN- Iy en potencias de pares de la forma
| (68) corresponde una descomposicidén del vector correspondiente Vv en una suma

R V. Fleee , ' "‘-(5§§)

,T - 21 vj]_ m]_

Asf, en el ejemplo (68a) tenemos que v = [2 2 23053,0 ,-6]' ¥ la"desqnﬁ--,

posicién (68a) se éscribe’

v f= 2 Vi 6 + 2v,.

2t W6t Ve v . {680)

. De-la hipdtesis y de (68a) tendremos que

R L halirm Halizd (s6a).

i
Asi pues, si a cadd”descomposiéidn 'del Vector v en la forma (68b) 1lé hacemos
asociar la suma .ﬂi'lji'f'mi] +~12'|32‘-‘m2| + lsee 7y ¥y-si designamos con

Lot
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i

vl = \[al, . aNJ] al supremum de estas sumas, para las posibles tales descomposi-

ciones de Vv , entonces a todo vector Vv le corresponde un nimero £ijo 1v|y de (684) ob

tenemos que

) 4 "Tlal "-°T1J8N " = &M . el[al,-:-;a‘.ﬁj‘._l”

. . (683)
T
Asi pues a todo termino Tl coe TN le hicimos corresponder un vector VY a
todo vector v un ntmero |v| = l[a goo awﬂ s que depende solo de v y ¥ se tie~’
ne la desiéualdad‘(GSG).. Luego A
. ) | (a5« eay]l
"(SN)r," = X 'ﬁ—gj——' R - (68£)
S aq F e ag=rc 1 f%N'

As{ pues para acotar el nimero A de (66c) basta acotar la suma de (68f), y esto es
un problema puramente combinatorio. Por un célculo combinétorio se puede probar(ver

los detalles en el artloulo citado de la Rev1sta Mat. Cuyana) que

SR | na“,--af)\ ., .
a, + ap 1 W s&Tr -8 52T
A (L =T (1 -€&)F
(69)
luego ' 1;4 - g
I(SN)rlll/r - a = Nl/r I.1/1-.. rl‘/r : L

(1- )2 (1 - &)

vy esto tiende, para r tendiente a infinito, a unfnﬁmerobf;nito.- o(€) que no depen—ﬁ

de de N., lo que prueba ol teorema . i
! . \ . .
‘-ObServaoién ¢ De la demostracidn qde precede eﬁtg claro que la hipdtesis 3) de

casi ortogonalidad impiica esta otra: para todo vector Vo= [al’ .o aN] Vale

" la desigualdad (68e). Dlremos que las T‘ son casi ortogonales en sentldoggenerall - Q

gado Bi. se verifica (68e). Iuego el teorema subsiste aun para sucésidnbs casi ortogo-

nales en sentido generalizado. BEsta observacién puede ser #til para el Problema 2, es

d901r para encontrar una formulacion del Jnunclado del teorema .para. ﬂp s, D # 2.

La demostracidén directa, de tipo complnatorno, que acabamos de esbozar, da tan
I
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:";é olo la parte a) de la tésis . Seria interesante saber cbmo se puede modificar esta

a demoétré.oién, conservando ‘su idea bisioa, paria que permits obtener también la parte b)
. . - |

k' del teorema. . : |

IIT EXTENSION DE LA NOCION DE TIPO ' /

1 . DEFINICION DE FIBO DEBIL , De acuerdo a la definicién 1 de la pég. 3, el

|| operador h(y) = T£(y) . es de tipo LP(|E ,/&) 5 Ls\(El y h) Y) si existe una cén_g_ ‘

|
|

Lol o < @ kel e

si a >0, E(a) = conjunto de los 'y ‘tales que |Tf(y)| >a ysi

(s ; ITfl) - /LI(E) , se tiene por la desigualdad de Tohebicheff (pég. 29) -que

a® D(a 5 |7]) < 41 lee()|® apy . (2)

De (1) y (2) sigue que si 8 <00 entonces
. ‘ ‘
3 . |

e lml) < @ lEl/A° . (e<w) . ()

Asf pues si T es de tipo (p , s) entonces ée verifica (3) para toda f£(x) y todo

‘a 2 0.

DEFINICION . Si s <-00 , diremos que el operador Tf es de tipo debil(p , s)

(més exactamente de tipo debil (1P(E ,/.4.) 5 L\S(Ell,/gl)' ), si existe una constante M
tal que se verifica (3) para toda ~ f(x) -y todo a>0. Si (3) se verifica para |
todo a>0 y toda £(x) de £ , diremos que T es de tipo debil (p 5 s) sobre.

L. 1o nfnima constante M para la cual vale (3) se llamara norma debil (p , s) de .

To.Si 8 = o0, diremos que T es de tipo debil (p , 06) si es de tipo (p 5, ®)
De lo dicho resulta que si T es de tipo (p , 8) entonces T es de tipo debil

1 4 . ; ;s
(p 3-8), pero la reciproca no es cierta como se vers mis.adelante (veremos que la trans
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ay tate
',"‘-' [N
B Y an

. ' . l’
formacidn de H:Llhert HE e8 de t:l.po d.ebil (1 ’ 1) y no de tipo (1+1) ) En vez de ti'
po debil (p , s) hablaremos tambien de tipo debil P donde P es el ;punto del plano

de coordenadas (1/p 5 1/s) (cfr. pig. 3) .

DEFINICION . Si 8 < 0o , diremos que el operador Tf verifica’la condicidn

(p_, ) de Kolmogoroff con comstante M, si para todo s''<s-, 8'>0, para toda

f(x) y para todo conjunto X C E.I. de medida fi'nita.',; se verifica

\ . 1

: ' 1l 1/a'-1
(L o™ ap,) ” Ml(s/(s - s') ) /s x|~/ /e el (@
| donde ‘\X|. = }Ll(x) . . :
Esto significa qu Tf es de tipo (p ; s') sobre tcdlo conjunto X , con norma
que varfa con le s cualquiera sea s' < s . En particular, si el espacio El tie~

ne medida finita /“'l(E ) < ® , entonces haciendo en (4) X = El resul'ba. que Tf

es de tipo (p ; ') « Asi pues la condicidn de Kolmogoroff mplica,en caso de espa.c:nos
El de medida finita (por ejemplo. si El es un in-t;e;gva.lo acotado o la cirounferencia ) 9

que Tf es de tipo (p , 8") para todo s'< s ‘ fero en gaso de Fj_-'infini'ﬁn (por

ejemplo El - B ) no se puede afirmar que la condic:.on de Kolmogoroff :i.mpl:.aa ol Hi-

L3

i
po (p , s') sobre todo El s sino tan solo’ sobre,ﬂ.os conjuntps X de medida finita .

Si la condicidn (4) se cumple para un solo valor s' < 8 diremps que el operador Ve-

rifica la condicién de Kolmogoroff para este valor s' .

-

THOREMA 1 . a) Si Tf wverifica ;\13, conditidén (4) de Kolmogoroff para un solo

valor 8' , S'e s< @ ,y con consta.nt‘e M, , entonees Tf es de tipo debil (p,8)

. - ‘ . .
con norma debil M =< Mlsz(s - s'))l/s g b) 81 _Tf es de tipo debil (p g B8), on- ‘|
| .

tounces 'l‘f verifica 1a condicidn (4) de Kolmogoroff para todo - s8' < g§ y con constan- ff i

ie My, = = norma debil (p , s) de ‘I]f .
|

- ’ . ,‘ . :.‘ :

Obsexrvacion : Si ‘hacemos la convencion de que para 8 = ‘00 o8 s/(s - ') = o

]
!

= 1 , entonces el teorema subsiste para 8 = 0 . Asi pues este teorema dice que |

salvo una modificacidn imesencial de las co;nstan'bes M , tipo debil (p , s) es lo nismo: ||

B Ka 1S ) .

‘ ;

‘ |
|

|



g}que condioidn de Kolmogoroff (p , &) « Ademds

;entonces esta

i

| rifica para un valox s'< s

i otro  8'<C S .

Demostracion .

X = B(a)'

ifa »0 3y sea

iientqnces usando (4) téndrehos,

x| =

a) Supongamas que se vér1fioa (4) para un

~conjunto de 10? ¥ ds El tales que

t

© luego pasando los términos en |X|

$

X/ < @ e )

0 863

=l

o el /2,

Irel)

‘ ;dondé- 1zl = |E(a)l = D(a ; s
‘b)  Supongamos shora que

¥ probaremos que se verifica (4) para todo

con

g' < g

de este. teorema sigue que si (4) se ve -
condicién se.verifica‘ﬁambién'para todo

s'< 8 - fijo. Sea

|22(3)] = a

?

B,
N \

{( le(y)rs‘ apy = (Mi(S/(s - s') )1/5‘ "f||p)s' ‘|xll-s'/s ’

al miembro izquierdo, ‘resulta

1y (s/(s - 1) )Y/

lo, que prueba el tipo debil (p , s) .

Tf ‘es de tipo debil (p , ) o sea que se #erificaf(3),

]
¥y todo conjunto

XCE .

" Sea E'(a) = .conjunto “de los y perteneczentes a X y tales que le(y)l >a

y sea Di(a) = )LI(E'(a) ) . Como ‘B'(a) CX tenemos

D (a) < x| s . (5)
oomo E'(a) CE(a) = ‘conjunto de todos los wx. tales que ITf(y)l > a , resulta
Dl(a)\gs lrs]) , ¥ por tanto, en virtud de (3), tenemos .

n(a) = (0 flel, /=2 . (52)

Ademés de la deflnlclon de E'(a) y_ l(a) y del lema 4 de la pag. 51,
aplicado con p.= 8', E ?, X D(a) = (a) s tenemos que
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f : st | /"‘” ©_e'=l |
% eI ey = e Sy T Di(a) @ (6)
.Sea F un nimero arbitrario. . -Usando.(5) y (5a) , tendremos de (6) :
. X e e, E
4 I'I‘i’.(y)l 8 df“l =  s! /;) s® 1 Dl(a.) d,a, + s.' fN g,s -1 Dl(a.) da <

= gt ‘/‘;N a8'1 |x| da + 8! ‘[Noo iy (M ":E’"p)s ada =

\
‘N

|x| + 8'/(s - s') (u “fllp)s Ne'-s
Siendo N arbitrarie, pongamos N - M ﬁ"f" D |X|-1/ ® s ontonces de la Ultima de -
sigualdad resulta |

£ lee@]®’ apy < el )2 &5 (a/a ) )

{ que es la condicién (4) con M; = M , 1,q,d,d
‘ ’Q,0,0.

OBSERVACION 1 , En reslidad hemos demostrado este teorema, mis preciso :

Si para una f(x) fija existe una constante M tal que se verifioca (3) para todo

| a > 0 , entonces para esta f£(x) . se verifica (4) para todo s-" < 8 d todo X, con

M_= M. Reclprooamente, sl para una f(x) individual existe una Ml ta.l que vale

.' ‘(4) para todo conjunto X X a' < s, en'bonces existe una M tal que (1) se verifica

, |

para todo a >0 g esta. £(x) ind.ividual . Bs decir la equlvalencia dae (3) ¥y (4) va~
1

le con f(x) f:.:]a.da . : 1 1

De esta observacidén resulta ensegu:ld.e. el sn.guiente

COROLARIO 1 . Sea p = 1, 1< L <o ,ysea § = {£(x)} una familia de

funciones no—negativaé C £f>=>0 . Si exia‘tL una constante ¥ tal que (3) se verifica

para todo a > 0. yt toda, f(xl de ¢ , entonces (3) =e venfica también para todo

a >0 y toda g(x) de la forma vg(x) -’ 1_41 (x) + oo + °]c—fk {x) , donde las
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ik gi(x):gy ci_g%pr.;son:de. §,,(p«'s;c‘to_“_t':({m.'."‘.1&'.11...T en yeznde»\M) Bs decir, si Tf es de

tipo debil (1L, s), l< S <00 , sobre $ entoﬁces Tf es de tipo debil sobre :Z =

= 1as p051b1es comblnaclones llneales de fun01ones de & . En partlculagb si Tf ve-

ST

1f1ca (3) nara, toda f(x) = funclon caracteV1stlca de un cubo n—dlmens1onal , y con

A !
ok

p = 1,s°> 14, entonces T es de t;po dLbll (; lAS) sobre L = funclones sim —

; 'f' e . ‘ “
ples escaleras ° . ‘ X h

, x o : a
Demostracion « Comd (3) implica (4), tomando un .s'< s tal que s'2> 1,

U el opd ¥ e £ UL oy ] ] Ve

(4

tendremos

< u(s/(s - a0 WO /e T ;i Sl | ap -

i

= U (s/(s = s) yY/=! |xl1/"°“1/s vell

Luego la condicidn (4) se verifica para g(x) , ¥y por el teorema 1 (v*“'obsefvacién.I),

, 3 . E . ! : . lsl
la (3) se verifica para g(x) con M; = M (s/s -~ s') / 1,q,d,d.

4
Observacion 2 . jjl Corolario 1 no vale si s = 1 ©pues en este caso serd

s'<1 ¥y no se podra aplicar la desigualdad de Minkovski que se usd en la demostra -
cién precedente. Generalmente resuita £4cil calcular la funcién Pe(y)  si £(x) es
una funcidn caracteristica de un cubo, y por tanto resulta fééil determinar si Tf es
de tipo debil sobre el conjunto deltaleé fungiones oaracteristicas.

Iuego, el Corolario 1 permite; en general, determinar facilmente si Tf es de tipo

(1 ’ s) si s >1 ; pero no puede ayudar a determlnar el tipo debil (1 g 1) + En par-

ticular, como veremos emnseguida, el Corolarlo 1 pefmite establecer directamente que los

operadores poten01a1es H I son_ de tipo debil (1 , s) con l/s = 1 e~ d/n ; en cambio .

este Ccrolario 1-no, puede ayudarnos & probar.-que los operadores de Hilbert son de tipo

debll (1, 1), cuya demo=tracidn sers mis complicada y se hara mediante la nocidn de

e
-

pseudo—tipo o

TEOREMA 2 « a) EL operador potencial
' o] 1llem




-Hf(jaF)= —-—f-(—t)—— dt = £ * 1 .
KO A re= i = O

es de tipo debil (1 , n/f(n-4) )e b) Sien(7) + varfaen B> v x en B ,

E" C E® , entonces. H.f. 65 de tipo debil (3, n/(n - d) ) = -tipo debil (Ll(En) s

. Lm/(n'fd')(i:.‘rn)_) o ¢) Sien (7) t varfa en B> 'y x en E' D E* , entonces H.f es

de tipo debil (TF(F) , 1™ (n-4)(gmy 'y |

De (10) ge deduce faeilmente, pasanda a cqordenad’as polares, que existe una cong't_a.nte

Siem;aliehqge sea  m/(n - d)>1 , es dedir m<em+a .

Observacién 3 , Tipo debil (1 ym/(n - 4d) ) = +%ivo debil P donde P =

= (1, (n~4)/m) 'es 61 extremo.del ‘segmento de los puntos (1/p , 1/r) que satis -

Pacen la ecuacidn
1/p -2 10 wn o ‘ | (8)
n T

que para m = n se reduce -a :
| lfp-1/r = ¥m (8a)

Demostracidén ', a) Sea ' En'.(a) = conjunto de las x de E  tales que
|de(x)| > a ée trata de probar que existe una constante M tal que para toda f ¥y

todo a >0 - sme verifica

| ()| = ;nedicia de |En(a)| § (% ‘é“ |£(=)| ax )n/(n-d),. (9) |

-

Como n/n-d. 21, 'basfa, por el Corolario 1, proi:ar que (9) vale para todas las f(x) =;“
= funciones caracteristicas de cubos de |E- ’ con la misma constante M .
Sea f(x) = funcidn caracteristica del cubo de centro ¢ y lado® , de modo

. _ .
que f£(3) = 0 si |t-c]>2R 3 [£(t)<£1 81 |t'=e|l=<2) , luego
: . X ) ) o .
tendremos
i L
dt 7 at
H.f(x) £ / . — = | = . = (10)
a o] =28 |z -4 |i=(zc)| <2 lsl®

|
|

|

!

|
\ ~112-
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i Tija o, s que depende solo de la dimensidn del espacio (.°n = 40 Wy, W, = wolu='

! men de la esfera unitaria de E° ) tal que
. I ¢ N . .o ‘

i
]

lme)l = o /™ (102)
: | n Bd
Si x pertenece a En(a.) , entonces de (loa.‘) resulta cnl /\x\7 " >a , luego

W

2l < (0,27 /a)l/‘[“‘d’ o (100)

esto significa que el conjunto En(a) estd |contenido en la esfera de radio

|
(cnﬂn/a)l(n-d) y ¥ por tanto i

IEn(a)l & wvolumen de la esfera de radio (onﬂn/a)]'(n_d) < o

< Mn (Onnn/a)n/n—d ' (M'nn/a}n/Md

co oo L (M (medida. del cubo de 1ad.? 2)/a )n/(n-d) = (M el 1 /a)ignfd) , |

que es la igualdad deseada (9) . \
b) y¢) : Cuando x varia en el espacio m se debe entender por IEa(a,)ﬂ
a la medida m-dimensional de~ En(a). Pero en este caso el volumen de la esfera de radio

(cnﬂn/a)l(n-d) serd Mn('ann/a)m/(n—d.), y obtendpemos que |En(a.)| <

< (u 2| 1 /a)m(p—d) y, O sea que Tf es de tipo debil (1 , m/(n-d) ),
: 19q’d-’d0

2 . TEOREMA DE MARCINKIEWICZ PARA EL CASO (p , p)

Pasaremos a considovar una importante generalizacidn del teorema de convexidad de
Riesz - Thorin, debida a Marcink‘iewicé ¥y Zygmund, en que la hipdtesis de tipo se reem-
plaza por la de tipo.debil. Para mejor coﬁprensién de la idea de la demostracidén, con-
gideraremos antes el caso particular de tipos (p 4 p), es decir de tipos P .donde' P
s pim-té de la diagonal del cuadrado de los tipos; més adelante expondremos el teorema

completo para los ,t(ipqs”(p s T) generales, T # p. En lo que sigue as suficiente,

\

..1.]'t e



N 'a « ) o
ademés, suponer que Tf esta definido sobre Lo .
' : N
Diremos que el operador Tf es sublineal, si se verifican las dos condiociones
siguientes:

1) si f = g+h entonces para todo y (o casi todo y) se verifioa

eyl < |rety)] + I‘Th'(y)I 3 (11)

2) si 'f = cg, c = constante', entonces

|2e(y)| = lellma(eN_. ~ (11a)

De la condicidn (11) y de la propiedad c¢) de la pdgina 28, se deduce que si f = g+ h

entonces

p(lrf| 5 a) < D(|Tgl 5 a/2) + D(|m™] ; &/2) , (12)

donde D(f 3 a) es la funcidén de distribucién de f definida en pig. 28 .

Para toda funcién po-negativa f(x) 2 0 ytodo a 0 designaremos con

£(x) en los puntos x tales que f£(x)z=a
£3%(x) = o . | (13)

O en los demis x ,

£f(x) si f(x)<ca

£ (x) = ' | | (13a)

0 en los demds x \ ,

de modo que

f = fa+fa y EYf =10 (13b)

&

\
|
i
|
a
!
» 1 ' i
Por definicién, si Tf ~es de tipo Aebil (p'y D), entonces para todo a >0
ge verifica :

D(imelse) < bell /a)? - (12)

s t
Ahora si Tf es de tipo ( @ , 00 ), entonces se tiene el siguiente :




LA, 1 +. Sea Tf un operad.or su'bl:.neal. 1 es de ti o debil

con norma M (_es docir vale (14) ), v ai Tf o5 tambidn de t:.Ld.ebil((oo , ®) =

= %ipo (o , ™) con norma B , entonces para todo a8 20 wvale
o
: ‘ . A
p(ieel 5 a) < (B )] p)P , om g = 8f(28) . (l4a)

\t
b) 8% T es'de tipo debil (p, . P, ) ¥ de Ts:.po debil (p2 2 P,) oon normas M, , M,
respectivamente, y si pl< P, & oo " entonces para a >0 ytodo B> 0, vale

|

‘ - P -
p(jre] 5 8) < (= IIf‘”>II )4 (2 el )2 5 (2= /e, )
'i"Demostracién. 8) . De £ m £Z 4+ z,  sigue |re| < |me® | + |?£,] - Tenemos
z2 = 4a,/2]'3 y ¥ |fz(x)‘| < 2z ©para todo x , es decir "fz leo < 2 » luego gien~
d Tf de tipo (o , @), resulta llee ||°° < 3B "fz I o = B2 = a2 , es

decir” |TE(x)| £ af2 I;ara todd X o De esta desigualdad y de la propiedad d) de
la Sﬁgina 29 sigue que’ D(ITfl ;5 a) € D(|Te%] ; a) , luego.aplicando (14) mesulta
p(leel 5 &) = »(lee? ;5 af2) = (w [£® Il /(a/2)Y )® , que es (14a)

v) pe ey < |sz(y)|+|Tf (y)| iresulta (ver pdg. 28) que D(|Tf]l ; a)g

£ p(|£?%| 5 a/2) + D(|szf5 af2) < (Ml = 91/(3'/2) )pI + (M,z "fz" 1,2/(,,,,/2) )p2

que o8 (14b) (en el dltimo paso hemos aplicado la hipbtesis de tipo debil (py » pl) al

primer sumaendo, y la. de tipo debil (p2 ’ pz) al segundo sumando) ’1,q,d,d
. " B o 9y thylle

El lema 1 dice que si T , ademds de tipo (p , p), es de tipo (oo , ~ao), enton -
ces en vez de (14) tenemos la.desigualdad (14a), més fuerte que la (14) pues en lugar
de f ‘tenemos la funcidn menérl fP< f. Considersmos todavia la siguiente condi -

8ibn, gimétriqa de 1la (14a) :
(el 5 8) < ((2a) flg| P, ocom z = o/ . (140)

LEMA 2 . a) Si el operador Tf verifica la condicién (14a) para P = Py
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{oon M = M indeferidienté-de. a y do’ £ ¥ con B fijo) , entonces T es de tipo

(p , p) para todo D> 3’1 © %-Eon noTma,

- | - 1/ :
=1, [p/(p-pl) S (15)

b) 81 T Vemf"»a (14"l Tara. ;9_ = p, ayoon M = M , entonces T es de

tipo (p 2 p) para tod.o | p <p,.. y va.le

i

T pp, D, ] /p

||"I!Il.13~ é 2 [v/(p2 -p) B M, (15a)

‘o) Si T. verifica (14b) con P;.% P, p entonces T es de tipo (p , p) para

4

i PR -~

+$0do _p1< ) < Po ,[ vale

‘ ' ; ; | =p, Pl P=-p P,
¢l L — 2° »lle-p) B T teo®y/ (-2 B 2 u, .

. , - (151) ,
'De;ndstra:cicsi -+ &) Usando el lema 4:de la pég. 31 y la hipltesis (14a) para

P = p o N = M , tendremos,

~/E; ITf(Y)IP d.‘f = P /;00 ap"]' D(l‘l‘fl 3 a) da =< |
, : ) fm { ( ) 1 4 lfz(x)lpl' dx}da. -
-2t 13 Mlpl 4"'& ./Om o 1] ‘1 2™ @, (2 =a/28) .

{ v
|
4 !

Como £2(x) = O si f£(x) <z = af?B, es deoir para a > 2B |£(x)| , ¥ '

f. £2(x) = f£(x) para £(x) = z , es decir para a < 2B |i"(x)|, , la dltima £érmu~ - ]

la se escribe :

‘/E'l Imf(y)lp iy < 2p14PM1P1 4‘ GJT\/O‘ZB'f(x)‘ ap"'Pl"l If(x)lpl

1
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. , ' 2B|f .

i d& ®

b %
Como 'p >Py s la dltima integral en a ve‘l,le

PPy PP

| [(213 |£(x)] ) -0 ]] /(o =) »
It 'y rosulta | | \
e P = 41 el ey & 2Py M1 5 Y(p - ) flf(x)lp -

= 2%p Mlpl B Y(p - o) el 2

e

4,

lo que prueba la desigualdad (15) .
B) In este caso tenemos (14c), en vez de (l4a), con p = P, T M = mz.' R

luego tendremcs como en a), gue
' P b o  p=p,~1 P
Jim@P e S 2%pm, 2 4 dx/; a 2 e ]2

Pero ahora fz(x) = 0 para 2z =< f(x) , es decir para a < 2B |£{x)|, ¥

fz(x) = f(x) para a >2B If(x.)l luego
f|1‘f(y)|1"dy < 2°2 p M, 2.4 l£(x)| 2.ax ‘/2Blf(x)l T

Como ahora es P 4p2 y P-D, <0 , 1la ultlma 1ntegral en a vale

(28 [2@) 2/(0 - v,) 5 ¥ vosulta (15a) -
¢) Ia demostracidén de (15b) es una combinacidn obvia de a) y b) y no vamos a re-

petirla, dejéndola a cargo del lector a titulo de ejercicio Thoil .

TEOREMA 3 (de Marcinkiewicz) . Si el operador sublineal T es de tipo debil

(P s p;) = tipo debil P, y de %ipo debil (p, , P,) = ‘tipo debil P, , ton normas

debiles M‘.I. v M2 respectivamente, y si pl<‘. (p2 puede ser = oo) s entonces
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gszS"d@'tipo (p . P? = tipo P para todo Py, < p <.p2 ( « estricto), ®s devir

para todo P interior al segmonto Py ¥, o Mis afn, si t es la velacidn en que P

divide al segmento Pi e &5 5 ©5 decir si
&

) p = 4/p, + (2~ 4)/p, " (26)

entonces . i

,HTHP £- 2(o/(p ~ py) +p/(p, - p) yM/» Mlt le't (17)

Demostracidén . FPor hipdtesis tonemos que para todo a >0 y toda f se veri-

Al

fica
. 5] |
a(leel 5 8) s (g £ Pl/a.). , (18)
?y '
p(leel 5 a) u, lz]]_ /a) . (18)
2 P, .
¥ queremos probar que para Py < pdp, se verifica
!
{ _‘[|Tf|1’ dy] Vo £ g LB o | (18b)
con ¢
s 2(p/(e -3 +0/loy - 0) )P w” Mel"t (18c)
oomo
a0 o1 .
Ifle|P ay = v/, a®" o(|re| 5 a) da , (19)

resulta natural que si queremos probar (J:.Sb-) se debe sustituir, en (19), D(|Tf] 5 a) .

por las desigualdades (18) y (18a). Sj.zile‘mbargo, si sustituimos en (19) bruscamente

tna de las desigualdades (1-8).’ nos encwtraremos qqn las dos dificultades siguientes.

Por ojemplo sustituyando en (19) la desi ualdad (18) tendremos
g
D P 00 - p—pl-l !
e sy < wog Nl O/, e g . (20)
Py

|

€0 :p“'Pl“l ,‘ i
Pero 0 a da es divergente cualgquiera sea p -~ Py - 1, y esta es una




dificultad; por oira narie en el segundo mieml‘:ro de (20) tonemos _ "f" py ¥ auere -

' mos obtener || £ ” p* Las mismas dos dificd‘};adss apaTeceran si reemplazamos en (19)

la desigunldad {18a) de la hipdtesis .
Para evitur estas dificuliades se usun los le%as 1 y 2 del modo siguiente.

1) Consideremos antes e_i caso en que | P, = @ , Py < p«< 00 o« Por hipbtesis
T es de tipo debil (p1 ,:pl) ¥y de tipo debil (o , oo),\luego raryel lema 1, a), se ve | I
rifica (142) con p = p, 5 B = j'.MQ y fw = M; . Por el lelﬂa 2, a), resulta en—

tonces que T es de tipo (p , P) con norma

B(1_>—1>1)/13 _Dy/p

lzll, - 3 < 2 (/e -2y )P Y, e - o)

Pero de (16), y siendo p, o , obtenemos t = p/p,1l-%t = (p=- »)/o

luego la dltima desigualdad se esu..be

¥ = 2 (/(o-p) )i/ 0t ',

1o que prueba (18c) para P, = 0 .

2) Sea ahora Py < P<D, <00« Porel lema 1, b), se verifioca (14b) vara to-
do B . Luego por el lema 2, ¢), T' es de tipo (p , p) con norma ||T|| » ° M
verificando (15b) « Como B “es arbitrario éligimos B para que el miembro derecho
de (15b) sea minimo; para ello basta tomar B de ﬁxodo que ambos sumandos de (15b) sean
iguales. Un edlculo fa',cil, que dejamos a oargo del. lector, da entonces que para este

valor de B , (15b) se convierte en (17), con lo cual queda demostrado el teorema.

Y

Observucidn 3 .. El teorema de Riesz ~ Thorin afirma dos cosas : 1) que T es

de tipo P para P -interior a Ple s 2) que la norma M verifica M = Mlt le-tv

El teorema de Marcinkiewicz generaliza completamente la parte 1), pero tan solo parelal

1t

mente la parte 2), pues en vez de M smlt M, se tiene (17), que puede escrbirse

t 1t . . .
s e Y N » donde el factor ¢ p/(p - pl) + p/(p2 - D) tiende a

-

infinito si P se aproxima a P1 o a P2 . Sin embargo por la naturalezs de su hipd-

tesis, el feorema de Marcinkiewicz no puede proporcionar una desigualdsd de lz forma
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¥ < cp Mlt MZ]’“t oon iy acotada, pues tal desigualdad implicaria que T es

de tipo Pl 'y de tipo 'P2 , ¢0sa que no puede ser si T es de tipo debil y no tipo en
los éxtrelnos Pl Yy .?_2 . “ Ty

Si T es de tipo debil (p s D) no se puede afirhar que sea de tipo (P , 1), y ni
siquiera se puede afirmar que f € i? implique Tf & 1? . Pero verémos enseguida
que si f(x) es "algo mids" que de 1P entonces Tf pertenece a L¥ , por lo menos
nsobre conjuntos de medida’ fiAiix.:tha"'.;‘ W4s precisamente: .

Divemém que f(x) pertenece a ZP (clase de Zygmund) si f €I y gi tam -
bién 1£]® log® |£| € it ; en otros términos si |£|P (1 + log' |£]) es integra~
ble, donde log+ |£]  es igual a |log £(x) en los puntos en que |f(x)|' 21 ,

y acero si |£(x)] €1 . También se puede decir que f pertenece a Z? =i
‘]flp 1 +1g (1+]£])) es integrable. |

Para conjuntos de medida finita se tiene que si |f|q es integrable entonces

|f\r es integrable para todo T < q ; luego si |f|p+': as ;}.ntegrable para algin

€ > 0 entonces serd |f[p log |f] integrable, o sea £ € Z° . As{ pues ,
para conjuntos de medida finita, la condicidn f € ZP‘ es mids que f € LF pero me-

nos que f € LP+C s Por pequefio que sea €70,

TEOREMA 4 o Si el operador sublineal T es de tiso debil (p , p) ¥ de tipo de~

bil (g , 9) , P<q, ¥y si X es un conjunto de medida finita, entonces T transforma

funciones f£(x) de 2° en funciones Tf de IP(X) , v se tiene

r

4 |2 ® oy < M-{IX.I’fJF

4

l£2®)|® | @ + 108" |2£(x)|) {dx} ’ (21)

1

donde M- no depende de f v de .X s Y |)G| = medida de X s

Demostracidn « Sea D(a) = medi'da‘ del conjunto de los puntos y tales que

Clee(y)| 7a s ¥ sea " p'(a) = medida dé;'los puntos y X tales que |PE(y)|l P a.

Entonces D'(a) =t D(a) , D'(a) < |X|, ¥y por hipltesis tendremos

b (a) < 2a) s (/a)? 4 @R e,

-‘-1 20~




D'(a) <D{a) < (Mz/a)q / le(x)]% ax .

Usando estas desigualdades y designando con D'(a ; £*) = medida del conjunto de los

y de X donde |7£2(y)] > a , tendremos

. |
fx l2e()| P ay = p/ow a®™ Di(a) da{= 2prom aP~ D'(22) da <

I |- e

[t -1 | ooi 1 a
21’13/(; a?™ Dr(2z2) da+2ppA‘ ‘ap'— (a3 £2) da +
|

GO . .
+2pp‘/1‘ ot D(as; ) da < 2Pp 0 af~t |X| da +

b @5 [T /ey (P ) aa v 2P [ a2 /a) (L It (x)] 2a) aa

a 2P x| + 2P pu® 4“ le ()] ® dx..j;k(x)l ol s 4

A

p-g-1
. + 2P P qu 4 lf(x')lq éx Vé.(c:_)l | M da ’

(=) - , ‘
la integral j 2t da es nula si ]f(x)[, < 1,y es igual a log |f(x)|
l ¢ .
si |f(x)| =1 , luego en todo caso esta integral es igual a 1,0g+ If(x)l .

“
Ademéds como p&q 4, p=q 40 , la dltima integral de la formula precedente vale

lf(x)‘P-q/(q - p) , luego resulta

2 . .

'/X- |Tf(y)|p ay & 2P |x| + 2P p Mlp \4 If(x)lp 1og+ |f(x)| ax +

S
+ 22 p/(a-p) Wty 2P ax & 2P p (@ w1+ /(e - D)) {IXI *

-

.{ le)|® (@ + 208" |£]) ax
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lo que prucba la tésis con M= 2%p (1 + Mlp + qu' /(a=-1p)) -

Observacién 4 « En la demostracién que precede hemos supuesto ax 00 « BSi

q = 00 , ragonando como en la demostracién del teorema de Marcinkiewicsz para el caso

Py, = @ o obtendremos en vez de (21) la desigualdad mis simple siguiente :
o+
fx ) Py < u {IXI + 4 |£(x)|® 108" |£(x)| dx} , (21a)

. P b . "
donde M < 2 p (B + M )  siendo B = "T"oo .

BEjercicio: hacer en detalle la demostracidn de (2la) para el caso q = 00 .
Como aplicacidén del teorema de Marcinkiewicz vamos a deducir el teorema de Hardy - Lli -

ttlewood — Paley que hemos enunciado sin demostracidén en la pagina 55 .

TEOREMA DE HARDY — LITTLEWOOD — PALEY . a) Para t0d0 p , 1< p< 2 existe

una constante c. tal que para toda f(x) 'defihida en E° ge verifica

{4 |f(u)| P |u|(:p"'2)n du} 1/p = cb{‘é‘n |f(X)|p dx} 1/p (22)

b) Si___2=g =< oo entonces se tiene

{41 P w}Ye < , {_4;I|f(x‘)lp x| 2(22) 4} (220

31l teorema no vale para p = 1l , q = oL ) 5 Pues cp- tiende a infinito para p ten
| ' | |
diendo a 1 , ¥ cq para  qQ—p00 o {
4
Demostracién . a) Sea E.= B = {:x:} co-h la medida de Lebesgue dx , ¥ sea

ﬁ‘\

2h

B, = E* = {u} con la medida ap = du/|u|“" « Consideremos el operador

m£(u) = £(u) jul” ‘\ (23)

que a toda f(x) definida en E le haée‘ correponder una Tf(u) definida en B, .
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Para demostrar (22) es suficiente probia.r que este operador Tf es de tipo

(24 2) = tipo (LZ(E) 3 1,2(E1 sp) )y jde tipo debil (1., 1) (donde en E se con

gidera la medida dx Yy en El la medida a it = du Iul—Zn) .

En efecto, por el teorema de Marcinkiewlcz, esto implica que Tf es de tipo

(p , p) para todo p , 1<p<2,osea‘que

W

{{n O N A

. . ~
que en virtud de la definicion de Tf y d,;x equivale a (22) .
Asi pues tan solo debemos probar que T es de tipo (2 , 2) y tipo debil (1 , 1).

Que T es de tipo (2 , 2) significa que

{4 |2 (w)| 2 dﬁ}l/z < 02_:{4 el w}¥2

lo que equivale, por la definiocién de Tf ¥ ap , e

{

Loz e < o' [ kel

y esto es cierto por el teorema de Plancherel.
Nos queda pues verificar que T es de tipo debil (1 ’ 1), o sea que existe. una

constante M fija tal que

FE) s 5 2l , o (24)

M
' 3
‘donde Ea, = conjunto de los \ u € o que verifican la desigualdad |Tf(u)| > a ,
o sea la &esigua.ldad. |:,t‘\(u)| 1uin >a , o0 sea a< |§(u)| |u|n » Como para todo wu. |
vale |’f’(u)| s |If| 1 (ver pédg. 5 y 6) , resulta ‘que para todo u de B se tiene
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. - \ 1/
a < gy l|® . , luego u] = (a/ fig] ) /n (24a)
Esto significa que, si desighamos con bn = &af ||f|| 10 B, estd contenido en la es -

-

‘fera de radio by ¥ por tanto Ca

o
«/ au/ |ul en { aw A &1 % =
,Iul .? ‘-b B , ' T r n

i

pes I, o

i

= gwl v a2 el el /8,

donde W = {w} designa la superficie de la esfera unitaria de E° y ' |W| su

medida. Ilamando M = [Wl  wesulta (24), lo gue prueba la parte a) de la ‘t&ais.

b) Sea 2<gqxo® ysea p = g* = ¢f(q-"1) , entonces lep<2 ,
de modo que la parte a) del teorema, ya démqstrada, se aplica é, este p .+« Por el lema
‘1, pag. 16, existe una funcidn g(u) € P tal que

lee)ll , = @, lsll, = 1 (25)
luego por el teorema de Parseval tendremos, llamando B = JF* g y aplicando la

desigualdad de Hélder :

{ Rwl® w)¥ee e, - G0 - ¢, 0 -

- ‘éﬁ £(x) §(g) dx = 4“ | f(x? |x|n(q'2)/‘l £(x) ;|~x|-n(q-2)/f1 ix <

N

< {‘[E.n ,lf(X) |x‘|n(q-2s){f1 |q_ dx}l/q 4'@(::) lx,—-n(q-g-z)'/q IP dx} 1/1,

. ' o, o . :,‘ \ . .
Teniendo en cuenta que en virtud de l/q‘_ + l/p = 1 vale la identidad
‘ :

g
|
|
\
|



e

([, B w}¥e <

< | {‘4,1 o) (¢ pm™(am2) ax} 9 . [{n [8)| ® (x2(P2)  gx) 1/p

y por la parte a) del teorema la ﬁlt;ma intﬁgral es < cp "g||P = cp.l = cp y ¥

obtenemos la desigualdad (22a) con o

= C = q¥
A boq % 2 P L lyq,d,d.

3. OPERADOR MAXTMAL DE HARDY — LITTLEWOOD

‘Como otra aplicacidn del teorema de Marcinkiewicz vamos a deducir el teorema

maximal de Hardy-Littlewocod. Para ello necesitamos antes un lema de cubrimiento.
Si {Qj} es una fami..la de cubos que cubren a un conjunto A ¢ 4 s €N general

‘no existe un subcubrimiento formado de cukos disjuntos (por ejemplo, basta tomar dos cu

i | bos no disjuntos y como ‘A su unidn). Pero veremos enseguida que siempre existe tal .

f ¢ subcubrimiento si se generaliza el conceptolde conjunto disjunto como sigue.

Un sistema de conjuntos [Qj} es disjunto si todo punto del espacio pertenece a
lo sumo a un conjunto Qj y ¥ DO més que a uno. Diremos que estos conjuntos son disjun~

tos de orden k P si todo punto del eépacio pertenece a lo sumo a k conjuntos del sis

tema. Para k = 1 obtenemos el concepto ordinario de disjunto.

LEMA 5. Sean Qo e s Q P cubos n-dimensionales de E" (de lados parale~

los a los ejes) y‘sga c; el centro y ,d.i él lado de .Qi—' §E;Nl) . pars J>i se

verifica que 23_55 2 Qi ¥y que o©. no pertenece a Qi—’ 2) todos los Q. pasan
J J .

por un punto: 0 , entonces p = 4n .

Demostracién . Para simplificar pongames 'n = 2. ’ P - B - plano .,
Qj = cuadrados « Tenemos pués p cuadradps pasando por el punto O , tales que si
1< entoncea Qi no contiene al centro de Qj s ¥ tiene lado = 1/2 del de Qj

Debemos probar gue p < 16 . Dividimos el plano en 4 cuadrantos mediante rectac
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|

paralelas a los ejes por el unto O
y vamos a probar quu no hay mas de 4

cubos por cuadrante. Supongamos, por Kﬁ

—

lo contrario, que cinco cubos,

|
|
1
|
!
|
Ql’ ..Q5 tienen sus centros en el IT - = —:,
{
cugdrante I , y veamos que tal su - |
) . |
I
|

. .
posicién lleva a contradiceidn .

Dividimos el cuadrante I en
cuadrados iguales Kl ,.K2 g oo de

lado. 4 = 1/2 d, « Por hipdtesis o

=24 - . R S
tenemog que da 24, para ;II' 3 . d o= .1/2 d; IV

i = 1, 2, 3, 4, 5. Bsto implica que los cinco centros ¢, . o estan en los

“+

¥

N

cuatro cuadrados Kl’ vy K (de'lo contrario, como Qj pasa por O , seria

4
dj.:= 2.2d = 2dl) . El centro oy debe estar en ‘Kl s sino seria dj.:>2d = dl.
Teniéndo Q1 su centro enj,Kl y lado = 2d , esta claro que Ql .contiene a todos

log puntos de..Kl.. Luego los cuatro centros restantes, Chy ey c5 no pueden estar

en K1 pues . Q1 no debe contener a ninguno de ellos. luego estos 4 centros

Coy *0y O estén en los 3 cubas K2,‘K3, K4 ¥ por tanto \dos de estos centros ,

Y gj, estin en un mismo cubo K.m + Como Qi’ Qj pésan por O , y tienen sus
centros en Kh s debe ser K.m c Qi ’ Kﬁ C.Qj .y luego -Qi contiene a Qj € Km-,
~contrariamente a la hipdtesis. |
Observacién 5.. Si la hipdtesis i .Qj-'s 2:]2,3._ se cambia por 2;] < 21 , i
' |

: : . . L
entonces se puede afirmar que P < 2 y . i
i

- ) ?

1 i
_un _conjunto acotado, y suponga-|

LEMA 4 (lema de cubrimicnto) .. Sea. S ¢ H
e W : -
mos que cada punto x de S <tiene asignado un cubho n-dimensional Q(x) con centros’

en x y lados paralelos a los ejes, de Aodo que todas estos cubos Q(x) cubren a S J
‘ . :

. . . | ’ = ‘
Entonces es posible seleccionar una sucesidn d¢ estos cubos Ql = Q(xll . Qn
T ; V o [

= Q(xh), .o o, de modo tal que 'se verifigquen las coundiciones siruientes : .1)



8 cubren a_ S , S c \J Qi 2) todo punto del espacio pertenece a lo sumo a 4" cu-
. !

bos, es decir los @, son'j. disjuntos de ‘rden 4" ; 3) los cubos _ 1/8 Q. son dis-

‘juntos en sentido ordinario (1/8 § designaal cubo de igual centro que @ 'y de lado
i I

' jgual 1/8 del de ) ; 4) para cada i lexiste un conjunto Ei C Ql tal que los

3 son dis;junfos ¥y cubren a S .

Vv

Demostracidén . Sea d(x) = lado de| @(x) , 8 = sup d'(vx) ‘para los posi -

2 !
bles x€ S . Como S -.es un .conjunto a.co'l':ado es evidente que si &8 = o enton -

ces hay un cubo Q(x) 'que cubre a S y t!el lema es evidenie en este caso.

Sea pues S « ® j entonces existen a(x) arbitrariamente cergcanos a 8 . Sea
pues  x; de S tal que d; = d(xl) verifique d;s s <24, , ysea Q = Q(xl) .

Sea. s, = sup d(x) ©para todos logs X que pertenecen a S - Q 3 evidente-
. . — 1 . - = )
mente - 8 =s. Sea X, de S-Q tal que ?‘25 8y §2d2 )y @ “ Q(J-:Z) ’
i, = d(xz) .

Siguiendo asi obtendremos los cubos Ql, Qz, .- tales que cada cubo. no contie-
" ne al centro de los cubos que le siguen y d.'j = Zdi B R | Si s es decir los ‘éu'bos
Q; verifican la hipdtesis 1) del lema énte;ior. Veamos que estos cubos reéponden a la

tésis. En efecto, por el lema que precede se verifica la parte 2) de la tésis. la par
te 3) de la tésis resulia ficilmente del hecho de que dados dos cubos Q s Qj y 1<y
el centro de Qj estd fuera de. Q; ¥ sydade = 24, ; luego es fdeil ver que 1/6 Q
y 1/8 Q mo pueden. tener puntos commes (un tal punto comin z , distaria de c,

menos de  1/8 dj = 1/4 di s Y de ¢, menos de 1/8 di » 1uego la distancia de ¢

J

a o, seria =1/84, "+ 1/4 d:n. «<1/2 d; y o; perteneceria a Q. , contrariamente

i
a 2) )o
Par probar la parte 1) de la tésis,, suponga‘mos,' por lo con'l:i'ario, que un punto

.z de S no estid cubierto por ningtin Qi e« Por definicidn de si y de 4 esto im -

i
plica  d(z) < s; <2d; para todo i, luego d,= 1/2 4(z) = ¢ = mnimero fijos
> 0. Como los cubos 1/8 Q;  son disjuntos (por la parte, 3), ya demostrada), re —

sulta que
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S 1sa) = EX /By = B (0/8° = IO (o/8)" = o

Bs deciT el conjunto \J{D'1/8 Qi tiene medida infinita, lo cnal es imposible pues

!

-

el centro de cada Q esti en S y el lado es = s , siendo S -acotado.

Finalmente, para probar la parte 4), basta poner

Bo= 4 -0 Ujcs )y aq,a,0

Para todo sistema de conjuntos medibles Qi‘ vale.llJi Qil < z:i'lQil R éi
los Q son disjuntos vale ademas la desigualdad |L& Qil = ZZlQi| - Esta se -
gunda desigudldad no vale si los Qi no son disjuntos; pero para disjuntos de 6rden

k se tiene la siguiente generalizacidn:

LEMA 5 . Si_Q; es una sucesidén, finita o infinita, de conjuntos medibles

disjuntos de orden k , entonces

t

U &l = am L ey -

‘Demostracidn. « Bvidentemente basta probar que para todo nimero finito m -vale

FI0 oyl =I5 fyl - ()

La relacién (26) es cierta para todo k y m = 1, asi como vara todo m. y k = 1.

Iuego basta probar por inducoidn, que si (26) es cierta para. k- 1 y todo m, asi

.como para m -1 ¥y todo k , entonces es cierta también para k y m .

|

Pongamos N -

B, = iQZ.':,.,. Q‘l' % Q‘e - A? ) » B = Q =-Q = O -A
tendremos - o | \

Rlogl = o+ 25 (&) = o+ I3 I35+ B3 Iyl -

Los Aj son disjuntos de orden k -1 } pues cada Aj ya es interseccidn de dos
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es , luego la inter~zccidn de k - conjuntos A, equivale a intersecoidn de k + 1
o B
Qj y dego es vacias Luego por la |suposicion inductiva
Y ) |
< (k- 1)|L’Aj| . Andlogaménte, como los Bj son en nimero m - 1 ,

. " i . .
=< k &UBj! . Luegp,:como . '.B_.P h's Q1 son dlsggntos,

“

' : |
loy] = |&| + (x-12) |UAj| 3+k |UB$! < k |@ +k |L{Ba| =

s ok(q + UB ) = k(Ui WB)) = x o , 122,54

IEMA 5a - Si  £(t) =0 es una fuﬁcién‘medible no-negativae, definida en E,
: A \ 3 '
:iz si Q1 s Q. eos son conjuntos medibles &isjuntos de orden k ., entonces

< |

{JQL 2(s) at = (/%) L, fQ1 £(t) at | | (27).

Demostracidn . Si £(t) es la funcibn caracteristica de un conjunto Q entonces

' el miembro izquierdo de 27) es igual a
[(Ug) nal = |V, (0@} = U, «|
y ol miembro derecho de (27) es igual a

(1) 8l na = ) X -
Iuego (27) equivale a (26) y, por el lema 5, la desigualdad (27) es oierta =i f(t)‘
" es funcidn caracterfstica. Luego (é7) es.cierta también para toda f(t) elemental no
negativa = conbinacidn lineal de funciones caractristicas. Como toda F£(£)=0 me-
dible es limite de und sicesidén mondtona de funciones elementales, basta aplicar el te-

. . r ’ . ’ . . ) .
orema de integracion termino a termino de sucesiones crecientes, para obtener el lema

para toda f(t) =0 , , ,
1,q’d.,d.o

Si f£(x) es una funcidn integrable Lebesgue, definida en B = {x}) , y si
F(x) es su integral indefinida,entonces por el teorema de Lebesgue (cuya demostracidn -

-—

se verd mis adelante), para casi tode x vale

Hx) = () s Lmgy F(FGx+€) - B ) =

0
~1p9




1 f xor
I | Clrh ot o Tim
= liw ¥ J o t{t) at lim i (x)
\
Como la suceaién de funciones i, (x) converge puntualmente, ticne interés saber si

. . . . . ’ D
esti sucesida tiene una mayorante intecgratle o perteneciente a alguna clase L™ .

Esta muyorante es

. . 1 x+E -
L £(x) = SuPech (x)l BOSUP e ?1/;: £(t) at] .

Queda asi definido un operador que a toda funcidn (integrable sobre intervalos finitos)
hace corresponder la funcién L £(x) .
Otra forma, algo diferente pero esencialmentc equivalente, de definir este ope-

rador es:

7

1
L£(x) = sup, _, 3 /I le(+)] at
r

donde I, es 6l intervalo de centro x y radio r .

n

Andlogamente, si f(x) estd definida en E , pondremos

X) = su )t !/ £ ' =
L £(x) Ppao (/D) ,/Q(x’r) (+) a]

Wlx,r

= o (/leex, oD 1/ 0(t) at| (28)

¥y radio r « kn vez de cubos se pueden for -

|
. j
donde «(x , r) es el cubo de centro ‘x|

’ . . o . &

mar esferas, pero no rectangulos si se q?lere el teorema que sifue sea valido (en la
i Yoo . I

parte concernicnte al tipo debil) « Ll hecho de tencr W( x , r) centrc en X no

\
{

¢s esencial, bastue que el cubo W(x , r)  contengn a x .
; :

: ’, ‘
bl operador Lf , que se llamura operador maximal de Hardy — TLittlewood, no es

.4

lineal, pexro 51 sublineal, puesto yue




”/IQI |/Q (£ +g) ai < 1/|q||4 £ at| +1/|Q\'|{2» et

: |
TEORMMA MAXUs4l, Ds HARDY — LITTLEWOOD » a) EL operador Lf .es de tipo ‘p , p)
— } " o
it para todo - p =1 - (ircluyendo ~‘p = o0) l, ¥ de tipo debil (17, 1); en particular

gi T €1 . p>1-, entonces también |ILf € 1P (pero fo si p = 1).

. . Tt 1 Cem e " K .
b) Si f € 7 , es ueeir si |EL0L + Logl |£]) € I} ' enténces Lf o3 iniesrable
T - -

| ' gobre todo conjunto . X C E' de medids finita y se tiene

9
.

@] e < o+ 41 el (1 + 108" l2(=)]) ax} (9)

donde I no de_pgndé de X nide f .

1

Demostracidn « En virtud de los teoremas 3'y 4 es suficiente probar que Lf es

de tipo (o0 , o) y de tipo debil (1, 1)
1)Veamos que ILf es de tipo (o0 , o0)s Sea. |f "oo = 2 de modo que

‘|£(x)]. < a opara todo x ; luego para todo X y para todo cubo Q@ = Q(x , r) ten-—

I B

dremos

Vel swal< Wepalal = s

por tanto también |L£(x)| < a ©para todo z , 0 sea ”Lf ” o = &+ Asi pues

Il oo =<2l

o ? ¥ £ esde tiro (0 , c0) con norma < 1 .

2) Veamos que If es de tipo debil (1 , 1) , o sea que se tiene

b
u

|5,| =< (M/ai"‘-én JECON NN o (30)

i . Ea' es el conjuri‘t‘btde los x tales que Lf(x) =>a » Basta verificarlo pura
f20. Si x esun punto de E , se tiene Lf(x) = a , luego por definicidn de Lf

-

existe un cubo @ = Q(x) tal que

1/]a(x)] |/Q;x) (%) at| =a .
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‘0 sea | ' ‘
a(x)] = (1/a) £(t) at . 31)
lage)| / /Q - | (31

Asi puesy todo punto x de B tiene asignado un oubo a(x) que verifica (31) .
Sea S.CﬁEa un conjunto acotado cualquiera, contenido en E& s Por el lema 4, exig-
te una sﬁéesién Q = Q(xl) y @, = Q(xz) , oo de estos cubos, disjunta de or -~

den 4 y que cubre & S ; ademas para cada Qg vale

loj = (1/a) -/@;j' £(t) at” . . (31a)

Aplicando el lema 5a tendremos,

J

Isl = Doy < (¥/a) ZZJ. ‘fQ £(t) b < -

< (1/a) 4° fUQ

£(t) at = (4n/a)1 /E; f(t). dt (31v)

Goﬁdlesﬁa:deéigualdad vale para todo S acotado contenido en Ea s ténemos que tam -

bién

5, < (4a) ‘/E“ £(t) at

. . , n
-"1o que prueba que (30) es cierto con M =5{4 ' 1,q,d,de
Observacién 6 . Hemos probado mis q#e (30); en efecto, poniends H = \JQj ,
. ‘T N
.. tenemos de (31b) que | ‘
. B . .
B CH 4 : : : " (31¢)
N J
E = a) L )] ax o (314)

! 1
\ . . . 1:
4. PSEUDO - TIPO (p , p) i ' ' ‘

Pasamos. a conglderar ahoxa‘algunasfgeneralizaciones de log teoremas de Riessz
. | . ) T .




11| ! B I
Eo ‘
fa
i

|
|
y de liarcinkiewicsz, siempre para loc tipos (?,, P), es decir para la diagonal del cua -

drado-de los tipos, y para el espucio eu:li&%o E = E° ¥y pare Lo .

Por definicidn, el operador Tf es de|tipo debil (p , p) sobre L, si para todo
| .

i >0 y para toda f(x) de L, se verifi%a

p(lee] 52) = =) [ [fP ax . (32)
" ) .

i donde M no dependc de a ni de f .
. Ahora, toda f de L0 toma un nimero finito de valores no nulos en un mincro
\ [ £
finito de conjuntos medibles acotados, podembs pues imtroducir  las notaciones siguien -

tes

‘S(f) = soporte de f = {x 3 £(x) # 0} (33)

e

f

n(f) = minimg no nule de |f| = inf_ € s(£) |e(x) . (33a)

S(f) es.entonces un conjunto compacto que se compons de un nimero finito de cubos, y
m(f) >0 si “f -no es.identicamente nula.
Consideremos ahora una condicidn mas debil que la (32) : supongamos que existe

una constante' M fija tal que para toda £(x) de L, se vérifica

p(leel 5 m(r) ) = (u/m(£) )P [s“ l£(x)|® ax (34)

es decir que (32) vale solo si a = m(f) «

\,

LiniA 6 « Si Tf es sublineal y si existe una constante M tal que para toda f

de L _ se verifica (34), entonces también para todo a = m(f) se verifica (32) (pero

n(f) ¥

con 2M en vez de M ). lin otros términos, la verificacién'de (32) para a

toda f , implica la vorificacidn de (32) para a < m(f) (pero no necesariamente para

2 =n(£)) .

Demostracidn . Sea a<m(f) y sea Q un cubo situado fuera de s(f) y ade

medida 1Q| = € muy pequefia, y scan h(x) , g(x) dos funciones definidas por :
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£(x) si x no pertenece a Q ,

g(x) = | ' (35)

- a/2 si pertencce a Q 3

a/2 si x pertenece a Q ,

h(x) = (35a)

0 81 X no pertenece a Q e

Intonces es ewvidente que vale:

£(x) = g(x) *n(x) 3 mle) = mn) = a/2 . (350)
Iuego ' . v

p(|Te] 5 a) = ‘D(|Tg| 5 a/2) + D(|mh]| s a/2) -

y como m(g) = m(h) = a2 , tendremos aplicando (34) ,'

A

o(|re) 5 a) = (/(a/2) )P f e ® ax + (/(a/2) ) [|n=)® ax =
L (aye® [z - 2P ax ¢ (2wa) B (o2 €,

y 1la dltima suma tiende, para € tendiente a cero, a .

!
(aw/a)® [|e@|® ax

lo que prueba el lema.

Podemos ‘dar ahora 1; gipguiente generalizacién del teorema de Marcinkiewiosz:
LEMA 7 « Sea Tf semilineal y p<=T o Si Tf verifica la condicidn (34)
RN ’ ‘ . i

(con M fija y para toda £ de L, ), y si Tf es de $ipo debil (», r) sobre

- .Lo—-’ -‘ i

entonces T es de tipo debil (p , p) sobre L , ¥ por tanto de tipo (s , ) para o-

|

d0O pP<S <=I « - ‘
N . i

!

4 . . .
Demostracion . Basta considerar el [caso de funciones f =0 no-negativas.

sea a >0 y pongamos
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o
g = f(a/Q) g £ .= g+h .
. .

Tendremos evidentemente que a/2 < m(g) i, In(z)] < a/2 pa;fé todo x , luego a -

' pligando la hipbtesis, resulta
o(|e} 5 a) =< D(ITe| ;5 a/2) + D(|M| 5 &/2) =

=< (am/a)P f ,|}ggx)|"P-.q$c + (zm/a)’f E@)|T & <

<y [ 'Iéf;)|'1’”*a¥:+ (a/e)” (s/2)™ [ i) ® ax -
==4<“:<%“M/%>i°f___flé<%\>lf‘° s+ @feP [P e =
< ((@? + (@) /' J del® +'Ii¥(x>l ?) ar
- /e [le@IP e,

" lo que pruéba que T -es de tipo debil (p y p) sobre 'Lo' Del teorema de Marcinkiéwicz

. resulta . entonces que T: es de tipo (s , 8) para D=8 <T , 1,0,d,d !
2Qsyd,yde

Vamos a introducir ahora dos generalizaciones del .concepto de tipo (L,1) . Por i
definiocidn Tf~ &5 dé tipo (1 , 1) si existe una constante fija ‘M tal que para toda

f(x) wvale

/E“ lre()| ax < w gl . | (36)

Si T no es de tipo (1 , 1) no se(veriﬂica}sG) pero puede ocurrir que se verifique

una desigualdad mas debil de la forma

4,1 |ee(x)| ax < u Jlgfl, ' Yssg)

-G

dondé” G es un c,onjun%o sometido a ciertas condiciones,' que depende de £ . Si tampo-
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co se verificm (36a), es posible que esta desigualdad se verifique si se modifica

f(x) , es decir que valga una desigualdad de la forma

[ N R
PRI s PRV

- f . I7(£ - 8) (x)| ax < M |2, ) (261)
donde h es una funcidn sometidd‘a'éiértaQICOndicioneSo

Evidentemente (36L) se verific: s1empre sigge toma G = B y 081 ha=sif.
Por tanto si se quiere que (j6b) dél&/a deflnlcion aplicable es ‘necesario imponer res-
tricciones al conjunto G y a la fun01on h(x) G no debe ser muy grande y h(x)
no debe"acercarse mucho" a f(x) . |

Para determinar las restricciones a imponer a G , observemos que generalmente
los operadores ff "singularééh son "malog" para valores de X 4perten§cientés al so-
porte S = S(f) de f ; por ejemplo el operador de H;lbert‘ Hf , dado por una in -

tegral singular

i3

es malo si x "pertenece a - S(f) , pues entonces - x — t se hace nulé- Pero si x
estd lejos del soporte : S{(f) -esta integral es buena, es decir 'Hf(x5 se acota fa -
cilmente en los puntés K x de B - S(f)w. Es pues natural toman ; G = S(f) y ©

més gene?almeﬁta, md&iia”de.:.G = MA|S(fﬂ . Ahpra si f es una funéién elemental y

m(f) su minimo en S(f) , tenemos

n(r) |s(z)| = / l£(x)| dx = ||f||1 s
S(f - " ‘
"y ‘ ‘ -
o sea
Ise) < fl£fl o /mCe) - |
Resulta por‘tanto natural imponer a G lgurestricciéﬁ andloga:
el w2l g7 m(e) (37)
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;ﬂAnélogamente, el ejemplo de los operadores si%gulares suglere imponer a h(x) las

¢
! I

. restricciones siguientes ¢
: Len ‘ | 1

s < w felly /e . (38)

In(x)] = i m(£) para todo x - ' ' (38a)

DEFINICION .. Diremos que el operador %f es de pseudo tipo'* (1 , 1) sobre L, s
| 81 existe una constante fija M ‘tal que para toda funcién f£(x) de Lo se puede en—
| '
| contrar un conjunto G C;ﬁn y una funcién‘ h(x) € L, de modo que se verifiquen

S'las desigualdades (36b), (37), (38) y[(38a) . Hatura}mente,'c ¥ h(x) wvarian con

v

%‘ff(x)v'

. En la definicidn que precedb, (382) exige: que H{x) no debe tomar los valores
mayores, esencialmente, que el minimo m(f) de £ + BEn la definicidn que'sigue se le
permite a h(x) tomar valores iguales al valor medie de f sobre oubas, pero se exige

hf“haya‘una h(x) para cada cubo Q que contiene a. 3(£) « .

DEFINICION « Diremos gpe el oaperador ,Tf es de pseudo tipo (1 , 1) sobre Ib ,
ﬁ;.si existe una constante M %al que para toda f(x) - de L, ¥ para tcdo soporte clibico
Q .de f (es decir para todo cubo Q tal que f(x):=.es mila fuera de Q) me puede en—

f- contrar un conjunto G y una funcidn h(x) de modo ‘que se verifique (36b) y las tres

- condiciones siguientes

el m lQIi s, - skklcae (39)
i ] ,
Ju=)] < Tlgrﬂ_ 4 |£=)] ax = II:ZI 3| para todo x . (40)

También en esta definicién G y h(zx) varfan con £ y con Q .

Evidentemente, si Tf es de tipo (1 , 1) entonoés‘ T es de pseudo tipo * (1,1)

0 , hi(x) =0 y se ve -

-

y de pseudo tipo (1 , 1), pues entonces podemos poner G
rifican las condiciones (36b), (38) y (39) «

Vamos a probar los dos teoremas siguientes :
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THORIMA 5 . Si el operador sublineal Tf es do pseudo tipo * (1 , 1) y de tipo

debil (p . p), l<p, sobre L , entonces T es de tipd debil (1 , 1) sobre L_

{y pOT_ tanto de tipo (s , s) pata l=<g8 sipg)

,TLOREMA 6 « .51 6l operador sublineal Tf es de pseudo tipo (1 , 1) sobre L

v,

entohces T es de pseudo tlpo * (1 , 1) sobre’ I -

De los- teoremas 5 y 6 81gue 1nnedlatamente la siguiente generalizacidén del teorema de

Riesz para el caso pyo= Tpes Lo \

PEOREMA 7T . Si ol operador sublineal Tf es de pseudo tipo (1 , 1) y de tipo

debil'gyz s Pols 1= P,y Sobre L. , emtomces T es de tipo debil (1 , 1) y de tipo

{p.4 p) 4pa1‘a todo . l=<pep, - | |
-Gomo 1la condioién;de:psgudo £ipo (1 ,'1) es mucho mis debil que la de tipo, ¥y
también'ﬁésw}gcil‘de‘verif;car que 1; de tipo debil (1 , 1), el teorema 7 facilita en
diversos casos (como veremos en el éjeﬁplé de las transforma&as de Hilbert) establecer
ol tipo ¥ tlpo debll del operador.
. Bvidentemente: es suflclente probar los teoremas 5 y 6, ya que el teorema 7 es con %é

secuencié obvia dé-los mismos.

Dehostraéiénfdei teorema 5 . En virtud del lemm T es sﬁficiente‘probar que exis—~ -f

¥e una constante M  tal gie para toda f de ‘L, se verifica

izl sa(0)) = W) [y k@l . )

Y
{ 3

Como.ﬁdr‘hifétesis T es’'de Pseudo tiﬁo“*{(l y I) existe un, conjunto G ¥ und funcidn|
h(x) tales que se verifican (36b), (37),|(38) y'(38a) « Como £ = h + (f - k) ,

tenemos ° RSN R , : I

o p(fme] m(f) ) < ])(|rph| ‘f)/z) + (|l o(£7= v)| 5 m(£)/2) . (42)

\

Por ser Tf de tipo debil (p , D) » D >-1 B tenemos usando (38a) ¥ (38) ) que
. B ’, o !

} 138~
‘ .



r p(lm| ; n(£)/2) < (W%T)p [n |‘1(-:z:)|,.p ax
(an/n(2) P (@) P ls@) - |

@) #® |sn)| < (2 Ml)P i |If||1 n(f)

' Ty
luego llamando M' = (2 Mi)p M. tonemos que
]
p(Im| 5 m(£) ) < u gy /m(e) . | | - (42a)
Llamando ‘E = el conjunto de los -x tales que IT(f - h) (x)]| = n(£)/2 tendre -
p(le(f = »)| 5 m()/2) = |8 (43)
¥ ademis . :
Bl< |ENE -06)| +[c] . (43a)

Como para todo =x de EN(E* =G CE se verifica (s - n) (x)| = m(£)/2 ,

tendremos de (36b) : '

lz N & -0 I‘m(f)/z < {n - lo(s - ) (x)] ax <

< [n o - n) ()] ax < ¥ | 4 ’
- G

e n (-] < 2 g, /ne) (44)

Por otra parte por (37) es el s u ‘"f" 1 / m(f) , luego de esta desigualdad, de

(44) y (43a) obtenemos

d(|7(r ~ n)| 5 m(£)/2) =< (2 [lzll, +u lell )/m(z) (442)
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Do (42), (47a) y (440) sigue que  D(|7£| 5 m(£).) = G +30) [I£lfy / m(£) , 0

sea queda probada la desigualdad (41) con M = (H' + 3M) ,

l,q,d,de

. . . .’ , .
Demostracidn del teorema 6 . Designando con gA(x) la funcion caractristica

del conjunto A (que vale 1 si x pertenece a A , y cero de lo contrario), probare—

mos antes el siguiente

e

LIMA o Si Tf es de pseudo tipo (1 , 1) sobre L0 , entonces para tode f de

Lo v todo punto x de S(f)‘ existe un cubo Q = Q(x) . con centro en X y con

la propiedad siguiente: para todo conjqnto - AC Q se puede encontrar una funcidn

h(x) = h(x 3 A) vy un conjunto G = G(A) tales que :

E{- a(a) *]T(gAf—h) (#)] &t = M, fA |f(t)| at .,.

o] < Gy /n) ) [ lwle

|In(x 5 )| = M m(f) para todo x

sl < 0g /me)y [l e

(45)

(46)

(46a)

(461)

Demostracién del lema « Podemos suponer f£(t) =0 . Como x'GJS(f) ‘tenemos

£(x) m(f) « Si Q es.un cubo con ce#tro en x , el coc.ente

1

vial [ @l e < G/a ld )
%

es muy pequefio (tiende a cero) para Q grande, y tiende a f(x) para

+ !

Iuego, al variar 'Q este cociente pasa por todos los valores entre 0 ¥y ‘m(f)-, lue-‘i

go podemos elegir un Q tal que se verifique

1/ el f |i’."(‘1':)|‘ at = m(£)/2" x = centro de Q ,
Q

'1-14@.

e} — o .

(47)




! ' ‘
\
1
& ¥y veamos que este Q wTesponde a la tésis d%l lema. ‘
En efecto, sea A CQ , fl(x) = gA(x) f(x) , entonoces S(fl) cq , .
luego por definicién de pseudo tipo existe una funcién h(x) y un conjunto G sales

que se verifica (45) y tales que

lel = M Jal 5 s(h) cq@ , (48)
bl < wia [ lew)lar . | (482)
.9
Pero como de (47).tenemos que |Q| = (é/m(f) ) Jf |£(t)] 4t , las condiciones
- | Ul

(48) y (48a) se.conviertgn en (46); (46a) y (46b) , lo que pzueba el lema.

Volvamos a la demostracion del teorema 6 « El lema que acabamos de probar dice

;} que todo, X’ de S(f). es centro de un cubo Q(x) con la propiedad especificada. Por
el lema 4 (1ema.de onbrimiento) podemos seleccionar una sucesién de estios cubos
. Qs Q5. 000y que son 4"-disjuntos (n = dimensién de E®) y que cubren a S(f) 3

i
f% trictamente -y cubres a S(f)‘} En virtud del‘lema, para cada Ei existe un conjunto

i

Gy y una funcidn hi(x) tales que, designando con gi(x) la funcidn caracteristi

ca de 'Ei ’ ée tiene ‘ ~
| ‘{‘u-Gi 2(2g; - b)) ()&= = .‘4;1 [£(+)] & (49)

[\

o] = oy /m(@)) [ le®)] @

; (49a)
Y
el s Gy /w0 [l e, sk Cag s (49%)
- e iin st . R RN Qi
o ’lh?‘*(x)ls Ml m(-f)fx . 3. para todo x . , (49¢)
Pongamos  h(x) = Z%, h, 5, G = L& Gi y vamos a probar que estos h(x) y G
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més aln, para cada i tenemos un B, € Q) de modo que los E; son disjuntos es - -




¥y G verifican (36b), (37) y (38), con lo cual quedard probada la tésis. Como Los con-

gi(x>~ f(x) 3

juntos Ei son disjuntos y cubven a S(f) tenemos que f(x) = Z:i‘

. lueno por (49) ,

-

- -

/;1 |22 - 1) () |ax = {nc |2 &, (£; 8, -1) ) (®)|ax =<

-G

< L, /;1 In(z; & -8) @] &= = . [ {“.G |2z, & - B;) | ax
. : i

Y
i}

= N = : ( = b : ‘3
N /E; )| at = /UEI l£(t)| at L ||f||_1

o'sea el conjunto G y la funcién "h(x)., as{ definidas, verifican (36b). Veamos que
ellos verifican también (37) y (38) . -~ "~

»

De (49a) tenemos, puesto’ que Llos ‘cubds '-Qi - son ‘4~disjuntos, y usando el lema 5a

lels & lo,| < G/ m(e)) L /Q1 f2(t)] et =
< /() ) & _/UQi el e = oty lely /nte)

lo que prucba que se verifica (37) . ; 'Ana',lolg;gamgnte dé s(n) C Uj; S(hi) y de. (491b)
se obtiene que : |S(h)| = “Mz el 1 / n(£)]. Falta pues tan solo probar qﬁe

Ih(x)| < M, m(f) « Para. ello observemos que- hi'(x) se anula fuera de Q ¥ que to-
do punto. x pertenece‘a 1o sumo a 4n cuboé' Qi ’ iﬁego fijadé‘ X en la suma

. N .
. h(x) = Zzi hi(x) “hay solo 4" sumandos no nulos. Como‘ por (49¢c) cada sumando veri-

. . ", |
. . _ n. "y
flca' |hi(x_‘l|. = M n(f) , resulta lh(?:)| < 47M n(f) = M, n(£) , 1,q,d,de

Vamos a aplicar ahora el Teorema T a los operadores de Hilbert Hf,¥ mis ge-

neralmente a los operadores considerados enllo's Corolarios .1 y.‘ 2 de -las péginas 38, 39.
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Sean pues k. (x)', n; (z) dos BucesiunAS'delnﬁcleOS“quéiverifican las condicio =
f

| nes del Corolario 1, pig. 38. Para, mayor. como%ldad pongamas. .hi(x) = k;i(x) s de
“ imodo que para tedo i = i 1, +2, «o R \se verifican 1as condiciones :

]
!

én k(x) = 0 s ||11:||:L s 3 o (50)

-e

|
L

fEn i, (x +1n) - I;itx)l ax . ,§ | CJ Y. (50a)
o

k() = 0 si m|>elf,: 0<¢ =<1 ; (500)

¥y pongamos

st o= % Loy & - (51)

Por dicho Corolario 1, para toda £ de T2 , y en particular para todo £ de L
' i

fo) b4
los SN T tiendenven media a -un. operador 1{mite Tf que es de tipo (2 , 2),
. . | fes) !
= - * . . h
Tf i Z\’_m k, | (51a)

TEOREMA 8 . Si los micleos k, verifican {(50) - (50b) vy Tf esta definido por

(51a), entonces Tf és de tipo debil (l y 1) sobre L ¥ de tipo (p , p) sobre L

para todo l-: P O . Analogamente cada Sy f (definido pof.(51) ) es de tipo de -

pil (1, 1)4y de tlpo (p . p) para 1<: p-< 00 , con normas unlformemente ‘acotadas,

B es decir “SN f“ b < “f".p " donde M no depende de £ ni de N .

V. ,
Demostracion . Vamos a probar el teorema para Tf , la demostracion es completa -

mente aniloga para Sy f - Por el Corolarlo 1, pag. 38, Tf es de tipo (2 , 2) sobre

.Lo 9 1uégq en virtud del teorema 7 y en virtud del lema 7 de la pag. 93) es suficien -

to probar que Tf es de pseudo - tipo (1 5 1). Sea pues f(x) waa funeibn de Ly
Q un soporte ciibico de £(x)y ¥y veamos que oxiste un G 'y und h(x) que verifican

(36b), (39) y (40) . |
el 3




Sin rextringir la generalidad podemos a}lp_onei' que Q “tiéne centro en el origen,

y sea a = el lado de Q . Sea G = 2Q = oubo de centro en el origen y lado 2a ’

Yy sea

(;L/|q|) 4 £(t) at = 1/|q] {n £(t) dt., g1 xe€Qq,
h(x) = ' ' (52)

O s8i x no pertenece a Q ,

. r
y veamos que estos G y h(x) asi definidos responden a la tésim .
Es evidente ‘que G y h(x). verifican (39) ¥y (40), de modo .que debemos probar:

que ellos verifican (36b). Para ello vamos a probar las 5 propiedades siguientes :

»

4,, (£(x) _;'(x)_) &x = 0 - (53)
o 2(x) -n(x), = 0 e x mo p.ertene;ae 2 Q .y . (%) |

e -2, <2 .||f||1A ~ l , o | (53b)

Il(f-h_) . k|, < N fi'lhflll a  (530)
(£ - n) * ki(x) = 0 i | x € FP -G | vy €t < oa (534)

! . i ;
RN vl
¥
‘ t d
i
v

. Supongamos probadas (53¢) y (53d) y veamos que ellas implican (36b). En efecto; sea j | f

1 1,

el menor j tal que €™ >a , es decir & < a” , entonces por (53d) te-

nemos (f - n) * ki(x) = O si i<y y 8i x€ B -G , por tanto

- !
W

én Inte - ) (=) Jax = 4 |ex I%, w0 e -

+

Co= /E‘_G |2 % Lio; &@| e = Ly lexxlly




|
< :ﬂ?_.zm gl Illfll'l a = s ||f||v11 el e Erelel) <

| |

= aye-e) ey o™ - N2l

lo que prueba (36b) .
: §
Asi pues, solo falta probar que vale (559) ¥ (53d)« De la detinicidén de h(x) es

evidente que se verifican!(53), (53a) 'y (53b)l. Para probar (530) observemos que en Vir—

|

tud de (53) podemos escribir

(£ = b) %k (x) = {n (£ = 1n) (%) k.i(xt - t) &t =

- - 4‘ (2 =B) (8) [kylx-4) -k (] at

pox tante teniendo en cuenta (53a) y (53b),ut%ndrémos'en.virtud de -(50) y'(56a) :
B | ) f
R ] el l.‘ . ! . ! - :
I -n) *xfl, = /En | 4; (£(5) - 'y(tl).) ['ki,(i;r - ) = l,ci(#s)j;_] at|ax's

~

< ‘/E‘n"lftt) ) h‘(‘t),l o /E‘n |, x = %) A

SfEn uEh ] If(t'.) - b(s)| at =, .é \' w et Iﬂ ~'|f'(:t)'?h(t)| (LS

= u &a 4{1 |£(t) .= h(:t\).| d = 2M.é e =l L

Finalmente vamos a probar (53d). Tenemos, puesto que £f(t) - h(t) = 0 fuera de Q

-
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si zx€r*+¢ eﬁfon.deé'--'x. ‘entd fuera de’ 2Q , o sea lxi' & 2a s ¥ en la Giltima

integral t varia en 4 , es decir [t|<a ., luego |x - t|>2a -a'= a.
Imego si &< a s COMO ki(x - ) s‘,e'anpla para * |x -t = ey (ver (50b) )
' -e

y oomo x = tl>a > €~* , resulta que la Hltima integral es nula para todo t de

3

Q@ 1l,q,d4,d.
,He'mo-'Sk visto.: (paginas 41, 42, 51) que’ los’ opeftho'i"’eé ‘de Hilbert 'Hvif ’ ﬂ—&inien -
gionales, nal ; ‘sonvde]:,'tipo"'(sla). ‘donde 1os ki(i,!): verifican (50) -;'l (50¢); también
son de éste tipo los. operadores del Corolario 2, pég. 39. Por tanto del teorema 8 ob —
'Eenemos como caso particular el s:.guiente

2 (de Riesz ¥y Kolmogoroff para . n = 1, de. Calderon - Zygound. para n>1

'Los‘o'pera.dores Ef de Hilbert son de %ipo debil (1 , 1) y de tipo (p , P) ,

l< p< oo, sobre 'L ; ana,loga.mente los H . £ son de tlpo debil (1,1) y de tlpc

'(;p 2 P) s l=p< 00 , con normas acota.d:a.s unlformemente en C . las -g_eriera.lmen'be ’

estas prom.eda.des poseen 1os gpera.dores SN f y Tf definidos por (51) si los k. _(__)

esta.n dados por (9) de la pag. 40 ¥y ver:.f:.can las hipétesis del Corolario 2, pag. 39 «
i &

N

. & 5. SUBORDINACION DE OPERADORES-

Veémqs un método general que permite., sé.'biendd ‘el tipo de un -overadoir T,

deduca.r el tipo. de otro opera.dor M. subord:.nad.o a T en cn.erto sent:.do. El t:l.po mas

31mple de subordlna.c:.on es el da.do por la, rela.o:.on = ... B efecto, si T son
dos operadores sobre L , escribiremos . |M| |'1‘| &1 para tbda' f(x) d.e: L v l
~para casi todo x se verifios - |Mf(x)| < |'Pf(x)| - Bn e8te caso se tieme obv:.a.meﬁ‘oe
ques _ ‘ , .
i:EMA 7 s Sea |MI< 1P| . , Si 'I' ei de t:.po (p 3 ;Q) (respectmvamente, de tipo

debil (p , p) ), entonces Mi os también de‘a tipo (p , ;g) (rechtlvamente, tipo de‘b:.l
/ \

En efecto, se tiene |Mf(x)| |‘1‘f(x)| para toda f -de Ly casi todo x,

luego le(x)|P lee(x)]® y por tanto, integra.ndo, . ]Mi‘" I'I‘fu

Si T es de tipo (p s D), ex:.ste una consta.nte c .tal que ||Tf|| o ,$ c ||f|| p?

' \ L
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|
|
|




| | \

luego Tesulta “L ”p = ¢ Il P“ a -c]f_ £ p * °8 decir T es también de tipo
. , | | |

(p s P), lo que prueba ia primera'ﬁartevdeila tésis. Andlogamente se prueba la segunda

parte, observando que de |Mf(i)| Eé]Tf(x]I sigue que el conjunto donde |if (x)| =a !

a);;

-

estd contenido en el conjunto donde | e ()] > a , es decir 'D(IMfI ;3 a) <Dl

luego si Tf es de tipo debil (p , p) obt?nemos que ' i
’ \

\

p(lug| 5 a) < o(lee} 5 &) s ( (ofa) MEh )P = ClE o/ @

o sea que Mf es de tipo debil (p s p) -

Veamos ahora dos generalizaciones deiconcepto =< o Un operador lif puede no
seT = Tf en sentido estricto, pero serﬂ§ en sentido "local'. Por ejemplo, si If es
. ! |

el Operador maximal de Hardy — ILittlewood, definido por (28), entonces ' |f(x)| = Lf(x)
de modo que no vale LE(x) < |[8(x)] , sin embarga para todo =x -existe un cubo Q(x)

tal que ‘ - {

i) < (2/]a(x)]) &f) l2(8)] at.

_es decir Lf(x) =< 2 l£(x)] "localmente", es decir el valor de Lf(x) 'se acota

por el promedio de los valores de f en un entorno.de X o

. ‘ \ !

L - . . 4 '
Esto sugiere introducir este otro tipo de gubordinacion de operadores. J
l

en x tal que

Definicidns Eseribiremos  |M] -2<|T] s (M estid subordinado localmente a T), |

para foda f .de Lo ¥y todo punto x de P existe un cubo Q = Q(x) con centrq
|

|

L.
v

jee(x)| < W%T/(’ I'I‘f(t?l at = Tﬁéﬂ— 4“ Bo(x) () lre(t)] at ,  (54)

Q(x)

: - . 4 s 4 . . .
es la funcién caracteristica de Q . Has generalmente, escribiremcs

donde gQ
lMl?'&:]mlg, si para teda f y todo x existe un cubo W(x) con centro en x
tal que . v
el — —1 [ ey ® | ‘
BEENT < e ke [N e (542)
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i I = If = f es el serador idéntigo, se tiene, en virtud de 1o,observé§do. me',fs

4 : L S
arriba, que el operador maximal de Hardy - Littlewood verifica . Lf < (1 +€) I <
2 |1f] 5 paratodo . € >0 . Ademds  |M] £=|T| -equivale a

hee(x)| = 1£(x) " (54p)
4 S 2 8 . l
analogamente 1|7 = 7| equivale a
be(x)|® = n(jzel® ) (=) . . (540)

Bn la definiéidn.que precede Wf(x) . se .acotaba por los valores de Tf: en un
entormo de x , luego para x fijado intervienen solo los valores T£($) | -en,:este:
"entorno ‘@ de x . Pero para conocer Tf(t) en un 1; de Q(x)‘ hace: falta.-;.qongéer
"toda" la :_t‘ﬁncién £(t) « un la d.efinigi‘én siguiente para cada x fijo interwienen |

43,

los valorés de Tf solo en un entorno Q. de x , y también solo la f(t) limitada

a @ -
' Definicidn « Eseribiremos || el |T| , si para toda f de LO” ¥ t§d6 'zx;unfg !
x de E° » ‘existe un cubo Q = Q(x) ocon centro‘en x tal que

el = i [ el €] )] @ - (55

| T | o) *1 @ L)

I
. .. : A £ S !l i S ’ s ".-' }
Anulegamente MY = |T| significa que
.

1

o e [gQ(x). £] (6)]° as

CluEel” < TG 4(x)

i

LA 8 o -a) Sea  l11]® L |7 |® y s<p';si T es de tipo debil (p', p). .

entoncds’ M tambidn'es de tipo debil'(p},.;p);‘si T es de tipo (p , D), M es tam— |

4 ‘ .
bién de tipo (p , p)e b) Sea  |u|® U |7)® y s<p3si T es de tipo debil
~148- <
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(p., p) entonces i es de tipo debil (p ,'p) ¥y de Eipo (o 4 a) para todo Q=7 .

‘ | . : ‘
Demostracién « a) Por hipdtesis |MF(x)|® < L(_I,‘I'f\s) (x) , donde Lf es el

operador maximal de Hardy - Littlewood, luego el conjunto { mf(x)] >a} = conjun
t0 ( e (x)| ® = aS} C oonjunta {L( |Tf|s) (x) = as} . Pero, por lo visto

- en Obsuivaeidn 6, el Ulvinmc conjunto es parte de un conjunto H ,tal que

| - \

. )

i
-

5 < ..‘.’.s. Joojrr)® (t) e .
a 1 - AR |

¥ | |

Si“Tf ‘es de tipo debil (p , p), .entonces bor ser sS<p ¥ por la condicidn de Kol-..

1

mogoxoff (ver pag. 108, teorema 1) tenemos éue

..

!

. e ] 1/s /sv- 1/p o S _ R
lﬁl.g.? [, (o/(p - 8) ) I/ ® =l , )" =
b o | ¥ )
a1l ] ‘
- (op/e®) [P e B, f
de donde ' b
¥ < o, (el / 2
luego . '

1B < (o lgly /2 -
3 . ’
Asi pués el conjunto E(a) = {li.lf(x)l(? a} tiene medida menor que
(03 ||f|| o /&) , 1o que Druei)a: que Mf ;s-.,ﬁambie;an .de tipo debil (py, p) -
Supongamos ahora que Tf es de t:i‘.po‘.l(p , p) ¥ probaremos que también lo es uf .
Denenos por hipdtesis que  |uf(x)|® S L |'I‘f| %y (x) , Nluegt; elevando a la p'otenéia.
p/s ’ integra.ndo, ¥y recordando ciue ; ;b/s. >L1 ¥y que L:E‘ es de tipo (p/s N p/s‘) ’

tendremos

L

-

a

A |_\x)|P dx = '/En {L(ITfls)'(x)}p/s dx:Sl

’
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P

< o J[; (|Tf(x)|s)P/?ﬁfdx - o ;4; lTe(x)|® ax .

]!‘ el - . 5 ;_ﬁ: o ,:L

bl

Siendo T ce tipo (p ’ p), la ultlma 1ntegral €S menor que ¢ c, ”f" pp =

“f'l , luego obtenemos i |U£fn "f|| , Lo que vrueba que It

L

es de.tino (p 5 D)

b) Tenemos por hipdtesis querara toda f y tudo x =ze verifica (55a). Coma
Tf es de tipo debil (p , p) y s-< p. , por la de~1 d i.u“ de ¥oluogoroff (aplicada a

gq f en vez de f la integral de (95a) ge QCOta o

() L [gu\\,(x) f] (t)]” u:

' 153 <
< oy la(@)] P {41 leyq £ (F at ) /%

“J

|<x>|l'~’/p {/ L) ¥

Iuego de (55a) y de la dltima desiéhaldad ﬁbtcnemos

ue(x)|® < (1/|Q(x)|)sl{'1; | {fQ ) 2(+)|® as}o®

luego i X .

uf(x) P ‘Q(i) q(éyf £(%) P 'dt”;‘ u( £ pj . (56)
x ' X !

: L o b | A
La Qltima desigusldad, significa que: |M|P ¥:|IIP 'y donde ‘I = If = £ es el
W o e .

; operador idéntico, luego por la parte a), ya probada, y por ser I de tipo (q , q) ,

para tocdo q=p , resulta que 3M es d? tipo (q , q) para tode g >D , lo que
prueba la segunda afirmacién de b)".

Para probar la primera arirmacién de b», o sea que M es de tipo debil (p , Dp)

P,

i
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| observemos que de (56) se deduce que el comjunto #(a) = conjunto {|Mf(x)l > a} =
i .

= conjunto { lux(x)|® = ap}’:‘ C conjunto | {L(£1®) (x) > ), luego

e B(Q)] s p(n(ifl®) 5 a®) o | Pero como el operador L es de tipo debil (I , 1) (ver

v

Il teorema maximal de Hardy — Littlewood) tenemos

|E(d.)| = o¢fa® "Iflplll = ;c/a.P 4; I£($)|2 dt = 3( ||f||p/ a)?

}

.. 1o que prueba que M es de tipo debil (p , p) , 1,q,4,4
. . . ' PR

- oo - .2 g
Tenemos pue tres tipos de subordinacidén, = ordinario, < y <= s ¥ cada uno
= ..

! 4o ellos permite deducir el tipo del operadoxL subordinado conociendo.’el del overador

subordinante. Combviranda estns tres tipos obtenemos el siguiente

LA 8a v, Sean M, T, T,, T, custrdoperadores definidos en I, , tales que
rr———— * &) ] i

‘

para toda £ de L ¥ todo punto x de E| existe un cubo Q(x) con centro en

|
)

x__tal que

: ‘ o |
(] ® <oy [126)|® + iy "4(3:) Iz, £(4)]° ar +

donde 45 ©,y C, _sON oonts:;'liz?.ntes fijas. Entonces; si Tl-’-T;z T3 son q;e tipo

debil (p . p) » s<p , entonces también M es de tipo debil (p , p). Si T,; T, won

de tipo (q 4 a) ¥ T, nde tipo debil (p N ’p)-, B D@ o entonces’ M es de tiipo.

{a59) -

Demostracién « La condicidén (57) implica que para todo x de E° debe verifi-

carse una de las tres "desigualdad.es siguientes

, -

le()]® = 3007 2@, (572)
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) |* < 30, R ey BT (570)

() |f o 3 ¢y |Q(x)|—1 Jgkx), |T3'(gQ(x) £)|® at (570)

Iuego el espacio B

80 descompo§e en E = Eq L}E2 UE3 y siendo E, el conjun-
to de los x en que se verifica (57a), E, . en que se verifica (57b) ¥ E3 en que se

verifica (57c)

Pongamos Mif(x) - |Mf(x)| si x pertenece a B, , y cero en los demés pun-
tos, es decir 'Mif = gEi |Mf| y i=1,2,3 . Intonces IMf(x)l =
me(x) +ie(x) a5 oy bnl® s 3o IMIT, |7 & 3o, )0
|M3|3‘2<Q 3oy |’1‘3|B » 81 Ty, T,, T, son de tipo debil (pyp), s<p , resul-

ta del lema 8. que Mi, My Mﬁ gon de tlpo debil (p 4 P), luego bambién
M f + M + MLF y con més razén ¥E s de tlpo debil (p , p). Si T,, T, son de
tipo (q 5 @) ¥ Tj de tipo debil (p R p); *3“<“p“eEQ““g‘ resulta del lema 8 que

. » 4 1
My My My sonfde tipo (a y q), luego M es tamdién de tipo (q , q), 1,q,d,de

Del lema 8a. obtenemos enseguida el siguiente criterio general para determinar el

tipo o tipo debil de un operador Mf .

TEOREMA 10 . Sean M,'Tll_ﬁéz_?sl : operadores definidos en Lc talqs'que{pgg

ra toda f(x) de L,_J todo punto x de WEn existe un_cubo a(x) con centro en x

Y con la propiedad giguiente: para todo punto y %de 1/2Q(x) (= cubo de centro x ¥y

mitad del lado de Q(x) ) vale 1la dealgualde 31gulente (los c,..son constantes £ijas)
' . ¥ <

i
|
|

|Mf(x)| S rTl?(x)l + cz\lTEf(y)l ‘3 |T (8Q(x) £) (y)' . (58)
W \

Entonces: Si T, T, T, son de tipo debil -(p , p) entonces M es también de ti-
1 2’1—'.) ) N T

po debil (p , p).Si T2 T, _son de tipo (h,, q) , p<aq , ¥y si T, es de tipo debil
[ 2

(p s p), entonces M es de tipo (q ,°q) « |

| T
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Demostracién . Sea S< D . Como (5‘8) vale para todo y de 1/2Q x) , eleva,n -

| do a potencia 5 e integrando en y sobre 1/2Q(x) , Ob‘bendremoS i ;

o

Jue(x)| ® |1/20(2)] = cs{cls 1/24(x)| 17,2(x)|° +

+ cgs ./ o |T2£(y)]s %*‘33? /

1/2q(x). 1/2q(x)

o,

17 (gg() 2 0)1° ]

| T q

Pt ‘ . -
!
I

| L,
e (x)] ® ;‘g;{l‘wif(xaqs'Je o /Q.(x) 72 H° dy +

-

" RGN Ay .|T13} féa(::) ) 0I° e}

¥ el teorema se reduce al lema 8a , 4,d,d
. s e ) [ 9 L

la transformada de Hilbert l-dimensional . Consideremos el caso
— — T ' .
y

el operador de Hilbert

Aplicacidn a
nm= 1 ’ En. = El ’

) ' . . '
B (x) = [w S g Bp o B £2(x) (99)
donde .
B, £(x) = . [ 1) I 60) -

Como L C L2 sabemos que Hf(x) estd bien definido para toda f de Lo (ver

Corolario 4, pa,g. 46), y en el parrafo anterior hemos probado que Hf ¥ Hﬁf son de

tipo (p , p) pa.:ca 1 -<p < y de tipo de‘b11 (L, 1) sobre L, ; con normas unifor—

memente acotadas en C. Ahora. va.mos a probar un resultado més’ iuerte, a .sdber que

-1534
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esta propiedad vale para la funcidén mayorante Mf de las Hé f . Mds precisamente,
sea Mf el operador maximal de los Hé f , que para cada f de I"o y cada x de

E estd definido por

-

M£(x) = sgio )0 £(x)| . (61)

Mf no es un operador lineal, pero se corripi'ue'ba trivialmente que Mf es sublineal.

Evidentemente |Hf(x)| = Mf(x) para todo x , asi como |H, £(x)| = uf(x)
para todo x y todo € . Si bien Mf es mayor y no menor que Hf , Veremos enseguida :
que Mf es "menor localmente" que HT mas Lf , en el sentido de las subordinaciones

2 2

= , <2 definidas mis arriba. Mis precisamente se tiene el siguiente

—————

LEMA 9. . El operador maximal Mf definido por (61) verifica la desigualdad (58)

con Tg = ‘1‘3 = |Hf] y - = Lf = operador maximal dé Hardy — Littlewood, . :

donde Hf os el operador 1imite (58) .

Demostracién « Paracada € > 0 sea Q(x) = Qx,€ ) el cubo (inter -
valo); de oentro: x - y Jado, (1ongitud.) 2 lC s - ¥y vamos & probar que para todo y de -

1/2Q(x) vale

B 2(x) - B2() * Blegyy ©) @] = o B(x) (&

" De (62) va a rle'suij;ar enseguida la tésis, pues para cada x existeun € >0 tal

que IMf(x)I < ZHC,f(x) , luego de (62) resulta. ;
\ :

\

Ulue(x)l = 2 EE(y) +2 H(ggy ) (7) x"j+ o) Lf(x) L

f‘\

para todo ¥ de _1/2Q:(x) » Qque es la.‘-,‘condici‘c';n (58) aon T, a Lf ,

T2-,=T3 |

Asi pues nos basta con probar (62).] Llamendo Df la expresién del miembro iz -:;;

- |H| .

!
|
|
I
i
|



quierdo de (62), tememos

i
|
|
|
3 .
i ]
oe] = |B £(x) - BEQr) + g,y ©) (1) =
=S £((8) . [° £, © gy (8) £(¢)
k| , I=t dat + d.t, -
| l2=t] > € : fw T3 —-00 y-t :
" ‘ , W,
‘ | = I f _M dt - f @© .[ £(4) at + f £(t) ‘
i |-t >¢ * = v oo y=-1 J—t|<€ T - & a4t l =
| .
!
- £(t) £(4)
1 ] | _(_ dt - ‘ d dt - - / f(t) d.t
| pt)=¢ T~ F |££|>e - [ = 1y -

Jx=t]=>¢€ (x=1) (y =t)

Como |x-3f< €/2 ¥ |x - t] =& E tenemos |y - t| = 1/2|x - ¥| , luego

‘ ‘ |
| , pf] € € _JL(E)_I]._d_Z_
- |x=tl =& |x ='%]
} Pongamos u _
rw) = [ le(s)] ab
| | = |
- @ integremos la tltima integral por partes, obtendremos entonces
o s & S e L 4t =
1 | |x=t] =¢& |x = t]
4
f‘ A i 2 X 2 (s3]
f- - ef{frere-0? |7 s (/e |7+
8 - 00 x4+
*2 f 2 du3}
|x~u]= € (z - u)
_ ~155-




Como por definicidn de Lf +tenemos (x) = |P(u)|/lu-xl , o sea

l2(u)l < |Ju-x| Lf(x) , la dltima desigualdad da

“ lpr] = € Lf(x) {[1/(u-x)]f-: +

N [1/(11-::)2 ]m + 2 ]f [ S 2}=
x+C x~u| >¢ (x = u)

= € 1i(x) {2/ +a(e)) = 6 me(x) |,

lo que prueba la tésis.

Aplicacién a transformadas de Hilbert n-dimensionales .

Para simplifiéér consideremos el caso del plano E2 = {'x'} , de modo

2

que podemos indioar los puntos z de E- eon la notacién de los némeros comple jos:

iv . L
z = J|z| e . Consideremos el micleo -

K(z) = W(V)/IZIQ' ’ z = |z e ’

donde w(v) verifica las condiciones siguientes (ofr. phge 47 y (15) de pag. 51)

2m .
‘/; w(v) &v = O ‘ |fw(v) - w(v1)| < ¢|v- vll .

- Consideremos el operador de Hilbert Herf‘ con;caracteristica w(v) i
. N

\

Af = Hw)‘;\(z) = _42 £(x) X(z - x) d4x = /E; _f_(szﬂz)_ dx =

- linm H £(z) (63)
€0 ' ‘
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R

donde “
i . ' ‘ i_h . .
C X -z .= e ) (63a)

) = Jf E@aGl o . (e

|x~2) >‘r£ T

€ ,w

El operador maximal de los He wl es ahora
\‘,\

uf(z) = s . Ifé 6] I (64)
l

LEMA 9a « El aperador maxi'ma.l ME(z) e definido por (64), verifica la condi -

cién (58) con * T,f = If = operador de Hardy - Littiewood y Tf = T.f =

0 i : T >y

= IHfI, donde Ef es dado por (63) «

Demostracién . Sea. D = He i,‘(z)- ﬁf(zl) + E(gS(z) £) (zl)' ' , '.donde
s(z) es la esfera de centro =z y radio & ¥y 7y un puht.o de' 1/28(z) - Como en
la demostracidn prec‘:edente',:"'j”es sufi‘tz‘ien'be":probai' que D< & Lf(z) >(ei .cambio dell
cubo = Q(z) por una esfera 3(z) ho caxx;bia. la sj.tuaciq'n, puwes el teorema 10 vale evi
dentemen'lte si el cubo § ge cambia por una 'esfe'ra. de igual radio) -» .En nuestro caso

D es igual a =

D = Di(z) = H £(z) —Hf(zl) +H(gs(z) £) (zl) =

4

J(Qf £(x) wit) o ; £(x) w(t) .
= -z a 2 ’
|x-2] =& r |x-2 > ¢ Ty

it 1ty -
donde X =2z = X6, ’ X-3z = T e s ¥y donde |z1 -z| < E-/2'.
mientras que |x = 2] =€ .
Tenemos ‘ f(x;) w(t) (1'12 _ r2)

D = . 2 —5 +
|X—ZJ'|>'£ | rl 1‘2 . ‘
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£(x) [wly) - w(t;)] /
4 dx = I + II .

I 0,

| x| =€ 1,
Para la integral I tenemos
fl< 2e J) @l _ o O
R A |X=2|=¢ T

X2z €

; 27 | 00 ity 00 ‘
= 25/0. db /c !f(_” :2?9 3‘\)| dr = 26/6' ', 'jg(ﬁ')} dr , (65)

. 2m Lt
“donde glr) = r'jJ[ o le(z + 2 om0)] at
o '

Llamando G(s) ' a la integral indefinida de g(r) , tendremos integrando por partes. la

dltima integral de (65) ,

IT| < 2 {,[.G(ss)"/}s3 ]:o *3 /: (G(s)/a”')- as} .

-
1
H

Pero
o -8 ‘ ‘
o) - S wm e - @] e,
0 a(s) :
- donde Q(s) es el cubo de centro z y.radio 8 , por tanto
. : 12 ‘
jo(e) | = o 12(z) 8 ’
Juego 7
. 0o i 2 ! ' ‘
Il < 2¢ ¢ L£(z) {[l/jsl]' +3 - /c " as/s } < o Lf(a) . (66)
. " \ o C \
' Para acotar a II , observamos que en virtud de la condicidn - w(s) = w(tl)l =<
= ¢ [t- tll ,  tenemos T
| f GG N R |
1< o/ T & o= :
T |x=g] > Ty
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|£(x)| | sen(t - t’) .
< o [/ Jelt =4l

x-z| =6 T j

| %~z|

| |

(tuando =x varia sobre la circunferencia |x} = T ., |sen(t = tl)l alcanza su mé -
|

ximo valor cuando el scgmento Xz, s perpendicular al 242 5 Y este maximo es i-

. gual a la distancia entre zy ¥ 2 sobre r < &/r . I.&J.ego, repitiendo el ra z

zonamiento que hicimos con (65) , !

‘|r.11s oy S Azl o

sty | [ &(z) dr} = "“'04 £(z) (662)

ppppp

. ’ 2 ' 1,q,d,d.

~‘Andlogamente me pruebs, que el lema 9a valé para los operadores Hw' n-dimensionales

n=2. Como el operador If de Hardy - iittlewood, asi como el Hf , son de tipo

(p,p)si l<p<oo , yde
- - 2

i’

tipo debil (1 , 1), resulta, de los lemas 9 y 9a y dei

teorema 10, el siguiente

€ -y

TEOREMA 11 . (de Zygmund, i tchmarsh para 1n = 1 , de Calderén - Zygmund para

J

n>1) . El operador maximal de los H f , -definido por (64), es de tipo (p , p)

para 1l <p < ® , Yy de tipo debil (1 , 1), sobre L o«

Observemos que tanto el teorema 1) como el teorema 9 fueron probados ten smolo pas

ra Lo , pero seran extendidos a todo 1P en el teonema Proxima,

[
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6. CONVERGENCIA PUNTUAL Y EL QPERADOR MAXTHMAL .

" Considercmos una sucesién (sucesidn .continua) de operadores T = T f '
r .

de modo que para cada r >0 tenemos un operador Tr - Recordemos que se dice que

T:r." converge puntualmente sobre Lp s Si para toda £ de Lp existe el limite
lim, .o T. f(x) = ™f(x) , para casi todo x . El 1fmite Tf(x) es un nuevo
operador, llamado operador limite de la sucesién T p + Decimos que T converge em

media~p sobre 1P , si para toda f de L vale “TE - T £ I » —+0 , para r—0

Llamaremos operador maximal de la sucesidn Tr al operador M = Mf definido por

)
AR

Me(x) = sup |7 £(x)F . (6T)
. r >0 Ir '

o

'si los T:r: son operadores lineales entonces M es sublineal, peroc en general M no

es lineal .

TEOREMA 12 + Sea T una sucesién|de operadores lineales y M .= Mf el.

oy | !
operador maximal de esta sucesidn. Si T A £(x) oconverge a un limite Tf(x) pira
3y . . N l

toda f de Lu- v casi todo X , es decir gi T oonverge _mmtualmente sobre Lo-

(aqui - Lc- puede ser cualquier conjunto denso en todos los Lp), vy e8i M es de tipo

debil (p , p) para todo l=< p < 00 , entonces :

a) T £(x) converge puntualmente sobre I’ para todo p=1
-

H

b) T £ converge on modia-p sobre . 1? para todo ';p >1 , P <o ;-

o
4

c) si £ es de Ll no podemos afi\.mar que Trf sea convergente en media-l

pero si  |f(x)| log (1 + lf(x)L) as in‘tegra.blé (es decirisi f es de Zl) enton - ‘

ces T £ converge en media-l sobre todJ conjuhfo X de medida finita . . :
T ,

\ | ' L

Observacién 7 : EL teorema vale, obviamente, si la condicién lsp < o |
. : \ ) ;
" :
se cambia por PpsP=<DP, » cambiando | 1 por P, T Zl por Z 1 . ’ \
- i‘
i
\

Demostracién « a) Sea f£(x) wuna funcidn de I , p=1 , y probaremos las
- Nl
|
funciones Trf(x)‘ convergen para casi t}:odo X « Para ello usaremos el siguiente

|
|
teorema conocido de la teorfia de la integral (ver la demostracidén en la observacién 8




i que sigue) : paTa que una sucesidn hr(x) | converja para casi todo x es necesarlo
‘

|y suficiente que se verifique la siguiente cohdicic')h de tipo Cauchy - Bolzano :
oty L

'Condicidn-€ s, dado ¢ > 0 , .existe un.conjunto E = E_ con las dos pro

\‘

| piedades siguientes | . |

~

1) 1a medida de E‘ es [El's & ;-2) dado un punto x que no pertenece a
. | : i

l | E, se puede indicar un s (que depende de € y de =x ) tal que para todp T =8 se

i ‘ 3 .

| werifica Ihs(x) - hr(x)|-f< ¢.

Vamos a probar que esta condicidn se verifioé si hr - Ti-f s, T €& P
i | Gomo Lo.-. es denso en IP y existe una g(x) |de I'o tal que' ||f - & p < &,
donde &' ge elejira convenientemente. Sea 'E el conjunto de loe x tales que

Me-g) (@) > &3 . | (68)

Veamos que este conjunto E =zatisface las condiciones 1) y 2) de 1a oeondiocidn-¢.

Por ser M de tipo debil (p , p), tenemos que (g = la constante del tipo)

|
!

Bl < (o Ne-gll /(&3P s (ok P (&R,

que e8 < € si - €' se elije pequeiio en relacidn a € 5§ 1luego se verificas la condi -

cidén 1) . .
Veamos que se verifica la condicidén 2) e« Sea x un punto que no pertenece é, E

de modo que

wr-g) (x) < €3 ,
¥y por tanto "l_:er‘ldremos

I @) - 2@ < In - 8) (@) + In(e - 2) () 4

+ |7, &(x) = T, g(x)] = Mu(f-g) (x)+ M(f -g) (x) +

“161=
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s e(e) = Poa()] = (2/3) €+ T, alx) - T e(x) .

. - ’. , . .
Camo g es de 1, porb.rfisais T g(x) converge vara casi todo x ¥y la condi -

cidn ) ze wewifiss paTta L g(x) « Iuego (descartando previamente un conjunto fijo
de padios wule deoanstos w } podemos elejir s para que para todo T =8 se veri -

.
i plx) - 1. & .1l =< €/3 |, y de la desigualdad precedente resulta

b) Ssa ahora p>1 (p<coc) . Ya hemos probado que T, f(x) converge pun
tusivente rora to.da “'.f c 1P : veamos que (al ser p=1 ) también . Trf converge
en mriis-n . Jenends que I, £(x) — r(x) para casi todo x , luego también.

|'1‘r f(x) - 77 ()P — 0o

o~ “ . . ’ . ’, . . .
Selo falts probar qua se pucde in tegrar tér-ine 2 témaino la Ultima relacidn. Para

ollo es suficiente probar que. las (funcionds I'Tt; £f(x) - Tf((::)'P estdn mayoradas
por una funeidén integrable. Cemo ITr i‘@x)l = Mf(x) para todo r y todo x , ..
. tenemos tambidn |Tf(x)! =< Me(x) , luego

I7, £(x) - 7(2)|° < 2P = 2P |ue(x)]® . Perosisi p>1 , M ‘es
de tipo (p , p) (pues Mf es dc tipo debil (1, 1) y de tipo debil (q , q) para todo
a>p , luego por el teorema de Marcinkiewicz 'Mf 'es de tipo‘ (p,p)si l<op <oo)
I.;uego 1) £l p S © £l p ° ¥ como £ e1® » £l pwfwoo s Tesulta ||Mf|| P<°°‘h’
o sea  |ME(x)) P es integrable. Asi 'ptlms las funciones . I‘ITr £(x) - Tf(x)] » ge .
mmztienc:n'manoreé que una funcidn fija integrable; como queriamos ver.

¢) Sea =hora p=1 , X un conjunto de;medida finita y
‘ K

[£(=)]| 1oc( + 11(x)] )\ integrabla. Sabemos que que T f(x) converge puntualmente : |

i pues {(x) es;\c\e it R luego - - i




X o lusgo basta probar quL |’I‘ £(x) - 'I‘f(«:)l @3 menor ‘due una funoidn fija inte =
grable sobre X . Como ITrf(x) - Tf(x)l < ‘2 uf(x)  basta ver que MI(x) es in-
| tegrable sobre X . Pero siendo Wf de tiﬁo?debii 1, 1) y de tipo debil (p , p)

p>1 , resulta del teorema 4, pag. ‘120, (aﬁllcado con p=1), que
5 ¢

| | \ ‘
4 Jutf) ax < c{]X] +f'lf(x)l.‘ 1og<l + !f(x)l)\ ."‘IJ ;o

¥ por hlpotes:.s es finita la ult:.ma 1ntegra1 ,\ 1
‘ " 19y d., de

, N, ‘ N 4
Observacion 8 . Supongamos la sucesionf h (x) verifica. la condicion- €, y
, |

p'rofaremés q'_lié h,c(x) converge para todos los x , salvo madida nula. Basta probar

que dado € >0 s los puntos x en que hr(x) no. converge tienen medida menor que

& (de donde seguird que estos puritos ‘tienen medida nula). Aplicando la condicidn- €

con € igual a 6/2 3 6/2 os <':/21{ e tendremos los conjuntos

Y

By, By, e ’Elc s e s ta.les que lElcl < €/2 v si x no pertencce a . E- . .
entonceq hay un s tal que lh (x) - (x)l < 5/2 para T >s§
Sea. E = 1 B, » Veamos que IEI < & ¥y que }}r(x) converge si x no

pertenece a E s CON 10 r'ua,l quedara. probada, J.a. tes:v.s. Evidentemente

|E|<El ):°° 6/2 =€ (Z,' 1/ ) = &  , luego |BI< & .

Ademas si x no pertenece a I , entonces x no pertenece a Ek s cualquiera sea k,

et - e 3

luego 11 2wy una s tal que [hs('x) - hr(x)l =< 6,/21: y Yy como G/Zk tiende a cero
para k—3 o0 , esto si{.;ni:f'ica que h (x) converge para este. x 1,q5d,d
) ‘ . 3Qs .

Como. una .-lpln.ca.c1 on del teorema que aca,bamos de demostrar vamos a probar el te -

orema de Lebesguede la derivabilidad de la integral indefinida. Sea :C(t) una funcidn

definida en i » ¥ sea Qlx , r) ; ~Iel cubo de centro x y radio r . Para crda

r >0 definimos ¢l operador

7f(x) = Tﬁ(x’lﬁf 4 x ,'"r) £ dt._ ()

Bl teoruvan de Lebesgue dice que si  f (+) es integrable sobre todo intervalo finitc
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P

0 .
C(x o, r) , luego desdie un 'r en adelante se verifica

entonces 1l expresién (69) tiende a £(x) , para »—>0 , en ocasl todo x de B,

e E1

In caso de B = esto equivale a

(]

y Lim . (x + r) - P(x)
r—su. r

)%

£(x

fox i‘(t)vdt .

. s . - &’ .
vamos a probar el siguiente resultado mas preciso :

donde

!
~
‘l
~

1]

TLOREMA 13 (de Lebesgue) : Sea T £ definido por (69). Si f€IP , p =1

entonces

1imr.;—+0 Trf(x) = 'f(x)‘ , en casi todo x . (69a)

I

s D , . . . . .
8l re Ir y mw>=1 , entonces wrf tiende también en media-v a f£(x) . Si

| £ ] log(l + |¥]) * es inteprable, entonces T £ . tiende en media-l & f sobre todo

con‘unto de medida finita .

1

. 1 . . a ' .
Demostracién o EL operador maximal de la sucesidn Tri es el operador maxi -
{

mal de Hardy - Littlewood estudiado en el pérrafo anterior. Sabemos que este operador
naximal es de tipo debil (p s 'P) para todo p =1 .+ Iuego por el teorema 12 es sufi-
ciente probar que (69a) se verifica para toda £(x) de L, + Como toda £(x) de L

es combinacidn lineal de funciones caracteristicas de cubos, es suficiente probar que

(69a) se verifica cuando f(t) = funcién!caracteristica de un cubo Q . Pero en
| :

este caso, todo punto x (salvo los de la frontera de Q que son en nedida nula)

tiene un entorno en el cual ~ £(t) es constTnte : f£(t) = f£(x) en-un entorno de x.
N A '
Es decir, para r suficientemente pequefio es £(t) = £(x) para todo t de-
; . I .

1 |
AEE) = & )

i

f(’::’): at = f£(x)

y por tanto ‘};m'Trf(x)' =.-f(x)“' ’ ltq,d,d-
164

. ‘
|




\
; e . ‘ Y S . :
* Observemos que para X fijo, en la exprosién:de Trf(x) solo intervienen los

¢

valores de f en los mintos nréxiihos a x Pox.tanto, del tecrema 13 resulta que pa-

ra que valga (69a) basta que f(t), sea integrable sobre todo intervalo .finito, es de -

‘ = ‘

¢ir que. coincida con una funcién de L sobre tales imicrvulos.
| [

: ; . | .
En el teorema 12 86 pide gque el operador maximal If , de la sucesidn Trf )
. Ll ¥

gea de tipo debil (p ’ p) sobre todo . B teorema \q_ue sigue¢ muestra que en muchos
. | :JI .
_casos es suficiente que Mf sea de tipo debil (» , p) tan solo sobre Lo , para que lo

A ' ‘ | :
TEOREMA 14 « Sea TJ_f una, "'qucesién" de operadores lineales y lf el opera -

gea sobre todo ILF y ¥ pt')'r tanto apl'-icab]_.e 1 teorema 12.

P -
‘

dor maximal correspondiente. Supongamos qug la sucesidn T*f posee las dos propieda-—
des siguientes: 1) Para toda f € IP , p>»1 , 1la funcidn _ Trf(x) esta bién de

finida y eg finita en todo (y no solo casi todo) x de . 2)si [fnl c 1P ’
p=1 , ¥y si I[fn" 5 — 0 para n—so , entonceg para cada T >0 fijo y

para todo x de. E* se verifica
. » |

limn.__’(‘x’ 2 fn(x) = 0 "(x y r fijos) _A .(70)
. . -

1
N

Bajo estas hipétesis se tiene s a) Si Mf es de tipo (p 4 ) sob‘i"é"”Lu s p=1 o en-
: . ol c -

tonces Mf es de tipo (p , p) Dobre IP: . ' )

. , , W0

sobre L ; .entonce‘s Mf eos de tipo debil

v

b) Si_ Uf -es de tipo debil (p , p:)

»

(p s p) sobre todo I° . :

z LA A
Demostracidén « a) Por hipdétesis existe una constante c¢. tal que

-

4}1 Mg(x)|? dx <« ¢ ‘,/E‘“ "|g(‘JC):IP ) para toda .g €L, - (1)

Vamos a probar tambidn que (71) vale tambidn para toda f de IL° ., Sea fE.ILP .
- P . : . ’ . . ’
C?mo L, .es denso en I existe una sucesion g de :E‘uncl.ones de L. s gnE L.0 )

tal que s - _gnll p——>0 + Como Mf es sublineal, de ‘g = h + (g - h)
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sigue  Mg(x) =< Ma(x) +M(g ~ B) () , luego |Ma(x) - Mu(x)] < M(g - 1) (x)
¥y por tanto | || Mg ~ Mhl| ? = || M(g - h)” D ° Luego, como ugk - gk-l-i" » _<_,o. y

tenemos, usando (71),

. ) ! .

’

Asi pues, la sucesidn de.funciones |Mgi converge en media~p hacia un limite

Ml(x) ; podemos pues extraer una subsucesién (que seguimod llamando ¢; vara simpli -
ficar la notacidn)que converge puntualmente 3

-~

1imi:_'_>m EHE ..1'.-:._551'(?) , pava casi todo x .

Para cada T=>0 fijo tenemos, en virtud de la hipdtesis (70) ’
. - . " I . .

1221 = umy o 1T g;(x)l < MmN - %@

Iuego para todo r >0 wvale ‘_,|Trf(x).| < _Ml(x) .¥ por tanmto Mf(x) < Ml(x) -

Recordando que Mgl 'biendg en media~p ﬁacia.

1
I
1

M—l(I‘) , ¥ "usando (71), tendrenos

~..

41 | (x) [P ax <_41 2] ax = 2img ,fEn |ig, (=)|? ax <

: . | .
| ‘

s c. limi;éoo _én |gl(x)|p dx = \g ' En

1o gque prueba que (71), vale para toda f 'dje,. P .. !

I
4

e@))® ax ]

b) Supongamos’ ahora que existe una co\nstante ¢ tal que para toGo a=>0 va,ie

e i
f g if

Mg 5 a) < (c/a)? _én'.|g|»p' dx.'i'» farﬁj’mda g€l |, {12)

]

I




ﬂr:probaremo.s, que (72) vale pars toda £ de Lp . Da,&a f de IP podemos eleglr unef

3l

. , : .

thce31on 8; (x) * de Lo que converge hacia f en media-p, - ||f - .9;1" » —0 .

1 e la hipétesis (70) resulta entonces que para todo, =0 wale. Trf.(x) =
Yim, _, o T, gi(x:) . Sea E es el conjunto de J:D"s % tales. que Mf(x) = a ,

sea ]:.i es el conjunto ,dellos b4 ta.l:es que Mgi(x) >a 5, ysSea X un punto de
.« Entonces Mf(x) > a. 3 luego pa.i;a cierto x es T f(x) >a ., ¥ por tanto

lesde wn i también T gi(x) = a ,, y con més razén i(x)- > a , desde un i

en adelante. Esto significa, que B C l:l.m sup E. s 1uego |B] £ lim sup IEiI y ©
J'ea, D(MEf ; a) =< 1mi—'?)db B D(Mg:l 5 a) . \Luego.-usa.ﬁd.o (7.2‘)- téﬂdremos
DM 5 a) < limg o .Q(Msi s8) s im0 (c/a)? f gy (x) P ax =

o AR i
= (ofa)® /E“ Je@)|® ax
I

lo que prueba que (72) vale sobre todo P ’ 1,4,d,d . l .
' S ' o +2QyUyCe 2. .

APLICACION A LOS OPERADORES. H f .

Apliquemos el teorema 14 a las ti'ansif‘ormg,_

das de Hilbert, haciendo rf m&o, T £ = H{f , dondp Hg £ estd definido

" oomo en la na.g. 40 (o como en la *pa.g. 50, en caso de n dlmensn.ones) _ Bs facil come

i'probar que la. sucesum Ha ﬂ verifica las hlpotes:Ls 1) y 2) del teorema. 14 . Fne-~

" fecto, cons:.d.eremos por e;]emplo el caso l-dimens:l.onal, de modo que

L He #(x) = S ﬂ-x%ildm .

I . E<mlc €t

Por la desigualdad de Holder tenemos para €=>0 fijo,

| | 1 . _— 1/p* :

o me el s el {7 )P ae} MR L ool e
¢ : » o f < LA »

Esta desigualdad muestra que si . £ € IP  entonces He f(x) s finita en todo
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+€, 5y que £l , = © impliba.\"- Hélf(:':")' —> 0 |, para todo x y para todo’
£ =0 fijo .

Asi pues Hg f verifican las hipétesis 1) , 2) del teorema 14. Por otra parte

| “ya hemos pro‘bado que el operador maximal MfP de Jos - H & £ - es de ‘bix_;o ‘(p s p) sobre

_ entorno en que  £(t) ' es constante, y para valores gra.nd;es de. + es f£(t) nula..

l'o para  l<p <00 , asi como de Iy debil (1 , .l) sobre L . Iuego aplicando el

- teorema 14 resulta que Mf es de tipo (p , 'p,) sobre todo IP para- 1l P<o00, ¥y
que Mf es:de tipo debil (1 1) ‘Sobre todo . quexﬁos entonces aplicar el teorema

‘ 12 y deducir el siguiente

A

TEORBMA " 15 (de Privaloff y Plesner para n. =1 ,° de Calderén - Zygmund para

n>1). la sucesidn de operadores Be £ = ¥, wf.- (definidos en la pag..50) con-

'yerge puntualmenteé hacia un 1fmite 'Hf(x)  para toda :'E' _die’ IP, gl p=l (- oo)

81 p=1 , ellog convergen también en media—ii; "Hf - Hé- :l:‘" -3 0 .

si |f£|-ogfl + Ifl) " es 1ntegra.b1e elloé convergen en med:.a-l sobre todo conjunto

de medida finita. Mis adn, el .operador maximal MP(x) = sup .“jé f(x)l _es de tipo

12‘, p) sobre todo : Iap , 8. l<p<o, ;y’” ’de tip"o"debi]:' (1, 1) sobre todd el

' Dembstraéish . Reclen hemos pro'bado que Mf  es dé- tipo (p , p) sobre todo 1P

y de 1;3.;90 deb:Ll (1 ’ 1) sobre Ll : Luego , en v:l.r'bud del teorema 12, nos falta, tan so~
lo verificar que pa.ra toda f(x) de L existe el 1imite '
. C o £
1:i.m£v__>0 ) f(x) = E:t’(:::)I R par% casi todo .x . : (73)
Como.toda £ de L es combinacién lineal de fundiones caracteristicas de oubos, basta
probar que (73), es aiertd cuando f(x) es funcidn caracter:'.ética. de un cubo Q . .En

este caso todo x (salvo los de la frontera de Qy que t:l.enen medn.da. nula.) 'biene nn

,lLue,'go si & y &t s €' < €&,, son Su.fic;i.entémeqte chicos, por ser f(t) nula

’

i)ara'valores grandes: sera f(x = t) = 0 si (€ )"1 < |+,| < (& -'.)"1

U SO S - f L fE-t
Hc'f(x) -\B‘é:f(x) :-‘ 6l<ltl<c b - T at . .
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Pero para Ev < bl < & leg x -t ,ihtlrior a dicho entorno de x , luego

f(x - t) = #£(x) , y por tanto |
|

He 2(x) - 36,f'(x) . ;C' 3 1\4 <a i(gl at = f‘(ij [ f < at ] -

= f(X)[-f-C. <;‘t;/<-;£' t"" 5!!t<6 ] = 0

Luego se cumple.la condicidn de Cauchy - Bolzano ¥y H £(x) es convergente, 1,q,d,d
: . } 9Qsd,yde

6 7 . THOREMA DE MARCINKIEWICZ PARA TIPOS (p , s) .

n el parrafo 2 hemos demostrado ol teorema de Marcinkiewicaz para el ca~
go de la'diagonal, es decir para tipos (p ,-p). Vamos a demostrarlo ahora para tipos |
Agenerales (p ,-8) pero en el "triéngulp inferior del ocuadrado de los tipos" es decir
para DP=8 . %ntes de.pésar‘a la deméstrac%ég hagamo§ dos observacioﬁes,.éxplicando
guales son las dificultades que se presenfan dl pasan‘dél caso (p , p) al caso (p , s).
in el caec (p 4 p) 8e descomponia £ en f = f(z) + f(z) con z = af/2B (ver
paginas 115, 116). Ahora habfé que tomar) 2 % (a/ZB)v donde v sge elige de acﬁer_
do a los valores de los (p ., é).

Otra dificultad que se presenta en el caso D # 8 es esta: en el caso (p , D)
es decir cuando p=8 , la condicidén de tipo debil se escribe, pox ejemplo para

(py 5 2y) s ‘ o .

. e P, Dy P
D(re 5 a) < (e WEN_ /&) = (ofa) ™ / e .
_ : ,P‘l . A
Pero si  pq # s, 5 la condicidn. de tipo debil (pl y sl) es
o(ef 5 a) < (e I . 1 [ P /Py
< fog MEly /2yt e (ey/a) )t ax] '

es decir la integral aparece elevada a una potencia “sl/pl # 1l .« ZEsto hace imposi-
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ble el cambio del orden de integracién que se usé en la demostracién de la pig. 116,

‘pues ahora tendriamos la expresidn

[0 (= (,2’:1 )1} [f @l 2], s

¥ ahora no podemos integrar antes en a ¥y luego en x . Para salvar esta dificultad

ge va a proceder asi: sea G(a) la integral emtre corchetes, entonces (74) se escribe
8 ro0  s-s,-l . a. /p : 00 g,/ :
N | . 1 1P ! p
(22, s f a . '[G(a.)‘ da = (ZM’_l) f G(a.) Ehe ap
. 0 : .
(742)

, 8=-g8,~1 |
donde d.)x = & .1 A,da.

{
Como sl/~p1 =1 , rodemos escribjr (ver lema 1, pig.-16) la dltima expresidn en la

forma

N 8. s. . © : 5, . con' : © B_l/(sl_Pl) A i
(ZM]_) _/(; , G( ) h( )d.a ‘/0‘ ‘ Ih(a)l » d}x _’(1 |
o , : k l | - ’

" donde ,.'sl/ (sl - pl)‘. es el conjugado de al/pi « Asi pues (74) se escribe ahora

(a) * s /O-w h(a) [_4 -\'lfa‘(i“)li.?l ax] T W
| "

/jré.ahora. ya sera posible cambiar el orden de‘; integrécién, ya qué la integral en el cor-
‘ A l .

chete no esti mis elevada a una potencia. Cierto q_ue ahora ha.'bra que eliminar fa.nalmen

Casft

te la- h(a.) 1n1;roduc:.da, pero esto se ha,ral facn.lmente mediante la demgualdad de Hol-

der teniendo en cuenta que h(a.) verifica (75)

Finalmente, suponiendo que PP = p2 ’ vha,'bré q.u'e considerar los casos

848 asi como el caso 'pz = Py estos casgos no se

8 = S < 52 s ¥ szs“ &8
presentan para Py = 8 |
Observemos todavia que la el:.m:i.na.o:.on de 1la funclon h(a) introducida en (T4a)

.-Il,7 Q=
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Il te hice mediante 14 &eéiéu&idé&"dé"ﬁsiﬁbf;(ﬁQaido”(75), perc esto implica-que

gi/pl;; 1l # o sea Py Sy - BEsta es la ¢

Bl . B
- 1o se aplica al caso Py, =8
. [ f

\ ‘ ;. . rol
Py = 8 sers hecho en una:publicacidn proxﬂma) s
v |

ausa porque la demostraciln que sigue so-

, esg decir @1 tridngulo inferior (el estudio dei>caso

Con estas observaciones en la mente, pﬁsemos a la demostracién detallada del te-

oremé,'debida a Ae Zygmund (Journal Math. Pufes App;/(1956), pags.” 223-248).
. : \ 2 IR ! ‘
.‘ | .
TEOREMA gEMARCINKIEWICZ.— ZYGMUN'.D « Sean ' -Pl = (l/pl g 1/ Sl'z- ’

P,_= (i/p, 4 1/s) dos puntos del tridngulo inferior de los tipos tales que

\

lsp<soys® , lspss,=s0 ;. 8 ¢ 5, . - (76)

Sea Tf un operador sublineal, y supongamos que _T es de tipo debil Pl con normsa,

debil M, , y de tipo debil P, con horma debil M, (sobrs L ). Entonces, para todo

punto P = (l/p.,ll/s) _interior al segﬁento '-Pl;Pag,

Y

1/p = (1 - t)./pl.+ _1;/1)2 y i/s = (1 - 1:)/31' +t/s‘2' , (o %t <1),

(171)
es T de tipo (p , 8) = tipo P , con norma M que verifica o
-t .t : '
M =< KM .Mz.. y . ~ (78
donde ¥ = M(t, Pj.2 Po 2 8 s 5,.) no \depende de. f y es acotada si per-
-4 [ . . :

manece en un intervélo completamente interior al (0 , 1) (pero M tiende a infinito

al tender P a P, O a le.

Bste teorema no vale sgi 8=_5 (pero s{.puede ser P12 Pgl

Demostracién « Podemos suponer que PP, o ¥y que f(x)=0 para todo

-

x « Consideremos varios casos.

a) supongamos que 1 <p1'< P<P, =® , lgs, <s<s, <o ,
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Pl 8] 5 P8y 1 PSS + Usaremos las notsolones de la pég: 114 y 61 lema. 4 de’

la pige 31 » Por este lema,

(llzeh )° = /Fa l22(7)]° &y = = fom &% p(|) 5 8) da =

AN

(21 K ‘
= 2% 3 f 2t p(lre] 3 22) da . o (19) .
) . . L
Déscbmponienao f en f(z) + f(é) éon;
2= YT  (80)

donde B ) V- son constantes que se determlnaran luego, obtenemos de (79), usando las

hlpotesis de tlpo debll, y la desigualdad

D(|re] 5 22) = D( |Tf'('z:)|'!; a) + D(|Tf | 5 &)

- ' ' NP | ] } ® e
(j||‘?f|| s).s' =< ?s 8 ‘é, a" D_(le(z)-l 5 a) da +2° 8 /‘; 1D(|T:t‘( )|

. -' 0o _ 4 | . I; b, 5./
SR AR VO R 4 1(2) ()] ax)

vots of " atd (Mg/af’2 (L Iz @I 0?7
| o L | "
e L °°;"S"1 ‘(z) e 1/
“le/o ‘ (flf @) ax) Tty

' st ‘ |
o, @ Sl Y op 8,/p
+285 M, ° a ° ( J/Tlf (x)| 2 ax) 272 qa
2 0 . B (Z) .

Sl <

28 s& [Ml I+ 1, 2 II] , ) ..(81')




| . y . .
NPT LS S

I = /o a ~sl‘ . J 1@ ‘(x)llpl WV, (e |

donde

P "E\
P | ' P s./p
2 z\ © 2 22
II = - f R f f . .
SR AR R V(O @ % a0 ® 7 g o (ew)
o
Pongamos (=z depende de a) .
ge-g,=1 L . '
17 : . » P
dj}. = a da - ., ' G(a) |= _4,1’(2) (x)l 1_dx . (82)
Entonces |
oo 8. /p,. |
1 1 i *
I = f G(a a .
Jy (a(a) ) © L

Por el lema 1, pigina 16, podemos escribir . :

2/ e ot o /0°° h(a>[4lf"(x)|1’i ax].ajk ()

con

@ \ ' Sl/(sl"Pl) ! (Sl—ipl):/sl | -
(/7 Inca o) T ey 7
- (83a)
Por definicidn, f°(x) = 0 si = >|f(x)| , es decir (ver (80) ) si

. (a./ZB)]'/v > |£(x)] , oseasi a=B |f.(x)|v ,. luego permutando el orden de intedl

gracidn obtenemos de (83) ,

P /s co D ges -1
0

E

1

B"|f<x)| v . . S-5.-1
dxA Jf(x)lpl hia) a 1 da =

L

D Bl£(x)] ¥ Gms. =1 :
/ |f(x)| 1 ax / J : h(a) a 1 da . (84)

0 .

I

1T 3




'Por la desigualdad de Holder, y por (83a), tenemos

-

< [fOB |;f‘|v d’p, ]pl ‘sl

't rBIEE)|Y s-s-l q pa/8
S [f | l a = da.] 7 "
0

i

=¥

Ble(x)]V 551 - Bl .
j:) hia) a da = /(; , 1h(a) "djk =

(er7y) 1 ] (2y2y)/5

|h(a)] =/ ap

(e [T

Eligimos ahora Vv para que sea
. N\

P +v(s - 8)p/e =

es decir .

‘P

s /(s =) T

v = (P " Pl) ‘Bl / (Pl(s> “' Sl) ) . ]

" Entonees de (84) y (85) obtenemos -

‘Pl/ 51

‘ I (B

Andlogamente si sometemos
p2+vs-—s)p2/s

tendremos que:

»./5,
II2 2

Seg

v ‘a la condicion

.}’

a4 =

!

. y : | . | " | .
(CRTS DS A ST

zpz = 1) 8, / py(s, ~ 8)

e '_/rﬂlf(x)lp‘ dx .

. (860b)-

(85)

(86)-

(86a)

(87)




|
{
las condiciones (86a) y (86b) son compa‘@i’b%‘.es, es decir

sl(p - Pl) =~ sz(pz-_ p)'
plis - Slj P2 82 - 8

pues esta igualdad equivale a

/p, - Yfp | 1/p = 1/p
-\]7%_—_17; = l;s:- 1/&;2 ’

| .
que expresa el heche de que el punto P & (1/1) ’ 1/s) /pertenece al segmento Pl F

De (81) , (87) y (87a) resulta

el )* = e 3 Yem ey [ fe@p® e ] Y
| [ 1e

s
] 2
+ 2 st

3 Ysy-s) ([ kG =] e

Aqu:L B es una consta.nte arbltraria. El:.glmos a,hora. B para que a.mbos su.ma,ndos del

mlembro derecho de (88) sean :.gua.les, o sea ponemos

R S A p5p(32/p2 ) e

Teniendo en cuenta gire, en virtud de (77),

- py(p = py) sy(s =8y) | Py (v, = )  8y(s, = 8)
p(Pz.- Pl) = 8(82 - sl) ’ 1-% = ' ?(92 - sl) ’

- (89)

t =

obtenemos de (88) y (88a) que

—H5-
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5 1 ' . 1~ T :
(lecll )% < 2° s (2 . 1. I CAat T [

s R s, = 8
O il
|oel | e & ;--.-ill‘t i, gl . econ K= 2 (=2 4 B yL/s s (90)
S = z P 5 =~ 3, s? -8
{ ' Y
aue es lu desigualdud (75) deseadae
b) Supongamos que 1 SP < p <Py,<% , lgs,<s<s<ow . Lademos -

tracidn es la misma, solo que lLiny que capbiar Z  U0T =L .

h 4
c Sea ahora = S, == B =<8 « In este casu proccucsenosn come en
1 2 ? 1 2

la parte D) del teorema 1, pamina 109, o sea dividinos la integral (79) en dos:
L0 . B .
Chech S)S = s / ™1 D(|zf] 5 a) da =< s / as! D(|rf} 5 a) da +
' i ¢ ) o

© 4 ;
+ 3 _/ ca— d(|ve] 5 a) da
B .

. . . . s
se reemplaza la primera integral  D(|Tf| ; a) por - (Ml ot "f“ . ) 1,

: -1 . o . | . -1 . 2
= (M1 a . "1||P) . , ¥y en la segunda por (M2 a [Ex| P) | ¥y se pone B

u

- Mlél i, ¢ 1 |i » 3 s ¥ se eligén éénvenientemente, ) 5 Gy » O3 Para que
resulte (78) . Dejumos los Qetélles a cargo del }ecton. .

a) Pinalmente si ﬁno'de'los ‘si es infinito se usa la parte a) del lema 1, péig.
1115, es decir (14a) en vez de (14b) (con 'sl‘ én Qéz de .p ).: Como en parte 1) del
teorema 3, pagina 119, en este caso queda solo una integral‘qn (81) ¥ lu demostracidn

1

se simplifica,

1,5,d,d. .
N ‘\ H : g
Ejercicio '« Hacer en detalle las demostruciones de las partes b) , ¢) y d) , del |}

teorema, sigulendo las indicacioues dadus|y las demostraciones de los teoremas 1 Yy 3o

Observacién 9 « La fémmula (90) muestra que la expresién de X coniiene los
témiinos 1/(s - sl) y l/($2 -s) , oses .X = o si By = v lu de - [l
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- meetrasion no ge aplica si 8) = 8y o Pod,rﬁ pensarse que tal vez otra demostra-

eidn sf se aplics & otro caso .Sin embargo ,como se puede ver en el siguiente

ejemplo sencillo (indicado por Panzone)sl tecrema de Mareflnkieviclgxo vale si sy=so
es decir si el segmento Py P,es paralelo al ?je de las abeisas en el cuadrado de

, | .
Ejemple Sea E = Ej =0 , 1 eon la medida de Debesgua\‘ ,y sea T el ope-

los tipos.

rador .definido por

{ F(x) = T£(x) F[ / ! f(%ﬁ) dt] ;]/2{.,

O

Tf hace corresponder a toda funcién f£(t), definida en E) s L] = E e integra-
ble , otra fumeién F(x) definida per [0 9 l] = Ej o« Se verifica facilmen-
te que T @eslineal pues la integral / f(t}) dt dependes de f en forma lineal
Sea a7 0 y E{a) = conjunto de los x ;de E tales que |Tf(x)|? a , O sea

tales 'qu@

S <y,

Si la integral J es negativa entonces E(a) es vacfu . 8i 0€J=a entonces
todo x de E(a) verifica x &(J/ﬂ:)zs ( |\ f" ‘1/&)2 ; © sea E(a):a es
parte del intervalo [0 , ( ”f" l/"a:)z]y por tanko lE(a)l = (| £ 1/&) .
$1 J>a entonces Godo xgl  vwerifica |Tf(x)|{>a , luego E(a) = E
|E('a)| s L s ¥ e@mo J/a >L +tenemos |E(a)_v| = 1£ J/ag& (J/az)z-_‘_
= (| 1’.‘" l/g)z + Inego en todo caso se verifica IE(&)' < (“f“l/a)z o
Sipaz2l tenemos por Holder .

.. 1 ‘ 1 'p 1/p 1 ] Y '
helf = /O 2] a8 £ Uo | £l d.‘t] [/0 1 dt] ’zﬂfﬂp

Luego para todo pz 1 vale ’ E(a)l < (| f" p,/'”a )2 . Esto muestra quel es de

»
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tipo debii (n , 2) para todo p =1 . 5i el teorema de Marcinkiewicz fuese cierto pa-

ra s; = s, (aqui £ = 8, = 2 ) nuestro operador T tendr{a que ser de

<

tipo.-(p 5 2) para todo l<p =<2 , puesto que es de tipo deb11 (1, 2) y de tipo
debil (2 , 2). Sin embargo T no es de tipo (p , 2) para ningin p=1. En efecto
gi T fuese de_fipo,(p , 2) seria el , = © (F4[! A |T:t‘|2 debe ser:

iﬁtegrable si |f|P es inte;rable . Pero tomando una f de P tal que J # 0,

120 g2 1

sera, [0f(x) J° x que no es integrable en B) s 1]

Observacion 9a . Bl teorema de Riesz ~ Thorin diece que si T es de tipo Pl

y de tipo P, ‘entonces: 1) T es de tipo P , si P .es interior a P, P, ;

2) M o< Mit Mélnt y donde X, Mi » MQ son las normas corréspondientes a

P, P

debil Pi y P2 entonces: la) T es dé tipo P , para_ P interiora P, P, ;

,‘P'*" respectivamente. EL teorema de Marcinkiewicz dice que si T es de tipo

2a) M g; t Mi M , donde K& tiende a infinito para t +tendiente a cero
0 a uno, es dedir si P tiende a Pl- :o.é P2 (pues (90) muestira aue Kt tien
de a oero si 8 —> 8 6 8 —> s, ) o B

Vemos que el teorema de Marcinkiewicz generalizé la parte 1), pero tan solo par-
cialmente .la parte 2) del teorema de Riesz. Pero,'bajo'las hipdtesis de- tipo debil
Pl y Béc s N0 es posible obiener la parte 2) completa, y ni siquiera 2a) eon . K%
2
cosa gue no tiene porque suceder. En otras palabras, ﬂg es pogible con las hipétesis

acotada para todo t , pues esto implicaniawque T es de tiﬁo : Pl y tipo P

, i
. de Marcinkiewicz obtener las dos partes de la tésis de Riesz. Ademds hay que agregar
que el teorema de Riesz_; Thorin vale en el cuadrado completo de los tipos, mientras

que el de Marcinkiewioz’fpé probado por ahora tan solo para el itridngulo inferior-d61; 
cuadrado. La ;alidez de este teorema para ei tiiénéﬁlo superior es por ahora un pro -
:blema ablerto (esperamés tratanlg en una pu%llcaclon prox1ma)

| S1 bien el teorema de Mar01nklew1cz n‘ sustltuye completamente al de Rlesz -

Thorin, en cambio ‘se aplica en casos donde el de Rlesz - Thorin no puede aplicarse .
I

Ejemplo_.. Hemos v1sto que ol operador HE de Hilbert es tipo (2 , 2), de tipo

(p , p) para 1‘< P2 y de tipo debil (1 s 1). .Veamos que Hf no es de tipo’




\
|
[ gll , 1) « sn efecto, suponienco lo contrario I:La funcidn F(x) = Hf(x) gseria in-

| tegrable cada vesz que loes £(x) . Sea f(x) = 1 si O=x=<1 y £(x)=0

i on los demis x . Hvidentemente fe I:'-I'.(E1 ) .., sin embargo F = Hf  no per -
' |

L tenece a Lll(El) , -pues se ticne |

3 ' ‘ ) 1 dt 'x ' | .

- | F(x). = Hf(x) = ‘4 x <% ° log P N-—-\s:l.' x =1 H

- . X _ - X~

' /‘1uego para valores grandes de x es = F(x) = log(l +1/(x-1) )~V 1/(x-1) ,

. . . !

5 1/(x ~ 1) no es integrable en él intervalo (2 , ®) , luego F(x) no es in-

tegrable en (-0 , ) = B

Asi pues Hf. no es de tip§ (1 ,; 1), pgfo si de tipolde';)il (1, 1). Luego aqui
) -podemos aplicar el teoremz.a .de Marcinkiewicsz (?::;omo lo hicimos) paray sabiendo que Hf
es de tipo debil (1 , 1) y tipo (2 , 2), deducir que H es de tipo (p , D) '.si
l<p=<2. Pérono se pued.é .a,plicar aqui el fteorena de ilies'z - Thorin pues Hf no
es de tipo en el extremo (1, 1). - i - B -
. Anélogamente la deduccion del teorema de Hardy -~ Littlewood - 'Paley 86 Lizo a,_pii—

cando el teorema de Marcinkiewicz, pero esia deduccibn no puede hacerse mediante él

de Riesz.. ' -

R—"1

Vamos a. aplicar ahora el teorema de Marcinkiewicz a los operadores potencia=-

APLICACION A 1OS OPERADORES H. .

les. Previamente haremos las observaciones siguientes :

,a) si B, B son dos espacios tales que uno esti contenido en el otro ,
BPCE & FCE ; ysi k(x) esun nicleo definido en el mis grande de estos

-

espacios, entonces podemos considerar el operador

Te(x) = Px) = 4“ 2(t) k(x - t) at , C (e1)

que hace corresponder a. la funcién f£(t) , definida en ', la funcién  F(x)

179~



daTinida en H°  (ofr. piginas 79 y 80), asi como el operador

Tg(t). = G(t) = /;E‘m g(x) k(t - x) ax, (91a)

que hace corresponder a la funcién g(x) , definida en E", 1a funcién G(t)
definida en E* o 'Si f(t) estd definida en E y g(x) en B® podemos

congiderar los productos escalares
(2f 4 g) = f Te(x) g(x) ax , (Tg, f) = / Tg(t) £(t) dt .
se tiene entonces la relacién

(22, 8) = (2,2  , (=) = KD) . (92)

|
- Ia demostracidn es la misma que en el caso |-m = n  considerado en la pagina 91.

Igual que en la pdgina 93 se deduce de (92) la siguiente propiedad:

si ¢1 operador Tg , definido por (9la) es de tipo (1P (E") ) LS(En)M)

' ] i *
ehtonces el operador Tf definido pox (91) es de. tipo . ( LT (&%) , Lp*(ﬁnl_L

- giempre que sea p , s=1 , p>1 .\

b) Bn los teoremas 12 y 14 hembé'cbnéiderado{operadoresfque transforman funciones : | i}

definidas en E° en funciones definidas en E'', yque M era de tipo debil o

tipo.(p 5 P) » Pero estos teoremas se aplican, con'modificaciones trivialeés en la de -
. " . » ‘ : . ‘ .
mostracién, al.caso de operadores que transfoaman funciones definidas en un espacio en
: X ) . .
_funciones de otro espaciio, y cuando M es de tipo (p , s) general.

| ,

La parte a) del ‘teorema que sigue se debe a Sobolieff y Thorin; la parte b) a
| Zygmund; la. parte ¢) fud probada por Sbboliéff en forma incompleta, en forma completa
| por Ilin, e independientemente por el autoriy Panzone, quienes también probaron las

partes d) ¥ ) . |

~1.80~




PTEOREMA 16 - a) EL operador potencial

Hf(x) = 4“ 1) R (93)

. - ’
1z - )2

| | .
| 4 de tipo (v , 8) para todo punto. P = (1/p , 1/8) del segmento Ay cuya

'
)

écuacidn es

Yp=-1/s = &/ , dfn<p~<1 , (93a)

|
|
i

. ]
o8 decir del segmento paralelo a la diagonal a distancia d./n .

b) En los extremos A = (nfd, ) ¥ A= (L, n/(n -d) ) el ope~

- rager H.f  1n6 es de tipo, pero  H.f _os de tipo debil L,n/(n=4a)) ,

68 decir en el extremo Al correspondiente a, p=1 .

“ ¢) Si B c Yy m<n<m+d , éntonces Hd;f os de tipo

| (IPE) , 1BED) ) para todo'(p , 8) tal qu%

1 d '
1/10.—_2. == = , 4/n < p <l . (94)

si E'CE' , n<m<n+d , entonces . H.f es de tipo ( IP(E™ , I3(EY) )

para todo (pJL s) que verifica (94);

] a/n

es decir pura todo punto del segmen—

to _AB que se obtiene trasladando 1 Al
1a Aiigonal del cuadrado de los tipos
en d/n y girdndola en pendiente . B
. ned

w/a

d) En el extremo B el ope -

rador . - Hd'f ., 63 de tipo debil

(P, 15P) ) , si P CE ;} m<‘n<m+di s o si PP g
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/

di<m<n+d.

e). En las mismas hipétesis la integral (93) existe para casi todo_,x .de o

(casi en la medida de E® ), para i/n. < 1/p<L 1 .

Demostracién « a) y b) Sea Ao la interseccidén del segmento AA1 (cuia

“ecuacidn es (93a) ) con la diagonal secundaria (cuya ecuacidn es 1/p+1fs = 1)
es decir A, = (l/po y 1/p°*) con P, = on/(n + d) . Por el teorema 3, pAg.
73, sabemos que Hd es de tipo AO sobre L° . Por el teorema 2, a), pigina 111

gsabemos que es de tipo debil en Al sobre Lo + -+luego por el teorema de Marcinkie-

d. o1

wicz - Zygmund H o5 de tipo P sobre L, » para todo P interiora A A, ..
Por el lema 7, pdgina 93, hdf os tambiln de tipo P en la parte simétrica de

4, Ai s ©s8 decir en todo P interior a AAO o Asi pues Hd * es de tipo en to.-
do el interior de AAl »;' ¥y de tipo debil eﬁ el extremo Al s Sobre .~Lb'° Como
1/ 1z - t|n~d es un nficleo no negativo, 1lamando -
T, £(x) = Hy e £(x) = VA N fftl_d at
’ €<|b¢|<F x - %l

tendremos que

ue(x) = sup T £(x)} & E(£]) (=) .
€70 '

|
N l
luego el operador maximal de TE T es équifpracticaméhte

Hd y ¥ por tanto Mf
es de tipo debil P en el interior de AAl sy ¥ de tipo déﬁil en Al , Bsobre L;
A :

|
t

’

For el teorema 14 y la observacidn b) de arliba, Mf y por tanto Hf es de tipo §
' !
tipo debil en todo LY , y esto pruéba las partes a) y b) dg‘lﬁ tésis.

@) y d). Sea CY la interseccidén de | AB con la diagonal secundaria. Por el

teorema 5, pagina 87, de es de tipo C |, cohsidefqdo como actuando de B en

" . Por el teorema 2), b), pazina 111, es|de tipo debil en B , consideérado de E°
' o

em B , ¥ sobre Lo ¢« Por el teorema de Marcinkiewicz de es entonces de tipo

,ﬁ
-la%-’




|
|

(p , s) para todo (p , s) tal que P = (1/p , 1/s) es interior a ‘BC . Falta
pues probar yuc Hd es de tipo en AC . lAhora AC no es el segmento simétrico
de OB respecto de la diagonal. El segmendo BC  tiene por ecuaciodn
|
Vo -2 1/s = .%;  con 3p + s = 3 , (95)

¥y su simétrice biene por écuacién.. o

1/s% -% 1/p% = d/n con 1/p* + 1/s* < 1 ’
o sea f
i n iy m+de-=n '
—_— o e e 2 e 4 . o
L.z L_msd o Up+1fs = 1 (950)
Como nNned = mw(m+d=n) , m+den >0 y Dpor la parte ya prébada
(con m en vez de n y m+d-n en veo de d ) el operador '

/ \ 2 ‘
N / x X a
ayale =/, T g(x)mn(mfduﬁy‘
ol PO Lot VB It ~ x|

m+ 4 =n
P m s m !

+
m |
W
l_l

(95b)

g

" Por la obserﬁacién a), de ach sigue que el opersdor de. es de tipo ( npf(En) R
Ls'(EP) Yeon p' = s¥ , s' = p* ; pero, por lo recién observado (férmulas (955
v (95a) ), si Py S verifican (95b), 1p' , 8° verifican (95). Asi pues H,f
es de tipo en todo punto de AC , como operador que actia de B en B °

‘Hemos pues probado que H es de tipo ( IP(E) , L2(E") ) en los puntos de AA

d
y tipo .debil en Al , Dero sobre Lo « Repitiendo el argumento usado en la parte a)
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¥y b), se ve que esto vale también sobre todo P . .

Finalmente, como el operador maximal de la sucesidn Hoe £ es Ed(!fl)
que es de tipo o tipo. debil en el interior de AAl -y en A1 s resulta del téone-
ma 12 (ver observacidén b) de mis arriba) que Hoe £ converge puntualmente, o sea
que la inﬁegral (93) existe,en casi todo x y para toda £ de P -
d/n‘< l/p:E 1 . 7ﬁﬁui "scasi" significa para tode x de E®  salvo ﬁg conjunto de

medida n-—dimensional nulo, 1,q,d,d
sy LLgtle

Observacién. 10 « La parte ¢) del teorems puede también deducirse de la parte a)

por el método'deAIIin, indicadoe en la pégina 98, en el caso especial cuando

- (1/p , 1/8) = C o La demostracidn dada aqui se aplica a casos mis generales, por
‘ jemplo a operadores de la forma Tdfl = (de) *k , donde k esun nicleo cuya
|

transformada de Fourier estd acotada o crece muy lentamente .

Observacién 10a . In el céso. n=J] , la parte a) del teorema fué probada por
. | :

primefa vez por ﬁardy Yy Littlewoodk(Mat.,Zeitl vol. 27) o Segln observd Du Plessis
(Trans. .Am. Math. Soc. vol. 80, 1,_1955), 1a‘demostraci5n de la parte a) pare n>1
- se reduoé fgcilmente al caso n =1 mediante el gftificio siguiente. Supongamos, pa-
ra simplificar,‘que n=2 -de modo que podemos escribir

|
i

' o o ‘
.' fx-t , y=s) dt ds
H.f(x , ) = / / ST (96)
a , ~0 3 hz + s?l(z'd)/2 :
Como 142 + 82| = 2 RE! y -1/|'b2 + sgles «1/(2 1% |31) , tenemos que

k)

- . . I

L . [ : L ‘
£{x~t , y-s)l dt ds
mee, ) g of [T MEetor (96a)
at® A / -2 1-d77
|
Sea Hld/zf el operador potencial l-diménsional de orden d/2 , y sea
. § '
@ l£(t , y-8)l as .
_ | g y-8)l ds
o) = [ sl (97)

Is]

o
- . =184
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.| entonces podemog pRgFibir

ERICER 2= Hld/z [Gy]M N (97a)

| Suponiendo gue el teorema a) ya fué probado péra los operadores 1-dimensionales,‘ten -

dremos que Hld/; es de tipo (p , r) para %
‘i:
a/2 a '
1/p - /e = ~é— = 5 . (98)
| | Iuego, para estos p,r , tenemos :

el = - [0 [T luge, o|T s awe [a [ 18, 0007 ax s
. (%) < 00 '

- Q0 - QO | -

cn [0l or

' (v o} o« r/p
= M { H(y) { / ( IGy(-t)lP dt} dy} R
- o - ‘
donde I|Hll(r/p)* = 1 (hemos aplicado en el Gltimo paso el lema 1 de la pagi-
nalécon p==1x/p , p* = (z/p)* = z/(r-p) ). Luego, aplicando la desigual -

dad de Holder,

lzg " < M1{, ;_/: at fm H(y) 16, (s)I° dy} w/p

- Q0

A

/
at NED e Moy 21 ) -

w{ [7 e ngerl,,)”
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= i {foo dt [[o:o |G’y€t)|1‘ dy] p/r}r/p =

- @

S {f: Lhecon )" dt}r/P , (99)

‘donde la Wltima norma se toma respecto de la variable y .

. ; - 1
Pero si ponemos ft(y) = |£f(t , y)] , tenemos que Gy(t) = [H a/2 ft] (¥)

éluego por la parte l-dimensional ya demosirada,

f 00 1/
e @, s @), - [ e, 9P ] T

i
K J

EObtenemos pues de (99) que

' (o'} (o) . r/
= _Ml M, { fm / 1£(t s)|P dt ds} P = M3 (]|f||_p)r .

- 0

|

‘a T ® P fm o P */p

| “I?af”r < -Ml{ _/ [M2 |£(+ 5 s)] ds] dt} =
1 - - 0D

5

|

:
1
!
i
|
i
i

;o sea anf”r < M ||f“P , con pib T verificando (98), lo que prueba el

iteorema, a) para n = 2 . Andlogamente se ﬂrodede para todo n=2 .
. . | ’

8. NOTAS DIVERSAS AL CAPITULO IIT..

A) si  k(t) es un nicleo fijo definido en B, yai
. ; .
‘ki(t) = & x(&*t) , entonces la sucesidn de operadores
N :

'I‘if(x) = f*k, - -{n £(%) ki(x-'- t) \;dt . i 4 £(t) k‘(éi(x -t) ) at,

i
V

i
|
~186-|
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| se llama’ sucesidn de opéradpras de Fejer o El nticleo fundemental k(t) se dice de:

H

;ltipo de Fejer si verifica las condiciones siguientes: 1) lk(-t) = k(%) ;

2) fk(“b) dt = 1 5 3) k(). es acotadoren Itl< 1l 5 4) Iltlsz(t)| s M o
Se tiene entonces el siguiente teorema ‘(ver por ej. N. Archieson, Teoria de Aproxima -
l 'cidn (en ruso, traduccidén alemana), pagina 113) :

Si n=1,k(t) verifiea 1)y 2),3)) 4), y si  £(t) (14 141°)  eg in -

:itegrable, entonces T.f(X)“—fﬁ-f(X):" en casi todo x , para L — gm0 .
o -

0 2’ . 4 1. .

' ‘Teoremas analogos se tienen para la convergenTma en media-p o

Vemos pues que los nmicleos ky definidos en la pégina 40, férmula (9) , son
’ |

los mismog que figuran en la sucesién de Fejq#. Fig decir lbs operadores Sf =
= lim S ¢ considerados en la pigina 38, férmula (8c), puede llamarse series de

; Fejer o En otros términos, vemos cual es la diférencia entre los teoremas tratados en
&.los Cap. II y III (piginas-38, 39, 143) y el teorema que acabamos de citar sobre las su-
| cesiones de Fejer. BEn el dltimo teoremé se trata de la convergencia de la sucesidn de

i operadores T.f definidos por (100); en los teoremas de-las'ﬁéginas 38, 143, se tra=
ffta de la convergencia de la sguma de estos Tif” que naturalmente es una cuestién mu -
{ cho mds dificil. Ademds, en el teorema de Fej?r k(t) verifica 2), es decir tiene
ﬁ:integral igual a 1, mientras que en nuestro caso la integral de k(t) debe ser nula,
¥ v suponemos que k(t) se anula fuera de una esfera de radio finito.Asi pues, en el ca -
{ so del teorema de Fej;r los operadores Tif son pfacticamente de "tipo vpositivo" y

: ge estudia el limite de lod T,f ; en nuestro caso los Tif no son positivos jamis,
| ¥ se estudia la suma de los Tif . los tedrqus ¥y operadores de las péginas 63, 84,

; constituyen una exten§i6n1d9>1as series de Fejer y de los teoremas citadeos que corres -~
% ponden al caso  d =0 .

El teorema citado de Fejer parace haber, sido tratado solo en El s ¥ tan solo

[ parcialmente, por ejemplo no se han tratado las cuestines relativas & tipos debiles ¥
. . . \

b generalmente, el caso d >0 . Observemos todavia guie ‘el teorema de derivacidn de

ﬁLgbesgue (ver teorema 13), asi como‘elfcorrespondiénte teorema maximal de Hardy - Ii -
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ttlewood, corresponden al caso cuando el teorema de tejer se:toma k(t) ‘= funcidni

caracteristica de la esfera unitaria (o cubo de.centro en ®l origen y lado 1) .

B) “Los operadores Hd y o Hw» son de la forma . f ¥ k. donde k §s~suma

(infinita) de nicleos integrables. Ahora, la nocién de convolucién. admite la siguiente

1

genera.liza.cién impo,rta,nte.. Vaimes a explica;: esta genera,liza’c_ién en el caso de B .
v : . i . . . P ) : '

'

Por definicién

c0 .

% k(x) = f : f(x - t) k(t) at .

. . /. .
Sea s; = 8,% la traslacién en t , es decir la transformacidén de la recta B
en si misma que hace corresponder al punto x el punto x -t o« Entonces podemos
escmbir -
00 y
f*k(x) = - / f(stx):k(}"b) dt . - (101)
— OO0 '

Ahora {St} es un conjunto de transformabiones gque posee.la propiedades siguientes:

t

dible: esto significa que transforma conjuntos medibles en medibles y de igual medida‘

a). Para todo t real tenemos una transformacidn 8, y ¥y cada s es isome-

. 1 . ,
(por ejemplo, un intervalo (a , b) se transforma en otro intervalo (a-t , b-t) de igual

' medida) . |
i = ‘l“ 4 [ ; - . -
b) (s} esun grupos si % Y+t entonces s, 8,
= Bt| (8 _"x) = B.t ' B_t " ’ ad.ema’.s SOX' = X e

c) {st] es un grupo medible: sl f(x) o= una funcién medible de la varia-

K

ble x entonces f(stx) = £(z, %) es medible como funcidn de las dos variables
' .\:‘\ ) 5 . ¢

- % ¥y x (en nuestro caso particular * s, |= X =1%.y {8 ] ‘es también un grupo

continuo, es decir si f(x) es cont{nua en x entonces !f(stx) = f(x -.t)

O
|
es continua en t ¥y x ) . !
Congideremos abhora, en vez de }a recta - E; , un conjunto eualguiera X (por

ejemplo, una esfera, una variedad de Riemann| una superficie, etCs..) y sean {zx} los’
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|
|
] | | |
{ | puntes de X . Supongamos que X esté dadg ﬁna medida 'le (por ejemplo una medl -

i‘}da de Stieltjes — Lebesgue). Sea ahora, para #ada t real, s%x-' na t:ansformacién

| 6o % en X, con las propiedsdes a), b) 7 o) (la propiedad-a) se entiends shora ves -

M

!
r

B

i‘pecto.de la medida de que actia en X ). %n tal caso se dice que en X - fud dado un
ff:grupo medible de transformamionés isomedibles |
| | punto de la recta (un nimemo meal) pero =x mno tiene que ser.un unto de Els, 8ino ‘eq

{stx}~; Obsérvese que ahora + es un

‘ipunto del conjunto general. X . Si kgt) es una funcidn inﬁegréﬁle de la variable
i : ' : ' :
real, nula fuera de ¢ierto’intervalo, y si (x) estd definida en X y pertenece a

i
| 1P(x, %P ) , entonces existe la inﬁegnél "

| |
?E(x) = fw £(s,x) k(t) dt ~ {101a)

- 00

y define una nueva funcidén de x . Resul$a asi un operador que a la funcibn f£(x) ,
i”rdefinida en X , le hace corresponder otra funcidn Pf(x) , también definida en X .

' . l ' S : 3 ‘
Consideremos, en particular, el nfcleo s I (¢) = 1/ en (0, N) y nulo en

" los demis .+ . Entonces

(1011v)

1 fN
Ty f(x) = T 0-— -f(stx) at
Ep el caso en'que X = E1 y 83X = X -‘t s tenemos
. 1 N o . .
Ty f(x) = - fo f(x =-t) dt ,

y el teorema de Lebesgue (ver teorema 13) dice que en este caso  lim T £(x) = f(x)
- péra N—> 0 . ési como para - N —yo00 ,4 ¥y para cési.todo x‘;,mﬁs alin si
ﬁ'f er® ée tiene convergencia en media~-p, y el teorema maximal de Hafdy -~ Littlewood.

1 Surge entontes naturalmente la pregunta si estos teoremas de Lebesgue y Hardy - Little~

-+ =189+
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wooud vaten para les bpefQﬂorest(IOlb) con uh grupo s£x‘ goneral sobre un espacio. X

general. Resulta que esto es efectivamente asi, y este hecho constltuye los llamados

tooremas ergddicos 3 el tecrema“de Lebesgue pura ' s, genefales(y N —so) e

el teorema ergédicp'de Birkofi - Khintchine; el teorema'eorrespondieﬁte para L‘2 es
el teorema ergddico de Vu;Neumann,»y'el»teorema mayimal déAHardy - Littlewooé'péra Sy
generales. es el teorema ergddico maximal de Wiener. Bstos 'teoremas generalizan ¥y uni -
Tican diversos copitules de la maiematicn (teoremas relatives a la distribucién de los
nimeros mod L, las leyes de los grandes QUﬁero de la teoris de Probabilidades, los ni-
meros normales de Borel, elc..), y tienen hplicaciones importantes a la Fisica. Las de-
mostracione; de los teorema ergdodicos pueden obtenerse modificando ligeramente las de =—
mostraciones dadas del teorema 13 y de Hardy - Littlewood (pa:a detalles, y para un mé-
todo general de trasladar teoremas relativos a conwoluciones ordinarias, a convolucio -
nes: generalizadas (el tipo (10la), ver nuestiro articulo sobre teoria ergddica en Math.
Notae, afio XIV ) « K . |

Si hacemos k(t) = 1/t , obiendremes los operauores de Hilbert ergddicos :

co f(stx) \ ,
Hf(x) = / —— 4t = Iz - H, £f(x) , )
' -00 | &~0 - .
| o ,
/ . f(:.tx)
H £(x) = ——— . a4t ;
¢ <] < €=t t .

I
| . ‘
Aqui x es un punto del espacio general X| ¥ Sy es un grupo general de transfor -

maciones isomedibles. Resulta que los teoremas relativos al tipo,y tipo debil,‘y de con

| . 1

vergencia puntual, de los operadores de Hllbert, que hemoo visto en los Cap. II y III,

suh51sten4para estos oqeradores de Hllbert ergodloos, y mas generalmente para los ope—

* radores ergodlcos H, f - (ver Revista Mat. buyana, volumen 1, paglnas 105=167)

A ‘

Podemos conslderar analowamente 1os oPeradores potenc1a1es ergodlcos .’de , que.

-(n-d)

se obtienen haclendo en (lOla) k(t) = Sin embargo el estudio de es -

tos filtimos operadores no estd hecho.ain en forma deflnltlva (algunos resultados par —
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| |
C . |
ciales estan indicados en la tésis de R. Pa?zone). Tampoco egtéd aclarada la teorfa de

1

las sucesiones de Fejer ergddicas (para definicién de Pejer ver A) ) para 4 =0 ¥

|
nés general para >0 . ' .
C) BEn el pizvafo 4 de este capitulo ﬁemds estudiado el pseudo-tipo y pseudo~tipo¥
. | s
para el caso (l , 1)e Estos resultados puedén-generalizarse al c%so (1 ’ r) del modo
. 50

\ \

siguiente (las demostraciones se daran en un trabajo con R. Panzone, de préxima apari -
A

|

cidn). Diremos que el operador Tf : que transforma funciones f definidas en o

E', es de pseudo-tipo* (l., r ; a) si para toda fun

cidn < T(x) de L, existen los bonjunt&s BRCE FC EY  y la funcidn

en funciones Tf definidas en

'

; . i
h(x) tales que? s verifica : :

'l/r » v
{é,, e 2 -n) T axf < m LU
. | , r/a
Bl < u lelly /n(e) 5 el (i dgl, / w)) :
h(t) = 0 si tEE =B [n(t)) < ™M n(r)

-1 ' ! .
”h”]_ < M la- z| £ 1 ’
donde M es una constante independiedte de f, h, E. F y |a =] . e
5i a = r 1 , obtenemos la nocidn.anterior de pseudo~tipo* (1 , 1) =

= ypseudeciipo* (1,2, 1).

Dircmos que el operador f , aque actia de o en E ) es de pseudo tipo

2]

(1, r3; a), si para toda Tuncién f(x) de Lo y para todo soporte cibico Q
de £, = 23(f) , existe un conjunto FCE , yuna funcidn h(x) tales que
: > l/r . .
{ I , |T\f'.— n)| d‘xJ g X ”f” 1 s
s -
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e .
7] =< 2 |Q|I’ & R h(x)

O
i
m
[

=
f

|hZz)| i T%T J[ 2w, '

8]
donde I ez wan constanle XIS dndepowiic e Le (R

it
—
1
[
(4]
i
z
!
i_J
¥
[¢]
o]
[
%2
(s}
o
~%+
o)
3
N
ke
o
®.
fed
oL
Re
1
ot
=
ko)
(o]

Paribién si - a
(L,1) = rpseuup-tipé (L, 20 5 1) -
Se tieﬁen entonces los teorsmns miguie iome
a) Sea If sublineal
con 8= ((a=z)/(e )

és de tipo debil (1, ») .

Si en el cuadrado de los tipos
‘designamos con A = (1/s , 1/¢),

B =~ (1/1 y 1/r) , 0 = (O 9 0)7

y si o, O1 son los lngulos e
con el eje de las abcisas Tortuan iu”
segmentos OB ; AB , respectivi

mente, entonces el signii'icudo gec -

métrico de a es t a = g Oy /g
Por tanto el teorema se aplica gi ol |

N . £ N
punto B estd en la regidn ruyn.in

CJA’\:‘-—-___‘

en el dibujo.

ANl

b) Si el overador sublingsi 0f

(6]
@
0

k)
H
A~

e pseudo tive (1., » s a) =rtonces es de
= 4

- seudo tipo* (1, T 3 a)t

i

. ¢

¢) Si Tf es de pseudo ipc (1, = g ) 7 de tine Gebil (o, g) , con

a = ((qg-12)/(s—=1p) ) 8/q=2, 1sis@c;i iegmr .. cuboness T eec de tipo debil

(1, r) y de tiro P para todo pumio P

r a3l segmento AB , A= (1/s s l/ql

. s
B={(1,Yr. |




“

Sea T = de = operador potencial de orden d, considerade del espacio En en

el EP; entonces se tiene @

d) 8L O0sd<n _y HEf actia de E* en E', entonces H.f es de

s a: a
pseudo tipo (1 , ) = pseudo tipo (1 , r 3 r)econ - r = nf(n-4a).
e) Si 0 ==d<=n ;4, n<m y Ii.f actia de B en E , entonces
H. _es de pseudo tipo (1,35 a) con r = m/(n-4da) , v/a = m/n . Lo mismo
vale si m<n<m+d , 0<d<n .

De d) , e) combinados con c) se obtiene, por otro camino el teorema 2 de la pigi -
na 111. Pero -de este modo se puede oﬁtener una éeneraliiacién del teorema 2 a aperado -
res. mas genérales de la formw (14), pigina 65, y otrés.

Aindlogamente se extienden los lemas % v7Tal caso.(l s T) .

Falta aclarar la generalizacién de b) y ¢) a pseudo tipos (p,r,a),conp #1.

Otro problema es este: el tipo debil y el pseudo tipo son/diferentes generalizaciones

de la nocidén de tipo; seria conveniente tener un concepto que las abarque a ambas y que
permita unificar los teorema b), c) con el de Marcinkiewicz. También falta .aclarar los
teoremas relativos a operadores subordinados en el caso de pseudo tiipos. Ademds Ffalta

el tratamiento de estas nociones en el tridngulo superior del cuadrado de los tipos,

asi como para los espacios de Orlicz.

D) En el teorema de Marcinkiewicz del tipo debil P' y P" sge deduce el tipo
fuérte,en todo P i;terior a P'P" , pero la norma P crece al infinito cuande P
sé-acerca a uno de los extfemog. Cabe preguntarse si la norma debil de P no se mantie
e acotada para todo P de P! Pv . ‘Esté es efectivamente asi como lo muestra el te-
ovema siguiente (probado por Panzone por un razonamiento diferente y con constante algo

menos precisa) :

a) Si Tf es sublineal de tipo debil Qpl . sl)*y tipo debil (p. , s.), con nor-
. [=4 [

mas debiles Mi 5 My respectivamente, entonces T es de tipo debil (p , &), para
o "

todo P = (l/p_, 1/§)_- del segmepto Pt P , P' = (l/pl 941/511 §

P = (L/p.., 1/s.) . ¥ con norma debil M  +tal que M= 21/s 2 Mlt Mnl-t ’
14 & —

siendo t 1la pelacidn en que P divide a P! P" , es decir,
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Yp = t/p; + (1-%)/p, , /s = %/s; +(L-1%)/s,.

'Obsérvese que este teorema vale para el cuadrado completo de los tipos y sin la res -

tricecion 81 # S5 e

Demostracion . Consideremos el caso Py # Py .sl £ s, (dejamos a

cargo del lector la congideracidén de los caso s; = 8, é o= D, ).

Sea Py <P, o Por Hipdtesis tenemos:
8y - ' ’ : 5,
p(zf 5 2) S (g £ pl/a) , . D(Tf 5 2) < (M, Uf I,24/:&) ,

y por definicibén de + es
t o= sy(s, = 8)/(s(s; -8)) = pylpy, =)/ (p(®y-2p) , 1-% =
= 2o(e -2/ ( Doy = 7)) = sy(s = 5)/( s(s, = 5))

Tuego 86 tiene la proporcién

i By , 8, :
G By (e =p)/(s=8) =25 (p,=-2)/(s,-0) ,
. .\n‘!‘»-’ 2
de modo que podemos escribir |
' B-8§ = ¢ sl(p - Pl)/Pl s By-8 = ‘o SZ(PZ - #)/P2.{ h (102)

I
]

‘ tenemos
5

De £ ';f.b+f.b

D(Tf 5 a) =< D('l‘fb_ ; a/2) + D(TE, | 3 a/2) '=
n A

. '
|
* (e | %y, )

]

. o)

04




B / b, v P1 Sl/PJ ,
Q“bl/d) z 4 if \x)‘ dT) { 4 r
ol CBaniet. g A 8 /p
-~ 2! ' [ s 2 . 2 2_;
- (¢M2) L \é‘ llb(%)f dx} .
. .
'\: d ! i oy
¢
Goma {?b(iE{;a b - en los puntos ep que |f(x) no es mula, tenemos que

Py

N S ] P,~P | -
|f§(x)i b o ()P, andlogamente |fb(x)| <b? |f(x)|p (pues

Pl = P =Ds ) .l;uego !
' {
|

8 b(plmp)sl/pl { |

8,/7,
DTt 5 a) = (2y/a) © l£(x)1® dx}- YL

B

s, (p,m)e,/i s,/
-+ {2u/a) 2 3 2722/ {f |z (x)| P ‘dx) "2/ P2 .

E '

y. Poniendo .

KIS : ¢

BLERRS V2

6351'/(52""'5‘1) (zMg/a)"cse/(s’z"’sl) ( " ¢ “ ' )-cp(Sz/Pz‘sl/pl)/(sz"sl)

p
obtendremos, #eniendo en cuenta el wvalor de 'y de 1-% , y (102), (hemos ele-
QL' gido b para hocer iguales ambos sumandos)
;"‘. I f{.

LDt s e) = (2/a)® (21\:&2/&)(-fl'.-'t)'3 el P+

+ (/) (/e (i) ey 8

Cl o EL

.%.“ i~%‘

lo gue prueba la tésis.

=195~




Queds %bierto ol problemas de si em el teorema a) que acabamos de demostrar , vale

1-%
o ll Hz

Por oira pante combinando le demostracidn del teorema 4 de la pigina 120 com la
del teerema de Mancinmkiewicz-Zygmund,se obtienme la. siguiente generalizaciéf del te-
Orems 4 perz el iridngule inferior de los tipos;

‘) §i el opersnte sublinal T es de tipo débil (p, s) g de tipo debil
‘IﬁLJ_‘ﬂQ‘_ILV*B .. 02 .82 3 B8 . 85 3y 8i X es un ponjunto de medida fgnita.

entonoes se trapnsforma a toda f tal gue f P 1og(l + £ )p/s . en
una funcidm Tf de LB(X) , y se tieme ) ‘
re(x)® dax e M X 4 B £(X) P (log* £(x) »/e dx s/ +
| ' - .
s :
+ g(x) ¥ ax so/r2 -

t
c. \ i
|-

Este teorema puede usarse , en combimmeién con el teorema 12, para establecer ia coﬂ“
gencia puntual de una sucesién de oporudsres cuyo operador maximal es de tipo debil j
(p y8), para funcicnes f(x) tales que f P 1og (1L+¢£) »/s ea integrable.
Dejamos la denostracion‘a cargo del iectqr a titulo dé ejercicio.

E) El1 teorema de convexidad de Riesz puede enuncdarse asf; Si el oberador su
lineal Tf es de tipo P™ y de tipo- P"i(P‘ ¥y P" en el tridngulo ‘inferior) con no

, . - - ‘ ’
"1 Yy M, ,respectivamente, entoncesj a) T es de tipo P para tode punto P

2 .
del megmento P’P" ; b) si t es la relacién en que P divide a P'P" y si M es la

norma correspondiente a P , entoncef M=c Mitl le‘t ’ donde
~ N \ ! : 4
¢ es una constante fija ,independiente} de P ¥ de T 3 C) si T es lineal enton~

' ces o=l

simple por un método aniflogo al de 1la d?mostracion de Marcinkiewics ,'Paravdestacmﬁ
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jor la idea de la demostracién haremos la demostracibén para el caso particular de la
diagonal, o sea de tipos (p , D).

Supongamos pues que T es de tipo (x , r) con norma B,y de tipo (s , s8) con

norma M, , l=r<s , y probaremos que T es de tipo (p , p) para todo
. o

T=Pps-S , Con norma M que verifica M =3 M.lt le—t , donde
Yp = #/r+ (1 -1t)/s - : e
e e T T r - 1 AS s
la hipbtesis Cleell D7 < Qonew )™, (leell )< (a0, il )

puede escribirse asi:

© a1 r g 1 : ' ’
T f a” DT} 5 a) da < o r f & (Il a) da , (103)
0 - - ' 0 .
o Sl s oo g-1 ‘ o
.8 f a p{|of] 5 a) da =. M, s / a D(Ifl 3 a)-da , (103a)
- Y 0 .

00 ' ’ . .00
p f P p(lre| 5 ay s < 3P Mltp y (-t)p f o1 p(jz] 5 a) da .
A _ s TRTRT

*
(1031b)

Queremos ‘pues acotar la integra.l.d.el;:;ni'é‘iﬁ%iﬁé izquierdo de (103b) usando la hipdtesis

(103), (103a). Pero en (103b) figura el eaiponente p mientras que la hipdtesis es pa -
ra el exponente T y s - la idea de la -demostracidn consg.ste en introducir parime -
tros u gy v coﬁ exponentes T s S @ara_-ppdér usaf .la hipdtesis. ‘Llamando J

al miembro izquierdo de (103b), tenemos:i

00 " pQO
J = p \/(-) a2 D(|7f] 5 a) da = p uP v° /; a1 D(ITf] 3 u v a) da ,

ur“fP‘“l VS“P‘“l J =7 ur-l vs'l f ap-l D(TE ;uva)da .
- 3 O : .

' Integrando en u ¥ v 5 usando la desigualdad D(ITf] ; a) = p(|o£?] ; af2) +




- D(|‘I‘fa] ; a/2) y la hipdtesis (103) tendremos :

® A el
f - u du v avjJ =
A . 0

00 Y O ' )
= / o d.uf v av / a1 p(|rr] ;s uva)da
A 0 - Yo

o] A :
g 2P p / "t qu / 1 av y aP1 [D(|Tfa'|
' A 0 0

uva)+

.o

-

' 1
+D(|‘I‘fa| 3 uva)_] da =

A les] 00
= 2P f 1 av / va'.P-]_’ da / o=t D([T£%] 5 vua) du +
0 0 A

»

|
(e o) @ A
+ 2P p / W= au f aPL 4a f ¥t D|TE. | s uav) dv =
, A o 0 a '

\,

‘ A s} | ®
= 2P p / v 1T ay f o217 4o / b op(1re ) 5 u) au +
0 0 A

v a

@ o0 A ua '
2P p f W18 4y / ap-_-l—s da / vl D(,‘I‘f | 5 v) av
A 0 0 | a

! 1
i .

A

i

D A SmleT ® 7 peler T a T
= 2° p(1/r) / v dv / a da M, / 1£5(2)] - ax +
. 0 e

0

P o "‘r—l—s © . p=lwsg ol 8 } s
+ 2% p(1/s) u au a da W, £ (x)] % ax =
A 0 ; B a S

|

- Z30m (o= 0)) T 0T (Y- 0. [ e e s

{
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. o '
28 p(i/s) (1/(s - 7)) 4™ w® (1/(s - p).) 4 1P ax .

' . !
Dividiendo por el factar que acompafia a J o?tenemos,

J o= { et ax = 2P [-% :_’_—‘;— erA?(p-_r) +

L e R

| |
Elegimos ahora A para gue haga minima la ﬁl?ima expresién (o sea igualando los dos

rs ' I .
Altimos sumandos) y recordando el valor de t y de 1 -1t se obtiene

'
i

t . 1t
”l'!' Hp = G© M]_ M2 "f"}p ’

con’ i

[ s /{= 's(.l-t)/is.} |

e 2 oy !
. g Ppgr,s

lo que prueba la %ésis.

Queda abierto_el problema si es posible perfecciopar la demostracidn que acaba -
mos de hacer, de modo gque se-obtenga S 1; 9 és deéir gi por este método puede ob-
tenerse también 1a parte ¢) del teorema de Riesz. |

la demostracidén que precede permite también'obteher un teorema general qué contie
ne como casos particulares al iteorema de Marcinkiewicz y las partes a) yb) dey de
Riesz (ver nuestro articulo con M..Bruschi en la Revista. Fac. Cien. Fis;icomate.mét°

La Plata, volumen 5, 1956). También aqui gueds abierto el problemade una unificacidn

que abarque el teorema de Marcinkiewicz y las partes a), b) y c¢) del de Riesz. Para
enunciar este teorema general necesitamos la siguiente extensidn del concepto dé tipo

debile.
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Para todo a y todo N entero, se. tiene la desigualdad siguiente

. © .
f x)I® &y = s ‘4 a®1 (bl ;5 2) da >
B

= o "’ifl [is-(i-ljs] p(|b} 5 ia) ,

2
que para N =1 ge reduce a la de Tchedichef. De esta desigualdad resunlta que si

h = Tf es de tipo (x ’ s) entonces para toho a>0 vale

2 I 8- @-0% o sie) s (it . (104)

De acuerdo a esto diremos que T es de tlpo-N-debll (r 5 s), sl existe una constante M

=

" tal que (104) se verifioa para todo a > 0 ytoda £(x) . Si =1 . obtenemos
la nooidn ordinaria de tipo debil, y para N = o0 obtenemos la nocidn:de tipo fuerte
" la minima constante M de (104) se 1llamari norma N=debil de T . EL teovema general

mencionado se enuncia ashora asi:’

| . ) X ”
Si_ T es de tipo N~debil (Plg’ sll zf{pg y Bé)AODn normas N-debiles My M,

; EiﬁﬁLﬁi Y A% 8o 2 entonces T ‘es de tipo (p ; s) para todo (p Ls) tal gue el

| i
punto P = (1/p , l/s) es interior al PrP" ., ¥ con norms fuerte M que
verifica (1~ (N + i)—d )1/S M < 3 MIEJMnl-tI , donde 4 es el menor de los

o
. |
nimeros . s - 55 s 8, =S o w 4
2 . _ ‘ ) )
Si N= oo , "1~ (N +1)—d = 1 | y obtenemos las partes a) y b) del teore-.

| ma de Rieszj;para N=1 obtenemos el teorema de Marcinkiewicz.

pos ¥ falta hacerlo para el trlangulo superlor.
Fihalﬁente observemos que el teoxema ae,Riesz se extiende facilmente reemplazando
=200~
\
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Tamblen este teorema general fué demostrado para el tridngulo infewior de los ti - ??




las normas por radios espectrales. En efeCto,jsi T es un operador de tipo (p D) ’

entonces su radio espectral f;(T) “es, por definicidn, el sup 1 X!, para to -
{

. . » B . " : EE | '
dos los numeros complejos. A tales que:. Tf = Af no es el inverso de otro opera -
 dor de tipo (p 5 D). El mismo 'T oconsiderado| sobre diferentes - I  tiene diferentes

‘radios 3;(T) » Se tiene entonces la siguiente desigualdad: si 1/p =
a t/r+ (1 -14)/s entonges ‘

. |
L® < (@) (gmH . | (105)

i
|

En efecto, como se sabe se tiene la siguienteiexpresién para el radio expectral

: 1/m
}

$o(®) = lim { ||T‘“||p , (106)
londe ]]TIIP indica la norma de T correspondiente al tino (p , p), es decir el
menor M tal que IIT£)) p = M€ p ° Como por el teorema de Riesz es
“Tm||p < ( ”Tmllr)t ( “Tmlls)l—t que combinado con (106) da la desigualdad de -

seada (105) .

Andlogamente podemos definir el radio espectral debil '?*P(T) mediante la

férmala
1/m
. * .
* = 14 : .
gr@ = um o {17} : (106a)
‘ * . A
donde iy "P es la norma debil (p , p) de T, de modo que el radio espectral

debil puede definirse para T no acotados que son de tipo debil (p , D). Para que esta

definicidn sea correcta hay que probar previamente que el limite en (106a) existe.

Usando el teorema de Marcinkiewicz tendriamos entonces que

(ox (M) (gx (@)t ‘ (2058

=201~
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para 1/p = t/rf(l - t)/s. ; 0=t <1 .

F) Los teoremas de Riesz y Marcinkiewicz pueden extenderse a operadbres compac -

os. Diremos que Tf es de fipo compacto (p. , ) si.es de tipo (p , 8), ¥ si dada una

sucesidn £, € LP tal que ll:t‘n "‘P" =, 1 ., se puede extraer una subsucesitn
. - . '
{‘fr'x} C {fn} - .tal que . Tf! . converge en.. L” , o sea  |[Tf}'- TE | g —>0
cuando - n y m tienden al infinito. . p e
Llamaremos norma debil g de h(y) , ¥ 1a,desié‘na.remos con ||h|| , al me - _

nor nimero M +tal que para todo a=0'". ge.verifica

a® D(Ih} 5 a) < H

Diremos que el operador Tf es de tipo cogxp_acto'd,e'bil (p . 8) s 81 es de tipo debil

(p , 8) ¥y s dada una sucesidm {fn} C 1P tal que, "fn ||'p < 1 , se puede ex-

traer una subsucesién  { fI;.} c ~{fn} tal que Tf! = b convergen en la norma
* ! '

debil s , es decir  ||Pf! - TEL|| S —> O para n , m  tendientes al infi -

o . {
nitoe.

Se tienen entonces los teoremas sigulientes:

a) Sea Tf wun operador sublineal que hace corresponder a funciones f£(x) de-

finidas en el esvacio E = {x} , funciones. h(y) = Tiiz) definidas en '

E, = {v} . S8i Tf es de tipo-compacto (pg_ 5 "8 l y de tipo compa.cto (p,\ y a;,) s B0 =

bre L _, entonces Tf es de tipo compacto‘ (;_oJ s) para todo P = (1/p . 1/s)
' \

1

del segmento P! P" .

- {
! .
! ; ,

1
|

b) Sea Tf un operador sublineal gue hace corresponder a funciones f(x) de-

finidas en un espaecio B {_x} . funcibnes ﬁ(y) = Tf(y) -“definidas en un
- P . \ :

W ps . o
W . a -]

regpacio euclideo g {y} ,  Ccon 1a. med:.da g.y de Lebeég,te. Si .Tf es de tipo

compacto debil (Eﬂ. . sl) y de blpo com]gacto d.eb:l.l (p2 , s,,), so'b:ne Lc o, entonces TF
A ' ’ i '
es de tivpo com;ga.cto {p , s) paia todo P = (l/p 2. 1/s) completamente interior

T
' e

al segmento__ P* P" . (5e supone que P' y P estan en el tridngulo superior de

r'.
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los tipos ¥ Sy # 85 ).

Observemos que mientras en a) E ¥y E1 son espacios generales c¢on medidas

correspondientes arbitrarias, en b) es E1 = ﬁr de Biclides y la medida de El

es la de Lebesgue. No gabemos si.b) vale, en espa%ios generales o con medidas singulares

o

en B . También estd sin aclarar el caso del triéngulo superior de los tipos.

. 7
ion apartes

Anéiogamente se definen los pseudo-tipos .compactos y se presenta el problema de exten ~—-
; i
der los teoremas cormespondientes (por ejemplo, Li pseudo tipo compacto P' mds tipo

compacto debil P"  implican tipo compacto debﬁl Pt , etCeee)e’

iBstos teoremas serdn objeto de una publica

Observemos que los teoremas a) y b) permiten deducir y generalizar los teofemas de

Sobolieff - Kondrachieff, sobre el tipo compacto| de los operadores potenciales, que se . - .‘“Q
verédn en el capitulo préximo.
Finalmente mencionaremos los siguientes problemas que se refieren a los teoremas

|

de convexidad de Riesz - Marcinkiewicz, y que tal vez valdrian la pena de ser examina - ‘
| . :

“dos: ‘ .
1) Cabe consideram operadores de varias funciones h = T(fl y o0 fm) ,
lineales en cada fi y @81 como operadores vecﬁoriales 2 = T(fl g e fm) ¢
donde h = (h1 3 ee oy ) -, ¥ ;aS'oﬁeétiones'tratadas en los capitulos II y )

IIT se plantean para tales operadores.
2) Por otra parte, para caso de operadores T de tipo (p , 8) se tienen teore=
mas de representacidn (de Gelfand, Kantorowitch, Dunford - Pettis, etc...) : tales' T
estidn dados por nicleos K(s o t) o por limites de sucesiénes
Tnf(x) = J/.Ki(x , t) £(t) dt , donde los K~ verifican ciertas condiciones.
Ser{a importante saber si existen también teoremas de rspresentacidén para tipos debiles
y tipos compactos debiles, y si existen algunas propiedades (de convexidad) especiales
en el cago particular cuando los Kn son simétr%cos.
3) En el caso en que las funciones | f dependen deé dos variables , = -

f = flx,y) 'y x€ El s Y EE2 ’ se puede considerar normas mixtas
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e (L e ) )T

;-

'(si . p =8 - entonces ||:£’-[|.p * es la norma p respecto de la medida producto
: ’

. 8
dx dy ) « Si Tf = h(x, y) también depende de dos variables, cabe considerar ti-
pos con normas mixtas.

| 4) Méswgenefalmente, la nocién de norma se basa en.ls de integral,y esta es caso’
particular de la de.ﬁintegral condicional". (Dada una familia boreliana de conjuntos
{F] , FCE , y dada la funcidn medible £(x) , x € E , se llama integral

.condicional de’ £ wespecto de {F} a la funcidn’ g(x) = B {£] {F}  tal que pa-

.ra todo F de la familia (F} se verifica

4 g(x) ax = 4 f(x)éx‘“ 5

1
tal g(x) .existe por el teorema de Radén - Nykodim) « Si { P} consta de dos con =
juntos, el conjunto vacio y E , entonces | g(x) = constante = Jg f(x) ax , ¥

en este caso. se obtiene la nocidw ordinaria de integral de f . !

Cabe considerar tirvos (p s s) con integrales condicionales, por ejempla - Tf es
de tipec (p , & #' r) si siendo. g(x) = :ﬁ-{lflpvh{F} ; h(x) = E{IITfIs I{F}} ,
se verifica Inll, s ¥ ligl, . | | -

Gj Tn los desarrollos recientes de la| Mecdnica Cudntica parecen tener importan -
i .

cia los-opsradores:de Hilbert dobles. Por ej

emplo la transforma¢ién de Hilbert ordina — ° |
{ . .
ria doble es dada por - o . P

Ll

* il
» !
i !

‘ |

1

. B @ @ (s, t) ds dt
VARV ~ EER RIS




-{ T | o
: ~ f/ A f(sl, t) ds dt "
HCT(f(x ) y) = € = ":X . :ll < C~1 , (Jd ~s) {y - &) - . (106)

n<lIly- - 'Q" ‘ :

|
{
{.
\

Bs por tanto Ximportante saber cuando estos operadores exigten. No se aebe confundir la

integral doble (1'06) dada por el producto de dos micleos l-dimensionales, con la imte -

gral simple de Hilbhert HW ‘dada par unnicleo 2-dimensional .. BEs dec-ir, no se debhe-
confundir el‘ope.fa.dor producto de dos 6pe;ra.d;ores l-dimensionales de Hilbert, con los

. . . !
operadores simples 2-dimensiionales

) o,

'

foo ‘/‘oo .f(s y &) 'w(ix—s , y-t) ds dt =

B f(x ,y) = 7
w ' - 00 ~ 00 |x-s|2+|y-t|
’ |
: o N
= lé.m Hw,& f(x , y) - ‘ . | (107)

i . '

Tenemos una Unica (salvo,constantes) tra.nsformacién_ doble de Hilbert, perc infinitas
HW 2-dimensionales. Mientras que en (107) se excluye en el plano un c:'.r‘culo de radio

& y‘se hace tender € a cero, es decir se integra sobre C‘? < |x = al? =
|y - t|2 < &2 s, eon (106) se excluye en el planc una cruz Ix - sl =€
ly - t] > n y se hace tender a cero ¢ y n - En el Wltimo caso caben doé ca:sc}ié
cuando € = wm , o cuando <, M tienden a cero ind.epel.ulien'ta-mem.e, lo que da
origen a dos teorfas diferentes. Mis generalmente, podemos considerar operadores Jdbles [l

n¥m dimensionales

H £z o W) = f f £
Wy B Y

(o =ujw-1v) .Kl(u) I{E(V) du dv {1062}

donde Kl(u) = Wl(u)/luln , K (v) = w?.(ir)/lwm gon micleos del tive (I".‘l..}).-~

pagina 48. mndlogamente se definen los operadores dobles potenciales.




Consideremoa;, nmas generalmente, el oencento de operador producto (cartesianc) de

'@os{ _operadorés. Sean {x} {y} y En+m at EnXE“1 = {x, ¥y},
f(x) una funcién definida en - En N g(y) en - Em ¥y hix,y) en En +m
Sea T, = ' uwn operador que actia .,sobre .’cf_ur;c:.ones . £(=) defin:.das en. _En ,

T, = T,8& s%ibr‘e ) 'g(y)_ definidas en B y . T ?'I'h , un operador que-actﬁa
sobre funcicnes ‘h(x , y) . §i 'Lo(‘ﬂ ) es la familia de las funciones simples de
B, LO(Em) ~ lade B, designaremos con L, ala familia de las funciones .

h(x ’ y_). de la foﬁpa A

. o .

. . . ' ‘ L ) o o

B, ) = o 5 )+ ko BE g, (108)
donde los. ey sPri ‘constantes. Esntanées .,‘Lf)b s denso en ,]f?s I(JP(En +m) 'Y has-

ta ‘cons:if&eralr. ol operador Th szﬁi:e. .':'Ilw.ooi.".. o S w..“ ’
. El operador Tlf que actua. en En i da origen a m'l cper:?dor T-lh en En-hn
 que a cada h(x , y)- de la forma (108) le\ hace comsponder la- funeién "
a | N \‘ . .

R

Tlh'(x‘, y) = [2pn ) ) (=), = '_ fp2eg As:i g, (v) mf, (x) .5 (108a)

.

anflogamente T8 - da origen a’

i
Th(z , ¥) [m b, ] () ?\Z (5@ T e o (08)

Diremos que: el operador” Th , que actua en , ‘,,En'*m' , es producto cartesiano de los .

i-'.I‘l y Ty 53 T = "Ti_x T, . " gi para toda ~h(x E y) de la forma (108) se verifica

v

Mmxiy) = ue, ) = By e [n oG]l e0). (o)




\
-Asi por ejemplo el operador doble de Hilbert (106) es el producto cartesiano de los

operadores de Hilbert ordinarios, l=djimensionales. El operador HWiw de (106a) -

es el producto de Hw g HW s aqui ﬁw actia sobre funciones definidas en
' 1 2 : 1
l X . .
B s Hy sobre funciones de B O A - S de E™™™ . Bs facil verificar las
2 ‘ . 172 .
propiedades siguientes (para’detalles ver Revista M. Cuyana, vol. 1, pig. 96) 3

<

X T " es tam -

- 0. ' ,'\
a) si T, y T, sonde t¥po (p s )y entonces T = T 5

1
bién de tipo (p , p) - i

b) Si T, es de tipo debil (p , Py y T, de tipo (p 4 »), entonces

T = TXT, esde tipo debil (p , D) !

1l
| .
o) Si Ty 5.0, son ambos de tipo debil (p , p) no se puede asegurar que T

sea de tipo debil (p , p) . Pero si los operadores se consideran sobre dominios de me-

dida finita, por ejemplo acotados (es decir f(x) es nulo fuera de un tal dominio

. i h
D1 ¥y Tf es nula fuera de otro tal dominio pz s de modo que las integrales, en
definicidén de ndrma,jse toman no sobre todo el espacio sino tan solo sobre estos domi -

nios), y si T, 5 T gon ambos de tipo debil (p , p), ¥y de tipo debil (r, r) ,

2
P <r , entonces T = Tlx T2 transfoﬁma funciones de Z¥  en funciones de
. !
1?° , para todo p'< P (y en forma "continua") .
Si Mr , Th son dos operadores actuando en E*™  cabe considerar tres

tipos de subordinacién local (efr. 5) :

e (110)

’<. ' . S
' |im(x 5 )| = R 1G] oS x o) ..I‘I'h(t y )| dt as
) 1 N _
|Iﬂh(x ,~y)| = o= IQ(yI Q(x')XQ,(y). IT(gQ(x) h) (% ’ S')I at ds', (110a),

- -

(x> 91 = T oGy Q({ﬂm(y) |2(eq(x) Eq(y) B) (85 o)l at as , (1100),

~207-~




donde. Q(x) s cubo de E°  con centro en x , Q(y) oubo en E', y la -
. " ' i

. 8g
funcic'm caracte:‘:’.stica de Q -
Se 'b:l.enen ‘entonces las _prop:.ed'a,&es sn,gulentes s

| d)' Si se verJ.flca. (110) ‘con T o T, X T s ¥ 8l Ty, T, son de tipo
(p , p), p>1 , entonces M es también de tipo (p ’ p) Si se verif:i.ca. (110a) ,
T = TXT, , ¥y T esde tipo (pl ’ pz), T, de tipo (p o p) ’ P> 2>1,
entonces M es de tipo (py pl) . Si vale (110b) con T = LT, 5 ysi
Ty s T, son de tipo (p ) p), entonces M es de tipo (r 5 T) para todo T =D .

e) Si uno de los

Tl ’ ".["2‘ es de t:.po debil ya no se puede a.segura.r lo mis=

mo para M « Pero si los operadores se consideran sobre dominios f::.nltos, si ‘I‘l es

de tipo debil (1 , 1)y T, de tipo debil (p yP), D=1 , entonces: si vale
(110) & (110&) (110b) para |¥|I¥ ¥ ITIIT y T<1l |, ,ent‘onces M +transforma fun- .
ciones n de. ' Zr'. en Lr' s Dbara 'l':od.o re<r'<1 (en forma contlnua)

Af) “Sea 'I'; '(.r >0) “ una sucesién d.e operado:ces 11neales que actua.n en B ’

tales que para todo r=0 , para t'oda, f ¥ para todo =x de E*  existe un cubo
1

Q con eentro'en x t%al que para todo x!' de Q se verifica

4

Infx) < u{|me(x)] + 7 (g £) (2] + Wy2(x) | ~(111)

donde T! es lineal pero no nec_esa.riamentfe Nl . Ana',logamente_ sea T,'é g una fu- .
cesién (t > 0) de operadores lineales quie actlan en E' ¥ que verifican la oon -

dicién (111) respecto de los operadores corrTaspondiéntes ™ , N, « Supongamos que

. . _ | ‘ .
los T 5 Ty ,Ni,'l‘ (i=1,2) ‘aomutan!ysea ‘.I‘nt = PILXTY , ¥
ih(x 5 ¥) el operador maximal de la suces‘:l.on Trt .

J Entonces si los N2 N, D T" . gon de t:qRo (p . p) pars todo p>1 ,

tambidén 1o es ' Mh . Si estos operadores se consideran sobre dominios finitos, y si

Ny 2 Ny s pr o, Tn son de tipo debil (1 , L) v tipo debil (p 4 p)y Pp=>1 , enton—
' [ . '

ces Mh transforma Z° en 1°  para odo s<1 (en forma continua) .
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|
| Bste teorema generaliza para operadores produo?os el teoréma correspondiente para ope-—
L |
» 1
radores simples del 5 » :

Estos teoremas a) ~ f£), en combinacidn cpn los teoremas 12 y 14, permiten estu -
!

diar la convergencia puntudl, media y el tipo de la sucesidén producto Trt = T;X'Tg:
de dos sucesiones; a partir de las propiedades| correspondientes de }as sucesiones fac ~
tores. )

En particular aplicando estos teoremas al caso de = T! = H y T = H ,

r Wy t W,

se obtienen los siguientes teoremas sobre los operadores de Hilbert dobles:

g)‘ Bl opérador de Hilbert doble' Hw !_ﬁw asi como su correspon’ierte ope -

1 72

. . ! .o .
rador maximal M , son de tipo (p , p) para todo p > 1 . Considerados y definido so-

bre dominios acotados, estos operadores transforman Z°  en 1F para todo r£l
g.) Los operadores H X H hix , y) convergen en media~p para to -
1 - wl,é——_- Wz’n 3 - .
da. b de 2 (B™) gi pzl . ¥ también puntualmente si  p>» 1 . la con -
. ’ . v ‘ +
vergencia puntual tiene ademids lugar si |hl(1 + log [hl) es integrable (en caso
) . + . .
de B XH X o.o Hy debe ser |h|(1j+ log |h|m-1) integrable), siempre

1 2 m .
que los operadores sean definidos sobre d.'c\min:i.|

os .acotados.

Recientemente E. Stein probd en un ejemplo (de préxima publicacidn) que la Ulti -

ma parte de Eb) no vale para - h € L y s decir si h €1l 1a sucesién
HW X Hw . h puede' no converger para casi todo punto, si E— 0 (es
1, 2,6 . - ‘
decir si & =7m) .
Observemos que la teoria de operadores de Hilbert dobles no estid elaborada com —

(afr. los comentarios en el trabajo citado de la Revista M. Cuyana, pagina 163) .

Lo mismo se refiere a los operadores potenciales HdXIHd, . Pampoco estan del todo

aclaradas las propiedades a) = f) para tipos (p , r) generales. Lo mismo se refiere a

los tipos compactos .

Las propiedades a) — f) tambidén aclaran algunos casos importantes del problema
3) de F) .
H) El teorema de Hardy — Littlewood — Paley (pdgina 122) fué probado mediante

el teorema de Marcinkiewicz para tipos (p , p) . Usando el teorema general de Marcin-
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kiewicz se obtiene del mismo modo la siguiente generalizacion:

- . . A . . .
a) Si f(x) estd definida en B y T es su transtormada de Fourier, en -

tonces - . ) \ o _
. | 1/s , 1/p
{41 FOT LR e R By (P E (112)
sienipre que se verifiquen las condiciones
0<1-=1/p H S=p 3 1/p+l/s = 1+ 3 L=0 . (112a)

) Si_ O0sd=1-1/p 3 s=p 3 1/p+1l/s = 1-4d4 , entonces

{ \él [F(w)] ® du} M < U { 41 lf(x)_-‘I P 1x dpt”} e . (112v)

1 ‘
Demostracién « a) Sea Tf(u) = If‘(u) Iul"f‘Il s entonces (112) y (1l2a)

dicen que T es de tipo (p , s) para todo |
punto P = (L/p , 1/s)  interior al | N
segmento  AB, pa_falelo a la diagonal se- | N\ B
cunderia y en B, siendo A = (1/1,L)] N
B = ((1+0)/2 , (2+Q)/2) , pues | N

la ecuacién de . AB es . 1/p +1/s = - }

et S TR

= 1+% . Por tanto, por el teorema de . AN R A

Mareinkiewicz - Zygmund, es suficiente pro ) 1

sbar que T es de tipo B = tipo ( 2/(1 #2) 2/(1 +2) ) y.de tipo debil

-

A = tipo debil (L ,.2/8, ). . - .. |
Que T es de tipo B significa que poniendo r = 2/(1 +8)

se verifica
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a T (B—r)n r r
u ul u =< U fix dx ,
/ﬂ; 1) | a 41 |£(x)|

B

I
|
i
i
H

I v esta es justamente 1la desigualdad de Paley (er (22), pigina 122) ya demostrada.
I Pars ver que T es de tipo debil (1, 1/2 ), sea E el conjunto. dellloé u tales que
()| = [T 10 -

i lul < (£ 1 / a)l/n!' = , o sea’que E| estd contenido en la esfera de radio b

'« Como. | If(u) & iz L 2 e tiens!

'

y por tanto

|
|
|
, . J |

p(leel 57a) = el s u.B = (el MR

1o que prueba que T es de tipo debil (1 , 1/,9‘[) .

b)  La parte b) se deduce devla a) por-dualidad del mismo modo que en el teorema
1 " .
de la pigina 122
P € 4 l,q_,d,d.o
|

Ias generalizaciones a.v) ¥y b) del teorema de Paley son casos particulaxres del siguiente

)
i "

teoremas

Teorema de Pitt : Si_  0<d <1l-1/p , s=p , Ll/p+1/s = 1+8-d ,
‘ \ :
!

.

l L=o0 y entonce; ~
&41 | (u)| ® |ul'np's"du}1/s = ¥ {‘é“ £GP 21292 dx} e . (122c)

Para d=0 esta desigualdad se reduce a (112), para L=0 se tiene (112b),
para d=2=0 "se tiene el teorema de Hausdorff - Young; por tanto el teorema de
Pitt generaliza y unifica los teo'némas de Hausdorff - Young, de Paley, asi como a) y b).
Poniendo g(i) = f(x) lxi nd y Se ve qu:e (112c) equivale a decir que el 0pera.d6r
Tp.q 8 ‘= Pe(u) = F [g(x)|x| ~nd ](u) [ —nl es de tipo (p , s) con 1/p+l/s =-1+Q -a ,

La Ultima condicidn establece una dependencia analftica entre L y a , luego

el operador TR. 4 - serd operador-funcidn. analitico en a (6 en ) ); como para
, :
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&
o

8e puede aplicar el

t

d=20 ¥ para k=0 ya fué probado el tipo del operador,
toorema general de convexidad de operadores funciones (pégina 19) para-deducir ol téo —

, T i 4
rema para todo d y £, -+ Dejamos los detalles a cargo del ‘1'6‘(:..'893: a titulo ;li.ie ejerci~ '}
cio (para otra demostracidn y generglizaciones ver los trg.bajos de E. Stein y Stein - ‘ :
Weiss citndos en las paginas 95, 96? . . . iy : R

i) El lema 3 de la pigina 125 admite una generalizacidm que conduce a un proble-
ma intersante sobre cuerpos éonvexoso Dicho lema afirma que si para J>i se Ve -
rifica: 1) el aent:’ro cj ne pemtenece a Q,l y 2) el lado .Qj e“s < Q.i“ h(ver

]
obsexvacién 5, pigina 126), y si todos los cubos tienen un punto comin, entonces ‘su

v

i

4 &
no pertenece a Q’j gl i®™1 , ¥ que,todo cubw Q (de lados paralelos a’los & «..
. | . ' ’

¥

nimero es = 2 . Observando gque las condiciones 1) y 2) implican que también s ¢

jes) es semejante (es.decir se obtiene por una homotecia“seguidawde una traslacidn) a
. . { N . N

.un cubo fijo K , se puede enunciar el lema 3 en esta forma equivalente: '

[
. \
Si K1 1003 KF ° son p Ffiguras tales gue:

LiMA 3 bis « Sea X el cubo fundamental con centro en el origen y lado 1.

a) cada . K, .es "semejante" a K ,

“b) ningin K. oontiens al centro de otro XK. |, ,1_# i, R
J

a) todos los K, ‘tienen un punto 0 comin « Entonces  p < 2n\ .

Bate emunciado sugiere la siguiente generalizaoién, en gqgue X puede ser un cuer-
‘ »

po convexo general con centro de simetria. ‘i Recordemos que un conjunto K se dice con ~
vexo si con cada dog puntos contiene al segmento que los une; un cuerpo convexo es wmr

ete— - B t
conjunto convexo de En que tiene un punto interior (es decir contiene un esfera

|
|
1
. o

] )

1

|

n-dimensional) . '
; : : v i *
Congideremos pues, en Vez'de un cubo, un Cuerpo eonvexo K (compacto) fijo, con

\

centro de simetria ¢ (pod._emos suponer que! c=0= origeny. Si r2 0 , indiéa—

remos coh K al cuerpo conVexo con ceniro en ¢. que se obtiene aplicando a K una
: : | :

homotecia de razén m. Si ¢ es un pdnto de E*, c, t K indicard al cuermpo

1

I i
que se obtiene tragladando a K de modo qu:e el centro ¢ gpasze a 0 o Un conjunto
, i ) )

-2\%2-1

|




K3, es por tanto semej,a,njc.e a X gai existen Gy s Ty tales que K.1 = ¢t X,

|
f
f
|
y oo serd el centro de K, . ’ {r
8

Piremos que un sistema de p conjunio { Kl g oo Kp} es un sistema~K si

se verifican las tres condiciones a), b), o)|del lema 3 {pero ahora ¥ es un eonvexo

generé.l).-- i ;
Para todo convexo K designamemos con| a(K) al menor nimero a. tal que para

todo . sistema~K {I& g ve o Kp} ge verifieca P=|a .

El lema 3 dice por tanto que gi K es ;un cubo entonces a(X) = 2" (y es

ficil ver que a(k) = Zn )} e ! }

1 I
4 ; ;
! |

{
Para todo espacic B  pongamos

a, = sup a(kx) , KCﬁn , : (113)
‘ |

donde el sup se toma para los posibles cuerpos convexos (y cnmpa.dtos) Kc® .

!
Es deair, a, es ol menor nimero a +tal que para todo cuerpo convexo X Cw Yy

: : :
todo sistema~K {K_L s o KP} ge verifica p<a .
Consideremos ahora en vez de la condicién b) la siguiente condicién més debil :

'bl) s 8l i J{ b entonces S !no es interior a Kj—- _(pud.iend.o pertene -

J
Dimemos que {K1 y o Kp} es un sistema~K debil si verifica a), b), c) .

ser ¢, a la frontera de B Kj ) .

Designaremos con b(X) al menor nﬁmero. B tal que b=0p para todo sis-

tema-K debil de 1 oconjuntos, luego definimos

b, = eup b(K) para los posibles X C & (114)
Es fécil ver que gi X es un cubo entonges  b(K) = 3" (por ejemplo, si K =
= cuadrado, y si .¢6) es el centrode. K, 0,4 ¢35 ¢y, c5 sus vértices ,

S ', Gy 2 Cg s 09 los puntos medics.deusﬁs lados, ‘entonces los nueve cubos

ey +K , cy = 1, 09 g forman un sistema~K debil de 9 = 32 conjuntos ;
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anélogameﬁte se construye un sistema-K débil de &2 componentes si K es un
cubo n-dimensional).
' La determinacidn del ndmero b~ no presenta dificultades y se tiene

gue: A) Para todo n vale b = 30

En cambio la determinacidn de a, no parece ser problema fdcil. Ademds del
resultado trivial a3 = 2 , solo conocemos el siguiente resultado debido a
R.Ricabarra:

B) (R. Ricabarra)} : Se tiene ap = b .

Observemos que la desigualdad ap 25 es ipmediata » pues si K = e{reculo de

radgio 1 , y si Ky =z ofrculo de radio 1 y centro ey = i-ésimo vértice del penté-
gono regular insecripto en K , entonces. {Kl s see K5‘ es un sistema-K
(pues todos los K; pasan por el centiro ¢ de K , ¥y ey no- pertenece a KJ ’ i£J
pues el lado del pentagono es mayor que el radio) . -

Asf pues, para probar b) solo;falta probar gque a, £5 .
Para p = 3 , tomando un dodecaedro reéular ingeripto enjla esfera K , se ob-

tiene con igual razonamiento que a(K) 2 12 , luego aa‘?-lz . Esto sugiere

la conjetura: ag z 12 (se puede proﬁar, creo, que a; £ 15). Para n>3

solo hay un numero finito de poliedros‘regulares,y ni siquiera sabemos conjetu-

rar el valor posible de a, . Por razdnes‘de'simetrfa es de esperar que sea

a(K) donde K, = esfera n-dimensional , pero tampoco sabemos cual es el

ﬂ.nz
valor de a(K). \
Es fdcil probar la siguiente periedad (debida a R. Ricabarra) :

c) s8i {JKl s sees K } eg un sthema-K L ‘entonces ! existe otro sistema-k

_{_Kl y oo K } gue ademas verifica las\ dos condwiones m_gu.lentes d) cada X/

es trasladado de K , Kj =z ¢j +K ; d) el centro ¢ de K estd en la fron-

: \
tera de K} (Luego el centro c} de Ki pertenece a la frontera de K ), para

todo i , (luego ¢ es el punto oomdnla todos. 1los K},)'. Propiedad andloga

vale para los sistemas-K débiles . i

De C) resulta esta otra definicqén de a(K) : a(K) es el mdximo nimero
p tal que en la frontera de K =se puehe colocar p puntos Cp s eoe cp de
modo que ¢; no pertenece a cJ_+ K s? '1 #3d -
ﬁ14




|
i.
Como se sabe, t0do cuerpo eonvexo # de EB gefine en EZ wuna norma
\lxllK tal que K es el éonjunto de los puntos x que verifican "xIIK.s 1
(es decir K 'es la esfera unitaria respecéo»dp esta norma), y la frontera de
K se compone de los puntos l[xH‘K =1; anélogamenteA cy + K es el conjunto
ix - °J“K €1 . Por lo tantg : |
a(K) = mdximo némero p tal que existen P. puntos ©y , ...s, Cp .que Verifi-
can: | f,

Wxill K

"
[

5 ey - °J|I£; > 1 si i,f J - (115)

i i
Es decir a(K) = mdximo nimero p tal qué en la frontera de la esfera. unitaria
. |

x = 1 se puede colocar p buntos a distaneia » 1 uno de otro. Luego:
K J | .

i .
8n= maximo p tal que existe un espacio n-dimensional de Banach con p puntos

a distaneia > 1 uno de otro sobre la frontera de la esfera unitaria .

Anélogamente. b(K) = maximo P tal que existen e » ;b. R cp que
verifican:
Neglxg =1 5 Mey-eyllyg >12 si 14} " (1158)

Luego: b, = méximo p tal que existe un espacio n-dimensional de Bahach eon

p puntos a distancia 2 1 uno de otro sobre la frontera de la esfera unitaria.

Observemos todavia que la progiedad A) equivale al teorema cldsico de
Minkowski (de la Geometr{a de nimeros). la determinacidn de an para n > 2
darfa por lo tanto un interesante refinamiento del teorema de Minkowski ( un
problema analogo se plantea para el teorema de Siegel - Hlawka).

Demostracion de C) . Podemos suponer que el origen O es el punto co-
mun a todos los"Ki y que el centro ¢ de K es 0 =z0 .Sea Ky = 04 + r;K
y sea || U= la norma definida por K; Como c¢ = O pertenece a X; tenemos
Neill = He - ci]l = a; ¢ r; . Sea K} ="cj + a;K ; entonces ¢ pertenece a
la frontera de K; , K€Ky y ¢; no pertenece a Ki si i43.

- Pongamos ahora K; = (1/ay) K; + Los K; as{ definidos verifican entonces ﬂf

la tesis. En efecto , la verificacion de a), c), d) y e) es inmediata.
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] ’
Veamos que se verifica b). Suponiendo lo contrario, un X; contendra a un

centro ¢ = cJ/d’j , 143, por Lo tanto KB contendrd a e¢j = ¢j/d; , pues
los K; son todos traslaciones uno de otro. Luego existe un x de KS ; y de
K; tales que 03 = °3/d3 =y/dy , ¢ = ci/dy = x/dJ . Luego ¢y = (dJ/di)y .

¢; = (Qi/dj)x - Supongamos por ejemplo que d4 € d;

i » entonces cJ =4dy con

d $1.Cmo O e y estén en K; , por convexidad fambién cJ =dy=4dy +
4+ (1 - a)0 estan en K; C K; , 1o que contradice a b).

" Demostracidn de A) . Sea Kp ; ese o Kp un sistema que verifica a),

bl) y ¢) ¥y probaremos gue p £ 3% (ya vimos gue b, 2 %) . Por C) podemos

suponer que Kj

ey +K , =0 , yque los e; estdn en la frontera de X ,

es decir |l el 1L (W0 )| es 1a norma definida por~ K).

Sean: K' = 3/2X , K] z o, +1/2 K C K, . Evidentemente ki C k'
y si i # J K; y KS no pueden tehe% en comun un punto =z interior (pues si
z es interior a K!y K3 , entonces. !Iz -yl <c1/2, llz - °3“ < 1/2
luego |l e; - cJ“1< 1 , 0sea oy es@interior a X; , contrariamente a ;) ).
Ademds volumen de K = |K{l = (1/2)“ ixl = 1/2%v , vol k' = (3/2)%wv.
Sea ahora S = l}izl K! . Entonces % CK' , |s| = ZZIK{I (pues los K, son
no rampantes) = (p/8%)v , y por lottanto (p/2™) v < (3/2)%v , 1o que

da p € il |

i

Demostracion de B) . Ya vimos que o 2 5, luego vamos a probar que

ag €5 . Sea pues, K es un cuerpo convexo ‘eon centro de simetrfa ¢ =0, vy
sean ¢j , ..., ¢y, p puntos en la frontera de K (es deoir fes =1),
Ki = ¢4+ K, ¥y supongamos que Ki no contieﬁe a cJ si i £3 ( es decir

'“ ej - cj‘|>1 ).'Teﬁemos que probar que p £ 5 .

Sea r 1la recta que une O con e (ver dibujo). Basta que en cada

|

semiplano que determina r , por egempﬁo el derecho, hay a lo sumo dos centros

Ci#c'j.

i
i
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|
|
. . . \
{
B

el centro ¢; M"mas alto™ del

semiplano derecho, de modo que en la

I

regién I , situada arriba de cj oy ,
|

no hay puntos e¢; . Como [Ixg W= lleg - eyl >1

(ver dibdjo), el punto x, p0~§ertene-

ce a K . Luego en la regidn marcada II

i no hay puntos u de K , pues Qe lo con-

trario x, quedaria en el tridngulo

1

c2 u Ay formado por puntos de KX , luego

x5 serfa punto de K. Por igual razdn no
hay puntos u de K en la regidn III ,

. -bues A es punto frontera de K por

serlo su simétrico o, , y 4, pertenece

a K,y & quedaria interior al tridn-

gulo ¢cg u Ay . Tampoco hay puntos oj

en IV pues seria “05“ = “OJ -cpll > 1

¢} exteriora K, pero ‘cj estd en el

cuadrildtero op ¢j &) Ap formado por

puntos de K . Anélogamente se ve que en

el tridngulo ¢ xp 4; hay a lo sumo un

punto Cj - Dejamos los detalles al lector.

Observacidn . Del teorema C) resulta que en la'defihiciénAde

pseudo-tipo (p,s) y en el teorema correSpondiente; se pdede sustituir el

soporte cubico @ de f(x) por soportes-K de f(x) ( es decir, cdnjuntos

de la forma S z ¢+ K , S ODS(f) ) donde X es un cuerpo convexo con’

centro de simetria, fijo.
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IV PROPIEDADES DE LOS OPERADORES Hd_ ¥ Hw

© 1,~ REGULARIZACION DE FUNCIONES DE 1P

Una funcion £ de LP no tiene por qué ser continua y menos derivable.’
Por eso tiene importancia el hecho de gue toda tal f puede aproximarse (en
norma I,p ') por fm;n,ciones_ continuas y déri-vaplefs ( de cualquier orden) mediante
un procedimiéhto,illamado regularizacién de £ , yue pasamos a exponer.

A) Ademds c'ie ylos espacios LP vamos a considerar el espacio C de las

tunciones continuas. Indicaremos con C = C(E®) al conju.rito de todas las fun-

ciones f£(x) definidas en EP que son uniformemente continuas en todo EBR y
nulas en el infinito (es decir 1fm f(x) = O para |x]|—+=® ). Si en vez de E°
se considera un intervalo acotado y cerrado I , o mas generalmente un conjunto
acotado y cerrado I (es decir compacto), indicaremos con C(I) al conjunto de
todas las funclones definidas y contlnuas en I . En el. espaclo C(E®) (o en el
G(I) ) se define la norma. por la relacidn |zl ¢ = Bup ‘f(x)l = mdx. de |£(x)]
donde el sup se toma para los posibles;pu.ntos x de EY (o0 de I , respectiva-
mente). El espacio C es pues parte dél 1% y se compone de aquellas funcidnes
de L% que son continuas y nulas en el infinito. La norma de C es la misma "
que la de L°° , bor tanto si una sucesiodn £, converge en C au 1fmite £,

\ .

esto significa que £,(x) converge unl‘formemente a f£(x), pues |I£ - f “ <€

significa que |f(x) - fn(x)' < € parelt todo x de EB ' (o de I).

Indicaremos con Co(ER) a1 suboon,juntd de .C(ER) que se compone de aque- | i

llas funciones continuas £ que se anulan fuera de algin intervalo acotado I |
( I varfa con £). Si Gy(I) es el subconjunto de CO(EnI) ' que se compone de las | ;

funciones con_t'inuas,'que se anulan fu.eml de I k. entonces Go(En) = unidn de, todos|

los CgufI).

Sabemos (efr. pdgina 2) que .GogEn) es denso en todos los P » D <00,
. | . ' i

Pero esto no es cierto para - p = 00 la clausura de G,(En) respecto de la

norma de I.9° es C(EM) y no L%®; si|la clausura de Cq(E®) fuera L% en-
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tonces toda f de L% serfa 1fmite uniforme de funciones continuas y por lo
tanto continua, pero una f ade L% no ‘;biene por que ser continua, basta gque
sea acotada. Por tanto C(ER) es und subconjunto cerrado de 1% (gB) . Ana'loga-
mente C(I) es denso én todo LP , P <o , pero no en L®(I).

Si bien una f de LP no‘f tiene por que ser continuf, ella es ‘continua

en media:

LEMA 1 . Toda fuancidn f(x) de ‘Lp , b <0 , s continua en media-p,
s ] . g . - .

' ‘ 1 _
es decir respecto de la norma de ' LP : dado &€ > 0 existe un d4 >0 tal que

para todo h de EB de mddulo ||h|<d | se verifica

'

- = | 1/p
| Iz (x + ;1) -2l {fmn l£(x + n) - £(x)|P dx}_ <€ tY

Wgta propiedad no-vale si p =.0. Aquf ,dx indica la medida de Lebeague.

i Lo mismo es cierto para LP(I) , »p <oa .

| Demostracidn . Sea antes f € GO:(EI\I) , de modo gque f es aula fuera de

\ un intervalo finito }x|<N . Por ser £ uniformemente continua existe un a>0

tal que \f(x + h) - i'(:x)l <& , para|todo x y todo |h|<d . Como #£(x + h)

se anula fuera de |x|<N +4d , y para 4 pequelio N +d < 2N , tenemos

lzx+n) -2x)[ P < f |£(x + b) - £(x)}® ax < 2me®
b x| < 2N
siendo N wuna constante -fi,jé., lo que prli'eba la tesis pdra f de G, (EB) .
Sea ahora f de LP cualquiera, p < ®. Gomo "C(',(En) es denso en LP,

existe una g de Go(En) tal que ||f'-ng [Ip < £ , luego tambien

l£(x + n) - g(x + n) |l p<€ ‘para todo h , por la propiedad de la invariancia
de Lebesgue. De " A
l£(x + b) - 2(x)l s {e(x + n) - gx)| + lg(x) < £2x)| +{2(x + B) - g(x +'n)]

sigue entonces
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e +n) -2l | ¢ lsx+n) - gl )+ llg - fllp; gz +n) - glx + nll €

<lg(x + n) - g(x) “p +2¢ .

Pero por lo recidn demostrado, existe un 4 > 0 tal que |hl<a implica
leg(x + h) - s(x)'“p <€ , luego |l £(x + n) - £(x) llp <3¢
, l,q,q9,d.
Tl lema no vale para p = 0, pues |\f(x + h) - £(x) I oo<€ significa
que \f(x + h) - f(x)\< € para todo x , © sea(tqda £ de L% gerfa cont;nua,,ﬁ
lo gque no es cierto. ! ‘ |
B) Vamos a necesitar el teorema«de W. Young que ya hemos usado en los ca-

pitulos anteriores, y que ahora enunciaremos y demostraremos en forma completa.

TEOREMA DE YOUNG . Si X(x) pertensce a LY(E®) , 1< r< oo , enton-

ces el operador

TE(x) = £ % g = | 4& f(x-t) k(t) at (2)

\
es del tipo (p , s8) para

1/p -~ 1/s = 1 -1/ , J;.-llrsl/psl' (3)

es decir para todo punto P = (1/p, 1/8) dei segmento . P'P" paralelo a la dian q
gonal a distancia 1 - 1/r .. Ademds

'
Iy

Nelell,,, eogecte Hewxl, sheh, lel (4)

Demostracidn . Por el teorema de convaidad_de Riesz es suficiente probar el

‘teorema para.los extremos P' y P" . | . ;
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" gomo P' =z {(r-1)/r, 0} =
= {l/r* . 0} ., €8 decir que; T es \ . 7/
de tipo P' con norma (4), s?gnifica ~ /
que JJ T “co < lxll " “f“.r* [, o sea
que. para todo x vale /

Jeeyl el , Uzl o

perc. esto es consecuencia inmediata

1
1
i
! /
|

de la desigualdad de Holder aplicada | 7 .
e P .
a (&) 3 : | 1-1/r

* .
P {f wwl® aﬂ”’f: el o Vel

lee(x)| € {Efn £z - t)lr* at

Luego tan solo falta probar que T es de tipo en el punto P" = {l . l/r’} .0
. es decir que 4 -
hoell, < B, Nzl (5)
) |
Para probar (5), observemos que por el lema 1 , pégina 16 , existe una fun-

. *
eidon g(x) de LY tal que

feell . = (22,80 , llely® = 1 .

Luego (suponihéndo Tf real) aplicando HOlder tenemos:
el | = %n { 411 £(t) k(x' - %) dt} g(x) d&x =

Lt UL et ks b e an s
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4,, |£¢+)] Ilslll.*] [4 Ax(x - e T dx] Y= dt =

- 'én NEO]E Ikl 5 ot ...' =l r' el 5

-‘171{0 que demuestra (5)s ¥ con ello 1la tésis.

Del teoreme resulta en pa.rti«nla.r que, gi. k() es d.e . 1(En ) _entonces Tf

és de tlno (p 4 D), para todo 1<y \<_'oo s con ||f * k:l] & ||k|| 1 ||:f:‘|| p

hecho que hemos usado ya- en los ca.pn.tulos a.ntemores. . !

c) . . Diwemos que ha sido dada una unidad: d.e convolucn.on en E° , sl pa.ra todo

‘h>0 © ge fija una funcidm h(z’.? con la.s propieda.desr siguientes:

)

a) ) wh(x) =0 para todo x de B 3 -

1) wh(x) = 0 si 1x1 >h , es decir fuera del entorno de radio h del
‘origen “
T g) o, tiene integral igual a uno |

B

{\
‘4

Loawe-mmn-1 @
Ei;ja.da w, » para toda £{x) escribinaFos
S i SR L

. . “~‘>.’ - . R l_r . ..’-.t:" : i
El nombre unidad de convolucidén ze debe a gue para - h-—0 1a funoionJ- Wh " actia R

practicamente ocomo una, unidad en la operacién de. convolucidns En efecto, se tiene el si-!
. "v . ) ' . ' 4

guiente

LEMA 2 . Tod.a. unid.ad de- con'woluc:.on wh . | tiene las -.l‘aropiedadfea siguientes

1) Para toda £ de IP(F) 1:| s o £y = 3,«;*,,1'1_ . $ambidn Eéﬁener;zi
coa. P y A1g 0, < ||f||,P___.
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{i=s ig:ml.L éntonaes IIf - f || < & .

i

2) S:i. pars, ‘tjodo. bl < h aa ve:biﬁim;. o Il'g(x)' - £(x + t)]]jp- < &

3) Para toda f dJe IP(En) s l=p=<o00 '(pemnoparé... p_=_ o) , s®

‘tiene que Iﬂf - fhll E-—’ o Lra h-—>0 -
) 51 f€ C(En) - entonces  ||£ - £, —>0 para___h~——0 .

4) Si .08 oont:fnuh. o derivable hasta cierto érden k , entonces f, es:

' 5 ) I . ! . | .
'bam'bien continua o denva‘fble b Djf(fhl =‘ £ * 7* w (])i ‘= gimbolo de una demi-
. .. ! . Ley

vacién ‘parcial.de. drden 1 i)e. ‘
. = |

5) Si_£ es derivable, lo es £, Y. D(fh) = (Df)h_ .

6) Para.toda. f€ 1P 1§£<oo o, dados & > 0 y h>0 -,

existe un _ -4 >0 , que depende solo de ¢. v de h ¥y no de £: tal que para todo

It < & _wale |[£ (x + %) - h(x)lv < £ II}:I:‘IIA12 , .para todo. X .

-

‘ ])emostra’.ciém o 1) es consecuencia inmediata del teorema de Young y de la condi -~

oidn. ||wh||1 = 1 , pues segin este teorema || £, nllp = IMlly "f”:P = ||f||p

2) En vn.rtu& de (6) £(x) -puede esnnb:.rse en la forma :

£(x) = 2(x) 41 -w, (%) as = 4 £(x) w(t) @t , - (7)

¥ como W

n - Se aiula fuera de ItI1< h ., tendremos

e -5, = S @) -2 4] m () ae BN

~ L 1] <h ' : ,
Sea arites p = o , entonaes la hipdtesis lle(x) - £(x + €)]], o = € gig -
nifica  1£(x) - £(x - t)l< €. ‘para todo, [t] < h , ytodo x,y de (72)
obbenemos l:tf(x)“—' fh(x)l‘ < & |w || 1 = ¢ para todo X , o sea
Jlf - fh [ - = & .
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Si lgp<o , existe una g(x) tal que (vei- pdiina 16) - - '<l}‘i'g"l]"'1'-p'* w1

J £ ~ fh"'p = ( (f-fh) ’ g) s luego

- "f - fh" {|t|‘£ B [f(X) - f(x "-"b)] v}h(t) dt} g(x) dx. =

- 4
- /

It] < h

T (8) [{n (e 2e=9) @ ad a0 )

Por la desigualdad de Holder la Ultima integral entre corchetes de (Tb) es
s |JI£(x) - £(x - t)| » el o* = £(x) - ;(x - t)|| p * Y oomoen () es |t|< n

resulta que esta integral es < € , luego de (7b) resulta i - fhll o <

< 6||wh||1 =& .. | 5 -

3) Por el lema 1, dado € > O existe h>0 tal que |t|<h  impli
L N
ca e(x) - £(x + )l p < € , luego por 2), para este h tendremos

- <€, ’
e =20l . - |
3a) Si £ € c(2%) entonces f es uniformemente continua y existe un h >0
tal que para todo |tl < h  es le(z) - £(= + &)} w = & 5 por 2) es entonces

<€. |

"f - fh J

I
4) y 5) =mesultan enseguida de

fh(x) = f £(x - 1) wh(£) dt = ./ | £(t) Wh(x - t) at
8 Itl <h S llx’-tl<h

aplicando la negla de derivacién bajo el signo de integral.

6) De

£, (x + ) - £,(x) = 4 ['iVL(x +% - y).- Wh(xz- y)) £¥) ay
| | = ' -

e ) - w5 = ) = - .
se tiene Ifh(x-l-t) fh(x)ls llwh(y t)‘ wh(y)ll o ||:E'||p . Para h>0 .fi-
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v

) * - )
o W, pertencce a todo P 3+ Juego por el ;Lema, 1 I wh(y - ) - w. ()1 = & .
N \ | . ¥ '.‘

G, [t} <d4 , donde - 4 >0 depende so0lo ifle h y de & o Imego
N : ‘
e (x + 8) - £ (2 < & : < d
IIh(‘c ) h(-‘c)' ‘ "f" P bara | I-bl d ¥ todo x b l,q,d, dee
El ejemplo mas simple de unidad de convoluecidn ef : wh(x) = (1" si iz{ < h

L.y eero si x| >h. {

- Fn este caso tenemos

() = = / £z +0) at

y las par‘tés 1) - 2b) del lema que precede se'r‘educen a una parte del teorema de Lebes -
f N . “
gue sobre la derivacidn de la integral indefinida.
Sin embargo en este caso wh(x) . no,es @.eriva.ble y ni siquiera continua. El lema

sigulente prﬁeba. la existencia de unidades de convolucidn derivables infinitamente.

) LEMA 3 . Existen unidades de COnvbluaiéL tales que . (x) admite derivadas de

todos los Srdenes, y ademds con la propiedad. \wl_(x) = wh(m) . para |x| = |yl

(es decir thx) es una funcidn de . ix} e

J
, .

Demostracién « Sea - u(x) = u.h(zz) "f{la. funcién definida asi :

!

expe ( 1x12/ (1m?-1%) , & W<n ,
u(z) =

0 , si Ixl=h .

\

Bsta funcidn es continmua y tiene derivadas continuas de todos los ordenes. Bis facil com-

i i
probar, por induccién que la derivada ’bk/ ( d¥x, 1o ¥x o) u(xl g es :rn)
2
es de la forma ( P(:cl s o :z:n)/(lnq,2 - h2)2k ) exp (|:x:|2 - h“) s donde P es
un polinomio de las variables X) 9 00 X, -
Bsto muestra que u(x) asi como toda derivada Dku(x) tienden a cero para
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.li';;’]“—,—»h , IxX|<h . Iuego wu(x) y todas sus derivadas son nulas para |x| = h ;j
" Elo mismo es cierto para Ix[>h  pues u(x) esmnulaen |x|>h .

De lo dicho resulta que  u(x) = w es infinitamente derivable, no-negativa,
i 'sj,e. anula fuera de |xl< h , y depende solo de IxIA. Es decir w tiene todas las
'prbpieda.des ‘requeridas menos la ¢), pues su integral es = c n" # 1 . DBasta entonces

I - _ n: s -
i pone\r wh(x) = uh(x)/.(c h) y w, ‘tendri todas las propiedades de la w, ¥

‘ adgﬁxﬁs su integral serd = 1 , 1,q,d,d
L atiythyite

De los lemas 2 y 3 pesulta gue toda I ‘de IP  1sp<wo , es 1:f.mite en

i ;8 (es decir nespecto de la morma || || o Y, ytoda f de C(E') es limite en

cgm“) (es decir respecto de || | oo) » de funciones fh infinitamente derivables .
‘ :

‘Pues basta ponér fh = f ¥ W, donde wh es una unidad deriveble. Este proeedi-
j ! . ~ ; . .
miento de aproximan fer® por las fh derivables me 1I1ama Mlanizacién de f.

!
2 « CONJUNTOS COMPACTOS. EN ESPACIOS FUNCIONALES

Sea M = {£} alguno de los espaciés funcionales due' estabamos considerando
| (por ejemplo Lp(d):.) , C(E) , o) ¥ | I£l . la norma de este espacio.
~ M es un espacio métrico completos En los espacios euclideos E' | eos fundamen—

tal el teorema de Bolzano = Weirestrass que dice: un conjunto de E' es acotado si
‘ . |

¥ v solo si de toda sugesic'm de este conjunto se puede extraer una subsucesidén convergente

| Como el espacio E* puede identificarse a,j un espacio Lz(d )J-) donde la medida u,

fl 2sté.concentrada en un nimero finito de puntos, surge el problema si el teorema de Bol

zano vale en todo 1P . His precisamente, un conjunto Ycu se llama relativa -~

~

mente compacto (abreviado, r. compaato) si dada una sucesién infinita -
Hr = [fi} C Y  se puede extraer de ella \una subsucesidn P, = {gi} C Y con-

vergente : ||gi - gll —> 0 . E1~ teorema de Bolzano dice entonces que y €s T. cOm—.
: t '

il pacto s1 y solo si es acotado. Pero este ted:mema'g_g_‘es cierto en los P s Y en los - M

: ) |
Il cenerales; mds &fin un teorema de Riesz dice gue el teorema de Bolzano vale solamente en

. ] . 0y
esvacios de dimensién finita. Asi pues, para que un conjunto ¥ deI® . & M sea e com-

!

gl pacto no basta que sea acotado (es decir que
-226-
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exista un nimero fijo a tal que




il < a para toda £ de ¥ ); ademds de|la acotacidn hace falta otra condicidn

suplémenta.ria gue depsende del espacio M pariicular. En caso de 1os espacios C(I) ,

.‘ .
c(F) , 3 IP(E) (este dltimo con la medida de Lebesgue) se tienen los teoremas de .
: I

. it
Arzela y F. Riesz que determinan cual es esta condicidn suplementaria. Esencialmente es—

ta condicidn congiste en qu;e las funciones de: 1y, sean igualmente uniformemente conti -~
| o

nuas. Mis precisamente, si Y C ¢(I) , pax"a. toda f 'de Y ytodo € > 0 e-
| |

| [ ‘
xiste un d& tal que |h|l< @ implica [f(x +n) = f(x)l< € ; si Y- 1P

’

tenemos (lema 1 ) que |hl f< a impfgl;i.ca l£(z +n) ~ £(=)|] ° < € . Pero el

d>0  devpende de € >0 y de la T pé.ﬁicular. Si 4 puede elegirse el mismo
! [ '

para todas las f de Y entonces seldice qu? lac {urciones de & con icualmente

.

. ) | . .
wniformemente continuas, en caso de M = C‘I) é Moo= () , o igualmente
continuas en media-p , en aaso de M = LP(En ) 6 M o= IP(1)

Para establecer los teoremas de -Arzeld ¥l Riesz conviene usar la nocidn de red. Una

& ~red de ¥ “es un conjunto RCH tai gue dade una ey existe una

I

g €R tal que £ = gll <& 3 es d.emi.?:'- toda f de Y vertenece a una esfera

de radio € y ceniro en un punto de R . Un?. red R se dige finita si R sge compone

N

LBMA 4 « (de Hausdorff) .. "Para gque eligonjunto Y € M gea r. compacto_es
. | .

necesario y suficiente que para todo £ > 0 exista una € ~red finita R de

de un nimero finito de elementos £y oo £ - ' '

(el teorema vale para todo espacio métrico M 5 la parte "suficiente" exige ademds la hi -

v

pbtesis de que M sea completo).

Demostracidn. Necesario. Sea 2  Te compacto y veamos que existe una € —red

finita R de J . Supongamos lo contrario, o sea que ningin mimero finito de elemen —

tos no puede constituir una €-red de Y . Sea f un elemento de 3 ocomo .

1 1
no puede ser una red de Y , hay una £, de Y tal que ”fl - f2” > <,
Gomo £ 5 £,  no puede ser una Ted, existe I, de Y tal que e, - f3||>€
Siguiendo asi obtendreros una sucesibén infinita { fi} ¢ Y ia que: ||f1 - f j” > €
si i ;4 j - Bsto implica gue ninguna subsucesidn de {fi} puede ser convergente
pues.na ta.l:subsucesién contendria dos elementos fi ’ fj tales que
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Hf R || < & . Obtenemos asi una contradiccidén aon la hipdtesis de que ¥ es e
'oompaota.

mfiaiente. Sea ~ tal que para tode ¢ >0 hay una € —red finita de y

: -'1;_.;-

# probaremos que Y es r. aumpacto, o sea fué dada una sucesién infinita
P = (fi} cY existe una subsucesidén convergenté. Sea C.n = 1/n —0 o Por

hipdtesis para’'cada n emisten N(n) elementog-"que f\omen' una 1/n-red de Y

 Luego s:’i. con centrc en cada uno de los (1) ' puntos de 1a primera 1ped tracemos una eé_
flara (de M) de radio ¢ = 1/1 "toda £ de M , y en particular toda f:i. . de W
ﬁ:ebe caenr en una de estas eaferas ('aox daf:.m.c:.on de ved). Como P conbiene infim.tos

elamentos, y las ésferas son eri némero fimito N(1) , una de estas esferas de’ zadio 1,

que llanianemos 5 debe_ contener ,inf;i.nitas fi de F 3 es decir’ SID F]; "\ don-
d‘e . Flc' F ' es una‘su't:)-aucesitﬁn infinita. Repitiendo el fazonamiento, con 12 eh
vez de F ycon & 1/2 en vez de 1_& = 1 , obtendremos una esfé‘ra 82
Q.e_ radio = 1/2 que coﬁﬁane'una subsucesidn infinite F,cC sz y F, e} F, -

" Es decir para todo par £, , I, de F, tendremos | ne, - £y | < 1/2
ﬁues eatas f‘i s fj estan en 82 q,ue‘\tiene radio - 1/2 « Siguiendo asi obtend_‘g_té_
. mos para.— cada k un con;)unto infinito Fk. I tal ques |
\ 1) FDF13F2:> .o Fk:J,FkﬂD .. ;

} 2) st % ,f  snde B entofnaea ey =2l < 2/ .

. | : .
Eleg:imos ahora en F, wa £, fija que [Llamaremos g ; en F, elegimos una
|

| | .
&, tal que &, ¥ & etc.. Obtendremos asi la sucesion infinita g, donde

gke- F, + De 1) rpesulta que &sr € By | y anilogamente én € F para todo

n>k. Ivego como g ¥ ‘gh ’ per.terie‘«en a ’Fk para todo n>k , resul -

ta de 2) que e = gnll < 1l/k. para to:t\b n>k . Bsto significa que '{gn} es:

\
\ una suoves:.on convergente. Como las g, son extraidas de F lo que prueba la tésis.
\

'Dejamos 'a cargo del lector, como ejerci},cio facil, deducir del lema 4 estas con -
| . X .

| pecuencias : S \

J Todo conjunto Y . compacto es acotado, es decir - [Ifll <= a _para toda f




|

de M . Ademds tal Y - contiene ;im éubconju:r‘x,to denso y numerable. Finalmente, Y es

. re compacto si y solo si dado . € > 0 éxzil.ste une, C-rqd "R tal .gﬁe R 'es\v Te GOM

i

pacto. o ‘

TEORBIA DE ARZELA PARA c(:) . Sea_I|~un intervalo (o conjunto) eerrado y aso ~

a.do, y 8 Y € ¢(1) . Para que. Y sea‘v.

\
ficiente que se ver:.f:u.quen. lag dos cond:i.cn.ones si&:.entes :

| es: necesario

1) Y es acotado, es decir exlste una‘consta.nte fija~ a2>0 tal qu

|

“e

||:t‘||m$'a para toda f de Y

2) lag ‘' £(x) de Y son @.almente |un1formemente cont{nuas so‘bre I (aado
|

£€>0 oxiste h 2?0  tal que para. 'hodo Jtl<h  vale |£(x + t) - 2(x)] < 6\,

cnalquiera sea x €Iy cualquiera sea \ redy ).

Demostracién. Necesario. Supongamos -que . Y e's Te compacto y p.mbaremo.s )y 2')3.
\

En la observacidn q_ue sigue al lema 4 vimos que Y vemf:.ca. la oond:.c:l.on 1), luego HOm

lo falta pmobar 2). r . ‘
Del lema 4, aplicado a M = C(I) , wresulta que dado € > O existen N

fpncioneé contimas gl(:r) g ee o gN(x) tales que a toda f(x) de ~ commes-

. . . R . . | E .
_ponde una .gi‘(‘x) tal que - |If - gi" w < &€ . Como las g; sonen nimero finito

existe un mismo h para todas las g .tal que Itl<h  impliee’
Igi(x + %) - gi(x)l < € , para todo =x 'y toda g; + Inego

i

1£(x + B) - 2(x)] < lgy(x +4) - &, (x)| + |g;(x) - 2(@)| + |2(x + t) - g, (x +¥)]
s €+2 lf-gll  <3& »
para toda ¥£ daay y.todo x de I.
Suficiente « Supongamos que se Verifioca 1) y 2) y probaremos que Y . esire com —
pacto. Por el lema 4 basta probam que dado &> 0 existe un mimero finito . S de
funciones continuas 81 9 o0 &g tales que para toda £ de Yy hay una 8;
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" gon I|1 - g || < 3 ¢ « Prarasimplificar supoiigamos que I es un cubw (‘o nec'ta'.ngu -
| lo) y subd1v1damoslo en N cubos I =1 U .. UIN" de tal modo ‘que cada I,
tenga. d.:l.a,metro menor que el ndmero h>0 de la aond.:l.clon 2) o Sea xi un punto

i

~fijo d.e I, (pon~ ojemplo el centro de Ii ), entonces para todo t de Ii sers,

|‘b - x J<n- ‘Iue.'go'por 2)

l2(4) - £(=x)] <&, s t€1, , f6€ Yy . (8)
Por'hipc'rhesi's existe un a >0 tal que -2 =< |f(x)| < a cua.lqulera. gea fE€Y
. y x eI y eé decir f(x) 64.]' = (—a." y @) Sulbd.u.v:.da.mos J en 1 interva.los

J sﬂ U ;o ‘Tr de longifu& <€ ., ,Dadé, una f de y ¥y un ‘x;i , el nimexo

- f(x ) cae en uno de los intervalos Jj + BEs decir a cada f de Y 1le eorresponde
N—ul 1) , .. N $al qu £(x,) €7. o s F(x)ET. v .

una Neupla  §(1) 5 -- :i( ) e T(x) €Tyqy 5 e s LR € Ty -

Luego la.s f de y se agrupan en un nimero finita 8 = rN . de grupos

Y-l‘ 9 oo 3’8 s de modo que dos f funcicme‘s de y & de y pertensecen a un mig-

mo grupo si les corresponde la misma N-upla j(1) 5 o« 3(¥) , es decim si para todo

i, f(;ci) ¥ g(xi) pertenecen a un mismo ‘T‘j , ¥ por tanto

lo(x,) - szl < € - (8)

Elijamos en cad grupo yj una funeidn gj(x) , ¥ veamos queiestas, g funcidnes &
, . : . : ‘ \ S Cd

forman una 3¢& —red de J . En efecto dada £ de J ella pei‘teneoe a c¢ierto grupo

-

1 }' s ¥ coOmo gj pertenece al mismo grupo| tendrmremos pon: (8a)"q_ue

|:f:‘(x - &; (x < € para todo i=1,(.. N . Como todo 4 de I pertenegs a un -

i

|f(t) - & (+)| < 36 " para todo t de I .,
' |

TH)REMA ZDE ARZELA PARA  CG(E®) » Un .c."on;ju.ntq _ y C C(Etzll es r. compacto si y.

1,q,d4,d.

gélo si verifica. la.sn 3 condiciones siguientes :

\
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‘I. -tenemos por (8) que |f(xi) - £(t)| < €&, {|gj(:xi) - gj(ﬁ)l s luego vesulta . 1




|
|
[
|

1) existe un a > 0 £ijo: tal qujeT Nell o <2 para toda £ de.J 5
. ‘.

2)las f de y son djgualmente uniformemente continuas ;

3) dedo & >0 existe un cubo acotado I tal que |f(t) <€ . vpara to-

. I ‘~

\

| .
|
| |
i
i

Demostra.qién . Nedesanip « Supongamos qu'e' y es m compacto. Por el lema 4 :‘

do ‘b'fuera'.'die I y toda £ d:ey o

\
existén 8 2 *° &y de G(En):; tales que toda T

\'t

de y tiene una g; con

NE = gi"-m <& . Como cada g o8 r}‘ula en vl infinito, y son en nimero finito,
i L P .

existe un oubo I tal que fuera de I va]!fe lgi(_'b)l < € vpara todo i , luego

Af(t)l = 2€  para tales t , de modo que ‘86 verifica 3). Anflogamente se comprueban 1)

y 2) (confrontar la demostracién del teo:‘nen::a ;Srea:edent.e) . ‘
Su:éicient’e. Suﬁongamos que se verifican 1) ,2), 3), sea F - {fn] ﬁna-‘sﬁ H
cesidén infinita, F Yy ‘s ¥ probaremos que se puede extraer de F wuna subsucesidn
convergente :zesﬁea.to de la noxma de. C(En) .‘ "
Por 3), para cada m = 1 4 2 4 e g " existe una esfera I, tal que‘:t‘uera.

de Ini vale ‘l'f('b)l < 6/m para toda f de Y . Gomo las £(x) estén defi -

nidas y verifican 1) y 2) en todo E eil&s estdn definidas y verifican 1) ¥ 2) en

I, » Iuego por e;. teorema anterior para ¢(I) , podemos extraer de F una subsucesidn

. YF1C F .. tal que para todo par fi s T

d .
|fi('b) - fj(t)| < {1 para todo t de I, e Pero para t fuera de: I, ‘todas

de: ‘Fl gse verifiqua-'

las. funciones son < €1 , luego ' Ifi(t) - fj(t)| < &N para 'bod.o 4 y O Sea
||:f.‘i-f-j||°° < &N el 2, £ ER
Anflogamente de 12 se puede extraer una subsucesidn F,CF tal que
- € L _
IIfi fj||00 < C/2 si. :E‘i,fjer ,

y obtenemos asi




F D 'I’“,) D 2 4 D l;“m 2 Ao tales que

- < '3 si .
[EN _ fj“ © /m 51 £; 5 £, € B:m
Elijamos una funcién fija g  en cada F . la sucesién {g } asi elegida es ex -
traida de F y es convergente eni G(E') porque si n=n es g &FCF
- < £
luego “fn _ fm“ 0 /m l,q,4,d.

TEOREMA DE RIESZ - ARZELA PARA I’ . S8i 1<p <o , urc conjunto

f:" - LPLEn) os M. compacto si y solo si se verifican las 3 condiciones siguientes:

1) Exiate un a>0 tal que el < a para toda f de J .
. ~ ' .

2} -las _£(x) _de Y - eon igualmente contfnuas en media~p (dado € .> 0

y .
existe Hh >0  tal que ltl<h  implica I£(z + £) = £(x)ll o < 3 para

toda £ de J ) .

3) Dado & > 0 . existe una esfeva acotada I tal que si rey yvsi

£(x) = £(x) en I y nula fuera de I entonges . IIf - £']l 5 <& . Ba caso de

Y c1P(x) , I = compacto, la condicidn 3) es innecmesaria.

Demostraacidén. Is necesidad de las condic¢iones 1) ’ 2) , 3) se prueba igual que en

el teorcma de Arzeld. Supongamas pues que Y verifiea 1) , 2) , 3) y probaremos que
es r. compacto, o lo que es lo misma que hay una £-red de Y . Sea wh(t) una uni-
dad de convolucﬁ.&h. gon W, continmas. Para cada £ de y gea f!' la funcidm igual

s f en I y nula fuera de I , y sea £ = (f')h' = £'%*w . Pox3l) es

h
er - £l » < £ , 1luego también etz + 1) - £(x « )l p < € , yopor2), si
jtl<h 4, es | £(x + %) - £(x)]l » < & . Imego para toda Iti<h es

fre(x .+ %) - £ (x)|| P < 3¢& .« De 2) del lema 2 resultia entonces, recordando que

£ " o
n

Her o fH » < £ para toda f de y (9)
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Por otre pasbe domo Ir'tx)l g ‘f(x)\ en |lf'|| ﬁ "1’" s-é. | para toda
£' ; luego de 6) del lema Z, resulta que dado € >0 exiate u.n a.> 0 que depen-

| .
de sclo de € >0 y no de f£' tal que ]:f:"h(x +t) - £ (x)l < €a , es deecir

12" (x + t) - f"(x)\ < &a para toda £" & todo x . Como f' es nula fuera de I,

f" es nula fuera de otro I' =I4h,y c“omo regularizacion de f' y I = ¢

es continua; luego la desigualdad precederﬂte' signifi.ca- que " = {f"} es un

conjunto de Q(En) igualmente continuo. Ademas por el teorema de Young :

|
Nem il < llif" “p“‘"h" » <zl “Wh“

i . | '
luego para h >0 fijo tenemos ll.f" “ o \‘< a' para toda £" . Del teorema de

Arzeld resulta entonces que el conjunto gY" a {f"} es r. compa'ctc; en c.(E‘_‘).
' |

luego también em C(I) y por lo tanto e:’:iiet.en n funciones gy , «+e 5 @y E

continuas en I » nulas fuera de I , y talps gue a toda f". corresponde una g

con |l g - || o < € , luego en particular '81 (x) - £ (x)l < € para todo-
AJ.[- de I .
como JI| = b es un ndmero fijo ‘tendremos

{. |
‘[I\f"(x) - gi(x)lp ax. < gP o

que "junto con (9) da e,

-[I \e(x) - gi(JEHP ax <.2 &P v . Elp

ecomo por 3) es
o 2P ax < g

v gi'(x)' = 0 fuera de I , resulta "f - & “p < 81 + € ‘ . Asi pues gll-' oee &y
es una 81 +.6-r§d finita de Y |
| 1,q9,q9,4.
Se dice que la sucesidn {fn} CLP , 1<psoco, converge débilmente

hacia la funeidn £ de LP , si para toda g de Lp. la sucesiodn numérica
(£, » &) couverge hacia el limite (£, g) . Si £, converge a f en media-p

entonces ella converge también débilmente, es decir la convergencia en norma
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9

implioca la convergencia 4ébil; en efeoto, tenemcs que e - :fn “ p—>0 . ¥ por .

Hblder (£, &) - (£, &)l = Mz -2, &) < Ne-2 0, el .

Como “g“ p* es un ndmerc finito fijo, resulta l(f. » 8) = (£, , gl —o0.
La recfproca no es cierta: £y puede converger débilmente y no converger en
norma;’ un‘ ejemplo cldasico es el siguiente:

Sea {fn(x)} sen n.x} C 1?(0 , 2M) ysea f(x) = 0 €12 ,

81 g € 1#(0 , 2T) , entonces (fn » 8) = by, = coeficiente de Fourier de

g(x) , luego bn — 0 , es decir (fn . g) —+=0 a (0, g , 10 que muestra qué
fn(x) tiende débilmente a.cero en 2, Pero fn(x) no tiende en norma-2 a cero

pues entonces serfia |l £,ll, —~0 , mientras que Cl £n I 2) =T para todo n .

Un conjunto Y CIP sge dird débilmente r. compacto si de toda sucesidn

infinita {fn}CY se puede extraer una subsuceaién-de'bi_lmenfe convergente.

Mientras que para la compacidad fuerte era suficiente que Y sea écotada, se

tiene en cambio que:

Si Y Lo Lp . es un conjunto acotado, es decir ”f “LS a para toda £

de Y N entonces Y es débilmente r. compacto (y re@rocamente) .

Vamos a esbozdr rdpidamente -la demqstr_acion, dejando los detalles al lector.

. | *
Sea F = {fn} C Y. como se sabe LP es separable, es decir existe un

. *
- con;]untq numerable {gl » 8o » ...} c ,LP denso en LP* ..

Tenemos- . - : ;
. \(fn ’ gl)~,| < “fnu p "8]_ “ %p*'s a “gl“ .p* = a3

para todo n , luego la sucesidn numéricai (£, » 81) es acotada y podemos extraer

una subsucesidn F, {f l} CF .tal que (£, , &) converge a un limite el ,
sieridd lf. | all 81 Il ! . Analogamente Lle Fl ‘extraemos una subsucesidn
‘Fz {£ 2} tal que (fnz, gz) converg‘e a un 1fmite 8‘2‘ , siendo

|2 \ allgzll gE e Y asf sucesivamente. P‘oniendo h, = fnh » todos los hj, ,

m

4> m, perteneoen a Fm » luego (hn ’ gm) converge hacia 0 para toda g,
| .

y ! < allgll » |

!
. x
De aquf sigue que para toda g de LP 'Fs (lrln y 8) convergente hacia un lfmi—

te &= {(g), tal que el < a“g“ g (pues dado £>0 existe un 8
cfm' le - enll p» <€ 1§ego |thy g)} - (b , gy)] < In, I, e - gyl j* < €a
< ‘ :
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y p\;BStO que \(hn .9 $m) - (hn +k gm).l< 8 . resulta
| \(hnbg) - ( +k)8)‘ < 58).

Ahora el 1imite {(g) es una funclonal lineal de g , y acotada puesto que

\{(g)l a_\l!gll p*

luego como se sabe existe wuna f ‘de LP t?; gue e(g) = (f, 8). Luego
(hn , &) converge hacia ' (f , g) para toda & , 0 sea hy converge débilmente_'

a f 1 l)Qthd' } i

Observacién . En la demOstracign que‘precéde se supone que Lp* es separa-”
ble. Esto es cierto para W (E" dtt) per puede no serlo para LP(X) generales.
Sin embargo el teorema es cierto para todo‘ P y mas generalmente para los con-
jugados de espacioa normales, para no supoier conoclda la teoria de espacios nor-

mados nos limitamos al caso de LP ‘separables.
~d ... OQPERADORES INTEGRALES I - .

a) Sean: 2 = {x} un espacio con una medida ax , E; = {y} otro espa-

. | P)
cio con medida dy ; en las aplicac;ones E ¥y E; seran un gl y un Em , ¥

dx , dy serdn medidas de Lebesgue o de Le#eégue - Stieltjes (de Raddn).

'Sea K(x , y) wuna funcidn definida en W X By = {{x , ¥)}, y consideremos el

operador

T£(y) = F(y) = l; K{(x »y ) f(x) ax . (;0)

que hace corresponder a funciones f£(x) definidas en E , funciones
Fly) = [Tf](y) definidas en El . Tales operadores se llaman operadores inte-
grales con nicleo K. ‘

Los espacios E’.'El pueden tener medida infinita, como ocurre en el caso

de los ER . Consideraremos ademdas el operador T , con nucleo X , sobre dominios

finitos o acotados ; esto quiere decir lo siguiente:

Sea D CE' un dominio acotado, de medida finita, de E* = T,y

Dy C E® otro tal dominio acotado de ET = El » ¥ consideremos el operador

Tf(y) = F(y) = /DK(x, y) £(x) ax - (10&)
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gue hace corresponder a funcidnes £(x) definidas en D funciones F(y) defi-

nidas en D, . En el caso-del’operador (10), definido en el espacio entero, al

decir que” T -es de tipo “(p , &) ésto'significa'que ||Tf\|s s Li“fllp ; donde

( \\f\lpfp = integral de |f]® sobre todo el espacio T, y ( “Tfl\s)s =
= integrél”de (fls sobre todo El . ‘

1ﬁn”cambio cuando decimoéuque el operador (10a) es de tipo (p , s) sobre
los dominios finitos, entonces la desigualdad “Tf“ S la“fllp se entiende

| \1fl\ )p = integrai de |:elp sobre D,y (llre || )® - integral de |f]®
| sobre Dl . S1 ei Operador Tf ‘es de tlpo (p , 8)° sobre-todo el espacio 1o es
con mas razén sobre dOminlos fxnitoa, pues si f es definida en D se puede su-
poner que estd definida en todo E® y que vale cero fuera de D , lo cual ao
"cambia su norma. |
Por otfa parte la normg de Tf tomada sobre Dy “es < que_estﬁ norma to-

mada sobre todoc E® , Es deecir, si

’ | (Neel ) =/ Jee]® oy | (11)
- S Dl 8 ’ D

L ' Cie : 1 : : !

'y st “Tf‘ls es la norma . definida por la integral sobre todo E, ', tenemos

JTﬂuétMﬂgéMHﬂu 5Mgfﬂp

. . ' l

s8i f =0 fuera de D . |
. l ! )

‘In general ma mayor parte (pero no todas) de las propiedades conslderadas

aquf, si son valldas para "todo el eSpac1A" valen tambien sobre dom1n1os finitos.
La recfproca no es clerta Tf puede |ser de t1po sobre todo par de dominios

acotados, ¥y no serlo sobre los eSpaclos eateros, y 1o mismo para otras propieda-

des andlogas. '  | |
5 .. .,.." - .

TEsto se debe a que la 1ntegral sobre conjuntos acotados o, de medida finita

tiene propledades que no valen sobre el eapaclo que tiene medida infinita.

|
Por ejemplo: . \
a) Siendo D - medida de D ua ndmepo finito, para toda f definida en D

|
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vale:

o

1/p - l/ri

si D £r entonces ||f“ <0 ||f "r = (Ip)) (12)

!
donde las normas son tomadas sobre D , puLes por la desigualdad de HGlder

bt o f s 1 ) g

En (12) ‘¢ .es una constante fija, la misma para todas las £ .

b) De (12) resulta que si p<gr y £ € 1° entonces tambidn £ e:Lp

En particular si f(x)' es acotada en D|, ella pertenece a 1® » luego ella

_ |
pertenece con mas razdn a todo LP. Tenemos asf:

|
|

ce@er®@cecrtmen?ocildc... (p<r (13)
¢) De. (12) sigue también que si p<r ysi £, es una sucesidn conver-
gente en me'dig-r entonces f, converge %ambién en media-p . Bn particular si
fn= converge uniformemente sobre D , ‘enténc_es fy 'converge en media-p pai'a :

todo 0 <p g ®

d) Para dque un conjuﬁto Y ae G(D.) , 0 de aLp».,(D) y 1l €p<o , sea
r. compacto basta que se verifiquen solo las dos primeras condiciones del teorema

de Arzeld o de Riesz - Arzeld.

e) Si un operador {que actila de D a D , acotados) T es de tipo (p , s)

entonces T es de tipo {p , s') para todo 8'< s , pues si
lzellg<uliell,
te“n‘dxrembs de (I2) que
el < ollzell, < omllell = wlell ),

o) 1/s' - l/g.

donde ¢ =
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‘Bn otroe términos, 8l T es de tipo P

en todo punto de la semirrecta P P' con.
origen en P y paralela al eje de las

ordenadds ( = -eje de las 1/s' ).

f£) Si se sabe gque actuando sobre los N

espacios enteros es T de tipo P , enton-

ces sobre todo par D Dl de dominios fi-

nitos, es T de tipo-q , cualqu.lera sea

Q@ de la semirrecta P P' . o
Ademds de los tipos (p., 8) = tipo (Lp , Ls) consideraremos también los
tipos (C , 18) , tipos (LP , G) , tipos (¢, C) ete.... ”

Por ejemplo, T ea de tipo (Lp(bD) , C(D7)) si se hace corresponder a toda

£ de LP(D) una Tf de. C(Dy) con |2 “oo < ML p ¢ Cuando no hay lugar a
confusidn diremos tipo (LP , C) en vez de (Lp(En) . C(Em)) , 0 en vez de
(LP(D). ;6(D4)) ¢, 81 T .es de tipo (p ,.® ) entonces || e ||°° <culizll p + bero
esto, todavia no da derecho a decir que T es de tipo (LP? , C) pues falta ‘toda-
via saber que para toda £ de LP es Tf continua, ademds de acotada; para gue
T sea de tipo (LP | C(Em)) hace faltalque' T &ea de tipo (p , 0} y que Tf

.sea continua y ademds nula en el infinito.

B) Si Tf es un oferador que trax:zsforma ‘elementos £ de un espacio M en | i
| ‘ - ‘
elementos Tf de un espacio My , se di'ge que ‘T es compacto si dada una’ suce~

sidn {f,} €M tal que llf4ll<1 paratodo n , se puede extraer una subsucesion .

£'y tal que TIf'y {no confundir eon .n‘?'jl
' \

Es decir un operador T es compacto si transforma la esfera unitaria

) es convergente en My .

“fu €1 de M en un conjunto r. comp%cto ae-: My .

Por ejemplo, un operador T de LP en L% es compacto si transforma todas
las £ con |l llp £ 1 en un conjunto {Tf} r. compacto en L® ; o tambidn si

dadauna sucesidn £, de LP con ‘Il-fnil‘l,vp'sl , existe una subsucesidén f£', tal
|

i
que Tf'-i es convergente en media-s. Ana';logamente‘ T es compacto de LP en C

si dada una sucesién {i’n}CLp . Ny, |\p\ €1 se tieme que {Tf,} CC y se puede



! ' i

-

|

| |
- extraer una subsucesidn Tf'i eohvérgente ?n medi-o (es decir, convergente
uniformemente). | y

El sentido de esta definicidn es el s%guiente: En’ general el conjunto de

todas las T tales que [ £1 < l‘ino‘es n;nca'compacto (salvo el caso finito
- dimensional); pero si T es compacto, él transforma este conjunto no compacto'
en un cenjunto {7} =r. compacto; o sea, por decir as{, T me;o}a la eét;uctura
topoldgica del conjunto Wrll 1. ‘

Como todo conjunto r. compacto es acotado (ver nota al final del lema 4),

si T es compacto entonces las “ fll € 1| se transforman en Tf que verifican

1

Weell<e . | A

Es decir todo T compacto es‘acotadoi(luego continuo, si T es lineal).
La reciproca no es cierta, luego compacto és algo mucho mas que acotado.

Diremos que T es de tipo compacto (p , s8) si hace corresponder a toda

8 : , N
f de LP una Tf de L, y si es compacto. Luégo T es de tipo compacto (p , 8)

gi T es de tipo (p , s) + compacto. Anél@gamente T es de tipo compacto (LP , C)

8i T es de tipo (L , G) y si T ea compacto. .

(La importancia Qe los operadores compachtos se debe a yue para ellos valen los‘
teoremas de Fredholm gue generaliza los de Cramer y Rochet - Frobenius del flge-
bra elementsal sobre ecuaciones lineales; por ejemplo la ecuacidon Tf = af tiene
un numero finito de soluciones.linealmente indepenéientes, etec. Ver por ejJemplo

el libro de Kolmogorotf y Fomin sobre Anélisis Funcibnal).A

? Tn lo que sigue usaremos la siguiente proposicidn general:

si T1, T2 ... son operadores compactos (de M en My) ysi HmT - Tphll—o

entonces T es también compacto (no confundir la norma del operador |l T - 7,
: * con la norma ll(T -Tn) f|| ). En efecto, por hipdtesis, dado € >0 ge verifi-
0 ca desde un n.

fr-mall <€ osea flre - 7pr |l <elizll

' cualquiera sea £ . Sea {f;} una sucesién con l£;l €1 y probvaremos que exis-
te una subsucesion {gm}C:{fil'tal que Tgp eé convergente.

Podemos extraer de T, una subsucesidn T!', tal gue se verifique que
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A

B - T'n\1<.l/n . Como T%'; es compacto, podemés extraer de la sucésidn '
'F = {f;} una subsucesién ¥y tal qus para todo fj , £y de Fp sea
,“T'l £,- ') 1, | < 1
luego coimo Jlrs - 79 £ll € 2 l2l €1, para toda £ de F , tendremos que
| lze, - Tfj\l <3

De Fy extraemos una Fp tal que para f£3 , f; de F, sea
hor, 2, - 1y £, | < /2

luego lze, - 12 J1| < 3/2
Siguiendo asf obtendremos F D F1 2Fz2F32... Fp>D ... tales que si
g, fj son de F, entonces ' “T;i - Tfj\\ < 3/m ._Tomando una gy en cada Fm
0btendremos una sucesion {g,}, extrafda de F, tal que Tg, es convergente, pues

para todo n >m es g, €F CF , luego I Tg,, - '.L'gn“< 3/m = 0
’ . loQ»Qsd-

i
Pasaremos ahora a ver algunas propiedades fundamentales de los operadores
integrales. A ' |
\ .

[ d

C) En el teorema de Young el operador T (ver formula (2)) es un operador
integral cuyo ndcleo K(x , y) = k(x-y) depende solo de x-y . Este puede exten-

derse (segin Weil, Dunford, Kantorovich) a njcleos generales como sigue:

v

1

TEOREMA DE YOUNG GENERALIZADO . Sea K(x ,;y) definido en Ex®; = {(x,y)}.

. [ .
a) si para todo y de By , K(x , y) como funcidn de x pertenece a LT

{
“con norma (el punto indica la variable reqpecto de la cual se toma la norma).

|
i
|

lx(-, y)llp € 4y para todo y ; | (14)

|

si para tod x , K(x , y) como funeidn de! y tiene norma
. !

\ \
NK(x o) “t < M, para todo X ; (14a)
] , |
y_si r>0 , t>0 (14b)
|
" entonces el operador (10) con ndcleo X eE de tipo’ (Lp(E) . Ls(Ely) , para todo

' p , 8 tules gue ) |

i/p - (t/i':)‘l/s =1 - l/r , l<p<gs " (15)

\
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es de¢ir T es de tipo en todd punto dél tfifingulo inferior situado sobre el seg-

mento que«;'se obtiene trdélaﬁéndo la diagonal en 1 - l/b y girzindola con pendien--

te t[.

Mas aun, la 'norma correspondiente del operador verifica

1-t/8, t/s

Nzl < wt-te o (16)

’
v 1

b) Si r>1 y X verifica la sol‘a condicidn (14), entonces T es de

* .
tipo ( 1% (E) , Loo (E1)) , com “T“éMl , es decir, de tipo P' = (1-1/r , O).

e) Si 121 y K verifica la sola condicidn (l4u), entonces T es de

tipo ( 1M(®) , Lt(E1)) , con JITI'<My , les decir, de tipo P" = (1, 1/t).

a') 'Si el operador T se considera gobre dominios finitos, entonces las

nipdtesis (14) , (l4u) , (14b), implican iue T es de tipo ( LP(D) , L°(D,)) para

todo'p , 8 tales que existe un 5' > & lque verifica
A ' ' |

1i/p - (t/_ri 1/s* € 1 -1/r , 1llgp<s’ , s'>t (15a)
: : |
'y la norma correspondiente verifica (16). l

|
b') 8i r21 y K verifica la sola condicidn (14) entonces T es de

tipo { LP(D) , 12(D;)) para todo p , s .tales que

/p £ 1-1r , lgss<o , y H?l<Nn.

¢') Si_t 21 y K verifica la sola condicion (14a) entonces T es de

tipo .{ L¥(D) , 1%(Dy)) para todo .8 tal que

1/s =1/t , siendo Hrll < u, .

Observacion 1. Sea 2 1a recta cuya ecuacidn.es 1/p - (t/r) 1/8 = 1 « 1/r. Sea
P' P" la parte de ? comprendida en el triéngulo inferior del cuadrado, sea R la
regidn del cuadrado que queda encime de P' PV ;. 81 P' estd sobre el lado del

cuadrado, sea R' la parte del cuadrado encima de O P' ( si P' no estd sobre el

~
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0 ///P-l , . ' 0
r >1 r>1
1) 2)
) t > 1 t <1 , R" =0

lado entonces R' es vacfu) , y si P" estd sobre el lado sea R" el segmento
P" C ; sino vacio.

" El teorema diée que si se verifica (14) y (l4a) entonces T es sobre los
esﬁacios infinitos de tipo en todo punto’de P'EW;, Yy sobre los dominios finitos
es de tipo en -todo punto, de R + R'. Si P! esfﬁ sobre el lado y se verifica
solo (14}, T es de iipo P', y sobre dominﬁos finitos es de tipo en todo punto de
R'. Si P" estd sobre el lado y se verifica solo (1l4a), T es de-tipo P", y mobre
dominfos finitos es de tipo en R". Si r &1 entonces P’ esta sobre el lado y

'R"nOMes_vacfa; si t =1, P" estd gobreiel lado y R" no es vacfo. Si r<1,

. | .
% <1, son vacfas R, R' y R" , y no hay puntos de tipo de T.

A !
G
e,
e
yavd
/’///’//
a4 | 1/t
s
7y
R :
l///' 7
s S _
_Zl s J_-"
‘/L '1/1' 7 ~ A\
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Demoptracidn . u) la desigualdun deLHUlder dioe que 84 1/a + 1/b s 1
yei a»0 , b »0, entonces la 1ntegr‘1 de lf(x) glx)| es <llz || Hg“

Por iteracidn se deduce, ‘mas generalmente que si 1/a +1/b + ... + l/m = 1

~
Hely Welly ... linll. si poiemos 1/a = 1fs , "1/b ='1/r - t/(rs) ,
1/e¢ = 1/p - 1/s , entonces la hipdtesis (15) da que 1l/a + 1/b +1l/¢ =

a20, ...m2>0, entonces la integral lf(x) &(x) ..._h(x)l es £ que
: ' i

=l/p-t/rs+l/r‘= (L-1/r) +1/r =1 , yque a20% e¢20, b20
(porque 1/b = 1/r - t/(rs) = -ﬁ'l/p >0 pues p 21 ). Por tanto podemos apli-
car la desigualdad. generalizada de xHolder con estos valores de a » b, 0.

e Y nemos que

i

I'Tf(m <4 [IK(x ’.'y)lt/az ‘f(x)lglé][K(xI-, y)]r(l/r—t/rs)[f(x)]p(l/p-l/a) i
| | ' © (16)

Bajo la integral tenemos tres factores correspondien’ces a los tres corchetes,

luego esta integral es ¢ [ ]a [ }b [ ]o , - €8 decir

el $\£'\K(x,y)‘ltlf(x)\p a] [f\xc( x]l/b [.E_/lf(x)\p ak]llc s

i | [f\K(x.y)\‘ £(x)|® dx]l/s er/b (llfllp)"/"

It
f

y luego, elevando a la potencia 8 e integrando en Yy , tendremos
I\“ : |

f : 8 rs/o
leztw] as & my
By

ps/e ' % p
(el 41 ay {Ix(x 21 I EE3) R

’

er.e/bﬁ(“f l\p) / li’(x)l / |k(x , y)l

ré/b

s/c D t b o
s w0 (e’ 4 lel” ex it o ™ ps/é + p

w' (el )

Como r/b=1-t/s, psfe+p = s~-p+p = 8, de la iltima desigual-
dad resulta: 4 '
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Coleelly s T el
1o que se gueria probar. -

b)- Sf r>1-y K. verifica (14), podemos aplicar la desigualdad de

HOlder (ocon r =21 y r* >1 ) de la manera sigulente:

|rey)| < E/ Il{(‘(gcvﬁ. g ax <

< Ul [1!; e y)l dx]l/r < w Uzl « - |

cualquiera sea y . Luego | Tf “oo < My “f“r

C) 81 t>1 y K verifica (14a), entonces por_el lema 1 de la pdgina

16 tenemos:

feel . = (22, &) " donde llell4» = 2,
es decir ‘ . | |
lzell , = f E(y) ely) 4y =
' El |
= / [/ K(x!, y) £(x) dx] gly) ay =
B E .

/ £(x) ax y K(x , y) &ly) &y €
By

/ |f(x)l ax |ls“ # [/ lK(x Ik dy]

\
< el [ lreilex < g Nl

luego || Tfu‘t = Mzﬂ Lz 1-» cOmMO sequer{‘aprqbar.

( ay1) Sobre dominios finitos, si T -!es de tipo (p , 8') lo es también de

¥
tipo (p , 8) para todo 8 =s" , luego baéta ver que - T es.de tipo (p , s') si

‘

p, 8' verifican (16a). Sea pues p , 8° \ un par fijo que vferifica (15a), de modo

|
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|
!
l.
:
!t

" que podemos:emeribiyr b .o .

“1/p & (8/r) 1fse donde 4 29

[ ]
[ =]
t
- -
S
P R
!
[=1

Sea 8" definido por
R |
1/p = (8/£) 1/s" = L - 1/r

|

Consideremos dos casos. Sea antes 1/p > 1 - l/r ‘,‘entoncesitseré 1/s" 2 0
y s' £ s" . Por la parte a) ya px-robuda. s‘iabemos que T es de $ipo (p , s")
(pues p , 8" veriﬂi’icaﬁ la primera condviclio'n de (15) ‘y lsp=<s'ssg" ),
luego tratdndose de dominios finitos T sjeré, con mas razdén de tipo (p , 8').

Si en cambio es 1/p < 1- l/r entonces Eesta'mos_ en el caso de la parte by) que

pasamos a prooar.

b)) Sea r 21 , i/lpsl - 1/r y supongamos que K verifica (14). Por

“lo "probado en b), Tf es de tipo (r*, m}) es decir || T uoo £ M "f"r*

Pero como 1l/p €1 - 1/r = 1/r™ equivale a .r'* £ p , y tratandose de domi-

nios .de medida finita, tendremos

lzells < elizelln & el v c cter el o wllel)

para todo s £ 00, lo que gqueriamos probar.

¢;) Si t 21 y K verifica (l4a) entonces por o) tenemos que Tf es de
tipo (1, t). Luego si 1/s 2 1/t., es decir si 8 < T tendremos también que

Tf es de tipo (1 , s) lo que prueba la tesis.

D) Veamos ahora c¢udndo el operador integral (10) es compacto, es deeéir,
bajo qué hipdtesis sobre el ndcleo y para qué valores de (p , 8) eés T de tipo

compacto (p , s).

Lema 5 .  Sea Tf dado por (10a), sobre dominios acotados y cerrados . S

el nticleo K(x , y) es continuo entonces T es de..ti,po compacto (C , C) { mlals

precisamente de tipo compacto (C (D) , C(D;) ), asf{ como de tipo compacto TP | C),

c , Ls)i_ y (&P, 1%), para tdo p 2>1 , 8 >0 (sobre los dominios acotados se

entiende).
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‘Demostraaidn . Probaremos antes que T es de tipo compacto (Ll(D) » C(Dq))

0 sea probaremos que si A = {ze}, N£l; €1, es el conjunto de todas las

funciones F(y) de la forma F = Tf , donde || fll; €1, entonces A es un

‘econjunto r. compacto de C(Dl) . Por 10 visto en el parrafo anterior, para ello

es suficiente probar gue las funciones F(y) de A son igualmentg eontinuas y
que IF(y)l ¥ para toda f de A y todo y de Dy. Siendo X continuo so-
brq un dominio compacto, tenemos gue K es8 uniformemente continuo y acotado, es
decir |K(x , y)l vy o|Kex, y+n)-xx, pf <& 8i |h| es suficien-

temente pequeiio, cualgquiera sean X , ¥ . Por lo tanto tenemos

| \F(y + n) -F(yl =‘| 4 [K(x » ¥y +h) - Kl(x, y)] t(x) ax | g

3 £_{;|f(x)‘dx = elzl, <&

“10 que prueba que las F(y) son. igualmente continuas. Ademds

|
lrw| < { IKix , $)llfx)) ax < u ﬂ el ax = M“‘f]]l

10 que prueba que las ‘T son uniformemente acotadas en OC.
b) Probaremos ahora que Tf es de t&po compacto (Lp(n) R Ls(Dl))' para

| todo p2l , 8 >0. Sea pues f (x) hna sucesidn tal que |]f ll €1 y

. probaremos due de la suceaiodn Tf, se puede extrder una subsucesion convergente

. en 'LB(Dl) . Como p 21,y estapos en dominios\finitos, la condic1on

: “fnllp <1 implica || fnlll € “:nllp e, donde 6 es una constante flja.

‘vergencia en. C 1mplica la convergencia e

Por 1o probado en a) el gperador T es deltipo oompacto (L , C), lgego siendo

\
_\‘fn“ £ 1 podemos extraer de la sucesidn Ly, una subsucesidn convergente en

6(Dy) (es decir convergenteuuniformemente . Pero 'sobre dominios acotados la -con-

|
)
I
]

Bubsucesidn extrafda converge .en LB', como|deseébamos probar.

8 | .
L~ , para todo s >0 , luego la

Anélogamente-se'prueba'que T es de\tipo compacto (Lp C) y (c ,-Ls)

l!QtQDd°

|
s
\
|




© gerradoa,:SY’ ‘ G

LEMA 6 .« (de Bandoh) Sea Tf dado por (10a) gobre dominios acotados y .

S
Sieh

“K( -, r = {‘4 4 \K(x , y)‘r ax dy}l‘/r= e < oo.’, "r ?1 (17)
' 1

entonces T es de tipo compacto (Lp(l)} , Ls (Dy)) para todo p , 8 tales gue
- | T A

I\4

'p2r , 8 <X \ ' (17a)

es decir, para todo punto del recta’mgulo rayado en el dibujo adjunto.
N |

Demostracidn. Vamos a probar antes que

(17) y (17a) implican que :

\
Nzl < melell, (170)

donde M es una coustante fija, indepen-

diente de T y £ . En ei‘ecﬁo, como

p >r* equivale a p* € r Yy tratdndose
L 1/ :
de dominio acotado, tenemos que ‘ / W
)
|2t (y) | ${ lK(x , y)]|£(x)] ax = =
' ‘ 1/r

< lely £ e 1™ o} el sl €

el Ukl = el { ) e e}

luego, como 8 £ r y tratdndose de dominios finitos ,

Neelly < mp lleell, = { { ez (y)) dy}}/r <
< uy iy Noll) {/D (/D-\K(x ol ax)a }_/r <

1
e lell, e = e |2l
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Ae{ pues (170) es olerts para todo njcleo que vu-iﬂcu. (:L'l). Oomo K- per-
tenece a 1° y las funciones coantinues son densas en L » bodemos elegir una_

~sucesidn de nicleos K; tales que cada K; es contimuo y
\lzc-x‘:i'llr = €& >0 . para i--w ' (18)

Sea para cada i
Tif(y) = j]; Ki(x , y) £(x) ax (19)

Como cada K; es continuo, por el lema precedente todos los T;f son compactos

(p , s). Luego .para probar que Tf es de tipo compacto (p , s) basta mostrar

que- |‘T - Ti“»'*‘o (ver B). Pero aplicando (17b) al operador T - T; tendremos

‘en virtud de (18), que ‘

bz - oell, < g Nzl
|

es decir

hz -zl

donde M es fijJay &; tiende a cero. . 1,q,q,d.

|
|
I

Qbservacidn 2. ILos lemas que preceden pueden extenderse a dominios no acotados

del modo siguiente:

v
|

|
IEMA 6a . a) Sea Tf. dado por (10}, sobré el espacio entero. S1 K(x , y)

gg contlnuo y nulo fuera de un intervalo compacto, entonces ' T es de tipo com-

x
pacto (C , C ).(Lp.c).(c,L) y (Lp,L). para todo ' p 21 , 8> 0,

jbbre los espacios infinitos.

d b) Si K(x , y)'&pertenecé'a Lr(En

’
xEY) , r>=1 .y se anula fuera de i

un compacto, entonces T (definido por (10)) es de tipo compacto (Lp(En), LB(Em)) fAﬁ;
o ' | : ' L
ara los p ., 8 que verifican (17a). i . '

\

Tan efecto, como K(x » ¥) es nulo p?ra todos los x fuera de un compacto

E' la integral (10) se reduce & una de la forma (10a), y cdmo K(x , y) es tam-
L
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bién nulo para los y fuera ae otro compacto D, C E® , resulta que la situa-

cidn es la misma que en el caso , ya tratado , de dominios acotados.

) o i r .
Observacidn 3 . Como una funcion acotada pertenece a todas las clases L , so-

bre dominios finitos, resulta del lema anterior que : Si Tf es dado por {10a),

s¢bre dominios acotados y- cerrados,'y si el nucleo. K{x., y} es acotado, entonces

8 | o
T es de tipo compacto (prn) , &b (Dl)) para to0do (p‘w\g) del cuadrado de los

tipos.

Ed efecto, en este, caso 1/r = 0, ylel rectdngulo definido por (17a) se

' i |
convierte en todo el cuadrado de los tipos.

TEOREMA A . a) Sea Tf dado por (10a), sobre dominios compactos D C:En,
| ' : C

D CIEm. Si K(x , y) verifica (14} , (14a) y (14b) , entonces T es de tipo
' |

compacto (LP(D) , 1.°(D,)) para todo p., 8 tales que .existe un s8' > s que
) ' \

verifica

1/p - (t/r)i/s' < 1 ~1fr . L <ps<s' . | s’ >t (20)

t

es decir para todos los puntos (1/p , 1/s) estrictamente interiorés a la regidn
:o - | )
R + R' (ver observficion 1) (se excluyen pues los puntos del segmento P' P" dado

- A

por (15)).

b) S8i r>1 y K verifica (14), entonces T es Qe tipo compacto

. 8 : ’ A
(D) , L°(D,)) para todo p, 5 tales que L/p <L -1/r , 1 <8< 00 ,

es decir en 1os puntos estirictamente irteriores a_ R'.

Demoétracién . a) Como en la demostracidn del teorema de Young generalizado,
sé vera que, por tratarse de dominios acotados, es suficiente provar que T es.de
tipo ecompacto (p , ') para los p, 8 que verifican ;a~cpndici6n (20}.

Sea pues (p , s') un par que verifica (20), y sea rf definido por la
relaeidn - -

1/p - (%/r*) 1fa' = 1 - 1/r" _ (20a)

De (Z20a) obtenemos que r' = (8' - t) g/ (s'(p-1)) . En cambio como {20} puede
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| escribirse 1/p - (t/r) 1/s8' = 1 -1/r-a , donde 4 >0. , se tiene que
rz (8" - t)p/(s'(p -1 - ap). '

Luego, como por hipdtesis es s' -t >0 , obtenemos

r* ¢ r ) ) ~ (20D)

Sea ahora K.N'(x', y) el ndcleo ignala K(x , y) ‘.en".\l.qs- puntos en‘qﬁe

\K(x y y)l £ XN , y cero en los demds puntos, .Ge modo que

IKN(:: . V)Al‘ u ; lK(x y y) - KN(; . y)\ > X en los puntos en que no
' es nulo. (20¢)

Bl operador

TE(y) = L’&w.‘x . ¥) £lx) ax

es de tipo compacto (p., 8') pues Ky es acotado (ver observacidn 3).
Luego la ﬁesis quedara pfo‘bﬁda si mostramos que ) “ T - TN]\ -0 para N—»o
(ver B) , es deeir, si mostramos que '

o - nell, < lel L con v =

Ahor’a,_ ‘como T - TN es el Operador'd'ado por el ndcleo X - KN » ¥ como

p,s8' ,t, r verifican (20a), resultad del teorema de Young generalizado,

que si ponemos

Jix - 1&),("- 9 I, = % . l&-g0=, - ) l, =12 (22
. " o |
|

se tiene que

. 1 1 "t/ 2 t/a‘ )
Joe - mpe ., < ““u’) - (MN ) “f.“p - (28)
g _l o ‘ l l 1 - t/B' . 5 t/s'
Luego el teorema quedara probado si mostramos que (MN ) o )

tiende a.cerc..Como |K - kel glxl, teLemos qu.e

o ,

‘ M.N e |xx, +) I, = o (24
oo | | B

Yor otra parte, como r' < r (ver (20‘0)5 . poniendo r-r' = ad>0 ,

; .

\

\

|
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|

|
y como o Ix - I“N | p ¥ 6 es nulo, ten‘dremoa

O N Y A VA R T i K|/ ¥ ¢ |k
po;:' tanto ” :‘ 1 o

M1;14 . iI\K _ KN'\r“ 'dxil/r' < ’(l/Na’) %J[ﬁKlr dxl llrfr/r's. _‘M]_/g'a)r/‘r.'_’ 0

|

|
1 , . J

"

Obtenemos asi que

1.1-t/8" o t/8' 1 1l-tfs' o t/s?
A - |
() (%) s ) | )"° >0
|
como queriamos ver. ‘
Andlogamente se prueba la parte b) del teorema, . 1,3,a,d.

Si Tf es de tipo compacto (p , B) , sobre dominios acotados, entonces la

esfera unitaria llrllp £ 1 es transformada en un conjunto S Tf} r.compacto

en LS. Del teorema de Riesz-Arzela resulta entonces que si 8 < o, entonces
dado € >0 existe 0>0 tal que \h‘(B implica n T£{x+h) - T£(x) “S<£

cualquiera sea la funcidn £ , “f“p £ 1‘} . Por lo tanto, ésto se verifica, en

particular, si T verifica las hipdtesis del teorema A , y 8 < 0.

Pero esto no vale si 8 = @ (pues el teorema de Riesz exige 8 < ). Para
que esto valga para & = @ es necesario que las funciones Tf pertenezcan a
C(Dy) (y no solo a Lm(bl)) , pues entonces sers dplicable el teorema de Arzeld.
Ld parte bj del teorema A dice que si 1/p< 1 - 1/r entonces T 'cransfoma
funciones T de LP°(D) en funciomes Tf de 1® (Dl] ; es decir, las funciones

Tf son acotadas, pero no sabemos si son continuas. Veamos ahora un caso en gque

se puede afirmar que Tf son continuwas, y por lo tanto vale

lrex +n) - 22l <g  e1 <8y 2] <1

© 'Diremos que el nucleo K(x , y) es casi equicontinuo en y, si dado € >0

existe un 5.> 0, y para ¢ada punto y un conjunto e(y) de puntos x €D de me-
dida le(y)\ < € , tales gque la desigualdad IK(x,y + h) - K(x , y)\ < E se
verifica para todo \hl < 5 , para todo y € Dl s ¥ para todo x €D - ely).
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Teoremd B . (Kantorovich) . 84 r>1 , si K verifica (14) y si K es

casi equicontinuo en y, entonces ek operador Tf dado por (10a) es de tipo

Y/

compacto (LP(D) , C(Dy)) ' para todo 1/p <1 - 1/r ; es decir, si "1/p <1l-1/r

{

ysi f G.Lp entonces Tf es una funcidn continua.

Demostracién. Basta probar que Tf es una funcidn continua, pues de b) del

teorema A y de C(Dl)«c L% (Dl) va a resultar entonces que el operador es de
tipo Qonpadto. Sea @ < r tal que 1l/p< 1 -1/g<1l-1/r, sea

K(x, y) e Kix, yen) -Kix,y), yoea -, 0l < m .

Podemos eScripir

“Pf{x , ¥y + h) - Tf(x , y) = ]. Kh(x , y) f(x) ax ,

¥

luego por b') del teorema de Young generalizado tendremos
-

“Tf(x .y 4_,-,h) see(x, < \\f I,

* Luego tan solo nos falta probar que si hh\ es muy pequefio entonces Mh < é'.

Tenemos, usando la definioion de casi equicontinuidad

N (-, 9 \\q = “fn |8Gx , y + 1) - Klx y|? dX]l/q

‘"f.x’fe(y) ]1/‘.1'+ ‘Mm ‘]1/?

i

. : | qex/q l/r Y1-4a/r)/q
'S E (\Dl)1/q+[f ]|K(x.y+h) -K(x.y)l x] [[ dx.]‘ S
. - e(y)

~

| K
S a(ll).\)l/(1 o2k ., g I, \e(y)"]l/q -Il(r

En virtud de (14) y puesto que \e(y)\'lfé, 1/q - 1/r >0 , la dltima expre~’

sidn tiende a cero con & l,4,q,4.

?
,




l

E) Vamos ahora g aplicar los resultad?s anteriores a los Operadores
I ! |
potenclales Hd . y ‘mas generalmente a los oPeradores de tigo potenclal , de

i i }

la forma: 7 :

B (x.\h y)
Hy £(y) = I 2
>  fx-y]2-d

i :
| v,

£(x) ax . (25)

donde D es un’dominio ée E*, o0<¢agn,y Blxy) | es una funcidn aéota'd’a:,.‘
continua para x ¢ y. ' : i | . | -

Sea Em p= E , m£n , Dl c " » ¥ seq € 1a recta de los puntos (1/p, 1/8)
(en el cuadrado de los tipos) dada'por la ecuaclon 1/p - (m/n)l/s = d/n .
Sea P' = (d/n , 0) 1la intersecclon de £ con.el eje de abeisas , P" =

= (d/(n—m) d/(n-m)) la interseccion de ge con la diagonal , y R, R' las
reglones 1ndlcadas en el dlbu,jo 2) de la pagina 842, ‘

Tendremos entonces el siguiente teorema, debido a 'Sobolieff y Kondrachief?f.

TEOREMA 1 . Sea Hﬁ el Operador dado por (25) 2 g?  0<dasn.

a) Si D = E°, entonces H; es de ‘blpO (Lp(E ) , 12(2™)) sobre el segmento

P' P" de los tipos, es deeir si

1/p ~ (m/n)lfs = a/n , a/n<1/p <d/(a-m), 1/p<1 (26)

\

n S
b) Si- D¢ E , Dl Cl , son dominiog acotados, entonces Hy es de tipo

(LP(D) . Ls(])l),). en la regidn R + R' , es deecir si . ‘ |

1/p - (m/x'x')l/s £d/mn , 0 <lifp <daf{u-m) , 1/p #£d/n (26a)

1/p=d/n , 8 <o (o si 1/p = d4/(n-m) , 1/s <d/(n-m)) L26Db)
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e) Si_ D, D, son acotadas y si en (26a) tiene lugar el signo,<fjg§”aeéir

1/p - (m/n)/s < a/n) , entonces Hs es de tipo compacto (L°(D) , Ls(b11) en

R + R' — P'P",

I

d) Si D, Dy son acotados’y 1/p< d/n , entonces Hy es de tipo compacto

(LP(D) , C(Dy)) , y en particular para toda f € Lp(D) es Hyf una funeiodn

continua; (para llf n( 1 las Hsf son eguicontinuas) .

'
PR
i

’ Demostfacién. ai Como B(x,y) es una funeidn acotada, \B(i,y)\ < M,'la
d-n ..
[\f(x) -y | dx.

Luego de la parte ¢) del teorema 16 de la pagina 181 resulta la parte a) del

funeidn (25) es mayorada por el potencial ordinario

teorema que estamos demostrando. (Zn el teorema 16 hemos supuesto n < m + da,

. » o » » sl e
pero la demostracion de Ilin (ver observacion 10, pag. 184) se aplica tambien

si n"‘<m+dp‘). " ;
?) Sea lx-y]d'n = K(x,y) y D, Dy acotados. Siendo D acotado es lK(x,y)ln
fntegréb;e en x ba;a'todo r tal que (nfd)r < n; andlogamente |K(x,y)|t 68’
integraﬁie en y sobre Dy é:Em si (n-d)% < n, y podemos tomar r,t tan pro-
ximos ocomo se quiera a n/n-d , m/ (n-d) , respectivamente. Luego t/r se pue-

de tomar tan préximo como se quiera a m/n , y la condieidn 1/p - (m/n)l/s <

< 4/n equivale a 1/p - (t/r)l/s <1 = 1/r. Luego la parte b) resulta de

a') del teorema de Young, pdg. 241. b ! , /

Andlogamente ¢) resulta del teorem

teniendo en cuenta que por ser B(x,y) o

‘ »
a A, y d) del teorema B, que preceden,

ontinua para x # y , el ndcleo

B(x,y)\x-y\dfn es casi equicontinuo en y,

i
y o . !
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\ .
4 . LOS ESPACIOS DE SOBOLIEFF Y BEPPO LEVI .

LR

A) Como una funocion se obtisne de su derivada mediante integfacién, es na-
tural esperar que las normas-s de la func#én puedan acctarse por las normas-p
de su derivada, para ciertqs: p,é_. Ilustﬁaremos este hecho en:él siguiente ca-
so gendillo. Sea J = [a,b] unjinfervalo de la recta y consideremos las funcio-
nes: continuas g(x) derﬁvables en J, nula? ellas y sus derivadas en 10s extremos
de J : g(a) = g(b) = g'(a) = g'(b) = 6. }Para una tal g(x) tenemos:
glx) = .[: g'(t) dt , de donde i\g(x)l2 < \x - a\[:gz le' (601 at] " €

< b - al (e’ \\2)2 . Luego “gn <M “F'\ o , donde M es una constante fija,

independiente de 'g. BPBs decir, el operador T que hace eorresponder a. g'. la
-funeidn G, o8 de tlpo (2, 2) sobre el i<:on;jun1:o de las funciones g'(x) indi-
cadas. w1l mismo razonamiento se aplloa a i‘unciones g(x) = g(xl_ s eee Xp)  defi-
nidas en un dominio acotado D c EZ , que tienen derivadas continuas en ﬁodo
punto. de ‘D y que se anulan , Jjunto con sus derivadas, en la frontera de D ( si
D'no es convexo, conviene prolongar g(x).a to@o R poniendo ‘g(x) = 0 fuera de
D). si { 81> revces gn} - grad g , son lfas n derivadas parcit;.les de g, tendre-
mos -pues que. “3“4 < Mi“gl “ 4 \\gn“ } , donde M es una constante
fi ja, para todas las g del tlpo 1nd1cado. En particular esto vale para toda
glx) € P (D), es deeir, si g(x) es infinitamente derivable y nula fuera de un |
compacto interior a D (lu.ego nula en un entorno de la frontera de D) Analog;a-
mente “g “B LM “g “p », 1 £p,8 £ ®, para toda g & D (D), donde M dépende

del didmetro de D. : : i

E1l razonamiento que precede no se aplica ai 3 & (l (mB) pues la constante
M varia con el soporte de g. Para tmtar este ultimo caso, cuando g esta i

def'inida en En, sea k(x) \x\ » £ Hag =g#*k. In v1rtu(_1~l de (27a)

de la paglna 73, :F(;f;') '= ?( a) =. g(u)k(u) = 'on‘,/g\(u){\u\-z =

=C, g(ul,‘ ces un)(ul + .. "'“n ) , donde .6, €8s una constante fi ja. ,Gomo‘
€ se anula fuera de un compacto, & la derivaciéq respecto de xg corregponde,

en la transformada-de Fourier, multiplicacidn por u,, y resulta que
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f( 2121 agtlaxig) ] ?(u)(ulz * e * %2) s cn @(\iln"'tun) -."on“}vthé‘)-'-.

Obtenemos pues:

g: ot 20 @ xhie v ot Z 2 (Ze xin®)

ox;  Ixg B
= cn-lz:i (ax f)*(’()x = "nzx_li gxf *(x | l-n) » (27)

. ‘ - -n -h -
‘donde- M es una constante fija. Cowo \xi \x| ‘ <|x|ix\ = x|

n+l A

resulta que le(xil ¢ ¥\(Z 12300 wlx\” = My H (Zlgg))

-ddm_ig o= 22/ x; .Luego de la parte a) del teorema 1, obtenemos que

-“g “'5 £ M Z iel UQX . llp 5‘ M “érad f“f) | (_273')
para todo p,s tales que 1/p - i_/s =1/n , 1/n <clfp<cl . (27b)
' ' / E .
Mas generalmente \\g“ s(m) € ¥ \graa g “p(n)

.

si p,s verifican (26), donde la primera norma se toma en E", siempre que g

sea-de 3 (E ) Veremos mas abajo como estaa desigualdades se extienden a fun--

ciones g mas generales definidas en un dominio D < EV.

i

B) El método de transformada de Fourier, uéado para deducir (27.), no se
aplioa 8l g(x) es definida y continuamente derivable en un dominio D c.En, Yy
en eate caso la demostracmn de (27) debe hacerse por otro método. Mds adn,. si
D es acotado y si g(x) no se. anula en\ la frorlxtera, entonces 1as £érmulas
(27) , (&7a) , no pueden valer asf como ‘esta.n, pues - sumando una constante a g(x)
iel gradlente no camhia, mientras que ug\ [l puede hacerse arbitrariamente gran-'
de. Ta necesario pues agregar en el mlembro derecho de (27) un término que reflev
; :je el valor de la constante aditiva. Si ‘D es convexo veremos que tal temino
. puede a¥r el valor medio de g sobre l)I Si D no es convexo se toma como tal
. término a la ‘ingegral de &' 'sobre. D r%spectoide un peso diferenciable.




Para hacer mas clara la idea, considergmos antes el caso mas simple.cuando

n

1, y g(x) es una funcidén con derivada cohtinua en todo punto del intervalo

d

]

[a,b} , bero no necesariamente nula en lo0s extremos de J. Sea x un punto

fijo interior a J, ysea x ¢ y £ b . Tenemos entonces::
DA . :
gix) = gly) - [ () dt
> ’

integrando en y , tendremos

b b y b b
(b - x) g{x) = ‘I gly) ay - {. ay [ g'(t) at = I g dy + l (y-v)g'(yldy
x x Ix x Ix

Andlogamente

X - X
(x - a) g(x) = g g dy + i (a=-y) g'(y) ay
8

a
Sumando, y llamando B(x,y) = a-y 8i agy<x
Bi{x,y}) = y-b si x <y <£bYb , tendremos
-1 (P -1 (b : -
g(x) = (b - aj j gly) dy + (b - a) [ g'(y) B(x,y) ay - (28)
a a

Aquf B(x,y] es una funcidn acotada, continua si y f x , y fija. Luego (28)
expresa gi{x) mediante su derivada y un sumando que es el valor medio de g{x)
en (a,b). En vez de la integral de g(y) respecto de la medida de Lebesgue.
dy se puede introducir su integral respecto de un peso diferenciable, como
sigue: | 3

Sea (e,d) un intervalo interior a J, y sea h{x) una funcidn infinitamente

derivable en toda la recta real, no-negativa, que se anula fuera de [a,b], y

. ¢b y .
cuya integral vale 1 . Si hy (y) = [ h(t) 4t , ho(y) = I h(t) 4t ,
. = a .

y .
tendremos como antes, !

. g |
hiy) &(x) = h(y) gly) - h(y)f gt(t)at ;
X

X .
hiy) g{x) = h(y) ely) +U 8' (tLdt] hi{y}
. N .
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" integrando en y.lentre ayb, sumando y

|

Bl x<y

obtendremos
b

gi{x) = gly) n(y) ay

a

£Dd 3

donde B(x,y) = by (y)
hy +hn 1.

2 Luego B es continua s

;de (28a) es la integral de g(x) respec

Asf pues cuando g no se anula en

tipo}izv) pera con un término mds en el
de &* y todavia con un , factor B(x,y)

el segundo férmino.

-~hlamando m(g) el valor medio de
(28}, que

\

\etx)| ¢ \mte)| + u

e ll; <

- Luege ahora obtenemos que

M (]

A

‘teniendo en ouenta hl(b)ri hgfa),. (o]

(b
+ I g'(y) B(x,y) ay , (28a)
a
B(x,y) = hy(y) si as & €x

i y #x, acotada, y el primer término
to de un peso diferenciable h(y) dy.
el contorno, obtenemos una f4érmula del
miembrp derecho, igual al valor medio

acotado y continuo salve si x # y , en

g(i), e¢omo \B(x,y)\ £ M, obtenemos de

(281)

b -
I \e' () | ay
Ja

m(S)\ + “g' “

p). Es decir, también en la.

deaigﬁ&i&ad (27a) hay que agregar el suqando \m(g)\ en el miembro derecho, si

g(xl nb se anula en la frontera de J. Si

tendﬁemaa una de31gudldad analoga con un sumando \ml(g)\

pecto del peso h(y) dy.

xﬁf

G)fEstaé-considéraciénes se extienden al caso de

I-Ei& 7 .Sea D CER

se usa (28a) en vez de (28) entonces ob-

integral de gly) res-

n dimensiones como sigue:

nvexo acotado, g(x) una funcidn definida

un dominio ¢o

en D que tiene derivadas . continuas en cada punto de D.

Intonces se tiene la for-

mula

1

- n
|l - 2

ls

L g(y ) dy

g(x) s

Bilxy) 9

2
D |x-y|

( )) dy

, continuas si x ¢ y . Por tanto g(x) se’

donde las Bi(x,x*}son 1unclones acotadas

.exprela por sus derivadaa mediante los Operadores potenclales del tipo (25).

,'“‘
-~
)
b

Demostracién .

.n'_;‘g N P
'-\,',-.'- $ S e

Fara~simplificar su

-
A

-2

;
|
!

Lpongamds que k‘.}o = origen, y que lu

8




superficie esférica S de cenffo 0=x yra- . .

J
dio 1l es 1nterior a D. Sea Z un punto de ‘
fle d(z) el punto en que el rayo xz ecr-'
ta al contorno (fronterﬁ) de D, y sea d|a

la(z}] 1a longitud del segmento (k d(z)‘,

.de modo que d(z) =z d4- z = \d(z)lz. (usando

notaciones vectoridles e identificando los

puntos z, da(z) con los vectores cprrespoﬁ-

. ' I A
dientes), Si g', es la derivada‘Segun 1a

dlreccion del vector Oz, tendremos para}todo R, 0 <R< d = |d(z)|
. . ’

| R
g(x),: g(Rz) - [O g#z(tz) at

Maltiplicando por B e integrando en 'R, entre O y 4,
' J
a a 5 R
n -1 ! n-1
g(x) [ 1d a I R" g(Rz) dR = [ R () I g' (tz) at =
0 o - 0 2

0
a | b n n :
= ] Rn-lg(Rz) aR - I la(z)|®-r (Rz) _1_go-l gp .
0 JO n . Rl

Esta férmula vale para todo z de S. Integrando esta relacidn en z, sobre S, y
r2" 1

teniendo en cuenta que dy = dR dz , donde y = Rz , =)yl , obtendre-
n n | '
g(x) J~ dy = g(y) dy. - j[ ld(x,y)l n- FA i T € (y) ay
> 4}

donde ~a(x,y) =a(z) , si z=zy/lyl, R = lyl.

Como ‘glz‘(y) = Z %& cos(y,xi') , Obtenemos (29}, con

' IS , o
B, (x,y) = \d(x.y)\n = \ll— cos(y;xi) (29a)

Evidentemente Bi(x,y) es una funeidn acotada, y continua si y¥Ex, l,q.q,dei;
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Pongamos m(g) = valor medio de g sobre D,

| SN . n. sz nlp - |

llerad g}, = { jn [ 121 (%?(y))z] dy} - (20)
Evidentemente se tiene

leraa g |, . & u; sup; Woerox, “'p & u\\erad g\, (30 )

Entonces de (29).4 Yy del teorema 1 obtememos inmediatamente, la desigualdad. de

Sobolieff:

.\lg‘llatm) € M Um(g)\' +‘“gr€ld g np‘h) } , , | (31) |

si 1/p - (m/n)i/s = 1/n , 1/n <1/p < 1/(a-m) , 1/p <1 (3la)

donde la norma en el primer piiembro es tomada respecto del espacio Emc omdl
Para D CE" acotado, se puede tomar < en (3la); en particular se puede

|
tomar 8 =« p=2 , si n 22 (ver b) del teorema 1), y se tiene entonces la

desigualdad de Poincaré

oz 2 en g, .2
ID lewil & ¢ ® i'\Lg(y) ay|  # J;an (g-a;f.(y))'< dy} (Slb).

| |

Obs'e‘rva_eién 4. E1 lema 7 y las desigualdades (31) fueron demostradas para

el caso de un dominio D aoniré;:o; evidentemente (31) vale:para todo dominio qﬁe
: |

. ‘ . o P . .
es unidn de un numero finito de dominios convexos. Mis generalmemte, se puede

generalizar el lema 7 para dominios D estmllaéos respecto. de una esfera (es de-

cir, existe una esfera S‘C D tal que para tdﬁo x de D y todo 2z de S, el

segmento xz- perterece a D, "o sea el cono de fnase S y vértice x estd en D). Eh
‘ efecto en este caso, 'para.cada rayo xz , z €S, se aplica la formula (28a),
donde h(y) es una funeidn i.nfinitamex.xte- derivable que ge anula fuera de S. Se
obtiene entonces una férmula del tipo

l-n |

._ . «n | |
glx) =A gly) n(y) ay + 21.1 /]\JBlgx,y)‘\xeyl %a/a x gly) ay , (82)

i
|
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' .- ‘
-

donde las By (x,y) dependen de la h(y) eleéi-da, pero gue son acotadas y.continuas

| : ,
para x # y. Por tanto, 1as desigualdades de Soboheff (31) "y las demas conse-

»

cuencias del teorema 1) se apl:.can a todo dominio que es union finita de domj-

nios estrellados respecto de Lma eefera.

. - b ’ j ’ 1
Observacidn 4a . Bajo la condicidn (3la) (signo = ), la desigualdad (31)

- vale aun para dominios no acotados:,,y en particular éi D= o » D1 = Em. En

este cago, si D = o - m(g) = O :'(s._i & eLl(En)), pb.es ]D\: \En\ = ®©, ¥y

obtenemos la desigualdad (27a), pa’ra toda g derivable.

Las desigualdades de Sobolieff pueden formularse en esta otra forma:

(1) _

Sea B ;l)(D) el conjunto de todas las funciones g(x) definidas

en D, que tienen- derivadas continuas de primer orden, siendo estas derivadas

(1)

funciones de Lp(D), es decir grad g € LP(D). para cada g de Bp (D) defi-

nimos ‘la morma siguiente

Nell |nte)| + ||eraa & “p = |D \-1”‘]) gly) ay \*M\grad g\pdv}llp
‘ (33)
(1)

Con esta norma B es un espaeio normado (no completo). Para b= = 2 estos

espacios rueron introducldos por Beppo Le‘vi Del 1ema 7 y teorema 1 obtenemos

i
}

W(1,p)

entonces que:

(1)

TEGREMA 2 . (Teorema de inmersidn de Sobolieff - Kondrachieff para Bp ).

Sea DCEn, EmQEn, nlgnnmm. £ eB s , y sea I = Ig el ogera.dor

que & cada fu.nciéh 2(x) definida en'D le hace corresponder la misma funcidn

(me_Lr dicho, su restricclon) definida en Dy = D N E . Entonces: a) Si

(1) .
D = “n’ el operador Ig es ‘de tipo ( B (E ) , L (Em)) para -todo p,s tales

que s8e verifique (3la) , es decir

lell, ™ < u lell )

._b) Si DCcE2es un dominio acotadd, Dy = DNE ., entonces Ig es de tipo
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(26b) econ 4 =z 1 .

_(_B;l)(n) , 1°(D1)) para p,s que verifican (26a)

c)

Si ademés en (26a) tiene lugar el signo < , entonces

Iz es8 de tipo com-

(l)(DL. 1°,)) . )

Si D es a‘.cot&'d’oi 1/p< 1/n, es decir n < p,

pacto ( B

(1)

entonges. todus las g eBp

(e)-
\P

(E)

Anal ogamente sea Bp

(D)

definidas en D, que admiten derivadas continuas hasta el orden e , 8lendo estas

derlvad,as funci.ones de Lp(D)

X
v
con Df ‘l

Si v
para cada gl(x) de B;E)(D), la norma

\\g N

(D} eon" "ﬁl-lwuﬂ.'p)—ﬁ?'l . son.uniformemente continuas.

el conaunto de todas la.s fnnciones 8(x)

(v1 » oo vn) es un vector designaremos )

t/ axlvl axnvn , donde ]vl:
Wit

\m(_é)\ + Z \'m(']')'vg)'\ A
S lvi=1

+ vn . Deﬁnimos entonces

1
como sigue:

¥

2 lm(D g)l + .. +

‘1(1 . \vlag
4ﬁ' o /2. y1i/p :
+ Z \m(Dg)\ '\'{]‘iz \Dg\l [dyi. - (25)
\vizg-1 DI vl=t ‘
(e) m n
TEOREMA 2a . (Teorena de 1nmersion\para Bp ). Sea. D CE E €&,
Em n D LJ sea I =lg el operadortgug a [cada. g(x) definida en D le hace
. ; s, N .'.",5"“ . ) .%»2” .
correSponder la misma g(x) definida en’ l% A RN
\
a) Ig es de tipo (B(e)(D) LS(D1)) |, es decir se verifica
(m) < * ' 3 )
“g“s $ M \\3\]¥v‘az’pl), (. 6.
para 1os p,8 taleé que o
1/p - (m/n)1/s Ua , Ya<1/p<¥Yam , 1/p <1 (26a)

b) Si D es acotado entonces Ig es de

.ti.po (BK“ (D;

8
L (Dy)) para los p,s

que vepifican (26a) , (26b) con d'.‘-:'l, ;

|
en caso del sigho < ‘es de tlpo com-

(2)

geB

pacto . o) Si ademds 1/p < I'in {yD
AR

con

£ 1 son uniformemente gontinuas.

a'cotad‘o?) 'entoncesli todas 1as
* k P N

Lu(d, p)




! ' \

. ' |
nemostragidn . Para simplifioar aupoﬂg&moa‘ que m = n, y 8ean p,8 tales
que-. 'l/p -1/s = e/i; . z/n <1l/p €1 |Sea 8' definide por 1/p - 1/a' =

($-1)/n, de modo que 1/8' - 1/si= 1/m |, | 1/n < 1/s! <1 ' (36D)

Como el teorema es cierto para 8-: 1, podImos hacer. la-demostracién por induc-

cidn, supo:ziéndolo cierto para e - 1. Por efinicmn de' norma W(e ) es eviden-

» ¥ supuesto el teorema cierto pars

te que “ s/ axi“w(t 1, p) € “g“W(Q p)|

Q -1, de la definicion ie 8! ‘ resug.ta

o Weaml, ¢ uloeas gy, <o lel,g,, (27)

i 'gOmo por (30a) es “g“w‘l,s,) < ¥ 3“:1’1 “ag/Bxi “

" obtenemos de (37) que

) | “g“W(l s') “ “W(C p) (37a)

" Pero de 1/8' - 1/s = 1/n , y por ser el ﬁ;eorema. cierto para f= 1 , obtenemos
: |

“g“s 3 M3 “g“ w(1, isl) ' . (370)
De: (37a) y (37b) resulta “8“8 $M “E“W([ como se gueria prdbar.

Andlogamente se prueban, por induceidn, las partes b) y o) del teorema 2a .

)

D) Los espacios normados Bp no son completos. Para obtener espacios.

B completos vamos & hacer uso de las derivadas generalizadas como sigue.

0 : .
4 las funcioanes \f € m (D) , DCE , (las funciones infinitamente deriva-

:" bles nulas cerca de la frontera de D), las llamaremos funciones de prueba de D.
- . Con D' indicaremos un subdominio cbmpleﬁamente'i‘nterior a D (la clausura de D!
es interior a D). Con Wh(x) indicaremos una unidad de convolucidn tal que las
,.:'wh son 'ifinitamente derivables (cfr.lema 3,pdg.225). Sean f(x) , glx) dos
--ﬁifunciones definidas“en D, localmente integrables (integrables en todo D'} .

Entonces las tres propiedades siguientes son equivalentes:
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a) Existe una sucesidn \Pm de funoiones

se verifica:

fn' \f-‘?m\ay—a-o , /1;‘

de prueba de D, tales que para todo D!

\& - 3¥m/3xy \ay - o (38)

b} Para toda-‘P de prueba de D se verifica

f gly) Y (y) ay =
D

~/D £ly) oW/ axy(y) ay

(38a)

¢c) Si T =fenDy nula fuera de D, y si f = T * Wy, ientonces (cfr.lema 2',

pag.242), para todo x interior a D, y h > O suficientemente pequeiio,

th/ 311 = &n

En efecto, a) implica b): Poniendo

— g para h -»0 (28D)

A 3‘?/’3:&1 , por ser "Pm, ¥ aiferen-

ciables, nulas sobre el contorno y en un comtorno del mismo, se tiene; para cada

¥n i fD L (R G T

- [)‘ﬁl‘?dy .

Sea D'€ D tal que P €s nula en D - D', entonces la igualdad anterior se es-

cribe

DI

\em "P' ay =

- [D"f’;‘(’dy

De esta igualdad y de (38) obtenemos, ai pasar al 1{mite,

jD'f\P'dy =

'y como ¥ es nula fuera de D' resulta

'b) implica ¢)

do en cuenta que como fupncidn de y, Wn

{ dremos

fl:l(x) = ﬁialaxl,wh(x-y)}f(y).

Por el lema 2, pig.2228, gﬁ tiende a g(x

luego también f°'.
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o

Sea x un punto fijo, interior a D. Usando (38a) y tenien-

x-y) €, Py (D) para h pequefio, ten-

dy = L\'Jh(x-y‘) ely) ay = g (x)

!

), en media-1l, sobre todo D' interior,
H ! .

| ) ;




[
|
i

¢) implica a): Evidentemente 'basta'p:obar que para oada_'dominio- D' D fijo

£, o que glx) =" Dvi"(x) » 1v] = L, v

‘de prueba \P de D, se verifica

‘existe una sucesidn . que verifica (38) . Sea D' c D" ,.D" €D ; poniendo
m ' v

=1/m , \Pm = £y % Wy ', donde - fl =t -¢x|1 D" y nula fuera, .serd ,\Pm de pruéba
en. (D) y coineidird con £, en D' cC. D" si!h- es pequefio.’ Tendremos entonces que

'\P;‘ = fh' = g, en D' y del lema 2, pég.éza, -resulta’ gue se verifica (38).

Definicidn. Si se verifica una de las condi ciones equivalente a) , b) ,

c) , se dice que g(x) es la derivada de f(x) respecto de x. , en sentido gene-

1
ralizado o en sentido de las distribuciones , y se escribe - g(x) = Qf‘/axl.

| |
Andlogamente se definen las derivadas generalizadas ot/ axi y =1, ... n.
Mds generalmente, se dice que.; g(x) es la derivada generalizada de orden

(Vy,+«+ V) , si para toda funcidn

f])"g'(y)' Y(y) ay = (-1)6‘ /]; £y} D¥ P(y) ay - .('3‘9)

LI

Como mds arriba se verd que esto equivale a que existe una sucesidn de funciones
\

u .de prueba "f tales que "P converge en media-l (sobre todo D') a £ , y &) ‘F

converge en media-l a g. O ta.mblen que Dv(f ) convergen a g(x) para h—-vO
donde :rh es la regularizaclon de f. De 1a~ d1ltima propledad resulta en parti-
cular que la derivada general'lzp.da glx) estd unf{vocamente determinada,- _salvo

gnedi da nula.

Si f£(x) admite una derivada generalizada g = D f,yesi fl cOindide con

£ salvo medida nu]_.a entonces es también & =-.,D, £. . Por otra parte, del teore-

-1
ma de integrac‘i&n ;;or paftes se deduce que, si" f(x) es localmente sumable y ab-
solutamente continua sobre todo segmento paralelo al eje de los Xy (y‘ cdntenido
en D), entonces g = ‘ai‘/."*?xl‘ existe :'(en.'gegtido ordinario) en cé.si.todo punto
y 'g(‘x) es la derivada generalizada de. £ ) (I“en sentido de distribuciones). Reci-
procamente, 8l g = 9f/9x; en sentido de dist,rlbuclones, ysi £ =0 fuera
de D' ¢ D » entonces la funecidn |

' X
1
fl (xl ) oo xn) - /_m g(t.xz, L) Xn) dt
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es absolutamente continua sobre paralelas al eje x1 4-,.'.'y' tiene por derivada a
&(x} en casi todo punto., l.uego- coincide con f en casi todo punto. De aquf
se deduce fa'.cilme;nte que. toda. £(x) que admite la dciivada g = ot/ dx, en sem-
tido de distriouciones, es e'qqivalent‘e a una fl(_x) absolutamente continua

sobre todo segmento céi'r_ado,- paraleio al elJe x; ¥y contenido ‘en D, y que tiene

a g(x) pbr deriv.adaf ordinaria en casi todo punto. Anélbgament’e g8i ‘las deriva-
das generalizadas va existen para todo \vlse, entonces f es equivalente

a und funei.dn fq(x) absolutamente contimua ella y '8g:. derivadas -hasta el orden
( - 1), en cada una de las variables, para casi todosj los valores de las de-
nds vgria—blés. As{ pueés, modificando la funcidn en medida nula, el concepto de

derivada generalizada se reduce al concepto ordinario de derivada (siempre que ;

la derivada ‘gene:ra-lizada, sed localmente integrable).

Observacidn 5 . Mds generalmente, segun lo indicaron Deny y Lions (ver

; Annales Inst. Fourier, 1955 , tomo V) si T es una distribucidn cﬁya's derivadas
&y = DVI de'ordev,n < (’, son funeibnes localmente su.mable's, entonces T es igual
& una afux}cidn £1(x) gorlx‘ las A_propiedade‘s indicadas mas arriba, es decir T es
una fuhcién que modificada en un conJu.ntio de medida nula admite a la gy bpor
 derivadas en sentido-qrdinario, salvo medidas nulas, y es absolutamente conti-

nua en el se,n-tido-precié.ado‘.

Observacidn 5a . Puéde ocurrir qu.eJ g(x) tenga derivada generalizada de:

orden ¢ y no de orden &£ -1 , O de orden Q-k Par e,jemplo, si f(x) es una
: : R | o
funeidn continua singular de la variable real 0 €x €1 (£'(x) = Op.p.)

entonces la funcion de dos variables F(x,y) = £(x) + £(y} tiene derivada -

generalizada 9F/dxdy = 0, pues para todd Y de prueba es
. ’ ) ‘

: f[ .f(x)’(az‘f/bx@;‘ ) ay ax = // J/Qy.[*f([x.) | 3’?/?!ax]r-qy'dx - 0o

(pues 9¥/J x es nula cerca del contorno) ; andlogamente

| //f(y)( 92?/3X#y ) ax dy = O
. ! ‘ ‘ ‘ |
‘» :
\

. \
- %66~ !
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En cambio no existe la derivada generalizada 3F/ 31 s pues de lo contmrio

i

£(x) + £(y) , y por lo tanto i‘(x) . tendrf‘a que ser ser absolutamente continua '
] R LPA i
en x, mientras que f(x) es singular. ;
As{ pues paru la vélidez de la prOpie‘dad indicada en la obaervacion prece-
|

‘dente es esencial (si £ > 1) que existan |las-derivadas de todos los drdenes

< 0.

Observacién 6. De la demostracidn dad;a mas arriba resulta que en a) es su-
- | i .
ficiente suponer que las ‘P,a gon’ ¥an s‘ol‘.o funciones derivables con derivadas -
| .
(de. orden e) continuas en D: Mas' aun se tiene la siguiente -

Proposicidn: Si existe una suceslon de funciones {, tales que cada f es

(’. veces continuamente derivable, H vf “ < M para todo m y todo lvl = ¢

doude l<€<p<mw, ysi “i‘m - f“l-o-o '{normas en D), entonces f tiene

derivada generalizada D'f a By 1¥] = ¢ v |l gv__n-p < M.

®n efecto, por 1o visto en la pagina 234, ‘la condicidn “D i‘ “ < M 'impli-
ca que de’ fm gse puede extraer una. subsu?eslon, que seguimos llamando fm, '
tal que “D £ -8 “ ~ 0 donde g ELp 'luego g = D'f en sentido de las

distribuciones, por lo recién observado.

%) Los espacios Bé'u‘ son normados pero no completos. Para obtener espa-
cios completos hay que usar derivadas generalizadas en vez de qerivgdas ordina-
riag; de aste modo se ll:ega a los llamados espacios de Sobolieff que se defin.en
ceomo sigue. '

n .
Sea wél)(D) » DCE , el conjunto de todas las funciones £ definidas

en el dominio D, que tienen derivadas generalizadasg aflaxi -pertenecientes
a 1° (D) ; es decir para cada i =1, ... n, la derivada generalizada ’aflaxi

, 1l
es una funcion de L-D(D) ; la norma en W( ) es como antes .
. p

" {fD[Zi:I (afla'xi)z]p/zdx}l/p

(35u)

W : . -1 1
SUTHIRES ...\L.“""?,“"‘

.
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(l)(D) C W‘“(D) . Es 2doil ver que el teorema de inmersidn -

(teorema 2) vale también para Wpl_.':. Por eJempl-g;, probemos que si-

Eﬂdenteﬂen‘ce :B

. l/p - 1fs < 1/n:'

entonces vale

“'1’“5 S ¥ “ "W(l p) ’ (36)
o wll) e o
para, toda £ de W °(D) . Para vllo, conaideremos una uniead ae conVOluoion

wh(x), infinitamente diferenciable, y sea rh 'y

rrespondientn Para todo dominio D' completamente interior a D tenemos (;n-

: 4 * Wh la regularizacion co=~

dicando con 1)1 g s 93/ ax  que.

donde Di:t es la derivada generalizada. Gomo :Ch €: Bt , podemos aplicarle el

1

| teorema 2 y esoribi\r

[

{L\rhlsdx} 8 < (n') L (£y) ax iL [21 1“1’1‘%)‘ ] %1/9
Luego pasando al l{mite ,o;bte-‘ndremoa.l S

% LA]':.IB ax}llaé ’i“ “f“w(; ‘DA)

I
\
‘ :I
Como la 'co‘natan'pe‘.~ M se ,max;ti‘:e;,n‘_e, ag ?tada 8l D' vanfq dentro de D, hagien=-
do t‘ender .D'4 a D ‘-obtend.remoa‘ (86). l

Veamos ahora gue ( ) ya. es un espacio completo. BEn efecto gea fk una

w(l)

sucesidn de tal que "f -1 “ ‘-o-o , donde || \I 1ndica la norma de’

él). Esto implica (por definicion de 1a\norma. (55&)) que\ 1)1 fk tiende: en

media-p u un lfmite gi , 'y en virtud de (36) las i’unciones £y ellas mismas
convergen en media-a a un i{mite f£. Es fdeil ver que 148 g; son las derivadas
|
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generalizadas de r , es decir: '8y B Di:f -Ba- grgato¢~qx;“p -son, dominios oom-.

pletamente interiores a D ,- que tienden a D/, de las definiciones a) b) ,.cf
de derivada gene?alizada resulta que existe una Fm de Bél) (es decir derivable

continudmente en sentido ordinario) itq;;Quev

o le » 1 ‘ .t l 1
/D - \:m -.-legx < m- / lni - Di-.rm' dx »<, m
m .

L im ,

Luego \

e i fax ?/ \r-f\ax +/ ]f -Fldx '3 e+1/m

m

1, 1 O T
[., g - Dy F, | ax s./ \g‘-Di fm.ldx +/ D, £p ~ D, Fjp|dx < €+1/m
Dm\i i m‘ .Dm i , i D \1 m i \ L

1
Luego Fm v DiFm couvergen sobre todo dom}nxo completamente interior hacia b4

y gi resgectzvamente, lo Que prueba gque 31 es 1a derivada generalizada de f .
1
Luego f converge en w; 1) haoia una funeidn t tambien de W; ), 10 que prueba

1

la oompletidad. ' ' ] et

Andlogaménte se define el‘espacib Wge)‘dé Sobolieff: es el‘conjd@té?dé todas
las funciones £ que admiten ?drfvadaé geneializadas.hasta el orden 'finéluéﬁtg;'
siendo las derivadas de orden'ﬁt'funciohee de Lp La norma en W(Q) esJQada por
(35), reemplazando en esta férmula derivadas ordinarias por generalizadas.. Como
mas arriba, por induccion, se prueba que W es completo J que valen 1oa teore-
mas de 1nmers1on (teorema da) para los w( g. Se verifica ademds fdcilmente (lo
ofrecemoa al legtor a tftulo de ejercicio facil) que W;!? .es aeparable. Se 1lega
asi al siguiente teorema de inmersion, que ‘'vale para dominios D aaotados que son
suma finita -de dominios estrellados esfericqg (olloa.maS'geperalea de,laApbaerva-
eidn 5). |

()

Observemos .qu'ev 8l £ €W ™, f .no tiene por que .éer.c'op.tiqua.'pues‘ sus de-

riva¢aq~exiaﬁen en séntidq.generalizadoly no ordinario.
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__ -a)Bi p > 1 l/p < e/n.

' entonces toda £ de W(Q) s continua x
dond ‘ ll‘ : 1a orma de '(l)(D) Bs deci W(ﬂJlC.c(D)' 0 éea el
onde I l Wi, p) es n s deeir W, Y

operador idéntico es un operador acotado de Wﬁn) en C(D)

b) éi p > 1, 1/p > Q/n ) 1[9 - m/n i/s € &/n , m>n - pl , entonces toda
),

£ de 'W (D) pertanece a L (DN %) y vale

S B g ', m R
“ T “ 8. . M “ “ w(e N (D) C L ‘E o) D) ] (38)
‘ -

bl) Si ddends’ " 1fp - mfn 178 < c/n entonces el operador iddntico’es ademds

N e M PRI 8 S PO S S :
compacto (completamente oontinuo)

!
L (m) o
W (D} C W(- )(D)é , siendo el operador

1dentlco compacto en caso del signo < ..

L !
(11}

e) gi 1/p - 1/8 (-2- m)/n entonces

d) Ademds. W

as--un eapaclo normado, completo Ni separable .

‘+EXl "hecho que Wézj es completo se ﬂsa para’ introdueir otras normas equiva-

lentea (s decir ‘que da los mismos 1fmites, la misma topologfa) a la norma (35).

8 s
‘ i .

En eIecto ae aabe (ver por ejemplo el libro‘de Banach 'sobre Operaciones Li-

neales, o el libro de’ Loomis sobre analisia armonico) gue si V es un espacio"y

vectorial si " l :““ "1‘ gon d0s normas de V y si V es completo respeeto o

L.

de’ ambas, entonces otras normis son equi¢a1entes. Por tanto toda otra norma que.‘

(L) e
se defina ‘en’ sz ’ tal que W(Z) sea GOmpletO ‘en ella, serd equivalente a la
: |

(35) ¥y puede usarse en vez de-(35). L

(&)

De eata menera S6bolieff obtuvé diferentes normas. equivalentes en W ;'bh |

(4)

procedimiento general para definir’ una ngrma equivalente en W ~es el siguiehte:

. \
Sean ~Llr=, eee 3 Ldf funcionales linéaIes en Wéz’ cualesquiera (es decir.

I,
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\

|

|

5

“f """0 implica Lifk--o . ademas Z{L (C.f_. + C fz) = ClLifl'!- O‘z 1 T2 )

17717 o Tete’
que poseen la siguiente propiedad (indicamos con 1)2 , = 3 /;x ca 9%y )
.il....ik ik !
—1
Lf = e =2 L,f = 21, ;
l J il ) ik

(39)

it

|
l
“1“' £)] = 0 implica £ =0
‘il..-in P ". =
|
|
!

Veamos que si Ll y oo Lj es un tal sistema .de funciomes, entonces
: |
|

\\flIW(Q,p) < u m“fl*”'*\h f|] + Z Il o, kr“pi  (40)

Tn efecto, suponiendo lo contrario fe istirfan £ taieé que
‘ 2 m

“fm “W(Q.p) ,-'-t 1
pero eon | |
lz, 2 \+ \L £ l Z“D m“n< ?m -9 | (a1)
Como “f“ =1, se tiene qu’e m(f ) , m(le ) ' ,m(])vl!-lf ) ,

w(e,p)

son acotadas y podemos extraer una subsueesion de :fm » que seguimos 11amando

I"‘ tal que los numeros m(r ) m(n :t ) sean convergente ; 1< -1,

m ’
Esto junto con (41), 0 sea junto con “D “p—r- 0, implica que

R Th = Iy I —=0 ‘para m,k-»® .

f, S (ao ) ' : o
luego, siendo Wx(,‘e) oompleto, reaulta que £, tiende en Wé‘“ a un 1{mite £.
Para esta f'en virtud de (41) se va a verificar (39) y por 1o tanto £ = O,
y por otra parte " £ “W(f =1 Qa “ ?"W(f.p) =1, que es'una contra-
diccidn. )

As{ pues vale (40). Por otra'parte es evidente que el miembro derecho de
(40) e8 '€ M “ t ku ) » Pues las L, son :funcionales lineales cohtinuaa _

¥ por tanto acotadas lLuego la norma || ”(e deﬁnida por

“f“ ) \L‘lf|+....<|f ]Lar,] + len(e):r“p S (42)
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B mag-p de laa derivadas generalizadaa de

(8)’

es equivalente a la (35). Es decir podemos’ tomar (42) como norma en Wp

De este teorema geuneral. resulta en particular que podemos tomar cOomo normas en

(L)
Wy

las expresiones siguientes: -

belly, e Bel o Zhtel e

bl - Ll ZbOl

siengio 8 = frontera del dominio D.

' ) ’ ’ .n . 1,.n
Observacion 7 . 81 D=E ¥y §1 £ € L (B") entonces

n(f) = 1lim \Dll \f £(x) ax

=0 donde

\Dll-—oo En este caso. obtenemos (efr. observacion 4a) que si £ admite deri-
vadas generalizadas de primer orden, entonces “ : 4 “ 8 <M “ Jf/a x4 “

es decir no aparece el término m(f) en! esta desigualdad, siempre que -

1/p - 1/s = 1l/n . y andlogamente para Emc En con m <a. La misna donclu-

sidn vale para todo- D tal que Jo| = w, st te it () , 1/p - 1/8 = 1/n.

(£)
' P
orden S £-1 son integrables en D entonces “f“ - se acotada por las nor-

'£ de orden f. . el 1/p. - l/s = e/n ,

|

Analw;amente si |IDl o , €W (D) ¥ sl las derivadas generalizadas de

l
es decir en la desigualdad de Sobolev deeaparecen los 'qerminos () 4 eee

(e-1)

m(D £). Ea cambio, si lD\ , no se puede asegurar que estas desigualda-

des valgan si 1/p - 1/s. < l/n . 81 lD|<oo esto vale para 1/p-= 1/8 < 1/n ,

1/n < l/p < 1, en particular esto vale si 8= p, pero ahora intervienen los

valores ‘m(£) -en 1as desigualdades. Natura.lmente suponemos que D es eatrellado

esfericamente, o es unidn de tales dominios. Si esta: u.ltima condicion no -ge

cumple las desigualdadea de So:bolev pueden deJar de verifioarse. I.ions ¥y Deny

llaman a D abierto de Sobolev 8i la desigualdad de Sobolev vale para p = 2,
:

1/2 - l/s = 1/n , y ablerto de Nikodym si vale para p=8a=2 (8i |D|<oo)

En particular todo D estrellado esferi(‘:amente gerd de Sobolev y Nikodym- es-

Y
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tos gutores mostraron. que esto vale aun si en todo punto de D se puedech1o;”'

‘ ’

car cierto sector ebénico de modo gque estos sectores queden a distancia poeiti,
_ va del contorno. Ademés ellos probaron |gque si D es de Sobolev ( o de Nikodym)

,; 2 . . .
ehtonces nilf € 1°(0), 1«1, ... n|, implica. £ € 1°(D). Para detalles y

-otras aplicaciones eﬁyiamos al trabajo ya oitado de. estos autores y a la pota

*

- de Lions en la Revista de la UMA, 1955, vol XVII.

ObservaciOn 7a. Como B(E)(D) C vée)(p) y el 6ltimq éspaqip es completo,

. repmlta que la completacion de 3(2) puede realizarse mediante funcionmes. Sin
embargo todavfa no podemos afiryar de Que Wée) sea la completacidn de Bée) y

- en otros term1nos, ai 1E;e)(D) es la ﬁlausura de Béz)(n) en W(e)(D) no po;A.
demos a:ﬁ;.rmar que Wé“ ;m. tan solo podemos afirmar que Wp“ = Wi(,a) Si
D tiene contorno "bueno", o si D es cilindro cuya base tiene contorno- bueno
entongces vale W(e’ s W(z). Esto reaulta del hecho de que para tales D una

t de WEQ)(D) puede extenderse a un dominio mas grande Dl s eon conservacion

de clage, y como lus regularizadaa e f convergena £ en.dominioa completa- :

&

) Imente interiores, y D es completamente interiora D, , ae deduoe entoncea

1
Vemos pues que el problema de 8i L

que £ ‘es limite de funciones de- B(l)(n)

(B) es denso en W‘z) esta 1igado al problema de la posibilidad de extender
ffunciones definidae en D a domin1os maa grandes conservando 1a propiedad de
- tener derivadas generalizadas pertenecientes a. Lp. El estuﬂio de tales exten-
-siones fué comenzado por Whitney (Trang,&m Math Soc. 1934) y aplicado al pro=-
blema en cuestion por Nikolski- ¥ Babich (Usgehi Mat. Nauk VIII, 1953) (ver log
'trabajos citados ‘de Deny~Liona) ' .

(L)

En las aplicaeiones conviene tomar como norma de W a la dada por

' {
.“:f“ 'PZS“D( )fll , €8 deeir la de (43). Entoncea el espacio W;e) es un es-,
pacio de Hilbert y el progucto escalar de dos funcionea f£,g de este espacio

‘eg definido por

(£,8) s fDr(x) glx) ax + Z .]);Def(.x), plemax . we
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pues entbnces seré (£, f) \lfll "+ Para e 1l , {(45) se reduce

w(l,z2).

esenclalmente a la integral clasica de Dlrichlet del llamado problema de
Dlrlchlet (por eJ. la soluclon del problema de Dlriehlet para la ecuacidn de

Laplace-es ‘dada por una funcidn £ que satisface a 1aB cond1ciones de contor-

'1'

noye 'a‘integral de Dirichlet (f,f) es.mfnima)..

Observemos que-en (34) la norma \lg “s(m)' gse define mediante una integral

extendida a la interseccién de D con Em; es decir a un trozo de hiperplano.

Pero 1_ﬁmisma desigualdad subsiste si en vez de un trozo de plano contenido en
D tomamos un trozo de superficie m-dlmensional contenido en D, 51empre que la
sgperflcle sea suficientemente lisa, pues entonces esta superflcle se la apro-
xima por trozos planos 1nscrlptos y las 1ntegrales sobre eatos trozos planos

tendrdn por limite la integral sobre la superficie. As{ por ejemplo si D, es

una tal superficie m-dimensional lisa, las restriceciones a D, de las funclonee

(%)

£ de L (D) de norma 1 (en w(e’(n)), formaran un conjunto compacto en L® (D )
si 1/p - m/n 1/s < e/n , i/n <1fp<1; ysi 1/p< UYn entonces estas £
pertenecerdn a G(pm), y en particular se puede entonces hablar de los valores

de t sobre la superficie Dm , aun gi £ y que a priori esté definida salvo

medida nula, podrfa no ser definida en D, que es de medida nula, y menos ser
continua all{ :
Mas aun, si £ € Wéz) >y k< 8 . enkonces toda derivada generalizada de

1

orden k, g = D £, verifica £ e.w2 k, pues una derxvada de orden Q-k de 'R

b
es igual a una derivada de orden 2 de f. y por, tanto € Lp Luego si

(0-x)/n > l/p , & serd continua. Obtenemos as{ el siguiente

(2)

(D) , \D\.\Zoo, y si { >n/p + k, entonces
I S

£ €C (D) , es decir £ tiene derivadas ordinarias continias hasta .el, orden k

) ‘I N T 3 T Foe

Gorolarlo l.81 e W

’ N L - ) ! .
;- En otros terminos el hecho de tener £ ?erivadqsxgeneraliéadas hasta un orden

? suficientemente grande (dependiente dé la dimensidén n del espacio) implica
que T tiene derivadas .en sentido ordlnarlo y ademae continu&s, de todos loa

ordenes < k. bi p = 2 basta que sea \% = [n/z] +k o+ 1.

|
\
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)(D) » ])C]i:'n Ipl<oo |, p‘.k.l..'en‘tonceS'fl

Corolario 2 . Si f € W(e
i

todas sus derivadas géne-ralizada-s de ordeLa <€ 2-1 son i-n'ieg’rables sobre toda su-

perficie liga de- dimension (n-1) contenid(a en D. En efecto basta aplicar el

teorema de 1nm¢rsion para m = n-l > n ep pues entonces se puede t.oma.r 8 = 1

’ ’ (e- :'
y serd 1fp - mfn 1f/s = .1/p = (n—l)./n< 1/n ; luego.si g = D £, sera

bl ¢ x 2okl € u Zlotel <o

, | o | ;-
y & es integrable sobre DAE® . D AT 1.

Observaclon 8 . Log teoremas de 1nmers:.on se pueden precisar en la sigulen-

|

te forma ' |

Gorolario 3 .81 ¢ ew‘e)(n) . pi>l , para 1".660 d >0 vale .

| D |
<allelly, owm el L . (46)

Il me-

donde las normas estédn tomadas sebre .D, y My varfa.eon. d pero no con f£. .

D es acotado. Vamos a.esbozar la demostracidén de (46). Supongamos que D estd
- . r 3 . . .

~ contenido en una esfera unitaria. Por eﬂ teorema de inme’.rai'én '

I
'
[

“3“ W(l"l.p) £ ‘"S "w(z, _|_ “gup % | ,.

o sea

> L ,\nt"l g‘x)l‘;;;dx s_’"'p{z L 1ot s‘-""’.lp ax + fD lgx ) ax } (a1)

Haciendo " g(x) = f£(dx), tendremes una derivada D eg de ordén 2
D P’g(x) dtnf (dx) » por tanto - en 1os tres terminos de (4'7) apareceran los
(l. l)p lp (¢-1

factores a’ 1l , respectivamente. Dividiendo por & "~ se llega
entonces a una deai'_gualdat_l de tipo (46). ‘ ' '

Andlogamente .se puede probar el siguiente

Corolario 4 . 84 p >1., d >0 entonces




) ¢ alel ‘o el (a8)

w(l-1,p,DnEN"1) . w(l,p,D)

Si 1/p<1/n , 4> 0 , eatonces (efr. corolario 1) -

“De.-lf“'m' < d“f“W(C A ||f||p : ('4§g)

(Q -1) n-1

(Bl primer término de (48) es la norma de f .en (D nE ), el se-

gund'd término de (48a) es 1a norma de f en W (D), ]|f|| es la norma

en fL.%D))

' Obse'rvacién 9 . Nikolski mostrd que los teoremas de inmersidn pueden obte=

nerse (en e1 caso D = gt ) mediante 1d teorfa de aproximacion de tipo exponencial
. de Bernstein. Mds adn Nikolaki generalizo los teorema,s de inmersion para funcio-
nes que en cierto aentldo tienen derlvadas de orden fra.cciona.rio. Mas precisa- -
mente. sea rsr + a, T 20 entero , 0 < ag 1. Entoncea se dice .que. "
_i € H (E ) si £ y sus derivadas en x, de orden s T pertenecen a‘Lp'(En),
y si para O <a<1l se veriﬁca que sus derivadas de orden T verifican

| 2% (x + n) - Do () ||'p < i |h'|°
- (hablando groseramente, f tiene derivada de orden T +u), ysipara a.z 1l se’
_verifica ' L |

o “D f(x+ h) -2D f(x) + D :t‘(‘x - h) “ S M.lhl .

Se dice que f € Hl n(EQ)“_ 81 ella € 1k 'L;ara Xal, «.om. .
Nikolski probd entonces que si |

i

4, - try , t&1- (1/p-1/s) 2, ':\ 1/r; - 1/p Zmlilf yr, > 0 (49)

t

entonces .

w1t e Hﬁl"’ BEY ., (L€pfem) o (49)

. ' . . ' L. ' s ) , rlo . .rn T\n .
es decir el operador identidad es un operador acotado-de H p (E°) en
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-t o-oe T sy » -ll \ "l
B REY. S omeny el vacﬁer ta 1= (1/p=1/e)ml "~ 1/p(a-nujt
y (49) se eseribe 1/p - m/n 1/s <‘e/q que es la condicidn del teorema de in-

mersién de Sobolev. '0 dea el téorem&-&g inmersidn de Sobolev corresponde a un

caso particular éde ”rl 2 ...f=frh =2

Nikolski y sus disefpulos han esﬂudiado ademds los teoremas de extensidn.

(cfr. observacidn 7a) en el caso de es

tos clase H;‘. (cff} los trabajos de
Hikolski en Trudi Mat. Inst. Steklor,

1958).

1951, Mat. Sbornik 1953, 1956 , 1957 y

|
i

Observacién 10 . Fn vez de normas ||f|m ,ocurren frecuentemente normas

con pesos \x\a és decir = {_f\f(x)\glx dx}l/ (por ejemplo tales normas

ocurren en el teorema de Hardy-Littlewood-Paley que generaliza el de Plancherel,

ver cap{tulo III). Se puede hablar entonces de operadores de tibo CLp(Engledx),

'LB(Em,\x\bde.4Hardy y Littlewood probaron para n = 1 que los -operadores po-
: tenciales Hd, £ son del tipo (LP(En,\x|bdx),Ls(En,\x|-udx)) si 1l/p - 1/8 =
| d/n - (a + b) ; Stein y Welss han extendido este teorema para o > 1l. Para
=b =0 obtenemos el teorema de Thorin-Sobolev que v1mos en el Cap. 1iI.
Se puede proyar que los teoremas mas preoisos de Sobolev (con tipos 2 ¢ g? P
completa coﬁtinuidad, tipo débil, ete.) vistos en este curso se extienden al
cagso de pesos ]x]adx (ias_demoétracioqes'se dardn en un préximo trabajo en co-
, Zlabpgacién con E. Ortiz). En caso de ;n,dominio D # E2 ge usa en vez de |x|a
un peso \U'(x)\a que tiende a cero al tender x al contorno de D con "veloci-
dad" \d(x)lé . Estos teoremas se relacionan con las extensiones de Vishik
(Mat. Sbornik 1954) de los teqremas.de,inmersién de Sobolev: Vishik usa en vez
de normas de Lp(D,dx), normas de LP(D,|x|adx) ponderadas, y aplica estos teo-
remas generalizadds'de inmersidn a eousciones diferencialestsyaxi(saaf/axi) -0
que ®"degeneran” en la frontera. Tambieén han sido generalizados los teoremas de
extensidn de Nikplsk1<y Babich pura pormas con pésos (ver los trabajos de

Zajarov y Kudriazev en los Dokladi Ac. Nauk de 1956, 1957).
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5 . PROPIEDADESrnEHLASWTRANSFGRMhDAS DE HIEBERT

‘A) Veamos antes alg'uhas de las propiedades de las transformadas de Hilbert

en ‘el espacio 12 = L (Vn) Recordemos que estas transfomadas son oplrédorea

ae ve_qnvo'luci én de 1la farma:.
= Hy f(tx)' ~= Ln f(';f) K.(x-y') ay = F(x) ‘ (60)
“donde el micleq K‘-x)'es daéo por.
K(x) = W(:;') Ix.llg‘ = W(x') . B3 x'..- x/r  (61)

aqu{ x' es un punto de la es:fera unitaria § , |x'| =1, y la funcién

caracter{stica W(x') satisface la condicion (efr. pdg. 47)

( - :
f Wix').dax' = 0 - (51a) . -

S . > | .
Sea K.(x) = K(x) 81 E£¢ \XI < 1/5 , ¥ cero en los demds puntos, sea

hemos visto que e?i W(x') satisface una condicidn de tipo Id,pshitz (condicion

£ -k Ke , y sea K = ’J—' (K&) En el capftulo II (pags 51 - 54)

(l5a), pdg 54) entonces vale: o

1

lK (u)l M para todo jf >0 y todo u Q.En ;
b) ’fs (u) converge a un lfmif.e h(u)‘ para casi todo u , si & —0 ;'
4 ¢) para toda I de L2 , Hy !converge en media-g a un lfmite Ht, y
Ht os de tips (2,2). | R e
Veamos que estas: propiedades a), b),.c) valen aun si W(x') verifioca, en

-vez de (15a), una de las mghientes dos condiciones, nas generales.-

p’ara t’odo'y' € S , f ‘w(::') nlog(lx‘ -y'l '|§x' ‘T M : (83) :

f \w(x')\lg(1+|W(x' M ax' (¢ M < o . (5aa)

Ani;g_ te&o veamos gue _la condicidn (52a) 1mplica la (52). Para ello haremoa um ,: 1

L

de- g,a qiéuiente deaigualdad de Yomng\ 81 y P g(x) > 0" o8 una funoion oreei:ente‘ \




N o ~ -

definida en el intervalo ‘(0,00).. y si G(y) es S.uff'_\inc'ién ir’fvérga. entonces

para todo a >0 , b >0, se tiene

a b A . ~ ,
ab £ SO glx) ax + [O G(y) dy . o T :  (53)‘

(para probar (53) basta observar que @b =-drea del rectangulo de base .a y o

altura b < drea lini tada por la cu.xva y = g(x) corre-pondiente a 0 <xga

4+ el drea limitada por x = G(y) co;.'mspondi.ente a- 0 < y g b : 8i bz g(.a) :

\
entonces en (53) se tiene el signo = )

N Z‘.
IR

Haciendo g(x) = : x . ,;G;(‘y-_) llg(l +y), obtendremos

ab & e -a + (b +.1) 1g (b + l) ~-b < e? « (b + 1') 1g(b.+' 1) (63a) -

Poniendo ¢ = log(lx'-y'l-l) Y R |fW(x')l , a = e/2 .", b 2d R
. ‘ | .

* tend remos

‘ T o 1/2 T : - \ '
\W(x')\ loglx'-y'l = cd = (c¢/2)2d alabd slx'-y'r 4 (11-2|W(x')ﬂlg(l+ 2lwl).

Iuego s8i |Wllog(l 4 IWl) es integrable serd tambien acotada la integral (s2),
' ’ 1!‘1-Qod°

LENA B . (Calderén-iygmond) . Sila funcién caracterfstica W(x') verifi- |

Ty A A A
ca [52&) entonces valen las .propiedades a.), b), c) adema's' Hf =« f h}

J
AP

Demostracidn . Por lo que se vid en el capitulo II (teoi'ema 1 pag 34), ba’st&

ver que se verifican a) y b). Sea ¥ ei. angulo entre los veotores x y. u. . luego '\

(x,0) = |x||lacos ¥ , y por tanto (eon |x| = r),
~ . -ilxljulcos .
K¢ (a) = ?‘e (x) e . dx =

l/e ‘ | oy - “ o
I £ ar | wan 50 i\ulr cos'P B l d ax' o
& '

dr

fsw(x.') dx Ill"f r‘l.‘e-i lé‘r\ sow?
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~ Za verdad de (51a); es

C(1fe. .
I W{x"') ax' f E”e Foelar = 0 ’.
S £ , :

‘,li);jé:go cambiando £ en |ulg , podeﬁ&sj;ésézribir

ot

(w) «

- % ' Ray-
- Ky ——dar . ,.(5$)

Ahora es facil ver que

BORSitn ol i HEC Y S TR M

1) |L’ e. —————ar | £ Ajlsil'/a v, agl o

' 2) ILa integral precedente converge para todo a $0, si £-0.

La prOpiedad 2) es inmediata, pues para r—-»0, es e-ira 7 &4 o(r)

e'r~ A+ O(r), y el Lntegrando de l) es acobado en: el origen; y en el infinito

' esta mtegral se comporta esencialmente como ‘una serie alternada. Para probar

4 |
1) baata obaervar que si l/g 1 entonces 1la in‘oegral de 1) o8

1 . RE '
: < g [O(ar) + d(r)]r l‘dr = .0(1) v
- 0 - P ‘ .

y st 1/g > 1 entonces

1/ _ e a1 L

L (e=i¥2. e.r)rldzj § Aloglla+B , . !

< | - !

- D - - . . i

¢ : : g : i

paes . Le e-ira p7lgp ‘Ia/é et plar . |
B 1 | - Ja S J

| [1 a/f _jp -1| o -
= f + I e ir r |dr £ A'logil/a + B
a JL - *

4
i

De 1) resulta que la integral (54) estd dq:ﬁi'nada por

fs W(x") ']}'Og_\cosi\f\dx' £ ecst L\\f(x') log lu"-:i"ll dx.' K

‘Por 1o reclgn visto la hipdtesis (52a) implica (62), y la dltima integral es
abotgda. Lu.ego el integrando de (54) estd dommado por u.na funcion integrable,

y en virtu.d de 2) y el teorema de pas‘o al lfmite ba;]o la integral de I.ebasgue,

resultan a) y b), l’Q:Q:d' . o
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B) En el caso A = 1 tenemos, ‘salvo faotor constante, -una \umioca transfor-
macidén de Hilbert ocuyo ndeleo es K(x) = i/x'. En este caso se tigne N
h(u) =lme£(q.) = -isgnu (e -1 8t u>0, = +1. 81 uc<oO)..
En efecto. f
A~ k ~ixu ixu 1k -1 ‘
Ke (w) = i I e1¥8 -¢ ax = 21 f X, seaux dx —
: T Jg \'x ™ g . -
-21 J' w "
— B ent dt = -isgnu .
l ™ Jo % &t -
Asf pues en este caso es |h(u)\ l,yeomo HEf o f£.h , resulta

el = W%l o U281, - 121, - del,

0 sea |lH f“ g F “f“a ,» luego Hf es un operadoy tmitario. En particulur

-existe el operador inverso, y se tiene; E £ = (-1 8gn u) :t (u) , . luego

PaS ‘ /N ! . .
f(u) = (L sgnuw)HE = -(H r)(h(u)) y £T=-H(HZ) .
As{ ﬁues | }

HHf 2-1fz«f2 , H™ aH 2-HE . (55)
| .

- . ' - | , . -

Bl_) .Co_nsideremos ahora el casc n = 2; aqui podemos escribir los puntos en

forma compleja y poner - '
|

o LEL e =

1zl
y W(f) serd una funeidn periddaica de § en (0,27 ). Como toda bal funcidn se

desarrolla en serie de Fourier J, Cy éik¢ , vemos que aguf juegan un papel

bdeico los ndeleos de la forma

m) . im , ‘ . .
K( (z) = e ¢/|z|z , m=%YY1, %2, ... (56a)
) ' 2w
(obsérvese que m #0 , pues en virtud de (5la) es o, = [ w(g) ap = 0 , de
, , . iog , . o ) L
modo, que la funcion 1 =z e no puede ser funcion caracteristica). Las tramsfor-

madas correspondientes a m =z 1' y m « =2 e llaman'de M.Riesz y Beurling, res-

pectivamente (en el ultimo caso K(z) = 1/z2 - funcidn analftica de z).
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, ' ' . , ! l A '
Veamos que 8i K = K* -es de, la forma (56a) entonoes h(u) = iim 'KE(u;)

e8 igual a :
(-1 )m eim¢

p () Zim) () m
(u) = () = 1im Ke (u) = (18 ei"m

kOl

ip

8i m>0 L, a=z|ule

i mso, ~(87)
es decir ,
/N .
K(m)(u) = &, K(u) , = (1) /m , o' é ai /lml , (57a)
En efecto, si u = \ul ei‘at 2 |z| em', 80 tlm

(ﬁ.’z) = | x\|lulcor( -~ ) ,: ‘luego‘ ) !

K’; (’u)‘ 21? | IJ' e‘imﬁ r% e-irlu‘lcos(o(#) r'dr a¢ ' "

g<\zl<1lfg - )

g o an . - |

i, E‘]{T J‘ E'r'l ar I eim¢ irlulcos(x =~ @) g = |
£ 0 : ';‘

gim% Illé -1 j'_?-“' imt - i |ulr cos t : |

= S— r= ar e at . : i
RT é Y ]

" Recordando ‘que el valor de la fu.ncion de Bessel J,(r) es n-imo coeficiente

f
. i 4 v
de Fourier de e sen ¢ !

T . ) \ ® ‘
Iplr) = Lf reenf-tab T R
v ) g | © Nz-® .

| .
Cdnlen) = (LN T e & BT,

u
.

Se obtiene” que

A 0 ‘ ® 5
K, (a) — f (-1)" o™ Jn(rlal)/r ar = (-1)" & IO 1’-9-:;‘2 a
£ . 4

‘1\-\ . B
Pero se sabe gque la dltima integral es = 1l/m si m > 0,ysi mz -Inl

ella es igual a (-1)_"‘(-1/m), 1o que |prueba (57) (para las férmulas usadas de

fungiones de Bessel ver p.ej. el libro de Titchmarsh, sobre integral de Fourier,

pég. 182)» . |
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De (57) slgue que

e | -

‘0 sea el operador Iyl

gl el < W5l - G0,

Pongamos

) . ¢ ; TP =l

[Rre | -

- zx @)

=]

£ *‘Kfl) , K(l)(z) =

£ % k(m)

}
|

H(m)f ‘=

- 1 »

es unitario , pues

v

- el

éntoncea U £ es un operador uni tario ftﬁg ¥ para todo m » 0 vale

H(m)f =
. t4 i
dondé UZf = UUZE ,
UU £ =
y por (57) es (K(l))

L o ul-mle
n ’ I
Umf = ﬁ (Um-l
(£ ® xm) »* K(-l) , lue
A , S
(2), o0 sea, sz =

= 2K

A
g UL =

m - .
L-1) gme

¢

2 K;(‘;"r;)f ,

Sea ahora W(p) tallque lwl 1g(l-#lW\) é Llfbyaﬂ)

Hemos visto en A) que entonces H £ :f %K existe como 1fmite de H

otra parte, entonces la serie de Fourier de W(¢) , .

wig)

pée. 138, edicidn 1933).
81

tendremos K(z)

\ ing .
= é%% cn e .

K(z) = W@B)/lA®
= Zog K"(z) .
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f) ; en-efecto, tenemos por ejemplo

2R

Et{. Por

o le0)

es- tal que Z:lcm\/m es convergeute (ver Zygmuna,,ser¥g§_trigonométrioas;

¢ -

_jﬁOg)




7 H(m)__c
m£0

Hf = £%K = Joeplt®K)

y formalmenie podemog escriblr, por (59),

. ® ® ' .
Hf = £ #K = Zl Egvmf +Zl ..1) _mU Bp , (6)
m

. ) 2 m
La serie (61) converge en media-2 para cada £ € L , pues siendo U ' uni-

- tarios,

nlanf“ (Zi‘%@)al\fhz — 0  para M,N—>o0

P
M
pues la serie Zl'cme es convergente.

As{ pues todo operador de Hilbert H £ se desarrolla en serie de 'I.aure.nt del

operador unitario U fiJjo. ('M:l,jlin).'

. | . . . i ,
Asi pues si W-(¢)~ se expresa me‘dianbe la funcion basica e 4 por la for-

mula (60), el operador Hy se expresa mediante el operador U = H i¢ mediante 1la
aerie (61). As:f pues (61) asocia a la serie de Fourier (60) la serie ‘

; | 1 st m>»0 i
cw = 2 gt e \n| (62)
mf0 (11" st m<o

}

‘ i[

que se llama el s{mbolo del operador H = f * K=H, . !
Asf{ pues todo operador de Hilbert tie!ne su cqracterfstica (60) y su s{mbolo
| , o

T(f). De (60a), (58a)°y (57) tenemos |

a(p) = h{u) = g(u) Yy u = Iule:m (62a)

Resumiendo, hemos probado que si la caracterfstica verifica |Wllog(l +IWl )s 11 (0,2n)
entonces (62) es absolutamente convergente de modo que el simbolo exigte y es

una funeidn acotada, el operador Hfl = £ % I‘( existe como 1fmite de Hgsf, la

gerie (61) es convergente en L2 y su 1{mite es HZf.

Ademds, Hf es un opersdor multiplicador, siendo el multiplicador h(u) = T (),
§ = arg u.
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1
Veamos ahora, siguiendo a Zygmund qu.e ai solo ge supone que . W e L g _que

(62) es la serié dé Fourier de una funel‘on acotada tl'(¢)J ‘ertonces la serie (6])

gonvegze en L2 , ea sentido de Cesaro, y su 1{m1te es u.n Opgrador acotado en L
‘que puede tomarse como definigidh de Hf; pero es’ cuest"i"'éﬁ"*iibie'rta- si con esté's'
hipdtesis existe el l{mite H f y si coincide con el lnnite“ de.- 14 serie (61).

. En efaé.to;' siendo W eLl, los coeficientes Cp son O(l) y los coeficientes -

- ae (62) son 0-(i_/m), y aiéndo T (p) acotada las medias aritméticas -g'n-(¢l de

(62) vérif;'.can lU'n(m | £ M, De la forma‘ més. simple’ dei feoreina Taube‘riano. re-

sulta eatonces que |Sm(¢)| SM y Sm(¢} convergen,. siendo Sy las sumas paw- -
ciales de (“62) De aqu.l. temendo .en cuqnta (57) y el teorema de la pagina 34;

resulta la convergencia en Lz de las medias aritmetieaa de la serie (61). l.q,q,d.

- Cada U es un operador u'xiitari'o y en particular' t'-iené inverso, luego toho'

(m)

Operador H*°f tiene inverso, ¥ (67) permite escribir la formula de inversion.

Peroun HEf = er general, pu.ede no tener inverso: ;-511 = E:t tendrd inverso -

i el sfmbolo es continuo y G‘({b) qé 0 en todo f.  En e_f..e'g:"t?, de (62a) obte- ‘
nems  K¥ : Tniwi = Talp), v ome 1TB) 2 G16) es tintto en todo f
¥y -éonyiﬁuo, fendremos f (Hf) a . Lqego f - Hw (Ewt) donde:, Wl' eéuna
funcidn caracter{stica tal que su 'sfmboJTo sea O, . (O’bservese que dade . @ (9)

queda determinada W(P) de” (60) y (62)).

De aqui resulta clara la importancia de la nocidn de sfmbolo pa,rg,'laé_'- ecua-

ciones integrales singulares de la forma

AT + Hy T = g ’ ( A = constante) 3 : (65) .

donde g es una funcién deda de L® y £ es la funoidn inadgnita, Pagando & -
transformadas de Fourier, tehdremdé T ‘ . o -

(A +n@) S - 8w

o sea-

(A+a@N? = 8.

. =.R85 -




. Luego sl )\ +0'(¢) es continua ¥y LO 1a eouastdn (63) tendrﬁ solucién en 15,

; en virtud de lo que acabamos de ver.

Por 10 que acabamos de ver o8 importante aaber si el afmbolo de un operador
Hw es acotado (au.pueato W 3 it ) ‘Por eao pu.ede 'ser util la observacion stguiente‘.

1 : .
. Llamando E(©) = >, £ ¢ tendremos, en virtu.d de (62) y (60), ' .

'¢(¢) '= w‘*‘n = -—-[ W(t) m(¢ - t) at . - {64)

. . 1 i
' w' - A ‘ .' . w'w. 0 lk‘ J'&

.'ye‘ré"E.(‘ﬁf;i : 2 Zl 8 cosm¢ =(- i)[coa¢ eo; 3!5 ' co; 5Q.‘,..~.' ] -

\ -

) [cég 20 c'os4 4 . ... ] = %(-‘i)' s‘gn.cog ¢-%’log 1/4‘“8“). | .
.'1.u.e.g6 - . . .. l1l' | _i :1 . .
od) = ;— | w(t) 1og(2 |cos(p-t)\ Jat -
S ' -F'
‘- . i/8 I W(t) sgn cos(p-t) at - - . e4a)

-1t
Obsenvando ‘que 8i W(p) es 1a integral indeﬁnida de WA(¢'),'_y 8i W e8 .

la funcion conJugada de W(e)

W2 W 1"(2' cote '¢/é
'eptoncesﬁ

|
W(¢) = 1/-;;- ] W(t)‘ log sen 1/2 (¢ t) at

Luego obtenemos que si w es aeotada eLtonces el sfmbolo‘ U'(M es acotado tambien.

Finalmente observaremos una vez mas, que deecir que‘ G'(¢) es un sfmbolo
equivale a decir que h(u) 0'(¢) ,'\ u = \u)e if , €8 el mmltiplicador de

operador de Hilbert wa es decir si deﬁnimosr el operador H:I.' multiplicador '

AN
que tiene a 0“(¢) h(u) por multiplicador, Hf f£h, entoncea H?f. es

“un Operador de Hilbert euyo sfmbolo o8 - CI'(¢). si. desarrollamos c(¢) en serie

|
de Fourier (6d), el s{mbolo de E:t ’er tendra ‘por serie de’ Fourier a (603].
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En partieular los operadorea de:H#lbert son operadores multiplicadores

cuyos multiplicadores h(u) = g (§) s5n-func10nes homogéneas de grado cero,

es decir, no dependen de |u], 0 gea, aLn constantes sobre todo rayo que parte

del origen. Reeiprocamente si h(u) = 0‘(¢) no depende de @, el operador mul-

tiplicador correspondiente sera un opeLador de Hilbert, siempre que @ (¢) sea

tal que al desarrollarla en serle {62) la serie (60) correspondlente determine

una funcidn W(p) Que verifiqué \wllog(l-rlwl) € L Por tanto casi todas las

| I

funciones h(u) homogeneas de grado cero (en E ) que se encuentran en la prde-

tica son simbolos, es. declr, los opera?ores multiplicadores correspondientes
i

gon operadores de Hilbert.

Bz) Sea ahora n > 2, por ejemploj consideremos el cuso de Eac las trans-
formaciones de Hilbert son ahora de laiforma (50),(51). Ahora la funcidn carac-
teristica W(x') estd definida sobre la‘superficie de la esfera unitaria S de

Eﬁ‘y,no podemos usar desarrollo en serie de Fourier; ahora W(x') se desarrolla

en serie de arménicas esféricas Y. (x"). Recordemos que ung arménica esférica

de orden m es una funcidn de la forma Y (x') = Pm(x)/lx\ donde P, es un po-

linomio homogéneo de grado m (en las & variables X1, X5, Xg 8l n =%, o nva-

riables eﬁ‘En) que satisface 1ld ecuacidn de Laplace AP = O. Para un mismo m

tenemos varios Y ni de grado m. Para n = 2 es Yp(x') = eim¢ s X' =z ei¢. For lo
. 2 .
tanto en E el papel de las funciones ei mp lo hacen las armdnicas Ym mi s ¥y
son de importaneia especial los nucleos
K x) . k™) o a8, 2 s /i) (65)
Yy los operadores correspondientes
(m) (m) (p5a)

H £ = £%K

Demarrollando la funcidn caracteristica W(x') en una serie armdiica
2. Ymg » el operador de Hilbert general Hf = Hﬁf' se desarrolla en una

serie de operadores (65a):

=LY HE s Julmtly _ ey g(mii) (65b)
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.Segin un resultadc de Bochner (Proc, Nat. Acad. 1951, pdg 804), la trans-
| (m) /

formada de Fourier de K es dada por.

A' ‘ ' ._: S ’ . ) : ' '
KlP(u;‘). = 1° Ym(u'),zmlz{"(m/ﬂ)_-f‘(.m/a, +4/2) = £ Y (n') , (66)
81 Km(x) Y (x! )/|x|n, es decir es una funcion nomogénea de grudo cero que

sobre la esfera S .coincide con Y, , salvo ‘factor numérico &,. (Se entiende gue
~

K" (u) se define como lfmitg\de 3-(k(2)(q)) para £ ->0).

A todo operador Hgf, dado por (65bl, le corresponde entonces un s{mbolo

ol') = Ze Yy (), (66a)

y‘wa es un operador multiplicador.cuyo multiplicador h(u) es una funeidn ho-

mogénea de grado cero y h{u) = h(u') = o(u") = sfmbolo de Hy. Z¥n particular,

todo operador multiplicador cuyo multiplicador h(u) es una funcidn homogénea, da

da por una combinacidn lineal finita /de funciones azmdnicas, es un operader Hcf

de Hilbert. Fn particular, los multiplicadores

Bl = xp*/ (%L 2B . B o= xE (g 2), ... (e6b)

dan Operddores de Hilbert, y en pagbicular estos Qperadorea son de tipo (p,p)

para 1 <p < o, y tipo aébil (1,1).

eik¢

rtibles, en el ecaso n > 2 1las funciones

Mientras que en e¢aso n = 2, ¥ |z no e anula y por lo tanto los ope-

radores H'f eorrespondientes son inv‘

Ym se anulan y e no es invertible. Por eso para el cason = 3 (o n >3) Mijln

—> e ‘ :

coneidera transformaciones vectorialgs Hf =z £ %K donde K es una matriz
—tpn . .

de 3 x 3 , y. £ . es un vector de 3 cémponentea, siendo cada elemento de K un

nicleo de la forma (50). Es decir ahora la caracterﬁstica W(x) es una matriz y

el simbolo es la matriz transformada |de Fourier; ahora si el s{mbolo no es., nulo

—
entonees Hf es invertible y as{ se generaliza la teorfa vista en Bl) Analoga-
I

mente se procede para n > 3.
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W(x') veri;fica‘ la condicidn (15a) de la
p) para:l<p<00. “ERMI “ A “f“

C) Hemos visto. (pdg. 168) que si

pédgina 54, entonces! wa es de -tipo’ (p,‘

y de tipo aévil (1,1). o 1

Del teorema de Marcenkiewicz (pag. 118) ge tiene pam todo 1c p S £ que
Ap & 2(p/ (p-1) = p/}(d-p))l/D A'lt Aa T ,.1uego resulta que:

*

A, € A[(p-1) s 1<ps2 , A<dp sl px2 (67)

De esta observaoion ge deduce la\siguiente propiedad de los operadores H t.
Sabemos cuando es 1ntegrab1e IH :tlp ; podrfamos preguntar cuando es integrable
exp |AHZE]| = IA . ¥y entonces hablar de tipos (Lp, exp(?\I.))

Se tiene entonces: el operador Hf delHilbert es de tipo (I. , ezp(XI.)) gobre

dominios acotados para 0 < A g 7\0 \Mas precisamente,; 8i fe: “ ‘S 1-, 8l

-1
A:€e fA, ysi £ es nula fuera de un_conjunto acotado S, entonces

f exp AlHiz] ax § ag . R 1))
8 N f : . : R oo N .
En efecto, podemos suponer que S|es la esfera unitaria J1x1<1; :gomo_ lf\ €1

tenemos, usando (67): |

A £ N CoAlH P
;/s‘e\ ‘dx / BM ()l dx € 2 / Ecosh}\lHr\dx s

|x|<1 ‘ Ix{<1

s 2(1*‘;200_ in- f \Hf(x)l dx)

=l (2p)1 lxi<l

\
™ 2m 2m
<2z 5% @an™ fm o <
1 (2m)!  \x|<1
2 + 2 Z (ZA)\m)
. (2m)?
y esta serie es finita si” AA < e-‘l' .
Andloga acotacidn se tiene para el operador maximal Mf = sup £50 ngfl
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. ~S
_ D)'BEn el cas0 l-dimensional la transformada de Hilbert £ = f # 1/x se
1lama también funcidn conjugada de £ . El término se debe al hecho siguiente.

Suponiendo quev T(x) es una funcidn .real integrable definida en (-00, ®), la

: : @
integral de Cauchy -G(z) = [ '
4 -0
en el semiplano superior Im z > O. Las partes real e imaginaria de G(z) son:

£(%) (z-t)"tat .define una funeidn holomorfa

alx,y) = mf_‘:;m (CS S e VI

® -
vix,y) = i_/rrf £(t) (x-t) [(x-t)z + yz] 1 at
o ~00

Cuando z = x + iy tiende al punto real x4, = Xo + 10 , como se sabe, la
integral de Poisson u(x,y) +tiende a f(x4), para casi todo x,, mientras que
v(x,y) tiende a la trangformada de Hilbert £ - de £. Luego £(t) y ?(t) son los
valores - en el contorno‘de' dos funei ones armonicas conjugadas en el semiplano
-superior. . .

Si en vesz del semiplano 'i;'omamos lel efreulo, entonces £(t) serd una funcidn

1t n punto del efrculqg, r € 1

periddica definida en (0,87) , 2 = x +iy = re
' resulta entonces que la -integral de Cauchy de £(t) dard dos funciones u(r,t) ,
-w(r,t) tales que u(r,t) tiende a £(t), para r -1, mientras que v(r,t) tiende
a 'lfr Izw. £(t) 1/2 cotg(x-t)/2 at = Lfr £ # 1/2 cotg t/2.

As{ pues, al pasar de la recta ('l-oo , ®) a la circunferenecia (0,27), el
andlogo de la transformada de Hilbert% es el operador £ * 1/2 cotg t/2 ; o sea
“el andlogo del ndeleo K(x) = 1/x o8 el nicleo € *x) = 1/2 cotg-t/2. 1Ia
. trangsformada £ x* tiene todas iaq propiec‘ladea de la f » K, es de tipo

(p,p) 8i 1 <p< o yde tipo débil‘ (1,1); ésto resulpa inmediatamente ob-
servando que la cotg t se comporta 1g‘ua1 que’!:l./t en el punto singular t = O
(en el caso pe,righico,las demostraciones se simplifican; pues solo hay un buntp
singulaft = 0, mientras que 1/% tieh‘e tam?bién a t =z o como singulé.r).

Tl ndcleo k% - 1/2 cotg t/2 ;S;uede ebtenerse del K(t) = 1/t median-

te la férmula de periodizacidn;




£(x) = K(x) ® %

|

i
® \ %K(x-ma'll"')?' - K('-inair)}' |
m:Jr o . '

‘Galderén y Zygmund extendieron e;,sta teorfa de periodizacion al caso de

"

nicleos de Hilbert n-dimensionales .dé la manera siguiente:

Sea K{(x) un nicleo de la forma '(51) definido en todo el espacio E?; sean

€1 s +se» €y 1 vectores independieml,es de En y fbrmemos,vim reticulado R de
\

E? formido por los puntos xo'= 0, X, , m = (ay, ... a,), la forma

Xp = ;lel.+ B20p + oo tage, | (69)

donde los a4 recorren los mineros enteros 0o, t1, t2, ... Del ndeleo X
‘supondremos que én_l tuncién caracterfstica W(x'), agemds de (5la), verifioa es-

ta otra condicidn (mds restringida que la (15a) del capftulo II):
| ' ‘

b

fc ula)/a da‘ < ® ., {70)

donde u(a) es el médulo de continuidad de W(x'), es deoir

ufa) = sup |W(x') - W(y'})"l

parse los posibles x', y' de S tales gque Ix’-y'l'<g. Formemos ahora el nuevo
nicleo K™ aefinido por.
*x) = K(x) + ZZ{uxaﬁﬂ-xuﬁrf (71)
| mgo | |
Como la suma ge extiende a todos los puntos xm del reticulado R es evi-

dente que K'(z) es un nucleo periddico con perfodos 815 +++ €y, €8 decir

.

K*x) = K'(x +ey)
para todo x y todo 1 =z 1, ... n. Parecerfa pnatural tomar como definicidn de
k* 1a expresidn K(x) + Z’mﬁ. K(x - x,) , pero esté serie no resulta conver-
gente; en cambio la sustraccidn de K(-x,) en cada término hace que la serie

(71) sea convergente, como vamos & probar enseguida.
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Vamos a probar las propiedades siguientes:
@) La serie (71) converge:absolutamente y uniformemente sobre todo compacto
ae E°.
b) K* es periddico, K*(x) = K*(xreq).

bi)*Supondeemos_ que los vectores e; son ortogonales de J.ongitud 1, situados

en los ejes coordenados. Si Q- es el cubo "fundamental" formado por los puntos

X = Sl §l, §n } “tales gue \Ei\ £ 1/2 , podemos suponer que k" est{a’.' defi-~
nida en @ , pues K%(x) = X™ §1s +00 §y) serd funcidn de perfodo 1 en cada
variable €j. Para toda £(x) = f£(§), ... §,) definida en Q y de perfodo 1

en cada variable, consideraremos el operador
*
B - zwk* - j‘;f(x-y)K (y) ay , (72)

que se llamard la periodizacidn del operador Hf = £ # K.

¢) Siendo K*pexjj.édica en Q, podemo?s considerar sus coeficientes de Fourier '

» .2"“'1(111.y)i .
}‘m’ = [; K (y) e | dy? donde m=(h,...f4n) (73)

!

siendo M; enteros.

Vamos a probar que

A | | :
X = K(m) = valer de la transformada de
m | . (74)
Fourier de K en'u =m , '

siempre gque sea m # 0 = (0,0, ... 0)

. ! : '
Para probar a) consideremos dos‘ puntos x,y muy distantes del origen 0 y

|
tales que ‘x -yl < 4 = fijo.

|
Tenemos que '

k) 2k | = |wa/? - vl <

< \wixn)) |12 - 1/1512] + 112 lﬁ(x) -wip| = 1o+ 1

, f
Siendo |x| , |y| grandes, sera :
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|
|

1
I
|
\

"1 % const. ‘li.l\x\g‘6 | o II W(@/1x])/\91 2 ¢ const. u(l/|x| VAt 1k

’ . i [ . ’
Luego si en {71) es \xl<d, para m grande serin |x - xply \xp | grandes, y en

virtud de la observacidn recién'hecha tendremos

\K(x - Xp) - K(-xm)l < est idllxn”z’ + u(dﬂxm\)/lxm\z }

Como (70) implica que: Zm u(d/\ m\)/\xm\- (que es esencialmente =z
2n (oo
U\V(d/r)/ra ax dy = [ f W(d/r)/r ix dy < oo) s convergente, luego
0 0

esto prueba a). |

Para probar b) basta observar que | K*(x} - kMx ¢ 6y) = Zm {K(x - Xp) -
- K(x - (xm-el))} s ¥ que al r‘ecorreri m = (f"i' wio Py ) todos los enteros r’i’

X, ¥ %,=-e) recorren ambos el reticulado R, de modo que la expresidn que pre-

\
1
cede es igual a cero. ‘

| v, :
., Para probar ¢), sea Qg = Q, , Q‘m T el cubo de centro- x, congruente al

cubo fundamental Q, y sea C(&) = 1a esfera con.centro en el origen y radio

£ £ 1/2. Entonces = 1 } . ﬁ

/ * -2 (m,y) ' -27ti(m,y)
K (y) e ay = K(y) e dy +
Q-C (&) . Q-C(¢)
' | ~211i(m,y)

+ Zm,eo Qﬂ(_ﬂi){K(y-xm) - K(-xm)}e dy —

=27 i{m,y) ... =27ilm,y)
.._.__éK(y)e dy+Zm¢o énlc(y)é my‘dy =

Ll

/ =211 (m,y) |
K(y) e ay
En

El dltimo paso se justifica fdcilmente teniendo en cuenta a) y que

K(y) =0 (|y|'n) para{y|grande. Con esto queda probado c¢)

De estas propiedades es fdeil deducir ahora el siguiente:
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N

QTOREMA 3 . (Calderdn - Zygmund) Si £ es integrable en @, 1a integral H"f
- L ] .

_ | T - . K
dada por (72) existe parno casi t0do x . El operador H f es de tipo (p,p} ,

si 1l<p<w, yde tipo débil (1,1), sobre @ . Ademds 8i e, son los coefi-

. ~ * * _
cientes de Fourier de £ , k., los de K , c,,,"r log de f*z H' £, entonces

Om* = Om k).ll (75)

b
L

si m#0 ysi £e€lP 6 p>1.
, . *
Tn efecto, teniendo en cuenta la definicion de K(x) y K (x) , se ve que
. * :
: \K (x)'-K(x)\é. M

L . ‘ *
para todo x de {x|<1l. Luego H'f - £ % K difiere de Hf = £ #K -
(restringida a Q: £ = O fuera de |x|<1) en una funeidn £ # (K - X*) que’
-és.‘integrable. Por tanto H*f(x) existe en todo x en gue existe Hf(x), ade=

mds 22 (x) - E'2(x)| 2 u llflll. Luego |2 | <lmz) + tsl, ,

Wz | p-‘:'i < “Hf“p’Q + u llf"l < 1, \lf“p’é + M “f\“p s M “f"p .

. De donde resulta que 1% es e tipo (p,p), -y (75) resulta fdeilmente de o).

Haciendo en particular K(x) = Yp(x")/|x|P , Y

p = funcidn esférica =

= P(x)/|x{P , AP = O, obteniremos el siguiente

. ! L, :
TEORTMA %a . Sea P(x) un polinomio homogéneo de grado p , X =§61, ... $.}

. . g \ .
que safisface la ecuacidn de Laplace | AP = 0. Dada una| funeidn integrable enm Q

' 2'rri'(4, ) :
£(x) ~ Zcm e e | (76)

consideremos la serie

-H*f = f* = Z

g0 e, e , I (76a) tA

que se obtiene de ia anterior mediante el multiplicador Yp(m‘) = 'P(mS/ lmlp .
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Entonces el operador mulitiplicador H“f epg de tipo (p,n) s8i 1l < p< o y

de tipo aébil (1, l)"éﬁ:Q, x_aiz f,é ipj, p > 1, (76a) es serie de Pourier de

H f (y lo mlsmo es cierto ai |r|10g(l-f\rl) e.Ll pues entonces H f es in-
v TR N SRR A
tegrable y (76&) es, serie de Fourler)',‘

Si = 1 1la serie (76a) se reduce a la serie conjugada de la (76) Por

tanto el método de perlodizacxbn de Calderon - Zygmund perm1te definir el cop-

cepto de serie conJugada de Fourler e? n-dimenaiones, Yy para n > 1 tendremos:

infinitas.seriesvconjugadas, pues hay@infinitos nicleos de Hilbert X.
S : i |
Haciendo P(x) = §J »  Px) s 61 gj s coes

obtenemos qie los multiplicadores (665) dan operadores de tipo (p,p) ,

l1<p <0, y de tipo débil (1,1) (ahora los multiplicadores se toman con se-

\

ries y. no 1ntegrales de Fourler, es decir, en Qy no en En)

Para 1l < p< @ este caao particular de un importante teorema de
.Marclnkiewlcz, quien -8olo considero el cago p>1 y que 1o-demostro usando

Froi 4\‘

‘funciones qnallpicagﬁy teor{a de seriqs de Walsh.
E) A los operadores de Hilbert estdn estrechamghte.vinculados los llama-
dos operadores con nicleos radicales. Por ejemplo en 1a'teorfa de integrales

St T

de Fourier tenemos la integral de Dirichlet

DNf(x)

- m "
1 £(x +1t) sen Nt at

_ s f»K (77)

donde K(t) = (sen Nt)dcfl h(t)/t , h{(t) = sen Nt (que para integrales

es el andlogo de la suma N-ima de la serie de Fourier). DNf es pues un opera-
dor de convolucicn con el nucleo K igual al nucleo de Hilbert 1/t multipli-
cado por h(t). Aqu{ h(t) es una funeidn especial: si  Y(u) es la funcidn

escalera a 3 escalones que tiene en los puntos *T N los saltos =1, entonces

i
|
1
|
i
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h(t) = 1/21]‘: el®™ a y(u) , (1)

eé de’ﬁii-, h(t'}“’éé la int'egrai'l de Fourier-Stieltaés de Y(u). Esto llevd a

Zygmund a considerar Opefradore.sAdel ﬁpo‘:

F(x) = T£(x) = Ll £(x+1t) h(t) 7L at o (78)
donde h(t) es de la forma (77a4). Para h = 1, Tf se reduce a-.la -pransformada
de Hilbert, para h z sen t a la integral de Diricﬁlet' estos"op'erador'es uni -

flcan pues dos teorfas importantes del analisis de Fourier. La. expresidn (78),

como en el caso de la transformada de Hilbert, se entiende como 1imite de

gt = Fg o= / 2(x+%) n(t) +°1at (78a)
Telee

I.Eln 9 . (Zygmund) Si X(u) e‘s una funcion a variaeion acotada y h{t)
§ —— \
dada por (77a.), entonces el operador (78) es. de" tigo (p,p) para t0do 1l < p <@

L ’ o . |
||.F'||:p $ uv '||#llp | . (79)

donde V es la variacidn total de (). Ademds para toda £ €IP , 1L <p <,
.' ' B
Fg (x) converge a P(x) para casi fodo x .

Demostracidn. Sabemos que el o;‘;erado‘t’i-inaximal M f(x) = sup HE'f(X)

| verifica || M2 |‘|;p < A s \ b A'p‘li‘can_ :

do esta desigualdad a la funeidn f_(x)-ei"-m- tend remos.

i | |
\ ﬁb& £(x +%) e,”’ll 1at “ é A “:r“ C

(ver £érmulas (60) y (61), pag. 154)

donde & puede variar con X.
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A
Minkowski

nl, ¢ 2y sl

vale si la suma Z‘i 'se ‘cambia p'or 1a'in‘tegral, es deoir se tiene
: ‘ .

Avore, .oomo se sabe, la desigualdad de

P

“ fs(x.'u') a Y(u)

s f”g(x,t)_"b |a)’(d-‘)[ , (801"

donde la norma se toma respecto de la variable x. Tend remos pues

o f L itu -1
“[ d ¥(u) o f(x+t) e t | at ‘
-0 .

<
1ti>¢ T |
! .
® ‘ oitu -1
< [_w“ ébs ;F(x +t)le ¢ at “p |a Yo |
0 L - o
< f_w T ,\\a Y| = alell v (o1

Pero cambiando el orden de: integréid_ién en el primer término de (81l), esta
desigualdad se escribe . \

|

S taew) nw fl dt“ ca v hefl -,
itisg | tp P “lp

0 dea

“Fs“ A vl

Como ¢ puede variar hon- X, en realidad hemos probado que si

lll"f(.x)’ = sg;;o \'.!! f(x)\ . entorices “M.l f“pAs A.p"v “f"p

0 sea el operador maximal de T, es de tipo (pyp).
De aquf se deduce enseguida, usando el teorema 12 de la pag. 160, que Tr

converge puntualmente en I.p 1<p < 0, y que vale (79). l,q,q,d.

Haciendo h{t) = sen Nt' obtenemos el slguiente teorema 1mpor_tahﬁe4 de-

“ M. Riesz:
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x\pmf\\p $nlel,  aece @

R

donde Ap no depende de N , 5iendo DN la integral de Dirichlet De aquf se de-

duce féciimente gue si f & 1P . 1< p< @ ’ entoncea \\f - D t“ -» O para
Neoow. O sea la 1ntegral (o serie; de Fourier de una fu.ncion o de Lp
l<p< 00, es siempre_convergente en media-pz-(es decir las "gumas parciales™

de la serie convergen en media-p).

it TN f e b

. . Lo . ; ' o -n . _ ;
Observacidn 11 . Andlogamente si K(t) = w(tt)]t] es un nuieleo

" de Hilbert en E, y si K‘(ti' = ‘K(t) n(]t|) , donde h'es de la forma
(77a), Calderdn y Zygmund han probado, bajo c,ie'rté.s condiciones supleméntariaa,
qﬁe el operador 'l‘f = £ #X, esde tipo (p,p) 8fi 1 < p <o; y@ué by f{,
converge puntualmente a Tf si.‘ ? e 1P. (Ver el traha:jo de estos autores en
Amer. Journal of Math., 1956, pég' 289-309 ). Usando este resultado ellos obtu-'
. vieron la siguiente generalizacidn importante del teorgma de Riesz (82) a n
dimensiones. En efecto, en el caso n s 1 la serie ('o" iﬁtegrﬁl de Fourier de i
und £ integrable ea-~suniable' Cesaro. de orden « para todo & >0, ‘pe'ro‘ no péra
= 0 (que equifale a convergencia ordinaria) siendo aéf é(- 0 ei orden ~"crf-
tico". El teorema (82) de Riesz dice que para ¢ = O, si bien no hay convergen—
cia puntual, por 1o menos hay convergencia en media-p. En caso de ns 1 el ';E|
orden critico no es = 0 aino o = (n-l)lz. (sin=1 obtenemos o = 0), y ':q

se'presenta el problema de si las -xpejdias aritméticas de orden (n - 1)/2 con-

vergen en media-p, si f & LP. Calderdn y Zygmund mostraron que si n = 1 , 3, ]
5, «.. es impdr, dichas medias ari'tme'ticas pueden expresarse por una integral ;’3
del ‘blpO T =% % K mencionado y por lo tanto el problema tiene solucion ' x

afirmatlva. Este resultado fué completado por E. Stein en el traba,jo ya mencio- h

" nado de’ Trans. Amer. Math. Society, Lol. 83, (1956).

Observacion 12 . Vimos que a toro Opemdor de Hilbert Hgf le correspon-
de una caracterfstlca w(t') y un simbolo . a-(¢) (ver (62)). Fl smbolo da

el desarrollo de H, en serie de LaLrent (61). Ademds como el sfmbolo es la

|
|




transformada de Fourier del nicleo, reaulta que el sfmbolo del produeto {(com-
posicién) de dos operadores de Hilbert e% igual al producto de los s{mbolos.
Si i¢(¢)| > a > 0, entonces ¢, = l/ﬁ es el sfmbolo del operador inverso

| , } _ .
(y el operador es iavertible)}. Como el sf{mbolo es una funcion T (f) definida

gobre la esfera unitaria S, resulta que a todo operador H de Hilbert le corrés?
ponde biunfvocamente'upa funeidn sobre Sl de modo que la suma y producto de ope-
radores se-coavierten én las operaciionescomunes con funciones, o sea el alge-
bra de 1los operudores de Hilbert queda rgpresentada por un dlgebra de funciones °
definidas en S. Ista répresentacién se dgbe a Giraud y Miehlin, y fué perfeccig-
nada por Calderdn y dygmund (ver Algebraé of certain Singular Operators, Amer.
Journ. Math. (1956), pp. 310-320). Mds aun, Calderdn y Zypgmund mostraron en di-
cho trabajo que los operadores H,f con{caracterfstica w e LP(S), le<p<g 0,
forman un élgebra de Banueh respecto de ia norma IlW"p , que Hy tiene inver-
80 sl y solo si su s{mbolo es # 0 en S, & que el espacio de los ideales maxima-
les de este dlgebra es homeomorfo g S. |

Més aun: los operadores de Hilbert son de convolucidn, es decir son opera-
dores integrales cuyO‘nﬁqleo K(x,y) = ﬁ(x -y) solo depende de x -y., ademds
K(ix=-y) = w({x-y)) |x - y|n. Girau, T&icomi y Michlin han estudiado inte-

grales singulares mas generales del tipo

Xfix) = én K(x , x=y) 2ly) @y = én ﬁ’ﬁﬁ—'lr(y) ay 5 (83)
donde (x-y)' = (x-y)/|x-y| ; es decir es vez de nicleos w((x-y')')/]x-y[n
se toman nicleos lw(x , (x-y)')/|x-y1n . Esto equivale a éonsidera: nucleos
K(x,z) donde'para cada x fijado, K(x,z} es funcidn homogénea de 2z de grado
-n, o sea K(x,z) = w(x,2z')|z|™®. Por ej. si n = 2, serd K(x,z) = w(x;e)lrl'n
donde 2z = r ei?. Si desarrollamos ahora w(x,0) es serie de Fourier respeoto

de ©, los coeficientes dependeran de x:

Wix,0) = 2v  cylx) o 2@ (83a)

mgO
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Tendremos pues que
~-ing
K £(x) = Z 40 o, (x) Ln tly) 2 ‘?n dy‘ (84)

In

, ' i -

donde (e p = x -y. El operador Kf queda asi desarrollado (formalmente por
m ' h

ahora) en una serie de operadores H( )f (ver (59)), es decir en .vez del desa-

rrollo (61) tenemos ahora el siguiente

Kf = ‘me _‘i{l(_’_‘_)_(_l)mum: ‘ : (84u)
m

A uniea diferencia es gque los coeficientes ¢ dependen ghora de x. And-

m
logamente sé procede en caso de n 2 2. Por lo tanto podemos definir también

ahora el simbolo del operador K como
' ) g oplx) imp ,
0-( ¢ ) - Zm"o m ‘m—l - € i (84b )

m o1 vez de eim¢).

. . . » .
(si n » 2 se usardn las funciones esféricas apmdnlcas Y

Pero ahora, como los coeficient%s cm(x) dependen de x, el‘afmﬁolo de un
‘producto Kle. no es igual al producto de ios simbolos. Sin embargo se prueba
que esto es cierto.aalvo un operador "bueng" (no-singular y completamente con-
tinuo). Es decir; el producto de los sfmbolos es el sfmbolo de un operador igual

a KyKp. mds un operador de nicleo integrable (no eingular). De este modo toda

la teorfa se desarrolla mdaulo oggr&dorea "buenos" (y mds precisamente médulo
operadores completamente continuos). Esta teorfa fué desarroliaaa por Giraud y
i .
Michlin en forma no del todo completa. La teorfa completa fué lograda en el
| .

trabajo de Calderdn ¥y 4ygmund, Singqlar Integral Operators and Differential
Equations, Amer. Journal Math (1956}, vol 7§, pp. 901-921.

N

W
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6 . IPLIGACION A LA AGOTAGION A PRIORI DE EGUAGIONES DIFERENOIAEES

(B 1
\

A) Las progiedades de tipo (es decir de oontinuidad) de los Operadorea de

Hilbert wa y los %otenciales de ehauentran nuchas aplicaciones en las

ecuaciones diferenciales.

Consideremos por eaemplo un& funciﬁn g(x) .= g(xL;'ig) 'y éeap:
) Fa e -
t(x) = bg = 38/3x2 e Bg/;xzz »  h{x) = 98/ a'xlaxz'---'-

La trensformada de Fourier de f| es‘(formalmente) igual a: (u1 + ug ) f(u)

/N ‘ N AN
ylade ha uu, £{u) , luego h(u ) = ‘p(u) £(u) - donde
2)

pla), = m uz/(u1 ¥ ',

Por tanto si consideramos el Operador h = T que vincula el Laplaciano
f s Ag de g con la segunda derivada :h » Se ve que este es un operador mul-
tiplicador dado por el multiplicador p(u) Pero este multiplicador es. c880 par-
ticular de los considerados anterlormente (ver formula (66b)). luego este ope-
~ rador es una 'transformacion de Hilbert y por lo tanto ge tipo (psp) , L& p<coa
Aaf pues los- operadorea Hd aparecen al vincular derivadas del mismo orden.

Por otra parte los operadéres potenclales Hy aparecen, como vimos, en
la teorfa de- los espacios ¥ teoremas de‘inmersion de Sobolev, y getos espgclos
y teoremas se aplican en un gran nﬁme501de problemas de. existencia y unlcidhd
de ecuaciones qiferencialeé. especialmente en los métodos\iariaciqnélés'cuaﬁdo'
se busea el minimo de cierta formé cuadrdtica sobre una variedad .de funeioﬁes.
Por ejemplo, 1a solueidn del problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace
Auszs O se: obtiene resolviendo el. problema del mfnimo de la integral de -

Dlrichlet

( Jall 1)2 = [ Z.'igl (”au/ axj ) a-;_

. para las funciones que satisfacen a los datos del contorno. Groseramente ha-

blando, la integral de Dirichlet es el cundrado de la norma de. u en el espa-

(1)

”010' W2 de. Sobolev. Luego 8e puede decir, que- entre todas las runciones u

que sarlsfacen a los datos del contorno hay una de minima norma (en wél)) Y.
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ésta daﬁla solucidn del problema de Dirichlet. Aqéiogaménte'parg la ecumcidn.
poliarménica A'u = O se'busoa;la.funoién-éon'mfnima~normd'en' Wém).-Se prueba,
ademas gque la sucesion minfmizante converge en norma Wé m) hacia la aolucion.
Para todas esas cuestlones es importante el hecho de que W:m) es oompleto. Per
ro al trabajar con w; m) el espacio y no con B:m) (qns no es oonpleto, ver pag
261) la funclon u(x) de Wé m) esta definida salvo medida nula, y surge entoncea'
ﬂ la pregunta que se entiende por valores de u en el contorno, el cual por ser
variedad de dimensidn menor tiene medida nula y u(x) puede no eatar definida
a1l1{. Esta dificultad la solucionan los teoremas de 1nmersion que gfirman que
para p suficlentemente grande la funcion u(x) de W; ) es oontinua 8obre varie-
dades de dlmension menor.

Hablando rapidamente, 1os teoremaa de 1nmersion aseguran ls oontinuidad de
"los operadores, que vinculan der;vadaa de distintos- ordenes (y en diferentes v
d1mensiones), y los teoremas de las transformadas de Hilbert aaeguran la conti--'
nuidad ‘de Operadores que vinculan derivadas dél mismo orden. .

Para dar una idea como ambos tipos de teoremas ae combinan en aplicaoiones.;
" a ecuaciones diferencialea, considergremos algunos teoremas nas aencillos eobre :
la acotaclpn a priori de ecuaciones elfpticas, enxiando a la 1iteratura para un"

estudio mas profundo del tema.

B) Indicaremos con [a] = (all veay an) a una npupla de numeroa no-nega- .

tivos, con |[a)] = a3 + oo +an {y con' [a]f = lw' £/( 3x 1 ...Bx n)

l {
Sea D un dominlo acotado de E , con frontera "buena“

$ ),
“f“ (4,p,D) f '“fll(e»Pi indicarafla norma de. Wp :

L= (-g,p,;) . lel ) + Z gy og 2™l - (5)

"\ |

donde las normas p se toman sqbre-él dominio D. ‘ ' ‘ .

Hemos visto gue en Wéa)~hay otras normas equivalentes a la (85), tales
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Qomo la (42), (43), (44).,En 1as normﬁs (42) - (44) varfa el. primer sumando

de (85), .pero la aegunda suma permaneoe la misma. Cabe preguntar si no es po-

sible obtener una norma equivalente . tdmando, en vez de la suma de las normas-pfy

de todas las derivadas de orden C la norma-p-de ciertas comblnaciones 11nea-:

les de estas derivadas. Resulta que esto es as{ siempre gque se tomen combina-
~ciones de "tipo elfptico", y eg este Jecho se funda la teorfa de coercitlvidad

y de acdotacidn a priori.

Por ejemplo, formalmente no hay Jotivo de suporer que 1a norma
' : [
aront + Pt
sea mas grande que la norma |
\\ ¥e/ 32l o que1a P/ |
X" 1 P EESE .4.axl,§‘x»2 2

Sin embargo, segdn<lo 6bsérv6 por-pridera vez S. Bernstein en el caso de

D = cfrculo, esto es efectivamente asf siampre que la f ge anule en- el contor-
no. En efecto; se tiene el sigulente A )
“.

Teorema de Bernstein « 81 Des un cxrculo plano, 51 f e B(z)(D) Axisi f

se anula en el contorno P de D (y es‘continua en D+ [ ), entonces

by z ) . . .
, : W2 '
//{Dx )*2(325::2) + (;ﬂ:) laxl.d:sz < /[ laz d;cldafz. (86)
, - D

y por lo tanto para toda derivada pl&lr 4o orden 2, |(a}l = 2, vale

N T T %
luego . : : -
& wiz,2,0) € Jas “2+ Il L | o
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“Demostracidn. Sea.. Af =g ; elevando al cuadrado e 1ntégrando sobre D seutiene

~ .bzfz ( %2 9% 2°s ) / \ \
A : dx,dx, = 2| aa d »
ﬂ .,u‘axf) - \axl?» PeE ) (axa ) } e Z N
D . .
luego basta 'probar que eé no-n_egativa.'la jintegral |

f/ ad 32’3 . 92-"7 |om g%y = 3y -3,

iv
15

Integrando por pai-tes se obtienen 1las j.'g.u'ald'adgs. si-.gﬁiéntea :

R J[ 222 e

s %2
. ax 2x 9% %3 dxg

N p 2 1 “p 2 1 2
Iy -.‘.---:-?‘-'j Df —-—-L-“ 3 dx; -‘, - /f, 31’ . ; £ > d’xl dx.zl : o

de donde se obtiene ‘fa'.ciilmAent'e que

. 2 P 9xy Dxai‘ -?xa Bxl

|
<

pasando a coordenadas polares (sl{poniendo que D es el ef{reulo unitario) se

obtiene racilmente que _
21 S84 '.'.'

J = 1 [ [eu_)z - 3 af) ]d¢
.2 Jo Wor ar E W/l
y cémo f se anula sobre " , resulta

2n L. :
g o= L[ (2N a4g >
Y fo (35") W' r.0

1,q,q,4.
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_ i
Por el ‘teorema de 1mne'rsi6n 8l. 2 € \'i‘”' entonces f eg continua sobre la fron-

tera " ae D (D= cfrculo) luego . podemos hablar de valores de £ sobre [ .

Luego de la desigualdad (87) resul‘ta que si W°(2 2) es el subespacio de

w(‘g)(n) formado por las £~ que Be anulan en el contorno, entonces en . W (2,2)
‘tenemos que “Al “ A “:r “ . €8 una norma equlvalente a la dada por (85).

0 sea, Af os unh combinacion eapecialide 1as czerivadas parciales de aegundo

orden, tal que ella sola domina en norm§ a todas las derivadas de orden 2.
~ \
qumglo L. Si ‘ T e w (2,2) - enton?es las aegund&s derivadas de. £ perte-
_necen & I“"(n) y por 10 tanto Afe Lz(D) Luego A es un operad.or que trans- -
forma w° (2, 4) en (una parte de) L (D) En hase al teorema de Bernstein y los

teoremas de inmersidn vamos a probar que: si-D es un cfrcu],o, entonces existe

el operador inverso A~l, que es acotadd y ‘definido sobre I®, Esto significa
que: 1) Af = Ag, f,gdeWo(z, 2), ‘implica f = g ; 2) dada h €.I7(D)
existe una dnica £ ewo(z 2) “tal qu.e AL = H a) "A h“ (2,2) S £ M ||h“2

o sea poniéndo t= A “In  esto equivale a 3a) “Ar\\z . (B4 (2,2)

m >0 si t ewo(z 2). Vamos & probar ‘antes Za).

Si ponemos “\:t“\ = f |f|ﬁx 4 Z" ]l 2 "D['a]‘;r "

donde \-' frontera de D, qabemoa que la norma |||£m es equivalente a la

, , 0 .

Nzl (2,2) o sea \\r\l(z z) S ¥ |||r||| . Si f €W0(2,2) , es.decir sf ¢
es nula sobre [ . tenemoa que l“f"' = Z “D[a]f“g y por el teofema de

] Bernstein es entonces

el = 2 el < ael,

Resulta as{ “1’
= l/n. '

“(2.2) ¢ X ||Af||2 v 81 fewo('z-zl,'que es 3a) con

De 3a) resulta 1), pues 8i Af =z Ag , es A(f-g) =0, y de 3a) sigue

“-f - 8“2 5 “f-_ 81\(2'2) S“A_(f - 8) “2 = 0 ,

luego f - g,
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: . 2 . . -
continuo de WO(2‘,‘2.) en L . Como por. Lo visto N 1 es continuo de L

. Para probdr 2), observaremos antes que para todo polinomio h existe una
f € wo(z,‘z‘) '-pal‘que Af =h (ms aun, p'or‘el método :‘de coeficientes indeter-

minados £(x) = £(%y,%Xg; es de la fo.ruma (xl +* xaz - 1)P(xy,xs) donde P es

2.

también un polinomio). Dada h €L cudalquiera, sea . hn una sucesion de poli-

nomios tales que “ h - hy, “‘3 —~ 0. Para cada hy, bengmoa una f, €W (2.,2)4,

con Af, =h, y por 3a) “1’ - T “( )$ M “h - h“ —»0. Luego
’ ’ g .

£, converge en W(z) hacia una f y tiene que ser f € WO(Z 2) (eato dltimo

reaulta del hecho que 1& norma I\lr||l equlvale -a la de Wé ), y si cada -|rn|’tiene

1ntegra1 nula en [ 1o mismo sera c1erto para el lfmite |r|, lueg‘o_ulfl =
en ). Como las segundas derivadas de fj tienden a las de £, resulta

Af,~ Af en Lz, luego Af =h , 1,9,4,d.

Ejemplo la ., Sea dada la ecuacidn,

AT + x(af+b-al- +c-2£-) =0, t: Omsobre'r (o)
|.

. o : ,
donde U = circunferencia unitaria, f e} Wéz) (luego £ e W (2,2)). Por 1lo vis-
to ea el e,jemplO. 1, existe el operador continuo A']f, ¥ aplicdndolo a ambos

. : i . '

miembros de (%) resulte una ecuacidn de la Porma

- f N p - ' i

£ 4+ NP2 z0 , Tf = Alatid f—f- ‘e 53—1) N ()
‘ | xl *2 b

| |

y la ecuacidn (%) equivale a la £ + ATf = O Evidentemente Ty transforma -
|

continuamente W°(2,2) en W(;'] y por los teoremas de inmersidn el operador '

idéntico es completamente continuo de

‘Wél), en L%, luego’ T, es completamsnte

o,
2 enWo(2,2)

) ‘ . ' 0
resulta que T es un operador completamente continuo de W (2,2) en WO(2,2)_.-

Luego la ecuacién £ + AT = 0 .es una ecuacidn del tipo de Fredholm-Riesz, y
de la teoria de Riesz - Schauder se sabe que para éstas ‘ec‘:ua'ciones valen los
teoremas de Fredholm. Por ejemplo los |A para los cualés ' esta ecuacidn tiene

Y , ’
solucion son en numero numerable son un solo punto de acamulacidn, a lo sumo.
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Luego :extos teoremas valen también para la| ecuacién dada (x).
Se presenta asi la ciiestién gene‘ral de que otras combinaci ones: de~ deriva-

das de orden- { dominan (en norma) a las demas derlvadas. Mis preoisament'e'

Sea T = Tf un operador aiferencial, de orden Cdeﬁnido para las . f de

(e)(D) (o de- W(U(D)), es decir que a tolia £ de B(‘e) le hace corresponder una

sea. w un

oy

i'nncmn Tt de Lp(D) (en el casd que pre‘cede se tenfa If = A:t)_

subcon,junto fijo de Wé“(D) (em el caso pr‘ecedente W era W (2 2y ,e diee que”’
T es coercitivo sobre W respecto de la norma p, ai para. todo '[a]l ge’ v;eri-

fica ' ‘. ~.{'~:, | K

"donde M es independiente de f. En pa‘ftioulé.r si W.ea un subespaeio ae W_(“,- eg-
to augnmica que “Tf “p + \\f“ . €8 una norma qquivalente a la dada por (85)
sobre W. Aquf D[&If indica la der:l.vada generalizada.

El teorema de Bernstein dice pues que T~ a AF es coereitivo sobre
wo(z,zi-respecto de la norma-2, si D es un efreulo del..b;ano (n = 2). Miehlin,
Vi»éhik», Ladyzenskaya. y otros extendieron el teorema de ﬁernétein a domipi.os D
generales y operadores T‘elfpticos de segundo ordén, éiempre pa.ra la no’i'ma
p = 2. Guseva y Browder ex-teqdiefbn este. resultadélz_a. Operédpres élfptic'os de
orden m generales pero coun p = 2. La teoria de Cladex;én- Zygmund d-é‘los tipos A.
de los operadores H T perm:.tio extenderlo a nomas p con p ) 1 (Koshelev,
Nirenberg). Si . (= 2m, sea WO(Q psD) C W(e)(D) el OOnJunto de aquellas f que
verifican sobre el contorno la condicionvnula de Dirichlet, es decir que todas
‘1as derivadas de orden < m de £ son nulas en el contorno. Entonces el resulta‘-
do de Ladlzenskaya-(}useva-Koshelev-Browder-Hirenberg se enuncia asi

Sea

woe F c[&',j‘(x)“n-[“'l

N £ + o, (89) . -
el 2 .

-~

\ -

un operador eliptico de orden 2m: Ty es un jdpérado‘r diferencial l'inéal‘de orden

< 2m -1, y para todo gsistema }‘l’ }‘n’ de p'tiineros reales, se verifica'
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N a. | . ' an L} ’
Z: l[a]i~- 2m © (a x) A = ;-g." a_=2m Pajieay (=) 7\ ,‘n 2450
= . IR ) ) .
' (89a)

donde & em un ‘ndmerv pwaltivo £ijo. Suponemos que lea coeficienteu °lal(x) aon

funciones suficientemente lisas. Se tiene entonces el siguiente

TEOREMA 4 - (Koshelev, Nirehberg].'g) Todo operador elfptico T de la forma

(89), (89a), es coercitivo sobre Woll;p,D),,y para toda £ de Wo(ﬁ,p,D) ge ve-

rifica ( { = 2m)

t

llf\\‘(&p,fm < M“[\\T‘fllp +oeupllel ]sm L I|r|| ) (0]

"“n-l"

e

donde el sup se toma para todos 108 D N gt -d6 dimensidy n-1.

n-1—=-

b) Si- para toda £ dé;W?(Zm,p,D) se|yerifica

_-. ;. " g % . E [T o
] o ( “?“ (m,z,p)) 0 W FOTe L 22 . 'fg'l)

: o Y ' |, I g, el
entonces para.toda g € 12 () la ecuacion T£ =g, £ € Wo(zm,p,D), tiane una

unica solucidn que verifica

\e |l < M oou e L (9

Ve aa ) =7 lell, s I, oo (o)
para .p>1,n<2m, . § ,yg;jénﬁ(ngyzm) si n22m (92a)
(luego para p » & en ambos casos).

(Ia condicidn (91) se verifica por e;emplbasi Tf es éutoadagnto aé la

[

forma

e .

[ 1}
M
b.
v (S8

los () g:k] belxit , (%)




\
|
|
si inf a(x) b -A » donde A es la honatante de (89a). En etecto. multiplioando

(93) por t @ 1ntegrando pf)r partes se o’otieLe

(22, £) = ];} [Z °1k(x) ;:1 2:_1: + o(x) H]dx 2 [A + inf pf'(x)'](llf.il | (1"”)'e

y resulta (91). Si inf c(x) no es > -A la parte b) del teorema deJa de ser

cierta, pues por ejemplo puede haber solucionea de Af AL = (£ nula en

el contorno), para A negativos) : ‘

La desigualdad (88) (6 (90)) se llama acotaci&n a priori de la ecuacidn dia

ferencial Tf = 8:. dada g, la parte ‘a) del teorema 4 dice que si hay una ‘so}u-
cidn f e W (C,p,D) ella debe veriﬁcar “D[a]:f “ s M(le II_.p + Nzl -p " para
\[a]\ 2m. Las acotaciones a priori dan un metodo para'-probar la existeneia de @
soluciones. Por e;]emplo 31 los coeficientes de T y g son funciones mu,v lisas, 1-
.existencia de soluciones ge prueba por los metodos clasicos. En caso de coefi~

cientes y de funciones & mas. generalea, se los aproxima por funciones.lisas, y'
el problema se reduce entonces a probar que las soluuionea '.ti de_lias ecuaciones
aproximantes Tf1 gy tienden a un 1Imite :t, solucidn de T = g. Esto ultimo

se logra usando (90) (6 (88)), apliecade ‘a SIS 7 £33 ¥ ‘usando la oomplotidad
del espacio wéc)’ pues si | 8 - 81 ¢ 3 || ~- 0 resulta de (90) que ( )
4

“ 1.;..1 “(2 )""‘0 ¥y las f‘i forman una sucesion ‘de- Cauchy en - W y ¥

(¢) .

por tanto tienden a un limite £ en W . Deapues de esto ya resulta general-

mente fdeil probar gue la £ lfmite es solucion de la ecuacidn dada.

Nos limitaremos a dér 1a~dqmostra016n del .teorema 4 en el caso mas simple
de operadores de orden 2m = 2 (y sin entrar en muchos detalles), pues nuestro. .
'objeto es tan solo dar una idea de como ge aplican los teoremas d¢ Calderon -
Zygmund y los de Sobolev. Il caso 2m > 2 es mucho mas complicado, pues hace fal=
ta recurriz 2l método de parametrix de Hilbert ( es decir a Operadores cgsf«inr
versoa del T:dado, que son Operadores integrales oon nicleos satiafaoienho-iauf
hcondlciones de contorno) W1l caso general ‘puede verse ea el artfeulo de Koshelev

en Uspehi Mat Mauk. (1958), wol XIII.
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‘Veamos antes que si T verifica (91) (y (9Ba)) entonoes (90) He reduoe a (92) ,

(suponemos 2m = 2) . En efecto, (91) nos da que r e W(l{D), y del toorema de
Q»

inmerslon de Sobolev aigue que b €.L ( l’ sobfe todo n -1 2 D n-Eg' ,

%,- % E%l < % ; es decir si ¢ < 2(1 + l/(an)), y 86’ tiene

(el q.’Dn_l)"% <M (lIEl (g g% 8 4w (e, 2) __s

sua? flr\l!rﬂdx £ M]_“‘P:t“ llt“ , ('94)

Pero por los teoremas. de inmersidn se tiene“quo‘

bl o <x el

(2. D) , 81 1f2 - 1/p* < i/’n ,

luego
8 2

(Nl

(1,2,0)]

<y Yozl \“f“ o* \lell o lzll

(1~2 D)

y resulta

\l:;'\'\ 1.2, € 1, \_\_@\\'D

y en definitiva -

F; “‘I»Dn-l < uy el
| R .
de modo que (90) se reduce a‘(92]. (Ta¢bién ge puede proceder asi:

(re,2) ¥ f axy { JLEIREL ap,_, &
. xn ‘n-l : g

[ St N e\
L S D

s el p Nellgy

y eligiendo q* = ﬁ se tendrd usando {?4)‘que elisegundo sumando de (90) es
Nzzll ) si p>2@-3/m) ). |

£ € WO(z,p,D), 8i ge I (D), pues

'Segin ya se explicd, de la acotaciﬁn {92) es Pdcil Obtener la existenbis
fr 18 solucidn de la ecuacidn Tf = g ,
|




|
pa.ra. ello 1 aproxima (en LP) 8 por funoi?n g,_ dc ia lage I.ip(w), 0 < <&l ,

“g - 24 “ -—-;-0. Por .m teorema olasioo de G:l.raud la eouao:l‘n mri gy tie-

o
«‘ o

ne so'lu.csion fi GW (2,p,D), y por (9&). ||£ T || (2,p) < M “31 - 8y || — 0
(2) ’

Luego fy tiende en w _ a un lfmite f y‘se oomprueba racilmente (por ser de-‘ -

bilmente cerrado la oper&cion de derivaeion generalizada) que T es la aolueion

busocada. ) | , ; i , o
As{ pues todo ‘se reduce a probar la desigualdad (90)-.: Para ello considere-

mos antes el caso cuando Tf = bfg y Da Q.";s cubo de lado 7t (O st.sTr ,
J=1, ... n) de modo que £ = O sobre la frontera S,K. de Q. - Degarrollando la
funcion &= mr en serie de !ourier '

ar. 2 % { en X
g = = ' '& sen X, ... 860 k X
kl""kn=l 'kl“"kn ‘ 171 i n'n °?

como la derivacidn respecto de x; da un 'fai.ctor ky en la serie de Fourier, se

enguentra (formalmente) gque
. . . i

1] A - - . 2 . .
| fix) = Z gkl,...kl(k LT LN ) aep}clxl...sen_knxn

¥y que por ejemplo

2%
9 xlz

. 8, & 2 . -~
= Z gk‘l»“kn kl (kl }+ "'+kn-") Ben klxl...a‘gn k x

nn

Asf pues la serie de Fourier de las segundas derivadas de f ge- obtienen
de ls, aerie de g = Af nultiplicando sus coeﬁcientes por factores de ia
fprma 2 -1 2, - 2 '

kg .(kl oo kn ) s kikj(kl tleee vk );

(1,3 =1, 2, 3, «.en). Por.lo visto anﬁeriormén-te (ver (66b)A;~'y teorema 3a) re-

sulta que
| |2 | swnen, - waen,
ox, 9x e p
J
luego obtenemos’ S _ .
» (E4! 2.p.0) S lell, >1 . (95)
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Hemos pues prdpado la tesis 'ba'ra el ‘caso: particular ‘T = & , D 3 Q.R.
Sea ahora Q4 el con,j_u.nfo de 1os puntos. de’ Q‘ll' a',,dist“anoia. >4 >0 ¢dé la
frontera S.“.{ Si Qg no ‘eg ‘D pero. es un ‘eubo ihterior a 15, la funeidén ¥ no. sera

mas nula sobre 1la frontera de Q. ; sea T la z';e_a,tri‘écién de £ a la frontera S

de Q. , de modo que f = ¥ en S.'".‘ . ' . _(96); )
‘Supongamos antes gue T es continua. Por lo recién visto existe una funeidn
v tal gue ] _
Av =g, v=0 gobre Sy “(97)
gue satisface k , ‘ ,
Ml sk lg (p 1) . (97a)

Pomiendo w = £ - v tendiemos que
Aw =0 , Ws=T sobref_ . (98)

Es fdeil ver que en Gy la funcidn arménica w satisface la desigualdad

v

wl (2,5,0y) € wa™t | F Y, | (98a)

En efecto, mas generalmente, basta observar que si u ' es una funcién armdni-
ea, Auz 0O en Q,u., tal que aobrelel ]ladp ] x‘n gt de S, es u .__._‘-E . ¥ 9'!1."

el resto de Sy e8 u = 0, entonces l ' : 4

2 ) !
3. 3 < -n-1 : ‘ . a ) 2
£ ¥Mad Au en 98b
a%,7 lelly e o2% (o)
|, ‘ ‘\
Pues si U tiene por serie de Fourier _i
. "i
Z ® | o L %
= ‘ Dy, . men k.xX,i..s8en kK X .
' kp,eedk |l SLeeckpgeg T TR Cnmlinsl
. N , ,. )
elntonces (por la unicidad ) serd
2 21/
ah(klig-r kn_iz) / Xp

wlx) = - . b [ R - BON K Xq i'ees
Zkl"“"kn-lzl kloenedply TanlkgZ 4., k_(2)M 8 L

1
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}
i
|
|
\

:luego si \ﬂ'- X, | >d » 0, como 108 eaericientes de la dltima serie son
: \-d]’/z 2n,\ -1
< b, : (L-e"°")
. kl- ] ukn_l

resulta (98b). De (88b) sigue inmediatamente (98z).

De (9éa) v (98b) obtenemos que:

ek e < % LMol q ™ 0m0 ), ]

(99)
Usando. (98b), veremos de la misma man%ra que si S!

es el contorno S, menos
81 lado Xn =20 yaiTftazgy £ verﬂfioa

£2F en s'. , £=z=0 en (xnaq)'n Sg =S¢ - Sk - {100)
T | ' x , ‘
entonces vale la acqtaéién

E3

s u gy o+ a2 ] 1008

%) P 4 PP (100a)
. ‘. '

donde Gﬁ son 108 puntos que‘d%stan de Sy mas de @ (de modo que ¥; se apoya

‘en el lado x, = 0). '

Se comprueba fdcilmente, por eamblo de variables, que las mismas acota-

ciones (99) ¥ (100a) valen para cubos Qr (0O ¢xy<r, 0<r <1l), con ‘cons-
. tantes M independientes de r.

Consideremos ahora el caso cuando

T = Z n | azt

c

i,ks1 1k 9% %y
con coeficientes ¢y, constantes. Sea Q, ‘el cubo de.lados paralelos a’los
ejes principales del elipsoide determinado por 1la forma cuadrdtica de esta

expresidn, Entonces, con cambio de variable, la ecuacidén Tf

= g se reduce a
Af =g en 'Q"r

y tenemos la acotaciones (99) y (100a)

'Anélogamente se puede tratar el caso cuando

\ 12 = Xoeyx %2/ axy ax, ij o/ 3xy +cf = g (101)
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con coeficientes constantes. Pasemos ahopa al;cas?;.cuando\:’]? es de la forma .
(1C1) pero a coeficientes no cognstantes. Sea X4 eJDe , € » 0, podemos escribir
{101} asi | ,

Ziciy(xg) %2/ x 3x = glx) + 6lxf __ - (101a)

c‘.‘m G(x) = Z [cik(xo) - cik(x)I azf/ .Q.xi‘ IxXy -

- Sea’ Qg u.n cubo de centro x, y lados paralebs a:los ejes principales de la

forma 2. Syx(Xo)xqXy. El lado de Qo se toma tal que Qy€ Q& y para un €>0
fijo se verifica ’ : ° . .

s n

dihx Z [ ERNES I xo)l FA " (102

Xo €4
Tntonces en W, vale para G la acotacidn
Nell . < ezl
l ."p,'-).o ' (2':[),0.0) .
Si @', tiene centro en x, , lados 'parail_elos a los de Q,o‘y dos veces menores,

entonces en virtud de (99) tendremos

S ' | 1 -n-1 :
Il (2,0,Q%,) s M[ ll ”p,% ¥ S el (2,p,%) + : "ﬂl 1,30], (103)

-
3

donde *M no depende de Q, y d es la distancia entre las fronteras de Q, y Q'y,.
& ) : ‘
’ Lo . e , .
Analoga acotuc‘}‘on Se tiene para um Yy gue sSe apo%a elh un lado de Q'o'

Usando el lema de cubrimiento de la- péglina lz‘ibi se ve gque Dy -puede cubwirse
con nn numero finito de cubos Qp para cada uno de los cuales vale (103), luégo-‘

sumando resulta

K2 (2,0,0,)- € M‘[llf'll p o 2"t Ilfll L s ] o (108a)

Y

S5i. la froatera de D es suficiente ente.lisa se la puede pensar como com~
puesta de pedazos de hiperplanos. Lu.ego usando la desigua’ldad (105) para cubos
50 que- se apoyan en estos hlperplanos t‘endremos 1‘t'max denloualdad del tipo (103a})

para D - Dy , y sumando resu.lta la teJls (90) 1,q,q,4d.




\
. \ . .
(para detalles ver el art{oulo de Koshelev Jn el Mat. Sbornik, (1956),38(80):3,
pp. 359-372). ‘ '

4
\

Ultimamente varios autores (Aronzajn, Garding, Schecter, Browder) han estu-"

diado el reclproco del teorema 4, y han probado que en cierto modo los operado-
res elfpticos (y sistemas elipticos) son los dnicos para los ciales vale la
propiedad (88} de coercitividad. Peré no podemos entrar aquf a ¢onsiderar. este

apecto del problema. ' ' ;! '

C) En el teorema 4 se consideran soluJiones no-cldsicas en espécioé Lb, es
decir, dada la ecuacién.diferencial éliptica Tf = g, de orden 2m, se praeba gue
si g esti en L? entonces las derivaaas genéralizadaa de £ de orden 2m‘est5n 1P
y verifican‘(BB) ademds la ecuacién;se verﬁfica-eﬁisentido de derivadas génera- 
lizadas y salvo medida nula. En las teorfas cldsicas interesan scluciones cld-
8icas con derlvadas ordinarias continuas 0 lipshitzianas, en este caso se nece-
sitan acotaciones del tipo (88) pero con normas de las funciones continuas o
lipshitzianas en vez de ias normas p. Se-gabe por ejemplos clﬁsioos que ya en
el caso de la ecuacidn AT = hay funciones g continuas tales gque no adm1~
ten soluciones cldsicas,de modo gue no se puede esperar obtener desigualdades
de tipo (88) con norma ¢ de funciones continuas. En cambio la teorfa tiene lu-
gar para las funciones lipshitzianas. Nos limitaremoa a indicar los resultados

sin demostraciones enviando para deballes al libro de Miranda sobre ecuaciones

elipticas y el arti{culo de Nirenberg.en Comm. Pure Appl. Math} (1956).

Recordemos antes la definicidn de los espacios lipshitzianos. Sea C(D) el

espacio de las fugbionqs continuaéien D con norma || f "C(D) = “f\laa .

Sea Gl(D) el espacio de las funciones con derivadas de primer orden continuas

en D+S . (S z contorno de D) y norma
- el + &

Mds generalmente, Cm(D) son las funciones con derivadas continuas hasta el

i £ “clAw) &)=l “Dwf | 0
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_orden m 'y norma

“ “ “ “ [all- “D[ﬂf“ -\f vee ¥ L ||1)[&)f“_m

¢™() |M|
S S (104)

t es lipshitziana de orden ® (0 < ®x¢1), en simbolos f €. ./\.“(D) si .

|r(x+ n) - £(x)| ¢ |h| . (x+h se toma. ain ‘salir de D), si Mes la. mfnima

.conatante para la cual vale esta condicidn, se de#ine

=

“'f II + sup Ir(x+h) - t(x)llhl | (105)

® xh

“fu Al;D) =

Bea Aém) (D) el espaoio de 1as :E'uncionee derivablea hasta el orden m y

cuyas demvadas de orden m son lipshitzianas - ; la norma de este espacio es

\Ir“ |r\l Z

(L s ';10‘5_;)" |

iali=m| A( ,D)

A( DNQD)

Todavfa en 1909 Korn probo para n =2 el siguiente resultado 8l
g € J\,“ (0 < o< l) entonees existe solucion clésica r de 1a ecuacidn

,Af & » f nu.la en el contorno, tal que £ '€ .A.( ) ¥ se tiene para [[a]|=' 2,

(a) -
B f“m.m < MllAf “J\.(ot) X \lglIAM o o)
es déci;

‘.\.f'\\A(z. xp) € ¥ laz, |IA( D) . " (106)

‘ Esto indioa que el operador T - Af (n = 2) es ooercitivo en./\. (2,0¢,D)

respecto .de la norma *-/\-."__.. De gran importancia es el celebre resultado de b

i

- Schaudersy

'
!

Acotaciones de Schauder : a) Sea Ti’ un operador diferencial elfptico de

(2)

segundo orden, con coeficientea de Ad_y Bea t &€ A (D). Entonces para t0do

dominio DcD completamente 1nter10q ad (pero no para D mismo) se -veriﬁca

que
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'dbnde.Mlvarfh-ccn“D"y no ‘con’ L4 -
[

b) Si t es ademas nula en el contorno enhonces esta acotacidn se verifica por

D mismo.

“"\\rl_\,{(aﬁ;,n; ‘,_':.ni(ill!rll o ol Y f,iévgs"‘;

de modo gué f g'l ,boeroi'f'iﬁéi,'}ﬂh‘ ’-’Aogz‘.«'.b) 'reépec"t‘o ';ae'l‘inofma 'de A-

i ﬂ,.
b

De estas deai.gualdadea r”ulta que si e varfa en la esi‘era u.nitaria de _
J\.d, 1a golueidn £ ae ' Tf = g asf como las Dl ]t , ta) g 2, varfan en un.
con;}unto compacto de ;l\* s Y ento permite aplicar el metodo de aproximacion poz;
,runciones g y coei‘icientea inﬁnitamente diferenoiablel, asf eomo el metodo B
de continuacion por parametro. - |

Nirenberg obtuvo en 1956 aootacionas con "normas mixtas", ‘acotando la nor-

. 2 -1
ma .A.“- ‘de D £ -por la norma -'p de T£, llevando as{ la teorfa de Schauder

a mayor nivel de generalidad y combinandola con 108 métodos de Spbqlov. Su_.teo-
refia se baga en el siguiente lema que se aplica a dominios’ D’ suficientemente

regulares y acotados.

'

Lema de Nirenberg . Si »r>0 esn entero, k,p conata.ntea', p21l,

'0<k<n , P >(n- k)/p ,( entero, ysi 8 & r-I_(n-k)/r]-l ,
=1+ [(n-k)/p] - (n-k)/p . entonou

| (u ) AT n_kunrll’»ll Caley

donde H, . es el gperador potencial de orden n-k. Una aqotggiéﬁ @05& oe
tiene para D' c D. ' .

Como por el teorema de Sobolev la norma de - |- Hn L(1D :t‘l ) |l se a'.c'ota
por las normas de Bxf , (108) da una a'qq'taei'cin de la norma A“ de f y sus

derivadas -por la norma - p‘de las derivadas de orden superior. Este lema da pues
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un complemento a los teoremas de inmersion, ‘eon normas de J\“. por e;emplo. el -
teorema de inmersidn de Sobolev (para 1/p < e/n) afirma que si £ tiene derivnu
das generalizadas de orden suficientemente grande pertenecientes a Lp'entoncea

I & es eontinua y tiene derlvadas ordinariaa continuas hasta cierto orden mea@r.
.El lema de Nlrenberg generaliza eeto para derivadas por deeir asf de orden frac-
cionario (en el sentido de que; por- ej f tiene derivada de orden T S
la segundaMQerlvada pertenece a ng). .

by

Combinando este lema oox el ¥9‘°?°% 4 vse-";obtie%

Teorema de Nirenbegg Si T es un operador elfptico de orden ‘vz em,

z [: -An/p] , 8=z=0r - n/p -8 (n/p 4 entero), y siigwyeritica los datos de

'Dirichlet nulos en el contorno, emtonces

t

S El < ,y-{ llmfup'f el } O (109) ..

A(Siapb)

© 81t no ‘verifica los datos nulos en el contorno, se tiene una acotacion
analoga ‘con_ D' < D en vez ae D. | S _
. De. este teorema resulta en particular que si Tf el? , p >n, [n/p] = 0,
. esto obllga a que T tenga derivadas ordinariaa de orden r-lz2m-1y eB-

' tas derivadas son lipshitzianas de orden 1 - n/p , o sea f tiene derivadqm
. R

Mfraccionarias" de orden, >r-1,

Para detalles enviamos 21 artfoulo oitado de Ntrenbergw

PRI i

e
M
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o v.i:‘f;ltl‘i’."',.-,_ REN i !
7. NOTAS_DIVERSAS

boob

‘ A) Sabemoa (ver pag. 181) que "ai‘ '_c_i/n < 1/5 < 1 y si f € -

entonces
de eL » y 81 " =1 entonces ndr e L (B) para r<s y B acotado. En am-

008 cagos la funcidn Fa (x) z Hdi'(x) debe ser ﬁnita en caai todo punto x

(salvo medida nu.la) Mas aun, aabemos que si m < n <m+ d/p ’ Em c E , enton-

ces F (x) = H T perteneoe a cierto L (E ) ¥ por tanto tambien es finita en

< |

‘todo punto de ET, salvo nedida m-dimensional nula.

Asfpues, 8i £ ¢ IP(E®) , y 8l

, f L d-n o
Hyf = Falx) = Enr:(t) ||x-t| - at , (1)

;' ' t ' | e - . ey

medida. nula m—dimensional. J esto es muchO» mds yue decir que (l) es rinita sal-
vo medida nula n—dimens1onal (ya que todo. Em tiene ‘medida nula en: E Y. Sin em-
bargo, eato todavia no dice nada de los puntos de un con,junto m-dimensional .pe-
;ro no situado en un solo E (por eJemplo u’n conjunto contenido con una- suma.

numerable de curvas rectiricables) | _

Para medir con:juntos de dimension menor pero no. situados en un mismo E ,
m< n, conviene usar la nocion de capaoidad 0 la de medida o(-dimenaional de
Hausdorff. Recordemos brevemente la definicidn de capacidad.

Coné;deremds én BT, .f adémds de la medida ordinaria-de L‘éb'es'éue, otras me--
didas ' M de Raddn (0-Lebepgue-Stieltjes); cada:tal ,Ap.esté,de“rinida pyvgra.to'dos
'log_,con,jnntos Boreleanos B, siendo ,A(ﬁ); 20, ,A(B) <00 - ni_'B es acotado,

,4 es completamente aditiva. S1 BAC = 0 implica ,A(B) = 0  se-dice que M
esta concentrada en el con,junto c. 71 soporte de ,4 es el mfnimo cerrado en que
fL esta concentrada. Para cada a, 0 <d <n, y cada l“ de Radon podemos conm-

derdar la runcion H r(x) definida por

Vi

Hd rd(x) = rA(x)

ek

L} |x-t| d r-(t) : (2)
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'4”40 Gd ea la oonatante deﬁnida en la pasina 78. La 1ntegm1 (2) se 11ama
l.ggg al de orden 4 de la medida r, . 84 ,A es absolutamonte continna,

d’A. f(x) dr » entonces He' ,A.(x) « Hy £(x) , ¥ ‘obtenemos el Operador (1).
Consideraremos tan 80lo medidas | de Radon concentrados en conjuntos compacton.
| Sed B un conjunto compactp de E ; consideremos las posibles r. concentradas

en B y tales que Hd.,n ’A(x) £ 1 para todd x de En, es Qecir:
- A(B) >0, .B) =0 , -lH ). : 1' I 3)
fia) >0, et -n) \\Im pla “w <1 ®

El numero.

0 (B) = _mp { ,A-(B)L}. | o (4) .

donde el snp se toma para las posibles ’Aque verifican (3), se llama 4 -gapa-
cidad (n-dimensional) del conjunto B. Si A es abierto, 8e consideran 108

conpactos ‘B CA y el sup de las cdn(B_) correapondientea es la d-capacidad
da &, Analogamen“ce ge deﬁne la oapacidad para todo B boreleano. Si. para toda

,u. concentrada en B_, F(B‘) >0, es “ Hl’n ’4,“00 = 00, es decir si no exis-

ten medidas que vérirican (3), se dice que cdn(B) = 0, 0 que B es de Qd-capa-
cidad nula o también que B es un con:j\jmto d-polar n-dimensional.

Se tiene entonces el siguiente te(“u'e-ma probado por Du Plessis (Transact.
Am. Math. Soc. vol.80, 1, 1955): |

‘ ' ‘ ~

Teorema . Si d/n <1/p y p>2 ,ysi £e Lp(En), entonces los puntos

X en que la integral (1) no es finitairomn;uh conjunto de d'-capacidad nula,

para t0do d' > n-dp ; 8i 1 €$p<2,fe 1P (") ., entonces este conjunto es

I
|
I

d'-capa‘ci_d-ad nula, con ' = n ~ dp. |

En nuestro trabajo con Panzone ciLado, se extiende este teorema a los ope-
s ’..:‘“ . : ! B |

radores H £ mds generales (del tipo de'losfcogsi_deradol en pég.”ua), intro-

" duciendo la 6apacidad respecto de micl‘eos generales, as{ como a capacidades

n-dimensi oné.lqs .

No damos aquf 1la ‘dein;oa-traoién de eate teorema, enviando para ello al tra-

'

|
|
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|
iba.,j'o ol.,'tado_xde Du Plaessis 0 a nuestro qrtf.guIQ' con Panzone. Enloh;nbio detallu-
remos un poco mds el concepto. de oa’-pacidﬁd‘ para aclarar mejor el‘sentido del
teorema ‘que acabamos de enunciar. Pare e_llp%reé‘ox"darem’.os rdpidamente .1a relacign
de capacidad ‘con medida de’Hauedorﬂ. | |

i ' yo ‘ ' ‘
R ' @ . ' Iy
goti . implica , @¢,,(4) & ‘2’1‘ canléy) : (6l

Observemos antes que de la heffinioi’én de capacidad resulta que
A =U
ademds Gqpn(B) = 0 signitica que

'A(B) >0 , 'A(En-B) =0 implica sup lHdn.IM'x)L s 00 (6)
| ‘xleEY ! ‘

Recordemos ahora la definicin de medida o -dimensional de Hausdorft,

Mientras que' la medida ordinaria de mix conjunto se obt'iene cubriéndalo
con esferaa y smnanﬂo los volimenes de las earAgs, 8lendo cada volumen igual
& una constante por el diametro de 1as esferasqgorreapondientea elevado a la
n (conn igual a la dimensidn del espaoio). en Ia medida of -dimensilnal se su-
man las potencias o de los diametros . Maxsi exactamenﬂe dado un conjunto
EcE y un g > O, se considqran las posiblea sucea'.lones {S( ) = i}' donde’
los Si gon esferas de radio ~?1 < £ , tales que E c:Ui ol S(?i). Pa;-a toda
sucesidn de esta clase se rorma él, numero Z,'i=l (2 ?i) © , luego se toma el
inf. de estas sumas para todas las /sucesiones posibles con’ ',?1 ££ . -Finaimex;f-
te se hace tender £ a cero y el numeroc que _as{‘r'esulta :

Wy |
' E = { . £
"™ = X0 5,““ u(f,) oF [Z5atef) ]z AL

se llama medida o{-dimensional de Hausdorff del conjunto E.

Por ejemplo, si 5 es una esfera de E” de radio 1 y si las S, son esferas

@ i
e F

de radio £ , se ‘necesita por lo menos (1/¢ )® de estas esferas para cubrip S,

luego

© % | \
Zi-]:(z?i) > e tea® o 2%
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y }si, ol < n este nimero tiende a 0. Asf pues si ®X<n toda esfera n-di;_neqsidnal

ti{‘ené medida ¢ -dimensional infinita. En cambio. si S es una esfera de dimen-

si‘on menor que¢ o s8e ve gue su o -medida serd.nula.

S5i E cEI 3u dlmension métrica es el sup. rde 1os nimeros of tales que

(E) >0, es decir el sup. de los tales que E tiene medida o -dimensional
positiva. Es lo mismo decir que la dimensidn metrioa de E es el inf. de los &

tales que | m, (E) 0 . Por ejemplo, la dimensidn métrica de la esfera n-dimen-

gional (solida) de E? es n.

Se tienen entonces las siguientes relaciones éptre capacidad y medida (ver

KOlmogoroff, Mat. Ann.1982; Zygmund y Salem, Trans. Math. Soe. 1946; Erapin,
Uapehi 1958) ; ' |
n-¥
a) 8l S es una esfera de radio ?entoncea Oy (S) ?

b) todo con,junw bokeleano B de dimensidn me.prica mayor gque n- ¥ tiene

cdpacidad <y (B) >0 J

. '€} todo ‘conjunto boreleano B de dimensidén me"tri'oa meénor que n~Y¥ tiene

=..'.'c<~apgﬁl¢§d- "c (B) . 0 es deoir' es un conjunto polar.

i d) si el oonJunto boreleano B tiene dimension metrioa igual a n - 'IS y su

medida de Hausdorff m (B) < 00, entonces B es polar, ¢. (B) s O.
' R n-y,n In : '
) 2 B @
Luego tambien si Bc U, B> y‘ m r,n(Bi) < ®, entonces °xnu.” s 0.

Si ‘B tiene dimensidn métrica n- K y su medida de Hausdorff m (JB) es

infinita, en general no se puede decir |nada respecto a la polaridad de B.

De estas prOpiedadea se deduce en martioular quo B tiene Y¥-capacidad. .nula,
¥ &n, entoncea B tiene tanbien medid.‘a nula. Pero la recfproca no es cierta; '
por tanto aaber que- ung propiedad vale salvo "-capaoidad nula es muoho lnu que

eaber que vale salvo medida nula p. p.

| ‘Da 1a prOpiedad d) se- deduce quo todo oon‘,jngto situaldo sobre un mmoro -
merable de curvas rectifioahles de E es de 1 oapacidad nula~ en goneral nt B
estd contenido esn una. union numerablo dL auperﬁcies de . dimenaion menor o 1¢n1
que n-Y y de medidag tinitas, entonce‘s B es polar.
‘ i
\

| .
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Recordemos -también la relacion entre capacidad y. energfa (ver H, Cartan,
Theoréme du potenciel, Bull. Soc. Math. de Frange, 1940). La J e dice de

- edergfa. finita si

. ) K-n J e . . | | .
(er‘qr) = c"l Ln Ln !x‘tll :d’. 'u(x) 4 'A(t) . =. “r“" ‘<m B

y la “- euergfa de M es el valor:. |“L“

B ' .
Se consideran medidas de signo cualqulera ’k !‘1 f‘\z , donde Iul y f‘La '

son. 2.0, y se define “IMHU para juna t.a.l\ P as{ oomo H r&(x) En la teorfa
del potencial ge pmeban las progiedades s‘igui entes ( que son consecnencias de
la formule de M. Riesz (pag. 78) y de la teorfa general de los espacios de
Hilbert) | | | | |

IR TR R M T G T
2) Si nr;.“ es finita entonces nr.“N) siendo “r“- o solo ei rA,l 0.

3) 81 Hen P,(x) = O p.p. entonoes r&a 0 (unicidad)

3a) Si ’A.l v 'Azlestan concentradas en el compacto'B .y si ’Ll(x) s

‘o’n r,a(x) para todo x de un entorno de B, entonces Pl = '4-2 .

"4) Siendo th el conjunto de todos las medidas ( de aigno oualq;iieta ) de
energfa finita, con la norma “ ‘6" este &m es un aspaoi.-o_- prqhi.]_.- '\
bertiano (Hilbert no completo). Si B es un compacte fijo ¥ ‘al 5'0’11(3)
es el subconjunto de &m de las M2 0 concentradas en B. 'entbnéps
&!n(B) si’ es completo (es decir cerrado en la- oompletaoion X Etn Qe

a’m
5) Gomo é,n(B) es un aubcon,]unto convexo cerrado del espacio de Hilbert
grn’ dada 'Leé n(B) existe una )\& € g n(13) a distancia mfnima
| “ae r. X es decir que minimiza- ",;, p " . 1la operacidn . --lu
%¢ Tlama’ bala!age" (de Poincaré)de rsobm B. r&esta oargqterisada por
la prOpiedad ‘de ser r,c. 'L .L&xn(B) , ¥y es la unica medida de 67!1(3)

que verifica lag dos. nrOpiedades ‘Biguientes:
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6a) Hyp I”“") Hyn px) 3l'x €B salvo medida nnla "ru,potlito"a'o voda .
-medida de &nl(B)
6b) Hyy W'(x) = Hyp J(x) ‘on el soporte de .

Ademéds p.’ minimiza la expresién

fEn (B plx) - 2Egy f‘&(x)l]'d ﬁ’(":_:)

7) Bl dompacto B es depap_acida:.d nula si y solo si ,A,(B) 0 para ton.

‘ M >0 de enérgfa finita. ~ - ‘ SRR
“g). Si - [ (B) > 0, entonces es no vacfo el conjunte \.'de las t" ooncgntr&qﬁ o
en:B,-de- energia finita y 'A.(B) =1, y este conjunto es c.onvexo g co-’
“prrado en-. &.‘n. luego en este conjunto hay una f‘o a distancia mfnima
del origen, es decir de energfa minima ¢ $0; M= % Mo se llama la

medida capaci‘tiva‘,de By estd ca.rac.terizé.da por las sigﬁientes condicie-

nes: |
HypPy (x) > 2 p.p. ' sobr«% B;
80) H.‘,n,rl‘f(.x) =1 en el soporte de )
.'-El_p(ime;'o ¢ es igual a la capacidad 'ovn(B) de B.
-qu. tanto. la capacidad °Kn(B) puede definirse tambien.como el sup. de
1 .
: u_MB) para los ‘posibles f"z 0 de emergia finita tales que H}‘n 'A.(x) £1
para x €B ( rk concentrada ‘eniB) . La P’l capacitiva es la unica M 20,
' de energfa finita con Hyy, 'A(x) & 1 en B, concentrada en B y tal que’
IP,(B) '.]:.” (es deoir de energia minima entre tales rd-). |
9)- ¢ (B) puede tambien definirse ?omo el inf. de |“;.“ para los r; 0 de
| energfa finita y tales que Hl’n P,(x) 2 1 gsobre B.
En el caso del potencial newtonianc‘: J= 2 y en general si ‘J-’- 2 1a medi-
-
; da capafcitiva ytl tiene ademas la propledad: H,n f‘l(x’l =1 p. pe en-:B, po;- :
eso se la llama, en ese caso, medida de equilibrio. Esto 'es_ consecuencia del
principio de maxlmo que vale para Y$ 2. sl My 20, ,"21 20 ’41 de.energfa
finita y si H . ’Al(x) S ‘.‘n’&z(x) en el soporte de "'1’ entonces
Hyn l/.l(x) < Hrn f’lz(X) en todo otro x|€E .




|

'B) 'S1 £(x) estd dei‘in}da on En’y 0 s (541 se dioe que _ t(x) perteneoe

& la-clase Lip [3(1': ) si \f(x-t-h) - t(x)|[ € lh[P para todo 'z 7 todo h.

.

donde % es una constante fi.ja-'si ademas M tiende a cero con h->0 se eacribe
A TS , N T R . “

tempp . T . . -
Se tlenen los siguient.es teoremas, probadoe por Hardy y Littlewood para
p 1, y por Du Plessis para n > 1. - \ : *
1) 8i felLipf , 0<B<1l entonces K\Haf eLip(d-t-F) , 0.¢ a+|3 <1 ’
donde Hgf es el operador. potenoial. 1 .| - a

2) 8i 't e P(E®) , p > 1 1/p: + 1/n :o a/n > 1/p . entonces

Hqt € lip (d-n/p)

, Ademas Hardy y Littlewood probaron ( par‘a n =1, generalizado por Panzone

.o |
para n 3> 1) gue L ‘
3081 £ €1’(®") ,1gp<cw ,0<a<1, entonces H, f € Lip(p,a)

., | ,
donde & eLip(p.d) significa que “g(x-l-h) - g(x) “ 5 ) | |h‘\x
4)"31 feLip(pF)nL(E),o.cp 1‘. p<®,0<d<- [!entonces.

HE € Lip(a,p).

.
N

En nuestro trabajo \cbn\Panzone. citado, ‘estos teoremas fueron extendidos a

los operadores potenciales generalizados y -al.casp de condiciones
: m ‘
£ € Lip SS(ED')‘ »  Hyt eLipF(E ) con m<n.
Para demostraciones enviamos al trabajo de Du Plessis y nuestro artfculo

con Panzone.~

' ¢) Vamos a explicgr rapidamente como se definen los Operadores potenmles
generalizados considerados en nuestro articulo mencionado. Los Operadores poten-

ciales cldsicos H,f son convolucionea con el ndcleo K(t) |t| que tie-

ne la propiedad siguienr.e. para todo a>o es K(at) d nK(t) ; ademés, si
K es 14 restriccidn de K al amillo 1< |t|<2 , o8 decir si Ky =K en
1¢|t)j<c2 y nula en los demds 1'. entonces Kl e Lp(E o Lip(l l) para todo p. ‘

Llamemos cperador potencial generalizado al Operador eonvolueidn con un nu.cleo
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K que verifica la propiedad homogenea para un solo valor. de a. por eaemplo a 2 2.
d-n

K(at) = 2 K(t) y» ¥ tal que la restriocion Kl verifica ctertaacondiciones suple=

mentarias. ¥n dlicho artlculo se prueba que toda la teorfa de 1os Operadores

H £ cldsicos se extiende a los Hdr gensralizados. Obaervemos todavfa gque la
d -

: d-n ?;~,\ .
condicidn KX(&t) = 2 K(t) equivale a la aigqlenxe ‘ ‘o

e b .
N
ne -

L
|

!

. b
-
;

1

i

Zm_ (n ﬁ)i

iz

K(t) = K (z t) (8)

Es decir el n&cleo:go inﬁéstﬂﬁlé K:es ["generado por diiataciones” por el

nuacleo "buénb" Ki";idha.generalizabién‘anﬁloga'Iﬁé éonsrderata en nuestro tréba#
jo de Revista Mac. Cuyana para -el’ caso de la transforimada. de Kilbert. En efeeto
14 transrormada de Hilbert wa es la oonvolucion con un ndéleo K(t) =

= w(t') |£1™® que tiene las propiedadeg aiguientes. a) para) t0d6 a.> 0 es
h(at) = a nK(t) : b) 1a restriccion K (t) de'K es una’ funoion 1ntegrable
"buena” ; ¢) la integral de Kl(t) e? nula (esta ultfma oondicion es éséanial
en la teoria de transrormadas de Hilbert ¥y es lo que les diatingus esencialnen—
te de los operadores potenciales) Fn nuestro trabajo méncionado moatramoa que:

\
lasg pr0piedddes de los operadores Hyf clasioos ‘valen tambien par& 1os E'r

general1zados, que se definen como operadores de conrolucion con an nuoleo mk

que verifica b) y ¢) y la prOpiedad a) éan solo para a. 2. Tales nuew

de la forma

_ o w7
K(t) = S 'z xl(»zit) e

ic-w ‘ ’ ) o I oL

|
Los operadores de Fejer definidoa én 1a pagina 187 s0n casos partioul&rea

de estos operadores H b generalizados, resulta asi que 1os Operadoreg con nd-

cleos generalizados de la forma (8a) un\rican 1a ‘teoria de operadores de Hilbert:

..con-1la de los operddores de Fe er, as{ domo-. con la teorfa]ergénioa. La idea prin

cipal de estas generalizaciones es presa ntar el operador H como 1fmite o] cOmo

gerie de operadores, que no estén desvinculados<aino generados" por un operador

£1o.

Esta idea sugiere el siguiente préjleﬁa géheral.‘Parg simplificar constde-~
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1 D 'i

remos los espacios L', Sé !adbe 'que- t6do -Operador lineal ‘continuo de TP en.L¥tes

de la forma

PE{x) = d[ fiv('(e,f’g)r(t)"dt]'/die g ,‘

donde el ndcleo es funcién del punto t y del conjunto e. Formalmente
dK(e,fLr = 1fm ic‘v (x,t)\ = 1im K(e,t)/lel ",

donde &£ =0 y xee. lelga , “luego Tf:lfm'l‘falfm fK (x,4) £{t) dt
Es poaible qua tambien aquf 108 difereltes nucleoa Ks pueden conaiderarse

como generados por un nucleo fiJo, y que aqu { puedan aplicarse los. metodoe us8e .

" d0s en el caso de los ndcleos (8) y (8a) (pﬁ ejemplo el metodo de ndcleos casii'

ortogonales expuesto en el cabftglo II' 0 el de pseudo tipos del capftulo III)

D) -Hemos viato, en los capftulos II y III, que si la funcidn caracteristi-
ca w(t') verifica la condicidn (15a) de 1la pagina 54. ademas de- tenen integral
- mula, entonces ‘el operador de Hilbert Heyf = f % K , K(t) = w(t') |t| , €8 de
tipo (p,p) para 1¢ p < o - y de tipo débil (1 1), valiendo 1b mismo para el
operador maximal de 103 Hgf correspondignmes. Ademas, en A) del § 6 vimoa qué
para p = 2 esto vale aun bajo la condicion m?e general lw\log(l +lw|) e L (8).

En su trabaJo del 1956 citado Galderon y Aygmund probaron que bajo la misma

hipotesis sobre w(t'), el teorema vale para todo;p . 1< p < ©, y que esta hip‘-
teais no puede ser relajada (queda aun por aalarar si vale el tipo débil (1, 1)

econ eata hipotpsis, 1o que parece poeod probable). Mas aun,-estos autores emten-

dieron el teorema a 108 operadores con caracteristica w(x.t!)I&ependiente.dp #.
(ver observacidn 12 del & precédehte, f£érmula (83)) probando’que si para todo

X es w(x.t') integrable en t' con integnaI‘nula, y siipara gﬁ.’q >1 es’

l wix, t')ll M = independienté de x (la norma se toma respedto de-t') entog
ces e1 Operador Kt definido por (83) es de tipo (p,p) para todo p "tal que

q* £p < @, y esta hipotesis no puede mejorarse; idem para el Operador maximal.

En el mismo trabajo se prueban teorenmas analogos para los nucleos maa-ge-

neraies de la forma w(x;i') \t|'n h(&D, donde h es una ﬁransformada de Fourier-~
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Stieltjes (ver-m) del § precedente). En este trabajo estos autores hacen uso Big-
temét;cd del operador de M. Riesz que ea el dperador de Hilbert con ndcleo '

-n-1 - -
x| x| A=t = (11|z|'1)|x|_n ,

es decir, con ‘ wit') = ti»\trl

» t - (tl, ‘e @ tn,

Sin embargo, estos resultados pueden obteneree'también por los métodos‘que
hemos usado en los cﬁpitulbs IT y III ( es decir de los pseudo tipos u nucleos
ortogonales), y pueden extenderse a los operadores generalizados con nucleos
del tipo (8a) 0 (8); Las demostraoiones gserdn dadas en un artfculo proximo con
E. Okldnder. rinalmente, Calderon y Zygmund también probaron para loa operadores
de Hllbert teoremas Mel tipo de Privalov, o sea con clases Lip P (ver B)). y lo

mismo para los operadores periodizados del tipo (71).

1

E) Una teorfa muy importante es la de las ecuaciones integrales .con nueleoa
\ :
31ngulares. Vamos a resunir brevemente algunos aspectoe de la misma.

Como se sabe, la teorfa clasxcaude'Fredholm,eatudia‘ecuaeiones de la forma

|
. , |

ANE + TV g
o

|
{
1

235) con nicleo integrable "bueno™”, considerado ademéds sobre dominios finitos,‘

donde \Kf ‘constante y VL es un operador integral @el tipo (10) de la pégiqa.:

de ‘modo que V£ es un operador completamente dontiggg (¢ es dada y £ es la fun-

| .. .
cion incdgnita). Se trata pues de la in&eraiénﬁde OperadOres-Af de la forma
Az NI 4+ V, I =operador iaéntico :

| - : . '
operadores, llamadds regulares o de Fredholm. valen los a&guientes'teoremas de

V = completamente continud. Para tales

Fredholm que constituyen la llamada teo fa de Fredholm-Riesz-Schauder (lae de=-

mostraciones pueden verse en el libro cgasico ‘de Banach o'en el 1ibro de Andli-
sis*Puncional de Kolmogorow' y Fomin): . ‘ |

a) la eéuﬁcién At +VE = g, }\,L 0 , tiene soluoion si y solo si g(x)
es ortogonal (es;dgcir (g,h) =0 ) a todas las solucionea h de la ecuacioén ho-

S *
mogenea adjunta Ah + Vh = 0 (si V£ eL dado por el nuclgo K(t,x), V :t‘I qﬁ_gggg

i | Loy o
‘ ". ! o i )

por el nicleo K(x,t) traspuesto).

-,st‘_
‘ .




La propiedad a) se expresa diclendo que el operador At + V2 es _normalmente

resoluble. :

| b) la ecuacién homo‘génea 7\f +Vt|z0, ?\76 O , tiene urn numero rinito o

de soluciones llnealmente independ1entes.\

by) la ecuacidn homOgenea adJunta Nt o+ v'e = 0 tiene un ndmero finito B

de soluciones linealmente independientes.

c) o ~ F = es decir a = F

Deapues de Fredholm, Hilbert ‘ Poxncare,_y particularmente Carleman y F.
Noefher, empszaron el estudio de eouacio 's integralea con nucleoe aingularea.
Hilbert consideraba el npoleo K(t,x) = cqtg(t -x)/2 en el intervalo (0,2«)? es
decir ia transformada de Hilbert en (0,2wﬂl(ver D) del 8§ 5) y Poincaré conside-
rabva integrales sobre ﬁq& curva L &el plado complejo con nicleo z -t.

. Precisamente ellos estudiaron'ecuaqﬁdnea del tipo

-
i

Tr(x) = wlx) fx - BE I —leLm + VL = glx) (9)

.

. ]
donde a(x), 'b(x) son funeiones lipshitzianas, V es un operador con nicleo "bueno"

luego hompletaménte contifduo, 3 L es una Jurva lisa abierta (caso de Hilbert) o
cerradsa (caso de Poinoare) COmo las acuaéionea con nucleos completamente conti-
nuos ya fueron estudiadas bien, el estudio de las ecuaciones (9) se hace "modulo
las completamente continuas VI ", Luego los operadores (9) son esencialmente de
la forma ' a(x) £(x) - b(x) H.i'(z) + V2£(x) , donde Hf es el operador de Hilbert
1-dimenaional considerado sobre dominios acotados.

¥l método 1deado por Carleman pars tratar las ecuaciones del tipo (9) es el

. de regularizacidn: dado un operador Tf se llama regularizador de la ecuacion

Tf = g al operador Bf tal gue aplicando a ambos miembros de la ecumcidn da una
ecuacidn de Fredholm, es deocir tal que BT = AN + VL. Si existe tal regula-
rizador entonces toda solucidn de Tf = g debe ser sclucién de 18 ecuacidn de
Fredholm correspondiente BTf = Bg , pero no recfproqamente. Luego si una ecua-
eidn Tf = g tiene unfregularizgdog énpoﬁcea para ella deben valer los peore-

mas a), b) y by) de Fredholm, pero no necesariamente c).
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Supuesta L oeriada, Carleman y Noether probaron que: la ecuacidn (9) admite
‘un regularizador si y solo si az(t) - bz(ﬁ) f 0 en tOdO‘F ; luego en este

grso _valen los teorsmas a), b), by}, pero no necesariamente o); es decir en ge-

ﬁeral o8 dw?? £ O .- Bl namero 4i(T) = «m-F sevllamé indice del operador T,

'y se tiene ia tdrmula de Noether

K

N : o
i(T) = (2wi) fa log _[(a(t) + v(t))/(a(t) - b(t'))] .

. La exprenion 0‘= a (t).; b (t) » o maa exactamento el par de runoioncn
a(t) + b(t) r a(t) - b(t) ; se llama afmbolo del operador (9), término Juatifi-
~38d0 por 1as razones aiguienxes. En oaso del operador de Hilbert 1~ dimenaional
Hf , la funcion caracter{stioca w(t')  estd definida en el par de puntaa 4-1 -1,
pues en eatg caso ;a-"oirounferen?ia“ unitaria |{¢'| = 1 consta de qatonxnyl
pﬁntoa, y se tiene w(l) =2, w(-1) = -1. Eg deoir, coqtrariamenté~a‘lo dhs

ocupre para n > 1 , la estera |t| = 1 es disconexa, y w(t') X1 daaa por nn

‘par de nimeros. Luego el afmbolo de Hf . es dado por unpar de numeroa + .
- ¥ por tanto el afhbolo de a(x) f(x% + b(x) Hf(x) es el par a(x) +'b(x) ,
a(x) - b(x) . Luego (9) admi te regulanizacién si y eolo si su sfmbolo G(t) ﬁ-—'

Deapuqs de Carleman, S. Trikomi Gen 1928) ostud16 las eguaciones . intogralga
Tsingularea del tipo 1 .

| i e { -z - . . . .
Tr s a(x) £x) + fmz £() w((x-8)")|x-t] at +VE(x) = g
SN | - | (10)
bs.deoir operadores Tf = a(x) £(x) + Hyf(x) + V2 , donde 'Hyf es un. operador

"de Hilbert 2-dimensional coﬁsideradd sobre dominios acoﬁados; Mds generalmente

TriXomi considerd Operadores de la forma (10) con oaraoterfaticas w(x t') depen

'dientea de x , es deoir !

\ '_z t 3 . )
x-t)')x-t] At +VE = g (10a)
pero ‘considerado sobre dominios finith. Ya vimos qne para tales operadores 'se

(ver (sn)). Bl w(m . Z o, (x) Jiuf

Tt s alx) £(x) + fz £(4) wix, |
E

tiene definido el, concepto de simbolo

|
i
|
|
!

‘.,
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antonces el sfﬁbolo de (10a) es dadq por

im : .
a(T) = 'a(x) * 25 |m| “op(x)e K {10b)

Giraud y Mijlin han considerado eeuaoionas analogas en E +n 22 . Gomo

entonces no se sabia todavfa 8i wa exisre para funciones f de LY (esto re-

gien 1o probaron Calderon Yy Zygmund en 1952 y 1956) Trikomi ¥ Giraud conaidera-
ban solamente funciones: f de Lip P(En) Lara las cuales lg existenoia de . H,f .
se oompruebal;nmediatamgnte }map aun, Qir?ud probdd gue entonces‘ H,r es tam-
bién lipshitziana).'mijlin probd, aunque %n torma fncompleta, -qué H,t Ope?ﬂk'/
sobre Lg, y esto le permit;Enestudiar las'ecuaciones (10) en ei Lz,.que esAun
espacio de Hilbers, yZIOgrar as{ una veor{e mas perfecta. Fn base de los traba-
Jos de Trikomi y Giraud, .Mijlin estableci6 finéimente, en Lz, que la'ecuaoiéh

(10) o (10a) tiene, regularizador si‘x‘solo si_su simbolo o (T) # 0, y de modo

que  en este caso valen los teoremas a)l b), b,) de Fredholm. Las demoatraoionsa

de Mi Jlin son algo incompletas, y la teoria fuc,perfeooiqnada.en forma:detin;p
tiva y macho mds general en los traﬁajos de Calderdn y Zygmund'ga citados _
(Mijlin afirma ademds que, s n 2 2 y si-el sfmbolo es } 0 ,-.eéntonces valé&'f‘
también el teonema:o) de Fredholm; pero eéfo parece a;gq 1mp;o§gblo,.édamég' M .
Mi;lin cpnéidera'que'v es coﬁbletapente continuo, Lp.cuél esﬁélbien en-doﬂtﬁid&'

acotados pero no en todo el espacio En).

F) La teorfa de Fredholm que'considera Operadorea 1ntegralés con, ndcleos
regulares, dio origen a la .veorfa de F. Riesz - Schauder d' g%*ae prueba -que los
teoremas a). - c) de Fredholm valen para operadores generales de 1a forma

Af -V2e ’ definidos en espacios de Banach generalea. Aainism@ la teorfa.ae

Carleman - Noether - Tricomi - Mijlin a1 origen 'a la sigutonna teorfa de.
operadores - @- o casi fredholmeanos, desarrollada por F, Atkinson (en base. a

un trabajo de Nikolaki), y porfeocionada por Go)berg, M. Krein y Nagy.

‘Sea’ . B = {f} un espacio de Banach,: por ejemplo E puede ser Lp > ;.'cén

-t

1f= j:v} 1ndicaremos»ngggnququde,loa opepa@qres Bpmplqtamentq conﬁihhoa de-
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Iinidoa en ® (oada T‘tranarorma uid oonaunto acotado de E en rulativamente coR~-
pacto) thyOperador Tt .se dird de Fredholm ai ! aI+V (I & Oporador 1d‘n—
Rtico) Un operador ‘B ge dird re ularizador—iz ulerdo (reapectivamento dereaho)
de‘Tfsi BT = I + ¥ (resp. TB I +V), ¥ ‘se dira regularizador 8l es’ 1zqn1er-
fdo y derecho a la vez. '
o Se tienen entonces 108 resultados siguientes.' . ,

1) Para que para is. eonac16n~ Tf = g valgan. log teoremaa a), b), bl) y c)
de Fredholm. es necesario y auficiente que T admita un negularizador B tal que
exiata B =L ‘acotado, es depir, exista un operador aeotado_ C = 371 “epn
Bc cn . (Nikolski) | ‘ o '

| 2) Para que se wverifiquen los teoremas a), b), bl) (pero no. necesariamnnte

o)) es necesario y suficiente que ? admita un regularizador izquierdo y otro
' derecho, tambien es8 necesario y suficiente que T admita un regularizador ‘B. tal
”que B tenga inverso izquierdo C : CB = I , y tal- ‘que Bc I+V (es deoir
-‘Bc = T (méa V‘)) “(Atkinson). | )
— 3) Para que-valgan los teoremas a) y b) ( pero no neoeaariamente b1) ¥ c))
es necesario y suficiente que T tenga un regularizador izquiierdo. (Go;berg).
4) Para que vdiga ‘el teorema a) es necesario y suficjente que el rango de
A sea cerrado. (Hahn-Banach). ' '
Los operadores que verifican a),'b) y by), . pero no necesariamente c), se

' llaman Operadores - § o casi Fredholm. el teorema 2) caractqriza pues a tdles

'woporadores. Los Operadores (9) 0 (10a) son por tanto operadorea - Q , 8l el

. sfmbolo és difereEte de cero. ‘

El ‘Yeorema a) ;xprqsg, en iirtqﬂ'dg 4), gque le rango de T es cerrado. Las

. funeiénales lineales continuas dbﬁni&né‘ne'dﬁnlan.en'ed%e rango de T forman un
_subcspacio N(T) (en el conjugado de E) llﬁmaio subespacid de deficiencia del

Operador T; el teorema bl) expresa qnp &(T) tiene dimenaion finita f Si Z(T)
..ep,el subggpacio de E ;o;mado por lap caras de T, el teorema b) expresa que

.Z?A) tiene dimension rihita o .. La. diferenoia i(T) = & P 1§e Ilama'{nﬂice

‘de “ﬁniencia del. operad‘br -& 2. 'Para los operadores -§ valen 1as propieda-

* des - siguientes.

- 008 -




| 2a) Loe operadores = § .forman un oon:jlmto Z que es abierto en el espa-
cio El de todos los operadores acotados de T, .
2b) Ningun punto frontera de 2 1le pertenece. pues tales puntos son divi-
sores de. eero generalizadoa. ‘. '
2e) Ty , Tp € 5 n?:puéa T 1, €Z 'y vale (T Tp) = 1(1y)+ 1(Ty)

20) Te X , Ve implich P +VelZ , i(T+7V) =1(T), |

PR/ —

2e) Para cada T eEl*‘, ge llama 'regidn - § de T y se indica @T al

'

conjunto de 1los numeros compie’;os A tales q"e AI - T € Z ; esta region se

compone de un numero numerable de regiones conexas en cada una de las cuales es

|
constante .l fndice i(AI - T) (en caso de| 1os operadores (lOa) estas son las

regiones. estudiadas por Mijlin).

2f) Si @T = t0do el plano entonces el espacio ¥ es de dimensidn finita.
' | .

Si VeV entonces <I>T+V = é'l‘ . f

. 2g) Existen dos operadores fundamentales Ue 2 , Uy € tales que todo.

/4

-m
otro T de 5, es de la forma T = B(U® +V) & T = B(U,"+ V) , donde m2 0 es

entero, B es invertible y V eV . E®En particular UmU’; = I +V- UU1 = I (mda V).
As{ pues las potencias de U y Uy dan esencialmente todos los Operadores - §

-2h) Sean U,.Ul dos. operadores de Z,_tales que UUy =.I (mod V), y sea
thz el conjunto de todos.los operadores de la forma

N ‘n N .
. S a U % ) a_ U2 syel +V (11)
anl n Zn."‘.l -n l

an , by constantes. Sea E'l la clausura de Zl en 2., o sea el conjunto de los

operadores acotados de la forma

- Zranlrn + Z-":’ a‘-nU;-I el + 7V (11a)
En El consideramos la norma “'l‘l\ = \an|nUn|| * Z\bn\“ug hrec + v

Zl es un algebra de Banach dentro. del algebra de todos los operadores acotudos,

n , . o
La gerie Z 8, 2 se llamara-caracteristica del operador T € 21. Mientras

Zi’ <z, ’ Zl "'pué’d'e ‘contener operddores que no son mds de Z « Queremos ver
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‘euando, dado T e 21 , es Te/J, . Para ello se observa que por 2), T e'z
8i y golo si T es inversible (mdd V). Consideremos el dlgebra cociente jilfv
(V' es un ideal bildtero). Este .cociente es comutativo y tiene a las clases . I
y U como generadores. Por un teorema de Shildv;los ideales maximales de
21/17‘ aon puhtos del plano complejo formando giertq conjunto compacto §, y
1los elementos de 21/\)- , es decir los Te 21 (méd 1¥), se represéntun por
funciones de la torma .Z:cn 2" (z e S),,Por:ug“teoremg cldsico de Gelfand

T seré inversible si y solo si Z.cn zn, ,no se.anula en ningin 2z de S,

- as{ pues, @ todo T .'de :.lel_e .corregsponde una serie de Laurent Z'-,cn zn

definida en cierta regidn S del pldno, y que se llamard simbolo de T . Para que

T'ez_l_pertenezca a Z es necesario y suficiente que su s{mbolo no se anule .

(Atkinson).

La teorfa de los sfmbolos de fricomi-Girauﬂ¢aNH411n, para el caso de ope-
radores con coetricientes constantes y n = 2 , gueda comprendida deantro de este
d)ltimo resultado. En efecto, para tales operadores las formulas (60a) y (58)
del B '5 corresponden a 1a (lla) y el sfmbolo se reduce .a 161), y S es aguf el
cfroulo unitario. | 1

Para demostraciones y un estudio dés profundo de estas cuestiones enviamos

a los trabajos de Atkinson y de Kreiin -iGojberg.

Observacidn 1 . Por lo que vimos, }a todo espacio de Banach E corresponde

un dlgebra 2, 1, ¥ por 16 tanto una reg'ic'm S, y una transformacidn que a toda
. . i

serie de Laurent Zanzn , z2€8 , (e!aracterffstioa de un T) , le hace corres-
ponder otra tal serie chzn (sfmbthlo de T). Bn virtud de lo.visto en el .

§ 5, D) (comentario al teorema 3a), esta trans:formaeién puede ‘co‘n\siderars'e como |

una detinicidn muy general del concepto de serie conjugada.

4“

Observacion 2 . La teorfa anterior de Atkinson, generaliza la teorfa de

Mijlin para operadores (10) con coeficientes conetantes y nz 2, Si bien el

teorema 2g) de Atkinson permite aplicar (11) en todo espacio de Banach, sin em-,

bargo esf.a teorfa no se aplica a . los Operadores (10) con coeﬂcientee constantes

\
B
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en el oaso de n > 2, pues segin se vid en a1 B 8, térmilas (65), (66b), loa
desarrollos de tales operadores no son de la rorme (lla) .ademds los sfmbalos

de los operadores fundamenﬁales (quegCorrespon@en a laé f#ncionéa esféricas’!ﬁil
pueden gnularse, mientrasvgue en 1la teoria Qe Atkinson es 'UUl =z I (mdd V). Hace
falta pues extender la teo#{a de Atkinson (J el teorema de Shilov) para n > 2
de modo qﬁe armonice con fa_teéifé dé Miali » 10 que espeéramos hacer en otra

oportunidad.
’ \

. Obgervacidn 3 . La teorfa de Atkinson éq abarca los operadores (10) o (10a)

con coeficientes no constantes. Hace falta éues una subsiguiénte extensidn de

esta teorfa. Si bien en caso de espacio de ﬁanach no podemos hablar de coefi-

‘¢cientes no constantes, pero podemos interprétarlos pomo-Operadores de cierta -
clase p&rticular, por ej. como operadbres C tales que C - V impliéa C=0,
C = AL+ ¥V implica C es inversible. (Es#as propiedades se veritican si

Cf. = c(x) £(x) , c{x) funcidn continua enI(O,l) y te Lz).

Obgervacién 4 . Como dijimos, Mijlin afirma que para todo operador (10a)
con simbolo # O vale tambidn el tepréma ¢) de Fredholm. Si blen su demostracidn

no parece completa, esto éugieré el siguienie problema general:

Sea A un algebra de Banach, V un ideal bildtero del mismo, J_ subdlgebra

. ) 1
generado por un elemento U y V. &Bajo que condiciones se puede afirmar que si
. 1 dg la
forma Bl = B +V 1tal que Bl tiene inverso (en sentido absoluto, y”no:tah‘aolo

un elemento de 221 tiene un iaverso B (modulo V) entonces existe un B
médulo V)2

G) Siguiendo a Gojberg, vumos a ilustrar en caso de las ecuaciones (9),
como se obtienen los resultados de Carleman - Noether mediante métodos generales

de dlgebras de Banach. Seg‘ T za+bH +V un operador de la forma (9) dondé
-1
Hf = ~Lr('t)--(x-t) at

Sey 25 el conjunto de todos . estos qperadores. Fl operador singular Hf tiene

las siguientes propiedades (bien conocidas para el caso andlogo del nicleo ocotg %):

W
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1) H2 o HE = 1I
2) B

3) 81 J es el operador de conJugacion, Jf = £ ,' entonces

t

ad junto deﬁ = H-\-v

: _JHJ s-H+V o
a) calt) (e ie)] - ﬁ[a(t) f(t)] =V (téhnula de Poincaré - Be‘rtrénd‘)
(Para las demostraciones ver el art{culo de Mijlin en Uepehi Mat. Nauk III, 3 -
11948) 29 - 112).
De estas propiedades siéue gue 2: es an slgﬂu'é. nomado de operaderes:en
12 (1). Zl = J/v entonces a cadai ¥ ='a 4DPH %V Ye correiponde en X N

el ele’mpnto T. =.a +bH ., La"correspondencia 2, ~>(a,b} es biunfvoca, como

1

se prueba féc"illme‘nt_e usando los tebrgma-s- de Fredholm {oues si a(t)e(t) = H 4+ V,

como H es inversible 1la ecuacidn. a(t)f(t) = O tviene un numero finito de solu-’
cione&s independientes, y de ayf es fdcil deducir que™ a(t) # 0 ~en todo ¢, y
gse obtendrfa que H es un operador regul'ar,_i‘mposiblé)" Como (a + bH) (o +dH) =

= (ac+bd)+(ad+be)H, resulta enseguida que Z'l es, .isomorfo al dlgebra de las funeio-
nes' detinidas usi: Sea ) el conjunto de dos puntoa )= (1, -1), y gsea I-x 3
el conjunto de los pares (t,l) y (t.-}) , t €L, es deoilr dos-lfneaa L repeti-
aas.. | |

.Consideremos todas las funciones @eﬁnidgs_ en L x J ¥y de la forma siguien-

Te: -

G(6) -k a(t) # 3 b(s)

-
—

'..o gea en un punto de la rorma (%, 1) es' ‘(t) +.b(t) ¥y en un ptmto (t,—l)

es = a(t) - b(t). Entonces Zl o8 1somorfo al anillo de ‘todas estas funoio-
nes G(t) y cada tal ‘G es dada por hn par de fq;nci'one.a a(t) , b(t)_ definidac

en la curva L. Por un teorema de Stone (genérilizado por’ Shilov), si un' dlgebra

)

nece al dlgebra G, 2° 81 ¢ # 0 entonces 1/G estd ‘en el anillo, - entonces 1os

ideale's maximale’s del dlgebra son los; puntos del compacto. Luego loa ideales ma-

{G} de Iunciones continuas sobre compaoto es tal que 1 con cada G perte-

,ximalea de Z.'l son los puntos (t,1) y (t, -1) » t & L. De aquf resulta enseguida
que un“ T, € Zl » Ty = & +bE es invereible en 21 81 y solo si af(t) + b(t)
y a(t) - b(t) no se anulan, es deeir si (a(t.))2 - (b(t))z # 0 en todo t de'L.
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De 2) de F) resulta entonces que los’ 'aeor‘emaa rundamentales a), b) g. "n]l de

Fredholm valen para la qcluacion (9) si y solo ai a(t),2 b(t)a ﬁo , ‘que es el

teorema tundamental de Carleman - Noether. “(En los razonamientos que preoeden asf

como en los de F) se debe tener en cuenta gue en realidad para que sea T € L

debe ser T, igversible fn Z,)/v .y no'solo en. Z{V.z X, E, - dlgebra de a
todos los Opéraddﬁés‘aéotados en B, Pero en nuestro caso el dlgebra es simétrigo,
es decir I + TT* tiene inverso para todo T , y ambas atirmaciones gon equiva-

1entea)

Analogamente se trata': <é4.’f"f’ea'éo,‘de sistemas

!

2 ' . p . . : \
Z-khl Bie(t) TL() + D (VB 4V, = g (k=12 ...n)

|
]

que puede esoribiwvse ' ; .
A(t)£(%) + B(t)HE + V£ = g,

donde 4(t) y B(t) son matrigces , V una matriz completamente continua, ¥

Ht - { HEy, HEp, oo an} si 2= §fl, ceo £ } e Lé"’. Se tiene entonces que

. para este sistema valen los teoxemas &), b), 1) de Fredholm 81 y solo si el de-

terminante de jLA(t) + B(t)] [A(t) - B(t) I no se anula en'L . lLa demostraoion es

exactamente igual al caso n = l.

H) Tl teorema de Marcinkiewiocz citado al final de D) del § 6 (teorema 3a) -
puede formuldrse para E? en la siguiente forma debida a Mijlin: Sea h(u), u ex® -
una funcidn tal que: 1° h(u) es continua en todo u # 0 ; 2° existe la d’erivada.'.
‘anh/ 'aul . 3“!1 en cada punto u, y las derivadas -p:;eoe@e_nﬁea son continuas ;

\u\s \D[alh(u)| M para todo \[a]\ = 8 y todo 8=0, .. n. Entonces el

operador multiplicador F = Tf definido por F f h es de tipo (p p) parg.
todo 1l < p < 00 . Segun comunioacion oral de calderon, la demostracidn del teo-
rema Sa del g 5 pueae extenderse de modo que se aplique al caso general de
Marcinkiewioz. "

Serfa util generalizar ‘este teorema de Marcinkiewicz para operadores de

« 8 +
tipo (p,s). Oreemos que 81 en 1a condicion 3° ge reemplaza \ul por lul d
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entonges el operador serd de tipo (p,s).con 1/p - 1/8 = d/n. Idem para tipos
(LP(2%) , 1(z")), y tipos aéviles.

I) Comd 1o demostro C. Ratto de Sadosky en su tesis, las propiedades de
tlpo de los operadores potenclales H £ vaien tambien para 1os. Operadores po-

tenciales hlperbolicos (por ejemplo en E ; Yol Operador hiperbolico ‘es ‘dadd por

- 1/2(2 ) t
. BE (-xl,jcé) = [ f £ (x +tl,x£+té)\t -‘--t o d<t1d1;2. ),

salvo la propiedad de tipo débil para p l que no vale para eatos oparaderes.

Aol oot o iy

Sin embargo en este trabajo se con31dera tan solo el caso ns=2a, y falta hacer-
lo para n > 2 y para otras distancias dadas por formas cuadraticas.gengrales;
también talta considerar las propiedadés de capacidad y de espacios Lipshitz.

Estos resulvados sugieren el siguiente problema gue podrfa resultar dtil en

aplicaciones a ecuaciones diferenciales: extender el teorema de Marcinkiewicsz

citado en la nota precedente a'tipos‘(b.é) pero con condiciones donde en vez de

1a distaroi’ eicfdea |u| aparézca la distancia’ hiperbdlica u,® - ... = u® .

.J) La demostracidn del corolario 4 de la pdg. 46 se simplitica considera-
. | 2
blemente si en vez de poner £ = g + (f - g , el , gond,e I4 eLo, ge pone
£t =g +(f~-g) cong e &); en etrecto, si g es de (nb entonces es inmediata la
& a Hg (la convergencia es uniforme sobre conjuntos acota-

€
dos, mientras que H g(x) eg(x)'.es:nula para |x| grandes). Dejamos los deta-

convergencia de H

lles a cargo del lector a tftulo de ejercicio tdeil.

A

K) Es necesatrio hacer una distincLon entre los espagioa de Sobolev WgL)
y los de Beppo - Levi BL(LD) Las funciones‘ f de Wﬁl)(n) son, por deriniciog
' perteneecientes a Lp y tales que Df e‘Lp En cambio BL(LP(D)) se define como”
el espacio de todas las runcionea x tales qu? existe la derivada generalizada
Df y es Df € LP, pero de la funcidn r Lisma no se sabe si ella pertenece a ? (D).

completamente intverior, pero no sobre D mismo. En eaao de D acotado, ei aupiera-
) l

mos que f es integrable sobre vodo D

La condicion Df € P implica que t es 1ntegrable sobre todo dominio D! C D

. reeultarfa de 1aa desigualdades de

'

f
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s : ,
Sobolev (pdg. £60) que Ir\ es integrable, con 8 » p, y por tanto tambien f & P

Pero no siempre se sabe que f ‘es integr%ble en D. Tn el trabajo citado de
Lions y Deny se prueba que para dominios éatrellados,_y otros més generales, es-

%0 es cierto. Por tanto ambos espacios coinciden para los dominios gque se encuen

tran en las aplicaciones. Para detalles enviamos al trabajo de Lionslyfbégyg S

L) En el teorema 16 de la pig. 181, parte c¢), se supone que om (- E eon

| m < n<m-+« d. Sin embargo este teorema vale bajo la hipdtesis mds general

Lm, £ n < m +-dp. Para verlo basta repetlr la demostracion de la pag. 98 (de Ilin)
reemplaaando p¥ por s, donde 1/p - (m/n;/a d/n. Con este cambio , en la
2m/p*

primera térmula de la pig. 99, tendremos en vez del factor dtl/|t1|
el tactor ltl\(n"m"P*(n*d))/p*dtl , luego en ves de la desigualdad
2m/p* < m , hace falta ahora la desigualdad -(n-m)/p* 4+ (n-d) '« m , o sea
-(n-m)(L-1/p) + n~da<m logqueda n<m+adp. ¥s con esta hipdtesis mds
general que el teorema 16 es aplicado mds adelante en el Cap. III. La hipdtesis
mas restringida n <m 4+ 4 o8 usada aquf‘para présentar una meostracién.qnq
ge aplica .a situaciones mds generales. |

Pqn-otra'ﬁarte observemos que si un operador T, considerado sobre dominios
acotados, es de tipo (p,s) entonces T es tgmbién de tipo (pl,s) para pll} P
(y también de tipo (p,8,) para sy <8, como ya fué observado). En efecto de
"Tf ﬂs £M “f“p s_'igue ||'1'i' "s' & M“f“p [ 4 Ml “f" by’ sobre domihios.'ac‘d'-
tados. Esta observacidn permite ampliar 1aa'regiones dibujadas de la vglidez
del teorema de Youag (pag 240) ea el caso de dominios acotadds.

De Jamos a cargo del lector completér estos detalles.

M) Toda.la,teor{a puede hacerse, en vez de En, sobre una Buperficié 8,
aungue se tiene tan solo resultaﬁos parciales-én'este caso; ver Mijlin (10) pa-
ra la teoria de ecuacioneg.'si S es lisa se puede pasar a B por camﬁio de va-
riables, pero el caso general queda como problema abierto. (Para el caso de .~*

S = curva plana e¢fr. G)).
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a) La contribucidn de pgldégéniy;gggmﬁqd a la teorfa de integrales singu-

lares eptﬁ opntgp;da gnjigs trgbgjognl,,a, 4, 4, 5, 9. En el trabajo 1 ellos
demuestran - las prOptedaQQ%Lde tipo de los operadores Hyf de Hilbert n-dimensio-
naleé, eon aplicaciones iﬁportantes’gwla peoria del potggcialt‘Eh 2‘9;105 per-
teccionan estos teoremas ?gra caracpgrfgtiJgs que v?rixioan' w € L log*L, lue-
goqextignden egtos,tepram%g_a los operadosz eon W s w(x t') dependieptes de
x, as{ .como a los nucleos, K(t) = w(x,t')|t| n h(t) , donde h = transformada
de Fourier-StieltJea. En 3 se hace la teorﬂa de los operadores de Riesz, la teo-
ria de composicion de.Opqpagprealgingulareﬂ y de sus simbolos, an aplicaoionea
a ecuaciones diferenciales. En 4 se hace la teorfa de periodizaéién. En 5 se
estudia, el dlgebra de los, Hy, con norma “wll - En 6,7,8 se dan exposiciones di-.
ddcticas de algunoa de estos resultados. En 25. 46, 31, 35 se dan generaliza-
ciones del teorema qe Riesz-Thorin (ver.c)ﬁ,

b) E1 tipo (z,z):de los Opéiaﬁopes Hyt de Hilbert, aafhcomo los mds gene-
rales con w dependiente de x, fué establec;éo por Mijlin (10,23), aunque sus
demostraciones’ son incompletas. Para la teorfa-clésica del operador Hf de
‘Hilbert l-dimensional ver 12 y 13. De especial importancia en esta teorfa es el
trabajo célebre de M. Riesz 20 (ver ademds 17 21, 22). También es necesario
mencionar los trabaj)os de Begicov;tchvl4, donde por primera vez el problema es
t}atado sin funciones analfticas, Porimétodos generales log operadores son trata-
dos en 18, donde se qa una nnptioacién con los ndcleos de Fejer y teoremas er-
géd;cos.(rara nicleos: de Fejexr ver también Gonzdlez Dominguez y Scarfielio'77
y 78). Otrus contribuciones a l& tgqrialde,lbs operadores wa, s especialmente
a los de M. Riesz, débense‘a J? 3orvg§hﬁll,ﬁzg. Otras genenalizaéiones,sobre
superficies, se deb?n‘a E. Zﬁéﬁhﬁoyg}%& 55.:  -

¢) Para el teorema Qg,cogyg;;éﬁqtqQﬁﬁigszﬁmhorin ver el libro de Zygmund
12, y 25. En 26 el teorema gpé,gﬁpegdiQQfatpiﬁoa {p»q) con p <1, y a los espa-
cios HP ’ en 34 eato:sepgenggaliga ba;g&gpgggdorqs sublineales. E1 teorema de

interpolacidn para operadores anal{ticos es dado en 27, 8, ¥9 y 33; el teorema

- 341 ~



de convexidad de Marcinkiewiez ¢s probado 'y’ estudiado en 31 (ver tambien 2 y
34). La nocién de pseudo tipo se encuentra implfcitamente en 1y 31, y estd -
tormulada explicitamente on 18 y en forma general én 51. E1l método de operado~
res ocasi ortOgonéles tué introducido en 18, una demostracidn simplificada fué
dada por B. Nagy en 36, la extensidn a espacios i? es dada en 37 (ver también
E. Oklander .59). (Para tipo débil ver tamb1en 79).

d) El tipo {p,s) de los operadores potenciales de fue establecido por
Ha}éy'-Ligﬁlewood 68, para ‘el caao n=1y por Thorin y Sobolev 39 para n > 1;
el tipo débil parap = 1 se debe a Zygmund 8l. Los tipos (), (™)), m < n,
| de los operadores de fueron probvados en forma incogpleta por Sobdlev y perfec;
cionados por Ilin 48, Gotlar y Panzone 50, 61. La completa continuidéd‘sobre
dominios ucotados se debe a Sobolev y Kondrachev 39a. Para operadores pdtencia-
les hiperbdlicos los teoremas fueron extendidos por-c. Ratto de Sadosky 60.

"Para la teoria de espacios de Sobolev ver 3%, 47, 53 y 54 su generalizacion
| por Nikolski 652. In 47 se da una exposic:on de la teoria para dominios acotados
y tipos (p,s'), s[;<"s, por métodos de'operadores integrales generales. El teo-
rema de tipos ponderados de los operaddres de'fué probado por Hardy - Littlewood
38 paran = 1, y por'Steih‘4Weiss‘4d para n > 1; las extensiones sucesivas a
tipos (LP(E®),1°(B™)) es dada en 58. Para convergencia puntual en espécioa eon
medida ponderada ver 56 67; para eSpacioa de Sobolev con medida ponderada ver
61 62. PrOpiedades importantes de espacios de Sobolev se encuentran también en
3 y en el trabajo de Zarantonello 55 np publicado aun.

e) Para acotaciones a priori en Lf‘ver el trabajo de Koshelev 63 y el ar-
ticulo de Hirenberg 66 (también 64 ‘y 65). Para éi'pfobiéma'de'coerciiiﬂad‘ver'f
67 y,ée. En el articulo de Nirenberg bL combihan la ‘teo¥fa de Schauder dé‘espa-
cios Lip « con lu 4e espacios P, Parafmedidab bbndqradéa'ver 61, 62. \

t) La teoria de ecuaciines integrLles éingulares entd expuesta en el traba-

- Jo de Mijlin 23, especialmente la teorfa de Chrleman - Noether estd tratada con

mucho detalle. La teor{a para n > 1 AQOlecb de algunas inexactitudes, en la ex-

posiciéh de Mijlin, y_se‘encuénﬂra péﬁféécidha&a y geﬁefaiizada en 3y 5 (ver '
_ X . :

|

|
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tambien Vla) La teorfa general. en eapacios de Banach de Operadorea -lé ge de-'

" be eSpecialmsnme a ntkinson 69 y Nikolski 72 (ver tambien 73, 74, 75); un estu-

dio completo y profundo esta hecho en ‘el trabaao de Gojberg y Krein 76.

cientes de las integralcs singulares a funciones analiticas; enviamos para §Qv‘
|

terencias a los trabajos 80, 81 (ver también 82). Tampoco hemps podido °°nsideAii

rar las vinculaciones con. la teorfa eapectral para 1o cual enviamos a log tra-

aniaa bibliograficas mds completas.

|

|
|
|

g) No hemos podido tratar en este curso unas aplicaciones knportantes re--

bajos 83, 84, 85 donde se{ehcontraran refer
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me— f -{iA.' o —— — — = were—
Pdg. | Linea | Dice é ) at Debe decir

6 | v X fll Nk ll .
7 8 sigual a uno igual a 1/g
g | 8 - FlFn Flromey
Sy . </ 11 2
9 |layizb (/2w (1/2m)*?
-ixy | ~ixy
—l 2 m ixy—‘ g 1 2 m - -
10 1 (L/2 ) // r(x)f’——-—;—l- dy| (1/27) ,// £ (6)&——1 ax
. ' -00 iy . ' =00 iy )
-1/2 1/2
10 8 (1/27) 1/2 (1/e2m) /
11 3 sen a (x - z) _sgna (x - 2) 42
X -2 X -2
11 | 9 zx)] | ax le(x) | ax
12 6 £(y) Fly)
18 1l a20 a real
18 | 14 e IF(z)I' ehﬂlF'(’z)\: :
18 16 MM ml/m;,a
19 3b A+ ive T ] -
| |+ ave ] e, 2l
© 20 | 3b,20b ilp/py = p/py) ¥ i(p/pg = p/p1) ¥
a(z)  v(z) a(z) " b(z)
22 9 agregur: (ver D, pég. 95)
_ ot 2 ‘ 2
23| 3D | (eI zw |2,
N X 1 z '
23 | 2v o =], (1/27) /.“f'“z :
A ~inx er | -inx
" 24 2 £f(x) e ax IO £(x) e dx
1/2 4\ 1/2
) 1 x (1
W w | ne(d) e )
g5 8b _tal desigualdad

tal igualdad
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a“nn
- -

Pég. Li{nea Debe decir . '
. X o
ol = i T
-m ~ “4" : 4 I: “
: 00
26 5 ] 6 j‘ j
26 8b. z 1®? ! para todo p 1 h(z)e,Lp_para t0do . p > 1
26 0. H_ L | para todop 1 t,,l{i(z)eLp pqra todo : P> 1‘
! B RV SRR !
83 | 7 | B, B, + 4 hnhn+i v
'33 |3b,2Dp,1t 1'+21oga / logg 14 [2 108 a/log £]~
3¢ | 1y2 Quitar las dos lineas .
' A ) " 2
35 6b swrglf(u)l2 <4 ¥ |Fw | _
. ¥ 2 - 2 !
35 | ° sb | £(u) | 4 |E(u) | |
35 Agregar como ulvima linea: Por ser ?(u) e 1 y hlu).
acotada, es f(u) h(u)eLz-
: ’luego por el teore=:
st |- 71 |- lxexll, I AN
38 6 <M <M eclg)
3 : k k
° ' I, ki+J.“1 lx, »x, 3“1
44 1b también fuera de estod inter- | dentro de (a, b) para todo
valos 't o fuera de (a b) para
todo t '
45 | 9., b \v]
45 | 11 Agregar: (Suponemos que |b| > |a|)
45 |13,1476 X | n
a5 | 4b 2N 420 2 (2" + 21ol)
o N N 2 N } N‘ 2
45 2b (2" + 2v) / (2b+2]) 2(2 +2|ol)(2]bl/27)
45 | 1b. “DE g “i. | I;“])z & "
a7 | 1 [kK(s) =ltlk() sit >0, k(6 = 8] K(l) st t>0 N
K(%) =|t|K(-1) I(t) -|t| K(=1) =~ - e
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| Pdg..| Linea |. ‘ Dice I T °ﬁebe deoir S
S -L R A DRV 2R S . en S R .de t' ' .e'n' ‘st
66 5 ,8(“ (x) é Lip (l , 1) (i)(x) es absolutamente contifjua
66 12 g(f') € Lip (L, 1),luego | - por hipdtesis
m _ Cod
66 | 13 Ig\(\ ) (n) = u® ATY) (m)(u) (1u)™ g(u)
.. ’ , { v . e, !
71 | 11 " enf(n + d) 0 gn/(n +a),
74 1b | ¥y por | 'y, por:10 tanto RREI BN
A 1 -i(t,u) 1 -i(t,u) l
75 6b | = N ToRST © ‘at | € ——g e ' 4%
T k™ s | lilc27d 141" SHE

. g po-m S t

82 7o Bt {tai, ™ {1:2} 2 . {ta}, 0 W} ' |
©pr o p* n -+ p n p* jI
86 7 (L(E), L(E)) o(n(®), L (E)) i
87 10 ‘derinida en E" definida en Em : :
- *— - . - ! ’
106 | 2 |= 2o P2 o2 o n ffr|ze| P sen :e)]-p "agn 2]
' . 1/(2p+l)x ; SN I
r \ 2 . l
104 4 |=1fm . (Y27 )h = 1m (|7, ) /rp*l .
X 00 r'-+m B
| 105 7 v=[ . -y | [l,az,...,aN]
1 N
‘110 | 3 / 871 | ' / a®' "1 :
. ’ o 0 :
111 5 sobre Lo . sobre L, ]
111 8b e de tipo _ es de tipo aévii . -
1z | 3 (L, n/(a - &) ) - (1, m/n-a ) |
112 | 10,22 "/" . a/n o
s | 107 | |\ el LA . ‘ .
15 | 11 ezinl e T
115 [ 12 | ¢ o([2?] ; a) | s p({r£?| ; a/2)
118 | 9 | g 2lp/(p - pyleees ) M g 2(p/(p - py)t...
lz4 | 2 1. en 1a esfera . | en el‘c‘:om'plemmtaﬂo de 1a esfera !
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1

. | Pdg.| Linea " Dice Debe deoir:
o ' -n 1 7wl y=n _ 1w
fan [ T e ey | e e
124 i Mz Wl g el
: SREEEEY .. n
~ .
124 11 = (£, &) = (£, g .
o
& 4b =it J = t
124 e lly, = Ifl,
o : o i i
140 [ 6D To(x) o m(f) cenf(x) 2 mix) ;
144 [ 10,2D Lo , (£ ~ h) » :
i " ; " ' "'?.: ) : ‘ Ce
s | a4 | |m@] g 1o i (x)| < 1(z2(x))
. ‘ b
150 6b CME(X) eeees bt (xp|P g 2 l£(e)] ds = |
. le(x)] Q(x)
. = L(|2}P)
151 3" 1wl AE(=) | , !
. X- X-€
155 20 l "]
i 1 i 1 -m . H N , -CD .
U R B P v ' EWAIREE SRS B R O
156 | 4 +v - %2 U fim-n]
156 5 + a(€) + 4/g
2 .2 2 2
1.57 1bv rl J:'2 r]I_ r
158 1 . wiy) w(t)
158 3 er ﬂ' 2g [[
162 8b . l\r.’\lp—uoo lell, <o
168 1 Hy £(x) Hg £ (x)
176 3 . k° g X €
1 1 '
177 10b f £{t) dt \ £(t) at |
o 0
177 9b | Si la integral J es nega |
' o (suprimirlo)
tiva entonces E(a) es vacfo. :
178 | " 15 tiende a  cero tiende a infinito
181 | 5,12 | . a/n<p <1 d/n<1l/p <l
e
186 | 8b | .= M M, = M My
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SRR PEL e
A | L TRETES
L N |y IR : ‘r E
oyl | \ J‘ T R '
Pagsi|Linea | Dice - y D be decir .
i . ! !
. s | - / N ‘
187 4 | Archieson Achieser ,
204 8 é(%x) - Eifl{rf tal que | g(x} = E ifl{F}}‘medible con res- |
. | | g
|| | ‘pecto a F tal que
. | | T
| 204 | 18 i ‘ yE, yE, y 8i suponqmoa gque la me-
| : dida de' E es igual a 1, -
226 | 9 | 1° P
230 | 13 £ funciones de y g de Y £ y g tunciones ae ¥
234 | 13 era suficiente no era suticiente
236 | 1b D ol
238 1 si T es de tipo T es de tipo
%39 | 13b Rochet Rouche
<
2e | 7 TALE cx ltl
264 | 10 y en un contorno Yy en un entorno
269 | 11b el orden inclusive el orden & inelusive A
272 | 12b ge acotada ge ugota
284 | 6 e |l (Z R (Z
| 2 g
‘:' ) 2 . 2 2 2 2
288 .12b XJ /(xla ves xn ) IJ /(xl + oeee ¥ xn- }
2 Jix 2 2 _
288 | 12b | . xixa/(xl cer % F) "133/:(112 b txnz)
29). ob -
299 | 10b Toicomi Triconi
& 2.0 2. A, |
301 6 (ug” + u, ) £ (u) (u]_2 +u, ) g (u)
> ~
301 7 u, u, t(w) u, uy g(ul
302 | 5 w‘”" el espacio el espacio w;m’
204 | 2 [ - /] 2 |
[ lfl ax;dx, = 4 &l ax, dx,
[ ]
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Dabe decir
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son un 80l punto
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