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INTRODUCCION

Las ideas expuestas en este fasciculo han sido des
ai-ronadas en un seminario realizado en la Universi-
dad de Buenos Aires en el primer semestre de 1964.

En el primer capftulo se estudia la teorfa general
cie interpolacién en los términos en que ha sido plantea
da principalmente por Calderén, Lions, Aronszajn,
Gagliardo, S. G. Krein.

E1l capitulo II se relaciona con los espacios de Lo-
rentz. Los resultados mds importantes son debidos a
A. P, Calderén, aunque hemos modificado algo algunas
ciefiniciones y demostraciones.

En el capitulo III se introducen los interpoladores
qu v se estudian sus propiedades, utilizadas luego
para demostrar el teorema de Marcinkiewicz - Calde-
rén. EIl contenido de este capitulo se publica aguf por
primera vez, y constituye una continuacién de ciertos
resultados obtenidos por el autor en [6 :l .

Los ‘licenciados J. Bouillet y N. Fava han colabora-
do en la redaccién de‘estas;- notas y en la demostracién

de algunos teoremas.

E. T. Oklander
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CAPITULO 1

LA TEORIA GENERAL DE INTERPOLACION

8 1. - .OBSERVACIONES PRELIMINARES

Desde que Federico Riesz introdujo los espacios LP de funciones medibles tales
que la potencia p de su valor absoluto es integrable, se ha presentado frecuentemen
- te en andlisis un problema que, en forma no muy precisa, puede ser formulado de la

siguiente manera:

Dado un operador T definido en algin subespacio denso de los espacios P, y
suponiendo conocidas ciertas propiedades de T como operador en LP yen La
(d > p) cémo se puede deducir informacién sobre propiedades de T considerado

como operador en- L® , p<.s { q ?

El primer resultado en este sentido fue obtenido por Marcel Riesz y G. O. Thorin.
Para ulterior referencia formu'laremos separadamente un caso particular y el teorema
completo de Riesz - Thorin, cuya demostracién puede verse en [9] , tomo II, pig.
93. Indicaremos con (R, /U—) un espacio con medida, y con Lp(R.)h ) el espacio
de las funciones /A. -medibles cuyo valor absoluto elevado a la potencia p es

/w-integrable, provisto de la norma

lelpo @1 = {[1ePap) \




Diremos que un operador lineal T es de tipo (LP Rop ) 19 s, y }) . o
bien de tipo (p,.q) cuando no haya lugar a confusién, si el dominiode T es un sub-
espacio denso de P (R, /d,) , 8u rango estd{ contenido en 1.9 (s, -;) ) ., yexiste un

nimero M > 0 tal que para toda f perteneciente al dominioc de T se verifica

”Tf “ths, 9 ) éM“f"Lp(R )

Llamaremos a M lanorma (p,q) de T 8i M es la minima constante

que verifica esta desigualdad

TEOREMA RESTRINGIDO DE RIESZ - THORIN

Si T es un operador lineal de tipo (p1 ' pl) con nor -

ma M, ydetipo (p,, p;) connorma M, , enton-

ces T es detipo (p, p) paratodo p talque

PI< P épz , ylanorma (p,p) de T es menor o
1-d =4

iguala M M

1 2 + donde o estd definido por la

igualdad

(1-o )/py + c>(/pz = 1/p

TEOREMA GENERAL DE RIESZ - THORIN

Sea T un opérador lineal de tipo (Lpl' (R, /A_ ) qu (s, Q ))
connorma M,; yde tipo (LpZ(R,/.b ) . 'LqZ(S, N ))‘

connporma M, . Sean p y q dos nimeros dados por

~

1/p = (1 - )/p;+ ©/p, . 1/ = (1-oL )/q;+ °</q2



donde 0 L &{ < 1 . Entonces” T es de tipo

(Lp.(R.}A.) . Lq(S, 'D)) connorl;na M, v

/ Lol g ,‘ (1)

El paso siguiente fue dado por J. Marcinkiewicz, quien, con hipétesis m4s débiles
-obtuvo el mismo resultado, aunque sin la acotacién (1)} para la norma. Probaremos
mds adelante una generalizacién del teorema de Marcinkiewicz debida a A. P. Calderén,
pei‘o sugerirnés_al 1ecto1" ver la demdstracién en [9J » pues la mayor pafte de las

ideas que manejaremos estdn contenidas en germen en la demostracidn original de Mar

cinkiewicz.

La teoria de ecuaciones en derivadas parciales condujo.a introducir familias de es-
pacios funcionales anf{logas a los LP (funciones derivables, lipschitzianas, etc.) , vy
surgid la necesidad de obtener teoremas andlogos a los mencionados para estas fami -. -
lias de espacios. El instrumento general para abordar estos problemas fug la teoria
de interpolacidén de espacios de Banach, desarrollada por A. P. Calderén, J. L. Lions,
E. Gagliardo, N. Aronszajn, S.'G. Krein, y otros (véase [3] , donde también se en

contrardn otras referencias) . .

§ 2 . - ESPACIOS INTERMEDIOS

Desarrollaremos ahora el esquema que permite formular en forma abstracta el teo-

rema restringido de Riesz - Thorin.

DEFINICION 1

Un par de interpolacién es un par de espaciés de Banach

(A1 , AZ) continuamente contenidos en un espacio vecto




rial topolégico Hausdorff V .

Por ejemplo, (LP, L) es un par de interpolacién, pues se puede tomar como V

el espacio de las funciones localmente integrables, o bien el espacio de las distribucio-

nes, etc. El hecho de que A y A

1 2 estén contenidos en un mismo espacio hace que

tenga sentido decir que un elemento pertenece simult4neamente a A1 ya AZ . La
continuidad de la inclusién nos permite comparar la convergencia en ambos espacios:

si {xn} es una sucesién de elementos de Ay M A, queconvergeen A; yen A,y
entonces ambos limites deben coincidir, pues la convergenciaen A; oen A; im -
plican la convergencia en V al mismo limite, y V es un espacio de Hausdorff, Lue

go de estas consideraciones es f4cil verificar la siguiente afirmacién.

LEMA 1
Si (A1 . AZ) es un par de interpolacién, la funcional
Iy, o, = el o =)
/ ‘es una norma en A, N A,y A N A, esun espacio
de Banach con esta norma. _
Indicaremos con A1 +A2 la suma algebraicade A; y Aj; ,. esdecir

A1+A2={x€V:x=y+z,y€Al,?GAz}
y pondremos
= inf - 2
I lay en, = 2 W la l=lay) (2)



LEMA: 2

si (Al . AZ) - es un par de interpolacidn, entonces

. ”x"A A, es una norma en A‘1+A~2 v Y A TA,
) )

es un espacio de Banach con esta norma.

Demostracién

a) Homogeneidad:

Aell o 4, - Lt iay* e = e CPyfag e |7zl a,) =

yz._ x ytz=x

= )\ inf ( + ) = }\ . A.
M et 1ay) = I

b) Sublinealidad: Dados x , x!' €A1 +A2 ; podemos elegir y , y' € Ay ,.

z , z' €A, tales que

vtz = x o, fxlly a0t € 2 vl e,

y'+z' = x*

"x’uvAl +A2+£ Z |7 A + Uf”"" A,

donde € es un ndmero positivo arbitrario; entonces

'”x”A1+Aé+ ||"'H,.tx.1+A‘,_+2 €2 ,”Y”AIJ’ "Y'"AI*'”z” At 1=l &, 2

Ay fayt =t la, 7 lxr=la va, ¢

la dltima desigualdad se deduce de y+y' € A1 » ztz' €A, , (v+ _y")-+ (z+ z') =

= x+x' ., Siendo ¢ arbitrario, esto prueba la sublinealidad.

c) Supongamos que ”x”A +A S 0 . Entonces, para todo ndmero natural n
i

9




/
exis'ten yn € A z, € A, , tales que Yntz, =%, 7 ”Yn”Al + HanAi<
Por lo.tag

< l/n . Luego vy, tiende a ceroen Al ¢ 2y ‘tieade a cero en ’AZ

to ambos tienden a ceroen 'V , de donde Yo + z, tiende a ceroen V , Pero co

mo vy, +2z, = x es constante, esto significa que x = 0

- d) Completitud: sea X, una sucesién de Cauchy en A1 + AZ Podemos gncon

trar una subsucesién x,. talque
1 . .

| *n; - *n; 4 1“ Apt Ay <1/

Por lo tanto existen vy; € Al 0 Z4 € A, , tales que

- 7 = - ) . ' . / i
A T Ivi s, * “ =) A, <172
Luego
m m

i Z y;—>Y en A-1 ' Z z;—>2 en A,
‘: i=1 i=1
. Poniendo x = Xn, "V - % tenemos
: i-1 i-1

xnl-x=xni-xn +tyt+tz = y- z y+z—J§= J

por consiguiente

i-1 i-1

R PO T A e DN Pt

Una demostracién més directa serfa la siguiente: Si Ay X A’z es el producto car

tesianode A; y A, connorma ” (u, v) "VAlez = | ”Al + ”v ”AZ . ¥
| N = {(u, v) € AIX.{&_Z: u+v = 0 en V}, entonces A; + A,  con la norma (2)

10




es isométricamente isomorfo al espacio cociente A j(AZ/N ;. péro €ste es un espacio

de Banach por ser el cociente de un espacip de Banach por un subespacio cerrado.

Los espacios A + A, .y A; N A, estin contenidos continuamente en ' V . En

1
efecto, si x, tiende a cero en A’I + A2 , existen Yo €4, , z, €A, , 'tales’qug‘
" Xy = ¥ptz,. con AR tendiendoaceroen A} y Z  tendiendo a cero en Az. Como ambas

convergencias también tienen lugar-en V, deducimos que Xy Tyt z, tiende a ceroenV., Es

evidente, ahora, que nuestra afirmacién es también cierta con respectoa A, N A,

pues este espacio estf continuamente contenido en Ai’ +. Az .

Llamaremos % al conjunto de los operadores lineales acb‘tados de A1 + AZ en
. )
At Azx cuyas restricciones a A1 ya A2 son operadores acotados de estos espa~-
cios en si mismos. Si " T "Al y H T " A son las normas.-de T como operador'.
en A, yen A, , resgectivamente, pondremos [|T| = max ( "T"'A]_ . Tl Az);

entonces es fdcil ver que ||T|| €s una norma y que g ‘es un espacio de Banach

con esta norma, - Llamaremos ef a la esfera unitaria de & . es decir

J - [T € :-ﬂTx"Ai\< |]ix||Ai . i=1, z}

DEFINICION 2

‘ Dado un par de interpolacién' (.A1 , A‘z) ., diremos que un
espacio de Banach A3 es un espacio intermedio entre A-l
Y A2 si:

i) A3 estd contenido continuameﬁte en V7
i) A,NA,C A, CA+A, ;

jii) todo T €: T  transforma a - Ag en sf mismo,

Veremos que .se puede dar a estaj deﬁnicién_uh_é. forma mds cémoda para las aplicacio

nes y ésencialmente equivalente a €sta, para lo cual nos basaremos en los dos lemas si-

guientés . :
11




Si A y B son espacios de Banach contfnuamente con
tenidos en un espacio vectorial topolégico Hausdorff V ,
y A C B , ‘entonces la inyeccién e de A en B

es continua.

Demostracién
Supongamos que x tiendea x en A yque, x tiendea y en B ; enton
ces x tiendea x ya y en V , dedonde x = y . Esto prueba que e es un

oiaerador cerrado, y obtenemos la tesis aplicando el teorema del gréfico cerrado,

LEMA 5
Sean A y B dos espacios de Banach, y V un espa
cio vectorial topolégico Hausdorff. Si e es una inyec-
cién continuade B en V y -L  es un operador line-
alde A en B talque e . L es continuo, entonces
) L. es continuo.
Demostracién

Sea N elndcleode L . Como N estambiénelnicleode e. L , N esun
subespacio cerradode” A . Sea A/N elespacio cociente con la norma cociente, y

|| la proyeccién canénica de A sobre A/N . L induce una inyeccién L' de

A/N en B talque L = L'. || , Yy esta inyeccién es continua. En efecto, su-

pongamos que u, tiende a ceroen A/N ; podemos encontrar una sucesién x, en

A tal que -l_lxn =u, vy "xn"A < |unl A/N+ 1/n . Entonces x, tiende a

ceroen A , yporlotanto e. Lix, = e. L', _||xn = e. L'u, tiende a cero en

V por hipStesis. Aplicando el Lema anterior a

Ll
A/N_—,B -2,y

12



deducimos que L' es continuq,;“dé do.nde' L = L'.._Tr " es también continuo;

t

"LEMA .6
Utilizando la notacién de la Definicién 2 , toda T € T :
es un operador continuo de A3 en A3 .
Demostracién

Como A1 s Az Yy A tA, estdn contenidos contfnuamente en V , se deduce
del Lema 4 que la condicién 1) de laDefinicién ‘2 implica que las inclusiones en -
ii) son continuas; en particular tenemos [l= "A +A £ K " x "A para X en’ “

‘ 1 %2 3 .

A3 . Luego

Tx| & M| £ MK|[x
ﬂ “A1+Az\, I "41+Az “ HA1
La tesis del Lema regulta ahora de aplicar el Lema 5 a

‘ T e S

LEMA 7
Los operadores T € J son uniformemente acotados
en A3 ., es decir que existe M > 0 tal que
Tx|,. <& Mx para todo T ed y
LR PR D
x € A3 .
Demostracién

S5i x esunelemento fijode Aj , podemos asociarle un opera&or lineal U de
%‘ en A,; dado por U(T) = Tx . Sea e lainyeccién de A; en Al + AZ ,
ysea x = y+z , yelA.lu, z €A, , "y"Ali-‘.ﬂz"Azé "x"A1+AZ+1 ; en

tonces ’
R 13




e o “A1 tA, "'T"'"Al +Aéé ITv] At Tz ||A.24 L=l Aj+a,T bl

Luego e . U ¢s un operador lineal continuo de % en \Al + A_ , vy aplicando

2

el Lema 2 a

deducimos que U es continuo. Esto significa que |Tx

|A3 Lc|T ||A3 , donde

C puede depender de x , pefronode T . En particular, si T € J ,

“T»x ”A3 < C . Pero ent;ances, por el teorema de Banach - Steinhaus, “ TV”A <M
. B 23

para todo T € 128

-LEMA 8
Cualquier espacio intermedio A3 puede ser renormali
zado de tal manera que ” T ”A3 é 1 paratodo T € B .

Demostracién

’ €es und nor
x|, eswnsnor

Sea |x ‘A3 ‘= sup ( 'HSx'" Ag : S E‘J :); es fécil verificar que
ma. Por el Lema: 7 tenemos [x |A3 é M " x" As y, como el operador identidad
pertenece a QB K ‘ "x "A3 £ -,'X|A3 . Estdo prueba que ambas normas son equiva-

lentes. Por otra parte, si T € J

|TX|VA3 = sup ( ||STx” A3 - € Qg ) £ Sup(”Sx”-A3 S €ed ) = IX|A3
lo cual completa 1a demostracién del Lema.

Reuniendo nuestros.resultados, vemos que la Definicién 2 es equivalente a la si-

guiente, que adoptaremos en lo sucesivo:

14
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DEFINICION 3

—

Dado un par de interpolacién (A AZ). » un espacio de

1 ?

Banach A, es intermedio entre Ay vy A, si: ‘-

3

i) AN A, C A3 C A+ A, , siendo estas inclusic-
nes continuas ;

ii) si T € J , entonces T es un dperador éonti_'-
nuode Aj; en Az, Yy “T||A3é1 .

La condicién ii) equivale a decir que la esfera unitaria de A3 es invariaﬂte-.bi

jo los operadores de -Eg .

Algunas propiedades importantes de los espacios intermedios son conse‘guencia in-
mediata de la definicién. Sea U € QS ; supongamos que existe el operador f.pverso'
u-l Y que u-l e 28 (esto equivale a decir que U es una isometria de Alu 50
bre A; yde A, sobre AZ')' . Entonces U es también una isometr-ia en cuyal -
quier espacio intermedio A3 . En efecto, se deduce de la definicién que tanto U

como U-! tienen norma menor o igual que uno en A3 , de donde resulta que am- .

bos operadores tienen norma uno en Aj .

Si B y B son espacios intermedios entre Aj y A2 , todo eépacio C

1 2
intermedio entre B vy B, esintermedio entre A, y A, . En efecto, llame -~
mos ,Qg ' al conjunto de los operadores lineales de norma menor o igual que uno en
By yemn B, . Porser B, y B, intermedios, tendremos . Qg C /28 ' lue-

go, si la esfera unitaria de C es invariante bajo los operadores de 25 ', conma

yor razén lo serd l;ajo los operadores de ,J .

§ 3 .- LOS ESPACIOS INTERMEDIOS ENTRE Ll y 1®

A modo de ejemplo veremos ahora una caracterizacién de los espacios intermedios

15
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"

entre Ll y I debidaa A. P. Calderén: Comenzaremos .por estudiar los andlogos
finito dimensipnalés de estos egpacios; Si,x = (x1 P eeseses xn) es una n -upla com

pleja, pondremos

n .
x = | | , x = max X,
elgs = 2 sl 0 el =y e ]

X i<n

Un operador A en E, serepresenta en una base dada por una matriz A = (a..)

de nXn , yes ficil ver que

a0 1 = wwp 2 Jay] b A e = s 2 ey
J i : - i J

E1l conjunto /gn = '[A: " A ",Ll <1, | ” A".Lm <1 } es evidepte‘mentev conve -
X0 y es un su.bconjunto cerrad6 cie Enz . Supopdrembs conocido el hecho de que todo -
conjunto convexo ce.rrado C ‘en un espacio de dimensién finita coincide con el conjun
to de las combinaciones lineales convexas de sus puntos extremales, es decir, de los.
puntos que gozan de la sig‘uien:te propiedad: si x , ¥y € C, u=olx+{1-« )y,

0 <ol < 1, entonces x = y = u .

- Llamaremos matriz permutacién a una matriz cuyos elementos son 1 6 0 ytal
que en cada fila y en cada columna hay un dnico elemento no nulo. Es obvio que toda

‘matriz permutacién pertenece a J , asi como toda matriz diagonal unitaria (con

n
elementos diagonales de médulo uno) . La inversa de una matriz permutacién es una
matriz permutacién, y lo mismo vale para matrices diagonales unitarias. Es f4cil ver
que una matriz A admite una representacién- A = PD , donde P es una matriz

permutacién y D es diagonal unitaria, si y sélo si en cada fila y en cada columna de

A hay un dnico elemento no nulo, y éste es de médulo uno.

TEOREMA 1

Una matriz A es extremal en J si y sélo si pue-
“n

16



de ser representada como producto de una matriz permu

tacién por una diagonal unitaria.

Demostracién

Probaremos primero que, si A es extremal, entonces

§k [aik|= zk lakjl =1 para 1< i,j< n

Supongamos que z lark|'< 1 .paraalgin r . Como la suma de las columnas
es . z E laijl <{ n (porque la contribucién de cada fila es menor o igual que uno
i j 4 .

vy la de una al menos es menor que uno) , debe haber una columna s tal que

k

(1) _ (2) -_ .
placemos al elemento a.s por ars = ars+ & y ars = ang - & ; entonces

obtendremos dos matrices A(l) y A(Z) pertenecientes a an vy distintas de A

Al 4 22

> = A , lo cual prueba que A no es extremal,

tales que

Veremos ahora que si A es extremal, sus elementos no nulos son de médulo uno;
este resultado y el que acabamos de probar implican que toda matriz extremal es de la

forma A = PD . Supongamos que existe un

bl ® 8 aece bZ
elemento b1 de A talque 0< ’bl ’ < 1. . .

. . .
En la fila de bl debe haber otro.elemento b, ' by.ee.. 134
con la misma propiedad. En la columna de b2 : :

b b

2 trrerereeereePg
debe haber un elemento b3 con la misma pro-

piedad, etc. Como b estd en distinta columna que para todo m ,

2m+ 2 b2m+1

habrdun m yun k talque b2m+ ok estd en la misma columna que b2m+ 1 -

Desechando los primeros 2m elementos, podemos suponer que m = 0 . Sea

b'j=fjei°Lj , 1&j €2k . Eligiendo & >0, &£ minﬁj.
£ £ min (1 - P.i) , pongamos b§ ) = [fj+ (—1)‘] 6:| e

2 s s
b§ ) = [FJ - (-1) é] e1°l'j . Obtenemos asi A(l) vy af2) € ,an y distintas

17
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,

AlD) a2 L B g

de A 'tales>qué': A = > , de donde resulta que A ‘ no es extremal.

Reciprocamente, si A no es extremal, podemos encontrar una representacién

m

. m '
A = E }‘j Aj con 0 £ ->\jb\< 1, z >\j =1, Aj extremales. Supon
j=1 j=1
gamos que A= PD , yasaea 3y g un elemento nonulode A .. Entonces
|aks| E )\ (J) ; teniendo en cuenta que - Iasg| =1, egto sélo.es

posible si (J) es independiente de j vy, por lo;tanto,- ags) = aks para todo j.
Por consiguiente tendremos Aj = A paratodo j en contradiccién con lo supuesto,

y esto termina la defmostracién.

Observemos que, dado-un espacio de Banach de dimensién n , los operadores de
525 n tendrdn norma menor o igual que uno en €l si y s6lo si tal condicién se veri-

fica para los operadores extremales de d a ° Luego podemose enunciar:

.COROLARIO

Un espacio de Banach de dimensién n es intermedio en
tre L! 'y L% siy sélo si las matrices permutacién

y las diagonales unitarias son isometrfds en &I .

Si consideramos el caso ﬁarti_éular- de espacios de dimensién 2 -con coeficientes
reales, podemos d_ar una interpretacién geométrica sencilla a este corolario: los espa
cios intermedios se caracterizan:por el hecho de que su esfera unitaria es simétrica .
con respecto a los ejes y a las diagonales. Desde €l punto de vista algebraico se pue-
de caracterizar a los espacios intermedios como aquéllos en los que la norma de una

n -upla no cambia si se permuta sus elementos o si se cambia el signo de los mismos,

Veremos ahora cémo se generaliza estos resultados a espacios de funciones. Por
razones de simplicidad nos 1imitar¢mos a considerar funciones €n la recta, pero los
razonamientos se extienden ficilmente al caso de funcioﬁes en E_  con medida de
Lebesgue.
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LEMA 9 . . ' ‘ v

La funcional bilineal
A @ .
J.g(f) =5 f(x)g(x)dx , feLl +L® , g€.L1f\ L™ (3)
-~
. R 1 o 1 o
establece un isomorfismo entre (L™ + L*)* y L N L.
Ademds
= ‘ 4
140 = Tel i p o )
Demostracién

La funcional 'tg dada por (3) es evidentemente lineal. Si f = £ +4£, ,

fl € L:l . fz € L , entonces

|‘2g(f) | < [ Ll lell Lo * Isz|| pollgllpr € Ol t ||f2|l__Loo)|[g|l.L1 N Lo

Tomando infimo en el dltimo miembro con respecto a los pares £, , f, con

fl +f2 = f , obtenemos

140 | £ Jlell 2 o lElp1, (o

luego afg es continua y

[0 < D8l 1 py po (5)

Supdnga.mos que "g" Ll A Lo = max ( "g " Ll "g" Lm) = ”g " Li . Tome-
mos f = sgn-lg(*) 5 entonces f € L1+ L® , || £ ”Ll + L éAJLfHL'm L1,y

-iQ

# st g(x) = [g(x)]et P @ | definimos (sgn ' g)(x) = eT- s g(x) £ O,

(sgn—lg)(x) =0 si g(x) =0.
19




2, 1)) = { e G| dx = jg| 1 = "g”Lln Loo ||g||Lln Lool! Nty o

. por 'lo tanto ”i = ” g” Ll f\Lm .

Si ”.g'”LI A L°° =”g"Loo , dado € > 0 sea M un conjunto de medida po-

sitiva y finita tal que lg(x) | |g ”Loo' - £ para x € M . Elijamos
f(x) = Eg_lrllw#& XM(X) , -donde %M es la funcién caracteristica de M . f,g
1 (o] . A - '
tonces f € L° + L%, j]fl]L1+Lmé_llf|lLl =1, y
|2, ()] = Jlg(xn dx 2 gl o~ €& = el oo €
Siendo & arbitrario ténemos, también en este caso, "tgH = “ g HLI AL®"

. Teniendo en cuenta (5) ' queda pfoba.da. la (4) para funcionales de la forma (3).

Sea ahora {4 cualquier funcional linéal continua en L¥+ L® . La restriccién de
£ a 1! &5 también continua en L1 ; por consiguiente existe una funcién g € L%

tal que

oo

{(£) = j £(x) g(x)dx (6)
~-Q0

para toda f € Ll . En particulai', si f(x) = sgn'.1 g X m(x) ; donde 'X.m es
la funcién caracteristica de I:-m, m] , tenemos { € Ll . ” f “Ll 4+ [®©7 1 ; lue-
go

££) = [ Je(x)] ax < |[£]]

-Im .

Por lo tanto, g(x) es integrable; como tamhién es acotada, g € Lt N L., y

la (6) es vdlida para toda f € Ll + L%,

LEMA. 10

8i C es un subconjunto convexo de un espacio de Banach

20




'

B , entonces C ¢&s cerrado si y s616 si C‘. es débil-

mente cerrado.

i

Demostracién

Basta probar el Lema para convexos que contienen el origen, pues las propiedades
de ser cerrado o débilmente cerrado son invariantes por traslaciones. Si C es dé-
bilmente cerrado, entonces es obviogque C es cerrado. Si C es cerrado y
x £cC , existe una funcional lineal continua f talque f(y)% 1 si y €C ,
f(x) > 1 . Luego { y:d(y) > .1} es un entorno de x contenido en el complemen-

tariode C .

Diremos que una transformacién puntual T de E1 sobre E1 es una transfor-
macién que preserva la medida si es biunfvoca y transforma cada conjunto medible en -
otro conjunto medible de ‘igual medida. Una transformaci(Sn T que preserva la medi
da induce un operador lineal (CJ definido sobre funcionales medibles de la recta da-

do por
( TH)(x) = £(Tx)

Los operadores de este tipo son isometrias en vl y en L% ; constitiyen el and
logo de las matrices permutacién antes tratadas. Las matrices diagonales unitarias
tienen su anidlogo en operadores { § f)(x) = (]O (x)f(x) , donde q’(x) es una

funcién de médulo uno.

. j i+ 1
Dividamos la recta en intervalos de longitud 1/m , I;n l_'% s J_rn_ ) .

-w < j £ o . Dividamos cada uno de estos intervalos en n subintervalos,

1;:'!1_:l = [-rr']'f-l"?r_nm'-l.']ﬁ—l-rn.:nl) , 0£r4£ n-1 . Pongamos

=x+—-—1— si x€Il:n, 0£r& n-2
T x nm jr
) =x“+—1——-L si x € I’®
nm j, n-1
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La transformacién T,m . permuta ciclicamente cada grupo de n intervalosy,

evidentemente, preserva la medida. Definimos

Sam (1) = [5 2 (T ] 20

a donde ( Z'nm:f) (x) = f(Tnm x) vy xm es la funcién caracterfstica de [-m, m).

Pondremos

= ff(t)dt si x €1* x € [~m, m)
m

( TT, 6 (x) | IIJ 3

0 si x € [-m, m).

‘_.!"B

¥ Es f4cil ver que TTm es un operador proyeccién (I_l_fn = ) » Yy Quees

-

I continuo y de norma uno en Ll yen L® . También S es de norma uno en

! yen L% , pues

N n 4
b k 1
o Tl N T el - Sk =

y anflogamente en L%

}‘ Otras propiedades que necesitaremos, de sencilla verificacién, son: si f € L1 Yy

g € L® , entonces:

D JTT detax = [ £ (TT_ 8 (x)dx ;

2) [ (Spm D (x)gix)dx = [f(x)(S,_ &) (x)dx , donde S!  eselopera
. N > ~
dor que se obtiene de S, .. reemplazando ¢ am POT ¢ r.1m .

( ToamD(x) = £(T]L %) ;
3) ﬁm f »fpp . Ademds -|_|m£—->fen Ll ; en efecto, poniendo

fo(x) = £(x) si |x|<a y [f(x)[<n, f,(x) = 0 en los puntos res
L tantes, se tiene H_Im fn.(x)lé n 'Xn(x) ; luego ﬂ-mfn_’fn en L.

| " Observando que " ]_nn || Ll ”f” Ll resulta

22
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" '-|—|m'f - f"_Ll < ” Wmf - T?mfn Ll + " .l—lmfr;‘_ fn" L1 + " fn - fll Llé
n

ézllf-fn“L1+ I TT % - £ (I

de donde se obtiene inmediatamente nuestra afirmacién .

LEMA 11
Si f € L1 , entonces lirnSnmf = —|—|mf cuando
n —>o , donde el limite se entiende en Ll .
Demostracién

Si f es continua, Snmf—v |_|mf uniformemente en [-m, m) y ambas son

nulas fuerade [-m, m) ; luego el Lema es cierto para f continua, y el mismo re-

sultado se obtiene por continuidad para f € L} por ser S b4

equiconti-
nm .

[T

nuos en L1 .

LEMA 12
. s 11 . T
Si f € L* + L , entonces 11mSnmf = | |mf en
. 1 [e o]
la topologfa débil de L~ + L™ .
Demostracién

Sea = f +f, , £, € L} , f, € L® . Entonces, si g &Ll n L® ,
S SpmDxigiax = [ (5, 5) (x) glx)dx+ [ (S, £,) (%) g(¥) dx

Por el Lema 11

J St () g(x) ax—> [ TT ) (x) g(x) dx

Por otra parte

23
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A

-

JSamt gax "= [ty (800 dx—s [ 1, ( TTerax = [(T] 5) 8=

Sea A un operador de J (operadores de norma menor o igual que uno en 11
y en L® dela recta) . Si f es una funcién constante en cada I;n y nula fuera de

[-m, m) , es decir,

2
m~ -1
f(x) = z 2 'Xj(x) (7)
2
-m

entonces el operador ﬁm A'-r—[m trarnsforma a f(x) en otra funcién del mismo

tipo:

T_ImA_—-Tmf = :bixi

donde bi = E Cij 2; . O sea que .-‘_|mA _I—lm puede ser interprgtado como un .

operador de un espacio de dimensién 2m? en sf mismo. Adems -|_|m A TTm

es un gperador de norma menor o igual que uno en los espacios L1 y L% finito di

mensionales. Por el Teorema 1 , si f es dela forma (7) podemos i)oner

TTma Tt Z( N Py By

donde la suma es finita, @j es-un operador inducido por una transformacién que

preserva la medida correspondiente a una matriz permutacién de 2m? X 2m? , Cf?

j
es una funcién de mdédulo menor o igual que uno y constante en cada I;n queé corres-
ponde, como operador multiplicacién, a una matriz diagonal unitaria, y E }\j =1,
<
0L A& 1.

Si f es cualquier funcién de Ll + 1,0 , entonces l I.mf es una funcién de la

forma (7) ; luego

T ATTnf = T ATT ) (.0 = o A, P CFjll £=0 2Pyt




Utilizando el Lema 11 vy la definiciénde S_ = vemos que -I_TmA ]—Tm'f es

lfmite en L1 {y por lo tanto también en R L) de expresiones de la forma

2 25 Ty Gy

. (9 4
donde ¢ j son operadores inducidos por transformaciones que preservan la medida,

y (-Fj son funciones de médulo menor o igual que uno, 0 < )‘j £1 vy
. = 1 .
iy

Por otra parte, si £ € L' +L® , Af = lim [|_A [[_{ cuando m—>m ,

en la topologia débil de L'+ 1% . En efecto, si g € tln L® y se anula fuera

de L—k,k] , entonces

m

oo
|j Tl..A1] f.gdx-f Af.gdxl:lf Al f.||mgdx_-f Af.gdxlé
-0 -0 -k -k

ko _ k ¢
” Aaff_f.] |mg-Af.V| Img)dx|+|j (||mAf.g-Af.g)dx|\
-k -k

k - . k0
j_k|A [ f-af|dx|l ] e] Lo +j_k| Tl af-at|ax]el Lo 0
Por consiguiente, Af es limite de fl}néioqgs de la forma (8) en la topologia dé

bilde L!+ L% .

TEOREMA 2

Sea C un e‘spacio de Banach tal que LlniL®c cc
C L! + L® continuamente. Si C es intermedio

1 vy L% , entonces su esfera unitaria § c

entre L
es invariante bajo operadores 2/ inducidos por trans
formaciones que preservan la medida y bajo operadores

multiplicacién por una funcién Cf) (x) con | q’(x) | <1
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Si -_>-_ c es cerrada en L'+ L% , entonces la inva-
riancia de E C bajo los operadores mencionados es
también condicién suficiente para que C sea un espa-

cio intermedio.

Demostracién

>

La primera parte del teorema es obvia, pues los operadores indicados pertenecen

a

si f€ § c entonces todas las funciones de la forma (8) también pertenecen
a E c Ppor hipStesis. Si A € ,Qg , entonces Af es limite débil en Ll + L%
de tales funciones, y como z c es cerrada (y por lo tanto débilmente cerrada) en

L1 +1L% . Af debe pertenecer a E lo cual prueba que C es un espacio in

C ?

termedio.

OBSERVACIONES

1 + L% es poco restrictiva; to

La condicién de tener esfera unitaria cerrada en L
dos los espacios intermedios importantes la sati‘sfacen, 8i bien se puede construir ejem
plos que no la verifican. En particular, los espacios LP tienen esfera unitaria ce -
rrada en L!+ L® e .invariante bajo los operadores del teorema. Por lo tanto,

el teorema restringido de Riesz - Thorincon p; = 1, P, = © , . es consecuencia

de éste, salvo en lo relativo a la acotacidén de las normas.

La posibilidad de omitir en el Teorema 2 la condicién de esfera unitaria cerrada

es un problema abierto.

§ 4. - INTERPOLADORES

Ampliamos ahora el esquema del § 2 de modo de abarcar el teorema generaliza-
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. ' , - ) ' -A'/ 1
do. Sean (Xl' XZ) . (Y1 . YZ) dos pares de interpolacién. Indicaremos con

%"(X, Y) el conjunto de los operaciores lineales de Xl + Xz en Y'1 + Y2 que
transforman continuamente Xl en Y1 y X2 en Y2 . Definiremos en

%(X, Y) lanorma | T| = max (| T| 1 ”'T” 2) » donde " T” ; es8lanorma
de T como operador de Xi en Y, , i =1, 2 . Conestanorma g(x. Y)

es un espacio de Banach cuya esfera unitaria ser4 indicada con 28 (X,Y) .

DEFINICION 4

Un interpolador F es'una funcién definida sobre la cla

se de los pares de interpolacién cuyos valores son espa-

cios intermedios de los argumentos, y tal que si

F(X1 . XZ) = X3 v F(Y1 , YZ) = Y3 » entonces to

do- T € 25 (X, Y) transforma a X3 en Y3 y veri’

fica HT ul| Y3é I ul x, -Para todo u € X5 .

Los espacios intermedios que estdn dados por interpoladores satisfacen mé&s condi-
ciones que las establecidas en la Definicién 3 , de modo que podria esperarse que
constituyesen una subclase propia de la clase de todos los espacios intermedios; pero
en realidad no es asf, y esto es una de las consecuencias del Teorema 3 , debidoa

N. Aronszajn y E. Gagliardo (comunicacién verbal).

Antes de probar este teorema debemos hacer algunas consideraciones sobre comple
tacidén de espacios normados. Recordando una definicién bien conocida, si A es un
espacio normado con norma || u|| At la completacién de A con respecto a su nor-

LT # # . .
ma es el espacio A = A" /N , donde A es el espacio de las sucesiones de Cau

chy en A con la definicién natural de suma y producto por escalares, y N esel

subespacio de las sucesiones que convergen a ceroen A ., Si x = {xl i IERER }

pertenece a A* , ponemos || x[| p# = lim [N A  entonces x|l ,# es
) -

una seminorma, y definimos una normaen A por |y %= (B A donde x

es cualquier representante de la clase vy
) 27




‘Supongamos ahora que tenemos un espacio normado A contenido en un espacio de

Banach B , vy que ]jx“ B £ K "x" A bpara todo x € A . Diremos que las normas

de A y. B son compatibles si toda sucesién de Cauchy en A que converge a cero

en B también converge aceroen A . Como A esdensoen A , lainyeccién

e de A en B puede ser extendida a un Unico operador continuo e de A en

B . Observando que el niicleo de e es el conjunto de los elementos de A que son

limite de una sucesién de Cauchy en A que tiende a ceroen B , vemos que la com

patibilidad de las normas es condicién necesaria y suficiente para que e sea una in-

yeccidén, es decir, para que se pueda identificar & A con un subespaciode B .,

Por ejemplo, sea B el espacio L.1 ([o, l]) , ¥ A elespacio de las funciones

continuas en [0, 1] y derivables a derechaen 0 con lanorma |[f£ || AT

= u £ Ll + |f'(0)| . Evidentemente A C B vy " f" B < "f"A para todo f € A.
Sea fn(x) = :—I--x si 0£ xé%. I, (x) = 0 si Il—lsxél ; entonces fn
tiendea 0 en B y f, esunasucesiénde Cauchyen A , pero “fn" A >1,

de modo que fn no tiende a ceroen A .

Si las normas no son compatibles y se quiere preservar la propiedad de inclusién, se
debe modificar el concepto de completaciéﬁ. Definimos la completacién reducida de A
en B con respecto a su norma como el espacio A' = A/M con la topologia cocien

te, donde M es el ndcleo de e (observemos que M es un subespacio cerrado de

A). A' es isométricamente isomorfo al espacio { vVEB:v = eu para algin
u € K} ., ylanormaen A' puede ser expresada como | v| Al T inf ([ulfl e
teu = v) .
Si u ~esuna sucesién de Cauchy en A que convergea u en B , entonces
el B £ K lim  |lup| , ; tomando infimo en el segundo miembro sobre todas las
n—s o .
sucesiones de Cauchy en A que convergena u en B , obtenemos I[u“ B <

< ,K_!IullA' para todo u € A' ., Por otra parte A estd contenido continuamente
en A', porque AN M = 0 y [uf,, £ "u“z = “u”A para todo u € A .

28
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LEMA 13 ° -

Sean A , B y C espacios norumados, C completo;
Supongamos<que A € B € C contfnuamente y que

”x" Bé K| x| A PaT todo x € A . Entonces, si

A' y B' son las completaciones reducidas de A vy

B en C , setiene A'C B' y |« B < K“u“ At

para todo u € A!' ,

Demostracién
Sea u € A' ; toda sucesién de Cauchyen A que convergea u en C estam
bién una sucesién de Cauchy en B Que convergea u en C . Entonces
lel go = it {tim ol 55 2 <%0l 50 + = -u] &0} <
éKinf{lim”xn”A: ”xm-xn"A—avO . ||xn-u"C———>O} = K[Iu"A'.

La desigualdad se justifica observando que el segundo infimo se totia sobre un sub-

conjunto de las sucesiones sobre las cuales se toma el primer infimo,

TEOREMA 3

Dado un par de interpolacién (A1 . AZ) vy un espacio

A intermedio entre A1 y A2 s existen dos interpo

3
- ladores F,or -F2 tales que:

i) Fy(A, A) = Ay, Fy(A, A) = Ay

1 ?
ii) F, es minimal: si F es cualquier interpolador
tal que F (A1 , AZ) = Aj , entonces F, (X1 , XZ)

estd continuamente contenido en F (Xl , Xz) para

todo par de interpolacién (X, X5) ;

iii) F, es maximal: si F es cualquier interpolador

2
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tal que F(A;, Ay) = A3 ,» entonces F_(X1 , XZ)
estd continuamente contenido en -FZ (X1 , .XZ) para

todo par de interpolacién (X1 . XZ) .

Demostracién
Comenzaremos con la construccién de F; . Sea (Xl , XZ) " un par de interpola-

cién arbitrario. Sea gg (A, X)u , u€¢€ A3 , el conjunto de los elementos de la for

ma Tu con T € o (A, X) ; definimos E LA, Xy, donde el signo
u € A
de sumacién se entiende como suma a.l'gebraica. Dado u € X0 » denotemos con

A (u) 1la clase de todos los conjuntos finitos {ul yeesenes um} » uy € A5,
' .

1£im , talesque u = E Ti u; con Ti € 25 (A, X) . El paso siguiente
1 - .

consiste en introducir en XO la funci(Sn_ lall X0 = inf E : “u1" A?’ , donde el
i=

infimo se toma sobre todos los conjuntos { Upaeennen, um} € N (u).
Probaremos ahora que | uf X, ©° una norma. La homogeneidad es obvia. .Para
verificar la desigualdad triangular, sean u , v € Xg ; podemos encontrar {ul 2o

v un Y € Aqu), vy, ¥y} € A(v) , tales que
m

ol ¢, + € > > > Bodla, - Ivlxg+€> 2 lwlla

i=1 i=1 3

Entonces, teniendo en cuenta que {ul besecens Up y Viseeeess, vm} € N@u+v,

n m
lul o + Ivllg #2E 2 2 fugll o +2__ | il ;> > lu+vl
0 0 i=1 3 551
Sea u € Xy vy {ul,......,u }E /\ (u) talque ||u||X0+£ E “u1||A3

= E Ti u; , tenemos
i=1l
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|‘1"x +X\‘ z "Tluz,ﬂx +x Z "u:l"A +A, —< KZ "u1"

‘Luego

Il 4 x, € % Il

Se deduce de (9) - que I] uﬂ = 0 implica u = 0
Xo

tracin de que |[u “ Xq es una norma.

K<||u|lx +E )

(9)

» Yy esto completa la demos

\

La desigualdad (9) también prueba que X, estd continuamente contenido en

X, + X, . Por otra parte, X, N X, estd contenido en Xy

En efectc, sea

z € Ay N Az ; existe una funcional lineal h continua en A1 + Az tal que h(z) =

Si u es un elemento arbitrario de X1 N x
mente T es un operador lineal continuo de A1 + A2 en X

i=1,2 , tenemos

sl = m el SInlvl, 4 a1l 5 <

2 definimos Ty

= h(ylu . Evidente

1 FXy . Sy €4,

iyl

Poniendo T' = T/M , z' = Mz , tenemos T €/J (A, X), =z €A3 Yy

T'z' = u , Luego u € X , de donde

le\XZCX

( 10 )

Indicando con X' 1la completacién reducida de Xy, en X +X, con respecto a la

1

norma [u| Xg ' definimos Fy (Xl , XZ) = X' , Se deduce de

lizando los Lemas 4 y 13 , que Xl A X, CX'CX +X,

Debemos probar que F; esun interpolador. Sea (Y;, Yz)

lacién y FI (Y1 . YZ) = Y' . Consideremos cualquier operador

2 .
(9) y (10) , uti

continuamente.

otro par de interpo-

sed (X, V)., vy

sea uGXO , u = T1u1+ ...... + Tty gi€A3 ’ Hu“ Xo+£>/ z "ui“A3,’I-
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deonde € .es un nimero positivo arbitrario; entonces Su = STlul +.... F STmu

N yc6mo ST; € 28 (A, Y) , tenemos

“Su"Y éz "u1|| A £ "u||x+ 4
0 i 3 0

Luego "Su“ Y, < “ u“ -XO » Y por lo tanto “Su“ -,? < "uu % Por.un pasaj\e al

limite, primero en el primer miembro y después en el segundo, obtenemos
Isul v & Bull % -

Veremos ahora que Fl (A1 , A A, ., 81 u €‘A3 , entonces u = Iu , don

2) = A;
de I es el operador identidad; esto significa que u e A (u) , y por consiguiente
"““Aoé “““A3 - Por otra parte, si {u1 veeesesu } €N (u) y

u = T1u1+...... +Tmum s T3 65 ,+ entonces

ol a, € 2 Tl < 2 Il ay

de donde resulta que ||u[|A | wll A . Por lo tanto ||u[|A = ||u||A y
3 0

AO = Al = A3 .

Por dltimo, probaremos la minimalidad de F; . Sea F cualquier interpolador

tal que F(AI'AZ)=A y sea F(XI,XZ)=X uG-Xo, u = Tyu;+...

3 3 1

"'+Trqum » donde {ul,......, um} € A(u) y TiGJ (A, X) . Entonces

o, € 2 1Tl 4 ) Tl

Por lo tanto " u“ X " " X , Y se deduce del Lema 13 que. X' estd conte-

nido continuamente en X3 .

Construiremos ahora Fz , pero omitiendo las demostraciones, que se basan en ide
as andlogas a las del caso anterior. Sea (X, , X;) unparde interpolacién arbitrario,
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i \

Yy T€ ¥ (X, A) . Indiquemos con T-! (A;) la contraimagen de A, por T
es decir

N

T-1(A;) = {u€X;+X,:Tu = v paraalgin v € Ay}
Sea

X" = ! (a,)
T € 4 (X, A)

‘Definamos, para u € X"

u = ~ sup NTu
” "X” T€28 (X,A) ” " A3

Se puede probar que | uf X1 €S una norma con respecto a la cual X'"'" es comple

to, yque F, (X XZ) = X'' es el interpolador maximal de la tesis.

1

OBSERVACIONES

1

El teorema general de Riesz - Thorin quedaria probado si encontramos un.interpola~

P

dor F - tal que F(Lpl . Lpz) = L7, F(qu . qu) = 1.3, excepto en lo referen

te a la desigualdad (1) ; aquf sélo obtendriamos la desigualdad méds débil
M £ méx (M, , M,) . Si quisiéramos probar una desigualdad de la forma (1) nece

sitarfamos hallar un interpolador con ciertas propiedades adicionales; trataremos en

detalle una situacién andloga en el Capftulo III al probar el teorema de Marcinkiewicz.

Los métodos miinimales ofrecen especial interés, pues nos dan una descripcién més -

precisa del rango de los operadores de /J (A, X) al actuar sobre A3
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.doa A, ; luego ambos pertenecena A, N A, . Poniendo x, -v, = h

§ 5. - SOBRE LA DENSIDAD DE A1 N Az EN_A,+A,

Muchos problemas de interpolacién se simplifican si A1 /'\-Az es un subespacio
denso de A‘1 + A2 ; por ejemplo, sblo en este caso es equivalente hablar de operado-
res continuos en A1 Yy en A.z con dominio denso en A1 A A.2 , como hicimos en
el teorema de Riegz - Thorin, o de operadores continuos en A1 y en A2 cuyo domi

nio es A1 + Az ., como hicimos al definir el espacio % .

Si llamamos A'1 y A:Z a las clausuras de A; N A, enlas normasde A} vy

Az , respectivamente, es evidente que A'1 N A'2 (= Al N Az) es denso en
A'l + A'z . Por lo dicho anteriormente, presenta interés estudiar la relacién entre los
espacios intermedios entre Al Y -AZ vy los espacios intermedios entre A'1 y A'Z.

En esta direccién tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 4

Sea (A A

X e .
17 2) un par de interpolacién, Al y A2 las
clausuras de A, VA, enlasnormasde A; y A

1 2 1 2

) Si C esunespado intermedio entre A; y A, , pon

gamos C' = C f\(A'l +A'2) . Entonces, obiea C = C!,
o C=C'+A; , o C=C'+A; , o C = A +A4A,.
Demostracién ‘
Si denotamos con KZ la clausura de A2 en la norma de A1 + A2 , entonces
KZ N Ay C A'l . En efecto, supongamos que x_  esuna sucesifn de elementos de
A, quetiendeen A;+A; aun elemento x € A; ; entonces existen u, € A; ,

v, €A, , talesque x,-x = up+vy, y u,—>0 en” A}, v,—>0 en A,
El primer miembro de la igualdad x, -v, = x-u, pertenece a A_z , Yy el segun-
_— dedu-

cimos que x - hy = u, tiende a cero en A1 , lo cual prueba que x € A'1 .
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Supongamos ahoraque C # C', ysea y # 0, yeC-C!' . Si y =u+v,
con u €~A1 Yy v € A, , -entonces o bien u no pertenece 2 Ai "obien v no péz_

tenece a Aé . Supongamos, por ejemplo, que u no pertenece a A'l ; entonces, por
lo que acabamos de probar, u no pertenece a KZ . Como KZ es un subespacio ce-
rradode A 1 + A2 » existe una‘funcional lineal h , continua en ~A1 + A2 y tal que
h(u) =1, h(x) = 0 para. x € KZ . Si z es cualquier elemento de A; , pon

gamos Tx = h(x).z . Entonces

2 .

£ K"x"Al_*_Az‘ si x E.Al'-i-A

Ih(x)] ||z“A1+A2

T x
<1, o,

Ir=< 5, = [p il lal o € Milxly 4 p) &N0xD, s x €Ay
Tx = 0 si x € A,
Como Ty = Tu = z , deducimos que 2z pertenecea C vy, por consiguiente,.

que A estd contenido en C . Esto significa que tememos dos posibilidades:

1
C = C'+A; , obien C contiene un elemento x € A, - A’2 . En el segundo caso
un razonamiento andlogo al anterior muestra que AZ estd contenidoen C , es decir,

C = Al +A2- . Reemplazando la hip6tesis original u § A'1 por v.€ 'A"2 hubiéra-
mos llegado a la alternativa: C = C'+ A2 obien C = A1 + A,2 . Yy esto completa

la demostracidn.

OBSERVACION

A'1 vy A'2 son espacios intermedios entre Ay v A, , porque si T € d .

entonces T tramsformaa A, N A, en si mismo, y como T esacotadoen A, y
en A2 , todo punto limite de Al M A2 en la norma de A1 (o A2 ) es transfor-
mado en otro punto con la misma propiedad. Por consiguiente, A'1 + A‘2 es interme-

dic entre A1 y A2 , ytambién lo es C! por ser interseccién de dos espacios in-
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termedios. Pero esto no significa que ‘C' sea intermedio entre A'1 y A'2 , lo o
cual equivaldria a decir que todo espacio intermedio entre A; y A, contenido en
A'1 + A'2 es interme;iio entre A'l y A'2 . Es f4cil ver que una condicién suficigntg_
para que esto sea cierto es que todo operador lineal en A'1 +AL de normé menor o
igual que uno en A'l y en A'2 pueda ser extendido a un operador lineal en =A1 + A2

de norma menor o igual que uno en Al Yy en AZ . Veremos ahora que esta condicién

1

se cumple en el caso (L, L°°) -, resultado que tiene cierto interég en si mismo.

En lo sucesivo, .salvo que se diga expresamente otra cosa, consideraremos espacios
de funciones a valores complejos definidas sobre un espacio R con medida /A, to~
talmente G -finita, Llamaremos L' ala clausurade L! N L® en la norma de

L®

TEOREMA 5

Todo operador lineal definido en L! + 1"  de norma me
nor o igual que uno en Ll yen L'? puede ser exten-
dido a un operador lineal en Ll + L® de norma menor

o igual que uno en L% .

‘Demostracién
Sea T wun operador lineal definido en L1+ L1 a1 que “Tf” Ll Y [ £ I Ll pa
ratoda f€L! , y "Tf“ Lo £ “f“Lm paratoda f € L'® |, Si f(x) y g(x)

pertenecena L1 L® , pongamos
(T, g) = | (T (%) g(x)dx
R
Entonces

[, ol & g 1 1) (11)
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[re, 0| L Je|l o I " C(12)

i

Definimos un operador lineal continuo de L! M I® en (L1 A L®)* .por
(f, T*g) = (T{, g)

Entonces (12) prueba que T%g es una funcional lineal continua definida en un
subconjunto denso de ! ; lueéo puede ser identificada con una funcién acotada (que
también indicaremos con T¥*g ) tal que "T*g" 1,00 £ ! gl Lo Por otra parte se
deduce de (11) que T*g esuna funcio-nal lineal en L1 N L® que es continua en
la normade L% , Como T#%g coincide con una funcién acotada en Ll NL® , la
continuidad en la norma de L% implica que esta funcién es integrable y satisface

“T*g“ Ll g " g" Ll . Podemos utilizar esta funcién integrable y acotada para exten.

der T*g como una funcional lineal continua sobre todo L® .

Si f€L® y geLlN L®, definimos zhora
(Qf, g) = (f, T*xg)
entonces
l@t, )] = [, ™) £ [£] oo [T*el 12 < N1l o0 [e] L2

Luego Qf es una funcional lineal continua en un subconjunto denso de Ll r Y

por lo tanto es una funcién acotada que satisface ”Qf“ Lo £ |[ f|| L®

Esto signiﬁca que Q es un operador lineal que es continuo en L% y coincide con

T en L1NL® |, 58 f€l+1.® y £f=utv con ue€ll y veEL® | de

finimos Sf = Tu+ Qv.. Entonces a)Sgstd bien definido, b) S es acotado en

L4 L , €} S esunaextensiénde T de norma menor o igual que uno en Ll

y en L%,
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Observemos, para probar a) , que si u € Ll , v € L® , Yy u+tv. = 0

tonces u y v pertenecena Ll(\Loo . Luego S(u+v) = Tu+§Qv =

. . - -
= T{ut+v) = 0, Si 3 es un nirero real positivo arbitrarioy f = utv ,

con uelLl, verLo, "f"L1+L°°+ 6.2 I[u||L1+ ﬂw“LQ_, ., tenemos

IS€1 vy poo S I8l L1 1RV Lo Tl o+ V] Lo < NER 1y o+ €

lo cual prueba b) . Como <c) es evidente, esto completa 1a demostracién.
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CAPITULO II

ESPACIOS DE LORENTZ

§ 1. - PUNCION DE DISTRIBUCION

Hemos visto én el Capftulo I , § 3 , que una de las propiedades caracteristicas
de los espacios intermedios entre 1t y L% consiste en que la norma de una fun-
cién no cambia si se la transforma por un operador inducido por una transformacién
que preserva la medida. Resulta natural preguntarse, entbnces, -qué es lo que tienen
de comuin funciones que estdn relacionadas por tales operadores; esto condlilce a los
conceptos de funcién de distribucién, reordenada no creciente y promediada, que' estu-- ’

diaremos en este pdrrafo y el siguiente, y que estdn vinculadas a diversos problemas

impo'rta_nteé ‘del anélisis.

Para abreviar la.notacién pondremos {x €ER: [f(x)l > A } = { £l > A }

cuando no haya lugar a confusién,

DEFINICION 1

i (R, M ) es un espacio con medida totalmente G-1fi
nitay f es una funcién /gk- medible.a valores comple-

jos, la funcién de distribucién de £ es
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ER C oD (A = p(flEl > A

utilizaremos también la funcién

DAY = m({lf] >}

Las funciones Df( A) vy D%( A ) estin definidas en la semirrecta A >0 ;.
cualquiera de ellas puede ser infinita en todo punto, como, por ejemplo, si R esla
recta, M la medida de Lebesgue y f(x) = x- ,. o infinita en un intervalo, como
en el caso f(x.)' =1 (si 2 (R) = o). Ampliaremos la nocién ordinaria de con
tinuidad por medio de la siguiente convencién: si g( Ay = © , y g( A) tiende
a infinito cuando A— ko , diremosque g( A ) es continua en 7\0 ex

tenderemos andlogamente las definiciones de continuidad a derecha o a izquierda,

LEMA 1
Si f es /\k—medible, entonces
a) D, ({ A ) esno creciente y continua a derecha;
b) 'D% { N ) es nocreciente y continua a izquierda;
) D AVEDHMED(A-E ), Ao
0< £€£ A
Demostracién

a) Si A" > A, entonces {[fi > 7\'}C{|f| > 7\} ; luego
Dy ( A')éDf( A) . Si >\n\)\ , se tiene {|f|>7\_}' =
=U{lf|> 7\n,};1uego D, ( 7\n)/'Df(7\)

n
B) y <c) se prueban anilogamente.

LEMA 2

Si fn(x) es una sucesidén de funciones /u,- medibles
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‘\ A 1 - S A 3 . h
y.no negativas tales que £, (%) £ (x) pp. , entonces

D (A) /D)
n
Demostracién
Basta observar que, luego de eliminar un conjunto de medida nula, { |f| > >\} =

=trjl{lfn| > A}, oyaue { |5, > A%

es una sucesifn creciente de conjuntos,

N

LEMA 3

Si £, f f

1+ f son funciones medibles no negativas,

1 2 nimeros reales positivos, vy £ (x) é

£

~

clfl (x)+ czfz(x) , entonces
Df((c1+c2)>\)\<Dfl(7\)+Df2(7\) (1)
En particular, si f (x) ’e fl (x)-+f2 (x) , entonces

De (A )& Dy A/ 4D (0 P2)
Demostracién
Si f{x)> (c;+cy) A , debeser £ (x) > A , o bien fz(x))% ;
luego {f)(c1+c2))\JC {fl >>\_}U{£2>A} , de donde resulta (1)

LEMA 4 (Desigualdad de Chebichev)
Si f(x) es jr-medibley E ., = {1g > 2},
entonces, para todo Ao y 0<p< >,
APD (A )KL 5 [£(x)|Pa (2)
E /
A
Demostracién
Si. x € E\ . ‘entonces |f(x)| > A ; luego
A
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I Le(x)Pap > AP w({lel> A} )= APD,(A)

E
A

"COROLARIQ ~

Si f(x) €LP , entonces

a)  APD (A& (el P

LP
b)) APD ()
tiende a cero cuando A tiende a infinito.
Demostracién

La primera desigualdad es obvia; de ella se deduce que Df (A ) tiende a cero
cuando A tiende a infinito, Luego, utilizando (2) vy la absoluta continuidad de

la integral resulta b)

LEMA 5
Si f(x) es M-medible y 0 {p < o , entonces
o0
-1
flf(x)lpd/w =‘pI AP T D (A ) an (3)
R 0
Demostracién

Podemos suponer que f (x) > 0 . Un cdlculo sencillo muestra que la igualdad.

(3) esciertasi f(x) = ¢ xA(x) ., donde ¢ >0 ¥y XA(x) es la funcién

caracteristica de un conjunto medible. Si {(x) = f; (x)+...... + £ (x) , donde
fi = ¢ xAi s C4 7 0 vy los conjuntos Ai son disjuntos, entonces, poniendo
Df = D. , tenemos

i

[o0] [e0]
pf )\p'-lDf(%)d?\ .=z pg AP "I (A )ax
0
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luego el lema es cierto si f es simple. Eligiendo una sucesién l.de funci'onesls‘imples

que tiendan a { en forma creciente, aplicando el Lema 2 y el teorema de Beppo

Levi, se prueba la tesis en el caso genheral.

Diremos que dos funciones f y g (definidas, en general, sobre distintos espa=
cios con medida) son equimedibles, si tienen la misma funcién de distribucién. Se de
duce del Lema 5 que dos funciones equimedibles tienen igual norma p ; es obvio

gue esto es también cierto si p = - , pues [ £ . ={sup A : D ( A # 0_} .
- L

-§ 2. - FUNCION REORDENADA NO CRECIENTE

Sea f(x) una funcién medible y D ( A )} su funcién de distribucién. ‘La reor-

denada no creciente de f es la funcién f* (t) definida para t > 0 por
£ (t) = inf { A:D ()< t} .

En adelante nos limitaremos a considerar funciones f(x) tales que f*{t) < oo"
para t > 0 . Examinando la definicién de f{* vemos que esta condigidn equivale
a pedir que Df ( A.) tienda a cero cuando A —> o ., También se puede carac- ./

terizar a esta clase de funciones por las dos propiedades siguientes: f (x) es finita

PP., Y existe 7\0 Z 0 tal que D, { A) es finita para A > Ao -

La reordenada no creciente es esencialmente la funcién inversa de la funcién de dis-
tribucién eln €l siguiente sentido. Completemos el grifico de D; en los puntos de sal -
to por mediv de trazos verticales; borremos los trazos horizontales correspondientes a
intervalos.de constancia de Df conservando los extremos izquierdos de los mismos,
pero no los extremos derechos;reflejemos el gré&fico as{ modificado con respecto a lé
diagonal del primer cuadrante. Obtendremos entonces el gréfico de f* . Por razo-

nes de rigor probaremos todas las proposiciones concernientes a f* basdndonos ex-
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' clusivamente en la definicién, pero es Wtil y mé4s intuitivo formarse una imagen gréfica
de las propiedades en cuestién considerando separadamente los puntos de salto, los i’g

tervalos de constancia y los puntos de decrecimiento de D

fyf*.

LEMA 6

Si f(x) es una funcién medible que cumple las condi -

cione; antes mencionadas, entonces:

a) f*(t) es no creciente y continua a derecha;

b) si O<'£$ Df(7\)<oo, entonces
B (A& A HD(A)-E )

c) si f%¥(t) es continuaen t = Df( A ) , entonces
£ (Df-( AN = A

d) si Df(7\)\< t<D%(>\), ertonces f* (t) = A

e) si A>0 y 0<€ & DI{A)< o, enton
ces f*(D}( AN <AL f*(D%( A)Y-E )

f} si f%¥(t) es continuaen t = D%( A) , entonces
#DL(A)) = A

g) D (% (t)) & téD%(f*(t)) paratodo t > 0 .

Demostracién

a) Si t, > t; , entonces {_%:Df(?\)étz}D { ?\:Df‘(?\)\<t1_} 3
luego el infimo del primer conjunto es menor o igual que el infimo del segundo, de don
de resulta que f* es no creciente. Si f* (t') = 0 , entonces f¥ es continua a
derecha en t' porque f*(t) = 0 para t > t! Si fx(t') >0, sea h, ™0
y 0< & £ g (t') ; se deduce de la definicién de f* que D, (£ (t) - € ) >t
por lo tanto existe n; talque D, (f* (t)- € ) >t'+ h, para n >n; . Aplican
do nuevamente la definicién de f*% y su cardcter no creciente, tenemos
(') - £ < (' + hn) L % (t') para n > n; lo cual prueba la continuidad a
derecha de f¥ .,
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| b) Evidentemente »_/'\ € { Al De( A" S‘Df (A )\} i luego £ (De( A ))=
=inf { A :D.( AN & Dg(A)} € A . La segunda desigualdad se obtiene and-
logamente, observando que A § { A':iDe (AN < Dy ( Ay - é} Y qQue este

conjunto es una*'semirrect_a cerrada.
c) Esta proposicién es consecuencia inmediata de b)

d) Siendo De( A) £t tenemos, usando b) , que f* (t) é % (Dg (A <K A,
. .C_;'omo t < D%-( A), sededucedelLema 1 , c) que t < Df( )\-:ﬁ )
para todo ¢ con 0<& €L A . La definicién de .reordenada implica, enton-
ces, que A- € £ f%(t) ; luego £ (t)> A . lo cual prueba d) si A X 0.
Si Az 0, entonces f*(t) < £%(D,(0)) = 0, dedonde f*(t) = 0, 'y

d) vale también en este caso.

e) La primera desigualdad es consecuenciade b) , pues f*(D}( A ))&
€ £ (D ( A)) por ser DL A) ZD;( A) . También la segunda se deduce de-
b) si D( A)-E < D, (M) ;i si Dyj(A)-€ » D (A), entonces pode .
mos poner t = D}( A )-6 en d) yobtenemos fx(D}( A) - &) = A

luego también en este caso vale la segunda desigualdad.

f) Es consecuencia inmediata de e)

g) Si 7\.1 > f%¥(t) , se deduce de la definicién de reordenada que Df( 7\1)4

£ t ; entonces D (£ (t)) £t porque Df es continua a derecha. La segunda

desigualdad se prueba anflogamente, utilizando la continuidad a izquierda de D} .

Observemos que D%( A) -Df( A) = /.A,({lfl = 7\} ) ; por 16 tanto, si £

no es constante en ningin conjunto de medida positiva, serd Df (A) = D} (A) sP2
ra todo A . En tal caso se deduce de g) que D, (f%# (t)) = t paratodo t ,
0 sea que Df es la funcidn inversa de f#%* . Por otra parte resulta de c) que ¥

@S la funcién inversa de Df si f* es continua.
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LEMA. 7
Si f(x) ‘es medible, entonces £ (x)} y f%(t) son

equimedibles, es decir, D ( A) = Df*( A .

Demostracién ‘ £

Resulta de la definicién de reordenada que f£* (t}) > A siysdlosi t< Df t2A).

Luego {f* > A} o= {0 £ t< Df('7\ ). Por consiguiente IDf*'( A)

=[{#>23] =] Lo, DA N|=D(N).

Una consecuencia importante de los LLemas 7 y 5 ‘esla siguiente: si f € LP,

= b
0 < p<£ o , entonces "f“LP | £} P

LEMA 8

Sea f una funcién medible, A un conjunto medible y

Ey = {Ifl) 7\} . Entonces

— o plA)
a) }'If(x)\d#‘é‘j £ (t)at ,
A -0 DA )
b) f __\f(x)ld)b C = 5 £ (t) dt .

E)\ 0

Demostracién

a) Si |fl £ lgl ., se deduce fdcilmente de la definicién de reordenada que
f* £ g% ., Pongamos £, (x) = f(x) X’A (x) , donde -X'A es la funcién carac-
teristica de A ; evidentemente Dfl-( A) £ /A.(A) .’,Pa._ra. todfa A 20 ‘y, por
consiguiente, f’f (t) = 0 para t ;}4(A) . Por otra parte | fl‘ £ \f | , de donde
f#f é f* ., Luego '
fr

0

00 | JHA)

flf|d = |£,] a = £ (t)dt = B (t)dt £ £ (t)dt
A - r{ e So 1 1 :

b) Pongamos £ (x) = f(x) X‘E » h(t) = £%(t) si 0L t< De((A) ,
P
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h(t) = 0 =i £>D£>(>‘) .'\Entoz‘.:ce.a‘l{ h > }\'_}]:]{ > 7;-}]:
pi{ld >n /‘({lfll>7\'}.) s A'>A L oy|[{n> A=
A ({,f_l] >A '}) = D ( A) si A ‘< A -. Luego f, y h son equimedi-

bles, de donde

® DA )

Ilf(x)ld/.» =,J|f1(x)|df~ =I h(t)dt = % (t)dt
Ex . R 0 0
LEMA 9
Si /;L es una medida no atémica y f(x) esunafug‘
cién medible, entonces para cada t } 0 .existe un con-
Junto _B’tCR tal que /u.(Bt) =t y
t N
Sf*(s)ds = J |f(x-)|d/.~.
Demostracién

Sea G = ||| > ()}, E ={1f]> ()} . PorelLema 6, g .
PlC) = D (£ (£)) € £ £ DI(£(t)) = pu(E)

Siendo }w no atémica, existe un cdnjunto B, talque C C BtC E vy

/A.( Bt-) = t . Pongamos f'-l (x) = f(x) XB (x) . Es fécil probar que f’i‘ (s) =
’ . -t .
= fk(s) s8i s t, fT (s) = 0 si s>t . Porlotanto

(';) t t
[ty aw = § 1 (x)lam- = | ox(s)as =) tx(s)as = ff*(s)d;s
Slrwlgn = flgiap - [ -] 0

COROLARIO

Se deduce del LLema 8 a) y 9 que, s /u, es no

.atémica, entonces
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S % (t)dt =~ sup Slf(x)(*d/x : 16y
0 /L(B)=t B

Se puede probar que (6) v la continuidad a derecha caracterizan a la funcién reor-

denada en el caso de medidas no atémicas. No usaremos este hecho, de modo que deja-

mos la demostracién a cargo del lector.

LEMA 10
Si £ (x) es una sucesién de funciones medibles y
l£, (x)] 7 1£(x)| pp. , entonces gx(t) 7 g (¢)
Demostracién

Por el Lema 2, Df / Df . Luego Cn = { A Df ( A ) € t} es una suce-
n n
sién decreciente de conjuntos y ﬂ C, = { A Dy ( A) é t) . p‘ues si Dy (A\)
: n . n

£t para todo n se tiene, pasando al limite, Dy ( A )£t .. Entonces

£%(t) = inf .{A:Dfn( A&t} Sinf {A:D (A t]) = £ (1)
LEMA 11

Si (R, }k . ) es un espacio con medida totalmente 0 -fi

nito, existe un espacio (R', /,L ') totalmente G - finito

y no atémico y un operador lineal T dque transforma fun-

ciones }Jo-medibleg en R en funciones ’}L' -medible.'s

en R' tales que:

a)’ paral toda - f )A-medible se tiene' DTf( A) = Df-( A
por lo tanto también (T f)* (t) = f*(t);

b) si £f y g son )&-medibles, entonces T (fg) =

= Tf. Tg .

Demostracidn

Si R es 0 - finito, sus &tomos son de medida finita y hay a lo sumo una cantidad
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numetrable de ellos, Sean K, 'K2 1e0++. los4tomosde R, K = U Kj y
Ry = R-K , Sean H,, H,,..... una familia de intervalos disjuntos de la recta

1 tales qué | = ) . Si = U Vo= JH . Di .
real tales q:ue |HJ| )},( KJ)/ Si H ; Hj ;- pongamos R R, UH ) 1

remos que tn conjunto A C R' es medible si A N R) es fi-medibleen R y

‘ANH es rxiédiblé Lebesgue, y definimos
/u,- (8) = s NRy+|AaA gl

es evidente que ' M ' es una medida G - finita no atémicaen R' . Si f es’

/uv-'me&ible, debe ser f constante sobre cada Kj . Definimos ahora
(T (x) { :

Se comprueba'fécilmente que T es un operador lineal que verifica a) -y . b)

£(x) s x€R,

.f(Kj) 8i x €Hj

TEQREMA 1.

Si £ y g son funciones /u.-'medibl,es en R , entonces
. Qo
j.ifg|d/wé S £* (1) g* (t) dt (7)
R o

(.como siempre, suponemos que /A. es totalmente

0’ - finita) .

Demostracién
~ Podemos suponer que f y g s8on no negativas, Por el Lema 11 , el problema
se reduce al caso de medidas no atémicas. Utilizé.ndo el Lema 10 vy elteorema de

Bepo Levi vemos que basta probar (7) siendo £ y g {funciones simples.

Uhé' u1te1:ior 'sii:nplificacién se obtiene de la siguiente manera. Si
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. n .. ~‘
f=‘§ a, X

1 .

i=1 Af

’ \.' __::-'\ ,m -‘ . ‘
., g3 ;,_l'bi ’XBi . 3> 0, b >0

son funciones simples nonegativas, siempre podemos representara f y g como

T T

f = : dJ XC ’ g =.: ej XC 2 dJ }0 » ej>/ 0 (8)

i=1 3 j=1 J

donde los dj "o los e; no son necesariamente todos distintos (basta tomar como

Gj los conjuntos de la forma Aj N Bk ) .

Por u'.‘ltim‘o observemos que, siendo /\A. no atémica, las funciones (8) son li-
mite creciente pp. de funciones del mismo tipo que ademds verifican la condicién de

que la medida de Cj es independiente de j . Para probarlo se construye fn Y

n dividiendo Cj en [)A-(Cj )/Zn] conjuntos disjuntos de medida 1/2B , se

asigpaa £, y g, elvalor dj Y o€ respectivamente en cada uno de ellos, y ce

ro en el resto de Cj ; en el paso siguiente se divide en dos a cada uno de estos sub-

conjuntos agregando eventualmente uno mds. Utilizando nuevamente el Lema 10 vy
el teorema de Bepo Levi se prueba, entonces, que podemos suponer que f y g son
de la forma (8) con /u,( Cj) = k ; en caso necesario reordenamos los términos

r -+ Si T es una permutaciénde (1, 2,..

de tal modo que d; > dy > .... > d
7

c.e., T) tal que eqT oY) e-‘-[(z)}..... >e'|T(r) ; se tiene

Be(t) = &5, g*(t) = eq(; si G-Dk&t<jr , 1< j<r
f%(t) = 0 . g¥(t) = 0 si tZrk
Luego
o) T
% f*(t) g¥(t) dt = kjE.—,ldjeTl_(J) ) (9)
e r
I{f(x) g (x) d/.\. = kaz : dj ej (10)
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p<e¢-1;

"St‘zpongamos que existen dos fndices p<L taies que e entonces

(4 +dqep)-'(d e +dqeq)=(dp-dq)(eq-ep)>o

p q p °p

‘Luego la suma en (10) no decrece sustituyendo ep Por eq ; como m es

producto de un nimero finito de tales sustituciones, resulta
r T
E d. e. < : d: e~ ,.
=T J 7 =1 35T ()

Por lo tanto, obtenemos de (9) y (10)

o]

f cduw & £% # d
I£ (X)g(x)‘/k\ S) (t) g (t) dt

lo cual prueba el teorema.

LEMA 12

Sea (R ,/Jb ) un espacio con medida no atémica y
gy (t) , 0&£t< o , una funcién no creciente, no ne-
gativa y continua a derecha. Si {Bt} , 08 t< o, .
es una familia de subconjuni:os medibles de R tales que
/L(Bt) =t , BtIC- Btz si t; < t’2 , entonces
existe una funcién /.L- medible no negativa g (x) tal
que :
a) {g>>\}C BtC{g>/>\} si Dgl(%)été

< D'g1 (2A) y t esun punto de continuidad'de g, ;-

b) g*(t) = gl(t) .

Demostracién
. Pongamos g(x) = gy (r) , donde r = inf{s:x € B,} . si x€f{g>A} ,
entonces g (x) = g, (r) con gl(r)>}\ ; luego r < Dgl( A) . Por lo tan
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{A) s 1:;01- ser B, creciente

to Dgl'( >\)€{_S_:x€Bs}., osea x € Bp ¢

g1
tendremos x € B, -si t >Dg1 ()

Sea t un punto de continuidad de g, v t < D'g ( N ) ; entonces g1 (1> A,
1

porque g, (s) > A paratodo s <t . Si x € B, , entonces g(x) = g; (r)
con r&t; luego gi(x) = gl(f)>g1(t)> A . Por lo tanto x€{g>%) s

y esto completa la demostracién de a)

Para probar que g#* (t) = g (t) basta ver que Dg( A) = Dgl( A} (porque
g (t) = g; (t)) . Como {g>)\} e BDgl(?\)' se tiene Dg'( x-)éDgl(/\‘)
de donde Dg(}\ ) = Dgl(}\) si Dg1(7\ )y =0 ..Si Dgl( A)Y>0, sea
0 < & & Dg, ( A ) i entonces BD;o’i'(.A y-e€-{ g>Xr} . Enefecto, i
XEBDgl(?\)_é , tenemos g(x) = g; (r) con _r\<Dg1(7\)-€<
<'Dg1(>‘) ; luego g(x) = g, (r)>A , osea x€{g>N} . Porcon

A

siguiente Dgl'(>\ y-& & Dg(}\) . dedond'e‘Dgl(%) = Dg {

TEOREMA 2

Dada una funcién medible { en un espacio con medida
no atémica y una funcién g; (t) , 0 £t€ o, no ne

gativa, no creciente y continua a derecha, existe una fun-

cién /A.-medible g (x) talque g*(t) = g;(t) vy

(fg)* (t) = f£%(t) g*(¢t) (11)

Demostracién

Es fdcil ver que, siendo M no atémica, se puede construir una familia crecien
tedeconjuntos{Bt}, 0£t< o, tal que /.L('Bt) =t y{[f|>?\} =

Bps( A ) - Observemos que para esa familia se tiene BDf' (2 ) C.{-lf PN
En efecto, si lf,(x)l( A existe € > 0 tal que lf(x)\é A -£ ; lue

go x¢{[f|>/>\} implica X¢BDf(7\-£)D_BD%(7\)
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“ Sea g (x) la furicién del ;erha' a.ntierior y pongamos f*(t) =l , g¥(t) = /5

\

Llamando H al conjunto de los t tales que - gy (t) vy (fg)* (t) son continuas,
basta probar (11) para t € AH » .pues éste es un conjunto denso en la s_eniir:ecta

y ambos miembros de (11) son furnciones continuas a derecha.

Por el Lema 6 , g) , se tiene
D (L)€ t £ Dy )

luego, por ser Bt creciente

Uel>et} =By (4)C BtCBD%(d)c{H‘lwg}
Por consiguiente
x B =>|f(x)|€ L, (12)
x € By=>1 (x)| > . (13)
Por otra parte
Dy (B ’.étéD'g“F )‘

de donde, por el Lema 12 , si t € H

-

{g>F} c Bcf{gxpl;
luego

x¢Bt=;>|g(x)\éF ' (14)
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. o . / =

g B—>lg(x)|>p. - - (15)

Resultade (12) y (14) ‘que x £ B, implica If(x)g(x)[sa(& , de
donde . ‘ '
{\fg|>01f3} C B (16)

Se deduce de (13) y (15) que x € B, implica lf(x)g(x)l}dé> .

o sea
B C [lfgl%df‘?} . | (17)
De (16) y (17) se obtiene
Deg (L f )< tS DL (X f)
si ;gese 'Pfgfd rg ) &t <D%g(o{ fi .) ., entonces, por el Lema 6 dJ,
(fg)* (t) = oé.[j’ = £% (t) g* (t)

Por el Lema 6 f) , el mismo resultado se obtiene si t = D}g (o F ) ame-
nos que t sea un punto de discontinuidad.de (fg)* , caso que hemos excluido. El

teorema estd demostrado.

Para terminar este p4rrafo mencionaremos un problema interesante cuya solucién

10 se conoce.,

Si f(x) es /w-medibleén R vy g(x)_: f(?:x) , donde C  esuna

transformacién puntual de R sobre R que preserva la medida, entonces f y g
son equimedibles, pues { [g] >A } = ¢ {| £1> A } ., de donde Dg (A) =
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¥ - i [ - i ATy
‘ - - - . s

P T -

‘=’ De (A ) . Reciprocamente, sean f{ y g dos funciones equimedibles no negati-

vas. definidas en el mismo espacio con medida (R, W ) - Se trata de saber si exis-
te ﬁx;ta transforma'cién T de R sobre R que preserva la medida tal que

glx) = £( Tx) . "Es f4cil ver que esto no es cierto én general. Por ejemplo, sea
R 1la recta, M la medida de Lebesgue, f(x) = 0 si x € (0, 1) , f(x) =1
si x€(0,1), y g(x) = 1 paratodo x . Siexistiera &  con las condicio
nes indicadas, ?: (0, 1) tendrfa que ser un conjunto de medida uno en el cual

g(x) = 0, ytal conjunto no existe, Md4s en general, tenemos la siguiente situacién:
si f%(t)—sa > 0 cuando t —»o , el conjunto. {l fl < a.} puede tener medida
positiva y podemos variar arbitrariamente los valores de “f(x) en ese conjunto man
teniéndolos menoreé o iguales ql‘le a , sin modificar f¥* ; por lo tanto la reqrdena-
da no es un instrumento suficientemente preciso para separar funciones que no se pue.
den transformar una en otra por'un,a ‘transformacién C que preserva la meédida.
Este hecho sefiala una diferencia esencial entre la reordenacién de funciones y su and-

logo finito - dimensional, la reordenacién de n -uplas.

"El problema que querfiamos plantear consiste en averiguar si la pregunta tiene res-
puesta afirmativa ‘si nos limitamos a considerar funciones f{x) tales que f* (t)

tiende a cero cuando t tiendea oo .

§ 3. - LA FUNCION PROMEDIADA

Si f es }L-medibl‘e llamaremos funcién promediada de f al valor medio de

f* ‘en’el intervalo [0, t]:

t

Sf*(s)ds;
0

frE (t) =

o [

-

‘No es dificil deducir de esta definicién que f¥* (t) es finita para todo t > 0. si
ysSlosi f € Ll + 1© | Por otra parte, esta afirmacién es consecuencia inmediata
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del Teorema 3 . Otras propiedades de la funcién promediada son:

a) si f € L1+ L% , f#(t) esabsolutamente continua y derivable a defecha
paratodo t >0 ;
b) f#% (t) es no creciente;

c) tf¥* (t) es no decreciente;

d) si f € L® , entonces sup £ (t) = lm B¢%(t) = |fl] o ;
t—0 L

e) si f€L!, entonces sup tf*%(t) = Um tfwk (1) = £l Ll
t—

f) si £, g€Ll+L1L® y [f]< |g| , entonces f¥*(t) < ghs (t) ;

g) f#%(t) > f*(t) paratodo t > 0 ;

h) f** (to) = 0 para algdn typ siy s6lo si %% es ide’nticameﬁte nula, lo. cual
también equivale a que f sea nula pp.;

i) f**(ty) = o paraalgdn tg > 0 siy sélo si f#%(t) = oo paratodo t

Todas estas propiedades son de fdcil verificacifn; observemos sélamente que h)

e i) son consecuenciade b) y ¢)

LEMA 13
Si C es un espacio intermedio entre Ll y L™ .
y f€ C , entonces [f|l €C ¥ “f“c = JHfl [[C.
Si f y g pertenecena C vy lgl$ {£1, enton-
ces ||g||C é\lf"c .
Demostracién

Observemos que si | ('P-(x) \é 1 y definimos (Th)(x) = C‘? (x)h(x) para
h€Llspo , entonces T tiene norma menor o igual que uno en Li yen L%,
y por lo tanto también en C . Tomando CP (x) = sgn'1 f tendremos Tf = { f\,‘
de donde " [£] "C é il f’"C 3 tomando q’ {x) = sgn{ tendremos Tifl = £,

de donde | £l c £ ff) “C . Para probar la segunda prate del-lema basta tomar

C(’(x) = g(x)/f(x) si £(x) £ 0, CP(x) =0 s f(x) =0
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5

Si A esun espacio de Banach con norma fx HA y l t . es un nimero real po-

gitivo, indicaremos con tA al espacio de. Banach cuyos elementos son los de A o

con la norma HxﬂtA = ﬂx“A./t .

Desde el punto de vista de la teorfa de interpolacién  la propiedad m4s importante

de la funcién promediada es la siguiente :

' TEOREMA 3

si feLl+L® y D, = tLl + L® , entonces

e (t) = Vil
t

Demostracién

Podemos suponer, por el Lema 13 , que £ (x) es realyno negativa. Si N

f({x) u({x)+v({x) con u€tL! y v € L® , entonces también tenemos

it

]

f(x.) Reu(x')'+Rev(x) . Como |Reu| S ul , ,Revlé |v| , deduci -

mos que para calcular
s e s R | © - 18
1nf{|[u|ltL1+ I[vﬂLoo.u €tL , VEL ., u+tv f } (18)

podemos suponer que u y Vv son reales.

Sea u'(x) = min {(u(x) C‘F(x) ., £(x)) , donde CP(x) es la funcién carac .
terfstica del conjunto en el cual u es positiva, y definamos v' (x) = f(x)-u'(x).

Entonces u'{x)+v'{x) = f(x) , 0 < u!'(x) é{u(x)' y )
0 L vi(x) = £(x)-u'(x) £ |f(x)-u(x)]|= vl 3

luego el infimo en (18) no cambia si impohemosa u y w la condicién adicional

f

de ser no negativas. Suponiendo esto, si | v ”qu = 0 , definimos
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fe (x) = min( 0, f(x)) , h(x) = f(x)=e (x)  ° (19)

~

Como v(x)<& G (podemos suponer que esta desigualdad se cumple en todo pun
toenvezde pp.) vy v(x) < f(x) ,- tenemos v (x) < fo, (x) , ypor lo tanto

h(x) £ u(x) . Entonces

Il q+ (F Lo = Inll _q+ bl o € |\ulltL1+ vl oo

Esto significa que para obtener el infimo en (18) podemos tomar como u y Vv

funciones de la forma (19) , es decir

el = inf (HE-g_ |l 1+ 0 )
D, &> o ! tL

Por otra parte probaremos que, si G"o = inf ( C : Di;( ¢ )< t), entonces
H

Mt -1 o |l et ‘0" alcanza su valor minimo para ¢ = G'o . En efecto, si

i G > G‘o , entonces, como Dg { (70) £t , tenemos

'If'falltLl+q'(,f'fog “tLl'}G’d):

= G - co-%hfa (x)-f  (x))dp >
R 0 '

Z3[prt 0P T - oDl T G- 6] =0

Para considerer el caso ¢ < G, observemos que, si lf- fc.“t 1l + G <
< o , entonces |l f- frz— i tLl + C es una funcién continua de & para

~ » .
G > G . Por lo tanto, dado cualquier &  positivo podemos elegir &  de

modo que OF < C < Ga y

I -t 1t S(le-g G",'o"tL1+ < € (20)




'Con;o Df(?) >\t . tem#noé ,
h£-55 1 tLl+‘¢.'(|£'f_'Z"_t1;i;r5).=
ltf(fz- “fg Vdp (T-6 )y
?%[é‘(ffc -fg)dpm =D (T)H(-T -6 )] >0

Esta desigualdad, junto con la (20) , pr\ieba nuestra afirmacién. Por lo tanto,

tenemos

Il 5 :%[f(f-fd. Ay +1t Gy

t R 0. .
Observemos ahora que f* (sg) = GIO si D¢ GO )4 s £ t . Por consiguiente
1 . =
||fl|Dt = ?{ J f(x)dw + .G'ol:t-Df( ‘G'o)]} =
f 700 :
D, ( G'O

f*(s)ds + Go[t-Df( Go)]} = lef*(s)ds = fE%k (t)
0

Oty

1
t

Como caso particular de este teorema obtenemos una expresién interesante para la
norma en L! 4+ L®

1.

fax (1) = J f*(s)ds
0

Una consecuencia obvia del hecho de que f¥% (t) es una norma es que
(£+ g (t) & 0% (v) + gh* (t) (21)

La desigualdad anfloga a la (21) no es vilida pa=> f%* , como seve tomando,

por ejemplo, f = funcién caracteristica del intervalo (0, 1) en la recta, g




= funcién caracteristica del intervalo (1, 2) .

'Veremos ahora algunas desigualdades tipo Hardy, que nos permitirén'més adelante
relacionar integrales en las que figura f¥¥ con las andlogas en términos de f¥* , y
que jugarin un papel importante en la teorfia de los espacios de Lorentz y en la demos-

tracién del teorema de Marcini:iéwicz -Calderén.

LEMA 14

Sea f(t) , 0 £t < ¢ , una funcién no negativa y me

dible Lehesgue. Pongamos

t oo
F(t) = }-ff(s)ds . Fp(t) == ['f('s)su.'lds ,
: to- : t
t
"Fz(t) =l'§f(s)su_1'ds
0
Entonces

ol - e} -
[S F(.t)pirdt]l/p g__z__[f f(.t)ptrdt]l/p si p>r+1l (22)
0 p-r-1 0 . .

[
O\.—-\s

w - .
Fy(t)P t‘dt]l/l’ S;—ff[f £(t)P tuP“dt}l/P s r> -1 (23)
. 0 - ,

[e o] Q0
[ JO Fz(tz)pi_;i'dt]l/p SrjrplU f(t)ptu.P'*'rdt:ll/p sior< -1 (24)

‘Demostrac;i6'n
‘Podemos suponer que f (t) se anula en un entorno del origen y para t suficien.

temente grande, pues esta restriccién se elimina de manera obvia usando el Teorema

de Bepo Levi.

_ Integrando por bartes"y utilizando la desigualdad de Holder, tenemos  : '
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s . .

oo fo'e)

. . i n .. - R oo .
j F(u)P T at =J E(t)ﬁptl“?d P J ; V41D 34T -pt1
> T [_ ] “Pat ) [F_(t)t] a(t )

r-p+l

=__P f tl'-P+1 [F(t)t]p"l f(t)ydt = ﬁ-:—lﬂ' (F(t)tr/p)p;] {'f(t)tr/p)dté
: ' 0

o o

< ;&Eﬁ [:J F(t)P t:’diﬂ (p-1)/p [of £(L)P ¢F dt] 1/p

o)
Dividiendo por {[ F (t)P¢T dt](p - 1/p obtenemos (22) .
0

Andlogamente, si r > -1 ,

["

fo0) a© @0
1 J P L
P = r+1 -
g Fp(e)P e at = 3 ) Fiie)Pap™l) = r“{ TR (0P gy ac

ad (e )
< U Fi(t)Ptf dt} ('p-l)/p[j £(t)P uptT dt:l L/e
0 0

de donde se obtiene (23)

Por dltimo, si r £ -1 ,

Qo [ee) [o 0]
f F,(t)P T dt = — J Fz(t)pd(tr+1) = —'P—j prrp ()P lr(r)arg
0 2 r+10 r+10 2

[e o) o0
ér—;ET[{ 17‘?_(1:)F’trdt](p'l)/p [({ f(t)ptup+rdt]1/p

de donde resulta (24)

§ 4. - ESPACIOS DE LORENTZ

Estudiaremos ahora una familia biparamétrica qu de espacios intermedios en -

[ ¢ q = o , la

tre L1 vy L que incluye a los espacios LP (= Lpp) . Para

idea que conduce a estos espacios cstd contenida en la nocién de tipo débil de operado-
res de Marcinkiewicz. Para q = 1 y g = o fueron formalmente definidos y es

tudiados por G. G. Lorentz I:S] . Finalmente Calderdn introdujo los espacios qu s

Gi




62

1<p<w, 1£q<& ®- ylosutilizsé pﬁra generalizar el teorema de Marcinkie-

wicz y aclarar su relacién con el teorema de Riesz - Thorin. Trataremos-estos temas
en el Capitulo III

Si f(x) es una funcién medible y

1<p<w, 1<q< o, definimos

I(f,p,q ={ r [f*(t:) tl/P}q éti}-l/q

0

2

L (£, p, o) = sup &% (1) /P
t>0

0 -
I,(f, p, q) ={SO [f**(t)tl/P]q iti}l/q ,

ade ate l
Iz(f, P, ®™) = sup f'v"-(t)t/p

t >0

Como f* (t) & f#* (t) , tememos I (f, p,

q) £ L,{(f, p: q) Por otra par
te, utilizando el Lema 14 con F (t) = f*¥(t) , reemplazandoen (22) p por
qQ y r por 1-3"1 , Se obtiene, si q < ® ,

I, (f, p,q><;—?—i11(f,p,q) = p'I (£, p, @

Esta desigualdad vale también si

q = ® En efecto, si Il.(f, p,a) = K,
entonces f¥ {t) < Kt'l/p ; luego
@ e o3 .
1 K | - -
{**(t)=?g f*(s)dsé"t‘j sl/Pds=Kp‘tl/p
0 0
Por lo tanto f**(t)tl/pép'K de donde

Iz(f, P m) <p'11(f: P, (1))

Observemnos que, en particular

o o]

oo t
I(f, p, 1) = 5 f**.(t)tl/p'ldt =§ U f*(s)ds:| t1/p -2 44 =
' 0 0 0



' o . Q0 . oo

-

=50~f*(5)[5 ‘_tl/p-z-dt] ds = P’f tx(s)s1/P-14g = P'L (£, ps 1)
8 0

Hemos probado, entonces, los siguientes resultados,

LEMA 15

I_l (f, P. Q)élz(f, P, 9} £ P'Il(frP.'Q)l
ademds I, p, 1) =p'Ij(f, p, 1)

Si 1{p{ow , 1{q&mw , llamaremos qu al conjunto de las funciones medi-
bles tales que cualquiera de las dos funcionales equivalentes I;(f,p,q) o Iz{f, p,q)

es finita. Pondremos, adem4s, Ly, q = Ll , L g = L® para 14£q <o .

Observemos que, 8i q < ™ , I2 (f, p,» 4) es lanormade Pk (t) enel espa
cio L9 de funciones en la semirrecta positiva con la medida tq/p -1 dt . Poi: lo
tanto, usando (21) vy la desigualdad de Minkowsky, resulta inmediatamente que L -~
es un espacio vectorial y se prueba, ademds, la subaditividad de Iz .(f , P, 4) 5 con )

respectoa L , basta la desigualdad” (21) para obtener los mismos resultados.

P, ®©

Es fdcil probar que I2 (f, p, 9 'es una norma en qu ; en cafnbio I1 f, p .

q) noloessi q > p , pues en tal caso se pueden construir ejemplbs para los cua-
les no se verifica la subaditividad. Esta es una de las principales razones de la intro-

duccién de la funcién promediada.

Definiremos normas en los espacios qu de la siguiente manera:
m -
(9,1 , -1 1/a
bellp, = 5 /U5, ps @) =[ %jo pro (£)349/P dt] \
si 1<p<ow , 1€£q< o
[ £1l = I,(f, p, ® = sup f'*‘*(t)‘tl/P si 1 £<p<aw, :
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£ = sl . - Izl = £l , si 1£4q< o
H "Ll Ll Loo',Aq 1,° ‘ q

2

Hemos introducido-el factor (q/pp')l/q porque con esta definicién se tiene

| £ L =- [zl p si f esla funcibn caracterfstica de un cpnjunto medible, como

Pd
se comprueba por un cdlculo sencillo.

Los espacios qu con las normas anteriores son espacios de Banach intermedios

entre Ll y L® No es. dificil demostrar esto directamente, pero no lo haremos
porque es consecuencia de un teorema m&s general que veremos en el préximo capitu-

lo; nos limitaremos ahora a probar la completitud.

Supongamos que \{ fn} es una sucesién de Cauchy en qu (1 £q4< o) . -Pa-

sando a una subsucesién en caso necesario, podemos suponer que “ £ +1 " fn:“L <

< “Pa
& 1/2® . Entonces

@ m | .
i%f Z(fn_}_l-in')**th/p-ldt}l/q é

0 n=1
m Qo
< S B
n=1 0

Por el teorema de Fatou tendi‘emos

o . ]
A ) @ omlaeelglia g
rp! 0 o =1 n+1 n N

o

Luego Z (fp+ 1 - fn)** (t) < o pp., ypor ser no creciente es finita pa‘ra to
n=1 )

do t >0 . Como fix(t) = lff ¢p,l 4 0 Por el Teorema 3 , deducimos que

@ .
la serie f_l + E l(fn+ 1 ~ fp) converge en tL! + L a2 una funcién f (x) , v .
n = 00 : @
ademds que (f - f)#* (1) = ( > k(an - (g 2 _ (fa41 - E)** (t) 5
n = n = :

luego

Qo
{;TS (f-fk)**_(t)q /P -1 dt}l/q £
5 .
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n = -

i

Por consiguiente f € qu y I fn ~ £l ch;—" 0 cvando n—o ..
Elcaso q = o es mds sencillo y lo dejamos a cargo del lector.

Los dos teoremas que siguen prueban que, si 1 < p < oo , los espacios Lp 1
?

. . . .. . 1
y L se caracterizan como el minimo y mdximo espacio intermedio entre L

. P: O .
y L% cuya norma coincide con la de P para funciones caracteristicas. EIl mis-

mo resultado valdria para p = © si hubiésemos definido Lm ] ¢omo L'®

(ver Cap. I, §5) .

TEOREMA 4

Sea C un espacio intermedio entre Ll y L® tal
que I £ c. Izl LP (1l £« p-< w) si { esunaifun
cién caracteristica. Entonces Lp 1 cc , s “C &

< "f“L paratoda f € L 1
p, 1 P

Demostracién

Por el Lema 13 podemos suponer que £ es no negativa. Ademé#s podemos limi
tarnos a considerar funciones simples, pues es ficil ver que éstas son densas en

L Sea

p, 1

n
f(x) = E a; Xy (x) , ap>a,>....>a >0 , A;NA;-= gosi i#]
1

i=1
j
Pongamos BJ.': U Ay 4 By = o3y -agy 1€ j&n , 2,4 o,
i=1 n
b, X = f, . Entonces se comprueba ficilmente que £ = Z f. ; ademdés
J 'Bj j =1 J
o
£k (t) = z ¥ (t)
=1 J
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En efecto, sea ty = 0, t = F(Bi)' . 1<ig<n . 8i't_; <t <t

r

entonces £*(t)=inf{)&:Df(k)$t}=ai . f?(ﬂ:o gi j <1i,
n n -n,
= i > . = b. = 2 | . = a. = a. =
£ (t) = by si jy1i . Luego lef?(t) jZ=i- by ,j7=1 (a5 - 25,1) = 3
= f(t) s 0 &t <L t, . La igualdad también vale si t > t, . pues en tal caso

ambos miembros son nulos. Por lo tanto

@© . ) "n o
llfHL = %g * (tM/P-lay = z %j f#(t)tl/p 1y Z IlfIIL .
j:l' 0 . P,

Por hipftesis " fj“‘C = ufj“ Lp = “fjn Lp, ] para 1 £ j < n ; luego
n

Il &> gy =2 gl = bl

j=1 o J=1 pal p!l

Observemos que no hemos utilizado el hecho de que C. es intermedio, sino sola-

mente que ”fuc = | |f|“c

TEOREMA 5

©

Sea E un espacilo intermedio entre Ll y L tal
que "f”E = “f”Lp (1 €£€p £w) si f es una fun
cién caracteristica; entonces E C Lp, o ¥ I £1] Lp, - Q

£ “E paratoda f € E .

Demostracién

Sea f € E ; como antes, podemos suponer que f es no negativa. Supongamos
primero que la medida es no atémica. Si t > 0 , sea Bt un conjunto tal que

{f > f*(t)} c B C f*(t)} y /lL(B ) =t , ysea X ¢ la funcién caracteristica

de Bt'

Definamos, para h € L1 + L® |, (Th) (x) = f h(x)d}&] ’7C {(x) . En-.
tonces T es un operador lineal de norma menor o 1gua1 que uno en L1 y en L®
¥ (Tf)(x) = £+ (t) Xt {x) (ver la demostracién dellema 9) . Gomo T{ es

miltiplo de una funcién caracteristicay E es intermedio, tenemos
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e : L
f**A(t)t I]'rfﬂLp quuE§ el (25)

de donde “ Q £ .
d flle'oo hellg

S5i la medida tiene 4tomos, la desigualdad (25) estd probada sélp para los .'t

tales que existe B, con /A-(Bt) =t y {'f"> f’_“(t)} c BtC{A_f.a-f*(t)}, Llamando

H al conjunto de tales t , probarermos que

sup fi% (,t)tl_/P = sup f**(t)tl/p
t>0 t €H

de donde resultard que la tesis sigue siendo v&lida.

Sea 1 < p < o , ysean t1'rt2\,€H tales que (tj, t3) N H = g . ’En,ton-»

ces es evidente Qque ¥ (t) es constante en [_tl, t;) ., y por lo tanto f¥¥(t) es

derivable en (tj3., tp) . si C?(t)" = f**(t)tl./P , entonces

1 = '1/' 1
Cpr(t) = /P [f*(t)-Ff**(t)]-

Por la definicién de f** como valor medio de f* es f4cil ver que sélo tenemos

dos posibilidades: o bien f¥¥ (t) = f¥*(t) en (tll, ty) (y también en (0, t2) ) .

o bien fi* (t) es estrictamente decreciente en (tj, t3) En el primer caso serd

(-P'(t)>0"en (t1, t2) yene}segundo (.P'(t) se anula a lo sumo en un

punto t, € (tl, tz) y es creciente en t; . Luego CP (f) no puede tener un m&-

ximo en (t;, t;} . .lo-cual prueba nuestra afirmacién. -

P =1 y p = o sonm&s sencillos, pues entonces C[’(t) =

l.os casos

= tf¥* (t) 6 C‘P (t) = f#%*(t) , y arhibas funciones son monétonas.

Veremos ahora que, para cada p , qu es una cadena de espacios que crece-

con q .
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TEOREMA 6 . : ‘ o : .

s ' z

Si 9, > 9 - entonces Lp’ a; C Lp, a, y
. |
Hel g, £ {gq,/q;) 7z ysy para toda
2’1 L
P. 9 P. 9y

f€ Lp, a °
Demostracidén
El teorema es cierto para q, = ® , en virtud del Teorema 5 , si se reemplg_

za la constante de la desigualdad' por uno. ‘Si qz' < © , podemos suponer que

(Fy L = 1 . Entonces, por el teorema anterior, f**(t)tl/p £1 ; por lo tan-
P, ql ’

to [0 (t) t1/PTd1 > [f**(t)il/P]qZ , de donde

[0 o]

{92 i 1/p792 4] 1/9, £
“f"Lp,qZ —{ pp.g [f**(t)t /p] 2 t} 2

5
4z 94 1/p7149; dt) 1/q 1/q
é{qﬁ é [ ¥ () t ] T} 2 = (gp/q;) 72

\

Estamos ahora en condiciones de motivar las definiciones de qu para p = 1
ypara p = oo . Supongamos que f € L n L™ y que se anula fuera de un conjun
to de medida K < o ; entonces

w o}
Fellp = % j £x (t) ¢1/P-1 dt-—>f ge(tyar = belf (26)
p. 1 0 0 L:

si p—1, pues es evidente que se puede pasar al limite bajo el signo de integral.

Por otra parte

"fUL = sup f**(t)tl/P——>sup f**(t)t = "f“ 1 (27)
P, ® ¢ >0 t >0 L

N . -1/p! :
cuando p-—1 . En efecto, f£¥¥ (t) tl/P = I« 1l t 1/p si t 2> K ; luego
% (t) RY4

no crece para t > K , vy por lo tanto basta tomar el suprémo para

0 <t< K . Pero.enese intervalo fik (t) tl./p tiende uniformemente a f£¥% (t)t,
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Como ‘Jl £, ! = s ll'qu P ”f I L, o ,> se deduce de (26) (27-) que

? ?

” £ L —= || £ Ll si p —=1 (indepéendientemente de c6mo varie q )
A pg /.\

Andlogamente, si f € Lln L® v S> 0 , tenemos
o)
- 1/p! -
%J f*(t)tl/p Latg ”f“Ll/p § 6 e p —> 0
’ §
luego

lim inf "fuL = lim inf
p —> p. 1 p—>o 0

y andlogamente con lim sup

el (5 <

Dado E> 0, elijamos S > 0 tal que ‘f“ Lo

< ld o & entonces
L
S 1
(\lfULm- & ) Sl/Pgéof e (0) /Pl aeg |l £l o §ie

Por lo tanto

(“f"L - £ ')\< lim inf "f”L \< lim sup “f"L lé ”'f"Loo

(o o]
p—>oo b, 1 p—>® P

vy en virtud de la arbitrariedad de (E resulta

m  belg, (28)

p —>@ P,

= Il
L

: 1 - .
Por otra parte, f¥*¥ (t) tl/p é “f” 1t /p-1 ; luego podemos elegir M P °
L : ’

talque'f**(t)tl/pé f¥% (1) si t> M y p >2 . Por lotanto

1
el = sup f**(t)tl/p_é el ™ /p

P ® 0« t<M L®
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de donde . - ' - . :

i

lim sup ﬂf"L < | £l ©
p —>® p, @© L

Si € >0, = (t) tl/p tiende uniformemente a f¥¥ (t) para ELt &
&M cuando p —>00 ; luego
lim inf Uf\lL > lim sup f**(t)tl/P = sup SEEE () = fR (&)
p —>® P, ®  p>w E<t£M ELtEM
Por lo tanto
lim inf [ £] | > lim (&) = Vil
P —>00 P, ®© £ -0 L
Este resultado y el anterior prueban que
lim | £ = | £ (29)

p—>®

{ Como antes, se deduce'de (28) y (29) que I £l L. bell o si
~ . P4 L
D —0 .,

| § 5. - DUALIDAD EN ESPACIOS DE LORENTZ

16

Si la medida M esmo atémicay 1 { p < @ ,

1< q < o, entonces

Iz(f,p,q)=s'up Pj\f(x)g(x)dﬁ\,

'g




donde g - varia sobre 'el_'éoﬁﬁunto de las funciones jb-mg
dibles tales que

o0

g* (t) = S h—(ss—)'ds
t
con
Jo's)
} [no /ey g g,
0 . d t
Demostracidén
1) Para una; tal g tenemos
| [e o] (0 0) Qo - . [e'0) 8
| 1 ¢ - h{s) ., 4, -| Bh(s)
ffgd < J % g dt -—J f*(t)J ——dsdt —J —dsf
[ 0] o oo
=J h(s) f*(s) ds{ j [f**(s)sl/p]qd?g} 1/q j[h(s)s-l/p']q'
0 0 0

€ 5, p,
2) Elegimos h(s) talque
1] - - -
h(s) sl/P =[f**(S) SI/PJq 1 oLl q
en 0 ag s£ b, donde
b

a

y h{(s) = 0 f{fuera de I:a,b] .

Ahora elegimos g (ver Teorema 2 , § 3 ) de modo que

fr(t)dt =

ds
=N

} 1/a' £
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: o ‘o .
j“f'.gd/'» =J frgrdt =I h(s) f#*(s) d& = o
R 0 \ 0
b A . b . _
A Loy tge] 10 e ey
a a

Ademds, para esta funcién h (s) tenemos
co

b
j [h(s)sl/P']q' ds—s}l/q' = J'7d J [f**(s)sl/P]daés,}l/q =3

a

Como a y b son arbitrarios, resulta

IL,(f, p, @ = sup
g

5fgd ,
q BN
LEMA 17

S5i la medida es no atémica, 1 {p <@ , 1 q< o,

entonces

“1/ag,-1/ar ' , )
q /%q llflleqésup“ifgd/&l- "gHLp'q':_' 1} <

L ppra o MY oS (30)

Demostracién
Si
®
h(s) d
g¥(t) =
t
entonces

T2




(o8]

J ) 8701 gl 1/at ¢y (31)
X

obtenemos, utilizando el Lema 14

"glL 1q! ={1§1; j [%Jh(S)ds-’-tj h(ss)ds] Q' tq/p'_ldt} I/Q.' 4
f Qo Qo
{3;,5[;511(“(1 ]q'tQ'/p'—l }1/q'+gp_l;l_£ [tj h(ss) ds]q' a'/pt -1 }l/q<
< p{-}%—j h(t)d a'/p 1dt} 1/q'+p.{qT"j B (t)d tq/p 1 }1/q. ¢
0 0
< e Z) MY - () VSR,

Por consiguiente, el conjunto de las funciones g (x) cuya reordenada proviene de

una h (s) que verifica (31) estf contenido en el conjunto de las g (x) tales que

/q/

|Ig||L" ' < (e}

‘Linego se deduce del Lema 15 que
Pa :

L, p,a < sup{’ ffgd ‘ : e £ (pp.)l/q q.l/q.} _
2 R /A— ﬂ ﬂLplql

<o 8 waf| St 101, )

plql
de donde resulta inmediatamente la primera desigualdad de (30) .

Por otra parte

[s 0]

o]
Ufgd lé J f*(t)g*(t)d‘téj frk () gk (£) dt =
R /A’ 0

o o]

‘ ,
=J f**(t)fl/p g**(t)tl/p%é L, p.I, (g8, P, a) =
0
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= ppl q-l/q ql-l/q. /"f“ L

4 .
P

lo cual prueba la segunda desigualdad.

LEMA 18
Si la medida es ho atémica, 1 < p £ ® , entonces
| £ = sup{ "Ifgd I : g é1} ) (32)
I Ly, o 4 e || :|| Lo
f = sup{ Jfgd ’ . sl £ 1} . (33)
[ lILp. 1 2 M Lo, o _
-Demostracién
Para p =1 6 p = oo elresultado es bien conocido. Si f € Lp o Y
g(x) = ,XA (x) , /uL(A) = K , entonces
o k
Ufgd/’;’é J £ (t) g* (t) dt =I % (t) dt =
R 0 0

= gl/P' 1/p <
= K K/P gxx (K) "f" Ly, oo "g“ L

n

Si g es simple no negativa, g puede ser expresada como g(x) = E cj g (x)

i=1
n
donde g; = ,XB- , BIC ..... - Bn , de modo que sea g¥* (t) = E qigf‘(t) .
1 i i=1
n
lel, =2 o &l - Lueso
p', 1 i=1 p', 1
[0 0] n Q
Ufgdﬂé S £ (t) g* (t) dt =§ ciS £ () gr (1) ar &
R 0 i=1" 0

n

< N . ; = f
< "f“ Lp, o ;z - =1 "81“ Lp'. 1 “ “ Lp

o ||8||L .

? I

i
Eligiendo funciones g(n) simples tales que g‘n)*'( t) / g% (t) se tiene, en ge-
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(34)

?

< by sl

o

Luego

sup'{ Lgfgd/“\ el 2 € I}S 11, o

cambiandoen (34) f por g y p por p' , se obtiene andlogamente

“"{lifg%-\ el Ly o€ <y,

sea g (x) talque g*(t) =K'1/P' si 0 <t< K , g*(t)

Si fELp,co'

=0 si t£< K, ¥y ‘

0 k
’ngd/tl = S £ (t) g% (t) dt = _K'I/P'Sf*(t)dt = Kl/pf**(K.)
R 0 0

Para estas g se tiene

k
TRV (VRN
lel oy, = 57K ) ¢ dt = 1

Eligiendo K, talque Knl/ Poex (K ) —[ff , vemos que se verifica
P, ®

(32) .
. 1 1/p-1
i %* = -
Si f€Lp,1 , sea g talque g% (t) pt
@ @
|jfgd l =J f*(t)g*(t)dt=lJ ety /P lae = 1]
R /A 0 pO Pal

Para esta g tenemos
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de donde
/ot
le] o = sup grr (1) /P < )
p', ©
y esto prueba (33)

OBSERVACION

Las desigualdades (30) vy las igualdades (32) y (33) siguen siendo vélidas
si se impone a las funciones g (x)} la condicién.adicional de ser simples, pues po -
demos suponer que f y g son no negativas, y entonces nuestra afirmacién es con

secuencia obvia del Teorema de Beppo Levi.

TEOREMA 7

Sea 1 {p<d o, 1<£qgqgm . Silamedida M

es no atémicay f € L g €L la forma bi-

pq ? plql ?

lineal

hy (£) = 1{f(x)g(x)«iﬁu . (35)

establece un homeomorfismo entre L y el dual to

p'q’

polégico qu’? de Lpg tal que

q-1/a q71/a" " g“ L é "hg" Log® < e q-l/q @t " g" Lprg!

plql

si 1{gqg< @, ¥y

Ieel ey, e = lel oy
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gﬂ LP'. % = "g“ Lp',,’l

Demostracidn

Si g€ L’p'q' » se deduce de los Lemas 17 vy

18 .que . (35) define una fun-
cién lineal continua sobre

qu y que se verifica el resto de la tesis. Por lo tanto,
el teorema se redice a probar que para toda h € qu* existeuna g € Lp

Qque h = hg

|q: tal

Sea h una funcional lineal continua en L

pq ©on morma "h " y £ = XA
la funcién caracteristica de un conjunto medible

A con '/rmA) = K< o . En-
tonces

molé I hels, = Du] /e

Luego ;} (A) = h{ 'XA) es una funcién numerablemente aditiva de conjunto y

Y (A) es completamente continua con - respecto a /\A Por el Teorema de Ra -

don -Nikbdym existe, entonces, una funcién localmente /A.- integrable g (x) tdl que

h( %) = ;‘gd/u. = J ’XA(x)g(x)d/w .

Si { es una funcién simple, se deduce por linealidad que
(D) = J e gix)dm (36),
R ™ -

.de donde

[ er s an| ¢ Jnl

R 7
si f es simpley "f "L £ Entonces se deduce de los Lemas 17 y 18

Pd
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que g € L yque (36) wvale p’araftoda fe€ qu , con lo cué.l sezcompl.eta la

plql

demostracién del teorema.

Utilizando el Lema 11 no es diffcil probar que la condicién de que /;, sea no

atémica puede ser eliminada.
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CAPITULO III

INTERPOLADORES Lpq Y EL TEOREMA DE MARCINKIEWICZ - CALDERON

~

§ 1. - INTERPOLADORES qu

El Teorema 3 del Cap. II sugiere la siguiente generalizacién de la funcién pro

mediada.

DEFINICION

Si (A, AZ) es un par de interpolacidny u € A +4A,,
definimos 12 funcién promediada de u (con respecto
a (A;, Ap)) como uf\*(t) = "u"'tA1+A s

2
0<t<

Es ffcil ver que | ul tA; + A, ©8unanorma equivalente a "u'] Ap +A, cual-
quiera sea t > 0 ; luego ux* (t) serd finita paratodo t >0 siy sélo si

u€A;+A, . Ademds se tiene las siguientes propiedades.

1) uj{*(t) es no creciente. En efecto, si t; {t; y V€ Ay ., WEA,,
v+tw = u , entonces

4

MY
[+l Azé . L+ &l A, i

||v||A1 N

gk (1) < —
2




tomando {nfimo-en el §ltimo miembro obtenemos ""_*uj* (t;) £ wfE (t)) .

2) t uz* (t) es no decreciente. Con la misma notacién que antes

\

v
truf*(t) & tld,cﬂ

Alag Tl + 4 Dela, L Ivla, + wslola, -

i tZ(""}Al + %] Az)

de donde 't; uwk* (t,) <ty ukt (t)) .

3) u¥* (t) es continua. En efecto, sea h > 0 ; se deducé de 1) y 2) que

*' &£ t+h %
uA*(t+h)guj§*(t)\ T WE* (t+ D)

luego

ek e
u¥ (t+ h) ¥ (t)

1
-—u¥k (t+h) <
qu( ) h

4) Si u € A, , entonces uf* (t) < "u“AZ paratodo’ t > 0 ; si u € A,

entonces tug* (t) £ uuu A, Para todoc t > 0 . En éfecto, si u € A, , enton-

ces u = 0+u , 0€A1 » u € Ay, , de donde

[ o]
ugr ()< — + u] 5, = ala)

Anflogamente, si u € Al R

t ukx (1)< ”u” Aq +t "0" A, = ﬂ u“ A,y

5) Definamos "u“A = oo si u € A1 +A2 , u g A, . Entonces la igualdad
2

sup u¥* (t) = lim  uf* (t)

£ >0 . o ”“"AZ
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il - . -

es v4lida para todo u E-A.'l' + A, si y sélo si la esfera unitaria de A«Z' es cerrada -

En efecto, supongamos que se¢ cumple (1) vy sea u, una sucesién de elemen-
tos de A, que convergea u en A; +A, ytalque ” un" A, £ 1 . Entonces
u, —u en tA; +A, , ypor lotanto (u, )z* ('t)-—»u:z* (t) paratodo t >0
Por (1) (ug, )j'-&* (t) £ 1 paratodo n , de donde uz* (t) £1 . Luego

wu€A, y el A, &1, lo cual prueba que la esfera unitaria de Ay es cerra-

da en A1 +Az

Reciprocamente, supongamos que la esfera unitaria de A, escerradaen
A.1 + A2 . Si uﬁ* (t) no es acotada, entonces la igualdad (1) se deduce de 4).
Si upk(t) S K, sea v, €A; , wy €Ay, u = vytwy , uf*(l/n)+ 1/a >
2 n anu Ay + | wgl| A, ; entonces "u - Wn" A+ Azé '“ a - .Wn"Al =
= “ vn“ A1< (K+1)/n—>0 . Por io tanto Wn—>;1 en A;+A, , ycomo

”wn“Azé K+1 , resultaque u € A, y

_ hm uj;*(t) > lim sup H wnu A, 7 H \1” A,
t——>0

-6) 'Deﬁ,ﬁ'amos "u" Al = o 8 u €A +A,, u ¢A1 . Entonces

Cpukk (t) = L % (1) =
sup tuA (t) lim tuA (t) Hull Ay
t >0 t —o0

para todo u € A] + A, siysblosilaesfera unitaria de A; escerradaen

Al + Az
La demostracién se reduce al caso ant_e;ior teniendo en cuenta la propiedad 7)

7) Sea (A;, A,) unparde interpolacién, y pongamos B; = Az , By = Ay

Entonces

uis (t) = ltuz# (1/t)




En efecto, sea v € By- ., WE€B, , vtw = u . Entonces

—

INME: .
u:eé*(t)é —_—0 1 5 I{w“ B, = = (tl|w|\A1+.uv“ AZ)

y tomando infimo en el tercer miembro resulta
1
sk -— bd
uf (t) " uz (l/t)
Si repetimos el razonamiento cambiando (Al R AZ) por (Bl ' B-Z) y t por

1/t , obtenemos la desigualdad contraria.

8) uz* (t)—0 cuando t -—o00 paratodo u € Al +A2' si’'y sélo si Al N Ay

es denso en AZ' .

En efecto, supongamos que Al N A2 es denso en 'AZ . Dado u €.'A1 + Ay,
u=vtw, VEA; , W € AZ » podemos elegir z € A} N As 'ta‘.lqujg

lw -2zl < E/2 , donde € es un nimero positivo arbitrario. Entonces
2
u = (V + Z) + (W - Z) Yy

ui*(t)é I v+ z“Al/t-I-"-w-z“AZ £ €

si t>2"v+zUAl/6 .

Si AN A, noesdensoen A, , sea w € A, talque .llw-z‘“-A2>.g>0

si z € Al N A2 . Entonces

wikk (t) = {Ilzll /t+||w-z“} > §
A zGAlﬂA

paratodo t > 0 .

9) tuX*(t)——»O cuando t —> 0 para todo u€A1+A2' si y sélo si AlnAz
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es denso €n Al Lavc'i'émostracidn_ se reduce a la antgrior utilizando 7) .

10) -Supongamos que A; N A, endensoen A, . Si § > 0 definamos

g( g, t) = 1nf{HWUAZ:||u TWUAl/t'I' HW”Azé ui*(t)‘i' S} N .
u* (t) = lim g( & ,t)
A §—0
Entonces

a) uX (t) esmno 1:creciente y continua a derecha;,

b) uji*(t) = %{ _uz(s) ds.

Comenzaremos probando que tui* (t) es una funcién céncava, o sea que
(1= ok Veg ukh(ty) + of g ukk(t)) & [1-a Vg + ol tl]uj;* ((1-ol Jig+ oL t)

paratodo o/ con 0 & oL £ 1. si V€A1,W€A2,u=v+w,es

evidente que

i

e T T e e o= R S NG

e

R e R

e e L e D e

= Il Al+(';(.1 ol )ty + o tl)HwnAZ

Luego

SR Lk L s m g

(L= ol ) g ukk () + of ty ukk (t7) L ivl a tta -od )ty t o{-tl)lleAz

y tomando infimo en el segundo miembro se obtiene la concavidad de tuﬁ* (t) . Por
ser tuji* (t) céncava, no decreciente y nula en el origen, existe una dnica funcién

LP( t ) no creciente, no negativa y continua a derecha tal que
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t
tukt (t) = Jd W(s) ds

Sélo queda por ver que (-?(t) = uz('t) . Sea V€A , wWE€A, , ViwW=u,

y h > 0 ; -entonces -
1 . , _
Sl reembwl ) -tvll g +ebwl 4 0] = Twly,
Elijamos v y w de modo que
I+l aptt fwl A, é,tuj;* (t)+ €n

“wﬂAzég( En/t,t)+ & .

Entonces tendremos
1 . )
—h[(t+ h) ukk (¢ + h) - tuik (t)] £ g Enft i+

Haciendo tender h a cero resulta (P(t) < uz (th+2¢& para todo &>o,

de donde Q{’(t) £ uk (t) .

Elijamos ahora v y w de modo que-

llvl[A1+(t+h)||w|| A, £ (t+h)uj;*(t+h)+ €h

entonces

lh[(t-l-h)ux*,(tfh)—tuX*(t_)] > lwlys, - €2 gl b/t t+n)-€

Probaremos luego que
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, S e S.trm B $ Ly - , (%)

si h es bastante pequefio. Utilizando este resultado, obtenemos
1T . o
I L(t+ h) uj;* (t+h) - tux* (t_)] > g(2 €Enft,t)y- €&,

de donde resulta, haciendo tender h a cero, que CF(t) 2 uk (t) -¢& para
) . A

todo £ > 0 ; por lo tanto, C—?(t) >/uZ (t)
Para probar (%) , sea w talque
lu-wly /tt+hy+ Bwhp & whk (E+h) + S .
1 2 A
Para esta w tenemos
™ -w”Al/t = fu -w-nAl./(t+h)'+ "u -w “AI/(t'*'h)l—l' £

t
< lld-wllAl/(t+h)+(u§*(t)+ S ).l?t.
Lo
Ponjendo hO =t S/(uj*(t)+ S ) tendremos, para h Lho .
(™ -w”Al/t ™ -_w“Al/(t+h)+ S)-
por lo tanto
T -,Wllél'/t+',||wllAzé la-wila At +n)+ H'w”A2+Sé uf¥ (t)+ 26

Hemos probado que

T -wl Al/(t +h)+ .ﬂ wﬂ"Az L uwpx (t+h) + $
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irhplica

>

llu;wllAl/t+ "WﬂAzéuz*(t)+ZS.

si h(ho Y

Sea M

de donde resulta inmediatamente’

el conjunto de las funciones

(*)

f(t) , 0Lt o , nonegativas, medi

bles Lebesgue y finitas pp. Llamaremos funcional admisible a una funcional no nega

tiva @(f) , 1€ M , talque:

a) Q@ =ad(f) si a>0;

by Qure £ d(n+ e

c) @(f):O siysélosi f(t) = 0 pp. ;

d) si h(t) = min(l,1/t) , entonces Q(h)< o ;
e) si 0<f(t) g (t) ., entonces qJ(f) P (g) ;
£) stLn , entonces d () < Z d (£y)
g) si @(I;:)l——»-o , entonces fn(t)—>n0= 1en medida.

TEOREMA 1

Sea (Xl N Xz)

funcional admisible.

mo el espacio {u € X1 + XZ

la norma ﬂu" .
¢ .

d x;. x;)

Demostracién

Resulta inmediatamente de a) ,

un par de interpolacién y

¢

d x;. X) co-

@ (u*m)é oo}

@ (ug‘(*) , entonces

una

Si definimos

con

es un interpolador.

b) , c¢) vy de las propiedades de ui* (t) que

@ (X1 . Xz) es un espacio lineal y que @ (u§*) €s una norma.

Observemos que si (un)§=(*~(t)

no crecientes tendremeos
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(u, )31‘(* (t) —0 para todo

tiende a cero en medida, por ser las promediadas

t —0

. ¥ en particular pa-



ra t'= 1 ., Por lotanto se deduce de - g) que.si u,—0 en -@(Xl : Xz)
entonces u, —»0 en -X; +X, , lo cual prueba que @ (X, + X3) estd continua

'r'nAexvat'e‘coﬁtehid_o en X1 + XZ .

S5i w€X; N Xz tenemos, por la propiedad 4) de la promediada, u;‘c* ()&

< " u" min (1, 1/t) . Luego d) implica que X N XZ.-gesté continua-

XN X,

mente contenido en @ (Xl » X35) .

Sea { un} una sucesién fundamental en q_2 (Xl . Xz) . Pasando a una subsuce-
8ién en caso necesario, podemos suponer que H u,. -u I\ K 1/2‘n
n n+1 q; (Xl x.z)
La sucesién {un} es también fundamental en X; + X, ; por lo tanto existe
u € X; +X, talque u, —u en X1 + XZ , Yy también en tX; + X, para todo

t >0 . Luego

u-u Z(nrrfl un)

n=j

en el sentido de la convergencia en tXl + XZ » de donde

- - w6 € Z(un-n - ug)g (t)

Resulta entonces de. f) qué

”u -uj-” {P (X; . X: )\Z ”un+1 Un ” @(xl. Xz)él/zj'l

n=j

Por lo tanto u € @ (X1 XZ) y u,—>u en @ Xy Xz) , lo-cual prueba

que este espacio es completo.

Sea (Y, Yz) otro par de interpolacién y sea T € xg (X,Y) . si
ueq)('xl,hx?_),-se,a vexl, wEX; , us=vitw. Entonces
(Tu)E;* (t) = “Tu

- “T"M ¥t "TWI Y, 41? I+l x; t K X,
87
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y tomando infimo. en el tercer miembro
(Tu)k* (t) < ug(t)
Por e) tendremos, entonces
=] <l |
¢ (1. Y2 ¢ x;. x,)

esto prueba la propiedad de interpolacién y completa la demostracidn del teorema.

Es ficil verificar que

o 0]

@(f):{—q—,Jf(t)qtq/p'ldt}l/q , l1dp<ow , 1£q< o,
PP' | '

supf(t)tl/p ., 14{p<dw,
t >0

FSH
—
LY
=
n

sup f(t) ,
t >0

$ (£).

son funcionales admisibles; por lotanto elteorema anterior nos permite definir, en tér

minos de estas funcionales aplicadas a u}*(* (t) 1los Lp q (X1 ' Xz) s, 1{p& o,
1 £ q € @ , que llamaremos interpoladores tipo Lorentz. En particular,

qu (I._,1 , L®) coincide con el espacio de Lorentz L definido en el Capitulo II

Pq

y el Teorema 1 prueba que estos espacios son intermedios entre Lt y L™

§ 2 .- TIPO DEBIL Y TIPO DEBIL RESTRINGIDO

14 1% es de tipo débil

Diremos que un operador lineal T de L1 +1L° en L
(p,q) siexiste M > 0 tal que
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A

L T M|£],pla | :
_ : | P : :
' o 'd [ J&] , (2)

para toda f € LP ; llamaremos norma débil (p, q) al infimo &é'las constantes M
Diremos que T es de tipo débil (p, ) siy sélo si

tales que se verifica (2)

T transforma contfnuamente LP en L% ; la norma débil serd en este caso la nor
ma ordinaria.

Teniendo en cuenta la desigualdad de Tchebicheff (Cap. II , §1 , Lema 4) es

fdcilver que si T transforma contfnuamente LP en L9 (es decir, si T es de

tipo (p, q)) con norma |] Tn , entonces T es de tlpo débil (p, g) con norma

aévil M < [T

La desigualdad (2) puede ser escrita

) |
ADL (X)) /ag Ml p

y como el segundo miembro es independiente de A, equivale a
"sup ( AD (x)l/q)\(Mllfn “(3)
A>0 Tt LP

Veremos ahora cémo se expresa la nocién de tipo débil en términos de los espacios

de Lorentz..

TEOREMA 2

Un operador lineal T de L4 1® en L1+ L® es

de tipo débil (p,q) , 1 $p<£Low , 1< qg o, si

y s6lo si T transforma continuamente LP en Lq’ P

Si M eslanormadébil (p,q) de T y N esla

norma de T como operador de iP en Lq o '
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tiene

M{NL9M . (4)

Demostracién

Si q = o , envirtud de las definiciones de tipo débil A(p, @) yde L ,

w0, ©
no hay nada que probar. Si q < o , veremos que el teorema se deduce de la igual
dad
sip AD (A2 = sup gx(1)el/ (5)
A>0 t>0
vdlida para toda g € Ll 4+ L@ , como probaremos luego.
En efecto, suponiendo (5) , la (3) ‘equivale a
I, (Tf, q, o)< Ml LP-
de donde
L, (Tf, q, o) = lTsl & amlsl g
-q,
o seaque T transforma.conti_nuamente LP en 'Lq o Y N <& q;M
Reciprocamente, si "Tf" L < NIfll p . entonces
, @ L
sip AD_ (AL =1 (TE, q, ¢ T < Nl
A>0 ' ' q, © L
y vale (3) con M<EN
Probaremos ahora la igualdad (5) . Sea g € I L -y A= g¥(t) ; en

tonces, por el Lema 6 , Cap. II , Dg (AA. ) é t , de donde
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AD, (A )‘1/q4 g* (t) RYLY
y por lo tanto

AD, (A/AE sup g (1) 11/ | (6)
t >0
La desigualdad (6) ha sido probada para los A de la forma A = gk (t)
Si A no pertenece al rango de g*' , entonces A > g*%(0) o bien existe
t 2 0 talque g*(t-0)> A > g*(t) . En el primer caso serd Dg( A) =
Dg* (A ) =0, yopor lotantola (6). sigue siendo v3lida. En el segundo caso

se tiene Dg_(A )<t ; luego

“lim g’i‘(s)sl./q = g% (t-0) t_l/q' }1Dg( A )l/q

st
por consiguiente (6) vale para todo A >0, osea
sup AD { A )l/qé sup g*(t)tl/q ' (7)
A>o0 & t >0
Por otra parte,'si t = Dg( A ), setiene f*(t)< A . de donde
£ (1) /2 < A D, (A y1/a
y por lo tanto
e (1) t2/9 L sup  AD- (A )M/a , (8)
A>0 &
Si t no pertenece al rango de Dg (X ), entonces t > Dg (0) , en cuyo ca-

so f*(t) = 0 , o bien existe A > 0. tal que Dg( A-0) 2t >Dg( A) s
en este Gltimo caso téenemos f* (t)< A , de donde -
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N

" lim 6D (¢ )Y/9 = AD_( A -0y s (1) (l/a
c A B g :

y la desigualdad (:8) vale paratodo t > 0 -, con lo cual queda probado el teorema. ’

Diremos que un operador lineal T de Ll 4+ Lo en ! + L®P es de tipo débil
restringido (p, q) si se verifica la desigualdad (2) cuando f. es'la funcién ca -
racteristica de un conjunto medible. Llamaremos norma débil re.strin‘gida al infimo
de las constantes M tales que se verifica (2) para cualquier funcién caracteris-

tica.

Es obvio que un operador de tipo débil (p, q) es de tipo débil restringido (p, Q)
con norma débil restringida menor o igual que la norma débil. Teniendo en cuenta que
la norma en Lq, © coincide con la de L4 para funciones caracteristicas, el Teo-
rema 2 muestraque T es de tipo débil restringido (p,9q) , ¢ > 1 , si y's<’510
si cumple la condicién de tipo ordinario u T a Q L] p cuando f Aes una fun

L
cién caracteristica.

El préximo teorema aclara la relacién entre tipo débil y tipo débil restringido y per
mite expresar a este ﬁltimo_\ concepto en términos independientes de funciones caracte-
risticas, posibilitando asf una formulacién abstracta que lo haga aplicable a situaciones

mis generales.

TEOREMA 3

Un operador lineal T de L!+L%® en LI+ L® es
de tipo débil restringido (p,q) , 1 £ P é' o , 14
< qgg o , siysblosi T transforma continuamente

L “en. L . Si K es la norma'débil restrin-

p, 1 q, ©

gida (p,q) y L eslanormade T como operador

de Lp,l en Lq,oo , entonces_
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K &L £ q'K

Demostracién

Si ‘T es de tipo débil restringido (p, @) con norma débil restringida K , en-

tonces, como se vio en la demostracién del Teorema 2

I, (Tg, a, ©< Klgl = Klgl
1 LP Lp, 1
's8i g es una funcifn caracteristica. Luego
lrell = 1, (Tg, a, @€ a'Klgh
q, p, 1

Si f es una funcifn simple, podemos expresarla como

n
f=§ fi

i=1

donde las f; son funciones caracteristicas multiplicadas por constantes, de modo

‘que se verifica

n
Vel L = 2 el o
.1 i=1 P,

B 1

(ver la demostracién del Teorema 4 , Cap. 1) .

Por lo tanto

n n -
£ £ 2 s, | 'KZ |5, - gl
“ H-Lq-, w  {T1 . Lq,ooé : | lan, 1 Dp, 1

i=1

‘Teniendo en cuenta que las funciones simples son densas en Lp 1 si p<Lo,
2

vemos que T -transforma continuamente L 1 em connorma L £ q'K.

L .
P, q, ©

Si p = w , se procede andlogamente, reemplazando las funciones simpleés por com
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binaciones lineales de funciones caracteristicas de conjuntos medibles de medida no

necesariamente finita.

Si T transforma continuamente L 1 en Lq con norma L, , entonces
pl 2 [e0)

I,(Tf, q, o) £ I,(Tf, q, @) < L\lflle .

Si g es una funcidn caracteristica, tiene la misma norma en L gue en LP;

p, 1

luego

I, (Tg, q, o) & Lligh
1 LP

si g es una funcién caracteristica, y esta desigualdad, en virtudde (5) , prueba

que T es de tipo débil restringido (p, q) con norma débil restringida K <L .

§ 3. - LA FUNCION PROMEDIADA PARA ALGUNOS PARES DE INTERPOLACION

PARTICULARES

Hallaremos en este pdrrafo las expresiones analiticas de las funciones promediadas
con respecto a ciertos pares de espacios de Lorentz, expresiones que utilizaremos

mds adelante en la demostracién del Teorema de Marcinkiewicz - Calderdn.

TEOREMA 4

Si Ay = Lpl:l . Ay = LPZ’I , 1 £ p; < p, L ®© , entonces
3
t 1 o 1
L ! 1 Pz !
K*(-t) = 5t f*(s) s ds + — f%(s) s ds (9)
179 Py tp



B P P2
si p, = @ , entonces
P1
t 1 !
frx (t) = —— ) ¢ (s)sPL  as (10)
A Plt 0
Demostracién
Supongamos que p, { - . Comenzaremos c_onsideré.ndo el casoenque f esla

funcién. caracteristica de un conjunto medible B de medida K . Como en el Teore
ma 3 , Cap, II , podemos limitarnos a considerar descomposiciones f = u+ v

con u y v reales yno negativas. Ademds podemos suponer que u. y VvV son

imples. En efecto, si u , v son no negativas, u+v = { , fz* {t) + &>

Z —lt-llu|| L . + vl o = sea u; simple talque 0 < uy L1,
Py Py

I u) -u "L L NL £ min(t€& , & ) . Entonces vi = f-u; es simple
p1: sz 1

no negativa'y Il v, - v I A =l u- u, | ML Le -

1 Lplt 1 LPZ: 1 Lpl, 1 Py, 1
Luego

g () + € 2 lw-uptully +"V-V1+VIHLP2 17

1 ’

1

7> Liu + vyl -2¢
RS LIy L4 L
t ! P
de donde
. 1
fi*(t)+3é~> ?“uIHL +“V1"L 1

Plt pZ’

n

Sea, entonces, u = E Ck,XBk €

k=1

7
n k
tos , B = kul B, . ¥ pongamos Dy = k_) Bj » Dy = g . /U”(Dk) =(Ek -




n
= Z (1 -c.) xB . Entonces
k=1 kP

n

uk (t) = ZE- X (t) .
j‘—'l J ' I:@j'lt I&j)
vk (t) = E- (1 -c.) X - ) (t) .,
o j=1 ! [k'.ls'j'._kf F.i-l)‘~
(Fi 1/ ~ 1/p 1/pyy
Il ;= -d<s_Pn=Z~ f [F P
i= 1 /SJ-l = ot
n / /
) - _ _ 1/p 1/p
|+l Lo, 1 Z (1 c)[(k Byor'/P2 - /8 ) 2J
Supongamos primero qﬁe Kl/ﬁ £ .t . Pongamos ’
. 1
Co Qe ..., L cys 8) = S]ul + vl
1 n:H T Lpl, 1 o,
Entonces

2({; ) HKI/PI. ) /3n—11/p1 TR ﬁn-l_)l/pz] <

n-1

¢ 1,1/ 1/p 1/pq o
< -;,jK Py . la.n_l lox- B ) l]é 0

Por lo tanto, (‘P no crece si se aumenta €n hasta Ch-1 ¢ luego el valor

comun de €, ¥ c,.1] hasta c,_, , etc. Esto prueba que el infimo se alcanza

para u = f, v = 0 . En resumen, si Kétﬁ y f = XB , /UL(B)

entonces

e - 1 1 1/
k2 t = = If = P
£5% (t) tll Il xR

1:

(11)
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L 1 o1
*—'—:Z ='1;_{F1 ?l-t[x/PZ-(x-. g1 p%].\_;} >

> Lt,[.[e,ll/l’l _<MP ™ _jfgl;)l/pz] > 17{(311/91 "_.[Kl/pzl S <P i-)l/pl]}%_@

(Hemos utilizado aquf el hechodeque si 0 { { £ 1 yv x, h 'son némeros po ‘ I

ol
sitivos, entonces (x+ h) - x°L \é' h_°£ } . Luego CP no crece si se disminuye

c; hasta €, .+ etc. Por lo tanto el {nfimo se alcanzapara uw = 0 , v = £ ., Lue ’
go, si K}tp y f = XB, /U..(B)‘=K, se tiene

gex (t) = Mgl - k!/P; - (12) .

A Pys 1

Llamando M (f) al segundo miembrode (9) yusando (1l1) y (12) , es

fdcil probar que
a) M(f) = fi*(t) si {f es una funcién caracteristica. g
. : 1/ < . 'i
En efecto, si f = X , )L(B)' = K, K & t , entonces
B
k i g
M(f) = lj d(sl/Pl) = Lgl/Pr o fax (1) o
t o t CA
!
Si Kl/l‘3 = t , entonces
tP k
M (f) = —I-J d(sl/Pl)-i- d(sl/P?-) = kP2 . £ (1) ;
. t 1
0 tp ;
De a) se deduce
b) Nl > M(f) paratoda f € tlp 1 hel g, > M (f) para -
Pyl Pys 1 ‘
toda f € L .
pz: 1 ’ ) i

En efecto, si f = XB , /M.(B) = K& tfg , entonces
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Py .
si K 2 t€>,_ , entonces

1/P2 = | = fji*(t) = M(f)

€],
- p2,

1 1
<l - Lty MR ftE Lk
tL 1 t
Pj.
es cierto para funciones caracteristicas. Si f es simple no negativa,
n

= : Ci(XBi)*' b

n
f = E ciXB- » By C B, C.... C B, ., entonces f*
i=1 1 i=1

Luego b)

= “f
tLpl' 1 HtLpl' 1

n n n
i=1 i=1 Pps i=1 1
vale para funciones simples, y por un pasa '

y andlogamente con LPZ’I . Luego D)

je al limite se prueba que vale en general. Ademds tenemos

es la mdxima norma monétona que satisface a) y b) . En otros tér-

c) M (f)
minos, si | £l C €S una norma monétona que satisface a) (y por lo tanto también
b)) . entr‘onces I £l c < M (f) . Basta probar esto para { simple no negativa;

con igual notacidén que en b) ,

n n n . n .
I|f||C<Z Ci"XBiUC = Zci(XBi)X*(t) = }___ M(Xp) = M(Z1 c_i?fBi) = M(f)
i i=1 iz

[y

i= i=1
Como f** wverifica a) , b) y c) , y estas tres condiciones determinan una dni
ca norma, se tiene fz* (t) = M (f) paratoda f € 1:Lpl , 17 LPZ' 1 -

se procede andlogamente, pero en lugar de funciones simples se de-

Si p, = ™ ,
be considerar en este caso combinaciones lineales finitas de funciones caracteristicas

de conjuntos con medida no necesariamente finita.

LEMA 1

Sea - f (x) una funcién medible definida en un espacio.no
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atémico. Si % (t) £ By (t) + hy (t) con h; ¥y h2
no negativas, no creciéntes y continuas a derecha, exis-
ten u(x) , v(x) talesque u+v = f

» uF(t) <

< By (t) ;- v¥ (1) < By (t)

Demeostracién

Podemos suponer que f(x) 2> 0 . A toda funcién g (t) no negativa, ne crecien
te y continua a dexjecha, el Lema 12 , Cap. II , asigna una funciénde x que
llamaremos E (x) . Paracada t >0 sea’ B; un conjunto médible tal que
{£>¢ ()} B, c{e>e(t)} con B, =t y B CBy, -si t .

Tomemos u (x) = min['l\;l(x) , f(x)} , v(x) = £f(x)-u(x) . Entonces

u(x)é ;l(x) , de-donde u¥* (t) < hl(t) . Ademds f(x) :';‘-(x).é;

™~ ~ ~ ’ . ~ 7+
(h; +h,) (x) = hy (x)}+hy (x) . Luego v(x) = f(x)-u(x)< [f(""hl""]é
£ gz(x) , de donde v*(t) £ h, (t)

Hemos utilizado aqui la siguiente notacién: si g (x) tiene valores reales,

[g(x):|+ = max[g(x) . OJ

TEOREMA 5

Si A = Lg,0 A2 = Lg,, 0 U 7 92

Ht(f) = inf sup f**(s)/'__(l -l )t s-l/ql + ol S‘l/qz]
0L &1 s> 0
entonces -
H,(f) £ £% (t) £ C H, (f) (13)

donde C = min[2, max(a] . qj)] .
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Demostracién
Sea f(x) nonegativay fX* (t) = 1 . Dado E> 0, sean. u € Ay,

v€\A2 , talesque u+v = f , A-“u‘"A-l = t/&. 'Ivﬂ‘Az = 9,/A/+D< 1+¢&

Entonces
u¥k (s ) £ et s-l/ql , vix(g) < Y s..l/qz .
Luego
frr (5) K ukk (s) 4 var (5] ot s71/ay ¢ DMz <
La+é€ ) Bk a1y 4 ,Bs'l/qz

donde P = O/(/.L+° ) . Por lo tanto

sup ¥ (s)/[(1 -[5 Yt s-l/q1+ ‘Bs-l/qﬂ £ 1+€,

s >0
de donde

H, (£) < 5% (t)

Supongamos ahora que Ht(f) = 1 . Entonges, dado 5'> 0 , existe /3 s

0 éFél, tal que
g (s) £ (1+ € )] -p )t s-1/a) 4 /33'1/‘12] (14)

Como f*(s) £ f*¥%(s) , sila medida es no atémica podemos encontrar, usando

el Lema 1 ,Afunciones u(x) y vi{x) talesque u(x)+vi{x) = f(x), y
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wk (s) S+ E)q- p.)' 't >s‘1/‘11'
vk (s) £ (1.+ ) B o139y
Luego
%u*(s)sl/ql Sa+éHa-gy veis) s /92 < (146 YR
. de donde
Las(s)s /U ¢ g1t 6) 1 By . (sl g (1ie -
Por lo tanto

< L ! . , Aoyl .
fz*(t)é ?_"uHqu, oo+ vl qu' ooé (1+ & )[q1 (1-B )% quj <

é . . ] ]

- (1.+ £ ) max (ql_, q_z)

por-la arbitrariedad de & yla homogeneidad de H, (f) . Yy fz* (t) .tendremos
ek < ' 1 :
£ (t) max (q) , q3) H, ({)

La,festricci(i_n de que lva;med-i_da sea no atémica puede ser ficilmente eliminada uti-

- lizando el Lema 11 , Cap. II .

' S6lo falta probar que fz*' (t) & 2 Ht (f) . Para ello partimos de (14) vy supo-

. =1/4 -1 ;
nemos, para fijar ideas, que q; < 9, . Observemos que ts /ql > s /‘lz si

st L L=l Ly gla g gt s>t . Sea B =
Y 42

={x:e)|> =¥}, w=1.X,, v=1f-u. Esfécilver quesi f

verifica (14) , entonces
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u**(s)é'(1+6)ts‘-l/q1 . v**(s)\<(1+6)s-l

por lo tanto
pix (1)< % [lul ol {2+2¢
A A ot L L = ?
ql’ oo qz: @

de donde resulta que ff&* (t) < Z_Ht (f)

COROLARIO 1

. Con la notécién del teorema anterior, se tiene
¥
£ (8) > ¢t /9 gax (17 )

¥

(15)

Para probar esta desigualdad basta poner s = t en la expresién que define

H, (f) , con lo cual dicha expresién se hace independiente de ol

COROLARIO 2

$ |
Sl Al Ml qu, @ ! 2

>0 , entonces
sk > et (tM Y/qz fax ((tM, /M ¥ )
fA' (t) =z "Ici_z‘(t l/MZ) ( 1 2)

En efecto, tAll' + A'2 es, en este caso,

MLy ot Melg, @ = MZ{EM_ Lq,, o * Lgy, m]

de donde

102

Al .= MquZ’w ’ Ml . MZ>

(16)



i

1 ;
P
— £k (t M1/¥2)

Por lo tanio,. (16) .es consecuencia inmediata de (15) . .

OBSERVACION

Aventuramos la conjetura de que. Ht (f) esiguala fz* (t) De cualquietr mane-

ra, para nuestros fines basta con la desigualdad del Corolario 2. .

§ 4 . - LLOS INTERPOLADORES Lp'q APLICADOS A PARES DE ESPACIOS
DE LORENTZ
TEOREMA 6
Sea lép1<pzéoo, 1<k<oo,1$r§oo;
entonces ‘ ' .
Lyer (Lpl, 17 Lpz, 1) 2 Lpr
Yy
: et 1 /51
¢ L Ly & (BRI g) (17)
donde
1. 1, 1 R SRS SR 4
P pl k pZE ? (3 pl Pz
Demostracidén

Consideremos primero el caso P2 £ oo . Usandola férmula (9) , tenemos
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I

.tP R
[—11,—5 f"‘(S)sl/pl'1 ds:lI /-1 dt}l/r+

{ j pi_ % (s) sl/PZ'lds]r t1‘/k-.l dt}l/r

m .
{LJ [‘l—j f*(s)sl/pl'lds+i5 f*(s)sl/Pz‘lds]r ;/k-1 }l/r
0 tpy 0 ¢

Haciendo el cambio de variables t‘? = u , yusando la desigualdad (24) , Cap.
, resulta:
@ tP
;‘I_j -—I—-I f*(s)sl/pl'1 as] T ¢F/k-1 at}l/r =
{kk' 0 [tp1 0 ]
[0 o] u .
_ 1 r 1/t jl:j ﬂl/pl-l T -rfagpe -1 }l/r
_pl (kk'F) {0 Of*(S)-: dSJ u /Q du é
(o)
< Bx , « l/r{J % ()T r/Pl'r/,Bk' -1 \}l/ré
< o kk'ﬁl) 0f(t) t dt
w
B« 1/:{)’ Y }m £ opt 1/ .
: )Tt at = = (BP_ £l 18
'P, kk'ﬁ A (t) ) P, (kk'/@) “ JLpr { )
Con el mismo cambio de variables y usando (23) , Cap. II , obtenemos
a o
T j IJ P 1/p, -1 r r/k-1 }l/r _
= —_— *(s)s /72 ds t dt =
{kk 0 [pZ tf ]
© oo
1
= pi(kkf )/r{j[j £x (s5) /P21 ‘ds:lr WK -1 du}l/ré
F 0 u
o)
LT )l/r{f g (2)F ¢F/P 1 dt}l/r - AE e )Tl (19)
0 Py kk'/v" T

Py Kk'B

Sumando (18) y (19) vy observando gue
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obtenemos (17) .

Si p2 = © ; envezde (9) sedebeusar (10) , y el resultado se reduce a
(18) ; pero como en este caso es P = p/k , es fdcil ver que (17) sigue siendo
vdlida.

OBSERVACION
Para P, = 1, p, = ™, la constante de (17) se reducea p' ; como enes

te caso ambas normas son iguales, habria que esperar que dicha constante se pueda me

jorar. Esto se puede hacer partiendo de la expresién

tP - ]
fR¥(t) = ll 5 f**(s) sl/pl-lds+_]'_5 f**(s)sl/pz-l dS+lt /pz f**(tp )

la cual, como es ficil probar cambiando el orden de integracién, es equivalente a (9).
Acotando las tres integrales que resultan siguiendo el esquema de la demostracién ante-
rior, se obtiene una constante algo mds complicada, pero que se reduce a uno para

pp = 1, P, = ® . Esta observacién tiene interéds si se desea mejorar la constante

del teorema de Marcinkiewicz - Calderdn.

TEOREMA 7

Sea q, # 9, . 1€q,€ o, M, . M,>0, 1<

{k<dmw, 1< r< o.. Entonces 3

Lir M) Lg), 0 i Ma Ig,, o) & Dz

N



S

Iel o, \Lmkk')‘/"m M l/k el Lo

, ) ‘ (20)
qr aq’ 1 Lir M1 Ly, o #Mz L, o)

donde

Demostracién

Utilizando (16) e introduciendo el cambio de variables (M1 t/MZ)V = u , te-

nemos

llfIILkI (M M, L >

qul,oo 95 )

Qo

1 ' Y -
> (k-k’ /1' L;Z%‘g P ( (Ml t/MZ) )1' (Ml t/MZ)r b//qz tr/k 1 dt}l/r

RANS eIl {j gk (u)7 o /I2¥ TV K1 d—u}l/r

(~——
YT Kkt M, M,

T 1/r 1 gj % (u) u r/q-l u}l/r

(
| Y] k! 1/k ., 1/k
M) M,

- l/r
mqqkk,) l/k T “f”
M,

Las inclusiones en los Teoremas 6 y 7 son en realidad igualdades, como vere-

mos ahora.

TEOREMA 8

Sea 1$p1<p2éoo, 1$r. Lo, 1<k< o,

1 £r< o . Entonces

. ; = L
Lyr (LP1' T Lpz' 1.2) pr-
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T
£l <l (m ; L £
l Lpr ' Ly o P1aT1’ TPa, rz)

pkk'
1/r :
(=7 el (21)
PP’ pr
donde
1.1, 1 11 o1
P Pk pkt B Py P2
Demostracién -

Probaremos primero que los interpoladores son funciones mond&tonas, en el siguiente ||
sentido. Sean (AI’AZ) , (Bl’ BZ) dos pares de interpolacién contenidos en el mismo es

pacio vectorial topolégico V , y supongamos que A1 - B, ,» A, C B2 , siendo II'xJ B'g_
i

< “X”Ai »i=1,2. 8i F es cualquier interpolador se tendr4, entonces, F(AI'AZ) C
C ‘F(Bl, BZ) y “x“F(Bl: Bz) é“x "F(AI’AZ)' Esto se debe a que la inyeccién.de 'A}1+A2

en B, + B, transforma continuamente A; en By v A, en BZ con 'norma menor o
igual que uno, lo cual equivale a nuestra afirmacién. Por lo tanto, teniendo en cuenta

los teoremas 4 y 5, Cap.Il, la primera desigualdad de (21) se deduce de {20) _(con M1 =
MZ =1 y reemplazando qy » q2 por p;, pz) ; anélogament-e, la segunda desigualdadde

(21) se deduce de (17) .

85. - EL TEOREMA DE MARCINKIEWICZ - CALDERON

Compararemos ahora el teorema de Marcinkiewicz con la generalizacién del mismo

dada por Calderén y veremos que la demostracidn de este ltimo es un corolario inmedia

to de nuestros resultados anteriores.
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TEOREMA 9 (de Marcinkiewicz)

Sea T un operador lineal de tipo débil (p, , q;)y Py, ),
1< Py » 9 Lo, P; £ 9; .. 9 7{ 93 » con normas débi-
les M1 y- MZ- . Entonces T es un operador continuo de

Lp en Lq , donde

1/p = (1-4)/p; + o2

'l/q\

(1-el)/q; + °</q2, 0 <ol 1 s

ademds, si “ T "p q es la norma de T como operador de

"1, emn ‘'L , se tiene
P q

| 1-od ol

Il o € Kpyappray ap o) M My

OBSERVACIONES

Consideremos un-par de ejes perpendiculares P y Q ; dado un par de ndmeros

Q

(p,q) , asignémosle el punto de coordenadas

(1/p . 1/q).. Entonces los pares (p,q) con
1.<$p, q £, estarin representados por
los puntos del cuadrado 0< x £1, 0€y<1.

El teorema de Marcinkiewicz afirma que si

(Py.q;) v (P,,4,) corresponden a puntos

- P
del tridngulo inferior de dicho cuadrado, y L 1
Py P2

el segmento que los une no es horizontal, en
tonces, T es continuo para todo par (p,q) correspondiente a puntos interiores a dicho
segmento, La restriccién 9 # q, es esencial, como lo prueba un ejermplo dado por

R. Panzone (ver [4] , pdg. 177).
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' ‘TEOREMA 10 (de Calderén) °

Si T es un operador lineal de L + L% en s?mismo que! K
transforma continuamente LPl- 1 en qu,oo y LPZ' 1 .en.
‘ qu,;:zo . lépi,qiéoo , qI;!qZ,cqnnormas My y
MZ’ entonces T transforma continuamente L en L __,
PT qr

1{ r { o, donde

1/p = (1 -L)/p, + "(/p2 \

1/a = 1-L)/a, + %/a, , 0 <AL, (22)

Ademds, si | Tl es la norma de T como operador de

Lpr en Lqr , Se tiene
l/r 1/r! 1ol . o
Il ¢ Iw/qq’) ( B/ppY) /ro( (1 -ol )p'M; MZT( (23) ;
donde
U U U SRS SRS ‘
B~ P P, 1 9

Consideremos la relacién.de este teorema con el anterior. Sin restringir la genera
lidad, podemos suponer P, < p, . Sifuese q; =1, las hipStesis del teorema 9 exigi
A rian que Py = 1 . Excepto en este caso, el teorema 3 muestra que las hip6tesis'de1 teo
rema 10 son m&s débiles que las del teorema 9. Por otra parte, si 151 é q pz\é q;
serd p{ q en (22). La tesis del teorema 10 vale, en particular, con r =g . Tenien
do en cuenta que LP ('='Lpp) estd continuamente contenido en qu , el hecho de que T
transforma ¢ontinuamente qu en qu implica que T tr.é.nsforma continuamente LP
en LY, Luego el teorema 10 contiene al teorema 9 si se excluye el caso P} =4 =1.

Este 1ltimo razonamiento no depende de que sea P; £ q; , sino sélo de que sea
p £q. Se deduce de esto que en el teorema de Marcinkiewicz se puede debilitar la con

dicién de que el segmento esté en el tridngulo inferior; si se tiene tipo débil en los pun
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tos A y B de la figura, se tendr4 continuidad (p,q) en los puntos del segmento CB,

excluyendo B .

Demostracidén del Teorema 10

Observemos que T transforma L ] en Lq.,oo con norma M, siy sélosi T
: i

Py
transforma Lp 1 en MiLq- oo €on norma uno. Si 1/k= 1 -o{ ., entonces, por
i? 17 N
los teoremas 6,7y 8,
1
- L L ; L -= L ,
ke ¢ p,»1 7 7p 1) pr
1 2
D Mg, o0 MaTq,, o ) = Lgr

Luego la tesis resulta de la definicién de interpolador, y la desigualdad (23) se obtiene
inmediatamente de (17) y (20) .

En [8] puede verse una quiﬁcacién del teorema 10 de modo que el téorema de Mar
cinkiewicz quede incluido también en‘el importante caso P =9 = 1. Nuestro método

puede ser modificado de manera andloga.

Benedek y Panzone [2] han generalizado el teorema de Riesz - Thorin para el caso
de normas mixtas LP (1L9) . Recientemente se han planteado generalizaciones andlo-
gas para el teorema de Marcinkiewicz en l__l] , donde se prueban algunas de las gene- |

ralizaciones posibles. En este caso quedan puntos por aclarar en el planteo del proble-

ma, y pensamos que los interpoladores qu u otros anilogos pueden ser el instrumen

to adecuado para ello.



‘mimeografiadas, University of Chicago, 1962 .
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