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Estas lecciones se desarrollaron en un curso dictado en el 22 semestre

de 1965 en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Bue-

nos Aires. Este curso tuvo dos partes:

1) Interpolacién

- Exposicién introductoria a la teorfa de Lions-Peetre de espacios

de media (El estudio detallado de esta teoria se encuentra en

).

- Una breve extensién de la teoria de Lions-Peetre para el caso de
espacios casi normados.

- Algunas aplicaciones.

(Por aparecer en los Anales del Instituto Fourier).

2) Operadores de convolucién y multiplicadores.

Hemos comenzado por la exposicién de la teoria de la interpolacién por-

gue sus razonamientos tipicos son mds elementales, y por lo tanto mds claros.

Al final de estas notas se indican algunos problemas (no ha sido mi Ei’ni‘ené

cién hacer una lista completa) que pueden servir para iniciarse en la investiga-

cién,
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PROBLEMAS ACERCA DE LA TEORIA

| |  DE LA INTERPOLACION

Una fuente inagotable de problemas es la transposicién abstracta de los

teoremas de interpolacién concreta.

‘Ejemplo: La versién abstracta de la generalizacién de M. Cotlar del teo-

rema de Marcinkiewicz (P, Krée, por aparecer).

Interpretacién clara del teorema de Foias-Lions mediante el teorema de

representacién integral de Choquet.

Ms4ds generalmente, las funciones K del método de las casi normas fun-
cionales (Peetre) constituyen un cono convexo. Hallar sus generatrices

extremales.

Los "reseaux' que se utilizan en el método de Peetre (juegan un papel
q J
andlogo al de los Lg ) constituyen un cono convexo., Problema andlpgo

a 3.

Hacer un estudio completo de un caso interesante de reseau y de los mé-
todos de interpolacién correspondientes. Ver sus aplicaciones,

La dificultad: Hallar una desigualdad que reemplace a la de Hardy,

Hallar la expresi6n concreta del K (t, £, Fg, Fl) para algin par de




es conocido).

Hallar aplicaciones concretas dé*in'\cerpolacién entre n espacios (n> 2),
(Para su definicién y algunas propiedades ver: N.L. Kerzman, comunica-

cién a la U.M.A. 1965, por aparecer).
O'Neil probé que en el caso particular

Ho = L!
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Hi
si T es bilineal continuo
Fo x G, —= Hj

F,. x G —= H;

(o]

Fi x G, —= Hj

entonces, si h = T (f, g)

K (t, h) sc.so" K, K(O,8 44
t t 0 e

Se puede generalizar esta desigualdad?

9. Hallar una demostracién simple de




10,

11,

12,

13.

(F,, Fy) = (Fo, F1) )
o 19:p0:p1 ° le’p

(S. Peetre).

Hallar demostracién simple que:

(BSO le ) - BSO
Podo . P191'8,49 Po o

(Calder6n-Grisvard).

Interpolacién de aplicaciones nucleares,

Es completo el L'P 9 (Este problema fue resuelto afirmativamente por

C. A. Berenstein, comunicacién a la U, M. A. 1965, por aparecer).

Hallar los K posibles para un par de espacios de Banach (método de

Peetre de las casi normas funcionales),
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LECCION 1

GENERALIDADES

1. NOTACION
Los espacios vectoriales que se consideraran seran siempre reales (no obstan-

te, todo se puede desarrollar en espacios vectoriales complejos).

1.1, NORMAS, ESPACIOS NORMADOS Y ESPACIOS POLINORMADOS

Definicién
Una ﬁorm’a |.] i sobre el espacio vectorial F es una aplicacién
(1) |'.| i: F — R'
=1,
tal que
(2) \f]i.:o < =0
(3 - . YA €eR Vier . [xtf];= N |f._|i

(4) . Vf, Y £ | |f+f'|1$| -fli'i'(l:f'li
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Definicién
Una esfera abierta de centro fo y radio p == 0 es el conjunto bj (fo , P] =

=fpeF ; lt-f|li <p}

Definicién
Una esfera cerrada de centro fo y radio p = 0 es el conjunto -Ei (fo , F_r) =

=S{beF ; |f-f]; < pt
Sé_iic_:grgprjue:pa. f_acilmepte qué tbda esf_gra es c_pnvexaé,;'es d'_leeir

(5) n,y€bilxo, p) => VA€ P, = Xx+(1-A)y€bilx, P)
tdem si la esfera es cerrada.

A toda familia (| . | ) de normas || i Sobre el espacio vectorial F ,

i €1 le corresponde una topologia sobre F tal que:

(6) i — f, <> Vi |5 - tol; —> 0

Una base del filtro de entornos de fy en tal topologia es el conjunto de los
V{f;) con:
(1) Vifo) = M bylfy, py pi> 0 I, finita (I
i€1,
Si la familia tiene un sélo':elei;nento, elu-es'?f)écio se dird” normado. Si la fami-

lia tiene mds de un elemento, -entonces, F se dird polinormado.

Continuidad de las aplicaciones lineales

Si T es una aplicacién lineal del espacio vectorial F en el espacio vectorial
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F'. Es fécil ver que las siguientes condiciones son equivalentes:

a) T es continua en las topologias deducidas de ( | | i)i€I en F y

(l.lil)iye:[' en F',
b) T es continua en el origen, en las mismas topologias,

c)‘ Viter Hiy,...,iN€I y ¢> 0 talquesi f€F , entonces

| T |5 SC(lflil+.-.. + el
Ejemplos
1. Sea J{) un espacio con medida I”i 0, 1 <p =<w . Elespacio

de Lebesgue LP( L), €) = LP es el conjunto de las clases de equiva-

lencia de fﬁnciones f: Sh— ¢ , medibles, e iguales en casi todo

punto, tales que

/p

1
£, = ¢ ltw)| P dp (w)) /P <o
P WG,S_A'L r'

(si p < ® yuna extensién natural si p = o). LP es un espacio

normado.

2, IR" es el espacio de los puntos x = (Xl se+0:%Xn) X3 €IR . El espa-

cio de Schwartz
n -
kZY (]RX » (E) - (5

es el espacio vectorial de las funciones derivables ¢ : IR? — € ta-

lesque Vk, 1€N
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B -“’12,‘1- - 's:p, (1+ =13 D o0 | <w
’ml =<k
donde
. (9 ™M1 9_™n
Dm C?(X) = ( aX]_) » > (ﬁn) ?(X)
n
m = (my,..., mp m = > my
i=1

m; naturales o nulos

Eneste‘cas‘o.I=N2. i€l < i=(k, 1)

-

Una aplicacién lineal continua T : Y —> € se dirs una distribucién

temperada:
si Jk 91 ZIC>0 talque Yge ¢
T(p) = [, >l < clely,

Por ejemplo, x™ define una distribucién temperada sobre IR dada por

+o

<xm, q>> = S x™M & (x) dx (m= 0)

-m
Observar que no sucede lo mismo con
+oo

a0 0]

Sea £) como en el ejemplo 1) y k: JZ‘ - R" una funcién medi-
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ble tal que

Entonces se puede definir otra norma en LP

lfli, = (S |£(w) k(w) |P d;,,(w))l/P

£ 1
Las normas | . | o ¥ |. | p Son equivalentes, es decir: C y

C' constantes ambas estrictamente positivas tales que
| < << !
Vi€ LpP clel, <ltly, < ¢ sl

Més generalmente se tiene la nocién de familias equivalentes de normas.

Las familias F=(].]| dier ¥ Fro=(|.] i')i'€I' de normas sobre
el espacio vectorial F son equivalentes si la aplicacién identidad
id:(F,F) — (F, F " eshbicontinua: ((F, F) significa el es-
pacio vectorial F con la topologia deducida de la familia de normas ¥F ).

O sea, usando las equivalencias enunciadas anteriormente, si y sélo si

se verifican simultdneamente
Yiterr dHiq,...,iy€I, C>0 talque Y{€EF
, N
If | it $ C Z If I ij

Yier 3ij,...,iy€', C'> 0 tal que

M
Vier il <c X |l
=1




20
Dos familias equivalentes de normas definen la misma topologia.

Definicidn

Si llama espacio polinormable al par formado por un espacio vectorial F y una

clase maximal de familias equivalentes de normas. Si existe una familia de la

clase tal que su cardinal es uno, entonces F se dice normable.

1.2. SEMINORMAS

Definicién
Una seminorma | . | i sobre el espacio vectorial F es una aplicacién que ve-

rifica (1), (3) y (4) de la definicién de norma.

Las definiciones del 1.1. se trasladan de manera evidente, por ejemplo, una

:semibola abierta es
by (fo,p) = LIEF [f-f,| <PF

Sigue valiendo (5) , o sea que las semibolas son convexas, Dada una familia
F=(].] i)i€I de seminormas sobre ¢l espacio vectorial -VF , la topologia
inducida se deduce también a partir de (6) y (7) de 1.1, En este caso la to-
pologla puede no ser separada. Sila familia T posee un solo elemento, el

espacio F se dird semi normado,

Ejemplo

F.={f:R —= € continuas}

entonces V x; € IR ,. existe una seminorma

tq




21
|f|Xi = | £ (xp) |
La topologfa deducida de F= | . Xi) xi € R es la de la convergencia puntual,

1.3. CASINORMAS

Definicidn

sobre el espacio vectorial F es una aplicacién que veri-

Una casinorma | . |i

fica (1), (2) y (3) del 1.1, Ademds verifica:
(4" dCc@®E > o0
tal que
Vi, rter |t+0l; <cm (lelj+ ¢ 2
(si. C(F) = 1, F esnormado).

1
Una casibola abierta b (fp, P ) es {f€F , | f- foli < e f En general,
no vale que las casibolas sean convexas. Pero vale que las casibolas son casi-
convexas, con respecto al centro, es decir que: si f, f' € bj (fo s P ) , en-

tonces v ae [o, 1] .
Af+(1- 2)f'€Dbjlfp, p C(F)

A toda familia de casi normas sobre el espacio vectorial F , le corresponde una
topologia definida por (6) y (7) de 1,1. Sila familia posee un tnico elemento,

el espacio F se dird casinormado.

Lo importante en todo esto es la topologia de F y no la casinorma de la cual se
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deduce. Anslogamente, lo importante es la nocién de espacio casinormable y no

la de espacio casinormado.

" Ejemplo

0of

1
El espacio de Lebesgue L2 (IR, €) = L2 = al conjunto de las clases de equi-

valencia de funciones f :IR — € medibles, iguales p.p. tales que

+c1): 1
el = (S | £(x) lzdx)2:<oo
-0

es un espacio casinormado, con C(F) = 2 . Ademds el menor conjunto conve-
X0 que contiene a la casiesfera b(0, p) es todoel espaéio. En efecto, si

f€b(0, 1) existe un nimero = tal que

« o1 too 1
S |f(x)| 2dx = S |f(x)|2 dx = 3.
-0 «
Sean
f,(0 = @ K &
]‘CD', ‘XL_
lfz(x) = f(x) K ®
T, oof

entonces gy = 4f; €b (0, 1) y gg =4f5€b(0, 1), por lo tanto

+

: _. S 1
Luego b (0, 2) =< Conv[b (0, 1)] , por recurrencia obtenemos L2z ==

= Conv [b {0, 1)]

(Esta demostracién se puede adaptar al caso LP ({1, rv) con 0 <p <1
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y )p medida no atémica)i.

Como la imagen inversa, por una aplicacién lineal, de un conjunto convexo es -
) ' . 1 , '
un conjunto convexo, se deduce que todg aplicacibn T : Lz —> (€ lineal con-

tinua es idénticamente nula,
Sean E y F dos espacios casinormados, - T: E —> F lineal, entonces

T continuo
“<—> T continuo en el origen

&S I om=o Vi€E Tty <cmltlg

2. CATEGORIA DE LOS PARES DE INTERPOLACION

DE ESPACIOS CASINORMADOS

En una categoria deben definirse los objetos y los morfismos, en nuestro caso:

2.1, LOS OBJETOS

Seran los pares de interpolacién de espacios casinormados.

Definicion

Un par de interpolacién (Fj) de espacios casinormados, es un par de es-

j=0,1
pacios casinormados Fgo y F1, contenidos continuamente ambos en el mismo

espacio vectorial JF topolégico de Haussdorf (observar que la notacién es ab-

surda, pues se dan tres espacios como dato), El espacio & permite definir

Fo+Fy = if€Fd TIHEF; f£=1f,+1}

{fte F f€F, N F1}

FoN Fy
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2.2. LOS MORFISMOS -

Dados dos objetos (Fj)j y (Gj)j de la categorfa, un morfismo T : (Fj)

(Gj)j es un par de aplicaciones lineales y continuas

Ts ¢

i F;

J

tales que Ty y T7 coinciden sobre Fg N F; . También se ve que es posi-
ble extender las aplicaciones Tj del morfismo T a una aplicacién lineal T

de Fo+F1 en Gpt+ Gy .

Se comprueba fdcilmente que con estas definiciones se verifican los axiomas de

categoria.

3. METODO DE INTERPOLACION DE LIONS - PEETRE

Definamos con t€ IRt , f€ Fo+ F1 , lafuncién K (t, f)

K(.,f): Rt — R
t — K (t, )
K(t,H = inf {|f] o+ t|fyf ;}
f=f5+11

fj €Fj

K (t, f) tiene las siguientes propiedades:

a) K(t, f) es crecienteen t
b) K (., f) es céncava (el infimo de funciones céncavas es c’énc‘av?)_
0 V> K, AD= [xlK@,D

d) Y f,.f' € Fg+ Fy
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K(.,f+f) <C@E IK(.,DH+K(., M}
con C(F) = max C(Fj)

j=0,1

Definicién del espacio intermedio (F, , Fl)ep

Dado el objeto (F 8E J0,1L , 0 < p <o, llamaremos

,])j ’
o 1/p
(Fo, Frlg,p = $1€Fo+Fy 5 11l p = {SO Ok, nP &t} " < o}

se verifica, usando las propiedades anteriores de K (. , f) que (Fop, Fl)e p

es un espacio casinormado.

Observacioén:

Si consideramos la categoria de los espacios casinormables (Fj) , Ppara cada

eleccién de un par de casinormas
. T
P=1l.lg, 1.3 AN I O ) 0 S
existe una funcién K (t, f) para P,
Ki(t, f) para P' .....

Siempre existen constantes C; > 0 tal que para todo f€ Fo+ Fp , Yt>o0

c CoK(t, ) =K'(t, ) =C1K(t, ).

Entonces (F0 » Filg p esun espacio casinormable.

Teorema de. interpolacién (Lions y Peetre) ...

Dado. un par de obj ;e’c'bsl.i(f]iij,)j‘ ¥ (GJ*)J d_éf la categoria, y un morfismo T entre

e]‘los' T may Sdlne plirare, -
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T
(Fj)j — (G

Entonces T define por restriccién a (Fo s Fl)e p una aplicacién lineal y con-
tinua

T

(FO ’ Fl] E— (GO » Gl)e,p

8,p

y la norma de esta aplicacién es

|T|e,p < T = max|T|

j=0,1
Demostracién '
Sea f€(Fo, Fl)e p entonces
K@, TH = inf |golo+tigy |y < inf |Tg) o+ tlTeyl,
Ti=gotg1 f=f +f;
gjeGj fjeFj
<It| int gl +tlfly = ITI KRG, D
f=f,+f1
fjeFj

De donde se deduce

(el p << 17| | £]e,p

Nota 1

-Se obtiene un teorema andlogo si en lugar de suponer que t-eK (., f9¢€ LS :

*© dt

1P = 1¢ medibles BR* —> R ; (| 62 emP )P < o sesupo-

0
ne que K ( . f) estd en otro espacio de funciones.

ul

d)



-

27

Nota 2 -
Andlogamente se puede definir la categoria de los espacios de Banach, de los po-
linormables, etc. El problema es encontrar un subespacio de Fot+ Fy donde

+

se pueda demostrar un teorema similar:

4, METODO DE INTERPOLACION DE GAGLIARDO.
Definicién del dominio My
Dado el objeto (Fj)j para cada f € Fy+ F; , llamaremos M; al subconjunto

de (R")?2

Mf={(x1,x0) ;,ﬂij‘Fj f=f,+f |, lfjlj'ij}

- Propiedades de My
Se verifica sin dificultad que
A M,p= (A M
b) Mppr= C(F) { Mg+ Mg}
— o, c) My es casi convexo respecto al
origen
d) M; es estable para todos los desplazamientos horizontales hacia

la derecha, idem para los desplazamientos hacia arriba,

Consideremos una funcién @ con las siguientes propiedades, definida sobre
una familia IP de partes de (IE{-i-)2 tal que si A - (]R+)2 verifica c¢) ,

d) entonces A €IP
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1) @ es positivamenté homogénea:
AZ=0 y A€ O(NA = X da

2) & es casi subaditiva ¢ (A + B) < ch @ (a) + ¢ (B))

3) ¢ es decreciente
si A& B , entonces ¢ (A) = ¢ (B)

4) ¢ es no trivial, es decir:

i) existen & , /3 > 0 tales que si

(0, =)
(/‘5’0)3 S =

[{}]

0= (0,0 189
= (]I{+)2 - O%OQI entonces

G (s £.0

ii) existe K‘D > 0 talquesi A€TP

posee puntos sobre los ejes Xy, Xy llamando ? o = inf{xo : (0, x,) € At ,
gl = inf {xl 1 (xq, 0y € Al entonces (l) ay << Kd) méx i %0 s ?1}

Definicién de (F: , F1)¢

Dado un objeto (Fj)j de la categoria, y ¢ con las propiedades 1) a 4) anterio-

res, llamaremos
(Fo. F)p = H1€F+Fy ;5 [f]p = oMy < oo}

Es un espacio casinormado., En efecto: ‘ f “b verifica (1), (3), (4" de la de-

finicién de casinorma trivialmente.

Para verificar (2) veamos que:
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f =02 M 210, of x 10, ol

tales que

Si Mg = ]O , 00[ x :IO , ool: en’;:onc‘es ¥ n existen fOn’ f1n

_ =1
f .= fon + fln s f,] € FJ s | fjn |J QT 9
(por la continuidad de la inclusién en F )

fOn — 0 en F , f{j; — 0 en F — fontfinp — 0 en F

La reciproca es trivial.

Luego (b(Mf) = lf}q) =0 = =0 puessi Mf%b]O, ol x10, ol
entonces no puede tener puntos tan cerca del origen como se quiera, por la con-

. AN —
dicién d) , luego existe un tridngulo OQ(')Q'1 de lado- Q(')Q'l paralelo al

AN
Q,Q; contenido en (IR+)2 - My , porlotantosi 8' = (IR+)2' - OQ('DQ‘1
entonces (t) (S'Y = 0 por la condicién 3) , luego por 1) ¢ (S) = 0, absur--

do por 4i) .

Observacién sobre la bondad de lés éo‘ndiciones 41i) 41ii)

1) Lg cbndicién 4i) implica que (Fg,, Fl)(b (il?o + F1 continda.
Sea f;, una sucesién en (Fg,, F1)¢ tal que | fn |¢ —> 0 entonces
an——>— 1o R oo[ x |0 , oo[ en el sentid6 siguiér;te: ‘si y1 >0, &;> 0 |
entonces existe N tal que (yj, yo) € an Vn= N puessi (y1: 55 £"an
para infinitos n entonces ninguno de ellos contiene puntos en el rectdngulo de la-

dos paralelos a los ejes con vértices en el origeny en (yj, Yo) luego existe



A _
un tridngulo OQ} Q) delado Q) Q) .

PCD/A -
paralelo al Q4Qj tal que S' =
A
= (B2 - 0QL QY 2an para esos
F- - - - 104,40
T infinitos n, luego ¢ (5) & (Mg )
SN ! |
\ I para esa subsucesién, luego d) (sm =0,
i
S \\Q:. L —__ =0 (S) = 0 por 1)

Por lo tanto dado & > 0 existe N talque (&, &) € Mg, Y n=N ,. luego
: j B Y | 0
existen f%l € Fjy tal que f, = fy+1f; | 5 'o < e £1 |1 < &

= | fnlpgsw, [0+l <286 = f, — 0 en Fot+Fy.

2) La condicién 4ii) implica que F, N Fi & (Fg » Fl)(b es con-
tinua. Si [€F,NF, => £=1+0 .°. (fljp€M , 0, |tl)e

€M; =) 4ii) [fi¢§K¢{|f|14+|f"o} = K¢ ||f||FoﬂF1

Teorema (de Gagliardo: ver |:1-I:| Y .

Dado un par de objetos (F;); y (G;); y un morfismo

T (F]-)j —— (Gj)1- , entonces la aplicacién lineal T de-

fine por restriccién una aplicacién lineal y continua

(Fo . Filg ——— (Go , G1)g

para cada d) en las condiciones 1) a 4)

Dvemostracién

Si fe€ (Fo , Fl)(b , entonces
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2 =
Mr; = i(y1, yo) € ®)? Jgi€G , T = go+g lgly<w}

¥

+2 _ .
=2{1. y0) @D K EeF; , £ = Lo+t TGl Syt

= |1l Mg donde IT| = max'Tj lj
j

De donde le’q) = O (Mpp =< | T| ¢ (Mp) = ]Tllf’(p

5. RELACION ENTRE LOS METODOS DE INTERPOLACION

DE LIONS - PEETRE Y DE GAGLIARDO (Debidas a Lions y Peetre)

Estudiaremos las relaciones entre los espacios casinormados (Fg, Filg p ¥
(Fy , Fl)(]) deducidos de un objeto (Fj)j en cada método.
Definicién

Si A(;(IR'*')2 , talque a), b), ¢) y d) llamaremos recta de apoyo

de pendiente -t , t >0 respecto de A , alarecta cuya pen-

diente es -t, y su ordenada al origen es el infimo de las ordenadas al origen
de las rectas de pendiente -t y secantesa A.
(Tal recta existe si A # (l)) .

Denotaremos por K (t, A) a la ordenada al origen de esta recta.

Para todo 8 € |0, if , p>0 y A que verifique a), b), c), d) desig-
nemos
®

} -9 p dt
(g, p(A) = <SO ¢ r@, AP )

1/p
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Es fdacil ver que ([)e. p . pbsee las propiedades 1), 2), 3), 4).

Siempre se verifica

K, = K, M

Conclusién

- (Fou Frlg,p = Fo» Figg

Luego el método de Lions y Peetre es un caso particular del método de Gagliardo,
pero ambos utilizan técnicas distintas y por ello el método de Lions y Peetre re-

sulta mucho més manejable.

Nota:-

Las dos teorias se generalizan a las aplicaciones casilineales,

Ejercicio

Probar que si 0 <9 <1 entonces F, (M Fy _C_(Fo s Fl)e D

Si =<0 , 8=1 entonces (FO,F]_)GP={O} si p <o

6. GENERALIDADES ACERCA DE LA INTERPOLACION

La teorfa de la interpolacién tiene por objeto principal la deduccién de la conti-
nuidad de cierta aplicacién lineal cuando se conoce la continuidad de otras dos

aplicaciones lineales,

Hay dos escuelas que encaran el problema desde distintos puntos de vista:

a) la concreta

de
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b) la abstracta
a) Lia escuela concreta (M. Riesz, Marcinkiewicz, Cotlar, Stampacchia,
Weiss, Hunt,....) considera casos particulares de objetos y morfismos.
Ejemplo 1.
El teorema de Riesz considera un morfismo
@ (), @Y ()
y la conclusién es
, 1 .18, 98 1 _1-8,8
para todo 9€‘|:0,1] ,s1p—9 B p1 Y G qo+q1
se obtiene una aplicacién lineal continua
LPe (L) — L% (.0
Ejemplo 2.
El teorema de Igari considera un morfismo del tipo
Py, — @
i
donde Hpj es un espacio de Hardy (ver 21 ) y deduce la continuidad de
LPe (L) —> uPe
Para cada teorema se utiliza, en esta escuela, una técnica especial.
b) Lia escuela abstracta (Calderdén, Lions, Peetre, Gagliardo, N. Dopeutsch,

‘Goulaouic,....) trata en cambio de sistematizar las técnicas, procediendo en
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- varias etapas.

12 etapa: definicién de un método de intérpolacién, por ejemplo (el de Lions-Peetre) |
Probar el teorema de interpolacién.
22 etapa: Estudiar las propiedades generales de los espacios contruidos,
32 etapa: (generalmente la mds diffcil). Explicitar para cada par de interpolacién
de un tipo dado los espacios constituidos.
: . Po ;P1 = 9 Po P1 = 9
Ejemplo: (L9, L )G,p 7 (H°, H )e,p 7
42 etapa: Hallar relaciones con otros métodos de interpolacién.
(Ejemplo: ver 5.)
Observacién =

También es posible generalizar la teoria de la interpoiacién a aplicaciones bili-

neales.

Ejemplo: sean tres objetos (F-j)j s (Gj)j s (Hj)j y aplicaciones bilineales con-

tinuas T

Existe una relacién entre 0y y Pk (K=1, 2, 3) tal que T define por restric-

cién una aplicacién lineal continua

Fi x Go —= H;

82p9

rn ..

ci
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con-

ric-
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7. OTRO METODO DE INTERPOLACION- (N. Doeutsch)
Este método puede aplicarse a espacios vectoriales topolégicos, pero nos referi-

remos a espacios normados.

Sea (Ai)i un par de interpolacién fijo, y a = ap+a; a;€ A; , un elemento

distinguido de A + Ay .

Si (Bi)i es otro par de interpolaciény % I:(Bi),-_—_l es el conjunto de los mor-
fismos f

i’'l

entonces se define

(Bo:Bl)q =-{b€BO+B1:E|f€ ﬁ:'l:(Bi)i] talque f(a) = Db
y .
Ib| = inf  (£|®])
f €®(B;)
f(a)=b

Puede comprobarse que (B, , By) ¥ resulta un espacio normado contenido

continuamente en la By + By 7y que contienea By M Bj.
Resulta inmediatamente el teorema de interpolacién.

Teorema

Si T es un morfismo T : (Bj);j —— (C;); , entonces, define por restriccién

una aplicacién lineal continua
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(Bo Bl)q:'[(Bi)i] — (C,, Fl) (Cy)

Demostracién

Si b€ (By, By) v [(Bi)hi]

T = it § |g] VI = it §|Tof| =
| g€ ¥ (Cy)4 q:‘[(cl)i] f€ ¢ (By); °"le(cil
g(a)=Tb - f(a)=b
= |t| it { lf]q o= 1] |l
fe ®(B;); ¢ (Bi)i

f(a)=b

Con este método se obtiene como caso particular el método complejo de Calderén,

los teoremas sobre aplicaciones bilineales de Lions-Peetre, etc. (cf. [8:] s [9—_1 ).

Con;

(cf.

Llan;

Ans&l,




LECCION 2

PROPIEDADES GENERALES DE. LOS

ESPACIOS INTERMEDIOS

Recordemos que si {: Rt — s R* , ho es necesariamente medible, se define su

Sn, . .
integral superior como

IRE | .

a0
Sf=inf§0 ¢ St

© semicontinua
inferiormente
¢ = f P.P.

Con esta definicién valen cambios de variable, por ejemplo
* P dt * p dt
§ )f(kt)|T=S|f(t)|T VA>o0
(cf. Bourbaki - Livre VI - Chap. IV).
Llamaremos Lg al conjunto
p ot * o
Y= fflt:RF — R ., ( P} , p Lo

(e
Andlogamente se define Ly
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1. DEFINICIONES EQUIVALENTES DE LOS (Fo F1lgp

El interés de estas definiciones equivalentes se ve al intentar explicitar el espa-
cio obtenido: segin el caso particular, una definicién resultard mas o mengs

préactica que las otras.

Por ejemplo, la cuarta que se dar4, es fitil para eliminar condiciones de medibi-

E

lidad, que en general son dificultosas.. (Ver problema; 12) ,

Teorema

Las siguientes definiciones de (F, F])G»p son equivalentes

para ¥X real, X {0 , o€ Jo,1[ , pe€ Jo,o]

()

casinormado de las

1A‘:Es el espéc‘io naturalmente

f € Fg + Fi que pueden descomponerse asfi:

donde uj R

f = ug (t) + up (1) p.p. en t

+

~ F; , j=0,1 ; yademé4s las fun-

ciones

x{(j-9©
R AN T

estdn en LE:

2/{.‘: Es el espacio naturalmente casinormado de las

(%) O sea

" . 1 X(j-8) -
lt] = {1:11;'} JZO ”t J |uj (t) l J ” L.-.z

| +h

€y &

| H

[l
)

est

Segt
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"f € Fo+ F; , tales que vale 1,\ pero considerando sé6lo las

u; continuas (y ademdéds afines por trozos en el caso = 1),
32‘ Es el espacio naturalmente casinormado de las
f @ Fo + Fi1 tales que la funcién (céncava y continua)

tm AR (1A, f) = int (672 g o+ 2O g

(fJ)J j fJGFJ
1
0

estid en Lg

‘)Q: Es el espacio naturalmente casinormado de las

f € F,+ F; , para las cuales se cumple:

Ynez , E(ujn)j , con Uin € Fj

tales que

y la "sucesién"

est@ en 1P

Demostracién

Seguiremos el siguiente esquema (las flechas indican inclusiones continuas).
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La demostracién quedari completa probando -

1, — 1.
24 7 2* - 1)&
3~— 3, -

. .3 3 — 4 —1,

Si f€11‘, y f=us+uy p.p. en t, entonces

P int (llo* ] lp <t ugylo+ tluge [

fo+f1=f

tOR(tf) = t
Luego,
e ) 1-9 L -8
| 0k ”ngzlt Yot ot t 0 Ui 1l p A jZ_O RN .
Tomando infimo en el miembro de la derecha

| ¢ }gigApi f i11
p

(Ap es la constante de la desigualdad triangular en el espacio casinormado Ly

si p=>1, Ay=1)
Biﬁ_—b 24
n

Sea x, = e , n€ Z. Entonces si & > 0 existen f,nb € F, y f;,€F,
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tales que ft+tf, =1,y
(1+E)K(xn, ) = | fonlo+ 2y | £14 11

(suponemos f#0 , luego K(tf) # 0 VYt >0 ; si £f=0 Ilas eguivalen-

cias son evidentes,

Definimos

uyt completada afinmente entre x, y Xp+1
ugy = flt si t = x,

uj; completada andlogamente.

Uy: y Uj; son continuos, afines por trozos y
Vt>0 uyp +ugg = f
Por la concavidad de K (t f) resulta
|uot| 0 <XCo i Mfonlo® (1 -A)[font1]o} = C,(1+&)K (t1)
para t = Axp+(l-XN)yxg41 , O <X =1,
Ademsis
tluggl =<ty §A|f1n| P =Ml
=c;a+eée) i1 Ak (xnf)+}%+1(1 -M KD

n

< Ccy(l+e)e K(tD
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Luego

| £ 215 (1+ &) e (Cy+ C)) |f:|_31

3 — 4

I 1 ' 4

Tomamos Uy, = fon ¥ uyp = f3, como en la demostracién anterior. Entonces
® :

| vop [0S (1+€) KA

luego

Entl dt Entl | dt

(7 (e B gy [P =< 14 e P2 (TP RanPE xSt Sy
luego

-8n ' - ]
|17 faonlo | p =< 1+ €01° |2
1 ' D1

Andlogamente, se procede con uj, , Yy resulta la tesis.
4 1,
Dados (u )y vy (uy)), talesque f = uy,+uj, , definimos

Wot = Upn Si Xp <t <kpty Wi = uy, sioxp St <<xppy

Entonces
- - ) -no )
t e|wot|0 = ¢7® ‘uon|0$1 " [Yon|o i x <t <<xpyg
Luego
-6 N " -n@
[ 7 wotlo | p=11 " lwonloll 5




s

Ent1

Anédlogamente para wjt , Yy entonces

|f511<1’fu1

L.a demostracidn de
o P P bN

es andloga a las dos anteriores.
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Como las restantes son evidentes (usando en algunos casos el cambio de variable

t t}‘ ) , la.demostracién estd completa.

2. UNA RELACION DE CONVEXIDAD

Teorema:

a) La siguiente es una casi norma é€én (FoF1lgp

equivalen-

. : |
te a las consideradas hasta ahonra:

e
SN R U | ER ETY N R Fhin EP P B
(uj)j » L, - L
1 %
02u1t=f
uj:IR+——>Fj

b) 8i (Fi); y (Gj); son dos pares de interpolacién de espa-

cios casl normados y T un morfismo (Fj);

— (Gj)y

Llamando ||T1H ; a las normas de las aplicaciones T, =

= T| Fj , entonces la aplicacién natural (definida por

restriccidédn de T)
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(Fo F1lgp, —> (G, @1)gp

tiene norma mayorada por

I P T

Demostracion:

Observemos que si A y B >0 A;BE€R, lafuncién cp (M) = )\—9A+

1-8 e A
+ A B toma su minimo absoluto en )‘o = 1—9 B y que
@ (A = a0 8% ¥(o
0 -8 8 1-8
Con ¥ (@) = (I—T“e) + (%

Entonces si ugy4 y ujyy es una descomposicién de la f, correspondiente a (¥)

XN tal que ¥ (8)

-9 1-6 . 1-8 & -0, -8 1
"t |uotl0”LE K I"lltllnl_lg = A7l luotloHLg"‘
1-8y 1-¢ - 1-0

donde At =T » Vo T Ugt »  Vip T Upg (tal )\ existe pues si p. ej.:
“t~e |uot|o"Lg = 0, entonces seria ” tl—elultl 1 “L,E = o contradiciendo

que uy; y ujy es descomposicién admisible de f)
Por lo visto, b’(e)| f | = | f |1 .
1

Dada (uj)j tal que
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. pt .

uge T ugt = 1 P.P,
descomposicién admisible para la casinorma 1 1

7 Juot ol p * “t1_9|“1t|1|| = %
Ly LR

_ 3-8 .-8 1-8 ,1-8
con @ (A) = A e |u°t|°“LE + A It ru1t|1”]_£ :

Poniendo
A=A, ¢ W= (A
luego
1-0 0
-9 1-6 i
¢ (1) = ¥ |7 Jug, | o"Lp I e " Tagly ”Lp
* ¥

¥@ 1] = |f|11

b) Si f € (F, Fl)ep , usando la casi norma (%)

} 1-0 -
me] = mt e uglo | 1€ 0 lugly IPp 8 =
uottu=TE Ly =
- 1- _ 0
< i T, ] pe ISCIT T [ S
Vort vyt Lok L

1-9 ]
=< [ [2® Jr 05 e e vglolo 1£7°% w11l o}
ollo 111 R, I ot’o”L* 1t 1”L%

1-6 0
=l I EXbE
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3. ESTABILIDAD

Teorema

Sea (F;);. un par de interpolacién de espacios casinormados.

Dados 0<0,<08<p, <1 , si

entonces la aplicacién

¢

1

BFO Fl)eooo ’ (FOFI)O

estd definida y es continua.

Demostracién
I_:lamando Xj = (Fy Fl)ejoo observemos que si
A Aw = 8,5 -86
Al-w) = 67-8

Si f€ €, usando la definiciébn 3, , resulta

{f‘ = ” it 149070 (s
C fo+f1=f I O’ XO

-~ ~

Si &> 0, fijado t >0 , f,, f; tales que

-8~ -8 ~wA
PPl + P17l S aver™ kit

Como

8,-0
1
Tt lfl[Xl} ”Lg

1:.-;'.i.r;ﬁ"_")a‘f-‘:mxmnm..m =

id

— T (FOFI—)'G ]

A= 8; - 90 , entonces




47

Como
~ , Y 1-8
&) £, = } inf cole | +¢ oICPI)’
olx ) _ oo 1'1 o0
o c(>0+€691%—f0 L
@i~ ]
~ ] "91 . 1_91
(# |f1lX = inf ~ (T Tl l + T gl ” ™
Qo+ P170y L
q).eFj

]

Para cada 5> 0 existen (‘Pj)j , ('q)j)j tales que

-0 1-0 <™
te ICPolo.*-t 0|(Pl|l\‘fo|Xo"'6
+ 791 lq)ouo+t1-91 l(pl,l <|f1|X1+(S
(recordar que las funciones de € que aparecen en (¥) y (¥*¥) son continuas).

Entonces

. -0 1- -0 1-8
inf  {t |uo| + t e|u1|1}$t |Cpo+L|JO|O+t |C?1+(.p1|1§
u0+u1=f

(o}

- i, -8 -
Smax{co, Cq} f:t eI‘Po|0+t1 o f(Plf1+t [‘Pofo+t1 ef(Pl' 1]5

= max {Co, Cl} [teo.—e ( |;o' + 9 )+ tel-e ( l;"vl I_X_]_ +9 ):l

X,
Por la arbitrariedad del 3 resulta

inf {t—e Iuo! ot ’cl_e |u1| 1} =< max {Co, Cl} [tGO‘P ‘;ol < +
ugtup=f ©

wA

04-9 |~ _ A
+ ! ‘flfxl] = (1+&)max {C,, Ccytt K(t; 1)



Luego

| £ |

(Fb, Fl)e P

< max {Co. C1} 12l

Ic

S



LECCION 3

ESPACIOS DE LORENTZ

1.  DOS BUENAS DESIGUALDADES

Estudiaremos las desigualdades de @'Neil y de Hardy, g,:jué-sefé.n.de suma utili-

dad en lo sucesivo.

a) Desigualdades de O'Neil ([31])

Si f':"RﬁT—b- RT es creciente, 0 <p sq <oo ‘reales, y © 7‘ 0 entonces

Ht f” \[C“n f”

-)

. =
Idéntica desigualdad vale si f es decreciente y © 74 0 . En todos los casos

1.1

c = (|e|pP @

Demostracién

St g # © , en cualqiiera de los dos casos

It

e 14
“ t fn!Lq

> ’tef'(.t)‘qd—tt- = SOOI £ (t) ,liq 2971 gy -
% 0

1

Agml e ]2 @ P97 a
X f

‘Para acotar ] %'(‘-’c) l-q P observamos que en el caso de f decf;ecien,t-e
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: [0 0) X
[€eFe = § 102@IP =0 [PrmlPet =

X

- C] o |48 Pg
0 )

Si en cambio, es f creciente, la acotacién la hacemas asti:

(0 0) . ,00.
I % ¢ ||ig = So |‘t9 £°(t) \p % = S |t9 £:(t) Ip % =
X

. ey - fp
=t |P§ PP ar s Jrw P 2
X |9|P

Por la tanto

(1) 116 |P<< [ el

vale en ambos casos. Luego

a-p q-p
[ £ |9P = (|t@|DHP $_(||,t9'f||ip lelpp
¥

En definitiva:

q fos) _ _ QP q
L6 = (10 roPe Y ai<(elp® |1]p
L* 0 .L*

Lia tesis se obtiene extrayendo.la raiz q.

Si g = o Dbasta observar la férmula (1) .

=

It
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B) Desigualdddes de Hardy ([171]) .

Definicién ‘ _ -
. o ;
_ dt 1
Ll - fr:R'—>c, tmedible, L], = [frm Y8 o
* dp 6 t :
donde B ER, q=1.
Nota
LE es un espacio vectorial. Su cociente por la relacién de equivalencia
f~ ge=1{f=g p.p. esun espacionormado con |. | ap Seguiremos lla-

mando L:.[é a este cociente pues no habrd peligro de confusién.

Definicién
Si fe US“P ,. llarmaremos
t ®
1 — 1
ft@ = t@ao , Fw=7§ £@do , ter'
t ‘0 t +

cuando tales integrales existan.

Las desigualdades de Hardy afirman que:

|
si — —_ 1 < r, <m
M d = e 4
.1 4 r .
T: L*P — L*P‘ es continuo para (‘-" <1
-'i'—:Lq ; Lr n " 7 ‘5 <1
* *f
1 (@ 1 t
=+ t@de ; TEw =T £(e ao

t 0
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Démostracién

La idea es que los operadores T y _’f son de ¢convolucién, pero no eh R con la su-

ma y la medida de L.ebesgue dt , sino en R+ , = grupo multiplicativo de los rea- .

les pos<itivos, con la medida de Haar Tt (que es la dnica invariante por "transla-

ciones/', salvo constante, en el grupo localmente compacto Rt ) .

Probaremos varios lemas generales antes de pasar al caso concreto que nos interesa,

Lema 1
Sea G grupo conmutativo localmente compacto, dx medida de Haar para
G = {x|x€ G} . (Nointeresa distinguir entre translaciones izquierdas y dere-

chas, porque G es conmutativo,

1
Sean p,q, r =1 |, +é—=1+-r—,

3 =

Entoncessi f:G — € , g:G — (¢ son medibles
3 <
Lew gl < Il Jel

Demostracion

La suponemos conocida.,

No es mds que el teorema de Young, lo que afirma el LLema 1. e demuestra exac-
tamente igual que en el caso de RP con la medida de Lebesgue. Idem que f¥%g
es medible, Naturalmente la definici6n de f* g es

£ % gy = S f (iyo x‘-l) g(x) dx
G .

Dj

I 1

Li

El

pue
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Lema 2
Sea G comoenellema 1, ¢®:G — @ , ¢ medible, ¢ homomor-
fismo, osea P(x.y) = @(x). ¥(y). Sean fyg , f:G — C ,

g:G — @, medibles. Si

1 1 1
= | = 57Tg © N
Tl = lely, o lelge =leglly v $+g=1+3 -

entonces
lexgly < lel,  ieig
Demostracion
| £ g "M,_,‘? = ” (f* g ¢ HM ; pero
C*2 ¢ =¢m§ 1. xHemdx = § £,x™ ¢ (7,21 e () glx) dx
G G
= fo*gh)(y) = (f*gq = fo *gq

Luego

Iexgly o clargely < ltorepl, S lel, he ¢l =

- I lp, o elg,e

El teorema con¢reto que nos interesa s urjé. consecuencia inmediata dél Lema 2,

o ‘ P 6 B
pues en este caso G = Rt , dx = %—t s, ¥= P cumple (tg ty) =t; tg
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Como por hipé6tesis jl/f = % , dp =1 talque

‘ 1
— 4+ = = + —
+ 1+

tomando T{J (t) =T1X (ty , 5(t) = ,3")(, (t) con % (a,b) = funcién ca-

(0, 1) (1, o)

racteristica de (ab) se verifica trivialmente que:

&(t)€LEP si .(3 < 1
kW eLls s P >1
y ademds
£= k£ ; f=k*f
Luego
Mty < Tklpy Tolgy = Gy lely, (p <y
thyy < Tkl Nelgp = Cramg ' Il (B>n

2. ENUNCIADO CLASICO DEL TEOREMA DE MARCINKIEWICZ [42]]
[l

Sean (LQ.,/W) vy (L, /u-,') espacios con medida positiva. C#v(ﬂ.) y

oMo (/) los respectivos espacios de funciones medibles, identificando las iguales

p-P.

sea T:LP (1) +_Lp1 (fL) —= oMb( LY , lineal.




w
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Definicién

Si fe€d (L), llamaremos funcién de distribucién de f a

BRI IC R B "
fe : T — RT

fe () = pl@| [f(w)] >t}

Nota

Las propiedades mds usuales de “f¢ asi como las de otras funciones que se dedu-

.>cen @e ella (la réordenada ¥ ta promediada), que serdn usadas mds adelante, pue-

den vérse en ' [ 32.]; algunas de ellas son:
1) fy es decreciente y continua a derecha.

2)  fsx (21) UEL () ¢ £ () si £ = fT4 £

i

(60}
3).. EL 4 Pan = p So P71, (M dt si p >0

9 ®r@<|f> st p>o

Definicidn

Si f € (L)L), llamaremos

/p

1
I £ 1. = - sup - (tP f. (1))
VL - p &

P < | f
or 4) , ” f”Mp\ “ ”p

Teorema de Marcinkiewicz

S o 1
si T.LPoQ)+ Pl () —> AM(D eslinear; @=L =2

j=0,1 ; a#ta Y T
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V¢ Iely,
9
1 1-90 e 1
entonces si — = + =, — =
-
4

ma general saldrd como caso particular de una abstracto qué veremos pronto.

Sea fe€ LP (L) , 0<PO<P<IP1-

< ¢ llfllpj j=0,1
1-0°. 8 | o
, 8 !
% a 0 < e <1 » lenemos
que:
<Z .
vi |Tef = cltl,
Demostiracion

S6lo la haremos para el caso py .= qq
P1 = q1 , para.ilustrar los métodos

cldsicos de demostracién. E1 teore-

A - troncadura de
A >0

fix definido por

Llamaremos

£, al par fg, ,

Se comprueba facilmente que:

a.) f = fOA +f1%

b) £y er’

0 si [fHx)| <A
f., (x) = .
ox 26 (el - Ay w1 (10| >A
LIl
| £ (%) si [ £ | <X A
f (x) =
1X £(x) . X
‘ lf(x)l SJT ‘f(X)‘ > '
P

fin €L

1y



do

—

~

x) | >A

)»
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Entonces:
p_ (Xl o (® -1
T2l = o § "™ (roetyat = p 2P P (T, 21 at
0 0
f=15, *t f1s — Tf = Tiyy +Tiin = (THx 20 = (T )x (B) +
+ (TEp ) () con A\ =t
p ® p-1 L (P p-1 |
[Te|p < p2P B P, @ dt+ § P (T, @) dt:l
: 0 — J 0._ J
A B
Acotaremos A y B usando las hipétesis.
A) Por hipé6tesis
” T fox ”Mq < C’o“ fo}\ " Po ’
o
luego
Po — ~Po Po < Yo ."Po Po
tOTE e () < C [[fo)\"po_‘_> (Teops () = %t O]t “po
‘ o) - p
. <7 .po “* p—po 1 : o
A= cof PP Hfot Hpo, dt
O .
| ’Po © Py -1 ;
Pero h fot Po = S Py U % ('fot)* (u) du . Se deduce de la definicién de (fot)*
0 ; '

qie  (f )x (@) = (fy (u+ 1)

iPo - @ -1 : P
Itotlpe = Po § w0t = py § (T -9 g, () do
0



Entonces

A=C

o]

o -1~ ., 00 -1
Po (" (P7*"Po [po (" w -0 g @ du:\ dt
t

0

y aplicando el teorema de Fubini

ASp

y ¢omo
u

0

-1 _1_ _ u
((@-n" P Pogr = PN (-
0

Po (® e -1 p-1-
c’{ U (- nP07 P71 Po dt] du
0 0

t Po-1 (t_)p-l-po dt
u

. a

M

© 1 -1 p-py-1
A S%’ cbo \;pﬂ £ (w uP du] § - gy PPoT gy
) 3

A < Po cPo
P [0

LD

~—
o4

” f ”g ( = finito se verifica, pués Po > 0, p-po>0)

Procediendo con B anélogalmente:

(T1, (0 = CfL e By “Z

-1

P1 ® py-1 t ooy
"flt ”pl =P SO (f1¢)y () u Y7 au - P1 SO u’l fe-(u) du

sale de.aplicar la definicién de (fii)s

Luego
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. (0 0] “1 p _pl ! E t, ror pl_l :
B<§ ¥ g1t " l:Pi § ke ( u du:|‘dt' =
e .~ 00 ¥
. VR < TEad S Y p-p1-1 | ,
= cflp § Bt D {71 dt:|du=
0 u
@ -1 4P7P1
p P 1 u
= Cllpl ,() f*(u_)ul —— du =
0 P17P
cP p1 (% _._ cP p
- 1% '1S uplf*(-u)‘du = 171 ”f”p
PP p (p;-p) p.
En definitiva:
P — P
Tf C | f
|rel,=<c el
y de alll
= ~
f (I
lrel < clel, .
> 0)', C.Q.D.
Observac;iones
1) En los ra;gnar;_lientq_s_ usados, no importa que alguna funcién no sea medible,
pues en ese caso sé interpreta la integral en el sentido del Capitulo II. Pero
el teorema de Fubini lo hemo's'.-aplic.ado en una integral de Lebesgue.
2) La constante C' que depende de p, tiende a infinitoa P — p, 6
P —> pg debido a la preséncia de <
D A
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3. ALGUNOS ESPACIOS FUNCIONALES

Sea (.01, }A—) espacio con medida /NZ 0, FEPAONE € f medible. fg(t)
su funcién de distribucién'(definida en el S"’Z) . Llamafemos:'
Definicién

Funcién reordenada f*(t) a

. RV — RY , (1) =inf {x| fx (0 << t}

Préacticamente, fx y f* son funciones inversas.

Definicién

Funcién promediada

t
% (1) = 3 S * (s) ds
t
0
Algunas propiedades ttiles que utilizaremos (cf. [32:] ) . son:

1) @E+g*ey S 2@ m+ g )
2 ) =) -
3) Si G:R"—> RY , G estrictamente creciénte y suryectiva,
Go f4t) = (GolE1)* (1)
.3

3a) Caso particular, si G{(A) = A , % >0 , entonces

* (1)) = (JE1)* @)

Definicién de espacio de Lorentz

Dado 0<p<ow , 0<qgq=<w, sellama
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' (P 1p e qdt, 1
LPd =5 0~ ¢ ;  medible , ({ /P @H9ShHt/ 9 =6y Jel < oo}
0 : Pa Pd

Para q<o .

LP® = §r..0.— C , £ medible. Sup. es t/P ¥y = | f”pm||f||poo<oo}

Definimos LP% = L® 0 <q <o

Proposicién 1

1) LP? es un espacio vectorial casi-normado con H f“pq .

2) Si 0<°<<p§oo , vy 0<x <g<Tw , i, ¢, C' tal que,

si qf o

© x 9 © X b
cES P (g™ <t>)“9‘ti%1/qi,sn Pl < ol (P (i) )& an /e
) _ 0

Anslogamente, si q = @ , 1k, k'
o X
P X ek 1 - X e ~
k sup. es. (¢F (1)) < | £l < & sup.es. (1P (2] )7 ()t

Demostracién

1) Trivial. Basta aplicar 1) y desigualdades vélidasen LP? , p > 0.

2) Las desigualdades en que intervienen C' y k', valen siempre, con
¢ =< % ot k% |
C'=k'=1, aunque o<<f:p. Dado que (%) = (]l Y =< (|£]7) se ve-

rifica fdcilmente.

Verifiquemos la desigualdad con C: Setrata ¢e aplicar la desigualdad ‘de Hardy

relativa a T (cf. §1)
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£l = ((, /P (t))th 1/q (S

Usando la notacién del §1 ,

=P (g™ ¥yl dtyl/a

9
o o || 1/= r= =1
et = | clel=* |5 .
pq r{ [5 - = <1
P
Anglogamente: .
%
o — 1/ex
d 1 L]
§ P de™ <t>>°‘ ty/a . Hz(lfl“)
0 r(
De allf la conclusién,
El caso gq = queda comprendido en lo anterioi‘;

Observemos que PP = P como espacio casinormable,

Proposicién 2

Si 0<q$r$oo , 0<p§oo entonces

Lp_q ;d> LPT

estd definida y es continua,

Demostracién

Consecuencia inmediata de las desigualdades de O'Neil (cf.

C.Q.D.

§ 1).
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Observacién
Hemos definido el espacio de Lorentz qu , O <p 4500 s 0 <q =w . Por

lo general se supone en.la bibliografia due p=1 |, qE 1 . Notemos que:
a) Si p>1 , q=1 nuestra definicién coincide con la usual.
b) Pero para p= 1 nuestra definicién es diferente (cf. [327]).

c) Si p >1 , qBi se puede tomar & = 1 , entonces los espacios

resultan normables dado que (f+ g)rkf ) =< ¥ (t) + g’w< (t) .



LECCION 4

TEOREMA DE MARCINKIEWICZ Y GENERALIZACIONES

1. IDENTIDADES DE CALDERON (IDENTIFICACION DE (LPodo, pP19h) =)

Teorema
si 0<p; , qiTw , 0<r <w , 0<e<1 , potpi
%:ip“.—j+;?z entonces

(Lpoqo ’ LP}Ql\ . LPT

(Esta identidad fue demostrada de distintas maneras por Calderén y Peetre si

Demostracién

Supondremos p, < p1 (si pj < p, se puede demostrar andlogamente, o me-

jor, usar la relacién (Fg , F1)e r (Fl , FO)I—G I_) .

Supondremos también pq <oo , recordando que P4 = 1® , 0 <q <o .

la demostracién si p; = o sigue el mismo esquema simplificdndose algunos pascs.
Para mayor claridad dividiremos la demostracién en tres partes:

a) Sea 0<o<<r , o<<q0 s o(g.ql s, x < o

(IR 7 - U




ascs.

p P1e _ Pod P14
b) v o<><,L ) ;—(Lpoo,Lll)
e, r o,r
q p191 _ r
o @, Lt o - P

Lias flechas, como siempre, indican inclusién continua,

Demostracién de a)

Po o¢ Piex

Sea @€ = (L , L )e r » con la definicién 1)\

N - A® A(1-0)

£l = it {0 Tug,l + s |u,, |

‘ l([‘ uot1+111 " " Uot! o ”Li‘ Uye 11 ” L: §
ujte LE)J

con ’ Ut lj l U lejX .

1 1 1 1
Sea 90:5"15—0<0’ R T

9 - e -Ae = 90
Como —Q = —— vexiste A# 0 tal que resulta
6 1-8 A1 -0) = 8
1 1
= — - = >0
A p, P1 >

si fe LPf , le hacemos la siguiente descomposicién:

f =

ot f1¢ =

0 si no f(x) sino

entonces

{f(x} si || > 0 si |fm| >

65
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fi(s) si s < t ) si s <t
J E1p%(e) < <

*
L 0 sis=t f5(s) si s=t

< ds 1/ e {St

i fOt ‘O = iso (s /pO(fot)*(S)) —S——} S ?SE /°<'

(s1/Po*(g))
0

para aplicar las desigualdades de Hardy (Cap. III § 1) ponemos

@ (s) = L [sMPos* (] "

entonces
1/
!fotl fﬁ(t) /
Entonces
|t = [l <% g |
ot lo Li' ot lo ILS; Li‘/u(

Como = 0,+1< 1 , r/, == 1 por desigualdad de Hardy

-AB =
“t |f0t|o MLE< kllfler ’ kp = kp (x, 8p)
Anilogamente, usando la otra desigualdad de Hardy,

A (1-8)
H t | £1¢

1 L£§k2|f|Lpr » Kg = kg(r,o<, p;, 8y

Demostracién de b)

Por la Proposicién 2, § 3, Cap. IIl tenemos
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Lp.oo( . LPo‘:lo:

P1491 -

luego, es inmediato que

Po oc P1oc ~ . Po% - P39
(L , L )e,rC‘*" (L , L )e,r

Demostracién de c)

Como, por las mismas razones que en b) ,
(Lpoqo > Lplql)e ;" (Lpom ’ L
» T

basta probar que

p.c P10 - _
Lo, ¢ —=P"
8, r
® P, A
Si f€ (Lpo , L 1 )e , usando la definicién 1,\ , con el mismo A -
que en a) , tenemos
(¢] 91
| £ = inf {Htoff | || +”1: lf | " }
Po® p10o ot'o ll; T 1t 11 r
(L P L )9, T f=f0t+f1t L* L*

donde se entiende que |--‘fjt |j" . it |ijoo :
Si f = fot + f;, entonces
¢ _— * * )
£ (28) S2.{(f,) 4s) + (f1p ()5 s >0

en particular, s = t
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2t < 286" @+ (5" © 3

]
. 1+=
£ ] pr | 2n¥Pet 2y ILr |277P

1 * . * <
I t /p i(fot) (t) +’(f1t) !(t)} ”Li‘\

r§

pero

- P,
MPo(s ) () < sup s (5" (8)

s>0 IfOtio o P

P * |
fPre ) o<l 0; pep

por lo tanto

IfILpr $k3 {"tolfotlo ”L,"E_l. ”t lflt,o “Li}
Luego, tomando infimo,
| f ILpr = kg | f |(Lpooo ) Lploo)e,r s kg = k3 (r, p)

2. APLICACIONES

Por el teorema del Cap. II, §2 ; si T, esun operador lineal tal que

T Al
T, : LPo% . pPo%

continuo con norma M, y Tj; es un operador lineal tal que

1

T, :LP191 — o P19




continuo con norma Mj coincidiendo T, y T; en , entonces

llamando T al Gnico operador lineal

o . pPod% , (P19 ___ ;Po% . Pi%
que extiende a ambos.
Entonces
T :(LquO ,_Lp1q1)e’r — (Lpé)qé , LEiq‘i)e,r L 0<e<1 , 0<r=<om

) — 1-6
es continuo con norma M < M0 M1 .

Si

1 1-06 2]
0<pLagd<mw |, p(')ifp'1 , ?=—“<,) +—;l
por § 1 hemos obtenido
. 1-0 _ 6 : r
e ' p
lele,r\kMo Myl ] o VieL

con k=%k(0,r,p,,dy, P19 Py q(’),p’l, g’l) y a fortiori, prop. 2,

§3, Cap. II,

1
T.LPY —s P® Vs=r

continuamente, que es el teorema de Hunt [19]

Poniendo r = p vemads que
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1
T:LP —= LPP
.01 =1

y si —55? obtenemos

pp T, ppe P
continuamente,
En el caso particular en que qj = Pj - j=0,1 vy qJ! = , j=0,1 tenemos
que, conla terminologia de Zygmund [42] , si T es de tipo débil (pj . pj) ,

1 1 ’
j=0,1 es de tipo fuerte (p, p') si ) = P :oes la extensién del teorema de Mar-

cinkiewicz, [30 ] y [42] ,» correspondiente al caso en que los puntos
1 1 .
— , —3) son cualesquiera en el
Pj pj
primer cuadrante del plano y la conclu-

mJ=(

sién vale en los puntos del segmento

mgmj que yacen en el primer octante,

\\\\ N\ \. siempre supuesto que valga Po # Py

P # p'l . La condicién p, 7 pp se

puede eliminar por la observacién del hecho que (F,, Fo)e » = Fo para todo

espacio casinormado.

En cambio la condicién p|} # P} es esencial, cf. [ 6 ] pdg. 177, vale decir

que un operador puede ser tipo débil (py, @ y (p1, @ y no ser tipo fuerte

11

.{p, @ con p0<p<p1, adin cuando g -

J

Pero si hay tipo fuerte (p,, @ y (p;, @ entonces hay tipo fuerte (p, g

con p, < p=p; .
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También res‘ulta de lo visto anteriormente que la condicién de tipo débil puede reem

plazarse por la de tipo débil restringido cf, [32] .

g

Por supuesto también resulta que si (FJ j

es un par de interpolacién de espacios

casinormados y T un morfismo
Pi9;
1,33y, — ).
(L3, (F; | :
queda definida una aplicacién lineal continua

pr _ _
L (o » Fl)e,r

3. ESPACIOS INTERMEDIOS ENTRE ESPACIOS LP CON PESOS

Definicién

Si X es un conjunto no vacio, y w un peso sobre X, o sea

w:X —=R" , w(X)#0 Vx€X

LY

y si A es un espacio casi normado, llamaremos LSVO (X, A) = L;? (A) , ales-

pécio naturalmente casi normado de las aplicaciones f:X —> A , tales que

w (%) |f(x)| es acotada,

Teorema

Si (Aj)j es un par de interpolacién de espacios casinormados,

estd definida y es continua.
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Demostracién

Es inmediato que ~(L$_ (Aj) )j es un par de interpolacién. Para los espacios in-
J

termedios, usando la definicién i 1 tenemos que:

Si
fe LY (A o (A -
w, (Bg) . Ly (Ap)g =
| % (j-B)
'ffa:=mf Lut ‘fjt‘oo (p
t£.). = L . L
(f;); J=0 ] W (AJ) o
donde
+ © .

Ademéds f:X — Ag+ A; ; entonces si f(x) = £ ;(x) + £1¢ (x)

tenemos que para cada - X

t:(j'e) Wj (x) ‘ fjt (x) JAj = -tjhe ’ £ | .

Luego
, . I
iy = 1o |
HWJ (x) t | fjt (x) IAJ LE\ t ‘ fjt |L\(:,) (AJ) l Lg
J

si definimos

W, (%)

wi (%)

tenemos que

T

‘VXéX,
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W, (x)

haciendo en (1) el cambio de variable t = T
' Wy (%)

) ( )
W, (x) ” tkelgjt(x) lAj "LE = W (x) X II |gj—c(x) ‘Aj “ P

d
(por las propiedades ya enunciadas de la medida Tt )

-0
w (x) 1=

wj(x) —(_2 = wi e(x) W?(X) si j=0,1
le“e (x)

por lo tanto, usando la definicién ‘1 1 de espacio intermedio,

1-
(x)w (x) {f(x) (2 O,Al-) = W, (x)wl(x) Z ”'C [g - (%) 'Aj HL?
Z [ ¥7°1 ¢ Jtl @ "LE
L)

b6

tomando Infimo sobre las descomposiciones de f, obtenemos, para cada x fijo,

1-0 © r <
x) | £(x f
W (%) Wl()| ()i(Ao’Al)e,p\| |¢
luego -
lt] oo A, ,'A £
12 g g (Bo- A1) 2]
WO Wl .

APLICACION A LOS ESPACIOS DEL TIPO E® (p >0)

(Los espacios HP de clases de Hardy de funciones holomorfas en el disco unidad

estdn definidos y generalizados én [18] s [41:] y [42] ).
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Definicién
si T = J]o,2[ y LPq = LPY(T, ) _ es el espacio de Lorentz asoeiado a
T , de funciones complejas (Medibles Lebesgue); ysi X = ]0,1 [, llamaremos

HPY 3] subespacio de Lo_0 (x, qu) formado por las aplicagiones

?:X — 1 .P4

—» f
r r

tales que existe una funcién holomorfa f en el disco unidad, con

~

£.(0) = f(re® VeerT |, Veex

Por las proposiciones anteriores, si pg, # P; , tenemos que

Pod PyQ id 1 -
@Fo%  P1% - gPT  con L-1-0_ 8
or P Py P1
quO P34y

estd definida y es continua, dado que toda funcién de (H , H )er pro-
viene de una funcién analitica en el sentido definido méas arriba, Con lo que se

ha demostrado:

Proposicién

Aiahit et SN

Sea ('Aj)j un par de interpolacién cualquiera, y un par
P9
1), con Po 7 P1

y T: (Aj)j — (Hquj)j un morfismo. Entonces para v G-€‘:| 0,1 [ y

r€ Rt , T da una aplicacién lineal continua

1
P Py, Pj

r
(Ao Al)g, — gP con




nos

LECCION 5

INTERPOLACION DE ESPACIOS DE BANACH

1. INTRODUCCION

Hasta ahorad hemads estudiado los espacios (A, A intermedios entre dos

C.p’

éspaciok casinormados que pueden no ser normables ni completos.

A continuacién haremos una introduccién a la teoria de J. L. Lions y J. Peetre

( [28]).

Supondremos conocidas las propiedades elementalés de la integral de funciones a
valores en un espacio de Banach (cf, Hille - Phillips — Functional analysis and

semigroups, pag. 58 ~-89) .

La definicién 1-)\ que aparecerd més abajo es la que vincula esta teoria con

lo ya estudiado.

Los espacios. S(p, , -8, Ay.; p1, 1-8, Ay) de Lions-Peetre son los qué

aqui denotaremos (A, , Alg Pe,P1
s Y02

j=0,1 es.-un par de interpolacién de espacios de Banach,

Recordemos que si (Aj)

AJ C A (contintiamente), siendo A espacio vectorial topolégico separado,

entonces al espacio vectorial Ay @ Aj se le puede asociar una norma que

T i et 11w Tt U v oy s € TR WL st T K
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lo convierte en espacio de Banach
| . ap HA;, o a, = maxilaoly o laylly 3

Del siguiente diagrama resulta que Ay + Aj es yn espacio dé Banach, contenien-

do continuamente en A

-
AO ® A AJI
7
//
- -
.7 Ul
P ~
A, ® Ay 7
o 1 e —A, + A
ker +
donde
tiA, ® Ay - ——= A
continua

(ap, a;) H————=2a5+ 2

-1 es la proyecci6n canénica, y ¢ el isomorfismo natural, luego Ay + Ay
es de Banach por ser isomorfo al cociente de un espacio de Banach por un subes-

pacio cerrado.

2. DEFINICIDN DE (Ay, A

con 0<9<1 , lspjgco s j=0,1.

Sea X #0 .




; : . -

1 2 . Es el espacio naturalntente normado de los vectores a € A, + Ay, tales

que existen

. + -
u RS —= A

con la propiedad: a - ug (t) + uy (t) P. P

p.
(Donde L,;J (Aj) es el conjunto de (clases de) funciones f -:_IR+ — Aj~ v

. , ‘ D
fuertemente medibles tales que " £(t) "A € L*J) ‘
S - " RE _

Es evidente que es lo mismo pedir que existé.n funciones = v; : IR —= A; tales

J J
que:
a = vg(t) + vy (1) P. P.

y

A(i-0)t P;

G )vj(t)€LJ(Aj) i=o0,1
L.a norma natural es

Aj-9)t
Jall = mtimo max £ M9 ((
a=vy{tH+vi(t) §=0,1 - e L (A )

(Lo mismo serfa reemplazar méx por la suma, como hicimos en la 22 leccién:

las normas son equivalentes).” .

Que | a “ = 0 implica que !a-5 0 , es consecuyencia de que existe una suce-

3

Pl
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sién won s Yln)nelN

Von () + vip (1) = a P P-

tal que v.. —=— 0 en A, p-p- ., j=0,1.

jn J
El mismo argumento muestra que la inclusién de (A, , 'Al)e Pos P1 en Aj+ Ay
. ] ~y o)
es continua.
. . A a ! : .

Es fdcil verificar que Ay (1A G (Ay, ‘Al)e,'po, Py’
Ademés (Ag, Aj) 8, p resulta ser un espacio de Banach, pues si (aniﬁ es

s Pos P1
fuertemente fundamental en (A, , Aj) , esto es

8, Po: P1
H a - a ” < 1 n=1,2
ntl n a 3 Gy
2 .
existen (Von , Vln) tales que
Von () T vip () = a1 -a, p. p.

y

Aj-0)t 1 i=0,1,

L (A7) 2 n=1,2,....

Sea (voo s Vlo) un par de funciones que representan al a; , entonces las se-
ries

convergen en ias normas
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[ e ]= 20 ®e |,
L J(Ad)

a funciones v vy respectivamente,

(o) ?

Si existiera a € Ay, + Ay tal que
v {t) + vi ({t) = a p. p.

entonces a € (Ay, Ay)

' B: PO’ pl y

”an‘a”'nT'm‘*’ 0

pues

. n-1
lon-2 |- “‘"“1*;:1 (?wfak)'a“g

» . n-1 195)

' -0)t & 1

S méx ” _e)\(J* )I {v; + Vi, - V.)” p; < = - 1 .

: Jo Jk ] I kK  n-1
j"—,'@, 1 k= L ( an

Veamos que tal elemento existe.

si ¥ = {9 :R —— IR, % indefinidamente diferenciable con soporte
comipacto } , entonces f:R —> Ag+t Al , localmente integrable, es cons-

tante p.p. siy s6lo si

@ 1 : *
("t ¢ wdt =0, Yeekh

=00

BN d
t) = — t .
(con ¢ (1) = - 40 )
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Obviamente vg, (1) + vy, (t) tienen esta propiedad, luego también la posee

vo (1) + vy (D) .

3. OTRA DEFINICION EQUIVALENTE DE (AO s Al)

9 PO: pl
E$ evidente que los espacios que se obtienen con distintos X - en la definic_ién\j)

coinciden, con equivalencia de normas. Veamos due también coinciden con los es-

pacios dados por: ( A # 0)

2 x - Es el espacio naturalmente normado de los pun;cos a €A, + A, tales

que cumplen: u; € C%° .. a = uy () + uy(t) p.p.

que existen uj IR — A 5

J’
e N3Ot (t)€LpJ(A) Yk =0

Demostracién -

Sea a = v, (t) + vy t) . p.p. ¥ e 2 (j-0)t \(j(t) €_ij (Aj;) j=0,1,

©
Tomemos p€a~b , S F(t) dt =1 , =0 Vot y definamos

uj‘ = vy % P resulta
u, () + uy (1) = (vg+v)*pP)it) = a

« o (K

P ) () . entonces

3

adem4s quec‘D y Dk U ) = (vy

AU phy (= (IO gy MO () g

y por la desigualéad de Young

” e)\(j—e)’c J(t) ”Lp (f N e«\(j%g)t ‘P(k) (t) H » ”e'\(j-e)tvj(t) ”ij(A.)
. J
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N

lo que da la tesis y la equivalencia dg normas. (Ya qhe la inclusién opuesta es ob-

via).

4, (Ag, Ay COMO ESPACIO DE MEDIAS

9, po' pl

Observemos que si W : IR+ — A, N Aq 'verif?.ga

A~ Pj - .
t (Je)w(t)E‘I_*J(Aj) ) i=0, 1
@© dt
entonces s w (t) §  converge en el sentido de la norma de A, + A1 (puesto
0 w
que w (t) es fuertemente medibleen A + A;. y S “w (t) “ ic—< ®).
° Ao'l-‘l'\‘l t
Definimos enfonces:
3)‘ . El espacio naturalmente normado de los a € A, + A; tales que existe
W:RT—= A N A , A 5w e L ()
oo}
a = S w (1) d—tt
0
con
. AG-8) _
lal - inf max 1] £V ) % @ | D: }
@ j=0, 1 Lg(A)
‘ dt J
a=y w(t) By
0
Observaciones
1) Evidentemente H . “ : es una seminorma, que es una norma que da un es-
pacio completo serd consecuencia de la equivalencia don la norma ” . ”1 .
A




2) Se obtiene el mism™o espacio si tomanrbos

w IR AomAl

w -
a = S W i(1:) dt ,
-

e/\ (-8t w (t) € ij (Aj)

4)\, Existe w:IR — A0 ﬁAl tal que:

a ' N
a={ wwa , wec® , MOy erapvrzo

L.a equivalencia de 3>\ ‘con 4 X se prueba andlogamente a la de 1-) con

2,

Propoéicién

Las definiciones 1 Ay 3 A Son equivalentes,

Dermostracidon

Basta verlo para A= 1,

Sea
@

a={ w at ) 79 4y e P (4
-0

poniendo Y (t) = funcién caracteristicade (0, o) y Z(t) = funcién caracteris-

ticade (-, 0] entonces

A= (wEY) M)+ (wE Z) () P p.
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definamos
vi () = (w* Z) (1)
vo () = (w * Y) (1)
entonces
-0t | -8t -0t
(t) < Y (1) (t)
” ° ‘o |,Lpo-(Aof) H ° ”L' ” ° ; " ”Lpo(Ao)
(1-8)t (1+0)t (1-0)t
Ie 10| LPla,) Ie 7o “L' I« v “'Lp'1<A1)

Entonces el espacio dado por 3 % estd contenido topolégicamente en el ' NG

(Por lo tanto la serminorma “ . Ib es en realidad una normal).
A

Reciprocaménte, sea a = vg(t) + vi(t) p.p. podemos tomar vj € c®

e(j -8)t Dk vj (t) € ij (Aj) Yk=0 sin que la norma 1/\_ altére (§'3')' .
Tomermos u(t) = D vy (xrt) = -D v, (t) , entonces

max {H o(ir0)t uit) “ b }S C max {“ e(j79) v ) “

j=0, 1 LRia)) j=0, 1 L4,

como se vio en el § 3.

] Q
Veamos que S u(t) dt = a
-0 X

W )
(" amdt = @*V@+@*2®  Yx
-0 ! i -
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1

X X
w* V@ =4 dwdt = § vimdt = vy - lm v, ®
-0 -0 . t— -0

1
Como esta integral estd hecha en sentido de A + A; ytanto vy como vy son

integrables en A + A; entonces lim vy (t) existe y es nulo.
t=> -

Andlogamente (u * Z)(x) ="v,(x) , por lo tanto

@
S u(t) dt = vo(x) + V~1(X) = a V x
-
Lo cual prueba la otra inclusién,
5. DEFINICION DISCRETA DE (A, , Ap).
- 8, Py, P1
5)\ . Es el espacio naturalmente normado de los puntos a € Ag+ Ay tales que
existen
n H———s ujn
con
A .-:' p..
a = ugytouy, Yn , e?(i=6)n | Ui ”A €1’

J

SA . Es el'espacio naturalmente normado’de los a € Ayt A; tales que exis-

ten u, €A, MNA; , n€ Z  con la propiedad
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A~ Pj .
e (J e)n”uR“AjeLJ , j = 0,1

‘®
: a=Zun (en Aj+4) ,
o '

Las seminormas l . ” y " . “ dan espacios normados completos, como

A A

consecuencia de las proposiciones 1 y 2 de méas abajo.
De todas formas se puede probar directdmente, por ejernpla, siguiendo este esquema:

la g = int o I A
: 5}\ “on't'r:l'ln:‘11 Jr:gj‘ 1 ” ) an'Nlp‘](An)}

Si “a “5 = 0, existe (ujn)n s Ugntu,=a Vo tal que
A

A{j-9)n _
‘jr:.(ixl ” e an Nlpj(An)

E

Luego

Fa by a= Togrly oy * loul, L, <aee

con A constante, A = A(8, A\ ).

Luego, si " a “5 = 0, entonces a = 0 que es de Banach se pgueba como
b A . ~
enel §2 . La (inica diferencia es que para ver que el Ifmite (u,, uy) cum-

ple u,, +u;, = constante, se usa la convergencia puntual de la sucesién

k
(ujn)k .

6)\ . La tnica dificultad est4 en probar que si [ a H . = 0., entonces

a = 0, yaquela demostracién de la completitud se hace de manera andloga a

la del §2.
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I a Hs = 0., y para fijar ideas sui)onernos XA > 0 entonces, como
A

tenemos
o)
“ a “ A = Z “un HA +A1
~w
Sean
xr(1-6
Ng = inm=1 , lugly e (i-om . "}
A(l-e)n =€ .}
N, = {n/n =1 Hu“Ale )
-8
N2= {n/ngo s ”un“Aoe n <é }
N3 = tn/n <o . | un“Ao e-xgn > & ¢
Luego

:
I

A(1<0 - s
> gl . = 2> layll, e m - Misen

n€No o

A (1?9)1‘1

> H“‘nHA " < Z |J‘4n||A1&e =

n€N, o A1 n€N;

B N

1 YAy
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Andlogamente se procede con las sumas sobre N2 y Ng . Entonces
- - .8 .
| a IfA +A = &(A(A,0+B(A,0) + (51 P1, & Po) max{”é\(l )nunU J. 3
o ~ =0, 1 1i(ay)

Como “ a ns = 0 , entonces
A

| << & K(A,e®

luego

Proposicién ;

Los espacios definidos por 3 A y 6 )\ coindiden, y sus normas son equiva-

lentes,
Demostracién
' @© A(j-8 .
Sea a = S u(‘X) dx con e (J )X u(x) € LPJ (AJ) ; tomemos
-
nt+1
u, = S u(x) dx
. n
Entonces
e o)
-®
Ademiéas i
A4
nt+1 ' n+l Po P
lunlla < Vao lagax <t Taw by ax’?

. n n
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Luego

< Msax 11, e+/\e o} Sn+1lle_’\gxu(x) Il:o dx

-A Po
| oo, | Iy ] °

Anidlogamente se procede con el otro término, Entonces

Ha“s c®, Po, Pi.A) lléﬂs
3 A

Reciprocamente si

0 . .

a = Z u, , con e)\(J 9)nl.}nE?lPJ(Aj)
ponemos

u (x) = u, si n<x<<n+1l1
Entonces

(43

S ul{x) dx = a

=00

y se cumple
n1 . P. j = N P
S “6“3 0% () ” Jax  wmax {1, A5} HGMJ em‘-‘n” :
n Aj Aj

de donde resulta la otra inclusién.

Proposicién 2
Los espacios definidos por 1 N Y 5)‘ coinciden, y sus normas son equiva-

lentes,




Demostracién
Si a = wy () + wi(t) con wg y wy en las condici¢nes 1 ‘entonces
a=vy(t)+ vy (t) con v, .-y' vy eh lds condiciones de 2
' @
vj=wj*? s  PE€D ) S%p(x)dx=1
—o
Definimos
ujn=vj(n) 2 j=0a1 » nez
Entonces
Uop tujp = 2 ¥n
Acotemos “ Yin “Aj .S n=x<ntl , Un = vj'(n) =V (x) + Vi (%)
mlo
wjn lay =< v o + S;l | vj 6 la; ax
Luego
H ST e s
. IIAj< §  dyela s Iela)ax
n

aplicando la desigualdad de H8lder

P.- lsn.",-

|| u]n HAjg (IIV(X) ”A + ”V(X) || ) de\z
n

luego, como se hizo en la proposicién 1,

(vjea o)+ o] Hax &
j J

,Aj 1

89
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” e -8 . “AJ = _
j .
ntl A (-6 PJ nt+l A (5-8) Pj
= C; S " e (j-8)x vj(x) "A dx+ S “ et Xv!(x) “A.dx
n J n. J J
Luego
A~
H e (j-8)n Yin nlpj(Aj) =
1/ s AGB) A(j-8)
s o A HLPJ‘(AJ-) e B g e "LPJ'(AJ‘_)
Luego
A (j-8) L=
“ e upy nl"j(Aj)< “2 |o4a-e Wi &) HL Iay)
entonces

" /
|l = sl a H
R 1
Finalmente, si
a = Uyy *Ujp Vne z
con ujp enlas condiciones de 5 A definir~os
v (®) = ujn 81 n <x <n'+1l

Vale entonces .

VXGR

n
©

Uy (x) + uy(x)




dxy

21

y resulta (como en la proposicién 1)

| a M < ¢,]a “5
A e )N

6. (Ag, Ay COMO ESPACIO DE TRAZOS

o, Po’ Pl
Séx u:RT —= Ajg N A;  tal que

’c/\g u € L:o (A,)

(e Lfl (A7)

donde O < e < 1 , A > 0 , y u' esladerivada en el sentido de las dis -

trihuciones de u, es decir que u' es una funcién localmente integrable que veri-

fica
® @ .
S u' (x) ¢ (x) dx = () u (x) ‘f' (x) dx
0 0

para toda ¢ € % " con soparte compacto en Jo , m[ . (Las integrales conver=~

genen A, + Aj).

En estas condiciones u' € L! ((01], Ag+ A1) pues

P
3 | ur (x) l\ C{S RIS H 1 at 1/p;
‘0

donde C=C(8, A, Py.

Luego u coincide en [0' , -1] pP. P- con la funcién absolutamente continua

|
!
it
E
i
3
|
i
i
i
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1
u (1) - S u' (t) dt
X .
Por lo tanto existe
a = 1lfm u{t) = u0) (convergencia en A+ Al)
t—0 -
t>0

A tal limite se lo llama traza dela u en el origen.
Definimos entonces:

7,\ . Es el espacio de los puntos a € Ag+ A; tales que existe u: R+ - ..

—+ Ay M A; con

t*eu € L£°(Ao) 0 <e<1
(A O=1F1 |y .121 (&) AS o
y a= lim u(t) = u(0) . Se introduce la norma
t—0
t=0
| al, = me wax g 2OV 3
T asu(o) j=0,1 Lai(ay)
con u® =4 , oD = g

En la notacién de Lions-Peetre, [28] » este espacio es el

s AO: Pl: /\(9-1)+1 = —P—l’ A]_)

T (p, . )\9-—;—0




[P——

,: P . 93

Se puede ver que con esta seminorma T resulta un espacio de Banach; por otro la-
do, esto &s consecuancia de la equivalencia de T con los espacios de media, que

probaremos luego.

Como en casos anteriores se puede reemplazar la condici'én
u: RN —— Ay M Ay

por la de que exista

lim v {t)
t — -

v:R B AoﬂAl »

o
f

y las modificaciones naturales que ya hemos realizado.

Observemos por Gltimo que los espacios que se obtienen conddistiritoss A (A >0)

coinciden, con normas equivalentes. En efecto, basta hacer el cambio de variable

€ = % para ver que
T(p )\e-~1~ Ay, ¢ A@-1)+1 - 1 Aq) =
o Po' (o I/ 1 P]_,
=T‘(POJG-LJAOJ Pl.ve"i:Al)
Po P11
y
| afl = C()\)||a|5

7)\ 41

Lema

. jof
Si a=u{0), con ’c9 u(J) €‘"L$J (Aj) », 1=0,1 existe v € c® tal que
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a=vio , k0 erfoay yk=o0 Pve Ly L (A) ¥
Otk | ' o ..
| &k o0 (y) ”Ls?(ﬁo)g cp || 2w HL.*O ay) Yk=o0
% v (1) | < c|fwwml
“ ”L,f Lay L: ap

con c, ck constantes,

Demastracién
o) :
: S
Sea e@%b s ‘320 , stpg[l,Z] o S'@(G)%‘ = 1 definamos
@ ' 0 - ‘

v (t) = () ul(s) ?’(%) d—;' , convolucién de u con p en la medida de Haar de

IR+ . Entonces

. oo
A8y = u(é)i o (L . k=0
0

las integrales convergen tanto en A, como en A; . Como

7m
m vi(t) = um § u(%)g(cs)‘fg_“ =
t Vo tVo 0
(0 0] ~ 0]
=S ¥ u(d)?(o’) =u(0)s P(@)%=u(o)
0 t=0 0

Adern as

&1k (k) ) = Q#k(

¢ e 9+k

k k), .
Seute) 2 P @ = (s®ux o ¥ W) @
®

Por el teorema de Young, obtenemos
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| erk (k) .8
: t . ]

entonces

|84 o0 HL; = o < o

Dado que

(u*P)l =q‘)l*%p

(por ser dos funciones localmente integrables que coinciden como distribuciones),

resulta la ultima parte de 1a tesis.

Progﬁoﬂsicién

Los espacios de trazas y de media coinciden can normas equivalentes, es decir

1 1
- N s AO: pl: 9-—, Al) = (AQ: A]_)

e: pol pl

Demostracion

Sea a€T , a=u(0) ysea ¥ enlas condiciones ‘del lema previo, entonces

@
S vi{s)ds = -a
0

@ e ... .P1
pues S vi (&) do existeen Ag+ Ay pues t v!'E€ Ly (Al) y

0
p
&+l o1 g L*9 (Ay) , luego
®

( visyds = 1m v@t) - Um v(e)
0 t— E—~0




% R 3 ST Rt
veamos que - lm v (&) = 0,
t—
Si o« > @
>
vix)=v(p) = § v(s)ds
Jex

. . e
lo que asegura que tal limite existe, pero t v € LEO (Ay) , luego debe ser nulo.

Designando w (&) = 6v' (68) resulta

V')
i a6
a = S w (6)?
o
Yy
. e+1 .
I ®wen || | =] e | b, = ClltPaw ] p,
- e ;
H 271 w(t) H by = clt | o
Ly L, l(A))
por el lema; luego, recordando la definicién 3)\ con X = -1,
a€(A0’A1)9,po,p1 y lal < clalq
donde C es una constantey [.| eslanormaen (A, Al)e b py
s Pos P1

Recfprocamente, 8i a € (A, , Ap)g posP1 7
3 0’

a0
=9 ; P; ..
a=S' w(d)d , thW(J)E‘L*J'(Aj). , j=0,1
0 s ‘

(o)
definimos u (t) = 3 w(qa) ({76— , entonces como W € L; (A0 + Al) , por el
t
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teorema de Lebesgue |
itm u(t) = 1lim (:D w (&) %‘ = a
t =0 =0 't
Adermds uft) = (w * X o, 1)) (t) (convolucién en la medida de Haar de la semi-

rrecta), por lo tanto

Puw = (c¥wr o® X(o, @

y de aqui

P |, < {S s SR [ 0w I
Ly(A,) Lyo(4,)

la derivada en "AO +A; de u (t) resulta

w (i)
t

u' (t) =

( ) " pl(Al) luego a €T, | L

"a",rg C ||a||
como queriamos demostrar,

Vale decir que en el transcurso de esta leccién, hemos probado que el espacio de

Banach (A, , Aj) , <<t ; 1<pj<o , j=0,1) puede.
9’p0:p1 . .

caracterizarse mediante cualquiera de las definiciones dnteriores.










