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LAS DISTRIBUCIONES
f _ ‘
; §1. Los ESPACIOS Dy D' C e mfee

Definidibn l.1l.:

¢

Dada una funcidn ¢: Q@ +C, 2 C R abierto, se llama soporte de

y se indica sop (¢) , a la cléusura, en Q, de - ‘{x €0/ ®(x)# 0} .

Cuando una funcidn sea continua ‘y;admita derivadas. continuas de

et

todos los Grdenes, se dirad gue es indefinidamente derivable .

Definiecidn 1.2 :

Sea 2;'{¢:Rn i_C/¢ es indefinidamente derivable y sop. (¢) es.

< T

compactol}l. | .-
. : S SR .
Sobre 1D se considera la siguiente nocidn de mnvergencia:

La sucesidn {¢j} converge hacia ¢.eﬁ D;-si soﬁ(ﬁj), sop (¢) estén

contenldos en un compacto fijo y para cada o eNn®, p® ¢j(x)+ D% ¢(x),

/

uniformemente en Rn.

" N} : Pl

Ejemplo 1.1:

La funcibn - 1
| 1-]x|? ‘
e ] o |x| <1
-VP(X)\= L . ,'j‘ e ’
»O'.";“.:.;" T 'xl _>'_l

. o
A o

pertenece al espacio Dy sop (p) = {x € Rn/flxlj 113.
p es interesante como ejemplo * de funciones..cuya existencia no

es nada obvia; adem@s, 'se la‘va a usar con frecuencia y por razones

que aparecerdn luego, 'serd llamada funcidn regularizante .

oLy ~ o
R Y

Definiciénsl.S:

Una aplicacidn T: D'+ C 'lineal es-~una. distribucidn, si es continua

en el siguiente sentido:



R
T(¢j) + 0, cada vez que ¢j +0 en T |
ELl valor que toma la forma T en la funcidn ¢, suele 1otarse

(T “¢),'conﬁlo cual . la condicidn de continuidad se e¢szribiréd:

<UD N (s N . | B
o "(T,6.) +» 0 si . > 0 en 9,
y ( ’¢] '-¢j el

S . 'i‘. . . . . ]
Las funciones de D "se llamar&n funciones de prueba; eciz

N r

nombre volveré"a usaﬁse en. el )ﬂﬁ, para. nuevos espac1os de cun
ciones, que serin introducidos.

Observ‘a'ci‘én\. 1 1- mr ' ' " .i......', el ..,__ -

et .f o Ty
Cuando se menciona la contlnuldad de c1erta aplicac1on def1n1de~$

entre dos espac1os, lo habltual es gue sobre esos espacios;.haya.

e e ity 4rna o

unds esthuectyra topologlca que justlfiqde el ht ihi g

..l~.‘7'v i A '~ o ( . .
&Oﬁflnuld&@pJEStO mo es lo que se ha hecho é% Ta deflnici6n 1,3,

i S rl 13 v
OOV

)r _( ~.‘

al menos expllcltamentel por ello; es neceSarlo Wa déﬁfaigﬁnﬁchep;

23,

tario sobre el significddo de esa definicidn: - A SRR SR L Rl A
Fijado un compacto X & Rn, Sea S
D(K) = {¢ 69/ sop( - ;;r_x} ] aane B
: ~|_r -
» |'I .
A D(K) puede darée una estpuctlird de bepacio vectorial topo-

4
légico, mediante 1la: famllla de semlnormas.
. ' ' i i

N (9) = sup ID #(x)|, a é y
) . ‘

x eRMY Fhaloo

=0 YL
l‘ b

Béfa topolbgié; @& origen a ‘la.-nocidn de convergencia introdu-
cida eﬁ la definici&ﬁ“l;2i“Ademés,..entre Qt?as cosas por'ffé¥ér—
se de una*féﬁiliéthumaﬁéb;g?@e semincpﬁas, la topologia de

7 (K), puede obtenerse a partir de una métrica compatible con

la estructura veatorial, Cada espacio., D(K), resulta entonces

métrico y ademds completo .




Una subesiéﬂ7'lTj}_deg 0

-5 =

La definicidn: 1.3 ﬁ&é&e darse.ahora en la siguiente forma:
Una aplicacidén T: P -+ C es una distribucién si es lineal y

-

restringida a cada*dspaéioAjD(K)x es continua.

La explicacidén dada, desde luego véliﬁa,‘intent;~ aclarar la
defigiéiénwl;S %En-referirsé a suuvgrdadera naturalezqiELo que
6Enfre, es que .sobre el espacio D ; ha; un;'estruétura tqpaiééiqa
"inducida" de cierta manera poé los espacios D(K),ﬁgqe.permite'

hablar de 1la continuidad de T usando nada mésge .qug'sucesiones.

Es respecto de eama topologia, que tiene sentido referirse al

" espacio vectorial complejo de las distribuciones coﬁo*el'dual
M;ggglégico) D', de D . (Para estas cuestiones de topoiogia,

“X§r~ﬁ}j:y“[2] ). ' re

Cada vez que se héBle de continuidad sobre v, o sobre otros

.espacios de funciones gque van a ser introducidos luego, se .traba-

B

jarid con sucesionés.

_Definicidn 1.U4:

3

seé dice gue converge hacia la distribu-

Ci6n T, Si ’ . “ T Ty

<

para. cada & N . (Tj’ ¢) ~+ (T,¢5.

' Esta definicidn de convergencia, que es’ihdépendiente de la topo-~

Y

logia de U, se llama déb;i..'gé la ha:intfodUCido“éin hacer‘re—
.ferencia a ninguna estructura topr&giéafsobre;:D'; per§ séiprue-
ba, que definignﬁo en’’ Qﬁulaw”tQPOiogiglfuerteﬁ, la nociéﬁ de -
convergencia de sucesiones ésociada, es.lé convergencia débil .

(Ver nuevamente [1] y [2] ). . . :




- simplemente. f, escribiendo:

3

- 6 - - L -
- -\l o rres "J . ’
tue un operador h: D’ s D' ‘Sel’ contlnuc gienpre qudrrd decirp

¥+ 3 AP [ .
LR B Tagar . e e~

aqui que

+ (T,¢) % ¢e?b

(h(1,), $) YTy, & ¥ e Diwi (1,60

L4 i T F ..' S e - 1 £ .':' R N LI Lz
E]emplos 1 2‘ . N
LT vy L e . ;

i) si es la fun016n caracteristlca del cdmpacto K ¢'RY, se”

Xy

PRV .

e . . . ¥ Goren i e Lo oAy
1nd10ara leceF {Clases:dg_funciones f:Rﬂ'* C/XK' £ € LP, para

ULy

“ecadasecompacto . K:G R?,}, l1<p<w=

Sobre Lg c se considera la, topologia induc¢ida por la farilia

dé ‘seminormas F. v . - A i
S 2 Yoz oy, o
NK(f) . . XK.f" LP.' B . yhe .

‘ N . n
Como basta con31derar un cubrimiento numerablesde'R por ccmpac-—

tos, en Li ' hay una éé{fﬁctura ‘de espac1o métrico completo, que
£ e

da origen a la noc16n de convergeﬁc1a‘

[ A S )

b ; , - p -
£ = f en Lloc y 51 xys £, = kaf.en L* , para cada

{38 1

, compacto. K C R"
En sintesis, Liod es un espaC1o de Fréche% ;'ldnisﬁg que - D(K)3

toss S
[ DI

ver -[2]. -y . )

1 . : L o R .
-+ o.sea;§i f es una clase de funciones localmente integra-

8i £f LY = ,.0.

‘bles,.2lla define; ung.distribucidn , que se. indicard T. y a veces

BT I LEPI -

(Tf; &y "1'f(xd‘ $(x) dx, ¢.€ .t o
L U AP _

La apllca01on



. ~T=.
il Tl N B D B B B B B il BN R BN BN E By BN B By B =

. : N O
¢€s inyectiva, Esta es una propiedad fundamental, gque se usarid con

frecuencia y que va a demostrarse luego.-

Se dird, brevemente, que una distribucidn T es una funcidn f,
cuando T coincide con la distribucidn Tf"

.. .. n

ii) Fijados a € R , m GN . se deflne-

(T8 = ( =94 (a), ¢¢€ D
axi

No hay dificultad en'cbmpfdbaf que T  es una distribucidn.... .

Para m = 0, T0 se llama medida de Dirac y se indica. Ga,.Cuando
sea a = 0 , se escribird § . B R
Los conceptos introdﬁéidos'hasta'ahora, no -permiten profundizar . -
el andlisis de estos ejemplos;née'éegdirénhéblando:de ellos en

el §2 ; alli va a quedar justificado el nombre de medida que. se

[ L .
N . H [

did a*la'distribuciﬁh'”éé.~

Definiecién 1.5::

oow

Dadas funciones f, é:Rn"¥C, se liama'éréggqxgmaé cpnvoiﬁciﬁn, (o

de composiéién), de f.y g,.que se indieca.f ¥ g, 2 la funcidun
~h(x) = J“f(x-y);g(y)-dyf,_

Naturalmente que si £ y g son funcienes -¢ualesguiera, h no. estard

-

definida.- BN o LT

=3 RECEPE LN

:'Sobre. la ex1sten01a del«producto de; convolucmon, se. enunc;a el

kS

Teorema 1.1: (Young). (Ver {al tomo Il )

si f € L1 vy g € LP con 1< p.< «, entonces la’funCién-f * g ésth
|' . LS "
deflnlda PP, es medible y pertenece a LP



A

- 8 -
I -

ndcmas, se cumple la desjgualdad llamada de VYcung: -
ey - ki T p . et s e . .
S TR 3% RN . -

. choir
lg % gu P o lf gl o
) L L ERRR A L-f,"-:".“-'»'n Taraob 0wy o : " -

Qggggygcj n.1.2: .. . .
RAT0 I L M R AU & A (A SRS TR ST I ST

H.' - ie 0 e . L “

En particular, el producto de convoluc1uu deflne sobre L7 uua a5

T r;

tructura de &lgebra de Banach conmuta iva, (ver [4]) que no es

. . » . B j 5 ‘.: ) W, : .
unnitaria, Es decir, no existe f € L , tal gque £ % g = g, LI I PR

T TR (OO

{ver ejercicio 1.3).

El concepto 'de producto de_convo;uciénwiptqryiené en la prueba
4 . S H Yo . [ ;

de varios; resultados. que se .vepan enseguida. |

Teorema 1.2:

Dados; K, C..R™.compacto. y e > 0, existe ¢¢ D tal que. "
..,__.4 .1 . 0. __<u¢’(x_)__ﬂ o W X G,_:',' Rn P o S

PE e 0(R) A L, M ox € K. : T SRS

WL

Demostracidn: .

A partlr de la fun016n p 1ntroduclda en el egemplo l4l 'éé AT

“ @it ::.{',. K . :!.‘-

Y B
.-..4/...‘.. - - . .
s H cat ¢

fine L ) in . o
pj(x)“= = o (3R) 4 = 1,250 ke 0TS fpﬁﬁ?ﬁﬁ¥ﬁw,.::
. o}

. ) . f s . .
p. sigue perteneciendo & P , su soporte |estd+'contenido en
. ‘ -

RIEIR: *l/j}ly‘Jni(xl.dx = 1.

S5i X es la funcidn caracteristica de Ke = eg/3-entorno {K}, sca:

¢_f;) éi“ifﬂ p.(x)hé LJ 35.(x£§) dg' = : ax(r-ydp (§7)ay .
J ] c IYI <l/3

L K S ! sy

B

103 o ST

e"
¢ est@, definida en. todo, x §u3? y

0< ¢j(X)'f":'Jp (x—y)dY ,f, L

B
sop ,(¢) C e~ entorno (K) = {x GB&/4(§QK)¢$ €. o l
[ %



._'9_

- Ademés, ¢j resulta indefinidamente derivable.

Se afirma ahora que existe jo € N, tal que x-y eka; éi X € K;

lyl<1/3,:

bl . -l .
in efecto, con xe€ K"ye]ﬁ,hse tiene:. -

d(x-y,K) < d(x-y,x) =‘|y| .
Entonces, fijado x € K, es:

o 0= KGeyY oy (ay= oy ) ay =1
Iyl a3, ° o
En cuanto al soporte de ¢, , como
- 0.
laCzy K= dlz,,K) [ < [z,-2,]

si X § e~ entorno (K), es:

d(x-y,K).> d(x,K) - |y]|> t-e/3 > e/3.

Luego ¢j'(x) = 0#
0

Observacidn 1.3:
Tanto como el resultado, es importante en este teorema la forma
en que se lo probd: Por convolucidn con pj, se "suaviza' ia

’

funcidn discontinua. x . Este método ‘de. regularizacidn, seré.apli—

!

cado en el §4_a'distfibuci6nes.

Teorema 1.3:

D es denso en LP si l<p<.w,

2 B

S .~ o
g | .- !
N ' " o

Demostracidn: 8 “ St

En primer lugar, basta poder -aproximar funciones con soporte com-

pacto, pues por :truncacidn, se prueba que Estas son densas en LP



TR
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OTHAE N i VRPN e :

o ldey e e
Dada £ € LP con soporte ‘compacto, sea

rr NI L L e
. 1 ce rm - ; A

- : 2o ‘ R TR ) '
' Tef o= f kT, : VS
J J

donde p, es la funcidn definida en el teorema 1,2.
2o la misma forma que se razond'en ese teorema,se comprueba "que’

fje D y que tiene su soporté contenidd én un.. “enterno fijo de-

sop (f). : : P,

i

-

Hay que.comprobar -.que fi(j\ f_eq‘gﬁa.
Si se supone primero que f és continua, pcr.-

to, resulta uniformemente continua; luego es:

| £(x-y) - f(x)|<e-sif|y|4‘%/j para 7 1j0(e), independiente~

S X - T

mente de X € Rn.
Por lo tanto, . I . e e Can s
Ifj(x) - £(x7] < J|f(kw?)hf(x)| bﬂ(y);dy‘s siw;j;ijo.

} converge hacia £, uniformements,

Es decir, que la sucesidn ‘{fj
en X , si f es una funcidn continua con soporte c0mpacto.gémo

f., y-f se anulan fuera.de un compdcto fijo,esa convergencia
uniforme implica la.cohvergencia en 1P
Si~ ahora f es. cualquier funcidn QerLfﬁcop.éoporte.comyacto, se.

sabe que dado € >0, existe una funcidn g continua y con soporte
B - R .

compacto, tal que "f~g|| <e ,

LP ' ceb
61 se escribe: R ]
g, - £l <) f.~ g.l + lg.- gli +H g - £l R
J LPT 3 3P J P -@gy

por el .teorema de Young,.el primer tgrmino puede acotarse como:

le. v gl = W(F.g) #rpud,
1 8 ( g)i_.. HL

LP LP LP Iy L

‘[tener soporte compac- -

oclgsgh el shegl



r. B
) o sea que
i} le.~ £ <2 Hif-gl. ‘4 I gog,l -
3 p p o
L L L?

de donde resulta la c6§§er§enéialdé”fj‘hééia;fen L% .

Observacidn 1.U4:

1

Dada £ € Li, se deduce del teorema 1.3, que f * pj + f en L7,
. - ’

esto justifica el nombre de identidad aproximada , que suele

darse a la funcién pj.

Teorema 1l.4:

La aplicacidn -

es inyectiva,

i

i

i

I

i

i

]

1

i

I

I | -
Demostracidn: . ' - '

I Debe probarse que si Jf(x) ¢(x) dx = 0:¥ ¢ €D; entonces £ = 0Opp,

l Puede supoherSe que ia funcidn £ es real, porque sipo, se traba-~

I ja por separado con sus partes real e imaginariaf' . o
Si.Kk‘=.J{|£L:"k*} y X ©s su funcidn caracfé;isiicé;hbésf;l

I A :

1

1

1

1

i

1

i

L

probar que f(k) =‘xk. £ =0 pp, para cada k= 1,2,....

Sea

';(k)' . T - .
£ () si £ 40
. If(k?(x)l ;

sg £ (x) -

L
ot

15 °o . si £ (x) = 0
sg f(k) es una funcidn integrable y con soporte compacto conte-

nido en Kk'



Luego, N
(k) (k) ' 1 ool i . N A I3 Lo
£ 7 =g £777. ¥ plarvsg: f(k), %ﬁtgL%,; e
J ; ! .' J'l{ ‘-{,_
Ademids (k) . (k ~
’ £, -e D 3 f', ) (X)I: V L XE L R 1y.sop, (f(k) Pl
J 3
k+l » ¥ 3. - fl mesT e ke
; NP : R A
De t°d° esto se deduce, que para una subsuce,lén ") es:
S e e E I B B P Y P
Jf(x) £) (x) ax = J gRFL) fgk{_cX) &% oy e
. j . . e d

- J f(k+l)(x) sg f(k) (x) dx = J [f(k)(x)E dx =0, "

pues J-f(x) fgk)(x) dx = 0 ¥ j> 1.

Definicidn 1.6:

Una distribucidn T,e D. es nula en el abierto §C Rq;*61§e&ﬁf

S ‘ (T,¢) = 0 -¥¢.€ D gon-sopld)C & ..

Pofhéféﬁpib,’ia'Hiéfribﬁcién"Gé‘es huld en chalqiier abierto Jue

no contenga al puhto &}

Dadas T,,TL€e D', se dice que cdinciden en Q ; si‘la_distriBucidn

Tl - T2 se anula‘én & .° RYRIS v T P s

De manera analoga a lo que se hizo en R 2 puede definirse el con-

) ﬂ . L
cepto de dlstrlbu016n sobre un ablerto Q c an.§

En efecto, si D(2) es el subespacio de D

una dlstrlbuc1on sobr@ Q

Lfurmado por 1as

funciones con soporte contenido cn O ,

es una forma lineal T: D(R) - C, que restrlngldp aada D(R;X)

‘ " :':I-‘:‘:".' i : oy . (SRR} -~
" es continua, si ~ D(R3;K) indica a las funidiones de D (Q) con
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- soporte én Ky 'para - K C:.@; compacto, s

Se nota P'(Q) al espacio de esas distribuciones.’
_—— ‘B

Por ejemplo, la funcidn 1/x ¢ D', peré.defihe una distribucidn,

sobre cualquier abig;to:de R que no contengaal origen. L

Sean ahora T1 y T2 distribucioﬂes de D'(Ql) ;.D'(Q2) , respectiva-
mente, tales qu_e_.._T1 =.T2 en 91f192,; se pregunta si no existira
una distribucibén T e‘b"(g1 Ung? talA que T/Qi‘; Ti i

1

Para responder a esto, conviene enunciar primero el

Teorema 1.5: (Ver (1] , tomo I ).

Dado g c R" abierto, sea'{Qi} iel un cﬁbrimiento de f§ por abier-

tos. .

Existen entonces funciones di:'nf + R indefinidamente .deriyvables,

{
Y

tales que:
g (x) 200, ¥ x 6 Qy

sop(ai) ca, .

para cada compacto K'C @ , 8616 tn nimero finito de
" las funcionés ‘a; no son;idénticamente nulas

bara cada’ x €& Q' Y Loreg(x). = L,
. R gl no
i€ 1

Definicidn 1.7:

La familia de funciones'{ui} s SE llama:parficiép de la unidad

subordinada al .cubrimiento '{Qi} .

Cuando ni es relativamente compacto , aif D(Qi).

.
'

Teorema 1l.6:

Sea'mi}'ieI una familia de: subconjuntos ‘abiertos de R" y sea,
para cada i €I, Tie D'(ni) tal que si Qi-fLQj .6 T, coincide

con Tj en esa intersecci®dn,
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Entonces, si § = U @

AN

T{g@?(ﬂ), tal que T/Q; = T;,~¥ ie€r. . ' RS

Demostracidn: |
3ea, {a;}. una particidn de la unidad asociada al cuorimfiento {9}
SRS R - B 1
' : N By . . .
de. . Q _. .
B k@, "o, K
S, . no

si b€ D(Q), s8lo ciertas funciones a, ,...,a. . entrc Lde = o, ,
. o : iy i i
son “Jdénticamente hulas sobre sop($). =
ol ol
Adem@s

: )3 luego,tiene sentido definir:

.-Cadar término pertencce.a D (8

tein

: J . N
Se afirma que T €D'(Q) y que cumple lo pedido:

La linealidad es clara.

8ii ﬁeQQ;f 0. en .. D(R);’signif%ca en particular, que loz soporte:r
.. - R N TR . .

de las fﬁﬁéfoﬁeé””¢b esthn contenidos en..un .compacto fijo C Q.
Luego, hay un ﬁﬁﬁefb'finito; fijo.tambidn, .de funciones,

@; s.se,0, , tales que

T T TR Ty E kpagiiigy , ¥ !’Z-'l"."'

o . ¢, + 0 en D(Qi.); luego ..o . i S T,

I Y W S

2(?1 s @;  4) > 0.

[
}

Hay que probar que “T/ Q;=Ty; para .cada i € .1:
. Sem ¢ € D(Qi');'ﬁuqbaﬁegtefﬁ'nu; P,
0 :;

o
i
i
1
i
i
i
i
i
i
1
1 (T, = L (T 0y 6.
1
1
i
1
1
1
1
1
i
1
1
_
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¢‘=.z R AT A . 5 3
R A 3 .
] 3 |
Cada término tiene soporte en Q,,MN Q. ., yali“ T, y T.. coinciden.
: b S S R T R § i, -
0 j 0 j -
Entonces: A ' i

1]
~~
-3
»
Q
[
-
A
n
~~
-3
A
-
N’

] i 3 ] 0 3 0
En cuanto a.la unicidad, si T y S son distribuciones de DV'(Q)

que- - restringidas a cada Qi coinciden, dadaé¢ eD(Q), eg:

LB L

(T,¢) =} (T, , o; ¢) = (5,9)
. J J ]
Luego, § = T en el sentido de D'(0)y p

Observacidn 1.5:

Cuando en el teorema 1.5 todas las‘diétriﬁﬁciéﬂeé fiqééﬂ'nulas,

se deduce que si una distribucidn’ ‘€8 nulaen-cada uno:de- lds.ghier-

tos de cierta familia, tambi&h es nula en su uwiidn,w

Esto permite dar la siguiénte’

' . . . -
)

Definicidn 1,8: ' . a4 it R L I O R

;ngé':T € Dfi:seﬂilamé soporte.de:T y seringicaﬁsop(T) , al

complemento del mayor abierto donde T se, amula. -1

0 seaz:.. . Lt e :
: ; s C s

z

sop(T) = R®y U {2 C R abierto / T /0=0}.

.{ Porp ejemplo,.sqg(§a),5ﬂ{a | S S
- - B A A A
En el §2, seAtnabajaréhcon.el.%pbggpacio de D' formado por las
- R T

PR

‘distribuciones que tiemen soporte compacto.

Ejercicios:

1,1. - Demostrar que se tienen las inclusiones estrictas y conti-

nuas
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- ' P q C 1 ®
Lice < Lioe bt l'-—<; Q= P_<

1 2.- Dada ¢ €D{R), se considera

lim J —Eiildx S nee
, X
e+0+ lezp o _— 2o

;

Probar qae este limite existe .y que define una distribu-

cidn, llémaéé valor principal dec % "y que se indicari
M | R
1.3.~ Mostrar que no existe f € L?, tal QF?“fffg = p, VW g€ L1
Sugerencia: Suponer gue si existe f y.£$ﬁar‘ como é
lfunciones_caracteri;ticas de cubos. ' :;;im.“ﬂLiL;'gﬁf
Po ' ' K

1.4, Dada f € L ~, para cierto 1< P < , strar una sucesidn

'{¢j}C D, tal que’ ¢ji‘f f en todos los espacios LP,

l<op~ s a lus conales peftenezca £.

1.5,~ i) Dada T eD', probar que

i%.€ sop(T) » ¥ entprno. abierto Vd x,5 ¢.€ L{(V) féi 

que (T, ¢).# 0.

ii)Si T €D', deD y sop(T) MNsgop(¢) = &, probar qne

. : -t

(T,¢) = 0,
iii)bada £:R" + C continua, demestrar que. sop(f) =mSOP(Tf)-

. N FTEEN N . P, ~‘-,—,3. 1 . . . .
¢Qué pasa cuando f € Lloc no es continua ?

fio. e
M L.



'm:"r.".r"_:... "
§2. LOS ESPACIOS S, S' , E, E® , DF >y ptmt

definirdn, por dualidad, ciertos subespacios del espacio D! de
las distribuciones. e

Mas adelante se ver3 la conveniencia y afin lamcesidad de hacer

esto.

Definicidn 1.2:

Se van a introducir nuevos espacios de funcionesde prueba, que I

Sea

' SV, n

E = {¢:R" » ¢/¢ _es indefinidamente derivable} . ’
: : - 5
si para cada o € N , C’

Una sucesidn '{¢j} converge hacia ¢ €n E,
Du¢j(x) +.D9&.¢(x); uniformemente en los compactos de R”,

Definicibén 2,2: ' ’ .
es rapidamente

-

. Una funcibn ¢:Rn + C, indefinidamente derivable,
decreciente en el infinito, con todas sus derivadas, si para
cada par de n-uplas a,8 € N, existe C . >0, tal que .

.eada par d ) AR ST B D

sup ~|xu '08 ¢(x) | -—<CaB

X GRF

.,
'.’

Se indicard con 8 , al espacio vectorial complejo formado por
R e I S AT

.

estas funciones,
En § , se considera la siguiente nocidn de convergencia:
. T g R )
~¢, > ¢ en 8§ , si x DB¢.(x) 5 x%DR $(x),uniformemente
] . : J

en Rﬁlfijadas, a,BE N®.

+ H ! .
v s . P e
S L AN T

Teorema 2.1:

Se tiene DCSCE ,
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inclusiones continuas y densas,

Demostracidn: T . o

No hay dificultad en comprdbar las contenftionesjtarpoco, en ver

que la nocidn de convergencia en ¥ es mé&s fuerte que la de S
y an&logamente con la de 8, respecto de la convergancia en E -

Quiere verse ahora que cada espacio es denso en el siguiente:
Fijada (€D , tal que

0 <y({x)<1,§ =x e R"

1 - |x|;;

= %o %[22 ,

sea ¢j(x) = p(x/5).

Si ¢ € S, se afirma que la sucesiénl{¢.¢j},<Dntenida.en D,

converge hacia ¢ en S .

Habr& que p?obar, dﬁe‘dédas o,B € Nn,
x* P Loty -0 =0, uniformemente “En RI; e e e
SiB# 0, por la regla de Leibniz,(ejercicio 2.3), ﬁuéde escribir-

se:

x* 0P [ ('wj.—l)] (x) = (-1 () . % 0P g0x)

+ v ¢ x*FYex). (:L/j)IYI ﬁb’*hw](x/‘j)}
"0<y< B Y . L

.

Si B= 0 ;:gqueda el primer término. Luego, bastara analizar el '~

caso B# 0,

Cada t&rmino de la sumatoria puede acotarse:
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wplthe w3 7 Va0l L osuwp 07 voo) s
o xeRn . o ‘;X,GRI? T ) jIYI

-1 la constante C independienfe ée i
Por lo, tanto, -el segundq.pérmino converge a @®@ro, unifprmgménte
en x € R" ; | | : | |
En cuanto .al primero:

Por ser ¢ rSpidamente decreciente con todas sus derivadas ,
eniste

woootim x®08 e) ] = o

|x|-)-oo

Adem8s 1= wj(x).= 0 para |x|< i

Luego, _

o ~B o3 ,
D° ¢(x)| <sup |x" 07 a(x)|+ 0

n

sup |f1- le(X) 1. x
%€ R o |x|> 35 i J+o

En forma semejante, se prueba que S-es denso en E.

#

Definicidn 2.3:

Una forma lineal T:S" + C,. continua en el sentido habitual, es

decir: ' . o
(T,¢j) + 0 si ¢j +0 en S , -
se llama una distribuéiéﬁ'tem;eradé; o ,

Ai espacio veééorigl%c6$plejd formado ﬁér-las distribuciones
temperadas, se lo indica S'.

El némbreA&e diétrifﬁéiéﬁtsehjUStifica;"bues por la inclusidn
continﬁa 59"0 r;n:S;‘la'?égfr&cciGh'dé‘ T perteneciente a 8' a D,
determina un elemento de (AN

Es decir, que pensando en esa restriccidny- S'éstd contenido en
] .

P'. En el §3, se verd por qué a estas’ distribuciones se las lla

ma temperadas. -
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Sotinicidn 2.4+ L TR - ’ -

(@1
o
V)]
[t}
e
o]
FaN
1-:.
Q)
o
)
o
)]
g
r1]
)
[
0.
o
o
s
A1)
19
Hh
o)
s
=]
[\l
V)]
l_l
e
B
(i
f.'J
=
o
[77]
te
o]
0
]
o
He
o
c
3]
1]

. I

sohre i, . STl L
Por restriccidn, los elementos de E!'"definen distribuciones, que
son temuaradas. .

Pero se p‘adc decir algo mds para caracterizar’ a esc espacio:

Sea T una dlstrlbu01on con soporte hcmpacto y  sea o € D , una

funcidn qu¢ vale 1 en un entorno compacto de sop(T).
. E e Lt PO
Dada 6 € :f, tiene sentido (T,ad ). Esta cantidad, no depende

‘de la funcitn o elegida valiendo 1 en algln entorno compacto
< . o .

de sop(T); adéﬁﬁs&‘la aplicacidn

=i
HEEY

' . E N '.C,»
PP+ (T, a¢)
pc “tenece a E', SRR SR S

En efecto:

Si a,R€D y -a= B= 1 en-'un‘enternoc.compacto de .sop(T),

sop [(a-B), ¢ ] Msop (T) =4 SR

Luego, (T,a¢§ = (T.8.4). (Ver e]er01c1o 1. g'ii))

si {¢.} es juna suce31on que -converge hac1a 0 en "E,ap. +» 0 en D
) \ : RS

| -l
!

’

y entonces'XT,a¢.) + 0, L o

.
—

El valor d? la distridbucid on de. soporte compacto T en la fuﬁcién

1ndef1n1dahente denpivable ¢, suele 1ndlcarse (T ¢) omitiendo

la func1on o . ’ .

'1 ) . .
Sea ahor?‘L-una forma lineal ,y continua sobre E ;3 se afirma que

. .
T M ' : N » . . [ 3 ¢
JAu rest¥iceidn a U,.es: una distribucidn T, de soporte compacto:
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Si esto no ocurriera, para cada compacto KC “R% ,deberia existir
é, € D, tal que sop(¢k)C RONK | (T,¢k) # 0. (Ver ejercicio 1.4i))

En particular, tomando Kj ={|x|j jls existiria ¢j6 D , idéntica-
1. :Jii_"

mente cero en Kj’ pudiendo suponerse que (T,¢j).=

Pero la.suceéiéﬁ”{¢j}, converge hacia 0 en E ; deberia tenerse
SR 3

(L,¢j) + 0, lo cual no ocurre.

Finalmente, la extensidn a Ede la distribucidn T, coincide con

L.

La prueba de esto, se basa en la densidad& D en E :

En efeato, si sop(T) C {|x|< a } para cierto a > 0, sea }eU,

que vdle 1 en {|x|<a) .

si Wj(x) = y(x/j), dada’ ¢ € E, ‘se prueba que la:sucesién

; converge:hacia
|

"{¢.v.} , contenida en ¥ b en E .

Entonces, es:

(r,¢) = (T, ¢¢j) = (L,¢¢j) »(L, ).

Es decir, gque se ha demostrado:

ML e iy RO R N
XIE PN NS Pl
[

Teorema 2.2: . .
t " - ".".'. l\

t puede identificarse cen el subespac1o<h 9' formado por las
i' .

'

dlstrlbu01ones de sopopte compacto.#

P

Va a probarse ahora u1a manera equ1valente<b<bf1n1r el concepto

de distribucidn:

Teorema 2,3:

Dada ‘una %plicaclén T D + C, son equlvalentes~

£
-‘:‘ 13, T
i) T es una dlstrlbuclén ' pl Nty
- ;’I'EJV,I(lﬂﬁ” )

i).T es lineal y para cada compacto K‘C I? existen m= m(K) € N,

~.

H.

Ck > 0, tales que .é#ﬁt“iﬁfp
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T, e | < Cy sup.3"|0a¢(x)|
x €R" ]
lo| <m

~

T . . Co A . " ¥¢e D(K)

'~

Demostracidn: L .
i) wredii)s

Si T no cumple (2.1), debe existir un compacto K C R",

- manera, que dados C >0, m € N, existe ¢ € D(K), fal\quc

l(r, &> ¢ sup [D%o(x) |
XE R® .
laj<m
Eniparticular, se toma C = m; fijado m €N.

Entonces, existe ¢_ € D(K), tal que
m s q

|(T,wm)| >m - sup IDuwm(x)bIA
- x R S
lof<m
L :
Sea ¢m= —_—
“ i
(T,wm)
Fijada B€ Nn, para m >|B| es
sup | d3¢ (x)|< sup |U ¢ (x)|<:'I/m
'x er” x €R" ‘
e LR

Luego, ¢_ +0 en D ;£§in.emya?go? (T ¢ ) ;l; ¥ m,

ii) = i):
“Se comprueba sin dificultad . .
#

Definicidn 2.5:

(2.1)

tal

Cuando existe m independiente de K en la condicidn ii) del

<

teorema 2.3 ,'sendicé que T es de orden finito — m. Si

es de orden infinito,

e T
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pr(m)

Se 1indjicari el subespacio de D' formado por las.

distribuqiones'dQ:Orden,:ym.g;’g) el T
En té?m;nos no muy precisos, el orden de 1la Aistvihnrf‘“;T- es
la "cantidad" 1= derivadas.de la funcidn.de .ppuehn yuc basta
emplear, para.couprpobar 1a” continuidad, deT. .

Definicidn 2.6:

Dado t € N, sea

(m) :
v = {6¢R" - C/¢é& admite derivadas continuas de
todos los drdenes <n y sop (¢) o= compacto }. En D(ms,”una
sucesién'{¢j} convéfge hacia 6, si exis&ein:compacto5‘KMCRn,

tal que sop (¢j), sop(¢)C K , ¥ j >1 y

Vs | |
¢j(x) - ¢(x), uniformemente en x € R,

n
para cada a € N conla] < m.
. . : [ m : Y Ce . ’
Es claro que. D éstd contenido en D( ) y que la inclusidn es

contxnuaj;, por regularizacidn, puede verse que también ‘es densa.

(Ver ejercicio 2,8).
. (m)' > . - . ) ‘ .
Con D , Se indicar3d el espacio de las formas linealar v

(™),

continuas sobre

Debido a la inclusidn continua de D en D(m),los elementos’ de

m)' . o e ea .
D( ) definen, por restriccidn, distribuciones.

Mas aftin: L

[

Teorema 2.4 ‘ T

| ¢ .
i) si T G'U(m) , la distribucidn que determina es de orden finito

B N
R SR ) .
o .

<m. :
D|(m) ‘7"

» puede extenderse de una {inica manera a una

ii)si T €,
;p(m)j.V

forma L, lineal y continua sobre
5 .

Es decir, que los espacios D'(m) y*”D‘m) quedan asi identificados.




- M .
R i . . .
: RIS iy

3@nostrac1on

i) Hay que comprobar que T cumple (2 1) .para ‘ese m, indep.aiiente-

-

-
I nente de K: s Tl . . A 4 o g
l 2.3, exis-

Si esto no ocurriera, razonando como en el “eorema 2.3

. A — n . .
tirZa un compacts> K T'R" y una sucesidn {¢j}-comtenada en .

D(K ), cumplienco:

= |7, ¢ )|> 5 sup ]Du¢j(x)|
X ER
o] m

i De. agni se deduei:ia, que ¢. -+ 0 en 9(m);sin embargo ,

I (T,01)# 0. L |

(m) sea {¢,} una sucesidn de D que converge hacia ¢

ii) padd ¢ € D . 3
plm)

en
Como.T, por pertenecer a, D'(m) , cumple (2.1), resulta que -la

sucesidn %L(F ¢ )} es he Cauchy en C; zﬁemas, ‘su limite no

D(m)

depende de la sucesion e D con que se"aprox1me a .- % ¢

Se dcflne entonces- o T T
(L ¢) = Lin (T,¢,)

Loep(™)'s

v

En efecto, si. K es, un compacto que contlene a los soportes

l(L,¢j)|= l(?,¢j)§jCK sup nIDaéj(x)l
. X ER
¢ g%“‘ﬁ;. Lq|:m
Tomando lim , resulta que
| jom
(L, 9] < ¢ sup lv o(x) | - (2.2)

xe R
SRR F o fal

I de las funciones ¢ ¢ . vale: ':
i
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de donde se deduce gque la forma lineal L. es continua sobre
- ] Yyt .
si L1 es otra extensidn-de T: a un, elemento de D(m) por la densidad

de ¥V en U(m), L, debe coincidir con L. "

/

Observaciones 2.1: .

i) Del teorema 2.4, resulta que una aplicacidn lineal L: p(m) C,

. ' . . . N . L
pertenece a D(m) si y s6lo si cumple (2.2) para cada compac-

to K C R® y ¥ 6 ept™m con sop(¢) CK .

ii)En particular, se deduce también del teorema 2.4, que las

distribuciones de orden' 0, %on aquéllas que pueden extenderse

) s [}
a formas lineales y continuas sobre

Pero de acuerdo con un teorema de R. Riesz, (ver [3], tome 1I),

estas formas estén ‘en.correspondencia biunivoca con las medi-

das de Radon,

-

’ ] ' d L BN .
Es decir, dada T € D(o?-, existe una Gnica medida de Radon u,

e

con valores complejos , tal que. :

(T, q‘) = [’de, (;e D(Q:):r’-,-,

’
‘

';Se'introducen.qsiw;as medidas en P', identificén&olés:ééﬁ.ﬁ
‘las distribuciones de orden 0. Por ello; al hablar déAmediéas,
- . : \‘L’. T ’

se hace referencia,.indistintéménte;a las aplicaciohes de
. < (o)

conjuntos, o a las formas en D .

Volviendo a los ejemplos 1.2, como claramente es Ga una

distribucidn de orden 0, se justifica su nombre de medida

de Diracy Ga estd v ' .asociada.a la medida dgnkadon real,

positiva y finita:
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IT a € B
3 ua(B)= , B boreliano du rRD
I a g B
' Dada f € _L1 , también Tf es de orden 0j; pero las dastribucio-
loc . o

nes asociadas a funciones localmente integrables, deierminan

una categoria especial dentro de las medidas Es la formada

por aquellas medidas absolutamente continuas respectc de la

medida de Lebesgue.

Como B, es singular respecto de la medida de Lebesgue, Ga no

. ‘. . . . 1.
puede tener asociada una densidad de L y asi, en térwinos
P ' A . loc
un poco vagos, pero justificados por todo esto, se dice jue
6a es el ejemplo més elemental de ~una distribucidn, o mejor,

de una medida, que no es una funcidn.

Por otra parte, si m#0, las distribuciones Tm dadas en esos

ejemplos 1.2, ya dejan de ser medidas:Tm es una distribucidn

de orden < m, pero no de orden < m-1l.
ey e 1 -.; LS
i

Ejercicios: . : :
' (1)

e

2.1 i) Probar que la distribucidn vp ’l/x, pertenece a“U’!

ii) Se fijan , p ¢.R, P <mn+l y una funcidn e 7, gme
vale 1 en un entorno de 0.

Probar que:

D,

J |x|"F [e(x)-"a(x) 4(0) ] dx, ¢ €

define una aisfribucién, que es ' de orden <.
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2.5
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2 éj)(]) ¢ €OR),define una dlstrlbu— )
;320

Demostraf que

"clon,que es de drden infinito,

.Regla de Lelbnlz para la derlvada de un producto

S

Si ¢ , ¢ GE mostrar que dada o€ hP:‘es

p%Couu) = T (). v8¢..'v°_‘f‘3_,_¢ .

B <a
i) si ¢ € E, probar quec son equivalentes:

1l ¢ € S .
. 2. Para cada B € Nn y cada polinomio P(X)e c[x],
_existe CB > 0, tal que .
. P R : e
sup 'Hf 1 Px). #(x)1]<c,.
n %

3. Dados k € R, 8 € N ,.existé.cks> 0 tal que
' 2.k B 0N e
sup l(; + x| e ¢(x)Lf”Ckg'
xe RP S e )
) L

'iiy"ﬁ"péitifldé i), obtener maneras équivalentes de

describir la convergenc1a én*8Iiii
SCLP, 19 <=,

iii) Probar que hay una 1nclu51on<nnt1nua

H " men o eman mtge m o aes

que es densa si p ‘es’ flnlto.

I

i) Lema de Peetre-
Dado r € R  ;e£.gue
(1t |5| _5 2'”1(1 + lg n|2)|r|(1+tn12 , £,neR"
11) Probar que la apllcaclon h ‘ :

(@,RP)*‘#*\P

esté deflnlda y es contlnua de 'S x 'sen’S.
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" . i - Deducir que el producto de convoluciu., define en

S una estructura de flgebra compatib.e con su ‘topo-
logia. &Es unitaria ?

iii)Lo mismo que ii), respecto del product»n multiﬁlicam

tivo
¢ P(x) = ¢(x). ¥(x)

- -

2.6 i)Probar que e"wle
. -[yiQ iexp(|x|2)
ii)Probar que la funcidn e '"V ., e :

es répidamente decreciente, pero no sus derdivadas.

iii)*Mostranﬁgye las inclusiones
PESCE - P'CS' ©E' ,son estrictcs

iv)Probar que hay una inclusidn contirina chmg’,

1 <ps o
. e ol P

{Qué puede decirse de Lloc ? .

v)Una funcidn f;g? - C“sgmllamg_de,crecimiento lente

¢ .-

en el infinito,.si existen k € N, C > 0, tales que

T gy e e ame g
f(x) <C ' ‘,,
n ~ , 2k — k; < e

x €R (1 + =)™ I

sup

N

Mostrar que toda funcidn medible de crecimiento lento

; ... - define. una distribucidn temperada.

vi)Dada T € S 'probar que su restriccidn a D la deter-
mina univocamente,

2.7 Demostrar que toda distribucidn de Ef, es de orden

[

finito y que

sup {ord(T)/T € E' }= o

o
I
i
i
1
i
i
l.
1
1
I
i
1
i
i
|
1
i
i
i
i
I
1
1




2.8
2,9
2,10
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e
izacid ' (m)
Por regularizacidn, probar que D es denso.en D ,
¥.m 20, : s gl TR g

... Demostrar que los polinomios forman uh subespacio .den-

r

so en E , . : Cliee

Sugerencia: Dada ¢ € E, basta poder aproximarla

R

. '. PPN 2 — -

J (V3sun ) o3 Ix-vl Y ey
|yl <Rt inesg | -
B ‘ lir

Cambio de variable en distribuciones:

- .Sean - Qi y 92 abiertés de R" y @:Q-in? 92‘ una aplica=-

cidn indefinidamente derivable propia, o sea, tal

que fl(K} es compacto, si KCe,, lo es,

Dada T € D'(Q,), probar que

(T¢,¢) = (T?w¢,?é),¢e 9(92),

Y . '

define una distribucidn sobre Q,.

8Qﬂé buéaéfdeciﬁse-del.grden de Td , 81 T es de

. r

tpoes
orden < m?

!

Trr

- T

“remai 2 e
. BTN

Xt
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P A R . .
- - : Ly AN . . R . -~
[ ES S

§3, LA DERIVACION DE DISTRIBUCIONES

Dada una ‘distribucipn: Te:D* , :se.le :quiere hacer corrcsponder n

distribuciones, llamadas derivadas parciales de T respecto de las

- ; esto.se hard de tal manera, que caando T

‘ C% la

i les X, ., iesX. -
variab Xy s X5

S eier e,

sea la distrisucidn' asdeciada a una funcidn.f de clase

derivada par:ial respecto de xj, sea la  distribucidn asociada

a la funcidn continua =

3
Se parte de este caso , tomando j=1 para simplificar la ncia-
cidn. 8i ¢.: U, se tiene:
S ey . ” 2
(T s ¢) [""““(-*-)-.;-‘3(x) dx'= &f rdx_.., .| dx — (x).
.0, - ) A - 1

Al integrar pcr partes en x,, como el soporte.de

e’ término {ategrado desaparece, resultando:
-,‘4.,-' PRI o __( . o

7SEf’ f%¢ ) .
R T T E iy

3X1 Ry

i . i i S .
P el ot o . \
L, [

(T oF/ Bx1, ¢ )=

Si en lugar de T se considera una distrib

aplic:.cidn . L.
D » C ,
2
¢~ (1, =),
ax
3

-~

eszf bien definida y es claramente lineal.
D

]

+ 0 en p, también aﬁ; - 0 en

X
J

AderBis, si ¢k

ddk -
¥k )+ o.

™.
3

(T,

(#-(x)dt(1

"¢ s compacto,

PN S ;. ,'; Ye
ucidn T cualquiera,la

con lo cual
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0 sea, que es una distribucidn.
T

Definicidn 3.1: .

Dada T €D' , la distribucidn ¢ - —(T,.—i& ) sé indica
aT . ) . X
~—- y'se llama derivada parcial de T’resp&Cto.ae X, -
oX. h -

]

LCsta operacidn puede repetirse, por lo curl se dice que tode

distribucibén es indefinidamente derivable:

2 2
2 ¢ - 29 para 4 ¢ ¥ , el valor de cualquier

Como
: axj axk axk ij -

derivada de T no depénde del orden.enqpo se derive.

. n
Si o € N, es

56D T,,¢)”=__(>~%)|‘fl (T, el ¢).

Ejemplo 3.1:

La distribucidn Tm introducida en los ejemplos 1.2 ii), es

v i L . * ¢ e a

—2H" s

m
(-1)" « - a

i

[ .
! e NEEI R

Teorema 3.1:

8i K indica cualquiera de los espacios D' S', E! , D% es. un .

Y .
Sy

operador lineal y codtinuo:dq K en si mismo. Ademds, dada
T e D', vale sop (D% T) C sop(T).

Demostracidn:

-

Se: hard en el caso K= S' , por ejemplo:
Si'T € S?,Da T también pertenece a §, pues v ¢5+0 en S;

cada . vez que ¢j'+o‘ en S. . .



Ta linealidad de

9 en S', D

Tinalmente, si el soporte de ¢ € D

o

(0% T., ¢xl?é&é-l)la|"(Tjgva¢% ﬁ;99parﬁ ?Tf;f-
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-—

NI

I P 1
ERILPY Iy

o RSN . I W4 . . .
0" es clara y en cuanto a la contin:idad,si

Tj+ 0 en S

]

(0% T,0)

(-£ylel (T,0% §)°

pues sop (D ¢) - sop(¢) "

también, porque

esta

oy

b

contenido ¢r .R

Dos .
'_:...0 A
[ s ...

Nue para cierta fun01on £ exista la derlvada parc

de Xj en el punto x,

significa que existe

#l respecto

f(x ,o.t’X._ " 5 }{.-+ h.. ,x- .’..- .o:'o ,* 'A) haat f(}{)x
1im 1 =17 73 J27i+1 n
.+0 b, L
h] | e 4 el e e
S A 5 N St B v
Si h = (0,...,0,hj,0,ﬁs;,0) Yy Ty indlcael operador du L”u;i&
Tretend Trpe
cidn
T_p f(x) = £f(x+h), .
RS
resulta’ que o C e
. T £(x) - £(x)
2 (xyetrim IERETL L T
axl h +0 h..z
j‘ i
Para una distribucidn T € D', es posible obtener elﬂh&émoﬁl\\gi
Polamat
resultado. En efecto: -
s " IRERE .
T_h es un operador contlnuo de P en P '*; luego, 'si*se
define el operador de traslacidn sobre Dt como’ ;
(?h'T? 6 ) = (T, T h ¢ ),
, mesulta que t, T ¢ D' .

h
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. Ly
Se tiene:
Teorema 3.2:
Existe ) T_hT - T o
lim .= 5
h=+0 h.: oK .
H .l j

entendiendo con esto que para cada ¢€ D,

T T - ¥ )
( :E———————, 6) + (T, 3%
h. h-+0 ox .,
J J
Demostracidn:
T T - T ' T, ¢ - ¢
(P 9y =, 2T,
h. C h .
J ;|

Luego, bastarid comprobar que

T, ¢ - ¢ S ’ x .
—E————(x) = ¢lx -h)- olx) , converge hacia - 29(x) en D,
hj ’ hj : Wy

para h=+ 0 .

¢(x-h)- ¢(x) , Tiene su soporte

hy

contenido en un compacto independiente de h, si por ejemplo,. es

En primer lugar, cada funcidn

0< |h|<1.

D% s(x-h) -. pZ%alx) . ; :
Como pY [ ¢(X-h) ~ o(x) 1 x © o x? . Cc5 éufl—
T S Y h, ,
3 L e By e
ciente probar que olx-h)~ $(x) converge hacia - 2%(x), unifor-
hj ij

n
memente en X € R .

Esto se hace aplicando dos veces el teorema dél'valor medio:

$(x-h) _.¢§¥2." o+ .~ﬁi,(x) |=|,- ¢ (g):;'3¢ (%)==
h, ' : o b X, X .
J J ] R :

é;’ v o e Lo
R NCH ISP
axil. | B
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" %onde los puntos & y n pertenecen a los segmentos d» extremos -

i

“., w-h y x, £, regspectivamente,.

! Lucgo, se comprueba que:

Sup I _ﬂﬁ(x) + ¢(x-h) - ¢(x) ' > 0

xe RP %% Dy h +0
i

IIn propdsito fundamental al definir las distribuciones.. Fuc el

de poder derivar las funciones continuas; pero se ha logiado

'

r:ds, pues con sdlo ser localmente integrable, una funci?®a es ;- -l

>}indefinidamenté derivable én el ééﬁfido de las distribu:iones

,]y no importa el orden en que se derive,

" 8in embargo, no se ha introducido nada de sobra, pues, local-
- . T e Y Co e, . Pt _
] mente, una distribucidn es la derivada de un cierts oFden, de’ " lo—— -

’] una funcidn continua,

En efectof

|.Teorema 3.3: (Ver [1]- tomo I). S e

@ C R® pelativamente compacto,

" Si T € ©D', para cada abierto

-4\
.

. existen . s . ) o ' g PR
| F = Fgﬂ):Rn + C continiua y m = m(f) € N, tales que
o Tl T 2 P

| . mn o
T = G F, en Q.

Observacidn 3.1:

Poer G '

; Del teorema 3.3, se déduce '‘que toda distribucdidn restringida
l - .
- a un abierto relativamente compacto, es de orden finito; esto,

‘precisamente, muestra que la condicidn dé ser @ "decotado, no

f puede eliminarse ,
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Finalmente, va a enunciafsé“ﬁﬁ'résulfadd'que justifica el
nombre de temperadas, dado a las distribucicdnes de Z'.:

Teorema 3.4:(Ver (1] , tomo II )

Si T € S' , existen una.funcidn.f continua de wecimiento Trntn,

(ver ejercicio 2.6 iv)).y una n-upla o ¢ Nn; tales que

T = p% £

Observaciones 3,2

0t

i) Resulta del teorema 8.4, que las distribuciones de &

son de  -orden finito.

ii) Es posible vincular las derivadas de una funcidn en el
sentido usual, con sus derivadas en el sentido de las

distribuciones (ver l1], tomo I).

N . P . . : '

Ejercicios:

3.1 i) Prolar que el opérador ‘de derivacidn Du,,es continue de

v=(m) en U!

LN

(mtlal)

ii) Demostrar que una serie de distribuciones, convergente

en D', sicmpre puede derivarse t&rmino a té&rmino,

. LT
sin alterarse su convergencla. -

iii) Mostrar que el operador de¢ traslacidn Ty s aplica 7% en
: i BEREY F .

si mismo.

3.2 Calcular, en el sentido de Dr:
_ o 2 i >
b ﬂ—g—) log |x| 5 ¢ <, log |[x].
dx ' o dx? C
o
ii Y(x), siendo Y(x) la funcidn dc¢ Herwiziss
o X

10-. n




T(x)
o . . - fuera - ¥:- " T .

R T S

3.3 Derivadas sucesivas de una funcidn regular’por secccionesti——--

s v
i

Sc da una sucesidn de intervalos (xn l;xn), né 7, coi

+ : + .
xn* © . cuando n ® , respectivamuntc.
Que f sea regular por secciones, significa que en cada i ter-

. i s . . ..
valo, f es indefinidamente derivable en el.svntido wusval .-que

en cada punto xn,f y sus. derivadas ticnen discontinuidades

de primera especie.

"k)

Sea Sék) el salto de la derivada usual k-&sima, f ', en el
punto xn.
Frobar que
p-1 . C :
. 1 ) 53¢ TR () 21,2, ]
ne 7 k=0 s S LI
3.4 i)Dada T €E', demostrar que son equivalentes: f '
S e )
1. T estd concentrada en el punto xoe' rR™, '
2. - Existen Gnicos Me N, cke.C, tales que
1 o
T = 2 Sy Sx(k) ) ,
k=0 -
Sugerencia: 'Si ord (T)< m, dada'é €E, escribir
D% (x,) ;
Mx) = 2 _ % (x-x )é+ ) ¢ (x).(x-x.)"
. 0, . O . v 0
o= mM¥1
al<m ol :

y observar que (T,(x-xo)a¢ ) = 0, ¥ ¢ €E, si |g|iﬁ+l

\

L
L
)
1
;
I
I
!
I
I
!
.
I
I
I
I
I
I
I
I
-
.
5
_



N
%

3.5

) " -

o S,

. R - ’ ol S ] I e It

Sl r = ( X + .. . + x2 ) y A= _—.-:i-' ‘e e . .*-.,.. = .. a . calClular
1 . ) . :2J... P
T ' 3x1 y\n

i S : . . . 2 2

en el sentido de D',

Ar para n = 1

A log » para n=2

{0 Mo (), pava m23

n-2 -
b

e g il . e st
Existencia de primitivas en Ry

si T € D', demostrar que existen infinitas distribuciones

tales que St = T.
- %
“fo e D /olx)=| " w(t) at eDl=

(=]
.

Sugerencia: Probar que. H

Ce e '{\peD/J xp(lt)'dt=o}.

Para . € H, que es un hiperplanoc en D , definir (S,¥)=-(T,¢).

~

EI Il BN B I N BN BN BN B B B BE B Ea ]II HE I = e

'
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$4. LOS PRODUCTOS TENSORIAL,“DE CONVOLUCION Y. MULTIPLICATIVO

- W
L

£Z1 oljeto, es definir estas operaciones de tal manerz, que cuando
LI ' . LR

se trate de funciones, coincidah con las definiciones wvsuales,

Producte tensorial:

Definicidn 4.1:

Dadas £ = £(x):R" > c, g= gly): R® » ¢, éuAﬁrédﬁ§£5“fo,.z(y)
define una nueva funcidn h = h(x,y):Rn+m +“vC,Lllaﬁada progn:to

tensorial, (& 'directo) y, de-las funcicnes. f,g-y que serd.indiec1-

Ya en esta definicidn, se advierte la importancia de precisar

S

con qué variatles se trabajaj; por ello, se notaran Dx:;b;j;@QQ;'lo

. . P : £, 4.0 H
e SRR m ' n+m .
compacto, definidas sobre Ry R y R , respectivamente. D; 5 D&;
D! , ser&n los dorrespondientes espacios de distribuciones. B
o
8i ln~c funcionus. £ y ;- son localmentc "inteprables, también lo
+m

seri su producto tensorial f x g, en R, Luego, dada ¢ Gﬂx s

y

tiene sentido calcular:

Jf(x) gly) o(x,y) dx dy = Jf(x) I jg(y) dx,v) dyl ax=

(fxg, 9¢)

Jé(y) [J f(x) 6(x,y) dx lay .

Para expresar esto en la notacidn de distribuciones, o sea para

escribir:

(f x g, &) = (£(x), (gly), ¢(x,y))) = (gly),(£(x), ¢(x,y)I)(4.1)

deberia probarse gque las funciones

-
' espacios de las funciones indefinidaménte derivables y de soporte
|



'

-
2
]
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p(x) = (gly), ¢(x,y)); x(y) ﬁ.(fﬂx)n' o(x,y)),

pertenecen a Dx y Dy’ respectivamente.
Esto puede comprobarse por célculo directo,.pero se obtendrd de
un resultado general, que serd demostrado enseguida. |
Si, en p;rticular, la funcidn ¢ es de variables separadas, o
sea

(x,y) = alx) B(y), «e D ,8 eﬂy","' S
es

(f x g, ¢) = (f,a). (g,B).
Sean ahora T € D;, é € D; ; si se busca‘d;finir; su producto -
tensorial, W, de tal manera que cuando se fréte de: ~funciones

coincida con f x g;wéé ﬁatural escribir:
(w, ¢&) = (T,a). (S,8) (4.2)

cuando ¢ <=e=2 Jde wvariables separadas.

0 sea, que ya se cvunoco el valor de W en las Sfunciones ¢ de va-

“

riables separadas y por l1imenalidad, +amhifu cn las funciones ¢ de

N
la forma a.(x), B.(y), con a, € D . e DV .
L 3 j Y7 3 x> 7] y
j=1 '
Lo que se busca ahora, es extender la definicidnd& ¥ a todo ﬁxy.

La posibiliddd’ de definir esa extgnsian; se apoyva en el siguien-
te teorema, que tambi&n da sentido a (4.1):

Teorema U.1:

Sean T y S distribuciones pertenaacientes a P! gy P!, vempecti-
' = v

vamente. T

Entonces:

i) Dada ¢ € D la funcidn . w(x)ﬁ; (Sy, H?(x,y)),peffeﬁéée'a‘ Dx

Xy *

ii)La aplicacidn



D +~ C

¢ (Tx,(s§, & (%33))),

es una distribucidn de n T b T

i xy.
Demostracidn: ’

i) El soporte déx;q funecibdn w(x), est8 contenido.z2n la proyeccidn
sobre R del sop(¢) y es, por lo tanto, compacto. AdeémaAs, como

en el teorema 3.2, Be ve que Y resulta contiua.

.

Se prueba ahora que existe D ¥ , parie cualquier orden
Pyoeess®y 4

de derivacidn k y que es:

, Pr . p(x) = (S_, ¥ é(x,y)f.
12 2Tk y r v
1’0 Y ’ k

Esto se hace "por indiccidn sobre k:

, Para cierto

Que sea k = 1, significa que Dr e oo
1,A-o,k ,e}(j

1<j<n.

Fijado x € Rn,.se emplea la notacidn del teorema 3.2:

Ty v - px)

P = (C‘
b . o . h.
] * J PERESa B
Habrd que comprobar que existe

Ti{h d’(xsy)." ¢(x,y)

¢ .x,v) - o(x,y) S (x+h,y) = 6 (x,y)
Lim =h ‘ A P YU —
h+0 by P h+0 hj
Va¢ (x,y) , en D .
ij Iy

Se hace con un razonamiento semejante al empleado en ese

teorema 3.:.

si se supoae la afirmacién cierta para 7| , debe

1,..,I’k.



) - 1 -
N 8 ‘ :A;.- . ’ . 'l:aA N
probarse para — D L, T D
e ' 3x] .-:Pl’::’..‘ 27k | Px] . k
Pero por lo:.que,acaba de hacerse, existe '
. D, w(x+h)- D ¥(x) Dp¢ Geth,y)- DY 6(x,¥)
lim = 1im (Sy, ' . - :
h+ 0 h, h~+0 h,
: A 2 o] “ . . : A J
= (s, == 2% 4G,y = —X D e,
- T o ‘

Esto finaliza la demostracidn de i):u

ii) Lo probado en i), muestra que esa aplicacidn estd BFien defini-

da; es clara su 11nea11dad . Para concluir que es una

n+m S

dlstrlbuc1on en-R s bastaré comprobar que cumple la condi-

cidn (2.1).

E§ ﬁqgir, que/dadO, K‘C 3n+m.compacté,iexiéten Ce > 0,7
£ = £ (K) € N, tales é;é | | 3 o
I(Tk,asy,,..,gb.s&c,;y)?.? |;s Cy, Sup m I'f?;‘:vgy ¢Cx,y) ],
(x,y) € R" I A -
lats| <2

-?%_?;e ?xy; sop(¢) “K.

-y

1

dada ¢=69xy con soporte contenldo en K, la funcidn yP(x)=

. . ' - ' . n
Fijado ese compacto K sea K, la proyeceidn sobre KR de X;

Lo

= (Sy, ¢(x,y)) segﬁn 1) pertenece a By sop (y) C Ky

Como T€ U',ex1sten L,= R(Kl) € N, C > 0, tales que. = . ...

S T DKy
(T, ¥(x)) < Cx, 5P | 7% v |
x €
lo 1< 2,

- = e - IE BN BN BN BN B N B BN BN S BN BN N N AN B e e .
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F o

-También se probdé en i), que D%e(x) = (Sy, ﬁi e(x.v)).

Fijado x, 0i ¢(x,y)e Dy y su sopopﬁe‘ésté conten:do en la pro-

yeccidn, K,, de K sobre Rm}‘Cemb*§uélﬁr , existen también
. o "'..- L. ) . '. v )

Lo=" (K, ) € N, ¢, > 0, tales que . .
TS R - .
. ;'] .

a _ o ] o ;

9% v = (s, DL elxiy))|<ey  sup 0, Dy xuy)|
y€ R .
SR %, |

En total, se comprueba la condicidn (2.1).
St N Y I

Observacidn 4.1

Este teorema, generallza los resultados cla31cos.~ sobre deri-

.

acidn bajo el 81pno 1ntepral.

Con el teorema b,1, ya se esté en coné;eieﬁes de-eOQEletar la de—
flnge;ee"del pfedueto teneo;;el:.. s o
En efecto; puede escribirse: o o
S T . S TR
L ¢(x,y55ff' (T, (8., ¢(X,y)))"hl.‘ 'h"”f ;414{u.3)
' | Sl ¢ € D ‘ |
El teéreﬁetu.l,jmdestraaque ;erwﬁg : ademas ‘euendJ‘v$VES de

variables separadas, es claxo que se obtiene (4,2)
SR
Para justlflcar plenamente “Ta def1n1c16n de W y poder llamarla

el producto tensorial de T y S T x S, falta solo probar que (4 3)

es la ﬁnlca manera de extender a una dlstrlbuclon de ?xy R la

apllcac1on deflnlda por (u 2) Esto resultara de151guiente

"X' . . Lo R J

.

i

Teorema 4.2

- r() .- . . . . . ) c e s

I:as funciones de varlables separadas forman un ais tema total en
T

' . ! e .. M
i . L ’ !
. IR S

n
Xy
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Es decir, el subespacio de las funciones ¢(x,y) = ) a.(i);VB.(y),~
, . ]

es denso en .
. xy‘

Demostracidn

Dada ¢ € ﬂxy’ existe una sucesidn de polinomios,'{Pj(x,y)} , que

converge hacia ¢ en Exy' (Ver ejercicio 2.9).

Si ahora se eligen funciones o € vx, B € Uy que valgan 1 en las

proyecciones . de sop(¢) sobre rR" y Rm,,respectivamente, ia suce-

i

sidn {a(x). B (y). Pj(x,y)} , es de la forma pedida y converge

hacia ¢ en ny,f 4

A partir de estos resultados, puede enunciarse el siguiente
L T

Teorema U.3: , . o

s

Dadas “T‘erﬂ; , S eD; , ‘éxistexuna Gnica distribucidn W e v;y.
tal que - e

T, wlx). B(y)) = (T, alx)).(S,8(y)), si « €D 8 e D,

Demostracidn:

No tiene ninguna'dfficdltad, a partir de los teoremas 4.1 y 4.2,
. . , ft
~-Definicidn 4.2: ’ P

‘
!

Se define a la distribucidn W, como el progggggmtéﬁgégia; aAr Ya=z
distribuciones T y S, que se indicard T x S.

Observacidn H.2:

También 1la distribucién"w1 definida como
(wi, o(x,y)) = (Sy,(Tx, ¢(x,y)))
cumple (4;2); luego, se deduce q&é'wa = V.

Es decir, se tieneuna especie de teorema de Fubini para distri-

buciones, que asegura siempre la igualdad de las"integrales iterada

e
. - - . '
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(T (8gs 00,3000 = (80, (1,5 "8(xiy))), b €

i . Tov ot - . . .
3 4 B N [ e b Sty e

Teorema 4.U:

Si Te D', S eD' , es
X y

sop(T x S) = sop(T) % sop €S)

IR

Ademés, dadas I G RS L R ST s e

o B P TRIREE
Dy Lt x s) = .DX;T>cﬁ; E

Demostracidn:
3

Si x € sop(T) y € sop(S) y U es un entorno ablerto de (#,y)'e

n-+m

R, existen entornos ablertos U1 y U2 de.x e y,-respectlvameni;%

f:“

y fun01ones o eD (uy )s B evy(Uz), tales que Ui.xle U,
(Tg a) # 0 Y (S B) 9{ 0. LTy T fon BRI

Luego; (T x S,a (%), B(y)) # 0-

JLEM ' por ejemplanx ¢ .sop(T), exlste u, entorno

Si dado (x;&j:'e
abierto de x en Rn, tal que (T,a) =0 ,¥ o€ D (U)

n

U % R™ es un entorno abiefto“de((x)y)ten R ;T;-dad?w@ Eﬂxy(U x ")

es e
TR ST = (805 (T, #(%,y))) =, 0,

o ¥ y e RrR™,

1

pues (Tx’ $(x,v))

La otra afirmacién . sobre las derivadas,se comprueba..sin’ d1f1-3;ﬁ

Y o

cultad, mediante el teorema 4 1 1) N‘# -

Producto de convolucidn:

Dadas funciones f y gmpertgne;igntgsﬂa'Llysngﬁn el LoGiama~de - -

O K I et S

. 1 . ~ Ll
Young, tambi&n f * g € Lie .y, . ., . .
; ta TR B n
. . R
Luego, dada ¢ € 0 , tiene sentido calcular
- - 4 N I.. ,
et - : o
4 “, , o

>
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‘1 . . . - -_ 4.5 -_ .. : i

<

"
1

(£ % g, ¢) J[jf(x—y) gly) dyl ¢(x) . dx

H

J:f(x—y) 2(y) #(x) dx dy =Jf(x) 2(y) e(x+y)dxdy

De acuerdo cédn+la'definicidn 4,1, se escribe: . .

(f * g,9) = (£(x) x g(y), d(x+y))

Entonces, para T, S € ?', parece natural. definir

(T % 5,6 ) = (T, % 8,0 $0xry)) (4.4)
. / . .
Sin embargo, (4.4) no fiene sentido en D, bUes dada ¢ € D, la
funcidn- Y(x,y) = ¢(¥+y), ﬂo eé ae 30éorfé ;ompaéto, saivd que
sea idénticamente nula.
Ln efecto; | b
sop(#) D M {(x,3) € B2 /sy .
¢(a5¢o = |

que es una unidn de variedades lineales paralelas a la "segunda,

bisectriz",

La expresidn (4.4) tendrd sentido, por ejemplo, si los soportes

X y
V' esto oourre

de T x S_y ¢(x+y) , sé,cortan en, un compacto.!
, cualquiera sea ¢.€ P, si al'menos:una 'de las
distribuciones pertenece a' ET'.

Teorema 4.5:

Si, por ejemﬁlo, Te D', s € E', (4.4) define una distribucidn
de D', cuyo soporte estd contenido en sop(T) + sop(S).

Demostracidn: : PRy

33 claro que (4 4) tlene sentldo cualqulera que sea ¢ ¢ D y que
. 'R s

[

dbiarmlna una apllcac1on lineal; tamblen es contlnua:

T g
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+ - 2n - . .
€i ¢, > 0 en D, sea KT R un compacto fijo que contiene a

sop [og(x+y) 1 ¢ [sop(T) x's0p()] , " bi;

'Si'}x € D y vale 1 en unPentofno‘compac%o de K,

Xy

xtsy,x(x,y) . ¢i(X+y:).

(T, x Sy’ ¢j(x+y)ii= (T,
La sucesidn {x(#4Y).¢i(x+y)} , donveérge a 0 en .”xy’ de donde

se deduce que .
(Tx X Sy, ¢j(xfy)) + 0

En cuanto al soporte, sea Q el abierto Rn\ [sop(T) + sop(s) 1.

i

‘hay que probar que (T * S,¢ ) = 0, ¥ ¢ € T con s6p(¢)C Q.

Pero

sop [¢(x+y)] € {x,y) 6'R2n/x+'y. eal
Luego -

[sop(T) x sdb(é):]'é sop [¢(x%§)h = g N
Definicidn 4.2: !‘”f' BT #

La distribucidn
N +c. . R J:::.
¢ CTX xuSy, " Crty) Iy RS
que ha sido construida en el teovema 4.5 cuando una de -las distri-
buciones tiene soporfé compacto, se llam@jel¢:quduoiqg~4q;conve ~
lucidn de T y S y se indica T * S, S A

oy,

Observacién‘ﬁ.éf.

A partir de la definicién, c¢ste producto es conmutativo. 0 sea

T &« 8§ = § & 7T
Reiterando el procedimiento, puede definirse el producto de convo-

lucidén de varias distribuciones que tengan soporte compacto, salvo
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i .. St o

a lo més una. (Ver ejer0101o H 1 ii).
» -" "T syt
el Ly

Si TyS € E' , T® S € E', pues la suma de dos compactos es compac~
ta. Luego, puede de01rqe que ¢l producto de convoluc1on define en E'!
:((&-,y~.' - . (-

una estructura de algebra connutatlva. Mas atn,

)[ oro e R o .

se comprueba sin dificultad que

es‘unitaria, pues

§ % T =T, R

para cualquier distribucién T € D' , e

Se analiza ahora .el producto de convolucidn de una distribucidn

con una funcidn indefinidamente derivable, -cuatido una de ellas tie-
TE e

ne soporte compactd:

Teorema 4.6:

T % « es una funcidn B indeflnldamebte q§r}yable,_qUe se llama

B(x) = (Ty, a(x-y)) e

Demostracidn:

Seéﬁh el feorema'4.1'i);'la'funcién B(x)_=;(Ty, a(x—y)) es 1nde-
L LS IR o T .

finidamente deriVvable “en cualquiera de los dos casos.

Hay que ver que 8 coincide con T * o, en el sentido de ANS

Si ¢ € D, e o

i

(Ty x oa(x), ¢ (x+y)) =.(T’y“ ch(x) ¢(x+y)dx)—

Fan Y
=
ey
)
-
-
S’
n

ATy J az-y) #(z) dz)= (T x 4(2), alz-y))=

|
I regularizada d¢”"T y que s&i.calcule asi: P
! |



Observacidn u4.4: a ",

. a.a - ot J')f"ni_. R .,'_‘""..\z._‘ . )
Apllcando lo visto en 1la demostra01on del teorema ., 1 , se dz2duce

- Qe N A - TR PER S 0 I S ST S WY S ERC I n
que dada Y € N es
Lo APCREEIE SR S Suowlo v drebony BIin rtten oab L n o
L DY (r ¢ )= DY 8(x) = (T, Dalx-y)) =1 %0" a.
B a B I A A I N - AV S U R

Todas las derlvadas estin calculadas en el sentido usual.

Teorema 4.7:

Existen las inclusiones
. * ¥ SR STN Y -
E e S E §%“@¢thﬂnﬂ ruL T
- kv i . ST C s Blp oo IR A R R o+

que son continuas y densas.

Demostracidn: IR

Mo hay dificultad en® ¢bmprébatb-la ekistehcia de ‘esas inclusiohes”
y su Continuidad.: Falta ver 1a dénsidadi™ Cooadisiut sma oa:

Se trabaja con la funcidn pj-?;'introdUCida‘eh el teorema. QS ET LU -

Dada T € D',sea SR SR

il
=3

B . % . ". T SRS T

j P 5 phrllonl il Ll
Por 2l teorema 4.6 | B%fé E.(C:Adenss’,7 como so comprueba'sinsdificulzoi’
tad que pj+ 5§ en E', resultal que B&iﬁﬁiben'el sefitidoyde Pt oo
(Ver ejércicio‘&.bﬂ i)?.'@fﬂﬁ-l»“ oo ”f“'?ﬁ§?“'5“

" El otro resultado de densidad es andlogo. 4

ProducﬁoLmultdplicativo:ﬁ.hﬁ_ .

R A S A IR

.I

P

Se qulere definir un producto' multiplicativo, 3.7 € ¥', de dos

o '{)‘r.__ S REE .
dlstrlbuc1ones Q ‘T E D', de tal manera ,: que en el casco de funcilcnes

£(x), g(x): R® = C, se’obitenga'el producto habitual £(x).g(x).

Naturalmente, que esto no puede hacerse con un par de distribuciones
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cualesquiera.

Por eje

- Tt :vr'. 5. :
B = '1..' [T l f I "\

F-

R
Voo

debe '"compensar'" a la 1rregdlar3dad del otro (Ver {11,

Definicidn 4.3: : L

r

tomo I).

mplo, si se trata dc funciones de L1 , Su producto no
lo c

mpre es localmente 1nteg~able y por]c tanto, deja de deflnlr

Un producto multiplicativo, siempre puede .definirse entre una
2 A 1T x

distribucidn T € 0' .y- una funcién o€ BE.

En efecto, si se escribe

(T, ¢) = (T, a0), ¢ € D,

a. T. resulta una dlstrlbuc1on pertenec1ente a

ramente lineal y si ¢j + 0 en D , tambien o. ¢j

El problema de dividir dos distribuciones, es decir,

L

X € D' tal que
oLty

B

-

)
-

_ x.T = S

D3
IS

-

L

0

sy

-y

en D,

una d tr1buc1on. En termlnos vagos, la regularldad de “un factor,

N R .
‘P!, pues és cla-

de encontrar

dadas T,S € D' aparece naturalmente llgado al de la

multipli-

cacidn y es 1nteresante para la teorla de las ecuac1ones en

derivadas parciales. En el '§6-, se'harév una

IR
by

por qué deirese interés.. - . ,

Desde Jluego, que si T gs’”ﬁna funcidn de+E que no se anula

Una solucidn del pfgbiéméyde'dividir‘s por  Ties X

oL Y,

WY ) ]

- L

o

T

Para el caso en que la func1on T se anula en algun punto,

o~ " £ 7 . ep e ! I 2
R Syl 0 g foon e

tomo I.

breve referencia al.

nunca,

S

ver

11,
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i) Dadas T € 0' . S'e.b':,R_gﬂ' , definir el prcducto

rl

‘tensorial (Tux S) R R y. probar que c01nc1de con

e

"TX (S X R)n 'L‘ ! l“.

ii)erdﬂclr.que el product de convolucidn de varias cistri-

) _ © i C e .
.a8¥ n-bucidnes;, que pertenecena L', salvo a lo mas ura,

TRE9An

L Fiee

b.3.

es asociativo.
1ii) Si T € E' y. g eD', probar que P*  (T.* s)= DT * 1 =

.= T ~Da S, daﬁ&”&’e N® J%u

.

iv) Mostrar que la contencidn.sop(T #JS)Cisop(T)+ sop(S),

puede ser estricta.

e ..:;’[".‘;":...’.."_ -

R TR o
l"_'" -5 Dl

S +s.%.T,

’

es continua.

-t

ii) Demostrar que el producto & convolucidn est& definido
st R . A R v
'y es contlnuo_ en cada variable), :de 'E' x S' en S',

A

Sugefencla::TeoremaWB.& y ejercicio 2.5 1),

i) Calculaf‘kah (2) ‘dados‘k Lie N,
ii) zg.T:;,f!(m).yi o € U(P) s, P> m, demostrar que

((1 T ¢) ""(T ad )9 ¢ Ev(m) 5

""deflne una dlsrrlbuc1on »que es de orden < m y cuyo sopor-

te estd contenido §n sop(a) f‘sop(T)
Toonloea ap

Ver que la desigualdad en el arden y la contencidn en 1los

soportes, pueden ser estrictos.

iii) Probar que la aplicacidn

.
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o

v

(¢, T) + a. T CETI N R

D(Iﬁ)“"{ L

D@):QVVé@ﬁL%

es continua -en-—-cadi variable, " .. ..

S .',-r:“. B
LIS PN LA L

Generalizacidn de la regla de Leibniz para derivam un
produdto: Si''a € .E ;T € Di', .dada B8 € .N",probap que

ale:
M 8

) DYG D B,-YT .
v

P (a.T) = § (
y<8

Se considera el operador diferencial lineal de orden m

P(x, D) = ) a (x) D°

| o] _<m

i) Imponer condiciones sobre las funciones a, , para dewns-
trar que P(x,D ) estd definido y es continuo de D'. en
D'I
ii)Analizar el caso en que P(x, D) actlta sobre distribucionec

de orden finito, fijo.
Se consideran varias distribuciones, que son, salvo a lo m#s
una, funciones . indefinidamente derivables.

Demostrar la asociatividad y la conmutatividad de su producto

multiplicatrivo.

e .ple
Sea OM = {f:R

cada o € N"}.

= C/f€eE y D%f es de crecimiento lento, para

(Ver ejercicio 2.6. iv))
Probar que estd bien definido el producto multiplicativo
(£f,T) = £.T

0M X st - S,
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| t K
Dadas T € Dx s S.€ Dy a € Ex, B € Ey’ probar qu:

(). B(y) [T, x 8 1= L@t T,1= [8(y) s,

Por truncamiento y regularizacidn, demostrar que. LU es
denso en D' .
Dados a,b €R, hallar todas.las distribuciones T€ D'(R)

tales que

(x-a).T = Gb
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LA ‘TRANSFORMACION DE FOURIER

§5 . LAS TEORIAS L' y 1?

Y . v ey
Lo P “

~E1 objeto de este § , es introducir las definiciqgnes y propie—.

dades_bésicas de la- transformacién y enunciar aquellos resulta-

St P T -
p S s IV i -

dos que permltan ir ;v1endo las diferehtias”ehtre ambas. teorias

- P Y
y las ventajas y dlflcultades inherentes a cada ufa, = oot

Definicidn 5.1:
il et . . ' ~

La Transformac1on de Fourler, que se ;ndléa F-[f]7o £, .de una -~

funcidn f € L1 es le“fun016n definidd “edmg i vinn g, A

Tr

5o FlEl (g) = ..J..ez",ig Xopx) ax — 0 TTRerEe g

' . .y . BT ofoe :. BrrT . e T e I

5 .,

[UF " : . . H-

. También ee-la suele- escrlblr,rpor ejemplo, con un slgno menos

en el exponente, o eliminando el factor 2w .

Teorema- ‘5.1t «(Lebesgue ) i

F [f] es una funcidn continua, rnula en el infinito. Es deccir,

existe ST

ctecosimo seREELRCGE) 7000 h ) -~
B i f
Demostracidn: -
I FR TN Sy e )
Fijado EO 6"'Rn;'sea7 { £} ana-sucesidn que converge a EO'
iE . 2wi X !
Como e2n1£ X f(x) + e 0 f(x), para cada x e R" y
27 lg X [ DI TN . Lo 3 .
le™ f(x)| |f(x)| apllcando el teoremac: de convengenaia

mayorada de Lebesgue, se tlene que

DR ETEN

f(E DE) f(Eo)
Afpartir de la defln;elon,de f‘ es inmediato deducir que

I Esa‘ihitegpal exisite ¥ £+ € Rn y. ademas;
L



| &

i

55yl = qu

L
“~ A
De aqui_ resultaAgue f es una funcidhn acotaaa e
= ﬁ N i .
- . ’,J‘T:‘J"\/ e
IR ERE I !”gu‘ .00 ..fl f" 5 £
N *L""' nﬁﬂ R o
R T ,”r' o LA ; ! :
R it s R SRS .
Es decir, que la transformac1on de Fqurler, ll:va las sucesio-
Brt. o
) =N

Rt

T - I .-:71.;;1".- . S RT ary co . . . i
nes convergentes en .'a suceSaones;unlfgnmem$nte converﬂen~~
W L [N -,-“p:b .

tesw “ :

Entonces,para probar que”’ Zim - f(&) pastclnlzar ‘una su-
R

| [+ - A
cesidn {f } que converja en ﬁ‘ ‘hacdia . ﬁ Wy tal que f sea nula

en el infinito ,» ¥ 7 >1 . I A . .
, ST 3 : , L

Unaﬁmanera:de.detgrminar esa sucesién,es recgordando que Lcs

funciones caracteristicas dé "paraleleplpedos”':fprman un sis--; ¢

1 3 -0 ,.'.I.:'A,,‘,.A'A. {“ . "l“ T gL -
Ttena  total en L. - T ‘ v s AL S R

indica una de esas funciones daracteristicas, porTisdinple: ; -

N

i X

célcﬁlo?sa*égmgrggba que  x(&) = 0.

Observaciones 5.1: -
. Sdabe.,

i) Por ser f continua y nula en el 1nf1n1to,'rasulta ser uni-

. . . 20T e :
é t ‘; . - e

)

formemente contlnua. ¥
- :
Esto puede comprobarse dlrectamentem

T '1"""111(»

R <

- R J) A 3 J
) ci6n de f'. ! '. L :“:':.? " 5' ' Pt i .. . TRL o
= e : 28T Tt ' - B, - e

el infinito, es la

'|

4
ii)No toda func1on contlnua que se anulaem
. ’ .

transformada de, Fourier de una fum01 ntegrable (Ver {31,

tomo II). Luego, el teorema 5. 1)qno basia para cavaclerizar

S L, Lt
el espacio F{L Ly -0 o bls



oTéma 5527 in o s
Teoremd 54271 i3  lvui- pasg . oo foin: foe .-
' : N

hcbta el

w3t et

o -

i)L%i.$ﬁaﬂmi¢e:d@riya#as;ccntinﬁbs e. integrables
cotindas e, 20

“Tokdehtuk>s dnelusive,. esin L

”wh%mumﬂw@JFu%?JMﬁf;Jﬂﬂ_@leLﬁ (5.3)

oy SETD T K g e N
ii) si f)r[xl £ "Son'inteprdhles para ciorto k >1, entoncas

RPN

~ . B
f admite derivadas contiunuas hasta el orden k, incluni-

ve y es . E ). [ I e o w, !.J e

21D f(E),»»rd,[{gz,"?:x)& £1 ), le |_<k Cnatsay
A PO = : i L

N £ . PO SR .
Ty .

Demostracidn:

i) Integrando por partes en
o ) IR . .
1o : w 2m£x" g vk

® }4‘[ P;% ]J_(E )!.3?{ \‘dxn'_..f.“ '.:.3: ( B d‘X‘Q) . e,- af (X> o ,9,-.

. L R .
axl oy 3 gnQ&i ]

es -

J(€) susc2omi e " PLEl (B) + o 3
L

3x1 )

F [

24 Tim
a—m=>

2mi &1b, .
f(b X2,..,,X ) ]dx ... dx u". .

>

2ni(£2,..,,5n).
e b AR

e

il ol St .
PA] LTS HR ."‘-; 'f'." \ ' ,

~Como la funcidn g (a) = Jlf(a x2,..,xn)|<dx2,...,dxi es

integrable, la medida de {a >0 / p(a) > % }, es finita,

para cada n> 1,
M I!tx,,,\‘. : “y PR ) . :

Luego, existe una sucesidn

;".o)

De la misma manera se razona para #b) ,ensidenando
R

i(b) < i/n} y obtenlendo una-. suces:on‘ {bn} tal

.‘xl

"{b<o /

aue BE’-N . g(bn) + 0.

\ -
{a 1 tal que _an/ o g(an) +~0.



. - it ‘. - - N
Lo que se hizo en la variable X, para simplificar la nota-

3 . 3 V . .. + . - .
cidén, puede repetirse con o 1< §<n 3 se cumprueba:asi -
.o R EEE SN '"uB. . m . . .

(5.1) para | Bl = 1. S8i ahora D~ es una deriveda cualquiera

de orden < k, aplicando en cada variable este ralonamiento

[

las veces que sea necesario, se obtendrd (5.1) e el caso

EPE
i . .. . - SR
CoLm e D : .. Lo o

e
general.

ii)Sea D una derivada de orden g <k.
I‘l ) ,I‘f, -—
Como: por hipdtesis f y [xjk £ son integrables, también lo
- e USSR T I ST 2 4
seréd lx|lf .
Luego,tiene sentidoAéalculér met e L
F [xr lﬁ-i.ﬁxf_f'](§5'=g .%2n1£x x£ i;.‘xr%'f(ijdx L
T ‘T’~1~— . R S ! 13 %
. - ; sk : R ; S o !
: A2ni§2 ' .
1 3
= [ € 1 £(x)dx.
C ! .

L

Como esta integral ex1ste\ resulta que la expreaién de

R

f(E) puede derlvarse bajo el signo 1ntegral obteniéndose

: .. "f£(E) es continua, segﬁn“elc&eorema
r‘i,...,rz . ; .
5.1, por ser la transformadadde Fourier . de«una func1on inte-

I

(5.2). Ademas, D

grablg,#.

Teorema 5.3 co v N

i .
CREEN - . HES g . )
B N . <y .l'. ¥

si £ e L1, he R” y k€ R, con k # 0, entonces

Flt, £1@¢) = e?" % - ?.2(5) P s | h
-, e o e
F [£(kx)] (&) = ——i-—l“f'(E/k) T
Ikln " '

&

D “l". r :
l (27i)% i S TR
|
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Demostracidn: o7 " e e w o . o
AR SRS R I R '.!"'LI'_-'. .~
Por Simplé.célculoyn#..wgm: -
: : ' R S LA

Definicidn 5.,2:

1

Dada f € L~, su transformada de. Founrier conjuzada Loafr 1 an

la funcidn definida como:

E’[f] () = e..QTTj_Ex f(x) ax,

con las modificaciones obvias, segln-la .definicidén que se¢ adop-
A ' N . ’
- 7.

te ﬁara.f.:
Si se indica
~ N
f(x) = £(-x),

es claro que

Y

7 [£]=

o dicho de otra manerat

st

TR L] o= FLEDG

Luego, F cumple ‘las pﬁopiedédQngnunciadas; en el ‘leorema

4
-4

5,1;-Tam5iénzplg ' o S I
FIDRE 1¢e) = (2ni)* . F (5] . (5).

!

D FIFI(EY = Pl(-27ix)® €1 (),

>

Tl

bajo hipdtesis anhlogas a las del teorema ‘5.2 y con -la misna

e e g,

demostracidn. Ml S
Teorema 5.U4:
Si £y F [f] pertenecen a Li, entonces

F FI£]l = £ pp



Zhoeoovacidn 5.2:

31 f es una funcidn integrable que no cs continua 'y nula

el 23

nfinito, del teorema 5.4 se deduce que su-trnsforna-

IR
o}
o
'-.l
e

de Fourier no es integrable. _

Luego 7lL*] Q'“lenﬁX§rwejercicio'5.2 i)) .

A
[ead

Teorema 5.5:

o)

»n lincal

"~

J

L.~ apliicac

[N

F:utorerintg

¢s inversible, en él”sehtido de que dada- g€ F[L?}, axist

)

f € L7, determinada a menos de un conjunto de medida nula:

"Flfl= g PP -

Observacidn.5:3:

1

, la aplicacidn inversa :

Comn F [Ll]q L i
rrtirint oot , C

. . - . . o . . s .
ccincide con F sdlo en FILTIT L™, (Ver ejercicio 7.1).

8¢ analiza ahora la transformacidn de Fourier en L :

-

2i f e L2, la integral qué define F, no tendrd en gencral

. ‘ . 5
scntido; se busca entonces definir un operador sobre L™, .dc
b4 “ f)
i t
tal manera que cuando se:aplique.a una .funcidén f£f de L™ F L7

coincida con F[f].. La construccidn de: - un tal operadorn,

se basa en el siguiente criterio de extensidn:

Sean X un espacio normado, Y un espacio de Banach y X ,C I,

un subespacio denso, - S T

~i T1:X1"* Y es un operador lineal acotado, entoncas nuede
4 . . t )
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extenderse, de una finica manera, a ﬁﬁl@pefagor lineal y
acotado T:X'=>Y, tal que [Tl = "T1”'

En efecto- BN R

" I ".‘.rlrr\[ ] X .

Dado x€ X y dada una sucesisdn’ "{xiﬂi‘xi, que ‘converge  hacia

. . 1 '

X en X se prueba sin dlfiCultad que'éxisfe lim-T1 xj en Y,
que este limite es indepéndieﬁte de la ‘sucesidn eclepgida

= ldim T, x T cumple

para aproximar a x y que definiendo Tx = 1%5 5

todo lo que se afirma, con unicidad.
#
Sin mencionarlo explicitamente, este criterio de extensidn

ya se usd, en una situacidn més genetal, eén’ el teorema 2.4.
ii).

Teorema 5.6:

. 5 . ‘
Si fe€ SCL11’L s su transformada de Fourier, pertenece a 1,2 y

cumple ) T a R o .

I Flell , = el
. L2 | LQ- S S Car

Observacidn H.,4:

Como S es denso en L2, del criterio de extensidn se:deduce
_existe una’funeidn Eﬁ Lg,ﬁdetepminadq a
: N

que dada f €L2,
lim f., en
R ]‘.‘

menos de un conjunto'de medida nula, tal-que g. =

2 . o S S s .
L°, si {f.} es cualquier sucesidn .de! S.:que .converge a f en

L2 . Ademis: ‘ oLl SHLTS ol

I gl £l ¥ 7 . :(Igualdad de Parseval)
L - L
— P L’ B . e

Definicidn 5.3:

,'f o I

Con la notac:on anterlor, g es 1lamadal1a transformada de

e
Fourier de f y se 1nd1ca, como antes-
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- B g - F[,f]: 2_ N

——

S¢ define

Flfl= FIFl

Se prueba, que siwﬁe.yi F‘L2, FIf lcaleulada de acueiaq'onn 1a
teorid L1 y con la teoria L2, coinciden., (Ver ejerci:io 1l.4)
La igualdad de Parseval, dice que F es una isometria de L2

en si mismo. |

Pero mas afln:

Teorema 5.7: (Plancherel)

o= . 2 o
. F'yF son’ isomorfismos reciprocos de L° sobre si misno, que
conservan el producto escalar.
Esto Giltimo se expresa:

2
LE, € L,

2

(f19f2)L = J fi(X) fz(g) dx = J fl(é J fZ(f) dg = (f“’f?_).rQ

con una igualdad andloga para F .

(N

Observacidn 5.5:. .. -

este teorema

v i . 2
En rigor, F transforma Li sobre LE 3y pero en

y en resultados posteriores, van a identificarse las variables,
P IR

hablidndose del espacio ng'o del que .corresponda, a secas.

Como resumen de todo lo enunciado, puede decirse que la teoria
{ i S

1! es m&%s hatural,-&n.cuanto a la manera de definir la trans-

formacidn; sin embargo, presenta difiocultades para caracteri-
s . 1 ‘ ' " .

zar-su rango, -F [L-],,y para expresar la transformacidn de
esa inversa es F

'

Fourier inversa. SobreﬁfL?r F o[t ],
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pero F no estid definida enftodo;FLL%L;Gﬁ;,“ c .

BN

La teoria*L2~es; egﬁesteMSentiqoy.mésﬁgelggagE%"QHpg?que no
aparecen en ella las dificultades indicadas para L~. Claro

que la transformacidén de Fourier sobre FQ;Afeauiere'ﬁﬁafdefi—
niciéﬁ menos directé quz.;n L. " f':"' T .

Laurent Schwarpgiwq%§iubri§;gpe el, pspacio & constituye un
dominio ﬁatural bara la traﬁsfd?méciéﬁ'he.Fo;rierﬂ

Las dificu;tades’apuntadas en L1 no aparecen en la teoria

S y esta teoria tiene la misma elegancia que la de L~. Ademas,
la transformacidn puede‘dqfinir§e;aimgggpenge con la intéé?éit'

pues SC Li.

.

Parece entonces bueno, tomar a la teoria S como punto de

. ’ : L ’ R N T 2
partida. Schwartz observd que las teorias L™y L~ y'en gcne-
ral la teoria Lp, l<p< e , pueden considerarse parte de la
teoria de la transformacidn de fourier,en cierta clase de
distribuciones,
Por ello, las afirmaciones que no han sido demostradas, serén
justificadas mas adelante, ¢como casos particulares de resulta-

dos c¢oncernientes a esa %eoria.

Ejercicios:

5.1. i) Mostrar que L1 r"'L2 es un subespacio propio de L™ y

de L2.

ii) Dada fe€ L1 y dada una transformacidn lineal inversi-

ble A:R® "= R", expresar FI[f(Ax)] , en términos de

Flfl.
iii) 8i f, perteneciente a L1, es una funcidn radial, de-

ducir de ii), que también lo es f.
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) i) Hallar la transformada de Fourier de

5.2.

caracteristica del paralelepipedo [%}

ii) Demostrar que

2,
1. r penmelxlfyl

r{(n+1)/2)

X, funcidn
i

bij)(,_"' Xl.an,b

2
PR e-ﬂlEl /?a >C, x € R"

o ! 2

e-2na]x|]=

2. Fl "(n+l)/2

Datos:
- (o]

(a2+l€|2)\n+l)/?

,a >0 ,-x € R

B >0.

n

1.
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§ 6 LA “TRANSFORMAGTION. :DE -EOURLER, EN,,,.S', .Y .EN S

TALLCD L Ttnogine o Baegis g g s A o .
Como esta transformacidn interega dékdeel punto de vista de las

distribuciones, quiere mostrarse, en'Pprimer”Itgar, la necesidad .
o S r £

de emplear un espa01o de func1ones de' prueba,qﬂerno es- D o ,~xieai

1 o b . vepge Bk : ek t L D . . .
Dada f € L™, su transformada de’ Fourier, f , es un&’ funcidn con-

Ve - R
Lo voe v B ..

tinua y por 1lo fantg,hiocélhénfe integrablé; lucgo, define una
distribucidn, S§i $ € D, se tiene:
. o _ [ TawiER L,
(f,¢) = o) I e f(x) dx 1 a& .

Como el soporte de .¢ es compacto, la integral doble existe y*

puede cambiarse el orden de integracidn,

Resulta- L ‘ ) PRI
e (5 ¢5 = Jf(x) &x) ax

Esta relac1on suglere la p051b111dad “de’ extender la transforma-
ALEL aCelmesny o= . .o

cidn de Fourler a dlstrlbu01ones, deflnlendo:

(FLT), ) = (T,F[§1), T€ D', 4D R

Para ver si esto tiemne sentldo, deberan estudlarae las propleda-

des de las func1ohes;que son- transformadas de - fun01ones.de"D .

T S

Nasta ahora, sdlo se considerd x € R .81 se reemplaza X por

ey LSRN P R

z = x + iy € Cn, la ihfééﬁél'c oo S A AR F

J e 2THXHIVIE ey

sy

que define F[¢] , sigue exiétlendo, pues ellecho ‘dé que dtenga’

soporte compacto, hace que no afecte la presencia de la e&ppnenﬁ,~

cial real : % oMY R R R 2
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Ademds, es posible derivar en g bajo el signo..sintegral, con lo
3 .

que ¢ - puede prolongarse al campos.complejo, resultando une funcidn

-~

- . s n . v - -;_ .o
entera; entonces, el soporte en IR" de ¢ no serd_compacteo, sino

N -

cuando ¢ sea idénticamente nula, R * e

. A

Es decir, qﬁgﬂlé'expresién.propuesta;ﬁaﬁéila?transformada de Fou-~.__
riér de Qha.distribucian'T cualquieré; no tiene sentido.

Los resultados que siguen mostrarin que esa expresidn vale, si

se cambia adecuadamente el espacio de funciones de prueba y 32n

consecuencia, la clase de distribuciones usada:

Teorema 6.1:

La transformacidn de Fourier aplica el espacio S en si mismo.
. ’ ; '
B

Demostracidn:

Toda funcidn de S es integrable. (Ver ejercicio 2.4 iii)). Luego,

e .

su transformada  se define simplemente por la integral; ademis,
%1 .01 e .
si ¢ € 8, D °[ [x ¢ 1 es continua e integrable, cunigsyuiaras

n : el : T
€ » P
que sean a,, 31 N S s | |

Entonces, segln el teorema 5.2,F[ 4] pertenece a § .-

Ademids, S . : o
£ 2R Fl el ‘m - ;“l'rw“ [ (2rix)® ¢] €),,
_ R 2 :“*;‘: el

—

que es una funcidn acotada, por el teorema 5.1.

| —— o .
! Luego, Fl¢le s, B o o ;
|

Es clarofque'también~nﬁ,-§ump1¢ este teorema.

Teorema 6.2: ’ : C oo

F y F son isomorfismos continuos, inverso uno del otro, de S

en si mismo.

|
|
\
——

.
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Nemoatracidn:

[
]

el

#i F: S = S es continua , i' también lo es, porque }[¢] = F[9l

31 v'w@;&$};es EF[¢]}F ﬁ s $§“§§é§fﬂi[ﬂ(5¢+,"PH?s

FFLg= FFIT) = Frlyl=73

Dada ¢ € 8, es:

sup | £% 0% 4| = ¢, J | 0% [2rix)® @(x) 1] ax

< C, sup | (1+ lx|2)n+l . D% [(2nix)3¢(x)]| J(l + =

Y R
Seglin el ejercicio 2.4 ii), de agui-se &duce la continuidad de F,

TEe LT e e e .. .o

de Suén S.

Se prueba ahora la fdérmula de inversidn de la transformacidn de

Fourlier en S:

Frl ¢l = ¢, ¥ ¢ €5,
Lo s .. ) .|_~-",~ - P ] _.,.}“' ; PR
Escrito :en forma expliclta, debe probarse{que
) 2
o(y) = [ m2miyE —¢<:~;> J [J P ) ax 1 @,
R Smn:;fﬁf; P EAN o R R S R (P B S0
¥y.e R :

(En el segundo miembro, no puede invertirse -el'orden de integra-
LR i : o -: ] e .

cidn. I BT fo ok P '1 0

e L T A AU e S T
Sin embargo, dada Yy €S, para cada j=1,2,..., existe la integral
doble

J 2TT1(X Y)E ¢<x) w(g /3 Ydax dg. = [ e-2TTiy€ ({;(g) 'l(i',' /j)cdg

|2)~jn—l.

dx=
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.

PN

Mediante el cambio de variable £ /j=u ,jkx-y)=§, pueds escribir-

e
PR

2riuv . . s .
e v/3 + y). ¥v(u) du dv = d(v/3 + yi.p(vidv,

%s decir, que se ha obtenido 1la igualdad:

J e-2niy€ ;(E)- V(E /5) & =J¢(v/j + y):ﬁkv) CV.

%n ambos miembros, puede pasarse al limite bajo el sigir> integral,

sorque ‘se trabaja con funciones de S.

Resulta:

v(0) FF [¢T(y) = ¢(y) J &(v) dv

iefo, el teorema estard concluido, si seé encuentra .una funcidn

@2 &, cumpliendo; _

) oy = 1 :;““":"”v

ii) J v(v) dv = FFlyl(o) = 1. .

:: . 2
Seglin el ejercicio 2.6 i), si se toma yY(x) = efnlx| para ver
que Y cumple i) e ii5, basta bdmprobarqu quef:¢ = Y.

Esto puede hacerse por c8lculo directo, (ver ejercicio 5.2 ii)),

"o también de la siguiente manera:

H|E|2 ~
Sea g() = e v(E). )

Como :ya.se.sabe que g(0) =_J v(x) dx =1, es suficiente probar

. .
-------

gue g es constante:

.

|
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Definicidn 6,1;

Dada T € S', se define:
L o

(FIT], ¢) = (T, Fl¢l), ¢€ s.

De acuerdo con los teoremas 6.1, y 6.2,, esta er¢presibn tiene sen-

wie {0 ) L .
tido y define una distpribucidn en S', que taml 2n suele indicarse
-~

i v “ . '
i . . L

T . _FIT], se define de  manera andloga.’

Teorema 6.3:

H
td

’

Fy F son isomorfismos continuos de S' sobre si mismo,.inverso
uno del otro.

Esto Gltimo se expresa:

Fg [Tl=.T - .
. . . ._i.AﬂParmula de inversidn en S')
FF _[T]l=T ; !
Demostracidn: T e T

i
1 Tane - =

H . O T J i

No presanta ninguna dificultad, a papfin_dglteorema 6.2, 4

Teorema 6.4:

Si T es una distribucidn de soporte,compacto, vale:
G i, . LT . . N - .'-‘ .

en el sentidod D! .

82n1£x)’ c

F[T]E = (T,

Ademis, P[T] resulta una funcidn.de Iéhvériableii ;'qué puede

' . . n . g :
extenderse al espacio complejo.C , como. ;funcidn:. -.emtera. . .



Demostracidn: - S e T

Puede hacerse de varias manerasj; por ejemplo, a partir del teore-~

ma 3.4:

o . . o . . n,» _
Seglin este teorema, T se escribe como D "f, para cierza f: R C
continua y de crecimiento lento.

Sea ahora x € D, que vale 1 en un entorno dé sop(T).

e
1

84 ¢ €D , es

(T,0)= (xT,9)= (T,x¢) = -nylel (e, pD%(x¢ )=
AN A A R DA o N . e . .
= -nlel g () (54 DYx . . D%TY )=

Y.< @
oy ($) (-l)lYI__(D =Y DY x.fl,4) =

Y

- LPe o,
B_< o b B .
Es decir T, puede escribirse tambié&n 2“ D';$j&; con fB funcio-
B . e B B
nes continuas, de soporte’ compacto contenido en un entorno ar-

bitrario de sop(T). Luego, (ver ejercicio 6:i1), ~

] oFloP g 1= 1 (-2nig)’ F['fB]=

FliT] C s

B8
- '2:.(-32niE)B JGQHiEX fBix)Aéx =
3 NS
o R 10 I . .
c2mie)? (g, @R = 1) (g, D) 2T
. ’ + e N B. . - '

e2ni§x )

)

B ) .
 pnse

;j (0 gy, &2THEX)= (1, &7

Para concluir, se afirma que la integral-:



< LR AT R
Lo S0 S { s o
¢ L N

J 'e2n‘1£x fB(X). dx, ' . R Ry S

: - 69 - 7 i
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R N o O A R R

. n . ,
es una funcidén de £ , que puede exterderse a C  como funcién entera.

En efecto, para & € Cn, X e:&n;uvale el desarrollo:

. . [
2nig .x oy - L2mix) o
€ 1

a a.

que converge uniformemente respectc de x, £ moviéndose en coupac-

tos.

Como fP es una funcidn continua 2on soporte compacto, puede iutoe-
f ;

grarse término a t&rmino la serie, obteniéndose;

e

J RELELES £, (x)dx = ) L J)f (x) (27ix)® ax , £© ,;<ﬂ
ol i B A

© e ~-papaa 3‘t0db £ € ¢

“ ]
- :

Observaciones 6,1:
i) E1 teoremd 6i1%, 'es .parte:.de un resudltado que se enunciard alowo:

T

Teorema §15:iééieyjuwieﬁéb-)i(Ver {1]., tomo II)

e

Dada T'€“§7'}.Sbﬁ eﬁﬁfvaléntés'- co L :

. o a) s'op.(.‘_Tf) c: {x € g® |x | c¢c 4 |x2| b |x I_gc}
-

. Ao P .
b) T es una func1on contlnua que ‘puede ‘extenderse, a todo C como
, L T

func;on entera, cumpllendo. BT T
-Dado & >0, —q A(€)> 0 tal que‘si . 2% (Z&,..,u )E C » vale:
IT(z)l < A(s) exp f2ri(c #e) Clz le aon + Izn[)}.f

Una funcidn que verlflca esta” de31gualdad se llama de tipo

v E .

iiponencial < 2nC
' CEy . .
ii) Ya se esti en. condlclones de aclarar lo dicho en el ﬁh, cuarnda

Sl

se afirmaba que la posibilidad de diVidir distribuciones, cra
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o

de interés para la teoria de las ecuaciones en derivzdas parcia-

les:

En eféété; sea: T
P(D)f="2“- a, -+ p%
- o) <m

un operador diferencial con. coeficientés constantes a €

)

[«

Para T € 8', tiene_sentido_calculép

FLeOT = [ a  (-21i5)°F [T]
o] sm
Luego, si se indica .P(-27if ) .el polinomio en n variables
Z aa(—2ni£)? dada S €S8'" , resulta, formalmente , qu?
|a(jm . 4
M N
verifica la ecuacidn P(D)T = S. i

Schwartz conjeturd y luego fue probado, (ver f1l , tomo-II), quc .

siempre puede dividirse uha distribucidn temperada, por un poli-

nomio no idé&nticamente nulo y que por lo menos un resultado de

— |
Py L f

esa divisidn, es.iuna distpibuycidn  temperada.
Esto asegura que P(D)T. = S , admite al menos una solucidn tempe--

rada, cuando se da un segundo miembro temperado.

ii) ZJo dicho en este §.,,.permite definir la transformacién de Fou-

. . , . . b4 o :
rier en’ S' ; pero hay. funciones, como e”, que por crecer cn el

'

infinito mds répido que cualquier polinomio, mno definen distri-

buciones de st'.

Modificando el espacio de prueba, es posible dar sentido , &n una

v PR RN . '

‘nueva clase de distribuciones, a la transformacién de Fouricr de

RER/S e,

' I .
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funciones como e~ que son llamadas de crecimiento rapido . (Ver
' - R A

[e] ). i E

,Eje?QiCioS= ' 3 AR I

6.1, Dada T €S', probar que N o
Fl(2wix)® 1) =0%F[ T] N
F [D* T1 = (-2rig)® FIT]
Fle, 11 = o2"Ppn)

6.2, i) Calcular la transformada de Foubtier de la medida de

Dirac Sa‘ : IS e
.ii} Probar que las distribuciones iog |x |y vp i/x per-

tenecen a S'(R);

‘Calcular la transformada de Fourier de vp'l/x . EQué

relacidn hay entre Fhl°g¢|*7“§ Flvp 1/x]7?

iii) 8i n/2 <k<mn, probar que El;/ixlk]ggxiste{Y”eé una - -

funcibn proporcional a l/|&;|n-k -
: ) i Ty ST R

PR SO [ I R P

Lt : i -} ’ A . [ ' .
Sugerehntiat Dada &€D que vale lai un entorno de 0, escri-

bir
O S N S ES
EIh P | x|
6,3, Si T € E*,'groﬂggﬁéﬂé su tfgﬁgformada de Fourier es una
funcién de Oy,. (Ver ejerciciglké7%%“"‘“ '"_;w;%_*L_w i:?
B.U4., Dada".T .€ EW,.mﬁétrar dﬁébr"%(z)"ééﬂde tipg?éxbonenciai.;

'sin recurrir al teorema de Paley-Wiener,

Lenie

I3
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§7. LAS TEORIAS LY 2" (coNCLUSION)  °

y L

El objeto de este § , es demostrar los resultados ¢le quedaron

pendientes en el §5,

Lema 7.1:
Si f es una funcidén integrable, vale:
= T PN . '
Fl Tg Tf , en el sentido & S

Lo mismo con F,

Demostracidn:

Ambos miembros de la igualdad que se . quiere probar, pertenecen

efectivamente a S'.

Dada ¢ € 5, es.
(T ¢)= J £(E) () &-

Luego, hay que comprobar que

J [J e2MEX £oy ax]  #(E) dE= Jf(x)[J e2MiXE yey] & ax

Pero como la integral doble

Jez"“‘g £(x) (g) dx &

existe, tambi&n ambas integrales iteradas y son iguales, 4
B

Demostracidn del teorema 5.4:

- -

Dada fe Li, sea g ="F[f] . Se supone que también ge'ﬁi.b

Entonces, del lema que se acaba de probar y de 1la fﬁrmﬁla de inver-

sidén para la transformacidn de Fourier en S', resulta:
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: T = FIT ] = FrlT.] < T
7l gl g £

Seglin el teorema 1.4, Flgl

f .

]

£ 7 ppen
#

Demostracidn del teorema 5.5:

8i unma funcibén f de L1 tiene transformada de Fourier idénticamente
nula, habrad que probar que f = 0 pp.
Usando otra vez el leha y la fdrmula de inveféjén, es:

PRSIV ER S R

Lot
EI B . ',

Luego, f=0 pp.

Demostracidn del teevema :5.61

Cuando ¢ €8S, se sabe que su. transformada. de Fourier es una
Do Ad P o E e e . ’

funcidn de cuadrado integrable,.

L2 2

Si se acepta por un momento que- =, -

YFell  =hol I L
F , =( 4, F ' ff 7.5
(FLoL,0) 2o, FvDp )
D .¢’“_q).€ S ion :’7"-"-"
vsando (7.1) con ¢ = F[ ¢] y la férmula de inversidn en'S; resul-’
ta lo afirmado.

Se prueba ahora (7.1): . o L -
j [e?™8% 4(x) ax] Tp“(a)da==[ e?MEXE 4(x) F6) ax & =

J $(x) [Je‘a'“iﬁ“;w(ai &) ax .y

18
I Debe probarse que P SN



Lema 7.2: S S
. = [_,:.
si £ e L?, vale S !
L 2o b L f

F’[Tf]= Tf‘, en el sentido de S'.

ML STPEEN i : st L hat

Demostracidn: S i

. R ] I R ] . 1., Ce e A e
"Ambos Micmbros pertenecen a‘'§'° o

* ) T . .. l . N st Ve .
Sea {¢j} una sucesidn de S queé ‘converge hacia E ¢ 1%

LI B

N Lo

Dada b €S, és:

‘
- . '

(T~,8) = 1if (T a0, 67) = 1im(F
¢ CoEn

= (f,F[qS]:) = (F[Tf],qs ). 4

l¢j], ¢) lim(¢j-,’ el o

T

"Démostracidn del teorema 5}7: oD mairoaF Lot 0T g o

Lo L R N - Vi T P T TR S y R
a la del teovema HU, pero &hori 'los” argumentos &~

VRS SR I B A A L o & cE SR Sl

éﬁéyaﬁ”én el lema 7.2:-

si £ e L° y g= F FEl, es e “?fufwﬁ;

T_ = Flt 1 = aFF[Ei&EmT% e T F e
Flgl & £

-ty " b ey Pt e b
Que FFlf]= f, se prueba de la mi ma‘mané?§;=f"f"

En cuanto a la conservacidn del pirodugto escalar, se usa lo Zruzl-

~8ad (7-1)+t o RIS FE S SN AR LT
Sea'{wj} una sucesidn de S que converge hacia f2 en L%u
Entonces, F [wj] + £,, en L2, , S

Tomando- - limite” enj(?ll); es |+ ooy

-. A e A mami et 4 aiee e oaepr cmiay .wee o
- € i
(0, £5) 5 = (%Ey) 5 ¥ HEST 0

Si ahora se toma como ¢ el j-€simo t&€rmino ée una sucesids
. ) . 2 o
{¢j} contenida en S, que converge hacia f,en L%, volviendo

tomar limite, resulta:
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.
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3 8. RELACION DE LA TRANSFORMACION DE FOURIER.CON LOS-PRODUCTOS

DE CONVOLUCION Y MULTIPLICATIVO.

561lo quiere mostrarse el tipo de resultados que vineculan a la
transformacién de :+.Fourier con esas operaciones.(Ver [1], tomo

I1).

El espacio S, es un &lgebra respecto de ambos productos, «*1 de

convolucidn y el multplicativo. (Ver ejercicio 2.5). Lo qu:

va a probarsg ahéra, es que F y F , transfbrman una estructura

en la otra:
/7
rd

Egma Bilz

si b, Y€ S, vale
;

A
/f'
Andlogamente, intercambiandoc "F y Fo.-

ELo JFLol 1= Ftgfuy

Demostracidn:

PLeF L9]] = J 2™ ey 1 Ie'z“i‘;x W(x) dx 1dE =

= J[ J e2m1(Z=%)8 ey y(x) ax 1 a.

Como la integral doble existe, puede cambiarse el orden de integra-

cidn, obteni&ndose

J v | J e2mH(Z=XE ey Elapl gl * y. 4

Si en el lema B.1l se reemplaza Y por FIw] s, se obtiene

Fleo oyl = Fl ¢ * Flyl] (8.1)

e o = = - ———————————= = =




5 mismo con’' F ., <

Si ea {(8.1) se escribe Fl¢] yﬁiw];'en,lugar de o v ¢, respectiva-

Flo *¢l = Flel. Plol |

2.1 tambi&n con F .

Teorema 8.l!

82 £ v g pertenecen & Li, entohces

FlexglE)y= FIfl ). Flgl ), vE € -0,

Demostracidn:

“ste wesultado acaba de probarse cuando f,g'e S.

En el caso general, sean:i¢j},{wj} , sucesiones de S que convergan

R . 1
hazia f y g, respectivamente, en L7,

EZ teorema de Young, muestra que

] J

Pezro entonces

¢, % Y. »f % g, en Lt

FIE # gl () = 1im Bl o vyl (8=

lim <%(E) .. lim @}(E) = fE) . g(€), siendo los limites

uniformes. & - .

Observacidn 8,1 F A L L PO P

El teorema 8.1, muestra. que la tpansformapién de Fourier, es un
homomorfismo del &lgebra (Li, %)en.una subidlgebra pronia , (ver
observaciones 5.,1. ii)),. de CO(Rn) = {f: R* + C/f es continuva y

nula es el infinito}.

Puede probarse que esa sub&lgebra es densa (Ver[2] , “omo II).




- 78 -

Si T € E’ S € S', el producto de convolucidn T % S estd bien

definldo y es una distribucisn® temperadaa (Ver ecjercicic "4,2. 1i)).

En relacidn con esto, se prueba:

Teorema 8.2

S1 T € E', s € S', es:
F [T % 8] = Flr] .FIS] , en el=ntido de S ..

(Segln los ejercicios 6.3 y 4,7 s el produgcto del segundo miembro

est8 bien definido).. - . S P

Demostracidnt
(r Lr sl(E v HE)) (T\,*‘,%,&?;:af,:,i‘(,i'gx.x_,:s;_zé__h: 4?<x+z'j~-r-} S
. oA ‘ R L s DU . T
(szffzg'¢(x+z))) = (?x,fﬁfx7§;;’¢(2)0)) =

2mie X, e et 5y

ey

= (T, (Flr,s, 1 ,4€))) = (Tys (e |
. ; e e

P 2nid T 2

= (T, (5 5 2™ 4@ ))) = (1 %E o, 2T € =

~ ~ ~ o

= Uspy (s PR e ) is T8 e TE D) 2 BT T

v . ~ . o
. -

BEEREET IO LS I T .
. . S Y IR : v L { ]
Ejercicios?
8-'..1' : -
Sl T € S' y [ 68} .»probar que T x S€ S;y Yy que
F[T b S] = F[T] X F[Sl en éi sentido--.. de S;y
T - '. fo ."1 o TE, .'-‘. .'::::*;'> e
SugerEDCia: ’ .. ey “”(7 . :}'.‘w B
Teorema 3.4.

--- .
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§ 9 . EL TEOREMA DE HAUSDOREF - YOUNG

Seghln lo visto en los 85 y 7; la fﬁansfdrmacién ce,Fourier es un

. 1 = 502 o e
operador continuo de L~ en Loo y de L en sl.misma. Por otra parte,
- R EE

se s@befque laSqunclonesM de cualqu}er LP 13P< - deflnen dis-
te Aol e

tribuciones temperadas y en consecuenc1a, dada f ¢ Ll, tlcnc

e

~

sentido, en S', £ . Cabe preguntarse ahora 51 pa1a|alg&n p# 1. 2
F aplicard LP en Lq, 1/p +.1/9 = l%mgé;ﬁgorema_QQA se dard -
enseguida, provee una féspue§ﬁaﬁcuandb‘LjfpjéénEn ¢’ :cto, se
prueba qﬁé laAtransforﬁacién de Fourien déffké ur. - oorerador con=t
tinuo de LP en ., Adem%s;wéstéiésyél mejoi?re3u¥taio gue puede
darse, pués si p> 2; es posible encon#rartna f&hcién fe LP; cuya
transformada’ no pertenezca'a.Lq. (Vefﬂt7f:;£§é;Aé63”")a |

.t

Teorema-9.1: (Ha sdorff Young)

[BAERA xa\. L

- SR L . N R g
Dada fe LP s 1<p<2, su transformada de Fouricra el sentldo da”

- ~

las distribuciones, f , es una funcidén de Lq, con l/p”+”l/q R

L B :E (TR - .";)_:i‘!!'
Adem&s se tiene la desigualdad: '

i fﬁ o< ‘lén

vell2

LP

FEDUREI S M hang, ' B PR -}. '- . . . .
En 1la demostrac16n de este teorema, van a usarse dos resultados: ¢

T PR )

Lema 9.1:(Principio de Llndeloff)

Dados a,b € R, sea B = {z € C/a < Re(z) <b} BT R W
Sea F(z) una funcidn definida y analitica én. ., un éntornéiabierto.l

de B. Se supone que F(z) estd adotada en:.B; es(degir, existe C> 0

tal que IF(Z)I_<_ C’ si Z. € B.‘I‘\-j"‘.':f i, \I3¢:{;-3-:_;§;2 ..
Si adem&s, existe M > 0 tal quéid,f(zﬂ: Mopapa z.€ @8, frontera

de B, entonces M sirve como cota para la funcidn en B,



Para cada n >-a ;

+-:Luago, .dado z.€ B, ,.e8}
. n

N

" Ademés, si =z

- 85 -
- 80 -
BSOS e T g
0O sea: - B o T
. e {F(zyvf‘M,”Si:w263B}w . toy AT B Y
: o g Wy i : P L

Demostracidn:

o,

entorno abierto de B.

€ B,

+ C

B | FI;I(\Z:) I-: o
17 e

= | ‘1+%2/n]|

- Luego, existe R, 20 tal  que,.sd

R

"R

n

S S P S P T
es

=

. sup 3| E (z)] 1=
€ €

z €B Z BR

Como B es compacto, puede

Lot . 4 o

R
n

méximo y resulta:
[ ‘ . L IR <L s

sup |

z € B
Rn

[

YN

Fn(

'

z)|‘

-Ademés, si sg¢ eliggJRn suficientemente grande,. puede asegurarse

que | Fn(z)l alcanza su supremo..

Re(z) = : (

P (':':‘JT-.-'.D.—‘~ ;

o

S50 BEE SRR SRt

<

Ta’funﬁién'Fn(E)

SuR?dl

n-'
apli

b ) s s .
. Tr. Sl e

LR s

S T ESR

AL oow

carse

.|l+z/n||l+x/n|

Finalmente, para inBﬁ'%éLhé?obféhidb”

TLarereent wdinge e

z)| ..

13 S

7 nF(Z) e
zZ4+n

L)

é?pfﬁ‘!?ngﬁ)! .
z € mé'”' T
o n..

N

R_*

n

Lqout

T e B/ THEE) LR Yy o

i i
* e
2 e T

con Re(z) =
S ) S I

RSP 1
Feiyge IAVIC NI '
l+a/d oL e
" HE SRR
A N R L T

el principio del’

e

a
i

‘es ‘analitica en un

M

.
[

o.

modulo

[

~
Lo
-

.

|

-
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M
1+ a/n

| F ()] <

Como fijado z € B existe lim Fn(z) = F(z) , se concluyv=2 que
sup IF(z)Ii M.
z€ B

En lo que sigue, una funcidn sari simple:cnﬁndo pucda escribirse

k :
como 2 Al xP , con kj £ C, Aj# o, &7 funciéfn caracteris-

j=1  J j j
siendo la familia '{Pj} disjunta.

tica de un "paralelepipedo" Pj’

Lema 9.2:

Dados f € L% , 1< qé.m ’.kf ¥ =1,
loc —
. p .4
£& LY % sup ]Jfgdx|=c
g simple
I g"LP=l.

Ademas resulta c =l £l .
’ s Lq

Demostracidn:

) Dado k = 1,2,..., sean By ="{lxl < Kk} , X, la funcidn carac-

teristica de Bk'

Se sabe que existe lim ( J|xk flq dx)l4q,= I £l

k e L4
Quiere probarse gque ese limite es finito.
Se considera §; = {g, funcidn simple} y la aplicacidn

L
LPDSi + ¢

o - J £ Xk g dx
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IR

Con la desigualdad de Holder, resulta :que Lk”ésﬁna form: lineal

g _-(;.,U ) - ) . . ‘ .‘ |
7 continua en S,; luego, puede '‘extendersie a 1P .conservai (o su norma
i “ e ai o |
aue vale -
sup l f,.x g dx l .
. Ko 2o e . |
g simple |
lgl _ =1 ..
B R
Por otra parte, un teorema de Riesz afirma que toda forma linecal

vy continua L sobre Lp, 1< p<=, se representa mediante ciepta - -

£z L4 s % + % = 1 y que la cdrre3pondencia

L = f

¢s una isometria suryectiva.

Luego,
U
SR -’f:ur,)(kﬁ a = | Lkl{ = §up .'IJ £ ox 8dx |
T o : ﬂgisimpld'.
‘ s N . .r)
I gl = 1
. ' o - g LP \ : . ':':' '~‘
Por hipétesis,,qsfé'suﬁfemd&es‘finigqigénq%Pendieqtemente de k.
Entonces f € LY, ] .
: ...[.;“.:.5 . o I..T_ . L .
(=) Volviendo a pplicar el teorema de Riesz a la Forma®lineal y
continua o T
L
P s, = ¢ -
i
g = J f g dx - i
Se tierne que '
[]L": sup |Jfgdx="f" < o
q
T g simple
o " g" = 1
— . ) LP :
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Demogtracidn del teorema 9:1:

.2

Primero se hari la demostracidn para f'' una:rfuncidn_simple y por

argumentos de densidad, se obtendrd luego piara cualquier funcidn

de LP, | L
Si1 f es simple, por la manera de definir.a,f es integrable; segln
el lema 9.2, f perteneceri a L4 y "f“q wcréillﬂLp » si”

sup |Jf g dx|<lsh_ ' _ o
g simple -
fgl = 1
& p
Dado z =a + iR € C, se considera la funcidn
fz,=|flpz sgf, donde sg f = elé?g:f .

e

Como. Ifz|=|flpa, fze L1 y ento;ces ' - - I.%iﬂ’fiT‘

gz(x) = J e2nixy If(y)lpz éé f(y) & AR A

p i3 eyt

k . .

|f|PZ = 2 IAjl pz X s la cual estid bien definidq; pues
j:l J . i

lxj|> 0, para todo j. |

Por lo tanto se tiene:

. . . ' : E
£,(x) = P IA |P2- Jez"%"y sg; f<y> xp (y) dy.
L §=1.
De esta expresidn se deduce que para cada X 5 R

ll'.‘_-,?"'.,_ .,5;\

fljo, "fZ es cnte-

ra, como funcidn de la variable comple]a Z, por « ger combina-

cidn' llnal de las axponenc1ales pzknlx l ,a|xj|>?o_

De la misma manera, dada g 81mple con “g"fpf- 1., -sca

=.lg|pz 8g £ ﬂﬁ ?' . .
( 2 ' f(%l

:
k .
I . £ = X AL ‘) , con los Pj disjuntos ; luego, es:
_
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= y ijl pz J g, (x) [J "lxy 8g f(y) X (y+ dy }d=x =
k
2 Pz )
= A, &, :, para ciertos A.€ C , &, >0,
3 = ] J “~ ] ’ J K oo
' ) -

E?“, resulta que”ia'funéién"¢(93-esté aco-

. R
1 .

LN - o

1
1
como | ¢(z)| < 3 IAjI

tada en cada banda vertical B;

si z = = s fZ coincide con f y g, coincide cdm‘g.

Para 1< 2, z mueve en el intervalo  [= , 1] .

: - _ ' ' 2 :

Luego, si se prueba qué ‘cuando Re(z) = i_y cuando Re(z) = 1, es
N LI 2 - HTY

| ¢ (2)| <l p el lema 9i1 permite deducir que | dz)| < "fﬂp ,
= | ! . = L
en toda la banda B = {z € C/ L < Re(z)< 1 }; @ particular, se
: .2
b

b ..J_f“ g' dx| = |1/p)| <hel b

tendri que

L

Se va a demostrar entonces que cuando Re(z) = L y.Re(z):éfl,.vale

A e >
la acotacidn LR _ .

lﬂz)liﬂf" '
L

Primero se hara suponiendo que | £l _— 1: ¢

. _ 1 . 1£1P/2 _ (.| P/2
Si Re(z) = 5 s |fz| = Ifl s lgzl' lgl D
Por la desigualdad de Schwarz y:la igdaldadd.de Parseval, es

. . i 3
|,&2°Lf'ﬁgz“‘L2‘.fw£fz“_L2 -(Jlg(x)lp a2,

l : ';.'4:!,'

: lf(x)lp a2

Si Re(z) = 1, |le; |f|P I 21 =;1g|p ;y ‘adomias, |£z|§,J|f‘P dy = 1.
; e T S
Luego, es: T

e (2) = J l£, o | Igzcx)l dx = J leCx) | P oax = 10




" . =~ B5 -
45i ahora f es cualquier funcidn simple, con "f"Lp >0 sea
h = | £
el
LP
Se tiene:
1 s I -
| J f g ax| = | Ih g dx| <1 .
el '
LP

En total, se ha demostrado el teorema para f, funcidn simple

Sea ahora f una funcibn de LP. se sabe que existe una sucesiirt

- fj} de funciones simples, tal que f. > f en LP.
j Ay,

Lo que se ha probado lHasta ahora, permite concluir que la sucesidn

A~

'{fj} es de Cauchy en LY, En efecto, es:

he, - £ < lg, - £ > o
J Lq .,J LP J s ke
L A
Luego, existe F €L9 tal- que fj - P en LY,
j—)-co

Se afirma que en el sentido de S' , es £ = I, con 160 gual resultard

~

que f es una funcidn de Le:

' )
Como todos los espacios LP estén incluidos continuamente en S', dada

é € S , es:
(F,9) = lim (£,,¢) = lin(f,, ¢) = (£, ¢)=(£, ¢)
3. 3
En cuanto a la desigualdad entre las normas:

I £l =lpl = 1im Mgl < lim I £l =gl .

Se concluy& asi el teorema 9.1,




