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1. INTRODUC ION

= o Nl e T 3

Doscartes (1396 1656) en 1637 &n su tercer ensayo

del famoso ”Dlscurso del M& todo“, tltuladn Géométrie, y

Fermat (1601-1665) en su memoria Ad locos planos et solidos

» B e N . PR

isagoge escrita en 1637 y publicada en 1679, al crear la

Geometria Analitica, 1ndlcaron ¢l camino para representar

I

los puntos del plano por pares de nﬁmeros reales y los pun
tos del espacio por ternas de nlmeros reales. Desde enton-

ces fué usual el estudio de las curvas y d&e las sgperficies

]
K

por sus ecuac1ones, es doc1r, medlante su rcpresentaczon

analitica en un sistema de coordenadas.

Dumante mucho tiempo el estudio se limitd al plano y
al eSpacio, o sea, a curvas y superficies contenidas en

2

los espa01os euclldlanos de dos o tres dlmen31onem. Ademés,

las superflcles se con51dcraban en un prlnc1plo como limite

o contorno de cuerpos sélidos. Asi, Euler (1707—1783) titula

el apendlce de su Introductlo in Analy51° Inflnltorum (1748),

PRt N - Ty e

Jo i

A E B

dedloado a la teoria de superf1c1es, De uuperflclebus corporum,

WP o, 1 . P [

y m&s tarde, una memoria sobre superf1c1c‘ da arrollables la

aat ‘e B : ‘
i

tltula De solldus quorum superflclem irm planum expllcare licet.

¥

sees o

P i .

Més tarde, Gauss (1777 1855) en sus c&lebres DlnglSl"

-

tiones generales circa superf1c1es curvas (1828) con51dera ron

i ‘
primera vez a las superficies "no como limites de un sdlido,

» B

sino como un s3lido una de ¢uyas dimensiomnes se considera como
o . o ‘ L . .
cesvanecida y las vepresesnta por gus écuacicnes paramétpicas

. .’ .. R : . e !



(1) x = x(u,v), y = ylu,v), z = z{u,v)

con lo cual las superficies aparecen como imégenes del

plaﬁb, n,v en el espaclo. qe las ha llberado de ser con

t

tornd“ae ufl” cuerpoy pero se 31gue suponlendolas sumergldas

.

~en w1 €3 3pa’d io eiie 11d1ano de tres dlmen51ones. En vez de

o-l.
Y s . il L

superficies, se puede hablar de las "aplicaciones”-(i)’qﬁe

les dan origen.

- En 1854, Riemann (1826 1866) publlca su fundamental

s
¢ ’

memoria tltulada Uber dle Hypothesen welche der Geometrle

- . R . -

'zu Grunde llegen orlgen de toda la geometria d1ferenc1al

contemporanea, en la cual se 1ntroducen los espac1os multl
dimensionales, independientemente de su posible sumersidn en

.. s

- . - ey
un espacio ambiente de mayor niimero de dimensiones. Riemann
parte de una variedad de una dimensidn o "simplemente exten

Y P ! o0 7 *

"dida', cuyo caracter esencial es que "partiendo de un punto

K

P . "-.. Y . L . ..‘. )
no se_puede ir de manera contlnua mas que en dos direcciones,

. ey . . . .
. e PO .
g

hacma adelante o ha01a atras", para pasar luego, sucesivamente,

- st .

oo me

& las varledaﬁes de mas dlmen31ones. La exp031c dn de Riemann

Lo -
. . * N ‘

no ‘s muy ClaraLTp081blemente por tratarse de una memorla di-
£

ri glda a una Facultad de Fllosofla (Gottlngen), por lo cual

:. \ . B .

I .’ - - -
t sdta de ﬁé”“"éi"lengna]e lo maa 1ntu1t1vo p051blg), pero
X .

- . B g
[ RO N

lé"idéﬁ, en el lengua]e actual es la de con51derar a las

¢

; .
)

'
i 4

varledades de dos dlmen81ones ‘como “producto" ‘de dos va-
“- oo .. o A , ! * - o
rledades de una dlmen316n, las de tres dimensiones como

H lc o v et ‘ .
producto de una de dos por otra de una, y a81 ucesivamenn

- A

te. Naturalmente gque una deflnic dn de este tipo solo

‘
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puede aceptarse "localmente'", pero hace inriecesarioc supo-

ner a la variedad gontenida én un espacio de mayor nfimero
de dimensiones. Si los puntos de una variedad de una dimen

sidn se representan por ‘@l valor de una coordmﬂada xi,

puntos de una varlﬁdad de n dlmens1ones B reprbsentaran

H

los

vpor n coordenadaS'xi, X2""’xn'
Esta définicién "joecal" fulé la comunmente admitida
durante muchos afios. T.Levi-Civita (1873-1941) en The

.

‘absolute &ifferenfial Calculus, 1923, traduccidn inglésa

de 1926, dice "Puntc de una variedad n«dimenéidﬁal“afétrag

I N s ' " e P
3

ta es el carijunto d¢ n variables xl, 2,...,A y'variedad
n dimensional es el conjunto de valopes que pueden a51gnar
i " ;

]

se a n variablcs” (p.119). L.P.Eisenhart (Rlemannlan Geo-

~,, 3
el ";:Ae«d

mefry; 1925, p.1) dice: "n variables 1ndepend1entes

.
.

Xl’ 2,...,x pueden pensarsc como las coordenadas de un

+ v H

espa01o n- ulmunulonal cn el uentmdo de que cada oonjunto

1 oo

de valores dc las VA ‘blﬁs”défihe ufl punfo de la variedad"

.

. [
IS

El primcro en llamér espécialmenta la atenc1on sobre

oo . o L i .

la p051b111d“d de que un mismo 51stha de coordenadas no

valga para toda la variedad pnrece ser H¢ﬂeyl(1885 1955)
r . . , .

que en su Spacc3 Time and Matter (1918) (p.84 de la cidi-

cién nglesa de 1922), dice: "La caracteristica de una
. ]l T, - B K
variedad n- dlmen31on31 e's quc cada uno de sus ele mentos
ey .o .

(puntos, cdndiciones de un gas, colores) puede ser eSpe—
cificado dando n cantidades: las “coordvnada°”, que sen

: .o~

funciones continuas dentro de la varivdad. Esto no deébe
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significar que "toda'" la variedad, con todos sus elementos,
pueda representarse de una sola y reversible manera por los

valores de sistemas de coorienadas (por ejemplo, esto &g im

p031ble para la esfera, para la cual es n = 2)3 significa

solamente que si P es un elemento arbltrarlo de la varledad

siempre existe un cierto dominio en el entorno de P que

- - -

N e f e e N .. 4 v

B X S, R T
puede representarse de manera univoca, 6y reversible por los
valores de un sistema de n coordenadas".

Las necesidades de la geometria diferencial global,
cuya importancia se manifestd con impetu en la dé&cada
1930—1940 para reforzar con las herramientas del c&lculo

dlferenc1al los progresos que iba haciendo la Topologla,

obligaron a puntuallzar blen las deflnlclones ba51cas de

105 espacios multidimensionales. El primer ensayo fué el

2 -

llbro The foundatlons of lefcrentlal Geometry, Cambrldge

Tracts, n°® 29, publlcado por O Veblen (1880 19860) y J.H.C.

Whltehead (1904 1960) en 1932 cuya idea esen01al fpe lq

de deflnlr rlgurosamente las relaclones entre la varledad

y los 51stemas de coordenadas que se 1ntroducen en ella-

pard su estudio, hac1endo una clara dlstmnc1on entre ambos:*

conceptos. Se formula por primera vez de manera explicita

"

que las variedades que estudia la geometria diferencial son
un conjunto de d05~elem&ntos: prlmero, la variedad como

conjunto de puntos, para cuya deflnlclon y tratamlento la

. .
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"t%pgldgia:éﬁﬁinistna las Gitiles y los medios necesarios:

" segundo, 'un cierto conjunto de "sistemas de coordenadas
-admigibles” gue permiten el estudio M"diferencial' de la
fVarféaad y entre los cualés déberdn existir ciertas. fér-

:'ﬁulas’deutransformacién o ciertas relaciones de!equivalen
‘ecid que los 'vinculen entre si y permitan pasar d¢ .unos
sistemas 'a otros.

‘Esta idea se ‘fu? puliendo y simplificando, hasta lle
gar.a la definicidn actual 'de "variedad difercenciable" que
veremos 2n esta Monografia, y que es ‘el .resultado de suce
sives perfeccionamientos debidos principalmente a.H.Whitney

(Differentiable Manifelds, Annals of Mathematics, vol. 37,

1936, p.645-480), C.Chevalley (Theory of Lie Groups, Prin-

éeton;:iﬁus, Cap. III), S.S.Chérn (Topics in-differential

gebﬁetry, curso mimeografidde, Princeton, 1951) G.-de Rham

(Vari@tés,ﬁifferentiables, Hermann:, Pabis; 1955), A4Lichne

rowicz (Thiorie globale des. connexions et des groupes

d'holonomi», Paris, 1955, Cap. I). A partir de este fecha,

la definicidn de variedad diferenciable es ya-.usual en
todos ‘1os textos de Geometria Dafevencial,
En todas las definicioneés se trata de introducir:

" coordenada’s x., que pueden sustituirse por otPas mediante

1
digprtas "férmulas de trabsformacidn’ xi = ké&xi,xg,«..,xn)
sujetas @ determinadds condiciones para mantemwer la. biuni-

vocidad entre las ®; y las xi. Para hacer geometria hay



=g

‘intrinsecos.a la variedad. La primera alternativa di6 lu-

“E-
que ;elegir un detgrmiqado sistema de coordenadas, tpgbajar
con &l, y .luego prg?ar:que }os:ngsqltados'obtgnidos.pp Qe-
penden del sistema elegido. Para asegurar esta’indépenagg

cia-del .sistema de coordenadas, o'sea, para dlstlngu1r las

~propiedades intrinsecas de la varie dad (1ndepend1entes del

sistema de gcoréenadas) de las que no lo son, se presentan
dos posibilidades, a saber: a) Encontrar unas reglas de

.c8@lculo apropiadas tgles:que?‘aﬁn ut;lizandg goordenada;,
se-sepa en cada momento cuales son los resultados que no

‘

dependen de ellas; b) Suprimir las coordenadas y operar .,

;unicamente. con ciertos elementos que sean ellos mismos

’

’

gar allcalculofbensorwal y corrbsponde a la tendenc1a de

- la tradlclonal geometrla en coordenadas. La segunda, muy

Mo e i o1

dnfluida por el &lgebra. modevna, corresponde a la tenden-

~
s -
- RPN

eia de la. geonetrla 31nt ca y es, en‘ggnena;, Jnas breve

N b
. e e . ’

# B w e saree
"

y elegante. e

Netetmet e .

'vA PR

B L L T S, e P

Aln a-riesgo.de perder en elegancla, perc ganando en

efiectiyidad, en la .presente exposicidn vamos a seguir in-

distintamente una u.otra tendencia, seglin convenga a cada

caso, sin aferrarnos a un exagerado exclusivismo. Creemos

’
ot

. por otra parte,.que conviene conocer y ejercitar ias dis-
.tintgs.pdsébil;dadesa.p@rg poder disponer de todas ellas
.cuando aparezca la necesjdad de atacar un problema con-

creto. .
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Aunque ¢l titulo de la Monografia es “Vafiuéédés'Di
ferenciables" incluimos una iytroducciéh a los grupos de
Lie, cuya teoria, deéde los trabajoe de E.Cartan (1869-
1951) y C.Chevalley, estd indisolublemente ligada”é la-

. .geometria diferencial.

" E1l contenide puede-considerarse como el nficlee central
sokre el gue se han Lasade los ‘curscs regulares de Geometria
Diferencial, dictades por ambos aiutores en la Fagultad de
Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Buenos
Aires, durante los Gltimos afies. La idea ha sido reunir

los conocimientous gue se consideran indispensables para

-
peder proseguir con estudios mas: especializados. ..

Buenos Aires, felrero 197%
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CAPITULOLT : - . .0 -

' PRELIMINARES TOPOLOGICOS

1. ESPACIOS TOPOLOGICOS.

.
L.

Suponemos conocidas las definiciones elementales so-~
bre "conjuntos y subconjuntos, asi como las operaciones fun
‘damefitales de unidn.e interseccidn entre ellos., Representa

remos el conjunto vacio por #.

" DEFINICION 1.1. Se llama espacio topoldgico a todo

conjunto E en &l cudl se distinguen una familia de subcon

»

juntos, "Ilaifados abiertos,.qﬁe cumplen los siguientes
axiomas:’

1. La unidn de cualquier niimero de abiertos es un

abierto;
P i

2. La interseccidn de dos abiertos es un abierto;

3. El conjunto vacio es un abierto;

4. E1 conjunto total E es un abierto.

Los elementos de un espacio topoldgico se llaman pun-
tos. En‘algunos textos, los axiomas anteriores aparecen

.

reducidos. Por ejemplo, si en el Axioma 1 se interpreta

. e
que el cero entra dentro de "cualquier nfimero', enfonces
la unidn de cero abiertos es &l conjunto vacio y el Axio-
ma 3 resulta consecuencia del 1. Sin embargo, dejando de

lado la independencia, el sistema anterior es el mas usado

y el mas cd®modo para nuestros fines,



P

logia es. mas fina que la primera. ‘ -

{?@ﬁm*

™,
&

g vl

Fara un mismo conjunto:E, las familias de abiebtos

puéden ser diferentes: los espacios topolégicos correspon
dientes son entonces tambi&n diferentes. Al asignar: a' E
una fawilia de abiertos, gue cumplen'los-axiomas anterio-
rés, se dice gue se¢ ha asignado’ a E' una estructura de espa
cio topoldgico, o bien, una topologia. Si sobre un mismo

con?ﬁnto se tienen definidas dos topologfas y ocurre que

" todalabierto de la primera es tambi®n ur abierto de la

segunda’, pero no al revés, se dice que esta Ultima topo-

Ejemplos Tl e

1. Tomando como @ihicos abiertos el conjunto vacio ¢

y el espacio mismo E, se tiene definida una topologia. Es

la menos fina de todas. Se llama la topologia concreta

o fa topalogia trivial.

’ 2. fomando como abiertos todos los subdonﬁunfos de E,
incluidos el @ y‘el E, se tiene otfa topoiééiai‘ée'ilama
ia‘topoiogia.discreta de E. Es la més finé de todas. En

glla lds puntos son abiertos de E y este hecho c:ricteri

3
* .

za la topologia discreta.

5.‘S;a la recta real -» < x < o, ﬁasfamifﬁa de abier
fos a <x <b (a,b nﬁﬁaros cualesquiera, tales que a < b),
jdﬁfé con la ;nién de un nﬁmefo cualquiera &e'ellés” defi-

ne una topologia. Obsérvese que el Axioma 2 vale para cual

quier nfimero finito de abicertos, pero puede no valer para
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un- nimero infinito. Por ejemplo, en la topologia menciona
da,. los abiertos -1/n <x < 1/n, para n # 1,2,3,... tiienen
por interseccidn el sdlo punto-x = 0, .gue no.es un abierto.
i.- 4. Sea un conjunto de puntos A-contenido en el espacio
topoldgice. E. Tomando como abiertos de A las .interseccioneés
A MU (U abierto de E), se tiene definida sobire A una topo-

logia. (puesto que U(a Ui) = A N (U Ui),‘(A.r‘Ui) (A N Uj)=

= A N (Ui r\Uj)). Esta topologla se llama la topologia in-
ducida-en A por la topologia de E, o tambi&n la topologia

relativa en A. Se dice tambi&n que A es un subespacio topo-

ldgico de E.

2. BASE DE UN ESPACIO TOPOLOGICO

- .

DEFINICION 1.2. Se llama base de un espacio topold~

gié; E a toda familia de abiertos‘{Ua} de ﬁ‘tal'que todo
abierto de E sea‘upién:dg Uaf E}‘éo;{u;to Yacio se inter~-
prgta comqv;a unidn de un,cppjuntp vacib de abiertos Uai

Son- importantes los espacios topplégicos|que~aﬂmiten
una base numerable. §e dice, a veces,<q&e ta;es‘éspacios
.satisfacen al segundo axioma de numerabilidad.

Sea E un cogjuntp y'ﬁUa} upa familia de subconjuntos,
Interesa saber si'{Uu}_pueQe tomarse como base de una to-
pologi@ de E. ?ara(ello es necesario y suficieyte que:

M ¥
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a) L séa unian de Ua’

b) La  interséccidnu de dos Uu’ sea también unidn de Ua'

Ccrni e&tas ﬁos copndiciones, es claroc que se cumplen
'1asvdonﬂiciones’qun'exigefla definicidn de espacio topold
gito. A veces conviede sustituir la condicién b) por la
‘siguienfe:

% t € N iiste at
b*) 8i x Ua Uﬁ’ existe un UT tal gque

c Cu,.
x € U? Uy Uﬁ

Dos bases que determinan la misma topologila, o sea,

"la misma familia de albiiertos de E. se llaman equivalentes,

3. EL ESPACIO NUMERICO R"

DEFINICION 1.3. Se llama espacio pumérico R" a1 con

junto-de todas las n—uplas.(xlgxz,.w,,Xﬁ) de niimeros.rea-
- ' R o pes

les, dados en un cie¥to orden. Cada una de estas n-uplas

se llama un punto del espgcio y los nimcros reales

Hy9Rpare-oX se‘lla@%n‘;a§EQQOrdenadas del punto,
Para.unificar .el enunciado de cigrtos resultados y
teoremas se suele completar la dofinicidn anterior con el

. s . 0
convenio de que para n = 0 el espacio numérico R esta
formado por un sd8lo punto.

Tomemos en R" la familia de abiertos formada por los

‘conjuntos de puntos x(xi,xz,‘..jxn) tales que

(1.1) a, <x, < bi’ i=1,2,+¢4,1
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ip

siendo a(ai,ag,...,an) y b(bl’bQ""’bn) dos puntos de R"

tales que las diferencias bi~ai sean todas positivas. Lla

E3

. . n .
maremos a estos abiertos intervalos de R". Ellos definen
: ’ n . . .

una base en R, por cumplirse las condiciones a) y b) an-

'_A 'Z - '- ‘ - .
~ "teriores. La topologia correspondiente se llama la topo-

n . 3 n .
logia natural de R . Siempre que se mencione a R -como 'es
pacio topoldgico, se entenderd con la topologia anterior,
que tiene como abiertos a los intervalos y a los conjuntos

formados por unidn de los mismos.

Si eﬂ (1.1) séwéuponen a; vy bi racionales, los inter
.valos (1.1)‘coﬁé£}tuyen tambi&n una base de 1la mismé topo
logia anterior, pues todo intervalo rggl es unidn de inter
valos racionales. Por tanto:

. . :n L - :
El espacio numé&rico: R, con la topologia natural de-

finida por los intervalos (1.1) como abiertos, admite una

hase numeprable. .

El espacio numé&rico R puede considerarse también
como un espacio vectqrig;,dégdiméﬂsién.ﬁi Los vectores
son entonces las n-uplas X(xi,XQ,E..,xn)g con la ley de
adicidn X+Y = (x1+y1,¥é+y2,...,xn+yn) y el producto por
un escalar definido por X = (kx',%x2,.{.,)xn). A veces
conviene considerar a R" como espacio topoldgico y a veces
como espacio vectorial. En el primer caso, las X se llaman
las coordenadas degl purnto x y en el segundo las.combonen{es

del vector X.



-13-

L, ESPACI(OS METRICOS

DEFINICION 1.4. Una funcidn dkk&) de ilaiores reales,
deflnlda para todo par ordenadg x,y de puntos de un espau
cio top.ldgico E, se dice que defln una metrlca_en E, o

"que define una estructura de éspacio métrico em E, si cum

B i .y
ple las siguientes condiciones:

a) d(x;y) 0y d(x,y) =0 si y sbéloc si x = v

v

]

b) d{x,y) df{y,x) (propiedad de simetria);
c) a(x,y) < d(x, z) + d{z, y) para cualqu1er terﬁa
de puntos %,¥,2 (propledad trlangular)
ﬁl niimero real d(x,y) se llama la dl&nanc;a entpe
los ﬁ:ntos'g,y. _

Un espacio topol&gico en el cual se ha definido una

" m&trica, se llama un espacic métrico.

Por ejemplo, se puede dar a R" una estrictira dé es
pacio métrico, definiendo la distancia d(x,y) pof

. . i - W m T 2 M '2 + » e . 2 1’/2
(1.2) d(X>y) = [(Xl—-yi) + {X ""}’2} "’;- -‘-+ (Xn*yn> ]
la.cual satisface a los postulades a), b), ¢) anteriores.

. n . ) o "
.El espacip R con esta métrica se llama el espgcio eucli-

diano de n dimensiones. )

Dada la métrica d(x,y) se define la bola abierta de

centrd x y radic r (r > 0) comb el conjunto de puntos y

tales que d(x,y) <r y la bela cerrada de cemtro x y radio

r como el conjunto de puntos y tales que d(x,y) <r. La
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esfera de R" de centro x y radio r es el conjunto de pun-

1

tos y tales que d(x,y) r.

Sea Br(x) la bola abierta de centroc x y radio r. Un
o : A

subconjunto U del espacio m&trico E se dice que es abier-

to, si para todo punto x € U existe un nfimero real r > 0,

tal que Br(x) € U. El conjunto de estos abiertos, mas el

Spea L,
-

conjunto vacio, forma una famiiia,de ahigrtos que definen
una topologia en el espacio métrico E. Esta es la topclogia
natural que.se supone definida en todé‘espacio.métribo
cuando no se especifica otra cosa.

'Séa {xi} una sucesidn de puntos del espacio métrico
E, que tiene la ﬁropiedad de que péra cualquiér e » 0 exis

te un nGmero natural n(e) tal que para k > n(e) y m > n(e),

sea d(xk,xm) < £, Una tal sucesidn se dice que es una suce-

[ryeon -

sidn de Cauechy. Si dada la suCesién'{xi} existe un punteo x
de E tal que para cualquier n » 0 existe n{n) tal que para
n » ni(n) sea d(xn,x) < n, entonces la sucesién’{xj} se di-"

ce queé es convergente.

T

DEFINICION 1.5. Un espacio métrico se dice gue es
'Qcompleto,Asi toda sucesidn de Cauchy del mismo es una su-
cesidn convergente.

5. ESPACIOS SEPARADOS O DE HAUSDORFF

DEFINICION 1.8, 86 1llama entorno del punto x € E, a

todo conjunto U C E que contiene a un abierto que
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contiene a =.

DEFINICION 4.7. Un espacio topoldgico E sc dice que

¢ ‘s N . . .“ * - . .
es separado @ de Hausdorff, si cualesquicra que sean los

puntes %,y € B, ocxisten entornus Ux,“;Yy sin punto comfin.

No debe confundirse !separado' con "geparable', nom-

bre este @ltime que se da a los espacios topolégicos que

contienen un subccnjunto dense {ver la Definicidn 1.12.)
y mumerable. Para evitar la confusidn los llamaremos siem

pre,ﬁspaqios de Hausdorff.

Ejemplos

1. Considercemos &l conjunto E formado por dos ractas

con l&s partes x < 0 identificadas y las partes x > 0 di-

ferentes, y en cada caso lcs abiertos sean les intervalos.
f L . . . Lo . o toer
Los puntos x = 0 d¢ cada recta son dos puntos diferentes

3 B ) ‘

i » : e

i

‘de E y sin embargo no tienen éntorno sin punto comiin, o

sea, E no es de Hausdorff. .
23‘£é récta feal, %omandé ¢omo abigrtgé las éemibec—

“tas a la derecha.de tédé punte (a < x < wj!es un espacio

t;poiégdéo que.ﬁg es de Héusdorff. Vemos as{ que‘sobré la

P .

recta real los abiertos 2 <x <bh y los a < x < « definen

i R .

topologias diferentes, pués la primera es de Hausdorff y

la s¢gunda no. La primera topologia es mds fina que la se

gunda.
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3. Todo espacio m&trico, con su topoloﬁié natural, es
un espacio de Hausdorff. En efecto, dados dos puntos x,y

.tales que d(x,y) = a.> 0, los abiertos Ba/Q(x)A_Bg}é(y)

no tienen punto comiin.

6. OTRAS DEFINICIQNES ' oo

En 1las definidioneslsiguiéntES;}E represeﬁta un espa
cic topoldgico dado. |

DEFINICION 1.8. Se dice que un panto x es interior a
un conjunto A C E, si A es .un enéorno ﬁg x.vg} conjunto

[
RIRY

de los puntos interiomes de A se.%lamé el.iqterior de A,

DEFINICIOle.QL Se dicg-gue un puptofx‘eé adherente
a un conjﬁnto ACE, si todo entorno @e_x"contiepe por lo
ﬁénos un punto dé.A..Bl:qonjgpFo deﬂlqs”Ppn£os adherentgé
dé A se }lama la adherencia o lgug%éusura'de Ay ée repre
senta’bor‘x. '

DEFINICION 1.10. Se llaman conjuntds cerrados de E a
lés“complementanios de:-los abiertos de E, es decir, a los
E*Ua; siendo Ud un abierto de E. El conjunto vacio y el.
espgéio enterc E son, a la vez, abiertos y cerrados. ’
. Un subespacio A E se dice que es‘cerr;do: si E-A
es ﬁn abierto E. . ;

DEFINICION 1.11. Un punto.x se dice que es un punto

frontera de un conjunto A de E, si es a la vez punto adhe

rente de A y de su complementario E~A. E1 conjunto de los
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puntos frontera de A sc llama el borde, el -.contorno o la
frontera de A y sc represeita por CA.

DEFIHNICION 1.12. Un conjunto A se dice gque es denso
en E s2 A = E.

DEfINICIOﬂ 1.13, . E se. dice que es conexo si, siendo
A y B abiertos de E no wacfes, la relacidn A UB = E impli
ca A CB ¢ ¢,

Obsérvese que en la definicidn se puede sustituir
"abierto" por Ycerrado" y que de ella sc deduce que "E es
conexo. si y sblo si los fGnicos subcenjuntos de E que son
.a la vez abiertos y cerrados son E y #".

+, -DEFINICION 1.14. Un espacio topoldgico E se dice que
es gompacto, si todo cubrimiento de E por abiertos contie
ne un pubrimiento~finito.4 v
Pard probar la compacidad de un espacio es a veces
- itil la siguiente

DEFIMICION 1.1%. Una familia de conjuntps se dice

que ‘tiene la "propiedad q§hﬁpﬁ§nsepcién finita®, si toda

...... e -

subfamilia finita de la misma tienme interseccidn no vacia.

Vale aritonces ¢l siguiente teorema ug viene a- ser
g ] L ok

la definicidn dual de compacidad: i

-

TEOREMA 1.1. EL espacie topoldgico E es gompacto,

si v g6lo si, toda familia de conjuntos cerrades de E

gue tenga la propiedad de¢ intersceci®dn finita, tiene

- , 3 o 4 rd .
intersecc1dn no vacla, . BN
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Deémostracidn. T . - - .. : .

a) Supongamos que E es compactos Sea'{Ca}‘ugguifyi{ia
Qﬁwgﬁrrados con.la prepisdad de interseccidn finitay hay
que demostrar que su interseccidn no es vacia. &i fuera
vacia, los ggmgggmentarios'{ﬂ#ca} serlan abiértos que cu

“bren- E y por tanto un nfimero finito de ellcs tambi&n cu-
briria L. La interseccidn de los Ga correspondientes a
estos Gltimos seria vacia, contra la hipStesis de que

’5{C;} posee la propicdad de interseccidn finita.

b) Supongamos qué s& cumplen las condiciones del teo
rema. Queremos demostrar que E es compacto. Sea'{Au} un
cubrimiento por abiertos de Ej los.cqmplementavios!{EwAa}

- tienen interseccidn vacia. Por tanto, existe una fépilia
finita de'{E~Aa} ccn interseccidn ‘vacdia.. Sus -complementa
rios forpan un cubrimientc finito de¢ B por abiertos,

También facilita la demostracidn de la compacidad de
cisvrtos espacios, el siguiente ..’

TEOREMA 1.2. 'En ld Ddfinicidn 1.14,; los -cubrimientos

+ de E pueden limitarse & cubrimientos.pon abiertos de una

base determinada.

En efecto, sea- {Ua}‘ﬁnrcubnimiento-por abiertos
tog de B,%se tiene 'también un ppbpimianto'{B&} con Ba:C cC.
Si parad todo:cubrimiento '_{Ba‘}_gxis’t;.e un cubrimiento finito

formado pon Bl,BQ,..,,ﬁm, como cad@f3i=perteneoe.a,un,

’
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cierto Ui de'{Uq}ﬁ tambi®n estos Ui formar&n un cubrimien
t6 de E. Es deécir, con s®lo suponer que la condicidn de la
Definicidn 1.14 se cumple para abiertos de B, se deduce que
se cumple para abiertos cualesquierd.

*-8in dar ' la demostracidn, enunciamos el ‘conocido y muy
fitil feorema siguiente:’

TEOREMA 1.3. Todo suﬁespacio cerrado y acotado de'Rn

es compacto.

Decir Pacotado' significa que las coorderadas de sus

‘puntos estdn acotadas, o biehn, que puede encérrarse dentro

de un cubo o una esfera suficientemente_ grande.

Obsé&rvese que R" no es compacto. Para.espacios.compac

‘tos es fdcil demostrar el siguiente' -

TEOREMA 1.4.: Tode subespacio cerrado de un egpacio

compacto es compacto. - B L o
Interesa también el teorema

TEOREMA 1.5. 8i E es un espacio topoldgico compacto,

todo conjunto de puw%cs:{Pi} que contiens infinitos puntos,

tiene por lo menos un punto de acumulacidn, o sea, un pun-

to Q tal qué cualquier entorno de Q tiene @lgfn punto del

conjdnfo'{Pi}:dj?Hn&O dh,élf ;

(>3

‘Par.tanto, .segln la definicidn de. espacio métrico,
compléto,Ase tiéne

TEQREﬁA 1.6. Tedo espacio mdtrico compactc @s completo.

’
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“. +Finalmente wvamos a resumir:a»continuacién unas ﬁlti—
"mas definiciones y algunos teoremas refe?entas a las mis-
mas;:.que.van a ser-litiles en lo sucesivo. Estas definicig
nes difieren a veces. digeramente de un autor a otro. Las
demostraciones de.los tepremas- que se mencionan pueden
verse en la mayoria dc¢ los textos de Topologia Gemeral,
por ejemplo en los de KELLEY [13], LEFSCHETZ [16]-,
HOCKING-YOUNG [9] y WILLARD [33] citados en la bibliogra-
fia.del final. o
DEFINICION 1.16. Hn espacio topolégico'E~se dice que

es localmernte compacto, si todo punto del mismo posee un

‘entorno compacto.
DEFINICION 1.17. Un espacio topoldgico E se dice que

es regulan, si para .cada punto x y cada entorno U de x

existe un entorno cerrado V de x tal que V T U.

- i

DEFINICION 1.18. Un espacio topoldgico.E se dice que
.es normal, si‘para cada par de coOnjuntos cerradpes.y dis-

_Jjuntos A y B .contenidos en E, existen.conjuntos abiertos
.ty _disjuntos U-.y V tales que 4 < U, BC. V., .

.DEFINICION. 1,19. Dados.dos cdbrimientos‘{Ua} y'{va}-

de un espacio topoldgico E, se dice que el seguqﬁp,es

i <

m&s fino que el primero o que es . un refipamiento del pri-
mero, si para todo Vﬁ existe un U,.tal que Vﬁ C U, -
... DEFINICION 1.20. Un cubn?miento’{Ua}:de E ,se, dice

que es localmente finito, si para todo punto ® € E, existe
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un entorno de X que solamente tiene punto comfin con un nt

mero finito de conjuntosf{Uu}. El cubrimiéntml{Ua} se dice

que es de tipo finito, si todo conjunto Uasofamenfé'tiene
punto ‘comfin con un nimerd finito de conjuntos'{Ud};

PEFINICION 1.21. Un espacio topoldgdice E se dice que

" es paracompacto, si es de Hausdorff y todo cubrimiento por
abiertos de E admite un refinamiento por abiebtos local-
mente finito.

Los espacios topoddfgices que son el sostén de las
variedades difercnciables gque quercmos estudiar son espa
cios dé Hausdorff de bas¢ numerable. Interesa, por tanto,
recopilar algunos resultados de estos eéspacios y sus vin-
cula@iones con los gque acagbames de definir. Eu este senti
do son interesantes los siguientes teoremas:

TEOREMA 1.7. (Lindel%ff). En un espdcio tepolbdpico

de base numerable, todo cubrimiento mor abiertos de un

subconjunto arbitraris, tiene un subcubrimiento numerable.

TEOREMA 1.8. Todo espacio topoldgico regular de base

numerable, .es normal. LlifgﬂaVJ

TEOREMA i,ﬂ. Todo espacio topoldgico de Hausdorff y

localmente ¢compacto, es vagular. -

‘TEOREMA 1.10. Tede espacio métrico es paracompacto.

TEOREMA 1.11. Todo ESpacie*paracoﬂpacto es mormal.

TEOREMA 1.12. Si el espacio topoldgico E es normal,

para todo cubrimicnto por abhiertos {Ua} localmente finito,

s ) . R . sl " e U C .
.ehlste un refinamiento {Vu} tal gue VQ Ua para todo a,
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Un ejemplo de espacio. no paracompacto: es el semipla-
“no.y > 0 con la topologia usual de-intervalos,  mas la rec
-ta y = 0-junto con-los abiertos formados, por.la unidn de
cada punto (%x,0) y un.circulo abierto contenido eny > 0,
. tangente:en (x,0) a la recta y = 0, Con esta topologia,
ntado subconjunto del eje’'x ‘es cerrado. Ep, particular, los
racionales Q .y los irracionales I forman cdnjuntos cerra-
dos disjuntos que no admiten abiertos disjuntos que ‘los
contengan, -Por tanto el espacio-ilg. e normal y, en conse-
cuencia, -tampoco paracompacto. 'Sin embargd, es de Haus-
dorff.
Para mas detalles ver el libro de STEEN-SEEBACH [27]
} " donde se encuerntran interesantes ejemplos ‘de espacios para

los que se cumplen parcialmeénte las condiciones de' los

teoremas 'anteriores, .pero no las restantes.

d L. S e . : . I A
.. 7. APLICACIONES ENTRE'CONJUNTOS ' .

DEEINICION'1,22. -Sean X,~¥ dos conjuntas. Una rela-
[% cidn f que a cada x € X hace corresponder uhB’? Wir'sold
I ¥ = . f{x).¢ Y, se -dice que ‘es uné*aplicaciéh de X en Y o
‘también una funcidn definida-en-X con valores en'Y.' S¢

i

representa fi ¥ + Y El conjunto X se llama el dominio y
r el..conjunto Y elieédoﬁinio_de 1a aplicacién. Se dice tam
bi&n que Y es'la.imagen de X respecto de f.
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DEFINICION 1.23. Una aplicacidn f:X + Y se dice que
eS' )
a) Suryectiva o simplemente "sobre', si f(X) = Y,Tes
dec%r, gi las .imdgenes de¢ los puntos de X cubren todo Y;

b) Inyecotiva si £(x) = f(x') implica que sea x = x',
Es decir, si ningln punto de Y as imagen de mds de un pun
to de X

c) Biyectiva, si es suryectiva e inyectiva a.la vez,

Si Y = ¥, la aplicacidn que a cada ¥ hace carrespon-

der el mismo x, se llama la .identidad o aplicacidn idén-

tica, Si X C Y, la restricciZn de la identidad a X se lla
ma la inyeccién,natural,de X en-.Y. )
Eqra toda gg;ic&aiéq'biyectiva o biyeccign f:¥ %{?,
estéd definida la aplicacién inversa fhl:Y + X, tal que si
y = f(x), es x = fhl(y). Si £ no es biyectiva, no existe
la aplicacidn invensa;‘sinvgmbargo, si A C vy, se represen

.ta pob fﬂi(A) al conjunto de puntos de X cuya imagen por

f es A. -
DEFINICION 1.24. Dados tres .conjuntes, X, Y, 2 y dos
aplicaciones f:X + ¥, g:Y » Z, la aplicacidén X + Z defini

da por z = g(f(x)) se llama la aplicacidn compuesta o com-
O \ : .

posicidén de f y g. Sec represerta por gof.

De la definicidn se deduce que se cumplen las rela-

ciones



3T

(1.3) - fo(goh) = (fog)oh .(gof.)“1 :’.ff-mlog"—i

la dltima de ellas bajc la hipdtesis de que f y g sean
ambas 5i§ggtfva§. o C Lo
Las défﬁnié&ones anteriores valen pafa'bdnjuntoéygv
cualesquiera. Sean ahora E; E' dog‘espacids topoldgicos.
DEFINICION 1.25. Uﬁa’aplicacién f:E + E! se dice que

@2 continua en un punto x € E, si para todo abierto U* de

E' qué contiene a f(x), existeé un entorno de-x-ecuya imagen

estd contenida en UF.

T.. .DEFINICTON 1.26. Una aplicacidn f:E + E! se dice que

es continua en E si e¢s continua en todo punto x de E.--

Representando por‘fﬂifU*) el'donjuﬁtd de pontos de E
cuya imagen por f es U' C E‘,.se puede también decir que

£:E + E! es continua, si la imagen por f—1 de "todo abierto

de E' es un abiertd de E. v
DEPINICION 1.27. Una aplicaéién £iE + E' se dice que

es una aplicacidn topolégica o un homeomorfismo, si es bi

yectiva y bicontinua. Decir que es bicontinua significa

-1 S RS

que soONn continnas f y £ 7.

De la definicidn de continuidad se deduce que’losQ“

S . e ' :, . .
‘homeomorfismes y sus- - imnversos transforman'abkgrtos en abier

tos, o sea, colservan las topologias de E'y E'. Otras cen-
secuencias inmediatas de la definicisdn son: ‘

a) La composicidn de homeomorfismos es un homeomor-

fismoi
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b) Leos homeomorfismos eonservan la compacidad.

Una propiedad- de un espacio tbpol&gibé se dice que
es Una;prgpiedad topoldgica, si se conserva por homeomor
.fismqu Per ejemplo, Ia compacidad y la.prqpie@gdy@e‘ger
© mo conexe, son prcpigd;des topolégicgs.

Todo coenjunto homeomorfo al segmente 0 < x <1, se
llam; un’ggggide éurva y todo cbnjunté homeomorfo ; una

circunferencia se llama curva cerrada.

DEFIMICION 1.28. Un espacio topoldgico E se dice que

" e conexo por avrcos, si .cualesquiera que sean 103 puntos

Ke¥ fbg; cxiste un arco'qué los uhe contenide en E.
“1Todd espaéio toﬁolégico que es conexXxo por arcos es
conexo en el sentido de la Definicidn 1.13., pero no reci
“procamente. Por éjemplo, la clausura del conjunto de pun-
‘tos' de R2 de coordenadas (%, sen(ﬁ/x)}, con 0 < x' <'1, con
léjtgbologia'sﬁbordihada por la natural de RQ, es conexo,
-piro no es conéio'por'arcos, puesto que los puntos del- .
ségmento (0,y) con -1 <y <1 no pﬁeden unirse por”uh arce

de curva continua con otro punto que mo esté& ern dicha seg

e .

mento.

8. APLICACIONES DE R™ EN R™

Dado un abierto X. C Rn, una ,aplicacibn f:X - R™ ests

determinada por m aplicaciones fi:X -+ R1 de X en la recta
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~absolutamente convergente.

F . e
: 1 .4 .
caclones fi:X + R” definidas por f, o sea, las funciones
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real, tales- que

(1.4) flxr) =-(fl(x}sfg(x}s‘..,fm(x))

para todo x € X. Es decir, si (xl,xz,..

.,Xn) son -las coor
denadas de % € X e (y15y2,...,yn) son 1las coordénadas de

y € Rm, la aplicacidn f define las m funciones r&ales

o

(1.5) vy, = fi(xl’XQ""’xn)’ 1= 1,2,...,m.

i
Reciprocamente, m funciones reales del tipo (1.5)

definen una aplicacidn f:X r™,

3

i

DEFINICION 1.29. Una funcidn P(xl,xQ,...,xm)!se dice

que es. de clase c” (r entero > 0) en el subconjuntg X de
Rn, si existen y son continuas todas las derivadas parcia
les de F. hasta el orden r inclusive, en todo punto de X.
Se dice tambi&n: a) que F es de clase ¢® si es con-
tinua en X3 b) que es de clase c” si admite en X derivadas
parciales continuas, de cualquier orden; c) que es anali-

tica, si admite en un entorno de cada punto de X un desa

rrollo en serie de potencias .de las variables ®; que sea

DEFINICION 1.30. Una aplicacidn f:X = R™ de un

abierto de Rn en R" se dice que es de clase ct (respec-

. « © - . D
tivamente de clase C o analitica), si son de=clase C

(respectivamente de clase c” o analiticas) en X, las apli

(1.5).
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En Geometria Diferencial se trabaja- generalmente con
9 . + w P . 3 . 3
aplicaciones de clase ¢ i Por esto y para abreviar, dire-

;. - .t -

mos simplemente que una aplicacidn es diferenciable si. es

s}
de clase C . En caso contrarid, lo. mencionaremos explicita

mente. -

PR e o [ “—x -

DEFINTCION 1.31. Se llama matriz jacobiana de una

.aplicacidn de clase C1 fiX + R™ (X abierto de Rn) a la

matriz mxn de las derivadas parciales afi/axj (i = 1,2,...,m3

i =1,2,...,n), Sin.<my la matriz jacopianghtiene rango

n en todos los puntos de X, la'aplieacién se llama regular.
§i indicamos D(f)(p) a la matriz .jacobiana de f en

ps entonces la regla de lé‘cadena‘ﬁe puede escribir de:la

forma

D(fog)(p) = D(f)(g(p)).lg(p) (producto de matrices)
Si la notacidn Efi/ij se zresta a confusidn en algln:ecaso,
utilizaremos en cambio la notacién Dj(fi).

DEFINICION 1.32. Sean dos abiertos X C R", Y C R™.
Sea  f:X + Y una aplicacidn de clase cl. si existe la in-
-1

‘versa f ~:Y + X y ella ‘es también de clase Ci, se dice

que f es un difzomorfismo de ¥ en Y. Evidentemente ello

-

e

exige ‘que sea n = M.
En. muchios libros do Anilisis (por.ejemplo AROSTQOL
[1] o REY PASTOR-PI CALLEJA-TREJO £23]) puede verse la de

mostrauidn del siguiente Teorema sobre funciones inversas:
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'TEOREMA 1913, Sean X,Y dos abiértos de R'. Si la apli-

Eaéién‘fzx + Y es de clase Cl y el jacobiano de la misma,

. o sea el determinante de la matriz jacobiana, no es' nulo’

.nen’éiwehtorno'ae un punto xo € X, existé entonces un entor-

no U de x, tal que la restriccidn f:U + f(U) es un difeo-

0

morfismo. ... ..
Representando por J(f) el determinante jacobiano, con
viene recordar las relaciones

i

(1.6) Jd(gof) = J(g).Jd(£f), J(E77) = 1/0(£F)

Es interesante observdr que el Teorema 1.13 asegura

unicamente un difeomorfismo '"local”, en un entorno de cada

punto en el cual es J(f) # 0. Puede ocurrir que aun siendo

J(f) # 0 en todo punto de X, la aplicacidn f:X =+ Y no re-
. . ‘ )

0

sulte biyectiva en todo X. Por ejemplo, sea FiRE » R2 de-

‘finida por '

Xy . X, o
{1, o= (% ... = : .
(,??) gz = e cos’i,x25 Yo e sen?xz

2x

- Es J(f).:T? 1

# 0 y, sin embargo, no es biyectiva,

pues a los puntos (xl,x2+2k), k-entero, corresponde el mis

mo- punto ylgygh

También wamos a utildizar el siguiente cldsico teorema

de.las ‘funciones.implicita®, cuya demostracidn puede verse

en los mismos lugares c¢itados: ' . t. .

*

oy om
. v
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TEOREMNA 1.1@. Indigﬁe&ﬁg' x(xi,xz,..l,xn) a los puntos.

"n . i « m - vA
de R e y(yi,yz,..,,yn) a los de R'. Sea Un

un abier-
M=

- to de RVxR" y f{Un+m + R" uma aplicacidn de clase C'(r > 0).
0 0, _ 0 ®q 0
Sea p(x 5,y ) = PR 4% s.0n,X

o 0 0 .
0’ yi,yé,...,ym) un punto de

Un;m'paré el cual sea f(p) = 0 y el determinante jacobiano

en p sea # 0. En estas condiciones, existe un entorﬁd‘vn

.0 L
de x en R vy una aplicacidn g:vn > Rm, tales que

a) g és de clase C g

b) g(x%) = y% -

L

c) f(x,g(x) = 0 para todo & € v

Recordemos finalmente, otra definicidn:
" "DEFINICTON 1.33. §E'Iiéh5.§ogorte de 'una funcidn F

definida sobre un espacio tojoldgico, a la adherencia del

conjunto de puntos para los cuales es F 7 0. b

9. ESPACIO PRODUCTO

E, dos espacics topoldgicos. Consideremos

Scan Ei’ 2

el conjunto cuyos elementos son los pares (xi,xz) con
12 X € E2.

de los conjuntos que constituyen E1 y ,. Para introducir

xy € E Este conjunto es el producteo cartesiano

2

en el mismo una topologia, se pueden definir los abiertos

de la siguiente manera: W ser& un abiertoc, si cualguiera

¢

de sus puntos pertenece al prgduc%o cartesiano de abiertos

de E

¥ B2 raespectivaménte, @l cual producto esté contenido

1
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,completamente en W. Estog abiertos, incluyendo el conjun-

.to vacio, satisfacen a los axiomas de espacio topoldgico

asi ‘obtenido se llama el producto de Ei y E,, que se repre

vroey e PRSP

SeRtR. PP BqEys

bemudstrese como ejercicio simple que la aplicacidn

- K

p;ﬁlﬁE2‘# %; dgflnl@a D

X . - DI, . ke s 405—'0.- . A
e o? p(fl,xz) Xps COD Xy Ela

2

cidn q:E

x, € E, cs continua. Analogamente;'éé.Eoﬂfinua lanablici
xE, ~ E, definida por q(xl,x2) = %,. Estas apli-
caciones se liaman las proyccciones de:EiXEQ‘sobré El y

1

E2 respectivamente.

Es importante el teorema (Tychonoff):

El producto de dos espacios topoldgicos compactos,

N .

es compacto.
Ejemplos

1. Si R es la recta real y S:L la circunferencia, am~
bos con la topologia natural de intervalos, se tienen los

productos RxR = R? = plano cartesiano, RxS1 = ¢ilindro,

Sle1 =" toro. ‘

o ' Q ) <
_ 2. La parte de R” formada por los puntos de coordena

P
3 N

das ®,,%x, cualesquiera y 0 <x, <2 con la propiedad de,

%depﬁif;car losfbuntdé (Xl’XQ’O) y (xl,x2,2) eg el produc
to szsi. . ’

Evidentemente, no todo espacio topoldgico es un espa
":i P ! - . -

cio producto. Por sjemplo SZ no ‘es producto de o'tros égpg

H

cios topoldgicos.
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CAPITULO II

VARIEDADES DIFERENCIABLES

B

1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

.. ' ¥

Lios espacios topcldgices que hemos ccnsidefaéq,haSta
abora son demasiadce generales para poder estudiar en ellos
lc gue clasicamente se enticnde pcr Becmetria.

Su estudio es 21 ckjeto de la Topelogia. La Geemetria
Diferencial, en cambio,‘qecesita poder intrcducir coordena
das para representar lcs puntos deél eapacio mediante nlme-
ros, para luego operar con ellos y aplicar los pod;;bsos
medics del cilculc infinitesimal. Esto exige ciertas res-
tricciones al espacio que vamos a expongr sucesivamente
hasta‘llegar‘a la defiqicién de "variedad qifereﬂciab%e”‘

Frimero definimos con mayor precisidn el concepto de
representaci®n de los puntos del egpacio mediante nlmeros;
como eso no va a ser todo lo gue pidamo§ para hacer Geo-

metria, le damos ©tro nombre.

“:

DEFINICIOHN 2.1. Una variedad topolégica es un esgpacio

topolbégico X tal gue par.. cade p € X existen un enteorno .
abierte U de p, un nGmsre entero ne negativo n y un homeg
merfisfie x:U + #(U), dande x(U) o¢# un alierto del espacio
P ¢
nupérico R .
De esta manera, si X es una variedad topoldgica y

para p € X, x:U =+ x{(U) es ¢l homecomorfismeo en cuestidn,
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. . 1
a cada q € U lc asociamos x(q) = (x (q)y...,%x"(q)) €. R",
Dicho de otra mangra, reprcsentamos a g por las coor
denadas xi(q),...axn(q); por eso el par (x,U) se suele lla

mar sistema de coordenadas local o carta local, esta G4lti-

‘ﬁa termiﬁoloéié proveniente de la cartografia en donde a
cada punte<de la éup@rficie terrestre se le asignan dos
coordenadasivlatitud y longitud‘(la palabra "local" provie
Béldelfhecho de que, en éeneral9 U # X). Frecuentemente el
par (x,U) se indica como ¢l sistema de coordenadas

- 4 - . °n . : . ‘
K geearX : SR

El primer problema que Se nos plantea es la posible
.Qaviaéién del n para puntos distintos de la variedad o
inciusb ééra'el mismc punto. Para resolverlo necesitare-
mos. de un teérema cuya demostracidn omitimos y que puede
ahcoﬁtrarée.eh Newman [20] o Greenbaig [7]:

.TEOﬁEﬁé 2.2. (Invariancia del dominio): Si U es um
abiérgo de RD y £:0 +‘Rﬁ ©s una funcf&n inyectiva y cdﬁti
nua, entonces f(U) C R" es abierto. ’ ‘ "

Paaemos‘expresar esté ééorama.diéiendb quela propie
dad de ser abierfé”eé invariante por funciones inyectivas
“y:continuas; como lo mismo ocurre con la prOpiedad‘dé‘ser
bonéxos resulta que &l seb' abiébto y conexo (dominio) es

invariante por fumnciones inyectivas y continu;s. Dé'ahi

el nombre del teorema.

.
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Es muy frecuente citar la "invariancia del dominio"
'para referivéé al siguiente colorario: -

COROLARIO 2.3. Si U es un abierto de R" y V es un
abierto no vacio de R™ vy n # m, entoncés U y V mo son homeo
morfos .

DEHMOSTRACION. Supcengames. m <n y sea g:U - V un homeo

1
i

morfismo. Consideramos

n
W o= ah s € 1R = .. = = :
W {(xig ,xn} Rosx_ X 0}

- S, | . :
Entences la funcié&n i:R + W defiuida pov
1(X, 4revaX = (X, 40009 % 30,+.4,0
( 19 sm) ( 19 ] mb st *9 )

es un homeomorfismo (W con 1la topologia inducida por Rn),

en particular inyectiva y contimua. En consecucncia, tam-
* ' i

bién es inyectiva y continua la vsmrosicidn

g i -
UV i(v)cwc iy

For el teorema de invariancia del dominio, resulta i(V)
ablerto no wvacio en Rh, o sea W tieme interior no vacio.
Es fécil probar que ésto Gltimo es falsoy en consecuencia
no pucde éxistir el homeomorfismo g:supﬁéétoﬁ///
Volvemos entonces a las variedades topoldgicas y
notamos la comnsccucncia inmediata del coroclaric 2.3.
COROLARIO 2.4. S8i X es una variedad topoldgica, .
p€g€ Xy (x,U), (y,V) son cartas locales alrededor.de p

(es decir, p € U MV) con x(U) abiertos en R" o y(v).
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abierto en Rm,.entonces n o= W,
DEMOSTRACION. Como x:U —+ x(U), y:V » y(V) son homeo-

morfismog,‘también_lo es
. -1 .
vt togoy Tiy(U Y)Y =+ w(U M V)

Resulta de la definicidn de variedad topoldgica que

“x(U Mv) es abierfo eh'Rn (no vacio pues'ﬁontiene a x(p))
e y(U V) es abierto en R" (no vacio pués contiene a
y(p)). La existencia del homzomorfismo x0y"1 implica enton
ces, de acuerdg al corolario 2f3° que n =m ///

Entonces el n es el mismo &n un punto de la variedad.

Veamos que écurre‘para puntoé aiférentes:

' TEOREMA 2.5. Si X es una Qarieﬁad'topoiégica conexa,

)

. 1. -
entonces el n es el mismo para todos los puntos de la va-

riedad.
DEMOSTRACION. Sea An ='{§‘E X: p tiene un entonrno
homeomorfo a un abierto de R"}.

Como consecuencia de la definicidn de variedad topold
o

N .gica, es X = .U AnL.Comc consecuencia del corolario 2.4,
n=0 .
A NA=#'" sin # m. Ademé&s cada A_ &s abierto trivial-
n m n ;

me te. Luego, por la conexidm, todos -los An deben 'ser
vacios ‘mencs uno, quie es justamentc -lo -que. qlieriamos pro
bar /// T e

Esto .resuelve completamenfe el problcma ,por las

sigui¢ntes observaciones: . .. .o ‘
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i) Tedo abierto W de una variedad tepolégica es una

variedad topoldgica también, siende las cartas

'

1ocales‘(kT, U M#), donde x' es la restriccién

de x a U My,

. -

variedad topolégica es lccalmente ccenexa,

He
[
~A
1
o'} -
[ 5

o))

ppés lccalmente es homecmorfs a abiertes de R
que es localmente conexa.
Entonces, si X es una variedad tcpoligica cualquiera,
sus compenentes conexas son abiertos de X por la conexidn
local de este Gltime y por l@»tanto, en cadévﬁna déiesas

compenentes, el n es el mismo.
Sea o no cognexa la variedad topelégica, si ¢l n es

el misme para todos los puntes dirémcs que la variedad

topcldgica tiene dimensiém n.

Sea entonces X una veriedad topolégica de¢ dimensidén
L ' .

jn'ytseaﬂ}(X,U), (y,U) dos cartas locales geon U v # g,

. o - k s .
-Diremos que las dos cartas estdn C ~reldcicnadas si las

funcicnes: -
:-:ay“i-,g(u T vy » »x(U C V) '

ycxmizé(u mVv) = y(u rv)

‘

son de clase,ck,

'

es decir, tienen derivadas parciales
gertinuas hasta el c¢rdén k. {segln bemos hecho netar en
id demostracidn del corclarie 2.4, ¢stas dos funciones

. . . - n
sah siempre homenmerfismcs entre abiertos de R7).
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Para una carta lccal (%,U), es costumbre referirse

al akierta U comec el dominio_de la carta local.

DﬁFINiCION 2.6. Un atlas de clase CK de una variedad
t6§olégicé X es una famiiia de cartas‘iocales Ck—relaeio~
nadas entre si, cuycs dominios cubran a la variedad X.

Qbservémos que, en principic, puede ne existir un
atlas de ciése Ck para una variedad topolééicé dada.

Supongamos &hecra que teneﬁos un atlas de clase Ck
;sobre una variedad topolégicé X, digamos‘{(xu,Ua):a € A},

8i (x,U) es una carta local de la variedad, entonces dire

mos que (x,U) es cX_ aamisible por el atlas dade si las

funciones

® oxwlzx(U Nu) » x (U NU)
Q o a a .

-1
. r . . N
ROX 'Xa(Ua Yy) x(Ud ' U)

scn de clase Ck para todo o € A,

Csi partimos de un atlas de clase c® de unh variedad
topolégica“y le agregamcs‘todas.las’déftas tk_admisibles
per dicho atlas, es natural que la familia asi formada
tenga alguna prcpiedad de maximalidad;.en.efecto:

‘TEOREMA 2.7. Sea X una variedad topq%égica tal que
existe un atlas de ciase Ck'par; esa Ja;iedad, digamos
A 5”£(xa,Ua):a € éd} entonces la fémilianA' formada por
todas léé car{as'iocales‘ée X“Ck—admi§ibles por A éafisfg

ce las siguientes condicdiones:
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. i) Al-esun -atlas de clase Ck p&ngx
ii) A' es el mixime atlas de clase Ckwque contiene
a A
DEMOSTRACION. i) Sean (x,U), (y,V) pertenecientes a
‘A'. 8i alguna de ellas dos pertenece a A, no hay nada que
ﬁrébar. Sianipgwrna de las dos esti en A, queremos ver qﬁe

la funcidn
=4
xoy Tiy( 0 ¥) > x(U NV)

es de _clase Ck (supuestc U NV # @) y andlogamente para
-1
yox‘f : o
Sea entonces p € U NV: comc A es un atlas, existe
. A € . L 23 ; nv Nu :
ﬁgagUa? € A tal que p qa Intonces, en U v.nu,

Xoy = (xoxhl) o (x ox” T
a a

)

y las dos funciones entre paréntesis.son de clase Ch*por

la construccidn de A'. Luego lo.misme vale para la funcidn
xoyhi. Hemos demostrads entonces que todo punto de y(U M V)
tiene un entornec abierto en.el cual x0y~1 es de& clasc Ck
en todo.y(U NV),

ii) i A" es un atlas de clase ek que contieérc a-.\,
entonées e¢n particular ‘todas las cartas de A" ipn.ck—ad-
misibles por A. . Pers de dcuerdo a la comstruccidn de A',
esc significa A" C A' /// |

Podemos ahora dar la de¢finici®dn de huestros objetos

de estudio: o ' .
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DEFINICION 2.8. Una veriedad diferenciable de clase

Ck y dimensidn n es el par formado por una variedad topold
gica Hausdorff y de base numerable de dimensifn n y un
atlas maximal de clase Ck para la variedad.

ﬁa hipétesis de ser un espacic de Hausderff es esen-

cial para pasar dec un espacio de Riemann a un espacio mé-

1o Po e g
s

trico seglin indicaremcs mds adclante. El estudio de las
variedades diferenciables que no son de Hausdorff eé‘ﬁtil
en el estudic de ciertas variedades cociente (ver, por
ejempls, R.S.PALAIS [21]). La existencia ‘de una base ni-
merable es esencial para el estudio de 1la integraciéﬁ'en
variedades, que tamhién veremos.

Las'pﬁopiedades topoiégipas de las variedades difée-
renciahles son las del espacio topolégicc subyacente. Asi,
se hakla de variedades .diferenciables compactas, conegas,
paracecmpactas, etc., si lo son los espacios topoldgicos
que .les sirven de base:

Cemc, en general, estudiaremos variedades diferencia
ble de clase Cw, en lo sucesivo, al decir variedad dife-
renciable, entenderemos que se trata.de.una variedad de,
clase C?;;en casa contrarig lo advertipemoswexgligita@egte.

Antes .de ver algunos ejemplos de.variedades difeyen-
ciables; notemos que, en vista dé; Teorema 2.7, para dar
una- variedad .diferenciable: no héﬁe falta dar el atlas mi-

ximo; basta dar un atlas cualquiera pues entonces hay un
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un finico mdximo que lo contiene y a ese nos referimos.

Ejemgios ‘ . i

1. Considercmos X = R" y (x,U) la carta.local = = i~

4]

dentidad, U = R". Claramente, {(x,U)} es un atlas de clase

Ck para el k que se -quiera. Una_ vez decidido el k, hay un

inico atlas miximo de esa clase que contiene al dado, con
: n :- x : . . ) - .
lo que R queda convertido en una variedad diferenciable

de clase Ck y dimensi&n n.

. en - . on#1l 2.2
2. Sea X = S = {(xi,...,xn+1) € R PRy AR = 11}
la "superficie esférica n-dimensional®. Vames a darle a

S una estructura Se variedad difermnc¢iable, perc desde

ya notamos que nc bastaré una‘carté locaiahomelen el ejeg

plo 1 ya que s es compacta y ninglin abierto.mno vacio del

espacio numépico lo es.

Definimos ppimero ls que van a ser los dorminins de 1aé‘
S y

cartas:

Para 1+ <°i < n+l1, sean:

+ . n
1 = v % 8yt € ¥ .
U3 {(&1’ *xn+1) 5 ®p 7 03
- 7
— > < -y
Ui = {(xlg...,kn+1) €E & PRy < 0}

Sean, también, las funciones:

+ o+

PoiuL Vi(Q) , :
vl(x X .) = (x 2. X ,)
AR T I T A P |

o ) . om. 2 2 1
donde Vl(O) = {(xis.Q.,xn} € R iy oot X< 1t y gl
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acento: * sobre X significa que hay que sacar X, (o sea,

+ _— )
@i(xl,.,.,xn+1) = (xi"'"Xi—l’xi+1""’hn+1)) y
wU, » V_(0)
i 1 -1
“dada ‘por " ‘
‘mi(xl,...,xﬁ+1)‘= (xl,...,xi,...,xn+1)

(proyeccionas de los casquetes sobre los hiperplanos coor
denados)

L3 . *
Estas funciones son claramentc continuas como restriccidn

a los casquetes U; y U; de la pﬁoyeccién a los hiperplanos

coordenados. Por otra parte, las funciones
+ +
@i.vl(o) -+ Ui
Vv, (0) ~ u; .

definidas por:

et . .. ‘s

+, _ ] 2 2.1/2 . ]
wi(xl’”"’xn) = (xl,...,xi_l,(l—xif,..-xn) ’&i°f'ffhn)

- oy L 2 2.1/2
Wi(xi,...ghn) = (xl,...,xi_i,-(l—xl—..:~xn);‘ Lﬁi,..f,xn)

son las inversas respectivas (verificar componiendo) 'y
. , U S A
evidentemente son continuas. Entonces 1°S’$i y Wi son homeo

. . n . n
morfismos de abiertos de S sobre akhiertos de-.R ; como la

"

. 2. + - . n . . '
unidn de los Ui y Ui sobre 1 da tedo 87, “tenemos’entonces

v

un atlas sobre S?, &
Para ver la clase de ese atlas, hay que hallar todas las

]

composiciones
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+ o -1 + -,-1 - ot -1 - a1
@io(ﬁgj) 3 ‘1’7:;0’(‘!7]-) s Wio(‘ﬂj) s tpio(‘{')j)

- Hallamos una cualquiera de ellas y las demds ‘quedan como
ejercicio.
- Por ejemplo:

-1

i

+ ,.- - :l" E‘IM :
mio(yj) (xi,‘..,xn} @ia”j(xi”°"xn)

+ .. .2 2172
wi(xi,...,aéwl,m(i-.1~...whn) ,mj,...,xn)

E 4

A ' ‘2 2y1/2
n

fl

(xl,...,xi,...,x. I e

HygooeyX )
j-1° ¥y s ¥

[N

en ¢l caso i <J vy

(Xi"'"Xj-i’*(i—xl—f""xn) ,xj,...,giu...,xn)

en el caso i > 9;..En ambos casos; las funciones resultan

de clase Ck para el k .gue se quiera. Extendiendo a un atlas

o

miximo, fijado el k, resulta que S  es una.variedad dife-
renciable de clase Ck y'dimensidén n.
" 3. (Variedad producto) Seay, X;Y variedades diferen-

ciables de clases -CY y Ch y de dimensiones n.y m respeag-

tivamente 'y sea r = min(k,h). .
Dado-{(p,q) € XxY, sean (x,U) una.carta.local alrededor. de

p.e (y,V) una.alrededor de q. Consideremos la funcidn:

xxy:UxV > x(U)xy(V)

- wylp'sa') = (xlp'), y(q"))

Esta funeibh es claramente. biyectiva y es comtinua nor

serlo en cadda ceordenada.
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: , : . ~1 -1 .
Por ‘otra parte, la inversa 'd€ xxy.es X xy que es conti
nua por el mismo argumento. Entonces xxy es un homeomorfis

mo del abierto UxV de XxY sobre el abierto x(Ulxy(V) de
REM (desde luego XxY se considera con la topologia produc
to). 8i (x, U), (y, V) son otras cartas .alvededor de p y

q respectivamente, entonces

Gixydo (i)"Y = (xok “hx(yoy "1y

como se puede verificar inmediatamente, resultando por 1lo

tanto de clase C° como producto de tales., De esta manera

. vemos que el produc%o'ﬂe unﬁ variedad de clase Ck y dimen

8idn n por una variedad de clase Ch y dimensidn m tiene una

estructura diferenciable de clase Cr, r = nin(k,h), y dimen

~8idn n+m.. Cuando hablemos de variedad producto nos estare-

mos refiriernido a esta estructura.. Lt

BEs Gtil aqui, coms.en tantos,.casocs, teder.una idea més

breve, aunque m&g. imprecisa, del pgrﬁué.da; resultado ob-

tenido. Si X tiene dimensidn, n, ,entonces sus puntos se

.pueden representar por coordenadas LRI S andloga=

mente; los puntos.de Y-se pueden representar por;coordena-

das Yqareos¥ - L

Entonces los puntes XxY sé pueden representar por las coor

R

¥ i

denadas gaeeos®ys YyneoosYoo Si tenemos otras coordenadas
4 bl .o

1

— -,_.' ‘,‘v(..._ . ., \. T Y. e
X sreesX  para X e yi;...,ym para Y,'sabemos ‘que las X,

son_funciones C3‘dg las xj y las Yy son_funCiqnesAch de
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las yj.‘Ccmo-para'XxY tenemos las/coordenadas gig,.i,ﬁ 5
n

~§i,4uu,§ﬁ, debemos ver cdmo dependen.estas coordenadas de

BgseeesX s Yyseea,y . Por ejemplo,’ una §isdependo,en forma

Ck de las primeras n (o sea, de x1,¢..;xn) y en forma c”

© . de las Gltimas m-(pues no depende de ellas):; en cambia,
una ;i”aepende en forma C de las primeras n (pues no

dépende de ellas) y en forma Ch‘de las tltimas (o sea, de

Yoo eroa¥p)e

Entonces, tode lo quc podemos decir es que §1,..v,xn,

e e meeee

yls...,§% dependen en forma CP, r = min(h,k), de  FIPTRES I
yﬁ,-{.,ym.
. Con los dos ejemplos anteriores, el toro

moo Bixgl

1

resulta ‘una variedad ddiferenciable de la clase que se quie
ra y de dimensidn 2. ER RS T
Mas gcneralmente, el toro n-dimensional, producto de n co

. 1 . . . " i .
pias de S7, es una wvariedad diferenciable de ‘dimensidn n.

mx N

5. E1 conjunto R de las matricéds de m filas y n colum

m.n

nas no es otra cosa que R como se puedue ver, poniendo las
E—s .o B i . ) . T . .

filas de una matriz una a continuacidén de la otra. Entonces
seglin® vimos e¢n el Ejemplo 1, es una variedad diferenciable
de .la clase.que se quiera y dimensién n.m.

6. El conjunto GL(m,R) .de todas las matrices nxn inver

: . nxn " . .
sibles ¢s un abierto de R como imagen inversa del abierto



T

R7 {0} por la funcidn. (centinua) determipante y.tiene por
~tanto una estructura diferenciable de ciase.ck,'cualqpiera
-sea-el k, y de dimensian,n2m Este hecho és géneral: si X

es upa variedad.de clase Ck y dimensidn n, entences.todo

abierto W de X tiene una -estructura diferenciakle - de igual
clasc y dimensidn (si (x,U) es>una carta de. atlas de.X, se

$ - considera {(x', U NW), donde ®' es la restriccidm. de x a

U MV, como carta local de W).

Ljercicios
', 1. Probar gue una variedad topoldgica es:
a) localmente arco-conexa

) localmente compacta’ :

& fc) regular (si es Hausdorff) *.
.

v,
s
¥

2., Probar que &n una: varigdad topoldgica de dimensidn

. n, todo punto tiene un entorno homeomorfo a-

. L a‘). RI:} e Ls U O et
b D)V, (0)
o. . n .
i RO . ce) 1% = {x e R": -1 < x;, <1 para todo i}

3. Supongamos que un espaéid topoldgico X tiene la

. . R . . s cev . . b
propiedad: "Dado p € X exXist& un entorno U de p

. . L . N 2 . P TP
'tal que U es homeombrfo & un abierto de R ™.*Pro

bar que U es necésariamente abierto (Sugérencia:
“‘usar Invariancia del Dominio). :

FEIRY
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. Probar que un subconjunto .de una variedad. topold-

gica de dimensidn n es una variedad topoldgica, de

dimensigdn n (con la topologia inducida)-'si y .sblo

si

es akierto.

Probar que el conjunto formado por los dos &ﬁ%é

‘coordenados en R2 ¢on la” topologia inducida no es

una variédad topoldgica.

a)

b)

, . n', . . . .

Probar que 8 tiene una estructura de variedad
> , T . .J - . L)

diferenciable de dimensidn n y clase C usando

como cartas las proyecciones esteéreogridficas

sobre el hiperplano Xie1 © 0 desde los deos polos.

Probar que el inico atlas méxims sue contiene al
dado en la parte a) es ¢i mismd que contiene al

atlas del &jemplo 2 (y por lo tanto ambés "atlas

~ definen ‘la wisma e&tructura diferenciable).

g

- - ., L SN . T
Probar que estar Ckmrelacaonados no es en general

una relacidn de equivalencia entre las cartas loca

les.

ot fag T

2. APLICACIONES ENTRE VARIEDADES DIFERENCIAEBES

i

Debido ,a que las variedades diferenciabledg son local-

variedadés diferwnciables. Vamos

4

mente homeéomorfas a los espgciqg numéricos, muchas propie-

dades dé estos espacios se trasladan inmediatamente a las

@ considerdar el caso de



T .

: Lt o PR . mo. .
“las aplidHdcisvhes de abiertds de:R: en R qué'vimos'en el

capituls 1.

"% DEFINICION 2.9. Sean X' una variedad diferenciable de
clase Ck y dimensidn n' e Y una variedad diferenciable ‘de
clase cS y dimensi@n‘m.

Si-f:X » ¥ eg;una_fupcién y.t.<s,k, diremos que f

. . t . .
es diferenciable de clase C en a.€ ¥ si existen cartas

locales (x,0) a‘redcdor de a, (y V) alrededor de f(a)

WINT

tales que f(U) C V y la funcidn

n .. . : S

yofox Tix(U) » y(vy | (Fe%f‘i-"—@(’t%w'\&ﬁ {0001’\ de. ‘Q)

sea diferenciable de clase Ct‘en ¥(a) (esto @iltimo como

m

funcidn de un abierto de R" en. R ; ver capitulo. 1).

Veamos que esta definicidn no depende de la carta

-local elegida, es decir,,si se.cumple para una carta alre
=~ . 0 . * * hand

dedor-de a y otra alrededor de, f(a), entonces se cumple

para CUalquier carta en avy cualqnier carta &n f(a) (siem

»

pre que £ mande el domlnlo dc la prlmer carta dentro del

domlnlo de la segundo). Sean entonces (x u), (y,V) como en
la definicidn y sean (x,U) una carta en a, (},VS una carta
en f(a) tales que, f(U) c V. Por lo tanto

RPN

yo(y 10Y)cfo(x 'ox)ox =

ycfax

' (§oy‘ ")o‘(y‘q?r;ox'i)o(xaz

. ¢
YR KL P! ot

R

51endo esta relacidn vallda en x(U N U) Por lo tanto, en

‘i v L

«1 ' s
un entorno de x(a), la func1on yofax puede escribirse

como composicidn de tres funciones de clases s,t y k



o

£, o= Hipyd%ok“ donda‘ﬁi es la proyeccién de R" a'1la

-7

respectivamente. Fero ‘como pedimos t < s,k, las tres fun-

. £ . . : . . e
ciones son de clase C y lo mismo vale para 5u composicidn,
.o — - =1 , - - -1 t

es decir para yofox . Luego yofox es de clase C  en

x(a), que es lo que queriamos probar.

Naturalmente, diremos gque es diferenciable de clase

ICt en X si lo e€s en cada punto a € X,

P

: . -1 . t
La funcidn yofox-~, como es una funcidn C  de un
. W0 m . .
abierto de B en R, equivale a dar m funcionesg de.clase
t o . .
C” de dicho abierto en R, o sea se puede poner &n la for

ma-
yi = fi(xig..tgxn) (i = 1,...,m)

t " . .
con las fi de clase C (més precisamente, es
=1

-
hs '

i
. ! . H
i-¢sima coordenada).

Tante en estos casos como en variedades, funcién di

.

i e (a secas) significard funcida difcrenciable
ferenciable ( ) e

de clase C. (entre variedades Cm, desde luego).

DEFINICION 2.10. Sean X, Y variedades diferenciables;

una funeidn £:X + Y se dice difeomorfismo si es biyectiva,

diferenciable y de inversa diferenciable.

Los difeomorfismos cntre variedades diferenciables

juegan en la Geometria Diferencial el misme papel que los

" homeomorfismos entre espacios tdpoldgicos en la topologia.

ﬂos variedades difieomorfas las miramos comeo definiendo .
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esencialmente una misma varieddd. Pero debemos tener cuida
-do 'con una posible confusidn: si sobre un espacdio X-tene-
mos dos estructuras diferenciables (dos é%las'mékimos) v
esas estructuras son difeomorfas, eso mo sgignifica que - los
atlds mAximos coincidan. (Para un contraejemplo, ver ejer-
cicio 1 de esta seccidn). De la misma manara, sobre un mis
mo espacio podemos dar doé’topoldéfa§ haomeomerfas pero no
codincidentes.

Seéan ahora X.,Y variedades difercnciablses y ‘sea’
f:X » Y diferenciable. Por la definicidn, dado a € X exis
ten (#,U) carta local an a,. (y,V) carta locgl en f(a) ta-

les que yOfox‘~1 es diferenciable en x(a).

DEFINICION 2.11. Llamamos rango de f en a al rango de
matriz jacobiana de yofoxm1 en x(a), es decir, al rango de

Dyofox 1) (x(a)).

Recordamos que los elementos de la matriz jacobiana

D(yﬂfox—ll(x(a)) socn los nimeros Di(y]ofox-

+

1)(x(a)), don-
de yl ='W1°y (o sea las derivades parciales de las funcio
nes componentes de yOfox—l). Emplearemos la siguiente nota
cién sistemdticamente: '
R ¢ iof). .4 L=l o - -,
X 22l (yYeFex T T ) (k(a) )y o
a3 3
LR

Ya ,que hemos, definido el .rango.de una funcidn en un punto

eligiendo un par de cartas locales, .tenemos que ver que

la
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dicho raﬁgo no depende de las cartas.elegidas. Para ello
sean (¥,0) carta en a, (y¥,V) carta en f£(a) tales que

£(U) C V' Entonces, por la regla dc la cadena:

D(?oy'lnyééulexoi"1)(§(a)) =

i

D(Fofox “H(X(a))

D(Foy 1) (y(£(a))).Diyefox L) (x(a)).

it

D(xo® "y (X(a))

(producto de matrices). Observemos que-la primer matriz y
la tercera del segundo miembro son inversibles ¥y por lo
" tanto, por un resultado del &lgebra‘lineal, el rango de
D(?ofoif_ﬁ(;(a)) es igual al rango de D(yofog—?)(x(a)).

Esto prueba la independéncia del concepto "rango de f en
repecto ‘ : .
a" de la eleccién de las cartas. B

Es interesante notar que si, al igual que en el ejem
plo 3 de la seccidn anterior, disminuimos un poco el forma

lismo, el hecho anterior aparece muy claro. En efecto, si

.o

en las coordenadas x

grereXy @ Yasee sy la funcidn la es
éribimés como‘yi = fi(xi,...;kn) y en las coordenadas
Eiiz..b§n e'?l,...afﬁ comne §i‘i ?3(;1,;,.;¥h), entonces
ayi _ min ayi ayk 3xh
5xj h=1 ayk axh axj =
Uy . ‘%
: _ 1y ., h . .
y nuevamente vemos gue (5=—=)=y (—) son inversibles y
Y by, &, 5
por lo tanto el rango de (—) ed izual al rango de (3;—)
, ’\?f}xj h
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Vamos a ver ahora que, si conocemos el rango de una

i

fun01on, podemos encontrar cartas locales en las cuales

' 'IA

f tiene una axoresion muy sencilla. La demostracion es

. < 3
totalmente tecnlca y puede resultar un’ poco pesada, pero

veremos luego la utllldad del resultado.

£ V' TEQREMA-2.42., (Forma local normal) a) Sea £ixX? > y™

una’ funcidn diferenciable de rango k en b € x". Existen

.entonces cartas locales (x,U) en b, (y,V) en f(b), con

f(U) € Vv tales que

yofox 1(al,...,a™) = (al,....a 0 Gy, L L™ a))

donde a = (al,;..,an) es guglguiﬁp’glgmcpto.aa'x(u) y -

¢k+1’:..=¢m son fundiones diferenciableés de x(U) ©n R.

m

b) si £:X" + ¥" es diferenciable de rango k en un entorno

de b €<Xn,leﬁtances existen cartas locales (x,U) en b,
(y,?j.én £(b), con F£(U) C Vv, talgs que
yofoxai(al,...,an).= (al,...,ak,O,..:,O)

‘hDEMOSTR$CION.»a) Tomamos cartas locales cualesquiera

(x,U).en b, fy,V) en f(b) tales que f(U) C. V. Sabemos que

t

i
el rango de la matriwz (j&—5~0 es k y por lo tanto dlcha

matriz contiene un menor kxk.deudetermlnanta,no nulo, dlgé

P -
RN

mos
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4

i N i

%’105 o %7k°f '
7 e 3

ax.“ 12 ax 1

det . - ' . # 0 en b

i V w”g - i '

¢y 1, £ Oy k of

-] . ..

Vamos ahora a reordendr las coordenadas!de manera qua
dicho menor sea el formado por las primeras k filas, y las

--primeras k columnas.

Para ello, sean {}k+1{:7.{1m}, {]k+1,...,jn} los

complementarios de {ii""’ik} §‘{j1,..,;jk} reﬁpeétivﬁu

: t . g YL ' , :
mente (por ejemplo, con orden creciente:

i < 1 L€ wee < 1 lo mism ra j). Sean
K+l Kl o Y mismo para ]). 3

D, N ; e R '
wi;RY + R, 71 R™ + R™ las permutaciones

[

W(xl,..,,xp) = (xjig..f,%jn)
W’(YL""me) = (yim{$r;;yi )
) '.‘h 1% R m

y sean:

X = Wox, y = W'ay

AN

Entonces (X,U) es admisible por el atlas de Xn& pues

l .. Y .
e T..y. .%oX _{;NET?, y .también (y,V) es admirible

-1

‘ i

‘: — o N . o——" —
por el atlas dd Y™ por ser yoy 1 =T yoy 1. (m')
kn otras palabras, (x,U) es cdrta en b, (;,V) lo es

en £(b) y ademés
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& &

1 '

;fg det e # 0 en Db

it ot

zgiof - "_kOf
& G

,3 Sea ahora u:U + R" definida del;a siguiente manera:
K L X ]
o -1 - —k+1 ,. PR 0

L;{ ufqg) = (y of(q);...,y 2£(qQ), x (qQ),.v 5% (q)
i - . .

x o sea:

‘?:' wl = ;r'lof,...,uk = ;kOf, L §k+1,...,un = %0
!

! R ' .t O SR - = . s

}?’ (recordamos que'y? = Wjoys”xl = T o%, donde 73, ?% son
:wig las proyecciones a la j-sima e i-sima coordenada respec-
I ‘ LToae S
“i(lt,.
;ﬁ* tivamente). ) ) . : .

Queremos gue u sea un nuevo sistema de coordenadas

y tenemos entonces que examinar uox . ES&:

%

B! ] 6§1cf B 3ik0f
L : 5§1 ‘ 3§1
i ’ 0
. - % — . ‘§1°f;,, kaf
J{uex - D{x(b)Y 2'dét aﬁc @ﬁ< ) i -=
) 1
i X - *
y
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5

= det St . det I # 0 (I'= didentidad)
a““i a""]( -
y of iy of
—J —K
o ox

Resulta del teorema Hg'ld funcidn invep§a.qué Uox
es un difeomorfismo entre entornos abiertos U' de x(b) y
u* de u(hf. Por lo tanto, (u, u—i(U")) es una carta ‘ad--

misible por el atlas de X'.
. Afirmamos que las cartas (u, u-i(U”)) et b e (y,V)
" son laé~5uscadas. En efecté, dado ¢ Eiu—l(U"), sea

[

u(q) = (ai,lf.,an). Entonces e ;

H

(FoFou ty(al,. . ,a") = ¥oru tat, L La™) -

LYoflq) =

(yief(q),...,ymof(q)) =

1 k
(@ yvoea,d yaoeu)

1

lo que grueba nuestra afirmacidn
i
. . . o g c o n .
_b) Si ahora f tiene rango kK en UYn entorno 'de b'e X, "
N oy i...
entonces en patrticular podemog dplicar €l resultado

a) para considerar cartas locales (x,U7V &njé} (y,V)

en £(b), con F(U) € VvV, tales que

- ' ' K ) +1..
yofox 1(a?,;..,an) = (ql,...,akﬁwk 1(a),...,wm(a)}

, *1
para tede.a =(a",...,a") € x(U), Entences para q € U:
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I (0)
I k+1 m
tylos iy, R Y P v
(——==) = (D.(y ofox ~"(atq))) = ,
’xj aQ ] . .
ST HE X «
k+1 m
|
D ¥ T...p W
A q

.. Pero siendo la matriz dada .de rango k en U,

los términos que aparecen en el dngulo inferior

deben ser identicam

para k+1 <h <m, k+1 < £ <m, En efecto, si D

|

ente nulos en U, es decir D

h

h

entonces

derecho

@2 es no

nula en un punto de U, entonces el menor formado por las

t

filas 1,2,...,k,h y las columnas 1,2,...,k,&, tiene‘deteg

minante distinto de cero. Por lo tanto, sera:

Wj(al,...,a?) :W“j(al,...,?k)

(3 > k+1)

para ciertas funciongs difeérmnciables Wj (pues ¢j sdlo

depende de las primeras khvariables).

Definimos ahora v:V'+ R™ de la siguiente manera:
. * E—

si (y(q) = (y*(q),...,y™(q)), entonces

v(q) .= (yi(q),..:éyr(q)ﬁykfl(ﬁi -
_ k+1(yl(q);kik??$(?55"”;’ym(?) =
PG,y

o, dicho de otra maner;?. )

#

k k+1 . k+1
y v =y,

3 -

y‘m - ‘t?;mu(yi,,..,.y

)

. wk+10(y1’ ..
“e K

k
S AP PRI
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Qunnemos usar v .comd un nuevo sistema de coordemnadas

y de%@g?entomces examinar Muy~;,‘ﬁa;
-1, 1 . wo=1,-1
voy (AT, ... sam™) =v(y “(a

k' k+1- -
Sy - v

i
~
)

[N
-
-
o]

v n] P
geresd )) =

T Wk+1(a15 e Qak)9' ")am - ‘wm,('a‘l a0 .,ak))

como &s dinmediato verificar. Cazlculemos su jacobiano:

‘u<vsy‘1>p = det(D(voy 1) (y(p))) =

Y por '€l teorema’ de la -funecidn inversa, voy

I 0

det | = 1%#0

X I

es un difaomop

fismo de un entarmo. U' de y " (f(b)) solre un entorno UM de

v (f(b)).- Poxr lo tanto,, (vahlcU")) es una carta'lodjk en -

f(1:). Veamos como .queda ‘fen los sistemas de coordenadas

1 n 1 W
K ge e gXe. YOV .V

-1,.1
voy “(a ,...

1

1 : 3 . . 3
= (a ,. .8 ;Wk+1(a)—W&i%(a1,.

= Voyaloyofox—l(al,...,anf"=

L]

AR AT

't

akh¢k+1(ajs"-awm(a)) =

c, W)Y, ey =

1 '](",

= (a”,...,a ,0,

lo que completa la 'demostracid&n /17

ioo,0)

o

LEFINICION 2.13.Sean Xn5 Y" variedades diferenciables de

dimensionesz n y m respectivaménte con n < m.

F:x"

rangu o f es igual a n en todo puntb de %"

[

ot
g

f

.

| “ ‘
Una funcidn

LT Lo, . . A UL
+ Y' se dice inmersidn si es difereénciable y si el

o

k
ve 3@ )y
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Comd-.consecuencia . .del teorema de 1la forma local nor

mal, toda inmersidn se puede ver en coordenadas locales

. . n m s
como la inclusidn.de R en R, es decir

yofoxhi(al,...,an) = (aig.:.,an,o,..;,O)_

[N

Esto prucba que toda inmersidn es localmente inyecti-

SRR n .. . -
va, es decxrgétodo b € X tiene un entorno en el cual f

eis inyectiva (pues si (x,U), (y,V) son las cartas en las

ot
) s

cuales vald la igualdad anterior, sean p,q € U tales que
F(p) = £(q). 81 x(q) = (a',.,.,a™) y x(p) = (c',...,c™),
entotices yéfoxdl(ai,...,an);? yof(q).=.yof(p) =

n
“,09...',_.0) =

. -1, - .
yofex (cl,;;;,cn), de donde'(al,f..,a

( 1. .. . n
(o] ,o.‘~3c

430,...,0) 'y por tanto x(q)’; x(p). Por ser
®x homeomorfismo, en particular es inyecti&a v en%oncgs
P o=l AT L 3
,DEFINICION‘2.14.?Upa.£qnq;6n f:kh.+ Y™ se dice
&umeﬁsiéﬁh@;mbéﬂding, ploméemeﬁt) si es una inmersidn y

si es un homeomorfismo .con su imagen (es decir,

n

f:x - f(X?) C.Y?'es homeomgrfismo ddndole a £(x") 1la

topologia inducida por ™).

. [
-

Sébemos que la inmegsién es localménte inyectivag-
dasdgl}uegoavsi lé i;ﬁeréién es sUﬁé%éiéﬁ,’es gléﬁal~
mentg ipygctiya. Lg fecﬁﬁr;éé ﬁo'eé éieitakéﬁ gaherai; i
una inmersidn pué@e éér”globaiéeﬁ%%:iﬁyecti?gaain sey

sumersidn (ver Ejepciciovg de esta seccidn). ' B
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Hota. Las definiciones de ﬂinmepsién”n(eniﬁraqcés e
inglgs, "ipmersidn") y de "gumeraién",(enwfnapgés "plonge
ment'", en inglés '"imbedding") puoden’difgrip‘iq un autor
a otroi Un andlisis comparado de las distintas~4efinicio—
nes se pncueﬁtra en NAVEIRA‘L19].

Ejerciaios: Lo

< . . +

1. Consideremos R con el atlas formade por la finica
carta (id, R) y si f(x) = xa,vconsideremos R con el atlas
formado por la {nica carta (f,R). Probar qge_ﬁf, R) no es
admisible por (id, R) y dedugir qg§ lésvatlas maximales

son distintos,., Probar,
R s obar,

a

sin embargo, gue f:R + R es5 un

difeomorfismo (el primer R con la carta (f, R), el segun

. -

do con (id, R)).

2. Bcan X, Y variedades difirenciatles y Sanideref
mos la siguiente definicidn: "f:iX -+ f es diféfefciabie ;i
.ﬁé;affgd;é i;s'cariés k?;b) énrk, (y,V)'enﬂ%j%éléégque
f(U).t>V es ycfox;i difé;énciabﬁe"l'érbbar‘ﬁue%%?ﬁq+ gV

.

dada por R
| - 1 1 R T
(cos T» sen F) si t £ 0+
. Lot 'l"f‘i
f(t) = }
(1, 0) - si. t.=.0

satisface esa definicidén pero f no es continua en 0.

3. Probar que una inmersidn.entre variedades de la
SR i . L S Ce
misma dimensidn es neéecesdariamente una funcidn abierta.

Vet
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4, Si f:M » N es una inmersidn entre dos variedades
: L w St e ' )
de igual dimensidn y M es compacta y‘N conexa, éntonces:-
v f es suryectiva. e SR - g

5. a) ProﬁarAqué f:Re/me Rgéhf(x,y) = (xQ:yZ;'Qky)

‘. : l.‘ b4 .
L es una inmersidn no globalmente inyectiva. -

g ‘
b) Sean W = (0,1) = {t:0 < t < 1} y V. =.(2,3)=
! .-
Lig = {t:2 <t < 3}, Sea f:W§W UV +3R2 dada por -
FR ., " . . . s ) v
a (t,0) si 0 <t <1’ S
£f(t) = o S
= ' (%“" t-2) si 2 <t <3 .
o ,
-\; H » M L R - ,“ . .
i‘E Probar, que f es una inmersidn globalmente inyectiva que
i B . B . .
i i
i]%’ no es sumersidn.
m
P

3

3. SUBVARIEDADES DIFERENCIABLES

DEFINICION 2,15, Sean M, X variedades diferenciables

de dimensiones n y m vespectivamente.con n <m y M C X.

‘e

Decimos que M es una subvariédad inmersa o simplemente

E@;; subvariedad,de X §i la ;nc;usién i:¥ > X es una inmé;;ién

[RRTI ; ’

;é}E DEFINICION 2.16. En las mismas con?ic?ppes, deciwos

.&;' que. M es subvariedad sumergida. de X Si la ihclusién

Ly i:M-> X es una. sumersidn. i
Observemos. que si M es §Hbvariedad de X,‘entoﬂcés la

e topolegia de ,i(¥) (qugreshlg indhc;daipor X)‘no serd en

general igual a la topologia de M (que tiemne una estrubtg

ra diferenciable propia y por tanto una topologia propia).
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" Pero al pedib que i sea una‘ inmersidn, estamos pidieéfido en
particular que i‘seér&ifefenciablég'lﬁego-continua. Enton
ces la topologia propia de U és més' fina que la inducida
por X (la cdntieme,‘tiene mas abief%oé).'ﬁrevémenfe, to-
pologia de, i(M) C topolagia de M. Efs cambio, si M es sub
variedad sumergida, topologia de i(M) = topologia.de M,

y ésta es exactamente la diferencia entre subvdriedades
y subvariedades sumergidas (pues la inclusién-es‘siempre
globalmente inyectiva).

Lad nocidn de subvariedad Sumeréida tiene una impor-
'fanéﬁ& equivalencia:

TEORBMA 2.17. Sea X una variedad diferenciable de
dimensidén m y sea ¥ un subconjunto dé- X. Entonces las
.siguientes.afirmaciongs son equivalentes:

i) M tiene uQ§ estructura de variedad diferenciable
con la\cu%l'resulta~subvarieda& EEEEE%EQE de X
de dimensidn n. |

ii) Dado be M, existe una.carta.locgl (x;U) glqedg

dor de b en X tal que

k(U M) = Y, sy e x(U) k™l L™ s o)
" DEHOSTRACION. i) =-1ii) ‘ -
Consideremos a M con la estructura diferenciable
que, por ‘hipdtesis, tiene.

Por la forma local normal :(Teorema 2.12), sabemos
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~.. que:.dado b €. M existen cartas locales (y,V) en M alrededor

. -de, b,..(x,%). en X,alrededor de i(b) = b tales que

.qxoioyﬁl(a?fm,.,agﬂ ?Hﬁals"w’aPQQS:'*JO)-QP,Y(y) (y ademds

L A(V) = V-E.W), o sead

. R S O | 1 n

“xoy {av, . ..dal) =l(atyie,at 40, .0..,0) s (1)
Si j:Rn‘Q rR™ es la inclusidn itgi,...,a“j Zt

1 .

. S
= (a7 ,;...,a

20,...,0), lo anterior se ‘expresa diciendo

que xoy_1 = j en y(V) o séa x = joy en V. En consecdencia:

' . B L
g(q) = (yﬁq),O,f.q,O) para q € V (2)
Como V es abierto en M y M tiene la topologia induci
da,.serd V = V' M con, V' abierto en X. Luego:

Y2 v C =V NN Ny o= (VN NN

n

Llamando'w} ;'b} T‘W-reéulta (x,W;jléarta élféd%dor
. dé‘g en.klysademés'eﬁ las cartas (y,V)," (x,W') vale (1)
'.y.pér igﬂtanto 6?) (édeméélaé ser W' CM = V),
El W' encontrado no va a Eér tgﬁéV&a el U buscado
kéuééri{gs:ﬂa;ér uﬁ:hibuio dé1l caso X 2 §¥ = ﬁZQ
M=V = {(t,0):0 <t <1}{ én :esﬂ:te"ej"em’plo vale W' "M = V
be;b‘ﬁo ié afirmacidn ii) si‘cdmo U “f:omamos W').

Para achicar convenienptemente W' conside¥amos:

G
th

2 e ewt) Y Cy (V) xi R AH)) =

2Ty pxlegv) o RMTR

) =

PRt r;le(ycv).x U SR
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{sugerimos notar como queda U en el ejcmplo aniuricrmente
mencionado)
Ahora que hemos encontrado U, probemos nuestra afir-

<

macidn es decir:

x(U MH) :'{(xl,..,,xm) € x(U):xn$1=...=xm = 0} (3)

o

Primeramente notemos que

#t

U N = Nx tpvitk BV Ny

.u

n
1

CANNSE Nx"Liyv) « &™)

v Ax Ty (v « BT

it

Pero siende x(v) = y(V) x {0} por (2), entonces

m-n

x(V) C y(V) x Rm“nzy entonces V C x"l(y(V);x R ). En

definitiva:
Uu Ny = v

Probemos ahera la doble inclusidn-de los conjuntos

que aparecen en (3). o

Si a € x(U MM), serd a = x(q) con g€ UMMY =V,
buega, por (2): S

a = 2(q) = (y(ql),0,...,0)

y enteonc.s a estd et x(U) y sus Gltimas m-n coordenadas

son cere, lo curl prueba una inclusidn. Para la otra,‘sea

a = x(q) cen q € U, a = (al,v‘.,an,o,ﬁ.t,O).hPor-la defi~

et o -1 . -
niecidn ¢ U, recsulta q € x {y(V) » g™n o0 sea

»M=T n+1

a = x{(q) € y(V) x R . Tuggo a = (y(q'), c ',...gcm) v
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entonces c?+1 e F cm.= 0. Resulta entonces

it
v
§

a = (y(q"),0,...,0) = x(q') por (2) y por 1la inyectividad
de %, q.= g'. En.defipitiva, q €.V = U .NHM, lo cual prue-
ba la otra inclusidn
;ii).%fi)

Dédo‘b € M, sea (x,U)‘ia earta alfededor de b en X
tal que

x(U M) = {(u x "5 e w0yt L T

0}

Sea m:R™ x {0} x...x {0} + R" definida por

1
7 (a ,...,an,O,...,O) = (al,,..,an).

. L . . 3
Claramente T es un homeomorflsmo del prlmer espa01o

con la topologla 1ndu01da por ‘R™ sobre R". Def1n1mos (X,U)

como:

i
H
c
D
=

# |
i
5
ol
x

-
Entonces x:U =+ x(U) es un homeomorflsmo de U sobre un

' \,-. M

abierto de R" 3 €en efecto, X es una comp031c1on de homeomor

sl

EERIA

fismos y

— ’ . s “."'.":.‘ " .: "o . ’
x(0) = mox(U NM) ="m(x(G) N(R"™ {0} x...x {0}))
y x(U) A gD g {o} < ... 10} es un"amerto’ae'R“g {0} ,;;".‘:’x"{o}.
. K f N
Slendo W homeomorflsmo, resulta x(0) ablerto dc R

’*

Por ﬁltlmo, sl (y,V) cs otra de esas cartasg'entonces
R S ‘
xo'}a. L= 'l:‘l'l‘z),(Oy 071.
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Podemos considerar ¥ como funcidn de R™ en Ry
- - . . . S e A
resulta diferenciable’ sabemos que Xeoy también lo es y
T, @uedarse con las primeras coordenadas), siempre lo es.
!
: —— =1 . - : '
Luego x%y es difercnciable.

v ) T ‘n . ! N “
Hémos munido a W, entonces, de¢ una estructura de va-

‘
. a

“ T ee N . X . : .
riedad diferenciable de diménsidn n. Resta ver que, con

esa estructura, la inclusidn i:M + X es una inmersidn,

o sea, tiene réngo n en tedos sus puntos. Pero vista en
ceordenadas, la inclusidn ces: xodiox ~ = Xux =

= kﬁx%ioﬂ_l = Wki, y ﬂ~1(a1;»..,an) = (a1

,.}.gan,o,...;o)
claramente tiehe matiriz jaccbiana dé’rénéc n ///

La demogtracidn del Teorema 2.17 es, desde luego, la
‘ifdicada. Pero la nécesiddd de hacer detéliadé ia demos-
tracidn quizéds oculte la idea del porqud de la eéuivaleﬁ—
cia'de i) y 4ii) ‘que as mu?'éencilla: si X es variedad di-

Ferenciable y M subvariedad sumergida, sea x,,...,X_ un
. i 1 m

N

sistema Jdc coordenadas en X. Camo i:M + X tiene raigo n,
entonces ‘por el teorema de lda funcidn ifiplicita podrémos
despejar m-n variables en funcidn dé las restdntes. Cam-

»igndo el orden, si ¢s preciso, podemos suponer .

el fﬁ+1(xlf“"xn)’i‘i’xmr= £ (x,5.005% ) ea M, Hacien
do el cambio de coordenadas: Ei = xi,.,.{§n = %,
§5+1.:’%n+1-fn+1(xl""‘xn)""’zg = xm“fzm(xl”"’xn)’ re-
sulta que M puede quedar cuscriptia por §h+1 =0 .= ?ﬁ,= 0.
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Para terminar con-las generalidades sobre subvarieda
de's, demostramos el sdiguiente teorema que es el de mayor

aplicacidn: ® :’

m

TEOREMA 2.18. 8ea £:x" + ¥ una funcidn diferenciable
: I

de ‘rango m < n en todos 'los puntos de fni(a)_para un'cierto
a € ¥". Entoncas £ 1(a) es subvariedad sumergida cerrada
de X" dé ‘dimension n-m. |
DEMOSTRACION. Es f“lﬁa) cerrada por ser la imagen
inversa del cerrado {a} por la funciép continua f£. Por

btra‘ parte; dado p €:f “(a), la. matriz D(ygfax?l)(x(p))

tiene rango'm, el mdximo posible. Esoc significa que hay,

un determinante mxm de derivadas parciales que es no nulo.

Por la continuidad del determinante, serd. distintg dg cCero

en un entorno de p ¥ por tanto ‘f.tendrd rango m en-esc

‘éntorno. En definitiva, ‘f tendri rango m en un entorno de

fﬁi(a) y podemos aplicar el Teorema 2,12 sobre la fqrma.

1

local normal. ‘para‘conéluir’ queg, dado.p € f 7 (a), existen

cdrtas locales (x,U) alrededor de p, (ysV) alrededor de

flq) = a pavra las cuales

.
1 .

' ,o,b™ (1)

yofox 2, 5%y = (b

v

Sea y(§5.= (am,.;asamf;'eﬁtbncé§'§‘€ U:T\f*i(a) sii

q€ Uy f(q) = a.

-;Eso vale Eiizq € Uy ademds jof@qi'ﬁ’(al,xu.;ém)-@

[ . J

o sea q € U y ademés
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yufoﬁvl(x(q))'= (al,...,am) A

Si x(q) = (xl,...,xn), entonces debe ser
.’yofox-%(g%,g,.,xn) = (al,...,am)
|
o sed, por (1): s

xt = al,i . ,x™ s a®
En definitiva, g € U‘foﬁi(a) si y sdlo si g€ Uy

xl(q) = »al",l'..,xm(q) =a’.

"M'Lueéo:

x(U Ny = ikt k™) x(udixt o =tal k™ =

G = 1 1
Hiaciendo un cambio de coordenadas X~ = % =3 4.,

m _me -mt+l m+1 —Nn _. _T
X c= % T, ,X 0 = %7, pesulta

= X -a,
_— -1 oL 9 Co o e —_: C i
x(U Nf 1(a)) = (%, .. ,50) € X(U):RL = 0,ee e @ = 0}
;".:')- . . . N . .
P o e = D
Si ahora hacemos &t = §m+19.x’,—n "o FhLRD m+l

—1 P —m ‘
T X ... ,X = w, resultn

U Nty 2 RN, L LRD) € 'uyaERTE

B

=n

L Tz 0y 0., 0}

il

y basta aplicdr el ‘teorema 2.17 para concluir-la demostra-
ci6n ///. ' L - ) o - "

' "COROLARIO 2:19, 8i F:R" =+ R™ es una Funcidn .diferen-
ciable con matriz jacobiarna de rango m.~< n én
F-i(d,.ﬂ.,o)457{(xl,.3.;xn3:F(x1,...,x9)~=‘O}%“entonces

- q

. - . AN . . n.
F' 7 (0,.++,0) es subvariedad sumergida cerrada de:R" ‘de

dimensidn n-m.
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Este corolario qubrg la;mayop paﬂteSQe las variedades
diferenciables conocidas. For ejgmplo; vimqé gue s™ es una
variedad difefanciable”de dimensidn n definiendo‘sus cartas
locales. Con es%é corolario, ése'heché‘se‘demuestra muy fa~

n+l

cilmente considerando la funcidn F:R + R.dada por

n+1)

P(xl,...,x = (x,i)2 b (xPTH2

Entonces 8" = le(o) y 'como F tiene rango 1 en todos
los puntos de Sn (verificar), resulta lo afirmado.

Nota: Superficies en R3 Una superficie en R3 esté

"dada, localmente, por ecuaciones de la forma

LY

xy =z (u,v), %, z.nguﬁv?j g ¥ 33(?’V)2 (1)

que representan:-una-sumersidn de un abierto ded plano u,v

en’?3.~Cada punto &xl,xgéxs) de la superficie gueda deter

minado .por lps valores u,v y para que éé%és coofdehadas
sean admisibles, témﬁiﬁn degéré 5curfﬁf hue; fecfprocameg'
te, g gadg pupto (xl’XQ’X&) cor;eépmﬂda‘égepar'u;v bién
déterminadéf.ésto"siﬁnifiéé‘qué la matriz jacobiana de
x 3 n i

. Coc e . Oxi .
tipo 2 x 3 cuyas celumnas soh - ~/8u, /& (i =1,2,3),

debe ser &e'béhgo 2. Estbres equivalente a decir que el

producto wvectorial X, * X, sea # 0, siendo x el vector

'

cuyas componentes X estdn dadas por. (1), Si &sto se cumple,

las ecuacionés “(1) -pueden escribirse  lccalmente en, la for

1

ma ¥, 0= xi(xi,xs)u(o anlﬁ&rma,anéloga,;pevmutando los indi

ces) quE es la- forma .genenal de las subvariedades de R3
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dé&ampdr'el Tédré%a 2.18. Los puntos para .los: cdales la
matriz de las de¥ivadas 5Xi/6u, 6xi/av es de rango inferior
a 2 son “puntés:singulares"*dé'la parametrizacidn w,v, PLede
ocurr'ir -que por -unm:-cambio dé pardmetros u-= ufu',vi),

v = v(u',v*'), el rango sea igual a 2, en cuyo casd.la sgin-

gularidad es, sfectivamente, debida a la parametrizacidn,

ponto es singular cualquiera

(=]

no a la superficie, Bi-&

qué sea la parametridZacidn,.se dice que-e¢s singular de la

- . i . . . - .
superficie. En cambio el punto u = 0, v = Y5 de la easfera
- X, = sem u cos v, %, = sen u sen v, X, = cos u

By s v

gs singular de la parametrizacidén, no de la superficie.

v

Basta, por ejemplo,hacer el cambio de pardmetros

' B

u' = sen u cos v, v' = sen u sen v, respecto de las cuales
las coordenadas del punto (O,VO) scti u' o= 3, v' o= 0, qu:
€5 un punto regular de las ecuaciones xy = ut, X, = v,

2 2.,1/9 ¢
xy = (1-(u)? - (v)HH/2,
Ejercicios

,0

.t . . , L . . - ) .
1. a} 8di £ % =+ Y tiene rango constante k =en un en-

terno de fmi(y), entonces f—l(y) es una eubvariedad sumer

. . ‘s oLy T
gida cerrada de dimensidn n-k & £ “(y) e¢s vacia
’ . % s R .. , ! T
b) Si £:X =+ ¥ tiene vangs constante k en £ “(y),

la conclusidn de a) no es necesariamcnte ciertai dar un

eontraejemplo.



G

_ . y 2 2 2
a d Ad. b . ' € e X, B
2. @) Pwobar que {(xl,xz,xs,xwl. R SRy Xo FXa

ol - e et L ; o
Ay oS 1, w Xgo %y a'} es subvariedad sumergida de
> 1

- R~ daydimeﬁsd6ﬁ~2~si-}a|”ﬁ %, éQué pasa gi.LaL =.§?

. 2 2
.t 'b) :¢Para qué valones de c es.{(x,y) € R%:x -y. =.c}

24‘2.

-gubvar iédad de“R2?- Cor e S 4
b ) {(xay,2) € R?:z2~+ (/x2+y2.¢ 2)2 = c} es una
subvariedad.de r3 de:dimensidn 2 _si O <‘g <4
3i- Dar-sun ejemplo en el que‘la familia de cartas loca
lés-dadas cn el teorema.r2.17, para ii), no se pueda gxtgn—

der a un atlas de X de tal manera que siga valiendo la pro
piedad ii) (Tomar X = RQ§ M = S1 menos un pun%o).

L 2 .
s

4. VARIEDADES DIFERENCIABLES CON BORDE

Para trabajar con variedades con borde, consideramos

el siguiente espacio que responderd, localmente, a tal no
cidn:

n _- 1 n n_ _n ‘
H = {(x,...,x ) € R :x > 0}

Ny

Probamos ahora unas propiedades sencillas sobre este
espgcio.

Poow . .S . . f

PROPOSICION 2,2Q:.

o ; ) . .
PR & ﬂn = Interior de B" = {(xl,...,xn):x? 50}

.41 Fr B = Frontera de n" ='{(x1,...,xn}:xn = 0}
o S

. . . N 6
iii) Si V es abierto no vacio de H ', entonces V nH"

. “ n
es un abierto ne waclo de R
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DEMOSTRACION,

i)

n

1 , .
Sea (u ,...,xn) ¢ R" con x" » 0y emtonces.la bola

N 1 n \ n "
Jabierta de centro.(x",...,x ) y radip ® estd com

. B . . n .
‘pletamente contenida .en H ,, lo:icual prueba una in

olusién. Para la otra inclusifn, si (xi,...,xn)

es un punto de H° t%l que x? no es mayor que cero,
:eantonces <" = 0. Entonces, cualguiera. sea & > 0,
la Lola ‘zpierta de .centra (xll...,xn) y radio &
tieme puntos que no estdn en u? (por ejemplo,

(xl,...,xn-l, - % d)), lo cual prueba la otra in-

- clusidn.

1)

ifi)-

. - ]
Fr B = #% N (R"-pM) 7 = w0 oA (RT-HT)

Si V. es. abierto no vacio de Hn, entcnces. existe
U abiertoide RP tal que V = 1t NH" (pues H" se

éonsidera con la topologia induczida-por R™)Y.

"Eritonces

LG . o o

v At = u nE® AR = u NE®

’ . L .o

Deb cTnos probar nue U n H" # @ supaniendo

U NE" £ 8. SIx = (x',..,x) e UunEy s o0,
no hay nada que probar; si %" = 0, sea & > 0 tal

que la bola abierta de centro x vy radio § esté

contenida en U (recordar que U es abierto de rR™).

n-1

’ ¢ 0
Entonces (xl,...gx , + %,5) € U NH", que re-

sulta asi no vacio ///
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Siguiendo el esguema de variedades, definimos primero
"yariedad topoldgica gon bonde".

DEFINICION 2.21. Una -variedad topoldgica con borde es

un espﬁp;o,topolégico.x tal que todop € X tiene un entorno
abierto jhomeomorfo a un abierto de H.

Si p €. X y X es.una .variedad topoldgica con borde, por
definicidn, existe un homeomorfismo x:U = x(U) donde U es un
abierto que:cpntiene apy 2{(U0) es un abierto de Hn; el par

(x,U) 'se denomina carta local de la variedad topoldgica con

borde.

Huevamente se nos plantea la posibilidad de que varie
el n.para, puntos distimtos de la variedad o,°incluso, para
el mismo punto. El tratamiento es esencialmente: el mismo
queé el hegho: para variedades topolégicas:

¢" .PROPOSICION 2.22. i) Si un-abierto no vacio de R”

es homeomorfo a un abierto de

m
H ', .entonces n = m.

ii) Si un abierto no vacio de H"

es homeomorfo a un abierto de
e w T

H", entonces n = m.
DEMOSTRACION. i) Sean U abierto de R", V abierto de
am y sea ¢:U0 + V el homeomorfismo
. PR . , - B « M Lot ‘ ) ‘ Om
supuesto. Sabemos gque ¥V " H' eSs

un abierto no vacio de R"™ y por lo

t+anto

i

la restriccién
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- a . o
vie Ny NEYY » v ARY

es un homeamerfisme entre un abierto
. n s X - m
de R y un abierto no vacio de R,
Por el Corolaric 2.3, reBulta n = m.
. . D - .
ii) Seam U sbierto de H", -V abierto de

ym

y sea ¢¥:U = V el homecmorfismo su
. . . '0'.l . T
e b . -
puesto. Como U MNH " es abiarto no
L . n e
vacio de R, la restriccidn

[ o
v:U NHT + @y NHED)

as un homeomorfismo de un abierto no
, n . m
~vacio de R sobre un abierto de H'.
Por. el punto i) concluimos que n = m ///
COROLARIC .2.23. Sea X una variedad topblégica con bor
de y sea p € X. 3i {x,U), :(y;V) szn cartas locales ¢u p con
x{U) ahierto de " e y{(V). abierto de Hm, entonces . n = m.

DEMOSTRACICI. Tues entonces
el -
yox “:x(U VY =+ y(Uu 17V)

es un homeomorfismo de un abiérfo de H" sobre un abierto
de H" ///
en un punto de la

En otras palabras, el n as el mismo
. 4. N ! b

variedad.
TEOREMA 2.24. Si X es una variedad topoldgica con bor

de conexa, entonces el n es5 el mismo para todoszs los puntos

i
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s i e
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de la wvariedad.

DEMOSTRACION. Cambiando R por Tk y Corolario 2.4 por
€orolario 2.23 en-la demostracidn del Teorema 2.5, obteng
mos una .demostracidn de este teorema ///

Las. mismas observaciones - hechas -inmediatamente después
del Teorema 2.5 son vadlidas aqui y resulta entonces que las
componentes: conexas de -una variedad topoldgica con borde son
variedades topoldgicas con borde, y en cada componente el mn
es el mismo en todos. sus puntos.

Sea ahora X una variedad topoldgica con borde; defini
nos |

Int{k ; Ihterior de X‘=.{p € X: p tiene un entor
| | | ' no abierto homeomorfo a
un abierto de R"}

{X = Borde de ¥ = X-Int X. .

. Lo Y
PROPOSICION 2.25. §i X es una variedad topoldgica con
borde de dimensidn n, &ntonces '
i) ‘Int X es una vérieéad topolégiéa (con la topologia
S inducida) de .dimensidn n
ii) € es una variedad topoldgica (con la téﬁdlgéiaﬁ
.indgpida) de :dimensidn n-1. .
DEMOSTRACION. i) Es consecuencia inmediata dé 'l &é-
u v finicion
. AR .ii) Sem ' p € Xy sabemos-que hay una cég

ta local (%,U) en p con x{(U) abierto
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es homeomorfo a R . Luego
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n

de H ., Afirmamos que

‘®(U € X)) = x(u) ©rp H"
En efecto, si qQ € U N es tal que
n o C o9n o]
x ' (q) » 0, entonces x(g) € H  y H
-—j,‘ ) . . l_"tn . )
« (x(U) MH ) es un abierto de ¥

al cual pertencece q y

“

wix Ty C RN+ x(u) P At

es un_ homéomorfismo de un abierto

. d2 X que contiene a q con un abier

3| .
te de R, contra la suposicidn de que

q § Int %.

Eso prueba umna inclusidn; para la
gtra,.supongamos x"(q) = 0. si fue
se q € Int X MU, entonces existiria

una carta local (y,V) en g con y(V)

abierto dean. Consideremos la fun-

ci@n

xoy—lty(u rv) » x(u Cvy '

El.dominiio y(U M V) es un abierto de
k" pues y es homeomorfisme y U MV
es abiertosen V.. La imagen x(U V)
estd contenida en' R", dwe modo que

s g -1 .
la funcién nray va de un abierto de
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R"a R", Es claramente inyectiva y

continua y por lo tanto, por inva-
riancia del dominio (Tecorema 2.2),
x(U ( V) es abierto en R™. Pero
¢ H B Sn
x(U Fv) C H', luego x(U CV) C H .,
Eétb se contradice con el hecho de
ser g € U CVy =x"(q) = 0.
Babiendo probadeo que x(U M ¢X) =
"= x(U)  Fr H”, observemos que &’
segundo miembro es un abierto de
‘Fr 4", en efecto, como x(U) es abier
to dé‘Hn, ¢gistird un abierto W de
n , n
R". tal que x(U) = W MH ., Pero enton
-ces

n

o x(Uuy CEr BT ~rr H? =

It

W NH

IR o W N Fr H®

1]

Por lo tanto, x:U ™ X + x{(U)  Fr H"
es un homeomorfismo de un abierto de

tX que contiene a p sobre un abierto

'{&e'PD H™. Como Fr H" e¢s homeomorfo a

RP7E y ésto se puede hacerppara todo

; .+ p-€ ¢X, queda probada la Proposicidn ///

P - . 0} . s .
H. §i-A es .un subconjunteo.de R, no necesarizmente abierto,

ung;-funcidn f£:A - R™ se-dice deiclase Ck en x, € A si existe
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L ‘ T
un entorno a&bierto U de x, y una funcidn F:U + R™ de clase

Ck tal que F(x) = f(x) para todoc x € A.

0
Sea entonces X una variedad topoldgica cen borde y
séan (x,U0), (y,V) dos captas locales; decimos que estdn

Ck-pelacionadas si las Ffunciones

yaxhl:x(U ~v) + y(U C V)

Vxﬂy'izy(u Nnvy =+ x{U T v)

L i k . . .
son di clase & (en el sentido recidn definido)

Es claro gue la defindicién 2.6 y Téorema 2.7 se pueden
repetir para el caso‘en‘que X sea una variedad topolégica

con borde.®or tanto podemos vepetir la definicidn 2.8:

\DEFINingN 2.26. Una vériedad,diferenciable con borde

N . . .
de clase C y dimensidn n es el par formado -por una varie-

dad fopoiégica con borde Hausdorff y de base numerable de
dimensidén n y un atlas maximal de'clase;ck.para la varie-
ddd.-
. PROPCESICION 2.27. Sea X una variedad diferenciable
con borde de ‘clase Ck y dimepsién n. En&e@céé:
i) Int ¥ es unma variedad diferernciable de clase CF

y dimensidn n.
i i o Lis - o

ii) (X es una variedad diferenciable de clase Ck y

dimensidn n-1.
i)

DEMOSTRACION. i) Sea p € Int X y sea (x,U) una carta

‘local en p. Vimos en la demostracidn
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de la Proposicidn 2.25 que k(U rm (X) =

T2 X(UY NP H™. Siendo 'x biyectiva,.
x(U N Int XV = x(U O (X-EX))-=

. - .. . ve N : + v""l“. Cn g

- & ®(UY MHTY Pero'x{(U)}-MN.H es-.abier
~to en Rn:'Luego de toda:carta .logal
de um ' punto de Int X podemos, conse-
guir‘una carta cuya imagen sea un
abierto de Rn,simplemﬁnte achicando

el abierto U (m&s precisamente con-

.

;ideraﬁdo U M Int X3 notgrlque.inf X
es triyialﬁente abierto eﬁ‘X)f Dos
. “Q cartas locaies de ese tiﬁa estan
Ck—relécionadéé ﬁ;r definicién dé °

e e e L - k

variedad con horde de clase C

1

. R meee i n=1. - St
ii) Es Fr H' homezomerfo a R & través
T Y ‘1 «
de la funcidn
. Loovo . L, e, ' \

i -
'+ + i SR N

W(xl,...,x ,0) = (xl,...;xnui)

" Segdin vimos: en-la Proposicidn 2.25,
‘dddd:una . éarta .local (x,U),.la fun-

PR

¥ = TokiU RS w(k(U) O Fr HTCRDTE
d“ . 3 HY : - I .. . . R .
es un homeomorfismo y su imagen es
S un abierto de Rngil’

a e g . Si tememos dos cartas de ese tipo,
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(x,0), (y,V),Ventomces

Eﬂgf— -1 = Tfnxay-j'i‘?r‘i

'
se by

. . n .
Si 7. es la extensidn de:s?® a R, i.e.,

-1 —_—
n )y 1

F(Xiau«-,xy) = (xlp..,gx xoy

se puede ver como la. composicidn
- . r“l

n- 1
1 1)

n-1
(a7, ca

+ (at,...,a" 10y *7Y

o ‘~1 -— -
Y xey 1(ai,...,an'i,o)

I ﬁnxoy_l(al,...,a ,0)

( N k . .
y resuylta de clase C' como composi=

¢
.

cidn de tales (#7% y T son ¢y
2oy 1 es X por hipétesis) ///

Las variedades diferenciables con borde que vamos a

precisar son las que estdn en una variedad diferenciable
. ! st .

sin borde. MAs precisamente:

B ’ ’

DEFINICION 2.28. Un subconjunto Dgda una variedad di

ferenciable ¥ de. dimensidn n se dice que es un dominio si

¥ . . 1 g

para todo p € D (clausura de D) existe una cavta local

(x,U) en p tal que x(U 7) es un abierto del semiespacio
. o

Ho,

-

Claramente, si D es un dominio de una variedad X de
D N

4

Xk . . = L '
clase C° y dimensidn n, entonces D es una variedad con bor

el

3

de de clase Ck y dimensién n (la topolegia es la inducida

[ A A
3
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por X y las cartasnson)lgs,gestricciones de ® a U M D para
las (x,U) que aparecen en la'géfigicién de dominio)
Ejercicios .

L : 1. 081 X ;g ﬁg éuﬁcdnjdn{o 5@ R que es variedad to-

poldgica con_ bordg de dimensién n -con la topologia induci

- da, entonces X ="Fr. % si X es’'cerrado. Dar un contraejem

oL i
plo si a X ﬂo se . le pide gue’ sea ceirado.

2. Sih(bgjigf‘soh las componentes conexas de ¢X para
una variedad topoldgica con borde X y si I' © I, entances
X-U{Ci:i € I') es una variedad topoldgica con borde.

‘3. Sea I = f0,1] = {te R:0 <t <1} y sea M = IxI.
Sobre M consideramog la'relacidn de eguivalencia:

(0,t) & (1,t) "para t4e'{0,1]
Probar que X = M/v (cilindro) es una vafiedad diferencia-

ble con borde de Clase c” y dimensidn é}

1

i . .%..81i (x,U) es una carta local de ﬁna variedad topo

Lo, . Fo)
légica con borde, probar que x(U Int X) = x () nE",

5. Probar gue T:Fr H" + R""? es un homeomorfisms. si

~a:£prﬂn le damos la topologia inducida por R” (recordar .

que W(xl,...,xn*l,o) = (xl,...,xn—i)f

o

. 5. QRIENTABILIDAD

-Vames & dar una.definicidn analitica de variedades
orientables y mls adelante veremos su interpretacidn geo-

métrica.
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DEFINICION 2.29. 3831 X es una variedad diferenciable, }
qn'af;gs:A sobrme la variedad se ddice orientado si, para

(x,0), (y,V) pertgnecientea a A ze venifica. ' . ;
J(xuyéi)(y(p)) > 0 para todo p € U My

Mo glempre -©existird un atlas orientado para la va
riedad dada. En caso afirmative, le damos un nombrsz a. la
variedad:

DEFINICION 2.30., Una vavriedad diferenciable X se

N ' .
dice orientable si existe un atlas orientado para la varie

dad contenido ef el atlas maximal de X.

.t .

El siguiente criterio resulta Gtil en muchos casos:

PROPOSICION 2.31. (Criterio de orientabilidad): Si

‘una variedad difercnciable X tiene un atlas consistente

‘de dos cartas locales (z,0), (y,V) con U riV'conexo, enton
‘ te, N ) A . o
ces X €s orientable.

ﬂﬁEMOSTRACIO%. Consideremos la funcidn l
v . . .‘1 . - i - - N
p > J{yox ~)(x(p))

de U.NV en R, Esa funeidn es tontinua por la continuidad
del determinante y su dominio es cenexc. Luegeo sd imagen .
i | . 4
es un conexo de R gue no contiene al cero (porque yox

. . . .y ~1 .
.tiene inversa diferenciable xoy y por la regla de la ca~
dqu). Entonces la imagen de esa funcidn estd completamen
te contenida eu los réales positivos o completamente con-~

tenida en los reales negatives. En el primer casc la
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Proposicidn queda probada pues el atlas en cuestlon resul
ta orientado.._En:el segundo caso; o sea J(yox )(x(p)) < 0

para todo p € U My, consideramos la funcidn

7:R" + RY
n 21 n
P C ST B G L S NS
y. iy = Wey, entbnces'{(x,U);(?,V)} es un atlas orientado

de X. En efecto:

1

T3 (Fex ") (x(p)) J(T'oyox 1y (xp)) =

1

J(‘!f)(y(p)) 3(yex ) (x(p)) =

( 1). J(yox )(x(p)) >0

para todo p € U f v. Luegc X es .oriantadle ///:

Probar que una dotermlnada variedad mo es orientable
es, en principio, muy @iflcile pues hay que probar uha-pro
giedad de£erminada para todos los atlas ‘(a saher, gque en
algiin punto algﬁn qacoblano es negatlvo) Bl'siguiénte lema
permite reducir ese problema universal a una cuestidn de
existencia: |

LEMA 2.32. Sea X ung‘vériedad aiferenciAble orienfi
ble. Si (x,U0),  (y,V) son dos cartas locales ;oﬁ U.y V corle
x0s, entonces &1 signo de J(yoi—ly'esueo£stantélén‘Utr V;
DEMOSTRACION. Secan b;q“ﬁ u v, CbﬁQLU eé{conexé y.X

es-una. variedad, entonces U es arco conexo (es conexo y

localmente arc¢c conexo). Luugo ex;stc una curva 7 [0 1] + U

ne,
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continua tal que v{0) = p, ¥(1) = gq. Sea A un''atlas orientg
de de' X de forma tal ‘que’ los dominios de las cartas locales
de A (es decir, lecs U de los- pares (x,U)} sean comexos y
formen una base de abiertos de X. ﬁstas hos condiciones son
faciles de couseguir: si algin dominio de las cartas de A
no s cdnex&, s¢ lo sspara &n sus componentes conexas, lo
que asegura la c¢nexidn de tcdos los dominies. Ademds, dada
una carfé'(sz) € A, le agregames a A todas las cartas de
la forma (z,wﬂ) con W' abierto y conexo contenido en W, De
esta manera,'e;‘nggyg atlas formado sigue siendo op;entado
y satisface‘1as”ﬁps_qpndicione§ requeridas:

QuﬁremQS llegar de p a ¢ por una "cadena" de dominios

de cartas de A contenidos en U; mis precisamente, si

jd ) 3 1 - j C
A. {s € Y:existen (@1,01?,.2 ,(@n,bn) € A con U, U

y tales que U, r\UQ £ @, u, NU_ £ ,...,U nu_ #0,

3 n-1 n

pE‘Ui.‘.SGUn'} ,.

vamos a pro

A

entonces queremos probar gue q € A. Palra ello
bar que A es abierto y cerrado en 7 (notar que por ¥ desig

namos tamto la Ffuncidn v,:]0,%] + U como la imagen ¥ ([0,1])).

8i s € 7, .sean (W1~”1’*“-'=(¢n'”n) las cartas en

cuestidn.

‘D@ la definicidn de A se sigue inmediatamente
; ! .

B
.

que Un 9 C A. Luego, cada vez que A contiene un punto,
contiene un abierto {en 7) que contiene al punto. Entonces
A es entorno de cada unc de sus puntos ¢ sea A es abierto

{en 7).

=



W
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. 20
Sea {sn}n_l una sucesidn contenida en A4 con limite

‘s v, si {9,W) es una carta de A alrededor de s con W C u,
existe m € N tal que s, € W por definicidn de limite,. Pero como

s, ¢ A, existen Cﬁl,Ulﬁ,...,(wn,Un) € A con U, C U tales

‘que U, U, # ¢,‘.u?Un

1 2 -1

ver que s € A basta considerar la sucesidn

N U 78, p E.Ul, s, € U . Para

(@500, (L0 ), (9,0)

Resulta entonces A& abierto y cerrado en ¥ pero Y es
conexo, como imagcn continua de un conexo. Entonces.A = .¢
5 A = 7. La\primer posibilidad queda descartada. por ser,
P € A trivialmente. Luego A = ¥ iy en particular.q.€.A.. Eso

§%geifica que existen (@13U1)§...&(wn,Uh) € A.con U, cu

tales. que
Uy MU, # 0,...,0

[ g ~ : ] :
Sea Sq U1 U25 entonces

1y

s8I (9,0x  )(x(s,))) = s5(I(¥ o0 op ox" ) (x(s,))) =

fn

-1 , K C - FAR
sg (32 07t (e, (1)) :

1

»

§€J(@ic):13(x(sij})\g

ki [

]

sg(J(wgwwll)(¢1(s1)):‘

sg(J(p;ox" (xts,))) =

Hi

1.sg(leox“1)cx<sl)5i K
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Entonces J(erxui) ¥ J(wiox—l) tienén @1 mismo signo
enhup puﬁtc. Peno siendqiug ~u :.U2, conexe. y Uf Ny = Ul’
conexo, ent%nces elwéigno.de‘d(wzoxni) es constante en U2’
2l signp dé‘J(wlﬁxhl).es‘ccnstante en U1 y ambos son igua-

les entre si. Brevemente:

sg J(Wgax—i} en U2 = sg J(@loxﬁi} en U1

- . ) ’ i r 1 : .
Sea ahora s, € {2 US’ entonces

i

Csglab gox T x(s,)) = sE(I(Ph085 ) (9,(5,))).
c sE(I(P,ox 1) (x(s,))) =
=z sg(J(@ch—l)(X(S2)))

Los migmos razondamientos que aptes mos permiten con
cluir gque:

Sg , J(wgoxfl) en U, = sg J(w2ox—1) en U,

Iterando este procedimiento, llegaremos a:

)

i

sg J(@ioxni} en Ui

.. -1 .
Sg _Js(wnox ) en U
En particular:
-1 -1
e J(%uwx )(x(q)) = sn J(Wiox Y(x(p))
chitieqdo todo wl procedimiento, conseguimos cartas
Y = A talw
'($1,V9“,(Um,\m) ¢ tales que

b

s S0 oy NI (y(a)) = s T(Y ey Dy ()Y
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Entonces . .

1"

sg I(yoxil)(x(a)) = sg J(yody oy oy Top ox") (x(q)) =

L= s ye ¥ (o ()Y,

.'sg<a<wmow;13<¢p<q)>)."

u

sg(3(p_ox"1)(x(q)))

A P e A G

=‘sg(J(wmayml)(y(q))“i).lf

]

sg(J(wnox-l)(x(g));‘
= (sg(J(¢mny"1)ky(q)))”i.i.
sl ox Dy (x(a))) = f
. ésg<3@¢1?y*1>cy<P)>>~1.
sg<J<wlo¢;1)(w1(p))) _— |
. sg(I (e ax MY (x(p))) =
= sg nyaw;?acwixq>>.~e

sg (Y, 0] V(e (p)) .

sg J(p 0x M) (x(p)) =

110wiox'1)<x<p)>,é

1

R - : Sgii(yowzivw

C»(‘/,J

1

$oar e ) =-sg~J(y$xfl)(x(p)?

! C s '.5‘),.\......::

lo cual termina de probar el lemda’¥// R P
» equivalente
Escribiehdo el lema en.una\fgfha logicamente, obtene

mos un criterio de gran utilidad para probar que ciertas va

riedades son no orientables:
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'

" COROLARID 2.33. (Criterio de no-orientamilidad): Sea
X una variedad diferenciable’ y supongamos que existen dos
cartas lodales (x,U), (y,V¥) con Uy V conexos y puntos

P.9 € U NV tales que
-1 -1 '
ag Jlyoex “)(x(p)) # sg J(yax ~)(x(q))

Entonces X no es oriertable.

El lema 2.32 prueba que, en una variedad orientable,
una carta tiene jacobiano de signo constante al compararla
cop cualquier carta (siemére que los dominios sean conexos).
La siguientﬁépfoposiéién pruéba queg lo misme es cierto cuan
do sé cgﬁpar% una carta conm un &tlas orientado:

PROZOSICION 2.34. Sea X una variedad diferenmciable
dfientable y sea * un atlas orientado cuyas cartas: tienen
dominios conexos. Sea (x,U) unz carta cualquiera con U.
conexo y sea ¥ = Wox donde W(xi,...,xn) = (-xls..ﬂ,xn).
Entonces se da una ybsélo una de:las siguientes posibilida

o

des:

a) AU {(x,U)} ¢s un atlas erientado

b) A U {(%,U)} es un atlas orientado S

DEMOSTRACION. Supédngamos que exister una carta
(y,V) € & ¢al cue : . . -

J(ywxﬂi)(x(p)) > 0

para algin p € U NV, En ese caso,’por el Lema 2.32, dicho
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* Jacobiano es positivé en todo!U T V. Definimos ‘¢l conjunto
B = {pe Uif{zoxni)(kk§f5>'0 para toda darta
(z,W) € A tal que p ¢ W}
Afirmamos que B es alkierto y cerrado en U. En efecto,
sea p € ﬁAy’séa (zlgﬂi)‘una carta cualquiera de A con p € L
Entonces, para q € U N Wlﬁ si (zQ,WQ) es una cdarta de A con

i

"Tq € ﬁgp'serg:

t

J(z

Ly

2

no

ox 1) (x(q)) = Jla,ox; ez ox 1) (x(q)) =

j#]

q(zzoz;1>(z&<q)>.q<zlox‘?)<x<q))

y este produc¢ts es positivo (&l primer factor es positivo
por -ser A ‘orientado’'y el -ségundo por ser-p € Bly por el Le

ma-2.32). Con &sto dediucimos que-U Wy C B convlo'.cual B

resulta entorno de cada upo de sus puntos y por®lo.tamto
abiérto. .
"Es ‘importante observar-que &l mismo razonamiesto,

con z, =y, W, =V, prueba que U My C By por tanto B # @.
f=]

Veamos ahdra-que B.-és"cerrado en U::sea'{qr'l}n_1

una
sucesidn de puntds de+B coh limite q €-ﬁ'y»véamos que q € B.
Sea (%,W) - una carta cualquiera de A*tal qua q € W. En

tonces existe n, € N tal que g € V pard 'n-> n.. Cofle

0 »
q, € B, serd T

T :ngzc%“{g{x(qn}} > 0 para- todo nﬁﬁ,qo
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1

, , - © : -1 :
Como zeXx es C, , ehtonces J(zax " )ex es continua,

(en realidad es c) v por lo.tanto:

G(zex ™) (x(q)) = Lim J(zex ) (x(d_)) 2 0
n-¥m ..

[

coﬁo limite de nfimercs poéitiéos. Pero como cl-jécobiano
dejunvc;mbio de cbord;nadas no buede ser nulo, resulta
J{ZQx’1)(x(q)) > O; Como (z,W) era una carta cualquiera
de Aicon q G'W, féaglta q € B, o

En definitiva, B es abierto y cerrado en él coﬁe%o U
y no Qaeio; ﬁor lo tanfo B = U lb qué establece a) ’

Péra lo anteriar hemés ;uﬁuesto Qué existia una car
ta ij,v5 en A tal que J(yoxwl)(x(p)) ; 0 én‘aigﬁaxpte U 6 V.
Si so no ocurre, se cumpie'autdmaticamente'bd- /}/

P%obamos ahora que la propiédaé de oriéntabilidé&”de
uné‘éariedad se traslada a lo; bardcs éé‘éus dominiOS"

- PROPOSICION 2.35. Si D es dominio de una variedad

orientable X, entonces @ es orie;tahlé a

DEMOSTRACION. Sca A un a;tlas orientado de X con car
tas loéales de dominios concxos Por definicidn ae dominio,
dado p € ﬁnexisie una carta lccal (y,V) en X élrededofnde
p tal que y(vV O D) vs un abierto de H". Segln vimos al éi

-

tudiar variedades con horde, serd:

y(v N @) ='j(y1,...,yn)—€ y(v N3y = 0} (1)

~ Si W estd contenido en V, afirmamos que sigué valien

do (1) cambiando V por W. En efecto, si p € W (D, en
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particﬁla; p e V r ip y por tanto y(p) = (yi(p),...,yn(p)) €

€ y(v D) y ademés yn(p) = 0, luego una inclusidn es cier !

it

ta. Para la-ot?ag;§jfp € W D es tal que yn(p) 0, enton
ces pe€ V CD e yn(p) = 0; por (1) resulta pe V N D y
como ‘ademds p € W, serd p € V [ ?ﬁ n w:=%(§ MNW) NED = ©
= Y PTQD, lo que prueba.la otra inclusidn.

Ya que (1) vale para cualquier sulcanjunto de V, en
particular vale para sus componentes§conexas: Entonces dado
p € D, existe una carta (y,V) en X alrededor de p con V
conexo tal. que y(V D) =’{(y1,...,yn) e y(v' rD):y" =70},

. Por_ la Proposicidn 2.35, ;é(carta (y,V) se puede agregar
a Ay el atlas resultante~eé orientado o bien 1o mismo se
puede .hacer para (y,V) (eé élaro qué éamﬁianﬁo y por y
sigue valiendo (1)). Pfocediéndo de esa:manera con todos
los puntos de D, obtenemos un atlas At de X orientado
tal que para todo p g’?D existe una éarta‘(y,ggte A' alre
dedor. de p que cumple~(1)r Recordemos que; en ese caso,:
(;}Y r ?p)_gs carta en (D alf@deaor de p,:aoﬁde ; = Poy,
P(yls...,yn) = (yl,J..,ynnl). Laé céfféé (y;v N D) nos
proporciconan un atlas para 7D. . . |
Vamos a probar ahor% que ese gtlés es orientado.
.Seanrgx,U), (y,V)‘dés cartas en.X q;g:cumplen’(l};

queremos ver que el determinante de la' matriz jacobiana

Sl . .
B(Yex 7)) (%(p)) es mayor que cero.para todo p € U NV (7D,

.ot L



~B89 -

Para elld calculamos'.los coeficientes de dicha matriz, es -

decir las derivadas par01alao B, (y %" )(K(ﬁ}), donde

u . .
yj = wqu, wj = proyeccién a 1la j-sima coordénada

(1 <1i,5 <n-1).
i ’\"“1 (’31

V3
Notemos gue.y cx. pee s

= (" P'\j)c‘{ ‘jPTi(ajhj"'v')anmj.) = yjﬁx—l(ais'no,an‘loo)

Entonces, si p ¢ u.rv.rny x(p) = (algi..,anﬂl,O)

(por (1), la dltima coordenada es necesariamente cero),

sara y(p) = (21&...,an—;) y por lo taEnto:
- j - 4 v-1 -~k
p (3lon? )(Y(p)) = o, (YhE T, o™ -
Do A . i -
= lim-% y]ax 1'(al.,...,a1+h,...,an 1)-
h—~+0

... yioex (a ,.. . ,an.’hi )} =

; ) s . _
’ = lim ;L— {y]ox 1(a1,...,a1+h,...,an 1,0)’”
h+0
‘ e yjaxﬂl(alg...,an_l,o)} -
= Di(y]bx“l)(al,.:;,annl?é)'
‘ J o1, ' - ‘
= Di(y ox ) (x(p)) (1 <i,j <n-1)
Por otra parte es, si i < n-1:
D, (y ox ) (x(p)) = D (yPex M (at, .. 00a" o) =
= lin‘ ‘%‘{ynlf.}x‘ni(a.j-’u--;alih',oclyanhl‘jO)*
h+0 ~ .
' N . Y}}U.X-.i(&j'-{---,anwigo)} =
e 1 n n b
- = lim & {y " Cg) -~y (p)} =
h=0

i
<O
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-1 1 i ~1 . "
ya que q = x. . (a ,..h,al+h,..,>an ,0) y p estédn en (D por

(1) y entonces, tambign por (1), yn(q) = yn(p) = 0.

Pero entonces, desarrollando J(yoxwl)(x(p)) por 1la

-

filtima columna, obtenemos el siguiente resultado:

"&n.—l»

0 < 3(yox Hx(p)) = 3G Xep)) .

o

'

..Dﬁ(ynox-l)(x(p))

y por 1lo tanto si probamos que Dn(ynox~1)(x(p)) as mayor

. Nnovel . .
que cero, obtendremos que J(ynx ~)(x(p)) es mdyor que cero,
que es lo que gueriamos probar. Es claro, por la‘desigui£~

dad anterior, que Dn(ynoxul)(x(p)) no puede ser cero. Su-

pongqmo& entonces @ue'eé menor que ceroj; pero:

]

1im %{ynox—l(al,...,an—l,h) -

h+0

D tyTox ™) (x(5))

n _ -1, 1 n-1
-y ex “(a,...,a ,0)}

. .' _ -1
o= 1lim % {ynox 1(al,...,an “,h)} ’
"h=+0 :
ya que yn(x—i(a%,...,a?fl?oyl = 0 por (1). Entonces si ese {
limite es menor que cero, oxiste 8§ > 0 tal que para
0 <h < 5:

y oX (a%,.,.man—l,h) < 0 ‘ !

Ahora bien, .como x{(U 1 D) es un abierto de uh que

) Lo o )
contiene a p, como para h positivo es {a”&...,an 1,h) € Hn,
entonces para b pequefio, (al,...,an-i,h) € x(U ND) y por

fy

-1 . -1 \ o .
tanto x (a%;...,ap ,h) € ~U MNP, en particular

Nt
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-1, 1 n-1 ., . = R R PRS - B o
2 (a ,...,3 ysh) € D. Luggo, al aplicarle y , recordando

qUé'y(V”ﬁlﬁd‘C Hn,‘dege's@r‘ynrf*i(ﬁl,..T,dnmi,ﬁd) i 0

R

contradidiernds lo antérier. -

"En resumen, résulta:J(@ﬁg—iﬁ(X(pj} > 0 para todo
pe€ U NV NEID y pbr tanto el atlas que A' induce sobre
€D es orientade ///

Para terminar con las cuestiones generales cédrres-

pondientes a orientabilidad estudiamos gqué relacidn hay

entre la orientabilidad de una variedad producto y la de

1051factorés.‘.

FROPOSICION 2.36. Sean M,y M2 variedades- diferencia

bles. Entonces M, x M2 es orientable si y sélo siM 'y'MQ'

1

son orienéabluau oo et . A

DEMOSTRACION,‘Suponggmos,que‘Hi'y M?:soq orientables
y sean Ai’ A2 atlas orientados de Mlly‘.M2 ?espectivamenté.
Entonces el atlas A1 X A2 desc;itg en la defiﬂicién de va-
riedad producto es oricntando; en efecto, sus cartas son ‘dé
la forma (xxy,U«V) pora (x,U) € A19 (y,V) € AQ. huepo, si
(%xy, UxV) es otra 7t esas cartas, serd:

(% ol v = (Rox™ 1y (Foy 1)’

L
-

como es inmediato verificar, y por lo tanto, si p € U,

't

q € V:

TUE Fex y) T x(e) ¥ () =

PR I v

= 0(Fexr  I(x(p)). I (Fuy Ty Cy(g))
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positivp"como»pnpducto‘de»nﬁmeros,positivqsu'

. Reciprocamente, ‘supongamos gue M, X M, es, orientable

y sea A un atlas orientado de dicha variedad. Fijamos un
puntd tualquiera~q.§Am§py'séa (y,V) pna cartg en HQ alre-

dedor. de g con V conexo. _Para cada, p € Mi tomamos; una car

ta (x,U) en ¥, alrededor de p con U conexo. Como U x V

1
es comexo como producto de- tales, entonces A U {(xxy,UxV)}
es wun' atlas orientado o.bien A U {(x'%xy,UxV)} lo es (donde
x' = X, w(xl,..,txq3¢= ley,u,,xﬂ)).gQuedéndpnos con una
u otra éarta segiin 21 caso, obtenemos un atlas.Ai de Mi

rque’ resulta orientado; ‘en efecto, sii (x,U), (x,;U) son dos

cdrtas dd A por; definicidn de Al.seré: REEREEE

1 3

0 < JC(F y)olx y) ) (x(p™),y(q)Y =

P __ 1 . , iy ) s RTINS
‘ = J{xox " Y(x(p')).J(yey “)(y(q)) =
] oy T ‘
o o % J(xox Ty(x(p"))
para ‘todo-p'=€. U MU /// o . L T 5

1. Probar que s es orientable usando; el criterid de
orientabilidad 2.31 y-.las .proyecciones estereogrdficas
. . LT RS " ) f . ce Wt

desde los dos polos. Deducir que el toro m-dimensdonal es

1
v : P . . P s . .
(AR \ P . . st ,‘ S0 .o i

orientablemh
S o A
2. Sea I = [-1,2] vy sea M = I x I (I = (-1,1)). Con-

PR e e, . -

3
: )

sideramos la siguiente relacidn de equivalencia:
[P S - ’
‘< 1

<} ceow g Tyl




~-893 -

(“11'5‘«) v (1,-a) si -1-<a <1

P

y sea X = M/x (Cinta de M&DLius') 7,

N

a) Probar que X es una 2¢Vaviedgd~cm
b) Probar que:X no es orientable usando el criterio

de no:p:éentabilidad~2,33.

[PRENER RN R

3. Sea M = I% I con I = [-1,1] y consideremos la

relacidn de equivalencia:

o (-1,a) ~v (1,-a)

.

W1ja:__<_1 <
(a,1) v (a,-1)
y sea X = M/v (Botella de Klein) -« — -
"a) Probaf que X es una 2~variedadm c”

b) Probar qué ¥~es no drien&able ﬁtiliéﬁndo éi critg
rio ém no-orientabilidad é.éa. |
4. Probar que Qnaavafiedad‘as orientable si y sdlo si
todo abierto de la variedad es orientable (con el atlaé
inducido por el de la variedad)., Utilizar este hecéd<para
probar 3) b) a p;rtir de 2) b).
- Pﬁobqr que una vé;iedadyéé,dfien%afié si y sdlo si
todas sus Componentesﬂconexas lo son.

g

6. EL ESPACIO PROYECTIVO ‘RI'AL

Recorddmos la definicién .del espacio proyectivo. En .

rM 1 = {(0,...,0)} consideramos la siguiente relacidn, que

5]
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/d’ resulta muy facil de verique es de equivalencia:

P . ) i $d ? R
,yn+1) si:existe & #£.0

t (xl,...,xn+1) v (yigf

%o Ry tal qué:(xl,.;asxh+1) = %(ylg-ﬂi;Yh+1)" :

LRI

CyEeel e o . LD+ T
“Yhdicamos el cociente como’Pn 2 R" Y/ otoris y lo

denominamos espacio proyectiva real n-dimensional. Vamos
N T TP . -
R : P B Dl n .
a probdr gue, con la topslogia cociente, P es una varie-

- Py

dad diferenciable. Iﬁ‘

Indicaremos (xl,...,x ) a. la clese.de eguivalencia

n+1

de (xi,...,x )Q'Primere definimos los dominios de 1las

n+1

4vﬁj3u cartas }opales: 4(\& o ?15

/ ’!\‘3 / [J"! ’ Rl : ; . 5 .
[ , u; = {Txy J““"n'%l)‘xi Z 0} ©o(i= 1,...,n+1)
,_[ ‘/ /’ Estos conjuntos resultan ablertos pues si ## es la
i f]/ T o - .

r J pr yecc1on de Rn+1 N {0} al coc1ente P entonces

i v t . g

8 . : : +1 h ' s
5 : / o T fui>‘= {(51,,,,,xn+1) € Rn Xy #,O}, claramente abier
R ST e T Co A 'l

; Pha 'tO-

Ly \ IS e e
h P ’x f anlendo def&nldo los U, I deflnlmos

' / . . - :
‘f ; . ). e _ Lo o
¥ , ’ . gD :

iE. . ) L Wi'ui-+ RO P XK N v

l T XN X X, . & X, X

o . o R I O B S Y )Yy =:¢( .1- . i-1; l+?- . n('f‘i)
5o \ Y ti 12777 nt1 Thx e x A S

g . i 1 1

Es inmediato verificar'qubila definiciéh”de,wi no
depende del representante elegido; tambi®n es inmediata
la verificacidn de que Wi:Ui'; R” es uha biyeccidn. Ademds
wfﬁesucontinua;puésfp-qug,wipﬂglc ﬁs_{una funcidn. gue sale

. P
PR A . . ' .
. f-i::"'.a:‘ i L . . \ .'-i f
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. . . ‘ oy
de un cociente es continua si y sdlo si compuésta con la

proyeccidn al.cociente lo es);. en efecto,

b X, %, %
: - +
@LomlR, 4o yX ) = (==,... S itd v "E?i) que es
i 1° ol x,’ Y x, T ox, ° s,
i i i i

;

claramente continua .en (U;). Por Gltimo, es:

-
—
o)
fo
-
.
.
.
v
<
Nt
"

(Yi)“’?yi_‘iiiayi.}--»,yn} =
[re S
= (yla-¢-ayn_1,gkyi,.,.,yn) '

2 ! . s . s s ea
asl que ¥'.,” es uma funeidn continua como composicidn de

tales. En resumen, para cada i entre:f y n+1, (wi,Ui) es
L e - ~ n .
una carta lecal.. Con esto, ya sabemos'que P e&s una varie

dad topoldgica. ‘ |

o ' N . _ o
Veamos ahora que P es T ., Sean x = (xl,...,x

n+l ),

- : S A m ' _
y = (Yi""5yn¥1) € Py dga‘x = (xi,..,,xn+i? una suce

s , n:- .. Joo . o - e R L
si%n erd P que tiende tanto a x como a y. 8i % e y estdn

en un mismo abiurto coordenado Ui’ entonces siendo Ui

homgqmorfo-ai—ﬁé;ﬁgg"sepia”§xﬁx§lzQueda por cdﬁtemplar el f
caso X € Ui—Uj, y € Uj-Ui que vamos a ver que no pueds

ccurrir. En «&e case gsoria
+

ex, #-0, X, = 0 ' ' ‘
1 ’ ] by
Yi = 0, Yj £ 0 ﬂ

_ i

. TN —— P (%3 4

Como X = X, entonces =" € Ui para todo m > mé; ana= f

e e - e PN ‘ - .. . T i

- . —M RN o o . - ‘ < H . B

logamentée x € Uj para todo m z*mg. Luego existe ng tal

"'_m' \ . , [ . H

que x° €U, f&qj para tode m:g;mo. Fero siendo x" € U s :
- e p e : : o -' |
¥ € Ui‘y ®  * %, entonces por la continuidad dc‘wi: 1,




~G&~
L . . STy 5w (%)
i w I _‘pi(x ) > \(‘i(x),

. Lo e * ' S n - ., ot
y en particular, como la convergencia @n R es coordenada

——t PRN - i
- ¢

a coordenada:

con lo cual 1 =
i ;"‘ i

m

x . : . )
—E»+ 4, 2 =0.0 = 0, absurdo. En
X . . .

) ]

. consecuencia, P es T

‘eomn'cadajpi es homeomorfo a Rn, cada U es N Pero

i 27

TP SRR . - n
s unifn finita de ablertoan§-a;awque‘Pt_es‘Ng.

s o
antonces P e
..  Por 8ltimo, -veamos que ocurre con los cambios de coor
H \ P N . .. B BN oo e N -
2 y -1 , .
denadas, Consideremos prlmero,viowj _para .i. < Ji .

b B . - _ I N - : : { —
Wiowj (yl,-a-,y ) = Wi(yls-°-ij~1aman>"'syq) =

n

. . .ot

1o Vo1 Vi

= ( .
= . .
s 7 4 0y 3 R .3 “

y entonces ¢.0¢71
] i "]

R e P oo-

v oo-t 5 - - i
3..Wi0W¢ (Kisfﬂ'dy )A?,?ﬁ(yii'“‘%yjea’i’yj’ﬁ“fﬁym%w"

T RS & = T MU B
( . o . L
Yice Yi-1.0Yi-1
y ' i~2 yi yn )L
® qll', 3 AL Y ]

Vil Yig i1

"
r~
1

o

i

I
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que. tamkién resulta Cw.

Sabiendo ya que " es una variedad diferenciable, va
mos a estudiar su corientabilidad, Mas precisamente, vamos
a pfobar‘io.sig;iehte: -

PROPOSICI®N 2.37. El espacio proyectivo real P” de
dimensidn n es orientable siﬁn @s impéf ; no~ofiéntable g1
n es par.

DEMOSTRACION. Vamos a calcular les jacobianos de los
cambios de ccordenadas %iowg?. Basta considerar gl caso
i <3 ya que' el signo jacobiano de una funcién és igual al
signo del ja;obiano de la invensa. |

f o
H

Para 1 < j sabemos quc

= JL( :
= VasrreoYg g0 Yi4q200

-1
Y00, (yl,»‘.,yn) v

3

'-anmiﬁiayjssas&Yn} ‘
Como las variahles estfn cambiadas de lugar, gs con-

veniente introducir la sisuiente funcién que las restituye

a su lugar original:

W<}71)°"9yn) = (y1°"'°yi~19yj~1’yi""

SN yjul,I,yj,---ayn) (

Como es inmedia*o verificur, resulta

-1
ﬂc"r’}io‘pj (yj" '°';y.n) = —(yi""’yi—i-’l”yiﬂl""’yn)




«98 -

El jaccbiano de esta funcidn es el determinante.de-

la matriz:

2 0 Ve 0 —m% 0 PPN 0
Yi v
a1
Y, .
0 R m—_% 0O ... ©
Yi A
a Y'v
0 0 ... = =2t o ..o
yl y
Y1
0 0 .0 ~i2- O ... ©
i
Y. a4
0 0 0o - 1;1 yi .. 0O
yi" 1 -
Y :. . y " i
0 0 P 0 ““”—g 0 Y “};‘“‘
'3 T' Yi 1

y désarrollando por la priﬁera fila es fécil'v&r'QUe

PR 'l . PRV

1
n+l .
i P I

- et —1 ‘_' . . .
I NN

. n
Pero, cualquiera sea a € R :

i1
J(r)(a) = (-1)*73

. ) . . )

ya gue 7 consiste en i-j-~1 permutaciones de dos”variables

entre si (y cada una de esas permutaciones tiene jacobiano

igual a -1). Por la'regla de lh tadena® ' y

‘
¥
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"1 L w ey § 0 Sy - - N
- —— 1 Qi ) PRI - - . -
ThEl J(K yicwj >(yl$ &yn)

i

. -1 SN
J(’fT)(’PiO‘Pj (Yig -l"-gfn)):

o1 o Ly -
-J(@iﬂwj )(yia"'?yn) -

_qyi-i-1 3 o‘*‘i‘. K ’
(-1) AT FIRICFRETERT )

de donde:

(-1)>713
p+1

>

1

-1 .
(9,0 e s Y =
J\Piokj )Syig gyn)

x , , n n <
Cambianos ahora muestras cartas.. Sea P:R =+ R la funcifn
. ; ,

ﬁ(yi;..;,yn) :5(—yi,y2,.,.,yn)

de fécobiénb igual a -1. Definimos

pom: .| . cL . R . P

v,

LA

118

¢y para i par

i =Wi = ﬁbwi:para‘i impar
Entonces resulta ¢laramente
-1 . 1 . “
: / . . v e g} = et .
.J(UID¢] )(yis 9yn) n+1 ‘
i .

Luégo, 8i n es impar, les cambios de codrdencdas tiemen
jacobiatio pesitivo y resulta la primer parté de la proposi-

o

cidn, Si'n es par, aplicamos el criterio de*no-orientabili- .

dad Zgaﬁgnsean,p,q‘é‘ui f‘szﬂados-pqn:

SO )




. =100~

- R 2% T AN 1 (el “1 en el lugar i)
P (1, (;.;/' . : g
q = (1,cc.51) -

o [ : o~
, ; )
)

Entonces, de ‘acuerdo a lo probado: 0

i

J<wiqw§1><wjé§§> -1

H
Y

3Ol (0 (@)
y siendo Ui y“Uj conexgs‘(cada uno es homeomorfo a Rn),
resulta p" no orientable para n ba£ /177
Cuando veamos la interpretacidn geométrica de lé'orieg
£;bilidad, indicaremos una forma de ver intuitivamente por-
qué la orientabtilidad dé @n‘depende de 1la paridad‘de n. .

Notas

1., E1 conjunto de los runtos de la esfera unidad

2 2 2 . . .
u” + v- + w” = 1, con la relacidn de equivalencia (u,v,w) ™

v (=u,~v,~w) es un modelo del platio proyectivo real P2, ge
demuestra que no puede sumergirse en F?. En cambio, la apli

cacidn

. 9 mn
es una sumersidn de Iﬂ en R'.

Es interesante tambi&n la sumersidn de }3 en-fé, dada

‘por’'las siguientes ecuaciones ' LT
2 i Ca a2 )
Yo T Xor Yy T¥g ¥y Yo F Ky Vg Xg Xp
= x —
Yy = ¥4 X9s Y5 7 %,
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La imagen de P2 es una superficie algebré&ica en P
| ' .

- 3 -

de grade 4 gue tieme la propicdad de que su interseccidn

5
con los hiperplanos Z ;9. 7 0, son precisamente las
' 0
. . o - 2 2
1 imagenes de las conicas agk, toagxgRy ot oagx, + ag¥yX, *
i 2 .
-k + auxix2 + asxg = 0 degl plance P . Analogamente, tomando

2

: .y s . . 2 g
i las clGbicas de p°, se tiene una sumersidn de BF° en P° cuya

: imagen es una gumerficie de grado 9 ¥ cuyas intersecciones

. . 9 o e .
con los hiperplanos de P son las imdgenes de¢ las ciibicas

\
»

2 - . .
de P . Dstas superficies se ]llaman superficies de Veronese.

Rk v i oo

Todavia mas general,.tcmand¢' las variedades algebraicas

r . .
de grado n de P, las ccuacicnes anflogas a las anteriores
dan la sumersidn d¢ P en el espacio proyectivo de dimen-

sidn (n+1)(n+2)...(n+r)/r! - 1 y la imagen es la variedad

(n)

T . oy .
r de grade n” y dimensidn r. Estas varieda

de Veronese V

“ ! ' ’ *
dcs de Veronese tienen preopiedades muy importantes tanto

,
¢

desde el punto de vista algebrdico como diferencial. Ver,

>

por ejemplo, B. Segre [25].

2, La recta proyectiva compleja P1(C) es =21 comjunto
a3 de los nGmeros éompleims z con un fnico ﬁunto imprompio,
comin a todos los abicrtos definidos por |z| » m para todo
m. EHs una variedad de dos dimensiones (puesto gue un n@ﬁero

I . " I
& complejo es un par dec ulimeros reales } gque se puede symer-

/

. 3 .
gir en R por las ccuaciones:
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3

2(z + 7) . 2i(z - zy 2 zz .
Xy =" Ry 3 =, Xy & =
oL b+ oz : 4+ zz L + 2z i
1 o _ o
que representa biyectivamente P (C) en 'la esfera -real
2 2 % Fo._ e - .
Xy toxootixg = 1. Se ha indicado. por z al compleja con~

jugado de Z.
3. El ﬁlaﬁo proyectivo complejo PQ(G) @s el conjunto

de ternas de nfimeros complejos (26,21?22), no nulos a la
vez, con la relacidn de“equivalencia (20’21”22) A

- . o . e . . - : 9 .
(Azd;hzighz2)~(n complejo 0). La aplicacidn PQ(C) + R™

definida por - . : -

¢ s 5
-

. — Ju— . . - — o

.= 2 = 2.z.+2.%2., .. =i(z,2.~2.2,
. :‘3.‘:.’{1 .. ‘2 z.lz,l‘s ) xij le] Z]le ylj l(zlz] ijl)

para i,j.= 0,1,2, es una sumersién’de PQ(C) eﬁ g9

Importantes teqremasmy.eﬁempléé sobre‘in%;fs;o;é; v
sumersiongs de ngigdadgs en ?n,‘pueéén verse'én Jéhéé
[12], Misinor IQQJ.X Lashof-Smale tis]. |

Aungue no podemos da£ la.demégtracién, pér ;éf bas-
tante.cpmplicada? es,imgortapte,tgner ﬁ;e;énté~ei éiéuiég
te importan;gkteoreMa dé‘Wh}tney (Anﬁals of“ﬁétheﬁétics,
37, 1936, 645-680); | ‘ i

. Toda variedad diferenciable de dimensidn n puede su-
B .. C e ;: 2 . . -
Vo -
mergirse en el &spacio euclidiano de dimensidn 2n+l.
oo T B . .

Ejercicios

1, Sea X = I x I donde I = [—1,1]. Consid@ramos lau‘



(
|
j
i

relacidn dé& equivalencia’

{(-1,a) ~ {(1,-3)

(a,-1) a {(-a,1)

-

si M =QX/m, probar:

a) M es una 2-variedad C

b) M es difcomorfo al plano proyectivo real P2.

2) Sea ¥ = I x...x I = 1", Iste espacio tiene n caras
opuestas cuyos puntos pueden identificarse de‘manera direc
ta (+) o de manera inversa (-) identificando los puntos

simétricos respecto del origen. Se tienen asi n+1 varieda

des de dimensidn n, compactas, rupresentiadas simbolicanien

~te por los signos (+ +...+), (- + F...4), (= = +.0,+) 0,

veep(= -..0=) (Por éjemplo, P% es (- =) y la botella de
Klein es (- +)). La primera es el toro n-dimensional y la

. . . n ¢ ’ .
Gltima el espacio proyectivo P . Probar que si n es par,
. . ) . . : o1
solamente es orientable ¢l toro, y si n e&s impatr - son todas
B R +
orientables. Se propone estudiar lo que pasa si la identi-

ficacidédn de los puntos de caras opuestas se hace de distin
ta manera, por ejemplo, segiin simetrias respecto de sub-
'espacios de dimensidn variable.

:-“’ PR '

7', "GRASSMANIANAS

B

LLamaremos grassmaniana G;n al conjunto de subespacios

e A

=




s b

e Y P

~10%-~

+r

H de RP de dimensidn r con la topologla .y estructura de

. I3 L
variedad diferenciable que vamos a ver a continuaciodon.
K3 2 . . . .
. . . . . n+r
Si H es un subespacio de dimensidn r de R , sea

v ...,V _una base de H:
1° ’'p

B

Vi’: (V « o g7

weosv o= (v
Yo r ( ‘T,ntr

113--~:v1’n+r‘ r:lﬁ

Podemos asociarle a H la . matriz

v Fe s

‘ 11 ¥ V1, n+r

v v
L rl r,n+r

.

y es-claro que le podemos asociar varias matrices a H de

esta manera. Consideramos entonces la funcidn

. f . . ¢ -

£1G - P(Rrx(n%r) rX(n+r)
rn

) de G - en los subconjuntos de R

definida de la 51gu1ente manera: f(H) es el conjunto de

todas las matricés (vij) € Rr«(n+r) tales que (vil,.u.
.tl; 1 n+r)""’(vr1""°vr n+r) es base de H. .
) Sl A,B € £(H), digamos A = (aij), B‘; (Bij)’ éhtoﬁées
. \; a, = (a 1,...,ai “;r)é".iiPQ= (érl"ﬂ’;é;?n+r)
gggggg‘bagg de Hy lo mismo vale p;r§“{£ *’ ' .
by = (bygsreenby pipdseeenby = (Digse e Prfyp)

Entonces cada a, se puede escribir como comyinacién

4
de bi""’br y recipreocamente, En otras péiabrag, existe

C €. GL(r,R) tal que . ' "
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)
"
~1
0
[N
log
-
=
IA
.
A
H
-
I

< J < n+r)
o gea:

A = CB .

Reciprocamente, i B € £(H) y C € GL(r,R), entonces
CE € f(H) como es inmediato verificar. En resumen, si
B e F(H), entunces A ¢ £(H) si y s®lo si existe C e GL(r,R)

tal que A = CB.
Antes de definir lds que serdn cartas locales, nece-
sitamos introducir ciertas funciones. Si (ii,..,,ip) es
. L . 1

una sucesidn creciente contenida en (1,2,...,n+r) (es

. LR

decir, i1 < iQ < ... <1 'y 1 <1, <n+r), consideramos

r - - 7] -
@, . i‘gRrx(r+n) REX T
B R
definidd por:
Peg 0 Pojndr Pi,i = Py
T T
o ) .
} 1, «vsd .
1 . . .
: P..
) . cae .
\Iri Pr,n+r“ \,”’11 . pr,lr
(o sea, oy i consiste e¢n quedarse con las columnzs
RRE
+ i g1 (- 2 T oment 5 a ™ s
iy 1?). 51 (Jlg...,jn) i el complemento de (11,...,lr)

en (1,...,n+r) con iy < j2 < ... <73, definimos

n

% w (nte) .
ai ; :Rrx( ) e
RN

REx D
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de la siguiente manera: !

vy N \

Pig "7 Pg,nsr 1P1.3, 70 Payi
}”t % *
o . . . R
Ulll =
! r
Pra 'i“ ?r,n+r pr,jl T Prﬁjr
% .
(o sea, e, i es ‘quedarse ¢on las otras columnas que
| ot i .
"restan).
Xy
Observemos que, para toda A € R y para toda.
¥ E_R;sx(n+r) est
.
o, | i (AAY)~='A.ui C g (Y
1 b ouow I‘ 19"'5 I
Do e o . . 1
En efecto, {ai L (ﬁ.Y)}hk = (ﬁ.Y)h ;. F j
. PRI 1 T . : k :
. r T i
. ] apvp . = 4
L=1 hﬂ £ lk ¥
a, » (a. . (Y))p, =
21 h@b 11"'1?' Lx ;
=, lA.c. . ()] %
. ‘ - 11"’lr hk ]
Analogamente resulta o. X (A.Y)V= A.w. . (Y). g
: L, .. 1 077 1, ,000,1
) 1 T 1 r ;
Vamos ahora a definir ciertos subeconjuntos de Grn que
“resultardn ser los domihiosdé las‘ﬁartas locales.
'nga (i11°"?ir) C (13...,ntr) estrictamente crecieﬂte,
seas - ' . 0T e
Ui,u;.i = {H € 6 ipara toda A € f(ﬁ)g’
i r . o,
o, . (A) sca inversiblel
11;!:..3.]:; L . . .
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Entonces, para ver si un subespacio M esti en .

Ui ;o habria que tomar todas las hases posibles de
1 iy
Hy VE?iEicar que, guedéndose -con las columnas ii,-...,_ir

de la . matriz dsociada, el resultado es una matriz inver-
sible. Pero cn realidad basta verificarlo para una base
cualquiera; 'en: cfecto, sean A,B3 € £(H) y supongamos que
o, 5 (A)'sea inversible., Sabemos que existe

i, v
1 P
c € GL(r,R) tal que B = CA, Entonces

ai i (B) = oy ...i (ca) = C.ai i (f) € GL(r,R)
1 T 1 T 1 r

como producto de matrices de GL(r,R).

Una vez que tenemos los Ui

« e

i definimos las

1 T
funciones
xi i :_Ui . i +R.rxn . N
'1o.m r 1;4« r
de la siguiente manera: ‘
Xy g (H) = 3? 4 lay (a7t =
PR el PRERE
' -1
= (o, . (&) Ta, . (A)
i, 0.1 1,041
1 T 1 T

para A € f(H). En otras palabras, consideramos la magriz
A asociadéva una base de H y, como las columnas igaeeniy
forman una matpiz inversible, multiplicando por la inver
sa de dicha matriz epn las columnas coerrespondientes apare

ce la matriz identidad; las coordenadas de H son entonces

B . { . " . .
los ntimeros que quedan cn las restantes columnas (miramos
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rxmn

R como RT"T).

ESs de esperar que el resultado de este.proceso no

dependa de la.matriz A elegida en £f(H) (o seca, X;

bien definida). En ecfccto,

tal que B = CA, Entoncecs

(. ()] "t

y aplicando a;

]

]

-1
[ai “ir(C'A)L .CA

[C.a. (a7t
r

.CA

ve ol

i

as ; (A)}"i.c“i.c.A
PR ,

{ai oy (] "1
18y,

al primer y #@ltimo micmbro resulta

eeod
1 r
X. . bien definida.
i,...1
1 r
Veamos ahora que Xy ., es inyectiva. Sean
IR ,
H,H' € U, tales que
: i,...1
1 r
X, ... (H) = %, . (HY)
11".1r, iyeed, :

y sean A € f(H), A' € f(H'). Entcnces, por definicidn

de x. P
« ¢ sl
B R
: ‘g
(ai ; (A)) ".ao
B b
o sea:
o L. (M) = oy
1 bl 1

(A) = (a,
r i
%
o . . s
11"'1m(A )

(6'))

T
1 r
si B € f(H) existe C'€ GL(r,R)

1




Por otra parte, y trivialmente, es:

.Cil i (A) = ai i (A) {Q'i . i(:\?)}-i'ai ‘
1--'1,. .1’..'}:‘ 10;-’1’ 1'~.
Por lo tante, si llamamos C = «, 5 (A).
-1 - . , 1i.. -
’(ai_...i (A ) € GL{yp.R), es:
L r .
‘ Ho= CAY

ya quoe lds matrices son iguales coblumna a columna. Pero

eso e3 exactamente lo mismo que decir H = H', Lucgo
#*; ., ; ¢©s inyectiva.
1 r
Veamos ahora qus X, ; es suryectiva. Sea
% n =1 wf(ner) . .
v = (w..,) € R y sea w € R definida de la si-

2

-

.

—
=]

~
n
=

I (Matriz-fdentidad)

5|
u

(o sea, -definimos w-diciendo cudles son sius columnas).
Sea H el subespacio generado por

Gﬁ = (daeees¥

ceyw = (WL, e, W
)5 S ( ri’ >p,n+r

i,n+r
Este subespacio ticne claramente dimensidn r y estd

en U, ;o Ademis

jesd
—_
jus)
~
i
=
~
z|
A
H
@
—
3
ramert
Hi
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lo que prueba 1la suryectividad de X i.' Como vamos a ‘
qreei

{ "usarla en seguida, llamamos o. a la funcidn que man

e el
1. r
da w a w.

Consideramos ahora la funcidn

-1
X . 6X.
e e Ce PR §
L . 11 lr ll lr li r 31 jr

Observemos que el dominio de esta funcidn es un

$ i et i maR  «

o

i
abierto de‘Rrxn; en efecto %
( N ) Q
%, . (U, . VUL, . = s
e .| cae
1 r. M1 r ) P &
={a e R idet((a, .o, ; 24 7 o)
10003, PRI
y como o, . 50 . y det son funciones continuas,
i, ... Joene]
1 r 1 r
resulta lo afirmado. Si w e x, . (U, . Mu, . )
i, .. 1 S . N Jaeood
1 r AR 1 r
-1 . ' -1
%, . 0%, . (w) = o, .o, (w)) .
ses sl M e ol NN
I Ip 11 n 31 Ip ll‘ tp
o . (T, (W)
3 : B R
como es inmediato verificar. Pero entonces x. .o
i : . m SR ERER M
OX . ; €S una funcidn ¢ ya que todas las operacio !
PRREE o

nes que hay que hacer sobre los coeficientes de.w (quedar
se con algunas columnas, agregar otras, tomar la inversa
de un cierto menor) son funciongs racionales de dichos

. @D
coeficientes y por lo tanto C .
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Todavia no hemos définido una topolopgia ni, en conse
cuencia, una esgtructura diferenciable sobre Grn' Para ha-

cerlo vamos a apelar a un procedimiento que es complata-

mente general (Ejercicio 3 de esta seccidn). Primero defi

nimos una topologia 71 , 5gbra U, ., requiriendo
. ) ; P | g wsel,
- 1 r i 1
que . '; ‘sea un homeomorfismo, e¢s decir:
PERRE i
Uuer! ., siy 86lo si U C U, .y
1,051 1,...1
1 r 1 T
. T D
%, . (U) es abierto en B
1.+t v e L
1 r
Como G, . @es la -unidn de los U, . para todas
¢ nn . 1, ¢+«8 41 -
. . 1 r
las sucésicnes estrictamente creciénte i, < i, < ... < 1

1 bl

2
podemos definir una topologia T sobre Grn de la siguiente
manera:
Ue 7 siy sdlo si U O Ui €T

?
o ned L . §
1 r 1 T

para tode sucesidn estrictamente crecien

te (i1°"f’ip) C@,2,....n+1)

. . : P .
Es inmediata la verificacidn de que T es una topolo
o

gia sobre Grn' 81 llamamos Ti ; ala topologia induci
gty
da por 7T en Ui ; » vamos a prolar que 'las dos topolo-
PRERE .
gias dadas coinciden, es decir, 7, ..oo= T} .
. 1,791 L,essl
' 1 r T -
i) Sea W e T, ; - Entonces existe V abierto en
‘ PEERE }
G__,.es decir V € 7, tal que W =V C U,
N . ’ 1, el
1 r
por definicidn de& topologia inducida. Pero V € 7
implica, en particular que V ( Ui i', o sui
-1'II
W, estd en 7° .
i1

i iy
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. 1i) Sea W € 7! ., + Entonces x. . (W) es abier
i,.0..1 R | -
rxn 1 T :
to de R - Para ver que W € 7, ; habria que
. PEERE
probar gue ¥ =V fiUi ; bpara V abierto en
PERR

G%n.-Vamos a probar que [odemos tomar V = W
hay que ver. 'entonces que W U, ., € 7% :

Jpt Tl
para toda sucesidn estrictamente creciente

(jlﬂ"’ﬁjr}‘

Pero
- -1
X . . (w Ny, ) = %, . oXy 1 °
Igeed, P I N PR PRERE
ox ; (wnou, )
R iy .
= R, . cxtl ;°
Jqeeedp T i
oxX. i (v U, n
R ¢ 1t e
mu. ) =
Jl' 'er
-1
= 8 . ox. .
I PIER E PIPRE
(x . (W) Nox,
FRREE g
(u, N Y
Ijeeed, 3;’?‘]r
Ahora bien, x. : (W) es abierto por hipdtesis
1"' r‘ M
y y&@ vimos que- x. . (U, AR . ) es
lla..i‘.—‘;l‘-?lr‘ , ‘jl.ﬁ.]r'
abierto. Como ¥, ox ., , es un difeomor-
]j..-j ijeeed
firmo, en particular es un homeomorfismo ¥ yor
lo tante x. - . (W C U, .- ) es abiurto en
PR s PIERES I
nxn

R . Esto rrueba la 6tra inclusidm.
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Pero entonces, con la topologia v, resulta Grn

una variedad topoldgica de dimensidn r.n con .cartas

B

locales (x. . LU,
i,v00d i
T 1
w

locales westdn C relacionadas entre si, entonces para

B L.
i ). Como ademds esas cartas
Cee )

ver que G es variedad diferenciable, s8lo nos queda

probar gue es M2 ¥ TQ. s inmediato gue es N2 ya que es
. . . . - : : rn .
unién finita de abiertos homeomorfos al N2 r"™* Y, pasa-~

mos a prohar que es T2.

Sean H, H' € & y sea (H una sucesidn que

tiende a H y a,H'. Si 1l y H' estdn en un mismo abierto

coordenado ﬂj ; » como esta abierto es homeomorfo
rx n .1 LI ] .r * -
al T, R°™7, resultaria H = H', Fntonces s&lo queda.exa

minar la posibilidad

que vamos a ver que no se puede dar. Es claro que existe

m, € I tal que ' € U, . MU, . para m > m_.. ko~
0 li"'lr jl...}r 0

tonces

A? P : (Hm) tiende a Ai ;T E, 5 {H)
1&:«]? 101|r .1.uu r .llun.- .
AT =k, . (H™) tiende a A, =Tk, . (H")
,j_i'cn:jr‘ ) ]10'-Jr‘ Jiuccjr ]1--53}?
Si hacemos d. . (AT . ), .es claro que las Fi-
1, e..1 I,...1
1 r 1 e

las de eskta matriz generan H", es decir

a7y ;)€ FCH™)



=114~ .

Andlogamente es

- "o e o
. . (A s ) € £(R)
» ]1...¢]r\ .31”“}1"

r

Por lo tanto, segiin hemos visto', existe ¢ ¢ GL(r,ﬁ)

tal que
- m - o= n ’
o . . (A, . ) = C e . (A, L)
peedd ha e . SPIEIITE I PR I
. Aplicando @, . . obtenemos:
]1l'll
. (T . (Al L)) =
Jl‘ltjr 11"‘11'} ll?l!lr
=Cay . L (W, . (a7 . ) =
S PICII I IO [ PR I
= C .I =¢C
T m

Tomando limite para'm + w,.pcr la continuidad de

es:

o, . (o, LA, )Y = 1im ™ = ¢
s PR MO PP R PR e

Pero el primer miembro tiene determinante cero al

no estar H en U, oo
) I P
Luego:’ :

det C = 0

'+ Tambi&n podemos escribir

- ' m my—-1 - ~ m
a. . (A, . ) = (87)Y T La. . (A, L)
J_luqu:jr ]1r’.]I‘ . 1, «e o4 a‘xlr

»
.

-Aplicando o, . .
: A, e i
1 r . 1
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N ¢ s D (i I
; 1..'»- 1!.' I‘; 1!.0 1?
S e O P IR DA CLO RS SN T
; 1!!. ,1-.' . 1..!
) Por la continuidad de 'a, .y a. ., resulta,
L, e ol j '
. 1 1 r
‘ tomando limite:
¥ m . my,=1 _
’ o . : (o, . (A, 5 )) = lim (C7) =D
:‘ llllt r ]1\0- ]1-|- r e

; y.comg - €l primer miemlro tiene determinante cero por no

estar H' en Ui , resulta:

1l.llr
det D = O
Luego: .
1 = det I = det (2‘“'1.((2?“)"1 = det Cm.det(cm)“i.
y tomando limite: 1 = 0, absurdo. Luego H y H' d:ben estar
en el mismo abierto coordenado, con lo cual H = i y G,
es TQ.

En definitiva podemos enunciar:
FROPOSICION 2.20: Grn @5 una variedad diferenciable

© > L4
de clase C y dimensidn r.n con atlas dado por las cartas

«

TS IR o
1 r 1 T rin .
NOTA: L2 variedad formada por los r-planos de P

rcesariame @n por el orig 5 intersec
¢gue no nece iamente pasa 1l origen, es la

. T+n .
citn de Gr 4 .p COD um I gue no pase por el origen,
-l

1

ampliado con los e¢lemeutos del infinito, para tener emn cuen

ta los (r+15~planos paralclos a Rr+n. Por tanto, la varie-

r+n . N
dad de los r-planos de P es la grassmaniana G n, de

r+1?
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2

d= grado n(r+1). Por ejemplo la variedad de las rectas de

PB, que coﬁé%itﬁyen.el llamado espacid:proyectivo regla-
B ¢ - f N .

do, para indicar que los elementos son las “rectas" de

Pa, es la grassmaniana Ggé va estudiada. Para analizar
mejor esta grassmaniana se utilizan las llamadas coor-

: . R = . : L.
denadas plwckerianas, que vamos a definir para este caso

de G Bero gque se pueden extender a cualquier grassma-

22°*
niana (ver, por ejemplo, HCDGE-PEDOE, Methods of Algebraic

Gecmetry, Cambridge, 1947, Cap. 7), {10].
S8i %,y son dos puntos de p3 y R y. (i =1,2,3,4)
i
son sus coordenadas homogéneas (o sea los elementos de la

matriz X anterior), se Lllaman coordenadas pliuckerianas de

la'rectd que ellos determinan:d@-los determinantes

X X‘.'
1 ]

pij = ! 3 pij = ‘P]l
i yj

las cuales cumplen las condiciones: a) No son todas nulas,
pues el rango de la matriz X es 23 b) Si la recta se de-

termina poy otros dos puntos x', y', resulta pij = lpij,
siendo # una constante. Fstas propiedades nos dicen que

o . " . . .- 5 .
las pij son "coordenadas homogéneas' de un punto de p .

s
N 1

Escribiendo la matriz 4x4 formada por la repétibﬁéh de

la matriz X y desarrollando el determinante coﬁrespondien

0

te por menores complementarios de orden 2, resulta la re- .

lacidn
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PygPgy * PgqPoy + PyyPog =700 (1)

. 3 . . r{r
Esto nes dice que cada recta de P datermina un“ﬁug'
5 . . v e
¥ to de P~ cuyas coordenadas satisfacen a la ecuacidn (1),

o sea, que pertenece a la cuddrica representada por esta

ecuacidn. Esta cufddrica se llama la cuddrica de Klein.

Es decir: la grassmaniana @ o el espacic reglado de 3

22
dimensiones, son tcpoldgicemente equivalentes a la cud-

. 5 .
drica de P rprepresentada por la ecuacidn (1).

Ejercicios

1Y a) Describir en G (planos por el origen en Ra)

2,1
los abiertos U, P ubicarlos geometricamente
1'.. r\ ‘ .
b) Hallar las coordenadas proporcionadas por los
distintos x, . para el plano de ecuacidn %, +2%,.+%_.=0
11...1P g 1 2 73

c) Calcular todos los cambios de coordenadas

d) ‘Hallar entornes disjuntos de los plancs

x:l = .0y x2 = 0,
2, Sea Vr(Rn+r) el conjunto de matrices Rrx(n+r) de
rango v. -
. n+r 4
. Sea ®:V_(R )> G definida ‘por
r rn
(Y) = subespacioc generado por las filas de Y
a) Probar que ¢ es continua
.o
b) Sea C = {(c,.) € RrX(n+r):(C.,C.) = } e, .c, =0,
] 1] ) ) i’73 k=1 ik kK 1]
Probar que C es compacto
¢) Prohar que #(C) = 6., v concluir que G @es

compacto
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¢ .
3. Sea X un conjunto y sea {Ui}iEI_pna‘familia de
subdonjuntos de X tal que:
AT i) x = Uusie 1)
) ii) Para cada i € I existe una biyeccidn
sreme ¢.:U, » V. donde V, es un ahierto de R"
it i i -
iidi) ¢j(vi r Uj) es abierto de R" para todos
los i,j € I
-1
i 3 ' . U, (U, ru.) e
iv) vio@j g/j(Ul Uj) > ¢1(U1 U]) es C
para todos los i,j € I
' Probar que existe sobre ¥ una {inica estructura

de variedad diferenciable (salvo quizé§ el ser T2) tal

que'{(vi,Ui):i € I} es un atlas C .

8. PARTICION DE LA UNIDAD

En el estudio de las variedades diferenciables es
muchas veces'ﬁtil el teorema llamado *de particién de la
unidad". Para establecerlo necesitamos dos lemas prevfos.

LEMA 2.21. Sean A un compacto de Rn'y B un cerrado
de R™ tales que A NB = @. Existe entonges @:R" -+ [0,1]
de clase C° tal que w(A) = 1, w(B) = 0.

DEMOSTRACION. Sean a,b é R tales que 0 < aw< b. Sea

f:R + R definida por:

/
{ exp (-t _

- X-b Xx-a
f(x) = l
L

[}

e s e =

T T ¥




~119-
Queremos ver que esta funcidn es Cm; ean ;ualquier
punto ¢ue no sea a 6 b es claramente C . Vecamos que ocu
rra en b.

Es fAecil probar inductivamente que, para a < x < b,

f(n)(x) ¢s combinacidn lineal de términos del tipo
1 1 1 1
EXp(X_a - x—b) {1)

(x~a)h (x~b)k

y cntonces una aplicacidn reiterada de la regla de L'Hos-

pital prueba que lim_ f(n)(x) = 0. (En Gltima instancia

Kl
es el limite de xkex = xk/e—x cuando ¥ =+ -®), Por otra
parte, al ser f(n)(x) = 0 para X = b, resulta
lim+ f(n)(x) = 0. Entonces lim f(n)(x) = 0,
*>b (n) **b (1-1)
Calculemos f (b):; si suponenucs f (b) = 0,
entonces
‘ {n-1) (n-1)
£ (p) = 1im £ (x) - £ (b) .
c x-+b I ) ’
oy
= lim
X - b
X*b

" Pero F(n"lykx) tiene la forma (1) a la izquierda de
by es 0 a la derecha de b. Entonces lo mismo vale para '
(n=1) . . e
f (x)/y4-1; ¥ por lo visto antes, ese limite es cero,

es decir

£y = 0
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Esto prueba que f es c” en b y de la miswro forma
se pguéba éue lo es en a;
” Considefemos ahora lé fﬁﬁcién F:R » [0,1]} definida

por

f(t)dt

F(x) = -5

f(t)dt - e ii‘

[
|

Esta funcidn es C por serlo f y ademés:

"
=

si x <a, F(x)

si ®x > b, F(x)

t
o

Sea ahora ¥:R™ » {0,1] definida por:
Lo L2 2,
J = ceat o2
v(xl,...,xn) F(x1 + + xn)

@ . . '.. 2
Entonces W ¢s. C como composicidn de tales y ademds:

. s

- 2 1
si x) to.o.t k. < a, wéxi,...,xn) = 1
L2 2 , _
si =y +ooob x> b, V(x-,...,x ) =0

el w - Ve

Si en lugar de a y b hubleramos construido todas estas

funciones para a2 y bg, la funcidn % tendria las propieda-

des:
_ W es 1 nn.la_bola cerrada de centro 0 .y radioc a,
B(0,a) |
W @s 0 fuera de la bola abierta deuceﬁtro 0y ra
dio 1, R"™ ~ v(0,b) | |
Sea ahora p = (plg...,pn) e R" y considercmos :R" » R defi

nido por
m(x13"':xn) = w(xl-Pi,...,Rn—pn) = F((X pl) + .
..+(\{ p) )
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— .=}

Lntonces W es C y satisface:
es 1 en B(p,a)
" es 0 fuera de V(p,b)

se puedes construir cualesquiera sean

«
@
0
+
[sl}
Lyl
=1
j=]
(e]
.
o
=]

y a,b &€ R (con 0 <a < b)
Con estas funciones auxiliares demostramos el lema.
Como £ MB = @ y B e¢s cerrado, dado X £ A exniste r,. >0
: r
' tal que V(x,rx) Np = @, Como {V(x,jg):g € A} es un cu-

brimiento abierto de=l compacto A, existe un subcubrimien

to finito, digamos

r r
%1 *m
W= [ = : R,
Wy Vixy s 3 ),.f.,wm stm, 5)
sean
_ r - r
V1 = v(xl, xl),...,Vm J(xmg xm) y
By = WypeounB = W
. . I\x
Como Bi = B(xl;:ai), seglin vimos antes exdisten

wi;Rn + [0,1] de clase C~ tales que
W . =
Vi(Bi) 1
VAR" ~v yv.) = 0
i i
Definimos ®:R™ + [0,1] por:

= 1-(1-0 ) (b)) (A0 )
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B B « . . 3
Entonces ¢ e¢s de clasec C ; por otra parte, si p € A

entonces p € wi < Bi para algln 1 entre 1 y m y por lo

1

tanto wi(p)

1 de lo cual se deduce ¥ (p) = 1. Si p € B,

como Vi ™ B3 = § para todo i, entonces @i(p) 0 para
todo i y entonces ¢(p) = 0 /// .

LEMA 2.22. Sea M 'una vériédad diferenqi%ble de cla
se ¢ y sea C un compacto Ae M incluido en el dominio
de una’carta local (xiu).‘Existe entonces una funcidn

f:M ~» 0,11 dc clase C° tal que
f(Cc) = 1, sop £ T U.

DEMOSTRACION. Como x c¢s un homeomorfismo, %(C) es

un compacto de Rn'cohtenido en el‘abierto %(U). Como RT

es normal, existe un abierto ¥ de clausura compacta de

R™ tal que

x(C) T uwC ¥ T x(U)

Usando el lewa, anterior, construimos ¢:R" + {0,1]
de clase C  tal qQue i . . -
p(x(C)) = 1
p(R™ v W) = 0
Ahora definimos f:M + [0,1) por:.

{0 : siq¥¢U
|

f(q) = ) ) <
won(g) si ¢ € U

|



. -
Veamos que @sta Ffuncidn es C 3 para ello, dada una

carta adéiquiera (y,V), debemos ver que foy-l:y(v) + R

' « B
- es C . Pero:

1

£ f 0 si a§ y(u CVv)

1 ;

§ foyt(a) = 4

% L, ﬁwxnyul(a) si‘ a€ y(u Nv)
‘E como esg inmediato verificar. Entonces foymi es C como
:g composicidn de tales an al ahigrto w(U NV). Ademés

é foy ~ es nula en el abierto y(V ~ sop f). Pero

sop £ C xwl(ﬁ) C xwi(x(U)) = U y entonces

y(V v gop £) W ylU FV) Dy(vao U)Ug(d My) =

= y(V)

Entonces foy"1 es ¢ en los abiertos y'ﬁU'f‘ﬁ) e
y(V'n sop f) cuya unidn cs y(V), luego féy;l &::SHCm en
y(v),

Por @ltimo, 81 q € C, entonces x(q) € ;(C) y enton-
ces

fla) = ¢¥(x(q))y = 1

'y si £f(q) # 0, necesariamente q & Uny ademés w(r(ql)) # 0.

- ‘Entonces x(q) € W, o sea q € x "1 (11). Bntonces

-

sop £ C x-l(W) = x-l(f} - xhl(x(U)) = U

(La igualdad xﬁl(W)_

1

Ea¢ vale por lo siguiente:

— -1,—= .
2l ser W compacto, x “(W) es compacto y, como la variedad

gs T cs cerrado. Bntonces xai(W) c xMi(W). Ademds

23




-1 24"

x(xri(W)) es compacto en R, luego .cerrado y contiene a W,
Entornces W C x(i-i(w)), de donde x—lfﬁ) C:xﬁi(W) y /1
Estamos ahora en condiciones de probar el teorema de
particidn de la unidad.
TEGREMA 2.23. (Particidn de lz unidad):vSea M una va
riedad diferenciable de ¢lase ' C - y43t=,a'{UOL}0‘€A un cubri-

miento abierto de M.

Existe entonces una familia {g'}ie de funciones, -
i

I
g M +[0,1] de clase C tales que
i) Dado i € I existé @ € A tal.'que
sop g, C-Ua
ii) La famildia {sop gi}iEI es localmente finita
Aii) .E 8y :.1
i€ I :
DEMOSTRACION. La propiedad iii) significa que para-

cada q € M es

Y gi(q) =1
i€ I

y por la propiedad ii), la suma en el primer miembro es
Finita.
.Antes de dar ;a‘demostracién propiamente dicha, note

mos gua ¥ es ﬁQ y T \(ejercicio 1.b de la seccidn 1 de este

3
capitulo); entonces, por el teorema de matrizacidn de Ury-
sohn ([13], pag., 147)., M es metrizable. En particular, M

es paracompacta (id., pag. 184%) y en consecuencia normal

(id., pag. 183).



Pasamos ahora a la demostracidn del teorema. Consi-
deramos un vefinamiento localmeznte Finito {Ui}iﬂ de

I
. » cada U} gzes ini z algui -
{Ua}aéa tal que cada Ji seca dominio de a]gu@a carta lo

cal y ademés tal que ﬁi sea compacto; la existencia de
¢se tipo de rcefinamiento s¢ puasde ver de la sigudiente

manera: como los daminios de cartas locales con clausu-

ra compacta forman claraments una hase de abiertos, cada
U se puede escribir como unidn de abiertos de es¢ tipo.

Variande o obtenemos umn refinamiento de {U_}?

. con domi
0NEA —

nics de tartas ds clausura compacta y ahora, utilizando
la paracompacidad de M, obtenemos un refinamiento local-
mente finito del anterior refinamiento y gsos son los Ui.

Ahora utilizando la normalidad de M consecguimos un

. L

cybpxmlepto }Vi}iEI de M tal que

V,CV.CutCuy
1 1

o] o

He -

(ésto sc¢ suele llamar "lema de contraccidn" [Shrinkigg
lemmal )

Entances Vi es un compacto contenido en el dominio
U; ¥ por el lema anterior existe wi:M + f0,1] de clase

o .
C tal que
Yo(V,) =1, sop ¥, T U
1 i '

Sean ahora g.ill - [0,1] definidas por:
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. i
ic¢ I

para q € ii, sea U un entorno de q que corta sdlo a un

nfimero finito de UE, digamos ¢! ,...,U! . Entonces,
N : 1 *m
para p € U:

. Y. (p)

g.(p) = =
i W, (p) +...+ ¥, (p)
i i
1 m

lo cual prueba que las g, estdn bien definidas y ademés

. o0}
que todo punto tiéne un entormo en el cual g; €s C . Lue

go g, es ¢ en todc M.

Por otra parte:

sop g, = sop Wi C U; c u,

lo cual prueba el punto i). E1l punto ii) se deduce del
caracter localmente finito de'{Qg}iEI y el punto iii) es
trivial a partir de la definicién de las g, /17
Ejercicio

Séa M una variedad c” y sean A compacto, V abierto
tales que A,; V. Probar que existe f:M - [0,1] de clase
¢ tal que ftA) = 1y sop £CV

a) Usando particidn de” la unidad

b) Usando £8lc el lema 2.
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CAPITULO III

ESPACIOS TAHNGENTES Y AFLICACIONES ENTRE

VARINDADES DIFEREWCIABLES

H s ot

1. ESPACICQ VECTNRIAL TAMGENTE

8i una varicdad diferenciable I4, de diménsién n,
. M . s s s
se supone sumergida en R {(m > n), la definicidn de
espacic tangente en un punto, puwde hacerse como una

generalizacién ficil de la que usualmente se da para

"la recta tangente a una curva o el plano tangente a

3

una superficie de R”. En estos.gasos, 2l espacio tan

gente es un n-plano de Rm, el cual gqueda, generalmente,

o~ i -

it LR .
* fuera de M. Si M no se supone contenida en un espacio

- .

humérico Bé?mayor nimero de diménsionES, ya no se pue-
de péhégf en subespaciOS'lineales que qﬁeden Fuera de
My la definicidn de espécio tangente en un punto no
@uédé'quafse en la idea intuitiva dc‘éspacio lineal
qﬁe, en el entorno del punto, apro;ima a la variedad.
Si M es de clase C , se puede dar una definicidn

4

. & . .
intrinscca (sin uso de coordenadas) muy interesante y

itil, que vamos a dar a continuacidén (debida a CHEVALLEY,

Theory of Lie Groups, Princeton University Press, 1946

1T « .
[4]). Si M es deo clase ct (r finito) la definicidn no sir

vz v hay que dar otra que también veremcs después, mas

cercana a la corriente para el caso de variedades sumergi

das en otra variedad de mayor nfimero de dimensiones.

e

AT 0 Sk Ee

S e e




'se tanto como una funcidn constante, f = k € F(p), para
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- =]
Sea F(p) el conjunto de las funciones de clase .C ,,
con valores'reales, cuyos dominios contienen un entorno
foe)
del punto p € M. 81 M e¢s de clase C., ¢l conjunto F(p)
no depende de la carta lccal considerada, pues las fun-
. © . @ Y ©
ciones C de funciones C , son tambi&n de clase C .

DEFINICION:3.1. Se llama vector tangente'a M en p,

a toda aplicacidén X:F(p) = R, tal que:

a) Es lineal, c sea,

X(af + bg) = a X(f) + b X¥(g), a,b € R,
(3.1)
f,g € F(p);

b)) Es una derivacidn, o seca,

X(fg) = X(f) g(p) + f(p) X(g), f,g € F(p).
: (3.2)

En vez de X(f), si no hay posible confusidn, escribi
remos a- veces Xf, Dada una -carta: local. que contiene a p,
si sus coordenadas son X, (i = 1,2,...;n), unos ejemplos

importantes de vectores tangentes son las aplicaciones

Xj:f > (%%—) para i = 1,2,...;n §3°8)

iP
que se comprueba inmediatamente que cumplen g) y/b).
Consecuencias inmediatas de la definicidn son:
1. Para cualquier vector X y cualquier constante k,

es X(k) = 0, En efccto, una, constante 'k puédé considerag

"la. cual se aplica (3.2) cemo una constante k € R, para la
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cual se aplica (3.1). Por tanto, cualquiera que sea la

funcidn g € F(pd s, por un lado X(kg) = k X(g), y por

el otro X(kg) = X(k) g(p) + k X(g), de donde X(k) g(p) = 0,
. .o
para cualquier g(p), y por tanto X(k) = 0.

2, 81 f e F(p) es nula gn un entorno Up de p, ea

X(f) = 0. En efecto

[t}
i¥2]
(eod
m

y n 4, B un compacto y un abierto
de M que contienen a p ¥ talés que A C B C Ug. Sagln
el tiltimo ejercicio del Cepitule 2, n® 9, existe una
funcidn h € c° que vale 1 sobre A y tiene el soporte
contenido en B. La funeidén g = 1 - h, serd nula en A

e igual a 1 fuera de D. For tanto se pucde escribir

f = gf y aplicando (3.2) resulta
X(f) = X(fg) = X(£).0 + 0.X(g) = O.

3. 5i dos funciones £,0 £, de F(p) coinciden en un

entorno de p, es X(f,) = X(£,) (para cualquier X). Basta

‘plicar la consecuencia anterier a la funcidn fi—f2 y la

lTinealidad (3.1).
D¢ las conseécuencias 1 y 3 se deduce:

¥, 8i F es constante en un c¢mtorno de P, s X(f) = 0,
para todo X.

-.

Este hecho puede usarse para dar una definicibn al-

®

ternativa del espacio tangente en un purto que tamhién

resulta Gtil. En lugar de¢ tomar como dominio de un vector
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tangente el conjunto F(p) de las funciones c” cuyo domi
nic es un entorno de p, tomamos como F.='{f:ﬁ > R de
clase c”} y definimos un vector tangente en p como una
funcidén X: F+ R que sea lineal y deri;;cién.‘La equivi
lencia de estas definiciones se,deriva.del heého de que,
dada f ¢ F(p), existe te F tal que % coincide con f en
un entorno de p, En .efecto, sea C un entorno compacto

de p contenido en el dominic de f y sea #:lf +* R de.clase
c® tal que w(C) = 1 y sop ¥ T dominio de f.’DefinimOS

%:N + R por:

( ¢(q).f(q) si q estd en el dominio de f
%(q) = %
1_ 0 para todo otro g

Se verifica facilmente que ¥ es c® (1o es en los
abiertos.dom f y, M v sop ; cuya unién produce ¥) y, por
construccidny % coincide con f en éi.entorno C de p. Por
lo que vimos antes, es X(E) = X(f) para todo X veétortﬂhgehte.
M en p.

, . DEFINICION 3.2, Ia suma de vectores y ¢l producto

de un vector por un escalar se definen por ‘las igualda-

.des -

r

(X' + X™) F = X'(F) + X"(F), (AX) £ = FX(£) (3.4)
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tpn.ﬁ € R, con 1lo cual los vectores tangentes en un pun-
K]

t? p € M forman un espacio vectorial sobre R, que se lla

ma el espaedio vectorial tangente a Il en p y se represen

ta por T_.
P -
Vamos a demostrar gue, cualquiera gue sea p, la di-
mensidn de Tj es igual a la dimensidn n de la variedad M.
2

Consideremos uma carta que contenga a p y sean X, las

. 0 0 0
coordenadas locales de la misma. Eean Ry Koseerr X las

coordenadas de p, de manera gque el pﬁnto p lo indicare-

Cae s : Coo 0 . .
mos indistintamente por p o por x . Foniendo para abreviar

i

fi = e (3.5)

siempre se puede czcribir la identdidad

‘ f(x) = f(xa} +

o~ 3

0 0 !
L fi(x ) (x-x%.) + g(x) (3.6)

donde la funcidn g(x) pertecnece a F(p) y cumple las con-

diciones
Q 0 .
g(=") = 0, gi(x ) =0 (i=1,2,...,0a) (3.7)

Observemos la identidad

d g (t(x=x)420)(x.-x") (3.8)
1 1 1

T g(t(x~x03+xu) =

"

[ }=]

i=1

o

de la cual, usando (3.6) y (3.7) se deduce

x

(%) =

1 .
(xj—x?) { gé(t(x~x0)+mJ) dt. (3.9)

nes13

.

0
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’ [o2)
Siendo g € Cm, tambiéh serad g € C y por tanto,

i

éplicanab las propiedades (3.1), (8.2), y teniendo en
cuenté (3.7) resulta X(g) = 0. De aqui, aplicando el

vector X a (3.6) resulta . ..

n D n . af
XCE) = ] £.(x).X(x;) = ] X(x)(x—) (3.10)
’ i=1 i=1 . ip

lo cual nos dice:

a) Todp vector tangente X € Tp se e#présa como com
binacidn lineal de los vectores Xi (3.3). istosivectores
'Xi son independientes, pues si existiera unaArelacién de
la forma Z hixi = 0, aplicando sucesivamentéAéi primer

i . .
miembro a las funciones Xis resulta que todos los coefi-
cientes Ki deken sef nulos. Por tanto, los .vectores (3.3)
‘constituyen una base, asociada a la carta local cuyas
?OOﬁdenadas son %;, del espacio vectorial tangente Tp,

el cual, por consiguiente resulta ser'de dimensidn n.,

Estos vectores Xi se suelen representar

4

0
Ry © .
i

b) Los mnfimeros reales Ri = X(xi) son’ las componentes

del .vector'¥ en la base ¥, (3.11) ésociada"a las coordena

das locales.xi. . =

. s} i

Obsérvese que por costumbre, las componentes & se
"1 NN .

indican con supraindices.
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Por un cambio X + x! de coordenadas locales, puesto

!
i

que
" n " !
Cf f m
= z P (3.12)
e =T
Cxi m=1 L}‘m X4
resulta
i JF o 1
X(£) = i 2_ (3;7) (3;?) li (1.13)
o i,m= mop i.p

y por ‘tanto las componentes R% del vector X en la nueva

base ?/?x% se vinculan con las primitivas componentes *
| . .

por

dx

n .
' m m 1 .
X ,izl (_&_._) A ; (3.14)

‘ tp . .

Estas son las férmulas de transformacidn para las
componentes de los vectores tangentes (o simplemente
"vectoresﬁi por un cambio de coordenadas locales. En el
cédlculo tensorial clésico, las fdérmulas (3.14)'€e taman

como definicidn de vector.

Otra définicidn de vector tangente. En la demostra-

' ‘ ' w0
cidén anterior se ha utilizado que M es de clase C

tanto para definir el conjunto F(p), como para poder asg

gurar que si g € c”, tambisn la integral entre 0 y 1 de

(3.9) es de clase C® i fuera g € C°, con r <=, sdlo

se podria asegurar que dicha integral cs de clase Clr'—1

y por tanto no se podria aplicar la wvondiéidn (3.2) gue :

exige que f y g-sean de-1ld misma clédse. Si M es de clase

r-. L . . ) §
C', r <w, se puede tomar el conjunto de fundiones Fr(P)
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. Hl" . . . . . < L
de clase C° cuyo dominio contiene un entorno de p, pero

entonces no bastan las condicioncs (3.1), (3.2) para

"> asegurar que el espacio vecterial de los vectores tan-

gentes es de dimensidn n. Es mds, A.G.WALKER y W.F.

.NEWNS (Journal London Hath, Sqciety, 1956, pag. 4O0O0-

407) §18] han demostrado que en tal caso el espacio
vectorial tangente es de dimensidn infinito (con 1la

potencia del continuo). Esto hace que para variedades

de clase finita r, la definicidn de vector tangente

deba modificarse, para que los vec;ores'reéulten ele-

mentos ‘fitiles en geometria. Una .definicidn posible es
la siguiente.
{

Sea M una variedad diferenciable de clase CP,

K

1 £r <o, Sea_Fr(p) ¢l conjuntec de las funciones‘de
clase C¥ cuyo dominio contiene un @ntorno de p; este
conpjunto no depende d&¢ la carta local utilizada péra
definir';as deri;édas‘p;réiéieé. Sea ?ldﬂé curva de M
que, pase por p. En un sistema de coordenadas locales Xs
las ecuaciones de 7 serédn de la forma x; = xi(t), con
Xi(té)': xg = coordenedas de p. Diremos que ¥ és de Cii
de ¢ si xi(t) ¢ ¢¥ lo cual no depende de lé .carta con-

sideradd. ..

DEFINICION 3,3. Se llama vector tangente,a la cur

{»vgfyde‘claSe c’, respectp del par@metro t, cn el punto

P, a la aplicacidn Fr(p) + R definida por
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n -
("3 ’ (f ! 2 }
X{r):f > ("&T} 3’L(-»:G)j f e Fr(p) (3.15)
i=1 1p

donde xi indica la derivada dxi/dt.

El conjunto de leos vectores tangentes en p & todas

las curvas de M gue pasan por este punto, con sus dis-

1 e . . . r ca s
| tintas parametrizaciones de clase C°, definieando la su

ma de vectores y &l producto por un escalar de la manera
obvia, constituye el espacio vectorial tangente Tp a M

- en p. Obsérvese que gegin (3.1%), una base de¢ este espa

cio vectorial egtd constituida cor los vectores

ef ' '
' M = P .
. X: (ix. ' (3.16)
b
‘ 0
gque son vectores tezngentes a las curvas xi(t) =t 4+ xi,

®y = xg (h'=1,2,00.,i-1,141,...,n) que para t = 0 pasan

por p. Las componentes en esta hase del vector tangente
a la curva ¥ son ki(to), las cuales dependen de la curva,
como conjunto de puntos, y de su parametrizacién. Reci-

‘ : : 4. i '
procamente, dados n niéimeros cualesquiera A", ellos son

0

i!

. i
componentes del vector tangente & la curva X = ATt o+ x

Ejercicios

1. Si ﬁi, Mz son dos variedades diferenciables, pro

bar gue el zspacio vectorial tangente Tx de Ta varie-

Sy ~

dad diferenciable producto M;xM, en el punto (z,y),

x € Ml” y € MQ, es la suma directa de Tx y Ty'
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2., Para vincular los vectores definidos en -este Capni
tulo, con los vectores clésicos, obse@Q;r gque la aplica-
’* c@én Xﬁ definida por un vector élésico 3; eg
‘ - Raif o d.grad f.
3. Coqsideremos el subconijunto Fs(p) de las funciones
,de F(p) que son de la forma f =c Z figi, siendo ¢ una
constante, fi(p) s gi(p) =0, fi”gi € F(p) y la suma fini

ta. Frobar que una aplicacidn lineal F(p) + R es una deri

vacidn si y sBlo si, es cero sobre Fs(p). (Indicacidn: ob

é, servar que fg = (f-f(p))(g-g(p)) + £(plg + g(p)f - £(plg(p)).

4. Sea M una variedad diferenciable y, dado p € M,

l >

w sea {xi,...,xn} ung. hasc cualquiera del espacio tangente a
i ’ PN Pl . W

i en p. Probar que existe una carta local (x,U) en M alre-

ai) (i = 1,2,.;..,11) ,
4 - .
la superficie esferica y sea (x,0)

dedor de p tal que X, = (

.+: 5. Bea 82 c R3

la carta local dada por la latitud y la longitud. Sea

f:R? + R. la funcibdn f(x,y,z) = x2fy2—22.

S

‘ﬁallp%:(?%)p(?l Yu(ﬁg) (f) para tgdo p € U, donde f es
R . . 'po . .

f restringida a 52,

J ~2'. BL ESPACIO TANGEWTE DUAL: COVECTORES

[ .o R -

§ En lo sucesivo, para variedades diferenciables de

© N - . . ] ., v ; ‘.. R <., - . .
clase C consideraremos la primera definicidn de espacio

0
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"

vectorial tangente y para yéfiodaﬂes de clase Cl, la se-
gunda definicidn, dc manera. que siempre tendremos en cada
punto p de¢ la.variedad M el espacio vccterial tangente
T de dimensidn n. ”
p

Podemos, por tanto, considerar el .espacio dual Tﬁ,
conjunto de las agplicaciones linealcs Tg + R. Sus elemen
tos 'se llaman coveectores. Por tanto, los covéctores apli
can'linealmente a los vectorss cn los reales. Para for-
mar "una base¢ de T; se siguc ol mé&todo gemeral- -del Algebra

Lineal. La base dual de¢ la Xy de Tp ¢estd& formada por los

i .
covectores ¢~ definidos por

T 5i
@ (Ah) 5 (3.17)
siendo 5$ los simbolos de Kronecker (=1 si i =hwe =0
ai i dh). | e . N L
Un covector seri de la forma
n i ‘
@= ) B9 4 (3.18) -

v

N . ’ i
siendo Mi € 'R sus componentes relativas a la basg ¥~ y

&l resultado de la aplicacidn de ¥ al veector X = ), Khxﬁh
h .
as el ndmero real
n ho i I ;-
w(x) = ] kAT N ) = ) M. Xt - (3.19)
. i h . i
i,h=1 . i=1 ) .
que es @l llamado producto escalar de X y ¥. En particu-
lar, es pl(x) = A, Por un cambio de coordenadas ki -+ xi,

aplicande (3.14) 3 la transformacidn inversa xi - X5
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i " N ] . . .
-resulta *7 = § (fxi/fx%) #'"y siendo ¥(X) independiente
. m p
del sistema de coordenzdas, dehe ser

¥,

: ,1'- -3 v h
p(x) = [ wl A ‘=Z»i Xt o= ] e AT (3.20)
h i i h p
d¢e donde
3xi C
. Pﬂ = (7;7) Mi X (3.21)
. : n .

P /
que son-las -formulas de transformacidn para las componen-

tes~de “los covectores. .En el cdlculo tensorial clédsico,
estds fdrmulas se toman como definicidn de los covecto-
reés o 'vectores covariantes. Las componentes de los covec
tores se indican con indices inferiores, con lo cual se
-distinguen de las componantes de los vectores que se indi
can, como dijimos, con supraindices.\

. Diferencial.g de uné funcidn. Dada ;na fuﬁciéﬁ

o

f € P(p), queda definido un cowvector (df-)p en el punté

P, por la relacidn

(df) X = XE£) (3.22)
Se comprueba inmediatamente que esta aplicacidn es
“lineal.'
DEFINICION 3.4. EI govector (df)p{definido:por

,{3.?2} se llama el difercncial de f en el punto p.

.
En particular, fijado un sistema local de coordena-

das x; que confanga a p;‘péré“f“é“ki se tiene

L

* ke ot

(dxi)P'X = X(xi) f'E% = ?i(X) ‘_(3,23)
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y por tanto, para cualquier covector ¥, segln (3.18),

se tiene

Mo (dxi)P ' (3.24)
1 X

e
=
il
HCw 3

_ i
es decir, las diferenciadles (dﬁi) Forman una base de

P
AN

7 " B e . oo ce . -
p .

También, juntando (3.22) con (3.23), resulta

n
(df)p X = g

PanY
l,‘J
Im

~

-4

.
1
Ho~—"g

OF :
('&T . (df(i)p X
(3.25)

D 1=1 1“P

- que tiene la forma clésica del diferencial de una fun-
~ ¢idn. En particular, por un cambio de coordenadas
x. + x!, resulta
i i
L WL

(dx!) (1Y (ax.) .
i 0= . h’p
. : P h T D R .

il
1t oc~g

1
Las fdrmulas (3.25) y (3.26) nos dicen que los co-
vectores (df)b ,(dxi)p-se azaportan como 1los diﬁerqncii
"~les clasicos ée las funciones de.variaszariables: gsto

es muy practico como regla operatoria.con covectores, si

bien hay que tener em cuenta que su definicidn es muy dis

g .

tinta de la clésica.

3. FIBRADQ TANGENTE

DEFINICION 3.5. Se llama fibrado tangente de una-varie

dad diferenciable ¥, al conjunto
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T(M) = U T
pe P

unidn de los espacios wectoriales tangentcs de M en todos

sus puntos p.

TEOREMA 3.1. §i M es de clase cP y dimensian n, T(M)

. : - 1
es una varledad dlfcrcn01able de clase e v dlmen51on 2n.

DEMOSTRACION. Un punto de T(M) es un par (p,X) con
p €E M, XE Tp. Para todo p cxiste un sistema de coordenadas
locales X, y’una base asociada Xi de Tp’ respecto de la

be .
1 n 9

cual es X Z x X;» La aplicacién {p,X) » (x,.%,,...
i
D]

5 2 n 2n
his» 3 rapresenta en R a los puntos de T(M) corres

pondientes al abierto de M para gl cual valen las coordena
das locales X Esta correspondencia es lQQalmente'biyecti~
va y por tanto permite in@ucir‘en TFM) la topologia natural
de R2n (usar ejercicié 3 ae ia sectidn 7 del Capitulo II).
Para ver que T(M) es una variedad diferenciable se observa
que si en otra carta es (p;X) =+ (xi,xé,...,xg;h‘l,lf?,.u.,l‘
las Férmulas de transformaci®dn entre .las -cloordenadas .de un
‘mismo punto, recordando (3.14) .son

ax‘ S
(?§—) h

x> xl, P (3.28)

n [ i)

las cuales son de clase Cr-l y el teorema queda demostrado.

DEFINTICIOHN 3.8, Se llama fibrado cotangente; al con-

junto

™y
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P ¢

donde B(w’)/@(x) representa el jacobiane de Ia transgfor

"'iR

macidn x f~x’.

N}

démuestra el teorema.

T

'

B YRR

el prbahéto‘MxT . Naturalpenig;&nngqui sé: considera’ el

]

. B

ca los pvdddctos'ﬁgT

et

espacio’ vee torlal T

valente a R",

con

si bien coincideén

egﬁn la def1n1c1on 2.8,

‘Coroiario de este Teorema y. del

‘gsta,deSLgualdad

"]ocalmente'f i

: i ) i
de componentes 3~ con el “punto" de coordena@askk .

'

2.4 "es que para las’
variedades M no orientables; los espacios :T(l1) 1o soﬁinui

o

viene sonsiderar con detalle la difgrenciapemtréﬁT(M)‘yfl"

[P

‘ ' . Y s P N AL S |
come una variedad Qerrenc1apleﬁeQul“

la identificacidn natural del Wector!

Con -
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Para la varisdad producto MxT_, el espacio T_ es

siempre el mismoylos cambios de coordenadas x + xz' no

.

influyen en Tp' Los cambios de coordenadas e¢n T_ son

F

de la forma h‘%f: z as, hh; con los coeficientes a.y
independientes de %. Por tanto, ¢l jacobiano de un cam

bio de coogdéﬁédag en Mpr es de la forma |a<£’)/a(x)|[aih|,
éxpresién que ya ne es un cuadrado, como en (3.30) y en
consecuencia Mpr puede ser o, no ser orienfablﬁ Como

Tp es isomorfo a R y por tanto es orientéblé, ¢l pro-

ducto Npr serd oricﬁ%aﬁie o Ao seglin lo sea M. Si M es
orientable, puede ocurrir que sea T(M) = MxTé en cuyo

caso se dice que Y es una wariedad paralelizable. Si, en™

cambio T(Mg ¢.Mpr, se dice que M no es paralelizable, |,

Para las variedades paralelizables, fijada una base

Lt

X. de Tp’ se tienen.en cada punto dé M, bien determinados,

p
.
1
L

los n vectores. tangentes Xi' Cada uno de. estos vectores

es-un punto de Mpr

continuidad sobre M. Reciproégmeﬁte, si'M es tal que

=" T(M) y por tanto ﬁlics varian con

admite en cada--punto n vectores tangentes no nulos, inde
pendientes entre si, qqéivarian con continuidad sobre M,
se pueden tomar en.cada puntc estos vectores como: base

del cspacio tangente coérrespondients y por tanto

T(HM) = MxT_.
( b
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Liemplos
o 2 P v .

1. EL toro T~ es una superficie paralelizable. DBasta
tomar en cada punto los dos vectores tangentes al meri-
diano y al paralclo correspondientes para tener dos vec-
tores tangentes en cada punto, gue varian con continui-

dad. Mas gemneralmente cs inmeédiato ver que gl producto de

A » . ’
wariedades paralelizables es pavaleligable. En conse-

: . . . N 1 1 . 1
cuencia, el toro n dimensiomal 1 = 50 x S x .i, x B

(n factores) es paralelizable por serlo la eircunferen-
) o
cia Q;a.s

sl 2 ) .
2. La esfera ordinarda & no es paralelizable, Bas-

\ 5

S

tard demostrar que no admite un campo countinuo de vecto

res tangentes. Sea C un circulo mé&ximo de la esfera. Fije

1 .

mos en cada punto de la esfera una orientacidn, por ejem-

. plo la que gira en sentido contrario a las agujas del re-

loj mirando desde el exterior. Fijemos tambidn un sentido
de recorrido cualquiera a C, con lo cual en cada puntQ'P
de C guedardn bien determinados el vector tangente a C &
el. vector del campo; sea Y el &ngulo entre QStoé,dos'veg
tores, medidc sSegln la orientacidn fijada sobpg la e;ferau

Cuando .P describe C, al volver al punto de partida, el
(2

dngulo ¥ habrd variado un miiltiplo de 2%, o sea, J dg= 2k7T,

. Cos ¢
.siendo. k un n@mero entero, positivo, nulo o negative,




1y

1

Tomemos dos puntos diametralmente opuestos de C y haga

mos girar con continuidad este circulo alrededor.de ellos.

Como el campo supuesto es continuo, el nfimero.k obtenido
por la misma operacidn anterior, debera tambi&n varias
con continuidad y como es un niimero entero, permanecera

constanté. Al volver a superponer C sobre si mismo, des-
pues de girar"lBOd, el sentidg_de 'recorrido de C §p‘hgbré

invertido; el angulo de la tangente a € ¢on el vector del

campo serd ahora ¥ = #+¢. Por tanto d¥ = d¢ y la varia-
cidn total de ¥ serd J av = - f dp = -2kw

R -ﬁ_ e _._C C
Como este valor debe seér el mismo -anterion, -resulta k = -k

.. y..por tanto k = O. . Doy

i

Por otra parte, consideremos la familia de circulos
menoregwparalelos a é; quezgén;déédéhc hasta el polo O
del mismo. Haciendo eh cada ﬁno Hé“elios’ia operacidn an-
terior, por la cpn;inuidad def camﬁd, también 'k ‘debera
permanecer éonstante. Al reducinse el paralelo al.punto O,

como en este punto hay un solo vector del campo, el &ngulo

@ varia en + 27 (el signo depende del sentido de recorri-

“

do), puesto que el vector del campo es fijo y el versor

.tangente al paralelo varia en + 2%. En consecuencaa.re-
1o . -

sulta X = + 1. Este resultado es ‘contradidtorio con el
resultado anteriof k = 0, lo cﬁal'pruéba que la existen-
cia de un ‘campo continuo de vectores tangentes no es admi

sible.



-14 5=

Esta demostracidn elemental .es debida a W.FENCHEL, Hatem.

Tids.- B. 1932,

2m-1 . . .
3. Sobre §°7 existe siempre un campo continuo de vec
tores tangentes. En efecte, sea el punto (x, .= cee g X
, [ 9 X 1 2\ b mb
x %, ) de 1 fa x2 + x2 + + xg = 1 ue es
e 2] e for “ e X = e
)m+15 3 2m 2] d asrera 1 9 2m s 9
la é?m-l En este punto el vecter (-x X %
v : ¢ me1? T Tme2? T o

xi,x2,...,xmj @s perpendicuiar al radio y por ‘tanto es
. 2]11-—1 . . . v . .
tangente a S , sliendo evidente que varia con continui

dad sobre esta variedad.

4. CAMPOS DE VECTORES, Y DE COVECTORES ) Cote

Hemos definido los vectores ¥ eén un punto p € M. &i

en cada punto p € M se tiene detcrminado un vector X, se

dice que se tiesne un campo de vectores sobre M. La cxpre

sidn de un campo de vectores en la base asociada a la car

ta local de coordenadas serd

a1 @ : :
X = ) A T ‘ (3.31)

. -

e i .
donde ahora las componentes A~ son funciones de punto,

4 1 i . . A, S
o sea, A~ = A (xi’XQ”""Xn)‘ 51 estas funciohes A" son

LY

.. e s . . ' -
de clase C , s¢ dice gue el campc de vectores es de clase
o©

c -

. . e
Si F representa el conjunto de funciones de clase C

definidas en M (supuesta también de clase Cw), todo campo



~1U46-

de vectores (8.31) define una aplicacidn F + F, 1a cual

es lineal y una derivacidn, de acuerdo con ‘la Defiwicidn

+ 3.1, o sed,

.X(af+bg) = aX(f) + bX(g), A(fg) = A(f)g + fX(g),
f.ge F . .(3.32)

Estas condiéiones son andlogas a las (3.1), (3.2),
pero ahora X(f), X{(g) son funciones Cw, y pueden servir
éomo definicidn de un campo de vectores,

Dados dos campos de vectores sobre M, sean X,Y, se
indica con XY a la aplicacidn F ~ F rqultante de compo
ner la Y con la X. Esta aplicacidn no es un campo de vec
tores, puesto que no se gumple la seguﬂda condicidn (3.32).

En efecto, es

XY(£g) = X(gY(£) + £Y(g)) = Y(£IX(g) + gXV(£) + =1

. © o+ X(£)Y(g) + £Xv(g). (3.33)
En cambio, la diferencia
[X,¥] = XY = ¥X, ‘ (3.34)

cumple las condiciones (3.32) como se comprueba facilmente.
Para la segunda basta escribir XY(fg) de manerz andloga a
(3.33) y restar. Por tanto {X,Y] es un nuevo campo de vec

tores que se llama el ‘Ycorchete" de X e Y.



DCFINICION 3.7. Se llama derivada de Lie.del campo

Y respecto del campo X, al campo [X,Y], o sea,

Ly ¥ = [x,v] | ' (3.35)

En un sistema de coordenadas locales., dados los cam

pos
R EEEE
A = .z ad _’C".—.T B = Z I -E:(—. (_3.3':')
i=1 T1 i=1 i,
se tiene
0 3 ¢ i3 7
A,B = ) Z a b 25 Tx L + a b’ TR
1,3=1 = i 1 3 .
: -{2.3%)
A T i ¢
[A,B]l= AB - BA = ' Z (a™b’,, - "Tal, Ve
. e Ji,3=1 . . . 3

donde con una coma se ha indicado la derivada parcial
ordinaria., La Gltima expresidn es también la derivada

de Lie de B respecto del campo A.

i

Si X, Y, Z son tres campos de vectores sobre M se

comprueban facilmente las relaciones

Ly, 0 = - Ix,v), Ig,0v,2]1 + [v,tz,%]] +

' + Dz,(%x,¥ll = o (3.38)

El conjunto de los campos de vectores sobre M, con

la definicién natural de suma y producto por un escalar
(nGimero- real) es un espacio vectorial de dimensidn n, en
o
L)

el que la operacidn corchete actua como ley de composicidn

interna. Recordando gue se llama "&dlgeébra' sobre un cuerpo
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K a un ‘espacio-vectérial V con ‘una composicidn interna en

tre los vectores, tal que;

a) (aX).Y = a(X.Y) = X.(a¥):

X.7Z + Y,Z3

b)Y (X+Y).Z

c) ®.(Y+2)

X.Y + X.2,

resulta que los campos vectoriales sobre M, con la opera-

cidn corchete entre ellos, constituyen un &lgebra. Por
cumplir laa_@ondiciones {3.38} se dice que se trata de un

dlgebra de Lie.

A veces es fitil la siguiente identidad

u X(MY) - v Y(uX) = u(X(v)Y + vXY) -

TuX,vy!l

- ¥(Y(u)X + uyvx

uwel(x,¥] + u X(v) Y - v Y (u) X.
Ejercicios o .

1. Comprobar gue en un sistema local de coordenadas

R. €8
1 -~ .
' L. . ‘_g . . L . {'}
Ix,yl = (XY(x,) - ¥X(t.)) -~
h=1 h‘ . ,‘:f :.h C’X.h

; 2. Probar la equ;yalencia de les siguientes afirmg-
ciones ) . . . -
a).x €S, un campo g@gtoniﬁ;acm en M
b) bonsﬁdgrando X como funci®n de M én T(M), X.es

fes]
una funcidn C

e
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3. Sea U un abierto de una variedad diferencialble M
de clase C°. Si X es un campo vectorial ¢ en la variedad
U, probar que dado p € U existen V entorno de p y % campo
vectorial C En M tales gue % restringido a V es igual a
X res%ringidc a V.

4. a) S§i (x,U) es una carta local, probar que

v

ix txd ,
- 2 2 2
b) Sea M = {(x,y) € R:x"+y” <1, x > 0}.
.8ean X = vi, Y = cos B =—- sen X mL. Probar que X,Y son
P (%’ (% iy

campos C, que {X(p), ¥(p)} es base de Mp para todo p € M

: . : ¢
pero que no existe carta local ({(x',y'),U) tal que X = T

Y

= T

. 5. Llamando Dl(M) al conjunto de los campos vectoria

les C” en M, probar que Dl(M) tiene una.estructura de F-mé
dulo. 8i (x,U) es una carta local en M, probar que Dl(U)
es libre,

Formas diferenciales. Hemos definidos los covectores

¥ en un punto p € M. Ellos son los elementos del espacio

vectorial Tg dual de Tp. Una 1-forma diferencial o, simplg'
mente, una 1-forma es un campo de covectores, o sea, el re
gultado de dar un covector en cada punto de la va;iedad;dim
ferenciable M, En una carta local de coordenadas X toman-

do en cada punto como base de Tg los covectores (dxi)p, una

1-forma se eseribird

P




=2

n
w= ) o, dx, ' ‘ ’ (3.40)
- 1

donde dxi indica que en cada punto p hay que tomar el co-
vector (dxi)p y los coeficientes o, son funciones de
[22]
Ry sXpgm s s® o Si estas funciones son de clase C (como su
. . , «©
pondremos siempre), la 1-forma se dice que es de clase C ,

Las 1-formas se aplican a los campos de vectores y el re-

sultado es la funcidn «(X) = Z o 11, suponiendo. "
X = Z hl(f/axi}. Las 1l-formas sobre M constituyen un médu

i

lo sobre el anillo de fumnciones F, una baée del.cual esta
formadé por los diferenciales dxi.

R Uné.2~forma es un elemento del ﬁroductg alternado
Qel mddulo de las 1-formas por si mismo. Representaaddl
?por ﬁi(Hj ei espacio vectoriai qe los campos de vectores
sobrg“M, en un sistema iocal’ée coordenadas R,, una Lase

de las 2~formas estd formada por los productos exteriofes

d%i'A éxj = - d%j A dxi, los‘cuales se definen comgvapli~
‘caciones de Dl(Mj % Dl(N) sobreLF; taiegfdﬁé""”

Rt . - ,.ai . a ] .o
dgi A dxg (A,B) = % ' | (3.41) -

sy . S ”

b~ ]

Cnd

-
e
.

i 4 . ) S . . o .
donde a”, b~ son las componentes de los campos de vactores

A h

A, B (3.36).

"De esta manera, una-'2-forma general se escribird

&



,odw, A dx,
L, 43 T 3

fu?)

{3.u2)

;- > £ 2 ] . . » - PN . i. . j_
y serd una aplicacidn lineal antisim@trica de DT(H) » D7 (M}

sobre F deFinida por

ij

w(2} (A,B) = %~ Z R
- aj‘ - 4

i

fe puede vér que estas definiciones son independien-
tes del sistema de coordanadas. E1 productn exterior de

dos 1-formas O -= 7 b, dx,, @, = y ﬂi dx; es la 2-forma

o= r . ’ . o
© AW, izb o, ﬁh dx, A dxy (3.hu)
,h

Aplicéndp:eata 2-forma al par A,B resulta

wi(;\) -:(p?(ﬁ‘) ) L al : ah

! 1
ml A CDQ(L_«T.‘%) =5 A =3 izh'“‘i&h' . )
ﬁ‘é‘(B) 0')2(1‘3) ’ b . 3,"!‘

(3.435)
A _ () , .
e manera geperal, una r~forma ¢ puede definirse
cHma’ vae aplicagidn r-lineal antisimétrica del espacio pro
a1 i kNP 1. 1

ductao DT(M) x D) x ... x DT{U) (r factovres) sobre el
anille de funciones F. En una carta ldcal, una base de las

v-formas es el conjunto dé r~formas dxi~A dxj AL .f\fd:»:,n
[}

(r fectowres), definidas por
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. al aj .. B
" oL,
dxg Adrg Aot dx (AGD, . Hdes o b ..
i i m .

i i - i .
donde a~y b " ,..., h” son las componentes respectivas de

los campos de vectores A, B,...,H. Esta relacidn (3.46),
junto con la propiédad distributiva del producto exterior,
permite definir el producto exterior de formas cualesquiera
y hallar el resultado de aplicar cualguier r-forma a una

r-upla de campos vectoriales. Eor ejemplo se tiene

Coa : ) - X det w
{‘.1 A N 2 Ava»[\ ~‘r(xi,X25ovogxr) - ’r! de’t Oi(Xh) (3-’4 }

que es la generalizacidn de (3.45).

El producto exterior de dos formas

1

{.‘(1") - Z &i...h_dxi A, A _d‘xh, (:(5) = Z,’3 . dx. A...A dxm

se define por

o

() (8) _ ' ‘
‘ A G = z{“i...hﬁj...m dxg AL A dxg A AR AlllA dx

h
(3.48)
Resulta de agqui, facilmente, ; . i
P A @B s ayPs le) g ol - €3.149)
La diferencial exterior de una r—forma‘
A2 LY dx. A...A dx. iena i
S =L By Ly 9Fp D h cada sumando tiena r diferen

ciales y la suma estd extendida a “todas las perwutaciones
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ikles de los indices) es la (v+l)-forma definida por

(r)
- = R ®
d ) ) day oy A dxi Ao Adey
i1;.+.45h : ]
(3.50)
= ; ~—iii;ﬂ-dx Adx, A, A dx
L (% m i h
Tylyeesqh m .

Se comprueka gue esta definicidén mno dep

<
(T
pot
[sN
]
i
[t

de coordenadas. Ademds, 5= cumplen las relaciones

() K

d(u:

-

ddﬁx.r(r\) =0

(8)) . gul®) 4 Wl5) | (LT o(P) 4 aele)

¥

(3.51)

la primera de las cuales resulta al aplicar (3.48) vy (3.50)

y la segunda es una consecuencia de la conmutatvividad del

orden de derivacildn en las derivadas segundas de funciones.

importante la siguiente relacidn

v

Sea una 1-forma y dos campos vactoriales X, Y. Es

(2e)(X,Y) =

o

(X(e(Y)) = Y(e(N)) - e(1X,¥Y])),

(3,47)

Para dewmostrarla, tomamos un sistema local de coor-

denadas y supongamos que respecto dsl mismo sea

P
n n i P . o’ i
W = Z o, d&,, ¥ = Z F R— Y = Z b
. i i . % . .
i=1 i=1 5 i=1

enn lo cual se tiene
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cfg)'g"f ai‘éi,“ YY) = ) @, b7,

g cem T ih
a(x,y) = ) @ (ad,, < ba,;)-
? i,h
i, h h
X(e(Y)) = § a (b ;e + Doy )
i,h h ’
AT ‘ ho
Y(e(X)) = ) bl(ah,la tat ey ;)
i,h h ’
o ih  ,ih
a{g.g,;}l) = 2 oy (a b'«,.i_...k a "i)
i,h
: KLY ' - h.i i h
ae(¥,¥Y) = Z ?ﬁi dxh A dw,(X,Y) = ) 1 o h('a‘b'—a"l;
ioh *n * i,h 2

con cuyos valores se comprueba innmediatamente (3.48),
Ejercicios

1. Probar que si (x,U), (¥,V) son dos sistemas de cooé
denadas én M° Vg dx;'A...ﬁvdxn = £ dyY A...A dyn,)entonces

-1 .

gef.J(yox 7) o

2. Probar que la definicidn de diferéncial exterior
no depende del sistema de {coordenadas. .

3. Sea M,ﬁ_RQ]{O} y sea w la 1efopma

v o= 53 5 ax + —55—5 dy. Precbar que dw = 0 pero no existe
Xty xSy S T

f € c"(h?){o}) tal que w = df (sugerencia: si

{(x,0) G)RQ:% i 0}, entonces w.= df en RZ/L)

e
"

4. Probar las igualdades (3.51)

5. Hallar una 1-forma diferenciable w en'RQ?{O} tal

que i®™y sea una base deé las 1-formas de Sl(i:S1 - RQZ{O}

1a inclusidn) (sugerencia: diferenciar & = arctg %)
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5, DIFTERENCIAL T ADJUNTA DE UNA APLICACION ENTRE VARIEDADES

B

- y . N -

BIFERENCIADLES

En el Capitulo 2, n° 2 sc definieron las aplicacio-

nes entre variedades diferenciables. Recordemos que si

'

Gl o+ MYy p,pt = (D) son dos puntos homdlogos canteni-

fuch
[
0

respectivamente en las cartas localaes (Upgﬁ), (UP"WI)‘
n
llamando xi a las coordenadas de W(Up) € Ry x& a las e

¢’(UP;) € En', la aplicacién y se dice que es-de clase C
31 lc es la aplicacidn compuesta W'vw0¢71. Si My W' son
de ciase'Cm, esta definicién no depende de las cartas cen
sideradas.
Fara abreviar,:al hablar de la aplicecidn ¢:M¥ =+ M!,
-1

entenderenos :siempre-la aplicacidn ¥'ePsW = entre abier-

! n'’ . .
tog de Ry de R, la cual estd :dada por funciones de

%:x& = xécxl”XZ""’xn)° a = 1,2,4..,40' {3.49)

Estas funciones son la reprcsentacidn de la aplica
¢idn ¥ en las cartas congideradas. A cada aplicacidn ¢

corrcsponde asi la matriz jacebiana de tipo .onxn!
o’

() . . (3.50)
1

i

J (i)

2uyo rango ¢s tacil probar (hdgase como ejercicio) que no
depande de las cavtas locales consideradas. Convendremos

nn aue ing indices latinos variande 1 a n y los gricgoes




1

de 1 a nf. Con todo esto, las aplicacidn M - M' son, local

¥

. . n . .
mente, aplicaciones R? + R y se puede aplicar lo dicho

en el Capitulo 1, n® 8,

DEFINICION 3.8. Se llama aplicacidn diferencial de

la aplicacidn ¢:M + M' en los puntos homdlogos, p,p' = ©(p),

i

@ la aplicacidn d¢: Tp -+ Tp’ definida por

&

ap(x) £ = X(f,9) (3.51) g

. . '{}

para todo vectopr X € Tp y toda funcidn f € F(p') (funcio- i
x

o . . . :

nes de clase C definidas en un abierto de M' gue ccntiene %
[

ap'). 3
3

e e , . i

Esto significa que el vector de T_, gue corresponde i

| 1

al X de T_ es la aplicacidn ‘que a-la funcidn f € F(p!') g
P §

hace corresponder ¢l nimerc real X(fog). Es un ejercicio %
H

! 3

simple propar que, efectivamente, la splicacidn g
¥

i

dp(X):F(p') + R definida de esta mamera es lineal y es g
b z

una derivacidén, es decir, es un vector de T_,. i

et

En los sistemas locales de coordenadas L] de M vy

1

P ) g
xé de M7, si las ecuaciones de ¥ son las (3.49), la apli .%
cacidén diferencial d¥ es la que hace corresponder al vector 3
. |

\ wi ot - 4

ST S N (3.52)

i %, %

i=1 i A

i

2l voetor ¢
n P st : %

o 5

xt = §OAT ] ey . (3.53) }

i=1 a=1 i o !
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i . . .

o sea, las componentes A -ge transforman &segln la’ley
- . ~Cl n ?}(:] i , I R .
P T v (3.54) -

' . v v

§i representamos el vector .X € Tp.pon la matriz colum

. : i \
na * cuyos elementos son sus compongntes &  y lo . mismo pare

el wvector X' € Tp;, (3.54) se puede escribir en forma matvi
cial

AT o= g ;’\, ) {(3.55%)

giende J la matriz jacebiana (3.50)., En estas fdrmulas,
las derivadas parciales se entienden tomadas en el punto
p, lo cual e se indica por no recargar la notacidn.

Para que d¥ sea inyectiva, o sea, para que todo vec-
tor X' € Tp' sea imagen’a lo sumo de un vector X € T ,
debe ger n' = n y J.debe .ser de rango n.

DEFINICION 3.9. .Una aplicacidn ¢¥:M + M' .se dice que

es regular en p, si d¢ es inyectiva en-p., 85i lo es en
: 1P, -

- Lo ;

todo punto, se dice que ¥-es regular en M. Si . son regulawves

-1 ) . :
¢y ¢ - se dice gue Y es un difeomorfismo.

Ljercicio . , ‘

o

)
=
t

, n%. = 1, probar que dy coincide con el co

2

vector,(d@)P de la Definicidn 3.4, . . -

'l feorema de SARD. Supongamos el casc de una aplica-

cidn ¢:H -+ M' sntre variedades diferenciables de la misma

dimensién n = n'. Los puntos de ¥ para los cuales &l
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determinante jacobiano de ¢ se anula, se llaman puntos
criticos de w. Si C < ¥ es el conjunto de los puntos

criticos, se puede demostrar que el conjunto ¥w{C) es

de medida nula en H'. La medida nula en M! se define

pu——

como la médida‘ﬁuia en el Rn al cual M? es -localmen-
te'homeomarfoi £s fadcil ver que lé condicidn de "medi
da nula® no depende de la carta local considerada.

Para n ¥ n' caben dos casos, Si mn < n',.entdnces
es evidente qne (M) es de medide nula en M?f Sin > n'
52 puede demcstrar (de manera nb muy simple) que el
conjunto de'ﬁuntos de M' para los cuales la matriz jal
cobianma J tiene rango menof que n' es también de medida
nula.

Estvas propiedades éonétituyen el lla#ado teorema
ae SARD.'L@ demdstfécién §esgémplica para variedades
de clase finita.'Ver,‘pof ejemplo, S.STBRNBﬁRG, Lectu--

res od Differential Geometry, Prentice Hall, 1965.

Observaciones. '

1. La propiedad de ‘'‘medida nula" no se conserva
por homeémorfismoa'{exiéten homeomorfismos del plano en
otro plano que transforman un segmento del primerd’én un
conjdnté de medida positiva del segundd), pero cn camkic

s& conserva por difeomorfismos.
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2. Una aplicaci&n F:H + M' se dice que es regular en

"= f(pf si le @s en todo punto p tal que F(p) = p'. Pro

-1

p

.

Lar comp ejercicio gue entonces f ~(p*) @5 una varicdad
diferengiabla de dimengidn n’ - n (recocedar quu dimensidn
cero significz un conjunto numcrable de puntos). 5i p' no
¢z regular, la propiedad no es ciurta cemo lo indica el
ejemple de la figura ocn que £

(p'") vs la unién de umu sep

ments vy puntos zislades, gue no s una variedad d

liferencia
ble. A
H
J//
e el
i ! .
LS o
p i |" --"1--~.w._----...71'. 1.“%}
; RS
: t
- l ¢ 4t -~

DEFINICION 3,10. S llama aplicacidn adjunta de la apli

. . : 13 4 : Py i
cacifn wi¥ + M', a la aplicacidn Wf:T5,+ TD que al covector

i

S

7,
g T;, liace corresponder el covector ¢ € Tp tal quc
(X)) = LX) . (3.56)
i .
para todo X € TP, siende X' = 4p{X),
Lt coordenadas locales as
n' 3xé
¢ J . -
R R PR B oV dut o 4 = A dx (5,57
: z fa o ) ‘o Tx h . ' 7)
=1 - Gyh o, s *

: ofe
0 sea, al covector de componentes fé de T;, correspondc el

-

covector dg T;

Cuysds compmnentes S0nN
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n ! : .
o &yt (3.58)
Em ) e .
gz " ~

o s¢a, s5i ¢, &' indican las matrices "fila" cuyos 'elemen

tos son las componentes { ., L& se tiene, en forma matri
. . 1 —

cial,
©o= ot g ’ ' (3.59)

La aplicacidn adjunta ¢ puede actuar sobre 2-formas.
La definicidn entonces es la siguiente, que peneraliza

(3.56),

]

(L_f'* b)'(Q))(X,Y) u!(g)(d!’}(x)a d'p(Y)). (3.60)

En cocrdenadas, €s

Boe 4w am# o

' (2) fxt ?xé
ar z ot dxtAdx) =+ ¢ - Z P e ,,S.J_ dx. A dx
s o o B . aff tx, Cx i h

Syt . O:,ﬁ.,l,h i 7h

io cual s¢& extiende de manera natural a r~formas.
Ejemplos

1..8ea 1l» aplicacidn V’:R2 - R2 definﬁaé:por‘
2 2 -
syl = y X, = ®, X
W.xl x1 + 2 yxg 2

1 72

La aplicacidn diferencial d¢ es

1 & .2 &1 % ¢ y 4 -
dp T o t BT e P AT (e 2% T e Xy
(_Xi EX? 1 1
0 T i
: 1

too gy WXt xh %)
11 rQ _E El + % 12) mia

= (gxl AT 4 hx, ) Ex{ t %, 1 {x§

(3.61) -
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?"?1 2 11
2.\1 LH’(Q
= \ \
-~ 2
ot ~
%2 !
~ v 4 / n
de acuerdo con (3.55).
La apliéacjén adjuntas es
*“ ol X w ! ’ . § .
Yoy dxi N, dmg m*(ixl oo, z}dni +
Y3 Yoe o ox, ot
(e, Ty Xy 2)dx2
o sez .
2x1 ux2
M = (x1 ™
(g 7,y = (31D
2 ¥y
de acuerdo con (3.59).
. . i 2 2 .. , . .3
2, Lz aplicacién Y:R° + R® definida por LS
HE =y t g tiene
\ # N
et oxi 0 Wt 3x1 0
I = 1 - § 1
av | B0 =gy
.t 1 1 A 1 1
” A ’ ~ 7
3, Considerarwemreiercicio. la aplicacidn
y 2 2.3 2 2 -
11130;:* = o} ) b= e . J
o Ly (x1 2R, 0T, Ry %yt 2, 4wy Xy

i

y comprobar las relaciones d(Wey) = dibede, (Yrop)” ¢ ol que

ahora vamos a demostrar de manera genecral.

«

ol
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Propiedades de las aplicaciones diferehcial y adjunta.
Son titiles las siguientes propiédades: '

1. d(Yow) = dvedy.

En efecto, segln (3.55) es dg:ht = J{@)Yh, av:it = J(PIR!
y por tanto %" = J(¥)J(w)k. Como se sabe por Cdlculo que
J(Wog) = J(¥).J(¢), resulta el enuneciado.

2, {%o@}* = @*0¢*, .o E—

En efecto, segin (3.59) es i-' = pa"ag(¥), & = 6'J(w)
y por tanto , = REI(Y) J(y) = #%¥J(Yop), lo que prueba el
enunciado. .

3. d(ix,y]) = [(d%di), dw{y)] si Y es difeo%orfiémo

Para demostrar esté félacién';béervemos que la condicidn
{(3.51) se puede interpretar como una igualdad eﬁtre aplicacio
nes de un entorno-de p'€ 'M en los reales, con ;610 escribirla

en la formd&
Ap(X) fop = X(fop) St (3.e2) ¢

: : - fe 4 . ) ‘e
que es equivale%te'a (3.51). Aplicando;esta igualdad para dé-
finir dw{{X,Y}), se tiene

D, () to

Ph,Y] (£o0) = (XY'- YX)(fo®) = XY(fo#) - YX(Fop)

H

= X(dw(Y)fop) - Y(d¥w(X)fcy)
= dp(R) Ap(Y)Eop - dp(Y) dp(X)fop

= lag(X), ap(y)]fow,

que segiin (3.62) prueba el enunciado.
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»

En la relacidon sigwiente, la letra 4 aplicada a una
forma difersncial significa derivada exterior.
b, @ity = 0% do

Para la demostracidn basta vepificarla en un particu

lar sistema de coordenadas locales, a saber:

. {x?t i
L= s 1 i ‘t“{; = ot > = H 1 Ty |
z - dXG y 4T & z Fo T dx., do Z Tx—ﬁ-r dx{z A \_Xm
1

d(w¥uy = Z - ”— dx. A dx
n&ﬁ (R, sy 1

) o j{ E‘xﬁ .»:&

0F oy = ) e dx, Adx

’ x) o €x P i
X{i (}’h <~’.' i h 1

con lo cual, se ohtiene inmediatam:nte e¢l resultado. Las su
mas van siempre extendidas de 1 a n' para los indiges grie
goB8 y de 1 @ n para los latinos.
Y T ot
5. ¢t (w A i = (A A (4
wHle Ay = o) A e

En coordenadas locales se tiene

= iV ¥ Top 1 = ot Ji . - .
w1 2 Mm Gx 05 E “3 dxﬁ', (1 A oé z Léyé dxé A dxé
; ax& . . ?xﬁ
& - ' . ¥ Y , i
k4 (wl) z }Xg “a;'-i- dz{i , W (2) Z ”ﬁ ax}ﬂ dxh
£ ?x& Exﬁ
T = AR AN | . ¢ -
@ ( 1 A wz ) z i o };C; S~ —{T dxj I\d X‘h

4 (}'('- 2 .
i h
y como el segundo miembre de¢ esta expresidn es igual al

producto w”(gﬁ} W*(Qé)a resulta probado 21 enunciado.
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Ejenplo

Sea la aplicacidn @:R3 +» R? definida por
2
s - o= = x5, E
Xy x1 \3x2 + XS’ X5 X X2 T XB” s
1 -3 1
J(p) =
-7 X Xy ~2x3

y por tanto la aplicacidn es regular en todo punto

# (0,0,0), La apiicacidn diferencial dg es A' = JA, o sea,
la que al vector # L3 3

g0 Fpr g de R hace corresponder-el vec

tor de R2

Y -3 A A A= A
)1 1 3?2 + 3 X, + A% 2X.%

2% ° 373

Lz aplicacibn v es # = #'J, que a la 1-forme

il = pi dxi + ﬁé dxé de R2 hace correspoander la 1-forma
de R3
o= (3! 3 -3 + uf 3
) (;,1 +ED x2)dx1 + ( 3;1 £ xl)d<2 +
ot - [ P ’
+ (pl 2#2 xs)dxa
' S . 2 2
Si se da otra aplicacidén ¥:R" + R” dada por
xg = x{Q . Qxéﬁ xg = x{ xé + x52 - 3, comprobar las propie

dades 1,2,3,4,5 anteriores.

Ejercicios
R . ca 2 -
1. Prolrar que la aplicacion R™ =+ R~ definida por
%
x] = xe 2 4 ox

1 2° ®y T oxge T o-ox

es un difeomorfismo.
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2. Probar que si & = 0 en todo punto de !, entouces
@il > W' es la aplicacidn constante, que aplica todo x € M
en un mismoe punto y € M'.

: 3., Probar que

o § - D .1 - ",
= x, cos alx - %,..8an al{x 2! = %, sen w(x +
53 %, cos ( 3), 2 ( 3), 5 1 ( 37
. « . O B
t %, cos a(&ax %3 Xq

. L . 2,2 12 2
33 un difecomorfismo de la esfera S (x1 + x? + 33 = 1) en
si misma, cualquicra gue sea la funeidn diferenmciable u(x3).

Interpretacidn geométrica.

»

. o . to
L, 3e¢an M,¥ variedades C , ¢:H - W una funcidn ¢ . §i

PN
(43
fa—
ot

¢5 el vector tangente en t,. de una curva &, probar

0

que dUp(X) es el vector tangente en t_  a la curva yeun,

0

APENDICE

INTEGRACION EN VARIEDADES Y TEOREWA DE STOKES

fea M una variedad crientable de dimengién n y sea A
un atlas orientado maximal. Supengamos primero que W es
una n-forma en M tal QUQ Su. soporte sea compacto-y estéd
contenido en U, donde (x,U) € A, Entonces se podréa gscri

bir d& una {inica manera:
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H 3t
‘%i
Lo . N o (643
| ca o= Fodnt Al A ax® : (F:U'> R C)
i . .-
ﬁ Ppériamos definir entonces
| - .
E o= - fox 1 (= J f(x.lg...,~xn)ax1,.‘.e,dxn)
I . ;
l 5 % (U) x(U)
N
\

Veames que ‘esta defirnicidn no depende del sistema de

coordenadas usado: si (y,V) € Ay sop T V, entohces

a4 J fnx—l = J _ fox“'1 = J foxnlo}_{oy—l
ii x(0) C x(Uy) yomyy
K

. laet o Dlxoy™)|

Bl

n

0 = foy—i.detsﬁ(xoyfé}
o Uy (Ut '

= fqul.det o D(xwal)

VAR'D!
Pero si @ = F.dz' A...A dx" = g dy' A...A dyn, sabemos
que
. | .
f = g.(detoD(yox ~)ox)
'? o también
%.' -1
ﬂ S f.(detoaD(roy “)oy).
L} oL R
Luego ’ . Ci , . -
-1 -1 -
gey .= (foy “).(detoD(xoy "))
' lo cnal prueba que la definicién de J W no depende del siste
t . . . —_
f ma de coordenadas elegido. M
|
|
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.

Sabemes entonces integrar n-formas con soporte compac
- . - ¥
to contenido en algln abierto coordenado. Observemos que

Gi ¢y m ticnen 2l soperte compacto contenide en el mismc

abierto coordenads, cntonces claramente

I8
J LA % - | «w + b [ 1 a.b & = f
J J i
) 1 g

Vamos ahora a trater dc¢ integrar n-formas cualesquin
rz. Este objetivo desde ya cs imposible de lograr pucs en
R por cjemplo hay funcicnes c” no integrables (la identi-
dad por ecjemplo). Para salvar esta dificultad supondremos
que las n-formas a inteprrar tienen sopeorte compacte. Sea !

o

cntonces « una n-forma a soporte compacto, sez 4 un atlas

orvientado de Y y -sea {wi}iGI una particidn de la unidad .
subordinada. a A con sop Pi'cdmpacto. Definimos entonces

J w = wz J P, w
ﬁeﬁﬂﬁ

M

Hay que observar que sicndo W de soporte campacto, las

o g S
) ¥

integrales que'dparecﬁh.gcﬁo’éuﬁandoé éénﬁ%ﬁdas nula; galve
un nimere finito, con 1o cuai ia suma es en realidad una su
ma finita. ' '
Desde luege, tenemos que ver que esta definicidn de inte
gral nc dcrende ni del atlak A ﬁg'de la particidn de la uni=
dad particularas., Para ello sea A' otro atlas de MrfgﬂmW—

. Wi NN . . Co
mente orientadoe y sea {wi}jeJ uns particitn de la unidad sub

ordinada a At,
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Entomnces . -

Y, wo=

§u
]

-~

o

)"'\

i
g

-

~1

B

l...l

= E f j @ w,'m =
’ ]
¢ ¢ M )

..
a .
) @, Y. o=
€

[ X

1
& perg

[N
Oy
m—
e
M g
5
=
=
g
b
i

i

N z:# R 2N "
j§J j 3 :

M

lo que pruéba,lq.afivmado. Obsérvese que hemos usado la

aditividad de la integral .para n-~formas de  soporte com- °

pacto contenidos todos en un abierto coordenado. .
Hotemos que como en una variedad orientable hay

sblo dos atlas orientados maximales (dos“orientaciones™

d

AL

11} entonces hay dos Integrales posibles para unna

n-fonma a soporte compacto que difieren solamente en el

+

signo. Eso significa que nuestra integral es una integral
“orientada™ es decir que depende (en signo) de la orienta

¢i8n elagida entre las dos posibles.

’

Para sa2gnir interpratando estas integrales, debemos
tener en claro la interpretacidn geomédtrica de la orirnta

.

bilidad. Para cllo considergmos un R-espacio vectorial V

e

S
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de dimensidn finita n; si'{vl;.l.,vn} y'{wi,.u.awn} son

dos bases ordenadas de V, dirsmos gque esas hases propor

cionan la. misma avientadiéﬁ'paTSIV'éi'la matfiﬁlde cambio
de base tiene determinante pssitivd. Gueda clébo entonces
que las bases da V quadan divididas en dos conjuntos dis-
juntos, que llamaremos f y " dc modo tal gue ‘dos elamen
tos de ;. (dos bases de V) proporcionen la misma orienta-
cidn para V y ;nalogamente para dos clementos de -.. Deci
mos &ntonces que tenemos dos orientaciones posibles para
V¥ que indicaremos ; y -; y una orientacidn para V queda
entonces definida dando una hase ordenada de V,

Si It es una variecdad vy (Q,U) es una carta local,
entonces tenemos definida uﬁa orientacidn para c;da M

con'p € U. En efecto, si p £ U sabemos que'{(win} e

.1
) (94 D
vves(—=) } es una base de ¥M_ y tomdndola ordenada fene .
v P co e P -
mos una orientacidn K para M_.
. %P P

$i (y,V) es otra carta local y p € U £ V, cnteonces
para lf_ tenemos dos orientacionaes posibles, Vo

P FXp Y T yF
Quersmnos ver qué debe ocurrir parva que esas oricntacionss

sean iguales.

Tenemos entonces las las

-G

& nrdunadas -

. ¢ )

T — ] - 1) ,...,(jwﬁ) }.:?cro hemos vis
a}( 5.4 = (}I’ . { 3}‘ P

to en II. que: :

2 i = J ¢
(—5) = ) (9 ("(T
?y P j=1 iy p g
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Lucgo la matpiz dc cambio de hase, es D(xmy71)(y(p))
y su écterminante es‘J(xay~1)p = dgt(D(xcy—i)(y(p)). En
tonces lg condicidn necesapia y.suficiente para gue dos
cartas locales (x,U), (y,V) definan la misma orientacidn.

i

para los Hp con p € U 'V es ‘gue

s

IGroy™) = der(dCroy ™ (y(p)) 0 ¥pTe v Ly

En otras palabras, una variedad ser& orientable si

existe un atlas A y una orientacidn para cada Mp de mene

ra que la orientacidn de (x,U) sobre Mp para p € U sea la

@¢ada (para {x,U) &€ A).

. . 1 - S, .
Por ejemplo, en S (o en cualquiser curva cerrada sim

ple) las dos drientacionss consisten en recorrer la curva
dejando ei interidér a la izquierda o a la derecha.
Entonces vemos el sentido que tiene una integral cur-.
P . . R - Y 2 .
vilinea orientada: consiste e¢n tomar una i-forma &n R”, in
. 1 . o o "
ducir una 1-forma sobre S e integrar respecto a una de
las dos orientaciones posibles.
La orientabilidad tiene una caracterizacidn muy senci
1la en t&rminos de formas:
- n . . «
PROPOSICION, M" es orientable ™ existe una n~forma
C “w en ¥ nunca nula (¢ sea, w(p) # 0 V p € M).

. . P i - " t. . "
DEMOSTRACION. (¥) SEa (x,U) una carta local cualquiera

de M. Entonces seri

1 . . D
W= a dx’ A...foax" a € C (U)
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lios guedamos con la carta (x,U) si a > 0; si a < 0 la

1~

dejamos. Do esa mangra conscguimeos un atlas A de M que

recsulta orientado:

+

g1 (x,U), (y,v) e A, onteounces en U Fy serd
oy )
W =a dr” A, A dxD o= bdyi Auh dyn a,L >

Sabemos que entonces.
a(p) = blp) det( Wy=x"")(x(p))) pe UV
Como z,b > 0, resulta
1y L o -1
J(yox )p = dot(D(yex ") (x(p))) > 0 para p

Luesn A es orientado. (HAtese que al ser ® nunca

tenemos un criterio sobre teda -la variedad para acepta

rechazar cartas segiin su orientacidn). -

(=) 51 A es un atlas orientado, sea'ﬁﬁi} una particidn
la unidad subordin%da a A. 8i A z'{igi,Ui)} v ﬂi es la
n-forma sobre Ui definida‘pgr

n, = dx% Ao A dxl
i 1 i

eantonces consideranmos

=

(¢sta suma tiene sentido pues en cada punto es una sum
Finitn).

5

tte

p £ M, serd

€ U ry

nula

r O

de

a
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1t

n(p) = 0, (p) 2;0p) +...+ v _(pIn_(p) =

Hi

9, (p) dxy(p) A...A dx](p) +...

R 1 n
- ys(p) dxs(p) AoooA dxs(p)

it

{Wl(p) + @2(p) J(xzaxil)P ...

-1
)PI

el t '.“S(p) _‘.J(XSQ?{TL

i n,
dxl(p) A WA dxl(p)

y el coeficiente es no nulo (es mayor que cero) por la
orientabilidad de A y por ser Wi(py >0 (i =1,.0.,8) ///

‘Sea ahora ! una :variedad orientable y sea D un domi-
nio de M. Sabemos que podemos tomar.un atlas orientado A
de D de modo que para (x,U) e A y-U NI # ¢:

x(U ND) = (-1,1) x+.ux (-1,1) x [0,1)
Cx(U F D) = (=1,1) x...x (=1,1) x {0}
. - 1 1’}'—1 . ~
81 x(p) = (x7(p)s.u.eyx (p),0) para p € U [* D, re-

cordenos que hab-fames definido

) = (P s kPN

. .
. 4

y que {(x, U I D)} resultaba un atlas de ¢D orientado.

Llamemos # a su orientacidn. Definimos la orientgeidn in-

ducida en D por M a (-1)"¢
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TEORE!IIA DE STOKES. Sea M una variedad orientable y

sea D un dominic abierte de M. 8i elegimos una orienta
cibn cualquiera para W (y por lo tante para D) y la orien

tacidn inducida para (D, entonces para toda (n-1)-forma ,

. , . ‘9. . g .
. Al N TR N 2 AT A SN A F TR o 'e
a scporte compacto es (db —p -

it
o

N <t
Fwi D —p I QD\)
[d(a)
b D "
DEMOSTRACION. Intreoducimes un atlas orientade f de

Y de modo que, para (x;U) e AyUNZ? = ¢ sea
#(U) = (~1,1) x.v..x (~1,1) v para U T D # @#: -

x(U MDY = (-1,1) x...x (-2,1) x 0,1)

x(U M fD) = (-1,1) x.. v (=,1,) % {0}

En el segundo case, sea " de soporte centenido en U,

rodremos escribir:

n ‘g 1 ~ .
fr= T (1037 A, dxtoAL LA dxd ALLLA ax”
i=1
con lo cual !
n fa, 4 n ‘
dtn = ] —k dxT AL.LA dx
j=1 F3d -

Al inducir & una forma i¥¢ sobre D(que segpuiremos

desigrande ), todos 1¢s sumandos son cero salvo el Glti

X Tl Lo N
mo (pues i* dx = d(i%x

) = d(x"0i) = d(o) = 0)

Luegn,y teniende en cuenta la orientacidn dada a D:

H



sz

s

o

o= (=17 J (-1H" 1 an{xl,...,xn—igo)dxl..,dxn—1
. 0
M !‘;n
=_~,JO;an(xi,..,9xn”;y0)dxi,..dxn—1 ‘
Ay (ad = (-1,1)"h

Por otra parte:

D aw= [ 3
) ¢ L

D

Aplicando Fubini, hay que integrar en

bk

1 ¢a, .
J .—.dXJ

P
x”
-1

¥ eso es

- a.(:'x:1
1

4 .
aj(x s.x.,xj

n ‘a,
axt, .. axn? = ) J 1 dxl..udx
j=1 g @)

.alglin momento

(§ = 4,...,0n-1)

n
yeesaX ) -

R ! j 41 n
,...,xJ 965x] seseaX )

+

y eso es' 0 pues sop «C U (y por lo tanto los al son nulos

en el borde salvo en la base)

86lo ‘queda entonces el t&rmino.

x{U)

dx

1

]

PR

= n o sea
. N
9'-Q=ax

3

Usando Fubhini hay que calcular

1ia
[

i

1

a (xla... a
. ?

.

n-1

,1) a (xl,..u,x .07
. ! . n

-a_(x
n
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Luago:

T - 1 -1

J dis = -f an(xl,...,xn 1,0)dx o dx"

D o ‘

n

L de donde
J (0 = I dse
. by ( : o
1 si x(u) = (~1,1)" = J o= 0 trivialmente (i 6 = o)

p

que €s cero. es ni siquiera gqueda § = n)

N
i

Sea ahora «w una (n-1)-forma a soporte compacto., Si

%ﬁi} es una particidn de la unidad subordinada a A, enton

ces ) ‘ . T
iel ~ iel J x
N D D

'.f\ ;‘—\

o= [ Z e, A= z { AN R
€ “

L i . J i
D ip 1 1. i L«ED )
= ] J alw, ) = J dw //7/
ey, D-

Aplicaciones

1) En el caso particular en que D = 8§ es una super-

e
ficie en R”, como

T, -

d({Pdr+Qdy+Rdz) '(Pz~Rx)dzAdx + (QX—Py)dxAdy +

v

i

+ (Ry—QZ)dyAdz

y en cuanto a J d¢’, usando Fubini y sop «C U sale Facilmenc
N
(pu
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obtenemos el Teorema de Stokes en el espacio:

3 T4 - i - SN
jJ (IZ ﬁx)dzﬁdx + <Qx Py)dxﬁdy + (Ry Qz)dyAdz

g

f
= J Pdx+0dy+Rdz

e

¢S

ii) En el caso en que D = V, jabierto de Rsm como

1

d{PdxAdy + QdyAdz + R dzAdx) = (Qx+Ry+Pz)dxAdyAdz

~an ot

obtenemos el teorema de la divergencia:

{JJ (Q_.#R_+P_:)duAdyAdz = -
J X y Z
-V
= [J PdxAdy + QdyAdz + RdxAdz
v ) '
Hemos visto ébho_int@grar n-formas a édborte-compacto

en variedades orientables. Tratemos de quitar hipdtesis.,

Ern variedades no.orientables, hay una manera-de discu
H B - . 1

tir integracidn. Sea ® una funcidn en M tal que para cada

p € i sea ) ,

H

e(p) 0 ara alguna e A(wM
p) = | .P\ p guna n_ (u)

es decir, Dara Vyser sV € M

- .o - N e

u&p)(vi,...,vn) = ’ab(vi""’vn){

Una tal funcidn ¢« es llamada un elemento de volumen.

o " ¢

Si (x%,U) es un sistema de coordenadas en ¥, entorces.

-4
.

serd:;
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7= oa dxl(p) A...A'dxn(p)
P p
y pdr-lo‘tanto
+ , 4x,1v ..
S S I A LN IS PRt O N L NPT Sl
1 n
= Iap e (p) AL A dx (p)(vl,...‘_'vn)‘ =
. i1 .
= |ap .|QX (p) A WA dxn(p)(vi,,..,vn)| =
1 n
= labl.]dx (p) Ao A dx (p)|(v1,..,,?ﬁ)
o sea
wip) = Iapl*ldxl(p) Aoooa ax"(p)]

Haciendo variar p en U, podremos escribir

w = Fldx® A...A dx") £>0 enU

Decimos que ¢ es un elemento de volumen c” si la
funcidn f lo es. Veremos ‘enseguida que el cardcter o
de un elemento de volumen nc depende del sistema de
coordengdas elegido (aunque si la funcidn £).

4

Una forma de obtensr un elemento de volumen &¢s comen
zar con una n-forma 7 y definir «(p) = iﬂ(p)l-
. C w .

Localmente todo elemento de volumen C =me consigue e

esa manera. En efecto, sabemos que -

w

~
n

flazt Av.A ax™ F > 0 £C

= (o= |fdx1 Auooh dx
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y entonces basta tomar #-. = dx%,A.;.A dx".

Globalmente no es asi; por ejemplo, consideremos la
banda de ®&obilus M sumergida en RB; entonces cada Mp se
'pU§d& considerar como un subespacio de Rg. Definimos enton

ces para V_, W_ € M
B P P

i

“ﬁp)(vpswp) = rea del paralelograma generado

nor V. v U
ol T A R o

T v . o
8e pucde ver gue ¢J es un elémento de volumen C perc

2]
no puede ser (v = la! pera una 2-forma.C .17, Pues siendo
: 1-. R PR . o
nunca nulo wesultaria % nunca nula y C , lo cual no puede
. A B o
ser por ser MY no orientable (recordemos gue si
b2,b3), entonces el drea del

; - 3 \] -
\P (ag,a,.240, %p = (bl’

paralelograma generado por VP yﬁw es

(a.b.-a.b_)? 2

2Py ,+‘(a1b3~a3b

1)
. -~ . o - ’ . S <
g1 £f:M » N es una Ffuneidh C entre vaviedades de di-
i{:‘ ) . . . . .
mensidn n, defininos f":(elementos de wvolumen it M) =+ (ela

mentos de volufMen en M) de la siguiente manera:

(f ':'-“)"(p)('\", ,.,.,,\:‘ ) = “f(p)((df)p,v‘l’.'"’(df\?pv,n)

3

- =
Veamos ahora cull es la expresidn.local de f ..

g . . ‘m M . .-
PROPOSICION. €1 f:¥M =+ N es € entre n-variedades,
{(%,U0) &s una cartd en p € #H e(y,V) una carta en f(p) ¢ N
dc mode quec f(v) € V, entonces para toda =:V = R mo nega-

tiva

1

»‘4 |dx™ f.. . A dx"|

o . , . i .
f"(ngyi Koooh ay]y = gof.[det(iz—%E}
0¥
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DEMOSTRACION. En efecto

f*(g‘dyi A A dyﬁ|)§p)(xls...,xn)

& -1 c.on ' A CE |
= F¥(gldy” A...Ady l)(p)(aii(” ) s "’ani{f.') )":
[$4 p o (3 ¢ =p

= g ay’ (Flp)) AL h ay"(F )] (2 (=) L.
- C

. X p
3
""(ani(gﬂi} ) =
& p
: = g (£(p)) . eyt (E(p)) Av. A dyP(E(p))
3 . hi N hn
: (a,, ¥ °of & a fy Tof iy
2 11 I TR 0t fpd i " TTh
T .71 .1 n .~ N P
1974 (574 (y ‘737
= g(£(p)).3r Mdet(ay o det (¥ of
ixJ
Z‘yicf . ..M . :
= g(f(p)).[det(—i—vw}l. oe . QX (p)[(xl,...,xh)
- &l vy

COROLARIO. Si (x,¥), {y,V) son sistemas de coordena

das en H y ST )
: g dyt A.l.A dy™ = n ot A ax
R . .
%‘% entonces - . o2 '
ﬁ h o= = glalyex |

P

DEMOSTRACION. Bastm poner f = identidad en la pro-

posicidn
! /17
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B,

Este hecho, que los elementcs de volumen cambien

\

"correctamente', hace que podamos integrar elementos de

volumen en cualquier variedad, por ejemplo s1 son &=

warrn . RERIR
N .

soporte .cémpacto.
En efecto,-si &.,es un elemento de volumen a sapar

te compacto contenido en U, entonces serd

PR

(= F AxT A...A ax" £ > 0
y definimos
[ I e foyT? - .
M. x(U),

-
R

81 (y,V) es otro sistema de coordenadas y sop 0V,

digamos @& = g dy1 Ao A dyng entonces

ZJ fox‘l - fOK-loxﬂyiﬁl.!J(xoy*ljl -
. x(U0) .oyurw)
= [ fy T sty ™ -
v,
-1 o
= J goy = = goy )
yiuf) y (V)

con lo cual la definicidn de‘inxégﬁdlihd depende del gistema
de coordenadas.

Para défi;ir ié integral para u;velemento deQJBlumen
a soporte compacto, se utiliza una particidn de la;ﬁniiad
subordinada a un atlas cualquiera y se repite lo qﬁe hici-

mos para n-formas.
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§i ¥ es orientakle, sabemos que cxiste una n-forma
C 7 mnunca nula. Si ¢ cts un elemento de volumen, 1resulta
] [==]
o= flny, £ > 0 y claramente £ es C .
Lntonces @ = |fn| y da lo mismo integrar un clemen-
to de volumen que una n-forma. (salvo el signo, pues hay

dos integrales posibles de la n-formal.

“-
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CAFITULO IV
GRUPOS DE LIE

1. DEFINICIONES

1

Recordemos del Algebra que un grupo abstracto G es
un conjunto de. elementos {a,b,...} entre los cuales estéd
defipida una oparacifn, llamada producto, tai gue a cada
par orderado de elementcs a,b € é corresponde el elemen-
to preoducto a.b £ G, cumpliéndose los siguientes "“axiomas’
de grupo:

i) a{bce)

(ab)c, propiedad asociativa del producto:
ii) Existe un elemento e¢ € G, llamado elemento identi-
dad, elemento unidad, o elemento neutro, tal que
@a = ae = a pavra todo a € G;
iii) Para todo elemento a ¢ G existe el elemento inver-
-1
a

-1 -4
80 a € G, tal que aa = a = e,

Un grupo G sc dice que e¢s un grupe de Lie si mus ele-

mentos {a,b,c,...} son los puntos de una variedad difeven-
[=~]

ciable de clase C , que se representa por la misma letra G

v, ademds, las aplicaciones GxG - G y G +~ G definidas res-
> “"‘1 . * - o

pectivamwente por (a,b) - ab y a + a son aplicacionés C

entre variedades diferenciables (Cap. 3, n® 5). La dimen-

gidn n de la variedad diferenciable se llama tambi&n la

dimensién del grupo.



Considercmos en un entorno del punto a un sistema

de coordenadas locales (xl,...,xn) y lo mismo €n un en o

torno del punto b unas“epordenadasllocales'(yi,;vu,yn%.

’
€i cn un entorno, del, punto ¢ = ab se tiencn las zoordszua

das locales (zl,...,zn), la aplicacidn (a,b) + ¢ estd

dada por ecuaciones de la forma

Z.o T 2L, (K, e B Ve eigy ) i=1,2,...,n
i :l.( 1’ ki n' J__L‘I J.)n 7.7 ) .

- - (4.3

y si (xi,.n.,x%) son coordenadas locales en un cntorno
T e o '
de & ~, la dplicacidn a + a estara rcpresentada por

gcuaciones de la forma ' ' C

.

' L ! 1 = 2] N .
x} Xi(X1°""xn)" i 1,2,...,1. (4.2)

Las condiciones para gque G se¢a un grupo de Lie son
que (4,1) y (4,2) sean fqnciones.cw (de.jggobiano no nulo
estas ﬁltim@g )}, lo cua;;.siendo G de clase Cw, no degeqde
de las cartas locales consideradas, ‘

Todo grupo de Lie ve unido-a una variedad difcrencia
ble, pero la reciproca no es cierta, es decir, no tode va
riedad diferenciable puede ser ygviedad de un grupc de Lie,
ifas adelaute.VHremos, por equplo,.quc‘la esfera de dos
dimensiones 82 no es variedad aa niﬂgﬁn grupo de Lie; Las
propiedades topoldgicas do la variedad diferenciablo de
un grupo, se asignan tambi&n al mismn: Asi se dice que un

grupo de¢ Lie es compacto o gue es conoko, si tiene esta

propiedad la variedad diferenciable correspondiente.




pues yx =

sl S AT

P - TR

Ejemplo . |

Consideremos. el plano (xl,xQ) excluido el ejc

%, = ¢. Es una variedad diferenciable de dimensifn 2.

Consideremos las funciones

- - ey o L, 3 +
By T OEqYge Bg T R4V, * ¥y (4.38)

que al par de puntos x(xigxé), y(ylbyQ} hacen corresporn
cer el punto xy # =z y lags funciones

8! o= 1/x%, ., o= oewm/u L)
i %y 2 T TR %y :

-1
gue al pvnto x hace corresponder el x?' =

- N .

Se tiene asi definido un grupo de Lic de dimeusidn
cuyo e

elemento unidad cs el punto (1.0). ObsBrvesa que

por haber extluidec los puntos x, = 0, las funciones {4.5),
. €2 * N : : » ) . s
M) son €. Se trata de un grupo de Lie no conmutativo,

* .

L

~ ot R -
RIS - i

(yixi, Y%, ¥iy2),-que no es el punto z = xy.

B

2. TRASLACIONES A LK'IZQUiERDA Y A LA DERECHA:

ALCEBRA.DBE. LIE ' S . L
Dado un grdpo de Lie G, para cada elementoc a € G . B
quedan definidas dos aplicaciones GxG ~ G importantes, -
saber : ' " '

traslaciones a la izquierda L_tx » ax
. e .

(k.5)
traslaciones a la derecha R 4%.~> xa - .
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Obgérvese que por sap RbLax = axb, Labe = axl,

[

EEEE c o o

(u‘é)
0 sca, ias‘dos tfaslaciones, a la &erecha y a la izquier
da, conmmutan entre si.

Las traslaciones a la izquier&a y 2 la derecha se
cstudian dc §éﬁera anéloga: Vamos a §cferirnos a las tras
lacicmes a la izquiefda, siguicndo la costumbre general,
bien entendido que las traslaciones a lanevecha‘qondgcen
a resultadﬁs coﬁpletameute anélqgosﬂ

La aplicacidn d;fercncial di;, estudiaQa gn:elepap. 3,
ue é, actua entre loé espacios vgctorialeg,ta%geptes,.dc

B - B .

G. Sea X un campo de vectores tangentes de G (o sea, de

- v

la variedad diferenciable G) y representemos por Xx.el vectar

vector corrcspondiente del campo eén el punto x € G. El

campo X se dice que es invariente a la izquierda, si sc

g
v

verifica

ALy (X )=
jod R

< {ax Para toda, & € G. (u.7)

B

Dade un . vector tangente Ae en la identidad a,'sé

puede deducir del mismo el tampo de vectores

B f'de(Ag) . (u.8)

. - ' l\4- > x
gue es invariante a la izquierda, y por lo tanto C (ver
.t : v !?
sececidn) puesto que, aplicando la

]

ejorcicio 2 de est

propicedad 1 del n® S5 del Cap. 3, se tiene
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dL (A ) = dL_odL (A ) = d(L oL )A = dL_ (A ) = A__.
a X a X e a X e ax e ax

Reciprocamente, todo campo de vectqres invariante
) N 72
TR
!

a la izquierda determina el vector‘XéXdel campo corres-
pondiente‘al‘puntéiunidad. Esfd nos‘dice que los campos
de vectores de G invariantes a la izquierda se pﬂéden

representar por los vectores del eépacio vectorial tan-
gente T en l%‘identidad (o unidad) e. Seén A, B dos

vectores de Te.iﬁédiante (h;B)!se pueden exténder a dos
campos de veétores sobre G 9 po% tanto ée‘puede.Calcu—

lar el corchete [Ax,Bxl, que para x = e nos dard un nue

vo vector {A,B] € T,. De etta manera se tiene definida

T un éléebra de Lie, la cuai'se llamé el élgeﬁré de

Lic de G ¥ se'representa por G (recordaf el bap. 3 n° Hj.

" Obsérvese que segfin 1a prépdedados del n° 5 dél Cap. 3,
se tiene dLa{X,Yr:i‘[dLaX, dLaY] y por tanto, si X,Y
son campos de vectares invariantes”a lé iuniérda, tam
big&n [X,Y! es un campo de vectores invariantes a la iz
quierda. Por tanto, con las operaciones usuales de adi
cidn y producto por, escalares (nfmeros reales), los cam
pos de vectores iggapiantes a la izquierda forman un es -
pacio vectorial y la operacidn corchete [X,Y] definewen
el mismo un &lgebra, la cual es evidcntemenfe isgmorfa

a la antgrior y constituye otra in%éppretaéién del &1~

gebra de Lie del grupo G. La dimensidn del dlgebra de

=
(_%m-’“"

Lie es la dimengidn de TQ y por tanto igual a la dimen

idn de G.
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Ejemplo

Considercmos el grupo G definido par. (k.3) y (u.4)

Las traslaciones a la izquierda son

T B [
La.xl SPEPE %, a1x2‘+‘§2, I (4.9).
y las traslaciones a la derecha
- o= !
Rﬁ.xl a;xy, %y ax, t x, (4.10)

.

Dado un vector A(Ai,Az) = él?/fx1 + AQP/sz en
2(1,0), ¢l campo de veciores invariantes a la izguier-
da cngendradeo por A es

(4. 11)

¢ . {
A = P X, s 4+ X ~
R ¢

Comprobar como ejerrcicio que se cumple (4.7),.

De la misma manera, otro vector B € Te engendraré
¢4 S = E ¢ E C e 5 3
c; campo Bx lei / Xy B2x1 /cx2 y por taéto se tiene

27 %y }xq

!:(A1B2~B1A

=.. B - B.- A
[a_,B.] ) AL B B A

quc para Q{I;O} da el vector [a,B] de cémponeﬁteg 0y

AiBz-BlAQ. Por tanto, =l &lgebra de Lie de G @5 el cspa

cio vectorial T, con el c?rchete LA,B) = (A182~31Aé)c/fx2.

1. Probhar que La ws difeomorfismo de G sobre G

para toda a € G,

2. Prubar «ue los campos invariantes a izquierda son

o . ) . . . . .
C  (sugereuncia: probar que, si X es invariante a izquierda
i
v (x,U) vs una carta local alrededor de e, entonces X(x7)

<o
es C «n un entorno d¢ e).
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3. ECUACIONES DE ESTRUCTURA DE MAURER-CARTAN

Consideremos ahora las aplicaciones'adjuntashﬁg de
las traslaciones a la izquierda. Bllas<%ransfqrman.los
covectores (ax) en el punto ax, en covectores en ¢l
runto x. Una 1-forma diferencial (o caméo"ée covectores)
w se dice que és invariante a lé-izquie;aa 555 el grupo
G, si se cumple

LZaxax) = ¢)(x) para todo a € G, (u.i?)

T'e aqui se& cdeduce la manera de ehgenarar uné 1~-forma
invariante a la izquierda a partiri de uha 1-forma en e. En
cfecto, de.(4.12).se. deduce L:axezz"axa’?) y 'de aqui resul
ta que R B L

alx) = L¥ _w(e) (4.13)
- . x*l . PR I . - oL

oo

es una 1-forma invariante a la izquierda. Para comprobar-

lo basta &plicér“ié propiedad 2 del n® 5 del Cap. 3, re-

.

sultandg
‘ ": : ._ & ':’:: _ P 3 _
La (a}{) - La‘ I.l _1 _1(.\7(e) - La L 1:{; wi(.‘.)(ﬁ}) el
x "a a ®
= LF LY ex) = a(x)
. a - -1 - ,
a
Por ejemplo, para el grupo (4.3), (4.4) es: o

L;~i:xi s xl/ai, xé :,xgﬁa1~aéfai y por tanto segin (4.13),

tomando (e) = A, dx] + A, dx}y es - efa)t = iAl/al)dxi +

1 1
¥ (Ag/ai)dxz o sea “(x) = (Aljledxi + (A2/xi)dx2.
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Cen respecto a las 1-formas invariantes a la iz-
quierda, son importantes las .siguientes propiedades:

Al 1. Con las operaciones ordinarias de suma y producto

)
jw

3 por un escalar (nQimero real), ellas constituyen un

—
o]

e pacio vectorial sobre los rcalms cuya dimensidn. es
misma que T:, o sea n, puesto que hemos visto que cada
covector de Tz engendra una l1-forma invariante é la iz-
quierda y reciprocamente. 2. D¢ la propiedad 4 del m° 5
del Capitule 3, se deduce d(Lgm) = Lg(doﬂ de donde resul

ta que s3i @ ¢s invariante a la izquierda, tambié&n su di

ferencial exterior es invariante a la izquierda.
Sean X, Y dous campos de vectores sobre G invarian-

tes a la izquierda. Si @ es una 1-forma también inva-

1

riante a la izquierda, el ntmero real w(X) serid inva-
riante a la izquierda, lo que quiere decir qua es una

constante. Lo mismo «(Y). For tanto;, la ecuacidn (3..47)

se raeduce a

dw(%,¥) = - = wtlX,¥]) (4.14)
para toda. 1-forma invariante a la izquierda y tode par
¥,Y d¢ campos vectoriales tawbi&n invariantes a la iz-
quiérda. ’ ' ‘ -

Estas scuaciones (4.14) se llaman las ecuaciones

doe sstructura de MAURER~CARTAN.
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Para expresarlas en coordcnadas, sza {Ei} una base
del espacio vectorial (sobre los veales) de los-campos

de vectores invariantés a la izquierda y-supongamos que

- A § I B .
il Ve h H . L.
fe., .1 = ) c., E (4.15)
i i & ij h
7+ h=1

h . ) .
donde Cij son canstantes, quc dependen de la base {Ei},

¥ que por. la antisimetria del corchete, cumplen la con

dicidn
v ek =0 | (4.16)
g i .

. i, .o ;
Supongamos X = E X Bi’ Y = Z y]Ej, con las sumas-"

extendidas de 1 a n. Tendremos

[%,v]

i

n IR .
y xTydel. E, (6.17)
hyd,ie1 + |

Corisideremos ‘ahora la' base.dual de’{Ei} del espacio

vectorial de las:1-formas invarian*es a la izquierda,

Cod .
sea {7} (i = 1,2,...,n), de manera que se cumple

Q}Ej‘: §;_ Scglin (4.14) y (4.17) se tiene
n ..
O N S S A St

i,j,h=1 ]

n - * * >
- é y Ck.(xlyj—nyl) (4.18)
. & if -
. lw]"l

Yy COmo ot AR (X, Y )= (i/2)(xly3-x]yl), resulta

k. .17 L] 5. S
cal (H,Y) = - 5 ) Ciy @ A (XY (4.19)

que sé sueln escribir



p—

-191~

n

aek = - L y ekt A e (4.28)
2 . 5 ij .
i,3=1

y constituyen las ccuaciohes de estructura de Maurer-

Cartan en términos de una base de las 1-formas inva-
- . , . i + F N
riantes a la- izquierda. Las 1-formas {7} de una base

de las 1-formas invariantes a la izquierda, se llaman

h

formas de¢ Maurer-Cartan. Las Cij

se llaman las cons-

tantes de estructura respecto de la base {Ei} o su

i .. .. A -
dJual {@}. Ademds de las condiciones de antisimetria

(4.16) eseribiendo en (4.20) que d(d&k) = 0, se tiene

gue las constantcs de cstructura satisfacen las rela-
ciones
1
s b s .h s ,h _
(cijcSk tChCg; ckics:) = 0. (4.21)

s=1

Ejemplo
Volvamos al grupo G definida por (4.3) y (4.u).
Segfin (#.,11) una base para los campos de vectoras in-

variantes a la izquierday, pluede ser -
¢ {

B, = %, -— , 7 TR R K, e (U729
1 1 Ry 2 DX

de manera que las ecuaciones (4.15) resultan ger

Wy

Fi, ,E = X, T— = L2

LE LByl = 0y E, w23
2

o sea, las constantes de estructura son todas nulas

excepto 252 = Cgl = 1, La base dual de la (u4.22) es la

formada por las 1-formas
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‘ N

1 ,2 — I
W = dxl/xl, ) -'dxz/x1 (3.?4)
. ot ! - . ;NA. .; ' '
como resulta de la condicidn u}(Ej) = 5;. ‘ .

Las 1-formas (4.24) constituyen un sistema de for
mas de Maurer-Cartan de G y las ecuaciones de estructu-
ra &e Maurer-Cartan resultan ser, derivando exterior ¢n

te,

agot = 0, de? = -xiz dx, A dx, = - Wt

(L.28)
Teniendo en cuanta (4.20) resultan las mismas cons -

tantes de estructura de anhtes.

4, FORMAS DIFLRENCIALES VECTORIALES. NUEVA FORMA DE

LAS ECUACIONES DE ESTRUCTURA.

e
Supongamos una variedad. diferenciable cualquiera e

y sean Tp, T; los espacios vectoriales tangente y su

dual es.un punto p. Los glementos del prodgcto-ten$o~

rial Tp 3 T; se llama? 1—fo?g§s“?eptqyiaies 0 l-fonmaﬁ

con valores en Tp' Si X @ W es una de estas formas,

aplicada‘a un vector Y € Tp resulta el nuevo vectoér

X ® oY) = «(Y)X. Recudrdésc que «(Y) es un niimetro.

- N oL -

real.
8i se comsidera el espacia veclourial de ilas 2-For
' F . . _ R
mas en p,; © seca, T; A-Tg? se llaman 2-formas con valores

en Tp a los c¢lcmentos del producte tensorial (Tg A T;) ) T\

. 2 . .. .
g1 w( ) ® X cs uno de estos elementos, la aplicacidn a

un par de vectores (Y,%) da el vector w ,Z)X. Para
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las 1-formas vectoriales ¢ = X & ¢, ¥

1
]
3
7]
o

define

e 0] = [X,7) ® (a A B), dp (4.26)

i
>
2
Y
[

Bstas definicionaes son fitiles para expresar de

Y

manerd intrinseca las ecuaciones de Maurer~-Cartan,
Sean'{Ei},'{mi} dos bases duales de los espacios vec
torjales de¢ los .campos de vectores y de las 1-formas
invariantes a la izquierda., Pongamos

1

2. N [ ' .
€ad El FH 2?)V

1
He~1 0

»

de manera que es &(X) = ) T, cH(X) = ) xlﬁi

i

X, o sea,
@ aplica los campos vectoriales X en si mismos. Ytilizan

+

do (4.26), (4.20) y(u.15) resulta

de

Hl
i

N

n - . L '
OB, & dw = - el B, (P Aok
. 1 1 .
i=1 h

it
1

— [f.l.»",('l]]. (4.28)

De este wancera las ecuaciones de estructura de

LI R

Maurer-Cartan pueden condensarse en le eduacidm

dei = - % [w,w] . C o ’ ' {(4.29)
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] . . Lo d .
Elementos de veolumen invariantes. Si {¢7} es un sig

tema de formas de Maurer-Certan (bqse de lag 1jf0rmas in
variantes a la izquierda), el producto exterior

d. 6 = ¢ AW A L. Ao , . (4.20)

es una n-forma diferencial invariante a la izguierda. Sc

llama el "elemento de volumen” de G invariante a la 1iu-

quierda. -

¥

ool ) .
Analogamente, si {Ww'} ¢z uUn sistema de 1-formas
independientes invariantes a la derecha, el producto

exterior
.‘ 4.6 = @ ATEA .. AEP (4.31)

es el elemcnto de volumen de G invariante a la derecha.

4

Log gripos para los cuales es dLG =:d;8 se llaman

grupos unimodulares.

Ejemplo oot
Para el grupo (4.3), (4.4) las traslacioncs a la

derccha % *+ xb se escriben

PRTIR ¥oe - ¢ 3
Rb'xi b?xlg x box, + %, (4.32)

v una base para las 1-formas.invariantes a la dereclta-es : °

1 2

o = A ' C+ L
dxl/xl, G ’(xm/xl)dxif _dxg (4.33)
Por tanto es
ax, A
P - dxl de Do dx1 A dx2
L 2 . K
X X

1



© sea, el grupo definido por (4.3), (4.4) no es unimd-

dular. , e ) o o

RN
B 2 .
B

Para_ve? lo que sighifica que aLG es*invéfiaﬁte a
%a‘izquierdap supongamos por. ejemplo elxrecténgulo cu-
yos w&rtices son P(?,O)y.Qka;O), R(3,2), s(2,2). Supo-
nicndo a=(2,3), por la traslacién La estc rectédngulo
pasa al de vértices F'(4,3), Q'(6,3), R'(6,7), S'(u,7).

Es ipnmediatc comprobar que para ambos reéctangules la

integral sobre glles do dIG vale lo mismo, &n esteé caso
P . )

i/3.

-,
. s
1

5. GRUPOEZ DE MATRICES,

0

Los grupds de Liéﬂméé manejables y los mds impor-
tantes en Geomectrfa =zdn los gfupoé aé'matricés. Soﬁ
aqggllos'cuyos clementos ‘son matrices auadfadas de un’
orden dado;, inversibles:, ‘con la operaé&én producto del
grupo cioineidente con &l producto o;d&nafio de matrdx
ces. Vamos a considerar ?lgunoé ejemplos, iimiténdonos

siempre a matrices con eiementos reales.

1. E1 grupo lineal general GL(n). Esta forwade por

tcdas las matrices nxn inversibles, o sea, de determi-

nante no nulo. Si a = (a,.) es una de estas matrices,

ij
+ - . ) . v 112 .,
se puede rcpresentar por un punto de R& , cuydas caor-

denadas secdn %X, = a

1 11> %2 7 %10 X (i-1)neg T )
= a{ﬁg.l.,x 5 T AL La variedad del grupo, quc

n
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represcntaremos igualmente por GL(n), es el cspacio numé
N

rice Rn2 exceptuando la'hipérsuperficie det a = 0, gue

es de la forma féxl,x2,...,xn2) = 0 siendo f un polinomio

de grado n. Tomando la identidad como el homeomorfismo de

las cartas locales, resulta una variedad diferénciable de

dimensién-n2 y como las funciones (#.1) y (4.2) son poli-

ncmios o cocientes de polinomios de denominador no nulo,

resulta que GL(n) es un grupo de Lie de dimensidn n2. Fa

ra hallar el dlgebra de Lie de GL(n) debemos hallar los

vectores tangentes en la identidad ¢ (matriz unidad). Fa

H

ra ello consideremos una curva 244 a j(t) que pase por

.

el origen; podemos suponer que ¢l origen corresponde a
t = 0 y por tanto aij(O) = 51 . E1l vector tangentec en e

]
tendrd por componcntes las derivadas aij(O). Como @stas

derivadas pueden tomar valores cualesquicra (tomando la

.

curva convenientemente), resulta que los vectores Ze Tr

son todas las matrices nxn (sc¢an o no ragulares). Si

a (aij) es una de e¢stas matrices, el campo de vacto-
res tangentcs invariantes a la izquierda ongendrado- .

por ella segfin (4.8) es

-

n - Do
£ N

a : Z X.L.B, s (4.34)

o g m=1 13ID fxgy »

donde hemos indicado a las variables xl,xo,,..dx o POT . “

n

xii’XZQ"°"Xnn pare mayor comudidad. Por Leddite, an @ Tane
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: ¢
{ax’bx] (a by-byay) -~ ! &1jajhbhs T -
- ) %x,.b..a i £ 7 g, .(3b-ba) j—~~
ij7ih hs fx, R R
{4,35)

donde las sumas, se extienden de 1 a n respecto todos les
pares de indicepn repetidos. Para % = e, este resultado

se puede escribiwv
~la,b] = ab - ba. ' (4.36)

Ez decir, el dlgebra de Lie de‘GL(n) es el Adlgebra
de todas las matrices nxn con elementos realeé y la cpara
H
cidn corchete (4.36).
Las 1-formas invarianteés a la izquieraa son léé”elg

mentos de la matriz

b= ozt ax, x € GL(n) (4.37)

v

En efecto, se tiene f'(ax) = (ax)wld(qx) = ﬁ*l dx =

i “ ah I& . - .
= i{x) lo que prueba que & es invariante por traslaciones
¥
a la izquierda. Las ecuaciones de estructura se obtienen
por diferenciacidn extericr de (4.47), resultando

ar = d(x"l) A dx = -2t

o sea, si oij son los elementos de ¥,

¥

Py

"

!
no~—g

(] £3 .o
k A (ki . ) (4.39)

dx x*; Adx = -3, A 5 (4.38)
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2 L

Las n 1-formas wij’ elementos de la matriz 3+, feor
man un sistema de l1-formas de Maurep~Cartén, correspon-
dientes al sistema de coordenadas mencionado, en el cual
los clementos de GL(n) estdn representados por los puntos

. . v S '

del cspacic numérico de n° dimensiones, con las coordena-
das #, 4 . = %,,. Las 1-formas invariantes a la dere-

(1-1)n+7 ijg , .

.oT -1 i

cha son los elementos de la matriz * = dx.x puesto gue

d(xa). (xa) "% = dx.x" % = F(x).

H

2. E1 grupo lineal especial SL(n). Esta-formado por

todas las ma?rices nxn de elementos reales cuyo determinan
te es igual a la unid%d. La variedad diferenciable de SL(n)
as la hiper;uperficig de_Rn2 cuya ecuzcidn es

det a = f(xl,xg,...,x 2) = 1, con la topologia inducida por
la del espacio ambiente y la identi@ad como homeomorfismo
de las cartas locales. Puesto gue las derivadas pérciales
ff/fxij son los deterﬁinéntes adjﬁntos 6 cofactores de

X en &l det a; y por tanto no pueden ser todos nulos, la

i3

matriz jacobiama (Ef/?ﬁij) (en este cas& de una sola fila}
tiene rango 1 y el Teorema é.ﬁ nos dice que SL(n) es una
varisdad.diferenciable de dimensidn n2-1. Las funcipnes
(4.1)"(4’2) son polinomics. Par tanto SL(n) es un grupo’
de Lie de dimensidn n2—1,

Pafa'éncontnar ¢l dlgebra de Lic, observemos que un

vector tangente en la identidad e, est& determinado por

las derivadas a;j(t) para t = 0 de una curva aij(t) que
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para t = 0 pase por e, %1 t = 0 c¢orresponde a la identi-

dad, debe ser aij(t) = .. + a?, (D)t +... y por tanto

1] 1]

st a = det (§,. DoGo)te.. ) = 1 + 7 al. t+...
Sdet a = det ( i qu(.)t ) stll ..

y 81 este determinante debe valer la tunidad, resulta

.

) aii = 0. Como aparte de esta cendicipn, las derivadas

a;i(O) pteden scr cualeésquiera, resulta por razones de

dimensidn: el dlgebra de Lie del prupo SL{n) esta Fformada

por las matrices nxn de traza nula., La operacidn cerchote,
- gomo para todo grupe de matrices, es [a,bl = ab - ba (Ver
gjercicio 5 de esta seccidn).

g Las 1-formas invariantes a la izquierda, igual que

P . , ~1
antes, son los elementos de la matriz §&'= x “dx .y las
ccuaciones de esStructura son las mismas (4.38) o (4,39)
(Ver ejercicid 5 de esta seccidn). Observemos unicamente

que los elemenios de la matriz inversa son; en general
-1

kij = (ad] x.i)/det x y por tanto, si det x = 1, resulta
x}? = adj g Por tanto, -aplicando ‘la regld de deriva- '
cifn de un detrerminante, resulta

o ‘ ~1 : -
a ot 3 = X, )X . = Koo Raese = 5 4
(det x)} z (adj xlj)dxlj ) ®s:4 dflj traza

1

v sca, las 1-Termas, de Maurer-Cartan u)j de SL(n) cumplen

[ H

s

la condicién

H
<

) + fo..t W

11 22 nn (4.41)
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Por consiguiente hay sdlo n2—1 1-formas independien-
tes, como deke ser, puesto que la dimensidn de 'SL(n) es
n2-1.

3.-El-grupo ortoponal 0(n). Es el grupo de. las ma-

trices nxn tales que, -

e 0207 = e - . (4.42)

siendo OF la matriz transpudsta y e la matriz unidad. La
. * . R L Q
variedad del grupo es la interseccidn en R" de las hiper

superficics definidas por las ecuaciones

n-: . ‘
) ®.ix.. o= &, (4.u43)
h=1 ih" jh ij .. o
deducidas de, (4.42), llamando x.; a los elementos de 0.

ih

Segln gl teorema 2.18se trata de una.variedad diferencjia
ble cuya dimensidn es n(n-1)/2 (vepr ejercicio 4 de esta,
secccidn). Vamos:-a. calcular cl dlgebra.de Lie de  0(n). Si .

0(t) es. una. curva centenida en la variedad del grupo, tal.

que 0(0) = e, serd O(t)Ot(t) =..e'.y derivando respecto de
t resulta Olpf + O'Oftn; 0, que para t = 0 se reduce a
4 .:.. ?t:' =
or(a) + 0'"(0) = ¢ (4.un)

»

Cada matriz O0'(0) es un vector de T, . es decir;'por
razones de dimensidn, lcs vectores de Te&son las matrices
que cumplen (4.44). En otras palabras: el élgfgr;ﬁde Lie

de 0(n) estd formada por las matrices nxn antisimétricas.



Lo operacidn corchete zg la de siempre. [a,b) = ab - ba.
Nbsérvese, come debe ser, que si a,b son antisimétricas,
tambidn ak-La es antisigdtrica.
Legs 1-formas invariantes a la izquierda son las
. . R |
1-formas indcpendientes de la matriz & = x "dx. S¢ ob-
t

sirva que &s b = dxt. (xt)f = ~xm1 dg x x = - ¥ lo

[N

que nos dice que §% es una wmatriz antisimé@trica, o seca,

[ed]

las &Ej cumplen las condiciones
W b WL, =0 Choty)
ij ji

S¢ ticnen asi n{n-2)/2 l-formas independientes, ni-
mero igual a la dimensidn de 0(n), como deks ser.
La forma explicita de estas 1-formas invariantes a

la izyuierda (formas de Maurer-Cartan de 0(n)) es

o . . o
w,, = .4 , = Ldx, I JUFE
: -1 -1 t
como se deduce de ¥ = x "dx y de = - =.x , por ser

z € 0(n).
Be la condicidp (4.42) se deduce (det.(j)2 = 1,
det 0 = +1. Las matriccs ortogonales talss que det 3 = +1

Forman el grupc ortcponal especial S0(n),que tiene la mis,

ma dimengidn y las miswmas formas de Haurer-Cartan que 0(n),

o

pero es séle una parte de 0(n). E1l grupe 0(n).ng. es conexo,
puesto que no se puede pasar de un punto con det O = +1 a

otro comnm det 0 = -1, sin pasar por det.-0 = 0, gue no pertg

neci al grupo. LL grupo especial S0(n) ws la parte conexa

!1
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de 0(n) que contiene lz identidad.

. :" Ligg” propiedades topoldgicas dk las: variedades de
los grupos 0(n) vy S0(n) no son inmediatas. Para el gru -
po 80(3), que representa las rotaciones de Eé alrededor
del origen (, obéérvemos‘que cada una de estas rotacio-
nes s& puede: repfésentar por un vébtor de-origen O cuya
direccidn 'sea la dél eje de rotacidn’'y cuyo mddulo sea
la amplitud de la rotacidn, con 0 X <. Para’ -7 <y <0,
tomaremos el vector en el. sentido opuesto. De esta manera
S0(3) queda pepresentado por los puntos interiores de la
boié B3 de £3 Ae rédio 7, con los puntos de 1la superfici?
diametralménte opuestos identificados} ya que las rota-
ciones alrededo; del mismo eje de ampiitgd@s +7 o - co-
inciden. Ei origén 0 corresponde a la id?ntidad, Segin
lo dicho en el Capitulo 22:n°u6,;50(35 eéui&ale; por tan
to, al espacio pro&ectivo Pq. For ;ohsiguiente es ‘también
equivalente a 83 conn los puntos diametralmente opugstos
identificados (Capitulo 2,+n% 6) y-entonces las semicir-
cunferencias madximas son curvas cerradas que no pued@n
reducirse a un punto por dgférmacién continua dentro de
la varicdad y, en cambio, si s¢ consideran estas cunyaé
cerradas recorridas dos veces, por ser entonces reduci-
bles a circunferengias-méximass son reducibles a gn'pug
to por deformacidn continua. Esta propiedad se expresa

en el lenguaje de la topologia algebriaica, diciendd que
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P o 50(3) tiene ¢l coeficiente de torsidn de dimensidn

s}
e
=}
=3
O
e
a
O
o

. v . s -
1

1. Estudiar el grupo O, de las madtrices mxn tales

Q
t . . . . ..
Q0° = Q, sicndo @ una matriz invertible nyxn simé-
) o

Q7 Q

trica dada. El caso 0(n) corresponde al casec Q = e, Pro

que O

Lar que el &dlgebra de Lie de 00 estd formada por las ma
trices & tales que AtQ + QA = 0,

e

Z. Un subgrupo G, €© G se dice fgue ws un subgrupo

1
invariante o normal de G, si g G,i g‘i C'G1 para todo
g € G. Probar que le componente conexa de un grupo de

Lie G que contiene la identidad,.es un subgrupo inva-

riante de G. In particular.S0(h).es un subgrupo invarian

te de 0(n) y SL{n) un subgrupo:invariante de¢ GL{n).
3. Consideremos las matrices reales g de tipo

2nx 2n talces gue gtJ g # v, siendo

'

H

0

)

0 .oel. )
J = , & = matriz unidad mxn

Frobar que forman un grupo de Lie de dimensidn n{(2n+1),

cuya dlgebra de Lic estd formada por las matrices de la

e

forma
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siende A,B,C matrices nxn, con la condicidén de ser B y C

simétricas. Se llamd el grupo simpléctico lineal Sp(n,R).

4. a) Si'A € GL(n,R), sea RA:GL(n,R) + GL(n,R)
dada pon RACB) < 'B.A. Si ¥ de 6L(n!R) en el conjunto de
las matrices sim@tricas estd dada por W(A) = A.At, probar
que R, cs difeomorfisho Yy que weRA =¥ para Yodo A € o(n)
b) Aplicando la regla de la cadend, probar que,

para toda A € 0(n):
ij

rango (———I-(A)) = rango (—E—z (1))
k£ . r: ij, . .
donde x, son las funciones coordenadas en R. ¥y W (4 <3
son las funciongs coordenadas de ¥, . ;

c) 8i A = (aij}, probar que:

Byp sik =147
wijg (2) agp sik =3¢ :
axk. 2a. si k é'i = 3
il
0 en todo otro caso
.d) Probar que rango (Eﬂiz (I)) = Eiﬂiil
’ X . 2 .

e) Decducir que 0O(n) es subvariedad sumergida -de-

ni{n-1)
2

f) Probar que £0(n) es subvariedad ebierta de 0(n)

o

GL(n,R) de dimensidn igual a



~285-

5. a) Gea HI unag subvariedad inmersa de M y sea

f:¥ *># una funcidn Cm tal,que:f(P)ﬁC;Mi. Probar que

. . N @
si fyP + M, es .continua tambi&én es C .

it

b) Eea G un grupo de Lic. Si H.es un subgrupc
de G y es subvariedad de G, entonces H s un-grupo de Lie. '
c) Para H ¢én las ccndiciones de L}, sea i:H -+ G

la inclusidn. Entonces (di)c[Xe,YG] = I(dj)ﬂ(xe),(di)%(Yc}i

para X ,Y ¢ H_C G_. Deducir que ¢l corchete en H s
¢ Je = ' '
el mismo® que en G.

.oy, dym . ‘
d) 5i {w }i“ es un sistcema de formas de iaurer-

1

v
14

o co i St d § ioail 4
Cartan pavra G, seéan W'* = i“w . Probar que {wi™,..,,w'"}
#s un sistema do generadores para las Ll~forma& invariantes

. . 1 . e . el .
a izquierda de H y-que &' 7y..., &' ‘satisfacen ecuacipnes

V . i . . , R n o, o
de estructura ton igthales-coeficientes qué w ,...,tv (usar

0
K

la conmutatividad -de 'i” yid yla distributivifrad de i%®

respacto al preducto exterior)

R ] . v A : :
4, Grupe deg .los swovimientos en EQ, Auniqué en el Gl1-

timo Capitulo estudiavemos el grupe de las isometrias on

L guc comprende al grupo de los movimientes, vames a

nt

estudiar ahora, a manera de introduccidn, el grupo de ,los

1

movimizntos en el plano E,.
&

Un movimiento en el planc cuclidiano E2 es una apli

cacidn (x,y) +(x',y') dada por ccuaciones de la forma

%' = cos ¥ X - sen ¥ y + 4,
(4.47)
y' = sen P ¥ + cos ¢ y + Db
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Para dar un movimiento hay que dar el &ngulo ¢ (rg
tacibén) y los nfimeros reales a,b (traslaciédn). Ls-fécil
ver gue 'los Wovimientos’ forman un griupe de traslaciones

de B2 en si mismo, isomorfo al grupo G de las matrices

cosy ~seny a
g = |seny cosy b
0 0 1

A

Esto quiexng décir que al producto de dos movi-
mientos corresponde la matriz producto de los mismos:
y que al movimiento invqrso,corrqsponderla matriz in

versa g . La variedad diferenciable del grupo G esta

formada por la franja-de Ra limitada por los planos

Ry = O,'x‘3 = 27, con los puntos (xi,xQ,G) y (xf,xé,Qﬂ)

identificados. Se trata del producto RQXSﬂ, que es‘un

PO I

ficilindro" d¢ dimensidn 3. E1l &Lgebra de ‘Lie es el

gebra de las matrices de la forma

4

0 p al
~p ) » -
. 0 0o v 0

Un sistema de Formas de Maurer-Cartan estd formado

por los elementos de la matriz

A e, catin ik

s
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v !
0 ~-d¢ cosy® da + seny db
- -1
i = dg = aye 0 -seny da + cosy db
0 -0 . : -0
\ P
o sea
L1 T 2 ‘ . )
W= cosy da + seny dh,” W = -~geny da + cosgy db,
W o= dy

v las- ecuac¢icnes de estructura resultan ser

1 f 2 -
de” = _og A oﬁ, der = u} A oﬁ, duﬁ = 0

'
Las constantes de estructura, en el sistema de for

.

N : T s ’
mas de Maurcer-CgPtan considerado, que no son nulas, rosul

_ 2 _ .2 a1 a1
tan ser C13 = CB& = -1, 023 = 032 1i

Un sistema de 1-formas invariantes a la derecha cstéd

formado por'los ¢lementos de la matriz

. 0 .. -de¢ b dp +.da
T =dg g~ = ~dy 0 -a dv + db
0 0 . ... 0

_1 —2 -3
o sea, & = h dyp + da, ¢ = -3 dg + dbg w = d¥ con las
ecuaciones de estructura dw' :ru—;2 AEE?, 4@ :~-E# Zﬁ,
aT® = 0 y las mismas constantes de estructura de antes,

cambiadas de signo, como ocurre en todo grupo. .

Los elementos de volumen invarigntes a la izquier
da y a la derecha resultan ser iguales, a saber

G.

R

dLG = (.01 /\ (.‘.2 A (;J3 = da A db A dyp = ;Tll A (_'2 A 5—‘3 = d

0 sea: el grupo de los movimientos de Ez,es unimodular
. . " Lo

-
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Ejercicio

Estucdiar el grupo de las semejanzas en el plano

euclidiano, definido por

x' = p(cos ¥ »x + seny y) + a,
y' = p(-sen ¢ X + cos¥ y) + b

el cual es isomorfo al grupo de las matrices de la.forma.

4 “
‘P cos ¥ -p sen a
g = \p sen ¢ P cos ¥ b . g 0
0 0 1

. La variedad correspondiente es el producto R*xR% s’

. + . S .
siendo R la semirecta real positiva.

Un sistema de formas de Maurer-Cartan es
1 b Q . . R
Goo= dp/e, ag = dg, P = Sgﬁiﬁ da + EE%_L db,

4 sen . cos 4 ..
(03] = e et @ +
5 a ) db

¢z manera que el elemento de volumen invarianteé. a la iz-

quierda és:dle’: e A e AW Aw =p % dp A dp A da A ab.
Fl elemento .de ‘volumen invariante a la dérecha-és
-1

dRG = p dp A d¢ Ada 'Adb de manera gue el grupo, de idé

semejanzas. del plano no e$ unimodular.

Problema

A

Sea A = (aij) una matriz nxn y sea A

la matriz que

4

I . 2 -
resulta po? una permutacidn ¢ de los n~ elementos a;
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4 & 1; i

Hallar las permutaciones ¢ con la condicidn de que las

. R <}

matrices A que cumplen la condicidén A A = E formen un

grupo. El caso U = t = tpanspesicidn, corresponde al

grupo ortogonal. Este caso no es el {inico., Por ejemplo,.,
3 = . Y ,

para n - la permutacipn (a, T 1,822} (ag?,

a a. i . e
400 899 11) caracteriza el grupo de matrice;

/

a Q
con a # 0.
0 1/a
La permutacidn Caii’a12’a21’a22) - (a22,a21,a12,a11)

caracteriza el grupo de matrices S50(2).

6. SOBRE LAS VARIEDﬁﬁES'DE GRUPO - : e =

*
v

Hu teda variadad diferenciable puede ser varicdad de

B . -

un grurc de Lie. Unas condiciones 'necesarias" para ello
. ) - i ’ . Lt . + -
son inmediatas. En efecto, si la dimensidn es n, dados n

vectores tangentes independientes en el punto identidad

@, por traslacidén a la izmguierda {o a la derecha), s& ob-

tienen n vectores tangent@s independientcs en cada punto

de la varicdad, formando n campos de veéctores tangentes

o .

independientes. Por tanto, segn la definicidn del n® 3

del Capitulc 3, se tienc: las varicdades de grupo.son

e N s R
paralelizables. Tsto equivale a decir que el fibrado tan

gente T(G) (3.27) es cl producto GxT, y segln los Teore-

w +

mas 3.2 y 2.36 su tiena: ias varnedadus de grupo son orien-

tables. Del primer resultade y del ejemplo 2 del n® 3 seo



deduce' que 1d esfera 82 no pucde ‘ser variedad de grupo.
La circunfercncia s! es la variedad del grupo de
las rotaciones del plano euclidiano alrededor de un pun
to. Se puedd¢ representar como el grupo multiplicativo
de los complejos de mddulo unidad, comn las opémacionas

- P
sup(ix).exp(iy) = exp(ixy), (exp(ix)) ~ = exp(-ix),

X,y € 81.

‘ . o3 . , ,
Fara ver si 5  es o no varicdad de grupo, recorde

" mos lo siguiente. Un cuaternidn .es un.elemento de la

forma ¢ = .a,. + a,1 + a

0 1 25 + agk con a, nimeros reales y

32,3,k simbolos que satisfacen las relaciones:

iz - j2 kS = -1, ij = -3i = k, jk.= -kj = i, ki = -ik =

‘

El cuaternidn conjugado de o es o =

la norma N(a) de o es N(a) = ag = ag

.

’12 + aé + a'2
“1 2. 3"

B0 7 4
+ . El

. -1 — .
inverso.de o es a = a/N(e). Los cuaterniones de norma

unidad se representan biyectivamente por los puntos de la
3o ‘ 2 2 2 2

4 81 = P
asfgga;s de.EHi aﬂgabe?,.i&.+la1 ta, tag, 1. Por ot?a

parte, con las reglas anteriores para el produnto de cua-

- a,i - a2j - gak y

terniones y okservando que N(of) = N(a) N(F) y que el pro ,

ducto de cuateérniones ¢s asociativo, resulta que los cua

-

terniones de .norma unidad forman un grupo multiplicativo.
ER “« KR E . . X . R Lot

Por tanto, S, e€s variecad de grupo, precisamgnte la .varie
daq del grupo multiplicativo de los cuaterniones de norma

unidad.

1
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1 3 .
¢ puede demostrar que S y 8 son las Unicas esfe-

ras que son variedad de. grupo (H.Samelson, Comm. Math.
Helvetiei, 13, 1940, p. 144=155)  [24].

La condicidn necesaria de ser paralelizable, né
26 suficiente para que 'una variedad diferenciable sea
una variedad de¢ grupo. For cjemplo, unas consideracieo-
nes analogas a las anterioves, pero con los nﬁﬁéroﬁlde
Caylcy dé nerma unidad (qie se pueden representar por

7 . . . 7
puntos de S ) en vez de¢ cuaterniones, prueban gue S5 es

paraleliSabﬂe}:pgyg no es variedad dé grupo ,- por no - e

ser asociativo el producto de nfimeros de Cayley (ver,

por ejemplo, Steenrod, Topology of Fiber Bundles, Frin

ceton 1951, p, 37 y 108). Se puede demostrar que las

3

finicas esferas paralelizables son Si, sV y 87.

Sc ¢ -astas euestiotes r F.Thomas or fields
Sebre ast uastiones ver F.Th , Vector field

on manifolds, Bull, Amar, Math. foc. 75, 1969, p. 643~
€83. E1 niimero de campos de vectores tangentes indepen-
dientes que una variedad difereticiable puede admitir, es
una caracteristica topoldgica importante de la variedad,
Mencionaremos, sin demestracién, los siguientes tecoremas:
&) Si las variedades diferenciables M, M' admifen
respectivaménte k y k' campos de vectores tangentes inde-
pendientes, entonces la variedad MxM' admite k+k' de
ellos; en pavrticular, si M y ﬁ’ son paralelizables, tam-

bién Mxi#' ¢s paralelizable.
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-
b) S% M' admite un campo de¢ vectores tangentes,
con los vectores distintos de cero en todo punto, enton
ces tambiép Mx M'admite, para cualqguier variedad diferen-
ciabie M,.un campo de vecteres tangentes en las miswmas’
condiciones.
c) Toda variedad difgrenciable no compacta (supucﬁ
ta, como siempre, paracompacta) admite un campo de& vcaro
res tangentes que no se anula en_ ningln punto (Hirsch,

On imbedding differentiable mapifolde in @uclidean space,

Ann. Math. 73, 1961, p.566-571) [8].
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CAPITULO V

EEPACIQS DE RIEMANN Y DO COTIVIOWN AFIN

1. TENSORES

«

Zea V un R-espacio vectorial de.dimensién finita n

¥y, para r,t enteros no negativos sea

TziV} = TV kv VP % Vx.uux V 4 R multilineales®
r t
v 0 s

(En particular, Té(v)’: A Ti(v) = yEE oy Tg(v) = R)

Este espacio tiene una estructura natural de R-espa

cio vectorial con la suma y el producto por un nfimerc
]

real definidos punto a panto. Si T € T (V) vy s ¢ £(V)g
se define su producto tensorial T { S € t+m(V) como:
1 r+k
T® S{v 4o, 7, Vi""’vt+m) =
- T(y? Ty v )
= TOY ¥, Ve,V
1 +£
T C S L Veom)

t+1277 7 Tt4m
para ?i e V¥, Vj €.V, Este producto tensoriai es eviden
temente asociativo y no conmutativo.

Vames a calcular la dimepsién de Tﬁ(V) encontrando
una base. Recordames que v E'V, v puede pensarse>couo

Wk
un elemento de V a través de

v(v) = v{(v) para v e y=

.
s

y, siempreé¢ para cspacios vectoriales de dimensidn finita,

ek

esa correspondencia V =+ V™" es un isomorfismo,
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TEOREMA 5,1, Sea V un R-espacio vectorial de dimen

. . . 1 n
sidn n, sea Vi,...,Vn una basé de V yisea Y ,...,¥ la

base dual de V*. Entonces

< 0

i s o » 1‘(:;_{ »
L AR D

t . . .
es una base de TF(V) que, por tanto, tienec dimensiZn
r+t
n o

DEMOESTRACION Veamos primero que e¢sa& conjunte ¢S un

~

sistema de goneradores. Para e€llo sea T ¢ TE(V) Yy sean.

wlg. "Wt € Vv, wiﬁ...gwr ¢ V¥, Entonces sera:
W. = a? v,
\ o4 1 J:
¢t = by vl

en donde hemos utilizado la convencidn de Einstein para
la suma: 3indices repetidos se scbreentiende que van suma

des de 1 a n.

Luegoe: o ' , ,
i i
T(@ib..,;wfdwi= ceai) = T(bé vy 1, 9b§ y T,
1 by
Ty 3 :
aii V. , ..,att V., ) =
: EER -
1 r Iq It 11 o
- & a om s . s * @ . » Y % s ‘}
bii,. ’blr ay a, Ty —, sy ,331? .
= v, whoov, ™) vjl(v ) 7jt(w )
i Tt ) 1t £
1 A s
i, i,

R N G SR, S O
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ii ir
= T(Y T ,00aT LV, L oea YL ),
i, Iy
3. i,
1 t, .4 r o,
*Vi @...@ Vj Q(}" @...@T (‘f; 3.;;,‘('3 ,»‘.’19,..,”*?)

§

1 T

. i
y como ¢so vale cualesquicra sean los ¥ y los ¥,, rasul

ta
i,00.1 . R PR .
=1, YLy, e..ev, &% lo..eq
SRR i, i,
1001 i i
con T4 LT o=ty Y, .. v T, V. ,...,V. ) E R. Tsto
Ji‘*'jT 31 ‘]t

prucba el cardcter ds generadores del conjunte dzado.

Para la independencia lineal, supongamos

i eed i |
I T TN v, @7 la...evyt -0
'J q..jt' j_ P
b, b ,
Aplicando = (s aem e sY rguvk ,...,Vk-) resulta:
1 S 4 .
iia..i hi h ji jt
i et sts .8 =0
SPIRIS i, ki kt
o sea
}hl.,.hp
%o oooax, -0
1. t ’

Y @stoc vale cualesquiera scan los indices
N, ueessn K o,ev.,k
1_ ¥ P') 1') E .’C ///
» &3 I3 - o~
Seca ahora M una variedad C de dimensidn n. Pareas
» € H, consideramos V = Mp, @spacio tangente a ¥ <n p.

€i (x,U) es una carla local alrededor de p, entonces,

por el Tcorema 5.1.
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- - . 3
() 8...8 (—) & (dx 1) ®..
3X 1 P ?X r p
i
L..® (dx ) )

@5 una base de Tt{M y.
o p

&

Un campo tensorial (o simplemente, un tensor)

de tipe (r,t) es una funcidn

TiM s U TI(H )
peEM ’ P
tal que T(p) € T;CMP)‘pa?a todo p € M.
8i (x,U) es una carta local en M y T un campo tenso

rial de tipo (r,t), podremos escribir en U:

T S : 3 j
2
T = a,t T c‘i 8...8 — 8 dx leo,..@ax t
Jgeerdy oy S, T

($:4 (94

$i (x,U) es otrd carta local, ramhildn serd, en U:

h,«v.h k k
=1 r @ ¢ -1 =t
T = ak ..k -"E" e,..a h @ dx e...8 dx

1 + gg 1 a; T

"

e . : ¢
Escribiendo las en funcidn de las“qvg-y las

%, ik

dx’ en funcidn de ias dx- y usando la multilinecalidad

del producto tensorial resilta, en U..U:

h N T T

-1' - g " P
;bi' ‘o @ 1. & " Cx % . ?x,? all S
M, ek, IS TS TR, Tt T ks B4
oot !t xromrT . o&w+ b

o s2a el campo tensorial de tipo (r,t) corresporde a la

nocidn clédsirca de teusor r-coulcravariante, s-covariante.
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2. CONEXIOMNES

- . w
Une conexidn sobre una varicdad C M ca una Fun-

v Di(M) P Di(M) * Di(M)

n sca una funcidn que a cada par de campos vecteriales

ca . .
C X,Y les hace correspcnder otro campo C que se indi

ce VXY tal gua
1) Vo Y=f9,Y+g9, ¥
fA1+gX2 Al X2 ’
.2) VX(Y1+Y2) = val + VXY2

td = Lo 7 -,
3) VX(fX) r.\XY + X(£).Y

Alternativamente, podemos pensar a una conexidn

como a una funcidn gue a cada Xp € MP y cada campo
peel

C ¥ le hace corresponder un elemento V, Y ¢ M_ de

X
p

manera que se satisfagan las siguientes propiedadas:

a ¥, Y + bV, Y

t v
R S X xrt
P. P . p P
@t Y Y o 47 = ¥ . .
1) Y'X (_1i'1’2) ?X Y1 + V_X Y2
P P P X
§ 1 =, £ v : : .
3") ‘;Xp(fY) AI(p) XPY + }p(f) Y

v

o w R
4*) EX campo p * VX Y ws C si X,Y son campos
Iy

k“: ) X I~ r
¢ (y p X(p))
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Para pasar de la primera definicidn a la segunda,

definimos

donde X e
desde lue
elegida.

i)

ii)

VXpY = 7,Y(p)

S un campo c” tal que ka) = XPA Hay quu ver
go que VXY(p) no depande de la extensidn ¥
Ello lo debemos hacer an dos pasos
81 X =4X' en un abierto U, entonces Vk{ = VX‘Y
en U para todo campo ¢® ¥. sea qQ € Uy sca’
w e C (H) tal que ¢(q) = 1, sop ¢ CAU. Enton-
ces ¢@X = @wX' y por tanto para teodo campo c” %
serid

V@XY = V@X;Y
o szea por 1):

W?XY‘Z PV, Y

Evalu ndo en q:
v, T(a) S.VX,Y(q) '

Si X = X!, ontoﬁces v
P P X

2 . p p
tode campo C Y. Sea (x%,U) uma carta local en

Y(p) = V,,Y(p) para

i

ps; si X = i a® ETTB X' o= Z-a' en .U,
£x : %
M

entonces al(p)_= a D). Apelando a extensio-

vion, iy e e i (1
nes a , a'’, Ki que c¢oincidan con, a , a v
¢ L '
3 en un entorno de p respectivamente, resul
- 3 —
x

ta que si

. .
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entonces usando i):

i

it

. ) = V. f: ~ v i o
V,E(p) = VyY(p) = ) a V&iY(p) =3 a (p) Vﬁif(p) =

v, 1 . .
] att(p) Ve Y(p) =V o4 Y(D) = V., 7(p)
1 Xa' X,

Para pasar de la segunda definicidm-a la primera

definimos
VI = V)Y

v lo Gnico que hay que verificar es que Yes C (M)-lineal

an X

TexTP) = Veeny (oY T Tepaxip) T T ED) V(g

=(£.V,¥)(p)
y como vale.para'todO'p;concluimos vaY = f VXX, -
Hacemos notar que si Y = Y' en un abiertofb, |
VXY = VXY' en ese enltorno aunque ya no €S cierto'que
v(p) = Y'(p) implique V,Y(p) = v, ¥'(p) (mirar 3)).‘En—

. : Mrar e
tonces si X,Y son campos C en un abierto U no.defimi-

dos sebre toda la variedad, tiene un sentido univeoco

7,1
X

Sca azhora (x,YJ) upma carta local en la variedad H.

¢ . BRI e e

Comuv V., - @5 un campo C "en U, pcdremos escribirle

e Z"}( *

:~\V J.

NP ¢ .

en términos de la base p— digamos

(94
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~ N -
ve o= 7 ork o
. 1 Cx k= It ew

. SRk L = = -
para ciertas funciones C Fij' Si (x,U) es otro sistema

"d¢é" ecoordenadas, serd o :

j - n "
3 a—] . J1 T
—1 Cx k=1 e
€x
N n " =_h
- ¢ z T
En U NU es — = ) 53+ "eewplazands en la

1 ®t =1 XD W™ :

igualdad y usande la convencidn de Einstein para la sumsa:

e o [ o — ") ~
Xy (CX. C h) - r}fi c<k C .
Exl ¢ ?xj EX J O ?}{Q
oS
o sca por 3):

] h ~ - h - o
(x” & ¢ ., x5 @ (B )'c B fk tx® vt
’\_. _ N "”- N '\_“. . N 1] - o . '\_1\ S
=t & ¢ th ,fxl S TR O R T

Py ®
es decir:

. 8 . o Z h " -
Bx cxh Lot N x b _ Fk x” C
=i =7 " hs . L —1i.3 ~h .. sk s
T kA ex T & ji &F o
Cambiando indices: -
IRy} o 2 h ~h -
Tx~ % h ¢ % ¢ =k &x 3
=1 3. s SRt Di aw Tl T
2T ox ok tx~ Cx” x ex axt



.t .
Ton ser mouna base, concluimos que
‘%
-, -2 k w5 L
=k X _ Tx P SR Th
X 3 » bt v . . o
- = —1 —i .— Ls
P i it 3 ST
O Eca
. ,
=k 2 h 8 £
7k . & 2 " x rh )
v el 0 O Q n
i3 R o o=y Ls
] w=" & D ™ (-
quz es la ley de transformatidn para las conexiones

clisicas.

"+ Reciprocamente, si ténemos una comexidn clésica

T?., definimos
2 5ok @
Ve - 3° ! Pfj Kk
- x k=1 It &©
(»13

y extendemos para campos cualesguiera usando 1) 2) y
\ : N SATRN k- -

3). La ley de transformacidén de las Fij asegura que

la definicisdn dada no depende del sistema de coordéng

das usado.

En el andlisis tensorial cldsico, las conexiones
se introducen para obtener un opevadér (la derivada
covariante) gue aplicado-a tensores de tipo (r,t) da
cemoe rusultade un tenscr de tipo (r,t+1) en cuyas
compouentes aparecen las derivadas parciales de las
componentes.da2l tensor' original. Para recuperar 2se
punto de vista partiendo 'de la definicidn que dimos

de una conexiédn, debemns hacer las siguientes obser-
3 o

vaciones:
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ay Si X € Di(M), podemos pensar a ¥ como una fun-
e
()}

e o .
cidn X de C (M) en_si mismo. En efecto, si £ & C

(o sea, f:M + R es Cm),'definimoé R(£) € ¢ (m) ner

X(£)(p) = X(p)(F) (p € H)

28 un isomorfisirc crituew

Se prueba que la funciénfi'+ X
los cm(m)—@adulos pw) v Der(M) = {T:C (M) + C (¥}
R-lineales tales que T(f.g) = F.T(g) + g.R(E)}

b) Analogamente, siw D1(M) (1-Forma diferencial
Cm), #> se puede pensar como una funcidnd de Dl(M) en

@© . s
¢ (M) de la siguientec manera:
D(X)(p) = w(p)(x;)

para X € Dl(M) y p € K. La correspondencia ¢ + & cs
un isoﬁﬁrfismo éntre lgs Cw(M)—médulgs Di(M) v D?(M)*
(dual algebraico de Di(M)ji o

c) fodo X e Di(M) se puede pensar como un elemen
to % € Dl(M)* a través de

n
para @ € Dl(M).;Nuevamente la correspondencia X + X cs

un isomorfismo. g
d) En general, si'DZ(M) designa los :tensores de

tipo (r,t), entonces cada T € D' (M) se puede interpre
‘- g

) ©
tar como una funcidn C:(M)-multilineal-

- 1,.
T:Dl(ﬂ)xg.del(M)xﬂ’(M)x...xD;(M) + 7 ()



)

a través de

T‘(w ERCI J{*)L.,'Xla“

a--,wripth(P),f--,Xt$p>)_

"’Xt)(p) :, T'\'i-})((‘el(?‘)i“"

y nuevamente la corraespondencia T + T es un _ isomor fFiomo,
De ahora en adelant2, no distinguiremos &n la nota-

cifin las diferentes interpretacicmnes de un tensor dadce.
Volviendo a las conexiones, supongames tener

A 1., 1 . >

g0 (M= DT(H) » DT(HM) gua satisfac

et s 1 .

a 4) da la defindicidn. Dadeo Y € D (1), podemos consi-

derar la funcién VY:Dl(M) + Di(M) definida por

vy (..} = WXY

Siendo Dl(ﬁ§ = Di(ﬁ)“, VY se puede interpretazr como
oo
una funcidn de D, (M) x ot (1) en ¢ (M), explicitamente:
VY{w,X) = w{va)

1

De acuerdo a‘d), 1aAconexi6n ¥ puede pensarsebcomo
una funcidn que transforma campos vectorialeé Y (o sea
tensores de tipo (1,0)) ©n tensoros de tipo (1,1). V=a-
mos oS8 una carta local la expresidén de YY supuesta cono
cida la de Y.

Sea (x,U) una carta local de M y sea, =n U:

tx

]
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Entonces seréd

vY = b S m gx?
] n 1
(&1

}

. . i ' : - .
para ciertas funcién bj:U <+ R. Para calcular estas funcione

N
J

. Pl t
- - . 8
basta usar la dualidad entre Ty dx-:

&y
bl = vvtax”, Sy = @My, ) s
< axx
. Xk
Tx ‘
- ax® v, At By -
el l
ox
:'dxh (al 7 C v & (al).c’.) =
a 5 1 o k N
e [ R (674
2 k
X .
- i ,
- _: 3
BRI FLINELE R S g
xd 0¥ tio'd
. i '
= at T?k + aak
- %

Entonces las componentes de VY en la bass propo.

cionada por la carta local (x,U} son las de la clésica

derivada covariante de un vector (campo vectorial) (Ver-

por ejemplo Samtald, (Vectores y tensores son sus

aplicaciones Eudeba 1981, ».310J).

AL igual que en el ndlculo tensorial clé&sico..el

3 - vty

operador 7 se puede ertender a un operador, lliamado

’

derivada covariante, que transforma tensorces de tipo

[ 5

(r,t} en tencores de *t pec (r,t+1), o sea aumenta cmn

uno el grado dec covariancia (Ver ejercivio 1 de enta

+

seccidn).

o}

=]
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Asovciados con una conexidn, aparecen dos tensores

: .

de gran impporiancia. Bl primero es 21 tensor de torsidn

T, tensor de tipo (2.2) dado por

T(w,Y X)

13

w(v, ¥ - voX - [%,Y})

pare W€ Dl(M), I, Y € Di(H).

De acguerdo a lo diche =n d), para ver el caracter

{0
4
3
D)
b}
[N
o
—

oz
t de T hay que verificar la C (M)-multilineali
dad, 1o que se deja come ejercicio. Queremos calcular

abocra eate tensor en coordenadas lccales. Para ello,

oA
P

¥

2 (x¢,0) una carta lcocal y sea, en U:

* mi a j
P =T, —7 S ax?) @ d»
Tk
Lntonces
- 1) ~ n
i - i ¢
Th = Tldx™, ry ) T
J xt X
. i ¢ & £ ¢
=RV 3 - Ve - [ D) ‘
W [%e — Ox x> ox
Cx Cyr !
s p P “
A L . " @
=own Ty e s T S m 00 s
- LI5S 554
i L .
S S AL
ik ki

Ll
s ducir las componentes de T correspondientes a la
caria lecal (x,U) son las del clédsico tensor ds torsidn.
E)l otre fensor que aparece asociade a una conexidn

s el tensor da curvatura de Riemann R, tensor de tipo

(1,3) definido por
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. .
v, 2]

P
' n?

Rlw,X,Y,2) = omvgfv;k - T VXY - 7

" Nejeimcs ¢omo ajeveicio la verificaci®n del caré&cter

0

tomgorial de R, asi ccmo su expresidn en coordenadas lo-

cales: si {x,U) e$ uné carta local éun M y, en U:

>

[}

. S
3 Lok
R o= RY,, —— @ dx) 8 dx" @ dx
ja{-‘t ) _l
o
asntnonnes
ayd -,
5 a8, d.%l P i :
4 TR 8 ™ L
R = J —t I -
R {7 o - -2 I3
i .:{k {F"}t)—' £ sk ik osi

{ecompenuntes aal cifs’co tensor de curvatiura)

Z. a) 8i T en wun temsor dé Tipo {(»,t) vy para cada
i, .04
Ea

carta {x,U) sus componentes son T consideremos

kd

ji*s:]t

JON L

las funciones le

definidas por:
B A i el i PR . | a 3 =
.T*i Th-1"he1 v g I k-3 =
jl.-.'j'e”i jgi_j;\-j_': ji.“.}}‘,”'i a :‘{"‘.*_4'-"‘:3‘{.:

; . o ! o . ’

{sumado sobwe a)., Probar que forman las componentes de

un *teansor de tipe (r-1, t-!) f{que se denomina centrac-
.

‘eidn Ge los indices Ly £ de 7.

-

) Sea 7 .una conexidn en una variedad . Prodewn

que hay un Unico operadoy linpeal

L S

gun lieva tansoves de tipo {r,tr'ea fensnrdes de tip

=
[o]

ST R oo
oy b+l Tal gue
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3) VE(X) = X(£) para X € DT(i)
1) VX coincide con la derivada covariante
de ¥ para X € Di(M)
¢) V(A @ B) = (VA) @ B + A ® VB
d) V conmuta con las contracciones
2) Verificar que si A es un tensér.de tipo
(pyt)s (x,U) o3 una carta lecal y
i vead g 2 3 ]
fo= Ajl jl S0 ... 8 S B dx o ..eax ©
1 T i;x 1 EX r
entonces
I, e..i . . 1,0 i )
vA = A, L T ——— 8. ..? i—T—Q dx 1B .6 ik T o dn
]i.”j't;h 1 :,‘.>I‘
VA
ii"'i“
donde A, .“ - son las. componentes de la cldsica de-
Ji"']tjh .

rivada covariante de A respecto a la conexidn dada (Ver

Santald, Id., p. 312)

3. TRASLACION PARALELA

.

Sea M una variedad y sea Y una conexi@n sobre W.
. g - = .
SI Y e¢s un campo vectcrial C sobre My cila,b]l = ¥ '
© . ' .
@s una curva C , hemos visto que VY es un tensor dn

tipo (1,1) llamado derivada covaviante del campo Y. Deci

mos gue Y os paralelo a lo largo de ¢ si esa derivada

covariante es nula aplicada a les vectores tangentes

a la curva (que notames c'™(t)). Entonces paralelismo a

!
i
4
3

{
i
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¥ largeo de ¢ significa:

(WC,(t)Y)(c(t)3'= 9 " pa?a todo t £ {a,b]

Veamos en coordenadas el significado del parale-

lismo. Si (%,U) es une carta local, entonces

e’ (%) = (vree) (t) (i_T) y sea Y = v oS
N . 1
¥~ "eft) ix
¢ = (v . v ) (e(t)) =
(% oc)‘(t)(7~§) fat
: te” a(t)
i 2S ¢
= (¥ oe) (%) T (c(t))(”~g) *
. x> LT oe(t)
- - . .
+ Gtoe) (0) vE(e()) T7 (e()) (—p) -
. tx” oe(t)
s "
Ay oe) (o) o +
dt tz” c(t)
+ (x¥oe) T {n)v (e(t)). D5 (elr)). (=)
- . . . a4 . ~ S
g : S - cx- c(t)
g . L,
0 sea, COmo (:~§) "forma una base y t es cualguiera:
ix " e (t) . ) o
alviac) i co & nS = . e
(1) Tt + (x jc? ’;?C"iﬁoczi 0 L

. K] N . * N
Observemos ahora-que, dada la curva c, las ecuaciones
anteriores resultan ser ecuaciones diferenciales ordinarias

L. s, .
de primer orden en las incognitas v oc. (omo ademds aon




i
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~

lineales, las soluciones (fnica si fijamos una condicidn

i

inicial) estdn definidas para todo t € [a,b]. Luego, da-

da Xa'e Hc(a)’ existe nna tinica Tamilia de vectorcs

X, £ Mn(t) tzles gue sus compenentes veriFfican la =2cua-

cidn diferencial dada y que Xa sea el dadoy ademas susz

<« . ™ ) =
componentes son C come funciaén de t. Tl campa Xt asi

conseguide a lo largo de c se denomina transporte pavale-

le de ¥ a le large de ¢. Por la linszlidad ds las dcuz-

ciomes (1) (y la unicidad), es Ffdcill wverificar que

'¢ 4 ~ .y % ey R Tty
%a T da lugar a Xt 4 ft y L.Xa da lugar a #2X . Luego

tenemes, Jdada la eurva c, una transformacidn lineal entre

M ¥y oM ara cada +t € la,l] que conecta ¢staes. espa-
c(z) ¥ Mg(y) para cade la,b] q 5. e8P
cios tangentes (de ahi el nombre de "comexidn™ para V).

Esta transformacidn es un isomorfismo: si consideramos

la curva racovrida en sentido inverso (i.e., c(t) = c(-t)},

entonces por unicidad de las soluciones de (1), el trans-

porte paraleio’dé Xt

a c(a) da como resultado X_.

Podemos preguntarnos ahora si el transperte parale-

Q

leo serd iundependiente de la curva, es decir, si dados
P, € My curvas cy, ¢, entre py qy dado Xp e M, la

traslacidn por ¢, a 9, X_, y la traslacidn por c, a q,

1 q
®i, sow iruales, 4 -=-4'. En peneral no g¢s asi, peru l=a
q q q
condicidn neoesaria y suficiente para que lo sea 235 muy

facil de espresarp:
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TEOREMA 5.}. Sea M una variedad conexa c” y sea V
una conexidn sobre M. . Entonces son equivalentes:

a) La traslacidn paralela es localmente_inda;endien%e
curwa.

L) E1l tensor de curvatura de Riemann es identica

mente nulo.

. DEMOSTRACI®SN a) = b)

Sea {x,U) una carta con U conexo, sea

p € Uy XP € 4  fijo de ahora en adelante. Trasladamos

Xp por paralelismo a-todo U y obtenemos asi un campo

vectorial sobre U, digamos ‘
i e
" i
Bx

Hemos indicado ya que las scluciones de (1) son c”

X =

como funcidn de t para toda curva s. 8i en particular

s i
conslideramos las curvas coordenadas, vemos gue u~ es

¢+
@

una funcidn C o sea ¢l campo obtenido por traslacidn
ca ' )
es C .
Como este campo satisface (1) para toda curva

c en U, podemos escribir:

s

. ? k
(xfoe) (1) B2 (e()) # vPeee)) TS (cten] = 0

Ty

para toda curva ¢ en U. Luego

(2)
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. . S s
identicamente en U. Por ser las u- C , serd

de donde es facil llegar a:

Como la condicién inicial Xp es arbitranria, los U

pucden tomar cualquier valor y por lo tanto:

s
R‘Sur - O
£iq
Luego B = 0 en U y eso vale para toda carta local
(2, 13)

b) = a)

Si R =0, sea p € M, sea (u,U) una
carta alrededor de p y Kp € Mp'fijo pero arbitrario.
feghn vimos en la implicaci®n anterior, las condicio-

2 s 2 s . :
. . ¢ u ¢“u .
nes de integrabilidad : - = : ~ se traducen en
< extexd Bxd ox
Rfij = 0. Como 2sto {1ltimo se satisface ahora por hipd

tesis, las ecuaciones (2) sou integrables con selucibn
finica fijada la condirién inicial Xp. Construimos de

esa manera un campo en U qusz satisfacze (2).
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3

Coenstruimes de esa manewa un camnpo en W gue satisface (2), donde

¥ es a21lgln entorno de p contenido en U. Si ahcora hacemos wvarias

la condiecién inicial Xp’ tendremos una sclucidn de (2) para cada
condicidn inicial; @l entormo W va cambiando con la condicién

inicial, pero tomando una base le,h..,an de M_ con sus corres

pondientes entcrnos wl,...,Un, entonces por ser lineales las ccua
ciones (2), resulta que en V = wl r... wn estédn definidas to~-
das las soluciones correspondientes a las diferentes condicicnes
iniciales.

Sea ahora c una curva en W, c:fa,bl + ¥ v sca X € M .
. - c(a) clz)

Si X es el campo en U selucidn de (2) con condicidn inicial

Y(cla)) = Xp(a)ﬂ entonces inmediatamente resulta gue X tamhién
ca e ‘ L -
es solucidn de (1). Luego, si Xt es la traslacidn paralela de

- Ny . . N Sy
Ke(a)® Por unicidad X = XK(c(t)), en particular 2y = X(c(b)).

Luego la traslacidn de c(a) a c¢(b) no depende del camino ¢ clegi

do (pues X no depende de c).///

4, ESPACIGS DE RIEMANN -

"
*

DEFINICION $.2.. Un espacio de Riemann es un par (1,G) : °

+
B

formado por una ‘,far~ie’c}ad.-C.-z1 ¥, ¥y un temsor G de tipo (0,2) y

(¢ sea, 2-covariante) llamado tensor métricoc tal que para

cada p € M la forma bilineal G(p)Jprx 5P + R sea.un produc

to escalar (o sea, G(p) es simBtrica y definida positiva:

G(p)(vlgvg} = G(p)(v2,v1} Yy, pera v.£ 0, 2(p)lv,v) > 0),
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~

[a N
s

Veamns cvomo interpretar estz inicifén zn términos
de un sistema de coordenadas locales. Sea (x,U) uvra carta

local en M; dado p € M suorad

Glp) = g jiﬁ) dxi(p} i axj(p}

i
(Recordames gue sstamecs usando la convencidn de Einstein:

indices répegtidos van sumados de 1 a n).

ey

Fsto define funciones C gi4:U + R. Para cobtenerlas
J
basta hacer
¢ ¢
- g{j(p) = 6(p) ((—5) ( j) )
’ T p Y op

En particular, la simetria de G(p) para cada p

se tvaduce en la igunldad

i ji
Si ve H , sca v = vl(ﬁ—f) . Entonces
P ?X p ,
i, C i, C
6(p)(v,v) = B(pI(v (=) , vI(—=5) ) =
T p W op
i ] e
= vo ov? G{n)(( i) y (—=) ) =
" p &g
= g :1

1
j(p} vy

=N

uJ

luego, de acu=rdo a la definicién, debe ser para

v o= (?1,,..,Vﬂ) # 0

oA

gij(p) vt vl > 0,



Duihdilitando un poco lo que hemos pedide para ser
vapscio de Riemann, obtceaemos una clase de espacios de

evarn I-portancia en la fisica:

1

DEFINICION 5.3, Un espadio seudo-~-Riemannianoc es

) e L . - R o
un pan (M,6) Tormadc poy 'una varicdad C M un. tengor
x b '

G 2-covariante tal que, para cada p ¢ M, G(p) sea siud .

trica y no singular (esto es, si G(p){v,w) = 0 para

~

todo w € H_, entonces v = 0

l";)

4

<

Obsdrvese qua tado aspacio de Riemann es auntema-

s

ticamente seudo—Rieﬂannicno.

Definiendo, para una carta lqcal'(x,U) en M, las
U+ R como antes, entoﬁc&s ia simetréa
gln vimos «n la iguazlidad ;ij ='gj

Para ver en que se - tradide-la no singularidad,

.

s€an v,w € Hp’ digamos

. 2 : * 3
i, ¢ . g
voEvi(—) s w T 33 ( j}
™ p ™ op
Entences un - rdbido cdleulo mos musstra que
: 15
G(pI(v,w) = g, (p) v© v

Luego, la igualdad g j(p) viowl o= o0 para toda

&4
SO T g . -1 -y
n-pla {(v',...,%w ) webe ser equivalente a v "q..zvn =

Pero ess ifualdad ecuivale a

o



ﬁ
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Lntonces la neo singularidad de G(p) ce equivalen

te a que la matriz mxn de coeficientes g; (p) ges n

(e}

]
singular (o sea, tenga determinante g(p) # 0)

Sea (gll(p)} le matriz dinversa de ﬁgjj(p)), es

.
o
O
s
=

¢ o

ij . 5t
577 (p) gy () i ‘
Esto nos define funciones glj:U + K. §i (%,0) es
otra carta local, seré:

i

3.
a3 |
"

©
o

(3) g

t t
Como Eﬁt son las coemponentes en la cavta (faﬁ)

del tensor 2-covariante G, entonces cn U C U sepd

. |
‘9 t E.\;(—} E;{‘“t “hk . l

Reemplazando en (3) y despejande, obtenemcs

. . i
. v o] A )
P C P4 <
() glt}: 'xh ‘ . gh]\
tx x

Definiendo

G“j'{p) = El](p)(il) @ ((, -)
™ p &d p

la ipuwaldad (4) nos asegura que la definicidn del
y . -1
tensor 2-coantravariante G nn depende de la canta lo-
¢al elepida.
Supongamos ahora que tenemos un espacic de Riemann

(¥,C0) v ademds una concxidn ¥ scbre M. AL tener la co-

nexitn, tonemes la mcidn de traslacifn paralela gue

]



-23E-

s provee de iscmerfismos lineales entre los diferen
tes espacios tangentcs. Ya que ahora los espacios tan
Fentes tienen una estructura de producto escalar, quec
rriamos averiguar cudl es la condicién para que los
iscmorfismes lineales entre .los espacdios tangentes con
serven ei.producto ascalav. Rgcordemos (ejercicic 1 d=
la soccidn 2) que la derivada covariante dél tensor
métrico respecte a V cstd dada en coordenadas loceles

por la expresidn

o = v;i,t 3 h
{ gij;h d & dx- 8 dx
dende
) i
) . k <k : I
Bigshn T Bag,n " Fin By 7 Myn Eac (Baggn T - )

PROPOSICION 5.4. Sea (M,G) un espacic de Riemann
y sea ¥ una conexidn scbre !, Entonces.'son equivalen-
tes las siguiéntes afirmacionasg

a) La derivada covariante del tensor mEtrico ¢
respecto a V es identicamente guia )

b) Las traslaciones papaielas réspéctO'a ¥ son

isometrias

DEMOSTRACION a) = b)
Pasta ver, como cs sahgdo, que la

traslacién paralela conserva normas. Ceonsiderermcs uh

arcce £¢ curva suficientemente peguefioc come para cadr
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en el dominic de una carta local (x,U).

Enteonces el c¢uadradeo de la norma de¢e un vector tan

; i ¢ .
gente v = v T es
tx
2 R
bl © = g.. v v
1]

He

Como las v~ sa& han obtenide por traslacida pare-

lela, satisfacen la ecuacidn (1), es decip:
s ' i, 1 (': 1"5
(vZee )t + (x7ec) (v Cc).(‘jﬁcc) = D
que escribiremos mds brevemante:
s! it £ o
(5) v° + x v ,Fi = 0

Calculamos ahora como varia la normg del vector

tangente trasladado-

d 2 d i1
e v T er— SR ¥ A “ =
dt i n. dt~£&1j. v
14 h'oi g it
= : . A4 v + g.. Vv ‘1‘r] +
- h 1]
¢
i g
4 gij AV v:] =
. UL S R L
= 835 n X voovd o+ 2g55 v W
¢n donde hemes usade la simetria de ﬂij'
Multiplicande (5) por 28 vt
s' t . t it £ oas
Qgst v VA ¢ ngt v vooiip ® ¢

P d
Reemplazando en J1u expresain de o ol 2.



d 2 ht 4 4
ar W om Ry 0 v
) A I
- ] P23
glj,h
) ht 1 9
= R b v
ij.h
L vi v' (
* Fiz,
Ht : ;
. h i
= % voovt o, gjj
=0
h) = a)
Come la tras
metria, rasultard
d { _
af ‘vew = 0
y repitiendo la Gltima cuenta
ht " 1 -
X vt owd Giqa:m © 0

133
cualquiera sea la curva y los

Luego

54

o /11

La.

+h

Ep un espacis ae RBlemann

fectamente doterminada:

. 5t i ‘: h'j
- ‘. vt i =
lej % 7 sl
s 1 2 43
- gL, % voovo e
. <17 SA. |
e . i
st i £ : 1
- g.. X v© v 7T =
Big sk :
!
|
¥ qt 3 ,(r: - |
- PR vt :
313 =L
st £ 3 i
- . X R A
¥ A si
. £ £
A A z.. Fo.Y) =
h Bif " hi Fig hi’
sh

vectorecs trasladados.

-

h

nay uns coneridn per-
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PROPOSTICION 5.5, 5i (M,G) ez un espacio de Riemann,

entonces existe sobre M una dnica conexidn-¥ tal guec

i) V es simdtrica (o sea, el tensor de tor-

H s«
UL -
.-

$idn es nulo)
ii) La traslacidn paralela respecto a V ¢s una
isometria.

DEMOSTRACION Por la Proposicidn anterior, la

condi
cidn 1i) se escribe:
k ki
, D L S L=
Bis,h ~ tib Sy T Vin Bix T O
Permutande ciclicamente i,j,h, obtenemos
JS k
R N - '™ e =
€ih, 1 i1 Bxn ni 84k ° 0
k k A
T =TI, @ = i+
ghl,j hi “ki ij €k 0 i
Sumando estas dos Gitimas igualdades y restandc

\

. ¥ . ' . -
la primera obtenemos, usando la simetria de la cohexidt:

- i
k
r ) = o T s < Hoa
2 i ghk gh1,3<+ g]h,l gl]nh '
Hultiplicando: por % ghﬁi .
Tt 1 ht
gy. 'Y, = = ( . ; - Oy '
ey tio= o8 ey 5 * Byn,s ~ Bryk)

Esto prueba la unicidad; para la existencia, *hay
que verificar que (§) tiene Ia ley de transformaciones

de las conoxiones y después £
ot

~



s
~y |z

k..
%

M

y extcnder ¥ a campos cualesquiera ///

Repitiendo textualmente la demostracidn de la
Proposicidén 5.5, resuita:

PRCPOSICION 5.58. 8i (H,G) e% un espacio seudo-Rig
hanniang, antonces exin£e sobre M una finica conexidn
V tal que

1) ¥V es simétrica
ii) La derivada covariante del tensor wmdirico

i rgspecto a ¥ es identicamente nula.

‘inida por 5.5 para un espacio de

y -

La conexidn de
Riemann o mis gencralmente por 5.6 para ur espacio

seudo~-Riemanniano se denomina Conexidn de Levi-Civita

" . 21 .. -
vy las funciomnes ?.L definidas por (6) se denominan

y ].‘\

. fiod S i
simboles de Christoffel;se indican {jk} en lugar de ij.

E

LJe

ercicios
1. 83 (M,G) es un espacio de Riemann, prolkar que

dado p € M existe una carta local (x,U) alrededor de p

- - B
tal que gij(p) iq ‘
. . . . 3 7 A -
2. 81 8 es una superficic en R, X = X(u,v) ¢s5 uns
N . ‘ 3> PR
parametrizacidn inversible de Sy E = X .X , F = X .X_,
. o u' o’ u'y
x> . .
6 = X X , si defininos
N v
-1 a1 -1
€19 7 E°X s Byg T 8oy T Fod 7, gy, T CGok

ertoncus las g..
15

son las compunentes de un tensor métrico.
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3, Dar un ejempls de un espacio de Riemann en el
|
“ '.\ . )
cual no se pueda consegulr una carta (x,U) tal que

£y ° Gij en todo U (Sugerencia: en «se caso, el tenson

de curvaltura seria nulo).
4. Sea (M,G) un espacio d& Riemann y sca Y:N + M

a

una inmersidn. Probar que (l,6) c¢s un espacio de Riemann,

dends
Blp) (v avy) = aly(p))(ay (v, av (v))

€ Hl_ (p € N). I'sa estructura de espacioc de

para v, .V
! 1772 T

Kiemann 'se dice inducida .por M sobre N a traviés de lz

5. Sebre RY definimos G(p) = dx1 ® ax’ o

n

ve s dul @'dxn,-donde (xl,...,xn)‘es el sistema usual

: n . n .
de coordenadas de R, Probar que (R ,G) es un espacio

.

de Rismann. FProbar gque si S es una superficic en. X ‘

e i:8 - %3 es la inclusién, ontonces la estructura de
3 \

espacioc de Riémann de S definida en el ejercicio 2) es

o

la inducida por <R3fG) a través de la inclusién.

5. GEOQODESICAS
’ o3 .
Csa c:la,b] + ¥ una curva C en un espacio de

Riemann (M,8)., Definimos la longitud de diche curva

como

.
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L 1/2

Li(c\ = j('u’G(c(‘t))(c"(t), ci(t))} dt =
a

b
= J Fe'{t)lat
a

Haciendo variar b obtenemos 14 funcidn longitud de

!
arco
t

s(t) = [ et (t)ldt

v
+ .

. a
Si la curva ¢ es regular, es deciv c'(t) # 0 pasd

todes t & [a,b] , entonces s es inversible y podemos Pepa
rawmetrizar la curvaz por la longitud de arco (es dcciv,

. -1 , s :
considevay coc ~), La curvz asi reparamstrizada tienc

veetores tangentes de norma 1.
Vamcs ahoba a estudiar las ghéodédsicas en un cspacio

de Kiemani. Paraz ello hecesitamos ver algo de C2leulo de

'

Variaciones
Consideremos una funcidn F:R x R x R + R y suponga

mos gqle queremeos ehcontrar entre todas las funciones

a,b] ¥ R tales que fla) = a’, f(b) = b' aquella que

L)

T:

haga m&xima o minima la cantidad
b

J(F) = F(t,£(t), £'(t)dt

-

ﬁ a . B
Vamos a encontrar una cdndicién rnecesavria {DO su-

ficiente) que debe cumplir .

Para ello consideremos las funciones

ale,t) = £(t) + e h(t)
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donde h es una funcién arbitraria salvo por h(a) = h(b) = u

N

"Para estas funciones tenemos las integrales

b o
J(ga) E‘J F(t,f(t) + ehlt), FY{t) + eh'(t))at

: a
donde at(t) = ale,t).

f es la funcidn que buscames, debe

[
m

er

= 0., Pero supoeniendo regularidad en todas

e=0
las funciones que aparescan, CS

P a
. e

=0
a

d J(ua}
de

T(t,f(t) + eh(t),
e=Q

£f(t) + eh'(t))dt =

b . ‘
n gL ) - . gE
-,J g (e, 8(0), £7(8)).h(t) + 5 (t,£(t),

jul

fFr(t)).h'(t)}dt

b o
J S e, E(0), 1 (1)) h(e)de +

a
L B ‘
i J §§ (t.£(),£7 (DRI (D)dat = (partes)
a
Foep
= J —‘:3—{- (taf(t)gf"’(t).h(t)dt + . roy .
a
’ cr ! b
toge (6 £(8), £1(t))h(e) - )
v AR

- Jb & CEE (o), £ (e)) . n()at =
at fy s 2 R

a

go o

h(t) g (t,£(t),7 (1)) -

-2

d 1 (s T
at (~t,f(t)gf (1.))J.t

my
)™
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Para que. esto sea ceoro cualguiera sea h(t), dele

ser

fl

EF(T F(ty, £7(t)) - é—(a'(T‘f(t) “ffgt)§)
T;‘ln’g s, / at —é:;: ? 'y .

(ecuaciédn de Euler)

A las funciones f gue satisfacen las ecuaciones-

de Euler se las llara puntos extremales do J.

Claremente, si partimos de FIR x R« D

e R y

. y . \ 1 . N
buscamos f:{a,b] =+ R", digames f'= (£ ,...,f7), enton

ces para que f haga extrema la integral

b 1 o 21 ‘n
J(f) = J P t,f (t)yeee,F (t), £ (t),...,Ff (t))at

d

deberi cumplir las siguicntes ecudeiones de Eular:

(&4
S K S S P
dt n N+l 2 ? > 02
[954
* . 'T\ oA 7 )
f{:("—)s!,"bf (x)i-= 0
(i =
o brevemente:
A ¢ oF -
¢ g e i {]
ayl at ayn+1
c, todavia, en la notacidn clésgica
oF a &
}, S S 0 (i = 1,...,n)

1,

%

F e ), L M), £ ), T )) -

,
I
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Consideremos ahora dos puntos A y B de una varie-

dad‘ﬁiemanniana y bﬁsquemos una curva gue una A y B

gue haga lérlongitud extremal. Supondremes primero A,J

dentro de una carta local y tndasz las curvas variadas

cla) = &, c{(b) = B, enton-es

X b - : -
Lo (ey = j Jgij<c<t>> g (e (t))®dxd (e ()’ (t))at =
a

Vg, (c(t)) axt(e(t))(e’ (£)) dxd (e(t)) (et (x)) dt =
17

1)
M—

i
Vg, (el6)) axtiot)) (Moo (631
. 3 fu' c(t)
arie(e)) (fee) (1) (—p)  lat =
(x c(t)

V%ijcc(t) (xtec) (1) (xJee)' (1) dt

]
o

\/gijr’xwl(:~:f::*.(ti)&xj‘oc)*(t)(xonC)' (t) dt

le2

R
B 8

F(t,x'u_c(t),...,xnﬁc(t),(xloc)'(t)fy--_-,

sy (xMee) () at



QL6 -

Py
<«

i -3, .1 n i 3
ex TN, ) Y YT

. . 1 : 1 I 1
siendo F(t,x ;...,% , vy ,...5yq) = «gi

1
Intonces las cuuaciones de¢ Fule» resultan

1 . .
<8y gcc.(xloc)‘.(xjéc)’ -
20t ()i s

. B

1 i
p I 1£0c,(x OC) = 0

28 et (1)}

5i consideramos la'cuvva paramefrizada Fow la

L

longitud de arco:

AT S 9 ST Lo 5 5
Lo RoC . {mToe ) (ko) - . ol w™ LT PO O
gl]g,{{ { PR c) 2 glﬁgsoc‘“{ oc) (% en)
2 o (wi Vi - 7
S e e - 2-g.z92(x"oc) N
A - o, O
N - :
o 3eat
2 B-,chxibd)“ - (.. fre-mla oea )
if HE T P
- “igx ee ) Uk OC)?{X}BC}? =0

de donde:

.

8 i . ! .
Jee. (gToc) i (x70c)t = 3

i

(7) (e eed) + |

A

o, aligerando la notacidn:

- L s ., it 31 -
(743 = + {L.1 %3 =0 (s = 1,....0)

by :
£g facll verificar que la igualdad (7) no depende
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las curvas c parametrizadas por la longitud de arco
tales gque para toda carta local (%,U) se¢ verifica la
ecudcidn diferencial (7) (que se denomina cntonces

Py

ecuacidn diferencial de las peodésicas).

Olscrvando la ecuacisn (7) & (7'), vemos aus la
pstructure de espacio de Riemann entra s3lo a travis
¢e la conexidn de Levi-Civite y qhe la invariancia dc
(7) por camkios de coordenadas depende sole de la lév
A¢ transformacidn de dicha cenexidn.

Podemos ¢ntonces definir las geodésicas de un

cspacic de conexidn afin (en particular para los espa
cios seude-Riemannianos) comp las curvas que en cual-

quier carta lccel satisfacen las ecuaciones:
i
x x = 0 (s = 1,...,n)

Lijercicics

1. Probar que si una curva satisface la ecuacidn
(7), entonces estd paramectrizada por un miltiplo cons
tante dé la longitud de arce.

_ 2 . .
. Hallar las geodisicas de S (superficie esfi-

. W3
rica en R7)

3. Sea (M,G) el mspacic de Riemann dado por

dx @ dx + dy @ dy
2 2

Y1 Y1

donde (x,y) es5 ¢l siktema usual de ceordenadas de‘R2

o= {(x,y) € K2ry > 01y Glx,,v,)

restringideo a M. Probar quc las grodésicas de (M,G)

%)

son las semicircunferencias Jde centro en el oje x v

las semirrectas verticales.
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CAPITULO VI

SUBVARIEDADES DEL ESPACIO EUCLIDIANO

METODO DE LA REFERENCIA MOVIL

1. EL GRUPO DE‘LAHISOMETRIAS EN En
Representemos el punto x del espacioc euclidiano
En por una matriz columna'cuyos elementeos sean las coor
denadas Kys¥ps e aXy del punto. Representaremos poxr la
misma letra x el ?ﬁntpmy la matn;z correspondiente.
DEFINICION 5.1. Se'llama iéoﬁe%réé'éeAEn'ap si

mo, a toda aplicacidn x'¥* x' representada por una

]

mi

iy

ecuacidn matricial de la forma

x' = a g +b (6.1)

siendo a € 0(n) y b una matriz columna cualquiéra
Si a € SO{n) la iscmetria se llama un meovimiento.
Las isometrias de En forman un grupo isomorfo al

grupo de las matrices nxn de la forma

la b
g = (B5.2)
o ]
puesto que al producto- de dos isomecrias X' = a1x+b1;
®¥" o= a2x+b2 corresponde la matriz.producto 5584y a.
. - . - —1
la isometria inversa X = a ?x - a b correspaonde la

. . -1 . s
matriz inversa g ~, como es facil comprobar. Por tanto
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las Formas de Maurer-Cartan del grupo de las iscmetriad
- N . . 7. "'1

scran los wlementos de la matriz % = g “dg, que se des

compone en dos

to=alda G, = a"tab (65.3)
puesto gque
) a-1 —awih da ab aglda awldb
“a - i
h 0 1 0 0 ¢ ¢
(6.4)

Puestoc que a, por ser oxtegonal, depende de
n(n;i}/Z p§?émetvos y b tiene n elementos independien .
tes, resulta que el grupo de las isometrfas (y lo mis.
mo el grupo de los movimientos) es QG dimensidn
n+n(n~ij/é = n(n+1)/2. La variedad del grupo es la va
riedad 0(n)xR". . ' ) - : ”

Liamando a;s a los~eleménﬁos de la matriz a, los
elementos de a ! son 108 transpuestos a.,, de marera

gus la expresifn explicite dc las formas de Maurer-

Cartan para el grupo de las isometrias de Eh’ son

T

3

. a, .da, ., @, = ] a,.db, : (6.5)
i hod ?1 T h=1 i1

Obsérvese que se¢ saltisface la condicidn (4.u45),
Qbsérvese tambi&n que hemos puesto &g, con subindices,
. . . 3.
ara indicar los covectores (en vez de W como antes).
yara vl 1 t ( de antes)

Es simplemente una cuestidn de notacidn y aunque estd

- . e ) 1 Y
mads justificada la notaeidn W , en contrapesicidn a P
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por comedidad de notacidn pondremos ahowra wi.

. A ce ) ' )
. Beometricamenta, uvna lisometria se puede resprasen-

0 0

‘ . 0
tar de la manera siguiente. Sea (O;al,eg,...,en

) la ‘re
ferencia fija" constituida por el origen 0 y n versores
(vectores de mddulo unidad) ortonormales eg cuyas compo
nentes son (1,0,..4.0), (0?1?0?...?09,...(0,0,..,,0,1).

T

oda isometria lleva estz referencia a otra posicidn

)]

o

(x;el,eg,..(gan} y, reciprocamente, dada una Vrefursncis

mdvil® (x;ej,e?,...,en} foermada por um punto ® y n verco

reas ortonovﬁales.ei de origen %, estd daterminada la iso
fa e 0. Oy e s P ‘
metrfa quec lleva (O,ei,...gen) a coincidir con ‘xaei,...,eﬁ)
Introduciendc las matrices fila vectoriales

- (I -

0 0" 0 0 R :
e = (ei’EQ""’en)’ e = (61°@25'ﬂ"en) V{6.6)_

las vinculaciones entrz las referencias, fija y mdvil y

. . el
las ccuaciones (5.1) de la isometria, se expresan

L = eob, e‘:«epa“" ‘ "(6.7)
La primera ecuacien 2xpresa que el origen
- i 0 - . 0 :
It . 3 ’ ‘uz = ) e
G(0,0,...,0) .pasa al pu1t9 b ey b:1 t e, b2 +
0 ) : : !
.‘.-1--53__1 hn 37 la segunda que nlmvarsor-ag(O,.,.,i.O,,..,O)
i . ‘;, ' i . LI ' -
(el 1 =n el lugar i) pasa al versocr e, = Z a .eﬁ. De
) . . | & hi™h
{6.7) se deduce
ax :'eoab = e q‘%-db = e ﬂ@: .
T ' ' ' (6.8)
de = 0 1g & . .

a da =ea da = ¢

i
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gue son las llamadas “ecuaciones de la referencia mdvilh

para, el grupo de las isometrias de En. En forma explicita

ea . Y

dx =

. 1 1
1

1 g

De aqui, teniendo en cuenta que ei.ej”& 5i » se dedu

I o~3

n
w, a,, de, = Z w,, e.. (6.9)

Lode

»

cen las siguicntes ewpresiones para las formas de Maurer-

Captan

o i, = e, dx," w.. = e, de. (6.120)
! i i 71 3 i

Las eecuaciones de estructura resultan facilmente 2l

gscribit gue d(dx) = O,gd@def3 = 0.y son

n - el n
dw, = h§1 w A, dwij = - g w, A g (6.11)

2. UN LEMA DE E. CARTAN

Para muchas cuestignes de Geomebria Diferencizd cs

importante el siguiente "Iema de Carntap':

¥

i wi,wg,..;,wr son 1-formas. linealmente independien-’

tes sobre una variedad diferencisble M de.dimensién nu > r

y existeon otras 1-formas Q1,¢2,...,WP tales que

s

w A ¢ %) ) et W AW = - )
2, A ¢, ot e, A e, + oW v o (6.12)

entonces existen funciones Aij tales que

n
wi = Z A,, w,, con A.. = A (6.13)

1 1?' j i 3id
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DEMOSTRACION. Sicendo las Qavlineqlmente independien

o

ce, existir&n otras 1-formas W N/ ue junto

con ellas forman una base del espacio vectorial de las 1-

formas sobre M. Por tanto .se podr&é escribir

r n
¢, = ) AL w.o+ ) B.. ¥ (B.147
* j=1 + ]. h=r+1 ih “h
y sustituyendo en (6.12) se tiene
Z, (A, - A.. ), A w, + Z B., w, A =0
i< 17 ji’ 1 1 i ih i b
(6.15)

p Son independientes,

también leo serdn las 2~formas @, A w,, w, A Wh y por

Puesto que las formas wi’ ¥

. 3
tanto do (6.15) se deduce que A.. = A,., B.y, = 0, lo
. 1ij i1 ih

que prueba el lema.

3. SUBVARIEDADES DEL ESPACIO EUCLIDIANO

El método Ae la referencia mdvil puede aplicarse-al
estudio.de las subvargedades'del espacio euclidiano. Para
simplificar }a\gggrgﬁgra vamog a suponer-una yépéedad di-
ferenciable M de @imep;ién.n,.sumepgidg;en.gl espacio -eu-
clidéago E

NN El nfimero N se llama la codimensidn de- M.

Consideremos la familia de referencias mdviles

(x;ei,eg,...,e) tales que x € U vy los'veﬁéofes‘ei,ez?...,en

son tangentes a M ‘en &l punto x (formando por tanto una

base ortonormal de T con lo cual e & e e g€ .
“ B : x)’ n+l’ n+2°? T+l

seran normales a M, engeundrando el Y-plano normal a M en x.
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Para simplificar la escritura, vamos a suponer que en lo

]

sucesivo los indices varidan entre los siguientes limites.

Wl e, <1, T

3
-n‘ .<.a.9{3"}/5v--, < n+N e (6.16)

1 < A,B,C, .., <-0#H"’
’ N L ’ o " .
y las sumas indicadas se antewderdn siampre respecto de
les indices repetidos y éntreo.los limites (6.16). Con

éste convenio, las ecuaciones (6.9), (6.10) se escriben

dx = ) eye,, ey = ) Wpaeg, @ = e, dxy @, = egde,
e (6.17)
dwg = § eph g, Ay = - ) @ Aegy (6.18)

Para la familia de referencias considerada, tnles que
los vectores e, son normales a M y por tanto a dx, seri

e, dx = 0, o seca, &h = 0. En consecuencia tambiZn ser?®

= v megl . ‘f;\)‘.. A 03(. = o Rl apma da C v
du% 0 y =zeglin (6.18) z s i 0. EJ lema d¢ Cartan

nes dice entonces que existen funciones & ., tsales qu=

TEN
() = R 5] 51 qﬁ' L= f L G,
5 Z Aa,l] i iendo Aaglj Au,jl (6,19)

De aqui’ y de (6.18) resulta que se puede escribir

4944 Loy Ay 14 (6.20)
sirndo
i = Z Qﬁm A m&! = - Z aaih“a,jk ?% A Qk =
TR
= ) Z ({i Xh f.k A OJ}‘ (6‘21)

i
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habiendo puesto

) (6.22)

Riykn = 2 (AoLinfa,qx - o, ixPa,in

Las ecuacicnes (6.20) se llaman las ecuaciones de

Gauss de la teoria de subvariedades. Espercificande las

segundas ecuaciones (6.18) para A = i, B = a, resulta

que son las llamadas ecuaciones de Codazzi., Finalmente,

para A = o, B = f, de (6.18) se deduce

dw = - w A w - 6.24
af ) ay = YB off (. )
sianéo' V
St = A T e ‘ . ‘ ‘ A =
&aﬁ ) ahi \ wiﬁ, ‘Z Aa,ijﬁﬁ,ih wj A ey
:}.ZR.' w‘z\w .(6.25)
2 aBhi "h . 3
COT]‘
Rufng = 2 (Po in®, 15 = Ra,13% ,n? . (626

Los simbolosg Rijkh’ Rdﬁhj“son andlogos a las com~
ponentes del cldsico tensor de curvatura del cdlculo

tensorial cld@sico, pero no coinciden exactamente, aun-

que tienenlas mismas propiedades de simetria siguientes:

i T S
Ri5xh Riihk Riixn® Bigin © Rinig
Rijkn ¥ Rikng ¥ Ripge = °

Raﬁhj = Rﬁ&hj T Raﬁjh
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Las exprosionos

. aij

n
' I = X, W, ., o TI = Z '(A *‘:"Jic'dj)ea (6'28>
=1 Ty, .

3¢ llaman, respectivamente, la primera y la segunda f£dr
mas fundamentales de la tecoria de subvariedades de dimen

0

sifdin n en E
: n+N

4. CURVAS EN En

Les casoce extremos de subvarviedades de E 50N

nt+ !

€l caso de curvas, n = 1, y el caso de hipersuperficies,
I = 1. Vames a estudiarlos por separado.

Para simplif€icar la notacidn, vamos é'considerar
¢l cago de curvas en En” n > 2_‘Sea C:x = xés5 gné cur

va de En, o sea, la imagen de un intervalo de la recta

2,

real por la aplicacidn s+ x(s) que suponemos, como

sienpre, infinitamente derivable. Supohgamos tambi&n

. {(n-1)
que en cada punto los vectores xn',x",...,x .52an

'

independientes, de manera que engendren un (n-1)-~lann

g (hiperplano.osculador): . , N

- T : ' =
Fn cada punto % € C pedemos considerar la referen
cia ortonormal (x;el,...,en) tal que-cada versor an esté
! o
o 3 . P " (k)
; contenide en e¢l krplano engendrado por x',x',...,x .
con lo cual dek ser& una combinacién lineal de

PR APERRRA pava k = 1,2,.,.,n con el convenio

1 c+1?

€41 0. Suponiendo el pardmetro s normalizado de mane

ra qua |2'(s)[= 1 (entnneces se dice que s es el arco deo
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la curva), ¢ sea, %' = e, las ecuaciones (6.17) y las
rceclaciones u&ﬁ*: - no§ giceﬂ gue para efég familia
de referencias es Ly = Gy ;El,f ?%'F 0y, ademas,

&%i_='0.para h=1,...,i~-2,i,i+2,.,..,n. De manera que

las ecuaciones (6.17) toman la forma

(R~ % I g . @
dx 184 ds.e
(6.29)
g, = =l &
dey -1,k%%-1 T P+t k%41
vélidas para k = 1,2,...,n con cl convenio de poner.
= 0.

w N
n+l,n

Cemo las u&j’ ccmo todas las referencias elegidas

de la manera dicha a lo largo de la curva, sdlo depen-

den del punto de la curva o sea de s, se puede poner

=k, ds, = &, _ds scuaciones (6.29)
w&élak £, 438, “et 4148 v las ecuacione (6.29]

I3

toman la forma de las clasicas férmula de Frenet

ax

ds 1 f J.

{6.30)

dék

—— gl A . = =)

a= “k-1%k-1 T Frat Cxar (KT 1.2,000,m)
en las.cuales KI’RQ""’Mh¢1 son- las curvaturas de la
curva C. Para el espacio ordinario EE’ Ki es la curva%u _
ra propiamente dicha K y kK, = T-es la torsidn de la cur

va, Las f&rmulas de Frenet se c¢scriben.entonces

de de
dx 71 2
P e d = . (IS S
R e LI = ey * T e
(6.31)
de
.—:_))_:_Te




Los verscres ¢

j")

il

By Og zlegidos d2 la manera dicha

5: llaman vespectivamente losvewseres tangente, normal prin-

™

cipal ¥ Lincrmal de C.

Un teorema de cxistencia de la teoria de ecuaciones
djfevwnciaies<pérmit& asegurar que, rcciprocamente, dadas
ias curvaturas Kl’“?""’ﬁn de una curva C de En, la curva
quzde determinada salvo una isomctria.

funcus estd asegurada la existeéncia, la determina-
neral no puede obtemerse por cuadraturas. Solamente pata
¢l casoc del plano, n = Z, resulta facilhente'que dada la

[ . . )
eurvatura & en funcidn del arco €, la durva correspon-

i

diente est

T

dada por las siguientes ecuaciones paramé-

tricas.

B
wom J ,.(S) dx,

0
(s *
" = < )
7 0 + J cos y‘ds,‘ ‘ ,
0
B { S
y =iyt J sen ¢ ds,
0

2

5. WIPERSUPERFICIES EN &
) o+l

Consideremos ahora el caso ¥ = 1, En este caso,
zomo « solo puede tomar 1l valeor n+l. (segln (8.16)),

podamos pouer = A = A.. v las ecuacdiones

Sn+l, 19 i 31
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(S.iés‘quedaﬁ’

(6.32)-

ne~—s
ford
~
W
e
B
t
>
'

@
i,n+1
‘T'a segunda forma fundamental (6.28); prescindiendo

del versor € 4, Se puede e@scribir

'

II = ) A, &, W (6.33)

. = a, o,
ij & 3 X i,n+l1" i
Observemos que si se sustituyen los versores

€, (i = 1,2,...,n) tangentes a ¥ en x, per otro sisteta

do versores ortonormales eg también tangentes a M, ‘serd

%

-
=

«

e, = a,, e siende 1la matriz {(a. ortb.on'l.'Pafa la
E» ih“h* : (ayy) gone

-

o K 2
¥ ®° "
.

nueva referencia mévil (x;el,QQ,...sen,e

n+1) (el versor

e no cambia) sera.
n+1l -

wty
[N
i,n+l

u

Z Aijaﬁ = den+1.e? = z de» o a e

§ A w oal T (s.34)

+

I 2, “h,n+1

donde las sumas se entienden siempre de T a2 n respecto
B f S

de los indices repetidos. Por tanto

i

el

e 0y kN
TLowWh WY o= ) Lo G = € 121
z i3 4 i z Ahsalha;k*c kx 'Z,Aks %“k

(6.35)

donde la segunda igualdad ha resultado por las condiciones

= & s€ 1 o , i a. -
) 3181 hi consecuencia do ser la matriz (°1h)7°rt°g°
nal. Tenemos por tanto la fgualdad IT¥ = I, o sea, la for
ma cuadrédtica .(6.38) .(segunda forma fundamental d¢ la hiper

superficie M) es independiente de los wersores ortonormales




e, tomados en 2l espacio tangente Tx' Se trata de una for

ma cuadrdtica invariante (dependiente finicamente da M y

del punto- x). Bn consecuencia, las raices ﬂi’“z"'”)xn de

la scuacidn

AL, = X6, =0 5.36
l] l] - (J‘ )
s2rin también inveriantes de la hipersuperficic., S& llaman

V

m

las curvaturas principales de M en el punto =,

La p~&sima curvatura media de M en el punto x se defi

donde {Kijxé,...,zn} indica la r~ésima funcidn simftrica

elemental de las curva”uras~ﬁviﬁcipales Kiﬂﬂz,:..,%n, Para

r = 1,n se tiene

. | ‘ R .
= - ) K L = = (A tone
Hy = 5 (g + &y s “al T3 (Agy t Py t Ay
: o (6.38)
i = n e Koz det{h,.) = ' -
gn =Kyt “n gCt\Elj) A :

Hi ¢s 'la curvatura media v H la curvatura fotal o
: n

curvatura de Gauss de li en =x.

Como los vectorecs ¢, son tangentes a W, una divecgidn
tangente dx = wiai queda determinada por las compornenies

ﬁﬁ. e llamaf direcc¢iones principales en el punteo X aque-

llas para las cuales se cumple z Aijb% = K&H. Los valores
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correspondientes de & son las raices de la misma ecua-
cidén (6.38), o sea, las curvatura; principales. Eligien
do estés direcciones principales como direcciones de
los versores € la matriz Aij result; una matriz diago

nal ¥ las curvaturas principales son precisamente las

% = A

.
kS

. Si (6.36) tiene-raices mdltiples, hay curva-

[ N
[

turas principales repetidas y las direcciones- principsa

les no quedan determinadas, pero siempre se puede ele-

&

gir los e, tangentes a direcciones principales. Aplican

do entoncez la segunda ecuacidn (6.17)‘y.05.325'se tiene

.«

= L = : ', 3
den+1 Z ﬁ,n+1ei izl ‘i°£ 1 (6.39)

donde e es.el versor rormal a M. Esta ecuacidn :(6.39)

+1

es la forma vectorial de 'las llamadas ‘ecuaciones de

0. Rodrigues, bien entendido gue ella supone gue los

versores e; son tangentes a direcciones .principales.

R

Por ejemplo, si e, varia segfin la direccidn de e; v

| +1
ds, = w es la longitud del desplazamiento segfn e,
(6.39)‘qgsda»Fen+1/tsi = Kigi que es:%i_fonmé cldsica
de las ecuaciones de (G.,Rodrigues  salvo tal vez el

signo que depende del sentido elegido para e..

Observemos finalmente que las i-formas @, = dx.e.
‘ PR - 1 » 1
representan ¢l elemento de arco sobhre M en la direc-

cidn del vector tangente e, Por tanto, la forma

az = A w, AN @ (6.40)
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es el elemento de Arez de M en el punto x consideradec.

81 a cada ‘punto x € ! se le hace corresponder el

T .
extremo del versor normal € i sobre la esfera unidad,
la zpliczecién r -+ e 41 SE llama la reyrerentacidn esfd

H
=3
[
i
LW
)
9]
fas]
&
=}
[a )
o
2
©
|

Tica M. Sl & = 3, e, cemparando con
s o+l ) i,n+1 i P .

I teniendo en cuenta (€.40) resulta gus
el elemento de #rea de la representacidn esférica es

a7 = W, AW A L, A or tante, scghn
: 1,n+1 2,n+1 nw,n+1 J PO ‘ » Segl

A5t = det(An ) 4) = Hoal (6.u1)

de¢finirse como el cociente entre el elomento de &rea

dc la representacién esférica v el elemento de &rea

correspondie¢nte de la hipersuperficie ‘en &l punto .

6. SUPERFICIES EN Eé

I P

Vamos a aplicar lo antérior al caso de superficies
del espazcio euclidiezne de tres dimcusiones.

3i &5, 62 son verscres ortogonales entre si, tangen

»e - ~
tes & la superficie M en el punto X y e, es el versor nor

3

mal, las ecuaciones fundamentales (6.17) se escriben

dx = (;}1 el + ¢ :— (.)2 s
de = %) -+ {"', e

1 | 12 72 13 73 (6.u2)
dey =-@ o ey t Yo 43

de, =- e, - W e
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o
Lo o

puesto gque siendo e

5 Siempre normal.a la superficie, dx
no tiene componente segin e,: O sea, @3 = 0 y siendo
2 . -
ey = 1, es ei.dgi = 0, o sea, &, =0 (i = 1,2,3), ademds
de ser W,. = -, , por ser e,.de. + e..de, = 0 (por deriva
13 34 1] ] ] -
cidn de eifej = 0, 1 ¥ 3).

Las ecuaciones de estructura, o condiciones de inte-

1

grakilidad, escribiendo que d(dx) 0, d(dei) = 0 resul-

tan ser

) da;l =0, A s de = ‘3""21 A o s
G A. [#94 + f.h’n Aw = O
1 13 2 28 (6.43)
) = () ‘ =
de , g3 A Byps 4@ 5 = @, AW,
o = N
dtdyg = Wy A g

Fl triedro (x; el,ezpes) (referencia mévil) no queda

completamente determinado por el hecho de sér e e, or-

13

togonales y tangentes a la superficieé, Por una rotacién

2

de &ngulo ¢ en el planc tangente, resulta otro triedro

de iguales caracteristicas. Es decir, cabe hacer la trans:

Formaci®n

ei = cos & eiz{‘sgn ['s €5

. ‘
e} = -sen ¢ e, + cos ¢ e, (6.44)
€3 T %3

on la cual las nuevas formas diferenciales resultan

ey
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w¥ = dx,at = cog ¢ 9, + sen y (
1 Y 1 sERDE B,
,}J‘_’g = W@ P = ~gen ol 4 oS RS I PR -
,2 d € 2 = [N 1 Y 2
I Ao - 3 o ] e & - A iy
e = {lg » &2 - Y - 8 . “ .
12 7 TTat e 12°- : (6.45)
T by ;',- .
¢ = delie. = ocos § oW + @en § L.
13 17 P Ya ] ¥ Bha
W2 deffle. = -son b @ + cos Y @
23 2% ° 13 88 3

De agqui’se dudvce que las siguientes formas diferen

rencialess walen lo mismo para 9., &, . que para o,, W,
. i ig - i ij
zg decir son invariantss por vrotaciones ¢ y, por tante,

‘-

2 2 2

I = tﬁ torg, = dx” = primera farma cuadritica
. .
Ffundamentdl,
17 = W o, + w . W' = segunda forma cuadritica
13 9 23 & ' raLee
fundamental
i ’ (6.46)
aj = w, A @, = elements de 8rea de la;zuperficie,

a’ = @, g A Wys = eleminto de &rea de la veprescn

férica.

01

tacidn e
La primera forma cuadvidtics fundamuntal se represen

.2 . A
ta por ds y ds se¢ llama el elemente-de arco 'sobre la su-

perficie. $i la superficie estd dada por la ecuacifn veco-

torial ¥ = x(u,v), es '
2 2 2 2 . .
ds” = (x du + % dv)" = x7 du” + 2 » ¥.du dv +
u v u u’ v
L2 2
+ 2 dv (G 473
En la geomctria diferencial clisica., se acostumbra
2 - 2 o . '
a poner x = E, X rHR, F F, Xy 7 G. €i las lineas coordgna

Jdes u, Vv son ortopgonales, ontonces RoeX, = s 0w da”
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primera forma fundamental sc¢ escribe

ds? = E au® + @ av? (6.u8)
o sea, wi = Jr du, hb‘: Ve dv; Fl elemento de Area toma
entonces la forma

df = w, A e, = VEG du A dv, (6.49)

La representacidn esfgrica de la superficig es la
representacidn x - eB(:».)s gue a -.cada punto de la super
ficie hace corresponder sl puntc ea(x) de la esfera uni
dad. Para ella, la primera forma fundaﬁcntal €s

(de3)-2 = ﬁﬁa + ,,:y por tanto el elemento de drea es

nr-:' = (W [ [ 3 i -
a ‘313 h >23 El cociente
: SR A E R X : (6.50)
E‘Z i (;.)1 A (U?

es la curvatura de, Gauss de la superficie en el punto .

Teniendo en cuenta (€.43) tambi&n se puéde escribin

cdw
- 12 .. ) ‘n
1{ T e W N R ., \(.:51)
) o «.A w ) t. . ) - o
Pe la rvelacidn 1 A Wgo t w2 & <53 0 (8.43) se
deduce (lema de Cartan)
(& = 4% A ey = [£3] 143 Y 2
43 a 1+}: o >23 b 4 oo, (6.52)

con lo cual la segunda forma fundamental se escrile

IT = a °§ +:2 b W, @, + ¢ ué' P §6,53)

y la curvatura media y la curvatura de fGauss, segln (6.38)

toman la forma




H = % (a+c), K = ac - b7 (6.54)

8iendo Lﬁ, W, independientes,. se podrd escribir
e = AL+ k [#%) ) 6.55
12 11 2 Co (6.5%)

ds donde, sepgln (6.43)

doa w 11 wl, A a%, dmb = lz Q& A ab (6.56)

v da agui y (6.51) se deduce

‘ di des
K= - 5 }» = d l{x /‘Ll(.?) c;>1 * &7"7\_""2(,6"“ {".’?1 (6.57)
2 i 2 1 2 J

’

Esta importante fdrmula nes dice que X depends
tunicamente da las formas wl’ mb de la primera forma
fundamental, o sea, del elemente de arco ds. Esto quiere
decir que para cualquier deformacién de la superficie,
mientrzs las longitudes de las curvas se mauténgan inva
riantes, ié cnr;afura dz Causs K no variard. Esta propic

ddd wconstituye w©l llamado "teorcma egroegium® de Gauss.

8i ¢l elemente de arco €std dade en la forma {(6.43),

siendlo o = vE du, w, = /G dv, es Facil comprobar que,
— 1 @WE o, . 1 G
1 I » My E o E
VEG (v VEG Cu
-«
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y por tanto

N
K - 1 2 1 i +a-(_L /e

= v . T N
INe e iy , YE  fu .

Ediewplos

1. Para el plano euclidianc en ccordenacdas certesia

2 2 2 ’
nas ortogonales u, v es ds® = du” + v, o sea, E = 1.
6 =1, y por tanto K = 0.
2. Para la esfera de¢ radioc R, siencdo u, v las

coordenadas geogrédficas ‘(u distancia polar o colatitud,

v longitud) es

o= R 'sen 'u cos v, ®, = R sen u sen v,
Xg = R cos u
2 2 2 ' 2 2
de donde d32 = dxl + dx2 + dxs = Rz(du2 + sen“u dv©),

o sea, E = R", @ R2 sen2u ¥y por tante K = 1/R2.

3. El1 toro engendrado por la circunferencia de

radio r que gira alrededor del eje Xgs

supuesto que este
eje estd en ¢l plano de la circunferencia y que a > r,

siendo a la distancia del eje al centro dé.la circunfe- K

rencia, tiene por ecuacicnes

xyoF (a + r sen u)cos Ve o X, = (a+r sen u)sen v,
Xy B0 cos u ‘
2 2 .2
de donde dS2 = dxi + dxz + dx3 = v~ du” + {a+r sen u)2 dv23
2

o seca, E (a+r sen u)2, de donde

1
>}
o

"



sen u .
: (6.59)
r(a+r sen u)

Fsto nos dice que para los puntos de la parteé del

R

toro opuesta al eje de rotacién (G <u < %) es K'> 0 y
2ara los puntés de la parte dirigida hacia el eije
(F <u <27) vs K < 0. En los puntos de las circunferéen

cias u = 0, u = 3, es K = 0,

4, Si supcnemos el semiplano positivo v > 0 con la

métrica ds® = (du2 +'dv2)/v23 se tiene E = 1/v2, G = 1/v?

y resulta K -1, Es decir, el semiplano v 5 0 con la

. . 2
métrica ds

2 .2 2 . .
(du” + dv")/v”® es una representacidn deo
. SR ‘ Aty
las superficie¢s de curvatura constante negativa (repre-
sentacidn de Poincaré).

X

5. Por rvrotacidn de 1l# curva dcl plano %y Xg

X, = sen u, X,
3

.= cog-u (0 <u < 2) (6.560)

~log tan (u/2) -

alrededor del eje %, se obtiene la superficie de revolucidn

3 -
/ i3 llamada la pseudGeSféra. Para
\ : ‘ .
/A'\é .1la es ,
//' \X; ds? = éot2u du2 + sgnzu dv?
& N 2 2
~§§‘ ______ -,,’Tff X4 o sea, B = COF U, g = sen u y.
K\ ,f aplicando (6.53) resulta K = 1.
\ ! . . .
\{ 5'f " Fsta superficie de curvatura

fig, 6.1 constante negativa tiene los
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3

famoso de Hilbert afirma que no existe en E

puntos gingularcs de la ciruunferengiﬁ 3”;="Df Un teorema
' 3 ninguna su-
perficie sin singularidadés de cgpvafufa constante rega-
tiva. La curva (6.60) se i;ama la “tractriz® y tiene la |
propiedad de que el segmento de tangente comppendidg entre j
@l punto de contacto X y el eje ng es:constante. Mas exac- 1
tamente es AX = 1 como se puede comprobar como ejercicio,
La consacueﬁcia mas importante del "teorema egregium"
es que des superficies aplicables isometricamente, o sea,
que admiten una representacidn de una sobre la otra que
conserve las longifudes de las curvaé homdlogas, deben
tener la misma curvatura de Gauss. Por tanto, no puede
reprcsentarse, por ejemplo, una asfera sobre un plano de
nanera isomé&trica.. De aqui que todos los mapas geogrdfi-
208 de la Tierra.en un plano deban tener siempre deforma-
:iones. Las superficies 7que ﬁuedgn representarse isometri

:amente sobre el plano deben tgner K = 0 y sc llaman supen

~

‘icies desarrollables. Ellas son los conos, cilindros y las
‘ormadas por todas las tangentes a una curva cualquiera del

spacio. . '

. CURVAS SORRE UNA SUPERFICIE

i
:
N 3

,

Consideremos azhora una curva C sobre uha supepficie
. Bi ¢, es el versor tangente & C en €l punto xX€M y ds
el elemento dc arco de C, se introducen las siguientes

afiniciones
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'
12 .
Ts ° Kg = curvatura geodésica de C
<3 PR .
i3 _ .. . R .
_— = K = curvatura- normal de C (6.6&)
ds n . /
23 o . . . '
- = T _ = torsidn. geod@gsica de C,
ds g! ,

[

8i representamos ahora por el versor normal prin

cipal de C en » y por e, el verscr bimormal, la prinera

férmula de Frenet (6.31) nos dice que'dei/ds = &e;~ 54
es el &ngulo entrc e; y el versor normal a la superficis
CI seri
Jk - 8 o 4
L e, = sen ey + vos U oeg '

L . ' (6.62)
= - e, + sen @ : -
€, cos 5 gen ey

y por ‘tanta
de,/ds = # sen £ e, + K cos § e (6.63)

1 2 3
de donde, compafando con (6.42) y (B8.:61),

K = K sen . ¥ = ¥ cos @ (6.64)
g ) n

La segunda <e estas férrmulas constituys el llamado
teorema de Meusnier. Para @ = 0, nos da la interpretacidn

de Kn cemo la curvatura de la curva obténida cortando la

superficie por un plano normal que contenga ey

La férmula de MYeusnier permite. calcular la curvatu-

ra de las secciones oblicuas en funcidn de la curvatura

.

§
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de la seccidn normal y del

dngulo de inclinacidn. Si

en vez de las curvaturas

sé "introducen sus inversas,

los radios de curvatura, se

tiene £

cos 8. Para el

caso de la esfera (fig. 6.2)

Consideremos ahora como variarmn

esta relacidn es cvidente.

las curvaturas de las

. e )
secciones normales., Sea ai otro versor tangente aguu forma

con e, un dngulo ¢. La curvatura normal seglin la direccidn

*

o’:
En la direccidn de e; es €, =

(6.45)

u

tan @

[

cos B

€. seglin (6.48) v (6.61) serd (puesto,

cos "

sen ¢ W

3.5 ¥
que ds” = ')

cos ¥

e,
-

.‘2

+ osen ¢

23 (6.65)
2 .

_por tqntothsegﬁn

(6.66)

con lo cual, sustituyendo en (6.65) y aplicanéo (6.52)

resulta

.‘.' "” ) 2,
1.n(¢) = a cos

Y + 2L sen ¢ cos P + ¢ scn? P

(6.67)




N
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E
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Las ddirecciBnes ¥ para las cuales dv_/dy = 0 (diren

ginnes de curvatura normal mixima o minima) se llaman di-

recciones principales y estan dadas por la ecuacidn

PN SRR

: | ‘ ,
b cos 2¢ + == sen 2y = 0 : . (6.€8)
i b = 0, c-a = 0, 1las direcciones principales son

indeterminadas y el punto se llama un umbilico (por ejen

rlo los puntos de una esfera). En los demds casos las 4i

recciones principalds son L. . NS .-
A - 2b
¥, = 5 arc tan oy
' o (6.69)
¥, = L grc. tan _2b + 2
22 = a-c 2

lo que nos dice que las. direcciones principalés syn_ .
o8 JS— . - B . RN i
ortogonales entre si. A

0 -

. , oo
Observemos.que- la actual definicign de las direccig '
. H ’ - -

o

nes principales coincide con la dada en’ gencral para hi-
pa:
. . '~. 3

persuperficies en el.®® 5. En efecto, las ecuacidnes

o
) Aijcﬁ = ke, de antes, son ahora a cos ¢ + b sen ¢ =
=Xcos ¢ , bcos ¥+ c sen ¥ = % sen ¢ y eliminando # re-

sulta la wmisma ecuacidn (6.68),

B

S

giando las direcciones. principales como direCcio
nes de los versores €y 2,
los valores (5.69) deben ser Py =0, ®, = T/2 y por tanta

de la rcfercncia mdvil (x;el,mé)g

L= 0, coft lo cual (6.67) se¢ escribe

. (13 2 (%)
o . .
. ) = . oy Wt G

2
se .70
y a sen (6.70)




-272-

. L (1 {2
habiendo llamado mﬁ ) = a, K; ):z c a las curvaturas

Prinqipales o sea a las curvaturas normales correspon

»

dientes a las direcciones principales. La fdérmula (6.70)

s la llamada fdrmula de Euler.

Ohsérvese, finalmente, que la curvatura de Gauss

hY
wle K = ac ﬁélJ Kiz)g o sca,:es igual al producto de

las curvaturas principales. Analogamente, la curvatura

media se escribe H = (1/2) (s01) e‘,é”)..

5 +
n

H

La férmula de Bauss-Bonnet. Sca C una curva de la

superficie M, con tangente e¢n cada punte que suponemos
varia con continuidad a lo largc de C., Segiin (6.61) y

(6.45) la curvatura gcodésica Kg de £ vale-

2

K o= o——f. C(6.71)

siende ¥ el "dngulo entre el

-v.ersor ei de la referencia

2

mévil y 2@ verscr e¥ tdngen-

i,

te a la curva.
6.3

81 C es una curva cerrada que Llimita un dominio D
simplemente conexo de M y suponiendo, ademds, que la re-
ferencia mdvil (x;eiﬁQQ,es) cubro: sin.singglhridad @l
domimio D;'sé‘puede aplicar a (6:71) la fdrmula dec Stokes
(Apéndice del ‘Capitulo 3) segin la.cﬁal la integral de -

una 1-forme &32 a lo large de un contorno C es igual a

la integral de la derivada exterior d&ﬁé~on el dominio

N ’ w N
L, oA



D limitado por C (o sga, € = €D}, Puesto qiiée

del 5 = =K b @, = K d] (segln (6.46) v (6151)), el

resultado es : -

J £y st I K d) = 2w - (8 72)
) D '

dondse se.hé'supuesto gua .la tangente ag gira if dngulo

27

, con respecto del campo de versoves e, de la:refe-

1
rencia mdvil, Esta es la forma clésica da la fdrmula
de Gauss-Bennet para curvas de una superficie gue soﬁ
.contornos de un dominio 'simplementes conexo D.
Si el contorno oD tiecne puntos éngulasos, al fdngulo
¥ experimenta en ellos un salto brusco, incrementdndosd
en el valor a(A,), del fngulo
exterior del punto anguloso
PR - (fig. 5.4). Por tanto, al inte
-grar la expresidn-dy % W 5 =
= k_ ds (6.71) para obtener

g

(6.72), en los puntbs angulosos

fig.‘Egu hay que afiadir el =alto a(ﬁi>
a la integral de Kg ds, resultando
: N .
K ds + J )oay + ) a(A ) = 27 (6.73)

i=1

1

donda la suma estd extendida a todos los puntos anguloscs

de @D,
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Si se quieren introaucir los adngulos interiores

Ai = T - a(Ai) rg;ulta
N
J K ds + J Kdj = ) A, - (N-2)7 (6.74)
& i=1
oD D
LLas curvas para las cuales es Kg = 0 se llamzn

geodésicas.

Por tanto, para un poligono geodé&sico de N lados,

es

I~z

L
i

7~

=
i

N}

-

=

5 (6.75)
i :

j K a) =

D

L.,

4 . . . . .
De aqui se deducen, inmediatamente las siguientes

proposiciones:
L
1. Para las superficies de curvatura constante K, el

drea F de un tridngulo géodésico estd relacionada con los

dngulos A, B, C del mismo por la fdrmula
K F'=A+3B+C-w (6.76)

Por tanto: si K > 0 es A+B+C > 7, si K. <0 es
A+B%C < y si K = 0 es A+B+C = 7. Estos tres casos corres

penden, respectivamente, a la geometria esférica, geometria

L4

wo eyclidiana hiperbdlica 'y geéﬁefréa guclidiana.

2., 81 K <0, no existen geodgsicas que se corten en
dos puntos A, B y limiten 'un dominio D conexo. En efecto,
en tal casa seria A+B < 0, lo cual mo es posible,

a

3. Sea M una superficie cerrada orientable. Suponga-

mos que se divide en € caras poligonales mediante arcos de
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grodgsicas, formande un reticulado de V vartices y L aris
tas o lados. lscrlblcndo (6.75) para cada cara y sumando
las 1gua]duios thLnldas, tPanndO en cuon%a que la sﬁma
de los dngulos alre dcnor dc un mismo vdrtica eg 23 y quw‘

i

cada lado pmrtenece a das caras resulta

[ < df = 2V - L o+ C) (6.77)
X
Cémo el primer miembro depende s#@#lo de M pers no del
particular‘ﬁeticuiédo dib ujado sobre ella, (6.77) nos

dice que V-L+C es 1ndca ndientec de este rPtlculadn. Es un

nimero éntero gue' se llama el nimero de Euler y dz la su-

perficie M. Observemos tambi&n, gue una vez dibujado el
reticulado y‘por tanto, una vez determinado ¢l ntmero

B ‘ e . o RPN il . . . -
x(M) = V-L4C,'por cualqilier -homeomorfismo se conscrvan

. .o B ! Loy
los nfimeros V;L,C ¥y por tanto: el unfimero de Fuler es un

invariante topolégico..

o oy H

Dibujandé reticulados cdaiésquiéﬁa v contandeé V,h,C
probar gque
x(esfera) = 2, x(toro) = 0,

y(esfera + p asas) = 2(1-p)

Se llama asa a un tero afiadido a la esfera por una
cara, tal como se indica en la figura 6.6. El nlmers p
se llama género de la superficdie M. En la figura 6.5. &s

P o= 2,
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La torsidn geodésica. Consi- 1. apt
deremos una curva C sobre una
) superficie y sean e?, e; dos
versores ortogonales, tangen 2. AUS
tes a la superficie, tales
que.ezusea tangente a C en
Fig., 5.5 el punto x. Considerando la 3. RIS
ot I B
referenq%a mdvil {x;e{,ez,e 3)D
g .. PR S - - 4 -
la torsitn gexcdésica de C‘eq x, seglin (6.61) as Tg = OEB,ds, 4. CHE
. PR - :
siendo = ~e_,de_, i e e, son venrsoreas tangsantes a
23 T "@pr@eg. 81 ey, e, son.ve g¢
las direcciones principales y ¢ es_el &ngulo antre eg y
ones A A A 5. DE
¢ g ’ ‘
c,, sera e% = -sen ¢ e, + cos @ e, y comg, seglin la fdr-
mula de O.Rodrigues (6.39) se tiene deg = R wpe, 4 .
+ K w sulta w ,, fen ¢ K ¢ w_ . Segh 6. FERC
e resulta = K, sen - cos - . Segtn . ~ .
2%%9%0 a %ha 1 L] g OS¢ & 8
{6.66) es &3 = cos ¢ ds, &EA:,QQQ j ds y, por Tanto
k= (K, - K,)) sen ¥ cos ¢
& “ 7. GREE
que es una importantc expresidn.de la torsi®n geodésica.
Consecugncias inmediatas son: ) » -
8V HIRS(
a) La torsidn gcodésica seglin las direcciones prin- - -
cipales es niila;
b) La torsidn gecdésica de las curvas esféricas es -

.. HOCKT

nula en todos sug puntos.
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