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1. INTRODueCION 

DeScBl'tes (1596-1656) en 1637) en su ter,cer ensayo 
. 

,
.

. ', ',
. 

: :: " ' .  i . ;. 
del famo s o  "bis cur so del ¡'1étódo ti, t,i tulado Géométr ie, y 

• ¡ . 

Fcrma� (lbOl-l&S5) en su memoria Ad locos ?!anos at solidos 
• , 1:- ' " ' ,  • 

escrita eh 16 �� y publicada en 1679, al crear la 

Geometria Ana11tica, indicaron el camino para representar .. l:¡ '",,-. 
los puntos del plano por pares de nOmeros reales y lo� pu� 

tos del espacio por, terna� de nOmeros real�s. Desde e n t on-

ces fu' usual el estudio de las curvas y ¿e las superficies , .� • + .  j , ¡� _ .... ,._ ... u • 

p-ó-r-s'üs ec uacl;;n c'; , 
--'es" det i'�, 

'
med iant e su repr es entac ión 

• • " '. • ! "  ! � '; , : 
analltica én un sistema de coord enad as. 

DUEarita mucho tiempo el estudio se li�it6 al p�ano y 
al espacio, ° sea, a curvas y superficies contenidas en 

... .' .�� " ·'z �.. ' 

los espacios euclidianos de dos o tres d imensiones. Adem's, 

las superficies se'consideraban en un principio como limite 

o contorno de cuerpos sólidos. Asi, Euler (1707-1783) titula 

el apéndice de su Introductio in Analysis Infinitorum (1748), 
,
; .*'- -:; · · .í .� .. -. \. 

d edicadd a la teor1a de superficies, De ----��--------�--�-T-----.' . 
y mgs tar�e, una memoria sobre superfici&s desarrollables la 

titula De s lieare licct. ----�------���--���-T�--------����--�------�------
MAs tarde, Gauss (1777-1855) en sUS . , ' . célebres Disq��s�-

t iones g¿;neralcs oirca superf icies curvas (1828) cons i d era pOl" 
," ,_ . .;: ' • .  t • 

- . ' . • :. . 
primera vez a las superficies ¡¡no como limites d€ un sólido, , . 

sino como un s61ido una de cuyas dl�en sione s .�m considera como 

{esvanecida y la� represDuta por BUB �cuacion8s par8rn't�ic�B . ; .' . ¡ 



-2-

x =: :;.:.(u,v), y :: y(u,vL 

con lo cual las superficies aparecen como imágenes del 
, . 

plano, u,v en' el espacio. Se las ha liberado de ser con 
" 

} � . . '; . ';' : ' .. � ' . .. ' .' torno' e "iüi'"'cuerpo, pero se sigue supO'niéndolas sumergidas 
. ! t 

.2�"::'é·ñ·��r éspá'c"ie-' eüc?J::i'd'i'éiñ'ó de tres dimensienes. En vez de 
- .... . ; .. 

s�p'erficies, se puede hablar de las tlaplicaciO'nes" -'('fr-'que 
I : 

les dan erigen. 
'. 

En 1854, Riemann (1826-1866) publica su fundamental 

T!lemor}a titulada Uber die I1ypotheseÍl welépe der Geometr.ie· 
..

.
. . , . � 

zu Grunde liegen erigen de teda la geemetría diferencial 

cO'ntempO'ran.a, en la cual se intrO'ducen les espacio? mUl�� 
" , 

dimensionales, independientemente de su posible sumersien en 
. 1f. . 

un espacie amBiente de mayor nOmerO' de dimensiO'nes. Riemann 
: • r 

, ' 
. �. ' 

parte de una variedad de una dimensión e IIsimplemente exten 
. : � . .. . 

didal!, cuyo caracter esencial es que "partiendO' de un pun�o 
. " . , 

�o se puede ir de manera continua m�s que en des di�ecciones� 
. ' .. " 

hao'la adelante o haoié,i atrásll, para pasar luego, sucesivamente, 
�. : . : O., . 

.
' o', '" . �" '.' :_�_ 

• �..::. • • �� ... ..:...) :. _ ... �.�.: ... :..:...... • . . ' 
'él Tas "varfedaaes de mas dimensiones. La exposición de Riemann 

" '. : .. ··�7/·es 'ñiüy él·�;·�-·�pÓsibleme�te por trata��� de una memeria di-
l' • 

• 4 � 

rígida a una Facultad de FilO'sefía, (Gettingen), por lo cua'l 
.. . 

• ,{ .:,� <!'; :. �: : " '. . .  . ,  1 � • ,.: � " ._. • ,
"

. : . '  . ,  _ .  '" .. ..:. _ 
-·t"rata �de"üs'á'r-'é'r'lengtia j e le mas in.tuiti vo pos ible,). pel;'e 

f l, .. .. " " ;\ '. : : • .. .: 
iá"ldi:ú:i, en �l ' len"guaje actual, es la de consid.er.ar a las 

' .  " f • • ' ; • •  ' • 

v�r ie'dades de dos -¿LfinEll)'S iones' � ó'oñ'-;;' ',ip�,'�'d;;t� li "'de d�� v'a-: ... 
1, .. , . 

," �. ' .. ; , 
riedaaes de una dimensi6n, las de tres dimensiones cerno 

: ; " I "', , : 

preduc�o de una de dos pbr otra db una� y as! sucesivamen-, " , , . 
... te. Naturalmente que una definici6n de este tipo sO'lo 
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puede aceptavsa fllocalméntetr, pero hace innecesario supo­

nel' a la va�ied'ad contenida 'en un ospacio de mayo!' nci�'ero 

'�e di�ensiones. si los' punto� de una va�iedad de una di�en 
,,: ;'l Ón' 

;
se' r'epi'esentan po!' ."mi valor de una coorcfenada )(1" los 

pJ�'
f�s' 'de �na va!'iéd�d' de ñ dimo�sio'ne

'
s se !'J·pr�sen't,ar'ári. 

• • , ' .",  • ,1' 
por' n coordenadas xl' x2',·, ,xn' 

Esta dofinición "loeaí" fué la eomunmente admit'ida 

durante muchos aftoso T.L��i-Civita (1873-1941) en The 
! ' 
absolute JIfferential Calculus� 1923, traduccióp ingl�sa 

de 1926, dice "Punto da un� variedéd n�dimen¿i���; :
a�¿trac 

, r , '" .
'
., ', t .� 

ta es el COL]Unto 1� � vnriables xl' x2" " ,xn y variedad 

'�,í . ,  ;í>..;¡ r ... t· i; 
se a n variablesí! (p.119). L.P.Eisenhart (Riem'annian Geo-

• " l ,', 1 -. . =!-- e, • 

metr'y, 1925, p.i) dice: IIn variables in'dep'e:ñdiente�s' , " 
J . : ' . ; " ,  ¡ 

x
i

' x2'···.xn pueden pensarse cbmo las coordenadas de un 
' • • •  "1 " , � '. • • 

:" '  • • .. j' ,1 • : \ .' " l '  

d e valore s C,:.�' 'la's"'-var-fá:DI¡¿i"s'''d ÉlFí'rÚ3' un -pui:f'!:"l:j"'d"e-- tá Val' iedad fl • 

, " El primero en lla
'
m
r
�,; especialmente la at'en�'ió � ,rs'�'

b:re 
.: I • • . . .

. ! . . .  lo j " :. , 
la posibilidnd de que un mismo sistema de coordenadas no 

. ,'; 
valga para toda la va;'i'edad, p"J,rece ser' H:HeyI(188S":'1955) 

r _ ,  , , ' , ' r ' 
que en su Space� Time and Mattor' (1918) (p:84 de la L¿i-

'. ' • 1 t:. ::' 1 • � • , 

ción inglesa de 1922)" dice: 1'1a carac'terístic¡ da Una 

v�r1�d�d � '-,(Ú"'nlens ional e's q,ie ':cada un� "a'e sus eleme'nt
'�'s 

. . .' 
. ,.' . ?, . 1: • � ., ;: • : ¡ 

(pun:tos, condiciones c1é uri gtiS , colores) puede se!' cspe-

e año dando n cant idac1cs: las Ilcoórdl'lnadas ti, qu,o son 
, , 

funcionés continuasa"e'ntro de 'la val'i,cdau.. FiHto no débe' 
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i . ' 

significar que IItodalf la va!'iedad, con todos sus el!3mentos, 

p�ed� !'epresentarse de una sol� y reve�sib�e mane�� pO�,
los 

valo!'es de sistemas de coorienadas (po� ejemplo, esto . . � .: im 
: • # 

pos'ible para la eSfer,a
,
_ p�ra la cual e,s, n =,2); sig,nif,:iQa 

solamente que si P es un elemento arbit!'a!'io de la va!'iedad, 

siemp�e existe un cierto dominio en el entorno de P que 

, .. " . - .... ,. -
" 

.. r, _ . - '. . � ..:: , '  

puede �ep��sentarse de maner�
, 

unlvoc�,y reversible pO�, los 

valores de un sistema de n coordenadasll• 

Las necesidades de la geometría difé!'encial global, 

cuya impo!'tancia se manifestó con ímpetu en la décad.a 
, . . . ' . .' � 

1930-1940 para !'efo�za!' con las berramientas del cAlculo 
. � . .  

éiiferÉ,'iiéial los pr<?g!'es�s, �,
�e i,ba haciendo la T�p'olog

,
la,� 

obligaron a puntual iz.ar bien las def iniciones bás icas de 
, , 

las espacios multidimensicnale�. El p!'i�er ensayo fu' el 
< ,  • ," 

• • • ' " ', '  t '  : . 

lib�o The foundation s  of Différential Geomet!'y� ta�b!'�dge 
� . '  . 

Tracts, nO 29, publicado po!' O.Voblen (�880-1�60) y J.H. C. . �. . . 

Whitehead (1904-1960) e:q 1,932� cuya idea esencia'l f,u' la, 
': . ,( 

,
de defini!' !'igu!'osamente las relaciones ,€lnt!'e la va!',ie�.ad 

, . � . 

Y los sistemas de coo!'denadas que se int!'oducen en e 
# • • '. • . '  .' .. ,. ' • 

p�ra su estudio, haciendo una cla!'B distinción entre ambos' 

. . 
< 

f;J'. 
. 

• 

conceptos. Se f6!'mula por prime!'a vez de man�ra exp �l?�t� 
I .� I " . '  • 

qUe las vB!'iedades que estudia la geomet!'la difere?c�al son 
, '. 

un conjunto de dos elementos: p!'imero, la variedad corno 
. "; . '  " . ' � .  . ' .' 

conjutito de puntos� pa!'a cuya definici6n y t!'atamiento 
, " , : 
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, segundo, "un c íerto' co'rlj unto d'c, 11 s isteinas d,c coorde,nad,B"s 

,adnrisibles" que permit e n  (;ü est'udilJ ,Hdiferencial" de la 

\rari�edad y entl'c los cuales' deberán existir c,i,ertas, fór'­

"'�ulas' de'tra,nsformacióri o' c ierta s relac·ioD,CflS de �equ,±v:ale!!.. 

'c:fa:" que los 'vinculen 'entre si y p ermitan pasar ó'e ',uno's 

sfsteriÍas 'a otros. 

Esia idea se ,fu' pu�iendo y simplificand o i hasta �l� 
gar a, la definición actual 'de Ilvariedad difer.:mciablelt que 

V01'emOS i.\n es't:a Honografía, ':! qUI3 es 'el,resulta,do de suc� 

sivÓé perfecc:fonamien"tos debidos pvincipalmente a "lLWhitney 

(DifferentiéiJH'e t1arLifolds', ,Annals of JlJ a themat ics , ,,'01. 37, 
1936� �.645�4éO), C�Chevalley (T�eory of Líe Groups � Prln­

'ceton ; ' 1946, Cap. TII), S.S.Chern' (T a pie s in,;diff�rential 

'geometrty, cursó m:l.meograf'iádo, 'Pr'inceton, '19!ij.1) G.' de: Rham 

(Varicté:sn.fff·.:rentiablcs, }f<:¡rmann" París; 1955')', A¡,Lichn� 

rOi'Ticz ( ThGorie globale des c onn exions ot des grou'}?e.s 

d f h ú> fi o JTI {,,) Par i s, 1 9 55" :Ca p. 1). A ,p el l' t ir, El e e,s t e fe c ha, 

'l'a d,
'
ef'inic Ión d'c val' iecla',),: 'difeI.'enc íable es ya, us.u.al en 

to,IOS :lbs te}(tos de' Gcor.H,n:ría D�fcrencial. , , 

En todas las 'de f:{nic fones se trata de introduclir" 

coordC'nada's X'5, , que pU ed e n susti'tl1irse 'po.r.' otras median,te 

düfrtas "f6rhiu s' de"f:¡;'ausfórlnaci,ónti xi = x,1.(x1.x2" • .  ,xn) 

su'j e t élS': a; dotEU'itnl.n'adas condi ci o n e s  para man.tem:lr' la .. biuni-

vocidad en tr e  las x .  y le,s x t. Para hacer geornetr la' ,iha!y � � 



que ,; e:.l �n dctermina�o sistema de coo�denadas, trabajar . " .. . ' . . . .' 

con ,�;t. y ,l,uego prQ,bap, que los ,r,�.sul tados obtenidos no de-, '. " . . ' • '
. ' . > ,  • 

pe�d�n del sistema elegido. Para asegurar esta independen • � � • 1 '. • • ' . . -

cia,'d .sistema de. coordenadas. o, sea. para distinguir las 
. ..  . .. . .' .' : .

. 
. 

. 
. . ' 

.-p�9pie�ades in�ri��ecas de l� variedad (independientes del 

siste�a de �Qorden�das) de las qu� no lo ,son, se presentan 

dos posibilidades, a saber: a) Encontrar un�s reglas de 

.pllculo aprop�ad�s tales. que. aOn utilizando poordenadas, 
� . . . : ' 

se sepa en cada m6mento cuales son los �es�l�ados que no 

dependen de s; h) Suprimir las coordenadas y operar 
., 

�) ,���cament�� con ciertos a�emeptos que sean ello� mismos 
: . 

: .'in.tr:tns,e,co,s, a la v:ariedpd. La primera a;L tel�'Pativa di6 lu-
<, : ,. ..

. • • • • • 

gap ,a 
.. 
\.:,: .� .lC�

,
�o

.: .. 
t :n��ria� y corresponde a la tendencia de 

la �:ra�icional geometpla ep coordenadas. La segunda, muy 
.... � . -. --_ .... . � .".- � . 

,¡infl·uida pO.r ,el álgebra ,.moderrna. corresponde a la tenden-

y el t;'lg,ant e'., 

. � . . " -f 

... . ,. ,� . . .  
-- . .... ....... , .. - . 

.; 1·1)J .... •• ••• .h·,4�" ••••• "" ,'""". -:"", _-:_ ... • • .... ,. 
�� . 

• • 

., .... ' ... � .. , ... 

ef�c1�yi�a � � en la .pro 

distintamente una q, otra 

e ,exposición vamos a seguir in-
. ' 

. . '  ' . : ', ! 

tendencia. se gún convenga a cada . , . . . . 

caso, sin aferrarnos a un exagerado excl�Bivismo. Creemos, . . . 1; • • ' .  : ' . .' _ 

,por. <;>tra p<;lrte,. que �onvi�:q� conOCEn; y ejercitar :'¡'as dis-. . ' . ., . . . . . ' . . : ' . ' 

P9d�r, �isponer de todas ellas 

:�ua�do apar�zc� la necest�ad �e atacar. un problem� oon-
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Aunque el título de la Honografía es IIVaÍ' i'l:ldad es' Di 

ferenciables" incluirnos una introducci6b a los grupos de 
. . ' . . .< . .  ' 

L�e, cuya �eor , desde los trabajos de E.Cartan (1869-

19511 Y C.Cheva ay, est& indisóiub i e��nte ligada a la' 

,geQmetria d�fe�enc�al.· 

. El contenido puede :éonsic1ersl'se como el núcleo central 

sobl"e el que 'se han :"asado les ·cursc·s t'egulares de Geometría 

Difer.encial, dict.aoQS por al11ros' autores en 'la Fa'cuit,ld de 

Cie,n.cias E�.a,ctas y Naturalelj> de la Univerq: 
. . � ... �._. 

de 'Buenos 

Aires, durante los Oltimos anos. ta idea ha sidQ ��ijnir ¡ � . ' I j • • ' 

los c<?nocimientos qu,e se consider,'
,
an .,indispensap,le� pa:r:-a 

poder proseguir con estudios ma� especializados��. 

Buenos Aires, febrero 1978 
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<::API'IU.10 :.1 ;, .. . .  

. : 
PRE LIMINARE S  TOPOLOGICO S 

l '  .; 

1. ESPACIO S TOPOLOBICO S , í .t • .  " • 

Suponemos conocidas las defini�iones elementales 80-

bre "conj'uiltos y subconj.untos, asi co·mo las operaciones fu� 

:�amefrtales de ·�ni6n.� intersácci6n entre ellos. Represent� 

remos el conjunto vacio por 0. ' . . : 

DE�INICIÓN 1.1. Se'llama espacio topo15gico
'a;to�o: 

corijunto E en �l cuál se 'distinguen una familia de subco� 

juntos,�Ila�ados abiert0s� qúe cu�pleri lo¿'�i��ferites 

axiomas: 

1. La uni6n de cualquier número de abiertos es un 

abierto; 
;. : ; .. : 

2. La intersección de dos abiertos es un abierto� 

3 .  El conjunto vacío es un abierto; 

4. El conjunto total E es un abierto. 

Los elementos de un espacio topológico se llaman pun-

tos. En algunos textos, los axiomas anteriores aparecen 

reducidos. Por ejemplo, si en el Axioma 1 se interpreta 
.... 

que el cero entra dentro de Ilcualquier númerol!, en�on.('es 

la unión de cero abiertos es el conjunto vac!o y el �xio-

ma 3 resulta ¿onsecuencia del 1. Sin embargo, dejando de 

lado la independencia, el sistema anterior es el mas usado 

y el mas cómodo para nuestros fines. 
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�ara' ure mismd conjutito�E, las familia� de abie�tos 

pU'éden se'r diferEl'ntes: los' espaci'os 'topológicos correspo� 

dientes son entonces tant'bién 4if er'ent es , 1\'1 asignar: a", E 

una fa�i1ilia de abiertos, que cumple.n' los· axiomas .ahterio-

res, se dice que se ha asignr:ldo: a E' uTla estructu'r'a de esp� 

cio topol'ógico, o: bien , una' topología. Si sobro un mismo 

conj\mto se tienen definidas dos topolo s y OCU1'rE! que 

s.egllnda', pero no al revés, se dic.e que esta' últ 'im a .. �qºo-

ma:s fina que la primera. 

1. Tomando como únicos abiGrtos el conjunto vacío � 
y el espacio mismo E� se tiene definic).a una topología. Es 

-' 
la menos fina de todas.:. Se l1am'a la 'topologí"a c'oncre ta 

o la topología 1 .  
2. Tomando como abiertos todos los Hub¿onj un�os di E, 

incluidos el Yl y �l E, se tiene otra topol¿gía'.
·
se ' llama 

la topología discre de E. Es ia m�s fin� d� todas . En 

ella los puntos son abiertos da E y este h�cho c�r¿cte0i 

za la topología ¿iscreta. 

3 .  Sea la rccta real -"" < x < ro. La ' famitir,i de abiar 
tos a < x < b (a, b números cualesquiera�' tales que a < b). 

junto con la unión de un número cualquiera da 'ellos' , defi-

ne una topología. Obsérvos0 qun el Axioma 2 vale para cual 

quiar nfrmsro finito de abiertos. pero puede no valsr para 
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un, núm.ero inf.inito. Po·r' eje'mplo�' en la t,opología menciona 

'da�.'los abier'tos . -l/n.< ,h < l/n� para n ¡::·1.2�3� ... t;ienen 

por inte'r,sección ,el sól'o pun"to' x ::: O. ,que no .. es un ab'i'erto. 

1,'4. Sea un conj�nto de puntos A'contenido en el espac�o 

topolór.;ico., E. Tomando como ab.iertos de A las ,intersecciones 

A ro u' (U abierto de E)! se tiene definida sobre A un'a topo-

logía.(puesto que U(A·rU. ) ::: A n(UU.)�·(A,rU.)fTI\(A n U.)::: J. J. J. ] 
::: A n (Ui n U

j
)). Esta topolo�1él .se llama la topología in-

ducida en A por la topología de E$ o tamb.i'n la topolog1a 

relativa en A. Se dice también que A es un subespacio topo-

1 ico de E. 

2. BASE DE UN ESPACIO TOPOLOG ICO 

DEFINICION 1.2. Se llama base de un espaci9 topoló-
. :;.' . '  . . : 

gico E a toda familia de abiertos
'

{D } de .� �a�'que tódo � 
abierto de E sea unión . de U • El conjunto vacío se inter-, . ' , CL , 
preta com,? unión de un. c ,o'fljunt� vac:r:� p.e abiertos U a. ó 

Son· importantes los espacio.s tO?91 ��icos
, 

que a,dmiten 

una base n�merable. Se dide, a ve�es, que ta�es,esP?cios 

satisfacen a� segundo axioma de numerabilidad. 

Sea E un conjunto y
' 

{U } ufla familia de sub-conjuntos. , . ,  a. . , 

Interesa saber si
'

{O } puede tomarse como base de una to-, a. '  t . " ," 

pologí?J. de E. Para, ello es n,Bcesa.rio y suficiente que: , 

. " 

\ ' 
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b) La' intersección de dos Ú , sea tambi én unión de U • a a 
Con estas <ios cOlJd:i.¡U,Qn¡a.s,� es claro que se cumplen 

'la� dnn1iciones'qae exigg"la definición de espabio tDpol� 

gi9"O:� A voc.es conv:té,ne sustit.uir ía condición b) pOl? la 

's iguient e t 
b:';) Si x E UC( n Ujj, ex.iste un U'Y tal que 

X E U e U r Un • "'1 a 1"" 
DOD bases que determinan la misma topolog1a� o sea, 

la misma famil ia de �Biertos de t. se llaman egbivalentes. 

3. EL ESPACIO NUMERICO 
'
Rn 

DEtLNICION 1 .3. Se llama con 

j ,un t .. �, �,?, t?d�s la
,
s

, 
n -,

uplas. ( xl' X 2' : . . ,� �"�'? ). dé 
.. 
n��:ros ' re<¡l­

les, dados en un cie�to o�den. Cada una d� es�ª� n-up�a� 

se llam� un punto ,de� eSPR-c.io y los númc)'os reales 

xl'X2,,� • .  ,xn s(;.lla1'!.'�'fJ �p,:¡;¡ del punto. 

:gara "upificar ,el enunciado de eí os resultados y 

teoremq.s s� su�le completar la d�fíniei6n anterior con el " 

eOIJI.:-ehio de que para n = O el eflpac io T.11lf,1 
�ormado por un sólo punto. 

. O .. �co R esta 

Tomemos en Rn la famil�a de ahier�os formada· por los 

conj'untos de p�Í1tos x( Xi ,x2' ... ,;xn
) tales que 

( 1.1 ) a. < x . <h. , J. :L J. 
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siendo a(a1.a2, ... ,an) y b(bl.b2� ... ,bn) dos puntos de Rn 

tale� que las di�erencias bi-ai sean todas positivas. Ll� 

" ��remos a estos abiertos intervalos de Rn. Ellos definen 
. ' n una base en R • por cumplirse las condiciones a) y b) an-

�. I . '\ 
:·teriores. La topologia correspondiente se llama la 

1 d� Rn, Siempre que se mencione a Rn.�omo'e� 

pacio top�16gic�. se entenderá con la topo�ogia anterior, 

que tiene comó abiertos a los intervalos y a los conjuntos 

formados por unión de los mismos. 

Si e; (1.1) s�-�uponen a. y b. racionales, los inter 1 1 
.valos (1,1). co�;�ituyen tambiAn una base de la misma top� 

logia anterior, pues todo intervalo real es unión de inter 

valos racionales. Por tanto: 

El . ¿ .  R'n espaclo nUmel.�lCO:· .. , con'lá topología natural de-

finida por los intervalos (1.1) como ite una ------��----�--��-------

El espacio numérico Rn puede considerarse t'ambién 

como un espaci.o vectori , . " . 
,utL'.d:imensi6n n. Los vect',ores 

son e�tonces las n-uplas X(xl,x2,:.,.xnJ� con la ley de 

adición X+Y =. (x1+y1'x2+y2' . . . •  xn+yn) y el producto por 

un escalar definido por �X = (�x�'�x2" :.')xn). � veces 

conviene considerar a Rn como espacio topol ico y a veces 

como espacio vectorial. En el primer caso, las xi �e llaman 

las coordenadas d:�l punto x y e,n el segundo las componentes 

del vector X. 
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DEF�NICIO� 1.4. Una funci6n d(x�y} de �alores reales, 
, . . ' . 

dDfini�a para todo par orde�ad. x,y de punt os de un espa-

dio to py l 6 gico E ,  Se dico que define una m6trica en E, o 

que d� fi ne una estructura de en E, si cum 

¡ 
pIe las siguientes condiciones: 

a) d(x,y) ,. O Y d(x,y) :: O si y só.10 si x :: y; 

b) d{x,y) '::: d(y;x) (propi¡::;4ad do s ime'tría) ; 

e) d(x,y) -< - d(x,z) + d(z,y) para cual_guier t erna 

de puntos x,y�z (propiedad trianguler). 

El número rea;I. d(x.y) I:¡e llama la entre 

los puntos x,y. 

Un espacio topó¡6gico en el cual se ha definido una 

m'trica ; se llama un espacio m&trico. 
" n 

Por ej emplo. se puede d.ar a R una 8struc'túr,a 'de' e� 
pacio métrico. definiendo la dlstaücia d(x ;y) por 

(:1.2) + . • •  + 

la cual satisfnce a los p ost uladD s ,a), b), a) 'an�Driores. 

,El, espacip Rn con esta met111ca se llama el es,pacia 8,\1,c1:i.-

diana de n dimension�s. 

�a4a la métrica d{x,y) se defin e la bDl� abiert de 

centro x y radie. r (r :> O) como <:1 conjur¡to de puntos y 

tales que d(x,y) -< r y la bola c,errtrda, de centro ,x, y radi.o : i \ ;. 
r como el conjqnto de puntos y tales quti d(x,y) -< r. La 
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esfera de Rn 4e centro x y radio r es el conjunto de pun-

t o s y, tal e s que d <..� • Y,) ::: r. 

Sea B (x) 18 bola abierta de centro x y radio r. U n  r' , 

subeonjunt� U del espaeio,m�trico E se dice �ue es abier­

to, s i para todo punto x ,la U exis�e un número real r '> O � 

tal que B (x) e U. El conjunto de estos abiertos, nas el r " " "' .  , " � 
conjunto vaci�. forma una familia de abiertos que definen 

u.na topología B!l el espac io mé,t�ico E. Est a es la topéllog 1a 

natural que,se supone definida en todo espacio métribo 

cuando no se especif�ea otra co�a. 

S �a {x.} una sucesión de puntos del espacio m�trico , ' J.  , 
E. que tiene la propiedad de que para cualquier e > O exis 

te un número natural n(e) tal que para k > n(e} Y m > n(E). ,. 

< E. Una tal sucesión se dice que es una suce-

s160 de C atichy . Si da�a la sucesión·{x.} �xis�e un punto x , . , ' l. ,,' 
de E tal qU,e p'a;r-a cualquier n '> O existe n (n) tal que para , ' , I 

n '> Q(n) sea d'x ��) < n, entoncas la suoesión {x.} se di_o n , . l. 
e e. que es 

" 
ente ;' 

, , 

D EFINI C I O N  1.5 . Un espacio m'l3trico se d que es " 

, si tod8. sucesión d'e Cauchy' del mismo es una .s,iJ-

cesión convergente. 

5. E SPAC IaS S E�ARAD O S  o Dt H A U S D ORFF 

,. 
D EFIN.IC I O N 1', tí': "'"Ser-'lla'ma.  e,ntorno del punto x € E, a 

todo conjunto U
x 

e E que contiene a un abievio que 
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contiene a A • .  

I e n  
I�ICION 1.7. U n  espbcio topo16gico E sci dice que 

o' de Hausdo-rff, si cu�.'Jo.eOsquic!ra que sea.n los 

E �  oxisten ent·orncs u';:1'y' sin punto' o·omún. A y puntos x, y lE 
No debe confundirse IlsGparado" con "ae'parablett, nom-

� . '¡ 
bre esta dl�imc qua se da a los espacios topo16gicos que 

;contienen' un subconjunto donso (ver la DCfinici6n 1 .1 2.) 

y numerable. Para evita l' la confusión los llamaremo s siem 

prBoAspneios de Hausdorff. .... � ,. . .  " � .  

Ej emp'los 

1. Consider&mos el conjunto E formado por dos rectas 
, ,. 

eo.n ÜCs--partes x. < O identific s y las partes x. > O di-

f ar antes, y en cada caso los ahierto.s sean l GS intervalos, 
",' , . 

Los puntos x = O d:o cadg recta son dos puntos difer e ntes 
' ., ,'# t" .) � • l.: �'. ';) • .  

- de E y sin embal' lfó O-no" tienen úntopnó sin punto común, o 

sea, E no es de HausdIorff. 

2 � 'La iOécta real, tomando como abi ertas las samir:ec-
00 .; 

ta.s a la derecha de todo pU iitb (a < x < 00) es un és.pacib 
I • .. • 1 

topolog.ico que nc. es de Hausdorff. Ve.mos así que sobre la 
J .\ ' � • 

recta real los abicr'tos a <: :le  <: b y los a <: X < 00 ile f in en 
'o. • 

tapo10g1is aifBrantcs, pu�s la primera es de H�usdorff y 

la s� gunda no. La primera topologia ms mds fina que la 8 8  
.i. :' 

gunda. 
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S. Todo espacio mét�ico, con su topología nath�al, es 

un espacio de Haus40�ff. En efe,cto. dados dos puntos x,y 

:1:,a"108 quú ,d{x,. ,y) ::: a.> O, los 'abie�tos B (x) B\'�(Y) . .. , . .  a/2 ." .. ' a"{ � 
n� tienen punto común. .' " . ' :'; 

6. OTRAS,DEFINIC IqNES 

En la's definic'iones' siguiEmt'es','" E �(;'p�esenta un esp� 

c:,io topológico dado. 

DEFINIC.IOl'f 1.8. Se dice que un punto. x es int.e,�,�o�· a 

un conjunto A e E. si A e.s un • : 1 ento�no de x. El conjuntp 

de los puntos interio�.es de ,A ,se ,llama el interi.o� de A. • ' . •  j ... ' 1  • ", .:. I . . .' . _ , 

DEFINICION 1.9. Se dic�, que un pu��o x es ad'\1epente 

a un conjunto A,e ,E, si t040 ,ento�no �e.x_contiene po� lo 
., '" ' .. 

menos un punto d�,A. ,tl.conjunt9 40. los puntos adhe�entes 
1 .' � .. .. * . ' :. " �. '. 

de A se llama la adhe�encia o la clausu�a de A y se �ep�� .. : :..:. :-+, . � . ' 

senta po� A. 

DEFlNICION 1.�Qw S� llaman conjuntos co��ados de E a 

lós complemimtaroios de,-los ábie�tos de E, es decir>, a los 

E-Ua� siendo Da �n abie�to de E. El �onjunto vacio y el, 
, " 

esp�ci� ente�Q E son� a l�,�ez. á�ie�tos y c��tados. 

Un subespacio A E se dice que es ce��ado; sI E-A 

es un abie:rto E. 
'¡ 

DEFINICION 1.11. Un punto ,x _s� dice que es un punto 

fronte�a de un conjunto A de E. si es a la vez punto ad 

r>ente da A y de su domplementario E-A. El conjunto de los 
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puntos f�ontc�a d� A se llama el bord�� el · cóntorno o la 

fro ntera de A y se rep�esehta por ZA. 

DEFIIHCION 1 .. 1.2.· Un conj unto A se diGs que es denso 

en E 8i!. A = E. 
DEFINIerON 1. 13 . . E se, dice que es conexo si, siendo 

,A Y B a·biertos E no �ac!o8, la relaoi6n A U B = E impl! 

ca A rn t. � .  
Obs'r�ese que en la definiei6n se pued e  sustituir 

lIábiert,o!l pOl1 I1cerr·adoll y que .dé ell.a se deduce que lit es 

,c�,nexo si y sé,lo sl s 6nioos sub�onjUntos �e E que son 

;a la vez· abie r,tos y e errados SGn El y �1!. " 

. , -DIlFIl�:tCION 1.14. Un espacio topológico E se dice que 

es QOillpaq:to" si todo cubr;imient·o d,e .S ,po,r abiertos contie 

ne un cubrimiento' f in1 to. ' , " ,\ 

Para probar 1� co�pacidad un espacio ea a veces 

�ti�. la s iguiente 

ilEFr�rCION 1.15 Una famil i a de coniuntps se dice 

que , t,iene la "propiedad d.€ intersección fin 
'" �. . --- � . ... �.� " "  . 

subfamilia fin de la m . . . '  , 

tI ; si toda 

Vale eritonces el sigui ente teol'(:�ma, .qu .. ? :r.!en..<: _ . ser 

la definición dual dE! c om pacidad : 
TEüREM.A 1'

,
1. El {:spacio topológico E es ¡:;ompacto, 

�i Y 8610. si, tod� (amilia de conjuntos DGr�ados de E 
que tenga la propiod,ad de; .intersecciÓn f'init.a, tiene 

inte�sDcción no vacf�. 
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al Su po n gam o s  que B e s  compactol Sea' {C }. una familia 
a , . ' .. .. -..... .. . _ 

Ji\.:� ".9,0r}:'aQos con·  l a  pl'op i.eda9 de i nters ecc i ón fin ita; hay 

qu e demostrar que s u  i nters e cc i ó n  no e s  vacia. S i . f u er� 

'v 'acla , l o.s .t;<:9?,nu?J!?m e ntar i o s· {F.;-Co.} s Brían ab iertos qu e c� 

:�r e n  E y p or tanto un nQmero fin ito' de ellos tambiln cu-

brir1� E� La inters ecci ón de l o s  e cOrre s p9pd iente� a 
C{ 

est·o s ·  último s se:ria' v.ac:la , c'ontra ;La h,ip óte s i s  'de que 
.;' {C' } p o s �e ' l a  propiod ad de intersecc i ón finita. 

ti. 

b )  S u p o n gamo s '  qué sit;¡ cum'p l "en las condicüme s d� l tea 

rema. Queremo s demo strar qu e E e s  com pacto .< S ea ' {Aa} u n  

cuhr':ini i e nto por a 'bierto s de E� l os ,co:m p l e m entar'ios' {E-Aa} 
tie n en inte;r:' s acc i ó n  vac'Ía . P or tan to, e x i s ,te ;u:na fami l ia 

f i n ita d e ' {E-A } con i ntersecc i ó n' :vaé"ia., .Su s ·comp lt?ment� 
a 

r i o s  f ot'!Ua·n \m cu primientq finit<;y d� E p or a.b.iar-tos. 

También: fac i l i ta l a  demo s tración de 1,a c.ompacidad de 

ciertos espacio s, e l  $iguclento . .  ' . 

TEOREHA 1.2. :En l a  Ddf:i:n,ición "1: 
de E p u ed e n  limitar s e  a' O'ubl"limiento s .p.?r. ab.íertq� de u na 

En ef ecto� s ea ' {l;l } ·un ¡'cub n im:i.ento 'por ab iert;o s a 
Cual e �.q",-�era Y. B \l1'li?-:. ����' .. C:0m0 :cad':l, V ci .es un,ión de al;;;�eE . 

t o.� d e  J3�,:\.�e .:ti�I?�,e .�:!!?ljl� i u n  ,c:'J-1?��mi,�.n�?
' 

{Ba} c'?IY ... Ba C. 

S i  ,para 'todo. 'cúbr i m iénto '{B } exi ste J:.ln cubrimiento f.;i.:qite . .  ,' ' .. .... . , .. ... " . .... .... ... . .. . .  ex . • •. .. ' . . .. . .. . .. .. , .. ' '', • • •. •  

fe�mad� per. Dl,BZ" .�.»�, cOme cadA��i' pBrt����e . a�u�:. 
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ciérto Uí de' {U oJ 1 también estos U i formarán un cubrimiep 

té de E. Es a.eeir ,. con sólo sup.oner que la c.ond ión de la 
, Uefinici6n 1.1� se eufu�le para abi �rtos de B, se deduce que 

s'e cumple para éi biertos cualesquiera. 

:"a�n dar'la demostréci6n, enunciamos el 'conocido y muy 

útil teorema siguiente: 
,. . n TEOREMA 1.3. Todo subespacio cerrado y acotado 4� R 

es compacto. 

Decir " acotado t l  significa que las cO(i:n:'denadas da sus 

'"puntos están acotadas, o bien, qúe puede' eneel"1r",rse dentro 

de un cubo o una esfera suficientem�lft'e,_.grande .. _ , ... 

Obs'rvese que Rn no es compa�to. Para.espacios,compa� 

'tos es fácil demostl.'ar el siguiente\ " 

TEOREHA 1.4 � T9do subespi3.cio cerrado de )ln e,spacio 

compacto es comEacto. 

Inter�sa tambiGn el'teo�ema 

TEOREt·1A 1.5. Si 'E:' es' un espacio topológico compacto , 

...:.....:...::::..:.=---=-:.�'...:...::.::...:...::.-..;;...;=--!o:...:�.:.....::.-::...=.. i {p i} q ti e con t ien e in fin it o s Eun t o S , 
tiene por 1 0  menos un punt� d� acumulacian� o s�a, un pun-

t6 Q't�l qué cualq�i��'entorno de Q ti�ne �lgdn"punto del 

conjunt'o' {Pi}"' cÁ.i'S-h'\d--o � �". . ' 

: :PQ!,� tant,o., ,s,e.gú'n la definición, de, 

compleito', se t iéne 

'TEO.REl1A 1. {). Todo espacio mótrico c9mpi'ic;l:: o : es completo. 

H 
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" . .  F in a l m e n,t e· v am o s  a r e s um i r ', a ·  c o n t i n u,a c i ?n u n a s  ú l t i -

m a� d � fj n i c i o n e s  y � l g u n o & t e o r ema s r e f e p e nt e s  a � a s  m 1 s -

Ijla s ;:: ,.qu e  .. v a n  a s e r ' ú t i l e s  e n  1 0  s uc e s iy o . :E s t a s  d e f i '� ;i ,? i2.. 

d em o s ,t:r a c i o n e.s d e .  l o,s t e pr eTl)as·  qu e s·e ¡n e n e  i on a n  f:u e d e n  

v e r s e  e n  l a  m a y o r í a  d o  l o s  t G x t o s  d e  T o p o,l o g í a  G �n e r.a l., 

p o r  e j  emp l o  e n  l o s  d e  K E L L E Y  [ 1 3 ] . L E FS C H E;TZ [ 1 6 ] --, . � " " , l. . . . _* • . .  • 

H O C K I N G - Y O U NG [ 9 ] Y W I L L A R D  [ 3 3 )  c i t a d o s  e n  l a  � i b�� o g� a -

, d e l f i n a l . 

D EF I N I C:I O N  1 . 1 6 . 3 n  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  E , s e  d.i c e  
,
q u e  

e s  l o c a lm e,rit e s i  t od o  p un t o  d e l  m i s m o  p o s e e  u n  

'e nt o r n o' c O,m p a c t o . 

D EFINIeION 1 . 1 7 . U n  B i7' p a,c i o  t o p o l ó g i c o  E s e  d i c e  q u e  

e r e g u l a�'.  s i  , p a r a  , c a d a  p u n t o  x y c a d a  e n t or n o  U d e  x t 2 • • • , .. � . , ,, 
e x i s t e  u n  e nt or n o  c err a d o  V d e  x tal q u �  V � U .  

D E F I N I c r O N  1 . 1 8 . U n  e s p ac i o , to p g 16g i c o , E s �  d ic e  q u e  

o:r.mal ' s  i " pa r a  c a d a  par q,e c 6� j  u n t o s  c e rr a d p s  ,y d i  s -
.. . . . ' . ... ..... - • . .' . . M "  • "... • • ' 

1 unt o s  A y B , c ont e n i d o s  e n  E ,  & x i s t en , c on j u n t o s  a b i e r t q s  ...... ' ,,, �.� . • • • •• • • • •  ._.. • • ' . ," . ' • 1* .. .  , � • � • .. • • 
. ' y d i s j un t o s  U ' y V, t a l e s  que: 4 e U "  B e , V . , .. M ' . O'. . ,  - ..... ' . ' • o •• , .� .. , '. • • • • ¡,. 7 . .  • ...

. �. ," .1 . .� .. ..  : .J • .  ¡_ ... 

' , ', DEFHU C.I O·N, 1 . 1 9 . D ad o s  " d o s  c u'br im i e nt o s ' { U  } y '  {v  } .  ,' . .  . .  '" ' c . . .  ..; ... "' . .. . . , :",. . " , .. ' .' :. " ' 
, 

" . 0; , 
.. 

. . :' 
O; 

d e  u n  e s p a c io t op o l ó g i c o  E ,  s e  d i c e  q u e  el s e gu n d o , e s , "" l .  , 1  .":!".'." � � ... ' • • •  
m ás f in o  q u e  p r i m e r o  o que &s . un . r e f i n am i �n t �  del pr i -

m e r o !> s i p a r  a t o d o V(i e � i  s t a un U ex ' t a l q u e y {j t: � 0; '  , 
" .. , D E FI NI�,ION ;l. , '2 ,0 . Un c.u,br. imien:t o ' { u  } :  d e. E i s e , d i c e  ..... . .  '� . �  ... ... 0, 0  _ •• - l '  "_ 1 " ' " ', .. :; .. .. :_ ' , . , .  Ct 

q u e  e s  l o c al m e n t e  f i n it o , s i  t o d o  p u nt o x e E ,  e x i s t e  
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un e n t o r n o  d e: x que s ol am ent e t i e ne p u n t o  c omún c o n  un nu 

mer'o f in it o de c o n j u n t o s" {U } .  E l cubrimi"en t o ' tu } s e n i c.€! � a 
q u e  e s' d a  t i p.o fi n i t o , s i  t o d o  c on j un t o  U s o l'arn-ent é t i e n e  a 

punt o :comú n  c o n u n  número f i n ito de c 0I1j unt o s  " {U a } " 

� E F I N I CI ON 1 . 21 .  U n  e s pa c i o  t o p o 1 6 g� c d E se di c e  q u e  

e s  p a r a c o m p a c t o , 's i e's d.e Haus dol" ff y t r.:J d o  cub r im i e n t o  p or 

a b i e r t o s  d e  E a dm it e un r e f i n am i � n t o  p o r  ab i e� t o s  1 0 c a l -

me n t e f in it o . 

L o s  e s pa c i o s  to?,i.?ibg:t !c o s  q U'É) s o n  0 1  s o s t én d e  l a s  

var i a d.a d e s  d i fer c n c i ab l e.s gu e qu¡;¡rc m o's e s t ud i a r  s on e s p� 

c: io s dé Fla u sdorff ,de b a s e  n um e r ab l e . Int e r e s a  � p or t an t o ) 

re c o p i l a r  a lgunos re s ul tado s d'e e s t o s  é spac i o s  y s u s  v i n -

c u la6 io n e s  c o n  l o s qu e a c ;ab.am o s  d e  de f in,ir . 'EtJ e s t e s e n t i 

d o  s on int e r e s an t e s  l o s  s ieuie nt e s t e o r e m�s{ 

T E OREHA 1 . 7 .  ( L ind el'6ff ) .  E n '  un e sp'<;i c i p  t op o l'6g i c o  

d o  b a as n um e r abl e , t odo c u br im i e n t o po� ab i e r t o s  d e  u n  

subc o n j  u n t o  a r b i t r a r ió , t i e ne u n  13 ub c ubr im.iento n um e r a'b l s . 

T E aRE�A 1 . B .  T o do e� pa c i o t opo16g i c o  Dggu� ar d c  ba s e  

n um e r a b le , , e s  nOl'ma l .  en ; ') " "1 ;)\/ , ) �, 

TE QR EMA �. � .  �od o � s pa c i o  t op o 1 6 g ic o d a  Ha u s do�fe y 
l o c a l m e n t �  compa c to �  e �  � egu l a� • 

. , .. " '!;EOREMA 1 . 10 '. T o cl e) e s p a c i o  m é t r i c o  C S, par a c omp a c t o . 

'TE O R EH,A 1, . 1 1 . ,  T od o  e s pac i�" 'pa r a c � mpa c t 0  <:1 S 11 orm a l . 

T,E O R EMA, 1. 1 2 . S i  e l  e spa c i o  t o p o l og i09 E a s  no rm a l , 

p a r a  t o d o, c u brim i c n t o po� a b i erto s {U a } _l_o ___ G_" n_t_e_f_i_n_�_' t_o _ 

e x i s t e  u n  e n t ,:) ' {V } 
-----------�--���--- U __ ...:."-.� V e u p ar a, t od o  a .  . . Ct (t 
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Un  e j  emp l o  d e  e sp a c  io , no ' p'arac omp'a cto '  e s  e l  s emip'l a -

� no ' J  > 6 c o n ' l a  t opol o g ía u sual  d e · interva l o s , · m a s  l� r e c  

. t p Y ::! Q .  j unto  c o n  ' l o s  a b'i ert o s  f O�lJ)qp.Q S ,  p,or. " l a  u n i ón ' d e  

c a d a  p u n't o  ( x , O ¡) y u n  , c írcu l o  abi er t o  c o nt e n ido  e n  y > 0 ,  

, t a n g �n t e � e n  ( x . O )  a lé r e c t a  y = O .  C on e � � a · t o p o i o g 1a . 

, : t Qdo  s u b c o n j unt·o d el e j  e X ' e s  c errad o . E p . ¡:ta:rt:.ic u lar , l o s  

r a c i on a l e s  Q , y  l o s  irr a c ional e s  1 f ormat ' c dn j unt o é  ' c er r a -

d o s  d i s j un t o s  qu e no  a d m i t en a b i er t o s  d i s j untos· que  s 

c Qni;engan . , P or t a n t o  e l  e s p ac i o. ·,�ño ,:e �  n orma l  Y .  e n  c on s e -

cu e n c ia .  'tampoco  parac ompa c t o . 'S in' eJTlbargó- �  e s  d e  J-L:iu s'-

d or f f . 

Para  m a s  d e t al l e s  ve�  e l  l ibro  d e  B T E E N- SE E R A C H ' [ � 7 ]  

� on d e s e  e n c u eritrcin int e r e s a nt e s  e j emp l o s ' d e  e�pa¿ios p ar a  

l o s  qu e s e  cumplen  p ar c i a 1m.e n t e  l a s  c o n d i'c io n e s  d e ' ' lo s 

t eo re�a,� · ant e;r,i9.pe s " ,  . p ero  n o  l a's ·r e s t ant e s  • 

. .  , 7 . A P L I C A C I O N E S  ENTRE ' CONJ!Jl\l,T9,$.. , . ... .. .  . 

c i ón f que  a c a d a  x e X hac e  c orre s p onder un'o' '''y ';rn" s'oi\) 

y ::;::', f.( x ) e y ,:: ,s,e.: d ie e  q u e  'e s Un'él ' ap l ic ac i ón d e  x en  Y o 

' t am b ién un 'a f u n c ión  d e fi n ida .' :en " X: 'c o n  v a l o-r e 'S en '  Y . ': S'r:{ 

, • i 
r eprsserttB · .�I �' � YT El ' b onj u�t o  X s e  l la�a el  d ominio  y 

e L . conjunt o Y el-: e ódo� i n i o  d e  l a  a pl ic ac ión . S e  d ic e  t am 
, . '  

" 
. .

...
. 
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D EFINIerO}j 1 . 2 3 .  U n a  a r l i c a c i ó n  f :  X + y, s e  d ic e: q u é  

e s  

a )  S u ry e c 't i v a  o s im p l em e n t e  " s o br e l l , .� i f ( X � :: Y � ,: e s  

dec �r , � i l a s imd g e n es d 9  l o s  pun t o s  d e  X, c ub r e n  t od o  Y ;  

b )  Inye a ti va s i  f ( x )  :: f ( x ' ) impl i c a  q u e  s e a � = X l . 
E s  d e c �r , s i  n in gQ n  p u n t o d e  Y e s  i m a g en d e  m � s  4 e  u n  p u n  

t o  d e .x ;  

e )  B iy e et i Y a � s i  e �  sury e e t �v a  � i ny e c � i va a l �  v et o 

S i  y : X ,  l a  apl i ca,c i 6 n  qtie a c a d a  � h a c e  c or � e s p o n -

d ar e l , m i smo x ,  s e , l l am a  l a  . i d en t id a d  o apl i c a c i 6 n  i d ' n �  

a t i c a . S i  X e Y" l a  r e s t r i e ei é n  d e  l a  i 9- e n t i �a.d a X s e  .-

m a  l a  i n y e e c  I ó n  n a  1; ur a l  , d e X en . .  Y .  
a t q d a  .a f' l i e� c  i b iJ E C t i V Q  o b iy a c c i� rt  f : � � ,Y � 

, , 

e s � &  d e f i n i d a  l a  a pl i c a c 1 6n i n v e r s a  - 1 f : Y  + X ,  t a l  qu e s i  

y = f ( x ) ,  e s  x = f - 1 ( y ) , S i  f n o  e s  b iy a c t �v a , n o  e x i s t e  

l a  a ¡:> l i c a c i ó n  i n v er. s a ; s in " 

, t.a por, f - 1  ( A ) a l  c o n j u nt o  . 1 1 .. . 0" ' - - ,  
f es A .  

�inba r g o , s i  A 

d e  p u n to s  d e  X i 

e Y ,  

c uy a  

s e  r epr e s e n  

ima g e n  p o r  

I • .  � 

D E �I N I C I O N 1 . Z� .  D a d o é t r e � . c on j �n to s � X � _ Y ,  Z y d o� 

a p l ica e 

, d �  p o r  z 
, ; J 

s f : X  + V ,  g : Y  + Z �  l a  a p l i c a c i ó n  X + Z d e f i h! 

g ( f  ( x ) )  s e  l la ma 1.a a p l i c a!=! i ó n  e ompt.l-o s t e. o c o m -

p o s i� i 6 n  d e  f y g .  S e  repr e s e rt t a  p or g o f .  

D e  l a  d e fi n ic i 6 n  s e  d ed uc �  �u e s e  e ump��n l a s  r el a -

c i o n e s  



I " 

'1 " 

l i,. 

1I I I 1 ' 1  

' 1  
1, , 1  J" 

0 . 3 )  fo ( go h )  :: Cf o g ) o h - 1  -1 -1 ,( gof,) ::I �f, o g  

l a  ú l t ima de ellas  ba j o  l a  hipótesis de que f y g sean 
: . ,. . :  I t a�bas b�yect ivas . 

. , ', 

Las d in iones ant erfor e s  val eh par'a 'b o'n j un t o� :,. :;, ' ,  

cuales quiera . Sean ahor a  E "  E !  do s: 'e s pacio'.s 1:-o p ológ'ico s . 

. D E F I N I C r ON 1 . 2 5 . Uri� ap l icación f : E  + E l  s e  did� ��e 

e s  c o n t i n u a  en  u n  pun t o  x e E ,  si pal' a  t odo  abiert o<U f � de 

E '  q116  c. o n t iene a f ( x ) . exis t'EÍ' u n  e�t orno  ··de . .;){ .. e',uY á' imagen 

e s t S  contenida e n  U ' . 

_ . .  .. D E  F I N· I C-la N ·  1 • 2 6 .  U TI a a p I  i ca c i ó  n . f : E + E I S e di ce ' q u e 
o" , I 
es c 'o n t  inua ' en ' E s i e s  cont inua e n  t odo pun t o  x de E .. . . · 

sentando por 

cuya i m a g e n  p�r f es  U '  e E l . s e  puede t ambi'n decir que 

f ' :  E + E l  es c o n t i n u a , ' s i  la imagen .' d'e ' t odo ab ie-t"to P 01' 

de J:! '  es un. ab i �r 'fci de .. 
E .  

" 
D EF I NIc r O N  1 . 2 7 .  Una a pl i c a c i ó n  f : E + E '  se dice (rUe 

e s  una 

yec tiva y b icont inua . D e c  
. ' . 

que s on coritin�as  f y 1 
que e s  � i c o n t i n u a  s ign ifica 

De �a de�iriicló� de c6riti�uidad se �educe que ' lo �  

· h ome·omor'f'i
'
s mo's y sU's ' ·iri·ve:rs o s  trá n sfo'rmar{ ,Iabi_e�t o s  e n  ab'ie!: 

to s , o s ea . cori s er vari i 
.. 

secuencias inmediat 

' t ci�o iog{aB de E 'y E ' . O ��a s · c e n -

. .  . 
a )  La co�po sició� de home omorfismo s e s  un h omeomor -

fismo ; 



l' 

- 2 5 -

b )  L o s  h omeomor f i smo s cons ervan l a  compa c ida d .  

U lÍ a  pr () p i,e.�:Vad ,  d e  un e s pa c.i o t b p o l o'gh'JO s e  d i c e' qu e '  

�s u n a  pr9p i e dad t opp¡og ica , s i  s e  c ons erva p or ' hbmeomo� 

f.is m 9.s . .  PO,l,' e j emplo , l a\ c om p.ac idad  y la .pr o p :i: e9:�d :. d e . ser 

o no c on exO , s o n  p r op iedad e s  t o p o l óg i c a s .  
:. ;  �" � • j 

Todo � on j  unto  home omo r fo a l  s egm en t e O < x < 1 ,  s e  
. : 

llama  un ar c o  d e  c u rva y t od o con j unto hom e omor;fo a una  

a s e  l l am a  c urva Ó 
D E F IN I e r ON 1 . 2 8 .  Un e s pac io t o p o logi�b  E � e  a ic� qU� 

s i  .cual e s qu i er a  q ua s e an l b s  p u n t o s  
, J a r c o  que l o s  une c onte n i d� eh  E .  

, " :, Jod
'
o" e s pa t i'o t o p'o 15g i c o  que e s  con exo por  ar c o s  e s  

c o�exo e n '  e l  s e �t id o d �  l a  D e f i n i 6 i 5n · 1 . 1 3 ' t  pero  �o r e c l 
... .  pr·o c ame·nt e .  P 01" � j  amp l o , 

. .  ' 
clau s ur�  d a l  c on j u n t o  d e  pun -

't 
. . . 2 
' d e R d e  coor de n a da s  ( x ,  s e n O /x » , c o n ' O < x ' 2·· 1· , c o n  

i a  �b�olog 1 a ' a ub or d iriad a p or l a  n a t ur a l  d �  R 2 , es con ekb � 
' F o r o  no e s  c on e xo' por ar c o s , p u e s t o  qu� 16s  punto s  d e l �� 

" I s egm ento  ( O , y ) c o n - 1  .5 y 2 1 no pu e d ¡¡m  u n i r s e  p or un al'CO  

d e  c urva c o nt inua con  o t r o  p unto que no  estd  � rt: d i c hi .aK 
m e n t o' .  

" 

8 .  APtrcAC IO N ES DE Rn E N  Rm 

D a d o  un ,  ah i e:r.to  X . .  C R n , una . a pl ic a c i ón f :  X + Rm e s t'á 

d ot erminada  por  m ap l i c a c i. ones f . :  X + R 1 do X en la. r e c t a  1. 
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r e a l  � t a l e s, qu e 

( 1 . 4 )  , " 

p a r a  t o do z ;; X . Es d e c i r , s i  ( z l , z 2" • • •  � x  ) s ,on ,l a s  c o or 
• .  n 

d on a d a s d e  x e X e ( Y l t Y 2 � "  . , ym ) s on l a s  c o ord e n a d a s  d e  

y e Rm , l a  a p l i c a c i o n  f d e f i n e  l a s  m fu n c i o n e s  r g a l e s  

( 1  • � )  y .  ::: f . ( x 1 , x 2 , · · · , x ) .  1 3. , n 
• •  1 '  

i ::: 1 , 2 �  • . • � m .  

Rec ípro c a m en t e ,. m func i o n e s r e a l e s  d e l  t i p 9  ( 1 . 5 ) 
d. f i n en una a p l i c a�i 6 n  f : X + �m . 

1 't . 

D E  F ! tU e ION 1 . 2 9 .  U n a f u n  c i o n  F ( z 
1 

, x  2 '  • • • , x m ) , s e d i e e 
. ';': , 

qu e e s, d e  c l a s e  ( r  e n t ero > O )  e n  e l  s ub c onj u n t o X d e  

RO , s L  e x i s t e n  y s on c o nt inu a s  t o d a s  l a s  d e r i v a d a s  p a rc i� 

l e s  d e  ,r,  h a s t a  e l  o r d e n ,  r i n cl u s ive , en t o d o  pqnt o d e  X .  : ' 

S e  dJ c e  t a m b H l n ! ,  a )  qu e F e s  d e  c l a s e  e O  s i  e s  c o n -
"" 

t i.nu a e n  X ;  b )  q u e  e,s d e  c l a s e  e s i  adm i t e  e n  X d e r i v.a d a s  

parc i a l e s  c o n t in u a s, d e  c u alqu ier o r d e n ; e )  q u e  e s  a n a 1 1 -

s i  adm i t e  e n  u n  e n t or n o  d e  c a da p u n t o  d e  X un d e s a 

rr o ll o  e n  s e r i e  d e  p o t en c i a s  A e  las var i a b l e s  X i q u e , s� a  

ab s o l u t ame nt e c o nv e r g e n t e .  

D E F I N l e� O N  1 . 3 0 � U n a  a p l i c a c i 5 n  f : X  + Rm d e  u n  
, ' 

" . 
a b i er t o  d e  Rn e n  Rm s e  d e q u e  e s  d e  c l a s e  el' ( r a s p e c -

o:> r t i vam e n t e  d e  c l a s e  e o ana1 1 t i c a ) ,  s i  s o n  d e �c l a s e  e 

( r es p e ct ivam e nt e  d e  c l a s e  e"" o a n a l í ti c a s ) en X ,  l a s  apl! 
l' • . 

c a c i o n � s f . : X ' +  a
l d ef i n l d a s  p �� f ,  o s e a . l a s  fu nc i o n e s  

,', 'c' " ' ;  :, " : • .?-
( 1 . 5 ) .  
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E n  G e om e tr í a  D i;J:"er,e n c i a l  s e  t r a b aj oa ·  g!3.n er a l m e n t e  c o n  
. . .. ..... . _.,, � ,  .. - -.- ��. 

te 
apl i c a ci o n e s  da c l a s e  e � Po r  e s t o  y p a � a  a b r e via� , d i r� -

m a s  s i mpl em e n t e  qu e u.n a a p l i c ac i ó n  e s  d i f e l' e n c i a b l e  s i . e s  
00 

d,e c l a s e  c;: , _  En c a.s o c o nt r a� i ó ; l o .  f!1 e n c i o n a r em o s  e�pl i c i t �  
. -- . - -' 

[[lEn t e . 

D EF I N I e I O N  1 . 3 1 .  Se l l a m a  m a t r i z  a c o b i an a  4 e  u n a  

: '  a p l i c a c i ón d e  cla s e  é f :  X -:r Rm ( X  a b i ep t o  d e  Rn ) q. l a  

m a tr i z  mx n d e  l a s  d e r i v a d a s  p a r c ial e s  af . / Ox. .  ( 1 ::: 1 , 2 , . . .  , m ; J. . J 
j = 1 , 2 ,  . • .  , n ) .  Si n <  m y l a  ma t r i z  j ac o� i a n a  t i e n e  r a n g o  

; -

n e n  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  X ,  l a
,
apl i o a c i ó n  s e  l la m a r e g u l ar . 

a i  i n d i c a m o s  b ( f ) ( p )  é l a  m R t r i z  . j a c o b i � n a- d e  f e n  

p �  e n t o n c e s  l a  r e g l a  de l a  c ad e n a  s. p u� d 8  e s c r i b i r  d e  l a  

forma 

D ( f o g ) ( p )  ::: D ( f ! ( g ( p » . D g ( p )  

\, . .., 

( pr o d u c t o  d e  m a t r � c e s ) 

s i  l a  n o t ac i ó n  ¿:f . / ex . s e  :::; r e s t a  a c o n f u s i 6h e n  al gú n, c ¡¡i s o , 
1. J 

u t i l i z ar e m o s  e n  c am b i o  l a  n o t ac ió n  D . ( f . ) .  ] J. 

D E F INIc r O N  1 . :a 2 .  S e a n d o s  a b i er t o s  X e R
n

, y e RTn • 

S .t= X Y 1 . • '" d l c 1 '  
C" • t 1 . e a '  J: : -+ u n a  a p  J.c a c J. o n  e c a s e  • w J.  e x J. s  e a l n -

- 1  1 ' � e r i a  f : Y  -+ 'X Y e l l a  ' e s  t a� b i ' n  d e  c l as e  e , s e  d i c e  

q u e  f e s  u n  d eomorf i s mo dQ � e n  Y .  Ev i d e n t e m en t e  e l lo 

En m u c ho s  l i b r o s  do A n á l í s i,s ( p o r ",e, j  enip l o  I\ P. O S TQL ' .  

[ 1 ] o R EY PAS T O R - P I  CA L LEJ A - TRE,J Ó ( 2 3 1 ) p u e d e  v e r s e  la d� 

m o s t r a c i ó n d el s igu i e n t e  T e o r e m a  s o b r e  fun c i o n e s  i n v e r s a s : 
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c a d i ó n  f : X  + Y , 1 d e  c l a s e  e a c o b i an o  d e  l a  m i s m á  

o s'e a ,e l 'd,e t e :p,m ;inan t e  d e  ,l a m a t r i z  a c ,o b ia n a  n o  e s '  n u l o  

..::...:;.�. e,;...·· .... l:_ .. ' .... e .... n_t�.o_l::....�:n--'o_'_d....;' '--_---" __ t_o x. 6 € x , e x i s t Él e n  t o n c e u n e n  t o r -

l a  r e s t r i c c i ón f : U  + f ( U )  e s  d i f e o -n o  U 9- e  X o t a l  ---'------

:.:.:..;;;..;;;....;.-=..s.:...m.:.... _0 • • • • .  , .  " .  

R e pr e s e nt a nd o  por J ( f )  e l  d e t e r m i n a n t �  � ac o b i an o � c o n  

v i � n e  r e c o r d a �  l � s r el a c i o n e s  

( 1 .  6 )  J ( g o f )  = J ( g ) . J ( f ) , 

E s  i n t e r e s an t e o b s e r v ár Q u e  e l  'f e,o r e m a  1 ,. 1 3 a s e gu r a  
': � - :  

u n i c am e n ·t e  u n  d i f e om or f i sm o  . t l o c a l l1 ,  e n  u n  e n t or n o  d e  c ad a  . . . . , .. .  " . 

p un t o  e n  e l  c u a l  e s  J ( f )  � O .  P u e d e o c u r r i r  q u e  a u n  s is n � o 

J ( f )  i O e n  t o d o  p u n t o  d e  X ,  l a  a p l i c ac i ó n  f : X  + Y n o  r e -

s u l ta b iy e c t i v a  e n  t o d o X .  P o r  e j e mp l o , 

'f iÍi id'a '  p o r ' 

E s  J ( n .  

s e a  

p u e s  a l o s  pun t o s  ( x 1 , x 2 t 2k ) , k - e n t e r o , p o r r e s p o n'd e  e l  m i s  

mo· p u n t o Y 1 ' Y 2 " 

T a mb i é n  vamos a u t i l i z a r  e ,l s i g u i.en .t e  c l a s'1 c o  t e o,r e m a  

d e  .. ·l a s f u n e i o n e s . impTí c i t a s ,. c uy a  d em o s t r a c i ón .pu e ¡J. e  v e r s e  

e n  ,1,o s S mo ,s l·u.gar e s  é i  t a d o s : . ' ,. . . 

! .' • •  
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, n d e  R 

T E OR EI1 A 1 . 1 tj . I'nd i q� e�9:�' x ( X l � x 2 , . .  '. , x n ) a l o s  p u n t o s  

e '· .  Y ( Yl ' Y 2 " " , Y� )  a l o s d e Rm : S e
'
a U n tm 

u n  'ab i !;; r -
, 
ap'l i c a c i '6n d a  c la s e .C r ( r  :. O ) . 

s o O p ( x , y  ) 

u ' pa r'a e l  c u a l s e a_, f ( p ) ::::: O y el d e t erm i n ant e j a'c ob i a n o  n +m -

e n p -
d x 

: l . 

s e a  '1' O .  En e st a s c o nd i c i o n e s , 

'o· 
Rn a p i :i:ca'c i ó n  e n  y una 

a )  g b e  de c l a se c r ; 

O O b )  g ( x  ) :::: y ; 

g : V 
n 

e )  f ( x � g ( x ) = O par a t o d o :x: € 

4-

eid s t e  u n  

tTl R , 

v . n 

t a l e s  

R e c o r d em o s  f in a l m e n t e ,  o t r a  def i n i c i 6n : 
• • , I 

e n t or n'o' V 
gue 

D E F I J.fic'rON' T:3 3 . El! ' :(I'arná- s opor t e  d e  u n a  fu n c i ó n  F 
, " 

d e f i n ida  s o b r e  u n  e s p � c i o  t o � o l ó g l c o � a l a  adh er enc i a  

c on j u n t o  d e  p u n t o s p a r a  l o s  c u al e s  e s  F i O . 

9 . E S P A C I O  P RO D U C T O  

Bu en E i ' E 2 d o s  e s p a c i o s  t o po1 5 g ic o s . Co n s i de r em o s 

e l  c o n j u n t o  c u yo s e l e m e n t o s  s o n  l o s  p ar e s  ( x 1 , x 2 ) c on 

n 

X € 
1 I X 2 E E 2 , E s t e  c o n j u n t o  e � el pr o d u c t b c ar t e� i a n o  

d e  l o s  c o n j u n t o s  q u e  c o n s t i t uye� E�  � �2 ' P ar a i n t r o d u c i r 

en  e l m i s m o  u n a  t o p o l o g ia ; s e  p u e de n  d e f i n i r  lós ab i er t o s  

d e  l a  s i gu i e n t e  maner a :  VI sei,á u,n a b i erto , s i  c ua l qu i era 
. 

d e  s u s  pu ti t o s  p sr t ene c e  a l  prqd u c t o  c ar t e s i a n o  de ab i e r t o s  

d (;)  E l  Y E 2 r (l s p e c t ivamén t e ) e l  c u a l  p ro d u c t o  e s t é  c o n t e n ido 



, c o mp l (¡J t am e n t e "  e n  W .  E s t o �  a b i ert o s , i n c l u y e n d o  e l  c o n j u n -
.. ... .  ' .. : � - _  . .. 

-. . -. . . . . . . . ' ; ' " 
, . t o v a c í o , s a t i s f a c e n  a l o s  a x i om a s  d 8  e s p a c i o t o p o l ó g i c o , " ' . � 

a s i  'ob t eI:l i d o  s e  ;L l am a  e l  p r od u c t o  d e  E �  y E 2 � q u-a s e  ,r epr5:. 

. " 
D e mu l s t r a s e  c om o  e j e r c i c i o  s im p l e  q u e  l a  a p l ic a c {6� . i . . 

p :, E 1,x E 2 :+ El d e f i n i d a  p Ol:' P ( x l � x 2 ) = x �' �'  ��ñ 
.
x l  . .  é ...

. 
E � , 

.
. 

. . . � .. . . .. "":-" "' �, . . . .. '. ' .  - '  . , . _ -' . .: 
x 2 e E 2 e s  c on t.r,

n u a . !l il a l o g am en t e .  e s  c on t i n u a  .l a" a"p l ic �  

c a e  i o n es s e  l l am a n  l a s  

pOr q (x 1 , x 2 ) "= � 2'''. E s t'a s a p i'i ­

a c c i o n e s  d �  �iXE2 . s ob r ¿  E l y 

E 2 r e s p e c t i v a m e n t e . 

E s  i m p or t a n t e  e l  t e o r em a  ( Ty ch o n o f f ) :  
' .  

E l  p r o d u c t o  d e  d o s  e s p a c i o s  t o po l ó g i c o s  c om p a c t o s , 

e s  c om p a c t o .  
' 

. 
.: , 

E j emp l o s  

1 . S i  R e s  l a  r e c ta r e a l  y S 1 
l a  c ir c u n f er e n ci a �  a m -

b o s c on l a  t o p o l o g í a  n atur al d e  i n t e r v � ;L o s ,  s a  t i e n en l o s  

p r o d uc t o s  Rx R = R
2 

1 1 S x S  : ' t or o . 

. 
1 - p l a n o  c ar t e s i a n o , Rx S = c i l in d r o , 

2 . t a  �a r t e  d e  R 3  f o rm a d a  p o �  l o S  p un t o s  d e  c o or d a n a  
'. I • . ' 

d a s xl , x 2 c u a l.e s �� i er a  y ° ..5: x 3  ..5: 2 c o n  l a  p r'op i ed a d  d,e , 
• ". J ' 

. ; . J • 

id e n t i f i c 9r l o s �'pu n t b's ( xl , x 2 , O ). y ,( :¡{ 1 , x 2 , 2 ) e s. e l  p r o d u� .. .. '2 ' :1 . . : 
t o  R x S  . 

• 'í 1 ) .. :, .  , 
' E v � d e n t e m e n t e ,  n o  t o d o  e s p a c i o  t op o l óg i c'o e s  u n  e s p� '; t' '. 2' , " c i o p r o.� u c t o . P o r  Cil j  E! m p l o  S n o  'e s  p r o d u c t o  d e  o't r o s  e s p� 

c í a s  t o p o l óg I c o s  . 
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C A P I T UL O  I I  

V A RI E D A D E S  D1 F ERENcI A B L E S  

1 .  V A R� E D A D E S  D I FEREN C I AB L E S  

L o s  s t a p c 1 6 g ic o &  q u e  h c � o s  c on s i d e � B d o  h a s t a  

a h o r a  s on d e m a s i a d o  g en e r a l e s  p a r a  p o d e r  e s t u d i a r  e n  e l l o s  

l e  q u e � l a s i cam e n t e  s e  en t i c n d� p e r  G e om e t r i a  . .  

S u  e s t u d i o  e s  0 1  obj et o d e  l a  T�p o l ogi a . � a  G e om é t r l a  

D i f c r e.n c i a l , (l n  c amb i o � .  n e c e a  F.l p;odor  in t r c d u c i r c o.o r d en� 

d a s  p a r a  r e p r e s en t a r  l o s  p un t o s  d � l  e s p a c io m e d i an t e  n Gm e -

r o s ,  p ar a  o o p erar c on e l l o s  y a p l i c a r � o s  p o d e ro s o s  

m e d i o s  d e l, c á l c, u l o  i n f i n i t e s i m a l . E s i o  e x i g e  c i e r ta s  r e s -" . 
t r i c c, i on e s  a l  e s p:ac i o  q u e  v a n:o s a, e xp on e r  s uc e s i v am e n t e  

h.a s ta, l l é g a r  a l a  d e f i n i c i ón d e  !! v ar !  d d i f e r e n c i a b l e " .  • I 

P r im e r o  d e f i n imo � c on m a y o r  p r e c i s i 6n e l  c on c ep t o  d e  ' . ' " ; . 
r e pr e s e nt a c i ón de l o s  p �n t o s  � e l  e o m e d i an t e  , n ú m e r o s ;  

c o m o  es o n o  v a  a s e r  t o d o  l o  q u e  p i d am o ,  p a r a  h a c e r  G e o -I 

m €'t r l a , l e  d a m o s  o t !' o  nomb r e . 

D E f IN I e r O N  2 . 1 .  U n a  e s  u n  e s p ac i o  

t o p o l ó g i c o  X 1 Q U E)  p a r ', c a d a . p € X e x i s t �i n  u n  e n t orno . , -
a b i er t o  U d e  P .  �n n 6 m 6r o  ent 0 r o  n o  

m a r f i s rn 0  x :, ll + x ( U ) ,  ( ! � !'l d e x ( u )  (; �.! u n  ¿;l: i e r t o  u ", l  e s p a c i o  

D e  e s t a  m a n er a , s i  X e s  u n a  v ar i e da d  t O P 9 l 6 g i c a  y 

p a r a  p e X .  x : U  + x ( U )  e s  e l  h o m e o m o r f i s MD en c u e s t ión , 

I 
� " 
i.� III ti I 
. 1  
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D icho d e  ot�a man � �epr osenta�os a q por las coor 
1 n denadas x ( q )  • . . . •  x ( q ) ; por eso e l  par ( x �U )  se suele l l a  

mar sistema de co ord o carta l ocal , esta ú lt i -

� a  termi�0Io�1� proven iente d e  l a  cartografia e n  donde a 

cada punte do la � up�rfi c i B  terr estre se i e  asi gnan dos 

coorde nadas :' l at itu d y l ongitud' ( la pal abra ',l local " provi� 

ne ' del.' lJ ech o de que , en g eneral , U 'f X ) .  Frec1,lsntemente el 

�ar ( x , U )  se in� ica como el  sist�ma de coor d e nadas 
x. 1 ' n , • •  Ili ., X • 

El pr imer pro b l ema que se n os plantea 'es la pO q i ble 
, , 

va�ia¿ i � n  d e l  n para puntos d i ¿tintos de la var iedad o 

incluso p�ra' el m ismo punto ; Para r asolverl o  necesitare-

moi de  �n teorema ouia demostrac i 6n 'om i timos y 

e'nco�trar se 'e'n N<.lwrrian [ 2 0 ]  o Greenbai� g  ( 7 ] : 
. . , 

pue'de' 

TEO REl'l Á 2 . 2. ( Invar ian c i a  d e l  domi n io ) :  S i  U' es u'n 

ab iert'o de Rn y f : U "¡" ' Rti es \lna funci'ón i nyect i va y C b:rit.:!:. 

n u a , e.ntonces f ( U )  e Rn es ab ierto . 

Podemos 'expr tlsar es-te t eo r e,ma diciendo qu e ' la propi� 
, ' 

dad de  Ser ab ierta ' cs invariante por funci ones i�yectiYas 

o 'y : contin uas ; como ' 1� m ismo ocu r r e  'con  l a  pl'opiedad ' de ser 

�onéx o . r esui ta q�e dl se�' �bi �� t o  y � o� exo ( domin io )  es 

i n var iante por funcion &s i ny Bct±�as y conti nuas . De ' ah !  

e l  n o mbre  d e l  teorema : 
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E s  m u y  fl' E.' C U c n t e c it ar l a  1 1  i n v élr i a n c ia d G l  d o m .:i. n i o il 

p a l? a  r é fe r it' s(� s i gu i e n t e  c o lo r ar i o : 

C O RO L A R I O  2 . 3 .  S i  U e s  un ab iGl?to d e  Rn y y e s  u n  

a b i e r t o  n o  vac i o d e  Rm y n � m ,  Qn t on t �s U y V n o  s o n  h orn e o  

m o r fe s . 

D E f.1 P S T R I\ C I O N . S u p o n g am o s. m -< n ':! s e a  g :  U -+ V un b orn e o  

m or f i sm o . C on s i d e r e m o s  

E n t s n c e s l a.  f u n c :¡ é n 
. . 

= x :: O } ' 
n 

P C \' 
; f 

i ( x 1 , · · · , x m ) = ( x i ' "  . � xm ; O � • . •  ? O ) 

e s  u n  h om e om o r f i s m o  ( W  c on l a  t opol  

• i 

e n  p a r t i c ular i n ya c t i va  y c on t i � ua . E �  c on s e c ue n c ia , t am-

b i én  e s  i n y e c t i v a  y c o n t inua  l a  c :q>¡r o s ic i ó n  

g i 
U + V + i ( Y )  e w e 

P O l?  e l  t e o r ema d El  í n v ar !anc i a  d e l  d o mi n i o �; r e s l\l t.a í ( Y )  
h a b i e r t o' n o  va c ío e n  R , o s e a  v7 t i en.e i n t erior n 9. v a c í o . 

E s. i l  pl?ohal? q u e  é st o  ú l t im o  e s  fal s o:; e n  c o n s e c ui:?D c i a 
, " 

n o  p Ú e d e  e b d s t  ir e l  h o m e o m o r f i s m o  g , s U P l\ e � t o ., I  / / 

V o l v a m o S  en t o n c e s  a l a s  var i e d ad e s  t op o 16g i c a s  y 

n o t am o s  l a  c o n s e cu e n c ia  i n m e d i a t a  d e l  c Ol? o l a r iO' 2 . 3 .  . . 
C O R O L A R I O  2 . 4 .  S i  X as u n a  vnr i e d a d  t o po 16 g 4V a , 

p e X y ( x , U ) ,  ( y , V )  s o n  CQl?t a s  roca l e s  a ll? e4 e d or . d e p 

( e s d e c ir ., p E n 
U (l V )  c o n x ( U )  ab i e r t o s  en R (' y ( IJ ) . 



" 

. l ' : 
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D E M O S T RA C I O N . ,  C p m? , � : U  + x ( U ) , y : V  + y ( V )  s o n  h om e o -

mOl" f i smo.s ) , t am b í,nn ,  l o  ,e s  , " , 

- 1  : X o y : y ( U  r. V )  + 'X" ( U  r. V ) , 

R e s ul t a  d e  l a  d e f i n i c i ó n  d �  v a r i e d ad t op ol ó g ic a que  

x CU n V )  e s abierto  e n  'Rn ( n o v ac ío' p u e s '  'c on t i e n e  a x ( p ) )  

e y ( ll  (, V )  e s  a b i er t o  e n  Rm ( n o v a c l 0  p u e s  c o n t i'e n e' a 

y ( p ) ) .  L a  e x i s t en c i� d e l  h om e om or f i s m o  x o y-l impl i c a  e n t o n  

c e s , rl e a c u e r d o  a l  c oro l a r i o  2 . 3 ,  qu. n = m I l I  

En t o n c e s  e l  n e s  e l  m i s mo en u n  punto  d e  l a  var i e da d . 

V � amo s que o c u r r e  p a r a  p u n t o s  d i f e r e n t e s : 

, ,' , 
T E OREMA 2 . 5 .  S i  X e s  una  �ar i eda d ' t 

" " 
l c a  c Oh e x'a ,  

,/ , 
e n t on c e s  e l  n e s  e l  m i s mo p a r a  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  l a  va-

r i e da d . 

DEM O S T RA C I 8N . S e a  A : ' {i ' e X :  p t i �n e  u n  e n t o n r n o  n 
h om eomor'f,o a, u n  ab i e rt'o d ,e Rn } .  , 

, Como c onsec u e n c ia d e  l a  d � f i n i� i ó n  d e  v ar ie dad t opoló  

:.g i c a  � e'S' X = , U 
n = O  

A (¡ A ; �' !b  s i n n m 

A : , C omo con s ec u e n c ia , de l  c or,o l ar i o  2 . 4 �  n " 
# m .  A d em ! s � a d a  A e s  a b i é r t o  t r i v i al� n 

m e  t e � Lu,e át'o ;: p o,r l a' c o,n e x i ál'l ,  t o do s 'l o s  A d eh e n  's er  n 
v a c,í o s  " m e n o s  Uno  lt qu e e s  j ti. s t a'm c n t c ·1 0 'quo , qúer íam o s  ,:pro 

b a r  I I I  " , " ' , ' 

E s t'o , r e su e l v e  c omp l e't am9I) t e  e l  prpb l Gma: . por l a s  

s i gu í� n t e s  Qbs e r va c i on e� : : ' 
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i )  T e d o  a bi e r t o W d e  u n a  v a r i e d a d  to p o l ó g i c a  e s  u n a  

v,al:' i e d a d  t o p o l ó g ic a:  t a m b i € n , s i e n d o  l a s  c a r t a s  

1 0  e a 1 e s ( x " U r' �T ) ,  d o  n d e  x I e s 1 a r e s t r i  c c i ':' n 

a e x a u r' H ; 

i i )  i� d a  v a r i e d a d t o p o l  i c a  e s  l � c a lm ent a c o n e x a , 

pu � s  l e e a l m E n t e  e s  h o m e om G l:' f a  a a b i s l:' t o s  d o  RD 

qua e s  l oc a l m e n t e  c o n e x o . 

E �� on c o s , s i  X e s  u n a  vBl:' i e d a d  t o p o l óg i ca c u a l qu i �r � , 

s u s  c c m po n en t e s  c o n e x a s  s on a b i 0 rtDs de X p n r  l a  c o n e x i 6n 

l o c a l  ,d e' e s t e  ú l t i m o  y p or l o  t a n t o , e n  c a d a  u n a  d e  e s a s  

c o mpo n e n t e s . e l  n e s  e l  m i sm o , 

S e a  , o  n o  c o n o x a  l a  v ar i e dad t o p� l � g i c a , s i  e l  n e s  

e l  m i lli m c. ,  p a r a  t o d o s, l o s  p un t o s  d i r em e, s' qu e l a  v D.r i e c ''l. d  

t o po l ógi c a t i an e  d im �n s i 6n n .  

S e a  e n t o n c e s  X u n a  v a r i e,d ad t opo l ógi c a  .a,o d iín � n s i ó n  , 
: n y ., s.e a n ' ( i<:', U ) , ( y , U )  d o s c ar t a s  � o c a l & � gpn, U r: ; V  f. 0 . 
, D �r emo s; ·' qu e  l a s  d o s  c a� t a, s  e s t á n  C k - r el ác i c n ad a s  s i  l a s  

fu ne i on ,e s  : 

- 1  :� ( U  í V ) x ( U  í V )  x o y  -}-

- 1  : x ( f.J r V )  -+ y ( U  r V )  y o ;:.. 

d 1 C k ' d  . S P Q  e c a s e . , e s ac �r , � i � n o n  d e r i V a d a s  p a r c i a l e s  

q º �t i n u�� h a s t� 01 � rd � n  k .  ( s e g d Q  b em o �  h e c ho n o t ar en 

l a  d em os tr a c i ón d el c o r t' 1a r i Cl  2 . l� ., , e s ta s d (,' s  f u n c i o n e s 

s o h  s i e m p r e  h o fu e orn o rf i sm o s  ent r e  a b i er t o s  de R n ) ,  
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P a r a  u n a  c ar t a  l o c a l  ( x , U ) .  e s  c o s t umbr e r e f er f r s e  
. ' , 

a l  a l i e r t a  U c om o  e l  d om i n i o d e  l a  c a r t a  l o c a l . 

D E F I N I C I O N  2 . 6 . Un a t l a s  d e  c l a s e  C k d e  u n a  v a r i e d a d 

t o p o l ó g i c a  X e s  u n a  f am i l i a  d e  c ar t a s  ¡o c a l e s  C k - r e l a a i o -

n a d a s e n t r e  s í ,  c uy o s  d om i n i o s  cubran a l a  v a r i e d a d  X .  

O b s e r v e m o s  q u e , en  pr i n c  i d , p u ed e n o  ex i s t i r u n  
f , 

k at l a s  d e  c l a s e  C p a r a  u n a  v a r i e d ad t op o l ó g i c a  d a d a . 

S u p o ngam o s  ahora qua t e n em o s  u n  a t l a s  d e  c l a s e  C k 

s o br e u n a  v a r i e d a d  t o p o l óg i c a  X ,  d i g am o s { e x , U  ) : a e A l . 
, C! a 
s i  ( x , U ) e s  u n a  c arta l b c a l  d e  l a  v ar i e d a d , e n t on c e s  d i r e  

m o s  q u e  ( x � U )  e s  C k _ l e  p or e l  a t l a s  d a d o  s i  l a s  _-.:..:...-.�:...-.'----=--

fu nc i on e s  

x o x-1 : :x( U  ti U )  -+ x ( U  ti U )  
C! a a a 

- 1 x o x : x ( U  f) U ) -+ .x ( U :  ti U ) a a a ' a 
s Q n  d e  c l a s e  C k p a r a  t od o  a e A .  

S i  p art im os d � u n  a t l a s  d e  c l a s e  C k d�' u�k v�r i e d a d  

t op o l:ó g i c a "  y l'e a g r e gamc s
' 

t o d a s' l a s ' c'ar't a s  'c k -adm i s i b l'e s 

por d i �ho a t l a s , e s  n a tu r a l  qu e l a  fam i l i a a s !  forma d a  

t e n g a  a l g u n a  prcp i e d a6 d� ma x i m a l i d a d ; e n  e f e c t o : . . '  . 

T E O REMA 2 . 7 . S e a  X u n a  v a r i e d ad t op o l ó g i c a  t a l  q'u e 
" . 

e x i s t e  U n  a t l a s  d e  c l a s e  c k p ar a  e s a  v
'
a� i e d a cl , d i ga m os 

' .. 
A =" 'Úxa , Ua ) : a e A l ;  e n t o nc e s  l a  fam i l i a  A l  form a d a  p'or  

t o d a s  1 a's c a r t a s  l o c a l e s ' d e  X Ck - a dm i s
' i b l e s  p o r  ¡\ s at'1s 

c o  l a � s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s : 
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, ' i'} A L 'e:S" 'tH} " at l a s  d G' o'l a s a C k  porá x 

i i ) A T '  e s  e l  má xi.m o at l as d e  c la s e  C �  . .  -que e·on t ·f e ria-

. �  A '. 

OEMO S T R A C I O N . i )  S e a n  ( x , U ) , ( y , � )  p�rt a n e6 i a n t e s '  a 
-

A l , S i  a lg u n a  d e  e l l a s  d o� e n e c �  él A ,  n o  � a y  n�d a qu e 

pN ) b ar . S i  -a .l:l:J.IE.Iu;q-a d e  l a s  d o s  � s t á  e n  A ,  quer e m o s  V O l'" q u e  

l a  func ióh 

k 
e s  d e " c la s e  e ( s u pu o s t o  u n v 'f. (O )  y a n á l.Qg a m e n t e  p C1 r (:!  

- 1  y o  x "  4 

S e a  e n t on c e s  p E U n V :  c o m o  A e s  u n  at l a s , ex i ? t e  

( x  , U  ) € A t a l  qu e p € U • . . .  a. Cí :  . C1  
x o y  1 - 1  =. ( x ox ) o a 

r::!l t o p c a s , 

- 1  ( x  o x  . ) a 

e n  U n V n U : , . a. 

1 d f ·  t .. t , . d e e la s e e k, '  Y a s  o s  u n c �on e s  e n  r e  p ar e n  e s � s , s o n  p or 

1 11  c o n s t ru c c ió n  d.e A ' . Lu.e g n  l o  , m i s m o  val e p a r a  l a  fu n c i ó n  

x o y  1
, Rem o s  d em o s t rado e n tonc es q u e  to d o  p u n t o  d e  y ( U  n V )  

t ie n e  U D  e n t orno - 1  k 
erto en . el c u a l  x� y e s  � e  c la s e e 

e n  t od o  . y ( U  n V ) .  

i i ) S i  A l! e s  u n  a t la s  d e  c l a s e  C k  que c ont i.ér.. u a ' ·.\ b 

en t:C', n c e s  Gn part icular , t od a s l a s  c ar t a s  d e  A H  s o n . C � - ;:: (; -

m i s i b l e s  p o r  A .  - Pe r o  d o  � c u 0 r d o . a  l� rioD s tru c c i 6 n  J a  A l , 

e S D s n i f i c a Al!  e A '  / / /  ' : 
P o d em o s  aho11a d al' l a  d 8 fi n i c i 6n el El hu e :;; t r o s  o b j  et o s  

d e. El s t u.,d i o : 
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D E F I N I e rON  2 . 8 . U n a  ver i E d a d  d i f e r m n c i a b l e d e  c la s e  

C k s i ó n  n e s  e l  p a r  f o r ma d o  p o r  u n e  v a r i e d a d  t o p o l� --��-------------

g i c a  H e u s d or f f  y d e  b a s e  n um er a b l e d e  d im e n s i 6 n  n y u n  
k a t l a s  m a x i m a l  d e  c l a s e  C p a r a  l a  v a r i e d a d . 

' . .  

L a  h i p ó t e s i s  d e  s er u n  e s p a c i o  d e  H a u s d or f f  e s  e s en -

c i a l, p a r' a  pa s a r  d e  u n  e s p a c i o  d e  R i em a n n  a un e s p a c i o  m é -. . 1':, ::.- �'" 
� 

t r i c e s e gtl n  i nd i c a r e m c s m á s  a d e l an t e .  E l  e s t ud �o d e  � a s  

v ar i e d a d e s  d i f er en c i at l e s  q u e  n o  ,s on d e  R a u s d or f f  e s  Bt i l  

e �  e l  e s t ud i o  d e  c i er ta s  v a r i ed a d es c o c i e n t e ( v e r , p or 

e j e m p l d , R . S . PA�A I S  [ 2 1 ] ) . L a  e x i s t e n c i a  ' d e  'un a b a s e  n� -

m er a b l e  e s  e s en c i a l  p ar a  e l  e s t u d i o  d e  l a  i n t e g ra c i ó n ' e n  

v a r f e d a d e s , q u e  t a m b i ón v er emo s . 

r e n e  e s  s o n l a s  d e l  e s pa c i o  t op o l ? g i c o  s uby a c e n t e . A s í , 

s e  h a b l a  d e  v ar i e d a d e fl  . d i f e r e n c i ab l e s  � om p ac t a s , c on s ,  

p' ap a � om p a c t a s , e t c . ,  s i  l o  s o n  l o s e S P ?l c i o s  t o p o l óg i c o s  

q u e , l e s  s irv�n d e  b a s e . 

C om e , e n  g e n e r a l , e s t ud i ar e m o s  v a r i e da d e s  d i f e r e n c i a  
co 

b l a  d e  c l a s e C • e n  l o  s uc e s i v o , a l  d e c i r v a r i <¡! d ad d i f e -

r en e  i a b l e , e r¡, t e,n d er em o s  q u e  s e  t r <¡l t a . , d e  "una ' v �r i e d a d  d e. 
co 

a l a s e  C , ¡ . e n c a s o  c o n tr a r i Q  l e  a d v e r t irem o s  e x p l  it a�.�t e .  . ... 

A n � e s  . de v e r  a l g Q n o s  e j e m p l o s  d e , va r i e da d e s  � if�� e n -

c ia bl e s s n o t em o s  qu e ,  e n  v i s t a  d e� T e o r e m a  2 . 7 ,  p a r a  dar 

u n a '  var i e d a d  . d i f e r �n.c i a b l � ,  n o  h a c e f a l t a  d a r  e l  a t l a s  m a -

x i m o ¡ b a s t a  d a r  u n  a t l a s  c u a l qui e r a  p ú e s  e n t o nc e s  hay u n  
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un Il n i c'á m á x imo qu e l o  c·o n t.ie n e  y a e s �, no s r e f e r im o s . 

1 .  C on s i d er e mos X ::: RD y ( x .U )  l a  c a rt a � lo c a l  x = i ­

d e n t i d a d , U ::: R D • C l ar a, m e n ·t e , ·  { ( x , U ) } e s  u n a t l a s  9, 6  c l a s e  

c k  p a r a. e l  k qu e s e  ·qu i e!l a . U h a  __ 'f�.�._5l�c i�_�é!� "�.1 � ,  ha,y u n  

G n i c o  a t l a é  máx i mo d o  e s a  c l a s e  q u e c o n t i e n e  a l  d ad o ,  c on . . . -
n . 

l o  q u e  R qu ed a c o n v e r t i d o  en u na var i e d ad d i f e r e n c i a b l e  

� e  cla s e  C k  y d im o n s i 6 n  n .  

n . n + 1  2 . 2 
2 .  S e a' X ::: S � { ( x l ; ' "  , xn +l ) € R ; x l + . , , + x n + 1  = 1 } 

l a  Tl s u p er f i c i e  6,s f el1' i c a  n - d i m en s i on a l ! ' . V a m o s  a d a 

S n u n a  e s tr u c t �r a  d a  v ar i e d a d  d i f e r a n 6 i a b l o . p ero d e s d e  

y a  n o t a � o s  qu e n o  ba s t a r á  u n a '  c ar t � l oc a i � � o m b  e n  e l  e j e� 

p l o  1 y e  q u e e s  c omp a c t a  y n i ng,ú n  ab í e r t o  ,
,�

o v a c í o  d e l  

e s pa c i o n u m 6 r i c o  l o  e s . 

D e f i n i m o s  p::, i m e r o  1 ::  qu e V ,I!'! a s e r  l o s  d ;:' ;-" � n i. ':, s J ¡.:: l a s  

c a r t a s : 

Pa r a  1· , <: i < n + 1 , s,e a.n : 

u : ::: { ( X: 1 � • • •  I'X n + 1 )  € S n : x
i

> .O } 

U - { (  ) E S '1 ; x .  < O }  i ::: x l > . . .  , xn i- l � 
S ean , t a m b i é n , s -fun c i o n e s : 

"': : U :  -+ V . ( O )  
� � .J: '  

+ 
ep .. ( x 1 '  .. · · , 'X 1 ) = 1 Ti + 

d o n d .e V 1 ( O ) 
2 + . . .  + x < 1 } Y e l  n 



I , 

l . , 

' 1, 
, i 

, ; 
¡ I , ' I 

( 1 : 
L' . : 1, I 

: I 
, 1  ., • 11 . " ' 

' 1" . 
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a c e n t o';  ... s o br e x i s i g n if a q"4 B  h ay qu e s él- c, a r  x i 
( o s e a., ' 

,n + ( ') ::: 'Y .  xl � . . .  , x 1 J. n + 
( x 1 ' _ ·  . , x .  l ' x .  1 ' "  . •  x 1 ) ) y J. - l +  n +  

" d a d a  ' p o r  

! '  · ¡p i ( x 1 , · · ·  � x �'+'l ) : :i:  ( X l " • • •  x i • · · . •  xn + 1 ) 

( p r o y e c c i o n e s  d e  l o s  c a s qu e t e s s o b r e  l o s  h i p e r p l a no s c o o r  

d e n a d o s ) 

E s t a s  fun c iones � o n c l a r a m e n t e  c o n t i n u a s c o mo r e s tr i c c i e n  
, : 

a l o s  c a s q u e t e s  U� y U :  de l a  p;o y e c c i 6 n a l o s  h i � e r p l a n o s  l l , 
c o o r d e n a d o s . Por o t r a  p a r t � " l a s  fu n c i o n a s  

U:  
J. 

u :  l 

d e f i n i d a s  'p o r ; 
.. i .  

\1/ (X l � .' • • ,x  ) 1 n 
2 :2 1 / 2  

' "  
- ( Xl " "  � x .  l '  ( 1 - x A - • • •  - x ) � x . •  " . , x  ) J. - :. n ,l . .  n 

- 2 2 1 / 2  ¡JI • ( x  1 ' . . . .  x ) '" ( X l ' • . • , x . l '  - ( 1  - xl - . . •  -'x ) . ' , x, • • • • •  , x ) 1 n l � , '. n ', , '  ' . .  1 ' n 

s on l a s  i n v e r s a s  r� s p e c t i v a s  ( v er i f i c ar c o� � o ó i � n d o )  y 
e v i de n t e m e n t e s o n  c o nt 

m o r f i s m o s  d e  a b i e r t o s  d e  

, .. , ' +" , � a s . En t o n c e s  l o s , P i y ep i 
s n s obr e �b i G r t o s  d o � Rn ; 

s o n  h o rn e o  

c om o  l a  

+ -
u n i6n d e  l o s  U .  y U .  s obr e 1, l. 

n i da to d o S �  t e n e � o s � e n t o n c e s  

t I  'b Sn u n  a , a s  s o  r e  _ .  � , , 
. ... � 

. 

, 
P a r a  v e r  l a  c l as e  d e  e ae a t l a � ,  h a y  qu e b a I l ar tQd a s  l a s  

c om p o s i c i o n e s  



+ . + ,- 1 + - - 1 - + -1 - - - 1 ,1{) • ó ( I{J  • .  ) , 'P .  0, ( tp . ) " , tp .  o (\p • ) , CP  o o ( '{)  • ) 
]. ]  ]. ] ]. J L J 

H a l l a m o s  u n a  c u a l:q u i e I" a  d e  e l l a s  y l a s  d cm á s ' ¡ :qu:e d cln c o m o  

ej er ci c i o . 

P o r  ej emp l o : 

+ 
::: ({J i ( x l '  . . . � ;.: i - l, ' - ( 1 

t>Y 1\. ::: ( x 1 ' · · · , x .. , . .  " x . 1 �  J. J 
e n  e l  c a s o  i < j y 

( ' 2 2 1 / 2 
, 1 - X

1
- . . .  - x ) I X . " , ' . X ) n J n 

2 2 1 / 2  ft 
( 1 - x1- " . '. -x )  ? X • ? ' • •  , K. o  '; • • •  , x  ) , n J ' J.  n 

e n  e l  'c a s o  i > ] ,  . 'bn am b o s  c a s o s , l a s  f u n c  i o n e s  I" e s u l  t q.n 

k ' d e  c l a é e  e p a r a  e l  k · q u e s e  q u i e r a . �x t a n d i e n d o  a u n  a t l a s  

"1 " m�x i m o , f i j a d o  e l  k ,  I" B s u l t a  q u e  S' e s  u n a  , v a I" i 8 J a d  d i f e -

I" s n c i a b l e  d a  c l a s e  r. k y " d im e n s i ó n  n .  

3 '. ( V a:rd é d a d  

ciables d e  clas es ' C k y C h y d e  d im e n s io n e s  n : y m I" e s p e q �  

t i v am ent e ' y  s e a  I" ::: m í n ( k . h ) .  , 

D a d o . ( p , q )  € Xx Y ,  s ,? a ll ( x " U ) '  u n a ,  c a I" t a , l oc a l  éj). :r: e d e d o I"  d e  

p .e ( y , V )  u na , a l I" e d G d o I"  d e  q .  C on s i d e r e m o s  l a  f u n c i ó n : 

. . � 

xx y : Ux V ->- x ( U )x y ( V ) 

xx y ( p , , q ' ) = ( � (  p I ) • "y ( q , ) ) 

E s t a  f u n c í 6 h  S s  r! l a ·¡:, a m e n t e .  bi y e c t iv a y e s  'C ' lTI t',Í, a u a  ' p b I"  

S 0I" l o  e n  c a da c o órd e n a d a .  



I ! 

,. 1I 

, l  

-: 4 2 -, , 

:por :ot r'a :P 

n u a  p or e l  m i smo ar gum e n t o .  Ent on c e s  xx y e s  � n  h om e om o r f  s 

m o  d e l  a b i e r t o  Ux V d e  Xx Y s ob r e  e l  a b i e r t o  x ( U )x y ( V )  d.� 

Rn +m ( d e s d e  l ue go � y  s e  c o n s i d er a  c o n  l a  t op �l o g 1 a  p r o d u� 

t o ) . S 1 ( x,  Ü) , (y, .v) s o n o t r a s c a  r t 8 S .81 red e d o r d e  p y 

q r e s p ec t i vamen t e , ent onc e s  

.' , . . . ' 
c omo s e  p u e d e  v e r i f i c ar inm e d i a t ame n t e ,  r e s u l t a n dn p o r  l o  

r t a n t o  d e  c l a s e  C c om o  prod u c t o  d e  t a l e s . D e  e s t a  m a n er a  

-vem o s  q ü e  e l  p Í'od
'
u� 't

'
? ' 'd e  u n:a v a:b i e ¡:l ad ' d e  c l a s e  ck y d im e,!!. 

.�3Í 9n n p o r  una  var i e d a d  d e  c l a s e  e h y d i:m e n s i ó n  m t i e n e  un a . ' . . -
� , ' � s tr u c t u r� d � f� r e n c i abl e  d e  c l a s e  er , r = rn ! n ( k , h ) , y d im e,!!. 

5 16 n n +m . ,  C u a n d o  h a b l e m o s  d e  varj e d a d  p r o d u c t o  n o s  � s t a r e -

m a s r e f i r i e n d o  a e s t a  � $ t r u 9 t �r a . �  ¡ • • ..' .t 

, 11 t 1 1  a qu í.� , c 9fl,� ; .�n t u  p t  � � " ,  c� S.D f.I , t.e-n'e.r.: \:l U t"!.. i d e  a m a s  

b¡> e ,:, e .  , a un qu e  m á¡� ." �mp:r' 7c 1 s a . d e l  P?rqu� . g e;L :r;- B :s ú l  t a d o  o b ­

t e n  i d o . S i X t i e n e  d im e na i on', 1) .  , �n t on c e a  S \f :i¡  pu n t o s  s <¡l  

l o gª"",: 

m e n t e; l o s  pun t 9 s  . y. ,  s e  , p. u t? él e n  r ep r e � e n t ar p o r : c o o:r,d e.na -

, . 
En t o n c e s  l o s  p un t o s  Xx Y s �  p u e d e n r e pr e s �n tar p or l a s  c o or 

d e na d a s  X i " . •  � X  • Y l » o . o , y • S i  t e n em o s  o t r a s c o ord e n ad a s  11 " m ' . -
x l ' . . . • x n pa r  a X e , .';' . "  y m "P él. r a Y .  i s a: b e m o s ; el ti e 1 a s x i 
s o�; � f.u'9 c i9� El S  C � . d �. 

l a s  X j  y la,fi s o n  ,f u n c ; o,n e s , C h d e  



l a s  y� . C óm o ' p a r a ' Xx Y t eDle m o s l a S í c O'o r d e n a d a s  x 1 '� ' " � X.n ' 
' Y i , .'. : • .  , Ym , d e b E:!m o s v e r  'c ó m o  d e p e,nd é n . e s t a s '  c o o r d e n a.d,a.s d e  

x 1 , · · · , x n , Y l " " ' Y� '  �br e j em p l o � ' u n a  ii , d e p e n d o  e n  for m a  

C k d ü  l a s  ,pr imel'ás n ( o s e a , d e  Xi , • • •  , ,\ )  y en· f o r m a  Ca:> 

, d e l'a s ú l·t imá s m· ( p u e s, n o  d ep e n d e  de ,,"l l a s ) ;  e n  c a m b i O. ,  

u h a  � .' � e p end e en 
� 

ro forma e de l a s  p r i m e r a s  n ( p ue s n o ' 

d é p e n d e  d e  el s )  y en forma C h d e  l a s  ú l t i ma s ( d  s e a � d e  

Y1 ' ' ' · ' Ym ) . 
Ent o n c e s ,  t o d o  l o  .qu e  pod olll o S  d e c ir e s  q u e  x 1  ' . ' : : �,' �'J1 � . ,  
Y1

• · • •  ' ym d e p e nd e n  e n  f o r.ma C !\  r ::: m ín ( h , k ) , . d e  x 1 , . . .  , xn , 
y 1 ' · · · · ' y · _ . m 

L� . · C on l o s  d o s  e j  e mp l o s  , a p t e r i or e s , e l  t or o  

r e s ul t a  ' u n a, v a r i e d a d  d i'f-e r e n c i a b l e  d e  l a  c l a s e' q u'e s e  q u i� 

r a, y <rliF ·Ci f.ín en s i ón 2 .  '. i . ¡ . , � 

M á s  g e n e r a l m en t e , e l  t o r o  n - d i m e n s i o n a l , pr,Od u c t o  d e  n c a  

p i a s  d e  S 1 , e s  u n a  var i e d a d  d i f e r e n c i a b l� d �  'd i m en s i ó n  n .  

5 "  'El c on j u n to RlT\x n d e  l a s  m a t r i c e s  d e  m f i l a s  y n c o l u m. 

R m •  n d • d ,n,a s ,no G �  o t r a  c,é s a qu e: \, c o m o  s e  P U I1. e V.�r.i p <? n l  e n  .o l a s  

f i l a s  d e  u ,n,a rna.tr i z  u n a  a c o n t  i n ua ci ó n  d e l a  .o t r a . Hn t o n c  e s  

,s,egún; v irno s. c,n . e l  E j  9 1!1 p l o  1 " .e :?,  u n a  v a r  i ed a d  , d,i f er e n c  i a b l e  , , 
C!: e . :la, ,c �la sl e , qu e  s e  q u i,e r a , Y. , d i,m ep s i, é n  n . m .  

' .  ' 

6 .  E l  conj unt <;> G L Cn ,,!,\ ) , d e  t'o d a s  l.a s m a t,r � c e s  nx Íl inv e r  

, • b l  b . t d D nx n .  . 
d 1 b . t 8 1  C:! S  0 S  un a �er' ' ' o  e l' c om o  l m a g e n  J. n ver s a  (3 a � e r  o 
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R:¡ { O,} p or l a  f.u n c i ón.  ( c 9 :P t i nu a ) d e1: e�m i na n t e y .  t i e n e  p o r  

'. t a n t o  u n a  e s t'r u c t u r a  d i f e r·e n c. i a ;b l e  d e  c·i.a s e. c1< . . c u a l q),l i e r a  

1 k d d '  . A . 2  
E h h l '  X . . s ea·· e .  • y e l m.�n s l on , n ·  " 0  s t e  e ,e  o e s  g G n er a  : S l  

k e s  u :p a' var i e d a d , d e  c l ¡9. s e ·C y d im e n s i ón n ,  ·�nt 0 n c e s . t b d o  

a b,i e;ct o ·W d e  X t i en e  u n a  'e s t r u c t u r a  d i f e r e n c i a b-l e ' ,d e  i g u a l 

c l a s e  y d im e n s i ó n .( s i  ( x .  U )  e s '  u n a  c a r,t a d e  . .  a t l a s  d a . .  X ,  s e  

, " c o n s i d e r a  ( X l ,  U n H ) � · d �n d e, X l , . o s  l·a ;r·e s ;t r ic c i cm . d e  x, a 

r. : 

u () H ,  c om o  c a r t a .l o c a l  d e  W ) . .. ... 

e r'c i c i o s  ' . ... : "l 

. .  ' , 1 . 

a )  l o c a l m e n t e a r c o - c on e x a  

,">. r �"\ . '�, � b )  
" I 
('; J ) ¡.: /,;::-

l o c a l m e n t e  c om p a c t a  

r e g u l ar ( s i e s  H a u s d or f f ) ,: . 

2· . . .  Pr ob a r  qu e e n  u na: v a r i é tlra d t o:po.l ó g ;i. c a  d e  d im e n s i ón 

n ,  t o d o  p u n t o  t i en e  u n  e n t úr:n o b.OIll e oTOpr f o  a',' .-

aJ, R� 

b )  V 1  ( O ) 
o n . e ). ¡ = {x e 

: . ,. 

.: ! . ' 1  1: ,. ' 

Rn : - 1 ·  < x .  . ' . . ,  1 

. ,' 

< :1, p a r a  t,od o  i }  

3 .  S u p o ng a �o s q u e  u n  e s pa c i �  t 6p o ió i i c b  X t i e n e  l a  

'pr o'p i e d a d : ¡! D a d o  p E x' e·x' i s t � · i.i�' 'en:t Ü'rn o' U :í:l 1e: "p 
. ' " ' t a l  q u e  iJ 'e s' ' h om e om'b r f c/ B.' : u.n'l a b  

... 

b a r  q u e  U 'e �: n e c e's ar·':j:a.m e n t e '  ab"l e r't o ( S ug i;,r'e n c'i;� : 

: 1 .  ; 'u s ar tn v a r i a'nc'i a d o l  Dom i n i o ) .  



, l. '  

• ; 1  

4 .  Probar que u n sub,c <;!nJunto d e  una var�e d ad t op o l ó ­

g i c a  d o  d im e n s i ón n e s  un a va r i e d a d  t o p o l óg; i � �,. 9. e  

r,l i1\l cns i ón n ( c on la t o p o l o g í a ,  i ndU1.c i d al)�  's i, y . 8 5 1 0  

s i  e s  a b i e rt o . 

5 .  Pr o bar q u e  el c o n j u n to f ormaHo p o r  l o s  d o s  e s  

, l " • c o o r d e n ¡p. d o s  e n  R
2 

o ó ñ '  l a "  t op 0 l o g í á  indu c i d a  n o  e s  

" una var i edad t op o ló g ic a  . .' i 

' é .  a )  Pr .ó b a r  cIll e Sn ' t i e n e  U n a  0 S Ú' u c t u r a  .de var i edad 

d i f e r enc iab l.e d e  d Im e n s i ó n  � y cl�s e. c(X) u s �n d o  

como c a r t a s  l a s  p r oye c ci on e s  e s t ér e ogr á f i c a s  

30bre e l  h . . '  . 

b )  P r 0 b a r  q u e  e l  tínico a t las ' mb: 

d a d o  en la p ap t é  a )  és tÚ ni i s m o  qu e c'ó nf i e n e  a l  

a t l a s  d e l  S�p l o  2 ( y ' p o r  l o  t B � t o  amb ó J  a s  

d e f in e n  'l a G s t r u c t ura d i'r e r e n c i a b l e ) :  

, 
una r ei a c i6n d e  e qu i v a l e n c ia e n t.r e las c artas 1 0'c a 

: " 
l e s . 

2 . A PL IC A C I O N ES E N T R E  VA R I E D A DE S  D l fiRE M c I A B LE� 

D e b i d� a, que l a s, v a r i e d ad e, S  d i f er e n c iáb l e s  son l o c al -
" '.' ,' , . 

m en t e hom e o m o r f a s  a l o s  esp,a c iC!'s numé r i c o s .,  m u c ha s  p ro p i e -

dadcis d é  estos e s p a ci o s  B� t r a s ia a a n  i nm e d i at a m e n t e  a las 
( 

v a r i eda d e s  d i f e rl,m c i a!"l e s . ' V a m o s  a c o n's i d er ar' e l  caso d I..'! 



I ' .1 

, 1 

ji 

" ]a S a p l 1 6 l3:c l eñ'e s  d e  a \ H'ert ó s  d e  : R� en Rm qúe  ', v i rilo s '  e n  e l  

c a p í t u  1 '. 

D E F I N I C ION 2 . 9 .  S e a n X ' u n a  var i e d a d  d i f e r en c i a b l e  d e  

c l a s e  c k  y d i m en s i ó n  n' e Y u n a  v a r !  e d'ad ¿ 'i fer e n c i a b l e  , d e  

c l a s e  C �  y d i m e n s i ó n  Il) .  

S i , f : X  7 Y e s · u n a  fu n c i ón y . t . � s , k ,  d i remo s q u e  f , . , 

e s  d i f e r e n c i a b l � d e  c l a s e  C t e n  a . e  X s i , e x i s � e n  c ar t a s  

Loc a l e s  ( x , U )  alr e d e d o r  d e  a _  ( y , V )  a lr e d e d or d e  f e a )  
,:; .. ' ¡ ( . . . . .  

� il e s  q u e  f e U ) e V y l a  fuh c i ón 
.. : J) , i" I�, .�. : . ' 

y o  f 9 X  - 1 : x ( U )  7 '1 ( V )  , � re�r.�::::���wJ� {out JR.. � ) 
s e a  d i f er e n c i a b l e  d e  c l a s e  C t ' e n  'I:{ a ) ' ( e st 6 i\!l l t i m o  c om o  

� n m fu n c i o n  d e  un a b i er t o  d e  R Bp' R ; v e r  c ap� t u l o , 1) . 
V e amo s gu � e s t a  d e f  e i ón n o  d � p e n d e , �e l a  c a r t a  

} � c a l  e l e g i d a. _ e s  d c;" c ir{: s i  .� e ,  p ump l e  p a r a  up a c ar t a  a lr� 

d e d o r , d e  a y .?,t r a  ed a d or d � ,  f (a ) ,  e n t onc e s  s e  c um p l e  , '. 
� ,, ' : 

. " 

p a r a  c ti a l qu i er c arta en a y c ua l qu i e r c ar ta en f e a )  ( s i em " -

pr e q u e  f m a nd a e l  d o m i n i o  d e  l a  pr im er c ar t a  d e n t r o  d e l  
• 

• 

, ', • • . "  ••

•

• t . '  l. • � • • 

d om in i o  d e  l a  s e g u n d o ) .  S ú a n e n t on c e s  ( x , U ) . ( y � V )  c om o  e n  

l a  d e f i n i c i ó n y s ea n  ( ¡, IT) u n a  c a r t a  e n  a ,  (��V)  u n a  parta 

en f (  a )  t a l e s  q u e  f ( U)  e V. P or l o  t ant o 

'- J, ; 
. r .i • �. 

: : . ¡' l.· , ,' . :  . 7 . ' !  . . .. l '  •• � • •  I • ••• • • • - - - 1 - - 1  - 1  - - 1  y c f o x  = y o ( y o y ) c f o ( x '  D X ) O X = 

: " . . 
' ," = : ( yo y'- l: ) o' ( /c: x - l ) u ( x�x - 1 )' 

' .. . , -; . 

: . 

t ' :  

s i en d o  e s t a  r e l a c i ó n  vá l i d a  en x( U n U) .  POI' lo t an t o ;  e n  
• J ,  • : r · . 1''' ' l > '  • - - - - 1 �� e n to rno d a  x ( a ) ,  la fun c �5 n  yo !o x  p u� d e  e s cr i b i rs e  

c o m o  c om p o s i c i 5 n d e  tr e s  fun c i on e s d e  c l a s e s  s , t y k 
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r' El s p e c t i v arnen t e . P e r o c o mq p ed im o s  t � ,a , k , l a s  t r e s  fun ­
t 

c io n e s  s o n  d e  c l a s e C y l o  m is m o  v a l e  p a r' B  c c:¡m p o s i c i ó n . 
- - - 1 - - - 1 t e s  d e c i r' p a r a  y o f o x  • L u e go y o f o x  e s  d e  ,c l a s e e e n  

i( a ) , qtie e s  lo qUB q u c � 1 a � b s  p r o b ar . 

N� t u r a l m en t e , d i r e m o s  q u e  e s  d i fer a n c 

� c t e n  X s i  l o  e s  en c � d a  p u n t o  a e X .  

d e  c l a s e  

- 1 t L a  fu n c i ó n y o f o x '  , c o m o  e s  u n a  fu n c i ó n  C d e  u n  

a b i er t o  d e  R n  e n  Rrn ,  equ iva l e  a d ar m fun c ion � q d e ,  c l a s e  

C t d e  d i c � o  a b i e r to e n  R ,  o s e a  s o  p u e d e  p o n er e n  l a  f or 

m a '  

Y l" :: f . ( x 1 ', · ·  . ', x  ) 1 , n  ( i  :: 1 "  • • •  � m )  

c o n  l a s  f .  d e  c l a s e e t  ( m á s  pr e c i s am e n t e , e s  1 
f .  :: 1l' • .'oyifoi:- 1 :  d-ontl e ' 1I'  .. e s  l a  'p roy e c c i ón d �  ¡tu � " l a 1 l' 1 
i -és i ma c oor d e n a d a ) .  

T a n t o  e n  e s t o s  c a s o s  c omo e n  v a ri e da d e s ' ,  fun c i  d i  

f e r e ne b l e  ( a  s e e,a s ) s i. g n i f i c a r a  fun c l ó';1 d :i f c r e n c'i a b l e  

d e  c l a s e  C CO  ( en t re v a1:' i ed ad e s  e"" , d e s d e l u e g'o ) .  

D E F I N I C I O N  2 . 10 . S e a n  X ,  Y var i e d ad e s d i fe r �ne i ab l e s ;  

u n a  fu n c i ón f : X  + Y s e  d i c e d -.:.;-.:.;-.:.;;;;..;;..;;;,...;;;,..:;;:....;;;;..;;..- s i  e s  b i y e c t � va , 

d i f e � e nc i abl e y d e  i n v e r s a  d i f e re n c iab l e . 

L o s  d i f e omo r fi sm o s  e n t re v a r i ed ad e s  d i f e � e n c i a b l e s  ',' ;"" � 

j u e gah e n  la G e am e t r 1 a  D i f e r e n c i a� e l  m i smo p a p e l q u e  l o s  

h
'
d.m e om o l' f  i s m� s e nt r' e  e s p a c  h> s t opo l ó g ic O G e n  l a  t o p o l o g í a . 

A do s  
, 

v a r i e d ad e s  � i f e om o r f a s  l a s  ' m i r a m o s c om o  d cf i n is nd o ' 



. i 

e s e n c i a"l m e n t e  ul1a m i s m a  var i' ed á d . P e r o  d e b em o s · t e n e r  c u i d a  

···d o ' c o n  un a p o s i b l e  c'o n f u s l ó'n : s i' s o b r e  u n  e s p a c·i o X ,  t e n,e 
. . 

m'o s d o s  e s t ru c tur a s  d i'f e r e n c i a b l e s  ( d o s  al I a s' iná':x im o s ) y 

e s a s  e s t ru c t u r a s  s o n a i fe o m o � f a s ,  e 3 �  ha s i g ni f i c a  4 u � ' 1 0 s  

a t l a s  · m á x i'm o s  c o i n c id a n . ( Pa r a  u 'n ' c ón t r a e j emp l o . v e r  e j e r -

c ie i o  i d e  e s t a  s e c c i ó n ) .  D e  l a  m i s m a  m a n e r a , s o b r e  u n  m i s  

m o  � sp a e i o  p o d em o s  d a r  d o� ' t o p o l ¿ g 1�� hom e om o r f a s  p e r o  n o  

c a  inc id e n't e s . 

S e a n  'a h or a  X .  Y v a r i e d a d e s  d i f e r c n c i a b l e s  y ' s e a  

f : X  + y d i f e r e n c i a b l e .  P o r  l a  d e f in i c i ó n , d a d o  a e X e x i s 

t e n ( x . U )  c a r t a  l o c a l  e n  a , . ( y"" V )  c ar t,a l o c a
,
l e n  f ( a )  t a ­

- 1  l e s  q u e  yo f o x  e s  d i f e re n c i a b l e  en x ( a ) .  

D E F I N I e I O N  2 . 1 1 .  L l amam o s  r a n g o d e  f e n  a a l r a n g o  d e  l a  

- 1  m a t r i z  j ac o b i a n a  d e  y o f o x  e n  x ( a ) .  e s  d e c i r , a l  r a n go d e  

D ( y o f o x - 1 ) ( x ( a » . 

R e c or d a m o s  q u e  l o s  e l e m en t o s  d e  l a  m a t r i z  j ae o b i a n a  
• , l . . ,  . • 

D ( Y O f o x - 1 ) ( x ( a »  s o n l o s  n úm er o s  D . ( y j o f o x - 1 } ( x ( a » , d o n -
t ;' • � ! � 

d e  y i = . i o y ( o  s e a l a s  d e r i v a d a s  p a�c i a l e s  d � ,l � s f u nc i o  

- 1  n e s  c om p on e n t e s  d �  y o f o x  ) .  Emp1 0 ct r e m o s  l a  s i g u i e n t e  n o t a  
' : 

e i ón s i s t e m á t i ; a m e n t e :  

'. . .: �.: -

Ya , qu e  h a m o a  d e f i n i d o  el r a n g o , d e u n � ,fun c i 6n e n  u n  p�n t o  

e l igl e�d � u n  p,ar d e  c a r. t a s  l o c a l e,s . ,t e n em o s q u e  v i? r, g u e  
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d i c h o  r a n g o  n o  d ep e n de d e  l a s  c a r t a s  e l e g i d as . P 8 r �  e l l o  

s e a n  ( X., U )  c ar t a  e n  a ,  ( y, y) c ar t� en  f (  a )  t a l e s  q u e  

f ( U )  e y' E n to n c e s � p o r  l a  r e  d o  l a  c ad e n a : 
J{l�. - - 1  \( - 1  - - 1  -D ( Y Cl y  . n y 01" o X O :le  )( � ( a » ::: 

- - 1 -
. D ( x '> x  ) ( x ( a »  

( �r o d ub to d e  ma tr ic e s ) .  Ob s e rv�m o s  qu e ' l a p r im e r  m a tr i z  y 

l a  t e r c e r a  d e l  s e gu n d o  mi e m b ro s o n  i n ver s i b l e s  y p o r  lo 

t a n t o , por u n  r e su l t a d o  d el a l g cbr a ' l in e a l , �l rango d e  
- -, - 1  - - 1  D ( y o f o x  ) ( x ( a »  e� i g u a l  a l  rango de D ( y o f o � . ) ( x ( a » . 

E s i;: o  pr \l e ba l a  i n d e p e n d e n c i a  d e.l  c on c e p t o  H r a n g o  d e .  f e n  f�a\o , "  I . 

a" �e l a  e l e c c i ón d e  l a s  c a r t a s . . ! V 

E s  i n t e r e s an t e  n o t a r  q u e  s i ,  a l  i gu a l q u e  e n  e l  e j e� 

p l o  3 d e  l a  s e c c i ó n a n t c r i o p , ? í � m i n u i m o s un p o c o  e l  f o r m a  

l i s m o ? e l  h � c h o  a n t e ri o r  apa r e cs muy c l ar o . En é f e c t o , s i  
• I ' • 

e n  l a s  c o o r d e n a das " l , . . . , x n e Y l " "  ' Ym l a  f u nc í 6 n  l a  es 

ó r iblmos como '  Y i ::: f i ( x i , · · ·  ; kn ) y en ia s c o b r d e n a d a s  

Xl '� " " � Xn e 11 , . • • .  , 7:'1 C O" H·· Y'i ::: fi ( x1 , ·· · · . xn ) ,  e n t o'n c e s  

ay .  � 

ox .  ] 
mf  oy . 1 

;.: :' h =  1 



I� " 

, I 

: .. 

j¡ 

",' 

- 5 0-

Vamo s a v e r  a h o r a  qu e ,  s i  c o n o c e m o s  e l  r a ng o  d e  u n a  
, ¡ 

f u n c i 6 n , p o d em o s  e n c o n t � ar c a � t a �  l o c a l � s  e n  l a s  ¿ u a l e s ' , �.� � .  
t , ' 1 

f t i e n e  u n a  expr e s i 6 n  muy s e n c il l a . L a  d emo s t r a c i 6 n  e s  
. , , " 

t o t a l m e n t e t é c n i c a  y p u e d e  r e s ul t ar u n  p o c o  p e s a d a , p e r o  
' : '; ' '1 ' .

. 
' ' , , 

• 

:

-" 

'. 

, 

' v e r e m o s  l u e g o  l a  út i l i d a d  d e l  r e s u l t a d o  . .  

l '  T E OREM A ' 2 . d 2 .  ( F o rm a ' l o da l  n o rm a l ) a )  Se a f : X n 
� ym 

u na : f u n ¿ í6 n  d i f er e n c i able d e  r a n g o  k en b e X n . E x i s t e n 

. e n t o n c e s  a s  l o c a l e s  ( x , U )  en b ,  ( y , V )  e n  f ( b ) ,  c on 

f ( U ) ! � V , t a l� s qu e 

- 1  1 n y o f o x ( a, . " • • , a  ) ::: ( 1 k . 1 1< + 1 ( ) 1 m  ( ) ) . a " . ,, ', ''J a ) \}I a ,  " , . ,�I.I. a 

d o n d e  a ::: ( a l ,  .. . . , a n ) e s  c u a l qu i er e l em e n t o  d�,:' x ( U )  y ;  "" _ "'I'·� . J_I � , "" ' . 
1/ik + l , : • • • ¡J¡"ITt s o n' fu nc i ó n e s  d i f er e n c ia b l Eis d e  x ( U )  en R .  ' 

b )  S i  f : Xn 
+ , m  e s  d i f e r e n d ia b l e  d e  r a n�¿ k e n  u n  � n t o r n o  

d e' b e x'n � ' e n t'c� n c'€i s ex i s�t e n  c a r t a s' l o c a l e �  ( x , U )  e n  b �  
. ; . 

( y' , V )  sn f ( b ) , ¿'o n  H U )  C V ;  :t a l q s  q u e  

" • • �. ¡ 

! , " , -:1 ' i '  n '  ' 1 k  ' ; y o f o x  ( a  ' "  . .  , a  ) ::: ( a  • • . •  , a  , O, . •  � , O ) 
" , 

, D EMO S T RA C I ON .  a l  T om a m o s c ar t a s  l o c � l e s  c u a l e s qu i e r a  
. : .  . " 'o " ' 

(, x , U ) , § O b "  ,( y , V )  e n  f ( b )  t a l e s  q u e , f e U ) C,. V .  S a b em o s  !;Iu,e 
1 " l .  . 

. . , ' oy i 
o f ' ,' : ;' .. . ;

'
, 

' 1, 
e l  r a n go d e  l a  � at r i v  ( j )  e s  1< y p or l o  t an t o  d i p h a  

m a tr i z  c o n t i e n e  u n  ,m e n o r  �x k . d e : ,� e t erin i n a o t,� ' , no n u l o , d i g5!. 
". : 

m a s  
.'. 

: 
, " " .. 1 �" " .... � .. : 
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i1 : i 
'iJy o :f k of , ' 

j 1 
Ox 1

, ªx 
¡ ';' 

d é t  r t O e n  b 
. .. ·,! t . . .  

i ik 1, ay l o f o f  J Ox 
j k 'v k '  

� " ,  

d i cho m�nor s e a  e l  for�ado p or l a s  pr imeras k fi la� Y,  l � s  

.. . p;l:' imel� a s  k colu�n.a s . 

Para e l lo , s e a n ' {,ik+1 ' • • • , i  } , ' { j  J + 1 • . . •  , j  } l o s  . . .. . . m <: n 
com p l em e ntarios

' de { i 1 " "  , i}(J y '  { j 1 " "  ;Jk } r e [! � e c t iv¡:. -

m e n t �  ( �cr ej emplo , 
j j � 

c o n  orde n  "cr e e  lent e :  

ik +.1 -< 1k+1 < . .. . 
w : Rn + Rn , . ' : rtm 

-< i Y lo  m i smo p ara j ) .  m 
S e a n  

y S, e an : 

. , m ' [ . ' 
+, R l as permutac i o n e s  

'71' ( xl ' . . .  • �\l )  :: 

7T ' ( y  1; ' • • . �'Ym ) 
. � 

X = � o x , y = 71" o y 

' ; 

n Entonc es  (¡ x , lJ ). e s. adm � s  e . . por e l  a t 7a s  d e, X .� p u e s 

- 1 I ....,... - 1 - 1 , - � "Z � �'" :: 1L. ... y_ . "l 0 x  .. . = .. tr .. .  , ,. y . tamb i é n  ( Y .  V )  e s  adm i r db l e  
i 

-1  1 ,  - 1  por e l  atlas  ' d e ym p or s er y o y ::: ' 1l' 1 y oy :: ( 71" ) . 
} :'j otras pal abras . ( �. U )  , � cárta en  b ,  I ( y, V )  l o  e s  

e n  f ( b ) Y a d amAs  .' 



: 1  
l !  

; I i i i 

, " i I ! , :1 , 1: ' 
I !  

¡ I • 

I ' 

I , , ' ¡' 

j '  

· L  

- 5 2 -

r 

d e t  

... -k CJy o f  
.... -k o.x 

:¡. O , en  b 

, ' n- " . . .. " 
S e a  ahora u : U  + R d e f i n i d a  d e  l a  s ig u i e n t e m a n e r a : 

o s e a :, 

{ }  ( -1 f ( )  -k f ( ) -l� + 1 ( ' ) " -n ( ) U \l;I,  :::: y c q � • •  " ,y O CJ ,  X q , • • •  ,x q 

U1 -1 k 
= Y o f , . . .  , u  

-k 
:::: y o f  k + 1  

u 
-k+ 1  n :; x � . . •  , u 

( r e c or d a m o s  qu e '  

i�� ' pr o y e c c i o A e s  a l a  j - s ima e i - s im a  c o o�d e na d a  r e  c -
, . ,'. 

t i v am e n t e ) . . 
�.. . . . 

Qu e r e m o s  q u e  u s e a  u n  n u e vo s i s t ema d e  c o o� d e q a da a 
. .  ' .. 

- -1 Y t e n em o s  e n t onc e s  q u e  e x am i nar U o K E � : 

". : � ' .  . ... ' 

• I • , � 

'd e '¿  

, ; 

�. • It 

-1 'y o f  i, ' 
k • •  • 

ax 
, , 

x 

" I 

-k 
l '  Y o: f ·  

axk 
'.,. 

, 1 

o 

, , 

';' ; , , f 

" 

t. .. .... = 
.' • l' 



"l, :' 

:: d e t  

" .. '"'-j:'" - , oy o f  
�...;..1 Ir;{ , 

• I 

'.\-1 \11 o f  
a-k x 

. . , . 
. -k oy o f 

, \ 

8-1 x 

• d c t  1 1- 0  ( 1" :: id '-; n t i d ad ) 

R e s ul t e. d !:ü  t e O.r e m a  le la fu'né ión i ri v e r 's'a q ue' u o x - 1  
e s  u n  d,i f e om o r f is m o  e n t r e  sn:t órn o's ab'fer t.o s U ' d e x (  b ) Y 
U Il d e  u ( b) .  P o r  l o  t an t o ,  ( u , ' u - 1 ( U !! » )  e s  u n �  c ár'ta 'a d'- . .  

• ''t 
m i s i b l e  pbr e l  

! .. . . .  t I  

A f í rm il:mo s  q.u e las c a r t a s '  ( u ,  u - l ( U " » e r:.  b e ( V�, V )  

son l a s  bu s c adas . , - 1 
E n  e f e c t o , d a d o  q € . U ( U II ) . s e a  

1 , ', n . ' 
u ( q )  :: ( a ; ' • •  , a  J .  En t o n c e s  

:" . , ' ' Cyo � ou - 1 ) '( a,l 
, . . .. , �n ') 

. ': . 1 , , ', • • 

? :.;...; - 1 l '  ' n  y o f ( u ( a  , . � . , a » )  :: 

'= " yo fJq )' :: 
:: ( y:l <.�q ) , • , • , ym 

Q f (, q .) ) = 

1 k ::: ( a  . ,  .. . " ,  a , • . •  ) 

l o  qu e pru e ba nu e s t�a a f i�mac i 6 n  
¡ 

b )  s i  a hdl' a  f t i ene r a n g o'  'k e n  'úri e nfar n o  ' d o  :b ' €"  x:n , ' , ' 

e n t on c e s  e n  p art i c u l a r  p o d e mo $  a p l i c a; 'ci'r ' ; e �-u l t ad o  ' 
. \ '" a )  p a r a  c o n s i d e r a r  c ar t a s  locales  ( x , ú Y'  .e :Q, ' l n ( y , V )  

e n  f ( b ) • c o n  f ( U )  e v , t a l e s q ti e 

- 1  l '  n y c f o x  ( a  , • . .  , a  ) ::: 1 ", k .1,k + 1 . , ./ m ( c .� � . . .  , a , 'I"  � a ) , . . . .  '¡1 a ) 
, 1 n p a r a  '): 0 (1, 0  " .::1 ::,( a , . . . , 2  ) €' x ( U ) . B n 't o n c e s  p a,ra 9, € U :  



¡, , I I , 1 

1 

I 1 

1 1 
t 

, l ' 
1 , 1 
1 1 , ¡ 
'I ! ! I  
,, ' L\ 1 " ¡  
¡'I I ' 

,1 ' 1 ' 1  

¡ 'L ' 1 
1 ;  J " i 

, I 

¡ 1 ; 1  I 1 ,','1 I 
11 
¡ J ¡. i ¡ 

! I 
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> "  • •• 

1 € O ) 

ty i o f  
' 

i - 1 ) ' 
." -,.B� " l" k + 1 D .I,m, , , ' k +:1! l' o • •  k + l  '1' 

( . ) = ( D . ( y o f o x ' ( h ( q ) ) :;; 
� J J " ,�}). q " 

, . . ) .' : : '  

:-. 

x 

D ' n  

P e r o  s i e n d o  l a  mat r i z  d a d a  A e  r a n g o  k e n  U ,  e n t on c es 

l o s  t '� m i n o � qu e  a p a r e c e n  e n  e l  A n gu l o  i n f e r i or d er e c ho 

d eb e n  
" , 

p a r a 

s er 

k +1 -< 

i d e n t i c am en t e  n u l o s  
.' I 

h � ro ,  k + 1  < .e < m .  -� -

I!l· ; 
e n  U ,  e s  d e c i r  D h = O 

En e f e c t o �  s i  D h \�1!. e s  n o  

n u l a  e �  u n  pun t o  d e  U .  e nt o n c e s  e l  m e n o r  f o rm a d o p o r  l a s  

f i l a s  1 , 2 " " a k , h  Y l a s  c o l u mn a s  1 , 2 ,  . . .  , k � l .  t i e n e  d e t e � 

m in a nt e d i s t in t o  d e  c e r o . P o r  l o  t a n t o , s er á : 

,j ( 1 n ) � j ( 1 k ) Iy a , ' " , a  = '"  a , ' "  , a  , ( j  > k + 1 ) 

p a r a  c i e r t a s  func i on != s  d if érBn c i a b l e s  iJij ( pu e s  tf¡j s ó l o  

dep,e.,nd e' .c;fe l a:s pr.imeras k ,  v a r iab l e s ) .  , , 

D ef i n i m o s
' 

a h o r a  v : V:' -)o" Rm d e, l a  s i gu i en t e  • , .. I 

s i  ( y ( q ) ;;: ( y:1. ( q ) , • • • s Y m 
( q) ) , e n  t o n  c e  s 

i k " k"+ l " 
v ( q ) .::: ( y  ( q ) ,  . . .  , y  ( q ) , y ( q ) -

1 :  " ., . ( . "� ' . ' . 
:-r;k + l  1 k . m '1' ( y . ( q )  • • • • , y  ( q » " • •  , y ( q )  

in i' 
. . '''1\ ,': ' ! : 

W � y  ( q ) i " " y  ( q » ) 

o ,  d i c h o  d e  o t r a  m a n e¡:-a : 

. . .  

man er,a : 

q 
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_9UB�a m o a  U B ar v oomo u n  n� a v o  . s f� t e m �  d� c o o r d e ti ad a S  

d l,p:N,C)!. • - 1  E Y 6 tr¡:@.S .. e n t .o:n c e:s exa m l n ar v. o y  . , . l,s . . : 
- 1 1 m ·  . :..·1 . 1 ' m  v o y ( a , " e , .a ) = . .  V ( Y ( Cl , . . 11 , a ' ) ), :! 

1 k ' k + 1 '  - ( a " ' '' ) a . . " a  '-

�r.k + 1  1 k m m 1 k - '1'. ( a "  . . � a ) ,  . . .  , a - , 1¡i . ( a  , . . .  , a ) )  
� _ " ') � ' . " , . . - --"�._- - �-_. "'_._- � _  .. ... .. *. <'�." ' '' .  _ . . . 

c o m o  �s � n m c d i a t o  v e r i f i c ar . C a l c u l e � o s  s u  j a c o b i an o : 

. . - 1 
J ( v 'o y ) P - d.et C D· Cv o y - 1 ) ( y ( p ) ) )  =

' d e t· f: :] " - . 
, 

y p o r  �'EÚ t e or e'ma.' el e l a  ·fun c.i on i n v er s:a , 

f i s m o  d e  u n  e nt o r no. U '  d e  y, ( f ( b ) ) 's o b r e  Jn ,e n t.o r n o  U "  (1 0 
) - 1  . ' . 

v ( f ( b ) ) .- P OI' l o  t .a.n t o ,. ( vo ! '� (- U " ) )  e s  u n a. c a.i" t a  1 0·c .:; 1; ein 

f e J:¡ ) . V'.e am o s  como .que.d a ·fl ,e n l o s  s .i s t e rn a s d e  c O Q rd e n a d a sf 
1 n 1 m x , ' " ,·x . . y' v � • • •  �,V . • . • l '  · 1:1 '; , :  

- 1 1 n - 1  - 1 1 n f -'T ofe. x  ( a , . . .  , a  ) = v o y o y o f o x  ( a  , . . . , a  ) = 
" 

__ - 1 1 . k .i;k + 1 · · ,I,m 
= v o y ( a  , . .  , . a , 't'  ( a ) ,  . . .  , 1"  ( a ) )  

= ( a l ,  . .. .  : , ¿ }: ; ¡J¡k + 1 '( a j _Vi�·::�. ( a 1 , . o •• , a k ) , • •  

• I¡n :r.ITI .  1. ' . k : � . ..  � 'Y ( a )  �,Vl ( -a " • •  � , a  ) )  = 

, , 1 · . . ]{. . ' . . , 
= ( a 'i " " a , '0 , " • ; , () ) 

" . 
l o  que c o m p l e t a  l a d e m o s t r a c i 6n / / /  

D E F I N I e I O N  2 . 1 3
·
,S e an X

n
, �m v a r i � d� d e �  � i f e r e n c i � � l e s  d a  

', 1 I .. 
d i m e n s l 0 n s 2  n y m r e s p e c t i v am é n t e  c o n  n < m .  U n a  � u n c i 6 n  

f :  X n -> y r :  's e  d'i c e' i nm e r s i ó n. s i  e s  d i f é .r é n c i a b { e' ·�·y s i  e l  

r a n g u (1 i:: f t: S nl ,� . .  igual a n e n  t o d o  p u nt o  d a  X • 
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C omó' c óns'€ c u en c i·a · ,d. s l. t e or.ema  .d e J,� f orma l o c a l  nor  . " , 
m a l , t o d a  inm er s ión  s e  p u e d e· v er en c o o.rd,e na d a s  l oc a l e s  . . . : ' " 

. • •  d Rn Rm d " c om o  l a  � n c lu , 1Dn � e e n  , e s 8 C 1r  

- 1  1 n 1 n y o f o x  ( a • . . •  , a  ) ::: ( �  ; , : " a , O " . � . O )  

E s t o  p�u e ba que  t o d a' i nm e r s ión  e s  lo!=!�lmEnite i ny e c t i -

v a ,  e s  d e'e t od o  b e ){;n :t i en e  un .ent orno  . .  en e l  c u a l  f 

�� iny e d t i�a ( pu e s  s i  ( x . U ) , ( y , V )  s on l a s  c�rt a s  e n  l a s  
. ' ,' :, ' ' . . ' . !  

c u a l e s  v al ¿ la  igualdad an.t er i or ,  sean p ,  q e U t a l e s  qu e 

t( p ) ':: , f ( q ) . 'S i  x ( q )  ::: ( a 1 , ' . . . , a n ) y x (p )  ::: ( c 1 • . . . , en ) , , , , - .. 
t ·.;, , . f . . -.1 ( 1 n ) f ( ) e n  o ue e s  y o  o X  a � . " , a. � ::. y o  . q . . y,o f ( p )  ::: 

. -1 · 1 n , i n :: y o f o l{  ( e  . ; · . . .  c ) ,  d e c;ton d� ' ( a  , ., . .  , ét . , O , . . .  , O ) :: : • ''l, 
::: ( 1 ' . . n 

O O ) · t t ( ) ( )  P e ; • • • , e • , ' .  � , 'y por a n o x q =: x p : o r  s er 

x hom eomor f i smo , en part i c ular  e s  iny e�t iva y enton c e s  

,P =: q: )  11 ' . . 

D E;f Ün C ¡ O N  . 2 . 1 4 . :' U il'a,- f.U;�é.fón f :  Xn -+ ym s e  d i c e  

--'-'---,---'--_-"-. -(.imp·e·d d ing , p lo!'.;g e� ent ) s i  e s  u n a  imll er s  ión  y 

s i  e s  4 n' .ltDllle om<?r f i�.T?,q .. C'�)D s u  i m ag e n  ( e s  d e c ir , . , -
f : Xn -+ f ( X� )  e ym e s  hom a o�9r f i s mo dAn d o l e  a f ( Xn ) l a  

. ' , .; ' , .  J .:, 

t o p o lo g í a  indu c i d a  por  ym ) ,  

S�b em o s  q u e  l a  inmer s ión  � s ' i o c �lm�n�e  inye  i i a ; -
• .. ' lo ... • ��' lA . :  � ' .. ,.ll � • s �  l a  �nmerS 10n  e s  s u m e r S 1 0 n . e s  g l�:ba l-

. . , , " '. . 
m en t e  i n y e c t iva . La  r 8 c 1�r o c a  �o ' o s  � i ��taY�� gen�� a l � : .  1 . ' . • 

• • ' w " ' 
s um.ers Hm ( v er Ej e ;¡.�e i( d � , d e  e st � s�c' c i ón )  " 

. . 
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: , .. Not,¡a . L a s  d o  f in ic i.o �  e s. , .el e ¡ ¡, i r,lm 8:!" s i ó n  r r  " � e  en i f.rat},c es e 

in;g l�é,s, 't Ífflme r s  Ión  f I ) Y de ",sumcrs, i ón 1 1 , ( e1l. fr an.c e s  It p,l ong e ; '  ! , : .  -' , -
m ent " . , e n  i ng l e s  fl i m b e d d ing " )  p u e d e n d if e r i r. . d e  u n  a u t o r  . ' . '  

a o,:tro ;' Un qnal i s i s  c o rn paratl o  , d e la s d i s t intas  d e fin ic io -. ' . ¡ 

n e s  s e  en� u en tr a  � n  NAV E I RA ( 1 9 ] 'l . , 

E j !?rc i a i Q s ' 

1 .  Con� i d er e mos R con e l  at l as f orma d o  p O r  �a a n � ca 

c arta ( i d ,  R )  Y s i  f ( x )  � x 3 , c b n s i d er em o s R c on e l  a t l a s  

f orma d o  por  l a  ú n i c a  c a r t a  ( f , R ) . Pr obar gue , ( f ,  R )  no e s  

a dm i s ib l e  p or ( id ,  R )  y ', d edu� �r q�� l o s  a t l a s  maxirna l e s  

s o n  d i s t int o s . Pr obar , s i n  e � b a r g o , • • .  - � , . : . . ' I , ; 
q u e  f : R  + R e S  u n  

"; ' .l., 
dif eomor f i s m o  ( e l pr i m e r  R c on l a  c ar t a  ( f ,  R ) , el  s e guE. 

d o  c on ( id ,  R » . 
. .  r ' .  " , 

2 .  S e an X ,  Y var i e d a d e s  di f � r e n� ia� l e s  y ? o n s id er e -
, " 

m o s  l a  s'igu i en t e  d ef i n i c i ón :  'I f :  X -+ Y e s  d i fe r e n c i a b l e  s i  
• • • f 1 : • ." .  " ,;.  f • !"l _ " � r , ', ' . " • ... t 
p ar a  t od a s  la� c ar t a s  ( x � U )  en X �  ( i , V ) ' on � ' t al�� ' q ue 

d a d a p o'r 

f ( t )  = 

., , 

.,
_

, . _ �, 

.. 

' . 0 , <  

1 ( c os t '  s e n  

( L, �O ) 

1 ,  - ) 
t 

s i  
.... : . l � - 1 ,  • I . 

t 1- "0 - -- . . -.. 

s at i s f a c e  e s a d e f in i c i 6 n  p ero  f n b  e s  c � n t i�u a e n  O .  . .. . .. ' � 
3 .  Pr o bar que u n a  i nm e r s  ion  , e n tl� e  ; v ar i ed a Ci t� s  d e  la 

. r · ¡:" • t • 
m i s ma d im ens ión e s  n é c e s .:l� i a m t! n t e  u n a  f u n c ión  a � i e r t a, ' . .  : 
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" l'. �'t " , 

4 . S i f : M  + N 
; " . " 

d e  i gu a l  d im �n s i ó n '  y �1 e ls 'b ó�'p � � t a: y (  ti c'o n:e x a. ; '  ént o'nc e:s ' "  

f e s  s ur y e c t iva . ! " , " ,  j . ' 
• ' ro; 

- ,. �. " ( 2 ,  2 ". ) x· ..... y . ; '�,x.y . 

e s  u n a  inm e r s i6n n o  g l ob a l � e n t e i�� �� t iva . · ' 

b )  S e a n W = ( O  t 1 )  = { t : O < t < 1 } y V , , '= ,: C2 ,-.;tt:.: ::. 
,,, 

= { t :  2 < t < 3 } � S e a  f :  ¡v U V +' R 2 d'a d a  p or' , 
.,:.. ... .. 

( t , O )  s i  O < t < 1 
, ! . 

f ( t ) . . . :: 1'1 
:: 

' ,' ( 1  t - 2 ) s i  2 , 
t <: 3 ! <' . , 

P r o b a r ,  q u e  f e s  u n a  i n m e r s i ó n  g l o b a l m e n t e i'ny e c t j:�a" q � e  
. .. no e s  s um er S l o n . 

3 .  S U B V A R I E D A D E S  D I F E RE N C I A B L E S  

" .. ' 

! " . ; .  . � ' . 

. .  : 
. , 

. .... .  
D E F I N Ie I ON 2 � 1 5 ,  S � a n  M ,  X � ar i ed a d e s  d i f er � n c i ab l e s  

.. ' ; . 
d e  4 im e n s i o p e s n y , m T' e s p e c t i vam e nt e �c o n  n � m y � G X .  • t ' , . . " . ', j ". 

'" . ' : > " 
D e c im o s  qu e M e s  u n a  s u b v a r .i ed a d  i n m er a o s im p l emen t e  

. I . ' 
s u hv a r i e dad d e  X f'l i l é!,  .�n c l u s i ó n  i : H  ->- X e s  u n a  i nm e r s i ón 

D E F I N I e rO N  2 . 1 6 . En l a s  m i sm a s  c o nd i c i on e s , d e c imo s 
. . " 

qu e M e s  s u bv a r i eaad sum e r g id� ,  d e  K s i  l a  i n c lus i ó n  

O.b,s evv.emq.�, qule, �,i M �,s 
,
�� bvar i ed a d  d e  X . ' e n t on c e s  l a  

t o p o:J,, 9.g í a  ,4'e , i  pO ( qu e" e s ,. l �  i nd u c  i d �. 
" P OI" X )  n o  s erá e n  

g e n e r a l  a l a  t o p o l o g í a  d e  M ( que t� en e u n a  e s tr u o t u  

r a  d i f e r e n c i abl e p r o p i a  y p or t a n t o  u n a  t o p o l og � a  pr o p ia ) .  
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''' P e r o  a i  p.ed i r  que i s e a  u na �' inmers i ó n .  e s t a m o s  p i c1 i't�'tid.o e n  

p a r t icu l a r  qu e i s e ¡{ d. i f e � e n c i a b l'e ) '  l u e g o  c on t i n u a . Ent o� 

c.e s  l a  t o p o l o g í a  p r o p i a  el e  !.j e s  m a s "  f in a  qu, o  l a  ind u c i d a  

p o r  X ( l a c ont i e n;e , t i e n e  m á s  a b i et- t o s ) . ' Br e v eme nt e � t o -

p.o l o g í a  d e ,  i OO e top o l o g í a  d e  H .  E h  c am b i o , s i  H e s  s ub 

v ar i e d ad s u m er g i d a , t o p o l o g 1 �  4 0  i ( M )  = { 6 p ol o g í a , d e M ,  

y � � t a  e s  e x a c t a m e n t e  l a  d i f er e n c i a  e n t r e  s ubv� r i e4 a d e s  

y s u b vari e d ad e s  s u m o � g i d a s  ( pu e s  l a  in c l u s i ón ,  e s  s i e m p r � 

gl bb� lm e n t e i n y e c t i v a ) .  

L �  n o c i ó n  d e  s ubv a r i e d a d  s um e r g id a  t i e n e  u n a  i mpo r ­

" tan� e qu iv a lE m c i a : 

T E OR EM �  2 . 1 7 .  S � a X u n s  v a � i e d a d  d i f e r e n c i abl e de 

d im en s i ó n  m y s e a  , 11 u n  s u b c o n j u n t o  de X .  En t o n' c e s l a s  

s � g u i e n t e s  a f � r � a c i on e s  s o n  e qu i v a l e n t e s ; , ' 

i )  M t i en e una e s t ru c t ur a  d e  v a r l e d a d  d i f e r e n c i a bl e 
, I 

c o n  l a , c u�l l� e s u l t a  s ub v a r i e d a d  �ll e.:: ��d � d e  X 

d e  d im e n s i ó n  n .  

i i )  D a d q  b € � ,  e x i s t e  u n a  c ar t a  l o c a l  ( x I U )  a l r � d e 

� or d �  b e n  X t al qu e 

' { ( 1 m ) :: X. ? lI t l :¡ h . 

6EftO S TR 8 C I O N . i )  · ' i i )  

n + 1  m E X ( U ) � X = ;  . .  = x  

C o n s id er em�¿ a M c o n  l a  e s tr u c t ur a  d i fe r e n c i a b l e  

q u 0 ,  p or , 11  i p,ó,t '" s i s ,  t i El ti e . 

= ü }  

P o r  l a  fOl' m a  l o c a l  n O r' lll a,l ! (T e o r em a  2 . 1 2 ) ,  s a bem o s  



· 1  i 

" I 1 ,  II ' 
. , 1  I , 

\ , 

, I 

" ' ,' qu e : -.. d.a'diO : b, E; · .:M: �.� i,::;,;t:."13·n .c p. r:t a �, l o c.f1 1.e s. ( y ,  y ), e n M a l r e d e d o r  

, ,': . · d'e . b. " " Cx.,,, \rn . e 11' X . ; a), r.e d e do.r . 4 �, H b) ' :=  ,b t a�.rs q�.� l ' 

: , ', 

. - 1 1 n 1 n , ' : X: o � o y. : ( a  .. , ..•. ; • •  > é!-, � )  =:: :-'(' a , . ' .' , a . , q. ,  . . .. . , 0 ). , 0.:0 y .( V ) ( y  a d em á s 

. .  H V )  

, . . . 
" ' , -. , ' ," . �. 

• . \T ' .)::. ' W ) ,  '0: E? e.a. ; 
, " - ,1· ( ' 1 , ," n ). . ( 1 . n 

) a - '. . . . . O' O '  . x o y ' a > . . . ;  - . a . , . . . , a· ; " . . , ' . 
• . ,. . ' . r • • ' ''; • • • 

S i j : Rn " +' Rm' e s  l a  i� c l'u s i'ó�' j . ( ¡1· , . . . , a n ). = 

'" 

.' . . . .  l ' . ': . 'n . . : . .' . 
= ( a  , . . .  , a ' , 0 ,  . . . , O ) , l o  ;:¡. n t e r i or s,e ' e x pr e s a  d ic í en'd o  
. . " - 1 qu e x o y  :: j e n  y ( V )  o s e a  x = j o'y 

� ( q }  = ( y ( q ) , O ,  . . . , 0 )  

e n  V .  En 
l '  . 

p ar a  q E V 

( 1 ) 

( 2 )  

C o rn o  V e s  a b i er t o  e n  M y M t i e Q B  l a  t o p o � o g i �  i n du c i  

d á , ; s el' � y ::  V I :  í' l� c O D ; V ' . a b i \'! r :t o en . X .  L u e;: g o : 

v == V .... r 1-1 :: v '  n H n H = ( V.Y .n H ) ' n H '  . .  • • 1 .. 

L l am a n d o '  \� I :: " v ', 'r· W r e s u l t a  ( x , VI i ) c ar t a  '� l � i:! d'e d o r  
• t ' ',' 

d e  b e n  � y a d emá s 
. . . 

y p o r  l o  t a n t o  {� n ( �d em á s' d:e s e r  vI l r M :: V ) . 

E l  H '  e n c o n t r a d o  n o  va a s er t o·d á.·v �ra e l  U bu s c a d o  
.' � • : ' .� • ,) . .. . : • " , � t '  • . ' • • 
( s u g er irn o s  h a c e r  u n  � ibu 1 o  d � l c a � o  X ' � y �  

' ," J ' o,, .: " : • • I . M :: V :: ,. { (  t , ° ) : ° -< t < :1  } ;  e n o s t e ' e j e m p 1 o v a l  e vI f r· H ;: V 

p e r\'ó 'no l a  a,f :i:rm'a c i ó n  i i ) s i c om o  U :'i:om'amo s  H ¡ ) • 

. .. · f r  

, � I I .: 

P a r a  a c h i c a r  c o n v e ni errt e m e n t e W '  . c o n s i d e�arnb s : , " ) o', • ! , . " ' , . ,  • • 

" 
. \. 

-.1 ( ' . ( ' 1 ) r.. (' ( )' . m - n )' � x . . x · v1 ' 1, • Y V · x'j R ': ¡ 1 =  

= x- 1 ( X ( W ' » Í' x -:)' e,y'( v )  � , ,'Rm - �. )  ;: ' : 
�' ro. ... 1 

( 
. ( .. m - n \ , - vI . I " X '  . y :·V ) · x R ' ,' 1 ' . , 

. ' . 
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( s ugar imo s not a� �Dmo qued a  U e n  e l  e j emp l o  a n � � v iorm e n t e  

m ep c io n a d o ) 

Abor a que hemos e n c ontr a d o  U ,  p r � b em o s  nu e s t ra a f i r -

m a e  i 6 n  f" S  d e,c 

. 1 m n+1 m x ( U  n J:n :: { ( x  , . . .  , x  ) e x ( U ) : x  = . . .  = x  ::: O }  ( 3 )  

P r im er a m e n t e  n o te m o s  que 

u n H  :: V I' n :l{�l (y ( V �" ' x Rm -n ) n N  -, 
H' (l N  - 1  R¡n - n ) == fi x ( y (  V )  x :: 

P eró s i e n d o  x C V )  ::: y ( V )  x '  { O } pOl� ( 2 ) ,  en t on c e s  

x C V ) e y eV )  x Rm -n y e nt o n c e s  v e x - 1 ( y ( V.) p < Rm - n ) .  E n  

d e f in i t iv a : 

P l� o b em o s  a h Q � a  la d o b l e  i n c l u s i ó n ' d e  l o s  c on j u nt o s  

q u e  apa r e c e n  e n  ( .3 ) ,  

S i a e x ( U  n M )  t S e r á  a == x ( q )  c on q. e U (l H == ,  V .  ; 

Lu e g o , p o r  ( 2 ) :  

a == x ( q )  == ( y ( q ) , O ,  . .  , , 0 )  . 

y e n t 0 ¡, C: <. ::; a e s t á  \;T: X ( U )  Y s u s ú l  t j;m a.s � - n ! c oór d G na <;l a s  

!S o n  c.t;l" O j  l o  e u .-: 1 p r u e b a  :un a  in c 1u s 1 ó� . P. a 1' a  . .  1a  o t r a , <. s e,a 
" 

a == x ( q )  C t� n  q C: U ,  a == ( a l , " , .  , a n 
, 0 ,  0, . .. , 0 ) .  , P or 'l a d' e f i  

" , . ' ' . . 
- 1 m - n  n i c 1 6 n  ,; ( : U , "" 0 s 11 1 t 2 q e x ( y ( V ). x R o. s e a  

'. m n '0 + 1' m 
a == x ( q ) € y ( V )  x R -

• TJuc g o  a == ( y ( q ' ) , e , . . .  , c ) y 



: .. . 

. . . '... .. , '} 

a = ( y ( q ' ) , O , . . . •  O )  = x ( q t ) p o r  ( 2 )  y p or la  :i,ny: e. c t �::"- �.� a,.d 

b a  l a  otra i n c l u s i ó n  �. ." . 
. i i ) �. i )  : . : :  

D ad o  b e M �  s e a  ( x , U )  la c a r t a  a l r e d e d o r  de b en X 

t a l  q u e  
. -1" ," ... ': . ro " ' .  n + 1  .. : m x ( U  r M )  = { (  x , • . •  , x . ) € x ( U )  : x :: . . .  =x = a }  t ·  

S e a  11' : Rn x ' { O }  x • • •  x ' { O }  + Rn d e f in i d a  p o r  • " l . ' . 
1 n 1 n 1I' ( a  , . . .  , a  , 0 ,  . . .  , 0 )  = ( a  , . . .  , a  ) .  

" , . ' . ' .' '. ' . . . .  , , : ,1 
C l a r am e n t e  11' e �  u n  h o m e omor f i smo d e l  p r i m e r  e s p a c i o  

. . . . . : .: " . ' " 'rn " TI 
. .... . . , 

c o n  l a  t op o l o g 1 a  i n d u c i d a  p o r  R s o br e R . � e � i ri im ¿ s � (�;IT) 
. : . " .  , . , c o rn o : 

u - U n 
" :. , .., 1' X - 'Ir o 

Ent o n c e s  �: U 

. ) M 
x , 1 ' : 

. . . . . ' \' . , "  
+ �(U) e s  un h o m e om o r f i s m o  d e  U ' s o b r e ' u n 

; :  ' TI  " ' , '  : '1 � i ti � ;. " I 
a b i e r t o  d e  R ; e n  e f e c t o , � e s  u n a  c o mp o s i c i ó n  d e - h om eomor 

f.i sm o s  y 
. (> �. ... : . ! t) : ' .1 

, ( ,  ' .  � .. , " t 
�(U)  :: lI' o x ( U  (I' M ) '  = " lI' ( x ( U )  n ( Rn� {a } x • • •  x

' 
{ O } )  

, �. 
" . ,  . ::: ti .  : . í .. ' ; , ,;t 

Y x ( U )  ('1 R x { O } X • • • x { O }  e s. u n ;' a b i e r t o " d e ' Rn; { o } � :' �¡ ':'x ' { o } . 

\ .1 ' . • ' .  • I 
P o r  ú l t imo . s i  ( y , V )  e s  o t r a  

: I . ' -
• " .' ,' t "  .. . 

- 1 - 1 - 1  'k, 0 'Y" - �r u x o  y 0 71' J • •  

. '. '1 f . o  . ,  " 
d e  e s a s  c a rt a s ? ' e n t o n c e s  
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P o d e m o s  c oú s i d el"; a� ' rr - 1' cómo ' fun c i ó n  �I 'e RTI 0 n  Rm y 

r � s� l t a  d i f e r o n c i a b l o ; s �b em o � �u� ' x o y- 1 t amh i �ri l o  e s  y 

w ,  �u e d ar s e  c o n  l a s p r i m a r a s  c o or d e na da s} s i em�r c  l o  e � . 
. - - - 1 , '  , 
L u e g o  x a y  e s  a 1f e r cn c i a bl e . 

, 
Hé m o s  munid o a M �  e n t o n c e s  � d i;; una e st.rtÍ c tur a ·  d e  v a -

.. " . . . , , . . 
r i ed éd d i fe r e ti c i� b l c  d e  d im ó n s ión n .  R e s t a  �er que , c on 

, ' e s a  e s t r u c t ur a j l a  i n cl u s i 6n i : M  + X a s  u 6 �  inm é r s i6n , 

o s e a , t i e n �  r a n g o  n e n  t od o s  s� s p unt o s .  P e�o v i� t a  e n  
. . 

c oor denad. a s ) l a  i n c l us ión e s : x o ·i o x  
- 1 � 

: .. ':" 1 ' - 1 - 1 - 1 1 .  n ::: X o X ' QTI' ::: 11' , y 7/' ( a , • • • , a  ) ::: 

c l ar�m e n t e t i �h �  m a t� i z  j ac o b i a n a  d� '  

- 1  X o X  ::: 

, n  ' 
, • •  , , 8 , 0 ,  . . .  , 0 )  

n 1 / / 

L a  d e m ó ¿ t r aD i 6n d e l  T � o r ��a 2 . 1 7 as , d e� � e  l u �go ; l a  

i ri d i c a d a . P e r o  l a  n �c e s i d � d  d e  h a c e r  d et � l l aa �  l a  d em o s -

t r a c i 6 n  q u i z a s  ' o c u l t e  l a  i d e a  d el p or qu é  d e  l a  e qu i va l e n ­

c ia d e.;  n' y '  :ii ) ' qu e 8 5  m u �  ' � e nc i lla : s i  X � s  v�r i ed�� · d i .:  
fe� � n c la b i e ' � M ' s u�v �r i �d a d  s um e r g i d� � s e a  �l , : , , �xm u n  

s {B ��rn� J o  c o ord e n ada s e n  X .  CDmo i : k  + X ' t i e n e  '�arigo ' n ,  

e n to n c é s ' p o r  e l ' t e o r em a d e  i¿ f u n c ión i�t l i c i t h  p od�cim o s  

d e s p e j ap m - n  v a r i a b l e s  e n  fun c ión d é  l a s ' : ;' �¡s t ;;in t c s . é am � 

b i a nd o  e l  o r d e n , s i  e a  ' p r e c i s o , p o d em o s  s up o n er , 

x 1' : f + 1' ( x 1 " . •  , x  ) ,  • . . •  K = f ( X l " . .  , x ) e H  M .  H a c i e n  n +  n , TI . , m m ' TI 
do e l  c amb i o  d e  c o o rd e n ad a s : Xi ::: X l " • •  � x n ::: X , n :  
x :;; , X -

n t l , , n + 1 j ( x l ' . . . • � ) , . .  , , x  ::: X - f  ( x . , . . .  , x  ) ,  r e -+. , n m m " m J, ' n  
s u l  t a  ClU B  M p u e d e  qu e d  a r  e ¡; s c r  ¡ ¡ p o r  xn t1 ::: 

' c:  X = O .  \ m '  



¡ , 

" 

I 

P a� a  t er m i n a r ' c on ' l a s  Rsn er� l i d 2 d � $  s obr e s ub v a r i e d a  . \ "'� , ', . 
d � d e� b s tr a�o s s i  ��gu i e nte � ep r em� qu e � e s  e l  d e  m � y o r  

a p l'f c a'c i ó n : : '" : 
' "  

T EOREMA 2 . 1 8 . S e a  f : Xn + y� un� f un c i ó n  d i f e r �n c i a b l �  
: 1 ' ,  " 

- 1  d �: \r ango m < n' e n  t od o s, ' l o s  p:unt ;o s  d e  � ( a )  p ar a  u n  c i er t o  

a € '  y,m . E'nt o n é',2 S f - l ( a )  e s  s üb v,a v i e d a d  s u n¡ e r,g i d a  c er r a d a  , , , 
d e  xn 'de 'd iÍll é n s i on n -m .  

_ 1  D �Mo S TRAC I O N .  E� f � �a )  c err a d a  p o r  s er l a  i m ag en 

i n v� r s a  d e l  c err a d o  ' {a }, p or l a  func i ón con t i n u a  f .  Por 

btr a '  p a rt e �  d a d o : p e : f -1 ( a ) ,  l a , � � t P i �  D ( Y9 f o x � 1 ) ( x ( p » , � 
t i e n e  r a n g o " m �  � l  m á x i m o  p o s i b l e . E s o  s i f i c a  9. l1- e, h p. y  .. 

'uh d e t e rm i n a n t'e mx'm de d er i va dp. s  i a,l e s  q u e  e s  n o  n u l o . • ' ' . 1 

P or " l a  c o'n t in u'i d ad d e l  d e t e r m i n a nt e " " s d i s t i n t o,  d e  c er o  
, r ·  . I e n' \.m e n t or n o  d e  p y' p or. t an,t Q  ' f  , t'e n d r ítl  r a n go m e n  : ,e s c  

:E!¡Yt o rn o . Én d e f  i'n :t"t i v a . ' f  :t: e, n d  r4 g o  � en u n  ent o r n o  d e  
-1 . 

f ' ( a )  y p tD éi e'm os a p 1: i c a r  T e o r ema, 2 . 1 2 $,ob r e ],a, f�r�a , 
l ¿ c a l  norma.J:. : p a r a ' c d n e l u ir. ' qu � ,  d a d o  ' , R. . e .. f -� ( a ) � . e x i s t en 

c �� t �s l oc �l S § i ( � . O ) ' � lr e d e cl or 

f'( q j = a. p a!l a 1 a s .e u a 1 El S , 

p � ( y  .. V )  a + r Eé! d  eaor d e. 

. . . ' 
, -,1 ( .;1. " : :n ,  .. ·1 ' . ro ,  y o  f o x b ,  • • •  , b  ) . =, ( b  , . •  ", , b  ) ', '  ( 1 )  

,q � i(. y f { q 1 . = ,a .  . . � .  � . .. " 
. .. ; ; ; " o , ' : 

, ,E s o  .. ' ,+ 
, . ' 1 . m i q € U Y a d e má s y o f {- q J ' :  ' ( a  ' , ," ,  . •  a ). 

o s e �  q e U y a d em á s 



' . . 

' - 1 . . 1 ID ,  ... 
y u f�x . ( x ( q »  ::: ( a  , . . .  , a ) 

. . . . 
l n  S i  x ( q ) = ( x " • •  , x  ) , 9 n t <Jn � c;; s d e b e  s e r  

, - 1  1 n . '  yO f o x . ( "f . ' , •. • •  , x ) 

, '\ 

1 m ) = ( a  , . . .  , a  

o s c a � p o r '  ( 1 ) :  

;l '  . , 1 ,  m K ::: a , . . . , X  

- - 6 5 -

. :  f '  

En d o f i D it i va l. q € U' n 1 ( a )  s i y s o 1 o s i  q, € U Y 
1 ( ) l ., " m ( ) m x q = a • . . •  , x q = ,  ,a, . •  

- 1  . 1 n . ' 1 \ 1 ' m  m , x ( U  n f ( a ) ) :: { e x  � . . . , x  ) € x ( U ) : x  :: a , . . .  , x  :: a } 
. ' .  ,. . . ' . , -1 '1 1 -ID Háni o n d o  u n  c amb i �  d e  c o or d e n a d a s  K = X - a  , • • .  , x  = 

m m . ' :-m + 1 m o\- 1 -n TI -' X - a ' � x - x , • . •  , x  = x :  ·l' t:s ult a·. 

l ' -1 : X'(u' n f - ' ( a » ' = '  { ( x " , • • •  , .' '- -1 ' 1" • •  :....m ) € x ( U ) : x . = O ,  . . . , x  
.... :') . 

S i  a h o r a  h a c e m o s  �1 ::: -m + 1  == n -m x , , ' . .. , x  ' . .  
-1 - Le == X , ' "  , X  = -m 1 ;, • r e s u 1: ,::' . .  

, .  : 

= n  :: Q ,  • .• • , x  ::: O } 

-n = n - m  = x , x  

, ,'  

• 1 , 
= 

. . 

o }  

y b a"s ·t a él p 1 i e l  t e o r ema 2 . 1 7 para c O Dcluir, ' l &  d em o s �r a -

e i'ó n  . / / / 

. . . . .  ':COROtARI'O 2 . 1 9 .  S i  F : R n -+ ' Rm, e s  u n a" f u n c i 6:n .di f e·re,n -

c i ab i� c o n  �atr i z  j a c ob i arta d e  ra� g o  ID n e n  . .  : 

- 1 ( , ) " { ( i • .  TI " l ( i n ) } r o ) . '. ' , O . :::: ' x · , . . . .  X i : r . x , . . . ,  X 1: .' O � . . e n t o n  c e ¡3 
. . 1 r 7' ( O , :  • •  , 0 )  ' o s 1:n�h v f.1 r � e d ad · s um e 1.' g i da ' o <::: r r a d a  d :e I ' Rn ' d e 

d im e n s i ó n  n - m . 



I ¡ 

¡ l i  

i I , . I 
! í 

1, 1 

\1 
1- l' ¡ t 1I 

1 ' 1 l 
" í : I 

: , 
l 

" 
- '66';'" 

E s t e  c or o l a r i o  q:ubp e l a  ;:m a y o r  p a r t e :d e l a s  va r i e d a d e s  
" , \ .  

d if e r e n c i a b le s c o n o c i d a s . P or e j em p l o : v i m o� qu e Sn e s  u n a  , 
v ar i e d a d  d i f e r an c i  l e  d e  d im e n s i ón ' n d e fi n i e nQ o ' su s  c ar t a s  
l oc a l e s . C o n  e s � e  c or o l a � i o �  h s a  h e c h o ' s e d em u e s t r a  muy f a ­

n + 1  c i l m e n t e  c o n s i d er an d o  l a  f u n c i 6n F : R  + R , d a d � , p or 
1 n t 1  F ( x  , .. " . , x ) ::: 

n - 1  E n t o.n c e s '  '8 =, F ' ( -O ) y " c om o  F t i e n e  r a,n g o, 1 e n  t od o s  
l o s  p un t o s  d e  

N ot a : 
� ; , �  - d �d a .  l oc a l� 

( v e r i f i c a ):' ) ,  r e s,�.ll t a' 1,0 a f i r m ad o . 
� . ' . 

f i c i e.s e n  R 3  U n a  s u p e r fi c i e  e n  R3 e st á  
� �  p o r  e c u a c i o n e �  d e  l a  f o rma 

, I 

q u e  r e pr e s e n t a n" u n a, '  s Ulllsr.s ifin' d e  u n  a b i t;!r � o  d p l an o  u , v  
,·, 3 e n  R ' .  C a d a  t o  ;(-x l , x'2 �,.x: 3 ) d e  l �, s.� p,e r f i c i e  q u e d a  d e t er 

; .  " ,  ++ • •  ' , • 
m in a d,o ,p o r  3...9 8 v a l Q;r' e s  u , v y p a r a  q u e e s t a s  c oo r d e n a d a s  

',; : ' . ,  � � . 

s e a n  a dm i s i b l e s � t am b ian d eb �r á  dc u r r  
:: >  � .. '1 ,, ' , t � , � ,c,a d,a , p u r: i: o  ( X,l ' X 2 ' x �, ), c or r e s p on d a  u n  pa r 'u ;v b i en 

d e t .e rm i n a,d o . '  ' E s t o  ' s hi; n i f i c á  ' q u e  l a  m � t r i i  j a c:o b i a n a  d e  
': ' ' "  cxi: . a:ld t i p o  2 x 3 c u y a s  c o l um ri a s  s o n  - J au ,  ! ev  ( i' = 1 , 2 , 3 ) ,  

- s ' d e b e  S Sr de ' � � h g o  2 .  E st b � e s e qq � v a lB n t e, a , d e c i r q u e  el • t . .... , • • 

p r o d u c,t o ve c t o r i a l  Xu x X v s e a -¡. O ,  s i e n d o  x �} v e c t o r, 
c �y � s � com��n e n t e s  X i �� t á n  d a d a s  p o r , ( � ) . S �  � s t o  s e  c um p 1 e 9 
l a s  e cu a c i o n e s, �. ( 1 ) ' p uad,e n e s cr ib ir s e  ,l,o c a lm e n t e  e n  l a  f o l:' 

. '. � '. �" , , ! -

m a  x ·  , 1 

c e s ) q u'e 9'S 'l a '  f o nm'a ,g-enellal . 9 0 , l a,5, 5 ub v a r i � d a d c s  d e  R 3 
: . .  
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d 'pOr el  T eor em a  2 . 1 ,8 . ' L o S  pun t o s para  ,l o s, a lia l e s  l a  

m a t r i z  '¡le' la s ét e r'i v'a d a s  élx i / oo , ox i ¡ Ov e s  d e  r a n g o  i n fe r i or 

a 2 s, on " l)uu't o:s : s'ingula r c s " d� l'a pa:r am'e t r i z-a c J:ón " i , v ,  P� e d e  

ocul'rGr ' que poi 'un' \c ambi o' d é, p'a r tl m e t'NJ S\ u ' ::: u( u I , v  ¡ ) � 

v ::: v ( u '  " V I ) ,  e l  r a ngo s e a  i gual  a 2 ,  eh c Uy o  c a s ó : l a rfÍ:n -

gu l a r i d ad e s , e f e c t iva'mÉmt e , , d eb ida  a l a  p'arámetlo i z a c ión , 

no a la superfic i o : S i ' e� pti�to e s  s ing u l ar cu a l qu i e ra 

;. qu é s ea la p a,r a m e bd i a c  :i:ón , , s e d i c o  que ' es s in gul ar d e  l a  

' s l1P e r f':ic i e . E n  c a m b i o  ' c 1 p u n t o  u ::: 0 ,  V ::: Vo d e  l a  ' e s fera 

. " 
' .' • t 

c o s  v ,  

" ' 
::: s e n u s en 

e s  s i ngu lar  � e  1 �  p a r a m c t r i z a c i 6 n , n o  d e  la s u p srfic i e . 

Basta , p o'!:' e j a1cllp l o , ha c e r el c am b i o  d e  p �:r�l!I e t r o s  
',' , .. 

u !  ::: s o n  u c o s  v ,  V I = s e n u sen  v ,  t e s p ccto  d e  l a s  c u a le s 

l a s  c o o r d e n a d a s  d'el p u n t o ( O ,  v O ) s e n  u ¡ ::: ' ) � 

Ej er c ic i o s 

1 .  a )  n i  r .. , n , r ,\ -), Y t i � n é  r a n go const  k '  '::l n u n  e n  

- 1  - 1  to rno de f ( y ) , ento n c e s  f ( y )  e s  una B u b v a r i gdaa sum�� 

g ida  c Q r r a d a  <10 d imen s i i:m n - k  ó 1 ", . " , 

'( y)  u s  v a'c í a  

n ' ! ' , I - 1  
b )  S i  f : X  -)- Y t i 'Z!ne r ango C O l1,s t an t e  k e n  f ( y ) , 

l a  c o nc l u s iÓn d e  a )  no es  n e c e s a r i amen t e  c i er�a i d � r  un 

e on tr a e j  l",:mplQ . 



, 1+ 2 2 2  . , '  2 • .  �a:' ) P tm b.a r qu:e { . (x1 • x 2 · ,  x 3 ' X 1+: )' .e )� . . : : x'l . + :x 2 .+ .:x 3. + 
., . .. .  2· ..;.. 1 . · 4 } . . . . d ,,'1= "x l{ , ,-o ' ., ' , x'2' :< 3' :X:4  ' :: e s  ·s u b v �,r;;�.� d.� d s um �.r g �.d a  . . e 

. R If, d é' . d i m e ri sd·ó ri · 2, ' s � j a. I  . .  't. 1 
¿·Q u é  p a s a  s.: i . LaJ = . �? . 

, 2 2 2 'b ) : ¿ P a r'a q u é  véj, 1 9 r, e s  d e  e e:s " { ( � , Y ), . ,e :  R ., ; X:  -: y, = . e }  

. . . . . "d d d R 2 ? : s ü n v ar. l. ""  a e . . . ' 

. .  : . !: ' , '. e ) .' . .  { ( X: "  'f. ,  z )  e R f. : z 2 . + ( /;¡r, 4 +y Z .  -; 2 )  2 = e }  

. d d d p, 3  d d '  . .. 2 • O '  4 s ub v a r � e  a , e ,  e :  � m e n s J. o n  ... s � .  < e < .. . " .. . .  

e t:¡  u n a  

. 3 . · D ar " u n  e j e m p l. o  e n  e l  qu e " l a ;f a m i l i a  .,4 a  q ,: r t a s  l o c a  

l é s ' d ad a s  c,n e l  t eo r e m a. '  2 . 1 7 ,  p ar a  i i ) ,  n o  s,e p� e d a .e x t G- n -

p i e d a d  1 i )  ( T o m a r  X 2 = R , 
1 ' M = S m e n o s  u n  p un t o ) .  

4 .  V A R I E D A D E S  D I F E RE N C I A B L E S  C O N B'O R D E" .. ..: � 
" . " . ' l .  

t r a b a j a r c o n  v a r i e d a d e s  c on b ord e ,  c o n s i d er am o s 
" ,, : : :  ' . :' 

e l  ,s i gu i e n t � e s p a c i o  q u e  r e s p on d  � 
.. .: : . . ', . . • l o c a lm e nt e , él t a l  n o  

e i ón : 
: ' 

n ' { ( 1 n ) Rn TI } H = x: , • • •  , x  e : x  > O 
, , ' : . . .. •. _ ... 

. 1?r cLb a m,o s ,a h o r a  u n a s p r op i e d a d e s  s !,?,n c i l l a s s ob r e  e I " • • . . ..... . . . " 

.e s p a c i o  . • . � .  � . " , ' . '): '� . .  � . : . '" 

o 
. : .  , i )  H n ;:: I n t e r i or d e  

e • � , , :: l' • • ; , ...:: • • 

" í 1 )  Fr Hn ;:: Fr o n t e r a  • � • . ", 1. ..: . ';' " " � .  • ': : 

n . { (  1 n ) n :>  O } H :;: :K � ,  • •  � x  : x  

. . 

�

. 
� 

'. ;t : l 
n . 1 ' n , n d e  H ::: { ( x  , . .  q X  , : x  ::: O } 

e 

.,' 

ii1 ) S i  V e s  a b i er t o  n o  v a c í o  d e  Hn � e n t on c e s  V (\ Hn 

e s  u n  a b i e r t o  n o  v a c í o  d e  Rn � : '.' . . 
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DEMOS TRAC IO.N . 
i )  S e a  ( x l , . . •  , x n ) € Rn c o n xl1 > O: ; e n.t o n c e s, . l a b o l a  

. , b "  ' d  ( 1 TI )  d . n .. . . ª . . ih.e_r t ? . ... 8 . '?  e.n;�r.�.:. _ _  x . � • • • � x y r a 1 p x '. e s t a c o!!:., 

" p l:e t a in e n t � c a n t e n.:i. d a ·  .e n  Fi n � .  10 ': c u a l · p ru e b a  u n a i� 

'1 . � P 1 t . 1 . �, . ( 1 n ) o U, B l o n  . .  ara a o. r a  l D C  U S l p n , 8 1  x " . .  � x  

e s  u n  pu'n t o  d e  H n ·t a l  q u e  x� n o e s  m a y o r  q u e  c e r o , 

:é n t on c e s  x n  = O .  En t o n c e s � c u a l q u i e 11 a .  s e a  o:, ,> O ,  

. d ( 1 n ) d '  J: ' l á b·o l.a ' � l)'l er t a  e . c e,n t:l.� o x ,  . . . , x  y r a  1.0 u 

1 n - 1  ( x  , II . ' ) �< , 1 8 ) , l o  c u a l  p r u e b a  l a  otra i n� 2 
c lu s i ó'n . 

i {i ) - S i V. e's a bie r t o  n o  v a c í o  · d e:: H n , e n\ c n c � s. e x i s t e  

U a b i e r. t d  : d e Rn t a l  q u e  V = . 1,1 n H n (. p u e s  H n s e  

� o n 8 i d e r a  c o n  l a  t o p o l o g í a i �� u c � d a ' p o r  RTI ) .  

: ' E ¡:i t o n c e s  

' V h '  [1 n = U r¡ f-¡ n (j' H n ::: U r¡ H n 

D e b  c � o s  p r o b a r  � �� U � Hn � 0 s u p a n i e n cl o 

II n Hn � 0 .  s i  x � ( x1 • • • •  , xll )  € U n Hl1 y x n > o ,  

h d b ·  n O n o  a Y ' n a a que p r o ' a r ; S l  x = ,  s e a  ó > ,o t a l  
-

q u e  l a  b o l a  a b i e r t a d e  c e n t r o  x y r a� i o  B e s t A  . " ' : 
c o n t e n i d a  e n  TI ( r e c o r d a r  q u e  U e s  a b i e r t o  d e  Rn ) .  
, " " 

1 n :. ::J. 1 o n E n t ob c e s  ( x  • • • •  � x  , +  '2 a )  € u n H , q u e r e -

s ul t a  , . ..  a S l  n o  v a c í o  J ! !  
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S igu i en d o  e l  e s quema d e  v ar i e d a d a s � de f i n imo s p r i m e r o  

lIy ar  i e.d ad t op o l ó g i c a  q.o n  

D E F I N ICION . 2 . �1 .  Una  

e " , 
e s  

u n  asp� c i o . t o po l óg i c o  � t a l  que t o d � p e X t ie n e  u n  e n t o r n o  . . . � 
n '  

.ab i er t o  ,h ome omor f o  a .  u n  ab·i e r t o  de  H . •  ' 

S i . p e . x y X' e s .  u n a' . v ar i ed a d  t·opo ;¡, ó g i c a  c o n  bOI' d e � p o r  

.de f � n i c ión ,  e¡d s t e· u n  h om.eombr.fi emo  x : U  -,':' x ( U )  d o n d e  U e s  un  

a.b i e.r t o  q u e: c.o n t i en e  P '  , p  Y x (  U,) es  ).m a b i er t o  d e  HU ; el  p ar 

( X,, O )  :s e d e n omina  c a r t a  l o  A e  l a  var i e d a d  t op o 1 6g i ca c o n  

bor.d e .  

Nu e va m e n t e s e  n o s p l a n t e a  l a  p o s i bi l id � d  d e  qu e var ! e  

e l  n ,  p a ra . p u nt o s  d i s t in t o s  d e  l a. var i e d a d  o ; '; s o ,  p ar a  

e l  m i s�o p u nt o . t r a t am i en t o  e s' e s 'e n c í a·l m e n t e ·  e l  m i sm o  

,q U é  e� .. h e 9 ho: . p ar a  :v a ri e d a d e s  t op o ló g i c a s :  

f � _ P R Ol o s r c r O N  2 . 2 2 . q S í  u n ' abi er t o  n o  v a c ío d e  Rn 
• I 

! . 

e s  h om e om o r fo a �n ab i er t o d e  

ro 
. H  , . er¡ t o n c.e s  n = m .• 

i i ) S i  un  a b i e r t o  n o  yac i o  d e  Hn 
"'1 • 

e s  h om e omorfo a tin  a b i er t o  de 
. m ' •. ; ' . 
H , ento n c e s  n = m .  

• :' . .:: , . n D E M O S T RA C IO N .  i )  S e a n  U ab i ert o �e R , V !b i e rt o  d e  
�.' .. . "  

Hm y s e a  � : U  + V e l  homeomor f i s m o  
. .  ' . ' . 9m s �,pu e st o . 9a 'b emo s cpi e V r H e s  

u n  a b i er t o  n o  y a c i o  d e ' am y p o r  l o  , . t \ 
t a n t o  l a  r e s tr i c� i6n 
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e s  un h o m e o m or f i s m o  e n tr e un a b ie r t o 

d R n b . t 
. 

� d Rffi Q \ Y un a � e r  o n o  vac 10 � . 

Por e l  C b r o l ario 2 r 3 �  r e � u l t a  n = m .  

S e a n  n ·  U a b ie r t o  d e  H o · V  a b i e r t o  d a  

Hm y s e a � : U  + V e l  h omeo m o r f i s m o  s U  

p u e s t o . C o mo U 
' 0  

n Hn e s  a b i G r t o n o  

ya c io dB �n , l a  r e  icc i 6n 

e s  u n  ho me omor f i s m o  d e  u n  a b i e r t o  n o  

v a c i o  d e  RD S O b 1' 9  11 n  ab i e r t o  d e  Hm . 

Pqr . e l  p u n t o  i )  c o n c l u im o s  qu e n ::: m / / /  

GOiOLAR I O  . 2 . 2 3 .  S e a  X u n a  var i ed a d  t op � 1 6 gica c on b o l'  

d e y s .:: a p e: X .  S i ( x , U ) � : � Y ,. V )  8 :-; TI e a p t a s l o e  a 1 e s (! :.1 p e o n 

�( U )  a � i e rt o  d e  H n . s  y ( V ) , a b i e r t o ' d e  Bm , e n t o n c � s , n  m .  

D E M O S T R AC IO H . r � es e n t a n c e s  

e s  u n  h o m e o m o r f i sm o d e  un a'bÚ.ll'to d e  '¡¡Ti s o bro u n  a b i e r t o  

vari 

E n  o t r a s  p a l a br a s ,  e l  n o s  e l  m i s m o  e n  u n  pu n t o  d e  l a  
, . . , '  . 

T EORENA 2 . 2 4 .  S i  X e s  una vB11 i edad t o p o 1 6g i c a c on b 0E. 
! • 

de c on exa , e n t o n c a s  e l  n e s  e l  m i s m o  p a r a  t o d o s  l o s  p u n t o s  
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d e  l a  'var i e d a d ', 

D E M Q S r ,A C I O N �  C amb i a n d o  Rn p o r  H n y C or o l a r i o  2 . 4 p o r 

C o r o  2 . 2 3 ? n - l a  d e mo s tr a c i 6 n d e l  T e o r e m a  2 . 5 ,  o b tB n e  

mo s u n ª  I d �� o � t r� c i ó n  d e  e s t e  t e or e m a  I I I  
La s . m i sm a s  o b s e rv a c i o n e s ' h e c h a s , i n m ed i a t am e n t e  d e s p u é s  

d e l , � e or e m a  2 . 5  s o n v A l i� a s  a q u í  y r e s u l t a  e n t o n c e s  q u e  l a s  

c o mpon,er¿t e s · con e x a s  d e  -'un a  var i edad t o p o l o g i c a  c o n  b o r d e  s o n  

v ar i a d a,d e s  t opo l ó g .i, c a s  c,o n  b o rd e ,  y e n  c a d a  c omp o n en t e  e l  n 

e s  e l  m i s-m o  en t o d o s ,  s u s  p u n t o s . 

. -, . 

m o s  

S e a  a h ora X u n a  v ar i e d a d  t op o l ó g i c a  c on b o r G s ; d e f i n í  

I n t  X = I n t e r i o r  d e  X = { p  e X :  p t i e n e  u n  ent o� 

eX 
: . 

n o  a b i erto h om e om o r f o  a 

¡ '  . ­
. '  . .  

Bor� e d e  X = X - I n t  X .  l ' . 

P RO P O S I C I O N  2 . 2 5 .  S i X e s  u n a  var i ed � d  top o l ó g i c a  c o n  
l ' • ; 

b o � d e  d e  d i men s ió n  n ,  e n t o n c e s  

. , 1 , 

i ) tnt X e s  u n a  val."i eifad t op o l ó g i c a  ( c o n  l a  t o p o l og í a  

i n d uc ida ) d e  , d i m e ns ió n  TI " . , . '  

) 2x e s  u n a  var i ed a d  t o p o l ó g i c a  ( c o n  l a  t¿��1 0g1�� 
ind� c i d a ) de : d �m e n s 1 6 n  n- 1 :  

D E H O S TRAC I O N . i )  E s  c on s e c u e n c i a  i nm e d i a t a  dé 'la: 
f i n i c  i o n  ' 

'" ;, � . i i ) S'as ' p' e 'cX r s a b erno s' ,  :q u e' h ay urfa c 'á.� 

te l o c � l  ( x , U )  en p c o n  x { U ) ab i er t o  

, 1  
¡ 

j 
1 
I I 
1 1 



, . 
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d e  HD , A;fi l"mCim o S  qu e 

E n  e f e c t o , s i  q e U n (X e s  t a l  q u e  

n " D n  I� n  x ( q  ) > 0  , e n t o n c e s  x ( q )  e H y I 

� s �omeom�r f D  � Rn , Luego 

-1' . ' . '-' n l< (x ( U )  r· H ) e s  u n  ab i er t o  d e  X 

a l  cu a l  p er t o n e c e  q y 
. , 

i ° n  Q n  x : x - ( u { U ) r H ) +  x ( U )  r. H 

.e.s u n . h!o.¡n,e.o mo l� f i s mo d e  un  ab i e r t o  

d e  X q u e  c on t i e n e  a q c e n  un a b i ar 

·,.t o d e  RO , e.e n t r a  l a  s u p o s i c i ó n  d e  qu e 

q r¡ I nt X .  
E s o  pr u eb.a una i n c l u s i ón ; p a r a  l a  

o t r a , . s u p o n g amos xn ( q )  = O .  s i  f u e I . : . ! . ( 

s e  q e I n t  X r. U ,  e n t on c e s  ex i s t i r í a  

u n a  c ar t a  i o c a l ( y , V )  e rt  q c o n  y ( V )  

a b i er t o  d e  Rn , C o n s i d er em o s  l a  f u n -

c i ó n  

- 1  x o y  : y ( U  í V )  + x ( U  r V )  

El , d em i ri i o  y ( U  (' V )  e s  u n  a b i er t o  d e  

¡{ n .p u,e s y e.s h o m .:; om or f i s mo y U í' V 

,. e s  ,a b i e r t o , '  e.n. . V ·� I. La g-en x ( O  í V )  
. TI e s t á  c o n t e n i l7l a  e n '  R , d.t.:!· 1}lodG q u e , 

l a  f u n c ión a b i ert o d e  



B 
� ? 4 - . 

.! 

r ' , , 

. : 

1 " : . 

. , \ 

. '. . .  ,� 

. ' , 

. c o n t in u a  y p o r  l o  t a n t o , p o r  i n v a -
'. 

r i a nc ia d e l  d om i n i o  ( T e o r e m a  2 , 2 ) ,  

x ( U  ( V )  e s  a b i e r t o  e n  Rn , P er o  
:' 

x ( U  ¡.: V )  e H n � 1 u e g o x ( U ( V ) e H n . 

E s t o  s e  c o n t r a d i c e  c o n e l  h e c h o  d e  

s e r  q re U r V y Yo. n ( q )  = O , 
Aa b i e n d o  p r o b a d o  q u e  x ( U  (' é'X } :: 

' ::  x ( U )  r PI' lin , o b s e r v e m o s  q u e  a '  

s e g u nd o . m i em b r o  e s  u n  ab i pr t o  d e  

; Fr Hn ; e n  efe c t o , c om o  x ( U )  e s  a b i e� 

t o  �e ' H n , 6s i s t ir á  u n  a b i e r t o  W d o  

R n . .  t a l  q u e  x ( U )  = W 0. Hn . P e I' o  e n t o n  

. c e.s ·  

x ( U ) ' ( Fr" fi
n :: VI ('. ¡-¡ n  (. rr Hn :: 

, . 

:: W (' Fr Hn 

P o r  i o  t a n t o ,  x : U  r· ?x + x ( u )  r Fr Hn 

e s  u n  h om e om o r f i s mo d e  un a b i e r t o  d e  

Zx q U e  c ont i e n e  a p s ob r e  un a b i e r t o  

' : � e Fp Bn . C om o  F I' ¡-¡n e s  h o m e omo r fo a 
n - l  � 

, · R Y é s t q  s e  p u e d e h a c e r ' p a r a  t o d o  

. '  p ,e l},{ ,. q u e d a  p r ob a d a  l a  P r o p o s i G i ó n  / / I 

� i  .. A � s  .ul1 s u b c on j \l n t 9  , d e Rn " n o  n e c e s ar 
m k 

u n CJ ¡ ·;fU1:l� ;i, ó n  J:: : �  -+ B. .  s e · d i c e  d e i .c l a s e e e n  �c O € A si  e x i s t e  

'. ' . ' . 
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un e.n t o r n o  abi erto  U de X o  y u n a  f u n c i ó n  f: U, + Rm d,e c l a s e  

e k t al <;lus' f( x )  = f( x )  p ar a  t o d o x é 11 .  

� e a  e n t o n c o s  X un a v a r i e da d  t o po l ó g ic a con b O I'dc y 

s é ah ( x , U ) ,  ty , V ) d o s  capt a s  lo oal es � ds a i mos qu e e s t � n  

C k -p s l a c lq n ada s s i  l a s  ftinc i on e s  

- 1  y .) 'X : x ( u r V )  + y ( U r V )  
- 1 

x \1 y  : y ( U  (\ V )  -+ x ( U  r' V )  
, k s on d,!::! c la s e  e '  Ca n e l  s e n t id o  I' e c i é n  d·e f i n i do ) 

E s  c l.a r o  q u e  .l a d'8 f i n ·i c i 6 n  2 . 6 y T ác r e m a  2 . 7  s e  p u e d e n  

r epe t i r para e l  t a s o ' e n ' qu e  X s e a  una v a r ie da d  t o p o l ó g i c a  

c on b o r de . P o r  t a n t o  p odemp s r ape t i r  l a  de fi n i c i ó n  2 . 8 :  
; ': � .":. D E.E'TN' I e �[ O'l� 2 . 2 6 .  Una v a r i e dad di f e r e n c labl c  c on b o r de 

:' k" ' . ' . � de c l a s e  C y dlmen S l. O n  n e s' e l  p a r  f o rmado 'p.b r u n a  var i e -

d,a d  t o p o  i e a  c o n  bor de H a u s d� r f f y d e  b a s e  n u m e r ab l e  d e  

k d im e n s i 6 n  n y un a t l a s  m a x im a l  d e  'e l a s'e; e p a r a  l a  va r i e -

PR O P O S I C I O N  2 . 2 7 .  S e a  X u n a  v,priedad dif e r e n c i a b l e  . . '  . " 

k c o n  bo,:!:' de de 'c l a s e  e y Q i m e n s i ó n  n .  Bn-'\: n¡h c [:a s  t , .. 

i )  Int X e s  u n a  v a r i e da d  di f �r e ri c i ab l e  rl e c l as e e k 

y d i m e n s i ó n n .  

i i ) eX e s  un a var i e d a d  d1 f e r e n c i a � l e  de c l a s e  e k y 
dim e n s i ón n - 1 . 

DEH O ST R A C I ON . i )  S e a  � e I n t  X y s ó a  ( x � U )  u n a  c a r t a  

' l o o a l  e n  p .  V i m o s  e n  l a  d e m o s t r a c ión 
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.' 

, " 

". • i : .� 

. � ,', . fí : '  , . 

" ( 

, . , 

. .  ' " . . . . " 

d e  l a  P r o p o s i c i ón 2 . 2 5 q u e x ( U  r' (' X ) = 
'" " , " ' : : . " n . . , ' x ( U )  (' Fp H • S i en éfo ' x  'b i y e1c t.i v a , . 

x ( U  (' " 1  � t 'X ( ==  x (lJ h ( X ..:' "�X ) )  , :: 

, t o e n  Rn ; .  L u e g o  d e  t o � a : c a r t a  , l o � a l  

d �  u n ' p u n t o  d e  I n t  X p o 4 emo s . c o n s � :  , " . 

a'hi ex·t o ,  ,d e n R, . em� n t e a c h i c a n d o  

, � l  ,a b i er t o  U ( m á s  p r e c i s am e n t e  c on -

s i d er a n d o  U n I n t  X ,  > n ot a r  qu e I n't 
" 

e s  t r i v i a lm e n t e  a b i e r t o  e n  X )  • D o s  

. , 
c ar t a s  l o c a l e s d e  e s o  t iPQ e s t a n  " -

k
' , '. '  " , 

e ,  - r e l a c i o n a d a s  p or d e f i n i c i ó n  ' d é  
, . ,. . . . ' . , .: ', ' " , . , , K: 

var i ed a d  c o n b o r d e  d e  c la s e  e . 
" 

n ' .. ... : :.. , .  : . .  , L. . . . , n - 1  . " ' .. i 
i i )  E s, PI' H h om e omo r f o  a R . .  i C t r é1ve s 

d e  l a  f un c i ón . - '  

X 

: ' I ' " . f ': ,  :l . .  
:¡. n - 1  1i' ( x  . . . .  , x  , o ) 1 ' ."', in ':" 1 = ( x  , • • •  ;. x ) , " 

" 'S'e gún' ·';"·i mo:s; e n ' l a' P:ro'P" o s i'a Hlt�, 2 . 2 5 ,  

¡ d éid a ' un<;i.: :.é a, n t a  ,loc a l,  ( x  " U) , , l a  fU,n -

• * ,11-. c � o n  

: "1 �I l ' . 
e s  u n  hom e om o r f i smo y s u  i m a e e n  e s  

un a b i e r t o  d � �n �i � 
S i  t e nemo s d o s  c ar t a s  d e  e s e  t i p o .  



'C x , U ) , ( y , V ) , e n t o n c e s  

" 
" l .  

- 7'7 -

S i 'Ir , 8  p" 1 a ,8 x t El TI S i o n  d Si 'Ir ,al R n , i .  e • , 

-,.( 1 ,n ) ( l n - 1 ) - - - 1  'Ir x ,�, ' .  ' .  • , Xl :: x " • , , � ?t  " x (.).Y 
s e  p u e d e v e r  c o m o  l a ,  c o m p o s i c i ó n  

- 1  1 n - 1 ,r ' ( a  , • . . , 8  ) -7- 1 n - 1 ( a  , . . .  , $  , 0 )  

X e-y - 1 - 1  1 0,- 1 1i 
-7- x o y  ( a " . •  , a  , 0 ) -7-

1f - 1  1 n - 1  
, -7- 'lT él X o y  ( a  , . . .  , a  , 0 )  

X (' y 
-7-

' y  r a s til t �  . d a c l a s e  C �  c o � o ' c o mp o s i .  

c ión d e  ta l e s ( � � 1 y W � o n  � �  y , 1  

- 1  k x o y e s e p o:¡.� h i p ó  t e s i s )  / / /  

L a s  v a r i e d a de s d i f e r e n c i a b l e s  c o n b o r d e q u e  va�o s  a 

p�e c i s a r  s o h  l a s  q u e  c s t � rt �n u n a  v a � i e d a d  d i fe � e n c i a b l e  
U �: f.t . 

s i n b o r d e . M A s  p re c i s a m e n t e :  

D E F I N IC I O N  2 . 2 8 .  Un s u b c o n j u n t o  D , d a u n a  v a r i e d a d  4 1  
f e r e n c ia b l e  X d e  d im e n s i ó n  TI s e  d i d e  ,qU !?  e s  u n  d o m � n i o  s i  

, 

p a r a  t o d o  'p € D ( c la u s ur a d a  D ). e x is t e  u n a  c a r t a  l o 9.a 1 
, 

( x , U )  e n  p t,a l  qua x ( V  D) e s  u n  abi er to d e l  s B m i e� p ac i o 
, \, 

C l a r a m e n t e , s i  D e s  u n  d o m i n i o  d e  u n a  var i e d ad X d e  J. i, , 1  

1 C l< d '  ' ..  -O ' d .1 b e a s e  y l m e nS l o n  n ,  e nt o n c e s  e s  u n a  v a � l. e  a t¡, c o n or 
J - .. � , . e < ' • 

d e  d e  c l a s El  y q i m e n s iq n  n ( l a t opología e s  l a  indu c i d a  

. \ 

- 1  
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p O l'" X Y l a s  c arta s· · s o n , l a s, l.,.� � t r :i. c c i on e s  d e  x a U " D  p a r a  • ' .  � '. l" . �. .  

l a s  ( x , U )  qu e a pa r e c e n en l a  d e f i n i c i ó n  d e  d o m i n i o ) 
" 

E i o s  

. 1 . S i  X �� u n  ;u �c ci n j u n i o  d� �n qu e e s  v a r i e ª ad t o -

p o l óg i c � c on
'

b o;d� d e d i�e n s i ó n ' � , �6 n  l a  t o p o l o g í a  i n d u ci 
d,a .  e n�9Jl � e �

'" 
('X ", \ r;: ,' x s ¡ ' � e s ' c � r r a d o . D a r  u n  c o n tr a e j e � 

, . í " , . 
p l o  s i  a X � o  s e , l e  p i d e  qu e : � e a  c e � r a d o . 

2 .  S':i:" ( ;C!·¡}:f.e �, s o n  l a s  c om pop e n t e s  c on e x a s  d e  ?X p a r a  

u n a  v ar i e d a d  � o p o l ó g i c a  c o n b or d e  X y s i  I '  e l .  e n t un c e s  

X - U {C . : i  e I r } e �  un a  v a r i e d a d  t o po l ó g i c a  c o n  b o rd e . 
1 

3 .  S � a l ':  � ° , i ] ::: { t e R : O < t < 1 } Y s e a 1>1 ::: Ix 1 • 

S o b r e M c o n s i d er a m o " I� ' r a 1 a c� ó n  d e  e qu i v a l en c i a : 
.' ' . + \ 

( O � t ) �: ( l , t )  p a r a  
., 

.. " 
t e ( 0 , 1 ] 

PrD ba� que � = " /� ( c i l in d r o ) e s  u n a  v a r i e d ad d if e r e n c i a-, ;" .  " ,  l "  
ro 

bI e c o n  bo r d e  d e  C l a s e  e y d im e n s i ón 2 ',: 
• ; " t • • \ 

,L , 4 .  S i  ( x , U )  e s  u n a  c a r t a  l o c a l  d e  u n a  v a r i e a a d  t op� 
. , . '  � d : 1 :::� ... 

iJ. 0 g � c a  C,on b o r d e ,  j!l r o b a r  qu e x ( U 0. I n t· X )  ::: x ( iJ') , n Hn . 
_�, J: •. : . ,.. • 

. , 

5 .  ,Pr )' b a r , 9,u e  1r : .Fr Hn 
4- Rn - 1 e 's u n  h om� om�r f i srn d , s'1 

t ' 

·a : J3.:'17 . . . H n lE! d,a m o s l a  t o p o l o g í a  i n d u c id a  p o r  Rn :( r e c o·rd a r.  .. 
' " 

1 ., 
'
n -�" , , : , , '1 · , 

n - 1 " ',: q u e  1r ( x  ; • • •  ) X  ' , O )  ::: ( x  , . . . � X  ) ) 

... � .. 5 .  O R I E NrA J3 � L I DA D  
: .l 

t! ,f.t ;. ' • • ; � am m s  a d a r  u n a . � efJr i c i 6 n  a n a l i t i c a  d e  v a r i ed a d e s  ' .. . ' 
. .  

or i en t a b l e s  y m a s  a d e l an t e  v e r e m o s  s u  i n t er pr e t a c i 6 n g e o -

m e t r  a .  
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D E F I N I e r O N  2 . 29 . s i  X e s  u��· var i e d ad di f �renD iab�€ , 

u.o . a(l,a. s: A S O b1:"\8 l a  vBl, i edél;d . s e  .d i e.e. o r i e nt a d o  s i , , p a r a  

( x , U ) , ( y , V )  p e r t e n,e c i e n t e.a a A se  v e r.i f i e a  

p ar a  t o d o  ' p e U r V  

No s :t €ií.,p,r e . e x i s t ir á  U'O a t las  or i en t ad o p a r a  l a  v a  

l', i ed a .d . d ad a . En c a s o  a f irm ivo , :!. e damos u n  n o mbr ra a.  l.a 

v ar i ed a d : 

DtF I N I C I O � 2 . 30 .  U n a  v a r i e d a d  ·d ifersnc iable  X s e  

d ic e  o r is nt a b l e s i  e x i s t e  Un a� las o r i en t a d o  p a ra la var i e  

d a d  c o n t e n i d o  e h  e l  é t l a s  m. x i m a l  d e  X .  
E l  s i gu i e n t e cr i t  i o  r e s u l t a  d t i l  e n  mu c h o s  c a s 6 � : 

P R OP O S I C I O N  2 , '3 1 , ( Cr i t erio  de or i e n ta b i l i d a rl ) :  S i  

u n a  va� iadad  d�f¿rc�c� � b l e  X t iene  un a t l a s  c o n s i s t e n t e 

·: :d e d o s  c art a s l oc a l e s  ( x , U ) , ( y , V ) c o n  U r' V c on e x o , e n t o n  

c e s  
t í  t . '  

iC e s  or ient ab l e . 

' ·riE11.d S T �AC I ÓN . C b n S.i d ér emo s l a  func i ón 
. . 

p -)- J ( Y () x - 1 ) ex ( p ) ) .. • J ',. .'�' 

d e U ,  (1 V e n  R .  E s a  fyne íón  e;s lh o n i; in u a  p or la c o n t·ínu .ldc d 

p. e l  d e t e rm i n a n t e  y ,s u d o m i n i o  e .8 c on e x o . Lu e g:o s u  im ag e'n 

1 El <?  un .c o n ex o d e  R que. n o c o n t  l e n e, a l  c e r o  (por q u e, y o,x 

- 1 . t ipne inve�sa  d i fe r en c i ab l e  x o y y p o r  la' r e g la d e  l a  c a -

d811.,¡3. ) , ;E n t pnc e s l,a im.a t en,  d e  .e s a  .fun c i ón e s t á.  ·c om·p l e t am e n  

, t' e PQ
.
n !r,e n í d a  f'l ri � o s  r0.a l �� s  p o s i t i v o s  o c om p l e t a m e n t e  . c on ....'· 

t e n i d a en ' lo s  r e al e s  n e g a t i vos . En e l  pr imer c a s o l a  



1 )  
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P r o p o s i c!i'ón q u e d a  'pr o b a d a  p�'e s e l  at l a s  e n  c u e s t i ó n  r e s u l  
" 

' ' 1 ' ,
" 

" 

t a: o r i'e nt..i;,Úl o. . : _ En : 9,1 's 'e g u �'d o  c a 's'o � ' o s e a  J ( y o x - ) ( x ( p ) ) -< O 
, " 

p ar a t o d o  p e U (, .. V .  c Oll s id e'rám o s l a  func i ón 

, : 
'y. s¡ i , 'y = T.: c y ;  a n t'o n c s s ' { ( x . U ) � ( y. V ) }  e s  u n  a t l a s  o.r i e n t a d o  

d e  X .  E n  e f ec t o : 

., . " I 

. :' '- - 1  - 1 J ( Y o x ) (  : d  p ) )  ::: ,J ( Ti o y o:x. ) (  ld p ) )  ::: 
. " - , " :"' 1- "  , -

::: J ( rr ) ( y ( p ) ) . J ( y o x  ) ( x ( p ) ) ::: 
: " ' , - 1 = ( - l ) . J ( y o x  ) ( x ( p ) )  > O 

p a r a  t o d o p e U r V .  Lu e g 0 X �s . o r i antabl e / / / ; 
P r o b � r  q u e  u n a  d et erm in a d a v a r i ed a d  n o  e s  o r i e n t a b l e  . " ; : . . . . ' 

e s , e n  pr i n c ip i o , muy d i f {c i l ,  p u s s , h ay qua p r o b a r  uha , pr� 
� . ' " , 

p i e d ad d e t e rm i n a d a  p ar a t o d o s  lo s a t l a �  \ ( a  s a ber . q u e  en 

a l g ún punt o a i g ú n J a c o b i an o, es , n, eg a t :i.vo ) . ' ,El! ',$,i;gu i'en t e  l em a  . ¡ " ; ', . ji . ... . . I 

p e vm i t e  r e du c i r  e s e  problem� , u� i :,e r,sa l a, u n a  cue s t ión d e  

ex i s t e n c i¡i : 

� EM A  2 .� 2 .  S e� X un v�v i e d ad � i f e r e n c i a b l e  or i e n t a  

b l e ., 'S i ' ( x , lr) , · ( y . V ) ' s o n do s c av t a s  lo c a l e s  c o n  U y V C 011� 
, , . ... .  . . ' - 1 " : ' . ' 

xo's s '  e:l)t o,D c e s eJ,' s i gn o  d e  J ( y o x  ) � s  c o n s t a n t e  $I n  U r v . 
. . '! . 

DEMO S T RA C I O N . S e a n  p ;  q ' F. U (" V :  C ó mo U e s  c o n e xo y X 

� s � u n a, v B r i eaa d . e n t o ri c � s  V e �  o�co ' �¿n�io � e s ' c o n e x o  y 
. , ,. . 

ll()'calm e nt'e a r é  o ,ci dn e':ú-¡ ) : ' L\f¿-gó e x is t e  {in a  c u r v a  'Y : [ O , l J + U 

¡ , ' , 
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c o n t in u a  t a l  quu 'Y (  O )  :: P l 'Y ( 1 ) :: q .  S e a  A u n� ' a t l a s  o r i e n t a 

do d e' X '  d e  f o r m a  ' t a l 'qu e '  l o s d o m i n i o s  d e  B c ar t a s  loc a le s  

d e A. ( e s d' e e i r , l e s, U d e  l Q El '  P él. r e  s, ( x , U » s e a,n e en e x o s y 

f o r m e n  ti n a  b a s o  d e  ah { e � tos- d e  X .  E s t a s  �os c o n d i c i o n e s  s o n  

f a c  e's d e  c o n s e gu ir :  s i  a l gú n  d o,m i n i o  'd e l a s  c ar t a:s d e  A 

n o  a s  c o n e x o , s e  l o  s e p a r a  e n  s u s  c om p on e n t e s  c o n e x a s , lo 

que a S Bg u r a  l a  c o n e� i 6 D  d e  t o d o s  d o m i n io s. ,  A d o m á s , d a d a  

u n a  c a,r t a ( z )  VI )  € A � l e  a g.r e ga m o s  a A t o d a' s  las c ap t a s  d e  

J, a  . forma ( z ,  1'1 ,'.) c:o n  ¡'¡ !  a b i e r t o  y c o n e x o  c o n t e n i d o  e n, vI" " D ·a 

8 s t a  m a n e r a �  �� ?���� a t l a s f o r m a d o  s i g ue G n d 9  o r i e n t a d o 

y s a t i  c a  l a � d o s  c o n d i c i onB s r e qu e r i da s . " . -- .  . '.. ' .  

Q u e r e m o s  l l e g a r  d e  p a q p.o r u n a  tI c a d e n a  1 1  d e  d om i n i os , , 

d 'e c a r t a s  d e A c o n t e n i dq s  e n  U ;  m á s  p r e c i s a m e n t e "  s i  

y t.a l e s  q u e  U 1 n U 2 :¡. ¡O ,  U2 n U 3 :¡. 

P E Ui � S e U n ! 
" . . . 

q � • • •  • " 11 _ 1  

< • , .. .' I . ', . 
e n t o n c e s  q u er e m o s  p r o b a r  q u e  q € � .  P a � a  e l l o v a m o s a p r� 

ha!' q u e  A e s ' a b i e r t o  y
' c e l� 'n a d o  e n  i ( n o t ar qu e p o r  'Y d e s i,& 

n a mo s t a nt o  )Ja f u n c i ó n  "V;{ <0'., ,1.;]. + U c om o  l a  i m a g e n  'Y ( [ 0 , 1 1 » • 

S i  s E "1 ,: . . 8 e a n  ( \{' 1 ' .lJ 1 ) . · • • •  , Ct(> , U  ) l a s  c a r t a ;:;  e n  " _ n n '" 

c u e s t i 6 n �  D e  l a  d e f i n i c i 6 n  d e  A s a  s ig u e  i n m e d i a t am e n t e  ! ¡ 

q u e U n í l' e A .  ,L u e g o ,  c a d  él. V tU Z q u e A c o n  t i  e n e u n  p u n t o , 

c o n t i e n e  u'n éI.b i e r t o  ( e n "'1 ) ' q u !!:  c o n t i en e  a l  p u n t o . E n t o n c e s  

A e s  e n t or n o  d e  c ad a  u n o  d e  S U B  p u n t o s  c s e a  A a s  a b i er t o  

( en �r ) .  . 
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S e a  ' {s  l OO  
1 

u n a  s u c e s i ó n  c on t en i d a  en A c o n  l ím i t e  
n n = 

S' 'e "( .- ' S i  ( 'P .  W )  e s u n a  c ar 
j '  

d e  A a l r e d ed o r  d e s c on W e u .  

e x i s t e  m e N t a l  q u e  s e W p o r  d e f i n i di ón d e  l i m i t e , >  P e ro c omo m 

s e A ,  e x i s t e n  ('\/i1 1 U1 ) , • • • •  ( tp  , U  ) € A c o n  u .  e ü "
t a l e s  m n n � 

e U • P a r a  
n 

v e r  qde s e A b a s t a  c o n s i d er a r  l a  s u c e s i 6 n  

R e s u l t a  en t on c e s  A a b i e r t o  y c e r r a d o  e n  � ¡  p e r o  'Y e s  

c o n e x o, c om o  i m a g e n  c o n t i n u a  d e  u n  c on ex o . E-nt o n c es ' ,A = , (O 

ó � = , 1 :  L a  pr i m e r  p o s i b i l id a d  q u e d a  d e s c a r t ���� p o r  s e r ;  

p e A t r  i v  i al m on t e . L u e g o  A , � ,  1, :y e n  p ar t  i e  u � a :r ,  q, e . ' A. . ' E s o  

i f i c a  q l,l e  e x i s t en ( '.9 1 r U 1 ) • • . • • ( lPn , U n) e A " c ,� �, U i e u 

't a l e s , q u e  

� e a  si e U
1 

0 U 2 ; e n t o n c e s : 

. .. ' 

'. ' ,  

1 . , . ' , "  -' 
:: S g ( J ( '>" :2 e-l(.- � ) t ¡.p 

1 
( s � ) ) . I ; -

- " 

- 1  
= �g �� (tp2 atp1 � ( tp �

( s l
) � � 

. , 
.. 1 S g � J ( I,C: i o x' ). ( x ( s 1

' » ) , : ', 

, - 1  ' ' = 1 . s g ( J¡P l " X " ) (x ( S l » )  

, " J , . ,. " .  

. ', . 



Ent on� e s  J ( �
2

a � - 1 ) y J ( � 1� X - 1 ) t i e n �n é l  m i s m o  s i gno 

e n
"

up 'p un t o . P e ll O  s íe :q d Q  ¡1l 2 (" U  = ' U2 ' G'on'G XO 'J Uf ('1 U :::: u l � 

e,a n exo , e n t o
,
nc e s  el , ,� ,i gna 

,
d e  J « ({.1 1! 0 x - l ) e s  eOl1 s t a n t e  on U 2 ,  

1 ,  ' 

1 • " d "  'J ( - 1 ) , t U b 
. e s 1gno e � l D X  e s  c o� s t � n e B n l y a m  o s  s on �gua -

, ,1 _ 
l e s  e n t r e s i . Br e vem e n t e : 

S e a  ah o r a  8 2 e U2 r U
3

; e n. t o n c e s  

, '( ;" - 1 , . · - 1 
sg ¡Jv' 3 ° x.  ) ( x ( s'2 ) ) :: s g ( J ( IP S ° !f 2  ) ( 1i/ 2 ( s 2 » ) ' 

- 1 s g ( J ( � 2 ° X  ) ( x ( s 2 » ) )  = 

- 1 s s g ( J ( � 2 0 X  ) ( x ( s 2 » )  

L o s  m is m o s  r a z o n ám i e n t
'
o s  qu e an t e s  n o s  p e rm i t e n  c on 

c lu ir qU e :  

I t era n d o  e s t e  p r o c e d i m i e n t o .  l l e g ar e mo s a :  

En , pa r,t i c u'lar : 

' . .  
- 1 : 1 !� J ( v o,x ) ( x ( q » '!l 

Rc p i t i c nAo ;to�.o· 1::) 1 p p o c e d i mi en t o  � c o n s e g u i m o s  c a r t a s  

( !}!l , V1) ,  . .  ( V1 " V ) e {I, t a l G s  q,u e 
. m m 

.... 

• I • .' 

,, 1 , 
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. . . . . 

E nt on c e s  " 

- 1 - 1  1 - 1  s g  J ( y o.;x.: : . ) ( x.(q ) ) · =: '  s g  J ( y o V' .O l� OtO Oi.p O'K ) (�x ( q.·) ) ;: m m '  n n 

. ', -

" .:' " 

; : . 

. � ; . 

, . 

l' • • 

. ::
' :

s g ( J ( y o i¡;- l
) ( ll.¡ '( q » ) )' . • . �'m . In 

"
s g ( J ( �1 

'�I{I - l ·) ( .p ( q ) ) .  
": 

m n n 
" . , 1 ' 

s g ( J ( � o x - ) ( x ( q » ) :: n " , . - 1  - 1  :: ' s g ( J ( w  o y  ) ( y ( q »  ) . 1 . m ,  " 

, . 

- 1 • s g ( J ( � o x  ) ( x ( q » ) ::  n ., " , . 

- 1 - 1  
:: ( s g ( J ( �lQ Y  ) ( y ( p » ) • 

. . , . : 
- 1 

s g ( J ( �/
1

(J¡Pl ) (�
1 

( p ) ) ) 

, - - 1 . 
's g (J ( \Qi q x. . ) ( x ( p » ) :: 

- 1  , 
:: - S g J' ,( y. crlll 1 . .) ( if¡ 1"( q ) ) . . , 

, - 1  s g  J: ( o/lC>ip 1 ·)' ( tpl ·{ P » ) .  

- " 
. s g  J ( 'P 1 0 X  "" )( x ( p' ) :) :::: : 

. ' . :. !. : 

, .Á" -. .. ' 

. ' 0 ( ' 1 :- 1  I ,- 1 - 1
) (  ( » 

' - s g, u, ;yo �\ o'V1 :'¡P i Q'P l 0 X  x p :: 
, -1 ' 

::: 's g . . J( y Q X , ) ( x ( p ) ') 

l o  c u a l  t e rm i n a  d o  pr o bar s l "l'e m'¿." 1I1 
¡, • ',1 ., � .  • '. l"¡l ! .l . • \ ;  . .  .: . ,. 

e qu i v a l e n t e  
E s .c r ip �,e h tl o  si l e m a  e n· u n a.., f<;lbmél � 0 g i c a:m e n�b t en� . , 

m o s  u n  c r i t e r i o  d e  gr an u t i l id a d  p a r a  p r o b ar qu e c i e r t a s  va 

r i edad e s  s on n o  o r i en e� : 

l' 

I 
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C OR O L ARIO 2 . � 3 .  ( Cr ite r i o d e  n o - o r i e fi t a b� l i d ad ) :  S e a  

X una va'r,i,edad d i f e r.e n c i fl.J;i l e  y s up o n g am o s  que e x i s t e n d o s  

c ar t a s  lo c a l e s  ( x ) U ) �  ( y , V )  c, on U y V c onexo s y p un t o s  

p " q. e U () V ,t a 1 e s q u e 

1 - 1 a g  J ( Y D X - ) ( � ( p ) t s 8 , J ( y a x  ) ( x ( q » 

Ent o n c e s ' X  n o  e s  o r i e ri t a b l e .  

El l em a  2 . 3 2  pr u e b a q ue , e n  u n a  var i e d a d  or i en t a b l e , , 
u n a  c a r t a  t i e n e  j a c op i a n o  da s i g n o  c on s t a n te a l  c omparar l a  

c op c u a l qu i e r carta ( s i e m p r e  qu e l o e  do m i n i os , s e a n  c o n e xo s ) .  

La s igui e n t e :  p r op o s i é i 6 n  p r u e b a  q u� l o  m i sm o  e s  c ie r t o  c u a n  \� . 
do  s e  cOJl1pal�a u n.a c a r t a  c on un á t  l.is o r i en t a d o : 

P R 0 20 S I C I O N  2 . 3 4 . S e a  X U� il v a r i e d ad d i � e r e n c iabl e  

;� i e n t a b l e y s e a  ; � n  a t l a s  or i e n t a d o  c uya s  �ar � B s: t� e n e n  

d om i n i o s  ' c o'n ex o s . 'S e a  ( x , U )  1), ';') :,  c',:n·t a  cu a l q u i a,.'¿t c o n. U, , 

_ d , ( 1 n ) _ ( 1 n ) c o n e x o  y s e a  x - 1T o x  o n d e  11 x. , • • • , x  - - x , . . .  , � �  . 

Erit onc e s  s e  d a  u n a  y s 6 1 0  u n a  d e : l a s  s i g u i e � t e B  p o s i b i l id� 

d e s � 

( y , \¡ )  

a )  Á U { (  x ,  U ) }  \:) s u n a t I a  s Q r i en t a d o 

b )  (" U '  { ( x, U ) }  I;l B ,u n a t la s  o r i e n t a d o  

DtH O S T RA C I O N . S u p o n g a m o s  qu e ex i s t e· una c a rt a 

1 . 
J ( y o  X ) ( x ( p » )  > O 

) �" : 

para algún p € Ú ("o V . E n  G S !3  c a s o , p o r  e i  L e m a  2 . 3 2 ?  d i c h o  
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1", j a c ó b i'a n ó ' e s  p o s  it  i vó en t o do ' 1 O , ('  V .  D e f i ri i nl ó s'  

" ' 
( z  � W ) e A t �l ' qu e p e H }  

c o n j un t o  

A f irmamos q u e  B e s  a b i e rt o Y , c er r a d o  e n  U .  E n  e f e c t o , 
: • ' . # . ' r, ' : s e a p e a y s e a  ( z l ' W 1 ) u n a  c ar t a  c u a l q u i e�a d e  A c o n  p e W1 ' 

Ent o n c e s , p a r a  q € U n "1 " �i ( z 2 ' W 2 ) e s  u n a  c á r t a d e  A c o n  
. . �'. ," 

q e w ; , s e r �' :  
. . � '  . . , - 1 ' J � z 2 0 X  � ( x ( q ) ) :: ,; . . " 

y e s t e  pr o d u d t ó  e s  p o s i t i v o  ( é l p r i m e r  fa c t or �� p o s i t i v o  

p ó r  · S �r A ' br i e n t ad o ' y e l  · s � g u n d o  p o r  s er ' p e S ly p or e l  L e  

ni a ·· 2 . 3 2 )' . C o n  é s t o  d e a ti c imo s qu s' ' 'U r W1 e ' B  c on ': l o ' ,C! u a l  � 

r e s u l t a  e nt or n o  d e  c a d a  u n O  d e  s u s  p un t o s  y p o r \' l o , :t8:n t o  

' E s :rmp o :i> t an t e  o b s e rv a r " qu e  é H  m i sm o  r a z o n am i e,ri to , 

c o n  z l  = y �  W 1 = V � p r u e p a  q u �  U n V e  B y por t a n t o  ' B  . #  0 .  

V e amo.s a'h ó r a ' q u.e B , é s '-'c er r a d o  e n  U ! : s e a ' { q" }""  1 u n a  n n =  
s u c e s i ó n  d e  p u n t o s  d e  ·,'B c on l í m i t e  q e' . u '  y v'e aTIíGs q u e  q fE B .  

Sea ( $ ,  in · u n a  e. ar t a ' c u a l qu i e ra d e  Á"' 1: á l  qu e q e W .  En 

to n c a s  e x i 8 t e  D O  e N t a l qu e q n e V p a � � ' n � �' n d . wC oM G  

q e B ,  s er a  n . : ! 

. .�. 

1 1  
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, - 1 ro -1 C o m o  z o X  e s  e I � e ll t: o n c e s  J c.z o,x ' ) c,x e s  c o n �inua 
, 00  

( e n r e é l i d � � , e � e ) y Q o r  l o , t � n t 9 � 

' J ( Z '.1 }t - 1 ) ( x ( q ) ) =' l'ím J eZ Q X -1 ) ( x ( q  » > o 
n�oo n 

c o m o  l im i t e  d e  � Q m e r o s  p os i t i�o s . P e r o  c om o  0 1  j a c ;b i a n o  
, . 

d e  Un c amb i o  d e  c o ord e n a d a s  n o  pu e d e  s e r  n u l o 9 r e s u l t a  
- 1 

' , 
J ( z o x ' ) ( x ( q »  > 0 ,  C om o  ( z , W )  ara u n a  c a r t a  c u a l qu i er a  

' " 
d e  Á c o n  q e H ,  r e s u l t a  q e B .  

E n  d e f i n it iv a , B e s  ' ab i e � t o  y c er r a d o  e ti  �i c on e x o  U 

y n o  v a c í o ; p o r  l o  t a n t o  B � U lb qu e e s t ab l e c e  a )  

Para  l o  a nt er i cir h em o s  s u p u e s t o  que e x i s t i a  u n a  c ar 
I ' - 1  

" , " . .  ' "  , 
t a < Y ,  V ) e n  A t a l  q 1.1 e J ( y o  x ) ( x ( p » > O El n a l  r; ú n p e U 0 V .  

' , . .  
S i  e s o  n o  o c u r r e , s e  c u m p i o ' a u t d� a t i c am e n t e  b ) . I I I  

P� o b a m o s a h o r a  q u e  l a  p r op i e d a d  d �  o r i e n t a b i l id ád '  d �  
: " . , 

un a var i e� a d  s e  t r a s l a d a a los b ord e s  de  s u s  d o m i n io s ' ' 
. . " 

, P R O PO S I C I O N  2 . 3 5 .  S i  D e s  d om i n i o d e  u n a  v a r { � d a d  

b r  i en t a" b 1 e  X , e nt o n o  e s  Gn e s o r i e n t ab l e 
,' . .. I 

D E M Q S T R A C I O N . S o a  A u n  a t l a s  o r i e n t ad o � da X con c � r  

t a s  l o c al e s  d e  d om i n i o s  c o n C X 0 S P o �  d s f i n i c i 6 n  d e  d o m i n i o � 
: ' 

d u J o  p ' e  IT e x i � i e  u n a  ¿ ar t a J � c a l ' ( y , � ) en X álr adedor d e  

p t a l  q u e  y ( V  n n) t:l S  u n  a b i el" t o d e  H n . S e gún v i m o s  a l  e s  

t ud l ar �ari e d a d a s  � o n  bord e ,  s er g : 
¡ ) , 

. ' 1 ii ". n y ( V  n OD ) = { ( y " ' " j ) -€ Y ( V  n ;) ) :  y = O }  ( 1 )  I 

� S �  W e s t �  c q n t e n i d o  e n  , V , a f i r m a m o s  , q� e s �g u �  va��e� 
el o  ( j, )  célmb i á n d o  V por W .  En e f e c t o , s i  p E N  í eD , e n  
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par t i c u l a
'r' p e V (' ZD y p o r  t a n t o  y ( p )  ::: ( y 1 ( p ) � . . .  , yn ( p ) )  € 

e y ( v  r D) y a d e m á s  y n ( p )  ::: O '. l u e g o  u n a  i n c l u s i ó n  E S  c i er 

t a . P a r a  l a  o t r a  . : ,� .i '  p e H r: ñ e s  � a l  q u e y n ( p )  ::: O ,  e n t o::!. 

c e s  p e V r D e y n ( p )  ::: O �  p o r  ( 1 )  r e s u l t a  p e V n ('D y 
,. , . .  ' 

c om o  a d em á s  p € H ,  s e r á  P é V r (' D  (' W ::: ( V  (' H )  ('\ ( D  = ,  

::: "1 r. ;  c:p ? l o  qu e pru e b a,  l a  o t r a  c l u s i ó n . 

Y a  q u e  ( 1 ) v a l e  p a r a  c u a l qu i e r  � u L c an j u n t o  d e  V ,  e� 

, l.' 

p a r t i c u l ar v a l e  p a r e  s u s  c om p o n e n t e s  c on e x a s . E n t on c e s  da d o  

p e (D ; e�t i s t e  u n ¡;¡  c ar t a  ( y , V )  e n  X a l r e d e d or d e  p c o n  V 
, 1  n - '  n ' c o n e xo t a l ,  q u e y ( V  r cD ) ::: { ( y ? . .  , y  ) e y ( V ' r D ) : y  ::: ' O } . 

P o r , l a  ,Pr o p o s  � c i ó n , 2 . 3 5 ,  l a  c a r t a  ( y ,  V )  s e, p u e d e  a gr e g a r  

a A y � l  a t l a s  r e s u l t a n t 0  e s  o r i e n t a d o o b i e n  lb m i sm o  s e  

pued e , h a c eD p a r a  ( � . V ) ( e s c l ar o  qu e c a m b i a n d o  y p o r  y 

s i g u �  v a li e n d o  ( 1 ) ) .  P r o c e d i e n d o  d e  e s a  m a n e r a  c on t o d o s  
" " 

l o s  p u n t o s  d e  (D , o � t � n e m o s  u n  a t l a s  A l  d a  X ' ient a d o  
, " f: �I.� 

t a l  qu e p a r a  t o d o  p � , !D e x i s t e  u n a  c ar t a  ( y , V )  e A l  a I r e  

�e dp r � d e. p q u e c u mp l e  ( 1 ) . R D c o r dem o s  qu e ,  en a s e  c a s o , ' 
\ ' - . " 

( y )  V ( CD ) e s  c a.rt a  en  C D  a lr a d e d or d e  p , : d o�d e y ::: . � .  ' .  . . 
( 1 n 1 n - 1 .  ' , ; , p y , . . . .  y ) := ( y , . . . ,  y ) . L a s e a 1" t a s ( y ,  V ('\ eD ) 

pro po r c i o n a n  u n  a t l a s  p a r a  TI . 

P o y , 

n o s  

V am o s a pr 9 b a r  a h o r a  qu e e !3 e  a t l i'i s  e s  ór i e,n t.a d o  • 
• . ! : 

S � a n  , � x , U ) . ( y , V )  d o s  c art a s  e n  X qu e c um p 1 e n ' O ) ;  

qu e r e m o s  v e r  qu e e l  d e t e �m i n an i �' d �  l a '  m a t � i� j a e o b i a n a  

.
" " iÚy;�,*- - l ) (j{ ( p n e s  m a y o r  <l.u e  c er o , 'pa r a  t o d o  ,P e U n V (': (' D  . 

• · f · .' 
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Par a e l l ó  c al c u l a mo s' , lo s c o e f i c i e n t e s ' d e d i c h a  .m a t r i z , e s  

d e c i r  l a s d er i v a d a �  
• 

• rv .. 

y J = 1T ]  9 Y I í'T ] :: p.l:' o y El C C  i ó n  a 1 é. j "" s i m a e o o 1" d é na d a 

( 1  < i , j < n - l ) . '  
� j � 1 1 . n - l  N o t e m o s  q u e . y o X . (- a � • • •  , él . ) = 

( "" j p ) � 1  . .,.,, - 1  e :l. '  n 1 ) = 11 o o y  e· X '� .t'" ' a , . . . , a  = j - 1  1 n - 1  y o X  ( a  , . • . , a  , 0 )  
1 n - 1  E,n � o n e e s ,  s i,  P Ir!. U "  r V , n  ('D y x ( p )  :: ( a � . . . ,  a '  . , ° ) 

( p or ( 1 ) ,  l a  (l ·]; t i m a  c O (jl' d e n a,d a e s  no c e s a r i am e n t e  c e r o ) , 
� 1 n - l  s x ( p )  = ( ". , . • .  , a  . ) y p 0 1' l o  ·t a n ,t o : 

(�'j. , 'Y - l ) (  1 , , 0,-.1 ) :: n .  y u X  a , • . •  , a  1 . 
. 1 , � j � - 1.  1 , i n - l  = l � m ' h { y  (I X C a  , . o " a t h , . . . , a  ) -

h+ O 
: " . � j; "' - :l. ( L '  n :- 1 )' } ,-;, y Ct x a 9 (1 • , ) .a = 

1 ·  j - 1  1 i n - 1  = l i m � { y  o x  ( a  , • . .  , a  + h , . . •  , 5  , 0 ) -
h+O ' .  

; - 1  1 n - 1  y J o x  ( a  , . . .  , a  , O ) }  = 

j .  - 1  1 _ n - 1  I . = D .. ( y  o X  ) ( a  , . .  � , a , 0 )  1 ' 
, ', ,' - 1 ' ' 

= D .  ( Y J o x ) ( x ( p ) ) 1 
P o r  o t r a  p ar t e  e s ,  s i  i < n - l : 

( 1 < i � j ...:: n - 1 ) 

n - 1  ' TI - 1  1 n - 1  D . ( y o x  ) ( x ( p ) )  = D . ( y  o x  ) ( a � . . .  , a , O )  = 1 1 
, I . 1 { u  '- 1 '1 . . i - n - 1  = 1 � nl <1' y 1;' x ( a , ,, . , � a + h , • • " , a '1 O ) -

h-+ O  1 
n , . . .  , a 

= 1� 1 { D C ) D C ) }  : �� � y . �  -
y p = .  h + O  

= O 

!cJ 
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- 1  1 i n -1 y a  q u e q = X " , ( a , . . . ,  � a + h , • • " � a , O )  Y P e s t á n en CD por  

( 1 )  y entonc� s , t amb ,i}�:n' p'or  (
,
1 .) ) yn ( q )  = yn ( p ), = ,O .  

P ero  ent,on c e s � d e s ar,r ol:l�ndo  J ,( y o x - 1 ) ( x ( p ) )  por  l a '  
. '  � .  l. f 

última  c olumna , obtenemos  e l  s ig u i e n t e  r e s u lt ado : 

- 1 ' , '\.. '" I\¡ , 
O , ,c;  J ( Y o  x ) ( x ( p ) )  :, J ( y o  Y.. ) ( X ('p ) ) • 

• . D , · ( y n O x - 1 ) ( x ( p ) ) n 
n - 1  Y p o �  l o  tan�o ai prob am¿s que  D n ( y  a x  . ) ( x ( p ) ) e s  mayor 

• I\¡ 1\¡ - 1 I\¡ • , que c er o � obtendremos  que J ( y n x  ) ( x ( p ) )  e s  mayor que c er'O > 

qua e s  l o  que qu.criamos  probar . Es  c laro , p or  l a
' 

d e s igua'! ' 

n - 1  dad  ant er�or , , qu e  Dn { y ' o x  ) ( x { p
,) )  Tl O  pue,d e s er c er o . Su -

i -pongamo& enton c e s  �u rr e s  �cnor  que  c e ro ; p e ro : 
. . � : " ,  . 

y a  qu e 

'l l' m  1 { ' u - 1  1 n - 1  = � y e x  ( a  • . . .  , s  , h ) 
h-+O 

n - 1  1 n - 1  ' , ' - , y  o X  ( a  , . . . , a  , O ) } 

i ,  n - 1  1 n - 1  
== 1 i m -h { y  o x ( a  i '  • •  ' a , h ) } 

'h-+O 
n -1 1 n - 1  . y ( x  ( a , • . .  , a , .  , O n. : O .por ( 1 ) .  Ent on c e s  s i  e s e  � . \ '  

11mite  e s  menor que c � exi s t e  B > O t al qUe p ara 

O .::: h < ó :  .' .' : ' .-: . , ¡ 

n - 1  l ' n - 1  y. ú x ( a , , • • • •  ,a , h )  « O  
• . ' • > 

; , 

i; . , Ahor¡;¡. b i e n  . • . com9 x C u  n D) .e s 1.!P abierto  d e  }Ln que 

c o nt i �� � a p ,  �om� para h p¿s it�vo e s  n - 1  h ) H n 
� . . . , a , € , 

� : rl � . . 1 'n - 1  entonc e s  para  11 p e q u eñ ó . ( a  , . . .  , a . h )  € x ( U  n D) y por 
-1  1 . . n - 1  tanto  x ( a  '. � • . . •  a "  , h )  é �;u ' n en part i c U lar 

' .' j 

. ¡ 



- 1  ( 1 n - 1 , x , a  , . , . , a ' ) h )  e 
i ; - l'f . . " n· ,· ,.,. 1 , , 1 " n-- 1 " qUEr y ( V" n D ) 'C H ,  d eb c ' s'é r ' y" ( x' ( a  , . . . .  , éI  , h »  >' o 

coni��dl�i e�dd ' l o a n t � r i o r . 

, fu "f\¡ - 1 ' 'V j' , ' 'En ' r e s um e n , r e s u l t a  'J Cy ., ¡¡;  ) ( x � p » ) ::> ó' para t,o d o  

p € U r 'v  n eD  y p 6 r  t an t o  e l  a t l a s  qu e A '  ind u c e s o b r e  

[ D  e §  o r i e �t � d o  1 / / 

pó'nd i e'n t e s  a or i en't a b i l íd a d  e s t u d i am o s  que l' e l a c i 3n h ay 

e n't r é  J:a 'o r i e n't i3.b i l i d ad ,,,l� u na v:ar i e d a d  p r o du ét o' y ' :la cí e  

l o s  , f a c t or e s  . 

FRO P O S I C I O H  2 , 3 6 .  S e a n  �1 1 'y 11 2  var ia:d'a d e's ' d i f e r'e n c i a  

b I e s . E n t on c e s  M i x 11 2 e s  o r i e n t ab l e  s i  y S G l o s i " M1 ' y  ' r4 �  
s o n o r i e n  t a b 1 (,.'. :J ,  , , , ' l '  

D E HO S TRA C I O N � ,  S u p o n g a,m o s  . q u �  , �1� ' y t�;� ; S Cll?:, o r i e n t a b l e s  

y s e a n  Ai , A 2 a t l a s  o r i e n t a d o s  d e  M 1 y
"

M 2 � e s p e c t i vament e .  

E n t o n c é s  e l  a t l a s  A l  x A 2  d e s c r it o  e n  l a  d ef i n i c i 6 n  d e  va ­

r i \'! d ad pr o d u c t o  e s  o r h : n t ,� d o ;  e n  C3 f e é t o � s u s  c artaS" s'o n  ' d é  

l a fo rm a  ( xx y , Ux V )  p :" r a  ( x , U )  � Al ' ( y , V ) € A 2 , ¡¡iú¿'e o ,  ',s,í 

( xx y, U,< V) e s  o t r a  'C; L e s a s  c ar t a' s , s'e r á : 

:_'1' , '. " - - 1  - - :1  . e x  y o ( x y )  ( x o x ) ( y o y  ) 

c om o  e s  i n m e d i a t o  v e r i fi car , y p or l o  t a n t o , s i  p e U ,  

q e V :  
" 

- 1  - 1 ) = J (�� x ) ( x ( p » . J ( Y 0 Y  J ( y ( q ) 
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p o sd;t ;i.v.o" c om o '  pr"o d u c t p , d e  'núm e r o s , p o's i t i vo:s '. '  

, R: � c i p r dc-a in e,n t e" 's u p'or¡g a in,o s  qu e M' l x ' M '2 .c s'" -ó r'i e,n¡t, a b l e  

y s e a  A u n  a t l a s  o r i e n t a d o  d e  d i c h a ya :l: d e d a d . f �TJ)O"s u.n 

p u n t,d 'c:u a l q u i e r e: q ',f, , :M:2; :Y ' ::¡.e, a , e y , v, )  . !.l'n a c a ;t? ;t q  e,n H 2 a l r e ­

d e d,o r, d'e q c o n.  V c o n..e � q �: _ P,a r a  c a d a . ' p  € H 1 tomanto s:, u n a  c a E. 

t a  ( x , U )  e n  M 1 a l r e d e d o r  d e  p c o n  U c o n e� o . ' C omp U x V 

e s  c o¡n exo c,omo prod u c,t o  ,:d e ,  t a l e s " e n t on c e s A U '  { ( .xx y . Ux V ) } 

e s  '.:u n· a t l a s or i e n:t; a d Q  o ,  ,b i e n A \J ' { ( x ' x  y,' , ux y)J ,l o , e,s (d o p d e 

I _ ( 1 n ) _ ( 1 n ) ) 'Q d � d x - tl . X ,  1r x , ' "  I,X . :  ' - 1:"'7< ' ) , . ' • •  , x  • " u e  éln cO 'f\ 0 s  c o n ,u n,a 

u o t r a  � a r t a s e ga n  e l  c a s o , o b t e n e m o s u n  a t l a s .  A i  d e  M i  
;,�qu'e' r,e s u lt a ' o v i e 'f\ t a d o ; ' e n e f e c .t o.:� s 11 ( x, . U�): ; C :;<-; U) , s o n d o s  

c a r t a s d é  Al ' 'p oV: d e .f i n i'c ión d e  A l '  s
,
e r a. : ', ' :  ' , l '  

0 <  J « x y ) o ( x y ) - l ) ( x ( p ' ) , y ( q » - = 

. . '. . 1 . , . : ., " '1 . ,} ': : , !  
= J (x o x'- ) ( x ( p !  ) }  • J ( Y <) y'- ) ( y ( q » = 

, , 
' . ' !, l '  

p,a r C\  · t a"J.o , p " ; € ,  U r' IT / I / 

Ej,:e l;!c,i,c,i o s  , .. . 

. . :. -; 

•. �' .- . .l 

,') .'0 ' 1  

.' 

1 .  Pv o b a r  q u e  'S:� . . ,e s o r i,e n t a b l:o u s a n d,o; e l  , c r" l:t,.er i C5: !1::e : ' 

o ri e n t a b i l i d ad 2 �3 1  y ­... � "p,r o Y,e c c,i o n e.s e s t e.� e o-g,r á f i c a s  
't. ' .  � �. . "  .. ' 

des d e  1 0 8  d o s  p o l o s . D e d u c i r  qu e el tor o m - d im e n s� onal e s  
( '. : '.;: 

or 1 e nt a b l e .  
" I • • .: . " , 

o o J .  
2 .  S e a  1 :::: [ - 1 ,, :1. ]  y s e 'a. r1 � 1 x 1 ( 1  :::: ( - 1 � 1 ) ) .  C o n -

s id e r a m o s l a  S i gu¡'
e ��e !� ��a'� ¡'¿� d � e�u i  v a l e�; í a :  

" ' J  " .' .: � .. '� . : 

-� ! 
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) '" ( l , - a )  s í  . '� .. 

y s e..a X ,- ' H It\¡ ( C i nt a d e  �tó:b"i u s', ) l· !. _ 

a )  Pl:' o b ar q.u,e ,X .e s  ,?;-·v ar i e d ad,  O> 'un a  C 

b )  1( ro bar qu� : ;.: no e s  or i en t .;:t b l e  u s a n d o  e l  c r i t e r i o  , 

d e n O;5).�,f e nt a b i l 'f�.��,:_ 2 ,, 3 3 . 

3 .  S e a  H .= 1 x 1 c a.u 1 = [ - 1  � 1 ]  Y c o n s i d e r e m o s  l a  

r e  i ó n  d e  e qu i v a l e n c i a : 

, .' ' .' : ( - 1 , a )  '" ( 1 , - a ) 

1 <' a '  < 1: ' 

( a , l ) '" ( a , - l ) 

y s e a X ,- N I'" ( B o t e l l a  p e  Kl,e i n )  , 
.. , " ... . . . .  

a )  Pr o b ar qu e X e s  u n a  2 - v a r i e d ad 
00 e 

b )  Pr� b a r  q u e  X ,  e �  n o  dr i en t a b l e ut i z � n d o  e l  c r i t e  

r i o  d o  n o - or i en ta b i l i d a d  2 . 3 3 .  
.. � .. 

4 .  P r o bar q u e  u n a � v ar i e d a d  e s  �r i e n t a b l e  s i  y s 6 1 0  s i  

t o d o  a b i e r i o  d e  l a  var i e d ad e s  o r i e n t abl e ( c o n  e l  a t l a s  

i n d u c i d o  p o r  e l  d e  l a  var i e d a d ) ,  U t i l i��r �s t e  h e c h ó p a r a 

p r o b a r 3 )  b )  a p a r t i r d e  2 ) b )  . 
. '�" 

Q .  P r o ba:r qu e' u n a  vá:r) ; e d a d  e, s .Cir i en t able s i  y s ó l o  s i  
t o d a s  s u s  � om p o n e n t e s  ,c o n e x D s l o  s o n . 

6 .  E �  E S P � C I O  PROY E C T I VO 'í'.): A L 
. .  , , : . 

I ; 

Re c or.d ámo.s l'a' d e fi n ic i ó n  , d e l  ' €l,s pa c io p r o'y e p t,i v o . En 

Rn + l .... : { (  ti � . , . , O ) }  c on s idor.::lr a m o s  l a  s ig u i en t e r e l a c ión , q u e  



,\ - 94 -/ �  
I (i/ 
. / r e su l t a  muy fac i l  d e  ver : qu e :  e s  d e  e qu �val .pc i a : -' - V" 

/" ( xl ' • . .  , xn + 1 ) 'V ( y(. ; . .. · ; ' y � +l ) s i , e x is t e )' 1 . .  0 

,, -::.. )¡¡. t a l  que : ( xl � · � j � x n + l ) := � ( Y l ' · · ' · ' Yn t :í ) · · 
, { 

1r\\j� , 

" , ' d i c ¿ulÍ o's ' '�i '  � o c i e n t 'e � omo : Pn :: Rn + l ¡ { o } i� y l o  

d e n om i n amo s e sp a c i o  pr oy:e�t i vQ_r -e a l  n - d ik�n s i on al . V am o s  
r ,  " 

a prób¿r ' qu e , ' c on l a  t b p  �gia  c ¿ é i e nt e . pn e s  u n a  var i e -

d a d  d i fer e n c i a b l e . , ' 

I n d i c a r e m o s  Xl " " ' >< n + l a ,  l a  c l a s e , d e  e qu i v a l en c i a  

d e  ( Xl ' . . . ' :&n + 1 ) " P r i,m e rG d e f i n im o s  l o s  d om in i o s  d e  l a s  

c ar t a s  l o c a l e s : 
U'l 'q 

/ u -
' i -

01 " 1 l!L\ 
"X .  1 Q } ', 1 . ( i = i . ·: . . . n +'1 ) 

, " 

/ 1 \" > 1 .1 
! r i // , " ' i / E s t o s  c on j un t o s  r e s u l t a n  a b i er t o s  pu e s  s i  11' e s  l a  

" i ·  ¡ j'l ' '/" 6 � '7.,.. " • � , . 
' , . , .. 

1.;11' , // ' l ' pr¡_ y e � c :1 on d e
" Rn + l 'V ' '{ O'} ' a l  c o c i e n t e  

'pn " e n t on c e s 

I \ 1f
- l ( U i ) , ;::: { ( ?1 " " , x n t 1 ) .� ' ��+i � � � � ,a } ,  c l a r a m e n t e a b i e r  

I �  t 
, . �, � � 

� . \..� o ' , 

/' / 
, ,/: 1 I 

E s  inm e d ia t o  v e r  i c a r  

} ! X ' \ ! � '. �.' • � X¡_ e X i + 1  
= � . ( -. .  , . 'PI 111 " ;" --. -. , t  1 ' . " * ' x . x . ·x . X .  :1 :1 :1  :1 
'qu'c ' :ia 4 e f i n rCd.'6 ñ ·' d e ... 'I{) . n o " ·  1 

d e p en d e  d el r e pr e s en t an t e  e l eg i d o ; t am b i é n  e s  i nm e d i a t a  

. .  . .. ' ', n , ,' , ' , '. ' ' . ' í ,  J l a  v e r :1 f :1 C a C 10n d e  qu e � . : U .  + R e s  una  b l y e c c 1 8 n . A d am a s  1 1 
¡.o';:. e s' ,c o n t,inu a ;  p�'e s t p ,  qU;E.\, 'P . 1=>11', '1'0 'e s" ( un a  .fu P c i 9Jl .. ,qu e s al e  1 1 

.. ,': i' ! r . " ,1 : ; • . ! 
; . ,  . 
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. : -\ d a  un c oc i e nt e  es c on t i nua s i  y s 6 1 0  s i  c omp u 6 s t a  c on la 

p r oy e c c �ó n,. ,'!ü . c o � ie n t e, l� e s ) ; ,  e n  . "  
x1 x i _1 

e f e c t o " 

!() • Cl 7f' ( X 1 , . . .  , :<' ) = ( - ,  . • .  , -- , � . ' n + l x . X .  X .  1. 
,qu e  e s  

J. - 1  . 1. 
c l aram e n t e c o n t i nu a  . e n W ( U . ) .  1. POJ' ú l .t i m o ,  

a s í  

,. - 1  ( � ., . 1. 
:: ( Y

1
'!1 · ; · ' Y "  

1
, i), .y .. � . .. .  '1 Y ) . n - J 2 n 

- 1 
q u e � .  e s  u n a  f u n c i ó n  c o ri t i nua c om o c o mp ci s i c i a n  d e  1. 

t a l e s . En r e.s u m e n , p ar a  c ad a  i e r:lf: r'e > f  y n + 1 ,  ( �) .. , U . )  e s  , . 1 '1 . 
u n a  c a r t a  l o c a l . ,  C on e s tó , ya s �b e m o s ; qu e  p n  es u n a  v a r i e  

" . . ' 
d a d  t o p o l ó g i c a . 

y = 

;" s ió n  

�� aMó s a h o r a  q u a  pn 
. n . ' 

€ P y, 

e s  T . S e a n  x ::: x l ' · · · ' x 
1 2 ' _ n+ 

..:...ro ' . ffi" • m ' 
:; e a x = ( :< 1 1 " " �n + 1., ) un a s uc e -

' n ' 1 ,  • ..' - -e ri  P . 4ti e t i e nde t ant o  a x c omo a y .  S i  ;( e y e s t á n 
" , . ' � 

en u n  m is m o �ab i ¿ r t o  c o o r d e n ado O . ,  e n t on c e s  s i e n d o  U .  1 1. 
hom e o,mor f o  ' a x ' 

c a s o  x 6 U _ T I Y € U .  - U . que v am o s  a v e r  q u e  n o  p u e d ., i � J .'  ' J . 1. 
o c u r p i l' • r í a  

x .  :j. O ) " x .  - ,  Ü 1. J 

y :  := 0 ,  y . i O 1. 'J 
C om o  "":"m -)- e n t on c e s x x ,  

logám ente  X-m € ' u  � ' p ar a Úl d o  ', � 
] 

q u e  ;:cm f. ' l!  i r. ¡Vi p Q.rá t o q o  

E U .  p a r a  t o d o  m > '''m l .  ana "" 1. O � 
.' 

:> m il .  L u e r� o  e x i st e  n o' t al O t;:, 

m o ' P e r o  s i en d o xm € U • , 1. 
, ' '':'m 

Yo. e u .  ' y  x -+- x ,  1. e n t o n c e s  por l a  c o n t in u i da d d e , � . :  1 

1 ,  

j '  



, d 

1 1 
I 

:, 1 ; ; i 
' ¡  , 
l '  1 \ , ¡ i  ;, , ', \ 1 ' 1 1). ' h  , 1 ' 1 , 1 1 ' , , 

" , ' , ¡P , ( ?' ,) -¡.. \O . (X) ,  
2 2 

y e n  p ar t i c u l a r , c o �o ' �a
' �o n v 8 r g e n c  

, , 

.. . 
, " 

: A n á l og am e n.t e r e s u l t a : '; . 

" 
, 

m x ,  
: ] m x .  x y , 

c o n  l o  c 'u a l  

y j ro x j . 
1 '" 2 ..r 2 

::: 0 . 0  ::: 0 ,  a b s ur d o . En m m x . , ;' x . 
n 2 J 

c o n s e c u e nc i a , P e s  T 2 , 
x .  

2 
y, • J 

n ' :
J,

��o�u:' c,a d
!
�:'

.u i e's " h o m e om o r f o  a R � c a d a  Ui e s  �2. '  P e r o  

,� ,p t, o.n e e,",El, p,n ' e''S üñ ión i n,i t a  d e  a b i e rt o s  " N-,- a s,l -"-q-u e ,  p n e s · N , , 2 : , " ; '  2 

P or u l t imp ,  "v e amq.s qu �  o c u r 1" e  c qn l o s  c a m b i o s  d e  c,o o r  
\ • t • 

d d e ' d  • I{J '1' - 1 . ,  
e n Cl: a s,,. on .s J" e,r ,e,m o s  p r J.m er: o , '  i O ' j  , P ar a  :2, < J .:, ; .. 

! ' '- 1' "  " 

'P' , ot{' .  ( y l " • • .  , y ) J. ]  ' n  ::: tp .  ( Y 1 ' • • • , y . 1 , :t .  Y .. , • • . ' , y ,) ::: 
J. ] - J n, 

y .  
'1' 

.1 +  
' f  

-y '1, . ,  • • ..• .  
i " 

Yj . Y n 
-. , . . .. , -, -) y i 

' Y i 
,' , 

. '. 

" 

- 1 Ol 
Y e n t o n c e s  '1' , 0'1' . e s  dl a r ame n t e  e 

J. J S i  i > j :  

. : . : .: tf • • " r _  ' J i ' 

- 1  7------------.--------� 
• " ,

'If) { Otf!'J" ,( Y,l " '" , y ) =:, '1'. < ( Y l ' ' , "  , y . ... , 1 , y . ,'iJ:' • •  " y ) ,'" 
,'" " " n " ,  , '). , ', J.-,:.!.' J , "  n .. , , 'I , ., ¡ 

, . 1 . 
� . ' .' . 

::: , 1- : ,,: y � " ., 
. . • ' --- h 

Y i - l 
>' --, . .. .  � i - 1 ¡, y i -1 

Y i - 2 
� . .  ', -- , 

Y i - 1 

• _'., H '''' • 

Y i Y , " 
n 

--� . . .  , Y i - 1 Y i - l 
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"'-, 
que. t a�biAn r e�ulta e . 

Sab iend o y a  que pTI e s  u n a  var ied ad  d i ferenc i a�l e , 

m a s  a e s tud i ar s u  or i en:tab  i d ac1 . Nás pr e c i s ament'e , vam o s  

a probar lo  , s i gu i ent e :  

P R O P O S I C I O N  2 . 3 7 .  E l  e S,p a c io  proyect ivo r e a.l pn d e  

� im e n s i6n  n e s  o r i e�t�ble  s i  n e s  imp ar y no- o r i entable  s i  

n e s  par . 

D E t>fO S TRfl C I ON .  Vamo s a calcular les j aoobiao.0 8 d e  l o s  

c amb i o s  d e  coordenadas  'p . 01,') : 1 . Basta  cónt d derar  e l  c a s o  , 1.. J ,  ' 
i < j ya  'que' e l  s i gno' j ac al;; o d e  una func ión 

'
e s  igual  a l  

s igno d e l  j a� obiano  d o  l a  inver s a . 

P ar  a i < j s a b em o 8 q ti ú' 

- 1 . 

VJ . ol.{) .  ( y1 ' • • • •  
y )  1 ] n 

C omo  las v ar i n� l e s  � s t �D camb iad a s  d e  lugar 9 , $  con-
' .  . '  • +.: 

v e n i en t e  introduc i r  la  s i �u i en t e  func ión que l a s  r e s t itu y e  

a s u  lugar  origina l :  
, ' 

. : 

( Y l � " " Y ' l · Y ' 1 ' y · · · · · 1 - J - 1 

" . ., , y . 1 , 1 , y . ,  . . . .  Y ) J - ] n 

Como  e s  inmedia�o  v er i f i c u r , r e s u l ta 
- 1  tf CJ tfJ . o tp . ( y 1 " 1 J • . . 

1 
" ' y ) = -( Y l ' · · · ' Y ' 1 , 1 . y . l " " ' Y ) n y . 1 - , J. +  n 1. 

j' 

I , 1 . 



, , I 
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El j a c o b i an o  d e  e s t a  fu n c i 6n e s "  e L  d e t erm i n ant� " d e " 

l a  m at r iz : 

1 'j 
O O O o 

Y i 

O 
1 

o O O 
Y i 

, o  o 1, 
y . , 1 :L - O 

Y. i ' " Y i 
o 

O o O 1 O O 
Y i 

O 
Y i + i' 1 - -2- -

y . "  ' Y i l. 
o o O 

O O o o 
." '¡ . l I • r ,  

'y d é s a r>r o l l a n d o  p o r  l a  p r ime r a  f i l a  e s  'fá c i l v fi" r  q u e  

', < ..... ':. . ; ' , - 1 " # .  
J ( 1T olP . c'f.! . ) ( Y 1 � " ' � Y )  l. ] ,  n 

P e r o , c u a l q u i e r a  s e a a e Rn : 

= -
I i ' 1  

", '  ". ,1 

, , 

. .  ' \. 

¡ ' ,  

ya que 1T c o n s i s t e  e n  i - j  1 p e rmut a c i o n e s  d e  d o s -var i a b l e s  
.* • • •  

e n t r e  5 1  ( y  c a d a  u n a  d � " e sa s  p�rmu t a c i on e s  t i e n e  j acob i a n o  

i g u a l, a - 1 ) .  P o r  la" 'r e gl a ;;l'e '  l h  'c'a d � � a': : 
l' " 

j 



1 
n H  

y .  � 
- 1  ' 

� J C?r )' ( �p � O,tp . ,( Y 1  ' .. . .  , y  » ) .  J. J n 

- 1  , .J ( 'P . {¡ i(.1 ,  ) ( Yl " " ' Y  ) � J '  n 
, ' 

i - j - l  - 1  . :: ( - 1 ) . J ( fp  " o �:! " ) ( y A !l q (> • !J Y , )  
]. J J. n 

- 9 9 -

d e  d o n ú e : 

¡ ( , ,, -'1 
) (

. . 
. ) :: J , '(.  , O,?' , Y 1 ' • , . , y  � J " n 

, " 

e .... • 'h t t s' p .  Rn 
+ R.n. Ir. fun,c l' r.� n  a:m.1J.� q..n o s  a .. o:r a, ·n]u .0 S ra s '.c q.r as·"  . e a. . .. 

p <' y 1 � . • .. , y n )  :: : ( -y'l , y  2 ' • •  • 1 Y n ) 

d e  i� c ob i � n� i g u a l  a - l . 
.' 

.b e f i n ím o s  

·· 1f; . : U , + R n 
. � 11 , 

P ° l!l;! . .  . ' 

¡ 
l/J .  :: 1(" i p ar l' 

< .. i 

' 111 : :: l1'oip • p a r a' i i ni p a:r � 1 
En t on c e s r e s u l t a  c I aram.e n t e  

( "¡I . 0 1J/�
1

) ( Y l ' · "  , y  ) :: � ] n 

L u é g o , s í  ti e s  imp.a r , l.o s c amb i o s  d e  c'�'drd'e n ;:: d a s  t i e n'e n 
, . 

J a c:ób i a.'�o p o s i t iVo y ' r e s u l t a  l a  pr i'ni e r  p a rt"e: 'de l a  p:,:,opo s i -

d a d  :; :;:?;.3 :, ' , s ea n . P , q é I U i n U j :.da d Q s . por : 
1_ .... I 
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· ( e l  '�1' e n  e l  l ugar i )  

f • 
Ent o n c e s , d e ' ��u e r d o  a l o  pro b a d o : i I 

Y s i en d o  U 1, y U .  c o n e x o s  ( c a d a  u n o  e s  home omor fo a Rn ) ,  J . '. 
n r e s u l t a  � n o  or i e n t a b l e p a r a  n p a r  J I I  

C u a n d o  v e am o s  l a  i n t e r pr e t ac i� n  g e d m � tr i 6 a  d �  l� ' o r i e n  

t a b i l i d a d , i n d i c ar em o s  una f o rm a , d e  v e r  i n t uit i va m e n t a  p o r -

q u �  l a  o r i e n t a b i 1 i d a d  d e  �
n 

d e p e n d e  d e  l a  i d ad d e  n . .  

N o t a s  

1 .  E l  c o n j u n t o  d e  l o s  [ u n t o s  d e  l a  e s f e r a  u n i d a d  
2 2 2  

u + v + W = 1 ,  c o n  l a  r e l a c i 6 n  d e  e q u i v a l e n c i a  ( u , v , w )  � 
� ( ...;u , -v , - ,,¡ ) e s  u n  mod e l o d e l  p l ario p r o y ¡;; c t i v o  r e al p2 . S e 

d e m u e s t r a  q u e  n o  p u e d e s um e r g irs e e n  .. 1\3 . En c a mb i o , l a  a p l!, 

c ac i ó n  

2 v • x . :2 = u v ,  

_? ' 4 e s  u n a  s umer s i ón d e  � e n  R . 

·w v 

E s  i n t e r e s an t e  t amb i én ;L a  I;? u.m e r s i ó n  d e :;' e n  . ;R: ,  d a da 
• . • ' • I • 

p o r ' l a s  s5gu i e n t e s  e c u a c i o n e s  
. ' , 

2 
Y O 

:;: x o ' Y l 
:::

. x a x � . '. 1 ¡ 

Y 4 ::: x x 2 • .. y 5 
:$1; 2  

1 2 

Y 2 
.2 

..,. xl t . Y3  . - K a x 2 ' 



, , I 

- 1 0 1 -' 

La i m agen d e  p2 e s  u n a  s u p er f i c i e  a 1 g eb r � i c a  en p5 
I ' • " .... , 

d e  g r a d o  4 q u e  t i en e  la prop i e d a d  d e  que s u  i n t er s B c c i 6 n  
5 
¿ O 

c o n  lo s h i p e r p l an o s a i Y i :: O ,  s o n  p r e c  i.s a m e n t e  l a s  

i m á g G n e s  d e  l a s  có n i c as 2 2 
a O x O  + a

1 x O x 1 + 8 1x 2 + a
3 xOx 2 + 

2 + a x x + a x = O d e l  4 1 2 5 ' 2 p l a n o  p2 . An a l o g a m c nt d , t om a n d o  

l a s  c Ub i c a s  d a  p2 , s s  t i e n e  u n a  s u m e r s i 6 n  d e  »2 e n  p9 c u y a  

i m a g e n  0 S  u n a  s u p e r fi c i e  d e  gra d o  9 i c u y a s i n t e r s e c c i o n e s  

c o n  l o s  b i p e rp l a n o s  d e ,  p9 s o n  l a s  iTn á g enes d e  l a s  cúb i c a s  
, 

d e  p2 . E s t  a s  s 1..1 p er f i e í e s  s e  �.;Lt:; �n a n  sup �r f i e  i e s  d e  V e r o n a s e . 

Tod a v í a  m a s  g e n e r a l " t om a n d o: l a s  var i e d ad e s  al g e bra i c a s  

d e  gr a d o n d e  pr , l a s  e c u a c ion e s  a n a l o g a s  a l a s  a n t e r i o r e s  

d a n  l a  s u m e r s i ó n  d í:: rE e�  e l  e s pa c i o  pr o y e c t i v o  d e  d i m e n -

s i 6n ( n + 1 ) ( n + 2 ) . . .  ( �+r ) /r !  - 1 y l a  i m a g en e �  l a  var i e d a d  

( n )  . r . 
d e  V e r o n e s a  V d e  g r ad o n y d i m e n s i 6 n  r .  E s t a s  var i e d a  r 

� !  . '  
d c s  d e  V er o n e s e  t i e h e n  propi e d a d e s  mri y i m � o rt a n t e s  t a n t o  

. ' !  • •  

d e s d e  e l  p un t o d e  v i s t a  a l g eb r á i c o  c o mo d i f e r e n c i aL : V e r , 

por e j empl o , D .  S egr e [ 2 5 J . 

1 2 .  L a  r e c t a  p r oy e c t i v �  c o m p l e j a P ( e )  e s  e l  c o n j u n t o 

d o  lo s nam e r o s  � omple{o s z c o n  u n  d n i e o  � u n t o  im�r o p i o , 

c o mnn a t o d o s  l o s  ab i e rt o s  d e f in i d o s p o r  I z l  > m para t dd o  

m . E s  u n a  v ar i edad d e  d o s  d im e n s i o n e s  ( pu e s t o  �ue u n  nn�e r o  i 
comp l e j o  e s  un p a r  d a  u Q m c r o s r e a l a s  ) que s e  p u e d e  

3 g i l'"  e n  R p o r  l a s  e c ua c i o n e s ' 

\ \ 

/ s um e r ­I 
I 
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4 + ,zz 4 + z z  

q u e  r e p r � $ e n t a:  hi y e c t i  vam'en t e  p l (·C ) e n  ' l a  e s f E; r a  ,r e a l  

2 2 '-- " 2 , '  x + x ' t  : x ' :: 1 ', " S e  h a  i n d i c ad o , p or z a l  c om p l e j o c o n -
1 3 

'. ' 
j u g a d o d e  z ,  

:-
3 ,  El p l a n o  pr o y e c t i v o  c b m p le j o  p 2 ( C )  é s  e l  c o n j u n t o  

de t e rna s d e  n a� e ro� c 6�p l e j o s  ( Z b , zl , z i ) ' n o  n v l o s  a la 
¡, 

v e z , c on l a  r e l aq i on d e " e qu i v'a l e n c i a  ( z  O ' zl ;' z 2 ) '" 

( A i'ó ', )� �:¡', !\ z2 ) "  O: c' om-p'l.eJ o -a ) . L'a a'p l i c a c ió n  p' 2 ( C ) ;. R
9 " 

d e f i n i d a p'o r  

. r 

X . :: 
, '1 " ,  � " x . .  :: z .. z .. + z . Z " '!f  � ] ] � y . .  � J :: " i ( z  . Z: . - z  . z . ) � J ] � . � J 

' : 9 ' . .  R . 
,'o • . :� • i 

I m p o r t a�t e s  t e or em a s  y e j em p l o s s o b r e  i n m e� s i o n� � y 
.r' , ; • , . \ ' 

s um e r s i pn � s  d e  v a r i e d a d e s  en Rn , p u e d e n  v e r s e  �n J�me� ' .  ! , ' : ':" . ! , " 
[ 1 2 ] , M i J.,n o r  , L1 8 J  .Y La s h o f-Sma l e  [ 1 5 ] , 

• • : • • '* 
" ; " .  ' . '  

A u n qu e  n o  p,od e m o s  d a r l a  d e m o s t r a c i ó n , p o r  s e.r b a s -l ·  ••• • 

t an,t e .cpmp l i c a d <;l  'i e,S . i mj? o r t a,n t e  ,t e n e r  pr e s � n t e  ' el si�u i �'E. 
I .

" : ' .  
• • �! • " 

t e  im � o r t a,n.t e 't; e o r enia d e  vl h i t n ey CAn n a l s o f  M a  t h e m a t ic s , 

3 7 "  1 9,3,6 , 6 4 5  -6 B O ) : 

, 

, � � . .  T o d a  var i e d a d  d i f e r e n c i ab 1 e  d e  d � m e n s i ó n  n p u e d e s u -• ' .  .) . 't: / ,  .,. t .�+. ,ro 

me � gi�s e en e l  � s p a c i o  e u c l i d i a n o  d e  d i m e n s i ó n  2 n + l . 

1 .  S e a  X 

� " '. I . '  ';};i • • " • 

J, 
1 x 1 d o nd e I ::  [ - 1 . 1 ) C o n s i d � r a m o s  



.. . -.. 
r ela c i 6n ' d �  e qu i va l e n c i a :  

( 1'1 , - 1 ) '" ( - a , 1 )  
," 

S i  M = X I"" p r o b a r : 

a )  M e s  u n a  2 - vár i � d a d  e 

- f  < a < 1 

2 b )  M e s  d if e omor fo a l  p l a n o  pr q y e c t ivo r e a l  P . 
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2 )  S e a  X = 1 � . . .  x 1 = I n . [ s t a  e s p ac io t i e n e  n c ara s 

o p u e s t a s  c u y o s  p u n t o s  p u e d e n  i d e nt i f i c ar s e  d a  m a n e r a  d i r e c  

t a  ( + )  o d e  m a n era i nver s a  ( - )  i d e nt i f i c a n d o  l o s  p u nt o s  

s i� � tr i c o s  r e s p e c t o  d e l  o r i g e n . B e  t i e n e n  a s l  n+1 va r i ed �  

d e s  d e  d i M & n s i 6 n  n ,  c om p a� t a s .  r � ?r 6 s e n t�d a s  s i mb o l i c a � e n  

t e, p o r  l o s  s ign o s  ( +  + . . .  + ) ,  ( - + + . . .  + ) �  ( oo' - + . '� . + y. ,  .. .I . . 
• • .  , ( - - . • •  - ) ( P o r  e j emplo , p 2 e s  ( - - ) y 1 ¡3.  bo t e l l a  d e  

K l e in e s  ( - + » .  L� p r i m e v a  e s  e l  t o r o  n d i m e n s i on a l  y l a  

ú l t i m a  e l  e s p a c i o  p, r o y e c t i v o  pn . :  Pr o b a r  que s i  n e s  p a r , 

s o l a m e n t e  e s  o r i e n t a b l e  e l  t o r o , y s i  n e s  i���� · s o n  t o d a s  
, .1 . t 

o r i e n t a b l � s . S e  p r o p o n e  e s t ud i ar l o  qu e p a s a  s i  l a  i d e n t i -

f i c a c i6 n  d e  l o s  p u n t o s  d e  c a r a s  o p u e s t a s  s e  h a c e d e  d i s t i n 

t a  m an e r a , p o r  e j em p l o . s e gUn s im e tr 1 a s r e s p e c t o  d �  s u b -

� s p a c io� d e ' d im e n s i 6 n  var i a b l e  . .  

' 1  :, 1 , ,- ! 

, '7' , ' G R ASS I-1A N'I A N A S  

L L am a r e iTl O S  g r a s sman i a n a G' a l  c o n j u n t o  d e  s u b e,s p a c i o s  ���������n 

! ' 
J I  
il 1 1 '  .'1 4 



í i 
, 1 '

, 

1 ,  
1 1  

J . l i  
I 

r j: , 
í ¡ 
, í 1 \ 

, 
I , 
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H d e  Rn +r d e  d im e n s i ó n r c o n  l a  t o p o l o a ,y , e s � r u c t u r a  d e  

v a r i e d ad d i f e r e n c i ab l e  q u e  v a m o s  a v e r  a c on t i n u a c i ón , 
," 
S i  H o s  u n  s u � e s p a c i o d e  d im e n s i ón r d e  Rn + r • s e a  

" 

v 1 ' . . .  , vr u n a  b a s e  da H :  

V i  = ( v 1 1 . · · · , v 1 ) • .. . . , v  . , o + r r ( v  1 ' "  . •  " ) 
r. , r , n -l: r  

P o d e m o s  a s oc i a r l e  a H l a , m a t r i z  

. t , 

v 1 , n + r  

v r :) n +r 

y e � ' q � a ro que l e  p o d �m o s a s o c i ar v ar i a s  m a tr i c e s  a H d e  

e s t a  m a n e r a . C o n s id er a m o s  ent o n c e s  l a  fun c i ó n  
, , ;. , 

r x ( n + r ) . f : G . + P ( R ) d e  G e n  l o s  s ub c on J u n t o s  d e  ' r n  " . r n  , ' : '1 ' , 
d e f i n i d a  d e  l a  s i gu i e nt e m a n e r a : f ( H )  e s  e l  c o nj u n t o  de 

t od a s  l a s  m a t r ic � s  ( v i j ) e Rr t« n +r )  ' t a l e s  q u e  ( v i i  • .  · . .  
' .  ' 

: . .  , v1 'n'+ ) , . • •  , ( v l " " ' V + ) � s  ba� e d e  H .  
� r ·  r r , n r , . J , 

S i  A , a  i f ( H ) , d i gam o s  A = ( a ¡ j ) ' B ' e (��j ) '  e n t o n c e s  

a l = 
( a l l � · · : � a l

· . )
, . • . , a . , n + r  r , 
"'¡ '-'f. 

, . 
= ( �  1 · · · · ; � '  + ) r .  , ):' , n r 

B E!  u n a  b a s .e d e  H y l o  Tll i S'mo v a l e  p a r a  .J., 
, . , ; :: . '  

b1 e ( b 1 1 , • . .  
, b 1 ) , • • •  ,., b , e (. b ' l � 'f'  • .  , b  . .  ) , n + r " r '  ' r ' , r ·;n + r  

,En t on c e s  c a d a  a i s e  p u e d e  e s c r i b i r c om o  c om�in a c i ón 
J 

d e  b1 , . . .  , b r y r e c i p r t;:> c a m e n t e .  En o t r a s  p a i a b r a s{', e x i s t e  

C e ' , G L ' r , R )  t a :!,.  que 
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l' 
a . .  = L C i 1< b ] • � J k ;:: 1 q 

f\ = C B  

( 1 < i < 1" t 1 < j" "< n + l" ) 

R e c i pr o c a � a n t e )  � i  B € f e H )  y e e G L ( r , R ) ,  e n t o n t e s  

C B .€ f O.¡) c om o  e s  i n m e d i a t o  v e r i f i c a 1" .  E n  r e s u'm e n , s i  

B € f ( H )  � entt;uc e s  A € f ( H )  s i  y 8 61 0 s i  e x i s t e  C € ,G L ( r , R )  

t a l  q u e  A = e .E- ; 

A n t e s  d e  d e fi n ir l � s  q u e  s e r'n car t a s  l o c a l e s , n e c e -

s i t amo s in' t r o d u c ir c i e r t a s  
,
f un c i o n e s . S i  ( i

1
, . q , i

r
) e s  

� • • ' I 

u n a  s u c e s i ó n  c r e c i e n t e  c o n t e n i d a  e n  ( 1 , 2 s  • • •  , nt r ) ( e s 

d e c ir ,  i 1 

d e f i n i d á . p o r : 

< i l' y 1 < L J 

P l 1 . , .  P 1 . , n + r  

1'1' 1  

, , 
< n +r ) � c o n s i d er amo s 

, i J. . , . 

( o  s e a , c o n s i st e  e n  q u e d a r � e  c o n  J , a �  c o l u m n ::!. 9  CL • � 1  . . .  
) .  G i  ( J l � • .  , ) j ,, )  e: : ;  e l  c om p l em e n t o d e  ( 1 ;, . . .  , 

e n  ( 1 ,  . • .  ·, n + 1' ) c o n  j i < j 2 < . , .  < i n ' d, e'f i nimo s 

('j.1� • : R rx (n tr)  '+ H!'x n 
� 1 . , ' � r 

, i  l' 
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d e l a, s i gu �  e n t  e m <;n e.r a : 

P i , n +r 

= 

, n + r  

' p' � · j l 

p • r , ] 1 

P i . , J r 

, j r 

( o  s e á �  Ct .  l r i r 
e s  ' qu e d ar s e  6 0n l a s  o t r a s  c ol u0nas q u e  

, r e s t a n ) .. 

ObB e rvemo s q u e , p a r a  t o d a  A € Rrx r 
y p a r a  t o d a  

y € , R�x ( n +r )  e ,s :  

En e f e c t o , 
: . 

. ( A: • .  Y )  l r 

i ( A ' Y } ] h k r. 
= ( A ' Y ) h 

r 
== L a hi .t = 1  r ,  
'::: L q.hi t == l  

= i k 

Yt 
= i k 

« x  . . ( y ) )  ik == 
I I  . . . l , r , 

= , l A . C/. .  . ( Y ) ] hk I I  . . . l r 
* ; * A n a l o g a m e � t e  r e s b l t a  C/. .  ( A . Y )  == A . a . . ( y ) . 
:1, 1 

" J, i , · · · , lr 
V am o s �h o r a  � d e f i n ir c i a r t o s ' SUb c o n j u n t o.s d e  G q u e  r n  

, , '  r e s u l  t � r tt �  S G r  l o s d om i n i o s' ·  d e  l a s  . :� a r t a s  l o c a l e s . 

:s e a ; 

P a r a  ( i'l '" ' .' ., i r ) e � 1 , . , .  , n+ r ) e s t r i c t am e n t e  c r e c i e n't e � 

u .  . ' .1:1 "  ¡ • J. . r 

. , , 

, : 

== '  { H  e G : p ar a t o d a  A € f ( H ) , ,r n ' 

Ct. . CA ) s ¿:a i n  V e r  s i b 1 e }  
� • • J. . . r ! ' 
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E n t on c e s , p.a r a  v e r s i  u n  s u.b e.s p a c i o  ¡.¡ e s t á. e n  , 

u .  .' " h a b r í a . q u e:;; t om a r  . t o d a s  lq s b a s es posibles d e  
� 1 • . .  l. r  . 

H Y �er i fi c ar que , q uedá ndose · c o n  las c ol u m n a s  i � • . • •  � ir' 

de  l� . m � t r i z  á. s Qc i ad a , e l  . r a s � l t a dQ e s  u n a m a t r i z  i n v e r -

s ib l c . � er c o h  r e a l i d a d  b as t a v e r i f i c a r l o  p a r a  u na ba s e  

c u a l q u i e r a ; ' e n :  e f e c t o , s e a n  A , B  � f ( R )  Y s u p o n g a m o s  qu e 

( A ) s e a in v c r s i b l a .  S a bemos q u e  e x ist e 

e e G � ( r , R )  t a l q u e  TI = C A . E n t o n�e s 

:: el . ;. ( C A ) ::: C . a: . � ( 11.. ) € G L ( r , R )  
1. 1 ' . .  l. r 1.1 . . .  1 r  

c o m o  pr 6duct o d e  matr i c as de G L ( r , R ) . 

up� v e z  qti e t e n emo s los U .  . 1. 1 
. , . , ;.  � 

d e f i n im o s  l a s  
. r 

f u n c i o n e s  

de l a  s i gu i e n te m an e � a : 

- 1 \'< = ( Ct . .. ( A ) ) . Ci � • C A )  1 1 . • . 1 1. 1 , . .  1 r . •  r 
p a r ,a fI é f e R ) . E n  o t ras p a l a br a s ,  c o n s i d e ramo s l a  m.atr i z  

1\ aso c ia d.s a una h a s  e dG:. H y ,  c om o  l a s  c o l um n a s' i 1 . · · · )  i r 
f o r m a n  u n a  z i n v e r s i b l e .  m ul t ipli cando p o r  ! a  i n v e r  

� a  d e  dicha m a t r i z B n  l a s  c o lUm�� $ c o rr e s p o n d i e n t e s  a p a r �  

c e  l a  m atr i z  i de n t i d a d ; las co o r d ena d a s de H S bn e n t o n c e s  
. .. . . 

l o s  núm eros que qu e d a n e n' 1 a,3 r .. 0.s t a n t e s  c a l u m n'a s ( m i r a m o s 
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E á  d e  e s p e r a r  q u e  e l  r e s ul t a d o  d e  e s �e , p r o c e s o  n o  
.... 

d E? p c n d a  d e  l a , mat r i z  A e l e ri d a  e n  f ( H )  ( o s e a � :{ .  ' " 
l 1 ' . .  l ;  

b i e n d e fin i d a ) ,  E n  c f o c t o � s i  B e f ( H )  .� i s t e  c ' e  G L ( r . R )  

t a l  q u e  B = C A . E n t o n c o é  

] - 1 = . ( C . JI. ) , , CA . . ..  � r 

= [ C ._ a .  . ( A ) ] - l . C A = 
I I  . , . 

l r 

. ¡tI Y a p l i c a n d o  a .  , a l pr i m e r  y ú l t imo  ' m i e m b r o ' r e s u l t a  
1 1 . . .  J. r 

x .  b i en d e f i n i d a . J. 1  . . .  
V e amo s a h o r a  que x .  J. 1  . , . 

e s  i n y e c t i v a . S e an 

H ,  H ¡ e U .  • t a l e s  qu e 
J. 1  . , . J. r  

X .  " • , ( H )  
' J. 1 • . . ::tr 

:::: x .  . eH ! )  
1 1 , � ·

l
l'" 

' 

y s ea n  A € f ( H ) , A '  e,  f ( H I ) .  En t e n c e s , p o r  d e f i n i c i 6 n  

d e  x ,  . '" l 1 ' . . 1 . r t ' " ,  

o s e a ,: .  

' - 1 ' ,'t ( a "  .. ( A ) ) . CL  .. ( A )  = l 1: , • •  l . J. 1 " , l . ' " r . . r �'t 01, .  • ( A ! ) . 30 1  ' , . lp 

, l .  
( ! '. ir 
k 1I �¡ n ! 
� � :1 ( 

, .! 



P o r  , o t r a  p a rt Q ) , � t r i v i a lm e n t e , e s : 

,a . " i ( 1\ )  = IY. .  �
1 . • . :ro 1'1: • • •  

P o r  1 0  t a D 't o , s i  l l a m am o s  e 

. ( !J. .  • U, I » - l € G L ( t' ;, R ) , 
� :i. • • •  �r 

tI ::: C A  t 

y �  qu u l ás m atr i c e s s o n i gu a l �s c b l u m n a  a c ol um n a . P e r o 

e s o  (l B  e x a c t am en t e  lo m i s m o  q u €t  d o c i r H ::: rI l .  l,u c; go 

X .  . 6 S i ny e c t i va . 
1 1 , . .  1 1" 

V e a m o s a h o r a  q u e  x .  . es s u r y � ¿ t i v a . S � a  1 . .. .  � 

VY ::: ( H . , ) e Rrx Í1 y s e a  tJ e R1,r ( n + :i'» d e f i n i da d e  l a  s i -
l ] 

g u i cn t e  :rn a l( e r � 1 ' 

)'c 
a. • • ( w) = w 

' :  . 11 , • , l r 

r.' , • ( w- ) :::: 1 
l 1 ' • .  l r  

( f4 a tr :Í:z · .i:dent idad ) 

( o  s ea , -daf �nim o s  w ' d i� i� n d o  c u A l es s o n  s ti s  c o lumna s ) ,  

S e a H s ub e s pa c i o � e n e r a d o  p o r  

w 1 :: ( w1 1 , · · · ,  W, ) j • • • , W ::: ( w  l '  . , . , W ) � , n + r  , r r r , n + r 

E sJ G '  s ub e s p a c i o  t i o n e  c l a l' a m e n t e  d im e n s ió n  r y e s t á  

( H )  

- 1 :::: 1 . W = vi 
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l o  q u a  p r u e b a  l a  s u�y e c t i v i d a d  d �  x .  . .  C o m o  vám o s  a 
J. 1  . . .  1 r 

u s ar l a  e n  s � � � i d a ' ,  ¡ l am a m oa a .  . a l a  fun c i 6 n  q u e  m a n  
1 1 . ' , . 1r 

d a  w a w .  
C o n s id e ram o s  a h o r a  l a  fu n c i 6 n  

- 1  x .  . e x . . : X . ] , • •  J. J. 1 · · · 1 1 1 " , 1 1" r 

O b survam o s  qu e e l  d om i n i o  d e  e s t a  f u n c i 6 n  e s  u n  

a b i e r t 0  d e' Rrx n ; e n  e f e c t o  

y c om o  CI .  • •  ('( .  • y d e t  S 0n f u n c i.on e s  c 0n t in ua s . 
1 1 " . 1 r J 1 "  ' J r 

r e s ti 1 t a l o  a f i r  ro a éi 0 .  S i , w e' x .  . ( U " 
1 1 · · · 1 r '3:1 . .. .. 

r. U .  . )  : 
J 1 · · · J.r  

c om o  e s  i n m e d i a t o  v er i f i c ar . P e r o  e n t on c e s  x .  . 0  

- i  � O X . • e s  u n a  f u n e  i ó n  c '  
J. 1  . . .  lr 

n e s  que h ay q u e  h a c er s o cr e 

" , J 1 " ' J r 
ya qu e t o d a s  l a s o p era c i � 

l o s  e o El f i  c i e n t e s d e ;,y¡  ( q  1:1 e d a E. 

s e  c on a l g�na s c 0 1uron a � , agr e g ar o t r � s , t om a� l a  i n v e r s a  

d e  un u i ert 0  m e n or ) s o n f u n c i o n Q �  r a c i o na l e s  d e  d i c h 0 s  
." 

c o e f�c i erit a s  y p o r  l o  t a n t o  e . 
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T c d a v 1 a  n o  h em o s  d é f in id o u n a  t op? log1a  n i ,  e u  c an s e  

c U, e n c i a , u n a  e s t ru c t ur a  d i f er Q n c i a b l� s o b r e  G • P a ra h a ­
· rn 

c er l o  v am o s  � ap e l a r  a u n p r o c e d �m i c n t ó  q u e  e s  c o m p l é t a -

m e n t e  g e n er a l  ( E j er � i c i o 3
,

d e  es t a  s ec c ió n ) ,  Pr i me r o  d e f i  

n i m o s  u na t o p o l o g  'T s ob r a  U .  . r e qu il' i en d o  " ' �
r �J " ' :\ .. , .  

q u e  )t .  • 
2 1 " . 2

1' 
s e a  un h om e o m o r f i s mo , o s  d e c ir : 

U t s i U C U • .  y 
2 1 . .  , 2 1' 

C om o  G ;  . e s  l l'l  · un i ó n  d e  l o s  U ,  , p a12 a  t o d a s  . pn 2 1 " ,  . 21' 

la s s u c é s { a n e �  e s t r i c t am ent e c r o c i ó n t e i 1 < i 2  < • • •  < i r ' 

p o d em o s  d e fi n ir u na t o p o log1 a � s o br e G d &  l a  s i gu i e n tB r n  

m a n t: r a : 

U t l' s i  y s ó l o  

'pa r a  t od a  G.u c e s e s t r i c t am e n t e  c r e c i e n  

t e  ( i 1 , • . .  > i  ) e (1 , 2 ,  . . .  � n + r ) , r 
'�s i n m e d i at a  l a  v e r i f i c a c i ó n  d a  q u e  'T e s  u n a  t op o l� 

g í a  s obr e G 
r n  

s i  l l am am o s r .  . a l a  t op o l o g í a  i n d u ci, 
21 . . . 2 r 

d a. p o r  'T e n  U ,  • � 2 1 . , . J.r 
v a m o s  a p r o b a r  q u e  'l a s  d o s  t o p o  l o -

g i a s  d ad as c o i n c i d e n , e s  d e c ir ,  T .  i '  � 1 .. ., .  r 
= r I 

�"j � • 1> ... 
i )  S e a  W t 'T .  • •  B n t o n.c e s  ex i s t �  V a b i ,et�to e n  

�1 ' 
• •  J

.r  
G' , . 8 S d (;':; e ir V € r ,  t a i qu e H = V r LJ • • 

r n  " 2 1 • • •  
J
. r  

p o r  d e f i n i c i 6n d e  t o p o l og l a  i nd u c i d a . P e r o  V € T 
imp l i c a , e n  p ar t i c u l ar q u e  V r u . 

1 1 , . .  
, o S U ;¡  



En t o nc e s  '\{ ;  . on e s  a b i er 
� 1 • . . �r 

i i ) S e a  H é 1' !  1 1 , . •  

t o  d e  Rrx n , P ar a  � e r  q u e  W e 1' .  . h a br'í a q u e  
� 1 ' " �r 

p� o b a r  que �l :: ' V n u .  . p a r a  V ab i er t o  e n  
� 1 " ' � r 

� . , V amos  a pr o b a �  q u e  r o d e m o s  t om a �' V :: N ;  r n  
h ay qu e v er, ' e n t o n c €', s qu e W 'r' U .  . , J 1 . . .  J I' 
para t o d a  s u c e s i 6 n  � s t r i c t a m e n t e c r e c i e nt e  

P e r o  

x .  . ( \rl  0 U . . )  - 1 
:: x . . o x . " J 1 , · · J r � 1 ' "  J 1 . . , J I' J 1 . . . J I' 

t' X .  • ( H  li U . . ) :: 
l l " ' �r J 1 , · · J r 

r U . • ) :: 
J 1 " ' , ] r 

- 1 ::: x. '" .. 0 x .. lO 
J 1 "  ' J I' � 1 " ' �r 

( x • . '( ¡.¡ ) n x • • �
1 , , · 2.r l 1 , , · 2. r 

( U . . 
1. :1' • , • 1. , r 

A h o r a  b i e n . x .  . ( vi )  e s  a b i e r t o  p o r  h i p ót el s i s ' 
� 1 . . .  � r 

y ya v i m o s  qu e , x .  . ( U . r' u . " )  e s  
� 1 " · l. r _

� 1 " ' � r J i ' j" ] r 
a b i e rt o . C o mo x . '  • ú x . . e s  u n  d i f e omor -J j ' ' ' ] r l i , , · l r 
f ir m o � e n  p a r t i c u l ar e s  u n  h om e om o r f i s m o  y � o r  

l o  t ant o x ,  ' .  ( 1;) r U . . : ) e s  á b :l. i,;r t o  e n  
J 1 " ' \:, J 1 . .  , J I• 

Rl;"¡( n 'E t b l '  ' t ' . ... , s o [rue a _ a  o r a  l n c lu s � o n . 
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P e r o  e n t o n c e s , c o n  la t o p o l o g i a T .  r e s u l t a G r n  
u n a  v a l' i e d a d t o p o l ó g i c a  d e  d i m e n s i ón r . n  c o n  , c ar t a s  

; 
l o c a l e s  ( x . . . U . , ) . C om o  a d em á s a S d S  c ar t a s  

1 1 , , . 1 r 1 1 � , · lr ' <D " 
l o c a l e s  e a t i n  e r e l a c i o n a d as e n tr e s i , e n t o n c e s  p a r a  

v e r  q u e  G e s  v a r i e d ad d i f e r e n c i a b l e , s 6 10 no s q u e d a  r n  

pr o b a r  q u e  e s  N 2 y T 2 , [ 8  i n m e d i a t o q u e  e s  N 2 y a q u e  e s  

. � f '  . t d b . t h '  f l �r � rx n . P u n l o n  1 n 1 a e a l e r '  o s o m e c m o r  o �  a r 2  K • a s a -

m o s  a p r o b ar (] u e  e s  T 2 , 
S e a n 11 , H !  € G Y s e a  r n  

n >Xl C H  )
n = 1  

u n a  s u c e s i ó n  q u e  

t i e n d E: a H y a .  H l .  S i  1-1 Y H '  e s t ;;i n  e n  un ' m i s m o  a b i e r t o 
c o or d en a d o  � .  . ,  c om a  e s t e  a b i er t o  e s  h o m e om o r f o  J. 1 · · · , l. r  .. .  
a l  T 2 Rrx � �  r e s u lt a r l a  H = H ' . r�� on c � s s ó lo q u � d � , e x� 

m i n ar l a  p o s i hi l id ad 

qu e v am o s  a v e r  qu e n o  s e  p u e d e d a n ,  E s  c l a r o  q u e  e x i s t e  

t o n c a s 

t i e n d e  a A .  . 
',1 1 • . •  1 r  

m 
= X .  11 ( 'rl ) t i e n d e a " A .  . 

J i "  · J r J 1 ' " ' ] r  

S ·  1, n � ln = ( A m ) � c,l ar o  q ll s' l a's f 1' -•• � I <LC e o s " .  • • . , . '� s _ 
1 1 " · · lr 1 1 " . 1 r 

l a s  d e  e s t a  m a t r i z  g e n er a n  H m , e s  d e c i r  



: ' 
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A n á �'o g ain ent e e s  

ex .  . CA. � ,. ) f' f ( Bm ) 
J 1 ' ,' ' J r  ? 1 " < '] 1' 

. .  ; � 
P or l o  t a n t o . s e gún h e m o s  v i s t o' ,  e x i s t'e' c.m e GL ( r , R )  

t a l  q u e  

) TlI - JTl e , o: .  • C. A . . )  
J 1 , · · J  J 1 , , < J , r ' l' 

A p l ic an d o  Ct .  ' • 

J 1 .' . •  J r 
o b t e n em o s : 

. '., 

-- m 
a .  . ( a. . . C A :  . ) )  = 

J 1 , · · J r  � 1 · · · :Lr �1 , · · :1 r 

= · c Ci . . • ( a �  � ( A� . ) )  = 
m J 1 "  · J r ] 1 "  · J r J 1 " · J r  

= e . 1  = e m ID 
'- T om a n d o  l im i t e  para ro � m 9  por l a  c o nt i n u i d a d  d e  

Ci .  • y a .  . e s : 
�l " ' �r J 1 " ' '] r 

ex .  • ( � .  , ' { A �  . »  = l i m  Cm = e 
J 1 ' , • J r :t 1 · · ,  l r  l 1 ' "  :1 1'  m+to 

P e r o  e l p r i m e r  m i embro ' t i e n e  d e t er m i n an t e  c e r o  a l  

L,u eg.6 : ' 

,' , . T amb i 

d e t  e := o 

pod�m o s e s c�ib i r 
, ID a .  , ( A .  . )  

J 1" • •  'J ] 1 • • •  J ' 1'  l' 
. " , .Ap I i e.a nd o  

" . 



!l .  • (' ñ .  l 1 , · · J·r J
1

" .  
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P o r  l a  c o n t i n u I d ad d e  ' a . . 
J· 1 " . 2 r 

y a .  , r e s u lt a , 
J 1 • .  , ]'1' 

t oma n d o  L im i t e : 

(- ( Am ) )  l '  ( Cm ,) - 1 
= D IJ. .  , a . . . . = 1m 

11. ,  . .  
2 

r J 1 • • ' J r ] 1 ' . ' J r m·-).'''' 

y .  co.m q · ,  6 �  pr.i�:-,r m i eml'r o  t i e n e  d e t e r'm i n a nt e c e r o  por n o  

e s t a r  '-1 ' e n  U .  
2 1  ' • .  

, l" é s ul t e : 

d e t  D = O 

Lu e g o : 

y t o m a n d o  l im i t e : 1 = 0 ,  a b s u r d o . L u e g o  H y H '  d �be� e B t a� 

e n  e l  m i s m o  a b i e r t o c o o rd e n a d o. ,  c o n l o  ' c u a l  !-l = , ' ; y G 
r n  

e s  T 2 , 

En d e f in it i v a  p od em o s  e n u n c iar : 

P R O P O S I C I O N  2 , 2 0 :  G e s  u n a  va r i e d ad d i fe r en c i a b l e  
r n  

� . - �  d e  c l a s e  e y d 1 m e n S 1 o n  r ,  n c o n  , a t la s  d a d o  p or l a s  c a r t a s  

( x . • , U . . ) . 
1 1 , · , l r 1. 1 , · · l r 

N O T A : L e  v ar i e d a d  f o rm a d a  p o r  l o s  r - p l a n o B  d e p r + n 

que n o  n e c e s ar i am � n t e  p a sa n  p o r  e l  o r í g� n . e s  l a  l n t er s e c  

c i i m  d e  G 
1 

c o n  u n  1(1" +n qu e n o  p a s  e, p,o r C'! l  o r i g e n , r·- , n  , ' 
ampli a d o  c on l o s  e leti1 <" " 'c o s  d e l  i n f i n i t o,. p a r a  t en er en c u a n  

. r + n  
t a  l o s  ( r + l ) - p l a n o s  p a� a l e l o s él R • P o r  t a n t o , l a  v a r i a -

d d d 1 1 d r + n  1 . G l a e o s  r - p a n o s  e P e s  él gr a s'sma u l a n a  l '  n ,  (l e 
r +  
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� g r a d o  n ( r + 1 ) ,  P or e j e m p l o  l a  v a r i e d a d  d e  l a s  r e c t a s  d e  

�� , 4u � c o�� � i t � y é n . e l  l l am a d o  e s p a c i 6 : p r o y e c t i v o  r e g l a -

d o , p.a.- r a  i n d i c a r  qu_!,! l o s  e l e m e n t o s  s o n  l a s  " r' e c t a s !! d e  

p 3 , e s  l a  g r a s �� a n i an a  G 2� y a  e s t u d i a d a . P a r a  a na l i z ar 

m e j o r  e s t a  g r a s s m a n i a n a  s e  ut i l i za n  l a s  l l a mad a s  c o o r -
• I • • 

d e n ad a s  p l ll'c k e r .i a n a s , q:u e, v amo s ,  a, d e f i n 'ir p ap,a e s t e  c a s o  

d e G 2 2 , 
, ono �u e s e  p u e d e n e xt e n d e r  a c ua l qu i e r  gra s sm a ­

n i a n a  ( v e r , p o r  e j e m pl o , H O D G E.- P E D O E , �l '? t h o d s  o f  A l g e br a i c  
, , 

G e o m et r y . C a m br i d g e . 1 9 4 7 , C a p , 7 ) ,  { l O ] . 

S i  x , y  s o n  d o s  p u n t o s  d e  p 3  y X i ' Y i
C i  = 1 , 2 , 3 , 4 )  

s on s u s  c o o r d e n a d a s  h o m o � é n e a s  ( o  s e a  l o s e l e m e n t o s  d e  l a  

m a t r i z  X a n t e r i o r ) ,' s e  "l l am a n  c o o r d e n a d a s  'p l ll'c k er i a n a s  d e  

l a : r e c t a  qu e ' e l l o s  d e t erm i n a n ' : a > l o s  d e t e rm i n a n t e s  [X i x ', J 
p ,  . = l J 

Y i Y ..; J , 
" 'o 

p , , l J  = - p  .. , J l 

l a s  c ua l e s  c u m pl e n  l a s c o n d i q i o n a s : a )  N o  s o n t o d a s  n u l a s , 

p u e s  e l  r a ng o  d o  l a  m at r i z X e s  2 ;  b )  S i  l a  r e c t a  s e  d e -

t er m i n a  p or o t r o s  d o s  pun t o s  X l , y ' , r S s u1 t a  p ! . = � p  . .  , . l J  l J 
s i e n d o  � �na .c on � t a�t e . E s t a s  p r o p i e da d e s  n o s  d ic e n qu e 

5 " l a s  P i } s o n  "1 f c o
\
o
.�

d cn a d a s  h om o g é:n e a s !í d e  un p u'n '¿'o d e p . 
, ! 

E s cr i b i e n d o  l a  m a t r i z  4x 4· f o rm a d ¡:t  p o r  l a  r e p e't''i'c 'i ó �  d e  
, .' 

l a  m at � i z  X y d ü s �r r o Ll a n d o  e l  d e � erm i n a n t e  c o;r e s p o n d i e� 
" ' , 

t, e p o r  m e,n or e s  c o mp l em e n t ar i o s  d e  or d e n  2 • r e s u l t a  l a  r 0 -
. .' 

l a c i ó n  
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( 1 )  

E s t o  n o s  d i c e  q u e:. c a d a  r e c t a  d e  p3 d e t er m i n a  un- ' �ú"h: 
5 ' .  . 

t o  d e  y c uy a s c o or d e n a d a s  s a t i B fa c � n  a l a  e d uac i 6 n  ( 1 ) 9  

o s e a � q u e  p e rt e n ec e a l a ' c � ad � i c a  r e p r e s� n t a d a  p o r  e s t a  

e c ua c i6� . E s t a  c u S d r i c s  s e  l l a m a l a  c u 5 d r i c a d e  Kl e i n .  

E s  d e c i r : l a  i r a s sfua n i ana G 2 2  o e l  e s p a c i o  r e gl a d o  d e  3 

d im e n s i on e s , s o n t o p o 1 6g i c Em e n t e  e q u i v a l e n t e s  a l a  c u � -
5 d r i c a  d e  p r�pr e s e n t a d a  por l a  a c u a e i 6 n ( 1 ) .  

E j e r c i c i o s  

i �' a )  D e s c r i B i r  e n  
3 

G 2 1 ( pla n o s  p or e l  o r i g e n  e n  R ) 
• 

l o s  a b { �r i o s U J.' l' y ub i c a r i o s  g e o m e t � i c am e n t e 
1 ' " r 

b )  D a l l a r l a s  c o o r d en a d a s  p r o p or c i o n a d a s  p or l o s  

d i s t int o s x .  . p a r a  e l  p l a n o  d e  e c ua c i ó n  x1 + 2 x 2 + x 3 : O  1 1 , . .  1 1.'  
e )  C a l c u l ar t o d o s  l o s  c am b i o s  d e  do o r d e n a d a s  

4 ) "H a l l a r  e� t o rn Q� d is j un t o s  d e  l o s  p l a n e s  

Xl . O Y x 2  = O .  

2 . S e a  V ·( Rn + r' ) e l  c o n j un t o  d e  m a t r i c e s  R�x ( n +r )  d e  1.' 
l� a n g o  1.' ,  . 

c om p a c t o  

S ea W : V ( RD+r ) +  G d e f i n i d a  ' p o r  r rn 

( y )  = s u b e s p a c i o  g e n e r' a d o  p o r  l a s  'f i l a s  el é  Y 

a )  P r obar q u e  e e s  c o n t i nua  

b )  S e ::1  e = '  { (  e , . ) E R 
rx ( n + 1.' ) : ( C . 9 e , >  

. J. ] . 1 J 
P r o b a r  q u e  e a s  cb m p a ¿t o  

::: 
. n \ - o } L C ' k ' C ' k - . ,  
k = 1 J. J ' l J 

e )  rro�ar  qu a u ( C )  = Grn y co n c lp i r  q u e  G
rn 

e s  



- 1 1 8 -

3 .  S e a  X un c o n j un t o  y s e a  

s J.b ¿ o �·
j\.lTI

·
t o s  d e  X t a l  q u e : 

( ¡ 
: • •  �. f .. 

i )  X = Ú {U . : i e l } :l 
i i ) 

i i i )  

P a r a  

'V • : U . :l :l 
t(. • •  ( V . J '  :l 

c ad a  i 

-lo- V .  :l 
í U . ) ] 

l o s  i ,  j é 1 

€ 1 e x i s t e u n a  
" 

d o n d e  V .  e s  un :l 
e s  a b i er t o  d e  

'? . ( U • :l :l 

p a r a  t o d o s  l o s  � , j  e 1 

· '  . .  

b iy e c c i ón 

a b i e rt o 

Rn p a r a  

í U .  ) 
J 

d e  &n 

t od o s  

ro 
e s  e 

Probar q u e  ex i s t e  s ob r e  X u n a  ún i c a  e s t ru c t u r a  

d e  v a r i e d a d  d i fer e n c i a b l e  ( s a l vo qu i z á s  e l  s er T 2 ) t a l  

q u e  { ( I¡:" . , U . ) : i  e I }  e s  u n  a t l a s  e � :l 

8 .  P AR T I e I O N  D E  LA  U N I D A D  

ro 

E n  e l  e s t u d i o ' de l a s  vari e d a d e s  d i f e r e nc l a �l e s  e s  

m uc h a s  v e c e s  ú t i l  e l  t e or em a  l l ama d o. " ' d e  p art i c ió n  d e  l a  

, ,,  : 

un idad '! . P ara e s t ab l e c er l o  n e c e s it am o é d o s  l e m a s  p r e v i o s . 

L E l>:1A 2 . 2 1 .  S e a n  A u n  c 0IT:pa c t o  d e  Rn . y B u n  c errad o 

d e Rn t a l e s  q u e  A () B = 0 .  Ex i s t e  e n t o n � e s  'P : �n + ;  [ O ,  1 }  
ro 

d e  c l as e e t al qu e � ( A )  = 1 ,  W ( D )  = o .  

D E M O S T RA � I O N . S e a n  a . b e R t a l es q u e  O < a �< b .  S e a  

f : R  -lo- R d ef i n i d a  por : 

( 
= � 

e xp 

f ( x )  

( .... 

( _1_ 
x - b  

o 

_1_
'
) x - a  s i a < x < b 

s i  

\ 

I l '  

1 � . 



Q u e r e m o s v e r  q u e  e s t a  f u n c i 6 n  e s  
ro e ; e n  c u a l q u i er 

", 
p u n t o  q� e n o  s e a  a 6 b e s  c l a r a m e n t e  e . V oamo s q u e  o c u  

E s  "fá c i l  pr o b a r  i nd u c t ivam e n t e  q u e  � p a r a  a < x < b )  

f ( n )
( :.; )  o s  c omb i n a c i ó n  l in e a l d e  t er m i n'o s d e l  t ip o  

1 1 e x p C -- -x - a  x - b  

y e n t o n c es u n a a p l i c a c i 6 n  r e it e r a d a  d e  l a  r e g l a  d o  L ' H o s ­

p it al p r u e b a  qu e l im _  f ( n ) C X )  = O .  ( E n Q l t ima in s t an c i a  
x��b 
k x k " 

e s  e l  l ím i t e d e  x 0 = x / - x  c u a n d o  x � _ ro ) . P o r  o t r a  e 
p a r t e , a l  s e r f ( n )

( x )  = O p a ra x = b ,  r e su l t a  

l im+ f ( n ) ( x )  = O .  En t on c e s  1 1 m  f ( n )
( x ) 

x+b 
o lO  

( ) • x�b ( 11 . 1 ) C a l c ul e m o s  f n ( b ) ; S l  s u p o nc�o s f ( b )  = O �  

e n t o n c e s 

= 
x+b x -" b 

Pi 
f

" ( n -"1 ,-( x )  t '  " 1 f ( 1 ) 1 . . 
d d � r o  l e n e  a "  a r m a  a a l z qu Ls r  a e 

b Y e s  O a l a  d e r e c h a  d e  b .  E n t o n c e s  1 0  m i s m o  v a l e  p ar a  

f
( n� 1 )

( x ) / x _ �  y p o r  l o  v is t �  a n t e s , e s e  l im i t e  e s  c e r o , 

e s  d e c i r 
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E s t o  p r u e b a  q u e  f e s  e e n  b y d 8  l a  m i s � 2  f o r m a  

s e  p r u e b a  q u e  l o  8S e n  a .  

p O,r 

C o n s i d e r e m o s  a h o r a  l a  f u n c i 6 n  F : R  + ( 0 . 1 1 d e f i n i d a  

F ( x ) :: 

b ' J f ( t ) d t 
x 

a 
co 

E s t a  f u n c i ó n  e s  e p o r  s e r l o  f y a d e m á s ! 

c i  :x < a ,  F ( x )  ::. 1 

s i  x > b ,  F ( x �  :: O 

S e a  a h o r a  � : R� + 1 0 � 1 ] d e f i n i d a  p o r : 

"'" 
E n t o n c e � � e s , e c o m o  c om p o s i c i ó n  d e  t a l e s  y a d em á s : 

.,_ . . - - - � � .. . 
s i  2 2 I/J h' l " , x n ) 1 x i + . • •  +,  X < a ,  . :: 

n -

s i  2 2 b ,  t.v ( x i ' . . x n ) O x l + • •  . + x > . .  ::. n 

S i  e n  l u g a r  d e  a y b h u b i e r am o s  c o n s t r u i d o  t o d a s  e s t a s  

f u n c i o n e s  p,� ro a  a 2 y b,2 , l a  fun c i ó n  1/1 t e n,d r> í.a l a s  ,pr,o p i e d a -

d e s : , 

\/¡ e s  ,1 Dn l a  , b o l a  c e ro ro a d a  , d e  C E: n t ro o  O � ro a d i.O', a ,  

B ( O o a )  

� 8 S  O fu e r a  d e  l a  b o l a  a b i e r t a  4 e , c e n t r o  O y ro a  

d i o b ,  R n � V ( O � b ) 

8 e a  a h o ro a  p = ( P i ' "  . , P n ) E Rn y c o n s i d ü ro c m o s  � : Rn + R d e f i  

n i d o  p o ro  
í]i ( x 1 , · · · , x n ) = l/J ( x 1 - P l , · · · , H n - P n ) 
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� n t o n c e s  � e s  COO y s a t i s f a c e : 

W e s  1 e n  B ( p , a )  

� e s  O f u e r a  d a  V ( p , b )  

y e s t a  f u n c i 6 n  s e  p u e d e  c o n s t r u ir c u a l o s q u i e r a  s ea n  

p e Rn 
y a , b e R ( c o n  O < a < b )  

C o n  e s t a s  f u n c i o n e s  a u x i l i a r e s d e m o s t r a rn o s  e l  l e m a . 

C o m o  f., n TI = 0 y TI e s  c e r r ad o � da d o  x s A e x i s t e  r > O x r 
t a l q u e  V ( x , r  ) n D = x 

x 0 .  C om o  { V ( x ' 2 ) : x € A }  e s  un c u -

b r i m i e n t o  a b i e r t o  d e l  c omp a c t o  A ,  e x i s t a  un s u b c u b r i m i e n  

t o  f i n i t o , d i g a m o s  

s e a n  

C om o  

r 
x 1  = V ( i!- 1  ' -2- ) · " ·  , VI  , .ID 

r x m = V ( x � -2- ) In 

V = ( r ) V '/ ( x  r x ) 1 v x 1 ' x 1 , . . . , m = m '  m y 

B 1  = W 1 , · . . , B m = W In r 
B . ' " ' , r  x i' = D ( x 1 , -' -2- ) ' l s e g ú n  v im o s  a n t e s  e x:i s t e n  

í/i .  : Rn -+ [ 0 , 1 ] d e  c l a s e  e oo  t a l e s  q u e  l' 
iJi . ( B . )  = 1 l l 

D e f i n im ds � : R� -+ [ 0 , 1 1 p o r : 

I{J = 1 - ( 1 - '/J 1 ) ( 1 - ,// '2 ) • • • ( 1 - 1/1 ni ) , 



n ! 
I 

1 ,  
/ 1  
I 

::'1 1 1 1" 
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ro En t on c e s  I{J 0 S  d e  c l a s e  C ; '  p or o t r a  p ar :t: e ,  s i  p e A 

e n t onc e s  p e H .  e B .  p a r a  a l g ú n  i, e n t r e  1 y m y p or l o  .:L .:L 
t a n t o  W . ( p )  = 1 d e  l o  c ua l  s e  d �d u c e  � ( p )  ::: 1 . S i  P e B �  1 
c om o  Vi r TI = 0 p a r a  t o d o  i ,  e n t o n c a s  Wi ( p )  = O p a r a  

t od o  i y e n t on c e s  �: ( p' ) ;: O / 1 /  

L EMA 2 . 2 2 .  S ea M ' un a  v ar i e d a d  d i f e r en c i a b l e  d e  c l a  

s e  y s e a  C u n  c o mp a c t o  d e  M i n c l u i d o  e n  e l  d om i n i o  

d e  u n a  c ar t a  l o c a l  ( x � U ) .  Ex i s t e  e n t on c e s  u n a  f u � c i 6 n  
o:> f : N  -+ t O � 1 J d e:  c l a s e  e t ; ü  q u e  

f ( C )  ::: 1 ,  s o p  f e u .  

D E H O S T RA C I O N . C om o  x e s  u n  h o� e om o r f i s m o , i( C )  e s  

u n  c o m p a c t o  d � ' R Íl  ' c o n t e n i d o  e n  e l  a b i e r t o  'x ( U ) .  C om o  R n 

e s  n or m a l � e x i s t e  u n  a b i e r t o  W d e  c l a u s u r a  c o m p a c t a  d e  

Rn t a l  q u e  

x ( C )  r:: TI C W C  x C V ) 

ro d e  c l a s e  e t a l  q u e  

Ah o r a  

yi ( X ( e ) ) ::: 1 

�f) ( R  n 'V H )  ;: O 
d e f i n im o s  f :  J:I -+ [ 0 , 1 J p or : , 

( O s i  q e¡ !J 
f ( q) ;: )  , 

l if.: o x  ( q ) s i  q E U 

- , 

� I 
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c:> 
V e amo s q u e  � s t a  t u n c i o n  e s  e 1 p a r a  0 11 0 , d a d a  u n a  

_ . ' - ' - - 1  c a r 't a  é.'u·á l qu i eN:, ( Y ') V ) ,  deberno s v úr qu e f o y  : y ( V ) ..¡. R 
e s e cv ..  p c:{�., o : ," 

- 1  f o y  ( a )  

o s i  a f/ y ( 8  r V )  

- 1 \,;, o x o y ( a )  s i  a E y ( U  n V ) . 

c o m o  " él '  ' f "  E .c: - 1 e s  � D rn G;  1 a  t o  V (; r �  · ' 1 c ar .  � n t o n c c s  .L o Y 00 e s  e c orno 

c om p o s i c i ó n  d e  t a l e s  G n  e l  a b i cl? t o  � ( U  n V ) .  f\ d i� m a s  
- 1  f o y  e s  ri u l a  e n  G l  a b ier t o  � ( V  � s o p  f ) . P e r o  

s op f e  x'- l ( in e x - 1 ( x ( U »  ::: U y e n t o n c e s  

Y ( V  '\, s o p  f )  U Y ( U  r V )  :::) y ( V  '\, U )  U Y ( 'J r· V )  ::: 

- 1 ::o 
E n t o nc e s  f o y  e s  e e n  l o s  a b  

y ( V )  , 

y ( V ' ",  sop  f )  c u y a  u n i 5 n  e s  y ( V ) �  l u e g o f � y� 1 e s  cro e n  

Y ( V )  • 

c e s  

I! y s i  

,' , 

P o r  ú l t im o , s i q e C ,  e n t o n c e s  x ( q ) € ; ( C )  y e n t o n -

f ( q )  = � ( x ( q »  ::: 1 

f ( q )  :j O � n e c o s ar i am e n t e  q f; U Y a d  s ¡p ( x ( q » :1 O • 

' E n t o n c e s  x ( q )  e \-1 ,  o s e a  q € x - t ( In .  E n t o n c e s  

f e - 1  l ( H )  e x - 1 ( x ( U »  u ·s o p  x ( i-I ) ::: x 

( L  . ] _' d v - 1 ( í" ) ::: v - l ( .... ¡ )  1 1 "  t a � g ua ,ua <'> , "" , va  e p o r  .o 13 l. g uJ, e n  El :  
a l  s er W c o m p a c t o , 

- 1  -
x ( W )  e s  c om p a c t o  y .  c o mo l a , v a r i e d a d  

I I  ! 



x ( x �  ( W »  e s  c om p a c t o  e n  R� 9 l u e g o . c e rr a d o  y c on t i e n e  a W .  
E nt on c G s  W C  x ( :x: - l ( W ) � d e  d o n d e  x - 1 ( W )  C ', >$  ( In ) l i t  

E s t am o s  a h o r a  e n  c o n d i c i o n e s  d e  p r o b a r  e l  t e or e m a  d e  

p ar t i c ión d e  l a  u n i d a d . 

T EO R E MA 2 . 2 3 .  ( P art i c i 6n d e  l �  u n i � a d ) iv S�a M u n a  v a  

r i e d � d  d i f e r e n c i a b l e  d �  ¿ i a i e ' Cro y ' s e a ' { U } A u n  c uhr i ­a ae 
. 

m i e n t o  a b i e� t o d e  M .  

Ex i s t e  e n t o n c e s' un a  fam i l i a ' { g i } ie r d e fu nc i o n e's , 

g . I M + [ 0 , 1 ] d e  Di a s e  C �  t al e s  q u e  
� 

i )  D a d o  i e 1 e x i s t e  a. € .  A t a l .  'qu e 

s op g .  e , U � a 
j i )  L a  f am i l �a { s op g i l iE I e s  l o c a lm e n t e f i n i t a  

, i  i i ) L g . :: 1 
iE r � 

D EM O S TRA C I O N . La p r o p i e d a d  i i i )  s 

c a d a  q e M e s  

L 
ie 1 

g . ( q ) :: 1 
� 

i f i c a  q u e p ar a ' 

y p o r  l a  p r o p i e d a d i i ) ,  l a  s um a  en e l  p rim e r  m i em b r o  e s  

f i n i t a .  

A n t e s  d e  d ar l a  d emo s t r a c i 6 n  pr op i ament e d i � h a . n o t� 
. .  

m o s  qu e. i1 e s  N
2 

y ,"T 3 , ( e j er c i � i:o 1 . b d e  l a  s €. c c. i ó n  1 d e  e s t e  

c a p í t u l o ) ;  e n t on c : s , p or e l  t El o r ema q e  mat r.i z a c i'5 n  d e  U r y -
" . , . 

s o h n  .( [ 1 3 ] , p a g o 1 4 7 ) �  N e s  m e t r i z ab l e . En p art i c u l a r , H 
e s  p a r a c o mp a c t a  ( i d . ,  p a g o 1 8 � ) � e n  c on s e c u e h c i a  n orm a l  

( id . ,  1 8 3 ) • 



P a s a m O s a h o r a  a l a  d � m o s t r a c i 6 n  d e l  t e or em a . C o n s i .  

d er a m o s un r e f i n a m i e nt o  l o c a l m e n t e  f i n i t o
' 

{U ! }  ' e I d e  1 1 , 
{u l ·  t 1 d U � eL aS i\ .a qtW c a ' a l. d o m i n i o  d e  a l g u t a  c a r t a  1 0 -

c a l y a d e m � s t a l  4 �e IT �  s ea c o mp a c t o ; � a  e x is ten c i � d e  l. 
e s e  t ipo d a  r e f i n a m i e n t o  s e  p u e d e  v er d e  l a  s i g u i e n t e  

m a n e r a : c o m o  l o s  d o m i n i o s  d e  c a r t a s  l o c a l e s  c o n  c l a u s u -

r e  c om p a c t a  fb rm a n c l a r a m e n t e u na S �  d e  a b i e r t o s , c a d a  

U s e  p u e d e  e s c �� b i �  c o mo u n i 6 n  d e  a b ier t o s  d �  e s é  t ip o . 

V � r i and o a o b t e� e m o s  un r e f i n a m  de ' {U } A' c o n  d om i  (l ct e  -
n i o s  d e  t a r t a s d e  c l � u s u r a  eo m p a c t a y a h o r a . u t i l i z a n d o 

l a  p ar a c o m p a c id a d  d e  N ,  o b t e n e m o s  tin r a f i n am i entu l o c a l -

m en t e  f i n it o d a n t e r i o r  r e f in a m i a n t o  y ,e s 0 13 .  s o n l o s  U � .  1 
A h o � a  u t i l i z an d o  l a  n o r m a l i d a d d e  M c on s e gu im o s  u n  

cubr im i e n t o ' {V . }  ' €  1 d e  H t a l  q u e  " , 1. 1. 
, V  e V ,  e U �. e u . i 1 1 a 

(é s t o  s o  s u e l e  l l.amar " l e m a  d e  c o n t r a c c i ón l' [ s hr i n k,ing· 

1.émma 'J ) 

E n t o n c e s  V .  e s  un c o m p a.c t o  c o n t e ni do e n  e l  d om i .n i o 1. 
U �  y p o r  e l  lema  a n t e r i or e x i st e  W . : 11 + [ 0 , 1 1 d e  c la s � 1. 1. 

ro 
e t a l q u e  

IJ¡ • ( V  ¡ )  :;; 1 .  s op V; .¡  e U � 1 1. � 1. 
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1/1 .  l 
� i. = 

" ,  

�.: . . p a r a  q E M �  s e a  U un e n t o rn o  d e  q qu e c o r t a  s ó l o  a u n  
, r 
nnm 6 r o  f i n i t o  d o  U ! , d i g am o s  l En t o n c e s , 
" " 
p a r a  p € U :  

g . ( p )  = l � "  
( p )  + . . .  + 

W
i 

( p ) 
l 1 m 

l o  c u a l  p r u eb a q u e  l a s  g .  e s t a n  b i én d e f i n i d a s  y a d em á s  l 
<Xl 

q u e  t o d o  p u n t o  t i e n e  un e n t orno e n  e l  c u a l  g .  e s  e . L u e  l 
!X) , 

g o  g i e s  e e n  t o d o  M .  
P o r  o t r a  p a r t e : 

s op g = s o p  IJI . e u � e u i l l a 
l o  c u a l  p r u e b a  e l  p u n t o  i ) . E l  p u n t o  i i ) s e  d e d u c e  d e l  

c a r ac t e r  l o c a l m e nt e f i n i t o  d e
' 

{ U � }  " E l y e l  p u n t o i i i ) e s  . l  l 
t r iv i a l  a p a r t i r  d e  l a  d e f i n i c i ó n  d e  l a s  g . 1 1 1  l 
E j e r c i c i o  

<Xl 
S ¿ a  M u �a v �r i e d a d  e y s e a n A c om p a c t o , V a b i e r� o  

t a l e s  q u e  A � V .  P r o b a r  q u e  e x i s t e f : M  + [ o � 1 1 d e
' 

c l a s e  
co e t a l  qu e f ( A )  = 1 Y s o p  f e V 

a )  U s a n d o  p a rt i c i ó n  d e" l a  u n i d a d  

b )  U s a n d o  s a lo e l  l e m a  2 ,  
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S i  un a var i G d a d d i ab l a  M ,  d e ' cl i m b n s i 6 n  n ,  

, ... ' d ' l',·m ( '" ,,' 11 ') , ] ''''', d n.l f l.' n l.' C l.' o"'. n d e  s e  s up o n a  s u m e r 8 �  a e n  " , _ w  � 

e s p a c i o t tJ n e ú n t e  e n  u n  p u n t o , p U I.Hl e  h ::, c er s e  c o nl.'o u n a  

g e n e r a l i z a c i 5 n  f S c i l  d e  l a  q � e  u s u a lm e n t e  8 0  d a  p a r a  

. l'a ' r e c ;ta t a � g e n t e  a u n a  c u r v a  o e l  p l a n o  t a n g e n t e  a . .  
u n a  s u p e r f i c i e  d e  R 3 . E n  e s t o s . p a s o s , e l  e s p a c i o  t a� 

ID g e n t e  e s  un n - p l an o  d e  R , e l  c u al q u e d a , g en e ra l m e n t e ,  

1 "  f'u e r a  d e  1'1 , S i r " n o  s e  s u p o n e  c o n t e n i d a  e n  u n  e s p a c i o  
, I ' . '  *�. 
h'u'm é r i c o  d e ' m a y o r  n ú m er o  d'o d i m'€ n s i o n e s , y a  n o  s e  p u e -

• •  ' 1 "  ' 
d e  p e n s ar e n  s ub e s p a c i o s  l i n e a l e s  q u e  q u e d e n  f u e r a de 

M y �a d e f i n i c i 6 n  d e  e s p�c i o t a n ge ri t e  en u n  p u n t o  ri o  
. . . . . " 
p u e d e '  b é! s a r s e e n  l a  i d e a  i n t u i t i v a  d o  e s p a c i o  l i ne a l  

e n  e l  e n t o r n o  d e l  p un t o , a p r o xi m a a l a  v ar i e d a d . .' 
c:> 

S i  M e s  d e  c l a s e e , s e  p u e d e  d a r  u n a  d e f i n i c i ó n  

i n 't r {n s c w a  ( s i n u s o  d e c o ord e n,a d a s ) m u y  i n t e r e s a n t e  y 

G t i l ,  q u e  v a m o s a d ar a c o n t i n u a c i 6 n  ( d eb i d a a C H E V A L L E Y , 

T h e o ry o f  L i e  Groups , P r i n c a t on Un i v er s i t y  Pr e s s , 1 9 � G  , '1 
1 4]) .  S i �1 e s  d o  c l a s G  C r ( r  f i n i t o )  l a  d � f i n i. c � ó� · 

n o  s i r 

VG y h a y'  qu @.. d a r o t r a  q u e  t a mb i é n  v e r amo s d e s p u é s , m a s  

c er c a D a  a l a c or r i e n t e  p a r a  e l  ca s o  d e  v a r i e d a d e s  s u m  i 
das  e n  o t r �  v a r i ed a d  d o  m a y o r  n a m e r o  d e  d i m e n s i o n e s . 

, ' 

I 
, 1  " , 
·1 

¡ , 
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'" S ú a F ( p )  e l  c on j u n t o d e  la s fun c i o TI t::! s  de  .. c l a s e  " e  " ,  

c o n v a l or e s ' r e a l e s , c uy o s  d om i n i o s  c o n t i e n e n  u n  e n t o r n o  
ca 

d el p u n t o  p e H .  S i  M e s  d e  c l a s e e ,  , 0 1  c on j u n t o  F ( p )  

n o  d e p e n d e  d e  la  c a r t a l o c a l  c on s i d e r a d a , p u e s  l a s  f u n ­

c i o n e s  e'" d e  fun c i o n e s  e"' , s on t a mb i é n  d e  c l a s e  COO ' 

D E F I N I e r ON , 3 . l .  S e  l l am a  v e c t o r  t a n g eh t e ' a  M en p , 

a t o d a  a p l i� a c i 6 n  X : F C p ) + R ,  t a l  q u e : 

a )  Es l i n e a l , o $ e a ,  

X ( a f + b g )  = el X ( f )  + b X ( g ) ,  a , b € R , 
( 3 . 1  ) 

f , g  e F ( p ) ; 

: b ) E s  u n a  d 0r i va c i ó n . o s e a , 

X ( f g )  = X ( f )  g ( p )  + f ( p )  X ( g ) , f . g  e F ( p ) . 
( 3 . 2 )  

En v e z d e  X C f ) , s i  n o  h a y  P Rs i b l e  c on fu s i ó n . � s c r i b i  

r em o s a '  v e c e s  X f . D a da u n a  ,c a r t a :  l o c a l ,  q u e  c o n t  i e n e  a p ,  

s i ' s u s c oo r d e n a da s SOfl K .  ( i  = 1 , 2  • . . .  j n ) ,  un o s  e j e mp l o s  ). , 
i m p o rt a n t e s d e  v e c t o r &s t a n g en t e s  s on l a s  a p l i c a c i o n e s  

X . : f + ( � ) ). 'w' i P 
p a r a  i = 1 , 2  • . . .  � n  ( 3 • 3 ) 

�u e s e  c omprueb a i n me d i a t am e nt e � u e  c um p l en a )  y b ) . 

C o n s e c u e n c i a s  . inmed i a t a s  d e  . l a  d e f in i c i 6 n  s o n : 

1 .  P a :D a  c ualqu i e r  v e c t o r X y c u a l qu i e r c .Cfn s t a n t  e le , 
e s  X ( k ) ? O .  En e f G c �o . un � c on s taD t 6 ' � p ue d � c o n s i ���a� 

s e  t an t o  c o m o  u n a  funp i ón c o n s t an t e , f = le e F ( p ) ,  p S :D a  

' l a. cua l  s e  a p l i c a  ( 3 . 2 ) c om o  u n a  c o ns t an t e  le e R .  pa ra l a 



< .  ¡ 

-1, , 

c u a l  s e  ap l i c a ( 3 . 1 ) .  P o r  t a n t o , c u a l qu i e r a  q u e  s e a l a  
, ' 

fu n c i 6 n g € F ( p )  e s , p o r  u n  l a d o  X ( k g )  = k X ( g ) ,  y P?r 

el o t r o  X ( k g )  ::: X ( k )  g ( p )  + k X ( g ) ,  d e  d o n d e  X ( k )  g ( p }  = O , 

p a r a  c u a  ui e r  g ( p ) ,  y p�r t a n t o X ( k )  = O .  
i 

2 . S i  f e F ( p )  e s  n u l a.  e n  u n  en t or n o  

X C f )  ::: 'O ; ' En e f 8 c t o �  s e a n  h ,  D un c o m p a c t o  

d e  M qu� c o n t i e n e n  a p y t a l � s  q u e  A e B e 

U d e  p � e s  
p 

y u n  a b i e r t o  

II • S ¡� g ú n  
p -

e l  ú l t i m o  e r c i c i o d e l  C a p i t u l o  2 ,  n C  9 ,  e x i s t o  u n a  

cu 
f un e i  h e e q u e  v a l e  1 s o br � A y t i e n e  e l  s o p o r t e 

c o n t e n i d o  e n  B .  L a  f u n c i 6 n g = 1 - h ,  s e r S  n u l a  e n  A 

e i R u a l  a 1 f u � r a  d o  D .  roi t a n t o  s e  p u e d e  e s c r i b i r  

f ::: g f  y a p l i c a n d o  ( 3 . 2 ) r e s u l t a  

x e f )  ::: X C ) ::: X ( f ) . O  + O . X ( g )  = o . 

3 . s i  d o s f u n c i o n e s  f
i

, f
2 

d o  t ( p )  c o i n c i d e n  e n  u n  
• 1 ,  

e n t o r n o  d e  p ,  e s  X ( f i ) ::: X C f 2 ) ( p a r a  c ua l q u i e �  X ) .  B a s t a  

'�p l i ca r l a  c o n s e c u e n c i a  a n t a r i o r  a l a  f u n c i 6 n  f 1 - f
2 

y l a  
. . . 

l in e a l i d a d  ( 3 , '1 ) .  

D o  l a s  c o n s é c u en c i a s  1 y 3 S 8  d e d u c e : 

� �  s i  f e s  c o n s t a n t ú  e n  u n  e nt o r n o  d �  p ?  e s  X ( f )  = �. 
p a r a.  t o d o  x ,  

E s t e  h e c h o  p ue d e  u s a r s s  p ar ft  dar u n a  d e f i n i c i 5 n ft l  

t er n a t i va d e l  e s p a c i o  t �n g 6n t e  e n  u n  p un t o  q u e  t a m b i ! n 

r e s u l t a  Gt i l . En l u g a r  d e  t om a r  c o m o  d o m i n i o  d e  u n  v e c t or 
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<Xl t a n g e? t e  e l  c on j un t o  F ( p ) d e  l a s  f un c i o n o s e c uy o  d o m i  

n i o  e s  u n  en;t q r n o  d e  p >  t om a m o s  c o m o  F = ' { f : H -10-' R d e  
o.> c l a s e  e } y d e f in i m o s u n  v e c t or t an s e n t e  � n p c om o  u n a  

f u n c i ó n  X :  F+ R q u � s e a l in e al y d e r i v a c i ó n . L a  e qu i v� 

l e n c i a  d e  e s t a s  d e f in i o i o n B s  s e ,_ d er i va d e l  h e c h o  d e  q u e , 
. � � d a d a  f € F ( p ) .  e X l s t e  f ti: F t al q u e  f c o in c i d e  c on f e n  

u n  e n t or n o  d e  p .  E n  , e f e c t o > s e a  C un e n t o r n o  c omp a c t o  

d e  p c on t e rí'i d o  e n  e l  d o.m i n i o d e, f y s e a Ip : ll + R d e  c l a s e  • . ' , ¡ 
o> e t a l  qu e � ( c )  - 1 Y s o p  � e d om in i o  d e  f .  D e f in im o s  

� f : M  + R p o r : 

( !?· ( q ) . f ( q ) s i  q e s t á  e n  e l  d om i n i o  d e  f 
� f (  q )  - 1. 

i 
\: o p a r a  1; q d o  o t r o  q 

$ e  v � 00 i c a  f a c i Im e n t e  qu e f e s  C ( l o e s  e n  l o s  

ab i e F t o s . d om f 1 , M � s o p  � c u ya u n i 5� p r od u c e  M )  y ,  p o r  . . 
c o n s t ru c c i ón .� f c o i D c i d e  c �m f e n  � l  e n t o r n o  e d e  p .  P p):' 

l o  � u e  v i m o s  a n t e s , � e s  X ( f ) = X C f ) p ar a  t ód o :X v e c t or t a n g en t e . a  

H e n  p . 

. ,. D E FI N I e r ON· 3 . 2 .  La: s u m a  d e  v e c t or e s  y e l  p r od u c t o  " . � 

d e  u n  v e c t o r  p o r  un e s c a l ar s e  d e f i n e n  p o r  ' l a s  ig u a l d a -

. de s  
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c on � e ,  R .  c o n  l a  c u a l l o s  v�c t or e s  t an g e n t e s  e n  u n  pun -

t o  P .€ r·l form a n  u n  s o p n e  i o  v.e c t or i a;!. s o b r e  R � q u e  s e  l l� - ' 

ma e l  e s  e·i o e p  p y s e  r ep r e s e� 

t a  p o r  T p 
V � m o s  a d e m o s t r a r  q u e , c ua l q u i er a  q u e  s ea p ,  l a  d i -

m e n s i 6 n  d e  T e s  i g u a l  a l a  d im a n s i 5 n  n d e  l a  v a r i e d a d  H .  
p 

C on s i d e r e m o s  u n a  c a r t a  q u e  c on t enga a p y s e a n  x .  l a s  J. 
O O O c o o r d e na d a s  l o c a l e s  d e  l a  m i s m a . S e an x l ' x 2 t . . .  , x  l a s  . n .  , 

c o o r d e n ad a s  d e  p ,  d e  m a n e r a  q u e  e l  p u n t o  p l o  i n d i c are-

m os i n d i s � i n t a m e nt e p o r  p o p o r  x
O . P o n ie n d o  p ar a  a b r e v i a r  

_ _ (f ' f .  - ...,--l. " x : ( 3 • 5 ) 
" 

.s i e m p r e s e  p u e d e  c él c r i  

f ( x )  

l a  i d e n t i d a d  

n 
I i = l  

o O 
f . ( x ) ( x . - x . )  + g ( x )  

1. 1 1 
( 3 . 6 )  

d o n d e l a  �unc i 6n g ( x )  p e r t c n �� e � F ( p )  Y c u m p l e  l a s  c on -

d i c i o n e s  

o g ( x  ) = O � g ; ( x O )  = O ( i ::: 1 , 2 , • • • > í'l ) 1. 
O b s e r vem o s  l a  i d e n t i d a d  

n 

( 3 . 7 ) 

d « O,) O ,  g, t · }: - x  + x ) ::: L , O O ,  ' O g . ( t ( x - x  ) + x ) ( x . - x . )  ( 3 . 8 )  1. 1 l. i = l 
d e  l a  c u a � ,  u s a n d o  ( 3 . 6 ) y ( 3 . 7 ) s e  cl e d u c e 

n 
g ( x ) = I 

5. = 1  

o J i ( x . - x . )  J. 1 
O 

( r. O ) �) ) g �  t ( X - X  + �  d t . ( 3 .  g )  
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S i en d o  g e '" e , t a mb i é n s e r a  g .  € e J. 
co y p or, .t a n t o . 

a p l i c a n d o  l a s  pr o p i ed a d e s  ( 3 . 1 ) 5  ( 3 . 2 ) , y t e n i en d o  e n  

c u e n't a ( 3 . 7 )  r e s u l t a  X ( g )  ':::: 'O . D,e aquí,. a p l i C? .. <:t_n,d,o e ;l  

v e c t o r X a ( 3 . 6 )  r e s u l t a  
n 

" x ( f ) :::: L i= l 
l o  c u a l  n o s  d i c e : 

" O f , ( x ) . X ( x . )  J. l 

a )  T o d o  v e ct o r  t a n g e n t e X € T s e  e x p r e s a  c o m o  c o m  , , p 
b i n a c i 6n l i n e a l  d� l o s  v e c t or e s  X .  ( 3 . 3 ) �  E s t o s  v e c t o r e s  J. 
X .  s on in d e p e n d i e n t e s ,  p u e s  s i  e x i s t i er a  u n a  r e l a c i 6 n d e  l 
l a  forma I � . X .  :::: 0 ,  a p l i c a n d o  s u c e s i v�m e n t e e l  p r i m er 

• J. :t  l 
m i embro a l a s  f un c i o n e s  x . ,  r e s u l t a  q u � t o d ¿s l o s  c o e f i ­l 
c i e n t e s  "- .  d e b e m  s e r  n u l o s . P o r  t an t o , l o s  y e.c t or e s  ( 3 . 3 )  

J. 

c o n s t i tu y e n  u n a  R a s e ,  a s o c i a d a  a l a  c a r t a  l o c a l  c u y a s  

c o o rd e n a d a s s o n Xi ' d� l e s p a c i o v e c t o r i a l  t an g e n t e T p ' 
. ::' 
e l  c u a l , p o r  c o n s i g u i e nt e r �s u l t a  s er ' d a rl iman s i6 n  � .  

E s t o s  v e c t o r e s  X .  s e  su e l e n r e p r e s e n t ar l 

él X ::::' ->;-i Ox • 
l 

b )  L o s  nQme�o s r e a l e s  � .  :::: X ( x . 1  s on l a s  c om p o n e n t e s  ). l 
d � f ,ve c t or : X  e n  l a  b a s e  X .  ( 3 . 1 1 ) a s o c i a d a  a l a s  c o or d e n a  l 
d a s  l o c a l e s  , X  • •  l 

Ob s' rv e s e  qu e p or c o s t um br e � 
1 • • .� 

i n d i c a n  c o n s u p r a í n d i c e s . 

i l a s  c omp o n e n t e s  /1. s e  
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P o r  u n  c a � b i o  x i � x l  de c oord e na d a s l o c a l o � , p u e s t o 

q u e  

r.f n ... '" ex I 

¿ eL m 
� 

::: ('X ' (X i l m = 1  m 
( 3 , 1 2 )  

r e s u l t a  
n of X (  f )  I = ( OXT ) 

i , m = l  m p 

(}x l  
( rn )  � J, , p 

A �l , , l ( ,:; ' 1 3 ) 

y p o r  t a n t o  l a s  c o mpon e n t e s  � I  d e l  v e c t o r  X G n  l a  n u e v a  m 
b a s e  '( / é'x '  s e v i n  c u J. a 11 c o n  1. a s p r i m i í: i v a s  c o m p o 11 e 11 t e s �. i 

m 
p o r  

I n ,h ,m: I i = 1  
( 3 . 1 4 ) 

E s t a s  s o n las fór m u l a s d e  t r a n s fo rm a c i ó':n p a 1� a' l a s  

c om p o n en t e s  d e  l o s  v e c t o r e s  t a n g e n t e s  ( o  s im p l �m e n t e 

¡; v e d t o r e s ll )  p o r  un c amb i o  d e  c o ordena¿á"s l o c a l e's . En e l  

c A l c u l o  t e n s or i a l  c 1 & s ic o , l a s  f 6 rrn ul a s  ( S . 1 4 ) � e  t o� a n  

c o m o  d e f i n i e i a n  d e  v e c t o r . 

O t r a  d � f i n i c i 6 n  d e  ve c t o r t a n g en t e . En l a  d em o s t r a -

c i ó n a n t e,r i o l' s e h a u t i 1 i z a  d o  q u e 11 e s d e e 1 a s e e 
ro 

t a n t o  p ar a  d e f in ir e l  c o n j un t o F ( p ) ,  c o m o p ar a  p o d e r  a s e  
N ' 

g u r a r  qu e s i  g E e , t amb i � n  l a  i n t e gr a l  e n t r e  O y 1 d o  

( 3 , 9 )  e s  d e  c l a s e  e "". S i  f u e r a g € e r ) c o n  r < "' �' s o l o  

r - 1  
s e  p o d r 1 a  a D e g urar q u e  d i c h a  i nt e g r a l o s  d e  c l a s e  e 

y p o r  t.a n t o  n o  s e  p o d r í a a p l i. c al' l a  a o n d i c i ó'n ( 3 . 2 ) q u e  

e"�d g e  qu e f y g - s E>a n 
'
·d e . l a: m i sma � c la s e . S i  N €l S  d e  c la s e  

r' ' 
e , ' r < ro ,  s e  p u e'd o '[O m a l' e l  c o n j  u'n t o  d e  fun ci' ion e s  

I� 



¡ I 
¡ : 

l .  

¡ ; ¡  , 1 1 ' 1  
1 . 1 

U . ¡ 

1 I 
, I , 1  

l. : l ' 
I" !. .' 
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'1 
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d e  c l a s e
' �'r c u yo d om i n i o  c o n t  i e'� e u n  e nt�'rn o  d e  p � p er o  

e n t on c e s  n o  b a s t a n  1 3 s  c on d i c i o n e s  ( 3 . 1 ) ,  ( 3 . 2 )  p a r a 

&s e g u r �r q u e  e l  E s p a c i o  v e c t o r �a l  d e  l o s  v e c t o r e s  t a n -

g a n t e  s e s  d e  d im e n s i 6 n  n .  E s  m� s � A . G . W A L KER y w . r . 
, NtWNS ( J o u r n a l  L o n d en M a t h � S Q C i 2 t y ; 1 9 5 6 ,  p a g o 4 0 0 -

4 0 7 ) ( l S J  h a n  d emo s t r a d o  q u e  e n  t a l  c a s o  e l  e s p a ci o  

v e c  t o r  i a l  t an g e nt e e s  d e  d i:';H. n s  i o n  i n f  i n i  t o ( c o n  l a  

p o t e n c i a  d e l c o n t i n u o ) .  E st o  h a c e  q u e  p a r a  v a r i e d a d e �  

d e  c l a s e  f i n i t a  r ,  l a  d ef i n i c i ó n  d e  v e c t or' t ang e n t e  

d a m o d i f i c a r s e � p a r a  q u e  l o s  v e c � or e s ' r  s u l t e n  e l e -

m e n t o  s ' 6 t i l o s  e n  g e om e t r 1 a . U n a . d e f i n,i c i ó n  R o s i b l �  e s  

l a  s i g u i e n t e . 
r S e a  M un a v ar i e d a d  d i f e r e nc i ab l e  d e  c l a s e  e " , , 

1 .1 r < ro .  S e a , ( p )  & 1 '  c o n j u n t o  d e  l a s  f un c i o n e s  d e  

c l a s e  C r c u y o  d om in i o c on t i e n e  un  � n t o r n o  d e  p ;  e s t e  

c o �j un �o n o  d e p e n d e  d e  l a  ca r t a  l oc a l  u t i l i z a d a  p a r a  
•. , . .. 

d e f i n i r  l a s  d e r i v a d a s  p ar c i a l e s . S e a  "'t" u n éj  c u r v a  d e  M 
qu e� p p...s ;e p o r  p .  E n  u n  s i s t e m a  d e  c o o rd e n a d a s  l o c a l e s  x i ' 

l a �  e � u a c i on e s  d e  T s er �n d e  l a  f o r m a  X i = x i ( t ) ,  c on 
O x i C t O ) . = X i = c o o r d e n a d a s  d e  p .  D ir em o s q u a  T e s  d e  a 

" Cr . ( t )  a C r l o  1 d d d 1 S 6  � l  � i L c u a  no  e p e n  e e a � a r t a  c o n -

s i d e r a d a . ' .  

D E F I N I e I O N  3 , 3 .  S e  l l am a  v e c t or t a n  e n t e , a l a  c u r  
:, . ' .-

I v � �7 d e  ' c l a �e Cr • r e s p e c t 9  d e l  p a r &m e tr o  t ,  o n  e l  p u n t o  

p �  a l a  a p l i c a'c i ón r ( p )  -+ R d e f i n id a  p or r 
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f e F ( p ) r 

d o n d e x !  i n d i c a  l a  d er i va d a  d x . /d t . 1 1 

( :3. 1 5 ) 

E l  c on j u n t o d e  l o s  v e c t o r e s  t a n ge n t e s  e n  p a t o d a s  

l a s  c u r � a s d e  N q u e pa s a n  por e s t e  p un t ó , ' c o n  s u s  d i s ­

� i n�a s p a r am e t r i z a� i o n e� d e  c la s e  cr , d e f i n i e nd o  l a  s �  

m a  d e  v e c t o r e s  y e l  p r o d u c t o  p o r  un e s c a l a r  d a  l a  m a n e r a  

o b v i a , c o n s t i t u y ú  e l  e s p a c io v e c t o r i a l  t a n g e nt e  T a M p 

e n  p .  O b s �r v e s e  q u e  s e g O n  ( 3 . 1 5 ) ,  un a b a s e  d e  a s t e e s p� 

c i o  v e c t o r i a l  e s t a  c on s t i t u i d a  p o r  l o s  v B c t o r e s  

X . :  f -)o l 
p 

qu e s on v e c t o r e s  t e n g e n t e s  a l a s  c ur v a s x i ( t )  ; t + 
1 

( 3 . 1 6 )  

o '( h ' ) xh = x h  = 1 � 2 , . . .  , i  1 , 1 + 1 , . • .  ,n que p ar a  t = a p a s a n  

p o r  p .  L a s  c om�o n e n t e s  � n  e� t a  b a s e  d e l v e c t or t an g e nt e  

a l a  c u r v a  7 s o n  � l ( t o ) ' l a s  c u a l e s  d e � e n cl e n  d e  l a  c u r v a . 

c om o  c on j u n t o  d e  p u nt o s , y d e  s u  p ar am e t r i z ac i 6 n . R e c i -
" i '  pr o c � m e n t e � d ad o s  n n Om e r Q s  c u a l e s qu I e r a  A , 8 1 1 0 s  s o n 

i O c om po n e n t e s  d & l  v e c t o r  t an g e n t e  á l a  c ur v a  Xi = � t + X i -

Ej e r c i c i o s  

1 . S i  H i , M 2  s o n  d o s  v a r i e d a d e s  d i f o r e n c i a b 1 e s . p r o  

b a r  q u e  e l  e s p a c i o  v � c t o r i a l  t a n g en t e t d e  ra v ar i e ­x , y 

d a d  d i fe r e n c i a b l c  p r od u c t o  M 1x M 2 e n  e l  p u n t o ( x . y ) .  

x e M i ' y e M 2 , e s  l a  s u m a  d i r e c t a  d e  Tx y Ty ' 
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2 .  P a r a  v in c u la r  l o s  v e� t o r G S  d D f in i d o s  e n  ' e� t e C S ?! 

t u l o , c o n l o s  v e c t o r e s c l á s i c o s , o b s e r v a r  q u e  l a  ap l i c a -

c i 6 n  X+ d e f i n i d a  p or u n  v 8 c tor c lá s i c o  u 
+ u >  G S  

X+ : f  + it , g r a d f .  , u  ' , 

3 .  C on s i q er e m o s  e l  s u b c o n j u n t o  F ( p )  d e  l a s  f u n c i on e s  s " ' , .  ' 
d e  I ( p )  q u �  s on d e  l a  f o r m a  f = c + ¿ f . g . ,  s i e n d o  c u n a  l l 
C O,n s t an t e , f . ( p ) ::; g l' ( P ) = 0, , f q g .  € F ( p )  Y l a  s um a  f i n i  J. . J. ,J. 
t á . ,Pr o b <;i r  qu e u n a  a p l i c a c i ó n  l i n e a l  F ( p )  + R � s . u n a  d e r !  

v a c i 6 n  a i  y s 6 1 0 s i , e �  c e r o  so b r e  F s ( p ) .  ( I n d i ca c i 6 n : 

S 0rvar q u e  = ( f - f ( p » ( g - g ( p » + f ( p ) g + 8 ( p ) f - f ( p ) g ( p » . 

4 .  S e a  M u n a  v a r i e d a d  d i f e r e � c i a b l e  Y .  d a d o  p e M .  

s e a ' {x1 , . , :  . Kn } u n a , b a s a  c u a l qu i er a  d e l  e sp a c i o  t a n g � n t e  a 

� e ij  p .  P r o b a r  q u e  G x i s t e  u Q a  c a r t a  � o c a l . ( � I � ?  e n  M a Ir e ­
a sl e,q o r  d I.'.!  p t a l  que X i = ( -;:-y ) ( i  = l , 2 " , ' • • n )  

2 3 vx 
, , , :  5 ,  S e a  S e R l a  s u p er f i c  i e  e s fe"r i c a  y s 7 � ( x .  U )  

.l a .  �,a r t a  l o  d a d a  p or l á  l a t i t u d  y l a  l o n g i t u d  � S e a  
3 ' 

2 2 f : R, +, R ,  l a  'f u n c i ón f ( x , y ; z )  = x T Y - z 2 

Q - () - -,
;
' ,H a l l,a'r : ( w.)

p
(,f ) ,  Y ', (,otr\ � f )  p ar a  t o d o  p € U �  d o n d e  f e s  

2 f r e s tr i n  d a  a S . 

. ;  "; ,.'" ; .!, .. '� . '  l .  0'0 , 
" 2 ', J:l L  E S PA C I O  T A N G ENT E DUAL :  C OV E C T O RE S  

" '. �.r . ' 
E n  s u'c. e s .i v o , p a r a  v ar i ed a d e s  d � f e r e n c i ab l e s  d.e 

p:) 
c la s e  C c o n s i d e r ar e m o s  l a  p r i m e r a  d e fi n i c  n d e  e s p adi o 



. ·1' 
v e c t or ia l t a n g e n t e y" p ar a  y al' i o d a'd e s' d E.  c l a s e  e , l a  s e -

g u n cí a  d e f i n i c i ó n � d e  rn·an cl' a .  q u e  s i emp r e, t E: n d r e m o s  e n  c a d a  

.p un,t o 'P' d e: l a . va r i e'd a d H el  �s p,a c i o v e c  i a l  t a n g e n t e  

T d e  d i m e n s i ó n  n .  
p 

Po d em o s j p o r  t a n t o , c o n s i d e r ar e l . e s p a c i o  d ua l  T; , 
c o n j u n t o  d e  l a s  a p l i c a c i o n c s  l i ri e a l c� i + R .  S u s  e l emen 

p 

t cis 'S 8 l la m a n  c o v e c t o r e s . P o r  t an t o , l o s  'c o v é c t o r e s  a p I=!:. 

c an ; l in e a l m e n t e  a l a s  v e c t or e s  e n  l o s  r e  e s . P a r a  f o r -

m a r  ' un a  b a s e  d e  T 1: s e  
p 

s i g u r.:  c.l m 6 t o d o  g en er al · d e l  A l g eb r a  

L i n e al . L a  b a,s e d·ua l d e  l a  X .  d e  T e s t á  formad a p o r  l o s  J.. p 
c o v c c t o r e s  � i  d e f in i d o s  p o r  

( 3 . 1 7 )  

s i e n d o  8 �  l o s  s lm b o l o s  d e  Krone c k e r  ( = 1 s i  i = h a = O 

s i  i f. h ) . 
U n  c o v e c t o r s e r á  d e  l a  f o r m a  

n 
I i = l  

JI n i 
r ·  �, J.. ( 3 . 1 8 )  

s i en d o  � .  e ' R s u s  c ompo n e n t e s  r e la t iv as a l a  ha s �  f i  y :1. 
e l  r 6 s u l� a d o  d e  l a  a o l i c a c i � n  d e  � a l  ve c t or X = � X h H t lo . I h h 
e s  e l  n ú m e r o  r e a l  

n h i 
TI 

X i -tp ( X )  = I 1.1- • A "  rp ( Xh ) = I p.. . .' C 3 .. 1 9 } i � h = l .1. 1 = 1  J . 

q u e G S  Ell l l am a d o  o d u c ·t o  0 S  d é  X Y 'V . En p a rt i c u -

1 a l" ,  e s  '¡O i e X )  ;;;: X
i

, P o r  u n  c amb i o  d e  c o o rd on a d a s x .  -+ x � ,  J.. 1 • I 
a p l i c an d o  ( 3 . 1 4 )  a l a  t r a n s fo r m a c i 6 n  i n v c l' s a  X '  -} X , i i � 
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- re s u r t a, .., i " == I ( (x . I (X I ) l ID P 
.., ;  ro ,\ y si e n d o  � ( X )  � n d e p en d i e n t e  

m 
d sl si st e m a  d e  c o o r d e n ad a s . d e b e  se r 

d e  d on d e  

tp ( X )  

f '  h 
I 

' ( 3 . 2 0 )  
p 

(3 . 2 :1.) 

qu e B o rr ' l a s ' fó r m u l a s  d e  t r a n s f o r m a c i 6 n  p a r a  l a s  c om p o n e n -

1: e'8· ', d e  " l o s  c o v e c t or e s , .En e l  c á i c u lo t e n s o r i a l  c lá s � c ó  � 

e s t á s  f ó rm u l a s  s e  t o m a n  c dm o  d e f in i c i 6 n  d e  l o s  c o v e c� o -

r e s  o 'V e c t or e s  c o v ar i a n t e s . L a s  c om p on e n t e. s  d e  l o s  c o v e c 

t o r e s  s e  i n d i c a n  c o n  i n d i c e s  i n f e r i or e s .  c o n  l o  c ua l , s e 

. d i s t i n gu e n  d e  l a s  c om p o n e n t e s  d e  l o s  v 8 p t ora s q u e  s e  i n d i  

c a n . c o m o  d i j im o s . c o n  s u pr a i n d i c e s . 

D i f e r e n c i a l  X d e  u n a  n c i ón . D a d a  u n a  fun c i ó n  ---------------------------------

f e  P ( p ) .  q u e d a  d e f in i d o  un c o ve c tor ( d � )  e n  e l  p u n t o  p 
p )  p or l a  r e l a c i ó n  

( d f ) X == X � f )  P 
" - , .' (3 . 2 2 ) 

S e  c o m p ru e b a ' i nm ed i a t.am e n b:�  q u e  e s t a  a p l i c a c ió n  e .!,? 

l i n e a l . ' 

D E F I N I e r O N  3 . 4 .  E l  �ov e c t or ( d f ) p �d e f i ni d o � p or 

S 3 . 2 2 )  s e  l l am a  e l  
I , 

d e  f e n  � l p u n t o  -p . 

E n  p ar t i c u l � r . f i j ad o  u n  s i st e m a  l o c a l d e  c o or d e n a -

d a s  x i qu e c on t e n  

( d x . ) X l p ,  

.. � . 't . ,; .. � 
a ' p �" párá" f""= -;r . s e  t i e n e  l 

x (x, . ) l ( 3 . 2 3 )  
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y p or t a n t� ,  p a r a  c u a l q u i e r c o v e c t o r � ,  s e g Q n  ( 3 . 1 B ) .  

s e  t i e n e  
I'I 

�:. = l /l ,  ( d x . )  
i = 1 

1 ]. P 
e s  d e d, ;; -. ' l a s  (i.{ f e r e n c i á l e s  

( 3 . 2 4 )  

( d � . )  form a n  u n a  b a s e  d e  
� p 

T a m b i 6 n � j u n t a nd o  ( 3 . 2 2 )  c o n ( 3 . 2 3 ) ,  r e s u l t a 

n (f ( d O X = )' h�, ) j) ;, e x. , i .:: 1 1 

). i  
= 

p 

n " 
¿ ( _

l
:
f, ) , 

. 1 I X , 
1 = 1 " P 

( d x , )  X 1 p 

( 3 . 2 5 )  

q u e t i eh e  l a  f o r m a  cl á s i c a  d e l d if e r e n c i a l  d e  u n a  f u n - ' 

.... c i ó n '. En p a r t I c u l a r  � p o r u n  c am b i o  d e  c o o r d e n a d a s  
: 

x .  1 , ' 

...¡. X � , 1 

, " 

r e s u l t a  

( d x !  ) = 1 P 

. .  

n :Ix : 
¿ ( 

1 ) ( d x h ) . 
h ='1 

OX ¡-" ' p 
. p 

L a s  f ór m u l a's , ( 3 . 2 5 )  y ( 3 . 2 6 )  n o s  d i c e n q U,E? l,o s  c o -

v: e c t o r e s  ( cj, f ) 'p � ( d x i ) ' ::¡ e  C é, 'rlp' o r. t a n  c o m o  l,,? s  d i �l? r � n c i� 
. P 

' , ' l e s  c l á s Í' c o s  d e  l a s  f un c i o � e s  d e  , v .::t r i a q  , . v a r i a b l e s, ,: t; s t o  

e s  m u y p r & c t i c o  c o m o  r e g 1 a ' o p e r a t o r i a , q o n  c o v e c t o r e s . s i  

b i e n  h � y Q u e  t e n e r  en c u ent a q u e  s u  d e f i n i c i ó n  e s  m u y  d i s 

t i n t a  d e  l a  c l á s i c a . 

3 .  F I B � A D º , T A NG E N T E  

D E"F I N I C I O N  3 . 5 . S e  l l a ma f i b r a·d o t a n'ge n t e  el e  u n a, v a r i e  

d a d  d i f e r e n c i ab l e  M �  a l  c o n j u n t o  



T (.M ) = u 
11 

T P 

u n i ó n  d e  l o s  o s p a c i o s  v e c t o r i a l e s  t a n g cn t o s  d e  M en  t o d o s  

:;¡ u s  p un t o s  p .  ., ; 
T E O REHA 3 . 1 ,  i 1'1 e s  d e  c la s e  er y d i m o n s i óE. n ,  T ( M )  

, .  . 
. .  'd ' d'i fo r e n c i ab l e  d e  c i ii's e "Cr - 1 '-" ' d imen s i ó n  2n .  

D E �. w S T R AC I O N .  Un p u n t o  d e  T ( M )  G S  u n  par  ( p , X )  c o n  

P E }.¡ . X E Tp ' Para  t o d o  p c.x i s t e  u n  s i s t em a  d e  c oo r d enad a s  

l o c a l e s  X i Y u n a  ba s e  a s o c i a X .  d o  T , r e sp e c t o  d e  l a  . � p 
� u a,l e s  X = l 

i 
:, l . J\ ? " . .  , I  .. n ,) r t,pr e s en t a  e n  .R2 n a l�s p u n t o s  d e  r qo c or r e� 

p o n d i en t e s  a l  a b i e r t o  d e  H par a e l  o u a l  v a l e n  l a s  c o o r d e n a  

d a s  l o c a l e s  x . .  E s t a  c orr e s p o nd e nc i a  e s  1 9 c a lm e n t c b i y e c t i -
� . .  

v a  y p o r  t a n t o  p er m i t e  i n d u c ir ' e n  T On l a  t o p o l o g ía n a t u r a l  
2 n d e R ( u s a r e j e r e i c i o 3 d e l a s e c.i:: i ón 7 '  d e l  C a p  í t u l  o r 1 )  , 

Pa� a v e r  q u e  T ( M )  e s  u n a  var i ed a d  d i fer e n c i a b l e  s e ' o b s erva 

qu e ' S .l  en  o t r a  c ar t a  e s  ( P ', X )  -+ ( x l· , .j{ � , . .  q X� ;A , 1 , A .l � , . . . . , A  , n ) 

l a s  f órmu'las  d e  t r a n s forma c ión e n t r e  · l a s  '66 o rd e n a d a s  .de  u n  

" m i s m o  p'un t o , r e c or d a'nCl o ( 3 · : 1 4 )  ,s o n  

, " i , '1. ! i x . -+ x . , 1'. � /I.  
� � C L 2 B. ) 

l a s  c ua l e s  r -l s o n  d e  c la s e  e y e l  t e or ema q u e d a  tl emostr a d o . 

D EF I N I c r ON 3 . 6 ,  S e  l lama  a.1 c on -

j un t o  
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u8�f 9�d,gP':: ¡ �  s p a c·� o sf', '¿l u ¿d. e  

. o (  X r j: 
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. ',, ;: ::;¡ (.? .. 3:0 ) 
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, aL� ', )  '" ..:, ,', ': r ' , o( X ) . '  , e , . .  

I i ,  .. , . t • 
d o nd e '  o( x !  ) I o( x )  r

:
ep:t;,e s  �n t 8:, e�! t<?-,c o b 'i a,n m, ,d e :I!'a t ¡¡ a n,s f o r' 

) • 1, . • • . • t ' . 
m a c i ó n ' x +; }: ¡ , S e gUn la a e f ) n i c i ó,n , ' f ' 8 't , � s t a  , 'd:e s ig'u a'l d � d' � . � 

, .  : � ' , 
1, . : i .: " 

. C or o i a r i o  d e  e s t e  T e <?r e � a  , y, q e ;t ,2 . 4. ' e 8 ' qu é p a r a" i a a : 

v ar i e d a d e s  M n o  o r i e n t a b l B s ;  l o �  e s p a � i o s  : � ( H ) ' fi o s oti : n u �  . ' , ' � -, " 
c a  los pr �d u c t o s' ¡,lx T s i  b i e n c o in c i d e-ti 1 l 1 oc·arl rn e n t e ,i' ¡ '- Con ' 

, " p 
vi e n e  B o n s1 d e r a r  c o n  d e t a l l e  l a  d i  

. . , 
" 

. : e nc : ·e n.t r 'e" ,iT 00 ' 'y ;¡ . ', 
. '  - I j; ,a 'i- : , � .i . · ) ,  

e l p rc;d'u'� t o ' rlx T • N a,.� u r a l r e,� ;\�;;·,9,:� �� ,�q.uJ ,s e, : c,ons'i d.�r-a\:'e"l . . .1, 0 1 ,  - P .. 
e S J! a c i, 6 " v é c t

'6�'
i
'�1 T c om o  u n a  v a r i e d a d  � ,i f é T' e n c i a.�t e/� equi', )  r 

p , ' n . . 
va l e n t e 'a 11 , c o n  l a  i d e n t  i f i c a c i ó n  n a t u r a l  d e'l Iv e c tb r ll 

. .... i d e  c o m p o n e rit e s  ¡; c o n e l  II p u n t o H  d e  c o o rd e n  

, 1  , 1  
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P a r a  l a  v a r i e d a d  p r o d u c t o  Hx T , e l  e s p a c i o  T e s  , p p 
s i e m p r e e l  m i s m o yl o s  c am b i o s  d e  c o o r d e n a d a s x + X l  n o  

i n f l u y e n  e n  

-d e l a  f o rm a  

T p 
i, ¡ i 

, , 

L/ o s  

¿ :: " 

o a1l1b i,o s  d e  c o o r d e n a d a s  e n  T 
r:-

s o n  
h a i 11 P. ; c o n  l o s  c o e f i c i e n t e s  

i n d e p e n d i e n � e s  d e  � r  P o r  t a n t ? , e l . j a c o b i a n o  d e  u n  c a� 

b i o  d e  c oo r d e n a d a s  e n  t-lx T p e s  d e  l a  form a ' o( x' , J I  o{ x ) ' l a i h l > 

e x p r e s i 6 n q u e  ya nD e s  u n  c u ad r a d o . c om o  e n  ( 3' , 3 0 )  y e n  

c on s e c u e nc i a  Nx T p p u e d o  s er o ,  n o  s e r or i e n'� a b l,G C om o  

T e s  i s om or f o  a R TI  y p o r  t a n t o  e s  o r i � n t a b l e , e l  p r o ­p 
d u c t o Hx T s e r á o r i e n  t a b 1 e o n o s e g ú n l o s e a t1 .  S i M e s p 
o r i e n t a b l e � p u e d e  o c urr i r  qu e 's e a  T'( rO = Hx T e n  c u y o  p , 
c a s o  s e  d i c e  q u. e  11 e s  u n a  'l c.r i e d a d  p a r a l e l i z a b l e . S i , e n  � 

c amb i o  � ( M ?  � , M x T
p

> s e  d i c e  qu e N n a  e s  p a r al e l i z a b l e . " 
" . : P�r a l a s ' v ar i e d ad e s  pa r a l e l i z a b l e s , f i j a d a  u n a  b as �  

r 
X .  d e  T • s e  t i en e n , en c a d a  p u n t o  d �  M ,  P i e n d e t e rm i n a d o� , 

� p 
l o s  n � e� �o�e t , � �n g� n t é s  X i ' C ad a  u n o  d e , e s tb � , v e c t o r �s 

v a r i a n, c o n 

c o n t i nu i d a d  s o � r e  M .  R e c i pr o ¿�m e � t c , s i ! M  � s  t a l  que 

?- dm i  t e  e n  c a � a" p u n t o  n' v e,c t or e s t a n g e nt e s  ;10 n u l o s  '""  i nd �  

p e� d i en t e s  � n t� e  s i , q u �  v a r i a n  c�n c o � t i n u i d ad s ? b r e  M ,  
s e  p u e d en t ? m a r , e n , c a d a  p u n t 6  �s f o s  v e c t o re s  c o m o .  b a s e  

d e l  e s p a c io t an g e n t �  c ór r e s p b n d i e n t e y p o r  t a n t o  

T on = Hx T , ' p  
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l o s  
2 1 .  El t orq T e s  u n a  s u p er fi c i e  pa r a l e l i z a b l e .  Ba s t a  

t om a r  10m c a d a  pu'n t o' l o s, d,o s  v e c tol' e s  't a n g e n t e s  . a l m o r i -

d ia rio y a l  p a l' a lc l o  c o r r e s p o n d i e n t e s  para t e n e r, d os v,e c -

t o!' e s  t aúg en t e s  e n  c a  punt o , qu e va r ia n  c�n c o n t in u i -

dad . Mas g e n e r a l m e n t e a s  i nm e d i a t o  v er qu e e l  pr o du c t o  d e  

5G a b l e . E n  c o n s e -��--�.--��--�----------------�-------------
c u e n e i a ) e l  t o ro n d im en s i o n a l  r n  S 1 S 1 , 1:' 1  

, , x x • • • x ¡;, 

( n  f a c t o� e s ) S s  pa r a l e l i z a bl e  p o r  s�� l o  l a  c i r c u n f er e n ­

c i a �� Si 
2 .  L a  e s f e r a  o l' d inal' i a  2 S n o  'e s e .  B a s -

t arg d em o s trar q u e  n o  a d m i t e  un c ampo c o n t i n u o  d e  v� c t o  

r e s  t ang �nt� s . S e a  e u n  c i r c u  • F i j !:.  

m a s  e n  c a p u n t o  d e  1p  e s f e r a  u n a  or i en t a c i ó n , p o r  e j em -

p l o  l a, q � e  g i r a  e n, s e n t i d o  c o n tr a r i o  a ,  .l a s  �,gu j a s d,a l  r e ·· 

l o j , m i r a n d o d e s d e  e l  ext e r i o � . rij amo s t a m bi 'n u n  s e n t i d o  

d e  r e c or r i d o  c u a l q u i e r a  a C ,  c o n  l o  c Ual e n  c ad a  p u n t o  P , r 

d e  e q u e d arán b ie n d e t 0 rm i n a d o s  e l  v e c t or t an g e n t e  a C y 
v e c� o r  d e l  c am p o ; s e a  f e l  á n g u l o  �nt re �s t o �  d o s  v e c  

tar e s , med i d o  � e g an l a  ot i e n t a c i & n  f i j a d a  s o br � la e s f e ra �  

C u a n d o , P d e s cr i b e  e ,  a l  v o l  ve r a l  p u n t o  d e  p a.r,t i �a ,  e
,
l 

' n g u l o  � h abr & v a r !ad o u n  m ó l t i p l o  d e  2rr , o s ea ,  [ df = 2 kW . 

C 
,s i en d o  k u n  nOm e ro en t e r o , po s i t i �o .  n u l o  o n e g a t i v o , 

, ! 

, 1  1 ,  I !  

I 
" , ! ; \ 
1 I  

' 1  ¡ '  
1 : 1 1 ' ,  
: . 1 
U ! 
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, i 
1" l '  
! "  

, I I i , \ 
1 ,1 ! 
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T o m e m o s  d o s  p u n t o s  d i am e tr a l m e n t e o p u e s t o s  d e  � y h a g a  
" ¡, ' -. . . .  . - ,  . ,  - . �, 

m a s  g i r a r  c o n  c ¿n t in u i dad e s t e  c i r c u l o  air e d e d Q r , d e e l l o s . ,  

C o rn o  e l  c am p o  s u p u e s t o  e s  c on t i nu o � e l  n G m e r o , k  o b t e n i d o  
" " 

p o r  l a  m i sma  �p er a c i 6 n  �n t e r i o r . d eb er a  t am b i � n  v a r i a s  

c o n  c o n t inu i d a d  y c orn o  e s  u n  'n úm e r o, e n t,e,ro , p e rman e c e r á  

c ��� úi'n t e :" Al  vo l v er a s up e r p o n E::r C s ob r,� s i  m i s m o , d e s -
" ' 

p u r s d e  g ir a r  " 1 0 0 0" ,e l s en t :j.d Q,_ 9-,e, ' r e c orr i d o  d e  C s e  h abr:3. 
, , � •• • : .. .' • • .: ": f' " , : .", 

i n v e r t i d o ; e l  á n g u l o  d e  l a  t an g e n t e a e c on e l  v e c t or d e l  

c a m p o  s er a  a h o r a  � = � +� . P d� ' t a nt o d �  = d� Y l a  va�i a -

c i ó n  

C om o  

t o t a l  d e  
'. , ,. 

\IJ 
1-' , r  �� . - " - , �  
e s t e  v a l or 

s er á  

d e bE )  

" y . .  p o p t a n t o  k = O .  

f 
- C  

s-er" 

d I]; ,- - f 
C 

e l  mi's m o  

dtp = - 2 k1!-

- an ,t el�iQk: .. , r e s u l  t a  - -" . 

\ ,' ' !  

k = 

- ::: " ¡ P or o tr� p ar t e , c o n s i d er em o s  l a  f �m l l i� d e  c i rc u l a s  
, .!. 

m en or s s pa r a l e l o s  a C .  q u e
' ��n

:
d �� d �' C h a � t a  e l  p o l Q  O :- : - t 

- k  

d e l  mi s m o . H a c i e n d o e n  ��d a  u n o  '¿.Le' 'e 1 1'0 :3' la o p e r a c  i ó.n- a n -

t e r i o r � p o r  l a  cprttin u i d ad d e i c am�d ,  t a m b i & n  � � �b eFá  

p erman e c er c on s t an t e . A l  r e d u c i�s e el  p a�a i e l o �l .pun t o  0 ,  

c o m o  e n  e s t e  p u n t o  h ay u n  s o io v e c t o r  d e l
,
' c am p o . e l  á n g u l o  

tp, v a r ia e n  + 2 11'  ( el s i g n o  d e p e n d e  d e l  s e n t i d o  d-e ' r e c or r i -

d o ) ,  p u e s t o  qu,e e l  v e c t or d e l '  c ampo e s  :f i j  o y e. l. v e r s ar 

"t a n § e n t e a l  p ar a l e l o  v a r í a  e n  + ,21i . En
' 

c o n  se c u_e n c & a  . .  r e -I ' I 
s u l  t'a k = + ;L 0, E s t e  r e s u l  t ad,o e s  ' c o n t r'ad:i ct o r i o c o n  e l  

r es ul t a d o  a n t er i o r  k = 0 ,  l o  c 6 a l pr uéb� q u e  l a  e xi s t en -

c i a d e  u n  ' c ampo c o n t i nuo d e  v e c t o r e s  t a n g en t e s  n o  e� adm i  

s i b l e .  



E st a  d emo s t-'r a c i ó n  e l om e n t q. l .- c s  d e b i d a  a vl . F E N C H E L 9 f'l a t em . 

rr i',c\ l:? : ,B . 1 9 3 2 . 

2 m - l  3 .  S o br �  S e x i s t e  s i e mp r e  u n  c a m p o  c o n t i n � o  d e  v e c  

t o r e s  t an g e nt e s . En  e f e c t o , s e a e l  p un t o  ( K 1 l X 2 , · · ·  , K m ' 

�m + l  ' . • • , x 2 m ) d e l a  ,:¡ s f ,,, r c  

, ? m - l  
+ • • •  + 2 x ? = 1 ,  qu e e s  � m  

l a  S - . E n  e s t e  p u n t o  e l  v e c  t O l' 

Xi , K 2 , '  . . .  , K m ) e s  p erpen d i c u ia r  a l  r a a ! o y p o r  t � n to e s  
2 m - l  t an'g e n t e  él S , s i e n d o  e v i d'e n t o  q U r:l v a r i a  c o n c o n t i n u i  

d a d  s o br e e s t a  v a r i e d a d . 

4 .  · -C·A Jor P O S  D E  V E C T O RE S , Y D E  C O V E C r O R r; S  : 1, 

H e m o s d e f i n i d o  l o s  v e c t o r e s  X e n  u n  p u n t o  p e M .  S i  
-. 

e n  c a d a  p u n t o  p e � s e  t i e n e  d e t o r m i n a d o  u n v e c t o r  X ,  s e  

d i c e  q u e  s e  t i e n e u n  c am p o  d e  v e c t o�e s s o b r e M .  L a  ú xpr! 

s i ón de u'n c ampo d e  v e c t o l' E:: S e n l.a b á s e' a s o c-i a' d'a a la c ar 

t �  l o c a l  ' d e c o o r den a d a s  '" s e ra 

n 
x = L ( 3 . 3 1 )  

i = l  

d o n d e  ah o r a  l a s  c o m p o n e n t e s  � i s o n  f u n c i o n e s d e  p u n t o , 

, i '\ i 
. .... i 's o n

" o s e a ,  f\ = 1\ ( x l ' K 2 " • • . , x n 
) . S i e s t a s fu n c i o TI e S '1 

, , m' , _ "  
d e  c l a s e  e , s e  d i c i  q u b  e l  c a m p e  d a  v e c t o r e �  e s  d e  c l a s e  

C) 
e " 

s i  F r e p r e s e n t a  0 1  c o n j u n t o  d e  f u n c i o n e s  d e  c l e s e  � �  

d e f i n i d a s e n  f.l ( f3 u p u e s t a  t a m b i é n  el e  c l a s e  C(.O ) 1  t o d o  c am p o  

O" 

I 
' 1  I 

I I 
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d e  v e c t or e s  ( S . 3 l )  d � fi n e  u n a  a p l i c a c i 6 n  � -+ F ' T'a c u a l  , . 

e s  l i n e a l  y u n a  � er iv a c i 6 n , d e  a c u er d o c o n  D e f'i n i c i on 

3 . 1 .  o s e,a: . 

, X ( a f + b g ) = a X ( f )  + b X { g ) . h (  ) = X ( f ) g + f X( g ) , 

f � g  € 1= : ( 3 . 3 2 )  

E s t a s  c on d i c i o n e s  s o n  a n á l o g a s , a l a s  ( 3 . i ) � ( 3 . 2 ) , 

X (g )  
c:i 

p er o  a h o r a  X (  f )  �. s on f un c i o n e s  e ) y p u e d e n  s er v i r  

c o mo d e f i n i c i ó n  d e  u n  c am p o. d e  v e c t or e s . 

D a d o s  d o s  c am p o s  d e  v e c t or e s  s obr e M .  s e an X , Y , s e  

i n d i c a  c o n  X� a l a  ap l i c a c i ó n  f -+ F r �s u l t a n t e d e  c om p �  

n e r  l a  Y c on l a  X .  E s t a  a p l i c a c i ó n  n o  e s  u n  c a m p o d e  v e c  -:-
t or e s , p u e s t o  qu e n o  s e  c ump l e  l a  s e g u n d a c on d i c i ó n  ( 3 . 3 2 ) .  

En e f e c t o  � e s  

Xy ( = X { g Y ( f )  + f Y ( g »  = Y ( f ) X ( g )  + g X� ( f )  + � .  , . 

+ X ( f ) Y( g )  + f XY ( g ) . ( 3 . 3 3 )' 

E n  c a mb i o , l a  d i f e r e n c ia 

[ X , y) = X Y '" Y X, ( 3 . 3 4 ) 

. 
c um p l e  l a s  c o nd i c io n e s  ( 3 . 3 2 )  c om o  s e  c o mpr u e b a  f a c.ilm e n te . 

P ar a  l a  s e g \.m d a  b a s t a  e s cr i b i r  .XY ( fg )  d e  m a n e r a- a n á l o g a  a 

( 3 . 3 3 ) Y r e s t a r .  P or t a n t  o [ X , Y 1 e s u TI n u e va c a  m p o  d e v e  c 

t a r e s q u e  s 'e l l a m a  e l  I l c o r c h e t e lJ d e  X e Y .  
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D t F I N I C I O N  3 . 7 .  S e  l l a m a  d e r i v a d a  d e  L i e , d e l  c am p o  

y r e s p e c t o  d e l c am p o  X ,  a l  c am p o  [ X , Y ] 9 o s e a � 

p o s  

( 3 . 3 5 )  

En u n  s i s t em a  d e  c o or d e na d a s  lo c a l e s , d a d o s  l o s  c am 

n 
A = L 

i = 1 

i a ( 
7x." 

• 1 

B = 
TI i í h ( .....,--fX . i = l J.. 

s e  t i e n e  

A � B  = i. j ' ( 
a b , . .......--( x . + , 1:  J 

� ?  ( 
('x :- :.i . , 1 -l 

n - i j [ A , n l =  A B  - B A  = r ( a b ' i  
, i , j = 1 

, i ' j ) � ,- a ' .l. ( 7: . 
J 

d o n d e  c on u n a  c om a  s e  h a '  i pd i c a d o  l a  d er i v a d a p a r c i a l  

o r d in ar i a . L a  n l t i m �  e xp r e s i 6 n  e s  t amb i ' n  l a  d e r i va d a  

d e  L i e  d e  B r e s p e c t o  d e l  c a m p o  A .  

S i  X ,  Y � Z s on fr e s  c am p o s  d e  v e c t or e s  s �br e '-,�f - s8"-

c om p r u e b a n  f a c i lm e n t e  la s r e l a c i o n e s  

b : , Y ] , [ X , [ Y , Z ] J + [ Y , t z ) xl J + 
+ [ Z , [ X , y ] ] :: o , ' ( 3 . 3 8 )  

E l  c on j un t o  d e  l o s  c am p o s  d e  v e'e t o r e s  s obr e N ,  c o n  

l a  d e f i n i c i6 n  n a tu r a l  d e  s um a  y p r o d u c t o  p o r  fin e s c a l ar 

( nO m e r o ·  r e a l ) e s  u n  e s p a c i o  v e c t o r i � l  d e  d i m en s i 6n n ,  en 
" ,  I ' , " • •  , 

e l  q u e  l i  o p e r a c i 6 n  c o � c h e t e  a c t u a  c 6 m o  l ey d e  do mp o s i c i 6 n  

i n t e r n a . R e c o rd n ndo g l1 13 s e  l l a m a  l I ál gi.:i.br �  I r  s o b'r e u n  c u e r p o  



: 1  
h ' \  

, l ., 

' [  
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K a u n  e s p a c'io" ' v e c t:.oT i a l  V c o n  ' u n a' c omp o s i c i6n in t er n a  e n  
: . ! 

t r e  l o s  v e c t or e s , t a l  q u é ; 

a )  ( a X ) . Y  = a ( X . Y )  ::: X ,, ( a Y ) ;  

b )  ¿ � + Y ) . Z  = X . Z + Y . Z ; 

e )  X . ( Y + Z )  = X . Y  + X . Z )  

, .  
r e s u l t a  qu e l o s  c amp o s  v e c t o r !  s s o br e  H �  e o n l a  o p e r a -

c i 6n c o r c h et e e n t r e  al l o s ,  c 6 n s t i t uy e n  u n  A lg e br a . P o r  

c ump l i r  l a, s. , C,9n d i c i o n e s  (3 . 3 8 ) 6 e  d i'c e q!l e s e  tr a t a  d e  u n  

á l g e b r a  d e  L i e . 

A v e c e s e s  ü t i l  la  s i g u i e n t e  i d e n t i d a d  

l u X , v Y ]  = u X ( 'Ilá y ) - v Y ( u X ) = u ( X ( v ) Y  + v X Y )  _ 

:v ( Y' ( u  ) X + '  u Y X 

= u v [ X > y ]  + u X ( v') Y - V y'( u )  X .  

E j E: r c i c i o s  
, .  : . . . 

X .  e s  l 

. ,  

e i·o n e s  

1 . C ompr o b a r  qu e e n  u n  s i s t em a  l o ca l  d e  c o o rd e n a d a s  

� .. 

,a ). 

b )  

Pr 

X 

Ti 
[ X � Y l = l ( XY C

,
X h ) 

h = l 

� 6  u n  

l.a e q u iy a l  e n e  l a  

c arr¡p o .v: e e t or i a l  ,. ; . ' ; :.� 

-\X ( xh ) ) 
ti :.. 

d,:e. l a s  s i gu i e n t e s  

co 
C e,n �,! -. 

C o n  d er a n d o  X C Omo fu n c i ó n  ,d e M en T ( M ) � 
,u n.a :f,u.n·e i.ón  C " ' 

ro 

a f i rm a -

, . 

X e s  

I • • , 

'/-..•. 

1 
l i' ·1 j fl JI 
1 
� 



3 .  S e a  U u n  a b i e rt o d e  u n a  v a �i e d ad d if e r e n c i a b l e  M 
o;) C<> 

d a  c l a s e  e . S i  X e s  u n  c a m p o  v e c t or i a l  e e n  l a  vari e d a d  

U .  p r o b a �  q u e  d a d o  p € U e x i s t en V e n t or n o  d e  p y 1 c am p o  
o:> '\1 v e ct o r i a l e e n  M t a l e s  qu e X r e s tr i n g id o  a V e s  a 

X re s t r i n g i d o  a V .  

4 .  a )  S i  ( x , U ) e s  u n a  c ar t a  l o c a l , p r ob a r  q u e  

b )  S e a  M { ( x , y )  2 2 2 
1 , o L = F: R : x  + y < x > 

(" í ., r . S e an X ::: ex '. y = c o s  :x � + s e n  :x . P r o b a r  que X � y s o n  , ' < x  
c am p o s  C� , qu c ' {X ( p ) ,  Y ( p ) }  e s  ha,s e d e  ti p ar a  t od o  p .IE t-f 

P 

p e ro � u e  n o  e x i s t e  c ar t a  l o t a l  « X ' , y l ) t U )  t a l g u e  X = 

y = 

5 .  L l a m an d o D 1 ( N )  a l  c o n j u n t o d e  l o s  c a m p o s  v e c t o r i a  

l e s  c ro  e n  H ,  p r o b a r  q u e  D 1 ( t.\ ) t i e n e  u n.a , e s t r u c t u r a  d '3 f - m 6  

d u l o . $ �  ( x , U )  e s  u n a  c a r t a  l o c a l  e n  }1 , p r o b a r  q u e  D 1 ( U )  

e s  l i b r e � 

F orma s d if e r e n c i a l e s . H e m o s  d e f i n i d o s  l o s  c o v e 9 t o r e s  

� e n  u n  p un t o  p & M .  E l l o s  s o n  l o s  e l e m e n t o s  d e l  e s p a c i o  

v e c t or i a l  T *  d u al d e  T . U n a  l -f o � m a  d i f er e n c i a l  o ,  s i m p l e  p p 
m �n t e , u n a  1 forma e s  u n  c am p o  de  c Q v e c t or e s , o s e a � e l  r� 

s .. u). t a d a  d e  d a r un C O V Q c t o r  en c a d a  p u n t o  d e  l a  v a r i e da d . ' d i  

f e r e D c i a b l e  M .  En una c a r t a  l o c a l  de  c o o r d e n ad a s  X ' 9  t om a n -, � 
d o  el} , c a d a  p u n t o , c,a m o  ba s e  d e  T f: l o s  c o v e c t o r e s  ( dx . )  , u n a  " p � p 

1 - f o r m a  s e  e s c r i b ir á  

·� 1 1  
1 1  ¡ i  
¡ 

l '  

I ,¡ 
1 
I I 

. ,  



, 
1; : 11 

I il 

I ji 
I 

-1 ' 

1 1 I 

- 1 5' 0 -

n j '  ' "  w = ¿ a .  di . 1 1 
( 3 . 4 0 )  

i = :I, 

d O Q� e  4x i � n d i c a  q u e  e n  � a d �  p�n t o  p hay q u e  t o mar e l  

v e c t or ( dx . )  y l o s  c � e f i c i e n t e s  a .  s o n  f u n c i o n e s  d e  

c o -

" " _ 1 P , 1 
ro x1 . x 2 � " " x  . S i  e s t a s  f u n c i o n e s  s o n  d e  c l a s e  e ( c om o  s u  

_ n 
ro 

p o n d r e m o s  s i e�p r e ) ,  l a  1 - f orma s e  d i c e  q u e  e s  d e  c l a s e  e . 

L a s  1 - f orma s s e  a p l i c a n a l o s  c a m p o s  d e  v e c t o r e s  y e l  r e ­

s u 1 t 1;1 d o e 5 1 él fu n c i ó n (;.:( X ) :::: ¿ Ct .  ¿.. i , s u p o n  i e n  d o. ' . 1 

X :::: ¿ l i ( f / �x . ) .  L a s  l - f or m a s  s oh r e  M c o n s t i t uy e n  u n  m ó d u  1 

l o  s obr e e l  a n i l l o  d a  fun c i on e s  F .  u n a  b a s e  d e l  c u a l  e s t A  

f o r ma d o  p or l o s  d i f er e n c i a l e s  d x  . .  1 
U n a  2 - fo r m a  e s  u n  e l eme n t o  d e l  p r o d u c t o  a l t ernad o 

d e l  m ó d u l o  d e  l a s  1 -f o r m a s  p o r  s i  m i s m o . R e pr e s e n t a n d o  
' 1 ' , . 

p o r  D ( H )  e l  e s p a c i o  v e c t o r i a l  d e  l o s  c amp o s  d e  v e c t or e s  

s o b r e  M .  e n  u n  s i s t e m a  l o c a l  d e  c o ord e n a d a s  H . )  una b a s e  l 
d e  l a s  2 -f o rm a s  e s t A  f or m a d a  p or l o s  pr o d u c t o s  e x t e r i o r � s  

dH .  A dx . = - d x . A dx . •  l o s  c u a l e s  s o  d e f i n e n  c o m o  ap l i -1 J . J 1 , 
1 ' 1  ' ' 

c a e i o n e s  d e  D 00 x D On s o b r e -r. t a f e s '  qúe' " 

d x . A dx . ( A  � B )  1 J 
. .  

., 
:1: 

;: "2 

i a 

- 1 
b -

( 3 . 1+1 ) 

i ' b i d o n d e a .  s o n  l a s  c omp on en t e s  d e  l o s  c am p o s  d e  v e c t o r e s  

A .  B ( 3 . 3 6 ) .  

- : Do e s t a  m a n e r a , una · 2  f o rm a  g e ne r a l  s e  e s cr i b irA 



(.J 2 )  ,= 

s obr e F d �f'i n i d a p O l� 

W( 2 ) ( A , B )  :: �.). I R  . .  
• • J. ] l ., ) ' - ' 

- 1 51 -

d x . J 

� e  p u e d e  v er q u e  e s t a s  d e f i n i c i o n e s  B o n  i ndepEnd {en-

t e s  d e l  S ;1l::; t 0rn a  d e coordenad as . El ' p r o d u c t o  e xt er i o r  el ;:: 
d 1 '1' ' , \  \' N, . d .u " Ó)2 ::! ' \ (.i .  d x .' e s  la  2 - ,f oI" !¡¡, a  o s - , :  (¡ r ro a ¡j \,IV ,  ,,:: ¿ u. r. ,  ¿ ¡J 1 1 l . l 1 

I " ( 3 . , J,f 4 ) 
i, h 

l\ p l i c a,nd..o, e s t e. 2 -f'Ol"rna' a). par A , B  r'e. s ul  t a, 
,. . 

1 
:: "2 

:: :J. 
2 ¿ I;t '�h ' ' ' 2 1 

i a ' a  h l  i , h i ''' ' " ." 1 ') �« I \ -� 

( 3 . 4 5 )  

D e  ma nera g e n En� a l , u n a  J;1 -for ro a (} r ) p u e d e  d e fin irse  , , 
J ,  

c,�ma '  út12 :l p l ic a c l &n r ':" l in ':!: á l  a n t i s imé-tr ica d el e spac io  pr5?. 
f . :J. dueto  j). 00 )( D ( 11 )  x x D1 ( H )  ( r  facto l' e s ) s obre e l  

a n i l l o  de  fu n c ion e s  F .  E n  u n a  c a�ta 16c á l . una  b��e d e  l a s  

¡, -f ormas, e.s e l  c o n j u n t o ' d'e r .,.,f� rnÍa s d y, . ·/\ d" c .  A . :::: A d :¡.: - . .  1 J ro 
( 1'"  f e c t Q�e s ) � d Gfinidas  por 

' . ;  . l '  



, - 1 5 2 -, 

d on d e i a , 

( 3 . 4 6 )  

i - ,i b l ' . o .  h s on l a s  c ompon e nt � s  r e s p e c t i v a s  d e  

l o s  c a mp o s  d e  v e c t o r e s  A ,  B ,  • • .  � H ,  E s t a  r e l a c i ón .( 3 . l� 6 ) .  

j un t o  c on l� prop i ed ad d i s t r i bu t i v a  d e l  prod u c t o  ext eri o r , 

p e.rm i t e  d e f i n ir e � pro d u c t o  €!xt e r i o r  d e  form a s  c u a l '$ s q1.1 i er' 2 

y h a l l ar e l  r e s u l t ad o d e  a p l i c ar c u a l qu i e r  r - f orma a u n a  

r - u p l a  � e  c a mp o s  v e c t o r i a l e s , � 6 r  D j �mp l o  s e  t i e n e  

<" 1 A f 2 A • •  , A : 'r ( X i ' X 2 • , ' .  o ' ,  �r ) 

qU & e s  l a  g e n era l i zac i6n  d e  ( 3 . 4 5 ) .  

�, ( r )  

, , 
E l  pr'o d u c t o  e 'x.t e'r i or' d e  d o� forma 's 

¿ o. ].' ,  
• •  

h d x . A. , . A d x h , ( ,( s )  ;:: 1 ¿ " :3 .  d x . A . . .  A d x ]. J . . . I'!l ] m 
5 0  d eiin e  p o r  

1,) r ) ;: 

( ( r )  A. c .( S )  , 
, ' � (.J ;: ¿ ,ct . h l-' • 

l • • •  J � ;) . m 

Re s u l t a  d e  a qu1 , f a c i lmBnt e ,  

dX i A ,  . .  A d Xh A d Xj A , o . A 

( 3 . 4 8 )  

i 3 . 4 9 )  

La d i f erenci� l  e x t er ior  d e  una r - forma 

)' ct . h d x . A . • •  /\ d x l·· ... ]. • • . ].  1 ( Q a � �  s u�and o t i en e  r d iferen 

c i al e s  y la s uma  e s t á  ext end i d a  a � o d a s  la s p e �muta c i o n e s  

dx m 
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po s i l:: l e s d e l o 5  i n d ic e s ) e s  l a  ( r + 1 ) - f orma d e f  p o r  

el :  .,< r ) ¿ 
i ,  . . .  , 11 

d a . h A d x � � . .  , 11.  dX11 � .fi • • ...L. 

( u . 

( 3 . 5 0 )  

;::: 'i' L m , i ,  . . .  , h  

1 • • •  h dx A d A A '  • 1\ X -ó  !" " d X 11 ( X  m _ m 

S e  c o m p r u e b a  qu e e s t a d efin i c i6n n o  d 
ma d e  coord e n a d a s . A d  S ,  s €.:  c um p l e n  l a.s r ¡; .1 a G i o n e s  

dd ú/( r ) = O ( ::l .  S i ) 

l a  pr im er a  d e  l a s  c o  G S  r e s u l t a  a l  a p l i c ar ( 3 . 4 B ) y ( 3 . 5 0 )  

y l a n e gun d a  e s  u n a  c o n s e c u.é n c ia d e.:  la c on m u t a t  ividad del  
orden d e  d er i va c i ó n  e n  l a s  d el� i v a d a s  s e gun d a s d e  fun p io n e s .  

f; G a  U 11 a  l - form a y d o s  c ampo s v a c t or i a l e s  X ,  Y .  E s  

i m p o r t ant e l a  s i gu i ent e r 0 1 o. c i 6 n  , . ,  . 

P ar a  d em o s t r ar l a , t o�am o s  U n  s i s tema l o c a l  d e  c oo r -

d e n ad a s  y s u p o nfam o s  q p� r e s p e ct o  d e l  m i s m o  s e a  
n 
¿ a .  d x . , .  

i = 1  
� � 

u o.n l o  c u a.l s e  t i 8 n e  

n 
¿ a 

1 = 1. 

i y = 
n 
¿ i i = 1 

i b -.,.­'.'j{ • 1 
( 3 . 4 8 )  

! ' i !  
i ! I 

:\ 
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Cl ( X , Y )  = 

I 
i .  h 

Y ( oOO )  - ¿ 
i . h 

( [ X , yJ ) :: I 
i . h 

él (:,)( X � y') ... L 
i , h 

i h h 
a ( h  • .  O! + h a h . )  

b i ( a  

a h 

« (l  • J. 
-"..-----(X h 

h 

� h 
. � J. 

+ h ¿h  . )  , • O! a 
J. h ' J. 

i h i h 
( a  b • . . . .  .e a . .  �. . ' .• i ) 

d Xh 
A d x . ( X , Y )  = 

J.. L 1 
i , h 2 

h '  . 1 
(' b J. J. 1 ,  ,1 ) a .  h a - a  '.' 

J. • 

c o n  c uy o s  v a l o r e s  s e  c omp r u e b a i n� e d i a t am e n t & ( 3 . 4 8 ) .  

E ere i c 'i o s  

1 ', P r o b a r  q u e  s i  ( x , U ) . ( Y . V ) '  s on d o s  s i s t e m a s  d e  c o o r  

d en ad¿ s � n  M �  y " g d x � ' A  . . •  A ' d x n = f d y� A . . .  A djn . e n t o n c e s  

g :;f . J ( yo x - 1 ) , 

n o 

H = 

f e 

2 .  P r o b a r  q u e  l a  d e f in i c i �n d e  �i f �;�� c e x t  e,r i o r  

d e p e n d e  d e l  s i:  " ema d o � c o o r d en a d a s . 

3 .  S e a  ¡,j .=  R 2 ¡ { O }  y s e a  w l a' 1. 
• • , . .... " , t. '  

rIlJa 

y 
2' 2 d x + 

X + v  
� y . P�o b a r  qu e d w  :: O p e r o  n o  e x i s t e 

. ,. . . .  

e r.o (i?, � í {O } ) 
:x: +y 

t a l  que w :: df ( su & s r e n c i a : s i  

' '!'l 2 � '. 
L = ( ( x , O )  e .K : ,x  > a ) , e n t on c e s  w , :: d O  

4 .  P r o b a r  l a s  i g u a l da d e s  ( 3 . 5 1 )  

2 ·  S .  H a l l a r  u n a  1 - f o r m a  d i f e r e n c i a b l e  w e n  � I { O }  t a l  

qu e i * w s e a  u n a  b a s e  d é  l a s  1 � f orma s d e  8 1 ( 1 : 8 1 
+ R2 ¡ { O } 

l a  in c lu s i 6 ti ) ( s u g e r A n c i a : � i f G rQ n c i a r  9 = a r c t g  �) 
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5 .  D I F E RE � C IAL 7 A D J U N T A  D E  U N A  A P L I C A C I O N  E N T R E  V A R I EDADES  

D r'F EREHC.Ú \BLES 

" 

En e l  C a p i t u l o  2 ,  n O  2 s e  d e f i n i e r o n l a s  a p l i c a c i o -
I 

n e s  e n t r a  v a r i e d a d e s  d i f e r e n c i a b l a s . R e c o r d e M o s  q U G  s i  

� : H  + � I  Y � ) p l  = 0 ( � ) s o n  d ¿ �  -��n t o s  h om 6 1 o g o s c o n t e n i -

, ' 

d o s  r C Q n e c t i v a m e n t e  e n  l a s c a r t i.l S  l o c a l e s ( lI 1 1( 1 ) . ( U  . )  VI ' ) .  , P 7 P _ 

l l a m a n d o  x .  a l a s  c o o r d e n a d a s  d 0  �( U ) e RO y X l  a l a s � e  
1 p a 

, n '  � 
� ¡ ( U  1 ) € R , l a a p l i c a c i 6 n  � s e  d i c e  q u e  e s ' d e  c l a S E  e 

p 

s i  l o  e s  l a  a p l i c a c i 6 n c o m p u e s t a  � r o� o �� 1 . S i  M Y M I  s o n 

el e  c l a s e  , e s t a  d e f i n i e i 6 n  n o  d e p e n d e  d e  l a s  c ar t � s  c o n  

s i d e r a d a s , 

Para a b r e v i a r , :  a l  h a b l a r d e  l a  a p l i c ac i 5 n  � : M + M I . 

e n t ú n d e r e �os : s i e m p r e / l a  a p l i c a c i 6 n  � ¡ o� c � -l e n t r e  a b i e r ­

t o s  d 8  R!l Y d e  i\
n I � l a  c u a l  e s t á  : d a d ll  p o r  fun c i o n e s  d e  

c l a s <:.  e 

� : X l  = x ' ( x 1 , x 2 , . . •  , x  ) , a = l , 2 ,  . . .  , n ' ct r.t n ( 3 . 4 9 )  

E s t a,s '  fu n c i o n e s  s o n  l a  l' e p r c s o n t a c i ón d e  l a  ap l i c �  

c i ó n  � �n l a s  c ar t a s  c o n s i d e r a d a s . A c a d a  a p l i o a c i ón � 

c or r e s p o n d e  a s i  l a  ma t r i z  j a c o b i a n a  d e  t i p o  . : nx n 1 
OX I 

J ( ,,: ) = ( �) ( 3 • 5 O )  �x _ 1 
c uyo r a n g o  a s  fa o i l  p r o b a r  ( h á rrB S O  c om o  o j e r c ic i o )  q u a  n o  

d �1 p � n d c  d I;", l iJ S  c ar t a s  lo c a l e s  c o n s i d e r a da s . C on v e n d r em o s  

a n  q u e  l o o  i n d i c a n  l a t i n o s  v a r ia � d e  1 a n y l o s  g r i e g o s  
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d e  1 a n I , C o n  t o d o  e s t o , l a s  a p l l c a c i 6 n  H � M '  s on > l o c a l 

n I  m e n t e , a p l i c a c i on e s � R Y s e  p u e d e  a p l i c a r l o  d i c h o  

e n  e l  C a p í t u l o  1 ,  n O  8 ,  

D E F I N I e r O N  3 . 8 .  S e  l l a m a  o i 6 n d i f e r en c i a l  d e  

l B  a p l i c a c i ó n ;¡? : t4 + , 1"1 '  e n  l os p u n t o s  h o m ó l o g o s , p � p l  = r.:l ( p ) ,  

a l a  a p l i c a c i ó n  d� : T + T ! d e f i n i d a  p o r  p p 

( 3 , 5 1 ) 

pa r a  t o d o  v e c t o p  X E T Y t o d á  f u n c i ó n  f E F ( p ' ) ( fu n c i o ­p 
o:, 

n e s  d e c l n s e  e d e f in id a s  e n  u n  a b i er t o  d e  M I  q u e  c o n t i e n� 

a p ! ) .  

E s t o  s i gn i f i c a q u e  e l  v e c t or d e  T p ' q u e  c o r r e s p o n d o 

a l X d e . T 0 s 1 a a p 1 i c a c i ó  n 'q u e a ·  1 a '  f u  n c i ó  n f € F ( p I ) P 
h a c e  c o r r e s p o n d e r  e l  n tlm e r o  r e a � X ( f Q� ) .  E s  u n  e j e r c ic i o  

s im p l o  p r o b a r  q u e � o f e c t i v a m en t e � l a  a p l i c a c i ó n  

d � ( X ) : F ( p l ) � R �e f i n i d a  d a  G� t a  m a n e r � e s  l i n e a l  y � s 

u n a  d e r ,i v a c i ón , e s  d e c i r , e s  u n  v e c t or d e  T t '  
. ,  P 

En l o s  s i s t e m a s  l o c a l e s  d e  c o o r d e n a d a s  � .  d e  M y l 
X l  d e  M I , s i  l a s  e c u a c i o n e s  d e  � son l a s  ( 3 . 4 9 ) i l �  a p l i  a. 
c a c i ó n  d i f ere n c i a l  d� e s  l a  qu e h a c e  c o rr e s p o n d e r  a l  v e c t o r 

n . i ;: 
X ,- L ], .....---(x . 1 = 1  J . 

( 3 , 5 2 )  

• ? 1  v ::, c t  ) 1'  
n 

A l  
n ;  2x: y ( X l  ¿ ¿ a = ex ' i = l  ct = l  1 ex 

( 3 . 5 3 )  
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o s e a ) l a s  c o m p o n e � t e ::¡ A i ' s e  tr .::m s f Ol"l m a n  s'e gún l a '  l e y 

n ex ' 
".i " '/1: , . C! l rJ. , ( 3' . 5 1.� ) - . 

� i = l  J. 

S i  r e pres e n tam � s e l  v e c t o r . X  e T . p o � l a  m a�r i z  c o l u m  
l .  ' P ' .  

n a  � c u y o s  e l e m e nt o s  s o n s u s  c o mp o n � n t e s  � 1  y l o  . m i s m o  p � r E  
e l  v e c t o r  X l  e T " ( 3 . 5 4 )  s e  p u e d e  e s c r i b i r en f o r m a  ma t r i  p 
c i a l  

( 3 . 5 5 )  

s i e n d o J l a  m a t r i z  j a c o b i a n a  ( 3 . 5 0 ) , E n  e s t a s  f 6 r m u l a s . 

l a s  d e r i v a d a s p a r c i a l e s  s e  e n t i e n d e n  t o m a d a s  e n  e l  p u n t o  

P .  l o  o u al ti o  s e  i n d i c a  p o r  n o  r e c a r g ar l a  n o t a c i 6 n . 

P a r a  q u e  d� s e a  i n y� c t i v a , o s e � , p a r a  qu e t o d o  v e c -

t or X l  € T t s e a i m a g e n  a l o  s u m o  d e  u n  v e c t o r X E T • 
P P 

d e b e  s e r n '  = n y J _ � � be  , � e r  d e  r a n go n .  

D E F I I:HC I O N  : L. 9.  • .  U n a  a p l i c a c i ó n  \P : H  + t4 1  , s e  d i e.s q u e  , " 

e s  r e g u l a r:  e n  p �  s i  �¡p e s  i n y e ct i v a  e n , p . S i  l o  e s  e n  

t o d o  p u n t o , s e  dic e q u c
,

� ' e s  r e g u l a r  e n  M .  S i  ' so n  r e g u lar e s  

1 � Y � - s e  d i c e  q u e  � ea u n  d i f e o m o r f i s m o . 

Ej e J� C  ic i o  

� . t: 1. 101 ' :: E )  n I , :: 1 , p r o b a r  qu e d�1) c o i n c i d e  c o n  e l  c a  
v e c t o r ( dt¡."l ) d e  

P 
l a  1) efin i.c i o n  3 . 1+ .  

r: l. :t e O i� e m a  d e  S fI R D . S u p o n g a m o s  e l  c a s o  q e  u n a  a p l i c a -

c ió n  \,' : B  -» 11 ' éH¡ trc v a r í t;:d a d e s  sl i f e r é n c i a b l e's' d e  l a  m i slna 

d i m e n s i 6 n  n :: n I . L o s  p u n t o s  d e  M p a r a  l o s  c u a l e s  e l  



, i 
i " :1 
1 '1 

I1 1, 

1, 

� I 
i: l 

l '  , 1  
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d e t erm ina�� e j a c o b i an o  d e  � s e  a n u l a . s e  l l a m a n  t o s  

,�..r..!t i.<:_o.!?_ d o  I.{J .  S i  e e }1 e s  e l  c o n j u n t o  d e  l o s ; p un t o s  

c r í t i c o s ,  s e  p u e d o  d em o s t r a r  q u e  e l  c o n j u n t o  I.{J { C )  e s  

d e  m e d i d s  n u l a  e n  N ' . L a  m e d i d a  n u l a  e n  M I  s e  d e f i n e  
- ' , . � ---' 

c o�o l a  m e d i d a  n u l a  en e l  Rn a l  c u a l  M '  e s  � o c a lIDen -

t �  'hom e om o r f o . E s  fAc i l  ver q u a  l a  c o n d i c i 5 n  d e  " m e d i  

d a  n u  l a  11 n o  d e p e n d e  d e  l a  c ar t,a l o c a l  c o n s  l d e r a d  a .  

P � r a  n t n '  c a b e n  d o s  c a s o s . S i  g < n i ,  e n t ó n c e s  

e ::" E! Y 5. d e n t e q' 113 IfJ ( ¡\1 ) e s d e '  in e d :i. da n u 1 a e n r·1 ; . S i n > TI I 

S �  p u e d e d e mo s t rar ( d e ' � a n e r a  n o  m uy s i mp l e )  q u e  e l  

c o � j u n t o  d e ' �u n t o s d e  M I  p ar� l o s  c u a l e s  l a  m a t r i z  j a  

c o b i a 'n n  J t Í (, n e  r an g o  rrH:l n O r q u e ' n '  e s  t am b i én d e  m e d i d a  

n u l a . 

E S � 8 S  p r o p i e d a d e s  a o n� t i t u y e n  e l  l l am a d o  t e o r e m a  

d e  8ARD . ' L a  d e m o s t� � c i ó n  s'a i� �m p l i c a  p a ra v ar i e d a d e s  

el "" c l a s e  f in i t a . V e '!:' , ' p or e j e mp l o "  S . S T E R N BERG , L e c tu - " 

r e s  orl ' Úiff�re ntial G e o m e t ry , � '!:' e n t i c e  Ha l l , 1 9 6 5 . 

O b s e r v a c i o n <:l s . 

1 .  L a  prop i e d a d d e  ¡ ¡ m e d i d a  n u l a "  n o  s e  c o n s er v a  

p o r  h ome �m o r f i s m o s  ( e K i � t e n  hom e omo r f i s m o s  d e l  p l a n o  e n  

o t r o  p la n o  q u e  t r a n s f o rm a n  u n  s e em e n t o  A e l  pr i m e r � �n u n  

c o n j u n t o  d G  m e d i d a  p o s i t  d �l s e gun d ó » )  p er o  e n ' c am b i o  

s e  c on s e rva p o '!:'  d i fB om ó r fi s m o s . 
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2 .  U n a  a p l i c a c i6 n  f : H  + M I  B &  d ic e  q u e  e s  r --'-'-'-- e n  

p '  = f ( p )  s i  l o  e s  e n  t o d o  p un t o  p t al q u a  f ( � )  = p ' , P r o  
L ar comQ e j erc i c i o  q U E  � n t on c c s  - 1  _ f ( p � )  e s  u n a  var i o d a d  

d i f e r c n c i a b l a d e  d i m c n s i 6 n n '  - TI ( r ec ord a r  q u e  d i � e n s i 6 n  

c e r o  s i g n i f i c a  u n  c o n j u n t o  n u m er a b l e d e  p u n t o s ) .  S i  p I  n o  

u s  r e gu l a r , l a  p r o p i e d a d  n o  e s  c i 8 r t a  c o m o  l o  i n d i c a  e l  
- 1  

e j e � ¡ l c  d e  l a  fi g u r a  e n  q U 0  f ( p ' ) o s  l a  u n i 6 n  d e  u n  S g� 

m s n t ,  y p un t o s  a i s l a d o s , q u �  n o  8 S  u n a  var i e d a d  d i f e r c n c  

b Ic- • 

. . 
D e F I N I e rO N  3 . 1 0 .  S o  l l a ma a p l i c a c i 6 n  a d j u n t a  d e  l a  a p I! 

c c c i ón 1;' ; ' 1·1 -.,: H f , a l a  a p l i c a c i ó n  �; ,t' : T �' ! +  T i: q u e  a l  c o v e c t o r 
P . j) 

,. , !  € T I': h a c e  c O l' r c s p on d c r  e l  C o v G c t or (, "  € p i  

, ( X )  ;:: �. I ( X, I ) 

1': t o d o  X € T � s i e n d o X '  
p 

en c o o rd e n a d a s  l oc a l e s  e s  

n i (x t 

.... T U  t a l  q u e  p 

"( I I d X l I J '  � el. 
d X

h 
r( � : í J" t '::: l ·  + ú,' = C{ el < ex (t = 1 Cl , h  .:; .. 

( 3, . 5 5 )  

( :, , 5 7 ) 

o s e a . a l  c o v e c t or ti i?  c C 1I1 p o n e n t l.:! s  t' I d e  1' ,<: c o rr e s D o n d c. I" J • a p !  -
,', 

c o V e c t o r  d e  T "  c uy a s c om p o n e n t e s  G on p 

11 
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l ¡ 

l t 
, 1  

: I 
I 
l '  

I 1 
t I ¡. 
i 

, f  

I � 
l 

I I 
l '  

1 
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n ('x 1 

¿ Ct ¡ : I . .¡: h '-, LX h i = l Ct 
( 3 , 5 8 )  

o s \.': a , � i  jo' , f.;. I i n d i c c¡. D l a s  m a t r i c e s 1 ' f i l a ll c uy o s  ' e l e me� 

t o s  s o n  las c omp o n e n t e s  p . �  � 
, I , .' 

a 
s e  t i e n e ,  e n  f o r m a  m a t r í 

c í a l ,  

( 3 . 5 9 ) 

L a  a p l i c a c i 6 n  a d j u n t a  � �  p u e d e  a c t ua r  s o br e 2 - f ormas . 

t Q  d e f i n i c i 6 n  e n t o n c e s  e s  l a  s i g u i e nt e , q u e  g e n era l i za 

( 3 . 5 6 ) ,  

( i.f  }', "jI ( 2 ) ) ( X , y )  :::: w' 
( 2 ) ( di:") ( X ) , d<.p ( Y ). ) • 

E n  �oord e n a d a s . e s  

o s  

1 .  ' S e a  1 l ·  . ..  R 2 f! a p J. c ac � o n  I{' :  

2 2 .n : x l1 = x l + 2 x • '1' ' x ' x ' :::: 
2 

L a  a p l i c a ci 6 n  d i f er en c i a l  d� e s  

1 
d<.p : 1. 

:::: ( 2 x 1 

.� 

. 1 
;;�. 

, 2 
l' 

? '  ( 
' ( C'XT { 

. 1 

+ 4' X 2 

ll x 2 

i. 2
) 

(' xl
) 

+ 7;{T 2 

( 1 ' \ 2 ) 
r 

-rx 1 + X 2 l. + x l -¡Xf' 
. 1 2 

( 3 . 6 0 )  



o s e a 

::: 

j\ t 2 

d e  a c u 8rd o c on ( 3 . 5 5 ) . 

){ 1 

La a p l i c � c i 6 n a d j u n t a  e s  

o s e a 

. , 
f 

l'� "'I:
t l 

" 2 

2 x 1 
4 x 2 

C· I 

d e  

x .; 
t. 

d \V : 

1 2 ) :: ( ." I 
' 1  

? 1 ) . 2 
x 2 x l 

a c u e r d o  c o n ( 3 . 5 9 ) . 

2 ,  L a  a p l. i c a c i ó n  
1/! : R 2 + R 2 d <!l f in i da 

== :< 1 + x 2 t i e n e  

[ :, , 1 M 2 O \ 1  
J )t 1 

= \1/1 : ( /1 , 1. 2 ) 
. � ,, 2  J. 

/" . 1 1 
� 

. 2 2 3 ¡f/O !') , ), 1  :: ( v  + ? v \ , f '  ' 1 " 1 .- " 2 " 

p o r  x f 
1 

::: ( 1\ I 1 
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l ' ,' \ 1,. 

3 = x l ' 

[ 3:; r. I ) 2 

o 

1 
/' 

b 1 l ·  d ( " ) d '  d '/) ( ./ ) .;' -_ rIS�·( O .I/¡)·t y c o mpl' O  a r  a s  r e  aC J. o n e s  ". 01(.' = r !;.'" "t' ,  v!O\1) 1>" 'Y q u e  

a h o r a  v a m o s  a d e m o s t r a r  d e  m a n er a  f e D e r a l .  
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P r o p i e d a d e s  d e  l a s  a p l i c a c i o n e s d i f e r e n c i a l y a d j u n t a . 

S o n  ú t i l e s  l a s  s i g u i e n t e s  p r o p i e d ad e s : 

:; p o r  t a n t o  r, lt ::; J ( l/J ) J ( I.{J ) I< . • C om o  s e  s a b e  p or C á l c u l o  q u e  

J ( �O� ) = J ( � ) . J ( � ) . r e s u lt a  al e n un c i ad o . 

. ..... 

E.n e f e c t o • s e g ú n ( .3 . 5 9 ) e s j:. I ::; ¡.,l TI J ( l/� ) > f,l ::: /J 1 J ( It' ) 
Y p or t a n t o , ::: ; ·· " J ( Vl )  j ( tp )  ::: !..l \ ! J ( !//O (p ) �  l o  qu e p r u e b a  e l  

e n u n c  i a d o  . .  

3 • .  d (  ( X , Y ] ) ::: [ C d:,G ( X ) ,  d!/> ( Y ) ] s i  tp e s  d i f e o m or f i sm o  
': 

P a r a  d e m o s t r a r  e s t a  �� l a c i 6n ' o b s e r v em o s  qu e l a  c on d ic i o n  

( 3 . 5 1 )  s e  p u e d e  i n t e r p r e t a r c om o  u n a  i g u a l d a d  e n t r e  a p l i c a c i� 

ne s d e  u n  e n t o r n o " d 7 p '  e ' H  en ' l o s  r e a l <': s , c o n  s o l o  e s c r i b i r l a  

e n  l a  forma 

dtp ( X ) f ol.{J = X ( f ol.{J ) ( 3 . 6 2 )  , 
.' I . 

que e s  e qu i va l e�t e' a ( 3 i. 5't ) . Ap 1 i c an d o '; e s t a  i .t�u a l d � d  p a r :!.  d'i:J -

f in ir d �?'( [ X ,  yJ  ) .� s e  t i e.n e  

:. . , '�'f:.'� 
[ x .  y }  ( f ()ip ) ;:: ( XY ' " - Y X ) (: f ol.{J ) ::: XY ( f o'P ) - Y X ( fotp ) 

::: { dIP ( X ) � dl.{J ( Y ) ] f otp 1 

qu e s s eún ( 3 . 6 2 )  p r ueba e l  e n u n c i a d o . 

�.' 
, , 
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� n  l a  r e l a c i 6 n s i gu i e n t e �  l a  l e t r a d a p l i c a d a  a u n a  

fo rma d i f e r e n c i a l  s i g n i f i c a d e r i va da e xt e r i or . 

" 

P a r a  la d el'lo s t r a c ión b a s t a  \¡ e �,i f :i. c á r l a  e n  un p a r t i c �" 

lar G i s t ema d a  c o ord e n a d a s  l o c a l e s ,  B � a b e r : 

-!( (x i fp: I 

I , I c1 x i L F t a d x . � d e, •. , I el d x ! 1'\ d X I (" ::: �') ('.' ::: :: 
""í"X' �,. P a a (:( i ' 1. 

P Ct 

¡: ji. I � I ¡ X. 1 

d ( IP ÚC.,l )  ¿ r.¡ ( x¡:. ct rb{h ¡\ d x . = .....--
( x  ( :� . 1. 11 - 1. , 

2{.: ! (XÓ (X r, 
�"'l ¡", dú) L a LX d x hAd:i{ i 

::: ex(! -..---. .' (Xh i 

c o n  l o  c ua l  s e  o b t i e n e  i n m e d iat am � n t e e l  r e su l t a d o . L a s  B U  , , . 
m a s  v ¡:¡  n s i cm p r e  e x t en d i d a s  d e l a n I  p a,r a l o s  í n d i,c o s gr> i� 

e; o s  y '  de 1 a n para l o s  l,a t i n o s . 

5 .  W ;': ( 6J A (�) ) = 1(1 1: ( f.",\ ) A Ir' :': ( ', ' ) 
1 2_ 1 ' 2 . 

En c o ord e n ad a s  l o c a l e s  s e  t i en e 

W1 = L 1L '  ax ' a ct W
2 

= \' ,, ! d x 1 ¿ {i {:i 

0x '  o; d x . l 

{I'. 1 A 

I 

v:'2 
::: ¿ p, ! V ' d x ' et f! el 

(x i 

v '  I� d X h (j � c;x h 

y c o mo el s e gundo m i e m br o  d e  e s t a  Ci:xpr c s i ó n  e s  igu al al 

p.r o d uc t o '{J 1:' ( 4J1 ) 1(... �': ( V2 ) 7  r 8 s u l t ¡:¡  p r o b a d o  ·-'! l enu n c i a d.o . 

A dx(� 



1 1 " :! . 

I ;' 1 1-
1\ 
I I \: : 1 l !  , 1  
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S e a  

X l = Xl 1 

l a  a p l i c a c i 

- 3 x - 2 + x 3 ' X l 
2 

3 
R2 d e fi n i d a  'P : R  -+ p o r  

2 E s  :;: X l x 2- - X 3 �-. .  

- 3  

y p or t a n t o  l a  c ac i 6 n e s  r e gu l ar e n  to d o  p u n t o  

f. ( O � O $ O ) .  L a  a i c a c i ó n  d i f a r e n c i a l  dlP e s  1., 1 = J I.. , o s ea , 

1 1 '\ ), '\ d R 3 h d 1 - a que  a v e c t or 1 ' 1 ' " 2 '  " 3 e a c s  c or r e s 'p on e r � e  v e c  

t or d e  R 2 

), ¡ ' :;: ); - 3 {, + ¡" ' 1 1 2 3 

L� a p l i c ac i ó n  :;: P ' J .  que a l a  l - f o r�a 
, 2 (..l l :: ;.: {  dX1  + "' 2 d X 2 d e  R h a c e  c or r e s p o 71 d e r  l a  l - fo r m a  

d e  R3 

(;) = ( / , 1 + ,1  

S i  s e  d a  

J:', ! ' 2  X 2 ) d X1 + ( - 3i' 1 
+ (- ,  ¡> 1 

-

o t r a  al? l ic a c i ó n  ¡jI : R 

X ii :;: X i X l + , 2 
2 1 2 x 2 

d,a d e s  1 , 2 ,  3 � lf . 5 a n t e r io J;' e s . 

+ !t t " \ ) dx 2 + - 2 

2p. r 
' 2 x 3 ) d x 3  

2 ? 
+ R - p or 

3 ,  c om p r o b a r  l a s  prop i a  

1 .  Probar que l a  a p l i c a c i on R 2 + R 2 d e f i n i d a  p o r  

e s  u n  d i f e omo r f i sm o . 

,){ I 2 
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2 .  P r o b a l' q u e  ,s i dI{) ::: O e n  t o d o  p u n tp d e  1 1 , e n t o n c e s  

V :  N -r 11 ' e s  l a  a p l i c a c ! 6 n  c on s t an t e � qu e a p l i c a  t o d o :y; € N 

en un m i smo p u n t o  y e M I . 

3 .  Proba.!' que 

... ' ! 
" 2  

:< 31 ::: X 

e s  un d i f B o m o r f i¿�o d e  l a  e s f c r �  5 2  ( x � + �� + x �  ::: 1 )  e n  

si m i s m a , c u a l q u i o r a  que s e a l a  fun c i a n  d i f e r c rrc i a b l e  a ( x 3 ) ,  

I n t e r p r e t a c i 6 n  g �o �� t� i c a . 
"" lO 

4 .  S e a n I'l , N v a r i e d ad e s  e • V' : I !  + N u n a  f u n c i ó n  e . S í  

i< i! ¡r, p  1::,5 e l  v e c t o r  t a n g e n t e  e n  t o  d e  u n a  c u r v a  u ,  p r o b a r  

qu e d�� p ( X )  e s  e l  v e c t o r  t a n g e n t e  en t o  a l a  c u rv a  <[- O rt . 

f� PE.H D I C E  

I N T E G R A C I O N E N  V A R I EDAD E S  Y T E O R E M A  D E  S rU K ES 

S e a  M una v a r i e d a d  o r i e n t a b l e  d e  d i m e n s i ó n  n y s e a A 

un s't l a s o r i e n t a d o  m a xim a l . S u p o n g a m o s  p r im e r o  q u e  1.:' e s  

Un a n - f o rm a  én �l t a l  qu e py .. s.o p o r t e  s e fl  ,c OIDF il C :t O ' y e s t é  

c o n t e n i d o e n  U ,  d o n d e  ( x , U )  e A .  En t e n c e s  s e  p o d r A  e s c r i  

b i r d e  u � a ú n i c a  m a n e r a : 

3 



l' , 1  

" 
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- 1  !< ( ::  J 
x ( U )  

V 8 aTIl O S  q u e 'e s t a d e f i r. i c i ó n  n o  d e p e n d e  d s i st em a  d e  

c o o r d e n a d a s  u s a d o : s i  ( y s V )  e /'. y !:'l 0 P ('J C V ,  e n t o n c e s  

J 
x ( O )  

- 1  f o x  = J . , 
x ( U nJ )  

, . 

- 1 J f f.:' x :: . ' 
y ( u rv )  

" ;  . 

- 1  - 1  f o x  o � o y  

. � . '  

: " 
. " f :: 

: . 
y ( U (\7 )  ;: . .. . } · f o y - 1 . d � t 
j ( V )  

- 1  o D ( x o y  ) 

P f:; r' O  s i  � ;:  f d x ' A . o . A d xn � g d y ' A . . .  A dy D , s a b p rn o s  

qu e  

! !¡ , - 1  f - g . ( d e t o D { y o �  . ) o x ) 

' il o t a mb i é n  ¡ • iÍ 11 1 f = f .  ( d e t o D ( x o y - ) o y ) . I f!; 

Lu eq:( o  . " 

l o  c ua l  pr u e b a  4ue i a ' d e f in i c i ó n  d a  

m a  d e  c o o�d e n a d a s e l eg i d o . 

.' ; 

D O d � p en d e  d e l  s i e t e  



S a b em o s  e n t o n c e s  in t e gr a r  n - f o rm a s  c o n  s op o r t e c o m p a� 

t o  c o n t e n i d o  e n  a l gan a b i e r t o  c o or d e n a d o . O b s er v e m o s  � ue 

o í  ,,' y 11 ·t i c n G n  0 1  S O P 01' Ü ¡  c o mp a c t o c o n t en id o  en e i  r .lÍ s m o  

o o r d e n a d o , e n t o n c e s  c l a ram s n  ���---------------J , , 1 '  + ):,1] = a. J v.' + b f 1:1 H 
¡:; • b e " 

V am o s  a h o r a  a t r a t a r  d o  i n t a � ra r  n - f o r � a B c u a l e s q u i �  

r a . E s t e  o b j e t i v o  d e s d e  y a  e s  i m p o s i b l e  d e  l o g r a r  p u e s  o n  

m R por e j em p l o  h a y  f u n c i o n e s  e no i n t e grab l e s  ( l a i d e n t i -

d a d  p or c j  o ) .  Pa r a  s a l v a r  e s t a  d i f i c u l t ad s u p o n d r em o s  

q u e l a G  n - f o r m a w  a i n t e �r a r  t i e n e n s op or t e  c o m p a c t o . S e a  

e n to n c e s  w u n a  n - f o r m a  a s o p or t e  c p m p a c t o , s e �  A u n  a t l a s  

or i e n t a d o  d e  H y , s e a
' {IP . } .  u n a  p a r t i c i ó n  

'
d e  l a un i dá:d 1 1.e I 

s ubord i n a d a. a .1, c on s o p 'f { c omp a c to . D e f,f n i m o s  e n t o n c e s  

tp . W 
1. 

H ay q u e  o b s e� var qu e s i en d o W d e  s o p o rt e c om p a c t o , l a s  

i nt e f r a l e s  que 

u n  n am e r o  f i n i t o ,  c o n l o  c u a l  l a  �u m a  e s  e n  r e a l i d a d u n a s u  

m a  f i n i t :;¡ . 

D e s d e  l U G g o � t e ri em o F  q u e  V 0 P  q u e  e st a  de f i n i c ibn d e  i n t e  

gr a l  n o  d c r on d c  n i  d e l  a t l a �  A fi � ' d e  l a  p a r t i c i 6 n  d e  l a  u n i =  

d a d  p a rt i c ula r a s . P a ra e l l o  s e � 

ord i n a d a  a 



- 1 6 8 -

E n t o n c e s  

·· r; '-/) . J. 

:: 

L 
:: 

, (  :: . L  J J E'  J. , r.l 

.. p .  J. ¡!J t.-.l :: , j 

�! .. (,Á.* �-
J 

. v 

l o  qu e p r u ta b a - , l q . a f i !l ln a d o . Obs e r v Q s e  q U E:!  h em o s  u s a d o  l a  I: !  

a d i t i v i d ad d e  l a  i n t e g l:" a l , p a � a  n - f. o rm a s  d e" s op ol:" t e c o m -

p a c t o  c o n t e n id o s  t e d a s  e n  u n  a b i e r t o  � o o � d en ad o . 

Mo t em o s ,  qu e c omo e n  u n a  var i ed a d  d r i e tii a b l e  h ay 

n - fo�� a a s o p or t e  comp �c t o  q�e . d i f i e � en s o l am � n t e e n  e l  

s i g n o . E s o  s i gn i f i c a  q U e  nu e s tr a  i n t e  !='S u n a i n t egr a l  

í1 or i an t a d a 'i 6 S  d e c i r  q u e d ep e n d e ( en s i g n o ) d e  l a  as i e n t a 

c 1 6 n  e l e g i d a  ent r e l a� d o s  p a s i b l é s . 

Para s '� gll i::, . . erpr e t a n d o es t a s  i n t egr al o s , deb emo s " 

t ener e n  c laro l �  i n t €�p � e t a � i 6 n  g e  l:" i e a  � �  l a  o r i � n t a  

b i l id ad . P a r a  e l l o  c o n s i d e��m o s  u n  R - e s p a� i o  v e c t or i a l  V 

. ; 

'1 i 
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d rJ d i m e1! s i:ó'Q f i n i t a  n ;  s i ·· { v 1 � . ·  . . , v
n

} y ' {w 1 ) " ' : " "'n
} s o n  

d o s ba s e s  o �d e n a d a B  d e  v ;  � ir � m o s  q u e  a s a s  ba � e s  p r o p o� 

c i o n a n l a·. m i s m a  o t' i e nt a ó i ó n'· ' p a r �  ' V · ·s l ' l a  má t l� i i  d e  c am'b i o 

I d e  b a s a  t i e n e  d e t e r m i n b n t� p� s i t i v d , Q u e ct a  c e n t o n c e s 

q u e l a s  b a s e s  d o  V q u e d a n  d i v id i d a s  e n  ¿ o s  � on j u n t o s  d i s -

j u n t o s , q u e  l l a m a r e m o s  f· y r'V � '  d e  mo d o t a l  q u e  'd o s  e l ('Hn e� 

t o s  d e  ; . . ( do G  b .3 s e s  d e  V )  p r o p (,") r c l o n e n l a  m Íl:; m a  or 1 e.n t a -

c i ó n  p a r a  V y a n a l  C:. p a r a  ":'l o s  c l e r:l e n t o s  ' d e  -," . D e ci 

m o s  G n t o n c e s  q u e  t e n e m o s do s o r l o nt a c l o n a s p o s i b l e s  p�r a 

V. que in d i c ar e mo s I y -; y u n a  o r i e n t a c i ó n  P "ll" i'l V qUé c a  

e n t o nc e s  d e f i n i d a  d an d o u n a  b a s a  o r d e n a d a  d e  V .  

S i  M e s  un a  var i e d a d  y ( x , U )  o s  u n o  c ar t a l o c a l , 

e n t o n c e s  t e n e m o s  d e f i n i d a  u n a  o r i e n t a c i 6 n  p a � a  c a d a  M p ' . ' 
c o n  ' P  E U .  E n  e f e c t o ,  s i  p F. U s a b e l'1 O S  q u e ' {(  , . . .  

a 
• • •  , ( --- ) } e s  u n a  b a s o  � n . d e  M Y t om á n d o l a  

p . .  

1) 
o rd e na d a  t ep €<  

Vi( P . . . .. 
m a s  u n a  or i e n t a c i 6n � 

. x p 
p a r a  l·' . P 

S i  ( y , V )  e s  o t r a  c a r t a  l o c a l y p € V r V ,  c:n to n c \? s  
p a r a  H t c:: n e m o s d o s  o r i G n t a c i o n e s  p o s i b l e s . t'. " ,: . . . .  

. p '; x p  J y f. . , 
Q u e r e � o s  v e r  q u ¡  d e b e  o c u r r ir p a r a  g u e  e s a s  or i c n t a c i c n b $  

s o a n  i r; u a l e s .  

T c n B m o �  � n t o n c o s  l a s  ba s o s  ord ú n a d a s  

{ (  

t o  

a (' . . ' .  (' . 
) , , , .  � ( --) } ,  { (  --1 ) � ' ' ' ,  ( � n � p (,x P (y p 

e n  I I . q u e : 

11 ex j -, ¿ < .  
p j = l f y  P 

p 
} • .  P C: l' O  h e m o s  -, n ( '1  

P 

v i s  
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L u e g o  l a  m a t r i z  �� c a mb i o  

- 1  

- 1  d e  b,a s e ,  e s D ( x  ay , ' ) ( y ( p ) ) , ' " 

Y s u  d e t e r m i n a n t e  e s  J ( x o y  ) , p 

, 
- 1 = d e  t, ( D ( x o y ) ( y  ( p ) ) . E� 

t o n c e s  l a  o o n d i c i 6 n  n c c 8 s a r i a  y _ s u f i c i e n t e p a r a  �u � d o s  

c a r t a s  l o c a le s  ( x . U ) ,  ( y . V )  a B �i n a n  l a  m i s ma or i e n t a c i 6n . ' . .  
p a r a  l o s  t! c o n p E U r V e s  ' q u e  p " " 

.... . 

J ( x o y - l ) = d & t ( D ( x o y � l ) ( y ( p » � O 
P 

V p ' €  U r V 

En o t r a s  � a l a br a s , un a v a r i e d a d  s e r S  o r i e n t ab l e  s i  

e x i s t e  un a t l i s  A y ' un a
'

o r i e n i a c i 6 n  p a ra c a d a H d e  m e n e . " p 
r a  q u e  l a  o r i an f a c i 6n d� ( x � U )  s ob r a  M p a r a  p e U s e a  l a  

p 
d a d a  ( p a�a { x  , U )  lE A ) . 

P o r  e j e m p l o , e: n  .s 1 ( o  en' c u a iqu i e r c u r v a  c e rr a d a  s i m  

p l e ) l a s  d o s  ó'r i e n t a c i on' e s  c on s i  e n  e n  r e c o r r e r  l a  c ur v a  

d e j a n d o  e l  i n t e r � 6 r  a l a  {z qu i B �d a  o a l a  d e r e c h a . 

E n t o n c e s  v em o s e l  s e n t  q u e  t i e n e u n a  i n t e g r a l  c u r -

v il í n e a  o r  i e n t a d'a : c o n s i s t e' � n  t om a r  u n a. l - f or m a  :1. ' f� n ,R , in 

d u c i r u n a  l -f o r m a  s o br e S1 a i h t e g r a� r e s p e � t o  a u n a  d e  

l a s  d o s  o � i e � t �c i o n & s  p o s i b l e s . 
" , 

La o�i en t ab i l i d a d  t i en e u n a  c a r a dt e r i z a c i 6n muy s e n e i  

1 1 a  e n  t é rm
'
i n o � d

'
e f o'rma s : 

P R O ? O S J: C = O N . Hn e s  o r i c n t ab l e � e x i s t E:!  u n a  n .... f o r m a  
;;:o 

C W e n  M n u n c a  n u la ( 6  s e a , w( p )  i O , P e M )  . 

D E t,l O S T RA C I O N . ( � ) 

d e  , N . E nt o n e o s  s er! 

. -.. \ ,, ' ( x' , U )  u n a  c ar't a 1 0 c 9- 1  c u a l <,l.u i er a  

a e ' ( U ) 
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]Jo s q u e d amo s c o n  In cal' 1; a. ( x , U )  � d  a :> O ;  s i  a <: O l a  

d e j a M O S . D �  e s a  man� r a  c o n� o g u i m o 9  u n  a t l a s A d B  M qu e 

r e s u l t a  or i e n t a d o : 

S i. 
. ' \  ( x , U ) , ( y , V )  e h ,  r:m t ol1 c a s  e n  U 

, i '  n 1 TI W ::: ¿¡ d x ¡\ • • • A d x ::: b d Y ¡\ • • • 1\ el Y 

S a b em o s  q u e  e n t o n c e s, 

C o m o  c , b  > O ,  r o s u l t a  

a , t  .. ;> O 

- 1 ' 
- 1  J ( y o x  ) p  � . d � t ( D ( y ox  ) ( x ( p ) ) )  > O p ara p € U r, \" 

fJ l,l e ,V: o  It os or i e n t a d o . ( H6t e s e  qu e a l  s e r  () ,  n un c a  n u l a  

t e n emo s u n  c r � t e r i o  s o b r e  t oda , l a var i e dad p ar a  a c e p t ar ó 

r e c b a z a r c al' t u s  s e g ú n  s u  o r i i? n t R c ión ) . .  

( =--) S i  A e s  U D  a t l a s  cl'�ent c::1 d o  I fJ(l a
' 

{V; . }  u n a  par't í,c i ó n  d e  � 

la un i d a d  s ub o r d i n a d a  a A .  s i  

n - fo �m a  s o h r e  U .  d e f i n i d a  p o r  J. 

q .  ::: dx� A . • •  A d x� 1 J. � 

e n t o n c e s  c O D s i d 0 r am o s  

¿ 
if.' 1 

�' . 7i J. 1 

/.. c ' { ( x . , U . ) } y �7 . e s  l a  . ' .  1. J. J. 

.. " ' .� .. .. 

( e s t a  s u m a  t i e n e s e n t i d o  p U e s  en c a d a  p u n t o  e s  un a E u m a  

f i n i t n ) . 

i1 
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:: t¡) ( p ) ::1 . '. 
1 n 

.
d >!'-l ( p  ).; ./\ .

.
. .  1. d Xl ( p )  + " . . 

. . .  + f.p ( p ) d x1 ( p )  A • • •  A 
s s 

[ -1 
:: ,+1 1 ( p )  + tp 2 

( p ) J ( x  2 o x l ) P + . . . 
. . .  + lit) ( p ) J ( x  0 -1) 1 s . s P 

1 n d X 1 ( � )  A . . .  A d x i ( p )  

n d x  ( p )  s 

y e l  c o . f i c i en t e e s  n 6  n u l o  ( e s may o r  q u e  c e � o )  pD r l a  

o� l B � t �b i l i d a d  d e  A y ' p o r  � e r  � i ( P )  > O ( 1  = 1 ,  . . . , 8 )  J J I  

' S E? a  a q o ra ti u n a :v a r i e d a d  o'r i'�n t ab l e  y s e a  n u n  d o"m i -

n i o  d e  H .  
d a  li d e  m o d o  que p a r a  ( x , u ) ' e A y - U n �n � 0 :  

. '  x 't u  n ñ) = ( - 1 ;
'
1 )  x

' 
. . .  x ' ( - 1 , 1 ) x [ 0 , 1 ) 

... ; I 
x ( U  r c.n ) :: ( -,1 )  1 )  x • • •  x ( - 1  , 1 )  >s { O } 

( )  1 n - l  ... s i  x p :: ( x ( p ) , . . .  , x  ( p ) , O ), p a r a  p € lJ (' ( D , r e -

c ard e m o s q u e  1l.;a.l:.1a�� � d e f i n i d o  

-( ) 1 n - l  x p :: ( x  ( p ) , . . .  , x  ( p »  

y qu a ' 
{ ( x , O r' ( D ) }  r e S lil l  t u n  a t l a s  d e  en o r 1 en 1;.a d o . 

L l am e mo s ' ¡ a � u or i �n t �c i 6 n . D e f in i m o s  l a  o r i en i n -

a e n  ?D p o� M a ( _ l ) n� 

i . :  

: " 
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TE OREl lA D E  S T O KES . , S e a  ¡·1' u n él  variedad o l' i c:m t a b l e  y 

s e a  D un d o m i n i o  �b i er t o  d e  � .  S i  e l e g i m o s  u n a  or i e n t a  

c i 6n c u � l qu i e r a  p a r a  M ( y  p or l o  t a n t o  p a r a  D )  y l a  Dr i a� 

t a c ión i n d u c i d a  p ara ('D , e n t o n c e s  

a s o p o r t e  c o mp a c t o  é s  

D E 1': O  G T R f\ C  1 O H . I n t r' o d  u c  i rn o s  u n  a t l a s  or i e n t a do 

lí d e  m o d c)  qu e , p a r a  ( x , U )  € A y U n rD ::: !O s e. a  

x ( U )  ::; ( - 1 ;  1 )  ' X  v " . x  ( - 1 , 1 )  \T p a r a  U r: <D :f 0 :  J 

( - 1 , 1 )  x o 0 ' )< ( - �' l 1 )  x 0 , 1 )  

x ( U  ro eD ) :: ( - 1 � 1 )  x • • . x ( - , 1 , )  x { o J. ", 

• d G'  " , 

En e l  s e gu n d o  c,a so , s e a  r o) p e  s a p o l"' t e  c o n t e n ido e n  U .  

F o dr e mo s  e s c r i b i r : 
n 

.. ' ::: I ,  
j = 1  

c on 1 0  c ua l  

n f a  . 1 n ¿ �- d x  A . • .  A d x  
j = 1 e'x ] 

h l  i n d u c i r k u n a  f o rma i !o� (.oo s o b r e  ('D ( q u l:  s B üu i r e m o s 

d e s i gnnnd a (.") ', t o clas 1'6 8 :  s um a n d lls s o n  c e r o  s a lvo e l -t I t í  

m o  
( 0 -:' , n  d ( · ··· n ) d ( n . ) d e O ) O ) p u e s � üx = �"' x o ::: X O l ::: , , ::: 

L u e go , Y t e n i en d o  en c u an ta l a  o r i e n t a c i 6 n  dad a a � D : 



t , [ I 1 ,  ' 1 

;¡ i I  
:l 

:i :1 
I I 
I 
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f ¿) =- ( _ 1 ) n 

':1'-1 

P O l'  o 't r a  p ar t E: : 
" 

r J n c a . 
dW L -+ ::: J j ::: l ('x] 

D D 
d l<:  1 

1 ' n - l  1 n - l  a ( x  , . • .  , x  , O ) d x . . .  d x  n 

(él. • n J 1 
• ji • d ,\ n ¿ -1 d x . . ..  d 1< n ::: 

j = 1 (X j 
D 

Ap l i c a n d o  F ub in i ,  h a y  q � D  i n t a8 r a r e n  , a l g a n  m o m �n t o  

J1 ca 
, d xJ 

('x 
( j  :: 1 ,  . . •  , n - 1 ) 

y e s o  e s  

- 1  
1 j - 1 j + l TI B j e X  , . I . , X , 1 , x  , . . .  , x ) -

( .: 1 , . j - l O j + l n ) - a .  x $ " " x  , J , x  . " . , x 
J 

y e s o  e s: O p u s's ( y  p o r  l o  t a n t o l o s  a s o n  n u l o s  
j
, "' ", . 

e n  e l  b o rd e s a l v e  e n  l a  b a s e )  
.. ' 

S ó lo · qu eda. e n c e s  e l  't e rm in o. r '", n o s e a  

J 
:« U ) 

d 1 . n x " " , o x  

U s a n d o  F ub i n i  h a y  q u e  c a l c u l a r  

' . 

d xn ( 1 n - 1
) = a x ,  . . .  , a  , 1 . ';-' : 1: " . 

, , 1  ' ; ' n - l,  = - (3  ('X. , • • •  � x � O ) n 

1 n - l  a n,( x , . . ..  , x , O ·) 



L u e g o, : 

1 n - l  1 n - l  3 ( x  l '  , . , x , O ) d x  . . .  d x  
n " 
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d e  dond e 

y en 

q u e  

1 (,) ::: f d r.,.-

e D  D 

S i  )c ( U )  ::: ( _ 1 , 1 ) i1 
=l> J {,; ::: O t r i v ! a lrn !iÍn t e  ({ \\ • .  :,: In 

, J 
t' p  

c u a n t o
' 

a d C i ,  u s an d o
' f!u1 i n i  y s o p  f:.l C U $ <1 1 ,: 'fa c i'l f11 c ll c ¿ 

e s  c e l� O . ( :¡::!{¡ e s  n i  s i q u i e r a  q u e d a  j ::: n )  

S e a  a h o r a  � u n a  ( n - i ) - f o r m a  a s o p or t w  c o� p a c �o . S i  

, {tp . }  e s  u n a  p a T' t i c i ón d e  l a  u n i d ¿¡ d S U 1) Ol, d in a d a  a I� , e n t o n  
1. 

c e s  

J d '  ::: J d (  I �; . = r 
ie I 

' 1  ie 1 D D 

1 < .... ::: - r . I ;, '  i " , ::: . I ) t.f' , r." -, 
J. iE 1 ,  1. lt= I. "O " ( O,: cD . ( 

::: I J d ( \p • (,;) ::: J d úl / / /  
ie 1 1 

D D '  

f\ p l i c a c i o n e s  

i )  E n  e l  c a s o  p J. r t i c u l ar e n , q u e  D 

f i c i a  e n  R3 , c o m o  

+ ( R  - Q  ) d yJ\d z y :z. 

' , ' 

r d ( 1 '" • C,t' ) 
) r ' a 
O 

::: 

-
::: S e s  u n a  sup e r -
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o b t en e m o s  e l  T e o r e m a  d� S t o k e s  e n  e l  e s p ac i o :  

fJ' ( P  - �  ) d zAd x + ( Q  - P  ) d xAdy t C R  �Q ) dyAd � :: z x X y Y z 
S 

. ( 
:: ¡ P d x +. Q dy + R d z 

J, < s  

i i ) En ',e l ,  c a s o  e n  q u e  D :: V ,  ¡ab.i e r t,o él.e H,3 •. c.o m o  
. � . . 

d (PdxAdy t. Qd yAd z + . R .d zAd ?t.w) :: ( Q  + R  t P  ) él xAdyAd z x y z 

obt e n e m o s e l  t e or em a  � B  d i  v e r g.e n c:i a: : � '" . '  

JIJ · v 
( Q  · . .fR '+P ·. ) d xAdyAd z O;:: 

x y z 

:: JI P d xAd y + QdyAd z + Rd xAd z 
ev . 

. . 
H e m o s  v i s t o  c o m o . i n �:e g r a r  n - f or m a s a :;:; o p or t e . c om p a c t o  

B n  va r i e d a d es o r i en t a b l e s .  T r a t E � o s  d o  qu itar h i p 6t e s i s . 

En var i e d a d e s  n o . o r i e n t ab l e a , ha y u n a  fu a n é�a - d e  d i s c u  

t i!> i n-t e 8 r a c i 6n . S e a  (..) u n.a f u n c i ó n  e n M t. a l  q u e  p a r a  'c�da 

p e t'l s e a  

e s  d e c ir , p a r a  v 1 · · · · , V n € H p 
," . 

� ' "  * • • 

U na t a l  f u n c i 6 n  (,i e s  l l amad a  un e l e m e n t o  d e  v o l u m e n  . 
'. ' .: . - .. 

S i  ( x . U )  e s  un s i s t ema d e  c o orde n ad a s  en M ,  e n t ori c e s .  



r¡ 
p 

1 ' . TI :: a d.x ( p )  A " . ¡\ d x ( p ) p 
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y p o r l o  ' t a n t o  

J ' 1/ 
.::·;( p ) ( v 1 ) · · · ·, vn ) = 1 '1'] I ( v 1 :, · · ·· :; v  ) ::: I 'r¡ ( v1, , · · · , v· ) 1 = p TI P n 

[
1 n 1 = B p a x ( p )  A • • •  /\ d x  ( p ) ( v 1 , · · ·  .. "l n ) :;: 

:: 1 a ' 1 . 1 cl x 1 ( p ) p 
/\ • • •  A d x n ( p )' ( v " , . . . � v  ) 1  Jo n 

:: l a - I . 1  d ;{ l ( p )  A • • •  /\ d x n ( p ) 1 ( v  1 ' . •  , , "1 ") ) P 

f.t)( p )  = [ a  p [ • I d x 1 ( p )  tI. • • •  ¡\ d x 
n ( p ) 1 

H a c i e n (1 0  v a r i a l"  p e n  U ,  p o d r e m o s e s c r i b i r  

f > O e n  U 

D e c i m o s  q u e  (.) e s  u n  e l e m e n t o  d E>  v o l u m e n  s i  l a  

f u n e  n f 1 0  e s . V e � em o s  � n � e 8 u i d a  q u e  e l  c ar l c t a r e �l;" 

d e  u n  e l e m e n t o  d e  v o l u m e n  n o  d e p e nd e  d e l  s i s t e m �  d e  

e o o r d a n a.d a s  e l e g id o  ( a u n qu e  s í' la f u � c i ó n  f ) . 

U n a  f o r m a  d o  o b t e n e r  u n  e l e m en t o  d e  v o l u m e n  8 9  c om e n  .. 
z a r  c o n  Una n - fo r m a  11 y d e f i n i r 1 . : (  p ) :: [ 11 ( p ) I . 

<t.> 
L o c a lm e n t a  t o d o  e l e m e n t o  de v o l u m e n  e s o  c o n s i g u e  d e  

e s a  ma n e r a . En e f e c t o , s ¿b e m o s q u e  

, ' f [ <I x 1 A • • •  A 
n I" '.. :: d x  f > O 

::;'} ( : [ f dx 1 A • •  ,·A d.;.: n [ :: 

:: 

i"'I ,\! 
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y e n t o n c e s b a s t a  t om a r  i · n  1}- , :: d x , . A . •  , A  d x  . 

G l ob a lme n t e n o  e s  a s 1 ;  p o r  e j em p l o , c o� � i d e r em o s  l a  

b an d a d e  � 5b i u s M s u m e r g i d a  e n  R 3 ; e n t o n c e s c a d a  M s e  , p 
pue d e  c o n s id era r c om o  un s ub e s p a c i o  d e  3 R • P D e f i n i m o s  e n t an 

c e s  p a r a  v • \� e M 
p¡" , P P 
' ... lf  P ) ( V  \� ) 

,' , ' p  � p ,- á r e a ¡:l e l  p ar a l e l o gr am a  g e n er a d o 

po.r V y H P P 
ti> 

S e  p u e d e  v e r  q u e  o e s u n e l em e n t o  d e vo lúm e n e p e r e  

n o  p u e d e  S 8r (;,., ::: 1 71 1  p e ' r a u n a  2 -- f o rm a , e '" , 11 .  P u e s  s i e n d o  (,,1 
, ' , 00 

n u n c a  n u l o  '-' 6 s u l 't a r í a  1, n u n c a n u l a  y e • l o  c u a l n o  p u e d e  
� t � . ' , .' *. 

B er p o r  s �r M n o  o � i e � ta b l e  ( r e c or d e � o �  �u e s i  
, , 

Vp :: ( a l � a 2 � a 3 ) �  Wp :: ( 1,) 1 , b 2 :b 3 ) ,  e n t ó n e e s' e l  

p a r a l e l o gr am a  g e n e r a d o p or V p y :Wp e s  

e a  d e l 

C) • � 1  r : tft, -T N e s  un a fun c i6 h  e ""  'en tr e v a r i e d a d e s  d e  cl i -

m e n s i 6 n n .  d e f i n i no s  f
�

� ( el e m edt o �  � a  vo l�me n e h  � )  -T ( e l o  

m e r t o s  ¿ e  7� l uffie n e n  M )  d e  l a  s i gu i Qn t e m a n er a : 
�'; ( f  �')) ( P ) ( V

1
� ' : ' > V n ) = Uf ( ) « d f ) V 1 , • • • • ( d f ) . V ) 

p , p. _ , , p , n 

'l c a m o s  a h o r a  c u 
- � e s  l a e x p r e s i 6 n , l o c a l  d e  f - � 

"" P R O P O S re¡p N . S i  f : M  -T N e s  e e n t r e  n -v a r l A R �� n R .  

(x � U )  e s ún r::. c a r t á  G n  p e  f'i F.: ( y , V )  una c ar t a  en f (p ) e N 
d e  m o d o  q ue f ( V ) e v .  B n t ort c 6s p�r a  t � : V  -T R n o  n e g a -

t i v a  
i .', 1 . n i . . . , a y  o f ,  1 n f " C r; 1  dy /l. , . .  A d y ) = í!. o .f . 1  d e t ( . , 1 1  d x  A • • , A  d x I 

(; =..: J 



D E M O S T R A C I O N . En efecto  

( 
.. . .  , ( a � ( --� )  ) :: U :L  • l e x p 

.. g ( f ( p ) ) . l d y
l

( f ( p ) )  A . . .  /\ d yn ( f ( p » ) 1  
11 

a . '1'y n o f 
i D :L  n 

'(y TI 

� i :t l " I y  () f :: I!. ( f ( TI ) ) • -, d e  1: ( a . •  ) • d e  t ( - , . )1 :: .' - n .  J. ] - J , (x 
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:: g ( f ( p » . l d e t ( -"-----::- 1 . l d x 1 ( p ) A , . ,  ... · éixn e p ) l ( x·l , • . • , y. ., ) 
:. / / 

C O R O L A R I O .  S i  ( X ; (JI ) ,  ( y � V )  s o n  s i -s t e !1'la s d e  coorden i'i 

d a s  en r'l y 

1 . n g dy A . . .  A d y 

entonces  ' 

D E t,\<1S T R ll. C  I O N . Da  S T "  po n er f :: ident  idad  en la pro -

p o s i c i ón / / /  
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E s t e  h e c h o , q u e  l o s e l e m e n t o s  d e  v o l u m e n  c a mb i e n 

!\ c or r e c t am e n t e ll • h a c e  q ·..1 e p od.3 m o s ·  i n t e g r a r  e l e m e n t o s  d e  

v o l u m e n  e n  c u a l qu i e r  v a r i e d a d , p o r  e � e m p l o  R i  s o n ¿ a  
., . 

s o p o r t e . c omp ac t o . 
, . '  � 

En e f e e  • · s i . � . o s  u n  e l e m e n t o  d e  v o l u � e n  a ao p �� 
t e  c om p a c t o  c o P.t e n i d o  e n  U ,  e n t o n c e s  s e ra 

1 TI ( . = f iJ. x  A . , . A d x · 

y d e f i n im o s  

- , ./. ; ::: ' ·0 0 . f o x f f ·· 1 

t1 . x ( U ), 

f ;> o 

( y , V ) e s  o t r o  s i s t em a  d e  c o o r d e n a d a s  J s a p  

d i ga m o s W = g dy 1 A . .  , A  d/::: .  e n t o n c e s  

J � -1 ) .!. o X ;:: J "  f o x - l o x o y� l 

y (,U ry ) � ( U )  

:: r }. 
y ( u rv ) .  , 

.. f ) J t u (I¡¡ ) 
C a n l o  c u a l  l a  d ef i n f6i�n 

d e  c o o l· d e n a d a s . 

- 1 I - 1 I f a y  • J { J< o y  . ) . 

- 1 f g o y ;:: g oy 
y ( V )  

;:: 

- 1  

(, l e V ;  

-

'. 

P a r a  d ef i n ir l a  i n t e g r a l  p a r a  u n  e l em e n t o  d e  vo l um e n  

a s o p o r t a c o m p a c t o . s e  u t i l i � a  u n a  p a r t i c i 6n d,  la, � n i d a d  

s ub o r d i na d a  a u n  a t l a s  c u al q u i e r a  y s e  r e p i t e  l o q u e h ic i -

mo s p a r a  n - f orma s .  
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S i  M a s  o r ic n t a b l o t  s a b e m o s  q u e  o x i s t e  u n a  n - f o r m a  

co 
e 'f¡ n u n c a  n u la . S i  e E S  u n  e l tHn e n t o  el e  v o l u m G n , J' e s u l  t a  

(,;) ';:: f I r¡ : ) f > o y c l a r am e n t e  f 
"" 

e s  e b 

[ n t o n c c s  W = I fn l  y d a  l o  m i s m o  in t e g r ar u n  c l e m e n -

t o  d e  v o l um e n  q u e  u n a  n - f o r m a . ( s a l v o  e l  s i g n o , n u e � .Aa y  

d o s  i n t e gl"' a l e s  p o s i b l e s  d e  l a  n - f ol' m a ) .  
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C AP I T U LO I V  

G RU P O S  D E  L I E 

1 . D E F I N I C I O N E S  

R o c o � d e m o s  d e l  A l g e b r a  q u e  u n  g � u p o  a b s t r a c to G e s  

un c o n j u n t o  d e · e l em o n t o D
' 

{ a , b  • . . .  } e n t � e  l o s  c u a l e s  e s t a  

d 8 _  i d &  una o p a �a c i 6n . l l�m a d a  p � o d u c t o ,  t a l  qu e a c a d a  

p a �  o � d on a d o  d e  e l e m e n i o s  B , b  e G co�� e s p o n a� e l  e l e m o n -

t o  p r o d u c t o  a .. b e G )  c u m p l i é n d o s e  l o s  s i g u i e n t e s  \l a x i om a s 1! 

d e  gl'\l p O : 

i )  a ( b e ) = ( a b ) e , p � o p i e d e d a s o c i a t i v a  d e l  p� o d u c t o � 

i i ) Ex i s t e un e l em e n t o  o E G .  l l a m a d o  e l e m e n t o  i d e n t i -

d a d , e l e me n t o  u n i d a d , o e l e m e n t o  n e u t � o . t a l qu e  

ea :: a e  = a p a � a  t o d o  a e G ;  

i i 1 ) P a r a  t o d o  e l e m e n t o  a e G e x i s t e  e l  e l e m en t o  i n v e r -

- 1  - :1  - 1  s o  a é G .  t a l  q u e  a a  . :: a a ::  B .  

U n  g r u p o  G s o  d i c e  que o s  u n  g � u p o  d e  L i e s i  E U S  0 1 0 -

� e n to � · {a wb . c t  . . .  } s o n l o s p u n t o s  d e  u n a  var ied a d  d i f e r e n -

C> 
c i ab l e  d e  c l a s e  e � q u e  s e  � e p �B s c n t a  p o �  l a  m i s m a  l e t � a  G 

y �  a d e m a s . l a s  a p l i c a c i o n e s  � G  + G Y G + G d e f i n i d a s  � e s -

p e c t i v a men t a  p o r  ( a , b )  + a h  y a - 1 . _ 01 + a s o n  a p l i c a c 1 0 n e s  e 

en t � e  va � i e d a d o s  d i f e � e n c i a b l c s  ( C ap . 3 ,  nO 5 ) . L a  d i m e n -

s i�n  n d o  l a  v a � i e d a d  d i f e � o n c i a b l a  s e  l l a m a  t amb i i n l a  

d i m e n s i � n  d e l  g r up o . 
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C o n s i d e r e mo s e n  u n  e n t o r n o  d e l p u n t o  a Un s i s t em a  

d e  c':;" o r d e n a d a s  l o c a l e s  ( x l > • • •  , x  ) y l o  m i s m o e n  u n  e n  r , . n -
t o r n o  d e l  p u n t o  h u n a 's . .  c o o r d e n a d � .s .  l 0 c ,a ;L ¡¡: s ' ( y  l '  ; o , "  � y n O  • •  

• 1 

E i  e n  u n  an t o r� � d � l :  p u nt o  e = � b  s e  � i e n� n l a s  cp o r d e n �  

d a s  l o c a l e s ( Z 1 ' "  o , z n ) '  l a  a p l i c a c i 6 n  ( a , 1 )  + e e s t A  

d ad a  p o r  e c u a c i o n 0 s  d e  l a  f o r m a  

z .  = z ·· ( ": 1 , · , · , x n � y i , . .  ; , } ) � .I. - n i :: J. , � " : , ,, n .. 
( 4 . 1 )  

v s í  ( X 1' ,  . ' , . , x  ' ) s o n  c o o 11 d e n a d a s  l o c a l e s  e n  u n  e n t o r n o  - n 
- 1 . '  . - 1  d e  a , l a  a p l i c a c i 6 n  a + a e s t a r á  repr e s e n t a d a p o r  

e c ua c i o n e s  d e  l a  f o r m a  

x �  = x � ( x 1 . "  . •  x ) . i = 1 , 2 ,  . .  : , n o 1 � • . n . ( 4 . 2 ) 

L a s  c o nd i c i o n e s  p a r a  qu e G s e a  u n  g r u p o  d e  L i e  s o n  
o:> 

qu e ( 4 . 1 )  y ( 4 , 2 ) s e an f� n c i o n e 8  e ( d e j � s o b i a n o  n o  n u l o 

00 
e :;; t a s  ú l  t i m'¡;¡�19 � ,  l o  c u a � , s i e n d o  G d e  e l a s  e e , n o  

d e  l a s  c ar t a s  l o c a l e s  c o n s i d e r a d a s . 

d e p e n d o  I • 

T o d o  g r u p o  d e  L i e v a  u � i d o ' a  u n � v a r i e d� d d i f o r e n c i a  

b l e , p e r o  l a  :t'l e e í p r o c a n o  e s  c i e r t a ,  e s  d e c i r , . n o t o d o  v a  

r i e d a d �i fc r E n c i a b l e  p u e d e  s e r v a r i e d ad d e  u n  gr u p o  d e  L i G , 

l í a s  a d e la n t e  v Er r e m o s ,  p o r  e j e.m p l o , q u a  l a  e s f e r a  d o  d o s  

d i m e n s i o n e s  
2 S n o  e s  v a r i e d ad d a  n i n fO n  g r upo de � i c , La s 

p r o p i ..:: d a d o s  t o p o 1 6 g i c a s d a  l a  v a r i e d a d  d i f e r e n c i a h l o  d e  

U n  g r u p � � s e  a s i g n a n  t a m b i � n  a l  m i s mo .  A s i  s e  d i c e  qu e u n  

g r u p o  d lO  L i F)  e s  c o m p a c t o o q.u e e s  c o n mw , s i  t i e n e  e s t a  

p r o p i e d a d  l a  v ar i e d a d d i f er en c i a b l e  c o r r e s p o n d i e n t e .  



C o"n a i Q e� m:; o :s .  e l  p l a n o  ( X 1 . x 2 ) e x c l u i d o  e l  oj e 

0 , .  ,Es  una v a � i e d a d d i f e r a n c i a b l e  d e  d im a n s i 6 n  2 . . ' 

C o r. 3 id �r e m o �  l a s  fu n c i o n e s  

que a l  p a �  d e  p u n t o s  x ( x l �x; ) ,  Y ( Y l ' Y 2 ) h a c e n c o r r e s ]) 0E:. 

¿ er e l  p u ri t o  x y  � z y l an f u n c i on e s  

X '  - l /X l ' ' 1 - . 
- 1 que a l  p e n t o  X h a c e  c or r e s p on d e r  e l  X l = X 

S e  t i e n e  a s í  d e f i n ido u n  gr u p o  d e  L i a  d e  d i Q o � s i 6 n  

2 ,  c uy o  � i �� e n t o  u n id a d  B S  e l  p u n t o  ( 1 , 0 ) . O b s ' r vB o ú  q u a  . .  . ' . 
p o r ha b er e �:6 1u i d c  l o s  p u n t o s  X l  = O ,  l a s  fun c i o n e. �  ( 1¡. . 3 ) � 
( 4 . 4 ) � o n  C�.  S �  t � a t a  d e  u n  grupo da Lia n o  c o nm� � at i �Q � .  

. • .... !j w • : 1 :" 
p u e s  y� = eY iXl ' Y l x 2  ; i 2 ) .  q u e  n o  e s  e l  pun to z = x y . 

2 .  Tn.". S TA. C I ON E S  Ji L"A '  I Z Q U I E R D A  Y A LA D E R E C H A : 

A LG: '{i: S RA " D E ·  L l E  

D e d o  u n  grup o  d e  L i e  G �  p ar a  c ad a  e l e m e n t d  a E G 

qu e d an d e f i n i d a s  d o s  a p l i c a c i on e s  � G  + G i m p o r t a n � e s , 

t r a s l a c ion e s  a l a  i z q u i e r d a  
( 11- • 5 ) 

tr a G l a c ione s a d e r e c h a  R '  Yo- � xq. a " ..... 

:� ' .' 

, .  \ 



O b s  

r e s ul t'a 

" .�. ' . : . 
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, ! . '� 

( 4· , 6 ) 
. . f '. , ' 

o s e a , l a s  d o s  t r a s 1 ac i o n e s l a l a  d e r e c h a  y a la i � q u i e� 

d a , � onm�t a n  en t r e  s i .  

L a s  t � a s l a c i o n e s  a l a  i z q u i e r d a  y o l a d e r e c h a  s e  
- , 

G s t u J i a n d e  m a n a r a  a n � l o g a . V am o s  a � c f G r i r n o s  a �a s  t r a� 

l a c i on e s  a l a  i z q u i e r d a ,  s i gu i e n d o  l a  c o s t um b r e  g6n �ral , 

b i e n  e n t e n d i d o  qu e la s t r a s l a c i o n e s  a l a  d e r e c h a  c o nd u c e n  

a r e s u l t a d o s  c om p l e t a m e n t e  a n & l o g o s . 

L a  � p l i c a c i 5 n  d i f e r en c i a l  d L  , e s t ud i a d a  e n  e l  C ap . 3 ,  a , 
H';; :;" a c t u a e n t r a  l o s  e s p a c i o s  v \l c t o r' i a l e s ,  t a n g e Tl!= B s  , . d e  

G .  S é a  X ti n e a Iil p o d o v B e  t o 1" e s t a n  g e n  t e s d e  G ( o  s e a ., d e . ... , 
'" 

l a  v a r � � � a d  d i f e r en c i a b 1 e  G )  y r e p r � s e n t em o s  , p o r  X e l  v e 8 t o r x '  
v e c t o r  c o rr c s p o n u i e n t l!  d e l  c a m p �  e n  e l  p u n t o  , _ x e G .  E l  

c amp o X 8 8  d i c e  q u e  e s  

v e r i f i c a  

d L  1 ( X  )''"' :: X '  P ';ll".�. t o d o , a e G ", 
1, ,' , a  , x' . ' ?- ;�. 

p u e d e  

D a d o  u n  . V GC t:n r t a n g e n t o A e 
d e d u c i r  d G l  m i s mo 

h = d L ( A . . ) 
. �  " 

x .:;;_ 

e l  'c a m p o  

o n  l a  i d ( m t i cl u d  

d e' v8 c t o r e's 

s i s C! 

e .  s e  

( 4 , 8 )  

q u e  e s  i nv a r i a n t e  a l n  i z qu i a r d � . y ro 
p o r  1 0  t a n t o  e ( v e r  ,. . . , " ; I 

e j o r c i c i o 2 d e  e s t a  9 8 c c i 6 n ) p u e s t o  ql..l c , . . a p l i c a n d o  l a  

pr o p i u da d 1 d e l n O  5 d e l  C a p . 3 ,  s e  t i e n e  

., 
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d L  ( A  ) � d L  o d L  ( A  ) : d e L  o L  ) A R X a x e a x e d L  ( A ) ::  A • a x  e a'X 

R e c i pr o c ame n t e , t o d o  c am p o  d e  v e c t,� e s  i n v a r i a n t e  .. ./ f .e.., '� ,.* \.� 
a l a  i z qu i e r d a  d e t erm i n a  e l  v e c t or X \ d e l  c am p o  c o rr e s ­, e 

p OR d i e n t �  a l  p un t ; un i d a d . E s td n o s  d i c e q u e  l o s  c amp o s  

d e  v e c t o r e s  d e  G i n v a ri a n t e s  a l a  i z q u i e r d a  s e  p u e d e n  

r e p r es e n t a r  p OI" �J_o s  v e c t or e s  d é 'l e 's p a c i o  v e c t o t> i a l  t an -

gen t e  T e n  l �  i d en t id a d  ( o  u n i d ad ) 6 .  S e a n A �  B d o s  e 
v e c t o r e s d e  t e ' " r:fé d i a n t e  ( Lf .  8 ) 1 s e  p u e d en e x t e n d e r  a d o s  

c a m p o s  d e  v e c t o r e s  s ob r e G y p o r  t an t o  s e  p u e d e  �al c u-

l a r  e l  c or c h e t e  l A  � B  ] ,  qu e p a r a  x : e n o s  d a r á  u n  n u e  x x 
v a  v e c t or [ A , B] e T . D e  e s t a  m a n e r a  s e  t i e n e  d e f i n id a  e 
o n  T u n  á l g e br a  d e  L i e , l a  c u a l  s e  l l am a  e l  á l g e br a  d e  e 
1 i c  d o  G y � c  r e pr e s e n t a p ar G ( r e c or d a r  e l  C ap . 3 n O  4 ) .  

O b s � r�e s a qu e s e � a n  l a  pI" d a d  3 d e l  nO 5 d �l C a p . 3 ,  

s e  t i e n e d L  l x ) yf ::;' [ d L X ,  d L  y] Y p o r  t an t o , s i  X , Y  a a a 
s on c am p o s  d e  v ec t � r e� i n vari a � te s- a l a  i z q u i � rd a , t a� 

b i in [ X , Y) e s  un c am p o  d e  v ect� r e s  i n v a r i a n t e s  a l a  i z  

q u í.e;r d a . P or t an t o ;< c on i a s  o p e r a c l. o n e s  u's u'a !'e s d e  ad i 

c i 6n y p r o d u c t o  � o � , � s c a l ar cs ( nam� r o s  r e a l e s ) .  l o s  � 
p o s  d e  v o c t o � e s  i nyap i a n t e s  a l a  i � q u i e r d a  f o r ma n  u n  9� ' 

p a c io v e c t o r i a l  y l a  o p e � a c i6n c or c h e t o  [ x , y1 d� f i n e  e n  

e l  m i s m o  un á l g e b r a . l a  Q u a l  e s  e v i d en t em e n t e  amor 

a la  f',l.n t c¡¡ r y c on s t i t uy e o t ra i n � � � pr e t a6 i 6 n  d e l  
, 

g c b r a  d e  L i e  d o l  iru p o  G .  L a  d im a n a i on d e l  ¡ l go b r a  d e  
�.---� 

L i e  e s  l a  d 

r.lÍ on d 8  G .  

i 5 n  d e  T y p o r  t a n t o i g u a l  a l a  dim e n  e 



" 
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E j emp l o  

C o n s i d e r 0r.1 o s e l  gr up o G d e fin i d o p ar ,  (, 4 . 3 )  y ( ll . 4 )  , ' , 
La s t r a s l a c i o n e s  a l a  i z q u i e r d a  s o n  

I. a ! X 1 B 1 x 1 ,  X l  :: a 1 x 2 , + a 2 " 2 '  .. 

y l a s  t l� a s l a c i on e s  a l a  d e r e c h a  

R _ : x 1 :: B 1 x l , X l  :: a 2 x l + x 2  '.:L 2 ( 4 . 1 0 )  

D � d o u n  v e c t o r A ( A 1 , A 2 ) :: A l ?/ fx 1 + A 2 ? / fx 2 e n  

e ( l , O ) , e l  c ampo d e  v e c � o r c s i n v a r i a n t e s  a l a  i z q u i e r -

d a  G n g e nrl r a d o  p o r  A E S  

r (' ( 4 , 1 1 ) l\. :: , 
l x l  + " 2 x l  x 1 2 

C om pro b a r  c o m o  e j l? l' C  i c  i o  q u e  s e  c u mp l e  ( 4 . 7 ) ,  

D e  l a  m i s m a  m a n e r a , o t r o  v e c t o r  B E T e n g e n d r a r á  e 

e l  c a m p o  B x  :: B 1 X 1 < / <x l + B 2 x 1  2 / e x 2 y p or t a n t o  s e  t i en e  

[ A  , B  1 ::, , {I. il x x '  x x - B ' A .  x x 

A 1 B 2 - H 1 A 2 , P or t a n t o , e l  fi l g e b r a  d e  L i e  d e  G 0 $  e l  G S p �  

c i a v e c t o r i a l  T b  c o n  e l ' c o r c h e t o L A � B l  :: ( A 1 B 2 - B 1 A� ) F / ? x 2 ' 

E 1. 0 5  

1 .  P r o b a r  qua L u s  d i f e o m Q r f i s m o  d e  G s o b r e G a . " 

p a r a  t o d o a E G .  

2 .  P r o b a r  q u e  l o s  c am p o s  i n v a r i a n t e s  a i z qu i e r d a  a�n 
<n e ( s u g e r e n c i a : probar qu a .  s i , X  �s i n v a r i a n t e a i z qu i e r d a 

. . . ' � 

i Y ( x , U )  e s  u n a  c a r t a  l o c a l  a lr a d c d o r  d a  0 ,  e n t o n c e s  X ( x  ) 
", 

e s  e e n  un en t o rn o rl a  e ) . 
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3 .  E t U A C I O N E S  D E  E S T R U C T U R A  D E  HA U RER�CA RTAN  

C o n s i d é r em o s  a h o r a  l a s  a p l i c a c i o n e s " a d j un t a s ;�* d e  . " a 

l a s  t r a s l a c i o n e s  a l a  i z qu i � .  E a s  t r a n �f�r � a n " l o s 

c o v e c t or e s  (.)( a x )  e n  e l  p u n t o a x � e n  c o v e c t or e s  e n  é l  

pu n t o  x . tina 1 - f o r m a  d i f e r e n c i a l  ( o  c a m p o  d e  C o v G c t o r e s )  
, , 

w s e  d i c e  q u e  d s  i n v a � i an t e  a l � " i z �� i e�� a �¿r e l  g r u � o  

G ,  s i  s e  c u� p l e  " 

' , O  : 

L ;t (.)( a x ) :: w( X ) p a r  a t o d o a lE G .  a ( 4 . 1 2 )  

D� aqu i s e  ¿ e d u c e l a  m a n e r a  d s  e n g� n d ra r  un a l - f o rm a  

in va r i a n t e  a l a  i z  a a part i � d �  u b a  1 - f orrn �  e n  e .  E n  

t a  q u e  

:: L �' (.'( e ) - :J,  x ,  " :  
(. 4 . 1 3 )  

"" 
0 S  u n a  1 - 1 0 rma i n v a r i a n t e  a l a  i z q u i e rd a . P a r a  c ompr o b a r -

" . *  .. .. .  t 
l o  b a s t a �p l i c ar l a  p r o p i e d a d  2 d e l  n O  

s u lt and o 
" ", 

:: L * i* W( e )  = a - 1 - 1  x a 
:: L r� (.,)( x )  :: ú.l( X ) , - 1  a 

5 d e l  Cap . 3 ,  r e -, 

P or e j e mp l o , p ar a  D I  gr u p o ( 4 . 3 ) ,  ( 4 . 4 )  e s "  

T ,� • 'V 1 ::: Xi I :..J - 1 ' ''" 1 s egun ( 4 . 1 3 ) . 
a 

t OTila n (l, O  (,;;.1( 16 )  1\ 1  dx i  + A 2 dx 2 b ,e s , �j( a .) ! :: ( A l /a l ) d X� +-
+ ( A:,¡/,a 'l ) d:x 2 o s � a (�l(x ) :: ( A 1 ./ x 1 , ) d x 1 + ( A 2 /x i h b< 2 ' 
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C o n  r e s p e c t o  a l a s  1 - f or m a s  i nv a r ian t e s  a l a  i z -

q u i el� d a , s o n  i m p o r-t an 'u : s  l a s  , s i g u i e n t e s  p r o p i e d a d e s : 

1 .  C o n l a s  o p e r a c i o n e s  o r d i n ar i a s  d a  s uma ,y p po d u c t o  

p o r  u n  e s c a l a r  ( n Q m e r q  r e a l ) , e l l a s  c o n s t it u y e n  u n  E S  

p a c i o  v e c t o r i a l s o b r e  l a s  r e a  1 1) s c u ya d f m e n s  i Ó'D , e s  la 

m i s m a q u e  T * ,  o s e a  n ,  p u e s t 0  qu e h e m o s  v i s t o  q U G  c a d a e 
" f  

c o v o c t or d e  T �  e n g e n d ra u n a  l - f o r m a  i n var i an t e  a I R  i z -

qu i er d a y r e c i p ro c a m ent e .  2 .  D e  l a  p r o p i ed a d  4 d n l  n �  5 

d e l  e n  p í t u l  o 3 ,  ::; e d e d u e '.:1 d ( L re (,) ) ::: r,:tl ( de,)) d e cl o n d t.! r ;; s u l 
a a 

t a  que s i  W o s  i nva r i an t e a l a  i z qu i e r d a , t amb i in s u  d i  

c n c i a l  e x t e r io r  e s  i n v ar i a n t e  a l a  i z q u i e rd a . 

S � an X �  y d o s  c a m p o s  d e  v e c t or G S  s o br e  G í n v a r i a n -

t e s  a l a  i z q u i er d a . S i  W e s  una 1 - f o rma t am b i � n i n v a -

r i an t e  a l a  i z q u i e rd a ,  e l  n Qm a r o  r e a l  w( X )  s a r A  i n v a -

r i an t e  a l a  i z q u i e r d a , l o  q u e  qu i e r e  d e c i r q u e  e s  u n a  

c o n s t a n t e . L o . i e m o  w( Y ) .  � o r  t a b t o � l a  ec u a c i ó n  ( 3 . 4 7 ) 

s e  r e d u c e  a 

( 4 . 1 4 )  

p a r a  t O G a. l - f o rma i n v ar i a n t e  a l a  i z qu i er d a  y' t o d o  par 

X , Y  d �  c a op o s  v e c t or i a l e s  t am b i 6 n  i nva r i ant e s  a l a  i z -

q u ü :r d a .  

E s t a s  e c u a c i o n e s  ( 4 . 1 4 )  s e  l l a m an l a s e 

d �  e d e  H A UR E R - C A RT AN . �--�--����--

------

¡¡¡id 
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P <.l N l  e xpr e s ar l a s  �:n · c o o r d e n a d a s . s o a ' {E i } u n a  b a s e  

d <.; l  e s p a c i o v 8 c t or i a l  ( s ob r e  l o s '  r 6 a l '-.: 8 ) el e l o s " c am p o s  

d o  v E: c t o r e'� ' i n v a r i an t e s  a l a ' i z q� i c rd a y ' s ú p o n g a m o s  q u e  
" :" n : ,  h : 

[ E . ¡  E . 1 ::: I e . .  Eh l J 
h => l  l J ( 4 . 1 5 )  

don d e  C � j s on c o n s t a nt G s � �u c d e p?�d en d e  l a  b a �� { E i } �  

y �ue p or,  l a  a n t i s im e t r i a  d e l  c or p h e t e , c ump l en l a  � o n  

d i c ió n 

S u p o n ga m o s  X \' i , ;::: L x E • •  Y l 
ext end i d a s  G U  1 él n .  T o n dr em o s 

j y E . •  c on l a s ] 

n . . h ( x . yl '" í x l y ] C  . . Eh 
' h ; i , j ::: 1 '  e n 

( 4 . 1 6 )  

s u m a s ' 

( 6 . 1 7 )  

C ori s i d E. r e m o s  ' a h 0 r a  J,. a '  b a s <:J  d u a l  d e  { E . }  d e l  e s p a c i o  l 
v e c t o r i a l  d e  l a 5 : 1 - s i n v ar i an � e s  a l a  i ? qu i e r d a , 

, i s e a  {6; } ( i  :: 1 ,  2 � . • . " n ) . d e  m a n e r a  q u e  s e  c um p l e  
i " i .. ( ) r. . . E j ' :;:: ''; j ' S e g un 4 , 1 4 ) y ( 4 . 1 7 s e  :t i e n e  

¿t¡,?� ( X , y )  

r .• ;i A Y c omo v ¡ ,. 

'1 n 
;::: - "4 I 

i •. j :;:: 1 

1 TI 
- "2 I 

i ,. j = .l 

� e  s é  s u eln e s cr i b i r  

( 4 ,·1 8 ) 

( 4 . 1 9 )  
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y c o n s t i t uy e n  l a s  

k 
c . .  

� J 
( 4 . 2 0 ) 

C a r t an e n  t & rm i n o s  d e  u n a - b� b e  d e  l a s  l - f o r m a s  i n v a -
" '  " i ' � " 

a l a - i z q u i er d a . L a s  l � fo rfu a s  { w  } d G  u n a  b a s a  

d u  l a s  1 - f o r rn a s  i n v a r i a n t e s  a l a  i z q u i er d a , s e  l la m a n  

fo r m a s  h d e  M a u r e r - C ar t a n . L a s  C • •  � J 
s e  l l a man l a s  c on s -

t a n t a s  d m  e s t r u c t u r a  r e s p e c t o  d e  l a  b a s e  { E . }  o s u  � 
d u a l {0! } . A d e m S s  d e  l � s  c o n d i c i o n a s  d e  a n t i s irn e t r l a  

( 4 . 1 5 )  e s c r i b i e n d o e n  ( 4 . 2 0 )  q u a  d ( d �} )  = 0 ,  s e  t i e n e  

q tI (: 1 a s ,c o n s t an t c s ti e e s t r u e t u  r a s a  t i  s f a e e TI 1 a s r 1" 1 él � 
c i o n e s  

TI S h s h s h � ( e . .  e 1 + c .  1 e . + C k • e . ) ::: O .  
5 = 1 1 ]  s <: ] ( S 1 1 s J  ( 4 .  n )  

V o l v a m o s  a l  gru p o G d e f i n i d a p o r  ( t� . 3 )  y ( 4 . 4 ) ,  

S e gan ( 4 . 1 1 ) u n a  b a s ú  p a r a  l o s ' c a � p o s d e  v e c i or a s  i n -

v ar i a n t e s  ¡'a í z q u i e r d a  j' '" p u e d e  s er a 
" (' E 1 
í 'c ::: x l 

::: x i i, ,� 1 
, .. "j ,- 2 

d e  m a n er a  que l a s  e c u ac i o n e s  ( 4 . 1 5 )  T e s u l t a n  D er 

( 4 . 2 3 )  

o s e s , l a s  c o n s t ft n t e s  d e  e s t r u c t ur a  s o n  t oda s n u l a s  
,., 2 2 e x c e pt o  w 1 2 = C 2 1 = 1 . L a  b a s e  d u a l  d e  la ( 4 . 2 2 )  e s  l a  

f o r ma d a  p o r  l a s  l - f o r m a s  
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, r 

c o m o  r e s u l t a  d e  l a  c o n d i c i ó n  ú.i ( E . )  = o. � ,  ] ] 

( 4 . 2 1+ )  

L a s  1 - form a s ( 4 . 2 4 )  c o n s t i t u y e n  un s i s t e m a  d e  for  

� a s  d e  M a u r e r - C a r t a n  d e  G y l a s  e c u a c i o n e s  d e  e s t r u c t u -, 

r a  �'e M a u r e r - C ar t a,n r e s u l t a n s er , d e r i v a n d o  e xt o r i O P1 ' l': n 

t e , 

= O , - ,,} A 

T c n i 8 n d o  en c u a n t a  ( 4 . 2 0 )  r e s u l t a n  l a s  m i s m a s  c o n s ' 

t a n t a s  d e  e s tr u c t ur a d e  a n t e s . 

4 ,  F O R M A S  D I F t R EN C I A L E S  V E C T O R I A L E S . N U E V A  F O R M A  D E  

L A S  E C U A C I O N E S  D E  E S T R U C T U R A . " . . ;. 'j 
Su p o p g é;lTn ? S  u n i2 v ar i e Cj. a d, 4�, fo r � n c i ab l e '  c u a l q u i e r a  

Y s e an T I r *  l ó s  e sp a ci o s  � � c t o� i a l e s  t a n g e n t e  y s u  p F " 
d u a l  e s ,  u n  , p u n t o  p .  L o s  � l B m e n t o s  d e l p r o d � ct o ' t e n � o �  

. m * _ �. , _ .  r i� l  T p 
® I p s �  l l � m�v  1 - � o f�� s " y e c t � � 1 N l e s  o l- f o � m a s 

c o n  va l o r e s  e n  T . S i  X Q W e s  u n a  d e  e s t a s  f o r m a s ,  p 
a p l i c a d a ' a u n  v e c t or Y € T r e ::¡ u l  t a  e l  n U 8 V O  v e c t o r' p 
X 0 ú)( Y )  == � .. )( Y ) X .  R e c u é r d e s e " q u e  ú:{y- ) e s un Tirim f,ú' o _ 

r e a l . 

s :i. s e e o n s i d e r a E.' .l E': S p a  c i o v e <.: L u J,' i ? l '  ri � i ;::¡ ¡.:; 2 - f ú r 

m a s e n  p ,  o s e a . T *  A T �  P , 'P � 
s e  l l am a n  2 - f o r m a s  c o n  v a l o r e s 

1, 

' C  

e n T a l o  B (';, J. e lfI (J n t o  s c;l E' l P p o i  1) c t o t e n s o r i a 1 ( T '': A T "� )  ® '1' • 
P P P P 

S i  ,,} 2 ) � X e s  u n o  n o  e s t o s  e l em e n t o s , l a  a p l i c a c i ó n  a 

u n  par d o  v o c t o r e s  ( 2 ) ( Y , Z ) d a  fJ l v e c t o r (¡) ( Y , Z )X .  P ar a  
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l a s  1 - f o r m a s  v e c t o r i a l e s  � = X � a ,  � = y 0 � ,  s e  

d 8 f i  n,e 

1. ':' , ']1] = fl X .  ''l ] .o. ( " !1. ) '  ' d 'J - X ... d 1 .  , W  1J. 1l. f.J , Ij. - v.; a ( 4 . 2 6 )  

E s·t a s d e  f i n i e i o 11 l) s S Q n ú t i 1 e s p a 1.'.:1 ex p l' Él s a r d e 
m a n e r ¿  i n t r í n s e c a  l a s  e c u a c i o n e s  d E  M a u r a r - C art a n . 

. . i S e a n  {E . } , {I)) } d o s  b a s e s  d u a l e s d e  l o s  e s p a c  s V (? c  1 
t ap i a l e s  d e  l o s  . c am p o s d a  v e c t o r e s  j d e  l a s  l - f or m a s  

i n v a r i a n t e s  a l a  i z q u i e r d a . P o n g a m o s  
n 

(,) = I 
i = 1  

( 4 . 2 7 )  

d o  ma nera qu e e s  c...1( X ) = ¿ '.: J. : ;i ( X ) o s e a , 

� a p l i c a  l o s  c a mp o s  v e c t or i a l e s  X 0n s i  m i s m o s . U t i l i z a n  

d o  ( 4 . 2 6 ) ,  ( 4 . 2 0 )  y ( 4 . 1 5 )  r e s u l t a  
n i 1 \' i h k dw :: l E i ;¡:¡ dr,) = - 2" L C h k E i ( rJ) A (¡.' ) = 

i = l i , h , k  

1 L [ E h ' E ] � ( wh A ,J< ) = -
2" 

h . k = l  
k 

= - 1 l f,tJ, (,)] 
2 

D e  e s t a m a n G r a  l a s ' e c u a c i o n e s  d e  e s ·t r u c t u l' a  d e  

M a u r e r - C a r t n n  p u e d e n c o n d e n s a r s e  e n  l� e d u a c i 6 �  

. .  . , 
4 -t.. • 

( 1+ , 28 )  

d ú ; :: - í [ w, (u] , ( 1+ • 2 9 ) 
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t ema d e  f o rm a s  dB H a u r e r - CBr t a n ( b a s e  d o  l a s  1 !' 

� 

• :. ' . t , ' . ,  ,o • • 
var i a n t e s  a l a  i z qu i er d a ) , e l  p r o d u c t o  e x t e r i or 

orm a s  

. ( 4 . 3 0 )  

e s  u na n - f o r m a  d i f e r e n c i a l  i n v a r i � pt e a lB i z q u i e� d � .  S e  

l l am a  e l  �\ e l em e n t o  d e  vo.;L ur,l c n 1! d e  G i n v ar i a n t e  él l a  L� ,-" 

qu i er ¿ a .  

A n a l o g am � n t e .  s i ' {wi } e s  un s i s t em a  d e  l - f or m a �  

i n d e p en d i e n t e s  i n v ar i an t e s  a l a  d er e c h a , e l  pr o d u c t o  

e x t er i o r  

d ' G ::;; 
R 

A A . • •  A t,n  ( 4 . 3 1 )  

e s  e l  e l em o n t o  d �  v o l u m e n  d e  G i n va r i a n t e a l a  d er e ch a . , . 
L o �  g�Jp o s  �ar a io �  �u� l e s  e s  d L& ::;; : d �G s e  l l a m a n  

u n im o d u l ar B s . 

E j e mp l o  

Par' a  e l  o ( 4 , 3 ) , ( 4 . 4 )  l a s  t r a s l a c i on e s  a l a  

d e p a c h a  x + x b  s e  e s c r i b e n 

( 4 . 3 2 )  

y un a e pa.r a  s l - fo.:¡;>rna s .  i n v ar i a n t e s  a ,1 <;1 d e r t':! c lTa " e s 

1;)1 ::;; d x 1 / xl , 
(;12 ::;; - ( x � (x l ) d x 1 :: + dX 2 ( LI . 3 3 )  

Por t a n t o  e s  

d ;": l 
A d }( 2 d X I /\. d x "  

rl (' :- " .e :  ¿ " L ' 2 
-

X l �{ X l 



'0 s e a , e l  gru p o  d e f i n i d o  p o r  ( 4 . 3 ) , ( 4 . 4 )  n o  

d u l ar . ,- ' t'.¡ 
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" r'  I e s  u n i ni o -

,', 

P �r B  ver l o  qu e s igb i f i c a  1u c d L G e s ( iDv� r i a� te � 
�. i1- i z q u i er d a , s u p o n g a m o.::; p or ,  o j  amp l o  e l ", r e c tá n g u l o  c u -

y 0 8  'l úp t i c e s  s on ,1' ( 2 , 0 ) ,  9 0 � (í ) , R ( 3 , .2.) , S ( 2 , 2 ) . Su p o -
. . . . . 

n i dnd o a = ( 1 , � ) , p o r  l a  t r e s l a c i 6 n  L e s ta r e c t A n gu i o  a , 

p a s 8  a l  d e  v (=rt i c e s  F ' ( l� � 3 ) " Q ' ( 6 , 3 ) , R ! ( 6 , 7 ) ,  S i ( 4 , 7 ) .  

E s  i tlTI) 0 d i i'¡ t G  c ompr ob a r  q U 8  p a.x; a. "am b o s  r e c t angu'l o s  l a  

i n t Eg� a l  s ob� G a l l o s  d Q  d LG v a l e  1 0  m i s m o , � n  e s t �  'c a s o  

1 / 3 . 
" .  

S .  G RU P O S  D E  OAT�I CES� 

L o s  gr u � ó s  d e  L i � ' m á i  m an e j a b l �s y l o s  má s i m p o r -

t ant G �  e n  .G e o m c t r 5:a s on l o s  gl� up o s  d e:  · m a t r i c e s . S o n  

a qu.'7�l o s  . c"uy o s  e l e m e n t o s  " S O l1 m at r i c e s c u a d r ad a s  d e  u n  

, , . � . 
o r d e n  d a d ó:, · : i nver s i b l e s: , e on l.a o p er a c i ó n pr,o d u c t o  d e l  

, . . .\ . g r u p o  cio i b c i d ent02 c on (:) 1 '  pl'o d u c t o  o r d in ar i o  d e  matr i .,. 

ce s .  V a m o s  a c on s ide r ar � 1 � u n 0 8  e j e m p l o � . l im i t � n d ono,s 

s i C mpl� E:  a ' m a t r ic e s  c o n  el e m
'
e n t o s  r, e a i e s , 

l , 'E l gru p o  l in é a i  g e n e r a l  GL ( n ) .  É s t a ' fortn a G o  p or 

t o d a s l a s  m a t r i c e s  nx n i n v er s ib l e s , o � e a , d e  d e t e rm i -

nant e n o  n u l o . S i  a = ( a  . .  ) 
. . .. � J 

e a  u n a  rl e  e 9t s� ma t r i c e s , 

s e  p u e d e  r G p� e s en t ar p or ti n  p u n t o  d e  

= a ,' ·. ·  .. o ', .  , x  2 = � J n -
L a  var i e d a d  d e l  g r up o , qU8 

('\ (j fJ J.' -
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� e p P 8 s o n t a� Gm o s  i g u a lm e n t e  p o r  G L ( n ) .  e s  e l  e s p a c i o  n u m A  

r i� o  Rn a 
e xc e u a n d o  l a , h i p �� s u p e r f i c i e  d e t  a ::: O ,  q u e  

e s  d e  l a  f o rm a  f ( x 1 , x 2 , . . .  , X  ) ::: O s i e n d o  f un p o l i n om i o  
n

2 

d e  g� a d o n .  T o m a h � o  l a  i d e n t i d a d  c o m o  e l  h om eom o r f i s mo d e  

l a s  c a r� a s  l o c a l � s .  r e s u l t a  u n a  v a r i e d ad d i f e r en c i a b l e  d e  

d im e n s i 6n ' n
2 y c om o  l a s  f u n c i o n e s  ( � . 1 } y ( 4 . 2 )  s on p o l i -

n om i o s  o c o c i erit e s  d e  p o l i n o m i o s  d e d e n o m i n a d op n o  nu l o , 
r e s u l � �  q u e  G L ( n ) e s  u n  g�u p o  d o  L i e  d e  d im e n s i 6n n

2
, P a  

r a  h a l l ar e l  ' l g e br a  d e  L i e  d e  G L ( n )  d e b e m o s  h a l l a r l o s  

v e c t or e s  t a n g en t é s  e n  l a  i d G n t i d a d 0 ( ma t r i z  u n i d a d ) ,  F a  

r e  e l l o  c o n s i d er e m o s u n a  C U 1� v a  a . .  ::: a . .  ( t ) q u e p a s e  p or � J .1. J 
e l  o r i g e n ; p o d e m o s  s u p o n e r ,  q U E:  o l o r  e n  c or r e s p o n d e a 

t i  . ' 
t = O Y p or t a n t o  a . .  ( O )  = B • • •  E l  v e c t or t a n g e n t e e n  ' e l J l J 
t e n d r S  p or c om p on dn t e s l a s  d e r i v a d a s  a � . ( O ) .  C o m o  � s t a s  l J 
d e r i v a d a s p u e d e n  t o m a r  v a l or e s  c u a l e s qu i e r a  ( t o m a n d o  l a  

c u r v a  c o n v e n i e n t em ú n t e ) �  r e s u l t a  q u e  l a G  v e c t o r e s  � Q  T r: 
s o n t o d a s l a s  matr i c e s  nx n ( s � a n  o n o  r ó g u l ar a s ) .  S i  

a = ( a  . .  ) e s  u n a  d e  e s t a s  m a tr i c e s , e l  c am p o  d e  v e c t o ­� J  
r e G  t a n g e n t e s  i n V a r i an t e s  a l a  i z q u i er d a eng e n dr a d o ' 

a ::; x 
n (' I X i j B j h, i � j , h = l 

d o n ti Gi h e m o s  i n d i c a d o a l a s  v a r i a b l e s  x1 , x 2 ? " " ' x 2 , ' n 
L d Ü  t. / ,  ro n  

,'. 

( 4 . 3 4 )  

i i �.) 1 1  (,:! 



( a  b - b  a ) ;, x x x 
x , , 'a ' h b h l J J . s 

r:i'1' • •  ( ,. b - b a ) 'lI\, l J ] "  
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...,..-.-ex. • . '_ s 

( 4 . 3 5 )  

d o n d e l a s  s um a s . s �  e x t i en d e n . d e 1 a n r e s p e c t o  t o d o s l o s  

p a r e s  d e  i n 4 i c � G  r e p�t � do s . P a r a  x :: e ,  e s t e  r e s u l t a d o  

5 6  p U e d e e s c r i b i r 

. [ a , b } :: a b  - h a . ( 4 . 3 6 )  

E s  d e c ir , e l  á l g e br a  d e  L ,i e  d e  G L ( n ) e 's e l  á l g e b�� a 

d e  t od a s  l a s m a t r i c e s  nx n c o n  e l €;m e n t o s  r e a l e s  y l a  o l? c r �  

c i 6 n  c or �b e t e  ( 4 . 3 6 ) . 

L a s  1 - f orin a s i n va r i a n t é s  a l a  i z qu i e r d a  s o n l o s "  e l e  

m e n t a s d e  l a  m a t r i z  

., - 1 " 
;,< :; X d x  9 x ¡; G L ( n )  

" 

e f e c t o , s e  t i e n.e [ ' ( a x ) 
- 1  

( ax )  d ( a x ) 

( 4 . 3 7 ) 

:: ¡x - 1 
d x  :: . 

- '" 
:: ii � x )  l o  .qu e p r u e b a  q ti e  S/ e s  i n v a l' n t e  p � r  t r a s  l a c i a n e s  , 
a l a  i z q u i e rd a . L a s  e c uac i o n e s  de e s t r u c t u r a  s e  o b t ien e n  

p o r  d i fe re n c iac i &n e x t  de ( 4 . 4 7 ) ,  r e s u l t a n d o  

o S E': s ) 

d t (
- 1 A = d . x ) n d x  

s i  \j. , . ,  s o n l o s  e l e m e n t o s  d e  f ,  l J  
21 (,t. . .  = l J 

n 
¿ 

k = 1  

A r ( 4 . 3 8 )  

( 4 . 3 9 )  
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L a s  n 2 1 - f orm a s  w . . , e l e m e n t o s  d e  l a  m a t r i z  r� f ar 
1. J 

m a n  u n  s i s t e ma d e  1 - f o rm a s  d e  M a ur e � - C ar t �n , c o rr e s p o n -

d i e n t e s  a l  s i s t e m a  d e  c o or d e n a d a s  m e n c i on a d o , e n  e l  c u a l  

l o s  c l �men t o s  d e  G L ( n )  e s t a n r e p r e s e n t a d o s  p o r  l o s  p u n t o s  

2 : .  
d e l e s p a c i o  n u m & r i c o  d e  n d i m e n s i o n es , c on l a s  c o o rd c n a -

d a s  X ( i - l )n+ j = X
i j " L a s  1 - f o r m a s  i n v a r i a n t e s  a l a  d ar a  

c. h a  s o n l o s  e l em e n t o s  d e  l a  m a t r i z  r - 1  = d x . x  p u o s t o  q ue 

2 .  a c i a l  S L ( n ) .  E s t a · f o rm a d o  ��������----�--�� 
t o d a s l a s  m a tr i c e s  n x n  d e  e l em e n t o s  r e a l e s  c u y o  d e t e r M i n a n  

t e  e s  i g u a l  a l a  un i d a d . L a  v a r i e d a d  d i f a r en c i a b l e  d e  8 L (n ) 

n 2  . 
a s  l a  h i p er s u p er f ic �e d e  R c uy a  e c u a c i 6n e s  

c1 e t  a = f e x 1 , x
2

, . . .  , x  2 ) :0 1 ,  c o n  l a  t o p o l o g í a  i n d u c i d a  p or 
n 

l a  d e l e s p a c i o  a m b i e n t e  y l a  i d e n t i d a d  c om o  . h o m e o mo r f i s m o  

d o  l a s c ar t a s  l oc a l e s . P u e s t o  q u e  l a s  d er i v ad a s  p ar c i a l e s  

¡f / ix  . .  s on l o� d e t er �i n a n t es a d 1 u n t o s  o c o f ac t or e s  d e  l J  

x . .  e n  � l  d e t  a ;  y p o r  t a n t o  n o  p u e d e n  s er t o d o s  n u l os , l a  l J  

m a tr i z  j a c ob i ati 8 ( 2f / ?� . .  ) ( e n e s t e  c a s o  d e  u n a  s o l a  f i l a ) 
1. J 

t i e n e  r a n g o  1 y e l  T e o r em a  2 . �  n o s  d i c 8  q u e  S L ( n ) e s  u n a  

v a l' i.e.d a d  d i f e r en c i a b l e  d e  d i m e: rÍ s i ón n 2 _ 1 . L a s  
·
f u n c :i"s.:>n e s  

( 4 . 1 ) ,  ( 4 . 2 ) s o n  p o l i n o m io s . P o r  t a n t o  8 L ( n )  e s  u n  gru p o  

d L '  d d '  , ."  2 1 e l e  e l m e n S l o n  n - , 
. " 

P ar a  e n c o nt�e.r e l. á l g e b r a  d E:  L i e , o b s e r v e mo's q u e  un 

v e c t or t a n g ant � en l a  i d e n t i d a d  e ,  D ti t A  d 0 t � �m i n a d o  p or 

l a s  d er i va d a s  a � . ( t )  p a r a  t = O d e  un a c ur v.a a . .  ( t ) q u e  1 J  1. J  

-
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p a r a  t = O p a s o  p o r  e .  S i  t = O ó or r e s p o n d e  a l a  i d ent i -

d a d , d eb e  s o r a . .  ( t ) = t- . .  + i'l ! . ( O ) t  + . .  , ,,. p' o r  tá n t o  1 J  " 1 ] .1 ] ' ,  J 

, d e t a = d e t ( ó . .  + a t , � O ) t + . .  . ) = 1 + '1 a � l' t + • . " . 1 J ' 1 ]  L .... 

y s i  e s t e  d e t e rm i n a n t e  d e b e v a l a r  l a  h n i da d , r e s u l t �  

� a � . = O .  C o m o  a p a r t e d e  e s t� c Q ndi cj�n ; l a s . d � r i �a d a 5  1 1  
n l j ( o )  p b e d e n  s e r  c u a l e s qu i er R , r e s u l t a  p o r  r a z o n e s  d e  

d iIil G n [; i ó n : e l  á l  "d)l" B  d e  L i e  de S U n )  "" s t a  Formad a 

por l a s  m a tr ic e s  nx n d e  t r a z a  nu l a . L a  a p a r e c i 6 n  c a r c b a t e ,  

c o mo pa r a  t odo g r u po d,{) ma tric 8 S , e s  [ a , b } = a b  - b a  ( V e r  

e j er c ic i o 5 d e  e s t a  s a c e  o ) .  

L a s  1 - form a s  i nv a r ia n t e s  a l a  i z q u i e r d a , i g u a l qu e 
.... 1 1 t ' 1 

. 
r: ,  , - l d l a.n l. B S , s on 0 8  e .  e m e D  o s  (� e a ma t r 1 z  ü r.  '=. X: }� , y  a s  

� c u a c i o n c s  d e  G s t ruc t u r i  ion l as , m i s m a ¿  ( 4 . 3B )  o ( � . 3 9 )  

( V C "(l  e j er c ic id 5 d ú · e s t'a s e c c i ón ) . 'Ob s e'r v e m o s u n i c am en t e  

q u e  l o s  e l c:. r.i e n -:: o s  d e  l a. ma t r i'z i'n v e r s a- s o n ;' en g e n er a l  

- 1  x .. * :: 1 J  
- 1  x. • � ::; J. J 

( a d j  >�
j í ) / d l2 t  x- y p o r  t a nt o �  's'i d x ::: 1 ,  r e s u l 'l: a 

adj xj i '  F or t a n 't o > 'ap l i c a nd o ' l a  r e g l a  d e d 8 r iv a -

d ( d ü t  x )  = L ( a  d j' x .  . ) d x ¡ .  ::: r le -:- � d x . .  ::: t r a z a ::;; 1 J l J J J. � J 
o s c: a � l a s  l - forrn a s, .. d e  Haul' e r - C a l' t a n  úl • •  d a  8 1, ( n )  c um p l e, n  

1 ] 

l a  c on d i c i ó n  

( 4 . 4 1 )  
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t t:: s ,  

. 2 1 n - • 

. ,. 

P o r  c o n s i g u i e n t e  h ay s ó l o  n 2 _ 1 l - f o rm a s  i n d e p e n d i e n -

c om o  d eb l2!  s e r , pu e s t o  q u e  l a  d i m e n s i ón d e " S e( n )  e s  

3 . · E l ·  n a 1  O ( n ) . E s  ',e l gr':1 p o  d e .  l a s  m a �  --���------��---

t r i c e s  l1x n t a, l e ,!3 q u e, . 

( 4 . 4 2 )  

s i e n d o O t l a  ,ma tr i z  t ra n s p u�s't a  y e l a  m at r  l Z  u n l d a d . L a  

v a r i e d a d  d e l  gru p o  e s  'l a in t e r s e  c e  ión e n  Rn 2 d e l a  s h i p e� 

s u p er f i c i o s  d e f i n i d a s  p or l a s  e c u a c i o n e s  
n ,: 
I x ' hx ' h  = O • •  h = l  � J . � J 

( l¡ . 4 3 )  

d ed u c i d a s' ,d e ,  ( 4  •. 4 :2 ) ., l l a m a � do x i h a l o s  e l em e n t o s  d e  O .  

S e gú n  í3:1. t e op.e m a  2 . ,1 8 s o  .'): r a t a: d e  u n a .  v ar i e d a d  d i f e r e.n c ;i a  

s e c c i ó n ) . V am o,s ,  a ,  c.a l c u 1 a:� e l  á l g e hr a  .. d e  L ie d e '  O ( n )  . . .  S'i. . .  

O ( t ) e s. up a .  c ur v a  c on t e n.i d a  en la v.a r i e d a d  d e l  g r up o , t a l : 

qu e 0 ( 0 )  = (;, � s er á  O ( t ) ot ( t )  = " e ' .y d er iy a n d o  r es p ec t o  d e  
f t , t . _ t r e s u l t a  O, .. ?;, + O . 0 . .,:- O. , 'l u e  p ap a  t ::: O s ,e r e d u c e  a 

O '  ( O )  + O..' t ( O )  ::: e ( 4 . 4 4 )  
. . ', " ... 

C a d a  m a t r i z  0 1  ( O )  e s  u n  v e c t or d e  T e '  e s  d e c. i r  ,,- p or 

r a z o n e s  d e  d i m e n s i ón , l o s  v e c t or es d e  T s on l a s  m a t r i c e s  e .-. 
q u e  c ump l e n ( 4 . 4 4 ) .  En o h' a s  p a l a br a s : e l  á l Ke b r a  d e  L í e  

d e  O ( n )  e s. t á  t��ma c! a  p o r  l a s, m a t r i c G s  nx l1 a n t i s i,m ó t r i c a s . 
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t, o op cr<:;¡ c i ó n  c C>'t'c hct e (': 8  l a  d í:'; s i e mp r e .  ( 2 , b ) :::;. ah - h a . 

Ob s fir v a s� ,  c omo d eb e  s er , qu e a , b  s on a n t i s jmét r i c� � , 

a b - b e  E; S  a n t i s  t l" i ca . 

La s 1 - forma s i nvar i�nt e s  a l a  izqu i erda s o n  l a s  

" - - 1  1 - form a s  indopcna i en t 0 s  d e  l a  ma tr i z  ,� L = x d x .  
_t t t - 1 s .:.. r 'r a q u e ¿; s ,:, l. == d x . ( x ) " = 

S e  o h -o 

qu e n o s  d ic t  q u e n e s  u n a  matr i z  a n t i s im�tr i c a ,  o s e a , 

1 a. s (;) , . e u m p 1 c n 1 a s e o:n ¿ i e i <1 n El s � J  
. (, ' . . + ú..l . ,  = O 1. J  J 1.  

S o  t i e n e n  a s i  n ( n - � ) / 2 1 - f o r m a s  i n d c p end i e nt e s l n G -

m ero  i g u a l  a l a  dim e n s i6n d e  O ( n ) ,  c o m o  d e b a  s er .  

La  fo�ma exp l i c i t a  � e  e ita s l -f�r�a � · i nvar i�n i e s  a 

la i z qu fe ti (1 a rma s  d e  Ma�� � r - Ca r t a n d e  O ( n »  e s  
n- n 

w . .  = I x l  ".d x h ]· = J. J  h = l .  n 
I x , ¡, d x ' h 

1 .  � ¡ J 
- 1  - 1  t c om o  s o  d e d u c a  d e  n :::: K d� . y d e  � - � . x , p o r  s er 

x e O ( n ) .  

D e  l a  c ond i c i6p ( 4 . 4 2 )  s e  d e d u c e  ( d e t 0 )
2 :::: 1 ,  

d e t  O � + 1 . L a s mat r ic e s  o r � o g o n a l e s  t ale s q u e  d e t  J = + 1  

forman  el. 

m a. d i ln e n z i ól1 y l a s  m i s rr.a s formas  d e  ! l a ur e r -Ca.rta n  que  O ( n ) .� 

p e r o  e s  9 6 1 0  u n a  e d e  O ( n ) . E l  g r u p o  O ( n ) . n q .  e s  c o n e x o , 

p u e s t o  qu� tia s e  �u�d e �as ar d e  u n  p unto  con . d et  O = + 1  a 
o tr o  c o n ü ¡:; t  O = - 1 , s i n p a s a r  por det . · Q ::: O ,. ,q U.8 n o  p e l:'t..�. 

n e c a  a l  g r u p o , [ 1  g r u p o  � s p c c i al SQ( �)  o s  l a  p a rt o t o n exa 
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d e  O ( n )  que c on t i e n e  lt  i d e n t i d a d �  

p �o p i e d a d e s  t o p o l 6 g i c a s  d �  l a s '  v ar i e d a d e s  d e  

l o s  gru p o s O ( n )  y S O ( n )  n o  s on inme d i a t a s . P a r a  e l  ir� 

po S O ( 3 ) ,  qu e r e p r e s e n t a  l a s  r o t a c� o n e s  de E� a l r e d ed o r  

d e l  a l'  e n  O ,  o b s e r v em o s  ' qU E:.. c a d a  u n a  d e  e s't a s  r o t a c i o ­

n e s  S �  p u e d e:  r e p�é B e n t a r p o� u� vé b t o r d e ' or i g e n  O c uy �  

d ir e c c i ó n 's e a, la ,d e l  e j e d e' ro't a c i ó n" y c u y o  m'od u l o  s ea 

l,a amp l :i t u d  d e  l a  r o t a c i ón , c ,on O � ¡p 5:. 7{ .  P a r a ;  -7{ 5:. tp <: O ,  

t o m a r e m o s  e l  ve..' c t or e n  el ,  s e n t i d o  opu � s t o . D e  e s t a  m a n e r a  

8 0 ( 3 )  qu e d a 7 epre s en t a d o  p or l o s  p u n t o s  i n t er i o r e s  d e  l a  

b o l a  Bg  d e  E 3  d e  r a d i o  r¡ .  c o n l o s  p u n t o s  d e  l a  s u p e r f i c i e  

d i a m 0 t r a lm e n t e o p u e s t o s  i d e n t i f i c ad o s J y a  q u a  l a s  r o t a -, , 
c i o n e s  a lr ed e d o r  d e l  m i s m o  e j e d e  a m p l i t � d e s  +Q o -Q 0 0 -

i n c i d e n . E l  o r igen  O c o r r e s p on d e a l a  i d e nt i d a d , S e g d n  

l o  ¿( i c h o I:l n e 1 e a p 1 t u l  o 2 " ,  n c,. 6 � ; S O ( 3 )  e q u i v a l  e ,  por t a  E!.. 
t o , $ l  e s p a c i o  p r o�e c t i v o  p 3, Po!' c o n s i g u'i en t e  e s  't ambi 

3 e q u i v a l e n t e  a S c on l o s  p u n t o s  d ia m e t r a lm� n t e  oPU Q s t o s  

iden t i f i c a do s ( C a p lt u l �  � , ; n Q  6 ) ' y ' e ri t o n c e� l a s  s em i c ir -

c u n f E.l r en c i a,s máxima,s s o n  c ur'v¡:¡ s " c' e'vr a d, a s' q u e  n o  p u c d d'n 

r e du c i r s e  a m i  pun t ó  'p or 9,¡;¡:f ó':iIJ;¡ é{'c' i 6n c o n t in u a  d e ntro d e  
l a  .v ar i e d a d  y �  e n  c a mb i o , s i' s é  c'on s i d er a n  e s t a s  c U l'!,.v a s  

c er r a d � s  r ec or� i d a� d o s  V O C D S . p o r  s e r e n t o n c e s  r e� u c i -

b l e s  a c i r c u n f e r e n c ia's ,  má.x. im<;l s • s on '  r ¡;¡duc i b i 'e G a u n  p'uE!.. 

t a:' p or d, 0 f orm a c i ó n' c on t in u a . B s ta pr o p i e d a d  ' s e expr e s a  

en e l  l en g u a j b d e  l a  t o�ci l o g i a a l ge br ¡ i c a ,  d i c i e n d; qu a 
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r 3  o S O C a )  t i e n e a l  c o e f i c i e n t e d o  t o r s i 6 n d e  d i m e n s i 6n l. 

i ¡;: u a l  a 2 .  

1 .  � s t u d i a r  e l  gr u p o  0 Q  d e  l a s  m a t r i c e s  nx n t a l e s  } . 
t 

que D Q Q O Q  = Q ,  s i e n d o  Q u n a  matr i z  i n v e r t i b l e  ��n s im � -

t r i e a  d a d a . E l  c a s o  O ( n )  c o r r e s p o n d e  a l  c a s e  Q = e .  P r o  

L a r  q u e  e l  A l g c b� a  de l i � d a  0Q e s t �  f or m a d a  � o r  l a 3  � A  

t r i c a s  ,� t a l Q B  q u e  A t Q  + Q A  = O .  

2 .  U n  s u  u p o  G 1  e G s e  d i c e  q u e  a s  u n  s u h gr � p o  

- 1  e '  G i n v ar i a n t e  o n o r m a l  d e  G ,  s i  g .Gt 8 
1 

p a r a  t o d o  

g e G .  P r o b a r  q u e  l s ' c om p o n e n t e c o n e x a  d e  u n  gru po d G  

L í e  G ' qú e c o n t i e n e  l a  i d e n t id a d , . 8 s u n  s u b g r u p o  i n v a -

r i a nt e  d e  G .  D n  p a l� t  i c u l a r . S O  � f¡ ) , e s  u n  s ub g r u'p o i n var i ;l n  

t e  d o  O ( n )  y S L ( n )  u n  s u b g r u p o : i n var i a n t e  d e  G L ( n ) �  

3 .  C o n s i d er e m o s l a s  Ba t r i c e s  r e a le s  g d e  � i p o  
t 

2 nx 2 n  t al e s  q u e  g J g �j � s i e n Q o  . , 

J - [ O el ' e = m a t r i z  u n i d a d  nx n -

- e  O '  

P r o b a r  qU6 f o r m a n  u n  g r u p o  d e  L i e  d e  d i m e n s i 6 n  0 ( 2 n + 1 ) ,  

c uy a  g l g ob r a  d e  L i e  e s t 8  f o r m a d a  p o r  l a s  m a t r i c m s  d G  l a  

f o r m a  

e 
, 

! .  



- 2 0 4 -, ' 

s i e n d o  A . B , C  m a t r i c e s  nx n ,  c o n l a  c on d i c i 6 n  d e  B e r  B y e 

s i m � t r i Q a s . S e  l l am a e l  l � c t .i c o  l i n e a l  Sp C n , R ) . 

LI . a )  S i ' A e" <3JL ( n , R ) . s e a  RA : GL 'C n . R ) .+ G L ( n , R,
) 

d a d a  p o r  R A ('B ) ::i ' B :A ', S i  !./I ' d �;:" G:L ( n ; R )' e n  e l  c on j u n t o  d e  

l a s  " t m a  t r  i e  e s s 'i m é t r  i c a s  E!s t  a ' d a d a p o r  ·!./I C A ) ::: A ,  A ) pl' o b a  r 

que RA o s  d i f e o m o r f i sm o  y q u e  �o RA = �  : . 1 · p a r a  t o d o  A e O ( n ) 

b )  Ap l i c a n d o  l a  r e g l a  d e  l a  c a d e n �� p r o b a r  q u e , 

p a r a  t o d a  A e ' O :( n ) : 
"'iJ¡i-1 

EWi j 
{ " ( fI ) ) ( I ) )  r a n g o  C --.:-:kr ::: r a n g o ( -::-rr ' :::' ex 

d o nd e k.t l a s  f u n c i o n c:: s c o or d e n a d a s  p 2  
¡p

i j ( i  x s o n  e n  R.: y < 

s o n  l a � f u n c i o n a s  c o o r d e n a � a s d e , � ,  , 

t s i " k ::: i '1 j 

� /¡ i j a U, 
s i  k ::: j i i ( " ( A )  -::-rr ::: 

ex 2 a it s i  k ;:; , i ::: j 

o e n  t o d o  o t r o  c a, s o  

d )  Pr o b ar qu e  r a n g o  ( 'N i j 
( I )  ) ::: --:-rr : ( x  

e )  D e d u ci r  q u e  Q ( n )  e� s ub v a r i ad a d  s u m e r g i d a  , d e , 
0 ( 0 - 1  G L ( n , R )  d e  d i m 0 n s i ó n i g u a l  a 

j ) 

' , 

f )  P r o b a r  q u e  S O ( n )  e s  s u bv a r i e da d  a b i e r t a d e  O ( n ) 
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5 .  a )  S e a  Mi u n a  s u b v ar i e d a d  i n m e r s a  d e  H y s m a  
00 

f : P  '111 Ul1a, f u n c i ó n  ,C t a l, q u ú  f ( P ) , 'C,: N i ' P i' ó b a'r q u e  
C':l 

s i  f : !<P + H 1  e s  , c.p'nt inu.a t am b i é n  e s  G • 

b )  S e a  G u n  g 1' U P O d . .c L i c. . S i" JI " e &  un' :s u bgr u p o  

c )  P a r a  H � b  l a s  c o n d i c i o n e s d e  L ) . s e a  i : H  + G 
l a  in a l u s i 6 n . E n t o n c e s  ( d i )  [ X  , Y  c e 
p a l." a  X , Y e H e G . D t2 d uc i r  q u a  \1: 1 c or c h e t e  e n  H e s  ;:,: G • e e 

d ) ,.. . .  { i }  n 
. t d f d ' 1  . � 1  W i = 1  e s  u n  s �s ' urna e o r m a s. · e � au r e r  

, i ·  �': i ', ' i 1 :¡ 1) C a.r t a n  p a l:' a  G }  s e a n  w1 = 1. W • P r O b fl l:'  qu.e [W • • • •  ,(1.1 } 

e s  u n  s i s t  d a  g e n�ra d or o s  p ar a i��  1 - f o r m as � i n va r i a n t� s 

1 n . ' . ' ' .  ' . .  ' , a i z q u i e rd a d í':  I:I y '  qu a !,..)!  '; . ; . , ú:· 1 . ' s a t 1. s fa c e n  ec u a C l. p n e s  

d e  e struc t u r a  �b� i g ¿ a i e s - �o e f i c � ¿n t e s '  q u é  

l a  c onmut at iv idad ' d e '/: : / ci y ' : l á  ,i i s t r ib u t  

r� S p R cta a l  p r d d uc t o  exie r i�r ) 
o 

1 : n '  (,;.,) , • • •  , (1.'1 ( li S 
o', 

i J .. 

4 • Grupo 'd e , l o s  · jll'o v {m :l e n t'o·s " e�' • Auri q u �  e n  e l  0 1 -
, " ,' 
i s o rn e t r l a s  Gil 

• q.U C; c omp r en d e  al gr u p o  d e' :i'o s ' nio v im i , vamo s " a  

e s t u d,i a r  a h ora � a m a n E r a  d e  i n tr o d u c c i ó'n , e l  g T1 U p O  d e  ¡lo s  

m o vi m i cntds e n  e l  p l a n o  E �  . .t. 

Un rn o v  im i e n  t o  e n  e l  p l a n o  0 u c 1  id ian o E 2 e s u n a  8 .. p 1,i 
. .. c a c :l. o n  ( x , y ) -: ;C X r , y  r ) 

.. 1 = C O S  'P x ;;"" 

y '  = S €'D sp X + 

p or e c u a c i o n e s d 8  l a  f,o l' m a  

s c.'n 'P y + ,;1 , 
( 4 . 4 7 )  

c o s  V' y + b 
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P a r a  dar u n  m o v i m i e n t o  h a y  qti e d a r e l  ' � g u l o  � ( r o  

t a c i 6n ) y l b s  n ú m e r o s  r e a l e s  a � b  ( t r a s l a c i ó n ) .  E s  f á c i l  

V El r  q u e " 'l o s  'm'o v im i E m t o s i' f o r m a n  u n  gy,:u p o  d e  t r a s l a c i o n e s  

d e  E 2 e n  s i  m i s m o . i s om o r f o  a l  g r u'p o G d e  l a s  m a t r i c e s  [ c o s� - s e nep a 

E = s :n� c o sl.{) b 

O 1 " 

E s t o  q u i e� ,  d b c i r q u e a l  p r o d u c t o  d e  d o s  m o v i -

m i e nt o s  c or r e s p o n d e  l a  m a t r i z  p r o d u c t o  d e  l o s  m i s m o s ' 

y q U (¡  a l  m o v i m i e n t o i n v e, r s o , c o r r � s po n d e ,l a m a t r i z  i n  

v e r s a  g- 1 . L a  v a r i e d a d d i f e � e n c i a b l e  4 e l g r u p o  G e s t á  

f o r m a d a  p or l a  �r a � j a de a a  l i m it ad &  p o r  l o s  pl a n o s  

x 3 = O ,  ' x 3 = 21T ,  c o n  l o s  p un t o s  ( xl > � 2 � 1) )  y ( x f � X 2 , 21T )  
2 1 i d e n t i f i c a d o s .  S e  t r a t a  d e l  pr o dl!'y"t o R x S q u e  e s  ' u n .- • t .. , ., .. ..  ,,1 _ • '. , . .  ' 

¡¡ c i l in d r o !! d e;; d i m e n s i ó n  3 . E l  á :tg e br a d e  'L íe 'E; S e l  á-'I -

g e b r a  � e  l a s  m a t r i c e s  d e  l a  f o rm a  

. .  O p :r - p O .. 

, O O 

U n  s i E t e m a  d e  f o r m a s  d e  M a ur e r - C a r t a n  e s t á  form a d o  

p or l o s  e l e m e n t o s  d e  l a  m a t r i z  

i 

\ 
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, O - dV C O Slp d a  + s e nv; d 1:  
- 1  cl � d l¡.' = [ = O - s e ntp d a  + C O S I,1 d l: 

O O O 

r. .. } = C O SI,!) c,l a + s ¡:ID'.·· .. (1 1.. •• , , · (. ,2 
= � " ' n "': (" a + C 1 "  d l: - - - � _ L' ,, "'" - '" él ,.' .1 o S i' 1 ,  

y l a s ,  e c u a o i on e s d e  e s t r u c t u r a  r esu lt ati s ér 

t a n  

1 
d (;..,-

.. 

= - c} A I..J} , ' 1  3 3 
= (..1) J\. �I..' , el () :: O 

L a s  c o n 's t a ry.t e s d l::! e s t r u c t,u!' a , G n  e l  s i !'; t e tr' a d e  f o r  

" 
1 ,  1 = - 1 , C 2 3 = - C 3 2 = 1 . 

U n  G i s tBna d e  1 - f ¿r m a s i n v ar i an t e s  a l a  der e c h a  e s t '  

f or ma d o  p o !' i o s  e l em e n t o s  d e  l a  ma t r i z  

".- - 1  � = d g  r = 
- d� 

O 
O 

b d'.p +0 ' 
d a 1 - a  d �? + d b  

o s e a ,  0)1 = h d IP + d a , (.
2 = - a (1\0 + d b ?  ¡:;)3 = d tp e o n 1 a :::; 

ec u a c  i o n  e s  d e  e s t r u c  t ur a. d w1 = ,;,2 1\ .  w� , 
,-3 ' . 

d e, )  = O Y l a s  m i s m a s  c o n s t a n t e s  cl e e s tru c tur a d e  a l� t e s , 

c a mb i ad a s  a �  s ig n o , c o m o  o c ur r e  e n t o d o  g r u p o . 

Lo S e l e m e n t o s  d e  v o l uffi .. " n  i n v a r i é1 n t e s a l a i z qu i e E:, 

d a  y a J. el c1 e r e e h él r e s u J. t a n s e r i t� u él 1 e s ,  a s a b e r 

1 2 
d G = r"J A (0.1 L . 

3 A w = d a A d 1  A d �  = (,) A ¡;:. ,  A � = d ]), G • 
1 2 ' 3 .\ 

o s e a : 1,2_ ,,,-J.---,,g�:!_' U-,,-P_O---.,.d_0_' _l_O_S __ N_O_,,_' 1_' 1l,,-,I_i_e�n_t_- o_. _S_d_é t 2, _8_8_IJ_n_1._· 
'm
i--'; :-c

�
:
-d_1l_1_a_r_ 
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Ej c:ro c i c i o  

E s t u ¿ i a r e l  gru p o  d e  l a s  s e� e j an z a s  e n e l  p l an o  

e u c l i d i an o , d e f i n i d o  p o r  

X l  = p e c o s  � x + � en� y )  + a .  

y '  ::: p e - s e n lp x + c o stp y )  + b 

e l  c u a l  e s  i S Olll Ol� f o a l  g r u p o  d e  l a �  m a t r i c e s  d e  � <;l- .. for.m a , 

r ... 
c o s  \[) -p s e n �t;' 

n g = s e n  1(,' P c o s  <.p P � O 

O O 

... 'L'a va r'i e d �d c o�r e s p on d re n t e
' 

e s' e l  pr o d u c t o  R +x .. R
2

x S 1 

s i e n d o  R
+ l a  s em i r e c t a  r e a l' p

·� s
'it i v a . 

Un s i s t em a  d e  fo rm as  d e  tl aur e r - C a r t a n  e s  

1 2 (.} c o s  1{- s e n  If.J ( ,. ,- .- dP /P .  ·6.1 I ::: dtp , ::: el a + p db , ¡J '. 

wlf s e n  f{J d a  c o s  f.{l ( lb ::: - + 
p p 

d a  man e:roB qu� e l  e l em e n t o  d e ' v o lu m eh invar i a� t é  a l a  i z -

1 · · 2 :3 - 4 - 3 · · " -= (.;:1 A. ú;' A (,) A (.o) ::: . P dp A dlP A d a' A d b . 

E l  e l eTr. e.n to' . d e  ' v o l ú m e')1 in v ar i a n't e  a l a  d
'er 0 c h a  e s  

- 1  d RG ::: p dp  A dtp A '  d a  ' h  d b  d e  m an er a  qu e e l  g r u p o  .. d a  l a's 

s en e j a n z a,s. d e l  p l an o ' n o  e s  u n i mo d u'i a:ro . 

Pro b l ema  ' .  ! 

S e a  A ::: (� . .  ) u n a  �at r i z ' nx n y s ea AV l a  ma t r i z  q u e  -1. J 
r e s u l t a  �o �  fin a  p er m u t a c i 6n a de l o s  n 2 
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H a l l a !'  l a s  p erm u t a c i o n e s  o c o n l a  c o n d i c i ó n  d e  q u e  l a s  '��J, �',;:�i!¡\��1tC:,J ,:[;1 

,:�?,?;-:¡ llJ1¡:r;·.:�.:') a m a t l� i c e s  A ,  q u e  c um p l e n  l a  c o n d ic i ó n 1\ A :: E for',m o n  U.J1 
g r u p o . E l  c a s o  Q :: t :: t p an s p o s i c ión ) c or r e s p o n d e a l  

g r u p o  o r t o g o n a l . E s t e c a s o  n o  e s  e l  ún i c,o ,. , P o r  e j e mp l o � : l  

2 ' él 2 1 ,  a 1 1 ) c a r a c t 0,r i z a  e l  g r u p o  d e  m a tr i c c!'p 

[ : l � a� c o n  a 'f O .  

L a  p e rmut ac i ón ( a 1 1 , a 1 2 , a 2 1 , a 2 2 )  + ( a 2 2 , a 2 1 . u 1 2 , a 1 1 ) 

c a r a c t er i z a  ei g r u p o  d e  m a t � i c � s 8 0 ( 2 ) .  

6 .  S O B R E  L A S  V A R I E fr� D E 3  D E  GR U P O  

; ! ú  t o d a " ;;:.r l ,:; d a d  d i fe'r e n c i ab l e  p u e d e s e r  v a r i e d ad d e  
, , ' 

u n  g r u :c ,o  0. 2  L i e . U n a s  c o n d i c i o n e s  li n e c e s a r i a s l i  p a r a  e l l o  

s on i n m�d i a ta s . E n  e f c dt o , s i  l a ·  di�e n s�6 n  e s  n ,  d a d o s  n 
" ' 

v e c t o r e s  t a n g en t e s  i n d e p e n d i e n t e s  e n  e l  p u n t o  i d e nt i d ad 

s ,  p o r  t r a � l a c ió n  a · �a '  i Z 8 �i e rd a ' ( �  a l� � e r e c h a ) ,  s e  o b -
, , 

t i en en n v ec t o r e s t an g a n  s i n d e p e n d l e n t c s  e n  C a G R  p u n t o  

. , . 
d e  l a  v ar i e d a d , fo�m a n d o  n c amp o s  d e  v � c t ora s t a n g e n t e s  

i n d e p e n d i e n t e s . P o r  t a nt o , ' s e g ú n  l a  d e f in i c i ó n  d e l  n O  3 

de l C a p it u l o  3 ,  s e  � i e n c : 
'" 

""--______ 1_8_S_ , r: s t o  e qu i v a l e a d e c'ir qu e 0 1  f i b r a d o  t a!!,. 

g'e i"lt e T ( G ) ( 3 .  2 7 )  - ü s : � l' Il r o d � e t o Gx T y s e g ú n lo s T � o r e  -� 
. : 

��r-'. 

m';' s , 3 ' , 2 Y 2 . 3 6 s u  t i e n e) :  i a s  v a d. e'd a d (¡ �  d e  s o n  o r i e n -

t a b l a s . D e l  p r i m o r  r e s u l t a d o y � e l e j e m p l o  2 d e l n C  3 s o  



, '. 2 , ' d d ed u c e '  q u e  1 'a e s f e r a  S n o  p u c el e ' s e r  v a r i e d a d  e gr u p o .  

L 8 ' c ir c u n f � r Q n c i a  S 1  e s  l a  v a r i ed a d  d e l  gru p o  d e  ; ' . 

l a s  r ot a c i o n e s  d G l '  p l a n o  e u c l i d i an o  a l r e d e d or d a  un p u n  

t o o S e  p u e � ¿  r e p� e s e D t a r  � o� m  �i g�u p b ' mu i t i p l { c a t i v o  

d e  l o s  c om p l e j' o s '  d e  ' m ód u l o  u n i d a d ,  c OÍl ' l a s  o p sl1' B c i on c s 
- 1  . 

exp ( i x ) . e xp ( i y )  = exp ( i x y ) , ( exp ( i x » ) - ::: e xp ( - i x ) . 

- s
1 

x . y t: , • 

m a s  l o  s i gu i en t e . U n  c \l a t e r n i ón , e s  u n ·. e l e m e n t o d e  ¡ a  . 

a .  n ú m e ro s r 0 a l e s  y J. 
4 . j � k s lm b o l o s  q u e  s at i s f a c e n l a s r e l a c i o n e s : 

i
2 .. � j

2 = k
2 = - 1 , i j . .  =, - J i =: � , j.� ;, :=, :- k) � i ,. k i ::: - �k ::: j .  

E l  c u a t er n i ó n  � oD j ��a d o  d e  Ct e 1? 
. . 

l a  N ( a )  d e  ¡H a ) n or m a  CI. !:f S  ::: a�  " 

a ::: a -
' , ' .  O . .  

2 2 ::: a O + . a 1 

a 1 i  

+ 

-; a 2 j - B:3 k 
2 2 E l  a 2 . 

+ a 3 , 
- 1 i nvE:� s o , d.€) CL e s  ,a ::: Ci/ N ( et ) ; L o s  c ua t e r n i o n e s  d 'e n o r m a  

u n i d a d  s e  r e pp e s en t a n  b iy e c t iv a m e n t e 'p o r  l o s p u n t o s  d é  l a  !. • •  :0 .  , . ; }' • . , �
. . '  , 

2 2 2 2 _ p d e  E Lf • a s a b e "(' , 
,
a O, ,

+ ; a 1 � . . a 2 + ,a 3 , - 1 ,  : or o t r a  . : ', : . 
p a r t e , c o n l a s  r e g l a s  a n t e r i or e� par a e l  p ro d u n t o  �e c u a -: . .. . � . . '" .... .. . . 
t er n i,o r; e s  y o b s,� r v anq o q u �, N ( aJi )  ::: N,Ca ) N (f,) y q U E:, . � l pr� 

d u e t o  d.0 é r n i o ne s , c s an oc i a��v o . r e s u l t é  q u e  ¡o s e u a  

: 
... . '. J " . � • •  ' :.,.... • .' 

':f 

t GrJ\�,�
n e. s  d

i
e, ;,

l) or m a  �
,
I'!.i d a d  f o rm an u n  g r'u p o  m u l  � ip l  i

,
C: a t  i v

.
o : .' 

'.' 3 
P o r  

.
t a.n t o ) � .. E. �  v a r i e ci. a d  d e  g r,u p o. "  p r e c i s �m �,�i; e, l a  , v ar i e  

d a d  d ol gr u p o  mu l t i p l i c a t i v o  d e  l o s  �uat .o, _\. i o n e s  d e  n or m a  

u n i d q d . 
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e s fa -

r a s  qu e s o n  vari e d a d  d a · gr u p o  ( H . Sam el s on , C o �� . . M a t b . 

H e l v e t i c i ,  t 3 � 1 9 4 0 , p .  ' 1 4 4: Q S S ) ·  t � Un . 

. L a  c o tid i c i 6 n  n e c E s a r i a d a  s e r p a r �i e ii z a b l e , no 

·.J·S s u f ic i e n t e  j?':l r a  q u e:: una va r i úd a d  d i f e ren c i a b l c  s e a  

u n �  v a r i o d a d  d s  r ru p o . P o r  e j e mp l o , u n a s  c o n s i d e r a c i o -

n e s  a n a l o g a s  a l a s  an t e r i o l'i'c s , p e r o  e'on l o s  n úÍrte r o s 
'
d el  

C a y l e y  d é  n or m a· u n id a d  ( q u e  S I.? p u e d e n  r e p.l' e s o n t.ar p o r  

p u n t�z d e  S 7 ) e n  v e i  d o  c u a t e r n i o n o s . p r u e b a n  g u e  S 7 e s  

p a ra l e � i � ab:.1 EJ:).� P'.ép 9 n o e s ,V <;l.r.:i ed.a d  d e g m rp.o .,: .. p o r n o  . 

S O r  � s o c i a t i v o  e l  pr o d u c t o  dk n ú m er b s  d e  C a y l e y  ( v a l' . 

p or e j e mp l o , S t cenr o d , 

c c t o n  1 9 5 1 , p .  3 7 Y 1 0 8 ) .  Se p u e d e  d e mo s t r a r  q u e  l a s  

6 n i e a s  e s f e �a s p a r al o l i �a b l B s  s o n S 1 , S 3 y 8 7 , 

S o b r e 'e s,t as c u e s t i o n e s  v e r  F .  T h o m a s . v e c t o r  lí e 

o n  man i fo l d � ,  Bu l l ,  A m or . M a t h . So c o  7 5 ,  1 9 6 9 , p .  6 4 3 -

3 .  E l  n Q m a r o  � e c a mp o s  d e  v e c t o r e s  t a n g en t e s  in d �p e n -

� i�n t e s  que u n a  v a r i e d bd d í f e r e fi c i a b l e  p u e d e  ad m i t i r , e s  

u na c a r a c t e r í s t i c a  t o p o l ó g i c a  i mp o r t a n t e  d e  l a  v a r i e d a d . 

M e n c i o n a r e m o s , s i n  d ü mo s t r a c ión , l o s  s ig u i e n t e s  t e or e m a s : 

2 )  S i  l a s  v ar i e d a d e s  d i f c r " n e i ab l e s  H ,  N !  a d m ij:c n 

r e s p e c t i v a m e nt e  k Y k '  c a m p o s  d e  v o c tore s t a n g � n t e s  i n d e -

p.e n d ie nt e s , e n t o n e.c s l a  v a ri e d ad Hx N I  a d m it e  k + k' d e  

e l l o s ; e n  p a r t i c u l a r , s i  M y M I  s on p ar a l e l i z a b l e s , t am -

11 t·lx H ! e s. p a r a l e l i z ab l e .  
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b )  S i  M I  a d m i t o  u n  c am p o  d e  v e c t o r e s  t a n e s , 

c o n  l o s  v e c t o r e s  d i s t i n t o s  d e  c er o  e n  t o d o  p un t o , D n t o� 

c e s  t a m b i �? Mx M ' a d m i t e , p a r a c u a� qu i e r v ar i e d a d  d i f� r c n ­

c i a o :! e  M , ' un c ,amp o d e ,  v e c t or e s  t an g e n t e s  e n  l a s  m l s 11iH s 

c on d i c i on e s . 

c )  T o d a  v ar i e d a d  d i f e r e n c i a b l e  n o  c om p a c t a  ( s up uc� 

t a ,  c o m o  s i  em,p r e , pa r a c om p a c  t a ) ? d m i  t e un c am p o  j e  v C C 'c o  

r e s  t a n g e n t o s  q u e  n o  s e  a n u l a  e n,. n i n g Un p u n t o  ( H i r s ch �  

O n  d i f f e r o n t i a b l e i fo l d s  i n  B u c l i d e  

A n n . t4 a t h . 7 3 ,  1 9 6 � � p . 5 6 6 - 5 7 1 )  [ 8 1 . 

, .. 

" ; , " -�, 

; I 
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C A P I T U LO, V 

E S PA C I O S  D E  R I E M A N N  Y n :  COn � �I O H  J F I N  

1 .  'r E N S O R E S  

s e� V un k �� s p a c i o  v e c t o r i a l  d e , d i m � n s i 6 n  f i n i t a  n 

y ,  pa r a  r 1 t  e n t e r o s  �p n e g a t i vo s  s e a  

;. x . , . X V "  x V v + R m u ltil i � e B l c s ) 
r t 

( E n t ·  1 ' T 1 ( V ) '  V.¡: �  p a r " J. e u  a l' , O 
::: T� ( V )  ::: V * *  y T� ( V )  ::: R )  

� s te e s p a c i o t i e n e  u n a  e s t r uc t u r a  n a t ur a l  d e  R - e s p� 
c i o v e c t or i a l  c o n  l a  s um a  y e l  p r o d u c t o  p or �n n6mero 

r e a l  d e f i n i d o s  p u n t o  a p u nt o . S i  T € T; ( V )  y S € T� ( V ) �  

se d e f i n e  s u  pr o d u c t o  t e n s o r i a l  T e s e T t +ll�:( V )  c o m o : r H'. 

( 1 r ' = T 1 , . •  , ,'Y , 
V 1 ' "  • .  , V t ) . 

, 1' + 1  .., r +t S e r  " • •  , 1  . V t + 1 ' · · • •  
Vt +m ) 

, , 
V .  e . V .  E s t e  �ro d u c t o t e n s or i a l  e s  e v j � e n ] 

t em e n t e  a s o c i a t i v o  y n o  c Q nm u t a t i v o . 
t V �mos a c alcular l a  d i m e n s i 5n d e  T ( V ) e n c o nt r a n d o r 

un a  b a s e . R e c o r d amos q u e  v € V �  v p u e d e  p e n s ar s e -c o mo 

un e l eme n t o  de V * *  a t r a v & s  d e  

p a r a  'Y € V ": 

y �  s i e mp r �  p a ra e sp a c i o s  v e c t or i a l e s  d e  d i m e n s i 6 n  f in i t a , 
e s a  cbr r O sp o n d G n c i a  V + 

.... ,J 
V "  .r El S  u n  i s o m o r f i s m o . 
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T E O R E !4 A  5 . 1 .  S e a  V u n  R - e s p a c i o  v e c t or i al d e  d im e n  

. .. V V t '  d V '  ,y 1 'y D ] B l OD n ,  s e a  1 � " " 
n 

U n a  .!J a s e  _ e  y ' s e a  , . . • . , . a  

b a s e  d u a l  d e  V * . En t o n c e s  

e s  un a b a s e  d o  

r + t  

( V )  q u e , p or t a n t o , t i e n e  d i m e n s i ó n  

n .: ' 

D E� O S T RA C I O N  V e am o s  pr i m e r o  q u e  Q s e  c on j u n t o  e s  un 

s i s t em a  d e  g o n e r a d o r e s . Para e l l o s e a  T s e an . 

w .  = a � V .  .1 .t J :  
i 

b � y j  ..¡; = J 
e n  d o n d e  h e m o s  u t i l i z a d o  l a  c o nv e n c i an de E ih s t e i n  p a r a  

l a  s um a : S n d i c e s  r ep e t i d o s  s e  s o b r e e n t i e n d e  q u e  v a n  

d o s  d e  1 a n .  

L u e g o  : .  . . , 

= v .  ( �? l ) • • •  V .1 1 

i 

'Y r 

• '.� ¡ • . i i ' 
. T ( ')' 1 , , , . , ')' r

� v . , . . .  , V . ) _. 
] 1. J t 
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0. . • •  0 V i  � ¡ j i  ® • • •  0')'
j

t
( tp

l
, . • •  " pr , 'd1 9 ,  . .  � H-t )  

r 

y c o rn o o s o  v a l e  c u a l e s q u i e r a  
i s e a n  l o s  � y l o s  r' I:! El L1 ]. 

t a  

0 .  , . 0  � .  
:1. r 

, I 

p r u ob a  el  c ar & c t c r d e  g e n e r a d o r a s d o l  c on j u n t o  d a d o . 

o s e C:l 

P ara l a  i n d e p e n d e n c i a  l i n e a l , s u p o n g a m o s  

i
1 

. . .  i . 
)\ .  . 1' V .  J 1 • . . J t. , 1 1 

h 1 " . h ) � = O " le 1 • 
.
' • l� t 

0 . . . 81 V .  1 r 

Y 6 n t o  v a l e  c u a l e s q u i e r a  S E a n l o s  1 n d i c e s 

= O 

C'> S o a  a h o r a  M un a y a r i c d a d  e d e  d i rn e n s i 6 n n .  � a r e  
P € M .  c o n s i d er a rn o s V M , � s p a c i 6  t a n g e n t e  a M o n  p .. 

p 

8 i  ( x , U )  e s  u n A  c a r t a l o c a l �lr ededor d e  p ,  e n t o n c a s , 

p o r  e l  T e o r e m a  5 . 1 .  

� I 
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{ ( ® • • •  ® (�) j 
5 ( d x  1 ) 6 . . .  P p .1. 

ex r p 

j t  
• • .  ® ( d i< ) p } 1 . . < n < .l h , J k 

e s  un a 

( o  s i �p l e m e n t e . u n  t e n s qr ) 

d o  e s  u n a  f un c i ó h  

T : M  -+ U i t Úl ) 
'pe M' , r .p 

t a l qu a T ( p ) € Tt (M ) ' p a r a  t o d o  p € M .  r p 
S i . ( x • UJ e s u n a  e a·r t a l o  e a 1 .. e n M y T u n  c a m P Oi t e n  s o 

r í a l d e  t i p o  ( r , t ) ,  p o d r e m o s  e s c r i b i r e n  U (  

T :::: 

0 • . .  0 
k - t €> . . .  0 d x  

E s cr i b i e n d o  l a s  (. e n  fu n c ió n  d e  l a s . y l a s  
• C:x . 

d x .l  e n  f u n c i ó n  � e  l a s  dx:J y' u s an d o  l a  ffil.:1lt i l i n o a l i d ad 

d e l  p r o d u c t o  t en s o r i a l  r e s l .l t a . e n U · n IT: 

b 1 , • .  h - r a l<  k 
1 ' " 

t 

o S 0 8  e l  c am p o  t 8 n s or i a l d e  t i p o  ( r ; t ) c o rr e s p o n d e  ' o  l a  

n O C ;1  6 n  (' .i. �  s -i. C i').  d e  t e u S lll' l' - c o u l L' a. va r i a  n t  e ,  s - c  o V él l:.' i an t  e .  
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2 ,  C O H EX I O NE S  

U n �  c cn e x i 6 n  s o b r o  u n a  var i e d a d  C �  M c s  u n a  f u n -
. ..  C l on 

o S € 8  u n 8  f u n c i ón que a c a d a  p a r de c amp o s  v é c t o r i a l e s  
00 m e X , Y  l a s  h a c e  c o r r e s p o n d e r o t r o  c a mp o e q u e  B �  i n d i  

c e.  V x Y t e l  q u e  

1 ) , V fXl t g x 2 Y  := f í/ X  y ;- g i7 X y 
1 2 

2 ) V X ( Y l + Y 2 ) := v XY 1 + 'íJ XY 2 

3 )  V X ( f Y )  = f .  '\¡ X y + X ( f ) , y  

A lt e r n a t i v am e n t e , p o d e m o s  p en s ar a u n a  c o n e x i 6 n  

como a u n a  f u n c i 6 n  q u e  a c a d a  X e M y c a d a  c a m p o  
, P  p 

::.o e J l e  h a c e  c o rr e s p o n d or u n  e l e m e n t o  í/ X  y e M d e  
p p 

m a ns r a  q u e  s e  s a t i s f a ga n  l a s  s i e n t e s  p r o p i e d a do s : 

1 t ) i7 aX +t,x 1 y = a "I X  Y t 
P .  P 

2 r ) r;¡ X ( Yl + Y 2 ) v X 
P 

3 I ) �1 
X ( f Y )  = 1  f e p )  

P 

4 ' ) E l  c a mp o  r + íl X 
� - p 

e ( y x ;;; X ( p ) )  p 

P 

Y 1 
t 

P 
í} y + X 

P 

y G S  e 

b V X ¡ Y 
P i 

íl ' , X  y -2 P 
}¡ ( O . Y 

P 
>, 

ro 
s i  X , Y  s o n  c r.lmp o s  



- 2 1 8 -

P a r a  p a s a r d e  l a  p r i m e r a d e f i n i c i 6 n  a l a  s e g u nd a , 

d e f i n irr: o s  

ro 
d on d e  X e s  un c a mp o e t a l  q u e  X ( p )  :::: H a y  q U e  v e r· 
d e s d e  l ue g o  q u �  V X Y ( p ) n o  d e p e n d �  d e  l a  e x t e n s 1 6n X 

e l e g i d a . E l l o  l o  d G b c fu o G h s r  e n  ' d o s  p a s o s  

i )  S i  X :::: X I e n u n  ab i e r t o U >  e n t Du c e s  '1/ '  { :::: 9 ,, ¡ Y  X " 
I:I! 

e n  U p a r a  t o d o  c am p o  e Y .  S e a  q é U Y s l� f% . 
<X> 

'P ( q )  e 'P f e un t a l  q u e  = 1 ,  s o p  t{: U .  En t o n -

c e s  'P X :::: � X \ y p or t a n t o  p a r a  t odo c am p o  Y 

s e r a  

o s e a  

Eva l u  

\j y 'P X  
p o r  1 )  : 

¡p 'V  , y  X 

n e o  e n  

'" ílI¡') X ¡ Y 

::: 
�" \l x t Y 

q : 

i i )  S i  X p  '" X� . e n t o n c e s  \I X Y ( p ) ::: íl X t Y ( p )  p a� a  
ro , P p 

t o d e  c a m p o  e y .  S e a  ( x , U )  u n a  c a r t a  l o e d l  e n  
. e .. ... 

. x S' a � _-. X '  :::: \' r J. e p ; S J.  , ::: ¿ ' J. ' t.. , a  
, ex . ex 

e n  . U ; 

e n t o n é c s  a J. ( p ) ::: a l
J.

( p ) .  A p e l an d o  a e x t €: n si o -
'V i  n 8 S  a • 

( (¡ n 
ex 

t a  qU 1s: 

'V I i 'V " d " i , i  él 1 X .  q u e 0 0 J. n C 1  a n  c o n , a ,  a y J. . , 
'. 

u n  e n t o r n o  d c  p r e s p e c t i v a m e n t e , re s u l  

s i  

'V i  'V a X .  , J. 
'V X .  J. 



e n t o n c e s  u s a n d o  i ) :  

'V i 
., l'\} i V X Y ( p ) :: V'V " ( P ) :: I t.=!' 17'V Y ( p ) :: f a ( p )  X l . . X . l 

= , 'V , i ( ) 'VfV, .  Y (p )  :: V Y e ' )  :: L. a p  1\ . ,'V , i'VX P J, L a . •  l 
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171{ _ Y ( p ) 
l 

P él r i:!  p a s ar d. e  l a  s e g u.n.d a d e f i n i c i ó n - a  l.ª . p r i m e r a  

d ef i n i m o s  
' 0, 

= \/ 0 (' ) y 
1', P 

y l e, ú n i co q u e h a y  q u c: v e r i f i c ar e s  q u e  V e s CCO ( H ) - l
'
i n e a l  

e n  g :  

y c o  m o v a l e
. 

p a l'  ¿¡ t o d o T � c o n  c 1 u i m o s V f X Y :: f V X.y ! 

H a c e m o s  n o t ar q u e  s i  Y :: y ' ¡� n u n  a b i e r t o' U ,  

'l ,J Y  :: V . ,Y T c n  e s e  e n t o l' n o  aun q u e  y a  n o  e s  c 'i e r t o  q u e  
t'). J\ . 

y ( p ) = y '  ( p ) imp l i qu e  V X Y ( p )  = v X Y Y ( p )  ( m i r ar 3 » .  E n -
ro, . , t o nc e s  S i X ,  y. ::; o n e a in p o s ,e en un a b i e r t o  U n o :def i� i -

d o. s s p b l' C  t o:d a l a  v ar i e d a d , t i e ne u n  s en t i d o  un í v o c o 

C O ifl 0  

s (� a, él h o r a ( x ,  U )  u TI él e a l' t a l o c a l  e n  1 a v a  r j. e d  a d !1 . 
n • l . 
n, ' 1  C'x " 

\? s un c a mp o C CO ,  en U ,  p o d -r:'l.8 m o S  e s'c r l'G í r l o  

e n  t � rm i n o s  d �  l a  b a s e  ( d ' ---::-J< ' l g a  m o s 
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c o n d i c i 6 n  n e c e s a r i a  y s u f i c i e n t e p ar a q U G  l o  s e a  e s  muy 
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00 T E O nEMA 5 . 1 .  S e a  � u� a . v a r i e d a d  c on e x a  e y S G a  V 
u n a c o n e x i 6 n  s pbr e M • .  En t o n c e s  s o n e q u i v a l e n t e s : 

a )  L a  t r a s l a c i 5 n  p a r a l e l a  e s  l o c a l m e n t e  i n d c ; e n d i e n t e  d R  l a  

c urv a . 

b )  E l  t e n s o r  d e  c u rv a t u r a  d e  R i e m a n n  e s  i d e n t i c a  

�E M O S TRAG l e N  a )  * b )  

S e a  ( x � � )  u n �  c ar t a  c o n  U c on exo , s e a  

p e U '  y X e "  f i j o d e  a h o r a  e n  a d e l a n t e . Tr a s l a damo s p p 
X p o r  p a r a l e l i �� o  a · t o d o · U y o b t e ne m o s a s i  u n  c a m p o  

p 

v e c t or i a l ' s ob r e  U .  d i g a m o j  

X ::: i 
u 

G 
.ox

i 

H e m o s  i n d i c a d o  y a  q u e  l a s  s o l u c i on e s  d e  ( 1 ) 
. " � '.' . 

"" 
s o n  e 

c om o  f u n c i o n  d e  t p a r a  t o d a  c ur v a  s .  S i  e h  p a�t i c t l ar 

c o n s id er am o s  l a s  c u rv a s  c o o rd� n a d a s , v em o s  

<O 

i 
q u e  u e s, 

u n a f u n c i o n  e o s e a  e l  c am p o  o b t e n i d o  p or t r a s l a c i ón 

M e s  e 
C o m o  e s te c am p o  s a t i  a e a  ( 1 )  p a r a  t o d a  c u r v a  

e e n  U ,  p o d em o s  e s cr i b ir : 

para t o d a  c ur v a  e � n  U .  L ue g o  

( 2 ) 
- s éu i. s 

.... u F , 1' ::: O � -

::: O 
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identicamente  en U .  

::: 

i' 
� j ex 

Po:!.' s e r  l a s  s d;! 
u e ) 

",2 s (1 u 

.t 
( u  r� f} )  J .c 

rt e  d onde  e s  f�c i l  l l a gar a :  

R� . .  .{.. ). J 
t u o 

s e r á  

.. 
C omo  la  cond i c i6n  i n i c i a l  X e �  a �b i trar� a � los  � P 

p u e d e n t omar c ua l q u i er v alor y p or l o  tant o : 

L U 8 g 0  R ::: O e n  U y e s o  va l e para t od a .. c a l o c a l  

( x ,  U )  
b )  "*' a )  

S i  R ::: 0 ,  o e a  p E  11 , s e a ( 1! '� u )  " .. m a  

c a r t a  alrededor  d e  p y X e M ' f i j o  p ero  arbitrár i o . p p . 
8� gdTI vimos  en  l a  imp l i c a c i 6n 

c2u s 
n e s  d e  int egrab i l i dad  

ex 

eri o r , l a s  c ond�c i o ­
�2 s { u 
ex: cx 

s e ' tr ad uc en en 

s e  s at i s fac e a hbr a por h i  s 
R (.> ... . = ,r� � ] O .  Como e st o  ú l t i mo 

tes i s , l ¿ s  e cu a c i one s  ( 2 )  s o n  i n t egrabl e s  con s �luc i6n  

On i e a  . f i j a d a  l a  c ond ir i6 n  in i c i a l  X • C�� s trulmos d e  . .  
p 

e s a  Dan er � un c a mp o e n  U � uo s �t f a� e ( 2 ) . 
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C o n D t �u i m o s  d e  e s a  ma n e � a  un c am p o  e n  W qu e s a t i s f a c e  ( 2 ) . d o n d e  

\� e s  a lg ú n  e n t or n o  d e  p c on t e n i d o  e n  U .  S i  a h o r a  11 a C el'l O S  v a r i a 3 

l a  c o n d i a i 6 n  i n i c i a l X • t e n d r e m o s u n a 8 0 1u c i 6 n  d e  ( 2 )  para c a d a  p 
c o n d i c i 6 n  i n i c ia l ; a l  e n t o r n o  W v a  c a mb i a n d o  c o n  l a  c o n d i c i 6 n  

i n ic i a l , p e l� o  t om a n d o  u n a  ba s e  X l  , • . • • , X  d e  H c o n  s u s  c o rr e s  
. p " n p  p 

p o n d i � n t e s  e n t o r n o s  W i ' .  " , U n l e n t o n c es p o r  s e r  l i n e a l e s  l a s e c u a 

c i o n e s  ( 2 ) . r e s u l t a  q u e  e n  r ;::: M i r r W e s t án d e f i n i d a s  t o ­n 

d a s  l a s  s o l u c i o n e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a l a s  d i f e r e n te s  c o n d i c i o n e s  

i n i c i a l e s . ' 

c � �, �, h o - a  c u n a  c u - va' e -l !  1,1, . c o t a b l  + � � � c a v [ l� .... - - - .c .c 
- , . , ' . ' , .)'  ,;:, " c ( a ) c· ( a ) • 

S i  X € s  e l  c a mp o e n  U s o l u c i é n  d e  ( 2 )  c o n c o n d i c i ó,n i n i .c i a l  

X ( c ( a ) ) ;::: X ( ) ' 
e a ,  e n t o n c e s  i n m e d i a t am e n t e  r e s u l t a  q u e  X t a mb i � n  

e s  s o l u c i ó n  d e  ( 1 ) .  " !\j' , , "  . ,  .. . 
L u e g o . s i  X ,  e s  l a  t r a s l a c i 6 n p a r ¡:¡ Ú i l a  d o  

"[ 
� .  . � , 

X c ( a ) " P Qr u n i c i d a d  Xt ;::: X ( c ( t » . en � a � t � c u 1 a r  Xb = X ( c ( b ) Y .  

L u e R o  l a  � r � s+ a � J6n d e  c i a ) � c ( b )  n O , d ep en d e  d a l  Qa� i n o  e e 1 e g! 

e n d e  d e  � ) . ! / / , 

4 .  E S PAC I Q S  D �  R I EN A N N  
, �  ., : ; 

,� 

" 
" 

f o rM a d o ' p o r> U,Tl U v a r i e <;l ad :  Q, H, Y u n  t e l/ s o r  G; d e  t i po ( O..;> 2 )  " 

( o  s e a �, 2 - n o v 8'1' :i. i:1 11 t.e ) 1], a Ti! a d o t a l que p a ra 

c a d a  p E 11 la fot>ma b i l :L n e � l  G ( p h tí
p

x l:5 p + R s e a  . :u n p r o d u� 

t o  e s c a l ar ( o  s e a . G ( p ) e s  si m � t r i c a  y de f i n i d a  p o s  i va �  
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VeamQS c o mo i n t erpr a t a� e st 3  d a fi n i c i 6n e n  t ! rm i n o s  

d e  u n  s i s t e m a  d e  c o o r d e n a d a s l o c a l e s . S e a  ( x , U )  U � a  c a r t a  

l o c a l e n  M ;  a a d o  p ! M s �r S  

( R� n or d a m o s  q u e  s s t a mQ � . u a an d o  l a  c o n v e nc i 6n d e  E i n s t e in : 

í n d i c e s  y ci p e t i d o s  v an s um � d o s  d e  1 a o ) . 

E s t o  d ef i n e  fun c i o n e s g . .  : U  + R .  P a ra ob t e n e� l a t 1 J 
b a s t a  h a c er 

g , . ( p )  :: G ( p ) « e 
:L J ex 

) � ( ?  
p c.x p 

En p a r t i c u l a r ) l e  s i m e t r í a  d o  G ( p )  p ar a  c ada p 

s e  t ra d u c e  en la i f u n l d a d  

S í  v € H s e a  v :: p '  

:: g� . .  ( n ) v � � J  t . 

En t o nc e s  
p 

:: 
p 

l u e g o , d e  a ¿ u erdo a l a  d e f i n i c i 6 n , d e b e  s er p a r a  

1 . TI V :: ( v  � • • •  , v  ) i O 

i g . .  ( p ) V · 1 ] 



D ,. ;  t.. i l'it  a n d  o u n  p o c o  l o  q u e  h e m o s p e d i d o  p a.r' a  s e r  

u q p � c i o d e  R i e ro a n n . obt e n e m o s  u n a  c l a s e  d e e s p a c i o s  ¿ e  

D !::F' I N I C I O N  5 , 'S .  

'''' 
e ·�l : f  un·  t ( m n o r  

G � - c ov ar i il n t e t é..l q u e  " p a r a  c a d a  p '2 ti ; G ( p ) s e a  c i:ni 
t r i e a  y n o  s i n gu la r  ( 0 S t,o e s � '  s i ' G (p ) ( v � ¡.¡ )  = O p a r .'! 

H • e n t o n c e s  v � O )  p '  

t i c ame n t e  s e u d o - R �e m an n i b n o . 

D e f i n i e n d o . p a r a  u n a  c a� t a  1 9 c a l  ( x , U ) e n  � ,  l a s  

e � t on c es l a  s i m e tr 1 a  

s e  t r a d u c e , s e g ú n  v i m o s � n  l a  i g u a l d a d  1, • •  = 'q , • •  - - J. ] t' ] J. 

s e a n  € JI • d i gamo s 
p '. , . "  , 

i ?  , V o: ..". ( -�-:-) 
J. 5 

ex p p 

i . 
L u � go , l a  i g u a l d a d  gi j � P )  v wJ = O p ar a  t o d a  

1 " 1 TI 1 "  ( ,  • .  
' t· n ) b ' . l' n t  . 

-_ • • •  _- vn -- O . - p . .  <:1 \ \', , . . . , :1 G. E:: e s e l"  e q u J. V il e e a v 

P e r o  e � �  j � u a l d a d  e s u i v a l e  a 

g ,  . ( p  \ v .:t ::: O J. J / 



- 2 3 5 -

L n t o n c G S  l a  n o  s :i. n g u 1 a l' l d a cl  d e  G ( p )  C E. r:.: q 1l Í v a l e!!. 

t e  a q u e  l a  m a t r i z  nx n d e  c o e f i c � en t e s  g i j ( P )  s s a n o  

s i n  [.:1.1 1'6:1:' ( o  s e a , t e n g n  d e t er m i  n a n t e  g ( p )  '1 O )  

S e a ( g i i ( p ) I n  m a t l' i:<:; i n v e r s a  d l': ( g  . .  ( p » , (t s  . J. J 

E s t o  n o s  d e f in e  f u n c i o n e s  

c a r t a  l o c a l , s e r A : 
-i J' 
r.r • E!> 

( x, U,l 

C omo g j t  s o n  l a s  c om p o n e n t e s  en l a  c a�ta ( x � U) 

d e l  t e n so r  2 - c o v ar i a n t e  G ,  e n t o n c e s  en U r TI' 6 a r &  

R e em p l a z a n d o  e n  ( 3 )  y d e s p e j a n d o , o b t e n e mo s  

( 4 ) 
(;{i 0XJ 11 k 

� � g ex (x 
D e f i n i e n d o  

® (�) 
p ex ] p 

l a  i B ua l d a d  ( 4 )  n o s  a s e g u r a  q u e  l a  d 8 f i n i c i 6n d e l  

t e n s or 2 - c 0 u t r a v a r i a n t s  - 1  
G n o  d e p e n d e  d o  l a  c a nta 1 0 -

c ,:ll 0 1 q:; i.d a . 

S u p o n g a m o s  a hor� q u e t e n e mos un e s p a c i o d o  R i e m a n n  
Uí , G ) Y a d emá s u n a c C/Il c x ió n v sr.: b :r. c  !'l . A l  t on e r  l a  cc -

n ex i &n , t e n e m o s  l a  n l c i 6 n  d o  t :r. a s l a c i A n  p a r a l ola q U E  

. ¡  

. 1  

. ,  
1 \ ,  
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m s  pr o v o E  d e  i s o m c r f i s m o s  l in e a l s R  e n t r e  l o s  � i f e r e n  

t e s  e s p a c i o s  t an g e n t o s . Y a  q u e  a h o r a  l o s  e s p a c i o s  t a n  

r e n t e s  t i e n e n  u n a  e s t r uc t u r a  d e  u e t o  e s c a l a r , q u� 

r r í a m o s  a v e r i g u ar c u á l  e s  l a  c o n d i c i ó n p a r a  qu e l o s  

i s c m o r f i s m o s  l i n e a l o s e n t r e  .l o s  e s p a ¿ i o s  t a n R e n t e s C O� 

s er v e n  e l  p r o d u c t o  � s b a l a r . R e c or d e m o s ( � j e r c i c i e  1 d e  

1 a s o c c i  ó n  2 )  q u e l ¿l d s r  i v a d a  c o v � r  i a n t e  d e l  t e n s o r 

m � t r i c o  r e s p e c t o  a V a s t S  d a d a  e n  c o or d e n a d a s  l o c a l e s  

p O l� l a  expr e s i on 

J� ' - rr 
\:J , - "" i j ; h  

d e n d e  

2[;iJ' 
::: --) '", h 

( x  

P R O PO S IC I O N  5 . 4 .  S o a  ( M , G )  u n  e s p a c io d e  R i e m a n n  

y s e a  \l u n a c o n e x i ó n  s o br e �i . E n t on c es _ ' s o n  ':0 
t e s  la s s i g u i e n t e s  a f i r m a c i o n e s : 

a )  La d e r �v a d �  p o v a r i a n t e  d e l  t e n s or m d t r i co G 
r e s p e c t o  a fJ e s  i d e nt i c a m e n t e  n U .'. a 

\ 
b )  L a s  t r a s l a c i o n es p a ra l e l a s  r e s p e� t a � � s on 

i s ometr í a s  

D E H 0 8 T R A C ID N  a )  � b )  

B a s t a  v e r , c o mo e s  s abid o ,  q u e  l a  

a r c o � c  c ur v a s u f i c i e n t em e n t e  p e q u e ft o  c o m o  p a r a . c a e r 
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e n  � l  do m i n io d e  un a c ar t a  l o c a l  ( x � U ) , 
EntoRc es e l  cua d r a d o  d e  la n orma de u n  v e c t or t a n  

n t e  v ::: v i a :-r e s  
ex 

ll v l1 2 :: rr v i v j /.;.' i j 

C om o  l a s v i 
h a n  ü b t .z m i d o  p O l' "tr a s l a c  1&;", 

l e la , s a t i s f a c e n l a  e c u a c i e� ( 1 ) , e s  d e c ir : 

q u e  G s e )::' i b i r e m o s  más  by e v c.m .::: n t e :. 

( 5 ) S I  i 1  t X v· + x v , r , :: O .� 

C a l c ulamos ahora c o m o  var i a  l� n or m� d el v e c t o r 

ta ng e n t e  tr a s la dé d o "  

• X h !  

+ g ,  . . � J  

M u l t i p l ic a n d o  ( � ) p or 2 g s t  

t v 

t v : 

i r X 

+ p; .. .  ). J 

= 

+ 2 g  . .  1 J 

' !  • 

v� "! J + 

i 1 J' V V 

Re e m p l a z ando en .1 ; .: d 
e xp r e s :1 i': 1 1 d e  11 v 11 2 : 
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�t 11 v ll 2 " f, . , , � J � [t 

:: O 

h ¡ , J' ::'{ v �  v 

- g , . 1 J  

g j �i .. h 
= . � . 

b )  � a )  

S 1 
X 

S 1 
X 

s ¡ X 

i 
'1 

s ' X V �  V 
i.. 

t i r.j V , V s i :;:; 

C 0 m o  la t r a s l a c i� n  pa r a l  

m e t r í a . � e s u l t a r á  

d 
d t 

(v , �'1) =, O 

y r e p i t i e n d o  l a  d l t i rn a  c u e n t a r e s u l t a : 

h !  . i ' . :< v 1-1 J  [\ " . h ::: O 1 J. ' '' . . , 

c u <:! l q u i e r a  S o a l a  c u r v a y l o. s  v e c t 0 r e ¡:;  t r a s l E. it a d o s . . " . '  

L u e g o.  

('( . . = o " J. J ;. h 

f � c t a m e n t Q  dc � ar rn i n a d a : 

I I I  
" . 



PRO P US I e I O N  5 . 5 .  S i  ( M , G )  e s  u n  e s p a c i o  d e  R i e m a n n , 

e n t o n c 0� e x i s t e  s o br e M u n a  a n i c �' 0o n e �i an - 9  t a l  q u a  
i )  V e s  s i m 6 t r i c a  ( o  s e a , e l  t e n s o r  d e  t o r -

s l ó n e s  n q l o ) . ' , ' . "  

i i )  L a  t r a s l� c i 6 n p a r a l e l a  r e s p e c t o  a V e s  un a 

i s om e tr í a . 

D E MO S T RA C I O N  P o r  l a  P r o p o s l c i 6 n  a n t e r i o r , l a  c o n J i  

c i 6n i i )  s e  e s c r i b e : 

_ 
r k ["' le 

g i j , h  - l b  gkj  -
. 

j h  � i k  
o 

P e r m ut an d o  c í c l i c a me n t e  i , j , h l obt e n emo s 

k e h ' 
• 

- r h j  � , J 

S u m a n d o e s t. a s d o s  

o 

rJ: , g l d · - gh k o � J 
ú'lt i m a s  i d e s  

\ . 
y N ! G t n n d c  

l a  p r i m e r'a o b t e n e m o s , us a n d o  l a  s i m e t r í a  d e  la C OIH'.: X i. Ú t , : 

J 2 r � .  gl J ::: gl ' • + g ' 1  . - . h � J -1 < 1 J. , J " J 1 , 1 L. 
1 h t  

i'tu l t i p l i c B n d o, p o r  "2 g . 
( ) rt 1 h t ( ) E i j ::: "2 g · gh i , j + g j h , i  - f i � . k  
E s t o  p r u e b a  l a  un i c id � d ; p a r a  la e x i s t� n c l a , y 

q u e  v er i fi c a r  gve ( 6 )  t i e n e  la l e y  de t r an s f o r ma c i o n e s  

d e  l a s  c on e x i o n e s  y d e s p u � s  d e f i n i r 
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, " ,  
k t ::: r --J" i � k c x  

y e x t e n d e r  V a c a m p o s  c u a l e s q u i e r a  / / /  

R e p i t i e nd o t e x t u a lm e n t e l a  d ern o s t r a c i 6 n  d a  l a  

P r o p o s i c i 6 n 5 . 5 ,  r es u l t a :  

P R O P O S I C I QN 5 . 6 .  S i  ( M , G )  e s  u n  e s p a c i o  s e u d o - R i a  

� a n n i a n o , e n t o n c e s  e x i n t e  s o b r e  M u n e  6n i c a  c o n e x i 6n 

'V t a l  q u e  

i i ) L a  d e r iv�tl a  c o va r i a n t e  d e l  t e n s or rn ! t r i c o  

r; l' 9 G P';� c t o  a \j e s  id cm t j. c am en t e  r, u 1 a . , . . 

L e  c o n c� i 6 n d e � i n i d a  p o r  5 . 5  p a r a  u n  e s p a c i o d e  

R i emann o � � s  g e n �r a l rn o n t e  p o r  5 . 6  p a r a  un e s p a c i o  

S B u ¿ a- R i ema n n i a n o  s e  d e n o m i n e  C o n e x i 6 n  d e  e v i - Ci v i t  

y l a s  f u n c i o n e s r\ d e f i n id a s  p or ( 6 )  s e  d e n o'm i n a n  
] "� 

..;;;s--'-.:...-__ s_d_G_"""-r. __ h..c.1"l_--'-____ --'-, s e i n d i � a n ' {�k } .m 
s 

1 .  S i  U! , G )  e s  u n  e sp a c i o  d.a R :i. cm¡;tnn ; p r o b a r  qu e 

d a d o  p e M e xi s t e  u n a  c ar t � l� c a l  ( x , U )  a l r e d e d o r  d G  p 

t a l  que  g .  " (p ) ::: O • •  � J , � J 
2 .  S i  S e s  u n a  s u pe r f i c i e  3 0+ 0+ 

Gn R I X  = X ( u . v )  e s  u n a  
p a r a m e t r> i z a c i ó n in v e r s i b l e  d e  S y E 

-;. = X u 

G := 
-r 4-X • X s v v d c f i n üw s  

:: E -Xr- 1 F o o+X - 1  o 
> g 1 2  ::;; g 2 1  

::;; 
, g 2 2  
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0 .  D a r  un o j o n p l o  d o  un e s p a c io d e  R i e m ann e n  e l  I 

c u a l  no D �  p ue � a t Q � s e g u ir una c ar t a  ( x , U )  t a l q u a  

g . .  = (j • •  e n  t od o  U ( S ug erenc i a : e n  e s o  c a s o ,  e l  t en s o r  
' � ] � ] 

d e  c ur v a t u r a  ser i a  n u l o ) .  

4 .  S e a  ( M , G )  un e s p éc i o  d �  R i e ma n n  y s e a  V : N  + M 

un a i n m e" i.' S  i o n . 'v P l' O D ;lI' q u e  ( H , G )  u s  u n  'O; s p a c i o  d o  R i e m a n n ' J  
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1

, v ? € 11 ( p  E N ) . ' f. s a  e s t.ruc t u r a  d e  e s p a c i o  d e  - p 
R ü , m ann s G  :1 i ce " indu c ida , p or l,j s o b r e  H a t r a vGs d e  le. 

5 .  S o br e RU d e f inimo s G ( p )  = dx 1 0 dx1 + . . .  

. . .. + d:xP 0' dxn , d ond e (x i ,  . .  , ,xn ) , ' e s  e l  s i s t � !11 a us u a l  
. n n ,d ,,:;; c o o l' (! cna d a s  de. R , Pr o b ar qu e ( R  , G' )  e s  un � s p a" c i o  

3 J o  R i 8 � a n ó , P r ob ar q ue s i  S e s  una s up er 1 ic i e  e n , � �  
_ 3  ,o i : 8  + K e s  la inc l u s i6n , cnt qnc e s  l a  e s t ruc t u r �  d� 

e s p a c io d e  R is m ann d e  8 d� f i n i d a  e n  a l  e j er c ic i o  2) � G  
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m a s  q� e ����emos  �hb 9 n tr a r  e n t r e  t o d a s  l as f u n c1 0 n c s  

f : [� , bJ � ' i t al B �  q u e  f e a ) ::: n I . f ( b )  ::: b !  a q u e l l a  q u e  

h a ga m & x i m a  o m i n ima l a  c ant i d ad 
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d o n d e  h e s  una f u n c i6n ar b i tr ar i a  s a l v o  p o r  h ( a )  :; h ( b )  :; � ,  
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d e:  

e: = O  
l a s f u n� i o n e s  que apar e z c a n , o s  

O 
d Jb :; = ¡:; = Q  

a 

,c� I F Ct • f ( t ) (¡ . e = O  
f v ( t ) 

+ t: h ( U , 

+ e h ' ( t ) ) d t  

f ! ( t ) . h 1 ( t ) } d t  
. fb :aF = ( t , 'f. ( t ) � f r ( .t ) ) . h ( t ) d t + 
a 

]-, 
+ r'* ( t " d t » ) f ¡ ( t ) ) � ' ( t ) d t  ;:: ( p avt e s ) 

a 

c'f -& ( t , f ( t ) , f ' ( t ) . h ( t ) d t  + 

: *" ( t , f ( t ) ,  f l ( t ) ) . h ( � ) \
b 
a 

Jb d '� C CF ( t , f( t ) , f ' ( t ) ) . h ( t ) d t  :; 

a 

_-
fJ; - h ( t ) {7:Z ( t , f ( t ) , f : ( t )  
a d�t (* ( t , f ( t ) � f I ( t:  ) )  } C' t 

1 ! 

= 

.( 



-2 4 4 -
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. d }" ( 1 ; 1  S 1 S n  O , t t X , • • .  , X  , 1 n y � . . .  " y  ) ::: 
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o ,  a l i g e r a n d o l a  n o t a c i o n : 
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1 J  
;:;; O ( s  = 1  • . . .  � TI ) 

� B  f� c l l  v e r i f i c ar q u e  la i � u a l d a d  ( 7 ) n o  d e p e n d a  

d e fi n i w o s  l a s  g e od 6 ui c a s  d e  u n  e é p ac io d e  R i e m a n n  c o rn o  
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l a s  c ur v a s  c p a r a m e t r i z a d n s  p o r  l a  l o n g i t ud d a  a r c o  

t a l e s  q u e  p a r a t o d a  ca r t a l o c a l  ( x , U )  s o  v c r i f i c �  l a  

ü c u ác i � n  d i fer enc i a l  ( 7 ) ( q u e  S 8  d e n o m i n a  o n t o n C G B  

. ..  8 C Ua C l. O n d i fel' e n d a l  d E:  la s' r. �� ci d é s :i c a s ) .�' , 
¡ l . : ¡ , ' .' 

O b s e r v a n d o la' B ¿ ua c i 6n ( 7 )  6 ( 7 ' ) , v e m o s  q u e  l a  

es t r uc t u r a  d o  e s p a c i o d e  R i c e a n n  e n t r a  s 6 1 0  a t r a v � s  

d e  ,l a c o n o x i 6 n d e  L e v i - C i v i t a  y q u e l a  i ri v a r i e n c i a  d e  
( 7 ) p o r  c nm t i o s  d o  c oo r d 0 n� d 3 i  d 8 p e n d c  � o l Q  d e  l a  l e y 

e a  t t a n s forna d i 6 n  cl e  d i c h a c c h e x i 6 n . 

Po Jcreo s 6 n t�n c e s  �o f in i r  l a s  B 0 0 d � s ic a s  d e  u n  
, , 

e s p a c i e '  d e  c o n e x i ón a fí n  ( e n p a l, t i c n l a !' p ar a  l o s  e s p� 

c i o s  s e uao - R i e m a n n i arro i )  ' c omo i a s  c ur V a s  �u e  e n  c u a l -
� . .  . . 

q u i e r c a r t a l o c i ü '  s a t i s fa c o n  l a s  e c u ,:l c i o n e s  � 

( s  = 1 " , . , n )  

r. j .� !' c i c  i o  s 

1 .  P r b b a r '  q u e  s {  � n a  c u r v a  s a ti s f a c e  l a  e c u a c i 6n 

( 7 ) ,  � n t on c e s  e G t �  p a r � m c t !' i z a d a  p o r  un m Q l t i p l o  c o n s  

t a n t a d b  ,l a l d n g i t u d  d e  a r c o . 
2 .  H a l l a !' 

, 
" , 3 ) 1" 2 C 3  e n  ;\ 

2 d e  S ( s u p e r f i c i e e s f � -

3 .  S e a  ( M , G )  e l  0 s r ac i Q  d �  R i 0 m � n n  d a d o  p o !'  
�·1 = { ( x  _,' y )  e R 2 : ", > O }  Y G ( x  - - ) = 

J ' 1 ) .Y  1 
d x  @ d x  d y  

2 + 
Y i 

e () o l" ch; n a d a s 

r e s t r in & i d o  a M .  P � o h a r  q u e  l a s  g � o d � s i c a �  d e  ( M , G ) 

s o n  l a s  s � mj c ir 0u n f 8 r e n c i � s  � e  c 8 n tr o  G n  e l  a j e  x y 
l a s  s em i � r o c t � B  v � r t i c a l e s . 
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C A P I T U L O  V I  

S U B V A R I E D A D t S  D E L  E S P A C I O  E U C L I D I A N O 

M E T O D o  D E  L A  RE F E RE N C I A  M O� I L 

1 .  E L  G RUP O D E  L A  I S O M E T R I A S  E N  E TI 
R e p� e s e n t e.m o s  e l  p un t o  x d e l e s p a c i o  e u c l i d i an o  

E p or un� ma t r i z  c o l um n a  c uy o s  e l e m e n t o s  s e an l a o  c o or 
n 

d e n arl a s  x 1 , x 2 ' . . . .  , x
n 

d e l  p un t o . R e p r e s e n t a r e m o s p o r  l a  

In i s m il. 1 e t p él. X e 1 p TI n t o y 1 a m a t r.,i z e o r le e s p o n  d i e  n t e . 

D E F I N I e r O N  5 . 1 .  S e  l l a�a  i s o m e t r fa d e  E e n  s i  n 

m i s m o , a t o d a  a p l i c a c i 6 n  x · � X l  r e pr e s e n t a d a  p o r  u n a  

e c u a c i 6 n ID a t r i c i a l  d e  l a  f o r m a  

x '  :: a x + b 

s i e n d o  a € D ( n )  y b u n a  m a tr i z  c olumna  c u a l q� i é r �  
.:. 

( 6 . 1  ) 

S i  a F.' S O  ( n  ) l a  i s om e tr la s e  l l am a  u n  m o v im i e n t o , ' , '  

L a s  i s om e t r ía s  d e  E f orman un grupo  i s o m o r fo a l  
n 

gru p o  d e  l a s  m a t r i  c e s nx n . . d e  l a  forma 

. U3 . 2 )  

P 11 e s t o q 1.1 8  a 1 p :L" o d ti e t o . d e d <? s i S ü Tri e í: r :r'a S x !  :: a 1 x + b 1 ; 

l a  

= a 2 z �� 2 
c o rp e s p on d e  l a  m a t r i z . p r o d u c t o  g � g l : y  a .  

- 1  - 1  i s o m e t r ía i n v e r s a  x = iJ X - ?- b c o rl' B s p o n d e I n  

m a t r i z  i n v e r ¡;; a 
· · 1 g � c o m o  e s  f á c i l  comp' r o b ar . P or t a n t o  
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l a  s f O l' llI u S  d e  ¡,j a11r o 1' - (: 3 r t  a n  d e l  u p ó  d� , l a s  i s o m e t r l a � 

s � r á n l o s 8 1 e�e n t o s 

c a m p o n e  e n  d o s  

.'.¡ 
" " 1 

;:: 
p ue s t o  q u e  

- 1  a 
/'_, �! ::: 

O 

- 1  a d a  

1 
- a  

1 

( , - 1  d,e l a  m a t r i z  .• " ;:: g d g , 

, 

b d a  d b  - 1  
a ' d a  

O O o 

q u e  s e  d e s  

( 6 . 3 )  

- 1  a d b  

( 6 • 1+ ) 

P u e $ t o, q u P  , a , .  pa r s e r  o :.: t o g o n a l , d e p e n d e d e  

n t n - l ) / 2  p � � ¡m e t r o s  y b t � e n e n e l e m e n t o s  i n d e p en d i e� , 

t es , r e s u l t a  q u e  g r u p o  d e  l a s  i s o m e t r f a s ( y  � o  m i s  

m o  e l  gru p o d e  l o s  m o v i m i e n t o s )  e s  d e  d i m e n s i ón 

n + o ( n - 1 ) / 2 ::: n ( n + 1 ) / 2 .  I ,a  v a r i e d ad d e l  g r u p o e s  l a  v a  

r i (,! da cl O ( 'r¡ )x R� . ' 

L l am a n d o  a . .  a l o s  e l e m � nt o B  d e  " l a  m a t r i z  a ,  l o s  1 J 
- 1 e l e � e� t o s  d a  a s on l o s  t r a n s n u e s t o s  a . .  , d e  mane r a  � , , ] 1 

l a  exp r eB i 6 n  e x p l i c i t a  d o  � a �  fo r ma s d e  �aurer-
C artan p ar a  e l  g r; u p o, d o  l a s  i s o m e tr 

n n 
c.:. . • = í B h i O i � w ,  ::: ¿ ,\ ] h = l 1 h = 1  

'. 
O b s é rv C! s e  q ue s e  s s ·t i s  e la 

El de E S o n  TI � 

a h i ( 6 • 

c o nd i c i ón ( ll . 4 5 ) .  

5 ) 

Qb s 6 r v e s e  t a mbi 6 n  q u e  h e m o s p u e s t o w . , c o n  s u b 1 n d i c e s , l 
p ay' n i n d i c ar l o s  C O v �) c t or (.:! s  ( e n v e z  d e  (¡} c om o a n t e s ) .  

E s  s i m p l om e n t e u n a  c u e s t i6 n de n o t a c i 6n y a u n q ue e s t l  

m ees j us t i f í c ü d a  l a  n o t a c ió n  i w ,  e n  c o n t r R p o s i h i 6 n  a 8 i , 
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p o r  c'omoc i d a d  de '  n o t ac i ón p o n d r e m o s  a h o F a  w . •  � 

' . ' .,,¡o 
, G e o m e t r i c a� e n t e .  � n a i s bm e t r i a  s o  p � 8 d e  r e s p r e o e n -

o o o 
t a l" d e  l a  m a n O l' a  s i g u i e n t e . S e a  ( O ; {" 1 ' e 2 , • • •  , e

n
) l a  " r e  

'f el' e n c i a  f i j a "  c o n s t i t u i d a  p o r  e l  o r i g e n  O i n VI3T' S Or e s  

O ( v e c t or e s  d e  m ó d ul o  un i d a d ) o r t on orma l e s  e i c uy a s  c amp� 

n .:;nt e s  s a n ( l � O . , . ,. , O ) , ( O , 1 � O ,  . . . •  O ) ,  . . . .< O , O ,  . .  � , O , 1 ) .  
• . , . I 

'l a d a  i s om e t r ía l l e va ,e s t :u  r e f 8 r e.n c i ú  n o t :;.' a  p o ¡:¡ i c i ó n  

) y ,  r e c  ra c a m e n t €: , d a d a  u n a  ll r e r ;:;; :� e n c i E  

f o r m a d a  p or uc � un t o x y n v e r c� 

r a s  or t on orma l e s  e :  d e  ór i g e n  � ,  ' e s t A  d e t �rm i n a d a  l a  i 5 0  2 -
... ( O. ' O ) ' ' ' .  ' d " ' ( ' 

. ) m e t r 1 a  qÚ G l l e va 0 ; 01 ' . . . • o n R c o � n C 1  1 r  c on . � ; e 1 ' . . .  , a � 
G m a t r i c e s f i l a  v� c t o r i a l e s  

O O ' O O e :: ( 0 1 , 8 2 , • •  6 , 8 n ) ,  . '" ! : 
) ( 6 . 6 )  

l a s  v i n c u l a q i o n e 3  e n t r �  l a s  r e f e r e n c i a s ,  f i j a  y ,m ó v i l  y 
l a s  e cu a c i o n e s  ( 5 . 1 )  d e  l a  i s o m e t r í'a , s e  e :{pr c s a n .' . "  � 

o " � :: e b ,  

L a  p r  e cuac I ón e xp r e s a  q U Q  � 1  o r i g en 
: , ', O: " O O ( O ; O , • • • , O )  , p  a s a a'l p'u 71 t o b = e 1 b 1 + e 2 b 2 + . , .  

. ( 6 . 7 ) 

O 1.. 1 él ¡' 1 0,( ' .  ) . , . + 'e l.l y a s e g un a q u e  '1 " v e r' s or , e .  0 �  . • • , 1 . 0 ,  • . • , 0  n n " � . , : ;' , ' . " 
O -

( e l 1 e n  e l  l u g a �  i ) pa G a  a l  vars ar e .  = ¡ a
h

, e
b

, D e  J. lY ' � 
( 6 , 7 )  s e  d e.d u c e 

o 
:: a d a  = e - 1  . 

a 4 ;:, 
( 6 . S )  ,,, = e .. · ·  2, 
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q u �. s o n  l a s  l l a m a, d a s  H e cu a,c,i t a e  l a  r e f e r e n c i a  m ó vil l '  

p a r a ,  , e l  g r u 'p o  d e  l a s  i s o m El t r í a s  d.@ E
n

' E n  f O l"ma: e xp l i c i;ta 

Q S  , í 

n n 
d x  ::: I (.l.) . 8 i ) 

el e . ::: I w . . 12 • • ( ó  • 9 ) 
i = 1  .1 � j = l J l J 

D o  aq ui ; t en i e n d o  en c u en t a  q u a  e . •  e . · �  6 . . . s e  d e d u  1 J l J < -'-
, ' . 

e e n  l a  s s ig'l.l i c n t e. s  e x p r e s i o n e s  p a r a  l a  s f o r m a s  0, d e  
' :

11 a ur e r -

. , (.j . :: e . d:,.� .  
1. 1. 

W • • 1 1.  e .  ] i 
( 6 . 1 0 )  

It a s  e cu a c i o n e s  d e  r� s t r tic t ur a  r e s u l t an f a c i l m c n t e  el l  , , 
e s c r i b í ±' qu e d ( d, x ) ::: O . d (;de . ;-) = Q' 'y

'
� 's o n  

. � . , .1 
d W . ::: 

1 
n 

I Wh A W ' l' .; h = l � 1 

2 .  UN L E M A  D E  E .  C A RT A N  

import  

. .  � i .w 1 '. ú? 2 ' • • • � Úlr 

' :,' , ¡ ' :  [ , dw . .  = 
1 J 

J r ' 1 ,  , :�J . ' !  , �  

t e s  s o b r e  u na v ar· i e d ad d i fer e n � i a p l e ,  N 

e o t o n c e s  c K i s t o n  i on � s  A . o  t a l e s  q u e  ------------------------------- 1 ]  
n 

n 

L w.  t A wh • ( 6 • 11 ) 
h = 1 1 1 J 

:' 5 ', 

( 6 , 1 2 )  

I 1, . •  1. J ÚJ .  , c o n A • •  :: A . .  ( 6 . 1 3 )  
j = 1  J }- J , J  1 
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D E H O S T RA C I O N . S i <m d o  l, a s  0\ l i n e a l m e n t e i n d e p e n d :t e � 

-t e s ,  e x i s t i r á n o t r a s  1 - - fo r m a s l/!r + 1 
, t//r + 2 " "  . I/!n q u e  j u nt o 

c o n e l l a s  forman u n a  b a s e  d e l e s pa c i o  v e c t o r i a l  d e  l a s  1 -
f o r m a s  s o b r e  M .  Por t a n t o  · s e  p od r á  e s cr ib i r  

r n 
1(.' - t A • •  

' 1"' B
i� \f; = tú .  + L l j = l l J  J h = r + l  h 

y s u s t i t u y e n d o  e n  ( 6 . 1 2 )  s e  t i e n e 

l ' ( A . o - A . •  ) W .  A w .  + :: O 
i <j � 

l J  J l  l J 

t a m b i � n  l o  s e r � n  l a s 2 f o rm a s  w .  A w . , w .  A l/Ih y p or l ] l ,  . 
t �n t o  d a  � 6 . 1 5 )  s e  d 

q u e  pru e b a  e l  l e ma . 

3 .  S U B V A R I E D AD E S  D E L  , , 

u c e  q u e  A .. ..  ::: l J  
, 

P A C I O  EUC L I D I AN O  

( 6 . 1 5 )  

E l  m ' t o d o  d e  l a  r e f e r e n c,i a m 6 v i l  p u e d e  a p l i�ar s e ' a l  

e st u d i o  d e  l a s  s uh v a r  d e,d Ef s '  d e l  e s :pa c i o  � uc l i d i an o . 

s imp l i fi c ar � a  e � �r a v am o s  a � up 6 n e r ' u n R  v� r � e d a d  d i� 

c l i d � ¡:l.1? O  En + N ' E l  -r: u m e r o  N . .  
,
s e  l l a m a  l a  Q o d im e n s � ó n  d e-- H .  

C on s i d e r em o s  l a  f a m i l i a d e  r e fe r e n c i a s  m o v i l e s 

( x ; e 1 , e 2 , • . .  � e )  t a l e s  q\l e x ' e '  i1 y l o s  ' v e r s or'e s ' "",� , e 2 " "  g e n 
s o n  t a ti g e n t e s  a M � n  e l  p un t o  x ( fo r m a n d o  p o r  t an t o  u n a  

s er �n n o rm a l e s  a M ,  e ng e n d r a n d o  e l  ti - p l a n o  n orm a l  a M e n  x .  



P a r a  s i m p l i f i c ar La e s c l' i t U !' él . v a m o s  a S tl p O n e l' q,u e en 10 

B u c e s  l o s  i n d i c a s  v é r i a n  e � t r e  l o s  s i g u i e n te s l i m i t e s . 

1 < i ,  j ,  k , • • . , <: n , 
n, ,< , a. � (1 ,¡ , . . .  , < n + N 

1 < A , B , C ,  . . .  " '< ' n + H ' 
�" . .' j 

( 6 . 1 6 ) 

y l a s  s u m a s  i n d i c a d a s  s e  on t a n d e r A n  s i e mp r e  r e sp c c tu d e-

l e s  i n d i c a s  r e p e t i d o s  y 6 n t r c , lo é  l fm i t e s ( 6 . 1 6 ) .  C o n  . "  . 

e s t e  c Oll v e n i G ,. �as  €J c u a c i o n s s, , ( � . 9 ) , ( 5 . 1 0 )  s e  ú s cr i b e n  

d x  :;: ¿ 

dWA :: z: 

� . .. , ,, . * - .- ' . " " , _." "" " " -

(JJ e d o  ¡ lI. A ' ,\ 

e,,) Aw , B AB  

:: ¿ 

di;) A B  

WEA G B , w :: A 

- l !t.IACAwC B 

eÁ  rJ x ;' (.i)' B A  :: ° B d e A  
( 6 . 1 7 ) 

( 6 . 1 8 )  

P a r a  l a  f am i l i a  de r e f e r enc i a s  c o n s i d e r a d a ,  t a l e s  q u e  

I d s  v e c t or e � e s o n  n o r ma i es a M y p or t a n t o  a d x , s e r �  a 
e d x :: Q �  o S C 2 . W :: O .  E n  c o n sB c u e n c 1 a  t a mb i � n s e r �  

a a 

d W  = O Y � eg ú n  ( 6 . 1 8 ) ti. l (;J . A (¡J • J. 0. J.  O .  E l  l e � a  d 0  C a r t a n 

n o s  d i c e e n t o n c e s q u e  e x i s t e n f unc i o n e s  " ,  . .  t A l r:: s q u e;  t; , 1 ] 

{ •• J .  ::: L ¡\ ,  ' . ' .  W . 1 a. , 1. ] ] ( 6 . 1 9 )  

D e  a q u í' Y d e  ( 6 . 1 8 )  r tl S u lt?- ' qU E:!  S e p u e d o e El t! r i b ir 

d W , '  .. == l J  \' ú) A w /., i h  ' h j ( 6 . 2 0 )  

s j C' Tl d.o 

, = ¿ w ,  A ( , = -'!.u . ./-,#. l j  J. a  eL j , 
: 

1 = ;:¡ L 

¿ 

¿ 

Ji ' h n  ' k  Il ", ]. Jo • ] 

R .  ' k h 
(L,' A. l J  k 

w 
h 

A t')k = 

ú.l • h! ( 6 . 2 1 )  
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. '  

h a b i e n d o  p u e s t o  

R '¡ ' kh = I ( A ' h A " - A ' k A ' h ) � J ' a , J.  Ct. , ] K ', a , l  ct , ]  , ( E¡ . 2 2 )  

L a s  e c u a c i o n e s  ( 6 . 2 0 )  s e  l l am an 1 e c u a c i o n e s  d e  

s s  d e  l a  t e o r i a  d e  s u b va r Le d a d e s . E s p e c i  c an d o  l a s  .:::...;;:;;.�,:;.... 

s e gu n d a s  e c u a c io n e s  ( 6 . 1 8 ) p a r a  A ::: i ,  B Ct. ,  r e s u l t a  

d YJ,. = - l w . . A (JJ . - l w1' R A wr:¡ :., 2 a  . 2 J J et '" "' ''' ( 6 . 2 3 )  

q u e  s on ' l a s  l l a m a d a s  e c u ac i on e s  d e  C o d a z  i F i n a l m e n t e ,  

p a r a  A = a ,  B ::: f. ,  d e  ( 6 . 1 8 )  s e  d e du c e  

s i end o 

c o n  

_. l 

I úJ CJ:y 

W • A W'; (3 ::: a l  ... - l A . .  An . h WJ, A wh ::= a , l J fJ , 2  

Ra.f3 h j 
\' ::: L C A ' h Af3 " ,Ci , :!. , l J A " Ar:¡ ' h )  a , J., ] fJ .  ,1 . 

( 6 , 2 4 )  

( 6 . 2 5 )  

( 6 . 2 6 )  

L'o'S' s í.m b o l o,s R i j kh ,. Rci� h'j · , s on a n á l o g o s  a l a s  c o m ­

p o n � n t e s  d e l  c l á s i c o  t e� s o r  d e  ? �r v�t u ra d e l  � � l c u� o  

t en s o r i a l  c l á s i c o , p er o  n o  c o i n c i d e n  e x a c t a m e n t e , a u n -

q u e  t i e n � l a s  m i s m a s  p r o p i e d ad e s  d e  s im e tr i a  s igu i e n t e s : 

j h k = R .. h ' . K 1 ]  



, n 2 1 :: , 1, w • .  , . . 
3. ::: 1 � J I :: l (( , i , j 

C A  • , (,J . W . ) 8  
C'l J. ]  � J a 
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� c  l l a m a n . r � sp e c t i vame n t e , l a  p r im c r �  y l a  s e g u n d a  fór 

m a a  f u ri d am e n t a l e s  d e  l a  t o o r i a  d o  s u b va r i e d a d e s  d e  d im e n  

s i ó n  n 'i: n  E n + N  

4 .  C U g V A S  E N  E n 

L o s  c a s o a  e x tr e m o s d e  s u bv a r i e d a d o s  d e  E n+ N , s o n  

e l  c � s o  d e  cur v a s ,  n = 1 , Y e l  c a s o  d e  h i p e r s u p e r f i c i e s , 

1i = .l . V a m o s  a e s t u d i a r l o s  p o r s e p a r a d o . 

Para s i m p l i � i c a r l a  n o t a o i ó n , v am o s  a ' c o n s i d e r a r  

e l  c a s o  d e  c ur v a s  e n  E • n > 2 . S e 3  C : x :: x C s )  u n a  o u r 
n 

v a  d e  E > o s e a .  l a  im a g e n  d e  un i n t e r v a l o  d e  l a  r R c t a  n " . . � . . 

r ·� a l  p o,r l a  a p l i c a c i ó n  s -)- :-;{ s )  q u e  s u p on e mo s , c o m o  

s i c np r e �  i n f i n i t a m e n t o  d e r i� a b l e . S up o h g a m o s t a m b i � n  
( n  -,1 ) 

q Cl. C  G n  c a d a  p u n t o  l o s  V G c t O t' B S  x ' , x l t , • • •  , x  . s e an 
> .  ; 

i n d e p e ri d i rib t e s , d e  m a n e r a  q u e  e n g e n d r e n  u n  

( h i p e r p l a n o . o 8 c u l a d o � ) � 

En , c a d a  p u n t o  x e e p o d e m o s  Q o n s i d e � a r l a  r e f e r e n  

c i a  o r t on or m a l ( x ; e 1 • · · . , e n ) t a l  q u e . c ad a
,

ve r s or : k e s t �  

c o n t ..:. n i d o  e n  e l  k ; p l ;;¡ D O  e n g e n d r' ;;t d o p o r  x ' , x l f , . . • & K ( k ) , 

c o n  l o  c u a l  d e k s (:! r á  u n a.  c o mh i n a c i ó n l i n e a l  d e  

8
n + 1  = O .  S u po n i e n d o e l  p a r á m e t r o  s n o r m a l i z a d o  d e  m a h e  

l' ti q lJ e l ;.;. ¡ ( s )  1 ::  1 ( e  n t n 1'1 (' r.; 1'; s e d i e  e q u e s e s e 1 a l'  e o d o 
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l a  c ur v a ) , 

r o l a c i o n e s  

o s e a X l  ::: e l a s  e c u a c i o n �� " 1 • 
( 6 . 1 7 ) y 

" . ::: - f.») . , n o s  <l i c e n J ,. ] 1. " 
p a r p  e s t a  f am i l i a  

d e  r e f e r en c i a s  e s  (..ti ::: (.:) =:: � , ., ::;:  &.' . .  = O y �  a d ema s , 2 3 .\. , n · · , , 

Ú')h ' ::: O p a r a  h ::: 1 �  . . . , i - 2 > i , i ·r 2 �  . . . . n .  D e  m a n e r a  q u e  1. . , 
la s e c ua c i on e s  ( 6 . 1 7 ) t oma n l a  f o r m a  

s 

( 6 . 2 9 ) 
ú,; e k + l , le k + l  

v 1i.l i d a s· p a r a  le ::: 1 ; 2 "  . •  , n  c o n  e l  c o ri v e n i o  d e  p o n e r  

w ' ::: O .  n + l , n  
, ," 

C o m o  l a s  w . .  , c o mo t o d a s  l a s  r e f e r e n c i a s  e l e  d a s  J. ]  
" 

d e  l a  ma n e r a  d i c h a  a l o  l a r go d e  l a  c ur v a , s 61 0  d e p e n -

d en d e l  p un t o  d e  l a  c ur v a  o s e a  d e  s , ' s e  p u e d e  p on e r  

Ü}
k ..! 1 . k 

::: I&
k _ l d s ; ú) :: Tl '  d a  y l a s  e c u a c i o n e s  ( 6 , 2 9 )  

, k + 1 , k  le + 1  

toman l a  f o r m a  �e' l a s  c l �� i c a s  e t  

. ,  

( 6 . 3 0 )  

1 , 2 ,  . • .  , 1'1 ) 

e n  l a s , c u �le s � l � K� , • • .  , M � � l �on· l a s  c urva t u r a s  d e  l a  

c ur v a  C .  P a r a  � l  e s p a c i o  ord i n �rio � 3 '  K ;  e s  i a c ur v a � u  

r a  prop i am e nt e:  di .c h a · le y K 2 ::: r " e s  l a  to r s i ón d e  l a  C U1.�  

va . L a s  f 6rffi u l a s  d e  F r e n e t  s e  e s c r i b e n . e n t on c e s  

s 

( 6 . 3 1 )  

::: - T e  2 
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[, o G V (;! l' S C: l' l1 S e . , lo; " , <:1 3 r,; 1 e. g i d o  s d '= 1 a m n n '" r a d i e 11 a J. " , 
B �  l la m a n  r� s p e c t i v a m e n t c  

" 

e 1 Y L i n a rm a l  d e  C .  

Un t 0 0 r e m a  d e  e x i s t e n c i a  d e  l a  tDor i a  de e c uac i o n e s  

.. 
d i fG�an c i a l o s �0rm i t c  a s e g u r ar q u e , r e c i pr o c a m e n t e , d a d a s  

l a s  c ur v a t ur a s  K l ' K ? ,  . . . •  � d a  un a c ur v a  e d e  E , 1 3  c u r v a  
� n n 

q u e d a  d e t cr w i n a d �  s a l v o u n a  
. ' .. J. s o m c t r l a . 

P U D � U C e s t &  a SE g u ra d a l a  n x i s t e n c l a , l a  de t c r w i n a -

. ... O J o n .::: 

n e r a l  n o  p u e d e  o b te n e� s e  por c u a d r a t ur a s . S o l a m e n t e  p a � a  

0 1  c a s o  d e l  a n 0 :i n = 2 ,  :c G 5 1.1 l  t ,i fa c i l
'
m en t a

' 
q u e  d a d a  l a  

, 
c u r v A t .l,l r a  k 

. . en func� 6 n  d e l ar c o  E ,  l a  d ur v a  c o rr c B p o n -

d i e n t e c � t A  d a d a p o r  l a s  s i g u i e n t e s  a c u a c i o n e � �i�am� -

tr i c a s . 

5 .  H I P 

, L ' 

l O: :=, tp O + , r ;: <. s. ) : d x ,  ; l" 

;� _. ¡< O 

.Y - Y O 

' 0  

' r  + c o s  
O 

' 8  + ) s ú n-

O 

S U P ER F IC I E S  EN  � 
,n + 1  

\[i d s , 

I{) d's " 

C O Il s i él e I' C Tl' O S  a h o r a. e l  C fl S O  H = 1 .  E n  e s t e  c a s o , 

c o mo � G o la p u e d e  t 0 m a r  v a l cn� n+1 , ( s q < ú n ,  Ur. 1 6 ) ) ,  
:'\ Q '-, p r  l' l' ,, _ .  " 1 . .  "n.+ " l J 

11 . , = A • .  y l ;.¡ ¡; e c u a c i on e s  1 J J 1 . 
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. '  . 
( 6 . 1'9 ) que d a n  
. . ... . � .. :'_� H -_.- w i � n + l  

n 
I 

j = l 
A . •  1. J  

'Ua s e g u n d �  fo r m a  f u n damen t a l  ( 6 . 2 8 ) i  p r e s c �n d i o n d o  
". 

d � l  v e r s ar 8n + 1 , s e  p U 8 d e  e s c r i b i r 

1 1 ::: \' A . , (\) . ú) • ::; \' ü.l .  (,;, . L 1 J X J L 1 , n + 1 ' :1 
( 6 , 3 3 )' 

Ob s er v e m o s  q u e  s i  s a  s u s t i t u y e n  l o s  v e r s ar e s 

e .  ( i  = 1 � 2  • . . .  � n )  t a n g e n t e s  a M e n  x ,  p � r  o t r o  s i s t e� a  1. 
a ::;  v e r s ar e s  o r t o n o rm a l e s  0. �,  t amb i én t a'H g e n t e s  a M ; ' s er a  

,' • .  " . '  :1 
...... \' e ': ::; L 1. 

n u e ya 

. 'Pa r a  l a ' 

( e l v e r s ar 

e n o  c a mb i a ) s e r a .  n + 1  
.-. (J)" ,:1. , n+,l  = l d e  a '; h e h n + 1. ... 

\' t.) - '\ A' w '  a \ = ¿ a i h h , n+ 1  - L h s s i'h 
.�. : 

( 6 . 3 4 ) 

d o n d s  l a s  s um a s  s e  en t i e n d e n  s i e mp r e  d e  � a n r e s p e c t o  
t ,'¡ 

d e  l o s  i n d i c a s  r e p e t i d o s . P o �  t a n t o  '. 

'\ li h a ' h a ' k (u (';'k :: \' A k ' (.el 11.1k L s 1.' :1 · .s . L s s ' .  l. . 
.,' ( 6 . 3 5 )  

d o n d e l a  s e g un d a  i gu a l d a d h a  r e s u l t a d o  p o r  l a s  c o n d i c i o n El s  

L a i h a i k ::; 8 hk c o ns e c u e n c i a  d o  s er l a  m a t r  ( a i h ) o r t o g o -

n a l . T e n e m o·s p or .t a n t o' l a· :L'gua l da d  t I , o s e a � l a  for 

rn a  c ua d  i c a. , ( 6 � . . 3 3 )  . (, s l3 gun da f o rIn a  f u n d ame n t i'l l  d e  1,a h e r  



� ! 
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"e . t Of:1::lCl os  e n  :e'l e s p a c i o  t a n g e n t E:  T . S e  trata  d e  il nr.l , for  
1 X ·  

ma cuadr�tica  i n v ar i a n t e  ( d e p e n d i e n t e  G n { c a m e n t é  d�, � .Y 

d e l  p unt o '  x )  . E n c o n s e c u e n c i a , l a s  r a i ; e �
. , 
K::l , H' ,2 " • •  ,,� I< TI d e  

l a  c C 1J a c i o l1 

1 ti , .  - l' u . · 1  lJ 1 J  o ( f) . 3 5 ) 

re r � n  t amb i ' n  i n v a r i a n t e s  d e  l a  h i p e r s u p e r f i c io . S e  l l aman 

l a"$ d e  H e n  e l  p u n t o  x .  

L e  r - � s i m a  c urvat ura m 0 d i a  d e  M e n  e l  p u n t o x � e  d e fi  

- 1  
{/: 1 :� 2 

r :::. 1 ,  2 , • . .  , '.1 
( 5 . 3 7 ) 

e l e me:nt a 1  d e  1.a s c ur v.a h u r a s  ' P11 i irc e s  ;� 1 " 
, 

r ::: 1 , n s e  t ia'ne 
. . ... ," 

H 1  ::: 

JI ::: TI 

1 
( 1( , k: 2  k. ) + + • •  . + ::: 

n 1 n 

K 1 1< 2 .  . Ir. d e t <r � i j ) n 

c u r v a t ur a m e d i� y H 
n 

l a  

c urvatura  d e  G a u s s  d e  M e n  x .  

1 ( -l 
2' " 1 1  

::: {\ 

+ /:1 2 2  + . . .  + 

( 6 . 3 8 )  

cur v t ur a  to 't.al o 

I\.m ) 

C 08 0  lo s v e c t or e s  e .  s o n  t a n g e n t e s  � M ,  u n a  d i :t' e c � i 6 n  
1 

t a.n gent e  d x  ::: ':') . 0 . q u e d a
' 

cl (!: t l?:t'mir.i ad a  p o r  l a s  compori:'2! n t e s  .1. 1 
ti.l . . S !oC  1 1  a In a TI d i :r. (:) e e i o n  e s á 1 e s  e n e 1 p u n t o x a q U e -J. _____ � _____ .L...: ____ � ____ ....:;;.. 

1 1 a s  par a  l a é  cua l o s  s e  c u m p l e  r A • • (,,; . ;::; /{, (..J • •  J. ]  ] � L o s  v a lo r e s  

l,j 



c o r r e s p o n d i e n t e s  d e  � s o n l a s  r a � c e s  d e  l a  m i s m a  e c u a  

c i ó n  ( 6 . 3 6 ) .  o s e a , 1 3 s  c ur v a t u r a s  p r i n c i p a l e s . E l i g i e n  . ' . ' -

d o  e s t a s  d i r e c c i o n e s  p r i n c i p a l e s  c o m o  d i r e c c i o n e s  d e  

l o s  v e r s a r e s e � , l a  ma t r i z  A . .  r e s u l t a  un a ma t r i z  d i  
.... 1. J  

n a l  � l a s  c u r v a t ur a s pr i n c  a l e s  s o � p r e c i s a m e n t e  l a s  

Ii . ::: A . . . S i  ( 6 . 3 6 )  t i e n e ' r a i c e s  mt1 l t i p l e s , h a y  c u r v a -J. 1. 1.  
t u r a s  p r i n c  a l e s  r e p e t i d a s  y l a s  d $ r e c c i o n e s ·  p r i nc 

l e s  n o  q u e d a n  d e t � rm i n a d a s , p e r o  s i e mp r e  s e ' p u� d e  e 1 e -
g i l'" l o s  e i  t an g e n t e s  a d i r e c c i o n e s  p r i n c i p a l e s . A p l i c a� 
d o  e n t o n c e s  l a  s e g u n d a  e c u a c i ó n  ( 6 . 1 7 ) y 

'(5 . . 3 2 )" s e  t i e n e  
. n . ' 

I 
i = 1  

d e :: \' f..,) e = n + l L 1 , n+ 1  i K. • vJ , e' . 
1. :. l ( 6 . 3 9 )  

d o n d e en'+ l e S . e·l v e p s o r  ¡to r m a l  a H .  ' E s t a  e c u a c i ó n : ( 6 . 3 9 )  

e s  l a  v e c ·t o r i a l  d e  'l a s  l l a m a d a s' ' e c u  c i o n e s  (fe 

O .  R o d r i g u e s s  b i e n ' e n t e n d i d o  qu e e l l a  s u p o na q u e  l o s  

v r¡ r r,- o r e s  e .  s o n t a. n g e n t e s  a d i r e c c i o n e s  , pr i n c i p a l e s . � . '  
• 

. . . .'. • ¡' . '  , 
- • � . 

P o r  � j e mp l o . s i  8 n + 1  v a r i a  s e g Q n  l a  d i r e c c i & n  d e  e i y 

d s . = ú.l. e s  l a  1 0"n g·l. t n d d e l d e·s p l a z a m i e.n t o  � e:gú n  1. 1. 

( 6 . 3 9 )
. 

qu � d a  �e n + l / ¡:'s i, := I(; i e'i q,u e  e s . t:?; . fo r.m a  c l á s i c a  
• • ..:... � . . • � • ' w . .. •• • 

d e  l a s  e c u a c i o n e s  d e  O . R o d r i gu e s  s a l v o  t a l  v e z  e )  , , ' 

s i g n o  q u e  d e p e n d e  d e l  s e n t i d o  e l e g i d o  p a r a  e . .  o . : . J. . 
O b � e r v e mo s  f i n a lm e n t e  q u e  l a s  l - f o r m a s w .  = d x . e .  . '  1. 1. 

r e p r e s e n t a n e l  e l e m e n t o  d e  a r c o  s o � r e . M  e n  l a  d i r e c -

c i 6 n  d e l  v e c t or t a n � e n t e  e i , P o r  t a n t o , l a  f o r m a  

w A (.vr A • •  , A  C,) 
1 L n ( 6 , 4 0 )  
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e s  e l  e l em e n t o  d e  & r e a  d e  M en 0 1  pu n t o x c o n s i d e r a d o . 

S i  a c a d a  :p u n t o  x € n s e  1 8  h a c e  c o r r e s p o n d e r e l  
1 .. ..  ' : D x t r � � o  �o l v e r s o r  n o rm a l  e l ' s o b r e  l a  .B s f e r a  u n i d a d . 

n " l 

l a 2-p l i c 2: c :l. 6n x -+ e ' s e  
n + 1  

l l.<lma .la 

d ·;: ! 1 . S h n d ó · d 
+ 1  

= 1 (,;) 
i , n + 1  

e .  comp a r a n d o  c o n  .1 
d x  = � w .  c .  y t e n i e n d o  en c u e n t a ( 6 � 4 0 )  r e s u l t a  q u e  ¿ .1 � 

e l, e l e m en t o  d e  ' 2.r e a  d e  la r e pr e s e n t a c i ó n  e s  f e ",  e s  

d '  . :  (.J JI. (,; A 
l , n + l  2 , n +1 

"11. ' e/, Y p o r  t an t o � s e! TI n , n + 1  

( 6 . 3 2 )  

a0 = d e t ( A � , ) d �  = P d I .1 ] L n 

lo c u a l  n o s  d ic e  q u e  l a  c ur v a t u r a  d e  G a u s s  H p u e d e  
n 

d é f i n i r s ó  c omo e l  c o c i e.nt e e n t r e  e l  e � e m e n t o  d e  e a  

d e  l a  !' aprtrs 8 nta c i 6 n  e s f @ r i c D  y e l  8 12 m e � t o  d e  'rea 

c o r r !::! s p o n d i mi t e ' d e  la h i p e r s u p e r f i c i e  e n  s I  p U 'fl t o  x .  

6 .  S U P E RF I C I E S' EN 

V em o� a ap l i c ar l o  an t�r i or a l  c as o  d e  s u p e r f i c i e s  

d o l  e s p a c i 6  e u� ii d i 2 h 0  d e  t r e s  d i m e n s i o n e s . 

s i  S . ,  6 2 s o n  v e r s o r e s ]. e n a l e s  e n t r e  s i � t a n g a n  

t e s  B la s u p er f i c i e  M e n  e l  p u n t o  x y e
3 

e s  e l  v er s o r n o r  
m n l \¡ l a. s  e c u a c i o n e s  f u n d a m e n t a r e s ( 6 . 1 7 )  s e  e s c Fi b .e n  

d x  = ( ., e + I.: J e 2 ' � 1  1 :� 
de l 

.. (.>J e 2 + ( ., e 3 1 2  " :1 3 
( 6 . 4 2 ) 

d 0 1 
= _.(.,¡ 

1 2 ° 1 + (t) 2 3  e: 3 
d e  = -('\ 3 8: - ',) 8

2 . :3 1 2 3  
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. ,�. � �- - '  

p u e s t o  que  s i e n d o  e 3 s i e m p r e  n o r��l , a  la s up e r f i c i e , d x  

n o  t i e n e  c o mp o n ent e s ,e g ún e 3 • o s e a �, w3 ::: O y s i e n d o  

2 e .  = 1 ,  e s  e . .  d e . ::: � � � 0 ,  o s e a , (�'. . ::: O ( i  ::: 1 ,  2 , 3 ) , a d e ID á s � �  , 
d e  s e r W • •  = - IjJJ' J.' p o r  s e r e .  :d e .  t e  . . d e , = O ,( p o r  d er i v a  :LJ. � :- J J J 
c i a r:  d e  e . .  e .  :;: O . i t- j) . l '  ] 

L a s  � Q uac i o n e s  d e  e s t r u c t u ra , o c o n d i c i o n e s  d e  i n t e -

i l i d ad , e s c r i b i e n d o  que d ( d x )  ::: O �  d ( d e . )  ::: ° r e s u l ­:t 
t an s e r 

d L..) ::: ú) r A d Ú)2 
::: W2 1 

A 0.11 ' 1 1 2  

új A (';1 3  t ú,,'r. A W2 3 
:;: O 1 L ( 6 , 4 3 ) 

0 <°
1 2  

= (;)1 3  A 1jJ3 2 • dW1 3  = w A (.)2 3 ' 1 2 

d w ::: üi 
2 3 2 1 A W 1 3  • 

El t r i e d r o  ( x ; e 1 , e 2 , 6 3 ) ( r e f e r e n c i a  móv i l ) n o  .qu e d a  

c omp l e t am e nt e  d e t e r m i r: a d o  p o r  e l  h e c h o  ds a � r  e l ' e 2 o r ­

t o g o n a l e s  y t a n g e nt e s  a l a  s u p e r fi c i é . Por u n a  ro t a c i 6 n 

d e  á n gu l o  W e n  e l  p l a n o  t a n g e nt e , r es ul t �  o t r o  tri e d r o  
" . . 

d e  i g u� l e s  c �r a c t er i s t i c a s .  E s  d e c i r . a a b �  h a c er l a  t r an s o  

form a o i  

.1. + e "  = c o s  r.p e L �.e n  ¡j" 6 2 , 1 .. 

1: ::: - s cn '1" e'l + Ir ( 6 . 4 4 ), e c o s  e 2 , � 2  

e� :;: 8 3 

on l a  c ua l  l a s  n u e v a s  form a s  d i f er enc i.al e s  i' a s u l t a ll 

e r ': 



(¡.P 1.1>: .  �': \,' :: 
('; 1  :: c o r;  . 1 , 

IJj� ::: cb: . e � ::: S 6 !"l  1, 

-}.; '1 .'t !f
(, 

d t;  1'.:" :: 0 ,.., ::: + 
1 2  

'" <.. 

(;{c 1 �;: lt ::: e ::: c o s  
1 3 

c e 1 3 
{,.)'"t'r d El �  (: :: . e ::: - s e n 

2 3  3 

(IJ 
1 

+ s e n  \' f'J2 ' 

t,,\ . +  C (,' S \'� (,)2 

c,;; 1 2 ' . . 

<{' (.,J 1 3  + G e n  \( 
" \ 

�: {, .. ', 
:l 3 

+ c e s  �. 

.. -� ," . .  . ,. '  , ' w  

ú,) , 2 3  
(,} 

2 3  

- 2 6 3 -

.-

D (-! a q u i' s e  (hJ d u c e  q u e l a s  s i g u i e n t G s  f Q l'm a S  d i f e r eI!., 

r c n c i a l e s  �a l � n  l o  m i s m o 

e s  d e c ir s ón i n v a r i a n tes po r �Q t 2 o i o n e s  � y ,  p o r  t an t o , 

S Q � i n t r i n s b c as d o  l a  � u p e r f i c i e � 

::: pl� i m el' a  f o r m a  c U El d r a t i c a  

1 
f u n cl a m e n t á l , 

s e g u n d a  f o r m a  c ü.a dr á t i c a  

f u n d'a m e n t 3. 1 , ( G . 4 6 )  
e l em Bn :t ó  d e  l a:: s u p e r f i c  f e , 

0., • 

t a c i ó n  e s  r i c a  . 
. " 

L a  pr i m e r a  f o r�a c ua d ra t ic e  fu n d am u n t a l  s e r a pr e s e� 

t a  
- 2 d p e,:!:' d s  y s 8 0  l l a m a  e l  e l e m e n t o ' d e  a'i� c o  ' s o br e l a  s u -

...... ... .¡: ., t ":>.  S· · 1 f '  . J! " J, _ _  . e J. " . , , �  a s u p e r . : 1 e J. e e s t ¿¡  d a d a  p o r  l a G c ua c H \n v C! c -

t o r i a l  x = x ( u . v ) , e s  
2 2 = x d u ·  + 2 >: • x � dl1 <hr + u U v 
2 2 + x d v  ( 5 . 47 )  v 

En l a  g e o m o t r i a  d i f e r e n� i a l  c l S s i c a , s e  u c o$ t u m b r a  

E ,  x . :< u v 
2 :: F ,  x ::: G .  J V 

r.1 él S  \1 , v 1:i o n  0 1' 1: 0  g o n  al G s :>  1;\ n t o n e  8 G 

S i  l � s  l i n e a s  c o or d a n a  

x . x  
u v 

:: r !:: 
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pr i m e r a  f o r m a  f u n d aman t a l  s e  e s c r e 

( 6 , 4· 8 ) 

o s e a � ::: lE d u , (,� 2. 
:: IG d v . E l  e l e m e nt o d e  á r e a  t O nl a  

e n t o n c e S  l a  f o r m a  

d I :: 1.J.J1 A iJ '  "2 ::: cu A d v . ( 6 . 4 9 )  

L a  r c p r e s e n t a c i�n e s f6r i ca d e  l a  s u p a r f i c i �  e s  l a  

r e  p r e s e n t a c i ó  n x -;. e 3 ( :>. ) ,  q u e a ', C a d a  p u n  t o d e l a s u p e  E. 
f i c i �  h a c e  c o r r e s p o n d� r  e l  p u n t o  e ( x )  d e  l a  e s f e r a  u n i  

. 3 " 

d a d " P a r a  e l l a , l a  p' r i m € r a f o rm a  f u n d a m e n t a l  e s  

( d ) 2 ( ,2 2 
d .. e 3 . :: " 1 3  + {.L.Í2 3  '! Y p � r  t a n � o  e l  e l e m e.n t o  e a r e a  e s  

d"-:' ::: 0.)1 3 A ""2 3 ' E l  c o c i e n t e  

d ,�,; � :: dI ::: 
w , 1 3 

W1 

A (�)2 3 
A üJ ? 

( 6 . 5 0 )  

e s  l a  c u r va t ur a  d e , q a � s s  d e  l a  s �p e r f i c i e  e n  e l  p u n t o  x �  

T e n  i E::n do e n  e u e n t  a ( 6 . 1+  3 ) t amb i � n  s e p u e d e  G s e r i  b i ::' 

, d (..j 1 2 Y. ::: - A ( � . 5 1 )  (.j (,)? 1 _ 

D e  l a  .re l a c ió n  w1 A (1.'1 3 + (,)2 A ' (·J2 3 :: O ( 6 . 4 3 ) s e  

d e d u e  a (l e.m a d e  C a r t a n ) 

c o n  l o  c u a l  l a  s e c un da f o r m a  f un d a m e n t a l  s e  e s c r ihe 

( 6 . 5 3 ) 

y J a  c u r v a t u r a  m e d i a  y ' l a t u tv a t u r a  d a  � a u s s , s e g O n  ( 6 . 3 8 ) 
t o man l a  forma 

�-rt �:'ii;.·n··.\·' :' 
i 

[ .  , 



1 H = 2 ( a i- e ) ,  

y d a  a � u i  y ( 6 . 5 1 )  s e  d e d u c e  

K ::; 

- 2 6 5  

K = ,J o  ( o . 5 LI ) 

i e n t e s , .  s e  po� r 8  e s c r i b i r  

= p, (.' A ( ... 1 2 1 :2 

( 6 . 5 5 )  

E s t a  i lil p ol' t a n t e  f ó r m u l a  n o s el .i c e  q u e  K d e p e n d�l 

u n i c a m e n t e  d q  l a .s f O l'm a s  W1 ' (:J" d e  l a  p r i m ", r a  f o r m a  Lo -

fund a m ent a l , o a e a , d u� D I e m a n to d e  a r c o  d s .  E s to qu i e r e  

cl li:! c i r  q u e  p a r a  c u a I q u ien�  d e f o r m a c i ó n  d.\?: l a  s u p.e r f j: c i e . 

m i en tr a s  l a s  l on g i t u d � s  d e  l a s  c u � v a s  s e  m an t e n g a n  i n v� 

r i entes , l a  c urv a t u r a  d i';  G a u s a  K n o  v a r i a r á . E :;: t a  p r op i �  

dad !':: 0 11 s t i t u ye e l  l l a ¡;¡ a d a  l! t e a r am a  e gr c :;; i um H  d !� G ,nu s s . 

Si 61  e l o m en t o  d e  a r c o  S s t &  d a d o  a n  l a  f o r m a  ( 6 . � a ) .  

( . , 
" 1 2 

= .fi d u , ÓJ2 = IG ¿¡ v � e s  f á c i l c o mprobar q u e  

1 
v'E G 

1 -
IG 

(·IE 
(v 

� .¡¡:;-� , .  

('v 

(.'.i 

d u  + 

1 [ 18  ::: --2 IE G el! 

. 1 clG dv 
If: [u 
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y p o r  t a n t o  

1 K = - --
,ifG 

E j  e rap l o s  

1 
IG 

1 

IF. �.] J C u.  ,. 

1 .  ? ar a e l  p l a n o  e u c l i di a n o  E n  c o ord e n a� a g  c a r� e s i a  

2 ? " 2  n a s  ort o g on a l e s  u �  v e s  d s  :::: d u - t � v  • o s e a . E = 1 ,  
G :::: 1 .  y p or t ab t o  K = 0 . 

2 .  
'
.Pa r a ·· l a  e s f e r a  d e  r il d i o  ' R � s i o n é'. o  u ,  v l a s  

c o o r d e n ad a s  R � o g r � f i c a s  · ( u  d i s t a n c i a ' p o l a r  o c o J. a t i t u d , 

v l o n g i t u d ) e s  

X l 
:::: R s en ti c o s  v � 

x 3 
:::: R c o s  u 

2 2 
d 

2 
d e  do n d e d s  = d x  t :x �  1. 

E R
2 G R

2 
o S 6 3. , :::: = s e n • 

X :::: R 
2 

') t c1.x � :::: 

2 u y po r  

s e n u 

2 2 R ( d u 

t a n t o  

s'e n  v .  

2 n + s e n  u d V "' ) , 

K = 1 1R
2

. 

3 . E l  t or o  e n g e n d r a d o  p o r  l a  c i r c un f e r en c i a  d e  

rad io r que gi r a  a l r e d .e d or d e.l ej e x3 ,
. 

S Up U f:� s t o  q u e  e s t e  

e j e e é t A  e n  e l  p l an o  d e  l a  c ir c u n f e r e n c i a  y q u e  a > r .  

s i e n d o  a l a  d i s t an c i a  d e l  ej � a l  c en t r o  d é . l a  c i r c u n f 0 -

renc i a , t i e n e  p or e c u a c i o n e s  

d e  

o 

X l  :::: ( a  + r s e n u )  c o s v � .' . x 
2 

= ( a t r s e n u )  s e n v .  

x 3 - l� c o s  u 

2 2 2 2 2 d u  2 ( a t r  2 d o n d e  d s  :::: d X 1 + d X 2 t d X 3 
:::: r + s e n  u )  

2 ( a tr 2 d e  d o n d e  s e a , E :::: r � G = s en u )  , 

d v  2 
� 

1 I I 
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1< - s e n  u 
( 6 . 5 9 )  

r ( a + r  s e n u )  

r. s t o  n o s  d i c e  qllc p a r a  l o s  p u n t o.s d e  l a  p .á r t  ¡j el e l  
�, . .. " ,  . t o r o  op u e s t a  a l  e j e  d e  r o ·t a c  i ó n  ( O  < u < " ) e s  K > O Y 

? a r a l o s  p u n t o s  d e  l a  � a r t e d ir i g i � a h ac i a  e l  �j e 

( 11'  < U < 21f ) os K < O .  En l o s  p un t o s  d e  l a s  c i r c un f e r e n  

c i a s  u = O ,  u = � ,  8 S  K = O .  

4 .  S i  s up o n e m o s e l  s e m i p l a n o  p o s i t i v o  v > O c o n  l a  

rn G t r i ca d s 2  = ( �u 2 + d�2 ) / v 2 . s e  t i ene E = 1 /v 1 , G = 1 / v 2  

y r e s ul t a  K = - 1 . E �  de cir , e l  s em i p l a n o  v > O c o n  l a  

.. • d 2 ll1 e t r l c a  s = ( d u 2 + (' v 2 ) / v 2  t' . .. d J e s  u n a  r e pr e s e n ' a c l o n e 
¡ 

l a s  s upe� f i c i ós d e  c u r v a t �r a  c o n s t a n � e  n e g a ��v a ( r e p r e -

s e n t ac i 6 n  d é  P o in c a r � ) .  
;. 1 

:X 1  - s e n u ,  

:t 

"X 3 . = ..,·}:o'g 't a n ( u  / 2 ) 

c o s , u ( O  < u < 271' ) ( 6 . 5 0 )  

a lr e d e d o r  d e l  e j e :X 3  s e  o b t i e n e  l a  s u p �r f i c i e d e  r 670 1u c i6n 

"��""­
'\ 

\\ \ , 

-_.� ./ 

f i g . 6 . 1  

' .. 1.1, a e s 
2 d s  

2 a. 2 = c o t  u u, 

2 2 o s e a , E = c o t  u ,  G = s e n  u y 

a p l i c an d o  ( 6 . 5 S }  r�s u l t 3 K = . 1 . 

B a t a  .s u p (::! r f i c i e  d e  c ur v a t u r a  

c o n s 't a n t �  n e ga t i v a  t i e n e  l o s  
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o s  s i n gu l a r e s  d e  l a  c i r o u n f e r e n é: t"a: x s" ::: " ' .0 - ,  U n  t e o l' e m a  

f a m o s o  d e  H i l b e r t  a f i r m a  q u e  n o  a x i s t €)  e n , E 3 n i n g u n a  s u -

p e r f i c i c  s i n s i n g u l a r i d a d e s  d� c �� v a t u r a  c o n s t a n t e n B g a -

t i v a . L a  c ury a ( 6 . 6 0 )  s e  l l a m a  l a  ' ; t r a c t r i ,z :¡ y ,t i != n e  l a  

p r o p i e d a d  d e  q u e e l  s e g m e n t o  d e  t a n g e nt e  c om p � e n d i d � e n t r e  

e l  p u n t o  d e  c on t a c t o  X y e l  e j e x 3 e S
,

c o n s t an t e . M a s  e x a c ­

t a m e n t e  e s  A X  ::: 1 c om o  s e  p u e d e com p r o b ar c o m o  e j e r c i c i o . 

L a  c o n s e c u e n c i a  m a s  i mp o r t a n t e  d e l  I 1 t e o r e m a e g r e gi u m "  

e s  q u e  d o s  s u p e r f i c i e s  a p l i c a b l e s  i s o m e t ri c a m e n t e , o s e a . 

q u e  a d m i t e n  u n a  ' r e p r e s en t a c i ó n d e  u n a  s o b r e  l a  o t r a  qu e 

c o n s e r v e  l a s  l o n g i t u d e s d e  l a s  c ur v a s  h o m ó l o g a s . d e b e n  

t e n e r l a  m i s �a c ur v a t u r a  d e  G a u s s . P o r  t a n t o � n o  p u e d e  

r e p r e s e n t a r s e ,  p o r  e j emp l o , u n a  e s f e r a  s o b r e  u n  p l a n o  d e  

:n a n e r a  i s o m é t r i c a . :, D e a qu i  ' q u e  t o d o s  l o s  m a p a s  g e o gr a f i -

J O S  d e  l a  T i e r r a , e n  u n  pl a n o  d e b a n  t e n e r  s i e mp i� d a f o r m a -

:: i o ne s . L a  s s u p  e r f  i e ;i  �,s 'J:J. ti e p u e d  e n  r e s e n t ar s e  i s om e t r i  

l am e n t e  s o b r e  e l  p l a n o  d e b e n  t , n a r  K ::: O y s o  l l am � r  s up 

�i e i e s  d e s  l a b l a s . t l l a s  s o n  l o s  � o n o s J p i l i n � � o B  y l a s  ������----
'a r m a d a s  p o r  t o d a s l a s  t an g e n t e s , a  u n a  c u r v a  cua l q � i e ra d o l  

s p a c i o . 

C U R V A S  S O B R E  U N A  S U P ERF I C I E  

C o n s i d e r e m o s  a h o r a  u n a  c u r v a  e s o b r e uh a s u� e� f i c i e  

• S i  0 1  e s  e � v e r s o r t D n g e n t e  a e � n  e l  p u n t o  x E M y d s , 

s e l  é l e m e n t o  d o  a r c o  d e  c �  s e  i n t r o d u c e n l a s  s i g u i e n t e s  

:; f i n i c i o n e s  

H 4 Z i 



::: K. ::: s g 
(,l  1 3, ::: l e :::: 
d s  n 

::: T ::: G g: !  "" 

,, ' ,;, 1 r e pr e s G ut am o s 

c u rv a t ul'o g ¡; o d ó s i c a  d e  e 

c urva tur a '  n or m a l 

t . '" d "  -or s 1 0 � , ge o � s 1 c a  

a h o r a  �� e l  p or � 
2 

d e  e 

d e  c . . 

v e l� s o r 

.¡: c 1  d �  e e n  x y por e 3  e l  v e r s or b in orm a l , 

,. / . .... 

• < 

n o rmal 

fórm u l a  d e  Fr c n et ( 6 . 3 1 )  nos d i ce q u e  d e i / d a  -
,-, 

- 2 6 9  

( 6  • 6�  ) 

p l' i ::::, 

e s  e l  á n � u l o en tro s i  y e l  v � r s o r  n orma l a l a  s up erf i c i e  

.-, e e e �  ,. = - c o s  " + s e n  e 3 � 2  
( 6 . 6 2 )  

y p o r  t a n t o  

d e
i

/ d s  = K s e n (J 8 2 
+ ¡<; c o s  e 8 3  ( 6 . 6 3 )  

d e  d o n d e , c omp a r ando c on ( 6 . 4 2 )  y ( 6 , 6 1 ) , 

K = 1<. s e n e f{ ::: K c o s e 
g n ( 6 . 6 4 )  

L a  s c � u n d a  � e  e s t n s f6rsu l a s  c on s t i t ui c '  e l  l l am a d o  

t e or ema ' de M e üs n i er . P a r a  8 ::: 0 ,  n os d a  l a  e r p r (� t a c i ó n  

d e  K c o m o  l �  c u r v a t u r a  d e  l a  c u r v a  o b t �n i� a  c or t an d b  l a  
TJ 

super f i c i ú  p or un p l a n o  nor�al q u �  c o n t e n ga e l ' 

TJa fCJ r m u l a  d e  N e u s n ier p e rm e ,  c a l c u l a r  l a  c urva t u -

r a  d e  l a s  s e c c i o n e s  o b l i c u a s  e n  f u n c i 6 n  d e  l a  c ur v a t u r a  
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d e  l a  s e c c i ó n  n orm a l  y d e l  

á n g u � o  d e  i n c l i n a c i ó n . S i  

e n v e z  d e  l a s c ur v � t u r a s  

s é  ' i n t r o d u c � n s u s i n v e r s a s , 

l o s  r a d i o s  d e  c ur v a tu r a � s e  
' , ' 

t i e n e  p. ::: p c o s  O. P a r ,;'i e l  n 
f i g . 6 . 2  

ca s o  d e  l a , e s f e r a  ( f i g . 6 . 2 )  

e s t a  r e l a c i ó n  e s  e v i d e n t e .  

C o n s i d e r e m o s a h o r a  c o m o  v a r i a n  l a s c u r v a t u r a s  d e  l a s  

G 8 c c i o n e s  n o rm a l e s . .J, S e a  a �  o t r o  v e r s or t an g e n t e  a � u  f o r m a  
1 -

c o n  . e 1  u n
; 

á n g u l o  q' .  L a  c ur v a t u r a  n o rm a l  s (� g ú n l a  cri r e c c i ó n  
.;;'� .. , 

e i � s s g d n  ( 6 . 4 3 ) y ( 6 . 6 1 )  s e r á  ( p u e s t q, q u e  d s H  ::: �� ) 

K � ::: .� n « ( )  :::: 

.1. e ." 
')1 3 

.'-

C o s  \� (.) + 1 3  ( 6 . 6 5 )  

En l a  d ir e c c i ó n  d e  e �  e s  J. 
�': (, 
, 2  ::: O Y p o r  t a.n t o ,.  s e g ú n  

" , 
( 6 . 4 5 )  

t a n  f{J ::: s e n 

( 6 . 6 6 )  

c o s  !p ::: 

c o n  l o  c u a l . s u s t i t uy e n d o  e n  ( 6 . 6 5 )  y a p l i c a n d o  ( 6 , 5 2 )  

r e s u l t a  

¡. , ( tp) n 
2 2 :::: a c o s  � + 21  s e n  � c o s  � + e 8 G n  � 

( 6 . 67 )  

I 
I I i 
i 
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L a s  .(! .,t:p 8 c c i ó n e o  1(.. p a r a  lil S c ú a l e s d i' / d tt' = O ( d i r e ,"­n 

c i on e s  d �! ' C u11 v at m'a n o rma l m §.x i m a  o m í n i m n ) S l'!  l íám a n  d i -

_r._e_' c_c_i_o_n_8_s_' ......... __ �'--_l_c_s y e s t a n  d ad a s por 1 n e e u B. C  i Ó TI 
." " : !,,, �  . . . 

b c o s  2 tp  t C '"  
s e n 2S' , = O ' ( 6 . E 8 )  

s i  b ::: O ,  e a = O ,  l a s  d , i r e c e i o n c s p r í n e ip n l e s  s o n 

i n d e t e r m i n a d a s  y e l  p un t o  ' s e  l l a m a  u n  :r. l i e o  ( p C\ l' c j  e� 

p l o  l o s  p u n t o s  d e  u n a .  e s f e r a ) .  E n  lo s d em & s. c a s o s l a s  d i  

r e c e i o n e s  p r i n c  a l d s  s o n  

1 = '2 a r e  t a n  
2 b  

a - e  

1 2 b ir 
1{ 2 ::: - a r o· t é? n --- + 2 a - e  2 

l o  que n o s  d ic e qu e l a � a i r e e c i o n e s  p r i n ci i 6 a l� s  
. ' , \ 

or t o g o n a l� s  e ri t r e  s i .  ' :  
. - , 

. , - ,  ' � .'- ! 

( 6 . 6 9 )  

" "  . r  .. �, _ ) 

Obs e r v e m o s , q u e. la a c t u a l  d e f i n i c if m  ef e  l a s d ir e c c  E. 

n o s  pr i n c i p a l aS c o in c i d � c o n  l a  da d a  e n; g e n er a l  p 

p a r �u p e r f i c i e é  e n  el . h o 

\' ¿ A • •  (. i .  = kG:.I . d e a n t e s �  � ] ] J. 

5 .  En ' e f é c t o ,  l a s  e c u a c i ó n' e s  

s o n ab o r a  a c o s  � + b s e n � 

'h i -

::: [". c o a  C( , b C () s  ¡p + e s e. n �i:: = � s e n  l{) y e l i m i n a n do t(, r e -

s u l t a  l a  m i s m a  e c u a c i 6 n  ( 6 . 63 ) ,  

r,l .i, g i e Tid o  l as d it' (! c ,� i o n e s .  p l' ir� c i p a l <,? � c o m o  cl i r' e c c l0 

l o s  v a l or� 8 ( 5 . 6 9 )  J ob e n  � e r � 1  � 0 ,  �� = w / 2 y por t a n t o " 

b 0 ,  c o b l o  c ua l  ( 6 . 6 7 ) s e  e sc r i b e  

" !. tI) ) '_ :1 ' r 
( :1 ) . 2 v ( '2 ) 2 e n ::;  '1'+ ¡Vn s e n  Vl i l  r ( 6 . 7 0 )  



- 2 7 2 -
h a b 1 A n d o  l l a m a d o  a ( l )  := a , � ( 2 ) = e a l a s c u� va t u� a s n n .- : , 
F.r i n q i pa l e s  o s e a a l a s  c u r v a t u � a s , n o r m a l e s  c o r r e s p o n  

.... , , ' . 
d i�h t � s  a l a s  di r e c c i o n e s  p r i n c i p � l e s . La t 5�mu l a  ( 6 . 7 0 )  

� 8  l a  l l a. a d a  f 5 rm u l a  d e  ru l e r o 

Ob é lr v e S B t f i n a lm e n t e . q u e  l a  cu�v a t u r a d e  G aUB S 

( 1 )  ( 2 ) . K = B e  := � n 
� n • o s c a , : e s � g u a l  a l  p r o d u n t o  d e  

l a s  c u :p v ¡a t u� a s  i n c ip a l e s . A n a l Q� a rn o n t e . l a  c u r v a t u r a  

m ¡.;¡ d i a  s e  G s c r i b e  H = ( 1 / 2 ' ( 1{; ( 1 ) + ¡,. ( 2 ) ) . , . � n . n 

d e  G �u s s - B o n n ct . S o a  e u n a  c u r v a  d e  l a  

s u p e r f i c i e  M ,  c o n  t a n g e n t e e n  c a d � p u n t o  qu e s u p o n G m o s  

v a r i a  c o n c o n t i n u i d a d  a l o  l a r g o  d e  C .  S o g ú n  ( 6 . 6 1 )  y 

( 6 , 4 5 )  IR c U l� v a t u r a  g e o d é s i c a  /{. d e  e v a l e ' ' "  g 

f i &;:. 6 . 3  

le := 
g 

6 '  + d.¡¡, ./1 " , r  1:. '  
s ( 6 . 7 1 ) 

s�en d &  � e l ' S n g u l o  e n tre e l  

, ' v,e� s or e .  d e  l a  r e f e r' ün c·i a· � 
� . � m o v il y al v e r s o r e �  ta n g e n ­.� 

t e  a l a  c u r v a . 

S i  e e s  u n a  c u r va c er r a d a �u e i im i t i  un do m i n i o  D 

s imp l em e n t e c o n ex o  d e  M y s u p o n i e n d � .  ' a d e m� s � q u �  l a  r e -

f c r e ri b i a  m6� i l  ( x ;  

d omin io D o' s e  p ue d e  ap l i c ar él ( 6 ; 7 :1, )  , l t;t  f ó r m u l a  d e  S t o � e s  

C Ap e n'd i c e  d e"! 'C a p í t u l o. 3 ) s e g ú n  l a  c u a l  l a  i rit c g1� a l  d e  

u n a  l - f o r m a. (L) 1 2  a l o  lar go d e  u n  c o n t o rn o' e e s  i gu a l  a 

l il  i n t e g r a l d e  l a  d e � i v a d a  'e x t e r fo r  d (u1 2' 
e n  e l  d o m i n i o  

J, 

I 

" v 

r1 J \ 

11 " 
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D l i m i t ¿J d o  por e (o s e a  , C  ::: CD ) .  P u e s t o  q ú e  

p c s u l t a d o  0 6  

J �. d s  '1- f K d I ::; 211.  ( ', 7 2 )  , - l' 
. g  

rD O 

d o n d e  s e . h a s u p u e s t o  q u e  , l a  t a n g en t e  e ",1 E i r a  tití á n g u l o  J. 
2� , c o n  r e s p e c t o  d e l  c a m p o d o  versores  e l  d e  la �cfe-

t' e n c ia m ó v·i.l . E s  e s  l a  f o rma c l á s i c a  d e  l a  f ó rm u l a  

d �  G a u s s - Bp n n e t  p ar a  c ur v a s  d a  una s up e r f i c i e  q u e  s on 
. c o n t o r n o s  d e  un d om i n i o  's imp l e m en t e  c o n e xo D .  

S i al  c on t o r n o  ?D t i e n e p u n t o s an g u l o s o s , el 5ngulo  

1{) e:xp �l' im � n t a ,  e n  ('d I o s  u n  s a l t o  br u s c o , in o r eme'n t á n d o s é  

f i g . 6 . 4  
a l a  i n t ¡:� g r a l  d e  K d e , 

g 

) J K. el ::;  '1- j�  
g 

eD n 

e n  e l  v a l o r a C A . ) ,  J. 1 á n g u l o  

e x t e r i o r del  p u n t d  � � g u l o s o  

' ( f i g . 5 . 4 ) . Por t a n " to , a l  i n t o  

. g r a r  l a  e x p r e s i ó n  .. dIP' 1- 2 
::: � d s  ( 6 . 7 1 )  p ara o b t e n e r  

g 

::: 

( 6 . 7 2 ) ,  e n  l o s  p un t b �  a n g u l o s o s  

hay q u e  a fi a d i r  e l  R a I t o  a ( A . )  l. 
r c s u l  t ¿i n d o  

N 
dI . + ¿ o C A . )  ::. 2 'IT  ( 6 • .7 3 ) 

i ::: 1 ' � , 
I 

d o nd (J s u m a  e s t A  e x t e n d i d a  a t o d o s  l o s  p u n t o s  angu l o s o s  

d e  é'D . 
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. . , '  

S i  s e  q u i er e n  i n t r o nu c i r l o s  á� gu l o s  i n t �r i or e s  

J k: 
g 

L a s  c u r v a s  

d s  t 

D 

N 
I 

i = l  
A .  - ( N - 2 ) 7r 

.� 

p ar a  l as c u a l e s  e s  K g = ° s e  l l aT!1 ::l n  

MA' 

( 6 . 7 ll )  

g e o d é s i c a s . 

e s  

-, .1,. 

Po r  t ant0 9 p a ra  un p ol í g o n o  g 8 0 d � s i c o d e  N la d o s . 

f N 

I 
i = 1 '  

D 

A .  � ( N - 2 ) 1I'  ( 6 . 7 5 )  

,-D e  � qu �  s e  d a d uc on , inm e d i at a m e n t e  l a s  s i g u i e n t e s  

p r o p o s i c i o n e s : l. !:: ,',; 
1 .  P a r a  l as s up e r f i c i e s  d e  c ur v a t ur a  c o n s t a n t e K ,  e l  

ár e a  F d e  �n t r i a n g u l o  e�� d ' s i c o " Gs t á  r �l a c i � n a d a  c o n l o s  

á n g u l o s  A �  B �  e d e l . m i sm o  p o r  l a  f 5 rmu l a  
• 

K F · = A t B t e - w ( 6 . 7 6 )  

Pcn"  t a n t o : s i  K > ° e .s A t B t e > 1(' ,  s i  K .  < 'O e s  

Á+n�c  � 7 Y s i  K = ° e s  A + B t e  = 71' .  E s t o s  t r e s  c a s o s  c orr e s  

p o n d en , r e s p e ct iv a m.en t e , a :L a  
:g e om e t r í a. e s

'
f é r i c a , g e om et r í a  

� � 
n Q  e:-qc l i d i a n a  h i pe rb5t i c a  ' .. y g e�� .e t·r i a e u c l id i a n a . 

2 .  S i  K � 0 ,  n o  e x i s t en g e o d� si c a s  q u e  s e  c o r t e n  e n  

d � s  p un t o s  A ;  B Y l i m i t en Un d o m i n i o  D ri o n e x ó . ' En e fe c t o . 

e n  t a l  c a s o  s e r i a  A t B  � 0 ,  l o  c u a l  n o  e s  p o s i b l e . 

3 .  S e a  M u n a  s u p er f i c i e  c erra d a  ar i e n� ab l e . S u p o n g a -

m a S  qu e s e  d i v i d e  e n  e c ar a s  p o l i go n a l e s  m e d i a n t e  a r co s  d e  

4H 19¿ ' .-

I 

\ 
� 1 
I l' 
Ír 

. \ 

l '1 



g �o d ' s i c a s , form a n d o  un r e t i c u la d o  d e  V v a rt i c e s .. .  y fJ <'ir i s  
t a s  e l a d o s .  E s c r i b i e n d o . ( 6 , 7 5 )  p ar a  c a d a  c a r a  y s um a n d o  
l a s  i g u a l d a d i s  o bt e ri i � a ; �  i e n i e � d o  en c u e n t a  q u e  l a  ci u ma 

d e  l o s  á n g u. l o s  a l r e d e d o r  d e  u n  m i s m o  v �r t i c �  

c a d a  l ad o  p ar t e n G c e  a d o s  c a r a s  r e s ul t a  

.: 'J !( d E . ::: 2'!: ( ,V - TJ + e )  
,.: 

" 

e s  ... ' 2 ?r y q u e!) 

( 6 . 7 7 )  

C ó m o  e l  pr i m e r Q i e m b r o  d e p e n d e  s 5 10 d e  M p ar o  n o  d e l 

pa r t i c u l ar ' l' e t 'i c'\ü'a d o  d'l.b u j a d o  S Ob N.!  e ll a ,  C 6 . 7 7 )  n o s  
d � c� qu e V - L + �  e s  i n d e p e n d i e n t a  d e  e s t e  r e � i c u l ad o . E s  u n  

n Om�� o . é n t er o  � �e' b �  l l am a e l  n Om a r o  d e  Eul X d .:;; l a  s '\:.\ -

p c;::r>fi c i e  M', Ob�árvem'o s t amb i é n , qu e una v e z  d ib t� j a d o e l  

r e t i cu l a �ó y � �or t a n t 6 : u n a  ' � e z  d e t er m i n a d o  el n a m e r o  
. . . . .. ' : . . . . . . : . ¡ .. . ' . xon := V - L -i- c , !  p o r  ' c ua Iqüi e r  · 'h o m e o mo r f i s m o s e  COn�Gl�varJ 

e r o  de Eu l l o s  n Bm er 6 s  V � L , C  y p o �  t a ri t o i e l  ----�--------�----�------

. .. ' , \ 
D i b u j a nd'ó r e t i c u l a d o s 'c u á fé s qu i é :í:' a  y c.o n tandó V 7 L �  e 

probar q u e  

xC e s f er a ) = 2 ,  x ( t o r o ) = O ,  
x ( e s fe r a  + p a s a s ) � 2 ( 1 - p ) 

Ss i l �ma as a a u n  t o r o a fi ad i d o a la e a p o !.' u n a  

c ar a , t a l  c omo s e  indicfi en l a  f i gu r a 6 . 6 .  E l ' b O rne r o p 

s e  llama g � n er ¿ d e  l a  s u p er�i ¿ i e  M .  En l a  fi 

P 2 ,  

el 6 . 5 . e s  

"-1 
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f í g . G . S 

��� . . _. --------�--------� 

L a  t o r 's i ó n  e o d e s i c a . C o n s i -

d a r e m o s  u n a  c u rva e s o br e u n a  
__ ': .. f,. 

s u p e r f i c i e  y s e a n  e i , e ;  d o s  

v e r s a r e s  o r t o g o n a l e s 2 t a n g e �  

t e s '  a l a  s u p e r f i c i e , t a l e s  

q.ue, e � " s,e a t a n g e n,t o a e e n  

e l  p un t o  z .  C o n s i d e r a n d o  l a  

r e f e r e n� i �  m ó vi l  ( x ; e � l a ; � e *
3 ) .  

l a  t'o r s i c. n g e ::;j, � s i c a  d e  C e n  x ,  , s e gú n  , ( 6 . 61) 

s i, e n d o  (u2 3 := - e �  , ,(i'e's ' 8,i e1-, e 2 s o n  y c r: s o r e s  t a n g e n t e s  él 
. . ' ; 

l a s d i r e c c i on e s  p r i n a i p a l e s , ! ' e s  e ¡  á n g u l o  e n t r e  e � y 
,.,.t .J. s e r a  e "  := - s e n If e + c o s  ,',O ° 2 y , .c omq , s e,g ú n  l a  fór -2 1 ! ' . , 

m u l a  d e  O . R o d r i gu e s ( 6 . 3 9 /'  s : , t � <7 l"! E¡ . , d e 3 : , o:;:  u 1(.v1 e1 + 

qu e e s  u n a  i m p o r t an t e  e xp r e s i ón , d� l a  t o r � ró n  g � o d ' s i c a .  

C o n s e c ue n c i a s  i n m e d i a t a s  s on : 

a )  L a  t o r s .i ó n  g o o ,d � sic a s e l.$ú� l a s  d i r e c c i o n e s  p:m i n -

c i p a l e s  e s  n ti l a ; 

b )  L a  t or s i ó n  g e o d ' s i c a  d e  l a s  c u r v a s  e s� 6 r i c a s  e s  

n u l a e n  t ó d o s s u s  p u n t o s . 

1 . A P t  

2 , A U E  

3 .  B I S  

4 .  C H E' 

5 .  D E  r. 

7 .  G I\ E E ,  

'3 .  ' IlO C KI 
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