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Gran parte de lo que aqui figura, es tan sélo
un volver a escribif apuntes de cursos dicta-
dos por el Prof. A,P.Calderdn en el Departa-
mento de Matemftica de la Facultad de Ciencias

Exactas y Maturales de Buenos Aires. Desde

~luego, esto no significa responsabilizar al

Prof, Calderdn, de los posibles errores o in-
terpretaciones inadecuadas gque hayan podido
deslizarse en este volver a escribir,

En cuanto a las netaciones v conocimientos
previecs, se suponen los que figuran en "Dis-
tribtucicnes y transfermacidn de Fourier", pu

blicadoc en el n® 25, de esta misma Coleccidn.

Las referencias a ese fasciculo, serin indica

das DTF.
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§1. Operadores en derivadas parciales lineales

Estes operadores tienen la forma

' . . L
P{x,D) = I a, (%) D . R
O!I‘w;m :
doride los .coeficiernites aaﬁx)zsonjfunciones definidas en ecierto
R . n : . . s .
.abierto U C R, don valores complejos., Cuando los coeficientes

.ac(x) con [a] ="m no son todos nulos, se dice que el .operador
ey . . :

" &s de orden m., Cuande las funciones aa(x) se reducen a constan

‘tes, se dice gue el operador es de coeficientes constantes y

se . indica P(D).
La teorfa'general de los operadores P(x,D) y los distintos

puntos de vista, con gque se¢ los enfoca, .pueden considerarse.

como - elaboraciones del estudio de las tecorias de operadoves

particulares, provenientes en su mayoria de la fisica,

‘For ejemplo:

-----

22 . . 22
II‘“ . 2

Oxic L D
1 - n

El operador del calor:

g A = a (a2 + + : )
.E-:t— ) };'- -E'-E- aX2 N . .. - N a 2
1 Xn

El operador de las ondas:

32
o = Q-A
et

Il

s X € R
b

El operador de Schradinger:u

.
.2 n
i e = A, .x € R
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Quizds sea el operacor de Cauchy-Riemann:

E_ = 1 (E_ + 1 =) Z = xt+iy € C-

el-fnico no originado en aplicaciones de la-fisica. Aparece
"d1*definir las funciones helomorfas de una variable compleja.,
‘Hasta mgui se han mencionado ejemplos, por asi decirlo, escala
resy © sea, que no ‘involicran mds que un operador..Pero también

son. importantes ‘los sistemas ‘de opéradores:

Exactamente, se tienen Nl'NQ operadores ij(x,D), j = 1;...,N1,
k.::1;5;59N2;4de'ia misma manera que un operador P('>'§',‘D)~"<3r:¥‘j

crigen-a 1& ecuacidn diféréncial P(x,D)f~="g, donde g es el
dato y f la incdgnita, esa matriz de operadorés”(ij(x,D)),

dard un “sistema de ecuaciocnes diferenciales:

N

z° Po (x,D)F, = g R SN :
k=1 ‘ SRR twnem o

de Nl ecuaciones con N, incdgnitas.

2

Cuando N, > N2, se dice gque el sistema:estid sobraﬁeterminado;

si N1 = N2, se le llama determinado Y:§?4§1“<"N31_Se dice que

es subdeterminado.

La teorfa de los sistemas es mas complicada que la de los ope
radores, especialmente cuando se trata de .sistemas scbredeter-
minados.

Por ejemplo:

Un sistema sobredeterminado es ¢l -gradiente: . - .. -

_ c c .
V = (.-. LR ] apn—— ) n > 1.
bxl (Xn

Da origen al sistema de ecuaciones



= g. j = 1,..-,1'35

suponiendo que este sistema ha sido planteado en un abierto

U de Rn, que gj € CI(U) y que hay una solucidn f € CQ(U), si

se deriva cada una de las ecuaciones anteriores, resulta:

Es decir, los datos no pueden ser arbitrarios, deben cumpliy

condlc1ones de compatlbllldad

I

El operado“ de Cauchy Rlemann en n > 1 varlables, es otrc

ejemplo de sistema sobredetermlnado.
Las soluc1ones de clase 1 de

= G
‘ Gzy

o 0

cZn

son - las .funciones holomorfas de las n variables complejas

”Zj;"'. LI ) ’Zn L
. ' . ¢ .
Ia divergencia, =—— u, *t...t —— u_ = £, provee un ejemplo de
cx 1 Ux n
1 n
un sistemansubdaterminado,‘Si'u_=g(u1,...gun), suele dndicavrse

div u = f,
. . . . . é@ n .
_Suponiendo f continua en-cierto abiertec U R"; una posible

solucidn en U, es:



u.
J‘

1
[
13
=N

o
H
Y

En general yp 51stema subdetermlnado puede reduc1rse a uno

determinado fljando los valo“es de N N 1ncégnitas.

2 71
Naturalmente, 1as €cuaciones o sistema§5diferencia1es ordina
rios, son tan sdlo el €a&so particular que corresponde a tra-

bajar con n = 1 varlables.

~diferenciales ordinarias a las €cuaciones en derivadas parcialec
€5 que =2stas filtimas pueden tener infinitas soluciones lineal-
mente 1ndepend1entes.
En efecto, si por ejemplo se considera un operador P(D) de
XZ
coeficientes constantes, fijado z ¢ R , P(D)e™% = P(z)e*?,
Xz - .4 L o :
Luego, e Séra solucidn de 13 ecuacidn P(D)f = 0, cada vez
Que 2z sea raiz del polinomio P(z), que se obtiene mediante ¢l
o o o
reemplazo formal p° - Z .
Un polinomic en N> 1 variables, tiéne infinitas rafces dis-
. . n - .. .
tintas; si z,w € ¢ 8on ralices distintas de P(z), las.funclq~

Xz XW , . .
nes e 7, ¢ son llnealmente:1ndependlentes;

Bajo determinadas condiciones de regularidad, se sabe que una

-

2cuacién diferencial lineal ordinaria siempre admite solucidn

tos pardmetros,
En el caso de ios operadores en derivadas parciales, ninguna

de las dos cosas ocurre en general,




vl

w5be-

. cu . .
Por e]eleo, dada la ecua01on L. = 0, cualquier funcidn

u(XQ,...5X } o sea 1ndepend1ente de x4, la verifica,

Por otra parte, hay ecuaciones lineales que no son resolubles,

ni atin leocalmente.

Para aclarar esta afirmacifn, es necesario Precisar el concep

to de resolubilidad local.

Dado un operador P(x,D) cuyos coeficientes aa(x) se suponen
de clase C en clerto abierto“U-C-R?, se dice gue es localmen
te resoluble en Xy € U, si existe V C U, entorne abierto de

-go tal que para cade g€ D(V), 1la etluacién

P(x,D)f = g

7admite al menos una so1uc1on fe D'(V)

Natupalmente la condlclon acfx) € C (U) se impuso para que
L ol

tengan siempre sentido los productos ap(x)D\f,

H. Lewy (ver [1]), dioc el prlmer ejemplo de un operador que

ne es localmente resoluble en-ningdn punto., El opeﬂpdor de

Lewy es:

-

(Wb

P(x,D} = ? + i
Lxl

o+ i(:’;:- +l‘( )
x2 1 2 3

e - 3
Les coeficientes son de clase 7 en todo R7, o cual muestra

o)

que la resoluyilidaﬂrngﬁl de un operador depende de algo mé&s

que ce la regularidad de sus coeficientes.

L. Hdrmander (ver {2]), ha probade una condicién necesaria

de resclubilidad local, que naturalmente no ¢s verificada por

el operador de Lewy.
Se conocen también, para ciertas clases de operadores, condi-

ciones necesarias y suficientes de resolubilidad local.

.
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En 1o que sigue, salvo ménEIBﬁ'en“ddntrafio, se supondrid que
los coeficientes del operador P(x, D) estan deflnldos y son gde

. clase . C “eén un abierto U C:RD

Dada £ € D(U), puede escribivrse: sl
. . . ! - - N - -v - ; / .-" & .
P(x,D)f(x) = % a (%) Da‘f e 1x$ f(E)dE
’Cil\‘(_m ’ X SRS
W= j eizﬂixg [ aa(X)(—QWié)a} g(E)dE.

J(’.‘d,g:m

-

En esta re resentacidn integral del o erador, aparece un oli-
P R integ ; 9P > : :

nomic en la variable £, cuyos cceficientes dependen de x € Uy,

mal D - (—QWiE)a. Este pdlinomio'P(X; ;Zﬁiéj; se llama el

polinomio asociado al operador. Cuando se lo descompone en

Sus partes homogéneasi,

.o . m . ) - ) ’ o
Plxs -2mit) = 2 2 o () (oomip)¥ -
) e G .
o 3=0 fej=j. S 0
m
= E P.(X; “2Trig)g
520, 30 e
_ o X
a la.de grado méximg,“Pm(x;-Qﬁiéj = .. "R 3, (x)(-27i§)) , Se 1z

lo|=m
&enomina polinomio caraeteristico. deil operadonr,

Definiecidn 1.1

Se dice que el operadop P(X,Dj*és‘éliptiéo en xO'E-U; si

Py(xgs <2086 ) # 0 en RM o7 ¢

Por ejemplo, 1les operadores de Cauchy-Riemdnn ¥y de Laplace son

elipticos, naturalmente en todo el espacié, pPer tratarse de

operadores de coeficientes constantes,
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Los puntos de ellptlcldad de un operador P(x D) formﬁﬁ un sub

con]unto abierto de U- Esta aflrmac10n se obtlene por compa01—

dad de la esfera unitaria, a partlr de observar que

. 2wk
Pm(xO, -I—Q‘E;é—]-) # 6 para E € -R%\07

Lema. 1el oo sln L : e Lo I AN PRt

Dade un operador P(Q,D).derdfééﬁ m,-son,equivaleﬁtes:v
a) P(x,D) es eliptico en cierte: abierto UG R

b) Para cada K C U compacto, existe C = C(K) > 0 tal que

|p (x; -2mit)]| = c. g™ para x e K, & € rR",
Demostracidn- )
No hay.dificultad. en. prebar b) = a)
Reciprocamente, si x € K, £ G,R?\O,:ESi _ o .
] gﬂ'gl |P (X’:'_ “!'I"J.E)' 5 0. .
o 127
Por compa01dad, debe exnstlr C > 0 tal que

| 27"12

- T 7 e

alli. Esto concluye lo afirmado.

#

Corolario 1.1

Sea P(x,D) un operador eliptico de orden m.

Dado K © U compacto, existen ¢ = c(K} >0, N = N(K) > 0 tales

[
que:
IP(x; -2mig)] > c.(a+[E])" para  x e X, gl F N
Demostracidn R
- . T AT . m-1 .
Py -2%i£)f'>'!Pm(x;:42wi5)y:;~rz PPj(xg':2wi$)l
j=0
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Para x € K, £ € ﬁn\b, esto puede acotarse, por continuidad

y por el lema anterior, como:

m m ] m-1 j—m m
N R R e (AP O F 3 e TS N L
=0 I j=0
La expresidn entre paréntesis *+ C3; luego, existe N > 0.tal..

>0
que, por ejemplo, es > C/2, si || = N.
Fi . . ‘ W M . ' fmo
inalmente, para [El = N, (1+[$|) es equivalente a IE] .

Esto conbiuye el resultado.

#

Del corolario-i.i se deduce que si el opéradof P(x,D) éé elip-
tico en el punto Xy los ceros reaies del pelinomio aseciades. ...
P(xo; ~-2wif )}, estdn en un compacto; Mas adelante se verd que
la reciproca es en general faiSa.

Hay um fuerte vinculacidn en un operadopwe;ipticp, entre el
orden, la dimensidn del espacid rR" y el ser sus coeficientes
reales o complejos,

En efecto:

Tecrema 1.1

Sea P(D) un operador de coeficientes constantes, eliptico v
de orden m.
Entonces:
a) Si sus coeficientes son reales ¥y la dimensidn n de R® es
= 2, m debe ser par.
b) S8i n 2.3, m debe serv nar, cuales@uiera sean los coeficien-
tes del operador,

Para demostrar este resultado, es conveniente dar el sigulente:



Lema 1.2 oo o
el e

e . . - m
pado ain polinomio.Q(z) = a_ Z;_+{jii ay Z + aO?.?j

€ C, de or
den .my; si. w € C es ralz de Q, entonces se tiene:
I el
“lwl < md3x (13 m.mEx - ~2-),
- T o<i<mo1 [l

-t .

Demostracidn

Ts clarc gue la acotacidn se verifica si |w] < 1. Se supone
<. | _ . 3 !

entonées que |w]| >;1.

Como a . +...t a, w + &, = 0, es:
m . 10 -0 i
A lam-il m-1 2, |2,
[w[ & _Tg;Tn lwl teawt laml [wl + Iaml
dEem o, e
: a- - a - - d
- S L SO e L S
lw] < EN toaat B e N <
- m o m‘-[w{ .o Pm iwf_ o
[a. |

< m, mEx (-—1).
o<j<m-1. %l

Esto ccnéluye el lema.

#

Demostracidn del teorema 1.7

a) Si fuera m impar, para £ ¢ RU\O, seriafPa(-S) :me(E)-

Sea £(t):10,1] » R" una funcidn continua cuya imagen es

mﬁna curva que une los puntes & y -f(, sin pasar por el origen,
Entonces, la composiddn Pmof(f):[0,1],+'R,fes una funeidn
continua que toma valores de signos opudestos en 0 y en 1.
Luggo, debe existir 0 < ts < 1. ecumpliendo PﬁOf(tO) = 0,

Por lo.tanto,-sé:ﬁa encontrado un.punto f(to) € Rn\O, gue es

raiz de PW.”Esto'implicaﬁqﬁe el operador P(D) no puede ser

eliptico. - b



~-10-

b) Se fija £ € RP®\0. Dado 7 € R® 1inealmente independisnte .

con £, se considera el polinomi®o en la variable combleja

2, P (n+28). AL ser P(D) eliptics y los vectores n, f li-

nealmente independientes;;al'polindmio:qgﬁz)ﬁ=zP;(ﬁ+z§),

debe ser no nulo para Z € R, Lo misme ‘#iene que ocurrir

con el polinomio Q_(z) = Pm(-n+ZE)1

0 sea, que las raices de los poclinomios Q+ vy Q@ , pertenc-

cen a Cy{R. Por 1la homogeneidad del polinomio Pm’ raesulta

ademds cue w es raiz de Q+ con multiplicidad k ® -w es
raiz de Q_ ¢on multiplieidad k.

+ . . .
Sea zhora Nﬂ’ el niimerc de raices de Q+, con parte imaginaria

i - . ‘ Lot § L

> 0, Esto detePmina una funcidn ﬂ'+'Nn’ cuyc dominio .es el

complemento en R de la recta zf, R, y cuyo rango son lcs nfi-
s :

meros naturales, N,

. . . + - . \
Si pudiera probarse que la funcidn Nﬂ es constante, lo mismo

pasaria con las raifces 'con parte imaginaria > 0 de Q_.

Luego, se llegéria a gue N; = N;4¢§igpdp ﬁ;"e;;pﬁgepo~4¢:gai-

ced con parte imaginaria < 0 de'Q%.
Por 16" tanto, -al nfiméro de rafces del polindmio Q ., que. es

+ e . . .
Nﬂ + Nn; debe ser pars Pe'ro‘Q+ tiene grade m, pues el coefi-

m

ciente de 2" es Pm(E); distintq de cero, Luego, puede concluir

se que el operador P(D) es de orden par. ..

1 problema entoncés, S$e ha reducidc a probar que: la funcién
£ - ‘- - - . . - ]
Nﬁ es ‘constante, Si se probara gue eés continua, podria.con-

“eluirse, en general, gue debe'iBer constante en cada componente

conexa de su dominio. Pero cuando Ia dimensidn del espacio o=




Por el teorema de los residuocs, es:

-11-
et Lo Wl EE Caa EOL P L . . . o 3
» 3, el gomplemento de una recta es un subconjunto counexoc, ccu

5 - .
+ ) - R . i
10 cual N regsulta constante.
Ti .
para probar, finalmente, la continuidad, se razona asi:

+ o1 0 Q'(IZ.)
N_ = J ey dz

C+

de puede tomarse come caminoe de inte rac'éﬁ:
don p g

para un R adecuado.
. . . + N >
La continuidad de la funcibdn Nn es c¢lara si se muestra que

cuando 7 se mueve en un entorno adecuadamente pequefio de un

. . . . . + o
ciexto % sigue sipviendo la misma curva C ,

03

Dicho de otra manera, 'es suficiente comprobar que las .raices

de Pm(n+zs),en,el semiplano superior, se mantienen. acotadas,

n
cuande % se mueve .3n compactos, fuera de:R.\R?g

o

Esto se deduce inmediatamente del lema 1.2,§p;écadq;alﬂpolin3

mio Q+(z), pues en sus coeficidntes figura 7.

Observaciones 1.1

a) En dimensidn 1, todos los operadores P(D) son elipticos.
En efecto, el polinomio caracteristico, en esté caso esu.

™ : : B
m

P (£) = a_t
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l bt}
h) En dlmen31on 2 el operador de Cauchy Rlpmann — muestua
T e EemLpw il . SRr )
que hay operadoreo ellptlnos de order 1. Desde luegq,_sus:

coeflclentes no pueden ser todos reales.

~ 1

c) Para un operador P(x D) eliptlco en clerto abierteo U C R,

el tecrema 1,1 sigue siendo valldo, Pues las afirmaciones

se hacen sobre la variable ¢ en” eI polinomio P?fx; -27it ),
il
manteniendo x fijo,

Un cperador diferencial P(x,D) tiene 1a siguiente propiedcd:

Dada T € p'(U), sopP(x,D)T C sopT

En general, un operador K:D'(U) -» D'tU):linea; ¥ continuo,
ge dice que es local si sopKT C SepT, para toda T € D! (y),
Un resultado de J. Peetre (ven (317, éfi£mé esenciaimente
que los operadores P(x,D) soﬁ les {inicos operadqres linezles

v continuos locales.

-

Dada una dnstrlbuclon T € DV(U) sg sabe que susporte puegde. .
y "-“:, i o LT - . . o ; H

deflnlrse como:

sopT = U\G{V,E:ngb@erto/T/y_F-O}.

Es cerrecte deeiri gire 'sopT, eéiei'éompleménto, respecto de U,
del mayor abierto’donde T &€& anula, -

Se censidéera ahora .. o
UNGLV € U abiénto/T/y € E(V)}.

Dados abiertos U,, U. C U tales que T/, T/ coinciden . cep: -
1 2 b1 UQm“‘ SpLki e
funciones indefinidamente derivables, también

4 U L . e

Luego, ese conjunto, cerrado en U, es el complemento del mayor

abierto donde 1z distribucidn coincide con una funcién indefi.-

nidamente derivable. Se 1leo llama el soporte siﬁgular de T,




i
I
&
H
-
8
i
L

por ejemplo, S0P sing’ 62 = {XO}'
pado ahora un operacor lineal y contlnuo Kt D'(U) o D‘(U) e
dice gque es seudolocal s1 sqp 31ng KT C soP 51ng T para toda

Te p'(Ul.

bEs de01r, el operador K no "aumenta las singularidades de lar

dlstrlbuc1ones a las que se lo apllca.

Pol ejemplo, tedo operééor dlferenc1al P(x D) de los que sc;
estin con51derandé, es seudolOcal o | -- :
Como esta pr0p1edad se define respecto de c01nc1d1r o no una
distribucidn con una fun01on de’ clase ¢ baé%a que 1os coe-
ficientes de P(x, D) no sean lndeflnldaﬁenée der1¢ables pa;a
que el operador deje de ser seudolocal.'Natﬁfalmente,'en'este
casb ya'nb tendri sentido hacer actuar: al operador sobre- todo.
pr(UY L

k+m(

Por ejemplo, si a,(x) € ¢ "(U), se sabe que P(x,D), operador

de orden m, aplica D'(k)(U) en D'(k+m)(U);
Eﬁégé;feéte‘Gperaéor-nd'eg‘sau&olocal,.pensandﬁ“a'la;propigdad

enunciada en t8rmincs de los espacios de distribuciones adecua

dos; o sea, no es verdad gue para toda.T € D’F%)(U),j‘_”- o
sop sing P(x,D)T C sop sing*®T, p
Se dice Quéidﬁgcpeﬁﬂﬁorj;iﬁegi_y'continuo K:D'(UY = D' (3) ‘es

hipoeliptico si paratcoda’Tie D'(U): sop sing T & sop sing KT,

¥a& adelante se dardin ejenplos--deestos. operadores, -
Lo mismo quo con la prop¥eédad~de sger seudolocal, se adaptard
el enunciado de la de hipoéifpticidad, ségln:los espaclos de

distribuciones entre los que sea correécto haceriactuar.al ope

rador en cuestidn,
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Otra manera de enunciar la nocidn de hipoelipticidad,

t Foee

es la

siguiente:

Sean §,T ¢ D*(U), tales que KT = S.

| £l operador K es hipoeliptico si“cada vez que dado V‘gzgfabiert%

S € E(V), implica T € E(V).

) Pensando por ejemplo que K es un operador diferencial P(x,D),

"; el ser hipoeliptico da una posible respuesta a uno de 1los pro-

% blemas fundzmentales que pueden plantearse para un tal opera-

i dor.

Se trata del problema de regularidad de soluciones:

+

Sean S,T € D'(U) distribuciones que verifican

1

g E(X;D)T.;'S-;eﬂ- U

£1 problema es saber si determinada ¢ondicidn de vegularidad

gue verifique S, puede asegurarse tambidn sobre la solucidn 7.

Por ejemplo, una propiedad tipica a comprcbar es précisamente

la de hipoelipticidaa.:‘ -

Un- - opevador R:EV(U) "+ "E¢U) - lineal y continuo, se llama Eggglém

‘pizante.

I,. Schwartz Ha demostrado (ver {4l), due todo regularizante es

[

un operador integral con nﬁcleo‘k(x;y} € E(UxU), -

Se dird qué ¢l operador R es un reguladizarte aralitico ‘si

és lineal y continuc de ‘E'(U) en”H(U); donde H(U) indica las .

funciones analiticas en U, con 1la topologia inducidd por g (U).

El teobema de-:Paley-Wiener muestra que la transformacidn de
Fourier es un regularizante analiticc en todo R .~

sea shora K:E'CUY + D'(U)Y und operador lineal’y continuci

N
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Se dlce que K es una parametrlz 1zqu1erda para el operador
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FP(X D), si exlste R 'regularlzante, tal que’

svto, K,P(x,D)T = T+R1T, para toda T e EH(U)

Andlogamente, K serd una parametriz derecha, si existe R, re-

gularizante, tal que

P(x,D)KT = T+R,T, ‘para toda . T € E'(U)

; cuando una parametriz sea a la vez derecha e izquierda, se la

liamard bilatera,
La perametriz se llama analitica cuando el regularizante

R, o Ry, seglin corresponda, sea analfitico. .

Lema 1,3
{ . S8i.P(x,D) admite una parametriz izquierda seudolocal, enton-
ces es hipoeliptico.,

‘Demostracidn

Sean S,T € P'(U) tales gque P(x,D)}T = S,

Se” sabé que 'S coincide con una funcidn indefinidamente deriva

ble en cierto abierto Ui C . . S 5 S N

| Quiers’concluirse que tambidn T € E(U ).

En primer lugar, como la propiedad a dempstnar @s. de cardctep

localy ‘@s posible reducir la 31tuaclqn'al‘gaso‘deztener dis~
tribuciones de E'(U), -
En efecto, dado Xy € U19

et Ty ; A o A
no abierto U2 de XO'

sea ¢ € D(Ui) que wvale, 1 -en un .entor

Por ser P(x,D) un dperador loczl,

P(x,D)Tﬁg =8, € E'(U)
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18 Si se prueba que Ty¢ € E(Ul), COmo T¢/U = T/U , resultard que
| T cesz s 0 T Ve U e e

» T coincide con una ZSuncidn indefinidamente derivable alrededon

f‘? de Xg> Que era un punto arbitrario de u,-
i tuego, T € E(U ).
o Puede siuponerse entoncesique T,8.e.E'(U),~ 7 ° =
H Sea K la parametriz izguierda seudolocal que existe para
Al
H P(x,D), por hipBtesis, .
! :
‘: ;K8 = KPLx,;D)T =—T'}3R1T.:uw - I S O R I T :
i :
Al ser R, regularizante, R, T € E(U): R
Como elréﬁéﬁédBrhKiéé‘Ebda6ldﬁélg;xﬁﬁiﬁﬁ(UZT{T
En consecuencia, T € E(ﬁiﬁ;zi’ﬁ S
Esto econcluye lo afirmadoi# i
El lema ‘1.3 provee -lfia ‘dondicidn suficiente de hipoéliﬁffdiaéd;

Para un operador P(x,D) de coeficientes variablés, mo se cono-
cen condiciones de hipoelipticidad gue sezn a la vez mecesarias:

y suficientes. Ll

En cambiec, es 'posible. caracterizar a los: operadores P(x,D)
elipticos, en términos de que admiten parametrices izguierdas -
seudolocales, gue pertenecen; a cierta clase :de operadores lla . .

mades seudediferenciales.. fverkiﬁllr

-

Al temer un:operador P(x,D) eliptico parametrices izquierdas 7
seudolocales, se deduce que todooperador eliptico debe.ser .
tamPién hipoeliptico, .. 7 5. el e

En el caso de los cperadores P(D) de coeficigntes constantes,

es posible caracterizar completamente las -propiedades-de

elipticidad e hipoelipticidad.
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Antes de ver estos resultados; conviene introducir la nocidn

e
e de solucidn fundamental:

SirTv L

'%qﬁ" Una d;strlbuc‘on G € D'(R ) se 1lama una soluc1on fundamental

del operador P(D) si verlflca o

N R . D T FEI

.PT(&J-).G‘ - &,

i El nombre de fundamental alude al hecho de que si sg_tiepejf

S € D'(R ) cumpllendo c1ertas condlc1ones puede conocerse

Amedlante G una soluclon de P(b)T = Sj En efecto basta tomar
Tig é-é; las condiciones que debe cultplir S son aquéllas
que permitan deflnlr la convoluc1on por ejemplo si, .S € E-'\Rn):l
G % S tiemne sentldo cualquléfé sea el comportamlento de la
= solucidn fundamental Gy las cond1c1ones sobre § podran medl—_
B ficarse a medlda que se conozeaﬁ ﬁroPiedades de G, depepdienw?
di | do del operador en cuestidn.
- _ De 15 Qﬁe'aéabé-derdecigse, resulté que el éonocimignﬁo«@g
e una solucidn fundamental, permite resolver;ren ciertos casos,
el problema de existencia de solucidn para la ecuac1on
P(D)T = 5, al meros cuando el ableréo agnde-se traﬁéja eg
todo R?, )
Como se verd enseguida, la nocidn de solucidn fundamental,
también: es de suma utilidad para estudiar prbblemé;'de regulg'
ridad ‘ascciados al operador P(D)."
ToMg aperador diferencial P(D), admite .2l menos: una solucidn
fundamental tempcrada:
En efecto esta aflrmécién es éénsecuencia, via transformacion
de Fourier, del siguiente resultado (ver 6] ): Toda distribu-
cidn temperada puede diviﬁirSélpericﬁélQuféf'ﬁdliﬁgﬁio eﬂ n va

riables no idénticamente nulo ¥ al menos una solucidn de esa

ocperacidn, es temperada.
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-~

n . . .. L. .
Sea G € D'(R") una distribuci®n que coingcide con una funecidn

indefinidamente derivable fuera del crigen.

4

dada T € la distribucidn G ¢

#

Entonces, E'(R™), T es indefinida

mente derivable donde lo sea T,

wel

Demostracidn

o :'1_"‘ o

Sea’ T I E'(R ) v ‘sea U C R"

un abierto tal qué T e E(U); fijado

%0

¢ U;'se probara que -Gf s T es 1nde;1n1damente derivable en

D(U) que vale 1 en un entorno U1 de x,. %

G t,oT Farire

(]
]
11

(1 q:»)T

¢T ¢ @(U) se saﬂe entdﬁéés que G % Ty € KUY,

3

En cuanto al otwo teﬂmlno-"

1, sea U2 eé#??ﬁq @?,XO

e .
e~ent 02 Ui- | L e

sop (1- q)T c rM \U tal que para cierto

e > 0

Dada ¥ ¢ D(U ) Ces

w L R A T e
d . . Lo DL

T(xry )P Sy

Ty

(3;* (1 w)T @)

( (1—‘16(}() )sz (Gy %

Para x € R° \Ul’ el cero no puede pertenecer a 50P @(%}y),

% € U,

pues: en- caso- contrario, 5

JT(Rp\ﬁ;y lotcual es#'an- absurdo.

Como G coingidesi.con una Funcidn indefihidamente derivable -

fuera del origen, puede escribirse:

By Plxey)) e j G(y) w(x+y)dy, = para x € RAD,
Mediante el cambio de variable x+y = z, la integral anterior
se escpibe:

-
B

'”J},G(zgx);w(Z)dz = (¥(z), Géz-x)). . - o

.
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Reemplazando, queda:

(6 # (1-9)T, ¥) = ((1=pGx))T 5 (¥(z),6(z-x))) =

™

= (((1;@ﬁ(x))Tx, G(z-x)), ¥(z)).

0 sea, en;UQ,;entornd"dé xdg'G"ET(EQQ)choincfde con la fun-

citn, indefinidamente derivable allf,” ((1-'Wx))T, G(z-x)).

; Esto cencluye lo afirmadoi - 297"

5:" #

4 Teorema 1.2

: gea P(D) un operadoridif@rencial linealscon cocficientes
3

; constantes.

Entonces son equivalentes:
a) ﬁxiste una solucidn..fundamental temperada ‘de P(D), gque
_poinqide con_ung_fuppiQn indefinidamente derivable en R“\O.
bihPtD) admite una parametriz izgquierda seudolocal.
¢) Si T,S son distribuciones en D'(U) que cumplen P(D)T = §,
entonces: B AAU”h: |
“Para cada abiéff;jUiycnU %;i aué:é € EtUl?;témﬁién
T e 5(u,). S R

Demostracidf

a) = b)

Sea G ¢ S'(R") una solucidn fundamental tgmperaﬁa_que coincide
con urna funcidn indefinidamente derivabie eﬁ.Rn\d; |

Se pfdiafé que éi‘bﬁeraagglkri Erﬁ tés ﬁna parametriz izquierda
seudolocal,

For propiedades de la convolucidn, K es’ un operador lineal y

continuoc de E'(Rn) en S‘(Rn).
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Ademés,

P(D) "4 KE = P(D) €la T E8s p = T para “toda T € E'(R")

Andlogamente, K o P(D)T .= 'T., - o O

Luego, K no s8lg es una parametriz bildtera, sino que en .rea-

. . . n
lidad .es, una inversa bilatera en E'(R ). - - o o0 oo

PRy

En cuanto al hechc de ser K seudolocal, se deduce .inmediata-

mente del lemz 1.4.
b) = a) s
Esta dimplicacidn Fue probada ‘eh’ &1 lemwa 1.3, -

c) = a)

Como la distribucidn é coincide con' una funeidn indefihida—"

mente: defivable Fuerd del origen,” tualquier soliucidn

.“6 € DY (RMY) de la etuzeidh’ P(D)e- =8, débe’ tendd la mismid’ pro
piedad, .- 7. il R

Este teorema caracteriza la propiedad de ser un cperador de

coeficientes constantes hipoeliptico, en t&rminos de parame-
I L : Sl o ; ) N . R . RGN S .

A Jo. R ; | . e AT

trices y de soluciones fundamentales,

Lema 1.5
Dado U C r" sbierto, sea f € E(U),
Son equivalentes:

2) f es analitica en U. L
b) Papa cada K C U compacto,rexisten @Ex_c(g) > O,_A ?AA(K) > 0
fales que

¥ecol <c al®ljelr,  para we k. pava toda n-upla a.

Sy < e e
i ; . - -
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. -
DemoStT&Clon
_‘__‘-——"-'_-_-—-—_.

a) = b)

Dada una func1on F definida vy analitlca en un entorno de un

punto zoie'cn, se sabe (ver [7]) que cerca de ZO’ es posible

rgpnesentabﬁla funcidn y sus derivadas, mediante una integral

del. tipeo de Cauchy:

i a0 Ran )
(27i)" (w—Z)a+1
Iw-zo[=6 )

donde a+1 = (a1+1,...,an+1),y,|zfzoi < &, para cieriova;édécﬁi

do.

P

| Apartir de esa fdrmula, se obtienen estimaciones para las de-
rivadas. En ‘efecto, si |F(w)| < M para Iw—zo| < &, es:

| o« 0T T Gre)® el
sup |D F(2)| € —— M , - < C,A al!
|22, ] <5 (2m)" G |

con ciertos C,A > 0.

Si ahgfa §§-§upoﬁéIQﬁé F‘és'énélitica en éiér%é abi;rto uycoc
dado K C.U compacto, se puede, repetitr lo anterior para cada
punto de K,

Luego, por compacidad se deduce lo afirmado,

Sea zhora f una funcidn definida.y-ahgliti;a'en un abierto
U.gjﬁn.‘como siempre puede .extenderse f;.a travds de su sevie
ée.ROteECiaS, a,ung;ﬁquién F-definida 'y "analitica en un en— ”
torno abierto V de,U,meqiq?,rpesulfaﬁquefes'pOSible éﬁlidér‘

a f lo que acaba de hacerse.. A
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b) =* a)

Fijado % € U, se escribe f alrededor de ese punto como:,

f(y) Doy T b Y a?lu B ‘f&(x;yj"(ygrl_
il |oe|< N-. L lo]=n @7 o
Para probar.que--f es analitica en x, habra que. probar que la
. Y ‘ G B
. e -x _ )
serie de potencias % D f(x) iza%i—-, converge.en cierto.disco
(54 - : s . B
l|‘.i = (y—X)a
| |y-%] < ¢ contenido en Uy que existe lim Z fJ(;,y) —To =
i I Now |glzn @ 0 ¥

i y cerca de X.

l,!‘

I gvE C{X) > 8, A 3 ACK) >0 tales que ...

Sea K un entorno compacto de x. Por hipdtesis, existen

]Daf(x)] < C.Aialla|!

Luego, el Lepmlno general de la Serle puede acotarse como ! ¢
. &

ID f( )%‘}il J‘—L—(AIY hi)lc‘

Resulta:

¢ n T

N-1 - .. o
i Ji;.L_ (A[Y‘X|)|a.!,= ¢z (aly-x? = A4
|al<N L4 N - N e j=0 R L Ial =j‘ . e

Dada cualguier ﬁ—u@lﬁ‘réali(ai,;.;ga%) =t g, vale lz formula .

de Euler: . S
n . . i
( = a )] = .j_.'_ aa.
\ k Lol N
R IR

Para comprobarla , basta obsepvar que:'cada miembre es-unfpoling
mio homogéned -de grado j ¥ ‘gie por 1o ‘tanto, coincidirdniy si’
son iguales ‘en @l origen todas las derivadas. de orden J.°

Poniendo a = (1,...,1), se obtiene:




o
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S
—
I
[

'

Ef"‘ = N7, e ¢ o e b
laf=3 77 | |
‘o‘;éa que la n~&sima suma parclal de la serle con31deﬂada,
B _ i TNe1n . :
puede mayorarse con C. Z (An|y xl):|
. :]:{)
Para_Lnyl <‘ﬁﬁa,esta7Segiaﬁgeqmétricachnvepge, .con %o - cual'
B .. I
se concluye que la serie de te@rmino gene€ral D f(x) (y”f)
converge absolutamente allfi.
En cuanto al resto:
‘Usardo la éxpreéién integral, vale:
I I G N-1 e
| T =T DoE(x+t(y-x)).(1-t)"  ~.dt.(y-») e
a| =N * . s RN BT S

0
Para y en un entorno cempacto adecuado; de x,' puade acotarse

lo anterior como:

c . é% A Iak'fy—x[Ial = C.(A]y-XI)NfTTETlfg:;ET
Jef=n 7 : fee|=0 7

a?~c'(§?jyfxl)n+m-;ﬁ:ﬁ;; T Tl

Esto tenderd a cero cuando N¥+ &, &° &sdeméAs-@dé 'pertenecer al
entorno de x elegido antes, y es .tal que An|y-#|"<'1,

En total, se ha.probado que . la funcidn £ es~ag§liti¢a.en;x,

#

Lema .5

n . . .- . . g L e -

S2a € & D'(R') una distribucidn que coincide con una fundidn
. n S
analitica en R\ O, e oy
Entonces, dada T € E'(Rn),.la distribucidn G » T es analitica

donde lo sea T, [ S '?”}



Demostracidn

Se supone que para cierte abierto U C Rn, T coincide kon una

Fuheidn an&lftica en U. Se probard que G % T tiene la misma

propiedad,
Fijado xyne B,.sea’lUy un.entorno abierte de XS“tal‘qué‘pa?af
cier£5%€3>iﬁglé¢entﬁUi C Uy séa ¢ € D(U) gue vale,&feﬁﬁﬂi.f

G & T =06 % ¢T + G & (1-¢)T.

Se sabe ya, seglin el lema 1.4, que ambos t&rminos son indefini

damente derivables en U,

. Cor
. te P

Ademds, para x € U, valé:

e = (1—w)Tl(x);=-((1b@(y))T§3%G(x-y));f

[1-¢(y)]Ty, es una distribucidn de soporte éoﬁ?acto'ébntenido

. ﬁ;‘j’*"“‘*r
en ‘R \8‘?HF1U1‘

Luego, puedé escribirse en la forma z Dafo, para clerto p

le]<o 7
y cliertas funcieones fu continuas y de sopowte compacto arbi-

trariamente proximo al de la distribucidn.

Luego, para x € Uy vale:. ..

(A= (y)FT., G(x-y)) = EZ i(éi)L&LJ" £ {y) DT G{x=y)dy
y |Q’|<ﬁ « y

Fijada una n-upla f y un compacto K C Ul’ quiere estimarse

en X la derivada: : IR AVEC e

di({i-p(y)]?y, G(x~y)) =

B

= ) j fa(y) (Da+ G){x-y)dy.

[e|p

B

= T J £,(x-y) p**G(y)ay.

| o] <p
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para % € K, ¥ seiﬁueve en el conjunto

Ky =" {y e Rn/x-y € sop f_ ; para algln x € K}.

Este es un compacto., Ademas, segﬁn,sergligieroqﬂlag.qpsasf
'Texfgfé'3'>ioﬁtaltqﬁe.para X~y € sop fo, x € K, es Iyl > 8,
Ailf, G(y) es analitica por hipdtesis,

Luego, de acuerdo con el lema 1.5, se tiene la acotacidn:

. ' ' ) LY
:__;] £, (x-y) 1P e(yray| < em.lq‘-*“.!a-mzj £ (x5 | ay

para x € K,

De aqui se conmcluye sin dificultad, ﬁﬁe la funcidn
[1«$(y)]TY es gnalitica en'Ui.
En cuanto al otro té€rmino:

. o . .
Por comodidad, en lugar de D , una derivada de orden m se. in-

dicara Dm'Dm—i"'Di’ donde cada Di es una derivada parcial

£ . .
-w—, para cierto 1 < j < n,
.(Xj,

Puede demostrarse por induccidn, que para m = 2 vale:

+ D D ces D .G = (D1¢?-T + G % (Dmf)(pm ...szl??-+

m m-1 2 -1
m-1 ) L
G ﬁ’¢ Dmf'fDQPiT f:ggyi ¢€x—y)ﬂ(Dm,..DzDiT)Cxﬂy))

Se probari que esta funcidn es -entera.

Fijado K C_RF}pompacta, importan ‘los valores de y en el ccn-
. | R N
junto C

Ky =" {y e 3?quyi€?sop.w péfa'éigﬁn'x“éﬁk};
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Este conjunto es compacfg:”fﬁ_
For definicidn de distribueidn, existen £ C(Ki} = ¢> 0 tales

que:

ILG§,f¢(x-y)(Dmf.,DéDiT)(x—y))lt€

!DBEcp(z'j.(Drﬁ;.';bzn;%)(z>]‘i' para  x € K.

EHER T N S

Usande la regla de Leibniz, esto guede acotarse con:

c IETDP ]D.@(z)] PP, | (0P D ...Dsz?)(z)]

s c R - 2€ 807 ° @

Sobre el soporte de ¢, por ser T analitica, vale:

la estlmac1on

L0

A'5I+m (|6|+m)'
Esto puede acotarse finalmente conw C.A" m!
Se estudiard ahora, en general, un “término de la forma

Dm...D (D ¥ (DZ 1.. DlT}'

241

C I 1F - -
s0p DZ¢ U\Ul.
Luego, T es analitica en el sop Dzw; ademés, dado K CTUi com-
pacto, para X € K, y € Sop Dzv, es ’x y! 5 para ciertc

85 > 0. 0 sea,'G(x j) es una func1on analitlca de x- y,‘alli

Para x € K, esa convolubiﬁn“puedé:ésc?ibifééﬂw
J DpeesDryq 6=y} (003 (3)(D,_,...D, T)(w)dy,
Esto se acota, por todo lo dicho, con:

“lm-1)1 35”1(2-1):
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En total, hay m estimaciones asi: s ﬂﬁﬁﬁﬂ&ﬁm‘
m o dansion Y Deﬁaﬂﬂug
S G .‘A?_-_Z {m-7)1 B%q 1 < ¢.a" mbl .. ,m.,uﬁn Blblmteﬂa
” =1 = '
Esto concluye la demostracidn del lema.
J
1w

Teorema 1.3

Sea P(D) un operador difgrencial. lineal :con coeficientes cons-

tan’te.-ﬁ:’: RS o - IR A *
Entonces son equivalentes: Pt L A

a) P(D) admite una solucidn fundamental temperada que c¢oinecide
.. con. una funcidn amalitica en R\ 0 . 4
b) PLR) admite una parametriz fzquierda analitica. seudoloocal .

K, que satisface aﬂemés;T:f_ R T P A P

.. n . . . . .
Si T € E'(R') ccincide con- una funcidn analitica.en,cierto

abierte U C R™, KT tiene la misma propiedad,

c¢) Dadas distribucicnes T,8 e pt(u), u € RrR" abierto,” thles o .
*rquer P(D)T = 8, si § coincide coén una Funcibn- analitiea en'’
cierto-abierto U, '€ U, entonces T tambiff.

1 PGS . B ~

Demostyacidn

a) = bh)

Sl G es una solu01on fundamental para P(D) con las Droplrgade%
- iy

'cue aparecen en a) 'se vio en el teorema 1 2, que el operador

K= G %, es una parametriz bilitera seudolecal. Ademis, al

>
_ - R I SN PN
cumplirse ' :
KeP(D)T = T, P(D)oKT = T  para toda T ¢ E'(R"),

resulta tambiédn analitica.

En cuanto a las otra propiedad, resulta del lema 1.6.
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b) = ¢)

Al ser la analiticidad una“ propiedad dlocal, eomo en el teore-

ma 1.2, puede reducirse. la situacidn a;.[,8 € E'(U)ei~n .-

Se tiene:

KeP(D)T = T+R, T .

~ Como R, es un- regularizante analitico,"RlT'e H(U). -

P(D)T = S € H(U1)3 luego, por hipdtesis, KoP(D)T ¢ H(U,).

Se deduce entonces que T € H(U, ).

c) = a)

Como la distribucidn 8 coincide con una’ funcidn analitica fue

: 3. .a, B ; RS o S C e
ra.del origen; éualguier soluecidn Ge¢ DV(R) #a la ecuacidn
P{D)G = 8, debe tener la misma propiedad.

Esto coricluye ia’demostracidn del tedrema; -

# .

Observacidn 1.2 Taow P T VIR PSRRI

Puedgigpgbapse,u(ver [81), que eualquiera:de las afirmaciones

hechas en el teorema 1.3, -equivale al hecho de-ser el eperador

P(D) eliptico, o sea tal gue su polinomio caracteristico nc se

anula en Rn\O.

.

Es dec1r, que ese teorena da condlclones eculvalentes de elipti

“ , LoL T

c1dad para el operaéor P(D) ~en términos de parametrices y sclu

ciliones fundamentales.

El lema 1.1 y el corolarlo 1.1, siguen siendo, naturalmente,

-
el

vdlidos, cuando el operador diferencial en euestidn es de coe-

ficientes constantes. Sus enunciados para un operader P(D},

son los sipuientes:
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Lema 1.1 T e
i —————— -

pado un operador P(D) de orden m, 'son e¢guivalentes:. .
a)~P(D) es eliptico- .. - - _ o . -

b) :jExiste_ c > -;0'-.ta,}.'_L. que

|pm(-2nit )| >9E[€|P ) ~pdpaitoas 0 T E e R, T

Corolario i.ii

Sea P(D) un operador eliptico de orden mi

Existen C,N > 0 tales: que.u-_._f;

|p(-27it )] 3 ¢ (1+|£|f“, para - . |t] 2 W
- Sobre fa{ﬁiﬁéﬁiééiéﬁfeﬁtré*ib§?€€bfeﬁés71?2}yuifi y. la no anula
.d;anfen;RH\O;&el:pqlinomiowcaracterisxiccf se prebardn ahora
alpgunas resultados

e
[T

‘Teorema 1.4 T R I S

Tédo 6perador’ F(D) el¥ptieaiss hipdeltptiso, . ~

Ty

' E . .
A i i : H . -

Demostracidn

Segiin se dijo antes, esto ecurre #on cualguier operador P(x,D)

eliptico. -

Lo gue se havri aqui es eomstruir Jpara el operador P(D) una

sclucgidn. fundamental temperada 1ndef1n1damente derlvablw en

n _ R T SN S
R7y 0. UsandOAla transformaclon de Fourier, basta encontrar una

¥ 1 ;

dlstrlbuClon S € S‘(R ) cumpllendo
Fs] e F(R \o) P( 2w1£)q - 1 en ®"
Sea Y € D(R™) gue valga 1 en uﬁfén%ornoaabiertéé&?lfgonjunto

de los geros reales de P(-2Wif). Se’busean distribueiones adecua

das, 51 ¥y 82, tales que
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1]

P(-27ik )S,; % (1)“

P(-Qﬁ‘ig.)'s.? 1"‘1@ - (2)y - &
Segzfin un resultado que se menciond .al principio), se .sabe‘que
debe existir una distribucidn temperada S, cumpiiendo- (1).

Pero mias atin, debe ser de gcporte compacto.
sl ]

En efecto, sea N.> 0 tal que sop x C { x| < N}; dada

¢ ¢ D(RUA{J#] < N}), es:

— T & ‘p .l=
(5,.9) = (S, P(-2Mi8) srberyy)
i} o R ¢ -
DonT T E;§P£ 2fl£)§1’~P = 2WiE gvf' FX?ﬁP-—2ﬂiE') =0

Dia” zecuerdn” éon el teorema” de- Paley-Wiener, resulta:Que;?[ﬁ&]h

es una funcidn entera, gque pertenece a OM N © mAL D

En euanto a (2), como 1-x se anula en un entorno ée los ceros
reales de P(—QWiE),\la_ﬁunciﬁn P{-2€12~ esta ble? defl?ldai*

."

ademis, pertenece a OM (ver ejercicio 1.10). Entonces, determina

una distribucidn temperada.

o T . . . e
; I S . 1-¥% ©OFle ] ' ' "

E e A b ..___..___._..._ s
n total, la distribucidn Sy T E)] + F[Sil, resulta sefﬂunﬁ

solu01on fundamental temperada.

- = - * - .

Se probara ahora que F [ﬁfiiﬁLET—J e E(R \0)

Sea.n € uian) tal que 0 <7 < 1, m(£) = ¢

Dado 0 < ¢ € 1, se considera la funcfén, de S(Rn),

Se afirma q&e*f;'+ FFFT—%;5§Tﬂ"én 61 sentido aé D(R®Y
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on efecto, dada ye DRV, &8

N 1-% B _
(feasﬁ) - ("‘_P(_"Q'ﬁl'-'s') n(aE ), E[ q‘-’]‘) -

L.
N

i

J 1-XCED) ) ep) FL (£ )aE
P(-27if )

puntualmente; el integrando ggnverge;a-—1:¥£§273§§¢](z)
' P(-271 B i

Por otra parte, es:

| 1-)((5‘_

SRy i (s8) Tl ()| < cla=]e| )| Flel (5] .

Como Fly] € S(rR™), esa funcidn €& integrable.

Luego, usando el teorema de convergencia mayqrads;:se.qgﬁienn
el resultado. |

& se probara que existe T € E(Rnxo)ffélsgue,;g'sugeﬁién'ffe}
converge hacia f, uniformemente en los. gompactos @e“Rn\OA;egto
implicaria que fe + f en el séntido-dg-D?(Rn\Gl‘ zq.j:

‘ 1—X iie Iy gy A s . o n
P(—QﬂiS)] debe defneidir-con £ en R7y\0.. .

Luego, Fl
Fijado » = 0,1,..., sea # una n-upla entera no negativa con
’ﬁ[ér. e T

Dade k = 1,2,.fé"y:usando-el hecho de. gque :

ko -emizk ' St —oaixE
es:
2k ‘ :
('—HTQ)k |x['2 D'Bfa(ix)- =

) J [e-s)f o72TixE) S -orie ) meerrar.

Integrando pof parteégzésfo-puede.esgpibirse: -
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K _omixnt A _A=xE) oo of
I}' la+7f=2k 1 Cay J © -7 [§T:§7§§7‘( Qﬂlé)']'

il ‘
| el

o e
(D"n) (et )dt
De acuerdo con el ejercicio 1.10, el integrando de cada tZrmino

se acota con:

y SRCTRTTE ket KA NS L UR EE SO

WL? El soporte de la funcidn (Daﬂ)(eg), estd contenido en

I' ’{IE;EI
Esto significa que. en el soporte.de esa funcidn, vale:

e(14|E ) ETIR eI

0 sea,

elal < 3|a|(1+lel )"lal

Por lo tante, puede acotarse:
o o, TN
El [I(D n)(sf)[ = C;(1+f2f) l ’ a oo o
En total, cada uno de los integrandes en la suma antérior; . re-

sulta

< c.(14g]) mITo2kK

Fijado r, se elige k, tal que -m+r-2k. sea < -u.
Puede aplicarse,entonbés el teorema de convergencia mayorada;

resulta por lo tanto, que existe una funcidn

f P:Rn + C tal que (4ﬂ2)k|']2k ﬁf (%)

converge puntualment° ha01a fk Q(X)

Se aflfma quL 1a convergenc1a ‘es uniforme en compactos.

P R T S

Para verlo, fijados k;ﬁ,’seané:: fqﬂ )

No hay dificultad en comprobar gue la familia "ig }O<a <qs ©8

equicontinua en R". Esto permite concluir (ver [9]), que 1la
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Funcidn limitg.fk ﬁ_esfgontinu@fy que la convergeneia es unpi-

n
forme en compactos de R . ...

8

unifeormemente

Por lo tanto, {D fs} converge hacia

(17 23K

en loslcompagtqs_de,R?\O.
E(Rn\o) es completq‘¢on;§gwtopolqgi§ ﬁatural,:oasea la - de-1a
convergencia uniforme de cada derivada en los compactos- luego,

si £ = lim f_, se deduce que f € E(R“\O) es gue para cada

g0 ﬁ " .
n-upla ﬁ,"@"f } converge hacla D f unlforWemeLte en los .com-
pactos de.Pn\O.

Seglin lo dicho antes, puede concluirse quénla distributidn
= 1—X-- A " n ' a ..
5£P(—2Wié ] ccincide en P‘\O co§ esa funélonrf:
1- X =
1 + F{S ] es una solu01on fundqmental

F(-2mwit }

tamperada, que pértenece a E(R" \0)

Luege, G = Fi

Esto muestra que el operador P(D) en consideracidn, es hipo-

eliptico. Gl
S
Ir

Observacidén 1.2.

De acuerdo con lo demostrado.en.el teorema 1.2, el operador

G # , resulta una parametriz bildtera seudolocal.

Por otra parte, el operador F[sll %, es un/ regularizante y

ademés analitico (ver ejercicio 1.13); en consecuencia, segiin
=r 1= , . ) o

el ejercicio 1.3, F[P —QWiE)} ¥, es también una parametriz del

mismo tipo, para P(D),

Tecrema 1.5,

Sea P-{D) ﬁﬁ'opéradéf:eiiﬁfico{

Entonces, P(D) verifica las condicicnes equivalentes del teo-

rema 1,3,
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i

b . , - et e B - TN
“L Para demostrar el resultado que'se-acaba de,enun01ar;-ﬁs=con-

veniente dar un lema, que generaliza al lema 1.1' 7y al corola-

ric: 1.1%0 -

Tmabién es posible obtenerlo para un operador P(X}D),*eliptico

en cierto abierto U € rY (wver éjercibio‘l.is)

- feda 1.7,
%a P(J) un cperador eliptico de orden m.
a) Existen constantes, C, € > 0 tales que
JPm:~2ﬁi(§+iﬂ))| = C.L£|m para

g,n e RY ~con |n[ < E|§| _

=

%) Existen constantes C,N, € > 0 tales que

IP(;Qﬂi(E+in)5|"> ¢ (arle]® 'par§if e

£,ne R con £ | > w,|al < ele

Demostracidn

a) De acuerdo con el lema 1.1, existe € > 0 tal que

iPn'—QﬂiE)l > C  para le] = 1. R L

Como el pblinomio*Pﬁ"es'fﬁhcién'bbﬁ%EhUa”de'lé‘?ariéblé

compleja £+in, resulta que” existe e > 0 tal que
]P%(—Qﬂi(é+in)aq > c/2 fo ggré :i]g | - 15ulﬂ1.ﬁ .

- 8i ahors esré‘#*G,*puede'escfﬁbi&sé; peor Zla'héﬁbgeheiﬁad

1 - y rm e ww ma arammman e

del?m- RS T R S 777

p_(-2niGerin )] = [§]7 IPm(-2'fri(~[%[—+ i)l

Uinande lo que acaba de obtenerse, &€ deducg gque cuapdo

o], < el & 4.0, es:
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|p_(-2mit+in))] = c/2f¢ ("

'

Fiﬁalmente; esta desigualdad tambin’ vale cuandé

§‘= 0, pues

en ese caso es 7 = (¢ y ambos miembros se anulan.
b) A partir de a) se obtiene la  estimaeddn’ para P(-2mi(f+in)),
de manera aniloga a lo gue se hizo en el corolario 1.1.#

Demostracidn del teorema 1.5

Se iprobard que P(D) admite una solucidén fundamental temperada,

gque es analitica en R™\0.

Fn el razonamiento gque va a emplearse, juega un papel funda-

mental el orden del op-®ador,
De acuerdo con el teorema 1.1, cuando lé dimensidn del espacio
ggi%;?zitodo,operad?r_P(D) g;ipiiCb déﬁe ééf de-orden par ¥y
éﬂjébgéécuencia, de 5fden g 2, |

Ségﬁn la observacidn 1,1, todo operédor definido en R es elip-
ticeo g'en{RQ,'hayﬁépé?;ﬁores.elipticos de primer- orden. .

Para los operadores elipticos de primépr-oerden en R y en R?,
pueden construifise explicitamente scluciones fundamentales
temparadas, que son analiticas en R™\ 0% (ver ejercicio 1.8)%
En’ lo gue sigue, se supondrid por' 1@ tanto que el-operador P(D)
es de orden =2 2,

De acuerdo:con-el razonamiento, hecho: en. el teorema 1.4, para
tener una solucidn fundamental temperada, analitica,en,RHXOQV

falta democstrar que F[FT%%%TET] ceincide con una funcidn anall

tica en Rn\O; ya se aabe. que esripdefipidamente &erivable alli,
Segfin el lema 1.5, para comprobar que esa funcidn és ‘analitica

en R\ 0, habrid gue estimar sus derivadas,
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_Tj%%%?T] = F —T%%%%?j-(~2ﬂié)a],en lé? cﬁmgéctos de
RMo.
n+|e _
(Q!Tt!.x ) | I B [W( 2wiE ) ] =
- Pl '"*2??7‘ ~omig) 1y,
3 ,M,HN,W_W,VN.WQk“_* -
T2 ndle]iit 1oy _
(-E%—j) [W( 2#15) ] =
- ;& .ﬁ}lél—in (—QWié)a
= (1'X)?““;\ Pl-ZmiE )
ntle|-1 w+{e|l-1 .. . s L £
el el TERIRL L R S
k=1 k s ] . ’
} (3
2 1( omig )®

En primer lugar,-quiere acotarse (n. ) ara £ en el .

F(=773E) ©
soporte de 1-x © def%T?T)-x, k= 1.

Va a usarse~el lema: 1.7,
Sesupgndrd que: la- funcidn x ha gide elegida de .tal manera gue
én‘eses soportes, valga~ila estimacidn -que asegura la parte )
del lema 1.7.

sea-E o= (g 410, Eyuavast ) =00z, Eosesi B i), con l¢] = W,
[n & < elel.

be ‘acuerdo con el lema 1.7, et -ty

[( 2miE ) l < 8. (2?)*“' (1+!?1) mfk@{
_I'( 21’."12)
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Fara estimar las derivadas, va a usarse la férmula de Cauchy

el Y1 %%
R (“'2”1) B Z 22 --__-_E L L
‘F(z) = ] — , €s:
P(-2miz, -27m} gaeees

si

a . iz 0, _
(Fz) 7 Flz) = 53

o o
d0n§?-5r15,£i5'r = €J
Al ser F(z) una funcidn analitica en zo, vale:

- (44
&yl 0y . 0 1 (camig)”
@) P 2 Gy O sty

Luego, acotando 1la integral, se obtiene:

3 ':')‘z"'("zér‘i' | < 2 oyl eyl
k50 Pl 2”123 eled? .

-

|

_ fef
- C_(?ﬂ) :

A
£

'J*ZITA(1+I£1)"m+la"z‘1’ S (1)
Cuando 7 = mt|e|=1, resulta la estimacidn:

Pi—2ﬂ1?i e[g|+n¢1‘

. ; - N o
X Y el el v 8 nt|ef-1 (<2mif)
> 2, 14 funcidn (1—X)(??;) F(27 i)

esta integral puede acotarse entonces con:

QEWJ |a|+n 1)'J _“"‘g%"f‘ < c.al¥la [+
AT (1+t)"

N

E SRrT : o o
l(1 X) (r__dn+lﬂl-1 (- 2?15) [ < c. (2m) (1+J£l)—m—Pf?.(lwl+n_1}I

Como se estd suponiendo en todo esto que el orden déi-operador es
es integrable, pudien

do calcularse su antitransformada de Fourier mediante I¥a integral;
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Fijado ahora un término cualquiera en 1la sumatoria que aparece €n
at

» 2 .
(3), como la funcidn (FE_)kxa X » 1, es de soporte compacto, tam-

A ] me L CL '
i bidn su antitransformada puede ddicularse mediante la integral:

L - ST L e e e s ‘I o
comint 2k 2 sarleloxe zarie)S
: J e .(?——) X {5 }(—QEiST a

S

Integrando agqui por partes k- 1 veces, se tiene:

k-1 & k-1 -2mixk n+le]| -k-1(= omif ) e
(-1) J (= )X'(E‘E,) fe (f’é-) -P(Wjdg
... ] 3 ,
k-1 k-1 . "
p k- g I
= {-1) 1 T oq ) J's_: 1X§-( oTiv. ) ("(‘I,-E_“)X'
h=0 ol . ]
o < ¢ )n+|a|-h 2 ( 2mig )" dE
.__mqm“mW.Liﬁ!:mmﬁgd;;m"¢ S P( 271 9
Mediante la estimacidn (4); esto puede mayorarse con:
k-1 M
e ht| o h (n+|¢|-h-2)! it
C ‘S ( ) (27!' } I l I l (n J_+ ! v | _h__?_z"“ { ol Gm-—h-—;.
n=0 N S ee)
N
En total, la sumatoria que figura en el segundo.término de (33,

resulta acotada en la siguiente forma:

web |-q ki UTEETIT e owmhee TTalihiass
c B> (“+|§|-1)(k;1)(2w)h'|al[x.ih.ch.(n+nigmfnif§
k=1, hz0 S o eI

La acotacidn quewseiobtigﬁg en-la parté b) del lema 4.7 sigue
- - g ST o - - S : .
valiendo si-se supong 0.< e = 1.

Con esto, lo anterior puede acotarse con:

c. (2 )n 2|C‘|“2 n+|~]' .-,S_n-_'_'_|aIC =

nt|e]-1 k-1

ot

(n+|§|—1) (k-1 ix_!h
k=1 h

H ™M i

0
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) = QP, pues:

En general, vale (z

Sp -
2P = (1+1__)P = (p2 > (E), para cada 0 < g € p

) :5is:.;_OA._..TS.-_.-,....,.. - S T
Entonces: - |
. r,r1 .
It S ettty e gamenlal- PSR )
kﬁi“ h=0 k - h 3 k=1 h=0

Je todas las estimaciones hechas, se concluye que existen cons

tantes C, A > 0 taiéé'que:

n+le|-1 o =

D F[Pf—2ﬂi£)]| =

| (2mdix.)
]

o a+lef-1 k-2
o 'C.Alal ]t 12 +° 7 = R )
k=1  h=0
‘para x € R¥, 7 2 17, .,n,
Sumando estas es?iﬁaéionéé sébfe i, Quedaé
) gn+|al—1 o 1- ¥
_'351 ESTREN A0E sy S e
n+]a|—1 k-1 n
< C.A[a[[di Tt + . T 2 |z BE
k=1 h=0 §=1 7

Se fija“ahora‘uh compacto X C o, -

Existen constantes 51;-6? >0 tales que 51 < | x| < 52,.para

todo x € K, C T - - P

Luego, pueden hallarse constantes Cl’ CQ, 813 B2 > 0" con, ..

IX'|n+[a|;1

: <
|D+IQ!—1 i 2

_ n
ntlol-1 o

j=1 Ix
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Luego, es:

T = | k=1  h=0 ’
[D F[m, < C.A IO' * ' l].‘l'!']al—l
. _paré ' 1 X f‘k -

Volviendo a operar en forma semejante con el miembro deracho
de esta desigualdad, se concluye D Sl S ifics:
g ’ uye gque EkP(—Q?iE)] vgr1r1ca

en K la estimzcidn requerida, para toda n-upla ,

R R #‘

Obsevrvacidn 1.3,

Es posiblefdemoséfar,‘kvéf:[81),‘qpe‘también vale fa reciproca
del tecrema 1.5, Crsea; que si P(D} es un operador gque cumple
las condiciongs equivalentes del. teorema 1.3, su polinomic
caracteristico Pm("QﬁiE){ no se anula eg.R?}O:

Es decir, que la propiedad de né anulaci%n en RD\O &el #bliﬁo—

mio Pm(—QﬁiE), caracteriza?iﬁﬁéﬁfﬁhfés'pbopiedades.dellbpera-

dor P(D); reammlta muy apropiado entonces el nembre de carac-

teristidé,_dddg a eééjpoiiﬁomio.

De acuerdo con:lo quéwacab; de decirse v con el ejercicio 1.6,
la reciproca del tecrema 1.k, no es cierta; en efecto, el ejer
cicic 1.6, muestra que el operador del calor.es hipoelipticos

su polinomic caracteristico, sin embargo, se anula en la recta

1 T oeee 7 En-—‘l

Para los operadores no elipticos, el pqlinomio Pm(—QﬂiE), va

e

= 0., 7

ne s tah caracteristico de. sus propiedades: En'éfecto,. los
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operadores del calor y de Schr;dinger, tienen el mismo pelinc
mio caracteristico; pero el primer operador es hlpoeliptlco
y el segundo ne (ver ejercicio 1.5), Paede caractefliéf;emrr
1a pippglipticidﬁd, pphFéFminqs del polinomio P{TQWig),uaso;
}iééo.él operééo%. |

Concretamente, sea

.V ="z = g+in e ¢"/p(-27iz) = 0}, _
Enféncés, P(D) es hipoeliptico si y sélo si cada vez que para
z €V, sea lz[ e, deberé tenerse [n[ + @ (ver {8])

Fsto implica aue tamblen para un operador hlpoeligtlco, ios.
ceros reales del pollnomlo P(-Qﬁls) estin en un compacto.
De aqui se deduce btﬁE?@éﬁEra?dérver‘qﬁé el‘operédértde

Schrddinger no es hipoeliptico.

Con t€cnicas semejantes a las’usadas en el téorema 1.4, es

. posible construir. una,.solucidén fundamental tempevrada, indefi-
nidamente derivable en Rn\O, papa;ﬂgmdado.ngrador,hipoelip,_

tice P(D)., Esta construccidn se apoya en cierta'desigualdad
que verifica el polinomio P(—Qﬂié) (ver ejerc1c1c 1. 12) Pue.

de probarse que la des1gualdad que aparece gn ese e]erc101o

.._...u..._._‘..- R,

1.12, es ecuivalente al hecho de ser el operador-E(D) hlpoellp

tico, {ver [8}1) -

— _._,l

'uel ejerc1clo 1 6 se concluye que todas las solu01ones Fun%a

mentales 'de’ los opéradores de Laﬁléce y‘de Cauchy*Riemann, son
funciones localmente integrables, en RT,

Esta propiedad, en realidad, la cumple cualquier operador

P(D) eliptico. Y




TS I
i En-efecto:

Teorema 1.6,

:ﬂ : Sea P{(D) un operader éiip%icé.
Y i N . .
[ﬂ Entonces; admite una solucidn fundamental temperada, localmen

;ﬁ te integrable en R'.

T Demostracidn

iy De acuerdo con el ejercicio 1.8, puedé suponerse gue el orden

‘del operador es & 2,

Segn lo e.hecho en los teopemas 1.4 vy 1.5, basta demostrar

que‘Fﬁgf%%%égT]:es integrable alrededor de cerc: -

~._' N . V . n_
Fijado _j' :1,2=-ff (???Xj? : F IP( 2ﬂ1§ ]

n-1
[('T_) el

Como, el orden de‘P(D) es = 2, séfCOmprueba'eh'la forma habitual

qngvla.funcién‘(%f~)n_1 Pkigggg es.integrable, con lo cual !
‘J,j =
PEIES o B  O . T e L oo

(2W1x5)n F[?Tég%igT] coincide en el complemente del hiper-

P . T T : oY v }:_l” ’ '
plano’{x:'= 0} coti la funcidn continua ] =

. T is .

Wt h;(x) . - - (2 1xi) : . :
Sea h(x) = el en el complemento de fx., = 0}; hix) es
S (ﬁﬂlx ) B - S S S

“uyna funcidn def1nlda y continua en R \ 0.

FEa-—iFI;T] cgincid? con Hm.fger;FQel origen, de donde se dgdg

¢e que h es no sblo continua, sino analitica en Rn\o.
Al tenerse ¥ lxj! i > c|x|n 1 resulta
=1 : I o

AC-

— ren o RH\O.
Px|”

A

‘(ﬂ(x)l
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Luego, h es LRZ  funéidn loéalmente integrable.

Adem&ds, por lo aﬁﬁha?énteé;'?T?f%%%%?T]_h-es una distribucidn
T, concentrada en el origen,

sea ¥ e S(R™) tal que ¥ vale 1 en un entorno del cero y:

¥ e D(RM).

Se tiene:.

- 1~ R e
N X I = : S
F[P(—Qﬂik) h T

Tambidn vale

V- 1-x _—A, - i-x
¥ flp(-zwig)] FL¥ P(—ZﬂiE)]

b

¥h es una funcidn de Li(Rn). Por otra parte, se sabe que toda

distribucidn concentrada en el origen, debe ser una combinacidn

1

1ineal de derivadas de la medida de Dirac, ¥ luego, su trans-

v

formada de Fourier resulta un polinomio, F(E), e

Puede escribirse entonces:

A~
o "_._T_L."_X__‘_... - ‘ Adr © = (E
Yox 5roRIE) F [¥n] P(E).
Cada uno de los términos en el miembro izquierdo,  + 0,

[+ =
Luego, P(¥) debe ser el poliﬁomio nulb. .
Esto muesfra'qhé ?_—T%%%E?j; es integrable élredédor del ovigen,
1o cuazl concluye la prueba del teorema.#
Hasfa agui se héﬁ tratado casi exclugivamehté'pr§Blemas dé
regularidad, Como surge del an&lisis de los resﬁitédostéxpuei ‘
tog, 15 teoria para los bperadéréé con coeficientes constantes
esfé“§f§Cticaﬁénfe compiété. También en las cuestibné§'dé*réég"
lubilidad, pocos son los problemas que quedan‘abieftb§L"”“” “

Si bien en esta parte no se hablard de existencla de sgluciones,
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se enunciard un fecrema gque muestra el tipo de resultadcs
.~conocidos sobre el ;emgz;(ygg;{B]),dgaraqqperadores ceonm, coe-

ficientes constantes.

Teorema 1.7, - 1 i oo o - eI iﬂ

Sez U C R® un subconjunto abierto y convexc. D

Entonces, las siguientes propiedades se verifican respecto de
cualquier operador P(D):
a) Si D'(f}(U) indica las distribucicnes de ordég:ﬁinitq, en

. N .

p() pr )y = o ey B

2

I P LD o y
b} PFD) Lloc(U) -:ngc(§).

) P(D) B(U) = E(O).

Ejercicios

1.1. Escribir el polinomio caracteristico y el polinomic aso-

ciado, para cada uno de los operadores._de Laplace, Cauchy-Rie-
mann, del calor, de. Schrddinger y de las ondas.

Decir cufles de ellos son elipticos.

n . . s .
1.2. Dade. h €. R, mostrar que el operador.de traslacidn Th“ de

TR T
finido como: '

(7,T, ) = (T_,e(x+h)) para T D'(RT), ¢ e PR
no es seudolocal. 7‘ o
1.3. ' '
Sea P(x,D} un- operador diferencial com coeficientes indefinida

~ -
N

. . . n_ .
‘mente derivables en cierto abierte U C R; sea K una parametriz,
bildtera para P(x,D).
81 R.es un p@gulagjzante,,ppobar_gue”R+K es otra parametriz bi-

l&dtera para el operador dado.
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<4y o d4_ym
1.4. Sea Rig) = Cm(dt)

+..0t C (Q_) +~CO,;un-operador dife~

1Mdt
rencial ordinario de oérden m, con coeficientes constantes
C‘]E Co , 0
Mostrar. qug P(%¥) admite una sclucidn fundamental‘G_de la
forma
G = Hg .
donde:
H(t) es la funcidn de Heaviside,
1 >0
H{t) =
0 t <0 , ST pen
.g es la solucidn del problema:

d -
CPlEplg = 0

- 5 0 : ’ O \4“ j g_ m_ 2 - .- -4‘. :
d i - ‘ S
(5¢2) g(o) =
l 1/cm ‘ o Jee= m=-1
éQué puede decirse sobre la propiedad de ser G temperada? Dar
ejemplos. -
s, e

a) Expresar el operador de Cauchy-Riemann en coordenadas pola
res.
b) Expresar el operadcr de Laplace en coordenadas esféricas en

I e I,

n - : C o : S < -t

a) OBtener’sdluciones  fundamentales temperadas para les operado
'pes dé Laplace, de Cauchy-Riemann, del éalor y de Schrddin

ger,




~L1G-

b) Dé las distribuciones obtéiiidas én-a), decir-cudles son

funeciones loecalmente integrables, cudles coinciden con fum=.

ciones indefinidamente derivables ¢ analiticas en Rn\O.

1.7. Lo mismo que el ejercicio 1.6, para la ecuacidn de las

ondas en una variable espacial.

1.8. Construir soluciones fundamentales temperadas para un

operador eliptico P(D) de orden 1, en R y én R%,

Comprobar que se cbtienen funciones localmente integrables,
que son aznalfticas fuera del origen,

. 2 : . : ; .
Sugerencia: Bama R™, observar que mediante un cambio lineal de

coordenadas, puede reducirse el operador al de Cauchv-Riemann.

- ( P :
1.9, Construir una solucidén fundamental del operador ?;—“+ 1,
1

en R".
¢Es hipoelipticc? Mestrar que es inyectivo em EY(R"). ¢Es

siempré inyectivo?

1,10. Dado un operador P(x,D) de orden m, eliptico en cierto

. n . . . . N .5
abierto U C R”, probar por induceidn scobre el orden de deriva T

-

cidn ©, gue dado K & U compacto, @ n-upla entera no negativa,

existe C=C(XK,e) > 0 tal que

S o . : s ,
IDQ.f(x;E_Q_ri?f')l < sl para xe k1] Frends:

1.11.

a) Si €(D) indica el operador del calor, -probar por induccidn
sobre el orden de gerivacidn @, ;que dada una n-upla entera,

no negativa @, existe C = c{e) > 0 tal que
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“___ 1 )] < C(1+IE])_1Q1/QIQI para |f|

(2R IEY grande

I'p

bj Construir una parametriz aseudolocal para el operador C(D).

a) Sea P(D) un operador cuyo. polinomio asociado .verifica:.
Existen coanstantes C,N,s,51,51 > 0 tales que
5 . L

|P(-2miCE+in))] > c(1+|E]) 1 .
para  [E] > w, [n] < e[g] 2
Siguiendo el razonaﬁiento heéhp én.el teofgmé.i.é, progér que
P(D) es hipoeliptico, | . |
b) Obtener la-hesigualdéd'que figura en a), Pafa'el opefédagﬁi'

del calor. ‘ A

1.15. Se% G u%a-fuﬁcién eptera._?robér qﬁe §1 Qpéradqr G o es

un regularizante analitico,

1.14%, Dado k = 1,2,,.., probar que existe m = 1, 2,..., tal que
las scluciones fundamentales del operador %ﬁ, son de clase

k I

" en todo R,

1.15. Enunciar y demostrar el lema 1,7, para un operador P{x.D)

- L3 - 3 n
de orden m, eliptico en cierto abierto U © R",

' ay o -
. ¢ 1.¢ . C
1.6, Se considera el operador =m— = Z{o— -1 -—)
. ’ z 2V Cx Cy

Mestrar una solucidn analitica, real, perc no analitica com-

pleja, de la ecuacidn

- = -:-]--81’1 C\0O.
Z
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1.17. e

2) Considerar la ecuacidn del calor en una variable

L3 -'\2‘
w _ €y 2
T T (x,t) € R".

Deseribir las soluciones ‘de la forma
ulx,t) = vix)u(t),

suponiendo v,w € E(R).
) Lo mismo gque a) para la ecuacidén de Schrd&dinger

c¢) Comparar los pesultados obtenidos.

especial:

1.18. Sea P(D) un operador cuyo polinomio asociado verifica.

la desigualdad del ejercicio 1.12,

¢0ué puede decirse de la integrabilidad local de 1la solucidn

fundamental construida en ese ejercicio?

RS

e il
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§2. E1 prébiéﬁg“ae‘CéuchZ”

En 81 se observd que no siempre una ecuacidn en ‘derivadas

rciales es resoluble, -incluso localmente; ademés-se vio
pa [} H

ue afin cuando una ecuacidn admita solucidn, 2sta puede no
q s
ser Gnica,
8¢ verd ahora que si a la ecuacidn en derivadas parciales se
le agregan ciertas condiciones, el problema asi planteadc, .
puede tener una y sblo una solucidn, bajo determinadas hipd-
tesis.
Un problema tipico de los gue se plantean, es el siguiente:

0 0 0 n . -

Sea ®x-. = {xiif;.,xn) un-punto en R, Se da una hipersupserficie

. . 0 . . o .
5§ no-sangular que pasa por x 3 esto significa _que en cierto

e ntorno U de xo, S .pyede describirse como {x € U/¢(x) = 0},

‘Las hipdtesis hechas sobre S permiten asegurar que alrededor

)},

. 0] . . . . .
. de ® , 8 coincide, por ejemplo, con {x/xn ;'W(X1°'°"Xn 4

- . e s 1
para una determinada fyncidn ¥, .de clase (7 . cerca de._. _

, 5 et s e i —
(X‘i','.'. . ,Xn:—i),

e . . ) . R

4 (2, funciones definidas en S, en un entorno

Sean ¢O(X),...,¢m
'&éwkﬂffﬁmlﬁhﬁ—ﬁﬁla P = (WO,...,¢m_1),"éé‘la 1lama datos de

-

" Cauchy’, "datos Inididles o mas precisamente, datos iniciales

sobre 8, relativos a un operador de orden- m..

Dada ahora una funcidn f(x) definida alrededor de XO, se llama

problema de Cauchy o problema de valores iniciales asociado 2

cierto operador P(x,D) de orden m, ‘al problema de. hallar una
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funcidn u{x) definida en cierto entorno, de xo,‘cumpliendo

R-(X’D)u :f .

-~

Gyl a2 b, 0K 5. m-
(a—a) ¢ —-Sﬂj-‘, 00 = 3. < m=1

2

donde n es upna direccidn normal a Si
Con relacidn al problema asl planteado, aparcecen varias cues-

tiones: Si existe sclucidn y si es fnica. "

S¢ a3h casd dé existin una solucidn, &sta es local o puede aseg

gurarsé a veces gue existe solucidn glo bg Como depende la

solucidn que eventualmente se encuentra, de tos datos. £,7,

_ ) o . \
En lo que sifue, 5e analizarén estas preguntas,
ﬁﬁ.pfiméf'iﬁgaf; si bientél problema se ha  planteado para un
obéradof liheal de los que se estudiaron en §1, tiene sentide
*éﬁuhciafio en condiciones mas generalee:
Sea kai,.n.,Xﬁﬁ‘uﬁé‘funci6n Eefihi&a en un subconjunto ée
¢", ccn valeres complejos. Mediante el:reemplazo de las varia
bles ?i,.{;;Xﬁ'ﬁOf'véﬁiabiéé feéles xi,..;,xh v derivaciones

e B e g e SR T . -
‘7 hasta un cierto orden m, se obtiene un operador en derivaaas

parciales general de ordeh m: F(x;D )

pPreden tenerse tambi&n r operadores de este tipe, en cuyas

variables aparezcan las derlvadas hasta un clerto orden m,

f

. T '
de r funclones u;,...,u 3 esto da orlgen a un 51stema deter-

mlnado de ecuac1ones en derlvadas par01ales general de nrden m:

U P

s ey

o 1
Fl(x,D u ,...,, Yy = £
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. v o T

Entendiendo que la funcidn F toma valores en C ¥y gque £, u
s 1 T 1 r

son las r-uplas de funcitues (f7,...,T ), (u”,...,u” ) respec-

tivamente, un sistema puede escribirse como si fuera una ecua

o
eidn: F(x,D7) = f.

El planteo del problema de Cauchy para ésté‘éisteﬁﬁig%fﬁﬁe el .

mlsmo aspecto que cuando se hizo para un operador llneal

F(X,Dau) = f

L(;—)"-‘ u

La diferencia véside -en que ahora dada dato'wj, es un vector

=9
s y

‘de r componentes, lo mismo que las funciomnes F, ‘f-y la incdg-~

nita u.

Por otra parte, puede incorporarse el dato £ a la‘fungién
F(x,Bou), con lo cuél es posibie.escriﬁir el sistema:

F{x, fu) =

Volviendo al planteo del Problema, se dird que 1la superflcﬂo
S és de clase C‘z o-analltlca alrededor de xO, cuaqgo la fun-

&

. . .
cidn ¢ lo sea. Se dird que es de clpse ¢” si S es de clase

por lo menos C’Z y todas las funciones wo,...,p _4 Som de clase
CZ. Cuande la funcidn v que deflne ‘a S cerca de xo es anali-

tica ¥ también 1o son las funciones WO"‘”’¢m—1; se dice que

los datos @ son analiticos.

Por comodidad para lo que sigue, se modificaré la notacidn:
P ' N

;,

PR—

.'n
De las n coordenadss d2 un puanto en K ‘Be. destaca la filtima,
a la que se llama t.

Se dice que un sistema de orden m estad éscrito en feorma normal,

cuando tiene el aspecto:
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m e, T Lk
=) - G(X’tﬁDx(f?) u) = 0

con 0 € [e] +kx<m, 0<k <m-1

T . T DN SoE LA

Por ejemplc, los operadores del calor y de las ondas estén
escritos en forma normal.

Teorema 2.1. (Cauchy-Kowalewski) e -

Sea © = (yo(x),...,¢m_1(x)),un-conjunto,de;datos de Cauchy
-1
analiticos, en RO,

Se considera un sistema de orden m escrito en forma normal y

. . 4
tal que la funcidn G es analitica en el punto (O,O,Dx %Z(O))

Entoncés, éxiste una y sélo una funcidn ulx,t) =
R S : : L e . V- e . 5 T B

= (ut(x;t)). .. ,u" (x,t)) definida y “analitica en. cierto entormc

U del origen en R", que es solucidn del problema de Cauchy: i :

2 .t e ‘e v 4
| o no) = vyt we v CE a0l gy

OQue de existir una solucidn analitica, €sta debe ser

4

Gnica.
resulta de lo siguilente: ‘
Si se plantea como posible solucidn

B .3
_qadrct = 5 - e X “t
- ‘£_x, Y. 0 j 'aﬁ','j :
L

los goeficientes a . pueden ser calculados .en funcidn..de ele- .
B j.P," = L O -4 a
B, -

mentos conocidos del problema. 'h ST Cem -
En efeeto, :debe ser: ;" .- . - e e e

P

X

o wen |
aﬁ . -
>3 By g 1 (0,0)

Parangﬁaj~§tm11 y. cualquier P, es:..,

) Di ¢i(o)

% ,5 ~ TPt 31
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Cuando J 2 m y 8 es cuaquleP (n 1)- upla prlmero se calcula

ﬁdr—)]u(x »t), sabiendo que cerca del origen debe colnc1d1r

con Dﬁ(——)j m G(x,t, Dﬁﬁw-) i) especializandd én,(Ogé);*se
obtiene el coeficiente aﬁ,ﬁ’ usando los valores de los coefi-
cientes - ya conocidos,

Esto muestra.lga unicidad de solucidn analitiga.}?araﬁprqbar
la existencia de una tal solucién,_primero‘se;harén algunasﬁ
modificaciones en e1 sistema, para llevarlo a una forma en

la cual se bueda mostrar mis fac1lmente la ex;stenc1a de una
solucidn analltlca.

Sea el pfoblema plaﬂteado, hallar u d&mpliepgo: .-

(%?)mq‘é G{x, t D tf ) u)

(1)

CE s o
(T¥)]u(x,0) = wj(x) 0 < 3 <€ p-1

La primera reduccidn, consistirg en llevar (I) @ un, problema

equivalente de Primer orden:

Sea Wa,k‘; Dx%r?) u, 0 w‘]a,“+-k < m-1

Dada. una {n-1)-upla ¢ = Cal,..u,ﬂn_i),,si~[af > 0, algiin aj

debe ser > 1, luego, puede eéscribirse o = @' 4 (0,...,0,1 30,0.,0)

Leon al = ¢, gi % i, ot = o.-1,
N : 3 ?’]:] 3

Con esta notacidn se considera e} Sistema:

¢ _ o - _

&t "ok T Yoo k41 lef +k < meq,
w22 lof 4k = mos o] > o
et e,k ijr.a',k+1&& o :? N

L. - - 0% Jafik < oy
= ”O,m~1 G(x,t ¥, k’ax wﬁ'ah) 0 < Jel+k < moq




de (II). . .0

~5L- B

En “cudnto a tasveéondiciones iniciales, - ¢ oo
.,f',.r ©

—?—_ j N ) ) N : s ‘{::..: - _ s
_(at) u(X:,fl}) Wg, (% 0) : gj(-xl}‘?-___?_: R

0 sea,
' o

S e
wa,.(x,O) = D_ wo,j(x,o) = D, wj(x),‘w!alfF“f m-1.

Luego, .se ha obtenidc un problema de primer ordern en las in- -

cdgnitas W, yos e]+k € m-1:

) ’ 2d
E— W = w | L]Ur;k g m—i- | ‘
ct ..Od_,k ’ Cd_,.k.+1't_§'-i DX - e E
E—- W = ——E W I("[+k= m-1 l{"l >;fC-;
etk faXﬁT a?xkt%;' Tl ‘; z ’ E

(11)

N Sy

- = ! -»') T
¢t o,m-1 G(x’t’wd,L’gx.‘wﬁ',h)
J

0 € |e|+k € m-1, [ﬁ'|§ﬁ = g1

. ' w Pt R . ;
(x,0) = D_ qj(x) : lel+9 < m-1 -

17) .
¢,

-~

En primer lugar, el problema (II){esignalitico.en un , entornc

del origen. Ademéds si el sistema que aparece en (L) es lineal

o es lineal y homogéneo, -también seguird siéndolo el sisiema.

Por Gltimo, va a probarse que'ambosAppob%emas.son‘equivalentes,
en el siguiente sentido.. . “

Sea u una funcidn de clase Cm en un entorno del origen en R,
que verifica el probiema (1). Puede suponéféé éue ese entorno
es de la forma I ¥ U, “con I'interva;anbiertcTén'R que contiene

al cero y U, entornoc del cero en gDy




mstiteto Wartord

ds Tesnatogld Iﬁ'.!ui-f?\al

= D (=) u, laf+k < m-1,
i A ) R

la funcidn w = (Wa'k)’ e€s una solucidn de clase € del proble
g -

ma (IIY, en I x U,

o Cpent T P e T |
Reciprocamente, sea*wn=s€wd k) una solueidn de clase (¢ de

bl

(11}, definida en cierto entorno abierto del origen, I x U

o
en R", Se afirma cue la fyuncidn U'ETEWO 0),;es unda solueidn
- . s : [N .

de clase c™® en I x U, de (I)..Por la forma de (II), pava com

[y W
LR

probar esto, basta®d ver que

o, ¢ Lk
Ve e T Dv(??) Ty g para Clel+x < m-1
3 @~ 2 )

: Lt F ) L. e i _ SE
8i k = 0. a partir:de-la primera ecuacidn de (II), se compruc

2
ba sucesivamente, que {Wr)j W = W, ., Si |a]+i < m-1,
L 'C!,O Oi,j -

e
X W{),0

Dado ahora @ com |a! > 0, quiere verse que D = Wy oo
: e,

para ]G] % m-1. Para verlo, =s suficiente demostrar gue

~

= W

a?f war,Q &,0° si je| > ¢

¢
) 18 & T p———— - N 1 o
Se considera la funeidn ¥(x,t) 'Ux:?wa’,o ‘a,O Quiere versc
i
que ¥(x,t) = 0 V¥ (X’t).st X Y..-Aqui es donde se notar?d lz
utilidad de haber elegido el.entorno de esa forma.

Se fija ® € U, Puede ezcribirse el desarrollo:

m- e -1 w(i) . (m-]a])
Tl x = {x,0) .73 k& L (x,0)  m-|o]
xE) = jfo '_—fT?“fT't'*" (m-fa])! t 5




Perc, ‘
_E___ m—]a C N G '[;‘-C! _ E: m-| - [
&) ‘ox Yor,0 T (g | [Wa,o () | Iwﬁxf??:
= 'E:’T"'_" (E"—)m— l O!l W - (E——)W =
gy ot al, ct a;mfla|u1‘
= 7;; Wa*,m—[ﬁl T& s wd,h;tﬂr-i =:0,:

este valido para t € 1, segln 1é'Segﬁhda ecuacidn de (II). "

Luego, el resto en el desarrollo de ¥i(x,t), es cero.

gi 35'< m-falj es: .
) -~ . " . -
Y.L ay = (23 : VLIRS BN -
{x,0) = ('f) ,TQE'NQFEOQXﬂO)‘ -§?¥) WQ,O(X,O) =

A

e L -0 :
= AW (x.,0) - w, .(x,0) =
. WEy at g T e

L

.

— D_ ¢.(x) - D g.(x) = 0
S A x 1300

iuegc, se ha comprobado gue para cada x € U fijo,“ﬁ”x,t) 0
si t € I, con lo cua;ﬁ?(x;fﬁ o5 idénticamefite cero em I x U.
Esto concdluye la prueba'dé:laVequivaléncié‘dé (If'y-(II);

gimplificando un poco-la'nofaciéﬁgisé ha obtenide entonces

un preoblema .
2 e PP
'(T_E“u :. G{xr,t,u ’-E-iq ul) —

(TT1)s

d w(x,0) = ¥{x)

donde naturalmente, l1a forma de las funeciones G,¢ ¥ el nlmerc
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de funciones dncdgnita u, se han modificado: al pasar de {I) a
(II). Para continuar, se supondri sin embargo que u es una -

p-upla u = (u sree, ), s

Se hard ahora una segunda reduccidn:

Se quiere llevar (II') a otro problema ‘de primeyr drden en el -

cual la funcidn G no dependa de las variables independientes.

x,t. Para ello se considera el problema:

/;’*_‘*1. G(X,T,u, fu_
"i

ot
oT
P 1
¢ ) E
ulx,0) = ¢(x)
T(x,0) = ¢ .
X({x,0) = x '
1 .

,...,X } v T es una func1cn ,-e(scalapn

donde X = (X%

Mo

Se conserva la anallt1c1dad del problema (II*). Ademas (7111

sigue 51endo llneal 0 llneal homogeneo si la era (II').

ey

Estos dos problemas somn equlvalentes-

Sea u una solu01on de claqe C en -un entorno del orlgen ce
R R— : : o

(II'). Entonces, .u » X t) es Lna soluc1on ée clase C para

tIII)z vﬁlida &n cnc entorac.

.\‘-

Rec1procamente, si (u Y T) es soluc1on de clase Ci de (II
' ™ . H ET o . ,
alrededor del orlgen como T? = 1, debe ser T = t+f\x); por

otra parte, es {0 = T(x 0) = f{x); o sea que T = +.
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-~

Comouéé = 0, es ¥ =.g(x); también vale:'x = X(x%,0) = g(x); es
decir gue X = X. . .. : . = : -

Entonces, u es sclucidn de clase 01 alrededon del cero, de

{11')

Luego, en este paso se ha llevado el problema a la forma

- A

[43 “u
- G

T (u, =

Py

(I11")

ul(x,0) = ¢(x)

donde vale la misma advertencia anterior sobre G, ¢y las

inedgnitas u.

En una tercera y fltima reduccidn, se quiere llevar el sistema

n - P
Gu cu . . :
= = G(u, ) a uno casi lineal vy homogénea, o sea de la
¢t % . ;
1 : i
ferma:
o n-1
fu _ ° 2u
— = T A (u) me—
(€ » . Cx.
i=1 i

donde los coeficientes Ai(u) son matrices de » x r,.cuyos ele

mentos dependen sdlo de la funcidn inedgnita u.:

Para hacer esta filtima reduccidn, se deberin usar hipdtesis

T : . : o
de regularidad mAs precisas,

PR TR

Se supone en (III'), qﬁe u es de clase c?

en un entorne del

origen, en R, Ademés, se necesitarid que G sea de clase (¢ en
- R mo T

3

14,

un entorno del punto (¢(0), ; (o).

—~

o

En la situacidn que se est? estudiando, G es una Funcidn analf
5 =

tica, luego verifica abundantemente esa condicidn de ser de

S B g ST
clase (¢~ . Pero es bueno notar que en las dos reducciones an-

teriores, no se necesitd ninguna regularidad en la funcidn G.

. -
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ain a2 preble

mas no analiticos.

ge escribe el sistema (ITII') en coordenadas:

u, aus
J
(1) '?:E'— - Gj(ui,...,ur, """—"(xi)
‘ . u. r 3G, N
C i _ 3 <u “h
(2) == T = (u, w) gt
cxi ct h=1 €uh sz xi
r n-1 &G, 32u
. B 5 o h
1] = ] N 'u . a - (j
h=1 k=1 &{==1) "%k
(54
k
R . hh
Se introducen ahora lzs incdgnitas 'y L
hk (xk

Lo la ecuacidn (2) se¢ escribe:

LS

En términos de Wy

> s CGj T ﬁ—i'EGi o Ewh?
_—w = 7 —==(u,w;l) w.. +.2 B = (u,w, L )mmm
k3 ji h=1 (uh hi h=1 k=1 Lwhk K.

Como se gquiere que el sistema sea homog€neo, hay que arreglar
todavia la ecuacidn (1); se introduce una incdgnita X y (1)

Se reempblaza por:

"
ou .
X

_(.Fl‘ - Gj (u’wSi ).-éx—i

o
e

= 0

T -
Como se quiere que ¥ actfie como ¥, se pide que X(x,0) = fqe
on Cly
Por otra parte, w _{(x,0) = ==— (x,0) = tx ()
B - s . R . 8

. . E - O S Y
Luego, se ha obtenido el problema:
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s ' qa g OF
i Ry ey
X _ ST
w0
1 ~ - ' L ',_'
(Iv) ._@wjl T ch ' r n-1 ?Gj B,
B I e SR Ywy, v 2Z ——(u,w, )l §

e WL

¥
!

u(x,0) = ¢(x)

I
WQS(X’O) - {x (X)
.8
X(xs 0) ?12{1 —-

Este problema (IV) es analiticd ¥ el sistema sigue siendo

lineal y homogéneoc, si lo era el del problema (III'}. .

Ademds, ambos problemas son equivalentes:

Si u es solucidn de clase 02 de (III') en um entorno del »ri-

n - - ’ . .“Eu .
gen en R, . entonces -es ¢laro que.(u;'w—f, %x.-+ es solucidn -de
. . ) T €%, 1
. ‘ CoL i

clase 01 de (IV) en ese entorno.

Reciprébéﬁente, g1 Gﬁ,ﬁ-i,Xj verifibé'(iV)'alfeﬁedéfrdel'
s
2

-
-

vy es dé clase ct alli, como o= = 0, ¥(x,0) = X4 resulta que
debe ser X = Ry Para comprobar que u €s solucidn de (IIT'),
A
fu
bastarsa ver que ?;; = Wy

se hace comc .antes:

x para 1 € h-<.n, 1 €KX < n-1, Esto

. . . n
Se supone {(u,w ) definidas en un entormo del origen en R de

s S g
h
1a forma I x W¥: se escribe W(x,t) = =——m - w
. LU R e } e tRyT hk
: k
P S —
'.{T

_ s PO e ...n;-.- B R . . f
W(x,t) = ¥(x,0) t (x,), .fijado x € U, para cierto

Lo . - . o

|
o

Seglin las condiciones impuestas, ¥(x,0)



Para t € I, es:
odr ¢
EEE) i
Pues haciendo esz
5 _ . . .
Yhk
It
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¢ ¢ . e ¢
TE VR T OTE Yhk T Ts CnlWe¥ o) 7 T Ynk
k ) k ’
. ‘ {3 RV , ) )
derivada T;;’ ge obtuve la ecuacibn para

En total, se ha reducido el problema inicial, al caso de. un

problema casi lineal homogéneo de primer orden, o sea de la

forma:
e . n-1
' I )
et i=1
ul(x,0) =

Definicidn 2.1.

A,(u) r
KN
2 (%)

‘Dadas dos series de potencias
: - S : : )
7 oa, ®x ., a,€cC (1)
o . - -+ oo .
T b, x , b, >0 (2)

se dice que la serie (2) mayora o es mayorante de la serie

< b

a!

(1), si ey

para todo-@.
Es claro que si (2) converge absolutamente para'lxj] < R,

<

1 £ j < n, tambi&n en esa regidn debe converger absolutamen

te (1).

o } ) S
Sea ahora ¥ a, % wuna serie de potencias gque converge absoluta

&

mente para lxj] < R, 1 € § € n, para cierto R > 0, Debe exis-

tir © > 0 tal que

o

|="] <
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¢ sea,

”[aﬂ = ;TaTa r Paraijodo; %-?%

. C o .

Luego, la serie % —TET x , mayora a la serie dada. Le¢ que
e o R S x o .

quiere hacerse, es modificarla para obtener una serie que

siga siendo mayorante, perc gque tanga una Ssuma conocida. Este -

se logra asl:

U ‘CW a = 5 E%r L Xa-
o R x>0 R |ef=R jid
PO
. - & u k j=1 kS
Esta serie estd mayorada por X —¢ (% x,) =- T Cls—p—)
k<0 RT =1 ] x=0 - .
n .
Si ] b ihj < R, esa serie converge absolutamente. hacia la
=1 R
funcidn ¢
4 1 et
1L S x s =
j=1

ol

0 sea que partiendo de saber que la serie % a, ¥ converge
absclutamente para |Xj| € R, 1 € § < n, se ha podido construir

una mavorante sencilla, que converge absolutamente, por ejemplo,

v e oo R L
para Ile < p, dadop < o mmr——
. . o T S
Es claro gue si la serie ¥ a % cumple a, ® 0, entonces admite
- o S a @

como mayorante al desarrollo de la funcidn

el g

{1y

iHMs
b

e
L
KIS
JEEY
"

o
iema 2.l1. Dadas dos series ¥ a, X , & bp yﬁ,»si bG:— ¢, tiemne
e P g f

sentido sustituir la segunda serie en la primera, o sea

2 a, (E by P ®

= Z C
s}
o B -

Y
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e

nemostracidn Basta observar que si b =0, sdlg hay un . niimeroc
— L LpE o :

. fijade

finitdo de posibilidades para formar el coeficiente Cys

=

" Volviendo ‘@hora al problema en ‘estudic,” mediante los cambios:

CRG, ) = ulx,t) - w(0)
A (u) = Ai(E + g(o)) »

. ’ ! : _— . e e e o . i
siempre puede suponerse que las funciones akzsaelementos:de 1a

matriz Ai y los datos Yy s son analiticos . en el correspendiente

origen y que Y(0) = 0.

-

Esto muestra también gque ho hay restriccidn en trabajar alre-

dedor del punto (xo,to) 5_(0,@),."H”
Por comodidad, se volverd a indicar la-wardiable x, en lugar

de- (=,t).

Se busca una funcidn u = (u

R uf) analitica en el -cero, cum-

pliendo:

fu n-1 du
_— = z A-(u) o
[£D:4 . J

n. i=1

ulx,0) = ¢(=)

y ge sabe que u(0,0) = ¢(0) = 0.

Bajo estas condiciones, segfin se hizo cuando se probd unicidad,

pueden encontrarse r series formales:

u, = = bg xﬁ
R I Y~
dde lo verifiean.
%'."«H '-‘. *

Los coeficientes de- la serie: para cada-uk, son polinomigs, con

coeficientes enteros no negativos, en los coeficientes de las

. i
series para a ., , 9 .




Tuego, si se reemplazaran las series de estas funciones por

T R T L AT . B B Ly
“mayorantes, dstas originarian mayorantes para las series de

en. algln dpminio.]xj|“{ R,,+ < 4 € n, se deduciria que tambiin
SRS TE RS E L . I L L

o -, ’,' . . o ‘.:7 e . - i .
~tal del 'mé¥odo, consiste €n reemplazar las series de SR LT

por mayorantés cuyas sumas sean funciomes para las cuales el

T S AT LT - SE RS B TR
S "supone que lds series de ahz, @k, convergen absolutamente

menté, ~°
- . . i : o
Segiin se vio antes, la serie de cada ay 7 puede mavorarse
. i - .
" mediante el desarrollo de - 'S‘
1—% z ou,
j=1 _

. -b64-

las funciones Uy e Si se pﬁobara gue estas mayorantes convergen

B 8

las series que definen las funciones u, , cenvergen absoluta-
mente 2n esa regidn. .

Fste es el llamado método de laS‘mayorantes; El punto fundamar

.

N

problema planteado puede res~lverse mis o menos explicitamente,

ara |u.| * R, 1 € j €0~ x| < R, 1€ 4 < n-1, respectiva-
P j > j 3 J E ha

Como ¢ (C) = 0, la serie de cada wk.iuede maycrarse con el de-

sarrollo de

Estos desarrollo son v&lidos para ciertos valores de Tas varig

bles y la comstante C > 0, puede elegirse igual nga todas lzs

.
PN

funciones.

.8e ha obitenido entonces el problema mayorante; escritoen

o2

coordenadas:



C::‘. v ?U-
—— 1<k <
. 1—-—2 uj Xl
: % % ox. A
n_Iao) 3‘-‘—"—'—'*—-:]—- 1€k < p
, 1 .

w B
1 R xj

Si bien se ha mantenldo la notaclon u para la fnnﬂlon 1ncogn¢ta,

'\.'
P

“ies claro que se trata 6e otra funC1on a determlnar.
i

-Segﬁn la forma del segundo miembro del 51stema ¥ la del dato,

By

es razonable plantear una solu01on'

o nui . n-1. - -
ul(x) = (v(.E Xi’xn)""’v(.” xi,xn))
i=1 i=1
n=1
Sea y = ¥ '«x..
i=1 ot

Cada ecuacidn se escribe entonces:

1 .

( ot ey -.C r(n-1) 8y

vy .. C ; S
(x_ 7 L.k, TV gy
o} 1—T i=1 1 i - ‘TD'\-—

El dato correspondiente @ la ccordenada k-&sima, es:

R (1 - Y)

v(y,O)‘ﬁ

En total, debe resolverse el problema: '

Encontrar v = v(y,xn), analitica en un entorno de (0,0) en RE,
tal que:
dv C r(n-1) &
-— = 0 -
= 1 - ¥ %
R
(3) & '
C
7{y,0) = - s -
_R(l—"ﬁ)

8i se logra resolver esto la funcidn

. m=1 S .. on-1 o
(v(.E Xi,?(n),...,v(-z X.S'Xn))
i=1 i=1

1




crigen en R3, cumpliendo:

~66-
resultard una mayorante analitica alrededor del cereo en Rn=
de la solucidn del problema planteado; entonces, éste serd

resoluble analiticamente.

Se esboza ahora la manera de obtener uha solucidn del proble-

ma“(B):

.

Suponiendo que la funcién v(y,x ) puede despejarse de f(y,x 23 Y=gl
Dara c1erta func1on f definida y reaular en un entorno doi opi-
l E . -

3 .
gen en R, quiere verse qué ecuacidn verificara f(y,xq V(V,hr)k

'\ -~

¢t . oF o _
= (y,x v(ijn)) + Eﬁ~gy33nﬂva3?n)) .. 7;; = 0
. v
is E (y,x_,viy,x )) &L = 0
7y axnviy.x)) + <5 A vy
a S E .
5i se supone que,TF no se anula, de estas ecuaciones pueden
0 .
C 'L\ ’
despejarse ?—— ?imhReemplazandolas en la ecuacidn de.{3), se

obtiene:

¢ r(n-1)
rv&y,x_3

(y,xngv(y,xn)) - (y X v(v,“n)) = 0.

1 - _

R

Luego, si se encuentra fly,x ,w) cumpliendo:-

2F _ Ccor(n-1) .
TR TV Ty

n 1-——P:- i
%‘,i 7 0 : i e

LR

pecdri despejarse v(y,xn), cumpliendo la ecuacién de (3).

8]

En cuanto la condicidn que deb%“véf}fidar VinXﬁ)ﬂ la cum-
C vy '
. -z ._
R(1-2)

Luego, si se encuentra f(y, ,w) . analitica en un entomno del

plird si se pide que Flv,0,w) = w -




{f ¢ r(n-1) Cf 0 -
() - o
- f(y,0,w) = w - Ly
T R(1=%)

la funciﬁn v(y;xn) despejada de f(y,xn;w) = 0, seréisoluéiéﬁ

analixica~aer(3) (ver ejercicio 2.4).%#

En realidad, no interesa encontrar f, sino la superficie

f(y,xn,w) = 0, que contendra el grafico de v,

N

Fijado un punto P = {y,xn,w) en la supeﬁ%ikie‘sxé %(y;xn,W) =
que la funcidn f verifique la ecuacidn de (%) en P, sigﬁifica
que a2lli debe valer cero el prodgcto escalar de los vecteres

(- -E—ELE%%l,igo):y'graﬁ £. O'sea, geométricamente, el vector
, . Iv TERILTTE Ot _ S
R

C r(n-1?
. . TW

gt

{ -

,40) debe pertenecer al:plano’tangénte a S en el
puntn P, =n particular si (y(s);xn(s}iw(s))rindiCa una parame-
trizacidn de cierta curva I' © S, ese vector debe ser tangente

a I' en cada una de sus puntos., Estc sugiereuna manera de cong

truir 8: si pudieran hallarse tgdas las turvas cerca de cerc

3 K ‘. i coe . S
en R ¢on la propiedad de que en cada uno de 'sus puntes el



fRarqffqrmalizap un poco esto,

-G8

c v -1 Ll A - .
vector (- -ﬂ—gl——l 1,0) es tangente y~luegoy reyniéndolas se

1 - e
R 3 -
obtuviera una superficie en R conteniendo al cero; si ademis

esas curvas pasaran por (y,Q;ijil, esa superf1c1e-seria S

una fun¢idn vectorial, como

-1 .
(- Euziﬁu—lﬁl,o), se_l;amg;un campos las.qupvaSgF que . en. cada
"X |

punto tienen al campo péritaﬁgenﬁe,%seﬂllaman'fpéyectOPias

o

del Eampo

el problema ha quedado reduc1do a encontrar alrededor

C sea,
del cero en R ’ las"trayectorlas del campo (- E—Siﬁ;%l,i 0J
gue pasan por la curva X_ = 0, w =ﬂ£—1—— 3‘

n .. Rey )

diferencial

Esto significa que debe resdlverse el sistema

ordiﬁario
g an o
dS :~‘1 i mern - (a)
dy ¢ r(n-1) -
= - —Tw {b)
. R s

-l dw B S SRR Y Aot
&= 0 Cc)

. P ST R Lt A .
con 1la condicién_w(s) = %:%%%% cuando xn(s) = O0¢ o 0

De (a)J, x, =8 * A,
R

Dé (C), W =-‘B- R

.Luego, . comc w deke maptenegggeqcnstantei,en () es:

v = - ¢ r{n=1)" %*5.

»w

Tomando c¢omo nweVd'parémetfofg*fﬁs?+'K,‘puedé”§uponerse que
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Luego,:

Ty ' - TW” Xﬁ.+uD;z

R ' .

Quiere ahora obtenerse una expresidn que vincule a Y-X, %, en

1a cual hayan desaparecido B,D,s¢

ciando x_ =0, debe. ser w =.§;£3Tb«sea vi="Riw =D
n R..y =
T Ct+w
Queda entoneces: .
C ri{n-1) R w
T8 a4 ——
1 __1‘1 n Ctw
R

0 de otra manera:

e (1 - By € rast) (Crndx TTRu(T L WD) =0

Esta es lé.sﬁperficieff(ygxngw) =:0-gue pasa por cero en rR3.. -
Ml
- . N - [
Claramente, f es analitica en el origen. Ademis ?g v = =Ry Por-:
’ 0
construccidn, cuando X, 0,:vale w.= %:%."' '

Esto concluye la.demostragiBnLQg;_ﬁ%égema 2,3, . oy

#
El teorema que se acaba de probar, muestra la:existencia y uni
cidad de solucidn analitica del problema de Cauchy, planteado"
‘Para un sistema ezcrito en forma normal,
Corresponde ahora buscar condiciones que‘asegﬁreﬂ?que~pn siste
ma gengra;, Puede llevarse a f9rma normal. I
En princiﬁio se tiene ei pr;blema |

F(x,D'u) = 0

1

S
()
A
-
A

=1

]

[y

BT

Rt S
donde S es una hipersuperficie cue pasa por cierto. punto xo v
que- puede ser descripta alvededor de &1 como'{xjw(x) #.0},. con

¢ analitica, grad @(xo) 7 0.



;esos:operadareS?difergnciales;

-Para que- pueda..;d.-e_ﬁpejaxssa‘;la---v.ar-iable cUuyeo: lugarf-ecupa-f(-';?-;}l_nv
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Sean gi(x),...,? (x) funciones analiticas en un entorno de
n-1
0 R RN
x , nulas en ese puntoc ¥y tales qugzponlendquﬁix) = ¢(x), la

aplicacidn

x +y = (g (x)sneesg (D)o

L.

. . e ¢ .
sea un camb;orde variables angiltleo.-o seaj,idet(r%) g 70
e I N ymx
e . on B
. . . .
xs 3=1 Y3 Y3 _ C e e
Luego, dada una n-upla &, es:
LY C! ~ C{ n n Eg. [~ ‘C"l.
o 4 G ¢
D}' :(-—E}—;—) 19...0(-&-") "_—' oz El-z--) * o (52
: g a7 oitgmery=n N1 Yy T

dqﬁde-la productoriaqdebe enienderse~comcnia“composicién de,

si se pone v(y) = u(xiy)) se:tiene: o i LTI
o a ' CY:L . Y
F(x,Dgu) = F(x(¥), V(E-;— w——)‘ viy)) = Fl(y;D§v)"”

i3 i “j

n
debe:cumplirses - P : S T .
EFi . .2 o
det (— S, T A o ,
()" 0
Cy y

Quiere darse ahora a esta cond1c1on una forma miAs explicita:

-I’~

En (5), aparecerd (?E—) solo cuando ]G‘ m; ademis, en el
o L
desarrollo de D para esos valores de o, va a tenersel(g——)
R . Yn
N = R .
solamente en aguellos té&rminos en que no s& gasten’ déprivadas
g
]

en los-coeficientes: o tgpt
-
s . _ & ™o . g
0 sea, fljaﬂOSchg &-. coi lal;=“m,'€7§—)%;v?utlene,comofcoe+;<

n u . - - - . [ D
clente =} [ gra g . . s .
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Luego, el .elemento i,k en k3 matriz (——e—— =), valdrs:

“Foi
a0 m
()" v

(_yn k

Pero seglin la notacidn, usada, En T ¥, funcidn que describia

A c 0
la superficie § cerea de X .

La Cbndicién,'enfmncés, ﬁaré“ﬁodéf;despeﬁér f%?—)mﬁ,'éé:
F, . _ .
a . o
detl; 2 — 21 (grag p)° 5 ¥ O (6)

- 44
*:.'f&_‘ =m <(p u) . oY o xEx D e
- - T DR : : R

8i el problema se hubiera planteado Para un operador lineal. .

P(x,D) . Z a,dx) D%, ese determinante seria el polinonmio
lo.'lgm 0

cargc@aristipo,wp,(xq,E), espgcializado en. el vector grad. Yoy

Por analogia con.este case, se llama €N. general polinomio
: HEHeRs :

caracteristico del sistema a ey

Es un polincmio homogéneo de,gradorm.rhgn‘lagvariable £, cuyos

coeficientes dependenrde X, P -

C

Es importante observar que en general.la cond1c1on (6), depeg
de no sdlo del Dunto xO y la superf;c1e S ‘sino tamblen de los
vatores p%u(x") para [a] ﬁ.iz

Como la func1on u es lo que se busca ». €8tos valores para

0 <. fal < m son en;prlnc1plotde3005501dos. Empleando los datos
de Cauchy, se ver:s enseguida que puede calcularse Di(xo) con

Ial <€ m-1, Admitiendo POT un instante que estos niimeros ya se

o
han hallado, hay que obtener ahora Du(xo), para [a]::_mgg
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-+ HES

Reemplazando ef gi Sistema todo lo conocido, 'quedan r ecuacig
P - SR ¢
nes en las inecbgnitas D u{x ), {e| = m:

0 B

P (0, Pux®), Mux®y =0 | 6] < me1

.
i

Entonces, el.primer paso para. saber si el sistema puede lle-
varse a forma normal, serid poder despejar ahi valores para los

43 0
nireros D ul{x ). .

1 - n e e e

- S ! i i ‘. H -
Se vera ahora cdmo obtener las otras derivadas, empleando los
datos de Cauchy:

En lo gue sigue, se trabBajard sobre la superficie §, en uh

Lo L e O . ..'___,. N ; L . : . N Coeme e
ehtorne U de » , en el ¢cual T puede Ser representada mediante

la funcidn-¢ y grad ¢(x) 70, para todo x € U,
Fijado x € U f S, se considera el'hipéfpléné"w iénéeﬁ%éiéﬁs 3

en x, y sobre &1 un conjunto de n-1 rectas de divecciones in-
dependientes, con versores Vi,...,vnﬂi,ique‘pasan pbr X
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. .4 .
La direccidn de dn versor normal

grad ¢(x)

n = (nl,...,nn), estid dada por
_ Igrad ¢(x)| B
Sean ahora 71(t),...,7n_1(t)fcurvas'contenidas en §, que pasan

por X .y cuyas tangestes en.ese punto tienen direcciones res-

. v BEe P, 45000,V .
pectivamente 15 L

De acuerdo con los datos de Cauchy, .

uk(Y.(t)) ¢k(7.(t)) 1 €k € p
J 0" 3" .

"Fijado k, esto permite obtener las echaciones siguientes:

. . k - . . ; - k : . e . -
cu 1 T n d k . o
. VvV, +eiet =m— V., = m . . PR S T -
= 1(x)J] . cxn(X) 3 T5 {O(vj(t?) - ek ? n-1
Por otra parte,més;‘.] - o R
.'-7:3 k - e - ; k . . . .
{ ¢ a:
(%) BT 4t a(g) 1 = () = g (x)
CE - . ) X en . 17
i n : .
Se tiene asi un sistema de n ecuacipnes con las n ineBgnitas
.k Coo e d
C .

(x) 1< j < n, el cual es resoluble, pues las direcciones
oxX. : ; 3 . T ,
5 : .

(V1’°"’yn~1’n) son independientes.

N : . ;
s .
. . Gu . N
Ua vez conocidas las funciones — en U 'S, se las emplea
_ ' i A2 k
. R - LT s o

de la misma manera para hallar 'Juay 12 s asi, ‘por pasos
(s (& . ’
1 ]

sucesivos, pueden @%lcﬁiaﬂsé en;U;ﬁ*S”tddas‘las'deﬁivadas

uieon fo| €mete .o

bservacidn 2,1,

El hecho de qué‘é partir de los’'datos dé ‘Cauchy puwedan cono-

. o - - . 0 Lo c. o .
~cerse en S5, cerca de x , todas lagv'dérivadas D u.de la funcidn

:ine8ynita, cdn-lal <.m-1 muestra gue .el .problema de Bauchy

admite el siguiente plantec eguivalente: , _




En el caso en que ¢l ‘sistema sea lineal, o -sea de la formar

"En particular,:cuando ﬁﬁftrata"de-ung+gcuaci6n lineal de

n
“primer opden, 27 ay () ?—— + bx), el ser una superf1c1e ca
' : 11.

racterlstlca o no enh un punto " t'iéne-una sencilla, formuiacidn
geométrica: oLl g

o . = iy
S serda no caracteristica en x si % aj(x) N £ 0

j=1 .

L ST

Los datos de Cauchy &on en &gte caso, las funcCiomes.y,. Aquji

hay que imponer la condicidn de que ‘estos'datos se&n compati-
e e,

T

bles.

Definicidn 2.2. : s vy S

Se dice - gue la superficie & és ne caracteristica para el sis-

o 3 .
tema F(x pu) = ¢, en el punte (XD,D u(xO)Na]<m’ si el polino

- R o e

0 e L0
mio caracterlﬁtlco no se anula en el Dunto (%, grad ¢(x )).

En caso contrario se dird que es caracteristice..

Como acaba de observarse, en general el hecho de que una su-

B

perflcle sea © no caracterlstlca en un’ Dunto, depende no sblo

del punto ¢ino de los ‘valdreés D ‘w(x® Y.

o T (.‘, R
F(x,D"u) = T Ay(x).Du + B(x) |
Lo - . 0§1 v (__m __.‘!_':_’.. . . .

con A, , B,imatrices;gﬁeisélo dependenqgg x, el polipomio
. . o
CaPaCtETlSthO.VElQ:*th(ICT@u A, (x) Eds
ol=m o

0 sea, al que una superficie sea caracteristica o no, sdio:

0
depende del punto x .
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D X R 0 O L .
0 sea, 81 el vector (ai(X'),.,m;an(xA)Jzes transversal a la
superficie en” el punts x°.
,El”éoﬁééﬁfﬁbaé stiperficie caracteristica, “es independiente de

1a ﬂéﬁeré‘éé describir la superficie § alrededer del punto xp.
En ;fééto; éeéﬁ:¢a,”¢é'funcidﬁé5'de clase C' alrededor de,xo-_5
tales que grad ¢1(x0) £ 0, 8§ = ’{x/xf‘l.-('x)-'.: 0}, cerica de ,xoa

i= 1,2, :

Debe ser entonces @2(x0) = h$1(x0), para.cierto A 70

Luego, como el polinomid CaractéfistiéorPﬁ(QQE) es homogéneo
en ¢, resulta que Pm(¥9? g?@@,?i(xo)} # 0 siy sblo si

Pm(XO, grad ¢2(X0)) 7 C. | -

Con la nocidn de shéerfi&ié cééa&tér&s{ica Qﬁé'ée‘ha iﬁtfoduci
do,'pﬁe&e”aecirﬁgi“tﬁﬁpoéo'vaéaﬁente,'qhe:si la superfiéiemes
no'Eéféétéfié{iéalﬁéré?el sistema en’ el punto=xp-yrse verifican
ciérfﬁgﬂédhdiciﬁﬁeﬁgée”aﬁalitibidad,fe1~prahlemafde-Cauchy.
admite localmente unﬁ%y E6lo'Uha solueidn analitica. -

Uﬁ% bfééuﬁ%é'Qﬁets&fge'ﬁhfohbés;“ccn relacidn a las cuestiones
tﬁiéﬁféédaé alldcmiéﬁzdgees si'podrd éxistir solucidn glebal,
El ejemplo, debide a Hadamard, que ‘se.incluye ahora, muestra
qﬁé en peneral, la solucidn 1ocal hallada no puede extenderse

a una solucidn global: °

Dadd a > 0, la funeidn ulx,y) x;a —5, e solucidn de la
(x~a)" + ¥y
ecuacidn de Laplace
.2"-h.§Q1J
Ly P8, pa=o
ix E‘y

-

€
Ademas, los valores iniciales u(0,y) 2 (0,y) son funcienes
» ’ L] ?;

analiticas de y. Pero debido a la singularidad de la funcidn




cién+T vepificando AR.=.0, debe ser -una - funéidn analitica.
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wlx,y) -en &k -punto (&,8), no puede .corsiderérsela solucibn

global en x 2 0, pues como S€ vio en 8#1,.cualquier distribu-

Otna“pregunté,que'puada,hacerSe;-esgsi todavfy - habrd solucidn
local -del préblemé_deﬁCauchy,-éuando?se reenplazan las hipdte
sis de. analiticidad per:otras..

Por ejemplo, se considera el operador de Laplace y se busca:

]

una solucidn del problema
. L . n
Auw:-= 0 . ecerea:del origen-en R

U\Xl,...,xn__i,c}) = ‘po(xi,..i,xn_i)

fu ) _
&xn:(§1’°"’xn—1’o)? $1$§1""’xn;1)

Seglin se scaba  de - menciocnar, cualquier solucidn de- fu = 0,
debe' ger una funcidn 'analiticaj luego, el problema planteado .
no tendrd -solucidn A -menos que los'datosf%%; ﬁi sean funcio~ -}
nes analiticas alv¥ededor del cero en‘Rn—l.
Es decit; gue el problema de Cauchy-pérasel.aperador de-Lapla -
ce ne .es resolublé, .niualn lotalmente, cuando se saYe del marce
de lasifunciqnesianaliticas.

En cambié, para el operador de las ondas, puede mostrarse el

signiente resultadc de resolubilidad global i(ver [10]})ur

S . . © =Tl . © . .
Sean @0, $151fun01onqgeen R-dewclase.c=;yvsea.f unaffunc16n
. n+1 o
continua en R -

Fntonces existe una y sdlo una solucidn u del problema



-77-
AN ‘
= f(x,t) = en Rn+1

R R TN R €
¢ B o S
en B .

LD W
la cual eside-clase-Cxs .-,

Otrarde las cuestiones gue se plantearon antes, fue la manera
en qugsupazsolucféﬁ delqpypblgmggdgpengerlelos datos.

El ejercicio 2___._3?; "-‘m‘ues-ﬁf’-'.éz; un caso, de S_ls'temas } difer'endialé's' é_r"
dinarios, en el cual hay dependencia anali;iqa de los détqg.”
Sin embargo, cuando. se.pasa.a ecuagdiones €n dergvadas pgrq;ai_
1éé; no siemppgygeipuede espéé@rﬁggg la soluéﬁén debénﬁé, ﬁ; 7
gﬁn,cohtinuamgnﬁe,,déﬁlos'daﬁgségg}?probleﬁgf

Por ejemplo, se comsildera en RZ:

Planteando una solucidn de variables separadas, ul(x,t) =:-
= vi(x)_ vz(f);fse verﬁuéﬁiaisoluciép de este problema; que

resulta adem#s global, esir

unﬁx,t) = An sen h nt.sen nx

. . . - l i . A -
Si por ejemplo, se elige A_ = = resulta que §JA_ sen nxl _ -~
n o n n L®  pow
- ' : T
Sin embarge, Hun(x,t)ﬂ - " ®, L R
L n-+w
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En efecto, si fijadec n, se eliggr(xn’tnz-i“(mén’ k/nll;yale
X :

1 k -
u(x ,y. ) ==(e"- ") = o o
| n n n n o0 T S RN
| .
‘ Se conocen resultados, que aseguran en algunos casos una buena
|
dependencia de la solucidn respecto de los dates (ver [111),

El ejercicio 2.7, muestra que cuandc la superf 'cie es carag-

teristica, ya nc es dable esperar unicidad de .olucidn del |

problema de Cauchy. . , Foee

El teorema 4.1, asegura la unicidad de solucidn analitical

del problema de Cauchy analitico, con datos. sobre una superfi

cle no caracteristica.

I

} En lc gque sigue, se verdn otros resultades que tambi&n aseguran
i A S : . : S aata . .

i

)

i

!

unicidad del problema no caracteristico, en condiciones més

generales, Para ello, serd *necesario primero analizar el plan

teo del problema de Cauchy,

Hasta aqui, el estudio de este problema se ha hecho en el

sentide de las funciones, Cabe preguntar ahora, cémc podri

formularse el problema de Cauchy, en el sentido de laa‘diStri

{

buciones,

El primer inconveniente que aparece, es gue cuando se piensan
PP s . Loy r B e a . oo :

...‘ - i 1 P
las incdgnitas u ,...,u

como distribuciones, si la funeidén F

. . N o A o
que da el sistema no es lineal en las variables Dxu, no tendra

1 sentido, en general, reemplazar en ellas distribuciones. Se

considera -entonces’ un sistema linenl:.

E

i o o .-

J F(x,D u) = 3 Aa(x).D u'+v =0
[l lel< m

X
I

it 0 escrito en coordenadas:
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(3 B}

>
ICZ '\<_m i

A

b
E

5

i (84
alj(x) Du, + v, =0 . . 1.
1 E a ] - 1 . . - v N .

n

-

. ¢ H - - ~.'.'. a .
Para que tengan sentido los pppductos alj(x}.D uj s1 uj es

una distribucidn en cierto entorno abierto U gdel origen en RE,

se pediri que aéj sea de clase ¢” en U?‘flnalmente » V. € D'(U).

La 1gualdad Yl; Scuando T v S son r- uplas (T )5 (Q } de. distri-

buciones se interpreta as¥:

Péra toda r-upla ¢ = (@1,...;$r), ¢j € D, debe valen:

T

r .
ry = X L. W.) = % L. L) = :
(T,¢) , (T}, t{}) (SJ?.“D )} = (s, (.’)

=1 ‘ j=1 !

.

El segunde problema aparece cuando se intenta dar: sentido &
L]

las condiciones iniciales; en efectc;fda@aAuna distribucidn T

€n general no tiene sentido hablar de 5u restriceidn a una

T : T UL T
superficie,

Luego, los datos- da Cauchy, tal. cual. aparecen en el problema
que se ha estudiado hasta ahora, no pueden plantearse, Lo que
se; hard entonces,- es modificarlos de.tal manera, que sSean.
adecuados para distribuciones y.-que en el caso de trabajarse
con funciones, resulten equivalentes a. los otros. Para hacerlo,
se comenzard razonando con funciones:

. 1 r mo
Se supone que existe u =(u seee, ), de clase C™ eh un entor

. 0 :
no del origen en R, cumnllendo- _ :

T a(x)puiv=o '

e |<m @
& .5 .

(+=3u| = o 0 < 5 < mo1
in ig ' .

‘Esto implica aque ¥ tambi&n es de elase ¢ cerca’del- origen.

Ademds, se supone que v se anula en un entorhno del -origen,




-80~

Sez ¢ una-funcidén analitica que describe 1la superficie S cerca
del origen y tal que grad ¢(0) ¥ 0

Se congidera ahora 1a funcidn:

'u(x) vw(x) ? 0

%X cerca de O
- i LT

P

' o w(x) < o

.

anterior.
h P o T} ' . : ;
- DD 1t S o,
Pero mas afin, u es solucidn de clase £, alrededor del crigen,

del problema:. . - | C s e

. Al Cl— e e P
SN UPERE OOy G 29 RN ) ERST IS S A ) MRS R
l(".l\\.'m

R o)

D u(x) = 0 cuando e(x) < 0, le} < m-1
Como la:reciproca es cierta también, resulta que ambos proble
mas son eguivalentes, - & ¢
AdemBs, si u(x):=:0:para ¢(x): X 0, también se anularid ‘alld
cualquier derivada de la funcidn, En total, se ha obtenido

Ta siguiente. formulacidn del problema:

TooaL(x) DT o+ v = 0
e f<m - - |

ul(x) = 0 cuando ~  v(x) <0
la cual es equivalente a la inicial,.
Pevo ahora, esta formulacidn tienme sentido cuando -se piensa

en el lugar de u, una, rrupla de distyibuciones. Se ha llegado

entonces al planteo.siguiente: ...
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r ] e el e e
gncontrar u = (ul,...,u ), ul € D' en un entorno del origen
. | SR . . oY IR - - i } i
en R, cumpliendo:

- -
% A (%) Du+ v = 8- . : .
o L S e ey

u = 0 cuando p({x) < ¢

El problema as? planteadd en el sentido de las distﬁfBﬁciones,

suele llamarse problema de Cauchy modiffgédo.

Se dard ahora un resultado de unicidad de este problema,

Tecrema 2.2, (H&lmgren)
RPN, § gy PR ) g S L
Sea u.= (U ,,..,u Y, u- € D s una solucidn cerca del origen

. .
entR , del problema:

AW(X) DTu + v = 0 | _
le|<m L ot PO e

u =0 cuando v(x) < 0

donde ¥ es una funcidn analitica gue describe cierta superfi- |

cie € no caracteristica para el sistema ‘en éiibrigéd'y;que
cumple grad ¢(0) # 0

e N - i4 . N ' . i
Se supone ‘que- los elementos agj(x) de las matrices A (xJ,

son funciones analiticas en cero,

Ademds la r-upla v E'Tﬁi,}};;er;-vj‘g,Df;_cpmﬁle que v7 es

cero en un entorno del origen.
Bajc todas estas condiciones, se concluye gue u.también-debe

anularse cerca del cero. -
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Demostracidn

. RN . . ) T, Tl ) a - :, ’ P - - A
Por todo lo supuesto, el prcblema puede llevarse a formar nor

mal; se cambia la notacidn, indicando las variables
H

(Xi’.' 1 ’Xn—l,t).

Se tiene asi el problema:

& e, ¢ Wk
EoPe - B A Gt D) =
S T P = S ' '
k < m-1 .
u =20  cuando £t <o

Todas las hipdtesis de analiticidad sg conservan..

t

Como se hizo en el teorema 4,1, se va a reducir el problema.

a otre, equivalente, de primer orden.
Sea f = Da(i—)tu 0 < |o]+k € m-1
o,k x Gt » o

Egstas distribuciones verifican el sistema:

¢ - :
= : < m-
Tt fa,k fa,k+1 |e]+k € m-1
E; f =‘a "f o] +k = m-1 le] > o
Ct e,k ok, Tel, kil : CHEET R R
c_f = 7 AL (x,t).Ey L+ |
3 O’mfi o] +k<m-1 _E?a . a?k i ol
5 oA | tx £) S £ + v
Blkanat. BloBon2 T TRy TR T
AdeméS, fC’ k = 0 parea t < 0’ . Ik+["Nl < m-1
-

El-problems ha quedado sntonces :reducido a:

-

-1 . . .

¢ o Of

-(-::E f - E_; Bj(X,t) -E;_.- + BO(X,t)f = g
j=1 ]

£ =0 si + < 0
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Se sabe que 1as componentes de g son dlstrlbuc1ones que se

H ot
: 4

anulan en un entorno del orlgen. Se sabe tamblen que Bj’ B05
. P N i vt . Bt ] s M

son matrlces analltlcas cerca del CerTo., Se tlene una solucidn

f = fl,...,f ) f] € D' solﬁcién de ese problema en un entorno

i

Lo . S - _»-. L.
...... -

del orlgen y se qulere conclulr que tamblen f e8 cerc cerca

del cero,

En primer lugar, se hard un ¢ambio de variables que lleve el

hiperplano t = 0, al paraboloide T = |§|2.
Para ello, se toma: . .. ..
T =t +’|x|2=:*
X =z
Es un cambio de variables pues Lt x) £ 0 y ademis es
o ..-.((t X) (0 0) - o

analitice., Es p081ble hacer este camblo de varlable no sdlec

-

en los coeficientes del 51stema, sino tambieg_en las distri—

bueciones f,g_‘fvér'ﬁfF ejefdfdfﬁf&]id} K

Marteniendo la notacidn, resulta gque f  cumple, carca del ¢&erc:

-1 ~
¢f n CF
T 2 Pyt g B tE = g
. g =0 si t< |x|2

Dado € > 0, sea ¢ € D(R) tal que
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Se considera f, W(t); si se elige ¢

puede asegurarse que sop(f. w) esta contenldo en

~

‘e < e} f‘{t > lxlz}, interseccidn

se supone deflnlda £.
Tn el entorno donde esté planteado
ei‘31stema:
n-1 F ]
ﬁ-(rf S'—') - Z ,ij‘»(x’t) 'a;{""‘(f-*P)
| =1 j

Quiere extenderse egtgAéiétemaJ
Para ello, se extiende f,y,
entorno de definicidn de T3
parte, los

extenderse a todo Rn,

si como funcicnes,de E"?inélmente,

toma como el resultado de céléﬁlarr
R oY TR- 1 : a o
?E(f.w) = % B.x,t) v—(f.¢)
=1 *3

-donde ya se-han colocado las distribuciohesry matrices extendi

das.
En teotal,

rR" el problema:

eg 0ot '
j=1 S .
£ =20 si Tt < fxlz
a n—l o
Si se indica L = -

\1:!: (\Ifl,..I,

_+ \BO(X,t)fis"p :

érfodo'Rn
definiéndola como cerc Fuera aéE*
resulta que fi;¢ € E!
elementos de las matrices Bj, B

no- ya como funciones

volviendo a la notacidn afiterior,

o

suf1c1entemente pequeno

el entorno de cero donde

el problema, fi¢ vérifica

.”Foﬁ‘6%fa

0> tambi&n pueden
analiticas, pero

el segundo miembro se

T By{x,t)f.¢

se tiene en todo

" i

con fj e EV,

dada



g Bzlog T
(g, %) = (L£,%) = (f, - ¢ + 7 =B (x,t)¥] +
' j=1 33 ' f

+ By G, )0) =(£, 179,

t

O,'indicén ias" matrices trasbuestas.

dé%ée B;’ B
Por la propiedad que tenfa inicialmente g y por la manera de
hacer las extensiones, se sabe que si 8 > 50’ para ciemto
ﬁo"> 0, sop(gj) e < Y = 4.

Luego, si se toman funciones ¥, € F .con sop(ﬁj) Cl{t < 83,

]
)

&

serd (g,%) = 0. O sea, (f, Lt 0 para toda r-upla ¥ asi.

Al sey las distribucicnes fj’ gj de soporte éompacto, tienen
orden finito; luego, puedén extenderse a las funciongs de

H . -
clase ¢, para cierto Nji.por lo tante,-para toda r-upla ¥

con wj € CN, sop(Wj).C'{? <.8}, serd (f, Ltﬁ) = 0.

2Ty

i to
Lo que quiere probarse ahora es que laspwuplas b ¥ con ¥ en

esas condiciones, son lo suficientemente numerosas como para
poder coneluir’ que £ = 0 para t < &, Una vez probado esto,
1 . ER . N . . ’
. ; S :
comc f ya se anulaba en t < [%|“, resultard que f = 0 es un

entorno del origen. fqui se advierte la utilidad de haber
cambiado el hiperplano po'fﬁn parabeloide,

Dada ahora ¥ = (@1,..;,Wr) con @j'e CN;.SOP(@j) C < §Y, 1a

Jdr
(5-t) . o
de palinomips'{u%}h, tales que'{Pi}h converge uniformemente

. : L . . ] ] ) T . .
rivadoc de _orden < N, hacia

y . ' ' LN o . - : . .
funcidn es de clase ( . Luego existen r sucesiones’

con todas las de _T"'lﬁ?f° en un
(B-t) T

entorno compacto de sop(fﬁ). :

Si H{(f£-t) indica la funcidn de Heaviside,



la sucesién’{PﬂgH(S-t)(S—t)N+1%f-ccnverge uniformemente hacia

¥,, con todas sus derivadas de orden < N, en un entornc de

sop(f.).
sop (£

Se supone por uh momento que existe umna r-upla ¥ . de clase,C',

tal:qué' SOp(WP% ) Gt < 5}, vej;_"i'ficrando:‘_

Lte = P(x ). (t )N+1

p(x,8)0= 0

fijada“ﬁna"f¥ﬁpla dé polinomios, P(x,t).
Con esto, ya buéde'cbhclﬁirse'él teoreﬁaﬁ;
En efecto: "
Pars una ¢ ‘en e&4s condiciones’, es:
(g, 15¢) = 0 = (£, P(x t) H-t) (-0

Dada ahora_cualquipr‘r-upla Q:de clase C cen

sop(@j) C{t < 5}, acaba de probarse que ex1ste una sucesidn

N+1 '
} que converge un1for-

de la forma. {P (x t). H(S t) (8- t) h°

memente con sus derivadas de orden ﬂ N, hac1a w, en un entor

no compacto de sop(f)

Para cada h se Supone entonces gue existe una r- upla ¢ en

las condlclones anterlores, solu01on del problema con segundo

miembro Py (x,t) H(&-1t) (5 t)N+1
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Tomande. limite .para h - =, resulta que (f,;%) = 0, de idonde se

deduce que sop(f) € {t > §1}, R
Falta entonces rescolver el problema anterior.
Desde.. luege, interesa que las funciones ¢ estédn definidas en

. noo. .. . .
.un-entorno..del origen en R, indépendiente del segundo. miembro.

N+1

Este segundc miembro, P(x,t) (8=t)" '~, es una r-upla de Fun-

. i e . ’ . F o
ciones enteras, Ademds los coeficientes del bistema L , pro-
. . o n . .
vienen de extehder en forma ¢ , a todo R, matrices que ini-

cialmente eran analiticas en un enteoino del origen.
Volviendo a ese entorno del crigen y eventualmente tomando un

im N e
6 menor, se busca ¢ de clase (, varificandc:

-

Lt = P(x,t). (5-t)N*1

v(x,8) = 0
R un entors o IS T I o : :
"en un entorno del origen en R, independiente del segundo
miembro.
i se pudi - Ny P e iar e
S1 se pudiera encontrar ¢ asi, entonces de ila condieidn inicial
se tiene: DX¢(x,6) = 0 para |o| < N, v

T H i rm o i e

. q} o - . - . LI SR BT
A partir de que ¢(x,8) = 0, reemplazando en el sistema resultsa
que e W(X,ﬁ) = 0, Sucesivamente se obtiene asi:

C 3 o oo e L -
(—E’-?)j st'j(x 55 ) = 0 cuando' I(‘il.f.j 5\<_’ .N‘,; BT
Por 1o tanto, definiendo -
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: CoLe : o I
se obtiene para cada P(x,t), la r-upla de clase € que se
estaba buscando.,. o

\
Oueda sdlo por hallar ¢.

Para poder encontrarla definida en un entorno del origen que
:no dependa”del segundo miembro, se va a considerar un probléma}
auxiliar, en el que se reemplaZ& & por una nueva variable,

Sea T.= t-53; con este cambio de variable, resulta:

-~

A A C T - Y ; .
Tt . E 'F;{_[Bj(xst"-& ) ',G‘(X,'t-l-(s )]+

+ BE(X,E}5)¢E(X,E}6) - P(x, t+5)tN+1

%(x,ﬁ) =0

ry N . -
Se busca ¢ de clase ¢ cumpliendc esto, definida emn:un entopr

ne IXI < ﬁ,“[al < Ay |%1 <7, del origen en Ré+1?”indépendie£

te del segundo mlembro.

Como este szstema depende llnealmente de ¢ puede reemplazapsa

Hle ¢ por )W, con h € R tal que todos los coeflclentes en cada
i P.(x,t+8) . . -
- pcllnomlo. —l—fx—-—— » Sean, en modulop_é 1.

s

Seglin se vio en el teorema 4 1 puede mayorarse el j-&simo

I SE i
: gsegundo miembro con

1~(xi+...+xﬁ_i+f+5)-ﬁ

En el entorno adecuado del origen elegido antes, los elegmentos

; . t t ¢ t .

alr: de las matrices Bj’ BO’ . Bj’ pueden mayorarse con funciones
; 5 : -
|

o TenlipiaZpil

! del mismo tipo, cuve dominio de validez es independiente de P.

LN
£

Por el tecrema de Cauchy-Kowalewski, este problema mayorante

i admite una solucidn analitica en un entorno |x| <%, [T} <=,

: |8| < @, del origen.
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Luego, variandoc P, esa familia de problemas admitird solucio
nes %(x,?,ﬁ), anzliticas en ese entorno del origen:
Entonces, fijade 5 econ ¢ < § < 1, 1la funcién‘$(x,t+é:é)5 es
solucidn analitica del problema planteado, valida pafa

= <n, [t|< n-5.

Esto concluye el teorema.#

r
El teovema de Hélmgren, da:unicidad de solucidn del problema
de Cauchy analftico, en la clase de las funcicnes (.

M&s precisamente:

Teorema 2.3

ﬁ Se comsidera un sistema lineal escritc en.su forma normal:
{ \m o ¢k
I, = (?‘E’) - X AO’ kfx,‘t) D ("??) .
o|+tk<m U0 ®
o k€Em-1
* % supone que leos elementos de las matrices Aa s Son funecicones
¥ . 1

analiticas en un entormo del origen en=Rn.
7 - Entonces, no puede haber m&s de una solucidn u de clase C?
en un entorno dequero»eanniuﬂel Pproblema:,
‘Lu = F
z\ .
(=)0 ulx,0) = v (x 0 <5 < m-1
T S o 5
dados £ de clage&0m¢gnjun entorno del origen en Rn, wj de cla

n-1

—_—
se- ¢ cerca del cero en R

Demostracidn

. 1 2 . . s C .
81 u , u son scluciones de clase ¢™ del pProblema planteado,

1 2 . s
la r~upla v = u -u” verificari:
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R ﬁv“£50 B -
(—(Ft—) V(X,O) = 0 0 % 3 = m-1
Definiendo . _
v t > 0
1.
V =
0 t = 0 Wl

Lv1 =0
1, X
vi{x,t) =0 si t <0

S ‘ e . . . T e .
El teorema 4.2, permite ‘comnclulr que v - debe anulsarse en un

entorno del crigen.#-_; s e
i . : Co .

Es posible obtener la misma conclusidn del teorema 2.3, exigien
do mucha mefios regularidad a los coeficientes del sistema.
En efecto, A.P.Calderdn ha demostrado (ver -112]), que Hay

uniéidad'del'probléma de 'Cauchy, béjo las'sigﬁienfes=hi@6tesfsi

» ig . _ : B
Los coeficientes de mayor orden,:aﬁjk(x,t), fwl+k-f m, toman-
-
1+4cC
valores reales y son de clase C (¢ > 0), en un entorno U

S

del origen.

Los otros coeficientes son funciones medibles ¥y acotadas en U.
Fijado £ ¢ Rn\O; el pelinomio caracteristico calculado en el

. v g e N A e

origen, AT b bv'(O’O) g A, tiene mr raices xi(g),

[V[+j=rm
j<rm

reales y distintas.,
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Ejercicios

2.1. Aplicar el métodoiaé'feduéciéhfdél ofden a los opefédéres
" & Lapldce en A variables v de las ondas en n variables éspécii
les.

2.2, Sean f (x,t) fuiiciones analiticas en un entorno del punto

0

(x,t ) en Rn+1

Probar por el métode de los amyorentes que el sistema

d1& ﬁ

x (1) = £, (x(£);8)
1 ' k lnstltuto Namonal
. dde Tecnologa \ndustrial
. B | ‘ | F_xlanslﬁn y Desarrolio
: o : : o IN TI Diision Bdloteca
g— X (t) = f (x(t) t)
t: n. - . n - -4 .

admite una y sdlo una solucidn x€t) analitica en un entorno

: 0 ¢ ea e a s
del punte t , que cumple la condlgxgp_lnlclg;;x(t-)_:,XOH

2,3, Si g(t) es la solucidn del problema

. 4 )
(_—) g +lll+ C1 dtg +- Cog T ?.

g3 0y = “j . 0 <5 < m-1

probar que g es funcidn entera.de la variable t, de los datos
il : CoaF LT e ETrE T T . . . : .

Gj y de los coeficientes cj del operador.

Sugerencia: Por reduccién del orden, basta estudiar el caso

de un sistema de prlmer orden

d- -
a-_-E- u = Au
u(O)_::og_-: - !

Dar sentido & la exponencial eAt.'rl



2.4, (Teorema de las fun01ones 1m911t1tas analitlcas)
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_a) Sean T, (z w),...,F (z w) funciones analltlcas en un entobnof

n+m

- o
de cierto punto {(z7 ,w ) € C , tales que

WFj(Z W ) = 0 ) Isj<n ,p.”;

det(?zl) (ZG,WO) Z 0
Tk

Probar Qﬁé existen entonces funciones Zk = @k(w), analiticas
0 e

en un entorno de w , tales que Fjﬁﬁﬂm)gmdfesta’defgnrﬂa y

vale cero en ese entorne, para 1 < j € n, .

b} Deducir 2l teorema para funciones analiticas reales,

Y

2.5, Dar superficies caracteristlcas pafa los operadores (del

calor,.de las.ondas,” de Schrédinger. -~ -0 0. 0 owoy :;i

RS BRI : 2y SUTIE

2.6.- Pa“a el operadop Rof %'ir

" i : j’“ e k H ~ .
5 Tar = ,,._ et -
ROt(ul’UQ”ua) = &%, &, X
vy Uy Us

o
Seopres

&sépibir su pollnomlo caractéristlco y determlnar cue sup:4—

ficies son no caracteristicas,® ST C
coo faowmihgTes  Faas L Telowe Db oREsnuba oo CIERELEELE
2.7, Se considera en R° el operador (wu— + 15“}

DTk rl

Do ommnE

a)

b)

Determinar qué rectas r son no caracteristicas para ese

operador en el origen.

Estudiar qué ocurre con la existencia v unicidad "de

solu-

cidn alrededer del origen del problema de Cauchyl .. .

-




-3 .
S ) = o
&L Y Tx UiRysX,) 3 0
1 2
u/r = (p ‘5 ..

e . : A T
seglin que:1la recta ¥ .sea o no caracteristica,

......

2.8. Se‘coﬁ%idéﬁalélﬁdberaddr ‘ e
& - ¢
L = ==~ 2 o (x,t) < _
t s T, C o
:'—,1 Y ] -

™ . n+l
les, de clase ¢ en un abierto U de R .
a) Mostrar que todo punto (xo,to) de U, tiene un entorno abier
to VO donde el problema de ecuaciones diferenciales ordini

rias, T

dx .,
E...J_ z - O!]_(X,S) ' ‘..

x:i(t)) =y, 7 {<se s
RIS T L -
tiene una’ niea solucidn x = x(y,s), donde Yy es’un punto

n -
de R cercano a X L e e

b) Probar Que x = x(y,s), t = s,rdefine_qn cambio de coordena
das de clase-Cw, cerca de (xo,to).

¢) Aplicar estos hechos para resolver el problema de Cauchy

Lu = 0

u(x,to) = uo(‘>‘<).,_” |

cerca de (xo,to} donde uo(x) es una funciaﬁ'suficieptemente

n
regular en un entorno de X., en R,

0
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Resolver el mismo problema con Lu é_f;!én”iﬁééf'défhu = 0,

siendo f una funcidn adecuadamente regular en un entorno

n+1
de (xD,tO) en R .

d) Sea u, la solucidén de - (&) con la condiciﬁn*uj(to) = xjaJ:‘<‘

Relacicnar u = (ui,...,un), con la transformacidn consi-

derada en b).

2,9. Aplicar lo hecho en el ejercicio anterior;, a la resolucidn
hY

dellpfobIEmH’dé'CaubH}"ﬁT§ﬂtéado:éivéﬁeaerﬁél'brigén‘pafa los
operadores:

«g,wL o
1 'ctE' o o .

ST SR
LA R R I B I

¢ c

o ;
0 T~ (% T, T 2 'T_-Lx,l)

|
I}

2q10l

a) Transformando formalmente Fourier en la variable x, resol-

ver en Ry’ = {(x,t) ¢ R"Y

n

V‘/tw>,01,u§;;prbblema

Bu

ct X

0

L - [ _-" . " '.' '. PR :‘ PN z x L L 1 n PR
~eon la condicidn inicial 1lim u(t) = £ en L (R7) dada
. PR S B S pPe i Rt oo T

£ e LYGRM) €0

PR

continuidad de £, existe

- i H . o
' [} i

b) PfoBér.qﬁe en cada punto x a

lim uwlx,t) = £(x)

tsot

2.11. Usando el ejercicio anterior, resolver en =

E 5?%(X51j é%?Q+$;§ﬁ< t <:T}:'eiLﬁdeleﬁa;
T 3



. eu ] - .
T Axu = 0

lim  u{x,t) = f(x)

+
t->0

. b . . : e
slendo f:R + C una funcidn continua tal gue para cierta

C > 0,0 >0 adecuada, cumple:
[£(x)] < C e [ para todc x € R,

oL

2,12, Sea € la variable angular en la circunferencia unita-

Al

ria I', o sea, 0 € ¢ 2.

Usando series de Fourier, resolver el problema

2 .
‘ R - 0 0 < o7

.2 \
w2t . .
2 52 St ER

?(?,O) = uOFG%_

) T 0 g 6 € oo

AN

fu . _ .
"E‘.t—'(cso) = 1.11(6)

u

dados datos Ugs uy de clase C .
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Algo sobre los espacios de Sobolev y. sus aplicaciomnes

En #1, se menciond en qué consiste, en general, un problenma
de regularidad;:

Dadas distribuciones f,g € D'(U), tales que
P(x,D)f = g en U,

quiere saberse gi determinada- condicifn- de regularidad gqfe.
verifique g, tambign podrd asegurarse sobre f.

Esencialmente, se estudid en $1, la hipoelipticidad de opera-

. _
yre 2

aé;éé-c;ﬁFcbefiéientés conétaﬁféé.
0 sea, si P(D)f = g en Uy si g coiﬁ;iée con uha-fuﬁciﬁn indg
finidamente deéi?éﬁie é; Gi;&’b;wségé;Téi taﬁb;égvf-f E}Qi).
Por otra parte, hacia el final de:8§1, se enundié un@%@o#ema
de existencia que entre otras cosas, afirmaba que daé@ ﬁn
abierto convexo U © R" y dada g € E(U), ;xis;e fLE‘E(é);éon
P(D)f = g en U,

Serd interesante poder estudiar ahora propiedades‘de existencie
y regularidad de soluciones énféiééeérde‘fﬁnciénés gue éémi
tan un nimero finito de derivadas.

Para analizar algflin resultado de este tipo, se introducirin

primero ciertos espacios, cuya utilidad surgiri un poco mas

adelante.

Definicidn 3.1.

Dado s € R, se define el espacio de Sobolev de oyden s, HS,

como:

/9

, 2. 57/9 A 2
if € sT/(1+]E] %) £ e L7},

Se da al espacio H® una estructura de espacio prehilbertiano,

definiendo:



. 8/ s/
2 AT 2 ~
(g,g) - o= ((+]e]?y 2E a+E]®) 2R
8 . 2
H e pem Tt p L
0 . 2 L.
Es clare gue H  coincide con L7,
Teofeﬁé 3.1.
(H®, (,) Q es un espacio de Hilbert.

Teorema 3.2.

s L 2
S es un subespacic de H” denso,; para todo.s.

Las demostraciones de estos dos resuttados, se obtienen sin

dificultades de la siguiente

Obser%écién 3,1,

Por definicidn del espacic H® dadayfAE_HS resulta .que
P > d3 e i -a.q

8/, A
?[(1+|§L2) 2 2} e 12,

sea U° el operador

S L2

. 8fa A - .
e N

< A = . S R ts - :

U® es una isometria suryectiva, cuyo inverso es U "; ademis
s . B .

U aplica exactamente § en 5, e e

Teorema 3.3.

Y

si (H®)! indica el dual del espacio Hs, hay una isometria
antilineal éuryec{iva}éhtre (H®)" 5 e,

re - o AT
L R L P ool -0

Demostracidn

Dada L € (BS)', L.U'S“béfténece a (Lz)f.'Ekiéte entonées una
y sbdlo una funcién'fL'éyL?.tal que L;U;Sf'='j f(x)-fgfﬁjadx=

lo'cual-sefﬂotafé'(f;=?;).
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jaa|
=
t
Q
o
0
o]
0
]
-
j=2
-
"
o

1 1(h) = (U°h, U

No hay dificultad en comprobar que la aplicacidn L > hr es

antilineal y suryectivauder‘(ﬂs)' enrH_S. .
ill También es una isometria:
? e ST R
L] = sup _iL(h)l,: sup yJ(USh,ZU hL)l =

; Fnl =1 Fht =1

|
3 = sup [C£, US m)| = HUTS nl o, = AR
5: ﬂ fll 2=1 L- . :'.u H TR

L
Esto concluye el resultado’

# . . \ L |

Teorema 3.H.

Sea CO = {F:R" = ¢, continuas y nulas en el infinito}

En CO se considera la norma del supremo, | H_ﬁ¢
1 I, “ N - L,.

. . . . s
Entonces, si1 s > n/2, hay una inveccidn continua de H  en CO.,

Demostracidn

s . .
Dada £ € ¥, para ver que f es una funcidn continua y nula

A i
en el infini. o, bastari comprobar que f € Ll.‘”ﬁ“"m““””ﬁ“

Ryl ‘

/s

[T Y e
|f! =(1+|E[2) v 2. (1+l'&l2)
| slyn 5

Por hipbBtesis, (1+[§|2) f e L Al ser s > n/?,‘también

S e i e

| ,_(1tJ§L2) ?VE L?. Aplicando entobnces la desigualdad de

 Cauehy-Schwarz, se -.concluye lo afirmado. ..

, A . Cols 1/2 ‘ :
Ademés,¥!ﬂl1€ (] (a+fe} ) at ) b EL . de donde resulta
I . R L

I la continuidad de la inyeccién.#




Corolarioc 3.,1.

Pado m = 1,2,..., sea
, Of
Cg =" {£:R" » C de clase Gm, tales que D.f es nula,en

el infinito para-|af < m}

m .
En CO se considera la norma:

(o]

c_‘i
Wel = 2 D f
’ L

[of<m
. : . . ' . -
Entonces, si s-m > n/2, hay una inyeccidn continua de H en
m
c
0

Demostracidn

Se obtiene del teorema 3.4, observandoc que segfin el ejercigioc

e . . . . , -
3.3.b), D" determina una aplicacidn continua de H® en Hs'mg-
sile| < m,

Este corolario muestra ya la utilidad que podrén prestar
estos espacios. HS, en el estudio de problemas de existencia

y regularidad de soluciones, fuera del ambiente e,

Teorema 3.5.

Sean s = 1,2;..., fe g7,
a) Son equivalentes:

i) fe HS .
i1) p%f ¢ 1,2 para Jo| <.
Ademds, existen constantes, Ci’ C2 > 0 tales que

c,ME < v e <o, hel

1 B o<|x|<s 1,2 H
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b) Son equivalentes:

iii) £ € 5 2 .

2. - :
, tales gque

"iv) Existen funéioneé“fw'eﬂL
f = = Dmfn, en el ‘sentido de-S'.
SIEN

Ademé&s, existen constantes Ci,C2'> 0 tales que

< i ' < ¢
_C1Ufu _g € inf ﬂfad ¢, €l

>
R I‘Oﬁ]é s - L.»z- L H

donde el infimo se toma sobre todas las posibles familiss -

"{f} de representaeciones.

- Demostracidn = | L s S o e e

&4 2 . - .
Dada una n-upla & con |a| < 5, Df ¢ L” si y sdlo si

rio%s] e 12,

! , R : : A =
FIDYEL = (~2mig)OF,
Luego, .es: .
' [&Tf k s/, A
18] < (a+]e} %y 2F].

[PIDE]| < c.(1+]2]%)

o
Por lo tanto, D f € L2.

Ademds,

;‘ S B R , = X IF [ %)) < el
$| |er]<s L lal<s . L2 8

“ i1) =.4) e

;U : A N
VM (1+]E|2)Slf12 ) i CU g?alsz = ' Ca ’DafIQ

Esto muestra que f € HS,




b)

Mediante la identificacidn (ﬁLQ)f_

funcicnes g, € 1,2 tales que Lf(w)

~-101~
Ademds, es:

rep _<c T ogaey
8 - ' .t
H ’J-’"-‘-*-S L

Esto concluye lalprueﬂé de al),
1ii) = iv)

Se considera la aplicacidn . L

HS g WLQ
e s e
Y > (D ¢)

a!%s

De acuerdo con a), ? es una inyeccidn continua; ademds, su

maen bs wr pihan 2
imagen gs. .un.subespacio. cerrado.V...de:?7L”,

-

Dada £ ¢-H °!  ségtn el teorema 3,3, f define una forma

lineal y continua sobre HS, L

g2 como:
Le(¢) = (0S¢, U™%6)

.oa=1 L . . .\ 2 ..
si 6 significa la inversa de la aplicacidn £, definida
-1
sobre ¥, resulta que L # . es lineal y continua de V

T
en C por el "tedrema de Hahn<Bznzc¢h, puede'extendérse a

) . . g . ‘ 2
una forma lineal continua definida en todo TL .

1

'H(LQ)', resulta que existen

Y —
z (D" ¢, ga), para
IC‘:]QS B |f7-

¢ € HS.

Dada ahora ¥ € 9§, se tiene:

' s/,n N
Le(9) = (U, UTSF) = J Fla)s]?) 2l Bt (aifeb?) 2g1as

= J ¢F arz [x?"ﬁfﬁl & = (£,9) £ (F,9)
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De 1o que se obtuvo resulta gue tambi&n para ¢ € S,-es:

& Q— -
Lf(¢) = z (-1)| | (D7g,, @)
s
Por lo tanto, en el sentido.de 8', vale:. -
44 l
AP SRS Ll R
ﬂlés “«
En cuante a la equivalencia de laé.ﬁéfmés, es:
. | L ()|
i s T Lt = sup ———r <
H - w#0 o
el %
H
ST o I 0 L SR
g HILF{¢2| |E(fa9D W)l“ -
< € sup w5 2 0 sUP e -
A X gt o "
,,*#O,_"Di‘bsz #70  x g%l .2 . -
SRR o S b I
<c X - HE YT
. o
C‘.’!*—.\S L2
Tambigh vale: -
S ' ' T S VA
L ()] 0= ELL D)
. . ¢#0 ZID ¢l , ¢#0 2D el
e T £
e T OoMEM )
el s Tt ,

iv) = idii)

Resulta de inmediato a partir del ejercicio 3.3
R T ’ . .#’.

. DéfinicidnsB.2i.

9]

Un espacic 4 de distribuciones sobre un abierto U c r",

llama local;gi_pg%a”caga;¢ € p{U),;

la aplicacidn

-



_103_ PR - -

A+ A

e

‘?f;; ¢f,i;;“mm“,“m_m

estd definida y es continua.

Teorema 3.6,
. R - ) .
El espacic”H™ es local,.

Demostracidn

De acuerdo con la desigualdad de Peetre (ver DTF, ejercicio

Z¥51) ), es:

2. $/9 A Ao
(+]E]7) e .[f(t-n) <

sl s /o n
<2 /7 (“lﬂl-?) .(Hl#—n_lz) _ Q,I'f'(éf—n)l

/5 A
2[¢fﬁ)

Usando la dgéigdaldaq de Young (veprDTF),‘resq%ta que ¢§.€7Hs;

ademéé‘vale; sl /. st o
N P I s/ n e

beet <2 Zacwln|fy B e

H L~ H

Lo e -

Del teorema 3.2 se concluye de inmediato que D tgmbién:es

denso en HS, para todo s,

Los dos resultados que siguen, permitirfdn construir para cada

f e HS, una sucesidn en D que la aproxime.
Teorema 3.7, . : . , o o L » s
Dada £ € D tal que
0 < B L 1 ) ,
51 |x| < 1/2
0 (x) =
Zo o x] =1
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se considera Qj(x) = 0(x/3), 7 = 1,2,4..

. s . . . T
Entonces, si £ € H , la sucesidn de truncac1ones{tjf}j,conver

ge hacia f en u®,

Demostracidn

Dada f € H® y dado & > 0, sea g € D tal que Hf~gw é g

o H .- ST
Fijada g, existe jo, que depende del soporte de g, cumpliendo:

gjg = g para ;> " SO -

>

o

§i j & jo, puede escribirse entcnces: _ e

£y

I F-£ , < | £-gl + 2. (g-f)
I 3 lHS < I f-g 5 I ;48 |

De acuerdo con el tecorema 3.6, el Gltimo término se accta ccu:

s|/ f .
IR FCTS YRS

u -

lsb /s A
| lge.n
]

U=

g u®

sl/ L
se

N

¥o hay dificultad en comprobar que H(1+|ﬁ[2) 2 AN
acota con una constante € > 0, independienté de j;
Por lo tanto se.fiéﬁén' |
15078 <C.p fegl

l 3 HHS i g!HS
Esto concluye el resultado.
' . . e .j', .,_#

Teorema 3,8,

Dada p € D tal que p =2 0, Jp dx = 1, se consiéera"ﬂf
pj(x) = jnp(jx)g -i = 1,2,¢u'

. 8 - s -
Entonces, si f € HE”, la sucesidn de regularlza01ones’~bj % £},

. s
converge hacia £ en H",

Demostracidn

El razonamiento es semejante al del teoremd anterior.
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Si f €:P, & sabe

Por le tanto Pj %« £ > f en HS,};

o

Dada ahora f e yS ¥y dado & > 0, sea g ETD,

Se tiene:

I£-p quS < Hf—gHHS:+.ﬂg:ﬂjrf gl

De acuerdo con e} ejercicio 3.7, como p. €

mine puede acotarse con

< HA i hE-gh
<o L

s . f- =
ge S 1Psl o L

'ﬁuégo,'resuitaf

Fop, * ¢ < 20 £- -0, %
I f] -"HS B H. gﬂHS * Hg{jl_gq

H
“Para § .3 j0(5)5 esto es ® ge, e
- Queda  entonces pncbado*elifeoréma. D
#

Corolario. 3,2,
81 f ¢ BHS, 14 sucesian’-wjf %

hacia f en HS.

Demostracisn

si f e D, es Gif

se deducge

En priﬁer'lugar, = f parg
Luego, del teorena 3.8,

‘€N ese rdso,

+ WC.g & p._gy - + feg-fFl
I Jg 3 gJHS | & JHS

Que.pj % f +:f en P (ver.

tal que | f-gf s <

s +",O 5 %

.ﬁj}j, contenida en

Si ahora f ¢ HS, dada g:€.D, se'tienév: o
te.f & P.-F] s 0. F & H.-0 o 4 p.”
] ] !HS 3 i 58 J n

DTF, ejercicic 2.8),

€.
bt

(F-g)y
ST ys

AO, ¢l Gltimo tép-

hE-gh _

H

legonvgrge

B T

- _; . N :
3= g

que .larafivmacidn escierta,

E—
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De acuerdo con el teorema-3.% y 2l ejercicio 3.7, es:

< 16 . (F~] < ¢ £-gl
ll ](f g)ll a C"f gl- g°?

(K4 L(Ffeg) % p N
1 ] H , H

H

con c >0 independiente de j;

En total resulta, para j 2 jO’

6 f w pofl < (14edlfogl -+ g & p.-gl
d 3 _FJ 5 _g g grPyE Hs*

*

De aqui se concluye enseguida lo afirmado.

i

El teorema 3;6,'és'iﬁsuficiénte,En'Cuanto'é'la cantidad de fun

ciones por las gue asegura que puede multiplicarse el espacio

H®,

Por ejemplo, sea P(x,D) un operador diferencial con coeficien-
tes aa(x) que son funciones indefin¥damente derivabl€ds en:todo

R". Cabe preguntarse si podrd. aplicarse P(g;D) a distribucié-

. - t
nes de H® y si el resultado pertenecera a algin otrc H™, En
principio, si los coeficientes son funciones indefinidamente

derivables cualemquiera, &so no siempre ocurrird:

x2 d
Sea P(x,D) = e —, en R,
5 dx
- .. . . s
Como e X ¢ §, esa funcidn pertenece a todos los espacdes Hj
5 L EESTTIILL
P(X,D)e"X .= 2x., Pero 2x, no puede pertenescer a.ningin espacioc

" H® (ver ejercicio 3.3. c) ).
Agregando una hipdtesis a 1las funciones a,, €s posible obtener

1a misma conclusidn del teorema 3.6:

Teoyrema 3.9. - : : .o

Si [|s]] indica la parte entera de |s|, dada una funcidn ¢

. . . : n 2
que admite derivadas continuas:y acotadas en:R - de Ordenes
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< [|s|] + 1, la aplicacién A w.f_:i

- .;Hs

f =+ ¢f
s

Estd definida y es continua. Exactamente, verifica la acctacidn:

4

e
Weflh < C sup [D ¢(x)] .0l s

[ekils] T

Demostracidn

Cuando s es un entero, el resultado se prueba usando la carac

. .. . S R i
terizacién del espacic H~ que provee el teorema 3.5 (ver efer

cicieo 3.6).
El caso general puede obtenerse mediante un resultaéd?de}’

interpolacidn que serd omitido. (ver [13]).

i
Del teorema 3.9, resulta que si los coeficientes del operador
de orden m P(x,D), son indefinidamente derivables, con‘'deriva

n , .
das acotadas en R hasta un crden adecuado,{lalapllcqgaén

f + P(x,D)f

estd definida y es continua. .
Otra situacidn que falta contemplar, es que, emn generé},‘un
operador diferencial P(x,D), estd definido sdlc en cié;to
abierto U C R", Habri que'définir en;bncéé'loslespaéiés“dé
Sobolév sobPe abiertos para poder trabajar con esos oPeradores.

Ll

Definicidn 5.3.

Dados U C R™ abierto, 2 = 1,2,..., se defing
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BE(u) =745 e 12(u)/%F € 12u)  para  |e]i= 1)

1 . N
E'(U) resulta un espacic de Hilbert com el producto escalap

(f,8) 4 = > e, %) )
HO(UY  o<lalsz 0 1YW

(Ver ejercicio 3.8.)

También se define el espacio de Sobolev HS(U), de orden s £ R,
Estc puede hacerse, por ejemplo, mediante técnicas de interpa

lacidn, que serin omitidas (ver [14]).

Definieidn 3.4,

Dados U C R" abierto, s € R, se define

HioéTU)~: {f €:D'(u)/¢f € H®, . para todo - ¢ €-D(UY},

-

s o de Frachet,

Es posible dar a Hléc(U) una estructura de espaci

mediante la familia de seminormas

PO S HREL o we DI

(ver ejercicio 3,11)

Definicidn 3.5.

Dados U € R" abierto, s € R, se define

B2 (u) = {f e E'(UY/f e HOY,
comp
;‘ 8i para cada K C U compacto se considera
I oo I - e DL
| .S = £ s H C
i o H(X) = {f € Hcomp(d)/80p2f> K},

H®(K) resulta un subespacio cerrado de H, con lo .cual sobre

HS(K) se tiene una estructura de espacio de Hilbert, que es _

‘ - . . 8
n simplemente la inducida por H'. ,

_—_———
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£s claro que H® (U) = U'HSTKS; X C U?cémpactC,”

comp X
Puede davrse a Hzomp(U) la estructura. topoldgica de limite in-
ductive de la de lés espacios HS(K),{de?manere anAloga a lo

gque se hace con D(U), a partir de sus-subespacios D(K) (ver -

/si, una sucesién'{fj} C g

(U) serd convergente, hacia cigrta
comp : ,

&
comp

vy, siﬁfj,f € H?(K), para alglin K y fj » f en H?.

3

s
1
Tgpﬁo;ﬁcomp(p):qomo Hl

OC(U), resultan espacios reflexivos;
usande la dualidad entre H° v H , puede probarse gue

“S () v us

Hcomp leoc

(U), son duales unc del otro,.

De la misma manera que en el caso ae D(U}, pérarprobaf qué

una aplicacidn definida sobre HzomP(U) es continué;'basfaré
coﬁpfeﬁéf Qﬁe restfinéfﬁaféjéadé.éubegpacid ﬂS(K), lo es.
Hasta aqui se dio algo scbre la tgdriéthilbértféﬁa'defigé"espi
cibé défgbbéié;;:enAéi;séhfido de qué tédas-lagrbfbpfééédéér

se apoyaron en el espacioc de Hilbert 1% i ‘Tambidn es posible

“definir esos espééid“ é“paffir de:ﬂpﬁfééf ejéfciEiéx?.iS).

Para la féorééwde'igs"éSbaéids-dé Sbﬁ&i@%} ver inF,“[T3}:

-

[1L], por eemplo.

Er lo que sigue, se darin algunos resultados sobre operadores

BRI S I LR PR R L S o e
diferenciales, en los cuales se emplearn los espacios de Sobolew,

Seglin se menciond en 81, todo operador P(x;D)'elipficoLeh‘dieE
to abiedtc U, admite alli vna parametriz bildtera seudolocal,

que pertenece -al espacio de los operadores llamados seudofiifs
renciales., . -.... = ,
Si-K es esa parqmetrizmcae,;iene:A . c e T S
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£ + RF.

?

KP(x,D)f

-

£Fe B'U), oy

donde R es un operador regulavlzante.

Puede proharse (ver [16]) que los operadores K y R tiemen i

I
Y

las siguientes propledades.

$i P(x,D) es de orden m, K aplica continuamente
H® (U) en H

s+m('
loc loc

ud.

. _ .t r
R apl;ca‘hloc(U?,en quc

(U), para t,r € R cualesquiera
De esta sitvacidn, se deduce el siguiente resultado de regula

ridad: . , . f

Sean f,g € D'(U)}, tales que

FGLDE S Ten U

Se sabe qUe g € H (U) para cierto s €:R: Entonces,. puede .
- concluirse que” ‘f’ e‘Hi;m(U). ' i LY e

En particular, de dcuerdo con el corolario 3.1, resulta que

- k+in/2] +1

sige C k+m

(U), entonces f debe pertenecer a ¢ . (U).

Pafardbteneﬁ'éstas conclusiones, mo es necesario que ¢l opera
dor ?(Q,Df sea eliptico; basta que admita ‘parametrices ;izquier
das seudoleccales gue sean coperadores seudodifepenciales:{

En el caso de opéradores con coeficiéntes.constantes, los ne

sultados vistos en §1,'pérmitirén demostrar algin resultado-

del tipo anterior, ' - s
En efecto, dado:un“opérador P(D) de orden:m eliptico, se

~construyd una parametriz: K de la formax-ﬁ;[—ffiiimr} fa
P(-2%if)
De acuerdo con los ejercicios 1,10 y 3.7, resulta que

FP-&:luw—]s A", Por 1lo tanto, seghn ese ejercicic'3.7, K se
P(-2wik)
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. . . . s ,S+m
extiende a"una,aplacac16n_cgpt1nuaﬁde,H_Jen»h::i, s € R,

. Por otra parte, dada. f e H!, es.:

K P(D)f =~ f-—?{'}ﬂ

~Fix %, es un regularizante analfitico. Ademds, como X € D,
‘resulta’que Kyl € 47, para tcde t € &,
Ennéonéeéuenbia,J?f[x] % puede extenderse a una aplicacidn’

e s T T : : LT
continua de H” en H |, para s »¥ € R cualesqguiera,

Esto Dermlte conclulr el 51gu1ente wesultado de regulaﬂldaq.

- s

‘Sean | f o clstrlbuc10nes tales que

P(D)f = g en r? . .

oo

. f s
Entonces, si g.€ E?, se concluye que £ e u5%®

'Egtgarﬁicular, sl s > n/2, con lo cual g serd. continua y nula
en el infinito, vesulta que f_@ebe_a@mitir m derivadas conti-
nuas y nulas en el infinito.

Tambi&n es posible obtener en estos espacios, resui%éd&éuéé;
existencia (ver [8], capitulc 5), para operadores P(D).
Finalmente, se hara una brev181ma referénc1a so0bre la avllca~
cidn de estos espacios de Sobolev, a la resolucidn de ciertos
precblemas asociados a operadores diferenciales..

En 82, se tratélel problema de Cauchy o de valores iniciales;
no es €ste, por cierto el finice de 1nteres que se plantea,

Por ejémplo, Duede mencionarse el pvoblema de Dlrlchlet o de

valores en el contorno.

Vagamente enunciado, consiste  en hallar una- solu01on de la
ecuacidn P{(x,D)f = g en c1erto ablerto u, conocidos los valo

res que debe tomar f en 1a frontera de U. S
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En §2, se obéérvﬁ gre dado un operador eliptico, los dates
debian ser analiticcs, para que el problema de Cauchy aébciado
a ese operador, admitiera solucidn. Esto;muestra‘queTen~ciepﬁo
sentigq,lpgues up.problema:natural de ser planteadp para cpe-
radoresrelipticos, pues rgquiere_datqg con mucha7regularidgd:
En cambio, tenieqdo_en:pyenta las propiedades de existengia?
unicidad y regularidad_ de la solucidn, dependencia‘de:los_d§f
tps, eﬁc.“qg? se qonocenﬂpuedgwggsirsg qge:el pProblema de
Dirichlet y otros de formulaci§n5§§mgjan§e, son los problemas
naturales gue pueden asociarse a un cperador eliptico{
Frecisamente, uno de los métodos conocidos para‘ei eétﬁdio
de estos problem;s;‘es el empléé;de técnicas deieSPacids dé
Hiibert, las’cualés ihciﬁﬁén"elﬁﬁSO*ééllSS espaéiéérﬁé'Scbolev

(ﬁéb;Updr%éﬁémpiog 101, [1u1).

Ejercicios

- F

3:1- B ., .. . . . . o IR B

——rr m—— [

. I, S H
Probar que 1a inclusidn de S en H” es continua,

Dade m = 1,2,.,,, demostrar que

Hm =}{f euﬁz/DQf e L? para .Faf N m}'=”[
’ m—-i ¢ m-1
= ,{f E H /(:\_'x T f e H ‘ ) tara ) 1 = k < n},

con normas gquivalentes:

LR R . I AR e

A lef=m 17
n ~ ) .
L A L= «
H H j=1 i K
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3.3, :
a) Si Sy = S45 probar que hay una inyedciéﬁ}cgntiﬁua y densa
8 s :
2

. K LA

Hlc H ") que es.estpictn g1 54 > Soe.

b) Demostpar gue la aplicacidn

#S D gs-le] ra
T ?.’f“ - e

estd definida ¥ es continua,

c¢) Si P(x) es ur polinemio no milo, probar due me puede perte-
o . s

Hecer a ninglin espacio .

gus EA N

Dada f e E', si el orden de T'es < y s € -n/2, Probar que
EEE SR RS T RN I S L
T € H . : - X :
» - . S5 -t
Concluir que €sta contenido en U g .
s

3.5, Lt

En las condiciones dej coreolario 3.1, pricksr qué la inclusidn
s i '
de H” en Cé es densa,

3.6. R

Demostrar el teorema 3.g Para & entero,

3.7,

- ‘:-“ t / A ) o . L ) .
Sea A" =/ ¢ SU/GHELTY 2R 6 1% daae t'e R.
Probar que 1a aplicécién‘bilihéal

D x At N Hs+t

(f,g) ~ F » ¢ S
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estd definida y pusde extenderse s una aplicacidn 6 de gS ,
en g°**t que cumple:
o - IR e tu:t/.
A
<SHlEl® 2 5 e

BECF, g
I H®

5+t

3. 8'

a) Probar que el espacio HZ(U) int~oducide en- la definicidn
3.3, es un espacio de Eilbert, con el producto escalar a11%
indicado,

/ . .
b) Demostrar que H (U) es un espacio local.

3.9, o N

81 los coeficientes del operador FP{x,D) &g'orden m, admlten
derlvadas contlnuas y acotadas en el ablerto U C R” hasta el
orden 7 2 m, Drobar que P({x,D) deflne una apllcac1on continua

de H (U) en H (U)

3.10,
Para m = 0,1,2,..., comparar los espacios Hm(U}, HTOC(U) v
U .
comD( ):
3.11.

Probar que (H®

loc(U),'{Pwl)’ €S un espacio de_Eréqhet{‘

L

Sugerencia

: o
Sea K. C U compacto, t K. C X, U =
; compég ©, al qge <j Kj#l’ j‘Kj U.

Sea g, € D(b) ¢on g. = 1 en K., 0 < < 1,
g5 g5 j» 0% gy <

Considerar la familia de seminormas " {P }.
gj]'-
3.12.

Probar que los espacios H (U) y H omp (U) son loecales
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- -~
LIS

3413, i w2
Sea P(x,D) uh operador diferencial de orden m, con coeficien-

tes indefinidamente derivable en ciéf{o-abiefté ﬁ'CiRn.

S-mn

Probar que P(x,D) aplica continuamente Hi;mp(u) en Hcomp(U)
s 5-m Lo T A . T
y H{  (U) en H]  (U).

~ Probar que hay una inyeccidn continua y densgﬂde}CkCU)ren
HEOC(U) para k # s, dando a ¢ (U) 1la topologia de la conver-
gencia uniforme de cada derivada de orden € k, en los compac-

tos de U.

3,15,

Dados s € R, 1 < p < =, se define el espacioc H *? como

/. A
"fFe sU/FI(1+]E]%) 2Rl e 1Py,

FProbar que Hs,p es un espacioc de Banach c¢on la norma
s/, &
= 2
pEl o= AFpCfE[ %) 2 EN
I_I ’P LL

3.16.

Dados s € R, 1 < p < o, obtener un anZlogo del teorema 3.3

para el espacio g° P

3.17.

Dados m € Z, 1 < p < @, obtener un anflcgo del teorema 3.5

para el espacio R
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3,18, .
Probazr las sigulentes .igualdades. ..
DUy =  CHS ()
COMmp
s
E(U) = 1OC(U)
' - U  57
Et{(u) HcomD(U)
(£) s ,
t =! Lt
{u) é HlCS(U) SR

donde D'(f)(U) indica las distribuciones scbre el akierto U,

de orden finito.
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S N PR LS
§1. Operadores en derivadas partciales parciales
lineales tlc.l.".‘}.’.‘%ill"l;..‘nl l(l'lltoll.lun 1 i
!
§2 ELl proplematde  Cauchy  iii 4t sit. 0 iiesai &9 ;

§3. Algo sobre los espacios de Sobolev. vy sus
A011CaCI0NESE thiernnnnatesetan st thenennens 9g-
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